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oglawlenie 1)pREDISLOWIE K PERWOMU IZDANI� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7pREDISLOWIE K TRETXEMU IZDANI� : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8gLA W A I. kLASSIFIKACIQ I PRIWEDENIE K KANONI^ESKOMUWIDU URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA 9, 132x 1. uRAWNENIE DLQ FUNKCII DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYHa11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + 
u = f(x; y) : : : 9, 1321. uRAWNENIE S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI (9, 132).2. uRAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI (10, 137).x 2. uRAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI DLQ FUNK-CII n NEZAWISIMYH PEREMENNYH nPi;k=1 aikuxixk + nPi=1 biuxi++ 
u = f(x1; x2; : : : ; xn) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10, 137gLA W A II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA : : : : : : : : : : : : : 11, 140x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM GIPERBOLI-^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ : : : : : : : : : : : : : : : : : 11, 1401. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ; URAWNE-NIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI (12, 140). 2. wYNUV-DENNYE KOLEBANIQ I KOLEBANIQ W SREDE S SOPROTIWLENIEM;URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI (14, 153). 3. zA-DA^I O KOLEBANIQH, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S NEPRERYW-NYMI PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI (16, 156). 4. zADA^I,PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S RAZRYWNYMI KO\FFICIENTA-MI, I RODSTWENNYE IM (KUSO^NO ODNORODNYE SREDY, SOSRE-DOTO^ENNYE FAKTORY) (17, 158). 5. pODOBIE KRAEWYH ZADA^(20, 169).x 2. mETOD RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLN (METOD dALAMBERA) : : : 21, 1751. zADA^I DLQ BESKONE^NOJ STRUNY (23, 175). 2. zADA^I DLQPOLUPRQMOJ (23, 182). 3. zADA^I DLQ BESKONE^NOJ PRQMOJ,SOSTAWLENNOJ IZ DWUH ODNORODNYH POLUPRQMYH. sOSREDOTO-^ENNYE FAKTORY (27, 196). 4. zADA^I DLQ KONE^NOGO OTREZKA(28, 199).x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29, 2111. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ (30,211). 2. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE S SOPROTIWLENI-EM (32, 222). 3. wYNUVDENNYE KOLEBANIQ POD DEJSTWIEM1)nOMERA STRANIC, OTNOSQ℄IESQ K OTWETAM I RE[ENIQM, DANY KURSIWOM.



4 oGLAWLENIERASPREDELENNYH I SOSREDOTO^ENNYH SIL W SREDE BEZ SOP-ROTIWLENIQ I W SREDE S SOPROTIWLENIEM (32, 226). 4. kOLE-BANIQ PRI NEODNORODNOSTI SRED I DRUGIH USLOWIQH, PRI-WODQ℄IH K URAWNENIQM S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI;U^ET SOSREDOTO^ENNYH SIL I MASS (36, 249).x 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37, 2551. mETOD INTEGRALA fURXE (37, 255). 1�. pEREHOD K KONE^-NOMU INTERWALU METODOM OTRAVENIJ (41, 276). 2. mETODrIMANA (42, 268).gLA W A III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA : : : : : : : : : : : : : : 43, 273x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM PARABOLI-^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ : : : : : : : : : : : : : : : : : 43, 2731. oDNORODNYE SREDY; URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFI-CIENTAMI (44, 274). 2. nEODNORODNYE SREDY, SOSREDOTO^EN-NYE FAKTORY; URAWNENIQ S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMII USLOWIQ SOPRQVENIQ (45, 279). 3. pODOBIE KRAEWYH ZADA^(46, 281).x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47, 2851. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. uRAWNENIQ S POSTOQNNY-MI KO\FFICIENTAMI (47, 285). A) zADA^I TEPLOPROWODNOS-TI S POSTOQNNYMI GRANI^NYMI USLOWIQMI I SWOBODNYMI^LENAMI (47, 285). B) zADA^I TEPLOPROWODNOSTI S PEREMEN-NYMI GRANI^NYMI USLOWIQMI I SWOBODNYMI ^LENAMI, ZA-WISQ℄IMI OT x I t (49, 295). W) zADA^I DIFFUZII (50, 299).G) zADA^I \LEKTRODINAMIKI (55, 301). 2. nEODNORODNYE SRE-DY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY. uRAWNENIQ S PEREMENNYMIKO\FFICIENTAMI I USLOWIQ SOPRQVENIQ (51, 302).x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ I FUNKCII ISTO^-NIKOW : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52, 3041. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pRIMENENIE INTEGRALX-NOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE K ZADA^AM NA PRQMOJ I POLU-PRQMOJ (52, 304). 2. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pO-STROENIE FUNKCIJ WLIQNIQ SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW(54, 308). A) nEOGRANI^ENNAQ PRQMAQ (54, 308). B) pOLU-PRQMAQ (55, 311). W) kONE^NYJ OTREZOK (59, 319). 3. nEOD-NORODNYE SREDY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY; URAWNENIQ SKUSO^NO POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI I USLOWIQ SOPRQ-VENIQ (60, 328).gLA W A IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA : : : : : : : : : : : : : : : 62, 332x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM \LLIPTI-^ESKOGO TIPA, I POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ : : : : : : : : : : : : : : : 62, 3321. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONA WODNORODNOJ SREDE (62, 332). 2. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNE-NIQ lAPLASA W NEODNORODNYH SREDAH (63, 337).

oGLAWLENIE 5x 2. pROSTEJ[IE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONA : : 64, 3411. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA (64, 342).2. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ pUASSONA (66, 347).x 3. fUNKCIQ ISTO^NIKA : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67, 3481. fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ OBLASTEJ S PLOSKIMI GRANI-CAMI (67, 350). 2. fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ OBLASTEJ SOSFERI^ESKIMI (KRUGOWYMI) I PLOSKIMI GRANICAMI (68,360). 3. fUNKCIQ ISTO^NIKA W NEODNORODNYH SREDAH (69,368).x 4. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70, 3731. kRAEWYE ZADA^I DLQ KRUGA, KOLXCA I SEKTORA (70, 373).2. kRAEWYE ZADA^I DLQ POLOSY, PRQMOUGOLXNIKA, PLOSKOGOSLOQ I PARALLELEPIPEDA (73, 390). 3. zADA^I, TREBU�℄IEPRIMENENIQ CILINDRI^ESKIH FUNKCIJ (74, 401). 4. zADA-^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SFERI^ESKIH I CILINDRI^ES-KIH FUNKCIJ (76, 415).x 5. pOTENCIALY I IH PRIMENENIE : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78, 429gLA W A V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA : : : : : : : : : : : : : 82, 443x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM PARABOLI-^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ : : : : : : : : : : : : : : : 82, 443x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 84, 4481. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ (84, 448). A) oDNORODNYE SREDY (84, 448).B) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY (86,456). 2. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECI-ALXNYH FUNKCIJ (86, 460). A)oDNORODNYE SREDY (86, 460).B) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY (89,476).x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 90, 4841. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE (90, 484). 2. pOSTROE-NIE I PRIMENENIE FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWENNYH TO^E^-NYH ISTO^NIKOW TEPLA (93, 496).gLA W A VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA : : : : : : : : : : : 97, 507x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM GIPERBO-LI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ : : : : : : : : : : : : : 97, 507x 2. pROSTEJ[IE ZADA^I; RAZLI^NYE PRIEMY RE[ENIQ : : : : : : 101, 516x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105, 5261. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ (105, 526). A) oDNORODNYE SREDY (105, 526).B) nEODNORODNYE SREDY (107, 530). 2. kRAEWYE ZADA^I,TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYH FUNKCIJ (107, 533).A) oDNORODNYE SREDY (107, 533). B) nEODNORODNYE SREDY(111, 559).
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6 oGLAWLENIEx 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 111, 5601. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE (111, 560). A) pREOBRAZO-WANIE fURXE (111, 560). B) pREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ(hANKELQ) (112, 565). 2. pOSTROENIE I PRIMENENIE FUNK-CIJ WLIQNIQ SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW (113, 569).A) fUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNYH SOSREDOTO^ENNYH IM-PULXSOW (113, 569). B) fUNKCII WLIQNIQ NEPRERYWNODEJSTWU�℄IH SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW (114, 575).gLA W AVII.uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA�u+
u = �f 116, 581x 1. zADA^I DLQ URAWNENIQ �u� {2u = �f : : : : : : : : : : : : : : : : : 116, 581x 2. nEKOTORYE ZADA^I O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH : : : : : : : : : : 117, 5861. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ STRUN I STERVNEJ (118, 586).2. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ OB_EMOW (119, 594).x 3. rASPROSTRANENIE I IZLU^ENIE ZWUKA : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 120, 6101. tO^E^NYJ ISTO^NIK (121, 612). 2. iZLU^ENIE MEMBRAN,CILINDROW I SFER (122, 618). 3. dIFRAKCIQ NA CILINDREI SFERE (124, 627).x 4. uSTANOWIW[IESQ \LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ : : : : : : : : : 124, 6331. uRAWNENIQ mAKSWELLA. pOTENCIALY. wEKTORNYE FOR-MULY gRINA{oSTROGRADSKOGO (124, 633). 2. rASPROSTRANE-NIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN I KOLEBANIQ W REZONATORAH(127, 640). 3. iZLU^ENIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN (128,651). 4. aNTENNA NA PLOSKOJ ZEMLE (129, 658).dOPOLNENIE : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 669I. rAZLI^NYE ORTOGONALXNYE SISTEMY KOORDINAT : : : : : : : : : 6691. pRQMOUGOLXNYE KOORDINATY (669). 2. 
ILINDRI^ES-KIE KOORDINATY (670). 3. sFERI^ESKIE KOORDINATY (670).4. |LLIPTI^ESKIE KOORDINATY (671). 5. pARABOLI^ES-KIE KOORDINATY (671). 6. |LLIPSOIDALXNYE KOORDINA-TY (671). 7. wYROVDENNYE \LLIPSOIDALXNYE KOORDINATY(672). 8. tOROIDALXNYE KOORDINATY (673). 9. bIPOLQRNYEKOORDINATY (674). 10. sFEROIDALXNYE KOORDINATY (675).11. pARABOLOIDNYE KOORDINATY (676).II. nEKOTORYE FORMULY WEKTORNOGO ANALIZA : : : : : : : : : : : : : : : 676III. sPECIALXNYE FUNKCII : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6761. tRIGONOMETRI^ESKIE FUNKCII (676). 2. gIPERBOLI-^ESKIE FUNKCII (677). 3. iNTEGRAL O[IBOK (677).4. gAMMA-FUNKCII (677). 5. |LLIPTI^ESKIE FUNKCII(678). 6. fUNKCII bESSELQ (678). 7. pOLINOMY lEVANDRA(680). 8. gIPERGEOMETRI^ESKAQ FUNKCIQ F (�; �; 
) (681).IV. tABLICY : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 682sPISOK LITERATURY : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 685

predislowie k perwomu izdani`nASTOQ℄IJ ZADA^NIK WOZNIK NA OSNOWE PRAKTI^ESKIH ZANQTIJ POURAWNENIQM MATEMATI^ESKOJ FIZIKI NA FIZI^ESKOM FAKULXTETE I ZA-O^NOM SEKTORE mgu. zADA^I, PREDLAGAW[IESQ NA \TIH ZANQTIQH, BYLIISPOLXZOWANY W KURSE �uRAWNENIJ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI� a.n. tI-HONOWA I a.a. sAMARSKOGO [7℄ I W STEKLOGRAFIROWANNOM �sBORNIKEZADA^ PO MATEMATI^ESKOJ FIZIKE� b.m. bUDAKA [14℄. oDNAKO PRISOSTAWLENII NASTOQ℄EGO ZADA^NIKA KRUG RASSMATRIWAEMYH WOPROSOWBYL ZNA^ITELXNO RAS[IREN, A ^ISLO ZADA^ W NESKOLXKO RAZ UWELI^ENO.bOLX[OE WNIMANIE UDELENO ZADA^AM NA WYWOD URAWNENIJ I GRANI^NYHUSLOWIJ. zNA^ITELXNOE ^ISLO ZADA^ SNABVENO PODROBNYMI UKAZANIQMII RE[ENIQMI. zADA^I, BLIZKIE PO HARAKTERU, SNABVENY LI[X OTWETA-MI. w GLAWAH PROWEDENA RAZBIWKA NA PARAGRAFY PO METODAM RE[ENIQ.wSE \TO NAPRAWLENO K TOMU, ^TOBY DATX WOZMOVNOSTX U^A℄IMSQ PUTEMSAMOSTOQTELXNOJ PRORABOTKI DOSTIGNUTX \LEMENTARNYH TEHNI^ESKIHNAWYKOW W RE[ENII ZADA^ PO OSNOWNYM RAZDELAM URAWNENIJ MATEMA-TI^ESKOJ FIZIKI.pRI \TOM ZADA^NIK NE PRETENDUET NA OHWAT WSEH METODOW, ISPOLX-ZUEMYH W MATEMATI^ESKOJ FIZIKE. w NEM, NAPRIMER, NE RASSMATRI-WAETSQ OPERACIONNYJ METOD, WARIACIONNYE I RAZNOSTNYE METODY,PRIMENENIE INTEGRALXNYH URAWNENIJ.mY NADEEMSQ, ODNAKO, ^TO \TA KNIGA BUDET POLEZNA NE TOLXKO DLQU^A℄IHSQ, NO TAKVE DLQ INVENEROW I SOTRUDNIKOW NAU^NO-ISSLEDOWA-TELXSKIH U^REVDENIJ.dLQ UDOBSTWA POLXZOWANIQ KNIGOJ W KONCE EE POME℄EN RQD SPRA-WO^NYH MATERIALOW. pRI LITERATURNYH UKAZANIQH MY NAIBOLEE ^ASTOSSYLAEMSQ NA KNIGU a.n. tIHONOWA I a.a. sAMARSKOGO �uRAWNENIQMATEMATI^ESKOJ FIZIKI� [7℄, POSKOLXKU OBOZNA^ENIQ I PORQDOK RAS-POLOVENIQ MATERIALA W DANNOM ZADA^NIKE NAIBOLEE SOOTWETSTWU�TPRINQTYM W \TOJ KNIGE.b.m. bUDAK, a.a. sAMARSKIJ, a.n. tIHONOWmOSKWAfEWRALX 1955 G.



6 oGLAWLENIEx 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 111, 5601. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE (111, 560). A) pREOBRAZO-WANIE fURXE (111, 560). B) pREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ(hANKELQ) (112, 565). 2. pOSTROENIE I PRIMENENIE FUNK-CIJ WLIQNIQ SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW (113, 569).A) fUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNYH SOSREDOTO^ENNYH IM-PULXSOW (113, 569). B) fUNKCII WLIQNIQ NEPRERYWNODEJSTWU�℄IH SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW (114, 575).gLA W AVII.uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA�u+
u = �f 116, 581x 1. zADA^I DLQ URAWNENIQ �u� {2u = �f : : : : : : : : : : : : : : : : : 116, 581x 2. nEKOTORYE ZADA^I O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH : : : : : : : : : : 117, 5861. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ STRUN I STERVNEJ (118, 586).2. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ OB_EMOW (119, 594).x 3. rASPROSTRANENIE I IZLU^ENIE ZWUKA : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 120, 6101. tO^E^NYJ ISTO^NIK (121, 612). 2. iZLU^ENIE MEMBRAN,CILINDROW I SFER (122, 618). 3. dIFRAKCIQ NA CILINDREI SFERE (124, 627).x 4. uSTANOWIW[IESQ \LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ : : : : : : : : : 124, 6331. uRAWNENIQ mAKSWELLA. pOTENCIALY. wEKTORNYE FOR-MULY gRINA{oSTROGRADSKOGO (124, 633). 2. rASPROSTRANE-NIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN I KOLEBANIQ W REZONATORAH(127, 640). 3. iZLU^ENIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN (128,651). 4. aNTENNA NA PLOSKOJ ZEMLE (129, 658).dOPOLNENIE : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 669I. rAZLI^NYE ORTOGONALXNYE SISTEMY KOORDINAT : : : : : : : : : 6691. pRQMOUGOLXNYE KOORDINATY (669). 2. 
ILINDRI^ES-KIE KOORDINATY (670). 3. sFERI^ESKIE KOORDINATY (670).4. |LLIPTI^ESKIE KOORDINATY (671). 5. pARABOLI^ES-KIE KOORDINATY (671). 6. |LLIPSOIDALXNYE KOORDINA-TY (671). 7. wYROVDENNYE \LLIPSOIDALXNYE KOORDINATY(672). 8. tOROIDALXNYE KOORDINATY (673). 9. bIPOLQRNYEKOORDINATY (674). 10. sFEROIDALXNYE KOORDINATY (675).11. pARABOLOIDNYE KOORDINATY (676).II. nEKOTORYE FORMULY WEKTORNOGO ANALIZA : : : : : : : : : : : : : : : 676III. sPECIALXNYE FUNKCII : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6761. tRIGONOMETRI^ESKIE FUNKCII (676). 2. gIPERBOLI-^ESKIE FUNKCII (677). 3. iNTEGRAL O[IBOK (677).4. gAMMA-FUNKCII (677). 5. |LLIPTI^ESKIE FUNKCII(678). 6. fUNKCII bESSELQ (678). 7. pOLINOMY lEVANDRA(680). 8. gIPERGEOMETRI^ESKAQ FUNKCIQ F (�; �; 
) (681).IV. tABLICY : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 682sPISOK LITERATURY : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 685

predislowie k perwomu izdani`nASTOQ℄IJ ZADA^NIK WOZNIK NA OSNOWE PRAKTI^ESKIH ZANQTIJ POURAWNENIQM MATEMATI^ESKOJ FIZIKI NA FIZI^ESKOM FAKULXTETE I ZA-O^NOM SEKTORE mgu. zADA^I, PREDLAGAW[IESQ NA \TIH ZANQTIQH, BYLIISPOLXZOWANY W KURSE �uRAWNENIJ MATEMATI^ESKOJ FIZIKI� a.n. tI-HONOWA I a.a. sAMARSKOGO [7℄ I W STEKLOGRAFIROWANNOM �sBORNIKEZADA^ PO MATEMATI^ESKOJ FIZIKE� b.m. bUDAKA [14℄. oDNAKO PRISOSTAWLENII NASTOQ℄EGO ZADA^NIKA KRUG RASSMATRIWAEMYH WOPROSOWBYL ZNA^ITELXNO RAS[IREN, A ^ISLO ZADA^ W NESKOLXKO RAZ UWELI^ENO.bOLX[OE WNIMANIE UDELENO ZADA^AM NA WYWOD URAWNENIJ I GRANI^NYHUSLOWIJ. zNA^ITELXNOE ^ISLO ZADA^ SNABVENO PODROBNYMI UKAZANIQMII RE[ENIQMI. zADA^I, BLIZKIE PO HARAKTERU, SNABVENY LI[X OTWETA-MI. w GLAWAH PROWEDENA RAZBIWKA NA PARAGRAFY PO METODAM RE[ENIQ.wSE \TO NAPRAWLENO K TOMU, ^TOBY DATX WOZMOVNOSTX U^A℄IMSQ PUTEMSAMOSTOQTELXNOJ PRORABOTKI DOSTIGNUTX \LEMENTARNYH TEHNI^ESKIHNAWYKOW W RE[ENII ZADA^ PO OSNOWNYM RAZDELAM URAWNENIJ MATEMA-TI^ESKOJ FIZIKI.pRI \TOM ZADA^NIK NE PRETENDUET NA OHWAT WSEH METODOW, ISPOLX-ZUEMYH W MATEMATI^ESKOJ FIZIKE. w NEM, NAPRIMER, NE RASSMATRI-WAETSQ OPERACIONNYJ METOD, WARIACIONNYE I RAZNOSTNYE METODY,PRIMENENIE INTEGRALXNYH URAWNENIJ.mY NADEEMSQ, ODNAKO, ^TO \TA KNIGA BUDET POLEZNA NE TOLXKO DLQU^A℄IHSQ, NO TAKVE DLQ INVENEROW I SOTRUDNIKOW NAU^NO-ISSLEDOWA-TELXSKIH U^REVDENIJ.dLQ UDOBSTWA POLXZOWANIQ KNIGOJ W KONCE EE POME℄EN RQD SPRA-WO^NYH MATERIALOW. pRI LITERATURNYH UKAZANIQH MY NAIBOLEE ^ASTOSSYLAEMSQ NA KNIGU a.n. tIHONOWA I a.a. sAMARSKOGO �uRAWNENIQMATEMATI^ESKOJ FIZIKI� [7℄, POSKOLXKU OBOZNA^ENIQ I PORQDOK RAS-POLOVENIQ MATERIALA W DANNOM ZADA^NIKE NAIBOLEE SOOTWETSTWU�TPRINQTYM W \TOJ KNIGE.b.m. bUDAK, a.a. sAMARSKIJ, a.n. tIHONOWmOSKWAfEWRALX 1955 G.



predislowie k tretxemu izdani`nASTOQ℄EE IZDANIE QWLQETSQ ISPRAWLENNYM. wYRAVAEM BLAGODAR-NOSTX WSEM TOWARI℄AM, OBNARUVIW[IM OPE^ATKI W PREDYDU℄IH IZDA-NIQH. aWTORYmOSKWA1979 G.



predislowie k tretxemu izdani`nASTOQ℄EE IZDANIE QWLQETSQ ISPRAWLENNYM. wYRAVAEM BLAGODAR-NOSTX WSEM TOWARI℄AM, OBNARUVIW[IM OPE^ATKI W PREDYDU℄IH IZDA-NIQH. aWTORYmOSKWA1979 G.



8 uslowiq zada~
gLA W A Iklassifika
iq i priwedeniek kanoni~eskomu widu urawnenijw ~astnyh proizwodnyh wtorogo porqdkaw \TOJ GLAWE PREDLAGA�TSQ ZADA^I NA OPREDELENIE TIPA I PRI-WEDENIE K KANONI^ESKOMU WIDU URAWNENIQ DLQ FUNKCII DWUH I BOLEENEZAWISIMYH PEREMENNYH.w SLU^AE DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH RASSMATRIWA�TSQ URAW-NENIQ S POSTOQNNYMI I PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI; W SLU^AE TREHI BOLEE NEZAWISIMYH PEREMENNYH | LI[X URAWNENIQ S POSTOQNNYMIKO\FFICIENTAMI, TAK KAK PRI TREH I BOLEE NEZAWISIMYH PEREMENNYHURAWNENIE S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI NE MOVET BYTX, WOOB℄EGOWORQ, PRIWEDENO K KANONI^ESKOMU WIDU S POMO℄X� PREOBRAZOWANIQ,OB℄EGO DLQ CELOJ OBLASTI, W KOTOROJ URAWNENIE PRINADLEVIT DANNOMUTIPU. w x 1 PRIWEDENY ZADA^I DLQ URAWNENIQ OTNOSITELXNO FUNKCIIDWUH, A W x 2 | TREH I BOLEE NEZAWISIMYH PEREMENNYH.x 1. uRAWNENIE DLQ FUNKCII DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYHa11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + 
u = f(x; y)1. uRAWNENIE S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI.1. nAJTI OBLASTI GIPERBOLI^NOSTI, \LLIPTI^NOSTI I PARABOLI^-NOSTI URAWNENIQ (l + x)uxx + 2xyuxy � y2uyy = 0I ISSLEDOWATX IH ZAWISIMOSTX OT l, GDE l | ^ISLOWOJ PARAMETR.w ZADA^AH 2{20 PRIWESTI URAWNENIE K KANONI^ESKOMU WIDU W KAV-DOJ IZ OBLASTEJ, GDE EGO TIP SOHRANQETSQ.2. uxx + xuyy = 0. 3. uxx + yuyy = 0. 4. uxx + yuyy + uy=2 = 0.5. yuxx + xuyy = 0. 6. xuxx + yuyy = 0. 7. uxx + xyuyy = 0.8. uxx sign y + 2uxy + uyy = 0. 9. uxx + 2uxy + (1� sign y)uyy = 0.10. uxx sign y + 2uxy + uyy signx = 0.11. y2uxx�x2uyy = 0. 12. x2uxx�y2uyy = 0. 13. x2uxx+y2uyy = 0.
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10 uSLOWIQ ZADA^14. y2uxx + x2uyy = 0. 15. y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0.16. x2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0. 17. 4y2uxx � e2xuyy � 4y2ux = 0.18. x2uxx + 2xyuxy � 3y2uyy � 2xux + 4yuy + 16x4u = 0.19. (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0.20. uxx sin2 x� 2yuxy sinx+ y2uyy = 0.2. uRAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI. s POMO℄X�ZAMENY ISKOMOJ FUNKCII u(x; y) = e�x+�yv(x; y) I PRIWEDENIQ K KA-NONI^ESKOMU WIDU UPROSTITE SLEDU�℄IE URAWNENIQ S POSTOQNNYMIKO\FFICIENTAMI.21. auxx + 4auxy + auyy + bux + 
uy + u = 0.22. 2auxx + 2auxy + auyy + 2bux + 2
uy + u = 0.23. auxx + 2auxy + auyy + bux + 
uy + u = 0.x 2. uRAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMIDLQ FUNKCII n NEZAWISIMYH PEREMENNYHnXi;k=1 aikuxixk + nXi=1 biuxi + 
u = f(x1; x2; : : : ; xn)pRIWESTI K KANONI^ESKOMU WIDU URAWNENIQ 24{28.24. uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz + ux + uy = 0.25. uxx � 4uxy + 2uxz + 4uyy + uzz = 0.26. uxx + utt + uyy + uzz � 2utx + uxz + uty � 2uyz = 0.27. uxy + uxz � utx � uyz + uty + utz = 0.28. A) nXi=1 uxixi + nXi<k uxixk = 0; B) nXi<k uxixk = 0.29. oSWOBODITXSQ OT ^LENOW S MLAD[IMI PROIZWODNYMI W URAW-NENIInXi=1 aiuxixi + nXi=1 biuxi + 
v = f(x1; x2; : : : ; xn); ai 6= 0; i = 1; : : : ; n:

gLA W A IIurawneniq giperboli~eskogo tipak URAWNENIQM GIPERBOLI^ESKOGO TIPA PRIWODQT ZADA^I O KOLE-BANIQH SPLO[NYH SRED (STRUNA, STERVENX 1), MEMBRANA, GAZ I DR.) IZADA^I OB \LEKTROMAGNITNYH KOLEBANIQH.w NASTOQ℄EJ GLAWE RASSMATRIWA�TSQ POSTANOWKA I RE[ENIE KRAE-WYH ZADA^ DLQ URAWNENIJ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA (SM. SNOSKU) W SLU^AE,KOGDA IZU^AEMYE FIZI^ESKIE PROCESSY MOGUT BYTX OHARAKTERIZOWANYFUNKCIQMI DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH: ODNOJ PROSTRANSTWENNOJKOORDINATY I WREMENI.uRAWNENIQM GIPERBOLI^ESKOGO TIPA DLQ FUNKCIJ S BOLX[IM ^IS-LOM NEZAWISIMYH PEREMENNYH POSWQ℄ENA GL. IV.x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMGIPERBOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^w PERWOJ GRUPPE ZADA^ \TOGO PARAGRAFA PREDPOLAGAETSQ NEPRE-RYWNOSTX I ODNORODNOSTX SRED, A TAKVE NEPRERYWNOSTX RASPREDELE-NIQ SIL.wO WTOROJ GRUPPE ZADA^ DOPUSKAETSQ NEODNORODNOSTX SRED I RAZ-RYWY KAK HARAKTERISTIK SRED, TAK I PLOTNOSTI RASPREDELENIQ SIL.tRETXQ GRUPPA ZADA^ POSWQ℄ENA USTANOWLENI� PODOBIQ MEVDURAZLI^NYMI KOLEBATELXNYMI PROCESSAMI.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U, SOOTWETSTWU�℄U� FIZI^ESKOJ ZADA-^E, \TO ZNA^IT, PREVDE WSEGO, WYBRATX FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U�1)pOPERE^NYE KOLEBANIQ UPRUGOGO STERVNQ PRIWODQT K PARABOLI^ES-KOMU URAWNENI� ^ETWERTOGO PORQDKA, W TO WREMQ KAK PRODOLXNYE KOLEBA-NIQ | K GIPERBOLI^ESKOMU URAWNENI� WTOROGO PORQDKA. oDNAKO KRAEWYEZADA^I DLQ POPERE^NYH KOLEBANIJ STERVNQ WESXMA RODSTWENNY KRAEWYM ZA-DA^AM DLQ PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ I PO\TOMU RASSMATRIWA�TSQ WNASTOQ℄EJ GLAWE.mOVNO UKAZATX TAKVE RQD WAVNYH FIZI^ESKIH ZADA^, PRIWODQ℄IH KURAWNENIQM GIPERBOLI^ESKOGO TIPA DLQ FUNKCIJ, NE ZAWISQ℄IH OT WREMENI;NAPRIMER, PRI STACIONARNOM OBTEKANII TELA SWERHZWUKOWYM POTOKOM GAZADLQ POTENCIALA SKOROSTEJ POLU^AETSQ URAWNENIE GIPERBOLI^ESKOGO TIPA.
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12 uSLOWIQ ZADA^FIZI^ESKIJ PROCESS 1), A ZATEM:1) WYWESTI DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ \TOJ FUNKCII;2) WYWESTI DLQ NEE GRANI^NYE USLOWIQ;3) SFORMULIROWATX NA^ALXNYE USLOWIQ 2).1. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ; URAW-NENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI. pRI IZU^ENII MALYHKOLEBANIJ W ODNORODNYH SREDAH 3) MY PRIHODIM K DIFFERENCIALX-NYM URAWNENIQM S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI.1. pRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ. uPRUGIJ PRQMOLINEJNYJSTERVENX WYWEDEN IZ SOSTOQNIQ POKOQ TEM, ^TO EGO POPERE^NYM SE^E-NIQM W MOMENT WREMENI t = 0 SOOB℄ENY MALYE PRODOLXNYE SME℄ENIQI SKOROSTI. pREDPOLAGAQ, ^TO POPERE^NYE SE^ENIQ STERVNQ WSE WREMQOSTA�TSQ PLOSKIMI, POSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ SME-℄ENIJ POPERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ PRI t > 0. rASSMOTRETX SLU^AI,KOGDA KONCY STERVNQ:A) ZAKREPLENY VESTKO;A0) DWIGA�TSQ W PRODOLXNOM NAPRAWLENII PO ZADANNOMU ZAKONU;B) SWOBODNY;W) ZAKREPLENY UPRUGO, T. E. KAVDYJ IZ KONCOW ISPYTYWAET SO STO-RONY ZADELKI PRODOLXNU� SILU, PROPORCIONALXNU� SME℄ENI� I NA-PRAWLENNU� PROTIWOPOLOVNO SME℄ENI�.2. mALYE KOLEBANIQ STRUNY 4). sTRUNA NATQNUTA S SILOJ T0 I NA-HODITSQ W PRQMOLINEJNOM POLOVENII RAWNOWESIQ; EE KONCY NEPODWIV-NO ZAKREPLENY. w MOMENT t = 0 TO^KAM STRUNY SOOB℄A�TSQ NA^ALXNYEOTKLONENIQ I SKOROSTI.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ MALYH OTKLONENIJTO^EK STRUNY PRI t > 0.3. kRUTILXNYE KOLEBANIQ UPRUGOGO CILINDRA. uPRUGIJ NEODNO-RODNYJ CILINDR WYWODITSQ IZ SOSTOQNIQ POKOQ TEM, ^TO W MOMENTWREMENI t = 0 EGO POPERE^NYE SE^ENIQ POLU^A�T MALYE POWOROTY WSWOIH PLOSKOSTQH OTNOSITELXNO OSI CILINDRA.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ UGLOW POWOROTA POPE-RE^NYH SE^ENIJ CILINDRA PRI t > 0; RASSMOTRETX SLU^AI SWOBODNYH,VESTKO ZAKREPLENNYH I UPRUGO ZAKREPLENNYH KONCOW.1)kAK PRAWILO, \TA FUNKCIQ BUDET NAMI UKAZYWATXSQ UVE W USLOWIQHZADA^I.2)nALI^IE NA^ALXNYH USLOWIJ HARAKTERNO DLQ OSNOWNYH KRAEWYHZADA^ GIPERBOLI^ESKOGO I PARABOLI^ESKOGO TIPA. pO POWODU PONQTIJ I OPRE-DELENIJ, SWQZANNYH S POSTANOWKOJ KRAEWYH ZADA^ DLQ URAWNENIJ GIPERBO-LI^ESKOGO TIPA, SM. [7, S. 38{48 I S. 120{121℄.3)nAPRIMER, W ODNORODNYH STERVNQH I STRUNAH POSTOQNNOGO POPERE^-NOGO SE^ENIQ.4)wYWOD URAWNENIQ MALYH POPERE^NYH I MALYH PRODOLXNYH KOLEBANIJSTRUNY PODROBNO WYPOLNEN W [7, S. 23{28℄. w PREDLAGAEMOJ ZADA^E TREBUETSQWYWESTI URAWNENIE KOLEBANIJ STRUNY PRI SME℄ENII EE TO^EK W PROIZWOLX-NYH NAPRAWLENIQH.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 134. pRODOLXNYE KOLEBANIQ GAZA W TRUBKE. zAKL�^ENNYJ W CILIND-RI^ESKOJ TRUBKE IDEALXNYJ GAZ SOWER[AET MALYE PRODOLXNYE KOLEBA-NIQ; PLOSKIE POPERE^NYE SE^ENIQ, SOSTOQ℄IE IZ ^ASTIC GAZA, NE DEFOR-MIRU�TSQ, I WSE ^ASTICY GAZA DWIGA�TSQ PARALLELXNO OSI CILINDRA.pOSTAWITX KRAEWYE ZADA^I DLQ OPREDELENIQ:1) PLOTNOSTI �; 2) DAWLENIQ p;3) POTENCIALA ' SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA;4) SKOROSTI v;5) SME℄ENIQ u ^ASTIC GAZA W SLU^AQH, KOGDA KONCY TRUBKI:A) ZAKRYTY VESTKIMI NEPRONICAEMYMI PEREGORODKAMI;B) OTKRYTY;W) ZAKRYTY POR[ENXKAMI S PRENEBREVIMO MALOJ MASSOJ, NASAVEN-NYMI NA PRUVINKI S KO\FFICIENTOM VESTKOSTI � I SKOLXZQ℄IMI BEZTRENIQ WNUTRI TRUBKI.5. zADA^A vUKOWSKOGO O GIDRAWLI^ESKOM UDARE. wHODNOE SE^ENIEPRQMOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBKI DLINOJ l SOEDINENO S REZERWUAROM NE-OGRANI^ENNOJ EMKOSTI S VIDKOSTX�.pO TRUBKE NA WSEM EE PROTQVENIITE^ET VIDKOSTX S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0. w NA^ALXNYJ MOMENT WRE-MENI t = 0 WYHODNOE SE^ENIE TRUBY x = l MGNOWENNO PEREKRYWAETSQ.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ SKOROSTI ^ASTIC
rIS. 1

VIDKOSTI I DAWLENIQ VIDKOSTI W TRUBE.6. nA KONCE x = l TRUBY PREDYDU℄EJZADA^I STOIT SMQG^A�℄IJ WOZDU[NYJKOLPAK (RIS. 1) I AGREGAT A, REGULIRU�-℄IJ RASHOD VIDKOSTI Q(t), WYTEKA�℄EJIZ KOLPAKA, TAK ^TO Q(t) QWLQETSQ ZADAN-NOJ FUNKCIEJ WREMENI.pUSTX 
0 I P0 | SREDNIE OB_EMI DAWLENIE WOZDUHA W KOLPAKE; S^ITAQVIDKOSTX NESVIMAEMOJ, A STENKI KOLPA-KA NEDEFORMIRUEMYMI I PREDPOLAGAQ PROCESS SVATIQ I RAZREVENIQWOZDUHA W KOLPAKE IZOTERMI^ESKIM I IZMENENIE OB_EMA WOZDUHA W KOL-PAKE MALYM PO SRAWNENI� SO SREDNIM OB_EMOM 
0, WYWESTI GRANI^NOEUSLOWIE DLQ KONCA x = l.7. wOLNY TQVELOJ VIDKOSTI W KANALE. w NEGLUBOKOM GORIZON-TALXNOM KANALE DLINY l S PRQMOUGOLXNYM POPERE^NYM SE^ENIEM NA-HODITSQ WODA, GLUBINA KOTOROJ, OTS^ITANNAQ OT SWOBODNOJ POKOQ℄EJSQPOWERHNOSTI, RAWNA h. kONCY KANALA ZAKRYTY PLOSKIMI VESTKIMI PE-REGORODKAMI, PERPENDIKULQRNYMI K EGO OBRAZU�℄IM.nAPRAWIM OSX x WDOLX KANALA. pRI NEBOLX[IH WOZMU℄ENIQH SWO-BODNOJ POWERHNOSTI W KANALE MOVET WOZNIKNUTX WOLNOWOE DWIVENIEWODY, PRI KOTOROM POPERE^NYE SE^ENIQ, SOSTOQ℄IE IZ VIDKIH ^ASTIC,BUDUT, KAK CELYE, POLU^ATX SME℄ENIE �(x; t) WDOLX OSI x, A IH WYSOTABUDET POLU^ATX OTKLONENIE �(x; t) OT WYSOTY h SWOBODNOJ POKOQ℄EJSQPOWERHNOSTI WODY.
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14 uSLOWIQ ZADA^pUSTX ZADANY NA^ALXNYE ZNA^ENIQ �(x; t) I �(x; t) W MOMENT t = 0.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ �(x; t) I �(x; t)PRI t > 0.8. pOPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNQ. tO^KAM UPRUGOGO ODNOROD-NOGO PRQMOUGOLXNOGO STERVNQ S [ARNIRNO ZAKREPLENNYMI KONCAMI

rIS. 2(RIS. 2) SOOB℄ENY W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 MALYE POPERE^-NYE OTKLONENIQ I SKOROSTI, PARALLELXNYE PRODOLXNOJ WERTIKALXNOJPLOSKOSTI SIMMETRII STERVNQ.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONE-NIJ TO^EK STERVNQ PRI t > 0, PREDPOLAGAQ, ^TO STERVENX SOWER[AET

rIS. 3
MALYE POPERE^NYE KOLEBANIQ.9. rASSMOTRETX ZADA^U 8 DLQSLU^AQ, KOGDA ODIN KONEC STERVNQVESTKO ZAKREPLEN, A DRUGOJ SWOBO-DEN (RIS. 3).10. rASSMOTRETX ZADA^U 8,PREDPOLAGAQ, ^TO STERVENX LEVITNA UPRUGOM OSNOWANII, MASSOJKOTOROGO PRI IZU^ENII POPERE^-NYH KOLEBANIJ STERVNQ MOVNOPRENEBREGATX. kO\FFICIENT UP-RUGOSTI OSNOWANIQ, K KOTOROMUPRIKREPLEN STERVENX, RAWEN k,T. E. POPERE^NAQ DLQ STERVNQ SILA UPRUGOSTI, DEJSTWU�℄AQ SO STO-RONY UPRUGOGO OSNOWANIQ NA EDINICU DLINY STERVNQ W DANNOJ EGOTO^KE x, RAWNA �ku(x; t).2. wYNUVDENNYE KOLEBANIQ I KOLEBANIQ W SREDE S SOPRO-TIWLENIEM; URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI.11. k STRUNE, KONCY KOTOROJ ZAKREPLENY NEPODWIVNO, NA^INAQS MOMENTA t = 0, PRILOVENA NEPRERYWNO RASPREDELENNAQ POPERE^NAQSILA, LINEJNAQ PLOTNOSTX KOTOROJ RAWNA F (x; t).pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONE-NIJ u(x; t) TO^EK STRUNY PRI t > 0.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1512. pO STRUNE 0 6 x 6 l S ZAKREPLENNYMI NEPODWIVNO KONCAMII PRENEBREVIMO MALYM \LEKTRI^ESKIM SOPROTIWLENIEM IDET PE-REMENNYJ TOK SILY I = I(t) PRI t > 0, PRI^EM STRUNA NAHODITSQ WPOSTOQNNOM MAGNITNOM POLE NAPRQVENNOSTI H , PERPENDIKULQRNOM KSTRUNE. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH STRUNY,WYZYWAEMYH PONDEROMOTORNYMI SILAMI, PRILOVENNYMI K STRUNE 1).13. nA^INAQ S MOMENTA t = 0, ODIN KONEC PRQMOLINEJNOGO UPRU-GOGO ODNORODNOGO STERVNQ SOWER[AET PRODOLXNYE KOLEBANIQ PO ZADAN-NOMU ZAKONU, A K DRUGOMU PRILOVENA SILA � = �(t), NAPRAWLENNAQ POOSI STERVNQ. w MOMENT WREMENI t = 0 POPERE^NYE SE^ENIQ STERVNQBYLI NEPODWIVNY I NAHODILISX W NEOTKLONENNOM POLOVENII. pOSTA-WITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ MALYH PRODOLXNYH OTKLONE-NIJ u(x; t) TO^EK STERVNQ PRI t > 0.14. wERHNIJ KONEC UPRUGOGO ODNORODNOGO WERTIKALXNO PODWE[EN-NOGO TQVELOGO STERVNQ VESTKO PRIKREPLEN K POTOLKU SWOBODNO PA-DA�℄EGO LIFTA, KOTORYJ, DOSTIGNUW SKOROSTI v0, MGNOWENNO OSTANA-WLIWAETSQ. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH \TOGOSTERVNQ.15. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O MALYH POPERE^NYH KOLEBANIQHSTRUNY W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI, PRED-POLAGAQ, ^TO KONCY STRUNY ZAKREPLENY NEPODWIVNO.16. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O MALYH POPERE^NYH KOLEBANIQHPRQMOUGOLXNOGO ODNORODNOGO UPRUGOGO STERVNQ W SREDE S SOPROTIWLE-NIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI, PRI NALI^II NEPRERYWNO RASPRE-DELENNOJ WYNUVDA�℄EJ POPERE^NOJ SILY; KONCY STERVNQ PREDPOLA-GATX VESTKO ZAKREPLENNYMI.17. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O MALYH POPERE^NYH KOLEBANIQHPRQMOUGOLXNOGO ODNORODNOGO UPRUGOGO STERVNQ, ODIN KONEC KOTOROGOVESTKO ZAKREPLEN, A K DRUGOMU PRILOVENA POPERE^NAQ (�PEREREZYWA�-℄AQ�) SILA, MENQ�℄AQSQ S TE^ENIEM WREMENI PO ZADANNOMU ZAKONU.18. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O MALYH PRODOLXNYH KOLEBANIQHODNORODNOGO UPRUGOGO STERVNQ, NAHODQ℄EGOSQ W SREDE BEZ SOPROTIW-LENIQ, ESLI ODIN EGO KONEC ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ ISPYTYWAETSOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.19. |LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W PROWODAH. pOSTAWITX KRAEWU� ZA-DA^U DLQ OPREDELENIQ SILY I NAPRQVENIQ PEREMENNOGO TOKA, IDU℄E-GO WDOLX TONKOGO PROWODA S NEPRERYWNO RASPREDELENNYMI PO DLINE:OMI^ESKIM SOPROTIWLENIEM R, EMKOSTX� C, SAMOINDUKCIEJ L I UTE^-KOJ G 2), ESLI ODIN KONEC PROWODA ZAZEMLEN, A K DRUGOMU PRILOVENA\.D.S. E(t) I ESLI ZADAN NA^ALXNYJ TOK i(x; 0) = f(x) I NA^ALXNOENAPRQVENIE v(x; 0) = F (x).1)sM. [17, S. 204℄.2)wELI^INY R, C, L, G RASS^ITANY NA EDINICU DLINY; ODNORODNOSTXPROWODA OZNA^AET, ^TO R, C, L I G NE ZAWISQT OT TOGO, W KAKOJ TO^KE PROWODAMY IH RASSMATRIWAEM.
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16 uSLOWIQ ZADA^3. zADA^I O KOLEBANIQH, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM SNEPRERYWNYMI PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI. eSLI KOLEB-L�℄AQSQ SREDA NEODNORODNA, PRI^EM FUNKCII, HARAKTERIZU�℄IE EESWOJSTWA (PLOTNOSTX MASSY, MODULX UPRUGOSTI I T.D.), QWLQ�TSQ NE-PRERYWNYMI FUNKCIQMI TO^KI, TO, KAK IZWESTNO, DIFFERENCIALXNOEURAWNENIE DLQ FUNKCII, OPISYWA�℄EJ KOLEBANIQ, BUDET IMETX NEPRE-RYWNYE PEREMENNYE KO\FFICIENTY. oDNAKO MOGUT PREDSTAWITXSQ IDRUGIE SLU^AI, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S NEPRERYWNYMI PEREMEN-NYMI KO\FFICIENTAMI.20. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH UPRU-GOGO STERVNQ 0 6 x 6 l PEREMENNOGO POPERE^NOGO SE^ENIQ S(x), ESLIKONCY STERVNQ ZAKREPLENY NEPODWIVNO, PLOTNOSTX MASSY RAWNA �(x),MODULX UPRUGOSTI RAWEN E(x), A KOLEBANIQ WYZWANY NA^ALXNYMI PRO-DOLXNYMI SME℄ENIQMI I SKOROSTQMI. dEFORMACI� POPERE^NYH SE^E-NIJ S^ITATX PRENEBREVIMO MALOJ.21.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH UPRUGOGOSTERVNQ, IME�℄EGO FORMU USE^ENNOGO KONUSA, ESLI KONCY STERVNQZAKREPLENY NEPODWIVNO I STERVENX WYWEDEN IZ SOSTOQNIQ POKOQ TEM,^TO EGO TO^KAM W t = 0 SOOB℄ENY NA^ALXNYE PRODOLXNYE OTKLONENIQI SKOROSTI. dLINA STERVNQ RAWNA l, RADIUS OSNOWANIQ R > r, MATE-RIAL STERVNQ ODNORODEN.dEFORMACIEJ POPERE^NYH SE^ENIJ PRENEBRE^X.22. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O MALYH POPERE^NYH KOLEBANIQHODNORODNOGO UPRUGOGO KLINOOBRAZNOGO STERVNQ S PRQMOUGOLXNYM POPE-RE^NYM SE^ENIEM, ESLI EGO BOLX[IJ TOREC VESTKO ZAKREPLEN,

rIS. 4A MENX[IJ SWOBODEN (RIS. 4). mODULX UPRUGOSTI STERVNQ RAWEN E,PLOTNOSTX MASSY RAWNA �.dEFORMACIEJ POPERE^NYH SE^ENIJ PRENEBRE^X.23. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH TQVELOJSTRUNY OTNOSITELXNO WERTIKALXNOGO POLOVENIQ RAWNOWESIQ, ESLI EEWERHNIJ KONEC VESTKO ZAKREPLEN, A NIVNIJ SWOBODEN.24. rASSMOTRETX ZADA^U 23 W PREDPOLOVENII, ^TO STRUNA WRA℄A-ETSQ S UGLOWOJ SKOROSTX� ! = 
onst OTNOSITELXNO WERTIKALXNOGO PO-LOVENIQ RAWNOWESIQ.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1725. nEWESOMAQ STRUNA PRI WRA℄ENII WOKRUG WERTIKALXNOJ OSI S PO-STOQNNOJ UGLOWOJ SKOROSTX� NAHODITSQ W GORIZONTALXNOJ PLOSKOSTI,PRI^EM ODIN KONEC STRUNY PRIKREPLEN K NEKOTOROJ TO^KE OSI, A DRUGOJSWOBODEN. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 TO^KAM STRUNY SOOB℄A-�TSQ MALYE OTKLONENIQ I SKOROSTI PO NORMALQM K \TOJ PLOSKOSTI.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ OTKLONENIJ TO^EKSTRUNY OT PLOSKOSTI RAWNOWESNOGO DWIVENIQ.4. zADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S RAZRYWNYMI KO\F-FICIENTAMI, I RODSTWENNYE IM (KUSO^NO ODNORODNYE SREDY,SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY). eSLI PLOTNOSTX RASPREDELENIQ MAS-SY KOLEBL�℄EGOSQ UPRUGOGO TELA ILI PLOTNOSTX RASPREDELENIQ PRI-LOVENNYH K NEMU SIL REZKO MENQETSQ W OKRESTNOSTI NEKOTORYH TO^EKPROSTRANSTWA, TO ^ASTO OKAZYWAETSQ CELESOOBRAZNYM S^ITATX, ^TO W\TIH TO^KAH PROISHODIT RAZRYW \TIH PLOTNOSTEJ, I, W ^ASTNOSTI, PERE-HODITX K SOSREDOTO^ENNYM MASSAM ILI SILAM, ESLI W OKRESTNOSTI UPO-MQNUTYH TO^EK PLOTNOSTX MASSY ILI PLOTNOSTX SILY WELIKA. tOGDAPRI POSTANOWKE KRAEWYH ZADA^ POLU^A�TSQ DIFFERENCIALXNYE URAW-NENIQ S RAZRYWNYMI KO\FFICIENTAMI I RAZRYWNYM WYNUVDA�℄IM^LENOM. eSLI MEVDU TO^KAMI RAZRYWA KO\FFICIENTY URAWNENIQ OSTA-�TSQ POSTOQNNYMI, TO ZADA^A MOVET BYTX SWEDENA K URAWNENIQM SPOSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI I USLOWIQM SOPRQVENIQ W TO^KAH RAZ-RYWA. pRI \TOM MY IMEEM W WIDU WNUTRENNIE TO^KI SREDY; ESLI VESOSREDOTO^ENNYE MASSY ILI SILY RASSMATRIWA�TSQ W GRANI^NYH TO^-KAH KOLEBL�℄EJSQ SREDY, TO \TO DOLVNO BYTX OTRAVENO GRANI^NYMIUSLOWIQMI 1).26. dWA POLUOGRANI^ENNYH ODNORODNYH UPRUGIH STERVNQ SODINAKOWYMI POPERE^NYMI SE^ENIQMI SOEDINENY TORCAMI I SOSTAW-LQ�T ODIN NEOGRANI^ENNYJ STERVENX 2). pUSTX �1, E1 | PLOTNOSTXMASSY I MODULX UPRUGOSTI ODNOGO IZ NIH I �2, E2 | DRUGOGO.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ PRODOLXNYH OTKLONE-NIJ POPERE^NYH SE^ENIJ NEOGRANI^ENNOGO STERVNQ OT IH POLOVENIJRAWNOWESIQ, ESLI W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI POPERE^NYM SE^ENIQMSTERVNQ SOOB℄ENY NEKOTORYE PRODOLXNYE SME℄ENIQ I SKOROSTI.27. rASSMOTRETX ZADA^U 26 DLQ SLU^AQ POPERE^NYH KOLEBANIJ SO-STAWNOGO NEOGRANI^ENNOGO STERVNQ.1)zADA^I S SOSREDOTO^ENNOJ SILOJ NA KONCE STERVNQ I SOSREDOTO^ENNOJ\LEKTRODWIVU℄EJ SILOJ NA KONCE PROWODA UVE RASSMATRIWALISX W PREDY-DU℄EM PUNKTE (SM. ZADA^I 13, 19).2)eSLI ODIN IZ KONCOW STERVNQ STOLX UDALEN OT RASSMATRIWAEMOJOBLASTI, ^TO MOVNO W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI I W TE^ENIE RASSMATRI-WAEMOGO PROMEVUTKA WREMENI PRENEBREGATX WOZMU℄ENIQMI, RASPROSTRANQ-�℄IMISQ OT \TOGO KONCA, TOGDA STERVENX MOVNO S^ITATX POLUOGRANI-^ENNYM (x0 6 x < +1 ILI �1 < x 6 x0); ESLI VE OBA KONCA STERVNQNAHODQTSQ W TAKOM POLOVENII, TO STERVENX MOVNO S^ITATX NEOGRANI^EN-NYM (�1 < x < +1). |TO MOVNO SKAZATX O STRUNE, O TRUBKE, NAPOLNENNOJGAZOM, I T.D.2 b.m. bUDAK I DR.
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18 uSLOWIQ ZADA^28. rASSMOTRETX ZADA^U, ANALOGI^NU� ZADA^E 26, DLQ PRODOLXNYHKOLEBANIJ GAZA W NEOGRANI^ENNOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBKE, ESLI PO OD-NU STORONU NEKOTOROGO POPERE^NOGO SE^ENIQ NAHODITSQ GAZ S ODNIMIFIZI^ESKIMI HARAKTERISTIKAMI, A PO DRUGU� | S DRUGIMI.29. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O WOLNOWOM DWIVENII VIDKOSTI WKANALE 1) S PRQMOUGOLXNYM POPERE^NYM SE^ENIEM, ESLI RAZMERY PO-PERE^NOGO SE^ENIQ W NEKOTOROM MESTE KANALA REZKO IZMENQ�TSQ, T. E.KANAL �SOSTAWLEN� IZ DWUH POLUOGRANI^ENNYH KANALOW S RAZLI^NYMIPOPERE^NYMI SE^ENIQMI.30. rASSMOTRETX ZADA^U 26, PREDPOLAGAQ, ^TO TORCY SOSTAWLQ�-℄IH STERVNEJ SOEDINENY NE NEPOSREDSTWENNO, A MEVDU NIMI NAHODIT-SQ VESTKAQ PROKLADKA PRENEBREVIMO MALOJ TOL℄INY MASSY M .31. dWA POLUOGRANI^ENNYH ODNORODNYH STERVNQ S ODINAKOWYMPRQMOUGOLXNYM POPERE^NYM SE^ENIEM SOEDINENY TORCAMI TAK, ^TOSOSTAWLQ�T ODIN NEOGRANI^ENNYJ STERVENX POSTOQNNOGO POPERE^NO-GO SE^ENIQ, PRI^EM TORCY POLUOGRANI^ENNYH STERVNEJ SOEDINENY NENEPOSREDSTWENNO, A MEVDU NIMI NAHODITSQ VESTKAQ PROKLADKA PRENE-BREVIMO MALOJ TOL℄INY S MASSOJ M .pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH TAKOGOSTERVNQ.32. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH ODNO-RODNOGO UPRUGOGO WERTIKALXNOGO STERVNQ, PRENEBREGAQ DEJSTWIEM PO-LQ SILY TQVESTI NA ^ASTICY STERVNQ, ESLI WERHNIJ KONEC STERVNQZAKREPLEN VESTKO, A K NIVNEMU PRIKREPLEN GRUZ Q, PRI^EM ZA PO-LOVENIE RAWNOWESIQ PRINIMAETSQ NENAPRQVENNOE SOSTOQNIE STERVNQ(NAPRIMER, W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI IZ-POD GRUZA UBIRAETSQ POD-STAWKA I GRUZ NA^INAET RASTQGIWATX STERVENX).33. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH W WER-TIKALXNOJ PLOSKOSTI UPRUGOGO PRQMOUGOLXNOGO ODNORODNOGO STERVNQ,RASPOLOVENNOGO W NENAPRQVENNOM SOSTOQNII GORIZONTALXNO, ESLI ODINKONEC STERVNQ VESTKO ZAKREPLEN, A K DRUGOMU PRIKREPLEN GRUZ Q, MO-MENT INERCII KOTOROGO OTNOSITELXNO SREDNEJ GORIZONTALXNOJ LINIIPRIMYKA�℄EGO TORCA PRENEBREVIMO MAL, PRI^EM ZA POLOVENIE RAW-NOWESIQ PRINIMAETSQ NENAPRQVENNOE SOSTOQNIE STERVNQ.34. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH UPRUGO-GO GORIZONTALXNOGO STERVNQ S GRUZOM Q NA KONCE, ESLI DRUGOJ KONECSTERVNQ VESTKO PRIKREPLEN K WERTIKALXNOJ OSI, KOTORAQ WRA℄AETSQS UGLOWOJ SKOROSTX�, MENQ�℄EJSQ S TE^ENIEM WREMENI PO ZADANNO-MU ZAKONU. iZGIBNYE KOLEBANIQ S^ITATX ISKL�^ENNYMI S POMO℄X�SPECIALXNYH NAPRAWLQ�℄IH, MEVDU KOTORYMI SKOLXZIT STERVENX WOWREMQ PRODOLXNYH KOLEBANIJ.35. rASSMOTRETX ZADA^U 34, PREDPOLAGAQ, ^TO OSX WRA℄ENIQ RAS-POLOVENA GORIZONTALXNO.1)sM. ZADA^U 7.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1936. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U
rIS. 5

O KRUTILXNYH KOLEBANIQH CILINDRADLINOJ 2l, SOSTAWLENNOGO IZ DWUH CI-LINDROW DLINOJ l, ESLI NA KONCAHSOSTAWLENNOGO CILINDRA I MEVDUTORCAMI SOEDINQEMYH CILINDROWNAHODQTSQ VESTKIE [KIWY (RIS. 5)S ZADANNYMI OSEWYMI MOMENTAMIINERCII.37. pUSTX NEOGRANI^ENNAQ STRUNA SOWER[AET MALYE POPERE^NYEKOLEBANIQ POD DEJSTWIEM POPERE^NOJ SILY, PRILOVENNOJ, NA^INAQ SMOMENTA t = 0, W NEKOTOROJ ZADANNOJ TO^KE STRUNY.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ OTKLONENIJ TO^EKSTRUNY OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ. rASSMOTRETX TAKVE SLU^AJ, KOG-DA TO^KA PRILOVENIQ SILY PEREME℄AETSQ S TE^ENIEM WREMENI WDOLXSTRUNY PO ZADANNOMU ZAKONU.38. rASSMOTRETX ZADA^U 37 DLQ POPERE^NYH KOLEBANIJ STERVNQ.39. kONEC POLUOGRANI^ENNOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBKI, ZAPOLNEN-NOJ IDEALXNYM GAZOM, ZAKRYT POR[NEM MASSYM , SKOLXZQ℄IM W TRUB-KE, PRI^EM SOPROTIWLENIE TRENIQ PROPORCIONALXNO SKOROSTI POR[NQS KO\FFICIENTOM PROPORCIONALXNOSTI, RAWNYM k�. pUSTX POR[ENX NA-SAVEN NA PRUVINKU S KO\FFICIENTOM UPRUGOSTI k�� I OSX�, NAPRAW-LENNOJ PO OSI TRUBKI.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH GAZA WTRUBKE.40. w NEKOTOROJ TO^KE NEOGRANI^ENNOJ STRUNY PRIKREPLEN [ARIKMASSY M , A K NEMU PRIKREPLENA PRUVINKA S KO\FFICIENTOM UPRUGOS-TI k I OSX�, PERPENDIKULQRNOJ K RAWNOWESNOMU POLOVENI� STRUNY(SM. RIS. 11).pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH STRUNY. rAS-SMOTRETX TAKVE SLU^AJ, KOGDA [ARIK ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE PRO-PORCIONALXNOE SKOROSTI S KO\FFICIENTOM PROPORCIONALXNOSTI k�.41. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH WPROWODE S PRENEBREVIMO MALYMI SOPROTIWLENIEM I UTE^KOJ, ESLI KON-CY PROWODA ZAZEMLENY: ODIN | ^EREZ SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLE-NIE R0, A DRUGOJ | ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0.42. rASSMOTRETX ZADA^U 41, PREDPOLAGAQ, ^TO ODIN KONEC PROWODAZAZEMLEN ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUKCI� L(1)0 , K DRUGOMU PRI-LOVENA \LEKTRODWIVU℄AQ SILA E(t) ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� SAMOIN-DUKCI� L(2)0 .43. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH WPROWODE, ESLI KONCY PROWODA ZAZEMLENY ^EREZ SOSREDOTO^ENNYE SOPRO-TIWLENIQ.44. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH WPROWODE, ESLI KAVDYJ IZ EGO KONCOW ZAZEMLEN ^EREZ POSLEDOWATELXNOWKL�^ENNYE SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE I SOSREDOTO^ENNU� SAMO-INDUKCI�.2�
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20 uSLOWIQ ZADA^nAJTI SOOTNO[ENIQ, KOTORYM DOLVNY UDOWLETWORQTX WELI^INYSOSREDOTO^ENNYH SAMOINDUKCIJ I SOPROTIWLENIJ DLQ TOGO, ^TOBYDLQ v(x; t) IMELI MESTO ODNORODNYE GRANI^NYE USLOWIQ TRETXEGO RODA.45. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH WNEOGRANI^ENNOM PROWODE, POLU^ENNOM SOEDINENIEM DWUH POLUOGRANI-^ENNYH PROWODOW ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0.rASSMOTRETX KRAEWU� ZADA^U DLQ OPREDELENIQ SILY TOKA W SLU^AE,KOGDA UTE^KI NET.46. rASSMOTRETX ZADA^U 45 DLQ SLU^AQ, KOGDA POLUOGRANI^ENNYEPROWODA SOEDINQ�TSQ NE ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX, A ^EREZ SO-SREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0.47. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH WPROWODE, ODIN KONEC KOTOROGO ZAZEMLEN ^EREZ PARALLELXNO WKL�^EN-NYE SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIER0 I SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUK-CI� L(1), A DRUGOJ| ^EREZ PARALLELXNO WKL�^ENNYE SOSREDOTO^ENNU�EMKOSTX C0 I SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUKCI� L(2).48. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH WPROWODE, KONCY KOTOROGO ZAMKNUTY ^EREZ:A) SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUKCI� L0;B) SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0;W) SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0.5. pODOBIE KRAEWYH ZADA^. pUSTX DANY DWE KRAEWYE ZADA^I (I)I (II), SOOTWETSTWU�℄IE FIZI^ESKIM QWLENIQM ODINAKOWOJ ILI RAZ-LI^NOJ PRIRODY. oBOZNA^IM ^EREZ x0, t0, u0(x0; t0) PROSTRANSTWENNU�KOORDINATU, WREMQ I ISKOMU� FUNKCI� W ODNOJ ZADA^E, A ^EREZ x00,t00, u00(x00; t00) | SOOTWETSTWU�℄IE WELI^INY W DRUGOJ ZADA^E. eSLIURAWNENIE, NA^ALXNYE I GRANI^NYE USLOWIQ ODNOJ I DRUGOJ ZADA^IME�T SOOTWETSTWENNO ODINAKOWU� FORMU, TO ZADA^I NAZYWA�TSQANALOGI^NYMI.oBOZNA^IM ^EREZ DI OBLASTX IZMENENIQ (x0; t0) W ZADA^E (I), A ^E-REZ DII | OBLASTX IZMENENIQ (x00; t00) W ZADA^E (II). eSLI SU℄ESTWU�TTAKIE KONSTANTY kx, kt, ku, �KO\FFICIENTY PODOBIQ�, ^TOu0(x0; t0) = kuu00(x00; t00) PRI x0 = kxx00; t0 = ktt00; (I)PRI^EM (x0; t0) PROBEGAET DI, KOGDA (x00; t00) PROBEGAET DII, TO ZA-DA^A (I) NAZYWAETSQ PODOBNOJ ZADA^E (II) S KO\FFICIENTAMI PODO-BIQ kx, kt, ku 1).nETRUDNO POKAZATX, ^TO ESLI ZADA^A (I) PODOBNA ZADA^E (II), TOMOVNO TAK WYBRATX EDINICY IZMERENIQ x00, t00, u00, x000 , t000 , u000 W ZADA-1)pREOBRAZOWANIE (1) QWLQETSQ AFFINNYM. (tAKIM OBRAZOM, RE[E-NIE ZADA^I (I) POLU^AETSQ IZ RE[ENIQ ZADA^I (II) S POMO℄X� AFFINNOGOPREOBRAZOWANIQ.) mOVNO RASSMATRIWATX BOLEE [IROKIJ KLASS AFFINNYHOTOBRAVENIJ, WKL�^A�℄IJ, KROME RASTQVENIJ I SVATIJ, E℄E I PARALLELX-NYE PERENOSY, T. E. IZMENENIQ NA^AL OTS^ETOW WELI^IN x, t, u.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 21^AH (I) I (II), ^TO PEREHOD K BEZRAZMERNYM WELI^INAM� = x0x00 ; � = t0t00 ; U = u0u00 I � = x00x000 ; � = t00t000 ; U = u00u000PRIWODIT K POLNOMU SOWPADENI� OBEIH KRAEWYH ZADA^, A IMENNO:OBLASTX, PROBEGAEMAQ (�; �), W OBEIH ZADA^AH STANOWITSQ ODINAKOWOJ,KO\FFICIENTY W URAWNENIQH I GRANI^NYH USLOWIQH STANOWQTSQ BEZ-RAZMERNYMI I ^ISLENNO RAWNYMI 1), SWOBODNYE ^LENY I NA^ALXNYEZNA^ENIQ STANOWQTSQ TOVDESTWENNO RAWNYMI. o^EWIDNO, SPRAWEDLIWOI OBRATNOE UTWERVDENIE: ESLI SU℄ESTWUET PREOBRAZOWANIE EDINIC IZ-MERENIQ, PEREWODQ℄EE ZADA^I (I) I (II) W TOVDESTWENNO SOWPADA�℄IEBEZRAZMERNYE ZADA^I, TO ZADA^I (I) I (II) PODOBNY.49. sFORMULIROWATX ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH W PRO-WODE, ANALOGI^NU� ZADA^E O PRODOLXNYH KOLEBANIQH ODNORODNOGOUPRUGOGO STERVNQ, ODIN KONEC KOTOROGO ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJSWOBODEN.uSTANOWITX NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQ DLQ TOGO, ^TO-BY PERWAQ ZADA^A BYLA PODOBNA WTOROJ S ZADANNYMI KO\FFICIENTAMIPODOBIQ.50. sFORMULIROWATX ZADA^U OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH W PRO-WODE, ANALOGI^NU� ZADA^E O PRODOLXNYH KOLEBANIQH ODNORODNOGO UP-RUGOGO STERVNQ, W SLEDU�℄IH SLU^AQH:A) ODIN KONEC STERVNQ ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ UPRUGO;B) ODIN KONEC STERVNQ SWOBODEN, A DRUGOJ ISPYTYWAET SOPROTIW-LENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI;W) ODIN KONEC STERVNQ ZAKREPLEN UPRUGO, A DRUGOJ KONEC DWIVETSQPO ZADANNOMU ZAKONU.uSTANOWITX NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQ DLQ TOGO, ^TOBYPERWAQ ZADA^A BYLA PODOBNA WTOROJ.51. sFORMULIROWATX ZADA^U O KRUTILXNYH KOLEBANIQH CILIND-RA, PODOBNU� ZADA^E 41 OB \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIQH W PROWODE, WZQWZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� \LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ, SNA^ALA NA-PRQVENIE, A ZATEM SILU TOKA.uSTANOWITX NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQ DLQ TOGO, ^TOBYPERWAQ ZADA^A BYLA PODOBNA WTOROJ.x 2. mETOD RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLN (METOD dALAMBERA)oB℄EE RE[ENIE u = u(x; t) URAWNENIQ KOLEBANIJ STRUNYutt = a2uxx (1)MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE 2)u(x; t) = '1(x� at) + '2(x+ at); (2)1)|TI BEZRAZMERNYE KO\FFICIENTY NAZYWA�TSQ KRITERIQMI PODOBIQ.2)iNOGDA UDOBNEE POLXZOWATXSQ DRUGIMI \KWIWALENTNYMI FORMAMIPREDSTAWLENIQ RE[ENIQ W WIDE RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLN, NAPRIMER,u(x; t) = '1(at� x) + '2(at+ x)ILI u(x; t) = '1 �t� xa�+ '2 �t+ xa� :
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22 uSLOWIQ ZADA^GDE '1(z) I '2(z) | PROIZWOLXNYE FUNKCII, PRI^EM '1(x� at) ESTXPRQMAQ WOLNA, RASPROSTRANQ�℄AQSQ WPRAWO PO OSI x SO SKOROSTX� a,W TO WREMQ KAK '2(x + at) ESTX OBRATNAQ WOLNA, RASPROSTRANQ�℄AQSQS TOJ VE SKOROSTX� WLEWO PO OSI x 1).rE[ITX KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ 1) METODOM RASPROSTRA-NQ�℄IHSQ WOLN | \TO ZNA^IT OPREDELITX FUNKCII '1(z) I '2(z) IZNA^ALXNYH I GRANI^NYH USLOWIJ.w PERWOM PUNKTE \TOGO PARAGRAFA SOBRANY ZADA^I DLQ NEOGRA-NI^ENNOJ PRQMOJ �1 < x < +1, WO WTOROM | DLQ POLUPRQMOJ S OD-NORODNYMI I NEODNORODNYMI GRANI^NYMI USLOWIQMI, W TRETXEM |DLQ BESKONE^NOJ PRQMOJ, SOSTAWLENNOJ IZ DWUH POLUPRQMYH, OTLI^A-�℄IHSQ FIZI^ESKIMI HARAKTERISTIKAMI, W ^ETWERTOM | ZADA^I DLQKONE^NOGO OTREZKA S ODNORODNYMI I NEODNORODNYMI GRANI^NYMI USLO-WIQMI.1. zADA^I DLQ BESKONE^NOJ STRUNY.52. nEOGRANI^ENNAQ STRUNA WOZBUVDENA LOKALXNYM NA^ALXNYMOTKLONENIEM, IZOBRAVENNYM NA RIS. 6. pOSTROITX (NA^ERTITX) POLO-VENIE STRUNY DLQ MOMENTOW WREMENI 2)tk = k
4a ;GDE k = 0; 1; 2; 3; 5.53. nEOGRANI^ENNAQ STRUNA WOZBUVDENA LOKALXNYM NA^ALXNYMOTKLONENIEM, IME�℄IM FORMU KWADRATI^NOJ PARABOLY (RIS. 7).

rIS. 6 rIS. 7nAJTI: A) FORMULY, PREDSTAWLQ�℄IE PROFILX STRUNY PRI t > 0, IB) FORMULY, PREDSTAWLQ�℄IE ZAKON DWIVENIQ TO^EK STRANY S RAZLI^-NYMI ABSCISSAMI PRI t > 0.54. w MOMENT t = 0 NEOGRANI^ENNAQ STRUNA WOZMU℄ENA NA^ALX-NYM OTKLONENIEM, IME�℄IM FORMU, IZOBRAVENNU� NA RIS. 8. w KAKOJTO^KE x I W KAKOJ MOMENT WREMENI t > 0 OTKLONENIE STRUNY BUDETMAKSIMALXNYM? kAKOWA WELI^INA \TOGO OTKLONENIQ?1)sM. [7, S. 50{58 I 60{70℄. iSPOLXZOWANIE PREDSTAWLENIQ RE[ENIQ W WI-DE (2) DLQ STACIONARNYH ZADA^, GDE t QWLQETSQ GEOMETRI^ESKOJ KOORDINATOJ,BUDET DANO W GL. V.2)zDESX I W DALXNEJ[IH ZADA^AH POD a PONIMAETSQ PARAMETR, WHODQ℄IJW URAWNENIE (1) utt = a2uxx.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 23

rIS. 855. nEOGRANI^ENNOJ STRUNE SOOB℄ENA NA OTREZKE �
 6 x 6 
POPERE^NAQ NA^ALXNAQ SKOROSTX v0 = 
onst; WNE \TOGO OTREZKA NA^ALX-NAQ SKOROSTX RAWNA NUL�. nAJTI FORMULY, PREDSTAWLQ�℄IE ZAKONDWIVENIQ TO^EK STRUNY S RAZLI^NYMI ABSCISSAMI PRI t > 0, I PO-STROITX (NA^ERTITX) POLOVENIQ STRUNY DLQ MOMENTOW WREMENItk = k
4a ;GDE k = 0; 2; 4; 6.56. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 NEOGRANI^ENNAQ STRUNAPOLU^AET W TO^KE x = x0 POPERE^NYJ UDAR, PEREDA�℄IJ STRUNE IM-PULXS I .nAJTI OTKLONENIE u(x; t) TO^EK STRUNY OT POLOVENIQ RAWNOWESIQPRI t > 0, PREDPOLAGAQ, ^TO NA^ALXNYE OTKLONENIQ TO^EK STRUNY INA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�.57. pO NEOGRANI^ENNOJ STRUNE BEVIT WOLNA '(x � at). pRINQW\TU WOLNU ZA NA^ALXNOE WOZMU℄ENIE STRUNY W MOMENT t = 0, NAJTISOSTOQNIE STRUNY PRI t > 0. sRAWNITX S REZULXTATOM, POLU^ENNYMPRI RE[ENII ZADA^I 52.58. rE[ITX ZADA^U O RASPROSTRANENII \LEKTRI^ESKIH KOLEBANIJW NEOGRANI^ENNOM PROWODE PRI USLOWII, ^TOGL = CR; (1)GDE G, L, C, R | UTE^KA, SAMOINDUKCIQ, EMKOSTX I SOPROTIWLENIEEDINICY DLINY PROWODA 1). nAPRQVENIE I SILA TOKA W PROWODE W NA-^ALXNYJ MOMENT ZADANY.2. zADA^I DLQ POLUPRQMOJ. eSLI TOLXKO ODIN IZ KONCOW STRU-NY 2) NAHODITSQ STOLX DALEKO OT RASSMATRIWAEMOGO EE U^ASTKA, ^TOOTRAVENIE OT UDALENNOGO KONCA NE SKAZYWAETSQ NA KOLEBANIQH \TOGOU^ASTKA, PO KRAJNEJ MERE W TE^ENIE RASSMATRIWAEMOGO PROMEVUTKAWREMENI, TO MY PRIHODIM K ZADA^E O KOLEBANIQH POLUOGRANI^ENNOJSTRUNY 0 < x < +1, GDE x = 0 SOOTWETSTWUET �BLIZKOMU� KONCU1)|TO USLOWIE OBESPE^IWAET WOZMOVNOSTX PROHOVDENIQ PO PROWODUWOLN BEZ ISKAVENIQ IH FORMY. (pODROBNEE SM. [7, S. 73{75℄ I PREDYDU℄IE.)w DALXNEJ[EM, ESLI DLQ PROWODA WYPOLNQETSQ \TO USLOWIE, TO MY BUDEMNAZYWATX EGO KRATKO: PROWOD LINII BEZ ISKAVENIJ.2)iLI STERVNQ, ILI PROWODA.
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24 uSLOWIQ ZADA^STRUNY. w \TOM SLU^AE KRAEWAQ ZADA^A SODERVIT URAWNENIE, GRANI^-NOE USLOWIE I NA^ALXNYE USLOWIQ 1):utt = a2uxx; 0 < x < +1; 0 < t < +1; (1)�1utt(0; t) + �2ut(0; t) + �3ux(0; t) + �4u(0; t) = �(t);0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1; (3)PRI^EM PO KRAJNEJ MERE ODNA IZ KONSTANT �1, �2, �3, �4, WHODQ℄IH WGRANI^NOE USLOWIE, DOLVNA BYTX OTLI^NA OT NULQ 2); ESLI �(t) = 0,TO GRANI^NOE USLOWIE STANOWITSQ ODNORODNYM.59. pOLUOGRANI^ENNAQ STRUNA, ZAKREPLENNAQ W KONCE, WOZBUVDE-NA NA^ALXNYM OTKLONENIEM, IZOBRAVENNYM NA RIS. 9. nA^ERTITX PO-

rIS. 9LOVENIE STRUNY DLQ MOMENTOW WREMENIt = 
a ; t = 3
2a ; t = 2
a ; t = 7
2a :60. pOLUOGRANI^ENNOMU UPRUGOMU STERVN� 0 6 x < +1 SO SWO-BODNYM KONCOM x = 0 SOOB℄ENA NA^ALXNAQ OSEWAQ SKOROSTX, RAWNAQ v0NA OTREZKE [
; 2
℄ I NUL� WNE \TOGO OTREZKA.wELI^INU PRODOLXNOGO SME℄ENIQ u(x; t) POPERE^NYH SE^ENIJSTERVNQ MOVNO OTKLADYWATX DLQ NAGLQDNOSTI W NAPRAWLENII, PER-PENDIKULQRNOM K OSI x, T. E. POSTUPATX TAK VE, KAK \TO DELALOSX WSLU^AE STRUNY. pOLXZUQSX \TIM PRIEMOM IZOBRAVENIQ, NA^ERTITX GRA-FIK u = u(x; t) DLQ MOMENTOW WREMENIt = 0; 
a ; 2
a ; 4
a :61. pOLUOGRANI^ENNAQ STRUNA 0 6 x < +1 S ZAKREPLENNYM KON-COM x = 0 POLU^AET W MOMENT t = 0 POPERE^NYJ UDAR, PEREDA�℄IJSTRUNE IMPULXS I NA U^ASTKE 0 6 x 6 2l, PRI^EM PROFILX RASPRE-DELENIQ SKOROSTI, POLU^AEMYJ PRI UDARE, IMEET W MOMENT t = 0 FOR-MU POLUWOLNY SINUSOIDY S OSNOWANIEM 0 6 x 6 2l. nAJTI FORMULY,1)wOZMOVNO TAKVE ZADANIE DWUH GRANI^NYH USLOWIJ, ESLI ZADANO LI[XODNO NA^ALXNOE USLOWIE. (pODROBNEE SM. [7, S. 78℄.)2)eSLI GRANI^NOE USLOWIE (2) PRINIMAET WID ut(0; t)+�u(0; t) = �(t),PRI^EM IZWESTNO ZNA^ENIE u(0; 0), TO TEM SAMYM STANOWITSQ IZWESTNYMu(0; t) I MY PRIHODIM K GRANI^NOMU USLOWI� u(0; t) = �(t). aNALOGI^NOEUTWERVDENIE SPRAWEDLIWO DLQ GRANI^NOGO USLOWIQ WIDAutt(0; t) + �ut(0; t) + �u(0; t) = �(t):

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 25PREDSTAWLQ�℄IE ZAKON DWIVENIQ TO^EK STRUNY S RAZLI^NYMI ABSCIS-SAMI x PRI t > 0.62. pOLUOGRANI^ENNYJ UPRUGIJ STERVENX 0 6 x < +1 SO SWOBOD-NYM KONCOM x = 0 WOZMU℄EN W MOMENT t = 0 PRODOLXNYMI SME℄ENIQ-MI, PROFILX KOTORYH 1) IZOBRAVEN NA RIS. 10. nAJTI, W KAKIH TO^KAH

rIS. 10I KOGDA PRI t > 0 SME℄ENIE DOSTIGAET NAIBOLX[EGO ZNA^ENIQ. kAKOWAWELI^INA \TOGO NAIBOLX[EGO SME℄ENIQ?63. pOLUOGRANI^ENNOJ STRUNE S ZAKREPLENNYM KONCOM W NA^ALX-NYJ MOMENT WREMENI t = 0 S POMO℄X� POPERE^NOGO UDARA PEREDAET-SQ IMPULXS I W TO^KE x = x0. nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STRU-NY OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ PRI t > 0, ESLI NA^ALXNYE OTKLONENIQu(x; 0) = 0, A NA^ALXNYE SKOROSTI W TO^KAH x 6= x0 TAKVE RAWNY NUL�.64. rE[ITX ZADA^U 63, PREDPOLAGAQ, ^TO NA^ALXNYJ IMPULXS ISOOB℄AETSQ W TO^KAH xn > xn�1 > : : : > x2 > x1 > 0.65. pOLUOGRANI^ENNOMU STERVN� SO SWOBODNYM KONCOM W NA^ALX-NYJ MOMENT WREMENI t = 0 S POMO℄X� PRODOLXNOGO UDARA PO KONCUPEREDAETSQ OSEWOJ IMPULXS I .nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STERVNQ OT POLOVENIQ RAWNOWE-SIQ PRI t > 0, ESLI NA^ALXNYE OTKLONENIQ u(x; 0) = 0, A NA^ALXNYESKOROSTI W TO^KAH x > 0 TAKVE RAWNY NUL�.66. gRUZ Q =Mg, DWIGA�℄IJSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 PA-RALLELXNO OSI x, W MOMENT WREMENI t = 0 W REZULXTATE UDARA PRI-LIPAET K SWOBODNOMU KONCU POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ 0 6 x < +1I PRODOLVAET DWIGATXSQ WMESTE S NIM. nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) PO-PERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ PRI t > 0, ESLINA^ALXNYE OTKLONENIQ u(x; 0) = 0, A NA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�WS�DU, KROME SE^ENIQ x = 0, GDE ONA RAWNA v0.67. pOPERE^NYM SE^ENIQM POLUOGRANI^ENNOGO UPRUGOGO STERVNQ SUPRUGO ZAKREPLENNYM KONCOM SOOB℄ENY NA^ALXNYE PRODOLXNYEOTKLONENIQ u(x; 0) = (sin �xl PRI 0 6 x 6 l;0 PRI l 6 x < +1;NA^ALXNYE VE SKOROSTI ut(x; 0) = 0. nAJTI PRODOLXNYE OTKLONE-NIQ u(x; t) POPERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ PRI t > 0.1)sM. ZADA^U 60.
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rIS. 9LOVENIE STRUNY DLQ MOMENTOW WREMENIt = 
a ; t = 3
2a ; t = 2
a ; t = 7
2a :60. pOLUOGRANI^ENNOMU UPRUGOMU STERVN� 0 6 x < +1 SO SWO-BODNYM KONCOM x = 0 SOOB℄ENA NA^ALXNAQ OSEWAQ SKOROSTX, RAWNAQ v0NA OTREZKE [
; 2
℄ I NUL� WNE \TOGO OTREZKA.wELI^INU PRODOLXNOGO SME℄ENIQ u(x; t) POPERE^NYH SE^ENIJSTERVNQ MOVNO OTKLADYWATX DLQ NAGLQDNOSTI W NAPRAWLENII, PER-PENDIKULQRNOM K OSI x, T. E. POSTUPATX TAK VE, KAK \TO DELALOSX WSLU^AE STRUNY. pOLXZUQSX \TIM PRIEMOM IZOBRAVENIQ, NA^ERTITX GRA-FIK u = u(x; t) DLQ MOMENTOW WREMENIt = 0; 
a ; 2
a ; 4
a :61. pOLUOGRANI^ENNAQ STRUNA 0 6 x < +1 S ZAKREPLENNYM KON-COM x = 0 POLU^AET W MOMENT t = 0 POPERE^NYJ UDAR, PEREDA�℄IJSTRUNE IMPULXS I NA U^ASTKE 0 6 x 6 2l, PRI^EM PROFILX RASPRE-DELENIQ SKOROSTI, POLU^AEMYJ PRI UDARE, IMEET W MOMENT t = 0 FOR-MU POLUWOLNY SINUSOIDY S OSNOWANIEM 0 6 x 6 2l. nAJTI FORMULY,1)wOZMOVNO TAKVE ZADANIE DWUH GRANI^NYH USLOWIJ, ESLI ZADANO LI[XODNO NA^ALXNOE USLOWIE. (pODROBNEE SM. [7, S. 78℄.)2)eSLI GRANI^NOE USLOWIE (2) PRINIMAET WID ut(0; t)+�u(0; t) = �(t),PRI^EM IZWESTNO ZNA^ENIE u(0; 0), TO TEM SAMYM STANOWITSQ IZWESTNYMu(0; t) I MY PRIHODIM K GRANI^NOMU USLOWI� u(0; t) = �(t). aNALOGI^NOEUTWERVDENIE SPRAWEDLIWO DLQ GRANI^NOGO USLOWIQ WIDAutt(0; t) + �ut(0; t) + �u(0; t) = �(t):

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 25PREDSTAWLQ�℄IE ZAKON DWIVENIQ TO^EK STRUNY S RAZLI^NYMI ABSCIS-SAMI x PRI t > 0.62. pOLUOGRANI^ENNYJ UPRUGIJ STERVENX 0 6 x < +1 SO SWOBOD-NYM KONCOM x = 0 WOZMU℄EN W MOMENT t = 0 PRODOLXNYMI SME℄ENIQ-MI, PROFILX KOTORYH 1) IZOBRAVEN NA RIS. 10. nAJTI, W KAKIH TO^KAH

rIS. 10I KOGDA PRI t > 0 SME℄ENIE DOSTIGAET NAIBOLX[EGO ZNA^ENIQ. kAKOWAWELI^INA \TOGO NAIBOLX[EGO SME℄ENIQ?63. pOLUOGRANI^ENNOJ STRUNE S ZAKREPLENNYM KONCOM W NA^ALX-NYJ MOMENT WREMENI t = 0 S POMO℄X� POPERE^NOGO UDARA PEREDAET-SQ IMPULXS I W TO^KE x = x0. nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STRU-NY OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ PRI t > 0, ESLI NA^ALXNYE OTKLONENIQu(x; 0) = 0, A NA^ALXNYE SKOROSTI W TO^KAH x 6= x0 TAKVE RAWNY NUL�.64. rE[ITX ZADA^U 63, PREDPOLAGAQ, ^TO NA^ALXNYJ IMPULXS ISOOB℄AETSQ W TO^KAH xn > xn�1 > : : : > x2 > x1 > 0.65. pOLUOGRANI^ENNOMU STERVN� SO SWOBODNYM KONCOM W NA^ALX-NYJ MOMENT WREMENI t = 0 S POMO℄X� PRODOLXNOGO UDARA PO KONCUPEREDAETSQ OSEWOJ IMPULXS I .nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STERVNQ OT POLOVENIQ RAWNOWE-SIQ PRI t > 0, ESLI NA^ALXNYE OTKLONENIQ u(x; 0) = 0, A NA^ALXNYESKOROSTI W TO^KAH x > 0 TAKVE RAWNY NUL�.66. gRUZ Q =Mg, DWIGA�℄IJSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 PA-RALLELXNO OSI x, W MOMENT WREMENI t = 0 W REZULXTATE UDARA PRI-LIPAET K SWOBODNOMU KONCU POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ 0 6 x < +1I PRODOLVAET DWIGATXSQ WMESTE S NIM. nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) PO-PERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ PRI t > 0, ESLINA^ALXNYE OTKLONENIQ u(x; 0) = 0, A NA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�WS�DU, KROME SE^ENIQ x = 0, GDE ONA RAWNA v0.67. pOPERE^NYM SE^ENIQM POLUOGRANI^ENNOGO UPRUGOGO STERVNQ SUPRUGO ZAKREPLENNYM KONCOM SOOB℄ENY NA^ALXNYE PRODOLXNYEOTKLONENIQ u(x; 0) = (sin �xl PRI 0 6 x 6 l;0 PRI l 6 x < +1;NA^ALXNYE VE SKOROSTI ut(x; 0) = 0. nAJTI PRODOLXNYE OTKLONE-NIQ u(x; t) POPERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ PRI t > 0.1)sM. ZADA^U 60.



26 uSLOWIQ ZADA^68. pOLUOGRANI^ENNYJ WERTIKALXNYJ KRUGLYJ WAL 0 6 x < +1PRI t < 0 WRA℄AETSQ S UGLOWOJ SKOROSTX� ! = 
onst. s MOMENTA t = 0EGO TOREC x = 0 SOPRIKASAETSQ S GORIZONTALXNOJ OPORNOJ PLOSKOSTX�I ISPYTYWAET DEJSTWIE ZAKRU^IWA�℄EGO MOMENTA SIL TRENIQ, PRO-PORCIONALXNOGO UGLOWOJ SKOROSTI TORCA. nAJTI UGLY POWOROTA �(x; t)POPERE^NYH SE^ENIJ WALA PRI t > 0, S^ITAQ, ^TO �(x; 0) = 0.69. pO POLUOGRANI^ENNOJ STRUNE 0 6 x < +1 BEVIT WOLNAu(x; t) = f(x+at) PRI t < 0. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY PRI 0 < t < +1DLQ SLU^AEW, KOGDA KONEC STRUNY:A) ZAKREPLEN VESTKO;B) SWOBODEN;W) ZAKREPLEN UPRUGO;G) ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE TRENIQ, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.70. pO POLUOGRANI^ENNOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBKE 0 < x < +1,ZAPOLNENNOJ IDEALXNYM GAZOM, BEVIT WOLNA u(x; t) = f(x + at) PRIt < 0, f(0) = 0. w KONCE TRUBKI NAHODITSQ POR[ENX S MASSOJ M0, NA-SAVENNYJ NA PRUVINKU S KO\FFICIENTOM VESTKOSTI H0 I PRENEBRE-VIMO MALOJ SOBSTWENNOJ MASSOJ. pOR[ENX PLOTNO ZAKRYWAET TRUBKUI PRI DWIVENII W TRUBKE ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALX-NOE SKOROSTI. nAJTI u(x; t) PRI 0 < t < +1.71. nAJTI PRI t > 0 \LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W POLUOGRANI^EN-NOM PROWODE (LINII BEZ ISKAVENIJ), ESLI PRI t < 0 PO PROWODU BEVALAWOLNA v(x; t) = e�RL t f(x+ at);i(x; t) = �e�RL trCL f(x+ at):rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA KONEC PROWODA ZAZEMLEN:A) ^EREZ SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0;B) ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0;W) ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUKCI� L0.uSTANOWITX, PRI KAKIH USLOWIQH W SLU^AE A) OTRAVENNAQ WOLNAOTSUTSTWUET (�POLNOE POGLO℄ENIE�) I PRI KAKIH USLOWIQH AMPLITUDAOTRAVENNOJ WOLNY W DWA RAZA MENX[E AMPLITUDY PADA�℄EJ WOLNY.72. k KONCU x = 0 POLUOGRANI^ENNOGO PROWODA LINII BEZ ISKAVE-NIJ BYLA PRILOVENA POSTOQNNAQ \.D.S. E W TE^ENIE DOSTATO^NO DLI-TELXNOGO PROMEVUTKA WREMENI, TAK ^TO W PROWODE USTANOWILOSX STA-CIONARNOE RASPREDELENIE NAPRQVENIQ I SILY TOKA. zATEM W MOMENTWREMENI t = 0 KONEC PROWODA BYL ZAZEMLEN ^EREZ SOSREDOTO^ENNOE SO-PROTIWLENIE R0.nAJTI NAPRQVENIE I TOK W PROWODE PRI t > 0.73. kONEC POLUOGRANI^ENNOJ STRUNY 0 < x < +1, NA^INAQ SMOMENTA t = 0, DWIVETSQ PO ZAKONUu(0; t) = �(t):nAJTI OTKLONENIE u(x; t) TO^EK STRUNY PRI 0 < t < +1, ESLI NA^ALX-NYE SKOROSTI I OTKLONENIQ RAWNY NUL�.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 2774. k KONCU POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ PRILOVENA PRODOLXNAQSILA F (t) S MOMENTA t = 0. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQPRI t > 0, ESLI NA^ALXNYE SKOROSTI I NA^ALXNYE OTKLONENIQ EGO TO^EKRAWNY NUL�.75. pOLUOGRANI^ENNYJ GORIZONTALXNYJ TRUBOPROWOD POSTOQNNO-GO POPERE^NOGO SE^ENIQ ZAPOLNEN PRI t < 0 POKOQ℄EJSQ VIDKOSTX�.nA^INAQ S MOMENTA t = 0, K EGO KONCU PODKL�^AETSQ NAGNETATELXNYJNASOS S WYRAWNIWA�℄IM WOZDU[NYM KOLPAKOM 1). nAJTI DAWLENIE ISKOROSTX VIDKOSTI W TRUBOPROWODE PRI t > 0.76. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQPRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH, ESLI W MOMENT WREMENItk = kT; k = 0; 1; 2; : : : ; n; : : : ;STERVN� SOOB℄A�TSQ PRODOLXNYE IMPULXSYIk = I = 
onstI K KONCU STERVNQ PRIKREPLENA SOSREDOTO^ENNAQ MASSA M .77. k KONCU POLUOGRANI^ENNOGO PROWODA 0 < x < +1 LINII BEZISKAVENIJ PRILOVENA \.D.S.E(t) = E0 sin!t; 0 < t < +1:w MOMENT t = 0 NAPRQVENIE I TOK W PROWODE BYLI RAWNY NUL�. nAJTINAPRQVENIE I TOK W PROWODE PRI t > 0, WYDELQQ USTANOWIW[IJSQ PRO-CESS RASPROSTRANENIQ KOLEBANIJ S ^ASTOTOJ !, I OPREDELITX WREMQ,NA^INAQ S KOTOROGO W TO^KE x PROWODA, 0 < x < +1, AMPLITUDA PE-REHODNYH KOLEBANIJ BUDET SOSTAWLQTX NE BOLEE ^EM 10% AMPLITUDYUSTANOWIW[IHSQ KOLEBANIJ.3. zADA^I DLQ BESKONE^NOJ PRQMOJ, SOSTAWLENNOJ IZ DWUHODNORODNYH POLUPRQMYH. sOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.78. nEOGRANI^ENNYJ UPRUGIJ STERVENX POLU^EN SOEDINENIEM WTO^KE x = 0 DWUH POLUOGRANI^ENNYH ODNORODNYH STERVNEJ. pRI x < 0PLOTNOSTX MASSY, MODULX UPRUGOSTI STERVNQ I SKOROSTX RASPROSTRA-NENIQ MALYH PRODOLXNYH WOZMU℄ENIJ RAWNY �1, E1, a1, A PRI x > 0ONI RAWNY �2, E2, a2. pUSTX IZ OBLASTI x < 0 PO STERVN� BEVITWOLNA u1(x; t) = f (t� x=a1), t 6 0. nAJTI OTRAVENNU� I PRELOM-LENNU� WOLNY. iSSLEDOWATX RE[ENIE PRI E2 ! 0 I PRI E2 ! +1.
rIS. 11

79. w TO^KE x = 0 NEOGRANI^ENNOJ ODNORODNOJSTRUNY PRIKREPLENA SOSREDOTO^ENNAQ MASSA M ,PODDERVIWAEMAQ PRUVINOJ VESTKOSTI k S PRE-NEBREVIMO MALOJ SOBSTWENNOJ MASSOJ (RIS. 11).nAJTI OTKLONENIE STRUNY u(x; t) PRI t > 0,ESLI STRUNA WOZBUVDAETSQ W MOMENT t = 0 POPERE^-NYM IMPULXSOM I =Mv0, SOOB℄AEMYM MASSEM INAPRAWLENNYM PO OSI PRUVINY.1)sM. ZADA^I 5 I 6.



26 uSLOWIQ ZADA^68. pOLUOGRANI^ENNYJ WERTIKALXNYJ KRUGLYJ WAL 0 6 x < +1PRI t < 0 WRA℄AETSQ S UGLOWOJ SKOROSTX� ! = 
onst. s MOMENTA t = 0EGO TOREC x = 0 SOPRIKASAETSQ S GORIZONTALXNOJ OPORNOJ PLOSKOSTX�I ISPYTYWAET DEJSTWIE ZAKRU^IWA�℄EGO MOMENTA SIL TRENIQ, PRO-PORCIONALXNOGO UGLOWOJ SKOROSTI TORCA. nAJTI UGLY POWOROTA �(x; t)POPERE^NYH SE^ENIJ WALA PRI t > 0, S^ITAQ, ^TO �(x; 0) = 0.69. pO POLUOGRANI^ENNOJ STRUNE 0 6 x < +1 BEVIT WOLNAu(x; t) = f(x+at) PRI t < 0. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY PRI 0 < t < +1DLQ SLU^AEW, KOGDA KONEC STRUNY:A) ZAKREPLEN VESTKO;B) SWOBODEN;W) ZAKREPLEN UPRUGO;G) ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE TRENIQ, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.70. pO POLUOGRANI^ENNOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBKE 0 < x < +1,ZAPOLNENNOJ IDEALXNYM GAZOM, BEVIT WOLNA u(x; t) = f(x + at) PRIt < 0, f(0) = 0. w KONCE TRUBKI NAHODITSQ POR[ENX S MASSOJ M0, NA-SAVENNYJ NA PRUVINKU S KO\FFICIENTOM VESTKOSTI H0 I PRENEBRE-VIMO MALOJ SOBSTWENNOJ MASSOJ. pOR[ENX PLOTNO ZAKRYWAET TRUBKUI PRI DWIVENII W TRUBKE ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALX-NOE SKOROSTI. nAJTI u(x; t) PRI 0 < t < +1.71. nAJTI PRI t > 0 \LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W POLUOGRANI^EN-NOM PROWODE (LINII BEZ ISKAVENIJ), ESLI PRI t < 0 PO PROWODU BEVALAWOLNA v(x; t) = e�RL t f(x+ at);i(x; t) = �e�RL trCL f(x+ at):rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA KONEC PROWODA ZAZEMLEN:A) ^EREZ SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0;B) ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0;W) ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUKCI� L0.uSTANOWITX, PRI KAKIH USLOWIQH W SLU^AE A) OTRAVENNAQ WOLNAOTSUTSTWUET (�POLNOE POGLO℄ENIE�) I PRI KAKIH USLOWIQH AMPLITUDAOTRAVENNOJ WOLNY W DWA RAZA MENX[E AMPLITUDY PADA�℄EJ WOLNY.72. k KONCU x = 0 POLUOGRANI^ENNOGO PROWODA LINII BEZ ISKAVE-NIJ BYLA PRILOVENA POSTOQNNAQ \.D.S. E W TE^ENIE DOSTATO^NO DLI-TELXNOGO PROMEVUTKA WREMENI, TAK ^TO W PROWODE USTANOWILOSX STA-CIONARNOE RASPREDELENIE NAPRQVENIQ I SILY TOKA. zATEM W MOMENTWREMENI t = 0 KONEC PROWODA BYL ZAZEMLEN ^EREZ SOSREDOTO^ENNOE SO-PROTIWLENIE R0.nAJTI NAPRQVENIE I TOK W PROWODE PRI t > 0.73. kONEC POLUOGRANI^ENNOJ STRUNY 0 < x < +1, NA^INAQ SMOMENTA t = 0, DWIVETSQ PO ZAKONUu(0; t) = �(t):nAJTI OTKLONENIE u(x; t) TO^EK STRUNY PRI 0 < t < +1, ESLI NA^ALX-NYE SKOROSTI I OTKLONENIQ RAWNY NUL�.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 2774. k KONCU POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ PRILOVENA PRODOLXNAQSILA F (t) S MOMENTA t = 0. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQPRI t > 0, ESLI NA^ALXNYE SKOROSTI I NA^ALXNYE OTKLONENIQ EGO TO^EKRAWNY NUL�.75. pOLUOGRANI^ENNYJ GORIZONTALXNYJ TRUBOPROWOD POSTOQNNO-GO POPERE^NOGO SE^ENIQ ZAPOLNEN PRI t < 0 POKOQ℄EJSQ VIDKOSTX�.nA^INAQ S MOMENTA t = 0, K EGO KONCU PODKL�^AETSQ NAGNETATELXNYJNASOS S WYRAWNIWA�℄IM WOZDU[NYM KOLPAKOM 1). nAJTI DAWLENIE ISKOROSTX VIDKOSTI W TRUBOPROWODE PRI t > 0.76. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQPRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH, ESLI W MOMENT WREMENItk = kT; k = 0; 1; 2; : : : ; n; : : : ;STERVN� SOOB℄A�TSQ PRODOLXNYE IMPULXSYIk = I = 
onstI K KONCU STERVNQ PRIKREPLENA SOSREDOTO^ENNAQ MASSA M .77. k KONCU POLUOGRANI^ENNOGO PROWODA 0 < x < +1 LINII BEZISKAVENIJ PRILOVENA \.D.S.E(t) = E0 sin!t; 0 < t < +1:w MOMENT t = 0 NAPRQVENIE I TOK W PROWODE BYLI RAWNY NUL�. nAJTINAPRQVENIE I TOK W PROWODE PRI t > 0, WYDELQQ USTANOWIW[IJSQ PRO-CESS RASPROSTRANENIQ KOLEBANIJ S ^ASTOTOJ !, I OPREDELITX WREMQ,NA^INAQ S KOTOROGO W TO^KE x PROWODA, 0 < x < +1, AMPLITUDA PE-REHODNYH KOLEBANIJ BUDET SOSTAWLQTX NE BOLEE ^EM 10% AMPLITUDYUSTANOWIW[IHSQ KOLEBANIJ.3. zADA^I DLQ BESKONE^NOJ PRQMOJ, SOSTAWLENNOJ IZ DWUHODNORODNYH POLUPRQMYH. sOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.78. nEOGRANI^ENNYJ UPRUGIJ STERVENX POLU^EN SOEDINENIEM WTO^KE x = 0 DWUH POLUOGRANI^ENNYH ODNORODNYH STERVNEJ. pRI x < 0PLOTNOSTX MASSY, MODULX UPRUGOSTI STERVNQ I SKOROSTX RASPROSTRA-NENIQ MALYH PRODOLXNYH WOZMU℄ENIJ RAWNY �1, E1, a1, A PRI x > 0ONI RAWNY �2, E2, a2. pUSTX IZ OBLASTI x < 0 PO STERVN� BEVITWOLNA u1(x; t) = f (t� x=a1), t 6 0. nAJTI OTRAVENNU� I PRELOM-LENNU� WOLNY. iSSLEDOWATX RE[ENIE PRI E2 ! 0 I PRI E2 ! +1.
rIS. 11

79. w TO^KE x = 0 NEOGRANI^ENNOJ ODNORODNOJSTRUNY PRIKREPLENA SOSREDOTO^ENNAQ MASSA M ,PODDERVIWAEMAQ PRUVINOJ VESTKOSTI k S PRE-NEBREVIMO MALOJ SOBSTWENNOJ MASSOJ (RIS. 11).nAJTI OTKLONENIE STRUNY u(x; t) PRI t > 0,ESLI STRUNA WOZBUVDAETSQ W MOMENT t = 0 POPERE^-NYM IMPULXSOM I =Mv0, SOOB℄AEMYM MASSEM INAPRAWLENNYM PO OSI PRUVINY.1)sM. ZADA^I 5 I 6.



28 uSLOWIQ ZADA^80. mASSA M PREDYDU℄EJ ZADA^I PRI KOLEBANIQH ISPYTYWAETSOPROTIWLENIE TRENIQ, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI. nAJTI OTRAVEN-NU� I PRELOMLENNU� WOLNY, WZQW ZA NA^ALXNOE USLOWIE BEGU℄U� IZOBLASTI x < 0 WOLNU u1(x; t) = f(x� at).81. pLOSKIJ ISTO^NIK MALYH WOZMU℄ENIJ DWIVETSQ RAWNOMERNO SDOZWUKOWOJ SKOROSTX� WDOLX CILINDRI^ESKOJ NEOGRANI^ENNOJ TRUBKIS GAZOM. s^ITAQ, ^TO WOZMU℄ENIE DAWLENIQ W TOM MESTE, GDE NAHODITSQW MOMENT t > 0 ISTO^NIK, QWLQETSQ IZWESTNOJ FUNKCIEJ WREMENI, NAJTIKOLEBANIQ GAZA SLEWA I SPRAWA OT ISTO^NIKA, ESLI W NA^ALXNYJ MOMENTWREMENI GAZ BYL W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII, A ISTO^NIK NAHODILSQ WTO^KE x = 0.82. rE[ITX ZADA^U O KOLEBANIQH NEOGRANI^ENNOJ STRUNY POD DEJ-STWIEM SOSREDOTO^ENNOJ POPERE^NOJ SILY F (t) DLQ t > 0, ESLI TO^KAPRILOVENIQ SILY SKOLXZIT WDOLX STRUNY S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0IZ POLOVENIQ x = 0, PRI^EM v0 < a I NA^ALXNYE USLOWIQ NULEWYE.4. zADA^I DLQ KONE^NOGO OTREZKA.83. kONCY STRUNY x = 0 I x = l ZAKREPLENY VESTKO; NA^ALXNOEOTKLONENIE ZADANO RAWENSTWOMu(x; 0) = A sin �xl PRI 0 6 x 6 l;NA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�. nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) PRI t > 0.84. rE[ITX ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH STERVNQ, ODIN KONECKOTOROGO (x = 0) ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ (x = l) SWOBODEN, ESLISTERVENX BYL PODWERGNUT NA^ALXNOMU RASTQVENI�u(x; 0) = Ax; 0 6 x 6 l;I NA^ALXNYE SKOROSTI ut(x; 0) = 0; 0 6 x 6 l:85. rE[ITX ZADA^U 84, ESLI KONEC x = l STERVNQ ZAKREPLEN UPRUGO.86. oDIN KONEC STERVNQ (x = 0) ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ(x = l) SWOBODEN. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI SWOBODNOMU KONCU SO-OB℄AETSQ PRODOLXNYJ UDARNYJ IMPULXS I . nAJTI KOLEBANIQ STERVNQ.87. oDIN KONEC GORIZONTALXNOGO STERVNQ ZAKREPLEN VESTKO, ADRUGOJ SWOBODEN. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 W SWOBODNYJ KO-NEC STERVNQ UDARQET GRUZ Q =Mg SO SKOROSTX� v0, NAPRAWLENNOJ POOSI STERVNQ, PRI^EM W MOMENT t = 0 TOREC GRUZA PLOTNO SOPRIKASAET-SQ S TORCOM STERVNQ. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ PRI t > 0W TE^ENIE AKTA SOUDARENIQ.88. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ STERVNQ, U KOTOROGO OBA KON-CA SWOBODNY.89. rE[ITX ZADA^U 87, PREDPOLAGAQ, ^TO STERVENX IMEET FORMUUSE^ENNOGO KONUSA.90. rE[ITX ZADA^U 88 DLQ STERVNQ, IME�℄EGO FORMU USE^ENNOGOKONUSA.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 2991. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ PRI NULEWYH NA^ALX-NYH USLOWIQH, ESLI ODIN EGO KONEC ZAKREPLEN ILI SWOBODEN, A DRUGOJDWIGAETSQ PO DANNOMU ZAKONU; RASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) PRAWYJ KONEC ZAKREPLEN;B) LEWYJ KONEC ZAKREPLEN;W) PRAWYJ KONEC SWOBODEN.92. nAJTI KOLEBANIQ WOZMU℄ENIQ DAWLENIQ W KONCE x = 0 TRUBO-PROWODA PRI t > 0, ESLI W KONCE x = l ONO OSTAETSQ RAWNYM NUL�, ARASHOD VIDKOSTI W KONCE x = 0 QWLQETSQ IZWESTNOJ FUNKCIEJ WREME-NI. sOPROTIWLENIE TRUBOPROWODA PRENEBREVIMO MALO, A WOZMU℄ENIQDAWLENIQ I SKOROSTX VIDKOSTI PRI t = 0 RAWNY NUL�.93. rE[ITX ZADA^U OB ABSOL�TNO UPRUGOM PRODOLXNOM UDARE DWUHODINAKOWYH STERVNEJ, DWIVU℄IHSQ W ODNOM NAPRAWLENII PO ODNOJPRQMOJ SO SKOROSTQMI v1 I v2; v1 > v2 > 0 (RIS. 12). nAJTI RASPREDE-LENIE SKOROSTEJ I NAPRQVENIJ W STERVNQH W TE^ENIE AKTA SOUDARENIQ.rIS. 1294. k KONCU x = 0 PROWODA LINII BEZ ISKAVENIJ 1) , NA^INAQ SMOMENTA t = 0, PRILOVENA POSTOQNNAQ \.D.S. E; KONEC x = l ZAZEMLEN.nA^ALXNOE NAPRQVENIE I NA^ALXNYJ TOK W PROWODE RAWNY NUL�. nAJTI\LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W PROWODE PRI t > 0 I USTANOWITX, NA^INAQ SKAKOGO MOMENTA WREMENI TOK W PROWODE BUDET OTLI^ATXSQ OT PREDELX-NOGO (PRI t! +1) ZAWEDOMO NE BOLEE ^EM NA 10%.95. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U PRI USLOWII, KOGDA KONEC x = lIZOLIROWAN.96. oDIN KONEC (x = l) PROWODA S PRENEBREVIMO MALYM SOPROTIW-LENIEM I UTE^KOJ ZAZEMLENIQ ^EREZ:A) SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0;B) SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0;W) SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUKCI� L0, A K DRUGOMU KONCU (x = 0)S MOMENTA t = 0 PODKL�^AETSQ \.D.S. E = 
onst.nAJTI NAPRQVENIE v(x; t) NA KONCE x = l PRI t > 0 DLQ WSEH SLU-^AEW. x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYHw NASTOQ℄EM PARAGRAFE RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I O KOLEBANIQHKONE^NOGO OTREZKA STRUNY PRI RAZLI^NYH GRANI^NYH USLOWIQH, A TAK-VE ANALOGI^NYE ZADA^I O KOLEBANIQH IZ DRUGIH OBLASTEJ FIZIKI ITEHNIKI 2).1)sM. SNOSKU K ZADA^E 58.2)wYBORKA MATERIALA PO SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM I NORMAM SOBSTWEN-NYH FUNKCIJ IZ GLAW II, III, IV, V, VI POME℄ENA W x 2 GL. VII.



28 uSLOWIQ ZADA^80. mASSA M PREDYDU℄EJ ZADA^I PRI KOLEBANIQH ISPYTYWAETSOPROTIWLENIE TRENIQ, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI. nAJTI OTRAVEN-NU� I PRELOMLENNU� WOLNY, WZQW ZA NA^ALXNOE USLOWIE BEGU℄U� IZOBLASTI x < 0 WOLNU u1(x; t) = f(x� at).81. pLOSKIJ ISTO^NIK MALYH WOZMU℄ENIJ DWIVETSQ RAWNOMERNO SDOZWUKOWOJ SKOROSTX� WDOLX CILINDRI^ESKOJ NEOGRANI^ENNOJ TRUBKIS GAZOM. s^ITAQ, ^TO WOZMU℄ENIE DAWLENIQ W TOM MESTE, GDE NAHODITSQW MOMENT t > 0 ISTO^NIK, QWLQETSQ IZWESTNOJ FUNKCIEJ WREMENI, NAJTIKOLEBANIQ GAZA SLEWA I SPRAWA OT ISTO^NIKA, ESLI W NA^ALXNYJ MOMENTWREMENI GAZ BYL W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII, A ISTO^NIK NAHODILSQ WTO^KE x = 0.82. rE[ITX ZADA^U O KOLEBANIQH NEOGRANI^ENNOJ STRUNY POD DEJ-STWIEM SOSREDOTO^ENNOJ POPERE^NOJ SILY F (t) DLQ t > 0, ESLI TO^KAPRILOVENIQ SILY SKOLXZIT WDOLX STRUNY S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0IZ POLOVENIQ x = 0, PRI^EM v0 < a I NA^ALXNYE USLOWIQ NULEWYE.4. zADA^I DLQ KONE^NOGO OTREZKA.83. kONCY STRUNY x = 0 I x = l ZAKREPLENY VESTKO; NA^ALXNOEOTKLONENIE ZADANO RAWENSTWOMu(x; 0) = A sin �xl PRI 0 6 x 6 l;NA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�. nAJTI OTKLONENIQ u(x; t) PRI t > 0.84. rE[ITX ZADA^U O PRODOLXNYH KOLEBANIQH STERVNQ, ODIN KONECKOTOROGO (x = 0) ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ (x = l) SWOBODEN, ESLISTERVENX BYL PODWERGNUT NA^ALXNOMU RASTQVENI�u(x; 0) = Ax; 0 6 x 6 l;I NA^ALXNYE SKOROSTI ut(x; 0) = 0; 0 6 x 6 l:85. rE[ITX ZADA^U 84, ESLI KONEC x = l STERVNQ ZAKREPLEN UPRUGO.86. oDIN KONEC STERVNQ (x = 0) ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ(x = l) SWOBODEN. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI SWOBODNOMU KONCU SO-OB℄AETSQ PRODOLXNYJ UDARNYJ IMPULXS I . nAJTI KOLEBANIQ STERVNQ.87. oDIN KONEC GORIZONTALXNOGO STERVNQ ZAKREPLEN VESTKO, ADRUGOJ SWOBODEN. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 W SWOBODNYJ KO-NEC STERVNQ UDARQET GRUZ Q =Mg SO SKOROSTX� v0, NAPRAWLENNOJ POOSI STERVNQ, PRI^EM W MOMENT t = 0 TOREC GRUZA PLOTNO SOPRIKASAET-SQ S TORCOM STERVNQ. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ PRI t > 0W TE^ENIE AKTA SOUDARENIQ.88. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ STERVNQ, U KOTOROGO OBA KON-CA SWOBODNY.89. rE[ITX ZADA^U 87, PREDPOLAGAQ, ^TO STERVENX IMEET FORMUUSE^ENNOGO KONUSA.90. rE[ITX ZADA^U 88 DLQ STERVNQ, IME�℄EGO FORMU USE^ENNOGOKONUSA.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 2991. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ PRI NULEWYH NA^ALX-NYH USLOWIQH, ESLI ODIN EGO KONEC ZAKREPLEN ILI SWOBODEN, A DRUGOJDWIGAETSQ PO DANNOMU ZAKONU; RASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) PRAWYJ KONEC ZAKREPLEN;B) LEWYJ KONEC ZAKREPLEN;W) PRAWYJ KONEC SWOBODEN.92. nAJTI KOLEBANIQ WOZMU℄ENIQ DAWLENIQ W KONCE x = 0 TRUBO-PROWODA PRI t > 0, ESLI W KONCE x = l ONO OSTAETSQ RAWNYM NUL�, ARASHOD VIDKOSTI W KONCE x = 0 QWLQETSQ IZWESTNOJ FUNKCIEJ WREME-NI. sOPROTIWLENIE TRUBOPROWODA PRENEBREVIMO MALO, A WOZMU℄ENIQDAWLENIQ I SKOROSTX VIDKOSTI PRI t = 0 RAWNY NUL�.93. rE[ITX ZADA^U OB ABSOL�TNO UPRUGOM PRODOLXNOM UDARE DWUHODINAKOWYH STERVNEJ, DWIVU℄IHSQ W ODNOM NAPRAWLENII PO ODNOJPRQMOJ SO SKOROSTQMI v1 I v2; v1 > v2 > 0 (RIS. 12). nAJTI RASPREDE-LENIE SKOROSTEJ I NAPRQVENIJ W STERVNQH W TE^ENIE AKTA SOUDARENIQ.rIS. 1294. k KONCU x = 0 PROWODA LINII BEZ ISKAVENIJ 1) , NA^INAQ SMOMENTA t = 0, PRILOVENA POSTOQNNAQ \.D.S. E; KONEC x = l ZAZEMLEN.nA^ALXNOE NAPRQVENIE I NA^ALXNYJ TOK W PROWODE RAWNY NUL�. nAJTI\LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W PROWODE PRI t > 0 I USTANOWITX, NA^INAQ SKAKOGO MOMENTA WREMENI TOK W PROWODE BUDET OTLI^ATXSQ OT PREDELX-NOGO (PRI t! +1) ZAWEDOMO NE BOLEE ^EM NA 10%.95. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U PRI USLOWII, KOGDA KONEC x = lIZOLIROWAN.96. oDIN KONEC (x = l) PROWODA S PRENEBREVIMO MALYM SOPROTIW-LENIEM I UTE^KOJ ZAZEMLENIQ ^EREZ:A) SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0;B) SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0;W) SOSREDOTO^ENNU� SAMOINDUKCI� L0, A K DRUGOMU KONCU (x = 0)S MOMENTA t = 0 PODKL�^AETSQ \.D.S. E = 
onst.nAJTI NAPRQVENIE v(x; t) NA KONCE x = l PRI t > 0 DLQ WSEH SLU-^AEW. x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYHw NASTOQ℄EM PARAGRAFE RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I O KOLEBANIQHKONE^NOGO OTREZKA STRUNY PRI RAZLI^NYH GRANI^NYH USLOWIQH, A TAK-VE ANALOGI^NYE ZADA^I O KOLEBANIQH IZ DRUGIH OBLASTEJ FIZIKI ITEHNIKI 2).1)sM. SNOSKU K ZADA^E 58.2)wYBORKA MATERIALA PO SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM I NORMAM SOBSTWEN-NYH FUNKCIJ IZ GLAW II, III, IV, V, VI POME℄ENA W x 2 GL. VII.



30 uSLOWIQ ZADA^1. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ 1).97. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCA-MI x = 0 I x = l, WOZBUVDENNOJ NA^ALXNYM OTKLONENIEM, I WY^ISLITX\NERGI� OTDELXNYH GARMONIK. nA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�.98. sTRUNA 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCAMI DO MOMEN-TA t = 0 NAHODILASX W SOSTOQNII RAWNOWESIQ POD DEJSTWIEM POPERE^NOJSILY F0 = 
onst, PRILOVENNOJ K TO^KE x0 STRUNY PERPENDIKULQRNOK NEWOZMU℄ENNOMU POLOVENI� STRUNY. w NA^ALXNYJ MOMENT WREME-NI t = 0 DEJSTWIE SILY F0 MGNOWENNO PREKRA℄AETSQ. nAJTI KOLEBANIQSTRUNY PRI t > 0.99. kONCY STRUNY ZAKREPLENY VESTKO, A NA^ALXNOE OTKLONENIEIMEET FORMU KWADRATI^NOJ PARABOLY, SIMMETRI^NOJ OTNOSITELXNOPERPENDIKULQRA K SEREDINE STRUNY. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY, ESLINA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�.100. sTRUNA 2) S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCAMI WOZBUVDAETSQUDAROM VESTKOGO PLOSKOGO MOLOTO^KA, SOOB℄A�℄EGO EJ SLEDU�℄EE NA-^ALXNOE RASPREDELENIE SKOROSTEJ:ut(x; 0) =  (x) =8<:0; 0 6 x 6 x0 � Æ;v0; x0 � Æ < x < x0 + Æ;0; x0 + Æ 6 x 6 l:nAJTI KOLEBANIQ STRUNY, ESLI NA^ALXNOE OTKLONENIE RAWNO NUL�.wY^ISLITX \NERGI� OTDELXNYH GARMONIK.101. sTRUNA 3) S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCAMI WOZBUVDAETSQUDAROM OSTROGO MOLOTO^KA, PEREDA�℄EGO EJ IMPULXS I W TO^KE x0.nAJTI KOLEBANIQ STRUNY, ESLI NA^ALXNOE OTKLONENIE RAWNO NUL�. wY-^ISLITX \NERGI� OTDELXNYH GARMONIK.102. sTRUNA S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCAMI WOZBUVDAETSQ UDA-ROM VESTKOGO WYPUKLOGO MOLOTO^KA 4) , SOOB℄A�℄EGO EJ NA^ALXNOERASPREDELENIE SKOROSTEJut = (x; 0) =8><>:0; 0 6 x 6 x0 � Æ;v0 
os��2 � x� x0Æ � ; x0 � Æ 6 x 6 x0 + Æ;0; x0 + Æ 6 x 6 l:nAJTI KOLEBANIQ STRUNY, ESLI NA^ALXNOE OTKLONENIE RAWNO NUL�.wY^ISLITX \NERGI� OTDELXNYH GARMONIK.103. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ, ODIN KONEC KOTOROGO(x = 0) ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ (x = l) SWOBODEN, PRI NA^ALXNYHUSLOWIQH u(x; 0) = kx; ut(x; 0) = 0 PRI 0 6 x 6 l:1)w \TOM I SLEDU�℄IH DWUH PUNKTAH SREDY PREDPOLAGA�TSQ ODNO-RODNYMI.2)sM. [7, S. 140{143℄.3)tO VE.4)pO POWODU WOZBUVDENIQ STRUNY MQGKIM WYPUKLYM MOLOTO^KOM SM.ZADA^U 152.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 31104. sTERVENX S VESTKO ZAKREPLENNYM KONCOM x = 0 NAHODITSQW SOSTOQNII RAWNOWESIQ POD DEJSTWIEM PRODOLXNOJ SILY F0 = 
onst,PRILOVENNOJ K KONCU x = l. w MOMENT t = 0 DEJSTWIE SILY F0 MGNOWEN-NO PREKRA℄AETSQ.nAJTI KOLEBANIQ STERVNQ, ESLI NA^ALXNYE SKOROSTIRAWNY NUL�.105. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ UPRUGOGO STERVNQ SO SWOBOD-NYMI KONCAMI, ESLI NA^ALXNYE SKOROSTI I NA^ALXNYE SME℄ENIQ W PRO-DOLXNOM NAPRAWLENII PROIZWOLXNY. u^ESTX WOZMOVNOSTX RAWNOMERNO-GO PRQMOLINEJNOGO DWIVENIQ STERVNQ.106. nAJTI KOLEBANIQ UPRUGOGO STERVNQ SO SWOBODNYMI KONCAMI,POLU^IW[EGO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI PRODOLXNYJ IMPULXS I WODIN IZ KONCOW.107. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ SLU^AQ, KOGDA KONEC, KOTO-ROMU NE SOOB℄AETSQ IMPULXS, ZAKREPLEN VESTKO.108. oDIN KONEC STERVNQ ZAKREPLEN UPRUGO, A DRUGOJ SWOBODEN.nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ PRI PROIZWOLXNYH NA^ALXNYHUSLOWIQH.109. oDIN KONEC STERVNQ (x = l) ZAKREPLEN UPRUGO, A K DRUGOMU(x = 0) PRILOVENA PRODOLXNAQ SILA F0 = 
onst, POD DEJSTWIEM KO-TOROJ STERVENX NAHODITSQ W SOSTOQNII RAWNOWESIQ. nAJTI KOLEBANIQSTERVNQ POSLE TOGO, KAK W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI SILA F0 MGNO-WENNO IS^EZAET, ESLI NA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�.110. oDIN KONEC STERVNQ (x = l) ZAKREPLEN UPRUGO, A DRUGOJ(x = 0) POLU^AET W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI PRODOLXNYJ UDARNYJIMPULXS I . nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ, ESLI NA^ALXNOE OT-KLONENIE STERVNQ RAWNO NUL�.111. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ S UPRUGO ZAKREPLEN-NYMI KONCAMI PRI ODINAKOWYH KO\FFICIENTAH VESTKOSTI ZADELKIKONCOW, ESLI NA^ALXNYE USLOWIQ PROIZWOLXNY.112. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI KO\FFICIENTY VESTKOSTIZADELKI KONCOW STERVNQ RAZLI^NY.113. nAJTI KOLEBANIQ UROWNQ VIDKOSTI W KOLXCEWOM KANALE, [I-RINA I GLUBINA KOTOROGO NEWELIKA PO SRAWNENI� S EGO RADIUSOM, ESLINA^ALXNOE OTKLONENIE UROWNQ OT RAWNOWESNOGO SOSTOQNIQ I NA^ALXNAQSKOROSTX IZMENENIQ \TOGO UROWNQ ZADANY.114. dOKAZATX ADDITIWNOSTX \NERGII OTDELXNYH GARMONIK DLQPROCESSA SWOBODNYH KOLEBANIJ STRUNY W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ PRIODNORODNYH GRANI^NYH USLOWIQH PERWOGO, WTOROGO I TRETXEGO RODA.115. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l PRI PROIZ-WOLXNYH NA^ALXNYH USLOWIQH, ESLI KONCY STERVNQ:A) ZAKREPLENY [ARNIRNO (�SWOBODNO OPERTY�);B) ZAKREPLENY VESTKO;W) SWOBODNY.116. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO KOLEBANIQWYZWANY POPERE^NYM UDAROM W TO^KE x = x0, PEREDAW[IM STERVN�IMPULXS I .
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32 uSLOWIQ ZADA^2. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE S SOPROTIWLENIEM. w ZA-DA^AH 97, 101, 103, 105, 108, 111 KOLEBANIQ STRUN I STERVNEJ RASSMAT-RIWALISX W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ. pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO W \TIHZADA^AH SREDA OKAZYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI,TOGDA POLU^IM ZADA^I 117, 118, 119, 120, 121 I 122 SOOTWETSTWENNO.rE[ITX ZADA^I 117{122, NE WY^ISLQQ \NERGII OTDELXNYH GARMONIK.123. iZOLIROWANNYJ ODNORODNYJ \LEKTRI^ESKIJ PROWOD 0 6 x 6 lZARQVEN DO NEKOTOROGO POTENCIALA v0 = 
onst. w NA^ALXNYJ MOMENTWREMENI KONEC x = 0 ZAZEMLQETSQ, A KONEC x = l PRODOLVAET OSTAWATXSQIZOLIROWANNYM.nAJTI RASPREDELENIE NAPRQVENIQ W PROWODE, ESLI SAMOINDUKCIQ,SOPROTIWLENIE I EMKOSTX EDINICY DLINY PROWODA IZWESTNY 1).124. nAJTI \LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W ODNORODNOM PROWODE 0 66 x 6 l, ESLI KONEC x = 0 ZAZEMLEN, KONEC x = l IZOLIROWAN, NA^ALXNYJTOK RAWEN NUL�, A NA^ALXNYJ POTENCIAL RAWENv(x; 0) = 8><>:0; 0 < x < a;QC(b� a) ; a < x < b;0; b < x < l:oGRANI^IWAQSX SLU^AEM, KOGDA �lpCL > ���RL � GC ���, NAJTI WYRAVE-NIE DLQ NAPRQVENIQ.125. nAJTI NAPRQVENIE W PROWODE S NA^ALXNYM TOKOM I NA^ALX-NYM NAPRQVENIEM, RAWNYMI NUL�, ESLI W NA^ALXNYJ MOMENT W TO^-KE x = x0 \TOGO PROWODA POME℄AETSQ SOSREDOTO^ENNYJ ZARQD Q.oSTALXNYE USLOWIQ TAKIE VE, KAK W PREDYDU℄EJ ZADA^E.3. wYNUVDENNYE KOLEBANIQ POD DEJSTWIEM RASPREDELEN-NYH I SOSREDOTO^ENNYH SIL W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ I WSREDE S SOPROTIWLENIEM. w \TOM PUNKTE SNA^ALA RASSMATRIWA�TSQZADA^I S POSTOQNNYMI WYNUVDA�℄IMI SILAMI, ZATEM ZADA^I S GAR-MONI^ESKI MENQ�℄IMISQ WO WREMENI WYNUVDA�℄IMI SILAMI I, NA-KONEC, ZADA^I S WYNUVDA�℄IMI SILAMI, IZMENQ�℄IMISQ WO WREMENIPO PROIZWOLXNOMU ZAKONU.126. rE[ITX ZADA^U 97 PRI USLOWII, ^TO KOLEBANIQ PROISHODQTW POLE SILY TQVESTI W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYMSKOROSTI, A KONCY STRANY ZAKREPLENY NA ODINAKOWOJ WYSOTE.127.uPRUGIJ STERVENX 0 6 x 6 l RASPOLOVEN WERTIKALXNO I WERH-NIM KONCOM (x = 0) VESTKO PRIKREPLEN K SWOBODNO PADA�℄EMU LIFTU,KOTORYJ, DOSTIGNUW SKOROSTI v0, MGNOWENNO OSTANAWLIWAETSQ. nAJTIPRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ, ESLI EGO NIVNIJ KONEC (x = l) SWO-BODEN.128. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l, ESLI ODINEGO KONEC ZAKREPLEN VESTKO, A K DRUGOMU S MOMENTA t = 0 PRILOVENASILA F0 = 
onst.1)uTE^KA G = 0 SOGLASNO PREDPOLOVENI� OB IZOLIROWANNOSTI PROWODA.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 33129. w KONCE x = l TRUBOPROWODA 0 6 x 6 l RASHOD VIDKOSTI IZ-MENQETSQ W MOMENT WREMENI t = 0 SKA^KOM NA WELI^INU A = 
onst; KO-NEC x = 0 SOEDINEN S BOLX[IM REZERWUAROM, GDE DAWLENIE VIDKOSTIOSTAETSQ NEIZMENNYM.s^ITAQ, ^TO DO IZMENENIQ RASHODA W KONCE x = l DAWLENIE I RASHODW TRUBOPROWODE BYLI POSTOQNNYMI, NAJTI IZMENENIE RASHODA W TRU-BOPROWODE PRI t > 0 I IZMENENIE DAWLENIQ W SE^ENII x = l PRI t > 0.130. nAJTI NAPRQVENIE W ODNORODNOM \LEKTRI^ESKOM PROWODE, SO-PROTIWLENIE, SAMOINDUKCIQ, UTE^KA I EMKOSTX EDINICY DLINY KOTO-ROGO SOOTWETSTWENNO RAWNY R, L, G I C, ESLI NA^ALXNYE TOK I NAPRQ-VENIE RAWNY NUL�, KONEC x = l IZOLIROWAN, A K KONCU x = 0, NA^INAQS MOMENTA t = 0, PRILOVENA POSTOQNNAQ \.D.S. E.131. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO KONEC PROWO-DA x = l ZAZEMLEN.132. w TO^KE x0 STRUNY 0 6 x 6 l S MOMENTA t = 0 PRILOVENA POS-TOQNNAQ POPERE^NAQ SILA F0. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY, ESLI EE KONCYZAKREPLENY VESTKO.133. k STRUNE 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCAMI S MO-MENTA WREMENI t = 0 PRILOVENA NEPRERYWNO RASPREDELENNAQ SILA SLINEJNOJ PLOTNOSTX� �(x; t) = �(x) sin!t:nAJTI KOLEBANIQ STRUNY W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ; ISSLEDOWATXWOZMOVNOSTX REZONANSA I NAJTI RE[ENIE W SLU^AE REZONANSA.134. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U PRI USLOWII, ^TO LINEJNAQPLOTNOSTX SILY RAWNA �(x; t) = �0 sin!t, 0 < x < l, 0 < t < +1,GDE �0 = 
onst.135. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l, KONEC x = 0KOTOROGO ZAKREPLEN VESTKO, A KONEC x = l, NA^INAQ S MOMENTA t = 0,DWIVETSQ PO ZAKONUu(l; t) = A sin!t; 0 < t < +1:sREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.136. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l W SREDE BEZSOPROTIWLENIQ, ESLI KONEC x = 0 STERVNQ ZAKREPLEN VESTKO, A K KON-CU x = l, NA^INAQ S MOMENTA t = 0, PRILOVENA SILAF (t) = A sin!t; 0 < t < +1:137. rE[ITX ZADA^U 35, PREDPOLAGAQ, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENTWREMENI t = 0 STERVENX NAHODILSQ W GORIZONTALXNOM POLOVENII I ^TOQ = 0, ! = 
onst. rASSMOTRETX SLU^AJ BEZ REZONANSA.138. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMIKONCAMI, ESLI W TO^KE x = x0 \TOJ STRUNY S MOMENTA t = 0 PRILOVENAPOPERE^NAQ SILA F (t) = A sin!t; 0 < t < +1:oGRANI^ITXSQ SLU^AEM, KOGDA ^ASTOTA WYNUVDA�℄EJ SILY NE SOWPA-DAET NI S ODNOJ IZ SOBSTWENNYH ^ASTOT.3 b.m. bUDAK I DR.
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onst. rASSMOTRETX SLU^AJ BEZ REZONANSA.138. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMIKONCAMI, ESLI W TO^KE x = x0 \TOJ STRUNY S MOMENTA t = 0 PRILOVENAPOPERE^NAQ SILA F (t) = A sin!t; 0 < t < +1:oGRANI^ITXSQ SLU^AEM, KOGDA ^ASTOTA WYNUVDA�℄EJ SILY NE SOWPA-DAET NI S ODNOJ IZ SOBSTWENNYH ^ASTOT.3 b.m. bUDAK I DR.



34 uSLOWIQ ZADA^139. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLIF (t) = A 
os!t; 0 < t < +1:140. rE[ITX ZADA^U 138, ESLI F (t) ESTX PROIZWOLXNAQ PERIODI-^ESKAQ SILA S PERIODOM !, T. E.F (t) = �02 + +1Xn=1(�n 
osn!t+ �n sinn!t); 0 < t < +1:141. k STRUNE 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMI KONCAMI S MO-MENTA WREMENI t = 0 PRILOVENA NEPRERYWNO RASPREDELENNAQ SILA SLINEJNOJ PLOTNOSTX� �(x; t) = �0(x) sin!t. nAJTI KOLEBANIQ STRU-NY PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH, PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA OKAZY-WAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI. nAJTI USTANOWIW-[IESQ KOLEBANIQ, PREDSTAWLQ�℄IE SOBOJ GLAWNU� ^ASTX RE[ENIQ PRIt! +1. (sR. S ZADA^EJ 133.)z AM E ^ AN I E. uSTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ IME�T ^ASTOTU WY-NUVDA�℄EJ SILY; KOLEBANIQ S DRUGIMI ^ASTOTAMI ZATUHA�T.142. rE[ITX ZADA^U 136, PREDPOLAGAQ, ^TO KOLEBANIQ PROISHODQTW SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI. nAJTI USTA-NOWIW[IESQ KOLEBANIQ, PREDSTAWLQ�℄IE SOBOJ GLAWNU� ^ASTX RE[E-NIQ PRI t! +1.143. rE[ITX ZADA^U 130, PREDPOLAGAQ, ^TO K KONCU x = l PROWODAPRILOVENA S MOMENTA t = 0 \.D.S. E(t) = E0 sin!t, 0 < t < +1, E0 == 
onst, A KONEC x = 0 IZOLIROWAN. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ,PREDSTAWLQ�℄IE GLAWNU� ^ASTX RE[ENIQ PRI t! +1.144. rE[ITX ZADA^U 131, PREDPOLAGAQ, ^TO K KONCU x = l PRO-WODA PRILOVENA S MOMENTA t = 0 \.D.S. E(t) = E0 sin!t, 0 < t < +1,E0 = 
onst, A KONEC x = 0 ZAZEMLEN. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBA-NIQ | GLAWNU� ^ASTX RE[ENIQ PRI t! +1.145. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ DAWLENIQ NA KONCE x = lTRUBOPROWODA 0 6 x 6 l, ESLI NA \TOM KONCE NAHODITSQ SMQG^A�℄IJKOLPAK, A RASHOD POSTUPA�℄EJ IZWNE VIDKOSTI MENQETSQ GARMONI^ES-KI WO WREMENI, NA DRUGOM VE KONCE TRUBOPROWODA DAWLENIE OSTAETSQPOSTOQNNYM.146. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNY-MI KONCAMI POD DEJSTWIEM SILY, PRILOVENNOJ S MOMENTA t = 0 I IME�-℄EJ PLOTNOSTXF (x; t) = �(x)t; 0 6 x 6 l; 0 < t < +1;PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.147. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l, LEWYJ KO-NEC KOTOROGO ZAKREPLEN VESTKO, A K PRAWOMU S MOMENTA t = 0 PRILO-VENA SILA F (t) = At; 0 < t < +1; A = 
onst;PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.148. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMIKONCAMI POD DEJSTWIEM RASPREDELENNOJ SILY, PRILOVENNOJ S MOMEN-

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 35TA t = 0 I IME�℄EJ PLOTNOSTXF (x; t) = �(x)tm; 0 6 x 6 l; 0 < t < +1; m > �1;PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.149. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l W SREDE BEZSOPROTIWLENIQ POD DEJSTWIEM SILYF (t) = Atm; 0 < t < +1; A = 
onst; m > �1;PRILOVENNOJ S MOMENTA t = 0 K KONCU x = l, ESLI KONEC x = 0 FIKSI-ROWAN VESTKO.150. rE[ITX ZADA^U 133 METODOM, UKAZANNYM DLQ ZADA^I 148.151. rE[ITX ZADA^U 141 METODOM, UKAZANNYM DLQ ZADA^I 148.152. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 1) 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNY-MI KONCAMI, WYZWANNYE UDAROM MQGKOGO WYPUKLOGO MOLOTO^KA, PRED-POLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM. mOLOTO-^EK DEJSTWUET NA STRUNU S SILOJ, LINEJNAQ PLOTNOSTX KOTOROJ RAWNAF (x; t) =8>><>>:A 
os��2 x� x0Æ � sin �t� ; jx� x0j < Æ; 0 6 t 6 �;0; jx� x0j < Æ; t > �;0; 0 6 x 6 x0 � Æ; x0 + Æ 6 x 6 l; 0 < t <1:153. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMIKONCAMI W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE POPERE^NYM UDAROM WTO^KE x0, 0 < x0 < l, W MOMENT t = 0, PEREDAW[IM STRUNE IMPULXS I ,U^ITYWAQ \TOT UDAR SWOBODNYM ^LENOM URAWNENIQ 2).154. rE[ITX ZADA^U 146, PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA OKAZYWAET SO-PROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.155. rE[ITX ZADA^U 153, PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA OKAZYWAET SO-PROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.156. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNQ S [ARNIRNO ZAKREP-LENNYMI (�SWOBODNO OPERTYMI�) KONCAMI POD DEJSTWIEM POSTOQNNOJPOPERE^NOJ SILY P , TO^KA PRILOVENIQ KOTOROJ DWIVETSQ PO STERVN�,NA^INAQ S MOMENTA t = 0 OT KONCA x = 0 K KONCU x = l S POSTOQN-NOJ SKOROSTX� v0, PREDPOLAGAQ, ^TO KOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE BEZSOPROTIWLENIQ.157. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI P = P0 sin!t, P0 = 
onst.158. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNQ POD DEJSTWIEM POPE-RE^NOJ SOSREDOTO^ENNOJ SILY P = P0 sin!t, PRILOVENNOJ S MOMEN-TA t = 0 W TO^KE x0 STERVNQ, ESLI KONCY STERVNQ ZAKREPLENY [AR-NIRNO (�SWOBODNO OPERTY�), A SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KO-LEBANIQM.1)sM. [7, S. 140{143℄.2)sR. S RE[ENIEM ZADA^I 101.3�
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onst, A KONEC x = 0 ZAZEMLEN. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBA-NIQ | GLAWNU� ^ASTX RE[ENIQ PRI t! +1.145. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ DAWLENIQ NA KONCE x = lTRUBOPROWODA 0 6 x 6 l, ESLI NA \TOM KONCE NAHODITSQ SMQG^A�℄IJKOLPAK, A RASHOD POSTUPA�℄EJ IZWNE VIDKOSTI MENQETSQ GARMONI^ES-KI WO WREMENI, NA DRUGOM VE KONCE TRUBOPROWODA DAWLENIE OSTAETSQPOSTOQNNYM.146. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNY-MI KONCAMI POD DEJSTWIEM SILY, PRILOVENNOJ S MOMENTA t = 0 I IME�-℄EJ PLOTNOSTXF (x; t) = �(x)t; 0 6 x 6 l; 0 < t < +1;PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.147. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l, LEWYJ KO-NEC KOTOROGO ZAKREPLEN VESTKO, A K PRAWOMU S MOMENTA t = 0 PRILO-VENA SILA F (t) = At; 0 < t < +1; A = 
onst;PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.148. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMIKONCAMI POD DEJSTWIEM RASPREDELENNOJ SILY, PRILOVENNOJ S MOMEN-

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 35TA t = 0 I IME�℄EJ PLOTNOSTXF (x; t) = �(x)tm; 0 6 x 6 l; 0 < t < +1; m > �1;PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.149. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ 0 6 x 6 l W SREDE BEZSOPROTIWLENIQ POD DEJSTWIEM SILYF (t) = Atm; 0 < t < +1; A = 
onst; m > �1;PRILOVENNOJ S MOMENTA t = 0 K KONCU x = l, ESLI KONEC x = 0 FIKSI-ROWAN VESTKO.150. rE[ITX ZADA^U 133 METODOM, UKAZANNYM DLQ ZADA^I 148.151. rE[ITX ZADA^U 141 METODOM, UKAZANNYM DLQ ZADA^I 148.152. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 1) 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNY-MI KONCAMI, WYZWANNYE UDAROM MQGKOGO WYPUKLOGO MOLOTO^KA, PRED-POLAGAQ, ^TO SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM. mOLOTO-^EK DEJSTWUET NA STRUNU S SILOJ, LINEJNAQ PLOTNOSTX KOTOROJ RAWNAF (x; t) =8>><>>:A 
os��2 x� x0Æ � sin �t� ; jx� x0j < Æ; 0 6 t 6 �;0; jx� x0j < Æ; t > �;0; 0 6 x 6 x0 � Æ; x0 + Æ 6 x 6 l; 0 < t <1:153. nAJTI KOLEBANIQ STRUNY 0 6 x 6 l S VESTKO ZAKREPLENNYMIKONCAMI W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE POPERE^NYM UDAROM WTO^KE x0, 0 < x0 < l, W MOMENT t = 0, PEREDAW[IM STRUNE IMPULXS I ,U^ITYWAQ \TOT UDAR SWOBODNYM ^LENOM URAWNENIQ 2).154. rE[ITX ZADA^U 146, PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA OKAZYWAET SO-PROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.155. rE[ITX ZADA^U 153, PREDPOLAGAQ, ^TO SREDA OKAZYWAET SO-PROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.156. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNQ S [ARNIRNO ZAKREP-LENNYMI (�SWOBODNO OPERTYMI�) KONCAMI POD DEJSTWIEM POSTOQNNOJPOPERE^NOJ SILY P , TO^KA PRILOVENIQ KOTOROJ DWIVETSQ PO STERVN�,NA^INAQ S MOMENTA t = 0 OT KONCA x = 0 K KONCU x = l S POSTOQN-NOJ SKOROSTX� v0, PREDPOLAGAQ, ^TO KOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE BEZSOPROTIWLENIQ.157. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI P = P0 sin!t, P0 = 
onst.158. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNQ POD DEJSTWIEM POPE-RE^NOJ SOSREDOTO^ENNOJ SILY P = P0 sin!t, PRILOVENNOJ S MOMEN-TA t = 0 W TO^KE x0 STERVNQ, ESLI KONCY STERVNQ ZAKREPLENY [AR-NIRNO (�SWOBODNO OPERTY�), A SREDA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KO-LEBANIQM.1)sM. [7, S. 140{143℄.2)sR. S RE[ENIEM ZADA^I 101.3�



36 uSLOWIQ ZADA^159. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO KOLEBANIQPROISHODQT W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI.160. kONEC x = 0 STERVNQ ZAKREPLEN VESTKO, A K SWOBODNOMU KON-CU x = l S MOMENTA t = 0 PRILOVENA POSTOQNNAQ POPERE^NAQ SILA F == F0 = 
onst. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNQ, WYZWANNYE SI-LOJ F0.161. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U W SLU^AE, KOGDA DEJSTWIE SI-LY F = F0 PRODOLVAETSQ LI[X DO MOMENTA t = T > 0.162. rE[ITX ZADA^U 160 W SLU^AE, KOGDA F = F0 sin!t.163. kONEC x = l STERVNQ ZAKREPLEN VESTKO, A KONEC x = 0 [AR-NIRNO (�SWOBODNO OPERT�). nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ STERVNEJ,WYZYWAEMYE RAWNOMERNO RASPREDELENNOJ POPERE^NOJ SILOJ S LINEJ-NOJ PLOTNOSTX� f0 sin!t, PRILOVENNOJ K STERVN� S MOMENTA t = 0.4. kOLEBANIQ PRI NEODNORODNOSTI SRED I DRUGIH USLOWI-QH, PRIWODQ℄IH K URAWNENIQM S PEREMENNYMI KO\FFICIEN-TAMI; U^ET SOSREDOTO^ENNYH SIL I MASS.164. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ NEODNORODNOGO STERVNQ 0 66 x 6 l S POSTOQNNYM POPERE^NYM SE^ENIEM, POLU^ENNOGO SOEDINENIEMW SE^ENII x = x0 DWUH ODNORODNYH STERVNEJ, ESLI:A) PLOTNOSTX MASSY I KO\FFICIENT UPRUGOSTI SOOTWETSTWENNORAWNY �(x) = ��; 0 < x < x0;���; x0 < x < l; E(x) = (E; 0 < x < x0;��E; x0 < x < l;GDE �, ���, E, ��E | KONSTANTY;B) NA^ALXNYE PRODOLXNYE SME℄ENIQ RAWNYu(x; 0) = '(x) =8><>: hx0 x; 0 < x < x0;h(l � x)l� x0 ; x0 < x < l;W) NA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�:ut(x; 0) =  (x) = 0; 0 < x < l;G) KONCY STERVNQ ZAKREPLENY VESTKO:u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1:165. nAJTI USTANOWIW[IESQ PRODOLXNYE KOLEBANIQ SOSTAWNOGOSTERVNQ, OPISANNOGO W PREDYDU℄EJ ZADA^E, ESLI EGO KONEC x = 0 ZA-KREPLEN VESTKO, A K KONCU x = l S MOMENTA t = 0 PRILOVENA SILAF (t) = F0 sin!t; 0 < t < +1:166. nAJTI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ, OPISANNOGO W ZADA-^E 164, ESLI ODIN EGO KONEC (x = 0) ZAKREPLEN VESTKO, DRUGOJ KONEC(x = 0) | UPRUGO, A NA^ALXNYE USLOWIQ PROIZWOLXNY.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 37167. nAJTI KOLEBANIQ ODNORODNOJ STRUNY 0 6 x 6 l S NEPODWIVNOZAKREPLENNYMI KONCAMI I SOSREDOTO^ENNOJ MASSOJM , PRIKREPLENNOJW TO^KE x = x0 STRUNY, WYZYWAEMYE NA^ALXNYMI OTKLONENIQMIu(x; 0) = '(x) = 8><>:h xx0 PRI 0 < x < x0;h l� xl� x0 PRI x0 < x < l:168. pOPERE^NOE SE^ENIE SOSTAWNOGO STERVNQ, OPISANNOGO W ZADA-^E 164, NA U^ASTKE 0 6 x 6 x0 RAWNO S, A NA U^ASTKE x0 6 x 6 l RAWNO ��S;W SE^ENII x0 NAHODITSQ VESTKAQ PROKLADKA MASSY M ; KONEC x = 0 ZA-KREPLEN NEPODWIVNO, A KONEC x = l SWOBODEN. nAJTI KRUTILXNYE KOLE-BANIQ STERVNQ PRI PROIZWOLXNYH NA^ALXNYH USLOWIQH.169. oDIN KONEC UPRUGOGO ODNORODNOGO WALA VESTKO ZAKREPLEN,A NA DRUGOJ NASAVEN [KIW S OSEWYM MOMENTOM INERCII M . nAJTIKRUTILXNYE KOLEBANIQ WALA PRI PROIZWOLXNYH NA^ALXNYH USLOWIQH,ESLI MODULX SDWIGA RAWEN G, POLQRNYJ MOMENT INERCII POPERE^NOGOSE^ENIQ WALA RAWEN K, A OSEWOJ MOMENT INERCII EDINICY DLINY WALARAWEN J .170. nAJTI USTANOWIW[IESQ PRODOLXNYE KOLEBANIQ KONI^ESKOGOUPRUGOGO STERVNQ 0 6 x 6 l, WYZYWAEMYE GARMONI^ESKOJ PRODOLXNOJSILOJ F = F0 sin!t, PRILOVENNOJ K KONCU x = l, ESLI KONEC x = 0 ZA-KREPLEN NEPODWIVNO (SM. ZADA^I 21 I 89).171. rE[ITX ZADA^U 23, PREDPOLAGAQ, ^TO KOLEBANIQ STRUNY WY-ZWANY NA^ALXNYMI OTKLONENIQMI, A NA^ALXNYE SKOROSTI RAWNY NUL�.172. rE[ITX ZADA^U 24 PRI PROIZWOLXNYH NA^ALXNYH USLOWIQH.173. rE[ITX ZADA^U 25 PRI PROIZWOLXNYH NA^ALXNYH USLOWIQH,POMESTIW NA^ALO KOORDINAT W ZAKREPLENNYJ KONEC STRUNY.x 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJw NASTOQ℄EM PARAGRAFE RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I O KOLEBANIQHNEOGRANI^ENNOJ, POLUOGRANI^ENNOJ I KONE^NOJ STRUNY, A TAKVE ANA-LOGI^NYE ZADA^I IZ DRUGIH OBLASTEJ FIZIKI, PRI^EM DLQ IH RE[ENIQPRIMENQ�TSQ NIVESLEDU�℄IE METODY: METOD INTEGRALA fURXE, PERE-HOD K KONE^NOMU INTERWALU METODOM OTRAVENIJ, METOD rIMANA.1. mETOD INTEGRALA fURXE.174. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; �1 < x < +1: (2)175. rE[ITX KRAEWU� ZADA^U 1)utt = a2uxx + 
2u; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); �1 < x < +1:1)nAPOMNIM, ^TO K TAKOMU WIDU PRIWODITSQ TELEGRAFNOE URAWNENIE SPOMO℄X� ZAMENY ISKOMOJ FUNKCII v(x; t) = e��tu(x; t).
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38 uSLOWIQ ZADA^176. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + 
2u+ f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; �1 < x < +1:177. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x; t < +1;u(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:178. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:179. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x; t < +1;u(0; t) = �(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:180. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t) = �(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:181. rE[ITX KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQutt = a2uxx + f(x; t)PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH I GRANI^NYH USLOWIQH:A) u(0; t) = 0; B) ux(0; t) = 0.182. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = uxx + 
2u; 0 < x; t < +1;ux(0; t) = �(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:183. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uvtt = vxx + 
2v; 0 < x; t < +1;v(0; t) = �(t); 0 < t < +1;v(x; 0) = 0; vt(x; 0) = 0; 0 < x < +1:184. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = uxx + 
2u; 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = {(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 39185. dOKAZATX 1), ^TO+1Z�1 f(�)g(�)e�i�xd� = +1Z�1 g(s)f(x� s) ds;GDE f(�) I g(�) | OBRAZY fURXE FUNKCIJ f(x) I g(x) S QDROM ei�� .186. dOKAZATX, ^TO+1Z0 f (
)(�) g(
)(�) 
os�x d� = 12 +1Z0 g(s)�f(jx� sj) + f(x+ s)�ds;GDE f (
)(�) I g(
)(�) | KOSINUS-OBRAZY fURXE FUNKCIJ f(x) I g(x).187. dOKAZATX, ^TO+1Z0 f (s)(�) g(
)(�) sin�x d� = 12 +1Z0 f(s)�g(jx� sj)� g(x+ s)�ds;GDE f (s)(�) I g(
)(�) | SOOTWETSTWENNO SINUS-OBRAZ 2) fURXE I KOSI-NUS-OBRAZ fURXE FUNKCIJ f(x) I g(x).188. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx = 0; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) = a 00(x); �1 < x < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA'(x) = Ae� x24k2 ;  (x) � 0; �1 < x < +1:189. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx = 0; 0 < x; t < +1;u(0; t) = �(t); uxx(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:190. dOKAZATX, ^TO DLQ PREDSTAWIMOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < +1; 0 < t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1W WIDE u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at (z) dz1)|TO SOOTNO[ENIE ^ASTO NAZYWA�T TEOREMOJ O SWERTKE.2)sM. x 4 OTWETOW I UKAZANIJ K NASTOQ℄EJ GLAWE, WWODNU� ^ASTXPUNKTA 1.
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2u; 0 < x; t < +1;ux(0; t) = �(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:183. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uvtt = vxx + 
2v; 0 < x; t < +1;v(0; t) = �(t); 0 < t < +1;v(x; 0) = 0; vt(x; 0) = 0; 0 < x < +1:184. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = uxx + 
2u; 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = {(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 39185. dOKAZATX 1), ^TO+1Z�1 f(�)g(�)e�i�xd� = +1Z�1 g(s)f(x� s) ds;GDE f(�) I g(�) | OBRAZY fURXE FUNKCIJ f(x) I g(x) S QDROM ei�� .186. dOKAZATX, ^TO+1Z0 f (
)(�) g(
)(�) 
os�x d� = 12 +1Z0 g(s)�f(jx� sj) + f(x+ s)�ds;GDE f (
)(�) I g(
)(�) | KOSINUS-OBRAZY fURXE FUNKCIJ f(x) I g(x).187. dOKAZATX, ^TO+1Z0 f (s)(�) g(
)(�) sin�x d� = 12 +1Z0 f(s)�g(jx� sj)� g(x+ s)�ds;GDE f (s)(�) I g(
)(�) | SOOTWETSTWENNO SINUS-OBRAZ 2) fURXE I KOSI-NUS-OBRAZ fURXE FUNKCIJ f(x) I g(x).188. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx = 0; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) = a 00(x); �1 < x < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA'(x) = Ae� x24k2 ;  (x) � 0; �1 < x < +1:189. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx = 0; 0 < x; t < +1;u(0; t) = �(t); uxx(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1:190. dOKAZATX, ^TO DLQ PREDSTAWIMOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < +1; 0 < t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1W WIDE u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at (z) dz1)|TO SOOTNO[ENIE ^ASTO NAZYWA�T TEOREMOJ O SWERTKE.2)sM. x 4 OTWETOW I UKAZANIJ K NASTOQ℄EJ GLAWE, WWODNU� ^ASTXPUNKTA 1.



40 uSLOWIQ ZADA^DOSTATO^NO PRODOLVITX '(x) I  (x) NA OTRICATELXNU� POLUOSX x TAK,^TOBY FUNKCII�(x) = NXk=0 Ak dk'(x)dxk I 	(x) = NXk=0 Ak dk (x)dxkBYLI NE^ETNYMI 1).191. dOKAZATX, ^TO DLQ PREDSTAWIMOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;NXk=0 Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0;u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1W WIDE u(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) f(�; �) d�DOSTATO^NO FUNKCI� f(x; t) PRODOLVITX TAK NA OTRICATELXNU� POLU-OSX x, ^TOBY FUNKCIQ F (x; t) = NXk=0Ak �kf(x; t)�xkBYLA NE^ETNOJ PO x 2).192. dOKAZATX, ^TO DLQ PREDSTAWIMOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + 
2u; 0 < x; t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1;W WIDEu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 
t2 x+atZx�at I1�
rt2 � (x� �)2a2 �rt2 � (x� �)2a2 '(�) d� ++ 12a x+atZx�at I0�
rt2 � (x� �)2a2 �	(�) d�DOSTATO^NO PRODOLVITX FUNKCII '(x) I  (x) NA OTRICATELXNU� PO-1)zDESX I NIVE MY NE ZATRAGIWAEM WOPROSA NEPRERYWNOSTI I DIFFEREN-CIRUEMOSTI.2)tO VE.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 41LUOSX x TAK, ^TOBY FUNKCII�(x) = NXk=0Ak dk'(x)dxk I 	(x) = NXk=0Ak dk (x)dxkBYLI NE^ETNYMI.193. dOKAZATX, ^TO DLQ PREDSTAWIMOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + 
2u+ f(x; t); 0 < x; t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0;u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1W WIDEu(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �f(�; �) d�DOSTATO^NO PRODOLVITX f(x; t) NA OTRICATELXNU� POLUOSX x TAKIMOBRAZOM, ^TOBY FUNKCIQF (x; t) = NXk=0Ak �kf(x; t)�xkBYLA NE^ETNOJ PO x.1�. pEREHOD K KONE^NOMU INTERWALU METODOM OTRAVENIJ.194. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + 
2u; 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = 0; u(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l:195. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + 
2u; 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l:196. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + 
2u; 0 < x < l; 0 < t < +1;ux(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l:197. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = uxx + 
2u; 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = �1(t); u(l; t) = �2(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l:
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gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 41LUOSX x TAK, ^TOBY FUNKCII�(x) = NXk=0Ak dk'(x)dxk I 	(x) = NXk=0Ak dk (x)dxkBYLI NE^ETNYMI.193. dOKAZATX, ^TO DLQ PREDSTAWIMOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + 
2u+ f(x; t); 0 < x; t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0;u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1W WIDEu(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �f(�; �) d�DOSTATO^NO PRODOLVITX f(x; t) NA OTRICATELXNU� POLUOSX x TAKIMOBRAZOM, ^TOBY FUNKCIQF (x; t) = NXk=0Ak �kf(x; t)�xkBYLA NE^ETNOJ PO x.1�. pEREHOD K KONE^NOMU INTERWALU METODOM OTRAVENIJ.194. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + 
2u; 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = 0; u(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l:195. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + 
2u; 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l:196. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + 
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2u; 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = �1(t); u(l; t) = �2(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l:



42 uSLOWIQ ZADA^2. mETOD rIMANA.198. nAJTI FUNKCI� rIMANA DLQ OPERATORAL(u) = �2u�t2 � a2 �2u�x2 ; a = 
onst;I RE[ITX S EE POMO℄X� KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = a2 �2u�x2 + f(x; t); 0 < t < +1; �1 < x < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); �1 < x < +1:199. nAJTI FUNKCI� rIMANA DLQ OPERATORAL(u) = �2u�t2 � a2 �2u�x2 � 
2u; a = 
onst;I RE[ITX S EE POMO℄X� KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = a2 �2u�x2 � 
2u+ f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); �1 < x < +1:200. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Ux2 �2u�x2 � y2 �2u�y2 = 0; �1 < x < +1; 1 < y < +1;u��y=1 = '(x); �u�y ���y=1=  (x); �1 < x < +1:201. rE[ITX KRAEWU� ZADA^U(l � x)�2u�x2 � �u�x = 1a2 �2u�t2 ; �1 < x < l; 0 < t < +1; l > 0;u��t=0 = '(x); �u�t ���t=0=  (x); �1 < x < l:202. rE[ITX KRAEWU� ZADA^U(l2 � x2)�2u�x2 � 2x �u�x � �2u�y2 � 14 u = 0; �l < x < l; 0 < y < +1;u��y=0 = '(x); �u�y ���y=0=  (x); �l < x < l:

gLA W A IIIurawneniq paraboli~eskogo tipauRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA POLU^A�TSQ PRI ISSLEDOWANIITAKIH FIZI^ESKIH QWLENIJ, KAK TEPLOPROWODNOSTX, DIFFUZIQ, RASPRO-STRANENIE \LEKTROMAGNITNYH POLEJ W PROWODQ℄IH SREDAH, DWIVENIEWQZKOJ VIDKOSTI.w NASTOQ℄EJ GLAWE RASSMATRIWAETSQ POSTANOWKA I RE[ENIE KRAE-WYH ZADA^ DLQ URAWNENIJ PARABOLI^ESKOGO TIPA W SLU^AE, KOGDA IZU^A-EMYE FIZI^ESKIE PROCESSY MOGUT BYTX OHARAKTERIZOWANY FUNKCIQMIDWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH: ODNOJ PROSTRANSTWENNOJ KOORDINATYI WREMENI. w ^ASTNOSTI, WS�DU W NASTOQ℄EJ GLAWE NA^ALXNYE ZNA^ENIQISKOMOJ FUNKCII BUDUT PREDPOLAGATXSQ ZAWISQ℄IMI LI[X OT ODNOJPROSTRANSTWENNOJ KOORDINATY.uRAWNENIQM PARABOLI^ESKOGO TIPA DLQ FUNKCIJ S BOLX[IM ^IS-LOM NEZAWISIMYH PEREMENNYH POSWQ℄ENA GL. V, KOTORAQ QWLQETSQ PRO-DOLVENIEM I RAZWITIEM NASTOQ℄EJ GLAWY.x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMPARABOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^w PERWOJ GRUPPE ZADA^ \TOGO PARAGRAFA PREDPOLAGAETSQ ODNOROD-NOSTX SRED, A WO WTOROJ DOPUSKA�TSQ NARU[ENIQ ODNORODNOSTI SRED INALI^IE SOSREDOTO^ENNYH FAKTOROW. tRETXQ GRUPPA POSWQ℄ENA USTA-NOWLENI� PODOBIQ MEVDU RAZLI^NYMI FIZI^ESKIMI QWLENIQMI, PRI-WODQ℄IMI K URAWNENIQM PARABOLI^ESKOGO TIPA.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U, SOOTWETSTWU�℄U�DANNOJ FIZI^ESKOJZADA^E, | \TO ZNA^IT WYBRATX FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� FIZI^ES-KIJ PROCESS, A ZATEM:1) WYWESTI DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ \TOJ FUNKCII;2) USTANOWITX DLQ NEE GRANI^NYE USLOWIQ;3) SFORMULIROWATX NA^ALXNYE USLOWIQ.kRATKAQ SWODKA OSNOWNYH ZAKONOW TEPLOPROWODNOSTI I DIFFU-ZII, IZ KOTORYH WYWODQTSQ DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ I GRANI^-NYE USLOWIQ, DAETSQ W GL. III, x 1, OTWETY I UKAZANIQ.
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44 uSLOWIQ ZADA^1. oDNORODNYE SREDY; URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\F-FICIENTAMI. wS�DU W ZADA^AH \TOGO PUNKTA SREDY PREDPOLAGA�TSQODNORODNYMI I IZOTROPNYMI, A IH SWOJSTWA | NE ZAWISQ℄IMI OT IS-KOMOJ FUNKCII I WREMENI. sTERVNI, PROWODA, TRUBY I T.P. ZDESX IWS�DU, GDE NE OGOWORENO PROTIWNOE, PREDPOLAGA�TSQ IME�℄IMI PO-STOQNNOE POPERE^NOE SE^ENIE.1. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OPREDELENII TEMPERATURYSTERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLIEGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA QWLQETSQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ x; RAS-SMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) KONCY STERVNQ PODDERVIWA�TSQ PRI ZADANNOJ TEMPERATURE;B) NA KONCY STERVNQ PODAETSQ IZWNE ZADANNYJ TEPLOWOJ POTOK;W) NA KONCAH STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN POZAKONU nX�TONA SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ ZADANA.2. nA BOKOWOJ POWERHNOSTI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJTEPLOOBMEN PO ZAKONU nX�TONA SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ QW-LQETSQ ZADANNOJ FUNKCIEJ WREMENI. pRENEBREGAQ DEFORMACIEJ IZO-TERMI^ESKIH POWERHNOSTEJ, POSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OPREDELENIITEMPERATURY W STERVNE PRI NA^ALXNYH I GRANI^NYH USLOWIQH PREDY-DU℄EJ ZADA^I.3. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OSTYWANII TONKOGO KOLXCA, NAPOWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN PO ZAKO-NU nX�TONA S OKRUVA�℄EJ SREDOJ, IME�℄U� ZADANNU� TEMPERATURU.nERAWNOMERNOSTX� RASPREDELENIQ TEMPERATURY PO TOL℄INE KOLXCAPRENEBRE^X.4. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O NAGREWANII POLUOGRANI^ENNOGOSTERVNQ, ESLI KONEC STERVNQ GORIT, PRI^EM FRONT GORENIQ RASPRO-STRANQETSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 I IMEET IZWESTNU� TEMPERATU-RU '(t).5. wYWESTI URAWNENIE DLQ TEMPERATURY TONKOJ PROWOLOKI, NA-GREWAEMOJ POSTOQNNYM \LEKTRI^ESKIM TOKOM, ESLI NA EE POWERHNOSTIPROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX�TONA S OKRUVA�-℄IM WOZDUHOM, IME�℄IM IZWESTNU� TEMPERATURU.pOSTAWITX KRAEWU�ZADA^U OB OPREDELENII TEMPERATURY W \TOM PROWODE, ESLI EGO KONCYZAVATY W MASSIWNYE KLEMMY S ZADANNOJ TEPLOEMKOSTX� I O^ENX BOLX-[OJ TEPLOPROWODNOSTX�.6. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII W NEPODWIVNOJ SREDE, PREDPOLA-GAQ, ^TO POWERHNOSTQMI RAWNOJ KONCENTRACII W KAVDYJ MOMENT WREME-NI t QWLQ�TSQ PLOSKOSTI, PERPENDIKULQRNYE K OSI x. nAPISATX GRA-NI^NYE USLOWIQ, PREDPOLAGAQ, ^TO DIFFUZIQ PROISHODIT W PLOSKOMSLOE 0 6 x 6 l; RASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) NA GRANI^NYH PLOSKOSTQH KONCENTRACIQ DIFFUNDIRU�℄EGO WE-℄ESTWA PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) GRANI^NYE PLOSKOSTI NEPRONICAEMY;W) GRANI^NYE PLOSKOSTI POLUNEPRONICAEMY, PRI^EM DIFFUZIQ ^E-

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 45REZ \TI PLOSKOSTI PROISHODIT PO ZAKONU, PODOBNOMU ZAKONU DLQ KON-WEKTIWNOGO TEPLOOBMENA.7. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII W SREDE, DWIVU℄EJSQ S POSTO-QNNOJ SKOROSTX� W NAPRAWLENII OSI x, ESLI POWERHNOSTQMI RAWNOJKONCENTRACII W KAVDYJ MOMENT WREMENI t QWLQ�TSQ PLOSKOSTI, PER-PENDIKULQRNYE K OSI x.8. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII WZWE[ENNYH ^ASTIC S U^ETOM OSE-DANIQ, PREDPOLAGAQ, ^TO SKOROSTX ^ASTIC, WYZYWAEMAQ SILOJ TQVESTI,POSTOQNNA, A KONCENTRACIQ ^ASTIC ZAWISIT TOLXKO OT ODNOJ GEOMET-RI^ESKOJ KOORDINATY z (WYSOTY) I WREMENI t. nAPISATX GRANI^NOEUSLOWIE, SOOTWETSTWU�℄EE NEPRONICAEMOJ PEREGORODKE.9. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII PRI USLOWIQH ZADA^I 6 DLQ WE-℄ESTWA, ^ASTICY KOTOROGO:A) RASPADA�TSQ (NAPRIMER, NEUSTOJ^IWYJ GAZ), PRI^EM SKOROSTXRASPADA DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWAPROPORCIONALXNA KONCENTRACII;B) RAZMNOVA�TSQ (NAPRIMER, DIFFUZIQ NEJTRONOW), PRI^EM SKO-ROSTX RAZMNOVENIQ DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W KAVDOJ TO^KE PROST-RANSTWA PROPORCIONALXNA KONCENTRACII.10. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O DWIVENII SLOQ WQZKOJ VIDKOSTIMEVDU DWUMQ PARALLELXNYMI PLOSKOSTQMI, ESLI ODNA IZ NIH W MOMENTWREMENI t = 0 NA^INAET DWIGATXSQ PARALLELXNO DRUGOJ S ZADANNOJ SKO-ROSTX�, IME�℄EJ POSTOQNNOE NAPRAWLENIE. dEJSTWIEM SILY TQVESTIPRENEBRE^X.11. wYWESTI URAWNENIQ DLQ PROCESSA RASPROSTRANENIQ PLOSKOGO\LEKTROMAGNITNOGO POLQ W PROWODQ℄EJ SREDE. (sREDA NAZYWAETSQ PRO-WODQ℄EJ, ESLI TOKAMI SME℄ENIQ MOVNO PRENEBRE^X PO SRAWNENI� STOKAMI PROWODIMOSTI.)2. nEODNORODNYE SREDY, SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY; URAW-NENIQ S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI I USLOWIQ SOPRQVE-NIQ. w \TOM PUNKTE SNA^ALA RASSMATRIWA�TSQ KUSO^NO-ODNORODNYESREDY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY, ^TO PRIWODIT K URAWNENIQM S KU-SO^NO-POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI I K USLOWIQM SOPRQVENIQ. zATEMRASSMATRIWA�TSQ ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S NEPRERYWNO ME-NQ�℄IMISQ KO\FFICIENTAMI.12. nEOGRANI^ENNYJ STERVENX S POSTOQNNYM POPERE^NYM SE^E-NIEM POLU^EN SOEDINENIEM DWUH POLUOGRANI^ENNYH ODNORODNYHSTERVNEJ S RAZLI^NYMI KO\FFICIENTAMI TEPLOPROWODNOSTI I TEMPE-RATUROPROWODNOSTI.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OPREDELENII TEMPERATURY W \TOMSTERVNE, RASSMOTREW SLU^AI, KOGDA:A) KONCY SOSTAWLQ�℄IH STERVNEJ SOEDINENY NEPOSREDSTWENNO(PRIWARENY TORCOM K TORCU);B) KONCY STERVNEJ SOEDINENY MASSIWNOJ MUFTOJ S TEPLOEM-KOSTX� C0, PRI^EM MATERIAL MUFTY OBLADAET O^ENX BOLX[OJ TEPLO-PROWODNOSTX�.
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46 uSLOWIQ ZADA^pOWERHNOSTX STERVNQ I WNE[N�� POWERHNOSTX MUFTY (NE PRILE-GA�℄U� K STERVN�) S^ITATX TEPLOIZOLIROWANNYMI.13. zAMKNUTYJ CILINDRI^ESKIJ SOSUD S NEPRONICAEMYMI STENKA-MI POLU^EN SOEDINENIEM W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI DWUH CILIND-RI^ESKIH SOSUDOW, KAVDYJ IZ KOTORYH ZAPOLNEN ODNORODNOJ SREDOJ SRAWNOMERNO RASPREDELENNYM WE℄ESTWOM, PRI^EM KONCENTRACIQ \TOGOWE℄ESTWA W OBOIH SOSTAWLQ�℄IH SOSUDAH RAZLI^NA I SWOJSTWA SREDYW ODNOM I DRUGOM SOSUDE RAZLI^NY.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O DIFFUZII UPOMQNUTOGO WE℄ESTWA WSOSTAWNOM CILINDRE, RASSMOTREW SLU^AI, KOGDA:A) CILINDRY SOEDINENY NEPOSREDSTWENNO;B) CILINDRY SOEDINENY ^EREZ POLUNEPRONICAEMU� PEREGORODKU.14. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O NAGREWANII TONKOGO STERVNQ,PO KOTOROMU SKOLXZIT S POSTOQNNOJ SKOROSTX� PLOTNO PRILEGA�℄AQ\LEKTROPE^X POSTOQNNOJ MO℄NOSTI, ESLI WNE[NQQ POWERHNOSTX PE^I,NE PRILEGA�℄AQ K STERVN�, TEPLOIZOLIROWANA, A TEPLOEMKOSTX PE^IPRENEBREVIMO MALA.15. rASPLAWLENNYJ METALL ZAPOLNQET WERTIKALXNYJ CILINDRI-^ESKIJ SOSUD, STENKI I DNO KOTOROGO TEPLONEPRONICAEMY. s MOMEN-TA t = 0 SWOBODNAQ POWERHNOSTX METALLA PODDERVIWAETSQ PRI TEMPE-RATURE u1 � 
onst, KOTORAQ NIVE TEMPERATURY PLAWLENIQ. pOSTAWITXKRAEWU� ZADA^U OB OSTYWANII I ZATWERDEWANII METALLA, ESLI EGO NA-^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA u0 = 
onst.16. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O DWIVENII POD DEJSTWIEM SI-LY TQVESTI TONKOJ WERTIKALXNOJ BESKONE^NOJ PLOSKOJ PLASTINY WSLOE WQZKOJ VIDKOSTI MEVDU DWUMQ NEPODWIVNYMI PARALLELXNYMI EJPLASTINAMI. dEJSTWIEM POLQ SILY TQVESTI NA VIDKOSTX PRENEBRE^X.17. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OSTYWANII RAWNOMERNO NAGRE-TOGO STERVNQ, IME�℄EGO FORMU USE^ENNOGO KONUSA, PRENEBREGAQ IS-KRIWLENIEM IZOTERMI^ESKIH POWERHNOSTEJ, ESLI KONCY STERVNQ TEP-LOIZOLIROWANY, A NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SOSREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.3. pODOBIE KRAEWYH ZADA^ 1).18. sFORMULIROWATX ZADA^U TEPLOPROWODNOSTI, ANALOGI^NU� ZA-DA^E 10 O DWIVENII WQZKOJ VIDKOSTI. uSTANOWITX NEOBHODIMYE I DO-STATO^NYE USLOWIQ DLQ TOGO, ^TOBY PERWAQ ZADA^A BYLA PODOBNA WTO-ROJ S ZADANNYMI KO\FFICIENTAMI PODOBIQ kx, kt, ku.19. sFORMULIROWATX ZADA^U TEPLOPROWODNOSTI 2 (ZADA^U (I)),ANALOGI^NU� ZADA^E 9 (ZADA^E (II)) O DIFFUZII NEUSTOJ^IWOGO GAZA.uSTANOWITX NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQ PODOBIQ ZADA^I (I)ZADA^E (II) S ZADANNYMI KO\FFICIENTAMI PODOBIQ.20. sFORMULIROWATX ZADA^U OB OPREDELENII \LEKTRI^ESKOGO NA-PRQVENIQ W PROWODE, ANALOGI^NU� SLEDU�℄EJ ZADA^E OB OPREDELENII1)o PONQTII PODOBIQ KRAEWYH ZADA^ SM. GL. II, x 1, S. 20 I 169.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 47TEMPERATURY W STERVNE: �nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, ESLI NA ODNOMEGO KONCE I NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJ,TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�, A TEMPERATURA DRUGOGO KONCA ME-NQETSQ PO ZADANNOMU ZAKONU; NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNANUL�� (ZADA^A (II)). uSTANOWITX NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQPODOBIQ ZADA^I (I) ZADA^E (II) S ZADANNYMI KO\FFICIENTAMI PODOBIQ.21. sFORMULIROWATX ZADA^U TEPLOPROWODNOSTI (ZADA^U (I)), ANA-LOGI^NU� ZADA^E O RASPROSTRANENII PLOSKOGO MAGNITNOGO POLQ WPROWODQ℄EM SLOE 0 6 x 6 l00 (ZADA^E (II)) PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLO-WIQH, PREDPOLAGAQ, ^TO WS�DU LEWEE SLOQ MGNOWENNO USTANOWILOSX PO-STOQNNOE ODNORODNOE MAGNITNOE POLE, PARALLELXNOE SLO�, PRI^EMPLOSKOSTX x = l00 QWLQETSQ IDEALXNO PROWODQ℄EJ.x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYHw PERWOM PUNKTE 1) NASTOQ℄EGO PARAGRAFA SOBRANY ZADA^I DLQ OD-NORODNYH IZOTROPNYH SRED; ONI PRIWODQT K LINEJNOMU DIFFERENCI-ALXNOMU URAWNENI� S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI. wO WTOROM PUNK-TE RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I DLQ NEODNORODNYH SRED, A TAKVE NEKOTO-RYE ZADA^I S SOSREDOTO^ENNYMI FAKTORAMI 2).1. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. uRAWNENIQ S POSTOQN-NYMI KO\FFICIENTAMI.A) zADA^I TEPLOPROWODNOSTI S POSTOQNNYMI GRANI^NYMI USLO-WIQMI I SWOBODNYMI ^LENAMI.22. A) nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W STERVNE 0 6 x 6 lS TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI TEMPERATURA EGOKONCOW PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAPROIZWOLXNOJ FUNKCII f(x).B) rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA f(x) � U0 = 
onst, IDATX OCENKU POGRE[NOSTI, DOPUSKAEMOJ PRI ZAMENE SUMMY RQDA, PRED-STAWLQ�℄EGO RE[ENIE W TO^KE x = l=2, EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ, I USTA-NOWITX, S KAKOGO MOMENTA WREMENI OTNO[ENIE SUMMY WSEH EGO ^LENOW,NA^INAQ SO WTOROGO, K PERWOMU ^LENU BUDET ZAWEDOMO MENX[E NAPEREDZADANNOGO " > 0.z AM E ^ AN I E. pRI \TOM MY BUDEM GOWORITX, ^TO W RASSMATRI-WAEMOJ TO^KE NASTUPIL REGULQRNYJ REVIM 3) S OTNOSITELXNOJ TO^-NOSTX� ".23. nA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIRO-WANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� RAWNAU0 = 
onst; (1)1)sTERVNI, PROWODA, CILINDRY, WSTRE^A�℄IESQ W \TOM PUNKTE, S^ITA-�TSQ IME�℄IMI POSTOQNNOE POPERE^NOE SE^ENIE.2)sM. PERWU� SNOSKU NA S. 32.3)pODROBNEE O REGULQRNOM REVIME SM. [25℄.
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gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 47TEMPERATURY W STERVNE: �nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, ESLI NA ODNOMEGO KONCE I NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJ,TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�, A TEMPERATURA DRUGOGO KONCA ME-NQETSQ PO ZADANNOMU ZAKONU; NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNANUL�� (ZADA^A (II)). uSTANOWITX NEOBHODIMYE I DOSTATO^NYE USLOWIQPODOBIQ ZADA^I (I) ZADA^E (II) S ZADANNYMI KO\FFICIENTAMI PODOBIQ.21. sFORMULIROWATX ZADA^U TEPLOPROWODNOSTI (ZADA^U (I)), ANA-LOGI^NU� ZADA^E O RASPROSTRANENII PLOSKOGO MAGNITNOGO POLQ WPROWODQ℄EM SLOE 0 6 x 6 l00 (ZADA^E (II)) PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLO-WIQH, PREDPOLAGAQ, ^TO WS�DU LEWEE SLOQ MGNOWENNO USTANOWILOSX PO-STOQNNOE ODNORODNOE MAGNITNOE POLE, PARALLELXNOE SLO�, PRI^EMPLOSKOSTX x = l00 QWLQETSQ IDEALXNO PROWODQ℄EJ.x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYHw PERWOM PUNKTE 1) NASTOQ℄EGO PARAGRAFA SOBRANY ZADA^I DLQ OD-NORODNYH IZOTROPNYH SRED; ONI PRIWODQT K LINEJNOMU DIFFERENCI-ALXNOMU URAWNENI� S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI. wO WTOROM PUNK-TE RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I DLQ NEODNORODNYH SRED, A TAKVE NEKOTO-RYE ZADA^I S SOSREDOTO^ENNYMI FAKTORAMI 2).1. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. uRAWNENIQ S POSTOQN-NYMI KO\FFICIENTAMI.A) zADA^I TEPLOPROWODNOSTI S POSTOQNNYMI GRANI^NYMI USLO-WIQMI I SWOBODNYMI ^LENAMI.22. A) nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W STERVNE 0 6 x 6 lS TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI TEMPERATURA EGOKONCOW PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAPROIZWOLXNOJ FUNKCII f(x).B) rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA f(x) � U0 = 
onst, IDATX OCENKU POGRE[NOSTI, DOPUSKAEMOJ PRI ZAMENE SUMMY RQDA, PRED-STAWLQ�℄EGO RE[ENIE W TO^KE x = l=2, EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ, I USTA-NOWITX, S KAKOGO MOMENTA WREMENI OTNO[ENIE SUMMY WSEH EGO ^LENOW,NA^INAQ SO WTOROGO, K PERWOMU ^LENU BUDET ZAWEDOMO MENX[E NAPEREDZADANNOGO " > 0.z AM E ^ AN I E. pRI \TOM MY BUDEM GOWORITX, ^TO W RASSMATRI-WAEMOJ TO^KE NASTUPIL REGULQRNYJ REVIM 3) S OTNOSITELXNOJ TO^-NOSTX� ".23. nA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIRO-WANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� RAWNAU0 = 
onst; (1)1)sTERVNI, PROWODA, CILINDRY, WSTRE^A�℄IESQ W \TOM PUNKTE, S^ITA-�TSQ IME�℄IMI POSTOQNNOE POPERE^NOE SE^ENIE.2)sM. PERWU� SNOSKU NA S. 32.3)pODROBNEE O REGULQRNOM REVIME SM. [25℄.



48 uSLOWIQ ZADA^A NA KONCAH EGO PODDERVIWAETSQ POSTOQNNAQ TEMPERATURAu(0; t) = U1 = 
onst; u(l; t) = U2 = 
onst; 0 < t < +1: (2)nAJTI TEMPERATURU u(x; t) STERVNQ PRI t > 0; NAJTI TAKVE STACIO-NARNU� TEMPERATURU u(x) = limt!+1u(x; t):24. nA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ 0 < x < l QWLQETSQ PROIZ-WOLXNOJ FUNKCIEJ f(x). tEMPERATURY KONCOW POSTOQNNY:u(0; t) = U1 = 
onst; u(l; t) = U2 = 
onst; 0 < t < +1:nA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX�TONASO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA u0 = 
onst. nAJTI TEMPERATURUSTERVNQ. rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA U1 = U2 = 0,f(x) = 0.25. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX� I TEPLOIZOLIROWANNYMI KONCAMI, ESLI EGO NA-^ALXNAQ TEMPERATURA QWLQETSQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ x. pEREJTI ZA-TEM K SLU^A�, KOGDA NA BOKOWOJ POWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIW-NYJ TEPLOOBMEN (PO ZAKONU nX�TONA) SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJRAWNA NUL�.26. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, NA BOKOWOJ POWERHNOSTI KOTORO-GO PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERA-TURY, ESLI NA KONCY STERVNQ PODA�TSQ IZWNE POSTOQNNYE TEPLOWYEPOTOKI, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA QWLQETSQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ.27. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWAN-NOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI ODIN EGO KONEC (x = 0) PODDERVI-WAETSQ PRI ZADANNOJ FIKSIROWANNOJ TEMPERATURE, A NA DRUGOJKONEC (x = l) PODAETSQ IZWNE ZADANNYJ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK,PRI^EM NA^ALXNAQ TEMPERATURA PROIZWOLXNA. rASSMOTRETX, W ^ASTNOS-TI, SLU^AJ, KOGDA NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA NUL�, A KONEC x = lTEPLOIZOLIROWAN, I OCENITX POGRE[NOSTX, DOPUSKAEMU� PRI ZAMENESUMMY RQDA, PREDSTAWLQ�℄EGO RE[ENIE W TO^KE x = l, EGO ^ASTI^NOJSUMMOJ. nAJTI MOMENT WREMENI, S KOTOROGO NA KONCE x = l ZAWEDOMONASTUPIT REGULQRNYJ REVIM 1) S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� ".28. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX� I TEPLOIZOLIROWANNYM KONCOM x = 0, ESLI NA-^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNA NUL� I ^EREZ KONEC x = l W STER-VENX PODAETSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK. dATX OCENKU POGRE[NOS-TI, DOPUSKAEMOJ PRI ZAMENE SUMMY RQDA, PREDSTAWLQ�℄EGO RE[ENIE WTO^KE x = 0, EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ.1)o REGULQRNOM REVIME SM. USLOWIE ZADA^I 22 I SOOTWETSTWU�℄EE PRI-ME^ANIE. zDESX DOLVNO RASSMATRIWATXSQ OTNO[ENIE SUMMY WSEH ^LENOW, ZA-WISQ℄IH \KSPONENCIALXNO OT WREMENI, NA^INAQ SO WTOROGO, K PERWOMU ^LENU,ZAWISQ℄EMU \KSPONENCIALXNO OT WREMENI; \TI ^LENY PREDPOLAGA�TSQ ZANU-MEROWANNYMI W PORQDKE WOZRASTANIQ SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 4929. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX�, ODIN KONEC KOTOROGO (x = 0) TEPLOIZOLIROWAN,A NA DRUGOM KONCE (x = l) PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SRE-DOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA U0 = 
onst. nA^ALXNAQ TEMPERATURASTERVNQ RAWNA NUL�. oCENITX POGRE[NOSTX, DOPUSKAEMU� PRI ZAMENESUMMY RQDA, PREDSTAWLQ�℄EGO RE[ENIE W TO^KE x = 0, EGO ^ASTI^NOJSUMMOJ; NAJTI MOMENT WREMENI, S KOTOROGO NA KONCE x = 0 ZAWEDOMO BU-DET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM 1) S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� ".30. A) nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWAN-NOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI NA KAVDOM IZ EGO KONCOW PROISHODITKONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S WNE[NEJ SREDOJ, IME�℄EJ POSTOQNNU�TEMPERATURU, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA PROIZWOLXNA.B) rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA TEMPERATURA WNE[NEJSREDY NA OBOIH KONCAH ODINAKOWA, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQRAWNA NUL�, I USTANOWITX SWQZX S RE[ENIEM ZADA^I 29.31. rE[ITX ZADA^U 30, A), PREDPOLAGAQ, ^TO NA BOKOWOJ POWERHNOS-TI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPE-RATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.32. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W TONKOM ODNORODNOMKOLXCE EDINI^NOGO RADIUSA, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KON-WEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S OKRUVA�℄EJ SREDOJ, IME�℄EJ POSTOQNNU�TEMPERATURU; NA^ALXNAQ TEMPERATURA KOLXCA PROIZWOLXNA 2). rAS-SMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENIKOLXCO BYLO RAWNOMERNO NAGRETYM.B) zADA^I TEPLOPROWODNOSTI S PEREMENNYMI GRANI^NYMI USLO-WIQMI I SWOBODNYMI ^LENAMI, ZAWISQ℄IMI OT x I t.33. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W STERVNE 0 < x < l S TEP-LOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI NA EGO KONCE x = 0 POD-DERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�, A NA KONCE x = l TEMPERATURAMENQETSQ PO ZAKONUu(l; t) = At; A = 
onst; 0 < t < +1:nA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNA NUL�.34. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI PO STERVN� NEPRERYWNO RASPREDELENYTEPLOWYE ISTO^NIKI, PLOTNOSTX KOTORYH RAWNA �(t) sin(�x=l), NA^ALX-NAQ TEMPERATURA STERVNQ QWLQETSQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ f(x), ATEMPERATURA KONCOW PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�.35. A) nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWAN-NOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA QWLQET-SQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ f(x), TEMPERATURA KONCOW PODDERVIWAETSQRAWNOJ NUL�, PO STERVN� NEPRERYWNO RASPREDELENY ISTO^NIKI TEPLA,PLOTNOSTX KOTORYH RAWNA F (x; t).1)sM. ZADA^U 22 I SNOSKU K ZADA^E 27.2)sM. ZADA^U 3.4 b.m. bUDAK I DR.
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onst. nA^ALXNAQ TEMPERATURASTERVNQ RAWNA NUL�. oCENITX POGRE[NOSTX, DOPUSKAEMU� PRI ZAMENESUMMY RQDA, PREDSTAWLQ�℄EGO RE[ENIE W TO^KE x = 0, EGO ^ASTI^NOJSUMMOJ; NAJTI MOMENT WREMENI, S KOTOROGO NA KONCE x = 0 ZAWEDOMO BU-DET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM 1) S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� ".30. A) nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWAN-NOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI NA KAVDOM IZ EGO KONCOW PROISHODITKONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S WNE[NEJ SREDOJ, IME�℄EJ POSTOQNNU�TEMPERATURU, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA PROIZWOLXNA.B) rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA TEMPERATURA WNE[NEJSREDY NA OBOIH KONCAH ODINAKOWA, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQRAWNA NUL�, I USTANOWITX SWQZX S RE[ENIEM ZADA^I 29.31. rE[ITX ZADA^U 30, A), PREDPOLAGAQ, ^TO NA BOKOWOJ POWERHNOS-TI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPE-RATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.32. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W TONKOM ODNORODNOMKOLXCE EDINI^NOGO RADIUSA, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KON-WEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S OKRUVA�℄EJ SREDOJ, IME�℄EJ POSTOQNNU�TEMPERATURU; NA^ALXNAQ TEMPERATURA KOLXCA PROIZWOLXNA 2). rAS-SMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENIKOLXCO BYLO RAWNOMERNO NAGRETYM.B) zADA^I TEPLOPROWODNOSTI S PEREMENNYMI GRANI^NYMI USLO-WIQMI I SWOBODNYMI ^LENAMI, ZAWISQ℄IMI OT x I t.33. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W STERVNE 0 < x < l S TEP-LOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI NA EGO KONCE x = 0 POD-DERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�, A NA KONCE x = l TEMPERATURAMENQETSQ PO ZAKONUu(l; t) = At; A = 
onst; 0 < t < +1:nA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNA NUL�.34. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI PO STERVN� NEPRERYWNO RASPREDELENYTEPLOWYE ISTO^NIKI, PLOTNOSTX KOTORYH RAWNA �(t) sin(�x=l), NA^ALX-NAQ TEMPERATURA STERVNQ QWLQETSQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ f(x), ATEMPERATURA KONCOW PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�.35. A) nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWAN-NOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA QWLQET-SQ PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ f(x), TEMPERATURA KONCOW PODDERVIWAETSQRAWNOJ NUL�, PO STERVN� NEPRERYWNO RASPREDELENY ISTO^NIKI TEPLA,PLOTNOSTX KOTORYH RAWNA F (x; t).1)sM. ZADA^U 22 I SNOSKU K ZADA^E 27.2)sM. ZADA^U 3.4 b.m. bUDAK I DR.



50 uSLOWIQ ZADA^B) rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, PREDELXNYJ SLU^AJ, KOGDA W STERVNEDEJSTWUET LI[X ODIN SOSREDOTO^ENNYJ ISTO^NIK POSTOQNNOJ MO℄NOS-TI Q, NAHODQ℄IJSQ W TO^KE x0, 0 < x0 < l, A NA^ALXNAQ TEMPERATURASTERVNQ RAWNA NUL�.36. pO STERVN� 0 6 x 6 l, NA BOKOWOJ POWERHNOSTI KOTOROGO PRO-ISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ (TEMPERATURA SREDY RAW-NA NUL�), DWIVETSQ PE^X S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0. pOTOK TEPLAOT PE^I K STERVN� RAWEN q(t) = Ae�ht, GDE h | KO\FFICIENT TEP-LOOBMENA, WHODQ℄IJ W URAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI DLQ STERVNQ ut == a2uxx�hu. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPE-RATURA RAWNA NUL� I TEMPERATURA KONCOW WSE WREMQ PODDERVIWAETSQRAWNOJ NUL�.37. rE[ITX ZADA^U 35,A) DLQ STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIRO-WANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, ESLI NA EGO KONCAH PROISHODIT KONWEK-TIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ MENQETSQ PO ZA-DANNOMU ZAKONU.38. nAJTI TEMPERATURU u(x; t) STERVNQ, RE[AQ KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx �Hu+ f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t)� hu(0; t) =  1(t); ux(l; t) + hu(l; t) =  2(t);0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); 0 < x < l; (3)PUTEM SWEDENIQ K ODNORODNOJ KRAEWOJ ZADA^E.39. nAJTI ASIMPTOTI^ESKOE WYRAVENIE PRI t! +1 DLQ TEMPERA-TURY u(x; t) W STERVNE S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�,ESLI NA EGO KONCAH WYPOLNQETSQ ODNO IZ SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIJ:A) u(0; t) = 0; u(l; t) = A 
os!t; 0 < t < +1;B) u(0; t) = 0; ux(l; t) = A 
os!t; 0 < t < +1;W) u(0; t) = 0; ux(l; t) + hu(l; t) = A 
os!t; 0 < t < +1.40. nA POWERHNOSTI TONKOGO KOLXCA EDINI^NOGO RADIUSA PROHO-DIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNANUL�; NA^ALXNAQ TEMPERATURA KOLXCA RAWNA NUL� 1). w NEKOTOROJ FIK-SIROWANNOJ TO^KE KOLXCA W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI WYDELILOSX QEDINIC TEPLA. nAJTI TEMPERATURU KOLXCA. rASSMOTRETX TO^KU KOLXCA,DIAMETRALXNO PROTIWOPOLOVNU� TO^KE, W KOTOROJ WYDELILOSX TEPLO,I OCENITX POGRE[NOSTX, DOPUSKAEMU� PRI ZAMENE SUMMY RQDA, PRED-STAWLQ�℄EGO RE[ENIE W \TOJ TO^KE, EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ.W) zADA^I DIFFUZII.41. dAWLENIE I TEMPERATURA WOZDUHA W CILINDRE 0 6 x 6 l RAWNYATMOSFERNYM; ODIN KONEC CILINDRA S MOMENTA t = 0 OTKRYT, A DRU-GOJ OSTAETSQ WSE WREMQ ZAKRYTYM. kONCENTRACIQ NEKOTOROGO GAZA WOKRUVA�℄EJ ATMOSFERE RAWNA U0 = 
onst. s MOMENTA t = 0 GAZ DIF-FUNDIRUET W CILINDR ^EREZ OTKRYTYJ KONEC. nAJTI KOLI^ESTWO GAZA,1)sM. ZADA^U 32, A TAKVE ZADA^U 3.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 51PRODIFFUNDIROWAW[EGO W CILINDR, ESLI EGO NA^ALXNAQ KONCENTRACIQW CILINDRE RAWNA NUL�.42. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO OBA KONCA CI-LINDRA ZAKRYTY POLUNEPRONICAEMOJ PEREGORODKOJ, ^EREZ KOTORU� IPROISHODIT DIFFUZIQ.43. rE[ITX ZADA^U 41, PREDPOLAGAQ, ^TO DIFFUNDIRU�℄IJ GAZRASPADAETSQ, PRI^EM SKOROSTX RASPADA W KAVDOJ TO^KE PROPORCIONALX-NA KONCENTRACII GAZA W \TOJ VE TO^KE.44. w CILINDRE 0 6 x 6 l NAHODITSQ DIFFUNDIRU�℄EE WE℄EST-WO, ^ASTICY KOTOROGO RAZMNOVA�TSQ, PRI^EM SKOROSTX RAZMNOVENIQW KAVDOJ TO^KE PROPORCIONALXNA KONCENTRACII WE℄ESTWA W \TOJ VETO^KE. nAJTI KRITI^ESKU� DLINU CILINDRA 1) DLQ SLU^AEW, KOGDA:A) NA OBOIH KONCAH CILINDRA PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAW-NAQ NUL�;B) NA ODNOM KONCE PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQ NUL�, ADRUGOJ ZAKRYT NAGLUHO;W) OBA KONCA CILINDRA ZAKRYTY NAGLUHO.G) zADA^I \LEKTRODINAMIKI.45. nAJTI \LEKTRI^ESKOE NAPRQVENIE W PROWODE 0 6 x 6 l, ODINKONEC KOTOROGO IZOLIROWAN, A K DRUGOMU PRILOVENA POSTOQNNAQ \LEK-TRODWIVU℄AQ SILA. rASPREDELENNAQ SAMOINDUKCIQ I UTE^KA PROWODAPRENEBREVIMO MALY, NA^ALXNYJ POTENCIAL RAWEN v0 = 
onst, A NA-^ALXNYJ TOK RAWEN NUL�.46. rASPREDELENNAQ SAMOINDUKCIQ I UTE^KA PROWODA 0 6 x 6 l RAW-NY NUL�; NA^ALXNYJ POTENCIAL I NA^ALXNYJ TOK TAKVE RAWNY NUL�.nAJTI NAPRQVENIE W PROWODE, ESLI ODIN EGO KONEC (x = l) ZAZEMLEN^EREZ SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0, A K DRUGOMU (x = 0) PRILOVENAPOSTOQNNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA E0.47. nAJTI \LEKTRI^ESKOE NAPRQVENIE W PROWODE 0 6 x 6 l S PRENE-BREVIMO MALOJ SAMOINDUKCIEJ I UTE^KOJ, ESLI EGO KONEC x = lZAZEMLEN, NA^ALXNYJ TOK I NA^ALXNYJ POTENCIAL RAWNY NUL�, A KKONCU x = 0 PRILOVENA POSTOQNNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA E0 ^EREZSOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0.48. pROWODQ℄IJ SLOJ 0 6 x 6 l BYL SWOBODEN OT \LEKTROMAGNIT-NYH POLEJ. w MOMENT t = 0 WS�DU WNE SLOQ WOZNIKLO POSTOQNNOE OD-NORODNOE MAGNITNOE POLE H0, PARALLELXNOE SLO�. nAJTI MAGNITNOEPOLE W SLOE PRI t > 0. nAJTI MOMENT WREMENI, NA^INAQ S KOTOROGO WSEREDINE SLOQ ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OTNO-SITELXNOJ TO^NOSTX� ".2. nEODNORODNYE SREDY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.uRAWNENIQ S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI I USLOWIQ SOPRQ-VENIQ.49. sTERVENX 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERH-NOSTX� I POSTOQNNYM POPERE^NYM SE^ENIEM SOSTAWLEN IZ DWUH ODNO-1)o PONQTII KRITI^ESKIH RAZMEROW SM. [7, S. 471, 472℄.4�
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52 uSLOWIQ ZADA^RODNYH STERVNEJ 0 6 x 6 x0, x0 6 x 6 l S RAZLI^NYMI FIZI^ESKIMISWOJSTWAMI. nAJTI TEMPERATURU W STERVNE, ESLI EGO KONCY PODDER-VIWA�TSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURAPROIZWOLXNA.50. nAJTI TEMPERATURU ODNORODNOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWAN-NOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX�, W TO^KE x0 KOTOROGO (0 < x0 < l) NAHODITSQSOSREDOTO^ENNAQ TEPLOEMKOSTX C0. nA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQPROIZWOLXNA, A KONCY PODDERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJNUL�.51. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ 0 6 x 6 l S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX�, IME�℄EGO FORMU USE^ENNOGO KONUSA (SM. ZA-DA^U 17), ESLI TEMPERATURA KONCOW STERVNQ PODDERVIWAETSQ RAWNOJNUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ PROIZWOLXNA.52. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ STERVNQ, BOKOWAQ POWERH-NOSTX KOTOROGO POLU^AETSQ WRA℄ENIEM KRIWOJ y = Ae�mx WOKRUGOSI x.53. tQVELAQ WERTIKALXNAQ PLOSKOSTX NAHODITSQ W SLOE WQZKOJVIDKOSTI, ZAKL�^ENNOM MEVDU DWUMQ NEPODWIVNYMI WERTIKALXNY-MI PLOSKOSTQMI. w MOMENT t = 0 PLOSKOSTX NA^INAET PADATX. nAJ-TI EE SKOROSTX I SKOROSTI ^ASTIC WQZKOJ VIDKOSTI, ESLI NA^ALXNYESKOROSTI RAWNY NUL� I ESLI PADA�℄AQ PLOSKOSTX RAWNOUDALENA OTGRANI^NYH PLOSKOSTEJ. dEJSTWIEM POLQ SILY TQVESTI NA VIDKOSTXPRENEBRE^X.x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJI FUNKCII ISTO^NIKOWw NASTOQ℄EM PARAGRAFE RASSMATRIWAETSQ PRIMENENIE INTEGRALX-NYH PREDSTAWLENIJ K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^ DLQ URAWNENIQ ut == a2uxx + bu + f(x; t) (GDE b I f MOGUT BYTX TOVDESTWENNO RAWNYMINUL�) W SLU^AE NEOGRANI^ENNOJ PRQMOJ, POLUPRQMOJ I KONE^NOGO OT-REZKA. sNA^ALA DA�TSQ ZADA^I NA PRIMENENIE INTEGRALXNOGO PREOBRA-ZOWANIQ fURXE. zATEM IDUT ZADA^I NA POSTROENIE FUNKCIJ ISTO^NIKOW(FUNKCIJ gRINA) I PRIMENENIE IH K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^.1. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pRIMENENIE INTEG-RALXNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE K ZADA^AM NA PRQMOJ I POLU-PRQMOJ.pRIMENQQ INTEGRALXNOE PREOBRAZOWANIE fURXE 1) , RE[ITX SLE-DU�℄IE KRAEWYE ZADA^I.54. ut = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1,u(x; 0) = f(x); �1 < x < +1:55. ut = a2uxx + f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1,u(x; 0) = 0; �1 < x < +1:1)sM. OTWETY I UKAZANIQ, GL. II, x 4, 
. 255.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 5356. ut = a2uxx; 0 < x; t < +1,u(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1:57. ut = a2uxx; 0 < x; t < +1,ux(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1:58. ut = a2uxx; 0 < x; t < +1,u(0; t) = '(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:59. ut = a2uxx; 0 < x; t < +1,ux(0; t) = '(t); 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:60. ut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1,u(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:61. ut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1,ux(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:62. wOSPOLXZOWAW[ISX URAWNENIEM IZ ZADA^I 186 GL. II, DOKAZATX,^TO +1Z0 e���2 
os�x�2 + h2 d� = p�4hp� +1Z0 e�h� �e� (x��)24� + e� (x+�)24� � d�:63. wOSPOLXZOWAW[ISX URAWNENIEM IZ ZADA^I 187 GL. II, DOKAZATX,^TO +1Z0 e���2� sin�x�2 + h2 d� = p�4p� +1Z0 e�h� �e� (x��)24� � e� (x+�)24� � d�:64. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE S QDROM K(x; �) ==r 2� � 
os�x+ h sin �x�2 + h2 , RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = �h'(t);u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:65. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE S TAKIM VE QDROM, KAK WPREDYDU℄EJ ZADA^E, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1:
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54 uSLOWIQ ZADA^2. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pOSTROENIE FUNKCIJWLIQNIQ SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW. w NASTOQ℄EM PUNKTE SO-BRANY GLAWNYM OBRAZOM ZADA^I NA POSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJWLIQNIQ MGNOWENNYH TO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA (�FUNKCIJ gRINA�DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI). sNA^ALA IDUT ZADA^I DLQ NEOGRA-NI^ENNOJ PRQMOJ, ZATEM DLQ POLUPRQMOJ, PRI^EM SREDA PREDPOLAGAET-SQ IZOTROPNOJ I ODNORODNOJ, ZATEM RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I DLQ NE-ODNORODNOJ PRQMOJ, SOSTAWLENNOJ IZ DWUH ODNORODNYH POLUPRQMYH, INEKOTORYE DRUGIE ZADA^I S NEODNORODNOSTQMI SRED I SOSREDOTO^EN-NYMI FAKTORAMI DLQ NEOGRANI^ENNOJ PRQMOJ I POLUPRQMOJ; NAKO-NEC, IDUT ZADA^I DLQ KONE^NOGO OTREZKA, PRI^EM RASSMATRIWA�TSQDWA RAZLI^NYH PREDSTAWLENIQ FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWENNYH ISTO^NI-KOW TEPLA: ODNO POLU^AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH (METODOMfURXE), DRUGOE | METODOM OTRAVENIJ, I PROIZWODITSQ IH SRAWNENIE.A) nEOGRANI^ENNAQ PRQMAQ.66. pOWERHNOSTX NEOGRANI^ENNOGO STERVNQ �1 < x < +1 TEPLO-IZOLIROWANA, NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA NUL�. w NA^ALXNYJ MO-MENT WREMENI W TO^KE x = � STERVNQ WYDELILOSX MGNOWENNO Q EDINICTEPLA. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ. (pOSTROENIE FUNKCII ISTO^NIKADLQ URAWNENIQ ut = a2uxx NA PRQMOJ �1 < x < +1.)67. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ STERVNQ, NA POWERHNOSTIKOTOROGO PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATU-RA KOTOROJ RAWNA NUL�. (pOSTROENIE FUNKCII ISTO^NIKA DLQ URAWNE-NIQ ut = a2uxx � hu NA PRQMOJ �1 < x < +1.)68. iSPOLXZUQ FUNKCI� ISTO^NIKA, POLU^ENNU� W RE[ENII ZADA-^I 66, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); �1 < x < +1:69. iSPOLXZUQ FUNKCI� ISTO^NIKA, POLU^ENNU� W RE[ENII ZADA-^I 67, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � hu+ f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); �1 < x < +1:70. pRI USLOWIQH ZADA^I 66 NAJTI TOT MOMENT WREMENI, W KOTO-RYJ TEMPERATURA W TO^KE x DOSTIGAET MAKSIMUMA, I NAJTI \TO MAKSI-MALXNOE ZNA^ENIE TEMPERATURY (ZADA^A O RASPROSTRANENII TEPLOWOGOIMPULXSA).71. nA POWERHNOSTI STERVNQ �1 < x < +1 PROISHODIT KONWEK-TIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�; NA-^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNA NUL�; W TO^KE x = 0 NEPRERYWNODEJSTWUET TEPLOWOJ ISTO^NIK POSTOQNNOJ MO℄NOSTI Q. nAJTI TEMPE-RATURU u(x; t) STERVNQ. nAJTI TAKVE STACIONARNU� TEMPERATURUu(x) = limt!+1u(x; t):kAKOWA BYLA BY STACIONARNAQ TEMPERATURA, ESLI BY POWERHNOSTXSTERVNQ BYLA BY TEPLOIZOLIROWANA?

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 5572. s POMO℄X� FORMULY, POLU^ENNOJ W RE[ENII ZADA^I 68, RE-[ITX ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = (0 PRI �1 < x < �l;U0 = 
onst 6= 0 PRI � l < x < l;0 PRI l < x < +1:73. s POMO℄X� FORMULY, POLU^ENNOJ W RE[ENII ZADA^I 68, RE-[ITX ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = �0 PRI �1 < x < 0;Ae��x PRI 0 < x < +1; A = 
onst; � = 
onst > 0:74. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � hu; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = (0 PRI �1 < x < �l;U0 = 
onst PRI � l < x < l;0 PRI � l < x < +1(SR. S ZADA^EJ 72).75. rE[ITX KRAEWU� ZADA^U 14 O NAGREWANII STERVNQ PODWIVNOJPE^KOJ PRI NULEWOM NA^ALXNOM USLOWII.B) pOLUPRQMAQ.76. pOSTROITX FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ ut = a2uxx NAPOLUPRQMOJ 0 < x < +1, NA KONCE KOTOROJ ZADANO GRANI^NOE USLOWIEPERWOGO RODA. pEREJTI ZATEM K SLU^A� URAWNENIQ ut = a2uxx � hu.77. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI NA KONCE POLUPRQMOJ 0 << x < +1 ZADANO GRANI^NOE USLOWIE WTOROGO RODA.78. rE[ITX ZADA^U 76, ESLI NA KONCE POLUPRQMOJ 0 < x < +1ZADANO GRANI^NOE USLOWIE TRETXEGO RODA.79. pOLXZUQSX FUNKCIEJ ISTO^NIKA, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;u(0; t) = '(t); 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:80. pOLXZUQSX FUNKCIEJ ISTO^NIKA, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;ux(0; t) = '(t); 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:81. pOLXZUQSX FUNKCIEJ ISTO^NIKA, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = �h'(t); 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:



54 uSLOWIQ ZADA^2. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pOSTROENIE FUNKCIJWLIQNIQ SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW. w NASTOQ℄EM PUNKTE SO-BRANY GLAWNYM OBRAZOM ZADA^I NA POSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJWLIQNIQ MGNOWENNYH TO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA (�FUNKCIJ gRINA�DLQ URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI). sNA^ALA IDUT ZADA^I DLQ NEOGRA-NI^ENNOJ PRQMOJ, ZATEM DLQ POLUPRQMOJ, PRI^EM SREDA PREDPOLAGAET-SQ IZOTROPNOJ I ODNORODNOJ, ZATEM RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I DLQ NE-ODNORODNOJ PRQMOJ, SOSTAWLENNOJ IZ DWUH ODNORODNYH POLUPRQMYH, INEKOTORYE DRUGIE ZADA^I S NEODNORODNOSTQMI SRED I SOSREDOTO^EN-NYMI FAKTORAMI DLQ NEOGRANI^ENNOJ PRQMOJ I POLUPRQMOJ; NAKO-NEC, IDUT ZADA^I DLQ KONE^NOGO OTREZKA, PRI^EM RASSMATRIWA�TSQDWA RAZLI^NYH PREDSTAWLENIQ FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWENNYH ISTO^NI-KOW TEPLA: ODNO POLU^AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH (METODOMfURXE), DRUGOE | METODOM OTRAVENIJ, I PROIZWODITSQ IH SRAWNENIE.A) nEOGRANI^ENNAQ PRQMAQ.66. pOWERHNOSTX NEOGRANI^ENNOGO STERVNQ �1 < x < +1 TEPLO-IZOLIROWANA, NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA NUL�. w NA^ALXNYJ MO-MENT WREMENI W TO^KE x = � STERVNQ WYDELILOSX MGNOWENNO Q EDINICTEPLA. nAJTI TEMPERATURU STERVNQ. (pOSTROENIE FUNKCII ISTO^NIKADLQ URAWNENIQ ut = a2uxx NA PRQMOJ �1 < x < +1.)67. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ STERVNQ, NA POWERHNOSTIKOTOROGO PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATU-RA KOTOROJ RAWNA NUL�. (pOSTROENIE FUNKCII ISTO^NIKA DLQ URAWNE-NIQ ut = a2uxx � hu NA PRQMOJ �1 < x < +1.)68. iSPOLXZUQ FUNKCI� ISTO^NIKA, POLU^ENNU� W RE[ENII ZADA-^I 66, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); �1 < x < +1:69. iSPOLXZUQ FUNKCI� ISTO^NIKA, POLU^ENNU� W RE[ENII ZADA-^I 67, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � hu+ f(x; t); �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = '(x); �1 < x < +1:70. pRI USLOWIQH ZADA^I 66 NAJTI TOT MOMENT WREMENI, W KOTO-RYJ TEMPERATURA W TO^KE x DOSTIGAET MAKSIMUMA, I NAJTI \TO MAKSI-MALXNOE ZNA^ENIE TEMPERATURY (ZADA^A O RASPROSTRANENII TEPLOWOGOIMPULXSA).71. nA POWERHNOSTI STERVNQ �1 < x < +1 PROISHODIT KONWEK-TIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�; NA-^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNA NUL�; W TO^KE x = 0 NEPRERYWNODEJSTWUET TEPLOWOJ ISTO^NIK POSTOQNNOJ MO℄NOSTI Q. nAJTI TEMPE-RATURU u(x; t) STERVNQ. nAJTI TAKVE STACIONARNU� TEMPERATURUu(x) = limt!+1u(x; t):kAKOWA BYLA BY STACIONARNAQ TEMPERATURA, ESLI BY POWERHNOSTXSTERVNQ BYLA BY TEPLOIZOLIROWANA?

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 5572. s POMO℄X� FORMULY, POLU^ENNOJ W RE[ENII ZADA^I 68, RE-[ITX ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = (0 PRI �1 < x < �l;U0 = 
onst 6= 0 PRI � l < x < l;0 PRI l < x < +1:73. s POMO℄X� FORMULY, POLU^ENNOJ W RE[ENII ZADA^I 68, RE-[ITX ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = �0 PRI �1 < x < 0;Ae��x PRI 0 < x < +1; A = 
onst; � = 
onst > 0:74. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � hu; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = (0 PRI �1 < x < �l;U0 = 
onst PRI � l < x < l;0 PRI � l < x < +1(SR. S ZADA^EJ 72).75. rE[ITX KRAEWU� ZADA^U 14 O NAGREWANII STERVNQ PODWIVNOJPE^KOJ PRI NULEWOM NA^ALXNOM USLOWII.B) pOLUPRQMAQ.76. pOSTROITX FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ ut = a2uxx NAPOLUPRQMOJ 0 < x < +1, NA KONCE KOTOROJ ZADANO GRANI^NOE USLOWIEPERWOGO RODA. pEREJTI ZATEM K SLU^A� URAWNENIQ ut = a2uxx � hu.77. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI NA KONCE POLUPRQMOJ 0 << x < +1 ZADANO GRANI^NOE USLOWIE WTOROGO RODA.78. rE[ITX ZADA^U 76, ESLI NA KONCE POLUPRQMOJ 0 < x < +1ZADANO GRANI^NOE USLOWIE TRETXEGO RODA.79. pOLXZUQSX FUNKCIEJ ISTO^NIKA, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;u(0; t) = '(t); 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:80. pOLXZUQSX FUNKCIEJ ISTO^NIKA, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;ux(0; t) = '(t); 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:81. pOLXZUQSX FUNKCIEJ ISTO^NIKA, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = �h'(t); 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x); 0 < x < +1:



56 uSLOWIQ ZADA^82. dOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX SLEDU�℄EGO UTWERVDENIQ. dLQ TOGO^TOBY RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x; t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; x = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;MOVNO BYLO PREDSTAWITX W WIDEu(x; t) = 12ap�t +1Z�1 f(�)e� (x��)24a2t d�;DOSTATO^NO FUNKCI� f(x) PRODOLVITX NA OTRICATELXNU� POLUOSX xTAK, ^TOBY FUNKCIQ '(x) = NXk=0Akf (k)(x)BYLA NE^ETNOJ.83. dOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX SLEDU�℄EGO UTWERVDENIQ. dLQ TOGO^TOBY RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0; u(x; 0) = 0MOVNO BYLO PREDSTAWITX W WIDEu(x; t) = 12ap� +1Z�1 d� tZ0 f(�; �)pt� � e� (x��)24a2(t��) d�;DOSTATO^NO PRODOLVITX FUNKCI� f(x; t) NA OTRICATELXNU� POLUOSX xTAK, ^TOBY FUNKCIQ F (x; t) = NXk=0Ak �kf(x; t)�xkBYLA NE^ETNOJ PO x.84. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;u(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = U0; 0 < x < +1:nA^ERTITX GRAFIKI RASPREDELENIQ TEMPERATURY W MOMENTY WREMENIt = 1=(8a2), t = 1=(4a2), t = 1=(2a2) NA OTREZKE 0 6 x 6 4, A TAKVEGRAFI^ESKI IZMENENIQ TEMPERATURY W TO^KAH x = 1=4, x = 1=2, x = 1NA OTREZKE WREMENI 0 6 t 6 1=a2.nAJTI TAKVE SKOROSTX DWIVENIQ FRONTA TEMPERATURY �U0, GDE0 < � < 1, � = 
onst.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 5785. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;u(0; t) = U0; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:w KAKOJ MOMENT WREMENI t TEMPERATURA W TO^KE DOSTIGNET ZNA^E-NIQ �U0, 0 < � < 1?86. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x) = �U0; 0 < x < 1;0; 1 < x < +1:87. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)ux(0; t)� hu(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = U0 = 
onst; 0 < x < +1: (3)pOLU^ITX ASIMPTOTI^ESKOE PREDSTAWLENIE DLQ TEMPERATURY KONCASTERVNQ PRI BOLX[IH ZNA^ENIQH WREMENIu(0; t) � U0p� �1z � 12z3 + 1 � 322z5 � : : :+ (�1)n�1 1 � 3 : : : (2n� 3)2n�1z2n�1 �z=ahpt :(4)dATX WYRAVENIE DLQ OCENKI PoGRE[NOSTI PRI POLXZOWANII FOR-MULOJ (4) I NAJTI, S KAKOGO MOMENTA WREMENI WY^ISLENIE u(0; t) POFORMULE u(0; t) � U0ahp�t (5)DAET POGRE[NOSTX, ZAWEDOMO NE PREWY[A�℄U� PO ABSOL�TNOJ WELI-^INE NAPERED ZADANNOGO " > 0.88. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � b2e�kx; k > 0; 0 < x; t < +1;u(0; t) = U0 = 
onst; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:89. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;�ux(0; t) = q; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:90. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � h(u� U2); U2 = 
onst; 0 < x; t < +1;u(0; t) = U1; 0 < t < +1; U1 = 
onst;u(x; 0) = U0; 0 < x < +1; U0 = 
onst:91. nA^ALXNYJ TOK I NA^ALXNOE NAPRQVENIE W POLUOGRANI^ENNOMODNORODNOM PROWODE 0 6 x < +1 RAWNY NUL�. sAMOINDUKCIQ EDINICY



56 uSLOWIQ ZADA^82. dOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX SLEDU�℄EGO UTWERVDENIQ. dLQ TOGO^TOBY RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x; t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; x = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;MOVNO BYLO PREDSTAWITX W WIDEu(x; t) = 12ap�t +1Z�1 f(�)e� (x��)24a2t d�;DOSTATO^NO FUNKCI� f(x) PRODOLVITX NA OTRICATELXNU� POLUOSX xTAK, ^TOBY FUNKCIQ '(x) = NXk=0Akf (k)(x)BYLA NE^ETNOJ.83. dOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX SLEDU�℄EGO UTWERVDENIQ. dLQ TOGO^TOBY RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx + f(x; t); 0 < x; t < +1;NXk=0Ak �ku�xk = 0; 0 < t < +1; x = 0; u(x; 0) = 0MOVNO BYLO PREDSTAWITX W WIDEu(x; t) = 12ap� +1Z�1 d� tZ0 f(�; �)pt� � e� (x��)24a2(t��) d�;DOSTATO^NO PRODOLVITX FUNKCI� f(x; t) NA OTRICATELXNU� POLUOSX xTAK, ^TOBY FUNKCIQ F (x; t) = NXk=0Ak �kf(x; t)�xkBYLA NE^ETNOJ PO x.84. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;u(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = U0; 0 < x < +1:nA^ERTITX GRAFIKI RASPREDELENIQ TEMPERATURY W MOMENTY WREMENIt = 1=(8a2), t = 1=(4a2), t = 1=(2a2) NA OTREZKE 0 6 x 6 4, A TAKVEGRAFI^ESKI IZMENENIQ TEMPERATURY W TO^KAH x = 1=4, x = 1=2, x = 1NA OTREZKE WREMENI 0 6 t 6 1=a2.nAJTI TAKVE SKOROSTX DWIVENIQ FRONTA TEMPERATURY �U0, GDE0 < � < 1, � = 
onst.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 5785. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;u(0; t) = U0; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:w KAKOJ MOMENT WREMENI t TEMPERATURA W TO^KE DOSTIGNET ZNA^E-NIQ �U0, 0 < � < 1?86. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) =  (x) = �U0; 0 < x < 1;0; 1 < x < +1:87. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)ux(0; t)� hu(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = U0 = 
onst; 0 < x < +1: (3)pOLU^ITX ASIMPTOTI^ESKOE PREDSTAWLENIE DLQ TEMPERATURY KONCASTERVNQ PRI BOLX[IH ZNA^ENIQH WREMENIu(0; t) � U0p� �1z � 12z3 + 1 � 322z5 � : : :+ (�1)n�1 1 � 3 : : : (2n� 3)2n�1z2n�1 �z=ahpt :(4)dATX WYRAVENIE DLQ OCENKI PoGRE[NOSTI PRI POLXZOWANII FOR-MULOJ (4) I NAJTI, S KAKOGO MOMENTA WREMENI WY^ISLENIE u(0; t) POFORMULE u(0; t) � U0ahp�t (5)DAET POGRE[NOSTX, ZAWEDOMO NE PREWY[A�℄U� PO ABSOL�TNOJ WELI-^INE NAPERED ZADANNOGO " > 0.88. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � b2e�kx; k > 0; 0 < x; t < +1;u(0; t) = U0 = 
onst; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:89. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;�ux(0; t) = q; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:90. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx � h(u� U2); U2 = 
onst; 0 < x; t < +1;u(0; t) = U1; 0 < t < +1; U1 = 
onst;u(x; 0) = U0; 0 < x < +1; U0 = 
onst:91. nA^ALXNYJ TOK I NA^ALXNOE NAPRQVENIE W POLUOGRANI^ENNOMODNORODNOM PROWODE 0 6 x < +1 RAWNY NUL�. sAMOINDUKCIQ EDINICY



58 uSLOWIQ ZADA^DLINY PROWODA PRENEBREVIMO MALA. nA^INAQ S MOMENTA t = 0, K KON-CU PROWODA PRILOVENA POSTOQNNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA E0. nAJTINAPRQVENIE W PROWODE.92. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = �Ah 
os!t; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:93. nAJTI USTANOWIW[IESQ TEMPERATURNYE WOLNY W POLUOGRANI-^ENNOM STERVNE 0 < x < +1 S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERH-NOSTX�, ESLI TEMPERATURA KONCA STERVNQ MENQETSQ PO ZAKONUu(0; t) = A 
os!t:nAJTI SKOROSTX RASPROSTRANENIQ TEMPERATURNOJ WOLNY S DANNOJ ^AS-TOTOJ ! (DISPERSIQ TEMPERATURNYH WOLN).94. nA^ALXNYJ TOK I NA^ALXNOE NAPRQVENIE W ODNORODNOM PROWO-DE 0 6 x < +1 RAWNY NUL�. nA^INAQ S MOMENTA t = 0, W TO^KE x = 0PRILOVENA \LEKTRODWIVU℄AQ SILA E(t) = E0 
os!t. nAJTI NAPRQVE-NIE W PROWODE, ESLI SAMOINDUKCIQ I UTE^KA EDINICY DLINY PROWODAPRENEBREVIMO MALY.95. nA^ALXNAQ TEMPERATURA POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLO-IZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� ZADANAu(x; 0) = f(x); 0 < x < +1:kAKOJ TEPLOWOJ POTOK DOLVEN PODAWATXSQ W STERVENX ^EREZ EGO KONEC,^TOBY TEMPERATURA KONCA MENQLASX PO ZADANNOMU ZAKONUu(0; t) = �(t); 0 < t < +1; �(0) = f(0)?rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f(x) � 0.96. nA^ALXNAQ TEMPERATURA POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLO-IZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� ZADANAu(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;A NA KONCE x = 0 PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S WNE[NEJ SRE-DOJ. kAK DOLVNA MENQTXSQ TEMPERATURA WNE[NEJ SREDY, ^TOBY TEM-PERATURA KONCA STERVNQ MENQLASX PO ZADANNOMU ZAKONUu(0; t) = �(t); �(0) = f(0); 0 < t < +1?rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f(x) � 0.97. rE[ITX ZADA^U 95 PRI USLOWII, ^TO NA BOKOWOJ POWERHNOS-TI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJTEMPERATURY.98. rE[ITX ZADA^U 96 PRI USLOWII, ^TO NA BOKOWOJ POWERHNOSTISTERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATU-RA KOTOROJ RAWNA NUL�.99. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1;u(v0t; t) = 0; 0 < t < +1:

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 59100. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;u(v0t; t) = 0; 0 < t < +1:101. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1;u(v0t; t) = �(t); 0 < t < +1:102. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;ux(v0t; t) = �(t); 0 < t < +1:W) kONE^NYJ OTREZOK. zADA^I 103{105 NA POSTROENIE FUNKCIJ IS-TO^NIKA, PREDLAGAEMYE W \TOM PUNKTE, TREBUETSQ RE[ITX DWUMQ SPOSO-BAMI: METODOM OTRAVENIJ I METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH; ODIN IZNIH DAET HORO[EE PREDSTAWLENIE DLQ FUNKCII ISTO^NIKA PRI MALYHZNA^ENIQH WREMENI t, A DRUGOJ | PRI BOLX[IH.103. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA DLQ KONE^NOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERH-NOSTX�, ESLI EGO KONCY PODDERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NU-L�. oCENITX OSTATKI RQDOW, PREDSTAWLQ�℄IH RE[ENIE.104. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA TEPLA DLQ KONE^NOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJPOWERHNOSTX�, ESLI EGO KONCY TAKVE TEPLOIZOLIROWANY. oCENITX OS-TATKI RQDOW, PREDSTAWLQ�℄IH RE[ENIE.105. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA TEPLA DLQ KONE^NOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ PO-WERHNOSTX�, ESLI ODIN EGO KONEC (x = 0) TEPLOIZOLIROWAN, A DRUGOJ(x = l) PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE. oCENITX OSTATKIRQDOW, PREDSTAWLQ�℄IH RE[ENIE.106. A) nAJTI N , NA^INAQ S KOTOROGO DLQ OSTATKA RQDA (2) RE[E-NIQ ZADA^I 103 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWOjRN (x; �; t)j < " (1)PRI 0 6 x, � 6 l, 0 6 t 6 t�.B) nAJTI N , NA^INAQ S KOTOROGO DLQ OSTATKA RQDA (12) RE[ENIQZADA^I 103 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO (1) PRI 0 6 x, � 6 l, 0 6 t 6 t�.107. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ RQDOW (1) I (6) OTWETA KZADA^E 104.108. rE[ITX ZADA^I 103{105 W SLU^AE, KOGDA NA BOKOWOJ POWERH-NOSTI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEM-PERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.



58 uSLOWIQ ZADA^DLINY PROWODA PRENEBREVIMO MALA. nA^INAQ S MOMENTA t = 0, K KON-CU PROWODA PRILOVENA POSTOQNNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA E0. nAJTINAPRQVENIE W PROWODE.92. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x; t < +1;ux(0; t)� hu(0; t) = �Ah 
os!t; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1:93. nAJTI USTANOWIW[IESQ TEMPERATURNYE WOLNY W POLUOGRANI-^ENNOM STERVNE 0 < x < +1 S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERH-NOSTX�, ESLI TEMPERATURA KONCA STERVNQ MENQETSQ PO ZAKONUu(0; t) = A 
os!t:nAJTI SKOROSTX RASPROSTRANENIQ TEMPERATURNOJ WOLNY S DANNOJ ^AS-TOTOJ ! (DISPERSIQ TEMPERATURNYH WOLN).94. nA^ALXNYJ TOK I NA^ALXNOE NAPRQVENIE W ODNORODNOM PROWO-DE 0 6 x < +1 RAWNY NUL�. nA^INAQ S MOMENTA t = 0, W TO^KE x = 0PRILOVENA \LEKTRODWIVU℄AQ SILA E(t) = E0 
os!t. nAJTI NAPRQVE-NIE W PROWODE, ESLI SAMOINDUKCIQ I UTE^KA EDINICY DLINY PROWODAPRENEBREVIMO MALY.95. nA^ALXNAQ TEMPERATURA POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLO-IZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� ZADANAu(x; 0) = f(x); 0 < x < +1:kAKOJ TEPLOWOJ POTOK DOLVEN PODAWATXSQ W STERVENX ^EREZ EGO KONEC,^TOBY TEMPERATURA KONCA MENQLASX PO ZADANNOMU ZAKONUu(0; t) = �(t); 0 < t < +1; �(0) = f(0)?rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f(x) � 0.96. nA^ALXNAQ TEMPERATURA POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLO-IZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� ZADANAu(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;A NA KONCE x = 0 PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S WNE[NEJ SRE-DOJ. kAK DOLVNA MENQTXSQ TEMPERATURA WNE[NEJ SREDY, ^TOBY TEM-PERATURA KONCA STERVNQ MENQLASX PO ZADANNOMU ZAKONUu(0; t) = �(t); �(0) = f(0); 0 < t < +1?rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f(x) � 0.97. rE[ITX ZADA^U 95 PRI USLOWII, ^TO NA BOKOWOJ POWERHNOS-TI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJTEMPERATURY.98. rE[ITX ZADA^U 96 PRI USLOWII, ^TO NA BOKOWOJ POWERHNOSTISTERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATU-RA KOTOROJ RAWNA NUL�.99. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1;u(v0t; t) = 0; 0 < t < +1:

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 59100. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;u(v0t; t) = 0; 0 < t < +1:101. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = 0; 0 < x < +1;u(v0t; t) = �(t); 0 < t < +1:102. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < t < +1; v0t < x < +1;u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;ux(v0t; t) = �(t); 0 < t < +1:W) kONE^NYJ OTREZOK. zADA^I 103{105 NA POSTROENIE FUNKCIJ IS-TO^NIKA, PREDLAGAEMYE W \TOM PUNKTE, TREBUETSQ RE[ITX DWUMQ SPOSO-BAMI: METODOM OTRAVENIJ I METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH; ODIN IZNIH DAET HORO[EE PREDSTAWLENIE DLQ FUNKCII ISTO^NIKA PRI MALYHZNA^ENIQH WREMENI t, A DRUGOJ | PRI BOLX[IH.103. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA DLQ KONE^NOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ POWERH-NOSTX�, ESLI EGO KONCY PODDERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NU-L�. oCENITX OSTATKI RQDOW, PREDSTAWLQ�℄IH RE[ENIE.104. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA TEPLA DLQ KONE^NOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJPOWERHNOSTX�, ESLI EGO KONCY TAKVE TEPLOIZOLIROWANY. oCENITX OS-TATKI RQDOW, PREDSTAWLQ�℄IH RE[ENIE.105. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA TEPLA DLQ KONE^NOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJ BOKOWOJ PO-WERHNOSTX�, ESLI ODIN EGO KONEC (x = 0) TEPLOIZOLIROWAN, A DRUGOJ(x = l) PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE. oCENITX OSTATKIRQDOW, PREDSTAWLQ�℄IH RE[ENIE.106. A) nAJTI N , NA^INAQ S KOTOROGO DLQ OSTATKA RQDA (2) RE[E-NIQ ZADA^I 103 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWOjRN (x; �; t)j < " (1)PRI 0 6 x, � 6 l, 0 6 t 6 t�.B) nAJTI N , NA^INAQ S KOTOROGO DLQ OSTATKA RQDA (12) RE[ENIQZADA^I 103 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO (1) PRI 0 6 x, � 6 l, 0 6 t 6 t�.107. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ RQDOW (1) I (6) OTWETA KZADA^E 104.108. rE[ITX ZADA^I 103{105 W SLU^AE, KOGDA NA BOKOWOJ POWERH-NOSTI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEM-PERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.



60 uSLOWIQ ZADA^109. s POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA, NAJDENNOJ W RE[ENII ZADA-^I 103, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = '(t); u(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f0(x); 0 < x < l:110. s POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA, NAJDENNOJ W RE[ENII ZADA-^I 104, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = '(t); u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f0(x); 0 < x < l: (3)111. tEMPERATURA ODNOGO KONCA STERVNQ (x = 0) PODDERVIWAET-SQ POSTOQNNOJ I OTLI^NOJ OT NULQ, u(0; t) = U0 6= 0, A TEMPERATURADRUGOGO KONCA (x = l) WSE WREMQ RAWNA NUL�, u(l; t) = 0. nAJTI TEM-PERATURU STERVNQ, ESLI EGO BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA,A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA NUL�; DATX WYRAVENIE TEMPERATURYSTERVNQ ^EREZ INTEGRAL O[IBOK.112.oDIN KONEC STERVNQ (x = l) TEPLOIZOLIROWAN, A NA DRUGOJ KO-NEC (x = 0) PODAETSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK [��ux(0; t) = ��q0℄.nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAW-NA NUL�, A BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA; DATX WYRAVENIETEMPERATURY STERVNQ ^EREZ INTEGRAL O[IBOK.3. nEODNORODNYE SREDY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY;URAWNENIQ S KUSO^NO POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI I USLO-WIQ SOPRQVENIQ.113. nEOGRANI^ENNYJ STERVENX �1 < x < +1 S TEPLOIZOLI-ROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� I POSTOQNNYM POPERE^NYM SE^ENIEMPOLU^EN SOEDINENIEM W TO^KE x = 0 DWUH ODNORODNYH POLUOGRANI^EN-NYH STERVNEJ �1 < x < 0 I 0 < x < +1; TORCY STERVNEJ PLOTNOPRIMYKA�T DRUG K DRUGU. nA^ALXNAQ TEMPERATURA, KO\FFICIENT TEM-PERATUROPROWODNOSTI I KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI LEWOGO I PRA-WOGO STERVNEJ SOOTWETSTWENNO RAWNY U1 = 
onst, a1, k1, U2 = 
onst,a2, k2. nAJTI TEMPERATURU SOSTAWNOGO STERVNQ.114. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA u(x; 0) = �f1(x); �1 < x < 0;f2(x); 0 < x < +1:115. nEOGRANI^ENNYJ STERVENX SOSTAWLEN IZ DWUH POLUOGRANI-^ENNYH STERVNEJ, KAK UKAZANO W ZADA^E 113. nAJTI TEMPERATURUSTERVNQ PRI t > 0, ESLI W MOMENT WREMENI t = 0 W EGO TO^KE � = 0 WY-DELILOSX MGNOWENNO Q = 
2�2 EDINIC TEPLA, A NA^ALXNAQ TEMPERATURASTERVNQ BYLA RAWNA NUL�.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 61116. nA KONEC POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX� NASAVEN [ARIK S TEPLOEMKOSTX� C0 I O^ENXBOLX[OJ TEPLOPROWODNOSTX�, TAK ^TO W KAVDYJ MOMENT WREMENI [A-RIK MOVNO S^ITATX RAWNOMERNO NAGRETYM, A EGO TEMPERATURU RAWNOJTEMPERATURE KONCA STERVNQ. pUSTX POWERHNOSTX [ARIKA TAKVE TEPLO-IZOLIROWANA.nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;PRI^EM f(+0) I f 0(+0) SU℄ESTWU�T.117. pUSTX POLUPROSTRANSTWO x > 0 ZAPOLNENO VIDKOSTX� S KO-\FFICIENTAMI TEMPERATUROPROWODNOSTI I TEPLOPROWODNOSTI k2, a2I NA^ALXNOJ TEMPERATUROJ U2 = 
onst, A PLOSKOSTX x = 0 PODDERVI-WAETSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE U1 < U2, PRI^EM U1 NIVE TEMPE-RATURY ZAMERZANIQ VIDKOSTI.nAJTI ZAKON RASPROSTRANENIQ FRONTA PROMERZANIQ VIDKOSTI,A TAKVE TEMPERATURU VIDKOSTI I TWERDOGO WE℄ESTWA, W KOTOROEVIDKOSTX PREWRA℄AETSQ PRI PROMERZANII.



60 uSLOWIQ ZADA^109. s POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA, NAJDENNOJ W RE[ENII ZADA-^I 103, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1;u(0; t) = '(t); u(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = f0(x); 0 < x < l:110. s POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA, NAJDENNOJ W RE[ENII ZADA-^I 104, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = '(t); u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f0(x); 0 < x < l: (3)111. tEMPERATURA ODNOGO KONCA STERVNQ (x = 0) PODDERVIWAET-SQ POSTOQNNOJ I OTLI^NOJ OT NULQ, u(0; t) = U0 6= 0, A TEMPERATURADRUGOGO KONCA (x = l) WSE WREMQ RAWNA NUL�, u(l; t) = 0. nAJTI TEM-PERATURU STERVNQ, ESLI EGO BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA,A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA NUL�; DATX WYRAVENIE TEMPERATURYSTERVNQ ^EREZ INTEGRAL O[IBOK.112.oDIN KONEC STERVNQ (x = l) TEPLOIZOLIROWAN, A NA DRUGOJ KO-NEC (x = 0) PODAETSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK [��ux(0; t) = ��q0℄.nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAW-NA NUL�, A BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA; DATX WYRAVENIETEMPERATURY STERVNQ ^EREZ INTEGRAL O[IBOK.3. nEODNORODNYE SREDY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY;URAWNENIQ S KUSO^NO POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI I USLO-WIQ SOPRQVENIQ.113. nEOGRANI^ENNYJ STERVENX �1 < x < +1 S TEPLOIZOLI-ROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� I POSTOQNNYM POPERE^NYM SE^ENIEMPOLU^EN SOEDINENIEM W TO^KE x = 0 DWUH ODNORODNYH POLUOGRANI^EN-NYH STERVNEJ �1 < x < 0 I 0 < x < +1; TORCY STERVNEJ PLOTNOPRIMYKA�T DRUG K DRUGU. nA^ALXNAQ TEMPERATURA, KO\FFICIENT TEM-PERATUROPROWODNOSTI I KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI LEWOGO I PRA-WOGO STERVNEJ SOOTWETSTWENNO RAWNY U1 = 
onst, a1, k1, U2 = 
onst,a2, k2. nAJTI TEMPERATURU SOSTAWNOGO STERVNQ.114. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA u(x; 0) = �f1(x); �1 < x < 0;f2(x); 0 < x < +1:115. nEOGRANI^ENNYJ STERVENX SOSTAWLEN IZ DWUH POLUOGRANI-^ENNYH STERVNEJ, KAK UKAZANO W ZADA^E 113. nAJTI TEMPERATURUSTERVNQ PRI t > 0, ESLI W MOMENT WREMENI t = 0 W EGO TO^KE � = 0 WY-DELILOSX MGNOWENNO Q = 
2�2 EDINIC TEPLA, A NA^ALXNAQ TEMPERATURASTERVNQ BYLA RAWNA NUL�.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 61116. nA KONEC POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX� NASAVEN [ARIK S TEPLOEMKOSTX� C0 I O^ENXBOLX[OJ TEPLOPROWODNOSTX�, TAK ^TO W KAVDYJ MOMENT WREMENI [A-RIK MOVNO S^ITATX RAWNOMERNO NAGRETYM, A EGO TEMPERATURU RAWNOJTEMPERATURE KONCA STERVNQ. pUSTX POWERHNOSTX [ARIKA TAKVE TEPLO-IZOLIROWANA.nAJTI TEMPERATURU STERVNQ, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;PRI^EM f(+0) I f 0(+0) SU℄ESTWU�T.117. pUSTX POLUPROSTRANSTWO x > 0 ZAPOLNENO VIDKOSTX� S KO-\FFICIENTAMI TEMPERATUROPROWODNOSTI I TEPLOPROWODNOSTI k2, a2I NA^ALXNOJ TEMPERATUROJ U2 = 
onst, A PLOSKOSTX x = 0 PODDERVI-WAETSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE U1 < U2, PRI^EM U1 NIVE TEMPE-RATURY ZAMERZANIQ VIDKOSTI.nAJTI ZAKON RASPROSTRANENIQ FRONTA PROMERZANIQ VIDKOSTI,A TAKVE TEMPERATURU VIDKOSTI I TWERDOGO WE℄ESTWA, W KOTOROEVIDKOSTX PREWRA℄AETSQ PRI PROMERZANII.



gLA W A IVurawneniq |llipti~eskogo tipak URAWNENIQM \LLIPTI^ESKOGO TIPA PRIWODIT IZU^ENIE STACIO-NARNYH, T. E. NE MENQ�℄IHSQ WO WREMENI, PROCESSOW RAZLI^NOJ FIZI-^ESKOJ PRIRODY. s�DA OTNOSQTSQ STACIONARNYE \LEKTRI^ESKIE I MAG-NITNYE POLQ (\LEKTROSTATIKA, MAGNITOSTATIKA, POLQ POSTOQNNOGO\LEKTRI^ESKOGO TOKA), POTENCIALXNOE DWIVENIE NESVIMAEMOJ VIDKOS-TI, STACIONARNYE TEPLOWYE POLQ I DR.pROSTEJ[IM URAWNENIEM \LLIPTI^ESKOGO TIPA QWLQETSQ URAWNE-NIE lAPLASA �u = 0, KOTOROMU W OSNOWNOM I POSWQ℄ENA NASTOQ℄AQGLAWA. nIVE, W GL. VII, POME℄ENY ZADA^I DLQ DRUGIH URAWNENIJ \L-LIPTI^ESKOGO TIPA.x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM\LLIPTI^ESKOGO TIPA, I POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^1. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONAW ODNORODNOJ SREDE. w OTLI^IE OT URAWNENIJ GIPERBOLI^ESKOGO IPARABOLI^ESKOGO TIPOW KRAEWYE ZADA^I DLQ \LLIPTI^ESKOGO URAWNE-NIQ HARAKTERIZU�TSQ OTSUTSTWIEM NA^ALXNYH USLOWIJ. w ZAWISIMOSTIOT TIPA KRAEWYH USLOWIJ DLQ URAWNENIQ lAPLASA RAZLI^A�T: PERWU�KRAEWU� ZADA^U (ZADA^U dIRIHLE), ESLI u��� = f1, WTORU� KRAEWU� ZA-DA^U (ZADA^U nEJMANA), ESLI �u�n ����= f2, TRETX� KRAEWU� ZADA^U, ESLI��u�n + hu�� = f3, GDE f1, f2, f3 | NEKOTORYE FUNKCII, ZADANNYE NAGRANICE � OBLASTI, W KOTOROJ I℄ETSQ RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA.1. sTACIONARNOE TEMPERATURNOE POLE. wYWESTI URAWNENIE, KO-TOROMU UDOWLETWORQET TEMPERATURA STACIONARNOGO TEPLOWOGO POLQ WODNORODNOJ SREDE; PRI WYWODE URAWNENIQ U^ESTX NALI^IE RASPREDELEN-NYH ISTO^NIKOW TEPLA, NE MENQ�℄IHSQ WO WREMENI. dATX FIZI^ESKU�INTERPRETACI� KRAEWYH USLOWIJ PERWOGO, WTOROGO I TRETXEGO RODA.uSTANOWITX NEOBHODIMOE USLOWIE SU℄ESTWOWANIQ STACIONARNOJ TEM-PERATURY DLQ WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I.2. uRAWNENIE STACIONARNOJ DIFFUZII. wYWESTI URAWNENIE STA-CIONARNOGO PROCESSA DIFFUZII:

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 63A) W POKOQ℄EJSQ ODNORODNOJ IZOTROPNOJ SREDE;B) W ODNORODNOJ IZOTROPNOJ SREDE, DWIVU℄EJSQ S ZADANNOJ SKO-ROSTX�, NAPRIMER, WDOLX OSI x.3. uRAWNENIE \LEKTROSTATIKI. pOKAZATX, ISHODQ IZ URAWNENIJmAKSWELLA, ^TO POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ UDOWLETWORQETURAWNENI� pUASSONA S PRAWOJ ^ASTX�, PROPORCIONALXNOJ OB_EMNOJPLOTNOSTI ZARQDOW �(x; y; z). dATX FIZI^ESKU� INTERPRETACI� KRAE-WYH USLOWIJ PERWOGO I WTOROGO RODA.4. uRAWNENIE MAGNITOSTATIKI. pOKAZATX, ^TO POTENCIAL STA-CIONARNOGO MAGNITNOGO POLQ PRI OTSUTSTWII \LEKTRI^ESKIH TOKOWUDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA.5. pOLE POSTOQNNOGO \LEKTRI^ESKOGO TOKA. uBEDITXSQ W TOM,^TO POTENCIAL \LEKTRI^ESKOGO POLQ POSTOQNNOGO \LEKTRI^ESKOGO TO-KA UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA. sFORMULIROWATX GRANI^NYEUSLOWIQ:1) NA ZAZEMLENNOJ IDEALXNO PROWODQ℄EJ POWERHNOSTI;2) NA GRANICE S DI\LEKTRIKOM.6. pOTENCIALXNOE DWIVENIE NESVIMAEMOJ VIDKOSTI.pOKAZATX, ^TO POTENCIAL SKOROSTEJ STACIONARNOGO POTOKA NESVI-MAEMOJ VIDKOSTI UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA. nAPISATXKRAEWOE USLOWIE NA POWERHNOSTI TWERDOGO TELA, POKOQ℄EGOSQ ILI DWI-VU℄EGOSQ S NEKOTOROJ ZADANNOJ SKOROSTX�.7. oSNOWNYE ZADA^I \LEKTROSTATIKI. |LEKTROSTATI^ESKOE PO-LE, SOZDAWAEMOE ZARQVENNYM PROWODNIKOM KONE^NYH RAZMEROW, MOVNOOPREDELITX:1) ZADAWAQ ZNA^ENIE POTENCIALA PROWODNIKA;2) ZADAWAQ ZNA^ENIE ZARQDA PROWODNIKA.|TI ZADA^I NAZYWA�TSQ PERWOJ I WTOROJ OSNOWNYMI ZADA^AMI\LEKTROSTATIKI. dATX MATEMATI^ESKU� FORMULIROWKU PERWOJ I WTO-ROJ ZADA^ \LEKTROSTATIKI.2. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA W NEODNOROD-NYH SREDAH. w NEODNORODNOJ, NO IZOTROPNOJ SREDE OSNOWNOE URAWNE-NIE STACIONARNOGO POLQ IMEET WIDdiv(k gradu) = 0ILI ��x �k �u�x�+ ��y �k �u�y�+ ��z �k �u�z � = 0;GDE HARAKTERISTIKI SREDY k = k(x; y; z) | PEREMENNAQ WELI^INA.eSLI KO\FFICIENT k TERPIT RAZRYW NA NEKOTOROJ POWERHNOSTI, TO NA\TOJ POWERHNOSTI WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ SOPRQVENIQu1 = u2; (1)k1 ��u�n�1 = k2 ��u�n�2 ; (2)GDE ZNA^KI 1 I 2 OZNA^A�T SOOTWETSTWENNO LEWOE I PRAWOE PREDELXNYEZNA^ENIQ NA POWERHNOSTI RAZRYWA.
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64 uSLOWIQ ZADA^8. rE[ITX ZADA^U 1, S^ITAQ, ^TO KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOS-TI QWLQETSQ PEREMENNOJ WELI^INOJ k = k(x; y; z). pOSTAWITX KRAEWU�ZADA^U TEPLOPROWODNOSTI DLQ SLU^AQ KUSO^NO ODNORODNOJ SREDY (DLQSLU^AQ KUSO^NO POSTOQNNOGO k), PREDWARITELXNO WYWEDQ USLOWIQ SO-PRQVENIQ (1) I (2). dATX FIZI^ESKU� INTERPRETACI� \TIH USLOWIJ.9. nAPISATX URAWNENIE DLQ POTENCIALA \LEKTRI^ESKOGO POLQ W NE-ODNORODNOM DI\LEKTRIKE S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = "(x; y; z):pREDPOLAGAQ "(x; y; z) KUSO^NO POSTOQNNOJ, WYWESTI USLOWIQ SOPRQVE-NIQ NA POWERHNOSTQH RAZRYWA FUNKCII "(x; y; z) I SFORMULIROWATXSOOTWETSTWU�℄U� KRAEWU� ZADA^U.10. rE[ITX ZADA^U, ANALOGI^NU� ZADA^AM 8 I 9, DLQ STACIONAR-NOGO MAGNITNOGO POLQ.11. rE[ITX ZADA^U, ANALOGI^NU� ZADA^AM 8 I 9, DLQ \LEKTRI^ES-KOGO POLQ POSTOQNNOGO TOKA.12. pODOBIE RAZLI^NYH STACIONARNYH POLEJ. uSTANOWITX PODO-BIE MEVDU POLEM POSTOQNNOGO \LEKTRI^ESKOGO TOKA, S ODNOJ STORO-NY, I TERMI^ESKIM, \LEKTROSTATI^ESKIM, MAGNITOSTATI^ESKIM POLQ-MI, POLEM KONCENTRACIJ STACIONARNOGO PROCESSA DIFFUZII I POLEMSKOROSTEJ POTENCIALXNOGO TE^ENIQ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI, S DRUGOJSTORONY.sRAWNITX USLOWIQ SOPRQVENIQ NA GRANICE RAZRYWA FIZI^ESKIHKONSTANT.x 2. pROSTEJ[IE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONAw \TOM PARAGRAFE DANY KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASAI pUASSONA, RE[ENIQ KOTORYH MOGUT BYTX NAJDENY NEPOSREDSTWENNO,PROSTYM PODBOROM, BEZ PRIMENENIQ OB℄IH METODOW.1. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA.13. rASSMOTRIM KRUG RADIUSA a S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT.pUSTX (�; ') | POLQRNYE, A (x; y) | PRQMOUGOLXNYE KOORDINATY.nAJ-TI RE[ENIE PERWOJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLA-SA, ESLI ZADANY SLEDU�℄IE GRANI^NYE USLOWIQ:A) u���=a = A; B) u���=a = A 
os'; W) u���=a = A+By;G) u���=a = Axy; D) u���=a = A+B sin';E) u���=a = A sin2 '+B 
os2 ';GDE A I B | POSTOQNNYE.14. rE[ITX WTORU� WNUTRENN�� KRAEWU� ZADA^U�u = 0; �u�n ���C= f(')DLQ KRUGA C RADIUSA a S CENTROM W TO^KE � = 0 DLQ SLEDU�℄IH ^AST-

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 65NYH SLU^AEW:A) f = A; B) f = Ax; W) f = A(x2 � y2); G) f = A 
os'+B;D) f = A sin'+B sin3 '.oTMETITX NEPRAWILXNO POSTAWLENNYE ZADA^I.15. nAJTI FUNKCII u(�; '), GARMONI^ESKIE WNE KRUGA RADIUSA � == a I UDOWLETWORQ�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM A) { E) ZADA^I 13 (PERWAQWNE[NQQ KRAEWAQ ZADA^A DLQ KRUGA).16. nAJTI FUNKCII u = u(�; '), GARMONI^ESKIE WNE KRUGA RADIU-SA � = a I UDOWLETWORQ�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM ZADA^I 14 (WTORAQWNE[NQQ KRAEWAQ ZADA^A DLQ KRUGA).17. nAJTI FUNKCI� u = u(�; '), GARMONI^ESKU� WNUTRI KOLXCAa < � < b I UDOWLETWORQ�℄U� GRANI^NYM USLOWIQMu���=a = u1; u���=b = u2:pOLXZUQSX RE[ENIEM ZADA^I, NAJTI EMKOSTX CILINDRI^ESKOGO KONDEN-SATORA, RASS^ITANNU� NA EDINICU DLINY.18. nAJTI FUNKCI�, GARMONI^ESKU� WNUTRI KRUGOWOGO SEKTORA0 < � < a, 0 < ' < �, ESLIu���=a = u0� '; u��'=0 = 0; u��'=� = u0:19. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA W POLUPLOSKOSTI y > 0,PRINIMA�℄EE PRI y = 0 GRANI^NYE ZNA^ENIQ u = '1 PRI x < 0; u == '2 PRI x > 0, I SRAWNITX EGO S RE[ENIEM ZADA^I 18.20. oPREDELITX FUNKCI� u, GARMONI^ESKU�:A) WNUTRI SFERY RADIUSA r = a;B) WNE SFERY r = a;I PRINIMA�℄U� NA SFERE ZNA^ENIE u0.21. oPREDELITX STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUT-RI SFERI^ESKOGO SLOQ a < r < b, ESLI SFERA r = a PODDERVIWAETSQ PRITEMPERATURE u1, SFERA r = b | PRI TEMPERATURE u2.22. pOLXZUQSX RE[ENIEM ZADA^I 21, NAJTI EMKOSTX SFERI^ESKOGOKONDENSATORA, ZAPOLNENNOGO DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTO-QNNOJ " = 
onst I OGRANI^ENNOGO SFERAMI r = a I r = b.23. nAJTI EMKOSTX SFERI^ESKOGO KONDENSATORA, ZAPOLNENNOGO NE-ODNORODNYM DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI a < r < 
;"2 PRI 
 < r < b:24. rE[ITX ZADA^U, ANALOGI^NU� PREDYDU℄EJ ZADA^E, DLQ CI-LINDRI^ESKOGO KONDENSATORA.25. nAJTI POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ SFERY RADIUSA a,ZARQVENNOJ DO POTENCIALA u0 I POME℄ENNOJ W NEOGRANI^ENNU� SREDUSO SLEDU�℄IM RASPREDELENIEM DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ:" = �"1 PRI a < r < 
;"2 PRI r > 
:5 b.m. bUDAK I DR.
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:5 b.m. bUDAK I DR.



66 uSLOWIQ ZADA^rASSMOTRETX ^ASTNYE SLU^AI:A) 
 =1; B) "2 =1; W) "1 = "2 = ".26. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE BESKONE^NOGO PROWODQ℄EGOCILINDRA RADIUSA � = a, ZARQVENNOGO DO POTENCIALA u0 I OKRUVENNO-GO DI\LEKTRI^ESKOJ OBKLADKOJ, OGRANI^ENNOJ CILINDRI^ESKOJ POWERH-NOSTX� RADIUSA � = b, NA KOTOROJ PODDERVIWAETSQ NULEWOJ POTENCIAL.27. nAJTI FUNKCI� u, GARMONI^ESKU� WNUTRI SLOQ, OGRANI^ENNO-GO PLOSKOSTQMI z = 0 I z = h, ESLIu��z=0 = u1; u��z=h = u2:28. nAJTI EMKOSTX PLOSKOGO KONDENSATORA, RASS^ITANNU� NA EDI-NICU PLO℄ADI OBKLADOK, ESLI MEVDU OBKLADKAMI KONDENSATORA NAHO-DITSQ DI\LEKTRIK S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ ". rASSMOTRETX DWASLU^AQ:A) " = 
onst PRI 0 < z < h, B) " = �"1 PRI 0 < z < h1;"2 PRI h1 < z < h:oPREDELITX FUNKCI� u = u(x; y), GARMONI^ESKU� WNUTRI PRQMO-UGOLXNIKA 0 < x < a, 0 < y < b I UDOWLETWORQ�℄U� USLOWIQMu(x; 0) = u1; u(x; b) = u2; �u�x ���x=0x=a= 0:2. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ pUASSONA.30. nAJTI RE[ENIE URAWNENIQ pUASSONA �u = 1 WNUTRI KRUGARADIUSA � = a, ESLI u���=a = 0.31. rE[ITX URAWNENIE �u = A WNUTRI KRUGA RADIUSA � = a PRIGRANI^NOM USLOWII �u�n ����=a= B, WYBRAW POSTOQNNU� B TAK, ^TOBYZADA^A IMELA RE[ENIE.32. tREBUETSQ OPREDELITX RE[ENIE URAWNENIQ �u = A WNUTRIKOLXCA a < � < b PRI SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIQH:A) u���=a = u1; u���=b = u2; B) u���=a = u1; �u�n ����=b= C;W) �u�n ����=a= B1; �u�n ����=b= C.oPREDELITX POSTOQNNYE, PRI KOTORYH ZADA^I IME�T RE[ENIQ.33. nAJTI RE[ENIQ:A) URAWNENIQ �u = 1; B) URAWNENIQ �u = Ar +B;WNUTRI SFERY r < a, ESLI NA SFERE WYPOLNQETSQ GRANI^NOE USLO-WIE u��r=a = 0.34. nAJTI WNUTRI SFERI^ESKOGO SLOQ a < r < b RE[ENIQ URAW-NENIJ:A) �u = 1; B) �u = A+ Br ;PRI GRANI^NYH USLOWIQH u��r=a = 0, u��r=b = 0.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 67x 3. fUNKCIQ ISTO^NIKAfUNKCIQ WLIQNIQ TO^E^NOGO ISTO^NIKA (FUNKCIQ gRINA) QWLQET-SQ WESXMA MO℄NYM SREDSTWOM RE[ENIQ KRAEWYH ZADA^ DLQ URAWNENIQlAPLASA I pUASSONA.nASTOQ℄IJ PARAGRAF SODERVIT ZADA^I NA POSTROENIE FUNKCIIISTO^NIKA DLQ RQDA OBLASTEJ, DOPUSKA�℄IE PRIMENENIE METODA ZER-KALXNYH IZOBRAVENIJ (METODA OTRAVENIJ); PRI \TOM ISHODNOJ QWLQET-SQ FUNKCIQ ISTO^NIKA W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, RAWNAQ e4� 1r ,GDE e4� | MO℄NOSTX ISTO^NIKA (ZARQD).wOZMOVNY RAZLI^NYE FIZI^ESKIE INTERPRETACII FUNKCII ISTO^-NIKA (\LEKTROSTATI^ESKAQ, TERMI^ESKAQ I T.D.).pRI FORMULIROWKE ZADA^ MY OBY^NO POLXZUEMSQ \LEKTROSTATI-^ESKOJ INTERPRETACIEJ FUNKCII ISTO^NIKA, PREDPOLAGAQ GRANICY OB-LASTEJ IDEALXNO PROWODQ℄IMI I ZAZEMLENNYMI.zADA^I NA POSTROENIE FUNKCII ISTO^NIKA METODOM RAZDELENIQ PE-REMENNYH DANY W x 4.1. fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ OBLASTEJ S PLOSKIMI GRANI-CAMI.35. nAJTI POTENCIAL POLQ TO^E^NOGO \LEKTRI^ESKOGO ZARQDA, PO-ME℄ENNOGO NAD IDEALXNO PROWODQ℄EJ ZAZEMLENNOJ PLOSKOSTX� z = 0,I WY^ISLITX PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH INDUCIROWANNYH ZARQDOW. nA-PISATX RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA W PO-LUPROSTRANSTWE z > 0.36. nAJTI POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA WNUTRI SLOQ, OGRANI^EN-NOGO DWUMQ IDEALXNO PROWODQ℄IMI PLOSKOSTQMI z = 0 I z = l,KOTORYE PODDERVIWA�TSQ PRI POTENCIALE, RAWNOM NUL�. iSSLEDOWATXSHODIMOSTX RQDA, POSTROENNOGO METODOM OTRAVENIJ, I POKAZATX WOZ-MOVNOSTX DWUKRATNOGO PO^LENNOGO DIFFERENCIROWANIQ \TOGO RQDA.37. rASSMOTRETX ZADA^U O TO^E^NOM ISTO^NIKE TOKA W PROWODQ℄EMSLOE 0 < z < l, IZOLIROWANNOM WDOLX PLOSKOSTEJ z = 0 I z = 1.nAJTI KOMPONENTY \LEKTRI^ESKOGO POLQ I UBEDITXSQ W TOM, ^TONEPOSREDSTWENNOE PRIMENENIE METODA OTRAVENIJ DLQ NAHOVDENIQ PO-TENCIALA DAET RASHODQ℄IJSQ RQD.38. rASSMOTRETX ZADA^U 37, S^ITAQ, ^TO ODNA STENKA IZOLIROWANA,A NA WTOROJ | POTENCIAL POLQ RAWEN NUL�. iSSLEDOWATX SHODIMOSTXRQDOW DLQ POTENCIALA.39. pOSTROITX FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ �u = 0 W PO-LUPROSTRANSTWE z > 0 PRI GRANI^NOM USLOWII TRETXEGO RODA�u�z + hu = 0 PRI z = 0:40. nAJTI POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA WNUTRI �POLUSLOQ� 0 66 z 6 l, x > 0, OGRANI^ENNOGO PLOSKOSTQMI z = 0, z = l I x = 0,S^ITAQ, ^TO STENKI IDEALXNO PROWODQ℄IE I IME�T NULEWOJ POTENCIAL.5�
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68 uSLOWIQ ZADA^41. wNUTRI DWUGRANNOGO UGLA WELI^INOJ � = �=n (n| NATURALX-NOE ^ISLO), OGRANI^ENNOGO IDEALXNO PROWODQ℄IMI STENKAMI S NULE-WYM POTENCIALOM, TO^E^NYJ \LEKTRI^ESKIJ ZARQD. nAJTI \LEKTRI^ES-KOE POLE, POROVDAEMOE \TIM ZARQDOM.42. dWUGRANNYJ UGOL ZADA^I 41 PERESEKA�T DWE IDEALXNO PRO-WODQ℄IE PLOSKOSTI z = 0 I z = l, PERPENDIKULQRNYE K REBRUDWUGRANNOGO UGLA. wNUTRI OBLASTI, OGRANI^ENNOJ DWUGRANNYM UGLOMI \TIMI PLOSKOSTQMI, POME℄EN TO^E^NYJ ZARQD.pOTENCIAL WSEH PLOSKOSTEJ RAWEN NUL�.oPREDELITX POTENCIAL POLQ \TOGO ZARQDA. rASSMOTRETX ^ASTNYESLU^AI:A) � = � (SR. S ZADA^EJ 36); B) l !1 (SR. S ZADA^EJ 35).43. wNUTRI DWUGRANNOGO UGLA ZADA^I 41 POME℄EN ISTO^NIK TEPLAMO℄NOSTX� Q.nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI \TOGOUGLA, ESLI EGO STENKI TEPLOIZOLIROWANY.44. rE[ITX S POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA PERWU� KRAEWU� ZADA-^U WNUTRI DWUGRANNOGO UGLA WELI^INOJ � = �=n, GDE n| NATURALXNOE^ISLO, ESLI NA EGO STORONAH ZADANY GRANI^NYE USLOWIQu��'=a = 0; u��'=a = V:45. rE[ITX S POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA PERWU� KRAEWU� ZA-DA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASA W POLUPLOSKOSTI y > 0, ESLIu��y=0 = �0 PRI x < 0;V PRI x > 0:46. nAJTI POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO TO-^E^NYM ZARQDOM WNUTRI BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJ POLOSTI, S^I-TAQ, ^TO GRANICA OBLASTI IDEALXNO PROWODQ℄AQ I IMEET NULEWOJPOTENCIAL, A PERPENDIKULQRNOE SE^ENIE POLOSTI IMEET FORMU PRQ-MOUGOLXNIKA SO STORONAMI a I b.47. rE[ITX ZADA^U 46, PREDPOLAGAQ, ^TO PERPENDIKULQRNOE SE^E-NIE IMEET FORMU RAWNOBEDRENNOGO PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA.48. rE[ITX ZADA^U 46 DLQ POLUBESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJ PO-LOSTI z > 0.49. nAJTI WYRAVENIE DLQ POTENCIALA TO^E^NOGO ZARQDA WNUTRIPRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA S IDEALXNO PROWODQ℄IMI STENKAMI,KOTORYE PODDERVIWA�TSQ PRI NULEWOM POTENCIALE.2. fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ OBLASTEJ SO SFERI^ESKIMI(KRUGOWYMI) I PLOSKIMI GRANICAMI.50. nAJTI POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO TO-^E^NYM ZARQDOM e WNUTRI ZAZEMLENNOJ SFERY.51. pOLXZUQSX RE[ENIEM ZADA^I 50, NAJTI PLOTNOSTX POWERHNOST-NYH ZARQDOW, INDUCIROWANNYH NA SFERE, I NAPISATX RE[ENIE PERWOJ

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 69WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI SFERY; PO-LU^ITX OTS�DA FORMULU pUASSONA, DA�℄U� RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA (SM. [7, GL. IV, S. 327℄).52. nAJTI POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO TO-^E^NYM ZARQDOM, NAHODQ℄IMSQ WNE ZAZEMLENNOJ SFERY.53. pOLXZUQSX RE[ENIEM ZADA^I 52, WY^ISLITX PLOTNOSTX POWERH-NOSTNYH ZARQDOW NA SFERE I NAPISATX RE[ENIE PERWOJ WNE[NEJ KRAE-WOJ ZADA^I DLQ SFERY.54. A) wNUTRI BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJ POLOSTI KRUGOWOGO SE-^ENIQ \LEKTROSTATI^ESKOE POLE SOZDAETSQ ZARQVENNOJ NITX�, PARAL-LELXNOJ OSI CILINDRA. nAJTI POTENCIAL \TOGO POLQ.B) rE[ITX TU VE ZADA^U, ESLI ZARQVENNAQ NITX NAHODITSQ WNECILINDRA.W) rE[ENIQ ZADA^ A) I B) ISPOLXZOWATX DLQ POSTROENIQ RE[ENIQZADA^I dIRIHLE WNUTRI I WNE KRUGA.55. nAJTI FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ �u = 0 WNUTRI ZAZEMLENNOGOPOLU[ARA, A TAKVE ^ETWERTOJ ^ASTI [ARA.56. pOSTROITX FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ ZADA^I dIRIHLE:A) WNUTRI POLUKRUGA; B) WNUTRI ^ETWERTOJ ^ASTI KRUGA;W) WNUTRI SEKTORA S UGLOM RASTWORA � = �=n.57. nAJTI POTENCIAL POLQ, SOZDAWAEMOGO TO^E^NYM ZARQDOM eWNUTRI SFERI^ESKOGO SLOQ, OGRANI^ENNOGO DWUMQ KONCENTRI^ESKIMIPROWODQ℄IMI ZAZEMLENNYMI SFERAMI S RADIUSAMI a I b. iSSLEDOWATXSHODIMOSTX POSTROENNOGO RQDA, A TAKVE RQDOW, POLU^A�℄IHSQ PRIDWUKRATNOM PO^LENNOM DIFFERENCIROWANII ISHODNOGO RQDA.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI a ! 0 I b ! 1 I SRAWNITX SRE[ENIQMI ZADA^ 50 I 52.58. pOSTROITX WNUTRI KOLXCA a 6 � 6 b FUNKCI� ISTO^NIKA DLQZADA^I dIRIHLE.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI a ! 0 I b ! 1 I SRAWNITX SRE[ENIEM ZADA^I 54.59. nAJTI POLE TO^E^NOGO ZARQDA e W NEOGRANI^ENNOM PROSTRAN-STWE W PRISUTSTWII PROWODQ℄EJ SFERY, NA KOTOROJ RASPREDELEN ZARQDWELI^INOJ e1. wY^ISLITX PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW, INDUCI-ROWANNYH NA SFERE.3. fUNKCIQ ISTO^NIKA W NEODNORODNYH SREDAH.60. nAJTI POLE TO^E^NOGO ZARQDA W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE,ZAPOLNENNOM NEODNORODNYM DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI z > 0;"2 PRI z < 0:wY^ISLITX POWERHNOSTNU� PLOTNOSTX, A TAKVE WELI^INU ZARQDA, IN-DUCIROWANNOGO NA GRANICE RAZDELA z = 0.
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gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 69WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI SFERY; PO-LU^ITX OTS�DA FORMULU pUASSONA, DA�℄U� RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA (SM. [7, GL. IV, S. 327℄).52. nAJTI POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO TO-^E^NYM ZARQDOM, NAHODQ℄IMSQ WNE ZAZEMLENNOJ SFERY.53. pOLXZUQSX RE[ENIEM ZADA^I 52, WY^ISLITX PLOTNOSTX POWERH-NOSTNYH ZARQDOW NA SFERE I NAPISATX RE[ENIE PERWOJ WNE[NEJ KRAE-WOJ ZADA^I DLQ SFERY.54. A) wNUTRI BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJ POLOSTI KRUGOWOGO SE-^ENIQ \LEKTROSTATI^ESKOE POLE SOZDAETSQ ZARQVENNOJ NITX�, PARAL-LELXNOJ OSI CILINDRA. nAJTI POTENCIAL \TOGO POLQ.B) rE[ITX TU VE ZADA^U, ESLI ZARQVENNAQ NITX NAHODITSQ WNECILINDRA.W) rE[ENIQ ZADA^ A) I B) ISPOLXZOWATX DLQ POSTROENIQ RE[ENIQZADA^I dIRIHLE WNUTRI I WNE KRUGA.55. nAJTI FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ �u = 0 WNUTRI ZAZEMLENNOGOPOLU[ARA, A TAKVE ^ETWERTOJ ^ASTI [ARA.56. pOSTROITX FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ ZADA^I dIRIHLE:A) WNUTRI POLUKRUGA; B) WNUTRI ^ETWERTOJ ^ASTI KRUGA;W) WNUTRI SEKTORA S UGLOM RASTWORA � = �=n.57. nAJTI POTENCIAL POLQ, SOZDAWAEMOGO TO^E^NYM ZARQDOM eWNUTRI SFERI^ESKOGO SLOQ, OGRANI^ENNOGO DWUMQ KONCENTRI^ESKIMIPROWODQ℄IMI ZAZEMLENNYMI SFERAMI S RADIUSAMI a I b. iSSLEDOWATXSHODIMOSTX POSTROENNOGO RQDA, A TAKVE RQDOW, POLU^A�℄IHSQ PRIDWUKRATNOM PO^LENNOM DIFFERENCIROWANII ISHODNOGO RQDA.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI a ! 0 I b ! 1 I SRAWNITX SRE[ENIQMI ZADA^ 50 I 52.58. pOSTROITX WNUTRI KOLXCA a 6 � 6 b FUNKCI� ISTO^NIKA DLQZADA^I dIRIHLE.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI a ! 0 I b ! 1 I SRAWNITX SRE[ENIEM ZADA^I 54.59. nAJTI POLE TO^E^NOGO ZARQDA e W NEOGRANI^ENNOM PROSTRAN-STWE W PRISUTSTWII PROWODQ℄EJ SFERY, NA KOTOROJ RASPREDELEN ZARQDWELI^INOJ e1. wY^ISLITX PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW, INDUCI-ROWANNYH NA SFERE.3. fUNKCIQ ISTO^NIKA W NEODNORODNYH SREDAH.60. nAJTI POLE TO^E^NOGO ZARQDA W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE,ZAPOLNENNOM NEODNORODNYM DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI z > 0;"2 PRI z < 0:wY^ISLITX POWERHNOSTNU� PLOTNOSTX, A TAKVE WELI^INU ZARQDA, IN-DUCIROWANNOGO NA GRANICE RAZDELA z = 0.



70 uSLOWIQ ZADA^61. pOLUPROSTRANSTWO z > 0 ZAPOLNENO NEODNORODNOJ PROWODQ℄EJSREDOJ, PROWODIMOSTX KOTOROJ RAWNA� = ��1 PRI z > h;�2 PRI 0 < z < h:w TO^KE M(0; 0; �) POME℄EN TO^E^NYJ ISTO^NIK TOKA.oPREDELITX \LEKTRI^ESKOE POLE NA POWERHNOSTI PROWODNIKA (PRIz = 0). rASSMOTRETX SLU^AJ � = 0 (ISTO^NIK NA POWERHNOSTI).62. zAZEMLENNYJ PROWODQ℄IJ LIST, LEVA℄IJ W PLOSKOSTI y, z,IMEET SFERI^ESKU� WYPUKLOSTX RADIUSA a S CENTROM W NA^ALE KOOR-DINAT; WSE POLUPROSTRANSTWO y < 0, LEVA℄EE NIVE PLOSKOSTI x, z,ZAPOLNENO DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "2; SREDA, ZA-POLNQ�℄AQ POLUPROSTRANSTWO y > 0 NAD PLOSKOSTX� y = 0, IMEETDI\LEKTRI^ESKU� POSTOQNNU� "1. nAJTI POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA,POME℄ENNOGO NAD PLOSKOSTX� y = 0 W TO^KE M0(x0; y0; z0), PRI^EMr0 =qx20 + y20 + z20 > a:63. pOLUPROSTRANSTWO z > 0 ZAPOLNENO NEODNORODNOJ PROWODQ℄EJSREDOJ, PROWODIMOSTX KOTOROJ RAWNA� = ��1 PRI y < 0;�2 PRI y > 0:w TO^KEM0(0; �h; �) POME℄EN TO^E^NYJ ISTO^NIK TOKA MO℄NOSTX� I0.nAJTI POTENCIAL \LEKTRI^ESKOGO POLQ, A TAKVE PLOTNOSTX TOKA PRIy = 0, � = 0.64. w BESKONE^NOM PROSTRANSTWE W TO^KAH (0; �0; '0) I (
; �0; '0)NAHODQTSQ DWE ZAZEMLENNYE PROWODQ℄IE SFERY S RADIUSAMI a I b. wTO^KE � = �0 NA LINII, SOEDINQ�℄EJ CENTRY SFER, POME℄EN ZARQD e.nAJTI POTENCIAL POLQ WNE SFER.x 4. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. kRAEWYE ZADA^I DLQ KRUGA, KOLXCA I SEKTORA.65. nAPISATX RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAP-LASA WNUTRI KRUGA.66. nAPISATX RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAP-LASA WNE KRUGA.67. nAPISATX RE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ�u = 0: A) WNUTRI; B) WNE KRUGA.68. A) nAPISATX RE[ENIE TRETXEJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQURAWNENIQ lAPLASA W KRUGE, ESLI GRANI^NOE USLOWIE ZAPISYWAETSQ WWIDE �u�� + hu = f PRI � = a:B) nAJTI TAKVE RE[ENIE TRETXEJ WNE[NEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQKRUGA.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 7169. bESKONE^NYJ PROWODQ℄IJ CILINDR (CILINDRI^ESKIJ KONDUK-TOR) ZARQVEN DO POTENCIALAV = �V1 PRI 0 < ' < �;V2 PRI � < ' < 2�;GDE V1 I V2 | POSTOQNNYE.nAJTI POLE WNUTRI I WNE CILINDRI^ESKOJ POLOSTI, A TAKVE PLOT-NOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW I SUMMARNYJ ZARQD.70. nAJTI RE[ENIE: A) WNUTRENNEJ; B) WNE[NEJ KRAEWYH ZADA^;DLQ URAWNENIQ lAPLASA, ESLI NA GRANICE KRUGA ZADANY USLOWIQ:1) u���=a = A sin'; 2) u���=a = A sin3 '+B;3) u���=a = (A sin' PRI 0 < ' < �;13 A sin3 ' PRI � < ' < 2�:71. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W BESKONE^NO DLINNOMKRUGLOM CILINDRE, ESLI NA EGO POWERHNOSTI NA EDINICU DLINY ZADANTEPLOWOJ POTOK Q = q 
os'.72. rE[ITX ZADA^U 69, PREDPOLAGAQ, ^TO CILINDR ZAPOLNEN NEOD-NORODNYM DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI � < a;"2 PRI a < � < b;GDE b | RADIUS CILINDRA.73. bESKONE^NO DLINNYJ KRUGLYJ CILINDR RADIUSA a DWIVETSQS POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 PERPENDIKULQRNO K SWOEJ OSI W NEOGRANI-^ENNOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI, KOTORAQ NA BESKONE^NOSTI NAHODITSQW POKOE. nAJTI POTENCIAL SKOROSTEJ VIDKOSTI.74. rE[ITX ZADA^U OB OBTEKANII NEPODWIVNOGO BESKONE^NOGO CI-LINDRA, ESLI NA BESKONE^NOSTI SKOROSTX VIDKOSTI RAWNA v0.75. A) tWERDYJ [AR DWIVETSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 W BEZ-GRANI^NOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI, POKOQ℄EJSQ NA BESKONE^NOSTI.nAJTI POTENCIAL SKOROSTEJ.B) rE[ITX ZADA^U OB OBTEKANII NEPODWIVNOGO TWERDOGO [ARA PO-TOKOM VIDKOSTI, IME�℄IM NA BESKONE^NOSTI SKOROSTX v0.76. dI\LEKTRI^ESKIJ [AR S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "1, PO-ME℄ENNYJ W BEZGRANI^NYJ ODNORODNYJ DI\LEKTRIK S DI\LEKTRI^ESKOJPOSTOQNNOJ "2 ("2 6= "1), NAHODITSQ W ODNORODNOM PARALLELXNOM WNE[-NEM POLE S NAPRQVENNOSTX� E0. nAJTI WELI^INU POLQRIZACII [ARAI EGO DIPOLXNYJ MOMENT.77. rE[ITX ZADA^U 76 DLQ BESKONE^NOGO DI\LEKTRI^ESKOGO CI-LINDRA KRUGOWOGO SE^ENIQ (� 6 a), S^ITAQ, ^TO WNE[NEE POLE E0 NA-PRAWLENO PERPENDIKULQRNO K OSI CILINDRA.78. pROWODQ℄IJ [AR NAHODITSQ WO WNE[NEM \LEKTROSTATI^ESKOMPOLE E0. nAJTI WELI^INU ISKAVENIQ WNE[NEGO POLQ.
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os'.72. rE[ITX ZADA^U 69, PREDPOLAGAQ, ^TO CILINDR ZAPOLNEN NEOD-NORODNYM DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI � < a;"2 PRI a < � < b;GDE b | RADIUS CILINDRA.73. bESKONE^NO DLINNYJ KRUGLYJ CILINDR RADIUSA a DWIVETSQS POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 PERPENDIKULQRNO K SWOEJ OSI W NEOGRANI-^ENNOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI, KOTORAQ NA BESKONE^NOSTI NAHODITSQW POKOE. nAJTI POTENCIAL SKOROSTEJ VIDKOSTI.74. rE[ITX ZADA^U OB OBTEKANII NEPODWIVNOGO BESKONE^NOGO CI-LINDRA, ESLI NA BESKONE^NOSTI SKOROSTX VIDKOSTI RAWNA v0.75. A) tWERDYJ [AR DWIVETSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 W BEZ-GRANI^NOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI, POKOQ℄EJSQ NA BESKONE^NOSTI.nAJTI POTENCIAL SKOROSTEJ.B) rE[ITX ZADA^U OB OBTEKANII NEPODWIVNOGO TWERDOGO [ARA PO-TOKOM VIDKOSTI, IME�℄IM NA BESKONE^NOSTI SKOROSTX v0.76. dI\LEKTRI^ESKIJ [AR S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "1, PO-ME℄ENNYJ W BEZGRANI^NYJ ODNORODNYJ DI\LEKTRIK S DI\LEKTRI^ESKOJPOSTOQNNOJ "2 ("2 6= "1), NAHODITSQ W ODNORODNOM PARALLELXNOM WNE[-NEM POLE S NAPRQVENNOSTX� E0. nAJTI WELI^INU POLQRIZACII [ARAI EGO DIPOLXNYJ MOMENT.77. rE[ITX ZADA^U 76 DLQ BESKONE^NOGO DI\LEKTRI^ESKOGO CI-LINDRA KRUGOWOGO SE^ENIQ (� 6 a), S^ITAQ, ^TO WNE[NEE POLE E0 NA-PRAWLENO PERPENDIKULQRNO K OSI CILINDRA.78. pROWODQ℄IJ [AR NAHODITSQ WO WNE[NEM \LEKTROSTATI^ESKOMPOLE E0. nAJTI WELI^INU ISKAVENIQ WNE[NEGO POLQ.



72 uSLOWIQ ZADA^79. bESKONE^NYJ PROWODQ℄IJ CILINDR NAHODITSQ W ODNORODNOMWNE[NEM \LEKTRI^ESKOM POLE E0, NAPRAWLENNOM WDOLX OSI x; OBRAZU-�℄AQ CILINDRA PARALLELXNA OSI z. nAJTI PLOTNOSTX POWERHNOSTNOGOZARQDA NA CILINDRE.80. rE[ITX WNUTRENN�� ZADA^U dIRIHLE DLQ KOLXCA a 6 � 6 b.81. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W TWERDOM TELE, OGRANI-^ENNOM BESKONE^NYMI CILINDRI^ESKIMI POWERHNOSTQMI S RADIUSAMI aI b (a < b), ESLI NA POWERHNOSTI CILINDRA � = a PODDERVIWAETSQ PO-STOQNNAQ TEMPERATURA u0, NA POWERHNOSTI � = b PRI 0 < ' < � PODDER-VIWAETSQ TEMPERATURA u0, A PRI � < ' < 2� | TEMPERATURA, RAWNAQNUL�.82. pO BESKONE^NOMU KOAKSIALXNOMU CILINDRI^ESKOMU KABEL�a < � < b PROTEKAET POSTOQNNYJ TOK SILY I . nAJTI RASPREDELENIETEMPERATURY WNUTRI PROWODA, ESLI POWERHNOSTX � = a PODDERVIWAETSQPRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA WNE[NEJ GRANICE ZADAN TEPLOWOJPOTOK, RAWNYJ A 
os2 ', GDE ' | POLQRNYJ UGOL.83. nA GRANICE TONKOJ PLASTINKI W FORME KRUGOWOGO SEKTORA � 66 a, 0 6 ' 6 � ZADANA TEMPERATURAu = �f(') PRI � = a;0 PRI ' = 0 I ' = �:nAJTI STACIONARNOE TERMI^ESKOE POLE W PLASTINKE. rASSMOTRETX^ASTNYJ SLU^AJ f(') = �u1 PRI 0 < ' < �=2;u2 PRI �=2 < ' < �:84. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY W TONKOJPLASTINKE, IME�℄EJ FORMU KRUGOWOGO SEKTORA, RADIUSY KOTOROGO POD-DERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE u1, A DUGA OKRUVNOSTI | PRI TEMPE-RATURE u2.85. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI BESKONE^NOGO CILIND-RA, PERPENDIKULQRNOE SE^ENIE KOTOROGO IMEET FORMU POLUKRUGA; PO-WERHNOSTX CILINDRA, SOOTWETSTWU�℄AQ DIAMETRU POLUKRUGA, ZARQVE-NA DO POTENCIALA V1, A OSTALXNAQ POWERHNOSTX | DO POTENCIALA V2.86. rE[ITX URAWNENIE lAPLASA WNUTRI KOLXCEWOGO SEKTORA, OGRA-NI^ENNOGO DUGAMI OKRUVNOSTEJ � = a, � = b I RADIUSAMI ' = 0,' = �, ESLI ZADANY SLEDU�℄IE USLOWIQ NA GRANICAH:u = 0 PRI ' = 0; ' = �;u = �f(') PRI � = a;F (') PRI � = b:rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI a! 0, b!1, � = �.87. rE[ITX ZADA^U 86 DLQ ^ASTNOGO SLU^AQf(') = u0; F (') = 0:88. oPREDELITX MAGNITNOE POLE TOKOW, ODIN IZ KOTORYH TE^ET WDLINNOM PRQMOM PROWODE W ODNOM NAPRAWLENII, A DRUGOJ | W PARAL-

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 73LELXNOM PROWODE, NAHODQ℄EMSQ OT PERWOGO NA RASSTOQNII a, W OBRATNOMNAPRAWLENII.89. pUSTX W BESKONE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJ PLENKE TE^ETTOK PARALLELXNYJ OSI z, S PLOTNOSTX� TOKA i. nAJTI WEKTOR-POTEN-CIAL MAGNITNOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO \TIM TOKOM.90. 
ILINDR ILI PROWOD KRUGLOGO SE^ENIQ S MAGNITNOJ PRONI-CAEMOSTX� �1 POME℄EN W SREDU S MAGNITNOJ PRONICAEMOSTX� �2. pOPROWODU PROTEKAET TOK I . wNE[NEE MAGNITNOE POLE NAPRAWLENO PERPEN-DIKULQRNO K OSI PROWODA I WS�DU PARALLELXNO I ODNORODNO. oPREDE-LITX POLNOE MAGNITNOE POLE W TO^KAH WNUTRI I WNE CILINDRA, S^ITAQCILINDR BESKONE^NO DLINNYM.91. wY^ISLITX WELI^INU MAGNITNOJ INDUKCII SNARUVI CILIND-RI^ESKOGO \KRANA S WNUTRENNIM I WNE[NIM RADIUSAMI a I b, IME�℄EGOMAGNITNU� PRONICAEMOSTX �2 I OKRUVA�℄EGO DWA PARALLELXNYH PRQ-MOLINEJNYH PROWODA, RASPOLOVENNYH SIMMETRI^NO OTNOSITELXNO OSICILINDRA I NESU℄IH PROTIWOPOLOVNO NAPRAWLENNYE TOKI (MAGNITNOE\KRANIROWANIE DWUHPROWODNOJ LINII); CILINDR SLEDUET S^ITATX BES-KONE^NO DLINNYM; KOORDINATY PROWODOW � = 
0, �0 = 0 I �0 = �.92. pOLYJ [AR 0 < r < b POME℄EN W ODNORODNOE PARALLELXNOEMAGNITNOE POLE. pUSTX � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX [ARA, W TOWREMQ KAK MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX WNE[NEJ SREDY PRINQTA RAWNOJEDINICE.nAJTI ISKAVENNOE MAGNITNOE POLE WO WSEM PROSTRANSTWE. sRAW-NITX POLE WNUTRI [ARA S WNE[NIM POLEM DLQ SLU^AQ � > 1 I DLQSLU^AQ � < 1.2.kRAEWYE ZADA^I DLQ POLOSY, PRQMOUGOLXNIKA, PLOSKOGOSLOQ I PARALLELEPIPEDA.93. nAJTI RE[ENIE OB℄EJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA.94. rE[ITX SME[ANNU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASAWNUTRI PRQMOUGOLXNIKA, ESLI:A) NA DWUH SOSEDNIH STORONAH ZADANY KRAEWYE USLOWIQ PERWOGORODA, A NA DWUH DRUGIH STORONAH| USLOWIQ WTOROGO RODA;B) NA DWUH PROTIWOPOLOVNYH STORONAH ZADANY USLOWIQ PERWOGORODA, A NA DWUH OSTALXNYH | USLOWIQ WTOROGO RODA.95. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI OBLASTI, OGRANI^EN-NOJ PROWODQ℄IMI PLASTINAMI y = 0, y = b I x = 0, ESLI PLASTI-NA x = 0 ZARQVENA DO POTENCIALA V , PLASTINY y = 0, y = b ZAZEMLENY,A ZARQDY WNUTRI RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI OTSUTSTWU�T.96. rE[ITX ZADA^U 95, PREDPOLAGAQ, ^TO GRANICA y = b PODDERVI-WAETSQ PRI POTENCIALE V0. rASSMOTRETX PREDELXNYJ SLU^AJ b ! 1.97. rE[ITX URAWNENIE �u = 0 WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA 0 6 x 6 a,0 6 y 6 b PRI SLEDU�℄IH KRAEWYH USLOWIQH: u = V PRI x = 0,u = 0 PRI x = a I y = 0, u = V0 PRI y = b.sOWER[AQ PREDELXNYJ PEREHOD a!1, POLU^ITX RE[ENIE ZADA^I 96.
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os2 ', GDE ' | POLQRNYJ UGOL.83. nA GRANICE TONKOJ PLASTINKI W FORME KRUGOWOGO SEKTORA � 66 a, 0 6 ' 6 � ZADANA TEMPERATURAu = �f(') PRI � = a;0 PRI ' = 0 I ' = �:nAJTI STACIONARNOE TERMI^ESKOE POLE W PLASTINKE. rASSMOTRETX^ASTNYJ SLU^AJ f(') = �u1 PRI 0 < ' < �=2;u2 PRI �=2 < ' < �:84. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY W TONKOJPLASTINKE, IME�℄EJ FORMU KRUGOWOGO SEKTORA, RADIUSY KOTOROGO POD-DERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE u1, A DUGA OKRUVNOSTI | PRI TEMPE-RATURE u2.85. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI BESKONE^NOGO CILIND-RA, PERPENDIKULQRNOE SE^ENIE KOTOROGO IMEET FORMU POLUKRUGA; PO-WERHNOSTX CILINDRA, SOOTWETSTWU�℄AQ DIAMETRU POLUKRUGA, ZARQVE-NA DO POTENCIALA V1, A OSTALXNAQ POWERHNOSTX | DO POTENCIALA V2.86. rE[ITX URAWNENIE lAPLASA WNUTRI KOLXCEWOGO SEKTORA, OGRA-NI^ENNOGO DUGAMI OKRUVNOSTEJ � = a, � = b I RADIUSAMI ' = 0,' = �, ESLI ZADANY SLEDU�℄IE USLOWIQ NA GRANICAH:u = 0 PRI ' = 0; ' = �;u = �f(') PRI � = a;F (') PRI � = b:rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI a! 0, b!1, � = �.87. rE[ITX ZADA^U 86 DLQ ^ASTNOGO SLU^AQf(') = u0; F (') = 0:88. oPREDELITX MAGNITNOE POLE TOKOW, ODIN IZ KOTORYH TE^ET WDLINNOM PRQMOM PROWODE W ODNOM NAPRAWLENII, A DRUGOJ | W PARAL-

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 73LELXNOM PROWODE, NAHODQ℄EMSQ OT PERWOGO NA RASSTOQNII a, W OBRATNOMNAPRAWLENII.89. pUSTX W BESKONE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJ PLENKE TE^ETTOK PARALLELXNYJ OSI z, S PLOTNOSTX� TOKA i. nAJTI WEKTOR-POTEN-CIAL MAGNITNOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO \TIM TOKOM.90. 
ILINDR ILI PROWOD KRUGLOGO SE^ENIQ S MAGNITNOJ PRONI-CAEMOSTX� �1 POME℄EN W SREDU S MAGNITNOJ PRONICAEMOSTX� �2. pOPROWODU PROTEKAET TOK I . wNE[NEE MAGNITNOE POLE NAPRAWLENO PERPEN-DIKULQRNO K OSI PROWODA I WS�DU PARALLELXNO I ODNORODNO. oPREDE-LITX POLNOE MAGNITNOE POLE W TO^KAH WNUTRI I WNE CILINDRA, S^ITAQCILINDR BESKONE^NO DLINNYM.91. wY^ISLITX WELI^INU MAGNITNOJ INDUKCII SNARUVI CILIND-RI^ESKOGO \KRANA S WNUTRENNIM I WNE[NIM RADIUSAMI a I b, IME�℄EGOMAGNITNU� PRONICAEMOSTX �2 I OKRUVA�℄EGO DWA PARALLELXNYH PRQ-MOLINEJNYH PROWODA, RASPOLOVENNYH SIMMETRI^NO OTNOSITELXNO OSICILINDRA I NESU℄IH PROTIWOPOLOVNO NAPRAWLENNYE TOKI (MAGNITNOE\KRANIROWANIE DWUHPROWODNOJ LINII); CILINDR SLEDUET S^ITATX BES-KONE^NO DLINNYM; KOORDINATY PROWODOW � = 
0, �0 = 0 I �0 = �.92. pOLYJ [AR 0 < r < b POME℄EN W ODNORODNOE PARALLELXNOEMAGNITNOE POLE. pUSTX � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX [ARA, W TOWREMQ KAK MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX WNE[NEJ SREDY PRINQTA RAWNOJEDINICE.nAJTI ISKAVENNOE MAGNITNOE POLE WO WSEM PROSTRANSTWE. sRAW-NITX POLE WNUTRI [ARA S WNE[NIM POLEM DLQ SLU^AQ � > 1 I DLQSLU^AQ � < 1.2.kRAEWYE ZADA^I DLQ POLOSY, PRQMOUGOLXNIKA, PLOSKOGOSLOQ I PARALLELEPIPEDA.93. nAJTI RE[ENIE OB℄EJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA.94. rE[ITX SME[ANNU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASAWNUTRI PRQMOUGOLXNIKA, ESLI:A) NA DWUH SOSEDNIH STORONAH ZADANY KRAEWYE USLOWIQ PERWOGORODA, A NA DWUH DRUGIH STORONAH| USLOWIQ WTOROGO RODA;B) NA DWUH PROTIWOPOLOVNYH STORONAH ZADANY USLOWIQ PERWOGORODA, A NA DWUH OSTALXNYH | USLOWIQ WTOROGO RODA.95. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI OBLASTI, OGRANI^EN-NOJ PROWODQ℄IMI PLASTINAMI y = 0, y = b I x = 0, ESLI PLASTI-NA x = 0 ZARQVENA DO POTENCIALA V , PLASTINY y = 0, y = b ZAZEMLENY,A ZARQDY WNUTRI RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI OTSUTSTWU�T.96. rE[ITX ZADA^U 95, PREDPOLAGAQ, ^TO GRANICA y = b PODDERVI-WAETSQ PRI POTENCIALE V0. rASSMOTRETX PREDELXNYJ SLU^AJ b ! 1.97. rE[ITX URAWNENIE �u = 0 WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA 0 6 x 6 a,0 6 y 6 b PRI SLEDU�℄IH KRAEWYH USLOWIQH: u = V PRI x = 0,u = 0 PRI x = a I y = 0, u = V0 PRI y = b.sOWER[AQ PREDELXNYJ PEREHOD a!1, POLU^ITX RE[ENIE ZADA^I 96.



74 uSLOWIQ ZADA^98. pOLUSLOJ ZADA^I 95 ZAPOLNEN NEODNORODNYM DI\LEKTRIKOM SDI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI 0 < y < h;"2 PRI h < y < b:nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE W DI\LEKTRIKE.99. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI BESKONE^NOJ CILIND-RI^ESKOJ TRUBY PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ SO STORONAMI a I b, ZAPOL-NENNOJ NEODNORODNYM DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI 0 < y < h;"2 PRI h < y < b;ESLI STENKA x = 0 ZARQVENA DO POTENCIALA V , A OSTALXNYE STENKIZAZEMLENY. rASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA STENKA x = a UDALQETSQ W BES-KONE^NOSTX.100. rE[ITX ZADA^U 99 PRI USLOWII, ^TO ZARQVENA STENKA y = b,A OSTALXNYE STENKI ZAZEMLENY.101. ~EREZ GRANX y = 0 BESKONE^NOGO CILINDRA S PRQMOUGOLXNYMSE^ENIEM 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b WTEKAET, A ^EREZ GRANX x = 0 WYTEKAETKOLI^ESTWO TEPLA Q.nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI CILINDRA, S^ITAQ, ^TOTEPLOWOJ POTOK RAWNOMERNO RASPREDELEN PO POWERHNOSTI GRANI x = 0I SOOTWETSTWENNO PO POWERHNOSTI GRANI x = 0, A OSTALXNYE DWE GRANITELA TEPLOIZOLIROWANY.102. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI PRQMOUGOLXNOJTONKOJ PLASTINKI, ESLI K ODNOJ IZ EE STORON PODWODITSQ POSTOQNNYJPOTOK q0, A OSTALXNYE TRI STORONY PODDERVIWA�TSQ PRI POSTOQNNOJTEMPERATURE u1.103. nAJTI RE[ENIE OB℄EJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA WNUTRI PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA.104. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI PRQMOUGOLXNOGO PA-RALLELEPIPEDA S PROWODQ℄IMI STENKAMI, ESLI EGO BOKOWYE GRANI IWERHNEE OSNOWANIE ZAZEMLENY, A NIVNEE OSNOWANIE ZARQVENO DO POTEN-CIALA V .s POMO℄X� PREDELXNOGO PEREHODA POLU^ITX RE[ENIQ ZADA^ 95I 96.105. rE[ITX ZADA^U 104, ESLI BOKOWYE GRANI ZARQVENY DO POTEN-CIALA V , A OBA OSNOWANIQ ZAZEMLENY.3. zADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ CILINDRI^ESKIH FUNK-CIJ 1).106. rE[ITX PERWU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASAWNUTRI OGRANI^ENNOGO CILINDRA � 6 a, 0 6 z 6 l, ESLI u���=a == 0, u��z=0 = f(�; '), u��z=l = F (�; ').1)w PUNKTAH 3 I 4 DANY ZADA^I, RE[AEMYE METODOM RAZDELENIQ PEREMEN-NYH, NO TREBU�℄IE PRIMENENIQ CILINDRI^ESKIH I SFERI^ESKIH FUNKCIJ.~ASTX ZADA^ BYLA RE[ENA W x 2 METODOM PODBORA RE[ENIJ.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 75107. rE[ITX ZADA^U 106, ESLIu��z=0 = f(�); u��z=l = F (�);GDE f I F | FUNKCII, ZAWISQ℄IE TOLXKO OT �.108. nAJTI FUNKCI� u(�; '; z), GARMONI^ESKU� WNUTRI OGRA-NI^ENNOGO CILINDRA, OBRA℄A�℄U�SQ W NULX NA EGO OSNOWANIQH I PRI-NIMA�℄U� ZADANNYE ZNA^ENIQ NA POWERHNOSTI � = a:u���=a = f(z):rASSMOTRETX ^ASTNYE SLU^AI:a) f(z) = f0 = 
onst; B) f(z) = Az �1� zl �.109. nAJTI RE[ENIE OB℄EJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA WNUTRI OGRANI^ENNOGO CILINDRA.110.nAJTI WYRAVENIE DLQ POTENCIALA \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQWNUTRI CILINDRI^ESKOJ KOROBKI KRUGOWOGO SE^ENIQ � 6 a, 0 6 z 6 l,OBA OSNOWANIQ KOTOROJ ZAZEMLENY, A BOKOWAQ POWERHNOSTX ZARQVENA DOPOTENCIALA V0.oPREDELITX NAPRQVENNOSTX POLQ NA OSI.rASSMOTRETX PREDELXNYJ SLU^AJ l !1.111. rE[ITX ZADA^U 110 PRI USLOWII, ^TO BOKOWAQ POWERHNOSTX IWERHNEE OSNOWANIE KOROBKI ZAZEMLENY, A NIVNEE OSNOWANIE PODDERVI-WAETSQ PRI POSTOQNNOM POTENCIALE V0.s POMO℄X� PREDELXNOGO PEREHODA POLU^ITX RE[ENIE ZADA^I DLQPOLUBESKONE^NOGO CILINDRA.112. rE[ITX ZADA^I 110, 111 DLQ POLUBESKONE^NOGO CILINDRA,SRAWNIW S REZULXTATAMI SOOTWETSTWU�℄EGO PREDELXNOGO PEREHODA W RE-[ENIQH ZADA^ 110 I 111.113.oPREDELITX STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUT-RI TWERDOGO TELA, IME�℄EGO FORMU OGRANI^ENNOGO CILINDRA, ESLI KNIVNEMU OSNOWANI� z = 0 PODWODITSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK q,BOKOWAQ POWERHNOSTX � = a I WERHNEE OSNOWANIE z = l PODDERVIWA�TSQPRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�.114. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO NA BOKOWOJPOWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJRAWNA NUL�.115. rE[ITX ZADA^I 113 I 114 DLQ POLUOGRANI^ENNOGO CILIND-RA (l =1) I SRAWNITX POLU^ENNYJ REZULXTAT S PREDELOM RE[ENIJ ZA-DA^ 113 I 114 PRI l !1.116. nAJTI NAPRQVENNOSTX \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ WNUTRI TO-ROIDA a < � < b, 0 < z < l, ESLI EGO WNE[NQQ BOKOWAQ POWERHNOSTX � = bZARQVENA DO POTENCIALA V0, A OSTALXNAQ GRANICA ZAZEMLENA.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI: 1) l !1; 2) a ! 0 (SRAWNITX SRE[ENIEM ZADA^I 110).117. oSNOWANIQ TOROIDA (a < � < b, 0 < z < l) PODDERVIWA�TSQPRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE u0, A BOKOWAQ POWERHNOSTX| PRI TEMPE-RATURE u1. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRITOROIDA.



74 uSLOWIQ ZADA^98. pOLUSLOJ ZADA^I 95 ZAPOLNEN NEODNORODNYM DI\LEKTRIKOM SDI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI 0 < y < h;"2 PRI h < y < b:nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE W DI\LEKTRIKE.99. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI BESKONE^NOJ CILIND-RI^ESKOJ TRUBY PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ SO STORONAMI a I b, ZAPOL-NENNOJ NEODNORODNYM DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ" = �"1 PRI 0 < y < h;"2 PRI h < y < b;ESLI STENKA x = 0 ZARQVENA DO POTENCIALA V , A OSTALXNYE STENKIZAZEMLENY. rASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA STENKA x = a UDALQETSQ W BES-KONE^NOSTX.100. rE[ITX ZADA^U 99 PRI USLOWII, ^TO ZARQVENA STENKA y = b,A OSTALXNYE STENKI ZAZEMLENY.101. ~EREZ GRANX y = 0 BESKONE^NOGO CILINDRA S PRQMOUGOLXNYMSE^ENIEM 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b WTEKAET, A ^EREZ GRANX x = 0 WYTEKAETKOLI^ESTWO TEPLA Q.nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI CILINDRA, S^ITAQ, ^TOTEPLOWOJ POTOK RAWNOMERNO RASPREDELEN PO POWERHNOSTI GRANI x = 0I SOOTWETSTWENNO PO POWERHNOSTI GRANI x = 0, A OSTALXNYE DWE GRANITELA TEPLOIZOLIROWANY.102. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI PRQMOUGOLXNOJTONKOJ PLASTINKI, ESLI K ODNOJ IZ EE STORON PODWODITSQ POSTOQNNYJPOTOK q0, A OSTALXNYE TRI STORONY PODDERVIWA�TSQ PRI POSTOQNNOJTEMPERATURE u1.103. nAJTI RE[ENIE OB℄EJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA WNUTRI PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA.104. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE WNUTRI PRQMOUGOLXNOGO PA-RALLELEPIPEDA S PROWODQ℄IMI STENKAMI, ESLI EGO BOKOWYE GRANI IWERHNEE OSNOWANIE ZAZEMLENY, A NIVNEE OSNOWANIE ZARQVENO DO POTEN-CIALA V .s POMO℄X� PREDELXNOGO PEREHODA POLU^ITX RE[ENIQ ZADA^ 95I 96.105. rE[ITX ZADA^U 104, ESLI BOKOWYE GRANI ZARQVENY DO POTEN-CIALA V , A OBA OSNOWANIQ ZAZEMLENY.3. zADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ CILINDRI^ESKIH FUNK-CIJ 1).106. rE[ITX PERWU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASAWNUTRI OGRANI^ENNOGO CILINDRA � 6 a, 0 6 z 6 l, ESLI u���=a == 0, u��z=0 = f(�; '), u��z=l = F (�; ').1)w PUNKTAH 3 I 4 DANY ZADA^I, RE[AEMYE METODOM RAZDELENIQ PEREMEN-NYH, NO TREBU�℄IE PRIMENENIQ CILINDRI^ESKIH I SFERI^ESKIH FUNKCIJ.~ASTX ZADA^ BYLA RE[ENA W x 2 METODOM PODBORA RE[ENIJ.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 75107. rE[ITX ZADA^U 106, ESLIu��z=0 = f(�); u��z=l = F (�);GDE f I F | FUNKCII, ZAWISQ℄IE TOLXKO OT �.108. nAJTI FUNKCI� u(�; '; z), GARMONI^ESKU� WNUTRI OGRA-NI^ENNOGO CILINDRA, OBRA℄A�℄U�SQ W NULX NA EGO OSNOWANIQH I PRI-NIMA�℄U� ZADANNYE ZNA^ENIQ NA POWERHNOSTI � = a:u���=a = f(z):rASSMOTRETX ^ASTNYE SLU^AI:a) f(z) = f0 = 
onst; B) f(z) = Az �1� zl �.109. nAJTI RE[ENIE OB℄EJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA WNUTRI OGRANI^ENNOGO CILINDRA.110.nAJTI WYRAVENIE DLQ POTENCIALA \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQWNUTRI CILINDRI^ESKOJ KOROBKI KRUGOWOGO SE^ENIQ � 6 a, 0 6 z 6 l,OBA OSNOWANIQ KOTOROJ ZAZEMLENY, A BOKOWAQ POWERHNOSTX ZARQVENA DOPOTENCIALA V0.oPREDELITX NAPRQVENNOSTX POLQ NA OSI.rASSMOTRETX PREDELXNYJ SLU^AJ l !1.111. rE[ITX ZADA^U 110 PRI USLOWII, ^TO BOKOWAQ POWERHNOSTX IWERHNEE OSNOWANIE KOROBKI ZAZEMLENY, A NIVNEE OSNOWANIE PODDERVI-WAETSQ PRI POSTOQNNOM POTENCIALE V0.s POMO℄X� PREDELXNOGO PEREHODA POLU^ITX RE[ENIE ZADA^I DLQPOLUBESKONE^NOGO CILINDRA.112. rE[ITX ZADA^I 110, 111 DLQ POLUBESKONE^NOGO CILINDRA,SRAWNIW S REZULXTATAMI SOOTWETSTWU�℄EGO PREDELXNOGO PEREHODA W RE-[ENIQH ZADA^ 110 I 111.113.oPREDELITX STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUT-RI TWERDOGO TELA, IME�℄EGO FORMU OGRANI^ENNOGO CILINDRA, ESLI KNIVNEMU OSNOWANI� z = 0 PODWODITSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK q,BOKOWAQ POWERHNOSTX � = a I WERHNEE OSNOWANIE z = l PODDERVIWA�TSQPRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�.114. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO NA BOKOWOJPOWERHNOSTI PROISHODIT TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJRAWNA NUL�.115. rE[ITX ZADA^I 113 I 114 DLQ POLUOGRANI^ENNOGO CILIND-RA (l =1) I SRAWNITX POLU^ENNYJ REZULXTAT S PREDELOM RE[ENIJ ZA-DA^ 113 I 114 PRI l !1.116. nAJTI NAPRQVENNOSTX \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ WNUTRI TO-ROIDA a < � < b, 0 < z < l, ESLI EGO WNE[NQQ BOKOWAQ POWERHNOSTX � = bZARQVENA DO POTENCIALA V0, A OSTALXNAQ GRANICA ZAZEMLENA.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI: 1) l !1; 2) a ! 0 (SRAWNITX SRE[ENIEM ZADA^I 110).117. oSNOWANIQ TOROIDA (a < � < b, 0 < z < l) PODDERVIWA�TSQPRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE u0, A BOKOWAQ POWERHNOSTX| PRI TEMPE-RATURE u1. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRITOROIDA.



76 uSLOWIQ ZADA^118. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI TO-ROIDA PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ (a < � < b, 0 < z < l), ESLI:1) BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA, A OSNOWANIQ PODDERVI-WA�TSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE u0;2) BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA, TEMPERATURA NIVNEGOOSNOWANIQ z = 0 RAWNA NUL�, A WERHNEE OSNOWANIE PODDERVIWAETSQ PRITEMPERATURE u1.119. rE[ITX ZADA^U 117, ESLI NA NIVNEM OSNOWANII ZADANA PO-STOQNNAQ TEMPERATURA u0, A OSTALXNAQ POWERHNOSTX TOROIDA PODDER-VIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE.120. s POMO℄X� METODA RAZDELENIQ PEREMENNYH POLU^ITX WYRA-VENIQ DLQ POTENCIALA TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO WNUTRI OGRA-NI^ENNOGO CILINDRA � 6 a, 0 < z < h S PROWODQ℄IMI STENKAMI.pOKAZATX, ^TO IZ RE[ENIQ S POMO℄X� PREDELXNYH PEREHODOW POLU-^A�TSQ WYRAVENIQ DLQ POTENCIALA TO^E^NOGO ZARQDA W SLOE 0 6 z 6 h,W POLUPROSTRANSTWE I NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE.121. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUBESKONE^NOGO CILIND-RA z > 0; SRAWNITX POLU^ENNYJ REZULXTAT S SOOTWETSTWU�℄IM PREDE-LOM RE[ENIQ ZADA^I 120.122. rE[ITX ZADA^U 120 DLQ BESKONE^NOGO CILINDRA METODOM RAZ-DELENIQ PEREMENNYH, SRAWNITX S PREDELOM RE[ENIQ ZADA^I 120.4. zADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SFERI^ESKIH I CI-LINDRI^ESKIH FUNKCIJ.123. rE[ITX PERWU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASAWNUTRI SFERY RADIUSA a.124. rE[ITX PERWU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNESFERY RADIUSA a.125.nAJTI RE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA:A) WNUTRI SFERY; B) WNE SFERY.rASSMOTRETX SLU^AJ PROSTEJ[EGO GRANI^NOGO USLOWIQ: �u�n ����== A 
os �.126. nAJTI NAPRQVENNOSTX \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ WNUTRI IWNE SFERY, WERHNQQ POLOWINA KOTOROJ ZARQVENA DO POTENCIALA V1, ANIVNQQ | DO POTENCIALA V2.127.nAJTI RAZLOVENIE PO SFERI^ESKIM FUNKCIQM POWERHNOSTNYHZARQDOW, INDUCIROWANNYH NA IDEALXNO PROWODQ℄EJ ZAZEMLENNOJ SFERETO^E^NYM ZARQDOM, NAHODQ℄IMSQ:A) WNUTRI SFERY; B) WNE SFERY.128. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ IZOLIROWANNOJ ZARQVENNOJSFERY, NAHODQ℄EJSQ W POLE TO^E^NOGO ZARQDA.129. A) tWERDYJ [AR DWIVETSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� W BEZGRA-NI^NOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI, POKOQ℄EJSQ NA BESKONE^NOSTI. nAJTIPOTENCIAL SKOROSTEJ.B) rE[ITX ZADA^U OB OBTEKANII NEPODWIVNOGO TWERDOGO [ARA PO-TOKOM VIDKOSTI, IME�℄IM NA BESKONE^NOSTI SKOROSTX v0.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 77130. dI\LEKTRI^ESKIJ [AR S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "1 NA-HODITSQ WO WNE[NEM ODNORODNOM POLE E0, PARALLELXNOM NEKOTOROJOSI z.oPREDELITX ISKAVENIE WNE[NEGO POLQ, WYZYWAEMOE [AROM, ESLIOKRUVA�℄AQ EGO SREDA | ODNORODNYJ DI\LEKTRIK S " = "2.131. rE[ITX ZADA^U O POLQRIZACII DI\LEKTRI^ESKOGO [ARA RA-DIUSA a W POLE TO^E^NOGO ZARQDA, ESLI DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ" = �"1 PRI r < a;"2 PRI r > a:rASSMOTRETX DWA SLU^AQ:A) ZARQD NAHODITSQ WNE [ARA; B) ZARQD POME℄EN WNUTRX [ARA.132. pROWODQ℄IJ [AR S PROWODIMOSTX� �1 NAHODITSQ W SREDE SPROWODIMOSTX� �2.oPREDELITX TOKI, SOZDAWAEMYE TO^E^NYM ISTO^NIKOM TOKA SI-LY I , POME℄ENNYM:A) WNUTRI [ARA; B) WNE [ARA.133. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, S^ITAQ [AR IDEALXNO PROWO-DQ℄IM.sRAWNITX S ZADA^EJ 132.134. tO^E^NYJ ISTO^NIK TEPLA Q NAHODITSQ W PRISUTSTWII NE-PROWODQ℄EGO [ARA. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURYWNE [ARA.135. wNUTRI SFERY, NA POWERHNOSTI KOTOROJ PROISHODIT TEPLO-OBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY, POME℄EN TO^E^NYJ ISTO^NIKMO℄NOSTI Q0. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUT-RI SFERY.136. nAJTI POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO MEVDUPROWODQ℄IMI ZAZEMLENNYMI KONCENTRI^ESKIMI SFERAMI r = a I r = b.oPREDELITX TAKVE PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW.137. nEODNORODNYJ DI\LEKTRI^ESKIJ [AR RADIUSA b S DI\LEKTRI-^ESKOJ POSTOQNNOJ " = �"1 PRI r < a;"2 PRI a < r < bNAHODITSQ W SREDE S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "3.oPREDELITX POLE TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO:1) WNE [ARA r > b; 2) WNUTRI [ARA r < a; 3) W OBLASTI a < r < b.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI.138. nAJTI POLE WNUTRI DI\LEKTRI^ESKOJ OBOLO^KI, OGRANI^EN-NOJ KONCENTRI^ESKIMI SFERAMI S RADIUSAMI a I b (b > a), POME℄EN-NOJ W ODNORODNOE PARALLELXNOE \LEKTROSTATI^ESKOE POLE NAPRQVEN-NOSTI E0; DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ OBOLO^KI "1, DI\LEKTRI^ESKAQPOSTOQNNAQ SREDY "2.139. wY^ISLITX PRIBLIVENNO RASPREDELENIE ZARQDA NA WNUTREN-NEJ OBKLADKE NESIMMETRI^NOGO SFERI^ESKOGO KONDENSATORA, PREDPOLA-GAQ, ^TO RASSTOQNIE MEVDU CENTRAMI WNUTRENNEJ I WNE[NEJ PROKLADOKMALO.



76 uSLOWIQ ZADA^118. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI TO-ROIDA PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ (a < � < b, 0 < z < l), ESLI:1) BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA, A OSNOWANIQ PODDERVI-WA�TSQ PRI POSTOQNNOJ TEMPERATURE u0;2) BOKOWAQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA, TEMPERATURA NIVNEGOOSNOWANIQ z = 0 RAWNA NUL�, A WERHNEE OSNOWANIE PODDERVIWAETSQ PRITEMPERATURE u1.119. rE[ITX ZADA^U 117, ESLI NA NIVNEM OSNOWANII ZADANA PO-STOQNNAQ TEMPERATURA u0, A OSTALXNAQ POWERHNOSTX TOROIDA PODDER-VIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE.120. s POMO℄X� METODA RAZDELENIQ PEREMENNYH POLU^ITX WYRA-VENIQ DLQ POTENCIALA TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO WNUTRI OGRA-NI^ENNOGO CILINDRA � 6 a, 0 < z < h S PROWODQ℄IMI STENKAMI.pOKAZATX, ^TO IZ RE[ENIQ S POMO℄X� PREDELXNYH PEREHODOW POLU-^A�TSQ WYRAVENIQ DLQ POTENCIALA TO^E^NOGO ZARQDA W SLOE 0 6 z 6 h,W POLUPROSTRANSTWE I NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE.121. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUBESKONE^NOGO CILIND-RA z > 0; SRAWNITX POLU^ENNYJ REZULXTAT S SOOTWETSTWU�℄IM PREDE-LOM RE[ENIQ ZADA^I 120.122. rE[ITX ZADA^U 120 DLQ BESKONE^NOGO CILINDRA METODOM RAZ-DELENIQ PEREMENNYH, SRAWNITX S PREDELOM RE[ENIQ ZADA^I 120.4. zADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SFERI^ESKIH I CI-LINDRI^ESKIH FUNKCIJ.123. rE[ITX PERWU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASAWNUTRI SFERY RADIUSA a.124. rE[ITX PERWU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNESFERY RADIUSA a.125.nAJTI RE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA:A) WNUTRI SFERY; B) WNE SFERY.rASSMOTRETX SLU^AJ PROSTEJ[EGO GRANI^NOGO USLOWIQ: �u�n ����== A 
os �.126. nAJTI NAPRQVENNOSTX \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ WNUTRI IWNE SFERY, WERHNQQ POLOWINA KOTOROJ ZARQVENA DO POTENCIALA V1, ANIVNQQ | DO POTENCIALA V2.127.nAJTI RAZLOVENIE PO SFERI^ESKIM FUNKCIQM POWERHNOSTNYHZARQDOW, INDUCIROWANNYH NA IDEALXNO PROWODQ℄EJ ZAZEMLENNOJ SFERETO^E^NYM ZARQDOM, NAHODQ℄IMSQ:A) WNUTRI SFERY; B) WNE SFERY.128. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ IZOLIROWANNOJ ZARQVENNOJSFERY, NAHODQ℄EJSQ W POLE TO^E^NOGO ZARQDA.129. A) tWERDYJ [AR DWIVETSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� W BEZGRA-NI^NOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI, POKOQ℄EJSQ NA BESKONE^NOSTI. nAJTIPOTENCIAL SKOROSTEJ.B) rE[ITX ZADA^U OB OBTEKANII NEPODWIVNOGO TWERDOGO [ARA PO-TOKOM VIDKOSTI, IME�℄IM NA BESKONE^NOSTI SKOROSTX v0.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 77130. dI\LEKTRI^ESKIJ [AR S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "1 NA-HODITSQ WO WNE[NEM ODNORODNOM POLE E0, PARALLELXNOM NEKOTOROJOSI z.oPREDELITX ISKAVENIE WNE[NEGO POLQ, WYZYWAEMOE [AROM, ESLIOKRUVA�℄AQ EGO SREDA | ODNORODNYJ DI\LEKTRIK S " = "2.131. rE[ITX ZADA^U O POLQRIZACII DI\LEKTRI^ESKOGO [ARA RA-DIUSA a W POLE TO^E^NOGO ZARQDA, ESLI DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ" = �"1 PRI r < a;"2 PRI r > a:rASSMOTRETX DWA SLU^AQ:A) ZARQD NAHODITSQ WNE [ARA; B) ZARQD POME℄EN WNUTRX [ARA.132. pROWODQ℄IJ [AR S PROWODIMOSTX� �1 NAHODITSQ W SREDE SPROWODIMOSTX� �2.oPREDELITX TOKI, SOZDAWAEMYE TO^E^NYM ISTO^NIKOM TOKA SI-LY I , POME℄ENNYM:A) WNUTRI [ARA; B) WNE [ARA.133. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, S^ITAQ [AR IDEALXNO PROWO-DQ℄IM.sRAWNITX S ZADA^EJ 132.134. tO^E^NYJ ISTO^NIK TEPLA Q NAHODITSQ W PRISUTSTWII NE-PROWODQ℄EGO [ARA. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURYWNE [ARA.135. wNUTRI SFERY, NA POWERHNOSTI KOTOROJ PROISHODIT TEPLO-OBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY, POME℄EN TO^E^NYJ ISTO^NIKMO℄NOSTI Q0. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WNUT-RI SFERY.136. nAJTI POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO MEVDUPROWODQ℄IMI ZAZEMLENNYMI KONCENTRI^ESKIMI SFERAMI r = a I r = b.oPREDELITX TAKVE PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW.137. nEODNORODNYJ DI\LEKTRI^ESKIJ [AR RADIUSA b S DI\LEKTRI-^ESKOJ POSTOQNNOJ " = �"1 PRI r < a;"2 PRI a < r < bNAHODITSQ W SREDE S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "3.oPREDELITX POLE TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO:1) WNE [ARA r > b; 2) WNUTRI [ARA r < a; 3) W OBLASTI a < r < b.rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI.138. nAJTI POLE WNUTRI DI\LEKTRI^ESKOJ OBOLO^KI, OGRANI^EN-NOJ KONCENTRI^ESKIMI SFERAMI S RADIUSAMI a I b (b > a), POME℄EN-NOJ W ODNORODNOE PARALLELXNOE \LEKTROSTATI^ESKOE POLE NAPRQVEN-NOSTI E0; DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ OBOLO^KI "1, DI\LEKTRI^ESKAQPOSTOQNNAQ SREDY "2.139. wY^ISLITX PRIBLIVENNO RASPREDELENIE ZARQDA NA WNUTREN-NEJ OBKLADKE NESIMMETRI^NOGO SFERI^ESKOGO KONDENSATORA, PREDPOLA-GAQ, ^TO RASSTOQNIE MEVDU CENTRAMI WNUTRENNEJ I WNE[NEJ PROKLADOKMALO.



78 uSLOWIQ ZADA^140.nAJTI POTENCIAL ZARQVENNOGO TONKOGO KOLXCA, POLNYJ ZARQDKOTOROGO RAWEN e.141. sFERI^ESKIE KOORDINATY KRUGLOGO KOLXCA RAWNY r0 = a,�0 = �. {AR RADIUSA b IZ DI\LEKTRIKA S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQN-NOJ "1 RASPOLOVEN TAK, ^TO EGO CENTR NAHODITSQ W NA^ALE KOORDINAT.nAJTI WYRAVENIE DLQ POTENCIALA MEVDU KOLXCOM I SFEROJ, ESLI LI-NEJNAQ PLOTNOSTX ZARQDA KOLXCA RAWNA {. dI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQN-NAQ SREDY RAWNA "2.142. wY^ISLITX POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ ZARQVENNO-GO TONKOGO KOLXCA, POME℄ENNOGO WNUTRI SFERY S PROWODQ℄IMI STENKA-MI, ESLI NA SFERE PODDERVIWAETSQ POTENCIAL, RAWNYJ NUL�. 
ENTRYSFERY I KOLODCA SOWPADA�T. wY^ISLITX NORMALXNU� SOSTAWLQ�℄U�\LEKTRI^ESKOGO POLQ NA SFERE r = a.143. wY^ISLITX POTENCIAL WO WSEH TO^KAH PROWODQ℄EGO [ARA SPROWODIMOSTX� � W TOM SLU^AE, KOGDA TOK I WHODIT W ODIN EGO PO-L�S � = 0 I WYTEKAET IZ POL�SA � = �.144. nAJTI POTENCIAL POLQ, SOZDAWAEMOGO PO ODNU STORONU OTBESKONE^NOJ DI\LEKTRI^ESKOJ PLASTINKI TOL℄INOJ l TO^E^NYM ZARQ-DOM e, RASPOLOVENNYM S PROTIWOPOLOVNOJ STORONY PLASTINKI.145. k POWERHNOSTI ZEMLI z = 0 PODWODITSQ TOK I S POMO℄X�TO^E^NOGO \LEKTRODA. oPREDELITX POTENCIAL NA POWERHNOSTI ZEMLI,S^ITAQ, ^TO UDELXNAQ PROWODIMOSTX ZEMLI DO GLUBINY z = h RAWNA �1,A NA BOLX[EJ GLUBINE ONA RAWNA �2. pOLU^ENNOE RE[ENIE PRIMENITXDLQ SLU^AQ DWUH \LEKTRODOW, NAHODQ℄IHSQ W TO^KAHx = a I x = �a:146. sFERI^ESKIJ \LEKTROD RADIUSA a DO POLOWINY POGRUVENW ZEML�, PROWODIMOSTX KOTOROJ �G W GORIZONTALXNOM NAPRAWLENIIBOLX[E, ^EM W WERTIKALXNOM �W (ANIZOTROPIQ). nAJTI RASPREDELENIEPOTENCIALA NA POWERHNOSTI ZEMLI, PREDPOLAGAQ, ^TO NA POWERHNOSTI\LEKTRODA POTENCIAL V = V0.uKA Z AN I E. sLEDUET WWESTI WMESTO z NOWU� PEREMENNU�t = �z; �2 = �G�W :pRI \TOM URAWNENIE �G(Vxx + Vyy) + �WVzz = 0 PEREHODIT W URAWNE-NIE Vxx + Vyy + Vtt = 0.x 5. pOTENCIALY I IH PRIMENENIEw NASTOQ℄EM PARAGRAFE POME℄ENY ZADA^I NA WY^ISLENIE OB_EM-NOGO I POWERHNOSTNYH POTENCIALOW DLQ NEKOTORYH PROSTEJ[IH SLU^A-EW, A TAKVE KRAEWYE ZADA^I, KOTORYE MOGUT BYTX RE[ENY METODAMITEORII POTENCIALOW.147. nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL V [ARA PRI POSTOQNNOJ PLOT-NOSTI � = �0, POSTAWIW KRAEWU� ZADA^U DLQ V I RE[AQ EE.148. rE[ITX ZADA^U 147 PRQMYM WY^ISLENIEM OB_EMNOGO INTEG-RALA.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 79149. nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL:A) MASS, RASPREDELENNYH S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� W SFERI^ESKOMSLOE a 6 r 6 b;B) MASS, RASPREDELENNYH WNUTRI [ARA RADIUSA a S POSTOQNNOJPLOTNOSTX� �1 I W SFERI^ESKOM SLOE a < b < r < 
 S POSTOQNNOJPLOTNOSTX� �2;W) MASS, RASPREDELENNYH WNUTRI SFERY RADIUSA r = 
 S PEREMEN-NOJ PLOTNOSTX� � = �(r).pOLU^ITX OTS�DA RE[ENIE ZADA^ 149, A) I 149, B).150. nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO S POSTOQN-NOJ PLOTNOSTX� � = �0 NA SFERE.151. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE OB_EMNYH ZARQDOW, RAWNO-MERNO RASPREDELENNYH WNUTRI [ARA, RASPOLOVENNOGO NAD IDEALXNOPROWODQ℄EJ PLOSKOSTX� z = 0.152. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL KRUGA S POSTOQNNOJPLOTNOSTX� ZARQDA.153. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ OTREZKA SPOSTOQNNOJ PLOTNOSTX� ZARQDA.154. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ OTREZKA SPOSTOQNNOJ PLOTNOSTX� MOMENTOW.155. oPREDELITX POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RAWNOMERNO RASPREDE-LENNOGO PO KRUGLOMU DISKU.156. nAJTI WEKTOR-POTENCIAL KRUGOWOGO TOKA.157. s POMO℄X� POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ RE[ITX ZADA^U dI-RIHLE:A) WNUTRI KRUGA, B) WNE KRUGA.158. nAJTI RE[ENIE ZADA^I nEJMANA DLQ KRUGA, POLXZUQSX POTEN-CIALOM PROSTOGO SLOQ.159. rE[ITX PERWU� I WTORU� KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA W POLUPROSTRANSTWE, POLXZUQSX POWERHNOSTNYMI POTENCIALAMI.160. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE W POLUPLOSKOSTI, POLXZUQSXPOTENCIALOM PROSTOGO SLOQ.161. rASSMOTRIM POWERHNOSTI � WTOROGO PORQDKA, OPREDELQEMYEURAWNENIEM x2a2 + s + y2b2 + s + z2
2 + s = 1;GDE a > b > 
. eSLI �
2 < s < 1, TO POWERHNOSTI SUTX \LLIPSOIDY,PRI �b2 < s < �
2 | ODNOPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY, PRI �a2 < s << �b2 | DWUHPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY. pRI s = 1 MY IMEEM SFERUS BESKONE^NYM RADIUSOM, A PRI s = �
2 \LLIPSOID SPL�℄IWAETSQ W\LLIPTI^ESKIJ DISK, LEVA℄IJ W PLOSKOSTI xy.pOKAZATX, ^TO POWERHNOSTI RASSMATRIWAEMOGO SEMEJSTWA MOGUTBYTX \KWIPOTENCIALXNYMI, A IH POTENCIAL OPREDELQETSQ PO FOR-MULE V = AZ� dsR(s) +B; R(s) =p(a2 + s)(b2 + s)(
2 + s);



78 uSLOWIQ ZADA^140.nAJTI POTENCIAL ZARQVENNOGO TONKOGO KOLXCA, POLNYJ ZARQDKOTOROGO RAWEN e.141. sFERI^ESKIE KOORDINATY KRUGLOGO KOLXCA RAWNY r0 = a,�0 = �. {AR RADIUSA b IZ DI\LEKTRIKA S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQN-NOJ "1 RASPOLOVEN TAK, ^TO EGO CENTR NAHODITSQ W NA^ALE KOORDINAT.nAJTI WYRAVENIE DLQ POTENCIALA MEVDU KOLXCOM I SFEROJ, ESLI LI-NEJNAQ PLOTNOSTX ZARQDA KOLXCA RAWNA {. dI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQN-NAQ SREDY RAWNA "2.142. wY^ISLITX POTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ ZARQVENNO-GO TONKOGO KOLXCA, POME℄ENNOGO WNUTRI SFERY S PROWODQ℄IMI STENKA-MI, ESLI NA SFERE PODDERVIWAETSQ POTENCIAL, RAWNYJ NUL�. 
ENTRYSFERY I KOLODCA SOWPADA�T. wY^ISLITX NORMALXNU� SOSTAWLQ�℄U�\LEKTRI^ESKOGO POLQ NA SFERE r = a.143. wY^ISLITX POTENCIAL WO WSEH TO^KAH PROWODQ℄EGO [ARA SPROWODIMOSTX� � W TOM SLU^AE, KOGDA TOK I WHODIT W ODIN EGO PO-L�S � = 0 I WYTEKAET IZ POL�SA � = �.144. nAJTI POTENCIAL POLQ, SOZDAWAEMOGO PO ODNU STORONU OTBESKONE^NOJ DI\LEKTRI^ESKOJ PLASTINKI TOL℄INOJ l TO^E^NYM ZARQ-DOM e, RASPOLOVENNYM S PROTIWOPOLOVNOJ STORONY PLASTINKI.145. k POWERHNOSTI ZEMLI z = 0 PODWODITSQ TOK I S POMO℄X�TO^E^NOGO \LEKTRODA. oPREDELITX POTENCIAL NA POWERHNOSTI ZEMLI,S^ITAQ, ^TO UDELXNAQ PROWODIMOSTX ZEMLI DO GLUBINY z = h RAWNA �1,A NA BOLX[EJ GLUBINE ONA RAWNA �2. pOLU^ENNOE RE[ENIE PRIMENITXDLQ SLU^AQ DWUH \LEKTRODOW, NAHODQ℄IHSQ W TO^KAHx = a I x = �a:146. sFERI^ESKIJ \LEKTROD RADIUSA a DO POLOWINY POGRUVENW ZEML�, PROWODIMOSTX KOTOROJ �G W GORIZONTALXNOM NAPRAWLENIIBOLX[E, ^EM W WERTIKALXNOM �W (ANIZOTROPIQ). nAJTI RASPREDELENIEPOTENCIALA NA POWERHNOSTI ZEMLI, PREDPOLAGAQ, ^TO NA POWERHNOSTI\LEKTRODA POTENCIAL V = V0.uKA Z AN I E. sLEDUET WWESTI WMESTO z NOWU� PEREMENNU�t = �z; �2 = �G�W :pRI \TOM URAWNENIE �G(Vxx + Vyy) + �WVzz = 0 PEREHODIT W URAWNE-NIE Vxx + Vyy + Vtt = 0.x 5. pOTENCIALY I IH PRIMENENIEw NASTOQ℄EM PARAGRAFE POME℄ENY ZADA^I NA WY^ISLENIE OB_EM-NOGO I POWERHNOSTNYH POTENCIALOW DLQ NEKOTORYH PROSTEJ[IH SLU^A-EW, A TAKVE KRAEWYE ZADA^I, KOTORYE MOGUT BYTX RE[ENY METODAMITEORII POTENCIALOW.147. nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL V [ARA PRI POSTOQNNOJ PLOT-NOSTI � = �0, POSTAWIW KRAEWU� ZADA^U DLQ V I RE[AQ EE.148. rE[ITX ZADA^U 147 PRQMYM WY^ISLENIEM OB_EMNOGO INTEG-RALA.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 79149. nAJTI OB_EMNYJ POTENCIAL:A) MASS, RASPREDELENNYH S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� W SFERI^ESKOMSLOE a 6 r 6 b;B) MASS, RASPREDELENNYH WNUTRI [ARA RADIUSA a S POSTOQNNOJPLOTNOSTX� �1 I W SFERI^ESKOM SLOE a < b < r < 
 S POSTOQNNOJPLOTNOSTX� �2;W) MASS, RASPREDELENNYH WNUTRI SFERY RADIUSA r = 
 S PEREMEN-NOJ PLOTNOSTX� � = �(r).pOLU^ITX OTS�DA RE[ENIE ZADA^ 149, A) I 149, B).150. nAJTI POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO S POSTOQN-NOJ PLOTNOSTX� � = �0 NA SFERE.151. nAJTI \LEKTROSTATI^ESKOE POLE OB_EMNYH ZARQDOW, RAWNO-MERNO RASPREDELENNYH WNUTRI [ARA, RASPOLOVENNOGO NAD IDEALXNOPROWODQ℄EJ PLOSKOSTX� z = 0.152. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL KRUGA S POSTOQNNOJPLOTNOSTX� ZARQDA.153. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ OTREZKA SPOSTOQNNOJ PLOTNOSTX� ZARQDA.154. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ OTREZKA SPOSTOQNNOJ PLOTNOSTX� MOMENTOW.155. oPREDELITX POTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RAWNOMERNO RASPREDE-LENNOGO PO KRUGLOMU DISKU.156. nAJTI WEKTOR-POTENCIAL KRUGOWOGO TOKA.157. s POMO℄X� POTENCIALA DWOJNOGO SLOQ RE[ITX ZADA^U dI-RIHLE:A) WNUTRI KRUGA, B) WNE KRUGA.158. nAJTI RE[ENIE ZADA^I nEJMANA DLQ KRUGA, POLXZUQSX POTEN-CIALOM PROSTOGO SLOQ.159. rE[ITX PERWU� I WTORU� KRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA W POLUPROSTRANSTWE, POLXZUQSX POWERHNOSTNYMI POTENCIALAMI.160. nAJTI RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE W POLUPLOSKOSTI, POLXZUQSXPOTENCIALOM PROSTOGO SLOQ.161. rASSMOTRIM POWERHNOSTI � WTOROGO PORQDKA, OPREDELQEMYEURAWNENIEM x2a2 + s + y2b2 + s + z2
2 + s = 1;GDE a > b > 
. eSLI �
2 < s < 1, TO POWERHNOSTI SUTX \LLIPSOIDY,PRI �b2 < s < �
2 | ODNOPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY, PRI �a2 < s << �b2 | DWUHPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY. pRI s = 1 MY IMEEM SFERUS BESKONE^NYM RADIUSOM, A PRI s = �
2 \LLIPSOID SPL�℄IWAETSQ W\LLIPTI^ESKIJ DISK, LEVA℄IJ W PLOSKOSTI xy.pOKAZATX, ^TO POWERHNOSTI RASSMATRIWAEMOGO SEMEJSTWA MOGUTBYTX \KWIPOTENCIALXNYMI, A IH POTENCIAL OPREDELQETSQ PO FOR-MULE V = AZ� dsR(s) +B; R(s) =p(a2 + s)(b2 + s)(
2 + s);



80 uSLOWIQ ZADA^GDE A I B | POSTOQNNYE, OPREDELQEMYE IZ USLOWIJ NA BESKONE^NOSTII NA POWERHNOSTI �.162. pOLXZUQSX RE[ENIEM PREDYDU℄EJ ZADA^I, NAJTI WYRAVENIEDLQ POTENCIALA ZARQVENNOGO PROWODQ℄EGO \LLIPSOIDA x2a2 + y2b2 + z2
2 == 1, NA KOTOROM RASPREDELEN ZARQD e. (dI\LEKTRI^ESKAQ PRONICAE-MOSTX SREDY ".)oPREDELITX EMKOSTX \LLIPSOIDA, A TAKVE POWERHNOSTNU� PLOT-NOSTX ZARQDA NA \LLIPSOIDE. rASSMOTRETX \LLIPSOID WRA℄ENIQ.163. pOLXZUQSX RE[ENIEM ZADA^I 162, WY^ISLITX POWERHNOSTNU�PLOTNOSTX ZARQDA DLQ \LLIPTI^ESKOGO DISKA. oPREDELITX POTENCIAL,EMKOSTX I PLOTNOSTX ZARQDOW DLQ KRUGLOGO DISKA.164. pOKAZATX, ^TO GRAWITACIONNYJ POTENCIAL ODNORODNOGO \L-LIPSOIDA x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1DAETSQ INTEGRALAMIV (x; y; z) = �0 1Z0 1� f(x; y; z; s)R(s) ds WNUTRI \LLIPSOIDA,V (x; y; z) = �0 1Z� 1� f(x; y; z; s)R(s) ds WNE \LLIPSOIDA,GDE f(x; y; z; s) = x2a2 + s + y2b2 + s + z2
2 + s ;R(s) =p(s+ a2)(s+ b2)(s+ 
2);�0 | OB_EMNAQ PLOTNOSTX POTENCIALA, � | \LLIPSOIDALXNAQ KOORDI-NATA | POLOVITELXNYJ KORENX s = � URAWNENIQ f(x; y; z; s) = 0.165. wY^ISLITX GRAWITACIONNYJ POTENCIAL:A) WYTQNUTOGO \LLIPSOIDA WRA℄ENIQ;B) SPL�SNUTOGO \LLIPSOIDA WRA℄ENIQ (SM. ZADA^U 162).rASSMOTRETX PREDELXNYJ PEREHOD K ODNORODNOMU [ARU.166. nAJTI LOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL \LLIPTI^ESKOJ OBLASTIS POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� S POMO℄X� PRQMOGO WY^ISLENIQ INTEGRALOW.167. pROWODQ℄IJ \LLIPS, OPREDELQEMYJ URAWNENIEMx2a2 + y2b2 = 1 (a > b > 0);ZARQVEN DO POTENCIALA V0. oPREDELITX POTENCIAL WNE \LLIPSA, A TAK-VE PLOTNOSTX ZARQDOW, RASPREDELENNYH NA \LLIPSE.168. wY^ISLITX SILU WZAIMODEJSTWIQ DWUH KOAKSIALXNYH PROWO-LO^NYH PETELX Ca I Cb S RADIUSAMI a I b, PO KOTORYM PROTEKA�TTOKI I I I 0. kONTURY RASPOLOVENY W PARALLELXNYH PLOSKOSTQH z = 0I z = d, CENTRY IH NAHODQTSQ W TO^KAH x = y = z = 0 I x = y = 0,z = d.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 81169. wY^ISLITX KO\FFICIENT WZAIMNOJ INDUKCII DWUH KOAKSI-ALXNYH PROWOLO^NYH KOLEC 1 I 2, POLXZUQSX FORMULOJM12 = I1 A2ds1 = �I1 I2 ds1 ds2r =M21;GDE A2 | WEKTOR-POTENCIAL POLQ, SOZDAWAEMOGO TOKOM EDINI^NOJ SI-LY, TEKU℄IM PO KONTURU 2; � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX SREDY.170. pOKAZATX, ^TO WYRAVENIE DLQ POTENCIALA, SOZDANNOGO ZARQ-VENNYM KOLXCOM RADIUSA a, IMEET WIDV = 8>>>><>>>>: 2e�" 1Z0 K0(�a)I0(��) 
os�z d� PRI � < a;2e�" 1Z0 I0(�a)K0(��) 
os�z d� PRI � > a;GDE e | ZARQD KOLXCA.171. pOKAZATX, ^TO POTENCIAL, SOZDANNYJ W OKRUVA�℄EM PROST-RANSTWE DISKOM RADIUSA a, NESU℄IM ZARQD e, RAWENV (�; z) = e"a 1Z0 e��jzjJ0(��) sin �a� d�:
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gLA W A Vurawneniq paraboli~eskogo tipauRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA POLU^A�TSQ PRI ISSLEDOWANIITAKIH QWLENIJ, KAK TEPLOPROWODNOSTX, DIFFUZIQ, RASPROSTRANENIE\LEKTROMAGNITNOGO POLQ W PROWODQ℄IH SREDAH, DWIVENIE WQZKOJVIDKOSTI, DWIVENIE GRUNTOWYH WOD I DR.w NASTOQ℄EJ GLAWE RASSMATRIWAETSQ POSTANOWKA I RE[ENIE KRAE-WYH ZADA^ DLQ URAWNENIJ PARABOLI^ESKOGO TIPA W SLU^AE, KOGDA IZU^A-EMYE FIZI^ESKIE PROCESSY HARAKTERIZU�TSQ FUNKCIQMI DWUH, TREHILI ^ETYREH NEZAWISIMYH PEREMENNYH; ONA QWLQETSQ PRODOLVENIEMGLAWY TRETXEJ, W KOTOROJ RASSMATRIWA�TSQ URAWNENIQ PARABOLI^ES-KOGO TIPA DLQ FUNKCIJ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH.x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMPARABOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^1. pOLUPROSTRANSTWO z > 0 ZAPOLNENO VIDKOSTX� S KO\FFICI-ENTOM TEPLOPROWODNOSTI �, PLOTNOSTX� MASSY � I UDELXNOJ TEPLOEM-KOSTX� 
.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O NAGREWANII VIDKOSTI, ESLI VIDKOSTXDWIVETSQ SO SKOROSTX� v0 = 
onst W NAPRAWLENII OSI x, MEVDU NE� IPLOSKOSTX� z = 0 PROISHODIT TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX�TONA, TEMPE-RATURA GRANI^NOJ PLOSKOSTI y = 0 RAWNA u0. rASSMOTRETX, W ^ASTNOS-TI, SLU^AJ STACIONARNOGO RASPREDELENIQ TEMPERATURY PRI USLOWII,^TO PERENOSOM TEPLA W NAPRAWLENII OSI x ZA S^ET TEPLOPROWODNOSTIMOVNO PRENEBRE^X PO SRAWNENI� S PERENOSOM TEPLA DWIVU℄EJSQ MAS-SOJ VIDKOSTI.2. sFORMULIROWATX DIFFUZIONNU� ZADA^U, ANALOGI^NU� ZADA-^E 1, PREDPOLAGAQ PLOSKOSTX z = 0 NEPRONICAEMOJ DLQ ^ASTIC DIFFUN-DIRU�℄EGO WE℄ESTWA; POSTAWITX SOOTWETSTWU�℄IE KRAEWYE ZADA^I WNESTACIONARNOM I STACIONARNOM SLU^AQH.3. wYWESTI URAWNENIE DIFFUZII DLQ WE℄ESTWA, ^ASTICY KOTO-ROGO:A) RASPADA�TSQ (NAPRIMER, NEUSTOJ^IWYJ GAZ, RADON), PRI^EM SKO-ROSTX RASPADA W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA PROPORCIONALXNA KON-CENTRACII;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 83B) RAZMNOVA�TSQ (NAPRIMER, DIFFUZIQ NEJTRONOW PRI NALI^IIDELENIQ QDER), PRI^EM SKOROSTX RAZMNOVENIQ W KAVDOJ TO^KE PROST-RANSTWA PROPORCIONALXNA KONCENTRACII.4. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O RASPROSTRANENII \LEKTROMAGNIT-NOGO POLQ W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, ZAPOLNENNOM PROWODQ℄EJSREDOJ S PROWODIMOSTX� � = 
onst, MAGNITNOJ PRONICAEMOSTX� � == 
onst I DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ " = 
onst.5. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OSTYWANII NEOGRANI^ENNOJ PLOS-KOJ PLASTINY, ESLI NA EE POWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEP-LOOBMEN S OKRUVA�℄EJ SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA IZMENENIE TEMPERATURYPO TOL℄INE PLASTINY PRENEBREVIMO MALO.6. kRUGLAQ CILINDRI^ESKAQ TRUBA ZAPOLNENA VIDKOSTX� S O^ENXBOLX[OJ TEPLOPROWODNOSTX�1) ; WNE TRUBY NAHODITSQ WOZDUH S TEM-PERATUROJ U0 = 
onst. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OPREDELENIITEMPERATURY TRUBY, PREDPOLAGAQ, ^TO ONA NE ZAWISIT OT RASSTOQNIQ,OTS^ITYWAEMOGO WDOLX TRUBY.7. bESKONE^NYJ KRUGLYJ CILINDR RADIUSA r0 S MOMENTOM INER-CII K NA EDINICU DLINY NAHODITSQ W WQZKOJ VIDKOSTI; PRI t > 0ON PRIWODITSQ WO WRA℄ENIE DEJSTWIEM MOMENTAM NA EDINICU DLINY.pOLXZUQSX WYRAVENIEM W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH URAWNE-NIJ DWIVENIQ WQZKOJ VIDKOSTI I SOSTAWLQ�℄IH TENZORA NAPRQ-VENIJ 2), POSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O DWIVENII WQZKOJ VIDKOSTI ICILINDRA.8. sLOJ GRUNTA LEVIT NA WODONEPRONICAEMOM GORIZONTALXNOM OS-NOWANII I SODERVIT W SEBE GRUNTOWYE WODY. wEKTOR U POTOKA GRUN-TOWYH WOD SWQZAN S WEKTOROM V SKOROSTI DWIVENIQ ^ASTIC \TIH WODSOOTNO[ENIEM U = mV ;GDE KO\FFICIENT m NAZYWAETSQ PORISTOSTX� GRUNTA.sILA SOPROTIWLENIQ, PRILOVENNAQ K ^ASTICE WODY, OTNESENNAQ KUDELXNOMU WESU WODY, SOGLASNO \KSPERIMENTALXNOMU ZAKONU RAWNAf = � 1k U ;GDE k ESTX TAK NAZYWAEMYJ KO\FFICIENT FILXTRACII 3).nAZOWEM IZBYTO^NYM DAWLENIEM OTNESENNU� K UDELXNOMU WESU WO-DY RAZNOSTX MEVDU ISTINNYM I GIDROSTATI^ESKIM DAWLENIEM W GRUN-TOWYH WODAH.pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O DWIVENII SWOBODNOJ POWERHNOSTIGRUNTOWYH WOD PRI SLEDU�℄IH PREDPOLOVENIQH:1) GORIZONTALXNAQ SOSTAWLQ�℄AQ GRADIENTA IZBYTO^NOGO DAWLE-NIQ PRENEBREVIMO MALA;2) INERCIONNYE SILY, DEJSTWU�℄IE NA ^ASTICY GRUNTOWYH WOD,PRENEBREVIMO MALY.1)rE^X IDET O SUMMARNOJ TEPLOPROWODNOSTI, WKL�^AQ PERENOS TEPLAKONWEKTIWNYMI TOKAMI VIDKOSTI.2)sM. OTWETY I UKAZANIQ.3)pO POWODU TERMINOLOGII SM. [23℄.6�
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84 uSLOWIQ ZADA^x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 1)1. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ. w \TOM PUNKTE RASSMATRIWA�TSQ TAKIE KRAEWYE ZA-DA^I DLQ OBLASTEJ S PLOSKIMI I SFERI^ESKIMI GRANICAMI, RE[ENIQKOTORYH WYRAVA�TSQ W WIDE RQDOW PO PROSTEJ[IM (\LEMENTARNYM)SOBSTWENNYM FUNKCIQM OPERATORA lAPLASA DLQ \TIH OBLASTEJ.A) oDNORODNYE SREDY.9. nAJTI TEMPERATURU PARALLELEPIPEDA 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2,0 6 z 6 l3, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA QWLQETSQ PROIZWOLXNOJFUNKCIEJ x, y z, A TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAW-NOJ NUL�.10. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ KUBA S REBROM l, ESLI W NA-^ALXNYJ MOMENT ON BYL RAWNOMERNO NAGRETYM. nAJTI MOMENT WRE-MENI, NA^INAQ S KOTOROGO W CENTRE KUBA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTOREGULQRNYJ REVIM S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� " > 0 2).11. nAJTI TEMPERATURU PARALLELEPIPEDA 0 6 x 6 l1, 0 6 y 66 l2, 0 6 z 6 l3, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KONWEKTIWNYJTEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEM-PERATURA RAWNA f(x; y; z); RASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDAf(x; y; z) = U0 � 
onst.12. nA POWERHNOSTI KUBA, RAWNOMERNO NAGRETOGO W NA^ALXNYJ MO-MENT WREMENI, PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEM-PERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�. nAJTI WYRAVENIE DLQ TEMPERATURYW CENTRE KUBA I OPREDELITX MOMENT WREMENI, NA^INAQ S KOTOROGO WCENTRE KUBA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OTNOSI-TELXNOJ TO^NOSTX� " > 0.13. sTENKI POLUOGRANI^ENNOJ PRQMOUGOLXNOJ TRUBY 0 6 x << +1, 0 6 y 6 l1, 0 6 z 6 l2 PODDERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE,RAWNOJ NUL�. pO TRUBE S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 W NAPRAWLENIIOSI x DWIVETSQ NEKOTORAQ SREDA. nAJTI TEMPERATURU DWIVU℄EJSQ SRE-DY, PRENEBREGAQ PERENOSOM TEPLA W NAPRAWLENII OSI x ZA S^ET TEPLO-PROWODNOSTI 3) PRI SLEDU�℄IH USLOWIQH:1) PROCESS STACIONAREN;2) MEVDU SREDOJ I STENKAMI TRUBY PROISHODIT TEPLOOBMEN POZAKONU nX�TONA;3) TEMPERATURA SREDY W SE^ENII x = 0 RAWNA U0 � 
onst.14. pUSTX W KUBE 0 6 x; y; z 6 l PROISHODIT DIFFUZIQ WE℄EST-WA, ^ASTICY KOTOROGO RAZMNOVA�TSQ SO SKOROSTX�, PROPORCIONALXNOJKONCENTRACII (SM. ZADA^U 3). nAJTI KRITI^ESKIE RAZMERY KUBA, T. E.NAJTI DLINU REBRA l, NA^INAQ S KOTOROJ PROCESS RAZMNOVENIQ PRIOB-RETAET LAWINNYJ HARAKTER 4). rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:1)sM. WTORU� SNOSKU NA S. 29.2)sM. GL. III, x 2, ZADA^U 22.3)sM. ZADA^U 1.4)bOLEE PODROBNO O PONQTII KRITI^ESKIH RAZMEROW SM. [7, S. 471℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 85A) NA WSEH GRANQH KONCENTRACIQ PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) WSE GRANI NEPRONICAEMY;W) WSE GRANI POLUPRONICAEMY.15. nAJTI TEMPERATURU [ARA RADIUSA r0, POWERHNOSTX KOTOROGOPODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�. w NA^ALXNYJ MOMENTWREMENI TEMPERATURA [ARA BYLA RAWNAu��t=0= f(r); 0 6 r < r0:16. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r 6 r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA POWERHNOSTI [ARA PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA U1 � 
onst. nAJ-TI TEMPERATURU [ARA PRI t > 0. oPREDELITX MOMENT WREMENI, NA^INAQS KOTOROGO W CENTRE [ARA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ RE-VIM S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� " > 0.17. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r 6 r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A WNUTRX [ARA ^EREZ EGO POWERHNOSTX PODAETSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJPOTOK PLOTNOSTI q. nAJTI TEMPERATURU [ARA PRI t > 0.18. nAJTI TEMPERATURU [ARA RADIUSA r0, NA POWERHNOSTI KOTORO-GO PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, IME�℄EJ TEMPE-RATURU, RAWNU� NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA RAWNAu��t=0= f(r); 0 6 r < r0:19. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r 6 r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA EGO POWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SRE-DOJ POSTOQNNOJ TEMPERATURY U1 � 
onst. nAJTI TEMPERATURU [ARAPRI t > 0.oPREDELITX MOMENT WREMENI, NA^INAQ S KOTOROGO W CENTRE [A-RA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OTNOSITELXNOJTO^NOSTX� " > 0.20. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r < r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA EGO POWERHNOSTI S MOMENTA t = 0 PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEP-LOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNAU0 + �t; 0 < t < +1; U0 = 
onst; � = 
onst:nAJTI TEMPERATURU [ARA PRI t > 0.21. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r1 6 r 66 r2, NA WNUTRENNEJ I WNE[NEJ POWERHNOSTQH KOTOROJ PROISHODIT KON-WEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, IME�℄EJ NULEWU� TEMPERATURU. nA-^ALXNAQ TEMPERATURA OBOLO^KI RAWNAu��t=0= f(r); r1 < r < r2:22. w ZAMKNUTOM SFERI^ESKOM SOSUDE 0 6 r 6 R PROISHODIT DIF-FUZIQ WE℄ESTWA, ^ASTICY KOTOROGO RAZMNOVA�TSQ, PRI^EM SKOROSTX



84 uSLOWIQ ZADA^x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 1)1. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ. w \TOM PUNKTE RASSMATRIWA�TSQ TAKIE KRAEWYE ZA-DA^I DLQ OBLASTEJ S PLOSKIMI I SFERI^ESKIMI GRANICAMI, RE[ENIQKOTORYH WYRAVA�TSQ W WIDE RQDOW PO PROSTEJ[IM (\LEMENTARNYM)SOBSTWENNYM FUNKCIQM OPERATORA lAPLASA DLQ \TIH OBLASTEJ.A) oDNORODNYE SREDY.9. nAJTI TEMPERATURU PARALLELEPIPEDA 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2,0 6 z 6 l3, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA QWLQETSQ PROIZWOLXNOJFUNKCIEJ x, y z, A TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAW-NOJ NUL�.10. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ KUBA S REBROM l, ESLI W NA-^ALXNYJ MOMENT ON BYL RAWNOMERNO NAGRETYM. nAJTI MOMENT WRE-MENI, NA^INAQ S KOTOROGO W CENTRE KUBA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTOREGULQRNYJ REVIM S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� " > 0 2).11. nAJTI TEMPERATURU PARALLELEPIPEDA 0 6 x 6 l1, 0 6 y 66 l2, 0 6 z 6 l3, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KONWEKTIWNYJTEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEM-PERATURA RAWNA f(x; y; z); RASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDAf(x; y; z) = U0 � 
onst.12. nA POWERHNOSTI KUBA, RAWNOMERNO NAGRETOGO W NA^ALXNYJ MO-MENT WREMENI, PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEM-PERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�. nAJTI WYRAVENIE DLQ TEMPERATURYW CENTRE KUBA I OPREDELITX MOMENT WREMENI, NA^INAQ S KOTOROGO WCENTRE KUBA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OTNOSI-TELXNOJ TO^NOSTX� " > 0.13. sTENKI POLUOGRANI^ENNOJ PRQMOUGOLXNOJ TRUBY 0 6 x << +1, 0 6 y 6 l1, 0 6 z 6 l2 PODDERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE,RAWNOJ NUL�. pO TRUBE S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0 W NAPRAWLENIIOSI x DWIVETSQ NEKOTORAQ SREDA. nAJTI TEMPERATURU DWIVU℄EJSQ SRE-DY, PRENEBREGAQ PERENOSOM TEPLA W NAPRAWLENII OSI x ZA S^ET TEPLO-PROWODNOSTI 3) PRI SLEDU�℄IH USLOWIQH:1) PROCESS STACIONAREN;2) MEVDU SREDOJ I STENKAMI TRUBY PROISHODIT TEPLOOBMEN POZAKONU nX�TONA;3) TEMPERATURA SREDY W SE^ENII x = 0 RAWNA U0 � 
onst.14. pUSTX W KUBE 0 6 x; y; z 6 l PROISHODIT DIFFUZIQ WE℄EST-WA, ^ASTICY KOTOROGO RAZMNOVA�TSQ SO SKOROSTX�, PROPORCIONALXNOJKONCENTRACII (SM. ZADA^U 3). nAJTI KRITI^ESKIE RAZMERY KUBA, T. E.NAJTI DLINU REBRA l, NA^INAQ S KOTOROJ PROCESS RAZMNOVENIQ PRIOB-RETAET LAWINNYJ HARAKTER 4). rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:1)sM. WTORU� SNOSKU NA S. 29.2)sM. GL. III, x 2, ZADA^U 22.3)sM. ZADA^U 1.4)bOLEE PODROBNO O PONQTII KRITI^ESKIH RAZMEROW SM. [7, S. 471℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 85A) NA WSEH GRANQH KONCENTRACIQ PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) WSE GRANI NEPRONICAEMY;W) WSE GRANI POLUPRONICAEMY.15. nAJTI TEMPERATURU [ARA RADIUSA r0, POWERHNOSTX KOTOROGOPODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�. w NA^ALXNYJ MOMENTWREMENI TEMPERATURA [ARA BYLA RAWNAu��t=0= f(r); 0 6 r < r0:16. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r 6 r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA POWERHNOSTI [ARA PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA U1 � 
onst. nAJ-TI TEMPERATURU [ARA PRI t > 0. oPREDELITX MOMENT WREMENI, NA^INAQS KOTOROGO W CENTRE [ARA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ RE-VIM S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� " > 0.17. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r 6 r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A WNUTRX [ARA ^EREZ EGO POWERHNOSTX PODAETSQ POSTOQNNYJ TEPLOWOJPOTOK PLOTNOSTI q. nAJTI TEMPERATURU [ARA PRI t > 0.18. nAJTI TEMPERATURU [ARA RADIUSA r0, NA POWERHNOSTI KOTORO-GO PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, IME�℄EJ TEMPE-RATURU, RAWNU� NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA RAWNAu��t=0= f(r); 0 6 r < r0:19. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r 6 r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA EGO POWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SRE-DOJ POSTOQNNOJ TEMPERATURY U1 � 
onst. nAJTI TEMPERATURU [ARAPRI t > 0.oPREDELITX MOMENT WREMENI, NA^INAQ S KOTOROGO W CENTRE [A-RA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OTNOSITELXNOJTO^NOSTX� " > 0.20. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA 0 6 r < r0 RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA EGO POWERHNOSTI S MOMENTA t = 0 PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEP-LOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNAU0 + �t; 0 < t < +1; U0 = 
onst; � = 
onst:nAJTI TEMPERATURU [ARA PRI t > 0.21. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r1 6 r 66 r2, NA WNUTRENNEJ I WNE[NEJ POWERHNOSTQH KOTOROJ PROISHODIT KON-WEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, IME�℄EJ NULEWU� TEMPERATURU. nA-^ALXNAQ TEMPERATURA OBOLO^KI RAWNAu��t=0= f(r); r1 < r < r2:22. w ZAMKNUTOM SFERI^ESKOM SOSUDE 0 6 r 6 R PROISHODIT DIF-FUZIQ WE℄ESTWA, ^ASTICY KOTOROGO RAZMNOVA�TSQ, PRI^EM SKOROSTX



86 uSLOWIQ ZADA^RAZMNOVENIQ PROPORCIONALXNA KONCENTRACII (SM. ZADA^U 14). nAJTIKRITI^ESKIE RAZMERY SOSUDA. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) NA POWERHNOSTI SOSUDA PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�;B) STENKA SOSUDA NEPRONICAEMA;W) STENKA SOSUDA POLUPRONICAEMA.B) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.23. nAJTI TEMPERATURU BALKI PRQMOUGOLXNOGO POPERE^NOGO SE^E-NIQ 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, SOSTAWLENNOJ IZ DWUH ODNORODNYH BALOK(S RAZLI^NYMI FIZI^ESKIMI SWOJSTWAMI) S POPERE^NYMI SE^ENIQMI0 6 x 6 x0, 0 6 y 6 l2 I x0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2; TORCY BALKITEPLOIZOLIROWANY, A BOKOWAQ POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRI TEMPE-RATURE, RAWNOJ NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA BALKI RAWNAu��t=0= f(x; y); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2:24. nAJTI TEMPERATURU PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA, SOSTAW-LENNOGO IZ DWUH ODNORODNYH PRQMOUGOLXNYH PARALLELEPIPEDOW [0 66 x 6 x0; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3℄ I [x0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3℄,IZGOTOWLENNYH IZ RAZLI^NYH MATERIALOW. pOWERHNOSTX SOSTAWNOGO PA-RALLELEPIPEDA PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A EGONA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(x; y; z); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3:25. {AR 0 6 r 6 r1 SOSTAWLEN IZ ODNORODNOGO [ARA 0 6 r 6 r0 IODNORODNOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r0 6 r 6 r1, IZGOTOWLENNYH IZ RAZ-LI^NYH MATERIALOW. nAJTI TEMPERATURU [ARA, ESLI EGO POWERHNOSTXPODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPE-RATURA [ARA RAWNA u��t=0= f(r); 0 6 r < r1:26. wO WNUTRENNEJ POLOSTI TOLSTOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r1 66 r 6 r2 SODERVITSQ VIDKOSTX S O^ENX BOLX[OJ TEPLOPROWODNOSTX�,T. E. TAKAQ, ^TO EE TEMPERATURA WSE WREMQ RAWNA TEMPERATURE WNUT-RENNEJ POWERHNOSTI OBOLO^KI. nAJTI TEMPERATURU OBOLO^KI, ESLI EEWNE[NQQ POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�,A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r); r1 6 r 6 r2:2. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ. w NASTOQ℄EM PUNKTE RASSMATRIWA�TSQ TAKIE KRAEWYE ZA-DA^I DLQ OBLASTEJ, OGRANI^ENNYH PLOSKOSTQMI, SFERAMI I KRUGOWYMICILINDRAMI, RE[ENIQ KOTORYH WYRAVA�TSQ RQDAMI PO OB℄IM SOBST-WENNYM FUNKCIQM OPERATORA lAPLASA DLQ \TIH OBLASTEJ, T. E. TAKIMSOBSTWENNYM FUNKCIQM, W SOSTAW KOTORYH WHODQT CILINDRI^ESKIE ILISFERI^ESKIE FUNKCII.A) oDNORODNYE SREDY.27. rE[ITX ZADA^U O NAGREWANII BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILIND-RA 0 6 r 6 r0, NA^ALXNAQ TEMPERATURA KOTOROGO RAWNA NUL�, A NA EGO

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 87POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA U0 = 
onst. nAJTI TAKVEW USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA PRIBLIVENNOE WYRAVENIE DLQ TEMPE-RATURY, SREDNEJ PO POPERE^NOMU SE^ENI� CILINDRA.28. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA PRIUSLOWII, ^TO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= U0 �1� r2=r20� ;A NA EGO POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�. nAJ-TI W USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA PRIBLIVENNOE WYRAVENIE DLQ TEM-PERATURY, SREDNEJ PO POPERE^NOMU SE^ENI� CILINDRA.29. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 66 r0, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA EGO POWERHNOSTX S MOMENTA t = 0 IZWNE PODAETSQ POSTOQNNYJ TEP-LOWOJ POTOK PLOTNOSTI q.30. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA RADIU-SA r0, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r); 0 6 r 6 r0;A NA POWERHNOSTI CILINDRA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOSREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�. rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI,SLU^AJ, KOGDA f(r) = U0 � 
onst, I NAPISATX PRIBLIVENNOE WYRAVENIEDLQ TEMPERATURY W USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA.31. nA^ALXNAQ TEMPERATURA NEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILIND-RA 0 6 r 6 r0 RAWNA u��t=0= U0 � 
onst;A NA POWERHNOSTI CILINDRA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOSREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA U1 = 
onst.nAJTI TEMPERATURU CILINDRA PRI t > 0.32. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI TEMPERATURA SREDY RAW-NA U1 + �t, GDE U1 I � | POSTOQNNYE.33. wNE BESKONE^NOGO KRUGLOGO PROWODQ℄EGO CILINDRA 0 6 r 66 r0 W MOMENT t = 0 MGNOWENNO USTANOWILOSX POSTOQNNOE MAGNITNOEPOLE H0, PARALLELXNOE OSI CILINDRA.nAJTI NAPRQVENNOSTX MAGNITNOGO POLQ WNUTRI CILINDRA PRI NU-LEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH; NAJTI ZATEM POTOK MAGNITNOJ INDUKCII^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE CILINDRA.34. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI NAPRQVENNOSTX WNE[NEGOMAGNITNOGO POLQ RAWNAH = H0 
os!t; H0 = 
onst; 0 < t < +1:35.nA^ALXNAQ TEMPERATURA BESKONE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJTRUBY r1 6 r 6 r2 RAWNAu��t=0= f(r); r1 6 r 6 r2:nAJTI TEMPERATURU TRUBY PRI t > 0, ESLI NA EE WNUTRENNEJ PO-WERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA U1 � 
onst, A NA NARUVNOJPOWERHNOSTI | TEMPERATURA U2 � 
onst.



86 uSLOWIQ ZADA^RAZMNOVENIQ PROPORCIONALXNA KONCENTRACII (SM. ZADA^U 14). nAJTIKRITI^ESKIE RAZMERY SOSUDA. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) NA POWERHNOSTI SOSUDA PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�;B) STENKA SOSUDA NEPRONICAEMA;W) STENKA SOSUDA POLUPRONICAEMA.B) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.23. nAJTI TEMPERATURU BALKI PRQMOUGOLXNOGO POPERE^NOGO SE^E-NIQ 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, SOSTAWLENNOJ IZ DWUH ODNORODNYH BALOK(S RAZLI^NYMI FIZI^ESKIMI SWOJSTWAMI) S POPERE^NYMI SE^ENIQMI0 6 x 6 x0, 0 6 y 6 l2 I x0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2; TORCY BALKITEPLOIZOLIROWANY, A BOKOWAQ POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRI TEMPE-RATURE, RAWNOJ NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA BALKI RAWNAu��t=0= f(x; y); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2:24. nAJTI TEMPERATURU PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA, SOSTAW-LENNOGO IZ DWUH ODNORODNYH PRQMOUGOLXNYH PARALLELEPIPEDOW [0 66 x 6 x0; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3℄ I [x0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3℄,IZGOTOWLENNYH IZ RAZLI^NYH MATERIALOW. pOWERHNOSTX SOSTAWNOGO PA-RALLELEPIPEDA PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A EGONA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(x; y; z); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3:25. {AR 0 6 r 6 r1 SOSTAWLEN IZ ODNORODNOGO [ARA 0 6 r 6 r0 IODNORODNOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r0 6 r 6 r1, IZGOTOWLENNYH IZ RAZ-LI^NYH MATERIALOW. nAJTI TEMPERATURU [ARA, ESLI EGO POWERHNOSTXPODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPE-RATURA [ARA RAWNA u��t=0= f(r); 0 6 r < r1:26. wO WNUTRENNEJ POLOSTI TOLSTOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r1 66 r 6 r2 SODERVITSQ VIDKOSTX S O^ENX BOLX[OJ TEPLOPROWODNOSTX�,T. E. TAKAQ, ^TO EE TEMPERATURA WSE WREMQ RAWNA TEMPERATURE WNUT-RENNEJ POWERHNOSTI OBOLO^KI. nAJTI TEMPERATURU OBOLO^KI, ESLI EEWNE[NQQ POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�,A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r); r1 6 r 6 r2:2. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ. w NASTOQ℄EM PUNKTE RASSMATRIWA�TSQ TAKIE KRAEWYE ZA-DA^I DLQ OBLASTEJ, OGRANI^ENNYH PLOSKOSTQMI, SFERAMI I KRUGOWYMICILINDRAMI, RE[ENIQ KOTORYH WYRAVA�TSQ RQDAMI PO OB℄IM SOBST-WENNYM FUNKCIQM OPERATORA lAPLASA DLQ \TIH OBLASTEJ, T. E. TAKIMSOBSTWENNYM FUNKCIQM, W SOSTAW KOTORYH WHODQT CILINDRI^ESKIE ILISFERI^ESKIE FUNKCII.A) oDNORODNYE SREDY.27. rE[ITX ZADA^U O NAGREWANII BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILIND-RA 0 6 r 6 r0, NA^ALXNAQ TEMPERATURA KOTOROGO RAWNA NUL�, A NA EGO

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 87POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA U0 = 
onst. nAJTI TAKVEW USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA PRIBLIVENNOE WYRAVENIE DLQ TEMPE-RATURY, SREDNEJ PO POPERE^NOMU SE^ENI� CILINDRA.28. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA PRIUSLOWII, ^TO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= U0 �1� r2=r20� ;A NA EGO POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�. nAJ-TI W USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA PRIBLIVENNOE WYRAVENIE DLQ TEM-PERATURY, SREDNEJ PO POPERE^NOMU SE^ENI� CILINDRA.29. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 66 r0, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= U0 � 
onst;A NA EGO POWERHNOSTX S MOMENTA t = 0 IZWNE PODAETSQ POSTOQNNYJ TEP-LOWOJ POTOK PLOTNOSTI q.30. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA RADIU-SA r0, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r); 0 6 r 6 r0;A NA POWERHNOSTI CILINDRA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOSREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�. rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI,SLU^AJ, KOGDA f(r) = U0 � 
onst, I NAPISATX PRIBLIVENNOE WYRAVENIEDLQ TEMPERATURY W USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA.31. nA^ALXNAQ TEMPERATURA NEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILIND-RA 0 6 r 6 r0 RAWNA u��t=0= U0 � 
onst;A NA POWERHNOSTI CILINDRA PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SOSREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA U1 = 
onst.nAJTI TEMPERATURU CILINDRA PRI t > 0.32. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI TEMPERATURA SREDY RAW-NA U1 + �t, GDE U1 I � | POSTOQNNYE.33. wNE BESKONE^NOGO KRUGLOGO PROWODQ℄EGO CILINDRA 0 6 r 66 r0 W MOMENT t = 0 MGNOWENNO USTANOWILOSX POSTOQNNOE MAGNITNOEPOLE H0, PARALLELXNOE OSI CILINDRA.nAJTI NAPRQVENNOSTX MAGNITNOGO POLQ WNUTRI CILINDRA PRI NU-LEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH; NAJTI ZATEM POTOK MAGNITNOJ INDUKCII^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE CILINDRA.34. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI NAPRQVENNOSTX WNE[NEGOMAGNITNOGO POLQ RAWNAH = H0 
os!t; H0 = 
onst; 0 < t < +1:35.nA^ALXNAQ TEMPERATURA BESKONE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJTRUBY r1 6 r 6 r2 RAWNAu��t=0= f(r); r1 6 r 6 r2:nAJTI TEMPERATURU TRUBY PRI t > 0, ESLI NA EE WNUTRENNEJ PO-WERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA U1 � 
onst, A NA NARUVNOJPOWERHNOSTI | TEMPERATURA U2 � 
onst.



88 uSLOWIQ ZADA^36. tEMPERATURA BESKONE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBYRAWNA NUL� PRI t < 0. s MOMENTA t = 0 ^EREZ EE WNE[N�� POWERHNOSTXPODAETSQ SNARUVI POSTOQNNYJ TEPLOWOJ POTOK PLOTNOSTI q, A WNUT-RENNQQ POWERHNOSTX TRUBY PODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJNUL�.nAJTI TEMPERATURU TRUBY PRI t > 0.37. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII BESKONE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI-^ESKOJ TRUBY, NA WNE[NEJ I WNUTRENNEJ POWERHNOSTQH KOTOROJ PRO-ISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY.w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI TRUBA BYLA RAWNOMERNO NAGRETOJ.38. mEVDU DWUMQ KONCENTRI^ESKIMI CILINDRAMI BESKONE^NOJDLINY NAHODITSQ WQZKAQ VIDKOSTX. w MOMENT t = 0 WNE[NIJ CILINDRNA^INAET WRA℄ATXSQ S UGLOWOJ SKOROSTX� ! = 
onst.oPREDELITX SKOROSTX DWIVENIQ VIDKOSTI.39. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 66 r 6 r0, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); 0 6 r 6 r0; 0 6 ' 6 2�;A NA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�.40. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 66 r 6 r0, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); 0 6 r 6 r0; 0 6 ' 6 2�;A NA POWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ,TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.41. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJTRUBY r1 6 r 6 r2, ESLI EE NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); r1 < r < r2; 0 6 ' 6 2�;A NA WNE[NEJ I WNUTRENNEJ POWERHNOSTQH PODDERVIWAETSQ TEMPERATU-RA, RAWNAQ NUL�.42. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJTRUBY r1 6 r 6 r2, ESLI EE NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); r1 < r < r2; 0 6 ' 6 2�;A NA WNE[NEJ I WNUTRENNEJ POWERHNOSTQH PROISHODIT KONWEKTIWNYJTEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.43. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO CILINDRI^ESKOGO SEKTORA0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 '0, ESLI NA POWERHNOSTI r = r0 I GRANQH ' = 0I ' = '0 PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�, A NA^ALXNAQTEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); 0 < r < r0; 0 < ' < '0:44. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO CILINDRI^ESKOGO SEKTORA0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 '0, ESLI NA POWERHNOSTI r = r0 PROISHODIT KON-WEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�,GRANI ' = 0 I ' = '0 TEPLOIZOLIROWANY, A NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA u��t=0= f(r; '); 0 < r < r0; 0 < ' < '0:

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 8945. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO CILINDRI^ESKOGO SEKTORAr1 6 r 6 r2, 0 6 ' 6 '0, ESLI EGO POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRITEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); r1 < r < r2; 0 < ' < '0:46. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO CILINDRI^ESKOGO SEKTORAr1 6 r 6 r2, 0 6 ' 6 '0, ESLI NA POWERHNOSTQH r = r1 I r == r2 PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURAKOTOROJ RAWNA NUL�, GRANI ' = 0 I ' = '0 TEPLOIZOLIROWANY, ANA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); r1 < r < r2; 0 < ' < '0:47. nAJTI TEMPERATURU KONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 6 r0,0 6 ' 6 2�, 0 6 z 6 l, POWERHNOSTX KOTOROGO PODDERVIWAETSQ PRITEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l:48. nAJTI TEMPERATURU KONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 66 r0, 0 6 ' 6 2�, 0 6 z 6 l, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODITKONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, IME�℄EJ TEMPERATURU, RAWNU�NUL�, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA CILINDRA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l:49. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII [ARA RADIUSA r0, NA POWERHNOS-TI KOTOROGO PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�. nA^ALXNAQTEMPERATURA [ARA RAWNAu��t=0= f(r; �; '); 0 6 r < r0; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:50. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII [ARA RADIUSA r0, ESLI NA EGOPOWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPE-RATURA KOTOROJ RAWNA NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA RAWNAu��t=0= f(r; �; '); 0 6 r < r0; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:51. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII TOLSTOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KIr1 6 r 6 r2, NA WNE[NEJ I WNUTRENNEJ POWERHNOSTQH KOTOROJ PODDER-VIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA OBOLO^-KI RAWNAu��t=0= f(r; �; '); r1 < r < r2; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:52. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII TOLSTOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KIr1 6 r 6 r2, NA WNE[NEJ I WNUTRENNEJ POWERHNOSTQH KOTOROJ PROISHO-DIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNANUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA OBOLO^KI RAWNAu��t=0= f(r; �; '); r1 < r < r2; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:B) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.53. nEODNORODNYJ KRUGLYJ CILINDR 0 6 r 6 r1, 0 6 ' 6 2�,0 6 z 6 l SOSTAWLEN IZ ODNORODNOGO CILINDRA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 2�,0 6 z 6 l I ODNORODNOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBY r0 6 r 6 r1, 0 6 ' 66 2�, 0 6 z 6 l, IZGOTOWLENNYH IZ RAZLI^NYH MATERIALOW.
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gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 8945. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO CILINDRI^ESKOGO SEKTORAr1 6 r 6 r2, 0 6 ' 6 '0, ESLI EGO POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQ PRITEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); r1 < r < r2; 0 < ' < '0:46. nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NOGO CILINDRI^ESKOGO SEKTORAr1 6 r 6 r2, 0 6 ' 6 '0, ESLI NA POWERHNOSTQH r = r1 I r == r2 PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURAKOTOROJ RAWNA NUL�, GRANI ' = 0 I ' = '0 TEPLOIZOLIROWANY, ANA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '); r1 < r < r2; 0 < ' < '0:47. nAJTI TEMPERATURU KONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 6 r0,0 6 ' 6 2�, 0 6 z 6 l, POWERHNOSTX KOTOROGO PODDERVIWAETSQ PRITEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l:48. nAJTI TEMPERATURU KONE^NOGO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 66 r0, 0 6 ' 6 2�, 0 6 z 6 l, NA POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODITKONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, IME�℄EJ TEMPERATURU, RAWNU�NUL�, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERATURA CILINDRA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l:49. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII [ARA RADIUSA r0, NA POWERHNOS-TI KOTOROGO PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�. nA^ALXNAQTEMPERATURA [ARA RAWNAu��t=0= f(r; �; '); 0 6 r < r0; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:50. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII [ARA RADIUSA r0, ESLI NA EGOPOWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPE-RATURA KOTOROJ RAWNA NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA [ARA RAWNAu��t=0= f(r; �; '); 0 6 r < r0; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:51. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII TOLSTOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KIr1 6 r 6 r2, NA WNE[NEJ I WNUTRENNEJ POWERHNOSTQH KOTOROJ PODDER-VIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA OBOLO^-KI RAWNAu��t=0= f(r; �; '); r1 < r < r2; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:52. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII TOLSTOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KIr1 6 r 6 r2, NA WNE[NEJ I WNUTRENNEJ POWERHNOSTQH KOTOROJ PROISHO-DIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNANUL�. nA^ALXNAQ TEMPERATURA OBOLO^KI RAWNAu��t=0= f(r; �; '); r1 < r < r2; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:B) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.53. nEODNORODNYJ KRUGLYJ CILINDR 0 6 r 6 r1, 0 6 ' 6 2�,0 6 z 6 l SOSTAWLEN IZ ODNORODNOGO CILINDRA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 2�,0 6 z 6 l I ODNORODNOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBY r0 6 r 6 r1, 0 6 ' 66 2�, 0 6 z 6 l, IZGOTOWLENNYH IZ RAZLI^NYH MATERIALOW.



90 uSLOWIQ ZADA^nAJTI TEMPERATURU SOSTAWNOGO CILINDRA, ESLI EGO POWERHNOSTXPODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPE-RATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r1; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l:54. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJTRUBY r1 6 r 6 r2, ZAPOLNENNOJ OHLAVDA�℄EJ VIDKOSTX�, ESLI TEM-PERATURA OHLAVDA�℄EJ VIDKOSTI WSE WREMQ RAWNA TEMPERATURE WNUT-RENNEJ POWERHNOSTI TRUBY, A WNE[NQQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA.nA^ALXNAQ TEMPERATURA TRUBY RAWNAu��t=0= f(r); r1 < r < r2:55. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO NA WNE[NEJPOWERHNOSTI TRUBY PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ,TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.56. 
ILINDR RADIUSA r1 S MOMENTOM INERCIIK NA EDINICU DLINYPOGRUVEN W VIDKOSTX I PRIWODITSQ WO WRA℄ENIE MOMENTOMM � 
onstNA EDINICU DLINY.oPREDELITX DWIVENIE VIDKOSTI I CILINDRA, ESLI VIDKOSTX ZA-POLNQET PROSTRANSTWO MEVDU CILINDROM I NEPODWIVNOJ KOAKSIALX-NOJ TRUBOJ S WNUTRENNIM RADIUSOM r2 > r1. 
ILINDR I TRUBU S^I-TATX BESKONE^NO DLINNYMI. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI CILINDR IVIDKOSTX POKOILISX.57. wNE POLOGO CILINDRI^ESKOGO PROWODNIKA r1 6 r 6 r2 BESKO-NE^NOJ DLINY W MOMENT t = 0 MGNOWENNO USTANOWILOSX POSTOQNNOEMAGNITNOE POLE H0, PARALLELXNOE OSI PROWODNIKA.nAJTI MAGNITNOE POLE W PROWODNIKE PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLO-WIQH, PREDPOLAGAQ, ^TO WO WNUTRENNEJ POLOSTI ONO ODNORODNO, A TAKVE^TO WNE I WNUTRI TRUBY WAKUUM.58. nEODNORODNYJ [AR 0 6 r 6 r1 SOSTAWLEN IZ ODNORODNOGO [ARA0 6 r 6 r0 I ODNORODNOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r0 6 r 6 r1, IZGOTOW-LENNYH IZ RAZLI^NYH MATERIALOW.nAJTI TEMPERATURU [ARA, ESLI EGO POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQPRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; �; '); 0 6 r < r1; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJw NASTOQ℄EM PARAGRAFE RASSMATRIWAETSQ PRIMENENIE INTEGRALX-NYH PREDSTAWLENIJ K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^ TEORII TEPLOPROWODNOS-TI. sNA^ALA IDUT ZADA^I NA PRIMENENIE INTEGRALA fURXE, ZATEM NAPOSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJ ISTO^NIKOW.1. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE.59. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEOGRANI^ENNOM PROST-RANSTWE, NA^ALXNAQ TEMPERATURA KOTOROGO RAWNAu��t=0= f(x; y; z); �1 < x; y; z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f(x; y; z) NE ZAWISIT OT z.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 9160. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO PROSTRANSTWA, WYZWANNU�NEPRERYWNO DEJSTWU�℄IMI ISTO^NIKAMI S PLOTNOSTX� g(x; y; z; t);NA^ALXNAQ TEMPERATURA PROSTRANSTWA RAWNA NUL�. rASSMOTRETXTAKVE ^ASTNYE SLU^AI, KOGDA g(x; y; z; t) NE ZAWISIT OT t I KOGDAg(x; y; z; t) NE ZAWISIT OT z.61. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1; 0 < t < +1;u��z=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= f(x; y; z); �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f NE ZAWISIT OT y.62. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1; 0 < t < +1;u��z=0= f(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f NE ZAWISIT OT y.63. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz��z=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= f(x; y; z); �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:64. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz��z=0= f(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:65. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz � hu = 0; �1 < x; y < +1; z = 0; 0 < t < +1;u��t=0= f(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f NE ZAWISIT OT y.66. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz = h[u� f(x; y; t)℄; �1 < x; y < +1; z = 0; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:67. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u+ f(x; y; z; t); �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;u��z=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:



90 uSLOWIQ ZADA^nAJTI TEMPERATURU SOSTAWNOGO CILINDRA, ESLI EGO POWERHNOSTXPODDERVIWAETSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPE-RATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r1; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l:54. rE[ITX ZADA^U OB OSTYWANII BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJTRUBY r1 6 r 6 r2, ZAPOLNENNOJ OHLAVDA�℄EJ VIDKOSTX�, ESLI TEM-PERATURA OHLAVDA�℄EJ VIDKOSTI WSE WREMQ RAWNA TEMPERATURE WNUT-RENNEJ POWERHNOSTI TRUBY, A WNE[NQQ POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA.nA^ALXNAQ TEMPERATURA TRUBY RAWNAu��t=0= f(r); r1 < r < r2:55. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO NA WNE[NEJPOWERHNOSTI TRUBY PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ,TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.56. 
ILINDR RADIUSA r1 S MOMENTOM INERCIIK NA EDINICU DLINYPOGRUVEN W VIDKOSTX I PRIWODITSQ WO WRA℄ENIE MOMENTOMM � 
onstNA EDINICU DLINY.oPREDELITX DWIVENIE VIDKOSTI I CILINDRA, ESLI VIDKOSTX ZA-POLNQET PROSTRANSTWO MEVDU CILINDROM I NEPODWIVNOJ KOAKSIALX-NOJ TRUBOJ S WNUTRENNIM RADIUSOM r2 > r1. 
ILINDR I TRUBU S^I-TATX BESKONE^NO DLINNYMI. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI CILINDR IVIDKOSTX POKOILISX.57. wNE POLOGO CILINDRI^ESKOGO PROWODNIKA r1 6 r 6 r2 BESKO-NE^NOJ DLINY W MOMENT t = 0 MGNOWENNO USTANOWILOSX POSTOQNNOEMAGNITNOE POLE H0, PARALLELXNOE OSI PROWODNIKA.nAJTI MAGNITNOE POLE W PROWODNIKE PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLO-WIQH, PREDPOLAGAQ, ^TO WO WNUTRENNEJ POLOSTI ONO ODNORODNO, A TAKVE^TO WNE I WNUTRI TRUBY WAKUUM.58. nEODNORODNYJ [AR 0 6 r 6 r1 SOSTAWLEN IZ ODNORODNOGO [ARA0 6 r 6 r0 I ODNORODNOJ SFERI^ESKOJ OBOLO^KI r0 6 r 6 r1, IZGOTOW-LENNYH IZ RAZLI^NYH MATERIALOW.nAJTI TEMPERATURU [ARA, ESLI EGO POWERHNOSTX PODDERVIWAETSQPRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�, A NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; �; '); 0 6 r < r1; 0 6 � 6 �; 0 6 ' 6 2�:x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJw NASTOQ℄EM PARAGRAFE RASSMATRIWAETSQ PRIMENENIE INTEGRALX-NYH PREDSTAWLENIJ K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^ TEORII TEPLOPROWODNOS-TI. sNA^ALA IDUT ZADA^I NA PRIMENENIE INTEGRALA fURXE, ZATEM NAPOSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJ ISTO^NIKOW.1. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE.59. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEOGRANI^ENNOM PROST-RANSTWE, NA^ALXNAQ TEMPERATURA KOTOROGO RAWNAu��t=0= f(x; y; z); �1 < x; y; z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f(x; y; z) NE ZAWISIT OT z.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 9160. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO PROSTRANSTWA, WYZWANNU�NEPRERYWNO DEJSTWU�℄IMI ISTO^NIKAMI S PLOTNOSTX� g(x; y; z; t);NA^ALXNAQ TEMPERATURA PROSTRANSTWA RAWNA NUL�. rASSMOTRETXTAKVE ^ASTNYE SLU^AI, KOGDA g(x; y; z; t) NE ZAWISIT OT t I KOGDAg(x; y; z; t) NE ZAWISIT OT z.61. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1; 0 < t < +1;u��z=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= f(x; y; z); �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f NE ZAWISIT OT y.62. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1; 0 < t < +1;u��z=0= f(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f NE ZAWISIT OT y.63. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz��z=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= f(x; y; z); �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:64. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz��z=0= f(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:65. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz � hu = 0; �1 < x; y < +1; z = 0; 0 < t < +1;u��t=0= f(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:rASSMOTRETX TAKVE ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA f NE ZAWISIT OT y.66. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u; �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;uz = h[u� f(x; y; t)℄; �1 < x; y < +1; z = 0; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:67. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u+ f(x; y; z; t); �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1;u��z=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u��t=0= 0; �1 < x; y < +1; 0 < z < +1:



92 uSLOWIQ ZADA^68. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOJ BALKI S PRQMOUGOLXNYMPOPERE^NYM SE^ENIEM 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, �1 < z < +1, ESLI EENA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(x; y; z); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; �1 6 z 6 +1;A NA POWERHNOSTI:A) PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ;W) PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEM-PERATURY.69. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUOGRANI^ENNOJ BALKI SPRQMOUGOLXNYM POPERE^NYM SE^ENIEM: 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, 0 << z < +1; RASSMOTRETX SLU^AI, SOOTWETSTWU�℄IE GRANI^NYM USLO-WIQM A) I B).70.nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 6 r0,0 6 ' 6 2�, �1 < z < +1, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; �1 < z < +1;A NA POWERHNOSTI WYPOLNQETSQ ODNO IZ SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIJ:A) TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA;W) NA POWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S OKRU-VA�℄EJ SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.71. nAJTI TEMPERATURU POLUOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILIND-RA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 2�, 0 6 z < +1, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPE-RATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 ' 6 2�; 0 6 r 6 r0; 0 < z < +1;A NA POWERHNOSTI WYPOLNQETSQ ODNO IZ SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIJ:A) TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA.72. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO CILINDRI^ESKOGO SEK-TORA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 '0, �1 < z < +1, ESLI EGO NA^ALXNAQTEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 < ' < '0; 0 < r < r0; �1 < z < +1;A NA POWERHNOSTI WYPOLNQETSQ ODNO IZ SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIJ:A) TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA.73. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUOGRANI^ENNOGO CILIND-RI^ESKOGO SEKTORA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 '0, 0 6 z < +1.74.nAJTI TEMPERATURU PLASTINKI, IME�℄EJ FORMU NEOGRANI^EN-NOGO SEKTORA 0 6 r < +1, 0 6 ' 6 '0, ESLI EE NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA u��t=0= f(r; '); 0 < r < +1; 0 < ' < '0;A NA KRAQH PLASTINKI:A) PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ.75. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO ODIN KRAJPLASTINKI TEPLOIZOLIROWAN, A TEMPERATURA DRUGOGO PODDERVIWAETSQRAWNOJ NUL�.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 9376. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO KLINA S UGLOM RASTWO-RA '0, ESLI NA EGO GRANQH:A) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ.77. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO PROSTRANSTWA S BESKO-NE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJ POLOSTX�, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERA-TURA RAWNA NUL�, A TEMPERATURA NA POWERHNOSTI POLOSTI PODDERVI-WAETSQ RAWNOJ U0.2. pOSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWEN-NYH TO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA.78. dOKAZATX, ^TO RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2n�2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2 o; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = f1(x)f2(y)f3(z); �1 < x; y; z < +1 (2)QWLQETSQ PROIZWEDENIE RE[ENIJ u1(x; t), u2(y; t), u3(z; t) KRAEWYHZADA^ �u1�t = a2 �2u1�x2 ; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (10)u1��t=0 = f1(x); �1 < x < +1; (20)�u2�t = a2 �2u2�y2 ; �1 < y < +1; 0 < t < +1; (100)u2��t=0 = f2(y); �1 < y < +1; (200)�u3�t = a2 �2u3�z2 ; �1 < z < +1; 0 < t < +1; (1000)u3��t=0 = f3(z); �1 < z < +1: (2000)79. wOSPOLXZOWAW[ISX WYRAVENIEM FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWEN-NYH TO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA DLQ PRQMYH �1 < x < +1, �1 << y < +1, �1 < z < +1 I PREDPOLOVENIEM, SFORMULIROWANNYM WZADA^E 78, NAPISATX WYRAVENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^-NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ PROSTRANSTWA�1 < x; y; z < +1:80. s POMO℄X� FUNKCII WLIQNIQ, NAJDENNOJ W PREDYDU℄EJ ZADA-^E, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u+ F (x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1;u��t=0 = f(x; y; z); �1 < x; y; z < +1:81. wYRAZITX FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NI-KA TEPLA DLQ POLUPROSTRANSTWA �1 < x; y < +1, 0 < z < +1,OTWE^A�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM:A) u��z=0 = 0; B) uz��z=0 = 0; W) (uz � hu)��z=0 = 0;^EREZ SOOTWETSTWU�℄IE ODNOMERNYE FUNKCII WLIQNIQ, ANALOGI^NO TO-MU, KAK \TO BYLO SDELANO W RE[ENII ZADA^I 79.



92 uSLOWIQ ZADA^68. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOJ BALKI S PRQMOUGOLXNYMPOPERE^NYM SE^ENIEM 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, �1 < z < +1, ESLI EENA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(x; y; z); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; �1 6 z 6 +1;A NA POWERHNOSTI:A) PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ;W) PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEM-PERATURY.69. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUOGRANI^ENNOJ BALKI SPRQMOUGOLXNYM POPERE^NYM SE^ENIEM: 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, 0 << z < +1; RASSMOTRETX SLU^AI, SOOTWETSTWU�℄IE GRANI^NYM USLO-WIQM A) I B).70.nAJTI TEMPERATURU BESKONE^NO KRUGLOGO CILINDRA 0 6 r 6 r0,0 6 ' 6 2�, �1 < z < +1, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; �1 < z < +1;A NA POWERHNOSTI WYPOLNQETSQ ODNO IZ SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIJ:A) TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA;W) NA POWERHNOSTI PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMEN S OKRU-VA�℄EJ SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�.71. nAJTI TEMPERATURU POLUOGRANI^ENNOGO KRUGLOGO CILIND-RA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 2�, 0 6 z < +1, ESLI EGO NA^ALXNAQ TEMPE-RATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 6 ' 6 2�; 0 6 r 6 r0; 0 < z < +1;A NA POWERHNOSTI WYPOLNQETSQ ODNO IZ SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIJ:A) TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA.72. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO CILINDRI^ESKOGO SEK-TORA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 '0, �1 < z < +1, ESLI EGO NA^ALXNAQTEMPERATURA RAWNAu��t=0= f(r; '; z); 0 < ' < '0; 0 < r < r0; �1 < z < +1;A NA POWERHNOSTI WYPOLNQETSQ ODNO IZ SLEDU�℄IH GRANI^NYH USLOWIJ:A) TEMPERATURA POWERHNOSTI PODDERVIWAETSQ RAWNOJ NUL�;B) POWERHNOSTX TEPLOIZOLIROWANA.73. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUOGRANI^ENNOGO CILIND-RI^ESKOGO SEKTORA 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 '0, 0 6 z < +1.74.nAJTI TEMPERATURU PLASTINKI, IME�℄EJ FORMU NEOGRANI^EN-NOGO SEKTORA 0 6 r < +1, 0 6 ' 6 '0, ESLI EE NA^ALXNAQ TEMPERATURARAWNA u��t=0= f(r; '); 0 < r < +1; 0 < ' < '0;A NA KRAQH PLASTINKI:A) PODDERVIWAETSQ TEMPERATURA, RAWNAQ NUL�;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ.75. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO ODIN KRAJPLASTINKI TEPLOIZOLIROWAN, A TEMPERATURA DRUGOGO PODDERVIWAETSQRAWNOJ NUL�.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 9376. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO KLINA S UGLOM RASTWO-RA '0, ESLI NA EGO GRANQH:A) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ.77. nAJTI TEMPERATURU NEOGRANI^ENNOGO PROSTRANSTWA S BESKO-NE^NOJ KRUGLOJ CILINDRI^ESKOJ POLOSTX�, ESLI NA^ALXNAQ TEMPERA-TURA RAWNA NUL�, A TEMPERATURA NA POWERHNOSTI POLOSTI PODDERVI-WAETSQ RAWNOJ U0.2. pOSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWEN-NYH TO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA.78. dOKAZATX, ^TO RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2n�2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2 o; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = f1(x)f2(y)f3(z); �1 < x; y; z < +1 (2)QWLQETSQ PROIZWEDENIE RE[ENIJ u1(x; t), u2(y; t), u3(z; t) KRAEWYHZADA^ �u1�t = a2 �2u1�x2 ; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (10)u1��t=0 = f1(x); �1 < x < +1; (20)�u2�t = a2 �2u2�y2 ; �1 < y < +1; 0 < t < +1; (100)u2��t=0 = f2(y); �1 < y < +1; (200)�u3�t = a2 �2u3�z2 ; �1 < z < +1; 0 < t < +1; (1000)u3��t=0 = f3(z); �1 < z < +1: (2000)79. wOSPOLXZOWAW[ISX WYRAVENIEM FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWEN-NYH TO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA DLQ PRQMYH �1 < x < +1, �1 << y < +1, �1 < z < +1 I PREDPOLOVENIEM, SFORMULIROWANNYM WZADA^E 78, NAPISATX WYRAVENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^-NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ PROSTRANSTWA�1 < x; y; z < +1:80. s POMO℄X� FUNKCII WLIQNIQ, NAJDENNOJ W PREDYDU℄EJ ZADA-^E, RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2�u+ F (x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1;u��t=0 = f(x; y; z); �1 < x; y; z < +1:81. wYRAZITX FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NI-KA TEPLA DLQ POLUPROSTRANSTWA �1 < x; y < +1, 0 < z < +1,OTWE^A�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM:A) u��z=0 = 0; B) uz��z=0 = 0; W) (uz � hu)��z=0 = 0;^EREZ SOOTWETSTWU�℄IE ODNOMERNYE FUNKCII WLIQNIQ, ANALOGI^NO TO-MU, KAK \TO BYLO SDELANO W RE[ENII ZADA^I 79.



94 uSLOWIQ ZADA^82. s POMO℄X� FUNKCIJ WLIQNIQ, NAJDENNYH W PREDYDU℄EJ ZA-DA^E, RE[ITX KRAEWYE ZADA^I:A) ut = a2�u+ F (x; y; z; t), �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1,u��z=0 = �(x; y; t), �1 < x; y < +1; 0 < t < +1,u��t=0 = f(x; y; z), �1 < x; y < +1; 0 < z < +1;B) ut = a2�u+ F (x; y; z; t), �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1,uz��z=0 = �(x; y; t), �1 < x; y < +1; 0 < t < +1,u��t=0 = f(x; y; z), �1 < x; y < +1; 0 < z < +1;W) ut = a2�u+ F (x; y; z; t), �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1,(uz � hu)��z=0 = h�(x; y; t), �1 < x; y < +1; 0 < t < +1,u��t=0 = f(x; y; z), �1 < x; y < +1; 0 < z < +1.83. pUSTX D ESTX KONE^NAQ, POLUBESKONE^NAQ ILI BESKONE^NAQCILINDRI^ESKAQ OBLASTX, PARALLELXNAQ OSI z, I PUSTX EE PERESE^E-NIEM S PLOSKOSTX� xy QWLQETSQ OBLASTX Dxy. pUSTX NA POWERHNOSTIOBLASTI D ZADANY GRANI^NYE USLOWIQ PERWOGO, WTOROGO ILI TRETXEGORODA.dOKAZATX, ^TO FUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NI-KA TEPLA DLQ OBLASTI D QWLQETSQ SOOTWETSTWENNO PROIZWEDENIE FUNK-CIJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ KONE^NOGOOTREZKA, POLUOSI ILI WSEJ OSI z NA FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGOTO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ PLOSKOJ OBLASTI Dxy.84. wOSPOLXZOWAW[ISX PREDLOVENIEM, SFORMULIROWANNYM W PRE-DYDU℄EJ ZADA^E, NAPISATX WYRAVENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGOTO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ PLOSKOGO SLOQ �1 < x; y < +1,0 < z < l. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA NA GRANI^NYH PLOSKOSTQH z = 0I z = l:A) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ;W) ODNA IZ GRANI^NYH PLOSKOSTEJ (z = 0) TEPLOIZOLIROWANA, A NADRUGOJ (z = l) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;G) NA OBEIH GRANI^NYH PLOSKOSTQH PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEP-LOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY.85. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA TEPLA DLQ NEOGRANI^ENNOJ BALKI S PRQMOUGOLXNYM POPERE^NYMSE^ENIEM 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, �1 < z < +1, ESLI NA POWERHNOSTIBALKI:A) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ.86. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NI-KA TEPLA DLQ PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2,0 6 z 6 l3. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA POWERHNOSTX PARALLELEPIPEDA:A) PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE;B) TEPLOIZOLIROWANA.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 9587. mETODOM OTRAVENIJ POSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWEN-NOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ NEOGRANI^ENNOGO KLINA S UGLOMRASTWORA �=m, GDE m | NATURALXNOE ^ISLO. rASSMOTRETX SLU^AI,KOGDA GRANI^NYE PLOSKOSTI ' = 0 I ' = �=m:A) PODDERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�;B) TEPLOIZOLIROWANY.88. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEOGRANI^ENNOM PROST-RANSTWE, WYZWANNOE TEM, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI NA SFERI-^ESKOJ POWERHNOSTI RADIUSA r0 WYDELILOSX MGNOWENNO Q RAWNOMERNORASPREDELENNYH EDINIC TEPLA. (pOSTROENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNO-WENNOGO SFERI^ESKOGO ISTO^NIKA TEPLA.)89. s POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA, NAJDENNOJ W PREDYDU℄EJ ZA-DA^E, RE[ITX KRAEWU� ZADA^U�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�t�+ f(r; t); 0 < r; t < +1;u(r; 0) = F (r); 0 < r < +1;GDE r =px2 + y2 + z2.90. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEOGRANI^ENNOMPROSTRANSTWE, WYZWANNOE TEM, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI NAKAVDOJ EDINICE DLINY BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJ POWERHNOSTI RA-DIUSA r0 WYDELILOSXQ RAWNOMERNO RASPREDELENNYH EDINIC TEPLA. (pO-STROENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO CILINDRI^ESKOGO ISTO^NIKATEPLA.)91. s POMO℄X� FUNKCII WLIQNIQ, NAJDENNOJ W PREDYDU℄EJ ZADA-^E, RE[ITX KRAEWU� ZADA^U�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r�+ f(r; t); 0 < r; t < +1; (1)u(r; 0) = F (r); 0 < r < +1; (2)GDE r =px2 + y2.92. nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKADLQ URAWNENIQ DIFFUZII, ESLI SREDA, W KOTOROJ PROISHODIT DIFFUZIQ,DWIVETSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v OTNOSITELXNO RASSMATRIWAEMOJSISTEMY KOORDINAT.93. nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ NEPODWIVNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKAPOSTOQNNOJ MO℄NOSTI DLQ URAWNENIQ DIFFUZII W SREDE, DWIVU℄EJSQ SPOSTOQNNOJ SKOROSTX� v W NAPRAWLENII OSI x, ESLI PROCESS DIFFUZIISTACIONAREN I ESLI PERENOSOM WE℄ESTWA W NAPRAWLENII OSI x MOVNOPRENEBRE^X PO SRAWNENI� S PERENOSOM ZA S^ET DWIVENIQ SREDY (SM.ZADA^U 2).94. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUPROSTRANSTWA 0 < z << +1, RASSMOTREW SLU^AI, KOGDA:A) PLOSKOSTX z = 0 NEPRONICAEMA;B) NA PLOSKOSTI z = 0 PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�;W) PLOSKOSTX z = 0 POLUPRONICAEMA, PRI^EM POD NEJ (T. E. PRIz < 0) PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQ NUL�.



94 uSLOWIQ ZADA^82. s POMO℄X� FUNKCIJ WLIQNIQ, NAJDENNYH W PREDYDU℄EJ ZA-DA^E, RE[ITX KRAEWYE ZADA^I:A) ut = a2�u+ F (x; y; z; t), �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1,u��z=0 = �(x; y; t), �1 < x; y < +1; 0 < t < +1,u��t=0 = f(x; y; z), �1 < x; y < +1; 0 < z < +1;B) ut = a2�u+ F (x; y; z; t), �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1,uz��z=0 = �(x; y; t), �1 < x; y < +1; 0 < t < +1,u��t=0 = f(x; y; z), �1 < x; y < +1; 0 < z < +1;W) ut = a2�u+ F (x; y; z; t), �1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1,(uz � hu)��z=0 = h�(x; y; t), �1 < x; y < +1; 0 < t < +1,u��t=0 = f(x; y; z), �1 < x; y < +1; 0 < z < +1.83. pUSTX D ESTX KONE^NAQ, POLUBESKONE^NAQ ILI BESKONE^NAQCILINDRI^ESKAQ OBLASTX, PARALLELXNAQ OSI z, I PUSTX EE PERESE^E-NIEM S PLOSKOSTX� xy QWLQETSQ OBLASTX Dxy. pUSTX NA POWERHNOSTIOBLASTI D ZADANY GRANI^NYE USLOWIQ PERWOGO, WTOROGO ILI TRETXEGORODA.dOKAZATX, ^TO FUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NI-KA TEPLA DLQ OBLASTI D QWLQETSQ SOOTWETSTWENNO PROIZWEDENIE FUNK-CIJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ KONE^NOGOOTREZKA, POLUOSI ILI WSEJ OSI z NA FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGOTO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ PLOSKOJ OBLASTI Dxy.84. wOSPOLXZOWAW[ISX PREDLOVENIEM, SFORMULIROWANNYM W PRE-DYDU℄EJ ZADA^E, NAPISATX WYRAVENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGOTO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ PLOSKOGO SLOQ �1 < x; y < +1,0 < z < l. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA NA GRANI^NYH PLOSKOSTQH z = 0I z = l:A) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ;W) ODNA IZ GRANI^NYH PLOSKOSTEJ (z = 0) TEPLOIZOLIROWANA, A NADRUGOJ (z = l) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;G) NA OBEIH GRANI^NYH PLOSKOSTQH PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEP-LOOBMEN SO SREDOJ NULEWOJ TEMPERATURY.85. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^-NIKA TEPLA DLQ NEOGRANI^ENNOJ BALKI S PRQMOUGOLXNYM POPERE^NYMSE^ENIEM 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, �1 < z < +1, ESLI NA POWERHNOSTIBALKI:A) PODDERVIWAETSQ NULEWAQ TEMPERATURA;B) IMEET MESTO TEPLOWAQ IZOLQCIQ.86. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NI-KA TEPLA DLQ PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2,0 6 z 6 l3. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA POWERHNOSTX PARALLELEPIPEDA:A) PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOJ TEMPERATURE;B) TEPLOIZOLIROWANA.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 9587. mETODOM OTRAVENIJ POSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWEN-NOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ NEOGRANI^ENNOGO KLINA S UGLOMRASTWORA �=m, GDE m | NATURALXNOE ^ISLO. rASSMOTRETX SLU^AI,KOGDA GRANI^NYE PLOSKOSTI ' = 0 I ' = �=m:A) PODDERVIWA�TSQ PRI TEMPERATURE, RAWNOJ NUL�;B) TEPLOIZOLIROWANY.88. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEOGRANI^ENNOM PROST-RANSTWE, WYZWANNOE TEM, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI NA SFERI-^ESKOJ POWERHNOSTI RADIUSA r0 WYDELILOSX MGNOWENNO Q RAWNOMERNORASPREDELENNYH EDINIC TEPLA. (pOSTROENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNO-WENNOGO SFERI^ESKOGO ISTO^NIKA TEPLA.)89. s POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKA, NAJDENNOJ W PREDYDU℄EJ ZA-DA^E, RE[ITX KRAEWU� ZADA^U�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�t�+ f(r; t); 0 < r; t < +1;u(r; 0) = F (r); 0 < r < +1;GDE r =px2 + y2 + z2.90. nAJTI RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEOGRANI^ENNOMPROSTRANSTWE, WYZWANNOE TEM, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI NAKAVDOJ EDINICE DLINY BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJ POWERHNOSTI RA-DIUSA r0 WYDELILOSXQ RAWNOMERNO RASPREDELENNYH EDINIC TEPLA. (pO-STROENIE FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO CILINDRI^ESKOGO ISTO^NIKATEPLA.)91. s POMO℄X� FUNKCII WLIQNIQ, NAJDENNOJ W PREDYDU℄EJ ZADA-^E, RE[ITX KRAEWU� ZADA^U�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r�+ f(r; t); 0 < r; t < +1; (1)u(r; 0) = F (r); 0 < r < +1; (2)GDE r =px2 + y2.92. nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKADLQ URAWNENIQ DIFFUZII, ESLI SREDA, W KOTOROJ PROISHODIT DIFFUZIQ,DWIVETSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v OTNOSITELXNO RASSMATRIWAEMOJSISTEMY KOORDINAT.93. nAJTI FUNKCI� WLIQNIQ NEPODWIVNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKAPOSTOQNNOJ MO℄NOSTI DLQ URAWNENIQ DIFFUZII W SREDE, DWIVU℄EJSQ SPOSTOQNNOJ SKOROSTX� v W NAPRAWLENII OSI x, ESLI PROCESS DIFFUZIISTACIONAREN I ESLI PERENOSOM WE℄ESTWA W NAPRAWLENII OSI x MOVNOPRENEBRE^X PO SRAWNENI� S PERENOSOM ZA S^ET DWIVENIQ SREDY (SM.ZADA^U 2).94. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUPROSTRANSTWA 0 < z << +1, RASSMOTREW SLU^AI, KOGDA:A) PLOSKOSTX z = 0 NEPRONICAEMA;B) NA PLOSKOSTI z = 0 PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�;W) PLOSKOSTX z = 0 POLUPRONICAEMA, PRI^EM POD NEJ (T. E. PRIz < 0) PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQ NUL�.



96 uSLOWIQ ZADA^95. nAJTI KONCENTRACI� DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W NEOGRA-NI^ENNOM PROSTRANSTWE, WYDELQEMOGO TO^E^NYM ISTO^NIKOM MO℄NOS-TI f(t) S KOORDINATAMI x = '(t), y =  (t), z = {(t), ESLI NA^ALXNAQKONCENTRACIQ \TOGO WE℄ESTWA W PROSTRANSTWE RAWNA NUL�.96. nAJTI KONCENTRACI� DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W NEOGRA-NI^ENNOM PROSTRANSTWE, NA^ALXNAQ KONCENTRACIQ KOTOROGO RAWNAu��t=0 = �U0 � 
onst PRI 0 6 r < r0;0 PRI r0 < r < +1;GDE r | RADIUS-WEKTOR SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT.97. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUPROSTRANSTWA z > 0,PREDPOLAGAQ, ^TO z0 < r0, (0; 0; z0) | KOORDINATY CENTRA SFERY, W KO-TOROJ NA^ALXNAQ KONCENTRACIQ RAWNA U0. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) PLOSKOSTX z = 0 NEPRONICAEMA DLQ DIFFUNDIRU�℄EGO WE-℄ESTWA;B) NA PLOSKOSTI z = 0 PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�.98. nAJTI KONCENTRACI� DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W NEOGRA-NI^ENNOM PROSTRANSTWE, ESLI EGO NA^ALXNAQ KONCENTRACIQ RAWNAu��t=0 = �U0 � 
onst PRI 0 6 r < r0;0 PRI r0 < r < +1;GDE r | RADIUS-WEKTOR CILINDRI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT.99. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUPROSTRANSTWA x > 0,PREDPOLAGAQ, ^TO CILINDR PARALLELEN OSI z I EGO OSX PERESEKAET PLOS-KOSTX z = 0 W TO^KE (x0; 0), GDE x0 > r0. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) PLOSKOSTX x = 0 NEPRONICAEMA DLQ DIFFUNDIRU�℄EGO WE-℄ESTWA;B) NA PLOSKOSTI x = 0 PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�.100. kANAL S WERTIKALXNYMI STENKAMI I NEPRONICAEMYM DNOMWNEZAPNO ZAPOLNQETSQ WODOJ TAK, ^TO W ODNOJ EGO ^ASTI, PRI x < 0, PO-LU^AETSQ UROWENX WODYH1 = 
onst, A W DRUGOJ, PRI x > 0, UROWENX WODYH2 = 
onst, I W DALXNEJ[EM \TI UROWNI PODDERVIWA�TSQ NEIZMENNY-MI (SM. RIS. W OTWETE ZADA^I, WERTIKALXNAQ OSX H PERPENDIKULQRNA KPLOSKOSTI ^ERTEVA).w NA^ALXNYJ MOMENT UROWENX GRUNTOWYH WOD W GRUNTOWOM SLOEy > 0 RAWEN H0 = 
onst.s^ITAQ, ^TO SLOJ LEVIT NA NEPRONICAEMOM OSNOWANII, QWLQ�℄EM-SQ PRODOLVENIEM DNA KANALA, NAJTI UROWENX GRUNTOWYH WOD H(x; y; t)PRI t > 0 (y > 0).101. nA POWERHNOSTI SFERI^ESKOJ POLOSTI 0 6 r 6 r0 NEOGRANI-^ENNOGO PROSTRANSTWA TEMPERATURA DOLVNA MENQTXSQ PO ZAKONUu��r=r0 = '(t), GDE '(t) | ZADANNAQ FUNKCIQ WREMENI; NA^ALXNAQ TEM-PERATURA PROSTRANSTWA RAWNA NUL�.kAKOJ TEPLOWOJ POTOK NUVNO PODAWATX IZ SFERI^ESKOJ POLOSTI WPROSTRANSTWO DLQ OBESPE^ENIQ TAKOGO ZAKONA IZMENENIQ TEMPERATURYNA POWERHNOSTI POLOSTI?

gLA W A VIurawneniq giperboli~eskogo tipak URAWNENIQM GIPERBOLI^ESKOGO TIPA PRIWODQT DINAMI^ESKIE ZA-DA^I MEHANIKI SPLO[NYH SRED (AKUSTIKI, GIDRODINAMIKI, A\RODINA-MIKI, TEORII UPRUGOSTI) I ZADA^I \LEKTRODINAMIKI 1). w NASTOQ℄EJGLAWE RASSMATRIWAETSQ POSTANOWKA I RE[ENIE KRAEWYH ZADA^ GIPERBO-LI^ESKOGO TIPA DLQ FUNKCIJ DWUH ILI BOLX[EGO ^ISLA NEZAWISIMYHPEREMENNYH, TAK ^TO \TA GLAWA QWLQETSQ PRODOLVENIEM I RAZWITI-EM GL. II, W KOTOROJ RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I GIPERBOLI^ESKOGO TIPALI[X DLQ FUNKCIJ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH. kAK I W GL. II,KOLEBANIQ SPLO[NYH SRED WS�DU W \TOJ GLAWE S^ITA�TSQ MALYMI WOB℄EPRINQTOM SMYSLE SLOWA.x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMGIPERBOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^w \TOM PARAGRAFE RASSMATRIWAETSQ POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ DLQPROCESSOW MEHANIKI SPLO[NYH SRED. pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ \LEK-TRODINAMIKI RASSMATRIWAETSQ W GL. IV 2).1. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O RASPROSTRANENII MALYH WOZMU℄E-NIJ W ODNORODNOM IDEALXNOM GAZE, ZAPOLNQ�℄EM NEOGRANI^ENNOE PROST-RANSTWO, PRINIMAQ ZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� PROCESS, ODNU IZWELI^IN: PLOTNOSTX GAZA �, DAWLENIE W GAZE p, POTENCIAL SKOROSTEJ^ASTIC GAZA U , WEKTOR SKOROSTI ^ASTIC GAZA v = iv(1) + jv(2) + kv(3),POTENCIAL SME℄ENIJ ^ASTIC GAZA �, ILI WEKTOR SME℄ENIQ ^ASTIC GA-ZA u = iu(1) + ju(2) + ku(3). pOKAZATX, ^TO ^EREZ KAVDU� IZ \TIH WE-LI^IN MOVET BYTX WYRAVENA L�BAQ DRUGAQ IZ \TIH VE WELI^IN.2. wYWESTI GRANI^NYE USLOWIQ DLQ POTENCIALA SKOROSTEJ ^ASTICGAZA U 3), POTENCIALA SME℄ENIJ �, PLOTNOSTI � I DAWLENIQ p NA PLOS-KOSTI, OGRANI^IWA�℄EJ POLUPROSTRANSTWO, ZAPOLNENNOE \TIM GAZOM.1)uRAWNENIQ RELQTIWISTSKOJ TEORII TQGOTENIQ PRI IZWESTNYH PRENE-BREVENIQH TAKVE PRINADLEVAT K GIPERBOLI^ESKOMU TIPU.2)sM. TAKVE [7, S. 440{451℄.3)pO POWODU OBOZNA^ENIJ SM. OTWET K ZADA^E 1.



96 uSLOWIQ ZADA^95. nAJTI KONCENTRACI� DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W NEOGRA-NI^ENNOM PROSTRANSTWE, WYDELQEMOGO TO^E^NYM ISTO^NIKOM MO℄NOS-TI f(t) S KOORDINATAMI x = '(t), y =  (t), z = {(t), ESLI NA^ALXNAQKONCENTRACIQ \TOGO WE℄ESTWA W PROSTRANSTWE RAWNA NUL�.96. nAJTI KONCENTRACI� DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W NEOGRA-NI^ENNOM PROSTRANSTWE, NA^ALXNAQ KONCENTRACIQ KOTOROGO RAWNAu��t=0 = �U0 � 
onst PRI 0 6 r < r0;0 PRI r0 < r < +1;GDE r | RADIUS-WEKTOR SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT.97. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUPROSTRANSTWA z > 0,PREDPOLAGAQ, ^TO z0 < r0, (0; 0; z0) | KOORDINATY CENTRA SFERY, W KO-TOROJ NA^ALXNAQ KONCENTRACIQ RAWNA U0. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) PLOSKOSTX z = 0 NEPRONICAEMA DLQ DIFFUNDIRU�℄EGO WE-℄ESTWA;B) NA PLOSKOSTI z = 0 PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�.98. nAJTI KONCENTRACI� DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W NEOGRA-NI^ENNOM PROSTRANSTWE, ESLI EGO NA^ALXNAQ KONCENTRACIQ RAWNAu��t=0 = �U0 � 
onst PRI 0 6 r < r0;0 PRI r0 < r < +1;GDE r | RADIUS-WEKTOR CILINDRI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT.99. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ POLUPROSTRANSTWA x > 0,PREDPOLAGAQ, ^TO CILINDR PARALLELEN OSI z I EGO OSX PERESEKAET PLOS-KOSTX z = 0 W TO^KE (x0; 0), GDE x0 > r0. rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) PLOSKOSTX x = 0 NEPRONICAEMA DLQ DIFFUNDIRU�℄EGO WE-℄ESTWA;B) NA PLOSKOSTI x = 0 PODDERVIWAETSQ KONCENTRACIQ, RAWNAQNUL�.100. kANAL S WERTIKALXNYMI STENKAMI I NEPRONICAEMYM DNOMWNEZAPNO ZAPOLNQETSQ WODOJ TAK, ^TO W ODNOJ EGO ^ASTI, PRI x < 0, PO-LU^AETSQ UROWENX WODYH1 = 
onst, A W DRUGOJ, PRI x > 0, UROWENX WODYH2 = 
onst, I W DALXNEJ[EM \TI UROWNI PODDERVIWA�TSQ NEIZMENNY-MI (SM. RIS. W OTWETE ZADA^I, WERTIKALXNAQ OSX H PERPENDIKULQRNA KPLOSKOSTI ^ERTEVA).w NA^ALXNYJ MOMENT UROWENX GRUNTOWYH WOD W GRUNTOWOM SLOEy > 0 RAWEN H0 = 
onst.s^ITAQ, ^TO SLOJ LEVIT NA NEPRONICAEMOM OSNOWANII, QWLQ�℄EM-SQ PRODOLVENIEM DNA KANALA, NAJTI UROWENX GRUNTOWYH WOD H(x; y; t)PRI t > 0 (y > 0).101. nA POWERHNOSTI SFERI^ESKOJ POLOSTI 0 6 r 6 r0 NEOGRANI-^ENNOGO PROSTRANSTWA TEMPERATURA DOLVNA MENQTXSQ PO ZAKONUu��r=r0 = '(t), GDE '(t) | ZADANNAQ FUNKCIQ WREMENI; NA^ALXNAQ TEM-PERATURA PROSTRANSTWA RAWNA NUL�.kAKOJ TEPLOWOJ POTOK NUVNO PODAWATX IZ SFERI^ESKOJ POLOSTI WPROSTRANSTWO DLQ OBESPE^ENIQ TAKOGO ZAKONA IZMENENIQ TEMPERATURYNA POWERHNOSTI POLOSTI?

gLA W A VIurawneniq giperboli~eskogo tipak URAWNENIQM GIPERBOLI^ESKOGO TIPA PRIWODQT DINAMI^ESKIE ZA-DA^I MEHANIKI SPLO[NYH SRED (AKUSTIKI, GIDRODINAMIKI, A\RODINA-MIKI, TEORII UPRUGOSTI) I ZADA^I \LEKTRODINAMIKI 1). w NASTOQ℄EJGLAWE RASSMATRIWAETSQ POSTANOWKA I RE[ENIE KRAEWYH ZADA^ GIPERBO-LI^ESKOGO TIPA DLQ FUNKCIJ DWUH ILI BOLX[EGO ^ISLA NEZAWISIMYHPEREMENNYH, TAK ^TO \TA GLAWA QWLQETSQ PRODOLVENIEM I RAZWITI-EM GL. II, W KOTOROJ RASSMATRIWA�TSQ ZADA^I GIPERBOLI^ESKOGO TIPALI[X DLQ FUNKCIJ DWUH NEZAWISIMYH PEREMENNYH. kAK I W GL. II,KOLEBANIQ SPLO[NYH SRED WS�DU W \TOJ GLAWE S^ITA�TSQ MALYMI WOB℄EPRINQTOM SMYSLE SLOWA.x 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMGIPERBOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^w \TOM PARAGRAFE RASSMATRIWAETSQ POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ DLQPROCESSOW MEHANIKI SPLO[NYH SRED. pOSTANOWKA KRAEWYH ZADA^ \LEK-TRODINAMIKI RASSMATRIWAETSQ W GL. IV 2).1. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O RASPROSTRANENII MALYH WOZMU℄E-NIJ W ODNORODNOM IDEALXNOM GAZE, ZAPOLNQ�℄EM NEOGRANI^ENNOE PROST-RANSTWO, PRINIMAQ ZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� PROCESS, ODNU IZWELI^IN: PLOTNOSTX GAZA �, DAWLENIE W GAZE p, POTENCIAL SKOROSTEJ^ASTIC GAZA U , WEKTOR SKOROSTI ^ASTIC GAZA v = iv(1) + jv(2) + kv(3),POTENCIAL SME℄ENIJ ^ASTIC GAZA �, ILI WEKTOR SME℄ENIQ ^ASTIC GA-ZA u = iu(1) + ju(2) + ku(3). pOKAZATX, ^TO ^EREZ KAVDU� IZ \TIH WE-LI^IN MOVET BYTX WYRAVENA L�BAQ DRUGAQ IZ \TIH VE WELI^IN.2. wYWESTI GRANI^NYE USLOWIQ DLQ POTENCIALA SKOROSTEJ ^ASTICGAZA U 3), POTENCIALA SME℄ENIJ �, PLOTNOSTI � I DAWLENIQ p NA PLOS-KOSTI, OGRANI^IWA�℄EJ POLUPROSTRANSTWO, ZAPOLNENNOE \TIM GAZOM.1)uRAWNENIQ RELQTIWISTSKOJ TEORII TQGOTENIQ PRI IZWESTNYH PRENE-BREVENIQH TAKVE PRINADLEVAT K GIPERBOLI^ESKOMU TIPU.2)sM. TAKVE [7, S. 440{451℄.3)pO POWODU OBOZNA^ENIJ SM. OTWET K ZADA^E 1.



98 uSLOWIQ ZADA^rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA \TA PLOSKOSTX:A) NEPODWIVNA,B) DWIVETSQ S DOZWUKOWOJ SKOROSTX� W NAPRAWLENII SWOEJ NORMALIPO ZADANNOMU ZAKONU.3. pROSTRANSTWO ZAPOLNENO DWUMQ RAZLI^NYMI IDEALXNYMI GAZA-MI, GRANICEJ RAZDELA KOTORYH QWLQETSQ POWERHNOSTX � 1). pREDPOLA-GAQ, ^TO NEWOZMU℄ENNYE DAWLENIQ W OBOIH GAZAH ODINAKOWY, POSTAWITXKRAEWU� ZADA^U O RASPROSTRANENII MALYH WOZMU℄ENIJ W GAZE.4. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH MEMBRANYS NEPODWIVNO ZAKREPLENNYM KRAEM, ESLI W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNIIMEMBRANA QWLQETSQ PLOSKOJ, A OKRUVA�℄AQ SREDA NE OKAZYWAET SOPRO-TIWLENIQ KOLEBANIQM MEMBRANY.pRIM E ^ AN I E. zADA^A O KOLEBANIQH MEMBRANY QWLQETSQ DWUMER-NYM ANALOGOM ZADA^I O KOLEBANIQH STRUNY 2).5. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O KOLEBANIQH MEMBRANY, NATQNU-TOJ NA OTWERSTIE ZAMKNUTOGO SOSUDA, U^ITYWAQ IZMENENIE DAWLENIQW SOSUDE, WYZYWAEMOE KOLEBANIQMI MEMBRANY, I S^ITAQ SKOROSTX RAS-PROSTRANENIQ MALYH WOZMU℄ENIJ W GAZE ZNA^ITELXNO BOLX[EJ SKOROS-TI RASPROSTRANENIQ WOLN W MEMBRANE (ZADA^A O KOLEBANIQH MEMBRANYBARABANA).6. wYWESTI URAWNENIE RASPROSTRANENIQ MALYH WOZMU℄ENIJ W GA-ZE, DWIVU℄EMSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� OTNOSITELXNO WYBRANNOJ SIS-TEMY KOORDINAT.7. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O SWERHZWUKOWOM STACIONARNOM OB-TEKANII NEPODWIVNOGO KLINA SIMMETRI^NYM PLOSKOPARALLELXNYM PO-TOKOM IDEALXNOGO GAZA.8. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O SWERHZWUKOWOM STACIONARNOM OB-TEKANII KRUGLOGO KONUSA IDEALXNYM GAZOM W NAPRAWLENII OSI KONUSA,S^ITAQ NEWOZMU℄ENNYJ POTOK ODNORODNYM, A WOZMU℄ENIQ, WYZWANNYEKONUSOM, MALYMI.9. pUSTX UROWENX IDEALXNOJ VIDKOSTI W BASSEJNE S GORIZONTALX-NYM DNOM I WERTIKALXNYMI STENKAMI W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII RA-WEN h = 
onst. pRI MALYH KOLEBANIQH SWOBODNOJ POWERHNOSTI MOGUTWOZNIKNUTX DWIVENIQ, PRI KOTORYH ^ASTICY VIDKOSTI, LEVA℄IE NAL�BOJ WERTIKALI, DWIVUTSQ W GORIZONTALXNYH NAPRAWLENIQH ODINA-KOWO. pUSTX �(x; y; t) OZNA^AET WOZWY[ENIE WOZMU℄ENNOJ POWERHNOSTINAD UROWNEM POKOQ℄EJSQ VIDKOSTI. s^ITAQ DAWLENIE p W WOZMU℄EN-NOJ VIDKOSTI NA GLUBINE RAWNYM GIDROSTATI^ESKOMU, POSTAWITX KRA-EWU� ZADA^U O RASPROSTRANENII MALYH WOZMU℄ENIJ W SLOE, PRINIMAQZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� PROCESS: 1) �(x; y; t); 2) POTENCIAL(GORIZONTALXNYH) SKOROSTEJ ^ASTIC VIDKOSTI, ESLI DAWLENIE p0 NAPOWERHNOSTI VIDKOSTI OSTAETSQ POSTOQNNYM (SM. ZADA^U 7 GL. II, x 1).1)gEOMETRI^ESKAQ POWERHNOSTX. pREDPOLAGAETSQ, ^TO ZA RASSMATRIWA-EMOE WREMQ GRANICU RAZDELA GAZOW � MOVNO S^ITATX BESKONE^NO TONKOJPOWERHNOSTX�.2)sM. GL. II, x 1, A TAKVE [7, S. 31{34℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 9910. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U 9 DLQ SLU^AQ, KOGDA p0 QWLQETSQZADANNOJ FUNKCIEJ x; y; t, PRINIMAQ ZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U�PROCESS, POTENCIAL GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ.11. wYWESTI URAWNENIQ DWIVENIQ CENTRA MASS BESKONE^NO MALOGO\LEMENTA UPRUGOJ SREDY, BERQ \LEMENT W WIDE PRQMOUGOLXNOGO PARAL-LELEPIPEDA S REBRAMI, PARALLELXNYMI OSQM KOORDINAT.12. pOLXZUQSX ZAKONOM gUKA DLQ ODNORODNOJ IZOTROPNOJ UPRUGOJSREDY, PREDSTAWITX URAWNENIQ DWIVENIQ, NAJDENNYE W PREDYDU℄EJZADA^E, W FORME, SODERVA℄EJ TOLXKO SOSTAWLQ�℄IE WEKTORA OB_EMNYHSIL I WEKTORA SME℄ENIQU = iu(x; y; z; t) + jv(x; y; z; t) + kw(x; y; z; t);I DOKAZATX, ^TO �WSESTORONNEE RASTQVENIE� � = divU I WIHRX B == rotU UDOWLETWORQ�T, KAVDYJ W OTDELXNOSTI, WOLNOWOMU URAWNENI�dALAMBERA �2'�2t = a2�', PRI^EM DLQ� KONSTANTA a2 = �+ 2�� , A DLQBKONSTANTA a2 = �� 1).pRIM E ^ AN I Q. 1. wSQKIJ WEKTOR U ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ POEGO RASHODIMOSTI divU I WIHR� rotU (SM. [14, S. 209℄).2. fORMA \LEMENTA UPRUGOJ SREDY, IME�℄EGO W NEDEFORMIROWAN-NOM SOSTOQNII WID, OPISANNYJ W ZADA^E 11, W DEFORMIROWANNOM SOSTO-QNII OPREDELQETSQ WELI^INAMI"x = �u�x ; "y = �u�y ; "z = �u�z ;
xy = 
yx = �v�x + �u�y ; 
yz = 
zy = �v�z + �w�y ;
zx = 
xz = �w�x + �u�z ;OBRAZU�℄IMI TENZOR DEFORMACII(d ) = 




"x 
xy 
xz
yx "y 
yz
zx 
zy "z 




 :w SLU^AE, KOGDA SREDA QWLQETSQ ODNORODNOJ I IZOTROPNOJ, KOMPONENTYTENZORA NAPRQVENIJ (SM. OTWET K PREDYDU℄EJ ZADA^E)(n ) = 




�x �xy �xz�yx �y �yz�zx �zy �z 




SWQZANY SLEDU�℄IMI SOOTNO[ENIQMI S KOMPONENTAMI TENZORA DEFOR-MACIJ:�x = ��+ 2� �u�x ; �y = ��+ 2� �v�y ; �z = ��+ 2� �w�z ;�yz = �zy = ���w�y + �v�z� ; �zx = �xz = ���u�z + �w�x � ;1) �pRODOLXNYE� UPRUGIE WOLNY RASPROSTRANQ�TSQ BYSTREE �POPERE^-NYH�.7�



98 uSLOWIQ ZADA^rASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA \TA PLOSKOSTX:A) NEPODWIVNA,B) DWIVETSQ S DOZWUKOWOJ SKOROSTX� W NAPRAWLENII SWOEJ NORMALIPO ZADANNOMU ZAKONU.3. pROSTRANSTWO ZAPOLNENO DWUMQ RAZLI^NYMI IDEALXNYMI GAZA-MI, GRANICEJ RAZDELA KOTORYH QWLQETSQ POWERHNOSTX � 1). pREDPOLA-GAQ, ^TO NEWOZMU℄ENNYE DAWLENIQ W OBOIH GAZAH ODINAKOWY, POSTAWITXKRAEWU� ZADA^U O RASPROSTRANENII MALYH WOZMU℄ENIJ W GAZE.4. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH MEMBRANYS NEPODWIVNO ZAKREPLENNYM KRAEM, ESLI W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNIIMEMBRANA QWLQETSQ PLOSKOJ, A OKRUVA�℄AQ SREDA NE OKAZYWAET SOPRO-TIWLENIQ KOLEBANIQM MEMBRANY.pRIM E ^ AN I E. zADA^A O KOLEBANIQH MEMBRANY QWLQETSQ DWUMER-NYM ANALOGOM ZADA^I O KOLEBANIQH STRUNY 2).5. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O KOLEBANIQH MEMBRANY, NATQNU-TOJ NA OTWERSTIE ZAMKNUTOGO SOSUDA, U^ITYWAQ IZMENENIE DAWLENIQW SOSUDE, WYZYWAEMOE KOLEBANIQMI MEMBRANY, I S^ITAQ SKOROSTX RAS-PROSTRANENIQ MALYH WOZMU℄ENIJ W GAZE ZNA^ITELXNO BOLX[EJ SKOROS-TI RASPROSTRANENIQ WOLN W MEMBRANE (ZADA^A O KOLEBANIQH MEMBRANYBARABANA).6. wYWESTI URAWNENIE RASPROSTRANENIQ MALYH WOZMU℄ENIJ W GA-ZE, DWIVU℄EMSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� OTNOSITELXNO WYBRANNOJ SIS-TEMY KOORDINAT.7. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O SWERHZWUKOWOM STACIONARNOM OB-TEKANII NEPODWIVNOGO KLINA SIMMETRI^NYM PLOSKOPARALLELXNYM PO-TOKOM IDEALXNOGO GAZA.8. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O SWERHZWUKOWOM STACIONARNOM OB-TEKANII KRUGLOGO KONUSA IDEALXNYM GAZOM W NAPRAWLENII OSI KONUSA,S^ITAQ NEWOZMU℄ENNYJ POTOK ODNORODNYM, A WOZMU℄ENIQ, WYZWANNYEKONUSOM, MALYMI.9. pUSTX UROWENX IDEALXNOJ VIDKOSTI W BASSEJNE S GORIZONTALX-NYM DNOM I WERTIKALXNYMI STENKAMI W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII RA-WEN h = 
onst. pRI MALYH KOLEBANIQH SWOBODNOJ POWERHNOSTI MOGUTWOZNIKNUTX DWIVENIQ, PRI KOTORYH ^ASTICY VIDKOSTI, LEVA℄IE NAL�BOJ WERTIKALI, DWIVUTSQ W GORIZONTALXNYH NAPRAWLENIQH ODINA-KOWO. pUSTX �(x; y; t) OZNA^AET WOZWY[ENIE WOZMU℄ENNOJ POWERHNOSTINAD UROWNEM POKOQ℄EJSQ VIDKOSTI. s^ITAQ DAWLENIE p W WOZMU℄EN-NOJ VIDKOSTI NA GLUBINE RAWNYM GIDROSTATI^ESKOMU, POSTAWITX KRA-EWU� ZADA^U O RASPROSTRANENII MALYH WOZMU℄ENIJ W SLOE, PRINIMAQZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� PROCESS: 1) �(x; y; t); 2) POTENCIAL(GORIZONTALXNYH) SKOROSTEJ ^ASTIC VIDKOSTI, ESLI DAWLENIE p0 NAPOWERHNOSTI VIDKOSTI OSTAETSQ POSTOQNNYM (SM. ZADA^U 7 GL. II, x 1).1)gEOMETRI^ESKAQ POWERHNOSTX. pREDPOLAGAETSQ, ^TO ZA RASSMATRIWA-EMOE WREMQ GRANICU RAZDELA GAZOW � MOVNO S^ITATX BESKONE^NO TONKOJPOWERHNOSTX�.2)sM. GL. II, x 1, A TAKVE [7, S. 31{34℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 9910. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U 9 DLQ SLU^AQ, KOGDA p0 QWLQETSQZADANNOJ FUNKCIEJ x; y; t, PRINIMAQ ZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U�PROCESS, POTENCIAL GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ.11. wYWESTI URAWNENIQ DWIVENIQ CENTRA MASS BESKONE^NO MALOGO\LEMENTA UPRUGOJ SREDY, BERQ \LEMENT W WIDE PRQMOUGOLXNOGO PARAL-LELEPIPEDA S REBRAMI, PARALLELXNYMI OSQM KOORDINAT.12. pOLXZUQSX ZAKONOM gUKA DLQ ODNORODNOJ IZOTROPNOJ UPRUGOJSREDY, PREDSTAWITX URAWNENIQ DWIVENIQ, NAJDENNYE W PREDYDU℄EJZADA^E, W FORME, SODERVA℄EJ TOLXKO SOSTAWLQ�℄IE WEKTORA OB_EMNYHSIL I WEKTORA SME℄ENIQU = iu(x; y; z; t) + jv(x; y; z; t) + kw(x; y; z; t);I DOKAZATX, ^TO �WSESTORONNEE RASTQVENIE� � = divU I WIHRX B == rotU UDOWLETWORQ�T, KAVDYJ W OTDELXNOSTI, WOLNOWOMU URAWNENI�dALAMBERA �2'�2t = a2�', PRI^EM DLQ� KONSTANTA a2 = �+ 2�� , A DLQBKONSTANTA a2 = �� 1).pRIM E ^ AN I Q. 1. wSQKIJ WEKTOR U ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ POEGO RASHODIMOSTI divU I WIHR� rotU (SM. [14, S. 209℄).2. fORMA \LEMENTA UPRUGOJ SREDY, IME�℄EGO W NEDEFORMIROWAN-NOM SOSTOQNII WID, OPISANNYJ W ZADA^E 11, W DEFORMIROWANNOM SOSTO-QNII OPREDELQETSQ WELI^INAMI"x = �u�x ; "y = �u�y ; "z = �u�z ;
xy = 
yx = �v�x + �u�y ; 
yz = 
zy = �v�z + �w�y ;
zx = 
xz = �w�x + �u�z ;OBRAZU�℄IMI TENZOR DEFORMACII(d ) = 
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 :w SLU^AE, KOGDA SREDA QWLQETSQ ODNORODNOJ I IZOTROPNOJ, KOMPONENTYTENZORA NAPRQVENIJ (SM. OTWET K PREDYDU℄EJ ZADA^E)(n ) = 




�x �xy �xz�yx �y �yz�zx �zy �z 




SWQZANY SLEDU�℄IMI SOOTNO[ENIQMI S KOMPONENTAMI TENZORA DEFOR-MACIJ:�x = ��+ 2� �u�x ; �y = ��+ 2� �v�y ; �z = ��+ 2� �w�z ;�yz = �zy = ���w�y + �v�z� ; �zx = �xz = ���u�z + �w�x � ;1) �pRODOLXNYE� UPRUGIE WOLNY RASPROSTRANQ�TSQ BYSTREE �POPERE^-NYH�.7�



100 uSLOWIQ ZADA^�xy = �yx = ���v�x + �u�y� ;GDE � = divU , A � I � | KONSTANTY lAM\, SWQZANNYE SLEDU�℄IMOBRAZOM S MODULEM `NGA E I KO\FFICIENTOM pUASSONA m:E = �(3�+ 2�)�+ � ; m = �2(�+ �) :kO\FFICIENT pUASSONA m HARAKTERIZUET OTNO[ENIE K PRODOLXNOMURASTQVENI� SOOTWETSTWU�℄EGO POPERE^NOGO SVATIQ. mODULX SDWIGAG = �:13. pREDSTAWLQQ WEKTOR OB_EMNYH SIL W WIDE F = grad� + rotB(O WOZMOVNOSTI PREDSTAWLENIQ PROIZWOLXNOGO WEKTORA W TAKOM WIDESM. [14, S. 209℄), DOKAZATX, ^TO ESLI � �2'�t2 = (� + 2�)�'+�, � �2A�t2 == ��A+B, TO WEKTOR U = grad'+ rotA UDOWLETWORQET URAWNENIQMDWIVENIQ, POLU^ENNYM W ZADA^E 12.14. zADA^A O RASPROSTRANENII WOZMU℄ENIJ W UPRUGOJ SREDE NA-ZYWAETSQ PLOSKOJ, ESLI SOSTAWLQ�℄AQ w WEKTORA SME℄ENIQ U I SO-STAWLQ�℄AQ Z WEKTORA PLOTNOSTI OB_EMNYH SIL F = iX + jY + kZRAWNY NUL�, A OSTALXNYE WELI^INY NE ZAWISQT OT z. nAPRIMER, ZA-DA^A O RASPROSTRANENII DEFORMACIJ W TONKOJ PLASTINKE, WYZWANNYHSILAMI, DEJSTWU�℄IMI W EE PLOSKOSTI, QWLQETSQ PLOSKOJ 1).dOKAZATX, ^TO W SLU^AE PLOSKOJ ZADA^I WEKTOR SME℄ENIQ U WYRA-VAETSQ ^EREZ DWA SKALQRNYH POTENCIALA, KAVDYJ IZ KOTORYH UDOWLE-TWORQET SOOTWETSTWU�℄EMU WOLNOWOMU URAWNENI�.15. wYRAZITX ^EREZ KOMPONENTY WEKTORA U I TENZORA (H) (SM.ZADA^U 12) GRANI^NYE USLOWIQ DLQ RASPROSTRANENIQ UPRUGIH WOZMU-℄ENIJ W ODNORODNOM IZOTROPNOM POLUPROSTRANSTWE, ESLI OGRANI^IWA-�℄AQ PLOSKOSTXA) SWOBODNA, B) FIKSIROWANA VESTKO.wYRAZITX DLQ PLOSKOJ ZADA^I \TI GRANI^NYE USLOWIQ ^EREZ SKA-LQRNYE POTENCIALY (SM. ZADA^U 14).16. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O RADIALXNYH KOLEBANIQH KRUG-LOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBY POD DEJSTWIEM RADIALXNOJ SILY F (r; t),GDE F (r; t) | SILA, PRIHODQ℄AQSQ NA EDINICU MASSY, OTSTOQ℄U� NARASSTOQNII r OT OSI TRUBY.17. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O RADIALXNYH KOLEBANIQH UPRUGOJSFERI^ESKOJ OBOLO^KI r1 6 r 6 r2 POD DEJSTWIEM PEREMENNOGO DAWLE-NIQ p(t) WO WNUTRENNEJ POLOSTI.18. wYWESTI DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ OTKLONENIQ OT NE-WOZMU℄ENNOGO SOSTOQNIQ TO^EK TONKOJ IZOTROPNOJ ODNORODNOJ PLAS-TINKI, SOWER[A�℄EJ MALYE POPERE^NYE KOLEBANIQ. rASSMOTRETX, W^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA PLASTINKA LEVIT (I PRIKREPLENA) NA UPRU-GOM OSNOWANII.pRIM E ^ AN I E. zADA^A O POPERE^NYH KOLEBANIQH PLASTINKI QW-LQETSQ DWUMERNYM ANALOGOM ZADA^I O POPERE^NYH KOLEBANIQH STERVNQ(SM. x 1 GL. II).1)bOLEE PODROBNO SM. [26, 
. 92℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10119. pEREHODQ K POLQRNYM KOORDINATAM, POSTAWITX KRAEWU� ZADA-^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH KRUGLOJ PLASTINKI, ESLI KRAJ PLASTINKIZA℄EMLEN VESTKO.20. w NA^ALE KOORDINAT NEOGRANI^ENNOGO PROSTRANSTWA x; y; z,PREDSTAWLQ�℄EGO SOBOJ WAKUUM, NAHODITSQ \LEKTRI^ESKIJ DIPOLX, PA-RALLELXNYJ OSI z. mOMENT DIPOLQ MENQETSQ PO ZAKONUM = �M0 = 
onst; �1 < t 6 0;M1 =M0 
os!t; 0 < t < +1:pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OPREDELENII \LEKTROMAGNITNOGO PO-LQ, POROVDENNOGO DIPOLEM, PRI t > 0.x 2. pROSTEJ[IE ZADA^I; RAZLI^NYE PRIEMY RE[ENIQ21. A) rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�u; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = '(r); ut��t=0 =  (r); r2 = x2 + y2 + z2; 0 6 r < +1: (2)B) nAJTI limx;y;z!0u(x; y; z; t).22. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�u+f(r; t); r2 = x2+y2+z2; 0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = 0; ut��t=0 = 0: (2)23. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�u; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)PRI NA^ALXNYH USLOWIQH:A) u��t=0 = �U0 = 
onst WNUTRI SFERY RADIUSA r0;0 WNE \TOJ SFERY; ut��t=0 = 0 WS�DU;B) ut��t=0 = �U0 = 
onst WNUTRI SFERY RADIUSA r0;0 WNE \TOJ SFERY; u��t=0 = 0 WS�DU.24. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 GAZ WNUTRI SFERI^ESKOGOOB_EMA RADIUSA r0 SVAT TAK, ^TO WOZMU℄ENIE PLOTNOSTI e� = e�1, A WNEOB_EMA e� � 0. nA^ALXNAQ SKOROSTX ^ASTIC GAZA RAWNA NUL� WO WSEMPROSTRANSTWE. nAJTI DWIVENIE GAZA PRI t > 0.25. rE[ITX ZADA^U 23,B) DLQ POLUPROSTRANSTWA z > 0, ESLI CENTRSFERY NAHODITSQ W TO^KE (0; 0; z0), z0 > r0; RASSMOTRETX ^ASTNYE SLU-^AI, KOGDA:A) u��z=0 = 0; B) uz��z=0 = 0.



100 uSLOWIQ ZADA^�xy = �yx = ���v�x + �u�y� ;GDE � = divU , A � I � | KONSTANTY lAM\, SWQZANNYE SLEDU�℄IMOBRAZOM S MODULEM `NGA E I KO\FFICIENTOM pUASSONA m:E = �(3�+ 2�)�+ � ; m = �2(�+ �) :kO\FFICIENT pUASSONA m HARAKTERIZUET OTNO[ENIE K PRODOLXNOMURASTQVENI� SOOTWETSTWU�℄EGO POPERE^NOGO SVATIQ. mODULX SDWIGAG = �:13. pREDSTAWLQQ WEKTOR OB_EMNYH SIL W WIDE F = grad� + rotB(O WOZMOVNOSTI PREDSTAWLENIQ PROIZWOLXNOGO WEKTORA W TAKOM WIDESM. [14, S. 209℄), DOKAZATX, ^TO ESLI � �2'�t2 = (� + 2�)�'+�, � �2A�t2 == ��A+B, TO WEKTOR U = grad'+ rotA UDOWLETWORQET URAWNENIQMDWIVENIQ, POLU^ENNYM W ZADA^E 12.14. zADA^A O RASPROSTRANENII WOZMU℄ENIJ W UPRUGOJ SREDE NA-ZYWAETSQ PLOSKOJ, ESLI SOSTAWLQ�℄AQ w WEKTORA SME℄ENIQ U I SO-STAWLQ�℄AQ Z WEKTORA PLOTNOSTI OB_EMNYH SIL F = iX + jY + kZRAWNY NUL�, A OSTALXNYE WELI^INY NE ZAWISQT OT z. nAPRIMER, ZA-DA^A O RASPROSTRANENII DEFORMACIJ W TONKOJ PLASTINKE, WYZWANNYHSILAMI, DEJSTWU�℄IMI W EE PLOSKOSTI, QWLQETSQ PLOSKOJ 1).dOKAZATX, ^TO W SLU^AE PLOSKOJ ZADA^I WEKTOR SME℄ENIQ U WYRA-VAETSQ ^EREZ DWA SKALQRNYH POTENCIALA, KAVDYJ IZ KOTORYH UDOWLE-TWORQET SOOTWETSTWU�℄EMU WOLNOWOMU URAWNENI�.15. wYRAZITX ^EREZ KOMPONENTY WEKTORA U I TENZORA (H) (SM.ZADA^U 12) GRANI^NYE USLOWIQ DLQ RASPROSTRANENIQ UPRUGIH WOZMU-℄ENIJ W ODNORODNOM IZOTROPNOM POLUPROSTRANSTWE, ESLI OGRANI^IWA-�℄AQ PLOSKOSTXA) SWOBODNA, B) FIKSIROWANA VESTKO.wYRAZITX DLQ PLOSKOJ ZADA^I \TI GRANI^NYE USLOWIQ ^EREZ SKA-LQRNYE POTENCIALY (SM. ZADA^U 14).16. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O RADIALXNYH KOLEBANIQH KRUG-LOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBY POD DEJSTWIEM RADIALXNOJ SILY F (r; t),GDE F (r; t) | SILA, PRIHODQ℄AQSQ NA EDINICU MASSY, OTSTOQ℄U� NARASSTOQNII r OT OSI TRUBY.17. pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U O RADIALXNYH KOLEBANIQH UPRUGOJSFERI^ESKOJ OBOLO^KI r1 6 r 6 r2 POD DEJSTWIEM PEREMENNOGO DAWLE-NIQ p(t) WO WNUTRENNEJ POLOSTI.18. wYWESTI DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ OTKLONENIQ OT NE-WOZMU℄ENNOGO SOSTOQNIQ TO^EK TONKOJ IZOTROPNOJ ODNORODNOJ PLAS-TINKI, SOWER[A�℄EJ MALYE POPERE^NYE KOLEBANIQ. rASSMOTRETX, W^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDA PLASTINKA LEVIT (I PRIKREPLENA) NA UPRU-GOM OSNOWANII.pRIM E ^ AN I E. zADA^A O POPERE^NYH KOLEBANIQH PLASTINKI QW-LQETSQ DWUMERNYM ANALOGOM ZADA^I O POPERE^NYH KOLEBANIQH STERVNQ(SM. x 1 GL. II).1)bOLEE PODROBNO SM. [26, 
. 92℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10119. pEREHODQ K POLQRNYM KOORDINATAM, POSTAWITX KRAEWU� ZADA-^U O POPERE^NYH KOLEBANIQH KRUGLOJ PLASTINKI, ESLI KRAJ PLASTINKIZA℄EMLEN VESTKO.20. w NA^ALE KOORDINAT NEOGRANI^ENNOGO PROSTRANSTWA x; y; z,PREDSTAWLQ�℄EGO SOBOJ WAKUUM, NAHODITSQ \LEKTRI^ESKIJ DIPOLX, PA-RALLELXNYJ OSI z. mOMENT DIPOLQ MENQETSQ PO ZAKONUM = �M0 = 
onst; �1 < t 6 0;M1 =M0 
os!t; 0 < t < +1:pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U OB OPREDELENII \LEKTROMAGNITNOGO PO-LQ, POROVDENNOGO DIPOLEM, PRI t > 0.x 2. pROSTEJ[IE ZADA^I; RAZLI^NYE PRIEMY RE[ENIQ21. A) rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�u; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = '(r); ut��t=0 =  (r); r2 = x2 + y2 + z2; 0 6 r < +1: (2)B) nAJTI limx;y;z!0u(x; y; z; t).22. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�u+f(r; t); r2 = x2+y2+z2; 0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = 0; ut��t=0 = 0: (2)23. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�u; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)PRI NA^ALXNYH USLOWIQH:A) u��t=0 = �U0 = 
onst WNUTRI SFERY RADIUSA r0;0 WNE \TOJ SFERY; ut��t=0 = 0 WS�DU;B) ut��t=0 = �U0 = 
onst WNUTRI SFERY RADIUSA r0;0 WNE \TOJ SFERY; u��t=0 = 0 WS�DU.24. w NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI t = 0 GAZ WNUTRI SFERI^ESKOGOOB_EMA RADIUSA r0 SVAT TAK, ^TO WOZMU℄ENIE PLOTNOSTI e� = e�1, A WNEOB_EMA e� � 0. nA^ALXNAQ SKOROSTX ^ASTIC GAZA RAWNA NUL� WO WSEMPROSTRANSTWE. nAJTI DWIVENIE GAZA PRI t > 0.25. rE[ITX ZADA^U 23,B) DLQ POLUPROSTRANSTWA z > 0, ESLI CENTRSFERY NAHODITSQ W TO^KE (0; 0; z0), z0 > r0; RASSMOTRETX ^ASTNYE SLU-^AI, KOGDA:A) u��z=0 = 0; B) uz��z=0 = 0.



102 uSLOWIQ ZADA^26. rE[ITX ZADA^U 23, B) DLQ DWUGRANNOGO UGLA y > 0, z > 0,ESLI CENTR SFERY NAHODITSQ W TO^KE (0; y0; z0), y0 > r0, z0 > r0;RASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) u��y=0 = 0; uz��z=0 = 0; B) uy��y=0 = 0; u��z=0 = 0.27. nEOGRANI^ENNOE PROSTRANSTWO ZAPOLNENO POKOQ℄IMSQ IDEALX-NYM GAZOM. w MOMENT WREMENI t = 0 W NEKOTOROJ FIKSIROWANNOJ TO^-KE \TOGO PROSTRANSTWA NA^INAET NEPRERYWNO DEJSTWOWATX SFERI^ESKISIMMETRI^NYJ ISTO^NIK GAZA MO℄NOSTX� q(t). nAJTI POTENCIAL SKO-ROSTEJ ^ASTIC GAZA PRI t > 0, PREDPOLAGAQ WOZMU℄ENIQ, WYZYWAEMYEISTO^NIKOM, MALYMI.28. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI ISTO^NIK NAHODITSQ:A) WNUTRI DWUGRANNOGO UGLA �n , GDE n | CELOE ^ISLO, BOLX[EENULQ;B) WNUTRI PLOSKOGO SLOQ, 0 < z < l, PRI^EM OGRANI^IWA�℄IE PLOS-KOSTI QWLQ�TSQ NEPODWIVNYMI.29. iZ RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2�3u+ f(x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1;u��t=0 = '(x; y; z); ut��t=0 =  (x; y; z); �1 < x; y; z < +1;METODOM �SPUSKA� 1) POLU^ITX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iu�tt = a2�2u� + f�(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u���t=0 = '�(x; y); u�t ��t=0 =  �(x; y); �1 < x; y < +1:30. iZ RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2�3u� 
u+ f(x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1;u��t=0 = '(x; y; z); ut��t=0 =  (x; y; z); �1 < x; y; z < +1;METODOM �SPUSKA� 2) POLU^ITX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iu�tt = a2�2u� � 
2u� + f�(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u���t=0 = '�(x; y); u�t ��t=0 =  �(x; y); �1 < x; y < +1:31. nA FIKSIROWANNOJ PRQMOJ W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE,ZAPOLNENNOM POKOQ℄IMSQ IDEALXNYM GAZOM, NEPRERYWNO RASPREDELE-NY ISTO^NIKI GAZA, NA^INA�℄IE DEJSTWOWATX W MOMENT t = 0, PRI^EMMO℄NOSTX ISTO^NIKOW EDINICY DLINY \TOJ PRQMOJ RAWNA q(t). nAJTIPOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA PRI t > 0, PREDPOLAGAQ, ^TO WOZ-MU℄ENIQ, WYZYWAEMYE ISTO^NIKAMI W OKRUVA�℄EM GAZE, MALY (WNEBESKONE^NO MALOJ OKRESTNOSTI PRQMOJ, NESU℄EJ NA SEBE ISTO^NIKI).32. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ KWADRANTA x > 0, y > 0,OGRANI^ENNOGO ABSOL�TNO TWERDYMI PLOSKOSTQMI x = 0, y = 0, ES-LI PRQMAQ, NA KOTOROJ RASPOLOVENY ISTO^NIKI, PARALLELXNA OSI z IOPREDELQETSQ KOORDINATAMI x0, y0, x0 > 0, y0 > 0.1)sM. [7, S. 408{410℄; [2, T. II, S. 553{555℄.2)tO VE.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10333. w NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, ZAPOLNENNOM IDEALXNYMPOKOQ℄IMSQ GAZOM, NAHODITSQ SFERI^ESKAQ OBOLO^KA RADIUSA r0 SCENTROM W FIKSIROWANNOJ TO^KE. nA^INAQ S MOMENTA t = 0, RADI-US SFERI^ESKOJ POWERHNOSTI NEPRERYWNO MENQETSQ PO ZADANNOMU ZA-KONU, PRI^EM RADIALXNAQ SKOROSTX TO^EK POWERHNOSTI RAWNA �(t).nAJTI DWIVENIE W SLU^AE, KOGDA �(t) = A sin!t.34. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI SFERA NAHODITSQ W POLU-PROSTRANSTWE, OGRANI^ENNOM NEPODWIVNOJ PLOSKOSTX�.35. w NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, ZAPOLNENNOM IDEALXNYMPOKOQ℄IMSQ GAZOM, NAHODITSQ SFERA FIKSIROWANNOGO RADIUSA r0. sMOMENTA t = 0 CENTR SFERY SOWER[AET MALYE KOLEBANIQ SO SKO-ROSTX� V (t), PRI^EM jV (t)j � a, GDE a | SKOROSTX ZWUKA. nAJTI PO-TENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA.36. rE[ITX ZADA^U O STACIONARNOM SIMMETRI^NOM SWERHZWUKOWOMOBTEKANII KLINA POTOKOM IDEALXNOGO GAZA; NAJTI POTENCIAL SKOROSTEJW WOZMU℄ENNOJ OBLASTI I WOZMU℄ENIE DAWLENIQ NA KLINE 1).37. rE[ITX ZADA^U O STACIONARNOM SIMMETRI^NOM SWERHZWUKOWOMOBTEKANII KRUGOWOGO KONUSA S NEBOLX[IM UGLOM RASTWORA 2).38. rASPROSTRANQ�℄EJSQ PLOSKOJ WOLNOJ DLQ URAWNENIQutt = a2�u+ 
u; (1)GDE �u = �2u�x21 + : : :+ �2u�x2n , NAZYWAETSQ RE[ENIE WIDAu = f� nXi=1 aixi � bt�: (2)pLOSKAQ WOLNA u = f� nXi=1 aixi � bt� IMEET ODNO I TO VE POSTOQN-NOE ZNA^ENIE NA KAVDOJ PLOSKOSTI SEMEJSTWAnXi=1 aixi � bt = 
onst: (3)rASSTOQNIE OT PLOSKOSTI (3) DO NA^ALA KOORDINAT x1 = 0, x2 = 0; : : :: : : ; xn = 0 RAWNO bt+ 
onst� nPi=1 a2i�1=2 (4)s IZMENENIEM t PLOSKOSTX (3) DWIVETSQ SO SKOROSTX�b� nPi=1 a2i�1=2 ; (5)OSTAWAQSX PARALLELXNOJ SWOEMU NA^ALXNOMU POLOVENI� (PRI t = 0)nXi=1 aixi = 
onst; (6)1)sM. ZADA^U 7.2)sM. ZADA^U 8.



102 uSLOWIQ ZADA^26. rE[ITX ZADA^U 23, B) DLQ DWUGRANNOGO UGLA y > 0, z > 0,ESLI CENTR SFERY NAHODITSQ W TO^KE (0; y0; z0), y0 > r0, z0 > r0;RASSMOTRETX SLU^AI, KOGDA:A) u��y=0 = 0; uz��z=0 = 0; B) uy��y=0 = 0; u��z=0 = 0.27. nEOGRANI^ENNOE PROSTRANSTWO ZAPOLNENO POKOQ℄IMSQ IDEALX-NYM GAZOM. w MOMENT WREMENI t = 0 W NEKOTOROJ FIKSIROWANNOJ TO^-KE \TOGO PROSTRANSTWA NA^INAET NEPRERYWNO DEJSTWOWATX SFERI^ESKISIMMETRI^NYJ ISTO^NIK GAZA MO℄NOSTX� q(t). nAJTI POTENCIAL SKO-ROSTEJ ^ASTIC GAZA PRI t > 0, PREDPOLAGAQ WOZMU℄ENIQ, WYZYWAEMYEISTO^NIKOM, MALYMI.28. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI ISTO^NIK NAHODITSQ:A) WNUTRI DWUGRANNOGO UGLA �n , GDE n | CELOE ^ISLO, BOLX[EENULQ;B) WNUTRI PLOSKOGO SLOQ, 0 < z < l, PRI^EM OGRANI^IWA�℄IE PLOS-KOSTI QWLQ�TSQ NEPODWIVNYMI.29. iZ RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2�3u+ f(x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1;u��t=0 = '(x; y; z); ut��t=0 =  (x; y; z); �1 < x; y; z < +1;METODOM �SPUSKA� 1) POLU^ITX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iu�tt = a2�2u� + f�(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u���t=0 = '�(x; y); u�t ��t=0 =  �(x; y); �1 < x; y < +1:30. iZ RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2�3u� 
u+ f(x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1;u��t=0 = '(x; y; z); ut��t=0 =  (x; y; z); �1 < x; y; z < +1;METODOM �SPUSKA� 2) POLU^ITX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iu�tt = a2�2u� � 
2u� + f�(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1;u���t=0 = '�(x; y); u�t ��t=0 =  �(x; y); �1 < x; y < +1:31. nA FIKSIROWANNOJ PRQMOJ W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE,ZAPOLNENNOM POKOQ℄IMSQ IDEALXNYM GAZOM, NEPRERYWNO RASPREDELE-NY ISTO^NIKI GAZA, NA^INA�℄IE DEJSTWOWATX W MOMENT t = 0, PRI^EMMO℄NOSTX ISTO^NIKOW EDINICY DLINY \TOJ PRQMOJ RAWNA q(t). nAJTIPOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA PRI t > 0, PREDPOLAGAQ, ^TO WOZ-MU℄ENIQ, WYZYWAEMYE ISTO^NIKAMI W OKRUVA�℄EM GAZE, MALY (WNEBESKONE^NO MALOJ OKRESTNOSTI PRQMOJ, NESU℄EJ NA SEBE ISTO^NIKI).32. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ KWADRANTA x > 0, y > 0,OGRANI^ENNOGO ABSOL�TNO TWERDYMI PLOSKOSTQMI x = 0, y = 0, ES-LI PRQMAQ, NA KOTOROJ RASPOLOVENY ISTO^NIKI, PARALLELXNA OSI z IOPREDELQETSQ KOORDINATAMI x0, y0, x0 > 0, y0 > 0.1)sM. [7, S. 408{410℄; [2, T. II, S. 553{555℄.2)tO VE.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10333. w NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, ZAPOLNENNOM IDEALXNYMPOKOQ℄IMSQ GAZOM, NAHODITSQ SFERI^ESKAQ OBOLO^KA RADIUSA r0 SCENTROM W FIKSIROWANNOJ TO^KE. nA^INAQ S MOMENTA t = 0, RADI-US SFERI^ESKOJ POWERHNOSTI NEPRERYWNO MENQETSQ PO ZADANNOMU ZA-KONU, PRI^EM RADIALXNAQ SKOROSTX TO^EK POWERHNOSTI RAWNA �(t).nAJTI DWIVENIE W SLU^AE, KOGDA �(t) = A sin!t.34. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, ESLI SFERA NAHODITSQ W POLU-PROSTRANSTWE, OGRANI^ENNOM NEPODWIVNOJ PLOSKOSTX�.35. w NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, ZAPOLNENNOM IDEALXNYMPOKOQ℄IMSQ GAZOM, NAHODITSQ SFERA FIKSIROWANNOGO RADIUSA r0. sMOMENTA t = 0 CENTR SFERY SOWER[AET MALYE KOLEBANIQ SO SKO-ROSTX� V (t), PRI^EM jV (t)j � a, GDE a | SKOROSTX ZWUKA. nAJTI PO-TENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA.36. rE[ITX ZADA^U O STACIONARNOM SIMMETRI^NOM SWERHZWUKOWOMOBTEKANII KLINA POTOKOM IDEALXNOGO GAZA; NAJTI POTENCIAL SKOROSTEJW WOZMU℄ENNOJ OBLASTI I WOZMU℄ENIE DAWLENIQ NA KLINE 1).37. rE[ITX ZADA^U O STACIONARNOM SIMMETRI^NOM SWERHZWUKOWOMOBTEKANII KRUGOWOGO KONUSA S NEBOLX[IM UGLOM RASTWORA 2).38. rASPROSTRANQ�℄EJSQ PLOSKOJ WOLNOJ DLQ URAWNENIQutt = a2�u+ 
u; (1)GDE �u = �2u�x21 + : : :+ �2u�x2n , NAZYWAETSQ RE[ENIE WIDAu = f� nXi=1 aixi � bt�: (2)pLOSKAQ WOLNA u = f� nXi=1 aixi � bt� IMEET ODNO I TO VE POSTOQN-NOE ZNA^ENIE NA KAVDOJ PLOSKOSTI SEMEJSTWAnXi=1 aixi � bt = 
onst: (3)rASSTOQNIE OT PLOSKOSTI (3) DO NA^ALA KOORDINAT x1 = 0, x2 = 0; : : :: : : ; xn = 0 RAWNO bt+ 
onst� nPi=1 a2i�1=2 (4)s IZMENENIEM t PLOSKOSTX (3) DWIVETSQ SO SKOROSTX�b� nPi=1 a2i�1=2 ; (5)OSTAWAQSX PARALLELXNOJ SWOEMU NA^ALXNOMU POLOVENI� (PRI t = 0)nXi=1 aixi = 
onst; (6)1)sM. ZADA^U 7.2)sM. ZADA^U 8.



104 uSLOWIQ ZADA^INYMI SLOWAMI, SO SKOROSTX� (5) ONA UDALQETSQ OT SWOEGO PERWONA-^ALXNOGO POLOVENIQ (6). dLQ UPRO℄ENIQ WYKLADOK BUDEM W DALXNEJ-[EM S^ITATX, ^TO nXi=1 a2i = 1, T. E. ^TO ai QWLQ�TSQ NAPRAWLQ�℄IMIKOSINUSAMI NORMALI K PLOSKOSTI (3); Q = nXi=1 aixi � bt NAZYWAETSQFAZOJ WOLNY (2), A f | FORMOJ WOLNY.dOKAZATX, ^TO:1) DLQ SU℄ESTWOWANIQ PLOSKIH WOLN PROIZWOLXNOJ FORMY U URAW-NENIQ (1), RASPROSTRANQ�℄IHSQ SO SKOROSTX� a W L�BYH NAPRAWLENI-QH, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY BYLO 
 = 0;2) PRI 
 6= 0 U URAWNENIQ (1) SU℄ESTWU�T PLOSKIE WOLNY L�BYHNAPRAWLENIJ RASPROSTRANENIQ I L�BYH SKOROSTEJ, KROME SKOROSTI a,ODNAKO IH FORMA NE MOVET BYTX PROIZWOLXNOJ, A QWLQETSQ RE[ENIEMDIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQf 00(Q)(a2 � b2) + f(Q)
 = 0: (7)39. rE[ITX ZADA^U O STACIONARNOM OBTEKANII WOLNOOBRAZNOJ STEN-KI y = " sin!x, GDE " | MALO, �1 < x < +1, POTOKOM IDEALXNOGOSVIMAEMOGO GAZA, NEWOZMU℄ENNAQ SKOROSTX KOTOROGO SOWPADAET PO NA-PRAWLENI� S OSX� x I RAWNA U = 
onst. rASSMOTRETX SLU^AI:A) DOZWUKOWOJ SKOROSTI POTOKA;B) SWERHZWUKOWOJ SKOROSTI POTOKA.40. pUTEM SUPERPOZICII PLOSKIH WOLN S FRONTOM, PARALLELXNYMOSI z, f(at��x� �y), GDE � I � | NAPRAWLQ�℄IE KOSINUSY NORMALIK FRONTU WOLNY, POLU^ITX CILINDRI^ESKIE WOLNY (r; t) = at+rZat�r f(�)d�pr2 � (at� �)2 ; (1)GDE r =px2 + y2.nAJTI QWNOE WYRAVENIE DLQ  (r; t) PRI USLOWII, ^TOf(�) = 8<: 0 PRI �1 < � < �r0;U0 = 
onst PRI � r0 < � < r0;0 PRI r0 < � < +1:41. pUTEM SUPERPOZICII SFERI^ESKI SIMMETRI^NYH WOLN f1(at� r)rI f2(at+ r)r , GDE f1(�) I f2(�) | PROIZWOLXNYE FUNKCII, POLU^ITXCILINDRI^ESKIE WOLNY 1(�; t) = at��Z�1 2f1(�)d�p(at� �)2 � �2 ;  2(�; t) = +1Zat+� 2f2(�) d�p(at� �)2 � �2 ;�2 = x2 + y2;PREDPOLAGAQ INTEGRALY SHODQ℄IMISQ.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10542. nAJTI CILINDRI^ESKI SIMMETRI^NYE MONOHROMATI^ESKIEWOLNY W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, RE[AQ URAWNENIE utt = a2�u,A ZATEM POLU^ITX \TI WOLNY PUTEM SUPERPOZICII PLOSKIH MONOHROMA-TI^ESKIH WOLN.43. pUTEM SUPERPOZICII PLOSKIH WOLN POLU^ITX SFERI^ESKU�WOLNU WIDA ��t+ ra�� ��t� ra�r :44. rE[ITX ZADA^U OB OTRAVENII I PRELOMLENII PLOSKOJ MONO-HROMATI^ESKOJ WOLNY NA PLOSKOJ GRANICE RAZDELA DWUH RAZLI^NYHIDEALXNYH GAZOW; NAJTI SOOTNO[ENIE MEVDU UGLAMI PADENIQ, OTRA-VENIQ I PRELOMLENIQ, A TAKVE MEVDU AMPLITUDAMI PADA�℄EJ, OTRA-VENNOJ I PRELOMLENNOJ WOLN. nEWOZMU℄ENNYE DAWLENIQ W OBOIH GAZAHPREDPOLAGA�TSQ ODINAKOWYMI.45. nAJTI SOOTNO[ENIE MEVDU UGLAMI PADENIQ, OTRAVENIQ I PRE-LOMLENIQ PLOSKOJ MONOHROMATI^ESKOJ \LEKTROMAGNITNOJ WOLNY NAPLOSKOJ GRANICE DWUH ODNORODNYH IZOTROPNYH DI\LEKTRIKOW.46. rASSMATRIWAQ SLU^AJ NORMALXNOGO PADENIQ PLOSKOJ MONOHRO-MATI^ESKOJ \LEKTROMAGNITNOJ LINEJNO POLQRIZOWANNOJ WOLNY NAPLOSKOSTX RAZDELA DWUH ODNORODNYH IZOTROPNYH DI\LEKTRIKOW, NAJTISOOTNO[ENIE MEVDU AMPLITUDAMI PADA�℄EJ, OTRAVENNOJ I PRELOM-LENNOJ WOLN I DATX WYRAVENIE DLQ \TIH WOLN.x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 1)1. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ. w \TOM PUNKTE RASSMATRIWA�TSQ TAKVE KRAEWYE ZA-DA^I DLQ OBLASTEJ S PLOSKIMI I SFERI^ESKIMI GRANICAMI, RE[ENIQKOTORYH WYRAVA�TSQ W WIDE RQDOW PO PROSTEJ[IM (\LEMENTARNYM)SOBSTWENNYM FUNKCIQM OPERATORA lAPLASA DLQ \TIH OBLASTEJ.sNA^ALA SREDY PREDPOLAGA�TSQ IZOTROPNYMI I ODNORODNYMI, ZA-TEM PRIWODITSQ NESKOLXKO ZADA^ DLQ NEODNORODNYH SRED.A) oDNORODNYE SREDY.47. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE NA^ALXNYM OT-KLONENIEM u(x; y; 0) = Axy(l1 � x)(l2 � y);ESLI REAKCIEJ OKRUVA�℄EJ SREDY MOVNO PRENEBRE^X.48. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE NA^ALXNYMRASPREDELENIEM SKOROSTEJut(x; y; 0) = Axy(l1 � x)(l2 � y);ESLI REAKCIEJ OKRUVA�℄EJ SREDY MOVNO PRENEBRE^X.1)sM. WTORU� SNOSKU NA S. 29.
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 6= 0 U URAWNENIQ (1) SU℄ESTWU�T PLOSKIE WOLNY L�BYHNAPRAWLENIJ RASPROSTRANENIQ I L�BYH SKOROSTEJ, KROME SKOROSTI a,ODNAKO IH FORMA NE MOVET BYTX PROIZWOLXNOJ, A QWLQETSQ RE[ENIEMDIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQf 00(Q)(a2 � b2) + f(Q)
 = 0: (7)39. rE[ITX ZADA^U O STACIONARNOM OBTEKANII WOLNOOBRAZNOJ STEN-KI y = " sin!x, GDE " | MALO, �1 < x < +1, POTOKOM IDEALXNOGOSVIMAEMOGO GAZA, NEWOZMU℄ENNAQ SKOROSTX KOTOROGO SOWPADAET PO NA-PRAWLENI� S OSX� x I RAWNA U = 
onst. rASSMOTRETX SLU^AI:A) DOZWUKOWOJ SKOROSTI POTOKA;B) SWERHZWUKOWOJ SKOROSTI POTOKA.40. pUTEM SUPERPOZICII PLOSKIH WOLN S FRONTOM, PARALLELXNYMOSI z, f(at��x� �y), GDE � I � | NAPRAWLQ�℄IE KOSINUSY NORMALIK FRONTU WOLNY, POLU^ITX CILINDRI^ESKIE WOLNY (r; t) = at+rZat�r f(�)d�pr2 � (at� �)2 ; (1)GDE r =px2 + y2.nAJTI QWNOE WYRAVENIE DLQ  (r; t) PRI USLOWII, ^TOf(�) = 8<: 0 PRI �1 < � < �r0;U0 = 
onst PRI � r0 < � < r0;0 PRI r0 < � < +1:41. pUTEM SUPERPOZICII SFERI^ESKI SIMMETRI^NYH WOLN f1(at� r)rI f2(at+ r)r , GDE f1(�) I f2(�) | PROIZWOLXNYE FUNKCII, POLU^ITXCILINDRI^ESKIE WOLNY 1(�; t) = at��Z�1 2f1(�)d�p(at� �)2 � �2 ;  2(�; t) = +1Zat+� 2f2(�) d�p(at� �)2 � �2 ;�2 = x2 + y2;PREDPOLAGAQ INTEGRALY SHODQ℄IMISQ.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10542. nAJTI CILINDRI^ESKI SIMMETRI^NYE MONOHROMATI^ESKIEWOLNY W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, RE[AQ URAWNENIE utt = a2�u,A ZATEM POLU^ITX \TI WOLNY PUTEM SUPERPOZICII PLOSKIH MONOHROMA-TI^ESKIH WOLN.43. pUTEM SUPERPOZICII PLOSKIH WOLN POLU^ITX SFERI^ESKU�WOLNU WIDA ��t+ ra�� ��t� ra�r :44. rE[ITX ZADA^U OB OTRAVENII I PRELOMLENII PLOSKOJ MONO-HROMATI^ESKOJ WOLNY NA PLOSKOJ GRANICE RAZDELA DWUH RAZLI^NYHIDEALXNYH GAZOW; NAJTI SOOTNO[ENIE MEVDU UGLAMI PADENIQ, OTRA-VENIQ I PRELOMLENIQ, A TAKVE MEVDU AMPLITUDAMI PADA�℄EJ, OTRA-VENNOJ I PRELOMLENNOJ WOLN. nEWOZMU℄ENNYE DAWLENIQ W OBOIH GAZAHPREDPOLAGA�TSQ ODINAKOWYMI.45. nAJTI SOOTNO[ENIE MEVDU UGLAMI PADENIQ, OTRAVENIQ I PRE-LOMLENIQ PLOSKOJ MONOHROMATI^ESKOJ \LEKTROMAGNITNOJ WOLNY NAPLOSKOJ GRANICE DWUH ODNORODNYH IZOTROPNYH DI\LEKTRIKOW.46. rASSMATRIWAQ SLU^AJ NORMALXNOGO PADENIQ PLOSKOJ MONOHRO-MATI^ESKOJ \LEKTROMAGNITNOJ LINEJNO POLQRIZOWANNOJ WOLNY NAPLOSKOSTX RAZDELA DWUH ODNORODNYH IZOTROPNYH DI\LEKTRIKOW, NAJTISOOTNO[ENIE MEVDU AMPLITUDAMI PADA�℄EJ, OTRAVENNOJ I PRELOM-LENNOJ WOLN I DATX WYRAVENIE DLQ \TIH WOLN.x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH 1)1. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ. w \TOM PUNKTE RASSMATRIWA�TSQ TAKVE KRAEWYE ZA-DA^I DLQ OBLASTEJ S PLOSKIMI I SFERI^ESKIMI GRANICAMI, RE[ENIQKOTORYH WYRAVA�TSQ W WIDE RQDOW PO PROSTEJ[IM (\LEMENTARNYM)SOBSTWENNYM FUNKCIQM OPERATORA lAPLASA DLQ \TIH OBLASTEJ.sNA^ALA SREDY PREDPOLAGA�TSQ IZOTROPNYMI I ODNORODNYMI, ZA-TEM PRIWODITSQ NESKOLXKO ZADA^ DLQ NEODNORODNYH SRED.A) oDNORODNYE SREDY.47. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE NA^ALXNYM OT-KLONENIEM u(x; y; 0) = Axy(l1 � x)(l2 � y);ESLI REAKCIEJ OKRUVA�℄EJ SREDY MOVNO PRENEBRE^X.48. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE NA^ALXNYMRASPREDELENIEM SKOROSTEJut(x; y; 0) = Axy(l1 � x)(l2 � y);ESLI REAKCIEJ OKRUVA�℄EJ SREDY MOVNO PRENEBRE^X.1)sM. WTORU� SNOSKU NA S. 29.



106 uSLOWIQ ZADA^49. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE POPERE^NYMSOSREDOTO^ENNYM IMPULXSOM K, SOOB℄ENNYMMEMBRANE W TO^KE (x0; y0),0 < x0 < l1, 0 < y0 < l2, S^ITAQ, ^TO REAKCIQ OKRUVA�℄EJ SREDY PRE-NEBREVIMO MALA.50. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE NEPRERYWNORASPREDELENNOJ PO MEMBRANE I PERPENDIKULQRNOJ K EE POWERHNOSTISILOJ S PLOTNOSTX�F (x; y; t) = A(x; y) sin!t; 0 < t < +1;S^ITAQ, ^TO REAKCIQ OKRUVA�℄EJ SREDY PRENEBREVIMO MALA.51. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE SOSREDOTO^EN-NOJ POPERE^NOJ SILOJF (t) = A sin!t; A = 
onst; 0 < t < +1;PRILOVENNOJ W TO^KE (x0; y0), 0 < x0 < l1, 0 < y0 < l2, S^ITAQ, ^TOREAKCIQ OKRUVA�℄EJ SREDY PRENEBREVIMO MALA.52. nAJTI KOLEBANIQ WODY W PRQMOUGOLXNOM REZERWUARE 0 6 x 66 l1, 0 6 y 6 l2 POD DEJSTWIEM PEREMENNOGO WNE[NEGO DAWLENIQ NASWOBODNOJ POWERHNOSTIp0(x; y; t) = A 
os �xl1 
os �yl2 f(t); 0 < t < +1; f(0) = 0;ESLI GLUBINA WODY W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII RAWNA h. fUNKCIQ f(t)PREDPOLAGAETSQ IME�℄EJ NEPRERYWNU� PROIZWODNU� 1).53. rE[ITX ZADA^U 49, PREDPOLAGAQ, ^TO OKRUVA�℄AQ SREDA OKA-ZYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.54. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYMSKOROSTI, POD DEJSTWIEM RAWNOMERNO RASPREDELENNOJ POPERE^NOJ SILYS PLOTNOSTX� F = A sin!t; 0 < t < +1; A = 
onst:kONTUR MEMBRANY ZAKREPLEN NEPODWIVNO.55. iDEALXNYJ GAZ ZAKL�^EN MEVDU DWUMQ KONCENTRI^ESKIMISFERAMI Sr1 I Sr2 . rADIUS WNUTRENNEJ SFERY Sr1 MENQETSQ PO ZA-KONU r(t) = r1 + " sin!t; �1 < t < +1; 0 < "� r2 � r1;A WNE[NQQ SFERA OSTAETSQ NEIZMENNOJ. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLE-BANIQ GAZA MEVDU SFERAMI.56. iDEALXNYJ GAZ ZAKL�^EN MEVDU DWUMQ KONCENTRI^ESKIMISFERAMI Sr1 I Sr2 S FIKSIROWANNYMI RADIUSAMI r1 I r2. nAJTI KOLE-BANIQ GAZA MEVDU SFERAMI, WYZWANNYE NA^ALXNYM RADIALXNYM WOZ-MU℄ENIEM PLOTNOSTIe�(r; 0) = f(r); r1 < r < r2:1)sM. ZADA^I 9 I 10.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 107B) nEODNORODNYE SREDY.57. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, SOSTAWLENNOJ IZ DWUH ODNORODNYH PRQMOUGOLX-NYH KUSKOW 0 6 x 6 x0, 0 6 y 6 l2 I x0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2,WYZWANNYE NA^ALXNYMI POPERE^NYMI WOZMU℄ENIQMI.58. sFERI^ESKAQ POLOSTX FIKSIROWANNOGO RADIUSA r2 ZAPOLNENADWUMQ RAZLI^NYMI IDEALXNYMI GAZAMI, POWERHNOSTX� RAZDELA KOTO-RYH QWLQETSQ SFERA Sr1 (0 < r1 < r2), KONCENTRI^ESKAQ POWERHNOSTIPOLOSTI.nAJTI KOLEBANIQ GAZOW PRI SLEDU�℄IH NA^ALXNYH USLOWIQH DLQPOTENCIALA SKOROSTEJ u(r; t) I DAWLENIQ p(r; t):u(r; 0) = f(r); p(r; 0) = p0; 0 6 r < r2:2. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ. kAK I W PREDYDU℄EM PUNKTE, SNA^ALA IDUT ZADA^I DLQODNORODNYH SRED, ZATEM DLQ NEODNORODNYH.A) oDNORODNYE SREDY.59. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY S ZAKREPLEN-NYM KRAEM, WYZWANNYE RADIALXNO SIMMETRI^NYM NA^ALXNYM RASPRE-DELENIEM OTKLONENIJ I SKOROSTEJ, S^ITAQ REAKCI� OKRUVA�℄EJ SREDYPRENEBREVIMO MALOJ.60. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO NA^ALXNOE OT-KLONENIE IMEET FORMU PARABOLOIDA WRA℄ENIQ, A NA^ALXNYE SKOROSTIRAWNY NUL�.61. nAJTI KOLEBANIQ WODY W KRUGLOM WERTIKALXNOM CILINDRI^ES-KOM SOSUDE S GORIZONTALXNYM DNOM, ESLI NA^ALXNYE USLOWIQ OBLADA�TRADIALXNOJ SIMMETRIEJ, A DAWLENIE NA SWOBODNOJ POWERHNOSTI WODYOSTAETSQ POSTOQNNYM.62. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY S ZAKREPLENNYM KRAEMW SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE RAWNOMERNO RASPREDELENNYMPOSTOQNNYM DAWLENIEM, DEJSTWU�℄IM NA ODNU STORONU MEMBRANY SMOMENTA t = 0, PREDPOLAGAQ, ^TO OKRUVA�℄AQ SREDA NE OKAZYWAETKAKOGO-LIBO DRUGOGO SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM MEMBRANY.63. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r < r0 S ZAKREPLEN-NYM KRAEM W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE PEREMENNYM DAWLE-NIEM p = f(r; t); 0 6 r 6 r0; 0 < t < +1;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.64. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0 S ZAKREPLEN-NYM KRAEM W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE RAWNOMERNO RASPRE-DELENNYM DAWLENIEM p = p0 sin!t; 0 < t < +1;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.65. nAJTI PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH KOLEBANIQ KRUGLOJMEMBRANY 0 6 r 6 r0 W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE DWIVENIEMEE KRAQ PO ZAKONU u(r0; t) = A sin!t; 0 < t < +1:



106 uSLOWIQ ZADA^49. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE POPERE^NYMSOSREDOTO^ENNYM IMPULXSOM K, SOOB℄ENNYMMEMBRANE W TO^KE (x0; y0),0 < x0 < l1, 0 < y0 < l2, S^ITAQ, ^TO REAKCIQ OKRUVA�℄EJ SREDY PRE-NEBREVIMO MALA.50. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE NEPRERYWNORASPREDELENNOJ PO MEMBRANE I PERPENDIKULQRNOJ K EE POWERHNOSTISILOJ S PLOTNOSTX�F (x; y; t) = A(x; y) sin!t; 0 < t < +1;S^ITAQ, ^TO REAKCIQ OKRUVA�℄EJ SREDY PRENEBREVIMO MALA.51. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE SOSREDOTO^EN-NOJ POPERE^NOJ SILOJF (t) = A sin!t; A = 
onst; 0 < t < +1;PRILOVENNOJ W TO^KE (x0; y0), 0 < x0 < l1, 0 < y0 < l2, S^ITAQ, ^TOREAKCIQ OKRUVA�℄EJ SREDY PRENEBREVIMO MALA.52. nAJTI KOLEBANIQ WODY W PRQMOUGOLXNOM REZERWUARE 0 6 x 66 l1, 0 6 y 6 l2 POD DEJSTWIEM PEREMENNOGO WNE[NEGO DAWLENIQ NASWOBODNOJ POWERHNOSTIp0(x; y; t) = A 
os �xl1 
os �yl2 f(t); 0 < t < +1; f(0) = 0;ESLI GLUBINA WODY W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII RAWNA h. fUNKCIQ f(t)PREDPOLAGAETSQ IME�℄EJ NEPRERYWNU� PROIZWODNU� 1).53. rE[ITX ZADA^U 49, PREDPOLAGAQ, ^TO OKRUVA�℄AQ SREDA OKA-ZYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.54. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2 W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYMSKOROSTI, POD DEJSTWIEM RAWNOMERNO RASPREDELENNOJ POPERE^NOJ SILYS PLOTNOSTX� F = A sin!t; 0 < t < +1; A = 
onst:kONTUR MEMBRANY ZAKREPLEN NEPODWIVNO.55. iDEALXNYJ GAZ ZAKL�^EN MEVDU DWUMQ KONCENTRI^ESKIMISFERAMI Sr1 I Sr2 . rADIUS WNUTRENNEJ SFERY Sr1 MENQETSQ PO ZA-KONU r(t) = r1 + " sin!t; �1 < t < +1; 0 < "� r2 � r1;A WNE[NQQ SFERA OSTAETSQ NEIZMENNOJ. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLE-BANIQ GAZA MEVDU SFERAMI.56. iDEALXNYJ GAZ ZAKL�^EN MEVDU DWUMQ KONCENTRI^ESKIMISFERAMI Sr1 I Sr2 S FIKSIROWANNYMI RADIUSAMI r1 I r2. nAJTI KOLE-BANIQ GAZA MEVDU SFERAMI, WYZWANNYE NA^ALXNYM RADIALXNYM WOZ-MU℄ENIEM PLOTNOSTIe�(r; 0) = f(r); r1 < r < r2:1)sM. ZADA^I 9 I 10.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 107B) nEODNORODNYE SREDY.57. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 66 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, SOSTAWLENNOJ IZ DWUH ODNORODNYH PRQMOUGOLX-NYH KUSKOW 0 6 x 6 x0, 0 6 y 6 l2 I x0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2,WYZWANNYE NA^ALXNYMI POPERE^NYMI WOZMU℄ENIQMI.58. sFERI^ESKAQ POLOSTX FIKSIROWANNOGO RADIUSA r2 ZAPOLNENADWUMQ RAZLI^NYMI IDEALXNYMI GAZAMI, POWERHNOSTX� RAZDELA KOTO-RYH QWLQETSQ SFERA Sr1 (0 < r1 < r2), KONCENTRI^ESKAQ POWERHNOSTIPOLOSTI.nAJTI KOLEBANIQ GAZOW PRI SLEDU�℄IH NA^ALXNYH USLOWIQH DLQPOTENCIALA SKOROSTEJ u(r; t) I DAWLENIQ p(r; t):u(r; 0) = f(r); p(r; 0) = p0; 0 6 r < r2:2. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ. kAK I W PREDYDU℄EM PUNKTE, SNA^ALA IDUT ZADA^I DLQODNORODNYH SRED, ZATEM DLQ NEODNORODNYH.A) oDNORODNYE SREDY.59. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY S ZAKREPLEN-NYM KRAEM, WYZWANNYE RADIALXNO SIMMETRI^NYM NA^ALXNYM RASPRE-DELENIEM OTKLONENIJ I SKOROSTEJ, S^ITAQ REAKCI� OKRUVA�℄EJ SREDYPRENEBREVIMO MALOJ.60. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO NA^ALXNOE OT-KLONENIE IMEET FORMU PARABOLOIDA WRA℄ENIQ, A NA^ALXNYE SKOROSTIRAWNY NUL�.61. nAJTI KOLEBANIQ WODY W KRUGLOM WERTIKALXNOM CILINDRI^ES-KOM SOSUDE S GORIZONTALXNYM DNOM, ESLI NA^ALXNYE USLOWIQ OBLADA�TRADIALXNOJ SIMMETRIEJ, A DAWLENIE NA SWOBODNOJ POWERHNOSTI WODYOSTAETSQ POSTOQNNYM.62. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY S ZAKREPLENNYM KRAEMW SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE RAWNOMERNO RASPREDELENNYMPOSTOQNNYM DAWLENIEM, DEJSTWU�℄IM NA ODNU STORONU MEMBRANY SMOMENTA t = 0, PREDPOLAGAQ, ^TO OKRUVA�℄AQ SREDA NE OKAZYWAETKAKOGO-LIBO DRUGOGO SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM MEMBRANY.63. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r < r0 S ZAKREPLEN-NYM KRAEM W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE PEREMENNYM DAWLE-NIEM p = f(r; t); 0 6 r 6 r0; 0 < t < +1;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.64. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0 S ZAKREPLEN-NYM KRAEM W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE RAWNOMERNO RASPRE-DELENNYM DAWLENIEM p = p0 sin!t; 0 < t < +1;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.65. nAJTI PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH KOLEBANIQ KRUGLOJMEMBRANY 0 6 r 6 r0 W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE DWIVENIEMEE KRAQ PO ZAKONU u(r0; t) = A sin!t; 0 < t < +1:



108 uSLOWIQ ZADA^66. rE[ITX ZADA^U 59 W SLU^AE, KOGDA OKRUVA�℄AQ SREDA OKAZY-WAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.67. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY S ZA-KREPLENNYM KRAEM W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKO-ROSTI, POD DEJSTWIEM RAWNOMERNO RASPREDELENNOGO (PRILOVENNOGO KODNOJ STORONE MEMBRANY) DAWLENIQ:A) p = p0 sin!t; 0 < t < +1; p0 = 
onst;B) p = p0 
os!t; 0 < t < +1; p0 = 
onst.68. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 66 r0 W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI, WYZYWA-EMYE DWIVENIEM EE KRAQ PO ZAKONU u(r0; t) = A sin!t (SR. S ZADA^EJ 65).69. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY BARABANA 1), WYZWANNYERADIALXNO SIMMETRI^NYMI NA^ALXNYMI WOZMU℄ENIQMI.70. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY BARABANA, WYZWANNYERAWNOMERNO RASPREDELENNYM DAWLENIEMp = �0 sin!t; 0 < t < +1; �0 = 
onst;PRILOVENNYM K WNE[NEJ STORONE MEMBRANY.71. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ PLASTINKI S VESTKOZAKREPLENNYM KRAEM W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE RADIALXNOSIMMETRI^NYMI NA^ALXNYMI WOZMU℄ENIQMI.72. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PLASTINKI PREDYDU℄EJ ZADA^I,WYZWANNYE POPERE^NYM SOSREDOTO^ENNYM UDAROM PO CENTRU PLASTIN-KI, PEREDAW[IM EJ IMPULXS I .73. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PLASTINKI ZADA^I 71, WYZYWAE-MYE RAWNOMERNO RASPREDELENNOJ POPERE^NOJ SILOJ S PLOTNOSTX� p == p0 sin!t, PRILOVENNOJ S MOMENTA t = 0.74. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PLASTINKI ZADA^I 71, WYZYWAEMYESOSREDOTO^ENNOJ POPERE^NOJ SILOJ P = P0 sin!t, PRILOVENNOJ W CENT-RE PLASTINKI S MOMENTA t = 0 (KOLEBANIQ MEMBRANY REPRODUKTORA).75. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ KOLXCEWOJ MEMBRANYS ZAKREPLENNYMI KRAQMI, WYZWANNYE RADIALXNO SIMMETRI^NYMI NA-^ALXNYMI WOZMU℄ENIQMI.76. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ OPISANNOJ W PREDYDU℄EJ ZADA^EMEMBRANY, WYZWANNYE RAWNOMERNO RASPREDELENNYM DAWLENIEMp = p0 sin!t; 0 < t < +1; p0 = 
onst;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.77. nAJTI KOLEBANIQ VIDKOSTI W SOSUDE S GORIZONTALXNYM DNOM,STENKAMI KOTOROGO QWLQ�TSQ DWA KOAKSIALXNYH KRUGLYH CILINDRA,ESLI GLUBINA VIDKOSTI W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII RAWNA h = 
onst,A NA^ALXNYE WOZMU℄ENIQ RADIALXNO SIMMETRI^NY 2).1)sM. ZADA^U 5.2)sM. ZADA^U 9.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10978. nAJTI KOLEBANIQ GAZA (POTENCIAL SKOROSTEJ) W KRUGLOM ZAMK-NUTOM CILINDRI^ESKOM SOSUDE, WYZWANNYE RADIALXNYMI KOLEBANIQMIBOKOWOJ STENKI, NA^AW[IMISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTICSTENKI RAWNYf(z) 
os!t; 0 6 z 6 l (l | DLINA CILINDRA); 0 < t < +1:wERHNEE I NIVNEE DONXQ NEPODWIVNY.79. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W KRUGLOM ZAMKNUTOM CILINDRE, WY-ZWANNYE POPERE^NYMI KOLEBANIQMI ODNOGO IZ EGO DONXEW, NA^AW[IMI-SQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC \TOGO DNA RAWNYf(z) 
os!t; 0 6 r 6 r0 (r0 | RADIUS CILINDRA); 0 < t < +1:wTOROE DNO I BOKOWAQ STENKA SOSUDA NEPODWIVNY.80. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W ZAMKNUTOM SOSUDE, OBRAZOWANNOM DWU-MQ KOAKSIALXNYMI KRUGLYMI CILINDRAMI I DWUMQ POPERE^NYMI PLOS-KIMI DONXQMI, WYZWANNYE RADIALXNYMI KOLEBANIQMI WNE[NEGO CI-LINDRA, NA^AW[IMISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC \TOGOCILINDRA RAWNY f(z) 
os!t, 0 6 z 6 l, l | DLINA CILINDRA. dONXQ IWNUTRENNIJ CILINDR NEPODWIVNY.81.nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SOSUDE, OPISANNOM W PREDYDU℄EJ ZADA-^E, WYZWANNYE POPERE^NYMI KOLEBANIQMI ODNOGO IZ DONXEW, NA^AW[I-MISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC \TOGO DNA RAWNY f(r) 
os!t,r� 6 r 6 r��, r� I r�� | RADIUSY WNUTRENNEGO I WNE[NEGO CILINDROW.wTOROE DNO I CILINDRY NEPODWIVNY.82. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0 SZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE SOSREDOTO^ENNYM UDAROM, NORMALX-NYM K POWERHNOSTI MEMBRANY, PEREDAW[IM MEMBRANE W TO^KE (r1; '1),0 < r1 < r0, IMPULXS K.rASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA OKRUVA�℄AQ SREDA NE OKAZYWAET SO-PROTIWLENIQ DWIVENI� MEMBRANY.83. sOSUD S WODOJ, PREDSTAWLQ�℄IJ SOBOJ WERTIKALXNYJ KRUG-LYJ CILINDR S GORIZONTALXNYM DNOM, DLITELXNOE WREMQ DWIVETSQ SOSKOROSTX� v0 = 
onst W NAPRAWLENII, PERPENDIKULQRNOM K OSI SOSUDA.nAJTI KOLEBANIQ WODY W SOSUDE PRI t > 0, ESLI W MOMENT t = 0SOSUD MGNOWENNO OSTANAWLIWAETSQ I ESLI PRI t < 0 WODA OTNOSITELXNOSOSUDA BYLA NEPODWIVNOJ. dAWLENIE NA SWOBODNOJ POWERHNOSTI WODYS^ITATX POSTOQNNYM.84. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0 S ZAKREP-LENNYM KRAEM, WYZWANNYE NEPRERYWNO RASPREDELENNYM PEREMENNYMDAWLENIEM p = f(r) 
os('� !t); f(r0) = 0; 0 < t < +1;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.85. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ MEMBRANY, OPISANNOJ WPREDYDU℄EJ ZADA^E, W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYMSKOROSTI.



108 uSLOWIQ ZADA^66. rE[ITX ZADA^U 59 W SLU^AE, KOGDA OKRUVA�℄AQ SREDA OKAZY-WAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI.67. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY S ZA-KREPLENNYM KRAEM W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKO-ROSTI, POD DEJSTWIEM RAWNOMERNO RASPREDELENNOGO (PRILOVENNOGO KODNOJ STORONE MEMBRANY) DAWLENIQ:A) p = p0 sin!t; 0 < t < +1; p0 = 
onst;B) p = p0 
os!t; 0 < t < +1; p0 = 
onst.68. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 66 r0 W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI, WYZYWA-EMYE DWIVENIEM EE KRAQ PO ZAKONU u(r0; t) = A sin!t (SR. S ZADA^EJ 65).69. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY BARABANA 1), WYZWANNYERADIALXNO SIMMETRI^NYMI NA^ALXNYMI WOZMU℄ENIQMI.70. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY BARABANA, WYZWANNYERAWNOMERNO RASPREDELENNYM DAWLENIEMp = �0 sin!t; 0 < t < +1; �0 = 
onst;PRILOVENNYM K WNE[NEJ STORONE MEMBRANY.71. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ PLASTINKI S VESTKOZAKREPLENNYM KRAEM W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ, WYZWANNYE RADIALXNOSIMMETRI^NYMI NA^ALXNYMI WOZMU℄ENIQMI.72. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PLASTINKI PREDYDU℄EJ ZADA^I,WYZWANNYE POPERE^NYM SOSREDOTO^ENNYM UDAROM PO CENTRU PLASTIN-KI, PEREDAW[IM EJ IMPULXS I .73. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PLASTINKI ZADA^I 71, WYZYWAE-MYE RAWNOMERNO RASPREDELENNOJ POPERE^NOJ SILOJ S PLOTNOSTX� p == p0 sin!t, PRILOVENNOJ S MOMENTA t = 0.74. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ PLASTINKI ZADA^I 71, WYZYWAEMYESOSREDOTO^ENNOJ POPERE^NOJ SILOJ P = P0 sin!t, PRILOVENNOJ W CENT-RE PLASTINKI S MOMENTA t = 0 (KOLEBANIQ MEMBRANY REPRODUKTORA).75. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ KOLXCEWOJ MEMBRANYS ZAKREPLENNYMI KRAQMI, WYZWANNYE RADIALXNO SIMMETRI^NYMI NA-^ALXNYMI WOZMU℄ENIQMI.76. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ OPISANNOJ W PREDYDU℄EJ ZADA^EMEMBRANY, WYZWANNYE RAWNOMERNO RASPREDELENNYM DAWLENIEMp = p0 sin!t; 0 < t < +1; p0 = 
onst;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.77. nAJTI KOLEBANIQ VIDKOSTI W SOSUDE S GORIZONTALXNYM DNOM,STENKAMI KOTOROGO QWLQ�TSQ DWA KOAKSIALXNYH KRUGLYH CILINDRA,ESLI GLUBINA VIDKOSTI W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII RAWNA h = 
onst,A NA^ALXNYE WOZMU℄ENIQ RADIALXNO SIMMETRI^NY 2).1)sM. ZADA^U 5.2)sM. ZADA^U 9.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 10978. nAJTI KOLEBANIQ GAZA (POTENCIAL SKOROSTEJ) W KRUGLOM ZAMK-NUTOM CILINDRI^ESKOM SOSUDE, WYZWANNYE RADIALXNYMI KOLEBANIQMIBOKOWOJ STENKI, NA^AW[IMISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTICSTENKI RAWNYf(z) 
os!t; 0 6 z 6 l (l | DLINA CILINDRA); 0 < t < +1:wERHNEE I NIVNEE DONXQ NEPODWIVNY.79. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W KRUGLOM ZAMKNUTOM CILINDRE, WY-ZWANNYE POPERE^NYMI KOLEBANIQMI ODNOGO IZ EGO DONXEW, NA^AW[IMI-SQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC \TOGO DNA RAWNYf(z) 
os!t; 0 6 r 6 r0 (r0 | RADIUS CILINDRA); 0 < t < +1:wTOROE DNO I BOKOWAQ STENKA SOSUDA NEPODWIVNY.80. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W ZAMKNUTOM SOSUDE, OBRAZOWANNOM DWU-MQ KOAKSIALXNYMI KRUGLYMI CILINDRAMI I DWUMQ POPERE^NYMI PLOS-KIMI DONXQMI, WYZWANNYE RADIALXNYMI KOLEBANIQMI WNE[NEGO CI-LINDRA, NA^AW[IMISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC \TOGOCILINDRA RAWNY f(z) 
os!t, 0 6 z 6 l, l | DLINA CILINDRA. dONXQ IWNUTRENNIJ CILINDR NEPODWIVNY.81.nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SOSUDE, OPISANNOM W PREDYDU℄EJ ZADA-^E, WYZWANNYE POPERE^NYMI KOLEBANIQMI ODNOGO IZ DONXEW, NA^AW[I-MISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC \TOGO DNA RAWNY f(r) 
os!t,r� 6 r 6 r��, r� I r�� | RADIUSY WNUTRENNEGO I WNE[NEGO CILINDROW.wTOROE DNO I CILINDRY NEPODWIVNY.82. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0 SZAKREPLENNYM KRAEM, WYZWANNYE SOSREDOTO^ENNYM UDAROM, NORMALX-NYM K POWERHNOSTI MEMBRANY, PEREDAW[IM MEMBRANE W TO^KE (r1; '1),0 < r1 < r0, IMPULXS K.rASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA OKRUVA�℄AQ SREDA NE OKAZYWAET SO-PROTIWLENIQ DWIVENI� MEMBRANY.83. sOSUD S WODOJ, PREDSTAWLQ�℄IJ SOBOJ WERTIKALXNYJ KRUG-LYJ CILINDR S GORIZONTALXNYM DNOM, DLITELXNOE WREMQ DWIVETSQ SOSKOROSTX� v0 = 
onst W NAPRAWLENII, PERPENDIKULQRNOM K OSI SOSUDA.nAJTI KOLEBANIQ WODY W SOSUDE PRI t > 0, ESLI W MOMENT t = 0SOSUD MGNOWENNO OSTANAWLIWAETSQ I ESLI PRI t < 0 WODA OTNOSITELXNOSOSUDA BYLA NEPODWIVNOJ. dAWLENIE NA SWOBODNOJ POWERHNOSTI WODYS^ITATX POSTOQNNYM.84. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0 S ZAKREP-LENNYM KRAEM, WYZWANNYE NEPRERYWNO RASPREDELENNYM PEREMENNYMDAWLENIEM p = f(r) 
os('� !t); f(r0) = 0; 0 < t < +1;PRILOVENNYM K ODNOJ STORONE MEMBRANY.85. nAJTI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ MEMBRANY, OPISANNOJ WPREDYDU℄EJ ZADA^E, W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYMSKOROSTI.



110 uSLOWIQ ZADA^86. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0, WYZWANNYEKOLEBANIQMI EE KRAQ PO ZAKONUu(r0; '; t) = f(t) 
osn'; f(0) = f 0(0) = 0; n | CELOE > 0;0 < t < +1:87. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0, WYZWANNYEKOLEBANIQMI EE KRAQ PO ZAKONU u(r0; '; t) = F (') sin!t, F (') | GLAD-KAQ FUNKCIQ S PERIODOM 2�.88. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W KRUGLOM ZAMKNUTOM CILINDRE 0 6 r 66 r0, 0 6 z 6 l, WYZWANNYE RADIALXNYMI KOLEBANIQMI EGO BOKOWOJSTENKI SO SKOROSTX�, MENQ�℄EJSQ PO ZAKONUf(z) 
osn' 
os!t; n | CELOE > 0; 0 < t < +1:dONXQ SOSUDA NEPODWIVNY.89. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W KRUGLOM ZAMKNUTOM CILINDRE 0 66 r 6 r0, 0 6 z 6 l, WYZWANNYE POPERE^NYMI KOLEBANIQMI ODNOGOIZ DONXEW SO SKOROSTX�, MENQ�℄EJSQ PO ZAKONU f(r) 
osn' 
os!t, n |CELOE > 0, 0 < t < +1.90. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ MEMBRANY S ZAKREPLENNYM KRA-EM, WYZWANNYE NA^ALXNYM SOSREDOTO^ENNYM POPERE^NYM IMPULX-SOM K, SOOB℄ENNYM MEMBRANE W NEKOTOROJ EE WNUTRENNEJ TO^KE,ESLI MEMBRANA IMEET FORMU KRUGOWOGO SEKTORA, A OKRUVA�℄AQ SRE-DA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.91. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ MEMBRANY, IME�℄EJ FORMUSEKTORA KRUGOWOGO KOLXCA.92. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W OBLASTI, OGRANI^ENNOJ DWUMQ KOAKSI-ALXNYMI NEPODWIVNYMI KRUGLYMI CILINDRAMI, DWUMQ PLOSKOSTQMI,PERPENDIKULQRNYMI K OSI CILINDROW, I DWUMQ PLOSKOSTQMI, PROHODQ-℄IMI ^EREZ IH OSX, ESLI \TI KOLEBANIQ WYZWANY NA^ALXNYMI WOZMU-℄ENIQMI, NE ZAWISQ℄IMI OT z.93. sFERI^ESKIJ SOSUD S GAZOM W TE^ENIE DLITELXNOGO WREMENIDWIGALSQ RAWNOMERNO SO SKOROSTX� v, A ZATEM W MOMENT t = 0 MGNOWENNOOSTANOWILSQ I OSTALSQ NEPODWIVNYM. nAJTI WOZNIK[IE WSLEDSTWIE\TOGO KOLEBANIQ GAZA W SOSUDE.94. sFERI^ESKIJ SOSUD, NAPOLNENNYJ GAZOM, NA^INAQ S MOMEN-TA t = 0, SOWER[AET MALYE GARMONI^ESKIE KOLEBANIQ W NAPRAWLENIIODNOGO IZ SWOIH DIAMETROW; SME℄ENIE SOSUDA W NAPRAWLENII \TOGO DIA-METRA RAWNO A sin!t, 0 < t < +1. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SOSUDE,PREDPOLAGAQ, ^TO PRI t < 0 GAZ POKOILSQ.95. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SFERI^ESKOM SOSUDE 0 6 r 6 r0,0 6 � 6 �, 0 6 ' 6 2�, WYZWANNYE MALYMI DEFORMACIQMI STENKISOSUDA, NA^AW[IMISQ S MOMENTA t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC STENKISOSUDA NAPRAWLENY PO EGO RADIUSAM, A WELI^INA SKOROSTEJ RAWNAAPn(
os �) 
os!t 1):1)Pn(�) | POLINOM lEVANDRA.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 11196. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SFERI^ESKOM SOSUDE, WYZWANNYE MA-LYMI KOLEBANIQMI EGO STENKI, NA^AW[IMISQ S MOMENTA t = 0, ESLISKOROSTI ^ASTIC STENKI NAPRAWLENY PO RADIUSAM SOSUDA, A WELI^INASKOROSTEJ RAWNA Pn(
os �)f(t);GDE f(0) = f 0(0) = 0.97. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SFERI^ESKOM SOSUDE, WYZWANNYE MA-LYMI KOLEBANIQMI EGO STENKI, NA^AW[IMISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKO-ROSTI ^ASTIC STENKI NAPRAWLENY PO RADIUSAM, A WELI^INA SKOROSTEJRAWNA f(�) 
os!t; 0 < t < +1:98. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U PRI USLOWII, ^TO SKOROSTI ^AS-TIC STENKI RAWNY APnm(
os �) 
osm' 
os!t 1):99. rE[ITX ZADA^U 98, ESLI SKOROSTI ^ASTIC STENKI RAWNYf(�) 
osm' 
os!t:100. rE[ITX ZADA^U 98, ESLI SKOROSTI ^ASTIC STENKI RAWNYf(t)Pn(
os �) 
osm'; f(0) = f 0(0) = 0:101. rE[ITX ZADA^U 93 DLQ GAZA, ZAKL�^ENNOGO MEVDU DWUMQ KON-CENTRI^ESKIMI SFERAMI Sr1 I Sr2 , r1 < r2.102. rE[ITX ZADA^U 94 DLQ GAZA, ZAKL�^ENNOGO MEVDU DWUMQ KON-CENTRI^ESKIMI SFERAMI Sr1 I Sr2 , r1 < r2.B) nEODNORODNYE SREDY.103. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ NEODNORODNOJ KRUGLOJ MEMB-RANY 0 6 r 6 r2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, POLU^ENNOJ SOEDINENIEMODNORODNOJ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r1 I ODNORODNOJ KOLXCEWOJMEMBRANY r1 6 r 6 r2, ESLI NA^ALXNYE POPERE^NYE WOZMU℄ENIQ ZADANY.x 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJw PERWOM PUNKTE \TOGO PARAGRAFA SOBRANY ZADA^I NA PRIMENENIEINTEGRALA fURXE, WO WTOROM| NA POSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJWLIQNIQ MGNOWENNYH SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW.1. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE.A) pREOBRAZOWANIE fURXE.104. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�2u; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1 2); (1)u��t=0 = �(x; y); ut��t=0 = 	(x; y); �1 < x; y < +1: (2)1)Pnm(�) | PRISOEDINENNAQ FUNKCIQ lEVANDRA, m 6 n.2)�2 = div grad | OPERATOR lAPLASA DLQ PLOSKOSTI; W DEKARTOWYHKOORDINATAH �2 = �2�x2 + �2�y2 .



110 uSLOWIQ ZADA^86. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0, WYZWANNYEKOLEBANIQMI EE KRAQ PO ZAKONUu(r0; '; t) = f(t) 
osn'; f(0) = f 0(0) = 0; n | CELOE > 0;0 < t < +1:87. nAJTI KOLEBANIQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0, WYZWANNYEKOLEBANIQMI EE KRAQ PO ZAKONU u(r0; '; t) = F (') sin!t, F (') | GLAD-KAQ FUNKCIQ S PERIODOM 2�.88. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W KRUGLOM ZAMKNUTOM CILINDRE 0 6 r 66 r0, 0 6 z 6 l, WYZWANNYE RADIALXNYMI KOLEBANIQMI EGO BOKOWOJSTENKI SO SKOROSTX�, MENQ�℄EJSQ PO ZAKONUf(z) 
osn' 
os!t; n | CELOE > 0; 0 < t < +1:dONXQ SOSUDA NEPODWIVNY.89. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W KRUGLOM ZAMKNUTOM CILINDRE 0 66 r 6 r0, 0 6 z 6 l, WYZWANNYE POPERE^NYMI KOLEBANIQMI ODNOGOIZ DONXEW SO SKOROSTX�, MENQ�℄EJSQ PO ZAKONU f(r) 
osn' 
os!t, n |CELOE > 0, 0 < t < +1.90. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ MEMBRANY S ZAKREPLENNYM KRA-EM, WYZWANNYE NA^ALXNYM SOSREDOTO^ENNYM POPERE^NYM IMPULX-SOM K, SOOB℄ENNYM MEMBRANE W NEKOTOROJ EE WNUTRENNEJ TO^KE,ESLI MEMBRANA IMEET FORMU KRUGOWOGO SEKTORA, A OKRUVA�℄AQ SRE-DA NE OKAZYWAET SOPROTIWLENIQ KOLEBANIQM.91. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ MEMBRANY, IME�℄EJ FORMUSEKTORA KRUGOWOGO KOLXCA.92. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W OBLASTI, OGRANI^ENNOJ DWUMQ KOAKSI-ALXNYMI NEPODWIVNYMI KRUGLYMI CILINDRAMI, DWUMQ PLOSKOSTQMI,PERPENDIKULQRNYMI K OSI CILINDROW, I DWUMQ PLOSKOSTQMI, PROHODQ-℄IMI ^EREZ IH OSX, ESLI \TI KOLEBANIQ WYZWANY NA^ALXNYMI WOZMU-℄ENIQMI, NE ZAWISQ℄IMI OT z.93. sFERI^ESKIJ SOSUD S GAZOM W TE^ENIE DLITELXNOGO WREMENIDWIGALSQ RAWNOMERNO SO SKOROSTX� v, A ZATEM W MOMENT t = 0 MGNOWENNOOSTANOWILSQ I OSTALSQ NEPODWIVNYM. nAJTI WOZNIK[IE WSLEDSTWIE\TOGO KOLEBANIQ GAZA W SOSUDE.94. sFERI^ESKIJ SOSUD, NAPOLNENNYJ GAZOM, NA^INAQ S MOMEN-TA t = 0, SOWER[AET MALYE GARMONI^ESKIE KOLEBANIQ W NAPRAWLENIIODNOGO IZ SWOIH DIAMETROW; SME℄ENIE SOSUDA W NAPRAWLENII \TOGO DIA-METRA RAWNO A sin!t, 0 < t < +1. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SOSUDE,PREDPOLAGAQ, ^TO PRI t < 0 GAZ POKOILSQ.95. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SFERI^ESKOM SOSUDE 0 6 r 6 r0,0 6 � 6 �, 0 6 ' 6 2�, WYZWANNYE MALYMI DEFORMACIQMI STENKISOSUDA, NA^AW[IMISQ S MOMENTA t = 0, ESLI SKOROSTI ^ASTIC STENKISOSUDA NAPRAWLENY PO EGO RADIUSAM, A WELI^INA SKOROSTEJ RAWNAAPn(
os �) 
os!t 1):1)Pn(�) | POLINOM lEVANDRA.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 11196. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SFERI^ESKOM SOSUDE, WYZWANNYE MA-LYMI KOLEBANIQMI EGO STENKI, NA^AW[IMISQ S MOMENTA t = 0, ESLISKOROSTI ^ASTIC STENKI NAPRAWLENY PO RADIUSAM SOSUDA, A WELI^INASKOROSTEJ RAWNA Pn(
os �)f(t);GDE f(0) = f 0(0) = 0.97. nAJTI KOLEBANIQ GAZA W SFERI^ESKOM SOSUDE, WYZWANNYE MA-LYMI KOLEBANIQMI EGO STENKI, NA^AW[IMISQ W MOMENT t = 0, ESLI SKO-ROSTI ^ASTIC STENKI NAPRAWLENY PO RADIUSAM, A WELI^INA SKOROSTEJRAWNA f(�) 
os!t; 0 < t < +1:98. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U PRI USLOWII, ^TO SKOROSTI ^AS-TIC STENKI RAWNY APnm(
os �) 
osm' 
os!t 1):99. rE[ITX ZADA^U 98, ESLI SKOROSTI ^ASTIC STENKI RAWNYf(�) 
osm' 
os!t:100. rE[ITX ZADA^U 98, ESLI SKOROSTI ^ASTIC STENKI RAWNYf(t)Pn(
os �) 
osm'; f(0) = f 0(0) = 0:101. rE[ITX ZADA^U 93 DLQ GAZA, ZAKL�^ENNOGO MEVDU DWUMQ KON-CENTRI^ESKIMI SFERAMI Sr1 I Sr2 , r1 < r2.102. rE[ITX ZADA^U 94 DLQ GAZA, ZAKL�^ENNOGO MEVDU DWUMQ KON-CENTRI^ESKIMI SFERAMI Sr1 I Sr2 , r1 < r2.B) nEODNORODNYE SREDY.103. nAJTI POPERE^NYE KOLEBANIQ NEODNORODNOJ KRUGLOJ MEMB-RANY 0 6 r 6 r2 S ZAKREPLENNYM KRAEM, POLU^ENNOJ SOEDINENIEMODNORODNOJ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r1 I ODNORODNOJ KOLXCEWOJMEMBRANY r1 6 r 6 r2, ESLI NA^ALXNYE POPERE^NYE WOZMU℄ENIQ ZADANY.x 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJw PERWOM PUNKTE \TOGO PARAGRAFA SOBRANY ZADA^I NA PRIMENENIEINTEGRALA fURXE, WO WTOROM| NA POSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJWLIQNIQ MGNOWENNYH SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW.1. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE.A) pREOBRAZOWANIE fURXE.104. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�2u; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1 2); (1)u��t=0 = �(x; y); ut��t=0 = 	(x; y); �1 < x; y < +1: (2)1)Pnm(�) | PRISOEDINENNAQ FUNKCIQ lEVANDRA, m 6 n.2)�2 = div grad | OPERATOR lAPLASA DLQ PLOSKOSTI; W DEKARTOWYHKOORDINATAH �2 = �2�x2 + �2�y2 .



112 uSLOWIQ ZADA^105. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�3u; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1 1); (1)u��t=0 = �(x; y; z); ut��t=0 = 	(x; y; z); �1 < x; y; z < +1: (2)106. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�2u+ f(x; y; t); �1 < x; y < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = 0; ut��t=0 = 0; �1 < x; y < +1: (2)107. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�3u+ f(x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = 0; ut��t=0 = 0; �1 < x; y; z < +1: (2)108. rE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt + b2�2�2u = 0; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1 2); (1)u��t=0 = �(x; y); ut��t=0 = 	(x; y); �1 < x; y < +1: (2)B) pREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ (hANKELQ).109. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ, RE[ITX KRAEWU�ZADA^U �2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u(r; 0) = Ap1 + r2=b2 ; ut(r; 0) = 0; 0 6 r < +1: (2)110. nAJTI RADIALXNO SIMMETRI^NYE POPERE^NYE KOLEBANIQ NE-OGRANI^ENNOJ PLASTINKI, RE[IW KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + b2� �2�r2 + 1r ��r�2 u = 0; 0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u(r; 0) = f(r); ut(r; 0) = 0; 0 6 r < +1: (2)rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDAf(r) = Ae�r2=a2 ; 0 6 r < +1: (20)111. nAJTI RADIALXNO SIMMETRI^NYE POPERE^NYE OTKLONENIQ TO-^EK NEOGRANI^ENNOJ PLASTINKI 0 6 r < +1, ESLI TO^KA r = 0 \TOJPLASTINKI S MOMENTA t = 0 DWIVETSQ PO ZADANNOMU ZAKONU. rASSMOT-RETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AJ, KOGDAu(0; t) = �A(t0 � t); 0 6 t 6 t0;0; t0 6 t < +1: (1)1)�3 = div grad | OPERATOR lAPLASA DLQ PROSTRANSTWA; W DEKARTOWYHKOORDINATAH �3 = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 .2)bIGARMONI^ESKIJ OPERATOR�2�2, OZNA^A�℄IJ DWUKRATNOE PRIMENE-NIE OPERATORA lAPLASA �2.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 113112. nAJTI ^ISTO WYNUVDENNYE RADIALXNO SIMMETRI^NYE POPE-RE^NYE OTKLONENIQ TO^EK NEOGRANI^ENNOJ PLASTINKI 0 6 r < +1 PODDEJSTWIEM RASPREDELENNYH POPERE^NYH SIL S PLOTNOSTX�p(r; t) = 16�hbf(r) 0(t); �1 < t < +1;GDE 2h | TOL℄INA PLASTINKI, � | PLOTNOSTX MASSY PLASTINKI, bIMEET TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄IH ZADA^AH 1),  0(t) = d (t)dt , (t) ZAWISIT TOLXKO OT t, A f(r) ZAWISIT TOLXKO OT r.rASSMOTRETX, W ^ASTNOSTI, SLU^AI, KOGDA:A) DWIVENIE PLASTINKI WYNUVDAETSQ SOSREDOTO^ENNOJ POPERE^-NOJ SILOJ 16�hb 0(t); �1 < t < +1;PRILOVENNOJ W TO^KE r = 0;B) DWIVENIE PLASTINKI WYNUVDAETSQ POPERE^NOJ SILOJ16�hb 0(t); �1 < t < +1;RAWNOMERNO RASPREDELENNOJ PO KRUGU 0 6 r 6 a;W) OPISANNAQ W PUNKTE B) SILA DEJSTWUET W TE^ENIE WREMENI t0, AIMENNO  0(t) = ( 0 PRI �1 < t 6 0; 0 = 
onst PRI 0 < t < t0;0 PRI t0 < t < +1;DATX ASIMPTOTI^ESKIE FORMULY DLQ PREDSTAWLENIQ RE[ENIQ PRI MA-LYH I BOLX[IH ZNA^ENIQH r;G) p(r; t) = 4A�h
2 e�r2=
2f 0(t); �1 < t < +1;D) NAJTI POPERE^NYE SKOROSTI TO^EK PLASTINKI PRIp(r; t) = 4A�h
2 e�r2=
2Æ(t); �1 < t < +1;GDE Æ(t) | IMPULXSNAQ DELXTA-FUNKCIQ (T. E. W MOMENT t = 0 PLASTIN-KA POLU^AET POPERE^NYJ UDAR S NEPRERYWNO RASPREDELENNYM IMPULX-SOM 4A�h
2 e�r2=
2).2. pOSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJ WLIQNIQ SOSREDO-TO^ENNYH ISTO^NIKOW.A) fUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNYH SOSREDOTO^ENNYH IMPULXSOW.113. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO SOSREDOTO^ENNOGOIMPULXSA EDINI^NOJ MO℄NOSTI DLQ URAWNENIQutt = a2�3uW NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE x; y; z, S^ITAQ SNA^ALA, ^TO IMPULXSIMEL MESTO W NA^ALE KOORDINAT W MOMENT t = 0; NAJTI FUNKCI� WLIQ-NIQ, RE[AQ KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�3u; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = 0; ut��t=0 = Æ(x) Æ(y) Æ(z); �1 < x; y; z < +1; (2)1)pODROBNEE SM. ZADA^U 18.8 b.m. bUDAK I DR.
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114 uSLOWIQ ZADA^A ZATEM PEREJTI K SLU^A�, KOGDA IMPULXS IMEL MESTO W TO^KE (�; �; �)W MOMENT t = � .114. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U DLQ URAWNENIQutt = a2�3u� 
2u:115. rE[ITX DWUMERNYJ ANALOG ZADA^I 113.116. rE[ITX DWUMERNYJ ANALOG ZADA^I 114.117. rAZDELENIEM PEREMENNYH POSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNO-WENNOGO SOSREDOTO^ENNOGO IMPULXSA DLQ PERWOJ, WTOROJ I TRETXEJKRAEWYH ZADA^ DLQ URAWNENIQ utt = a2�2u:A) DLQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2;B) DLQ KRUGLOJ MEMBRANY 0 6 r 6 r0, 0 6 ' 6 2�.118. mETODOM OTRAVENIJ POSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWEN-NOGO SOSREDOTO^ENNOGO IMPULXSA DLQ URAWNENIQ utt = a2�2u� 
2u DLQUGLA 0 6 ' 6 �n , GDE n| CELOE ^ISLO, BOLX[EE NULQ, ESLI NA GRANI^-NYH LU^AH ' = 0 I ' = �n WYPOLNQETSQ GRANI^NOE USLOWIE WTOROGORODA.119. pUSTX PLOSKAQ OBLASTX G OGRANI^ENA KUSO^NO GLADKIM KON-TUROM �. pREDPOLAGAQ WOZMOVNYM PRIMENENIE FORMULY gRINA{oSTROGRADSKOGO, SWQZYWA�℄EJ KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL S DWOJNYM,NAJTI RE[ENIQ A) PERWOJ, B) WTOROJ I W) TRETXEJ KRAEWOJ ZADA^ DLQURAWNENIQ utt = a2�2u� 
2u+ f(x; y; t) PRI NEODNORODNYH NA^ALXNYHI GRANI^NYH USLOWIQH, ESLI IZWESTNA FUNKCIQ WLIQNIQ MGNOWENNOGOSOSREDOTO^ENNOGO IMPULXSA DLQ KAVDOGO IZ PERE^ISLENNYH SLU^AEW.120. s POMO℄X� FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO SOSREDOTO^ENNOGOIMPULXSA, NAJDENNOJ W RE[ENII ZADA^I 113, WYWESTI FORMULU kIRH-GOFFA 1) DLQ URAWNENIQ utt = a2�3u+ f(x; y; z; t).B) fUNKCII WLIQNIQ NEPRERYWNO DEJSTWU�℄IH SOSREDOTO^ENNYHISTO^NIKOW.121. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ NEPRERYWNO DEJSTWU�℄EGO SO-SREDOTO^ENNOGO ISTO^NIKA PEREMENNOJ MO℄NOSTI f(t) (f(t) = 0 PRIt < 0), NAHODQ℄EGOSQ W FIKSIROWANNOJ TO^KE PROSTRANSTWA, DLQ URAW-NENIQ utt = a2�3u, T. E. RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�3u+ Æ(x� x0)Æ(y � y0)Æ(z � z0)f(t);�1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = ut��t=0 = 0: (2)122. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ NEPRERYWNO DEJSTWU�℄EGO SO-SREDOTO^ENNOGO ISTO^NIKA PEREMENNOJ MO℄NOSTI f(t) (f(t) = 0 PRIt < 0), NAHODQ℄EGOSQ W FIKSIROWANNOJ TO^KE PROSTRANSTWA, DLQ URAW-1)sM. [7, S. 414{417℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 115NENIQ utt = a2�2u, T. E. RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�2u+ Æ(x� x0)Æ(y � y0)f(t);�1 < x; y < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = 0; ut��t=0 = 0: (2)123. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ NEPRERYWNO DEJSTWU�℄EGO SO-SREDOTO^ENNOGO ISTO^NIKA PEREMENNOJ MO℄NOSTI f(t) (f(t) = 0 PRIt < 0), DWIVU℄EGOSQ PO PROIZWOLXNOMU ZAKONU, DLQ URAWNENIQ utt == a2�3u, T. E. RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uutt = a2�3u+ Æ(x�X(t))Æ(y � Y (t))Æ(z � Z(t))f(t);�1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = ut��t=0 = 0; (2)GDE X(t), Y (t), Z(t) | KOORDINATY ISTO^NIKA; X(0) = Y (0) = Z(0) == 0. w ^ASTNOSTI, NAJTI FUNKCI� WLIQNIQ SOSREDOTO^ENNOGO ISTO^-NIKA, DWIVU℄EGOSQ PRQMOLINEJNO S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v; RASSMOT-RETX SLU^AI, KOGDA: A) v < a; B) v > a.124. u^ITYWAQ, ^TO ESLI ISTO^NIK OBLADAET POSTOQNNOJ MO℄-NOSTX� q I DWIVETSQ PRQMOLINEJNO S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v, TO WSISTEME KOORDINAT, DWIVU℄EJSQ WMESTE S ISTO^NIKOM, PROCESS BUDETSTACIONARNYM, NAJTI FUNKCII WLIQNIQ TAKOGO ISTO^NIKA: A) PRI v < a;B) PRI v > a; OTBRASYWAQ ^LENY S PROIZWODNYMI PO WREMENI W URAW-NENII KOLEBANIJ, PREOBRAZOWANNOM W \TOJ DWIVU℄EJSQ SISTEME KOOR-DINAT.125.nAJTI \LEKTROMAGNITNOE POLE, SOZDAWAEMOE \LEKTRONOM, DWI-VU℄IMSQ W DI\LEKTRIKE PRQMOLINEJNO S POSTOQNNOJ SKOROSTX�, PRE-WY[A�℄EJ SKOROSTX SWETA W \TOM DI\LEKTRIKE (\LEKTRON ~ERENKOWA).126. rE[ITX KRAEWU� ZADA^U 20.127. nAJTI KOLEBANIQ UPRUGOJ IZOTROPNOJ ODNORODNOJ SREDY, ZA-POLNQ�℄EJ WSE NEOGRANI^ENNOE PROSTRANSTWO, WYZWANNYE NEPRERYWNODEJSTWU�℄EJ SILOJ F (t) (F (t) = 0 PRI t < 0), PRILOVENNOJ K OPRE-DELENNOJ TO^KE SREDY I PARALLELXNOJ FIKSIROWANNOMU NAPRAWLENI�.
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gLA W A VIIurawneniq |llipti~eskogo tipa �u+ 
u = �fx 1. zADA^I DLQ URAWNENIQ �u� {2u = �fw NASTOQ℄EM PARAGRAFE MY RASSMOTRIM NEKOTORYE ZADA^I DLQURAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA�u� {2u = 0 ({2 > 0); (1)K KOTOROMU PRIWODQT, NAPRIMER, ZADA^I O DIFFUZII NEUSTOJ^IWOGOGAZA, RASPADA�℄EGOSQ W PROCESSE DIFFUZII.uRAWNENIE (1) IMEET FUNDAMENTALXNYE RE[ENIQ:A) u0(M) = e�{rr W TREHMERNOM PROSTRANSTWE;B) u0(M) = K0({r) NA PLOSKOSTI(r | RASSTOQNIE TO^KI M OT NA^ALA KOORDINAT).fUNKCIQ K0(x), KAK IZWESTNO, IMEET PRI x = 0 LOGARIFMI^ESKU�OSOBENNOSTX I \KSPONENCIALXNO UBYWAET NA BESKONE^NOSTI.mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH PRI RE[ENII URAWNENIQ (1) ^ASTOPRIWODIT K URAWNENI� bESSELQ DLQ MNIMOGO ARGUMENTAy00 + 1x y0 ��1 + �2x2� y = 0;OB℄EE RE[ENIE KOTOROGO IMEET WIDy = AI�(x) +BK�(x);GDE I�(x) I K�(x) | CILINDRI^ESKIE FUNKCII MNIMOGO ARGUMENTAPERWOGO I WTOROGO RODA. fUNKCIQ I�(x) OGRANI^ENA PRI x = 0 I \KSPO-NENCIALXNO WOZRASTAET PRI x!1.1. oPREDELITX STACIONARNOE RASPREDELENIE KONCENTRACII NEUS-TOJ^IWOGO GAZA W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, SOZDAWAEMOJ TO^E^-NYM ISTO^NIKOM GAZA MO℄NOSTX� Q0.2. tO^E^NYJ ISTO^NIK NEUSTOJ^IWOGO GAZA RASPOLOVEN NA WYSO-TE � NAD GAZONEPRONICAEMOJ PLOSKOSTX� z = 0. nAJTI STACIONARNOERASPREDELENIE KONCENTRACII.3. pOSTROITX FUNKCI� TO^E^NOGO ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ�u � {2u = 0 NA PLOSKOSTI I DATX EJ FIZI^ESKU� INTERPRETACI�.4. rE[ITX ZADA^U 3, PREDPOLAGAQ, ^TO PLOSKOSTX y = 0 GAZONEPRO-NICAEMA.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 1175. pOSTROITX FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ DIFFUZII NE-USTOJ^IWOGO GAZA, ESLI ISTO^NIK NAHODITSQ WNUTRI SLOQ (0 6 z 6 l),OGRANI^ENNOGO GAZONEPRONICAEMYMI PLOSKOSTQMI z = 0 I z = l.6. rE[ITX ANALOG ZADA^I 5 DLQ DWUMERNOGO SLU^AQ.7. tO^E^NYJ ISTO^NIK NEUSTOJ^IWOGO GAZA POME℄EN WNUTRI BESKO-NE^NOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBY S GAZONEPRONICAEMYMI STENKAMI.oPREDELITX STACIONARNOE RASPREDELENIE KONCENTRACII GAZA, S^ITAQ,^TO SE^ENIE TRUBY MOVET IMETX PROIZWOLXNU� FORMU.8. pOSTROITX FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ �u � {2u = 0WNUTRI SFERY PRI GRANI^NOM USLOWII WTOROGO RODA.9. tO^E^NYJ ISTO^NIK GAZA DEJSTWUET W NEOGRANI^ENNOJ SREDE,DWIVU℄EJSQ S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v0. nAJTI STACIONARNOE RASPRE-DELENIE KONCENTRACII GAZA.10. nAJTI STACIONARNOE RASPREDELENIE KONCENTRACII NEUSTOJ^I-WOGO GAZA WNUTRI BESKONE^NOGO CILINDRA KRUGOWOGO SE^ENIQ, ESLI NAPOWERHNOSTI CILINDRA PODDERVIWAETSQ POSTOQNNAQ KONCENTRA-CIQ u��� = u0.11. rE[ITX ZADA^U 10 DLQ OBLASTI, WNE[NEJ K CILINDRU.12. rE[ITX ZADA^U 10 WNUTRI SFERY RADIUSA a, ESLI:A) u��r=a = u0; B) u��r=a = u0 
os �.13. rE[ITX ZADA^U 12 DLQ OBLASTI, WNE[NEJ K SFERE RADIUSA a.14.nA GLUBINE h POD POWERHNOSTX� ZEMLI NAHODITSQ SREDA, W KOTO-ROJ S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� RASPREDELENO RADIOAKTIWNOE WE℄ESTWO.nAJTI:A) RASPREDELENIE \MANACII W ZEMLE;B) WELI^INU POTOKA \MANACII ^EREZ POWERHNOSTX ZEMLI, S^ITAQ,^TO KONCENTRACIQ EE NA POWERHNOSTI ZEMLI RAWNA NUL�.15. nA GLUBINE h POD POWERHNOSTX� ZEMLI SOSREDOTO^ENO W NEKO-TOROM OB_EME RADIOAKTIWNOE WE℄ESTWO, WYDELQ�℄EE W EDINICU WREME-NI NEKOTOROE KOLI^ESTWO \MANACII (NEUSTOJ^IWOGO GAZA), RAWNOE Q0.nAJTI:A) RASPREDELENIE KONCENTRACII \MANACII W ZEMLE;B) WELI^INU POTOKA \MANACII ^EREZ POWERHNOSTX ZEMLI, S^ITAQ,^TO ISTO^NIK \MANACII TO^E^NYJ, A KONCENTRACIQ EE NA POWERHNOSTIZEMLI RAWNA NUL�.16. rE[ITX ZADA^U, OBRATNU� ZADA^E 15. iZWESTNO RASPREDELENIEPOTOKA ^EREZ POWERHNOSTX ZEMLI q = q(�); TREBUETSQ NAJTI:A) MO℄NOSTX ISTO^NIKA Q0;B) POLOVENIE ISTO^NIKA, T. E. GLUBINU ZALEGANIQ h RADIOAKTIWNO-GO WE℄ESTWA.x 2. nEKOTORYE ZADA^I O SOBSTWENNYH KOLEBANIQHzADA^I O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH MEMBRAN I OGRANI^ENNYH OB_E-MOW, KAK IZWESTNO, PRIWODQT K ODNORODNOMU URAWNENI� L(v)+��v = 0,L(v) = div(k grad v) (k(x) > 0, �(x) > 0) WNUTRI NEKOTOROJ OBLAS-
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118 uSLOWIQ ZADA^TI T PRI ODNORODNYH USLOWIQH NA EE GRANICE. w GL. II, A ZATEM W GL. VPO MERE NADOBNOSTI RASSMATRIWALISX NEKOTORYE ZADA^I O SOBSTWEN-NYH KOLEBANIQH STRUNY I MEMBRANY. w NASTOQ℄EM PARAGRAFE BUDETDAN BOLEE POLNYJ SPISOK ZADA^ O SOBSTWENNYH ZNA^ENIQH, RE[AEMYHMETODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH.wYRAVENIE �NAJTI SOBSTWENNYE KOLEBANIQ� W DALXNEJ[EM BUDETOZNA^ATX, ^TO TREBUETSQ NAJTI SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ I NORMIROWAN-NYE SOBSTWENNYE FUNKCII DLQ RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI.1. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ STRUN I STERVNEJ.17. rE[ITX ZADA^U O SOBSTWENNYH POPERE^NYH KOLEBANIQH ODNO-RODNOJ STRUNY 0 6 x 6 l, ESLI:A) KONCY STRUNY VESTKO ZAKREPLENY;B) KONCY STRUNY SWOBODNY 1);W) ODIN KONEC STRUNY SWOBODEN, A WTOROJ KONEC ZAKREPLEN;G) KONCY STRUNY ZAKREPLENY UPRUGO;D) ODIN KONEC STRUNY ZAKREPLEN VESTKO, A WTOROJ KONEC ZAKREPLENUPRUGO;E) ODIN KONEC STRUNY ZAKREPLEN UPRUGO, A WTOROJ KONEC SWOBODEN.18. nAJTI SOBSTWENNYE PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ DLINOJ l,SOSTAWLENNOGO IZ DWUH STERVNEJ S DLINAMI x0 I l�x0, OBLADA�℄IHRAZNYMI PLOTNOSTQMI (�1 I �2) I MODULQMI UPRUGOSTI (E1 I E2),PREDPOLAGAQ, ^TO KONCY STERVNQ:A) VESTKO ZAKREPLENY; B) SWOBODNY; W) UPRUGO ZAKREPLENY.19. nA ODNOM KONCE STERVNQ PRIKREPLEN GRUZ MASSY M .nAJTI SOBSTWENNYE PRODOLXNYE UPRUGIE KOLEBANIQ STERVNQ, S^I-TAQ, ^TO WTOROJ KONEC STERVNQ:A) VESTKO ZAKREPLEN; B) SWOBODEN; W) UPRUGO ZAKREPLEN.oBRATITX WNIMANIE NA USLOWIQ ORTOGONALXNOSTI SOBSTWENNYHFUNKCIJ.dLQ ZADA^I A) RASSMOTRETX SLU^AI MALYH I BOLX[IH NAGRUZOK,NAJDQ SOOTWETSTWU�℄IE POPRAWKI K NEWOZMU℄ENNYM SOBSTWENNYM ZNA-^ENIQM.20. rE[ITX ZADA^U O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH STRUNY, NAGRUVEN-NOJ SOSREDOTO^ENNOJ MASSOJM , PODWE[ENNOJ W NEKOTOROJ WNUTRENNEJTO^KE STRUNY, PREDPOLAGAQ, ^TO KONCY STRUNY:A) ZAKREPLENY VESTKO; B) SWOBODNY; W) UPRUGO ZAKREPLENY.wY^ISLITX POPRAWKI K SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM DLQ ZADA^I A).21. nAJTI POPERE^NYE SOBSTWENNYE KOLEBANIQ ODNORODNOGOSTERVNQ, ESLI:A) OBA KONCA STERVNQ ZADELANY VESTKO;B) OBA KONCA STERVNQ SWOBODNY;1)|TO ZNA^IT, ^TO �u�x NA KONCAH STRUNY RAWNO NUL�. |TO IMEET MESTO,NAPRIMER, PRI ZAKREPLENII KONCOW STRUNY NA KOLE^KAH (S PRENEBREVIMOMALOJ MASSOJ), SKOLXZQ℄IH BEZ TRENIQ PO PARALLELXNYM STERVENXKAM.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 119W) ODIN KONEC STERVNQ SWOBODEN, A WTOROJ VESTKO ZADELAN.nAJTI PERWYJ ^LEN ASIMPTOTI^ESKOGO RAZLOVENIQ SOBSTWENNYH^ASTOT.2. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ OB_EMOW.22. nAJTI SOBSTWENNYE KOLEBANIQ PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY:A) S ZAKREPLENNOJ VESTKO GRANICEJ;B) SO SWOBODNOJ GRANICEJ;W) ESLI DWE PROTIWOPOLOVNYE STORONY ZAKREPLENY, A DWE DRUGIESWOBODNY;G) ESLI DWE SOSEDNIE STORONY ZAKREPLENY, A DWE DRUGIE SWOBODNY;D) S UPRUGO ZAKREPLENNOJ GRANICEJ.23. rE[ITX ZADA^U 22 DLQ KRUGLOJ MEMBRANY (SLU^AJ A), B), D)).24. oPREDELITX SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ I NORMIROWANNYE SOBST-WENNYE FUNKCII DLQ PRQMOUGOLXNOGO PARALLELEPIPEDA PRI:A) GRANI^NYH USLOWIQH PERWOGO RODA;B) GRANI^NYH USLOWIQH WTOROGO RODA;W) GRANI^NYH USLOWIQH TRETXEGO RODA.25. nAJTI SOBSTWENNYE KOLEBANIQ SFERY PRI:A) GRANI^NYH USLOWIQH PERWOGO RODA;B) GRANI^NYH USLOWIQH WTOROGO RODA;W) GRANI^NYH USLOWIQH TRETXEGO RODA.26. rE[ITX ZADA^U O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH KRUGLOGO CILINDRAKONE^NOJ DLINY PRI GRANI^NYH USLOWIQH:A) PERWOGO RODA; B) WTOROGO RODA; W) TRETXEGO RODA.27. oPREDELITX SOBSTWENNYE KOLEBANIQ MEMBRANY, IME�℄EJ FOR-MU KRUGLOGO KOLXCA a 6 � 6 b, ESLI EE GRANICA:A) VESTKO ZAKREPLENA; B) SWOBODNA; W) UPRUGO ZAKREPLENA.28. oPREDELITX SOBSTWENNYE KOLEBANIQ MEMBRANY, IME�℄EJ FOR-MU KRUGOWOGO SEKTORA (� 6 a, 0 6 ' 6 '0), ESLI EGO GRANICA:A) VESTKO ZAKREPLENA; B) SWOBODNA; W) UPRUGO ZAKREPLENA.29. nAJTI SOBSTWENNYE KOLEBANIQ MEMBRANY, IME�℄EJ FORMUKOLXCEWOGO SEKTORA (a 6 � 6 b, 0 6 ' 6 '0):A) S VESTKO ZAKREPLENNOJ GRANICEJ;B) SO SWOBODNOJ GRANICEJ;W) S UPRUGO ZAKREPLENNOJ GRANICEJ.30. oPREDELITX SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ I SOBSTWENNYE FUNKCII TO-ROIDA S PRQMOUGOLXNYM SE^ENIEM (a 6 � 6 b, 0 6 z 6 l) PRI GRANI^-NYH USLOWIQH:A) PERWOGO RODA; B) WTOROGO RODA; W) TRETXEGO RODA.31. pLOSKAQ MEMBRANA IMEET FORMU KOLXCA S WNE[NIM RADIUSOM aI WNUTRENNIM RADIUSOM "; GRANICA MEMBRANY ZAKREPLENA VESTKO.sRAWNITX PERWOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE �1 TAKOJ MEMBRANY S PER-WYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIEM �01 KRUGLOJ MEMBRANY RADIUSA a, DLQ ^EGO:A) POKAZATX, ^TO lim"!0�1 = �01;B) WY^ISLITX POPRAWKU �� = �1 � �01 PRI MALYH ".
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120 uSLOWIQ ZADA^32. kRUGLAQ MEMBRANA RADIUSA a NAGRUVENA MASSOJM , RAWNOMER-NO RASPREDELENNOJ PO ABSOL�TNO VESTKOMU KRUGU RADIUSA " (r 6 ").sRAWNITX SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n \TOJ MEMBRANY S SOBSTWENNY-MI ZNA^ENIQMI �0n NENAGRUVENNOJ MEMBRANY.rASSMOTRETX DWA SLU^AQ: M MALO I M WELIKO. eSLI M ! 0, TO�n ! �0n. eSLI M !1, TO �n ! �0n�1, PRI^EM �1 ! 0.33. rE[ITX ZADA^U 31, PREDPOLAGAQ WNE[N�� GRANICU SWOBODNOJ.34. sFORMULIROWATX ZADA^U O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH BARABANA,KAK ZADA^U O KOLEBANIQH KRUGLOJ MEMBRANY S PRISOEDINENNYM WOZ-DU[NYM OB_EMOM. kAK ZAWISIT OSNOWNAQ ^ASTOTA OT RAZMEROW PRISO-EDINENNOGO OB_EMA (SM. ZADA^U 5 GL. VI)?35. kRUGLAQ MEMBRANA BOLX[OGO BARABANA IMEET RADIUSr0 = 50 SM; � = 0; 1 G=SM2; T = 108 DIN=SM:kAKOWA BUDET OSNOWNAQ ^ASTOTA, ESLI MEMBRANA KOLEBLETSQ W SWO-BODNOM PROSTRANSTWE? pRISOEDINENIE K MEMBRANE NEKOTOROGO WOZDU[-NOGO OB_EMA UWELI^IWAET OSNOWNU� ^ASTOTU W 1,45 RAZA. oPREDELITXWELI^INU PRISOEDINENNOGO OB_EMA.x 3. rASPROSTRANENIE I IZLU^ENIE ZWUKAw DANNOM PARAGRAFE BUDUT RASSMOTRENY NEKOTORYE ZADA^I O RAS-PROSTRANENII, IZLU^ENII I RASSEQNII ZWUKA NA TWERDYH TELAH, PRI-WODQ℄IE K WOLNOWOMU URAWNENI��u+ k2u = 0 (k2 > 0): (1)pRI RE[ENII WOLNOWOGO URAWNENIQ DLQ CILINDRA I SFERY POQWLQ-�TSQ SFERI^ESKIE FUNKCII Y (k)n = P (k)n (
os#)
ossin k', Yn(#) = Pn(
os#)I RAZLI^NYE CILINDRI^ESKIE FUNKCII.pRI RE[ENII WNE[NIH ZADA^ DLQ CILINDRA ISPOLXZU�TSQ FUNK-CII hANKELQH(2)n (�) = 8>>>>>><>>>>>>:
r 2�� e�i(���n=2��=4) + : : : PRI BOLX[IH �;i� �2��n (n� 1)!; n > 0;2i� ln 1� ; n = 0 9>>=>>; PRI MALYH �;U NAS � = kr. fUNKCIQ H(2)n (kr) UDOWLETWORQET USLOWI� IZLU^ENIQlimr!1pr ��u�r + iku� = 0;KOTOROE SOOTWETSTWUET WREMENN�OJ ZAWISIMOSTI TIPA ei!t. pRI RE[E-NII ZADA^ IZLU^ENIQ ZWUKA SFEROJ I RASSEQNIQ NA SFERE PRIMENQ�TSQFUNKCII

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 121 n(�) =r �2� Jn+1=2(�) = 8>>><>>>: sin��� �2 n�� + : : : PRI BOLX[IH �;�n1 � 3 � 5 : : : (2n+ 1) + : : : PRI MALYH �;�(2)n (�) =r �2�H(2)n+1=2(�) ==8>><>>: e�i(���(n+1)=2)� + : : : PRI BOLX[IH �;i1 � 3 � 5 : : : (2n� 1)�n+1 + �n1 � 3 : : : (2n+ 1) + : : : PRI MALYH �:w DALXNEJ[EM MY BUDEM POLXZOWATXSQ DLQ MALYH � SLEDU�℄IM PRED-STAWLENIEM FUNKCII �(2)m (�):�(2)m (�) = �mei
m + : : : ;GDE �m = 1 � 3 : : : (2m� 1)�m+1 ; 
m = �2m+112 � 32 : : : (2m� 1)2 (2m+ 1)2 :fUNKCIQ �(2)n (kr) UDOWLETWORQET USLOWI� IZLU^ENIQlimr!1 r ��u�r + iku� = 0;SOOTWETSTWU�℄EMU ZAWISIMOSTI OT WREMENI WIDA ei!t.wSE NEOBHODIMYE TEORETI^ESKIE SWEDENIQ PO MATERIALU x 3 MOVNONAJTI W GL. VII, A TAKVE W DOBAWLENIQH I I II KURSA [7℄.1. tO^E^NYJ ISTO^NIK.36. nAJTI FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ POLUPROSTRANSTWA z > 0, ESLIW PLOSKOSTI z = 0 RE[ENIE URAWNENIQ �v + k2v = 0:A) UDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLOWI� PERWOGO RODA v��z=0 = f ;B) UDOWLETWORQET USLOWI� WTOROGO RODA �v�z ���z=0= f .37. nAJTI FUNKCI� ISTO^NIKA DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ W POLU-PLOSKOSTI y > 0:A) DLQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I;B) DLQ WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I.38. wY^ISLITX \NERGI�, KOTORAQ IZLU^AETSQ W SWOBODNOE PROST-RANSTWO IZOLIROWANNYM TO^E^NYM ISTO^NIKOM ZWUKA, KOLEBL�℄IMSQPO GARMONI^ESKOMU ZAKONU. nAJTI TAKVE WELI^INU UDELXNOGO AKUSTI-^ESKOGO IMPEDANSA.39. tO^E^NYJ ISTO^NIK ZWUKA POME℄EN W POLUPROSTRANSTWE z < 0NA RASSTOQNII a OT ABSOL�TNO VESTKOJ STENKI z = 0.nAJTI IZLU^ENIE ISTO^NIKA, EGO INTENSIWNOSTX W WOLNOWOJ ZONE ISRAWNITX S RE[ENIEM ZADA^I 38.
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122 uSLOWIQ ZADA^40. rE[ITX ZADA^U 39, S^ITAQ, ^TO POLUPROSTRANSTWO ZAPOLNENOVIDKOSTX�, OGRANI^ENNOJ SWOBODNOJ POWERHNOSTX� z = 0, NA KOTOROJDAWLENIE RAWNO NUL�. sRAWNITX S RE[ENIQMI ZADA^ 38 I 39.41. dOKAZATX PRINCIP WZAIMNOSTI W AKUSTIKE: �eSLI W ZAPOLNEN-NOM WOZDUHOM PROSTRANSTWE, ^ASTI^NO OGRANI^ENNOM PROSTIRA�℄I-MISQ NA KONE^NOE RASSTOQNIE NEPODWIVNYMI TELAMI, ^ASTI^NO VE NE-OGRANI^ENNOM, W KAKOJ-LIBO TO^KE M WOZBUVDA�TSQ ZWUKOWYE WOLNY,TO OBUSLOWLENNYJ IMI W KAKOJ-LIBO DRUGOJ TO^KE P POTENCIAL SKOROS-TI I PO WELI^INE, I PO FAZE SOWPADAET S TEM, KOTORYJ IMEL BY MESTOW M , ESLI BY W P NAHODILSQ ISTO^NIK ZWUKA� (SM. [36℄).42. pOKAZATX, ^TO W BESKONE^NOJ CILINDRI^ESKOJ TRUBE PROIZ-WOLXNOGO SE^ENIQ S ABSOL�TNO VESTKIMI STENKAMI PRI NEKOTORYHUSLOWIQH MOGUT SU℄ESTWOWATX BEGU℄IE ZWUKOWYE WOLNY. nAJTI FA-ZOWU� SKOROSTX BEGU℄IH WOLN I WY^ISLITX POTOK \NERGII ^EREZ BES-KONE^NO UDALENNOE SE^ENIE TRUBY (WOLNOWODA). rASSMOTRETX SLU^AIPRQMOUGOLXNOGO I KRUGLOGO SE^ENIQ.43. pOSTROITX FUNKCI� TO^E^NOGO ISTO^NIKA, POME℄ENNOGO WNUT-RI CILINDRI^ESKOJ TRUBY PROIZWOLXNOGO SE^ENIQ, DLQ WOLNOWOGO URAW-NENIQ PRI GRANI^NYH USLOWIQH:A) PERWOGO RODA; B) WTOROGO RODA.rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJ KRUGLOGO SE^ENIQ.44. rE[ITX ZADA^U 43 DLQ POLUBESKONE^NOJ TRUBY z > 0.45. pOSTROITX FUNKCI� TO^E^NOGO ISTO^NIKA DLQ CILINDRI^ES-KOGO REZONATORA 0 6 z 6 l S PROIZWOLXNYM POPERE^NYM SE^ENIEM.sTENKI REZONATORA S^ITATX ABSOL�TNO VESTKIMI.2. iZLU^ENIE MEMBRAN, CILINDROW I SFER.46. pUSTX W SE^ENII z = 0 TRUBY KRUGLOGO SE^ENIQ, RASSMOTREN-NOJ W ZADA^E 42, POME℄ENA MEMBRANA, KOLEBL�℄AQSQ SO SKOROSTX� v == v0ei!t (POR[ENX). oPREDELITX REAKCI� DAWLENIQ ZWUKOWYH WOLN NAMEMBRANU.47. rE[ITX ZADA^U 46, PREDPOLAGAQ, ^GO SKOROSTX WOZBUVDA�℄EGOPOR[NQ MENQETSQ PO ZAKONU v = v0(r)ei!t;GDE v0(r) | ZADANNAQ FUNKCIQ.rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJv0(r) = AJ0 ��ma r� ;GDE A | KONSTANTA, �m | KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0.nAJTI WELI^INU WEKTORA uMOWA I WELI^INU AKUSTI^ESKOGO IMPE-DANSA NA POR[NE.48. pUSTX CILINDR RADIUSA a PULXSIRUET, T. E. SVIMAETSQ I RAS-[IRQETSQ RAWNOMERNO PO GARMONI^ESKOMU ZAKONU; EGO SKOROSTX NA PO-WERHNOSTI PRI r = a RAWNA v0ei!t:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 123nAJTI DAWLENIE, RADIALXNU� SKOROSTX WOZDUHA NA BOLX[IH RASSTOQ-NIQH OT OSI CILINDRA, A TAKVE POTOK \NERGII.49. rE[ITX ZADA^U 48, PREDPOLAGAQ, ^TO RADIUS CILINDRA MAL POSRAWNENI� S DLINOJ WOLNY � = 2�
! , T. E.ka� 1:50. 
ILINDR RADIUSA a KOLEBLETSQ KAK CELOE PERPENDIKULQRNO KEGO OSI (WDOLX OSI x) SO SKOROSTX� v0ei!t. nAJTI DAWLENIE I SKOROSTI^ASTIC WOZDUHA; DLQ SLU^AQ ka� 1 WY^ISLITX UDELXNYJ AKUSTI^ESKIJIMPEDANS I POLNU� MO℄NOSTX IZLU^ENIQ DLQ EDINICY DLINY.51. 
ILINDR RADIUSA a KOLEBLETSQ PO GARMONI^ESKOMU ZAKONU TAK,^TO SKOROSTX NA EGO POWERHNOSTI RAWNAf(')ei!t;GDE f(') | ZADANNAQ FUNKCIQ. nAJTI DAWLENIE I SKOROSTX WOZDUHA,POTOK \NERGII (PRI MALYH ka, GDE k = !
 ).pOLU^ITX IZ NAJDENNYH FORMUL RE[ENIQ ZADA^ 48{50.52. 
ENTR [ARA RADIUSA a KOLEBLETSQ WDOLX POLQRNOJ OSI SO SKO-ROSTX� v0ei!t. eSLI a � � (ka � 1), � | DLINA WOLNY, TO TAKOJAKUSTI^ESKIJ IZLU^ATELX W FORME MALOGO KOLEBL�℄EGOSQ [ARA NAZY-WAETSQ AKUSTI^ESKIM DIPOLEM. nAJTI POTOK \NERGII I POLNU� MO℄-NOSTX, IZLU^AEMU� AKUSTI^ESKIM DIPOLEM.53. pOWERHNOSTX [ARA KONE^NOGO RAZMERA KOLEBLETSQ PO GARMONI-^ESKOMU ZAKONU f(�)ei!t. nAJTI POLNU� REAKCI� SREDY NA [AR PRIka� 1, GDE k = �2� . rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJf(�) = v0:54. iSSLEDOWATX ZWUKOWOE POLE POR[NQ, WSTAWLENNOGO ZAPODLICO SPOWERHNOSTX� SFERY I SPOSOBNOGO KOLEBATXSQ BEZ TRENIQ. rASPREDELE-NIE SKOROSTEJ PO SFERE PRI NALI^II TAKOGO POR[NQ MOVNO PREDSTA-WITX TAKIM OBRAZOM:v(�) = �v0 PRI 0 6 � 6 �0;0 PRI �0 < � 6 �:rASSMOTRETX SLU^AJ MALOGO �0. dATX WYRAVENIE DLQ DAWLENIQ PRINIZKIH ^ASTOTAH.55. pOWERHNOSTX [ARA KOLEBLETSQ TAK, ^TO RADIALXNAQ SOSTAWLQ-�℄AQ SKOROSTI NA POWERHNOSTI RAWNAva = v04 (1 + 3 
os 2�)ei!t:tAKOJ ISTO^NIK ZWUKA NAZYWAETSQ IZLU^ATELEM WTOROGO PORQDKA, ILIKWADRUPOLXNYM ISTO^NIKOM. wY^ISLITX INTENSIWNOSTX I MO℄NOSTXEGO IZLU^ENIQ. nA^ERTITX POLQRNU� DIAGRAMMU INTENSIWNOSTI IZLU-^ENIQ. rASSMOTRETX SLU^AJ DLINNYH WOLN.56. tWERDAQ KRUGLAQ PLASTINKA KOLEBLETSQ PO PROSTOMU GARMONI-^ESKOMU ZAKONU W RAWNOM EJ PO PLO℄ADI KRUGLOM OTWERSTII, WYREZAN-
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124 uSLOWIQ ZADA^NOM W TWERDOJ PLOSKOJ PLASTINKE, PROSTIRA�℄EJSQ W BESKONE^NOSTX.nAJTI DAWLENIE I SKOROSTX ^ASTIC WOZDUHA I MO℄NOSTX IZLU^ENIQ.57. nAJTI REAKCI� ZWUKOWOGO POLQ NA PLASTINKU, RASSMATRIWAE-MU� W ZADA^E 56. rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA RADIUS POR[NQMAL PO SRAWNENI� S DLINOJ WOLNY (ka� 1).58. rE[ITX ZADA^U 56, ESLI NA POWERHNOSTI POR[NQ (PLASTINKI)SKOROSTX PEREMENNA: v = f(r)(POR[ENX �NEVESTKIJ�). oGRANI^ITXSQ PREDSTAWLENIEM RE[ENIQ WWOLNOWOJ ZONE.3. dIFRAKCIQ NA CILINDRE I SFERE.59.pLOSKAQ ZWUKOWAQ WOLNA RASPROSTRANQETSQ W NAPRAWLENII, PER-PENDIKULQRNOM K OSI BESKONE^NOGO VESTKOGO CILINDRA RADIUSA a. nAJ-TI RASSEQNNU� WOLNU. rASSMOTRETX SLU^AI BOLX[IH I MALYH RASSTO-QNIJ OT CILINDRA.60. iSHODQ IZ RE[ENIQ ZADA^I 59, WY^ISLITX INTENSIWNOSTX RAS-SEQNNOJ WOLNY, A TAKVE ISSLEDOWATX ZAWISIMOSTX HARAKTERISTIKI NA-PRAWLENNOSTI RASSEQNNOJ WOLNY OT DLINY WOLNY.61. wY^ISLITX POLNU� MO℄NOSTX W ZWUKOWOJ WOLNE, RASSEQNNOJ NAEDINICE DLINY CILINDRA, DLQ PREDELXNYH SLU^AEW KOROTKIH I DLIN-NYH WOLN (SM. ZADA^U 59). nAJTI SILU, DEJSTWU�℄U� NA CILINDR.62. pOSTROITX RE[ENIE ZADA^I O RASSEQNII PLOSKOJ ZWUKOWOJ WOL-NY NA SFERI^ESKOM PREPQTSTWII.63. pOLXZUQSX RE[ENIEM ZADA^I 62, WY^ISLITX INTENSIWNOSTXRASSEQNNOJ WOLNY I POLNU� RASSEQNNU� MO℄NOSTX DLQ SLU^AQka� 1;GDE k = 2�� = !
 , � | DLINA WOLNY, a | RADIUS SFERY.wY^ISLITX SILU, DEJSTWU�℄U� NA [AR.64. rE[ITX ZADA^U O RASSEQNII PLOSKOJ WOLNY NA [ARE RADIU-SA � = a, ESLI [AR SOWER[ENNO SWOBODEN I DWIVETSQ POD DEJSTWIEMWOZDUHA.65. rE[ITX ZADA^U O DWIVENII [ARA RADIUSA a POD DEJSTWIEMPADA�℄EJ PLOSKOJ WOLNY, ESLI [AR ZAKREPLEN UPRUGO, T. E. WOZWRA-℄A�℄AQ SILA RAWNA X = �M!20�;GDE � | KOORDINATA CENTRA [ARA, M | MASSA [ARA.tRENIEM WOZDUHA PRENEBRE^X.x 4. uSTANOWIW[IESQ \LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ1. uRAWNENIQ mAKSWELLA. pOTENCIALY. wEKTORNYE FOR-MULY gRINA{oSTROGRADSKOGO.66. nAPISATX URAWNENIQ mAKSWELLA W ORTOGONALXNOJ KRIWOLINEJ-NOJ SISTEME KOORDINAT (x1; x2; x3), W KOTOROJ KWADRAT \LEMENTA DLINY

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 125DAETSQ FORMULOJ ds2 = h21 dx21 + h22 dx22 + h23 dx23;GDE h1, h2, h3 | METRI^ESKIE KO\FFICIENTY.67. pOKAZATX, ^TO RE[ENIE URAWNENIJ mAKSWELLArotH = 1
 �D�t + 4�
 j; divB = 0; B = �H (� = 
onst);rotE = �1
 �B�t ; divD = 4��; D = "E (" = 
onst);MOVNO PREDSTAWITX W WIDEB = rotA; E = � grad'� 1
 �A�t ;GDE A| WEKTORNYJ POTENCIAL, '| SKALQRNYJ POTENCIAL, SWQZANNYEMEVDU SOBOJ USLOWIEM lORENCAdivA+ "�
 �'�t = 0I UDOWLETWORQ�℄IE URAWNENIQM�'� 1a2 �2'�t2 = �4�" �; a2 = 
2"� ;�A� 1a2 �2A�t2 = �4�
 �j:zDESX �A | OPERATOR lAPLASA, DEJSTWU�℄IJ NA KRIWOLINEJNYEKOMPONENTY WEKTORA A.nAJTI WYRAVENIE DLQ �A W KRIWOLINEJNYH ORTOGONALXNYH KO-ORDINATAH. pOKAZATX, ^TO PRI � = 0, j = 0 URAWNENIQ mAKSWELLADOPUSKA�T RE[ENIE WIDAD = � rotA0; H = � grad'0 � 1
 �A0�t ;GDE A0 I '0 | TAK NAZYWAEMYE ANTIPOTENCIALY.rASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA ZAWISIMOSTX OT WREMENI IMEETWID e�i!t.68. wWESTI SKALQRNYJ I WEKTORNYJ POTENCIALY DLQ URAWNENIJmAKSWELLA W ODNORODNOJ PROWODQ℄EJ SREDE.69. wWESTI POLQRIZOWANNYJ POTENCIAL p (\LEKTRI^ESKIJ WEK-TOR gERCA) DLQ URAWNENIJ mAKSWELLA W WAKUUME, POLXZUQSX SOOTNO[E-NIQMI A = 1
 �p�t ; ' = � divp;GDE A | WEKTORNYJ POTENCIAL, ' | SKALQRNYJ POTENCIAL.rASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA ZAWISIMOSTX OT WREMENI IMEETWID e�i!t. aNALOGI^NO WWESTI MAGNITNYJ WEKTOR gERCA p 0. oPREDE-LITX WEKTORY gERCA W PROWODQ℄EJ SREDE.70. eSLI METRI^ESKIE KO\FFICIENTY UDOWLETWORQ�T USLOWIQMh1 = 1, ��x1 �h2h3� = 0, A \LEKTROMAGNITNOE POLE W WAKUUME ZAWISITOT WREMENI KAK e�i!t, TO EGO MOVNO PREDSTAWITX S POMO℄X� DWUH SKA-LQRNYH FUNKCIJ U I U 0 (FUNKCIJ bORGNISA):
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126 uSLOWIQ ZADA^A) DLQ POLQ \LEKTRI^ESKOGO TIPA (H1 = 0) IMEEME1 = k2U + �2U�x21 ; E2 = 1h2 �2U�x1 �x2 ; E3 = 1h3 �2U�x1 �x3 �k = !
 � ;H1 = 0; H2 = � ikh3 �U�x3 ; H3 = ikh2 �U�x2 ;B) DLQ POLQ MAGNITNOGO TIPA (E1 = 0) IMEEME01 = 0; E02 = ikh3 �U 0�x3 ; E03 = � ikh2 �U 0�x2 ;H 01 = k2U 0 + �2U 0�x21 ; H 02 = 1h2 �2U 0�x1 �x2 ; H 03 = 1h3 �2U 0�x1 �x3 ;GDE U I U 0 | FUNKCII, UDOWLETWORQ�℄IE URAWNENI��2U�x21 + 1h2h3 h ��x2 �h3h2 �U�x2�+ ��x3 �h2h3 �U�x3�i+ k2U = 0:dOKAZATX \TO UTWERVDENIE.rASSMOTRETX ZATEM SFERI^ESKU� I CILINDRI^ESKU� SISTEMY KO-ORDINAT. pOKAZATX, ^TO W CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT FUNK-CIQ U SOWPADAET S z-SOSTAWLQ�℄EJ WEKTORA gERCA p = (0; 0;U ).71. wWESTI FUNKCII U I U 0 DLQ \LEKTROMAGNITNOGO POLQ W PRO-WODQ℄EJ SREDE, PARAMETRY KOTOROJ SUTX ", �, � (PROWODIMOSTX).72. {AR RADIUSA a S PROWODIMOSTX� �1 I DI\LEKTRI^ESKOJPOSTOQNNOJ "1 POME℄EN W NEOGRANI^ENNU� SREDU S PROWODIMOSTX� �2I DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "2. wWODQ FUNKCII U I U 0, SFORMULI-ROWATX DLQ NIH GRANI^NYE USLOWIQ NA POWERHNOSTI [ARA.73. dOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX WEKTORNOGO ANALOGA WTOROJ FORMU-LY gRINAZT �W rot rotU �U rot rotW �d� = Z� f[U rotW ℄� [W rotU ℄gn d�;GDE U = U (x; y; z), W = W (x; y; z) | PROIZWOLXNYE, DOSTATO^NOGLADKIE WEKTOR-FUNKCII, T | NEKOTORYJ OB_EM, OGRANI^ENNYJ PO-WERHNOSTX� �, n | EDINI^NYJ WEKTOR NORMALI K POWERHNOSTI �.74. dOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX WEKTORNOGO ANALOGA OSNOWNOJ FOR-MULY gRINAU (M0) = U (x; y; z) = 14� ZT �'(rot rotU � k2U) + grad' divU	 d�P �� 14� Z� f[n rotU ℄'+ [[nU ℄ grad'℄ + (nU ) grad'g d�P ;GDE U | PROIZWOLXNYJ WEKTOR,' = eikrr ; r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2| RASSTOQNIE MEVDU TO^KAMI M0(x; y; z) I P (�; �; �).

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 12775. pOLXZUQSX OSNOWNOJ WEKTORNOJ FORMULOJ gRINA, POLU^ENNOJ WPREDYDU℄EJ ZADA^E, NEPOSREDSTWENNO, NE WWODQ POTENCIALOW, NAPISATXWYRAVENIE DLQ E I H | RE[ENIJ URAWNENIJ mAKSWELLArotH = �ik0"E + 4�
 j; k0 = !
 ; k = k0p"�; rotE = ik0�H0;divH = 0; divE = 4��"WO WNUTRENNIH TO^KAH NEKOTOROJ OBLASTI T ^EREZ IH ZNA^ENIQ NA PO-WERHNOSTI �, OGRANI^IWA�℄EJ OB_EM T .2. rASPROSTRANENIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN I KOLEBANIQW REZONATORAH.76. wYQSNITX WOZMOVNOSTX RASPROSTRANENIQ \LEKTROMAGNITNYHWOLN WDOLX BESKONE^NO DLINNOGO KRUGLOGO CILINDRA, PROWODIMOSTXKOTOROGO BESKONE^NO WELIKA. pROWODIMOSTX OKRUVA�℄EJ SREDY �KONE^NA.77. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO PROWODIMOSTXCILINDRA KONE^NA I RAWNA �1.78.pOKAZATX, ^TO WNUTRI BESKONE^NOJ POLOJ CILINDRI^ESKOJ TRU-BY (WOLNOWODA) PROIZWOLXNOGO SE^ENIQ S IDEALXNO PROWODQ℄IMI STEN-KAMI MOVET SU℄ESTWOWATX KONE^NOE ^ISLO BEGU℄IH \LEKTROMAGNITNYHWOLN. nAJTI WYRAVENIE DLQ FAZOWOJ SKOROSTI I POTOKA \NERGII BEGU-℄EJ WOLNY W WOLNOWODE.79. dOKAZATX SU℄ESTWOWANIE BEGU℄IH \LEKTROMAGNITNYH WOLNWNUTRI POLOSTI, OGRANI^ENNOJ DWUMQ KOAKSIALXNYMI CILINDRI^ESKI-MI POWERHNOSTQMI � = a I � = b. sTENKI KOAKSIALA S^ITATX IDEALXNOPROWODQ℄IMI.wY^ISLITX POTOK \NERGII I NAPISATX WYRAVENIE DLQ SOSTAWLQ-�℄IH POLQ DLQ OSNOWNOJ WOLNY, SOOTWETSTWU�℄EJ NAIBOLX[EJ DLINEWOLNY.80. nAJTI SOBSTWENNYE ^ASTOTY I SOOTWETSTWU�℄IE \LEKTROMAG-NITNYE POLQ SFERI^ESKOGO REZONATORA S IDEALXNO PROWODQ℄IMI STEN-KAMI. wY^ISLITX SREDN�� ZA PERIOD \NERGI� W STOQ^EJ WOLNE.81. nAJTI SOBSTWENNYE \LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ CILIND-RI^ESKOGO REZONATORA, QWLQ�℄EGOSQ �OTREZKOM� CILINDRI^ESKOGORADIOWOLNOWODA PROIZWOLXNOGO SE^ENIQ S IDEALXNO PROWODQ℄IMISTENKAMI. wY^ISLITX SREDN�� ZA PERIOD \NERGI� W STOQ^EJ WOLNE.rASSMOTRETX ^ASTNYE SLU^AI REZONATOROW:A) PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ;B) KRUGLOGO SE^ENIQ.82. oPREDELITX SOBSTWENNYE ^ASTOTY \LEKTROMAGNITNYH KOLEBA-NIJ WNUTRI TOROIDALXNOGO REZONATORA PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ, S^I-TAQ STENKI REZONATORA IDEALXNO PROWODQ℄IMI.83. dIFRAKCIQ NA CILINDRE. pLOSKAQ \LEKTROMAGNITNAQ WOLNA PA-DAET NA BESKONE^NYJ KRUGLYJ CILINDRI^ESKIJ PROWOD, OSX KOTORO-GO PERPENDIKULQRNA K NAPRAWLENI� RASPROSTRANENIQ WOLNY. nAJTIDIFRAGIROWANNOE POLE, S^ITAQ CILINDR PROWODQ℄IM. 
ILINDR OKRU-
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gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 12775. pOLXZUQSX OSNOWNOJ WEKTORNOJ FORMULOJ gRINA, POLU^ENNOJ WPREDYDU℄EJ ZADA^E, NEPOSREDSTWENNO, NE WWODQ POTENCIALOW, NAPISATXWYRAVENIE DLQ E I H | RE[ENIJ URAWNENIJ mAKSWELLArotH = �ik0"E + 4�
 j; k0 = !
 ; k = k0p"�; rotE = ik0�H0;divH = 0; divE = 4��"WO WNUTRENNIH TO^KAH NEKOTOROJ OBLASTI T ^EREZ IH ZNA^ENIQ NA PO-WERHNOSTI �, OGRANI^IWA�℄EJ OB_EM T .2. rASPROSTRANENIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN I KOLEBANIQW REZONATORAH.76. wYQSNITX WOZMOVNOSTX RASPROSTRANENIQ \LEKTROMAGNITNYHWOLN WDOLX BESKONE^NO DLINNOGO KRUGLOGO CILINDRA, PROWODIMOSTXKOTOROGO BESKONE^NO WELIKA. pROWODIMOSTX OKRUVA�℄EJ SREDY �KONE^NA.77. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, PREDPOLAGAQ, ^TO PROWODIMOSTXCILINDRA KONE^NA I RAWNA �1.78.pOKAZATX, ^TO WNUTRI BESKONE^NOJ POLOJ CILINDRI^ESKOJ TRU-BY (WOLNOWODA) PROIZWOLXNOGO SE^ENIQ S IDEALXNO PROWODQ℄IMI STEN-KAMI MOVET SU℄ESTWOWATX KONE^NOE ^ISLO BEGU℄IH \LEKTROMAGNITNYHWOLN. nAJTI WYRAVENIE DLQ FAZOWOJ SKOROSTI I POTOKA \NERGII BEGU-℄EJ WOLNY W WOLNOWODE.79. dOKAZATX SU℄ESTWOWANIE BEGU℄IH \LEKTROMAGNITNYH WOLNWNUTRI POLOSTI, OGRANI^ENNOJ DWUMQ KOAKSIALXNYMI CILINDRI^ESKI-MI POWERHNOSTQMI � = a I � = b. sTENKI KOAKSIALA S^ITATX IDEALXNOPROWODQ℄IMI.wY^ISLITX POTOK \NERGII I NAPISATX WYRAVENIE DLQ SOSTAWLQ-�℄IH POLQ DLQ OSNOWNOJ WOLNY, SOOTWETSTWU�℄EJ NAIBOLX[EJ DLINEWOLNY.80. nAJTI SOBSTWENNYE ^ASTOTY I SOOTWETSTWU�℄IE \LEKTROMAG-NITNYE POLQ SFERI^ESKOGO REZONATORA S IDEALXNO PROWODQ℄IMI STEN-KAMI. wY^ISLITX SREDN�� ZA PERIOD \NERGI� W STOQ^EJ WOLNE.81. nAJTI SOBSTWENNYE \LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ CILIND-RI^ESKOGO REZONATORA, QWLQ�℄EGOSQ �OTREZKOM� CILINDRI^ESKOGORADIOWOLNOWODA PROIZWOLXNOGO SE^ENIQ S IDEALXNO PROWODQ℄IMISTENKAMI. wY^ISLITX SREDN�� ZA PERIOD \NERGI� W STOQ^EJ WOLNE.rASSMOTRETX ^ASTNYE SLU^AI REZONATOROW:A) PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ;B) KRUGLOGO SE^ENIQ.82. oPREDELITX SOBSTWENNYE ^ASTOTY \LEKTROMAGNITNYH KOLEBA-NIJ WNUTRI TOROIDALXNOGO REZONATORA PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ, S^I-TAQ STENKI REZONATORA IDEALXNO PROWODQ℄IMI.83. dIFRAKCIQ NA CILINDRE. pLOSKAQ \LEKTROMAGNITNAQ WOLNA PA-DAET NA BESKONE^NYJ KRUGLYJ CILINDRI^ESKIJ PROWOD, OSX KOTORO-GO PERPENDIKULQRNA K NAPRAWLENI� RASPROSTRANENIQ WOLNY. nAJTIDIFRAGIROWANNOE POLE, S^ITAQ CILINDR PROWODQ℄IM. 
ILINDR OKRU-



128 uSLOWIQ ZADA^VEN DI\LEKTRIKOM S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ "1 I PROWODIMOSTX�,RAWNOJ NUL�. rASSMOTRETX SLU^AJ IDEALXNO PROWODQ℄EGO CILINDRA.pREDPOLAGAQ, ^TO RADIUS CILINDRA a MAL PO SRAWNENI� S DLINOJPADA�℄EJ WOLNY �ka� 1; k = �2��, WY^ISLITX POLNU� RASSEQNNU�MO℄NOSTX.84. dIFRAKCIQ NA IDEALXNO PROWODQ℄EJ SFERE. rASSMOTRETX ZA-DA^U O RASSEQNII PLOSKOJ \LEKTROMAGNITNOJ WOLNY NA IDEALXNO PRO-WODQ℄EJ SFERE. nAJTI \LEKTROMAGNITNOE POLE.85. dIFRAKCIQ NA PROWODQ℄EJ SFERE. pLOSKAQ \LEKTROMAGNITNAQWOLNA, RASPROSTRANQ�℄AQSQ W SREDE S PARAMETRAMI " = "1, � = 0,� = 1, WSTRE^AET NA SWOEM PUTI PROWODQ℄U� SFERU RADIUSA a S PARA-METRAMI " = "2, � = �2, � = �2 6= 0.nAJTI \LEKTROMAGNITNOE POLE WNUTRI I WNE SFERY (ZADA^A mI ODIFRAKCII NA SFERE).3. iZLU^ENIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN.86. nAJTI POLE IZLU^ENIQ BESKONE^NO MALOGO \LEKTRI^ESKOGO DI-POLQ, NAHODQ℄EGOSQ W NEOGRANI^ENNOM NEPROWODQ℄EM PROSTRANSTWE.wY^ISLITX SREDN�� ZA PERIOD MO℄NOSTX IZLU^ENIQ.87. rE[ITX PREDYDU℄U� ZADA^U, POLXZUQSX PREDSTAWLENIEM SO-STAWLQ�℄IH \LEKTROMAGNITNOGO POLQ S POMO℄X� FUNKCII bORGNISAW SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINATEr = d2Udr2 + k2U; E� = 1r d2Udr d� ; E' = 1r sin � d2Udr d' ;Hr = 0; H� = � ikr dUd' ; H' = ikr dUd� ;GDE FUNKCIQ U UDOWLETWORQET URAWNENI�d2Udr2 + 1r2 sin � dd� �sin � dUd� �+ 1r2 sin2 � d2Ud'2 + k2U = 0;TAK ^TO FUNKCIQ u = Ur UDOWLETWORQET URAWNENI��u+ k2u = 0:88. w CENTRE SFERI^ESKOGO REZONATORA S IDEALXNO PROWODQ℄IMISTENKAMI POME℄EN BESKONE^NO MALYJ \LEKTRI^ESKIJ DIPOLX, NAPRAW-LENNYJ PO RADIUSU. oPREDELITX \LEKTROMAGNITNOE POLE, WOZBUVDAE-MOE DIPOLEM WNUTRI REZONATORA.89. oDNORODNYJ PROWODQ℄IJ [AR RADIUSA a S POSTOQNNYM "2,�2, �2 POME℄EN W SREDU S DRUGIMI FIZI^ESKIMI KONSTANTAMI "1, �1,�1. w CENTRE [ARA NAHODITSQ \LEKTRI^ESKIJ DIPOLX, KOLEBL�℄IJSQPO GARMONI^ESKOMU ZAKONU e�i!t. wY^ISLITX POLE WNUTRI [ARA, SRED-N�� ZA PERIOD MO℄NOSTX IZLU^ENIQ I RASSMOTRETX PREDELXNYJ SLU-^AJ �1 !1. rASSMOTRETX ^ASTNYJ SLU^AJ, KOGDA a!1.90. sTENKI SFERI^ESKOGO REZONATORA SDELANY IZ ODNORODNOGO PRO-WODQ℄EGO MATERIALA, OBLADA�℄EGO PROWODIMOSTX� �. pUSTX r = aI r = b | RADIUSY STENOK REZONATORA. w CENTRE REZONATORA POME-

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 129℄EN \LEKTRI^ESKIJ DIPOLX, KOLEBL�℄IJSQ PO GARMONI^ESKOMU ZAKO-NU e�i!t. nAJTI WYNUVDENNYE \LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ REZONA-TORA, S^ITAQ, ^TO OBLASTX r > b NEPROWODQ℄AQ (WOZDUH).rASSMOTRETX PREDELXNYE SLU^AI b!1 I b! a.91. wNUTRI SFERY RADIUSA a POME℄EN \LEKTRI^ESKIJ DIPOLX, ORI-ENTIROWANNYJ PO RADIUSU I OTSTOQ℄IJ OT CENTRA SFERY NA RASSTOQ-NII r = r0. oPREDELITX \LEKTROMAGNITNOE POLE IZLU^ENIQ WNUTRI SFE-RY, PREDPOLAGAQ, ^TO SFERA OKRUVENA ODNORODNOJ SREDOJ, OBLADA�℄EJKONE^NOJ PROWODIMOSTX� �. rASSMOTRETX PREDELXNYJ SLU^AJ � !1.rASSMOTRETX ^ASTNYE SLU^AI: RADIUS SFERY MAL PO SRAWNENI� SDLINOJ WOLNY I a!1.92. wERTIKALXNAQ \LEKTRI^ESKAQ ANTENNA NAD SFERI^ESKOJ ZEM-LEJ. nAJTI \LEKTROMAGNITNOE POLE, WOZBUVDAEMOE \LEKTRI^ESKOJANTENNOJ, NAHODQ℄EJSQ NAD POWERHNOSTX� ZEMLI, KOTORAQ RASSMAT-RIWAETSQ KAK [AR RADIUSA a, IME�℄IJ KONE^NU� PROWODIMOSTX � IDI\LEKTRI^ESKU� PRONICAEMOSTX ". aNTENNU S^ITATX \LEMENTARNYMDIPOLEM, SOWER[A�℄IM GARMONI^ESKIE KOLEBANIQ WDOLX NAPRAW-LENIQ DIAMETRA ZEMLI. aTMOSFERU S^ITATX ODNORODNOJ I NEPROWO-DQ℄EJ (" = � = 1; � = 0).93. wERTIKALXNAQ ANTENNA NA SFERI^ESKOJ ZEMLE. rE[ITX PRE-DYDU℄U� ZADA^U (92), S^ITAQ, ^TO ANTENNA NAHODITSQ NA POWERHNOSTIZEMLI I NAPRAWLENA PO NORMALI K NEJ.4. aNTENNA NA PLOSKOJ ZEMLE. w ZADA^AH 94{101 RASSMATRIWA-ETSQ RASPROSTRANENIE WOLN, IZLU^AEMYH ANTENNAMI, NAHODQ℄IMISQ NAPOWERHNOSTI ZEMLI. pRI \TOM MY BUDEM PREDPOLAGATX ZEML� PLOSKOJ,ODNORODNOJ I PROWODQ℄EJ (INOGDA IDEALXNO PROWODQ℄EJ, INOGDA OBLA-DA�℄EJ KONE^NOJ PROWODIMOSTX�), ANTENNU MY TRAKTUEM KAK DIPOLX,MOMENT KOTOROGO PERIODI^ESKI MENQETSQ WO WREMENI S ^ASTOTOJ !:p = p0e�i!t, DLQ PROSTOTY BUDEM S^ITATX jp0j = 1.zADA^I 94{97 NOSQT POSTANOWO^NYJ HARAKTER, ZDESX TREBUETSQWWESTI WEKTOR gERCA I POSTAWITX DLQ EGO SOSTAWLQ�℄IH, OTLI^NYHOT NULQ, KRAEWU� ZADA^U.pRI RE[ENII ZADA^ 98{101 TREBUETSQ PROWESTI RAS^ET \LEKTRO-MAGNITNOGO POLQ, IZLU^AEMOGO ANTENNOJ, A TAKVE SREDN�� ZA PERIODMO℄NOSTX IZLU^ENIQ.zDESX SU℄ESTWENNYM DLQ METODA RE[ENIQ QWLQETSQ RAZLOVENIE WINTEGRAL fURXE{bESSELQ S ISPOLXZOWANIEM INTEGRALA zOMMERFELXDAeikRR = 1Z0 J0(�r)e�p�2�k2 jzj �d�p�2 � k2 ; R =pr2 + z2:94. wERTIKALXNAQ \LEKTRI^ESKAQ ANTENNA. nA PLOSKOJ POWERH-NOSTI ZEMLI, ZAPOLNQ�℄EJ POLUPROSTRANSTWO z < 0, POME℄ENA WERTI-KALXNAQ \LEKTRI^ESKAQ ANTENNA, NAPRAWLENNAQ WDOLX OSI z.wWESTI WEKTOR gERCA I SFORMULIROWATX DLQ NEGO GRANI^NYE USLO-WIQ NA POWERHNOSTI ZEMLI, A TAKVE WYDELITX OSOBENNOSTX W ISTO^NIKE.pRI RE[ENII S^ITATX � = 1.9 b.m. bUDAK I DR.
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130 uSLOWIQ ZADA^95. wERTIKALXNAQ MAGNITNAQ ANTENNA. nA POWERHNOSTI ZEM-LI z = 0 NAHODITSQ WERTIKALXNAQ MAGNITNAQ ANTENNA (GORIZONTALXNAQRAMKA).pOSTAWITX KRAEWU� ZADA^U DLQ SOOTWETSTWU�℄EGO WEKTORA gERCA,ESLI ZEMLQ OBLADAET KONE^NOJ PROWODIMOSTX�.96. gORIZONTALXNAQ \LEKTRI^ESKAQ ANTENNA. pOSTAWITX KRAE-WU� ZADA^U DLQ GORIZONTALXNOJ ANTENNY, LEVA℄EJ NA POWERHNOSTIZEMLI, PROWODIMOSTX KOTOROJ KONE^NA.97. gORIZONTALXNAQ MAGNITNAQ ANTENNA. |LEMENTARNYJ MAG-NITNYJ DIPOLX, RASPOLOVENNYJ NA POWERHNOSTI ZEMLI z = 0, ORI-ENTIROWAN WDOLX OSI y, T. E. RAMKA S TOKOM NAHODITSQ W WERTIKALXNOJPLOSKOSTI xz. sFORMULIROWATX SOOTWETSTWU�℄U� KRAEWU� ZADA^UDLQ WEKTORA gERCA, S^ITAQ ZEML� PROWODQ℄EJ.98. nAJTI \LEKTROMAGNITNOE POLE IZLU^ENIQ WERTIKALXNOJ \LEK-TRI^ESKOJ ANTENNY NA POWERHNOSTI PLOSKOJ ZEMLI (SM. ZADA^U 94).wY^ISLITX POTOK \NERGII IZLU^ENIQ, POLAGAQ � = 1. rASSMOTRETXSLU^AI, KOGDA ZEMLQ IDEALXNO PROWODQ℄AQ I KOGDA ZEMLQ ZAMENENA WOZ-DUHOM.99. oPREDELITX POLE, IZLU^AEMOE WERTIKALXNOJ MAGNITNOJ ANTEN-NOJ, NAHODQ℄EJSQ NA PLOSKOJ ZEMLE (SM. ZADA^U 95).100. rE[ITX ZADA^U O RASPROSTRANENII WOLN, IZLU^AEMYH GORI-ZONTALXNOJ \LEKTRI^ESKOJ ANTENNOJ, NAHODQ℄EJSQ NA POWERHNOSTI ZEM-LI (SM. ZADA^U 96).101. nAJTI \LEKTROMAGNITNOE POLE, SOZDAWAEMOE GORIZONTALXNOJMAGNITNOJ ANTENNOJ, LEVA℄EJ NA POWERHNOSTI PLOSKOJ ZEMLI (SM. ZA-DA^U 97).102. wERTIKALXNYJ \LEKTRI^ESKIJ DIPOLX RASPOLOVEN W SREDE 1,POSTOQNNAQ RASPROSTRANENIQ KOTOROJ RAWNA k1, W TO^KE z = z0, r = 0.sREDA 2 IMEET WID PLOSKOPARALLELXNOJ PLITY S POSTOQNNOJ RASPRO-STRANENIQ k2 I GRANICAMI z = a < z0 I z = 0. pOLUPROSTRANSTWOz < 0 IDEALXNO PROWODQ℄EE. nAJTI POLQRIZACIONNYJ POTENCIAL WTO-RI^NOGO POLQ pWTOR.103. nAJTI \LEKTROMAGNITNOE POLE, WOZBUVDAEMOE LINEJNYM TO-KOM W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, I WY^ISLITX POLE W WOLNOWOJZONE. oPREDELITX SOPROTIWLENIE IZLU^ENIQ.104.oPREDELITX SOPROTIWLENIE IZLU^ENIQ POLUWOLNOWOGO DIPOLQW NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, A TAKVE REAKTIWNU� ^ASTX WHODNOGOSOPROTIWLENIQ (REAKTANC) POLUWOLNOWOGO DIPOLQ.105. wNUTRI CILINDRI^ESKOGO WOLNOWODA, RASSMOTRENNOGO W ZA-DA^E 78, POME℄EN TO^E^NYJ DIPOLX, PARALLELXNYJ OSI WOLNOWODA IGARMONI^ESKI KOLEBL�℄IJSQ PO ZAKONU e�i!t.nAJTI SREDNIJ ZA PERIOD POTOK \NERGII, IZLU^AEMOJ DIPOLEM.wY^ISLITX SOPROTIWLENIE IZLU^ENIQ. rE[ENIE ISKATX DLQ WOLNOWODAPROIZWOLXNOGO SE^ENIQ I ZATEM RASSMOTRETX WOLNOWOD KRUGLOGO SE^E-NIQ, PREDPOLAGAQ, ^TO DIPOLX NAHODITSQ NA OSI WOLNOWODA.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 131106. nAJTI WYRAVENIE DLQ \LEKTROMAGNITNOGO POLQ WNUTRI WOL-NOWODA, WOZBUVDAEMOGO LINEJNYM TOKOM DLINOJ 2l, PARALLELXNYM OSIWOLNOWODA, I WY^ISLITX POTOK \NERGII ^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE TRU-BY DLQ ^ASTNOGO SLU^AQ POLUWOLNOWOGO DIPOLQ, LEVA℄EGO NA OSI RA-DIOWOLNOWODA KRUGLOGO SE^ENIQ. nAJTI AKTIWNU� I REAKTIWNU� SO-STAWLQ�℄IE WHODNOGO SOPROTIWLENIQ. zADA^U RE[ATX W PRIBLIVENIIZADANNYH TOKOW, PRENEBREGAQ WLIQNIEM WTORI^NOGO POLQ NA RASPREDE-LENIE TOKA W DIPOLE.107. iSPOLXZOWATX RE[ENIE ZADA^I 106 DLQ OTYSKANIQ SOPROTIW-LENIQ IZLU^ENIQ I REAKTANCA POLUWOLNOWOGO DIPOLQ, LEVA℄EGO NA OSIWOLNOWODA KRUGLOGO SE^ENIQ I NAPRAWLENNOGO WDOLX \TOJ OSI.108. wY^ISLITX POLE, WOZBUVDAEMOE WNUTRI BESKONE^NOGO PRQMO-UGOLXNOGO RADIOWOLNOWODA S IDEALXNO PROWODQ℄IMI STENKAMI \LEK-TRI^ESKIM DIPOLEM, PERPENDIKULQRNYM K OSI WOLNOWODA I PARALLELX-NYM ODNOJ IZ STORON PERPENDIKULQRNOGO SE^ENIQ, I NAJTI SOPROTIW-LENIE IZLU^ENIQ DLQ:A) BESKONE^NO MALOGO DIPOLQ; B) POLUWOLNOWOGO DIPOLQ.
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134 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPUTEM ZAMENY � = (�x)3=2, � = (y)3=2 WO WTOROJ ^ETWERTI, � = x3=2,� = (�y)3=2 W ^ETWERTOJ ^ETWERTI. w PERWOJ I TRETXEJ ^ETWERTI URAW-NENIE \LLIPTI^NO I PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��02 + �2u��02 + 13�0 �u��0 + 13�0 �u��0 = 0;PUTEM ZAMENY � = x3=2, � = y3=2 W PERWOJ ^ETWERTI, � = (�x)3=2, � == (�y)3=2 W TRETXEJ ^ETWERTI. oSI x I y SOSTOQT IZ TO^EK PARABOLI^-NOSTI. kAK IZWESTNO 1), PEREHOD OT ODNOJ KANONI^ESKOJ FORMY GIPER-BOLI^ESKOGO URAWNENIQ�2u�� �� = f ��; �; u; �u�� ; �u���K DRUGOJ �2u��2 � �2u��2 = f ��; �; u; �u�� ; �u���OSU℄ESTWLQETSQ S POMO℄X� PODSTANOWKI� = � + �2 ; � = � � �2 :6. uRAWNENIE xuxx + yuyy = 0 W PERWOJ I TRETXEJ ^ETWERTQH \L-LIPTI^NO I PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��2 + �2u��2 � 1� �u�� � 1� �u�� = 0PODSTANOWKOJ � = x1=2, � = y1=2 W PERWOJ ^ETWERTI, � = (�x)1=2, � == (�y)1=2 W TRETXEJ ^ETWERTI.uRAWNENIE GIPERBOLI^NO WO WTOROJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQH I PRI-WODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��2 � �2u��2 � 1� �u�� + 1� �u�� = 0PUTEM ZAMENY � = (�x)1=2, � = (y)1=2 WO WTOROJ ^ETWERTI, � == (x)1=2, � = (�y)1=2 W ^ETWERTOJ ^ETWERTI. oSI x I y SOSTOQT IZTO^EK PARABOLI^NOSTI.7. uRAWNENIE uxx + xyuyy = 0 W PERWOJ I TRETXEJ ^ETWERTQH \L-LIPTI^NO I PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDUu�� + u�� + 13� u� � 1� u� = 0ZAMENOJ � = 23 x3=2, � = 2y1=2 W PERWOJ ^ETWERTI, � = 23 (�x)3=2,� = 2(�y)1=2 W TRETXEJ ^ETWERTI.uRAWNENIE GIPERBOLI^NO WO WTOROJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQH I PRI-WODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDUu�� � u�� + 13� u� + 1� u� = 01)sM. [7, S. 16℄.

gL. I. uRAWNENIQ W ^ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA 135PUTEM ZAMENY � = 23 (�x)3=2, � = 2y1=2 WO WTOROJ ^ETWERTI, � == 23 x3=2, � = 2(�y)1=2 W ^ETWERTOJ ^ETWERTI. oSI x I y SOSTOQT IZTO^EK PARABOLI^NOSTI.8. uRAWNENIE uxx sign y + 2uxy + uyy = 0 W PERWOJ I WTOROJ ^ET-WERTQH PARABOLI^NO I ZAMENOJ� = x+ y; � = x� yPRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��2 = 0:w TRETXEJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQH ONO GIPERBOLI^NO I ZAMENOJ� = (1 +p2)x+ y; � = (1�p2)x+ yPRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u�� �� = 0:9. uRAWNENIE uxx + 2uxy + (1 � sign y)uyy = 0 W PERWOJ I WTOROJ^ETWERTQH GIPERBOLI^NO I ZAMENOJ � = y � 2x, � = y PRIWODITSQK KANONI^ESKOMU WIDU �2u�� �� = 0, A W TRETXEJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQHONO \LLIPTI^NO I ZAMENOJ� = x� y; � = xPRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU �2u��2 + �2u��2 = 0.10. uRAWNENIE uxx sign y+2uxy+uyy signx = 0 W PERWOJ I TRETXEJ^ETWERTQH PARABOLI^NO I ZAMENOJ � = x+ y, � = x� y PRIWODITSQ KKANONI^ESKOMU WIDU �2u��2 = 0 W PERWOJ ^ETWERTI I K �2u��2 = 0 W TRETXEJ^ETWERTI. uRAWNENIE GIPERBOLI^NO WO WTOROJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQHI PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u�� �� = 0PUTEM ZAMENY � = �(1 + p2)x + y, � = �(1 � p2)x + y WO WTOROJ^ETWERTI, � = (1+p2)x+ y, � = (1�p2)x+ y W ^ETWERTOJ ^ETWERTI.11. uRAWNENIE y2uxx�x2uyy = 0 GIPERBOLI^NO WS�DU, KROME OSEJKOORDINAT, SOSTOQ℄IH IZ TO^EK PARABOLI^NOSTI. oNO PRIWODITSQ KKANONI^ESKOMU WIDU�2u�� �� + �2(�2 � �2) �u�� � �2(�2 � �2) �u�� = 0ZAMENOJ � = y2 � x2, � = y2 + x2.12. uRAWNENIE x2uxx�y2uyy = 0 GIPERBOLI^NO WS�DU, KROME OSEJKOORDINAT, SOSTOQ℄IH IZ TO^EK PARABOLI^NOSTI. oNO PRIWODITSQ K
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gL. I. uRAWNENIQ W ^ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA 135PUTEM ZAMENY � = 23 (�x)3=2, � = 2y1=2 WO WTOROJ ^ETWERTI, � == 23 x3=2, � = 2(�y)1=2 W ^ETWERTOJ ^ETWERTI. oSI x I y SOSTOQT IZTO^EK PARABOLI^NOSTI.8. uRAWNENIE uxx sign y + 2uxy + uyy = 0 W PERWOJ I WTOROJ ^ET-WERTQH PARABOLI^NO I ZAMENOJ� = x+ y; � = x� yPRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��2 = 0:w TRETXEJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQH ONO GIPERBOLI^NO I ZAMENOJ� = (1 +p2)x+ y; � = (1�p2)x+ yPRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u�� �� = 0:9. uRAWNENIE uxx + 2uxy + (1 � sign y)uyy = 0 W PERWOJ I WTOROJ^ETWERTQH GIPERBOLI^NO I ZAMENOJ � = y � 2x, � = y PRIWODITSQK KANONI^ESKOMU WIDU �2u�� �� = 0, A W TRETXEJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQHONO \LLIPTI^NO I ZAMENOJ� = x� y; � = xPRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU �2u��2 + �2u��2 = 0.10. uRAWNENIE uxx sign y+2uxy+uyy signx = 0 W PERWOJ I TRETXEJ^ETWERTQH PARABOLI^NO I ZAMENOJ � = x+ y, � = x� y PRIWODITSQ KKANONI^ESKOMU WIDU �2u��2 = 0 W PERWOJ ^ETWERTI I K �2u��2 = 0 W TRETXEJ^ETWERTI. uRAWNENIE GIPERBOLI^NO WO WTOROJ I ^ETWERTOJ ^ETWERTQHI PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u�� �� = 0PUTEM ZAMENY � = �(1 + p2)x + y, � = �(1 � p2)x + y WO WTOROJ^ETWERTI, � = (1+p2)x+ y, � = (1�p2)x+ y W ^ETWERTOJ ^ETWERTI.11. uRAWNENIE y2uxx�x2uyy = 0 GIPERBOLI^NO WS�DU, KROME OSEJKOORDINAT, SOSTOQ℄IH IZ TO^EK PARABOLI^NOSTI. oNO PRIWODITSQ KKANONI^ESKOMU WIDU�2u�� �� + �2(�2 � �2) �u�� � �2(�2 � �2) �u�� = 0ZAMENOJ � = y2 � x2, � = y2 + x2.12. uRAWNENIE x2uxx�y2uyy = 0 GIPERBOLI^NO WS�DU, KROME OSEJKOORDINAT, SOSTOQ℄IH IZ TO^EK PARABOLI^NOSTI. oNO PRIWODITSQ K



136 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQKANONI^ESKOMU WIDU �2u�� �� � 12� �u�� = 0ZAMENOJ � = xy, � = yx .13. uRAWNENIE x2uxx + y2uyy = 0 \LLIPTI^NO WS�DU, KROME OSEJKOORDINAT, SOSTOQ℄IH IZ TO^EK PARABOLI^NOSTI. oNO PRIWODITSQ KKANONI^ESKOMU WIDU �2u��2 + �2u��2 � �u�� � �u�� = 0ZAMENOJ � = ln jxj, � = ln jyj.14. uRAWNENIE y2uxx + x2uyy = 0 \LLIPTI^NO WS�DU, KROME OSEJKOORDINAT, SOSTOQ℄IH IZ TO^EK PARABOLI^NOSTI. oNO PRIWODITSQ ZA-MENOJ � = y2, � = x2 K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��2 + �2u��2 + 12� �u�� + 12� �u�� = 0:15. uRAWNENIE y2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0 PARABOLI^NO WS�DU;ZAMENOJ � = x2 + y22 ; � = x2 � y22 ONO PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMUWIDU �2u��2 + �2(�2 � �2) �u�� � �2(�2 � �2) �u�� = 0:16. uRAWNENIE x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0 PARABOLI^NO WS�DU.zAMENOJ � = yx , � = y ONO PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��2 = 0:17. uRAWNENIE 4y2uxx � e2xuyy � 4y2ux = 0 GIPERBOLI^NO PRIy 6= 0. zAMENOJ � = ex + y2, � = �ex + y2 ONO PRIWODITSQ K KANONI-^ESKOMU WIDU u�� = �18(� + �)2 (u� + u�):18. uRAWNENIE x2uxx+2xyuxy� 3y2uyy � 2xux+4yuy+16x4u = 0GIPERBOLI^NO WS�DU, KROME OSEJ x I y, SOSTOQ℄IH IZ TO^EK PARABO-LI^NOSTI. zAMENOJ � = xy, � = x3y ONO PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMUWIDU �2u�� �� + 14� �u�� � 1� �u�� + u = 0:19. uRAWNENIE (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0 \LLIP-TI^NO WS�DU. zAMENOJ � = ln(x +p1 + x2), � = ln(y +p1 + y2) ONOPRIWODITSQ K KANONI^ESKOMU WIDU�2u��2 + �2u��2 = 0:

gL. I. uRAWNENIQ W ^ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA 13720. uRAWNENIE uxx sin2 x � 2yuxy sinx + y2uyy = 0 PARABOLI^NOWS�DU. zAMENOJ � = y tg x2 , � = y ONO PRIWODITSQ K KANONI^ESKOMUWIDU �2u��2 � 2��2 + �2 �u�� = 0:2. uRAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI.21. �2v�� �� + 4b
� b2 � 
2 � 12a144a2 v = 0,� = y + (p3� 2)x; � = y � (p3 + 2)x; u(�; �) = e��+��v(�; �);� = 
� (p3 + 2)b12a ; � = 
+ (p3� 2)b12a .22. �2v��2 + �2v��2 + 2a �2b
� b2 � 2
2a + 1� v = 0,� = y � 12 x; � = x2 ; u(�; �) = a��+��v(�; �);� = b� 2
a ; � = � ba .23. �2v��2 + 
� ba �v�� = 0,� = y � x; � = x; u(�; �) = e��+��v(�; �);� = b2 � 4a4a(
� b) ; � = � b2a .x 2. uRAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMIDLQ FUNKCII n NEZAWISIMYH PEREMENNYHnXi;k=1 aikuxixk + nXi=1 biuxi + 
u = f(x1; x2; : : : ; xn)uRAWNENI�nXi;k=1 aikuxixk + nXi=1 biuxi + 
u = f(x1; x2; : : : ; xn) (1)STAWITSQ W SOOTWETSTWIE MATRICA KO\FFICIENTOW PRI STAR[IH ^LENAHkaikk (2)I KWADRATI^NAQ FORMA nXi;k=1 aikzizk: (3)eSLI W URAWNENII (1) PEREJTI K NOWYM NEZAWISIMYM PEREMENNYM POFORMULAM
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138 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�k = nXi=1 �kixi; k = 1; 2; : : : ; n; (4)TO MATRICA kaikk KO\FFICIENTOW PRI STAR[IH ^LENAH W PREOBRAZOWAN-NOM URAWNENII nXj; k=1 aiku�i�k + nXi=1 biu�i + 
u = 0 (5)BUDET SWQZANA S MATRICEJ kaikk SOOTNO[ENIEMkaikk = k�ikk � kaikk � k��ikk: (6)mATRICA kaikk PREOBRAZUETSQ TAK, KAK MATRICA KWADRATI^NOJ FOR-MY (3), ESLI W \TOJ KWADRATI^NOJ FORME PEREJTI K NOWYM PEREMENNYMPO FORMULAM zi = nXk=1��iksk; (7)GDE ��ik = �ki. mATRICA PEREHODA OT NOWYH PEREMENNYH s1; : : : ; sn KSTARYM PEREMENNYM z1; : : : ; zn W KWADRATI^NOJ FORME (3) POLU^AET-SQ TRANSPONIROWANIEM IZ MATRICY PEREHODA OT STARYH NEZAWISIMYHPEREMENNYH x1; : : : ; xn K NOWYM NEZAWISIMYM PEREMENNYM �1; : : : ; �n WURAWNENII (1). tAKIM OBRAZOM, ^TOBY NAJTI PREOBRAZOWANIE (4), PRI-WODQ℄EE URAWNENIE (1) K KANONI^ESKOMU WIDU, NUVNO NAJTI PREOBRA-ZOWANIE (7), PRIWODQ℄EE KWADRATI^NU� FORMU (3) K KANONI^ESKOMUWIDU, SODERVA℄EMU LI[X KWADRATY PEREMENNYH s1; : : : ; sn S KO\FFI-CIENTAMI +1, �1 ILI 0; MATRICA PREOBRAZOWANIQ (4) POLU^AETSQ IZMATRICY PREOBRAZOWANIQ (7) TRANSPONIROWANIEM.24. u�1�1 + u�2�2 + u�3�3 + u�1 = 0,�1 = x; �2 = �x+ y; �3 = 2x� 2y + z.25. u�1�1 = u�2�2 + u�3�3 , �1 = x+ 12 y � z; �2 = �12 y; �3 = z.26. ut0t0 = ux0x0 + uy0y0 + uz0z0 ,t0 = 12 t+ 12 x� 12 y � 12 z; x0 = 12 t+ 12 x+ 12 y + 12 z;y0 = � 12p3 t+ 12p3 x+ 12p3 y � 12p3 z;z0 = �12p5 t+ 12p5 x� 12p5 y + 12p5 z.27. ut0t0 = ux0x0 + uy0y0 + uz0z0 ,x0 = 1p2 x+ 1p2 y; y0 = 1p2 z + 1p2 t;z0 = 12 x� 12 y � 12 z � 12 t;t0 = 12p3 x� 12p3 y � 12p3 z + 12p3 t.
gL. I. uRAWNENIQ W ^ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA 13928.A) ux01x01 + nXi=2 ux0ix0i = 0;x01 = 1pn(n+ 1) (x1 + � � �+ xn);B) ux01x01 � nXi=2 ux0ix0i = 0;x01 = 1pn(n� 1) (x1 + � � �+ xn);

9>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>; x0i = �i1x1 + : : :+ �inxn;i = 2; 3; : : : ; n;GDE (�i1; : : : ; �in), i = 1; 2; : : : ; n, | L�BAQ ORTOGONALXNAQ NORMIRO-WANNAQ SISTEMA RE[ENIJ�1 + �2 + : : :+ �n = 0:29. nXi=1 aivxixi +�
� 14 nXi=1 b2iai�v = exp�12 nXi=1 biai xi�f(x1; : : : ; xn),u(x1; : : : ; xn) = exp��12 nXi=1 biai xi�v(x1; : : : ; xn).
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gLA W A IIurawneniq giperboli~eskogo tipax 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMGIPERBOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^w BOLX[INSTWE ZADA^ NASTOQ℄EGO PARAGRAFA (KAK, NAPRIMER, WZADA^AH O KOLEBANIQH STRUN, STERVNEJ, GAZA) RASSMATRIWA�TSQ LI[XMALYE KOLEBANIQ. mALYMI KOLEBANIQMI NAZYWA�TSQ TAKIE, PRI KO-TORYH MOVNO PRENEBREGATX KWADRATAMI, PROIZWEDENIQMI I WYS[IMISTEPENQMI FUNKCIJ, HARAKTERIZU�℄IH PROCESS KOLEBANIJ, I IH PRO-IZWODNYH.1. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ; URAW-NENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI. w ZADA^AH \TOJ GRUPPYWLIQNIE SILY TQVESTI NA KOLEBANIQ ^ASTIC S^ITAETSQ PRENEBREVI-MO MALYM PO SRAWNENI� S WLIQNIEM UPRUGIH SIL, PO\TOMU DEJSTWIEMSILY TQVESTI MOVNO PRENEBREGATX 1).1. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX STERVNQ; ZA HARAKTERIZU�℄U� FUNK-CI� PRINQTO SME℄ENIE u(x; t) WDOLX OSI x POPERE^NOGO SE^ENIQ, AB-SCISSA KOTOROGO W RAWNOWESNOM SOSTOQNII RAWNA x; INYMI SLOWAMI, WMOMENT WREMENI t ABSCISSA \TOGO SE^ENIQ RAWNA x = x+ u(x; t). dLQOPREDELENIQ FUNKCII u(x; t) POLU^AEM SLEDU�℄IE KRAEWYE ZADA^I:A) ESLI KONCY STERVNQ ZAKREPLENY VESTKO, TOutt = a2uxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)a2 = E�0 ;GDE E | MODULX UPRUGOSTI, A �0 | PLOTNOSTX MASSY STERVNQ W NE-WOZMU℄ENNOM SOSTOQNII;1)zAMETIM, ^TO W BOLEE OB℄EM SLU^AE SILU TQVESTI MOVNO NE WKL�^ATXW DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE UPRUGIH KOLEBANIJ, ESLI ZA POLOVENIE RAW-NOWESIQ PRINQTX STATI^ESKOE NAPRQVENNOE SOSTOQNIE POD DEJSTWIEM SILYTQVESTI (SR. S [7, 
. 104{106℄).

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 141A0) ESLI KONCY STERVNQ DWIGA�TSQ PO ZADANNOMU ZAKONU, TO GRA-NI^NYE USLOWIQ IME�T WIDu(0; t) =  (t); u(l; t) = '(t) PRI 0 < t < +1; (20)GDE  (t) I '(t) | ZADANNYE FUNKCII t;B) ESLI KONCY STERVNQ SWOBODNY, TO GRANI^NYE USLOWIQ IME�TWID ux(0; t) = ux(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (4)W) ESLI KONCY STERVNQ ZAKREPLENY UPRUGO, TO GRANI^NYE USLOWIQIME�T WIDux(0; t)� hu(0; t) = ux(l; t) + hu(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (5)h = kES ;GDE k | KO\FFICIENT UPRUGOSTI ZADELKI (PREDPOLAGAETSQ, ^TO ON ODI-NAKOW DLQ OBOIH KONCOW, W PROTIWNOM SLU^AE ZNA^ENIQ KONSTANTY h DLQPRAWOGO I LEWOGO KONCOW BUDUT RAZLI^NY), A S | PLO℄ADX POPERE^NOGOSE^ENIQ.uKA Z AN I E 1) . nAPRAWIM OSX Ox WDOLX STERVNQ. kAVDOE POPE-RE^NOE SE^ENIE STERVNQ MOVNO HARAKTERIZOWATX TOJ ABSCISSOJ x, KO-TORU� ONO IMELO W POLOVENII RAWNOWESIQ 2). tOGDA SE^ENIE, OTME^EN-NOE ABSCISSOJ x, W MOMENT t BUDET IMETX ABSCISSU x = x + u(x; t).zDESX u(x; t) OZNA^AET WELI^INU PRODOLXNOGO SME℄ENIQ TOGO POPERE^-NOGO SE^ENIQ STERVNQ, KOTOROE W POLOVENII RAWNOWESIQ IMEET ABSCIS-SU x. tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ u(x; t) WYRAVENA W LAGRANVEWYH KOOR-DINATAH 3).dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE (1) MOVET BYTX POLU^ENO PEREHO-DOM K PREDELU PRI �x ! 0 IZ URAWNENIQ DWIVENIQ, WYRAVA�℄E-GO WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA (x; x + �x) STERVNQ, T. E.DLQ \LEMENTA, TORCY KOTOROGO W SOSTOQNII RAWNOWESIQ IME�T ABSCIS-SY x I x +�x. dLQ OPREDELENIQ UPRUGIH SIL, DEJSTWU�℄IH NA \TOT\LEMENT, NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ ZAKONOM gUKA, KOTORYJ WYRAVAETSQ RA-WENSTWOM X = ESux(x; t);GDEX | PROEKCIQ NA OSX x SILY F , S KOTOROJ ^ASTX STERVNQ, LEVA℄AQPRAWEE RASSMATRIWAEMOGO SE^ENIQ, DEJSTWUET NA ^ASTX, LEVA℄U� LEWEE\TOGO SE^ENIQ, S | PLO℄ADX \TOGO POPERE^NOGO SE^ENIQ 4), A ux(x; t)OTNOSITELXNOE UDLINENIE STERVNQ W TOM POPERE^NOM SE^ENII, KOTOROEW POLOVENII RAWNOWESIQ IMELA ABSCISSU x 5).eSLI KONCY STERVNQ FIKSIROWANY NEPODWIVNO, TO GRANI^NYEUSLOWIQ O^EWIDNY. eSLI VE KONCY STERVNQ SWOBODNY ILI ZAKREPLENY1)sR. S WYWODOM URAWNENIQ W [7, S. 27, 28℄.2)rAWNOWESNYM MOVET BYTX STATI^ESKOE NAPRQVENNOE SOSTOQNIE.3)sM. [7, S. 27℄.4)sILA F PERPENDIKULQRNA K POPERE^NOMU SE^ENI�, A SLEDOWATELXNO, EENAPRAWLENIE LIBO SOWPADAET S NAPRAWLENIEM OSI Ox, LIBO PROTIWOPOLOVNONAPRAWLENI� OSI Ox.5)sM. [7, S. 27℄.
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142 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQUPRUGO, TO GRANI^NYE USLOWIQ MOGUT BYTX POLU^ENY IZ SOOTNO[ENIJ,WYRAVA�℄IH WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ GRANI^NYH \LEMENTOW.rASSMOTRIM, NAPRIMER, SLU^AJ, KOGDA KONEC x = l ZAKREPLEN UP-RUGO. sLEWA NA GRANI^NYJ \LEMENT (l��x; l), PRIMYKA�℄IJ K \TOMUKONCU, DEJSTWUET OSTALXNAQ ^ASTX STERVNQ S SILOJ�ESux(l ��x; t);SPRAWA | UPRUGAQ OPORA S SILOJ 1)�ku(l; t):pO\TOMU WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \TOGO \LEMENTA WYRAZITSQ URAW-NENIEM S�0�x �2u�t2 = �ESux(l ��x; t)� ku(l; t);OTKUDA, PEREHODQ K PREDELU PRI �x ! 0, POLU^IM GRANI^NOE USLOWIEDLQ KONCA x = l ESux(l; t) + ku(l; t) = 0ILI ux(l; t) + hu(l; t) = 0;GDE h = kES :dLQ KONCA x = 0 ZNAK PRI h W GRANI^NOM USLOWII BUDET INYM. w SAMOMDELE, RASSMOTRIM \LEMENT (0; �x). k EGO LEWOMU KONCU PRILOVENA SILA�ku(0; t);A K PRAWOMU KONCU | SILA ESux(�x; t);PO\TOMU URAWNENIE, WYRAVA�℄EE WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \TOGO \LE-MENTA, IMEET WIDS�0�x �2u�t2 = ESux(�x; t)� ku(0; t):pEREHODQ K PREDELU PRI �x! 0, POLU^AEMux(0; t)� hu(0; t) = 0;GDE h IMEET PREVNEE ZNA^ENIE, ESLI STERVENX ODNORODEN, A KO\FFICI-ENT UPRUGOSTI ZADELKI DLQ OBOIH KONCOW ODINAKOW.pRIM E ^ AN I E. iNOGDA DLQ POSTANOWKI KRAEWOJ ZADA^I O PRO-DOLXNYH KOLEBANIQH STERVNQ CELESOOBRAZNO ISPOLXZOWATX NE ODNOURAWNENIE W ^ASTNYH PROIZWODNYH WTOROGO PORQDKA, A SISTEMU DWUHDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH PERWOGO PO-RQDKA.oBOZNA^IM ^EREZ ^p(x; t) NAPRQVENIE W POPERE^NOM SE^ENII S LA-GRANVEWOJ KOORDINATOJ x, OPREDELQQ EGO SOOTNO[ENIEM^p(x; t) = X(x; t)S ;1)sM. PUNKT W) USLOWIQ ZADA^I.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 143GDE S | PLO℄ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, A X(x; t) | PROEKCIQNA OSX x SILY, S KOTOROJ ^ASTX STERVNQ, PRIMYKA�℄AQ K SE^ENI� xSPRAWA, DEJSTWUET NA ^ASTX \TOGO STERVNQ, PRIMYKA�℄U� K SE^ENI�SLEWA. ~EREZ u(x; t), KAK OBY^NO, OBOZNA^IM SME℄ENIE IZ POLOVENIQRAWNOWESIQ POPERE^NOGO SE^ENIQ S LAGRANVEWOJ KOORDINATOJ x. w KA-^ESTWE FUNKCIJ, HARAKTERIZU�℄IH PROCESS KOLEBANIJ, WOZXMEM^p(x; t) I w(x; t) = ut(x; t):rASSMOTRIM, NAPRIMER, SLU^AJ, KOGDA LEWYJ KONEC STERVNQ ZA-KREPLEN NEPODWIVNO, A PRAWYJ SWOBODEN.mY PRIDEM K KRAEWOJ ZADA^Ewx � 1E ^pt = 0;�^px + �0wt = 0;) 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)w(0; t) = 0; ^p(l; t) = 0; 0 < t < +1: (2)w(x; 0) = '(x); ^p(x; 0) = ^ (x); 0 < x < l: (3)2. oSX Ox DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT NAPRAWLENA WDOLX POLO-VENIQ RAWNOWESIQ STRUNY. pUSTX W POLOVENII RAWNOWESIQ TO^KA IMEETKOORDINATY [x; 0; 0℄, A W OTKLONENNOM POLOVENII [x+u1(x; t); u2(x; t);u3(x; t)℄.dLQ OPREDELENIQ FUNKCIJ u1(x; t), u2(x; t), u3(x; t), HARAKTERI-ZU�℄IH PROCESS KOLEBANIJ STRUNY, POLU^AEM KRAEWYE ZADA^I�2uk�t2 = a2k �2uk�x2 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1;uk(0; t) = uk(l; t) = 0 PRI 0 6 t < +1;uk(x; 0) = fk(x); �uk(x; 0)�t = Fk(x) PRI 0 6 x 6 l;9>>>=>>>; k = 1; 2; 3;GDE a21 = ES� , a22 = a23 = T0� , E | MODULX UPRUGOSTI, S | PLO℄ADXPOPERE^NOGO SE^ENIQ, � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY.uKA Z AN I E. pOLNAQ SILA NATQVENIQ STRUNY SKLADYWAETSQ IZ NA-^ALXNOJ SILY NATQVENIQ T0 I UPRUGOJ SILY, WOZNIKA�℄EJ PRI OTNOSI-TELXNOM UDLINENII \LEMENTOW STRUNY. pRI MALYH KOLEBANIQH STRUNUMOVNO S^ITATX ABSOL�TNO GIBKOJ, T. E. SILU NATQVENIQ W KAVDOJ TO^-KE STRUNY S^ITATX KASATELXNOJ K STRUNE. dIFFERENCIALXNYE URAWNE-NIQ DLQ FUNKCIJ uk(x; t) MOVNO POLU^ITX PEREHODOM K PREDELU PRI�x ! 0 IZ URAWNENIJ DWIVENIQ, WYRAVA�℄IH DLQ \LEMENTA (x; x ++�x) WTOROJ ZAKON nX�TONA W PROEKCIQH NA OSI KOORDINAT.pO POWODUOPREDELENIQ SIL, DEJSTWU�℄IH NA KONCY \LEMENTA (x; x+�x) SM. DO-POLNITELXNO [7, S. 23, 24℄, A TAKVE UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.3. oSX Ox NAPRAWLENA PO PRODOLXNOJ OSI INERCII CILINDRA, A ^E-REZ �(x; t) OBOZNA^EN UGOL POWOROTA POPERE^NOGO SE^ENIQ S ABSCISSOJ x,PRI^EM KONCY CILINDRA OPREDELQ�TSQ ABSCISSAMI x = 0 I x = l. dLQFUNKCII �(x; t) POLU^AEM KRAEWYE ZADA^I:
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144 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQA) W SLU^AE VESTKO ZAKREPLENNYH KONCOW�2��t2 = a2 �2��x2 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�(0; t) = �(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)�(x; 0) = f(x); �t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)a2 = GJK , GDE G | MODULX SDWIGA, J | POLQRNYJ (GEOMETRI^ESKIJ)MOMENT INERCII POPERE^NOGO SE^ENIQ CILINDRA OTNOSITELXNO TO^KI, WKOTOROJ OSX CILINDRA WSTRE^AET \TO POPERE^NOE SE^ENIE, K | OSEWOJMOMENT INERCII EDINICY DLINY STERVNQ (OTNOSITELXNO TOJ VE OSI);B) KOGDA KONCY CILINDRA SWOBODNY, TO GRANI^NYE USLOWIQ IME-�T WID �x(0; t) = �x(l; t) = 0; (4)W) KOGDA KONCY CILINDRA ZAKREPLENY UPRUGO, TO GRANI^NYE USLO-WIQ IME�T WID�x(0; t)� h�(0; t) = 0; �x(l; t) + h�(l; t) = 0: (5)uKA Z AN I E. uSTANOWITX, ^TO MOMENT M UPRUGIH SIL, PRILO-VENNYH K POPERE^NOMU SE^ENI� x CILINDRA, MOVET BYTX NAJDEN POFORMULE M = GJ ���x : (6)dLQ \TOGO RASSMOTRETX (RIS. 15) SDWIG PARALLELXNOGO OSI CILINDRA\LEMENTARNOGO WOLOKNA AB S OSNOWANIEM d� NA SE^ENIQH, WYZYWAEMYJ

rIS. 15POWOROTOM SE^ENIQ x +�x WOKRUG OSI CILINDRA NA UGOL �� = ���x �xOTNOSITELXNO SE^ENIQ x, I OPREDELITX SWQZX MEVDU UGLOM SDWIGA 'I ���x . nAPRQVENIE SDWIGA � NA OSNOWANII d� TAKOGO WOLOKNA, LEVA℄EGOW SE^ENII x, MOVET BYTX OPREDELENO PO ZAKONU gUKA DLQ DEFORMACIISDWIGA � = G': (7)dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE (1) MOVNO POLU^ITX PREDELXNYM PE-

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 145REHODOM PRI �x ! 0 IZ URAWNENIQ WRA℄ATELXNOGO DWIVENIQ 1) DLQ\LEMENTA (x; x+�x) CILINDRA.gRANI^NYE USLOWIQ POLU^A�TSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO BYLOSDELANO W SLU^AE PRODOLXNYH KOLEBANIJ STERVNQ.4. pLOTNOSTX �, DAWLENIE p, POTENCIAL SKOROSTI ', SKOROSTX v^ASTIC GAZA I PRODOLXNOE OTKLONENIE u ^ASTIC GAZA UDOWLETWORQ�TODNOMU I TOMU VE DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI��2w�t2 = a2 �2w�x2S ODNOJ I TOJ VE KONSTANTOJ a2 = k p0�0 ;GDE k = 
p
v | POKAZATELX ADIABATYpp0 = � ��0�k ;RAWNYJ OTNO[ENI� TEPLOEMKOSTI PRI POSTOQNNOM DAWLENII K TEPLO-EMKOSTI PRI POSTOQNNOM OB_EME, A p0 I �0 | DAWLENIE I PLOTNOSTX WNEWOZMU℄ENNOM GAZE.eSLI KONCY TRUBKI ZAKRYTY, TO GRANI^NYE USLOWIQ DLQ KAVDOJIZ FUNKCIJ u, v, ', p, � IME�T SOOTWETSTWENNO WIDu(0; t) = u(l; t) = 0; v(0; t) = v(l; t) = 0;'x(0; t) = 'x(l; t) = 0; px(0; t) = px(l; t) = 0; �x(0; t) = �x(l; t) = 0:eSLI KONCY TRUBKI OTKRYTY, TOux(0; t) = ux(l; t) = 0; vx(0; t) = vx(l; t) = 0;'(0; t) = '(l; t) = 0; ep(0; t) = ep(l; t) = 0; e�(0; t) = e�(l; t) = 0;GDE ep(x; t) = p(x; t)�p0 | �WOZMU℄ENIE DAWLENIQ�, A e�(x; t) = �(x; t)���0 | �WOZMU℄ENIE PLOTNOSTI�.pRI NALI^II W KONCE x = l TRUBKI GAZONEPRONICAEMOGO POR[ENX-KA S PRENEBREVIMO MALOJ MASSOJ, NASAVENNOGO NA PRUVINKU S KO\F-FICIENTOM VESTKOSTI � 2) I SKOLXZQ℄EGO WNUTRI TRUBKI BEZ TRENIQ,DLQ u(x; t) POLU^AEM GRANI^NOE USLOWIEux(l; t) + hu(l; t) = 0;GDE h = �Skp0 , A k | POKAZATELX ADIABATY. aNALOGI^NO PRI NALI^II1)dLQ WRA℄ATELXNOGO DWIVENIQ TWERDOGO TELA WOKRUG NEPODWIVNOJ OSIIMEEM: PROIZWEDENIE MOMENTA INERCII TELA NA UGLOWOE USKORENIE RAWNO SUM-ME MOMENTOW SIL, PRILOVENNYH K TELU, OTNOSITELXNO \TOJ OSI.2)pRUVINKA BUDET DEJSTWOWATX NA POR[ENEK S DOBAWO^NOJ SILOJ UPRU-GOSTI, RAWNOJ ��u(l; t) PRI OTKLONENII POR[ENXKA, RAWNOM u. mY GOWORIMO DOBAWO^NOJ SILE UPRUGOSTI, TAK KAK W POLOVENII RAWNOWESIQ NA POR[ENEKUVE DEJSTWUET SILA UPRUGOSTI, URAWNOWE[IWA�℄AQ NEWOZMU℄ENNOE DAWLE-NIE p0.10 b.m. bUDAK I DR.
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p
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146 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQTAKOGO POR[ENXKA W KONCE x = 0 TRUBKI POLU^AEMux(0; t)� hu(0; t) = 0:dLQ v(x; t) PRI \TIH VE USLOWIQH IMEEMvx(0; t)� hv(0; t) = 0; vx(l; t) + hv(l; t) = 0:dLQ ep(x; t) I e�(x; t) POLU^AEMeptt(0; t)� h�epx(0; t) = eptt(l; t) + h�epx(l; t) == e�tt(0; t)� h�e�x(0; t) = e�tt(l; t) + h�e�x(l; t) = 0;GDE h� = �S�0 . |TI USLOWIQ WYPOLNQ�TSQ TAKVE I DLQp(x; t); �(x; t); '(x; t):uKA Z AN I E. w LAGRANVEWYH KOORDINATAH 1) URAWNENIE NERAZRYW-NOSTI (1) I URAWNENIE DWIVENIQ (2) (�OSNOWNYE URAWNENIQ GIDRODI-NAMIKI�) IME�T WID �0 = �(x; t)[1 + ux(x; t)℄; (1)�0utt(x; t) = �px(x; t): (2)wMESTE S URAWNENIEM ADIABATYp = f(�); GDE f(�) = p0�k0 �k; k = 
p
v ; (3)ONI SOSTAWLQ�T POLNU� NELINEJNU� SISTEMU URAWNENIJ DLQ OPREDE-LENIQ FUNKCIJ �(x; t); u(x; t); p(x; t).uRAWNENIE (1) WYRAVAET ZAKON SOHRANENIQ MASSY \LEMENTA GAZA,ZAKL�^ENNOGO MEVDU DWUMQ POPERE^NYMI SE^ENIQMI, SOSTAWLENNYMIIZ ^ASTIC GAZA, A URAWNENIE (2) WYRAVAET WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ\TOGO \LEMENTA GAZA.oTBRASYWAQ KWADRATY, PROIZWEDENIQ I WYS[IE STEPENI WELI^INu(x; t); ep(x; t) = p(x; t)� p0; e�(x; t) = �(x; t)� �0I IH PROIZWODNYH, NETRUDNO IZ URAWNENIJ (1), (2), (3) POLU^ITX SOOT-WETSTWENNO LINEJNYE URAWNENIQe�(x; t) + �0ux(x; t) = 0; (10)�0utt(x; t) = �epx(x; t); (20)ep(x; t) = a2e�(x; t); a2 = k p0�0 ; (30)a | SKOROSTX RASPROSTRANENIQ MALYH WOZMU℄ENIJ W GAZE, �SKOROSTXZWUKA� 2).|TOT PEREHOD OT NELINEJNOJ SISTEMY (1), (2), (3) K LINEJNOJSISTEME (10), (20), (30) NAZYWAETSQ �LINEARIZACIEJ�. uRAWNENIQ e�tt == a2e�xx I eptt = a2epxx POLU^A�TSQ IZ (10), (20), (30) DIFFERENCIROWA-NIEM I ISKL�^ENIEM OSTALXNYH FUNKCIJ. pOTENCIAL '(x; t) OPREDE-LQETSQ SOOTNO[ENIEM 'x(x; t) = v(x; t) S TO^NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ1)sM. [7, S. 27℄.2)sM. WWEDENIE K x 2 (USLOWIQM) NASTOQ℄EJ GLAWY.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 147SLAGAEMOJ FUNKCII WREMENI; TAK KAK ut(x; t) = v(x; t), TO IZ URAWNE-NIQ (20) POLU^IM �0'xt + epx = 0;T. E. ��x (�0't + ep) = 0;PO\TOMU W SILU TOGO, ^TO POTENCIAL SKOROSTEJ '(x; t) OPREDELQETSQ STO^NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ SLAGAEMOJ FUNKCII WREMENI, MOVNO NA-PISATX: �0't + ep = 0: (4)sOOTNO[ENIE (4) DAET WOZMOVNOSTX NAJTI WOZMU℄ENIE DAWLENIQ ep,ESLI IZWESTEN POTENCIAL SKOROSTEJ.iZ URAWNENIQ (10), DIFFERENCIRUQPO t, POLU^IM e�t + �0'xx = 0: (5)iZ (4) I (5) POLU^AETSQ URAWNENIE'tt = a2'xx;DIFFERENCIROWANIE KOTOROGO PO x PRIWODIT K URAWNENI�vtt = a2vxx:aNALOGI^NO POLU^A�TSQ URAWNENIQ DLQ POTENCIALA SME℄ENIJ I DLQSME℄ENIJ.rASSMATRIWAQ DWIVENIE GRANI^NOGO \LEMENTA GAZA I ISPOLXZUQURAWNENIQ (10), (20), (30), (4) I (5), NETRUDNO POLU^ITX PRIWEDENNYE WOTWETE GRANI^NYE USLOWIQ.5. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX TRUBY, PRI^EM NA^ALO KOORDINAT OLEVIT W PLOSKOSTI WHODNOGO SE^ENIQ, p0 | DAWLENIE WODY W REZERWU-ARE. dLQ OPREDELENIQ OSREDNENNYH (PO WNUTRENNEMU POPERE^NOMU SE-^ENI� TRUBY) ZNA^ENIJ SKOROSTI v(x; t) I DAWLENIQ p(x; t) POLU^AEMKRAEWU� ZADA^U��p�x = �(�0v)�t + 2�(�0v);��p�t = �2 �(�0v)�x ; 9>=>; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)(2)p(0; t) �= p0; v(l; t) = 0; 0 < t < +1; (3)p(x; 0) �= p0; v(x; 0) = v0; 0 6 x < l; (4)GDE �0 | PLOTNOSTX WODY W REZERWUARE,� = 1r�0k + 2R0�0EÆ ; (5)PRI^EM k ESTX MODULX UPRUGOSTI WODY, WHODQ℄EJ W ZAKON gUKA DLQWODY, ep = k e��0 (ep = p� p0; e� = �� �0); (6)R0 | WNUTRENNIJ RADIUS TRUBY W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII, E |MODULX UPRUGOSTI MATERIALA TRUBY, Æ | TOL℄INA TRUBY, � | OPRE-10�
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148 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQDELQEMYJ \KSPERIMENTALXNO KO\FFICIENT SOPROTIWLENIQ TRENIQ EDI-NICY DLINY TRUBY 1).pRI SOSTAWLENII URAWNENIQ DWIVENIQ MOVNO, KAK POKAZALn.e. vUKOWSKIJ, DLQ TONKIH TRUB PRI NE SLI[KOM BOLX[IH WOZMU-℄ENIQH DAWLENIQ PRENEBREGATX RADIALXNYM DWIVENIEM IH ^ASTIC 2),W TO WREMQ KAK PRI WYWODE URAWNENIQ NERAZRYWNOSTI RADIALXNO SIM-METRI^NOE RASTQVENIE TRUBY NEOBHODIMO U^ITYWATX. sILU SOPROTIW-LENIQ TRENIQ, DEJSTWU�℄U� NA \LEMENT WODY, ZAKL�^ENNYJ MEVDUPOPERE^NYMI SE^ENIQMI x I x + �x, MOVNO OPREDELITX PO FORMULE,PRIWEDENNOJ W SNOSKE.pRI WYWODE URAWNENIJ KRAEWOJ ZADA^I WELI^INY ep, e�, v BUDEM S^I-TATX MALYMI, A WELI^INU p0R0 �EÆ | ZNA^ITELXNO MENX[EJ EDINICY.uSTANOWIM SWQZX MEVDU WNUTRENNIM RADIUSOM R TRUBY I DAWLE-NIEM p W TRUBE. dLQ \TOGO RASSMOTRIM SOSTOQNIE POLOWINY \LEMENTA,OTSEKAEMOGO OT TRUBY BLIZKIMI POPERE^NYMI SE^ENIQMI x I x+�x,IZOBRAVENNOGO NA RIS. 16. sILY UPRUGOSTI, RAZWIWA�℄IESQ W SE^E-NIQH I I II \TOGO POLUKOLXCA, RAWNY SUMME PROEKCIJ SIL DAWLENIQVIDKOSTI NA SREDNIJ RADIUS POLUKOLXCA, T. E.2Æ�xE R�R0R0 = 2R�x(p� p0)ILI ep = EÆR20 eR: (7)sLEDOWATELXNO, WELI^INA eR = R�R0 TAKVE BUDET MALOJ, RAWNO KAK IWELI^INA eS = S � S0 � 2� eRR0 = S0 2R0EÆ ep: (8)wYWEDEM URAWNENIE NERAZRYWNOSTI, WYRAVA�℄EE ZAKON SOHRANE-NIQ MASSY WE℄ESTWA DLQ OB_EMA, ZAKL�^ENNOGO MEVDU PLOSKOSTQMI xI x+�x (RIS. 16, B):��t x+�xZx S� dx = (S�v)x � (S�v)x+�x;T. E. x+�xZx ��t (S�) dx = (S�v)x � (S�v)x+�x;1)pUSTX S | WNUTRENNEE POPERE^NOE SE^ENIE TRUBY, TOGDA SILA SOPRO-TIWLENIQ, PRILOVENNAQ K \LEMENTU VIDKOSTI, ZAKL�^ENNOMU MEVDU SE^E-NIQMI x I x+�x, RAWNA 2� x+�xZx S�v dx:o BOLEE TO^NOJ POSTANOWE ZADA^I, GDE PODROBNEE ANALIZIRUETSQ SILASOPROTIWLENIQ, SM., NAPRIMER, [44℄.2)w \TOM SLU^AE PROIZWEDENIE MASSY KOLXCEWOGO \LEMENTA TRUBY NARADIALXNOE USKORENIE PRENEBREVIMO MALO.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 149OTKUDA � (S�)�t = �� (S�v)�x :w SILU MALOSTI WELI^IN eS, e�, v \TO URAWNENIE PREOBRAZUETSQ W URAW-NENIE (2).
A BrIS. 16aNALOGI^NO (RIS. 16, A) SOSTAWLQEM URAWNENIE DWIVENIQ, WYRA-VA�℄EE WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA WODY, ZAKL�^ENNOGO WRASSMATRIWAEMYJ MOMENT WREMENI MEVDU SE^ENIQMI x I x + �x:ddt x+�xZx (S�v) dx = (Sp)���x�(Sp)���x+�x � 2� x+�xZx (S�v) dx;� = 
onst; � > 0;x+�xZx n ddt (S�v)o dx = (Sp)���x�(Sp)���x+�x � 2� x+�xZx (S�v) dx;OTKUDA d (S�v)dt = �� (Sp)�x � 2�S�v:w SILU MALOSTI eS, e�, ep I W SILU MALOSTI 2p0R0EÆ PO SRAWNENI� S EDI-NICEJ \TO URAWNENIE (S POMO℄X� SOOTNO[ENIJ (6) I (8)) PREOBRAZUET-SQ W URAWNENIE (1). nA^ALXNYE USLOWIQ (4) I GRANI^NYE USLOWIQ (3),PRIWEDENNYE W OTWETE, O^EWIDNY.wMESTO SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKAMOVNO POLU^ITX ODNO GIPERBOLI^ESKOE URAWNENIE WTOROGO PORQDKA KAKDLQ FUNKCII v(x; t), TAK I DLQ p(x; t). iMENNO, DIFFERENCIRUQ (1) PO xI (2) PO t I ISKL�^AQ v, POLU^IM�2p�t2 = �2 �2p�x2 � 2� �p�t PRI 0 < x < l; 0 < t < +1;p(0; t) = p0 PRI 0 < t < +1:wTOROE GRANI^NOE USLOWIE DLQ p(x; t) POLU^AEM IZ GRANI^NOGO USLO-WIQ v(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1 S POMO℄X� URAWNENIQ (1):px(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1:
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150 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdALEE, p(x; 0) = p0 PRI 0 < x < l:wTOROE NA^ALXNOE USLOWIE DLQ p(x; t) POLU^AEM IZ v(x; 0) = v0 PRI 0 66 x < l I URAWNENIQ (2):pt(x; 0) = 0 PRI 0 6 x < l:aNALOGI^NO MOVET BYTX POLU^ENA KRAEWAQ ZADA^A DLQ OPREDELE-NIQ v(x; t).6. rE[EN I E. pUSTX ! OZNA^AET PRIRA℄ENIE OB_EMA VIDKOSTIW KOLPAKE, S | PLO℄ADX WNUTRENNEGO POPERE^NOGO SE^ENIQ TRUBY NAKONCE x = l. mY IMEEM d!dt = Sv���x=l�Q(t); (1)P0
0 = P (
0 � !); (2)GDE v | SKOROSTX TE^ENIQ VIDKOSTI, A P | DAWLENIE WOZDUHA W KOL-PAKE, OTKUDA P = P0
0
0 � ! �= P0 �1 + !
0� ; (3)SLEDOWATELXNO, d!dt = 
0P0 �p�t ; (4)GDE p = P | DAWLENIE VIDKOSTI W KOLPAKE. w SILU URAWNENIQ (2)NA S. 152 d!dt = ��2�0 
0P0 �v�x : (5)pODSTAWLQQ (5) W (1), POLU^AEM ISKOMOE GRANI^NOE USLOWIE�v�x + P0S
0�2�0 v = P0
0�2�0 Q(t)���x=l: (6)7. �2��t2 = 
2 �2��x2 ;�2��t2 = 
2 �2��x2 9>=>; PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)(2)GDE 
2 = gh, g | USKORENIE SILY TQVESTI,�(0; t) = �(l; t) = 0;�x(0; t) = �x(l; t) = 0) PRI 0 < t < +1; (3)(4)�(x; 0) = f(x); �t(x; 0) = '(x);�(x; 0) = �hf 0(x); �t(x; 0) = �h'0(x)) PRI 0 < x < l: (5)(6)uKA Z AN I E. wOZMU℄ENIE DAWLENIQ W WODE PRI RASSMATRIWAEMYHWOLNOWYH DWIVENIQH MOVNO S^ITATX PRENEBREVIMO MALYM, T. E. DAW-LENIE p NA GLUBINE y, OTS^ITYWAEMOJ OT DNA KANALA, MOVNO S^ITATXBLIZKIM K GIDROSTATI^ESKOMU 1). sLAGA�℄U� v SKOROSTI ^ASTIC WO-DY PO NAPRAWLENI� OSI x MOVNO S^ITATX MALOJ, T. E. PRENEBREGATX1)nO NELXZQ PRENEBREGATX EGO PROIZWODNOJ PO x.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 151KWADRATAMI, PROIZWEDENIQMI I WYS[IMI STEPENQMI \TOJ FUNKCII IEE PROIZWODNYH. vIDKOSTX MOVNO S^ITATX NESVIMAEMOJ.
rIS. 17rE[EN I E. nA GLUBINE y, OTS^ITYWAEMOJ OT DNA KANALA, DAWLE-NIE BUDET RAWNO p = p0 + g�(h+ � � y): (7)oTS�DA NAHODIM �p�x = g� ���x : (8)sOSTAWIM URAWNENIE DWIVENIQ DLQ \LEMENTA �x�y�z SLOQ (x; x ++�x) WODY W PROEKCIQH NA OSX x (RIS. 17):�x�y�z � �v�t = ��x�y�z �p�x ���x+��x;GDE 0 < � < 1, OTKUDA POSLE SOKRA℄ENIQ NA �x�y�z PRI �x ! 0POLU^AEM � �v�t = ��p�x ; (9)ILI, ISPOLXZUQ (8),� �v�t = �g� ���x ; T. E. �v�t = �g ���x : (10)dALEE, ISPOLXZUQ NESVIMAEMOSTX VIDKOSTI, POLU^AEM �URAWNENIE NE-RAZRYWNOSTI� (URAWNENIE SOHRANENIQ MASSY)��m = �� (�mh�)�x ; (11)GDE m | [IRINA KANALA, OTKUDA� = �h ���x : (12)lINEARIZACIQ URAWNENIQ (10) DAET�v�t = �g ���x : (13)nO �v�t = �2��t2 , PO\TOMU �2��t2 = �g ���x : (14)s DRUGOJ STORONY, IZ (12) POLU^AEM�g ���x = gh �2��x2 : (15)
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152 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOPOSTAWLQQ (14) I (15), POLU^IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQFUNKCII �(x; t)�2��t2 = gh �2��x2 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1: (16)tEPERX NETRUDNO POLU^ITX OSTALXNYE SOOTNO[ENIQ OTWETA, PRIWEDEN-NOGO WY[E. uKAVEM LI[X, ^TO GRANI^NYE USLOWIQ (4) MOVNO POLU^ITXIZ GRANI^NYH USLOWIJ (3) DIFFERENCIROWANIEM PO t I PRIMENENIEMRAWENSTWA (14).w ZAKL�^ENIE NEOBHODIMO OTMETITX, ^TO DLQ OPREDELENIQ �(x; t)I �(x; t) DOSTATO^NO RE[ITX KRAEWU� ZADA^U (1), (3), (5) I ZATEM PONAJDENNOMU �(x; t) NAJTI �(x; t) PO FORMULE (12).8. oSX Ox NAPRAWLENA PO PRODOLXNOJ OSI SIMMETRII STERVNQ WEGO RAWNOWESNOM SOSTOQNII, A ZA HARAKTERISTI^ESKU� FUNKCI� PRI-NQTO POPERE^NOE OTKLONENIE u(x; t) TO^EK STERVNQ OT IH POLOVENIQRAWNOWESIQ. dLQ OPREDELENIQ u(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + a2 �4u�x4 = 0 1) PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = uxx(0; t) = u(l; t) = uxx(l; t) = 0 PRI 0 < l < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)a2 = EJ�S ; (4)GDE E | MODULX UPRUGOSTI STERVNQ, � | PLOTNOSTX MASSY STERVNQ,S | PLO℄ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, J | GEOMETRI^ESKIJMOMENT INERCII POPERE^NOGO SE^ENIQ OTNOSITELXNO EGO SREDNEJ LINII,PERPENDIKULQRNOJ K PLOSKOSTI KOLEBANIJ.uKA Z AN I E. wYWOD URAWNENIQ (1) IZLOVEN W [7, S. 142{144℄.

rIS. 18
rASSMATRIWAQ DWIVENIE KONCEWYH\LEMENTOW STERVNQ, MOVNO POLU^ITX GRA-NI^NYE USLOWIQ.wYWEDEM GRANI^NYE USLOWIQ W SLU^AE[ARNIRNOGO ZAKREPLENIQ KONCA.rASSMOTRIM GRANI^NYJ \LEMENT (l���x; l) [ARNIRNO ZAKREPLENNOGO KONCA ISOSTAWIM DLQ NEGO URAWNENIE WRA℄ATELX-NOGO DWIVENIQ OTNOSITELXNO OSI [ARNIRA(RIS. 18, SM. TAKVE RIS. 2)J��x �2'�t2 = F ���l��x�x+M ���l��x: (5)pEREHODQ K PREDELU PRI �x ! 0 W PREDPOLOVENII, ^TO NET BESKONE^-NYH UGLOWYH USKORENIJ �2'�t2 I BESKONE^NYH PEREREZYWA�℄IH SIL F ,1)|TO URAWNENIE POLU^ENO W PREDPOLOVENII, ^TO UGLOWYE USKORENIQPOPERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ OTSUTSTWU�T, T. E. STERVENX DOLVEN BYTXDOSTATO^NO TONKIM. wYWOD BOLEE TO^NOGO URAWNENIQ SM. [26℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 153POLU^IM M ��l = 0, T. E. uxx(l; t) = 0: (6)aNALOGI^NO POLU^AEM WTOROE GRANI^NOE USLOWIE DLQ LEWOGO KON-CA uxx(0; t) = 0. w LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA (5) MOVNO BYLO BY SRAZUPISATX NULX PO PREDPOLOVENI� O MALOSTI KOLEBANIJ ��2'�t2 � 0�. nOGRANI^NYE USLOWIQ (5) I (6) GODQTSQ I W TOM SLU^AE, KOGDA UGLOWYEUSKORENIQ �2'�t2 \LEMENTOW STERVNQ NE S^ITA�TSQ PRENEBREVIMO MALY-MI. wTOROE GRANI^NOE USLOWIE DLQ RASSMATRIWAEMOGO KONCA O^EWID-NO: u(l; t) = 0.9. oSX Ox RASPOLOVENA TAK VE, KAK W PREDYDU℄EJ ZADA^E. dLQOPREDELENIQ u(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + a2 �4u�x4 = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(0; t) = uxx(l; t) = uxxx(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)a2 = EJ�S :uKA Z AN I E. gRANI^NYMI USLOWIQMI DLQ VESTKO ZAKREPLENNO-GO KONCA x = 0 QWLQ�TSQ NEPODWIVNOSTX KONCA I GORIZONTALXNOSTXKASATELXNOJ. nA SWOBODNOM KONCE, ^TO DOKAZYWAETSQ OBY^NYM OBRA-ZOM, IZGIBA�℄IJ MOMENT I PEREREZYWA�℄AQ SILA DOLVNY BYTX RAWNYNUL�.10. oSX Ox RASPOLOVENA TAK VE, KAK W OTWETE ZADA^I 8. dLQ OPRE-DELENIQ OTKLONENIQ u(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + a2 �4u�x4 + k�S u = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = uxx(0; t) = u(l; t) = uxx(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)uKA Z AN I E. uRAWNENIE (1) POLU^AETSQ PEREHODOM K PREDELU PRI�x! 0 IZ URAWNENIQ, WYRAVA�℄EGO W PROEKCIQH NA OSX Ou WTOROJ ZA-KON nX�TONA DLQ \LEMENTA (x; x+�x) STERVNQ. pO POWODU GRANI^NYHUSLOWIJ SM. RE[ENIE ZADA^I 8.2. wYNUVDENNYE KOLEBANIQ I KOLEBANIQ W SREDE S SOPRO-TIWLENIEM; URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI.11. utt = a2uxx + f(x; t) PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)f(x; t) = 1� F (x; t), GDE � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY STRUNY.



152 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOPOSTAWLQQ (14) I (15), POLU^IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQFUNKCII �(x; t)�2��t2 = gh �2��x2 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1: (16)tEPERX NETRUDNO POLU^ITX OSTALXNYE SOOTNO[ENIQ OTWETA, PRIWEDEN-NOGO WY[E. uKAVEM LI[X, ^TO GRANI^NYE USLOWIQ (4) MOVNO POLU^ITXIZ GRANI^NYH USLOWIJ (3) DIFFERENCIROWANIEM PO t I PRIMENENIEMRAWENSTWA (14).w ZAKL�^ENIE NEOBHODIMO OTMETITX, ^TO DLQ OPREDELENIQ �(x; t)I �(x; t) DOSTATO^NO RE[ITX KRAEWU� ZADA^U (1), (3), (5) I ZATEM PONAJDENNOMU �(x; t) NAJTI �(x; t) PO FORMULE (12).8. oSX Ox NAPRAWLENA PO PRODOLXNOJ OSI SIMMETRII STERVNQ WEGO RAWNOWESNOM SOSTOQNII, A ZA HARAKTERISTI^ESKU� FUNKCI� PRI-NQTO POPERE^NOE OTKLONENIE u(x; t) TO^EK STERVNQ OT IH POLOVENIQRAWNOWESIQ. dLQ OPREDELENIQ u(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + a2 �4u�x4 = 0 1) PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = uxx(0; t) = u(l; t) = uxx(l; t) = 0 PRI 0 < l < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)a2 = EJ�S ; (4)GDE E | MODULX UPRUGOSTI STERVNQ, � | PLOTNOSTX MASSY STERVNQ,S | PLO℄ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, J | GEOMETRI^ESKIJMOMENT INERCII POPERE^NOGO SE^ENIQ OTNOSITELXNO EGO SREDNEJ LINII,PERPENDIKULQRNOJ K PLOSKOSTI KOLEBANIJ.uKA Z AN I E. wYWOD URAWNENIQ (1) IZLOVEN W [7, S. 142{144℄.

rIS. 18
rASSMATRIWAQ DWIVENIE KONCEWYH\LEMENTOW STERVNQ, MOVNO POLU^ITX GRA-NI^NYE USLOWIQ.wYWEDEM GRANI^NYE USLOWIQ W SLU^AE[ARNIRNOGO ZAKREPLENIQ KONCA.rASSMOTRIM GRANI^NYJ \LEMENT (l���x; l) [ARNIRNO ZAKREPLENNOGO KONCA ISOSTAWIM DLQ NEGO URAWNENIE WRA℄ATELX-NOGO DWIVENIQ OTNOSITELXNO OSI [ARNIRA(RIS. 18, SM. TAKVE RIS. 2)J��x �2'�t2 = F ���l��x�x+M ���l��x: (5)pEREHODQ K PREDELU PRI �x ! 0 W PREDPOLOVENII, ^TO NET BESKONE^-NYH UGLOWYH USKORENIJ �2'�t2 I BESKONE^NYH PEREREZYWA�℄IH SIL F ,1)|TO URAWNENIE POLU^ENO W PREDPOLOVENII, ^TO UGLOWYE USKORENIQPOPERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ OTSUTSTWU�T, T. E. STERVENX DOLVEN BYTXDOSTATO^NO TONKIM. wYWOD BOLEE TO^NOGO URAWNENIQ SM. [26℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 153POLU^IM M ��l = 0, T. E. uxx(l; t) = 0: (6)aNALOGI^NO POLU^AEM WTOROE GRANI^NOE USLOWIE DLQ LEWOGO KON-CA uxx(0; t) = 0. w LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA (5) MOVNO BYLO BY SRAZUPISATX NULX PO PREDPOLOVENI� O MALOSTI KOLEBANIJ ��2'�t2 � 0�. nOGRANI^NYE USLOWIQ (5) I (6) GODQTSQ I W TOM SLU^AE, KOGDA UGLOWYEUSKORENIQ �2'�t2 \LEMENTOW STERVNQ NE S^ITA�TSQ PRENEBREVIMO MALY-MI. wTOROE GRANI^NOE USLOWIE DLQ RASSMATRIWAEMOGO KONCA O^EWID-NO: u(l; t) = 0.9. oSX Ox RASPOLOVENA TAK VE, KAK W PREDYDU℄EJ ZADA^E. dLQOPREDELENIQ u(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + a2 �4u�x4 = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(0; t) = uxx(l; t) = uxxx(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)a2 = EJ�S :uKA Z AN I E. gRANI^NYMI USLOWIQMI DLQ VESTKO ZAKREPLENNO-GO KONCA x = 0 QWLQ�TSQ NEPODWIVNOSTX KONCA I GORIZONTALXNOSTXKASATELXNOJ. nA SWOBODNOM KONCE, ^TO DOKAZYWAETSQ OBY^NYM OBRA-ZOM, IZGIBA�℄IJ MOMENT I PEREREZYWA�℄AQ SILA DOLVNY BYTX RAWNYNUL�.10. oSX Ox RASPOLOVENA TAK VE, KAK W OTWETE ZADA^I 8. dLQ OPRE-DELENIQ OTKLONENIQ u(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + a2 �4u�x4 + k�S u = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = uxx(0; t) = u(l; t) = uxx(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)uKA Z AN I E. uRAWNENIE (1) POLU^AETSQ PEREHODOM K PREDELU PRI�x! 0 IZ URAWNENIQ, WYRAVA�℄EGO W PROEKCIQH NA OSX Ou WTOROJ ZA-KON nX�TONA DLQ \LEMENTA (x; x+�x) STERVNQ. pO POWODU GRANI^NYHUSLOWIJ SM. RE[ENIE ZADA^I 8.2. wYNUVDENNYE KOLEBANIQ I KOLEBANIQ W SREDE S SOPRO-TIWLENIEM; URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI.11. utt = a2uxx + f(x; t) PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)f(x; t) = 1� F (x; t), GDE � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY STRUNY.



154 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE (1) POLU^AETSQ IZURAWNENIQ DWIVENIQ DLQ \LEMENTA (x; x + �x) STRUNY PRI �x ! 0.12. dLQ OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STRUNY OT POLOVENIQ RAWNOWE-SIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + H
� I(t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)GDE a2 = T� , T | NATQVENIE STRUNY, �| LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY,
 | SKOROSTX SWETA,u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l: (3)13. utt = a2uxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = '(t); ux(l; t) = �(t)ES PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0 PRI 0 < x < l: (3)uKA Z AN I E. gRANI^NOE USLOWIE DLQ KONCA x = l POLU^AETSQ PE-REHODOM K PREDELU PRI �x! 0 IZ URAWNENIQ DWIVENIQ, WYRAVA�℄EGOWTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA (l ��x; l) STERVNQ.14. dLQ OPREDELENIQ PREDELXNYH OTKLONENIJ u(x; t) POPERE^NYHSE^ENIJ STERVNQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + g PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = v0 PRI 0 < x < l; (3)GDE g | USKORENIE SILY TQVESTI, A v0 | SKOROSTX, DOSTIGNUTAQ LIF-TOM K MOMENTU OSTANOWKI.15. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STRUNYOT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx � 2�2ut PRI 0 < t < +1; 0 < x < l; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE 2�2 = k� , � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY STRUNY, k | �KO\FFI-CIENT TRENIQ�, T. E. KO\FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI W SOOTNO[ENII� = �kut;OPREDELQ�℄EM SILU TRENIQ, DEJSTWU�℄U� NA EDINICU DLINY STRUNY.uKA Z AN I E. uRAWNENIE (1) POLU^AETSQ PEREHODOM K PREDELU PRI�x! 0 IZ URAWNENIQ DWIVENIQ DLQ \LEMENTA (x; x+�x) STRUNY.16. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NOGO OTKLONENIQ TO^EK STERVNQ OTIH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx + 2�2ut = f(x; t) PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 155u(0; t) = ux(0; t) = u(l; t) = ux(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)ZDESX � IMEET TAKOJ VE SMYSL, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.17. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NOGO OTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STERVNQOT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(0; t) = 0; uxx(l; t) = 0; EJuxxx(l; t) = ��(t) (2)PRI 0 < t < +1, GDE �(t) | PRILOVENNAQ K KONCU x = l POPERE^NAQSILA (EE PROEKCIQ NA OSX Ou, �SOWPADA�℄AQ� S SILOJ, TAK KAK SILAPARALLELXNA OSI Ou),u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)uKA Z AN I E. pOSLEDNEE IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2) MOVET BYTXPOLU^ENO PEREHODOM K PREDELU PRI �x! 0 W URAWNENII, WYRAVA�℄EMW PROEKCII NA OSX Ou WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA (l��x; l)STERVNQ. pO POWODU USLOWIQ uxx(l; t) = 0 SM. RE[ENIE ZADA^I 8.18. dLQ OPREDELENIQ PRODOLXNYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STERVNQOT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U 1)utt = a2uxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ESux(l; t) = kut(l; t) PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE k | KO\FFICIENT TRENIQ DLQ KONCA x = l STERVNQ.19. vxx = CLvtt + (CR +GL)vt +GRvPRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)v(0; t) = 0; v(l; t) = E(t) PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = F (x); vt(x; 0) = �GF (x)� f 0(x)C PRI 0 < x < l; (3)GDE E(t) | ZADANNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA, PRILOVENNAQ K KON-CU x = l PROWODA, A L, C, G, R| SOOTWETSTWENNO KO\FFICIENT SAMOIN-DUKCII, EMKOSTX, UTE^KA I SOPROTIWLENIE, RASS^ITANNYE NA EDINICUDLINY PROWODA.uKA Z AN I E. nA^ALXNYE USLOWIQ ZAPISYWA�TSQ W FORME (3), ESLIWOSPOLXZOWATXSQ WTORYM IZ SISTEMY TELEGRAFNYH URAWNENIJvx + Lit +Ri = 0;ix + Cvt +Gv = 0 (4)PRI t = 0. sISTEMA (4) WYWODITSQ W [7, S. 30, 31℄.1)pO POWODU WYWODA GRANI^NYH USLOWIJ SM. UKAZANIE K ZADA^E 1.
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 | SKOROSTX SWETA,u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l: (3)13. utt = a2uxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = '(t); ux(l; t) = �(t)ES PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0 PRI 0 < x < l: (3)uKA Z AN I E. gRANI^NOE USLOWIE DLQ KONCA x = l POLU^AETSQ PE-REHODOM K PREDELU PRI �x! 0 IZ URAWNENIQ DWIVENIQ, WYRAVA�℄EGOWTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA (l ��x; l) STERVNQ.14. dLQ OPREDELENIQ PREDELXNYH OTKLONENIJ u(x; t) POPERE^NYHSE^ENIJ STERVNQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx + g PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = v0 PRI 0 < x < l; (3)GDE g | USKORENIE SILY TQVESTI, A v0 | SKOROSTX, DOSTIGNUTAQ LIF-TOM K MOMENTU OSTANOWKI.15. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STRUNYOT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx � 2�2ut PRI 0 < t < +1; 0 < x < l; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE 2�2 = k� , � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY STRUNY, k | �KO\FFI-CIENT TRENIQ�, T. E. KO\FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI W SOOTNO[ENII� = �kut;OPREDELQ�℄EM SILU TRENIQ, DEJSTWU�℄U� NA EDINICU DLINY STRUNY.uKA Z AN I E. uRAWNENIE (1) POLU^AETSQ PEREHODOM K PREDELU PRI�x! 0 IZ URAWNENIQ DWIVENIQ DLQ \LEMENTA (x; x+�x) STRUNY.16. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NOGO OTKLONENIQ TO^EK STERVNQ OTIH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx + 2�2ut = f(x; t) PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 155u(0; t) = ux(0; t) = u(l; t) = ux(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)ZDESX � IMEET TAKOJ VE SMYSL, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.17. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NOGO OTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STERVNQOT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt + a2uxxxx = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(0; t) = 0; uxx(l; t) = 0; EJuxxx(l; t) = ��(t) (2)PRI 0 < t < +1, GDE �(t) | PRILOVENNAQ K KONCU x = l POPERE^NAQSILA (EE PROEKCIQ NA OSX Ou, �SOWPADA�℄AQ� S SILOJ, TAK KAK SILAPARALLELXNA OSI Ou),u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)uKA Z AN I E. pOSLEDNEE IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2) MOVET BYTXPOLU^ENO PEREHODOM K PREDELU PRI �x! 0 W URAWNENII, WYRAVA�℄EMW PROEKCII NA OSX Ou WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA (l��x; l)STERVNQ. pO POWODU USLOWIQ uxx(l; t) = 0 SM. RE[ENIE ZADA^I 8.18. dLQ OPREDELENIQ PRODOLXNYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STERVNQOT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U 1)utt = a2uxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ESux(l; t) = kut(l; t) PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE k | KO\FFICIENT TRENIQ DLQ KONCA x = l STERVNQ.19. vxx = CLvtt + (CR +GL)vt +GRvPRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)v(0; t) = 0; v(l; t) = E(t) PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = F (x); vt(x; 0) = �GF (x)� f 0(x)C PRI 0 < x < l; (3)GDE E(t) | ZADANNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA, PRILOVENNAQ K KON-CU x = l PROWODA, A L, C, G, R| SOOTWETSTWENNO KO\FFICIENT SAMOIN-DUKCII, EMKOSTX, UTE^KA I SOPROTIWLENIE, RASS^ITANNYE NA EDINICUDLINY PROWODA.uKA Z AN I E. nA^ALXNYE USLOWIQ ZAPISYWA�TSQ W FORME (3), ESLIWOSPOLXZOWATXSQ WTORYM IZ SISTEMY TELEGRAFNYH URAWNENIJvx + Lit +Ri = 0;ix + Cvt +Gv = 0 (4)PRI t = 0. sISTEMA (4) WYWODITSQ W [7, S. 30, 31℄.1)pO POWODU WYWODA GRANI^NYH USLOWIJ SM. UKAZANIE K ZADA^E 1.



156 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ3. zADA^I O KOLEBANIQH, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S NE-PRERYWNYMI PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI.20. �(x)S(x) �2u�t2 = ��x hE(x)S(x) �u�xiPRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)21. oSX Ox NAPRAWLENA PO OSI KONUSA. dLQ OPREDELENIQ PRODOLX-NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STERVNQ OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQPOLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�1� xH �2 �2u�t2 = a2 ��x ��1� xH �2 �u�x�PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)zDESX a2 = E� , E | MODULX UPRUGOSTI, � | PLOTNOSTX MASSY, H == RR� r l | WYSOTA POLNOGO KONUSA, ^ASTX� KOTOROGO QWLQETSQSTERVENX.22. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STERV-NQ OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�1� xH � �2u�t2 + �2 �2�x2 ��1� xH �3 �2u�x2 � = 0PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)GDE �2 = Eh212� , H = hh� h0 l| WYSOTA POLNOGO KLINA, ^ASTX� KOTOROGOQWLQETSQ STERVENXu(0; t) = 0; ux(0; t) = 0; uxx(l; t) = uxxx(l; t) = 0PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)eSLI DLQ POPERE^NOGO SE^ENIQ S ABSCISSOJ x PLO℄ADX I MOMENTINERCII (OTNOSITELXNO GORIZONTALXNOJ SREDNEJ LINII POPERE^NOGO SE-^ENIQ) RAWNY SOOTWETSTWENNO S(x) I J(x), TO URAWNENIE POPERE^NYHKOLEBANIJ STERVNQ BUDET IMETX WIDS(x)� �2u�t2 + �2�x2 �EJ(x) �2u�x2 � = 0: (4)sNA^ALA NUVNO POLU^ITX URAWNENIE (4), ANALOGI^NO TOMU KAK \TO DE-LALOSX W RE[ENII ZADA^I 8 NASTOQ℄EGO PARAGRAFA, A ZATEM, PODSTAWLQQ

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 157ZNA^ENIQ S(x) I J(x) DLQ RASSMATRIWAEMOGO KLINOOBRAZNOGO STERVNQ,POLU^ITX IZ URAWNENIQ (4) URAWNENIE (1). pO POWODU WYWODA GRANI^-NYH USLOWIJ (2) SM. TAKVE RE[ENIE ZADA^I 8.23. oSX Ox NAPRAWLENA PO STRUNE W POLOVENII RAWNOWESIQ, PRI\TOM EE NA^ALO SOWME℄AETSQ SO SWOBODNYM KONCOM STRUNY. dLQ OPRE-DELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STRUNY OT IH POLOVENIQRAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = g ��x �x �u�x� PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) OGRANI^ENO 1); u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE g | USKORENIE SILY TQVESTI.24. w SISTEME KOORDINAT, WYBRANNOJ TAK VE, KAK W PREDYDU℄EJZADA^E, DLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STRUNYOT POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = g ��x �x �u�x�+ !2u PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) OGRANI^ENO; u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE g | USKORENIE SILY TQVESTI.25. iSPOLXZUEM PRQMOUGOLXNU� SISTEMU KOORDINAT xOu, OSX OxKOTOROJ NAPRAWLENA PO STRUNE PRI EE RAWNOWESNOM DWIVENII, A OSX OuPERPENDIKULQRNA K PLOSKOSTI RAWNOWESNOGO DWIVENIQ, PRI^EM NA^ALOKOORDINAT SOWPADAET SO SWOBODNYM KONCOM STRUNY. dLQ OPREDELENIQOTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STRUNY OT PLOSKOSTI RAWNOWESNOGO DWIVENIQPOLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = !22 ��x �x2 �u�x� PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) OGRANI^ENO; u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)pO POWODU GRANI^NOGO USLOWIQ DLQ KONCA x = 0 SM. PRIME^ANIE KOTWETU ZADA^I 23 NASTOQ℄EGO PARAGRAFA.1)tREBOWANIE OGRANI^ENNOSTI u(0; t) I OTKLONENIJ SWOBODNOGO KONCAO^EWIDNO. |TO TREBOWANIE QWLQETSQ DOSTATO^NYM I S MATEMATI^ESKOJ TO^-KI ZRENIQ, ^TO OBUSLOWLIWAETSQ STRUKTUROJ URAWNENIQ (1). iMENNO, WY^I-SLIW \NERGI� KOLEBL�℄EJSQ STRUNY, MOVNO, KAK I W PROSTEJ[EM SLU^AEPOPERE^NYH KOLEBANIJ STRUNY, DOKAZATX EDINSTWENNOSTX RE[ENIQ KRAEWOJZADA^I (1), (2), (3).



156 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ3. zADA^I O KOLEBANIQH, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S NE-PRERYWNYMI PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI.20. �(x)S(x) �2u�t2 = ��x hE(x)S(x) �u�xiPRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)21. oSX Ox NAPRAWLENA PO OSI KONUSA. dLQ OPREDELENIQ PRODOLX-NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STERVNQ OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQPOLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�1� xH �2 �2u�t2 = a2 ��x ��1� xH �2 �u�x�PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)zDESX a2 = E� , E | MODULX UPRUGOSTI, � | PLOTNOSTX MASSY, H == RR� r l | WYSOTA POLNOGO KONUSA, ^ASTX� KOTOROGO QWLQETSQSTERVENX.22. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STERV-NQ OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�1� xH � �2u�t2 + �2 �2�x2 ��1� xH �3 �2u�x2 � = 0PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)GDE �2 = Eh212� , H = hh� h0 l| WYSOTA POLNOGO KLINA, ^ASTX� KOTOROGOQWLQETSQ STERVENXu(0; t) = 0; ux(0; t) = 0; uxx(l; t) = uxxx(l; t) = 0PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)eSLI DLQ POPERE^NOGO SE^ENIQ S ABSCISSOJ x PLO℄ADX I MOMENTINERCII (OTNOSITELXNO GORIZONTALXNOJ SREDNEJ LINII POPERE^NOGO SE-^ENIQ) RAWNY SOOTWETSTWENNO S(x) I J(x), TO URAWNENIE POPERE^NYHKOLEBANIJ STERVNQ BUDET IMETX WIDS(x)� �2u�t2 + �2�x2 �EJ(x) �2u�x2 � = 0: (4)sNA^ALA NUVNO POLU^ITX URAWNENIE (4), ANALOGI^NO TOMU KAK \TO DE-LALOSX W RE[ENII ZADA^I 8 NASTOQ℄EGO PARAGRAFA, A ZATEM, PODSTAWLQQ

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 157ZNA^ENIQ S(x) I J(x) DLQ RASSMATRIWAEMOGO KLINOOBRAZNOGO STERVNQ,POLU^ITX IZ URAWNENIQ (4) URAWNENIE (1). pO POWODU WYWODA GRANI^-NYH USLOWIJ (2) SM. TAKVE RE[ENIE ZADA^I 8.23. oSX Ox NAPRAWLENA PO STRUNE W POLOVENII RAWNOWESIQ, PRI\TOM EE NA^ALO SOWME℄AETSQ SO SWOBODNYM KONCOM STRUNY. dLQ OPRE-DELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STRUNY OT IH POLOVENIQRAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = g ��x �x �u�x� PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) OGRANI^ENO 1); u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE g | USKORENIE SILY TQVESTI.24. w SISTEME KOORDINAT, WYBRANNOJ TAK VE, KAK W PREDYDU℄EJZADA^E, DLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STRUNYOT POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = g ��x �x �u�x�+ !2u PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) OGRANI^ENO; u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l; (3)GDE g | USKORENIE SILY TQVESTI.25. iSPOLXZUEM PRQMOUGOLXNU� SISTEMU KOORDINAT xOu, OSX OxKOTOROJ NAPRAWLENA PO STRUNE PRI EE RAWNOWESNOM DWIVENII, A OSX OuPERPENDIKULQRNA K PLOSKOSTI RAWNOWESNOGO DWIVENIQ, PRI^EM NA^ALOKOORDINAT SOWPADAET SO SWOBODNYM KONCOM STRUNY. dLQ OPREDELENIQOTKLONENIQ u(x; t) TO^EK STRUNY OT PLOSKOSTI RAWNOWESNOGO DWIVENIQPOLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = !22 ��x �x2 �u�x� PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) OGRANI^ENO; u(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)pO POWODU GRANI^NOGO USLOWIQ DLQ KONCA x = 0 SM. PRIME^ANIE KOTWETU ZADA^I 23 NASTOQ℄EGO PARAGRAFA.1)tREBOWANIE OGRANI^ENNOSTI u(0; t) I OTKLONENIJ SWOBODNOGO KONCAO^EWIDNO. |TO TREBOWANIE QWLQETSQ DOSTATO^NYM I S MATEMATI^ESKOJ TO^-KI ZRENIQ, ^TO OBUSLOWLIWAETSQ STRUKTUROJ URAWNENIQ (1). iMENNO, WY^I-SLIW \NERGI� KOLEBL�℄EJSQ STRUNY, MOVNO, KAK I W PROSTEJ[EM SLU^AEPOPERE^NYH KOLEBANIJ STRUNY, DOKAZATX EDINSTWENNOSTX RE[ENIQ KRAEWOJZADA^I (1), (2), (3).



158 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ4. zADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S RAZRYWNYMI KO\F-FICIENTAMI, I RODSTWENNYE IM (KUSO^NO ODNORODNYE SREDY,SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY).26. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX STERVNQ. w SOSTOQNII RAWNOWESIQPLOSKOSTX SOEDINENIQ TORCOW POLUOGRANI^ENNYH STERVNEJ PROHODIT^EREZ NA^ALO KOORDINAT; u1(x; t) | PRODOLXNYE OTKLONENIQ TO^EKPERWOGO POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ, u2(x; t) | WTOROGO. dLQ OPREDE-LENIQ u1(x; t) I u2(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u1�t2 = a21 �2u1�x2 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 = a22 �2u2�x2 PRI 0 < x <1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); E1 �u1(0; t)�x = E2 �u2(0; t)�x PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); �u1(x; 0)�t = F (x) PRI �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = f(x); �u2(x; 0)�t = F (x) PRI 0 < x < +1;a21 = E1�1 ; a22 = E2�2 :uKA Z AN I E. pERWOE IZ USLOWIJ SOPRQVENIQ (2) OZNA^AET, ^TO TOR-CY POLUOGRANI^ENNYH STERVNEJ WSE WREMQ OSTA�TSQ SOEDINENNYMIWMESTE, WTOROE VE MOVET BYTX POLU^ENO PRI�x! 0 IZ URAWNENIQ DWI-VENIQ, WYRAVA�℄EGO WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA (��x; �x)SOSTAWNOGO STERVNQ.27. oSX Ox WYBRANA TAK VE, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E. dLQOPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ TO^EK STERVNQ POLU^AEM KRAE-WU� ZADA^U�2u1�t2 + a21 �4u1�x4 = 0 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 + a22 �4u2�x4 PRI 0 < x < +1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); u1x(0; t) = u2x(0; t);E1u1xx(0; t) = E2u2xx(0; t);E1u1xxx(0; t) = E2u2xxx(0; t) 9=; PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1; � (3)a21 = E1J�1S ; a22 = E2J�2S :28. oSX Ox I FUNKCII u1(x; t) I u2(x; t) WYBRANY TAK VE, KAKW PREDYDU℄EJ ZADA^E. dLQ OPREDELENIQ u1(x; t) I u2(x; t) POLU^AEM

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 159KRAEWU� ZADA^U�2u1�t2 = a21 �2u1�x2 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 = a22 �2u2�x2 PRI 0 < x < +1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); k1 �u1(0; t)�x = k2 �u2(0; t)�x PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); �u1(x; 0)�t = F (x) PRI �1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); �u2(x; 0)�t = F (x) PRI 0 < x < +1; 9>=>; (3)a21 = k1 p(1)0�(1)0 ; a22 = k2 p(2)0�(2)0 ;k1 I k2 | POKAZATELI ADIABATY DLQ PERWOGO I WTOROGO GAZOW, p(1)0 == p(2)0 I �(1)0 , �(2)0 | DAWLENIQ I PLOTNOSTI PERWOGO I WTOROGO GAZOW WNEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII.uKA Z AN I E. wTOROE IZ GRANI^NYH USLOWIJ POLU^AETSQ S PO-MO℄X� SOOTNO[ENIJ (10) I (30) RE[ENIQ ZADA^I 4 IZ RAWENSTWA WOZ-MU℄ENIJ DAWLENIQ ep(1)(0; t) = ep(2)(0; t);KOTOROE W SWO� O^EREDX POLU^AETSQ PEREHODOM K PREDELU IZ URAWNE-NIQ DWIVENIQ, WYRAVA�℄EGO WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMEN-TA (��x; �x) GAZA, W SILU RAWENSTWA NEWOZMU℄ENNYH DAWLENIJ p(1)0 == p(2)0 .29.oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX KANALA, PRI^EM NA^ALO KOORDINATOPOME℄ENO W PLOSKOSTI, GDE POPERE^NOE SE^ENIE KANALA MENQETSQ SKA^-KOM.pUSTX [IRINA I GLUBINA 1)LEWOGO POLUOGRANI^ENNOGO KANALA RAW-NY m1 I h1, A DLQ PRAWOGO | RAWNY m2 I h2. tOGDA DLQ OPREDELENIQPRODOLXNYH SME℄ENIJ ^ASTIC VIDKOSTI I WERTIKALXNYH OTKLONENIJSWOBODNOJ POWERHNOSTI VIDKOSTI OT RAWNOWESNOGO SOSTOQNIQ POLU^AEMKRAEWU� ZADA^U�2�1(x; t)�t2 = gh1 �2�1(x; t)�x2 ;�2�1(x; t)�t2 = gh1 �2�1(x; t)�x2 9>=>; PRI �1 < x < 0; 0 < t < +1; (1)�2�2(x; t)�t2 = gh2 �2�2(x; t)�x2 ;�2�2(x; t)�t2 = gh2 �2�2(x; t)�x2 9>=>; PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1; (10)1)gLUBINA, OTS^ITANNAQ OT SWOBODNOJ NEWOZMU℄ENNOJ POWERHNOSTIVIDKOSTI.



158 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ4. zADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM S RAZRYWNYMI KO\F-FICIENTAMI, I RODSTWENNYE IM (KUSO^NO ODNORODNYE SREDY,SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY).26. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX STERVNQ. w SOSTOQNII RAWNOWESIQPLOSKOSTX SOEDINENIQ TORCOW POLUOGRANI^ENNYH STERVNEJ PROHODIT^EREZ NA^ALO KOORDINAT; u1(x; t) | PRODOLXNYE OTKLONENIQ TO^EKPERWOGO POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ, u2(x; t) | WTOROGO. dLQ OPREDE-LENIQ u1(x; t) I u2(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u1�t2 = a21 �2u1�x2 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 = a22 �2u2�x2 PRI 0 < x <1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); E1 �u1(0; t)�x = E2 �u2(0; t)�x PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); �u1(x; 0)�t = F (x) PRI �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = f(x); �u2(x; 0)�t = F (x) PRI 0 < x < +1;a21 = E1�1 ; a22 = E2�2 :uKA Z AN I E. pERWOE IZ USLOWIJ SOPRQVENIQ (2) OZNA^AET, ^TO TOR-CY POLUOGRANI^ENNYH STERVNEJ WSE WREMQ OSTA�TSQ SOEDINENNYMIWMESTE, WTOROE VE MOVET BYTX POLU^ENO PRI�x! 0 IZ URAWNENIQ DWI-VENIQ, WYRAVA�℄EGO WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMENTA (��x; �x)SOSTAWNOGO STERVNQ.27. oSX Ox WYBRANA TAK VE, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E. dLQOPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ TO^EK STERVNQ POLU^AEM KRAE-WU� ZADA^U�2u1�t2 + a21 �4u1�x4 = 0 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 + a22 �4u2�x4 PRI 0 < x < +1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); u1x(0; t) = u2x(0; t);E1u1xx(0; t) = E2u2xx(0; t);E1u1xxx(0; t) = E2u2xxx(0; t) 9=; PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1; � (3)a21 = E1J�1S ; a22 = E2J�2S :28. oSX Ox I FUNKCII u1(x; t) I u2(x; t) WYBRANY TAK VE, KAKW PREDYDU℄EJ ZADA^E. dLQ OPREDELENIQ u1(x; t) I u2(x; t) POLU^AEM

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 159KRAEWU� ZADA^U�2u1�t2 = a21 �2u1�x2 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 = a22 �2u2�x2 PRI 0 < x < +1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); k1 �u1(0; t)�x = k2 �u2(0; t)�x PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); �u1(x; 0)�t = F (x) PRI �1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); �u2(x; 0)�t = F (x) PRI 0 < x < +1; 9>=>; (3)a21 = k1 p(1)0�(1)0 ; a22 = k2 p(2)0�(2)0 ;k1 I k2 | POKAZATELI ADIABATY DLQ PERWOGO I WTOROGO GAZOW, p(1)0 == p(2)0 I �(1)0 , �(2)0 | DAWLENIQ I PLOTNOSTI PERWOGO I WTOROGO GAZOW WNEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII.uKA Z AN I E. wTOROE IZ GRANI^NYH USLOWIJ POLU^AETSQ S PO-MO℄X� SOOTNO[ENIJ (10) I (30) RE[ENIQ ZADA^I 4 IZ RAWENSTWA WOZ-MU℄ENIJ DAWLENIQ ep(1)(0; t) = ep(2)(0; t);KOTOROE W SWO� O^EREDX POLU^AETSQ PEREHODOM K PREDELU IZ URAWNE-NIQ DWIVENIQ, WYRAVA�℄EGO WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ \LEMEN-TA (��x; �x) GAZA, W SILU RAWENSTWA NEWOZMU℄ENNYH DAWLENIJ p(1)0 == p(2)0 .29.oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX KANALA, PRI^EM NA^ALO KOORDINATOPOME℄ENO W PLOSKOSTI, GDE POPERE^NOE SE^ENIE KANALA MENQETSQ SKA^-KOM.pUSTX [IRINA I GLUBINA 1)LEWOGO POLUOGRANI^ENNOGO KANALA RAW-NY m1 I h1, A DLQ PRAWOGO | RAWNY m2 I h2. tOGDA DLQ OPREDELENIQPRODOLXNYH SME℄ENIJ ^ASTIC VIDKOSTI I WERTIKALXNYH OTKLONENIJSWOBODNOJ POWERHNOSTI VIDKOSTI OT RAWNOWESNOGO SOSTOQNIQ POLU^AEMKRAEWU� ZADA^U�2�1(x; t)�t2 = gh1 �2�1(x; t)�x2 ;�2�1(x; t)�t2 = gh1 �2�1(x; t)�x2 9>=>; PRI �1 < x < 0; 0 < t < +1; (1)�2�2(x; t)�t2 = gh2 �2�2(x; t)�x2 ;�2�2(x; t)�t2 = gh2 �2�2(x; t)�x2 9>=>; PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1; (10)1)gLUBINA, OTS^ITANNAQ OT SWOBODNOJ NEWOZMU℄ENNOJ POWERHNOSTIVIDKOSTI.



160 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�1(0; t) = �2(0; t); m1h1�1t(0; t) = m2h2�2t(0; t) PRI 0 < t < +1;(2)�1(x; 0) = f(x); �1t(x; 0) = F (x);�1(x; 0) = �h1f 0(x); �1t(x; 0) = �h1F 0(x)� PRI �1 < x < 0; (3)�2(x; 0) = f(x); �2t(x; 0) = F (x);�2(x; 0) = �h2f 0(x); �2t(x; 0) = �h2F 0(x)� PRI 0 < x < +1: (30)uKA Z AN I E. pERWOE IZ USLOWIJ SOPRQVENIQ (2) SLEDUET IZ PRED-POLOVENIQ O NEPRERYWNOSTI DAWLENIQ W VIDKOSTI PRI PEREHODE ^EREZPOPERE^NOE SE^ENIE x = 0, WTOROE VE WYRAVAET ZAKON SOHRANENIQ MAS-SY. pERWOE IZ USLOWIJ (2) MOVET BYTX ZAMENENO USLOWIEMh1�1x(0; t) = h2�2x(0; t) (4)S POMO℄X� SOOTNO[ENIJ�1(x; t) = �h1�1x(x; t); �2(x; t) = �h2�2x(x; t): (5)tOGDA KRAEWAQ ZADA^A DLQ OPREDELENIQ �1(x; t) I �2(x; t) STANOWITSQNEZAWISIMOJ OT KRAEWOJ ZADA^I DLQ OPREDELENIQ �1(x; t) I �2(x; t).zAMETIM, NAKONEC, ^TO USLOWIQ SOPRQVENIQ (2) [ILI WTOROE IZ USLO-WIJ (2) I USLOWIE (4)℄ LI[X PRIBLIVENNO OPISYWA�T QWLENIE W OKREST-NOSTI POPERE^NOGO SE^ENIQ x = 0, TAK KAK OBA ONI BAZIRU�TSQ NA PRED-POLOVENII, ^TO UROWNI POPERE^NYH SE^ENIJ ��x I �x PRI MALOM �xOTLI^A�TSQ MALO.30. oSI KOORDINAT I HARAKTERIZU�℄IE FUNKCII WYBRANY TAK VE,KAK W ZADA^E 26. dLQ OPREDELENIQ u1(x; t) I u2(x; t) POLU^AEM KRAEWU�ZADA^U �2u1�t2 = a21 �2u1�x2 PRI �1 < x < 0; 0 < t < +1; (1)�2u2�t2 = a22 �2u2�x2 PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1; (10)u1(0; t) = u2(0; t), M �2u1(0; t)�t2 =M �2u2(0; t)�t2 == E2 �u2(0; t)�x �E1 �u1(0; t)�x ; (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1: (30)uKA Z AN I E. wTOROE IZ USLOWIJ SOPRQVENIQ (2) WYRAVAET WTOROJZAKON nX�TONA DLQ VESTKOJ PROKLADKI MASSYM . sM. TAKVE UKAZANIEK ZADA^E 26 I RE[ENIE ZADA^I 32.31. oSX x NAPRAWLENA WDOLX PRQMOLINEJNOGO POLOVENIQ RAWNOWE-SIQ STERVNQ, PRI^EM NA^ALO KOORDINAT POME℄ENO W PLOSKOSTI SOEDINE-NIQ TORCA POLUOGRANI^ENNYH STERVNEJ 1). dLQ OPREDELENIQ POPERE^-1)nAPOMNIM, ^TO PO USLOWI� ZADA^I TOL℄INA VESTKOJ PROKLADKI MEV-DU SOEDINENNYMI TORCAMI PRENEBREVIMO MALA.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 161NYH OTKLONENIJ TO^EK STERVNQ OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEMKRAEWU� ZADA^U�2u1�t2 + a21 �4u1�x4 = 0 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 + a22 �4u2�x4 = 0 PRI 0 < x < +1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); u1x(0; t) = u2x(0; t);E1u1xx(0; t) = E2u2xx(0; t) 1);Mu1tt(0; t) =Mu2tt(0; t) == E1Ju1xxx(0; t)�E2Ju2xxx(0; t) 9>>>=>>>; PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x <1; � (3)a21 = E1J�1S ; a22 = E2J�2S : (4)32. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX STERVNQ, TAK ^TO EGO WERHNIJ KONECIMEET ABSCISSU x = 0. dLQ OPREDELENIQ PRODOLXNOGO OTKLONENIQ u(x; t)TO^EK STERVNQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; Qg utt(l; t) = �ESux(l; t) +Q PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0 PRI 0 < x < l: (3)rE[EN I E. oSTANOWIMSQ NA WYWODE WTOROGO IZ GRANI^NYHUSLOWIJ (2). sOSTAWIM URAWNENIE, WYRAVA�℄EE W PROEKCIQH NA
rIS. 19

OSX Ox WTOROJ ZAKON nX�TONA DLQ TE-LA, SOSTOQ℄EGO IZ GRUZA Q I \LEMEN-TA (l � �x; l) STERVNQ. mY POLU^IM(RIS. 19):�Qg + �S�x�utt(x
; t) == �ESux(l ��x; t) +Q;GDE x
 | ABSCISSA (LAGRANVEWA) CENTRAMASS RASSMATRIWAEMOGO TELA. pEREHODQ KPREDELU PRI �x ! 0, POLU^IM IZ \TOGOURAWNENIQ GRANI^NOE USLOWIEQg utt(x
; t) = �ESux(l; t) +Q:1)|TO USLOWIE SOPRQVENIQ WYRAVAET RAWENSTWO IZGIBA�℄IH MOMEN-TOW, WYTEKA�℄EE IZ PREDPOLOVENIQ O TOM, ^TO POPERE^NYE SE^ENIQ STERVNQNE WRA℄A�TSQ. bOLEE PODROBNO OB \TOM SM. [26℄.11 b.m. bUDAK I DR.
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162 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQnO TAK KAK GRUZ Q S^ITAETSQ VESTKIM (NEDEFORMIRUEMYM), TO WSE EGOTO^KI POLU^A�T ODINAKOWYE PRODOLXNYE USKORENIQ PRI PRODOLXNYHKOLEBANIQH STERVNQ, PO\TOMU W POSLEDNEM SOOTNO[ENII MOVNO ZAME-NITX x
 NA l, TOGDA I POLU^ITSQ WTOROE IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2).33. oSX Ox NAPRAWLENA GORIZONTALXNO I, SLEDOWATELXNO, PARAL-LELXNA NENAPRQVENNOMU POLOVENI� STERVNQ, PRINQTOMU ZA POLOVE-NIE RAWNOWESIQ.dLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EKSTERVNQ OT IH POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 + a2 �4u�x4 = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(0; t) = 0; uxx(l; t) = 0;Qg utt(l; t) = EJuxxx(l; t) PRI 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (2)uKA Z AN I E. rAWENSTWO uxx(l; t) = 0 WYRAVAET RAWENSTWO NUL�IZGIBA�℄EGO MOMENTA, WYTEKA�℄EE IZ PREDPOLOVENIQ O TOM, ^TO PO-PERE^NYE SE^ENIQ STERVNQ NE WRA℄A�TSQ 1) (SM. WYWOD GRANI^NYHUSLOWIJ W RE[ENII ZADA^I 9). pOSLEDNEE VE IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2)WYRAVAET WTOROJ ZAKON nX�TONA W PROEKCIQH NA OSX Ou DLQ GRUZA Q,PRIKREPLENNOGO NA KONCE STERVNQ.34. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX STERVNQ, EE NA^ALO NAHODITSQ NAOSI WRA℄ENIQ I SOWPADAET S NA^ALOM STERVNQ. dLQ OPREDELENIQ PRO-DOLXNYH OTKLONENIJ u(x; t) TO^EK STERVNQ POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = a2 �2u�x2 + !2(x+ u) PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)GDE a2 = E� , E | MODULX UPRUGOSTI, A �| PLOTNOSTX MASSY STERVNQ,u(0; t) = 0; Qg utt(l; t) = Qg !2[l + u(l; t)℄�ESux(l; t)PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)35. oSX Ox WYBRANA TAK VE, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E. dLQOPREDELENIQ PRODOLXNYH OTKLONENIJ TO^EK STERVNQ POLU^AEM KRAE-WU� ZADA^U�2u�t2 = a2 �2u�x2 + !2(x+ u) + g 
os� tZ0 ! dt+ '0�PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)GDE a2 IMEET TAKOE VE ZNA^ENIE, KAK W PREDYDU℄EJ ZADA^E, A '0 |UGOL MEVDU STERVNEM I WERTIKALXNYM NAPRAWLENIEM WNIZ W MOMENTWREMENI t = 0,1)sM. TAKVE SNOSKU K ZADA^E 8.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 163u(0; t) = 0; Qg utt(l; t) = Qg !2[l + u(l; t)℄ +Q 
os� tZ0 ! dt+ '0���ESux(l; t) PRI 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l: (3)36. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX STERVNQ; [KIW S MOMENTOM INER-CII k3 IMEET ABSCISSU x = 0, [KIW S MOMENTOM INERCII k4, WSTAWLEN-NYJ MEVDU DWUMQ CILINDRAMI, IMEET ABSCISSU x = l, NAKONEC, [KIW SMOMENTOM k5 IMEET ABSCISSU x = 2l. dLQ OPREDELENIQ UGLOW POWOROTAPOPERE^NYH SE^ENIJ CILINDROW POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2�1�t2 = a21 �2�1�x2 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�2�2�t2 = a22 �2�2�x2 PRI l < x < 2l; 0 < t < +1; (10)k3 �2�1(0; t)�t2 = G1J1 ��1(0; t)�x ;k4 �2�1(l; t)�t2 = k4 �2�2(l; t)�t2 == G2J2 ��2(l; t)�x �G1J1 ��1(l; t)�x ;k5 �2�2(2l; t)�t2 = G2J2 ��2(2l; t)�x
9>>>>>>>>=>>>>>>>>; PRI 0 < t < +1; (2)�1(x; 0) = f(x); �1t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < l;�2(x; 0) = f(x); �2t(x; 0) = F (x) PRI l < x < 2l;� (3)a21 = G1J1k1 ; a22 = G2J2k2 ; (30)GDE G1, J1, k1 I G2, J2, k2 | MODULX SDWIGA, �GEOMETRI^ESKIJ� POLQR-NYJ MOMENT INERCII POPERE^NOGO SE^ENIQ I MOMENT INERCII EDINICYDLINY DLQ PERWOGO I SOOTWETSTWENNO DLQ WTOROGO CILINDROW 1).37. oSX Ox SOWME℄ENA S POLOVENIEM RAWNOWESIQ STRUNY. dLQOPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONENIJ u(x; l) TO^EK STRUNY POLU^AEMKRAEWU� ZADA^U�2u1�t2 = a2 �2u1�x2 PRI �1 < x < 0;�2u2�t2 = a2 �2u2�x2 PRI 0 < x < +1 9>=>; PRI 0 < t < +1; (1)u1(0; t) = u2(0; t); T0u2x(0; t)� T0u1x(0; t) + F (t) = 0PRI 0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1: (30)1)sR. S OTWETOM K ZADA^E 3.11�
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164 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQeSLI TO^KA PRILOVENIQ SILY PEREME℄AETSQ WDOLX STRUNY PO ZAKONUx = '(t) PRI 0 < t < +1; '(0) = 0; (4)TO USLOWIQ SOPRQVENIQ PRINIMA�T WIDu1['(t); t℄ = u2['(t); t℄; T0u2x['(t); t℄� T0u1x['(t); t℄ + F (t) = 0PRI 0 < t < +1:38. oSX Ox RASPOLAGAETSQ, KAK W PREDYDU℄EJ ZADA^E:�2u1�t2 + a2 �4u1�x4 = 0 PRI �1 < x < 0; 0 < t < +1; (1)�2u2�t2 + a2 �4u2�x4 = 0 PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1; (10)u1(0; t) = u2(0; t); u1x(0; t) = u2x(0; t); u1xx(0; t) = u2xx(0; t);EJu1xxx(0; t)� EJu2xxx(0; t) + F (t) = 0 PRI 0 < t < +1; � (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1: (30)eSLI TO^KA PRILOVENIQ SILY PEREME℄AETSQ WDOLX STERVNQ PO ZAKONUx = '(t) PRI 0 < t < +1; '(0) = 0; (4)TO USLOWIQ SOPRQVENIQ (2) PRINIMA�T WIDu1['(t); t℄ = u2['(t); t℄; u1x['(t); t℄ = u2x['(t); t℄;u1xx['(t); t℄ = u2xx['(t); t℄;EJu1xxx['(t); t℄�EJu2xxx['(t); t℄ + F (t) = 0 PRI 0 < t < +1:39. oSX Ox NAPRAWLENA WDOLX TRUBKI, PRI^EM NA^ALO EE POME℄ENOW NA^ALE TRUBKI, GDE POSTAWLEN POR[ENX. dLQ OPREDELENIQ PRODOLXNYHOTKLONENIJ u(x; t) ^ASTIC GAZA POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1; (1)Mutt(0; t) = �Skp0ux(0; t)� k�ut(0; t)� k��u(0; t); (2)u(x; 0) = f(x); ut(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1: (3)uKA Z AN I E. gRANI^NOE USLOWIE (2) WYRAVAET WTOROJ ZAKON nX�-TONA DLQ POR[NQ 1).40. oSX Ox SOWME℄ENA S POLOVENIEM RAWNOWESIQ STRUNY, [ARIKMASSYM IMEET ABSCISSU x = 0. dLQ OPREDELENIQ POPERE^NYH OTKLONE-NIJ u(x; t) TO^EK STRUNY OT POLOVENIQ RAWNOWESIQ POLU^AEM KRAEWU�ZADA^U u1tt = a2u1xx PRI �1 < x < 0; 0 < t < +1; (1)u2tt = a2u2xx PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1; (10)1)sR. S RASSUVDENIQMI PRI WYWODE TRETXEGO GRANI^NOGO USLOWIQ W RE-[ENII ZADA^I 4.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 165u1(0; t) = u2(0; t); Mu1tt(0; t) =Mu2tt(0; t) = T0u2x(0; t) �� T0u1x(0; t)� ku1(0; t) = T0u2x(0; t)� T0u1x(0; t)� ku2(0; t); (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1: (30)eSLI [ARIK ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI,TO WMESTO WTOROGO IZ USLOWIJ SOPRQVENIQ (2) POLU^AETSQ USLOWIE SO-PRQVENIQMu1tt(0; t) =Mu2tt(0; t) = T0u2x(0; t)� T0u1x(0; t)� ku1(0; t) �� k�u1t(0; t) = T0u2x(0; t)� T0u1x(0; t)� ku2(0; t)� k�u2t(0; t)PRI 0 < t < +1:41. w KA^ESTWE KOORDINATY x TO^KI NA PROWODE WZQTO EE RAS-STOQNIE WDOLX PROWODA OT KONCA, ZAZEMLENNOGO ^EREZ SOSREDOTO^EN-NOE SOPROTIWLENIE. dLQ OPREDELENIQ NAPRQVENIQ v(x; t) I SILY TO-KA i(x; t) W PROWODE POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvx + Lit = 0; ix + Cvt = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�v(0; t) = R0i(0; t); C0vt(l; t) = i(l; t) PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) = '(x) PRI 0 < x < l (3)ILI vtt = a2vxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)R0vx(0; t) = Lvt(0; t); LC0vtt(l; t) = �vx(l; t) PRI 0 < t < +1; (20)v(x; 0) = f(x); vt(x; 0) = � 1C '0(x) PRI 0 < x < l (30)I itt = a2ixx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (100)ix(0; t) = CR0it(0; t); C0ix(l; t) + Ci(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (200)i(x; 0) = '(x); it(x; 0) = � 1L f 0(x) PRI 0 < x < l; (300)a2 = 1CL :uKA Z AN I E. dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ (1) POLU^A�TSQ IZDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ (1) I (2) OTWETA K ZADA^E 19 PRI R == G = 0. gRANI^NYE USLOWIQ (2) POLU^A�TSQ IZ SOOTNO[ENIQ�v = eR0i+ eL0 didt + 1eC0 Z i dt; (4)S POMO℄X� KOTOROGO OPREDELQETSQ PADENIE NAPRQVENIQ PRI PEREHO-DE ^EREZ POSLEDOWATELXNO WKL�^ENNYE SOSREDOTO^ENNYE SOPROTIWLE-NIE eR0, SAMOINDUKCI� eL0 I EMKOSTX eC0. tAK, NAPRIMER, DLQ KONCA x == 0 PROWODA IMEEM0� v(0; t) = R0i(0; t) PRI 0 < t < +1; (5)
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gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 165u1(0; t) = u2(0; t); Mu1tt(0; t) =Mu2tt(0; t) = T0u2x(0; t) �� T0u1x(0; t)� ku1(0; t) = T0u2x(0; t)� T0u1x(0; t)� ku2(0; t); (2)u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = F (x) PRI �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = f(x); u2t(x; 0) = F (x) PRI 0 < x < +1: (30)eSLI [ARIK ISPYTYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI,TO WMESTO WTOROGO IZ USLOWIJ SOPRQVENIQ (2) POLU^AETSQ USLOWIE SO-PRQVENIQMu1tt(0; t) =Mu2tt(0; t) = T0u2x(0; t)� T0u1x(0; t)� ku1(0; t) �� k�u1t(0; t) = T0u2x(0; t)� T0u1x(0; t)� ku2(0; t)� k�u2t(0; t)PRI 0 < t < +1:41. w KA^ESTWE KOORDINATY x TO^KI NA PROWODE WZQTO EE RAS-STOQNIE WDOLX PROWODA OT KONCA, ZAZEMLENNOGO ^EREZ SOSREDOTO^EN-NOE SOPROTIWLENIE. dLQ OPREDELENIQ NAPRQVENIQ v(x; t) I SILY TO-KA i(x; t) W PROWODE POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvx + Lit = 0; ix + Cvt = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�v(0; t) = R0i(0; t); C0vt(l; t) = i(l; t) PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) = '(x) PRI 0 < x < l (3)ILI vtt = a2vxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)R0vx(0; t) = Lvt(0; t); LC0vtt(l; t) = �vx(l; t) PRI 0 < t < +1; (20)v(x; 0) = f(x); vt(x; 0) = � 1C '0(x) PRI 0 < x < l (30)I itt = a2ixx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (100)ix(0; t) = CR0it(0; t); C0ix(l; t) + Ci(l; t) = 0 PRI 0 < t < +1; (200)i(x; 0) = '(x); it(x; 0) = � 1L f 0(x) PRI 0 < x < l; (300)a2 = 1CL :uKA Z AN I E. dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ (1) POLU^A�TSQ IZDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ (1) I (2) OTWETA K ZADA^E 19 PRI R == G = 0. gRANI^NYE USLOWIQ (2) POLU^A�TSQ IZ SOOTNO[ENIQ�v = eR0i+ eL0 didt + 1eC0 Z i dt; (4)S POMO℄X� KOTOROGO OPREDELQETSQ PADENIE NAPRQVENIQ PRI PEREHO-DE ^EREZ POSLEDOWATELXNO WKL�^ENNYE SOSREDOTO^ENNYE SOPROTIWLE-NIE eR0, SAMOINDUKCI� eL0 I EMKOSTX eC0. tAK, NAPRIMER, DLQ KONCA x == 0 PROWODA IMEEM0� v(0; t) = R0i(0; t) PRI 0 < t < +1; (5)



166 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE 0� v(0; t) OZNA^AET RAZNOSTX POTENCIALOW ZEMLI I KONCA PROWODA(POTENCIAL ZEMLI PRINIMAETSQ RAWNYM NUL�).uRAWNENIQ (10) I (100) POLU^A�TSQ IZ URAWNENIJ (1) ISKL�^ENI-EM SOOTWETSTWENNO FUNKCIJ i(x; t) I v(x; t). gRANI^NYE USLOWIQ (20)I (200) POLU^A�TSQ IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2) S POMO℄X� URAWNENIJ (1).nA^ALXNYE USLOWIQ (30) I (300) POLU^A�TSQ IZ NA^ALXNYH USLOWIJ (3)S POMO℄X� URAWNENIJ (1).42. w KA^ESTWE KOORDINATY x TO^KI NA PROWODE WZQTO EE RASSTOQ-NIE WDOLX PROWODA OT KONCA, ZAZEMLENNOGO ^EREZ SOSREDOTO^ENNU� SA-MOINDUKCI� L(1)0 . dLQ OPREDELENIQ v(x; t) I i(x; t) POLU^AEM KRAEWU�ZADA^Uvx + Lit = 0; ix + Cvt = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�v(0; t) = L(1)0 it(0; t); v(l; t)�E(t) = L(2)0 it(l; t)PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) = '(x) PRI 0 < x < l (3)ILI vtt = a2vxx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)L(1)0 vx(0; t)� Lv(0; t) = 0; L(2)0 vx(l; t) + Lv(l; t) = LE(t)PRI 0 < t < +1; (20)v(x; 0) = f(x); vt(x; 0) = � 1C '0(x) PRI 0 < x < l; (30)itt = a2ixx PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (100)CL(1)0 itt(0; t) = ix(0; t); CL(2)0 itt(l; t) + ix(l; t) = �CE0(t)PRI 0 < t < +1; (200)i(x; 0) = '(x); it(x; 0) = � 1L f 0(x) PRI 0 < x < l: (300)uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 41.43. w KA^ESTWE KOORDINATY x TO^KI NA PROWODE WZQTO RASSTOQ-NIE WDOLX PROWODA OT ODNOGO IZ KONCOW PROWODA DO \TOJ TO^KI. dLQOPREDELENIQ v(x; t) I i(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvx +Lit +Ri = 0; ix +Gvt +Gv = 0 PRI 0 < x < l; 0 < t < +1;(1)�v(0; t) = R(1)0 i(0; t); v(l; t) = R(2)0 i(l; t) PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) = '(x) PRI 0 < x < l (3)ILIvxx = CLvtt+(CR+GL)vt+GRv PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)vx(0; t)� LR(1)0 vt(0; t)� RR(1)0 v(0; t) = 0;vx(l; t) + LR(2)0 vt(l; t) + RR(2)0 v(l; t) = 0 9>>=>>; PRI 0 < t < +1; (20)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 167v(x; 0) = f(x); vt(x; 0) = �Gf(x)� '0(x)C PRI 0 < x < l (30)Iixx = CLitt+(CR+GL)it+GRi PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (100)ix(0; t)� CR(1)0 it(0; t)�GR(1)0 i(0; t) = 0;ix(l; t) + CR(1)0 it(l; t) +GR(2)0 i(l; t) = 0 ) PRI 0 < t < +1, (2")i(x; 0) = '(x); it(x; 0) = �R'(x)� f 0(x)L PRI 0 < x < l: (300)44. sISTEMA KOORDINAT WYBRANA TAK VE, KAK W PREDYDU℄EJ ZADA-^E. dLQ OPREDELENIQ v(x; t) I i(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvx + Lit +Ri = 0; ix + Cvt +Gv = 0PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�v(0; t) = L(1)0 it(0; t) +R(1)0 i(0; t);v(l; t) = L(2)0 it(l; t) +R(2)0 i(l; t) ) PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) = '(x) PRI 0 < x < l: (3)dLQ OPREDELENIQ v(x; t) PRI WYPOLNENII USLOWIJ R(1)0 L�RL(1)0 == 0 I R(2)0 L�RL(2)0 = 0 POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvxx = CLvtt + (CR+GL)vt +GRv PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)L(1)0 vx(0; t)� Lv(0; t) = 0;L(2)0 vx(l; t) + Lv(l; t) = 0 ) PRI 0 < t < +1; (20)v(x; 0) = f(x); vt(x; 0) = �Gf(x)� '0(x)C PRI 0 < x < l: (30)45. nA^ALO KOORDINAT O POME℄ENO W MESTE SOEDINENIQ POLUOGRA-NI^ENNYH PROWODOW. w KA^ESTWE KOORDINATY x TO^KI NA PROWODE PRI-NIMAETSQ RASSTOQNIE WDOLX PROWODA OT NA^ALA KOORDINAT O DO \TOJTO^KI.dLQ OPREDELENIQ v(x; t) I i(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uv1x + L1i1t +R1i1 = 0; i1x + C1v1t +G1v1 = 0PRI �1 < x < 0; 0 < t < +1;v2x + L2i2t +R2i2 = 0; i2x +G2v2t +G2v2 = 0PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1;i1(0; t) = i2(0; t);v2t(0; t)� v1t(0; t) = 1C0 i1(0; t) = 1C0 i2(0; t)9=; PRI 0 < t < +1;v1(x; 0) = f(x); i1(x; 0) = '(x) PRI �1 < x < 0;v2(x; 0) = f(x); i2(x; 0) = '(x) PRI 0 < x < +1:
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168 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdLQ OPREDELENIQ SILY TOKA W PREDPOLOVENII, ^TO G1 = G2 = 0,POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Ui1xx = C1L1i1tt + C1R1i1t PRI �1 < x < 0; 0 < t < +1;i2xx = C2L2i2tt + C2R2i2t PRI 0 < x < +1; 0 < t < +1;i1(0; t) = i2(0; t); 1C1 i1x(0; t)� 1C2 i2x(0; t) = 1C0 i1(0; t)PRI 0 < t < +1;i1(x; 0) = '(x); i1t(x; 0) = �R1'(x)� f 0(x)L1 PRI �1 < x < 0;i2(x; 0) = '(x); i2t(x; 0) = �R2'(x)� f 0(x)L2 PRI 0 < x < +1:46.sISTEMA KOORDINAT I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ TAKIE VE,KAK W ZADA^E 45. uSLOWIQ VE SOPRQVENIQ IME�T WIDi1(0; t) = i2(0; t); v2(0; t)� v1(0; t) = R0i1(0; t) = R0i2(0; t)PRI 0 < t < +1I, ESLI UTE^KA SU℄ESTWUET,i1(0; t) = i2(0; t); 1C1 i1x(0; t)� 1C2 i2x(0; t) = R0i1t(0; t):47. sISTEMA KOORDINAT WYBRANA, KAK OBY^NO. dLQ OPREDELENIQv(x; t) I i(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvx + Lit +Ri = 0; ix + Cvt + Cv = 0PRI 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�vt(0; t)R0 � v(0; t)L(1)0 = it(0; t);C0vtt(l; t) + v(l; t)L(2)0 = it(l; t)9>>=>>; PRI 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) = '(x) PRI 0 < x < l: (3)48. w KA^ESTWE KOORDINATY x TO^KI NA PROWODE WOZXMEM RASSTOQ-NIE OT SEREDINY O PROWODA DO RASSMATRIWAEMOJ TO^KI, OTS^ITYWAEMOEWDOLX PROWODA, NA KOTOROM USTANOWLENO POLOVITELXNOE I OTRICATELX-NOE NAPRAWLENIQ DWIVENIQ. sISTEMA TELEGRAFNYH URAWNENIJ I NA-^ALXNYE USLOWIQ ZAPISYWA�TSQ, KAK OBY^NO. uSLOWIQ VE SOPRQVENIQIME�T WID v(�l; t)� v(l; t) = L0it(�l; t) = L0it(l; t); (1)v(�l; t)� v(l; t) = R0i(�l; t) = R0i(l; t); (2)vt(�l; t)� vt(l; t) = 1C0 i(l; t) = 1C0 i(�l; t): (3)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 1695. pODOBIE KRAEWYH ZADA^. wMESTO WEDENIQ K RE[ENI� ZADA^\TOGO PUNKTA DAETSQ PODROBNOE RE[ENIE ZADA^I 49, KOTOROJ \TOJ PUNKTNA^INAETSQ.49. eSLI ZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� PRODOLXNYE KOLEBANIQSTERVNQ 0 6 x00 6 l00 PRINQTX p(x00; t00) = �p(x00; t00), GDE p(x00; t00) |NAPRQVENIE W POPERE^NOM SE^ENII, OTME^ENNOM ABSCISSOJ x00 (OPREDE-LQEMOE, KAK W ZADA^E I NASTOQ℄EGO PARAGRAFA), TO ZADA^A (II) O PRO-DOLXNYH KOLEBANIQH STERVNQ, ODIN KONEC KOTOROGO (x00 = 0) SWOBODEN,A DRUGOJ (x00 = l00) ZAKREPLEN NEPODWIVNO, FORMULIRUETSQ SLEDU�℄IMOBRAZOM:pt00t00 = a002px00x00 ; 0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1; a002 = E� ;p(0; t00) = px00(l00; t00) = 0; 0 < t00 < +1;p(x00; 0) = 'p(x00); pt00(x00; 0) =  p(x00); 0 < x00 < l00: 9>>=>>; (II)eSLI ZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� \LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W PRO-WODE 0 6 x0 6 l0 S PRENEBREVIMO MALOJ UTE^KOJ I SOPROTIWLENIEM, PRI-NQTX \LEKTRI^ESKOE NAPRQVENIE v(x0; t0), TO ZADA^A (I) OB \LEKTRI-^ESKIH KOLEBANIQH W PROWODE, ODIN KONEC KOTOROGO (x0 = 0) ZAZEMLEN,A DRUGOJ (x0 = l0) IZOLIROWAN, FORMULIRUETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:vt0t0 = a02vx0x0 ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1;v(0; t0) = vx0(l0; t0) = 0; 0 < t0 < +1;v(x0; 0) = 'v(x0); vt0(x0; 0) =  v(x0); 0 < x0 < l0:9>=>; (I)zADA^A (I) ANALOGI^NA ZADA^E (II). dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (I) BYLAPODOBNA ZADA^E (II) S ZADANNYMI KO\FFICIENTAMI PODOBIQ kx, kt, ku,NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQkx = l0l00 ; (1)a02 = k2xk2t a002; (2)'v(x0) = ku'p(x00);  v(x0) = kukt  p(x00)PRI x0 = kxx00; 0 < x00 < l00: (3)rE[EN I E. dOKAVEM NEOBHODIMOSTX I DOSTATO^NOSTXUSLOWIJ (1),(2) I (3).sNA^ALA DOKAVEM N E O B H O D I M O S T X. pUSTXv(x0; t0) = kup(x00; t00) PRI x0 = kxx00; t0 = ktt00;PRI^EM (x0; t0) PROBEGAET DI[0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1℄, KOGDA (x00; t00)PROBEGAET DII[0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1℄. tOGDA SRAZU VE POLU^AEM,^TO l0 = kxl00, T. E. USLOWIE (1) WYPOLNENO. iZ RAWENSTWA v(x0; t0) == kup(x00; t00), WYPOLNQQ DIFFERENCIROWANIE PO t, POLU^IM vt0(x0; t0) =
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170 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ= kukt pt00(x00; t00), PO\TOMU PRI t0 = t00 = 0 BUDUT WYPOLNQTXSQ RAWENSTWAv(x0; 0) = kup(x00; 0); vt0(x0; 0) = kukt pt00(x00; 0); 0 < x00 < l00; (4)T. E. USLOWIE (3) BUDET WYPOLNENO.dIFFERENCIRUQ RAWENSTWOv(x0; t0) = kup(x00; t00)PO x00 I t00 I ISPOLXZUQ RAWENSTWA x0 = kxx00, t0 = ktt00, POLU^IMk2t �2v�t02 = ku �2p�t002 ; k2x �2v�x02 = ku �2p�x002 :tAK KAK FUNKCIQ p(x00; t00) DOLVNA UDOWLETWORQTX URAWNENI� �2p�t002 == a002 �2p�x002 , TO, SLEDOWATELXNO, DOLVNO WYPOLNQTXSQ RAWENSTWOk2t �2v�t02 � k2xa002 �2v�x02 = ku� �2p�t002 � a002 �2p�x002� = 0:sLEDOWATELXNO, v(x0; t0) QWLQETSQ NE TOLXKO RE[ENIEM URAWNENIQ�2v�t02 = a02 �2v�x02 ; (5)NO I RE[ENIEM URAWNENIQ�2v�t02 = k2xk2t a002 �2v�x02 : (6)wY^ITYWAQ (6) IZ (5), POLU^IM�a02 � k2xk2t a002� �2v�x02 � 0;^TO WOZMOVNO LI[X PRI USLOWIIa02 � k2xk2t a002 = 0; (7)IBO PRI USLOWII �2v�x02 = 0 (8)S POMO℄X� URAWNENIQ I GRANI^NYH USLOWIJ (I) POLU^AEM, ^TO v � 0,NO \TO NEWOZMOVNO PRI 'v(x0) I  v(x0), OTLI^NYH OT TOVDESTWENNOGONULQ. sLEDOWATELXNO, (8) NEWOZMOVNO, ZNA^IT, IMEET MESTO (7), T. E.USLOWIE (2) WYPOLNENO.rASSMOTRIM TEPERX D O S T A T O ^ N O S T X. pEREJDEM K BEZRAZ-MERNYM WELI^INAM �, � , U W KRAEWYH ZADA^AH (I) I (II) S POMO℄X�FORMULx0 = l0�; t0 = t00�; v = v0U(�; �); x00 = l00�; t00 = t000�; p = p0U(�; �);GDE KONSTANTY t00 I t000 IME�T RAZMERNOSTX WREMENI, A v0 I p0 SOOTWET-STWENNO RAZMERNOSTX v I p, PRI^EM \TI KONSTANTY WYBRANY TAK, ^TOt00t000 = kt; v0p0 = ku: (9)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 171nAPOMNIM, ^TO, KROME TOGO, WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIEkx = l0l00 : (1)kRAEWYE ZADA^I (I) I (II) PRINIMA�T SOOTWETSTWENNO WID�2U�� 2 = t002l02 a02 �2U��2 ; 0 < � < 1; 0 < � < +1;U(0; �) = 0; U�(1; �) = 0; 0 < � < +1;U(�; 0) = 1v0 'v(l0�); U� (�; 0) = t00v0  v(l0�); 0 < � < 1;9>>>>=>>>>; (I0)�2U�� 2 = t000 2l002 a002 �2U��2 ; 0 < � < 1; 0 < � < +1;U(0; �) = 0; U�(1; �) = 0; 0 < � < +1;U(�; 0) = 1p0 'p(l00�); U� (�; 0) = t000p0  p(l00�); 0 < � < 1:9>>>>=>>>>; (II0)iZ (1), (2) I (9) SLEDUET, ^TOt002t02 a02 = t000 2t002 a002:iZ (1), (9) I (3) SLEDUET, ^TO1v0 'v(l0�) = 1p0 'p(l00�); t00v0  v(l0�) = t000p0  p(l00�); 0 < � < 1:tAKIM OBRAZOM, U ZADA^ (I0) I (II0) TOVDESTWENNO SOWPADA�T URAWNE-NIQ, NA^ALXNYE I GRANI^NYE USLOWIQ, SLEDOWATELXNO (W SILU TEOREMYEDINSTWENNOSTI), SOWPADA�T I IH RE[ENIQ.tAKIM OBRAZOM,U(�; �) = 1v0 v(x0; t0) = 1p0 p(x00; t00) PRI x0 = kxx00; t0 = ktt00;T. E. v(x0; t0) = kup(x00; t00) PRI x0 = kxx00; t0 = ktt00;^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.z AM E ^ AN I E. mOVNO BYLO BY INA^E WYBRATX FUNKCII: 1) HA-RAKTERIZU�℄U� PRODOLXNYE KOLEBANIQ UPRUGOGO STERVNQ; 2) HARAK-TERIZU�℄U� \LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ W PROWODE. nAPRIMER, WZQTXPRODOLXNOE SME℄ENIE POPERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ I SILU \LEKTRI^ES-KOGO TOKA W PROWODE ILI TOLXKO ODNU IZ \TIH FUNKCIJ WYBRATX INA^E,A DRUGU� OSTAWITX PREVNEJ, T. E. ODIN PROCESS MOVNO PO-RAZNOMU MO-DELIROWATX DRUGIM, WYBIRAQ NAIBOLEE PODHODQ℄IE ANALOGII.50. zA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERV-NQ 0 6 x00 6 l00, PRINQTO PRODOLXNOE SME℄ENIE POPERE^NYH SE^ENIJSTERVNQ u(x00; t00).A) eSLI ODIN KONEC STERVNQ (x00 = 0) ZAKREPLEN VESTKO, A DRUGOJ(x00 = l00) ZAKREPLEN UPRUGO, TO DLQ OPREDELENIQ u(x00; t00) POLU^AEM
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172 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQKRAEWU� ZADA^Uut00t00 = a002ux00x00 ; 0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1; a002 = E� ;u(0; t00) = 0; Eux00(l00; t00) + ku(l00; t00) = 0; 0 < t00 < +1;u(x00; 0) = 'u(x00); ut00(x00; 0) =  u(x00); 0 < x00 < l00: 9>=>; (IIA)eSLI ZA FUNKCI�, HARAKTERIZU�℄U� \LEKTRI^ESKIE KOLEBANIQ WPROWODE 0 6 x0 6 l0 S PRENEBREVIMO MALYM SOPROTIWLENIEM I UTE^-KOJ, PRINQTX \LEKTRI^ESKOE NAPRQVENIE I ESLI ODIN KONEC PROWODA(x0 = 0) ZAZEMLEN NEPOSREDSTWENNO, A DRUGOJ (x0 = l0) | ^EREZ SOSRE-DOTO^ENNU� SAMOINDUKCI�, TO DLQ OPREDELENIQ NAPRQVENIQ v(x0; t0)W PROWODE POLU^AETSQ KRAEWAQ ZADA^Avt0t0 = a02vx0x0 ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1; a02 = 1CL ;GDE C | EMKOSTX EDINICY DLINY PROWODA I L | SAMOINDUKCIQ EDI-NICY DLINY PROWODAv(0; t0) = 0; vx0(l0; t0) + LL0 v(l0; t0) = 0; 0 < t0 < +1;v(x0; 0) = 'v(x0); vt0(x0; 0) =  v(x0); 0 < x0 < l0: ) (IA)zADA^A (IA) ANALOGI^NA ZADA^E (IIA). dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (IA) BYLAPODOBNA ZADA^E (IIA) S KO\FFICIENTAMI PODOBIQ kx, kt, ku, NEOBHODIMOI DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQkx = l0l00 ; (1)a02 = k2xk2t a002; (2A)kx LL0 = kE ; (3A)'v(x0) = ku'u(x00); v(x0) = kukt  u(x00);x0 = kxx00;0 6 x00 < l00: 9>>>>=>>>>; (4A)B) eSLI KONEC STERVNQ (x00 = 0) SWOBODEN, A DRUGOJ (x00 = l00) ISPY-TYWAET SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI, TO KRAEWAQ ZADA^ADLQ OPREDELENIQ PRODOLXNYH SME℄ENIJ u(x00; t00) TO^EK STERVNQ IMEETWIDut00t00 = a002ux00x00 ; 0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1;ux00(0; t00) = 0; Eux00(l00; t00) + rut00(l00; t00) = 0; 0 < t00 < +1;u(x00; 0) = 'u(x00); ut00(x00; 0) =  u(x00); 0 < x00 < l00: 9>=>; (IIB)zDESX r OZNA^AET KO\FFICIENT SOPROTIWLENIQ TRENIQ. eSLI ODIN KO-NEC PROWODA (x0 = 0) ZAZEMLEN NEPOSREDSTWENNO, A DRUGOJ (x0 = l0) ZA-ZEMLEN ^EREZ SOSREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0, TO, PREDPOLAGAQ, ^TO

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 173SOPROTIWLENIE I UTE^KA PROWODA RAWNY NUL�, DLQ OPREDELENIQ SILYTOKA i(x0; t0) POLU^IM KRAEWU� ZADA^Uit0t0 = a02ix0x0 ; a02 = 1CL ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1;ix0(0; t0) = 0; ix0(l0; t0) + CR0 it0(l0; t0) = 0; 0 < t0 < +1;i(x0; 0) = 'i(x0); it0(x0; 0) =  i(x0); 0 < x0 < l0: 9>>=>>; (IB)zADA^A (IB) ANALOGI^NA ZADA^E (IIB). dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (IB) BYLAPODOBNA ZADA^E (IIB) S KO\FFICIENTAMI PODOBIQ kx, kt, ku, NEOBHODIMOI DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQkx = l0l00 ; (1B)a02 = k2xk2t a002; (2B)CR0 kxkt = rE ; (3B)'i(x0) = ku'u(x00);  i(x0) = kukt  u(x00); x0 = kxx00; 0 < x00 < l00:(4B)W) eSLI ODIN KONEC STERVNQ (x00 = 0) ZAKREPLEN UPRUGO, A DRUGOJ(x00 = l00) DWIVETSQ PO ZADANNOMU ZAKONU, TO IMEEMut00t00 = a002ux00x00 ; 0 < x00< l00; 0 < t00 < +1;Eux00(0; t00)� ku(0; t00) = 0; u(l00; t00) = !u(t00); 0 < t00< +1;u(x00; 0) = 'u(x00); ut00(x00; 0) =  u(x00); 0 < x00< l00: 9>=>; (IIW)eSLI ODIN KONEC PROWODA (x0 = 0) ZAZEMLEN ^EREZ SOSREDOTO^ENNU�SAMOINDUKCI� L0, A K DRUGOMU (x0 = l0) PRILOVENA \LEKTRODWIVU℄AQSILA !v(t0), TO DLQ OPREDELENIQ \LEKTRI^ESKOGO NAPRQVENIQ W PROWODEPOLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uut0t0 = a02vx0x0 ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1;L0vx0(0; t0)� Lv(0; t0) = 0; v(l0; t0) = !v(t0); 0 < t0 < +1;v(x0; 0) = 'v(x0); vt0(x0; 0) =  v(x0); 0 < x0 < l0: 9>=>; (IW)zADA^A (IW) ANALOGI^NA ZADA^E (IIW). dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (IW) BYLAPODOBNA ZADA^E (IIW) S KO\FFICIENTAMI PODOBIQ kx, kt, ku, NEOBHODIMOI DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQ (1A), (2A), (3A), (4A)(SM. WY[E) I SOOTNO[ENIE!v(t0) = ku!u(t00); t0 = ktt00; 0 < t00 < +1:uKA Z AN I E. zADA^A RE[AETSQ ANALOGI^NO PREDYDU℄EJ.51. eSLI ODIN KONEC PROWODA (x00 = 0) ZAZEMLEN ^EREZ SOSREDO-TO^ENNOE SOPROTIWLENIE R0, A DRUGOJ KONEC (x00 = l00) ZAZEMLEN ^E-REZ SOSREDOTO^ENNU� EMKOSTX C0, TO DLQ OPREDELENIQ NAPRQVENIQ W
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9>>>>>=>>>>>; (IIA)A DLQ OPREDELENIQ SILY TOKA | KRAEWU� ZADA^Uit00t00 = a002ix00x00 ; 0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1;ix00(0; t00)� CR0it00(0; t00) = 0;C0ix00(l00; t00) + Ci(l00; t00) = 0; 0 < t00 < +1;i(x00; 0) = 'i(x00); it00(x00; 0) =  i(x00); 0 < x00 < l00:9>>>>=>>>>; (IIB)eSLI K KONCU UPRUGOGO CILINDRA (x0 = 0), SOWER[A�℄EGO KRU-TILXNYE KOLEBANIQ, PRILOVEN TORMOZQ℄IJ KRUTILXNYJ MOMENT SI-LY TRENIQ, PROPORCIONALXNYJ UGLOWOJ SKOROSTI, A NA DRUGOJ (x0 = l0)NASAVEN [KIW S OSEWYM MOMENTOM INERCII k0, TO DLQ OPREDELENIQ UG-LOW POWOROTA �(x0; t0) POPERE^NYH SE^ENIJ STERVNQ POLU^AEM KRAEWU�ZADA^U �t0t0 = a02�x0x0 ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1;GJ�x0(0; t0)� r0�t0(0; t0) = 0;k0�t0t0(l0; t0) +GJ�x0(l0; t0) = 0; 0 < t0 < +1;�(x0; 0) = '�(x0); �x0(x0; 0) =  �(x0); 0 < x0 < l0;9>>>>=>>>>; (IA)GDE a002 = GJk , A WELI^INY G, J , k IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I WOTWETE K ZADA^E 3.eSLI K KONCU CILINDRA (x0 = 0), SOWER[A�℄EGO KRUTILXNYE KO-LEBANIQ, PRILOVEN TORMOZQ℄IJ KRUTILXNYJ MOMENT, PROPORCIONALX-NYJ UGLOWOJ SKOROSTI, A KONEC x0 = l0 ZAKREPLEN UPRUGO, TO DLQ OPRE-DELENIQ �(x0; t0) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�t0t0 = a02�x0x0 ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1;GJ�x0(0; t0)� r0�t0(0; t0) = 0;GJ�x0(l0; t0) +H0�(l0; t0) = 0; 0 < t0 < +1;�(x0; 0) = '�(x0); �t0(x0; 0) =  �(x0); 0 < x0 < l0:9>>>>=>>>>; (IB)zADA^A (IA) ANALOGI^NA ZADA^E (IIA). zADA^A (IB) ANALOGI^NA ZA-DA^E (IIB). dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (IA) BYLA PODOBNA ZADA^E (IIA) SKO\FFICIENTAMI PODOBIQ kx, kt, ku, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 175WYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQ kx = l0l00 ; (1)a02 = k2xk2t a002; (2)R0GJ � kxkt = Lr0 ; (3)GJk0 � k2tkx = 1LC0 ; (4)'�(x0) = ku'v(x00); �(x0) = kukt  v(x00);x0 = kxx00; 0 < x00 < l00:9>>=>>; (5)dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (IB) BYLA PODOBNA ZADA^E (IIB) S KO\FFICIENTA-MI PODOBIQ kx, kt, ku, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISXANALOGI SOOTNO[ENIJ (1), (2), (5) I SOOTNO[ENIQr0GJ kxkt = CR0; kx H0GJ = CC0 :uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE 49.x 2. mETOD RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLN (METOD dALAMBERA)1. zADA^I DLQ BESKONE^NOJ STRUNY. rE[ENIQ KRAEWYH ZADA^\TOGO PUNKTA, IME�℄IH WIDutt = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); �1 < x < +1; (2)NAHODQTSQ PO FORMULE dALAMBERAu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at (z) dz: (3)52. w RASSMATRIWAEMOJ ZADA^E  (x) � 0, PO\TOMUu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 = 12 '(x � at) + 12 '(x+ at); (1)GDE '(x) ZADANA GRAFI^ESKI W USLOWII ZADA^I.pRQMAQ I OBRATNAQ WOLNY 12 '(x � at) I 12 '(x + at) W NA^ALXNYJMOMENT t = 0 SOWPADA�T, IMEQ ZNA^ENIE, RAWNOE 12 '(x).zA WREMQ t (t > 0) GRAFIK PRQMOJ WOLNY PEREMESTITSQ BEZ DE-FORMACII WPRAWO NA RASSTOQNIE at, A GRAFIK OBRATNOJ WOLNY | WLE-WO NA at. sKLADYWAQ PEREME℄ENNYE GRAFIKI PRQMOJ I OBRATNOJ WOLN
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rIS. 20W MOMENT WREMENI t1; t2; : : : , POLU^IM PROFILX STRUNY W \TI MOMENTYWREMENI. wY[E (RIS. 20) PRIWODITSQ PROFILX STRUNY DLQ MOMENTOWtk = k
4a , k = 0; 1; 2; 3; 5.53. A) u(x; t) =  (x� at) +  (x+ at)2 , (1)GDE '(x) = 8>>><>>>: 0; �1 < x < �
;h �1� x2
2 � ; �
 < x < 
;0; 
 < x < +1: (2)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 177

rIS. 21~TOBY POLU^ITX TREBUEMYE W USLOWII ZADA^I FORMULY, RASSMOTRIMRAZBIENIE FAZOWOJ PLOSKOSTI (x; t) HARAKTERISTIKAMI URAWNENIQ (1),PROWEDENNYMI IZ KONCOW INTERWALA (�
; 
), NA KOTOROM NA^ALXNOE OT-KLONENIE OTLI^NO OT NULQ (RIS. 21).dADIM SNA^ALA FORMULY, OPREDELQ�℄IE PROFILX STRUNY PRI t == 
onst, OGRANI^IWAQSX DWUMQ HARAKTERNYMI SLU^AQMI:0 < t < 
a I 
a < t < +1:eSLI t = 
onst, 0 < t < 
a , TO PRI x, IZMENQ�℄EMSQ MONOTONNO OT�1 DO +1, TO^KA (x; t) FAZOWOJ PLOSKOSTI POSLEDOWATELXNO PROHODITOBLASTI I, IV, II, VI, III.tAKIM OBRAZOM PRI 0 < t < 
a PROFILX STRUNY ZADAETSQ SOOTNO-[ENIQMI
u(x; t) = 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

0; �1 < x < �
� at;h2 �1� (x+ at)2
2 � ; �
� at < x < �
+ at;h �1� x2 + a2t2
2 � ; �
+ at < x < 
� at;h2 �1� (x� at)2
2 � ; 
� at < x < 
+ at;0; 
+ at < x+1:aNALOGI^NO POLU^AETSQ PROFILX STRUNY PRI 
a < t < +1.B) dADIM TEPERX FORMULY, OPREDELQ�℄IE u(x; t) PRI x = 
onst,PREDSTAWLQ�℄IE ZAKON DWIVENIQ TO^KI STRUNY S FIKSIROWANNOJABSCISSOJ. wYBEREM PO FIKSIROWANNOMU ZNA^ENI� x W KAVDOM IZ IN-TERWALOW �1 < x < �
, �
 < x < 0, 0 < x < 
, 
 < x < +1I IZU^IM, KAK MENQETSQ WYRAVENIE DLQ RE[ENIQ PRI t, IZMENQ�℄EMSQ12 b.m. bUDAK I DR.
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rIS. 20W MOMENT WREMENI t1; t2; : : : , POLU^IM PROFILX STRUNY W \TI MOMENTYWREMENI. wY[E (RIS. 20) PRIWODITSQ PROFILX STRUNY DLQ MOMENTOWtk = k
4a , k = 0; 1; 2; 3; 5.53. A) u(x; t) =  (x� at) +  (x+ at)2 , (1)GDE '(x) = 8>>><>>>: 0; �1 < x < �
;h �1� x2
2 � ; �
 < x < 
;0; 
 < x < +1: (2)
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178 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQOT 0 DO +1. mY POLU^IM:�)u(x; t) = 8>>>>><>>>>>: 0; 0 6 t 6 � 
+ xa ;h2 �1� (x+ at)2
2 � ; � 
+ xa 6 t 6 
� xa ;0; 
� xa 6 t < +1;
9>>>>>=>>>>>; �1 < x < �
;�)u(x; t) =8>>>>>><>>>>>>:h �1� x2 + a2t2
2 � ; 0 6 t 6 
+ xa ;h2 �1� (x+ at)2
2 � ; 
+ xa 6 t 6 
� xa ;0; 
� xa 6 t < +1;

9>>>>>>=>>>>>>; � 
 < x < 0;
)u(x; t) = 8>>>>>><>>>>>>:h �1� x2 + a2t2
2 � ; 0 6 t 6 
� xa ;h2 �1� (x� at)2
2 � ; 
� xa 6 t 6 
+ xa ;0; 
+ xa 6 t < +1;
9>>>>>>=>>>>>>; 0 < x < 
;Æ)u(x; t) = 8>>>>><>>>>>: 0; 0 < t < �
+ xa ;h2 �1� (x� at)2
2 � ; �
+ xa 6 t 6 
+ xa ;0; 
+ xa < t < +1;

9>>>>>=>>>>>; 
 < x < +1.z AM E ^ AN I Q. 1. �) I �) POLU^A�TSQ IZ Æ) I 
) PROSTOJ ZAME-NOJ x NA �x, TAK KAK u(x; t) QWLQETSQ ^ETNOJ FUNKCIEJ PO x W SILU^ETNOSTI '(x).2. gEOMETRI^ESKIJ METOD NAHOVDENIQ PROFILQ STRUNY DLQ RAZ-LI^NYH MOMENTOW WREMENI OPISAN W RE[ENII ZADA^I 52.54. oTKLONENIE u(x; t) DOSTIGAET NAIBOLX[EGO ZNA^ENIQ W TO^KES ABSCISSOJ x = �2 + �2 + �1 + �14W MOMENT WREMENI t = �2 + �2 � (�1 + �1)4a ;\TO NAIBOLX[EE ZNA^ENIE RAWNO h1 + h22 .

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 179uKA Z AN I E. rASSMOTRETX INTEGRALXNU� POWERHNOSTX, PREDSTAW-LQ�℄U� RE[ENIE u = u(x; t) KRAEWOJ ZADA^I.55. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I IMEET WIDu(x; t) = 	(x+ at)�	(x� at);GDE 	(z) = 12a zZz0  (�) d� =8>>><>>>: 0; �1 < z < �
;v0(z + 
)2a ; �
 6 z 6 
; z0 = �
;v0
a ; 
 6 z < +1;PO\TOMU ZAKON DWIVENIQ TO^EK STRUNY S RAZLI^NYMI ABSCISSAMIPREDSTAWLQETSQ FORMULAMIA)u(x; t) =8>>>>><>>>>>: 0; 0 6 t 6 � 
+ xa ;v0(x+ at)2a + v0
2a ; � 
+ xa 6 t 6 
� xa ;v0
a ; 
� xa 6 t < +1;
9>>>>>=>>>>>; �1 < x < �
;B)u(x; t) = 8>>>>><>>>>>: v0t; 0 6 t 6 
+ xa ;v0(x� at)2a + v0
2a ; 
+ xa 6 t 6 
� xa ;v0
a ; 
� xa 6 t < +1;

9>>>>>=>>>>>; � 
 < x < 0;W) u(x; t) =8>>>>><>>>>>: v0t; 0 6 t 6 
� xa ;v0(x� at)2a + v0
2a ; 
� xa 6 t 6 
+ xa ;v0
a ; 
+ xa 6 t < +1;
9>>>>>=>>>>>; 0 < x < 
;G)u(x; t) = 8>>>>><>>>>>: 0; 0 6 t 6 �
+ xa ;v0(x� at)2a + v0
2a ; �
+ xa 6 t 6 
+ xa ;v0
a ; 
+ xa < t < +1;

9>>>>>=>>>>>; 
 < x < +1.pROFILX STRUNY DLQ MOMENTOW WREMENI t1; t2; : : : MOVET BYTX POLU^ENWY^ITANIEM GRAFIKA PRQMOJ WOLNY 	(x � at) IZ GRAFIKA OBRATNOJ12�
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180 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ
rIS. 22WOLNY 	(x+ at). dLQ MOMENTOW tk = k
4a , k = 0; 2; 4; 6, ON IMEET WID,IZOBRAVENNYJ NA RIS. 22.56. pRIWEDEM DWA SPOSOBA RE[ENIQ ZADA^I.pER WYJ S P O S O B. bUDEM SNA^ALA S^ITATX IMPULXS RAWNOMERNORASPREDELENNYM PO OTREZKU x0� Æ 6 x 6 x0+ Æ. tOGDA KRAEWAQ ZADA^AFORMULIRUETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:utt = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = 0; �1 < x < +1;ut(x; 0) = 'Æ(x) = 8><>: 0; �1 < x < x0 � Æ;I2Æ� ; x0 � Æ < x < x0 + Æ;0; x0 + Æ < x < +1; (2)UÆ(x; t) = 	Æ(x + at)�	Æ(x � at); (3)GDE

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 181	Æ(z) = 12a zZx0�Æ 'Æ(�) d� =8><>: 0; �1 < z < x0 � Æ;I4aÆ� (z � x0 + Æ); x0 � Æ < z < x0 + Æ;I2a� ; x0 + Æ < z < +1: (4)fORMALXNYM PEREHODOM K PREDELU PRI Æ ! 0 W RE[ENII (3) POLU^IMRE[ENIE ISHODNOJ ZADA^Iu(x; t) = limUÆ(x; t) = limÆ!0	Æ(x+ at)�� limÆ!0	Æ(x � at) = 	(x+ at)�	(x� at);GDE 	(z) = limÆ!0	Æ(z) = ( 0 PRI �1 < x < x0;I2a� PRI x0 < x < +1:eSLI WWESTI FUNKCI� �0(z), OPREDELQEMU� SOOTNO[ENIQMI�0(z) = �0 PRI �1 < z < 0;1 PRI 0 < z < +1;TO 	(z) = I2a� �0(z � x0);u(x; t) = I2a� f�0(x+ at� x0)� �0(x � at� x0)g :wTOR OJ S P O S O B. iSPOLXZUQ DELXTA-FUNKCI� 1), MOVNO SFOR-MULIROWATX KRAEWU� ZADA^U TAK:utt = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = 0; �1 < x < +1;ut(x; 0) = I� Æ(x � x0) 2); �1 < x < +1:tOGDA S POMO℄X� FORMULY dALAMBERA POLU^AEMu(x; t) = 12a I� x+atZx�at Æ(z � x0) dz = I2a� x�x0+atZx�x0�at Æ(�) d� == I2a� [�0(x+ at� x0)� �0(x � at� x0)℄ ;TAK KAK zZz0 Æ(�) d� = �1; z > 0;0; z < 0 � PRI z0 < 0;I zZz0 Æ(�) d� = �0; z > 0;1; z < 0 � PRI z0 > 0:1)sM. [7, S. 270{275℄.2)kO\FFICIENT PRI DELXTA-FUNKCII Æ(x � x0) WYBIRAETSQ TAK,^TOBY SUMMARNYJ IMPULXS, PEREDAWAEMYJ STRUNE W MOMENT t = 0, T. E.+1Z�1 ut(x; 0)� dx, BYL RAWEN I.
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182 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ57. w ZADA^E 52u(x; 0) = '(x) 6� 0; ut(x; 0) =  (x) � 0;A W RASSMATRIWAEMOJ ZADA^E BEGU℄AQ WOLNA W MOMENT t = 0 HARAKTE-RIZUETSQ OTLI^NYMI OT NULQ �NA^ALXNYMI� OTKLONENIQMI I SKOROS-TQMI 1) u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) = �a'0(x); �1 < x < +1:w SLU^AE ZADA^I 52 MY IMELI u(x; t) = 12 '(x � at) + 12 '(x + at).w RASSMATRIWAEMOJ VE ZADA^E FORMULA dALAMBERA DAETu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at [�a'0(z)℄ dz = '(x � at):58. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Ivx + Lit +Ri = 0;ix + Cvt +Gv = 0� PRI �1 < x < +1; 0 < t < +1; (1)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) =rCL F (x) PRI �1 < x < +1 (2)PRI USLOWII CR = GL IMEET WIDv(x; t) = e�Rt=L f'(x � at) +  (x + at)g ;i(x; t) =rCL e�Rt=L f'(x� at)�  (x+ at)g ;9>=>; �1 < x < +1;0 < t < +1; (3)GDE'(z) = f(z) + F (z)2 I  (z) = f(z)� F (z)2 PRI �1 < z < +1:(4)uKA Z AN I E. iSKL�^ITX IZ URAWNENIJ (1) SILU TOKA; W POLU^EN-NOM TAKIM OBRAZOM URAWNENII WTOROGO PORQDKA DLQ v(x; t) OSWOBODITXSQOT ^LENA vt(x; t) (SM. GL. I), TOGDA URAWNENIE PRIMET WID utt = a2uxx.eGO RE[ENIEM BUDET: u(x; t) = '(x � at) +  (x + at). wOZWRA℄AQSX KFUNKCII v(x; t) I ISPOLXZUQ URAWNENIQ (1) I NA^ALXNYE USLOWIQ (2),NETRUDNO POLU^ITX OTWET.2. zADA^I DLQ POLUPRQMOJ. rAZYSKIWAEM RE[ENIE KRAEWOJ ZA-DA^I DLQ POLUPRQMOJutt = a2uxx; 0 < x < +1; 0 < t < +1; (1)�1utt(0; t) + �2ut(0; t) + �3ux(0; t) + �4u(0; t) = �(t); 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1; (3)W WIDE u(x; t) = '1(x� at) + '2(x+ at): (4)fUNKCII '1(z) I '2(z) MOVNO OPREDELITX IZ NA^ALXNYH USLO-WIJ LI[X PRI 0 < z < +1. dLQ OPREDELENIQ '2(z) \TOGO DOSTATO^NO,1)pREDPOLAGAETSQ, ^TO WOLNA UVE SU℄ESTWUET PRI t < 0.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 183TAK KAK x+ at > 0 PRI 0 < x < +1, 0 < t < +1. fUNKCIQ VE '1(x)DOLVNA BYTX OPREDELENA I DLQ �1 < z < 0, ^TO DOSTIGAETSQ S PO-MO℄X� GRANI^NOGO USLOWIQ (2).rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVNO ISKATX TAKVE S PO-MO℄X� FORMULY dALAMBERAu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at (z) dz (5)DLQ NEOGRANI^ENNOJ STRUNY. dLQ \TOGO NUVNO FIKTIWNO PRODOLVITXSTRUNU NA OTRICATELXNU� POLUOSX �1 < x < 0, A ZATEM RASPROSTRA-NITX NA \TU POLUOSX NA^ALXNYE USLOWIQ (3) TAK, ^TOBY DLQ u(x; t), WY-^ISLQEMOGO PO FORMULE (5), GRANI^NOE USLOWIE (2) WYPOLNQLOSX 1). pRI\TOM POLU^AETSQ, ^TO W SLU^AE FIKSIROWANNOGO KONCA FUNKCII '(x)I  (x) DOLVNY BYTX PRODOLVENY NA POLUOSX �1 < x < 0 NE^ETNO, AW SLU^AE SWOBODNOGO KONCA | ^ETNO.
rIS. 2359. pROFILX STRUNY W MOMENTY WREMENI t = 
a , 3
2a , 2
a , 7
2aIZOBRAVEN NA RIS. 23.1)sM. [7, S. 64, 65℄.



182 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ57. w ZADA^E 52u(x; 0) = '(x) 6� 0; ut(x; 0) =  (x) � 0;A W RASSMATRIWAEMOJ ZADA^E BEGU℄AQ WOLNA W MOMENT t = 0 HARAKTE-RIZUETSQ OTLI^NYMI OT NULQ �NA^ALXNYMI� OTKLONENIQMI I SKOROS-TQMI 1) u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) = �a'0(x); �1 < x < +1:w SLU^AE ZADA^I 52 MY IMELI u(x; t) = 12 '(x � at) + 12 '(x + at).w RASSMATRIWAEMOJ VE ZADA^E FORMULA dALAMBERA DAETu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at [�a'0(z)℄ dz = '(x � at):58. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Ivx + Lit +Ri = 0;ix + Cvt +Gv = 0� PRI �1 < x < +1; 0 < t < +1; (1)v(x; 0) = f(x); i(x; 0) =rCL F (x) PRI �1 < x < +1 (2)PRI USLOWII CR = GL IMEET WIDv(x; t) = e�Rt=L f'(x � at) +  (x + at)g ;i(x; t) =rCL e�Rt=L f'(x� at)�  (x+ at)g ;9>=>; �1 < x < +1;0 < t < +1; (3)GDE'(z) = f(z) + F (z)2 I  (z) = f(z)� F (z)2 PRI �1 < z < +1:(4)uKA Z AN I E. iSKL�^ITX IZ URAWNENIJ (1) SILU TOKA; W POLU^EN-NOM TAKIM OBRAZOM URAWNENII WTOROGO PORQDKA DLQ v(x; t) OSWOBODITXSQOT ^LENA vt(x; t) (SM. GL. I), TOGDA URAWNENIE PRIMET WID utt = a2uxx.eGO RE[ENIEM BUDET: u(x; t) = '(x � at) +  (x + at). wOZWRA℄AQSX KFUNKCII v(x; t) I ISPOLXZUQ URAWNENIQ (1) I NA^ALXNYE USLOWIQ (2),NETRUDNO POLU^ITX OTWET.2. zADA^I DLQ POLUPRQMOJ. rAZYSKIWAEM RE[ENIE KRAEWOJ ZA-DA^I DLQ POLUPRQMOJutt = a2uxx; 0 < x < +1; 0 < t < +1; (1)�1utt(0; t) + �2ut(0; t) + �3ux(0; t) + �4u(0; t) = �(t); 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < +1; (3)W WIDE u(x; t) = '1(x� at) + '2(x+ at): (4)fUNKCII '1(z) I '2(z) MOVNO OPREDELITX IZ NA^ALXNYH USLO-WIJ LI[X PRI 0 < z < +1. dLQ OPREDELENIQ '2(z) \TOGO DOSTATO^NO,1)pREDPOLAGAETSQ, ^TO WOLNA UVE SU℄ESTWUET PRI t < 0.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 183TAK KAK x+ at > 0 PRI 0 < x < +1, 0 < t < +1. fUNKCIQ VE '1(x)DOLVNA BYTX OPREDELENA I DLQ �1 < z < 0, ^TO DOSTIGAETSQ S PO-MO℄X� GRANI^NOGO USLOWIQ (2).rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVNO ISKATX TAKVE S PO-MO℄X� FORMULY dALAMBERAu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at (z) dz (5)DLQ NEOGRANI^ENNOJ STRUNY. dLQ \TOGO NUVNO FIKTIWNO PRODOLVITXSTRUNU NA OTRICATELXNU� POLUOSX �1 < x < 0, A ZATEM RASPROSTRA-NITX NA \TU POLUOSX NA^ALXNYE USLOWIQ (3) TAK, ^TOBY DLQ u(x; t), WY-^ISLQEMOGO PO FORMULE (5), GRANI^NOE USLOWIE (2) WYPOLNQLOSX 1). pRI\TOM POLU^AETSQ, ^TO W SLU^AE FIKSIROWANNOGO KONCA FUNKCII '(x)I  (x) DOLVNY BYTX PRODOLVENY NA POLUOSX �1 < x < 0 NE^ETNO, AW SLU^AE SWOBODNOGO KONCA | ^ETNO.
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2aIZOBRAVEN NA RIS. 23.1)sM. [7, S. 64, 65℄.



184 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ
rIS. 24

rIS. 25

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 18560. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)ux(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)ut(x; 0) = ( 0; 0 < x < 
;v0; 
 < x < 2
;0; 2
 < x < +1; (4)MOVET BYTX NAJDENO S POMO℄X� FORMULY dALAMBERA PRI ^ETNOM 1)PRODOLVENII NA^ALXNYH USLOWIJu(x; t) = 	(x+ at)�	(x� at); (5)GDE 	(z) = 12a zZ�2
'(�) d�; (6)'(z) =8>>><>>>: 0; �1 < z < �2
;v0; �2
 < z < �
;0; �
 < z < 
;v0; 
 < z < 2
;0; 2
 < z < +1: (7)gRAFIK FUNKCII 	(z) IMEET WID, PREDSTAWLENNYJ NA RIS. 24.pROFILX OTKLONENIJ W L�BOJ MOMENT WREMENI POLU^AETSQ WY^I-TANIEM GRAFIKA PRQMOJ WOLNY IZ GRAFIKA OBRATNOJ WOLNY.pRI t = 0; 
a ; 2
a ; 3
a PROFILX OTKLONENIJ IMEET WID, PREDSTAW-LENNYJ NA RIS. 25.61.u(x; t) = 8>>>><>>>>:�2Al�a sin �x2l sin �at2l ; 0 < t < 2l� xa ;2Al�a 
os2 �4l (x � at); 2l � xa < t < 2l + xa ;0; 2l + xa < t < +1; 9>>>>=>>>>; 0 < x < 2l;

u(x; t) =8>>>><>>>>: 0; 0 < t < �2l+ xa ;2Al�a 
os2 �a4l (x� at); �2l+ xa < t < 2l + xa ;0; 2l + xa < t < +1; 9>>>>=>>>>;2l < x < +1,A = ��I4l :1)sM. [7, S. 64, 65℄.
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186 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ62. max06x<+10<t<+1 u(x; t) = h = u�0; 2la � = u�0; 6la � = u�2l; 4la � == u�4l; 2la � :uKA Z AN I E. rASSMOTRETX INTEGRALXNU� POWERHNOSTX, PREDSTAW-LQ�℄U� RE[ENIE u = u(x; t) KRAEWOJ ZADA^I.63. rE[EN I E. aNALOGI^NO TOMU, KAK \TO DELALOSX W SLU^AE ZA-DA^I 56, RE[ENIE NASTOQ℄EJ ZADA^I MOVET BYTX WYPOLNENO TAKIMIDWUMQ SPOSOBAMI.pER WYJ SP O S O B. s^ITAEM IMPULXS I RAWNOMERNO RASPREDELEN-NYM PO OTREZKU x0 6 x 6 x0+ Æ. tOGDA MY PRIHODIM K KRAEWOJ ZADA^Eutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)u(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) =8>><>>: 0; 0 < x < x0;IÆ� ; x0 < x < x0 + Æ;0; x0 + Æ < x <1: (3)eE RE[ENIE POLU^AETSQ PO FORMULE dALAMBERA S POMO℄X� NE^ETNO-GO PRODOLVENIQ NA^ALXNYH USLOWIJ. pEREHODQ K PREDELU PRI Æ ! 0W RE[ENII \TOJ KRAEWOJ ZADA^I, POLU^IM RE[ENIE ISHODNOJ ZADA^Iu(x; t) = I2a���0(x� x0 + at)� �0(x � x0 � at)�� �0(x+ x0 + at) + �0(x+ x0 � at)	:wTOR OJ S P O S O B. iSPOLXZUQ Æ-FUNKCI�, MOVNO SFORMULIRO-WATX KRAEWU� ZADA^U SLEDU�℄IM OBRAZOM:utt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)u(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)ut(x; 0) = I� Æ(x� x0); 0 < x <1: (30)eE RE[ENIE POLU^AETSQ S POMO℄X� NE^ETNOGO PRODOLVENIQ NA^ALXNYHUSLOWIJ. nE^ETNOE PRODOLVENIE NA^ALXNOGO USLOWIQ (30) DAETut(x; 0) = I��Æ(x� x0)� Æ(x+ x0)	;u(x; t) = 12a x+atZx�at I��Æ(� � x0)� Æ(� + x0)	 d� == I2a���0(x�x0+at)��0(x�x0�at)��0(x+x0+at)+�0(x+x0�at)	:64. s POMO℄X� Æ-FUNKCII KRAEWAQ ZADA^A FORMULIRUETSQ SLE-DU�℄IM OBRAZOM: utt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 187u(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)ut(x; 0) = I� nXk=1 Æ(x� xk): (30)pRODOLVAQ NE^ETNO NA^ALXNOE USLOWIE I PRIMENQQ FORMULU dALAMBE-RA, POLU^IMu(x; t) = I� nXk=1 ��0(x� xk + at)� �0(x� xk � at)�� �0(x+ xk + at) + �0(x+ xk � at)	:65. rE[ENIE ISHODNOJ ZADA^I MOVET BYTX POLU^ENO PEREHODOM KPREDELU PRI x0 ! 0 + 0 IZ RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)ux(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)ut(x; 0) = I� Æ(x � x0); x0 > 0; 0 < x < +1; (30)u(x; t) = I2a� limx0!0+0 ��(x � x0 + at)� �0(x� x0 � at) ++ �0(x+ x0 + at)� �0(x + x0 � at)	 = Ia���0(x+ at)� �0(x� at)	:|TO RE[ENIE MOVET BYTX POLU^ENO TAKVE PEREHODOM K PREDELU PRIÆ ! 0 IZ RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)ux(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)ut(x; 0) = ( IÆ� ; 0 < x < Æ;0; Æ < x < +1: (30)66. rE[EN I E. pRIWEDEM DWA SPOSOBA RE[ENIQ ZADA^I.pER WYJ SP O S O B. kRAEWAQ ZADA^A FORMULIRUETSQ TAK:utt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)Mutt(0; t) = ESux(0; t); 0 < t < +1; M = Qg ; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)ut(x; 0) = �v0; x = 0;0; 0 < x < +1: (30)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3), (30) I℄EM W WIDEu(x; t) = '�t� xa�+  �t+ xa� : (4)
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188 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQiZ NA^ALXNYH USLOWIJ NAHODIM:'(�z) +  (z) = 0;'0(�z) +  0(z) = 0;) 0 < z < +1: (5)(50)iNTEGRIRUQ (50), POLU^IM�'(�z) +  (z) = 
onst:pOSTOQNNU� INTEGRIROWANIQ MOVNO POLOVITX RAWNOJ NUL�. tOGDA�'(�z) +  (z) = 0; 0 < z < +1: (500)iZ (5) I (500) NAHODIM (z) = 0; '(�z) = 0; 0 < z < +1: (6)sLEDOWATELXNO, u(x; t) = 8<:'�t� xa� ; t > xa ;0; 0 < t < xa : (7)pODSTAWLQQ POLU^ENNOE WYRAVENIE u(x; t) W GRANI^NOE USLOWIE (2),PRIDEM K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI� DLQ OPREDELENIQ '(z)PRI z > 0 '00(z) + ESaM '0(z) = 0; 0 < z < +1: (8)iZ (6) NAHODIM PERWOE NA^ALXNOE USLOWIE DLQ URAWNENIQ (8)'(0) = 0: (9)iZ NA^ALXNOGO USLOWIQ (30) ut(0; 0) = v0 I WYRAVENIQ (7) DLQ u(x; t)NAHODIM WTOROE NA^ALXNOE USLOWIE DLQ URAWNENIQ (8)'0(0) = v0: (10)iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ (8) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (9) I (10)DAET '(z) = aMv0ES h1� expn�ESaM zoi; 0 < z < +1: (11)sLEDOWATELXNO,u(x; t) =8<: aMv0ES h1� expn� ESaM �t� xa�oi; t > xa ;0; 0 < t < xa : (12)wTOR OJ SP O S O B. kRAEWAQ ZADA^A FORMULIRUETSQ S POMO℄X�ODNOSTORONNEJ Æ-FUNKCII 1) SLEDU�℄IM OBRAZOM:utt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)Mutt(0; t) = ESux(0; t) + IÆ(t); 0 6 t < +1; I =Mv0; (20)u(x; 0) = 0; 0 6 x < +1; (3)1)oDNOSTORONNQQ Æ-FUNKCIQ Æ(t) OPREDELQETSQ PRI �1 < t < +1 KAKPREDEL W SMYSLE SLABOJ SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJfn(t) = 8<:0 PRI �1 < t < 0;n PRI 0 < t < 1=n;0 PRI 1=n < t < +1:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 189ut(x; 0) = 0; 0 6 x < +1: (30)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (20), (3), (30) I℄EM W WIDEu(x; t) = '�t� xa�+  �t+ xa� : (4)kAK I RANX[E, IZ NA^ALXNYH USLOWIJ NAHODIM:'(�z) =  (z) = 0 PRI 0 6 z < +1: (6)sLEDOWATELXNO,u(x; t) = 8<:'�t� xa� ; t > xa ;0; 0 < t < xa : (7)pODSTAWLQQ \TO WYRAVENIE u(x; t) W GRANI^NOE USLOWIE (20) I NA^ALX-NYE USLOWIQ (3) I (30), POLU^IM DLQ OPREDELENIQ '(z) PRI z > 0 DIF-FERENCIALXNOE URAWNENIE'00(z) + ESaM '0(z) = v0Æ(z); 0 6 z < +1; (13)I NA^ALXNYE USLOWIQ '(0) = '0(0) = 0: (14)iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ (13) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (14) DAET'(z) = aMv0ES h1� expn�ESaM zoi; 0 < z < +1; (11)I MY SNOWA PRIHODIM K WYRAVENI� (12) DLQ u(x; t).67. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)ux(0; t)� hu(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = (sin �xl ; 0 < x < l;0; l < x < +1; (3)ut(x; 0) = 0; 0 6 x < +1; (30)QWLQETSQ u(x; t) = '�t� xa�+  �t+ xa� ; (4)GDE �'(�z) =  (z) = 8><>: 12 sin �azl ; 0 6 z 6 la ;0; la 6 z < +1; (5)'(z) = 8>><>>: 1�2 + h2l2 h�2 � h2l22 sin �azl + �hl �
os �azl � e�ahz�i;0 6 z 6 la ;� �hl�2 + h2l2 (1 + ehl)e�ahz; la 6 z < +1:
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onst:pOSTOQNNU� INTEGRIROWANIQ MOVNO POLOVITX RAWNOJ NUL�. tOGDA�'(�z) +  (z) = 0; 0 < z < +1: (500)iZ (5) I (500) NAHODIM (z) = 0; '(�z) = 0; 0 < z < +1: (6)sLEDOWATELXNO, u(x; t) = 8<:'�t� xa� ; t > xa ;0; 0 < t < xa : (7)pODSTAWLQQ POLU^ENNOE WYRAVENIE u(x; t) W GRANI^NOE USLOWIE (2),PRIDEM K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI� DLQ OPREDELENIQ '(z)PRI z > 0 '00(z) + ESaM '0(z) = 0; 0 < z < +1: (8)iZ (6) NAHODIM PERWOE NA^ALXNOE USLOWIE DLQ URAWNENIQ (8)'(0) = 0: (9)iZ NA^ALXNOGO USLOWIQ (30) ut(0; 0) = v0 I WYRAVENIQ (7) DLQ u(x; t)NAHODIM WTOROE NA^ALXNOE USLOWIE DLQ URAWNENIQ (8)'0(0) = v0: (10)iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ (8) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (9) I (10)DAET '(z) = aMv0ES h1� expn�ESaM zoi; 0 < z < +1: (11)sLEDOWATELXNO,u(x; t) =8<: aMv0ES h1� expn� ESaM �t� xa�oi; t > xa ;0; 0 < t < xa : (12)wTOR OJ SP O S O B. kRAEWAQ ZADA^A FORMULIRUETSQ S POMO℄X�ODNOSTORONNEJ Æ-FUNKCII 1) SLEDU�℄IM OBRAZOM:utt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)Mutt(0; t) = ESux(0; t) + IÆ(t); 0 6 t < +1; I =Mv0; (20)u(x; 0) = 0; 0 6 x < +1; (3)1)oDNOSTORONNQQ Æ-FUNKCIQ Æ(t) OPREDELQETSQ PRI �1 < t < +1 KAKPREDEL W SMYSLE SLABOJ SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJfn(t) = 8<:0 PRI �1 < t < 0;n PRI 0 < t < 1=n;0 PRI 1=n < t < +1:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 189ut(x; 0) = 0; 0 6 x < +1: (30)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (20), (3), (30) I℄EM W WIDEu(x; t) = '�t� xa�+  �t+ xa� : (4)kAK I RANX[E, IZ NA^ALXNYH USLOWIJ NAHODIM:'(�z) =  (z) = 0 PRI 0 6 z < +1: (6)sLEDOWATELXNO,u(x; t) = 8<:'�t� xa� ; t > xa ;0; 0 < t < xa : (7)pODSTAWLQQ \TO WYRAVENIE u(x; t) W GRANI^NOE USLOWIE (20) I NA^ALX-NYE USLOWIQ (3) I (30), POLU^IM DLQ OPREDELENIQ '(z) PRI z > 0 DIF-FERENCIALXNOE URAWNENIE'00(z) + ESaM '0(z) = v0Æ(z); 0 6 z < +1; (13)I NA^ALXNYE USLOWIQ '(0) = '0(0) = 0: (14)iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ (13) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (14) DAET'(z) = aMv0ES h1� expn�ESaM zoi; 0 < z < +1; (11)I MY SNOWA PRIHODIM K WYRAVENI� (12) DLQ u(x; t).67. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)ux(0; t)� hu(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = (sin �xl ; 0 < x < l;0; l < x < +1; (3)ut(x; 0) = 0; 0 6 x < +1; (30)QWLQETSQ u(x; t) = '�t� xa�+  �t+ xa� ; (4)GDE �'(�z) =  (z) = 8><>: 12 sin �azl ; 0 6 z 6 la ;0; la 6 z < +1; (5)'(z) = 8>><>>: 1�2 + h2l2 h�2 � h2l22 sin �azl + �hl �
os �azl � e�ahz�i;0 6 z 6 la ;� �hl�2 + h2l2 (1 + ehl)e�ahz; la 6 z < +1:



190 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ68. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�tt = a2�xx; 0 < x; t < +1; (1)�x(0; t) + ��t(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)�(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)�t(x; 0) = !; 0 < x < +1 (30)IMEET WID �(x; t) = ( !t; 0 < at < x;!(t� �x)1� a� ; x < at < +1: (4)69. iMEEM KRAEWYE ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)A) LIBO u(0; t) = 0;B) LIBO ux(0; t) = 0;W) LIBO ux(0; t)� hu(0; t) = 0;G) LIBO ux(0; t) + �ut(0; t) = 0;9>>=>>; 0 6 t < +1; (2)u(x; 0) = f(x);ut(x; 0) = af 0(x);) 0 < x < +1: (3)(30)w SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ A)u(x; t) = � f(x+ at); 0 < at < x;f(x+ at)� f(at� x); x < at < +1:w SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ B)u(x; t) = � f(x+ at); 0 < at < x;f(x+ at) + f(at� x); x 6 at < +1:w SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ W)u(x; t) = 8><>:f(at+ x); 0 < at < x;f(x+ at) + f(at� x) + 2heh(x�at) x�atZ0 e�hsf(�s) ds;x < at < +1:w SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ G)u(x; t) = ( f(x+ at); 0 < at < x;f(x+ at) + 1 + a�1� a� f(at� x); x < at < +1:70. iMEEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)M0utt(0; t) = �H0u(0; t)�R0ut(0; t)�kp0Sux(0; t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1; (3)ut(x; 0) = af 0(x); 0 < x < +1: (30)eE RE[ENIE MOVET BYTX PREDSTAWLENO SLEDU�℄IM OBRAZOM:u(x; t) = � f(x+ at); 0 < at < x;f(x+ at) + �(at� x); x < at < +1;

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 191GDE �(z) ESTX RE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQa2M0'00(z)� (aR0 � kp0S)'0(z) +H0'(z) == �[a2M0f 00(+z) + (aR0 + kp0S)f 0(+z) +H0f(+z)℄PRI NA^ALXNYH USLOWIQH '(0) = '0(0) = 0:pRIM E ^ AN I E. w GRANI^NOM USLOWII (2) S OBOZNA^AET PLO℄ADXPOR[NQ, A R0 OZNA^AET KO\FFICIENT TRENIQ. mY PRENEBREGAEM IZME-NENIEM DAWLENIQ NA WNE[NEJ STORONE POR[NQ. iZBYTO^NOE DAWLENIENA POR[ENX (�WOZMU℄ENIE DAWLENIQ�) RAWNO p� p0 = k p0�0 (�� �0). nOW SILU URAWNENIQ NERAZRYWNOSTI (SM. RE[ENIE ZADA^I 4 GL. II) IME-EM �� �0 � ��0ux. pO\TOMU p� p0 = �kp0ux.71. rE[EN I E 1). iMEEM KRAEWYE ZADA^I A), B), W) SOOTWETSTWENNOGRANI^NYM USLOWIQM (3), (30), (300), PRIWEDENNYM NIVE,vx + Lit +Ri = 0;ix + Cvt +Gv = 0;� 0 < x; t < +1; CR = GL; (1)(10)v(x; 0) = f(x);i(x; 0) = �rCL f(x);9=; 0 < x < +1; (2)(20)�v(0; t) = R0i(0; t);�vt(0; t) = 1C0 i(0; t);�v(0; t) = L0it(0; t); 9>>=>>; 0 < t < +1: (3)(30)(300)rE[ENIQ \TIH KRAEWYH ZADA^ I℄EM W WIDE 2)v(x; t) = e�Rt=L �'(x � at) +  (x + at)	; a = 1pCL ; (4)i(x; t) = e�Rt=LrCL �'(x� at)�  (x+ at)	: (40)iZ NA^ALXNYH USLOWIJ (2), (20) DLQ KRAEWYH ZADA^ (3), (30) POLU^AEM'(z) = 0;  (z) = f(z); 0 < z < +1: (5)w ZAWISIMOSTI OT GRANI^NYH USLOWIJ POLU^AEM RAZLI^NYE PREDSTAW-LENIQ DLQ '(z) PRI �1 < z < 0.w SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ (3)'(z) = R0pC �pLR0pC +pL f(�z); �1 < z < 0: (6)1)sM. RE[ENIE ZADA^I 58.2)sM. SNOSKU NA S. 188.
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192 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ (30)'(z) = expn� CC0 � aCR�zo zZ0 expn�a
R� CC0��o �� hf 0(��)� �aCR + CC0�f(��)id�; �1 < z < 0: (60)w SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ (300)'(z) = expn� LL0 � RaL�zo zZ0 expn� RaL � LL0� �o�� h�f 0(��) + � LL0 + RaL� f(��)id�; �1 < z < 0:z AM E ^ AN I E. w SLU^AE GRANI^NOGO USLOWIQ (3) OTRAVENNAQ WOL-NA NAPRQVENIQ'(z) = R0pC �pLR0pC +pL f(�z); �1 < z < 0MOVET WOWSE OTSUTSTWOWATX PRI R0 = rLC (SLU^AJ POLNOGO POGLO℄E-NIQ PADA�℄EJ WOLNY). eSLI R0 > rLC , TO OTRAVENNAQ WOLNA IMEETTOT VE ZNAK, ^TO I PADA�℄AQ; ESLI R0 < rLC , TO PROTIWOPOLOV-NYJ (SOHRANENIE FAZY I IZMENENIE FAZY NA PROTIWOPOLOVNU�). eSLIR0 = 0 (NEPOSREDSTWENNO ZAZEMLENNYJ KONEC), TO OTRAVENNAQ WOLNANAPRQVENIQ MENQET ZNAK, PRI^EM EE AMPLITUDA RAWNA (W TO^KE x = 0)AMPLITUDE PADA�℄EJ WOLNY. eSLI R0 ! +1 (IZOLIROWANNYJ KONEC),TO OTRAVENNAQ WOLNA NAPRQVENIQ IMEET ZNAK I WELI^INU PADA�℄EJWOLNY. aMPLITUDA OTRAVENNOJ WOLNY W DWA RAZA MENX[E AMPLITUDYPADA�℄EJ WOLNY PRI WYPOLNENII USLOWIQR0pC �pLR0pC +pL = 12LIBO USLOWIQ R0pC �pLR0pC +pL = �12 :72. rE[EN I E. dLQ OPREDELENIQ PREDELXNOGO STACIONARNOGO SO-STOQNIQ W PROWODE I℄EM RE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ�2v�x2 �CL �2v�t2 � 2CR �v�t �GRv = 0; 0 < x; t < +1; CR = GL; (1)W WIDE FUNKCII, ZAWISQ℄EJ TOLXKO OT x I NE ZAWISQ℄EJ OT t,v = v0(x); 0 < x < +1; (2)PRI GRANI^NOM USLOWII v(0) = E: (3)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 193pODSTANOWKA v0(x) W (1) DAETd2v0dx2 �GRv0 = 0;OTKUDA POLU^AEM v0(x) = C1e�pGRx + C2epGRx:tAK KAK PRI x ! +1 FUNKCIQ v0(x) DOLVNA BYTX OGRANI^ENNOJ, TOC2 = 0. iZ GRANI^NOGO USLOWIQ (3) NAHODIM C1 = E. sLEDOWATELXNO,v0(x) = Ee�pGRx: (4)sOOTWETSTWU�℄EE STACIONARNOE RASPREDELENIE TOKAi = i0(x) (5)POLU^IM, PODSTAWLQQ (4) I (5) W DIFFERENCIALXNOE URAWNENIEvx + Lit +Ri = 0: (6)mY NAHODIM i0(x) = ErCL e�pGRx: (7)pOSLE TOGO KAK KONEC PROWODA x = 0 ZAZEMLEN (W MOMENT t = 0) ^EREZ SO-SREDOTO^ENNOE SOPROTIWLENIE, DLQ NAPRQVENIQ I SILY TOKA W PROWODEPOLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvx + Lit +Ri = 0;ix + Cvt +Gv = 0;� 0 < x; t < +1; (8)(9)�v(0; t) = R0i(0; t); 0 < t < +1; (10)v(x; 0) = Ee�pGRx;i(x; 0) = ErCL e�pGRx;9>=>; 0 < x < +1: (11)(12)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (8), (9), (10), (11), (12) I℄EM W WIDEv(x; t) = e�Rt=L �'(x� at) +  (x+ at)�;i(x; t) = e�Rt=LrCL �'(x� at)�  (x+ at)�:dLQ '(z) I  (z) IZ NA^ALXNYH USLOWIJ (11), (12) NAHODIM WYRAVENIE'(z) = Ee�pGRz; 0 < z < +1; (13) (z) = 0; 0 < z < +1: (14)iZ GRANI^NOGO USLOWIQ (10)'(�z) = R0pC �pLR0pC +pL  (z) = 0; 0 < z < +1: (15)sLEDOWATELXNO,v(x; t) = Ee�pGRx�0(x� at); 0 < x; t < +1; (16)i(x; t) = ErCL e�pGRx�0(x� at); 0 < x; t < +1: (17)13 b.m. bUDAK I DR.
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194 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ73. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)u(0; t) = �(t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)QWLQETSQ u(x; t) =8<:��t� xa� ; xa < t < +1;0; 0 < t < xa : (4)uKA Z AN I E. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVNO ISKATXW WIDE u(x; t) = '�t� xa�+  �t+ xa� :74. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; a2 = E� ; (1)ESux(0; t) = �F (t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)QWLQETSQ u(x; t) = 8>><>>: 0; 0 < t < xa ;1SpE� t�x=aZ0 F (�) d�; xa < t < +1: (4)75. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I��p�x = �w�t ;��p�t = �2 �w�x ;9>=>; 0 < x; t < +1; (1)(10)wx(0; t) + P0S�2
0�0 w(0; t) + P0�2
0�0 q(t) = 0; 0 < t < +1; (2)w(x; 0) = 0; p(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)QWLQETSQw(x; t) = 8><>: 0; 0 < �t < x;eh(x��t) x��tZ0 ��� ��� eh� d�; x < �t < +1; (4)GDE h = P0S�2
0�0 ; �(z) = � P0�2
0�0 q(z); 0 < z < +1; (5)p(x; t) POLU^AETSQ IZ w(x; t) S POMO℄X� SOOTNO[ENIQ (1) ILI (10),w(x; t) = � � v(x; t), GDE � | PLOTNOSTX, A v | SKOROSTX VIDKOSTI.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 19576. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (2)Mutt(0; t) = ESux(0; t) + I +1Xn=0 Æ(t� nT ); (3)GDE Æ(t) | ODNOSTORONNQQ Æ-FUNKCIQ, IMEET WIDu(x; t) = aIES +1Xn=0�1� expn�ESaM �t� xa � nT�o��0�t� xa � nT�;0 < x; t < +1: (4)77. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Ivx + Lit +Ri = 0;ix + Cvt +Gv = 0;� 0 < x; t < +1; CR = GL; (1)(10)v(0; t) = E sin!t; 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = i(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (3)IMEET WID v(x; t) = v0(x; t) + v�(x; t); (4)i(x; t) = i0(x; t) + i�(x; t); (40)GDE v0(x; t) = Ee��x sin(!t� �x) (5)| NAPRQVENIE USTANOWIW[IHSQ KOLEBANIJ,i0(x; t) = Ee��x 1R2 + !2L2 �(�R + �!L) sin(!t� �x) ++ (�R � �!L) 
os(!t� �x)� (6)| SILA TOKA USTANOWIW[IHSQ KOLEBANIJ,� =rGR+ !2CL+ 2!CR2 ; � =rGR+ !2CL� 2!CR2 ; (7)A v�(x; t) = e�Rt=L['(x � at) +  (x + at)℄ (8)| NAPRQVENIE ZATUHA�℄IH KOLEBANIJ,i�(x; t) =rCL e�Rt=L['(x � at)�  (x+ at)℄ (9)| SILA TOKA ZATUHA�℄IH KOLEBANIJ,'(z) = �v0(z; 0) + i0(z; 0)pL=C2 ;  (z) = �v0(z; 0)� i0(z; 0)pL=C2 ;0 < z <1; (10)'(z) = � (�z); �1 < z < 0: (11)13�
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196 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpRI t > 1R=L+ �a �ln 10 �1 + (j� � �!j+ �R+ �!L)pL(R2 + !2L2)pC �� (12)AMPLITUDA NAPRQVENIQ ZATUHA�℄IH KOLEBANIJ BUDET MENX[E 10%AMPLITUDY NAPRQVENIQ USTANOWIW[IHSQ KOLEBANIJ.uKA Z AN I E. iSKL�^ITX IZ (1) I (10) SILU TOKA I NAJTI USTA-NOWIW[IESQ KOLEBANIQ NAPRQVENIQ, PODSTAWLQQ KOTORYE W (10), NAJ-TI USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ TOKA. uSTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ NA-PRQVENIQ I TOKA CELESOOBRAZNO SNA^ALA ISKATX W KOMPLEKSNOJ FORMEev(x; t) = v(x)ej!t, ei(x; t) = i(x)ej!t, GDE j = p�1, TREBUQ OGRANI^EN-NOSTI PRI x! +1, A ZATEM WERNUTXSQ K DEJSTWITELXNYM PEREMENNYMI UDOWLETWORITX GRANI^NOMU USLOWI� (2).3. zADA^I DLQ BESKONE^NOJ PRQMOJ, SOSTAWLENNOJ IZ DWUHODNORODNYH POLUPRQMYH. sOSREDOTO^ENNYE FAKTORY. eSLI NE-OGRANI^ENNAQ STRUNA (STERVENX) POLU^ENA SOEDINENIEM DWUH POLU-OGRANI^ENNYH ODNORODNYH STRUN (STERVNEJ), TO, PRINIMAQ TO^KU SO-EDINENIQ ZA x = 0, MOVNO NAPISATX DLQ OTKLONENIQ TO^EK STRUNYURAWNENIQ u1tt = a21u1xx; �1 < x < 0; 0 < t < +1; (1)u2tt = a22u2xx; 0 < x < +1; 0 < t < +1 (10)I NA^ALXNYE USLOWIQu1(x; 0) = f1(x); u1t(x; 0) = F (x); �1 < x < 0; (2)u2(x; 0) = f2(x); u2t(x; 0) = F2(x); 0 < x < +1: (20)k \TIM URAWNENIQM I NA^ALXNYM USLOWIQM NUVNO E℄E DOBAWITX USLO-WIQ SOPRQVENIQ W TO^KE x = 0.eSLI, NAPRIMER, STRUNY SOEDINENY NEPOSREDSTWENNO (BEZ KAKIH-LIBO SOSREDOTO^ENNYH WKL�^ENIJ), TO USLOWIQ SOPRQVENIQ IME�T WIDu1(0; t) = u2(0; t); (3)E1u1x(0; t) = E2u2x(0; t): (4)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (10), (2), (20), (3), (4) MOVNO ISKATX W WIDEu1(x; t) = '1(x� a1t) +  1(x + a1t); �1 < x < 0; 0 < t < +1; (5)u2(x; t) = '2(x� a2t) +  2(x + a2t); 0 < x < +1; 0 < t < +1: (6)fUNKCII '1(z),  1(z), '2(z),  2(z) OPREDELQ�TSQ IZ NA^ALXNYH USLO-WIJ (2), (20) I USLOWIJ SOPRQVENIQ (3) I (4).78. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I 1)u1tt = a21u1xx; �1 < x < 0;u2tt = a22u2xx; 0 < x < +1;) 0 < t < +1; (1)(10)u1(0; t) = u2(0; t); E1 �u1(0; t)�x = E2 �u2(0; t)�x ; 0 < t < +1; (2)1)sM. ZADA^U 26.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 197u1(x; 0) = f �� xa1� ; �u1(x; 0)�t = f 0 �� xa1� ; �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = 0; �u2(x; 0)�t = 0; 0 < x < +1; (30)QWLQETSQu1(x; t) = f �t� xa1�+ pE1�1 �pE2�2pE1�1 +pE2�2 f �t+ xa1� ;�1 < x < 0; � xa1 < t < +1; x < 0; 0 < t < � xa1 ; (4)u2(x; t) = 2pE1�1pE1�1 +pE2�2 f �t� xa2� ;a�12 x < t < +1; x > 0; 0 < t < a�12 x; 0 < t < +1: (5)oTR AVE N N A Q W OL N A pE1�1 �pE2�2pE1�1 +pE2�2 f �t+ xa1� OTSUTSTWUETPRI pE1�1 = pE2�2. pRI E2�2 ! 0 OTRAVENIE BUDET PROISHODITX KAKOT SWOBODNOGO KONCA, PRI E2�2 !1 | KAK OT ZAKREPLENNOGO VESTKO.pR E L OML E N N A Q W O L N A. pRI E2�2 ! 0 IMEET AMPLITUDU WDWA RAZA BOLX[E, ^EM PADA�℄AQ WOLNA; PRI E2�2 ! +1 PRELOMLENNAQWOLNA IS^EZAET.sLEDUET OSOBO OTMETITX, ^TO PRI E2�2 ! 0 OTRAVENIE PROISHO-DIT, KAK OT SWOBODNOGO KONCA, NO PRELOMLENNAQ WOLNA SU℄ESTWUET IDAVE IMEET AMPLITUDU, W DWA RAZA B�OLX[U� AMPLITUDY PADA�℄EJWOLNY.79. A) PRI Mk > T0� (I 0 < x < +1)u(x; t) = Mv0pMk � T0� expn� �M (at� x)o sh��t� xa� pMk � T0�M �;KOGDA x < at < +1;u(x; t) = 0; KOGDA 0 < at < x; 9>>>=>>>; (1)B) PRI Mk = T0� (I 0 < x < +1)u(x; t) = v0 expn� kM �t� xa�o�t� xa��0 �t� xa� ; 0 < t < +1; (2)W) PRI Mk < T0� (I 0 < x < +1)u(x; t) = Mv0pT0��Mk expn� �M (at� x)o sh��t� xa� pT0��MkM �;KOGDA x < at < +1;u(x; t) = 0; KOGDA 0 < at < x: 9>>>=>>>; (3)pRI �1 < x < 0 RE[ENIE u(x; t) POLU^AETSQ IZ (1), (2), (3) ZAMENOJ xNA �x.
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198 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ80. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iu1tt = a2u1xx; �1 < x < 0;u2tt = a2u2xx; 0 < x < +1;� 0 < t < +1; (1)(10)T0[u2x(0; t)� u1x(0; t)℄ = ku1(0; t) +Mu1tt(0; t) + rut(0; t) == ku2(0; t) +Mu2tt(0; t) + ru2t(0; t); 0 < t < +1; (2)u1(0; t) = u2(0; t);u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = �af 0(x); �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = 0; u2t(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (30)MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu1(x; t) = f(x� at) + '(x+ at); (4)u2(x; t) = '(x� at); (40)GDE '(z) ESTX RE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQa2M'00(z)+[2T0�ar℄'0(z)+k'(z)=2T0f 0(z) PRI �1 < z < 0 (5)PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH, A'(z) = '(�z)� f(z) PRI 0 < z < +1: (6)81. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; �1 < x < v0t; v0t < x < +1; 0 < t < +1; (1)GDE u = u1(x; t); �1 < x < v0t; u = u2(x; t); v0t < x < +1;u1x(v0t; t) = u2x(v0t; t) = � 1kp0 ep(t); (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; �1 < x < 0; 0 < x < +1; (3)IMEET WIDu1(x; t) = 8><>:�a+ v0kp0 (x+at)=(a+v0)Z0 ep(�) d�; �at < x < v0t;0; �1 < x < �at; (4)u2(x; t) =8><>: a� v0kp0 (at�x)=(a�v0)Z0 ep(�) d�; v0t < x < at;0; at < x < +1: (40)w ^ASTNOSTI, ESLI ep(t) = A 
os!t,u1(x; t) =8<:�a+ v0kp0! A sin h !a+ v0 (x + at)i ; �at < x < v0t;0; �1 < x < �at;u2(x; t) = 8<: a� v0kp0! A sin h !a� v0 (x � at)i ; v0t < x < at;0; at < x < +1:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 199tAKIM OBRAZOM, W SLU^AE ep(t) = A 
os!t W NAPRAWLENII, OBRATNOM NA-PRAWLENI� DWIVENIQ ISTO^NIKA, RASPROSTRANQETSQ WOLNA S ^ASTOTOJ,MENX[EJ ^ASTOTY ISTO^NIKA,!1 = aa+ v0 !;A W NAPRAWLENII DWIVENIQ ISTO^NIKA | WOLNA S ^ASTOTOJ, BOLX[EJ^ASTOTY ISTO^NIKA, !2 = aa� v0 !(\FFEKT dOPPLERA).82. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; �1 < x < v0t; v0t < x < +1; 0 < t < +1;u = u1(x; t); �1 < x < v0t; u = u2(x; t); v0t < x < +1;� (1)u1(v0t; t) = u2(v0t; t); T0 ��u2(v0t; t)�x � �u1(v0t; t)�x � = �F (t);0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = u1t(x; 0) = 0; �1 < x < 0;u2(x; 0) = u2t(x; 0) = 0; 0 < x < +1;� (3)QWLQETSQu1(x; t) = 8>><>>: a2 � v202aT0 (x+at)=(a+v0)Z0 F (�) d�; �at < x < v0t;0; �1 < x < �at; (4)u2(x; t) = 8>><>>: a2 � v202aT0 (at�x)=(a�v0)Z0 F (�) d�; v0t < x < at;0; at < x < +1: (40)4. zADA^I DLQ KONE^NOGO OTREZKA. w SLU^AE KONE^NOGO ODNO-RODNOGO OTREZKA DLINY l RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; (1)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (2)�1utt + �2ut + �3ux + �4u = �(t); x = 0;�1utt + �2ut + �3ux + �4u = ��(t); x = l; � 0 < t < +1; (3)MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = '1(x� at) + '2(x+ at); (4)PRI^EM FUNKCII '1(z) I '2(z) PRI 0 < z < l OPREDELQ�TSQ IZ NA^ALX-NYH USLOWIJ (2), A DLQ DRUGIH NEOBHODIMYH ZNA^ENIJ PRODOLVA�TSQS POMO℄X� GRANI^NYH USLOWIJ (3).mOVNO TAKVE ISKATX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) S PO-MO℄X� FORMULY dALAMBERAu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at (�) d�



198 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ80. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iu1tt = a2u1xx; �1 < x < 0;u2tt = a2u2xx; 0 < x < +1;� 0 < t < +1; (1)(10)T0[u2x(0; t)� u1x(0; t)℄ = ku1(0; t) +Mu1tt(0; t) + rut(0; t) == ku2(0; t) +Mu2tt(0; t) + ru2t(0; t); 0 < t < +1; (2)u1(0; t) = u2(0; t);u1(x; 0) = f(x); u1t(x; 0) = �af 0(x); �1 < x < 0; (3)u2(x; 0) = 0; u2t(x; 0) = 0; 0 < x < +1; (30)MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu1(x; t) = f(x� at) + '(x+ at); (4)u2(x; t) = '(x� at); (40)GDE '(z) ESTX RE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQa2M'00(z)+[2T0�ar℄'0(z)+k'(z)=2T0f 0(z) PRI �1 < z < 0 (5)PRI NULEWYH NA^ALXNYH USLOWIQH, A'(z) = '(�z)� f(z) PRI 0 < z < +1: (6)81. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; �1 < x < v0t; v0t < x < +1; 0 < t < +1; (1)GDE u = u1(x; t); �1 < x < v0t; u = u2(x; t); v0t < x < +1;u1x(v0t; t) = u2x(v0t; t) = � 1kp0 ep(t); (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; �1 < x < 0; 0 < x < +1; (3)IMEET WIDu1(x; t) = 8><>:�a+ v0kp0 (x+at)=(a+v0)Z0 ep(�) d�; �at < x < v0t;0; �1 < x < �at; (4)u2(x; t) =8><>: a� v0kp0 (at�x)=(a�v0)Z0 ep(�) d�; v0t < x < at;0; at < x < +1: (40)w ^ASTNOSTI, ESLI ep(t) = A 
os!t,u1(x; t) =8<:�a+ v0kp0! A sin h !a+ v0 (x + at)i ; �at < x < v0t;0; �1 < x < �at;u2(x; t) = 8<: a� v0kp0! A sin h !a� v0 (x � at)i ; v0t < x < at;0; at < x < +1:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 199tAKIM OBRAZOM, W SLU^AE ep(t) = A 
os!t W NAPRAWLENII, OBRATNOM NA-PRAWLENI� DWIVENIQ ISTO^NIKA, RASPROSTRANQETSQ WOLNA S ^ASTOTOJ,MENX[EJ ^ASTOTY ISTO^NIKA,!1 = aa+ v0 !;A W NAPRAWLENII DWIVENIQ ISTO^NIKA | WOLNA S ^ASTOTOJ, BOLX[EJ^ASTOTY ISTO^NIKA, !2 = aa� v0 !(\FFEKT dOPPLERA).82. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; �1 < x < v0t; v0t < x < +1; 0 < t < +1;u = u1(x; t); �1 < x < v0t; u = u2(x; t); v0t < x < +1;� (1)u1(v0t; t) = u2(v0t; t); T0 ��u2(v0t; t)�x � �u1(v0t; t)�x � = �F (t);0 < t < +1; (2)u1(x; 0) = u1t(x; 0) = 0; �1 < x < 0;u2(x; 0) = u2t(x; 0) = 0; 0 < x < +1;� (3)QWLQETSQu1(x; t) = 8>><>>: a2 � v202aT0 (x+at)=(a+v0)Z0 F (�) d�; �at < x < v0t;0; �1 < x < �at; (4)u2(x; t) = 8>><>>: a2 � v202aT0 (at�x)=(a�v0)Z0 F (�) d�; v0t < x < at;0; at < x < +1: (40)4. zADA^I DLQ KONE^NOGO OTREZKA. w SLU^AE KONE^NOGO ODNO-RODNOGO OTREZKA DLINY l RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; (1)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (2)�1utt + �2ut + �3ux + �4u = �(t); x = 0;�1utt + �2ut + �3ux + �4u = ��(t); x = l; � 0 < t < +1; (3)MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = '1(x� at) + '2(x+ at); (4)PRI^EM FUNKCII '1(z) I '2(z) PRI 0 < z < l OPREDELQ�TSQ IZ NA^ALX-NYH USLOWIJ (2), A DLQ DRUGIH NEOBHODIMYH ZNA^ENIJ PRODOLVA�TSQS POMO℄X� GRANI^NYH USLOWIJ (3).mOVNO TAKVE ISKATX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) S PO-MO℄X� FORMULY dALAMBERAu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 + 12a x+atZx�at (�) d�



200 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQDLQ NEOGRANI^ENNOJ PRQMOJ, PRODOLVAQ '(z) I  (z) NA WS� PRQMU��1 < z < +1 S POMO℄X� GRANI^NYH USLOWIJ (3).83. u(x; t) = A sin �xl 
os �atl ; 0 < x < l; 0 < t < +1.uKA Z AN I E. rE[ENIE POLU^AETSQ S POMO℄X� FORMULY dALAMBE-RA PRI NE^ETNOM I PERIODI^ESKOM S PERIODOM 2l PRODOLVENII NA^ALX-NYH USLOWIJ.84. u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ; 0 < x < l; 0 < t < +1,GDE '(z) = � Az; �l < z < l;A(2l � z); l < z < 3l;'(z) = '(z + 4l); �1 < z < +1:85. u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ; 0 < x < l; 0 < t < +1,GDE '(z) = 'n(z); �l + 2nl < z < l + 2nl; n = 0; �1; �2; : : : ;PRI^EM '�n(z) = �'n(�z); '0(z) = Az;'1(z) = Ale�h(z�l) � e�hz z�2lZ�l �'00(��) + h'0(��)�eh(�+2l) d�;'2(z) = Ale�h(z�l) � e�hz( lZ�l �'00(��) + h'0(��)�eh(�+2l) d� ++ z�2lZl �'0�1(��) + h'�1(��)�eh(�+2l) d�);'n(z) = Ale�h(z�l) � e�hz(n�1Xk=1 (2k�1)lZ(2k�3)l �'0�k+1(��) ++h'�k+1(�)�eh(�+2l) d�+ z�2lZ(2n�3)l �'0�n+1(��)+h'�n+1(��)�eh(�+2l) d�):86. rE[EN I E. sNA^ALA RE[AEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; 0 < t < +1: (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = I� Æ(x � x0); 0 < x0 < l; 0 < x < l; (3)GDE Æ(x) | ODNOSTORONNQQ Æ-FUNKCIQ 1). eE RE[ENIEM QWLQETSQ1)sM. SNOSKU K RE[ENI� ZADA^I 66.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 201u(x; t) = 12a x+atZx�at I� +1Xk=�1(�1)k�Æ(� � x0 + 2kl)� Æ(� + x0 + 2kl)	 d� == 12a� +1Xk=�1(�1)k��0(x+ at� x0 + 2kl)� �0(x+ at+ x0 + 2kl)�� �0(x� at� x0 + 2kl) + �0(x � at+ x0 + 2kl)	:pEREHODQ K PREDELU PRI x0 ! l W POLU^ENNOM RE[ENII, NAJDEM RE[E-NIE ISHODNOJ ZADA^Iu(x; t) = I2a� +1Xk=�1(�1)k��0[x+ at+(2k� 1)l℄��0[x+ at+(2k+1)l℄�� �0[x� at+ (2k � 1)l℄ + �0[x� at+ (2k + 1)l℄	:87. rE[EN I E. w TE^ENIE AKTA SOUDARENIQ DLQ PRODOLXNYH SME-℄ENIJ u(x; t) TO^EK STERVNQ IMEEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)Mutt(l; t) = �ESux(l; t); 0 < t < t0; (20)GDE t0 | MOMENT OKON^ANIQ AKTA SOUDARENIQ,u(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)ut(x; 0) = � 0; 0 6 x < l;�v0; x = l: (30)mOMENT t0 OKON^ANIQ AKTA SOUDARENIQ HARAKTERIZUETSQ TEM, ^TO PRI0 < t < t0 DOLVNO BYTX ux(l; t) < 0, A PRI t = t0 ux(l; t0) = 0, PRI^EM,ESLI BY MY PREDPOLOVILI, ^TO GRUZ M I DLQ DALXNEJ[IH ZNA^ENIJWREMENI t OSTAWALSQ BY PRIKREPLENNYM K KONCU STERVNQ, TO PRI ZNA-^ENIQH t > t0, MALO OTLI^A�℄IHSQ OT t0, DOLVNO BYTX ux(l; t) > 0.rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (20), (3), (30) QWLQETSQu(x; t) = '(at� x) + '(at+ x); (4)GDE FUNKCIQ '(z) OPREDELQETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:'0(z) = 0; �l < z < l; (5)'(z) = 0; �l < z < l; (6)'00(z) + 1�l '0(z) = '00(z � 2l)� 1�l '0(z � 2l); l < z < +1; (7)� = M�Sl | OTNO[ENIE MASSY GRUZA K MASSE STERVNQ. s POMO℄X� DIF-FERENCIALXNOGO URAWNENIQ (7) I WTOROGO NA^ALXNOGO USLOWIQ (30) OPRE-DELQETSQ FUNKCIQ '0(z) NA OTREZKE l < z < 3l. zATEM S POMO℄X� \TOGOVE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ '0(z) OPREDELQETSQ POSLEDOWATELX-NO NA INTERWALAH 3l < z < 5l, 5l < z < 7l; : : : , PRI^EM KONSTANTAINTEGRIROWANIQ KAVDYJ RAZ OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NEPRERYWNOSTIIZMENENIQ SKOROSTI KONCA ut(l; t) PRI t > 0 I, W ^ASTNOSTI, PRI t = 2la ,
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202 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ4la , 6la ; : : : tAK POLU^A�TSQ WYRAVENIQ'0(z) = v0a e�(z�l)=(�l); l < z < 3l; (50)'0(z) = v0a e�(z�l)=(�l) + v0a h1� 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l); 3l < z < 5l;(500)'0(z) = v0a e�(z�l)=(�l) + v0a h1� 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l) ++ v0a h1� 4�l (z � 3l) + 2�2l2 (z � 5l)2i e�(z�5l)=(�l); 5l < z < 7l: (5000)fUNKCIQ '(z) POLU^AETSQ INTEGRIROWANIEM '0(z) NA INTERWALAHl < z < 3l, 3l < z < 5l, 5l < z < 7l, : : : S U^ETOM NEPRERYWNOSTI IZ-MENENIQ u(l; t) S TE^ENIEM WREMENI.tAK POLU^A�TSQ WYRAVENIQ'(z) = �lv0a h1� e�(z�l)=(�l)i ; l < z < 3l;'(z) = ��lv0a e�(z�l)=(�l) + �lv0a h1 + 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l);3l < z < 5l;'(z) = �lv0a he�(z�l)=(�l) � 1i+ �lv0a h1 + 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l)���lv0a h1 + 2�2l2 (z � 5l)2i e�(z�5l)=(�l); 5l < z < 7l:
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;(60)pRI 0 < t < la W SILU (6) '(at � x) = 0, PO\TOMU SOGLASNO (4)u(x; t) = '(at+ x) PRI 0 < t < la ; (8)T. E. PO STERVN� RASPROSTRANQETSQ TOLXKO �OBRATNAQ� WOLNA '(at ++ x), IDU℄AQ OT KONCA x = l, PODWERGNUW[EGOSQ UDARU; PRI t = la ONADOSTIGNET ZAKREPLENNOGO KONCA I PRI la < t < 2la K NEJ PRIBAWITSQOTRAVENNAQ WOLNA '(at� x), T. E. RE[ENIE BUDET IMETX WIDu(x; t) = '(at� x) + '(at+ x); la < t < 2la : (9)pRI t = 2la WOLNA '(at� x) OTRAZITSQ OT KONCA x = l, TAK ^TO SLAGAE-MOE '(at + x) W RE[ENII (4) NA INTERWALE 2la < t < 3la BUDET IMETXUVE DRUGOE WYRAVENIE.tAKIM OBRAZOM, u(x; t) IMEET RAZLI^NYE WYRAVENIQ NA INTER-WALAH0 < t < la ; la < t < 2la ; : : : ; n la < t < (n+ 1) la ; : : : ; (10)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 203ux(l; t) | RAZLI^NYE WYRAVENIQ NA INTERWALAH0 < t < 2la ; 2la < t < 4la ; : : : ; 2n la < t < (2n+ 2) la ; : : : (11)aKT SOUDARENIQ NE MOVET ZAKON^ITXSQ PRI 0 < t < 2la , TAK KAK PRI\TIH ZNA^ENIQH t BUDET ux(l; t) < 0.dLQ TOGO ^TOBY AKT SOUDARENIQ ZAKON^ILSQ W MOMENT t, PRINAD-LEVA℄IJ INTERWALU 2la < t < 4la , NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY WY-POLNQLOSX NERAWENSTWO 2 + e�2=� < 4� ;T. E. � < 1; 73:pRIM E ^ AN I E. tAK KAK REALXNYE POWERHNOSTI MOGUT OBLADATXNEROWNOSTQMI, TO DLQ PRILOVIMOSTI \TOGO RE[ENIQ K REALXNYM SLU-^AQM UDARA NEOBHODIMO, ^TOBY WREMQ, W TE^ENIE KOTOROGO DOSTIGAET-SQ PLOTNOE SOPRIKOSNOWENIE TORCA UDARQ�℄EGO GRUZA SO SWOBODNYMTORCOM STERVNQ, BYLO PRENEBREVIMO MALO PO SRAWNENI� SO WREMENEMPROBEGA WOLNY WOZMU℄ENIQ PO STERVN�. dEFORMACII, WOZNIKA�℄IEW GRUZE, DOLVNY BYTX PRENEBREVIMO MALY PO SRAWNENI� S DEFORMA-CIQMI W STERVNE.88. w TE^ENIE AKTA SOUDARENIQ DLQ PRODOLXNYH SME℄ENIJ u(x; t)TO^EK STERVNQ IMEEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx; 0 < x < +1; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)Mutt(l; t) = �ESux(l; t); 0 < t < t0; (20)GDE t0 | MOMENT OKON^ANIQ AKTA SOUDARENIQ,u(x; 0) = 0; 0 6 x 6 l; (3)ut(x; 0) = � 0; 0 6 x < l;�v0; x = l: (30)mOMENT OKON^ANIQ AKTA SOUDARENIQ OPREDELQETSQ TAK VE, KAK I W PRE-DYDU℄EJ ZADA^E.rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (20), (3), (30) IMEET WIDu(x; t) = '(at� x) + '(at+ x); (4)GDE '(z) OPREDELQETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:'0(z) = 0; �l < z < l; (5)'(z) = 0; �l < z < l; (6)'00(z) + 1�l '0(z) = �'00(z � 2l) + 1�l '0(z � 2l); l < z < +1; (7)GDE � = M�Sl | OTNO[ENIE MASSY GRUZA K MASSE STERVNQ.sNA^ALA S POMO℄X� DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (7) OPREDELQ-ETSQ '0(z) POSLEDOWATELXNO NA INTERWALAH l < z < 3l, 3l < z < 5l I



202 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ4la , 6la ; : : : tAK POLU^A�TSQ WYRAVENIQ'0(z) = v0a e�(z�l)=(�l); l < z < 3l; (50)'0(z) = v0a e�(z�l)=(�l) + v0a h1� 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l); 3l < z < 5l;(500)'0(z) = v0a e�(z�l)=(�l) + v0a h1� 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l) ++ v0a h1� 4�l (z � 3l) + 2�2l2 (z � 5l)2i e�(z�5l)=(�l); 5l < z < 7l: (5000)fUNKCIQ '(z) POLU^AETSQ INTEGRIROWANIEM '0(z) NA INTERWALAHl < z < 3l, 3l < z < 5l, 5l < z < 7l, : : : S U^ETOM NEPRERYWNOSTI IZ-MENENIQ u(l; t) S TE^ENIEM WREMENI.tAK POLU^A�TSQ WYRAVENIQ'(z) = �lv0a h1� e�(z�l)=(�l)i ; l < z < 3l;'(z) = ��lv0a e�(z�l)=(�l) + �lv0a h1 + 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l);3l < z < 5l;'(z) = �lv0a he�(z�l)=(�l) � 1i+ �lv0a h1 + 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l)���lv0a h1 + 2�2l2 (z � 5l)2i e�(z�5l)=(�l); 5l < z < 7l:
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;(60)pRI 0 < t < la W SILU (6) '(at � x) = 0, PO\TOMU SOGLASNO (4)u(x; t) = '(at+ x) PRI 0 < t < la ; (8)T. E. PO STERVN� RASPROSTRANQETSQ TOLXKO �OBRATNAQ� WOLNA '(at ++ x), IDU℄AQ OT KONCA x = l, PODWERGNUW[EGOSQ UDARU; PRI t = la ONADOSTIGNET ZAKREPLENNOGO KONCA I PRI la < t < 2la K NEJ PRIBAWITSQOTRAVENNAQ WOLNA '(at� x), T. E. RE[ENIE BUDET IMETX WIDu(x; t) = '(at� x) + '(at+ x); la < t < 2la : (9)pRI t = 2la WOLNA '(at� x) OTRAZITSQ OT KONCA x = l, TAK ^TO SLAGAE-MOE '(at + x) W RE[ENII (4) NA INTERWALE 2la < t < 3la BUDET IMETXUVE DRUGOE WYRAVENIE.tAKIM OBRAZOM, u(x; t) IMEET RAZLI^NYE WYRAVENIQ NA INTER-WALAH0 < t < la ; la < t < 2la ; : : : ; n la < t < (n+ 1) la ; : : : ; (10)
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204 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQT.D. S U^ETOM NA^ALXNOGO USLOWIQ (30) I NEPRERYWNOSTI ut(l; t) PRI0 < t < +1: '0(z) = �v0a e�(z�l)=(�l); l < z < 3l; (50)'0(z) = �v0a e�(z�l)=(�l) + v0a h1� 2�l (z � 3l)i e�(z�3l)=(�l); 3l < z < 5l;(500): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :zATEM INTEGRIROWANIEM '0(z) S U^ETOM NEPRERYWNOSTI PRI t > 0 PO-LU^AETSQ WYRAVENIE DLQ '(z) NA \TIH INTEGRALAH:'(z) = �v0�la h1� e�(z�l)=(�l)i ; l < z < 3l: (60): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :89. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I 1)�1� xH �2 �2u�t2 = a2 ��x ��1� xH �2 �u�x� ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)Mutt(l; t) = �ESux(l; t); 0 < t < t0; (20)GDE t0 | MOMENT OKON^ANIQ AKTA SOUDARENIQ,u(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)ut(x; 0) = � 0; 0 6 x < l;�v0; x = l; (30)IMEET WID u(x; t) = '(at� x)� '(at+ x)H � x : (4)fUNKCIQ '(x) OPREDELQETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:'(z) = 0; �l < z < l; (5)�'00(z) + '0(z) + '(z)H � l = �'00(z � 2l)�� '0(z � 2l) + '(z � 2l)H � l ; l < z < +1; (6)GDE � = Ma2ES .s POMO℄X� \TOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, NA^ALXNOGOUSLOWIQ (30) I USLOWIJ NEPRERYWNOSTI ut(l; t) PRI 0 < t < +1 I NE-PRERYWNOSTI u(l; t) PRI 0 6 t < +1 FUNKCIQ OPREDELQETSQ POSLEDOWA-TELXNO NA INTERWALAH l < z < 3l, 3l < z < 5l I T.D.'(z) = v0a (H � l) e�1(z�l) � e�2(z�l)�1 � �2 ; l < z < 3l; (50)I T.D., GDE �1 I �2 | KORNI URAWNENIQ�2 + �� + 1�(H � l) = 0:1)sM. ZADA^U 21.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 20590. rE[ENIE ZADA^I ANALOGI^NO RE[ENI� ZADA^ 87, 88, 89.91. rE[ENIQ KRAEWYH ZADA^utt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (2)A) u(0; t) = �(t); u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (3)B) u(0; t) = 0; u(l; t) = �(t); 0 < t < +1; (30)W) u(0; t) = �(t); ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (300)IME�T SOOTWETSTWENNO WID 1)A) u(x; t) = +1Xn=0 e��t� x+ 2nla �� +1Xn=1 e��t� 2nl � xa �, (4)B) u(x; t) = +1Xn=0 �e��t� x� (2n+ 1)la �� e��t� x+ (2n+ 1)la ��,(40)W) u(x; t) = +1Xn=1 he��t� x+ 2nla ��� e��t+ x� 2nla �i (�1)n + e��t� xa� ; (400)GDE e�(t) = � 0 PRI t < 0;�(t) PRI t > 0: (5)92. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I��p�x = �w�t ;��p�t = �2 �w�x ;9>=>; 0 < x < l; 0 < t < +1 2); (10)w(0; t) = '(t); p(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)w(x; 0) = 0; p(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)IMEET WID 3)w(x; t) = +1Xn=1 he' �t� x+ 2nl� �� e'�t+ x� 2nl� �i (�1)n + e'�t� x�� ;(4)GDE e'(t) = � 0; �1 < t < 0;'(t); 0 < t < +1; (5)p(x; t) = �e' �t� x��+� +1Xn=1(�1)n ne'�t� x+ 2nl� �+ e' �t+ x� 2nl� �o :(6)1)sM. [7, S. 70{73℄.2)sM. OTWET K ZADA^E 5.3)sM. RE[ENIE PREDYDU℄EJ ZADA^I.
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206 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQtAKIM OBRAZOM,p(0; t) = �e'(t) + 2� +1Xn=1(�1)n e'�t� 2nl� � :93. rE[ EN I E. nA^ALOM AKTA SOUDARENIQ QWLQETSQ MOMENT, KOGDALEWYJ STERVENX DOSTIGAET PRAWOGO; \TOT MOMENT PRINIMAEM ZA t = 0,A TO^KU, W KOTOROJ W \TOT MOMENT NAHODQTSQ SOPRIKASA�℄IESQ TOR-CY, PRINIMAEM ZA x = 0. kONCOM AKTA SOUDARENIQ NAZYWA�T MOMENT,NA^INAQ S KOTOROGO SKOROSTX UDARQ�℄EGOSQ TORCA STANOWITSQ MENX[ESKOROSTI UDARQEMOGO TORCA.oBOZNA^IM ^EREZ u1(x; t) I u2(x; t) SME℄ENIQ POPERE^NYH SE^ENIJUDARQ�℄EGO I UDARQEMOGO STERVNEJ. tOGDA u1(x; t) I u2(x; t) QWLQ�T-SQ RE[ENIQMI KRAEWOJ ZADA^I (W TE^ENIE AKTA SOUDARENIQ).u1tt = a2u1xx; �l < x < 0;u2tt = a2u2xx; 0 < x < l; � 0 < t < +1; (1)u1x(�l; t) = 0; u1(0; t) = u2(0; t); u1x(0; t) = u2x(0; t);u2x(l; t) = 0; 0 < t < +1 1); (2)u1(x; 0) = 0; u1t(x; 0) = v1; �l < x < 0;u2(x; 0) = 0; u2t(x; 0) = v2; 0 < x < l: � (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) I℄EM W WIDEu1(x; t) = '1(x�at)+ 1(x+at); u2(x; t) = '2(x�at)+ 2(x+at):(4)pODSTAWLQQ (4) W (2) I (3), POLU^IM'01(�l� at) +  01(�l + at) = 0;'02(l � at) +  02(l + at) = 0;'01(�at) +  01(at) = '02(�at) +  02(at);9=; 0 < t < +1; (5)'1(�at) +  1(at) = '2(�at) +  2(at); 0 < t < +1; (6)'1(x) +  1(x) = 0; �l < x < 0; (7)�'01(x) +  01(x) = v1a ; �l < x < 0; (8)'2(x) +  2(x) = 0; 0 < x < l; (9)�'02(x) +  02(x) = v2a ; 0 < x < l: (10)iZ SOOTNO[ENIJ (7){(10) NAHODIM�'01(z) =  01(z) = v12a ; �l < z < 0; (11)�'02(z) =  02(z) = v22a ; 0 < z < l: (12)sOOTNO[ENIQ (5), (6) DA�T'01(�l� z) = � 01(�l + z); (13)1)~ASTX IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2) WYPOLNQETSQ TOLXKO PRI 0 < t < t0,GDE t0 | MOMENT KONCA AKTA SOUDARENIQ.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 207 02(l + z) = �'02(l � z); (14)'01(�z) = '02(�z); (15) 01(z) =  02(z): (16)iZ SOOTNO[ENIJ (13){(16) SLEDUET, ^TO FUNKCII '01(z),  01(z), '02(z), 02(z) QWLQ�TSQ PERIODI^ESKIMI S PERIODOM 4l; PO\TOMU KAVDU� IZ NIHDOSTATO^NO OPREDELITX NA INTERWALE 0 6 z 6 4l; DALXNEJ[EE POSTROE-NIE OSU℄ESTWLQETSQ PERIODI^ESKIM PRODOLVENIEM. tAKOE OPREDELENIEFUNKCIJ '01(z),  01(z), '02(z),  02(z) S POMO℄X� SOOTNO[ENIJ (11){(16)DAET DLQ NIH ZNA^ENIQ, IZOBRAVENNYE GRAFI^ESKI NA RIS. 26.
rIS. 26iSPOLXZUQ NAJDENNYE FUNKCII '01(z),  01(z), '02(z),  02(z), NAHO-DIM WYRAVENIE DLQu1t(x; t); u2t(x; t); u1x(x; t); u2x(x; t):
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rIS. 26iSPOLXZUQ NAJDENNYE FUNKCII '01(z),  01(z), '02(z),  02(z), NAHO-DIM WYRAVENIE DLQu1t(x; t); u2t(x; t); u1x(x; t); u2x(x; t):



208 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ
rIS. 27nA RIS. 27 IZOBRAVENO GRAFI^ESKI RASPREDELENIE SKOROSTEJ I NA-PRQVENIJ DLQ MOMENTOW WREMENI t = 0, t = l2a , t = la , t = 3l2a , t = 2la .94. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�v�x + L�i�t +Ri = 0;�i�x + C �v�t +Gv = 0;9>=>; 0 < x < l; 0 < t < +1;CR = GL; (1)(10)v(0; t) = E; v(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = 0; i(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)I℄EM W WIDE v(x; t) = v0(x) + v�(x; t); (4)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 209i(x; t) = i0(x) + i�(x; t); (40)GDE v0(x) I i0(x) | STACIONARNOE RE[ENIE SISTEMY (1), (10), UDOW-LETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2), KOTOROE SLUVIT PREDELOM DLQRE[ENIQ (4), (40) KRAEWOJ ZADA^I (1), (10), (2), (3) PRI t ! +1, Av�(x; t) I i�(x; t) | RE[ENIE SISTEMY (1), (10) PRI GRANI^NYH USLO-WIQH v�(0; t) = 0; v�(l; t) = 0 (20)I NA^ALXNYH USLOWIQHv�(x; 0) = �v0(x); i�(x; 0) = �i0(x): (30)mY POLU^AEM 1) v0(x) = E shpGR (l� x)shpGR l ; (5)i0(x) = ErCL 
hpGR (l� x)shpGR l ; (50)v�(x; t) = e�Rt=L�'(x� at) +  (x+ at)�; (6)i�(x; t) = e�Rt=LrCL �'(x� at)�  (x+ at)�; (60)GDE '(x) = f(x) + F (x)2 ;  (x) = f(x)� F (x)2 ; 0 < x < l; (7)f(x) = �v0(x); F (x) = �rLC i0(x); 0 < x < l; (8)S POMO℄X� GRANI^NYH USLOWIJ (20) FUNKCII f(x) I F (x) PRODOLVA-�TSQ, KAK ^ETNAQ I NE^ETNAQ FUNKCII S PERIODOM 2l.pRI t, UDOWLETWORQ�℄EM NERAWENSTWUt > LR lnn10�1 + thpGR (l � x)�o ; (9)BUDET WYPOLNQTXSQ SOOTNO[ENIEji�(x; t)j < 0; 1i0(x); (10)T. E. SILA TOKA W TO^KE x PROWODA BUDET OTLI^ATXSQ OT SWOEGO PREDELX-NOGO ZNA^ENIQ PRI t!1 ZAWEDOMO NE BOLEE ^EM NA 10%.95. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�v�x + L�i�t +Ri = 0;�i�x + C �v�t +Gv = 0;9>=>; 0 < x < l; 0 < t < +1;CR = GL; (1)(10)v(0; t) = E; i(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = 0; i(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)IMEET WIDv(x; t) = v0(x) + v�(x; t); i(x; t) = i0(x) + i�(x; t); (4)1)sM. RE[ENIE ZADA^I 72.14 b.m. bUDAK I DR.
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210 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE v0(x) I i0(x) | STACIONARNOE RE[ENIE SISTEMY (1), (10), UDOW-LETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2),v0(x) = E 
hpGR(l� x)
hpGR l ; i0(x) = ErCL shpGR (l� x)
hpGR l ; (5)A v�(x; t) I i�(x; t) | RE[ENIE SISTEMY (1), (10) PRI GRANI^NYH USLO-WIQH v�(0; t) = 0; i�(l; t) = 0; 0 < t < +1; (6)I NA^ALXNYH USLOWIQHv�(x; 0) = �v0(x); i�(x; 0) = �i0(x); 0 < x < l; (7)v�(x; t) = e�Rt=L�'(x� at) +  (x+ at)�; (8)i�(x; t) = e�Rt=L rCL �'(x � at)�  (x+ at)�; (9)'(x) = f(x) + F (x)2 ;  (x) = f(x)� F (x)2 ; 0 < x < l; (10)f(x) = �v0(x); F (x) = �rLC i0(x); 0 < x < l: (11)iZ GRANI^NYH USLOWIJ (6) SLEDUET, ^TO FUNKCII f(x) I F (x) PRODOL-VA�TSQ, SOOTWETSTWENNO, NE^ETNO I ^ETNO OTNOSITELXNO x = 0, ^ETNOI NE^ETNO OTNOSITELXNO x = l I PERIODI^ESKI S PERIODOM 4l.pRI t, UDOWLETWORQ�℄EM NERAWENSTWUt > LR lnn10[1 + thpGR (l � x)�o ; (12)NAPRQVENIE W TO^KE x PROWODA BUDET OTLI^ATXSQ OT SWOEGO PREDELXNOGOZNA^ENIQ PRI t! +1 ZAWEDOMO NE BOLEE ^EM NA 10%.96. A)v(l; t) = 8>><>>:0 PRI 0 < t < T;E �1� �Z �R0Z +R0�n� PRI (2n� 1)T < t < (2n+ 1)T;n = 1; 2; 3; : : : ;GDE Z = rLC | WOLNOWOE SOPROTIWLENIE, T = la , a = lpLC | SKO-ROSTX RASPROSTRANENIQ \LEKTROMAGNITNYH WOZMU℄ENIJ PO PROWODU;B)v(l; t) = 8>>>>>>><>>>>>>>:
0 PRI 0 < t < T;2E�1� exph�{� tT � 1�i� PRI T < t < 3T;�2E expn�{� tT � 1�o+ 2En1� 2{ � tT � 2�o�� expn�{� tT � 3�o PRI 3T < t < 5T;I T.D., { = lCC0 ;

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 211W)v(l; t) = 8>>>>>>><>>>>>>>:
0 PRI 0 < t < T;2E expn�"� tT � 1�o PRI T < t < 3T;2E expn�"� tT � 1�o� 2En1� 2"� tT � 3�o�� expn�"� tT � 3�o PRI 3T < t < 5T;I T.D., " = lLL0 .uKA Z AN I E. pO POWODU ZAKONOW OTRAVENIQ OT KONCA x = l SM.RE[ENIE ZADA^I 71.x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ.97. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 8><>: hx0 x; 0 < x 6 x0;h(l� x)l� x0 ; x0 < x < l; (3)ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (30)QWLQETSQu(x; t) = 2hl2�2x0(l � x0) +1Xn=1 1n2 sin n�x0l sin n�xl 
os n�atl : (4)w WYRAVENII u(x; t) IS^EZA�T SLAGAEMYE, DLQ KOTORYH sin n�x0l = 0,T. E. OTSUTSTWU�T OBERTONY, DLQ KOTORYH TO^KA x = x0 QWLQETSQ UZ-LOM. |NERGIQ n-J GARMONIKI RAWNA En =Mh2 a2l2�2n2x20(l� x0)2 sin2 n�x0l ,M = �l.98. rE[EN I E. nAHODIM NA^ALXNOE OTKLONENIE STRUNY (RIS. 28);

rIS. 2814�
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rIS. 2814�



212 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQDLQ \TOGO DOSTATO^NO OPREDELITX WELI^INU h. iZ USLOWIQ RAWNOWESIQ(W PROEKCIQH NA WERTIKALXNU� OSX) NAHODIMT (sin�+ sin�) = F0:w SILU MALOSTI OTKLONENIJ sin� � tg�, sin� � tg � 1), NOtg� = hx0 ; tg � = hl� x0 :tAKIM OBRAZOM, h = F0x0(l� x0)lT 2); (1)u(x; t) = � 2hl2�2x0(l� x0) +1Xn=1 1n2 sin n�x0l sin n�xl 
os n�atl ;GDE h OPREDELQETSQ PO FORMULE (1).99. u(x; t)= 32h�3 +1Xn=0 1(2n+ 1)3 sin (2n+ 1)�xl 
os (2n+ 1)�atl , GDE h |MAKSIMALXNOE NA^ALXNOE OTKLONENIE STRUNY.100. u(x; t) = 4v0l�2a +1Xn=1 1n2 sin n�x0l sin n�Æl sin n�xl sin n�atl .|NERGIQ n-J GARMONIKI RAWNAEn = 4Mv20�2n2 sin2 n�x0l sin2 n�Æl ; M = �l:101. uKA Z AN I E. sNA^ALA S^ITAEM IMPULXS I RAWNOMERNO RAS-PREDELENNYM PO OTREZKU x0� Æ 6 x 6 x0+ Æ STRUNY. tOGDA MY PRIHO-DIM K WYRAVENI� DLQ u(x; t), PRIWEDENNOMU W OTWETE K PREDYDU℄EJZADA^E, PRI^EM v0 = 12Æ� ;GDE � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY STRUNY. pEREHODQ K PREDELU PRIÆ ! 0, POLU^IM DLQ RE[ENIQ ISHODNOJ ZADA^I WYRAVENIEu(x; t) = 2I�a� +1Xn=1 1n sin n�x0l sin n�xl sin n�atl :|NERGIQ n-J GARMONIKI RAWNAEn = I2M sin2 n�x0l ; M = �l:1)w SILU MALOSTI OTKLONENIQ, T NE ZAWISIT OT OTKLONENIQ. sM.[7, S. 24℄.2)nA^ALXNOE OTKLONENIE MOVNO BYLO BY OPREDELITX, RE[AQ ZADA^U:u00(x) = 0, T (u0(x0 + 0) � u0(x0 � 0)) = F0, u(x0 � 0) = u(x0 + 0), u(0) == u(l) = 0.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 213rE[ENIE ZADA^I MOVNO POLU^ITX TAKVE, POLAGAQut(x; 0) = I� Æ(x� x0);GDE Æ(x) ESTX DELXTA-FUNKCIQ 1).102. u(x; t) = 8v0Æ�2a +1Xn=1 1n 
os n�Æl sin n�x0l1� (2Æn)2l2 sin n�xl sin n�atl .|NERGIQ n-J GARMONIKI RAWNAEn = 16v20Æ2�l�2 1�1� (2Æn)2l2 �2 
os2 n�Æl sin2 n�Æl :103. u(x; t) = 8kl�2 +1Xn=0 (�1)n(2n+ 1)2 sin (2n+ 1)�x2l 
os (2n+ 1)�at2l .104. oTWET POLU^AETSQ IZ OTWETA PREDYDU℄EJ ZADA^I, ESLI POLO-VITX k = F0ES ;GDE E | MODULX UPRUGOSTI, A S | PLO℄ADX POPERE^NOGO SE^ENIQSTERVNQ.105. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (2)ux(0; t) = ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (3)QWLQETSQu(x; t) = 1l lZ0 ['(z) + t (z)℄ dz + +1Xk=1�ak 
os ak�tl + bk sin ak�tl � 
os k�xl ;(4)GDE ak = 2l lZ0 '(z) 
os k�zl dz; bk = 2a�k lZ0  (z) 
os k�zl dz:106. rE[ENIE ZADA^I MOVET BYTX POLU^ENO IZ RE[ENIQ PREDYDU-℄EJ ZADA^I, ESLI POLOVITX '(x) = 0, (x) =8<:0; 0 6 x 6 l � Æ;� lÆ� ; l � Æ < x 6 l;A ZATEM PEREJTI K PREDELU PRI Æ ! 0, LIBO POLOVITX '(x) = 0, A (x) = �I� Æ(x� x0) 2); 0 < x0 < l;1)sM. SNOSKU K RE[ENI� ZADA^I 56.2)pO POWODU WYBORA KO\FFICIENTA PRI Æ(x � x0) SM. WTORU� SNOSKUNA S. 181.
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214 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE Æ(x) ESTX DELXTA-FUNKCIQ, A ZATEM PEREJTI K PREDELU PRI x0 ! lu(x; t) = � I�l t� 2I�a� 1Xk=1 (�1)kk 
os k�xl sin k�atl :107. u(x; t) = � 4I�a� +1Xn=0 (�1)n2n+ 1 sin (2n+ 1)�x2l sin (2n+ 1)�at2l .108. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = 0; ux(l; t) + hu(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (3)IMEET WID u(x; t) = +1Xn=1(an 
os�nat+ bn sin�nat) 
os�nx; (4)GDE �n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^IX 00(x) + �2X(x) = 0; 0 < x < l;X 0(0) = 0; X 0(l) + hX(l) = 0; � (5)PRI^EM �n QWLQ�TSQ POLOVITELXNYMI KORNQMI URAWNENIQ� tg �l = h; (6)Xn(x) = 
os�nx | SOBSTWENNYE FUNKCII KRAEWOJ ZADA^I (5).kWADRAT NORMY n-J SOBSTWENNOJ FUNKCII NAHODIM S POMO℄X� (6)kXnk2 = lZ0 X2n(x) dx = l2 �1 + hl �
os �nl�nl �2� = l2 �1 + hl(�2n + h2)�, (7)an = 1kXnk2 lZ0 '(z) 
os�nz dz; bn = 1kXnk2a�n lZ0  (z) 
os�na dz: (8)109. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = 0; ux(l; t) + hu(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = F0ES x; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)POLU^AETSQ IZ RE[ENIQ PREDYDU℄EJ KRAEWOJ ZADA^I PRI'(x) = F0ES x;  (x) = 0;

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 215u(x; t) = 2F0ElS +1Xn=1 (1 + hl) 
os�nl� 1�2n�1 + hl�
os �nl�nl �2� 
os�nx 
os�nat == 2F0ElS +1Xn=1 (1 + hl)�s1 + h2�2n�2ns1 + h2�2n�1 + hl(�2n + h2)� 
os�nx 
os�nt; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ � tg �l = h.110.u(x; t) = 2Ial� +1Xn=1 
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os �nl�nl �2� = 2Ial� +1Xn=1 
os �nx sin�nat�n�1 + hl(�2n + h2)� ;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ � tg �l = h.111. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t)� hu(0; t) = 0; ux(l; t) + hu(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = +1Xn=1(an 
osa�nt+ bn sin a�nt) sin(�nx+ 'n); (4)GDE �n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^IX 00(x) + �2X(x) = 0; 0 < x < l; (5)X 0(0)� hX(0) = 0; (6)X 0(l) + hX(l) = 0; (60)A Xn(x) = sin(�nx + 'n) | SOBSTWENNYE FUNKCII \TOJ KRAEWOJ ZADA-^I; �n QWLQ�TSQ KORNQMI URAWNENIQ
tg�l = 12 ��h � h�� ; (7)A 'n = ar
tg �nh : (8)kWADRAT NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII Xn(x) RAWENkXnk2 = lZ0 sin2(�nx+ 'n) dx = (�2n + h2)l+ 2h2(h2 + �2n) ; (9)PO\TOMU an = 2(�2n + h2)(�2n + h2)l+ 2h lZ0 '(z) sin(�nz + 'n) dz; (10)bn = 2(�2n + h2)a�n(�2n + h2)l+ 2a�nh lZ0  (z) sin(�nz + 'n) dz: (11)
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216 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. 1) uRAWNENIE (7) MOVET BYTX POLU^ENO SLEDU�℄IMOBRAZOM. iZ OB℄EGO RE[ENIQ URAWNENIQ (5)Xn(x) = C1 
os�x+ C2 sin�x;UDOWLETWORQQ GRANI^NOMU USLOWI� (6), POLU^IMX(x; �) = C2 n�h 
os�x + sin�xo = C2X(x; �): (12)pODSTAWLQQ (12) W GRANI^NOE USLOWIE (60), POLU^IM��X(x; �)�x + hX(x; �)�x=l = C2��X(x; �)�x + hX(x; �)�x=l = 0;TAK KAK C2 6= 0, INA^E (12) BYLO BY TRIWIALXNYM RE[ENIEM, TO��X(x; �)�x + hX(x; �)�x=l = 0: (13)pOSLE PODSTANOWKI QWNOGO WYRAVENIQX(x; �) = �h 
os�x+ sin�x (130)(13) PREOBRAZUETSQ W URAWNENIE (7)
tg�l = 12 ��h � h�� : (7)|TO URAWNENIE PRIBLIZITELXNO MOVNO RE[ATX GRAFI^ESKI 1).pODSTAWLQQ W (12) WMESTO � SOBSTWENNOE ZNA^ENIE �n, POLU^IMSOOTWETSTWU�℄U� SOBSTWENNU� FUNKCI�Xn(x) = C2X(x; �n):tAKIM OBRAZOM SOBSTWENNAQ FUNKCIQ OPREDELQETSQ S TO^NOSTX� DO PO-STOQNNOGO MNOVITELQ C2. |TOT MNOVITELX MOVNO WYBRATX TAK, ^TOBYFUNKCIQ Xn(x) IMELA WIDXn(x) = X(x; �n) = sin(�nx+ 'n); (14)GDE 'n = ar
tg �nh : (140)pOLAGAQ �l = �, POLU^IM
tg � = 12 � �lh � lh� � : (15)oBOZNA^AQ ^EREZ �1; �2; : : : ; �n; : : : ABSCISSY TO^EK PERESE^ENIQ KOTAN-1)o RE[ENII TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ S L�BOJ STEPENX� TO^NOSTISM. [1, S. 204℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 217

rIS. 29GENSOIDY � = 
tg � I GIPERBOLY � = 12� �lh � lh� �, POLU^IM �n = �nl(RIS. 29).2) kWADRAT NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII (9) MOVET BYTX NAJDENNEPOSREDSTWENNYM INTEGRIROWANIEMkXnk2 = lZ0 sin2(�nx+ 'n) dx (16)LIBO PEREHODOM K PREDELU PRI �! �n W RAWENSTWElZ0 X(x; �)X(x; �n) dx = X 0x(l; �n)X(l; �)�X 0x(l; �)X(l; �n)�2 � �2n : (17)rASKRYWAQ NEOPREDELENNOSTX W PRAWOJ ^ASTI (17) PRI � ! �n,POLU^IMlZ0 X2(x; �n) dx = X 0x(l; �n)X 0�(l; �n)�X 00x�(l; �n)X(l; �n)2�n : (18)rAWENSTWO (17) POLU^AETSQ IZ RAWENSTWX 00(x; �) + �2X(x; �) = 0;X 00(x; �n) + �2nX(x; �n) = 0UMNOVENIEM PERWOGO IZ NIH NA X(x; �n), WTOROGO | NA X(x; �), WY-^ITANIEM REZULXTATOW I POSLEDU�℄IM INTEGRIROWANIEM PO ^ASTQM.pRI WY^ISLENII INTEGRALA (16) ILI PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (18)NEOBHODIMO WOSPOLXZOWATXSQ GRANI^NYM USLOWIEM (6).
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218 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQz AM E ^ AN I E. uRAWNENIE (7) MOVET BYTX PEREPISANO W WIDEtg�nl = 2�nh�2n � h2 : (19)pRI h! 0 (SWOBODNYE KONCY) IZ (19) POLU^IMlimh!0 tg �nl = 0:iZ (140) I (14) NAJDEM limh!0'n = �2 , limh!0Xn(x) = sin��nx+ �2 �, SLEDO-WATELXNO, �n = n�l ; n = 0; 1; 2; : : : ;Xn(x) = 
os n�xl ; n = 0; 1; 2; : : :|TOT REZULXTAT BYL POLU^EN NEPOSREDSTWENNO PRI RE[ENII ZADA-^I 105. pRI h!1 (KONCY FIKSIROWANY) IZ (19) POLU^IMlimh!1 tg �nl = 0:iZ (140) I (14) NAJDEMlimh!1'n = 0; limh!1 sin(�nx+ 'n) = sin�nx:sLEDOWATELXNO, �n = n�l ; n = 1; 2; 3; : : : ;Xn(x) = sin n�xl :|TOT REZULXTAT BYL TAKVE POLU^EN NEPOSREDSTWENNO PRI RE[ENII ZA-DA^I 97.112. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t)� h1u(0; t) = 0; ux(l; t) + h2u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = +1Xn=1(an 
osa�nt+ bn sin a�nt) sin(�nx+ 'n); (4)GDE �n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^IX 00(x) + �2X(x) = 0; 0 < x < l; (5)X 0(0)� h1X(0) = 0; X 0(t) + h2X(l) = 0: (6)sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ QWLQ�TSQ KORNQMI URAWNENIQ
tg�l = �2 � h1h2�(h1 + h2) ; (7)A Xn(x) = sin(�nx + 'n) | SOOTWETSTWU�℄IE SOBSTWENNYE FUNKCII,GDE 'n = ar
tg �nh1 : (8)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 219kWADRAT NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII RAWENkXnk2 = lZ0 X2n(x) dx = 12 �l + (�2n + h1h2)(h1 + h2)(�2n + h21)(�2n + h22) � : (9)113. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; l = 2�R; (1)u(0; t) = u(l; t); ux(0; t) = ux(l; t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = +1Xn=0�a0n 
os 2�natl + b0n sin 2�natl � 
os 2�nxl ++ +1Xn=1�a00n 
os 2�natl + b00n sin 2�natl � sin 2�nxl ;a00 = 2l lZ0 '(z) 
os 2�nzl dz; a00n = 2l lZ0 '(z) sin 2�nzl dz; n = 1; 2; 3; : : : ;a00 = 1l lZ0 '(z) dz;b0n = 1n�a lZ0  (z) 
os 2�nzl dz;b00n = 1n�a lZ0  (z) sin 2�nzl dz; n = 1; 2; 3; : : : ;b00 = 12n�a lZ0  (z) dz:uKA Z AN I E. pODSTAWLQQ OB℄EE RE[ENIEX(x) = A 
os�x+B sin�xURAWNENIQ X 00(x) + �2X(x) = 0W GRANI^NYE USLOWIQX(0) = X(l); X 0(0) = X 0(l)I PRIRAWNIWAQ NUL� OPREDELITELX POLU^ENNOJ SISTEMY URAWNENIJ OT-NOSITELXNO A I B, NAJDEM TRANSCENDENTNOE URAWNENIE DLQ OPREDELE-NIQ SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ. sOBSTWENNYMI ZNA^ENIQMI OKAZYWA�TSQ�n = 2�nl , PRI^EM PODSTANOWKA W URAWNENIQ DLQ OPREDELENIQ A I BZNA^ENIQ �n OBRA℄AET \TI URAWNENIQ W TOVDESTWA PRI L�BYH A I B.sLEDOWATELXNO, KAVDOMU SOBSTWENNOMU ZNA^ENI� �n SOOTWETSTWU�TDWE LINEJNO NEZAWISIMYE SOBSTWENNYE FUNKCII 
os�nx I sin�nx;TAK KAK �n = 2�nl , TO WSE SOBSTWENNYE FUNKCII ORTOGONALXNY NA OT-
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220 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQREZKE 0 6 x 6 l 1). w SLU^AE, KOGDA ODNOMU I TOMU VE SOBSTWENNOMUZNA^ENI� SOOTWETSTWU�T k LINEJNO NEZAWISIMYH SOBSTWENNYH FUNK-CIJ, \TO SOBSTWENNOE ZNA^ENIE NAZYWAETSQ k-KRATNYM. tAKIM OBRAZOMWSE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ RASSMATRIWAEMOJ ZADA^I DWUKRATNY.114. uKA Z AN I E. pOLNAQ \NERGIQ STRUNY 0 6 x 6 l W SLU^AEGRANI^NYH USLOWIJ TRETXEGO RODA ux(0; t)� hu(0; t) = 0, ux(l; t) ++ hu(l; t) = 0 WYRAVAETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM (PROWERXTE \TO):E(t) = 12 lZ0 �T0u2x(z; t) + �u2t (z; t)	 dz + T0h2 �u2(l; t) + u2(0; t)	:w SLU^AE GRANI^NYH USLOWIJ PERWOGO I WTOROGO RODAE(t) = 12 lZ0 �T0u2x(z; t) + �u2t (z; t)	 dz(SM. [7, S. 28℄).wYRAVAQ \NERGI� POLNOGO KOLEBANIQ STRUNYu(x; t) = +1Xn=1Un(x; t) = +1Xn=1Tn(t)Xn(x);GDE Xn(x) | SOBSTWENNYE FUNKCII SOOTWETSTWU�℄EJ KRAEWOJ ZADA-^I, ISPOLXZUQ ORTONOGONALXNOSTX SOBSTWENNYH FUNKCIJ, A TAKVE GRA-NI^NYE USLOWIQ, NETRUDNO POKAZATX, ^TO W SLU^AE GRANI^NYH USLOWIJPERWOGO, WTOROGO I TRETXEGO RODAE(t) = +1Xn=1En(t);GDE W SLU^AE GRANI^NYH USLOWIJ PERWOGO I WTOROGO RODAEn(t) = 12 lZ0 fT0U2nx(z; t) + �U2nt(z; t)g dz;A W SLU^AE GRANI^NYH USLOWIJ TRETXEGO RODAEn(t) = 12 lZ0 �T0U2nx(z; t) + �U2nt(z; t)	 dz + T0h2 �U2n(l; t) + U2n(0; t)	:115. rE[ENIQMI KRAEWYH ZADA^utt + a2uxxxx = 0; 0 6 x 6 l; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < t < +1; (2)u(0; t) = u(l; t) = uxx(0; t) = uxx(l; t) = 0; 0 < t < +1; (3A)u(0; t) = u(l; t) = ux(0; t) = ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (3B)1)oRTOGONALXNOSTX SOBSTWENNYH FUNKCIJ, SOOTWETSTWU�℄IH RAZLI^-NYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM, WYTEKAET IZ OB℄EJ TEORII, A ORTOGONALXNOSTX
os 2�nxl I sin 2�nxl NA OTREZKE 0 6 x 6 l PROWERQETSQ NEPOSREDSTWENNYMWY^ISLENIEM INTEGRALA.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 221uxx(0; t) = uxx(l; t) = uxxx(0; t) = uxxx(l; t) = 0; 0 < t < +1 (3W)SOOTWETSTWENNO QWLQ�TSQ:A) u(x; t) = +1Xn=1�an 
os n2�2atl2 + bn sin n2�2atl2 � sin n�xl , GDEan = 2l lZ0 '(z) sin �nzl dz; bn = 2ln2�2a lZ0  (z) sin n�zl dz; n = 1; 2; 3; : : : ;B) u(x; t) = +1Xn=1(an 
osa�2nt+ bn sin a�2nt)Xn(x), GDEXn(x) = (sh�nl � sin�nl)(
h�nx� 
os�nx)�� (
h�nl � 
os�nl)(sh�nx� sin�nx);A �n QWLQ�TSQ NEOTRICATELXNYMI KORNQMI URAWNENIQ 
h�l 
os�l = 1;W) u(x; t) = +1Xn=1(an 
osa�2nt+ bn sin a�2nt)Xn(x), GDEXn(x) = (sh�nl � sin�nl)(
h�nx+ 
os�nx)�� (
h�nl � 
os�nl)(sh�nx+ sin�nx);A �n QWLQ�TSQ NEOTRICATELXNYMI KORNQMI TRANSCENDENTNOGO URAW-NENIQ 
h�l 
os�l = 1:z AM E ^ AN I E. 1) oRTOGONALXNOSTX SOBSTWENNYHFUNKCIJ USTANAW-LIWAETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM.uMNOVAQ URAWNENIE X 000n (x) � �4nXn(x) == 0 NA Xm(x), A URAWNENIE X 000m(x) � �4mXm(x) = 0 NA Xn(x), WY^ITAQREZULXTATY I INTEGRIRUQ PO ^ASTQM, POLU^IMlZ0 Xm(x)Xn(x) dx == fX 000m (x)Xn(x)�X 000n (x)Xm(x)�X 00m(x)X 0n(x) +X 00n(x)X 0m(x)g ��x=lx=0�4m � �4n ;OTKUDA NEPOSREDSTWENNO SLEDUET RAWENSTWOlZ0 Xm(x)Xn(x) dx = 0; m 6= n;PRI GRANI^NYH USLOWIQH (3A), (3B), (3W) ILI POLU^A�℄IHSQ KOMBINI-ROWANIEM (3A) NA ODNOM KONCE I (3B) NA DRUGOM I T.D.2) dLQ WY^ISLENIQ KWADRATA NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII Xn(x)MOVNO POSTUPATX ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO BYLO SDELANO W UKAZANIIK ZADA^E 111; TOGDA POLU^ITSQ SLEDU�℄AQ FORMULA 1) (ANALOGI^NAQ1)sM.: kRYLOW a.n. sOBRANIE TRUDOW.t. III, ^. 2. |m.: iZD.an sssr,1949. | s. 202{203.
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222 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQFORMULE (18) RE[ENIQ ZADA^I 111):lZ0 X2n(x) dx = l4 �X2n(l)� 2X 000n (l)X 0n(l) +X 00n2(l)	 ;OTKUDA W SLU^AE (3B) lZ0 X2n(x) dx = l4X 00n2(l)I W SLU^AE (3W) lZ0 X2n(x) dx = l4X2n(l):116. eSLI KOLEBANIQ STERVNQ WYZWANY UDARNYM IMPULXSOM I WTO^KE x = x0, TO W OTWETE PREDYDU℄EJ ZADA^I BUDEM IMETX:A) an = 0, bn = 2lI sin n�x0ln2�2a� ; B) an = 0, bn = 4IXn(x0)a�2nX 00n 2(l)l� ;W) an = 0, bn = 4IXn(x0)a�2nX2n(l)l� .2. sWOBODNYE KOLEBANIQ W SREDE S SOPROTIWLENIEM. eSLIKOLEBANIQ STRUNY ILI PRODOLXNYE KOLEBANIQ STERVNQ PROISHODQT WSREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI, TO URAWNENIEKOLEBANIJ IMEET WID 1)utt = a2uxx � 2�ut; � > 0; (1)A GRANI^NYE USLOWIQ ZAPISYWA�TSQ TAK VE, KAK I W SLU^AE KOLEBANIJW SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ. zAPISYWAQ GRANI^NYE USLOWIQ W WIDE�1ux(0; t) + �1u(0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)�2ux(l; t) + �2u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (20)MY U^TEM WOZMOVNOSTX GRANI^NYH USLOWIJ PERWOGO, WTOROGO I TRETX-EGO RODA. pUSTX ZADANY TAKVE NA^ALXNYE USLOWIQu(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x): (3)rAZDELQQ PEREMENNYE, PRIHODIM K TAKOJ VE KRAEWOJ ZADA^EX 00(x) + �2X(x) = 0; 0 < x < l; (4)�1X 0(0) + �1X(0) = 0; (5)�2X 0(l) + �2X(l) = 0 (50)DLQ OPREDELENIQ SOBSTWENNYH ^ISEL, KAK I W SLU^AE, KOGDA KOLEBANIQPROISHODQT W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ. pUSTX �n I Xn(x) | SOB-STWENNYE ZNA^ENIQ I SOBSTWENNYE FUNKCII ZADA^I (4), (5), (50). dLQOPREDELENIQ Tn(t) POLU^IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIET 00n (t) + 2�T 0n(t) + a2�2nTn(t) = 0; (6)1)sM. ZADA^U 15.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 223OTLI^A�℄EESQ ^LENOM 2�T 0n(t) OT SOOTWETSTWU�℄EGO URAWNENIQ W SLU-^AE KOLEBANIJ W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ. eGO OB℄EE RE[ENIE IMEETWID Tn(t) = (an 
h!nt+ bn sh!nt)e��t;!n =p�2 � a2�2n; ) �2 > a2�2n; (7)Tn(t) = (an 
os!nt+ bn sin!nt)e��t;!n =pa2�2n � �2; ) �2 < a2�2n; (70)Tn(t) = (an + bnt)e��t; � = a�n: (700)rE[ENIE VE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (20), (3) IMEET WIDu(x; t) = +1Xn=1Tn(t)Xn(x): (8)lEGKO WIDETX, ^TO limt!+1 Tn(t) = 0W KAVDOM IZ SLU^AEW (7), (70) I (700).kO\FFICIENTY an I bn OPREDELQ�TSQ ^EREZ NA^ALXNYE USLOWIQSLEDU�℄IM OBRAZOM:an = 1kXnk2 lZ0 '(z)Xn(z) dz; bn!n � �an = 1kXnk2 lZ0  (z)Xn(z) dz, (9)PRI^EM !n = 1 PRI � = a�n:117. u(x; t) = 2l2he��t�2x0(l� x0) +1Xn=1 1n2 sin n�x0l sin n�xl �n(t), GDE�n(t) = 
h!nt+ �!n sh!nt; !n =r�2 � a2n2�2l2 ; n�al < �;�n(t) = 1 + �t; n�al = �;�n(t) = 
os!nt+ �!n sin!nt; !n =ra2n2�2l2 � �2; n�al > �:118. u(x; t) = 2Ie��tl� +1Xn=1 1!n sin n�x0l sin n�xl �n(t), GDE�n(t) = sh!nt; !n =r�2 � n2�2a2l2 PRI n�al < �;�n(t) = t PRI n�al = �;�n(t) = 
os!nt; !n =rn2�2a2l2 � �2 PRI n�al > �:
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h!nt+ �!n sh!nt; !n =r�2 � a2n2�2l2 ; n�al < �;�n(t) = 1 + �t; n�al = �;�n(t) = 
os!nt+ �!n sin!nt; !n =ra2n2�2l2 � �2; n�al > �:118. u(x; t) = 2Ie��tl� +1Xn=1 1!n sin n�x0l sin n�xl �n(t), GDE�n(t) = sh!nt; !n =r�2 � n2�2a2l2 PRI n�al < �;�n(t) = t PRI n�al = �;�n(t) = 
os!nt; !n =rn2�2a2l2 � �2 PRI n�al > �:



224 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ119. u(x; t) = 8kl�2 e��t +1Xn=0 (�1)n(2n+ 1)2 sin (2n+ 1)�x2l �n(t), GDE �n(t)IMEET TAKIE VE ZNA^ENIQ, KAK W OTWETE K ZADA^E 117.120. u(x; t) = a0 + b0e�2�t + e��t +1Xn=1�n(t) 
os n�xl , (1)�n(t) = an + bnt; n�al = �;�n(t) = an 
h!nt+ bn sh!nt; n�al < �;�n(t) = an 
os!nt+ bn sin!nt; n�al > �;9>>=>>; n = 1; 2; : : : ; (2)an = 2l lZ0 '(z) 
os n�zl dz; bn!n � �an = 2l lZ0  (z) 
os n�zl dz;n = 1; 2; : : : ;b0 = �12�l lZ0  (�) d�; a0 = 1l lZ0 '(�) d� + 12�l lZ0  (�) d�;!n =r�2 � n2�2a2l2 PRI n�al < �; !n = 1 PRI n�al = �;!n =rn2�2a2l2 � �2 PRI n�al > �:121. u(x; t) = e��t +1Xn=1�n(t) 
os�nx, (1)�n(t) = an 
h!nt+ bn sh!nt; !n =p�2 � �2na2 PRI a�n < �;�n(t) = an + bnt; !n = 1 PRI a�n = �;�n(t) = an 
os!nt+ bn sin!nt; !n =pa2�2n � �2 PRI a�n > �;9>=>;(2)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ � tg �l = h,an = 2l�1 + hl(�2n + h2)� lZ0 '(z) 
os�nz dz;bn!n � �an = 2l�1 + hl(�2n + h2)� lZ0  (z) 
os�nz dz:122 1). u(x; t) = e��t +1Xn=1�n(t) sin(�nx+ 'n), (1)GDE �n(t) I !n OPREDELQ�TSQ PO FORMULAM (2) OTWETA PREDYDU℄EJ1)sM. OTWET K ZADA^AM 111 I 112.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 225ZADA^I, �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
tg�l = �2 � h1h2�(h1 + h2) ;'n = ar
tg �nh1 ; 9>=>; (2)an = 2�l + (�2n + h1h2)(h1 + h2)(�2n + h21)(�2n + h22) � lZ0 '(z) sin(�nz+'n) dz; n = 1; 2; 3; : : : ;bn!n � �an = 2�l+ (�2n + h1h2)(h1 + h2)(�2n + h21)(�2n + h22) � lZ0  (z) sin (�nz + 'n) dz;n = 1; 2; 3; : : :123. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Ivxx = CLvtt + CRvt; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)v(0; t) = vx(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = v0; vt(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)IMEET WIDv(x; t) = e�Rt=(2L) +1Xn=0 an sin (2n+ 1)�x2l sin(!nt+ 'n); (4)GDE !n = (2n+ 1)�2lpCL r1� CR2l2L�2(2n+ 1)2 1);an = 4v0�(2n+ 1) sin'n ; tg'n = 2!n LR :124. v(x; t) = � 2Q�LC2l2(b� a)e��t +1Xn=0 (2n+ 1) 
os(!nt� 'n)!np!2n + �2 �� sin (2n+ 1)�(a+ b)4l sin (2n+ 1)�(a� b)4l sin (2n+ 1)�x2lPRI 0 < x < a;� = 12 �RL + GC � ; � = 12 �RL � GC � ; !n =r (2n+ 1)2�24l2CL � �2;tg'n = �!n :1)pREDPOLAGAETSQ, ^TO L > CR2l2�2 .15 b.m. bUDAK I DR.
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226 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ125. v(x; t) = �2Q2LC2l3 e��t +1Xn=0 (2n+ 1)2!np!2n + �2�� sin (2n+ 1)�x02l sin (2n+ 1)�x2l 
os(!nt� 'n) PRI 0 < x < x0,GDE WELI^INY �, �, !n, 'n OPREDELQ�TSQ TAK VE, KAK W OTWETE K PRE-DYDU℄EJ ZADA^E.3. wYNUVDENNYE KOLEBANIQ POD DEJSTWIEM RASPREDELEN-NYH I SOSREDOTO^ENNYH SIL W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ I WSREDE S SOPROTIWLENIEM. dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE WYNUVDEN-NYH KOLEBANIJ STRUNY POD DEJSTWIEM NEPRERYWNO RASPREDELENNOJ SI-LY W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALXNYM SKOROSTI, IMEET WIDutt = a2uxx � 2�ut + f(x; t);PRI^EM F (x; t) = �f(x; t)ESTX WYNUVDA�℄AQ SILA, PRIHODQ℄AQSQ NA EDINICU DLINY, � | LI-NEJNAQ PLOTNOSTX MASSY STRUNY, f(x; t) | USKORENIE, KOTOROE POLU-^ILA BY TO^KA STRUNY S ABSCISSOJ x W MOMENT t, ESLI BY NA NEE NEDEJSTWOWALI NIKAKIE DRUGIE SILY, KROME WYNUVDA�℄EJ. ~LEN �2�ut,PREDSTAWLQ�℄IJ SOBOJ SOPROTIWLENIE, PROPORCIONALXNOE SKOROSTI,IS^EZAET, ESLI KOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ.kRAEWAQ ZADA^Autt = a2uxx � 2�ut + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)�1ux(0; t) + �1u(0; t) = 0; �2ux(l; t) + �2u(l; t) = 0; 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = '(x); u(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (3)MOVET BYTX SWEDENA K BOLEE PROSTYM 1) ZADA^AM.eSLI UDAETSQ NAJTI KAKOE-LIBO ^ASTNOE RE[ENIE w(x; t) URAWNE-NIQ (1), UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2), TO RE[ENIE KRAE-WOJ ZADA^I MOVNO BUDET PREDSTAWITX W WIDEu(x; t) = v(x; t) + w(x; t); (4)GDE v(x; t) ESTX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Ivtt = a2vxx � 2�vt; 0 < x < l; 0 < t < +1; (5)�1vx(0; t)+�1v(0; t) = 0; �2vx(l; t)+�2v(l; t) = 0; 0 < t < +1; (6)v(x; 0) = '(x) � w(x; 0); vt(x; 0) =  (x) � wt(x; 0); 0 < x < l; (7)KOTOROE RASSMOTRENO W PREDYDU℄IH PARAGRAFAH.aNALOGI^NO OBSTOIT DELO W SLU^AE WYNUVDENNYH KOLEBANIJ PODDEJSTWIEM SOSREDOTO^ENNYH SIL, PRILOVENNYH K KONCAM ILI WNUTREN-NIM TO^KAM STRUNY.1)sM. [7, S. 103℄; SWEDENIE RASSMATRIWAEMOJ ZADA^I K BOLEE PROSTYMMOVET BYTX WYPOLNENO ANALOGI^NO.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 227126. rE[EN I E. iMEEM KRAEWU� ZADA^Uutt = a2uxx � 2�ut + g; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 8><>: hx0 x; 0 < x < x0;h(l� x)l� x0 ; x0 < x < l; (3)ut(x; 0) = 0; 0 < x < l: (30)i℄EM SNA^ALA STACIONARNOE RE[ENIE w(x) URAWNENIQ (1), UDOWLETWO-RQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2).pODSTAWLQQ w(x) W (1), POLU^AEM0 = a2 d2wdx2 + g; 0 < x < l;OTKUDA w(x) = � g2a2 x2 + C1x+ C2: (4)iZ GRANI^NYH USLOWIJ (2) NAHODIMC2 = 0; C1 = + gl2a2 : (5)sLEDOWATELXNO, w(x) = � g2a2 x2 + gl2a2 x: (6)tEPERX OSTAETSQ RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uvtt = a2vxx � 2�vt; 0 < x < l; 0 < t < +1; (7)v(0; t) = v(l; t) = 0; 0 < t < +1; (8)v(x; 0) = 8><>: hx0 x+ g2a2 (x2 � lx); 0 < x < x0;h(l� x)l� x0 + g2a2 (x2 � lx); x0 < x < l; (9)vt(x; 0) = 0; 0 < x < l; (10)u(x; t) PREDSTAWITSQ W WIDEu(x; t) = v(x; t) + w(x): (11)wYRAVENIE DLQ v(x; t) POLU^AETSQ PO FORMULAM (7), (70), (700), (8),(9) WWEDENIQ K PREDYDU℄EMU PUNKTU OTWETOW I UKAZANIJ NASTOQ℄EGOPARAGRAFA.zAMETIM, ^TO ESLI BY ^LEN �2�ut W URAWNENII (1) OTSUTSTWOWAL,TO STACIONARNOE ^ASTNOE RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2) I, SLEDOWA-TELXNO, NA^ALXNYE USLOWIQ (9) I (10) DLQ NAHOVDENIQ FUNKCII v(x; t)OSTALISX BY PREVNIMI. w \TOM SLU^AE URAWNENIE (7) NE SODERVIT ^LE-NA �2�vt I v(x; t) NAHODITSQ BEZ TRUDA.15�
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228 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpRI OTYSKANII v(x; t) MOVNO NE POLXZOWATXSQ QWNYM WYRAVENIEMDLQ w(x) 1) . pUSTX w(x) ESTX STACIONARNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1),UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2). tOGDA RE[ENIE KRAEWOJZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX NAJDENO W WIDE (11), PRI^EM v(x; t)QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2vxx � 2�vt; 0 < x < l; 0 < t < +1; (70)v(0; t) = v(l; t) = 0; 0 < t < +1; (80)v(x; 0) = '(x)�w(x); 0 < x < l; '(x) = 8><>: hx0 x; 0 < x < x0;h(l� x)l� x0 ; x0 < x < l; (9)vt(x; 0) = 0; 0 < x < l: (10)pUSTX a�n > �, n = 1; 2; 3; : : : tOGDAv(x; t) = e��t +1Xn=1(an 
os!nt+ bn sin!nt)Xn(t);GDE !n =rn2�2a2l2 � �2; Xn(x) = sin n�xl ; �n = n�l :mY IMEEMbn = �!n an; an = 1kXnk2 lZ0 v(z; 0)Xn(z) dz == 2l lZ0 ['(z)� w(z)℄Xn(z) dz = 2l lZ0 '(z)Xn(z) dz � 2l lZ0 w(z)Xn(z) dz:pERWYJ INTEGRAL W POSLEDNEJ RAZNOSTI RAWEN2l lZ0 '(z)Xn(z) dz = 2l2h sin n�x0ln2�2v0(l� x0) :wTOROJ INTEGRAL MOVET BYTX WY^ISLEN S POMO℄X� URAWNENIQX 00n(x) + �2nXn(x) = 0I INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM� 2l lZ0 w(z)Xn(z) dz = 2l�2n lZ0 w(z)X 00n(z) dz == 2l�2n "w(z)X 0n(z)��l0 � w0(z)Xn(z)��l0 + lZ0 w00Xn dz# :1)sM. [7, S. 104{106℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 229tAK KAK Xn(0) = Xn(l) = 0, w(0) = w(l) = 0, a2w00(x) + g = 0, TO�2l lZ0 w(z)Xn(z) dz = � 2g�2na2l lZ0 Xn(z) dz = � 2g�n�2na2 [1� (�1)n℄:tAKIM OBRAZOM,v(x; t) = 2l2�2 e��t +1Xn=1� h sin n�x0ln2x0(l� x0) + g[�1 + (�1)n℄�n3a2 ��� �
os!nt+ �!n sin!nt� sin n�xl : (12)wOSPOLXZOWAW[ISX NAJDENNYM RANEE QWNYM WYRAVENIEM (6)DLQ w(x), MOVNO TEPERX NAPISATX WYRAVENIE DLQ RE[ENIQ ZADA^I (1),(2), (3), (30)u(x; t) = � g2a2 (x2 � lx) ++ 2l2�2 e��t +1Xn=1� hn2x0(l� x0) sin n�x0l + g�n3a2 [�1 + (�1)n℄��� �
os!nt+ �!n sin!nt� sin n�xl : (13)mY WIDIM, ^TO PRI t! +1 u(x; t)! w(x), GDEw(x) = � g2a2 (x2 � lx);ESTX POLOVENIE RAWNOWESIQ POD DEJSTWIEM SILY TQVESTI.pRI � ! 0 IZ (13) POLU^IM RE[ENIE ZADA^I DLQ SLU^AQ, KOGDAKOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ.127. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + g; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = v0; 0 < x < l; (2)u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (3)QWLQETSQu(x; t) = gxa2 �l � x2�+ +1Xn=0� 16l2(2n+ 1)3�3 
os (2n+ 1)�at2l ++ 8v0l2(2n+ 1)2�2a sin (2n+ 1)�at2l � sin (2n+ 1)�x2l :128. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = F0ES ; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = F0ES x� 8F0lES�2 +1Xn=0 (�1)n(2n+ 1)2 sin (2n+ 1)�x2l 
os (2n+ 1)�at2l :



228 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpRI OTYSKANII v(x; t) MOVNO NE POLXZOWATXSQ QWNYM WYRAVENIEMDLQ w(x) 1) . pUSTX w(x) ESTX STACIONARNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1),UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2). tOGDA RE[ENIE KRAEWOJZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX NAJDENO W WIDE (11), PRI^EM v(x; t)QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2vxx � 2�vt; 0 < x < l; 0 < t < +1; (70)v(0; t) = v(l; t) = 0; 0 < t < +1; (80)v(x; 0) = '(x)�w(x); 0 < x < l; '(x) = 8><>: hx0 x; 0 < x < x0;h(l� x)l� x0 ; x0 < x < l; (9)vt(x; 0) = 0; 0 < x < l: (10)pUSTX a�n > �, n = 1; 2; 3; : : : tOGDAv(x; t) = e��t +1Xn=1(an 
os!nt+ bn sin!nt)Xn(t);GDE !n =rn2�2a2l2 � �2; Xn(x) = sin n�xl ; �n = n�l :mY IMEEMbn = �!n an; an = 1kXnk2 lZ0 v(z; 0)Xn(z) dz == 2l lZ0 ['(z)� w(z)℄Xn(z) dz = 2l lZ0 '(z)Xn(z) dz � 2l lZ0 w(z)Xn(z) dz:pERWYJ INTEGRAL W POSLEDNEJ RAZNOSTI RAWEN2l lZ0 '(z)Xn(z) dz = 2l2h sin n�x0ln2�2v0(l� x0) :wTOROJ INTEGRAL MOVET BYTX WY^ISLEN S POMO℄X� URAWNENIQX 00n(x) + �2nXn(x) = 0I INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM� 2l lZ0 w(z)Xn(z) dz = 2l�2n lZ0 w(z)X 00n(z) dz == 2l�2n "w(z)X 0n(z)��l0 � w0(z)Xn(z)��l0 + lZ0 w00Xn dz# :1)sM. [7, S. 104{106℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 229tAK KAK Xn(0) = Xn(l) = 0, w(0) = w(l) = 0, a2w00(x) + g = 0, TO�2l lZ0 w(z)Xn(z) dz = � 2g�2na2l lZ0 Xn(z) dz = � 2g�n�2na2 [1� (�1)n℄:tAKIM OBRAZOM,v(x; t) = 2l2�2 e��t +1Xn=1� h sin n�x0ln2x0(l� x0) + g[�1 + (�1)n℄�n3a2 ��� �
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os!nt+ �!n sin!nt� sin n�xl : (13)mY WIDIM, ^TO PRI t! +1 u(x; t)! w(x), GDEw(x) = � g2a2 (x2 � lx);ESTX POLOVENIE RAWNOWESIQ POD DEJSTWIEM SILY TQVESTI.pRI � ! 0 IZ (13) POLU^IM RE[ENIE ZADA^I DLQ SLU^AQ, KOGDAKOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE BEZ SOPROTIWLENIQ.127. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + g; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = v0; 0 < x < l; (2)u(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (3)QWLQETSQu(x; t) = gxa2 �l � x2�+ +1Xn=0� 16l2(2n+ 1)3�3 
os (2n+ 1)�at2l ++ 8v0l2(2n+ 1)2�2a sin (2n+ 1)�at2l � sin (2n+ 1)�x2l :128. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = F0ES ; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = F0ES x� 8F0lES�2 +1Xn=0 (�1)n(2n+ 1)2 sin (2n+ 1)�x2l 
os (2n+ 1)�at2l :



230 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ129. rE[EN I E. iZ KRAEWOJ ZADA^I 1)��p�x = �w�t + 2�w;��p�t = a2 �w�x ; 9>=>; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)(10)p(0; t) = 0; w(l; t) = A; 0 < t < +1; (2)w(x; 0) = 0; p(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)ISKL�^AQ p(x; t), POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2w�t2 = a2 �2w�x2 � 2� �w�t ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (100)wx(0; t) = 0; w(l; t) = A; 0 < t < +1; (20)w(x; 0) = wt(x; 0) = 0; 0 < x < l; (30)OTKUDA NAHODIMw(x; t) = A� 4A� e��t +1Xn=0 
os e!nt+ �e!n sin e!nt2n+ 1 sin (2n+ 1)�(l� x)2l ; (4)GDE e!n =s� (2n+ 1)�a2l �2 � �2:dAWLENIE p W SE^ENII x = l NAHODIM S POMO℄X� (1)p(l; t) = p(0; t)� lZ0 ��w�t � 2�w� dx == �(2�lA+ 4aA� e��t +1Xn=0 sin(e!nt� 2'n)(2n+ 1) 
os'n) ; (5)GDE tg'n = �e!n : (6)130. v(x; t) = E 
h(x� l)pGR
h lpGR �� �ELCl2 +1Xn=0(�1)n (2n+ 1)e��te!npe!2n + �2 
os(e!nt� 'n) 
os (2n+ 1)� (l� x)2l ;� = 12 �RL + GC� ; e!n =r (2n+ 1)2�2a24l2 � 14 �RL � GC�2;tg'n = �e!n , PRI^EM PREDPOLAGAETSQ, ^TO �al > ���RL � GC ���.1)sM. ZADA^U 5.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 231131. v(x; t) = E sh(x� l)pGRsh lpGR �� 2Ee��t +1Xn=1 n�n2�2 +RGl2 n
h e!nt+ �e!n sh e!nto sin n�xl ;e!n =r14 �RL � GC�2 � n2�2a2l2 ; � = 12 �RL + GC � ;e!n MOGUT BYTX KAK DEJSTWITELXNYMI, TAK I MNIMYMI.132. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < x0; x0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; u(x0 � 0; t) = u(x0 + 0; t);T0[u0x(x0 + 0; t)� u0x(x0 � 0; t)℄ = �F0;u(l; t) = 0; 0 < t < +1; 9>=>; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = '(x) � 2lF0�2T0 +1Xn=1 1n2 sin n�x0l sin n�xl 
os n�atl ; (4)GDE '(x) = 8><>: F0(l� x0)T0l x; 0 < x 6 x0;F0x0T0l (l � x); x0 < x < l: (5)uKA Z AN I E. sTACIONARNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1) IMEET WIDw(x) = C1x+ C2;PRI^EM KONSTANTY C1 I C2 OPREDELQ�TSQ PO-RAZNOMU NA INTERWALAH0 < x < x0 I x0 < x < l:iH ZNA^ENIQ C 01, C 02, C 001 , C 002 NA PERWOM I WTOROM INTERWALAH NAHO-DQTSQ IZ USLOWIJ (2).zAME^ANIQ K RE[ENIQM ZADA^ 133{143.1) eSLI NEODNORODNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE IMEET WIDutt = a2uxx + 
2u+ b �u�x +�(x) sin!tILI utt = a2uxx + 
2u+ b �u�x +�(x) 
os!t;TO EGO ^ASTNOE RE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE 1)w(x; t) = X(x) sin!tILI SOOTWETSTWENNO W WIDEw(x; t) = X(x) 
os!t:1)sM. TAKVE RE[ENIE ZADA^I 133, GDE \TO POLOVENIE UTO^NQETSQ.
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os!t:1)sM. TAKVE RE[ENIE ZADA^I 133, GDE \TO POLOVENIE UTO^NQETSQ.



232 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQkOGDA ODNA IZ SOBSTWENNYH ^ASTOT STRUNY SOWPADAET S ^ASTOTOJ!WYNUVDA�℄EJ SILY �(x) sin!t ILI �(x) 
os!t, TO PRI b = 0 MOVETNASTUPITX QWLENIE REZONANSA, PRI KOTOROM AMPLITUDA KOLEBANIJ S^ASTOTOJ WYNUVDA�℄EJ SILY WOZRASTAET NEOGRANI^ENNO PROPORCIO-NALXNO WREMENI.2) eSLI VE NEODNORODNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE SODERVIT^LEN �2�ut, T. E. IMEET WIDutt = a2uxx + b �u�x + 
u� 2� �u�t +�(x) sin!t (6)LIBO WID utt = a2uxx + b �u�x � 2�ut + 
u+�(x) 
os!t; (7)T. E. KOLEBANIQ PROISHODQT W SREDE S SOPROTIWLENIEM, PROPORCIONALX-NYM SKOROSTI, TO ^ASTNOE RE[ENIE UKAZANNOGO WIDA UVE NE SU℄EST-WUET. w \TOM SLU^AE CELESOOBRAZNO PEREJTI K KOMPLEKSNOMU PREDSTAW-LENI� WYNUVDA�℄EGO ^LENA; TO^NEE, MOVNO ISKATX ^ASTNOE RE[ENIEURAWNENIQ Utt = a2Uxx + bUx � 2�Ut + 
U +�(x)ei!tW WIDE U(x; t) = X(x)ei!t: (8)dEJSTWITELXNAQ ^ASTX (8) BUDET ^ASTNYM RE[ENIEM URAWNENIQ (7),A MNIMAQ ^ASTX | ^ASTNYM RE[ENIEM URAWNENIQ (6).eSLI ^ASTNOE RE[ENIE (8) UDOWLETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM ZA-DA^I, TO ONO PREDSTAWLQET SOBOJ WYNUVDENNYE KOLEBANIQ, SOSTAWLQ-�℄IE GLAWNU� ^ASTX RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I PRI t ! +1, TAK KAKWYNUVDENNYE KOLEBANIQ S DRUGIMI ^ASTOTAMI I SOBSTWENNYE KOLE-BANIQ, WOZNIK[IE ZA S^ET NA^ALXNYH OTKLONENIJ I SKOROSTEJ, BUDUTZATUHATX.133. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + �(x)� sin!t; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)SWODITSQ K RE[ENI� ZADA^I O SWOBODNYH KOLEBANIQH STRUNY S FIKSI-ROWANNYMI KONCAMI PRI ZADANNYH NA^ALXNYH USLOWIQH, ESLI IZWESTNOKAKOE-LIBO ^ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ (1), UDOWLETWO-RQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2) (SM. WWEDENIE K NASTOQ℄EMU PUNKTU).oSTANOWIMSQ PO\TOMU NA RAZYSKANII ^ASTNOGO RE[ENIQ URAWNE-NIQ (1), UDOWLETWORQ�℄EGO GRANI^NYM USLOWIQM (2).A) pUSTX ! 6= n�al , n = 1; 2; 3; : : : bUDEM ISKATX ^ASTNOE RE[ENIEW WIDE U(x; t) = X(x) sin!t: (4)pODSTANOWKA (4) W (1) I (2) DAETX 00 + !2a2 X = ��(x)T0 ; 0 < x < l; (5)X(0) = X(l) = 0; (6)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 233OTKUDA NAHODIMX(x) = ( a!T0 lZ0 �(�) sin !a (l � �) d�) sin !a xsin !a l �� a!T0 xZ0 �(�) sin !a (x� �) d�; (7)GDE T0 | NATQVENIE STRUNY.B) pUSTX ! = n0�al .w \TOM SLU^AE ^ASTNOE RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1) I (2) MOVNOISKATX W WIDE (4) LI[X PRI USLOWII, ^TO �(x) I sin n0�xl ORTOGONALXNYNA OTREZKE 0 < x < l. dEJSTWITELXNO, UMNOVAQ OBE ^ASTI URAWNENIQ (5)NA sin n0�xl I INTEGRIRUQ PO ^ASTQM S ISPOLXZOWANIEM GRANI^NYH USLO-WIJ (6), POLU^IM � 1T0 lZ0 �(z) sin n0�zl dz = 0:B1) dOPUSTIM SNA^ALA, ^TO �(x) I sin n0�xl ORTOGONALXNY NA OT-REZKE 0 < x < l. tOGDA OB℄EE RE[ENIE URAWNENIQ (5) IMEET WIDX(x) = � a!T0 xZ0 �(z) sin !a (x� z) dz + C1 sin !a x+ C2 
os !a x:iZ GRANI^NOGO USLOWIQ X(0) = 0 NAHODIM C2 = 0. tAK KAK !a == n0�l , TO sin !a x OBRA℄AETSQ W NULX NA KONCAH OTREZKA 0 6 x 6 l,PO\TOMU KONSTANTU C1 MOVNO BRATX KAKOJ UGODNO. lEGKO WIDETX, ^TOW \TOM SLU^AE WYRAVENIEX(x) = � a!T0 xZ0 �(z) sin !a (x� z) dz (8)QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (5), UDOWLETWORQ�℄IM GRANI^NYM USLO-WIQM (6).B2) oSTANOWITSQ TEPERX NA SLU^AE, KOGDA ! = n0�al , A �(x)I sin n�xl NE ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 < x < l. w \TOM SLU^AE ^ASTNOERE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2) UVE NELXZQ ISKATX W WIDE (4).pOLOVIM  (x) = ��(x)T0 +An0 sin n0�xl ; (9)GDE An0 = 2l lZ0 �(�)T0 sin n0��l d�: (10)fUNKCIQ  (x) UVE ORTOGONALXNA sin n0�xl NA OTREZKE 0 6 x 6 l.
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gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 233OTKUDA NAHODIMX(x) = ( a!T0 lZ0 �(�) sin !a (l � �) d�) sin !a xsin !a l �� a!T0 xZ0 �(�) sin !a (x� �) d�; (7)GDE T0 | NATQVENIE STRUNY.B) pUSTX ! = n0�al .w \TOM SLU^AE ^ASTNOE RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1) I (2) MOVNOISKATX W WIDE (4) LI[X PRI USLOWII, ^TO �(x) I sin n0�xl ORTOGONALXNYNA OTREZKE 0 < x < l. dEJSTWITELXNO, UMNOVAQ OBE ^ASTI URAWNENIQ (5)NA sin n0�xl I INTEGRIRUQ PO ^ASTQM S ISPOLXZOWANIEM GRANI^NYH USLO-WIJ (6), POLU^IM � 1T0 lZ0 �(z) sin n0�zl dz = 0:B1) dOPUSTIM SNA^ALA, ^TO �(x) I sin n0�xl ORTOGONALXNY NA OT-REZKE 0 < x < l. tOGDA OB℄EE RE[ENIE URAWNENIQ (5) IMEET WIDX(x) = � a!T0 xZ0 �(z) sin !a (x� z) dz + C1 sin !a x+ C2 
os !a x:iZ GRANI^NOGO USLOWIQ X(0) = 0 NAHODIM C2 = 0. tAK KAK !a == n0�l , TO sin !a x OBRA℄AETSQ W NULX NA KONCAH OTREZKA 0 6 x 6 l,PO\TOMU KONSTANTU C1 MOVNO BRATX KAKOJ UGODNO. lEGKO WIDETX, ^TOW \TOM SLU^AE WYRAVENIEX(x) = � a!T0 xZ0 �(z) sin !a (x� z) dz (8)QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (5), UDOWLETWORQ�℄IM GRANI^NYM USLO-WIQM (6).B2) oSTANOWITSQ TEPERX NA SLU^AE, KOGDA ! = n0�al , A �(x)I sin n�xl NE ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 < x < l. w \TOM SLU^AE ^ASTNOERE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2) UVE NELXZQ ISKATX W WIDE (4).pOLOVIM  (x) = ��(x)T0 +An0 sin n0�xl ; (9)GDE An0 = 2l lZ0 �(�)T0 sin n0��l d�: (10)fUNKCIQ  (x) UVE ORTOGONALXNA sin n0�xl NA OTREZKE 0 6 x 6 l.



234 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQtEPERX URAWNENIE (1) MOVNO PEREPISATX W WIDEutt = a2uxx � T0�  (x) sin!t+ T0� An0 sin n0�xl sin!t: (10)sUMMA ^ASTNYH RE[ENIJ v(x; t) I w(x; t) URAWNENIJvtt = a2vxx + T0� An0 sin n0�xl sin!t; (100)wtt = a2wxx � T0�  (x) sin!t; (1000)UDOWLETWORQ�℄IH GRANI^NYM USLOWIQM (2), BUDET ^ASTNYM RE[ENIEMURAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ�℄IM GRANI^NYM USLOWIQM (2).tAK KAK sin n0�xl I �T0�  (x) ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 6 x 6 l,TO SOGLASNO (8)w(x; t) = ( a! xZ0  (z) sin !a (x� z) dz) sin!t (11)BUDET ^ASTNYM RE[ENIEM URAWNENIQ (1000), UDOWLETWORQ�℄IM GRANI^-NYM USLOWIQM (2).eSLI TEPERX ISKATX ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (100) W WIDEv(x; t) = T (t) sin n0�xl ; (12)TO GRANI^NYE USLOWIQ (2) BUDUT UDOWLETWORQTXSQPRI L�BOM T (t). pOD-STAWLQQ (12) W (100) I PRINIMAQ WO WNIMANIE RAWENSTWO ! = n0�al ,POLU^IM URAWNENIET 00(t) + !2T (t) = T0� An0 sin!t: (13)eGO ^ASTNOE RE[ENIE, KAK \TO IZWESTNO IZ TEORII OBYKNOWENNYHDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, IMEET WIDT (t) = t(A 
os!t+B sin!t): (14)pODSTANOWKA (14) W (13) DAETA = �T0An02!� ; B = 0: (15)pO\TOMU T (t) = �T0An02!� t 
os!t (16)I w(x; t) = �T0An02!� t 
os!t sin n0�xl : (17)tAKIM OBRAZOM, ESLI ! = n0�al I FUNKCII �(x) I sin n0�xl NEORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 < x < l, TO ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1),

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 235UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2), IMEET WIDU(x; t) = ( a! xZ0  (z) sin !a (x� a) dz) sin!t�� T0An02!� t 
os!t sin n0�xl : (18)w \TOM SLU^AE NASTUPAET QWLENIE REZONANSA: AMPLITUDA KOLEBA-NIJ S ^ASTOTOJ WYNUVDA�℄EJ SILY WOZRASTAET NEOGRANI^ENNO PRO-PORCIONALXNO WREMENI.134. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + �0� sin!t; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ:A) PRI ! 6= n�al , n = 1; 2; 3; : : : ,u(x; t) = 2�0!2� 8<: sin !a xsin !a l sin2 !l2a � sin2 !2a x9=; sin!t++ +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ;GDE bn = � 4�0n�a!� lZ0 8<: sin !a zsin !a l sin2 !l2a � sin2 !2a z9=; sin n�zl dz;B1) PRI ! = n0�al , GDE n0 ^ETNO,u(x; t) = �2�0!2� sin2 !2a x sin!t+ +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ;GDE bn = 4�0n�a�! lZ0 sin2 !2a a sin n�zl dz;B2) PRI ! = n0�al , n0 NE^ETNO,u(x; t) == (� �0!2� sin2 !2a x+ 4a�0n0�!T0 xZ0 sin n0�zl sin n0�(x� z)l dz) sin!t++ 2�0 sin n0�xln0�!� t 
os!t+ +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ;GDE
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236 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQbn = 2n�a lZ0 (�2�!� sin2 !2a � + 4a�0n0�T0 �Z0 sin n0�zl sin n0�(x� z)l dz++ 2�0n0�!� sin n0��l � sin n��l d�;A T0 | NATQVENIE STRUNY.w \TOM SLU^AE NASTUPAET QWLENIE REZONANSA: AMPLITUDA KOLEBA-NIJ S ^ASTOTOJ WYNUVDA�℄EJ SILY ! WOZRASTAET NEOGRANI^ENNO PRO-PORCIONALXNO t.135. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; u(l; t) = A sin!t; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ:A) PRI ! 6= n�al , n = 1; 2; 3; 4; : : : , (4)u(x; t) = A sin !a xsin !a l sin!t+ +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ; (5)GDE bn = �2A!n�a lZ0 sin !a zsin !a l sin n�zl dz; n = 1; 2; 3; : : : ; (6)B) PRI ! = n0�alu(x; t) = (A!al xZ0 �z �A�n0 sin n�zl � sin n0�(x� z)l dz) sin!t�� AA�n02l t 
os!t sin n0�xl + +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ; (8)GDE bn = � 2n�a lZ0 Ut(z; 0) sin n�zl dz; A�n0 = lZ0 z sin n0�zl dz;U(z; t) | SUMMA PERWYH DWUH ^LENOW W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (8).uKA Z AN I E. 1) pRI ! 6= n�al , n = 1; 2; 3; : : : , ^ASTNOE RE[ENIEKRAEWOJ ZADA^I (1), (2) I℄EM W WIDE U(x; t) = X(x) sin!t I RE[E-NIE ZADA^I (1), (2), (3) PREDSTAWLQEM W WIDE u(x; t) = v(x; t) + U(x; t).2) pRI ! = n0�al POLEZNO OSWOBODITXSQ OT NEODNORODNOSTI W GRA-NI^NOM USLOWII, PEREWEDQ EE W URAWNENIE. dLQ \TOGO NAHODIM STA-CIONARNOE RE[ENIE '(x) URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYMUSLOWIQM '(0) = 0, '(l) = A, ZATEM RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2),(3) I℄EM W WIDE u(x; t) = v(x; t) + '(x) sin!t:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 237136. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = AES sin!t; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; (3)QWLQETSQ:A) PRI ! 6= (2n+ 1)�a2l , n = 0; 1; 2; 3; : : : , (4)u(x; t) = U(x; t) + +1Xn=0 bn sin (2n+ 1)�x2l sin (2n+ 1)�at2l ; (5)GDE U(x; t) = aAES! sin !a x
os !a l sin!t;bn = � 4(2n+ 1)�a lZ0 Ut(z; 0) sin (2n+ 1)�z2l dz; (6)B) PRI ! = (2n0 + 1)�a2lu(x; t) = U(x; t) + +1Xn=0n6=n0 bn sin (2n+ 1)�x2l sin (2n+ 1)�at2l ; (8)GDEU(x; t) = �( AaES! xZ0 �z �A�n0 sin (2n0 + 1)�z2l ��� sin (2n0 + 1)�(x� z)2l dz) sin!t� AA�n02ES t 
os!t sin (2n+ 1)�x2l ; (9)bn = � 4(2n+ 1)�a lZ0 Ut(z; 0) sin (2n+ 1)�z2l dz;A�n0 = lZ0 z sin (2n0 + 1)�z2l dz:uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.137. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + !2(x+ u) + g sin!t; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)
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238 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQ u(x; t) = v(x) + w(x; t) + U(x; t);GDE v(x) = k sin kx
os kl lZ0 � 
os k(l � �) d� � k xZ0 � sin k(x� �) d�;w(x; t) = X(x) sin!t = g2!2 8<:
os h!a (l� x)p2i
os�!a lp2� � 19=; sin!t;U(x; t) = +1Xn=0"An 
os r!2 � (2n+ 1)�2a24l2 ! t++Bn sin r!2 � (2n+ 1)2�2a24l2 ! t# sin (2n+ 1)�2l x;An = �2l lZ0 v(�) sin (2n+ l)��2l d�;Bn = � 2lr!2 � (2n+ 1)2�2a24l2 lZ0 X(�) sin (2n+ 1)��2l d�:uKA Z AN I E. nAJTI SNA^ALA STACIONARNOE RE[ENIE, POTOM WY-NUVDENNYE GARMONI^ESKIE KOLEBANIQ S ^ASTOTOJ WYNUVDA�℄EJ SILY,A ZATEM SWOBODNYE KOLEBANIQ.138. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < x0; x0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; u(x0 � 0; t) = u(x0 + 0; t);T0�ux(x0 + 0; t)� ux(x0 � 0; t)� = A sin!t; u(l; t) = 0; 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ 1) u(x; t) = U(x; t) + +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ; (4)GDE bn = � 2n�a lZ0 Ut(z; 0) sin n�zl dz; (5)1)sR. [7, 
. 111, 112℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 239U(x; t) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
AaT0! sin !(l� x0)asin !la sin !xa sin!t; 0 6 x 6 x0;AaT0! sin !x0asin !la sin !(l� x)a sin!t; x0 6 x 6 l: (6)(60)139. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < x0; x0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; u(x0 � 0; t) = u(x0 + 0; t);T0�ux(x0 + 0; t)� ux(x0 � 0; t)� = A 
os!t; u(l; t) = 0; 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = U(x; t) + +1Xn=1 an sin n�xl 
os n�atl ; (4)GDE an = �2l lZ0 U(z; 0) sin n�zl dz (5)IU(x; t) =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

AaT0! sin !a (l � x0)sin !a l sin !xa 
os!t;0 6 x 6 x0;AaT0! sin !a x0sin !a l sin !a (l � x) 
os!t;x0 6 x 6 l;
9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>; ! 6= n�al ;n = 1; 2; 3; : : : 1): (6)(60).140. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I QWLQETSQu(x; t) = U(x; t) + +1Xn=1�an 
os n�atl + bn sin n�atl � sin n�xl ; (1)GDE an = �2l lZ0 U(z; 0) sin n�zl dz;bn = � 2n�a lZ0 Ut(z; 0) sin n�zl dz (2)1)pEREHODQ K PREDELU PRI ! ! 0, POLU^IM PRI A = F0 STACIONARNOEOTKLONENIE, NAJDENNOE W RE[ENII ZADA^I 132.



238 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQ u(x; t) = v(x) + w(x; t) + U(x; t);GDE v(x) = k sin kx
os kl lZ0 � 
os k(l � �) d� � k xZ0 � sin k(x� �) d�;w(x; t) = X(x) sin!t = g2!2 8<:
os h!a (l� x)p2i
os�!a lp2� � 19=; sin!t;U(x; t) = +1Xn=0"An 
os r!2 � (2n+ 1)�2a24l2 ! t++Bn sin r!2 � (2n+ 1)2�2a24l2 ! t# sin (2n+ 1)�2l x;An = �2l lZ0 v(�) sin (2n+ l)��2l d�;Bn = � 2lr!2 � (2n+ 1)2�2a24l2 lZ0 X(�) sin (2n+ 1)��2l d�:uKA Z AN I E. nAJTI SNA^ALA STACIONARNOE RE[ENIE, POTOM WY-NUVDENNYE GARMONI^ESKIE KOLEBANIQ S ^ASTOTOJ WYNUVDA�℄EJ SILY,A ZATEM SWOBODNYE KOLEBANIQ.138. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < x0; x0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; u(x0 � 0; t) = u(x0 + 0; t);T0�ux(x0 + 0; t)� ux(x0 � 0; t)� = A sin!t; u(l; t) = 0; 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ 1) u(x; t) = U(x; t) + +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ; (4)GDE bn = � 2n�a lZ0 Ut(z; 0) sin n�zl dz; (5)1)sR. [7, 
. 111, 112℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 239U(x; t) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
AaT0! sin !(l� x0)asin !la sin !xa sin!t; 0 6 x 6 x0;AaT0! sin !x0asin !la sin !(l� x)a sin!t; x0 6 x 6 l: (6)(60)139. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < x0; x0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; u(x0 � 0; t) = u(x0 + 0; t);T0�ux(x0 + 0; t)� ux(x0 � 0; t)� = A 
os!t; u(l; t) = 0; 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = U(x; t) + +1Xn=1 an sin n�xl 
os n�atl ; (4)GDE an = �2l lZ0 U(z; 0) sin n�zl dz (5)IU(x; t) =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

AaT0! sin !a (l � x0)sin !a l sin !xa 
os!t;0 6 x 6 x0;AaT0! sin !a x0sin !a l sin !a (l � x) 
os!t;x0 6 x 6 l;
9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>; ! 6= n�al ;n = 1; 2; 3; : : : 1): (6)(60).140. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I QWLQETSQu(x; t) = U(x; t) + +1Xn=1�an 
os n�atl + bn sin n�atl � sin n�xl ; (1)GDE an = �2l lZ0 U(z; 0) sin n�zl dz;bn = � 2n�a lZ0 Ut(z; 0) sin n�zl dz (2)1)pEREHODQ K PREDELU PRI ! ! 0, POLU^IM PRI A = F0 STACIONARNOEOTKLONENIE, NAJDENNOE W RE[ENII ZADA^I 132.



240 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQI PRI m! 6= n�al , m, n = 1; 2; 3; : : : ,

U(x; t) =
8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

1T0(�0x2 �1� x0l �+ +1Xn=1 a sin n!a (l� x0)n! sin n!a l �� sin n!xa (�n 
osn!t+ �n sinn!t)); 0 6 x 6 x0;1T0(�0x02 �1� xl �+ +1Xn=1 a sin n!a x0n! sin n!a l�� sin n!(l� x)a (�n 
osn!t+ �n sinn!t)); x0 6 x 6 l:
(3)

(30)z AM E ^ AN I E. pERWYE SLAGAEMYE SUMMY (3) I (30) SOOTWETSTWU�TSTACIONARNOMU PROGIBU POD DEJSTWIEM SILY, RAWNOJ �02 I PRILOVEN-NOJ K TO^KE x0; IMENNO \TA SILA WYZYWAET PROGIBU(x) = 8><>: 1T0 �02 x�1� x0l � ; 0 6 x 6 x0;1T0 �02 x0 �1� xl � ; x0 6 x 6 l:141. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I 1)utt = a2uxx � 2�ut + (�(x)=�) sin!t; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = U(x; t) + e��t +1Xn=1�an 
os n�atl + bn sin n�atl � sin n�xl ; (4)GDE an = �2l lZ0 U(z; 0) sin n�zl dz;bn = �ln�a an � 2n�a lZ0 Ut(z; 0) sin n�zl dz; (5)U(x; t) = Im" �� �i(�2 + �2)�2(� lZ0 1� �0(�) ÆX(l � �) d�! ÆX(x)ÆX(l) �� ei!t xZ0 1� �0(�) ÆX(x� �) d�)# 2); (6)1)sM. WWEDENIE K OTWETAM NASTOQ℄EGO PUNKTA.2)sIMWOL Im OZNA^AET MNIMU� ^ASTX KOMPLEKSNOGO ^ISLA.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 241U(x; t) | USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ,ÆX(x) = e(�+�i)x � e�(�+�i)x; �+ �i = p!2 � 2!�ia == 1arp!4 + 4�2!2 + !22 � iarp!4 + 4�2!2 � !22 : (7)z AM E ^ AN I E. pUSTX ÆY (x) ESTX RE[ENIE DIFFERENCIALXNOGOURAWNENIQ y00 +Ay0 +By = 0; A = 
onst; B = 
onst;UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNYM USLOWIQMy(0) = 0; y0(0) = 1;TOGDA y = xZ0 f(�) ÆY (x� �) d�QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQy00 +Ay0 +By = f(x);UDOWLETWORQ�℄EGO NA^ALXNYM USLOWIQMy(0) = 0; y0(0) = 0:142. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx � 2�ut; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = AES sin!t; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = U(x; t) ++ e��t +1Xn=0�an 
os (2n+ 1)�at2l + bn sin (2n+ 1)�at2l � sin (2n+ 1)�x2l ; (4)an = �2l lZ0 U(z; 0) sin (2n+ 1)�z2l dz;bn = � 4�(2n+ 1)�a lZ0 Ut(z; 0) sin (2n+ 1)�z2l dz: (5)uSTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ OPREDELQ�TSQ FORMULOJU(x; t) = Im( A(�� �i)ES(�2 + �2) � e(�+�i)x � e�(�+�i)xe(�+�i)l � e�(�+�i)l ei!t); (6)GDE � I � IME�T TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.16 b.m. bUDAK I DR.
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242 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ143. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2v�x2 � LC �2v�t2 � (RC +GL) �v�t �GRv = 0;0 < x < l; 0 < t < +1; (1)vx(0; t) = 0; v(l; t) = E0 sin!t; 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = 0; vt(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQv(x; t) = V (x; t) ++ e��t +1Xn=0�an 
os (2n+ 1)�at2l + bn sin (2n+ 1)�at2l � 
os (2n+ 1)�x2l ; (4)an = �2l lZ0 V (z; 0) 
os (2n+ 1)�z2l dz;bn = 2�l(2n+ 1)�a an � 4(2n+ 1)�a lZ0 Vt(z; 0) 
os (2n+ 1)�z2l dz; (5)V (x; t) = Im(E0 e(�+�i)x + e�(�+�i)xe(�+�i)l + e�(�+�i)l ei!t); (6)�+ �i = �pp!2 � r � 2q!i; p = LC; 2q = RC +GL; r = GR;� = GL+ CR2CL :144. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2v�x2 � CL �2v�t2 � (CR +GL) �v�t �GRv = 0;0 < x < l; 0 < t < +1; (1)v(0; t) = 0; v(l; t) = E sin!t; 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = 0; vt(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQv(x; t) = V (x; t) + e��t +1Xn=1(an 
os�nt+ bn sin�nt) sin n�xl ; (4)GDE �n =rp(r+ �2n)� q2p2 ; �n = �nl ;an = �2l lZ0 V (z; 0) sin n�z2l dz;bn = �ln�a an � 2n�a lZ0 Vt(z; 0) sin n�zl dz;
9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>; (5)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 243V (x; t) = Im(E e(�+�i)x � e�(�+�i)xe(�+�i)l � e�(�+�i)l ei!t); (6)�(�+ �i) =pp!2 � r � 2q!i; p = CL; 2q = CR +GL; r = GR;(7)� = CR+GL2CL : (8)145. iZ KRAEWOJ ZADA^I��p�x = ��w�t + 2�w� ;��p�t = �2 �w�x ; 9>>=>>; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)p(0; t) = 0; w(l; t) + h�w(l; t)�x = Aei!t; 0 < t < +1; (2)NAHODIM USTANOWIW[IESQ KOLEBANIQ DAWLENIQ S ^ASTOTOJ ! W SE^E-NII x = l: p(l; t) = A�r(!)R(!)ei(!t+Æ); (3)r(!) = 4r1 + 4 �2!2 ; (4)R(!) = 1s� sin 2'
h 2 � 
os 2' � �'�2 +� sh 2 
h 2 � 
os 2' + � �2 ; (5)' = l�rp!4 + 2�2!2 + !22 ;  = 1�rp!4 + 2�2!2 � !22 ;Æ = �2 � �1 � �2; tg �1 =  ' ; tg �2 = sh 2 
h 2 � 
os 2' + � sin 2'
h 2 � 
os 2' � �' ; � = h� :146. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + 1� �(x)t; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = 1T0l (l xZ0 d� �Z0 �(z) dz � x lZ0 d� �Z0 �(z) dz) t++ +1Xn=1 bn sin n�xl sin n�atl ; (4)16�
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244 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDEbn = � 2n�aT0l lZ0 (l xZ0 d� �Z0 �(z) dz � x lZ0 d� �Z0 �(z) dz) sin n�xl dx: (5)147. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = AES t; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = AES xt+ +1Xn=0 bn sin (2n+ 1)�x2l sin (2n+ 1)�at2l ; (4)bn = � 4(2n+ 1)�a lZ0 AzES sin (2n+ 1)�z2l dz: (5)148. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + 1� �(x)tm; 0 < x < l; 0 < t < +1; m > �1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ 1) u(x; t) = +1Xn=1un(t) sin n�xl ; (4)un(t) = �n!n tZ0 �m sin!n(t� �) �; !n = n�al ;�n = 2l lZ0 �(z)� sin n�zl dz: (5)149. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = AES tm; 0 < t < +1; m > �1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = AxtmES + +1Xn=0un(t) sin (2n+ 1)�x2l ; (4)GDE un(t) = �n!n tZ0 �m�2 sin!n(t� �) d�; !n = (2n+ 1)�al ; (5)1)sM. UKAZANIE K SLEDU�℄EJ ZADA^E.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 245�n = �2Am(m� 1)ESl lZ0 z sin (2n+ 1)�z2l dz: (6)uKA Z AN I E. ~TOBY OSWOBODITXSQ OT NEODNORODNOSTI W GRANI^NOMUSLOWII, I℄EM RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) W WIDEu(x; t) = v(x; t) + AxtmES ; (7)^TO PRIWODIT K KRAEWOJ ZADA^Evtt = a2vxx � Axtm�2m(m� 1)ES ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (8)v(0; t) = 0; vx(l; t) = 0; 0 < t < +1; (9)v(x; 0) = 0; vt(x; 0) = 0; 0 < x < l: (10)~ASTNOE RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)�1ux(0; t) + �1u(0; t) = 0;�2ux(l; t) + �2u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (20)MOVNO ISKATX W WIDE u(x; t) = +1Xn=1un(t)Xn(x); (30)GDE un(t) | FUNKCII, PODLEVA℄IE OPREDELENI�, A Xn(t) | SOBSTWEN-NYE FUNKCII KRAEWOJ ZADA^IX 00(x) + �2X(x) = 0; 0 < x < l;�1X 0(0) + �1X(0) = 0; �2X 0(l) + �2X(l) = 0:� (11)pRI \TOM WYNUVDA�℄IJ ^LEN f(x; t) TAKVE NUVNO RAZLOVITX WRQD PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM \TOJ ZADA^I, T. E. PREDSTAWITX W WIDEf(x; t) = +1Xn=1 fn(t)Xn(x); (12)GDE fn(t) = 1kXnk2 lZ0 f(z; t)Xn(z) dz: (13)150. A) pRI ! 6= !n = n�al , n = 1; 2; 3; : : : ,u(x; t) = +1Xn=1 �n(!2n � !2)!n (!n sin!t� ! sin!nt) sin n�xl ; (1)B) PRI ! = !n0 = n0�alu(x; t) = +1Xn=1 �n(!2n � !2)!n (!n sin!t� ! sin!nt) sin n�xl ++ �n02!n0 (sin!n0t� !n0t 
os!n0t) sin n0�xl ; (2)



244 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDEbn = � 2n�aT0l lZ0 (l xZ0 d� �Z0 �(z) dz � x lZ0 d� �Z0 �(z) dz) sin n�xl dx: (5)147. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = AES t; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = AES xt+ +1Xn=0 bn sin (2n+ 1)�x2l sin (2n+ 1)�at2l ; (4)bn = � 4(2n+ 1)�a lZ0 AzES sin (2n+ 1)�z2l dz: (5)148. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + 1� �(x)tm; 0 < x < l; 0 < t < +1; m > �1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ 1) u(x; t) = +1Xn=1un(t) sin n�xl ; (4)un(t) = �n!n tZ0 �m sin!n(t� �) �; !n = n�al ;�n = 2l lZ0 �(z)� sin n�zl dz: (5)149. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; ux(l; t) = AES tm; 0 < t < +1; m > �1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = AxtmES + +1Xn=0un(t) sin (2n+ 1)�x2l ; (4)GDE un(t) = �n!n tZ0 �m�2 sin!n(t� �) d�; !n = (2n+ 1)�al ; (5)1)sM. UKAZANIE K SLEDU�℄EJ ZADA^E.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 245�n = �2Am(m� 1)ESl lZ0 z sin (2n+ 1)�z2l dz: (6)uKA Z AN I E. ~TOBY OSWOBODITXSQ OT NEODNORODNOSTI W GRANI^NOMUSLOWII, I℄EM RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) W WIDEu(x; t) = v(x; t) + AxtmES ; (7)^TO PRIWODIT K KRAEWOJ ZADA^Evtt = a2vxx � Axtm�2m(m� 1)ES ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (8)v(0; t) = 0; vx(l; t) = 0; 0 < t < +1; (9)v(x; 0) = 0; vt(x; 0) = 0; 0 < x < l: (10)~ASTNOE RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)�1ux(0; t) + �1u(0; t) = 0;�2ux(l; t) + �2u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (20)MOVNO ISKATX W WIDE u(x; t) = +1Xn=1un(t)Xn(x); (30)GDE un(t) | FUNKCII, PODLEVA℄IE OPREDELENI�, A Xn(t) | SOBSTWEN-NYE FUNKCII KRAEWOJ ZADA^IX 00(x) + �2X(x) = 0; 0 < x < l;�1X 0(0) + �1X(0) = 0; �2X 0(l) + �2X(l) = 0:� (11)pRI \TOM WYNUVDA�℄IJ ^LEN f(x; t) TAKVE NUVNO RAZLOVITX WRQD PO SOBSTWENNYM FUNKCIQM \TOJ ZADA^I, T. E. PREDSTAWITX W WIDEf(x; t) = +1Xn=1 fn(t)Xn(x); (12)GDE fn(t) = 1kXnk2 lZ0 f(z; t)Xn(z) dz: (13)150. A) pRI ! 6= !n = n�al , n = 1; 2; 3; : : : ,u(x; t) = +1Xn=1 �n(!2n � !2)!n (!n sin!t� ! sin!nt) sin n�xl ; (1)B) PRI ! = !n0 = n0�alu(x; t) = +1Xn=1 �n(!2n � !2)!n (!n sin!t� ! sin!nt) sin n�xl ++ �n02!n0 (sin!n0t� !n0t 
os!n0t) sin n0�xl ; (2)



246 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�n = 2l lZ0 �(z)� sin n�zl dz: (3)z AM E ^ AN I E. zDESX W OTLI^IE OT RE[ENIQ ZADA^I 133 KOLEBANIQS ^ASTOTOJ WYNUVDA�℄EJ SILY DANY NE W ZAMKNUTOJ FORME, A W WIDERQDA.151. u(x; t) = +1Xn=1un(t) sin n�xl , (1)GDE un(t) = �ne!n tZ0 e��(t��) sin!� sin e!n(t� �) d�; (2)�n = 2l lZ0 �(x)� sin n�xl dx;e!n =p!2n � �2: (3)zDESX PREDPOLAGAETSQ, ^TO !n > �. nAHOVDENIE WYRAVENIQ un(t)DLQ !n 6 � NE PREDSTAWLQET ZATRUDNENIJ.152. u(x; t) = 16F0�Æ�3�a +1Pn=1 1n 
os n�Æl 
os !n�2 sin n�x0lh1� �2nÆl �2ih1� �na�l �2i�� sin n�xl sin!n �t� �2�,GDE !n = n�al :153. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + I�Æ(x� x0)Æ(t) 1); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ:u(x; t) = 2I�l +1Xn=1 1!n sin!nt sin n�x0l sin n�xl ; !n = n�al : (4)154. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx � 2�ut + 1��(x)t; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < t < +1; (3)1) Æ(t) | ODNOSTORONNQQ DELXTA-FUNKCIQÆ(t) = limn!0'n(t); 'n(t) = 8<:0; �1 < t < 0;n; 0 < t < 1=n;0; 1=n < t < +1;PODROBNEE O DELXTA-FUNKCII SM. [7, S. 267{272℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 247QWLQETSQ u(x; t) = +1Xn=1un(t) sin n�xl ; (4)GDE un(t) = �n!n tZ0 �e��(t��) sin e!n(t� �) d�; e!n =p!2n � �2 1); (5)an = 2l lZ0 �(z)� sin n�zl dz; !n = n�al : (6)155. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx � 2�ut + I�Æ(x� x0)Æ(t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = 2I�l e��t +1Xn=1 1e!n sin e!nt sin n�x0l sin n�xl ; (4)GDE e!n =p!2n � �2; !n = n�al : (5)156. u(x; t) = �2P l4v0�Sa�4 +1Xn=1 1n3 1a2�2n2 � v20 l2 sin n�xl sin n2�2atl2 ++ 2P l3�S�2 +1Xn=1 1n2 1a2�2n2 � v20 l2 sin n�xl sin n�v0ll ; 0 < t < lv0 ,u(x; t) = �2P l4v0�Sa�4 +1Xn=1 1n3 1a2�2n2 � v20 l2 sin n�xl sin n2�2atl2 ; lv0 < t < +1:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ IMPULXSNOJ DELXTA-FUNKCIEJ.157. u(x; t) = P0�Sl!2 +1Xn=18><>: 
os n2�2a2l2 t� 
os�1 + n�v0!l �!t�n2�2a2!l2 �2 � �1 + n�v0!l �2 �� 
os n2�2a2l2 t� 
os�1� n�v0!l �!t�n2�2a2!l2 �2 � �1� n�v0!l �2 9>=>; sin n�xl :1)pREDPOLAGAETSQ, ^TO !n > � PRI n = 1; 2; 3; : : : eSLI !n 6 � PRIDOSTATO^NO MALYH ZNA^ENIQH n, TO RE[ENIE BUDET SODERVATX ^LENY S MNO-VITELQMI sh e!nt I ^LEN S MNOVITELEM t.
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248 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ158. A) pRI ! 6= n2�2al2 , n = 1; 2; 3; : : : ,u(x; t) = �2!P0l5a�2�S +1Xn=1 sin n�x0ln2(n4�4a2 � !2l4) sin n�xl sin n2�2atl2 ++ 2P0l3�S sin!t +1Xn=1 sin n�x0ln4�4a2 � !2l4 sin n�xl ;B) PRI ! = n20�2al2u(x; t) = �2!P0l5a�2�S +1Xn=1 sin n�x0ln2(n4�4a2 � !2l4) sin n�xl sin n2�2atl2 ++ 2P0l3�S sin!t +1Xn=1n6=n0 sin n�x0ln4�4a2 � !2l4 sin n�xl ++ P0�Sl!2 sin n0�x0l sin!t sin n0�xl � P0�Sl! t 
os!t sin n0�x0l sin n0�xl :nEOGRANI^ENNOE WOZRASTANIE AMPLITUDY WYNUVDENNYH KOLEBA-NIJ S ^ASTOTOJ ! = n20�2al2 BUDET IMETX MESTO LI[X W TOM SLU^AE,KOGDA sin n0�x0l 6= 0, T. E. TO^KA PRILOVENIQ SILY NE SOWPADAET NI SODNIM IZ UZLOW GARMONIKI, SOOTWETSTWU�℄EJ ^ISLU �n0 = n0�l .uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 149.z AM E ^ AN I E. wYNUVDENNYE KOLEBANIQ S ^ASTOTOJ ! MOGUT BYTXNAJDENY W ZAMKNUTOJ FORME, ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO BYLO SDELANOW RE[ENII ZADA^ 134 I 139.pRI ! 6= n2�2al , n = 1; 2; : : : , DLQ KOLEBANIJ S ^ASTOTOJ !, TAKIMOBRAZOM, POLU^AETSQ SLEDU�℄EE WYRAVENIE:

U(x; t) = 2P l3a2�4�S�
8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
� �42�3l3 sh �(l� x0)sh �l sh�x ++ �42�3l3 sin �(l� x0)sin �l sin�x; 0 < x 6 x0;� �42�3l3 sh �x0sh �l sh�(l � x) ++ �42�3l3 sin �x0sin �l sin�(l � x);x0 < x < l; �2 = !a :159. u(x; t) = 2P l3�S +1Xn=1 sin n�x0l sin (!t+ 'n)p(n4�4a2 � !2=4)2 + 4�2!2l8 sin n�xl , GDEtg'n = � 2�!a2�4n4 � !2l4 , A � | �KO\FFICIENT TRENIQ�, WHODQ℄IJ W

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 249URAWNENIE �2u�t2 + a2 �4u�x4 + 2� �u�t = 0:160. u(x; t) = 2F0l3EJ +1Xn=1 1� 
os �2na2l2 t�4n(sh�n + sin�n) Xn(x), (1)GDEXn(x) = (
h�n + 
os�n)�sh�n xl � sin�n xl ��� (sh�n + sin�n)�
h�n xl � 
os�n xl � ; (2)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
h� 
os� = �1: (3)161. dLQ t < T OTWET SOWPADAET S OTWETOM PREDYDU℄EJ ZADA^I.dLQ t > Tu(x; t) = 2F0l3EJ 1Xn=1 
os �2na2l2 (t� T )� 
os �2na2tl2�4n(sh�n + sin�n) Xn(x);GDE �n I Xn(x) IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.162. u(x; t) = 2F0la2!EJ +1Xn=1 Xn(x)�2n(sh�n + sin�n) sin �2na2l2 t� �2na2!l2 sin!t1���2na2!l2 �2 ,GDE �n I Xn(x) IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W ZADA^E 160.163. u(x; t) == f0l2a2!EJ +1Xn=1 sh�n � 2 
h�n sin�n + sin�n�3n sh2 �n sin2 �n sin �2na2l2 t� �2na2!l2 sin!t1���2na2!l2 �2 Xn(x),GDE Xn(x) = sh�n sin �nxl � sin�n sh �nxl ;�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ tg� = th� (�1 < �2 < : : : ).4. kOLEBANIQ PRI NEODNORODNOSTI SRED I DRUGIH USLOWI-QH, PRIWODQ℄IH K URAWNENIQM S PEREMENNYMI KO\FFICIEN-TAMI; U^ET SOSREDOTO^ENNYH SIL I MASS.164. rE[EN I E. pRODOLXNOE SME℄ENIE u(x; t) TO^EK STERVNQ QW-LQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�(x)utt = (E(x)ux)x; 0 < x < x0; x0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x0�0; t) = u(x0+0; t); E(x0�0)ux(x0�0; t) = E(x0+0)ux(x0+0; t);(20)
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250 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(x; 0) = '(x) =8><>: hx0 x; 0 < x < x0;h(l � x)l� x0 ; x0 < x < l; (3)ut(x; 0) =  (x) � 0; 0 < x < l; (30)E(x) = (E; 0 < x < x0;E; x0 < x < l; �(x) = ��; 0 < x < x0;�; x0 < x < l; (4)�, �, E, E | KONSTANTY.~ASTNYE RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (4) I℄EM W WIDEu(x; t) = X(x)T (t): (5)pODSTAWLQQ (5) W (1), (2) POSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH, POLU^IMT 00(t) + !2T (t) = 0; 0 < t < +1; (6)(E(x)X 0(x))0 + !2�(x)X(x) = 0; 0 < x < l; (7)X(0) = X(l) = 0; X(x0 � 0) = X(x0 + 0); (70)EX 0(x0 � 0) =EX 0(x0 + 0): (700)iZ OB℄EJ TEORII IZWESTNO 1), ^TO KRAEWAQ ZADA^A (70), (700) IMEETBESKONE^NU� POSLEDOWATELXNOSTX SOBSTWENNYH ^ASTOT!1 < !2 < : : : < !n < : : :I SOOTWETSTWU�℄IH IM SOBSTWENNYH FUNKCIJX1(x); X2(x); : : : ; Xn(t); : : : ;ORTOGONALXNYH S WESOM �(x) NA OTREZKE 0 6 x 6 l. rE[ENIE URAWNE-NIQ (7), UDOWLETWORQ�℄EE USLOWIQM (70), IMEET WIDX(x) = 8>>>>>><>>>>>>: sin !a xsin !a x0 PRI 0 < x < x0; a =rE� ;sin !a (l� x)sin !a (l� x0) PRI x0 < x < l; ��a =sE� ; (8)uDOWLETWORQQ USLOWI� (700), POLU^IM TRANSCENDENTNOE URAWNENIE1pE � tg !a x0 = 1qE � tg !a (x0 � l) (9)DLQ OPREDELENIQ SOBSTWENNYH ^ASTOT !n.pOLAGAQ W (8) ! = !n, POLU^IM SOBSTWENNYE FUNKCII NA[EJKRAEWOJ ZADA^I1)sM. [7, S. 422, 423℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 251Xn(x) =8>>>>>><>>>>>>: sin !na xsin !na x0 PRI 0 < x < x0;sin !na (l� x)sin !na (l� x0) PRI x0 < x < l: (10)kWADRAT NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII RAWENkXnk2 = lZ0 �(x)X2n(x) dx = � x0Z0 sin2 !na xsin2 !na x0 dx+ � lZx0 sin2 !na (l � x)sin2 !na (l� x0) dx == �x02 sin2 !na x0 + �(l� x0)2 sin2 !na (x0 � l) ; (11)u(x; t) = +1Xn=1 anXn(x) 
os!nt; (12)an = 1kXnk2 lZ0 �(x)'(x)Xn(x) dx = h!2nkXnk2 � Ex0 + El� x0� : (13)165. u(x; t) = X(x) sin!t,X(x) = 8>>>>>><>>>>>>: sin !a xsin !a x0 PRI 0 < x < x0;!a 
os !a (l� x) + F0 sin !a (x� x0)!a 
os !a (l� x0) PRI x0 < x < l:166. u(x; t) = +1Xn=1(an 
os!nt+ bn sin!nt)Xn(x),an = 1kXnk2 lZ0 �(x)'(x)Xn(x) dx; bn = 1!nkXnk2 lZ0 �(x) (x)Xn(x) dx;Xn(x) =8>>>>>><>>>>>>: sin !na xsin !na x0 PRI 0 < x < x0;!na 
os !na (l� x) + h sin !na (l� x)!na 
os !na (l� x0) + h sin !na (l� x0) PRI x0 < x < l;!n | POLOVITELXNYE KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQp! = � tg q!;GDE p = 1ha ; q = l � x0�a + x0a :
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252 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ167.u(x; t) = +1Xn=1 anXn(x) 
os a�nt; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)a2 = T0�Xn(x) = 8><>: sin�nxsin �nx0 ; 0 < x < x0;sin�n(l� x)sin�n(l� x0) ; x0 < x < l; (3)�n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^I, QWLQ�℄IESQ KORNQMIURAWNENIQ 
tg �nx0 � 
tg�n(l � x0) = M� �n: (4)sOBSTWENNYE FUNKCII Xn(x) ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 < x < l S WE-SOM �(x) = �+MÆ(x�x0), GDE �| LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY STRUNY,A Æ(x� x0) | IMPULXSNAQ DELXTA-FUNKCIQ; TAKIM OBRAZOM,lZ0 �(x)Xm(x)Xn(x) dx = � lZ0 Xm(x)Xn(x) dx +MXm(x0)Xn(x0) = 0PRI m 6= n; (5)KWADRAT NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII RAWENkXnk2 = lZ0 �(x)X2n(x) dx = �x02 sin2 �nx0 + �(l� x0)2 sin2 �n(l� x0) + M2 ; (6)an = lZ0 �(x)'(x)Xn(x)dxkXnk2 = � lZ0 '(x)Xn(x)dx+M'(x0)Xn(x0)kXnk2 ; (7)OTKUDA POLU^AEM an = �h�2n � 1x0 + 1l� x0�kXnk2 : (8)uKA Z AN I E. pRI WY^ISLENII (6) I (8) NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ (4).fORMULY (6) I (7) MOGUT BYTX POLU^ENY I BEZ PRIMENENIQ DELXTA-FUNKCII, KAK \TO SDELANO W [7, S. 147{150℄.168. u(x; t) = +1Xn=1fan 
os!nt+ bn sin!ntgXn(x),Xn(x) =8>>>>>><>>>>>>: sin !na xsin !na x0 ; 0 6 x 6 x0;
os !na (l� x)
os !na (l� x0) ; x0 6 x 6 l;

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 253!n | KORNI URAWNENIQSqE � 
tg !na x0 �SqE � tg !na (l � x0) =M!n;an = S �sin2 !na x0 x0Z0 '(x) sin2 !na x dx+ S �
os2 !na (l�x0) lZx0'(x) 
os2 !na (l�x)dxkXnk2 ;bn = S �sin2 !na x0 x0Z0  (x) sin2 !na xdx+ S �
os2 !na (l�x0) lZx0 (x) 
os2 !na (l�x)dx!nkXnk2 ;kXnk2 = S �2 sin2 !na x0 + S �2 
os2 !na (l� x0) + M2 :169. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; utt(l; t) = �
2ux(l; t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); 0 < x < l; (3)GDE 
2 = KGM ; a2 = KGJ ;QWLQETSQ u(x; t) = +1Xn=1(an 
osa�nt+ bn sin a�nt) sin�nx; (4)�n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^I | QWLQ�TSQ KORNQMIURAWNENIQ 
tg �nl = MJ �n; (5)A SOBSTWENNYE FUNKCII Xn(x) = sin�nx UDOWLETWORQ�T USLOWI� OR-TOGONALXNOSTI1)MXm(l)Xn(l) + lZ0 JXm(x)Xn(x) dx = 0; m 6= n; (6)an = M'(l)Xn(l) + lZ0 J'(x)Xn(x)dxMX2n(l) + lZ0 JX2n(x)dx ; (7)1)sM. UKAZANIE K ZADA^E 167.
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254 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQbn = M (l)Xn(l) + lZ0 J (x)Xn(x)dx"MX2n(l) + lZ0 JX2n(x)dx#a�n : (8)170. u(x; t) = H � lH � x A!a 
os !a l + 1H � l sin !a l sin !a x sin!t.171. u(x; t) = 1l +1Xn=1 J0 ��nrxl �J21 (�n) 
os a�nt2pl lZ0 '(�)J0 �nr�l! d�,'(x) = u(x; 0), J0(x), J1(x) | FUNKCII bESSELQ NULEWOGO I PER-WOGO PORQDKA PERWOGO RODA, �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(�) = 0.172. u(x; t) = +1Xn=1(an 
osa�nt+ bn sin a�nt)J0 ��nqxl �,an = 1lJ21 (�n) lZ0 '(�)J0 �nr�l! d�;bn = 1al�nJ21 (�n) lZ0  (�)J0 �nr�l! d�;'(x) = u(x; 0);  (x) = ut(x; 0); �n =r�2n4l � !2a2 ;�n IME�T TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W OTWETE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.173: u(x; t) = +1Xn=1 �an 
osp2n(2n� 1)at++ bn sinp2n(2n� 1)at�P2n�1 �xl � ;GDE an = 4n� 1l lZ0 '(�)P2n�1 ��l � d�;bn = 4n� 1p2n(2n� 1) al lZ0  (�)P2n�1 ��l � d�;Pn(x) = 12n n! dndxn �(x2 � 1)n� | POLINOMY lEVANDRA;'(x) = u(x; 0);  (x) = ut(x; 0):

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 255x 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ1. mETOD INTEGRALA fURXE. nAPOMNIM, ^TO PRI IZWESTNYHOGRANI^ENIQH NA f(x) SPRAWEDLIWA INTEGRALXNAQ FORMULA fURXEf(x) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1 f(�)ei�(x��) d�; (1)PRI^EM f 0(x) = 12� +1Z�1 i� d� +1Z�1 f(�)ei�(x��) d�; (2)T. E. WOZMOVNO DIFFERENCIROWANIE INTEGRALA PO PARAMETRU POD ZNA-KOM INTEGRALA, IF (x) = 12� +1Z�1 d�i� +1Z�1 f(�)ei�(x��) d� 1); (3)GDE F (x) | PERWOOBRAZNAQ DLQ f(x).rE[ENIE URAWNENIQutt = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (4)MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1U(�; t)ei�(x��)d�: (5)pODSTANOWKA (5) W (4) DAET12� +1Z�1 d� +1Z�1 ��2U�t2 + a2�2U� ei�(x��)d� = 0: (6)dLQ WYPOLNENIQ RAWENSTWA (6) DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLOSXRAWENSTWO �2U�t2 + a2�2U = 0; (7)OTKUDA NAHODIM U(�; t) = A(�)eia�t +B(�)e�ia�t; (8)GDE A(�) I B(�) | PROIZWOLXNYE FUNKCII PARAMETRA �.pODSTANOWKA POLU^ENNOGO WYRAVENIQ W (5) SOGLASNO (1) DAET IZ-WESTNOE RE[ENIE W WIDE SUMMY RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLNu(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1 nA(�)ei�(x+at��) +B(�)ei�(x�at��)o d� == A(x+ at) +B(x� at): (9)aNALOGI^NO INTEGRAL fURXE MOVET BYTX ISPOLXZOWAN DLQ RE[E-NIQ DRUGIH ZADA^, SWQZANNYH S URAWNENIEM KOLEBANIJ.bOLEE [IROKO RASPROSTRANENA SLEDU�℄AQ SHEMA PRIMENENIQ IN-TEGRALA fURXE K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^ NA PRQMOJ �1 < x < +1 IPOLUPRQMOJ 0 < x < +1.1)zDESX INTEGRAL PONIMAETSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ.
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gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 255x 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ1. mETOD INTEGRALA fURXE. nAPOMNIM, ^TO PRI IZWESTNYHOGRANI^ENIQH NA f(x) SPRAWEDLIWA INTEGRALXNAQ FORMULA fURXEf(x) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1 f(�)ei�(x��) d�; (1)PRI^EM f 0(x) = 12� +1Z�1 i� d� +1Z�1 f(�)ei�(x��) d�; (2)T. E. WOZMOVNO DIFFERENCIROWANIE INTEGRALA PO PARAMETRU POD ZNA-KOM INTEGRALA, IF (x) = 12� +1Z�1 d�i� +1Z�1 f(�)ei�(x��) d� 1); (3)GDE F (x) | PERWOOBRAZNAQ DLQ f(x).rE[ENIE URAWNENIQutt = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (4)MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1U(�; t)ei�(x��)d�: (5)pODSTANOWKA (5) W (4) DAET12� +1Z�1 d� +1Z�1 ��2U�t2 + a2�2U� ei�(x��)d� = 0: (6)dLQ WYPOLNENIQ RAWENSTWA (6) DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLOSXRAWENSTWO �2U�t2 + a2�2U = 0; (7)OTKUDA NAHODIM U(�; t) = A(�)eia�t +B(�)e�ia�t; (8)GDE A(�) I B(�) | PROIZWOLXNYE FUNKCII PARAMETRA �.pODSTANOWKA POLU^ENNOGO WYRAVENIQ W (5) SOGLASNO (1) DAET IZ-WESTNOE RE[ENIE W WIDE SUMMY RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLNu(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1 nA(�)ei�(x+at��) +B(�)ei�(x�at��)o d� == A(x+ at) +B(x� at): (9)aNALOGI^NO INTEGRAL fURXE MOVET BYTX ISPOLXZOWAN DLQ RE[E-NIQ DRUGIH ZADA^, SWQZANNYH S URAWNENIEM KOLEBANIJ.bOLEE [IROKO RASPROSTRANENA SLEDU�℄AQ SHEMA PRIMENENIQ IN-TEGRALA fURXE K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^ NA PRQMOJ �1 < x < +1 IPOLUPRQMOJ 0 < x < +1.1)zDESX INTEGRAL PONIMAETSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ.



256 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQoBRAZOM fURXE FUNKCII f(x) NA PRQMOJ �1 < x < +1 SQDROM e�i�� NAZYWAETSQ FUNKCIQf(�) = 1p2� +1Z�1 f(�)e�i��d�: (10)w SILU FORMULY (1) �ORIGINAL�, T. E. FUNKCIQ f(x), MOVET BYTX WOS-STANOWLEN PO SWOEMU OBRAZU S POMO℄X� FORMULYf(x) = 1p2� +1Z�1 f(�)ei�xd�: (100)pEREHOD OT f(x) K f(�) PO FORMULE (10) NAZYWAETSQ INTEGRALXNYM PRE-OBRAZOWANIEM fURXE; O^EWIDNO, PREOBRAZOWANIQ (10) I (100) QWLQ�TSQWZAIMNO OBRATNYMI.nA POLUPRQMOJ 0 < x < +1 MOVNO RASSMATRIWATX KOSINUS-OBRAZfURXE 1) DLQ FUNKCII f(x)f (
)(�) =r 2� +1Z0 f(�) 
os�� d�; (11)PEREHOD OT KOTOROGO K ORIGINALU OSU℄ESTWLQETSQ PO FORMULEf(x) =r 2� +1Z0 f (
)(�) 
os�x d�; (110)I SINUS-OBRAZ 2) f (s)(�) =r 2� +1Z0 f(�) sin�� d�; (12)PEREHOD OT KOTOROGO K ORIGINALU WYPOLNQETSQ PO FORMULEf(x) =r 2� +1Z0 f (s)(�) sin �x d�: (120)mOVNO RASSMATRIWATX PREOBRAZOWANIQ fURXE S DRUGIMI QDRAMI.zA PODROBNOSTQMI OTSYLAEM K SPECIALXNOJ LITERATURE.~TOBY RE[ITX KRAEWU� ZADA^U DLQ u(x; t) S POMO℄X� INTEGRALX-NOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE, PO PEREMENNOMU x PEREHODQT K ZADA^E DLQOBRAZA fURXE \TOJ FUNKCII, NAHODQT \TOT OBRAZ. pOSLE \TOGO S POMO-℄X� OBRATNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE �WOSSTANAWLIWA�T ORIGINAL�,T. E. NAHODQT FUNKCI� u(x; t) PO EE OBRAZU fURXE. w KA^ESTWE QDRA IN-TEGRALXNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE DLQ ZADA^ NA POLUPRQMOJ NUVNOBRATX TAKOE ^ASTNOE RE[ENIE X(x; t) URAWNENIQ, POLU^A�℄EGOSQ RAZ-DELENIEM PEREMENNYH IZ OSNOWNOGO URAWNENIQ ZADANNOJ KRAEWOJ ZA-DA^I, KOTOROE UDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLOWI� ZADA^I, ESLI \TOUSLOWIE ODNORODNO, ILI SOOTWETSTWU�℄EMU ODNORODNOMU GRANI^NOMUUSLOWI�, ESLI GRANI^NOE USLOWIE ZADA^I NEODNORODNO.1)iNTEGRALXNOE PREOBRAZOWANIE fURXE S QDROM 
os��.2)iNTEGRALXNOE PREOBRAZOWANIE fURXE S QDROM sin��.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 257174. u(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) f(�; �) d�. (1)uKA Z AN I E. pODSTAWLQQ W URAWNENIE (1) USLOWIQ ZADA^Iu(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1U(�; t)ei�(x��)d�;f(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1 f(�; t)ei�(x��)d�;PRIHODIM K URAWNENI� d2Udt2 + a2�2U = f(�; t):rE[AQ EGO PRI NA^ALXNYH USLOWIQH U(�; 0) = 0, dU(�; 0)dt = 0, PO-LU^AEM U(�; t) = 1a� tZ0 f(�; �) sin a(t� �) d�:pODSTAWLQQ sin a(t � �) W KOMPLEKSNOJ FORME 1) I PODSTAWLQQ PO-LU^ENNOE WYRAVENIE U(�; t) W INTEGRALu(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1U(�; t)ei�(x��)d�W SILU (3) WWEDENIQ K NASTOQ℄EMU PUNKTU, POLU^AEM FORMULU (1).175. u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 
t2a x+atZx�at I1 
rt2 � (x� �)2a2 !rt2 � (x� �)2a2 '(�) d� ++ 12a x+atZx�at I0 
rt2 � (x� �)2a2 ! (�) d�; (1)GDE I0(z) I I1(z) | �WIDOIZMENENNYE� FUNKCII bESSELQ NULEWOGO IPERWOGO PORQDKOW; ONI MOGUT BYTX PREDSTAWLENY RQDAMII0(z) = J0(iz) = +1Xk=0 1(k!)2 �z2�2k+1 ; (2)I1(z) = �iJ1(iz) = +1Xk=0 1k!(k + 1)! �z2�2k+1 ; (3)1) sin' = ei' � e�i'2i .17 b.m. bUDAK I DR.
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258 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPRI^EM I 00(z) = I1(z): (4)wIDOIZMENENNAQ FUNKCIQ bESSELQ �-GO PORQDKAI�(x) = +1Xk=0 1�(k + 1)�(k + � + 1) �x2�2k+� (5)QWLQETSQ OGRANI^ENNYM PRI x! 0 RE[ENIEM DIFFERENCIALXNOGOURAWNENIQ y00 + 1x y0 ��1 + �2x2� y = 0 1): (6)rE[EN I E. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2uxx + 
2u; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (7)u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x); �1 < x < +1; (8)I℄EM W WIDE u(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1U(�; t)ei�(x��)d�: (9)pODSTAWLQQ (9) W (7), POLU^AEM URAWNENIEd2U(�; t)dt2 + (a2�2 � 
2)U(�; t) = 0: (10)eGO RE[ENIE, UDOWLETWORQ�℄EE W SILU (8) I (9) NA^ALXNYM USLOWIQMU(�; 0) = '(�); Ut(�; 0) =  (�); (11)IMEET WIDU(�; t) = '(�) 
os tpa2�2 � 
2 +  (�) sin tpa2�2 � 
2pa2�2 � 
2 : (12)pODSTAWLQQ (12) W (9), POLU^IMu(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1'(�) 
os tpa2�2 � 
2 ei�(x��)d� ++ 12� +1Z�1 d� +1Z�1 (�) sin tpa2�2 � 
2pa2�2 � 
2 ei�(x��)d� = u1(x; t) + u2(x; t): (13)iZ TEORII CILINDRI^ESKIH FUNKCIJ IZWESTNO, ^TOsin rr = 12 �Z0 J0(r sin' sin �)eir 
os' 
os � sin � d�: (14)sDELAEM W \TOM RAWENSTWE ZAMENUr 
os' = �a�t; r sin' = i
t; r2 = t2(a2�2 � 
2): (15)1)pODROBNEE SM. [7, S. 649{651℄.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 259tOGDA POLU^ITSQ RAWENSTWOsin tpa2�2 � 
2tpa2�2 � 
2 = 12 +atZ�at J0�i
tr1� �2a2t2�e�i�� d�at == 12a +atZ�at I0�
rt2 � �2a2 �e�i�� d�t :sLEDOWATELXNO,u2 = 14�a +1Z�1 d� +1Z�1 ( (�) +atZ�at I0�
rt2 � �2a2 �ei�(x����)d�) d�: (150)pOLOVIM �(�) = 8><>: 0 PRI ����a ��� > jtj;I0�
rt2 � �2a2� PRI ����a ��� < jtj: (16)tOGDA atZ�at I0�
rt2 � �2a2 �ei�(x��) d� = +1Z�1�(�)ei�(x��) d�: (17)wYPOLNIM W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (150) SNA^ALA INTEGRIROWA-NIE PO � I �. pO INTEGRALXNOJ FORMULE fURXE 1) POLU^IM12� +1Z�1 d� +1Z�1'(�)ei�(z��)d� = '(z)W TO^KAH NEPRERYWNOSTI '(z). w NA[EM SLU^AE z = x� �.w SILU (17)'(x� �) =8<:I0�
rt2 � (x� �)2a2 � PRI x� at < � < x+ at;0 PRI �1 < � < x� at; PRI x+ at < � < +1:pO\TOMUu2(x; t) = 12a +1Z�1 (�)�(x � �)d� == 12a x+atZx�at (�)I0�
rt2 � (x� �)2a2 �d�: (18)nAPOMNIM PERWONA^ALXNYE WYRAVENIQ DLQu2(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1  (�) sin tpa2�2 � 
2pa2�2 � 
2 ei�(x��)d�; (19)u1(x; t) = 12� +1Z�1 d� +1Z�1'(�) 
os tpa2�2 � 
2ei�(x��)d�: (20)1)sM. WWEDENIE K RE[ENIQM ZADA^ NASTOQ℄EGO PUNKTA.17�
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260 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOPOSTAWLQQ WYRAVENIQ (19) I (18) DLQ u2(x; t), MY POLU^IM, IN-TEGRIRUQ (20) PO t,tZ0 u1(x; �)d� = 12� +1Z�1 d� +1Z�1'(�) sin tpa2�2 � 
2pa2�2 � 
2 ei�(x��)d� == 12a x+atZx�at'(�) I0�
rt2 � (x� �)2a2 �d�:dIFFERENCIROWANIE POSLEDNEGO RAWENSTWA PO t DAET:u1(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 12a x+atZx�at'(�) ��t I0�
rt2 � (x� �)2a2 �d� = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 
t2a x+atZx�at'(�) I1�
rt2 � (x� �)2a2 �rt2 � (x� �)2a2 d�: (21)sKLADYWAQ (18) I (21), POLU^IM FORMULU (1) OTWETA.176.u(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) f(�; �) I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �d�: (1)uKA Z AN I E. dLQ POLU^ENIQ FORMULY (1) OTWETA MOVNO WOSPOLX-ZOWATXSQ METODOM RE[ENIQ ZADA^I 175.177. u(x; t) = '(x+ at) + '(jx� atj) sign(x� at)2 + 12a x+atZjx�atj (z) dz.rE[EN I E. uMNOVIM URAWNENIE utt = a2u�� NA r 2� sin��, PRO-INTEGRIRUEM PO � OT 0 DO +1, PRODELAEM TO VE S NA^ALXNYMI USLO-WIQMI; \TO I PRIWEDET K URAWNENI�d2u(s)(�; t)dt2 + a2�2u(s)(�; t) = 0 (1)S NA^ALXNYMI USLOWIQMIu(s)(�; 0) = f (s)(�); u(s)t (�; 0) =  (s)(�); (2)GDE u(s)(�; t) =r 2� +1Z0 u(�; t) sin�� d�;f (s)(�) =r 2� +1Z0 f(�) sin�� d�;  (s)(�) =r 2� +1Z0  (�) sin�� d�:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 261rE[AQ URAWNENIE (1) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (2), POLU^IMu(s)(�; t) = f (s)(�) 
os a�t+  (s)(�) sin a�ta� : (3)uMNOVAQ OBE ^ASTI (3) NA r 2� sin�x I INTEGRIRUQ PO � OT 0 DO +1,POLU^IMu(x; t) =r 2� +1Z0 u(s)(�; t) sin�x d� =r 2� +1Z0 f (s) 
os(a�t) sin�x d� ++ 1ar 2� +1Z0  (s)(�) sin (a�t) sin (�x)d�� == 12r 2� +1Z0 f (s)(�)[sin �(x+ at) + sin�(x� at)℄d� ++ 12ar 2� +1Z0  (s)(�) [
os �(x� at)� 
os �(x+ at)℄� d�;ESLI x > at.u^ITYWAQ, ^TOx+atZx�at (s) ds =r 2� +1Z0  (s)(�) d� x+atZx�at sin�s ds ==r 2� +1Z0  (s)(�)
os �(x� at)� 
os �(x+ at)� d�;POLU^IMu(x; t) = f(x+ at) + f(x� at)2 + 12a x+atZx�at (s) ds PRI x > at: (4)eSLI VE x < at, TO POD ZNAKOM SINUSA I KOSINUSA NUVNO ZAMENITXx � at NA at � x, ^TO PRIWEDET K IZMENENI� ZNAKA PERED SINUSOM IDLQ u(x; t) POLU^ITSQ WYRAVENIEu(x; t) = f(at+ x)� (at� x)2 + 12a at+xZat�x (s) ds PRI x < at: (5)oB_EDINQQ (4) I (5) W ODNU FORMULU, POLU^IM PRIWEDENNYJ WY[EOTWET.178: u(x; t) = '(at+ x) + '(jx� atj)2 ++ 12a ( x+atZ0  (z) dz � sign(x� at) jx�atjZ0  (z) dz) :uKA Z AN I E. pRIMENITX KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE.



260 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOPOSTAWLQQ WYRAVENIQ (19) I (18) DLQ u2(x; t), MY POLU^IM, IN-TEGRIRUQ (20) PO t,tZ0 u1(x; �)d� = 12� +1Z�1 d� +1Z�1'(�) sin tpa2�2 � 
2pa2�2 � 
2 ei�(x��)d� == 12a x+atZx�at'(�) I0�
rt2 � (x� �)2a2 �d�:dIFFERENCIROWANIE POSLEDNEGO RAWENSTWA PO t DAET:u1(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 12a x+atZx�at'(�) ��t I0�
rt2 � (x� �)2a2 �d� = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 
t2a x+atZx�at'(�) I1�
rt2 � (x� �)2a2 �rt2 � (x� �)2a2 d�: (21)sKLADYWAQ (18) I (21), POLU^IM FORMULU (1) OTWETA.176.u(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) f(�; �) I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �d�: (1)uKA Z AN I E. dLQ POLU^ENIQ FORMULY (1) OTWETA MOVNO WOSPOLX-ZOWATXSQ METODOM RE[ENIQ ZADA^I 175.177. u(x; t) = '(x+ at) + '(jx� atj) sign(x� at)2 + 12a x+atZjx�atj (z) dz.rE[EN I E. uMNOVIM URAWNENIE utt = a2u�� NA r 2� sin��, PRO-INTEGRIRUEM PO � OT 0 DO +1, PRODELAEM TO VE S NA^ALXNYMI USLO-WIQMI; \TO I PRIWEDET K URAWNENI�d2u(s)(�; t)dt2 + a2�2u(s)(�; t) = 0 (1)S NA^ALXNYMI USLOWIQMIu(s)(�; 0) = f (s)(�); u(s)t (�; 0) =  (s)(�); (2)GDE u(s)(�; t) =r 2� +1Z0 u(�; t) sin�� d�;f (s)(�) =r 2� +1Z0 f(�) sin�� d�;  (s)(�) =r 2� +1Z0  (�) sin�� d�:

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 261rE[AQ URAWNENIE (1) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (2), POLU^IMu(s)(�; t) = f (s)(�) 
os a�t+  (s)(�) sin a�ta� : (3)uMNOVAQ OBE ^ASTI (3) NA r 2� sin�x I INTEGRIRUQ PO � OT 0 DO +1,POLU^IMu(x; t) =r 2� +1Z0 u(s)(�; t) sin�x d� =r 2� +1Z0 f (s) 
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os �(x� at)� 
os �(x+ at)� d�;POLU^IMu(x; t) = f(x+ at) + f(x� at)2 + 12a x+atZx�at (s) ds PRI x > at: (4)eSLI VE x < at, TO POD ZNAKOM SINUSA I KOSINUSA NUVNO ZAMENITXx � at NA at � x, ^TO PRIWEDET K IZMENENI� ZNAKA PERED SINUSOM IDLQ u(x; t) POLU^ITSQ WYRAVENIEu(x; t) = f(at+ x)� (at� x)2 + 12a at+xZat�x (s) ds PRI x < at: (5)oB_EDINQQ (4) I (5) W ODNU FORMULU, POLU^IM PRIWEDENNYJ WY[EOTWET.178: u(x; t) = '(at+ x) + '(jx� atj)2 ++ 12a ( x+atZ0  (z) dz � sign(x� at) jx�atjZ0  (z) dz) :uKA Z AN I E. pRIMENITX KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE.



262 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ179. u(x; t) =8<: 0 PRI 0 < t < xa ;��t� xa� PRI t > xa :uKA Z AN I E. pRIMENITX SINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE.rE[EN I E. uMNOVIM OBE ^ASTI URAWNENIQ utt = a2u�� 1) NAr 2� sin�� I PROINTEGRIRUEM PO � OT 0 DO +1, PRIMENQQ INTEGRI-ROWANIE PO^ASTQM 2) I ISPOLXZUQ GRANI^NOE USLOWIE u(0; t) = �(t); \TODAET:d2u(s)(�; t)dt2 = a2r 2� +1Z0 �2u��2 sin�� d� = a2r 2� �u�� sin�� ����=+1�=0 �� a2r 2� �(
os��)u ����=+1�=0 � a2�2r 2� +1Z0 u sin�� d� == �a2�2u(s)(�; t) + a2�r 2� �(t):pRI \TOM MY POLXZUEMSQ TEM OBSTOQTELXSTWOM, ^TO u(�; t) I �u(�; t)��STREMQTSQ K NUL� PRI � ! +1. tAK MY PRIHODIM K URAWNENI�d2u(s)(�; t)dt2 + a2�2u(s)(�; t) = a2�r 2� �(t): (1)tAK KAK ISKOMOE RE[ENIEu(x; t) =r 2� +1Z0 u(s)(�; t) sin�x d�DOLVNO UDOWLETWORQTX NULEWYM NA^ALXNYM USLOWIQMu(x; 0) = ut(x; 0) = 0; 0 < x < +1;TO, RE[AQ URAWNENIE (1), DLQ u(s)(�; t) SLEDUET WZQTX NULEWYE NA^ALX-NYE USLOWIQ u(s)(�; 0) = du(s)(�; 0)dt = 0: (2)rE[ENIE URAWNENIQ (1) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (2) ZAPISYWAETSQ WWIDE u(s)(�; t) = ar 2� tZ0 �(t) sin a�(t� �) d�;SLEDOWATELXNO,u(x; t) = a 2� +1Z0 d� tZ0 �(�) sin �x sin a�(t� �) d�:1)w u(x; t) ZAMENIM x NA �.2)sR. S RE[ENIEM METODOM RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLN, ZADA^A 73.

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 263mENQQ PORQDOK INTEGRIROWANIQ, WY^ISLIM SNA^ALA INTEGRAL2� +1Z0 sin�x sin a�(t� �)d� = 1� +1Z0 
os�[x� a(t� �)℄ d� �� 1� +1Z0 
os�[x+ a(t� �)℄ d� = Æ(x� a[t� � ℄) � Æ(x+ a[t� � ℄):tAK KAK 0 6 � < t, TO Æ(x + a[t � � ℄) � 0 PRI x > 0; SLEDOWATELXNO,2� +1Z0 sin�x 
os a�(t� �)d� = Æ(x� a[t� � ℄)PRI 0 < � < t; 0 < x < +1:pO\TOMUu(x; t) = a tZ0 �(�)Æ(x � a[t� � ℄)d� = atZ0 ��t� sa� Æ(x � s)ds == ( 0 PRI t < xa ;��t� xa� PRI t > xa :180. u(x; t) = �a t�x=aZ0 �(s) ds:uKA Z AN I E. pRIMENITX KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE; SM. TO^-NOE RE[ENIE PREDYDU℄EJ ZADA^I (SR. S RE[ENIEM ZADA^I 74).181. A) u(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zjx�a(t��)j f(s; �) ds;B) u(x; t) = 12a tZ0 d� ( x+a(t��)Z0 f(s; �)ds �� sign[x� a(t� �)℄ jx�a(t��)jZ0 f(s; �) ds):uKA Z AN I E. w SLU^AE A) PRIMENITX SINUS-PREOBRAZOWANIE fURXEI W SLU^AE B) | KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE. wOSPOLXZOWATXSQ WSLU^AE A) TAKVE RAWENSTWOM2 sin a�(t� �) sin�x� = 
os �[x� a(t� �)℄� 
os[x+ a(t� �)℄� == x+a(t��)Zx�a(t��) sin�s ds = 
os �[a(t� �)� x℄� 
os[a(t� �) + x℄� == a(t��)+xZa(t��)�x sin�s dsI ANALOGI^NYMI SOOTNO[ENIQMI WOSPOLXZOWATXSQ W SLU^AE B).
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264 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ182. u(x; t) = � t�xZ0 �(�) I0 (
p(t� �)2 � x2) d� . (1)uKA Z AN I E. mOVNO ISKATX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I W WIDEu(x; t) = t�xZ0 '(�) I0 (
p(t� �)2 � x2) d�; (2)GDE '(�) ESTX FUNKCIQ, PODLEVA℄AQ OPREDELENI� IZ GRANI^NOGOUSLOWIQ.183. u(x; t) = �(t� x)� 
x t�xZ0 �(�) I1(
p(t� �)2 � x2)p(t� �)2 � x2 d� :uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ RE[ENIEM PREDYDU℄EJ ZADA^I.184. rE[ENIE u(x; t) KRAEWOJ ZADA^I UDOWLETWORQET OBYKNOWEN-NOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI�du(x; t)dx � hu(x; t) = {(t � x)� 
x t�xZ0 {(�) I1(
p(t� �)2 � x2)p(t� �)2 � x2 d�:185. +1Z�1 f(�) g(�) e�i�xd� = 1p2� +1Z�1 f(�)e�i�xd� +1Z�1 g(s)ei�sds == 1p2� +1Z�1 g(s) ds +1Z�1 f(�)ei�(x�s)d� = +1Z�1 g(s)f(x� s) ds:186. +1Z0 f (
)(�)g(
)(�) 
os�x d� ==r 2� +1Z0 f (
)(�) 
os�x d� +1Z0 g(s) 
os�s ds == 12 +1Z0 g(s)dsr 2� +1Z0 f (
)(�)[
os�(x � s) + 
os�(x + s)℄d� == 12 +1Z0 g(s)[f(jx� sj) + f(x+ s)℄ ds:187. uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 186.188. u(x; t) = 1p2� +1Z�1'(x � 2�pat)(sin�2 + 
os�2) d��� 1p2� +1Z�1 (x � 2�pat)(sin�2 � 
os�2) d�: (1)pRI '(x) = Ae�x2=(4k2),  (x) � 0 POLU^IMu(x; t) = AkpR expn�x2 
os �4R o 
os�x2 sin �4R � 12 �� ; (2)

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 265GDE R 
os � = k2; R sin � = at:uKA Z AN I E. pRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE S QDROM ei�� NAPRQMOJ �1 < x < +1. wOSPOLXZOWATXSQ SOOTNO[ENIQMI1p2� +1Z�1 
os (��)2e�i�x d� = 12p� �
os x24� + sin x24�� ; (I)1p2� +1Z�1 sin (��)2e�i�x d� = 12p� �
os x24� � sin x24�� ; (II)+1Z�1 
os (at�)2'(�)e�i�x d� == 12pat +1Z�1'(x � s)�
os s24at + sin s24at� ds; (III)+1Z�1 sin (at�)2 (�)e�i�x d� == 12pat +1Z�1 (x� s)�
os s24at + sin s24at� ds: (IV)sOOTNO[ENIQ (III) I (IV) POLU^A�TSQ S POMO℄X� SOOTNO[ENIJ (I) I(II) I TEOREMY O SWERTKE, DOKAZYWAEMOJ W RE[ENII ZADA^I 185. sOOT-NO[ENIQ VE (I) I (II) MOGUT BYTX POLU^ENY IZ IZWESTNYH INTEGRALOW(SM. [1℄) +1Z�1 
osx2 dx =q�2 I +1Z�1 sinx2 dx =q�2 : (3)a IMENNO, PODSTANOWKA x = y � l DAET
osx2 = 
os (y2 + l2) 
os 2ly + sin (y2 + l2) sin 2ly;sinx2 = sin (y2 + l2) 
os 2ly � 
os (y2 + l2) sin 2ly:pODSTAWLQQ 
os I sin OT y2 + l2 ^EREZ 
os I sin OT y2 I l2, POLU^IM DWAURAWNENIQ (IZ (3)) DLQ RAZYSKANIQ INTEGRALOW+1Z�1 
os y2 
os 2ly dy I +1Z�1 sin y2 
os 2ly dy: (4)tAK KAK +1Z�1 
os y2 sin 2ly dy = 0 I +1Z�1 sin y2 sin 2ly dy = 0; (5)TO MNIMAQ ^ASTX ISKOMYH INTEGRALOW (I) I (II) RAWNA NUL�.dLQ POLU^ENIQ FORMULY (2) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH'(x) = Ae�x2=(4k2);  (x) � 0NE STOIT POLXZOWATXSQ OB℄EJ FORMULOJ (1); LU^[E WOSPOLXZOWATXSQFORMULOJ OBRA℄ENIQ
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266 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(x; t) = 1p2� +1Z�1 u(�; t)e�i�x d�;PODSTAWIW W NEE ZNA^ENIEu(�; t) = '(�) 
os a�2t = '(�) eia�2t + e�ia�2t2 ;GDE '(�) = Ap2� +1Z�1 expn� �24k2 + i��o d� = Akp2 e�k2�2 :sLEDUET ZAMETITX, ^TO POSLEDNEE RAWENSTWO IMEET MESTO KAK PRIDEJSTWITELXNOM, TAK I PRI KOMPLEKSNOM k.189. u(x; t) = 1p� +1Zxp2at ��t� x22ax2�hsin �22 + 
os �22 i d�.uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE PREDYDU℄EJ ZADA^I. sLEDUET ZAMETITXTAKVE, ^TO INTEGRAL +1Z0 � sin (a�)2 sin (�x) d� POLU^AETSQ DIFFERENCI-ROWANIEM PO x INTEGRALA+1Z0 sin (a�)2 
os (�x) d�:190. uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ TEM, ^TO:1) ESLI �(x) I 	(x) | FUNKCII NE^ETNYE, TO FUNKCIQU(x; t) = �(x� at) + �(x+ at)2 + 12a x+atZx�at	(z) dzRAWNA NUL� PRI x = 0;2) ESLI u(x; t) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ utt = a2uxx, TO IU(x; t) = NXk=0Ak �ku(x; t)�xkTAKVE QWLQETSQ RE[ENIEM \TOGO URAWNENIQ.191. uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ TEM, ^TO:1) ESLI F (x; t) ESTX FUNKCIQ NE^ETNAQ PO x, TO FUNKCIQU(x; t) = 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��)F (�; �) d�RAWNA NUL� PRI x = 0;2) ESLI u(x; t) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ utt = a2uxx + f(x; t), TOU(x; t) = NXk=0 �ku(x; t)�xk

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 267QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQutt = a2uxx + NXk=0Ak �kf(x; t)�xk :192. uKA Z A N I E. dOKAZATELXSTWO PROWODITSQ ANALOGI^NO TOMU,KAK \TO DELAETSQ W RE[ENII ZADA^I 190.193. uKA Z A N I E. dOKAZATELXSTWO PROWODITSQ ANALOGI^NO TOMU,KAK \TO DELAETSQ W RE[ENII ZADA^I 191.1�. pEREHOD K KONE^NOMU INTERWALU METODOM OTRAVENIJ.194: u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 
t2 x+atZx�at I1�
rt2 � (x� �)2a2 �rt2 � (x� �)2a2 '(�) d� ++ 12a x+atZx�at I0�
rt2 � (x� �)2a2 � (�) d�; (1)GDE '(�) I  (�) POLU^A�TSQ NE^ETNYM PRODOLVENIEM OTNOSITELXNONULQ I DALEE PERIODI^ESKIM PRODOLVENIEM W PERIODOM 2l.195. rE[ENIE POLU^AETSQ PO FORMULE (1) OTWETA PREDYDU℄EJ ZA-DA^I, NO '(x) I  (x) PRODOLVA�TSQ NE^ETNO OTNOSITELXNO x = 0, ^ETNOOTNOSITELXNO x = l I DALEE PERIODI^ESKI S PERIODOM 4l.196. rE[ENIE POLU^AETSQ PO FORMULE (1) OTWETA K ZADA^E 194;'(x) I  (x) PRODOLVA�TSQ ^ETNO OTNOSITELXNO x = 0 I x = l I DALEES PERIODOM 2l.197. bUDEM ISKATX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iutt = uxx + 
2u; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = �1(t); u(l; t) = �2(t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; ut(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)W WIDEu(x; t) = ��x t�xZ0 '(�)I0�
p(t� �)2 � x2 � d� ++ ��x t�(l�x)Z0  (�) I0 �
p(t� �)2 � (l � x)2 � d�; (4)GDE FUNKCII '(�) I  (�) PODLEVAT OPREDELENI� IZ GRANI^NYH USLO-WIJ (2). nETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO u(x; t), OPREDELQEMOE PO FORMU-LE (4), QWLQETSQ RE[ENIE (1) PRI L�BYH '(�) I  (�). bUDEM S^ITATX'(�) �  (�) = 0 PRI � < 0. wYPOLNQQ DIFFERENCIROWANIE W (4) I IS-
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268 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPOLXZUQ GRANI^NYE USLOWIQ (2), POLU^IM�'(t) +  (t� l) + t�lZ0  (�) 
lI1�
p(t� �)2 � l2 �p(t� �)2 � l2 d� = �1(t); (5)�'(t� l) +  (t)� t�lZ0 '(�) 
lI1�
p(t� �)2 � l2 �p(t� �)2 � l2 d� = �2(t): (6)pOLOVIM '1(t) =  (t)� '(t);  1(t) =  (t) + '(t): (7)iZ (5) I (6) NAJDEM'1(t) + '2(t� l) + 
l t�lZ0 '1(�) I1�
p(t� �)2 � l2 �p(t� �)2 � l2 d� = �1(t) + �2(t); (8)� 1(t)+ 1(t� l)+
l t�lZ0  1(�) I1�
p(t� �)2 � l2 �p(t� �)2 � l2 d� = �1(t)��2(t): (9)iZ (8) I (9) W SILU RAWENSTWA '(�) �  (�) = 0 PRI � < 0 NAHODIM'1(t) + �1(t) = �2(t);  1(t) = �2(t)� �1(t); 0 6 t 6 l; (10)ZATEM'1(t) = �1(t) + �2(t)� '1(t� l)� 
l t�lZ0 '1(�) I1�
p(t� �)2 � l2 �p(t� �)2 � l2 d�; 1(t) = �1(t)� �2(t) +  1(t� l) + 
l t�lZ0  1(�) I1�
p(t� �)2 � l2 �p(t� �)2 � l2 d�:9>>>>=>>>>;(100)2. mETOD rIMANA. pUSTX TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQL(u) � uxx � uyy + a1(x; y)ux + b1(x; y)uy + 
1(x; y)u = f(x; y); (1)UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNYM USLOWIQMu���
= '(x); �u�n ���
=  (x) (2)NA KRIWOJ 
, GDE �u�n | PROIZWODNAQ PO NORMALI K \TOJ KRIWOJ. pRED-POLAGAETSQ, ^TO KRIWAQ 
 ZADANA URAWNENIEM y = f(x), GDE f(x) |DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ, PRI^EM jf 0(x)j < 1.tOGDA ZNA^ENIE u W TO^KE M (RIS. 30) NAHODITSQ S POMO℄X�FORMULYu(M) = (uv)P + (uv)Q2 + 12 QZP �v(u� d� + u� d�)� u(v� d� + v� d�) ++ uv(a d� � b d�)�+ ZZMPQv(M; M 0) f(M 0) d�M 0 ; d�M 0 = d� d�; (3)PRI^EM u��
 = '(x);

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 269

rIS. 30u���
 = �u�s 
os (x; s) + �u�n 
os (x; n) = '0(x) +  (x)f 0(x)p1 + f 02(x) ;u���
 = �u�s 
os (y; s) + �u�n 
os (y; n) = '0(x)f 0(x) +  (x)p1 + f 02(x) ;A FUNKCIQ v(M; M 0) = v(x; y; �; �) | FUNKCIQ rIMANA DLQ OPERATO-RA L(u), OPREDELQEMAQ IZ SOOTNO[ENIJN(v) � vxx � vyy � (a1v)x � (b1v)y + 
1v = 0 W OBLASTI PQM; (4)�v�s = b1 � a12p2 v NA HARAKTERISTIKE MP; (5)�v�s = b1 + a12p2 v NA HARAKTERISTIKE MQ; (6)v(M; M) = 1: (7)oPERATORY L(u) I N(v) NAZYWA�TSQ SOPRQVENNYMI.eSLI ISHODITX IZ DRUGOGO KANONI^ESKOGO WIDA DLQ GIPERBOLI^ES-KOGO URAWNENIQL�(u) = �2u�x�y + a2 �u�x + b2 �u�y + 
2u = f(x; y); (8)
rIS. 31

TO RE[ENIE URAWNENIQ (8), UDOW-LETWORQ�℄EE NA^ALXNYM USLO-WIQMu���
= '(x); �u�y ���
=  (x) (9)NA KRIWOJy = f(x); f 0(x) < 0; (10)NAHODITSQ S POMO℄X� FORMULY(RIS. 31)
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270 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(M) = (uv)P + (uv)Q2 + QZP ��12�u �v�x � v �u�x�� b2uv�d� �� �12�u �v�y � v �u�y�� a2uv�d��+ ZP ZQM v(M; M 0)f(M 0) d�M 0 ; (11)GDE FUNKCIQ v | FUNKCIQ rIMANA DLQ OPERATORA L�(u) | OPREDELQ-ETSQ IZ SOOTNO[ENIJN�(v) � �2v�x�y � �(a2v)�x � �(b2v)�y + 
2v = 0; (12)�v�x = b2v NA HARAKTERISTIKE PM; (13)�v�y = a2v NA HARAKTERISTIKE QM; (14)v(M; M) = 1: (15)tAKIM OBRAZOM, ESLI FUNKCIQ rIMANA DLQ GIPERBOLI^ESKOGO OPE-RATORA L ILI L�(u) NAJDENA, TO MOVNO SRAZU NAPISATX W INTEGRALXNOJFORME RE[ENIE [IROKOGO KLASSA KRAEWYH ZADA^, SWQZANNYH S \TIM GI-PERBOLI^ESKIM OPERATOROM.198. fUNKCIQ rIMANA v � 1.rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I IMEET WIDu(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 12a x+atZx�at (z) dz + 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) f(z; �) dz:199. fUNKCIEJ rIMANA:A) DLQ OPERATORAL(u) � �2u�t2 � a2 �2u�x2 + 
2uQWLQETSQ v = J0�
r(t� �)2 + (x� �)2a2 �;B) DLQ OPERATORAL(u) � �2u�t2 � a2 �2u�x2 � 
2uQWLQETSQ v = I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �;GDE I0(z) = J0(iz) | WIDOIZMENENNAQ FUNKCIQ bESSELQ NULEWOGO PORQDKA.rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I SOOTWETSTWENNO PRINIMAET WID:A) u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 �� 
t2 x+atZx�at J1 
rt2 � (x� �)2a2 !rt2 � (x� �)2a2  (�) d� +

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 271+ 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) J0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �f(�; �) d�;B) u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 
t2 x+atZx�at I1�
rt2 � (x� �)2a2 �rt2 � (x� �)2a2  (�) d� ++ 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �f(�; �) d�:200. u(x; y) = 12 '(xy) + y2 '�xy�++ pxy4 y=xZxy '(z)z3=2 dz � pxy2 x=yZyx  (z)z3=2 dz:201. u(x; t) = rpl � x� at2 '�x+pl� x at� a2t24 �2 4pl� x ++ rpl� x+ at2 '�x+pl� xat� a2t24 �2 4pl � x + 14pl� x pl�x+at=2Zpl�x�at=2�(x; t; z) dz;�(x; t; z) = pza  (l � z2)F 12 ; 12 ; 1; a2t24 � (z �pl� x)24zpl � x !++ at8p(l � x)z '(l � z2)F 0 12 ; 12 ; 1; a2t24 � (z �pl� x)24zpl� x !;GDE F (�; �; 
; x) = 1 + � � �1 � 
 x+ �(�+ 1) �(� + 1)1 � 2 � 
(
 + 1) x2 + : : :ESTX GIPERGEOMETRI^ESKIJ RQD 1).uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ DLQ GIPERBOLI^ESKOGO OPERATORAKANONI^ESKOJ FORMOJ SO SME[ANNOJ PROIZWODNOJ. w HARAKTERISTI^ES-KIH KOORDINATAH FUNKCIQ rIMANA IMEET WIDG(x; y; x0; y0) = F�12 ; 12 ; 1; (x� x0)(y � y0)(x0 � y0)(x� y)�:1)sM. SPRAWO^NYE TABLICY W KONCE KNIGI.
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2uQWLQETSQ v = J0�
r(t� �)2 + (x� �)2a2 �;B) DLQ OPERATORAL(u) � �2u�t2 � a2 �2u�x2 � 
2uQWLQETSQ v = I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �;GDE I0(z) = J0(iz) | WIDOIZMENENNAQ FUNKCIQ bESSELQ NULEWOGO PORQDKA.rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I SOOTWETSTWENNO PRINIMAET WID:A) u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 �� 
t2 x+atZx�at J1 
rt2 � (x� �)2a2 !rt2 � (x� �)2a2  (�) d� +

gL. II. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 271+ 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) J0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �f(�; �) d�;B) u(x; t) = '(x� at) + '(x+ at)2 ++ 
t2 x+atZx�at I1�
rt2 � (x� �)2a2 �rt2 � (x� �)2a2  (�) d� ++ 12a tZ0 d� x+a(t��)Zx�a(t��) I0�
r(t� �)2 � (x� �)2a2 �f(�; �) d�:200. u(x; y) = 12 '(xy) + y2 '�xy�++ pxy4 y=xZxy '(z)z3=2 dz � pxy2 x=yZyx  (z)z3=2 dz:201. u(x; t) = rpl � x� at2 '�x+pl� x at� a2t24 �2 4pl� x ++ rpl� x+ at2 '�x+pl� xat� a2t24 �2 4pl � x + 14pl� x pl�x+at=2Zpl�x�at=2�(x; t; z) dz;�(x; t; z) = pza  (l � z2)F 12 ; 12 ; 1; a2t24 � (z �pl� x)24zpl � x !++ at8p(l � x)z '(l � z2)F 0 12 ; 12 ; 1; a2t24 � (z �pl� x)24zpl� x !;GDE F (�; �; 
; x) = 1 + � � �1 � 
 x+ �(�+ 1) �(� + 1)1 � 2 � 
(
 + 1) x2 + : : :ESTX GIPERGEOMETRI^ESKIJ RQD 1).uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ DLQ GIPERBOLI^ESKOGO OPERATORAKANONI^ESKOJ FORMOJ SO SME[ANNOJ PROIZWODNOJ. w HARAKTERISTI^ES-KIH KOORDINATAH FUNKCIQ rIMANA IMEET WIDG(x; y; x0; y0) = F�12 ; 12 ; 1; (x� x0)(y � y0)(x0 � y0)(x� y)�:1)sM. SPRAWO^NYE TABLICY W KONCE KNIGI.



272 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ202. u(x; y) == psin (! � y)' [l 
os(! � y)℄ +psin(! + y)' [l 
os (! + y)℄2psin! ++ 12psin! !+yZ!�y�(!; y; z) dz;GDE�(x; y; z) =  (l 
os z)psin z F �12 ; 12 ; 1; 
os (! � z)� 
os y2 sin! � sin z �++ 12 '(l 
os z) sin ysin!psin z F 0�12 ; 12 ; 1; 
os (! � z)� 
os y2 sin! � sin z �;! = ar

os xl .uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ DLQ GIPERBOLI^ESKOGO OPERATORAKANONI^ESKOJ FORMOJ SO SME[ANNOJ PROIZWODNOJ. fUNKCIQ rIMANA WHARAKTERISTI^ESKIH KOORDINATAH IMEET WIDv(x; y; x0; y0) = F�12 ; 12 ; 1; sin (x� x0) sin (y � y0)sin (x0 � y0) sin (x� y)�:

gLA W A IIIurawneniq paraboli~eskogo tipax 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMPARABOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^uRAWNENIQ I GRANI^NYE USLOWIQ RASSMATRIWAEMYH ZDESX KRAE-WYH ZADA^ TEORII TEPLOPROWODNOSTI QWLQ�TSQ SLEDSTWIEM: A) ZAKONASOHRANENIQ \NERGII; B) ZAKONA WNUTRENNEJ TEPLOPROWODNOSTI W TWER-DYH TELAH (ZAKONA fURXE); W) ZAKONA KONWEKTIWNOGO TEPLOOBMENA MEV-DU POWERHNOSTX� TWERDOGO TELA I OKRUVA�℄EJ VIDKOJ ILI GAZOOBRAZ-NOJ SREDOJ (ZAKONA nX�TONA).z AK ON fUR X E W ODNOMERNOM SLU^AE WYRAVAETSQ FORMULOJq = ��� �u�x ; (1)GDE q | KOLI^ESTWO TEPLA, PROTEKA�℄EE W EDINICU WREMENI W NAPRAW-LENII OSI x ^EREZ PLO℄ADKU �, PERPENDIKULQRNU� K OSI x, u | TEM-PERATURA W RASSMATRIWAEMOM MESTE TELA; � | KO\FFICIENT TEPLO-PROWODNOSTI 1).z AK ON nX�TON A WYRAVAETSQ FORMULOJq = ��(u� u0); (2)GDE q| KOLI^ESTWO TEPLA, PROTEKA�℄EE W EDINICU WREMENI ^EREZ PLO-℄ADKU � POWERHNOSTI TELA W OKRUVA�℄U� SREDU, u | TEMPERATURAPOWERHNOSTI TELA, u0 | TEMPERATURA OKRUVA�℄EJ SREDY, � | KO-\FFICIENT TEPLOOBMENA 2).w KRAEWYH ZADA^AH DIFFUZII KOLI^ESTWO DIFFUNDIRU�℄EGO WE-℄ESTWA I EGO KONCENTRACIQ IGRA�T TAKU� VE ROLX, KAK KOLI^ESTWOTEPLA I TEMPERATURA W KRAEWYH ZADA^AH TEORII TEPLOPROWODNOSTI.w ^ASTNOSTI, ESLI POD u PONIMATX KONCENTRACI�, POD � | KO\F-FICIENT DIFFUZII, A POD q| KOLI^ESTWO WE℄ESTWA, DIFFUNDIRU�℄EEW EDINICU WREMENI W NAPRAWLENII OSI x ^EREZ PLO℄ADKU �, PERPEN-DIKULQRNU� K OSI x, TO ZAKON DIFFUZII (ZAKON nERNSTA) WYRAZITSQ1) � ZAWISIT OT FIZI^ESKIH SWOJSTW TELA I OT TEMPERATURY u, NO WDOSTATO^NO [IROKIH PREDELAH ZAWISIMOSTX� � OT TEMPERATURY PRENEBRE-GA�T, BERQ � DLQ SREDNEGO ZNA^ENIQ TEMPERATURY.2)wSE, ^TO SKAZANO W PREDYDU℄EJ SNOSKE O ZAWISIMOSTI � OT TEMPERA-TURY, W IZWESTNYH PREDELAH RASPROSTRANQETSQ I NA �; PODROBNEE SM. [41, S. 21℄.18 b.m. bUDAK I DR.
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274 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQFORMULOJ (1), A FORMULOJ (2) WYRAZITSQ ZAKON DIFFUZII ^EREZ POLU-NEPRONICAEMU� PEREGORODKU.o PARABOLI^ESKIH KRAEWYH ZADA^AH DWIVENIQ WQZKOJ VIDKOSTII \LEKTRODINAMIKI BUDUT SDELANY SOOTWETSTWU�℄IE ZAME^ANIQ NEPO-SREDSTWENNO PRI IH RASSMOTRENII.1. oDNORODNYE SREDY; URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFI-CIENTAMI.1. tEMPERATURA TO^EK STERVNQ QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZA-DA^I ut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (2)u(0; t) = '1(t); u(l; t) = '2(t); 0 < t < +1; (3)���ux(0; t) = q1(t); ��ux(l; t) = q2(t); 0 < t < +1; (30)ux(0; t) = h[u(0; t)�'1(t)℄; ux(l; t) = �h[u(l; t)�'2(t)℄; 0 < t < +1;(300)GDE a2 | KO\FFICIENT TEMPERATUROPROWODNOSTI, a2 = �
� , � | KO\F-FICIENT TEPLOPROWODNOSTI MATERIALA STERVNQ, 
 | UDELXNAQ TEPLO-EMKOSTX, � | PLOTNOSTX MASSY, � | PLO℄ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ,h = �� , GDE � | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, f(x) | NA^ALXNYE ZNA^E-NIQ TEMPERATURY, '1(t) I '2(t) W SLU^AE (3) | TEMPERATURY KONCOWSTERVNQ, A W SLU^AE (30) | ZNA^ENIQ TEMPERATURY OKRUVA�℄EJ SRE-DY U KONCOW STERVNQ; q1(t) I q2(t) | TEPLOWYE POTOKI, POSTUPA�℄IEW STERVENX ^EREZ EGO KONCY (T. E. KOLI^ESTWA TEPLA, POSTUPA�℄IE WEDINICU WREMENI).uKA Z AN I E. eSLI BOKOWAQ POWERHNOSTX ODNORODNOGO IZOTROPNO-GO CILINDRI^ESKOGO STERVNQ TEPLOIZOLIROWANA, A IZOTERMI^ESKIE PO-WERHNOSTI W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI SOWPADA�T S EGO POPERE^NYMISE^ENIQMI, PRI^EM TORCY STERVNQ WSE WREMQ OSTA�TSQ IZOTERMI^ES-KIMI POWERHNOSTQMI, TO IZOTERMI^ESKIE POWERHNOSTI W STERVNE BU-DUT WSE WREMQ SOWPADATX S POPERE^NYMI SE^ENIQMI, T. E. TEMPERATURAW STERVNE WSE WREMQ BUDET ZAWISETX LI[X OT ODNOJ PROSTRANSTWENNOJKOORDINATY x.uRAWNENIE (1) MOVNO POLU^ITX, PRIRAWNIWAQ PRIRA℄ENIE ZA EDI-NICU WREMENI KOLI^ESTWA TEPLA W \LEMENTE (x; x+�x) STERVNQ,RAWNOE 
���x �u�t ; (4)SUMME KOLI^ESTW TEPLA, POSTUPIW[IH W \TOT \LEMENT ZA EDINICU WRE-MENI ^EREZ SE^ENIQ x I x+�x,��� �u�x ���x+�� �u�x ���x+�x; (5)A ZATEM DELQ POLU^ENNOE RAWENSTWO NA �x I PEREHODQ K PREDELU PRI�x ! 0. oSTANOWIMSQ BOLEE PODROBNO NA WYBORE ZNAKA U ^LENOW SUM-

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 275MY (5).mY S^ITAEM x+�x > x, ^TO, O^EWIDNO, NE NARU[AET OB℄NOSTIRASSUVDENIJ. eSLI NA TORCE x \LEMENTA (x; x+�x) BUDET �u�x > 0, TOW TO^KAH, LEVA℄IH PRAWEE TORCA (T. E. WNUTRI \LEMENTA), TEMPERATURABUDET BOLX[E, ^EM W TO^KAH, LEVA℄IH LEWEE TORCA (T. E. WNE \LEMENTA),ZNA^IT, TEPLO BUDET WYTEKATX IZ \LEMENTA I, SLEDOWATELXNO, PERWYJ^LEN SUMMY (5) NUVNO BRATX SO ZNAKOM MINUS. eSLI VE �u�x < 0, TOTEMPERATURA LEWEE TORCA BOLX[E, ^EM TEMPERATURA PRAWEE TORCA, PO\-TOMU TEPLO BUDET WTEKATX W STERVENX, PERWYJ ^LEN SUMMY (5) DOLVENBYTX POLOVITELXNYM I, SLEDOWATELXNO, PERED NIM SNOWA NUVNO WZQTXZNAK MINUS. aNALOGI^NO PROWERQETSQ WYBOR ZNAKA PRI WTOROM ^LENE.dLQ POLU^ENIQ GRANI^NYH USLOWIJ (30) I (300) NUVNO PROWESTITAKIE VE RASSUVDENIQ DLQ GRANI^NYH \LEMENTOW (0; �x) I (l��x; l),ISPOLXZUQ W SLU^AE (300) ZAKON KONWEKTIWNOGO TEPLOOBMENA nX�TONA.z AM E ^ AN I E. eSLI KO\FFICIENT TEPLOOBMENA � ZNA^ITELXNOBOLX[E KO\FFICIENTA WNUTRENNEJ TEPLOPROWODNOSTI � (� ! 1), TOGRANI^NYE USLOWIQ (300) PEREHODQT W GRANI^NYE USLOWIQ (3). eSLI VE,NAOBOROT, � PRENEBREVIMO MALO (� ! 0), TO GRANI^NYE USLOWIQ (300)PREWRA℄A�TSQ W GRANI^NYE USLOWIQ (30), GDE q1(t) = q2(t) = 0, T. E. MYPRIHODIM K SLU^A� TEPLOWOJ IZOLQCII KONCOW STERVNQ.2. uRAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI W DANNOM SLU^AE IMEET WIDut = �
� uxx � �p
�� (u� u0);GDE p | PERIMETR POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ, � | KO\FFI-CIENT TEPLOOBMENA MEVDU POWERHNOSTX� STERVNQ I OKRUVA�℄EJ SRE-DOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA u0; OSTALXNYE WELI^INY IME�T TE VEZNA^ENIQ, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E; NA^ALXNYE I GRANI^NYE USLO-WIQ ZAPISYWA�TSQ TAK VE, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.uKA Z AN I E. rASSMATRIWAQ \LEMENT (x; x+�x) STERVNQ, U^ESTXW TEPLOWOM BALANSE NE TOLXKO POTOKI TEPLA ^EREZ TORCY \LEMENTA, NOI POTOKI TEPLA ^EREZ EGO BOKOWU� POWERHNOSTX.3. dLQ OPREDELENIQ TEMPERATURY W KOLXCE POLU^AEM KRAEWU�ZADA^U ut = �
� uxx � �p
�� (u� u0); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t); ux(0; t) = ux(l; t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l: (3)zDESX �, 
, �, �, �, p IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJZADA^E. kOORDINATA x | DLINA DUGI, OTS^ITYWAEMAQ WDOLX KOLXCA.eSLI RADIUS KOLXCA RAWEN R, TO x = R�, GDE � | UGLOWAQ KOORDINATA;SLEDOWATELXNO, l = 2�R, ��x = 1R ��� I, PEREHODQ K NEZAWISIMYM PERE-MENNYM �, t, KRAEWU� ZADA^U (1), (2), (3) MOVNO PREOBRAZOWATX K WIDUut = �
�R2 u�� � �p
�� (u� u0); 0 < � < 2�; 0 < t < +1; (10)18�
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276 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(0; t) = u(2�; t); u�(0; t) = u�(2�; t); 0 < t < +1; (20)u(�; 0) = F (�); 0 < � < 2�: (30)4. �u�t = a2 �2u�x2 ; v0t < x < +1; 0 < t < +1, (1)u(v0t; t) = '(t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < +1: (3)5. dLQ OPREDELENIQ TEMPERATURY u(x; t) W PROWOLOKE POLU^AEMKRAEWU� ZADA^Uut = �
� uxx � �p
�� (u� u0) + �I2R
�� ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)
1ut(0; t) = ���ux(0; t); 
2ut(l; t) = ��ux(l; t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)GDE 
1 I 
2 | TEPLOEMKOSTI KLEMM, I | SILA TOKA, R| SOPROTIWLENIEEDINICY DLINY PROWODA, � | KO\FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI WFORMULE q = �I2R�x; (4)WYRAVA�℄EJ KOLI^ESTWO TEPLA, WYDELQEMOE TOKOM I W EDINICU WRE-MENI W \LEMENTE (x; x + �x) PROWODA. kO\FFICIENTY �, 
, �, �, p, �IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W ZADA^E 2.uKA Z AN I E. pRI WYWODE URAWNENIQ (1) NUVNO WOSPOLXZOWATXSQSOOTNO[ENIEM (4).6. dLQ OPREDELENIQ KONCENTRACII u(x; t) POLU^AEM TO VE URAW-NENIE I TE VE GRANI^NYE USLOWIQ, ^TO I W ZADA^E 1 DLQ OPREDELENIQTEMPERATURY, S TOJ, ODNAKO, RAZNICEJ, ^TO W SLU^AE DIFFUZIIa2 = � = D;GDE D | KO\FFICIENT DIFFUZII, A � | KO\FFICIENT PRONICAEMOSTIKAVDOJ IZ GRANI^NYH PLOSKOSTEJ.7. dLQ OPREDELENIQ KONCENTRACII u DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWAPOLU^AEM URAWNENIE ut = Duxx � vux; (1)GDE D | KO\FFICIENT DIFFUZII, A v | SKOROSTX DWIVENIQ SREDY.uKA Z AN I E. dLQ POLU^ENIQ URAWNENIQ (1) NUVNO WYDELITX\LEMENT S POSTOQNNOJ PLO℄ADX� POPERE^NOGO SE^ENIQ, PARALLELXNYJ

rIS. 32

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 277OSI x (RIS. 32), I RASSMOTRETX KOLI^ESTWA WE℄ESTWA, PROHODQ℄IE ^EREZSE^ENIQ x I x+�x ZA S^ET DIFFUZII I ZA S^ET PERENOSA DWIVU℄EJSQSREDOJ.8. dLQ OPREDELENIQ KONCENTRACII WZWE[ENNYH ^ASTIC POLU^AEMURAWNENIE �u�t = D �2u�z2 � v �u�z ;GDE D | KO\FFICIENT DIFFUZII, A v | SKOROSTX OSEDANIQ ^ASTIC,PRI^EM OSX z NAPRAWLENA WNIZ. uSLOWIE NEPRONICAEMOSTI PLOSKOS-TI z = z0 IMEET WIDD �u�z � vu = 0 PRI z = z0:uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E. wMESTO POTOKADIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA ZA S^ET DWIVENIQ SREDY NUVNO U^ESTXPOTOK WE℄ESTWA ZA S^ET OSEDANIQ ^ASTIC.9. A) ut = Duxx � �1u; �1 > 0; B) ut = Duxx + �2u; �2 > 0,GDE D | KO\FFICIENT DIFFUZII, �1 | KO\FFICIENT RASPADA, A �2 |KO\FFICIENT RAZMNOVENIQ.uKA Z AN I E. w SLU^AE A) W EDINICE OB_EMA W EDINICU WREMENIRAZRU[AETSQ KOLI^ESTWO DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA, RAWNOE �1u, AW SLU^AE B) WOZNIKAET KOLI^ESTWO DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA, RAW-NOE �2u.10. eSLI SKOROSTX PODWIVNOJ PLOSKOSTI SOHRANQET POSTOQNNOENAPRAWLENIE, TO SKOROSTI ^ASTIC VIDKOSTI BUDUT, O^EWIDNO, PARAL-LELXNY \TOMU NAPRAWLENI�. nAPRAWLQQ OSX PO TOL℄INE SLOQ I POME-℄AQ NA^ALO KOORDINAT NA NEPODWIVNOJ PLOSKOSTI, DLQ OPREDELENIQSKOROSTI ^ASTIC VIDKOSTI POLU^IM KRAEWU� ZADA^Uvt = �uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)v(0; t) = 0; v(l; t) = v0(t); 0 < t < +1; (2)v(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)GDE l | TOL℄INA SLOQ, v0(t) | SKOROSTX DWIVENIQ GRANI^NOJ PLOSKOS-TI, � = �� | KINEMATI^ESKIJ KO\FFICIENT WQZKOSTI, � | PLOTNOSTXMASSY, � | DINAMI^ESKIJ KO\FFICIENT WQZKOSTI, WHODQ℄IJ W ZAKONnX�TONA DLQ OPREDELENIQ NAPRQVENIQ TRENIQ MEVDU SLOQMI WQZKOJVIDKOSTI � = � �v�x :uKA Z AN I E. pRI WYWODE URAWNENIQ (1) NUVNO PRENEBREGATX GRA-DIENTOM DAWLENIQ PO SRAWNENI� S GRADIENTOM SIL TRENIQ, ^TO MOVNOSDELATX, ESLI VIDKOSTX OBLADAET BOLX[OJ WQZKOSTX�.11. �E�t = 
24��� �2E��2 , (1)�H�t = 
24��� �2H��2 . (2)
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278 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQrE[EN I E. nAPI[EM SISTEMU URAWNENIJ mAKSWELLA 1) PRI USLO-WII, ^TO W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI OTSUTSTWU�T OB_EMNYE ZARQDYI STORONNIE \LEKTRODWIVU℄IE SILY:rotE + 1
 �B�t = 0; (I)rotH � 1
 �D�t = 4�
 j; (II)divB = 0; (III)divD = 0; (IV)j = �E; (V)D = "E; (VI)B = �H : (VII)pRENEBREGAQ TOKAMI SME℄ENIQ 1
 �D�t W URAWNENII (II) (SREDA PROWODQ-℄AQ) I ISPOLXZUQ (V) I (VII), PEREPI[EM URAWNENIQ (I) I (II) W WIDErotE + �
 �H�t = 0; (I0)rotH = 4��
 E: (II0)wOZXMEM rot OT OBEIH ^ASTEJ RAWENSTWA (I0), PRODIFFERENCIRUEM PO tRAWENSTWO (II0), ISKL�^IM IZ POLU^ENNYH REZULXTATOWH, WOSPOLXZU-EMSQ SOOTNO[ENIQMI (IV) I (VI) I IZWESTNYM RAWENSTWOM WEKTORNOGOANALIZA rot rota = grad diva� div grada 2);\TO PRIWEDET K URAWNENI��E�t = 
24��� div gradE: (3)aNALOGI^NO POLU^AETSQ URAWNENIE�H�t = 
24��� div gradH: (4)pO USLOWI� E = E(�; t), H = H(�; t), GDE � | RASSTOQNIE, OTS^I-TYWAEMOE OT NEKOTOROJ FIKSIROWANNOJ PLOSKOSTI. w PRQMOUGOLXNOJDEKARTOWOJ SISTEME KOORDINAT (�; �; �) OPERATOR lAPLASA ZAPISYWA-ETSQ W WIDE div grad = �2��2 + �2��2 + �2��2 ;A SLEDOWATELXNO,div gradE = �2E��2 ; div gradH = �2H��2 :pO\TOMU URAWNENIQ (3) I (4) PREOBRAZU�TSQ W (1) I (2).1)sM. [7, S. 444℄.2)|TO RAWENSTWO SPRAWEDLIWO DLQ L�BOGO DWAVDY NEPRERYWNO DIFFE-RENCIRUEMOGO WEKTORA a.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 2792. nEODNORODNYE SREDY, SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY; URAW-NENIQ S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI I USLOWIQ SOPRQVENIQ.12. eSLI OSX x NAPRAWITX PO STERVN�, POMESTIW NA^ALO KOOR-DINAT W MESTE SOEDINENIQ STERVNEJ, TO KRAEWAQ ZADA^A OB OPREDELE-NII TEMPERATURY W SOSTAWNOM STERVNE MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE�u1�t = a21 �2u1�x2 ; �1 < x < 0;�u2�t = a22 �2u2�x2 ; 0 < x < +1;9>=>; 0 < t < +1;A) u1(0; t) = u2(0; t); �1u1x(0; t) = �2u2x(0; t); 0 < t < +1;B) u1(0; t) = u2(0; t); �2u2x(0; t)� �1u1x(0; t) == C0u1t(0; t) = C0u2t(0; t); 0 < t < +1,u1(x; 0) = f(x); �1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); 0 < x < +1:13. nAPRAWLQQ OSX x PO OSI CILINDROW I POME℄AQ NA^ALO KOORDI-NAT W MESTE SOEDINENIQ CILINDROW, POLU^IM KRAEWU� ZADA^U�u1�t = D1 �2u1�x2 ; �l1 < x < 0;�u2�t = D2 �2u2�x2 ; 0 < x < l2; 9>=>; 0 < t < +1;u1x(�l1; t) = 0; u2x(l2; t) = 0; 0 < t < +1;A) u1(0; t) = u2(0; t); D1u1x(0; t) = D2u2x(0; t), 0 < t < +1;B) �D1u1x(0; t) = �[u1(0; t)� u2(0; t)℄;�D2u2x(0; t) = �[u1(0; t)� u2(0; t)℄;� 0 < t < +1,u1(x; 0) = f(x); �l1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); 0 < x < l2:14. eSLI W MOMENT t = 0 PE^X NAHODILASX W TO^KE x = 0 STERVNQ,TO KRAEWAQ ZADA^A OB OPREDELENII TEMPERATURY W STERVNE MOVET BYTXZAPISANA W WIDE �u1�t = a2 �2u1�x2 ; �1 < x < v0t;�u2�t = a2 �2u2�x2 ; v0t < x < +1;u1(v0t; t) = u2(v0t; t); ��[u1x(v0t; t)�u2x(v0t; t)℄ = Q; 0 < t < +1;u1(x; 0) = f(x); �1 < x < 0;u2(x; 0) = f(x); 0 < x < +1;GDE Q | KOLI^ESTWO TEPLA, WYDELQEMOE \LEKTROPE^X� W EDINICU WRE-MENI, �| KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI, � | PLO℄ADX POPERE^NOGOSE^ENIQ STERVNQ.
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280 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQs POMO℄X� IMPULXSNOJ DELXTA-FUNKCII KRAEWAQ ZADA^A MOVETBYTX SFORMULIROWANA BOLEE KOMPAKTNO:�u�t = a2 �2u�x2 + Q
� Æ (x� v0t); �1 < x < +1; 0 < t < +1;u(x; 0) = f(x); �1 < x < +1:15. pOME℄AQ NA^ALO KOORDINAT NA POWERHNOSTI METALLA I OBOZNA-^AQ ^EREZ �(t) GLUBINU, NA KOTORU� RASPROSTRANILOSX ZATWERDEWANIEK MOMENTU t, POLU^IM KRAEWU� ZADA^U�u1�t = a21 �2u1�x2 ; 0 < x < �(t);�u2�t = a22 �2u2�x2 ; �(t) < x < l; 9>=>; 0 < t < tl; (1)u1(0; t) = U1 = 
onst;�1 �u1�x ���x=�(t)��2 �u2�x ���x=�(t)= {�2 d�dt ; 0 < t < tl;u1(�(t); t) = u2(�(t); t) = 0; 0 < t < tl;u2x(l; t) = 0; 0 < t < tl;u2(x; 0) = U0; 0 < x < l:zDESX ZA NULX TEMPERATURY PRINQTA TEMPERATURA PLAWLENIQ (TEMPE-RATURA ZATWERDEWANIQ) METALLA. �1 I �2 | KO\FFICIENTY TEPLOPRO-WODNOSTI TWERDOGO I VIDKOGO METALLA, a21 I a22 | IH KO\FFICIENTYTEMPERATUROPROWODNOSTI; { | SKRYTAQ TEPLOTA PLAWLENIQ, �2 |PLOTNOSTX MASSY RASPLAWLENNOGO METALLA, tl | WREMQ, PRI KOTOROM�(tl) = l.eSLI TEMPERATURA MENQETSQ W O^ENX [IROKIH PREDELAH I NELXZQPRENEBRE^X ZAWISIMOSTX� KO\FFICIENTOW TEPLOPROWODNOSTI,TEPLOEM-KOSTEJ I PLOTNOSTEJ MASS OT TEMPERATURY, TO URAWNENIQ (I) DOLVNYBYTX ZAMENENY URAWNENIQMI
1�1 �u1�t = ��x ��1 �u1�x � ; 0 < x < �(t);
2�2 �u2�t = ��x ��2 �u2�x � ; �(t) < x < l; 9=; 0 < t < tl: (10)16. pOME℄AQ NA^ALO KOORDINAT W PLOSKOSTI PLASTINY, NAPRAWLQQOSX x PERPENDIKULQRNO K SLO�, A OSX u WERTIKALXNO WNIZ, DLQ OPREDE-LENIQ SKOROSTI ^ASTIC VIDKOSTI POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uut = �uxx; �l1 < x < 0;ut = �uxx; 0 < x < l2; � 0 < t < +1;u(�l1; t) = 0; u(l2; t) = 0;u(0� 0; t) = u(0 + 0; t) = w;� 0 < t < +1;GDE w | SKOROSTX DWIVENIQ PLASTINY,dwdt = ��
 [ux(0 + 0; t)� ux(0� 0; t)℄ + g; 0 < t < +1;

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 281w(0) = 0;u(x; 0) = 0; �l1 < x < 0; 0 < x < l2:zDESX 
 | MASSA EDINICY PLO℄ADI PLASTINY, � | PLOTNOSTX MASSYVIDKOSTI.17. dLQ OPREDELENIQ TEMPERATURY W STERVNE POLU^AEM KRAEWU�ZADA^U�1� xL�2 �u�t = a2 ��x ��1� xL�2 �u�x�� 2� �1� xL�
�r0 
os 
 u; 0 < x < l;0 < t < +1;ux(0; t) = 0; ux(l; t) = 0; 0 < t < +1;u(x; 0) = U0; 0 < x < l;a2 = �
� :zDESX L| WYSOTA POLNOGO KONUSA, POLU^A�℄EGOSQ PRODOLVENIEM DAN-NOGO STERVNQ, 
 | POLOWINA UGLA RASTWORA KONUSA, r0 | RADIUSBOLX[EGO OSNOWANIQ USE^ENNOGO KONUSA, l | EGO WYSOTA, �, 
, � |KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI, UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX I PLOTNOSTXMASSY MATERIALA KONUSA, � | KO\FFICIENT KONWEKTIWNOGO TEPLOOB-MENA MEVDU POWERHNOSTX� KONUSA I OKRUVA�℄EJ SREDOJ.3. pODOBIE KRAEWYH ZADA^.18. kRAEWAQ ZADA^A O NAGREWANII STERVNQ S TEPLOIZOLIROWANNOJBOKOWOJ POWERHNOSTX�| ZADA^A (I)�u0�t00 = a2 �2u0�x02 ; a2 = �
� ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1; (1)u0(0; t) = '0(t) 6� 0; u0(l0; t0) = 0; 0 < t0 < +1; (2)u0(x0; 0) = 0; 0 < x0 < l0; (3)ANALOGI^NA KRAEWOJ ZADA^E 10 | ZADA^E (II) O DWIVENII SLOQ WQZKOJVIDKOSTI �u00�t00 = � �2u00�x002 ; 0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1; (10)u00(0; t00) = '00(t00) 6� 0; u00(l00; t00) = 0; 0 < t00 < +1; (20)u00(x00; 0) = 0; 0 < x00 < l00: (30)dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (I) BYLA PODOBNA ZADA^E (II) S KO\FFICIENTA-MI PODOBIQ kx, kl, ku, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISXSOOTNO[ENIQ '0(t0) = ku'00(t00) PRI 0 < t00 < +1; (4)GDE t0 = ktt00, I a2 = k2xkt �; kx = l0l00 : (5)rE[EN I E. uSTANOWLENIE ANALOGII QWLQETSQ O^EWIDNYM. dOKA-VEM NEOBHODIMOSTX I DOSTATO^NOSTX USLOWIJ (4) I (5).nE OB H O D IM O S T X. pUSTXu0(x0; t0) = kuu00(x00; t00) PRI x0 = kxx00; t0 = ktt00;
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282 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPRI^EM (x0; t0) PROBEGAET DI [0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1℄, KOGDA (x00; t00)PROBEGAET DII [0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1℄: (6)tOGDA DOLVNO WYPOLNQTXSQ RAWENSTWO u0(0; t0) = kuu00(0; t00) PRI0 < t00 < +1, T. E. W SILU (2) I (20) DOLVNO WYPOLNQTXSQ RAWENST-WO (4). dIFFERENCIRUQ RAWENSTWO u0(x0; t0) = kuu00(x00; t00) PO x00 I t00 IISPOLXZUQ RAWENSTWA x0 = kxx00, t0 = ktt00, POLU^IMkt �u0�t0 = ku �u00�t00 ; k2x p2u00�x02 = ku �2u00�x002 :tAK KAK u00(x00; t00) DOLVNO UDOWLETWORQTX URAWNENI� (10), TO, SLE-DOWATELXNO, DOLVNO WYPOLNQTXSQ RAWENSTWOku��u00�t00 � � �2u00�x002� = kt �u0�t0 � �k2x �2u0�x02 = 0;T. E. DLQ u0(x0; t0) DOLVNO WYPOLNQTXSQ URAWNENIE�u0�t0 = � k2xkt �2u0�x02 ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1:tAKIM OBRAZOM, u0(x; t0) DOLVNO BYTX NE TOLXKO RE[ENIEM KRAEWOJZADA^I (1), (2), (3), NO I RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u0�t0 = � k2xkt �2u0�x02 ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1; (100)u0(0; t0) = '0(t0); 0 < t0 < +1; (200)u0(x0; t) = 0; 0 < x0 < l0: (300)oTS�DA ZAKL�^AEM, ^TO WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIEa2 = � k2xkt :dEJSTWITELXNO, WY^ITAQ (100) IZ (1), POLU^IM:0 � �a2 � � k2xkt ��2u0�x02 :eSLI BY MY PREDPOLOVILI, ^TO �2u0�x02 � 0, TO W SILU URAWNENIQ (100)(ILI (1)) BYLO BY �u0�t0 � 0, NO \TO NEWOZMOVNO, TAK KAK u(0; t0) = '0(t0),PRI^EM '0(t0) 6� 0. sLEDOWATELXNO,a2 � � k2xkt = 0;^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.dOS TATO ^ N O S T X. pEREJDEM K BEZRAZMERNYM WELI^INAM �, � , UW KRAEWYH ZADA^AH (I) I (II) S POMO℄X� FORMULx0 = l0�; t0 = t00�; u0 = u00U(�; �);x00 = l00�; t00 = t000�; u00 = u000U(�; �);

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 283GDE KONSTANTY t00 I t000 IME�T RAZMERNOSTX WREMENI, A u00 I u000 IME�TSOOTWETSTWENNO RAZMERNOSTI u0 I u00, PRI^EM \TI KONSTANTY WYBRANYTAK, ^TO t00t000 = kt; u00u000 = ku:nAPOMNIM, ^TO, KROME TOGO, WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIEkx = l0l00 :kRAEWYE ZADA^I (I) I (II) PRIMUT WID�U�� = t00l02 a2 �2U��2 ; 0 < � < 1; 0 < � < +1;U(0; �) = 1u00 '0(t00; �); 0 < � < +1;U(�; 0) = 0; 0 < � < 1; 9>>>=>>>; (I0)�U�� = t000l002 � �2U��2 ; 0 < � < 1; 0 < � < +1;U(0; �) = 1u000 '00(t000 ; �); 0 < � < +1;U(�; 0) = 0; 0 < � < 1: 9>>>=>>>; (II0)iZ (4) SLEDUET, ^TO1u00 '0(t00�) = 1u000 '00(t000�); 0 < � < +1:iZ (5) SLEDUET, ^TO t00t02 a2 = t000l002 �;T. E. U ZADA^ (I0) I (II0) TOVDESTWENNO SOWPADA�T URAWNENIQ, NA^ALXNYEI GRANI^NYE USLOWIQ; SLEDOWATELXNO (W SILU TEOREMY EDINSTWENNOS-TI), SOWPADA�T I IH RE[ENIQ.tAKIM OBRAZOM,U(�; �) = 1u00 u0(x0; t0) = 1u000 (x00; t00);T. E. u0(x0; t0) = kuu00(x00; t00);^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.19. kRAEWAQ ZADA^A OB OPREDELENII TEMPERATURY W STERVNE, NABOKOWOJ POWERHNOSTI KOTOROGO PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEPLOOBMENSO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�,�u0�t0 = a2 �2u0�x02 � �p
�� u0; a2 = �
� ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1; (1)u0(0; t0) = '0(t0); 0 < t0 < +1; �u0�x0 ���x0=l0= 0; (2)u0(x0; 0) = 0; 0 < x0 < l0 (3)
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284 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQANALOGI^NA KRAEWOJ ZADA^E OB OPREDELENII KONCENTRACII DIFFUNDI-RU�℄EGO WE℄ESTWA, SKOROSTX RASPADA KOTOROGO PROPORCIONALXNA KON-CENTRACII,�u00�t00 = D �2u00�x002 � �u00; 0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1; (10)u00(0; t00) = '00(t00); 0 < t00 < +1; �u00�x00 ���x00=l00= 0; (20)u00(x00; 0) = 0; 0 < x00 < l00: (30)dLQ TOGO ^TOBY PERWAQ ZADA^A BYLA PODOBNA WTOROJ S ZADANNYMI KO-\FFICIENTAMI PODOBIQ kx, kt, ku, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBYWYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQ'0(t0) = ku'00(t00) PRI 0 < t00 < +1; GDE t0 = ktt00; (4)a2 = k2xkt D; kx = l0l00 ; (5)�p
�� = 1kt �: (6)uKA Z AN I E. dOKAZATELXSTWO NEOBHODIMOSTI I DOSTATO^NOSTIUSLOWIJ (4), (5), (6) PROWODITSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO DELALOSXDLQ USLOWIJ (4) I (5) W RE[ENII PREDYDU℄EJ ZADA^I.20. zADA^A (I) �nAJTI NAPRQVENIE \LEKTRI^ESKOGO TOKA W PRO-WODE KONE^NOJ DLINY S PRENEBREVIMO MALOJ SAMOINDUKCIEJ, ESLI KODNOMU EGO KONCU PRILOVENA \LEKTRODWIVU℄AQ SILA, MENQ�℄AQSQ POZADANNOMU ZAKONU, A DRUGOJ KONEC ZAZEMLEN ^EREZ SOSREDOTO^ENNOE SO-PROTIWLENIE R0� ANALOGI^NA SFORMULIROWANNOJ WY[E (SM. USLOWIEZADA^I) ZADA^E (II) OB OPREDELENII TEMPERATURY W STERVNE, TAK KAKZADA^A (I) MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE 1)�u0�t0 = 1RC �2u0�x02 � GC u0; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1; (1)u0(0; t0) = '0(t0); ��u0�x0 + RR0 u0�x0=l0 = 0; 0 < t0 < +1; (2)u0(x0; 0) = 0; 0 < x0 < l0; (3)A ZADA^A (II) | W WIDE�u00�t00 = a2 �2u00�x002� �p
�� u00; a2 = �
� ; 0 < x00 < l00; 0 < t00 < +1; (10)u00(0; t00) = '00(t00); ��u00�x00 + �� u00�x00=l00 = 0; 0 < t00 < +1; (20)u00(x00; 0) = 0; 0 < x00 < l00: (30)dLQ TOGO ^TOBY ZADA^A (I) BYLA PODOBNA ZADA^E (II) S KO\FFICIENTA-MI PODOBIQ kx, kt, ku, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISX1)pO POWODU OBOZNA^ENIJ SM. ZADA^U 2 GL. III I ZADA^U 19 GL. II.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 285SOOTNO[ENIQ'0(t0) = ku'00(t00); 0 < t00 < +1; GDE t0 = ktt00; (4)1RC = k2xkt a2; kx = l0l00 ; (5)GC = 1kt �p
�� ; (6)RR0 = 1kx �� : (7)21. kRAEWAQ ZADA^A O NAGREWANII STERVNQ 0 6 x 6 l0 S TEPLOIZO-LIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX� (ZADA^A I)�u0�t0 = a2 �2u0�x02 ; a2 = �
� ; 0 < x0 < l0; 0 < t0 < +1; (1)u0(0; t0) = U0; u0x0(l0; t0) = 0; 0 < t0 < +1; (2)u0(x0; 0) = 0; 0 < x0 < l0; (3)ANALOGI^NA SFORMULIROWANNOJ W USLOWII KRAEWOJ ZADA^I O RASPRO-STRANENII PLOSKOGO \LEKTROMAGNITNOGO POLQ W PROWODQ℄EM SLOE0 6 x00 6 l00 (ZADA^E II)�u00�t00 = 
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24��� ; (5)kx = l0l00 : (6)x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. uRAWNENIQ S POSTOQN-NYMI KO\FFICIENTAMI.A) zADA^I TEPLOPROWODNOSTI S POSTOQNNYMI GRANI^NYMI USLO-WIQMI I SWOBODNYMI ^LENAMI.22. A) rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; a2 = �
� ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1; (3)
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286 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQu(x; t) = +1Xn=1 an expn�n2�2a2l2 to sin n�xl ; 0 < x < l; 0 < t < +1;GDE an = 2l lZ0 f(�) sin n��l d�:B) eSLI f(x) � U0 = 
onst, TOu(x; t) = 4U0� +1Xk=0 12k + 1 expn� (2k + 1)2�2a2l2 o sin (2k + 1)�xl ;0 < x < l; 0 < t < +1: (4)w TO^KE x = l2 IMEEMu� l2 ; t� = 4U0� +1Xk=0 (�1)k2k + 1 expn� (2k + 1)2�2a2l2 to: (5)tAK KAK RQD, STOQ℄IJ W PRAWOJ ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA, UDOW-LETWORQET USLOWIQM TEOREMY lEJBNICA O ZNAKOPEREMENNYH RQDAH, TOOSTATOK RQDA (5) NE PREWOSHODIT PO ABSOL�TNOJ WELI^INE PERWOGO IZOTBRO[ENNYH ^LENOW, T. E.���Rn � l2 ; t���� = �����4U0� +1Xk=n+1 (�1)k2k + 1 expn� (2k + 1)2�2a2l2 to����� 66 4U0� expn� (2n+ 3)2�2a2l2 to2n+ 3 : (6)oCENIM, NAKONEC, OTNO[ENIE SUMMY WSEH ^LENOW RQDA (5), NA^INAQ SOWTOROGO, K PERWOMU ^LENU \TOGO RQDA. w SILU (6) IMEEM����R0 � l2 ; t�����4U0� expn��2a2tl2 o 6 13 expn�8�2a2l2 to 6 "PRI t > t� = � l28�2a2 ln 3"1; (7)GDE " > 0 | PROIZWOLXNOE, NAPERED ZADANNOE POLOVITELXNOE ^ISLO.z AM E ^ AN I E. dLQ OCENKI POGRE[NOSTI, DOPUSKAEMOJ PRI ZAMENESUMMY RQDA (4) EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ W DRUGIH TO^KAH x 6= l=2, MOV-NO WOSPOLXZOWATXSQ PRIZNAKOM aBELQ. oDNAKO OCENKA OSTATKA RQDAPO PRIZNAKU aBELQ PRI PRIBLIVENII K KONCAM INTERWALA 0 6 x 6 lSTANOWITSQ NEGODNOJ. mOVNO UKAZATX SPOSOB, DA�℄IJ RAWNOMERNU�OCENKU OSTATKA RQDA NA WSEM INTERWALE 0 6 x 6 l:jRn(x; t)j = �����4U0� +1Xk=n+1 12k + 1 expn� (2k + 1)2�2a2l2 to sin (2k + 1)�xl ����� 6

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 2876 4U0� +1Xk=n+1 12k + 1 expn� (2k + 1)2�2a2l2 to << 4U0� +1Zn 12z + 1 expn� (2z + 1)2�2a2l2 to dz = 2U0� +1ZAn e��2� d�;GDE An = (2n+ 1)�aptl .iNTEGRIRUQ PO ^ASTQM, POLU^AEM+1ZAn e��2� d� = 12A2n e�A2n + +1ZAn e��2�3 d�:nO +1ZAn e��2�3 d� < e�A2n +1ZAn d��3 = e�A2n2A2n :pO\TOMU jRn(x; t)j < 2U0� e�A2nA2n ; GDE An = (2n+ 1)�aptl :23. rE[ENIEM URAWNENIQ�u�t = a2 �2u�x2 ; 0 < x < l; 0 < t <1; (3)PRI NA^ALXNOM USLOWII (1) I GRANI^NYH USLOWIQH (2) (SM. USLOWIEZADA^I) QWLQETSQu(x; t) = U1 + (U2 � U1)xl + 2� +1Xn=1 1n �(U0 � U1)[1� (�1)n℄ ++ (�1)n+1(U1 � U2)	 expn�n2�2a2l2 to sin n�xl : (4)uSTANOWIW[AQSQ TEMPERATURA W STERVNE RAWNAu(x) = limt!1u(x; t) = U1 + (U2 � U1)xl : (5)uKA Z AN I E. rE[ENIE URAWNENIQ (3) PRI NA^ALXNOM USLOWII (1)I GRANI^NYH USLOWIQH (2) MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = v(x; t) + u(x); (6)GDE FUNKCIQ u(x) OPREDELQETSQ KAK STACIONARNOE RE[ENIE URAWNE-NIQ (3), UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2), T. E.d2u(x)dx2 = 0; 0 < x < l;u(0) = U1; u(l) = U2;OTKUDA u(x) = U1 + (U2 � U1)xl ;
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288 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQT. E. u(x) ESTX PREDEL, K KOTOROMU STREMITSQ TEMPERATURA W STERVNEPRI t! +1.fUNKCIQ v(x; t) BUDET UDOWLETWORQTX URAWNENI� (3) I USLOWIQMv(x; 0) = U0 � u(x); (7)v(0; t) = v(l; t) = 0; (8)T. E. v(x; t) QWLQETSQ RE[ENIEM PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I S NULEWYMIGRANI^NYMI USLOWIQMI. tAKAQ ZADA^A BYLA UVE RASSMOTRENA (SM. ZA-DA^U 22).24. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx � h(u� u0); a2 = �
� ; h = �p
�� ;0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = U1; u(l; t) = U2; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = u0 + w(x) + v(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDE w(x) = (U1 � u0) sh pha (l� x) + (U2 � u0) sh pha xsh lpha ; 0 < x < l; (5)v(x; t) = +1Xn=1An expn��n2�2a2l2 + h�to sin n�xl ;0 < x < l; 0 < t < +1; (6)An = 2l lZ0 �f(�)� w(�) � u0� sin n��l d�: (7)w ^ASTNOSTI, ESLI U1 = U2 = 0 I f(x) � 0, TOw(x) = �u0 sh pha (l � x) + sh pha xsh lpha ; 0 < x < l; (50)v(x; t) = �4hl2u0�a2 +1Xk=1 sin (2k � 1)�xl(2k � 1)[(2k � 1)2�2a2 + hl2℄ �� expn�h (2k � 1)2�2a2l2 + hito: (60)

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 28925. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = a02 + +1Xn=1 an expn��2a2n2l2 to 
os n�xl ;0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDE an = 2l lZ0 f(z) 
os n�zl dz; n = 0; 1; 2; 3; : : : (5)~TOBY POLU^ITX TEMPERATURU W SLU^AE TEPLOOBMENA NA BOKOWOJ PO-WERHNOSTI, NUVNO UMNOVITX PRAWU� ^ASTX (4) NA e�ht, GDE h IMEETTOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.26. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx � hu; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)���ux(0; t) = q1; ��ux(l; t) = q2; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = w(x) + v(x; t); (4)GDEw(x) = aph Q1 sh pha x+ Q2 �Q1 
h pha lpha sh pha l 
h pha x; 0 < x < l; (5)Q1 = � q1�� ; Q2 = q2�� ; (6)v(x; t) = a02 e�ht + +1Xn=1 an expn��n2�2a2l2 + h�to 
os n�xl ;0 < x < l; 0 < t < +1; (7)an = 2l lZ0 [f(z)� w(z)℄ 
os n�zl dz; n = 0; 1; 2; 3; : : : (8)uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 23.27. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = U0; ��ux(l; t) = q0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)19 b.m. bUDAK I DR.
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gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 28925. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = ux(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = a02 + +1Xn=1 an expn��2a2n2l2 to 
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os n�zl dz; n = 0; 1; 2; 3; : : : (8)uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 23.27. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = U0; ��ux(l; t) = q0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)19 b.m. bUDAK I DR.



290 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQu(x; t) = Q0x+ U0 + +1Xn=0�an � 4�2 (2n+ 1)�U0 + (�1)n2lQ0(2n+ 1)2 ��� expn� (2n+ 1)2�2a24l2 to sin (2n+ 1)�x2l ; (4)GDE Q0 = q0�� ; an = 2l lZ0 f(z) sin (2n+ 1)�z2l dz; (5)A � | PLO℄ADX POPERE^NOGO SE^ENIQ STERVNQ.eSLI Q0 = 0, f(x) � 0, TOu(x; t) = U0 � 4U0� +1Xk=0 12k + 1 expn� (2k1)2�2a24l2 to sin (2k + 1)�x2l ;0 < x < l; 0 < t < +1: (6)w TO^KE x = l IMEEMu(l; t) = U0 � 4U0� +1Xk=0 (�1)k2k + 1 expn� (2k + 1)2�2a24l2 to; 0 < t < +1. (7)pO TEOREME lEJBNICA O ZNAKOPEREMENNYH RQDAH POLU^AEM OCENKU DLQOSTATKA RQDA (7)jRn(l; t)j = �����4U0� +1Xk=n+1 (�1)k2k + 1 expn� (2k + 1)2�2a24l2 to����� 66 4U0�(2n+ 3) expn� (2n+ 3)2�2a24l2 to; 0 < t < +1: (8)oCENIM, NAKONEC, OTNO[ENIE R0(l; t) K 4U0� expn��2a24l2 to. w SILU (8)jR0(l; t)j4U0� expn��2a24l2 to 6 13 expn�2�2a2l2 to 6 "PRI t > t� = � l22�2a2 ln 3": (9)z AM E ^ AN I E. nETRUDNO POLU^ITX RAWNOMERNU� OCENKU DLQOSTATKA Rn(x; t) RQDA NA OTREZKE 0 6 x 6 l SPOSOBOM, UKAZANNYM WZAME^ANII K OTWETU ZADA^I 22 NASTOQ℄EGO PARAGRAFA.28. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t) = 0; ux(l; t) = q�� = Q; 0 < t < +1; (2)GDE � | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI, � | PLO℄ADX POPERE^NOGOSE^ENIQ, u(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 291QWLQETSQu(x; t) = Q"a2tl + 3x2 � l26l + 2l�2 +1Xk=1(�1)k+1 expn�k2�2a2l2 tok2 
os k�xl #:(4)w TO^KE x = 0 IMEEMu(0; t) = Q"a2tl � l6l + 2l�2 +1Xk=1 (�1)k+1k2 expn�k2�2a2l2 to#; 0 < t < +1:(5)pO PRIZNAKU lEJBNICA DLQ OSTATKA RQDA POLU^AEM OCENKUjRn(0; t)j = ����� +1Xk=n+1 2Ql�2 (�1)k+1k2 expn�k2�2a2l2 to����� 66 2Ql�2(n+ 1)2 expn� (n+ 1)2�2a2l2 to; 0 < t < +1: (6)uKA Z AN I E. ~TOBY POLU^ITX (4), MOVNO SWESTI KRAEWU� ZADA^U(1), (2), (3) K PERWOJ KRAEWOJ ZADA^E PUTEM ZAMENY v(x; t) = �u(x; t)�x ,RE[ITX KRAEWU� ZADA^U DLQ v, A ZATEM PROINTEGRIROWATX v PO x; PRI\TOM POQWITSQ PROIZWOLXNAQ SLAGAEMAQ FUNKCIQ WREMENI. wY^ISLQQKOLI^ESTWO TEPLA W STERVNE DWUMQ SPOSOBAMI (SM. UKAZANIE K OTWETUZADA^I NASTOQ℄EJ GLAWY), MOVNO OPREDELITX \TU FUNKCI�.z AM E ^ AN I E. pO POWODU RAWNOMERNOJ OCENKI OSTATKARn(x; t) NAOTREZKE 0 6 x 6 l SM. ZAME^ANIE K OTWETU PREDYDU℄EJ ZADA^I.29.u(x; t) = U0"1 + +1Xn=1(�1)n 2hlp(hl)2 + �2n�n[(hl)2 + (hl) + �2n℄ expn��2na2tl2 o 
os �nxl #;(1)GDE h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIEux(l; t) + h[u(l; t) � U0℄ = 0, A �n | POLOVITELXNYE KORNI TRANSCEN-DENTNOGO URAWNENIQ 
tg� = 1hl �; (2)OBRAZU�℄IE POSLEDOWATELXNOSTX, MONOTONNO STREMQ℄U�SQ K +1.w TO^KE x = 0 IMEEMu(0; t) = U0"1 + +1Xk=1(�1)k 2hlp(hl)2 + �2k�k[(hl)2 + (hl) + �2k℄ expn��2ka2l2 to#: (2)nETRUDNO PROWERITX, ^TO RQD (3) UDOWLETWORQET USLOWIQM TEOREMYlEJBNICA O ZNAKOPEREMENNYH RQDAH; PO\TOMU DLQ OSTATKA RQDA (3)POLU^AEM OCENKU19�
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292 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQjRn(0; t)j = �����U0 +1Xk=n+1(�1)k 2hlp(hl)2 + �2k�k[(hl)2 + (hl) + �2k℄ expn��2ka2l2 to����� 66 2U0hlq(hl)2 + �2n+1�n+1[(hl)2 + (hl) + �2n+1℄ expn��2n+1a2l2 to: (4)w SILU (4) IMEEMjR1(0; t)j2U0hlp(hl)2 + �21�1(hl)2 + (hl) + �21℄ expn��21a2l2 to 66 (hl)2 + hl+ �21(hl)2 + hl+ �22vuuuuut1 +� hl�2�21 +� hl�1�2 expn� (�22 � �21)a2l2 to 6 " (5)PRI t > t� = � l2(�22 � �21)a2 ln26664" (hl)2 + hl + �22(hl)2 + hl + �21vuuuuut1 +� hl�1�21 +� hl�2�2 37775 :z AM E ^ AN I E. rAWNOMERNAQ OCENKA OSTATKA RQDA Rn(x; t) NA OT-REZKE 0 6 x 6 l MOVET BYTX WYPOLNENA ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO BYLOSDELANO W ZAME^ANII NA S. 286.u^ITYWAQ, ^TO DLQ KORNEJ �1 < �2 < : : : < �n < �n+1 < : : : TRANS-CENDENTNOGO URAWNENIQ (2) BUDET IMETX MESTO NERAWENSTWO�2 < �n+1 � �n < �;POLU^IMjRn(x; t)j 6 2U0hl +1Xk=n+1 p(hl)2 + �2k expn��2ka2l2 to�k[(hl)2 + (hl) + �2k℄ << 4U0hl� +1Z�n "�hl� �2 + 1#1=2 expn��2a2tl2 o(hl)2 + hl+ �2 d� << 4U0hl� "� hl�n�2 + 1#1=2 +1Z�n expn��2a2tl2 o�2 d� << 2U0ahpt� "� hl�n�2 + 1#1=2 e�A2nA3n ;GDE An = �naptl :

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 29330. A) rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t)�H [u(0; t)� U1℄ = 0;ux(l; t) +H [u(l; t)� U2℄ = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = w(x) + v(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDE w(x) = H U2 � U12 + lH x+ U2 + (1 + lH)U12 + lH ; 0 < x < l; (5)Iv(x; t) = +1Xn=1 ane�a2�2nt �
os�nx+ H�n sin�nx� ;0 < x < l; 0 < t < +1; (6)�n = znl , zn | POLOVITELXNYE KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ
tg z = 12 � zlH � lHz � : (7)sOBSTWENNYE FUNKCII 1)Xn(x) = 
os�nx+ H�n sin�nx; n = 1; 2; 3; : : : ; (8)ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 6 x 6 l; KWADRAT NORMY SOBSTWENNOJ FUNK-CII Xn(x) RAWENkXnk2 = lZ0 X2n(x) dx = (�2n +H2)l+ 2H2�2n ; (9)an = 2�2n(�2n +H2)l+ 2H lZ0 [f(z)� w(z)℄�
os�nz + H�n sin�nz�dz: (10)B) eSLI TEMPERATURA SREDY NA OBOIH KONCAH ODINAKOWA, A NA^ALX-NAQ TEMPERATURA STERVNQ RAWNA NUL�, TO, PRINIMAQ SEREDINU STERVNQZA NA^ALO KOORDINAT, MY POLU^IM, ^TO TEMPERATURA W STERVNE QWLQ-ETSQ ^ETNOJ FUNKCIEJ x, T. E. PRI x = 0 BUDET �u�x = 0. tAKIM OBRAZOM,MOVNO RASSMATRIWATX WMESTO WSEGO STERVNQ LI[X EGO POLOWINU, PRI-^EM DLQ OPREDELENIQ TEMPERATURY POLU^ITSQ KRAEWAQ ZADA^A 29 (PRI\TOM l NUVNO ZAMENITX NA l2).1)pODROBNEE SM. RE[ENIE ZADA^I 111 GL. II; RASSMATRIWAEMYE TAMSOBSTWENNYE FUNKCII POLU^A�TSQ UMNOVENIEM SOBSTWENNYH FUNKCIJ (8)NA �np�2n + h2 , PO\TOMU, ZNAQ KWADRAT NORMY SOBSTWENNYH FUNKCIJ, RASSMAT-RIWAEMYH W ZADA^E 111 GL. II, NETRUDNO POLU^ITX KWADRAT NORMY SOBSTWEN-NYH FUNKCIJ (8).
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294 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ31. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx � hu; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t)�H [u(0; t)� U1℄ = 0; ux(l; t) +H [u(l; t)� U2℄ = 0;0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < l; (3)QWLQETSQ u(x; t) = w(x) + v(x; t) 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDEw(x) = H "U2 pha � U1 H sh pha l� pha 
h pha l!# 
h pha x�H2 + ha2� sh pha l ++H "U1 H 
h pha l+ pha sh pha l!+ U2H# sh pha x�H2 + ha2� sh pha l ; (5)v(x; t) = +1Xn=1 ane�(a2�2n+h)t �
os�nx+ H�n sin�nx� ; (6)�n, Xn(x) = 
os�nx + H�n sin�nx I an OPREDELQ�TSQ TAK VE, KAK WOTWETE PREDYDU℄EJ ZADA^I.32. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx � h[u� u0℄; �� < x < �; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = f(x); �� < x < �; (2)u(��; t) = u(�; t); ux(��; t) = ux(�; t); 0 < t < +1; (3)QWLQETSQ u(x; t) = u0 + e�htv(x; t); (4)v(x; t) = +1Xn=0(an 
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gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 295B) zADA^I TEPLOPROWODNOSTI S PEREMENNYMI GRANI^NYMI USLO-WIQMI I SWOBODNYMI ^LENAMI, ZAWISQ℄IMI OT x I t.33. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = 0; u(l; t) = At; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = Al xt+ Ax6a2l (x2 � l2) + v(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)v(x; t) = +1Xn=1 an expn�n2�2a2l2 to sin n�xl ; (5)GDE an = � A3a2l2 lZ0 z(z2 � l2) sin n�zl dz: (6)34. u(x; t) = ( tZ0 �(�) expn��2a2l2 (t� �)o d�) sin �xl ++ +1Xn=1 an expn�n2�2a2l2 to sin n�xl ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)GDE an = 2l lZ0 f(z) sin n�zl dz: (2)uKA Z AN I E. ~ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ, UDOWLETWORQ�℄EEGRANI^NYM USLOWIQM (SM. USLOWIE ZADA^I), MOVNO ISKATX W WIDEw(x; t) = '(t) sin �xl ; (3)GDE '(t) | FUNKCIQ, PODLEVA℄AQ OPREDELENI�.35. A) rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); 0 < x < l; (3)GDE f(x; t) = F (x; t)
� , QWLQETSQu(x; t) = lZ0 '(�)(2l +1Xn=1 expn�n2�2a2l2 to sin n�xl sin n��l ) d� ++ tZ0 d� lZ0 f(�; �)(2l +1Xn=1 expn�n2�2a2l2 (t� �)o sin n�xl sin n��l ) d�:
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296 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQB) rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx + Q
� Æ(x � x0); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQu(x; t) = 2Ql
��2a2 +1Xn=1 1n2 �1� expn�n2�2a2l2 to� sin n�xl sin n�x0l : (4)36. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx � hu+ A
�� e�htÆ(x� v0t); 0 < x < l; 0 < t < lv0 ;u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < lv0 ;u(x; 0) = 0; 0 < x < l;QWLQETSQu(x; t) = 2A
��l e�ht +1Xn=1 sin n�xlv20 + n2�2a2l2 �sin n�v0tl � v0ln� 
os n�v0tl + v0ln�� :37. nUVNO RE[ITX KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)ux(0; t)� hu(0; t) =  1(t); ux(l; t) + hu(l; t) =  2(t); 0 < t < +1;(2)u(x; 0) = '(x); 0 < x < l: (3)eSLI POTREBOWATX, ^TOBY FUNKCIQ (x; t) = (�1x+ �1) 1(t) + (�2x+ �2) 2(t); 0 < x < l; 0 < t < +1;(4)UDOWLETWORQLA GRANI^NYM USLOWIQM (2) KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3),TO KO\FFICIENTY �1, �1, �2, �2 OPREDELQ�TSQ ODNOZNA^NO:�1 = 12 + hl ; �1 = 1 + hl(2 + hl)h ; �2 = 12 + hl ; �2 = 1h(2 + hl) : (5)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = v(x; t) +  (x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (6)GDE v(x; t) | NOWAQ ISKOMAQ FUNKCIQ, A  (x; t) UVE OPREDELENA. dLQFUNKCII v(x; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^Uvt = a2vxx + f�(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (7)vx(0; t)� hv(0; t) = 0; vx(l; t) + hv(l; t) = 0; 0 < t < +1; (8)v(x; 0) = '�(x); 0 < x < l; (9)

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 297GDE f�(x; t) = f(x; t)� (�1x+ �1) 0(t)� (�2x+ �2) 02(t); (10)'�(x) = '(x) � (�1x+ �1) 1(0)� (�2x+ �2) 2(0): (11)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (7), (8), (9) BUDEM ISKATX W WIDEv(x; t) = +1Xn=1 vn(t)Xn(x); 0 < x < l; 0 < t < +1; (12)GDE Xn(x) | SOBSTWENNYE FUNKCII KRAEWOJ ZADA^IX 00(x) + �2X(x) = 0; 0 < x < l; (13)X 0(0)� hX(0) = 0; X 0(l) + hX(l) = 0 1): (14)fUNKCII VE vn(t) PODLEVAT OPREDELENI�. fUNKCIQ v(x; t) UVE UDOW-LETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM (8). eSLI POTREBOWATX, ^TOBY v(x; t)UDOWLETWORQLA TAKVE URAWNENI� (7) I NA^ALXNOMU USLOWI� (9), TOOTS�DA OPREDELQTSQ FUNKCII vn(t). dLQ \TOGO RAZLOVIM W RQD POSOBSTWENNYM FUNKCIQM Xn(x) PRAWU� ^ASTX URAWNENIQ (7) I '�(x):f�(x; t) = +1Xn=1�n(t)Xn(x); 0 < x < l; 0 < t < +1; (15)GDE �n(t) = 2�2n(�2n + h2)l+ 2h lZ0 f�(z; t)Xn(z) dz; (16)I '�(x) = +1Xn=1anXn(x); 0 < x < l; (17)GDE an = 2�2n(�2n + h2)l+ 2h lZ0 '�(z)Xn(z) dz: (18)pODSTAWLQQ (12) I (15) W URAWNENIE (7) I PREDPOLAGAQ RAWNOMERNU�SHODIMOSTX POLU^A�℄IHSQ PROIZWODNYH RQDOW, POLU^IM+1Xn=1[v0n(t) + a2�2nvn(t)��n(t)℄Xn(x) = 0; 0 < x < l; 0 < t < +1:(19)dLQ WYPOLNENIQ RAWENSTWA (19) DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLISX RA-WENSTWAv0n(t) + a2�2nvn(t) = �n(t); 0 < t < +1; n = 1; 2; 3; : : : (20)tAK MY POLU^AEM DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ DLQ OPREDELENIQFUNKCIJ vn(t).pOLAGAQ W (12) t = 0 I SRAWNIWAQ S (17), MY W SILU (9) POLU^IM+1Xn=1[vn(0)� an℄Xn(x) = 0; 0 < x < l: (21)1)pO POWODU OPREDELENIQ SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ �n I NORMY SOBSTWEN-NYH FUNKCIJ Xn SM. OTWET K ZADA^E 30.
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298 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdLQ WYPOLNENIQ RAWENSTWA (21) DOSTATO^NO WYPOLNENIQ RAWENSTWvn(0) = an; n = 1; 2; 3; : : : (22)rE[AQ DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ (20) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (22),POLU^IM vn(t) = tZ0 e�a2�2n(t��)�n(�)d� + ane�a2�2nt: (23)|TIM RE[ENIE ZADA^I ZAKAN^IWAETSQ.38. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) (SM. USLOWIE) QWLQETSQu(x; t) = v(x; t) +  (x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDE  (x; t) IMEET TO VE ZNA^ENIE, ^TO I W OTWETE K PREDYDU℄EJZADA^E, Av(x; t) = tZ0 d� lZ0 f�(z; �)G(x; z; t� �) dz + lZ0 '�(z)G(x; z; t) dz; (5)G(x; z; t� �) = +1Xn=1 e�(a2�2n+h)(t��) Xn(x)Xn(z)kXnk2 ; (6)kXnk2 I �n IME�T TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W OTWETE K ZADA^E 30,f�(x; t) = f(x; t)�H (x; t)�  t(x; t); (7)'�(x) = '(x) �  (x; 0): (8)39.A) u(x; t) � A2 �ek(x+l) 
os[k(x� l) + !t℄ + e�k(x+l) 
os[k(x� l)� !t℄
h 2kl�
os 2kl �� ek(l�x) 
os[k(x+ l) + !t℄ + e�k(x+l) 
os[k(x+ l)� !t℄
h 2kl�
os 2kl � ;B) u(x; t) � A4k Re�(1� i)ek(1+i)x+i!t � e�k(1+i)x+i!tek(1+i)l + e�k(1+i)l ++ (1 + i)ek(1�i)x�i!t � e�k(1�i)x�i!tek(1�i)l + e�k(1�i)l � ;W) u(x; t) � A2 Re� ek(1+i)x+i!t � e�k(1+i)x+i!t[k(1 + i)� h℄ek(1+i)l + [k(1 + i) + h℄e�k(1+i)l ++ ek(1�i)x�i!t � e�k(1�i)x�i!t[k(1� i)� h℄ek(1�i)l + [k(1� i) + h℄e�k(1�i)l� ;GDE k = 1aq!2 .uKA Z AN I E. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I W SLU^AE GRANI^NYH US-LOWIJ A) PRI PROIZWOLXNOM NA^ALXNOM USLOWII, T. E. RE[ENIE ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 299u(0; t) = 0; u(l; t) = A 
os!t; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); 0 < x < l; (3)MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = v(x; t) + w(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDE v(x; t) | ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ�℄EE GRA-NI^NYM USLOWIQM (2), A !(x; t) ESTX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iwt = a2wxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)w(0; t) = w(l; t) = 0; 0 < t < +1; (20)w(x; 0) = '(x)� v(x; 0); 0 < x < l: (30)fUNKCIQ v(x; t) MOVET BYTX NAJDENA KAK DEJSTWITELXNAQ ^ASTX ^AST-NOGO RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^IUt = a2Uxx; (5)U(0; t) = 0; U(l; t) = Aei!t; (6)KOTOROE BEZ ZATRUDNENIJ MOVET BYTX NAJDENO W WIDEU(x; t) = X(x)ei!t: (7)tAKIM OBRAZOM, v(x; t) = 12 �X(x)ei!t +X(x)e�i!t	 ; (8)GDE ^ERTA NAD X(x) QWLQETSQ SIMWOLOM KOMPLEKSNOGO SOPRQVENIQ.sOGLASNO (8) v(x; t) NE SODERVIT ^LENOW, STREMQ℄IHSQ K NUL� ILIK BESKONE^NOSTI PRI t ! +1, I TAK KAK limt!+1w(x; t) = 0, TO v(x; t)PREDSTAWLQET ASIMPTOTI^ESKIE ZNA^ENIQ TEMPERATURY PRI t ! 1.w SLU^AE GRANI^NYH USLOWIJ B) ILI W) ZADA^A RE[AETSQ ANALO-GI^NO.40. u(x; t) = Q�
�� e�ht"12 + +1Xn=1 e�n2a2t 
osnx#.w TO^KE, DIAMETRALXNO PROTIWOPOLOVNOJ ISTO^NIKU 1),u(�; t) = Q�
�� e�ht"12 + +1Xn=1 e�n2a2t(�1)n#:rQD, STOQ℄IJ W PRAWOJ ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA, UDOWLETWORQETUSLOWIQM TEOREMY lEJBNICA O ZNAKOPEREMENNYH RQDAH; PO\TOMU PO-GRE[NOSTX, DOPUSKAEMAQ PRI ZAMENE EGO SUMMY ^ASTI^NOJ SUMMOJ, NEPREWOSHODIT PO ABSOL�TNOJ WELI^INE PERWOGO IZ OTBRO[ENNYH ^LENOW.W) zADA^I DIFFUZII.41. Q(t) = l�U0(1� 8�2 +1Xn=0 expn� (2n+ 1)2�2a24l2 o(2n+ 1)2 ).1)pO POWODU OBOZNA^ENIJ SM. ZADA^I 3 I 32.



298 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdLQ WYPOLNENIQ RAWENSTWA (21) DOSTATO^NO WYPOLNENIQ RAWENSTWvn(0) = an; n = 1; 2; 3; : : : (22)rE[AQ DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ (20) PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (22),POLU^IM vn(t) = tZ0 e�a2�2n(t��)�n(�)d� + ane�a2�2nt: (23)|TIM RE[ENIE ZADA^I ZAKAN^IWAETSQ.38. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) (SM. USLOWIE) QWLQETSQu(x; t) = v(x; t) +  (x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDE  (x; t) IMEET TO VE ZNA^ENIE, ^TO I W OTWETE K PREDYDU℄EJZADA^E, Av(x; t) = tZ0 d� lZ0 f�(z; �)G(x; z; t� �) dz + lZ0 '�(z)G(x; z; t) dz; (5)G(x; z; t� �) = +1Xn=1 e�(a2�2n+h)(t��) Xn(x)Xn(z)kXnk2 ; (6)kXnk2 I �n IME�T TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W OTWETE K ZADA^E 30,f�(x; t) = f(x; t)�H (x; t)�  t(x; t); (7)'�(x) = '(x) �  (x; 0): (8)39.A) u(x; t) � A2 �ek(x+l) 
os[k(x� l) + !t℄ + e�k(x+l) 
os[k(x� l)� !t℄
h 2kl�
os 2kl �� ek(l�x) 
os[k(x+ l) + !t℄ + e�k(x+l) 
os[k(x+ l)� !t℄
h 2kl�
os 2kl � ;B) u(x; t) � A4k Re�(1� i)ek(1+i)x+i!t � e�k(1+i)x+i!tek(1+i)l + e�k(1+i)l ++ (1 + i)ek(1�i)x�i!t � e�k(1�i)x�i!tek(1�i)l + e�k(1�i)l � ;W) u(x; t) � A2 Re� ek(1+i)x+i!t � e�k(1+i)x+i!t[k(1 + i)� h℄ek(1+i)l + [k(1 + i) + h℄e�k(1+i)l ++ ek(1�i)x�i!t � e�k(1�i)x�i!t[k(1� i)� h℄ek(1�i)l + [k(1� i) + h℄e�k(1�i)l� ;GDE k = 1aq!2 .uKA Z AN I E. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I W SLU^AE GRANI^NYH US-LOWIJ A) PRI PROIZWOLXNOM NA^ALXNOM USLOWII, T. E. RE[ENIE ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 299u(0; t) = 0; u(l; t) = A 
os!t; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); 0 < x < l; (3)MOVNO ISKATX W WIDEu(x; t) = v(x; t) + w(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)GDE v(x; t) | ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ�℄EE GRA-NI^NYM USLOWIQM (2), A !(x; t) ESTX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^Iwt = a2wxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (10)w(0; t) = w(l; t) = 0; 0 < t < +1; (20)w(x; 0) = '(x)� v(x; 0); 0 < x < l: (30)fUNKCIQ v(x; t) MOVET BYTX NAJDENA KAK DEJSTWITELXNAQ ^ASTX ^AST-NOGO RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^IUt = a2Uxx; (5)U(0; t) = 0; U(l; t) = Aei!t; (6)KOTOROE BEZ ZATRUDNENIJ MOVET BYTX NAJDENO W WIDEU(x; t) = X(x)ei!t: (7)tAKIM OBRAZOM, v(x; t) = 12 �X(x)ei!t +X(x)e�i!t	 ; (8)GDE ^ERTA NAD X(x) QWLQETSQ SIMWOLOM KOMPLEKSNOGO SOPRQVENIQ.sOGLASNO (8) v(x; t) NE SODERVIT ^LENOW, STREMQ℄IHSQ K NUL� ILIK BESKONE^NOSTI PRI t ! +1, I TAK KAK limt!+1w(x; t) = 0, TO v(x; t)PREDSTAWLQET ASIMPTOTI^ESKIE ZNA^ENIQ TEMPERATURY PRI t ! 1.w SLU^AE GRANI^NYH USLOWIJ B) ILI W) ZADA^A RE[AETSQ ANALO-GI^NO.40. u(x; t) = Q�
�� e�ht"12 + +1Xn=1 e�n2a2t 
osnx#.w TO^KE, DIAMETRALXNO PROTIWOPOLOVNOJ ISTO^NIKU 1),u(�; t) = Q�
�� e�ht"12 + +1Xn=1 e�n2a2t(�1)n#:rQD, STOQ℄IJ W PRAWOJ ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA, UDOWLETWORQETUSLOWIQM TEOREMY lEJBNICA O ZNAKOPEREMENNYH RQDAH; PO\TOMU PO-GRE[NOSTX, DOPUSKAEMAQ PRI ZAMENE EGO SUMMY ^ASTI^NOJ SUMMOJ, NEPREWOSHODIT PO ABSOL�TNOJ WELI^INE PERWOGO IZ OTBRO[ENNYH ^LENOW.W) zADA^I DIFFUZII.41. Q(t) = l�U0(1� 8�2 +1Xn=0 expn� (2n+ 1)2�2a24l2 o(2n+ 1)2 ).1)pO POWODU OBOZNA^ENIJ SM. ZADA^I 3 I 32.



300 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. Q(t) = � lZ0 u(x; t) dx;GDE u(x; t) | KONCENTRACIQ DIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA W CILINDREW MOMENT WREMENI t.zAMETIM, ^TO Q(t) MOVNO OPREDELITX TAKVE S POMO℄X� POTOKADIFFUNDIRU�℄EGO WE℄ESTWA ^EREZ OTKRYTYJ KONEC:Q(t) = �a2� tZ0 �u(0; �)�x d�:|KWIWALENTNOSTX \TIH DWUH WYRAVENIJ LEGKO PROWERQETSQ S POMO℄X�INTEGRIROWANIQ OBEIH ^ASTEJ OSNOWNOGO URAWNENIQlZ0 d� tZ0 ut(�; �)d� = a2 tZ0 d� lZ0 uxx(�; �)d�S ISPOLXZOWANIEM GRANI^NYH USLOWIJ.wYRAVENIE DLQ u(x; t) MOVET BYTX POLU^ENO KAK ^ASTNYJ SLU^AJRE[ENIQ ZADA^I 27.42. Q(t) = U0�8>>>><>>>>:l � +1Xn=1 " lZ0 �
os�nx+ H�n sin�nx� dx#2lZ0 �
os�nx+ H�n sin�nx�2 dx e�a2�2nt9>>>>=>>>>;,GDE �n | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ
tg �nl = �nH ;A H | KO\FFICIENT, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIEux = H(u� U0) PRI x = 0:uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E. wYRAVENIE DLQu(x; t) MOVET BYTX POLU^ENO IZ RE[ENIQ ZADA^I 30.43.Q(t) = U0�8>><>>: ap� sh lp�a
h lp�a � 8l�2 1Xn=0 expn�� (2n+ 1)2�2a24l2 + ��to(2n+ 1)2 �1 + 4l2�(2n+ 1)2�2a2�9>>=>>;.uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 41.44. A) lKR = �ap� ; B) lKR = �a2p� ;W) PRI L�BOJ DLINE CILINDRA PROCESS NARASTANIQ KONCENTRACIIIMEET LAWINNYJ HARAKTER; ZDESX � | KO\FFICIENT RAZMNOVENIQ, WHO-DQ℄IJ W URAWNENIE �u�t = D �2u�x2 + �u; � > 0:

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 301G) zADA^I \LEKTRODINAMIKI.45. v(x; t) = E0 + 4(E0 � v0)� +1Xn=1 (�1)n2n� 1 �� expn� (2n� 1)2�24l2RC to 
os (2n� 1)�x2l ; 0 < x < l; 0 < t < +1;GDE E0 | POSTOQNNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA, PRILOVENNAQ K KON-CU x = l, A R I C | SOPROTIWLENIE I EMKOSTX EDINICY DLINY PROWODA.46. v(x; t) == E0+2lE0C +1Xn=1 expn� �2ntl2RCoC0�n sin�n �1� xl �� Cl 
os�n �1� xl �(lCC0 + l2C2 + C20�2n)�n sin�n ;GDE �n | KORNI URAWNENIQ a tg� = ClC0 ;A E0 | POSTOQNNAQ \LEKTRODWIVU℄AQ SILA, PRILOVENNAQ K KONCU x == 0 PROWODA.47. v(x; t) == E0R(l� x)R0 +Rl + 2E0R2 +1Xn=1 expn� �2nRC to sin�n(l� x)�n[R(R0 +Rl) + lR20�2n℄ 
os�nl ;GDE R I C | SOPROTIWLENIE I EMKOSTX EDINICY DLINY PROWODA, A�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQR tg�l + �R0 = 0:48. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^IHt = a2Hxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; a2 = 
24��� ; (1)H(0; t) = H(l; t) = H0; 0 < t < +1; (2)H(x; 0) = 0; 0 < x < l; (3)QWLQETSQH(x; t) = H0 � 4H0� +1Xk=0 expn� (2k + 1)2�2a2l2 to2k + 1 sin (2k + 1)�xl ;0 < x < l; 0 < t < +1: (4)w TO^KE x = l2 IMEEMH � l2 ; t� = H0 � 4H0� +1Xk=0 (�1)k2k + 1 expn� (2k + 1)2�2a2l2 to; 0 < t < +1:(5)
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302 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQoSTATOK RQDA (5) MOVNO OCENITX PO PRIZNAKU lEJBNICA:�����Rn � l2 ; t������ = �����4H0� +1Xk=n+1 (�1)k2k + 1 expn� (2k + 1)2�2a2l2 to����� 66 4H0�(2n+ 3) expn� (2n+ 3)2�2a2l2 to; 0 < t < +1: (6)w SILU (6) IMEEM�����R0 � l2 ; t������4H0� expn��2a2l2 to 6 13 expn�8�2a2l2 to 6 "PRI t > t� = � l28�2a2 ln 3": (7)2. nEODNORODNYE SREDY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.uRAWNENIQ S PEREMENNYMI KO\FFICIENTAMI I USLOWIQ SOPRQ-VENIQ.49. tEMPERATURA W STERVNE QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
(x)�(x) �u�t = ��x h�(x) �u�xi ; 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = '(x); 0 < x < l; (3)GDE 
(x) = �
; 0 < x < x0;
; x0 < x < l; �(x) = (�; 0 < x < x0;�; x0 < x < l;�(x) = (�; 0 < x < x0;�; x0 < x < l; ) (4)
, 
, �, �, �, � | KONSTANTY, HARAKTERIZU�℄IE SWOJSTWA STERVNEJ,u(x; t) = +1Xn=1 ane�!2ntXn(x); 0 < x < l; 0 < t < +1; (5)GDE Xn(x) = 8>>>>>><>>>>>>: sin !na xsin !na x0 ; 0 < x < x0;sin !na (l� x)sin !na (l� x0) ; x0 < x < l; (6)a =r �
� ; a =s �
� ; (7)!n | KORNI URAWNENIQ�a 
tg !a x0 = �a 
tg !a (x0 � l); (8)

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 303an = lZ0 
(x)�(x)'(x)Xn(x)dxkXnk2 ; (9)kXnk2 = lZ0 
(x)�(x)X2n(x) dx = 
�x02 sin2 !na x0 + 
�(l � x0)2 sin2 !na (l� x0) : (10)uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 164 x 3 GL. II.50. u(x; t) = +1Xn=1 ane�a2�2ntXn(x); 0 < x < l; 0 < t < +1, (1)a2 = �
� , GDE � | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI, 
 | TEPLOEMKOSTXI � | PLOTNOSTX MASSY MATERIALA STERVNQ;Xn(x) = 8><>: sin�nxsin�nx0 ; 0 < x < x0;sin�n(l� x)sin�n(l� x0) ; x0 < x < xl;9>=>; n = 1; 2; 3; : : : ; (2)�n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^I | QWLQ�TSQ KORNQMIURAWNENIQ 
tg�nx0 � 
tg �n(l � x0) = C0
� �n; (3)an = 
� lZ0 '(x)Xn(x)dx+ C0'(x0)Xn(x0)
�x02 sin2 �nx0 + 
�(l� x0)2 sin2 �n(l� x0) + C02 ; (4)GDE u(x; 0) = '(x) | NA^ALXNYE ZNA^ENIQ TEMPERATURY.uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 167 x 3 GL. II.51. u(x; t) = 1L� x +1Xn=1 an expn�n2�2a2l2 to sin n�xl ;0 < x < l; 0 < t < +1; (1)an = 2l lZ0 (L� z)'(z) sin n�zl dz; n = 1; 2; 3; : : : ; (2)GDE ^EREZ L OBOZNA^ENA DLINA POLNOGO KONUSA, USE^ENIEM KOTOROGO PO-LU^AETSQ RASSMATRIWAEMYJ STERVENX DLINY l.52. u(x; t) = +1Xn=1 an expn��n2�2l2 + 2m
� �a2to sin n�xl ;0 < x < l; 0 < t < +1;GDE an = 2l lZ0 '(z)e�mz sin n�zl dz:
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304 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ53. dLQ SKOROSTI ^ASTIC VIDKOSTI u(x; t) I SKOROSTI DWIVENIQPLASTINY v(t) POLU^AEM WYRAVENIQu(x; t) = gl�2�� � l � xl � 4g�l3�� +1Xn=1 expn��2n�tl2 o�2n��2n + 2�l� + 4�2l2�2 � sin�n l � xlsin �n ;0 < x < l; (1)v(t) = gl�2�� � 4g�l3�� +1Xn=1 expn��2n�tl2 o�2n��2n + 2 �l� + 4 �2l2�2 � ; (2)GDE l | POLOWINA RASSTOQNIQ MEVDU GRANI^NYMI PLASTINAMI, � |PLOTNOSTX VIDKOSTI, � | KINEMATI^ESKIJ KO\FFICIENT WQZKOSTI,� | POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX PLASTINY, g | USKORENIE SILY TQVES-TI, �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ� tg � = 2�l� (3)(� | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^I, UMNOVENNYE NA l).uKA Z AN I E. dLQ u(x; t) IMEEM KRAEWU� ZADA^Uut = �uxx; �l < x < 0; 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)u(�l; t) = u(l; t) = 0; u(0; t) = v(t); 0 < t < +1; (5)u(x; 0) = 0; 0 < x < l: (6)dLQ SKOROSTI DWIVENIQ PLASTINY IMEEMdvdt = g + 2��� h�u�xix=0 ; (7)v(0) = 0: (8)tAK KAK RASPREDELENIE SKOROSTEJ ^ASTIC VIDKOSTI SIMMETRI^NO OT-NOSITELXNO DWIVU℄EJSQ PLASTINY, TO DOSTATO^NO OPREDELITX u(x; t)NA INTERWALE 0 < x < l. fUNKCIIXn(x) = sin�n l� xlOBOB℄ENNO ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 < x < l. (sM. RE[ENIE ZADA-^I 167 x 3 GL. II.)x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJI FUNKCII ISTO^NIKOW1. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pRIMENENIE INTEG-RALXNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE K ZADA^AM NA PRQMOJ I POLU-PRQMOJ. oPREDELENIE INTEGRALXNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE I OB℄AQSHEMA PRIMENENIQ K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^ DANY W GL. II (S. 255, 256).

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 30554. rE[EN I E. uMNOVIM OBE ^ASTI URAWNENIQ�u(�; t)�t = a2 �2u(�; t)��2 NA 1p2� e�i��I PROINTEGRIRUEM PO � OT �1 DO +1, PREDPOLAGAQ, NAPRIMER, ^TOFUNKCIQ u I EE PROIZWODNYE DOSTATO^NO BYSTRO STREMQTSQ K NUL�PRI � ! �1. pRIMENQQ INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM, MY POLU^IM1p2� +1Z�1 �u�t e�i�� d� = ��t 1p2� +1Z�1 ue�i�� d� == du(�; t)dt = a2 1p2� +1Z�1 �2u��2 e�i�� d� = a2 1p2� �u�� e�i�� ����=+1�=�1 ++ a2 1p2� i�ue�i������=+1�=�1�a2�2 1p2� +1Z�1 ue�i�� d� = �a2�2u(�; t);T. E. dudt + a2�2u = 0: (1)iZ RAWENSTWA u(�; t) = 1p2� +1Z�1 u(�; t)e�i�� d�PRI t = 0 POLU^AEMu(�; 0) = 1p2� +1Z�1 u(�; 0)e�i�� d� = 1p2� +1Z�1 f(�)e�i�� d� = f(�): (2)rE[ENIE URAWNENIQ (1) PRI NA^ALXNOM USLOWII (2) IMEET WIDu(�; t) = f(�)e�a2�2t:pRIMENENIE OBRATNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE DAETu(x; t) = 1p2� +1Z�1 u(�; t)ei�x d� = 1p2� +1Z�1f(�) d� +1Z�1 e�a2�2tei�(x��) d� == 1� +1Z�1 f(�) d� +1Z0 e�a2�2t 
os�(x� �) d� == 12ap�t +1Z�1 f(�) expn� (x� �)24a2t o d�; (3)TAK KAK +1Z0 e��2�2 
os�� d� = p�2� expn� �24�2o: (4)pOSLEDNIJ INTEGRAL LEGKO WY^ISLQETSQ DIFFERENCIROWANIEM PO PA-RAMETRU.20 b.m. bUDAK I DR.



304 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ53. dLQ SKOROSTI ^ASTIC VIDKOSTI u(x; t) I SKOROSTI DWIVENIQPLASTINY v(t) POLU^AEM WYRAVENIQu(x; t) = gl�2�� � l � xl � 4g�l3�� +1Xn=1 expn��2n�tl2 o�2n��2n + 2�l� + 4�2l2�2 � sin�n l � xlsin �n ;0 < x < l; (1)v(t) = gl�2�� � 4g�l3�� +1Xn=1 expn��2n�tl2 o�2n��2n + 2 �l� + 4 �2l2�2 � ; (2)GDE l | POLOWINA RASSTOQNIQ MEVDU GRANI^NYMI PLASTINAMI, � |PLOTNOSTX VIDKOSTI, � | KINEMATI^ESKIJ KO\FFICIENT WQZKOSTI,� | POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX PLASTINY, g | USKORENIE SILY TQVES-TI, �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ� tg � = 2�l� (3)(� | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ KRAEWOJ ZADA^I, UMNOVENNYE NA l).uKA Z AN I E. dLQ u(x; t) IMEEM KRAEWU� ZADA^Uut = �uxx; �l < x < 0; 0 < x < l; 0 < t < +1; (4)u(�l; t) = u(l; t) = 0; u(0; t) = v(t); 0 < t < +1; (5)u(x; 0) = 0; 0 < x < l: (6)dLQ SKOROSTI DWIVENIQ PLASTINY IMEEMdvdt = g + 2��� h�u�xix=0 ; (7)v(0) = 0: (8)tAK KAK RASPREDELENIE SKOROSTEJ ^ASTIC VIDKOSTI SIMMETRI^NO OT-NOSITELXNO DWIVU℄EJSQ PLASTINY, TO DOSTATO^NO OPREDELITX u(x; t)NA INTERWALE 0 < x < l. fUNKCIIXn(x) = sin�n l� xlOBOB℄ENNO ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 < x < l. (sM. RE[ENIE ZADA-^I 167 x 3 GL. II.)x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJI FUNKCII ISTO^NIKOW1. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pRIMENENIE INTEG-RALXNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE K ZADA^AM NA PRQMOJ I POLU-PRQMOJ. oPREDELENIE INTEGRALXNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE I OB℄AQSHEMA PRIMENENIQ K RE[ENI� KRAEWYH ZADA^ DANY W GL. II (S. 255, 256).

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 30554. rE[EN I E. uMNOVIM OBE ^ASTI URAWNENIQ�u(�; t)�t = a2 �2u(�; t)��2 NA 1p2� e�i��I PROINTEGRIRUEM PO � OT �1 DO +1, PREDPOLAGAQ, NAPRIMER, ^TOFUNKCIQ u I EE PROIZWODNYE DOSTATO^NO BYSTRO STREMQTSQ K NUL�PRI � ! �1. pRIMENQQ INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM, MY POLU^IM1p2� +1Z�1 �u�t e�i�� d� = ��t 1p2� +1Z�1 ue�i�� d� == du(�; t)dt = a2 1p2� +1Z�1 �2u��2 e�i�� d� = a2 1p2� �u�� e�i�� ����=+1�=�1 ++ a2 1p2� i�ue�i������=+1�=�1�a2�2 1p2� +1Z�1 ue�i�� d� = �a2�2u(�; t);T. E. dudt + a2�2u = 0: (1)iZ RAWENSTWA u(�; t) = 1p2� +1Z�1 u(�; t)e�i�� d�PRI t = 0 POLU^AEMu(�; 0) = 1p2� +1Z�1 u(�; 0)e�i�� d� = 1p2� +1Z�1 f(�)e�i�� d� = f(�): (2)rE[ENIE URAWNENIQ (1) PRI NA^ALXNOM USLOWII (2) IMEET WIDu(�; t) = f(�)e�a2�2t:pRIMENENIE OBRATNOGO PREOBRAZOWANIQ fURXE DAETu(x; t) = 1p2� +1Z�1 u(�; t)ei�x d� = 1p2� +1Z�1f(�) d� +1Z�1 e�a2�2tei�(x��) d� == 1� +1Z�1 f(�) d� +1Z0 e�a2�2t 
os�(x� �) d� == 12ap�t +1Z�1 f(�) expn� (x� �)24a2t o d�; (3)TAK KAK +1Z0 e��2�2 
os�� d� = p�2� expn� �24�2o: (4)pOSLEDNIJ INTEGRAL LEGKO WY^ISLQETSQ DIFFERENCIROWANIEM PO PA-RAMETRU.20 b.m. bUDAK I DR.



306 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ55. u(x; t) = 12ap� tZ0 d� +1Z�1 f(�; �) expn� (x� �)24a2(t� �)opt� � d�. (1)56. rE[EN I E. uMNOVAQ OBE ^ASTI URAWNENIQ�u(�; t)�t = a2 �2u(�; t)��2 NA r 2� sin��I INTEGRIRUQ PO � OT 0 DO +1, MY POLU^IM SINUS-OBRAZ fURXE FUNK-CII u(x; t), u(s)(�; t) =r 2� +1Z0 u(�; t) sin�� d�; (1)URAWNENIE du(s)(�; t)dt + a2�2u(s)(�; t) = 0; 0 < t < +1: (2)iZ (1) NAJDEM NA^ALXNOE USLOWIEu(s)(�; 0) = f (s)(�): (3)rE[ENIE URAWNENIQ (2) PRI NA^ALXNOM USLOWII (3) IMEET WIDu(s)(�; t) = f (s)(�)e�a2�2t:pRIMENQQ K NEMU OBRATNOE SINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE, NAJDEM WSILU IZWESTNOGO RAWENSTWA (4), PRIWEDENNOGO W RE[ENII PREDYDU℄EJZADA^I,u(x; t) =r 2� +1Z0 u(s)(�; t) sin�x dx == 2� +1Z0 f(�) d� +1Z0 e�a2�2t sin�� sin�x d� == 1� +1Z0 f(�) d� +1Z0 e�a2�2t[
os�(x� �)� 
os�(x + �)℄ d� == 12ap�t +1Z0 f(�)hexpn� (x� �)24a2t o� expn� (x+ �)24a2t oi d�:57. u(x; t) = 12ap�t +1Z0 f(�)hexpn� (x� �)24a2t o+expn� (x+ �)24a2t oi d�.uKA Z AN I E. pRIMENITX KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE.58. u(x; t) = 12ap� tZ0 expn� x24a2(t� �)o(t� �)3=2 '(�) d� .uKA Z AN I E. pRIMENITX SINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE; SM. TAKVERE[ENIE SLEDU�℄EJ ZADA^I.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 30759. pRIMENQQ KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE 1) I ISPOLXZUQ GRA-NI^NOE USLOWIE ux(0; t) = '(t), POLU^IMdu (
)(�; t)dt = a2r 2� +1Z0 �2u��2 
os�� d� == a2r 2� �u�� 
os������=+1�=0 + a2r 2� � +1Z0 �u�� sin�� d� = � a2r 2� '(t) ++ a2r 2� u� sin������=+1�=0 �a2�2r 2� +1Z0 u(�; t) 
os�� d� == �a2r 2� '(t)� a2�2u(
)(�; t);T. E. du(
)(�; t)dt + a2�2u(
)(�; t) = �a2r 2� '(t); (1)GDE u(
)(�; t) = r 2� +1Z0 u(�; t) 
os�� d�: (2)iZ (2) NAHODIM u(
)(�; 0) = r 2� +1Z0 u(�; 0) 
os�� d�: (3)rE[ENIE URAWNENIQ (1) PRI NA^ALXNOM USLOWII (3) IMEET WIDu(
)(�; t) = �a2r 2� tZ0 e�a2�2(t��)'(�) d�:pRIMENQQ OBRATNOE KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE (W SILU RAWENST-WA (4) IZ RE[ENIQ ZADA^I 54), POLU^IMu(x; t) = r 2� +1Z0 u(
)(�; t) 
os�x d� == �2a2� tZ0 '(�) d� +1Z0 e�a2�2(t��) 
os�x d� == � ap� tZ0 '(�)pt� � expn� x24a2(t� �)o d�:60. u(x; t) == 12ap� tZ0 d� +1Z0 f(�; �) expn� (x� �)24a2(t� �)o� expn� (x+ �)24a2(t� �)opt� � d�.1)pRI \TOM PREDPOLAGAETSQ, ^TO u I PROIZWODNYE u PO � STREMQTSQDOSTATO^NO BYSTRO K NUL� PRI � ! +1.20�



306 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ55. u(x; t) = 12ap� tZ0 d� +1Z�1 f(�; �) expn� (x� �)24a2(t� �)opt� � d�. (1)56. rE[EN I E. uMNOVAQ OBE ^ASTI URAWNENIQ�u(�; t)�t = a2 �2u(�; t)��2 NA r 2� sin��I INTEGRIRUQ PO � OT 0 DO +1, MY POLU^IM SINUS-OBRAZ fURXE FUNK-CII u(x; t), u(s)(�; t) =r 2� +1Z0 u(�; t) sin�� d�; (1)URAWNENIE du(s)(�; t)dt + a2�2u(s)(�; t) = 0; 0 < t < +1: (2)iZ (1) NAJDEM NA^ALXNOE USLOWIEu(s)(�; 0) = f (s)(�): (3)rE[ENIE URAWNENIQ (2) PRI NA^ALXNOM USLOWII (3) IMEET WIDu(s)(�; t) = f (s)(�)e�a2�2t:pRIMENQQ K NEMU OBRATNOE SINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE, NAJDEM WSILU IZWESTNOGO RAWENSTWA (4), PRIWEDENNOGO W RE[ENII PREDYDU℄EJZADA^I,u(x; t) =r 2� +1Z0 u(s)(�; t) sin�x dx == 2� +1Z0 f(�) d� +1Z0 e�a2�2t sin�� sin�x d� == 1� +1Z0 f(�) d� +1Z0 e�a2�2t[
os�(x� �)� 
os�(x + �)℄ d� == 12ap�t +1Z0 f(�)hexpn� (x� �)24a2t o� expn� (x+ �)24a2t oi d�:57. u(x; t) = 12ap�t +1Z0 f(�)hexpn� (x� �)24a2t o+expn� (x+ �)24a2t oi d�.uKA Z AN I E. pRIMENITX KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE.58. u(x; t) = 12ap� tZ0 expn� x24a2(t� �)o(t� �)3=2 '(�) d� .uKA Z AN I E. pRIMENITX SINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE; SM. TAKVERE[ENIE SLEDU�℄EJ ZADA^I.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 30759. pRIMENQQ KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE 1) I ISPOLXZUQ GRA-NI^NOE USLOWIE ux(0; t) = '(t), POLU^IMdu (
)(�; t)dt = a2r 2� +1Z0 �2u��2 
os�� d� == a2r 2� �u�� 
os������=+1�=0 + a2r 2� � +1Z0 �u�� sin�� d� = � a2r 2� '(t) ++ a2r 2� u� sin������=+1�=0 �a2�2r 2� +1Z0 u(�; t) 
os�� d� == �a2r 2� '(t)� a2�2u(
)(�; t);T. E. du(
)(�; t)dt + a2�2u(
)(�; t) = �a2r 2� '(t); (1)GDE u(
)(�; t) = r 2� +1Z0 u(�; t) 
os�� d�: (2)iZ (2) NAHODIM u(
)(�; 0) = r 2� +1Z0 u(�; 0) 
os�� d�: (3)rE[ENIE URAWNENIQ (1) PRI NA^ALXNOM USLOWII (3) IMEET WIDu(
)(�; t) = �a2r 2� tZ0 e�a2�2(t��)'(�) d�:pRIMENQQ OBRATNOE KOSINUS-PREOBRAZOWANIE fURXE (W SILU RAWENST-WA (4) IZ RE[ENIQ ZADA^I 54), POLU^IMu(x; t) = r 2� +1Z0 u(
)(�; t) 
os�x d� == �2a2� tZ0 '(�) d� +1Z0 e�a2�2(t��) 
os�x d� == � ap� tZ0 '(�)pt� � expn� x24a2(t� �)o d�:60. u(x; t) == 12ap� tZ0 d� +1Z0 f(�; �) expn� (x� �)24a2(t� �)o� expn� (x+ �)24a2(t� �)opt� � d�.1)pRI \TOM PREDPOLAGAETSQ, ^TO u I PROIZWODNYE u PO � STREMQTSQDOSTATO^NO BYSTRO K NUL� PRI � ! +1.20�



308 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ61. u(x; t) == 12ap� tZ0 d� +1Z0 f(�; �) expn� (x� �)24a2(t� �)o+ expn� (x+ �)24a2(t� �)opt� � d�.62. uKA Z A N I E. uSTANOWITX SNA^ALA, ^TO DLQ KOSINUS-OBRAZOWf (
)(�) = e���2 , g(
)(�) = 1�2 + h2 ORIGINALAMI QWLQ�TSQf(x) = 1p2� expn� x24�o; g(x) = 1hq�2 e�hx :63. uKA Z A N I E. uSTANOWITX SNA^ALA, ^TO DLQ KOSINUS-OBRAZOWf (
)(�) = e���2 , g(
)(�) = 1�2 + h2 ORIGINALAMI QWLQ�TSQf(x) = 1p2� expn� x24�o; g(x) =q�2 e�hx :64. u(x; t) == ahp� tZ0 '(�)pt� � "expn� x24a2(t� �)o�h+1Z0 expn�h�� (x+ �)24a2(t� �)o d�#d� == ahp� tZ0 '(t� �)p� "expn� x24a2�o� h +1Z0 expn�h� � (x+ �)24a2� o d�#d�:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 62 I 63.65. u(x; t) = 12ap�t +1Z0 f(�)"expn� (x� �)24a2t o+ expn� (x+ �)24a2t o�� 2h +1Z0 expn� (x+ � + �)24a2t � h�o d�#d�:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 62 I 63.2. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pOSTROENIE FUNKCIJWLIQNIQ SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW.A) nEOGRANI^ENNAQ PRQMAQ.66. u(x; t) = Q
�� G(x; �; t); �1 < x; � < +1;0 < t < +1; x 6= �;GDE G(x; �; t) = 12ap�t expn� (x� �)24a2t oESTX TAK NAZYWAEMAQ FUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ ut = a2uxxW SLU^AE NEOGRANI^ENNOJ PRQMOJ ILI �FUNKCIQ WLIQNIQ MGNOWENNOGOTO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ NEOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLOIZO-LIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX��.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 309uKA Z AN I E. mOVNO PREDPOLOVITX, ^TO KOLI^ESTWO TEPLA Q,MGNOWENNO WYDELIW[EESQ W TO^KE � W MOMENT t = 0, MGNOWENNO VERAWNOMERNO RASPREDELQETSQ PO MALOMU INTERWALU (� � Æ; � + Æ); TOGDANA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ BUDET RAWNAu(x; 0) = fÆ(x) = 8>><>>: 0; �1 < x < � � Æ;Q2Æ
�� ; � � Æ < x < � + Æ;0; � + Æ < x < +1:rE[AQ ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = fÆ(x); �1 < x < +1; (2)S POMO℄X� FORMULY (3) IZ RE[ENIQ ZADA^I 54 I PEREHODQ W POLU^ENNOMRE[ENII K PREDELU PRI Æ ! 0, POLU^IM OTWET.dLQ RAZYSKANIQ TEMPERATURY W STERVNE MOVNO WOSPOLXZOWATXSQTAKVE DELXTA-FUNKCIEJ 1), RE[AQ LIBO ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x+1; 0 < t < +1; (3)u(x; 0) = Q
�� Æ(x� �); �1 < x; � < +1; (4)S POMO℄X� UPOMQNUTOJ FORMULY (3) IZ ZADA^I 54, LIBO ZADA^Uut = a2uxx + Q
�� Æ(x� �)Æ(t); �1 < x; � < +1; 0 < t < +1, (5)u(x; 0) = 0; �1 < x+1; (6)S POMO℄X� FORMULY (1), PRIWEDENNOJ W OTWETE K ZADA^E 55.dLQ RE[ENIQ KRAEWYH ZADA^ (3), (4) I (5), (6) MOVNO NE PRIBEGATXK FORMULAM (3) I (1), A WOSPOLXZOWATXSQ INTEGRALXNYM PREDSTAWLENI-EM DLQ DELXTA-FUNKCII (SM. [7, S. 268{275℄).fUNKCII ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ ut = a2uxx NA PRQMOJ �1 << x < +i MOVET BYTX TAKVE POLU^ENA NA OSNOWANII SOOBRAVENIJ PO-DOBIQ (SM. [7, S. 268{275℄) ILI S POMO℄X� PREDELXNOGO PEREHODA W WY-RAVENII FUNKCII ISTO^NIKA DLQ OTREZKA 0 6 x 6 l PRI l ! +1 (SM.[7, S. 268{275℄).pRIM E ^ AN I E. eSLI MGNOWENNOE WYDELENIE TEPLA W TO^KE x = �PROIZO[LO NE W MOMENT WREMENI t = 0, A W MOMENT WREMENI t = � , TOu(x; t) = Q
�� G(x; �; t��); �1 < x; � < +1; x 6= �; � < t < +1;G(x; �; t� �) = 12ap�(t� �) expn� (x� �)24a2(t� �)o:1)sM. OTWETY I UKAZANIQ K ZADA^AM 56 I 63 x 2 GL. II I K ZADA^E 153x 3 GL. II.



308 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ61. u(x; t) == 12ap� tZ0 d� +1Z0 f(�; �) expn� (x� �)24a2(t� �)o+ expn� (x+ �)24a2(t� �)opt� � d�.62. uKA Z A N I E. uSTANOWITX SNA^ALA, ^TO DLQ KOSINUS-OBRAZOWf (
)(�) = e���2 , g(
)(�) = 1�2 + h2 ORIGINALAMI QWLQ�TSQf(x) = 1p2� expn� x24�o; g(x) = 1hq�2 e�hx :63. uKA Z A N I E. uSTANOWITX SNA^ALA, ^TO DLQ KOSINUS-OBRAZOWf (
)(�) = e���2 , g(
)(�) = 1�2 + h2 ORIGINALAMI QWLQ�TSQf(x) = 1p2� expn� x24�o; g(x) =q�2 e�hx :64. u(x; t) == ahp� tZ0 '(�)pt� � "expn� x24a2(t� �)o�h+1Z0 expn�h�� (x+ �)24a2(t� �)o d�#d� == ahp� tZ0 '(t� �)p� "expn� x24a2�o� h +1Z0 expn�h� � (x+ �)24a2� o d�#d�:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 62 I 63.65. u(x; t) = 12ap�t +1Z0 f(�)"expn� (x� �)24a2t o+ expn� (x+ �)24a2t o�� 2h +1Z0 expn� (x+ � + �)24a2t � h�o d�#d�:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^ 62 I 63.2. oDNORODNYE IZOTROPNYE SREDY. pOSTROENIE FUNKCIJWLIQNIQ SOSREDOTO^ENNYH ISTO^NIKOW.A) nEOGRANI^ENNAQ PRQMAQ.66. u(x; t) = Q
�� G(x; �; t); �1 < x; � < +1;0 < t < +1; x 6= �;GDE G(x; �; t) = 12ap�t expn� (x� �)24a2t oESTX TAK NAZYWAEMAQ FUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ ut = a2uxxW SLU^AE NEOGRANI^ENNOJ PRQMOJ ILI �FUNKCIQ WLIQNIQ MGNOWENNOGOTO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ NEOGRANI^ENNOGO STERVNQ S TEPLOIZO-LIROWANNOJ BOKOWOJ POWERHNOSTX��.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 309uKA Z AN I E. mOVNO PREDPOLOVITX, ^TO KOLI^ESTWO TEPLA Q,MGNOWENNO WYDELIW[EESQ W TO^KE � W MOMENT t = 0, MGNOWENNO VERAWNOMERNO RASPREDELQETSQ PO MALOMU INTERWALU (� � Æ; � + Æ); TOGDANA^ALXNAQ TEMPERATURA STERVNQ BUDET RAWNAu(x; 0) = fÆ(x) = 8>><>>: 0; �1 < x < � � Æ;Q2Æ
�� ; � � Æ < x < � + Æ;0; � + Æ < x < +1:rE[AQ ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x < +1; 0 < t < +1; (1)u(x; 0) = fÆ(x); �1 < x < +1; (2)S POMO℄X� FORMULY (3) IZ RE[ENIQ ZADA^I 54 I PEREHODQ W POLU^ENNOMRE[ENII K PREDELU PRI Æ ! 0, POLU^IM OTWET.dLQ RAZYSKANIQ TEMPERATURY W STERVNE MOVNO WOSPOLXZOWATXSQTAKVE DELXTA-FUNKCIEJ 1), RE[AQ LIBO ZADA^Uut = a2uxx; �1 < x+1; 0 < t < +1; (3)u(x; 0) = Q
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�� G(x; �; t��); �1 < x; � < +1; x 6= �; � < t < +1;G(x; �; t� �) = 12ap�(t� �) expn� (x� �)24a2(t� �)o:1)sM. OTWETY I UKAZANIQ K ZADA^AM 56 I 63 x 2 GL. II I K ZADA^E 153x 3 GL. II.



310 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ67. u(x; t) = Q
�� G(x; �; t); �1 < x; � < +1;x 6= �; 0 < t < +1; (1)GDE G(x; �; t) = e�ht2ap�t expn� (x� �)24a2t o (2)ESTX FUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ ut = a2uxx � hu W SLU^AE NE-OGRANI^ENNOJ PRQMOJ.pRIM E ^ AN I E. eSLI MGNOWENNOE WYDELENIE KOLI^ESTWA TEPLA QPROIZO[LO NE W MOMENT WREMENI t = 0, A W MOMENT WREMENI t = � , TOu(x; t) = Q
�� G(x; �; t��); �1 < x; � < +1; x 6= �; � < t < +1;(3)GDE G(x; �; t� �) = e�h(t��)2ap�(t� �) expn� (x� �)24a2(t� �)o: (4)68. rE[EN I E. zAMENIM W RE[ENII u(x; t) URAWNENIQut = a2uxx + f(x; t)x I t NA � I � ; ZAMENIM, DALEE, W FUNKCII ISTO^NIKA G(x; �; t) == 12ap�t expn� (x� �)24a2t o t NA t� � , 0 < � < t. fUNKCII u(�; �)I G(x; �; t� �) UDOWLETWORQ�T URAWNENIQMu� = a2u�� + f(�; �); G� = �a2G�� ;PO\TOMU ��� (Gu) = a2 �G �2u��2 � u �2G��2 �+Gf: (1)iNTEGRIRUQ POSLEDNEE RAWENSTWO PO � OT �1 DO +1 I PO � OT 0DO t� �, 0 < � < t, POLU^IM (ESLI PREDPOLOVITX, ^TO u I EE PRO-IZWODNYE PO � OGRANI^ENY PRI � ! �1 ILI STREMQTSQ K 1, NO NESLI[KOM BYSTRO):+1Z�1 (Gu)�=t�� d� = +1Z�1 (Gu)�=0 d� + t��Z0 d� +1Z�1Gf d�: (2)pEREHODQ K PREDELU W RAWENSTWE PRI �! 0, POLU^IM 1)u(x; t) = +1Z�1'(�)G(x; �; t)d� + tZ0 d� +1Z�1 f(�; �)G(x; �; t� �) d�: (3)69. oTWET DAETSQ FORMULOJ (3) RE[ENIQ PREDYDU℄EJ ZADA^I, GDEPOD G(x; �; t) NUVNO PONIMATX FUNKCI� ISTO^NIKA, NAJDENNU� W RE-[ENII ZADA^I 67.1)pEREHOD K PREDELU W LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA (2) PRI � ! 0 WYPOLNQ-ETSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO SDELANO W [7, S. 230{233℄.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 311uKA Z AN I E. zADA^U 69 MOVNO RE[ATX LIBO NEPOSREDSTWENNO, LI-BO SWEDENIEM K ZADA^E 68 PUTEM ZAMENY ISKOMOJ FUNKCII u(x; t) == e�htv(x; t).70. t = (x� �)22a2 ; umax(x) = Q
�p2�e jx� �j e�1=2.71. u(x; t) = Q
� 12ap� tZ0 expn�h� � x24a2� o d�p� ,u(x) = Q2
�ah expn�ha jxjo.eSLI POWERHNOSTX STERVNQ TEPLOIZOLIROWANA, TO limt!+1u(x; t) = 1.72. u(x; t) = U0 �� x+ l2apt���� x� l2apt��, GDE �(z) = 2p� zZ0 e��2 d�ESTX TAK NAZYWAEMYJ INTEGRAL O[IBOK, ZNA^ENIQ KOTOROGO MOVNO NAJ-TI W [7℄, A TAKVE W TABL. 1 PRILOVENIJ NASTOQ℄EJ KNIGI.73. u(x; t) = A2 e��x+a2x2t �1���� x2apt + a�pt��.74. u(x; t) = U0e�ht ��� x+ l2apt���� x� l2apt��.uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ RE[ENIEM ZADA^I 69, LIBO ZAMENOJISKOMOJ FUNKCII u(x; t) = e�htv(x; t) SWESTI K ZADA^E 72.75. u(x; t) = Q2a
�p� tZ0 expn� (x� v0�)24a2(t� �)opt� � d� == Q2a
�p� tZ0 expn� (x� v0t+ v0�24a2� op� d�,W ^ASTNOSTI, TEMPERATURA STERVNQ POD PE^KOJ RAWNAu(v0t; t) = Q
�v0 ��v0pt2a � :z AM E ^ AN I E. wYRAVENIE DLQ u(x; t) POLU^ENO PRI USLOWII, ^TOTEPLOOBMEN NA POWERHNOSTI STERVNQ, NE SOPRIKASA�℄EJSQ S PE^KOJ,PRENEBREVIMO MAL.B) pOLUPRQMAQ.76. G(x; �; t� �) = 12ap�(t� �) �expn� (x� �)24a2(t� �)o �� expn� (x+ �)24a2(t� �)o� ; 0 < x; � < +1; x 6= �; 0 < t < +1: (1)w SLU^AE, ESLI NA POWERHNOSTI STERVNQ PROISHODIT KONWEKTIWNYJ TEP-LOOBMEN SO SREDOJ, TEMPERATURA KOTOROJ RAWNA NUL�, TO WYRAVENIE
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312 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQDLQ FUNKCII ISTO^NIKA POLU^AETSQ IZ (1) UMNOVENIEM NAe�H(t��); (2)GDE H | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W URAWNENIE ut == a2uxx �Hu.uKA Z AN I E. wYRAVENIE DLQ TEMPERATURY u(x; t) I DLQ G(x; �;t � �) MOVNO POLU^ITX, RASSMATRIWAQ NEOGRANI^ENNYJ STERVENX�1 < x < +1 I PREDPOLAGAQ, ^TO W MOMENT WREMENI t = � W TO^-KE x = � WYDELILOSX MGNOWENNO Q EDINIC TEPLA, A W TO^KE x = ��WYDELILOSX MGNOWENNO �Q EDINIC TEPLA, T. E., KAK INOGDA GOWORQT,POME℄AQ W TO^KU x = � MGNOWENNYJ POLOVITELXNYJ ISTO^NIK MO℄NOS-TI Q, A W TO^KU x = �� | MGNOWENNYJ OTRICATELXNYJ ISTO^NIK MO℄-NOSTI �Q 1).77. G(x; �; t� �) = 12ap�(t� �) hexpn� (x� �)24a2(t� �)o++ expn� (x+ �)24a2(t� �)oi; 0 < x; � < +1; � < t < +1; x 6= �:pRI NALI^II KONWEKTIWNOGO TEPLOOBMENA NA POWERHNOSTI STERVNQFUNKCIQ ISTO^NIKA POLU^AETSQ IZ TOLXKO ^TO NAJDENNOJ UMNOVENI-EM NA e�H(t��).uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E; NASTOQ℄AQ ZA-DA^A RE[AETSQ ANALOGI^NO.78. G(x; �; t� �) = 12ap�(t� �) �hexpn� (x� �)24a2(t� �)o++ expn� (x+ �)24a2(t� �)oi� 2h +1Z0 expn� (x+ � + �)24a2(t� �) � h�o d��;0 < x; � < +1; x 6= �; � < t < +1;GDE h ESTX KO\FFICIENT, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIEux(0; t)� hu(0; t) = 0:pRI NALI^II KONWEKTIWNOGO TEPLOOBMENA NA POWERHNOSTI STERVNQFUNKCIQ ISTO^NIKA POLU^AETSQ IZ TOLXKO ^TO NAJDENNOJ UMNOVENIEMNA e�H(t��), GDE H | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W URAWNE-NIE ut = a2uxx �Hu.uKA Z AN I E. iSPOLXZOWATX PREDLOVENIE, SFORMULIROWANNOE W ZA-DA^E 82.79. u(x; t) == 12ap�t +1Z0  (�) �expn� (x� �)24a2t o� expn� (x+ �)24a2t o� d� +1)fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ POLUPRQMOJ OPREDELQETSQ ANALOGI^NO FUNK-CII ISTO^NIKA DLQ KONE^NOGO OTREZKA; SM. WWEDENIE K RE[ENIQM ZADA^ POD-PUNKTA W) NASTOQ℄EGO PUNKTA.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 313+ x2ap� tZ0 '(�) expn� x24a2(t� �)o(t� �)3=2 d� ++ 12ap� tZ0 d�pt� � +1Z�1 f(�; �) �expn� (x� �)24a2(t� �)o� expn� (x+ �)24a2(t� �)o� d�:uKA Z AN I E. pUSTX u(�; �) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ u� = a2u�� ++f(�; �), A G(x; �; t� �) | FUNKCIQ ISTO^NIKA, NAJDENNAQ W RE[ENIIZADA^I 76.iNTEGRIRUQ RAWENSTWO��� (Gu) = G �u�� + u �G�� = a2 �G �2u��2 � u �2G��2 �+Gf 1)PO � OT 0 DO +1 I PO � OT 0 DO t� �, GDE 0 < � < t, POLU^IM+1Z0 (Gu)�=t��d� � +1Z0 (Gu)�=0 d� == a2 t��Z0 d� +1Z0 �G �2u��2 � u �2G��2 � d� + t��Z0 d� +1Z0 Gf d� == a2 t��Z0 (�G �u����=+1�=0 ��u �G�� ��=+1�=0 �� +1Z0 ��G�� �u�� � �u�� �G�� � d�)d� + t��Z0 d� +1Z0 Gf d�:nALAGAQ NADLEVA℄IE OGRANI^ENIQ NA PORQDOK ROSTA u I �u�� PRI� ! +1, POLU^IM+1Z0 (Gu)�=t�a d� = +1Z0 (Gu)�=0 d��a2 t��Z0 �u �G�� ��=0 d� + t��Z0 d� +1Z0 Gf d�:pEREHODQ K PREDELU PRI �! 0, POLU^AEM 2)lim�!0 +1Z0 (Gu)�=t�� d� = u(x; t):80. u(x; t) = 12ap�t +1Z0  (�)�expn� (x� �)24a2t o+1)|TO RAWENSTWO POLU^AETSQ TAK VE, KAK RAWENSTWO (1) W RE[ENII ZA-DA^I 68.2)pEREHOD K PREDELU WYPOLNQETSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO SDELANO W[7, S. 230{233℄.
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gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 313+ x2ap� tZ0 '(�) expn� x24a2(t� �)o(t� �)3=2 d� ++ 12ap� tZ0 d�pt� � +1Z�1 f(�; �) �expn� (x� �)24a2(t� �)o� expn� (x+ �)24a2(t� �)o� d�:uKA Z AN I E. pUSTX u(�; �) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ u� = a2u�� ++f(�; �), A G(x; �; t� �) | FUNKCIQ ISTO^NIKA, NAJDENNAQ W RE[ENIIZADA^I 76.iNTEGRIRUQ RAWENSTWO��� (Gu) = G �u�� + u �G�� = a2 �G �2u��2 � u �2G��2 �+Gf 1)PO � OT 0 DO +1 I PO � OT 0 DO t� �, GDE 0 < � < t, POLU^IM+1Z0 (Gu)�=t��d� � +1Z0 (Gu)�=0 d� == a2 t��Z0 d� +1Z0 �G �2u��2 � u �2G��2 � d� + t��Z0 d� +1Z0 Gf d� == a2 t��Z0 (�G �u����=+1�=0 ��u �G�� ��=+1�=0 �� +1Z0 ��G�� �u�� � �u�� �G�� � d�)d� + t��Z0 d� +1Z0 Gf d�:nALAGAQ NADLEVA℄IE OGRANI^ENIQ NA PORQDOK ROSTA u I �u�� PRI� ! +1, POLU^IM+1Z0 (Gu)�=t�a d� = +1Z0 (Gu)�=0 d��a2 t��Z0 �u �G�� ��=0 d� + t��Z0 d� +1Z0 Gf d�:pEREHODQ K PREDELU PRI �! 0, POLU^AEM 2)lim�!0 +1Z0 (Gu)�=t�� d� = u(x; t):80. u(x; t) = 12ap�t +1Z0  (�)�expn� (x� �)24a2t o+1)|TO RAWENSTWO POLU^AETSQ TAK VE, KAK RAWENSTWO (1) W RE[ENII ZA-DA^I 68.2)pEREHOD K PREDELU WYPOLNQETSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO SDELANO W[7, S. 230{233℄.



314 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ+ expn� (x+ �)24a2t o�d� � ap� tZ0 '(�)pt� � expn� x24a2(t� �)o d� ++ 12ap� tZ0 d�pt� � +1Z�1 f(�; �)�expn� (x� �)24a2(t� �)o+ expn� (x+ �)24a2(t� �)o�d�:uKA Z AN I E. zADA^A MOVET BYTX RE[ENA ANALOGI^NO PREDYDU℄EJ(SM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E).81. u(x; t) = 12ap�t +1Z0  (�)�expn� (x� �)24a2t o++ expn� (x+ �)24a2t o� 2h +1Z0 expn� (x+ � + �)24a2t � h�o d��d� ++ hap� tZ0 '(�)pt� � �expn� x24a2(t� �)o�h +1Z0 expn� (x+ �)24a2(t� �)�h�od�� d�++ 12ap� tZ0 d�pt� � +1Z0 f(�; �)�expn� (x� �)24a2(t� �)o+ expn� (x+ �)24a2(t� �)o�� 2h +1Z0 expn� (x+ � + �)24a2(t� �) � h�o d��d�:uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 79. zADA^A 81 MOVET BYTXRE[ENA ANALOGI^NO.82. uKA Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ TEM, ^TO:1) ESLI F (x) ESTX FUNKCIQ NE^ETNAQ, TO FUNKCIQu(x; t) = 12ap�t +1Z�1 F (�) expn� (x� �)24a2t o d�RAWNA NUL� PRI x = 0;2) ESLI u(x; t) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ ut = a2uxx, TOU(x; t) = NXk=0Ak �ku(x; t)�xkTAKVE QWLQETSQ RE[ENIEM \TOGO URAWNENIQ.83. uKA Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ TEM, ^TO:1) ESLI F (x; t) ESTX FUNKCIQ NE^ETNAQ PO x, TO FUNKCIQu(x; t) = 12ap� tZ0 d�pt� � +1Z�1 F (�; �) expn� (x� �)24a2(t� �)o d�RAWNA NUL� PRI x = 0;

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 3152) ESLI u(x; t) ESTX RE[ENIE URAWNENIQut = a2uxx + f(x; t);TO U(x; t) = NXk=0Ak �ku(x; t)�xkQWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQut = a2uxx + NXk=0Ak �kf(x; t)�xk :84. u(x; t) = U0�� x2apt�.sKOROSTX DWIVENIQ FRONTA TEMPERATURY �U0, � = 
onst, 0 < � < 1,

rIS. 33 rIS. 34RAWNA dxdt = akpt , GDE k | KORENX URAWNENIQ �(z) = �. gRAFIKI IZOBRA-VENY SOOTWETSTWENNO NA RIS. 33 I RIS. 34.85. u(x; t) = U0 �1��� x2apt��, T = x204a2k2 ,GDE k | KORENX URAWNENIQ �(z) = 1� �.uKA Z AN I E. s POMO℄X� PODSTANOWKI u(x; t) = v(x; t)+U0 ZADA^ASWODITSQ K PREDYDU℄EJ.86. u(x; t) = U0p� x+12aptZx�12apt e�z2 dz = U02 ���x+ 12apt����x� 12apt��.87.u(x; t) = U0�� x2apt�+ ehx+h2a2tU0 �1��� x2apt + ahpt��: (1)pOGRE[NOSTX, DOPUSKAEMAQ PRI POLXZOWANII FORMULOJ (4) USLO-WIQ, NE PREWY[AET 1 � 3 � 5 : : : (2n� 3)2n � 1z2n�1 : (2)
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316 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ~TOBY POGRE[NOSTX, DOPUSKAEMAQ PRI POLXZOWANII FORMULOJ (5) USLO-WIQ, NE PREWY[ALA " > 0, DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLOSX NERAWENSTWOt3 > U204�a6h6"2 : (3)uKA Z AN I E. iNTEGRIRUQ POSLEDOWATELXNO PO ^ASTQM, MOVNO PO-LU^ITX RAWENSTWO+1Zz e��2 d� = e�z22 �1z � 12z3 + 1 � 322z5 � : : :+ (�1)n�1 1 � 3 : : : (2n� 3)2n�1z2n�1 �++ (�1)n 1 � 3 : : : (2n� 1)2n +1Zz e��2�2n d�; (4)PRI^EM, O^EWIDNO, +1Zz e��2 d��2n < e�z2 +1Zz d��2n : (5)z AM E ^ AN I E. eSLI ^ASTI^NU� SUMMU, STOQ℄U� W FIGURNOJ SKOB-KE FORMULY (4), ZAMENITX BESKONE^NYM RQDOM, TO POLU^ITSQ RASHO-DQ℄IJSQ RQD, NAZYWAEMYJ ASIMPTOTI^ESKIM. oCENKA (5) POKAZYWAET,^TO POGRE[NOSTX, KOTORAQ DOPUSKAETSQ PRI OTBRASYWANII W FORMU-LE (4) OSTATO^NOGO ^LENA(�1)n 1 � 3 : : : (2n� 1)2n +1Zz e��2�2n d�;STREMITSQ K NUL� PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM n I z ! +1.88. u(x; t) = �U0 � b2a2k2��1��� x2apt��+ b2a2k2 e�kx ++ b22a2k2�ea2k2t�kx �1��� �x2apt + akpt���� ea2k2t+kx �1��� x2apt + akpt���:89. u(x; t) = 2aqr t� expn� x24a2to� qx �1��� x2apt��.90. u(x; t) = U2 + (U0 � U2)e�ht�� x2apt�++ U1 � U22 �expn�xpha o�1��� x2apt �pht��++ expnxpta o�1��� x2apt +pht���:

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 31791. v(x; t) = E02 e�xpRG�1� ��x2 rRCt �rGtC ��++ E02 expRG�1���x2 rRCt +rGtC ��;GDE R, C, G | SOPROTIWLENIE, EMKOSTX I UTE^KA EDINICY DLINY PRO-WODA.92. v(x; t) == Ahs�1ar!2�2 +�1ar!2 + h�2 expn�xa q!2o 
os�xa q!2 � !t� 
�++ 2Ahp� +1Z0 e�h� d� x+�2aptZ0 e�z2 
os! �t� (x+ �)24a2z2 � dz; (1)tg 
 = 1ar!21ar!2 + h : (2)pERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (1) PREDSTAWLQET SOBOJZATUHA�℄U� S ROSTOM x TEMPERATURNU� WOLNU, PERIODI^ESKU� PO t.wTOROE VE SLAGAEMOE BESKONE^NO MALO PRI t! +1.93. u(x; t) = A expn�xa q!2 o 
os�xa q!2 � !t�.sKOROSTX RASPROSTRANENIQ TEMPERATURNOJ WOLNY S ^ASTOTOJ ! RAWNAdxdt = ap2!:uKA Z AN I E 1) . mOVNO NAJTI USTANOWIW[IESQ TEMPERATURNYEWOLNY KAK DEJSTWITELXNU� ^ASTX KOMPLEKSNOGO RE[ENIQ ZADA^IUt = a2Uxx; 0 < x; t < +1; U(0; t) = Aei!t;STREMQ℄EGOSQ K NUL� PRI x ! +1. |TO KOMPLEKSNOE RE[ENIE IMEETWID U(x; t) = X(x)ei!t:94. v(x; t) = E0e�xpRC!=2 
os�!t� xpRC!=2 ��� E0� +1Z0 e��t sinpRC� � d��2 + !2 ;GDE R I C | SOPROTIWLENIE I EMKOSTX EDINICY DLINY PROWODA.uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.1)pODROBNEE O RE[ENII ZADA^ BEZ NA^ALXNYH USLOWIJ SM. [7, S. 241{245℄.
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318 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ95. ��ux(0; t) = q(t) = ��a ddt tZ0 �(�)d�pt� � .uKA Z AN I E. zADA^A SWODITSQ K INTEGRALXNOMU URAWNENI� aBELQ 1).96. '(t) = 12ahp� ddt tZ0 �(�)d�pt� � ,GDE h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIEux(0; t) = h[u(0; t)� '(t)℄:97. '(t) = ��a ddt tZ0 �(�) e�h�(t��)pt� � d� ,GDE h� | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W URAWNENIEut = a2uxx � h�u:98. '(t) = 12ahp� ddt tZ0 �(�) e�h�(t��)pt� � d� ,GDE KO\FFICIENTY h I h� IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W ZADA^AH 96I 97.99. u(x; t) = expn� v02a2 (x� v0t)� v204a2 to2ap� tZ0 d� �� +1Z0 f(� + v0�; �) expn v02a2 � + v204a2 �opt� � �� �expn� (x� v0t� �)24a2(t� �) o� expn� (x� v0t+ �)24a2(t� �) o� d�;v0t < x < +1; 0 < t < +1:uKA Z AN I E. pEREJTI K NOWYM NEZAWISIMYM PEREMENNYM � == x � v0t, t = t (\TO SOOTWETSTWUET PEREHODU K PODWIVNOJ SISTEMEKOORDINAT S NA^ALOM W TO^KE x0 = v0t) I NOWOJ ISKOMOJ FUNKCII POFORMULE u(x; t) = e��+�tv(�; t).100. u(x; t) = expn� v02a2 (x� v0t)� v204a2 to2ap� +1Z0 expn v02a2 �of(�)�� �expn� (x� v0t� �)24a2t o� expn� (x� v0t+ �)24a2t o� d�:uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.1)oB INTEGRALXNOM URAWNENII aBELQ SM. [2, TOM II, x 79℄, A TAKVEUKAZANIE K ZADA^E 114.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 319101. u(x; t) = expn� v02a2 (x� v0t)� v204a2 to(x� v0t)2ap� �� tZ0 expn� v204a2 �o�(�) expn� (x� v0t)24a2(t� �)o(t� �)3=2 d�:uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 99.102. u(x; t) == expn� v02a2 (x� v0t)� v204a2 to( 12ap�t +1Z0 expn v02a2 �o f(�)�� �expn� (x� v0t� �)24a2t o+ expn� (x� v0t+ �)24a2t o�� v02a2 +1Z0 expn� (x� v0t+ � + �)24a2t � v03a2 �o d��d� �� ap� tZ0 expn v204a2 �o�(�)pt� � �expn� (x� v0t)24a2(t� �)o�� v02a2 +1Z0 expn� (x� v0t)24a2(t� �) � v02a2 �o d��d� ++ 12ap� tZ0 d� +1Z0 f(� + v0�; �) expn v02a2 � + v204a2 �opt� � �� �expn� (x� v0t� �)24a2(t� �) o+ expn� (x� v0t+ �)24a2(t� �) o�� v02a2 +1Z0 expn� (x� v0t+ � + �)24a2(t� �) � v02a2 �o d��d�):uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 99.W) kONE^NYJ OTREZOK. fUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NO-GO ISTO^NIKA TEPLA (�FUNKCIEJ ISTO^NIKA�) DLQ KONE^NOGO OTREZ-KA 0 < x < l, SOOTWETSTWU�℄EJ DANNYM GRANI^NYM USLOWIQM, NAZY-WAETSQ TEMPERATURA G(x; �; t) W PROIZWOLXNOJ TO^KE x, 0 < x < l, WPROIZWOLXNYJ MOMENT WREMENI t > 0, WYZWANNAQ WYDELENIEM Q = 
� 1)EDINIC TEPLA W TO^KE �; 0 < � < l; � 6= x \TOGO OTREZKA W MOMENT WREME-NI t = 0, ESLI KONCY OTREZKA PODDERVIWA�TSQ PRI SOOTWETSTWU�℄IHODNORODNYH GRANI^NYH USLOWIQH.1)zDESX 
 | UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX, A � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY.
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� 1)EDINIC TEPLA W TO^KE �; 0 < � < l; � 6= x \TOGO OTREZKA W MOMENT WREME-NI t = 0, ESLI KONCY OTREZKA PODDERVIWA�TSQ PRI SOOTWETSTWU�℄IHODNORODNYH GRANI^NYH USLOWIQH.1)zDESX 
 | UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX, A � | LINEJNAQ PLOTNOSTX MASSY.



320 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQtAKIM OBRAZOM FUNKCIQ ISTO^NIKA G(x; �; t) DOLVNA BYTX:1) RE[ENIEM URAWNENIQ TEPLOPROWODNOSTI; 2) UDOWLETWORQTX SOOT-WETSTWU�℄IM ODNORODNYM GRANI^NYM USLOWIQM; 3) OBRA℄ATXSQ WNULX PRI t ! 0 I x 6= �; 4) UDOWLETWORQTX PREDELXNOMU SOOTNO[ENI�limt!0t>0 �+�Z���G(x; �; t)
� dx = Q;ILI, ^TO TO VE SAMOE, limt!0t>0 �+�Z���G(x; �; t) dx = 1PRI L�BOM � > 0 1).fUNKCIQ ISTO^NIKA 12ap�t expn� (x� �)24a2t o (1)DLQ URAWNENIQ ut = a2uxx (2)NA NEOGRANI^ENNOJ PRQMOJ UDOWLETWORQET TREBOWANIQM 1), 3) I 4).eSLI K (1) PRIBAWITX TAKOE NEPRERYWNOE RE[ENIE g(x; �; t) URAW-NENIQ (2), OBRA℄A�℄EESQ W NULX PRI t = 0, ^TOBY SUMMAG(x; �; t) = 12ap�t expn� (x� �)24a2t o+ g(x; �; t) (3)UDOWLETWORQLA GRANI^NYM USLOWIQM 2), TO (3) BUDET UDOWLETWORQTXWSEM TREBOWANIQM 1), 2), 3), 4), T. E. BUDET FUNKCIEJ ISTO^NIKA DLQURAWNENIQ (2) NA KONE^NOM OTREZKE, SOOTWETSTWU�℄EJ GRANI^NYMUSLOWIQM 2).sLAGAEMOE g(x; �; t) MOVET BYTX POSTROENO DLQ NEKOTORYH TIPOWGRANI^NYH USLOWIJ METODOM OTRAVENIJ; \TIM METODOM RE[A�TSQ ZA-DA^I 103{106.103. rE[EN I E. pRODOLVIM STERVENX 0 < x < l W OBE STORONYNEOGRANI^ENNO I BUDEM S^ITATX EGO POWERHNOSTX WS�DU TEPLOIZOLIRO-WANNOJ. pUSTX W TO^KE �, 0 < � < l, W MOMENT t = 0 WYDELILOSX Q = 
�EDINIC TEPLA. pOWY[ENIE TEMPERATURY12ap�t expn� (x� �)24a2t o; (1)WYZWANNOE W NEOGRANI^ENNOM STERVNE �1 < x < +1 DEJSTWIEM \TOGOMGNOWENNOGO ISTO^NIKA, NE RAWNO NUL� PRI x = 0 I x = l. eSLI VE,KROME TOGO, I W TO^KAH ��;�� � 2nl, n = 1; 2; 3; : : : 2), W MOMENT t == 0 PODEJSTWOWALI MGNOWENNYE TEPLOWYE ISTO^NIKI MO℄NOSTX� �Q,RASPREDELENNYE, KAK UKAZANO NA RIS. 35, TO TEMPERATURA1)pREDPOLAGAETSQ, ^TO 0 < � � � < � + � < l.2)tO^KI ��, ��, �2nl, n = 1; 2; 3; : : : , POLU^A�TSQ IZ TO^KI � POSLE-DOWATELXNYMI SIMMETRI^NYMI OTRAVENIQMI OTNOSITELXNO x = 0 I x = l.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 321G(x; �; t) = 12ap�t +1Xn=�1�expn� (x� � + 2nl)24a2t o�� expn� (x+ � + 2nl)24a2t o�; (2)WYZWANNAQ W NEOGRANI^ENNOM STERVNE �1 < x < +1 DEJSTWIEM WSEH\TIH ISTO^NIKOW, BUDET RAWNA WSE WREMQ NUL� KAK W TO^KE x = 0, TAKI W TO^KE x = l. dEJSTWITELXNO, KAVDOMU ISTO^NIKU MO℄NOSTX� +QSOGLASNO RIS. 35 SOOTWETSTWUET SIMMETRI^NYJ OTNOSITELXNO x = 0rIS. 35ISTO^NIK MO℄NOSTX� �Q, I OBRATNO, KAVDOMU ISTO^NIKU MO℄-NOSTX� �Q SOOTWETSTWUET SIMMETRI^NYJ OTNOSITELXNO x = 0 IS-TO^NIK MO℄NOSTX� +Q, TAK ^TO IH DEJSTWIQ W TO^KE x = 0 WZAIMNOUNI^TOVA�TSQ. tO VE SAMOE MOVNO SKAZATX I O TO^KE x = l.pREDSTAWIM G(x; �; t) W WIDEG(x; �; t) = 12ap�t expn� (x� �)24a2t o+ g(x; �; t); (3)GDEg(x; �; t) = 12ap�t +1Xn=�1�expn� (x� � + 2nl)24a2t o�� expn� (x+ � + 2nl)24a2t o�: (4)sIMWOLOM 12ap�t +1Pn=�1( ) OBOZNA^EN RQD (2) ZA WY^ETOM ^LENA (1).~LENY RQDA (4) IME�T PROIZWODNYE WSEH PORQDKOW PO x I t WS�DU PRI0 6 x 6 l, 0 6 t < +1. rQD (4) SHODITSQ ABSOL�TNO I RAWNOMERNO PRI0 6 x 6 l, 0 6 t 6 t�, GDE t� | PROIZWOLXNOE POLOVITELXNOE ^ISLO;TAK VE WEDUT SEBQ I RQDY, POLU^A�℄IESQ IZ (4) PO^LENNYM DIFFE-RENCIROWANIEM. pRI t ! 0, t > 0 KAVDYJ ^LEN RQDA (4) STREMITSQ KNUL�.tAKIM OBRAZOM, G(x; �; t) UDOWLETWORQET WSEM TREBOWANIQM 1), 2),3), 4) OPREDELENIQ FUNKCII ISTO^NIKA.oCENIM POGRE[NOSTX, DOPUSKAEMU� PRI ZAMENE SUMMY RQDA (4)EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ NPn=�N0 PRI 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 t�. rASSMOTRIMSNA^ALA RQD IZ ^LENOW S POLOVITELXNYMI n. eSLI RASKRYTX SKOB-KI, TO ON STANET ZAKONOPEREMENNYM RQDOM, UDOWLETWORQ�℄IM USLO-WIQM TEOREMY lEJBNICA. pO\TOMU DLQ OSTATKA RQDA POLU^AEM OCENKUjR+N (x; �; t)j == ���� 12ap�t +1Xn=N �expn� (x� � + 2nl)24a2t o� expn� (x+ � + 2nl)24a2t o����� 621 b.m. bUDAK I DR.
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322 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ6 12ap�t expn� (x� � + 2Nl)24a2l o 6 12ap�t expn� (N � 1)2l2a2t oPRI 0 < x < l; 0 < � < l: (5)aNALOGI^NO DLQ OSTATKA RQDA IZ ^LENOW S OTRICATELXNYMI n POLU^A-EM OCENKU jR�N (x; �; t)j 6 12ap�t expn� (N � 1)2l2a2t o: (50)tAKIM OBRAZOM, DLQ OSTATKA RQDA (4) IMEET MESTO OCENKAjRN (x; �; t)j 6 1ap�t expn� (N � 1)2l2a2t o; 0 < x; � < l; 0 < t < +1:(6)nETRUDNO USTANOWITX, ^TO PRIN > al r t�2 + 1 (7)BUDET WYPOLNQTXSQ NERAWENSTWO 1)1ap�t expn� (N � 1)2l2a2t o 6 1ap�t� expn� (N � 1)2l2a2t� o PRI 0 6 t 6 t�:(8)sLEDOWATELXNO, PRI N , UDOWLETWORQ�℄IH NERAWENSTWU (7), BUDET UDOW-LETWORQTXSQ NERAWENSTWOjRN (x; �; t)j 6 1ap�t� expn� (N � 1)2l2a2t� oPRI 0 6 t 6 t�; 0 6 x; � 6 l: (60)rE[AQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH KRAEWU� ZADA^Uut = a2uxx; 0 < x < l; 0 < t < +1; (9)1)dLQ \TOGO W FUNKCII '(t) = 1ap�t expn� (N � 1)2l2a2t o PEREJDEM KNOWOMU NEZAWISIMOMU PEREMENNOMU � = (N � 1)lapt . mY POLU^IM'(t) = 1(N � 1)lp� � �e�2 = 1(N � 1)lp�  (�);GDE  (�) = �e�2 :tAK KAK  0(�) = 1� 2� 2e�2 < 0 PRI � > 1p2 ;TO  (�) MONOTONNO UBYWAET NA OTREZKE 1p2 < � < +1; SLEDOWATELXNO, '(t)MONOTONNO WOZRASTAET PRI 0 < t < 2(N � 1)2l2a2 . zNA^IT, PRI WSEH N , UDOW-LETWORQ�℄IH NERAWENSTWU 2 (N � 1)2a2 l2 > t� (T. E. NERAWENSTWU (7)), BUDETWYPOLNQTXSQ NERAWENSTWO (8).

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 323u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (10)u(x; 0) = Æ(x); 0 < x < l; (11)POLU^IM DLQ FUNKCII ISTO^NIKA WYRAVENIEG(x; �; t) = 2l +1Xn=1 expn�n2�2a2l2 to sin n�xl sin n��l : (12)hOTQ RQDY (12) I (4) FORMALXNO PREOBRAZU�TSQ DRUG W DRUGA 1), ODNAKOIH ROLX W PREDSTAWLENII FUNKCII ISTO^NIKA RAZLI^NA; ESLI RQD (4)SHODITSQ TEM BYSTREE, ^EM MENX[E t, TO RQD (12), NAOBOROT, SHODITSQTEM BYSTREE, ^EM BOLX[E t.nETRUDNO POLU^ITX OCENKU POGRE[NOSTI, DOPUSKAEMOJ PRI ZAMENESUMMY RQDA (12) EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ.mY IMEEMjRN (x; �; t)j = �����2l +1Xn=N+1 expn�n2�2a2l2 to sin n�xl sin n��l ����� 66 2l +1Xn=N+1 expn�n2�2a2l2 to < 2l +1XN expn�z2 �2a2l2 to dz == 2�apt +1ZN�aptl e��2 d� = 1ap�t�1���N�aptl ��;0 6 x; � 6 l; 0 < t < +1: (13)wYGODNEE, ODNAKO, WYPOLNQTX OCENKU NE OSTATKA RQDA, PREDSTAWLQ-�℄EGO FUNKCI� WLIQNIQ, A OCENKU OSTATKA RQDA, PREDSTAWLQ�℄EGORE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I, POLU^ENNOE S POMO℄X� \TOJ FUNKCII, TAKKAK INTEGRIROWANIE, WOOB℄E GOWORQ, ULU^[AET SHODIMOSTX RQDA 2).104. mETODOM OTRAVENIJ POLU^AEMG(x; �; t) = 12ap�t +1Xn=�1�expn� (x� � + 2nl)24a2t o++ expn� (x+ � � 2nl)24a2t o�; 0 6 x 6 l; 0 < t+1: (1)sHEMA SOOTWETSTWU�℄EGO RASPOLOVENIQ MGNOWENNYH ISTO^NIKOW TEP-LA MO℄NOSTX� Q = 
� IZOBRAVENA NA RIS. 36.rIS. 361)sM. [7, S. 474{476℄.2)sM. OCENKI, WYPOLNENNYE PRI RE[ENII ZADA^ 22, 27, 28, 29, 48 NAS-TOQ℄EJ GLAWY.21�
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gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 323u(0; t) = u(l; t) = 0; 0 < t < +1; (10)u(x; 0) = Æ(x); 0 < x < l; (11)POLU^IM DLQ FUNKCII ISTO^NIKA WYRAVENIEG(x; �; t) = 2l +1Xn=1 expn�n2�2a2l2 to sin n�xl sin n��l : (12)hOTQ RQDY (12) I (4) FORMALXNO PREOBRAZU�TSQ DRUG W DRUGA 1), ODNAKOIH ROLX W PREDSTAWLENII FUNKCII ISTO^NIKA RAZLI^NA; ESLI RQD (4)SHODITSQ TEM BYSTREE, ^EM MENX[E t, TO RQD (12), NAOBOROT, SHODITSQTEM BYSTREE, ^EM BOLX[E t.nETRUDNO POLU^ITX OCENKU POGRE[NOSTI, DOPUSKAEMOJ PRI ZAMENESUMMY RQDA (12) EGO ^ASTI^NOJ SUMMOJ.mY IMEEMjRN (x; �; t)j = �����2l +1Xn=N+1 expn�n2�2a2l2 to sin n�xl sin n��l ����� 66 2l +1Xn=N+1 expn�n2�2a2l2 to < 2l +1XN expn�z2 �2a2l2 to dz == 2�apt +1ZN�aptl e��2 d� = 1ap�t�1���N�aptl ��;0 6 x; � 6 l; 0 < t < +1: (13)wYGODNEE, ODNAKO, WYPOLNQTX OCENKU NE OSTATKA RQDA, PREDSTAWLQ-�℄EGO FUNKCI� WLIQNIQ, A OCENKU OSTATKA RQDA, PREDSTAWLQ�℄EGORE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I, POLU^ENNOE S POMO℄X� \TOJ FUNKCII, TAKKAK INTEGRIROWANIE, WOOB℄E GOWORQ, ULU^[AET SHODIMOSTX RQDA 2).104. mETODOM OTRAVENIJ POLU^AEMG(x; �; t) = 12ap�t +1Xn=�1�expn� (x� � + 2nl)24a2t o++ expn� (x+ � � 2nl)24a2t o�; 0 6 x 6 l; 0 < t+1: (1)sHEMA SOOTWETSTWU�℄EGO RASPOLOVENIQ MGNOWENNYH ISTO^NIKOW TEP-LA MO℄NOSTX� Q = 
� IZOBRAVENA NA RIS. 36.rIS. 361)sM. [7, S. 474{476℄.2)sM. OCENKI, WYPOLNENNYE PRI RE[ENII ZADA^ 22, 27, 28, 29, 48 NAS-TOQ℄EJ GLAWY.21�



324 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw SILU SOOTNO[ENIJ (7) I (8) RE[ENIQ PREDYDU℄EJ ZADA^I DLQ^LENOW RQDA (1) IMEEM12ap�t expn� (x� � � 2nl)24a2t o 6 12ap�t� expn� (n� 1)2l2a2t� o; (2)0 6 x; � 6 l; 0 6 t 6 t�; n > al r t�2 + 1: (3)tAKIM OBRAZOM, DLQ OSTATKA RQDA (1) IMEET MESTO OCENKAjRN (x; �; t)j 6 2ap�t� +1Xn=N+1 expn� (n� 1)2l2a2t� o << 2ap�t� +1ZN expn� l2z2a2t�o dz = 1l �1��� lNapt��� ; (4)0 6 x; � 6 l; 0 6 t 6 t�; N > al r t�2 + 1: (5)mETODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ \TOJ VE FUNKCII ISTO^NIKAPOLU^AETSQ WYRAVENIEG(x; �; t) = 1l + 2l +1Xn=1 expn�n2�2a2l2 to 
os n�xl 
os n��l : (6)dLQ OSTATKA RQDA (6) POLU^AETSQ OCENKAjRN (x; �; t)j 6 1ap�t �1�� �N�aptl �� ; (7)0 6 x; � 6 l; 0 < t < +1: (8)105. mETODOM OTRAVENIJ POLU^AEMG(x; �; t) = 12ap�t +1Xn=�1(�1)n�expn� (x� � + 2nl)24a2t o�� expn� (x+ � + 2nl)24a2t o�: (1)sOOTWETSTWU�℄EE RASPREDELENIE MGNOWENNYH TO^E^NYH ISTO^NIKOWMO℄NOSTX� Q = 
� I �Q IZOBRAVENO NA RIS. 37.rIS. 37mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DAETG(x; �; t) = 2l +1Pn=0 expn� (2n+ 1)2�2a24l2 to 
os (2n+ 1)��2l 
os (2n+ 1)�x2l :(2)oCENKA POGRE[NOSTI, DOPUSKAEMOJ PRI ZAMENE SUMMY RQDA (1) EGO ^AS-TI^NOJ SUMMOJ, WYPOLNQETSQ LIBO S POMO℄X� NERAWENSTW, ANALOGI^-

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 325NYH NERAWENSTWAM (4) I (5) IZ RE[ENIQ PREDYDU℄EJ ZADA^I (GRUBAQOCENKA), LIBO ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO BYLO SDELANO W RE[ENII ZADA-^I 103 (BOLEE TO^NAQ OCENKA). dLQ OSTATKA RQDA (2) POLU^AEM OCENKUjRN (x; �; t)j 6 1ap�t �1�� � (2N + 1)�apt2l �� :106. A) eSLI N UDOWLETWORQET NERAWENSTWAMN > alr t�2 + 1; (1)N > al qt� ln[2"ap�t�℄ + 1; (2)TO DLQ OSTATKA RQDA (2) RE[ENIQ ZADA^I 103 BUDET WYPOLNQTXSQ NERA-WENSTWO jRN (x; �; t)j 6 " PRI 0 6 x; � 6 l; 0 6 t 6 t�: (3)B) eSLI N UDOWLETWORQET NERAWENSTWU��N�apt�l � > 1� "�apt�; (4)TO DLQ OSTATKA RQDA (12) RE[ENIQ ZADA^I 103 BUDET WYPOLNQTXSQ NE-RAWENSTWOjRN (x; �; t)j 6 " PRI 0 6 x; � 6 l; t� 6 t < +1: (5)z AM E ^ AN I E. nERAWENSTWA (1), (2), (4) POZWOLQ�T PRI ZADAN-NOM N NAJTI TAKOE t�, ^TOBY WYPOLNQLISX SOOTNO[ENIQ (3) I (5).107. A) eSLI N UDOWLETWORQET NERAWENSTWAMN > al r t�2 + 1; (1)�� lNapt�� > 1� "l; (2)TO DLQ OSTATKA RQDA (1) ZADA^I 104 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWOjRN (x; �; t)j 6 " PRI 0 6 x; � 6 l; 0 6 t 6 t�:B) eSLI N UDOWLETWORQET NERAWENSTWU��N�apt�l � > 1� "�apt�;TO DLQ OSTATKA RQDA (6) ZADA^I 104 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWOjRN (x; �; t)j 6 " PRI 0 6 x; � 6 l; t� 6 t < +1:108. pREDSTAWLENIQ DLQ FUNKCIJ ISTO^NIKA POLU^A�TSQ IZ PRED-STAWLENIJ, NAJDENNYH W RE[ENII ZADA^ 103, 104, 105, UMNOVENIEMNA e�ht, GDE h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W URAWNENIEut = a2uxx � hu.
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326 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ109. rE[EN I E. zAMENIM W RE[ENII u(x; t) URAWNENIQut = a2uxx + f(x; t); 0 < x < l; 0 < t < +1; (1)x I t NA � I � ; ZAMENIM, DALEE, W FUNKCII ISTO^NIKA G(x; �; t) t NAt� � , 0 < � < t.iNTEGRIRUQ RAWENSTWO��� (Gu) = G �u�� + u �G�� = a2 �G �2u��2 � u �2G��2 �+Gf 1)PO � OT NULQ DO l I PO � OT NULQ DO t� �, 0 < � < t, POLU^IMlZ0 (Gu)�=t�� d� = lZ0 (Gu)�=0 d� ++ a2 t��Z0 ��G �u�� ��=l�=0 � �u �u�� ��=l�=0�d� + t��Z0 d� lZ0 Gf d�: (2)pEREHODQ W RAWENSTWE (2) K PREDELU PRI �! 0 2), POLU^IM INTEGRALX-NU� FORMULUu(x; t) = lZ0 (Gu)�=0 d� + a2 lZ0 ��G �u�� ��=l�=0 � �u �G�� ��=l�=0�d� ++ tZ0 d� lZ0 Gf(�; �) d�: (3)|TA INTEGRALXNAQ FORMULA IMEET OB℄EE ZNA^ENIE DLQ FUNKCIJ ISTO^-NIKA, UDOWLETWORQ�℄IH RAZLI^NYM USLOWIQM. eSLI TEPERX WOSPOLXZO-WATXSQ NA^ALXNYMI I GRANI^NYMI USLOWIQMI DLQ uu(0; �) = '(�); u(l; �) = 0; 0 < � < +1; (4)u(�; 0) = f(�); 0 < � < l; (5)I GRANI^NYMI USLOWIQMI DLQ G(x; �; t� �)G(x; 0; t� �) = 0; G(x; l; t� �) = 0; 0 < x < l; 0 < � < t; (6)TO IZ INTEGRALXNOJ FORMULY (6) POLU^ITSQ SLEDU�℄EE PREDSTAWLENIERE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I S POMO℄X� FUNKCII ISTO^NIKAu(x; t) = lZ0 f(�)G(x; �; t) d� + a2 lZ0 '(�) �G(x; 0; t� �)�� d� ++ tZ0 d� lZ0 f(�; �)G(x; �; t� �) d�:1)|TO RAWENSTWO POLU^AETSQ TAK VE, KAK RAWENSTWO (1) RE[ENIQ ZADA-^I 68.2)pREDELXNYJ PEREHOD W LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA (2) MOVET BYTX WYPOL-NEN S POMO℄X� RASSUVDENIJ, ANALOGI^NYH PRIWEDENNYM W [7, S. 230{233℄.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 327iSPOLXZUQ DWA RAZLI^NYH PREDSTAWLENIQ DLQ FUNKCII ISTO^NIKAG(x; �; t� �) (SM. RE[ENIE ZADA^I 103), POLU^IM DWA RAZLI^NYH PRED-STAWLENIQ DLQ RE[ENIQ NA[EJ KRAEWOJ ZADA^I:A) u(x; t) = 12ap�t �� lZ0 f(�)( +1Xn=�1�expn� (x� � + 2nl)24a2t o� expn� (x+ � + 2nl)24a2t o�)d� ++ 12ap� tZ0 '(�)(t� �)3=2 +1Xn=�1�(x+ 2nl) expn� (x+ 2nl)24a2(t� �)o� d� ++ 12ap� tZ0 d�pt� � lZ0 f(�; �)( +1Xn=�1�expn� (x� � + 2nl)24a2(t� �) o�� expn� (x+ � + 2nl)24a2(t� �) o�)d�;B) u(x; t) = 2l lZ0 f(�)(+1Xn=1 expn�n2�2a2l2 to sin n��l sin n�xl )d� ++ 2�a2l2 +1Xn=1n( tZ0 '(�) expn�n2�2a2l2 (t� �)o d�) sin n�xl ++ 2l tZ0 d� lZ0 f(�; �)(+1Xn=1 expn�n2�2a2l2 (t� �)o sin n��l sin n�xl )d�:pREDSTAWLENIE A), WOOB℄E GOWORQ, WYGODNEE PRI MALYH t, PRED-STAWLENIE B) | PRI BOLX[IH t.110. u(x; t) = lZ0 f(�)G(x; �; t)d� � a2 lZ0 '(�)G(x; 0; t� �)d� ++ tZ0 d� lZ0 f(�; �)G(x; �; t� �)d�; (1)GDE G(x; �; t� �) | FUNKCIQ ISTO^NIKA, POLU^ENNAQ W RE[ENII ZADA-^I 104. eSLI W RAWENSTWO (1) PODSTAWITX DWA RAZLI^NYH PREDSTAWLENIQDLQ FUNKCII ISTO^NIKA, TO POLU^AETSQ DWA RAZLI^NYH PREDSTAWLENIQDLQ RE[ENIQ NA[EJ KRAEWOJ ZADA^I.111. u(x; t) = U0 +1Pa=�1��1��� jx+ 2nlj2apt �� sign(x+ 2nl)�.112. u(x; t) == q0 +1Xn=�1�2ar t� expn� (x+ 2nl)24a2l o�jx+2nlj ��1��� jx+ 2nlj2apt ���:
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328 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ3. nEODNORODNYE SREDY I SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY;URAWNENIQ S KUSO^NO POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI I USLO-WIQ SOPRQVENIQ.113.u(x; t) =8>><>>:U0 + (U0� U1)�� x2a1pt� ; �1 < x 6 0;U0 + (U0� U2)�� x2a2pt� ; 0 6 x < +1;9>>=>>; 0 < t < +1;U0 = U1 k1a1 + U2 k2a2k1a1 + k2a2 :uKA Z AN I E. zADA^U MOVNO RE[ITX S POMO℄X� SLEDU�℄EGO IS-KUSSTWENNOGO PRIEMA.nUVNO PRODOLVITX LEWYJ STERVENX NEOGRANI^ENNO WPRAWO TAK,^TOBY POLU^ILSQ NEOGRANI^ENNYJ ODNORODNYJ STERVENX IZ TOGO VEMATERIALA, ^TO I LEWYJ POLUOGRANI^ENNYJ STERVENX. zATEM NUVNONAJTI TEMPERATURU POLU^ENNOGO NEOGRANI^ENNOGO STERVNQ PRI USLO-WII, ^TO EGO NA^ALXNAQ TEMPERATURA RAWNA U1 PRI �1 < x < 0 I U�1PRI 0 < x < +1, GDE U�1 | POKA NEOPREDELENNAQ KONSTANTA.aNALOGI^-NO NUVNO POSTUPITX S PRAWYM POLUOGRANI^ENNYM STERVNEM.kONSTAN-TY U�1 I U�2 NAHODQTSQ IZ GRANI^NYH USLOWIJ (USLOWIJ SOPRQVENIQ) WTO^KE x = 0.114. u(x; t) = �u1(x; t); �1 < x < 0;u2(x; t); 0 < x < +1;� 0 < t < +1;u1(x; t) = 12a1p�t 0Z�1 f1(�)�expn� (x� �)24a21t o+ expn� (x+ �)24a21t o� d� ++ a1k1p� tZ0 '(�)pt� � expn� x24a21(t� �)o d�;u2(x; t) = 12a2p�t +1Z0 f2(�)�expn� (x� �)24a22t o+ expn� (x+ �)24a22t o� d� �� a2k2p� tZ0 '(�)pt� � expn� x24a22(t� �)o d�;'(�) = 1� dd� �Z0 �(z)p� � z dz;�(z) = � 1a2pz +1Z0 f2(�) expn� �24a22zo d� �� 1a1pz 0Z�1 f1(�) expn� �24a21zo d�� 1k1a1 + k2a2 :

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 329uKA Z AN I E. fUNKCII u1(x; t) I u2(x; t) DOLVNY BYTX SOOT-WETSTWENNO RE[ENIQMI URAWNENIJ TEPLOPROWODNOSTI u1t = a21u1xxI u2t = a22u2xx I UDOWLETWORQTX USLOWIQM SOPRQVENIQu1(0; t) = u2(0; t); k1u1x(0; t) = k2u2x(0; t):pOLAGAQ '(t) = k1u1x(0; t) = k2u2x(0; t)I RE[AQ ZADA^U TEPLOPROWODNOSTI S ZADANNYM GRANI^NYM USLOWIEMWTOROGO RODA DLQ POLUOGRANI^ENNOGO STERVNQ �1 < x < 0 I DLQ PO-LUOGRANI^ENNOGO STERVNQ 0 < x < +1, MY WYRAZIM u1(x; t) I u2(x; t)^EREZ NA^ALXNYE USLOWIQ I ^EREZ POKA E℄E NEIZWESTNU� FUNKCI� '(t).iSPOLXZUQ PERWOE USLOWIE SOPRQVENIQ u1(0; t) = u2(0; t), MY POLU-^IM INTEGRALXNOE URAWNENIE aBELQ DLQ OPREDELENIQ FUNKCII '(t):zZ0 '(�)d�pt� � = �(z):rE[ENIEM \TOGO URAWNENIQ QWLQETSQ 1)'(�) = 1� dd� �Z0 �(z)p� � z dz:eSLI �0(z) SU℄ESTWUET I NEPRERYWNA 2) PRI 0 6 z < +1, TO, WYPOL-NQQ W PRAWOJ ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA SNA^ALA INTEGRIROWANIE PO^ASTQM, A ZATEM DIFFERENCIROWANIE, POLU^IM'(�) = 1� �Z0 �0(z)p� � z dz + �(+0)�p� :|TA FORMULA MOVET BYTX PRIMENENA, W ^ASTNOSTI, ESLI�(z) � 
onst:w \TOM SLU^AE �0(z) � 0 I '(�) = �(+0)�p� .115. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�G1�t = a21 �2G1�x2 ; �1 < x < 0; 0 < t < +1; (1)�G2�t = a22 �2G2�x2 ; 0 < x < +1; 0 < t < +1; (10)G1 = G2; �1 �G1�x = �2 �G2�x PRI x = 0; 0 < t < +1; (2)limt!1G1 = 0; �1 < x < 0; (3)limt!0G2 = 0, 0 < x < +1, x 6= �; W TO^KE x = � PRI t ! 0 G2 IMEET1)sM., NAPRIMER, [2, T. II, x 79℄.2)pRI NADLEVA℄IH OGRANI^ENIQH NA f1 I f2 \TO BUDET WYPOLNENO.
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330 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQOSOBENNOSTX 12a2p�t expn� (x� �)24a22t o; (30)QWLQETSQG1(x; �; t) = 2 �2a2�1a1 + �2a2 12a2p�t exp(��x� a1a2 ��24a22t )PRI �1 < x < 0; (4)G2(x; �; t) = 12a2p�t expn� (x� �)24a22t o+ �2a2 � �1a1�2a2 + �1a1 expn� (x+ �)24a22t o2a2p�tPRI 0 < x < +1: (40)rE[EN I E. pEREJDEM K BEZRAZMERNYM WELI^INAM (SM. RE[ENIEZADA^I 18 NASTOQ℄EJ GLAWY), PRI^EM TAK, ^TOBY URAWNENIE TEPLOPRO-WODNOSTI DLQ PRAWOGO I LEWOGO STERVNEJ IMELO WID ut = a2u��. mYIMEEM x = l0�, �1 < � < 0,x = l00�; 0 < � < +1; t = �; l0 = a1; l00 = a2 1):gRANI^NYE USLOWIQ (2) PRINIMA�T WIDu1(0; �) = u2(0; �); (5)�1a1 �u1(0; �)�� = �2a2 �u2(0; �)�� : (6)bUDEM ISKATX RE[ENIE PRI �1 < � < 0 KAK �PRELOMLENNU�� NA GRA-NICE RAZDELA � = 0 FUNKCI� 12p�� expn� (� � �0)24� o, T. E. KAK FUNK-CI�, IME�℄U� WID �1 12p�� expn� (� � �0)24� o; (7)A RE[ENIE PRI 0 < � < +1| KAK SUMMU 12p�� expn� (� � �0)24� o I SLA-GAEMOGO, PREDSTAWLQ�℄EGO SOBOJ REZULXTAT �OTRAVENIQ� NA GRANICERAZDELA � = 0 FUNKCII 12p�� expn� (� � �0)24� o, T. E. W WIDEu2(�; �) = �2 12p�� expn� (� � �0)24� o+ 12p�� expn� (� � �0)24� o: (8)pODSTAWLQQ (7) I (8) W (5) I (6), NAJDEM �1 I �2, ^TO I PRIWEDET KOTWETU (ESLI WERNUTXSQ K PREVNIM EDINICAM IZMERENIQ).116. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2uxx; 0 < x; t < +1; (1)
0ut(0; t) = �Sux(0; t); 0 < t < +1; (2)u(x; 0) = f(x); 0 < x < +1; (3)1)rE^X IDET O ^ISLENNOM RAWENSTWE, A NE O SOWPADENII RAZMERNOSTEJ.

gL. III. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 331QWLQETSQ u(x; t) = 12ap�t +1Z�1 F (�) expn� (x� �)24a2t o d�;GDE F (x) = �f(x) PRI �1 < x < 0;f(x) PRI 0 < x < +1;f(x) = e�2x� 1�2 f 0(+0)+f(+0)+ xZ0 dz zZ0 �f 00(��) + �2f 0(��)	e��2(��z)d�;�2 = �Sa2C0 ;� | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI STERVNQ, S | PLO℄ADX POPERE^-NOGO SE^ENIQ, a2 | KO\FFICIENT TEMPERATUROPROWODNOSTI STERVNQ.uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ UTWERVDENIEM, SFORMULIROWANNYMW ZADA^E 82.117. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u1�t = a21 �2u1�x2 ; 0 < x < �(t);�u2�t = a22 �2u2�x2 ; �(t) < x < +1;9>=>; 0 < t < +1; (1)u1(�(t); t) = u2(�(t); t); u1(0; t) = U1; u2(+1; t) = U2; (2)GDE TEMPERATURA ZAMERZANIQ PRINQTA ZA NULX, x = �(t) | KOORDINATYFRONTA PROMERZANIQ�k1 �u1�x � k2 �u2�x �x=�(t) = Q� d�dt ; 0 < t < +1; (20)Q | SKRYTAQ TEPLOTA PLAWLENIQ, � | PLOTNOSTX MASSY VIDKOSTI,u2(x; 0) = U2; 0 < x < +1; (3)QWLQETSQ u1(x; t) = A1 +B1�� x2a1pt� ; (4)u2(x; t) = A2 +B2�� x2a2pt� ; (40)GDEA1 = U1; B1 = � U1�� �2a1 � ; A2 = � U2�� �2a2 �1� �� �2a2 � ; B2 = U21��� �2a2 � ;(5)� | KORENX TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQk1U1 expn� �24a21oa1�� �2a1 � + k2U2 expn� �24a22oa2 �1� �� �2a2 �� = �Q� p�2 �: (6)
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gLA W A IVurawneniq |llipti~eskogo tipax 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQM\LLIPTI^ESKOGO TIPA, I POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^1. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONA WODNORODNOJ SREDE.1. uRAWNENIE DLQ TEMPERATURY STACIONARNOGO TEPLOWOGO POLQ WODNORODNOJ IZOTROPNOJ SREDE IMEET WID�u = �f(x; y; z); (1)GDE f = Fk , F | PLOTNOSTX ISTO^NIKOW TEPLA, T. E. KOLI^ESTWO TEPLA,WYDELQ�℄EGOSQ W EDINICE OB_EMA W EDINICU WREMENI, k | KO\FFI-CIENT TEPLOPROWODNOSTI.kRAEWOE USLOWIE PERWOGO RODAu��� = f1OZNA^AET, ^TO NA POWERHNOSTI � ZADANA TEMPERATURA f1; USLOWIE WTO-ROGO RODA �u�n ����= f2; ILI � k �u�n ����= f2 (f2 = �f2k);| NA � ZADAN TEPLOWOJ POTOK WELI^INY f2; KRAEWOE USLOWIE TRETXEGORODA�u�n + hu����= f3; ILI � k �u�n = h(u� f3); h = kh; f3 = f3h ;| NA � PROISHODIT TEPLOOBMEN PO ZAKONU nX�TONA SO SREDOJ TEMPE-RATURY f3.nEOBHODIMYM USLOWIEM SU℄ESTWOWANIQ STACIONARNOJ TEMPERATURYDLQ WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I QWLQETSQ WYPOLNENIE RAWENSTWA Z� f2d� == 0, T. E. SUMMARNYJ POTOK TEPLA ^EREZ POWERHNOSTX� DOLVEN BYTX RA-WEN NUL�. nERAWNOMERNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY WYZYWAET TEP-LOWOJ POTOK, WELI^INA KOTOROGO PO ZAKONU fURXE RAWNA Q = �k gradu.pROEKCIQ EGO NA NAPRAWLENIE n, O^EWIDNO, RAWNA Qn = �k �u�n .

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 333rE[EN I E. pRI WYWODE URAWNENIQ (1) SLEDUET NAPISATX USLOWIETEPLOWOGO BALANSA DLQ PROIZWOLXNOGO OB_EMA I ZATEM WOSPOLXZOWATXSQFORMULOJ oSTROGRADSKOGO.uRAWNENIE TEPLOWOGO BALANSA DLQ OB_EMA T S GRANICEJ �, O^EWID-NO, IMEET WID Z� ��k �u�n� d� = ZT F d� ; (2)SLEWA | SUMMARNYJ POTOK ^EREZ �, SPRAWA | KOLI^ESTWO TEPLA, WY-DELQ�℄EGOSQ W OB_EME T .fORMULA oSTROGRADSKOGO DAETZT div(k gradu) d� = � ZT F d�; (3)OTKUDA W SILU PROIZWOLXNOSTI OB_EMA T I POSTOQNSTWA k POLU^AEMURAWNENIE (1).2. A) uRAWNENIE DIFFUZII W POKOQ℄EJSQ SREDE ESTX�u = 0; (1)GDE u(x; y; z) | KONCENTRACIQ.B) eSLI SREDA DWIVETSQ SO SKOROSTX� v = (vx; vy; vz), PRI^EMdiv v = 0, TO URAWNENIE DIFFUZII PRINIMAET WIDD�u� vx �u�x � vy �u�y � vz �u�z = 0; (2)GDE D | KO\FFICIENT DIFFUZII, vx, vy , vz | PROEKCII SKOROSTI vNA KOORDINATNYE OSI.eSLI vx = v, vy = vz = 0, TO URAWNENIE (2) PRINIMAET WID�u� vD �u�x = 0; (3)ILI uxx + uyy + uzz � vD ux = 0(URAWNENIE GAZOWOJ ATAKI).uKA Z AN I E. dIFFUZIONNYJ POTOK WE℄ESTWA PRI NERAWNOMERNOMRASPREDELENII KONCENTRACII RAWENQ = �D gradu: (4)kROME DIFFUZIONNOGO POTOKA NADO U^ESTX POTOK PERENOSA (TRANSLQ-CIONNYJ POTOK), RAWNYJ uv;TAK ^TO SUMMARNYJ POTOK RAWEN�D gradu+ uv:dLQ WYWODA URAWNENIJ (1) I (2) SLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ ZAKONOMSOHRANENIQ WE℄ESTWA DLQ PROIZWOLXNOGO OB_EMA I ZATEM PRIMENITXFORMULU oSTROGRADSKOGO (SM. RE[ENIE ZADA^I 1).
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gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 333rE[EN I E. pRI WYWODE URAWNENIQ (1) SLEDUET NAPISATX USLOWIETEPLOWOGO BALANSA DLQ PROIZWOLXNOGO OB_EMA I ZATEM WOSPOLXZOWATXSQFORMULOJ oSTROGRADSKOGO.uRAWNENIE TEPLOWOGO BALANSA DLQ OB_EMA T S GRANICEJ �, O^EWID-NO, IMEET WID Z� ��k �u�n� d� = ZT F d� ; (2)SLEWA | SUMMARNYJ POTOK ^EREZ �, SPRAWA | KOLI^ESTWO TEPLA, WY-DELQ�℄EGOSQ W OB_EME T .fORMULA oSTROGRADSKOGO DAETZT div(k gradu) d� = � ZT F d�; (3)OTKUDA W SILU PROIZWOLXNOSTI OB_EMA T I POSTOQNSTWA k POLU^AEMURAWNENIE (1).2. A) uRAWNENIE DIFFUZII W POKOQ℄EJSQ SREDE ESTX�u = 0; (1)GDE u(x; y; z) | KONCENTRACIQ.B) eSLI SREDA DWIVETSQ SO SKOROSTX� v = (vx; vy; vz), PRI^EMdiv v = 0, TO URAWNENIE DIFFUZII PRINIMAET WIDD�u� vx �u�x � vy �u�y � vz �u�z = 0; (2)GDE D | KO\FFICIENT DIFFUZII, vx, vy , vz | PROEKCII SKOROSTI vNA KOORDINATNYE OSI.eSLI vx = v, vy = vz = 0, TO URAWNENIE (2) PRINIMAET WID�u� vD �u�x = 0; (3)ILI uxx + uyy + uzz � vD ux = 0(URAWNENIE GAZOWOJ ATAKI).uKA Z AN I E. dIFFUZIONNYJ POTOK WE℄ESTWA PRI NERAWNOMERNOMRASPREDELENII KONCENTRACII RAWENQ = �D gradu: (4)kROME DIFFUZIONNOGO POTOKA NADO U^ESTX POTOK PERENOSA (TRANSLQ-CIONNYJ POTOK), RAWNYJ uv;TAK ^TO SUMMARNYJ POTOK RAWEN�D gradu+ uv:dLQ WYWODA URAWNENIJ (1) I (2) SLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ ZAKONOMSOHRANENIQ WE℄ESTWA DLQ PROIZWOLXNOGO OB_EMA I ZATEM PRIMENITXFORMULU oSTROGRADSKOGO (SM. RE[ENIE ZADA^I 1).



334 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQzAKON SOHRANENIQ WE℄ESTWA DLQ NEPODWIVNOJ POWERHNOSTI � ZA-PI[ETSQ TAK: Z� ��D �u�n + vnu� d� = 0;ILI ZT [div(D gradu)� div(vu)℄ d� = 0;OTKUDA WWIDU PROIZWOLXNOSTI OB_EMA T , A TAKVE USLOWIQ div v = 0 ISLEDUET URAWNENIE (2).3. uRAWNENIE DLQ POTENCIALA u \LEKTRI^ESKOGO POLQ W PUSTOTEIMEET WID �u = �4��;GDE � | OB_EMNAQ PLOTNOSTX ZARQDOW.fIZI^ESKIJ SMYSL KRAEWYH USLOWIJ PERWOGO I WTOROGO RODA: u��� == f | ZADAN POTENCIAL NA POWERHNOSTI �, �u�n ���� = f | ZADANA PLOT-NOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW.rE[EN I E. uRAWNENIQ, KOTORYM UDOWLETWORQET POLE STACIONAR-NYH RASPREDELENNYH ZARQDOW, POLU^A�TSQ IZ URAWNENIJ mAKSWELLA,ESLI WSE PROIZWODNYE PO WREMENI POLOVITX RAWNYMI NUL�. dLQ \LEK-TROSTATI^ESKOGO POLQ W NEPROWODQ℄EJ SREDE POLU^AEMrotE = 0; (1)divD = 4��; D = "E; (2)GDE " | DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ SREDY, � = �(M) | OB_EMNAQPLOTNOSTX ZARQDOW W TO^KE M .iZ URAWNENIQ rotE = 0 SLEDUET, ^TO E | POTENCIALXNYJ WEKTOR,PREDSTAWIMYJ W WIDE E = � gradu;GDE u = u(M) | POTENCIAL POLQ.uRAWNENIE (2) DAET div(" gradu) = �4��:eSLI " = 
onst, TO DLQ u POLU^AEM URAWNENIE�u = �4��" ;W PUSTOTE " = 1, I MY BUDEM IMETX�u = �4��:eSLI IME�TSQ PROWODQ℄IE POWERHNOSTI, TO NA NIH TANGENCIALXNAQSOSTAWLQ�℄AQ \LEKTRI^ESKOGO POLQ DOLVNA BYTX RAWNA NUL�:Es = ��u�s = 0;GDE ��s OZNA^AET DIFFERENCIROWANIE PO TANGENCIALXNOMU NAPRAWLE-NI� NA POWERHNOSTI. oTS�DA SLEDUET, ^TO NA POWERHNOSTI PROWODNIKAPOTENCIAL POSTOQNEN: u = 
onst;WNUTRI PROWODNIKA u = 
onst I E � 0.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 335eSLI PROWODNIK ZAZEMLEN, TO POTENCIALu = 0:pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW WY^ISLQETSQ PO FORMULE� = � 14� Dn = � "4� �u�n ; (3)GDE ��n OZNA^AET DIFFERENCIROWANIE PO NORMALI K POWERHNOSTI. zA-DAWAQ RASPREDELENIE POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA PROWODNIKE, MY POLU-^AEM USLOWIE �u�n ���� = f; f = �4��" :oDNAKO TAKAQ POSTANOWKA ZADA^I QWLQETSQ NEESTESTWENNOJ DLQ \LEK-TROSTATIKI; OBY^NO IZWESTEN POLNYJ ZARQD e NA POWERHNOSTI.pO\TOMUI℄ETSQ RE[ENIE URAWNENIQ �u = �4�� PRI KRAEWOM USLOWII u��� = u0,GDE u0 OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NORMIROWKI RE[ENIQ PO ZARQDU� Z� " �u�n d� = 4�e; GDE e = Z� � d� (SM. ZADA^U 7):4. wEKTOR NAPRQVENNOSTI MAGNITNOGO POLQ RAWEN H = � grad',POTENCIAL ' UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA�' = 0:rE[EN I E. eSLI MAGNITNOE POLE NE MENQETSQ WO WREMENI I TOKIOTSUTSTWU�T, TO ONO DOLVNO OPREDELQTXSQ URAWNENIQMIrotH = 0; (1)divB = 0: (2)iZ URAWNENIQ (1) SLEDUETH = � grad';PODSTAWLQQ \TO WYRAVENIE W FORMULU (2) I U^ITYWAQ ODNORODNOSTX IIZOTROPNOSTX SREDY (� = 
onst), POLU^AEM URAWNENIE lAPLASA.5. pOSKOLXKU WEKTOR \LEKTRI^ESKOGO POLQ E POTENCIALEN, TO�u = 0;A NA ZAZEMLENNOJ IDEALXNO PROWODQ℄EJ POWERHNOSTIu��� = 0;NA GRANICE S DI\LEKTRIKOM �u�n ���� = 0:rE[EN I E. bUDEM ISHODITX IZ URAWNENIJ mAKSWELLA W PROWODQ-℄EJ SREDE W STACIONARNOM SLU^AErotH = 4�
 j;rotE = 0;divE = 4��;div�H = 0: 9>>=>>; (1)
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336 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpRIMENQQ OPERACI� div K PERWOMU URAWNENI�, DLQ PLOTNOSTI TOKA jPOLU^AEM URAWNENIE div j = 0: (2)iZ URAWNENIJ rotE = 0 SLEDUET POTENCIALXNOSTX WEKTORA E,E = � gradu;GDE u = u(M) | SKALQRNYJ POTENCIAL.tAK KAK W SILU DIFFERENCIALXNOGO ZAKONA oMAj = �E (� | PROWODIMOSTX) (3)ILI j = �� gradu;TO DLQ ODNORODNOJ IZOTROPNOJ SREDY (� = 
onst) USLOWIE (2) DAET�u = 0:iZ URAWNENIJ (1) I (3) SLEDUET, ^TO � = 0 WNUTRI PROWODNIKA.1) nA ZAZEMLENNOJ IDEALXNO PROWODQ℄EJ POWERHNOSTI POTENCIALu = 0 (GRANI^NOE USLOWIE PERWOGO RODA).2) eSLI PROWODNIK GRANI^IT S DI\LEKTRIKOM, TO NA GRANICE RAZ-DELA NORMALXNAQ SOSTAWLQ�℄AQ PLOTNOSTI TOKA DOLVNA BYTX RAWNANUL�: jn = �� �u�n = 0;T. E. �u�n = 0(GRANI^NOE USLOWIE WTOROGO RODA).6. eSLI ' | POTENCIAL SKOROSTEJ STACIONARNOGO POTOKA NESVI-MAEMOJ VIDKOSTI, TAK ^TO v = grad';TO POTENCIAL ' UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA�' = 0:nA POWERHNOSTI TWERDOGO TELA, DWIVU℄EGOSQ S NEKOTOROJ SKO-ROSTX� v0, DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE�'�n ���� = v0n:eSLI TELO POKOITSQ, TO �'�n ���� = 0:eSLI SREDA PROSTIRAETSQ NEOGRANI^ENNO, TO NA BESKONE^NOSTI PRIr !1 POTENCIAL ' DOLVEN UDOWLETWORQTX OBY^NOMU USLOWI� REGU-LQRNOSTI.rE[EN I E. eSLI VIDKOSTX NESVIMAEMA, TO EE PLOTNOSTX � == 
onst. iZ URAWNENIQ NEPRERYWNOSTI (SOHRANENIQ WE℄ESTWA)���t + div(�v) = 0POLU^AEM USLOWIE NESVIMAEMOSTIdiv v = 0:

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 337tAK KAK PO USLOWI� SKOROSTX VIDKOSTI IMEET POTENCIALv = grad';TO div grad' = 0 ILI �' = 0.7. pERWAQ OSNOWNAQ ZADA^A \LEKTROSTATIKI STAWITSQ KAK PERWAQWNE[NQQ KRAEWAQ ZADA^A.tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� ', UDOWLETWORQ�℄U� URAWNENI� lAP-LASA �' = 0 WS�DU WNE ZADANNOJ SISTEMY PROWODNIKOW, OBRA℄A�℄U-�SQ W NULX NA BESKONE^NOSTI I PRINIMA�℄U� ZADANNYE ZNA^ENIQ 'iNA POWERHNOSTQH PROWODNIKOW:'���i = 'i:wTORAQ OSNOWNAQ ZADA^A \LEKTROSTATIKI STAWITSQ TAK.tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� ', UDOWLETWORQ�℄U� URAWNENI� lAP-LASA �'0 = 0 WNE ZADANNOJ SISTEMY PROWODNIKOW, OBRA℄A�℄U�SQ WNULX NA BESKONE^NOSTI, PRINIMA�℄U� NA POWERHNOSTQH PROWODNIKOWNEKOTORYE POSTOQNNYE ZNA^ENIQ'���i = 'iI UDOWLETWORQ�℄U� INTEGRALXNYM SOOTNO[ENIQM NA POWERHNOSTQHPROWODNIKOW I�i �'�n d� = �4�ei;GDE ei | POLNYJ ZARQD i-GO PROWODNIKA.eSLI ZADAN ODIN PROWODNIK T0 S POWERHNOSTX� �0, TO RE[ENIEWTOROJ ZADA^I \LEKTROSTATIKI MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE' = '0V (x; y; z);GDE V (x; y; z) | RE[ENIE PERWOJ WNE[NEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ OBLASTI,WNE[NEJ K PROWODNIKU T0, PRI USLOWII V = 1 NA �0; MNOVITELX '0OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ NORMIROWKII�0 �'�n d� = �4�e0I RAWEN '0 = � e014� Z�0 �V�n d� = e0C ;GDE C = � 14� Z�0 �V�n d� | EMKOSTX PROWODNIKA.2. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA W NEODNOROD-NYH SREDAH.8. sTACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY UDOWLETWORQETURAWNENI� div(k gradu) = �F (M);GDE k = k(M) | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI, F (M) | PLOTNOSTXISTO^NIKOW TEPLA W TO^KE M .22 b.m. bUDAK I DR.
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338 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpUSTX T | NEKOTORYJ OB_EM S GRANICEJ �, NA KOTOROJ ZADANA,NAPRIMER, TEMPERATURA u��� = f:eSLI KO\FFICIENT k(x; y; z) KUSO^NO-POSTOQNEN I TERPIT RAZRY-WY NA NEKOTOROJ POWERHNOSTI �1, TAK ^TOk = k1 = 
onst W T1;k = k2 = 
onst W T2 (T = T1 + T2);TO NA �1 DOLVNY WYPOLNQTXSQ USLOWIQ SOPRQVENIQu1 = u2;k1 �u1�n = k2 �u2�n ;) (1)PERWOE IZ KOTORYH OZNA^AET NEPRERYWNOSTX TEMPERATURY, A WTOROE|NEPRERYWNOSTX TEPLOWOGO POTOKA NA POWERHNOSTI RAZRYWA.zADA^A W \TOM SLU^AE STAWITSQ TAK:�u1 = � Fk1 W T1;�u2 = � Fk2 W T2;u��� = f;I NA �1 IME�T MESTO USLOWIQ SOPRQVENIQ DLQ u1 I u2.rE[EN I E. uRAWNENIE WYWODITSQ TAK VE, KAK I W ZADA^E 1.pERWOE USLOWIE SOPRQVENIQ u1 = u2 O^EWIDNO; WTOROE USLOWIEk1 �u1�n = k2 �u2�n MOVNO POLU^ITX, PRIMENQQ URAWNENIE BALANSA K BES-KONE^NO MALOMU CILINDRU T" WYSOTY 2h, POSTROENNOMU NA \LEMENTE d�POWERHNOSTI �1 PO OBE STORONY OT NEE, I PEREHODQ ZATEM K PREDELUPRI h! 0.kAK UVE OTME^ALOSX W RE[ENII ZADA^I 1, URAWNENIE TEPLOWOGOBALANSA IMEET WID Z� ��k �u�n� d� = ZT F d�; (2)OTKUDA W SILU PROIZWOLXNOSTI OB_EMA T I SLEDUET URAWNENIEdiv(k gradu) = F . pRIMENQQ (2) K CILINDRU T", POLU^IM (RIS. 38)���k �u�n�S1 d� + ��k �u�n�S2 d� + ZS3 ��k �u�n� d� = ZT F d�;GDE S1 | LEWOE, A S2 | PRAWOE OSNOWANIE CILINDRA, S3 | EGO BOKOWAQPOWERHNOSTX. pRI PREDELXNOM PEREHODE h ! 0 INTEGRALY IS^EZA�T,

rIS. 38

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 339TAK KAK �u�n I F OGRANI^ENY WS�DU. pREDPOLAGAQ SU℄ESTWOWANIE LEWOGOI PRAWOGO PREDELXNYH ZNA^ENIJ �u�n NA �1, POLU^AEMk1 �u1�n1 + k2 �u2�n2 = 0;WYBIRAQ ODNO NAPRAWLENIE NORMALI n2 = �n1 = n, MOVNO NAPISATXk1 �u1�n = k2 �u2�n NA �1:9. w NEODNORODNOM DI\LEKTRIKE DLQ POTENCIALA \LEKTROSTATI^ES-KOGO POLQ IMEEM div(" gradu) = �4��: (1)eSLI NA POWERHNOSTI RAZRYWA "(x; y; z) NET POWERHNOSTNYH ZARQDOW,TO MOVNO NAPISATXu1 = u2;"1 �u1�n = "2 �u2�n ) NA POWERHNOSTI RAZRYWA ";GDE CIFRY 1 I 2 SOOTWETSTWU�T ZNA^ENIQM WELI^IN PO RAZNYE STORONYPOWERHNOSTI RAZRYWA.eSLI "1 = 
onst W T1;"2 = 
onst W T2;GDE T1 I T2 | OBLASTI, RAZDELENNYE POWERHNOSTX� �1, TO DLQ POTEN-CIALA u = �u1 W T1;u2 W T2BUDEM IMETX �u1 = �4�� W T1;�u2 = �4�� W T2;u1 = u2;"1 �u1�n = "2 �u2�n ) NA �1:wTOROE USLOWIE SOPRQVENIQ OZNA^AET NEPRERYWNOSTX NORMALXNOJ SO-STAWLQ�℄EJ WEKTORA \LEKTRI^ESKOJ INDUKCIID = �" gradu; Dn = �" �u�n :uKA Z AN I E. dLQ WYWODA URAWNENIQ SLEDUET ISHODITX IZ URAW-NENIJ mAKSWELLA (SM. RE[ENIE ZADA^I 3), S^ITAQ TAM " FUNKCIEJPROSTRANSTWENNYH PEREMENNYH. wYWOD USLOWIJ SOPRQVENIQ SM. WZADA^E 8.pRI RE[ENII ZADA^I 3 MY IMEEME = � gradu;div "E = 4��:oTS�DA I SLEDUET URAWNENIE (1).uSLOWIQ SOPRQVENIQ WYWODQTSQ TAK VE, KAK I W ZADA^E 8. oTMETIMLI[X, ^TO PRI NALI^II POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA �1D1n �D2n = 4��;22�
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340 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQILI "1 �u1�n � "2 �u2�n = 4��;GDE � | PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA �1.10. eSLI H = � grad', TO W STACIONARNOM SLU^AEdiv(� grad') = 0;GDE ' = '(P ) | SKALQRNYJ POTENCIAL, � = �(P ) | MAGNITNAQ PRO-NICAEMOSTX SREDY W TO^KE P .uSLOWIQ SOPRQVENIQ NA POWERHNOSTI RAZRYWA KO\FFICIENTAMAGNITNOJ PRONICAEMOSTI IME�T WIDu1 = u2; �1 �u1�n = �2 �u2�n NA �1;GDE CIFRY 1 I 2 SOOTWETSTWU�T ZNA^ENIQM WELI^IN NA RAZNYH STORO-NAH POWERHNOSTI RAZRYWA �1.wTOROE USLOWIE OZNA^AET NEPRERYWNOSTX NORMALXNOJ SOSTAWLQ�-℄EJ WEKTORA MAGNITNOJ INDUKCII NA �1:B1n = B2n:kRAEWAQ ZADA^A DLQ KUSO^NO POSTOQNNOGO� = ��1 W T1;�2 W T2STAWITSQ PO ANALOGII S ZADA^AMI 8 I 9:�u1 = 0 W T1;�u2 = 0 W T2;A NA �1 | USLOWIE SOPRQVENIQ.uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 9.11. w SREDE S PEREMENNOJ PROWODIMOSTX� � = �(x; y; z) DLQ POTEN-CIALA \LEKTRI^ESKOGO POLQ POSTOQNNOGO TOKA IMEET MESTO URAWNENIEdiv(� gradu) = 0:eSLI � | POWERHNOSTX RAZRYWA �, TOu1 = u2; �1 �u1�n = �2 �u2�n NA �;WTOROE USLOWIE OZNA^AET NEPRERYWNOSTX NORMALXNOJ SOSTAWLQ�℄EJPLOTNOSTI TOKA NA POWERHNOSTI �: j1n = j2n, POSKOLXKUj = �� gradu:uKA Z AN I E. sM. ZADA^I 5, 8, 9, 10.u^ITYWAQ SOOTNO[ENIQE = � gradu;j = �E;div j = 0;POLU^AEM div(� gradu) = 0:uSLOWIQ SOPRQVENIQ WYWODQTSQ PO ANALOGII S ZADA^EJ 9.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 34112. pODOBIE PERE^ISLENNYH W USLOWII POLEJ USTANAWLIWAET SLE-DU�℄AQ TABLICA:|LEKTRI^ESKOEPOLE POSTOQN-NOGO TOKA pOTENCIAL u kO\FFICIENT\LEKTROPRO-WODNOSTI � pLOTNOSTX TOKAj = �� grad utEPLOPROWOD-NOSTX tEMPERATU-RA u kO\FFICIENTTEPLOPROWOD-NOSTI k pOTOK TEPLAQ = �k grad udIFFUZIQ kONCENTRA-CIQ u kO\FFICIENTDIFFUZII D pOTOK WE℄ESTWAj = �D grad u|LEKTROSTATIKA pOTENCIAL\LEKTRI^ES-KOGO POLQ u dI\LEKTRI-^ESKAQ POS-TOQNNAQ " wEKTOR \LEKTRI^ES-KOJ INDUKCIID = "E = �" grad umAGNITOSTATIKA pOTENCIALMAGNITNOGOPOLQ u mAGNITNAQPRONICAE-MOSTX � wEKTOR MAGNITNOJINDUKCIIB = �� gradupOTENCIALXNOETE^ENIE NESVIMA-eMOJ VIDKOSTI pOTENCIALSKOROSTEJ u 1 v = grad uwO WSEH SLU^AQH FUNKCIQ u UDOWLETWORQET URAWNENI� lAPLASA.uKA Z AN I E. sM. PREDYDU℄IE ZADA^I \TOGO PARAGRAFA I TAK-VE x 1 GL. II, ZADA^U 49.z AM E ^ AN I E. eSLI NA NEKOTOROJ POWERHNOSTI�1 KONSTANTY �, k,D, " ILI � TERPQT RAZRYW, TO NA �1 WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ SOPRQVENIQ,KOTORYE MOVNO PREDSTAWITX W WIDEu1 = u2; p1 �u1�n = p2 �u2�n NA �1;GDE u | ISKOMAQ FUNKCIQ, A p | ODIN IZ PARAMETROW �, k, D, ", �;CIFRY 1 I 2 SOOTWETSTWU�T PREDELXNYM ZNA^ENIQM RASSMATRIWAEMYHWELI^IN NA RAZNYH STORONAHPOWERHNOSTI �1; PRI \TOM div(p gradu) = 0.x 2. pROSTEJ[IE ZADA^I DLQ URAWNENIJ lAPLASA I pUASSONAzNA^ITELXNAQ ^ASTX RE[ENIJ ZADA^ \TOGO PARAGRAFA LIBO OBLA-DAET KRUGOWOJ ILI SFERI^ESKOJ SIMMETRIEJ, LIBO PROSTO ZAWISIT OTUGLOWYH KOORDINAT.nAPOMNIM WYRAVENIQ DLQ OPERATORA lAPLASA:1) W POLQRNOJ SISTEME KOORDINAT�2u = 1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 ;2) W SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT�u = 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2 ;
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342 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ3) W CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT�u = 1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 + �2u�z2 = �2u+ �2u�z2 :pRI RE[ENII NEKOTORYH ZADA^ SLEDUET PRINQTX WO WNIMANIE, ^TOURAWNENI� lAPLASA �2u = 0 UDOWLETWORQET POLINOMu = A(x2 � y2) +Bxy + Cx+Dy;GDE A, B, C, D | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE.1. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA.13. A) u = A; B) u = Aa x ILI u = Aa � 
os';W) u = A+By ILI u = A+B� sin';G) u = Axy ILI u = A2 �2 sin 2';D) u = A+ Ba y ILI u = A+ Ba � sin';E) u = A+B2 + B �A2a2 (x2 � y2) ILIu = A2 �1� �2a2 
os 2'�+ B2 �1 + �2a2 
os 2'�.uKA Z AN I E. pRI POSTROENII RE[ENIQ SLEDUET U^ESTX, ^TO x, y,xy, x2�y2 I IH LINEJNAQ KOMBINACIQ QWLQ�TSQ GARMONI^ESKIMI FUNK-CIQMI. w PRAWILXNOSTI RE[ENIQ SLEDUET UBEVDATXSQ NEPOSREDSTWEN-NOJ PODSTANOWKOJ NAJDENNOGO WYRAVENIQ DLQ u W URAWNENIEuxx + uyy = 0 ILI 1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 = 0I W GRANI^NOE USLOWIE.pROILL�STRIRUEM PRIEMY OTYSKANIQ RE[ENIQ NA PRIMERE 13, B).pEREHODQ OT PEREMENNYH (�; ') K PEREMENNYM (x; y), PEREPI[EM GRA-NI^NOE USLOWIE W WIDE u = Aa x:oTS�DA WIDNO, ^TO ISKOMYM RE[ENIEM QWLQETSQ GARMONI^ESKAQFUNKCIQ u(x; y) = Aa x ILI u(�; ') = Aa � 
os':14. zADA^I A) I G) POSTAWLENY NEPRAWILXNO, TAK KAK W SLU^AEWTOROJ KRAEWOJ ZADA^I �u = 0; �u�n ���C = fDOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE ZC f ds = 0;B) u(x; y) = Aax+ C ILI u(�; ') = Aa� 
os'+ C;W) u = A2 a(x2 � y2) + C ILI u(�; ') = A2 a�2 
os 2'+ C;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 343D) u = (A+ 0; 75B)y � 0; 253a2 [3(x2 + y2)y � 4y3℄ + CILI u(�; ') = (A+ 0; 75B)� sin'� B12a2 �3 sin 3'+ C:rE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I, KAK IZWESTNO, OPREDELQETSQ S TO^-NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ POSTOQNNOJ C.uKA Z AN I E. oSTANOWIMSQ LI[X NA RE[ENII ODNOGO PRIMERA, NA-PRIMER 14, B), W KOTOROM DANO�u�n ����=a = Ax:fUNKCIQ u = Dx ILI u = D� 
os' QWLQETSQ GARMONI^ESKOJ.dIF-FERENCIROWANIE PO NORMALI SOWPADAET S DIFFERENCIROWANIEMPO �. tREBUQ, ^TOBY ONA UDOWLETWORQLA KRAEWOMU USLOWI� PRI � = a,NAHODIM D = Aa, TAK ^TO u(x; y) = Aax ILI u(�; ') = Aa� 
os'.w PRIMERE D) SLEDUET RAZBITX f NA DWA SLAGAEMYH: f = f1(') ++ f2('), f1 = � sin', f2 = � sin 3', I ISKATX RE[ENIE W WIDEu = R1(�)f1(') +R2(�)f2('):15. A) u(�; ') = A; B) u(�; ') = Aa� 
os';W) u(�; ') = A+ Ba2� sin'; G) u(�; ') = 12 A a4�2 sin 2';D) u(�; ') = A+B a� sin';E) u(�; ') = A+B2 � A�B2 � a2�2 
os 2'.uKA Z AN I E. pEREJTI WS�DU K POLQRNYM KOORDINATAM. eSLI GRA-NI^NOE USLOWIE PRI � = a IMEET WIDu���=a = Ak 
os k';TO ISKATX RE[ENIE W WIDEu(�; ') = R(�) 
os k';GDE R(�) | FUNKCIQ, UDOWLETWORQ�℄AQ URAWNENI��2R00 + �R0 � k2R = 0I SLEDU�℄IM GRANI^NYM USLOWIQM:R(a) = Ak; jR(1)j <1:16. zADA^I A) I G) NE IME�T RE[ENIQ, TAK KAK NE WYPOLNQETSQUSLOWIE ZC �u�n ds = 0;B) u(�; ') = �Aa3� 
os'+ 
onst;
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os':14. zADA^I A) I G) POSTAWLENY NEPRAWILXNO, TAK KAK W SLU^AEWTOROJ KRAEWOJ ZADA^I �u = 0; �u�n ���C = fDOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE ZC f ds = 0;B) u(x; y) = Aax+ C ILI u(�; ') = Aa� 
os'+ C;W) u = A2 a(x2 � y2) + C ILI u(�; ') = A2 a�2 
os 2'+ C;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 343D) u = (A+ 0; 75B)y � 0; 253a2 [3(x2 + y2)y � 4y3℄ + CILI u(�; ') = (A+ 0; 75B)� sin'� B12a2 �3 sin 3'+ C:rE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I, KAK IZWESTNO, OPREDELQETSQ S TO^-NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ POSTOQNNOJ C.uKA Z AN I E. oSTANOWIMSQ LI[X NA RE[ENII ODNOGO PRIMERA, NA-PRIMER 14, B), W KOTOROM DANO�u�n ����=a = Ax:fUNKCIQ u = Dx ILI u = D� 
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os'.w PRIMERE D) SLEDUET RAZBITX f NA DWA SLAGAEMYH: f = f1(') ++ f2('), f1 = � sin', f2 = � sin 3', I ISKATX RE[ENIE W WIDEu = R1(�)f1(') +R2(�)f2('):15. A) u(�; ') = A; B) u(�; ') = Aa� 
os';W) u(�; ') = A+ Ba2� sin'; G) u(�; ') = 12 A a4�2 sin 2';D) u(�; ') = A+B a� sin';E) u(�; ') = A+B2 � A�B2 � a2�2 
os 2'.uKA Z AN I E. pEREJTI WS�DU K POLQRNYM KOORDINATAM. eSLI GRA-NI^NOE USLOWIE PRI � = a IMEET WIDu���=a = Ak 
os k';TO ISKATX RE[ENIE W WIDEu(�; ') = R(�) 
os k';GDE R(�) | FUNKCIQ, UDOWLETWORQ�℄AQ URAWNENI��2R00 + �R0 � k2R = 0I SLEDU�℄IM GRANI^NYM USLOWIQM:R(a) = Ak; jR(1)j <1:16. zADA^I A) I G) NE IME�T RE[ENIQ, TAK KAK NE WYPOLNQETSQUSLOWIE ZC �u�n ds = 0;B) u(�; ') = �Aa3� 
os'+ 
onst;



344 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQW) u(�; ') = �Aa52�2 
os 2'+ 
onst;D) u(�; ') = �(A+ 0; 75B) a2� sin'+ 0; 25B a33�3 sin 3'+ C.17. u = u(�) = u1 + (u2 � u1) ln (�=a)ln (b=a) .eMKOSTX EDINICY DLINY CILINDRI^ESKOGO KONDENSATORA RAWNAC = 1ln (b=a) :uKA Z AN I E. tAK KAK GRANI^NYE USLOWIQ NE ZAWISQT OT ', TOI RE[ENIE DOLVNO OBLADATX CILINDRI^ESKOJ SIMMETRIEJ, u = u(�).eMKOSTX C PROWODNIKA, OGRANI^ENNOGO POWERHNOSTX� �, OPREDE-LQETSQ WYRAVENIEMC = � 14�u0 Z� �u�n d� DLQ TREH IZMERENIJI C = � 12�u0 IL �u�n ds DLQ DWUH IZMERENIJ,GDE u0 | POTENCIAL PROWODNIKA, L | KONTUR,��u�n = En| NORMALXNAQ SOSTAWLQ�℄AQ WEKTORA \LEKTRI^ESKOGO POLQ.18. u(�; ') = u0� 'ILI u(x; y) = u0� ar
tg yx : (1)uKA Z AN I E. zAPISYWAQ URAWNENIE lAPLASA W POLQRNYH KOORDI-NATAH: �2u = 1� ��� ���u���+ 1�2 �2u�'2 = 0;WIDIM, ^TO FUNKCIQ, LINEJNAQ OTNOSITELXNO ', QWLQETSQ GARMONI^ES-KOJ FUNKCIEJ.19. u(x; y) = '1 + '22 + '2 � '1� ar
tg yx : (1)sRAWNENIE (1) S RE[ENIEM ZADA^I 18 POKAZYWAET, ^TO (1) SOOTWETSTWU-ET ^ASTNOMU SLU^A� � = � FORMULY (1) W ZADA^E 18.20. A) u = u0; B) u = u(r) = ar u0.21. u = u(r) = u2 + u1 � u21=a� 1=b �1r � 1b�.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 345uKA Z AN I E. rE[ENIE URAWNENIQ �u = 1r2 ddr �r2 dudr� = 0 IMEETWID u = u(r) = � + �r , GDE � I � OPREDELQ�TSQ IZ USLOWIJ u(a) = u1,u(b) = u2.22. C = "1=a� 1=b .uKA Z AN I E. u^ESTX, ^TO W PRISUTSTWII DI\LEKTRIKA PLOTNOSTXPOWERHNOSTNYH ZARQDOW RAWNA� = 14� Dn = � 14� " �u�n :23. eMKOSTX SFERI^ESKOGO KONDENSATORA RAWNAC = "11a + 1
 � "1"2 �1b � 1
� :rE[EN I E. tREBUETSQ RE[ITX KRAEWU� ZADA^U�u1 = 0 PRI a < r < 
;�u2 = 0 PRI 
 < r < b;GDE u1 I u2 UDOWLETWORQ�T PRI r = a I r = b GRANI^NYM USLOWIQMu1��r=a = 1; u2��r=b = 0I PRI r = 
 | USLOWIQM SOPRQVENIQu1 = u2;"1 �u1�r = "2 �u2�r :oB℄EE RE[ENIE IMEET WIDu(r) = 8<:u1 = A1r +A2 PRI a < r < 
;u2 = B1r +B2 PRI 
 < r < b:~ETYRE KO\FFICIENTA A1, A2, B1, B2 OPREDELQ�TSQ IZ DWUH GRANI^-NYH USLOWIJ PRI r = a I r = b I DWUH USLOWIJ SOPRQVENIQ PRI r = 
.w REZULXTATE POLU^AEMu1 = 1 +A1 �1r � 1a� ; u2 = "1"2 A1 �1r � 1b� ;GDE A1 = 11a � 1
 � "1"2 �1b � 1
� :eMKOSTX WY^ISLQETSQ PO FORMULEC = � "14� ZZ ��u�n�r=a a2 d
 = �"1a2 ��u�r �r=a = A1"1:24. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�2u1 = 1� dd� �� du1d� � = 0 PRI a < � < 
;
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;



346 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�2u2 = 1� dd� �� du2d� � = 0 PRI 
 < � < b;u1 = 1 PRI � = a; u2 = 0 PRI � = b;u1 = u2; "1 �u1�� = "2 �u2�� PRI � = 
:dLQ EMKOSTI POLU^AEM WYRAVENIEC = "1ln 
a + "1"2 ln b
 :pRI "1 = "2 = " IMEEM C = "ln (b=a) :uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDEu1 = A ln �+E; u2 = B ln �+D:25. pOTENCIAL POLQ RAWENu = u0 1r + "1 � "2"2 1
1a + "1 � "2"2 1
 PRI a < r < 
;u = u0 "1"2 1r1a + "1 � "2"2 1
 PRI r > 
:~ASTNYE SLU^AI:1) PRI 
 ! 1 POLU^AEM u = u0 ar PRI r > a | POTENCIAL PO-LQ SFERY RADIUSA a, ZARQVENNOJ DO POTENCIALA u0 I NAHODQ℄EJSQ WBESKONE^NOJ ODNORODNOJ SREDE;2) PRI "2 !1 (SREDA 2 IDEALXNO PROWODQ℄AQ)u = 8><>:u0 1=r � 1=
1=a� 1=
 ; ESLI a < r < 
;0; ESLI r > 
;3) ESLI "1 = "2, TOu = u0 ar (r > a) (SR. SO SLU^AEM 1)).uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 22. u^ESTX, ^TO NA BESKONE^NOSTI FUNK-CIQ u DOLVNA OBRA℄ATXSQ W NULX.26. |LEKTROSTATI^ESKOE POLEE = � gradu;GDE u | POTENCIAL, RAWNYJu = u(�) = u0 ln (b=�)ln (b=a) :

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 34727. rE[ENIE ZAWISIT TOLXKO OT PEREMENNOJ z I DAETSQ FORMULOJu = u(z) = u1 + (u2 � u1) zh :28. dLQ EMKOSTI EDINICY PLO℄ADI PLOSKOGO KONDENSATORA POLU-^AEM WYRAVENIQ:A) C = "4�h ; B) C = "14� �h1 + "1"2 (h� h1)� .29. iSKOMAQ GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ ZAWISIT TOLXKO OT PERE-MENNOJ y: u = u1 + (u2 � u1)yb :uKA Z AN I E. rE[ENIE ISKATX W WIDE GARMONI^ESKOGO POLINOMA.2. kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIQ pUASSONA.30. u = 14 (�2 � a2):uKA Z AN I E. iSKOMAQ FUNKCIQ u = u(�) OBLADAET KRUGOWOJ SIM-METRIEJ I OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ1� dd� �� dud�� = 1PRI USLOWII u(a) = 0.31. rE[ENIE SU℄ESTWUET, ESLI WYBRATXB = aA2 ;I OPREDELENO S TO^NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ POSTOQNNOJ:u = u(�) = A�24 + 
onst:32. A) u(�) = u2 + A4 (�2 � b2) + u1 � u2 + A4 (b2 � a2)ln b4 ln b� ;B) u(�) = u1 + A4 (�2 � a2) + b�C � Ab2 � ln �a ;W) u(�) = A�24 � a�aA2 �B� ln �+ 
onst.zADA^A W) IMEET RE[ENIQ LI[X PRIC = A(b2 � a2) + 2aB2b ;PRI^EM RE[ENIE ZADA^I W) OPREDELENO S TO^NOSTX� DO ADDITIWNOJPOSTOQNNOJ.33. A) eSLI �u = 1, u(a) = 0, TOu = u(r) = 16 (r2 � a2);
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348 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQB) ESLI �u = Ar +B, u(a) = 0, TOu(r) = A12 (r3 � a3) + B6 (r2 � a2):uKA Z AN I E. iSKOMAQ FUNKCIQ OBLADAET SFERI^ESKOJ SIMMET-RIEJ, u = u(r) I UDOWLETWORQET OBYKNOWENNOMU DIFFERENCIALXNOMUURAWNENI� S PRAWOJ ^ASTX�1r d2dr2 (ru) = f(r):34. A) u = u(r) = 16 (r2 � a2)� 16 ab(a+ b)�1a � 1r�;B) u = u(r) = A6 (r2�a2) + B2 (r�a)� ab hA6 (b+ a) + B2 i �1a � 1r�,PRI A = 1, B = 0 POLU^AEM PERWOE WYRAVENIE.uKA Z AN I E. rE[ENIE OBLADAET SFERI^ESKOJ SIMMETRIEJ u = u(r).x 3. fUNKCIQ ISTO^NIKAfUNKCIQ WLIQNIQ TO^E^NOGO ISTO^NIKA ILI PROSTO FUNKCIQ IS-TO^NIKA G(M; P ) PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ �u = �4��OPREDELQETSQ W TREHMERNOM SLU^AE 1) SLEDU�℄IMI USLOWIQMI:G(M; P ) = 14� 1rMP + v(M; P ); (1)GDE rMP =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2 | RASSTOQNIE MEVDU TO^KOJNABL�DENIQ M(x; y; z) I ISTO^NIKOM W TO^KE P (�; �; �), A v(M; P ) |FUNKCIQ, REGULQRNAQ I GARMONI^ESKAQ WS�DU W RASSMATRIWAEMOJ OB-LASTI T S GRANICEJ �. nA GRANICE � FUNKCIQ G UDOWLETWORQETUSLOWI� G��� = 0: (2)tAKIM OBRAZOM POSTROENIE FUNKCII ISTO^NIKA G W NEKOTOROJ OB-LASTI T SWODITSQ K RE[ENI� PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQlAPLASA �v = 0 W TPRI SPECIALXNOM GRANI^NOM USLOWIIv��� = � 14�rMP : (3)|LEKTROSTATI^ESKAQ INTERPRETACIQ FUNKCII ISTO^NIKAG(M; P ) O^E-WIDNA; \TO | POTENCIAL W TO^KE M \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, SOZDA-WAEMOGO WNUTRI OB_EMA T ZARQDOM WELI^INY e = 14� , SOSREDOTO^ENNYMW TO^KE P , ESLI GRANI^NAQ POWERHNOSTX� OBLASTI T QWLQETSQ IDEALXNOPROWODQ℄EJ I PODDERVIWAETSQ PRI NULEWOM POTENCIALE, T. E. ZAZEMLE-NA; ZDESX 14� 1r | POTENCIAL ZARQDA W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE,A v | POTENCIAL POLQ, INDUCIROWANNOGO ZARQDAMI NA �.1)sM. [7, GL. IV, x 4℄.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 349dLQ RQDA PROSTYH OBLASTEJ (POLUPROSTRANSTWO, SLOJ, SFERA I DR.)INDUCIROWANNOE POLE MOVET BYTX NAJDENO S POMO℄X� TAK NAZYWAEMO-GO METODA OTRAVENIJ, SU℄NOSTX KOTOROGO ZAKL�^AETSQ W TOM, ^TO WNERASSMATRIWAEMOJ OBLASTI PO OPREDELENNOMU ZAKONU POME℄A�TSQ ZARQ-DY. |TI ZARQDY NAZYWA�TSQ IZOBRAVENIQMI, ILI �OBRAZAMI�, ISHOD-NOGO ZARQDA OTNOSITELXNO DANNOJ GRANICY. w SLU^AE PLOSKOJ GRANICY�OBRAZY� QWLQ�TSQ ZERKALXNYMI IZOBRAVENIQMI ORIGINALA W PLOS-KOSTI ILI PLOSKOSTQH, ESLI OBLASTX OGRANI^ENA NESKOLXKIMI PLOS-KOSTQMI. w SLU^AE SFERI^ESKIH GRANIC DLQ POSTROENIQ IZOBRAVENIQPRIMENQETSQ PREOBRAZOWANIE OBRATNYH RADIUSOW (INWERSIQ) 1).w NASTOQ℄EM PARAGRAFE POME℄ENY LI[X TE ZADA^I, KOTORYE MO-GUT BYTX RE[ENY METODOM IZOBRAVENIQ.eSLI FUNKCIQ ISTO^NIKA G(M; P ) IZWESTNA, TO RE[ENIE PERWOJKRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ�u = �F W T (4)PRI USLOWII NA GRANICE u��� = f (5)MOVET BYTX NAJDENO W INTEGRALXNOJ FORMEu(M) = � Z� f(P ) �G�nP d�P + ZT G(M; P )F (P )d�P ; (6)GDE �G�n | PROIZWODNAQ FUNKCII G NA GRANICE �, WZQTAQ PO NAPRAWLE-NI� WNE[NEJ NORMALI K �.bOLX[INSTWO ZADA^ NASTOQ℄EGO PARAGRAFA WZQTO IZ \LEKTROSTA-TIKI. oBY^NO POMIMO POTENCIALA POLQ INTERESU�TSQ POWERHNOSTNOJPLOTNOSTX� ZARQDOW, INDUCIROWANNYH NA PROWODNIKAH, A TAKVE EM-KOSTX� PROWODNIKOW. wWEDEM NEOBHODIMYE PONQTIQ.pOWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX ZARQDOW NA PROWODNIKE S POWERHNOSTX� S,POME℄ENNOM W SREDU S DI\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ ", RAWNA� = � "4� ��u�n�S ;GDE n | WNE[NQQ NORMALX K POWERHNOSTI S.pOLNYJ ZARQD, RASPREDELENNYJ NA S, DAETSQ INTEGRALOMe0 = ZZS � dS:eMKOSTX PROWODNIKA S OPREDELQETSQ PO FORMULEC = e0V 0 ;GDE V 0 | POTENCIAL PROWODNIKA S.dLQ DWUMERNOJ OBLASTI D S GRANICEJ L FUNKCIQ ISTO^NI-KA G(M; P ) OPREDELQETSQ ANALOGI^NOG(M; P ) = 12� ln 1rMP + v(M; P ); (7)1)sM. [7, GL. IV, x 4℄.
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350 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQG��L = 0; (8)GDE v(M; P ) | REGULQRNAQ W D GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ, T. E. W \TOMSLU^AE FUNKCIQ G IMEET LOGARIFMI^ESKU� OSOBENNOSTX W ISTO^NIKE.1. fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ OBLASTEJ S PLOSKIMI GRANI-CAMI.35. pOTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA e RAWENu = e� 1r0 � 1r1� ; (1)GDE r0 =MP =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2;r1 =MP1 =p(x � �)2 + (y � �)2 + (z + �)2;M(x; y; z) | TO^KA NABL�DENIQ, P (�; �; �) | TO^KA, W KOTOROJ NA-HODITSQ ZARQD, A P1(�; �; ��) | EGO IZOBRAVENIE W PLOSKOSTI z = 0.pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW� = � 14� ��u�z �z=0 = � e2� �[(x� �)2 + (y � �)2 + �2℄3=2 :pOLNYJ ZARQD, RASPREDELENNYJ NA PLOSKOSTI z = 0, RAWENe0 = 1ZZ�1 � dx dy = �e:fUNKCIQ ISTO^NIKA PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA WPOLUPROSTRANSTWE, O^EWIDNO, RAWNAG(M; P ) = 14� � 1r0 � 1r1� ; (2)A RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I W POLUPROSTRANSTWE z > 0 DAETSQFORMULOJu(M) = 14� 1ZZ�1 2z[(x� �)2 + (y � �)2 + z2℄3=2 f(�; �) d� d�: (3)rE[EN I E. oTRAVAQ ZERKALXNO W PLOSKOSTI z = 0 ZARQD e, POME-℄ENNYJ W TO^KE P (�; �; �), POLU^IM W TO^KE P1(�; �; ��) ZARQD WELI-^INOJ �e; EGO POTENCIAL W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE RAWEN � er1 .nETRUDNO ZAMETITX, ^TO1r0 ���z=0= 1r1 ���z=0= 1p(x� �)2 + (y � �)2 + �2I � 1r0 � 1r1�z=0 = 0;T. E. ZARQDY e(P ) I �e(P1) KOMPENSIRU�T DRUG DRUGA NA PLOSKOSTI z == 0. pO\TOMU, POLXZUQSX PRINCIPOM SUPERPOZICII, DLQ ISKOMOGO PO-TENCIALA BUDEM IMETX u = e� 1r0 � 1r1� :

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 351fUNKCIQ ISTO^NIKA G(M; P ) SOOTWETSTWUET e = 14� . wY^ISLQQ ZATEMNORMALXNU� PROIZWODNU���G�� ��=0 = 2z4�[(x� �)2 + (y � �)2 + z2℄3=2I POLXZUQSX FORMULOJ (6), NA S. 357, POLU^AEM RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJZADA^I �u = 0 (z > 0); u��z=0 = f(x; y):36. pOTENCIAL ZARQDA e(P0) RAWENu = 4�eG; G(M; P ) = 14� 1Xn=�1� 1rn � 1r0n� ; (1)GDE rn =p(x � �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl + �)℄2;r0n =p(x � �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl � �)℄2;ZARQD NAHODITSQ W TO^KE P0(�; �; �), M(x; y; z) | TO^KA NABL�DENIQ.rQD (1), A TAKVE RQDY, POLU^A�℄IESQ PO^LENNYM DIFFERENCIRO-WANIEM RQDA (1), SHODQTSQ RAWNOMERNO I ABSOL�TNO W OBLASTI 0 < z < l.rE[EN I E. dLQ POSTROENIQ RQDA (1) NADO PROIZWODITX POSLEDO-WATELXNYE OTRAVENIQ W PLOSKOSTQH z = 0 I z = l (RIS. 39) I NAJTI

rIS. 39
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rIS. 39



352 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPOLOVENIE IZOBRAVENIJ| �ISTO^NIKOW� I �STOKOW�. pROIZWEDQ OTRA-VENIE W PLOSKOSTI z = 0, POLU^IM FUNKCI�u0 = e� 1r0 � 1r00� ;KOTORAQ UDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLOWI� u = 0 PRI z = 0 I NE UDOW-LETWORQET USLOWI� u = 0 PRI z = l; PROIZWODQ ZATEM OTRAVENIE W PLOS-KOSTI z = l, POLU^IMu1 = e �� 1r0 � 1r00�+� 1r1 � 1r01�� ;TAK ^TO u1 = 0 PRI z = l I u1 6= 0 PRI z = 0. pRODOLVAQ \TOT PROCESSPOO^EREDNOGO OTRAVENIQ W PLOSKOSTQH z = 0 I z = l, MY PRIHODIM KRQDU (1).iMEQ W WIDU, ^TO PRI KAVDOM OTRAVENII ZARQD e PEREHODIT W ZA-RQD �e I OBRATNO, NETRUDNO USTANOWITX, ^TO KOORDINATY IZOBRAVENIJWYRAVA�TSQ FORMULOJ +e �n = 2nl+ �;�e � 0n = 2nl� �;GDE n | CELYE ^ISLA, PRINIMA�℄IE ZNA^ENIQ W PREDELAH OT �1DO +1. pOLXZUQSX PRINCIPOM SUPERPOZICII I SUMMIRUQ DEJSTWIE WSEHIZOBRAVENIJ e(Pn) I �e(P 0n) I REALXNOGO ZARQDA e(P ), POLU^AEMRQD (1).dOKAVEM, ^TO \TOT RQD RAWNOMERNO SHODITSQ. dLQ \TOGO RASSMOT-RIM EGO n-J ^LEN an = 1rn � 1r0n :pOLXZUQSX TEOREMOJ O SREDNEM ZNA^ENII, BUDEM IMETXan = 2� � ��� � 1rn���=�� = 2�[z � (2nl + ��)℄r�n2r�n (0 < �� < l);OTKUDA SLEDUET janj < 2l(r�n)2 < 2(2n� 1)2l = bn;TAK KAK �� < ljz � ��j < l I, SLEDOWATELXNO,r�n =p(x� �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl + ��)℄2 > (2n� 1)l:pOLU^ENNAQ OCENKA POKAZYWAET, ^TO RQD 1Pn=�1an SHODITSQ RAWNO-MERNO I ABSOL�TNO, TAK KAK MAVORANTNYJ RQD 1Pn=�1 bn SHODITSQ.dOKAVEM TEPERX RAWNOMERNU� SHODIMOSTX W SLOE 0 < z < l RQDOW,POLU^ENNYH ODNO- I DWUKRATNYM PO^LENNYM DIFFERENCIROWANIEM RQ-DA (1).oCENIM PROIZWODNYE:��� ��z � 1rn���� 6 ����� 1r2n z � (2nl + �)rn ���� < 1r2n ; TAK KAK ����z � (2nl + �)rn ���� < 1;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 353���� ��z � 1r0n����� 6 ����� 1r0n2 z � (2nl � �)r0n2 ���� < 1r0n2 ; TAK KAK ����z � (2nl � �)r0n ���� < 1;�2�z2 � 1rn� = ��z �� 1r2n z � (2nl+ �)rn � = 3[z � (2nl + �)℄2r5n � 1r3n ;���� �2�z2 � 1rn����� < 3r3n + 1r3n = 4r3n :u^ITYWAQ, DALEE, NERAWENSTWA rn > jnj l, r0n > jnj l, POLU^AEM����an�z ��� < 2n2l2 = b(1)n ; �����2an�z2 ���� < 8n3l3 = b(2)n ;OTKUDA I SLEDUET ABSOL�TNAQ I RAWNOMERNAQ SHODIMOSTX RQDOW 1Pn=�1�an�zI 1Pn=�1�2an�z2 , POSKOLXKU RQDY 1Pn=�1 b(1)n I 1Pn=�1 b(2)n SHODQTSQ. aNALO-GI^NO DOKAZYWAETSQ RAWNOMERNAQ SHODIMOSTX RQDOWn=+1Xn=�1 �an�x ; n=+1Xn=�1 �an�y ; n=+1Xn=�1 �2an�x2 ; n=+1Xn=�1 �2an�y2 :tAKIM OBRAZOM RQD (1) MOVNO DIFFERENCIROWATX DWAVDY.pO\TOMU RQD (1) BEZ ^LENA 1r0 WS�DU W SLOE 0 < z < l UDOWLETWORQ-ET URAWNENI� lAPLASA, POSKOLXKU WSE EGO SLAGAEMYE UDOWLETWORQ�T\TOMU URAWNENI�. pERWYJ ^LEN 1r0 DAET NUVNU� OSOBENNOSTX W ISTO^-NIKE.37. pRQMOUGOLXNYE SOSTAWLQ�℄IE \LEKTRI^ESKOGO POLQ RAWNYEx = � I4�� 1Pn=�1 ��x � 1rn + 1r0n� ;Ey = � I4�� 1Pn=�1 ��y � 1rn + 1r0n� ;Ez = � I4�� 1Pn=�1 ��z � 1rn + 1r0n� ;
9>>>>>>>=>>>>>>>; (1)GDE � | PROWODIMOSTX SREDY, I | MO℄NOSTX ISTO^NIKA TOKA,rn =p(x� �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl+ �)℄2;r0n =p(x� �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl� �)℄2:) (2)rQDY DLQ KOMPONENT POLQ Ex, Ey, Ez SHODQTSQ RAWNOMERNO I ABSOL�T-NO I PREDSTAWLQ�TFUNKCII DWAVDY DIFFERENCIRUEMYE, SLEDOWATELX-NO, UDOWLETWORQ�℄IE URAWNENI� �u = 0 WS�DU, KROME TO^KI r0 = 0(x = �, y = �, z = �), W KOTOROJ ONI IME�T NUVNU� OSOBENNOSTXEx = � I4�� ��x � 1r0 �+ : : : ; Ey = � I4�� ��y � 1r0�+ : : : ;Ez = � I4�� ��z � 1r0�+ : : : (3)23 b.m. bUDAK I DR.
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9>>>>>>>=>>>>>>>; (1)GDE � | PROWODIMOSTX SREDY, I | MO℄NOSTX ISTO^NIKA TOKA,rn =p(x� �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl+ �)℄2;r0n =p(x� �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl� �)℄2:) (2)rQDY DLQ KOMPONENT POLQ Ex, Ey, Ez SHODQTSQ RAWNOMERNO I ABSOL�T-NO I PREDSTAWLQ�TFUNKCII DWAVDY DIFFERENCIRUEMYE, SLEDOWATELX-NO, UDOWLETWORQ�℄IE URAWNENI� �u = 0 WS�DU, KROME TO^KI r0 = 0(x = �, y = �, z = �), W KOTOROJ ONI IME�T NUVNU� OSOBENNOSTXEx = � I4�� ��x � 1r0 �+ : : : ; Ey = � I4�� ��y � 1r0�+ : : : ;Ez = � I4�� ��z � 1r0�+ : : : (3)23 b.m. bUDAK I DR.



354 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. kAVDAQ IZ KOMPONENT POLQ Ex, Ey, Ez UDOWLETWORQ-ET URAWNENI� lAPLASA, TAK ^TO �E = 0, I IMEET TREBUEMU� OSOBEN-NOSTX (3) W ISTO^NIKE.pRI z = 0 DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIEEz = 0: (4)pOME℄AQ ISTO^NIKI MO℄NOSTI I W TO^KAH �n = 2nl� � I � 0n == 2nl+ �, SUMMIRUQ POLQ OT \TIH ISTO^NIKOWE = � I4�� 1Xn=�1 grad� 1rn + 1r0n� : (5)gRANI^NOE USLOWIE (4) BUDET WYPOLNENO, TAK KAK��z � 1rn� ���z=0= � ��z � 1r0n� ���z=0= �(2nl+ �)f(x� �)2 + (y � �)2 + (2nl + �)2g3=2 :rAWNOMERNAQ I ABSOL�TNAQ SHODIMOSTX RQDA (5) NE WYZYWAET SOMNE-NIQ, POSKOLXKU ��� ��z � 1rn���� = ����z � (2nl + �)r3n ���� 6 1r2n < An2 ;GDE A | NEKOTORAQ POSTOQNNAQ.eSLI SUMMIROWATX NE POLQ OTDELXNYH ISTO^NIKOW, A IH POTEN-CIALY, TO POLU^AETSQ RQDI4�� 1Xn=�1� 1rn + 1r0n� ; (6)KOTORYJ RASHODITSQ, TAK KAK EGO ^LENY POLOVITELXNY I IME�T PORQ-DOK 1=n.pO^LENNOE DIFFERENCIROWANIE RQDA (6) WOZMOVNO, TAK KAK PRI\TOM POLU^A�TSQ RAWNOMERNO I ABSOL�TNO SHODQ℄IESQ RQDY.38. i℄ETSQ RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�u = 0 WNUTRI SLOQ 0 < z < l;u��z=0 = 0; �u�z ���z=l= 0PRI USLOWII, ^TO W TO^KE P (z = �; x = �; y = �) POTENCIAL u IMEETOSOBENNOSTX u � I4�� 1r0 ;r0 =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2:mETOD IZOBRAVENIJ DAETu(M; P ) = I4�� 1Xn=�1� 1rn � 1r0n� ; (1)GDE rn =p(x � �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl + (�1)n�)℄2;r0n =p(x � �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl � (�1)n�)℄2:

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 355

rIS. 40uKA Z AN I E. iSTO^NIKI I I STOKI �I NAHODQTSQ SOOTWETSTWENNOW TO^KAH (RIS. 40)x = �; y = �; z = �n = 2nl + (�1)n�;x = �; y = �; z = � 0n = 2nl � (�1)n�:sHODIMOSTX I DIFFERENCIRUEMOSTX RQDA (1) DOKAZYWAETSQ PO ANALO-GII S ZADA^EJ 36.39. fUNKCIQ TO^E^NOGO ISTO^NIKA, POME℄ENNOGO W TO^KE P0(�; �; �)PRI GRANI^NOM USLOWII ��u�z + hu�z=0 = 0; (1)DAETSQ FORMULOJG(x; y; z; �; �; �) == 14�� 1r0 + 1r00 � 2 1Z� e�h(��s) dsp(x� �)2 + (y � �)2 + (z + s)2 �;23�
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356 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE r0 =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2;r00 =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)2:rE[EN I E. iSTO^NIK e(P0) I STOK �e(P 00) DA�T NA PLOSKOSTI z == 0 USLOWIE �u�z = 0 PRI z = 0. w NA[EJ ZADA^E �u�z = �hu PRI z == 0. pO\TOMU MY I℄EM RE[ENIE W WIDE SUMMY ^LENOW, SOOTWETSTWU�-℄IH e(P0) I �e(P 00), I DOBAWKI WIDA v(x� �; y � �; z + �), POLAGAQG = 14� � 1r0 + 1r00�+ v(x� �; y � �; z + �): (2)pODSTAWLQQ (2) W (1) I U^ITYWAQ, ^TO �v�z = �v�� , POLU^AEM��v�� + hv�z=0 = 12� 1p�2 + �2 ; �2 = (x� �)2 + (y � �)2:rE[AQ \TO URAWNENIE I ZAMENQQ � NA z + �, POLU^AEMv(x� �; y � �; z + �) = 12� 1Z�+z e�n(��s) dsp�2 + (z + s)2 ; (3)ILI v = 12� 1Z�+z e�n(�+z�s) dsp�2 + s2 : (4)40. u = u36(x; y; z; �; �; �) � u36(x; y; z; ��; �; �), GDE u36 |RE[ENIE ZADA^I 36, ILI W RAZWERNUTOM WIDEu = e 1Xn=�1� 1rn � 1r0n � 1rn + 1r0n� ; (1)GDE rn =p(x� �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl+ �)℄2;r0n =p(x� �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl� �)℄2;rn =p(x � �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl + �)℄2;r0n =p(x � �)2 + (y � �)2 + [z � (2nl � �)℄2: (2)41. |LEKTRI^ESKOE POLE E = � gradu, GDE u = u(�; '; z) | PO-TENCIAL, OPREDELQEMYJ FORMULOJu = e n�1Xk=0� 1rk � 1r0k� ;GDE rk =MPk =p�2 + s2 � 2�s 
os['� ( + 2�k)℄ + (z � �)2;r0k =MP 0k =p�2 + s2 � 2�s 
os['� (2�k �  )℄ + (z � �)2;� = �n ;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 357M = M(�; '; z) | TO^KA NABL�DENIQ, P = P (s;  ; �) | TO^KA, WKOTOROJ RASPOLOVEN ISTO^NIK.uKA Z AN I E. pEREJTI K CILINDRI^ESKIM KOORDINATAM �, ', z, NA-PRAWIW OSX z WDOLX REBRA DWUGRANNOGO UGLA; PRI ZERKALXNOM OTRA-VENII ISTO^NIK POWTORITSQ 2n � 1 RAZ, PO\TOMU ISKOMYJ POTENCIALMOVET BYTX POLU^EN PUTEM SUMMIROWANIQ POTENCIALOW 2n ZARQDOW.pRI OTRAVENII ZARQDA W STORONAH DWUGRANNOGO UGLA WSE EGO IZ-OBRAVENIQ BUDUT NAHODITXSQ NA OKRUVNOSTI RADIUSA s, LEVA℄EJ WPLOSKOSTI z = �, PO ABSOL�TNOJ WELI^INE ONI RAWNY ISHODNOMU ZARQ-DU I ^EREDU�TSQ PO ZNAKAM.zARQDY +e NAHODQTSQ W TO^KAH Pk(s; 2�k+ ; �); ZARQDY �e NAHO-DQTSQ W TO^KAH P 0k(s; 2�k �  ; �), GDE k MENQ�TSQ W PREDELAH OT NULQDO n� 1.nETRUDNO WIDETX, ^TO ZARQDY PROTIWOPOLOVNYH ZNAKOW SIM-METRI^NO RASPOLOVENY OTNOSITELXNO PLOSKOSTEJ ' = 0 I ' = �. wSAMOM DELE, ZARQDU Pk (' = 2�k +  ) SOOTWETSTWUET ZARQD P 0n�k(' = 2�(n� k)�  ), SIMMETRI^NYJ OTNOSITELXNO PLOSKOSTI ' = 0;ANALOGI^NO, ZARQDU Pk (' = 2�k �  ) SOOTWETSTWUET ZARQD P 0n�k+1(' = 2�(n� k + 1)�  ), SIMMETRI^NYJ OTNOSITELXNO PLOSKOS-TI ' = �.zAMETIM, ^TO PRI � = � FORMULA (1) DAET RE[ENIE ZADA^I 35.42. pOTENCIAL ZARQDA e DAETSQ SUMMOJu = n�1Xk=0[u36(�; '; z; s; 2�k+ ; �)�u36(�; '; z; s; 2�k� ; �)℄; � = �n ;GDE u36 | RE[ENIE ZADA^I 36, WYRAVENIE DLQ KOTOROGO W CILINDRI-^ESKOJ SISTEME KOORDINAT IMEET WIDu36(M; P ) = u36(�; '; z; s;  ; �) = e 1Xn=�1� 1rn � 1r0n� ;PRI^EM rn =p�2 + s2 � 2�s 
os('�  ) + [z � (2nl+ �)℄2;r0n =p�2 + s2 � 2�s 
os('�  ) + [z � (2nl� �)℄2:pRI � = � POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I 36, PRI l !1 IMEEMu = n�1Xk=0[u35(�; '; z; s; 2�k +  ; �)� u35(�; '; z; s; 2�k �  )℄;GDE u35 | RE[ENIE ZADA^I 35.uKA Z AN I E. oTRAVAQ ZARQD W PLOSKOSTQH z = 0 I z = l, MYNAJDEM POTENCIAL ZARQDA W SLOE 0 6 z 6 l, POSLE ^EGO W SOOTWETSTWIIS RE[ENIEM ZADA^I 41 PROIZWODIM OTRAVENIE W GRANQH UGLA.43. sTACIONARNOE RASPREDELENIE TEMPERATURY W POLQRNOJ SISTE-ME KOORDINAT DAETSQ FORMULOJu = Q
�0 n�1Xk=0� 1rk + 1r0k� ;
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358 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE rk =p�2 + s2 � 2�s 
os['� (2�k +  )℄ + (z � �)2;r0k =p�2 + s2 � 2�s 
os['� (2�k �  )℄ + (z � �)2;Q| MO℄NOSTX TEPLOWOGO ISTO^NIKA, POME℄ENNOGO W TO^KUM0(s;  ; �),M = M(�; '; z) | TO^KA NABL�DENIJ, 
�0 | TEPLOEMKOSTX EDINICYOB_EMA.uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDEu = Q
� 1r0 + v; r0 = rMM0 =p�2 + s2 � 2�s 
os('�  ) + (z � �)2;GDE v | WS�DU REGULQRNAQ GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ; FUNKCIQ u UDOW-LETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM WTOROGO RODA� �u�'�'=0; � = 0:fUNKCIQ v I℄ETSQ METODOM IZOBRAVENIQ PO ANALOGII S ZADA^EJ 41.44. u(�; ') = V �1� '��.uKA Z AN I E. sLEDUET NAJTI FUNKCI� ISTO^NIKA WNUTRI UGLAG1(�; '; s;  ) = 12� n�1Xk=0 ln r0krk(SM. ZADA^I 41{43) I WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ gRINAu(�; ') = �V 1Z0 ��G� � =� ds:45. u(x; y) = V �1� 12� ar
tg yx�.uKA Z AN I E. pOSTROITX FUNKCI� G(M; P ) DLQ POLUPLOSKOSTIG(x; y; �; �) = 12� ln r00r0 :rE[ENIE MOVNO TAKVE POLU^ITX IZ RE[ENIQ ZADA^I 44, POLOVIW TAM� = � I PEREJDQ K DEKARTOWYM KOORDINATAM x; y.46. eSLI OSX z NAPRAWLENA WDOLX ODNOGO IZ REBER, TAK ^TO PER-PENDIKULQRNOE SE^ENIE LEVIT W PLOSKOSTI (x; y), TO POTENCIAL RAWENu = e 1Xm=�1 1Xn=�1� 1rmn � 1r0mn + 1rmn � 1r0mn� ;GDE rmn =p[x� (2ma+ �)℄2 + [y � (2nb+ �)℄2 + (z � �)2;r0mn =p[x� (2ma� �)℄2 + [y � (2nb� �)℄2 + (z � �)2;rmn =p[x� (2ma+ �)℄2 + [y � (2nb� �)℄2 + (z � �)2;r0mn =p[x� (2ma� �)℄2 + [y � (2nb+ �)℄2 + (z � �)2;GDE a I b | STORONY PRQMOUGOLXNIKA.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 359uKA Z AN I E. pOKRYTX WS� PLOSKOSTX (x; y) PRQMOUGOLXNIKAMI,POLU^A�℄IMISQ IZ SE^ENIQ DANNOGO CILINDRA PUTEM SDWIGA NA WELI-^INU bn WDOLX OSI y I NA WELI^INU am WDOLX OSI x. oB_EDINQQ ^ETYREPODOBNYH PRQMOUGOLXNIKA, LEVA℄IH WNUTRI OBLASTI �a 6 x 6 a,�b 6 y 6 b, W ODNU GRUPPU I BERQ NE^ETNYE OTRAVENIQ WO WSEH STO-RONAH, MY POLU^AEM PERWOE SLAGAEMOE SUMMY RQDA. pEREME℄AQ ZATEMWS� GRUPPU PO OSQM x I y NA 2am I 2bn, POLU^IM OSTALXNYE ^LENYRQDA.47. nAPRAWIM OSX x WDOLX ODNOGO IZ KATETOW, POMESTIW NA^ALOKOORDINAT W WER[INU PRQMOGO UGLA. tOGDA RE[ENIE ZADA^I MOVNO ZA-PISATX W WIDEu(x; y; z; �; �; �) = u46(x; y; z; �; �; �)� u46(x; y; z; �; �; �)(0 6 x 6 a; y 6 x);GDE u46 | RE[ENIE ZADA^I 46 DLQ CILINDRA S KWADRATNYM SE^ENIEM,PRI^EM STORONA KWADRATA RAWNA a.uKA Z AN I E. pLOSKOSTX x = y DELIT CILINDR S KWADRATNYM SE^E-NIEM NA DWA SIMMETRI^NYH CILINDRA S SE^ENIQMI W WIDE PRQMOUGOLX-NYH RAWNOBEDRENNYH TREUGOLXNIKOW. tO^KE (�; �; �) (� < �) ODNOGOCILINDRA SOOTWETSTWUET SIMMETRI^NAQ TO^KA (�; �; �) DRUGOGO CI-LINDRA. bERQ RE[ENIE ZADA^I DLQ CILINDRA S KWADRATNYM SE^ENIEMS POL�SAMI W SIMMETRI^NYH TO^KAH, MY POLU^AEM ISKOMOE RE[ENIEZADA^I.48. rE[ENIE u = u(x; y; z) IMEET WIDu = u46(x; y; z; �; �; �)� u46(x; y; z; �; �; ��);GDE u46(x; y; z; �; �; �) | RE[ENIE ZADA^I 46.uKA Z AN I E. nA PLOSKOSTI z = 0 WYPOLNQETSQ GRANI^NOE USLO-WIE u = 0, T. E. OTRAVENIE W \TOJ PLOSKOSTI DOLVNO BYTX NE^ETNYM.49. pOTENCIAL W TO^KEM(x; y; z) TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGOW TO^KE P (�; �; �) WNUTRI PARALLELEPIPEDA SO STORONAMI a, b I 
, RAWENu = e 1Xk=�1 1Xm=�1 1Xn=�1" 1r(1)kmn � 1r(2)kmn + 1r(3)kmn � 1r(4)kmn ++ 1k(5)kmn � 1k(6)kmn + 1k(7)kmn � 1k(8)kmn #;GDE r(1)kmn =p[x� (2ak + �)℄2 + [y � (2bm+ �)℄2 + [z � (2
n+ �)℄2;r(2)kmn =p[x� (2ak + �)℄2 + [y � (2bm+ �)℄2 + [z � (2
n� �)℄2;r(3)kmn =p[x� (2ak + �)℄2 + [y � (2bm� �)℄2 + [z � (2
n� �)℄2;r(4)kmn =p[x� (2ak + �)℄2 + [y � (2bm� �)℄2 + [z � (2
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n+ �)℄2;r(7)kmn =p[x� (2ak � �)℄2 + [y � (2bm+ �)℄2 + [z � (2
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360 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQr(8)kmn =p[x� (2ak � �)℄2 + [y � (2bm� �)℄2 + [z � (2
n� �)℄2;a, b, 
 | IZMERENIQ PARALLELEPIPEDA, M(x; y; z) | TO^KA NABL�DE-NIQ, P (�; �; �) | TO^KA, W KOTOROJ NAHODITSQ ZARQD.uKA Z AN I E. wYBEREM SISTEMU KOORDINAT TAK, ^TOBY NA^ALO EEPOME℄ALOSX W ODNOJ IZ WER[IN PARALLELEPIPEDA, A OSI BYLI NAPRAW-LENY WDOLX REBER. pOKROEM \TO PROSTRANSTWO PARALLELEPIPEDAMI, PO-DOBNYMI DANNOMU, PRI POMO℄I SDWIGOW PO OSQM x, y I z NA ak, bmI 
n SOOTWETSTWENNO, GDE a, b, 
 | DLINY REBER WDOLX OSEJ x, y I z.oB_EDINQQ WOSEMX PODOBNYH PARALLELEPIPEDOW, LEVA℄IH WNUTRI OB-LASTI �a 6 x 6 a, �b 6 y 6 b, �
 6 z 6 
, W ODNU GRUPPU I BERQNE^ETNYE OTRAVENIQ WO WSEH GRANQH, MY POLU^IM ODNO SLAGAEMOE SUM-MY, PREDSTAWLQ�℄EJ OTWET. pEREME℄AQ ZATEM WS� GRUPPU PO OSQM x,y, z NA RASSTOQNIQ 2ak, 2bm, 2
n, POLU^IM OSTALXNYE SLAGAEMYESUMMY.rE[ENIE \TOJ ZADA^I SHODNO S RE[ENIEM ZADA^I 46.2. fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ OBLASTEJ SO SFERI^ESKIMI(KRUGOWYMI) I PLOSKIMI GRANICAMI.50. eSLI OBOZNA^ITX a-RADIUS SFERY, e | WELI^INU ZARQDA,O | CENTR SFERY, M | TO^KU NABL�DENIQ, M0 | POLOVENIE ZARQDA

rIS. 41
(RIS. 41), TO RE[ENIE MOVNONAPISATX W WIDEu = e� 1r0 � a�0 1r1� ;GDEr0 = rMM0 ; �0 = OM0;r1 =MM1;M1 | TO^KA, LEVA℄AQ NAPRODOLVENII OM0 I POLU^ENNAQ IZ M0 PRI POMO℄I PREOBRAZOWANIQOBRATNYH RADIUSOW-WEKTOROW.rE[EN I E. zADA^A SOSTOIT W OTYSKANII FUNKCII, GARMONI^ESKOJWO WSEH WNUTRENNIH TO^KAH SFERY, KROME TO^KI M0, W OKRESTNOSTIKOTOROJ ONA PREDSTAWIMA W WIDEu = er0 + v(M);GDE v |POTENCIAL INDUCIROWANNOGO POLQ, PRI^EM NA POWERHNOSTISFERY u = 0:dLQ OTYSKANIQ v SLEDUET ISPOLXZOWATX PREOBRAZOWANIE OBRATNYH RA-DIUSOW OM0 �OM1 = a2:pOME℄AQ W TO^KU M1 IZOBRAVENIE ZARQDA M0, NAPI[EMu = er0 + e1r1 ;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 361GDE e1 | WELI^INA ZARQDA W TO^KE M1. uSLOWIE u = 0 NA � DAETe1 = �rr0 e:w SAMOM DELE, RASSMOTRIM TREUGOLXNIKI OMM0 I OMM1. oNI PODOB-NY, TAK KAK IME�T OB℄IJ UGOL MOM0 I PROPORCIONALXNYE STORONYOM0OM = OMOM1 (OM = a).oTS�DA SLEDUET, ^TOOM0OM = OMOM1 = MM0MM1 ; ILI �0a = a�1 = r0r1 :tAKIM OBRAZOM, NA SFERE r1r0 = a�0 :pO\TOMU FUNKCIQ u = � 1r0 � a�0 1r1�OBRA℄AETSQ W NULX NA SFERE; OTS�DA SLEDUET TAKVE, ^TO e1 = � a�0 e.51. pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA SFERE RAWNA� = �e a2 � �204�ar30 ; r0 = rMM0 ; �0 = rOM0 ;GDEO| NA^ALO KOORDINAT, M | TO^KA NABL�DENIQ, M0 | POLOVENIEZARQDA, a | RADIUS SFERY.rE[ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I �u = 0 I u���=a = f(#; ') DAETSQFORMULOJ u = 14� ZZ� a2 � �20ar30 f dS;GDE INTEGRIROWANIE PROWODITSQ PO SFERE, ILIu(�0; #0; '0) = a4� 2�Z0 d' �Z0 a2 � �20(a2 � 2a�0 
os 
 + �20)3=2 f(#; ') sin# d#;GDE 
os 
 = 
os#0 
os#0 + sin# sin#0 
os('� '0).uKA Z AN I E. pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW� = Dn���;GDE Dn | PROEKCIQ WEKTORA INDUKCII D = "E NA NAPRAWLENIE WNUT-RENNEJ NORMALI; TAK KAK W DANNOM SLU^AE " = 1 (PUSTOTA), TO4�� = En��� ILI 4�� = � �u�nWN ����=a = �u�n ����=a;GDE �u�n | PROIZWODNAQ PO NAPRAWLENI� WNE[NEJ NORMALI. wY^ISLENIQDA�T 14� �u�n ����=a = �e a2 � �204�ar30 :
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362 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdLQ RE[ENIQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I NADO WOSPOLXZOWATXSQ FOR-MULOJ u(M) = �ZZ� u(P ) �G�nP dSp;U^ITYWAQ, ^TO FUNKCIQ ISTO^NIKAG ESTX POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDAWELI^INOJ 14� , POLU^AEMu(M) = �ZZ� u(P ) [�(M; P )℄e=1 dSp:nAJDEM PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW� = 14� �u�n ����=a:pROIZWODNAQ �u�n PO NAPRAWLENI� n RAWNA�u�n = e � ��n � 1r0�� a�0 ��n � 1r1�� :wY^ISLIM: ��n � 1r0� = � 1r20 �r0�n = � 1r20 
os([r0; n);��n � 1r1� = � 1r21 �r1�n = � 1r21 
os([r1; n):iZ �OMM0 I �OMM1 (SM. RIS. 41) NAHODIM
os([r0; n) = a2 + r20 � �202ar0 ; 
os([r1; n) = a2 + r21 � �212ar1 :u^ITYWAQ PROPORCI� r1r0 = a�0 , POSLE PREOBRAZOWANIJ POLU^IM FORMU-LU DLQ �.52. u = e� 1r1 � a�1 1r0�(PRI \TOM SOHRANENY OBOZNA^ENIQ ZADA^I 50), A�1 = rOM1 :uKA Z AN I E. eSLI ZARQD NAHODITSQ WNE SFERY W TO^KE M(�1;#1; '1), TO EGO IZOBRAVENIE W SILU PREOBRAZOWANIQ OBRATNYH RADIUSOWOM0 �OM1 = a2 OKAVETSQ W TO^KE M0(�0; #0; '0). pO\TOMUu = er1 + C1r0 :oPREDELENIE C1 PROWODITSQ PO ANALOGII S ZADA^EJ 50.53. pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW RAWNA� = �e �21 � a24�ar31 :rE[ENIE PERWOJ WNE[NEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ SFERY IMEET WIDu = 14� ZZ� �21 � a2ar31 f dS

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 363ILIu(�1; #1; '1) = a4� 2�Z0 d' �Z0 �21 � a2[a2 � 2a�1 
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 + �21℄3=2 f(#; ') sin # d#;GDE 
os 
 = 
os#1 
os#1 + sin# sin#1 
os('� '1):uKA Z AN I E. sR. S ZADA^AMI 50 I 51.54. A) u = e�ln 1r0 � ln a�0 1r1�; B) u = e�ln 1r1 � ln a�1 1r0�;W) RE[ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I WNUTRI KRUGA IMEET WIDu1(�0; '0) = 12� 2�Z0 a2 � �20a2 + �20 � 2a�0 
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os('� '1) f(') d';GDE f = u���=a:zDESX PRINQTY SLEDU�℄IE OBOZNA^ENIQ: a| RADIUS KRUGA S CENT-ROM W NA^ALE KOORDINAT (TO^KAO), r0 =MM0, r1 =MM1, �0 = OM0,�1 = OM1, M0(�0; '0) | POLOVENIE ZARQDA, M1(�1; '1) | POLOVENIEEGO IZOBRAVENIQ.uKA Z AN I E. dLQ NAHOVDENIQ RE[ENIQ ZADA^ A) I B), O^EWIDNONADO POSTUPITX TAK VE, KAK I W ZADA^E 50, U^ITYWAQ, ODNAKO, ^TOW PLOSKOM SLU^AE POTENCIAL WBLIZI ZARQDA IMEET LOGARIFMI^ESKU�OSOBENNOSTX.pOLAGAQ e = 12� , POLU^IM FUNKCI� ISTO^NIKAG. wY^ISLENIE NOR-MALXNYH PROIZWODNYH �G�n PRIWODIT K WYRAVENIQM�G1�n ����=a= � 12�a a2 � �20r20 (ZARQD WNUTRI KRUGA);�G2�n ����=a= � 12�a �21 � a2r21 (ZARQD WNE KRUGA):55. A) dLQ POLUSFERY, LEVA℄EJ NA PLOSKOSTI z = 0 (W OBLAS-TI z > 0) FUNKCIQ ISTO^NIKA IMEET WIDG = G50(M; M0)�G50(M; M 00); (1)GDE G50 = 14�� 1r0 � a�0 1r1�(SM. ZADA^U 50),M 00(�0; ��#0; '0) | TO^KA, SIMMETRI^NAQ TOKEM0(�0;#0; '0) OTNOSITELXNO PLOSKOSTI z = 0 (RIS. 42).B)dLQ ODNOJ ^ETWERTOJ ^ASTI SFERY (RIS. 43), OGRANI^ENNOJ PLOS-KOSTQMI z = 0, x = 0 I POWERHNOSTX� SFERY, IMEEMG = G50(M; M0)�G50(M; M 00) +G50(M; M 000 )�G50(M; M 0000 ); (2)
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rIS. 42 rIS. 43GDEM0(�0; #0; '0), M 00(�0; ��#0; '0), M 000 (�0; ��#0; �+'0), M 0000 (�0;#0; � + '0) | MESTO NAHOVDENIQ ISTO^NIKA I EGO IZOBRAVENIJ.uKA Z AN I E. A) tREBUQ WYPOLNENIQ GRANI^NOGO USLOWIQ u = 0 NASFERE, MY POLU^AEMG50(M; M0); ^TOBY UDOWLETWORITX USLOWI� u = 0PRI z = 0, NEOBHODIMO POMESTITX W TO^KU M 00 ZARQD � 14� I SOOT-WETSTWENNO W TO^KU M 01 | ZARQD + 14� , ^TO DAET NAM �G50(M; M 00).B) ~TOBY UDOWLETWORITX USLOWIQM u = 0 PRI x = 0 I z = 0 (NASTORONAH DWUGRANNOGO UGLA WELI^INOJ �2 ), NEOBHODIMO POMESTITX NASFERE RADIUSA �0 ISTO^NIKI W TO^KAHM 00,M 000 , M 0000 . oTRAVENIE W SFE-RE DAET ZARQDY WM1,M 01,M 001 ,M 0001 , GRUPPIRUQ KOTORYE MY I POLU^IMFORMULU (2).56. A) fUNKCIQ ISTO^NIKA PERWOJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQPOLUKRUGA 0 6 ' 6 � RAWNAG(�; '; �0; '0) = G54(�; '; �0; '0)�G54(�; '; �0; 2� � '0); (1)GDE G54 = 12� ln �0r1ar0(SM. ZADA^U 54).B) dLQ ^ETWERTOJ ^ASTI KRUGA 0 6 ' 6 �2 IMEEMG(�; '; �0; '0) = G54(�; '; �0; '0)�G54(�; '; �0; 2� � '0)��G54(�; '; �0; � � '0)�G54(�; '; �0; � + '0): (2)W) fUNKCIQ ISTO^NIKA SEKTORA � 6 a, 0 6 ' 6 � = �n IMEET WIDG(�; '; �0; '0) = n�1Xk=0[G54(�; '; �0; 2k�+ '0)��G54(�; '; �0; 2k�� '0)℄: (3)oTS�DA, W ^ASTNOSTI, SRAZU POLU^A�TSQ FORMULY (1) (PRI n = 1)I (2) (PRI n = 2).rE[EN I E. W) ~TOBY UDOWLETWORITX USLOWI� G = 0 PRI ' = 0I ' = �, POME℄AEM 2n � 1 ZARQDOW NA OKRUVNOSTI � = �0 | W TO^-

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 365KAH 'k = 2k� + '0 POLOVITELXNYE ZARQDY I W TO^KAH '0k = 2k� � '0OTRICATELXNYE ZARQDY, POSLE ^EGO PROIZWODIM OTRAVENIE WSEJ SISTE-MY 2n ZARQDOW W SFERE � = a, T. E. POME℄AEM ZARQDY PROTIWOPOLOVNYHZNAKOW W TO^KAH � = �1 = a2�0 , ' = '0k (ZARQDY OTRICATELXNYE) I � == �1, ' = 'k (ZARQDY POLOVITELXNYE). gRUPPIRUQ POPARNO ZARQDYW M (k)0 (�0; 'k) I M (k)1 (�1; 'k) I SUMMIRUQ IH DEJSTWIE, POLU^AEM FOR-MULU (3).57. pOTENCIAL POLQ, SOZDAWAEMOGO TO^E^NYM ZARQDOM e, POME℄EN-NYM WNUTRI SFERI^ESKOGO SLOQ a 6 � 6 b, RAWENu(M; M0) = e 1Xn=0�enrn � e0nr0n� ; (1)GDE M(�; #; ') | TO^KA NABL�DENIQ, M0(�0; #0; '0) | TO^KA, W KO-TOROJ NAHODITSQ ISHODNYJ ZARQD, rn = MMn, r0n = MM 0n, Mn(�n,#0; '0) I M 0n(�0n; #0; '0) | TO^KI, W KOTORYH POME℄ENY POLOVITELX-NYE ZARQDY en I OTRICATELXNYE ZARQDY | e0n, PRI^EMen = 8>><>>:�ab�k PRI n = 2k;� ba�k+1 PRI n = 2k + 1; e0n =8>>>><>>>>:�ab�k a�0 PRI n = 2k;� ba�k b�0 PRI n = 2k + 1; (2)

�n = 8>>><>>>:�a2b2�k �0 PRI n = 2k;� b2a2�k+1 �0 PRI n = 2k + 1; �0n =8>>><>>>:�a2b2�k a2�0 PRI n = 2k;� b2a2�k b2�0 PRI n = 2k + 1:(3)rQD (1) SHODITSQ RAWNOMERNO I ABSOL�TNO.rE[EN I E. wSE ZARQDY en I e0n BUDUT, O^EWIDNO, NAHODITXSQ NALU^E ' = '0, # = #0, IH POLOVENIE NA LU^E OPREDELQETSQ RASSTOQ-NIQMI OT CENTRA �n I �0n. pRI OPREDELENII en, e0n, �n I �0n U^TEM, ^TO:1) POLOVENIE ZARQDA OPREDELQETSQ W REZULXTATE POSLEDOWATELXNOGO OT-RAVENIQ W SFERAH � = a I � = b S POMO℄X� PREOBRAZOWANIJ OBRATNYHRADIUSOW, PRI KOTORYH �n�0n = a2 ILI �n�0n = b2; 2) PRI KAVDOMOTRAVENII WELI^INA ZARQDA MENQETSQ W � a�0 ILI W � b�0 RAZ.pUSTX e0 = 1 | ZARQD W TO^KE M0. pRI PERWOM OTRAVENII W SFE-RAH � = a I � = b POLU^AEM ZARQDY e00 = a�0 I e01 = b�0 W TO^KAH �00 = a2�0I �01 = b2�0 . sTROQ ZATEM IH IZOBRAVENIQ, NAHODIM e1 = b�00 e00 = ba Ie2 = a�01 e01 = ab W TO^KAH �1 = b2�00 = b2a2 �0 I �2 = a2�01 = a2b2 �0.
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366 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpRODOLVAQ RASSUVDENIQ, WIDIM, ^TO ^ETNYE ZARQDY NAHODQTSQWNUTRI SFERY � = a, A NE^ETNYE| WNE SFERY � = b. nETRUDNO PO\TOMUNAPISATX REKURRENTNYE FORMULYe2k+1 = ba e2k�1; e2k = ab e2k�2; (4)�2k+1 = b2a2 �2k�1; �2k = a2b2 �2k�2 (5)I ANALOGI^NYE FORMULY DLQ e02k, �02k, e02k+1, �02k+1. oTS�DA I NAHODIMWYRAVENIQ (2), (3) DLQ en, e0n I �n I �0n. sUMMIRUQ POTENCIALYenrn I � e0nr0n ;POLU^AEM RQD (1).rASSMOTRIM OB℄IJ ^LEN RQDAgn = enrn � e0nr0nPRI DOSTATO^NO BOLX[IH n. ~EREZ TO^KI OM1Mn PROWODIM PLOSKOSTX;PUSTX n = 2k. iZ �OMM2k NAHODIMr2k =q�2 + �22k � 2��2k 
os 
;GDE 
os 
 = �2 + �20 � r202��0 :aNALOGI^NO NAHODIMr02k =q�2 + (�02k)2 � 2��02k 
os 
:tAK KAK �2k = �ab�2k �0 ! 0 PRI k !1, TOlimk!1 r2k = �; limk!1 r02k = �:s DRUGOJ STORONY, e2k = �ab�k ! 0, e02k = e2k a�0 ! 0 PRI k ! 1.pO\TOMU jg2kj < Ck = 1a �1 + a�0��ab�k : (6)pUSTX n = 2k + 1. tAK KAK �2k+1 > b, �02k+1 > b I PRI k !1 NEOG-RANI^ENNO WOZRASTA�T, TO1r2k+1 < 12�2k+1 = 12�0 �ab�2k+2 ; 1r02k+1 < 12�02k+1 = �02a2 �ab�2k+2 ;S DRUGOJ STORONY,e2k+1 = � ba�k+1 ; e02k+1 = � ba�k+1 a�0 ;TAK ^TO jg2k+1j < e2k+1r2k+1 + e02k+1r02k+1 6 1b �1 + a�0��ab�k = Ck: (7)

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 367iZ MAVORANTNYH OCENOK (6) I (7) SLEDUET RAWNOMERNAQ ABSOL�TNAQSHODIMOSTX RQDA 1Pn=0 gn. eGO DIFFERENCIRUEMOSTX DOKAZYWAETSQ ANA-LOGI^NO.pREDELXNYE SLU^AI:A) PRI a! 0 WSE ^LENY RQDA (1) OBRA℄A�TSQ W NULX, KROME DWUH,e0r0 � e01r01 ;W REZULXTATE ^EGO MY POLU^AEM RE[ENIE WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^IDLQ SFERY u = u50 = e� 1r0 � b�0 1r01�(SM. ZADA^U 50);B) PRI b!1 POLU^AEMu = u52 = e� 1r0 � a�0 1r00�| RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^I DLQ SFERY (SM. ZADA^U 52).58. fUNKCIQ ISTO^NIKA WNUTRI KOLXCA DAETSQ FORMULOJG(M; M0) = 12� 1Xn=0 ln enr0nrne0n = 12� 1Xn=0�ln enrn � ln e0nr0n� ; (1)GDE M =M(�; '); M0 =M(�0; '0); rn =MMn;r0n =MM 0n; Mn =M(�n; '0); M 0n =M(�0n; '0);WELI^INY en, e0n, �n I �0n OPREDELQ�TSQ PO FORMULAM (2), (3) ZA-DA^I 57.rQD (1) SHODITSQ RAWNOMERNO I ABSOL�TNO, TAK VE KAK I RQDY,POLU^AEMYE IZ NEGO PO^LENNYM DIFFERENCIROWANIEM.pREDELXNYE SLU^AI:A) a = 0, u = u54A = e�ln 1r0 � ln b�0 1r01� (SM. ZADA^U 54, A));B) b =1, u = u54B = e�ln 1r0 � ln a�0 1r00� (SM. ZADA^U 54, B)):59. eSLI ZARQD POME℄EN W TO^KE M1(�1; #0; '0), TO POTENCIAL WPRISUTSTWII ZARQVENNOJ SFERYu(M; M0) = e1r + ea�1 1r + u52;GDE u52 = e� 1r1 � a�1 1r0� | POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA W PRI-SUTSTWII ZAZEMLENNOJ SFERY (SM. ZADA^U 52), M = M(r; #; ') |TO^KA NABL�DENIQ, M0(�0; #0; '0) | TO^KA, W KOTOROJ NAHODITSQIZOBRAVENIE ZARQDA,�0 = a2�1 ; r0 =MM0; r1 =MM1; r = OM:
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os 
;GDE 
os 
 = �2 + �20 � r202��0 :aNALOGI^NO NAHODIMr02k =q�2 + (�02k)2 � 2��02k 
os 
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368 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW� = 14�a2 �e1 + ea�1�� e4� �21 � a2ar31 = �0 + �IND;GDE �IND = e4�a � 1�1 � �21 � a2r31 �| PLOTNOSTX INDUCIROWANNYH ZARQDOW.uKA Z AN I E. rE[ENIE SLEDUET ISKATX W WIDEu = U + u52; (1)GDE U = aVr | POTENCIAL POLQ, SOZDAWAEMOGO SFEROJ, ZARQVENNOJ DOPOTENCIALA V . dLQ OPREDELENIQ V ISPOLXZUETSQ RAWENSTWO4�e1 = �ZZS �u�r dS = 4�aV � ZZS �u52�r dS: (2)s POMO℄X� FORMULY gRINAv(�1; #0; '0) = ZZS �G52�r dSI SOOTNO[ENIQ u52 = 4�eG52POLU^AEM 4�ev(�1; #0; '0) = ZZS �u52�r dS;GDE v | RE[ENIE WNE[NEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ SFERY S PRI USLOWIIv��S = 1;RAWNOE v(�1; #0; '0) = a�1 :fORMULA (2) DAET e1 = aV � ae�1 : (3)oTS�DA NAHODIM V = e1a + 2�1 :3. fUNKCIQ ISTO^NIKA W NEODNORODNYH SREDAH.eSLI HARAKTERISTIKI SREDY (", �, k I T.D.) TERPQT RAZRYW NANEKOTOROJ POWERHNOSTI, TO NA \TOJ POWERHNOSTI DOLVNY WYPOLNQTXSQUSLOWIQ SOPRQVENIQ. w \LEKTROSTATI^ESKOM SLU^AE IMEEM:u1 = u2;"1 ��u�n�1 � "2 ��u�n�2 = 4��;GDE � |POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX SWOBODNYH ZARQDOW, CIFRY 1 I 2 SO-OTWETSTWU�T PREDELXNYM ZNA^ENIQM S WNE[NEJ I S WNUTRENNEJ STORONPOWERHNOSTI S, ��n OBOZNA^A�T DIFFERENCIROWANIE PO NAPRAWLENI�

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 369
rIS. 44

NORMALI. eSLI D = "E | WEKTOR \LEKTRI-^ESKOJ INDUKCII I E = � gradu, TO WTOROEUSLOWIE OZNA^AET, ^TODn2 �Dn1 = 4��:eSLI SWOBODNYH ZARQDOW NET (� = 0), TO"1 ��u�n�1 = "2 ��u�n�2 :wYWEDEM FORMULU DLQ POWERHNOSTNOJPLOTNOSTI ZARQDOW NA GRANICE RAZDELA DWUH SRED S DI\LEKTRI^ESKOJPOSTOQNNYMI "1 I "2 (RIS. 44).iZ URAWNENIJ mAKSWELLA SLEDUETE(1)n1 �E(2)n2 = 4��:rASSMATRIWAQ BESKONE^NO MALYJ \LEMENT dS, MY BUDEM IMETXE(1)n1 = 2�� + E(0)n1 ;E(2)n2 = �E(2)n1 = 2�� �E(0)n1 ;GDE E(1)n1 I E(2)n2 | PREDELXNYE ZNA^ENIQ W TO^KEM GRANICY S PROEKCIJWEKTOROW E(1) I E(2) NA NAPRAWLENIQ WNUTRENNIH NORMALEJ n1 I n2,A E(0)n1 | ZNA^ENIE E(1)n1 W TO^KE M , T. E. NA SAMOJ POWERHNOSTI.iZ WTOROGO USLOWIQ SOPRQVENIQ"1(2�� +E(0)n1 ) + "2(2�� �E(0)n1 ) = 4��POLU^AEM � = 2�"1 + "2 + "2 � "12�("1 + "2) E(0)n1 :eSLI ISTINNOGO ZARQDA NA POWERHNOSTI NET, TO� = "2 � "12�("1 + "2) E(0)n1 :pODSTAWLQQ S�DA ZNA^ENIE E(0)n1 NA POWERHNOSTI S, MOVNO OPREDE-LITX �.60. eSLI ZARQD NAHODITSQ W TO^KE M0(�; �; �) POLUPROSTRANSTWAz > 0 (� > 0), TOu =8><>:u1 = e"1 � 1r0 + "1 � "2"1 + "2 1r00� PRI z > 0 (" = "1);u2 = 2e"1 + "2 1r0 PRI z < 0 (" = "2); (1)GDE r0 =MM0 =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2;r00 =MM 00 =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)2:iZ FORMULY (1) WIDNO, ^TO POLE W OBLASTI S DI\LEKTRI^ESKOJPOSTOQNNOJ "1 TAKOE, KAK BUDTO WSE PROSTRANSTWO ZAPOLNENO DI\LEK-TRIKOM "1, A W OTRAVENNOJ TO^KE M 00(�; �; ��) NAHODITSQ DOBAWO^NYJ24 b.m. bUDAK I DR.
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370 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQZARQD e0 = "1 � "2"1 + "2 e:pOLE W OBLASTI "2 SOWPADAET S POLEM ZARQDAe00 = 2"1"1 + "2 e;NAHODQ℄EGOSQ W TO^KE M0, ESLI SREDA ODNORODNA I " = "1.pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW, INDUCIROWANNYH NA GRANI-CE z = 0, RAWNA � = "0 �2�r30 .uKA Z AN I E. rE[ENIE SLEDUET ISKATX W WIDEu1 = e"1 1r0 + e00"1 1r00 ; (2)u2 = e1"1 1r0 ; (3)GDE e00 I e1 | POSTOQNNYE, PODLEVA℄IE OPREDELENI�.uSLOWIQ SOPRQVENIQu1 = u2; "1 �u1�z = "2 �u2�z PRI z = 0DA�T e1 = 2"1"1 + "2 e; e00 = "1 � "2"1 + "2 e:pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW RAWNA� = "2 � "12�("1 + "2) E(0)n1 ; (4)GDE E(0)n1 | PERWI^NOE POLE ZARQDA e PRI z = 0, NAHODQ℄EGOSQ W M0,RAWNOE E(0)n1 = � e"1 �r30 ; (5)GDE r0 =p(x � �)2 + (y � �)2 + �2:iZ FORMUL (4) I (5) SLEDUET� = "1 � "2"1("1 + "2) e �2�r30 = e0 �2�r30 :sUMMARNYJ ZARQD, INDUCIROWANNYJ NA PLOSKOSTI z = 0, RAWENe0 = 2� 1Z0 �� d� = "1 � "2"1("1 + "2) e:61. pOTENCIAL \LEKTRI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO ISTO^NIKOM TO-KA I , POME℄ENNYM W TO^KU M0(0; 0; �), RAWENu = I4��2 �1r + 1r0�+ 1Xn=�1(n6=0) In4��2 � 1rn + 1r0n� (1)(WS�DU W SLOE 0 < z < h), GDEr =px2 + y2 + (z � �)2; rn =px2 + y2 + [z � (2nh+ �)℄2;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 371r0n =px2 + y2 + [z � (2nh� �)℄2; In = {nI;r0 =px2 + y2 + (z + �)2;{ = �1 � �2�1 + �2 ; j{j < 1:eSLI � = 0, T. E. ISTO^NIK NAHODITSQ NA PLOSKOSTI z = 0, TO rn = r0n IPOTENCIAL RAWEN u = I2��2r + I2��2 1Xn=�1(n6=0) Inrn ;GDE rn =px2 + y2 + (z � 2nh)2; r =px2 + y2 + z2:pLOTNOSTX TOKA PRI z = 0 RAWNAjx = xI2��3 + 12� 1Xn=�1 xIn[�2 + 4n2h2℄3=2 ;jy = yI2��3 + 12� 1Xn=�1 yln[�2 + 4n2h2℄3=2 ; jz = 0:uKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX ZADA^U�u1 = 0 PRI 0 < z < h;�u2 = 0 PRI z > h;u1 = u2;�1 �u1�z = �2 �u2�z ) PRI z = h; u � I4��2 1r PRI r ! 0;�u1�z = 0 PRI z = 0; x 6= 0; y 6= 0 (r 6= 0):pOSLEDNEE USLOWIE OZNA^AET, ^TO OTRAVENIE W PLOSKOSTI z = 0 BUDET^ETNYM. pRI OTRAVENII W PLOSKOSTI z = h NADO WOSPOLXZOWATXSQ ME-TODOM RE[ENIQ ZADA^I 60. sLEDUET U^ESTX TAKVE, ^TO DLQ POSTROENIQRE[ENIQ W SLOE 0 < z < h NET NEOBHODIMOSTI WY^ISLQTX RE[ENIE WOBLASTI z > h.~TOBY UDOWLETWORITX KRAEWOMU USLOWI� ��u1�z ���z=0= 0�, NEOBHODI-MO POMESTITX W TO^KEM(0; 0; ��) ISTO^NIK TOKA I . ~TOBY UDOWLETWO-RITX USLOWIQM SOPRQVENIQ PRI z = h, TEPERX NEOBHODIMO POMESTITXW TO^KI M(0; 0; 2h� �) I M(0; 0; 2h+ �) ISTO^NIKI I1 = {I . nO \TIMMY NARU[ILI USLOWIQ PRI z = 0. ~TOBY UDOWLETWORITX USLOWI� PRIz = 0, NEOBHODIMO W TO^KI M(0; 0; 2h + �) I M(0; 0; �2h � �) POMES-TITX ISTO^NIKI TOKA I1. nO \TIM MY NARU[ILI USLOWIQ SOPRQVENIQPRI z = h. pRODOLVAQ \TOT PROCESS, MY SMOVEM UDOWLETWORITX WSEMGRANI^NYM USLOWIQM LI[X S POMO℄X� RQDA (1).aBSOL�TNAQ I RAWNOMERNAQ SHODIMOSTX \TOGO RQDA, A TAKVE I PRO-IZWODNYH RQDOW, OBESPE^IWAETSQ USLOWIEMj{j < 1:24�
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gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 371r0n =px2 + y2 + [z � (2nh� �)℄2; In = {nI;r0 =px2 + y2 + (z + �)2;{ = �1 � �2�1 + �2 ; j{j < 1:eSLI � = 0, T. E. ISTO^NIK NAHODITSQ NA PLOSKOSTI z = 0, TO rn = r0n IPOTENCIAL RAWEN u = I2��2r + I2��2 1Xn=�1(n6=0) Inrn ;GDE rn =px2 + y2 + (z � 2nh)2; r =px2 + y2 + z2:pLOTNOSTX TOKA PRI z = 0 RAWNAjx = xI2��3 + 12� 1Xn=�1 xIn[�2 + 4n2h2℄3=2 ;jy = yI2��3 + 12� 1Xn=�1 yln[�2 + 4n2h2℄3=2 ; jz = 0:uKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX ZADA^U�u1 = 0 PRI 0 < z < h;�u2 = 0 PRI z > h;u1 = u2;�1 �u1�z = �2 �u2�z ) PRI z = h; u � I4��2 1r PRI r ! 0;�u1�z = 0 PRI z = 0; x 6= 0; y 6= 0 (r 6= 0):pOSLEDNEE USLOWIE OZNA^AET, ^TO OTRAVENIE W PLOSKOSTI z = 0 BUDET^ETNYM. pRI OTRAVENII W PLOSKOSTI z = h NADO WOSPOLXZOWATXSQ ME-TODOM RE[ENIQ ZADA^I 60. sLEDUET U^ESTX TAKVE, ^TO DLQ POSTROENIQRE[ENIQ W SLOE 0 < z < h NET NEOBHODIMOSTI WY^ISLQTX RE[ENIE WOBLASTI z > h.~TOBY UDOWLETWORITX KRAEWOMU USLOWI� ��u1�z ���z=0= 0�, NEOBHODI-MO POMESTITX W TO^KEM(0; 0; ��) ISTO^NIK TOKA I . ~TOBY UDOWLETWO-RITX USLOWIQM SOPRQVENIQ PRI z = h, TEPERX NEOBHODIMO POMESTITXW TO^KI M(0; 0; 2h� �) I M(0; 0; 2h+ �) ISTO^NIKI I1 = {I . nO \TIMMY NARU[ILI USLOWIQ PRI z = 0. ~TOBY UDOWLETWORITX USLOWI� PRIz = 0, NEOBHODIMO W TO^KI M(0; 0; 2h + �) I M(0; 0; �2h � �) POMES-TITX ISTO^NIKI TOKA I1. nO \TIM MY NARU[ILI USLOWIQ SOPRQVENIQPRI z = h. pRODOLVAQ \TOT PROCESS, MY SMOVEM UDOWLETWORITX WSEMGRANI^NYM USLOWIQM LI[X S POMO℄X� RQDA (1).aBSOL�TNAQ I RAWNOMERNAQ SHODIMOSTX \TOGO RQDA, A TAKVE I PRO-IZWODNYH RQDOW, OBESPE^IWAETSQ USLOWIEMj{j < 1:24�



372 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpOLXZUQSX FORMULOJ j = �� gradu , NETRUDNO NAJTI SOSTAWLQ�-℄IE PLOTNOSTI TOKA jx, jy, jz PRI z = 0.62. pOTENCIAL NAD PLOSKOSTX� x; z (y > 0) RAWEN SUMME POTEN-CIALOW SAMOGO ZARQDA e I EGO SEMI IZOBRAVENIJ, RASPOLOVENNYH SLE-

rIS. 45
DU�℄IM OBRAZOM (RIS. 45):e W TO^KE M0(x0; y0; z0);�e W TO^KE M1(�x0; y0; z0);e0 W TO^KE M 00(x0; �y0; z0);�e0 W TO^KE M 01(�x0; �y0; z0);�
e W TO^KE M2(
2x0; 
2y0; 
2z0);�
e0 W TO^KE M 02(
2x0; �
2y0; 
2z0);
e W TO^KE M3(�
2x0; 
2y0; 
2z0);
e0 W TO^KE M 03(�
2x0; �
2y0; 
2z0);GDE 
 = ab ; e0 = "2 � "1"2 + "1 e:pOTENCIAL W DI\LEKTRIKE PRI y < 0MOVNO POLU^ITX, ISPOLXZUQ TOLXKO IZOBRAVENIQ W OBLASTI y > 0 IPODSTAWLQQ WMESTO e ZARQD e00 = 2"2"1 + "2 :63. pOTENCIAL \LEKTRI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO TO^E^NYM IS-TO^NIKOM TOKA, NAHODQ℄IMSQ W TO^KE M0(0; �h; �), MO℄NOSTX� I0,RAWENu1 = I04��1 � 1r0 + 1r00�+ �2 � �1�1 + �2 I04��1 � 1r1 + 1r01� PRI y < 0;GDEr0 =px2 + (y + h)2 + (z � �)2; r00 =px2 + (y + h)2 + (z + �)2;r1 =px2 + (y � h)2 + (z � �)2; r01 =px2 + (y � h)2 + (z + �)2:pLOTNOSTX TOKA PRI y = 0, � = 0jx = �1�2I0(�1 + �2)� xR3 ; jy = 0; jz = �1�2I0(�1 + �2)� zR3 ;TAK ^TO jjj = �1�2I0(�1 + �2)� �R3 ; R =p�2 + h2; �2 = x2 + z2:64. pOTENCIAL POLQ WNE SFER RAWENu = 1Xn=0(�1)n�enrn � e0nr0n� ;GDE en I e0n | ZARQDY, WELI^INA KOTORYH OPREDELQETSQ PO REKURRENT-NYM FORMULAMe2k+1 = ab 
� �2k+1�2k�1 e2k�1; e2k+2 = ab 
� �02k+1�02k+1 e2k;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 373e02k+1 = ab 
� �02k+1�02k�1 e02k�1; e02k+2 = ab 
� �2k+1�2k+1 e02k:|TI ZARQDY NAHODQTSQ W TO^KAH (RIS. 46) Mn(�n; #0; '0) I M 0n(�0n,

rIS. 46#0; '0), GDE �n I �0n OPREDELQ�TSQ REKURRENTNYMI FORMULAMI�2k+1 = (
2 � b2)�2k�1 � a2

�2k�1 � a2 ; �02k+1 = (
2 � b2)�02k�1 � a2

�02k�1 � a2 ;�2k+2 = a2(
� �2k)
(
� �2k)� b2 ; �02k+2 = a2(
� �02k)
(x� �02k)� b2 ;PRI^EM �00 = a2�0 ; �01 = 
(
� �0)� b2
� �0 ; �1 = 
(
� �00)� b2
� �00 ;e0 = e; e00 = a�0 e; e01 = b
� �0 e; e1 = ab
�0 � a2 e;rn =p�2 + �2n � 2��n 
os�n; r0n =p�2 + �0n2 � 2��0n 
os�0n;GDE �n | UGOL MEVDU OMI I OMN, O | NA^ALO KOORDINAT, MI |MESTO ISTO^NIKA, MN | TO^KA NABL�DENIQ.x 4. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. kRAEWYE ZADA^I DLQ KRUGA, KOLXCA I SEKTORA.65. eSLI NA GRANICE KRUGA RADIUSA a ISKOMAQ FUNKCIQ uj�=a == f('), TOu(�; ') = A02 + 1Xn=1��a�n (An 
osn'+Bn sinn') PRI � < a; (1)GDE An, Bn | KO\FFICIENTY fURXE FUNKCII f('), RAWNYEAn = 1� 2�Z0 f(') 
osn'd' (n = 0; 1; 2; : : : );Bn = 1� 2�Z0 f(') sinn'd' (n = 1; 2; : : : ): 9>>>>=>>>>; (2)
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gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 373e02k+1 = ab 
� �02k+1�02k�1 e02k�1; e02k+2 = ab 
� �2k+1�2k+1 e02k:|TI ZARQDY NAHODQTSQ W TO^KAH (RIS. 46) Mn(�n; #0; '0) I M 0n(�0n,

rIS. 46#0; '0), GDE �n I �0n OPREDELQ�TSQ REKURRENTNYMI FORMULAMI�2k+1 = (
2 � b2)�2k�1 � a2

�2k�1 � a2 ; �02k+1 = (
2 � b2)�02k�1 � a2

�02k�1 � a2 ;�2k+2 = a2(
� �2k)
(
� �2k)� b2 ; �02k+2 = a2(
� �02k)
(x� �02k)� b2 ;PRI^EM �00 = a2�0 ; �01 = 
(
� �0)� b2
� �0 ; �1 = 
(
� �00)� b2
� �00 ;e0 = e; e00 = a�0 e; e01 = b
� �0 e; e1 = ab
�0 � a2 e;rn =p�2 + �2n � 2��n 
os�n; r0n =p�2 + �0n2 � 2��0n 
os�0n;GDE �n | UGOL MEVDU OMI I OMN, O | NA^ALO KOORDINAT, MI |MESTO ISTO^NIKA, MN | TO^KA NABL�DENIQ.x 4. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. kRAEWYE ZADA^I DLQ KRUGA, KOLXCA I SEKTORA.65. eSLI NA GRANICE KRUGA RADIUSA a ISKOMAQ FUNKCIQ uj�=a == f('), TOu(�; ') = A02 + 1Xn=1��a�n (An 
osn'+Bn sinn') PRI � < a; (1)GDE An, Bn | KO\FFICIENTY fURXE FUNKCII f('), RAWNYEAn = 1� 2�Z0 f(') 
osn'd' (n = 0; 1; 2; : : : );Bn = 1� 2�Z0 f(') sinn'd' (n = 1; 2; : : : ): 9>>>>=>>>>; (2)



374 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQiZ FORMULY (1) MOVNO POLU^ITX INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE DLQRE[ENIQ PERWOJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASAWNUTRI KRUGA (FORMULU pUASSONA)u(�; ') = 12� 2�Z0 a2 � �2a2 + �2 � 2a� 
os('�  ) f( ) d : (3)rE[EN I E. tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u(�; '), NEPRERYWNU� WKRUGE 0 6 � 6 a, UDOWLETWORQ�℄U� URAWNENI�1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 = 0 (4)WNUTRI \TOGO KRUGA I GRANI^NOMU USLOWI�uj�=a = f('); (5)GDE f | ZADANNAQ NEPRERYWNAQ FUNKCIQ.zADA^A RE[AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH (SM. [7, GL. IV,x 3℄). rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE SUMMYu(�; ')= 1Xn=0un(�; ');GDE un(�; ') = Rn(�)�n(');�n(') = �
osn';sinn'; Rn(�) = ��n;��n: (6)66. u(�; ') = A02 + 1Pn=1�a��n (An 
osn'+Bn sinn'), (1)GDE a | RADIUS KRUGA, An I Bn OPREDELQ�TSQ PO FORMULAM (2) ZA-DA^I 65.uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u(�; '), UDOWLETWORQ�-℄U� URAWNENI�1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 = 0 WNE KRUGA;KRAEWOMU USLOWI� u j�=a = f(') I USLOWI� OGRANI^ENNOSTI PRI�!1.rE[ENIE I℄ETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH. iZ USLOWIQOGRANI^ENNOSTI NA BESKONE^NOSTI SLEDUET, ^TO Cn = 0, I MY POLU^AEM^ASTNOE RE[ENIE W WIDEun(�; ') = �a��n (An 
osn'+Bn sinn'):oB℄EE VE RE[ENIE DAETSQ RQDOMu(�; ') = 1Xn=0un(�; '):pOLXZUQSX KRAEWYM USLOWIEM PRI � = a, PRIHODIM K (1).

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 37567. A) rE[ENIE WTOROJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ KRUGAu(�; ') = 1Xn=1 �nnan�1 (An 
osn'+Bn sinn') + C1; (1)B) RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^Iu(�; ') = � 1Xn=1 an+1n�n (An 
osn'+Bn sinn') + C2; (2)GDE C1 I C2 | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE, a | RADIUS KRUGA, An IBn | KO\FFICIENTY fURXE FUNKCII f(') = �u�� ����=a, � | NAPRAWLE-NIE WNE[NEJ NORMALI K RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI.uKA Z AN I E. A) tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u(�; '), NEPRERYWNU�W KRUGE 0 6 � 6 a, UDOWLETWORQ�℄U� URAWNENI� �u = 0 WNUTRI \TOGOKRUGA I GRANI^NOMU USLOWI��u�� ����=a= f(')NA EGO GRANICE PRI � = a, A TAKVE USLOWI� 2�Z0 f(') d' = 0.B) tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u(�; '), UDOWLETWORQ�℄U� URAWNE-NI� lAPLASA WNE KRUGA RADIUSA � = a, KRAEWOMU USLOWI��u�� ����=a= f(')I USLOWI� OGRANI^ENNOSTI PRI �!1.rE[ENIE OBEIH ZADA^ I℄ETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYHANALOGI^NO ZADA^E 65.68. A) u(�; ') = 1Xn=1 �nan�1(n+ ah) (An 
osn'+Bn sinn') + A02h ; (1)B) u(�; ') = � 1Pn=1 an+1(n� ah)�n (An 
osn'+Bn sinn') + A02h , (2)GDE An I Bn | KO\FFICIENTY fURXE FUNKCII f('), OPREDELQEMYE POFORMULAM (2) ZADA^I 65.69. pOTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ RAWENu =8>>>>>>><>>>>>>>:
V1 + V22 + V1 � V2� ar
tg 2a� sin'a2 � �2PRI � < a (WNUTRI CILINDRA);V1 + V22 + V1 � V2� ar
tg 2a� sin'�2 � a2PRI � > a (WNE CILINDRA): (1)
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376 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOSTAWLQ�℄IE POLQ E� I E' WY^ISLQ�TSQ PO FORMULAME� = ��u�� ; E' = �1� �u�' :pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW� = � V1 � V2a�2 sin' :uKA Z AN I E. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DAET RE[ENIE W WIDERQDOWu =8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
V1 + V22 + 2(V1 � V2)� 1Pk=0��a�2k+1 sin(2k + 1)'2k + 1WNUTRI CILINDRA (� < a);V1 + V22 + 2(V1 � V2)� 1Pk=0�a��2k+1 sin(2k + 1)'2k + 1WNE CILINDRA (� > a): (2)rQDY, STOQ℄IE SPRAWA, MOGUT BYTX PROSUMMIROWANY, ESLI WOSPOLXZO-WATXSQ FORMULOJ 1Xk=0 z2k+12k + 1 = 12 ln 1 + z1� z : (3)w SAMOM DELE,J = 1Xk=0 �2k+1 sin(2k + 1)'2k + 1 = 12i( 1Xk=0 �2k+1ei(2k+1)'2k + 1 � 1Xk=0 �2k+1e�i(2k+1)'2k + 1 ):oBOZNA^AQz = �ei' = � 
os'+ i� sin'; z� = �e�i' = � 
os'� i� sin'I POLXZUQSX FORMULOJ (3), POLU^AEMJ = 14i ln (1 + z)(1� z�)(1� z)(1 + z�) = 14i ln 1� �2 + i2� sin'1� �2 � i2� sin' = 12 ar
tg 2� sin'1� �2 :oTS�DA W SILU (2) I SLEDUET FORMULA (1) (� = �a PRI � < a ILI � = a�PRI � > a).70. A) rE[ENIQ WNUTRENNIH KRAEWYH ZADA^ IME�T WID:1) u(�; ') = A �a sin';2) u(�; ') = B + 3Aa � sin'� 4A��a�3 sin 3';3) u(�; ') = A �a sin'� 8A� 1Pk=1 ��a�2k 
os 2k'4k2 � 9 .B) rE[ENIQ WNE[NIH KRAEWYH ZADA^ DA�TSQ WYRAVENIQMI:10) u(�; ') = A a� sin';

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 37720) u(�; ') = B + 3Aa� sin'� 4A�a��3 sin 3';30) u(�; ') = A a� sin'� 8A� 1Pk=1�a��2k 
os 2k'4k2 � 9 .uKA Z AN I E. w ZADA^AH 2) I 3) ISPOLXZOWATX TRIGONOMETRI^ES-KU� FORMULU sin3 ' = 3 sin'� 4 sin 3':71. pREDPOLAGAQ, ^TO POTOK DWIVETSQ W OTRICATELXNOM NAPRAW-LENII OSI x, WWEDEM CILINDRI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT (�; '; z) SOSX� z WDOLX OSI CILINDRA I POLQRNOJ OSX� WDOLX OSI x; TOGDA RAS-PREDELENIE TEMPERATURY W CILINDRE DAETSQ FORMULOJu(�; ') = � qk � 
os'+ 
onst:uSLOWIE 2�Z0 Qd' = 0 WYPOLNENO; ZADA^A IMEET RE[ENIE.72.
u(�; ') =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
u1(�; ') = ("1 + "2)V1 + (3"1 � "2)V24"1 ++ 4(V1 � V2)� 1Xm=0 "2b2m+1�2m+1("2 + "1)b4m+2 + ("2 � "1)a4m+2 �� sin(2m+ 1)'2m+ 1 PRI � < a;u2(�; ') = ("1 + "2)(V1 � V2) + 4"1V24"1 ++ 2(V1 � V2)� 1Xm=0 [("1 + "2)�4m+2 + ("2 � "1)a4m+2℄("1 + "2)b4m+2 + ("2 � "1)a4m+2 b2m+1�2m+1 �� sin(2m+ 1)'2m+ 1 PRI a < � < b:uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIQ URAWNENIQ lAPLASA W KRU-GE RADIUSA a (u = u1) I KOLXCE a 6 � 6 b (u = u2) PRI GRANI^NOMUSLOWII u2(b; ') = �V1 PRI 0 < ' < �;V2 PRI � < ' < 2�I USLOWIQH SOPRQVENIQu1 = u2;"1 �u1�� = "2 �u2�� 9=; PRI � = a:rE[EN I E. bUDEM ISKATX RE[ENIE u = �u1u2 W WIDE SUMMYu1 = V2 + ^u1; u2 = V2 + ^u2;



376 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOSTAWLQ�℄IE POLQ E� I E' WY^ISLQ�TSQ PO FORMULAME� = ��u�� ; E' = �1� �u�' :pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW� = � V1 � V2a�2 sin' :uKA Z AN I E. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH DAET RE[ENIE W WIDERQDOWu =8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
V1 + V22 + 2(V1 � V2)� 1Pk=0��a�2k+1 sin(2k + 1)'2k + 1WNUTRI CILINDRA (� < a);V1 + V22 + 2(V1 � V2)� 1Pk=0�a��2k+1 sin(2k + 1)'2k + 1WNE CILINDRA (� > a): (2)rQDY, STOQ℄IE SPRAWA, MOGUT BYTX PROSUMMIROWANY, ESLI WOSPOLXZO-WATXSQ FORMULOJ 1Xk=0 z2k+12k + 1 = 12 ln 1 + z1� z : (3)w SAMOM DELE,J = 1Xk=0 �2k+1 sin(2k + 1)'2k + 1 = 12i( 1Xk=0 �2k+1ei(2k+1)'2k + 1 � 1Xk=0 �2k+1e�i(2k+1)'2k + 1 ):oBOZNA^AQz = �ei' = � 
os'+ i� sin'; z� = �e�i' = � 
os'� i� sin'I POLXZUQSX FORMULOJ (3), POLU^AEMJ = 14i ln (1 + z)(1� z�)(1� z)(1 + z�) = 14i ln 1� �2 + i2� sin'1� �2 � i2� sin' = 12 ar
tg 2� sin'1� �2 :oTS�DA W SILU (2) I SLEDUET FORMULA (1) (� = �a PRI � < a ILI � = a�PRI � > a).70. A) rE[ENIQ WNUTRENNIH KRAEWYH ZADA^ IME�T WID:1) u(�; ') = A �a sin';2) u(�; ') = B + 3Aa � sin'� 4A��a�3 sin 3';3) u(�; ') = A �a sin'� 8A� 1Pk=1 ��a�2k 
os 2k'4k2 � 9 .B) rE[ENIQ WNE[NIH KRAEWYH ZADA^ DA�TSQ WYRAVENIQMI:10) u(�; ') = A a� sin';

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 37720) u(�; ') = B + 3Aa� sin'� 4A�a��3 sin 3';30) u(�; ') = A a� sin'� 8A� 1Pk=1�a��2k 
os 2k'4k2 � 9 .uKA Z AN I E. w ZADA^AH 2) I 3) ISPOLXZOWATX TRIGONOMETRI^ES-KU� FORMULU sin3 ' = 3 sin'� 4 sin 3':71. pREDPOLAGAQ, ^TO POTOK DWIVETSQ W OTRICATELXNOM NAPRAW-LENII OSI x, WWEDEM CILINDRI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT (�; '; z) SOSX� z WDOLX OSI CILINDRA I POLQRNOJ OSX� WDOLX OSI x; TOGDA RAS-PREDELENIE TEMPERATURY W CILINDRE DAETSQ FORMULOJu(�; ') = � qk � 
os'+ 
onst:uSLOWIE 2�Z0 Qd' = 0 WYPOLNENO; ZADA^A IMEET RE[ENIE.72.
u(�; ') =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
u1(�; ') = ("1 + "2)V1 + (3"1 � "2)V24"1 ++ 4(V1 � V2)� 1Xm=0 "2b2m+1�2m+1("2 + "1)b4m+2 + ("2 � "1)a4m+2 �� sin(2m+ 1)'2m+ 1 PRI � < a;u2(�; ') = ("1 + "2)(V1 � V2) + 4"1V24"1 ++ 2(V1 � V2)� 1Xm=0 [("1 + "2)�4m+2 + ("2 � "1)a4m+2℄("1 + "2)b4m+2 + ("2 � "1)a4m+2 b2m+1�2m+1 �� sin(2m+ 1)'2m+ 1 PRI a < � < b:uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIQ URAWNENIQ lAPLASA W KRU-GE RADIUSA a (u = u1) I KOLXCE a 6 � 6 b (u = u2) PRI GRANI^NOMUSLOWII u2(b; ') = �V1 PRI 0 < ' < �;V2 PRI � < ' < 2�I USLOWIQH SOPRQVENIQu1 = u2;"1 �u1�� = "2 �u2�� 9=; PRI � = a:rE[EN I E. bUDEM ISKATX RE[ENIE u = �u1u2 W WIDE SUMMYu1 = V2 + ^u1; u2 = V2 + ^u2;



378 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE FUNKCIQ ^u = � ^u1^u2 QWLQETSQ GARMONI^ESKOJ, UDOWLETWORQET PRI� = b KRAEWOMU USLOWI�^u2 = �V1 � V2 PRI 0 < ' < �;0 PRI � < ' < 2�I USLOWIQM SOPRQVENIQ PRI � = a.pOLAGAQ ZATEM^u1 = R1(�)�('); ^u2 = R2(�)�(');NAHODIM, KAK OBY^NO, FUNKCI� �('):�n(') = �
osn';sinn';I DLQ R1 I R2 POLU^AEM URAWNENIQ� dd� �� dR1d� �� n2R1 = 0 PRI 0 < � < a;� dd� �� dR2d� �� n2R2 = 0 PRI a < � < bS USLOWIQMI SOPRQVENIQR1n(a) = R2n(a); "1R01n(a) = "2R02n(a)I USLOWIEM OGRANI^ENNOSTI R1n(0).oTS�DA NAHODIMR1n = An�n; R2n = Bn�n + Cn�n :uSLOWIQ SOPRQVENIQ DA�TAn = 2"2"1 + "2 Bn; Cn = "2 � "1"1 + "2 a2nBn:oB℄EE RE[ENIE ZADA^I, O^EWIDNO, MOVNO NAPISATX W WIDE^u2(�; ') = 1Xn=0��n + "2 � "1"1 + "2 a2n�n � (Bn 
osn'+Bn sinn');^u1(�; ') = 1Xn=0 2"2"1 + "2 �n(Bn 
osn'+Bn sinn');GDE Bn I Bn | KO\FFICIENTY, OPREDELQ�℄IESQ IZ KRAEWOGO USLOWIQPRI � = b.73. u = u(�; ') = a2v0� 
os':uKA Z AN I E. wWODQ SISTEMU KOORDINAT (�; '; z), SWQZANNU� S OSX�CILINDRA I OSX� z WDOLX EGO OSI, POLU^AEM DLQ POTENCIALA SKO-ROSTEJ u = u(�; ') KRAEWU� ZADA^U�u = 0 PRI � > a;��u�� ����=a= v0 
os':

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 37974. u = u(�; ') = �v0��+ a2� � 
os':uKA Z AN I E. eSLI POTOK DWIVETSQ WDOLX OSI x, TO POTENCIAL NE-WOZMU℄ENNOGO DWIVENIQ VIDKOSTI RAWENu0 = �v0x = �v0� 
os':pOLAGAQ u = u0 + ^u;POLU^IM DLQ ^u WTORU� WNE[N�� KRAEWU� ZADA^U�^u = 0 PRI � > a;�^u�� ����=a= v0 
os':75. A) eSLI [AR DWIVETSQ W NAPRAWLENII OSI z, TO W SISTEMEKOORDINAT (�; #; ') S NA^ALOM W CENTRE [ARA POTENCIAL SKOROSTEJVIDKOSTI RAWEN u = u(r; #) = 12 v0 a3r2 
os#:B) eSLI VIDKOSTX DWIVETSQ W OTRICATELXNOM NAPRAWLENIIOSI z, TO u = u(r; #) = v0�r + a32r2� 
os#:uKA Z AN I E. A) tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ�u = 0 PRI r > aS GRANI^NYM USLOWIEM ��u�r ���r=a= v0 
os#I USLOWIEM REGULQRNOSTI NA BESKONE^NOSTI.B) pOLAGAQ u = v0 + ^u;GDE u0 = v0z = v0r 
os#;POLU^IM DLQ ^u KRAEWU� ZADA^U PUNKTA A).rE[EN I E. A) pOSKOLXKU GRANI^NOE USLOWIE NE ZAWISIT OT ', TOI POTENCIAL NE BUDET ZAWISETX OT ', T. E. u = u(r; #).uRAWNENIE lAPLASA DLQ FUNKCII u(r; #) IMEET WID��r �r2 �u�r �+ 1sin# ��# �sin# �u�#� = 0:rE[ENIE BUDEM ISKATX W WIDEu(r; #) = R(r) 
os#;^TO DLQ R(r) DAETddr �r2 dRdr �� 2R = 0; R0(a) = �v0:pOLAGAQ R(r) = r� , NAJDEM�1 = 1; �2 = �2;



378 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE FUNKCIQ ^u = � ^u1^u2 QWLQETSQ GARMONI^ESKOJ, UDOWLETWORQET PRI� = b KRAEWOMU USLOWI�^u2 = �V1 � V2 PRI 0 < ' < �;0 PRI � < ' < 2�I USLOWIQM SOPRQVENIQ PRI � = a.pOLAGAQ ZATEM^u1 = R1(�)�('); ^u2 = R2(�)�(');NAHODIM, KAK OBY^NO, FUNKCI� �('):�n(') = �
osn';sinn';I DLQ R1 I R2 POLU^AEM URAWNENIQ� dd� �� dR1d� �� n2R1 = 0 PRI 0 < � < a;� dd� �� dR2d� �� n2R2 = 0 PRI a < � < bS USLOWIQMI SOPRQVENIQR1n(a) = R2n(a); "1R01n(a) = "2R02n(a)I USLOWIEM OGRANI^ENNOSTI R1n(0).oTS�DA NAHODIMR1n = An�n; R2n = Bn�n + Cn�n :uSLOWIQ SOPRQVENIQ DA�TAn = 2"2"1 + "2 Bn; Cn = "2 � "1"1 + "2 a2nBn:oB℄EE RE[ENIE ZADA^I, O^EWIDNO, MOVNO NAPISATX W WIDE^u2(�; ') = 1Xn=0��n + "2 � "1"1 + "2 a2n�n � (Bn 
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gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 37974. u = u(�; ') = �v0��+ a2� � 
os':uKA Z AN I E. eSLI POTOK DWIVETSQ WDOLX OSI x, TO POTENCIAL NE-WOZMU℄ENNOGO DWIVENIQ VIDKOSTI RAWENu0 = �v0x = �v0� 
os':pOLAGAQ u = u0 + ^u;POLU^IM DLQ ^u WTORU� WNE[N�� KRAEWU� ZADA^U�^u = 0 PRI � > a;�^u�� ����=a= v0 
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os#I USLOWIEM REGULQRNOSTI NA BESKONE^NOSTI.B) pOLAGAQ u = v0 + ^u;GDE u0 = v0z = v0r 
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380 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQT. E. OB℄EE RE[ENIE URAWNENIQ IMEET WID R(r) = Ar+ Br2 , GDE A I B |POSTOQNNYE.iZ USLOWIJ PRI r = a I NA BESKONE^NOSTI �jR(r)j < Mr � POLU^AEMA = 0; B = v0a32 ;TAK ^TO R(r) = v0 a32r2 :zADA^A B) POSLE U^ETA UKAZANIQ K NEJ RE[AETSQ ANALOGI^NO.76. wWODQ SFERI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT (r; #; ') S NA^ALOM WCENTRE [ARA I POLQRNOJ OSX�, NAPRAWLENNOJ WDOLX WNE[NEGO POLQ,DLQ POTENCIALA \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ E = � gradu POLU^AEMu1 = �E0 3"22"2 + "1 r 
os# PRI r < a;u2 = �E0 �r � ("1 � "2)a32"2 + "1 1r2� 
os# PRI r > a;GDE a | RADIUS [ARA.pOLQRIZACIQ [ARA RAWNAP 1 = 34� ("1 � "2)"2"1 + 2"2 E0;A EGO DIPOLXNYJ MOMENTp = 43 �a3; P 1 = a3 ("1 � "2)"2"1 + 2"2 E0; "1 = 1 + 4�{1:rE[EN I E. ~TOBY OPREDELITX POLE WNUTRI I WNE [ARA, NADO RE-[ITX DLQ POTENCIALA SLEDU�℄U� ZADA^U.pOLOVIM u2 = u0 + ^u2;GDE u0 = �E0z = �Er 
os#:dLQ OPREDELENIQ u1 I ^u2 NADO RE[ITX URAWNENIQ�u1 = 0 PRI r < a;�^u2 = 0 PRI r > aS KRAEWYMI USLOWIQMIu1 � ^u2 = �E0a 
os �;"1 �u1�r � "2 �^u2�r = �"2E0 
os �) PRI r = aI USLOWIEM REGULQRNOSTI DLQ ^u2 NA BESKONE^NOSTI.rE[ENIE \TOJ ZADA^I ESTESTWENNO ISKATX W WIDEu1(r; �) = R1(r) 
os �; ^u2(r; �) = R2(r) 
os �:pODSTANOWKA W URAWNENIQ I KRAEWYE USLOWIQ DAETr2R001 + 2rR01 � 2R1 = 0; r2R002 + 2rR02 � 2R2 = 0;R1(a)�R2(a) = �aE0;"1R01(a)� "2R02(a) = �"2E0; jR2j < Mr PRI r !1;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 381GDE M | NEKOTORAQ POSTOQNNAQ. oTS�DA UVE NETRUDNO NAJTI R1I R2. zNAQ POTENCIALY, NETRUDNO NAJTI POLQ E1 = �grad u1,E2 = �grad u2.wEKTOR \LEKTRI^ESKOJ POLQRIZACII R1 [ARA OPREDELQETSQ SLE-DU�℄IM RAWENSTWOM: P 1 = ("1 � "2)E14� :wNUTRI [ARA OTLI^NA OT NULQ LI[X KOMPONENTA Ez:Ez = ��u1�z = 3"22"2 + "1 E0;TAK ^TO E = Ez = 3"22"2 + "1 E0:pO\TOMU POLQRIZACIQ [ARA RAWNAP 1 = 3"2("1 � "2)4�("1 + 2"2) E0:77. wYBIRAEM SISTEMU KOORDINAT TAK, ^TOBY OSX z BYLA NAPRAW-LENA WDOLX OSI CILINDRA, A POLE E0 | WDOLX OSI x.pOTENCIAL POLQ WNUTRI I WNE CILINDRA DAETSQ FORMULAMIu1(�; ') = � 2"2"1 + "2 E0� 
os' PRI � < a;u2(�; ') = �E0��+ "1 � "2"1 + "2 a2� � 
os' PRI � > a;GDE a | RADIUS CILINDRA.pOLE WNUTRI CILINDRA RAWNOE1 = 2"2"1 + "2 E0I NAPRAWLENO WDOLX OSI x.pOLQRIZACIQ P 1 = ("1 � "2)"22�("1 + "2) E0;DIPOLXNYJ MOMENT NA EDINICU DLINYp = �a2P 1 = ("1 � "2)"22("1 + "2) a2E0:uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 76.78. pOTENCIAL POLQ WNE [ARA RAWENu(r; ') = �E0�r � a3r2� 
os � PRI r > a;ESLI NA^ALO SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT POMESTITX W CENTRE [A-RA, A POLQRNU� OSX z NAPRAWITX WDOLX WNE[NEGO POLQ E0.uKA Z AN I E. pOTENCIAL SLEDUET PREDSTAWITX W WIDE SUMMY u == u0+^u, GDE u0 = �E0z = �E0r 
os �| POTENCIAL WNE[NEGO POLQ.dLQPOTENCIALA ISKAVENNOJ ^ASTI POLQ ^u POLU^AETSQ SLEDU�℄AQ KRAEWAQZADA^A:
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382 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�^u = 0 PRI r > a;^u = E0a 
os � PRI r = a:79. pOTENCIAL POLQu = u(�; ') = �E0��� a2� � 
os':pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW RAWNA � = 2E0 
os'.uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 78.80. eSLI u j�=a = f('); u j�=b = F (');TOu(�; ') = 1Xn=1 ��An�n + Bn�n � 
osn'+�Cn�n + Dn�n � sinn'�++B0 ln �+A0; (1)GDEAn = bnF (1)n � anf (1)nb2n � a2n ; Bn = [bnf (1)n � anF (1)n ℄anbnb2n � a2n ; A0 = f (1)0 � F (1)0ln ab ;Cn = bnF (2)n � anf (2)nb2n � a2n ; Dn = [bnf (2)n � anF (2)n ℄anbnb2n � a2n ;B0 = F (1)0 ln a� f (1)0 ln bln ab ;PRI^EM f (1)n , f (2)n I F (1)n , F (2)n | KO\FFICIENTY fURXE FUNKCIJ f(')I F ('), RAWNYEf (1)0 = 12� 2�Z0 f(') d'; f (1)n = 1� 2�Z0 f(') 
osn'd' (n = 1; 2; : : : );f (2)n = 1� 2�Z0 f(') sinn'd':aNALOGI^NYE WYRAVENIQ IME�T MESTO DLQ Fn.rE[EN I E. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA WNUTRIKOLXCA a 6 � 6 b PRI KRAEWYH USLOWIQH u ���=a = f('), u ���=b = F (')NA EGO GRANICE. dEJSTWUQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH I POLAGAQu(�; ') = R(�)�(');POLU^IM Rn(�) = An�n + Bn�n ; R0(�) = A0 +B0 ln �:w OTLI^IE OT ZADA^I DLQ KRUGA ZDESX SLEDUET SOHRANITX OBA SLAGAE-MYH, TAK KAK TO^KA � = 0 NAHODITSQ WNE KOLXCA.w REZULXTATE MY POLU^IM ^ASTNYE RE[ENIQ WIDAu0(�; ') = A0 +B0 ln �;un(�; ') = �An�n + Bn�n � 
osn'+�Cn�n + Dn�n � sinn':

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 383sOSTAWLQQ ZATEM OB℄EE RE[ENIE I TREBUQ UDOWLETWORENIQ KRAEWYMUSLOWIQM PRI � = a I � = b, BUDEM IMETXA0+B0 ln a+ 1Xn=1 h�Anan + Bnan � 
osn'+ �Cnan + Dnan � sinn'i = f(');A0+B0 ln b+ 1Xn=1 h�Anbn + Bnbn � 
osn'+ �Cnbn + Dnbn � sinn'i = F (');OTKUDA I POLU^AEM URAWNENIQ DLQ OPREDELENIQ An, Bn, Cn I DnAnan + Bnan = f (1)n ; Cnan + Dnan = f (2)n ; A0 +B0 ln a = f (1)0 ;Anbn + Bnbn = F (1)n ; Cnbn + Dnbn = F (2)n ; A0 +B0 ln b = F (1)0 :81. u(�; ') = u0 � 2u0� 1Xm=0 b2m+1b4m+2 � a4m+2 ��2m+1 � a4m+2�2m+1��� sin(2m+ 1)'2m+ 1 � u02 ln a�ln ab : (1)uKA Z AN I E. rE[ENIE UDOBNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMYu = u0 + v;GDE FUNKCIQ v UDOWLETWORQET USLOWI�v ���=a = 0; v ���=b = � 0 PRI 0 < ' < �;�u0 PRI � < ' < 2�:82. rASPREDELENIE TEMPERATURY W KABELE DAETSQ WYRAVENIEMu(�; ') = q4 (�2 � a2)� 2{0b+ qb22 ln �a + 0; 5b3{0a4 + b4 ��2 � a4�2� 
os 2';GDE q = �q0k , q0 = 0; 24I2R | KOLI^ESTWO TEPLA, WYDELQ�℄EESQ PRIPROHOVDENII TOKA W EDINICU WREMENI NA EDINICU DLINY CILINDRA,R | SOPROTIWLENIE EDINICY DLINY CILINDRA, {0 = A2k , k | KO\F-FICIENT TEPLOPROWODNOSTI.uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ �u = q WNUTRIKOLXCA a < � < b PRI KRAEWYH USLOWIQHu ���=a = 0;�k �u�� ����=b= A 
os2 ' ILI �u�� ����=b= �{0 � {0 
os 2':fUNKCI� u UDOBNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY u = u1 + u2, GDE u1 |RE[ENIE ZADA^I�u1 = q; u1 ���=a = 0; �u1�� ����=b= �{0:
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384 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ83. tEMPERATURA W TO^KE (�; ') RAWNAu(�; ') = 1Xn=0 fn ��a��n=� sin �n� '; (1)GDE fn = 2� �Z0 f(') sin �n� 'd':w ^ASTNOM SLU^AEf(') = (u1 PRI 0 < ' < �2 ;u2 PRI �2 < ' < �RQD SUMMIRUETSQ (SM. UKAZANIE K ZADA^E 69) I DAETu(�; ') = u1 + u2� ar
tg 2��=�a�=� sin �� 'a2�=� � �2�=� ++ u1 � u2� ar
tg 2�2�=�a2�=� sin 2�� 'a4�=� � �4�=� :rE[EN I E. nAHOVDENIE STACIONARNOJ TEMPERATURY SWODITSQ KRE[ENI� PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ URAWNENIQ lAPLASA WNUTRI SEK-TORA PRI KRAEWYH USLOWIQHu ���=a = f('); u = 0 PRI ' = 0 I ' = �:pOLAGAQ u = R(�)�(')I PROIZWODQ RAZDELENIE PEREMENNYH, POLU^AEM�2R00 + �R0 � �R = 0;�0 + �� = 0; �(0) = 0; �(�) = 0:oTS�DA NAHODIM: � = A sinp�'+B 
osp�':uSLOWIQ PRI ' = 0 I ' = � DA�TB = 0; p� = �n� ;T. E. �n = ��n� �2 :tAKIM OBRAZOM, �n(') = An sin �n� ':sISTEMA FUNKCIJ �n = sin �n� ' ORTOGONALXNA NA INTERWALE 0 << ' < �, �Z0 sin �n� ' sin �m� 'd' = 0; m 6= n;I IMEET NORMU vuut �Z0 sin2 �n� 'd' =q�2 ;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 385TAK ^TO KO\FFICIENT fn RAZLOVENIQ NEKOTOROJ FUNKCII f(') W RQDPO FUNKCIQM �n('), f(') = 1Xn=1 fn sin �n� ';OPREDELQETSQ FORMULOJfn = 2� �Z0 f(') sin �n� 'd':rE[AQ URAWNENIE DLQ R I U^ITYWAQ OGRANI^ENNOSTX FUNKCII R, PO-LU^AEM ^ASTNOE RE[ENIE NA[EJ ZADA^I W WIDEun(�; ') = An��n=� sin �n� ':oB℄EE RE[ENIE ESTESTWENNO ISKATX W WIDE RQDAu(�; ') = 1Xn=1An��n=� sin �n� ':pOLAGAQ � = a I U^ITYWAQ USLOWIE PRI � = a, POLU^AEM:1Xn=1Ana�n=� sin �n� ' = f(') = 1Xn=1 fn sin �n� ';OTKUDA SLEDUET, ^TO An = fna�n=� ;GDE fn | KO\FFICIENT RAZLOVENIQ FUNKCII f(').84. tEMPERATURA W TO^KE (�; ') RAWNAu(�; ') = u1 + 4(u2 � u1)� 1Xm=0��a�(2m+1)�=� sin(2m+ 1)�� '2m+ 1 (1)ILIu(�; ') = 2u1� ar
tg �2�=� � a2�=�2a�=���=� sin �'� + 2u2� ar
tg 2a�=���=� sin �'��2�=� � a2�=� : (2)uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 69. sM. TAKVE ZADA^U 83.85. pOTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ RAWENu = u(�; ') = V1 + 4(V2 � V1)� 1Xm=0��a�2m+1 sin(2m+ 1)'2m+ 1ILI u(�; ') = V1 + 2� (V2 � V1) ar
tg a� sin'�2 � a2 :wEKTOR \LEKTRI^ESKOGO POLQ RAWENE = � gradu:uKA Z AN I E. sM. ZADA^I 69 I 84. pRI � = � IMEEM u84 = u85.25 b.m. bUDAK I DR.
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386 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ86. u(�; ') = 1Xn=1�An��n=� +Bn���n=�� sin �n� ', (1)GDE An = b�n=�Fn � a�n=�fnb2�n=� � a2�n=� ; Bn = b�n=�fn � a�n=�Fnb2�n=� � a2�n=� a�n=�b�n=�;fn = 2� �Z0 f(') sin �n� 'd'; Fn = 2� �Z0 F (') sin �n� 'd':~ASTNYE SLU^AI:PRI a! 0 Bn = 0; An = Fn 1b�n=� ;I POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I 83 DLQ KRUGOWOGO SEKTORA;PRI b!1 An = 0; Bn = fna�n=�;I MY POLU^AEMu(�; ') = 1Xn=1 fn�a���n=� sin �n� ' W OBLASTI � > a; 0 < ' < �;PRI � = � POLU^AETSQ RE[ENIE DLQ POLUKRUGOWOGO KOLXCA.rE[EN I E. tREBUETSQ NAJTI GARMONI^ESKU� FUNKCI� WNUTRI�KOLXCEWOGO SEKTORA� a < � < b, 0 < ' < �, UDOWLETWORQ�℄U�KRAEWYM USLOWIQMu = 0 PRI ' = 0; ' = �; u ���=a = f('); u ���=b = F ('):pOLXZUQSX METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH, POLU^AEM ^ASTNYERE[ENIQ WIDA (SM. ZADA^U 83)un(�; ') = Rn(�) sin �n� ';GDE Rn(�) OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ�2R00n + �R0n � ��n� �2R = 0I IMEET WID Rn = An��n=� �Bn���n=�:sOSTAWLQQ RQDu(�; ') = 1Xn=1�An��n=� �Bn���n=�� sin �n� 'I UDOWLETWORQQ KRAEWYM USLOWIQM PRI � = a I � = b, NAJDEM KO\F-FICIENTY An I Bn.87. u(�; ')= 4u0� 1Xk=0 1n (ab)�n=�b2�n=�� a2�n=� �� b���n=����b��n=�� sin �n� ',GDE n = 2k + 1.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 38788. pUSTX OSX x NAPRAWLENA WDOLX PROWODOW I PROHODIT POSERE-DINE MEVDU NIMI, A PLOSKOSTX z = 0 PERPENDIKULQRNA K PLOSKOSTI,PROHODQ℄EJ ^EREZ PARALLELXNYE PROWODA.oTLI^NA OT NULQ TOLXKO x-KOMPONENTA WEKTORA-POTENCIALA A,UDOWLETWORQ�℄AQ URAWNENI� lAPLASA WNE PROWODOW I RAWNAQAx = 2I�
 ln R2R1 ; Ay = Az = 0;GDE 
 | SKOROSTX SWETA W PUSTOTE, � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTXSREDY, I | SILA TOKA, PROTEKA�℄EGO ^EREZ SE^ENIE KAVDOGO PROWODA,R1 =p(y � 0; 5a)2 + z2; R2 =p(y + 0; 5a)2 + z2;a | RASSTOQNIE MEVDU PROWODAMI.sOSTAWLQ�℄IE WEKTORA INDUKCII B = rotA, OPREDELQEMYE FOR-MULAMI Bx = �Az�y � �Ay�z = 0; By = �Ax�z ; Bz = ��Ax�y ;RAWNYBx = 0; By = 2�Iz
 � 1R22 � 1R21� ; Bz = �2�I
 �y + 0; 5aR22 � y � 0; 5aR21 � :uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ DLQ WEKTORA-POTENCIALALINEJNOGO TOKA I A = �
 IL I dsr ;GDE INTEGRIROWANIE PROIZWODITSQ PO KONTURU TOKA L. kAVDAQ IZ SO-STAWLQ�℄IH Ax, Ay, Az UDOWLETWORQET WNE L URAWNENI� lAPLASA.wEKTOR MAGNITNOJ INDUKCIIB = rotA = �I
 IL [ds r℄r3 :89. oTLI^NAQ OT NULQ z-SOSTAWLQ�℄AQ WEKTORA-POTENCIALA RAWNAAz = 4�
 ��aC0 ln a+ �a2 1Xn=1 1n � ra�n (Cn 
osn'+Dn sinn')�;GDE a | RADIUS CILINDRA, C0, Cn, Dn | KO\FFICIENTY RAZLOVENIQPOWERHNOSTNOGO TOKA iz PO KRUGOWYM GARMONIKAM,iz(a; ') = 1Xn=0(Cn 
osn'+Dn sinn'):uKA Z AN I E. wEKTOR-POTENCIAL W TO^KE M(r; '), NAHODQ℄EJSQ NARASSTOQNII R OT BESKONE^NOGO PROWODA, NESU℄EGO TOK I = iza d�, PA-RALLELEN EMU I RAWEN 2�iza d�
 lnR. pO\TOMU WEKTOR-POTENCIAL OT WSEJPLENKI RAWENAz = 2�a
 2�Z0 iz lnRd�; R2 = a2 + r2 � 2ar 
os('� �):rAZLAGAQ lnR W RQD PO STEPENQM ra , POLU^AEM NUVNOE WYRAVENIEDLQ Az .25�
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gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 38788. pUSTX OSX x NAPRAWLENA WDOLX PROWODOW I PROHODIT POSERE-DINE MEVDU NIMI, A PLOSKOSTX z = 0 PERPENDIKULQRNA K PLOSKOSTI,PROHODQ℄EJ ^EREZ PARALLELXNYE PROWODA.oTLI^NA OT NULQ TOLXKO x-KOMPONENTA WEKTORA-POTENCIALA A,UDOWLETWORQ�℄AQ URAWNENI� lAPLASA WNE PROWODOW I RAWNAQAx = 2I�
 ln R2R1 ; Ay = Az = 0;GDE 
 | SKOROSTX SWETA W PUSTOTE, � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTXSREDY, I | SILA TOKA, PROTEKA�℄EGO ^EREZ SE^ENIE KAVDOGO PROWODA,R1 =p(y � 0; 5a)2 + z2; R2 =p(y + 0; 5a)2 + z2;a | RASSTOQNIE MEVDU PROWODAMI.sOSTAWLQ�℄IE WEKTORA INDUKCII B = rotA, OPREDELQEMYE FOR-MULAMI Bx = �Az�y � �Ay�z = 0; By = �Ax�z ; Bz = ��Ax�y ;RAWNYBx = 0; By = 2�Iz
 � 1R22 � 1R21� ; Bz = �2�I
 �y + 0; 5aR22 � y � 0; 5aR21 � :uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ DLQ WEKTORA-POTENCIALALINEJNOGO TOKA I A = �
 IL I dsr ;GDE INTEGRIROWANIE PROIZWODITSQ PO KONTURU TOKA L. kAVDAQ IZ SO-STAWLQ�℄IH Ax, Ay, Az UDOWLETWORQET WNE L URAWNENI� lAPLASA.wEKTOR MAGNITNOJ INDUKCIIB = rotA = �I
 IL [ds r℄r3 :89. oTLI^NAQ OT NULQ z-SOSTAWLQ�℄AQ WEKTORA-POTENCIALA RAWNAAz = 4�
 ��aC0 ln a+ �a2 1Xn=1 1n � ra�n (Cn 
osn'+Dn sinn')�;GDE a | RADIUS CILINDRA, C0, Cn, Dn | KO\FFICIENTY RAZLOVENIQPOWERHNOSTNOGO TOKA iz PO KRUGOWYM GARMONIKAM,iz(a; ') = 1Xn=0(Cn 
osn'+Dn sinn'):uKA Z AN I E. wEKTOR-POTENCIAL W TO^KE M(r; '), NAHODQ℄EJSQ NARASSTOQNII R OT BESKONE^NOGO PROWODA, NESU℄EGO TOK I = iza d�, PA-RALLELEN EMU I RAWEN 2�iza d�
 lnR. pO\TOMU WEKTOR-POTENCIAL OT WSEJPLENKI RAWENAz = 2�a
 2�Z0 iz lnRd�; R2 = a2 + r2 � 2ar 
os('� �):rAZLAGAQ lnR W RQD PO STEPENQM ra , POLU^AEM NUVNOE WYRAVENIEDLQ Az .25�



388 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ90. pUSTX WEKTOR INDUKCII WNE[NEGO MAGNITNOGO POLQ RAWEN B0I NAPRAWLEN WDOLX OSI x, A OSX z NAPRAWLENA WDOLX TOKA.sOSTAWLQ�℄IE WEKTORA NAPRQVENNOSTI MAGNITNOGO POLQ OPREDE-LQ�TSQ PO FORMULAM:WNUTRI CILINDRAH(1)r = 2�1 + �2 B0 
os';H(1)' = I2�a2 r � 2�1 + �2 B0 sin'9>=>; PRI r < a;WNE CILINDRAH(2)r = �1 + �1 � �2�1 + �2 a2r2�H0 
os';H(2)' = I2�r ��1� �1 � �2�1 + �2 a2r2�H0 sin'9>>=>>; PRI r > a:uKA Z AN I E. rEZULXTIRU�℄EE POLE I℄ETSQ W WIDE SUMMYB = B0 +B1;GDE B1 | WTORI^NOE POLE, ILIB = rotA; A = A0 +A1;GDE A | WEKTORNYJ POTENCIAL, A1 | WEKTORNYJ POTENCIAL WTORI^-NOGO POLQ, PRI^EM A0 = z0B0r sin' (z0 | EDINI^NYJ WEKTOR PO OSI z).nA POWERHNOSTI CILINDRA DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE NEPRERYWNOS-TI WEKTORNOGO POTENCIALA I TANGENCIALXNYH SOSTAWLQ�℄IH WEKTO-RA H , TAK ^TOA(1) = A(2); 1�2 �A(2)�r = 1�1 �A(1)�r PRI r = a;�A(1) = 0 PRI r < a; �A(2) = 0 PRI r > a:91. oTLI^NA OT NULQ TOLXKO z-SOSTAWLQ�℄AQ WEKTORA-POTENCIALAAz =8<:A(1) PRI r < a;A(2) PRI a < r < b;A(3) PRI r > b;GDE A(1) = 4�1I
 1Xn=0"�2n+1r2n+1 + 12n+ 1 � 
0r �2n+1# 
os(2n+ 1)';A(2) = 4�2I
 1Xn=0"�2n+1r2n+1 + 
2n+1 �ar�2n+1# 
os(2n+ 1)';A(3) = 4�1I
 1Xn=0 Æ2n+1r�(2n+1) 
os(2n+ 1)';GDE �n, �n, 
n, Æn | KO\FFICIENTY, OPREDELQEMYE IZ USLOWIJ SO-

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 389PRQVENIQ PRI r = a I r = b. w ^ASTNOSTI,Æ2n+1 = 4�2�1 
2n+102n+ 1 1��1�2 + 1�2 ���1�2 � 1�2 �ab �4n+2 ;GDE �1 | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX SREDY. sLEDOWATELXNO,A(3) = 16�2I
 1Xn=0 12n+ 1 1��1�2 + 1�2 ���1�2 � 1�2 �ab �4n+2 �
0r �2n+1 �� 
os(2n+ 1)':sOSTAWLQ�℄IE WEKTORA B OPREDELQ�TSQ PO FORMULAMBr = 1r �A�' ; B' = ��A�r :uKA Z AN I E. iSPOLXZOWATX WYRAVENIE DLQ WEKTORA-POTENCIALADWUHPROWODNOJ LINII Az = 2�1I
 ln R2R1 ;GDE R1 I R2 | RASSTOQNIE TO^KI NABL�DENIQ (r; ') OT PROWODOW, ATAKVE ISPOLXZOWATX RAZLOVENIE lnR1 I lnR2 W SLEDU�℄IE RQDYPRI r > 
0: lnR1 = � 1Xn=1 1n �
0r �n 
osn'+ ln r;lnR2 = � 1Xn=1 1n �
0r �n (�1)n 
osn'+ ln r:92. wEKTOR NAPRQVENNOSTI REZULXTIRU�℄EGO MAGNITNOGO POLQH = � gradV ;V | SKALQRNYJ POTENCIAL POLQ,V = (V0 + ' WO WNE[NEM PROSTRANSTWE PRI r > a;V0 +  W SE^ENII [ARA PRI b < r < a;V0 + w WO WNUTRENNEM PROSTRANSTWE PRI r < b:zDESX V0 = �H0x = �H0r 
os �; ' = C1 a3r2 
os �; = �C2r + C3 a2r � 
os �; w = C4r 
os �;GDEC1 = (2�+ 1)(�� 1)(1� �)� H0; C2 = 2�(1� �)� (2 + �)� (�� 1)H0;C3 = 3(�� 1)� H0; C4 = 2(1� �)(�� 1)2� H0;� = a3b3 ; � = 2(1� �)(� � 1)2 � 9��:
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390 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQnAPRQVENNOSTX POLQ WNUTRI [ARA RAWNAH = 11 + 29"1�� ba�3#�p�� 1p��2 H0 PRI r < b:oTS�DA WIDNO, ^TO H WSEGDA MENX[E H0, T. E. \KRANIROWANIE IMEETMESTO KAK PRI � < 1, TAK I PRI � > 1 (DLQ DIA- I PARAMAGNETIKOW).uKA Z AN I E. kO\FFICIENTY Ci DOLVNY OPREDELQTXSQ IZ USLOWIJSOPRQVENIQ PRI r = a I PRI r = b.2.kRAEWYE ZADA^I DLQ POLOSY, PRQMOUGOLXNIKA, PLOSKOGOSLOQ I PARALLELEPIPEDA.93. eSLI NA STORONAH PRQMOUGOLXNIKA ZADANY FUNKCIIu ��y=0 = f(x); u ��y=b = '(x); u ��x=0 =  (y); u ��x=a = �(y);UDOWLETWORQ�℄IE USLOWIQM f(0) =  (0), f(a) = �(0), �(b) = '(a),'(0) =  (b), TOu(x; y) = 1Xn=18<:24'n sh �na ysh �na b + fn sh �na (b� y)sh �na b 35 sin �na x ++24�n sh �nb xsh �nb a +  n sh �nb (a� x)sh �nb a 35 sin �nb y9=;+ u0(x; y);GDE 'n, fn, �n,  n | KO\FFICIENTY FURXE-FUNKCIJ'(x) = '(x) � u0(x; b); f(x) = f(x)� u0(x; 0); (y) =  (y)� u0(0; y); �(y) = �(y)� u0(a; y);RAWNYE fn = 2a aZ0 f(x) sin �na x dx; 'n = 2a bZ0 '(x) sin �na x dx; n = 2b bZ0  (y) sin �nb y dy; �n = 2b bZ0 �(y) sin �nb y dy:fUNKCIQ u0(x; y) = A+Bx+ Cy +Dxy;GDE A = f(0); B = f(a)� f(0)a ; C =  (b)�  (0)b ;D = ['(a)� '(0)℄� [f(a)� f(0)℄ab :rE[EN I E. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ uxx + uyy == 0 WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA 0 < x < a, 0 < y < b, UDOWLETWORQ�℄EEKRAEWYM USLOWIQM, PRI^EM W SILU USLOWIJ KRAEWYE ZNA^ENIQ FUNK-CII u(x; y) NEPRERYWNY.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 391pREDSTAWIM ISKOMU� FUNKCI� u(x; y) W WIDE SUMMYu(x; y) = u0(x; y) + v(x; y);GDE u0(x; y) | GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ, WYBIRAEMAQ TAK, ^TOBY FUNK-CIQ v(x; y) WO WSEH WER[INAH PRQMOUGOLXNIKA OBRA℄ALASX W NULX, A WOSTALXNOM BYLA SOWER[ENNO PROIZWOLXNA. pOLAGAQu0(x; y) = A+Bx+ Cy +Dxy;MY WIDIM, ^TO \TA FUNKCIQ GARMONI^ESKAQ; KO\FFICIENTY A, B, C ID WYBEREM W SOOTWETSTWII S UKAZANNYM WY[E USLOWIEM DLQ v(x; y).gARMONI^ESKAQ FUNKCIQ v(x; y) UDOWLETWORQET KRAEWYM USLOWIQMv ��y=0 = f(x); v ��y=b = '(x); v ��x=0 =  (y); v ��x=a = �(y);PRI^EM FUNKCII f , ',  , � OBRA℄A�TSQ W NULX W WER[INAH PRQMO-UGOLXNIKA.fUNKCI� v(x; y) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY ^ETYREH GAR-MONI^ESKIH FUNKCIJ, KAVDAQ IZ KOTORYH PRINIMAET ZADANNOE ZNA-^ENIE NA ODNOJ IZ STORON I OBRA℄AETSQ W NULX NA OSTALXNYH TREHSTORONAH. nAJDEM ODNU IZ TAKIH FUNKCIJ v(x; y) IZ URAWNENIQv1xx + v1yy = 0PRI KRAEWYH USLOWIQHv1 ��y=0 = 0; v1 ��y=b = '(x); v1 ��x=0; a = 0:pOLAGAQ v1(x; y) = X(x)Y (y)I PODSTAWLQQ \TO WYRAVENIE W URAWNENIE, BUDEM IMETXX 00X = �Y 00Y = ��;ILI Y 00 � �Y = 0; X 00 + �X = 0:k POSLEDNEMU URAWNENI� SLEDUET PRISOEDINITX USLOWIQX(0) = 0; X(a) = 0:rE[AQ \TU KRAEWU� ZADA^U DLQ X(x), NAHODIM SOBSTWENNYE FUNKCIIXn(x) = sin �na x;SOOTWETSTWU�℄IE SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM�n = ��na �2 :iZ URAWNENIQ I USLOWIQY 00 � �Y = 0; Y (0) = 0;QWLQ�℄EGOSQ SLEDSTWIEM USLOWIQ v1(x; 0) = X(x)Y (0) = 0, NAHODIMYn(y) = An sh �na y:rE[ENIE ZADA^I I℄EM, KAK OBY^NO, W WIDE RQDAv1(x; y) = 1Xn=1An sh �na y sin �na x:
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392 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuSLOWIE PRI y = b DAET An = 'nsh �na b ;TAK ^TO v1(x; y) = 1Xn=1'n sh �na ysh �na b sin �na x:tEPERX UVE NETRUDNO NAPISATX OB℄EE RE[ENIE NA[EJ ZADA^I.94. A) eSLI ZADANY GRANI^NYE USLOWIQu jy=0 = f(x); u jx=0 = '(y); ux jx=a =  (y); uy jy=b = �(x);PRI^EM f(0) = '(0),u(x; y) = f(0) + 1Xn=0� 1
h �2a (2n+ 1)bhfn 
h �2a (2n+ 1)(b� y) ++ 2��nh(2n+ 1) sh �2a (2n+ 1)yi � sin �2a (2n+ 1)x++ 1
h �2b (2n+ 1)ah'n 
h �2b (2n+ 1)(a� x) ++ 2� na(2n+ 1) sh �2b (2n+ 1)xi sin �2b (2n+ 1)y�;GDE fn, 'n,  n, �n | KO\FFICIENTY fURXE SOOTWETSTWU�℄IH FUNK-CIJ, PRI^EMf(x) = f(x)� f(0); '(x) = '(x) � f(0); '(0) = f(0) = 0:B) eSLI ZADANY GRANI^NYE USLOWIQu jy=0 = f(x); u jy=b = '(x); ux jx=0 =  (y); ux jx=a = �(y);TO RE[ENIE URAWNENIQ �u = 0 IMEET WIDu(x; y) = 1Xn=1( 1sh �na b hfn sh �na (b� y) + 'n sh �na yi 
os �na x++ b�n sh �nb a h�n 
h �nb x�  n 
h �nb (a� x)i sin �nb y):95. u(x; y) = 2V� ar
tg0� sin �ybsh �xb 1A. (1)rE[EN I E. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH PRIWODIT K ^ASTNYMRE[ENIQMun(x; y) = �An expn��nb xo+Bn expn�nb xo� sin �nb y:iZ OGRANI^ENNOSTI RE[ENIQ PRI x!1 SLEDUET, ^TO Bn = 0. sOSTAW-LQQ RQD 1Pn=1un I UDOWLETWORQQ KRAEWOMU USLOWI� PRI x = 0, POLU^IM

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 393u(x; y) = 4V� 1Xm=0 expn� (2m+ 1)�b xo sin (2m+ 1)�b y2m+ 1 : (2)|TOT RQD NETRUDNO PROSUMMIROWATX. w SAMOM DELE,H � 1Xm=0 expn� (2m+ 1)�b xo sin 2m+ 1b �y2m+ 1 == Im( 1Xm=0 �expn��xb o expni�yb o�2m+12m+ 1 ):pOLAGAQ Z = expn��xb o expni�yb oI U^ITYWAQ, ^TO 1Xm=0 Z2m+12m+ 1 = 12 ln 1 + Z1� Z ; (3)BUDEM IMETXH = Im 12 ln �1� expn�2�xb o�+ i2 expn��xb o sin �yb1� 2 expn��xb o 
os �yb + expn�2�xb o == 12 ar
tg 2 expn��xb o sin �yb1� expn�2�xb o ! = 12 ar
tg0�sin �ybsh �xb 1A ;OTKUDA I SLEDUET FORMULA (1).zAMETIM, ^TO S POMO℄X� PREDELXNOGO PEREHODA b!1 IZ (1) SRAZUPOLU^AETSQ RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA DLQ ^ETWERTI PLOSKOSTI PRIKRAEWYH USLOWIQH u jx=0 = V; u jy=0 = 0:w \TOM SLU^AE u(x; y) = 2V� ar
tg yx :96. u(x; y) = 2V� ar
tg0� sin �ybsh �xb 1A+ V0yb � 2V0� ar
tg sin �ybe�x=b + 
os �yb :(1)pREDELXNYJ PEREHOD PRI b!1 DAETu(x; y) = 2V� ar
tg yx (x > 0; y > 0):uKA Z AN I E. iSKOMYJ POTENCIAL UDOBNO PREDSTAWITX W WIDESUMMY u(x; y) = V0yb + u1(x; y) + u2(x; y); (2)GDE u1(x; y) | RE[ENIE ZADA^I 95, A u2(x; y) UDOWLETWORQET URAWNENI�
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394 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�u2 = 0 W OBLASTI x > 0, 0 < y < b I USLOWIQMu2 ��x=0 = �V0yb ; u2 ��y=0; b = 0:pERWOE SLAGAEMOE W (2) OZNA^AET POTENCIAL POLQ W PLOSKOM KON-DENSATORE.oPREDELQQ OTS�DA u2(x; y), MY PRIHODIM K RQDUy2(x; y) = � 1Xn=1(�1)n�1 e��nb x sin �nb yn ;KOTORYJ SUMMIRUETSQ ANALOGI^NO RQDU (2) ZADA^I 95.97. u = 4V0� 1Xm=0 sin �(2m+ 1)a x2m+ 1 sh �(2m+ 1)a ysh �(2m+ 1)a b ++ 4V� 1Xm=0 sin �(2m+ 1)b y2m+ 1 sh �(2m+ 1)b (a� x)sh �(2m+ 1)b a : (1)pREDELXNYJ SLU^AJ u! u96 PRI a!1:98. u(x; y) = �u1(x; y) PRI y < h;u2(x; y) PRI h < y < b;GDE u1(x; y) = 1Xn=1Ane�p�n xY n(y); Y n(y) = sinp�n ysinp�n h ;u2(x; y) = 1Xn=1Ane�p�n xY n(y); Y n(y) = sinp�n (b� y)sinp�n (b� h) ;9>>>=>>>; (1)An = VkY k2p�n � "1sinp�n h + "2sinp�n (b� h)� ;kY k2 = "1h2 sin2p�n h + "2(b� h)2 sin2p�n (b� h) ;�n | n-J KORENX TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ"1 
tgp� h+ "2 
tgp�(b� h) = 0: (2)rE[EN I E. tREBUETSQ NAJTI FUNKCI� u = �u1 PRI y < h;u2 PRI h < y < b;NEPRERYWNU� W OBLASTI x > 0, 0 6 y 6 b, UDOWLETWORQ�℄U� WNUTRIOBLASTI x > 0, 0 < y < b URAWNENI�div(" gradu) = 0;GDE " = �"1 PRI y < h;"2 PRI h < y < b;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 395I GRANI^NYM USLOWIQM u1 = 0 PRI y = 0, u2 = 0 PRI y = b, u1 = VPRI x = 0.eSLI U^ESTX, ^TO " KUSO^NO POSTOQNNO, TO DLQ u1 I u2 POLU^AEMURAWNENIQ �u1 = 0, �u2 = 0, A NA GRANICE RAZRYWA y = h u1 I u2DOLVNY UDOWLETWORQTX USLOWIQM SOPRQVENIQu1 = u2; "1 �u1�y = "2 �u2�y PRI y = h:pOLAGAQ u(x; y) = X(x)Y (y);IZ URAWNENIQ ("ux)x + ("uy)y = 0 POLU^AEM POSLE RAZDELENIQ PERE-MENNYH ddy �" dYdy �+ "�Y = 0; X 00 � �X = 0; (3)Y (0) = 0; Y (b) = 0:u^ITYWAQ RAZRYWNOSTX ", BUDEM IMETX DLQY (y) = �Y (y) PRI y < h;Y (y) PRI h < y < bUSLOWIQ Y 00 + �Y = 0; Y 00 + �Y = 0; Y (0) = 0; Y (b) = 0;Y (h) = Y (h); "1Y 0(h) = "2Y 0(h):rE[ENIE \TOJ ZADA^I I℄ETSQ W WIDEY (y) = sinp� ysinp�h ; Y (y) = sinp� (b� y)sinp� (b� h) :pODSTAWLQQ \TI WYRAVENIQ WO WTOROE USLOWIE SOPRQVENIQ, POLU^AEMHARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE DLQ OPREDELENIQ �:"1 
tgp�h+ "2 
tgp� (b� h) = 0: (4)pUSTX �1; �2; : : : ; �n | KORNI \TOGO URAWNENIQ, Y1; Y2; : : :: : : ; Yn(y) | SOOTWETSTWU�℄IE SOBSTWENNYE FUNKCII. iZ OB℄EJ TE-ORII ZADA^ NA SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ 1) SLEDUET SU℄ESTWOWANIE S^ET-NOGO MNOVESTWA SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ f�ng, KOTORYM SOOTWETSTWU�TSOBSTWENNYE FUNKCII fYn(y)g, OBRAZU�℄IE ORTOGONALXNU� S WE-SOM "(y) SISTEMU FUNKCIJbZ0 Ym(y)Yn(y)"(y) dy = 0 PRI m 6= n;ILI "1 hZ0 Y m(y)Y n(y) dy + "2 bZh Y m(y)Y n(y) dy = 0 PRI m 6= n:1)sM. [7, GL. II, x 3, P. 9℄.
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396 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdLQ NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII kYnk POLU^AEM:kYnk2 = bZ0 Y 2n (y)"(y) dy = "1 hZ0 Y 2n(y) dy + "2 bZh Y 2n(y) dy:wY^ISLQQ \TI INTEGRALY I U^ITYWAQ URAWNENIE (4) DLQ �n, NAHODIM:kYnk2 = "1h2 sin2p�n h + "2(b� h)2 sin2p�n (b� h) : (5)kO\FFICIENTY RAZLOVENIQ NEKOTOROJ FUNKCII f(y) W RQD PO SOBST-WENNYM FUNKCIQM Yn(y) OPREDELQ�TSQ PO FORMULEfn = 1kYnk2 bZ0 f(y)Yn(y)"(y) dy:iZ URAWNENIQ (3) NAHODIM:Xn(x) = Ane�p�n x:oB℄EE RE[ENIE ZADA^I IMEET WIDu(x; y) = 1Xn=1Ane�p�n xYn(y):dLQ OPREDELENIQ An ISPOLXZUEM USLOWIE PRI x = 0V = 1Xn=1AnYn(y):oTS�DAAn = VkYnk2 bZ0 Vn(y)"(y) dy = Vp�n kYnk2 � "1sinp�n h + "2sinp�n (b� h)� :99. pOTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ RAWENu(x; y) = 1Xn=1An shp�n(a� x)shp�n a Yn(y); (1)GDE Yn(y) = �Y n(y) PRI y < h;Y n(y) PRI h < y < b;WYRAVENIQ DLQ Yn(y), An I KWADRATA NORMY DANY W OTWETE K PREDY-DU℄EJ ZADA^E 98, �n | KORENX URAWNENIQ"1 tgp� (b� h) + "2 tgp�h = 0:pREDELXNYJ PEREHOD PRI a!1 DAET RE[ENIE ZADA^I 98u99 ja=1 = u98;TAK KAK lima!1 shp�n (a� x)shp�n a = e�p�n x:uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 98.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 397100. nAPRQVENNOSTX \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ E = � gradu, GDEu | POTENCIAL, RAWNYJu(x; y) = �u1(x; y) PRI y < h;u2(x; y) PRI h < y < b;u1(x; y) = 4V� 1Xk=0 "2 �th �(2k + 1)a h+ th �(2k + 1)a (b� h)�"1 th �(2k + 1)a (b� h) + "2 th �(2k + 1)a h �� sh �(2k + 1)a y(2k + 1) sh �(2k + 1)a b sin �(2k + 1)a x;u2(x; y) = 4V� 1Xk=0(sh �(2k + 1)a y ++ �"2 th �(2k + 1)a h� "1 th �(2k + 1)a (b� h)� sh �(2k + 1)a (b� y)"1 th �(2k + 1)a (b� h) + "2 th �(2k + 1)a h )�� sin �(2k + 1)xa(2k + 1) sh �(2k + 1)ba :uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE u(x; y) = 1Pn=1AnXn(x)Yn(y),GDE Xn(x) | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ KRAEWOJ ZADA^IX 00 + �X = 0; X(0) = X(a) = 0;A Yn(y) = �Y n(y) PRI y < h;Y n(y) PRI h < y < b| RE[ENIE ZADA^IY 00n � �nYn = 0; Y 00n � �nY n = 0; Y n(0) = 0; Y n(h) = Y n(h);"1Y 0n(h) = "2Y 0n(h);OPREDELQEMOE S TO^NOSTX� DO POSTOQNNOGO MNOVITELQ.101. u(x; y) = Q2abk [(y�b)2�(x�a)2℄+
onst, GDE k| KO\FFICIENTTEPLOPROWODNOSTI.uKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX WTORU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAW-NENIQ uxx + uyy = 0 WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA PRI KRAEWYH USLOWIQHkuy(x; 0) = �Qa ; kux(0; y) = �Qb ; ux(a; y) = 0; uy(x; b) = 0:
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onst, GDE k| KO\FFICIENTTEPLOPROWODNOSTI.uKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX WTORU� KRAEWU� ZADA^U DLQ URAW-NENIQ uxx + uyy = 0 WNUTRI PRQMOUGOLXNIKA PRI KRAEWYH USLOWIQHkuy(x; 0) = �Qa ; kux(0; y) = �Qb ; ux(a; y) = 0; uy(x; b) = 0:



398 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw \TOM SLU^AE SWEDENIE \TOJ ZADA^I K DWUM ZADA^AM, U KAVDOJ IZKOTORYH NA TREH STORONAH WZQTY NULEWYE KRAEWYE USLOWIQ, NEWOZMOV-NO, TAK KAK PRI \TOM NARU[ITSQ NEOBHODIMOE USLOWIE RAZRE[IMOSTIWTOROJ KRAEWOJ ZADA^I I
 �u�n ds = 0:rE[EN I E. tAK KAK GRANI^NYE ZNA^ENIQ NE MENQ�TSQ WDOLX STO-RON, TO MOVNO ISKATX RE[ENIE W WIDE GARMONI^ESKOGO POLINOMAu(x; y) = A+Bx+ Cy +Dxy +E(x2 � y2):uDOWLETWORQQ KRAEWYM USLOWIQM, NAHODIM SOOTWETSTWU�℄IE ZNA^ENIQKO\FFICIENTOW I W REZULXTATE PRIHODIM K FORMULE OTWETA.rE[ENIE MOVNO TAKVE NAJTI METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH,POLAGAQ u(x; y) = 1Xn=0un(x)Yn(y);GDE Yn(y) = 
osp�n y | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ KRAEWOJ ZADA^IY 00 + �Y = 0; Y 0(0) = Y 0(b) = 0;SOOTWETSTWU�℄AQ SOBSTWENNOMU ZNA^ENI� �n = ��nb �2.nAJDEM: un(x) = 2b bZ0 u(x; y)Yn(y) dy DLQ n > 0:pODSTAWLQQ S�DA Yn = � 1�n Y 00nI INTEGRIRUQ DWAVDY PO ^ASTQM, POLU^AEMun(x) = �2b 2�n([uY 0n℄b0 � [uyYn℄b0 + bZ0 uyyYnn dy):u^ITYWAQ KRAEWYE USLOWIQ I URAWNENIE uxx + uyy = 0, BUDEM IMETXun(x) = � 2Qkab�n + 1�n u00n(x);ILI u00n(x)� �nun(x) = 2Qabk :iNTEGRIRUQ KRAEWYE USLOWIQ PRI x = 0 I x = a, POLU^IM USLOWIQDLQ un(x) u0n(0) = 0; u0n(a) = 0:oTS�DA NAHODIM un(x) = � 2Qkab�n PRI n > 0:~TOBY NAJTI u0(x) = 1b bZ0 u(x; y) dy;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 399PROINTEGRIRUEM URAWNENIE �u = 0 PO ^ASTQM, ^TO DAETu000(x) = Qabk ; u00(0) = Qbk ; u0(a) = 0;OTKUDA u0(x) = � Q2abk (x� a)2 + 
onst:tAKIM OBRAZOM, MY POLU^AEMu(x; y) = � Q2abk (x� a)2 + 2Qka�2 1Xn=1 
os �nb yn2 + 
onst;ILI u(x; y) = Q2abk [(y � b)2 � (x� a)2℄ + 
onst;TAK KAK 4b�2 1Xn=1 
os �nb yn2 = (y � b)2:102. eSLI POTOK q ZADAN NA STORONE y = b, TOu(x; y) = u1 � 4qak�2 1Xm=0 sh (2m+ 1)�a y
h (2m+ 1)�a b sin �(2m+ 1)a x(2m+ 1)2 :uKA Z AN I E. uDOBNO PREDSTAWITX RE[ENIE W WIDE SUMMYu(x; y) = u1 + v(x; y);GDE v(x; y) | RE[ENIE URAWNENIQ �u = 0, UDOWLETWORQ�℄EE KRAEWYMUSLOWIQM v = 0 PRI x = 0; x = a; y = 0;�kvy(x; b) = q:103. rE[ENIE URAWNENIQ �u = 0 WNUTRI PRQMOUGOLXNOGO PARAL-LELEPIPEDA PRI KRAEWYH USLOWIQHu ��x=0 = f1(y; z); u ��x=a = f2(y; z);u ��y=0 = f3(x; z); u ��y=b = f4(x; z);u ��z=0 = f5(x; y); u ��z=
 = f6(x; y)IMEET WID u(x; y; z) = u1(x; y; z) + u2(x; y; z) + u3(x; y; z);GDEu1(x; y; z) = 1Xm=1 1Xn=1 (f2)mn sh �(1)mnx+ (f1)mn sh �(1)mn(a� x)sh �(1)mna �� sin �mb y sin �n
 z;�(1)mn = �rm2b2 + n2
2 ;fimn = 4ab bZ0 
Z0 fi(y; z) sin �mb y sin �n
 z dy dz (i = 1; 2):
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400 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQfUNKCIQ u2(x; y; z) I u3(x; y; z) OPREDELQ�TSQ ANALOGI^NYMI FORMU-LAMI.rE[EN I E. iSKOMU� FUNKCI� u(x; y; z) MOVNO PREDSTAWITX WWIDE SUMMY TREH GARMONI^ESKIH FUNKCIJ u1, u2, u3, UDOWLETWORQ�℄IHKRAEWYM USLOWIQMu1 ��x=0 = f1(y; z); u1 ��x=a = f2(y; z); u1 = 0PRI y = 0; b; z = 0; 
;u2 ��y=0 = f3(x; z); u2 ��y=b = f4(x; z); u2 = 0PRI x = 0; a; z = 0; 
;u3 ��z=0 = f5(x; y); u3 ��z=
 = f6(x; y); u3 = 0PRI x = 0; a; y = 0; b:oSTANOWIMSQ NA OPREDELENII u1(x; y; z). pOLAGAQ u1(x; y; z) == X(x)v(y; z), POSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH POLU^IM DLQ v(y; z) KRA-EWU� ZADA^U O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY SZAKREPLENNOJ GRANICEJvyy + vzz + �v = 0; v = 0 PRI y = 0; b; z = 0; 
;NORMIROWANNYE SOBSTWENNYE FUNKCII KOTOROJ IME�T WIDvm;n(y; z) =r 4b
 sin �mb y sin �n
 z (m; n = 1; 2; : : : );A SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ RAWNY �mn = �2�m2b2 + n2
2 �.oPREDELQQ ZATEMIZ URAWNENIQ X 00 � �mnX = 0 FUNKCI� Xmn(x), POLU^AEMu1(x; y; z) = 1Xm=1 1Xn=1(Amn shp�mn x+Bmn 
hp�mn x)vmn(y; z):kO\FFICIENTY RAZLOVENIQ Amn I Bmn OPREDELQ�TSQ IZ USLOWIJ PRIx = 0 I x = a. aNALOGI^NO NAHODIM FUNKCII u2(x; y; z) I u3(x; y z).zAMETIM, ^TO PRI RE[ENII PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ PRQMO-UGOLXNIKA MY WWELI WSPOMOGATELXNYJ GARMONI^ESKIJ POLINOM, S PO-MO℄X� KOTOROGO ZNA^ENIQ GRANI^NYH FUNKCIJ W UGLAH STALI RAWNYMINUL�. w ZADA^E DLQ PARALLELEPIPEDA POSTROENIE TAKOGO POLINOMA ZNA-^ITELXNO SLOVNEE I \TO SDELANO NE BYLO. pOSTROENNYE RQDY PO\TOMUSHODQTSQ NERAWNOMERNO W OKRESTNOSTQH UGLOW PARALLELEPIPEDA.104. pOTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ RAWENu(x; y; z) = 16V�2 �� 1Xm=0 1Xn=0 sin (2m+ 1)�a x sin (2n+ 1)�b y sh�r (2m+ 1)2a2 + (2n+ 1)2b2 (
� z)(2m+ 1)(2n+ 1) sh�r (2m+ 1)2a2 + (2n+ 1)2b2 
 :(1)

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 401pRI 
!1 POLU^IM RE[ENIE DLQ POLUBESKONE^NOJ TRUBYu(x; y; z) = 16V�2 1Xm=0 1Xn=0 sin (2m+ 1)�a x sin (2n+ 1)�b y(2m+ 1)(2n+ 1) �� expn��r (2m+ 1)2a2 + (2n+ 1)2b2 o z: (2)105. u(x; y; z) == V � 16V�2 1Xm=0 1Xn=0 
h �mn � 
2 � z�
h �mn
2 sin (2m+ 1)�a x sin (2n+ 1)�b y(2m+ 1)(2n+ 1) ;GDE �mn = �r (2m+ 1)2a2 + (2n+ 1)2b2 :pREDELXNYJ PEREHOD PRI 
!1 DAETu(x; y; z) = V � u104 B;GDE u104 B OPREDELQETSQ FORMULOJ (2) ZADA^I 104.rE[ENIE MOVNO TAKVE PREDSTAWITX W WIDE SUMMYu(x; y; z) = 16V�2 1Xm=0 1Xn=0 
h�mn �a2 � x�
h�mn a2 sin �(2m+ 1)b y sin �(2n+ 1)
 z(2m+ 1)(2n+ 1) ++ 16V�2 1Xm=0 1Xn=0 
h�mn � b2 � y�
h�mn b2 sin �(2m+ 1)xa sin �(2a+ 1)
 z(2m+ 1)(2n+ 1) ;�mn = �r (2m+ 1)2b2 + (2n+ 1)2
2 ; �mn = �r (2m+ 1)2a2 + (2n+ 1)2
2 :3. zADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIE CILINDRI^ESKIH FUNK-CIJ.106. u(�; '; z) == 1Xn=0 1Xm=1(Am;n 
osn'+Bm;n sinn')Jn��(n)ma �� sh �(n)ma (l� z)sh �(n)ma l ++ 1Xn=0 1Xm=1(Cm;n 
osn'+Dm;n sinn')Jn��(n)ma �� sh �(n)ma zsh �(n)ma l ; (1)GDE �(n)m | m-J KORENX URAWNENIQJn(�) = 0;26 b.m. bUDAK I DR.
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402 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQAm;n, Bm;n, Cm;n, Dm;n | KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ FUNK-CIJ f(�; ') I F (�; '), RAWNYEAm;n = 2a2�"n hJ 0n(�(n)m )i2 2�Z0 aZ0 f(�; ') 
osn'Jn��(n)ma �� � d� d';"n = �2; n = 0;1; n 6= 0; (2)Bm;n = 2a2� hJ 0n(�(n)m i2 2�Z0 aZ0 f(�; ') sinn'Jn��(n)ma �� � d� d' I T.D.rE[EN I E. zADA^A RE[AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH.pODSTAWLQQ WYRAVENIEu(�; '; z) = V (�; ')Z(z)W URAWNENIE 1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 + �2u�z2 = 0 (3)I RAZDELQQ PEREMENNYE, POLU^AEM DLQ V (�; ') URAWNENIE1� ��� �� �V�� �+ 1�2 �2V�'2 + �V = 0 (4)S GRANI^NYM USLOWIEM V (a; ') = 0I DLQ Z(z) | URAWNENIE Z 00 � �Z = 0: (5)pOLAGAQ, DALEE, V (�; ') = R(�)�(');BUDEM IMETX 1� dd� �� dRd� �+��� �2�2�R = 0; (6)�00 + �2� = 0; (7)GDE � | POSTOQNNAQ RAZDELENIQ. iZ USLOWIQ PERIODI^NOSTI FUNKCII� PO UGLU ' NAHODIM �2 = n2.dLQ R(�) MY IMEEM URAWNENIE bESSELQ1� dd� �� dRd� �+��� n2�2�R = 0S GRANI^NYM USLOWIEM R(a) = 0I ESTESTWENNYM USLOWIEM OGRANI^ENNOSTI W NULE 1)jR(0)j <1:oTS�DA NAHODIM R(�) = Jn(p� �):1)sM. [7, DOBAWLENIE I℄.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 403gRANI^NOE USLOWIE PRI � = a DAET:Jn(�) = 0; GDE � = p� a:oBOZNA^IM �(n)1 ; �(n)2 ; : : : ; �(n)m KORNI \TOGO URAWNENIQ. tAKIM OBRAZOM,KRAEWAQ ZADA^A DLQ V (�; ') IMEET SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �mn=��(n)ma �2,KOTORYM SOOTWETSTWU�T SOBSTWENNYE FUNKCIIV n;m = Jn��(n)ma �� 
osn'; V n;m = Jn��(n)ma �� sinn';OBRAZU�℄IE DWE ORTOGONALXNYE SISTEMY FUNKCIJ, DLQ KOTORYHkV n;mk2 = a22 [J 0n(�(n)m )℄2�"n; kV n;mk2 = a22 [J 0n(�(n)m )℄2�;GDE "n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0:oB℄EE RE[ENIE NA[EJ ZADA^I PREDSTAWITSQ W WIDE RQDAu(�; '; z) = 1Xm=1 1Xn=0(An;mV m;n(�; ') +Bn;mV m;n(�; '))Zn;m(z);GDE Zn;m(z) | RE[ENIE URAWNENIQ (5).pOSKOLXKU ISKOMU� FUNKCI� u(�; '; z) MOVNO PREDSTAWITX W WIDESUMMY u(�; '; z) = u1(�; '; z) + u2(�; '; z);GDE u1(�; '; z) I u2(�; '; z) | GARMONI^ESKIE FUNKCII, UDOWLETWO-RQ�℄IE USLOWI�u1���=a = 0; u1��z=0 = f(�; '); u1��z=l = 0;u2���=a = 0; u2��z=0 = 0; u2��z=l = F (�; ');TO DOSTATO^NO OGRANI^ITXSQ OTYSKANIEM FUNKCII u1(�; '; z). w \TOMSLU^AE Zm;n(z) = sh �(n)ma (l � z):uDOWLETWORQQ KRAEWOMU USLOWI� PRI z = 01Xm=1 1Xn=0(Am;nV m;n + Bm;nV m;n) sh �(n)ma l = f(�; ');MY NAJDEM Am;n = fm;nsh �(n)ma l ; Bm;n = fm;nsh �(n)m la ;GDE fm;n = 1kV m;nk2 2�Z0 aZ0 f(�; ')V m;n(�; ') � d� d';fm;n = 1kV m;nk2 2�Z0 aZ0 f(�; ')V m;n(�; ') � d� d':26�



402 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQAm;n, Bm;n, Cm;n, Dm;n | KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ FUNK-CIJ f(�; ') I F (�; '), RAWNYEAm;n = 2a2�"n hJ 0n(�(n)m )i2 2�Z0 aZ0 f(�; ') 
osn'Jn��(n)ma �� � d� d';"n = �2; n = 0;1; n 6= 0; (2)Bm;n = 2a2� hJ 0n(�(n)m i2 2�Z0 aZ0 f(�; ') sinn'Jn��(n)ma �� � d� d' I T.D.rE[EN I E. zADA^A RE[AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH.pODSTAWLQQ WYRAVENIEu(�; '; z) = V (�; ')Z(z)W URAWNENIE 1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 + �2u�z2 = 0 (3)I RAZDELQQ PEREMENNYE, POLU^AEM DLQ V (�; ') URAWNENIE1� ��� �� �V�� �+ 1�2 �2V�'2 + �V = 0 (4)S GRANI^NYM USLOWIEM V (a; ') = 0I DLQ Z(z) | URAWNENIE Z 00 � �Z = 0: (5)pOLAGAQ, DALEE, V (�; ') = R(�)�(');BUDEM IMETX 1� dd� �� dRd� �+��� �2�2�R = 0; (6)�00 + �2� = 0; (7)GDE � | POSTOQNNAQ RAZDELENIQ. iZ USLOWIQ PERIODI^NOSTI FUNKCII� PO UGLU ' NAHODIM �2 = n2.dLQ R(�) MY IMEEM URAWNENIE bESSELQ1� dd� �� dRd� �+��� n2�2�R = 0S GRANI^NYM USLOWIEM R(a) = 0I ESTESTWENNYM USLOWIEM OGRANI^ENNOSTI W NULE 1)jR(0)j <1:oTS�DA NAHODIM R(�) = Jn(p� �):1)sM. [7, DOBAWLENIE I℄.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 403gRANI^NOE USLOWIE PRI � = a DAET:Jn(�) = 0; GDE � = p� a:oBOZNA^IM �(n)1 ; �(n)2 ; : : : ; �(n)m KORNI \TOGO URAWNENIQ. tAKIM OBRAZOM,KRAEWAQ ZADA^A DLQ V (�; ') IMEET SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �mn=��(n)ma �2,KOTORYM SOOTWETSTWU�T SOBSTWENNYE FUNKCIIV n;m = Jn��(n)ma �� 
osn'; V n;m = Jn��(n)ma �� sinn';OBRAZU�℄IE DWE ORTOGONALXNYE SISTEMY FUNKCIJ, DLQ KOTORYHkV n;mk2 = a22 [J 0n(�(n)m )℄2�"n; kV n;mk2 = a22 [J 0n(�(n)m )℄2�;GDE "n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0:oB℄EE RE[ENIE NA[EJ ZADA^I PREDSTAWITSQ W WIDE RQDAu(�; '; z) = 1Xm=1 1Xn=0(An;mV m;n(�; ') +Bn;mV m;n(�; '))Zn;m(z);GDE Zn;m(z) | RE[ENIE URAWNENIQ (5).pOSKOLXKU ISKOMU� FUNKCI� u(�; '; z) MOVNO PREDSTAWITX W WIDESUMMY u(�; '; z) = u1(�; '; z) + u2(�; '; z);GDE u1(�; '; z) I u2(�; '; z) | GARMONI^ESKIE FUNKCII, UDOWLETWO-RQ�℄IE USLOWI�u1���=a = 0; u1��z=0 = f(�; '); u1��z=l = 0;u2���=a = 0; u2��z=0 = 0; u2��z=l = F (�; ');TO DOSTATO^NO OGRANI^ITXSQ OTYSKANIEM FUNKCII u1(�; '; z). w \TOMSLU^AE Zm;n(z) = sh �(n)ma (l � z):uDOWLETWORQQ KRAEWOMU USLOWI� PRI z = 01Xm=1 1Xn=0(Am;nV m;n + Bm;nV m;n) sh �(n)ma l = f(�; ');MY NAJDEM Am;n = fm;nsh �(n)ma l ; Bm;n = fm;nsh �(n)m la ;GDE fm;n = 1kV m;nk2 2�Z0 aZ0 f(�; ')V m;n(�; ') � d� d';fm;n = 1kV m;nk2 2�Z0 aZ0 f(�; ')V m;n(�; ') � d� d':26�



404 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ107. u = u(�; z) = 1Xm=1 Am sh �(0)m (l � z)a +Bm sh �(0)m zash �(0)ma l J0��(0)ma ��,GDE �(0)m | m-J KORENX URAWNENIQJ0(�) = 0;A KO\FFICIENTY Am I Bm DA�TSQ FORMULAMIAm = 2a2J21 (�(0)m ) aZ0 f(�)J0��(0)ma �� � d�;Bm = 2a2J21 (�(0)m ) aZ0 F (�)J0 ��(0)ma �� � d�:108. u = u(�; z) = 1Xn=1 fn I0 ��nl ��I0 ��nl a� sin �nl z;GDE fn = 2l bZ0 f(z) sin �nl z dz | KO\FFICIENTY fURXE, I0(x) = J0(ix) |FUNKCIQ bESSELQ NULEWOGO PORQDKA OT MNIMOGO ARGUMENTA, UDOWLETWO-RQ�℄AQ URAWNENI� I 000 (x) + 1x I 00(x)� I0(x) = 0:~ASTNYE SLU^AI:A) fn = 2f0�n [1� (�1)n℄,u = 4f0� 1Xm=0 I0��(2m+ 1)l ��I0��(2m+ 1)l a� sin �(2m+ 1)zl2m+ 1 ;B) fn = 4Al(�n)3 [1� (�1)n℄,u = 8Al�3 1Xm=0 I0��(2m+ 1)l ��I0��(2m+ 1)l a� sin �(2m+ 1)l z(2m+ 1)3 .109. rE[ENIE OB℄EJ PERWOJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ OGRA-NI^ENNOGO CILINDRA 0 6 � 6 a, 0 6 z 6 l�u = 1� ��� ���u���+ 1�2 �2u�'2 + �2u�z2 = 0;u ���=a = f('; z); u ��z=0 =  1(�; '); u ��z=l =  2(�; ');PREDSTAWLQETSQ W WIDE SUMMY TREH RE[ENIJu = u1 + u2 + u3;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 405GDE u1, u2 I u3 | RE[ENIQ KRAEWYH ZADA^�u1 = 0; u1 ���=a = f('; z); u1 ��z=0 = u1 ��z=l = 0;�u2 = 0; u2 ���=a = 0; u2 ��z=0 =  1(�; '); ju2jz=l = 0;�u3 = 0; u3 ���=a = 0; u3 ��z=0 = 0; ju3jz=l =  2(�; ');OPREDELQEMYE S POMO℄X� SLEDU�℄IH RQDOW:u1(�; '; z) = 1Xn=0 1Xm=1(A(1)n;m 
osn'+B(1)n;m sinn') In ��ml ��In ��ml a� sin �ml z;GDE A(1)n;m = 2�"nl 2�Z0 lZ0 f('; z) 
osn' sin �ml z d' dz;"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;B(1)n;m = 2�l 2�Z0 lZ0 f('; z) sinn' sin �ml z d' dz;u2(�; '; z) == 1Xn=0 1Xm=1(A(2)n;m 
osn'+B(2)n;m sinn') sh �(n)m (l� z)ash �(n)ma l Jn��(n)ma �� ;A A(2)n;m = 2�"na2[J 0n(�(n)m )℄2 2�Z0 aZ0  1(�; ') 
osn'Jn��(n)ma �� � d� d';B(2)n;m = 2�a2[J 0n(�(n)m )℄2 2�Z0 aZ0  1(�; ') 
osn'Jn��(n)ma �� � d� d';u3(�; '; z) = u2(�; '; l � z);ESLI W WYRAVENII DLQ A(2)n;m I B(2)n;m ZAMENITX  1(�; ') FUNK-CIEJ  2(�; ').uKA Z AN I E. sLEDUET ISKATX ^ASTNYE RE[ENIQ DLQ u1 W WIDEu1(�; '; z) = V (�; ')Z(z):dLQ Z(z) POLU^AETSQ KRAEWAQ ZADA^AZ 00 + �Z = 0; Z(0) = Z(l) = 0; �m = ��ml �2 ; Zm = sin �ml z;A DLQ V (�; ') URAWNENIE1� ��� �� �V�� �+ 1�2 �2V�'2 � ��ml �2 V = 0;OTKUDA NAHODIM Vm;n(�; ') = In ��ml ���
osn';sinn':



404 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ107. u = u(�; z) = 1Xm=1 Am sh �(0)m (l � z)a +Bm sh �(0)m zash �(0)ma l J0��(0)ma ��,GDE �(0)m | m-J KORENX URAWNENIQJ0(�) = 0;A KO\FFICIENTY Am I Bm DA�TSQ FORMULAMIAm = 2a2J21 (�(0)m ) aZ0 f(�)J0��(0)ma �� � d�;Bm = 2a2J21 (�(0)m ) aZ0 F (�)J0 ��(0)ma �� � d�:108. u = u(�; z) = 1Xn=1 fn I0 ��nl ��I0 ��nl a� sin �nl z;GDE fn = 2l bZ0 f(z) sin �nl z dz | KO\FFICIENTY fURXE, I0(x) = J0(ix) |FUNKCIQ bESSELQ NULEWOGO PORQDKA OT MNIMOGO ARGUMENTA, UDOWLETWO-RQ�℄AQ URAWNENI� I 000 (x) + 1x I 00(x)� I0(x) = 0:~ASTNYE SLU^AI:A) fn = 2f0�n [1� (�1)n℄,u = 4f0� 1Xm=0 I0��(2m+ 1)l ��I0��(2m+ 1)l a� sin �(2m+ 1)zl2m+ 1 ;B) fn = 4Al(�n)3 [1� (�1)n℄,u = 8Al�3 1Xm=0 I0��(2m+ 1)l ��I0��(2m+ 1)l a� sin �(2m+ 1)l z(2m+ 1)3 .109. rE[ENIE OB℄EJ PERWOJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ OGRA-NI^ENNOGO CILINDRA 0 6 � 6 a, 0 6 z 6 l�u = 1� ��� ���u���+ 1�2 �2u�'2 + �2u�z2 = 0;u ���=a = f('; z); u ��z=0 =  1(�; '); u ��z=l =  2(�; ');PREDSTAWLQETSQ W WIDE SUMMY TREH RE[ENIJu = u1 + u2 + u3;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 405GDE u1, u2 I u3 | RE[ENIQ KRAEWYH ZADA^�u1 = 0; u1 ���=a = f('; z); u1 ��z=0 = u1 ��z=l = 0;�u2 = 0; u2 ���=a = 0; u2 ��z=0 =  1(�; '); ju2jz=l = 0;�u3 = 0; u3 ���=a = 0; u3 ��z=0 = 0; ju3jz=l =  2(�; ');OPREDELQEMYE S POMO℄X� SLEDU�℄IH RQDOW:u1(�; '; z) = 1Xn=0 1Xm=1(A(1)n;m 
osn'+B(1)n;m sinn') In ��ml ��In ��ml a� sin �ml z;GDE A(1)n;m = 2�"nl 2�Z0 lZ0 f('; z) 
osn' sin �ml z d' dz;"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;B(1)n;m = 2�l 2�Z0 lZ0 f('; z) sinn' sin �ml z d' dz;u2(�; '; z) == 1Xn=0 1Xm=1(A(2)n;m 
osn'+B(2)n;m sinn') sh �(n)m (l� z)ash �(n)ma l Jn��(n)ma �� ;A A(2)n;m = 2�"na2[J 0n(�(n)m )℄2 2�Z0 aZ0  1(�; ') 
osn'Jn��(n)ma �� � d� d';B(2)n;m = 2�a2[J 0n(�(n)m )℄2 2�Z0 aZ0  1(�; ') 
osn'Jn��(n)ma �� � d� d';u3(�; '; z) = u2(�; '; l � z);ESLI W WYRAVENII DLQ A(2)n;m I B(2)n;m ZAMENITX  1(�; ') FUNK-CIEJ  2(�; ').uKA Z AN I E. sLEDUET ISKATX ^ASTNYE RE[ENIQ DLQ u1 W WIDEu1(�; '; z) = V (�; ')Z(z):dLQ Z(z) POLU^AETSQ KRAEWAQ ZADA^AZ 00 + �Z = 0; Z(0) = Z(l) = 0; �m = ��ml �2 ; Zm = sin �ml z;A DLQ V (�; ') URAWNENIE1� ��� �� �V�� �+ 1�2 �2V�'2 � ��ml �2 V = 0;OTKUDA NAHODIM Vm;n(�; ') = In ��ml ���
osn';sinn':



406 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpOLAGAQ u2(�; '; z) = V (�; ')Z(z);BUDEM IMETX1� ��� �� �V�� �+ 1�2 �2V�'2 + �V = 0; V (a; ') = 0;TAK ^TO �m;n = ��(n)ma �2 ; Vm;n = Jn��(n)ma ���
osn';sinn'I Z 00 �� u(n)ma �2 Z = 0; Z(l) = 0;OTKUDA NAHODIM Zm;n = Cm;n sh �(n)ma (l � z):110. pOTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ WNUTRI CILINDRI^ES-KOJ KOROBKI RAWENu(�; z) = 4V0� 1Xk=0 I0 �(2k + 1)�l ��I0 � (2k + 1)�l a� sin (2k + 1)�l z2k + 1 :pOLE NA OSI CILINDRAEz(0; z) = ���u�z ��=0 = �4V0l 1Xk=0 
os (2k + 1)�l zI0�(2k + 1)�l a� ;Ez(0; 0) = �4V0l 1Xk=0 lI0� (2k + 1)�al �(SM. RE[ENIE ZADA^I 108).w PREDELXNOM SLU^AE PRI l!1 IMEEMu(�; z) = 2V0� 1Z0 I0(�; �)I0(�a) sin �z� d�:pOLE NA OSI CILINDRA (� = 0) RAWNOEz = ���u�z ��=0 = �2V0�a 1Z0 
os za s dsI0(s) :w ^ASTNOSTI, Ez(0; 0) = �2V0�a 1Z0 dsI0(s) :111. u(�; z) = 2V0 1Xm=1 sh �(0)ma (l� z)sh �(0)ma l J0 �(0)m �a !�(0)m J1(�(0)m ) , GDE �(0)m | KORNIURAWNENIQ J0(�(0)m ) = 0.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 407zAME^AQ, ^TO liml!1 sh �(0)ma (l� z)sh �(0)ma l = expn��(0)ma zo;POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I DLQ POLUBESKONE^NOGO CILINDRAu(�; z) = 2V0 1Xm=1 expn��(0)ma zo�(0)m J1(�(0)m ) J0��(0)ma �� :112. rE[ENIE ZADA^I�u = 0 (� < a; 0 < z <1); u ���=a = 0; u ��z=0 = V0IMEET WID u111(�; z) = 2V0 1Xm=1 expn��(0)ma zo�(0)m J1(�(0)m ) J0��(0)ma �� ;A RE[ENIE ZADA^I�u = 0 (� < a; 0 < z <1); u ���=a = V0; u ��z=0 = 0DAETSQ FORMULOJ u(�; z) = V0 � u111(�; z):113. rASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI CILINDRA DAETSQ FOR-MULOJ u(�; z) = 1Xm=1Am sh �ma (l� z)
h �ma l J0 ��ma �� ;GDE Am = 2aqk�2mJ1(�m) ;�m | KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0;k | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI.uKA Z AN I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI� URAWNENIQ lAPLASA�u = 0 PRI GRANI^NYH USLOWIQH�k �u�z ���z=0= q; u ���=a = 0; u ��z=l = 0:114. u(�; z) = 1Xm=1Am sh �m(l� z)a
h �ma l J0 ��ma ��, (1)Am = 2h2a3qk(a2h2 + �2m)�2mJ1(�m) ; (2)GDE �m | m-J KORENX TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQJ1(�) = ah� J0(�); (9)h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA. pEREHODQ K PREDELU PRI h ! 1, PO-LU^IM OTS�DA RE[ENIE ZADA^I 113.



406 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpOLAGAQ u2(�; '; z) = V (�; ')Z(z);BUDEM IMETX1� ��� �� �V�� �+ 1�2 �2V�'2 + �V = 0; V (a; ') = 0;TAK ^TO �m;n = ��(n)ma �2 ; Vm;n = Jn��(n)ma ���
osn';sinn'I Z 00 �� u(n)ma �2 Z = 0; Z(l) = 0;OTKUDA NAHODIM Zm;n = Cm;n sh �(n)ma (l � z):110. pOTENCIAL \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ WNUTRI CILINDRI^ES-KOJ KOROBKI RAWENu(�; z) = 4V0� 1Xk=0 I0 �(2k + 1)�l ��I0 � (2k + 1)�l a� sin (2k + 1)�l z2k + 1 :pOLE NA OSI CILINDRAEz(0; z) = ���u�z ��=0 = �4V0l 1Xk=0 
os (2k + 1)�l zI0�(2k + 1)�l a� ;Ez(0; 0) = �4V0l 1Xk=0 lI0� (2k + 1)�al �(SM. RE[ENIE ZADA^I 108).w PREDELXNOM SLU^AE PRI l!1 IMEEMu(�; z) = 2V0� 1Z0 I0(�; �)I0(�a) sin �z� d�:pOLE NA OSI CILINDRA (� = 0) RAWNOEz = ���u�z ��=0 = �2V0�a 1Z0 
os za s dsI0(s) :w ^ASTNOSTI, Ez(0; 0) = �2V0�a 1Z0 dsI0(s) :111. u(�; z) = 2V0 1Xm=1 sh �(0)ma (l� z)sh �(0)ma l J0 �(0)m �a !�(0)m J1(�(0)m ) , GDE �(0)m | KORNIURAWNENIQ J0(�(0)m ) = 0.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 407zAME^AQ, ^TO liml!1 sh �(0)ma (l� z)sh �(0)ma l = expn��(0)ma zo;POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I DLQ POLUBESKONE^NOGO CILINDRAu(�; z) = 2V0 1Xm=1 expn��(0)ma zo�(0)m J1(�(0)m ) J0��(0)ma �� :112. rE[ENIE ZADA^I�u = 0 (� < a; 0 < z <1); u ���=a = 0; u ��z=0 = V0IMEET WID u111(�; z) = 2V0 1Xm=1 expn��(0)ma zo�(0)m J1(�(0)m ) J0��(0)ma �� ;A RE[ENIE ZADA^I�u = 0 (� < a; 0 < z <1); u ���=a = V0; u ��z=0 = 0DAETSQ FORMULOJ u(�; z) = V0 � u111(�; z):113. rASPREDELENIE TEMPERATURY WNUTRI CILINDRA DAETSQ FOR-MULOJ u(�; z) = 1Xm=1Am sh �ma (l� z)
h �ma l J0 ��ma �� ;GDE Am = 2aqk�2mJ1(�m) ;�m | KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0;k | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI.uKA Z AN I E. zADA^A SWODITSQ K RE[ENI� URAWNENIQ lAPLASA�u = 0 PRI GRANI^NYH USLOWIQH�k �u�z ���z=0= q; u ���=a = 0; u ��z=l = 0:114. u(�; z) = 1Xm=1Am sh �m(l� z)a
h �ma l J0 ��ma ��, (1)Am = 2h2a3qk(a2h2 + �2m)�2mJ1(�m) ; (2)GDE �m | m-J KORENX TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQJ1(�) = ah� J0(�); (9)h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA. pEREHODQ K PREDELU PRI h ! 1, PO-LU^IM OTS�DA RE[ENIE ZADA^I 113.



408 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX KRAEWU� ZADA^U�u = 0 (0 < � < a; 0 < z < l);�k �u�z ���z=0= q; �u�� ����=a+hu����=a= 0; u ��z=l = 0:115. A) rE[ENIE ZADA^I 113 DLQ POLUOGRANI^ENNOGO CILINDRA (l ==1) IMEET WIDu(�; z) = 1Xm=1Am expn��ma zoJ0 ��ma �� ; (1)GDE �m | KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0,Am = 2aqk�2mJ1(�m) : (2)B) rE[ENIE ZADA^I 114 PRI l =1u(�; z) = 1Xm=1Am expn��m2a oJ0 ��ma �� ; (3)GDE �m | KORENX URAWNENIQ (3) ZADA^I 114, Am OPREDELQETSQ FORMU-LOJ (2) ZADA^I 114.uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDEu(�; z) = 1Xm=1Zm(z)Rm(�);GDE Rm(�) SOWPADAET S SOOTWETSTWU�℄IMI FUNKCIQMI ZADA^ 113 I 114,Zm(z) OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ Z 00 � �mZ = 0 I USLOWIQ Z(1) = 0,TAK ^TO Zm = Ame�p�mZ .116. nAPRQVENNOSTX \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ E = � gradu,GDE u | POTENCIAL, RAWNYJu(�; z) = 4V0� �� 1Xm=0 I0��(2m+1)l ��K0��(2m+1)l a�� I0��(2m+1)l a�K0��(2m+1)l ��I0��(2m+1)l b�K0��(2m+1)l a�� I0��(2m+1)l a�K0��(2m+1)l b� �� sin �(2m+ 1)l z2m+ 1 : (1)zDESX I0 I K0 | FUNKCII bESSELQ NULEWOGO PORQDKA MNIMOGO ARGU-MENTA PERWOGO I WTOROGO RODA SOOTWETSTWENNO.pREDELXNYE SLU^AI:1) ESLI l =1, TOu(�; z) = 2V0� 1Z0 I0(�s)K0(as)� I0(as)K0(�s)I0(bs)K0(as)� I0(as)K0(bs) sin szs ds (2)| POTENCIAL WNUTRI POLUBESKONE^NOJ TRUBY;
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412 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQoTS�DA NAHODIMB0m = fmI0(�m�)�mWm ; Wm = I 00(x)K0(x)� I0(x)K 00(x)| OPREDELITELX wRONSKOGO, RAWNYJ W = 1x (x = �m�), TAK ^TOB0m = �fmI0(�m�); A0m = ��fmK0(�m�):oPREDELQQ OTS�DA INTEGRIROWANIEM Am I Bm, BUDEM IMETXRm(�) = A0mI0(�m�) +B0mK0(�m�) ++ �Z0 s[I0(�ms)K0(�m�)� I0(�m�)K0(�ms)℄fm(s) ds;GDE A0m I B0m | POSTOQNNYE.iZ USLOWIQ jRm(0)j <1 SLEDUET B0m = 0. uSLOWIE PRI � = a DAETA0m = � 1I0(a�m) aZ0 [I0(s�m)K0(a�m)� I0(a�m)K0(s�m)℄sfm(s) ds;TAK ^TORm(�) = �K0(a�m)I0(��m)I0(a�m) aZ0 I0(s�m)sfm(s) ds++K0(��m) �Z0 I0(s�m)sfm(s) ds+ I0(��m) aZ� K0(s�m)sfm(s) ds;ILI Rm(�) = 4eh I0(a�m)K0(��m)�K0(a�m)I0(��m)I0(a�m) sin�m�;TAK KAK aZ� K0(s�m)sfm(s) ds = 4eh sin�m� aZ� K0(s�m)Æ(s) ds = 0;IBO TO^KA s = 0 LEVIT WNE OBLASTI INTEGRIROWANIQ�Z0 I0(s�m)sfm(s) ds = aZ0 I0(s�m)sfm(s) ds == 4eh sin�m� aZ0 Æ(s) ds = 4eh sin�m�:tAKIM OBRAZOM POTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA e, POME℄ENNOGO NA OSICILINDRA � 6 a, 0 6 z 6 h S PROWODQ℄IMI STENKAMI, PREDSTAWLQETSQS POMO℄X� RQDAu(�; z) = 4eh 1Xm=1 I0 ��mh a�K0 ��mh ���K0 ��mh a� I0 ��mh ��I0 ��mh a� �� sin �mh � sin �mh z:

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 413w PREDELE PRI a!1 POLU^AEM WYRAVENIE DLQ POTENCIALA TO^E^-NOGO ZARQDA W SLOE MEVDU PROWODQ℄IMI PLOSKOSTQMI z = 0 I z = hu(�; z) = 4eh 1Xm=1K0 ��mh �� sin �mh � sin �mh z:sOWER[IM TEPERX PREDELXNYJ PEREHOD PRI h !1. pRI \TOM PO-LU^AEMu = 4e� 1Xm=1K0(�m�) sin�m� sin�mz��!! 4e� 1Z0 K0(��) sin�� sin�z d� == 2e� 1Z0 K0(��)[
os�(z � �) � 
os�(z + �)℄ d�: (1)pRINIMAQ WO WNIMANIE FORMULU1Z0 K0(��) 
os�z d� = �2(�2 + z2)1=2 ;POLU^AEM DLQ POTENCIALA SLEDU�℄EE WYRAVENIE:u = ep�2 + (z � �)2 � ep�2 + (z + �)2 ;^TO SOWPADAET S IZWESTNYM WYRAVENIEM DLQ POTENCIALA TO^E^NOGOZARQDA W POLUPROSTRANSTWE. ~TOBY POLU^ITX IZ (1) POTENCIAL ZARQDAW NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, WWEDEM NOWU� PEREMENNU�z0 = z � �;^TO DAETu = 2e� 1Z0 K0(��) 
os�z0 d�� 2e� 1Z0 K0(��) 
os�(z0 + 2�) d� == ep�2 + (z0)2 � ep�2 + (z0 + 2�)2 ! ep�2 + (z0)2 PRI � !1:121. pOTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO W TO^KE (0; �)WNUTRI POLUBESKONE^NOJ TRUBY � 6 a, z > 0 S PROWODQ℄IMI STEN-KAMI, NA KOTORYH PODDERVIWAETSQ POTENCIAL, RAWNYJ NUL�, OPREDE-LQETSQ WYRAVENIEMu(�; z) = ep�2 + (z � �)2 � ep�2 + (z + �)2 �� 4e� 1Z0 K0(a�)I0(��)I0(a�) sin�� sin�z d�:122. pUSTX ZARQD e NAHODITSQ W TO^KE (r0; '0; �) WNUTRI BESKONE^-NOGO KRUGOWOGO CILINDRA S PROWODQ℄IMI STENKAMI; POTENCIAL \LEK-TRI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO \TIM ZARQDOM, DAETSQ RQDOM
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gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 413w PREDELE PRI a!1 POLU^AEM WYRAVENIE DLQ POTENCIALA TO^E^-NOGO ZARQDA W SLOE MEVDU PROWODQ℄IMI PLOSKOSTQMI z = 0 I z = hu(�; z) = 4eh 1Xm=1K0 ��mh �� sin �mh � sin �mh z:sOWER[IM TEPERX PREDELXNYJ PEREHOD PRI h !1. pRI \TOM PO-LU^AEMu = 4e� 1Xm=1K0(�m�) sin�m� sin�mz��!! 4e� 1Z0 K0(��) sin�� sin�z d� == 2e� 1Z0 K0(��)[
os�(z � �) � 
os�(z + �)℄ d�: (1)pRINIMAQ WO WNIMANIE FORMULU1Z0 K0(��) 
os�z d� = �2(�2 + z2)1=2 ;POLU^AEM DLQ POTENCIALA SLEDU�℄EE WYRAVENIE:u = ep�2 + (z � �)2 � ep�2 + (z + �)2 ;^TO SOWPADAET S IZWESTNYM WYRAVENIEM DLQ POTENCIALA TO^E^NOGOZARQDA W POLUPROSTRANSTWE. ~TOBY POLU^ITX IZ (1) POTENCIAL ZARQDAW NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE, WWEDEM NOWU� PEREMENNU�z0 = z � �;^TO DAETu = 2e� 1Z0 K0(��) 
os�z0 d�� 2e� 1Z0 K0(��) 
os�(z0 + 2�) d� == ep�2 + (z0)2 � ep�2 + (z0 + 2�)2 ! ep�2 + (z0)2 PRI � !1:121. pOTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA, POME℄ENNOGO W TO^KE (0; �)WNUTRI POLUBESKONE^NOJ TRUBY � 6 a, z > 0 S PROWODQ℄IMI STEN-KAMI, NA KOTORYH PODDERVIWAETSQ POTENCIAL, RAWNYJ NUL�, OPREDE-LQETSQ WYRAVENIEMu(�; z) = ep�2 + (z � �)2 � ep�2 + (z + �)2 �� 4e� 1Z0 K0(a�)I0(��)I0(a�) sin�� sin�z d�:122. pUSTX ZARQD e NAHODITSQ W TO^KE (r0; '0; �) WNUTRI BESKONE^-NOGO KRUGOWOGO CILINDRA S PROWODQ℄IMI STENKAMI; POTENCIAL \LEK-TRI^ESKOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO \TIM ZARQDOM, DAETSQ RQDOM



414 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(r; '; z) = 4ea 1Xn=0 1Xm=1 Jn �(n)ma r!Jn �(n)ma r0!�(n)m [J 0n(�(n)m )℄2 �� exp���(n)m jz � �ja � 
osn('� '0); (1)GDE �(n)m | KORENX URAWNENIQ Jn(�) = 0, a | RADIUS CILINDRA.eSLI ZARQD NAHODITSQ NA OSI CILINDRA (r0 = 0), TOu(r; '; z) = 4ea 1Xm=1 J0 �(0)ma r!�(0)m J21 (�(0)m ) exp���(0)ma jz � �j�:rE[EN I E. dLQ POSTROENIQ FUNKCII ISTO^NIKA RE[IM METODOMRAZDELENIQ PEREMENNYH NEODNORODNOE URAWNENIE�u = �4�� (2)S GRANI^NYM USLOWIEM u ��� = 0;GDE � | POWERHNOSTX CILINDRA. pRI \TOM MY BUDEM S^ITATX, ^TO PO-PERE^NOE SE^ENIE CILINDRA | PROIZWOLXNAQ OBLASTX S S GRANICEJ C.pUSTX f n(M)g I f�ng | SOBSTWENNYE FUNKCII I SOBSTWENNYEZNA^ENIQ ZADA^I�2 + � = 0 W S;  = 0 NA C:bUDEM ISKATX RE[ENIE W WIDEu(M; z) = 1Xn=1un(z) n(M): (3)rAZLAGAQ PRI \TOM �(M) TAKVE W RQD, POLU^AEM�(M; z) = 1Xn=1 �n(z) n(M);GDE un(z) = 1k nk2 ZS u(M 0; z) n(M 0)d�M 0 ;�n(z) = 1k nk2 ZS �(M 0; z) n(M 0)d�M 0 ;GDE k nk2 = ZS  2n(M 0)d�M 0 :iZ URAWNENIQ (2) SLEDUET URAWNENIE DLQ un(z)u00n � �nun = �4��n (�n > 0);PRI^EM un ! 0 PRI z ! �1.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 415oTS�DA NAHODIMun(z) = 4� +1Z�1 e�p�n jz��j2p�n �n(�) d�;ILI un(z) = 4� +1Z�1 ZS �(M 0; �)e�p�n jz��j  n(M 0)2p�n d�M 0 d�:pODSTAWLQQ \TO WYRAVENIE W FORMULU (3) I FORMALXNO MENQQ PORQDOKSUMMIROWANIQ I INTEGRIROWANIQ, POLU^AEMu(M; z) = 4� +1Z�1 ZS �(M 0; �)( 1Xn=1  n(M) n(M 0)2p�nk nk2 e�p�n jz��j)d�M 0 d�:oTS�DA SLEDUET, ^TO FUNKCIQ TO^E^NOGO ISTO^NIKA RAWNAG(M; M 0; z; �) = 1Xn=1  n(M) n(M 0)2p�nk nk2 e�p�n jz��j:pOTENCIAL ZARQDA e, O^EWIDNO, RAWEN u = 4�eG. eSLI CILINDR KRUG-LYJ (S | KRUG), TO n =  m;n(r; ') = Jn��(n)ma r��
osn';sinn';�n = �m;n = ��(n)ma �2 ;k nk2 = k m;nk2 = �2 "na2[J 0n(�(n)m )℄2;GDE "n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0:pODSTAWLQQ \TI WYRAVENIQ W FORMULU DLQ G, POLU^IM RE[ENIE ZADA-^I W FORME (1). aNALOGI^NYM METODOM MOVET BYTX NAJDENO RE[ENIEZADA^I O TO^E^NOM ZARQDE WNUTRI CILINDRA.4. zADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SFERI^ESKIH I CILIND-RI^ESKIH FUNKCIJ.123. rE[ENIE PERWOJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ SFERY�u = 0 PRI r < a; u ��r=a = f(�; ')MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDE RQDAu(r; �; ') = 1Xn=0� ra�n Yn(�; '); (1)GDE Yn = nXk=0(Ank 
os k'+ Bnk sin k')P (k)n (
os �); (2)
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os k'+ Bnk sin k')P (k)n (
os �); (2)



416 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQA0;0 = 14� 2�Z0 �Z0 f(�; ') sin � d� d';An;k = (2n+ 1)(n� k) !2�(n+ k) ! 2�Z0 �Z0 f(�; ')P (k)n (
os �) 
os k' sin � d� d';n > 0;Bnk = (2n+ 1)(n� k) !2�(n+ k) ! 2�Z0 �Z0 f(�; ')P (k)n (
os �) sin k' sin � d� d':
9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>; (3)

124. rE[ENIE PERWOJ WNE[NEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ SFERY�u = 0 PRI r > a; u ��r=a = f(�; ')PREDSTAWLQETSQ RQDOMu(r; �; ') = 1Xn=0�ar�n+1 Yn(�; ') == 1Xn=0 nXk=0 �ar�n+1 (Ank 
os k'+Bnk sin k')P (k)n (
os �);GDE Ank I Bnk | KO\FFICIENTY, OPREDELQEMYE FORMULAMI (3) ZADA-^I 123.125. A) rE[ENIE WTOROJ WNUTRENNEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ SFERY�u = 0 PRI r < a; �u�n ���r=a= f(�; ');f(�; ') | FUNKCIQ, UDOWLETWORQ�℄AQ USLOWI�2�Z0 �Z0 f(�; ') sin � d� d' = 0;IMEET WIDu(r; �; ') = 1Xn=1 rnnan�1 Yn(�; ') + 
onst == 1Xn=1 nXk=0 rnnan�1 (Ank 
os k'+Bnk sin k')P (k)n (
os �) + 
onst;GDE Ank I Bnk | KO\FFICIENTY, OPREDELQEMYE FORMULAMI (3) ZADA-^I 123.B) rE[ENIE WTOROJ WNE[NEJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ SFERY�u = 0 PRI r > a; �u�n ���r=a= f(�; ') ILI � �u�r ���r=a= f(�; ')(n | WNE[NQQ NORMALX) IMEET WIDu(r; �; ') = 1Xn=1 an+2(n+ 1)rn+1 Yn(�; ') + 
onst:

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 417dLQ ^ASTNOGO SLU^AQ f(�; ') = A 
os �POLU^IM Yn(�; ') = 0 PRI n > 1;Y1(�; ') = A 
os �;u(r; �) = Ar 
os � (r < a);u(r; �) = Aa32r2 
os � (r > a):126. nAPRQVENNOSTX \LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ, KAK OBY^NO, WY-RAVAETSQ ^EREZ POTENCIAL u,E = � gradu;RAWNYJu = V2 + V1 � V22 1Xn=1� ra�n 2n+ 1n+ 1 Pn�1(0)Pn(
os �); r < a;GDE a | RADIUS SFERY, Pn | POLINOM lEVANDRA n-GO PORQDKA,Pn(0) = ( (�1)� 1 � 3 � 5 : : : (2� � 1)� ! 2� PRI n = 2�;0 PRI n = 2� + 1:uKA Z AN I E. pRI WY^ISLENII INTEGRALA1Z0 Pn(x) dxWOSPOLXZOWATXSQ:1) REKURRENTNOJ FORMULOJPn(x) = 12n+ 1 [P 0n+1(x) � P 0n�1(x)℄;2) FORMULAMIPn�1(0)� Pn+1(0) = Pn�1(0) 2n+ 1n+ 1 ;P2�(0) = (�1)� 1 � 3 � 5 : : : (2� � 1)� ! 2� ;P2�+1(0) = 0:127. zARQD NAHODITSQ W TO^KE r = r0, � = 0, GDE r, � | SFERI-^ESKIE KOORDINATY, NA^ALO KOORDINAT W TO^KE r = 0.A) eSLI r0 < a, GDE a | RADIUS SFERY, TO POTENCIALu(r; �) = 8>>>><>>>>:e 1Xn=0� rnrn+10 � rn0 rna2n+1�Pn(
os �) PRI r < r0;e 1Xn=0� rn0rn+1 � rn0 rna2n+1 �Pn(
os �) PRI r > r0;27 b.m. bUDAK I DR.
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418 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQA PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA SFERE� = � e4� 1Xn=0(2n+ 1) rn0an+2 Pn(
os �):B) eSLI r0 > a, TO POTENCIALu(r; �) = 8>>>><>>>>:e 1Xn=0� rnrn+10 � a2n+1rn+1rn+10 �Pn(
os �) PRI r < r0;e 1Xn=0� rn0rn+1 � a2n+1rn+1rn+10 �Pn(
os �) PRI r > r0;A PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA SFERE RAWNA� = � e4� 1Xn=0(2n+ 1) an�1rn+10 Pn(
os �):uKA Z AN I E. sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ RAZLOVENIEM1R =8>>>><>>>>: 1r0 1Xn=0� rr0�n Pn(
os �) PRI r < r0;1r 1Xn=0�r0r �n Pn(
os �) PRI r > r0;GDE R | RASSTOQNIE TO^KI NABL�DENIQ (r; �) OT ZARQDA (r0; 0).pOTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA I℄ETSQ W WIDE SUMMYu(r; �) = eR + 1Xn=0An � ra�n Pn(
os �) PRI r < a; (1)u(r; �) = eR + 1Xn=0Bn �ar�n+1 Pn(
os �) PRI r > a: (2)kO\FFICIENTY An I Bn OPREDELQ�TSQ IZ GRANI^NOGO USLOWIQ u ��r=a == 0: An = �e rn0an+1 ; Bn = �e anrn+10 :pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NAHODITSQ PO FORMULE� = � 14� ��u�n�r=a : (3)pRI \TOM W SLU^AE A) NADO POLXZOWATXSQ FORMULOJ (2), W SLU^AE B) |FORMULOJ (1).128. pUSTX SFERA RADIUSA a, NA KOTOROJ RASPREDELEN ZARQD e1,POME℄ENA W POLE TO^E^NOGO ZARQDA e, NAHODQ℄EGOSQ W TO^KE (r0; 0).pOTENCIAL POLQ RAWENu = eR + aV0r � e 1Xn=0 a2n+1rn+10 rn+1 Pn(
os �);

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 419A POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX INDUCIROWANNYH NA SFERE ZARQDOW DAETSQWYRAVENIEM � = � e4� 1Xn=0(2n+ 1) an�1rn+10 Pn(
os �) + V04�a ;V0 = e1a + er0 :uKA Z AN I E. rE[ENIE PO-PREVNEMU I℄ETSQ W WIDEu(r; �) = eR + 1Xn=0Bn �ar�n+1 Pn(
os �):gRANI^NOE USLOWIE u ��r=a = V0 DAETu(a; �) = 1Xn=0�e anrn+10 +Bn�Pn(
os �) = V0 = 
onst:oTS�DA NAHODIM B0 = V0 � e 1r0 ; Bn = �e anrn+10 :pOLXZUQSX RAZLOVENIEM1R = 1r0 1Xn=0� rr0�n Pn(
os �);NAJDEM � = � 14� ��u�n�r=a :dLQ OPREDELENIQ V0 SLUVIT USLOWIE NORMIROWKI2�Z0 �Z0 �a2 sin � d� d' = e1:129. pUSTX (r; �; ') | SFERI^ESKIE KOORDINATY, r = 0 | CENTR[ARA, a | EGO RADIUS, u = u(r; �; ') | POTENCIAL SKOROSTI:A) u = u(r; �) = v0a32r2 P1(
os �) = v0a32r2 
os �;B) u = u(r; �) = �v0�r + a32r2�P1(
os �).uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDEu = 1Xn=0 an+2(n+ 1)rn+1 Yn(�; ');GDE Yn(�; ') | SFERI^ESKAQ FUNKCIQ. iZ GRANI^NOGO USLOWIQPRI r = a NAHODIM Yn(�; ') = (0 PRI n 6= 1;v02 P1(
os �):sR. RE[ENIE ZADA^ 74 I 75 \TOJ GLAWY.27�
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os �) PRI r > r0;A PLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA SFERE RAWNA� = � e4� 1Xn=0(2n+ 1) an�1rn+10 Pn(
os �):uKA Z AN I E. sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ RAZLOVENIEM1R =8>>>><>>>>: 1r0 1Xn=0� rr0�n Pn(
os �) PRI r < r0;1r 1Xn=0�r0r �n Pn(
os �) PRI r > r0;GDE R | RASSTOQNIE TO^KI NABL�DENIQ (r; �) OT ZARQDA (r0; 0).pOTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA I℄ETSQ W WIDE SUMMYu(r; �) = eR + 1Xn=0An � ra�n Pn(
os �) PRI r < a; (1)u(r; �) = eR + 1Xn=0Bn �ar�n+1 Pn(
os �) PRI r > a: (2)kO\FFICIENTY An I Bn OPREDELQ�TSQ IZ GRANI^NOGO USLOWIQ u ��r=a == 0: An = �e rn0an+1 ; Bn = �e anrn+10 :pLOTNOSTX POWERHNOSTNYH ZARQDOW NAHODITSQ PO FORMULE� = � 14� ��u�n�r=a : (3)pRI \TOM W SLU^AE A) NADO POLXZOWATXSQ FORMULOJ (2), W SLU^AE B) |FORMULOJ (1).128. pUSTX SFERA RADIUSA a, NA KOTOROJ RASPREDELEN ZARQD e1,POME℄ENA W POLE TO^E^NOGO ZARQDA e, NAHODQ℄EGOSQ W TO^KE (r0; 0).pOTENCIAL POLQ RAWENu = eR + aV0r � e 1Xn=0 a2n+1rn+10 rn+1 Pn(
os �);

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 419A POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX INDUCIROWANNYH NA SFERE ZARQDOW DAETSQWYRAVENIEM � = � e4� 1Xn=0(2n+ 1) an�1rn+10 Pn(
os �) + V04�a ;V0 = e1a + er0 :uKA Z AN I E. rE[ENIE PO-PREVNEMU I℄ETSQ W WIDEu(r; �) = eR + 1Xn=0Bn �ar�n+1 Pn(
os �):gRANI^NOE USLOWIE u ��r=a = V0 DAETu(a; �) = 1Xn=0�e anrn+10 +Bn�Pn(
os �) = V0 = 
onst:oTS�DA NAHODIM B0 = V0 � e 1r0 ; Bn = �e anrn+10 :pOLXZUQSX RAZLOVENIEM1R = 1r0 1Xn=0� rr0�n Pn(
os �);NAJDEM � = � 14� ��u�n�r=a :dLQ OPREDELENIQ V0 SLUVIT USLOWIE NORMIROWKI2�Z0 �Z0 �a2 sin � d� d' = e1:129. pUSTX (r; �; ') | SFERI^ESKIE KOORDINATY, r = 0 | CENTR[ARA, a | EGO RADIUS, u = u(r; �; ') | POTENCIAL SKOROSTI:A) u = u(r; �) = v0a32r2 P1(
os �) = v0a32r2 
os �;B) u = u(r; �) = �v0�r + a32r2�P1(
os �).uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDEu = 1Xn=0 an+2(n+ 1)rn+1 Yn(�; ');GDE Yn(�; ') | SFERI^ESKAQ FUNKCIQ. iZ GRANI^NOGO USLOWIQPRI r = a NAHODIM Yn(�; ') = (0 PRI n 6= 1;v02 P1(
os �):sR. RE[ENIE ZADA^ 74 I 75 \TOJ GLAWY.27�



420 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ130. pOTENCIAL ISKAVENNOGO POLQ RAWENu =8>><>>:u1 = �E0 3"22"2 + "1 r 
os � WNUTRI [ARA (r < a);u2 = �E0 �1 + "2 � "12"2 + "1 �ar�3� r 
os � WNE [ARA;GDE a | RADIUS [ARA, u = u0 = �E0z = �E0r 
os � | POTENCIALWNE[NEGO POLQ W OTSUTSTWIE [ARA. pOLE E = (0; 0; Ez), GDEEz = ��u�z = 8><>:� 3"22"2 + "1 E0 WNUTRI [ARA;�1� "2 � "12"2 + "1 2a3r3 �E0 WNE [ARA:uKA Z AN I E. sM. [7, DOPOLNENIE, ^ASTX II, x 3℄.131. A) eSLI ZARQD NAHODITSQ WNE SFERY W TO^KE (r0; 0), r0 > a,TO POTENCIAL \LEKTRI^ESKOGO POLQ RAWENu(r; �) = �u1(r; �) PRI r < a;u2(r; �) PRI r > a;GDE u1(r; �) = e 1Xn=0 2n+ 1n"1 + (n+ 1)"2 rnrn+10 Pn(
os �);u2(r; �) = e "2 � "1"2 1Xn=0 nn"1 + (n+ 1)"2 a2n+1rn+10 rn+1 Pn(
os �) + e"2 1R :uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDEu1(r; �) = 1Xn=0An � ra�n Pn(
os �) (r < a);u2(r; �) = e"2 1R + 1Xn=0Bn �ar�n+1 Pn(
os �) (r > a);GDE An I Bn | KO\FFICIENTY, OPREDELQEMYE IZ USLOWIQ SOPRQVENIQu1 = u2; "1 �u1�r = "2 �u2�r PRI r = a:B) eSLI r0 < a, TOu1(r; �) = e "1 � "2"1 1Xn=0 n+ 1n"1 + (n+ 1)"2 rn0 rna2n+1 Pn(
os �) + e"1RPRI r < a;u2(r; �) = e 1Xn=0 2n+ 1n"1 + (n+ 1)"2 rn0rn+1 Pn(
os �) PRI r > a:uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 131,A).132. pLOTNOSTX TOKAj1 = ��1 gradu1 PRI r < a;j2 = ��2 gradu2 PRI r > a:

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 421iSTO^NIK TOKA NAHODITSQ W TO^KE (r0; 0).A) eSLI r0 < a, TOu1 = I4� �1 � �2�1 1Xn=0 n+ 1n�1 + (n+ 1)�2 rn0 rna2n+1 Pn(
os �) + I4��1R (r < a);u2 = I4� 1Xn=0 n+ 1n�1 + (n+ 1)�2 rn0a2n+1 Pn(
os �) (r > a):B) eSLI r0 > a, TOu1(r; �) = I4� 1Xn=0 2n+ 1n�1 + (n+ 1)�2 rnrn+10 Pn(
os �) (r < a);u2(r; �) = I4� �2 � �1�2 1Xn=0 nn�1 + (n+ 1)�2 a2n+1rn+10 rn+1 Pn(
os �) + I4��2R(r > a):133. eSLI [AR IDEALXNO PROWODQ℄IJ (�1 = 1), I ISTO^NIK TOKAMO℄NOSTX� I NAHODITSQ W TO^KE (r0; 0), r0 > a, SREDY, OBLADA�℄EJPROWODIMOSTX� �2, TOj1 = 0; j2 = ��2 gradu2;GDE u2(r; �) = � I4��2 1Xn=0 a2n+1rn+10 rn+1 Pn(
os �) + I4��2R (r > a):134. tEMPERATURA u(r; �) WNE [ARA RAWNA (ISTO^NIK | W TO^-KE (r0; 0))u(r; �) = Q04�kR + Q04�k 1Xn=0� nn+ 1 � a2n+1rn+10 rn+1�Pn(
os �);GDE k | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI SREDY, R =pr2+r20�2r0r 
os �,a | RADIUS [ARA.135. tEMPERATURA WNUTRI [ARA r < a RAWNAu(r; �) = Q04�kR + Q04�k 1Xn=0 (n+ 1)� ahn+ ah rn0 rna2n+1 Pn(
os �);GDE h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, ISTO^NIK W TO^KE (r0; 0).uKA Z AN I E. pRI r = a IMEET MESTO USLOWIEk �u�r + hu = 0:rE[ENIE SLEDUET, KAK OBY^NO, ISKATX W WIDEu(r; �) = Q04�kR + 1Xn=0An � ra�n Pn(
os �);WOSPOLXZOWATXSQ RAZLOVENIEM 1R I OPREDELITX An IZ GRANI^NOGOUSLOWIQ.
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422 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ136. pOTENCIAL TO^E^NOGO ZARQDA e MEVDU KONCENTRI^ESKIMISFERAMI (a 6 r 6 b) RAWENu(r; �) == eR � e 1Xn=0�r2n+10 � a2n+1b2n+1 � a2n+1 rnrn+10 + b2n+1 � r2n+10b2n+1 � a2n+1 a2n+1rn+10 rn+1 �Pn(
os �):pRI a ! 0 OTS�DA POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I 127, A), PRI b ! 1 |RE[ENIE ZADA^I 127, B).pLOTNOSTX INDUCIROWANNYH ZARQDOW�1 = � ��r=a = � e4� 1Xn=0 (2n+ 1)(b2n+1 � r2n+10 )b2n+1 � a2n+1 an�1rn+10 Pn(
os �);�2 = � ��r=b = e4� 1Xn=0 (2n+ 1)(r2n+10 � a2n+1)b2n+1 � a2n+1 bn�1rn+10 Pn(
os �):uKA Z AN I E. rE[ENIE SLEDUET ISKATX W WIDEu(r; �) = eR + 1Xn=0�Anrn + Bnrn+1�Pn(
os �);An I Bn OPREDELQ�TSQ IZ USLOWIJ u = 0 PRI r = a I r = b.137. 1) nAPRQVENNOSTX POLQ TO^E^NOGO ZARQDA e, POME℄ENNOGO WTO^KE r = r0, � = 0 WNE [ARA r0 > b, E = � gradu, GDE POTENCIALu = (u1 PRI r < a;u2 PRI a < r < b;u3 PRI r > b;OPREDELQETSQ FORMULAMIu1(r; �) = 1Xn=0An � ra�n Pn(
os �) PRI r < a;u2(r; �) = 1Xn=0�Bn � ra�n + Cn � br�n+1�Pn(
os �) PRI a < r < b;u3(r; �) = 1Xn=0Dn � br�n+1 Pn(
os �) + e"3R PRI r > b;GDE R = pr2 + r20 � 2rr0 
os � | RASSTOQNIE MEVDU TO^KOJ NABL�DE-NIQ (r; �) I ZARQDOM, ABn = eanÆ23[n"3 + (n+ 1)℄rn+10 [1 + n(n+ 1)℄�ab �2n+1 ("2 � "1)("3 � "2)Æ12Æ23 ;Cn = �ab�n+1 ("2 � "1)Æ12nBn; Dn = � ba�nBn + Cn � ebn"3rn+10 ;Æi; i+1 = 1n"i + (n+ 1)"i+1 (i = 1; 2):

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 423aNALOGI^NO RE[AETSQ ZADA^A, ESLI TO^E^NYJ ZARQD POME℄ENWNUTRI [ARA r0 < a ILI a < r0 < b. sOOTWETSTWU�℄IE WYRAVENIQDLQ POTENCIALA MY NE PRIWODIM.138. eSLI WNE[NEE POLE E0 NAPRAWLENO WDOLX POLQRNOJ OSI z, TAK^TO EGO POTENCIALV0 = �E0z = �E0rP1(
os �) [P1(x) = x℄;TO RE[ENIE ZADA^I IMEET WIDV = V1 = ArP1(
os �) PRI r 6 a;V = V2 = �Br + Cr2�P1(
os �) PRI a 6 r 6 b (WNUTRI OBOLO^KI);V = V3 = ��E0r + Ar2�P1(
os �) PRI r > b;GDE A, B, C, D | KO\FFICIENTY, RAWNYEA = �9E0H� ; B = �3(2H + 1)� E0; C = �3(H � 1)E0� a3;D = E0b3 + �1 + (2H + 1)b3(H � 1)a3 � ; H = "2"1 ;� = 9H � 2(H � 1)2 ��ab�3 � 1� :139. wWODQ OBOZNA^ENIQ: a | RADIUS WNUTRENNEJ OBKLADKI, b |RADIUS WNE[NEJ OBKLADKI SFERI^ESKOGO KONDENSATORA, Æ | RASSTOQ-NIE MEVDU CENTRAMI SFER, I PRENEBREGAQ ^LENAMI Æ2, Æ3, Æ4 I T.D., PO-LU^IM DLQ PLOTNOSTI POWERHNOSTNYH ZARQDOW NA WNUTRENNEJ OBKLADKE� = � "4� ��V�r �r=a = "ab(V1 � V2)4�(b� a) � 1a2 � 3Æb3 � a3 
os �� ;GDE V1 � V2 | RAZNOSTX POTENCIALOW MEVDU OBKLADKAMI. pRI \TOMPREDPOLAGAETSQ, ^TO CENTR SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT NAHODITSQW CENTRE WNUTRENNEJ SFERY.uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ RAZLOVENIEM OBRATNOGO RASSTOQ-NIQ MEVDU TO^KAMI PO POLINOMAM lEVANDRA. eSLI r = a | WNUT-RENNQQ OBKLADKA, TO PRIBLIVENNOE (S RAZNOSTX� DO ^LENOW PORQDKAÆ2 I WY[E) URAWNENIE WNE[NEJ OBKLADKI MOVET BYTX ZAPISANO W WIDEr = b+ ÆP1(
os �):140. eSLI TO^KI KOLXCA IME�T SFERI^ESKIE KOORDINATY r = 
,� = �, TO POTENCIAL W TO^KE (r; �) RAWENV = e"
 1Xn=0� 
r�n+1Pn(
os�)Pn(
os �) PRI r > 
 ILI � 6= �; r = 
;V = e"
 1Xn=0�r
�nPn(
os�)Pn(
os �) PRI r < 
 ILI � 6= �; r = 
:
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os �):140. eSLI TO^KI KOLXCA IME�T SFERI^ESKIE KOORDINATY r = 
,� = �, TO POTENCIAL W TO^KE (r; �) RAWENV = e"
 1Xn=0� 
r�n+1Pn(
os�)Pn(
os �) PRI r > 
 ILI � 6= �; r = 
;V = e"
 1Xn=0�r
�nPn(
os�)Pn(
os �) PRI r < 
 ILI � 6= �; r = 
:



424 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. sNA^ALA I℄ETSQ POTENCIAL W TO^KE (r0; 0) NA POLQR-NOJ OSI zV (r0; 0) = e" 1pr20 + 
2 � 2r0
 
os� = 8>>>><>>>>: e"
 1Xn=0� 
r0�n+1Pn(
os�); r0 > 
;e"
 1Xn=0�r0
 �nPn(
os�); r0 < 
:141. eSLI a 
os� > b, TO POTENCIAL MEVDU KOLXCOM I SFEROJ,TO^NEE, W OBLASTI b < r < a, DAETSQ FORMULOJV (r; �) == 2�{"1 1Xn=0Pn(
os�) sin�(� ra�n � n("2 � "1)b2n+1an[n("2 + "1) + "1℄rn+1oPn(
os �);GDE { = e2�a sin� , e | POLNYJ ZARQD KOLXCA. nA^ALO KOORDINAT NAHO-DITSQ W CENTRE SFERY.uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ RE[ENIEM ZADA^I 140 O POTENCIALEZARQVENNOGO KOLXCA, TO^KI KOTOROGO IME�T SFERI^ESKIE KOORDINATYr = a, � = �.rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE SUMMYV (r; �) =8>>><>>>: 1Xn=0An �rb�n Pn(
os �) PRI r < b;VK + 1Xn=0Bn � br�n+1 Pn(
os �) PRI r > b;GDE An I Bn | KO\FFICIENTY, OPREDELQEMYE IZ USLOWIJ SOPRQVENIQPRI r = b, A VK | POTENCIAL KOLXCA IZ ZADA^I 140.142. pUSTX NA^ALO KOORDINAT NAHODITSQ W CENTRE KOLXCA I SFERY,POLQRNAQ OSX NAPRAWLENA PERPENDIKULQRNO K PLOSKOSTI KOLXCA. tOGDABUDEM IMETX DLQ POTENCIALA WYRAVENIQ (a | RADIUS KOLXCA)V (r; �) = (V1(r; �) PRI r < b ILI r = a; � 6= �2 ;V2(r; �) PRI b > r > a ILI r = a; � 6= �2 ;GDEV1(r; �) = e"a 1Xn=0(�1)n (2n� 1)!!(2n)!! �� ra�2n� �ab�2n+1 �rb�2n�P2n(
os �);V2(r; �) = e"a 1Xn=0(�1)n (2n� 1)!!(2n)!! ��ar�2n+1� �ab�2n+1�rb�2n�P2n(
os �):nORMALXNAQ SOSTAWLQ�℄AQ NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO POLQ NASFERE r = b RAWNAEr = ��V2�r ���r=b= eab" 1Xn=0(�1)n (2n� 1)!!(2n)!! (4n+ 1)P2n(
os �):

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 425zDESX " | DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ WE℄ESTWA, ZAPOLNQ�℄EGOSFERU,(2n)!! = 2 � 4 : : : (2n� 2) � 2n; (2n� 1)!! = 1 � 3 � 5 : : : (2n� 1):uKA Z AN I E. sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ RE[ENIEM ZADA^I 140 O PO-TENCIALE ZARQVENNOGO KOLXCA, A IMENNO: ESLI NA^ALO SFERI^ESKOJ SIS-TEMY KOORDINAT NAHODITSQ W CENTRE KOLXCA, NA KOTOROM RASPREDELENZARQD e, TO POTENCIAL W L�BOJ TO^KE (r; �) RAWEN (SM. ZADA^U 140PRI � = �2 )VK(r; �) = 8>>>>>><>>>>>>: e"a 1Xn=0�ar�n+1 Pn(0)Pn(
os �) PRI r > aILI r = a; � 6= �2 ;e"a 1Xn=0� ra�n Pn(0)Pn(
os �) PRI r < aILI r = a; � 6= �2 ;PRI^EM Pn(0) =8<: 0; ESLI n NE^ETNO;(�1)n=2 1 � 3 � 5 : : : (n� 1)2 � 4 : : : n ; ESLI n ^ETNO:rE[ENIE POSTAWLENNOJ ZADA^I NUVNO ISKATX W WIDE SUMMYV = VK + VI;GDE VI | POTENCIAL ZARQDOW, INDUCIROWANNYH NA SFERE, RAWNYJVI = e"a 1Xn=0A2n �rb�2n P2n(
os �);A2n NAHODITSQ IZ USLOWIQ V = 0 PRI r = b.143. eSLI a | RADIUS [ARA, W CENTRE KOTOROGO POME℄ENO NA^ALOSFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT, TO POTENCIAL TOKA WO WSEH WNUTREN-NIH TO^KAH [ARA WYRAVAETSQ FORMULOJV (r; �) = I2�a� 1Xn=0 4n+ 32n+ 1 � ra�2n+1 P2n+1(
os �):uKA Z AN I E. w SILU SIMMETRII ZADA^I V = 0 PRI � = �2 , I PO\-TOMU MOVNO RE[ATX ZADA^U DLQ 0 6 � 6 �2 , POLAGAQV (r; �) = 1Xn=0A2n+1 � ra�2n+1 P2n+1(
os �):kO\FFICIENTY A2n+1 SLEDUET OPREDELITX IZ USLOWIQlimÆ!0� ÆZ0 ���VÆ�r � 2�a2 sin � d� = I; �VÆ�r ���r=a�>Æ= 0:
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426 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ144. pREDPOLOVIM, ^TO TO^E^NYJ ZARQD NAHODITSQ W NA^ALE KO-ORDINAT, A z = a I z = b | PLOSKOSTI, OGRANI^IWA�℄IE PLASTINKU,"2 | DI\LEKTRI^ESKAQ POSTOQNNAQ PLASTINKI, "1 | DI\LEKTRI^ESKAQPOSTOQNNAQ PROSTRANSTWA.pOTENCIAL POLQ W OBLASTI z > b RAWENV (�; z) = e(1� �2)"1 1Xn=0 �2np(z + 2nh)2 + �2 ;GDE � = "2 � "1"2 + "1 ; �2 = x2 + y2; h = b� a:rE[EN I E. tREBUETSQ NAJTI FUNKCI�V (�; z) =8><>:V1(�; z) PRI �1 < z < a (POD PLASTINKOJ);V2(�; z) PRI a < z < b (W PLASTINKE);V3(�; z) PRI b < z <1 (NAD PLASTINKOJ);GARMONI^ESKU� WS�DU, KROME TO^KI � = 0, z = 0, W KOTOROJ V1 IMEETOSOBENNOSTX WIDA e"1r , I UDOWLETWORQ�℄U� PRI z = a I z = b OBY^-NYM USLOWIQM SOPRQVENIQV1 = V2; "1 �V1�z = "2 �V2�z PRI z = a;V2 = V3; "2 �V2�z = "1 �V3�z PRI z = b:tAK KAK OBLASTX NEOGRANI^ENNAQ, TO RE[ENIE NADO ISKATX W IN-TEGRALXNOJ FORME, ISHODQ IZ RAZLOVENIQ1r = 1p�2 + z2 = 1Z0 J0(��)e��jzj d� 1); (1)POLAGAQV1(�; z) = e"1 � 1Z0 J0(��)e��jzj d�+ 1Z0 A(�)J0(��)e�z d��;V2(�; z) = e"1 � 1Z0 B(�)J0(��)e��z d�+ 1Z0 C(�)J0(��)e�z d��;V3(�; z) = e"1 1Z0 D(�)J0(��)e��z d�:wSE INTEGRALY, KROME PERWOGO, DOLVNY OSTAWATXSQ KONE^NYMI PRI�! 0 I z ! 0; KROME TOGO,limz!�1V1 = 0; limz!1 V3 = 0:uSLOWIQ SOPRQVENIQ PRI z = a I z = b DA�T:A(�) = (� + 1)C(�) � �e�2a�; B(�) = �e2a�C(�) + � � 1;1)sM. [7, S. 607℄.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 427C(�) = �e�2�b1 + � D(�); D(�) = 1� �21� �2e�2h� ;TAK ^TO V3 = e(1� �2)"1 1Z0 J0(��)e��z1� �2e�2�h d�:dLQ WY^ISLENIQ \TOGO INTEGRALA RAZLOVIM 11� �2e�2�h W RQD PO STE-PENQM �2e�2�h:V3 = e(1� �2)"1 � 1Z0 J0(��)e��z d�+ �2 1Z0 J0(��)e��(z+2h) d�+ : : :�;OTKUDA, POLXZUQSX FORMULOJ (1), I POLU^AEM REZULXTAT W WIDE RQDA,PRIWEDENNOGO WY[E.145. pOTENCIAL NA POWERHNOSTI ZEMLI PRI z = 0 MOVET BYTXPREDSTAWLEN W DWUH FORMAH:V (�; 0) = I2��1 1Z0 1� �e�2�h1 + �e�2�h J0(��) d�ILI V (�; 0) = I2��1 "1� + 2 1Zn=1 (�1)n�np4h2n2 + �2#; (1)GDE � = �2 � �1�2 + �1 :eSLI W TO^KAH x = a I z = �a POME℄ENY DWA \LEKTRODA, PRI-^EM ^EREZ PERWYJ \LEKTROD WYTEKAET TOK I , A ^EREZ WTOROJ WYTEKAETTOK �I , TOV (�; 0) = I2��1� 1R1� 1R2+2 1Xn=1(��)n � 1p4h2n2 +R21 � 1p4h2n2 +R22 ��;(2)GDE R1 =p(x � a)2 + y2; R2 =p(x+ a)2 + y2:uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDEV1= I2��1 � 1Z0 J0(��)e��z d�+1Z0 A(�)J0(��)e��z d�+1Z0 B(�)J0(��)e�z d��W OBLASTI 0 6 z 6 h,V2 = I2��2 1Z0 C(�)J0(��)e��z d� W OBLASTI z > a:kO\FFICIENTY RAZLOVENIQ A(�), B(�) I C(�) OPREDELQ�TSQ IZDWUH USLOWIJ SOPRQVENIQ PRI z = h I USLOWIQ �V�z = 0 PRI z == 0, � 6= 0. pEREHOD OT INTEGRALA K SUMME PROIZWODITSQ PO ANALOGIIS ZADA^EJ 144.
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428 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQfORMULA (2) POLU^AETSQ IZ FORMULY (1) S POMO℄X� PRINCIPASUPERPOZICII.146. nA POWERHNOSTI ZEMLI POTENCIAL RAWENV (x; y; 0) = V0 ar
sh as �2 � 1x2 + y2ar

h� ; � =r�G�W > 1:rE[EN I E. tREBUETSQ RE[ITX URAWNENIE�G(Vxx + Vyy) + �WVzz = 0W POLUPROSTRANSTWE z > h PRI GRANI^NOM USLOWIIV = V0 NA SFERE x2 + y2 + z2 = a2:pOLAGAQ t = �z, POLU^IM Vxx+Vyy+Vtt = 0 I V = V0 NA POWERHNOSTI\LLIPSOIDA WRA℄ENIQ x2 + y2a2 + t2
2 = 1;GDE a2 = b2, 
2 = �2a2. wNE \LLIPSOIDA NA PLOSKOSTI z = 0, O^EWIDNO,�V�z = 0. pO\TOMU ZADA^A SWODITSQ K WY^ISLENI� POTENCIALA POLQZARQVENNOGO \LLIPSOIDA WRA℄ENIQ. eE RE[ENIE (SM. ZADA^U 164) IMEETWID V = V0 1Z� ds(a2 + s)p
2 + s1Z0 ds(a2 + s)p
2 + s ;GDE � | \LLIPTI^ESKAQ KOORDINATA. w DANNOM SLU^AE \LLIPSOID WY-TQNUTYJ, PO\TOMU IME�T MESTO SOOTNO[ENIQ
2 + � = (
2� a2)�2; 1 < �2 <1;
2 + � = (
2� a2)�2; 0 < �2 < 1;�2(
2� a2)(�2 � 1)+ t2(
2� a2)�2 = 1 I �2�(
2� a2)(1� �2)+ t2(
2� a2)�2 = 1;OTS�DA t =p
2 � b2 ��; � =p(
2 � a2)(1� �2)(�2 � 1):wY^ISLQQ INTEGRALY, POLU^IMV = V0 ar
thp(
2 � a2)(
2 + �)�2ar
thp(
2 � a2)
�2 ;ILI V = V0 ar
th 1�ar
th r�2 � 1�2 = V0 ar
th 1p�2 � 1ar

h� :iZ URAWNENIJt = �z = ap�2 � 1 ��; �2 = a2(�2 � 1)(1� �2)(�2 � 1);

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 429ISKL�^AQ �, POLU^AEM �2�2 � 1 + �2z2�2 = a2(�2 � 1):pRI z = 0 OTS�DA SLEDUET�2 � 1 = �2a2(�2 � 1) ;TAK ^TO V (�; 0) = V0 ar
sh ap�2 � 1�ar

h� :x 5. pOTENCIALY I IH PRIMENENIE147. oB_EMNYJ POTENCIAL ODNORODNOGO [ARAV = u(r) = 8><>:2��0�a2 � r23 � PRI r < a;Mr PRI r > a; (1)GDE a | RADIUS [ARA, M = 4�3 �0a3 | EGO MASSA.uKA Z AN I E. oB_EMNYJ POTENCIALV (M) = ZT �0rMP d�P ; (2)GDE T | OB_EM [ARA, QWLQETSQ FUNKCIEJ, GARMONI^ESKOJ WNE SFERY(PRI r > a), UDOWLETWORQ�℄EJ URAWNENI��V = �4�� (3)WNUTRI [ARA I NEPRERYWNOJ WMESTE S NORMALXNOJ PROIZWODNOJ NA EGOGRANICE. tAK KAK �0 = 
onst, TO POTENCIAL OBLADAET SFERI^ESKOJ SIM-METRIEJ.148. rE[EN I E. zADA^A SWODITSQ K WY^ISLENI� OB_EMNOGO IN-TEGRALA V (r) = 2��0 aZ0 �Z0 �2 d� sin � d�R ;GDE R2 = �2 + r2 � 3�r 
os �:wWODQ NOWU� PEREMENNU� INTEGRIROWANIQ R WMESTO � I U^ITYWAQ, ^TORdR = r� sin � d�;POLU^AEM V (r) = 2��0r aZ0 �� r+�Zjr��j dR�d�:



428 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQfORMULA (2) POLU^AETSQ IZ FORMULY (1) S POMO℄X� PRINCIPASUPERPOZICII.146. nA POWERHNOSTI ZEMLI POTENCIAL RAWENV (x; y; 0) = V0 ar
sh as �2 � 1x2 + y2ar

h� ; � =r�G�W > 1:rE[EN I E. tREBUETSQ RE[ITX URAWNENIE�G(Vxx + Vyy) + �WVzz = 0W POLUPROSTRANSTWE z > h PRI GRANI^NOM USLOWIIV = V0 NA SFERE x2 + y2 + z2 = a2:pOLAGAQ t = �z, POLU^IM Vxx+Vyy+Vtt = 0 I V = V0 NA POWERHNOSTI\LLIPSOIDA WRA℄ENIQ x2 + y2a2 + t2
2 = 1;GDE a2 = b2, 
2 = �2a2. wNE \LLIPSOIDA NA PLOSKOSTI z = 0, O^EWIDNO,�V�z = 0. pO\TOMU ZADA^A SWODITSQ K WY^ISLENI� POTENCIALA POLQZARQVENNOGO \LLIPSOIDA WRA℄ENIQ. eE RE[ENIE (SM. ZADA^U 164) IMEETWID V = V0 1Z� ds(a2 + s)p
2 + s1Z0 ds(a2 + s)p
2 + s ;GDE � | \LLIPTI^ESKAQ KOORDINATA. w DANNOM SLU^AE \LLIPSOID WY-TQNUTYJ, PO\TOMU IME�T MESTO SOOTNO[ENIQ
2 + � = (
2� a2)�2; 1 < �2 <1;
2 + � = (
2� a2)�2; 0 < �2 < 1;�2(
2� a2)(�2 � 1)+ t2(
2� a2)�2 = 1 I �2�(
2� a2)(1� �2)+ t2(
2� a2)�2 = 1;OTS�DA t =p
2 � b2 ��; � =p(
2 � a2)(1� �2)(�2 � 1):wY^ISLQQ INTEGRALY, POLU^IMV = V0 ar
thp(
2 � a2)(
2 + �)�2ar
thp(
2 � a2)
�2 ;ILI V = V0 ar
th 1�ar
th r�2 � 1�2 = V0 ar
th 1p�2 � 1ar

h� :iZ URAWNENIJt = �z = ap�2 � 1 ��; �2 = a2(�2 � 1)(1� �2)(�2 � 1);

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 429ISKL�^AQ �, POLU^AEM �2�2 � 1 + �2z2�2 = a2(�2 � 1):pRI z = 0 OTS�DA SLEDUET�2 � 1 = �2a2(�2 � 1) ;TAK ^TO V (�; 0) = V0 ar
sh ap�2 � 1�ar

h� :x 5. pOTENCIALY I IH PRIMENENIE147. oB_EMNYJ POTENCIAL ODNORODNOGO [ARAV = u(r) = 8><>:2��0�a2 � r23 � PRI r < a;Mr PRI r > a; (1)GDE a | RADIUS [ARA, M = 4�3 �0a3 | EGO MASSA.uKA Z AN I E. oB_EMNYJ POTENCIALV (M) = ZT �0rMP d�P ; (2)GDE T | OB_EM [ARA, QWLQETSQ FUNKCIEJ, GARMONI^ESKOJ WNE SFERY(PRI r > a), UDOWLETWORQ�℄EJ URAWNENI��V = �4�� (3)WNUTRI [ARA I NEPRERYWNOJ WMESTE S NORMALXNOJ PROIZWODNOJ NA EGOGRANICE. tAK KAK �0 = 
onst, TO POTENCIAL OBLADAET SFERI^ESKOJ SIM-METRIEJ.148. rE[EN I E. zADA^A SWODITSQ K WY^ISLENI� OB_EMNOGO IN-TEGRALA V (r) = 2��0 aZ0 �Z0 �2 d� sin � d�R ;GDE R2 = �2 + r2 � 3�r 
os �:wWODQ NOWU� PEREMENNU� INTEGRIROWANIQ R WMESTO � I U^ITYWAQ, ^TORdR = r� sin � d�;POLU^AEM V (r) = 2��0r aZ0 �� r+�Zjr��j dR�d�:



430 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQeSLI r > a, TO r > � WSEGDA IV (r) = 2��0r aZ0 �� r+�Zr�� dR�d� = 4��0a33r = Mr :eSLI r < a, TOV (r) = 2��0r � rZ0 �(r+��r+�) d�+ aZr �(r+�+r��) d�� = 2��0�a2 � r23 � :149. A)V =8>>><>>>: 2��0(b2 � a2) PRI r < a;2��0b2 � 2��03 �r2 + 2a3r � PRI a < r < b;4�0�03 (b3 � a3) 1r PRI r > b;B)V =8>>>>>>>><>>>>>>>>:
2� ��1�a2 � r23 �+ �2(
2 � b2)� PRI r < a;2��2(
2 � b2) + 4�3 �1a3 1r PRI a < r < b;4�3 �1 a3r + 2��0
2 � 2��03 �r2 + 2b3r � PRI b < r < 
;4�[�2(
3 � b3) + a3�1℄3r = M1 +M2r PRI r > 
:uKA Z AN I E. w SILU PRINCIPA SUPERPOZICII RE[ENIJ LINEJNOGOURAWNENIQ ISKOMYJ POTENCIAL PREDSTAWITSQ W WIDE SUMMYV = V147 + V149 A;GDE V147 I V149 A | RE[ENIQ ZADA^ 147 I 149,A);W) POTENCIALV =8>><>>: M(
)r PRI r > 
;M(r)r + 4� 
Zr ��(�) d� PRI r < 
;GDE M(
) = 4� 
Z0 �(�)�2 d�; M(r) = 4� rZ0 �(�)�2 d�| MASSA, RASPREDELENNAQ S OB_EMNOJ PLOTNOSTX� �(r) WNUTRI SFERYRADIUSA 
 (ILI RADIUSA r).eSLI � = � 0 PRI r < a;�0 PRI a < r < b;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 431TO OTS�DA MY SRAZU POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I 149,A)V = 8<: Mr PRI r > b;4��03r (r3 � a3) + 2��0(b2 � r2) PRI a < r < b;GDE M = 4�3 (b3 � a3)�0:pRI � = �0 WNUTRI SFERY RADIUSA a (
 = a) IZ OB℄EJ FORMULYPOLU^IM V =8><>: Mr PRI r > a;2��0�a2 � r23 � PRI r < a;GDE M = 4�3 a3�0 I T.D.150. pOTENCIAL ODNORODNOGO SFERI^ESKOGO PROSTOGO SLOQ RAWENu = (4�a�0 PRI r < a;Mr PRI r > a;GDE M = 4�a2�0 | POLNAQ MASSA PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO NASFERE.uKA Z AN I E. pOTENCIAL PROSTOGO SLOQu(r) = 2�Z0 �Z0 �0R sin � d� d';GDE R = pr2 + a2 � 2ra 
os �, POMIMO NEPOSREDSTWENNOGO WY^ISLENIQ,KOTOROE W DANNOM SLU^AE PROSTO, UDOBNO ISKATX KAK RE[ENIE URAW-NENIQ �u = 0 PRI r 6= a;WS�DU NEPRERYWNOE, A PRI r = a IMEET RAZRYWNYE NORMALXNYE PROIZ-WODNYE du2dr ���r=a�du1dr ���r=a= 4��0;GDE u1 | RE[ENIE URAWNENIQ�u = 0 WNE SFERY (r > a), u2 | RE[ENIEWNUTRI SFERY (r < a).151. pUSTX CENTR [ARA RADIUSA a POME℄EN W TO^KE x = 0, y == 0, z = b I � = �0 ESTX PLOTNOSTX OB_EMNYH ZARQDOW. pOTENCIAL\LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ BUDET RAWENV =8><>:2��0�a2 � r23 �� Mr1 PRI r < a;M �1r � 1r1� PRI r > a;GDEM = 4�3 �0a3; r =px2 + y2 + (z � b)2; r1 =px2 + y2 + (z + b)2:
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 (ILI RADIUSA r).eSLI � = � 0 PRI r < a;�0 PRI a < r < b;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 431TO OTS�DA MY SRAZU POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I 149,A)V = 8<: Mr PRI r > b;4��03r (r3 � a3) + 2��0(b2 � r2) PRI a < r < b;GDE M = 4�3 (b3 � a3)�0:pRI � = �0 WNUTRI SFERY RADIUSA a (
 = a) IZ OB℄EJ FORMULYPOLU^IM V =8><>: Mr PRI r > a;2��0�a2 � r23 � PRI r < a;GDE M = 4�3 a3�0 I T.D.150. pOTENCIAL ODNORODNOGO SFERI^ESKOGO PROSTOGO SLOQ RAWENu = (4�a�0 PRI r < a;Mr PRI r > a;GDE M = 4�a2�0 | POLNAQ MASSA PROSTOGO SLOQ, RASPREDELENNOGO NASFERE.uKA Z AN I E. pOTENCIAL PROSTOGO SLOQu(r) = 2�Z0 �Z0 �0R sin � d� d';GDE R = pr2 + a2 � 2ra 
os �, POMIMO NEPOSREDSTWENNOGO WY^ISLENIQ,KOTOROE W DANNOM SLU^AE PROSTO, UDOBNO ISKATX KAK RE[ENIE URAW-NENIQ �u = 0 PRI r 6= a;WS�DU NEPRERYWNOE, A PRI r = a IMEET RAZRYWNYE NORMALXNYE PROIZ-WODNYE du2dr ���r=a�du1dr ���r=a= 4��0;GDE u1 | RE[ENIE URAWNENIQ�u = 0 WNE SFERY (r > a), u2 | RE[ENIEWNUTRI SFERY (r < a).151. pUSTX CENTR [ARA RADIUSA a POME℄EN W TO^KE x = 0, y == 0, z = b I � = �0 ESTX PLOTNOSTX OB_EMNYH ZARQDOW. pOTENCIAL\LEKTROSTATI^ESKOGO POLQ BUDET RAWENV =8><>:2��0�a2 � r23 �� Mr1 PRI r < a;M �1r � 1r1� PRI r > a;GDEM = 4�3 �0a3; r =px2 + y2 + (z � b)2; r1 =px2 + y2 + (z + b)2:



432 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. dLQ WY^ISLENIQ WLIQNIQ IDEALXNO PROWODQ℄EJPLOSKOSTI z = 0 SLEDUET ZERKALXNO OTRAZITX ISHODNU� SFERU S CENT-ROM W TO^KE (0; 0; b) OTNOSITELXNO PLOSKOSTI z = 0. rE[ENIE W \TOMSLU^AE PREDSTAWITSQ W WIDE SUMMYV = 8><>:C1 � 23 ��0r2 � Mr1 PRI r < a;M �1r � 1r1� PRI r > a:pOSTOQNNAQ C1 OPREDELQETSQ IZ USLOWIQ SOPRQVENIQ RE[ENIJ PRI r = a.152. lOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL KRUGA W TO^KE (r; ')V = V (r) = �0 2�Z0 aZ0 ln 1p�2 + r2 � 2�r 
os � d� d WY^ISLQETSQ NEPOSREDSTWENNO I RAWENV (r) = 8><>:M �12 � ln a� 12 r2a2� PRI r < a;M ln 1r PRI r > a:uKA Z AN I E. pRI WY^ISLENII INTEGRALOW SLEDUET RAZLOVITXPODYNTEGRALXNU� FUNKCI�ln 1R = ln 1p�2 + r2 � 2�r 
os W RQD ln 1R = 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
ln 1r + +1Xn=1 1n ��r �n 
osn WNE KRUGA r > a;ln 1r + +1Xn=1 1n ��r �n 
osn PRI � < r < a;ln 1� + +1Xn=1 1n ��r�n 
osn PRI r < � < a:153. lOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ OTREZKA �a 66 x 6 a S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� � = �0V (x; y) = �0 +aZ�a ln 1p(� � x)2 + y2 d�WY^ISLQETSQ NEPOSREDSTWENNO I RAWENV = �0n2a� y ar
tg 2ayy2 + x2 � a2 � a� x2 ln[y2 + (a� x)2℄�� a+ x2 ln[y2 + (a+ x)2℄o:uKA Z AN I E. pROINTEGRIROWATX PO ^ASTQM.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 433154. pUSTXM(x; y) | TO^KA NABL�DENIQ, '| UGOL, POD KOTORYMOTREZOK (�a; a) WIDEN IZ TO^KI M .lOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ OTREZKAW (M) = � +aZ�a 
os �MPRMP d�P = �y +aZ�a d�R2(R | RASSTOQNIE MEVDU M I TO^KOJ INTEGRIROWANIQ P ) RAWENW (M) = � �ar
tg x+ ay � ar
tg x� ay � = ��';PRI^EM W = � �'; ESLI y > 0;��'; ESLI y < 0:155. pOTENCIAL PROSTOGO SLOQ, RAWNOMERNO RASPREDELENNOGO POKRUGLOMU DISKU, IMEET DWA ANALITI^ESKIH PREDSTAWLENIQ:1) PREDSTAWLENIE POTENCIALA W WIDE RAZLOVENIQ PO SFERI^ESKIMFUNKCIQMV (r; �; ') =8>>>>>><>>>>>>: 2ea 1Xn=0� ra�n [Pn(0) + Pn�2(0)℄Pn(
os �)��2era2 P1(
os �) PRI r < a;2ea 1Xn=0�ar�n+1 [Pn(0) + Pn�2(0)℄Pn(
os �) PRI r > a; (1)2) PREDSTAWLENIE POTENCIALA W WIDE \LLIPTI^ESKOGO INTEGRALAV = 2e�pr2 � 2ar sin � + a2 K�r 4ar sin �r2 � 2ar sin � + a2 �; (2)GDE K(x) = �=2Z0 d�p1� x2 
os2 � | \LLIPTI^ESKIJ INTEGRAL. zDESX e == �a2� | SUMMARNYJ ZARQD.uKA Z AN I E. pRI WYWODE FORMUL (1) WY^ISLQETSQ ZNA^ENIE PO-TENCIALA NA OSI z, PERPENDIKULQRNOJ K PLOSKOSTI, W KOTOROJ LEVITDISK, V (0; 0; z) = 2ea2 [pz2 + a2 � z℄;I ZATEM NAHODITSQ EGO RAZLOVENIE PO ZONALXNYM SFERI^ESKIM FUNKCI-QM. dALXNEJ[IE RASSUVDENIQ PROWODQTSQ PO ANALOGII S ZADA^EJ 140.156. wYBIRAEM SISTEMU KOORDINAT (�; '; z) S NA^ALOM W CENTREKRUGA I OSX� z, PERPENDIKULQRNOJ K PLOSKOSTI, W KOTOROJ LEVIT KRU-GOWAQ PETLQ S TOKOM. wEKTOR-POTENCIAL IMEET TOLXKO ODNU SOSTAWLQ-�℄U� A': A' = �I
 I dsR = 2�I
 �Z0 a 
os'd'pa2 + �2 + z2 � 2a� 
os' ;28 b.m. bUDAK I DR.
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osn PRI r < � < a:153. lOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL PROSTOGO SLOQ OTREZKA �a 66 x 6 a S POSTOQNNOJ PLOTNOSTX� � = �0V (x; y) = �0 +aZ�a ln 1p(� � x)2 + y2 d�WY^ISLQETSQ NEPOSREDSTWENNO I RAWENV = �0n2a� y ar
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os' ;28 b.m. bUDAK I DR.



434 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQKOTORAQ RAWNA A' = 4�I
k ra� h�1� 12 k2�K �Ei ;GDE � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX SREDY, I | POLNYJ TOK, TEKU℄IJPO PETLE, k2 = 4a�(a+ �)2 + z2 ;K I E | POLNYE \LLIPTI^ESKIE INTEGRALY PERWOGO I WTOROGO RODA:K(k) = �=2Z0 d�p1� k2 sin2 � ; E(k) = �=2Z0 p1� k2 sin2 � d�:nA BOLX[IH RASSTOQNIQH OT TOKA (k � 1) IMEEMA' = ��I8
 ra� k3 �1 + 34 k2 + 75128 k4 + : : :� :dLQ O^ENX MALENXKOJ PETLI p�2 + z2 � a IMEEMA' = �a2�I sin �
r2 :157. w POLQRNYH KOORDINATAH (�; ') NAHODIM:A) RE[ENIE WNUTRENNEJ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ KRUGAu =W (�; ') = 12� 2�Z0 (a2 � �2)f( )d a2 + �2 � 2a� 
os('�  ) ;B) RE[ENIE WNE[NEJ ZADA^Iu =W (�; ') = 12� 2�Z0 (�2 � a2)f( )d a2 + �2 � 2a� 
os('�  ) ;GDE a | RADIUS KRUGA.rE[ENIQ SOOTWETSTWU�℄IH INTEGRALXNYH URAWNENIJ IME�T WID:A) �(s) = 1� f(s)� 14�2a ZC f(s) ds,GDE C | OKRUVNOSTX RADIUSA a;B) �(s) = � 1� f(s) + 14�2a ZC f(s) ds.uKA Z AN I E. A) eSLI KONTUR C | OKRUVNOSTX RADIUSA a, TO
os'PP0rPP0 = 12aI URAWNENIE DLQ �(s0) PRINIMAET WID�(s0) + 12�a ZC �(s) ds = 1� f(s0); (1)T. E. �(s) = 1� f(s) +A:

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 435pODSTAWLQQ (2) W (1), NAHODIMA = � 14�2a ZC f(s) ds:zNAQ �(s), POSLE NESLOVNYH PREOBRAZOWANIJ PRIHODIM K INTEGRALUpUASSONA.B) dLQ WNE[NEJ KRAEWOJ ZADA^I�(s) = � 1� f(s) +A;GDE A = 14�2a ZC f(s) ds:158. rE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I1� ��� �� �u���+ 1�2 �2u�'2 = 0 PRI � < a�u�� ����=a= f(')I℄ETSQ W WIDE WYRAVENIQ POTENCIALA PROSTOGO SLOQu = V (�; ') = a 2�Z0 ln 1pa2 + �2 � 2a� 
os('�  ) �( )d + 
onst:rE[ENIE INTEGRALXNOGO URAWNENIQ DLQ �(') DAET�(') = 1� f('):159. A) rE[ENIE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I uxx + uyy + uzz = 0 W PO-LUPROSTRANSTWE z > 0, u��z=0 = f I℄ETSQ W WIDE POTENCIALA DWOJNOGOSLOQu(x; y; z) =W = +1ZZ�1 
os'r2 �(�; �) d� d�; r2 = (x� �)2 + (y � �)2 + z2I DAETSQ FORMULOJu(x; y; z) = 12� +1ZZ�1 zf(�; �)d� d�(x� �)2 + (y � �)2 + z2℄3=2 �� = 12� f� :B) rE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^Iuxx + uyy + uzz = 0 PRI z > 0; �u�z ���z=0= fI℄ETSQ W WIDE POTENCIALA PROSTOGO SLOQu(x; y; z) = V (x; y; z) = +1ZZ�1 �(�; �)d� d�p(x� �)2 + (y � �)2 + z2I DAETSQ FORMULOJu(x; y; z) = 12� +1ZZ�1 f(�; �)d� d�p(x� �)2 + (y � �)2 + z2 + 
onst �� = 12� f� :28�



434 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQKOTORAQ RAWNA A' = 4�I
k ra� h�1� 12 k2�K �Ei ;GDE � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX SREDY, I | POLNYJ TOK, TEKU℄IJPO PETLE, k2 = 4a�(a+ �)2 + z2 ;K I E | POLNYE \LLIPTI^ESKIE INTEGRALY PERWOGO I WTOROGO RODA:K(k) = �=2Z0 d�p1� k2 sin2 � ; E(k) = �=2Z0 p1� k2 sin2 � d�:nA BOLX[IH RASSTOQNIQH OT TOKA (k � 1) IMEEMA' = ��I8
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onst �� = 12� f� :28�



436 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ160. pERWAQ KRAEWAQ ZADA^A�2u = uxx + uyy = 0 PRI y > 0; u���=0 = f(x)IMEET RE[ENIE u(x; y) = 1� +1Z�1 yf(�) d�(x� �)2 + y2 :uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE POTENCIALA DWOJNOGO SLOQu =W (M) = +1Z�1 �(�) 
os'MPrMP d�P ;DLQ PLOTNOSTI � KOTOROGO POLU^AETSQ INTEGRALXNOE URAWNENIE SQDROM, TOVDESTWENNO RAWNYM NUL�, TAK ^TO�(�) = 1� f(�):161. rE[EN I E. eSLI POWERHNOSTX � \KWIPOTENCIALXNA, TO KAV-DOMU ZNA^ENI� PARAMETRA s DOLVEN SOOTWETSTWOWATX OPREDELENNYJPOTENCIAL V = f(s);UDOWLETWORQ�℄IJ URAWNENI� lAPLASA. dIFFERENCIROWANIE DAETVx = f 0(x)sx; Vxx = f 00(s)(sx)2 + f 0(s)sxx; : : : ;TAK ^TO �V = Vxx + Vyy + Vzz = f 00(s)(grad s)2 + f 0(s)�s:oTS�DA SLEDUET �s(grad s)2 = �f 00(s)f 0(s) = '(s);T. E. POWERHNOSTX � \KWIPOTENCIALXNA, ESLI OTNO[ENIE �s=(grad s)2QWLQETSQ FUNKCIEJ TOLXKO s.oBOZNA^AQqn = x2(a2 + s)n + y2(b2 + s)n + z2(
2 + s)n ; p = 1a2 + s + 1b2 + s + 1
2 + s ;WIDIM, ^TO URAWNENIE x2a2 + s + y2b2 + s + z2
2 + s = 1 (1)SWODITSQ K q1 = 1. dIFFERENCIRUQ EGO PO x, POLU^AEMsx = 2x(s+ a2)q2 ; sy = 2y(s+ b2)q2 ; sz = 2z(s+ 
2)q2 ; (grad s)2 = 4q2 :wY^ISLENIQ DA�Tsxx = 2q2(a2 + s) � 8x2q22(a2 + s)3 � 8x2q3q32(a2 + s)2 ; : : : ;�s = 2pq2 I, SLEDOWATELXNO, '(s) = p2 . pROINTEGRIROWAW URAWNENIEf 00(s)f 0(s) = �'(s) = �12 � 1s+ a2 + 1s+ b2 + 1s+ 
2� ;

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 437POLU^IM V = f(s) = A sZ0 dsR(s) + B;GDE R(s) =p(s+ a2)(s+ b2)(s+ 
2):nA BESKONE^NOSTI PRI s ! 1 POTENCIAL DOLVEN BYTX RAWEN NUL�;OTS�DA SLEDUET, ^TO V = �A 1Zs dsR(s) :162. eSLI \LLIPSOID, ZADANNYJ URAWNENIEMx2a2 + y2b2 + z2
2 = 1;QWLQETSQ PROWODQ℄IM I NESET NA SEBE ZARQD e, TOV = e2" 1Zs dsR(s) :nA POWERHNOSTI \LLIPSOIDA s = 0 POTENCIAL V RAWENV0 = e2" 1Z0 dsR(s) :eMKOSTX \LLIPSOIDA RAWNAC = eV0 = 2"� 1Z0 dsR(s)��1:pOWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX ZARQDA DAETSQ WYRAVENIEM� = � "4� j gradV js=0 = � "4� (Vsj grad sj)s=0;OTKUDA W SILU RAWENSTW (Vs)s=0 = � "2"ab
 , j grad sj = 2pq2 SLEDUET� = e4�ab
 �x2a4 + y2b4 + z2
4��1=2 :eSLI a = b > 
 (SPL�SNUTYJ SFEROID ILI SPL�SNUTYJ \LLIPSOIDWRA℄ENIQ), TO POLU^AEMV = e2" 1Z� ds(s+ a2)ps+ 
2 = e"pa2 � 
2 ar
tgra2 � 
2�+ 
2 :eSLI a > b = 
 (WYTQNUTYJ SFEROID ILI WYTQNUTYJ \LLIPSOIDWRA℄ENIQ), TO POLU^AEMV = e2" 1pa2 � b2 ln p�+ a2 +pb2 � a2p�+ a2 �pb2 � a2 :zDESX � | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ (1).



436 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ160. pERWAQ KRAEWAQ ZADA^A�2u = uxx + uyy = 0 PRI y > 0; u���=0 = f(x)IMEET RE[ENIE u(x; y) = 1� +1Z�1 yf(�) d�(x� �)2 + y2 :uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE POTENCIALA DWOJNOGO SLOQu =W (M) = +1Z�1 �(�) 
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2 + s ;WIDIM, ^TO URAWNENIE x2a2 + s + y2b2 + s + z2
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 �x2a4 + y2b4 + z2
4��1=2 :eSLI a = b > 
 (SPL�SNUTYJ SFEROID ILI SPL�SNUTYJ \LLIPSOIDWRA℄ENIQ), TO POLU^AEMV = e2" 1Z� ds(s+ a2)ps+ 
2 = e"pa2 � 
2 ar
tgra2 � 
2�+ 
2 :eSLI a > b = 
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438 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ163. pOWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX ZARQDA NA \LLIPTI^ESKOM DISKE� = e4�b
 �1� y2b2 � z2
2��1=2 ;GDE e | POLNYJ ZARQD DISKA.eMKOSTX KRUGLOGO DISKA (a = 0, b = 
)C = 8"b:pLOTNOSTX ZARQDA NA KAVDOJ IZ STORON KRUGLOGO DISKA� = e4�bpb2 � �2 :pOTENCIAL, SOZDAWAEMYJ KRUGLYM DISKOM, WYRAVAETSQ FORMULOJV = 4V0 ar
tg bp� ;ILIV = 4V0 ar
tg p2bqr2 � b2 +p(r2 � b2)2 + 4b2x2 (x2 + y2 + z2 = r2):uKA Z AN I E. pRI WY^ISLENII � DLQ \LLIPTI^ESKOGO DISKA WOS-POLXZOWATXSQ FORMULOJ DLQ � IZ RE[ENIQ ZADA^I 162� = e4�b
 �x2a2 + a2y2b4 + a2z2
4 ��1=2 :iSKL�^IW x2a2 IZ URAWNENIQ x2a2 + y2b2 + z2
2 = 1, POLU^IM� = e4�b
 �1� y2b2 � z2
2 + a2y2b4 + a2z2
4 ��1=2 :pREDELXNYJ PEREHOD PRI a! 0 DAET NUVNU� FORMULU DLQ �.dLQ KRUGLOGO DISKA a = 0, 
2 = b2, �2 = y2 + z2. pARAMETR �OPREDELQETSQ KAK POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQx2s + y2 + z2b2 + s = 1;RAWNYJ � = 12 [r2 � b2 +p(r2 � b2)2 + 4b2x2℄:164. uKA Z AN I E. tREBUETSQ DOKAZATX, ^TO�V = �4��0 WNUTRI \LLIPSOIDA;�V = 0 WNE \LLIPSOIDA:dOKAZATELXSTWO PERWOGO RAWENSTWA NE PREDSTAWLQET TRUDA. pRIDOKAZATELXSTWE WTOROGO RAWENSTWA SLEDUET ISPOLXZOWATX SOOTNO[E-NIQ grad� � gradf = 4, div gradf = 4R0(s)R(s) .

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 439165. A) gRAWITACIONNYJ POTENCIAL WYTQNUTOGO \LLIPSOIDA WRA-℄ENIQ (b = 
 < a)V (x; y; z) = 2�(1� "2)�0�a22" ln 1 + "1� " � 1"3 �12 ln 1 + "1� " � "�x2 �� 12"3 � "1� "2 � 12 ln 1 + "1� "� (y2 + z2)� WNUTRI \LLIPSOIDA;V (x; y; z) = 2�(1� "2)�0�a22" ln pa2 + �+ "apa2 + �� "a �� 1"2 �12 ln pa2 + �+ "apa2 + �� "a � "apa2 + ��x2 �� 12"3 � "apa2 + �(1� "2)a2 + � � 12 ln pa2 + �+ "apa2 + �� "a� (y2 + z2)� WNE \LLIPSOIDA;GDE "2 = 1� 
2a2 , � | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQx2a2 + s + y2 + z2
2 + s = 1:B) gRAWITACIONNYJ POTENCIAL SPL�STNUTOGO \LLIPSOIDA WRA℄E-NIQ (b = a > 
)V (x; y; z) = 2�(1+ "2)�0� 
2" ar
tg "� 12"3 �ar
tg "� "1 + "2� (x2 + y2)�� 1"3 ("� ar
tg ")z2� WNUTRI \LLIPSOIDA;V (x; y; z) = 2�(1 + "2)�0� 
2" ar
tg "
p
2 + � �� 12"3 �ar
tg "
p
2 + � � "
p
2 + �(1 + "2)
2 + ��(x2 + y2)�� 1"3 � "
p
2 + � � ar
tg "
p
2 + �� z2� WNE \LLIPSOIDA;GDE "2 = a2
2 � 1, A � | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQx2 + y2a2 + s + z2
2 + s = 1:pREDELXNYJ PEREHOD PRI " ! 0 PRIWODIT K POTENCIALU ODNOROD-NOGO [ARA RADIUSA a:V = 8><>:2��0 �a2 � 13 r2� PRI r < a;Mr PRI r > a �M = 4�3 a3�0� :



438 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ163. pOWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX ZARQDA NA \LLIPTI^ESKOM DISKE� = e4�b
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440 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ166. lOGARIFMI^ESKIJ POTENCIAL ODNORODNOJ \LLIPTI^ESKOJ OB-LASTI x2a2 + y2b2 � 1 6 0DAETSQ FORMULAMIV (x; y) = �ab�0 �12 � ln a+ b2 � � �ab�0a+ b �x2a2 + y2b2� WNUTRI \LLIPSA;V (x; y) = �ab�0 �12 � ln a+ b2 �� �ab�0 x2pa2 + � + y2pb2 + �pa2 + �+pb2 + � �� �ab�0 ln pa2 + �+pb2 + �a+ b WNE \LLIPSA;GDE � | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQx2a2 + s + y2b2 + s = 1:167. pOTENCIAL WNE \LLIPSA RAWENV (x; y) = V0� 1� 12 ln 2a+ b �Z0 dsp(s+ a2)(s+ b2)� (a > b > 0);ILI V (x; y) = V0� 1� 12 ln 2a+ b ln 2�+ a2 + b2 +p(�+ a2)(�+ b2)(a+ b)2 �;GDE � | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQx2a2 + s + y2b2 + s = 1:pLOTNOSTX ZARQDA, RASPREDELENNOGO NA \LLIPSE, RAWNA� = V02�ab ln 2a+ b 1rx2a4 + y2b4 :pREDELXNYJ PEREHOD PRI b! 0 DAET POTENCIAL OTREZKA 0 6 x 6 aNA PLOSKOSTI (x; y)V (x; y) = V0" 1� 12 ln 2a �� ln �2+p(�2�a2)2+4a2y2+q0; 5�2[�2�a2+p(�2�a2)2+4a2y2℄+a2y2a2 #;GDE �2 = x2 + y2.uKA Z AN I E. wYWOD FORMULY DLQ V (x; y) SOWER[ENNO ANALOGI^ENWYWODU, PRIWEDENNOMU W RE[ENII ZADA^I 163.

gL. IV. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 441nA BESKONE^NOSTI MY STAWIM USLOWIEu = V �A ln 1� ! 0 PRI � =px2 + y2 !1; j graduj < B�2 ;GDE A I B > 0 | NEKOTORYE POSTOQNNYE.168. pUSTX I | TOK, PROTEKA�℄IJ PO PETLE Ca S CENTROM W TO^-KE z = 0, � = 0 I RADIUSA a, I 0 | TOK, TEKU℄IJ PO PETLE Cb RADIUSA bS CENTROM W TO^KE z = d, � = 0.dLQ SILY WZAIMODEJSTWIQ MEVDU Ca I Cb WOZMOVNO ODNO IZ PRED-STAWLENIJ:1) F = 2��II 0 dk
2pab ��K(k) + a2 + b2 + d2(a� b)2 + d2 E(k)�,GDE k2 = 4ab(a+ b)2 + d2 ; K(k) = �=2Z0 d'p1� k2 sin2 ' ;E(k) = �=2Z0 p1� k2 sin2 'd'| \LLIPTI^ESKIE INTEGRALY PERWOGO I WTOROGO RODA;2) F = ��II 0 sin�
2 1Xn=1� a2b2 + d2�n=2 P 1n(
os�)Pn(0) (d2 + b2 > a2),GDE � = �b | KOORDINATA TO^EK KOLXCA Cb, ESLI NA^ALO KOORDINATNAHODITSQ W CENTRE KOLXCA Ca;3) F = ���II 0 sin2 �
2 1Xn=2 1n+1 �ab�n+1P 1n+1(
os�)P 1n(
os�) (b > a);PRI \TOM NA^ALO KOORDINAT POME℄ENO W WER[INE KRUGOWOGO KONUSA,PROHODQ℄EGO ^EREZ Ca I Cb (a 6= b) I IME�℄EGO UGOL RASTWORA �; ESLIa < b, TO RQD, STOQ℄IJ SPRAWA, BYSTRO SHODITSQ.uKA Z AN I E. sILA, DEJSTWU�℄AQ NA KONTUR, PO KOTOROMU PROTE-KAET TOK IO, POME℄ENNYJ W MAGNITNOE POLE, RAWNAF = I
 I [dsB℄;GDE B | MAGNITNAQ INDUKCIQ WNE[NEGO POLQ, A INTEGRIROWANIE PRO-IZWODITSQ PO DANNOMU KONTURU. w NA[EM SLU^AEB = �I 0
 I2 [dsr℄r3 :dLQ WY^ISLENIQ WELI^INY B NA KONTURE Cb SLEDUET ISPOLXZOWATXRE[ENIE ZADA^I 156.169. pUSTX KOLXCA Ca RADIUSA a I Cb RADIUSA b LEVAT W PARAL-LELXNYH PLOSKOSTQH �a I �b, A IH CENTRY RASPOLOVENY NA ODNOJ PRQ-MOJ, PERPENDIKULQRNOJ K PLOSKOSTQM �a I �b; KO\FFICIENT WZAIMNOJINDUKCII MOVET BYTX PREDSTAWLEN SLEDU�℄IM OBRAZOM:
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442 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ1)M12 = 8�pabk h�1� 12 k2�K �Ei, GDE k2 = 4ab(a+ b)2 + d2 , K(k)I E(k) | \LLIPTI^ESKIE INTEGRALY, d | RASSTOQNIE MEVDU CENTRA-MI KOLEC;2) ESLI NA^ALO KOORDINAT POMESTITX W CENTR Ca, TO KOLXCO CbBUDET IMETX KOORDINATY rb = pb2 + d2, �b = �, IM12 = ��b 1Xm=0(�1)m (2m� 1)!!(2m� 1)(2m)!! � b2 + d2a2 �(2m�1)=2 P 12m�1(
os�);�b2 + d2a2 < 1� ;ESLI VE b2 + d2a2 > 1, TO WMESTO � b2 + d2a2 �(2m�1)=2 NADO PISATX� a2b2 + d2 �m.aNALOGI^NU� FORMU IMEET WYRAVENIE DLQ WZAIMNOJ INDUKCIIDWUH PROIZWOLXNO ORIENTIROWANNYH KOLEC, ESLI IH OSI PERESEKA�TSQ.uKA Z AN I E. kO\FFICIENT WZAIMNOJ INDUKCII KONTUROW 1 I 2OPREDELQETSQ FORMULOJ M12 = I1 A2 ds1;GDE A2 | WEKTOR-POTENCIAL POLQ, SOZDANNOGO EDINI^NYM TOKOM W KON-TURE 2.w NA[EM SLU^AEMba = ICbAa dsb = 2�b jAajz=d�=b ;GDE jAaj WY^ISLQETSQ NA OSNOWE RE[ENIQ ZADA^I 156.

gLA W A Vurawneniq paraboli~eskogo tipax 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMPARABOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^1. dLQ TEMPERATURY VIDKOSTI W NESTACIONARNOM SLU^AE IMEEM�u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2�� v0 �u�x ;�1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1; (1)a2 | KO\FFICIENT TEMPERATUROPROWODNOSTI,� �u�z = �(u� f) PRI z = 0; (2)GDE f(x; y; t) | TEMPERATURA PLOSKOSTI z = 0,u��t=0 = '(x; y; z); �1 < x; y < +1; 0 < z < +1: (3)w STACIONARNOM SLU^AE (S �PRENEBREVIMO MALOJ� TEPLOPROWOD-NOSTX� W NAPRAWLENII OSI x)�u�x = a2v0 ��2u�y2 + �2u�z2� ; �1 < y < +1; 0 < x; z < +1; (10)� �u�z = �(u� f) PRI z = 0; (20)GDE f(x; y) | TEMPERATURA PLOSKOSTI z = 0,u��x=0 = '(y; z); �1 < y < +1; 0 < z < +1: (30)2. dLQ KONCENTRACII WE℄ESTWA, DIFFUNDIRU�℄EGO W PODWIVNOJSREDE, ZAPOLNQ�℄EJ POLUPROSTRANSTWO z > 0 I DWIVU℄EJSQ S POSTOQN-NOJ SKOROSTX� W NAPRAWLENII OSI x, PRI USLOWII, ^TO PLOSKOSTX z = 0NEPRONICAEMA, W NESTACIONARNOM SLU^AE IMEEM�u�t = D��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2�� v0 �u�x ;�1 < x; y < +1; 0 < z; t < +1; (1)�u�z = 0 PRI z = 0; (2)D | KO\FFICIENT DIFFUZII.
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444 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw STACIONARNOM SLU^AE (PRI USLOWIQH ZADA^I)�u�x = Dv0 ��2u�y2 + �2u�z2� ; �1 < y < +1; 0 < x; z < +1; (10)�u�z = 0 PRI z = 0; (20)u��x=0 = '(y; z); �1 < y < +1; 0 < z < +1: (30)3. A) �u�t = D��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2�� �u; � > 0;�1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = '(x; y; z); �1 < x; y; y; z < +1; (2)B) �u�t = D��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2�+ �u; � > 0;�1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (10)u��t=0 = '(x; y; z); �1 < x; y; z < +1: (20)4.�E�t = 
24��� ��2E�x2 + �2E�y2 + �2E�z2 � ;�H�t = 
24��� ��2H�x2 + �2H�y2 + �2H�z2 � ;9>>>=>>>; �1 < x; y; z < +1;0 < t < +1; (1)(10)GDE E I H | WEKTORY \LEKTRI^ESKOJ I MAGNITNOJ NAPRQVENNOSTEJ,
 | SKOROSTX SWETA W WAKUUME, � | MAGNITNAQ PRONICAEMOSTX, � |PROWODIMOSTX,E��t=0 = i'1(x; y; z) + j'2(x; y; z) ++ k'3(x; y; z);H��t=0 = i 1(x; y; z) + j 2(x; y; z) ++ k'3(x; y; z);9>>>=>>>;�1 < x; y; z < +1; (2)(20)GDE i, j, k | EDINI^NYE WEKTORY PO OSQM x, y, z, A '1, '2, '3, 1,  2,  3 | ZADANNYE FUNKCII.uKA Z AN I E. rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ mAKSWELLArotH = 1
 �D�t + 4�
 j; (3)rotE = �1
 �B�t ; (4)divB = 0; (5)divD = 0; (6)NAPISANNU� W PREDPOLOVENII, ^TO W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI NETOB_EMNYH ZARQDOW I STORONNIH \LEKTRODWIVU℄IH SIL.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 445iSPOLXZUQ TAK NAZYWAEMYE MATERIALXNYE URAWNENIQ POLQD = "E; B = �H ; j = �E (7)I USLOWIE POSTOQNSTWA ", �, � I PRENEBREGAQ TOKAMI SME℄ENIQ 1
 �D�t POSRAWNENI� S TOKAMI PROWODIMOSTI 4�
 j = 4��
 E, POLU^IM URAWNENIQrotE = ��
 �H�t ; (8)rotH = 4��
 E: (9)eSLI OT OBEIH ^ASTEJ URAWNENIQ (8) WZQTX rot I WOSPOLXZOWATXSQ IZ-WESTNYM RAWENSTWOM WEKTORNOGO ANALIZArot rota = grad diva� div grada;TO S POMO℄X� URAWNENIJ (6), (7) I (9) MOVNO POLU^ITX URAWNENIE (1).aNALOGI^NO POLU^AETSQ URAWNENIE (10).5. �u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� ; 0 6 x 6 l;�1 < y; z < +1; 0 < t < +1; (1)�ux(0; y; z; t)� hu(0; y; z; t) = 0; �ux(l; y; z; t) + hu(l; y; z; t) = 0;(2)u(x; y; z; 0) = f(x; y; z);GDE l | TOL℄INA PLASTINY, � | KO\FFICIENT TEPLOPROWODNOSTI.eSLI TEMPERATURA MENQETSQ PO TOL℄INE PRENEBREVIMO MALO, TOu = u(y; z; t)I�u�t = a2��2u�y2 + �2u�z2�� 2h1u; �1 < y; z < +1; 0 < t < +1; (3)h1 = h
�1 ;GDE �1 | MASSA EDINICY PLO℄ADI PLASTINY.6. �u�t = a2�1r ��r �r �u�r �+ 1r2 �2u�'2� ; r1 6 r 6 r2;0 6 ' 6 2�; 0 < t < +1; (1)�ur(r1; '; t)� h[u(r1; '; t)� U(t)℄ = 0; 0 < t < +1; (2)�ur(r2; '; t) + h[u(r2; '; t)� U0℄ = 0; 0 < t < +1; (20)�r1
��� dU(t)dt = �h�2�U(t)� 2�Z0 u(r1; '; t)d'�; 0 < t < +1; (200)GDE U(t), ��, 
� | TEMPERATURA, PLOTNOSTX MASSY I UDELXNAQ TEPLO-EMKOSTX VIDKOSTI WNUTRI TRUBY,u(r; '; 0) = f(r; '); r1 6 r 6 r2; 0 6 ' 6 2�: (3)
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446 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ7. dLQ OPREDELENIQ SKOROSTI v(r; t) ^ASTIC VIDKOSTI 1) I UGLOWOJSKOROSTI !(t) CILINDRA POLU^IM KRAEWU� ZADA^U�v�t = � ��2v�r2 + 1r �v�r � vr2� ; r0 6 r 61; 0 < t < +1; (1)v��r=r0 = r0!(t); v ! 0 PRI r ! +1; 0 < t < +1; (2)K d!dt =M + 2�r20�� h�v�r � vr ir=r0 : (3)uKA Z AN I E. w CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH:1) URAWNENIQ DWIVENIQ NESVIMAEMOJ WQZKOJ VIDKOSTI�vr�t + vr �vr�r + v'r �vr�' + vz �vr�z � v2'r == �1� �p�r + � ��2vr�r2 + 1r2 �2vr�'2 + �2vr�z2 + 1r �vr�r � 2r2 �v'�' � vrr2� ;�v'�t + vr �v'�r + v'r �v'�' + vz �v'�z + vrv'r == � 1�r �p�' + � ��2v'�r2 + 1r2 �2v'�'2 + �2v'�z2 + 1r �v'�r + 2r2 �vr�' � v'r2 � ;�vz�t + vr �vz�r + v'r �vz�' + vz �vz�z == �1� �p�z + � ��2vz�r2 + 1r2 �2vz�'2 + �2vz�z2 + 1r �vz�r � ;2) URAWNENIE NERAZRYWNOSTI�vr�r + 1r �v'�' + �vz�z + vrr = 0;vr, v', vz | SOSTAWLQ�℄IE WEKTORY SKOROSTI PO NAPRAWLENI� EDI-NI^NYH KOORDINATNYH WEKTOROW CILINDRI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT;3) KOMPONENTY TENZORA NAPRQVENIJ�r = �p+ 2� �vr�r ; �r' = � �1r �vr�' + �v'�r � v'r � ;�' = �p+ 2� �1r �v'�' + vrr � ; �'z = � ��v'�z + 1r �vz�' � ;�z = �p+ 2� �vz�z ; �zr = � ��vz�r + �vr�z � :kOMPONENTY TENZORA NAPRQVENIJ W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAHOPREDELQ�TSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO DELAETSQ W DEKARTOWYH KO-ORDINATAH PRI WYWODE URAWNENIJ DWIVENIQ UPRUGOJ SREDY W ZADA-^E 11 x 1 GL. VI.1) v(r; t) = v'(r; t); SM. UKAZANIE K NASTOQ℄EJ ZADA^E.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 4478. rE[EN I E. pOMESTIM NA^ALO KOORDINAT NA WODONEPRONICAE-MOM OSNOWANII I NAPRAWIM OSX z WERTIKALXNO WWERH. pUSTX W PRO-EKCIQH NA OSI KOORDINAT WEKTORY f , V , U ZAPISYWA�TSQ W WIDEf = ffx; fy; fzg, V = fVx; Vy; Vzg, U = fu; v; wg. tOGDA URAWNENIEDWIVENIQ ^ASTIC GRUNTOWYH WOD MOVNO ZAPISATX W WIDE� dVxdt = ��p�x + g�fx; � dVydt = ��p�y + g�fy; � dVzdt = ��p�z + g�fz� g�;GDE p| DAWLENIE W GRUNTOWYH WODAH.pRENEBREGAQ (W SILU PREDPOLOVE-NIQ 2) USLOWIQ ZADA^I) INERCIONNYMI SILAMI I ISPOLXZUQ f = � 1k U ,POLU^IM IZ \TIH URAWNENIJ PRIBLIVENNYE URAWNENIQu = � kg� �p�x ; v = � kg� �p�y ; w = �k� 1g� �p�z + 1� ; (1)KOTORYE MOVNO ZAPISATX W WEKTORNOJ FORME SLEDU�℄IM OBRAZOM:U = �k gradH; (2)GDE H(x; y; z; t) = p� p0g� + z; (3)p0 | DAWLENIE NA SWOBODNOJ POWERHNOSTI GRUNTOWYH WOD (NE ZAWISQ℄EEOT x, y, z).pUSTX p1 OZNA^AET GIDROSTATI^ESKOE DAWLENIE W TO^KE, LEVA℄EJNA WYSOTE z NAD WODONEPRONICAEMYM OSNOWANIEM, A z = H0(x; y; t) |URAWNENIE SWOBODNOJ POWERHNOSTI GRUNTOWYH WOD; TOGDA DLQ GIDROSTA-TI^ESKOGO DAWLENIQ POLU^AEM SLEDU�℄EE WYRAVENIE:p1 � p0 = g�[H0(x; y; t)� z℄; 0 6 z 6 H0(x; y; t);T. E. p1 � p0g� + z = H0(x; y; t): (4)iZ (3) I (4) NAHODIM DLQ IZBYTO^NOGO DAWLENIQ SLEDU�℄EE WYRAVENIE:p� p1g� = H(x; y; z; t)�H0(x; y; t): (5)w SILU PREDPOLOVENIQ 1) USLOWIQ ZADA^I IZ (2), (3) I (5) SLEDUETu = �k �H0�x ; v = �k �H0�y ; (6)T. E. ^ASTICY GRUNTOWYH WOD, LEVA℄IE NA ODNOJ WERTIKALI, IME�TODINAKOWYE GORIZONTALXNYE SKOROSTI.rASSMATRIWAQ TONKU� WERTIKALXNU� PRIZMU S OSNOWANIEM �x�yI WYSOTOJ H0(x; y; t) I ISPOLXZUQ SOOTNO[ENIE (6), URAWNENIE NERAZ-RYWNOSTI MOVNO ZAPISATX W WIDE�H0�t = km � ��x �H0 �H0�x �+ ��y �H0 �H0�y �� : (7)eSLI GRUNTOWYJ SLOJ I SLOJ GRUNTOWYH WOD NAD WODONEPRONICAEMYMOSNOWANIEM PROSTIRA�TSQ �NEOGRANI^ENNO�, TO KRAEWU� ZADA^U DLQOPREDELENIQ DWIVENIQ SWOBODNOJ POWERHNOSTI GRUNTOWYH WOD MOVNO
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448 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQSFORMULIROWATX SLEDU�℄IM OBRAZOM:�H0�t = km � ��x �H0 �H0�x �+ ��y �H0 �H0�y �� ;�1 < x; y < +1; 0 < t < +1; (8)H0(x; y; 0) = '(x; y); �1 < x; y < +1: (9)z AM E ^ AN I E. ~ASTO OT NELINEJNOGO URAWNENIQ (7) PEREHODQT KLINEJNOMU URAWNENI��H0�t = a2��2H0�x2 + �2H0�y2 � ; a2 = kh0m ; (70)ZAMENQQ MNOVITELX H0 W KRUGLYH SKOBKAH, STOQ℄IH W PRAWOJ ^ASTIURAWNENIQ (7), OSREDNENNOJ WYSOTOJ h0 = 
onst SWOBODNOJ POWERHNOSTIGRUNTOWYH WOD.x 2. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ.A) oDNORODNYE SREDY.9. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� ; 0 < x < l1; 0 < y < l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (1)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = u��z=0 = u��z=l3 = 0; 0 < t < +1;(2)u��t=0 = f(x; y; z); 0 < x < l1; 0 < y < l3; 0 < z < l3; (3)QWLQETSQu(x; y; z; t) = +1Xk;m; n=1Ak;m; n exp��a2�2�k2l21 + m2l22 + n2l23 �t��� sin k�xl1 sin m�yl2 sin n�zl3 ; (4)GDEAk;m; n = 8l1l2l3 l1Z0 d� l2Z0 d� l3Z0 f(�; �; �) sin k��l1 sin m��l2 sin n��l3 d�: (5)10. u(x; y; z; t) == � 4��3 U0 +1Xk;m; n=0 expn�a2�2l2 [(2k + 1)2 + (2m+ 1)2 + (2n+ 1)2℄to(2k + 1)(2m+ 1)(2n+ 1) �� sin (2k + 1)�xl sin (2m+ 1)�yl sin (2n+ 1)�zl : (1)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 449w CENTRE KUBAu� l2 ; l2 ; l2 ; t� = U0 � 4��38<: +1Xk=0(�1)k expn�a2�2(2k + 1)2l2 to2k + 1 9=;3: (2)pRI WSEH t, UDOWLETWORQ�℄IH NERAWENSTWUt > t� = � l28�2a2 ln 3e"; (3)GDE e" MENX[E NAIMENX[EGO IZ ^ISEL 1 I "9 , W CENTRE KUBA ZAWEDOMOBUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OTNOSITELXNOJ TO^NOSTX� ".uKA Z AN I E. oBOZNA^IM PERWYJ ^LEN RQDA, STOQ℄EGO W FIGUR-NOJ SKOBKE RAWENSTWA (2), ^EREZ �, A SUMMU WSEH OSTALXNYH EGO ^LENOW^EREZ S. pRI WSEH t, UDOWLETWORQ�℄IH NERAWENSTWU (3), BUDET 1)���S� ��� < e"; (4)TAK KAK e" < 1 I e" < "9 , TO PRI \TOM BUDET����3�2S + 3�S2 + S3�3 ���� 6 3 ���S� ��� �1 + ���S� ���+ 13 ���S� ���2� < 9 ���S� ��� < "; (5)T. E. W CENTRE KUBA BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OTNOSI-TELXNOJ TO^NOSTX� ".11. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� ; 0 < x < l1; 0 < y < l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (1)��u�x � hu� ���x=0= ��u�x + hu� ���x=l1= ��u�y � hu����y=0== ��u�y + hu� ���y=l2= ��u�z � hu� ���z=0= ��u�z + hu� ���z=l3= 0;0 < t < +1; (2)u(x; y; z; 0) = f(x; y; z); 0 < x < l1; 0 < y < l2; 0 < z < l3; (3)QWLQETSQu(x; y; z; t) == +1Xk;m; n=1Ak;m; n exp��a2(�2k + �2m + �2n)t	Xk(x)Ym(y)Zn(z); (4)GDE 1)pODROBNEE SM. GL. III, x 2, OTWET K ZADA^E 22.29 b.m. bUDAK I DR.
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450 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQAk;m; n = 8�2k�2m�2n l1Z0 l2Z0 l3Z0 f(x; y; z)Xk(x)Ym(y)Zn(z) dxdy dz[l1(�2k + h2) + 2h℄ � [l2(�2m + h2) + 2h℄ � [l3(�2n + h2) + 2h℄ ; (5)�1; �2; : : : ; �1; �2; : : : ; �1; �2; : : : QWLQ�TSQ SOOTWETSTWENNO POLOVI-TELXNYMI KORNQMI URAWNENIJ
tg l1� = 12 ��h � h�� ; 
tg l2� = 12 ��h � h�� ; 
tg l3� = 12 ��h � h�� ;(6)Xk(x) = 
os�kx+ h�k sin�kx; Ym(y) = 
os�my + h�m sin�my;Zn(z) = 
os �nz + h�n sin �nz: (7)w ^ASTNOSTI, ESLI f(x; y; z) = U0 � 
onst, TOu(x; y; z; t) = 43h3U0 +1Xk;m; n=0 expn�a2(�22k+1 + �22m+1 + �22n+1)to�� X2k+1(x)Y2m+1(y)Z2n+1(z)[l1(�22k+1 + h2) + 2h℄ � [l2(�22m+1 + h2) + 2h℄ � [l3(�22n+1 + h2) + 2h℄ : (8)uKA Z AN I E. kORNI �k URAWNENIQ 
tg l1� = 12 ��h � h�� UDOWLETWO-RQ�T NERAWENSTWAM 0 < �1l1 < �, � < �2l1 < 2�, 2� < �3l1 < 3�; : : : ,T. E. NERAWENSTWAM0 < �1l12 < �2 ; �2 < �2l12 < �; � < �3l12 < 3�2 ; : : : (9)pODSTAWLQQ �k W URAWNENIE 
tg l1� = 12 ��h � h��, PEREPI[EM REZULXTATW WIDE tg �kl1 = 2�kh�2k � h2 = 2 h�k1� h2�2k = � 2 �kh1� �2kh2 : (10)w SILU (9) tg �kl12 > 0 PRI k NE^ETNOM I MENX[E NULQ PRI k ^ETNOM.nO tg � = 2 tg �21� tg2 �2 ;PO\TOMU IZ (10) SLEDUET, ^TOtg �kl12 = 8><>: h�k PRI k NE^ETNOM;��kh PRI k ^ETNOM:

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 451sLEDOWATELXNO,l1Z0 Xk(x) dx = 1�k hsin�kl1 + h�k (1� 
os�kl1)i == 1�k 2 sin �kl12 
os �kl12 h1 + h�k tg �kl12 i++ 2�k � tg �kl121 + tg2 �kl12 h1 + h�k tg �kl12 i = (0 PRI k ^ETNOM;2h�2k PRI k NE^ETNOM:aNALOGI^NO WY^ISLQ�TSQ l2Z0 Ym(y) dy, l3Z0 Zn(z) dz.z AM E ^ AN I E. eSLI PARALLELEPIPED W NA^ALXNYJ MOMENT WREME-NI RAWNOMERNO NAGRET (T. E. f(x; y; z) = U0 � 
onst), TO, O^EWIDNO,RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEM BUDET SIMMETRI^NYM OTNOSITELX-NO PLOSKOSTEJ x = l12 , y = l22 , z = l32 , PO\TOMU MOVNO OGRANI^ITXSQOPREDELENIEM TEMPERATURY W ODNOM IZ WOSXMI PARALLELEPIPEDOW, NAKOTORYE \TIMI PLOSKOSTQMI RAZBIWAETSQ PERWONA^ALXNYJ PARALLELE-PIPED.12. tEMPERATURA W CENTRE KUBA �l 6 x; y; z 6 l RAWNAU = 8U0h38>>><>>>:+1Xk=0 e�a2�2kt(�1)k s1 + h2�2kl(�2k + h2) + h9>>>=>>>;3 ; (1)GDE �0; �1; �2; : : : | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg �l = h� : (2)pRI WSEH ZNA^ENIQH WREMENI t, UDOWLETWORQ�℄IH NERAWENSTWUt > t� = � 1a2(�21 � �20) ln26664e" (hl)2 + hl + (l�1)2(hl)2 + hl + (l�0)2r1 +� h�0�21 + � h�1 �2 37775 ; (3)GDE e" RAWNO MENX[EMU IZ ^ISEL 1 I "9 , W CENTRE KUBA ZAWEDOMO BUDETIMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S TO^NOSTX� DO ".uKA Z AN I E. ~TOBY POLU^ITX WYRAVENIE (1) DLQ TEMPERATURY WCENTRE KUBA �l 6 x; y; z 6 l DOSTATO^NO SOGLASNO ZAME^ANI� K PREDY-DU℄EJ ZADA^E SNA^ALA NAJTI TEMPERATURU ^ASTI 0 6 x; y; z 6 l \TOGOKUBA, S^ITAQ PLOSKOSTI x = 0, y = 0, z = 0 TEPLOIZOLIROWANNYMI.pO POWODU OPREDELENIQ MOMENTA, S KOTOROGO ZAWEDOMO BUDET IMETXMESTO REGULQRNYJ REVIM S TO^NOSTX� DO " > 0, SM. OTWET I UKAZANIEK ZADA^E 10 NASTOQ℄EJ GLAWY I OTWET I UKAZANIE K ZADA^E 29 GL. III.29�
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tg l3� = 12 ��h � h�� ;(6)Xk(x) = 
os�kx+ h�k sin�kx; Ym(y) = 
os�my + h�m sin�my;Zn(z) = 
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onst), TO, O^EWIDNO,RASPREDELENIE TEMPERATURY W NEM BUDET SIMMETRI^NYM OTNOSITELX-NO PLOSKOSTEJ x = l12 , y = l22 , z = l32 , PO\TOMU MOVNO OGRANI^ITXSQOPREDELENIEM TEMPERATURY W ODNOM IZ WOSXMI PARALLELEPIPEDOW, NAKOTORYE \TIMI PLOSKOSTQMI RAZBIWAETSQ PERWONA^ALXNYJ PARALLELE-PIPED.12. tEMPERATURA W CENTRE KUBA �l 6 x; y; z 6 l RAWNAU = 8U0h38>>><>>>:+1Xk=0 e�a2�2kt(�1)k s1 + h2�2kl(�2k + h2) + h9>>>=>>>;3 ; (1)GDE �0; �1; �2; : : : | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg �l = h� : (2)pRI WSEH ZNA^ENIQH WREMENI t, UDOWLETWORQ�℄IH NERAWENSTWUt > t� = � 1a2(�21 � �20) ln26664e" (hl)2 + hl + (l�1)2(hl)2 + hl + (l�0)2r1 +� h�0�21 + � h�1 �2 37775 ; (3)GDE e" RAWNO MENX[EMU IZ ^ISEL 1 I "9 , W CENTRE KUBA ZAWEDOMO BUDETIMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S TO^NOSTX� DO ".uKA Z AN I E. ~TOBY POLU^ITX WYRAVENIE (1) DLQ TEMPERATURY WCENTRE KUBA �l 6 x; y; z 6 l DOSTATO^NO SOGLASNO ZAME^ANI� K PREDY-DU℄EJ ZADA^E SNA^ALA NAJTI TEMPERATURU ^ASTI 0 6 x; y; z 6 l \TOGOKUBA, S^ITAQ PLOSKOSTI x = 0, y = 0, z = 0 TEPLOIZOLIROWANNYMI.pO POWODU OPREDELENIQ MOMENTA, S KOTOROGO ZAWEDOMO BUDET IMETXMESTO REGULQRNYJ REVIM S TO^NOSTX� DO " > 0, SM. OTWET I UKAZANIEK ZADA^E 10 NASTOQ℄EJ GLAWY I OTWET I UKAZANIE K ZADA^E 29 GL. III.29�



452 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ13. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�x = a2v0 ��2u�y2 + �2u�z2� ; 0 < x < +1; 0 < y < l1; 0 < z < l2; (1)��u�y � hu� ����y=0= ��u�y + hu�����y=l1= ��u�z � hu� ����z=0== �dudz + hu� ����z=l2= 0; 0 < x < +1; (2)u��x=0 = U0; 0 6 y 6 l1; 0 6 z 6 l2; (3)QWLQETSQu(x; y; z) = 16U0h2 +1Xm;n=0 exp��a2v20 (�22m+1 + �22n+1)x��� �
os �2m+1y + h�2m+1 sin�2m+1y��
os �2n+1z + h�2n+1 sin �2n+1z�[l1(�22m+1 + h2) + 2h℄ � [l2(�22n+1 + h2) + 2h℄ ;GDE �1; �2; : : : ; �1; �2; : : : | SOOTWETSTWENNO KORNI URAWNENIJ
tg l1� = 12 ��h � h�� ; 
tg l2� = 12 ��h � h� � :uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 11.14. A) lKR = a�r 3� ;B) LAWINNYJ PROCESS RAZMNOVENIQ ^ASTIC BUDET IMETX MESTO PRIL�BYH RAZMERAH KUBA;W) lKR = ap3� ar

tg 12 � p�ahp3 � ahp3p� �, ESLI � > 3a2h2; LAWINNYJPROCESS BUDET PRI L�BYH RAZMERAH, ESLI � 6 3a2h2; �| KO\FFICIENTRAZMNOVENIQ, WHODQ℄IJ W URAWNENIE�u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2�+ �u:15. u(r; t) = +1Xn=1An exp��n2�2a2r20 t� sin n�rr0r , (1)An = 2r0 r0Z0 rf(r) sin n�rr0 dr: (2)uKA Z AN I E. uRAWNENIE TEPLOPROWODNOSTI W SILU RADIALXNOJSIMMETRII ZAPISYWAETSQ W WIDE�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� :

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 453pEREHOD K NOWOJ NEIZWESTNOJ FUNKCII v(r; t) = ru(r; t) PRIWODIT KKRAEWOJ ZADA^E OB OSTYWANII STERVNQ�v�t = a2 �2v�r2 ; 0 < r < r0; 0 < t < +1; (3)v(0; t) = 0; v(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (4)v(r; 0) = rf(r); 0 < r < r0: (5)pERWOE IZ GRANI^NYH USLOWIJ (4) QWLQETSQ SLEDSTWIEM OGRANI^ENNOS-TI TEMPERATURY u(r; t) W CENTRE [ARAv(+0; t) = limr!+0 ru(r; t) = 0:16. u(r; t) = U1 + 2 r0� (U0 � U1) �� +1Xn=1 (�1)n+1n exp��n2�2a2r20 t� sin n�rr0r .pRI WSEH ZNA^ENIQH WREMENI t, UDOWLETWORQ�℄IH NERAWENSTWUt > t� = � r203�2a2 ln ";W CENTRE [ARA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OT-NOSITELXNOJ TO^NOSTX� " > 0.uKA Z AN I E. sM. RE[ENIE ZADA^I 22 x 2 GL. III.17. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)� �u�r = q; r = r0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; 0 6 r < r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = U0+ qr0� 8><>:3a2tr20 � 3r20 � 5r210r20 � +1Xn=1 2r0 expn�a2�2ntr20 o�2n 
os �n � sin �nrr0r 9>=>; ;(4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg� = �: (5)18. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)�u�r + hu = 0 PRI r = r0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); 0 6 r < r0; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1An exp��a2�2nt	 sin �nrr ; (4)
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454 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE An = 2r0 � r20�2n + (r0h� 1)2r20�2n + (r0h� 1)r0h r0Z0 rf(r) sin �nr dr; (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg�nr0 = �nr01� r0h : (6)19. u(r; t) = U1 + 2(U1 � U0)hr20 �� +1Xn=1(�1)n+1 p�2n + (hr0 � 1)2�n(�2n + h2r20 � hr0) exp��a2�2ntr20 � sin �nrr0r ; (1)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg� = � �r0h� 1 ; (2)A h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIE�u�r = h[U1 � u℄ PRI r = r0; 0 < t < +1: (3)w CENTRE [ARAu(0; t) = U1 + 2(U1 � U0)hr0 �� +1Xn=1(�1)n+1p�2n + (hr0 � 1)2�2n + h2r20 � hr0 exp��a2�2ntr20 � : (4)eSLI hr0 < 1, TO, O^EWIDNO, RQD (4) UDOWLETWORQET USLOWIQMTEOREMYlEJBNICA O ZNAKOPEREMENNYH RQDAH. wOSPOLXZOWAW[ISX \TIM,NAJDEM, ^TO PRI WSEH ZNA^ENIQH WREMENI t, UDOWLETWORQ�℄IH NERA-WENSTWUt > t� = � r20a2(�21 � �22) ln(" �22 + h2r20 � hr0�21 + h2r20 � hr0 r�21 + (hr0 � 1)2�22 + (hr0 � 1)2 ) ; (5)W CENTRE [ARA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OT-NOSITELXNOJ TO^NOSTX� " > 0.20. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)�u�r ���r=r0= h[U1 + �t� u℄���r=r0 ; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; 0 6 r < r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = U0 + ��t+ r2 � r20 � 2 r0h6a2 �++ 2hr40�a2 +1Xn=1(�1)n+1 p�2n + (hr0 � 1)2�3n(�2 + h2r20 � hr0) exp��a2�2ntr20 � sin �nrr0r ; (4)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 455GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg� = �hr0 � 1 : (5)uKA Z AN I E. sNA^ALA SLEDUET NAJTI ^ASTNOE RE[ENIE URAWNE-NIQ (1), UDOWLETWORQ�℄EE NEODNORODNOMU GRANI^NOMU USLOWI� (2).tAKOE ^ASTNOE RE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE U(r; t) = U1 +�t+F (r),GDE F (r) | NEIZWESTNAQ FUNKCIQ.21. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)��u�r � h1u� ����r=r1= 0; ��u�r + h2u� ����r=r2= 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); r1 < r < r2; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1Ane�a2�2nt sin[�n(r� r1) + �n℄r ; (4)GDEAn = 2 r2Zr1 rf(r) sin[�n(r � r1) + �n℄ drr2 � r1 + ��h1 + 1r1��h2 � 1r2�+ �2n��h1 + h2 + 1r1 � 1r2 �"�h1 + 1r1�2 + �2n# � "�h2 � 1r2�2 + �2n# ; (5)

�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
tg�n(r2 � r1) = �2n ��h1 + 1r1��h2 � 1r2��n�h1 + h2 + 1r1 � 1r2� ; (6)�n = ar
tg �nh1 + 1r1 : (7)22. A) RKR = �ap� ;B) PROCESS BUDET IMETX LAWINNYJ HARAKTER PRI L�BYH RAZMERAH[ARA;W) RKR QWLQETSQ NAIMENX[IM POLOVITELXNYM KORNEM URAWNENIQtg�p�a R� = p�a R1� hR :



454 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE An = 2r0 � r20�2n + (r0h� 1)2r20�2n + (r0h� 1)r0h r0Z0 rf(r) sin �nr dr; (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg�nr0 = �nr01� r0h : (6)19. u(r; t) = U1 + 2(U1 � U0)hr20 �� +1Xn=1(�1)n+1 p�2n + (hr0 � 1)2�n(�2n + h2r20 � hr0) exp��a2�2ntr20 � sin �nrr0r ; (1)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg� = � �r0h� 1 ; (2)A h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIE�u�r = h[U1 � u℄ PRI r = r0; 0 < t < +1: (3)w CENTRE [ARAu(0; t) = U1 + 2(U1 � U0)hr0 �� +1Xn=1(�1)n+1p�2n + (hr0 � 1)2�2n + h2r20 � hr0 exp��a2�2ntr20 � : (4)eSLI hr0 < 1, TO, O^EWIDNO, RQD (4) UDOWLETWORQET USLOWIQMTEOREMYlEJBNICA O ZNAKOPEREMENNYH RQDAH. wOSPOLXZOWAW[ISX \TIM,NAJDEM, ^TO PRI WSEH ZNA^ENIQH WREMENI t, UDOWLETWORQ�℄IH NERA-WENSTWUt > t� = � r20a2(�21 � �22) ln(" �22 + h2r20 � hr0�21 + h2r20 � hr0 r�21 + (hr0 � 1)2�22 + (hr0 � 1)2 ) ; (5)W CENTRE [ARA ZAWEDOMO BUDET IMETX MESTO REGULQRNYJ REVIM S OT-NOSITELXNOJ TO^NOSTX� " > 0.20. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)�u�r ���r=r0= h[U1 + �t� u℄���r=r0 ; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; 0 6 r < r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = U0 + ��t+ r2 � r20 � 2 r0h6a2 �++ 2hr40�a2 +1Xn=1(�1)n+1 p�2n + (hr0 � 1)2�3n(�2 + h2r20 � hr0) exp��a2�2ntr20 � sin �nrr0r ; (4)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 455GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg� = �hr0 � 1 : (5)uKA Z AN I E. sNA^ALA SLEDUET NAJTI ^ASTNOE RE[ENIE URAWNE-NIQ (1), UDOWLETWORQ�℄EE NEODNORODNOMU GRANI^NOMU USLOWI� (2).tAKOE ^ASTNOE RE[ENIE MOVNO ISKATX W WIDE U(r; t) = U1 +�t+F (r),GDE F (r) | NEIZWESTNAQ FUNKCIQ.21. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)��u�r � h1u� ����r=r1= 0; ��u�r + h2u� ����r=r2= 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); r1 < r < r2; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1Ane�a2�2nt sin[�n(r� r1) + �n℄r ; (4)GDEAn = 2 r2Zr1 rf(r) sin[�n(r � r1) + �n℄ drr2 � r1 + ��h1 + 1r1��h2 � 1r2�+ �2n��h1 + h2 + 1r1 � 1r2 �"�h1 + 1r1�2 + �2n# � "�h2 � 1r2�2 + �2n# ; (5)

�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
tg�n(r2 � r1) = �2n ��h1 + 1r1��h2 � 1r2��n�h1 + h2 + 1r1 � 1r2� ; (6)�n = ar
tg �nh1 + 1r1 : (7)22. A) RKR = �ap� ;B) PROCESS BUDET IMETX LAWINNYJ HARAKTER PRI L�BYH RAZMERAH[ARA;W) RKR QWLQETSQ NAIMENX[IM POLOVITELXNYM KORNEM URAWNENIQtg�p�a R� = p�a R1� hR :



456 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQB) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.23. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1��2u�x2 + �2u�y2� ; 0 < x < x0; 0 < y < l2;0 < t < +1; (1)
2�2 �u�t = k2��2u�x2 + �2u�y2� ; x0 < x < l1; 0 < y < l2;0 < t < +1; (10)u(x0 � 0; y; t) = u(x0 + 0; y; t); 0 < y < l2; 0 < t < +1; (2)k1ux(x0 � 0; y; t) = k2ux(x0 + 0; y; t); 0 < y < l2; 0 < t < +1; (20)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = y��y=l2 = 0; (200)u(x; y; 0) = f(x; y); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (3)QWLQETSQ u(x; y; t) = +1Xm;n=1Am;ne��2m;ntvm;n(x; y); (4)GDEvm;n(x; y) = 8>><>>: sin!mnxsin!mnx0 sin n�yl2 ; 0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2;sin!mn(l1 � x)sin!mn(l1 � x0) sin n�yl2 ; x06 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (5)!2mn = 
1�1k1 �2mn � n2�2l22 ; !2mn = 
2�2k2 �2mn � n2�2l22 ; (6)�mn (m = 1; 2; 3; : : : ; n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGOURAWNENIQk1r 
1�1k1 �2mn � n2�2l22 
tg�x0r 
1�1k1 �2mn � n2�2l22 � == k2r 
2�2k2 �2mn � n2�2l22 
tg�(x0 � l1)r 
2�2k2 �2mn � n2�2l22 �; (7)Am;n = l1Z0 l2Z0 �(x; y)f(x; y)vm;n(x; y)dxdykvm;nk2 ; (8)�(x; y) = �
1�1 PRI 0 6 x < x0; 0 6 y 6 l2;
2�2 PRI x0 < x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (9)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 457kvm;nk2 = l1Z0 l2Z0 �(x; y)v2m;n(x; y) dx dy == l24 � 
1�1x0sin2 !mnx0 + 
2�2(l1 � x0)sin2 !mn(l1 � x0)� : (10)fUNKCII vm;n ORTOGONALXNY S WESOM �(x; y) NA PRQMOUGOLXNI-KE 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2.24. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� ; 0 < x < x0; 0 < y < l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (1)
2�2 �u�t = k2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� ; x0 < x < l1; 0 < y < l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (10)u(x0 � 0; y; z; t) = u(x0 + 0; y; z; t); 0 6 y 6 l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (2)k1ux(x0 � 0; y; z; t) = k2ux(x0 + 0; y; z; t); 0 6 y 6 l2;0 6 z 6 l3; 0 < t < +1; (20)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = u��z=0 = u��z=l3 = 0; (200)u��t=0 = f(x; y; z); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3; (3)QWLQETSQu(x; y; z; t) = +1Xm;n; p=1Am;n; pe��2m;n; plvm;n; p(x; y; z); (4)GDEvmnp(x; y; z) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
sin!mnpxsin!mnpx0 sin n�yl2 sin p�zl3 ;0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3;sin!mnp(l1 � x)sin!mnp(l1 � x0) sin n�yl2 sin p�zl3 ;x0 6 x 6 l; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3; (5)

!2m;n; r = 
1�1k1 �2m;n; p � n2�2l22 � p2�2l23 ;!2m;n; p = 
2�2k2 �2m;n; p � n2�2l22 � p2�2l23 ; (6)



456 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQB) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.23. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1��2u�x2 + �2u�y2� ; 0 < x < x0; 0 < y < l2;0 < t < +1; (1)
2�2 �u�t = k2��2u�x2 + �2u�y2� ; x0 < x < l1; 0 < y < l2;0 < t < +1; (10)u(x0 � 0; y; t) = u(x0 + 0; y; t); 0 < y < l2; 0 < t < +1; (2)k1ux(x0 � 0; y; t) = k2ux(x0 + 0; y; t); 0 < y < l2; 0 < t < +1; (20)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = y��y=l2 = 0; (200)u(x; y; 0) = f(x; y); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (3)QWLQETSQ u(x; y; t) = +1Xm;n=1Am;ne��2m;ntvm;n(x; y); (4)GDEvm;n(x; y) = 8>><>>: sin!mnxsin!mnx0 sin n�yl2 ; 0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2;sin!mn(l1 � x)sin!mn(l1 � x0) sin n�yl2 ; x06 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (5)!2mn = 
1�1k1 �2mn � n2�2l22 ; !2mn = 
2�2k2 �2mn � n2�2l22 ; (6)�mn (m = 1; 2; 3; : : : ; n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGOURAWNENIQk1r 
1�1k1 �2mn � n2�2l22 
tg�x0r 
1�1k1 �2mn � n2�2l22 � == k2r 
2�2k2 �2mn � n2�2l22 
tg�(x0 � l1)r 
2�2k2 �2mn � n2�2l22 �; (7)Am;n = l1Z0 l2Z0 �(x; y)f(x; y)vm;n(x; y)dxdykvm;nk2 ; (8)�(x; y) = �
1�1 PRI 0 6 x < x0; 0 6 y 6 l2;
2�2 PRI x0 < x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (9)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 457kvm;nk2 = l1Z0 l2Z0 �(x; y)v2m;n(x; y) dx dy == l24 � 
1�1x0sin2 !mnx0 + 
2�2(l1 � x0)sin2 !mn(l1 � x0)� : (10)fUNKCII vm;n ORTOGONALXNY S WESOM �(x; y) NA PRQMOUGOLXNI-KE 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2.24. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� ; 0 < x < x0; 0 < y < l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (1)
2�2 �u�t = k2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2� ; x0 < x < l1; 0 < y < l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (10)u(x0 � 0; y; z; t) = u(x0 + 0; y; z; t); 0 6 y 6 l2;0 < z < l3; 0 < t < +1; (2)k1ux(x0 � 0; y; z; t) = k2ux(x0 + 0; y; z; t); 0 6 y 6 l2;0 6 z 6 l3; 0 < t < +1; (20)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = u��z=0 = u��z=l3 = 0; (200)u��t=0 = f(x; y; z); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3; (3)QWLQETSQu(x; y; z; t) = +1Xm;n; p=1Am;n; pe��2m;n; plvm;n; p(x; y; z); (4)GDEvmnp(x; y; z) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
sin!mnpxsin!mnpx0 sin n�yl2 sin p�zl3 ;0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3;sin!mnp(l1 � x)sin!mnp(l1 � x0) sin n�yl2 sin p�zl3 ;x0 6 x 6 l; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3; (5)

!2m;n; r = 
1�1k1 �2m;n; p � n2�2l22 � p2�2l23 ;!2m;n; p = 
2�2k2 �2m;n; p � n2�2l22 � p2�2l23 ; (6)



458 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�m;n; p (m = 1; 2; 3; : : : ; n = 1; 2; 3; : : : ; p = 1; 2; 3; : : : ) | KORNITRANSCENDENTNOGO URAWNENIQk1r 
1�1k1 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 �� 
tg�x0r 
1�1k1 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 � == k2r 
2�2k2 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 �� 
tg�(x0 � l1)r 
2�2k2 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 �; (7)Am;n; p = l1Z0 l2Z0 l3Z0 �(x; y; z)f(x; y; z)vm;n; p(x; y; z) dxdy dzkvm;n; pk2 ; (8)�(x; y; z) = �
1�1 PRI 0 6 x < x0; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3;
2�2 PRI x0 < x 6 l1; 0 6 x 6 l2; 0 6 z 6 l3; (9)kvm;n; pk2 = l1Z0 l2Z0 l3Z0 �(x; y; z)v2m;n; p(x; y; z) dx dy dz == l2l38 � 
1�1x0sin2 !mnpx0 + 
2�2(l1 � x0)sin2 !mnp(l1 � x0)� : (10)fUNKCII vm;n; p(x; y; z) ORTOGONALXNY S WESOM �(x; y; z) NA PARAL-LELEPIPEDE 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, 0 6 z 6 l3.25. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1 ��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)
2�2 �u�t = k2��2u�r2 + 2r �u�r� ; r0 < r 6 r1; 0 < t < +1; (10)u(r0 � 0; t) = u(r0 + 0; t); 0 < t < +1; (2)k1ur(r0 � 0; t) = k2ur(r0 + 0; t); 0 < t < +1; (20)u(r1; t) = 0; 0 < t < +1; (200)u(r; 0) = f(r); 0 6 r < r1; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1Ane��2ntvn(r); (4)GDE �n (n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 459pk1
1�1 
tg�r0�nr 
1�1k1 ��pk2
2�2 
tg�(r0 � r1)�nr 
2�2k2 � == k1 � k2�nr0 ; (5)vn(r) = 8>><>>: sin!nrr sin!nr0 ; 0 6 r 6 r0;sin!n(r1 � r)r sin!n(r1 � r0) ; r0 6 r 6 r1; (6)! = �nr 
1�1k1 ; !n = �nr 
2�2k2 ; (7)An = r1Z0 �(r) f(r) vn(r)drkvnk2 ; (8)�(r) = �
1�1r2 PRI 0 6 r < r0;
2�2r2 PRI r0 < r 6 r1; (9)kvnk2 = r1Z0 �(r)v2n(r) dr = 
1�1r02 sin2 !nr0 + 
2�2(r1 � r0)2 sin2 !n(r1 � r0) + k2 � k1�nr0 :fUNKCII vn(r) ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 6 r 6 r1 S WESOM �(r).26. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)43 �r31��
� dUdt = 4�r21� �u�r ���r=r1 ; u��r=r1 = U(t); u��r=r2 = 0;0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); r1 < r < r2; (3)GDE �� I 
� | PLOTNOSTX MASSY I UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX VIDKOSTI,QWLQETSQu(r; t) = +1Pn=1Ane�a2�2nt sin�n(r� r2)r ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
tg �n(r2 � r1) = a2r1�2n � 3�3��n ; (5)An = 2 r2Zr1 rf(r) sin�n(r � r2) drr2 � "r1 �a2�nr1��
�3� � 1�nr1�2 + �2n + 2a2r1��
�3� # sin2 �n(r1 � r2) :(6)



458 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�m;n; p (m = 1; 2; 3; : : : ; n = 1; 2; 3; : : : ; p = 1; 2; 3; : : : ) | KORNITRANSCENDENTNOGO URAWNENIQk1r 
1�1k1 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 �� 
tg�x0r 
1�1k1 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 � == k2r 
2�2k2 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 �� 
tg�(x0 � l1)r 
2�2k2 �2mnp � n2�2l22 � p2�2l23 �; (7)Am;n; p = l1Z0 l2Z0 l3Z0 �(x; y; z)f(x; y; z)vm;n; p(x; y; z) dxdy dzkvm;n; pk2 ; (8)�(x; y; z) = �
1�1 PRI 0 6 x < x0; 0 6 y 6 l2; 0 6 z 6 l3;
2�2 PRI x0 < x 6 l1; 0 6 x 6 l2; 0 6 z 6 l3; (9)kvm;n; pk2 = l1Z0 l2Z0 l3Z0 �(x; y; z)v2m;n; p(x; y; z) dx dy dz == l2l38 � 
1�1x0sin2 !mnpx0 + 
2�2(l1 � x0)sin2 !mnp(l1 � x0)� : (10)fUNKCII vm;n; p(x; y; z) ORTOGONALXNY S WESOM �(x; y; z) NA PARAL-LELEPIPEDE 0 6 x 6 l1, 0 6 y 6 l2, 0 6 z 6 l3.25. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1 ��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)
2�2 �u�t = k2��2u�r2 + 2r �u�r� ; r0 < r 6 r1; 0 < t < +1; (10)u(r0 � 0; t) = u(r0 + 0; t); 0 < t < +1; (2)k1ur(r0 � 0; t) = k2ur(r0 + 0; t); 0 < t < +1; (20)u(r1; t) = 0; 0 < t < +1; (200)u(r; 0) = f(r); 0 6 r < r1; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1Ane��2ntvn(r); (4)GDE �n (n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 459pk1
1�1 
tg�r0�nr 
1�1k1 ��pk2
2�2 
tg�(r0 � r1)�nr 
2�2k2 � == k1 � k2�nr0 ; (5)vn(r) = 8>><>>: sin!nrr sin!nr0 ; 0 6 r 6 r0;sin!n(r1 � r)r sin!n(r1 � r0) ; r0 6 r 6 r1; (6)! = �nr 
1�1k1 ; !n = �nr 
2�2k2 ; (7)An = r1Z0 �(r) f(r) vn(r)drkvnk2 ; (8)�(r) = �
1�1r2 PRI 0 6 r < r0;
2�2r2 PRI r0 < r 6 r1; (9)kvnk2 = r1Z0 �(r)v2n(r) dr = 
1�1r02 sin2 !nr0 + 
2�2(r1 � r0)2 sin2 !n(r1 � r0) + k2 � k1�nr0 :fUNKCII vn(r) ORTOGONALXNY NA OTREZKE 0 6 r 6 r1 S WESOM �(r).26. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)43 �r31��
� dUdt = 4�r21� �u�r ���r=r1 ; u��r=r1 = U(t); u��r=r2 = 0;0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); r1 < r < r2; (3)GDE �� I 
� | PLOTNOSTX MASSY I UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX VIDKOSTI,QWLQETSQu(r; t) = +1Pn=1Ane�a2�2nt sin�n(r� r2)r ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
tg �n(r2 � r1) = a2r1�2n � 3�3��n ; (5)An = 2 r2Zr1 rf(r) sin�n(r � r2) drr2 � "r1 �a2�nr1��
�3� � 1�nr1�2 + �2n + 2a2r1��
�3� # sin2 �n(r1 � r2) :(6)



460 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. s POMO℄X� PODSTANOWKI v(r; t) = ru(r; t) ZADA^A (1),(2), (3) SWODITSQ K ZADA^E OB OSTYWANII OTREZKA S SOSREDOTO^ENNOJTEPLOEMKOSTX� NA KONCE, KOTORAQ RE[AETSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TODELALOSX W GL. III (SM. ZADA^U 50).2. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ.A) oDNORODNYE SREDY.27. u(r; t) = U0"1� 2 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0��nrr0 ��nJ1(�n) #;0 6 r 6 r0; 0 < t < +1; (1)GDE r0 | RADIUS CILINDRA, A �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNE-NIQ J0(�) = 0.w USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA, T. E. PRI STOLX BOLX[IH ZNA^E-NIQH t, ^TO SUMMA ^LENOW RQDA (1), SOOTWETSTWU�℄IH �2; �3; : : : , PRE-NEBREVIMO MALA PO SRAWNENI� S PERWYM ^LENOM 1)u(r; t) � U0"1� 2J0 ��1rr0 ��1J1(�1) exp���21a2r20 t�#; 0 6 r 6 r0; (2)SREDNQQ PO POPERE^NOMU SE^ENI� TEMPERATURAU(t) � U0 �1� 4�21 exp���21a2r20 t�� : (3)z AM E ^ AN I E. w TO^KAH S KOORDINATOJ r1 = �1�2 REGULQRNYJ RE-VIM NASTUPAET RANX[E, TAK KAK W \TIH TO^KAH OBRA℄AETSQ W NULX ^LENRQDA (1), SOOTWETSTWU�℄IJ �2.28. u(r; t) = 8U0 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0 ��nrr0 ��3nJ1(�n) , GDE �n | POLOVI-TELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0. w USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMAu(r; t) � 8U0 J0 ��1rr0 ��31J1(�1) exp���21a2r20 t�SREDNQQ PO POPERE^NOMU SE^ENI� TEMPERATURAU(t) � 16U0�41 exp���21a2r20 t� :1)nAPOMNIM, ^TO DLQ KORNEJ URAWNENIQ J0(�) = 0 IMEET MESTOPREDSTAWLENIE �n = ��n� 14 + 0; 056614n� 1 � 0; 053041(4n� 1)2 + : : :� ;TAK ^TO �1 � 2; 4048, �2 � 5; 5201, �3 � 8; 6537; : : :zNA^ENIQ J1(�n) SM. [7, S. 679℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 461z AM E ^ AN I E. rEGULQRNYJ REVIM NASTUPAET RANX[E W TEH VETO^KAH, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E (SM. ZAME^ANIE K OTWETU PREDYDU-℄EJ ZADA^I).29. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)� �u�r = q PRI r = r0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; 0 6 r 6 r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = U0+ qr0� "2 a2tr20 � 14 �1� 2 r2r20��+1Xn=1 2 exp��a2�2nr20 t��2nJ0(�n) J0 ��nrr0 �#;(4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQJ 00(�) = 0: (5)30. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = f(r); 0 6 r 6 r0; (2)h�u�r + huir=r0 = 0; 0 < t < +1; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1An exp���2na2tr20 � J0 ��nrr0 � ; (4)GDE An = 2�2nr20[�2n + h2r20℄ � J20 (�n) r0Z0 rf(r)J0 ��nrr0 � dr; (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 00(�) + hr0J0(�) = 0: (6)w USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMAu(r; t) � 2�21 r0Z0 rf(r)J0 ��1rr0 � drr20 [�21 + h2r20℄J20 (�1) J0 ��1rr0 � exp���21a2r20 t� :31. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)�u�r = h[U1 � u℄ PRI r = r0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; 0 6 r < r0; (3)



460 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. s POMO℄X� PODSTANOWKI v(r; t) = ru(r; t) ZADA^A (1),(2), (3) SWODITSQ K ZADA^E OB OSTYWANII OTREZKA S SOSREDOTO^ENNOJTEPLOEMKOSTX� NA KONCE, KOTORAQ RE[AETSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TODELALOSX W GL. III (SM. ZADA^U 50).2. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ.A) oDNORODNYE SREDY.27. u(r; t) = U0"1� 2 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0��nrr0 ��nJ1(�n) #;0 6 r 6 r0; 0 < t < +1; (1)GDE r0 | RADIUS CILINDRA, A �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNE-NIQ J0(�) = 0.w USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMA, T. E. PRI STOLX BOLX[IH ZNA^E-NIQH t, ^TO SUMMA ^LENOW RQDA (1), SOOTWETSTWU�℄IH �2; �3; : : : , PRE-NEBREVIMO MALA PO SRAWNENI� S PERWYM ^LENOM 1)u(r; t) � U0"1� 2J0 ��1rr0 ��1J1(�1) exp���21a2r20 t�#; 0 6 r 6 r0; (2)SREDNQQ PO POPERE^NOMU SE^ENI� TEMPERATURAU(t) � U0 �1� 4�21 exp���21a2r20 t�� : (3)z AM E ^ AN I E. w TO^KAH S KOORDINATOJ r1 = �1�2 REGULQRNYJ RE-VIM NASTUPAET RANX[E, TAK KAK W \TIH TO^KAH OBRA℄AETSQ W NULX ^LENRQDA (1), SOOTWETSTWU�℄IJ �2.28. u(r; t) = 8U0 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0 ��nrr0 ��3nJ1(�n) , GDE �n | POLOVI-TELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0. w USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMAu(r; t) � 8U0 J0 ��1rr0 ��31J1(�1) exp���21a2r20 t�SREDNQQ PO POPERE^NOMU SE^ENI� TEMPERATURAU(t) � 16U0�41 exp���21a2r20 t� :1)nAPOMNIM, ^TO DLQ KORNEJ URAWNENIQ J0(�) = 0 IMEET MESTOPREDSTAWLENIE �n = ��n� 14 + 0; 056614n� 1 � 0; 053041(4n� 1)2 + : : :� ;TAK ^TO �1 � 2; 4048, �2 � 5; 5201, �3 � 8; 6537; : : :zNA^ENIQ J1(�n) SM. [7, S. 679℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 461z AM E ^ AN I E. rEGULQRNYJ REVIM NASTUPAET RANX[E W TEH VETO^KAH, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E (SM. ZAME^ANIE K OTWETU PREDYDU-℄EJ ZADA^I).29. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)� �u�r = q PRI r = r0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; 0 6 r 6 r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = U0+ qr0� "2 a2tr20 � 14 �1� 2 r2r20��+1Xn=1 2 exp��a2�2nr20 t��2nJ0(�n) J0 ��nrr0 �#;(4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQJ 00(�) = 0: (5)30. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u��t=0 = f(r); 0 6 r 6 r0; (2)h�u�r + huir=r0 = 0; 0 < t < +1; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1An exp���2na2tr20 � J0 ��nrr0 � ; (4)GDE An = 2�2nr20[�2n + h2r20℄ � J20 (�n) r0Z0 rf(r)J0 ��nrr0 � dr; (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 00(�) + hr0J0(�) = 0: (6)w USLOWIQH REGULQRNOGO REVIMAu(r; t) � 2�21 r0Z0 rf(r)J0 ��1rr0 � drr20 [�21 + h2r20℄J20 (�1) J0 ��1rr0 � exp���21a2r20 t� :31. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)�u�r = h[U1 � u℄ PRI r = r0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; 0 6 r < r0; (3)



462 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQu(r; t) = U1 + 2(U1 � U0) +1Xn=1 J1(�n) exp��a2�2ntr20 ��n[J20 (�n) + J21 (�n)℄ J0 ��nrr0 � ; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 00(�) + hr0J0(�) = 0: (5)z AM E ^ AN I E. w SILU (5)J1(�n)�n[J20 (�n) + J21 (�n)℄ = hr0J0(�n)[�2n + h2r20℄ :tAKIM OBRAZOM, WYRAVENIE (4) DLQ u(r; t) MOVET BYTX ZAPISANO W WIDEu(r; t) = U1 + 2(U1 � U0)hr0 +1Xn=1 exp��a2�2ntr20 �J0(�n)[�2n + h2r20℄ J0 ��nrr0 � : (6)32. u(r; t) = U0 + ��t+ r2 � r20 � 2 r0h4a2 �++ 2hr30�a2 +1Xn=1 expn�a2�2ntr20 oJ0 ��nrr0 ��2nJ0(�n)[�2n + h2r20℄ ; (1)GDE �n IME�T TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W OTWETE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.33. nAPRQVENNOSTX MAGNITNOGO POLQH = H0(1� 2 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0��nrr0 ��nJ1(�n) );GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0. pOTOK MAGNIT-NOJ INDUKCII ^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE CILINDRA� = 2�Z0 r0Z0 Br dr d' == � 2�Z0 r0Z0 H0(1� 2 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0��nrr0 ��nJ1(�n) )r dr d' == �r20�H0(1� 4 +1Xn=1 exp���2na2r20 t��2n ):uKA Z AN I E. w URAWNENII DLQ WEKTORA MAGNITNOJ NAPRQVEN-NOSTI 1) �H = "�
2 �2H�t2 + 4���
2 �H�tDLQ PROWODQ℄EJ SREDY S BOLX[OJ PROWODIMOSTX� MOVNO PRENEBRE^X1)sM. [7, S. 440{444℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 463^LENOM "�
2 �H�t2 PO SRAWNENI� S ^LENOM 4���
2 �H�t , ^TO PRIWODIT KURAWNENI� �H�t = a2�H; a2 = 
24��� :rAZLOVIM WEKTOR H PO EDINI^NYM WEKTORAM er, e', ez CILINDRI-^ESKOJ SISTEMY, OSX KOTOROJ SOWPADAET S OSX� CILINDRA,H = Hrer +H'e' +Hzez :tAK KAK WNE[NEE POLE NE ZAWISIT OT ' I PARALLELXNO OSI z, TO ESTEST-WENNO PREDPOLOVITX, ^TO Hr = H' = 0, A Hz = H(r; t). |TA GIPOTEZAOPRAWDYWAETSQ W SILU TEOREMY O EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZA-DA^I. dLQ H(r; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�H�t = a2��2H�r2 + 1r �H�r � ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)H(r; 0) = 0; 0 < r < r0; (2)H(r0; t) = H0; 0 < t < +1:34. w CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT, OSX z KOTOROJ SOWME-℄ENA S OSX� CILINDRA,H = erHr + e'H' + ezHz; Hr = H' � 0; Hz = H(r; t);H(r; t) = H0 ber!0r bei!0r0 � bei!0r ber!0aber2 !0r0 + bei2 !0r0 
os!t++H0 ber!0r bei!0r0 � bei!0r ber!0r0ber2 !0r0 + bei2 !0r0 sin!t++ 2H0 +1Xn=1 exp��a2�2ntr20 � �3n�4n + !04r40 � J0��nrr0 �J1(�n) ;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0, A !0 = p!a .rE[EN I E. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�H�t = a2��2H�r2 + 1r �H�r � ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)H(r; 0) = 0; 0 6 r < r0; (2)H(r0; t) = H0 
os!t; 0 < t < +1; (3)NAHODIM KAK DEJSTWITELXNU� ^ASTX RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I�U�t = a2��2U�r2 + 1r �U�r � ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (10)U(r; 0) = 0; 0 6 r < r0; (20)U(r0; t) = H0ei!t; 0 < t < +1: (30)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (10), (20), (30) I℄EM W WIDEU(r; t) = V (r; t) +W (r; t); (4)



462 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQu(r; t) = U1 + 2(U1 � U0) +1Xn=1 J1(�n) exp��a2�2ntr20 ��n[J20 (�n) + J21 (�n)℄ J0 ��nrr0 � ; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 00(�) + hr0J0(�) = 0: (5)z AM E ^ AN I E. w SILU (5)J1(�n)�n[J20 (�n) + J21 (�n)℄ = hr0J0(�n)[�2n + h2r20℄ :tAKIM OBRAZOM, WYRAVENIE (4) DLQ u(r; t) MOVET BYTX ZAPISANO W WIDEu(r; t) = U1 + 2(U1 � U0)hr0 +1Xn=1 exp��a2�2ntr20 �J0(�n)[�2n + h2r20℄ J0 ��nrr0 � : (6)32. u(r; t) = U0 + ��t+ r2 � r20 � 2 r0h4a2 �++ 2hr30�a2 +1Xn=1 expn�a2�2ntr20 oJ0 ��nrr0 ��2nJ0(�n)[�2n + h2r20℄ ; (1)GDE �n IME�T TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W OTWETE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.33. nAPRQVENNOSTX MAGNITNOGO POLQH = H0(1� 2 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0��nrr0 ��nJ1(�n) );GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0. pOTOK MAGNIT-NOJ INDUKCII ^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE CILINDRA� = 2�Z0 r0Z0 Br dr d' == � 2�Z0 r0Z0 H0(1� 2 +1Xn=1 exp���2na2r20 t� J0��nrr0 ��nJ1(�n) )r dr d' == �r20�H0(1� 4 +1Xn=1 exp���2na2r20 t��2n ):uKA Z AN I E. w URAWNENII DLQ WEKTORA MAGNITNOJ NAPRQVEN-NOSTI 1) �H = "�
2 �2H�t2 + 4���
2 �H�tDLQ PROWODQ℄EJ SREDY S BOLX[OJ PROWODIMOSTX� MOVNO PRENEBRE^X1)sM. [7, S. 440{444℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 463^LENOM "�
2 �H�t2 PO SRAWNENI� S ^LENOM 4���
2 �H�t , ^TO PRIWODIT KURAWNENI� �H�t = a2�H; a2 = 
24��� :rAZLOVIM WEKTOR H PO EDINI^NYM WEKTORAM er, e', ez CILINDRI-^ESKOJ SISTEMY, OSX KOTOROJ SOWPADAET S OSX� CILINDRA,H = Hrer +H'e' +Hzez :tAK KAK WNE[NEE POLE NE ZAWISIT OT ' I PARALLELXNO OSI z, TO ESTEST-WENNO PREDPOLOVITX, ^TO Hr = H' = 0, A Hz = H(r; t). |TA GIPOTEZAOPRAWDYWAETSQ W SILU TEOREMY O EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ KRAEWOJ ZA-DA^I. dLQ H(r; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�H�t = a2��2H�r2 + 1r �H�r � ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)H(r; 0) = 0; 0 < r < r0; (2)H(r0; t) = H0; 0 < t < +1:34. w CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT, OSX z KOTOROJ SOWME-℄ENA S OSX� CILINDRA,H = erHr + e'H' + ezHz; Hr = H' � 0; Hz = H(r; t);H(r; t) = H0 ber!0r bei!0r0 � bei!0r ber!0aber2 !0r0 + bei2 !0r0 
os!t++H0 ber!0r bei!0r0 � bei!0r ber!0r0ber2 !0r0 + bei2 !0r0 sin!t++ 2H0 +1Xn=1 exp��a2�2ntr20 � �3n�4n + !04r40 � J0��nrr0 �J1(�n) ;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0, A !0 = p!a .rE[EN I E. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�H�t = a2��2H�r2 + 1r �H�r � ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)H(r; 0) = 0; 0 6 r < r0; (2)H(r0; t) = H0 
os!t; 0 < t < +1; (3)NAHODIM KAK DEJSTWITELXNU� ^ASTX RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I�U�t = a2��2U�r2 + 1r �U�r � ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (10)U(r; 0) = 0; 0 6 r < r0; (20)U(r0; t) = H0ei!t; 0 < t < +1: (30)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (10), (20), (30) I℄EM W WIDEU(r; t) = V (r; t) +W (r; t); (4)



464 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE V (r; t) | ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (10), UDOWLETWORQ�℄EE GRA-NI^NOMU USLOWI� (30) I IME�℄EE WIDV (r; t) = R(r)ei!t; (5)A W (r; t) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (10), UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNOMUUSLOWI� W (r; 0) = �V (r; 0) = �R(r) (6)I GRANI^NOMU USLOWI� W (r0; t) = 0: (7)pODSTAWLQQ (5) W (10) I (30), NAJDEMV (r; t) = H0 I0(r!0pi)I0(r0!0pi) ei!t = H0 ber!0r + i bei!0rber!0r0 + i bei!0r0 ei!t 1); (8)GDE !0 = p!a ;R(r) = H0 I0(r!0pi)I0(r0!0pi) ; (9)W (r; t) = +1Xn=1An exp��a2�2nr20 t� J0 ��nrr0 � ; (10)An = r0Z0 rR(r)J0��nrr0 � drr202 [J1(�n)℄2 = 2H0 �3n!02r20i(�4n + !04r40)J1(�n) : (11)wY^ISLENIE INTEGRALA, STOQ℄EGO W ^ISLITELE RAWENSTWA (11), WYPOL-NQETSQ S POMO℄X� SLEDU�℄EGO OB℄EGO PRIEMA.pUSTX Z�(��x) I Z�(�x) | PROIZWOLXNYE CILINDRI^ESKIE FUNK-CII �-GO PORQDKA, � I �� | DEJSTWITELXNYE ILI KOMPLEKSNYE ^ISLA.mY IMEEM ddx �x dZ�(�x)dx �+��2x� �2x �Z�(�x) = 0; (12)ddx �x dZ�(��x)dx �+���2x� �2x �Z�(��x) = 0: (13)uMNOVAQ PERWOE IZ NIH NA Z�(��x), A WTOROE NA Z�(�x), WY^ITAQ RE-ZULXTATY I WYPOLNQQ INTEGRIROWANIE, POLU^IMZ xZ�(��x)Z�(�x) dx = x[�Z�(��x)Z0�(�x)� ��Z�(�x)Z0�(��x)℄��2 � �2 : (14)1)nAPOMNIM, ^TO J0(xipi) = I0(xpi) = berx+ i beix, GDEberx = 1� x42242 + x822426282 � : : : ; beix = x222 � x6224262 + x1022426282102 � : : :

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 465pOLAGAQ �� = !0pi, � = �nr0 , POLU^IMr0Z0 rI0(r!0pi)J0 ��nrr0 � dr = H0 r20�nJ1(�n)�2n � !02r20i ; (15)OTKUDA SRAZU VE SLEDUET (11).wYDELQQ DEJSTWITELXNU� ^ASTX V (r; t) IW (r; t) I SKLADYWAQ, PO-LU^IM RAWENSTWO (1), PRIWEDENNOE W OTWETE.z AM E ^ AN I E. pEREHODQ K PREDELU W (14) PRI �� ! � I ISPOLXZUQURAWNENIE (12), NETRUDNO POLU^ITX SOOTNO[ENIE, WAVNOE DLQ WY^IS-LENIQ NORM SOBSTWENNYH FUNKCIJ,Z xZ2� (�x) dx = (�x)2[Z0�(�x)2 + [(�x)2 � �2℄[Z�(�x)℄22�2 : (16)35. u(r; t) = �22r20 +1Xn=1 �2nJ20 (�n) r2Zr1 rf(r)Z0��nrr1 � drJ20 (�n)� J20 (�nk) �� exp���2na2tr21 �Z0 ��nrr1 �� � +1Xn=1 U2J0(�n)� U1J0(�nk)J20 (�n)� J20 (�nk) �� J0(�n)Z0 ��nrr1 � exp���2na2tr21 �+ hU1 ln r2r + U2 ln rr1 i ln k;GDE k = r2r1 , �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(�)N0(�k)� J0(�k)N0(�) = 0;A Z0 ��nrr1 � = N0(�nk)J0 ��nrr1 �� J0(�nk)N0 ��nrr1 � :pRI U1 = U2 = U� = 
onst, f(r) = U0 = 
onstu(r; t) = U� + �(U0 � U�) +1Xn=1 J0(�n)Z0 ��nrr1 �J0(�n) + J0(�nk) exp���2na2tr20 � :uKA Z AN I E. dLQ WY^ISLENIQ NORMY SOBSTWENNYH FUNKCIJZ1(�kr) = J1(�kr1)N1(�kr) �N1(�kr1)J1(�kr)NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ RAWENSTWOM (16) IZ ZAME^ANIQ K RE[ENI� ZADA-^I 34 I WYRAVENIEM DLQ WRONSKIANA CILINDRI^ESKIH FUNKCIJ J�(z),N�(z) ����J�(z) N�(z)J 0�(z) N 0�(z) ���� = 2�z :36. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)30 b.m. bUDAK I DR.



464 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE V (r; t) | ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (10), UDOWLETWORQ�℄EE GRA-NI^NOMU USLOWI� (30) I IME�℄EE WIDV (r; t) = R(r)ei!t; (5)A W (r; t) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (10), UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNOMUUSLOWI� W (r; 0) = �V (r; 0) = �R(r) (6)I GRANI^NOMU USLOWI� W (r0; t) = 0: (7)pODSTAWLQQ (5) W (10) I (30), NAJDEMV (r; t) = H0 I0(r!0pi)I0(r0!0pi) ei!t = H0 ber!0r + i bei!0rber!0r0 + i bei!0r0 ei!t 1); (8)GDE !0 = p!a ;R(r) = H0 I0(r!0pi)I0(r0!0pi) ; (9)W (r; t) = +1Xn=1An exp��a2�2nr20 t� J0 ��nrr0 � ; (10)An = r0Z0 rR(r)J0��nrr0 � drr202 [J1(�n)℄2 = 2H0 �3n!02r20i(�4n + !04r40)J1(�n) : (11)wY^ISLENIE INTEGRALA, STOQ℄EGO W ^ISLITELE RAWENSTWA (11), WYPOL-NQETSQ S POMO℄X� SLEDU�℄EGO OB℄EGO PRIEMA.pUSTX Z�(��x) I Z�(�x) | PROIZWOLXNYE CILINDRI^ESKIE FUNK-CII �-GO PORQDKA, � I �� | DEJSTWITELXNYE ILI KOMPLEKSNYE ^ISLA.mY IMEEM ddx �x dZ�(�x)dx �+��2x� �2x �Z�(�x) = 0; (12)ddx �x dZ�(��x)dx �+���2x� �2x �Z�(��x) = 0: (13)uMNOVAQ PERWOE IZ NIH NA Z�(��x), A WTOROE NA Z�(�x), WY^ITAQ RE-ZULXTATY I WYPOLNQQ INTEGRIROWANIE, POLU^IMZ xZ�(��x)Z�(�x) dx = x[�Z�(��x)Z0�(�x)� ��Z�(�x)Z0�(��x)℄��2 � �2 : (14)1)nAPOMNIM, ^TO J0(xipi) = I0(xpi) = berx+ i beix, GDEberx = 1� x42242 + x822426282 � : : : ; beix = x222 � x6224262 + x1022426282102 � : : :

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 465pOLAGAQ �� = !0pi, � = �nr0 , POLU^IMr0Z0 rI0(r!0pi)J0 ��nrr0 � dr = H0 r20�nJ1(�n)�2n � !02r20i ; (15)OTKUDA SRAZU VE SLEDUET (11).wYDELQQ DEJSTWITELXNU� ^ASTX V (r; t) IW (r; t) I SKLADYWAQ, PO-LU^IM RAWENSTWO (1), PRIWEDENNOE W OTWETE.z AM E ^ AN I E. pEREHODQ K PREDELU W (14) PRI �� ! � I ISPOLXZUQURAWNENIE (12), NETRUDNO POLU^ITX SOOTNO[ENIE, WAVNOE DLQ WY^IS-LENIQ NORM SOBSTWENNYH FUNKCIJ,Z xZ2� (�x) dx = (�x)2[Z0�(�x)2 + [(�x)2 � �2℄[Z�(�x)℄22�2 : (16)35. u(r; t) = �22r20 +1Xn=1 �2nJ20 (�n) r2Zr1 rf(r)Z0��nrr1 � drJ20 (�n)� J20 (�nk) �� exp���2na2tr21 �Z0 ��nrr1 �� � +1Xn=1 U2J0(�n)� U1J0(�nk)J20 (�n)� J20 (�nk) �� J0(�n)Z0 ��nrr1 � exp���2na2tr21 �+ hU1 ln r2r + U2 ln rr1 i ln k;GDE k = r2r1 , �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(�)N0(�k)� J0(�k)N0(�) = 0;A Z0 ��nrr1 � = N0(�nk)J0 ��nrr1 �� J0(�nk)N0 ��nrr1 � :pRI U1 = U2 = U� = 
onst, f(r) = U0 = 
onstu(r; t) = U� + �(U0 � U�) +1Xn=1 J0(�n)Z0 ��nrr1 �J0(�n) + J0(�nk) exp���2na2tr20 � :uKA Z AN I E. dLQ WY^ISLENIQ NORMY SOBSTWENNYH FUNKCIJZ1(�kr) = J1(�kr1)N1(�kr) �N1(�kr1)J1(�kr)NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ RAWENSTWOM (16) IZ ZAME^ANIQ K RE[ENI� ZADA-^I 34 I WYRAVENIEM DLQ WRONSKIANA CILINDRI^ESKIH FUNKCIJ J�(z),N�(z) ����J�(z) N�(z)J 0�(z) N 0�(z) ���� = 2�z :36. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)30 b.m. bUDAK I DR.



466 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(r1; t) = 0; ur(r2; t) = q0� ; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = 0; r1 < r < r2; (3)QWLQETSQu(r; t) = U(r)++1Xk=1Ake�a2�2kt[J0(�kr1)N0(�kr)�N0(�kr1)J0(�kr)℄; (4)GDE U(r) = q0r2� ln rr1 | STACIONARNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1), UDOW-LETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2) (PREDEL, K KOTOROMU STREMIT-SQ TEMPERATURA PRI t ! +1), A KO\FFICIENTY Ak NAHODQTSQ POFORMULAMAk = �2�2k2 � J21 (�kr2)J20 (�kr1)� J21 (�kr2) r2Zr1 rU(r)[J0(�kr1)N0(�kr) ��N0(�kr1)J0(�kr)℄ dr; (5)�k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(�r1)N 00(�r2)�N0(�r1)J 00(�r2) = 0: (6)37. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)ur(r1; t)� h1u(r1; t) = 0; ur(r2; t) + h2u(r2; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; r1 < r < r2; (3)QWLQETSQu(r; t) = +1Xk=1Ake�a2�2kt�[�kJ 00(�kr1)� h1J0(�kr1)℄N0(�kr)�� [�kN 00(�kr1)� h1N0(�kr1)℄J0(�kr)	; (4)GDEAk = �2�2k2 �� [�kJ 00(�kr2) + h2J0(�kr2)℄2(h22 + �2k)[�kJ 00(�kr1)�h1J0(�kr1)℄2�(h21+�2k)[�kJ 00(�kr2)+h2J0(�kr2)℄2 �� U0 1�k �[�kJ 00(�kr1)� h1J0(�kr1)℄[r2N1(�kr2)� r1N1(�kr1)℄�� [�kN 00(�kr1)� h1N0(�kr1)℄ � [r2J1(�kr2)� r1J1(�kr1)℄	;�k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�����J 00(�r1)� h1J0(�r1) �N 00(�r1)� h1N0(�r1)�J 00(�r2) + h2J0(�r2) �N 00(�r2) + h2N0(�r2)���� = 0:

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 46738. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�v�t = � ��2v�r2 + 1r �v�r � vr2� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)v(r1; t) = 0; v(r2; t) = !r2; 0 < t < +1; (2)v(r; 0) = 0; r1 < r < r2; (3)PRI^EM v(r; t) = v'(r; t) 1), QWLQETSQv(r; t) = !r2r r2 � r21r22 � r21 � �!r2 +1Xk=1 J1(�kr1)J1(�kr2)e���2ktJ21 (�kr2)� J21 (�kr1) vk(r); (4)vk(r) = J1(�kr1)N1(�kr)�N1(�kr1)J1(�kr); (5)GDE �k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ1(�kr1)N1(�2r2)�N1(�kr1)J1(�kr2) = 0: (6)39. u(r; '; t) = +1Xn; k=0 Jn��(n)k rr0 � [An;k 
osn' ++ Bn; k sinn'℄ exp��a2�(n)2kr20 t�; (1)GDE An; k = "n�r20 hJ 0n(�(n)k i2 r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � 
osn' r dr d'; (2)"n = �1 PRI n = 0;2 PRI n 6= 0; (3)Bn; k = 2�r20 hJ 0n(�(n)k i2 r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � sinn' r dr d'; (4)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn(�) = 0: (5)40. u(r; '; t) = +1Xn; k=0 Jn��(n)k rr0 � [An;k 
osn' ++ Bn; k sinn'℄ exp��a2�(n)2kr20 t�; (1)An; k = "n�r20J2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � 
osn'r dr d';(2)"n = �1 PRI n = 0;2 PRI n 6= 0; (3)1)sM. UKAZANIE K OTWETU ZADA^I 7.30�



466 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(r1; t) = 0; ur(r2; t) = q0� ; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = 0; r1 < r < r2; (3)QWLQETSQu(r; t) = U(r)++1Xk=1Ake�a2�2kt[J0(�kr1)N0(�kr)�N0(�kr1)J0(�kr)℄; (4)GDE U(r) = q0r2� ln rr1 | STACIONARNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1), UDOW-LETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (2) (PREDEL, K KOTOROMU STREMIT-SQ TEMPERATURA PRI t ! +1), A KO\FFICIENTY Ak NAHODQTSQ POFORMULAMAk = �2�2k2 � J21 (�kr2)J20 (�kr1)� J21 (�kr2) r2Zr1 rU(r)[J0(�kr1)N0(�kr) ��N0(�kr1)J0(�kr)℄ dr; (5)�k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(�r1)N 00(�r2)�N0(�r1)J 00(�r2) = 0: (6)37. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)ur(r1; t)� h1u(r1; t) = 0; ur(r2; t) + h2u(r2; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = U0; r1 < r < r2; (3)QWLQETSQu(r; t) = +1Xk=1Ake�a2�2kt�[�kJ 00(�kr1)� h1J0(�kr1)℄N0(�kr)�� [�kN 00(�kr1)� h1N0(�kr1)℄J0(�kr)	; (4)GDEAk = �2�2k2 �� [�kJ 00(�kr2) + h2J0(�kr2)℄2(h22 + �2k)[�kJ 00(�kr1)�h1J0(�kr1)℄2�(h21+�2k)[�kJ 00(�kr2)+h2J0(�kr2)℄2 �� U0 1�k �[�kJ 00(�kr1)� h1J0(�kr1)℄[r2N1(�kr2)� r1N1(�kr1)℄�� [�kN 00(�kr1)� h1N0(�kr1)℄ � [r2J1(�kr2)� r1J1(�kr1)℄	;�k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�����J 00(�r1)� h1J0(�r1) �N 00(�r1)� h1N0(�r1)�J 00(�r2) + h2J0(�r2) �N 00(�r2) + h2N0(�r2)���� = 0:

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 46738. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�v�t = � ��2v�r2 + 1r �v�r � vr2� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)v(r1; t) = 0; v(r2; t) = !r2; 0 < t < +1; (2)v(r; 0) = 0; r1 < r < r2; (3)PRI^EM v(r; t) = v'(r; t) 1), QWLQETSQv(r; t) = !r2r r2 � r21r22 � r21 � �!r2 +1Xk=1 J1(�kr1)J1(�kr2)e���2ktJ21 (�kr2)� J21 (�kr1) vk(r); (4)vk(r) = J1(�kr1)N1(�kr)�N1(�kr1)J1(�kr); (5)GDE �k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ1(�kr1)N1(�2r2)�N1(�kr1)J1(�kr2) = 0: (6)39. u(r; '; t) = +1Xn; k=0 Jn��(n)k rr0 � [An;k 
osn' ++ Bn; k sinn'℄ exp��a2�(n)2kr20 t�; (1)GDE An; k = "n�r20 hJ 0n(�(n)k i2 r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � 
osn' r dr d'; (2)"n = �1 PRI n = 0;2 PRI n 6= 0; (3)Bn; k = 2�r20 hJ 0n(�(n)k i2 r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � sinn' r dr d'; (4)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn(�) = 0: (5)40. u(r; '; t) = +1Xn; k=0 Jn��(n)k rr0 � [An;k 
osn' ++ Bn; k sinn'℄ exp��a2�(n)2kr20 t�; (1)An; k = "n�r20J2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � 
osn'r dr d';(2)"n = �1 PRI n = 0;2 PRI n 6= 0; (3)1)sM. UKAZANIE K OTWETU ZADA^I 7.30�



468 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQBn; k = 2�r20J2(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � sinn'r dr d';(4)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n(�) + r0hJn(�) = 0; (5)h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIEh�u�r + huir�r0 = 0; 0 < t < +1: (6)41. u(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k tZn(�(n)k r)�� fAn; k 
osn'+Bn; k sinn'g; (1)Zn(�(n)k r) = Jn(�(n)k r1)Nn(�(n)k r)�Nn(�(n)k r1)Jn(�(n)k r); (2)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn(�(n)k r1)Nn(�(n)k r2)�Nn(�(n)k r1)Jn(�(n)k r2) = 0; (3)An; k = ��(n)2k2"n J2n(�(n)k r2)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) �� r0Z0 2�Z0 f(r; ')Zn(�(n)k r) 
osn'r dr d'; (4)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0; (5)Bn; k = ��(n)2k2 J2n(�(n)k r2)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) �� r0Z0 2�Z0 f(r; ')Zn(�(n)k r) sinn'r dr d': (6)z AM E ^ AN I E. eSLI PREDSTAWITX RE[ENIE S POMO℄X� SOBSTWEN-NYH FUNKCIJeZn(�(n)k r) = Jn(�(n)k r2)Nn(�(n)k r) �Nn(�(n)k r2)Jn(�(n)k r) == Jn(�(n)k r2)Jn(�(n)k r1) Zn(�(n)k r) (7)(\TA SWQZX MEVDU eZn I Zn USTANAWLIWAETSQ S POMO℄X� (3)), TOu(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k t eZn(�(n)k r)f eAn; k 
osn'+ eBn; k sinn'g: (8)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 469fORMULY DLQ eAn; k I eBn; k POLU^A�TSQ IZ FORMUL (4) I (6), ESLIDROBX J2n(�(n)k r2)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) ZAMENITX DROBX�J2n(�(n)k r1)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) :42. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; r1 < r < r2; 0 6 ' 6 2�;0 < t < +1; (1)h�u�r � h1uir=r1 = 0; h�u�r + h2uir=r2 = 0; 0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; '); r1 < r < r2; 0 6 ' 6 2�; (3)QWLQETSQu(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k t Zn(�(n)k r)fAn; k 
osn'+Bn; k sinn'g; (4)GDEZn(�(n)k r) = h�(n)k J 0n(�(n)k r1)� h1Jn(�(n)k r1)iNn(�(n)k r) �� h�(n)k N 0n(�(n)k r1)� h1Nn(�(n)k r1)i Jn(�(n)k r); (5)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ������(n)k J 0n(�(n)k r1)� h1Jn(�(n)k r1) �(n)k N 0n(�(n)k r1)� h1Nn(�(n)k r1)�(n)k J 0n(�(n)k r2) + h2Jn(�(n)k r2) �(n)k N 0n(�(n)k r2) + h2Nn(�(n)k r2) ����� = 0;(6)An; k == 2�(n)2k 2�Z0 r2Zr1 f(r; ')Zn(�(n)k r) 
osn'r dr d'�"n hh22r22 + �(n)2k r22 � n2iZ2n(�(n)k r2)� hh21r21 + �(n)2k r21 � n2iZ2n(�(n)k r1) ;(7)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0; (8)Bn; k == 2�(n)2k 2�Z0 r2Zr1 f(r; ')Zn(�(n)k r) sinn'r dr d'� hh22r22 + �(n)2k r22 � n2iZ2n(�(n)k r2)� hh21r21 + �(n)2k r21 � n2iZ2n(�(n)k r1) :(9)



468 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQBn; k = 2�r20J2(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � r0Z0 2�Z0 f(r; ')Jn��(n)k rr0 � sinn'r dr d';(4)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n(�) + r0hJn(�) = 0; (5)h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA, WHODQ℄IJ W GRANI^NOE USLOWIEh�u�r + huir�r0 = 0; 0 < t < +1: (6)41. u(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k tZn(�(n)k r)�� fAn; k 
osn'+Bn; k sinn'g; (1)Zn(�(n)k r) = Jn(�(n)k r1)Nn(�(n)k r)�Nn(�(n)k r1)Jn(�(n)k r); (2)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn(�(n)k r1)Nn(�(n)k r2)�Nn(�(n)k r1)Jn(�(n)k r2) = 0; (3)An; k = ��(n)2k2"n J2n(�(n)k r2)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) �� r0Z0 2�Z0 f(r; ')Zn(�(n)k r) 
osn'r dr d'; (4)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0; (5)Bn; k = ��(n)2k2 J2n(�(n)k r2)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) �� r0Z0 2�Z0 f(r; ')Zn(�(n)k r) sinn'r dr d': (6)z AM E ^ AN I E. eSLI PREDSTAWITX RE[ENIE S POMO℄X� SOBSTWEN-NYH FUNKCIJeZn(�(n)k r) = Jn(�(n)k r2)Nn(�(n)k r) �Nn(�(n)k r2)Jn(�(n)k r) == Jn(�(n)k r2)Jn(�(n)k r1) Zn(�(n)k r) (7)(\TA SWQZX MEVDU eZn I Zn USTANAWLIWAETSQ S POMO℄X� (3)), TOu(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k t eZn(�(n)k r)f eAn; k 
osn'+ eBn; k sinn'g: (8)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 469fORMULY DLQ eAn; k I eBn; k POLU^A�TSQ IZ FORMUL (4) I (6), ESLIDROBX J2n(�(n)k r2)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) ZAMENITX DROBX�J2n(�(n)k r1)J2n(�(n)k r1)� J2n(�(n)k r2) :42. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; r1 < r < r2; 0 6 ' 6 2�;0 < t < +1; (1)h�u�r � h1uir=r1 = 0; h�u�r + h2uir=r2 = 0; 0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; '); r1 < r < r2; 0 6 ' 6 2�; (3)QWLQETSQu(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k t Zn(�(n)k r)fAn; k 
osn'+Bn; k sinn'g; (4)GDEZn(�(n)k r) = h�(n)k J 0n(�(n)k r1)� h1Jn(�(n)k r1)iNn(�(n)k r) �� h�(n)k N 0n(�(n)k r1)� h1Nn(�(n)k r1)i Jn(�(n)k r); (5)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ������(n)k J 0n(�(n)k r1)� h1Jn(�(n)k r1) �(n)k N 0n(�(n)k r1)� h1Nn(�(n)k r1)�(n)k J 0n(�(n)k r2) + h2Jn(�(n)k r2) �(n)k N 0n(�(n)k r2) + h2Nn(�(n)k r2) ����� = 0;(6)An; k == 2�(n)2k 2�Z0 r2Zr1 f(r; ')Zn(�(n)k r) 
osn'r dr d'�"n hh22r22 + �(n)2k r22 � n2iZ2n(�(n)k r2)� hh21r21 + �(n)2k r21 � n2iZ2n(�(n)k r1) ;(7)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0; (8)Bn; k == 2�(n)2k 2�Z0 r2Zr1 f(r; ')Zn(�(n)k r) sinn'r dr d'� hh22r22 + �(n)2k r22 � n2iZ2n(�(n)k r2)� hh21r21 + �(n)2k r21 � n2iZ2n(�(n)k r1) :(9)



470 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQz AM E ^ AN I E. mOVNO PREDSTAWITX RE[ENIE S POMO℄X� SOBSTWEN-NYH FUNKCIJeZn(�(n)k r) = h�(n)k J 0n(�(n)k r2) + h2Jn(�(n)k r2)iNn(�(n)k r) �� h�(n)k N 0n(�(n)k r2) + h2Nn(�(n)k r2)i Jn(�(n)k r); (10)SWQZANNYH S FUNKCIQMI Zn(�(n)k r) SOOTNO[ENIQMIeZn(�(n)k r) = �(n)k J 0n(�(n)k r2) + h2Jn(�(n)k r2)�(n)k J 0n(�(n)k r1)� h1Jn(�(n)k r1) � Zn(�(n)k r); (11)u(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k t eZn(�(n)k r)f eAn; k 
osn'+ eBn; k sinn'g: (12)fORMULY DLQ eAn; k I eBn; k POLU^A�TSQ IZ FORMUL (7) I (9) ZAMENOJ ZnNA eZn.43. u(r; '; t) = +1Xn; k=1An; ke�a2�(n)2k t Jn�'0 (�(n)k r) sin n�''0 , (1)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn�'0 (�(n)k r0) = 0; (2)An; k = 4r20'0 �J 0n�'0 (�(n)k r0)�2 r0Z0 '0Z0 f(r; ')Jn�'0 (�(n)k r) sin �n''0 r dr d': (3)44. u(r; '; t) = +1Xn; k=0An; ke�a2�(n)2k t Jn�'0 (�(n)k r) 
os n�''0 , (1)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�(n)k J 0n�'0 (�(n)k r0) + r0hJn�'0 (�(n)k r0) = 0; (2)An; k = 4�(n)2k'0r20 ��(n)2k + h2 � n2�2'20r20 �J2n�'0 (�(n)k r0) �� r0Z0 '0Z0 f(r; ')Jn�'0 (�(n)k r) 
os �n''0 r dr d': (3)45. u(r; '; t) = +1Xn; k=1An; ke�a2�(n)2k t Zn�'0 (�(n)k r) sin n�''0 , (1)Zn�'0 (�(n)k r) = Jn�'0 (�(n)k r1)Nn�'0 (�(n)k r) �Nn�'0 (�(n)k r1)Jn�'0 (�(n)k r); (2)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 471�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn�'0 (�(n)k r1)Nn�'0 (�(n)k r2)�Nn�'0 (�(n)k r1)Jn�'0 (�(n)k r2) = 0; (3)An; k = �2�(n)2k'0 J2n�'0 (�(n)k r2)J2n�'0 (�(n)k r1)� J2n�'0 (�(n)k r2) �� r2Zr1 '0Z0 f(r; ')Zn�'0 (�(n)k r) sin n�''0 r dr d': (4)46. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; r1 < r < r2; 0 < ' < '0; (1)h�u�r � h1uir=r1 = 0; h�u�r + h2uir=r2 = 0; �u�' ���'=0= 0;�u�' ���'='0= 0; 0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; '); r1 < r < r2; 0 < ' < '0; (3)QWLQETSQ u(r; '; t) = +1Xn; k=0An; ke�a2�(n)2k t Zn(�(n)k r) 
os n�''0 ; (10)GDEZn(�(n)k r) = ��(n)k J 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Jn�'0 (�(n)k r1)�Nn�'0 (�(n)k r) �� ��(n)k N 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Nn�'0 (�(n)k r1)� Jn�'0 (�(n)k r); (20)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ��������(n)k J 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Jn�'0 (�(n)k r1)�(n)k N 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Nn�'0 (�(n)k r1)�(n)k J 0n�'0 (�(n)k r2) + h2Jn�'0 (�(n)k r2)�(n)k N 0n�'0 (�(n)k r2) + h2Nn�'0 (�(n)k r2) ������� = 0;(30)An; k = 4�(n)2k'0 �� '0Z0 r0Z0 f(r; ')Zn(�(n)k r) 
os n�''0 r dr d'�h22r22 + �(n)2k r22 � n2�2'20 �Z2n(�(n)k r2)� �h21r21 + �(n)2k r21 � n2�2'20 �Z2n(�(n)k r1) :(4)



470 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQz AM E ^ AN I E. mOVNO PREDSTAWITX RE[ENIE S POMO℄X� SOBSTWEN-NYH FUNKCIJeZn(�(n)k r) = h�(n)k J 0n(�(n)k r2) + h2Jn(�(n)k r2)iNn(�(n)k r) �� h�(n)k N 0n(�(n)k r2) + h2Nn(�(n)k r2)i Jn(�(n)k r); (10)SWQZANNYH S FUNKCIQMI Zn(�(n)k r) SOOTNO[ENIQMIeZn(�(n)k r) = �(n)k J 0n(�(n)k r2) + h2Jn(�(n)k r2)�(n)k J 0n(�(n)k r1)� h1Jn(�(n)k r1) � Zn(�(n)k r); (11)u(r; '; t) = +1Xn; k=0 e�a2�(n)2k t eZn(�(n)k r)f eAn; k 
osn'+ eBn; k sinn'g: (12)fORMULY DLQ eAn; k I eBn; k POLU^A�TSQ IZ FORMUL (7) I (9) ZAMENOJ ZnNA eZn.43. u(r; '; t) = +1Xn; k=1An; ke�a2�(n)2k t Jn�'0 (�(n)k r) sin n�''0 , (1)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn�'0 (�(n)k r0) = 0; (2)An; k = 4r20'0 �J 0n�'0 (�(n)k r0)�2 r0Z0 '0Z0 f(r; ')Jn�'0 (�(n)k r) sin �n''0 r dr d': (3)44. u(r; '; t) = +1Xn; k=0An; ke�a2�(n)2k t Jn�'0 (�(n)k r) 
os n�''0 , (1)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�(n)k J 0n�'0 (�(n)k r0) + r0hJn�'0 (�(n)k r0) = 0; (2)An; k = 4�(n)2k'0r20 ��(n)2k + h2 � n2�2'20r20 �J2n�'0 (�(n)k r0) �� r0Z0 '0Z0 f(r; ')Jn�'0 (�(n)k r) 
os �n''0 r dr d': (3)45. u(r; '; t) = +1Xn; k=1An; ke�a2�(n)2k t Zn�'0 (�(n)k r) sin n�''0 , (1)Zn�'0 (�(n)k r) = Jn�'0 (�(n)k r1)Nn�'0 (�(n)k r) �Nn�'0 (�(n)k r1)Jn�'0 (�(n)k r); (2)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 471�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn�'0 (�(n)k r1)Nn�'0 (�(n)k r2)�Nn�'0 (�(n)k r1)Jn�'0 (�(n)k r2) = 0; (3)An; k = �2�(n)2k'0 J2n�'0 (�(n)k r2)J2n�'0 (�(n)k r1)� J2n�'0 (�(n)k r2) �� r2Zr1 '0Z0 f(r; ')Zn�'0 (�(n)k r) sin n�''0 r dr d': (4)46. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; r1 < r < r2; 0 < ' < '0; (1)h�u�r � h1uir=r1 = 0; h�u�r + h2uir=r2 = 0; �u�' ���'=0= 0;�u�' ���'='0= 0; 0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; '); r1 < r < r2; 0 < ' < '0; (3)QWLQETSQ u(r; '; t) = +1Xn; k=0An; ke�a2�(n)2k t Zn(�(n)k r) 
os n�''0 ; (10)GDEZn(�(n)k r) = ��(n)k J 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Jn�'0 (�(n)k r1)�Nn�'0 (�(n)k r) �� ��(n)k N 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Nn�'0 (�(n)k r1)� Jn�'0 (�(n)k r); (20)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ��������(n)k J 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Jn�'0 (�(n)k r1)�(n)k N 0n�'0 (�(n)k r1)� h1Nn�'0 (�(n)k r1)�(n)k J 0n�'0 (�(n)k r2) + h2Jn�'0 (�(n)k r2)�(n)k N 0n�'0 (�(n)k r2) + h2Nn�'0 (�(n)k r2) ������� = 0;(30)An; k = 4�(n)2k'0 �� '0Z0 r0Z0 f(r; ')Zn(�(n)k r) 
os n�''0 r dr d'�h22r22 + �(n)2k r22 � n2�2'20 �Z2n(�(n)k r2)� �h21r21 + �(n)2k r21 � n2�2'20 �Z2n(�(n)k r1) :(4)



472 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ47. u(r; '; z; t) = +1Xm=1 +1Xn; k=0 exp��a2��(n)2r20 + m2�2l2 � t��� Jn��(n)k rr0 �[Ak;m; n 
os'+Bk;m; n sinn'℄ sin m�zl ; (1)Ak;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � 
os n' sin m�zl dr d' dz"n�r20l hJ 0n(�(n)k )i2 ; (2)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn(�(n)k ) = 0; (3)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;Bk;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � sinn' sin m�zl dr d' dz�r20l hJ 0n(�(n)k )i2 : (4)48. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2 + �2u�z2� ;0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l; 0 < t < +1; (1)h�u�z � h1uiz=0 = 0; h�u�z + h2uiz=l = 0; h�u�r + h3uir=r0 = 0;0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l; (3)QWLQETSQu(r; '; z; t) = +1Xk;m; n=0 exp��a2��(n)2kr20 + �2m�t�Jn��(n)k rr0 ��� fAk;m; n 
osn'+Bk;m; n sinn'g sin(�mz + zm); (4)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�(n)k J 0n(�(n)k ) + r0h3Jn(�(n)k ) = 0; (5)�m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
tg �ml = �2m � h1h2�m(h1 + h2) ; (6)zm = ar
tg �mh3 ; (7)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 473Ak;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � 
os n' sin(�mz + zm)dr d' dz�r20"n �l+ (h1h2 + �2m)(h1 + h2)(h21 + �2m)(h22 + �2m) �J2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � ; (8)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;Bk;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � sinn' sin(�mz + zm)dr d' dz�r20 �l + (h1h2 + �2m)(h1 + h2)(h21 + �2m)(h22 + �2m) � J2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � : (9)49. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r + 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2� ; (1)u��r=r0 = 0; (2)u��t=0 = f(r; �; ') (3)QWLQETSQu(r; �; '; t) = +1Xm;n=0 nXk=0 exp(��a�(n)mr0 �2 t) Jn+1=2 �(n)m rr0 !pr �� Pn; k(
os �)fAm;n; k 
os k'+ Bm;n; k sin k'g; (4)GDE �(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn+1=2(�(n)m ) = 0; (5)Am;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2 �(n)m rr0 ! sin �Pn; k(
os �) 
os k' dr d� d'"k �r20(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)! hJ 0n+1=2(�(n)m )i2 ; (6)"n = �2 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0;Bm;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2 �(n)m rr0 ! sin �Pn; k(
os �) sin k' dr d� d'�r20(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)! hJ 0n+1=2(�(n)m )i2 ; (7)



472 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ47. u(r; '; z; t) = +1Xm=1 +1Xn; k=0 exp��a2��(n)2r20 + m2�2l2 � t��� Jn��(n)k rr0 �[Ak;m; n 
os'+Bk;m; n sinn'℄ sin m�zl ; (1)Ak;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � 
os n' sin m�zl dr d' dz"n�r20l hJ 0n(�(n)k )i2 ; (2)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn(�(n)k ) = 0; (3)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;Bk;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � sinn' sin m�zl dr d' dz�r20l hJ 0n(�(n)k )i2 : (4)48. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2 + �2u�z2� ;0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l; 0 < t < +1; (1)h�u�z � h1uiz=0 = 0; h�u�z + h2uiz=l = 0; h�u�r + h3uir=r0 = 0;0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; '; z); 0 6 r < r0; 0 6 ' 6 2�; 0 < z < l; (3)QWLQETSQu(r; '; z; t) = +1Xk;m; n=0 exp��a2��(n)2kr20 + �2m�t�Jn��(n)k rr0 ��� fAk;m; n 
osn'+Bk;m; n sinn'g sin(�mz + zm); (4)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�(n)k J 0n(�(n)k ) + r0h3Jn(�(n)k ) = 0; (5)�m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ
tg �ml = �2m � h1h2�m(h1 + h2) ; (6)zm = ar
tg �mh3 ; (7)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 473Ak;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � 
os n' sin(�mz + zm)dr d' dz�r20"n �l+ (h1h2 + �2m)(h1 + h2)(h21 + �2m)(h22 + �2m) �J2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � ; (8)"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;Bk;m; n = 4 r0Z0 2�Z0 lZ0 rf(r; '; z)Jn��(n)k rr0 � sinn' sin(�mz + zm)dr d' dz�r20 �l + (h1h2 + �2m)(h1 + h2)(h21 + �2m)(h22 + �2m) � J2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � : (9)49. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r + 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2� ; (1)u��r=r0 = 0; (2)u��t=0 = f(r; �; ') (3)QWLQETSQu(r; �; '; t) = +1Xm;n=0 nXk=0 exp(��a�(n)mr0 �2 t) Jn+1=2 �(n)m rr0 !pr �� Pn; k(
os �)fAm;n; k 
os k'+ Bm;n; k sin k'g; (4)GDE �(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJn+1=2(�(n)m ) = 0; (5)Am;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2 �(n)m rr0 ! sin �Pn; k(
os �) 
os k' dr d� d'"k �r20(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)! hJ 0n+1=2(�(n)m )i2 ; (6)"n = �2 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0;Bm;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2 �(n)m rr0 ! sin �Pn; k(
os �) sin k' dr d� d'�r20(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)! hJ 0n+1=2(�(n)m )i2 ; (7)



474 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ50. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r + 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2� ; (1)h�u�r + huir=r0 = 0; (2)u��t=0 = f(r; �; '); (3)QWLQETSQu(r; �; '; t) = +1Xm;n=0 nXk=0 exp(��a�(n)mr0 �2 t) Jn+1=2��(n)m rr0 �pr �� Pn; k(
os �)fAm;n; k 
os k'+ Bm;n; k sin k'g; (4)GDE �(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�(n)m J 0n+1=2(�(n)m ) + �r0h� 12�Jn+1=2(�(n)m ) = 0; (5)Am;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2��(n)m rr0 � sin �Pn; k(
os �) 
os k' dr d� d'"k �r20(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)!�1 + (r0h+ n)(r0h� n� 1)(�(n)m )2 �J2n+1=2(�(n)m ) : (6)"k = �2 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0; (7)Bm;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2��(n)m rr0 � sin �Pn; k(
os �) sin k' dr d� d'�r20(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)!�1 + (r0h+ n)(r0h� n� 1)(�(n)m )2 �J2n+1=2(�(n)m ) : (8)51. u(r; �; '; t) = +1Xm;n=0 nXk=0 e�a2�(n)2m t Zn+1=2(�(n)m r)pr Pn; k(
os �) �� fAm;n; k 
os k'+ Bm;n; k sin k'g; (1)GDEZn+1=2(�(n)m r) = Jn+1=2(�(n)m r1)Nn+1=2(�(n)m r)��Nn+1=2(�(n)m r1)Jn+1=2(�(n)m r); (2)�(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQZn+1=2(�(n)m r2) = 0; (3)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 475Am;n; k == r2Zr1 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Zn+1=2(�(n)m r) sin �Pn; k(
os �) 
os k' dr d� d'"k 4�(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)!�2�(n)2m J2n+1=2(�(n)m r1)� J2n+1=2(�(n)m r2)J2n+1=2(�(n)m r2) ; (4)"k = �2 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0; (5)Bm;n; k == r2Zr1 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Zn+1=2(�(n)m r) sin �Pn; k(
os �) sin k' dr d� d'4�(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)!�2�(n)2m J2n+1=2(�(n)m r1)� J2n+1=2(�(n)m r2)J2n+1=2(�(n)m r2) : (6)52. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r + 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2� ;r1 < r < r2; (1)h�u�r � h1uir=r1 = 0; h�u�r + h2uir=r2 = 0; 0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; �; '); r1 < r < r2; (3)QWLQETSQu(r; �; '; t) = +1Xm;n=0 +1Xk=0 e�a2�(n)2m t Zn+1=2(�(n)m r)pr Pn; k(
os �)�� fAm;n; k 
os k'+Bm;n; k sin k'g; (10)Zn+1=2(�(n)m r) == h�(n)m J 0n+1=2(�(n)m r1)� �h1 + 12r1 �Jn+1=2(�(n)m r1)iNn+1=2(�(n)m r) ��h�(n)m N 0n+1=2(�(n)m r1)� �h1 + 12r1�Nn+1=2(�(n)m r1)i Jn+1=2(�(n)m r); (20)Am;n; k == r2Zr1 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Zn+1=2(�(n)m r) sin �Pn; k(
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474 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ50. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r + 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2� ; (1)h�u�r + huir=r0 = 0; (2)u��t=0 = f(r; �; '); (3)QWLQETSQu(r; �; '; t) = +1Xm;n=0 nXk=0 exp(��a�(n)mr0 �2 t) Jn+1=2��(n)m rr0 �pr �� Pn; k(
os �)fAm;n; k 
os k'+ Bm;n; k sin k'g; (4)GDE �(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�(n)m J 0n+1=2(�(n)m ) + �r0h� 12�Jn+1=2(�(n)m ) = 0; (5)Am;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2��(n)m rr0 � sin �Pn; k(
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os k' dr d� d'"k �r20(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)!�1 + (r0h+ n)(r0h� n� 1)(�(n)m )2 �J2n+1=2(�(n)m ) : (6)"k = �2 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0; (7)Bm;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Jn+1=2��(n)m rr0 � sin �Pn; k(
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os k'+ Bm;n; k sin k'g; (1)GDEZn+1=2(�(n)m r) = Jn+1=2(�(n)m r1)Nn+1=2(�(n)m r)��Nn+1=2(�(n)m r1)Jn+1=2(�(n)m r); (2)�(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQZn+1=2(�(n)m r2) = 0; (3)
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os �) sin k' dr d� d'4�(n+ k)!(2n+ 1)(n� k)!�2�(n)2m J2n+1=2(�(n)m r1)� J2n+1=2(�(n)m r2)J2n+1=2(�(n)m r2) : (6)52. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r + 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2� ;r1 < r < r2; (1)h�u�r � h1uir=r1 = 0; h�u�r + h2uir=r2 = 0; 0 < t < +1; (2)u��t=0 = f(r; �; '); r1 < r < r2; (3)QWLQETSQu(r; �; '; t) = +1Xm;n=0 +1Xk=0 e�a2�(n)2m t Zn+1=2(�(n)m r)pr Pn; k(
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os k'+Bm;n; k sin k'g; (10)Zn+1=2(�(n)m r) == h�(n)m J 0n+1=2(�(n)m r1)� �h1 + 12r1 �Jn+1=2(�(n)m r1)iNn+1=2(�(n)m r) ��h�(n)m N 0n+1=2(�(n)m r1)� �h1 + 12r1�Nn+1=2(�(n)m r1)i Jn+1=2(�(n)m r); (20)Am;n; k == r2Zr1 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Zn+1=2(�(n)m r) sin �Pn; k(
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476 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ"k = �2 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0;Bm;n; k == r0Z0 �Z0 2�Z0 f(r; �; ')r3=2Zn+1=2(�(n)m r) sin �Pn; k(
os �) sin k' dr d� d'2�2n+ 1 � (n+ k)!(n� k)! r2Zr1 rZ2n+1=2(�(n)m r) dr ; (4)r2Zr1 rZ2n+1=2(�(n)m r) dr == 2�2(�(n)m )2 ��(n)m J 0n+1=2(�(n)m r2) +�h2 � 12r2� Jn+1=2(�(n)m r2)�2 ��("�h2 � 12r2�2 + (�(n)m )2 � �n+ 12�2r22 #�� h�(n)m J 0n+1=2(�(n)m r1)� �h1 + 12r1� Jn+1=2(�(n)m r1)i�� "�h1 + 12r1�2 + (�(n)m )2 � �n+ 12�2r21 #�� h�(n)m J 0n+1=2(�(n)m r2)� �h2 � 12r2� Jn+1=2(�(n)m r2)i);GDE �(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�(n)m Zn+1=2(�(n)m r2) + �h2 � 12r2�Zn+1=2(�(n)m r2) = 0: (6)B) nEODNORODNYE SREDY; SOSREDOTO^ENNYE FAKTORY.53. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2 + �2u�z2� ;0 6 r < r0;
2�2 �u�t = k2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2 + �2u�z2� ;r0 < r < r1;
9>>>>>>=>>>>>>; 0 6 ' 6 2�;0 < z < l;0 < t < +1; (1)(10)u(r0 � 0; '; z; t) = u(r0 + 0; '; z; t);k1ur(r0 � 0; '; z; t) = k2ur(r0 + 0; '; z; t);) 0 6 ' 6 2�;0 < z < l;0 < l < +1; (2)(20)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 477u(r1; '; z; t) = 0; (200)u(r; '; z; 0) = f(r; '; z) (3)QWLQETSQu(r; '; z; t) = +1Xm;n; p=0Rm;n; p(r)e��2m; n; pt �� fAm;n; p 
osn'+Bm;n; p sinn'g sin m�zl ; (4)GDE �m;n; p | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ��������� Jn(!r0) �Nn(!r0) �Jn(!r0)k1!J 0n(!r0) k2!N 0n(!r0) k2!J 0n(!r0)0 Nn(!r1) Jn(!r1) ��������� = 0; (5)! =r 
1p1k1 �2 � m2�2l2 ; ! =r 
2�2k2 �2 � m2�2l2 ; (6)Rm;n; p(r) = 8>>><>>>: [Jn(!mnpr0)Nn(!mnpr1)��Nn(!mnpr0)Jn(!mnpr1)℄Jn(!mnpr); 0 6 r 6 r0;[Jn(!mnpr)Nn(!mnpr1)��Nn(!mnpr)Jn(!mnpr1)℄Jn(!mnpr0); r0 6 r 6 r1;(7)Amnp = r1Z0 r� dr 2�Z0 d' lZ0 f(r; '; z)Rmnp(r) 
os n' sin m�zl dz"n �l2 r1Z0 r�R2mnp(r)dr ;"n = �1; n 6= 0;2; n = 0; (8)Bmnp = r1Z0 r� dr 2�Z0 d' lZ0 f(r; '; z)Rmnp(r) sinn' sin m�zl dz�l2 r1Z0 r�R2mnp(r) dr ; (9)� = �
1�1 PRI 0 6 r < r0;
2�2 PRI r0 < r < r1: (10)fUNKCII Rmnp1(r) I Rmnp2(r) PRI RAZLI^NYH p1 I p2 ORTOGONALXNYNA OTREZKE 0 6 r 6 r1 S WESOM r�.
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478 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ54. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)�r21
��� dUdt = 2�r1� �u�r ���r=r1 ; U(t) = u��r=r1 ; �u�r ���r=r2 = 0;0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); r1 < r < r2; (3)GDE � | TEPLOPROWODNOSTX MATERIALA TRUBY, 
� I �� | UDELXNAQTEPLOEMKOSTX I PLOTNOSTX MASSY VIDKOSTI, QWLQETSQu(r; t) = +1Xn=1Ane�a2�2ntZ0(�nr); (4)GDE Z0(�nr) = J 00(�nr2)N0(�nr)�N 00(�nr2)J0(�nr); (5)�n | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQZ 00(�nr1) = ��n a2r1
���2� Z0(�nr1); (6)An = r2Zr1 rf(r)Z0(�nr) dr� a2r21
���2� f(r1)Z0(�nr1)r2Zr1 r[Z0(�nr)℄2 dr � a2r21
���2� [Z0(�nr1)℄2 1): (7)55. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)�r21
��� dUdt = 2�r1� �u�r ���r=r1 ; U(t) = u��r=r1 ; �u�r ���r=r2 = �hu��r=r2 ;0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); r1 < r < r2; (3)POLU^AETSQ IZ RE[ENIQ PREDYDU℄EJ ZADA^I, ESLI POLOVITXZ0(�kr) = [�kJ 00(�kr2) + hJ0(�kr2)℄N0(�kr) �� [�kN 00(�kr2) + hN0(�kr2)℄J0(�kr): (4)56. dLQ OPREDELENIQ SKOROSTI v(r; t) ^ASTIC VIDKOSTI 2) I UGLO-WOJ SKOROSTI !(t) CILINDRA POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�v�t = � ��2v�r2 + 1r �v�r � vr2� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)1)sM. (21) I (27) W ZADA^E 57.2) v(r; t) = v'(r; t) (SM. RE[ENIE ZADA^I 7).

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 479v��r=r1 = r1!(t); v��r=r2 = 0; K d!dt =M + 2�r21�� h�v�r � vr ir=r1 ;0 < t < +1; (2)v(r; 0) = 0; r1 < r < r2: (3)iSKL�^AQ !(t) IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2), POLU^IM1r1 K �v�t ���r=r1=M + 2�r21�� h�v�r � vr ir=r1 ; v��r=r2 = 0; 0 < t < +1:(20)i℄EM STACIONARNOE ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (1)V = V (r); (4)UDOWLETWORQ�℄EE NEODNORODNYM GRANI^NYMUSLOWIQM (20) 1). eSLI ZA-TEM POLOVITX v(r; t) = u(r; t) + V (r); (5)TO DLQ u(r; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�u�t = � ��2u�r2 + 1r �u�r � ur2� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (6)K �u�t ���r=r1= 2�r21�� h�u�r � ur ir=r1 ; u��r=r2 = 0; 0 < t < +1; (7)u(r; 0) = �V (r); r1 < r < r2: (8)rE[IW KRAEWU� ZADA^U (6), (7), (8) I OPREDELIW S POMO℄X� (5)v(r; t), IZ GRANI^NOGO USLOWIQ v��r=r1 = k1!(t) NAJDEM TAKVE !(t).rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (6), (7), (8) MOVET BYTX WYPOLNENO ANA-LOGI^NO TOMU, KAK RE[ALASX PREDYDU℄AQ ZADA^A. ~ASTNYE RE[ENIQURAWNENIQ (6), UDOWLETWORQ�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM (7), I℄EM WWIDE Uk(r; t) = e���2tk Rk(r): (9)dLQ Rk(r) POLU^AEM URAWNENIEd2Rdr2 + 1r dRdr + ��2k � 1r2 �R = 0; (10)Rk(r) = Z1(�kr), GDE Z1(z) | OB℄EE RE[ENIE URAWNENIQ CILINDRI^ES-KIH FUNKCIJ PERWOGO PORQDKA, W KOTOROM NEOPREDELENNYE KONSTANTYWYBRANY TAK, ^TOBY GRANI^NOE USLOWIE Rk(r2) = 0 WYPOLNQLOSX PRIL�BYH �k: Z1(�kr) = N1(�kr2)J1(�kr)� J1(�kr2)N1(�kr): (11)tREBUQ WYPOLNENIQ PERWOGO IZ GRANI^NYH USLOWIJ (7), POLU^IM URAW-NENIE DLQ OPREDELENIQ SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ��2kKZ1(�kr1) = 2�r21�� ��kZ 01(�kr1)� Z1(�kr1)r1 � : (12)1) V (r) | PREDEL, K KOTOROMU STREMITSQ SKOROSTX ^ASTIC VIDKOSTIPRI t! +1.
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480 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQs POMO℄X� SOOTNO[ENIQ (14) ZADA^I 34 I RAWENSTWA (12) NAHODIM SO-OTNO[ENIE, WYRAVA�℄EE OBOB℄ENNU� ORTOGONALXNOSTX SOBSTWENNYHFUNKCIJ Z1(�kr),r2Zr1 rZ1(�kr)Z1(�nr)dr + K2�r1�� Z1(�kr1)Z1(�nr1) = 0 1) (13)PRI k 6= n u(r; t) = +1Xn=1Ane�a2�2ntZ1(�nr); (14)GDE An = � r2Zr1 rV (r)Z1(�nr)dr + K2�r1�� V (r1)Z1(�nr1)r2Zr1 r[Z1(�nr)℄2 dr+ K2�r1�� [Z1(�nr1)℄2 : (15)57. rE[EN I E. kAK I W ZADA^E 33, POLU^AEM�H�t = a2��2H�r2 + 1r �H�r � ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; a2 = 
24��� ;(1)H(r; 0) = 0; r1 < r < r2; (2)H(r2; t) = H0; 0 < t < +1; (3)GDE H | SOSTAWLQ�℄AQ MAGNITNOGO POLQ PO OSI z, KOTORAQ SOWPADA-ET S OSX� CILINDRA (DRUGIE SOSTAWLQ�℄IE WEKTORA NAPRQVENNOSTIMAGNITNOGO POLQ RAWNY NUL�).nAJDEM GRANI^NOE USLOWIE PRI r = r1. zAPI[EM URAWNENIQ mAKS-WELLA rotH = 4��
 E + "
 �E�t ; (4)rotE = ��
 �H�t ; (5)W CILINDRI^ESKIH KOORDINATAH:1r �Hz�' � �H'�z = �4��
 + "
 ��t�Er; (6)�Hr�z � �Hz�r = �4��
 + "
 ��t�E'; (60)1r �(rH')�r � 1r �Hr�' = �4��
 + "
 ��t�Ez ; (600)1r �Ez�' � �E'�z = ��
 �Hr�t ; (7)�Er�z � �Ez�r = ��
 �H'�t ; (70)1)sM. (21) I (27) W ZADA^E 57.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 4811r �(rE')�r � 1r �Er�' = ��
 �Hz�t : (700)tAK KAK MY PRENEBREGAEM TOKAMI SME℄ENIQ I TAK KAK Hr = H' = 0(SM. RE[ENIE ZADA^I 33), TO IZ (60) POLU^IM��Hz�r = 4��
 E': (8)iNTEGRIRUQ (5) PO POPERE^NOMU SE^ENI� WNUTRENNEJ POLOSTI, PRI-MENQQ PRI \TOM FORMULU sTOKSA I ISPOLXZUQ USLOWIE, GLASQ℄EE, ^TOWS�DU W POLOSTI H RAWNO ZNA^ENI� H NA WNUTRENNEJ POWERHNOSTITRUBY, POLU^IM 2E'��r=r1 = �r1
 �Hz�t ���r=r1 : (9)iZ (8) I (9) POLU^AEM, NAKONEC, ISKOMOE GRANI^NOE USLOWIE�Hz�t ���r=r1= �r1 a2 �Hz�r ���r=r1 ;T. E. �H�t ���r=r1= 2�r1 a2 �H�r ���r=r1 ; 0 < t < +1: (30)~TOBY OSWOBODITXSQ OT NEODNORODNOSTI W GRANI^NOM USLOWII (3),I℄EM RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3), (30) W WIDEH(r; t) = H0 + u(r; t): (10)dLQ u(r; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (11)u(r; 0) = �H0; r1 < r < r2; (12)u(r2; t) = 0; 0 < t < +1; (13)�u�t ���r=r1= �r1 a2 �u�r ���r=r1 : (130)~ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (11), UDOWLETWORQ�℄IE GRANI^NYM USLO-WIQM (13), I℄EM W WIDEUk(r; t) = e�a2�2ktRk(r): (14)pODSTAWLQQ (14) W (11), POLU^IMd2Rkdr2 + 1r dRkdr + �2kRk = 0: (15)sLEDOWATELXNO, Rk(r) = Z0(�kr); (150)GDE Z0(z) = AN0(z) + BJ0(z) | OB℄EE RE[ENIE URAWNENIQ CILIND-RI^ESKIH FUNKCIJ NULEWOGO PORQDKA. wYBEREM KONSTANTY A I B TAK,^TOBY USLOWIE (13) DLQ Z0(�kr) WYPOLNQLOSX PRI L�BYH ZNA^ENIQH �k ;NAPRIMER, POLOVIMZ0(�kr) = N0(�kr2)J0(�kr)� J0(�kk2)N0(�kr): (16)31 b.m. bUDAK I DR.
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482 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpODSTAWLQQ (14) W (130), NAJDEMdRk(r)dr ���r=r1= ��2k r1� Rk(r)���r=r1 ; (17)ILI Z 00(�kr1) = ��k r1� Z0(�kr1): (18)tAKOWO URAWNENIE, IZ KOTOROGO NAHODQTSQ SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �1; �2;�3; : : : KRAEWOJ ZADA^I. iZ URAWNENIQ (15) I IZ URAWNENIQ, KOTOROE PO-LU^AETSQ ZAMENOJ W (15) k NA n, POLU^IM, UMNOVAQ IH SOOTWETSTWENNONA Rn(r) I NA Rk(r), WY^ITAQ REZULXTATY I INTEGRIRUQ,(�2k � �2n) r2Zr1 rRk(r)Rn(r) dr = �r �Rk(r) dRn(r)dr �Rn(r) dRk(r)dr ��r=r2r=r1 :(19)w SILU GRANI^NOGO USLOWIQ (13) I (17) POLU^AEM(�2k � �2n)( r2Zr1 rRk(r)Rn(r) dr � r212� Rk(r1)Rn(r1)) = 0; (20)OTKUDA PRI n 6= k NAHODIMr2Zr1 rRk(r)Rn(r) dr � r212� Rk(r1)Rn(r1) = 0: (21)tAKIM OBRAZOM FUNKCII Rk(r) I Rn(r) OBOB℄ENNO ORTOGONALXNY (SO-OTNO[ENIE (21) QWLQETSQ WYRAVENIEM OBOB℄ENNOJ ORTOGONALXNOSTI).rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (11), (12), (13) I℄EM W WIDE SUMMY RQDAu(r; t) = +1Xk=1Ake�a2�2ktRk(r); (22)u(r; t) UDOWLETWORQET URAWNENI� (11) (ESLI RQD SHODITSQ DOSTATO^NOHORO[O) I GRANI^NYM USLOWIQM (13), (130). pOTREBUEM WYPOLNENIQNA^ALXNYH USLOWIJ, PREDPOLOVIW SNA^ALA DLQ OB℄NOSTI, ^TO u(r; 0) == f(r). pOLAGAQ W (22) t = 0, POLU^IMf(r) = +1Xk=1AkRk(r); (23)PRI r = r1 f(r1) = +1Xk=1AkRk(r1): (24)uMNOVIM (23) NA rRn(r) I PROINTEGRIRUEM PO r OT r1 DO r2:r2Zr1 rf(r)Rn(r) dr = +1Xk=1Ak r2Zr1 rRk(r)Rn(r) dr: (25)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 483uMNOVIM (24) NA r21� Rn(r1):r212� f(r1)Rn(r1) = +1Xk=1Ak r212� Rk(r1)Rn(r1): (26)sKLADYWAQ (25) I (26), POLU^IM W SILU (21)r2Zr1 rf(r)Rn(r) dr � r212� f(r1)Rn(r1) = An( r2Zr1 rR2n(r) dr � r212� R2n(r1)) :(27)sLEDOWATELXNO, An = r2Zr1 rf(r)Rn(r)dr � r212� f(r1)Rn(r1)r2Zr1 rR2n(r) dr� r212�R2n(r1) : (28)s POMO℄X� RAWENSTWA (16) ZADA^I 34, WRONSKIANA CILINDRI^ESKIHFUNKCIJ I GRANI^NOGO USLOWIQ (18) POLU^AEMr2Zr1 rR2n(r) dr = 2�2�2n � r212 �1 + r21�2n2� �Z20 (�nr1): (29)pODSTAWLQQ W ^ISLITELX (28) f(r) = �H0 I ISPOLXZUQ WRONSKIAN CI-LINDRI^ESKIH FUNKCIJ, POLU^IM DLQ UKAZANNOGO ^ISLITELQ ZNA^ENIEH0��2��2n + r212��Z0(�nr1)� 2��2n� : (30)w SILU (29) I (30) RAWENSTWO (28) PRINIMAET WIDAn = H0 �2��2n + r212��Z0(�nr1)� 2��2n2�2�2n � r212 � 12� + 1 + r21�2n2�2 �Z20 (�nr1) ; (31)GDE Z0(�nr1) = N0(�nr2)J0(�nr1)� J0(�nr2)N0(�nr1): (32)58. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I
1�1 �u�t = k1 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �++ 1r2 sin2 � �2u�'2� ; 0 6 r < r0; (1)
2�2 �u�t = k2 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �++ 1r2 sin2 � �2u�'2� ; r0 < r 6 r1; (10)31�
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484 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(r0 � 0; �; '; t) = u(r0 + 0; �; '; t);k1ur(r0 � 0; �; '; t) = k2ur(r0 + 0; �; '; t);) 0 6 � 6 �;0 6 ' 6 2�;0 < t < +1; (2)(20)u(r1; �; '; t) = 0; (200)u(r; �; '; 0) = f(r; �; ') (3)QWLQETSQu(r; �; '; t) = +1Xn; p=0 +1Xm=0Rmnp(r)P (m)n (
os �)e��2mnpt �� fAmnp 
osm'+Bmnp sinm'g;GDE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �mnp I SOBSTWENNYE FUNKCII Rmnp(r) NA-HODQTSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO DELALOSX W ZADA^AH 53 I 54.x 3. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ1. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE.59. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2�3u; �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t=0= f(x; y; z); �1 < x; y; z < +1; (2)GDE �3 = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 , QWLQETSQu(x; y; z; t) = 1(2ap�t)3 +1ZZZ�1 f(�; �; �) �� exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t � d� d� d�: (3)eSLI f NE ZAWISIT OT z, TOu(x; y; t) = 1(2ap�t)2 +1ZZ�1 f(�; �) exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2t � d� d�: (30)uKA Z AN I E. oBRAZOM fURXE PROIZWOLXNOJ 1) FUNKCII F (x; y; z),OPREDELENNOJ PRI �1 < x; y; z < +1, NAZYWAETSQF (�; �; �) = 1(2�)3=2 +1ZZZ�1 F (�; �; �) ei[��+��+��℄ d� d� d�: (4)pEREHOD OT F K F PO FORMULE (4) NAZYWAETSQ PREOBRAZOWANIEM fURXES QDROM ei[��+��+��℄. pEREHOD OT OBRAZA F K ORIGINALU F OSU℄ESTWLQ-1)mY NE OSTANAWLIWAEMSQ NA OGRANI^ENIQH NA F (x; y; z), PRI KOTORYHZAWEDOMO SU℄ESTWUET F (�; �; �) I IMEET MESTO FORMULA OBRA℄ENIQ (5), OT-SYLAQ PO \TOMU POWODU K SPECIALXNOJ LITERATURE.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 485ETSQ PO FORMULEF (x; y; z) = 1(2�)3=2 +1ZZZ�1 F (�; �; �) e�i[�x+�y+�z℄ d� d� d�: (5)uMNOVAQ OBE ^ASTI RAWENSTW (1) I (2) NA ei[��+��+��℄ I INTEGRIRUQPO �, �, � OT �1 DO +1, POLU^IM OBYKNOWENNOE DIFFERENCIALXNOEURAWNENIE I NA^ALXNOE USLOWIE DLQ OBRAZA fURXE u RE[ENIQ u KRAEWOJZADA^I (1), (2). nAHODQ u I PRIMENQQ OBRATNOE PREOBRAZOWANIE fURXE,POLU^IM u.w SLU^AE, KOGDA f NE ZAWISIT OT z, KRAEWAQ ZADA^A (1), (2) PREWRA-℄AETSQ W KRAEWU� ZADA^Uut = a2�2u; �1 < x; y < +1; 0 < t < +1; (10)u��t=0 = f(x; y); �1 < x; y < +1; (20)GDE �2 = �2�x2 + �2�y2 :dLQ RE[ENIQ ZADA^I (10) I (20) NUVNO PRIMENITX PREOBRAZOWANIEfURXE DLQ FUNKCII DWUH PEREMENNYHF (�; �) = 12� +1ZZ�1 F (�; �) ei[��+��℄ d� d�: (40)pRI \TOM FORMULA OBRA℄ENIQ IMEET WIDF (x; y) = 12� +1ZZ�1 F (�; �) e�i[�x+�y℄ d� d�: (50)60. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iut = a2�3u+ g(x; y; z; t); �1 < x; y; z < +1; 0 < t < +1; (1)u��t�0 = 0; �1 < x; y; z < +1 (2)QWLQETSQu(x; y; z; t) = 1(2ap�)3 tZ0 d�(t� �)3=2 �� +1ZZZ�1 exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2(t� �) � g(�; �; �; �) d� d� d�: (3)eSLI g(x; y; z; t) NE ZAWISIT OT t, T. E. g = g(x; y; z), TO WYRAVENIE (3)DLQ RE[ENIQ MOVNO PREOBRAZOWATX K WIDUu(x; y; z; t) = 14�a2 +1ZZZ�1 g(�; �; �)r �1��� r2apt�� d� d� d�; (4)GDE �(�) = 2p� �Z0 e�!2d!, A r = p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2. eS-
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486 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQLI g(x; y; z; t) NE ZAWISIT OT z, TOu(x; y; t) = 14�a2 +1ZZ�1 ( tZ0 g(�; �; �) exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2(t� �) �t� � d�)d� d�:uKA Z AN I E. pRI g = g(x; y; z) WYRAVENIE (3) PREOBRAZUETSQW (4) PUTEM ZAMENY � = r2apt� � :61. u(x; y; z; t) = 1(2ap�t)3 +1Z�1 d� +1Z�1 d� +1Z0 f(�; �; �)�� �exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t ��� exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)24a2t �� d�: (1)eSLI f(x; y; z) NE ZAWISIT OT y, TOu(x; z; t) = 1(2ap�t)2 +1Z�1 d� +1Z0 �exp�� (x� �)2 + (z � �)24a2t ��� exp�� (x� �)2 + (z + �)24a2t ��f(�; �) d�: (2)uKA Z AN I E. pRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE S QDROM121=2�3=2 ei[��+��℄ sin ��W POLUPROSTRANSTWE �1 < �; � < +1, 0 < � < +1. eSLI VE fNE ZAWISIT OT y, TO NUVNO PRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE S QDROM1� ei�� sin ��PRI �1 < � < +1, 0 < � < +1.uKA Z AN I E. sM. TAKVE RE[ENIE ZADA^I 59 GL. III.62. u(x; y; z; t) = z(2ap�)3 �� tZ0 d�(t� �)5=2 +1ZZ�1 exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + z24a2(t� �) � f(�; �; �) d� d�: (1)eSLI f(x; y; t) NE ZAWISIT OT y, TOu(x; z; t) = z4�a2 tZ0 d�(t� �)2 +1Z�1 exp�� (x� �)2 + z24a2(t� �) � f(�; �) d�: (2)uKA Z AN I E. pRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE, PREDLAGAEMOE WUKAZANII K PREDYDU℄EJ ZADA^E.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 48763. u(x; y; z; t) = 1(2ap�t)3 +1Z�1 d� +1Z�1 d� +1Z0 f(�; �; �)�� �exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t �++ exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)24a2t �� d�:uKA Z AN I E. pRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE S QDROM121=3�3=2 ei[��+��℄ 
os ��W POLUPROSTRANSTWE �1 < �; � < +1, 0 < � < +1.64. u(x; y; z; t) = 1(2ap�)3 �� tZ0 d�(t� �)3=2 +1ZZ�1 exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + z24a2(t� �) � f(�; �; �) d� d�:uKA Z AN I E. pRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE, PREDLOVENNOE WUKAZANII K PREDYDU℄EJ ZADA^E.65. u(x; y; z; t) == 1(2ap�t)3 +1Z�1 d� +1Z�1 d� +1Z0 �exp�� (x� �)2 + (y � �)2(z � �)24a2t �++ exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)24a2t ��� 2h +1Z0 exp��h! � (x� �)2 + (y � �)2 + (z + � + !)24a2t � d!�f(�; �; �) d�:eSLI f NE ZAWISIT OT y, TOu(x; z; t) = 14�a2t �� +1ZZ�1 f(�; �)�exp�� (x� �)2 + (z � �)24a2t �+exp�� (x� �)2 + (z + �)24a2t ��� 2h +1Z0 exp��h! � (x� �)2 + (z + � + !)24a2t � d!�d� d�:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ PREOBRAZOWANIEM fURXE S QDROM121=2�3=2 ei[��+��℄ � 
os �� + h sin ���2 + h2
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488 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQW POLUPROSTRANSTWE�1 < �; � < +1, 0 < � < +1. eSLI f NE ZAWISITOT y, TO NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ PREOBRAZOWANIEM fURXE S QDROM1� ei�� � 
os �� + h sin ���2 + h2PRI �1 < � < +1, 0 < � < +1.sM. TAKVE RE[ENIE ZADA^I 65 GL. III.66: u(x; y; z; t) == h(2ap�)3 tZ0 d�(t� �)5=2 +1Z�1 d� +1Z�1 d� +1Z0 (z + �) f(�; �; �) �� exp��h� � (x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)24a2(t� �) � d�:eSLI f NE ZAWISIT OT y, TOu(x; z; t) = h4�a2 tZ0 d�(t� �)2 +1Z�1 d� +1Z0 (z + �) f(�; �) �� expn�h� � (x� �)2 + (z + �)24a2(t� �) o d�:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ PREOBRAZOWANIEM fURXE, PREDLO-VENNYM W PREDYDU℄EJ ZADA^E.67. u(x; y; z; t) = 1(2ap�)3 tZ0 d�(t� �)3=2 +1Z0 d� +1ZZ�1 f(�; �; �; �)�� �expn� (x��)2+(y��)2+(z��)24a2(t��) o� expn� (x��)2+(y��)2+(z+�)24a2(t��) o�d� d�:68. u(x; y; z; t) == +1Z�1 d� l2Z0 d� l1Z0 (�; �; �)Gi(x; y; z; �; �; �; t) d�; i = 1; 2; 3;PRI^EM W SLU^AE A) POD INTEGRALOM STOIT G1, A W SLU^AE B) | G2, WSLU^AE W) | G3, GDEG1(x; y; z; �; �; �; t) = 2l1l2ap�t exp�� (z � �)24a2t ��� +1Xk; n=1 exp���2a2�k2l21 + n2l22 � t� sin k�xl1 sin k��l1 sin n�yl2 sin n��l2 ;G2(x; y; z; �; �; �; t) = 2l1l2ap�t exp�� (z � �)24a2t ��� +1Xk; n=0 exp��a2�2 �k2l21 + n2l22 � t� "k"n 
os k�xl1 
os k��l1 
os n�yl2 
os n��l2 ;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 489"k = ( 12 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0; "n = ( 12 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;G3(x; y; z; �; �; �; t) = 2 exp�� (z � �)24a2t �ap�t �� +1Xk; n=1 e�a2(�2k+�2n)t[(�2k + h2)l1 + 2h[(�2n + h2)l2 + 2h℄ (�k 
os�kx+ h sin�kx)��(�k 
os�k�+h sin�k�)(�n 
os�ny+h sin�ny)(�n 
os�n�+h sin�n�) == 2 exp�� (z � �)24a2t �ap�t +1Xk; n=1 (�2k + h2)(�2n + h2)e�a2(�2k+�2n)t[(�2k + h2)l1 + 2h℄[(�2n + h2)l2 + 2h℄ �� sin(�kx+ 'k) sin(�k� + 'k) sin(�ny +  n) sin(�n� +  n);GDE �k I �n | SOOTWETSTWENNO POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIJ
tg l1� = �2 � h22�h I 
tg l2� = �2 � h22�h ;'k = ar
tg �kl1 ;  n = ar
tg �nl2 ;h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA.uKA Z AN I E. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE PO zu(x; y; �; t) = 1p2� +1Z�1 u(x; y; �; t)ei�� d�; (1)f(x; y; �) = 1p2� +1Z�1 f(x; y; �)ei�� d�; (2)MY PRIDEM K URAWNENI��u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 � �2u� (3)I NA^ALXNOMU USLOWI� u��t=0 = f(x; y; �): (4)zAMENA u = e�a2�2tv(x; y; �; t)PRIWODIT K URAWNENI� �v�t = a2��2v�x2 + �2v�y2� (30)I NA^ALXNOMU USLOWI� v��t=0 = f(x; y; �): (40)
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os k�xl1 
os k��l1 
os n�yl2 
os n��l2 ;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 489"k = ( 12 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0; "n = ( 12 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;G3(x; y; z; �; �; �; t) = 2 exp�� (z � �)24a2t �ap�t �� +1Xk; n=1 e�a2(�2k+�2n)t[(�2k + h2)l1 + 2h[(�2n + h2)l2 + 2h℄ (�k 
os�kx+ h sin�kx)��(�k 
os�k�+h sin�k�)(�n 
os�ny+h sin�ny)(�n 
os�n�+h sin�n�) == 2 exp�� (z � �)24a2t �ap�t +1Xk; n=1 (�2k + h2)(�2n + h2)e�a2(�2k+�2n)t[(�2k + h2)l1 + 2h℄[(�2n + h2)l2 + 2h℄ �� sin(�kx+ 'k) sin(�k� + 'k) sin(�ny +  n) sin(�n� +  n);GDE �k I �n | SOOTWETSTWENNO POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIJ
tg l1� = �2 � h22�h I 
tg l2� = �2 � h22�h ;'k = ar
tg �kl1 ;  n = ar
tg �nl2 ;h | KO\FFICIENT TEPLOOBMENA.uKA Z AN I E. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE PO zu(x; y; �; t) = 1p2� +1Z�1 u(x; y; �; t)ei�� d�; (1)f(x; y; �) = 1p2� +1Z�1 f(x; y; �)ei�� d�; (2)MY PRIDEM K URAWNENI��u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 � �2u� (3)I NA^ALXNOMU USLOWI� u��t=0 = f(x; y; �): (4)zAMENA u = e�a2�2tv(x; y; �; t)PRIWODIT K URAWNENI� �v�t = a2��2v�x2 + �2v�y2� (30)I NA^ALXNOMU USLOWI� v��t=0 = f(x; y; �): (40)



490 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQgRANI^NYE USLOWIQ DLQ v BUDUT TE VE, ^TO I DLQ u. v NAHODIM ME-TODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH, A ZATEM, PODSTAWIW EGO WYRAVENIEW (5), PRIMENQEM K u OBRATNOE PREOBRAZOWANIE fURXE, PRI \TOM POSLEWYPOLNENIQ INTEGRIROWANIQ PO � POLU^ATSQ WYRAVENIQ, PRIWEDENNYEW OTWETE.69. u(x; y; z; t) = +1Z0 d� l2Z0 d� l1Z0 f(�; �; �)Gi(x; y; z; �; �; �; t) d�,i = 1; 2, PRI^EM GRANI^NYM USLOWIQM A) SOOTWETSTWUET FUNKCIQ eG1,POLU^A�℄AQSQ IZ FUNKCII G1 OTWETA PREDYDU℄EJ ZADA^I ZAMENOJMNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �� exp�� (z + �)24a2t �� ;ANALOGI^NO W SLU^AE B) eG2 POLU^AETSQ IZ G2 ZAMENOJ exp�� (z � �)24a2t �NA �exp�� (z � �)24a2t �+ exp�� (z + �)24a2t �� :uKA Z AN I E. w SLU^AE A) SLEDUET PRIMENITX SINUS-PREOBRAZOWA-NIE fURXE PO z, A W SLU^AE B) | KOSINUS-PREOBRAZOWANIE PO z. dALEEZADA^A RE[AETSQ ANALOGI^NO PREDYDU℄EJ.70. u(r; '; z; t) == +1Z�1 d� r0Z0 r0 dr0 2�Z0 f(r0; '0; �)Gi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2; 3:w SLU^AE A) i = 1,G1(r; '; z; r0; '0; �; t) == exp�� (z � �)24a2t �ar20�p�t +1Xn; k=0 Jn��(n)k rr0 �Jn��(n)k r0r0 �"n[J 0n(�(n)k )℄2 
osn('� '0);"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0.w SLU^AE B) i = 2,G2(r; '; z; r0; '0; �; t) == exp�� (z � �)24a2t �ar20�p�t +1Xk; n=0 Jn��(n)k rr0 �Jn��(n)k r0r0 �"nJ2n(�(n)k )�1� n2�(n)2k � 
osn('� '0);

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 491"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;�(n)k | KORNI URAWNENIQ J 0n(�) = 0, �(0)k > 0, �(n)k > 0 PRI n 6= 0.w SLU^AE W) i = 3,G3(r; '; z; r0; '0; �; t) == exp�� (z � �)24a2t �ar20�p�t +1Xk; n=0 Jn��(n)k rr0 �Jn��(n)k r0r0 �"nJ2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � 
osn('� '0);"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ �r0 J 0n(�) + hJn(�) = 0.z AM E ^ AN I E. w SLU^AE B) KORN� �(0)0 = 0 SOOTWETSTWUET SOBST-WENNAQ FUNKCIQ, RAWNAQ TOVDESTWENNO KONSTANTE.uKA Z AN I E. zADA^A RE[AETSQ ANALOGI^NO ZADA^E 68.71. u(r; '; z; t) == +1Z0 d� r0Z0 r0 dr0 2�Z0 f(r0; '0; �) eGi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:w SLU^AE A) i = 1, eG1 POLU^AETSQ IZ G1 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �� exp�� (z + �)24a2t �� :w SLU^AE B) i = 2, eG2 POLU^AETSQ IZ G2 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �+ exp�� (z + �)24a2t �� :72. u(r; '; z; t) == +1Z�1 d� r0Z0 r0 dr0 '0Z0 f(r0; '0; �)Gi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:



490 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQgRANI^NYE USLOWIQ DLQ v BUDUT TE VE, ^TO I DLQ u. v NAHODIM ME-TODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH, A ZATEM, PODSTAWIW EGO WYRAVENIEW (5), PRIMENQEM K u OBRATNOE PREOBRAZOWANIE fURXE, PRI \TOM POSLEWYPOLNENIQ INTEGRIROWANIQ PO � POLU^ATSQ WYRAVENIQ, PRIWEDENNYEW OTWETE.69. u(x; y; z; t) = +1Z0 d� l2Z0 d� l1Z0 f(�; �; �)Gi(x; y; z; �; �; �; t) d�,i = 1; 2, PRI^EM GRANI^NYM USLOWIQM A) SOOTWETSTWUET FUNKCIQ eG1,POLU^A�℄AQSQ IZ FUNKCII G1 OTWETA PREDYDU℄EJ ZADA^I ZAMENOJMNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �� exp�� (z + �)24a2t �� ;ANALOGI^NO W SLU^AE B) eG2 POLU^AETSQ IZ G2 ZAMENOJ exp�� (z � �)24a2t �NA �exp�� (z � �)24a2t �+ exp�� (z + �)24a2t �� :uKA Z AN I E. w SLU^AE A) SLEDUET PRIMENITX SINUS-PREOBRAZOWA-NIE fURXE PO z, A W SLU^AE B) | KOSINUS-PREOBRAZOWANIE PO z. dALEEZADA^A RE[AETSQ ANALOGI^NO PREDYDU℄EJ.70. u(r; '; z; t) == +1Z�1 d� r0Z0 r0 dr0 2�Z0 f(r0; '0; �)Gi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2; 3:w SLU^AE A) i = 1,G1(r; '; z; r0; '0; �; t) == exp�� (z � �)24a2t �ar20�p�t +1Xn; k=0 Jn��(n)k rr0 �Jn��(n)k r0r0 �"n[J 0n(�(n)k )℄2 
osn('� '0);"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0.w SLU^AE B) i = 2,G2(r; '; z; r0; '0; �; t) == exp�� (z � �)24a2t �ar20�p�t +1Xk; n=0 Jn��(n)k rr0 �Jn��(n)k r0r0 �"nJ2n(�(n)k )�1� n2�(n)2k � 
osn('� '0);

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 491"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;�(n)k | KORNI URAWNENIQ J 0n(�) = 0, �(0)k > 0, �(n)k > 0 PRI n 6= 0.w SLU^AE W) i = 3,G3(r; '; z; r0; '0; �; t) == exp�� (z � �)24a2t �ar20�p�t +1Xk; n=0 Jn��(n)k rr0 �Jn��(n)k r0r0 �"nJ2n(�(n)k )�1 + r20h2 � n2�(n)2k � 
osn('� '0);"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ �r0 J 0n(�) + hJn(�) = 0.z AM E ^ AN I E. w SLU^AE B) KORN� �(0)0 = 0 SOOTWETSTWUET SOBST-WENNAQ FUNKCIQ, RAWNAQ TOVDESTWENNO KONSTANTE.uKA Z AN I E. zADA^A RE[AETSQ ANALOGI^NO ZADA^E 68.71. u(r; '; z; t) == +1Z0 d� r0Z0 r0 dr0 2�Z0 f(r0; '0; �) eGi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:w SLU^AE A) i = 1, eG1 POLU^AETSQ IZ G1 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �� exp�� (z + �)24a2t �� :w SLU^AE B) i = 2, eG2 POLU^AETSQ IZ G2 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �+ exp�� (z + �)24a2t �� :72. u(r; '; z; t) == +1Z�1 d� r0Z0 r0 dr0 '0Z0 f(r0; '0; �)Gi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:



492 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw SLU^AE A) i = 1,G1(r; '; z; r0; '0; �; t) = exp�� (z � �)24a2t �ar20'0p�t �� +1Xk; n=1 e�a2�(n)2k t Jn�'0 ��(n)k rr0 �Jn�'0 ��(n)k r0r0 �hJ 0n�'0 (�(n)k )i2 sin n�''0 sin n�'0'0 ;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn�'0 (�) = 0.w SLU^AE B) i = 2,G2(r; '; z; r0; '0; �; t) = exp�� (z � �)24a2t �ar20'0p�t �� +1Xk; n=0 e�a2�(n)2k t Jn�'0 ��(n)k rr0 �Jn�'0 ��(n)k r0r0 �"n�1� n2�2'20�(n)2k �J2n�'0 (�(n)k ) 
os n�''0 
os n�'0'0 ;"n = �1 PRI n 6= 0;2 PRI n = 0;�(n)k > 0 PRI n 6= 0, �(0)k > 0, �(n)k | KORNI URAWNENIQJ 0n�'0 (�) = 0:kORN� �(0)0 SOOTWETSTWUET SOBSTWENNAQ FUNKCIQ, TOVDESTWENNO RAWNAQKONSTANTE.73. u(r; '; z; t) == +1Z0 d� r0Z0 r0 dr0 '0Z0 f(r0; '0; �; t) eGi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:w SLU^AE A) i = 1, eG1 POLU^AETSQ IZ G1 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �� exp�� (z + �)24a2t �� :w SLU^AE B) i = 2, eG2 POLU^AETSQ IZ G2 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �+ exp�� (z + �)24a2t �� :

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 49374. u(r; '; t) = +1Z0 � d� '0Z0 f(�; '0)Gi(r; '; �; '0; t) d'0; i = 1; 2.w SLU^AE A) i = 1,G1(r; '; �; '0; t) == 2'0 +1Xn=1( +1Z0 e�a2�2tJn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d�) sin n�'0'0 sin n�''0 :w SLU^AE B) i = 2,G2(r; '; �; '0; t) == 2'0 +1Xn=0 "n( +1Z0 e�a2�2tJn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d�) 
os n�'0'0 
os n�''0 ;"n = ( 12 PRI n 6= 0;1 PRI n = 0:eSLI WOSPOLXZOWATXSQIZWESTNYM SOOTNO[ENIEM DLQ FUNKCIJ bES-SELQ +1Z0 e��2�2J�(��)J� (
�)� d� = 12�2 exp���2 + 
24�2 � I� � �
2�2� ;Re(�) > �1; jArg�j < �2 ;POLU^IM+1Z0 e�a2�2tJn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d� = 12a2t exp���2 + r24a2t � In�'0 � �r2a2t� :pO\TOMU G1 I G2 MOVNO PREDSTAWITX W WIDEG1(r; '; �; '0; t) = exp��r2 + �24a2t �a2'0t +1Xn=1 In�'0 � r�2a2t� sin n�''0 sin n�'0'0 ;G2(r; '; �; '0; t) = exp��r2 + �24a2t �a2'0t +1Xn=0 "nIn�'0 � r�2a2t� 
os n�''0 
os n�'0'0 ;"n = ( 12 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0:uKA Z AN I E. ~ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2�I℄EM W WIDE U(r; '; t) = W (r; t)�('), TREBUQ, ^TOBY W SLU^AE A) I B)WYPOLNQLISX SOOTWETSTWU�℄IE GRANI^NYE USLOWIQ.



492 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw SLU^AE A) i = 1,G1(r; '; z; r0; '0; �; t) = exp�� (z � �)24a2t �ar20'0p�t �� +1Xk; n=1 e�a2�(n)2k t Jn�'0 ��(n)k rr0 �Jn�'0 ��(n)k r0r0 �hJ 0n�'0 (�(n)k )i2 sin n�''0 sin n�'0'0 ;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn�'0 (�) = 0.w SLU^AE B) i = 2,G2(r; '; z; r0; '0; �; t) = exp�� (z � �)24a2t �ar20'0p�t �� +1Xk; n=0 e�a2�(n)2k t Jn�'0 ��(n)k rr0 �Jn�'0 ��(n)k r0r0 �"n�1� n2�2'20�(n)2k �J2n�'0 (�(n)k ) 
os n�''0 
os n�'0'0 ;"n = �1 PRI n 6= 0;2 PRI n = 0;�(n)k > 0 PRI n 6= 0, �(0)k > 0, �(n)k | KORNI URAWNENIQJ 0n�'0 (�) = 0:kORN� �(0)0 SOOTWETSTWUET SOBSTWENNAQ FUNKCIQ, TOVDESTWENNO RAWNAQKONSTANTE.73. u(r; '; z; t) == +1Z0 d� r0Z0 r0 dr0 '0Z0 f(r0; '0; �; t) eGi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:w SLU^AE A) i = 1, eG1 POLU^AETSQ IZ G1 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �� exp�� (z + �)24a2t �� :w SLU^AE B) i = 2, eG2 POLU^AETSQ IZ G2 PREDYDU℄EJ ZADA^IZAMENOJ MNOVITELQ exp�� (z � �)24a2t � NA MNOVITELX�exp�� (z � �)24a2t �+ exp�� (z + �)24a2t �� :

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 49374. u(r; '; t) = +1Z0 � d� '0Z0 f(�; '0)Gi(r; '; �; '0; t) d'0; i = 1; 2.w SLU^AE A) i = 1,G1(r; '; �; '0; t) == 2'0 +1Xn=1( +1Z0 e�a2�2tJn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d�) sin n�'0'0 sin n�''0 :w SLU^AE B) i = 2,G2(r; '; �; '0; t) == 2'0 +1Xn=0 "n( +1Z0 e�a2�2tJn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d�) 
os n�'0'0 
os n�''0 ;"n = ( 12 PRI n 6= 0;1 PRI n = 0:eSLI WOSPOLXZOWATXSQIZWESTNYM SOOTNO[ENIEM DLQ FUNKCIJ bES-SELQ +1Z0 e��2�2J�(��)J� (
�)� d� = 12�2 exp���2 + 
24�2 � I� � �
2�2� ;Re(�) > �1; jArg�j < �2 ;POLU^IM+1Z0 e�a2�2tJn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d� = 12a2t exp���2 + r24a2t � In�'0 � �r2a2t� :pO\TOMU G1 I G2 MOVNO PREDSTAWITX W WIDEG1(r; '; �; '0; t) = exp��r2 + �24a2t �a2'0t +1Xn=1 In�'0 � r�2a2t� sin n�''0 sin n�'0'0 ;G2(r; '; �; '0; t) = exp��r2 + �24a2t �a2'0t +1Xn=0 "nIn�'0 � r�2a2t� 
os n�''0 
os n�'0'0 ;"n = ( 12 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0:uKA Z AN I E. ~ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2�I℄EM W WIDE U(r; '; t) = W (r; t)�('), TREBUQ, ^TOBY W SLU^AE A) I B)WYPOLNQLISX SOOTWETSTWU�℄IE GRANI^NYE USLOWIQ.



494 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw SLU^AE A) \TO PRIWODIT K ^ASTNYM RE[ENIQM un(r; t) sin n�''0 ,n = 1; 2; 3; : : : , A W SLU^AE B) | K ^ASTNYM RE[ENIQM un(r; t) 
os n�''0 ,n = 0; 1; 2; 3; : : : w OBOIH SLU^AQH un(r; t) QWLQETSQ RE[ENIEM URAW-NENIQ �un�t = a28>><>>:�2un�r2 + 1r �un�r � �n�'0 �2r2 un9>>=>>; ; 0 < r; t < +1: (1)rE[ENIE ISHODNOJ KRAEWOJ ZADA^I I℄EM W WIDE SUMMY \TIH ^AST-NYH RE[ENIJ:W SLU^AE A) u(r; '; t) = +1Xn=1un(r; t) sin n�''0 ; (2)W SLU^AE B) u(r; '; t) = +1Xn=0un(r; t) 
os n�''0 : (3)rAZLAGAQ f(r; ') = u��t=0 W RQD PO sin n�''0 W PERWOM SLU^AE I WRQD PO 
os n�''0 WO WTOROM, NAJDEM NA^ALXNYE USLOWIQ DLQ un(r; t):W SLU^AE A)un(r; 0) = fn(r) = 2'0 '0Z0 f(r; '0) sin n�'0'0 d'0; (4)W SLU^AE B)un(r; 0) = fn(r) = 2'0 '0Z0 f(r; '0) 
os n�'0'0 d'0; n 6= 0;u0(r; 0) = f0(r) = 1'0 '0Z0 f(r; '0) d'0:
9>>>>=>>>>; (40)rE[ENIE URAWNENIQ (1) PRI NA^ALXNOM USLOWII (4) ILI (40), OGRA-NI^ENNOE PRI r ! 0, I℄EM W WIDEun(r; t) = +1Z0 +1Z0 Un(�; t)Jn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d� � d�;ISPOLXZUQ INTEGRAL fURXE {bESSELQ {hANKELQ 1)F (r) = +1Z0 +1Z0 F (�)J�(��)J� (�r)� d� � d�; � > �12 :1)sM. [42, S. 459{500℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 49575. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; 0 < ' < '0;0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u(r; 0; t) = 0; �u(r; '0; t)�' = 0; 0 < r < +1; 0 < t < +1; (2)u(r; '; 0) = f(r; '); 0 < ' < '0; 0 < r < +1; (3)QWLQETSQ u(r; '; t) = '0Z0 d'0 +1Z0 f(�; '0)G(�; r; '0; '; t) � d�; (4)GDEG(�; r; '0; '; t) == 2'0 +1Xn=0( 1Z0 e�a2�2tJ (2n+1)�2'0 (��)J (2n+1)�2'0 (�r)� d�) �� sin (2n+ 1)�'02'0 sin (2n+ 1)�'2'0 :76. u(r; '; z; t) == +1Z�1 d� r0Z0 r0 dr0 '0Z0 f(r0; '0; �) eGi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:w SLU^AE A) i = 1,eG1 = exp�� (z � �)24a2t �2ap�t �G1;GDE G1 NAJDENO W ZADA^E 74.w SLU^AE B) i = 2,eG2 = exp�� (z � �)24a2t �2ap�t �G2;GDE G2 NAJDENO W ZADA^E 74.uKA Z AN I E. eSLI PRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE PO z, TO ZA-DA^A SWODITSQ K ZADA^E 74.77. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = U0 = 
onst; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = 0; r0 < r < +1; (3)QWLQETSQ u(r; t) = 2U0� +1Zr0 [1� e�a2�2t℄K(r; �)J20 (r0�) +N20 (r0�) d�� ; (4)



494 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw SLU^AE A) \TO PRIWODIT K ^ASTNYM RE[ENIQM un(r; t) sin n�''0 ,n = 1; 2; 3; : : : , A W SLU^AE B) | K ^ASTNYM RE[ENIQM un(r; t) 
os n�''0 ,n = 0; 1; 2; 3; : : : w OBOIH SLU^AQH un(r; t) QWLQETSQ RE[ENIEM URAW-NENIQ �un�t = a28>><>>:�2un�r2 + 1r �un�r � �n�'0 �2r2 un9>>=>>; ; 0 < r; t < +1: (1)rE[ENIE ISHODNOJ KRAEWOJ ZADA^I I℄EM W WIDE SUMMY \TIH ^AST-NYH RE[ENIJ:W SLU^AE A) u(r; '; t) = +1Xn=1un(r; t) sin n�''0 ; (2)W SLU^AE B) u(r; '; t) = +1Xn=0un(r; t) 
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os n�''0 WO WTOROM, NAJDEM NA^ALXNYE USLOWIQ DLQ un(r; t):W SLU^AE A)un(r; 0) = fn(r) = 2'0 '0Z0 f(r; '0) sin n�'0'0 d'0; (4)W SLU^AE B)un(r; 0) = fn(r) = 2'0 '0Z0 f(r; '0) 
os n�'0'0 d'0; n 6= 0;u0(r; 0) = f0(r) = 1'0 '0Z0 f(r; '0) d'0:
9>>>>=>>>>; (40)rE[ENIE URAWNENIQ (1) PRI NA^ALXNOM USLOWII (4) ILI (40), OGRA-NI^ENNOE PRI r ! 0, I℄EM W WIDEun(r; t) = +1Z0 +1Z0 Un(�; t)Jn�'0 (��)Jn�'0 (�r)� d� � d�;ISPOLXZUQ INTEGRAL fURXE {bESSELQ {hANKELQ 1)F (r) = +1Z0 +1Z0 F (�)J�(��)J� (�r)� d� � d�; � > �12 :1)sM. [42, S. 459{500℄.

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 49575. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; 0 < ' < '0;0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u(r; 0; t) = 0; �u(r; '0; t)�' = 0; 0 < r < +1; 0 < t < +1; (2)u(r; '; 0) = f(r; '); 0 < ' < '0; 0 < r < +1; (3)QWLQETSQ u(r; '; t) = '0Z0 d'0 +1Z0 f(�; '0)G(�; r; '0; '; t) � d�; (4)GDEG(�; r; '0; '; t) == 2'0 +1Xn=0( 1Z0 e�a2�2tJ (2n+1)�2'0 (��)J (2n+1)�2'0 (�r)� d�) �� sin (2n+ 1)�'02'0 sin (2n+ 1)�'2'0 :76. u(r; '; z; t) == +1Z�1 d� r0Z0 r0 dr0 '0Z0 f(r0; '0; �) eGi(r; '; z; r0; '0; �; t) d'0; i = 1; 2:w SLU^AE A) i = 1,eG1 = exp�� (z � �)24a2t �2ap�t �G1;GDE G1 NAJDENO W ZADA^E 74.w SLU^AE B) i = 2,eG2 = exp�� (z � �)24a2t �2ap�t �G2;GDE G2 NAJDENO W ZADA^E 74.uKA Z AN I E. eSLI PRIMENITX PREOBRAZOWANIE fURXE PO z, TO ZA-DA^A SWODITSQ K ZADA^E 74.77. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r0 6 r < +1; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = U0 = 
onst; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = 0; r0 < r < +1; (3)QWLQETSQ u(r; t) = 2U0� +1Zr0 [1� e�a2�2t℄K(r; �)J20 (r0�) +N20 (r0�) d�� ; (4)



496 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE K(r; �) = J0(r0�)N0(r�) �N0(r0�)J0(r�): (5)uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ INTEGRALXNYM PREOBRAZOWANIEMwEBERA S QDROM rK(r; �) NA INTERWALE r0 6 r < +1, A IMENNO: SNA^A-LA, PRIMENQQ \TO PREOBRAZOWANIE K URAWNENI� (1), POLU^ITX URAWNE-NIE DLQ OBRAZA wEBERA ISKOMOJ FUNKCIIu(�; t) = +1Zr0 u(r; t) rK(r; �) dr; (6)A ZATEM, NAJDQ u(�; t), PRIMENITX FORMULU OBRA℄ENIQ wEBERAu(r; t) = +1Zr0 u(�; t)�K(r; �)d�J20 (r0�) +N20 (r0�) : (7)2. pOSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWEN-NYH TO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA.78. uKA Z AN I E. sPRAWEDLIWOSTX UTWERVDENIQ PROWERQETSQ NE-POSREDSTWENNOJ PODSTANOWKOJ FUNKCIIu(x; y; z; t) = u1(x; t)u2(y; t)u3(z; t)W URAWNENIE (1) I NA^ALXNOE USLOWIE (2).79. G(x; y; z) = 1(2ap�t)3 exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t �.uKA Z AN I E. eSLI W ZADA^E 78 POLOVITX f1(x) = Æ(x), f2(y) == Æ(y), f3(z) = Æ(z), TO SRAZU VE POLU^ITSQ, ^TO FUNKCIEJ WLIQ-NIQ MGNOWENNOGO TO^E^NOGO ISTO^NIKA TEPLA DLQ PROSTRANSTWA �1 << x; y; z < +1 QWLQETSQ PROIZWEDENIE FUNKCIJ WLIQNIQ MGNOWENNYHTO^E^NYH ISTO^NIKOW TEPLA DLQ PRQMYH �1 < x < +1, �1 < y << +1, �1 < z < +1.80. u(x; y; z; t) = 1(2ap�t)3 �� +1ZZZ�1 exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t � f(�; �; �) d� d� d� ++ 1(2ap�t)3 tZ0 d�(t� �)3=2 +1ZZZ�1 exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2(t� �) ��� F (�; �; �; �) d� d� d�: (1)uKA Z AN I E. fORMULU (1) MOVNO POLU^ITX SOWER[ENNO \LEMEN-TARNO, NO NE STROGO, ISPOLXZUQ FIZI^ESKIJ SMYSL FUNKCII WLIQNIQ,POLU^ENNYJ W RE[ENII ZADA^I 79, I RASSMATRIWAQ ISKOMU� TEMPERA-TURU u(x; y; z; t) KAK REZULXTAT SLOVENIQ DEJSTWIJ MGNOWENNYH\LEMENTARNYH ISTO^NIKOW, RASPREDELENNYH W NA^ALXNYJ MOMENT SPLOTNOSTX� f(x; y; z), I NEPRERYWNO DEJSTWU�℄IH ISTO^NIKOW, RASPRE-DELENNYH S PLOTNOSTX� F (x; y; z; t).

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 497fORMULA (1) MOVET BYTX POLU^ENA TAKVE S POMO℄X� FORMULYgRINA, ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO BYLO SDELANO W RE[ENII ZADA^I 68GL. III.81. A) G1(x; y; z; �; �; �; t) == 1(2ap�t)3 �exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t ��� exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)24a2t ��;B) G2(x; y; z; �; �; �; t) == 1(2ap�t)3 �exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t �++ exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)24a2t ��;W) G3(x; y; z; �; �; �; t) == 1(2ap�t)3 �exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)24a2t �++ exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)24a2t ��� 2h +1Z0 e�h! exp�� (x� �)2 + (y � �)2 + (z + � + !)24a2t � d!�:82. A) u(x; y; z; t) == +1Z�1 d� +1Z�1 d� +1Z0 f(�; �; �)G1(x; y; z; �; �; �; t) d� ++ a2 tZ0 d� +1ZZ�1 �(�; �; �)G1(x; y; z; �; �; 0; t� �) d� d� ++ tZ0 d� +1Z0 d� +1ZZ�1 F (�; �; �; �)G1(x; y; z; �; �; �; t� �) d� d�;B) u(x; y; z; t) = +1Z0 d� +1ZZ�1 f(�; �; �)G2(x; y; z; �; �; �; t) d� d� �� a2 tZ0 d� +1ZZ�1 �(�; �; �)G2(x; y; z; �; �; 0; t� �) d� d� ++ tZ0 d� +1Z0 d� +1ZZ�1 F (�; �; �; �)G2(�; �; �; x; y; z; t� �)d� d�;32 b.m. bUDAK I DR.
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498 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQW) u(x; y; z; t) = +1Z0 d� +1ZZ�1 f(�; �; �)G3(x; y; z; �; �; �; t)d� d� ++ a2 tZ0 d� +1ZZ�1 �(�; �; �)G3(x; y; z; �; �; 0; t� �) d� d� ++ tZ0 d� +1Z0 d� +1ZZ�1 F (�; �; �; �)G3(x; y; z; �; �; �; t� �)d� d�:83. uKA Z A NI E. wOSPOLXZOWATXSQ METODOM, PREDLOVENNYM W UKA-ZANII K ZADA^E 79.84. A) G(x; y; z; �; �; �; t) == exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2t �(2ap�t)3 +1Xn=�1�exp�� (z � � + 2nl)24a2t ��� exp�� (z + � + 2nl)24a2t �� = exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2t �(2ap�t)2 �� 2l +1Xn=1 exp��n2�2a2l2 t� sin n�zl sin n��l ;B) G(x; y; z; �; �; �; t) == exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2t �(2ap�t)3 +1Xn=�1�exp�� (z � � + 2nl)24a2t �++ exp�� (z + � + 2nl)24a2t �� = exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2t �(2ap�t)2 �� 2l�12 + +1Xn=0 exp��n2�2a2l2 t� 
os n�zl 
os n��l �;W) G(x; y; z; �; �; �; t) == exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2t �(2ap�t)3 +1Xn=�1(�1)n�exp�� (z � � + 2nl)24a2t ��� exp�� (z + � + 2nl)24a2t �� = exp�� (x� �)2 + (y � �)24a2t �(2ap�t)2 �� 2l +1Xn=0 exp�� (2n+ 1)2�2a24l2 t� 
os (2n+ 1)�z2l 
os (2n+ 1)��2l ;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 499G) G(x; y; z; �; �; �; t) == expn� (x��)2+(y��)24a2t o(2ap�t)2 2 +1Xn=1 e�a2�2nt(�2n + h2)l+ 2h �� (�n 
os�nx+ h sin�nx)(�n 
os�n� + h sin�n�);�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ 
tg l� = �2 � h22�h .85. �) G1(x; y; z; x0; y0; z0; t) == expn� (z�z0)24a2t o(2ap�t)3 +1Xn; k=�1�exp�� (x� x0 + 2nl1)24a2t ��� exp�� (x+ x0 + 2nl1)24a2t ���exp�� (y � y0 + 2kl2)24a2t ��� exp�� (y + y0 + 2kl2)24a2t ��;�) G2(x; y; z; x0; y0; z0; t) == exp�� (z � z0)24a2t �(2ap�t)3 +1Xn; k=�1�exp�� (x� x0 + 2nl1)24a2t �++ exp�� (x+ x0 + 2nl1)24a2t ���exp�� (y � y0 + 2kl2)24a2t �++ exp�� (y + y0 + 2kl2)24a2t ��:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ PREDLOVENIEM, SFORMULIROWAN-NYM W ZADA^E 79.86. A) G1 = 1(2ap�t)3 �� +1Xk;m; n=�1�exp�� (x� x0 + 2kl1)24a2t �� exp�� (x+ x0 + 2kl1)24a2t �����exp�� (y � y0 + 2ml2)24a2t �� exp�� (y+ y0 + 2ml2)24a2t �����exp�� (z � z0 + 2nl3)24a2t �� exp�� (z + z0 + 2nl3)24a2t ��;B) G2 POLU^AETSQ IZ G1, ESLI WS�DU W SKOBKAH PERED e POSTAWITXZNAK PL�S.uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.32�
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gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 499G) G(x; y; z; �; �; �; t) == expn� (x��)2+(y��)24a2t o(2ap�t)2 2 +1Xn=1 e�a2�2nt(�2n + h2)l+ 2h �� (�n 
os�nx+ h sin�nx)(�n 
os�n� + h sin�n�);�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ 
tg l� = �2 � h22�h .85. �) G1(x; y; z; x0; y0; z0; t) == expn� (z�z0)24a2t o(2ap�t)3 +1Xn; k=�1�exp�� (x� x0 + 2nl1)24a2t ��� exp�� (x+ x0 + 2nl1)24a2t ���exp�� (y � y0 + 2kl2)24a2t ��� exp�� (y + y0 + 2kl2)24a2t ��;�) G2(x; y; z; x0; y0; z0; t) == exp�� (z � z0)24a2t �(2ap�t)3 +1Xn; k=�1�exp�� (x� x0 + 2nl1)24a2t �++ exp�� (x+ x0 + 2nl1)24a2t ���exp�� (y � y0 + 2kl2)24a2t �++ exp�� (y + y0 + 2kl2)24a2t ��:uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ PREDLOVENIEM, SFORMULIROWAN-NYM W ZADA^E 79.86. A) G1 = 1(2ap�t)3 �� +1Xk;m; n=�1�exp�� (x� x0 + 2kl1)24a2t �� exp�� (x+ x0 + 2kl1)24a2t �����exp�� (y � y0 + 2ml2)24a2t �� exp�� (y+ y0 + 2ml2)24a2t �����exp�� (z � z0 + 2nl3)24a2t �� exp�� (z + z0 + 2nl3)24a2t ��;B) G2 POLU^AETSQ IZ G1, ESLI WS�DU W SKOBKAH PERED e POSTAWITXZNAK PL�S.uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.32�



500 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ87. A) G(r; '; z; r0; '0; z0; t) == exp�� (z � z0)2 + r2 + r024a2t �(2ap�t)3 m�1Xk=0 exp(2rr0 
os �'� '0 � 2k �m�4a2t )�� exp(2rr0 
os�'+ '0 + 2k �m�4a2t )!;B) G(r; '; z; r0; '0; z0; t) == exp�� (z � z0)2 + r2 + r024a2t �(2ap�t)3 m�1Xk=0 exp(2rr0 
os �'� '0 � 2k �m�4a2t )++ exp(2rr0 
os �'+ '0 + 2k �m�4a2t )!:uKA Z AN I E. pUSTX MGNOWENNYJ ISTO^NIK NAHODITSQ W TO^KE P0S KOORDINATAMI (r0; '0; z0) (RIS. 47). sTROIM POSLEDOWATELXNO: SIM-METRI^NOE OTRAVENIE P1 TO^KI P0 OTNOSITELXNO PLOSKOSTI I , ZATEM

rIS. 47SIMMETRI^NOE OTRAVENIE P2 TO^KI P1 OTNOSITELXNO PLOSKOSTI II, ZA-TEM SIMMETRI^NOE OTRAVENIE P3 TO^KI P2 OTNOSITELXNO PLOSKOSTI II T.D., POME℄AQ W SLU^AE A) W TO^KAH S ^ETNYMI NOMERAMI MGNOWENNYEISTO^NIKI POLOVITELXNOJ EDINI^NOJ MO℄NOSTI, A W TO^KAH S NE^ET-NYMI NOMERAMI| OTRICATELXNOJ; W SLU^AE VE B) WO WSEH \TIH TO^KAHPOME℄A�TSQ MGNOWENNYE ISTO^NIKI POLOVITELXNOJ EDINI^NOJ MO℄-NOSTI. mY IMEEM\AOP�1 = �'0; \AOP+2 = '0 + 2 �m ; \AOP�3 = ��'0 + 2 �m� ;\AOP+4 = '0 + 4 �m ; \AOP�5 = ��'0 + 4 �m� ;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 501\AOP+6 = '0 + 6 �m ; : : : ; \AOP�2m�1 = � h'0 + 2(m� 1) �mi :tO^KI P2m�1 I P0 SIMMETRI^NY OTNOSITELXNO PLOSKOSTI II; DEJST-WITELXNO, \AOP2m�1 � 2� �m � '0� = '0 � 2�. lEGKO WIDETX, ^TO PRIUKAZANNOM RAZME℄ENII ISTO^NIKOW W SLU^AE A) I B) GRANI^NYE USLOWIQNA PLOSKOSTQH I I II BUDUT WYPOLNENY.z AM E ^ AN I E. mETOD OTRAVENIJ NEPRIMENIM UVE K KLINU S UG-LOM RASTWORA n�m , GDE n I m| NATURALXNYE PROSTYE ^ISLA 1). w SLU-^AE KLINA S PROIZWOLXNYM UGLOM RASTWORA '0 WYRAVENIQ DLQ FUNKCIJWLIQNIQ PRI GRANI^NYH USLOWIQH A) I B) BYLI POLU^ENY W RE[ENIIZADA^I 76 NASTOQ℄EGO PARAGRAFA (SM. TAKVE ZADA^U 74). eSLI '0 == �m , GDE m | NATURALXNOE ^ISLO, TO WYRAVENIE DLQ FUNKCIJ WLI-QNIQ, POLU^ENNOE METODOM OTRAVENIJ, MOVET BYTX PREOBRAZOWANO WWYRAVENIE, POLU^ENNOE W RE[ENII ZADA^I 76 2).88. pOME℄AQ NA^ALO SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT W CENTR SFE-RY, POLU^IM u = Q
� G(r; r0; t); (1)GDEG(r; r0; t) = 18�arr0p�t�exp�� (r � r0)24a2t �� exp�� (r+ r0)24a2t �� (2)NAZYWAETSQ FUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO SFERI^ESKOGO ISTO^NIKATEPLA.uKA Z AN I E. rE[AEM URAWNENIE�u�t = a2��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 < r < +1; 0 < t < +1; (3)PRI NA^ALXNOM USLOWIIu(r; 0) = 8><>: 0 PRI 0 < r < r0;Q
�4�r02dr0 PRI r0 < r < r0 + dr0;0 PRI r0 + dr0 < r < +1; (4)A ZATEM W POLU^ENNOM RE[ENII PEREHODIM K PREDELU PRI dr0 ! 0.rE[ENIE URAWNENIQ (3) PRI NA^ALXNOM USLOWII (4) ZAMENOJ v(r; t) == ru(r; t) SWODITSQ K ODNOMERNOMU SLU^A�, PRI^EM v(0; t) = 0, TAK KAKu(0; t) | WELI^INA OGRANI^ENNAQ.89. u(r; t) == 12arp�t +1Z0 �2F (�)�exp�� (r� �)24a2t �� exp�� (r+ �)24a2t ��d� +1)pODROBNEE SM. [41, S. 185℄.2)sM. [41, S. 184℄.
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502 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ+ 12ap� tZ0 d�pt� � +1Z0 �2f(�; �)�exp�� (r� �)24a2(t� �)��� exp�� (r+ �)24a2(t� �)��d�:90. u = Q
� G(r; r0; t), (1)GDEG(r; r0; t) = 12� +1Z0 e�a2�2tJ0(�r)J0(�r0)� d� == 14�a2t exp��r2 + r024a2t � I0� rr02a2t� (2)NAZYWAETSQ FUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWENNOGO CILINDRI^ESKOGO ISTO^-NIKA TEPLA.uKA Z AN I E. rE[AEM URAWNENIE�u�t = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 < r < +1; 0 < t < +1; (3)PRI NA^ALXNOM USLOWIIu(r; 0) =8><>: 0 PRI 0 < r < r0;Q2�r0 dr0 
� PRI r0 < r < r0 + dr0;0 PRI r0 + dr0 < r < +1; (4)A ZATEM W POLU^ENNOM RE[ENII PEREHODIM K PREDELU PRI dr0 ! 0. pRIr = 0 u(r; t) DOLVNO BYTX OGRANI^ENNYM. rE[ENIE URAWNENIQ (3),UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNOMU USLOWI� (4) I OGRANI^ENNOE PRI r = 0,I℄EM W WIDE u(r; t) = +1Z0 +1Z0 U(�; t)J0(��)J0(�r)� d� � d�: (5)sM. TAKVE UKAZANIE K ZADA^E 74.91. u(r; t) == 12a2t exp�� r24a2t� +1Z0 �F (�) exp�� �24a2t� I0 � r�2a2t� d� ++ tZ0 exp�� r24a2(t� �)�2a2(t� �) d� +1Z0 �f(�; �)�� exp�� �24a2(t� �)� I0 � r�2a2(t� �)� d�:92. fUNKCIEJ WLIQNIQ DLQ URAWNENIQ�u�t = D�u� v gradu;

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 503QWLQETSQG(x; y; z; x0; y0; z0; t) = 1(2pDt)3 �� exp�� (x� v1t� x0)2 + (y � v2t� y0)2 + (z � v3t� z0)24Dt � ; (1)GDE v1, v2, v3 | SOSTAWLQ�℄IE WEKTORA v PO OSQM x; y; z, A x0; y0; z0 |KOORDINATNYE TO^KI, W KOTOROJ PODEJSTWOWAL ISTO^NIK W MOMENT t = 0.uKA Z AN I E. w SISTEME KOORDINAT, DWIVU℄EJSQ WMESTE SO SREDOJ,URAWNENIE DIFFUZII PRINIMAET WID �u�t = D�u. zAPISAW WYRAVENIEDLQ FUNKCII WLIQNIQ W PODWIVNOJ SISTEME KOORDINAT I WOZWRA℄AQSXK NEPODWIVNOJ SISTEME, POLU^IM (1).93. dLQ ISTO^NIKA S KOORDINATAMI (0; y0; z0) IMEEMG(x; y; z; y0; z0) = v4D�x exp�� (y � y0)2 + (z � z0)24 Dv x �:94. A) G(x; y; z; y0; z0) == v4D�x�exp�� (y � y0)2 + (z � z0)24 Dv x �+ exp�� (y � y0)2 + (z + z0)24 Dv x ��;B) G(x; y; z; y0; z0) == v4D�x�exp�� (y � y0)2 + (z � z0)24 Dv x ��exp�� (y � y0)2 + (z + z0)24 Dv x ��;W) G(x; y; z; y0; z0) == v4D�x�exp�� (y � y0)2 + (z � z0)24 Dv x �+ exp�� (y � y0)2 + (z + z0)24 Dv x ��� 2h +1Z0 exp��h! � (z + z0 + !)24 Dv x � d!�:95. u(x; y; z; t) = 1(2p�D)3 �� tZ0 f(�)(t� �)3=2 exp�� [x� '(�)℄2 + [y �  (�)℄2 + [z � {(�)℄24D(t� �) � d�:uKA Z AN I E. i℄EM RE[ENIE URAWNENIQ�u�t = a2��2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2�+f(t)Æ(x�'(t)) Æ(y� (t)) Æ(z�{(t)) (1)PRI NA^ALXNOM USLOWII u��t=0 = 0; (2)Æ | SIMWOL IMPULXSNOJ DELXTA-FUNKCII.
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504 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ96. u(r; t) = U02 ��� r + r02pDt���� r � r02pDt��++ U0r rDt� �exp�� (r � r0)24a2t �� exp�� (r+ r0)24a2t ��; (1)GDE �(z) = 2p� zZ0 e��2d�: (2)uKA Z AN I E. eSLI WOSPOLXZOWATXSQ FUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWEN-NOGO SFERI^ESKOGO ISTO^NIKA, NAJDENNOJ W RE[ENII ZADA^I 88, IMEQ WWIDU PODOBIE TEPLOWOJ I DIFFUZIONNOJ ZADA^, TO RE[ENIE URAWNENIQ�u�t = D��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 < r; t < +1; (3)UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNOMU USLOWI�u(r; 0) = f(r); 0 < r < +1; (4)MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; t) = +1Z0 f(r0)G(r; r0; t)4�r02 dr0; (5)GDEG(r; r0; t) = 18�rr0p�Dt�exp�� (r � r0)24Dt �� exp�� (r+ r0)24Dt ��: (6)zADA^U MOVNO RE[ATX TAKVE SWEDENIEM K POLUOGRANI^ENNOMU STERV-N� S POMO℄X� ZAMENY v(r; t) = ru(r; t).97. A) u(x; y; z; t) = u(px2 + y2 + (z � z0)2; t) ++ u(px2 + y2 + (z + z0)2; t);B) u(x; y; z; t) = u(px2 + y2 + (z � z0)2; t) �� u(px2 + y2 + (z + z0)2; t),GDE u(r; t) | RE[ENIE PREDYDU℄EJ ZADA^I.98. u(r; t) = U02Dt r0Z0 exp��r2 + r024Dt � I0� rr02Dt� r0 dr0. (1)uKA Z AN I E. eSLI WOSPOLXZOWATXSQFUNKCIEJ WLIQNIQ MGNOWENNO-GO CILINDRI^ESKOGO ISTO^NIKA, POLU^ENNOJ W RE[ENII ZADA^I 90, IMEQW WIDU PODOBIE TEPLOWOJ I DIFFUZIONNOJ ZADA^, TO RE[ENIE URAWNENIQ�u�t = D��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r <1; 0 < t < +1; (2)UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNOMU USLOWI�u(r; 0) = f(r); 0 < r < +1; (3)

gL. V. uRAWNENIQ PARABOLI^ESKOGO TIPA 505MOVNO PREDSTAWITX W WIDEu(r; t) = +1Z0 f(r0)G(r; r0; t)2�r0 dr0; (4)GDE G(r; r0; t) = 14�Dt exp��r2 + r024Dt � I0 � rr02Dt� : (5)99. A) u(x; y; t) = u(p(x � x0)2 + y2; t) + u(p(x+ x0)2 + y2; t);B) u(x; y; t) = u(p(x� x0)2 + y2; t)� u(p(x+ x0)2 + y2; t);ZDESX u(r; t) | RE[ENIE PREDYDU℄EJ ZADA^I.100. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (RIS. 48)�H�t = a2��2H�x2 + �2H�y2 � ; a2 = khm 1); �1 < x < +1;0 < y; t < +1; (1)H(x; y; 0) = H0 = 
onst; �1 < x < +1; 0 < y < +1; (2)H(x; 0; t) = �H1; �1 < x < 0;H2; 0 < x < +1;� 0 < t < +1; (3)QWLQETSQH(x; y; t) = H0�� y2apt�+ H1 +H22 �1��� y2apt���� (H1 �H2)y� xZ0 exp���2 + y24a2t � d��2 + y2 :uKA Z AN I E. pOSTROITX FUNKCI� WLIQNIQ MGNOWENNOGO TO^E^NO-GO ISTO^NIKA DLQ POLUPLOSKOSTI y > 0 PRI ODNORODNOM GRANI^NOM

rIS. 48USLOWII PERWOGO RODA DLQ URAWNENIQ (1), A ZATEM PREDSTAWITX RE[ENIEZADA^I (1), (2), (3) S POMO℄X� \TOJ FUNKCII ISTO^NIKA.1)sM. RE[ENIE ZADA^I 8.
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506 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ101. dLQ ISKOMOGO POTOKA q(t) POLU^AEM WYRAVENIE��ur(r0; t) = q(t) = �� ddt tZ0 (p�a '(�) + 1r0 tZ0 '(�) d�p� � �) d�pt� � :uKA Z AN I E. s POMO℄X� ZAMENY v(r; t) = ru(r; t), GDE u(r; t) |TEMPERATURA PROSTRANSTWA, PRIHODIM K ZADA^E:�v�t = a2 �2v�r2 ; r0 6 r < +1; 0 < t < +1;v(r; 0) = 0; r0 < r < +1;v(r0; t) = r0'(t); 0 < t < +1;�v�r ���r=r0= �r0� q(t) + '(t); 0 < t < +1;GDE q(t) | ISKOMAQ FUNKCIQ. zATEM, KAK W ZADA^AH 95 I 96 IZ x 2GL. III, RE[AQ INTEGRALXNOE URAWNENIE aBELQ, NAHODIM q(t).
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gLA W A VIurawneniq giperboli~eskogo tipax 1. fIZI^ESKIE ZADA^I, PRIWODQ℄IE K URAWNENIQMGIPERBOLI^ESKOGO TIPA; POSTANOWKA KRAEWYH ZADA^1. zA LAGRANVEWY KOORDINATY 1) ^ASTICY PRIMEM EE DEKARTO-WY KOORDINATY x; y; z W NEWOZMU℄ENNOM SOSTOQNII. pUSTX DEKARTOWYKOORDINATY ^ASTICY W WOZMU℄ENNOM SOSTOQNII RAWNY� = x+ u(1)(x; y; z; t);� = y + u(2)(x; y; z; t);� = z + u(3)(x; y; z; t):wEKTOR u = iu(1) + ju(2) + ku(3) HARAKTERIZUET SME℄ENIE ^ASTICYIZ NEWOZMU℄ENNOGO SOSTOQNIQ x; y; z. wEKTOR SKOROSTI ^ASTICY RAWENv = dudt = i _u(1) + j _u(2) + k _u(3) = iv(1) + jv(2) + kv(3);GDE TO^KA SWERHU OZNA^AET PROIZWODNU� PO WREMENI. pOTENCIAL SKO-ROSTEJ I POTENCIAL SME℄ENIJ OPREDELQ�TSQ RAWENSTWAMIgradU = v; grad� = u;KAVDYJ S TO^NOSTX� DO PROIZWOLXNOJ SLAGAEMOJ FUNKCII WREMENI.wOZMU℄ENIE PLOTNOSTI e� I WOZMU℄ENIE DAWLENIQ p OPREDELQ�TSQ, KAKI RANX[E 2). kAVDAQ IZ WELI^INe�; ep; �; p; U; �; u(i); v(i); i = 1; 2; 3;W PREDPOLOVENII MALOSTI WOZMU℄ENIJ UDOWLETWORQET URAWNENI�utt = a2(uxx + uyy + uzz); (1)GDE a2 = k p0�0 , k = 
p
v | OTNO[ENIE UDELXNOJ TEPLOEMKOSTI PRI PO-STOQNNOM DAWLENII K UDELXNOJ TEPLOEMKOSTI PRI POSTOQNNOM OB_EME;p0 = 
onst I �0 = 
onst | NEWOZMU℄ENNOE DAWLENIE I NEWOZMU℄ENNAQPLOTNOSTX. nA^ALXNYE USLOWIQ ZAPISYWA�TSQ W WIDE1)pODROBNEE O LAGRANVEWYH KOORDINATAH SM. ZADA^U 4 x 1 GL. II.2)sM. ZADA^U 4 x 1 GL. II.
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508 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQu(x; y; z; 0) = f(x; y; z); ut(x; y; z; 0) = F (x; y; z);�1 < x; y; z < +1: (2)kAVDAQ IZ WELI^IN �, ep, U , �, v, u MOVET BYTX WYRAVENA ^EREZ L�BU�DRUGU� IZ \TIH WELI^IN S POMO℄X� SOOTNO[ENIJep = a2e�; (3)�0Ut + ep = 0; (4)�0�tt + ep = 0; (5)v = gradU; (6)u = grad�; (7)v = dudt : (8)uKA Z AN I E. uRAWNENIE NERAZRYWNOSTI W LAGRANVEWYH KOORDINA-TAH MOVNO POLU^ITX, RASSMATRIWAQ DEFORMACI� \LEMENTARNOGO OB_-EMA�x�y�z I U^ITYWAQ, ^TO EGO MASSA OSTAETSQ NEIZMENNOJ; KO\FFI-CIENTOM DEFORMACII OB_EMA QWLQETSQ OPREDELITELX oSTROGRADSKOGO(�QKOBIANA�). lINEARIZOWANNOE URAWNENIE ADIABATY I URAWNENIQ (4)I (5) WYWODQTSQ TAK VE, KAK SOOTWETSTWU�℄IE URAWNENIQ W RE[ENIIZADA^I 4 x 1 GL. II.2. nA PLOSKOSTI, OGRANI^IWA�℄EJ RASSMATRIWAEMOE POLUPROST-RANSTWO, DOLVNY WYPOLNQTXSQ GRANI^NYE USLOWIQ:A) ���n = �p�n = �U�n = ���n = 0, GDE ��n | PROIZWODNAQ PO NORMALIK PLOSKOSTI;B) �U�n = V , ���n = tZ0 V dt, �ep�n = ��0 _V , ���n = ��0a2 _V , GDE V (t) |PROEKCIQ SKOROSTI PLOSKOSTI NA WYBRANNOE NAPRAWLENIE NORMALI, KO-TOROMU SOOTWETSTWUET PROIZWODNAQ ��n .3. wELI^INY PO ODNU STORONU OT POWERHNOSTI � OTME^ENY INDEK-SOM 1, A PO DRUGU� | INDEKSOM 2. nA POWERHNOSTI � DOLVNY WYPOL-NQTXSQ GRANI^NYE USLOWIQ �01U1 = �02U2; (1)�U1�n = �U2�n ; (2)GDE ��n OZNA^AET PROIZWODNU� PO NORMALI K POWERHNOSTI �, A �01 I�02 | NEWOZMU℄ENNYE PLOTNOSTI GAZOW.uKA Z AN I E. gRANI^NOE USLOWIE (1) POLU^AETSQ S POMO℄X� RA-WENSTWA (4) IZ OTWETA K ZADA^E 1. gRANI^NOE USLOWIE (2) WYRAVAETSOHRANENIE GRANICY RAZDELA GAZOW (RAWENSTWO NORMALXNYH SOSTAWLQ-�℄IH SKOROSTI ^ASTIC OBOIH GAZOW, PRIMYKA�℄IH W ODNOM I TOM VEMESTE K POWERHNOSTI RAZDELA �).

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 5094. dLQ OTKLONENIQ u(x; y; t) ^ASTIC MEMBRANY OT PLOSKOSTI NE-WOZMU℄ENNOGO SOSTOQNIQ (PLOSKOSTI XOY ) POLU^AEM�2u�t2 = a2��2u�x2 + �2u�y2� ; 0 < t < +1; (x; y) 2 G; (1)GDE G | OBLASTX W PLOSKOSTI (x; y), OGRANI^ENNAQ KONTUROM �,u(x; y; 0) = f(x; y); ut(x; y; 0) = F (x; y); (x; y) 2 G; (2)u��� = 0; 0 < t < +1 1): (3)5. uRAWNENIE (1) W OTWETE K PREDYDU℄EJ ZADA^E NUVNO ZAMENITXURAWNENIEM �2u�t2 = a21��2u�x2 + �2u�y2�� �0a20
0�1 ZZG u dx dy; (1)GDE a1 | SKOROSTX RASPROSTRANENIQ POPERE^NYH WOLN W MEMBRANE,�1 | POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX MEMBRANY, 
0 | OB_EM SOSUDA, �0 |NEWOZMU℄ENNAQ PLOTNOSTX WOZDUHA, a0 | SKOROSTX RASPROSTRANENIQMALYH WOZMU℄ENIJ W WOZDUHE.uKA Z AN I E. w SILU USLOWIQ a0 � a1 DAWLENIE WOZDUHA, ZAKL�^EN-NOGO W SOSUDE, PRI PODS^ETE SIL, DEJSTWU�℄IH NA \LEMENT MEMBRANY,MOVNO S^ITATX NE ZAWISQ℄IM OT KOORDINAT RASSMATRIWAEMOGO \LEMEN-TA MEMBRANY, A OPREDELQ�℄IMSQ OB℄IM IZMENENIEM OB_EMA SOSUDA ZAS^ET PROGIBA MEMBRANY.z AM E ^ AN I E. eSLI SKOROSTX RASPROSTRANENIQ MALYH WOZMU℄E-NIJ W OKRUVA�℄EJ SREDE ZNA^ITELXNO MENX[E SKOROSTI RASPROSTRA-NENIQ WOZMU℄ENIJ W MEMBRANE, T. E. ESLI a0 � a1, TO REAKCIQ SREDYNA KAVDYJ \LEMENT MEMBRANY OPREDELQETSQ SOSTOQNIEM SREDY W NE-POSREDSTWENNOJ BLIZOSTI K \TOMU \LEMENTU. w \TOM SLU^AE URAWNENIEKOLEBANIJ MEMBRANY 1) MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE�2u�t2 = a21��2u�x2 + �2u�y2�� �0�1 �u�t :6. n ��t + (v0; r)o2 U = a2�U , (1)GDE U | POTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA, WYZWANNYH MALYMI WOZMU-℄ENIQMI v0 = iv(0)1 +jv(0)2 +kv(0)3 | WEKTOR SKOROSTI DWIVENIQ SREDY,OPERATOR (v0; r) OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM(v0; r) = v(0)1 ��x + v(0)2 ��y + v(0)3 ��z ; (2)PRI^EM POTENCIAL U RASSMATRIWAETSQ KAK FUNKCIQ KOORDINAT (x; y; z)GEOMETRI^ESKOJ TO^KI I WREMENI t W NEPODWIVNOJ SISTEME KOORDINAT,OTNOSITELXNO KOTOROJ SREDA DWIVETSQ SO SKOROSTX� v0; INYMI SLOWA-MI, U IZU^AETSQ W \JLEROWYH KOORDINATAH 3).1)pODROBNYJ WYWOD URAWNENIQ (1) SM. W [7, S. 31{34℄.2)sM. [38, S. 224℄.3)pODROBNEE O LAGRANVEWYH I \JLEROWYH KOORDINATAH SM. ZADA^U 4 x 1GL. II.
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510 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQeSLI OSX x SOWPADAET PO NAPRAWLENI� S WEKTOROM v0, TO(v0; r) = v0 ��xI URAWNENIE (1) PRIMET WID�2U�t2 + 2v0 �2U�x�t + v20 �2U�x2 = a2��2U�x2 + �2U�y2 + �2U�z2 � : (10)tAKIE VE URAWNENIQ IME�T MESTO DLQ PLOTNOSTI I DLQ DAWLENIQ.uKA Z AN I E. sNA^ALA NUVNO WYWESTI OSNOWNYE URAWNENIQ GIDRO-DINAMIKI W \JLEROWYH KOORDINATAH�v��t + (v�; r)v� = �1� grad p; (3)���t + div(�v�) = 0; (4)p = f(�); f(�) = p0 �k�k0 ; k = 
p
v ; (5)v� = v0 + v, � = �0 + e�, p = p0 + ep, GDE v� | POLNAQ (�ABSOL�T-NAQ�) SKOROSTX ^ASTIC, v0 | PERENOSNAQ SKOROSTX, v | OTNOSITELX-NAQ SKOROSTX, A WELI^INY �0, p0, e�, ep OPREDELQ�TSQ, KAK I W ZADA^E 1.lINEARIZACIQ URAWNENIQ (3), (4), (5) I ISKL�^ENIE p I � PRIWEDUT KURAWNENI� (1) OTWETA.uRAWNENIE (1) MOVET BYTX POLU^ENO TAKVE SLEDU�℄IM PUTEM.w SISTEME KOORDINAT (O0; x0; y0; z0), DWIVU℄EJSQ WMESTE SO SREDOJ ISOWPADA�℄EJ W MOMENT t = 0 S NEPODWIVNOJ SISTEMOJ (O; x; y; z), DLQPOTENCIALA U = U(x0; y0; z0; t) BUDET IMETX MESTO URAWNENIE�2U�t2 = a2��2U�x2 + �2U�y2 + �2U�z2 � : (6)pEREHOD OT \JLEROWYH KOORDINAT (x0; y0; z0; t) K \JLEROWYM KOORDINA-TAM (x; y; z; t) PREOBRAZUET URAWNENIE (6) W URAWNENIE (1) OTWETA.7.sOWMESTIM OSXOz DEKARTOWOJ PRQMOUGOLXNOJ SISTEMY S REBROMKLINA TAK, ^TOBY KLIN BYL SIMMETRI^EN OTNOSITELXNO PLOSKOSTI xOzI ^TOBY NAPRAWLENIE SKOROSTI NABEGA�℄EGO POTOKA v0 SOWPADALO S NA-PRAWLENIEM OSI Ox (RIS. 49). uGOL RASTWORA KLINA OBOZNA^IM ^EREZ 2".

rIS. 49

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 511tAK KAK W DANNOM SLU^AE POTENCIAL SKOROSTEJ U , v = gradU , NEBUDET ZAWISETX OT z I t, TO URAWNENIE (10) OTWETA K PREDYDU℄EJ ZADA^EPREOBRAZUETSQ K WIDU �2U�x2 = 1M2 � 1 �2U�y2 ; (1)GDE M = v0a > 1 W SILU USLOWIQ ZADA^I (SKOROSTX NABEGA�℄EGO POTOKABOLX[E SKOROSTI ZWUKA). uRAWNENIE (1) IMEET MESTO MEVDU POWERH-NOSTX� KLINA I WOLNOJ SLABOGO RAZRYWA 1) . nA POWERHNOSTI KLINAIMEEM �U�y = �v0 + �U�x � tg " PRI y = x tg ": (2)nA WOLNE SLABOGO RAZRYWAU = 0 PRI y = x tg�; (3)GDE tg� = 1pM2 � 1 .8. w CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT, OSX Oz KOTOROJ SOWPA-

rIS. 50DAET S OSX� KONUSA (RIS. 50), DLQ POTENCIALA SKOROSTEJ U = U(r; z)POLU^IM KRAEWU� ZADA^U�2U�z2 = 1M2 � 1 ��2U�r2 + 1r �U�r � (1)MEVDU POWERHNOSTX� KONUSA I POWERHNOSTX� WOLNY SLABOGO RAZRYWA�U�r = nv0 + �U�z o tg " (2)NA POWERHNOSTI KONUSA, T. E. PRI r = z tg�; NA POWERHNOSTI WOLNYSLABOGO RAZRYWA U = 0: (3)1)wOLNA SLABOGO RAZRYWA OTDELQET WOZMU℄ENNU� OBLASTX OT NEWOZMU-℄ENNOJ; NA POWERHNOSTI WOLNY SLABOGO RAZRYWA POTENCIAL U I EGO PROIZ-WODNYE PERWOGO PORQDKA NEPRERYWNY. pODROBNEE SM. [15℄.
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512 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ9. dLQ �(x; y; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2��t2 = a2��2��x2 + �2��y2� ; (1)a2 = gh, g | USKORENIE SILY TQVESTI;�(x; y; 0) = f(x; y); �t(x; y; 0) = F (x; y); (2)���n = 0 NA STENKE BASSEJNA; (3)GDE ��n | PROIZWODNAQ PO NORMALI K STENKE. dLQ POTENCIALA GORIZON-TALXNYH SKOROSTEJ U(x; y; t) POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2U�t2 = a2��2U�x2 + �2U�y2 � ; a2 = gh; (10)U(x; y; 0) = f1(x; y); Ut(x; y; 0) = F1(x; y); (20)�U�n = 0 NA STENKE BASSEJNA: (30)uKA Z AN I E. pOLU^ITX SNA^ALA:URAWNENIE NERAZRYWNOSTI���t = � divw;GDE w | WEKTOR GORIZONTALXNOJ SKOROSTI;URAWNENIE DWIVENIQ� �w�t = � gradxy p = �i �p�x � j �p�y ;URAWNENIE, WYRAVA�℄EE DAWLENIE W VIDKOSTI NA RASSTOQNII z OTDNA BASSEJNA, p� p0 = g�(h+ � � z);A ZATEM PROIZWESTI NADLEVA℄IE ISKL�^ENIQ (SM. TAKVE RE[ENIE ZA-DA^I 1).10. uRAWNENIE DLQ POTENCIALA GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ PRINI-MAET WID �2U�t2 = a2��2U�x2 + �2U�y2 �+ 1� �p0�t ; a2 = gh: (1)nA^ALXNYE I GRANI^NYE USLOWIQ FORMULIRU�TSQ, KAK W OTWETE K PRE-DYDU℄EJ ZADA^E.11. � �2u�t2 = ��x�x + ��xy�y + ��xz�z +X;� �2v�t2 = ��yx�x + ��y�y + ��yz�z + Y;� �2w�t2 = ��zx�x + ��zy�y + ��z�z + Z;GDE �x, �xy, �xz | PROEKCII NA OSI KOORDINAT WEKTORA NAPRQVENIQ,DEJSTWU�℄EGO NA PLO℄ADKU, PERPENDIKULQRNU� K OSI x; ANALOGI^NO

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 513OPREDELQ�TSQ �yx, �y, �yz I �zx, �zy , �z; PRI \TOM �x, �y , �z NAZY-WA�TSQ NORMALXNYMI NAPRQVENIQMI, A �xy, �xz, �yz | KASATELXNYMIILI SKALYWA�℄IMI NAPRQVENIQMI; X; Y; Z | PROEKCII NA OSI KOOR-DINAT WEKTORA PLOTNOSTI OB_EMNYH SIL.12. uKA Z AN I E. iZ URAWNENIJ DWIVENIQ, POLU^ENNYH W OTWETE KZADA^E 11, I ZAKONA gUKA, PRIWEDENNOGO W PRIME^ANII 2 K NASTOQ℄EJZADA^E, NETRUDNO WYWESTI SLEDU�℄IE URAWNENIQ DLQ SOSTAWLQ�℄IHWEKTORA U : � �2u�t2 = ��u+ (� + �) ���x +X;� �2v�t2 = ��v + (�+ �) ���y + Y;� �2w�t2 = ��w + (�+ �) ���z + Z;GDE � = divU .14. U = i��'�x + � �y �+ j ��'�y � � �x�,' = '(x; y; t);  =  (x; y; t),� �2'�t2 = (�+ 2�)��2'�x2 + �2'�y2�+ F1(x; y; t);� �2 �t2 = ���2 �x2 + �2 �y2 �+ F2(x; y; t);F1(x; y; t) I F2(x; y; t) | SWOBODNYE ^LENY, POLU^A�℄IESQ IZ WEKTORAPLOTNOSTI OB_EMNYH SIL.15. A) �x 
os(n; x) + �xy 
os(n; y) + �xz 
os(n; z) = 0;�yx 
os(n; x) + �y 
os(n; y) + �yz 
os(n; z) = 0;�zx 
os(n; x) + �zy 
os(n; y) + �z 
os(n; z) = 0;9=; (1)GDE 
os(n; x), 
os(n; y), 
os(n; z) | NAPRAWLQ�℄IE KOSINUSY NORMALIK RASSMATRIWAEMOMU \LEMENTU GRANICY.B) U = 0; T. E. u = 0; v = 0; w = 0. (2)pRINIMAQ PLOSKOSTX xz ZA GRANI^NU� I NAPRAWLQQ OSX y WNUTRX TELA,W SLU^AE PLOSKOJ ZADA^I 1) POLU^IM SLEDU�℄EE WYRAVENIE GRANI^NYHUSLOWIJ:a0) �a2 �2'�y2 + (a2 � 2b2) �2'�x2 � 2b2 �2'�x�y�y=0 = 0,�2 �2'�x�y + �2 �y2 � �2 �x2 �y=0 = 0; (10)B0) ��'�x + � �y �y=0 = 0; ��'�y � � �x �y=0 = 0,1)sM. ZADA^U 14.33 b.m. bUDAK I DR.
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514 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE ' I  | POTENCIALY, FIGURIRU�℄IE W OTWETE K PREDYDU℄EJ ZA-DA^E.uKA Z AN I E. lEWYE ^ASTI RAWENSTWA (1) QWLQ�TSQ PROEKCIQMI NAOSI KOORDINAT WEKTORA NAPRQVENIQ, PRILOVENNOGO K PLO℄ADKE S NOR-MALX� n 1).16. dLQ RADIALXNOGO SME℄ENIQ u(r; t) ^ASTICY TRUBY, OTSTOQ℄EJOT OSI TRUBY NA RASSTOQNII r, POLU^AEM�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r � ur2�+ F (r; t); r1 6 r 6 r2;0 < t < +1; (1)GDE r1 I r2 | WNUTRENNIJ I WNE[NIJ RADIUSY TRUBY, a2 = �+ 2�� ,a | SKOROSTX RASPROSTRANENIQ PRODOLXNYH DEFORMACIJ,hr �u�r + huir=r1 = 0; hr �u�r + huir=r2 = 0; 0 < t < +1; (2)GDE h = ��+ 2� , u(r; 0) = '(r); 0 6 r 6 r0;ut(r; 0) =  (r); 0 6 r 6 r0:� (3)17. dLQ RADIALXNOGO SME℄ENIQ u(r; t) ^ASTIC SFERI^ESKOJ OBO-LO^KI PRI USLOWIQH ZADA^I POLU^AEM�2u�t2 = a2��2u�r2 + 2r �u�r � 2ur2 � ; r1 6 r 6 r2; 0 < t < +1; (1)a2 IMEET TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E,(�+ 2�) �u�r + � ur = ��p(t) PRI r = r1;0 PRI r = r2; (2)u(r; 0) = 0;ut(r; 0) = 0;� r1 6 r 6 r2: (3)18. dLQ POPERE^NYH OTKLONENIJ OT NEWOZMU℄ENNOGO POLOVENIQTO^EK PLASTINKI POLU^AEM URAWNENIE�2u�t2 + 
2��4u�x4 + 2 �4u�x2 �y2 + �4u�y4� = 12�h p(x; y; t); (1)GDE 
2 = Eh23�(1�m2) , E | MODULX `NGA, m | KO\FFICIENT pUAS-SONA, 2h | TOL℄INA PLASTINKI, � | PLOTNOSTX MASSY PLASTINKI,p(x; y; t) | POPERE^NAQ SILA, DEJSTWU�℄AQ NA EDINICU PLO℄ADI PLAS-TINKI.1)pODROBNEE SM. [26, S. 17{18℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 515eSLI VE PLASTINKA LEVIT NA UPRUGOM OSNOWANII, TO�2u�t2 + 
2��4u�x4 + 2 �4u�x2 �y2 + �4u�y4�+ k2h� u = 12h� p(x; y; t); (10)k | KO\FFICIENT UPRUGOSTI OSNOWANIQ 1).pRIM E ^ AN I E. sOWOKUPNOSTX ^LENOW W KRUGLYH SKOBKAH UDOBNOZAPISYWATX W WIDE �2�2u, GDE �2 = div grad | OPERATOR lAPLASA NAPLOSKOSTI.19. �2u�t2 + 
2� �2�r2 + 1r ��r + 1r2 �2�'2�2 u = 0; 0 6 r < r0;0 6 ' 6 2�; 0 < t < +1; (1)u(r; '; 0) = f(r; '); ut(r; '; 0) = F (r; '),0 6 r 6 r0; 0 6 ' 6 2�; (2)u(r0; '; t) = ur(r0; '; t) = 0; 0 6 ' 6 2�; 0 < t < +1: (3)20. w SFERI^ESKIH KOORDINATAH S POL�SOM W DIPOLE S OSX� � = 0,NAPRAWLENNOJ PO DIPOL�, POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U�2H'�t2 = a2�1r �2(rH')�r2 + 1r2 ��� h 1sin � ��� (sin �H')i� ; r > 0; t > 0;(1)H'��t=0 = 0 PRI r > 0; (2)�H'�t ���t!0= �3aM0 sin �r4 PRI r > 0; (20)H'��r!0 = �!M0ar2 sin!t sin � PRI t > 0: (3)uKA Z AN I E. wOSPOLXZOWATXSQ SISTEMOJ URAWNENIJ mAKSWELLA WSFERI^ESKIH KOORDINATAH. w SILU CILINDRI^ESKOJ SIMMETRII I W SI-LU \LEMENTARNYH \LEKTRODINAMI^ESKIH SOOBRAVENIJ Hr = H� == E' = 0 PRI t > 0.pRI t = 0 IMEETSQ \LEKTROSTATI^ESKOE POLE, POROVDENNOE \LEK-TROSTATI^ESKIM DIPOLEM, TAK ^TO H'��t=0 = 0 IEr��t=0 = 2M0 
os �r3 ; E���t=0 = M0 sin �r3 :nA^ALXNOE USLOWIE (20) POLU^AEM IZ \TIH SOOTNO[ENIJ S POMO℄X�MAKSWELLOWSKOGO URAWNENIQ1r ��(rE�)�r � �Er�� � = �1a �H'�t :nAKONEC, GRANI^NOE USLOWIE (3) WYRAVAET NAPRQVENNOSTX MAGNITNOGOPOLQ W TO^KAH, STOLX BLIZKIH K DIPOL�, ^TO MOVNO PRENEBRE^X WRE-MENEM RASPROSTRANENIQ WOZMU℄ENIJ (SM. [17℄).1)sM. ZADA^U 10 x 1 GL. II.33�
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516 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQx 2. pROSTEJ[IE ZADA^I; RAZLI^NYE PRIEMY RE[ENIQ21. a) u(r; t) == (r � at)'(r� at) + (r+ at)'(r+ at)2r + 12ar r+atZr�at � (�) d�; (1)GDE FUNKCII '(�) I  (�) PRODOLVENY ^ETNO DLQ OTRICATELXNYH �;B) limr!0u(r; t) = at'0(at) + '(at) + t (at). (2)uKA Z AN I E. fORMULA (1) POLU^AETSQ W PREDPOLOVENII, ^TOu(r; t) OSTAETSQ OGRANI^ENNYM PRI r ! 0.22. u(r; t) = 12ar tZ0 d� r+a(t��)Zr�a(t��) �f(�; �) d�,GDE f(�; �) PRODOLVENA ^ETNO DLQ OTRICATELXNYH ZNA^ENIJ �.23. pRI NA^ALXNYH USLOWIQH A)u(r; t) = 8>>>><>>>>: U0 PRI 0 6 t < r0 � ra ;U0 r � at2r PRI r0 � ra < t < r0 + ra ;0 PRI r0 + ra < t < +1; 9>>>>=>>>>; PRI 0 < r < r0,

u(r; t) = 8>>>><>>>>: 0 PRI 0 6 t < r � r0a ;U0 r � at2r PRI r � r0a < t < r + r0a ;0 PRI r + r0a < t < +1; 9>>>>=>>>>; PRI r0 < r <1.pRI NA^ALXNYH USLOWIQH B)u(r; t) = 8>>>><>>>>: U0t PRI 0 6 t < r0 � ra ;U0 r20 � (r� at)24ar PRI r0 � ra < t < r0 + ra ;0 PRI r0 + ra < t < +1; 9>>>>=>>>>;PRI 0 < r < r0,u(r; t) = 8>>>><>>>>:0 PRI 0 6 t < r � r0a ;U0 r20 � (r� at)24ar PRI r � r0a < t < r0 + ra ;0 PRI r0 + ra < t < +1; 9>>>>=>>>>;PRI r0 < r < +1.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 51724. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA RAWEN u(r; t) IZ OTWETA KPREDYDU℄EJ ZADA^E PRI NA^ALXNYH USLOWIQH B), ESLI POLOVITX U0 == �a2 �1�0 , GDE a2 = k p0�0 .25. pUSTX U(r; t) OZNA^AET RE[ENIE ZADA^I 23, B) DLQ NEOGRANI-^ENNOGO PROSTRANSTWA (SM. OTWET K ZADA^E 23,B)); TOGDA:A) u(x; y; z; t) = U(er; t)� U(~er; t);B) u(x; y; z; t) = U(er; t) + U(~er; t);ZDESX er =px2 + y2 + (z � z0)2, ~er =px2 + y2 + (z + z0)2.26. pUSTX U(r; t) OZNA^AET TU VE FUNKCI�, ^TO I W OTWETE K PRE-DYDU℄EJ ZADA^E; TOGDA:A) u(x; y; z; t) = U(r1; t)� U(r2; t) + U(r3; t)� U(r4; t);B) u(x; y; z; t) = U(r1; t) + U(r2; t)� U(r3; t)� U(r4; t);ZDESXr1 =px2 + (y � y0)2 + (z � z0)2; r2 =px2 + (y + y0)2 + (z � z0)2;r3 =px2 + (y + y0)2 + (z + z0)2; r4 =px2 + (y � y0)2 + (z + z0)2:27. '(r; t) = �q �t� ra�4�r , q(t) = 0 PRI t < 0.uKA Z AN I E. '(r; t) QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I'tt = a2�'; (1)'��t=0 = 't��t=0 = 0; (2)limr!0 4�r2'r = q(t): (3)28. A) pUSTX ISTO^NIK LEVIT W PLOSKOSTI z = z0 I IMEET POLQR-NYE KOORDINATY r0, �0, 0 < �0 < �n . tOGDA, OBOZNA^AQ ^EREZ '(r; t)RE[ENIE PREDYDU℄EJ ZADA^I, POLU^IM'(x; y; z; t) = n�1Xk=0 �'(r+k ; t) + '(r�k ; t)	 ; (1)GDE r+k =rr2 + r20 � 2rr0 
os�� + �0 + 2k�n �+ (z � z0)2; (2)r�k =rr2 + r20 � 2rr0 
os�� � �0 � 2k�n �+ (z � z0)2: (3)B) pUSTX ISTO^NIK LEVIT W SLOE 0 6 z 6 l I IMEET KOORDINA-TY x0; y0; z0, 0 < z0 < l. oBOZNA^AQ ^EREZ '(r; t) RE[ENIE ZADA^I 27,POLU^IM '(x; y; z; t) = +1Xk=�1 �'(r+k ; t) + '(r�k ; t)	 ; (10)
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518 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE r+k =pr2 + (z + z0 � 2kl)2; (20)r�k =pr2 + (z � z0 � 2kl)2; (30)ZDESX r =p(x� x0)2 + (y � y0)2.zAMETIM, ^TO PRI KAVDOM ZNA^ENII t > 0 FORMALXNO BESKONE^NYJRQD (10) FAKTI^ESKI SWODITSQ WSQKIJ RAZ K SUMME KONE^NOGO ^ISLA^LENOW, TAK KAK'(r+k ; t) = 0 PRI t < r+ka ; '(r�k ; t) = 0 PRI t < r�ka :29. u�(x; y; t) = 12�a� ��t ZZ�6at '�(�; �)d� d�pa2t2 � �2 + ZZ�6at  �(�; �)d� d�pa2t2 � �2 ++ tZ0 d� ZZ�6a(t��) f�(�; �; �)d� d�pa2(t� �)2 � �2�;GDE � =p(x� �)2 + (y � �)2.30. u�(x; y; t) = 12�a� ��t ZZ�6at'�(�; �) 
h 
pa2t2 � �2pa2t2 � �2 d� d� ++ ZZ�6at �(�; �) 
h 
pa2t2 � �2pa2t2 � �2 d� d� ++ tZ0 d� ZZ�6a(t��)f�(�; �; �) 
h 
pa2(t� �)2 � �2pa2(t� �)2 � �2 d� d��;GDE � = p(x� �)2 + (y � �)2, ESLI W URAWNENII PERED 
2u STOIT ZNAKPL�S; ESLI VE W URAWNENII PERED \TIM ^LENOM STOIT ZNAK MINUS, TO WPRIWEDENNOM OTWETE WS�DU 
h NUVNO ZAMENITX NA 
os.uKA Z AN I E. rE[ENIE URAWNENIQutt = a2(uxx + uyy + uzz); (1)UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNYM USLOWIQMu��t=0 = 0; ut��t=0 = F (x; y)e
z; (2)SWQZANO SOOTNO[ENIEMu(x; y; z; t) = e
zu�(x; y; t)S RE[ENIEM URAWNENIQu�tt = a2(u�xx + u�yy) + 
2u�;UDOWLETWORQ�℄IM NA^ALXNYM USLOWIQMu���t=0 = 0; u�t ��t=0 = F (x; y);^TO NETRUDNO POLU^ITX S POMO℄X� PREDSTAWLENIQ RE[ENIQ ZADA^I (1),(2) ^EREZ INTEGRAL pUASSONA 1). eSLI VE W URAWNENII PERED 
2u STOITZNAK MINUS, TO NUVNO PROIZWESTI ZAMENU u(x; y; z; t) = ei
zu�(x; y; t).1)sM. [2, T. II, S. 553{554℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 51931. dLQ POTENCIALA SKOROSTEJ u(r; t) POLU^AEM WYRAVENIEu(�; t) =8>><>>: 0 PRI t 6 �a ;� 12�a t� �aZ0 q(�)d�pa2(t� �)2 � �2 PRI t > �a ; (1)ILI \KWIWALENTNOE WYRAVENIEu(�; t) =8>><>>: 0 PRI t 6 �a ;� 12� Ar

h at�Z0 q �t� �a 
h �� d� PRI t > �a ; (2)ILI, ESLI POD INTEGRALOM S^ITATX q(t) = 0 PRI t < 0,u(�; t) = � 12� +1Z0 q �t� �a 
h �� d�; (3)GDE � = px2 + y2, ESLI PRQMAQ, NA KOTOROJ RASPOLOVENY ISTO^NIKI,PRINQTA ZA OSX z.uKA Z AN I E. u(�; t) QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u��2 + 1� �u��� ; 0 6 � < +1; 0 < t < +1;lim�!0�2�� �u��� = q(t); 0 < t < +1;u(�; 0) = ut(�; 0) = 0; 0 < � < +1:fORMALXNO u(�; t) W FORME (3) MOVET BYTX POLU^ENO METODOM �SPUSKA�(INTEGRIROWANIEM PO z OT�1 DO+1) IZ RE[ENIQ ZADA^I 27; ZATEM NE-TRUDNO PROWERITX, ^TO PRI USLOWII OGRANI^ENNOSTI q0(t) POLU^ENNAQTAKIM OBRAZOM FUNKCIQ UDOWLETWORQET WSEM USLOWIQM ZADA^I.z AM E ^ AN I E. w NA^ALE KOORDINAT u(�; t) IMEET LOGARIFMI^ES-KU� OSOBENNOSTX OTNOSITELXNO �. iSPOLXZUQ FORMU (1) DLQ u(�; t) IPRIMENQQ INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM I FORMULU tEJLORA, MOVNO PRED-STAWITX u(�; t) W WIDEu(�; t) = 1a2 q �t� �a� ln �� 1a2 q(0) ln 2t� 1a2 tZ0 q0(�) ln 2(t��)d�+"(�; t);GDE "(�; t)! 0 PRI �! 0.32. u(x; y; t) = � 12� 4Xk=1 +1Z0 q �t� �ka 
h �� d� ,GDE �1 =p(x� x0)2 + (y � y0)2; �2 =p(x+ x0)2 + (y � y0)2;�3 =p(x+ x0)2 + (y + y0)2; �4 =p(x� x0)2 + (y + y0)2:
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2u STOIT ZNAKPL�S; ESLI VE W URAWNENII PERED \TIM ^LENOM STOIT ZNAK MINUS, TO WPRIWEDENNOM OTWETE WS�DU 
h NUVNO ZAMENITX NA 
os.uKA Z AN I E. rE[ENIE URAWNENIQutt = a2(uxx + uyy + uzz); (1)UDOWLETWORQ�℄EE NA^ALXNYM USLOWIQMu��t=0 = 0; ut��t=0 = F (x; y)e
z; (2)SWQZANO SOOTNO[ENIEMu(x; y; z; t) = e
zu�(x; y; t)S RE[ENIEM URAWNENIQu�tt = a2(u�xx + u�yy) + 
2u�;UDOWLETWORQ�℄IM NA^ALXNYM USLOWIQMu���t=0 = 0; u�t ��t=0 = F (x; y);^TO NETRUDNO POLU^ITX S POMO℄X� PREDSTAWLENIQ RE[ENIQ ZADA^I (1),(2) ^EREZ INTEGRAL pUASSONA 1). eSLI VE W URAWNENII PERED 
2u STOITZNAK MINUS, TO NUVNO PROIZWESTI ZAMENU u(x; y; z; t) = ei
zu�(x; y; t).1)sM. [2, T. II, S. 553{554℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 51931. dLQ POTENCIALA SKOROSTEJ u(r; t) POLU^AEM WYRAVENIEu(�; t) =8>><>>: 0 PRI t 6 �a ;� 12�a t� �aZ0 q(�)d�pa2(t� �)2 � �2 PRI t > �a ; (1)ILI \KWIWALENTNOE WYRAVENIEu(�; t) =8>><>>: 0 PRI t 6 �a ;� 12� Ar

h at�Z0 q �t� �a 
h �� d� PRI t > �a ; (2)ILI, ESLI POD INTEGRALOM S^ITATX q(t) = 0 PRI t < 0,u(�; t) = � 12� +1Z0 q �t� �a 
h �� d�; (3)GDE � = px2 + y2, ESLI PRQMAQ, NA KOTOROJ RASPOLOVENY ISTO^NIKI,PRINQTA ZA OSX z.uKA Z AN I E. u(�; t) QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u��2 + 1� �u��� ; 0 6 � < +1; 0 < t < +1;lim�!0�2�� �u��� = q(t); 0 < t < +1;u(�; 0) = ut(�; 0) = 0; 0 < � < +1:fORMALXNO u(�; t) W FORME (3) MOVET BYTX POLU^ENO METODOM �SPUSKA�(INTEGRIROWANIEM PO z OT�1 DO+1) IZ RE[ENIQ ZADA^I 27; ZATEM NE-TRUDNO PROWERITX, ^TO PRI USLOWII OGRANI^ENNOSTI q0(t) POLU^ENNAQTAKIM OBRAZOM FUNKCIQ UDOWLETWORQET WSEM USLOWIQM ZADA^I.z AM E ^ AN I E. w NA^ALE KOORDINAT u(�; t) IMEET LOGARIFMI^ES-KU� OSOBENNOSTX OTNOSITELXNO �. iSPOLXZUQ FORMU (1) DLQ u(�; t) IPRIMENQQ INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM I FORMULU tEJLORA, MOVNO PRED-STAWITX u(�; t) W WIDEu(�; t) = 1a2 q �t� �a� ln �� 1a2 q(0) ln 2t� 1a2 tZ0 q0(�) ln 2(t��)d�+"(�; t);GDE "(�; t)! 0 PRI �! 0.32. u(x; y; t) = � 12� 4Xk=1 +1Z0 q �t� �ka 
h �� d� ,GDE �1 =p(x� x0)2 + (y � y0)2; �2 =p(x+ x0)2 + (y � y0)2;�3 =p(x+ x0)2 + (y + y0)2; �4 =p(x� x0)2 + (y + y0)2:



520 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ33. dLQ POTENCIALA SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA WNE SFERY POLU^AEMWYRAVENIEU(r; t) = 8>>>><>>>>:�a r0r expn� ar0 �t� r � r0a �o tZ0 �(�) expna�r0 o d�;t > r� r0a ;0; t < r � r0a ; 9>>>>=>>>>;r0 < r < +1,A WNUTRI SFERY WYRAVENIEU(r; t) = � r0A!a 
os !a r0 + ar0 sin !a r0 sin !a rr sin!t ++ +1Xn=1Bn sin�nrr sin a�nt; 0 6 r < r0; 0 < t < +1;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQtg(r0�) = �r0�a ;A Bn = r0Z0 f(r) sin(�nr) drr0Z0 sin2(�nr)dr ; f(r) = !r0A!a 
os !a r0 + ar0 sin !a r0 sin !a r:z AM E ^ AN I E. wYRAVENIE DLQ U(r; t) PRI 0 6 r 6 r0 POLU^ENOW PREDPOLOVENII, ^TO NET REZONANSA, T. E. ^TO e� = !a NE SOWPADAET NIS ODNIM IZ SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ �n 1).34. pUSTX CENTR SFERY LEVIT NA OSI Oz W TO^KE z0 > r0 > 0,A PLOSKOSTX z = 0 QWLQETSQ GRANI^NOJ DLQ RASSMATRIWAEMOGO POLU-PROSTRANSTWA. tOGDA, OBOZNA^AQ ^EREZ U(r; t) RE[ENIE PREDYDU℄EJZADA^I, POLU^IM RE[ENIE ZADA^I 34 W WIDEu(x; y; z; t) = U(r1; t) + U(r2; t) PRI r1 > r0 I z > 0;u(x; y; z; t) = U(r1; t) PRI 0 < r1 < r0;GDE r1 =px2 + y2 + (z � z0)2, r2 =px2 + y2 + (z + z0)2.35. dLQ POTENCIALA SKOROSTEJ POLU^AEM WYRAVENIEU = 8>><>>:div f �t� r � r0a �r PRI t > r � r0a ;0 PRI t < r � r0a ;GDE WEKTOR1)o RAZYSKANII RE[ENIQ W SLU^AE REZONANSA SM. ZADA^U 134 x 3 GL. II.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 521f(t) = ar20 expn�atr0o tZ0 V (�) sin a(t� �)r0 expna�r0 o d� :uKA Z AN I E. rE[ENIE ZADA^I MOVNO ISKATX W WIDEU = div f �t� r � r0a �r :sKOROSTX ^ASTIC GAZAu = gradU = 3(fn)n� fr3 + 3(f 0n)n� f 0ar2 + n(nf 00)a2r(n | EDINI^NYJ WEKTOR W NAPRAWLENII r; [TRIH OZNA^AET DIFFE-RENCIROWANIE f PO EGO ARGUMENTU) UDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLO-WI� vr = V n PRI r = r0, OTKUDA DLQ f POLU^AEM URAWNENIEf 00(t) + 2ar0 f 0(t) + 2a2r20 f(t) = r0a2V (t):36. dLQ POTENCIALA SKOROSTEJ U , WYZWANNYH MALYM WOZMU℄ENI-EM, I DLQ WOZMU℄ENIQ DAWLENIQ ep POLU^IM WYRAVENIQU(x; y) = v0(y � x tg�)
tg "+ tg� ; 0 < x < +1; x tg " 6 y 6 x tg�;ep = �0v20 tg�
tg "+ tg� :uKA Z AN I E. dLQ OPREDELENIQ ep NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ SOOTNO-[ENIEM (4) OTWETA K ZADA^E 1 1).37. U(r; x) == �v0r �rx2r2 tg2�� 1 + 12 xr tg� ln xr tg�+rx2r2 tg2 �� 1xr tg��rx2r2 tg2 �� 1p�2 � 1 + 12 tg " tg � ln � +p�2 � 1� �p�2 � 1 tg ";0 < x < +1; � 
tg� 6 xr 6 
tg�; � = tg�tg " > 1;ep ��r=x tg " � �0v20 ln � +p�2 � 1� �p�2 � 1p�2 � 1 + 12 tg� tg " ln � +p�2 � 1� �p�2 � 1 tg�:1)nUVNO PEREJTI W UKAZANNOM SOOTNO[ENII K \JLEROWYM KOORDINATAMI WOSPOLXZOWATXSQ STACIONARNOSTX� PROCESSA I MALOSTX� WOZMU℄ENIJ. pOPOWODU OBOZNA^ENIJ SM. OTWET K ZADA^E 7.
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522 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. sM. OTWET K ZADA^E 8; RE[ENIE URAWNENIQ (1) SKRAEWYMI USLOWIQMI (2) I (3) MOVNO ISKATX W WIDEU(r; x) = r �xr� = r (�); � = xr :dLQ OPREDELENIQ ep NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ SOOTNO[ENIEM (4) OTWETA KZADA^E 1.39. dLQ OPREDELENIQ POTENCIALA WOZMU℄ENNYH SKOROSTEJ, WYZ-WANNYH WLIQNIEM STENKI, POLU^AEM KRAEWU� ZADA^U (W LAGRANVEWYHKOORDINATAH)(1�M2)uxx+uyy = 0; �1 < x < +1; 0 < y < +1; M = Ua ; (1)GDE a | SKOROSTX ZWUKA W GAZE,uy(x; 0) = U"! 
os!x; �1 < x < +1: (2)A) w SLU^AE DOZWUKOWOJ SKOROSTI POTOKA 1�M2 > 0 URAWNENIE (1)QWLQETSQ \LLIPTI^ESKIM,u(x; y) = � U"p1�M2 e�!yp1�M2 
os!x:B) w SLU^AE SWERHZWUKOWOJ SKOROSTI POTOKA 1�M2 < 0u(x; y) = � U"pM2 � 1 sin! (x � ypM2 � 1):uKA Z AN I E. w \LLIPTI^ESKOM SLU^AE RE[ENIE SLEDUET ISKATX WWIDE u(x; y) = u1(x)u2(y);A W GIPERBOLI^ESKOM | W WIDE RASPROSTRANQ�℄IHSQ WOLN, U^ITY-WAQ, ^TO W GIPERBOLI^ESKOM (SWERHZWUKOWOM) SLU^AE MALYE WOZMU℄E-NIQ RASPROSTRANQ�TSQ WPRAWO OT ISTO^NIKOW WOZMU℄ENIQ. gRANI^NOEUSLOWIE (2) POLU^AETSQ IZ TO^NOGO GRANI^NOGO USLOWIQ� uyu+ ux�GRAN = �dydx�GRANPRENEBREVENIEM MALYH WELI^IN WYS[EGO PORQDKA.z AM E ^ AN I E. sOPOSTAWLQQ RE[ENIQ W \LLIPTI^ESKOM I GIPER-BOLI^ESKOM SLU^AE, MY WIDIM, ^TO WOZMU℄ENIQ, WYZWANNYE WOLNOOB-RAZNOJ STENKOJ PO MERE UDALENIQ OT NEE (ROSTA y), W \LLIPTI^ESKOMSLU^AE BYSTRO ZATUHA�T, A W GIPERBOLI^ESKOM SLU^AE SOHRANQ�T SWO�AMPLITUDU.40. (r; t) =8>>>><>>>>: �U0 PRI 0 < t < r0 � ra ;U0 ��2 + ar
sin r0 � atr � PRI r0 � ra < t < r0 + ra ;0 PRI r0 + ra < t < +1; 9>>>>=>>>>;0 < r < r0;

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 523 (r; t) =8>>>><>>>>: 0 PRI 0 < t < r � r0a ;U0 ��2 + ar
sin r0 � atr � PRI r � r0a < t < r+ r0a ;0 PRI r + r0a < t < +1; 9>>>>=>>>>;r0 < r < +1:uKA Z AN I E. pOLAGAQ x = r 
os', y = r sin', � = 
os �, � == sin �, WYPOLNITX SNA^ALA INTEGRIROWANIE PO � OT 0 DO 2�, A ZATEMSDELATX NADLEVA℄U� ZAMENU PEREMENNOGO INTEGRIROWANIQ; \TO PRIWE-DET K WYRAVENI� (1) USLOWIQ ZADA^I.41. uKA Z AN I E. wYPOLNITX INTEGRIROWANIE SFERI^ESKI SIMMET-RI^NYH WOLN f1(at� r)r I f2(at+ r)r PO z OT �1 DO +1, A ZATEMSDELATX NADLEVA℄U� ZAMENU PEREMENNOGO INTEGRIROWANIQ.42. rE[EN I E. i℄EM RE[ENIE URAWNENIQ�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r2 = x2 + y2W WIDE u(r; t) = e�i!tf(r); \TO DAETu(r; t) = Ae�i!tJ0(kr) +BH(1)0 (kr)e�i!t; k = !a ;A I B | PROIZWOLXNYE KONSTANTY 1), u1(r; t) = Ae�i!tJ0(kr) | STO-Q^AQ MONOHROMATI^ESKAQ CILINDRI^ESKAQ WOLNA, NE IME�℄AQ OSOBEN-NOSTI PRI r = 0, PRI BOLX[IH ru1(r; t) � Ar 2� 
os �kr � �4 �pkr e�i!t;u2(r; t) = Be�i!tH(1)0 (kr) | RASPROSTRANQ�℄AQSQ, �RASHODQ℄AQSQ�MONOHROMATI^ESKAQ CILINDRI^ESKAQ WOLNA, IME�℄AQ OSOBENNOSTX PRIr = 0. pRI MALYH r u2(r; t) � B 2i� ln(kr)e�i!t;PRI BOLX[IH r u2(r; t) � Br 2� ei �kr � !t� �4 �pkr :iNTEGRIRUQ PLOSKU� MONOHROMATI^ESKU� WOLNUexpn�i! �t� x 
os � + y sin �a �oPO UGLU � OT 0 DO �, POLU^IMeu1(r; t) = e�i!t �Z0 eikr 
os(��')d� = 2�e�i!tJ0(kr); k = !a :1)o FUNKCIQH J0 I H(1)0 SM. [7, S. 510, 636, 645, 719℄ I DR.
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524 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQeSLI VE WYPOLNITX INTEGRIROWANIE W PLOSKOSTI KOMPLEKSNOGO PERE-MENNOGO � PO PUTI L (RIS. 51), TO MY POLU^IMeu2(r; t) = e�i!t ZL eikr 
os �d� = �e�i!tH(1)0 (kr):44. rE[EN I E. pRIMEM ZA PLOSKOSTX RAZDELA DWUH SRED PLOSKOSTXz = 0 (RIS. 52). wELI^INY, OTNOSQ℄IESQ K POLUPROSTRANSTWU z < 0,

rIS. 51 rIS. 52OTMETIM INDEKSOM 1, A OTNOSQ℄IESQ K POLUPROSTRANSTWU z > 0 | IN-DEKSOM 2. oBOZNA^IM PADA�℄U�, OTRAVENNU� I PRELOMLENNU� WOLNYSOOTWETSTWENNO ^EREZ '1 = A1ei(!1t�k1n1r);'�1 = A�1ei(!�1 t�k�1n�1r);'2 = A2ei(!2t�k1n2r):zDESX k1 = !1a1 , k�1 = !�1a�1 I k�2 = !2a2 | WOLNOWYE ^ISLA, !1, !�1 , !2 |^ASTOTY PADA�℄EJ, OTRAVENNOJ I PRELOMLENNOJ WOLN, a1 I a2 | SKO-ROSTX RASPROSTRANENIQ WOLNY W PERWOJ I WO WTOROJ SREDAH; n1, n�1,n2 | EDINI^NYE WEKTORY W NAPRAWLENII RASPROSTRANENIQ SOOTWET-STWU�℄IH WOLN; WEKTOR r = fx; y; zg. nA PLOSKOSTI z = 0 DOLVNYWYPOLNQTXSQ GRANI^NYE USLOWIQ 1)�1f'1 + '�1g = �2'2 PRI z = 0; (1)�'1�z + �'�1�z = �'2�z PRI z = 0: (2)bUDEM S^ITATX WEKTOR n1 PARALLELXNYM PLOSKOSTI xOz, T. E.n1 = f
os�1; 0; 
os 
1g:1)sM. OTWET K ZADA^E 3.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 525zAPI[EM TEPERX W KOORDINATNOJ FORME WEKTORY n�1 I n2:n�1 = f
os��1; 
os��1 ; 
os 
�1g; n�2 = f
os�2; 
os�2; 
os 
2g:tAK KAK FUNKCII � : e�1� , e�2� , e�3� , PRI USLOWII, ^TO �1, �2, �3RAZLI^NY, LINEJNO NEZAWISIMY, TO PODSTANOWKA '1, '�1, '2 W GRANI^-NYE USLOWIQ (1) I (2) PRIWODIT K RAWENSTWAM!�1 = !2 = !1;k�1 = !�1a1 = k1 = !1a1 ;9=; (3)
os��1 = 
os�2 = 0; (4)T. E. EDINI^NYE WEKTORY n�1 I n2 TAKVE PARALLELXNY PLOSKOSTI xOz,k1 
os�1 = k2 
os��1 = k2 
os�2; (5)OTKUDA POLU^A�TSQ IZWESTNYE SOOTNO[ENIQ MEVDU UGLAMI PADENIQ,OTRAVENIQ I PRELOMLENIQ: �1 = ���1, POSKOLXKU OTRAVENNAQ WOLNA,KAK I PADA�℄AQ, LEVIT W POLUPROSTRANSTWE z < 0, I
os�1
os�2 = k2k1 = !a2!a1 = a1a2 :eSLI RAWENSTWA, POLU^A�℄IESQ W REZULXTATE PODSTANOWKI ', '�1 I '2W GRANI^NYE USLOWIQ (1) I (2), SOKRATITX NA OB℄IJ PEREMENNYJ MNO-VITELX, TO POLU^A�TSQ SOOTNO[ENIQ DLQ OPREDELENIQ AMPLITUD OT-RAVENNOJ I PRELOMLENNOJ WOLN�1A1 + �1A�1 = �2A2;k1 
os 
1A1 + k1 
os 
�1A�1 = k2 
os 
2A2;IZ \TIH URAWNENIJ, ISPOLXZUQ RAWENSTWO 
os 
�1 = � 
os 
1, POLU^AEMA�1 = �2k1 
os 
1 � �1k2 
os 
2�2k1 
os 
1 + �1k2 
os 
2 A1;A2 = 2�1k1 
os 
1�2k1 
os 
1 + �1k2 
os 
2 A1:45. oBOZNA^AQ ^EREZ n1, n�1, n2, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E,EDINI^NYE WEKTORY W NAPRAWLENII PADA�℄EJ, OTRAVENNOJ I PRELOM-LENNOJ WOLN, POLU^IM (RIS. 53)��1 = ��1; 
os�1
os�2 = v1v2 = �12 =r"2"1 ; v1 = 
p"1 ; v2 = 
p"2 ;GDE 
 | SKOROSTX SWETA W WAKUUME, "1 I "2 | DI\LEKTRI^ESKIE POSTO-QNNYE PERWOJ I WTOROJ SRED (MY S^ITAEM �1 = �2 = 1).uKA Z AN I E. pLOSKU� \LEKTROMAGNITNU� MONOHROMATI^ESKU�WOLNU MOVNO PREDSTAWITX W WIDEE = E(0)ei(!t�knr); H =H(0)ei(!t�knr):zATEM NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ USLOWIQMI NA GRANICE RAZDELA DWUH DI-\LEKTRIKOW 1).1)sM. [7, S. 441{442℄.
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526 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ46. pREDSTAWLQQ PADA�℄U� WOLNU W WIDE 1)E1 = fE1ei(!t�k1z); 0; 0g; H�1 = f0; p"1E1ei(!t�k1z); 0g;POLU^IME�1 = fE�1ei(!t�k1z); 0; 0g; H�1 = f0; �p"1E�1ei(!t+k1z); 0g;E2 = fE2ei(!t�k2z); 0; 0g; H2 = f0; �p"2E2ei(!t�k2z); 0g;GDE E�1 = 1� �121 + �12 E1; E2 = 21 + �12 E1; �12 =r"2"1 :x 3. mETOD RAZDELENIQ PEREMENNYH1. kRAEWYE ZADA^I, NE TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALX-NYH FUNKCIJ.A) oDNORODNYE SREDY.47. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2fuxx + uyyg; 0 < x < l1; 0 < y < l2; 0 < t < +1; (1)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = 0; (2)u(x; y; 0) = Axy(l1 � x)(l2 � y); ut(x; y; 0) = 0; 0 < x < l1;0 < y < l2; (3)QWLQETSQu(x; y; t) = 64Al21l22�6 �� +1Xm;n=0 sin (2m+ 1)�xl1 sin (2n+ 1)�yl2(2m+ 1)3(2n+ 1)3 
os(�atr (2m+ 1)2l21 + (2n+ 1)2l22 ) :48. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2fuxx + uyyg; 0 < x < l1; 0 < y < l2; 0 < t < +1; (1)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = 0; (2)u(x; y; 0) = 0; ut(x; y; 0) = Axy(l1 � x)(l2 � y);0 < x < l1; 0 < y < l2; (3)QWLQETSQu(x; y; t) = 16Al21l22�7a �� +1Xm;n=0 sin (2m+ 1)�xl1 sin (2n+ 1)�yl2 sin(�ats (2m+ 1)2l21 + (2n+ 1)2l22 )(2m+ 1)3(2n+ 1)3s (2m+ 1)2l21 + (2n+ 1)2l22 :1)sM. [7, S. 499{509℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 52749. u(x; y; t) = 4K�a�l1l2 �� +1Xm;n=1 sin m�x0l1 sin m�xl1 sin n�y0l2 sin n�yl2sm2l21 + n2l22 sin(�atrm2l21 + n2l22 ) ;GDE � | POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX MASSY.uKA Z AN I E. mOVNO NAJTI SNA^ALA RE[ENIE, PREDPOLAGAQ IM-PULXS K RAWNOMERNO RASPREDELENNYM PO OKRESTNOSTI x0 � " < x << x0+ ", y0� " < y < y0+ " TO^KI (x0; y0), A ZATEM PEREJTI K PREDELUPRI "! 0 1).mOVNO TAKVE WOSPOLXZOWATXSQ IMPULXSNOJ DELXTA-FUNKCIEJdIRAKA I SFORMULIROWATX NA^ALXNYE USLOWIQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:u(x; y; 0) = 0; ut(x; y; 0) = K� Æ(x� x0)Æ(y � y0);0 < x < l1; 0 < y < l2:wTOROJ PUTX GORAZDO BYSTREE PRIWEDET K CELI. pOLXZUQSX DELXTA-FUNKCIQMI, MY WYBIRAEM MNOVITELX PRI PROIZWEDENII DELXTA-FUNK-CIJ TAK, ^TOBY SUMMARNYJ IMPULXS, PEREDAWAEMYJ MEMBRANE, BYLRAWEN ZADANNOMU.50. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^Iutt = a2fuxx + uyyg+A(0)(x; y) sin!t; A(0)(x; y) = 1�A(x; y); (1)u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = 0; (2)u(x; y; 0) = 0; ut(x; y; 0) = 0; 0 < x < l1; 0 < y < l2; (3)QWLQETSQu(x; y; t) = +1Xm;n=1Amn �sin!t� !!mn sin!mnt� sin m�xl1 sin n�yl2 ; (4)GDE Amn = 4l1l2(!2mn � !2) l1Z0 dx l2Z0 A(0)(x; y) sin m�xl1 sin n�yl2 dy; (5)!mn = �arm2l21 + n2l22 ; (6)PRI USLOWII, ^TO ^ASTOTA WYNUVDA�℄EJ SILY NE SOWPADAET NI S ODNOJIZ SOBSTWENNYH ^ASTOT ! 6= !mn. eSLI VE ! = !m0n0 (REZONANS), TOu(x; y; t) = +1Xm;n=1m6=m0; n6=n0Amn �sin!t� !!mn sin!mnt� sin m�xl1 sin n�yl2 ++Am0n0(sin!t� !t 
os!t) sin m0�xl1 sin n0�yl2 ; (7)1)sM. RE[ENIE ZADA^I 101 x 3 GL. II.
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528 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE Amn OPREDELQETSQ PO FORMULAM (5), AAm0n0 = 2l1l2! l1Z0 dx l2Z0 A(0)(x; y) sin m0�xl1 sin n0�yl2 dy: (8)z AM E ^ AN I E. eSLI ^ASTOTA !m0n0 QWLQETSQ KRATNOJ, T. E. SOOT-WETSTWUET KRATNOMU SOBSTWENNOMU ZNA^ENI�, TO WMESTO ODNOGO REZO-NANSNOGO ^LENA POQWITSQ GRUPPA REZONANSNYH ^LENOW UKAZANNOGO WIDA.51. eSLI ^ASTOTA WYNUVDA�℄EJ SILY NE SOWPADAET NI S ODNOJ IZSOBSTWENNYH ^ASTOT MEMBRANY, T. E. ! 6= !mn, m; n = 1; 2; 3; : : : , TOu(x; y; t) == 4A�l1l2 +1Xm;n=1 sin!t� !!mn sin!mnt!2mn � !2 sin m�x0l1 sin n�y0l2 sin m�xl1 sin n�yl2 :eSLI VE ! = !m0n0 (REZONANS), TOu(x; y; t) = 4A�l1l2 �� +1Xm;n=1m6=m0; n6=n0 sin!t� !!mn sin!mnt!2mn � !2 sin m�x0l1 sin n�y0l2 sin m�xl1 sin n�yl2 ++ 2A�l1l2! (sin!t� !t 
os!t) sin m0�x0l1 sin n0�y0l2 sin m0�xl1 sin n0�yl2 :z AM E ^ AN I E. eSLI ^ASTOTA !m0n0 QWLQETSQ KRATNOJ, TO WMESTOODNOGO REZONANSNOGO ^LENA POQWITSQ GRUPPA REZONANSNYH ^LENOW UKA-ZANNOGO WIDA.52. pOTENCIAL GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ ^ASTIC WODY QWLQETSQRE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2U�t2 = a2��2U�x2 + �2U�y2 �+ A� 
os �xl1 
os �yl2 f 0(t);0 < t < +1; a2 = gh; (1)�U�x ���x=0= �U�x ���x=l1= �U�y ���y=0= �U�y ���y=l2= 0; (2)U(x; y; 0) = 0; Ut(x; y; 0) = 0: (3)oN MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDEU(x; y; t) = Ak0� ( tZ0 f 0(�) sin k(t� �)d�) 
os �xl1 
os �yl2 : (4)53. u(x; y; t) == 4K�l1l2 e��2t +1Xm;n=1 sin m�x0l1 sin n�y0l2 sin m�xl1 sin n�yl2e!mn sin e!mnt;

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 529GDE e!2mn = �2a2�m2l21 + n2l22 �� �4;A �2 | KO\FFICIENT SOPROTIWLENIQ, WHODQ℄IJ W URAWNENIE�2u�t2 = a2��2u�x2 + �2u�y2�� 2�2 �u�t :54. u(x; y; t) == �16A�2� +1Xm;n=1 (!2 � !2mn) sin!t+ 2�2! 
os!t(2m+ 1)(2n+ 1)[(!2 � !2mn)2 + 4!2�4℄ sin m�xl1 sin n�yl2 ;!mn = �arm2l21 + n2l22 :uKA Z AN I E. i℄EM RE[ENIE URAWNENIQ�2U�t2 = a2� �U�x2 + �2U�y2 �� 2�2 �U�t + A� ei!t;OBRA℄A�℄EESQ W NULX PRI x = 0, x = l1, y = 0, y = l2, W WIDEU(x; y; t) = V (x; y)ei!t;TOGDA u(x; y; t) = Im(U(x; y; t)). dLQ OPREDELENIQ V (x; y) POLU^AEMKRAEWU� ZADA^U �V + !2 � 2�2!ia2 V = � A�a2 ;V ��x=0 = V ��x=l1 = V ��y=0 = V ��y=l2 = 0:eE RE[ENIE I℄EM W WIDEV (x; y) = +1Xm;n=0Amn sin m�xl1 sin n�yl2 :55. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2U�t2 = a2��2U�r2 + 2r �U�r � ; r1 < r < r2; 0 < t < +1;�U�r ���r=r1= "! 
os!t; �U�r ���r=r2= 0; 0 < t < +1(U(r; t) | POTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA), PREDSTAWLQ�℄IM USTA-NOWIW[IESQ GARMONI^ESKIE KOLEBANIQ S ^ASTOTOJ !, QWLQETSQU(r; t) = "!r� �
os k(r2 � r) � 1r2 sin k(r2 � r)� 
os!t; k = !a ;� = �k2 + 1r1r2 sin k(r2 � r1)� k � 1r1 � 1r2 � 
os k(r2 � ra)� :uKA Z AN I E. iSKATX RE[ENIE W FORMEU(r; t) = R(r) 
os!t:34 b.m. bUDAK I DR.



528 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE Amn OPREDELQETSQ PO FORMULAM (5), AAm0n0 = 2l1l2! l1Z0 dx l2Z0 A(0)(x; y) sin m0�xl1 sin n0�yl2 dy: (8)z AM E ^ AN I E. eSLI ^ASTOTA !m0n0 QWLQETSQ KRATNOJ, T. E. SOOT-WETSTWUET KRATNOMU SOBSTWENNOMU ZNA^ENI�, TO WMESTO ODNOGO REZO-NANSNOGO ^LENA POQWITSQ GRUPPA REZONANSNYH ^LENOW UKAZANNOGO WIDA.51. eSLI ^ASTOTA WYNUVDA�℄EJ SILY NE SOWPADAET NI S ODNOJ IZSOBSTWENNYH ^ASTOT MEMBRANY, T. E. ! 6= !mn, m; n = 1; 2; 3; : : : , TOu(x; y; t) == 4A�l1l2 +1Xm;n=1 sin!t� !!mn sin!mnt!2mn � !2 sin m�x0l1 sin n�y0l2 sin m�xl1 sin n�yl2 :eSLI VE ! = !m0n0 (REZONANS), TOu(x; y; t) = 4A�l1l2 �� +1Xm;n=1m6=m0; n6=n0 sin!t� !!mn sin!mnt!2mn � !2 sin m�x0l1 sin n�y0l2 sin m�xl1 sin n�yl2 ++ 2A�l1l2! (sin!t� !t 
os!t) sin m0�x0l1 sin n0�y0l2 sin m0�xl1 sin n0�yl2 :z AM E ^ AN I E. eSLI ^ASTOTA !m0n0 QWLQETSQ KRATNOJ, TO WMESTOODNOGO REZONANSNOGO ^LENA POQWITSQ GRUPPA REZONANSNYH ^LENOW UKA-ZANNOGO WIDA.52. pOTENCIAL GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ ^ASTIC WODY QWLQETSQRE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2U�t2 = a2��2U�x2 + �2U�y2 �+ A� 
os �xl1 
os �yl2 f 0(t);0 < t < +1; a2 = gh; (1)�U�x ���x=0= �U�x ���x=l1= �U�y ���y=0= �U�y ���y=l2= 0; (2)U(x; y; 0) = 0; Ut(x; y; 0) = 0: (3)oN MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDEU(x; y; t) = Ak0� ( tZ0 f 0(�) sin k(t� �)d�) 
os �xl1 
os �yl2 : (4)53. u(x; y; t) == 4K�l1l2 e��2t +1Xm;n=1 sin m�x0l1 sin n�y0l2 sin m�xl1 sin n�yl2e!mn sin e!mnt;

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 529GDE e!2mn = �2a2�m2l21 + n2l22 �� �4;A �2 | KO\FFICIENT SOPROTIWLENIQ, WHODQ℄IJ W URAWNENIE�2u�t2 = a2��2u�x2 + �2u�y2�� 2�2 �u�t :54. u(x; y; t) == �16A�2� +1Xm;n=1 (!2 � !2mn) sin!t+ 2�2! 
os!t(2m+ 1)(2n+ 1)[(!2 � !2mn)2 + 4!2�4℄ sin m�xl1 sin n�yl2 ;!mn = �arm2l21 + n2l22 :uKA Z AN I E. i℄EM RE[ENIE URAWNENIQ�2U�t2 = a2� �U�x2 + �2U�y2 �� 2�2 �U�t + A� ei!t;OBRA℄A�℄EESQ W NULX PRI x = 0, x = l1, y = 0, y = l2, W WIDEU(x; y; t) = V (x; y)ei!t;TOGDA u(x; y; t) = Im(U(x; y; t)). dLQ OPREDELENIQ V (x; y) POLU^AEMKRAEWU� ZADA^U �V + !2 � 2�2!ia2 V = � A�a2 ;V ��x=0 = V ��x=l1 = V ��y=0 = V ��y=l2 = 0:eE RE[ENIE I℄EM W WIDEV (x; y) = +1Xm;n=0Amn sin m�xl1 sin n�yl2 :55. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2U�t2 = a2��2U�r2 + 2r �U�r � ; r1 < r < r2; 0 < t < +1;�U�r ���r=r1= "! 
os!t; �U�r ���r=r2= 0; 0 < t < +1(U(r; t) | POTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA), PREDSTAWLQ�℄IM USTA-NOWIW[IESQ GARMONI^ESKIE KOLEBANIQ S ^ASTOTOJ !, QWLQETSQU(r; t) = "!r� �
os k(r2 � r) � 1r2 sin k(r2 � r)� 
os!t; k = !a ;� = �k2 + 1r1r2 sin k(r2 � r1)� k � 1r1 � 1r2 � 
os k(r2 � ra)� :uKA Z AN I E. iSKATX RE[ENIE W FORMEU(r; t) = R(r) 
os!t:34 b.m. bUDAK I DR.



530 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ56. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I 1)�2U�t2 = a2��2U�r2 + 2r �U�r � ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)�U�r ���r=r1= 0; �U�r ���r=r2= 0; 0 < t < +1; (2)U(r; 0) = 0; Ut(r; 0) = � a2�0 f(r); r1 < r < r2; (3)QWLQETSQ U(r; t) = +1Xn=1An 
os �nr + 
n sin�nrr sin a�nt;�n = (2n+ 1) �2(r2 � r1) ; n = 0; 1; 2; : : : ;
n = �n sin�nr2 + 1r2 
os �nr2�n 
os �nr2 � 1r2 sin�nr2 ;An = �a2�0 r2Zr1 rf(r)[
os �nr + 
n sin�nr℄ dr:uKA Z AN I E. pEREJTI K NOWOJ ISKOMOJ FUNKCIIV (r; t) = rU(r; t):B) nEODNORODNYE SREDY.57. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�1 �2u1�t2 = T0��2u1�x2 + �2u1�y2 � ;�2 �2u2�t2 = T0��2u2�x2 + �2u2�y2 � ; 0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2;0 < t < +1;x0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 9>=>; (1)u(x0 � 0; y; t) = u(x0 + 0; y; t);ux(x0 � 0; y; t) = ux(x0 + 0; y; t);� 0 6 y 6 l2; 0 < t < +1;u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = 0; 9>>=>>; (2)u(x; y; 0) = f(x; y); ut(x; y; 0) = F (x; y); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2;(3)QWLQETSQu(x; y; t) = +1Xm;n=1(Amn 
os�mnt+Bmn sin�mnt)vmn(x; y); (4)1)U(r; t) | POTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 531GDEvmn(x; y) =8>><>>: sin!mnxsin!mnx0 sin n�yl2 ; 0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2;sin!mn(l1 � x)sin!mn(l1 � x0) sin n�yl2 ; x0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (5)!2m = �1T0 �2mn � n2�2l22 ; !2mn = �2T0 �2mn � n2�2l22 ; (6)GDE �mn (m; n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQr �1T0 �2mn � n2�2l22 
tg(x0r �1T0 �2mn � n2�2l22 ) ==r �2T0 �2mn � n2�2l22 
tg((x0 � l1)r �2T0 �2mn � n2�2l22 ) ; (7)Amn = l1Z0 l2Z0 �(x; y)f(x; y)vmn(x; y) dxdykvmnk2 ; (8)Bmn = l1Z0 l2Z0 �(x; y)F (x; y)vmn(x; y)dxdy�mnkvmnk2 ; (9)�(x; y) = ��1; 0 6 x < x0; 0 6 y 6 l2;�2; x0 < x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (10)kvmnk2 = l1Z0 l2Z0 �(x; y)v2mn(x; y) dx dy == l24 � �1x0sin2 !mnx0 + �2(l1 � x0)sin2 !mn(l1 � x0)� : (11)58. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�01 �2u�t2 = K1p0��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r 6 r1; 0 < t < +1;�02 �2u�t2 = K2p0��2u�r2 + 2r �u�r� ; r1 < r < r2; 9>>=>>; (1)�u�r ���r=r2= 0; �01u��r=r1�0 = �02u��r=r1+0; �u�r ���r=r1�0= �u�r ���r=r1+0;0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); ut(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r2; (3)34�



530 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ56. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I 1)�2U�t2 = a2��2U�r2 + 2r �U�r � ; r1 < r < r2; 0 < t < +1; (1)�U�r ���r=r1= 0; �U�r ���r=r2= 0; 0 < t < +1; (2)U(r; 0) = 0; Ut(r; 0) = � a2�0 f(r); r1 < r < r2; (3)QWLQETSQ U(r; t) = +1Xn=1An 
os �nr + 
n sin�nrr sin a�nt;�n = (2n+ 1) �2(r2 � r1) ; n = 0; 1; 2; : : : ;
n = �n sin�nr2 + 1r2 
os �nr2�n 
os �nr2 � 1r2 sin�nr2 ;An = �a2�0 r2Zr1 rf(r)[
os �nr + 
n sin�nr℄ dr:uKA Z AN I E. pEREJTI K NOWOJ ISKOMOJ FUNKCIIV (r; t) = rU(r; t):B) nEODNORODNYE SREDY.57. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�1 �2u1�t2 = T0��2u1�x2 + �2u1�y2 � ;�2 �2u2�t2 = T0��2u2�x2 + �2u2�y2 � ; 0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2;0 < t < +1;x0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; 9>=>; (1)u(x0 � 0; y; t) = u(x0 + 0; y; t);ux(x0 � 0; y; t) = ux(x0 + 0; y; t);� 0 6 y 6 l2; 0 < t < +1;u��x=0 = u��x=l1 = u��y=0 = u��y=l2 = 0; 9>>=>>; (2)u(x; y; 0) = f(x; y); ut(x; y; 0) = F (x; y); 0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2;(3)QWLQETSQu(x; y; t) = +1Xm;n=1(Amn 
os�mnt+Bmn sin�mnt)vmn(x; y); (4)1)U(r; t) | POTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 531GDEvmn(x; y) =8>><>>: sin!mnxsin!mnx0 sin n�yl2 ; 0 6 x 6 x0; 0 6 y 6 l2;sin!mn(l1 � x)sin!mn(l1 � x0) sin n�yl2 ; x0 6 x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (5)!2m = �1T0 �2mn � n2�2l22 ; !2mn = �2T0 �2mn � n2�2l22 ; (6)GDE �mn (m; n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQr �1T0 �2mn � n2�2l22 
tg(x0r �1T0 �2mn � n2�2l22 ) ==r �2T0 �2mn � n2�2l22 
tg((x0 � l1)r �2T0 �2mn � n2�2l22 ) ; (7)Amn = l1Z0 l2Z0 �(x; y)f(x; y)vmn(x; y) dxdykvmnk2 ; (8)Bmn = l1Z0 l2Z0 �(x; y)F (x; y)vmn(x; y)dxdy�mnkvmnk2 ; (9)�(x; y) = ��1; 0 6 x < x0; 0 6 y 6 l2;�2; x0 < x 6 l1; 0 6 y 6 l2; (10)kvmnk2 = l1Z0 l2Z0 �(x; y)v2mn(x; y) dx dy == l24 � �1x0sin2 !mnx0 + �2(l1 � x0)sin2 !mn(l1 � x0)� : (11)58. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�01 �2u�t2 = K1p0��2u�r2 + 2r �u�r� ; 0 6 r 6 r1; 0 < t < +1;�02 �2u�t2 = K2p0��2u�r2 + 2r �u�r� ; r1 < r < r2; 9>>=>>; (1)�u�r ���r=r2= 0; �01u��r=r1�0 = �02u��r=r1+0; �u�r ���r=r1�0= �u�r ���r=r1+0;0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); ut(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r2; (3)34�



532 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQu(r; t) = +1Xn=1An vn(r)r 
os�nt; 0 6 r < r2; 0 < t < +1; (4)GDE �n (n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ������������ �01 sin �r1a1 ��02 
os �a2 r1 ��02 sin �a2 r1�a1 
os �a1 r1� 1r1 sin �a1 r1 �a2 sin �a2 r1+ 1r1 
os �a2 r1 � �a2 
os �a2 r1+ 1r1 sin �a2 r1�a2 sin �a2 r2+ 1r2 
os �a2 r2 � �a2 
os �a2 r2+ 1r2 sin �a2 r2 ������������ == 0, (5)vn(r) = 8><>: �n sin �na1 r; 0 6 r 6 r1;�n 
os �na2 r + 
n sin �na2 r; r1 6 r 6 r2: (6)kONSTANTY �n, �n I 
n OPREDELQ�TSQ S TO^NOSTX� DO OB℄EGO POSTO-QNNOGO MNOVITELQ IZ SISTEMY URAWNENIJ��01 sin �na1 r1��n � ��02 
os �na2 r1��n � ��02 sin �na2 r1� 
n = 0;��na1 
os �na1 r1 � 1r1 sin �na1 r1��n + ��na2 sin �na2 r1 ++ 1r1 
os �na2 r1��n + ���na2 
os �na2 r1 + 1r1 sin �na2 r1� 
n = 0;� 1r2 
os �na2 r2 + �na2 sin �na2 r2��n + � 1r2 sin �na2 r2 �� �na2 
os �na2 r2� 
n = 0;
9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>; (7)

An = r2Z0 r�(r)f(r)vn(r) drkvnk2 ; n = 1; 2; 3; : : : ; (8)�(r) =8>><>>: �01k1p0 ; 0 6 r < r1;�02k2p0 ; r1 < r 6 r2; (9)kvnk2 = r2Z0 �(r)v2n(r) dr: (10)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 5332. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ.A) oDNORODNYE SREDY.59. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = '(r); ut(r; 0) =  (r); 0 < r < r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = +1Xn=1nAn 
os�a �nr0 t�+Bn sin�a �nr0 t�o J0 ��nrr0 � ; (4)GDE An = 2r20[J1(�n)℄2 r0Z0 r'(r)J0 ��nrr0 � dr;Bn = 2a�nr0[J1(�n)℄2 r0Z0 r (r)J0 ��nrr0 � dr;9>>>>=>>>>; (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.60. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; (2)u(r; 0) = A�1� r2r20� ; ut(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; (3)QWLQETSQ u(r; t) = 8A +1Xn=1 J0��nrr0 ��3nJ1(�n) 
os a�ntr0 ; (4)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.uKA Z AN I E. dLQ WY^ISLENIQ KO\FFICIENTOW RQDA (4) WOSPOLXZO-WATXSQ FORMULOJ xZ0 xJ0(x) dx = xJ1(x), USTANOWITX SNA^ALA SPRAWDE-LIWOSTX FORMULYxZ0 x3J0(x) dx = 2x2J0(x) + (x3 � 4x)J1(x): (5)61. pOTENCIAL GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ ^ASTIC WODY QWLQETSQRE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2U�t2 = a2��2U�r2 + 1r �U�r � ; 0 6 r 6 r0; 0 < t < +1; (1)



532 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQQWLQETSQu(r; t) = +1Xn=1An vn(r)r 
os�nt; 0 6 r < r2; 0 < t < +1; (4)GDE �n (n = 1; 2; 3; : : : ) | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ������������ �01 sin �r1a1 ��02 
os �a2 r1 ��02 sin �a2 r1�a1 
os �a1 r1� 1r1 sin �a1 r1 �a2 sin �a2 r1+ 1r1 
os �a2 r1 � �a2 
os �a2 r1+ 1r1 sin �a2 r1�a2 sin �a2 r2+ 1r2 
os �a2 r2 � �a2 
os �a2 r2+ 1r2 sin �a2 r2 ������������ == 0, (5)vn(r) = 8><>: �n sin �na1 r; 0 6 r 6 r1;�n 
os �na2 r + 
n sin �na2 r; r1 6 r 6 r2: (6)kONSTANTY �n, �n I 
n OPREDELQ�TSQ S TO^NOSTX� DO OB℄EGO POSTO-QNNOGO MNOVITELQ IZ SISTEMY URAWNENIJ��01 sin �na1 r1��n � ��02 
os �na2 r1��n � ��02 sin �na2 r1� 
n = 0;��na1 
os �na1 r1 � 1r1 sin �na1 r1��n + ��na2 sin �na2 r1 ++ 1r1 
os �na2 r1��n + ���na2 
os �na2 r1 + 1r1 sin �na2 r1� 
n = 0;� 1r2 
os �na2 r2 + �na2 sin �na2 r2��n + � 1r2 sin �na2 r2 �� �na2 
os �na2 r2� 
n = 0;
9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>; (7)

An = r2Z0 r�(r)f(r)vn(r) drkvnk2 ; n = 1; 2; 3; : : : ; (8)�(r) =8>><>>: �01k1p0 ; 0 6 r < r1;�02k2p0 ; r1 < r 6 r2; (9)kvnk2 = r2Z0 �(r)v2n(r) dr: (10)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 5332. kRAEWYE ZADA^I, TREBU�℄IE PRIMENENIQ SPECIALXNYHFUNKCIJ.A) oDNORODNYE SREDY.59. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = '(r); ut(r; 0) =  (r); 0 < r < r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = +1Xn=1nAn 
os�a �nr0 t�+Bn sin�a �nr0 t�o J0 ��nrr0 � ; (4)GDE An = 2r20[J1(�n)℄2 r0Z0 r'(r)J0 ��nrr0 � dr;Bn = 2a�nr0[J1(�n)℄2 r0Z0 r (r)J0 ��nrr0 � dr;9>>>>=>>>>; (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.60. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; (2)u(r; 0) = A�1� r2r20� ; ut(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; (3)QWLQETSQ u(r; t) = 8A +1Xn=1 J0��nrr0 ��3nJ1(�n) 
os a�ntr0 ; (4)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.uKA Z AN I E. dLQ WY^ISLENIQ KO\FFICIENTOW RQDA (4) WOSPOLXZO-WATXSQ FORMULOJ xZ0 xJ0(x) dx = xJ1(x), USTANOWITX SNA^ALA SPRAWDE-LIWOSTX FORMULYxZ0 x3J0(x) dx = 2x2J0(x) + (x3 � 4x)J1(x): (5)61. pOTENCIAL GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ ^ASTIC WODY QWLQETSQRE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2U�t2 = a2��2U�r2 + 1r �U�r � ; 0 6 r 6 r0; 0 < t < +1; (1)



534 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQjU(0; t)j < +1; �U(r0; t)�r = 0; 0 < t < +1; (2)U(r; 0) = '(r); Ut(r; 0) =  (r); 0 6 r 6 r0: (3)dLQ NEGO POLU^AETSQ PREDSTAWLENIEU(r; t) = 2r20 r0Z0 rf'(r) + t (r)g dr ++ +1Xn=1�An 
os a�ntr0 +Bn sin a�ntr0 �J0 ��nrr0 � ; (4)GDE An = 2r20[J0(�n)℄2 r0Z0 r'(r)J0 ��nrr0 � dr;Bn = 2a�nr0[J1(�n)℄2 r0Z0 r (r)J0 ��nrr0 � dr;9>>>>=>>>>; (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J1(�) = 0.62. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r�+ p0� ; 0 6 r 6 r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = 0; ut(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = p0�a2 8<: r20 � r24 � 2r20 +1Xk=1 J0��krr0 ��2kJ1(�k) 
os a�ktr0 9=; ; (4)GDE �k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0, � | POWERH-NOSTNAQ PLOTNOSTX MEMBRANY.63. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r�+ 1� f(r; t); 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = 0; ut(r; 0) = 0; 0 6 r < r0; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1An(t)J0 ��nrr0 � ;An(t) = 1!n tZ0 d� r0Z0 f(�; �)J0 ��n�r0 � sin!n(t� �) d�; (4)GDE !n = a�nr0 , A �n | KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 53564. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r�+ p0� sin!t; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = 0; ut(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = p0!2� 8<: J0 �!ra �J0 �!r0a � � 19=; sin!t++ 2p0!r30a� +1Xn=1 J0 ��nrr0 � sin a�ntr0�2n(!2r20 � a2�2n)J1(�n) ; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0, ESLI TOLXKO ^AS-TOTA ! WYNUVDA�℄EJ SILY NE SOWPADAET NI S ODNOJ IZ SOBSTWENNYH^ASTOT MEMBRANY !n = a�nr0 (NET REZONANSA). w SLU^AE REZONANSA RE[E-NIE RAZYSKIWAETSQ ANALOGI^NO TOMU, KAK \TO BYLO SDELANO W RE[ENIIZADA^I 133 x 3 GL. II.65. u(r; t) = A J0 �!ra �J0 �!r0a � sin!t� +1Xn=1AnJ0 ��nrr0 � sin a�ntr0 ,GDE An = 2A!a�nr0J0 �!r0a � [J1(�n)℄2 r0Z0 rJ0 �!ra � J0 ��nrr0 � dr;�n | KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.uKA Z AN I E. sNA^ALA NUVNO NAJTI WYNUVDENNYE KOLEBANIQ S^ASTOTOJ WYNUVDA�℄EJ SILY W WIDE U(r; t) = R(r) sin!t.z AM E ^ AN I E. rE[ENIE NAPISANO W PREDPOLOVENII, ^TO NET REZO-NANSA, T. E. ^TO ! 6= !n = a�nr0 , n = 1; 2; 3; : : :66. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r�� 2�2 �u�t ; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = '(r); ut(r; 0) =  (r); 0 < r < r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = +1Xn=1 e��2tfAn 
os e!nt+Bn sin e!ntgJ0 ��nrr0 � ; (4)GDE An = 2r20[J1(�n)℄2 r0Z0 r'(r)J0 ��nrr0 � dr; (5)
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536 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQBn = �2e!n An + 2e!nr20[J1(�n)℄2 r0Z0 r (r)J0 ��nrr0 � dr; (6)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0,e!n =ra2�2nr20 � �4 1):67. A) u(r; t) = 2 p0� r20 +1Xn=1 J0 ��nrr0 ��nJ1(�n) �� [(a2�2n � r20!2) sin!t� 2�2! 
os!t℄[(a2�2n � r20!2)2 + 4�2!2℄ ;B) u(r; t) = 2 p0� r20 +1Xn=1 J0 ��nrr0 ��nJ1(�n) [(a2�2n � r20!2) 
os!t+ 2�2! sin!t℄[(a2�2n � r20!2)2 + 4�4!2℄ ;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K ZADA^E 50.68. nUVNO NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ�2U�t2 = a2��2U�r2 + 1r �U�r �� 2�2 �U�t ;UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQMjU(0; t)j < +1; U(r0; t) = Aei!t;A ZATEM WZQTX EGO MNIMU� ^ASTX. dLQ \TOJ CELI OSWOBODIMSQ OT NE-ODNORODNOSTI W GRANI^NOM USLOWII, PEREWEDQ EE W PRAWU� ^ASTX DIF-FERENCIALXNOGO URAWNENIQ; IMENNO, BUDEM ISKATX RE[ENIE ZADA^I WWIDE U(r; t) = v(r; t) +A r2r20 ei!t;GDE v(r; t) = R(r)ei!t; jR(0)j < +1; R(r0) = 0: (1)dLQ R(r) POLU^IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIEd2Rdr2 + 1r dRdr + !2 � 2�2!ia2 R = �A �!2 � 2i�2!a2 r2r20 + 4r20 � ;RE[ENIE KOTOROGO, UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NYM USLOWIQM (1), I℄EMW WIDE R(r) = +1Xn=1AnJ0 ��nrr0 � ;GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J0(�) = 0.1)mY PREDPOLAGAEM e!n DEJSTWITELXNYM PRI n = 1; 2; 3; : : : ; W SLU^AE,ESLI DLQ n = 1; 2; : : : ; e!n QWLQETSQ MNIMYM, W SOOTWETSTWU�℄IH ^LENAH 
osI sin ZAMENQ�TSQ NA 
h I sh I ZNAK PERED PERWYM SLAGAEMYM W FORMULE (6)ZAMENQETSQ NA PROTIWOPOLOVNYJ.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 53769. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a21��2u�r2 + 1r �u�r�� �2 r0Z0 ru(r; t) dr;0 < r < r0; 0 < t < +1; �2 = 2��0a20
0�1 ; (1)u(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = '(r); ut(r; 0) =  (r); 0 < r < r0; (3)QWLQETSQu(r; t) = +1Xn=1nAn 
os a1�ntr0 +Bn sin a1�ntr0 onJ0 ��n rr0�� J0(�n)o ;(4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(�) + {J2(�) = 0; { = ��0a20
0�1a21 r20 1); (5)An = 2r20 �J21 (�n) + 2{�2n J22 (�n)� r0Z0 r'(r) hJ0 ��n rr0�� J0(�n)i dr;Bn = 2a1�nr0 �J21 (�n) + 2{�2n J22 (�n)� r0Z0 r (r) hJ0 ��n rr0�� J0(�n)i dr:uKA Z AN I E. ~ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ�2u�t2 = a21��2u�r2 + 1r �u�r�� �0a20�1
0 2�Z0 d' r0Z0 ru(r; t) dr;UDOWLETWORQ�℄IE U
LOWIQMju(0; t)j < +1; u(r0; t) = 0;I℄EM W WIDE U(r; t) = R(r)T (t):pOSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH \TO PRIWODIT K URAWNENIQMT 00 + a21�2T = 0; d2Rdr2 + 1r dRdr + �2R = 2� �0a20�1a21 � 1
0 r0Z0 rR(r) dr:pREVDE ^EM ISKATX RE[ENIQ POSLEDNEGO URAWNENIQ, UDOWLETWORQ�℄IEUSLOWIQM jR(0)j < +1; R(r0) = 0; (10)WYPOLNIM W NEM ZAMENU PEREMENNYH: �r = x, R(r) = R �x�� = y(x);1)pO POWODU OBOZNA^ENIJ SM. ZADA^U 5.
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538 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ\TO PRIWEDET K URAWNENI�y00 + 1x y0 + y(x) = 2�
0 �0a20�1a21 � r20�2 �Z0 xy(x) dx; (20)GDE � = �r0.pRI \TOM USLOWIQ (1) PRIMUT WIDjy(0)j < +1; y(�) = 0: (30)rE[ENIQ URAWNENIQ (20), UDOWLETWORQ�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM (30),I℄EM W WIDE y(x) = J0(x) � J0(�): (40)pODSTANOWKA (40) W (20) DAET�J0(�) = 2�
0 �0a20�1a21 r20�2 �Z0 xfJ0(x) � J0(�)g dx; (50)^TO PRIWODIT K SLEDU�℄EMU URAWNENI� DLQ OPREDELENIQ ZNA^ENIJ �,SOOTWETSTWU�℄IH SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM � = �r0 RASSMATRIWAEMOJKRAEWOJ ZADA^I J0(�) + {J2(�) = 0 1); (6)GDE { = � �0a20�1a21 r20
0 :pOLAGAQ Rn(r) = J0 ��nrr0 �� J0(�n);GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ (6), NE-TRUDNO USTANOWITX SLEDU�℄IE SOOTNO[ENIQ ORTOGONALXNOSTI2) DLQSOBSTWENNYH FUNKCIJ Rn(r) RASSMATRIWAEMOJ KRAEWOJ ZADA^Ir0Z0 rRn(r)Rm(r) dr = 8><>: r202 �J21 (�n) + 2{�2n J22 (�n)� PRI m = n;0 PRI m 6= n: (7)70. u(r; t) = �0T0 �J0 �!r0a1 �� J0 �!ra1 ��{J2 �!r0a1 �+ !2a21 J0�!r0a1 � sin!t++ +1Xn=1AnBn(r) sin a1�ntr0 ; (1)1)dLQ \TOGO POSLE WYPOLNENIQ INTEGRIROWANIQ W PRAWOJ ^ASTI (5) SPOMO℄X� SOOTNO[ENIQ (2) [7, S. 638℄, NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ PERWYM IZ SO-OTNO[ENIJ (21) [7, S. 637, 638℄, POLOVIW � = 1.2)sM. [38℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 539GDE { I Rn(r) IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E,An = 2a�nr0 �J21 (�n) + 2{�2n J22 (�n)� r0Z0 r (r)Rn(r) dr; (2)GDE  (r) = �0T0 �J0�!r0a1 �� J0 �!ra1 ��{J2 �!r0a1 �+ !2a21 J0 �!r0a1 � ; (3)T0 | NATQVENIE MEMBRANY.uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.71. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 + 
4�2�2u = 0; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = ur(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); ut(r; 0) = F (r); 0 6 r < r0; (3)BUDEM ISKATX METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH. zAMETIM, ^TO W USLO-WIQH RADIALXNOJ SIMMETRII�2 = �2�r2 + 1r ��r : (4)~ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (2) I℄EM W WIDEU(r; t) = R(r)T (t): (5)mY POLU^IMT 00 + !4T = 0; T (t) = A 
os!2t+B sin!2t; (6)��R� k4R = 0; k4 = !4
4 ; � = �2: (7)pOSLEDNEE URAWNENIE MOVNO ZAPISATX TAK:(� + k2)(�� k2)R(r) = 0: (8)tAKIM OBRAZOM, R(r) MOVET BYTX RE[ENIEM URAWNENIQ(� + k2)R(r) = 0; T. E. d2Rdr2 + 1r dRdr + k2R = 0; (9)LIBO URAWNENIQ(�� k2)R(r) = 0; T. E. d2Rdr2 + 1r dRdr � k2R = 0: (90)tAK KAK NAS INTERESU�T LI[X OGRANI^ENNYE PRI r = 0 RE[ENIQ URAW-NENIQ (8), TO R(r) = CJ0(kr) +DI0(kr): (10)~TOBY UDOWLETWORITX GRANI^NYM USLOWIQM (2), R(r) DOLVNO UDOW-LETWORQTX GRANI^NYM USLOWIQMR(r0) = R0(r0) = 0: (11)
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0 �0a20�1a21 � r20�2 �Z0 xy(x) dx; (20)GDE � = �r0.pRI \TOM USLOWIQ (1) PRIMUT WIDjy(0)j < +1; y(�) = 0: (30)rE[ENIQ URAWNENIQ (20), UDOWLETWORQ�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM (30),I℄EM W WIDE y(x) = J0(x) � J0(�): (40)pODSTANOWKA (40) W (20) DAET�J0(�) = 2�
0 �0a20�1a21 r20�2 �Z0 xfJ0(x) � J0(�)g dx; (50)^TO PRIWODIT K SLEDU�℄EMU URAWNENI� DLQ OPREDELENIQ ZNA^ENIJ �,SOOTWETSTWU�℄IH SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM � = �r0 RASSMATRIWAEMOJKRAEWOJ ZADA^I J0(�) + {J2(�) = 0 1); (6)GDE { = � �0a20�1a21 r20
0 :pOLAGAQ Rn(r) = J0 ��nrr0 �� J0(�n);GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ (6), NE-TRUDNO USTANOWITX SLEDU�℄IE SOOTNO[ENIQ ORTOGONALXNOSTI2) DLQSOBSTWENNYH FUNKCIJ Rn(r) RASSMATRIWAEMOJ KRAEWOJ ZADA^Ir0Z0 rRn(r)Rm(r) dr = 8><>: r202 �J21 (�n) + 2{�2n J22 (�n)� PRI m = n;0 PRI m 6= n: (7)70. u(r; t) = �0T0 �J0 �!r0a1 �� J0 �!ra1 ��{J2 �!r0a1 �+ !2a21 J0�!r0a1 � sin!t++ +1Xn=1AnBn(r) sin a1�ntr0 ; (1)1)dLQ \TOGO POSLE WYPOLNENIQ INTEGRIROWANIQ W PRAWOJ ^ASTI (5) SPOMO℄X� SOOTNO[ENIQ (2) [7, S. 638℄, NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ PERWYM IZ SO-OTNO[ENIJ (21) [7, S. 637, 638℄, POLOVIW � = 1.2)sM. [38℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 539GDE { I Rn(r) IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E,An = 2a�nr0 �J21 (�n) + 2{�2n J22 (�n)� r0Z0 r (r)Rn(r) dr; (2)GDE  (r) = �0T0 �J0�!r0a1 �� J0 �!ra1 ��{J2 �!r0a1 �+ !2a21 J0 �!r0a1 � ; (3)T0 | NATQVENIE MEMBRANY.uKA Z AN I E. sM. UKAZANIE K PREDYDU℄EJ ZADA^E.71. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 + 
4�2�2u = 0; 0 6 r < r0; 0 < t < +1; (1)u(r0; t) = ur(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = f(r); ut(r; 0) = F (r); 0 6 r < r0; (3)BUDEM ISKATX METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH. zAMETIM, ^TO W USLO-WIQH RADIALXNOJ SIMMETRII�2 = �2�r2 + 1r ��r : (4)~ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (2) I℄EM W WIDEU(r; t) = R(r)T (t): (5)mY POLU^IMT 00 + !4T = 0; T (t) = A 
os!2t+B sin!2t; (6)��R� k4R = 0; k4 = !4
4 ; � = �2: (7)pOSLEDNEE URAWNENIE MOVNO ZAPISATX TAK:(� + k2)(�� k2)R(r) = 0: (8)tAKIM OBRAZOM, R(r) MOVET BYTX RE[ENIEM URAWNENIQ(� + k2)R(r) = 0; T. E. d2Rdr2 + 1r dRdr + k2R = 0; (9)LIBO URAWNENIQ(�� k2)R(r) = 0; T. E. d2Rdr2 + 1r dRdr � k2R = 0: (90)tAK KAK NAS INTERESU�T LI[X OGRANI^ENNYE PRI r = 0 RE[ENIQ URAW-NENIQ (8), TO R(r) = CJ0(kr) +DI0(kr): (10)~TOBY UDOWLETWORITX GRANI^NYM USLOWIQM (2), R(r) DOLVNO UDOW-LETWORQTX GRANI^NYM USLOWIQMR(r0) = R0(r0) = 0: (11)



540 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpODSTAWLQQ (10) W (11), POLU^AEM URAWNENIQCJ0(kr0) +DI0(kr0) = 0;CJ 00(kr0) +DI 00(kr0) = 0:� (12)mY RAZYSKIWAEM NETRIWIALXNYE RE[ENIQ URAWNENIQ (8), UDOWLETWORQ-�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM (11), PO\TOMU KONSTANTY C I D NE DOLVNYODNOWREMENNO OBRA℄ATXSQ W NULX, SLEDOWATELXNO, OPREDELITELX SISTE-MY (12) DOLVEN BYTX RAWNYM NUL�. tAK MY PRIHODIM K TRANSCEN-DENTNOMU URAWNENI�J0(kr0)I 00(kr0)� I0(kr0)J 00(kr0) = 0 (13)DLQ OPREDELENIQ SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ NA[EJ KRAEWOJ ZADA^I k1,k2; : : : ; kn; : : : w KA^ESTWE SOBSTWENNYH FUNKCIJ MOVNO WZQTXRn(r) = R(knr) = I0(knr0)J0(knr)� J0(knr0)I0(knr): (14)|TI FUNKCII ORTOGONALXNY1) NA OTREZKE 0 6 r < r0 S WESOM r. dLQDOKAZATELXSTWA \TOGO UTWERVDENIQ ZAMETIM, ^TO URAWNENIE (7) MOVNOPEREPISATX W WIDE1r ddr nr ddr h1r ddr �r dRdr �io� k4R = 0: (15)pOLOVIM W URAWNENII (15) R = Rn(r), k = kn, A ZATEM R = Rm(r) Ik = km, UMNOVIM PERWOE IZ POLU^ENNYH RAWENSTW NA rRm(r), A WTOROENA rRn(r), WY^TEM REZULXTATY I PROINTEGRIRUEM PO r OT NULQ DO r0;1)oRTOGONALXNOSTX Rn I Rm MOVET BYTX DOKAZANA I BEZ PODROBNOGOISSLEDOWANIQ IH POWEDENIQ PRI r = 0. wOZXMEM URAWNENIQ��Rn(r)� k4nRn(r) = 0; ��Rm(r)� k4mRm(r) = 0; � = �2;UMNOVIM PERWOE NA Rm(r), A WTOROE NA Rn(r) I WY^TEM; MY PRIDEM K RA-WENSTWU Rm��Rn �Rn��Rm = (k4n � k4m)RmRn:pROINTEGRIRUEM \TO RAWENSTWO PO KRUGU K S GRANICEJ �, 0 6 r < r0,0 6 ' < 2� I WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ gRINA(k4n � k4m)ZZK RmRn d� = ZZK [Rm��Rn �Rn��Rm℄ d� = Z� �Rm d�Rndr �� Rn d�Rmdr � ds+ Z� �dRndr �Rm � dRmdr �Rn� ds = 0; (17)TAK KAK NA OKRUVNOSTI �, r = r0, IMEET MESTORm(r0) = Rn(r0) = 0; R0m(r0) = R0n(r0) = 0:eSLI km 6= kn (km, kn > 0), TO IZ RAWENSTWA(k4n � k4m) ZZK RmRn d� = 0SLEDUET RAWENSTWOZZK RmRn d� = 0; T. E. r0Z0 rRm(r)Rn(r)dr = 0;

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 541\TO DAST(k4m � k4n) r0Z0 rRmRn dr = nRn ddr h1r ddr �r dRmdr �i��Rm ddr h1r ddr �r dRndr �i+R0mR00n �R0nR00mor=r0r=0 : (16)pODSTANOWKA W PRAWOJ ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA OBRA℄AETSQ W NULXTOVDESTWENNO PRI r = 0, ^TO WYTEKAET IZ STRUKTURY RQDOW DLQ FUNK-CIJ bESSELQ J0(x) I I0(x), A PRI r = r0 \TA PODSTANOWKA OBRA℄AETSQW NULX W SILU GRANI^NYH USLOWIJ (11). pO\TOMU PRI km 6= kn, km > 0,kn > 0 BUDET r0Z0 rRmRn dr = 0: (160)eSLI W RAWENSTWE (16) ZAMENITX km NA k I PEREJTI K PREDELUPRI k ! kn, TO, RASKRYWAQ NEOPREDELENNOSTX PO PRAWILU lOPITALQ,NAJDEM 1)kRnk2 = r0Z0 rR2n(r) dr == r604 �R00n2 �R0n ddr h1r ddr �r dRndr �i� R0nR00nk4nr40 �R0nR000n �r=r0 == r604 R00n2(r0) = r20J20 (knr0)I20 (k0rn): (18)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) POLU^AEM W WIDE SUMMY RQDAu(r; t) = +1Xn=1fAn 
os(
2k2nt) +Bn sin(
2k2nt)gRn(r);GDE An = r0Z0 rf(r)Rn(r)drkRnk2 ; Bn = r0Z0 rF (r)Rn(r)dr
2k2nkRnk2 :72. u(r; t) = 
2J2�D +1Xn=1 [I0(knr0)� J0(knr0)℄ � Rn(r)k2nr20I20 (knr0)J20 (knr0) sin(k2n
2t),GDE CILINDRI^ESKAQ VESTKOSTX D RAWNAD = 2Eh33(1�m2) 2);A Rn(r) IMEET TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.1)mOVNO BYLO BY WOSPOLXZOWATXSQ ANALOGI^NYM OBRAZOM SOOTNO[ENI-EM (17), POLU^ENNYM W PREDYDU℄EJ SNOSKE.2)sM. RE[ENIE ZADA^I 18 NASTOQ℄EJ GLAWY.
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542 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ73. u(r; t) = 2p0
2r20!D +1Xn=1 sin(k2n
2t)� k2n
2! sin!t1��k2n
2! �2 �� J1(knr0)Rn(r)k2nr20J20 (knr)I20 (knr) ;GDE Rn I D IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E.74. u(r; t) == 
2p02�D +1Xn=1 sin(k2n
2t)� k2n
2! sin!t1��k2n
2! �2 � [I0(knr0)� J0(knr0)℄Rn(r)k2nr20J20 (knr0)I20 (knr0) :75. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; r� < r < r��; 0 < t < +1; (1)u(r�; t) = u(r��; t) = 0; 0 < t < +1; (2)u(r; 0) = '(r); ut(r; 0) =  (r); r� 6 r 6 r��; (3)QWLQETSQ u(r; t) = +1Xn=1fAn 
os(a�nt) +Bn sin(a�nt)gRn(r); (4)GDE Rn(r) = J0(r�n)H(1)0 (r���n)� J0(r���n)H(1)0 (r�n); (5)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(r��)H(1)0 (r���)� J0(r���)H(1)0 (r��) = 0; (6)An = �2�2n2 � J20 (�nr�)J20 (�nr��)� J20 (�nr�) r��Zr� r'(r)Rn(r) dr; (7)Bn = �2�n2a � J20 (�nr�)J20 (�nr��)� J20 (�nr�) r��Zr� r (r)Rn(r) dr: (70)76. u(r; t) = R(r) sin!t+ +1Xn=1BnRn(r) sin a�nt, (1)R(r) = p0!2� ��(hH(1)0 �!r��a ��H(1)0 �!r�a �i J0�!ra �+ hJ0�!r�a �� J0�!r��a �iH(1)0 �!ra �J0�!r�a �H(1)0 �!r��a ��H(1)0 �!r�a �J0�!r��a � �� 1); (2)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 543Bn = �2�n2a � J20 (�nr�)J20 (�nr��)� J20 (�nr�) r��Zr� rR(r)Rn(r) dr; (3)Rn(r) = J0(�nr)H(1)0 (�nr��)� J0(�nr��)H(1)0 (�nr); (4)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ0(�r�)H(1)0 (�r��)� J0(�r��)H(1)0 (�r�) = 0: (5)77. u(r; t) = +1Xn=1fAn 
osa�nt+Bn sin a�ntgR�n(r); (1)R�n = J0(�nr)H(1)0 0(�nr��)� J 00(�nr��)H(1)0 (�nr); (2)�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ 00(�r�)H(1)00 (�r��)� J 00(�r��)H(1)00 (�r�) = 0; (3)An = r��Zr� r'(r)R�n(r)drr��Zr� rRn�2(r)dr ; Bn = r��Zr� r (r)R�n(r)dra�n r��Zr� rRn�2(r)dr :78. u(r; z; t) = (+1Xn=1AnI0 rrn2�2l2 � !2a2 ! 
os n�zl ) 
os!t ++ +1Xm;n=0BmnJ0 ��mrr0 � 
os n�zl 
os tar�2mr20 + n2�2l2 ; (1)An = � 2lrn2�2l2 � !2a2 I1 r0rn2�2l2 � !2a2 ! lZ0 f(z) 
os n�zl dz;n = 1; 2; 3; : : : ; (2)A0 = a2l!2J1 �!r0a � lZ0 f(z) dz; (20)Bnm = � 2Anr20J20 (�m) r0Z0 rI0 rrn2�2l2 � !2a2 !J0 ��mrr0 � dr;n = 1; 2; 3; : : : ; (3)B0m = � 2A0r20J20 (�m) r0Z0 rJ0 �!ra �J0 ��mrr0 � dr; (30)�m, m = 0; 1; 2; 3; : : : ;| POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J1(�) = 0.
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os n�zl dz;n = 1; 2; 3; : : : ; (2)A0 = a2l!2J1 �!r0a � lZ0 f(z) dz; (20)Bnm = � 2Anr20J20 (�m) r0Z0 rI0 rrn2�2l2 � !2a2 !J0 ��mrr0 � dr;n = 1; 2; 3; : : : ; (3)B0m = � 2A0r20J20 (�m) r0Z0 rJ0 �!ra �J0 ��mrr0 � dr; (30)�m, m = 0; 1; 2; 3; : : : ;| POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J1(�) = 0.



544 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQz AM E ^ AN I E. ~LEN S MNOVITELEM 
os!t W RAWENSTWE (1) QWLQETSQ^ASTNYM RE[ENIEM URAWNENIQ�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + �2u�z2� ;UDOWLETWORQ�℄IM NEODNORODNYM GRANI^NYM USLOWIQM ZADA^I.79. pOTENCIAL SKOROSTEJ RAWENu(r; z; t) = (+1Xm=0Am 
h zr�2mr20 � !2a2 J0 ��mrr0 �) 
os!t++ +1Xn;m=0Bnm 
os n�zl J0 ��mrr0 � 
os tar�2mr2 + n2�2l2 ;Am = 2r20J20 (�m)s�2mr20 � !2a2 sh ls�2mr20 � !2a2 r0Z0 rf(r)J0 ��mrr0 � dr;Bnm = �2Aml lZ0 
h zr�2mr20 � !2a2 
os n�zl dz; n = 1; 2; : : : ;B0m = �Aml lZ0 
h zr�2mr20 � !2a2 dz;�m, m = 0; 1; 2; : : : ; | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J1(�) = 0.80. pOTENCIAL SKOROSTEJ RAWENu(r; z; t) = (+1Xn=0AnRn(r) 
os n�zl ) 
os!t++ +1Xn;m=0BnmR�m(r) 
os n�zl 
os tar�2m + n2�2l2 ; (1)Rn(r) = K 00({nr�)I0({nr) �K0({nr)I 00({nr�);{n =rn2�2l2 � !2a2 ; n = 1; 2; : : : 1); (2)R0(r) = N 00 �!r�a � J0 �!ra ��N0 �!ra � J 00 �!r�a � ; (3)An = 2lR0n(r��) lZ0 f(z) 
os n�zl dz; n = 1; 2; : : : ;1)zDESX PREDPOLAGAETSQ, ^TO {n DEJSTWITELXNOE; W PROTIWNOM SLU-^AE K0 I I0 ZAMENQTSQ NA N0 I J0.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 545A0 = 1lR00(r��) lZ0 f(z) dz; (4)R�m(r) = J0(�mr)H(1)00 (�mr��)� J 00(�mr��)H(1)0 (�mr);�m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQJ 00(�r�)H(1)00 (�r��)� J 00(�mr��)H(1)00 (�r�) = 0;Bnm = �An r��Zr� rRn(r)R�m(r) drr��Zr� rR�2m (r)dr :81. pOTENCIAL SKOROSTEJ RAWENu(r; z; t) = (+1Xn=0AnR�n(r) 
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h zr�2n � !2a2 
os m�zl dz; m = 1; 2; 3; : : : ;Bn0 = �Anl lZ0 
h zr�2n � !2a2 dz:1)zDESX PREDPOLAGAETSQ, ^TO �n > !a DLQ WSEH n = 0; 1; 2; : : :35 b.m. bUDAK I DR.
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546 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ82. u(r; '; t) == 2K�ar0 +1Xn; k=0 Jn �(n)k rr0 !Jn �(n)k r1r0 !"n�(n)k J 0n2(�(n)k ) 
osn('� '1) sin a�(n)k tr0 ;GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0,"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;r0 | RADIUS MEMBRANY, (r1; '1) | TO^KA UDARA.uKA Z AN I E. mOVNO SNA^ALA S^ITATX, ^TO IMPULXSK RAWNOMERNORASPREDELQETSQ W MOMENT t = 0 PO \LEMENTARNOJ PLO℄ADKE '1 6 ' 66 '1 +�', r1 6 r 6 r1 +�r, T. E. ^TO NA^ALXNYE USLOWIQ IME�T WIDu(r; '; 0) = 0; 0 6 ' 6 '0; 0 6 r 6 r0;ut(r; '; 0) = 8<: K�r1�'�r NA UKAZANNOJ PLO℄ADKE,0 WNE UKAZANNOJ PLO℄ADKI,A ZATEM W RE[ENII, POLU^ENNOM PRI \TIH NA^ALXNYH USLOWIQH, PEREJTIK PREDELU PRI �'! 0 I �r ! 0.mOVNO WOSPOLXZOWATXSQ TAKVE IMPULXSNYMI DELXTA-FUNKCIQMIDLQ FORMULIROWANIQ NA^ALXNYH USLOWIJ, POLAGAQu(r; '; 0) = 0; 0 6 ' 6 '0; 0 6 r 6 r0;ut(r; '; 0) = K� Æ�(r � r1)Æ('� '1);GDE DELXTA-FUNKCIQ Æ('�'1) OPREDELQETSQ OBY^NYM OBRAZOM, A FUNK-CIQ Æ�(r � r1) OPREDELQETSQ RAWENSTWAMIr000Zr00 rÆ�(r � r1)f(r) dr = f(r1); ESLI r00 < r1 < r000 ;r000Zr00 rÆ�(r � r1)f(r) dr = 0; ESLI r1 LEVIT WNE OTREZKA [r00; r000 ℄,KAKOWA BY NI BYLA NEPRERYWNAQ FUNKCIQ f(r). tAKIM OBRAZOM, PRO-IZWEDENIE Æ�(r � r1)Æ(' � '1) QWLQETSQ OBY^NOJ DELXTA-FUNKCIEJ DLQPLOSKOJ OBLASTI; UMNOVAQ EE NA \LEMENT PLO℄ADI W POLQRNYH KOOR-DINATAH r dr d' I INTEGRIRUQ PO RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI, MY POLU-^IM 1 ILI 0, SMOTRQ PO TOMU, PRINADLEVIT TO^KA (r1; '1) \TOJOBLASTI ILI NET 1).1)sM. TAKVE [7, S. 270℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 54783. pOTENCIAL GORIZONTALXNYH SKOROSTEJ ^ASTIC WODY QWLQETSQRE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; 0 6 r 6 r0;0 6 ' 6 2�; 0 < t < +1; (1)ur(r0; '; t) = 0; 0 6 ' 6 2�; 0 < t < +1; (2)u(r; '; 0) = v0r 
os'; ut(r; '; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; 0 6 ' 6 2�;(3)DLQ NEGO POLU^AETSQ WYRAVENIEu(r; '; t) = v0 
os' +1Xn=1AnJ1 ��nrr0 � 
os a�ntr0 ; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J 01(�) = 0, AAn = 2�2n r0Z0 r2J1��nrr0 � drr0[�2n � 1℄J21 (�n) : (5)84. u(r; '; t) == r0a� +1Xn=1 An�n J1 ��nrr0 � tZ0 
os('� !�) sin a�nr0 (t� �) d�; (1)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J1(�) = 0,An = r0Z0 rf(r)J1��nrr0 � drr0Z0 rJ21 ��nrr0 �dr = 2 r0Z0 rf(r)J1 ��nrr0 �drr20J 012(�n) : (2)z AM E ^ AN I E. mOVNO POLU^ITX RE[ENIE I W DRUGOJ FORME. dLQ\TOGO SNA^ALA NUVNO, NE ZABOTQSX O NA^ALXNYH USLOWIQH, NAJTI ^AST-NOE RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2�+ f(r)� 
os('� !t);OBRA℄A�℄EESQ W NULX PRI r = r0 W WIDEU(r; '; t) = R(r) 
os('� !t):pRIMENQQ METOD WARIACII POSTOQNNYH S ISPOLXZOWANIEM WRONSKIANACILINDRI^ESKIH FUNKCIJ WfJ1(z); N1(z)g = 2�z , DLQ R(r) NETRUDNOPOLU^ITX WYRAVENIE35�
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548 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQR(r) = �!2a� J1 �!ra �J1 �!r0a � ��(J1 �!r0a � r0Z0 rf(r)N1 �!ra � dr �N1 �!r0a � r0Z0 rf(r)J1 �!ra � dr) �� �!2a�J1 �!ra � tZ0 rf(r)N1 �!ra � dr + �!2a�N1 �!ra � rZ0 rf(r)J1 �!ra � dr:zATEM NUVNO NAJTI RE[ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQ S SOOTWETST-WU�℄IMI NEODNORODNYMI NA^ALXNYMI USLOWIQMI.85. u(r; '; t) = (+1Xn=1Cn(a2�2n � r20!2)J1 ��nrr0 �) 
os('� !t)�� 2r20{!(+1Xn=1CnJ1 ��nrr0 �) sin('� !t);Cn = 2 r0Z0 rf(r)J1 ��nrr0 �dr�J 012(�n)[(r20!2 � a2�2n)2 + 4r40{2!2℄ ;�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J1(�) = 0.uKA Z AN I E. rE[ENIE ZADA^I MOVET BYTX POLU^ENO KAK DEJST-WITELXNAQ ^ASTX RE[ENIQ URAWNENIQ�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2�� 2{ �u�t + f(r)� ei('�!t); (1)OBRA℄A�℄EGOSQ W NULX PRI r = r0. tAKOE RE[ENIE URAWNENIQ (1) MOV-NO ISKATX W WIDE U(r; '; t) = R(r)ei('�!t):rE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, POLU^A�℄EGOSQ DLQ R(r),MOVNO ISKATX W WIDE R(r) = +1Xn=1AnJ1 ��nrr0 � :86. u(r; '; t) = nv(r; t) + r2r20 f(t)o 
osn',v(r; t) = r0a +1Xm=1 Jn��mrr0 ��m tZ0  m(�) sin a�mr0 (t� �) d�; m(t) = 2 r0Z0 r[3a2f(t)� r2f 00(t)℄ Jm ��mrr0 � drr40J 0n2(�m) ;�m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 54987. u(r; '; t) = sin!t +1Xn=0 Jn �!ra � (An 
osn'+Bn sinn') ++ +1Xn;m=0Jn��(n)m rr0 � (Anm 
osn'+Bnm sinn') sin a�(n)m tr0 ;�(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0,A0 = 12�J0 �!r0a � 2�Z0 F (') d'; An = 1�Jn �!r0a � 2�Z0 F (') 
osn'd';n = 1; 2; 3; : : : ;Bn = 1�Jn �!r0a � 2�Z0 F (') sinn'd'; n = 1; 2; 3; : : : ;Anm = 2!An r0Z0 rJn �!ra � Jn �(n)m rr0 ! drar0�(n)m J 0n2(�(n)m ) ; n; m = 0; 1; 2; 3; : : : ;Bnm = 2!Bn r0Z0 rJn �!ra � Jn �(n)mr0 r! drar0�(n)m J 0n2(�(n)m ) ; n = 1; 2; 3; : : : ;m = 0; 1; 2; : : :uKA Z AN I E. sNA^ALA CELESOOBRAZNO NAJTI ^ASTNOE RE[ENIEURAWNENIQ �2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ;UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NOMU USLOWI�u(r0; '; t) = F (') sin!t:|TO ^ASTNOE RE[ENIE ESTESTWENNO ISKATX W WIDEU(r; '; t) = V (r; ') sin!t:88. u(r; '; z; t) == (+1Xm=0AmIn rrm2�2l2 � !2a2 ! 
os m�zl ) 
osn' 
os!t++ +1Xm;k=0AmkJn��(n)k rr0 � 
os m�zl 
osn' 
osatsm2�2l2 + �(n)2kr20 ;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J 0n(�) = 0,
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osn',v(r; t) = r0a +1Xm=1 Jn��mrr0 ��m tZ0  m(�) sin a�mr0 (t� �) d�; m(t) = 2 r0Z0 r[3a2f(t)� r2f 00(t)℄ Jm ��mrr0 � drr40J 0n2(�m) ;�m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 54987. u(r; '; t) = sin!t +1Xn=0 Jn �!ra � (An 
osn'+Bn sinn') ++ +1Xn;m=0Jn��(n)m rr0 � (Anm 
osn'+Bnm sinn') sin a�(n)m tr0 ;�(n)m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0,A0 = 12�J0 �!r0a � 2�Z0 F (') d'; An = 1�Jn �!r0a � 2�Z0 F (') 
osn'd';n = 1; 2; 3; : : : ;Bn = 1�Jn �!r0a � 2�Z0 F (') sinn'd'; n = 1; 2; 3; : : : ;Anm = 2!An r0Z0 rJn �!ra � Jn �(n)m rr0 ! drar0�(n)m J 0n2(�(n)m ) ; n; m = 0; 1; 2; 3; : : : ;Bnm = 2!Bn r0Z0 rJn �!ra � Jn �(n)mr0 r! drar0�(n)m J 0n2(�(n)m ) ; n = 1; 2; 3; : : : ;m = 0; 1; 2; : : :uKA Z AN I E. sNA^ALA CELESOOBRAZNO NAJTI ^ASTNOE RE[ENIEURAWNENIQ �2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ;UDOWLETWORQ�℄EE GRANI^NOMU USLOWI�u(r0; '; t) = F (') sin!t:|TO ^ASTNOE RE[ENIE ESTESTWENNO ISKATX W WIDEU(r; '; t) = V (r; ') sin!t:88. u(r; '; z; t) == (+1Xm=0AmIn rrm2�2l2 � !2a2 ! 
os m�zl ) 
osn' 
os!t++ +1Xm;k=0AmkJn��(n)k rr0 � 
os m�zl 
osn' 
osatsm2�2l2 + �(n)2kr20 ;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J 0n(�) = 0,



550 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQAm = 2 lZ0 f(z) 
os m�zl dzlrm2�2l2 � !2a2 I 0n r0rm2�2l2 � !2a2 ! ; A0 = lZ0 f(z) dzl!a J 0n �!r0a � ;

Amk = �2Am r0Z0 rIn rrm2�2l2 � !2a2 ! Jn �(n)k rr0 ! drr20 "1� n2�(n)2k # J2n(�(n)k ) ;m = 1; 2; : : : ; k = 0; 1; : : : ;A0k = �2A0 r0Z0 rJn �!ra � Jn �(n)k rr0 ! drr20 "1� n2�(n)2k # J2n(�(n)k ) ; k = 0; 1; 2; : : :89. u(r; '; z; t) == 8<:+1Xk=0AkJn��(n)k rr0 � 
h zs�(n)2kr20 � !2a29=; 
osn' 
os!t++ +1Xm;k=0AmkJn��(n)k rr0 � 
os m�zl 
osn' 
osatsm2�2l2 + �(n)2kr20 ;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J 0n(�) = 0,Ak = 2 r0Z0 rf(r)Jn �(n)k rr0 ! drr20 "1� n2�(n)2k # J2n(�(n)k )s�(n)2kr20 � !2a2 sh ls�(n)2kr20 � !2a2 ;Amk = �2lAk lZ0 
h zs�(n)2kr20 � !2a2 
os m�zl dz; m = 1; 2; : : : ;k = 0; 1; 2; : : : ;A0k = �1l Ak lZ0 
h zs�(n)2kr20 � !2a2 dz; k = 0; 1; 2; : : :

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 55190. u(r; '; t) == 4Kr0'0� +1Xk; n=1 Jn�'0  �(n)k rr0 !Jn�'0  �(n)k r1r0 !�(n)k J 02n�'0 (�(n)k ) sin n�''0 sin n�'1'0 sin �(n)k atr0 ;(1)GDE (r1; '1) | TO^KA, W KOTOROJ SOOB℄EN IMPULXS K, �(n)k | KORNIURAWNENIQ Jn�'0 (�(n)k ) = 0.91: u(r; '; t) == �2Ka�'0 +1Xn; k=1 �(n)k J2n�'0 (�(n)k r1)Rnk(er)Rnk(r)J2n�'0 (�(n)k r2)� J2n�'0 (�(n)k r1) sin n� e''0 sin n�''0 sin�(n)k at;GDE Rnk(r) = Zn�'0 (�(n)k r) I �(n)k IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W ZADA^E 45GL. V, A (er; e') | TO^KA, W KOTOROJ SOOB℄EN MEMBRANE IMPULXS K, �|POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX MASSY MEMBRANY (MASSY EDINICY PLO℄ADI).92. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; r1 6 r 6 r2;0 6 ' 6 '0; 0 6 t < +1; (1)�U�r ���r=r1= �U�r ���r=r2= 0; �u�' ���'=0= �u�' ���'='0= 0; (2)u(r; '; 0) = f(r; ');ut(r; '; 0) = F (r; ');� r1 6 r 6 r2; 0 6 ' 6 '0: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; '; t) = +1Xn; k=0fAnk 
osa�(n)k t+Bnk sina�(n)k tgRnk(r) 
os n�''0 ; (4)GDE Rnk(r) = N 0n�'0 (�(n)k r1)Jn�'0 (�(n)k r) � J 0n�'0 (�(n)k r1)N 0n�'0 (�(n)k r); (5)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQN 0n�'0 (�r1)J 0n�'0 (�r2)� J 0n�'0 (�r1)N 0n�'0 (�r2) = 0; (6)Ank = 2'0 r2Zr1 rR2nk(r)dr r2Zr1 '0Z0 f(r; ')Rnk(r) 
os n�''0 r dr d'; n > 0; (7)



550 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQAm = 2 lZ0 f(z) 
os m�zl dzlrm2�2l2 � !2a2 I 0n r0rm2�2l2 � !2a2 ! ; A0 = lZ0 f(z) dzl!a J 0n �!r0a � ;

Amk = �2Am r0Z0 rIn rrm2�2l2 � !2a2 ! Jn �(n)k rr0 ! drr20 "1� n2�(n)2k # J2n(�(n)k ) ;m = 1; 2; : : : ; k = 0; 1; : : : ;A0k = �2A0 r0Z0 rJn �!ra � Jn �(n)k rr0 ! drr20 "1� n2�(n)2k # J2n(�(n)k ) ; k = 0; 1; 2; : : :89. u(r; '; z; t) == 8<:+1Xk=0AkJn��(n)k rr0 � 
h zs�(n)2kr20 � !2a29=; 
osn' 
os!t++ +1Xm;k=0AmkJn��(n)k rr0 � 
os m�zl 
osn' 
osatsm2�2l2 + �(n)2kr20 ;�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ J 0n(�) = 0,Ak = 2 r0Z0 rf(r)Jn �(n)k rr0 ! drr20 "1� n2�(n)2k # J2n(�(n)k )s�(n)2kr20 � !2a2 sh ls�(n)2kr20 � !2a2 ;Amk = �2lAk lZ0 
h zs�(n)2kr20 � !2a2 
os m�zl dz; m = 1; 2; : : : ;k = 0; 1; 2; : : : ;A0k = �1l Ak lZ0 
h zs�(n)2kr20 � !2a2 dz; k = 0; 1; 2; : : :

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 55190. u(r; '; t) == 4Kr0'0� +1Xk; n=1 Jn�'0  �(n)k rr0 !Jn�'0  �(n)k r1r0 !�(n)k J 02n�'0 (�(n)k ) sin n�''0 sin n�'1'0 sin �(n)k atr0 ;(1)GDE (r1; '1) | TO^KA, W KOTOROJ SOOB℄EN IMPULXS K, �(n)k | KORNIURAWNENIQ Jn�'0 (�(n)k ) = 0.91: u(r; '; t) == �2Ka�'0 +1Xn; k=1 �(n)k J2n�'0 (�(n)k r1)Rnk(er)Rnk(r)J2n�'0 (�(n)k r2)� J2n�'0 (�(n)k r1) sin n� e''0 sin n�''0 sin�(n)k at;GDE Rnk(r) = Zn�'0 (�(n)k r) I �(n)k IME�T TOT VE SMYSL, ^TO I W ZADA^E 45GL. V, A (er; e') | TO^KA, W KOTOROJ SOOB℄EN MEMBRANE IMPULXS K, �|POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX MASSY MEMBRANY (MASSY EDINICY PLO℄ADI).92. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJZADA^I�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r + 1r2 �2u�'2� ; r1 6 r 6 r2;0 6 ' 6 '0; 0 6 t < +1; (1)�U�r ���r=r1= �U�r ���r=r2= 0; �u�' ���'=0= �u�' ���'='0= 0; (2)u(r; '; 0) = f(r; ');ut(r; '; 0) = F (r; ');� r1 6 r 6 r2; 0 6 ' 6 '0: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; '; t) = +1Xn; k=0fAnk 
osa�(n)k t+Bnk sina�(n)k tgRnk(r) 
os n�''0 ; (4)GDE Rnk(r) = N 0n�'0 (�(n)k r1)Jn�'0 (�(n)k r) � J 0n�'0 (�(n)k r1)N 0n�'0 (�(n)k r); (5)�(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQN 0n�'0 (�r1)J 0n�'0 (�r2)� J 0n�'0 (�r1)N 0n�'0 (�r2) = 0; (6)Ank = 2'0 r2Zr1 rR2nk(r)dr r2Zr1 '0Z0 f(r; ')Rnk(r) 
os n�''0 r dr d'; n > 0; (7)



552 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQA0k = 1'0 r2Zr1 rR20k(r)dr r2Zr1 '0Z0 f(r; ')R0k(r)r dr d'; (8)r2Zr1 rR2nk(r) dr = 2�2�(n)2k � J 0n2(�(n)k r2)� J 0n2(�(n)k r1)J 0n2(�(n)k r2) : (9)93. rE[EN I E. pOMESTIM NA^ALO SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDI-NAT W CENTR SOSUDA I NAPRAWIM OSX � = 0 PO SKOROSTI DWIVENIQ SOSUDAPRI t < 0. tOGDA POTENCIAL u SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA NE BUDET ZAWISETXOT UGLA ' I DLQ u MY POLU^IM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �o ;0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �; 0 6 t < +1; (1)ur(r0; �; t) = 0; 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (2)u(r; �; 0) = vr 
os �; ut(r; �; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �: (3)eSTESTWENNO POPYTATXSQ ISKATX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3)W WIDE u(r; �; t) = w(r; t) 
os �: (4)|TO PRIWODIT K SLEDU�℄EJ KRAEWOJ ZADA^E DLQ w:�2w�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �w�r �� 2wr2 o ; 0 6 r 6 r0; 0 < t < +1; (5)wr(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (6)w(r; 0) = vr; wt(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; (7)KOTORAQ RE[AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH, PRI^EM DLQ w(r; t)POLU^AETSQ WYRAVENIEw(r; t) = +1Xk=1Ak J3=2 ��krr0 �pr 
os a�ktr0 ; (8)GDE �k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 03=2(�)� 12J3=2(�) = 0; (9)Ak = v r0Z0 r5=2J3=2 ��krr0 � drr202 J23=2(�k) �1� 2�2k � ; k = 1; 2; 3; : : : (10)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 55394. pOTENCIAL u SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAE-WOJ ZADA^I�2u�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �o ;0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (1)�u�r ���r=r0= !A 
os � 
os!t; (2)u(r; �; 0) = 0; ut(r; �; 0) = 0: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; �; t) = 8><>:!Ar + +1Xn=1An J3=2 ��nrr0 �pr 9>=>; 
os � 
os!t++ +1Xk=1Ck J3=2 ��krr0 �pr 
os � 
os a�ktr0 ; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 03=2(�)� 12J3=2(�) = 0; (5)Ak = !3Aa2 r0Z0 r5=2J3=2 ��krr0 � dr��2kr20 � !2a2 � r20a2 J23=2(�k) �1� 2�2k � ; k = 1; 2; 3; : : : ; (6)

Ck = � r0Z0 8>><>>:!Ar+ +1Xn=1An J3=2 ��nrr0 �pr 9>>=>>; r3=2J3=2 ��krr0 � drr202 J23=2(�k)�1� 2�2k � == �!A r0Z0 r5=2J3=2 ��krr0 � drr202 J23=2(�k) �1� 2�2k � �Ak; k = 1; 2; 3; : : : (7)z AM E ^ AN I E. sLAGAEMOE8><>:!Ar + +1Xn=1An J3=2 ��nrr0 �pr 9>=>; 
os � 
os!t; (8)



552 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQA0k = 1'0 r2Zr1 rR20k(r)dr r2Zr1 '0Z0 f(r; ')R0k(r)r dr d'; (8)r2Zr1 rR2nk(r) dr = 2�2�(n)2k � J 0n2(�(n)k r2)� J 0n2(�(n)k r1)J 0n2(�(n)k r2) : (9)93. rE[EN I E. pOMESTIM NA^ALO SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDI-NAT W CENTR SOSUDA I NAPRAWIM OSX � = 0 PO SKOROSTI DWIVENIQ SOSUDAPRI t < 0. tOGDA POTENCIAL u SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA NE BUDET ZAWISETXOT UGLA ' I DLQ u MY POLU^IM KRAEWU� ZADA^U�2u�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �o ;0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �; 0 6 t < +1; (1)ur(r0; �; t) = 0; 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (2)u(r; �; 0) = vr 
os �; ut(r; �; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �: (3)eSTESTWENNO POPYTATXSQ ISKATX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3)W WIDE u(r; �; t) = w(r; t) 
os �: (4)|TO PRIWODIT K SLEDU�℄EJ KRAEWOJ ZADA^E DLQ w:�2w�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �w�r �� 2wr2 o ; 0 6 r 6 r0; 0 < t < +1; (5)wr(r0; t) = 0; 0 < t < +1; (6)w(r; 0) = vr; wt(r; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; (7)KOTORAQ RE[AETSQ METODOM RAZDELENIQ PEREMENNYH, PRI^EM DLQ w(r; t)POLU^AETSQ WYRAVENIEw(r; t) = +1Xk=1Ak J3=2 ��krr0 �pr 
os a�ktr0 ; (8)GDE �k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 03=2(�)� 12J3=2(�) = 0; (9)Ak = v r0Z0 r5=2J3=2 ��krr0 � drr202 J23=2(�k) �1� 2�2k � ; k = 1; 2; 3; : : : (10)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 55394. pOTENCIAL u SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAE-WOJ ZADA^I�2u�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �o ;0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (1)�u�r ���r=r0= !A 
os � 
os!t; (2)u(r; �; 0) = 0; ut(r; �; 0) = 0: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; �; t) = 8><>:!Ar + +1Xn=1An J3=2 ��nrr0 �pr 9>=>; 
os � 
os!t++ +1Xk=1Ck J3=2 ��krr0 �pr 
os � 
os a�ktr0 ; (4)GDE �n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 03=2(�)� 12J3=2(�) = 0; (5)Ak = !3Aa2 r0Z0 r5=2J3=2 ��krr0 � dr��2kr20 � !2a2 � r20a2 J23=2(�k) �1� 2�2k � ; k = 1; 2; 3; : : : ; (6)

Ck = � r0Z0 8>><>>:!Ar+ +1Xn=1An J3=2 ��nrr0 �pr 9>>=>>; r3=2J3=2 ��krr0 � drr202 J23=2(�k)�1� 2�2k � == �!A r0Z0 r5=2J3=2 ��krr0 � drr202 J23=2(�k) �1� 2�2k � �Ak; k = 1; 2; 3; : : : (7)z AM E ^ AN I E. sLAGAEMOE8><>:!Ar + +1Xn=1An J3=2 ��nrr0 �pr 9>=>; 
os � 
os!t; (8)



554 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQWHODQ℄EE W (4), QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ�℄IMGRANI^NOMU USLOWI� (2), NO NE UDOWLETWORQ�℄IM NA^ALXNYM USLO-WIQM (3).fUNKCIQ !Ar 
os � 
os!tUDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLOWI� (2), NO NE UDOWLETWORQET URAWNE-NI� (1).95. u(r; �; t) = 8>><>>: Arnnrn�10 + +1Xi=1 Ai Jn+1=2 �(n)i rr0 !pr 9>>=>>;�� Pn(
os �) 
os!t+ +1Xk=1Ck Jn+1=2 �(n)k rr0 !pr Pn(
os �) 
os a�(n)k tr0 ; (1)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n+1=2(�)� 12 Jn+1=2(�) = 0; (2)Ak = � !2a2 Anrn�10 r0Z0 rn+3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2(�(n)k )"1� n(n+ 1)�(n)2k # ; (3)

Ck = � r0Z0 8>><>>: Arnnrn�10 + +1Xi=1Ai Jn+1=2 �(n)i rr0 !pr 9>>=>>; r3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 !drr202 J2n+1=2 ��(n)k �"1� n(n+ 1)�(n)2k # =

= � Anrn�10 r0Z0 rn+3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2 (�nk )"1� n(n+ 1)�(n)2k # �Ak : (4)z AM E ^ AN I E. sM. ZAME^ANIE K OTWETU K PREDYDU℄EJ ZADA^E.96. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJZADA^I�2u�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �o ;0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (1)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 555ur(r0; �; t) = Pn(
os �)f(t); 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (2)u(r; �; 0) = ut(r; �; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; �; t) = 8>><>>: rnf(t)nrn�10 + +1Xk=1 k(t) Jn+1=2 �(n)k rr0 !pr 9>>=>>;Pn(
os �); (4)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n+1=2(�)� 1=2Jn+1=2(�) = 0; (5) k(t) = r0Aka�(n)k tZ0 f 00(�) sin a�(n)kr0 (t� �) d�; k = 1; 2; 3; : : : ; (6)Ak = � 1nrn�10 r0Z0 rn+3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2 ��(n)k �"1� n(n+ 1)�(n)2k # ; k = 1; 2; 3; : : : ; (7)97. u(r; �; t) = 8<:+1Xn=1An Jn+1=2 �!ra �pr Pn(
os �)9=; 
os!t++ +1Xn; k=1Ank Jn+1=2 �(n)k rr0 !pr Pn(
os �) 
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554 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQWHODQ℄EE W (4), QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (1), UDOWLETWORQ�℄IMGRANI^NOMU USLOWI� (2), NO NE UDOWLETWORQ�℄IM NA^ALXNYM USLO-WIQM (3).fUNKCIQ !Ar 
os � 
os!tUDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLOWI� (2), NO NE UDOWLETWORQET URAWNE-NI� (1).95. u(r; �; t) = 8>><>>: Arnnrn�10 + +1Xi=1 Ai Jn+1=2 �(n)i rr0 !pr 9>>=>>;�� Pn(
os �) 
os!t+ +1Xk=1Ck Jn+1=2 �(n)k rr0 !pr Pn(
os �) 
os a�(n)k tr0 ; (1)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n+1=2(�)� 12 Jn+1=2(�) = 0; (2)Ak = � !2a2 Anrn�10 r0Z0 rn+3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2(�(n)k )"1� n(n+ 1)�(n)2k # ; (3)

Ck = � r0Z0 8>><>>: Arnnrn�10 + +1Xi=1Ai Jn+1=2 �(n)i rr0 !pr 9>>=>>; r3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 !drr202 J2n+1=2 ��(n)k �"1� n(n+ 1)�(n)2k # =

= � Anrn�10 r0Z0 rn+3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2 (�nk )"1� n(n+ 1)�(n)2k # �Ak : (4)z AM E ^ AN I E. sM. ZAME^ANIE K OTWETU K PREDYDU℄EJ ZADA^E.96. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJZADA^I�2u�t2 = a2 n 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �o ;0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (1)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 555ur(r0; �; t) = Pn(
os �)f(t); 0 6 � 6 �; 0 < t < +1; (2)u(r; �; 0) = ut(r; �; 0) = 0; 0 6 r 6 r0; 0 6 � 6 �: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; �; t) = 8>><>>: rnf(t)nrn�10 + +1Xk=1 k(t) Jn+1=2 �(n)k rr0 !pr 9>>=>>;Pn(
os �); (4)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n+1=2(�)� 1=2Jn+1=2(�) = 0; (5) k(t) = r0Aka�(n)k tZ0 f 00(�) sin a�(n)kr0 (t� �) d�; k = 1; 2; 3; : : : ; (6)Ak = � 1nrn�10 r0Z0 rn+3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2 ��(n)k �"1� n(n+ 1)�(n)2k # ; k = 1; 2; 3; : : : ; (7)97. u(r; �; t) = 8<:+1Xn=1An Jn+1=2 �!ra �pr Pn(
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556 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ98. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAEWOJZADA^I�2u�t2 = a2� 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2� ; (1)�u�r ���r=r0= APnm(
os �) 
osm' 
os!t; (2)u��t=0 = ut��t=0 = 0: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; �; '; t) = 8<: Ar3=20 Jn+1=2 �!ra � 
os!th!r0a J 0n+1=2 �!r0a �� Jn+1=2�!r0a �ipr++ +1Xk=1Ak Jn+1=2��krr0 �pr 
os a�ktr0 9=;Pnm(
os �) 
osm'; (4)GDE �k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n+1=2(�)� 12Jn+1=2(�) = 0; (5)Ak = � Ar3=20 r0Z0 rJn+1=2 �!ra � Jn+1=2 ��kra � drh!r0a J 0n+1=2 �!r0a �� Jn+1=2 �!r0a �i r202 J2n+1=2(�k) �1� n(n+ 1)�2k � ;k = 1; 2; : : : (6)99. u(r; �; '; t) = 
osm' 
os!t +1Xn=mAn Jn+1=2 �!ra �pr Pnm(
os �) ++ 
osm' +1Xn=m +1Xk=1Ank Jn+1=2 �(n)k rr0 !pr Pnm(
os �) 
os a�(n)k tr0 ; (1)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n+1=2(�)� 12Jn+1=2(�) = 0; (2)An = r3=20 �Z0 f(�)Pnm(
os �) sin � d�22n+ 1 (n+m)!(n�m)! �!r0a J 0n+1=2 �!r0a �� 12 Jn+1=2 �!r0a �� ; n > m;(3)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 557Ank = �An r0Z0 rJn+1=2 �!ra �Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2(�(n)k )"1� n(n+ 1)mu(n)2k # ; n > m; k = 1; 2; : : :(4)100. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAE-WOJ ZADA^I�2u�t2 = a2� 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2�, (1)�u�r ���r=r0= f(t)Pnm(
os �) 
osm'; f(0) = f 0(0) = 0; (2)u��t=0 = u��t=0 = 0: (3)rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I (1), (2), (3) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W WIDEu(r; �; '; t) = 8>><>>: rnf(t)nrn�10 ++1Xk=1 k(t) Jn+1=2 �(n)k rr0 !pr 9>>=>>;Pnm(
os �) 
osm';(4)GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ�J 0n+1=2(�)� 12 Jn+1=2(�) = 0; (5) k(t) = r0Aka�(n)k tZ0 f 00(�) sin a�(n)kr0 (t� �) dt; k = 1; 2; 3; : : : ; (6)Ak = � 1nrn�10 � r0Z0 rn+3=2Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2(�(n)k )"1� n(n+ 1)�(n)2k # ; k = 1; 2; 3; : : : (7)101. u(r; �; t) = (+1Xk=1Ak �kJ3=2(�kr)� �kN3=2(�kr)pr 
osa�kt) 
os �,(1)GDE �k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQh�r1J 03=2(�r1)� 12 J3=2(�r1)i h�r2N 03=2(�r2)� 12 N3=2(�r2)i�� h�r2J 03=2(�r2)� 12 J3=2(�r2)i h�r1N 03=2(�r1)� 12 N3=2(�r1)i = 0; (2)
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gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 557Ank = �An r0Z0 rJn+1=2 �!ra �Jn+1=2 �(n)k rr0 ! drr202 J2n+1=2(�(n)k )"1� n(n+ 1)mu(n)2k # ; n > m; k = 1; 2; : : :(4)100. pOTENCIAL SKOROSTEJ ^ASTIC GAZA QWLQETSQ RE[ENIEM KRAE-WOJ ZADA^I�2u�t2 = a2� 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2�, (1)�u�r ���r=r0= f(t)Pnm(
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558 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�k = �kr1N 03=2(�kr1)� 12 N3=2(�kr1);�k = �kr2J 03=2(�kr2)� 12 J3=2(�kr2); (3)Ak = v r2Zr1 r5=2 ��kJ3=2(�kr)� �kN3=2(�kr)� drr2Zr1 r ��kJ3=2(�kr)� �kN3=2(�kr)�2 dr ; k = 1; 2; 3; : : : (4)102. u(r; �; t) =8<:�J3=2 �!ra �� �N3=2 �!ra �pr 
os!t ++ +1Xk=1Ak �kJ3=2(�kr)� �kN3=2(�kr)pr 
osa�kt) 
os �; (1)GDE �k, �k, �k IME�T TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W OTWETE K PREDYDU℄EJZADA^E,� = !AW (!; a; r1; r2)(r3=21 h!r2a N 03=2 �!r2a �� 12 J3=2 �!r2a �i�� r3=22 h!r1a J 03=2 �!r1a �� 12 J3=2 �!r1a �i�; (2)� = !AW (!; a; r1; r2)�r3=21 h!r2a J 03=2 �!r2a �� 12 N3=2 �!r2a �i�� r3=22 h!r2a N 03=2 �!r1a �� 12 N3=2 �!r1a �i�; (3)W (!; a; r1; r2) == ��������h!r1a J 03=2 �!r1a �� 12 J3=2 �!r1a �i h!r1a N 03=2 �!r1a �� 12 N3=2 �!r1a �ih!r2a J 03=2 �!r2a �� 12 J3=2 �!r2a �i h!r2a N 03=2 �!r2a �� 12 N3=2 �!r2a �i�������� ;(4)Ak = � r2Zr1 r h�J3=2 �!ra �� �N3=2 �!ra �i ��kJ3=2(�kr)� �kN3=2(�kr)� drr2Zr1 r ��kJ3=2(�kr)� �kN3=2(�kr)�2 dr :(5)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 559B) nEODNORODNYE SREDY.103. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I�1 �2u1�t2 = T0��2u1�r2 + 1r �u1�r + 1r2 �2u1�'2 � ;0 6 r 6 r1;�2 �2u2�t2 = T0��2u2�r2 + 1r �u2�r + 1r2 �2u2�'2 � ;r1 6 r 6 r2;
9>>>>>>=>>>>>>; 0 6 ' < 2�;0 < t < +1; (1)(10)u(r1 � 0; '; t) = u(r1 + 0; '; t);ur(r1 � 0; '; t) = ur(r1 + 0; '; t);� 0 6 ' 6 2�;0 < t < +1; (2)(20)u(r2; '; t) = 0; (200)u(r; '; 0) = f(r; '); ut(r; '; 0) = F (r; '); 0 6 r 6 r2; 0 6 ' < 2�;(3)QWLQETSQu(r; '; t) = +1Xm;n=1Rmn(r)f[amn 
osn'+ bmn sinn'℄ 
os�mnt++ [amn 
osn'+ bmn sinn'℄ sin�mntg; (4)GDE �mn | KORNI TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQ�������� Jn(!r1) Nn(!r1) Jn(!r1)!J 0n(!r1) !N 0n(!r1) !J 0n(�!r1)0 Nn(!r2) Jn(!r2) �������� = 0; (5)! = �1�T0 ; ! = �2�T0 ; (6)Rmn(r) =8>><>>: [Jn(!mnr1)Nn(!mnr2)�Nn(!mnr1)Jn(!mnr2)℄Jn(!mnr);0 6 r 6 r1;[Jn(!mnr)Nn(!mnr2)�Nn(!mnr)Jn(!mnr2)℄Jn(!mnr1);r1 6 r 6 r2;(7)amn = 2�Z0 d' r2Z0 �(r)f(r; ')Rmn(r) 
os n'dr"n� r2Z0 �(r)R2mn(r)dr ; "n = �1 PRI n 6= 0;2 PRI n = 0; (8)

bmn = 2�Z0 d' r2Z0 �(r)f(r; ')Rmn(r) sinn'dr� r2Z0 �(r)R2mn(r)dr : (9)fORMULY DLQ amn I bmn POLU^A�TSQ IZ FORMUL (8) I (9) ZAMENOJPODYNTEGRALXNOJ FUNKCII f(r; ') NA F (r; ') I DOBAWLENIEM MNOVITE-LQ �m;n W ZNAMENATELE.
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560 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQx 4. mETOD INTEGRALXNYH PREDSTAWLENIJ1. pRIMENENIE INTEGRALA fURXE.A) pREOBRAZOWANIE fURXE. nAPOMNIM, ^TO OBRAZOM fURXE FUNK-CII F (x; y) S QDROM ei(��+��) NAZYWAETSQ FUNKCIQF (�; �) = 12� +1ZZ�1 ei(��+��)F (�; �) d� d�: (I)oRIGINAL WOSSTANAWLIWAETSQ PO OBRAZU S POMO℄X� FORMULY OBRA-℄ENIQ F (x; y) = 12� +1ZZ�1 e�i(�x+�y) F (�; �) d� d�: (II)aNALOGI^NO OPREDELQETSQ PREOBRAZOWANIE fURXE W PROSTRANSTWE 1) .104. rE[EN I E. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIEfURXE WIDA (I) K URAW-NENI� (1) I NA^ALXNYM USLOWIQM (2) RASSMATRIWAEMOJ ZADA^I, POLU-^IM OBYKNOWENNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE I NA^ALXNYE USLOWIQd2u(�; �; t)dt2 + a2(�2 + �2)u(�; �; t) = 0; (1)u(�; �; 0) = �(�; �); du(�; �; 0)dt = 	(�; �); (2)GDE u, �, 	 | OBRAZYfURXE FUNKCIJ u, �, 	. rE[ENIE URAWNENIQ (1)PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (2) ZAPISYWAETSQ W WIDEu = �(�; �) 
osa�t+	(�; �) sin a�ta� ; � =p�2 + �2: (3)pRIMENQQ OBRATNOE PREOBRAZOWANIE fURXE, NAHODIMu(x; y; t) = 12� ( +1ZZ�1 �(�; �) 
osa�te�i(�x+�y) d� d� ++ +1ZZ�1 	(�; �) sin a�ta� e�i(�x+�y) d� d�) : (4)pODSTAWLQQ ZNA^ENIQ �(�; �) I 	(�; �), PRIDEM K RAWENSTWU(x; y; t) = 1(2�)2 +1ZZZZ�1 ��(�; �) 
osa�t+	(�; �) sin a�ta� ��� ei[�(x��)+�(y��)℄ d� d� d� d�; (5)GDE � =p�2 + �2.wWEDEM POLQRNYE KOORDINATY S POMO℄X� SOOTNO[ENIJ� � x = r 
os'; � = � 
os �;� � y = r sin'; � = � sin �;� (6)1)pODROBNEE SM. GL. V, x 3.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 561

rIS. 53POLU^IM �(��x)+�(�� y) = �r 
os(��') = �r 
os'0, GDE '0 | UGOL,OTS^ITYWAEMYJ, KAK UKAZANO NA RIS. 53.pERWOE I WTOROE SLAGAEMYE W PRAWOJ ^ASTI RAWENSTWA (5) OBOZNA-^IM SOOTWETSTWENNO^EREZ u1(x; y; t) I u2(x; y; t). w SILU (6) MY BUDEMIMETXu2(x; y; t) = 1(2�)2 +1Z0 +1Z0 2�Z0 2�Z0 	(�; �) sin a�ta� ei�r 
os'0 �r dr d� d' d'0:(7)w SILU RAWENSTWA 1) 12� 2�Z0 ei�r 
os'0 d'0 = J0(�r) (8)IZ (7) POLU^AEMu2(x; y; t) = 12�a +1Z0 +1Z0 2�Z0 	(�; �) sin a�tJ0(�r)r dr d� d': (9)nO 2) +1Z0 J0(�r) sin a�t d� = 8<: 0 PRI at < r;1pa2t2 � r2 PRI at > r; (10)PO\TOMU u2(x; y; t) = 12�a atZ0 2�Z0 	(�; �)r dr d'pa2t2 � r2 ; (11)u1 MOVNO POLU^ITX IZ u2 DIFFERENCIROWANIEM PO t, ESLI PREDWARI-TELXNO ZAMENITX 	(�; �) NA �(�; �). tAKIM OBRAZOM,u(x; y; t) = 12�a ��t atZ0 2�Z0 �(�; �)r dr d'pa2t2 � r2 + 12�a atZ0 2�Z0 	(�; �)r dr d'pa2t2 � r2 ; (12)r =p(x� �)2 + (y � �)2:1)sM. [7, S. 600, (130)℄.2)sM. [7, S. 608, (12) I (13)℄.36 b.m. bUDAK I DR.
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gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 561
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562 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ105. rE[EN I E. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE ANALOGI^NO TO-MU, KAK \TO BYLO SDELANO W RE[ENII PREDYDU℄EJ ZADA^I, MY POLU^IMu(x; y; z; t) = u1(x; y; z; t) + u2(x; y; z; t); (1)GDEu1(x; y; z; t) = 1(2�)3 ZZ +1ZZ�1ZZ �(�; �; �) 
osa�t�� e�i[�(x��)+�(y��)+�(z��)℄ d� d� d� d� d� d�; (2)u2(x; y; z; t) = 1(2�)3 ZZ +1ZZ�1ZZ 	(�; �; �) sin a�ta� �� ei[�(x��)+�(y��)+�(z��)℄ d� d� d� d� d� d� (3)(� =p�2 + �2 + �2). pEREHODQ K POLQRNYM KOORDINATAM PO FORMULAM� � x = r sin � 
os'; � � y = r sin � sin'; � � z = r 
os �;� = � sin �0 
os'0; � = � sin �0 sin'0; � = � 
os �0; � (4)GDE � | UGOL MEVDU POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM OSI z I WEKTO-ROM r = (� � x)i + (� � y)j + (� � z)k, A �0 | UGOL MEVDU r

rIS. 54I � = �i + �j + �k (RIS. 54), T. E. PRINIMAQ NAPRAWLENIE OSI z ZAPOLOVITELXNOE NAPRAWLENIE POLQRNOJ OSI W SFERI^ESKOJ SISTEME KO-ORDINAT, POLU^IMu2 = 1(2�)3 +1Z0 +1Z0 �Z0 �Z0 2�Z0 2�Z0 	(x+ r sin � 
os'; y + r sin � sin'; r 
os �)�� sin a�ta� ei�r 
os �0�2r2 sin � sin �0 d� dr d� d�0 d' d'0:

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 563wYPOLNENIE INTEGRIROWANIQ PO '0 I �0 DAETu2 = 12�2a +1Z0 +1Z0 �Z0 2�Z0 	(x+ r sin � 
os'; y + r sin � sin'; z + r 
os �)�� sin �r sina�t r sin �d� dr d� d' == 14�2a +1Z0 +1Z0 �Z0 2�Z0 	(x+ r sin � 
os'; y + r sin � sin'; z + r 
os �)�� f
os�(r � at)� 
os �(r + at)gr sin � dr d� d� d':iNTEGRAL1� +1Z0 d� +1Z0 r	(x+ r sin � 
os'; y+ r sin � sin'; z+ r 
os �) 
os �(r� at) dr(5)MOVNO WY^ISLITX S POMO℄X� INTEGRALA fURXE1� +1Z0 d� +1Z0 f(r) 
os �(r � at) dr = f(at);POLOVIWf(r) = �r	(x+ r sin � 
os'; y + r sin � sin'; z + r 
os �) PRI r > 0;0 PRI r 6 0:eSLI f(r) UDOWLETWORQET USLOWIQM RAZLOVIMOSTI W INTEGRAL fURXE INEPRERYWNA, TO INTEGRAL (5) RAWEN NUL� PRI t 6 0 Iat	(x+ at sin � 
os'; y + at sin � sin'; z + at 
os �) PRI t > 0:aNALOGI^NO,1� +1Z0 d� +1Z0 r	(x+r sin � 
os'; y+r sin � sin'; z+r 
os �) 
os �(r+at) dr == ��at	(x� at sin � 
os'; y � at sin � sin'; z � at 
os �) PRI t 6 0;0 PRI t > 0:tAKIM OBRAZOM,u2(x; y; z; t) == t4� �Z0 2�Z0 	(x+ at sin � 
os'; y + at sin � sin'; z + at 
os �) sin � d� d';u1(x; y; z; t) MOVET BYTX POLU^ENO IZ u2(x; y; z; t) DIFFERENCIROWA-NIEM PO t POSLE PREDWARITELXNOJ ZAMENY 	 NA �:u1(x; y; z; t) = ��t� t4� �Z0 2�Z0 �(x + at sin � 
os'; y + at sin � sin';z + at 
os �) sin � d� d'�:36�
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564 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ106. u(x; y; t) = 12�a tZ0 d� ZZr6a(t��) f(�; �; �)pa2(t� �)� r2 d� d�; (1)r =p(x� �)2 + (y � �)2:107. u(x; y; z; t) = 14�a2 ZZZr6at) f ��; �; �; t� ra�r d� d� d�; (1)r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2:pEREHODQ K SFERI^ESKIM KOORDINATAM, KAK W PREDYDU℄EJ ZADA^E, WY-POLNITX INTEGRIROWANIE PO '0, �0, � I r.108. u(x; y; t) = 1� +1ZZ�1 �(x+2e�pbt; y+2e�pbt) sin t(e�2+e�2) de� de� ++ 1� tZ0 dt +1ZZ�1 	(x+ 2e�pbt; y + 2e�pbt) sin t(e�2 + e�2) de� de�: (1)uKA Z AN I E. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE, NETRUDNO POLU-^ITX SLEDU�℄EE WYRAVENIE DLQ u(x; y; t):u(x; y; t) = 1(2�)3 +1ZZZZ�1 �(�; �) 
os�(x� �) 
os�(y � �)�� 
os bt(�2 + �2) d� d� d� d�+ 1(2�)3 tZ0 d� +1ZZZZ�1 	(�; �) 
os�(x� �)�� 
os�(y � �) 
os b�(�2 + �2) d� d� d� d�; (2)ESLI U^ESTX, ^TO ANALOGI^NYE INTEGRALY, W KOTORYH WMESTO 
os� (x���) ILI 
os� (y � �) STOIT sin� (x � �) ILI sin� (y � �), RAWNYNUL�. dALXNEJ[IE PREOBRAZOWANIQ MOGUT BYTX WYPOLNENY S POMO℄X�RAWENSTW +1Z�1 
os p�2 
os q� d� =r�p 
os��4 � q24p� ;+1Z�1 sin p�2 
os q� d� =r�p sin��4 � q24p� ; 9>>>>=>>>>; p > 0; (3)I ZAMENY PEREMENNYH � � x2pbt = e�; � � y2pbt = e�: (4)rAWENSTWA (3) MOGUT BYTX POLU^ENY, NAPRIMER, IZ INTEGRALOW fREN-KELQ +1Z�1 
osx2 dx =q�2 I +1Z�1 sinx2 dx =q�2 (5)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 565PEREHODOM K PEREMENNOMU INTEGRIROWANIQ � PO FORMULEx = �pp� q2pp : (6)B) pREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ (hANKELQ). nAPOMNIM, ^TO OB-RAZOM fURXE{bESSELQ FUNKCII f(r), 0 6 r < +1 S QDROM J�(��) 1)NAZYWAETSQ FUNKCIQ f(�) = +1Z0 �f(�)J�(��) d�: (1)oRIGINAL WOSSTANAWLIWAETSQ PO OBRAZCU S POMO℄X� FORMULY OBRA-℄ENIQ f(r) = +1Z0 �f(�)J�(�r) d�: (2)109. u(r; t) = Ap2 8>><>>: 1"�1 + r2 � a2t2b2 �+ 4�atb �2#1=2 ++ 1 + r2 � a2t2b2"�1 + r2 � a2t2b2 �+ 4�atb �2# 9>>=>>;1=2 :uKA Z AN I E. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ NULEWOGOPORQDKA K KRAEWOJ ZADA^E�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 < r; t < +1; (1)u(r; 0) = f(r); ut(r; 0) = g(r); 0 6 r < +1; (2)NETRUDNO POLU^ITX SLEDU�℄EE WYRAVENIE DLQ EE RE[ENIQ:u(r; t) = +1Z0 �f(�) 
os(a�t)J0(�r) d� + 1a +1Z0 g(�) sin(a�t)J0(�r) d�: (3)w NA[EM SLU^AE ut(r; 0) = g(r) = 0, SLEDOWATELXNO,g(�) = 0; f(r) = Ar1 + r2b2 :dLQ f(�) NETRUDNO POLU^ITX WYRAVENIEf(�) = Ab� e��b: (4)1)iLI, KORO^E, OBRAZOM fURXE{bESSELQ �-GO PORQDKA.
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os� (y � �) STOIT sin� (x � �) ILI sin� (y � �), RAWNYNUL�. dALXNEJ[IE PREOBRAZOWANIQ MOGUT BYTX WYPOLNENY S POMO℄X�RAWENSTW +1Z�1 
os p�2 
os q� d� =r�p 
os��4 � q24p� ;+1Z�1 sin p�2 
os q� d� =r�p sin��4 � q24p� ; 9>>>>=>>>>; p > 0; (3)I ZAMENY PEREMENNYH � � x2pbt = e�; � � y2pbt = e�: (4)rAWENSTWA (3) MOGUT BYTX POLU^ENY, NAPRIMER, IZ INTEGRALOW fREN-KELQ +1Z�1 
osx2 dx =q�2 I +1Z�1 sinx2 dx =q�2 (5)

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 565PEREHODOM K PEREMENNOMU INTEGRIROWANIQ � PO FORMULEx = �pp� q2pp : (6)B) pREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ (hANKELQ). nAPOMNIM, ^TO OB-RAZOM fURXE{bESSELQ FUNKCII f(r), 0 6 r < +1 S QDROM J�(��) 1)NAZYWAETSQ FUNKCIQ f(�) = +1Z0 �f(�)J�(��) d�: (1)oRIGINAL WOSSTANAWLIWAETSQ PO OBRAZCU S POMO℄X� FORMULY OBRA-℄ENIQ f(r) = +1Z0 �f(�)J�(�r) d�: (2)109. u(r; t) = Ap2 8>><>>: 1"�1 + r2 � a2t2b2 �+ 4�atb �2#1=2 ++ 1 + r2 � a2t2b2"�1 + r2 � a2t2b2 �+ 4�atb �2# 9>>=>>;1=2 :uKA Z AN I E. pRIMENQQ PREOBRAZOWANIE fURXE{bESSELQ NULEWOGOPORQDKA K KRAEWOJ ZADA^E�2u�t2 = a2��2u�r2 + 1r �u�r� ; 0 < r; t < +1; (1)u(r; 0) = f(r); ut(r; 0) = g(r); 0 6 r < +1; (2)NETRUDNO POLU^ITX SLEDU�℄EE WYRAVENIE DLQ EE RE[ENIQ:u(r; t) = +1Z0 �f(�) 
os(a�t)J0(�r) d� + 1a +1Z0 g(�) sin(a�t)J0(�r) d�: (3)w NA[EM SLU^AE ut(r; 0) = g(r) = 0, SLEDOWATELXNO,g(�) = 0; f(r) = Ar1 + r2b2 :dLQ f(�) NETRUDNO POLU^ITX WYRAVENIEf(�) = Ab� e��b: (4)1)iLI, KORO^E, OBRAZOM fURXE{bESSELQ �-GO PORQDKA.



566 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdLQ \TOGO NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ SOOTNO[ENIEM+1Z0 e�!xJ0(�x) dx = 1p�2 + !2 1)I FORMULOJ OBRA℄ENIQ. pODSTANOWKA (4) W (3) DAETu(r; t) = Ab +1Z0 e��b 
os(a�t)J0(�r) d� == Re�Ab +1Z0 e��(b+iat)J0(�r) d��; (5)GDE Re(p+ qi) = p | DEJSTWITELXNAQ ^ASTX KOMPLEKSNOGO ^ISLA p+ qi.110. rE[ENIEM KRAEWOJ ZADA^I (1), (2) (SM. USLOWIE ZADA^I) QWLQ-ETSQ u(r; t) = 12bt +1Z0 �f(�)J0 � �r2bt� sin��2 + r24bt � d�: (1)w ^ASTNOSTI, PRI f(�) = Ae��2=a2 POLU^AEMw(r; t) = A exp�� R21 + � 2�1 + � 2 �
os R2�1 + � 2 + � sin R2�1 + � 2� ; (2)GDE � = 4bta2 I R = ra : (3)uKA Z AN I E. dLQ OBRAZA fURXE{bESSELQ NULEWOGO PORQDKA RE[E-NIQ KRAEWOJ ZADA^I (1), (2) (SM. USLOWIE) POLU^AEM WYRAVENIEu(�; t) = 
os(b�2t) +1Z0 �f(�)J0(��) d�: (4)eSLI, PRIMENIW FORMULU OBRA℄ENIQ, WOSPOLXZOWATXSQ INTEGRALOMwEBERA+1Z0 �J0(��)J0(�r)e�p�2 d� = 12p exp����2 + r24p ��J0��r2p� ; (5)POLOVIW p = �ibt, TO DLQ u(r; t) POLU^ITSQ WYRAVENIE (1). eSLI W(4) PODSTAWITX f(�) = Ae��2=a2 , TO DLQ u(�; t) POLU^ITSQ WYRAVENIEu(�; t) = A 
os(b�2t) +1Z0 �e��2=a2J0(��) d� = 12 Aa2e��2a2=2 
os(bt�2);(6)1)sM. [7, S. 668℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 567PRI^EM NUVNO WOSPOLXZOWATXSQ INTEGRALOM hANKELQ 1)+1Z0 J�(at)e�pt2t��1 dt == a���12 �+ 12 ��2�+1p�=2+�=2 �(1 + �) F1 �12 �+ 12 �; � + 1; �a24p�PRI � = 0, p = 1=a2, � = 2, a = �.pRIMENQQ FORMULU OBRA℄ENIQ I WOSPOLXZOWAW[ISX \TIM VE IN-TEGRALOM hANKELQ PRI � = 2, � = 0, a = r Ip = a24 �1 + 4ibta2 � ;POLU^IM WYRAVENIE (2) DLQ u(r; t).111. eSLI TO^KA r = 0 DWIVETSQ PO ZAKONU u(0; t) = '(t), 0 < t << +1, TO WYRAVENIE DLQ u(r; t) MOVET BYTX POLU^ENO PO FORMULE (1)OTWETA K PREDYDU℄EJ ZADA^E, ESLI W NEJ POLOVITXf(r) = 2� +1Z0  (t)t sin� r24bt� dt:eSLI  (t) ZADAETSQ SOOTNO[ENIQMI (1) (SM. USLOWIE), TOf(r) = 2At0� ��2 � Si� r24bt0�+ r4bt0 Ci� r24bt0�� ;GDE INTEGRALXNYJ SINUS I INTEGRALXNYJ KOSINUS OPREDELQ�TSQ SOOT-NO[ENIQMI Si(x) = xZ0 sin �� d�; Ci(x) = � +1Zx 
os �� d�:uKA Z AN I E. pOLAGAQ W RAWENSTWE (1) OTWETA K PREDYDU℄EJ ZA-DA^E r = 0, POLU^IM INTEGRALXNOE URAWNENIE DLQ OPREDELENIQ f(r).eSLI W NEM POLOVITX � = p�, TO ONO PREOBRAZUETSQ W INTEGRALXNOEURAWNENIE, KOTOROE LEGKO RE[AETSQ S POMO℄X� SINUS-PREOBRAZOWANIQfURXE 2).112. uRAWNENIE WYNUVDENNYH POPERE^NYH KOLEBANIJ PLASTIN-KI 3) PRI p(r; t) = 16�hbf(r) 0(t) PRINIMAET WID�2u�t2 + b2� �2�r2 + 1r ��r�2 u = 8bf(r) 0(t); �1 < t < +1;0 6 r < +1:eGO RE[ENIEM QWLQETSQu(r; t) = 4 tZ�1  (�)d�t� � +1Z0 �f(�) sin � �2 + r24b(t� �)�J0� �r2b(t� �)� d�: (1)1)sM. [42, P. 393℄.2)pO POWODU OPREDELENIQ SINUS-PREOBRAZOWANIQ fURXE SM. GL. II, x 4.3)sM. ZADA^U 18.
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568 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQdLQ ^ASTNYH SLU^AEW POLU^AEM SLEDU�℄IE WYRAVENIQ DLQ u(r; t):A) u(r; t) = 2� tZ�1 (�) sin � r24b(t� �)� d�t� � ;B) u(r; t) = 8b�a tZ�1 (�)d� +1Z0 J0(�r)J1(�a) 
os[b(t� �)�2℄ d�;W) u(r; t) = 8 0�ab +1Z0 J0(�r)J1(�a)1� 
os(bt�2)�4 d�;ESLI r � a, TO PRI t < t0J0 �r�a � = 1� 14 � ra�2 �2 +O� r4a4� ;u(r; t) � 2 0t� (2bta2 �1� 
os� a24bt��+ F � a24bt�++ a28bt G� a24bt�� r24bt G� a24bt�);GDE F (x) = �2 � Si(x) � xCi(x); G(x) = sinxx �Ci(x);ANALOGI^NOE WYRAVENIE POLU^AETSQ I PRI t > t0;ESLI r � a, TO J1 ��ar � � 12 � ar � 116 �3 �ar�3 ;u(r; t) � 2 0t� �F � a24bt�+ a28bt Ci� r24bt�� ; 0 6 t 6 t0;u(r; t) � 2 0� �tF � r24bt�� (t� t0)F � r24b(t� t0)�++r28b Ci� r24bt�� a28b Ci� r24b(t� t0)�� ; t0 6 t < +1;G) u(r; t) = A tZ�1 f(�)H(t� �) d� ,GDE H(x) = 2p2 exp�� pqp2 + x2�
2(p2 + x2) �
os� qxp2 + x2�+ xp sin� qxp2 + x2�� ;p = 
4b ; q = r4b ;

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 569D) �u(r; t)�t = 2Ap2 exp�� pqp2 + t2�
2(p2 + t2) �
os� qtp2 + x2� += tp sin� qtp2 + t2�� = AH(t).uKA Z AN I E. w SLU^AE A) POLOVITX f(r) = Æ(r)2�r , GDE Æ(r) ESTXIMPULXSNAQ DELXTA-FUNKCIQ dIRAKA; W SLU^AE W) SNA^ALA NAJTI OBRAZfURXE{bESSELQ DLQ u(r; t):u(�; t) = 8><>: 8 0bJ1(a�)�a� 1� 
os (b�2t)b2�4 ; 0 6 t 6 t0;8 0bJ1(a�)�a� 
os [b(t� t0)�2℄� 
os (bt�2)b2�4 ; t0 6 t < +1;A ZATEM PRIMENITX FORMULU OBRA℄ENIQ. pRI WYWODE ASIMPTOTI^ESKIHFORMUL WOSPOLXZOWATXSQ INTEGRALAMI+1Z0 J1(x) 
os (bx2)dx = 1� 
os� 14b� ; +1Z0 J1(x) sin (bx2)dx = sin� 14b� ;+1Z0 xJ0(x) 
os (bx2)dx = 12b sin� 14b� ;+1Z0 xJ0(x) sin (bx2)dx = 12b 
os� 14b� :pOSLEDNIE DWA INTEGRALA MOGUT BYTX POLU^ENY IZ INTEGRALA wEBERA,PRIWEDENNOGO W UKAZANII K ZADA^E 110, W SLU^AE G) NUVNO WOSPOLXZO-WATXSQ UPOMQNUTYM INTEGRALOM wEBERA.2. pOSTROENIE I PRIMENENIE FUNKCIJ WLIQNIQ SOSREDO-TO^ENNYH ISTO^NIKOW.A) fUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNYH SOSREDOTO^ENNYH IMPULXSOW.113. {(x; y; z; t) = 14�a Æ(r � at)r = 14�a2 Æ �t� ra�r 1); (1)GDE r =px2 + y2 + z2.w SLU^AE, ESLI MGNOWENNYJ TO^E^NYJ IMPULXS IMEL MESTO NE WNA^ALE KOORDINAT W MOMENT t = 0, A W TO^KE �; �; � W MOMENT t = � ,FUNKCIQ WLIQNIQ PRINIMAET WID{(x; y; z; �; �; �; t� �) = 14�a2 � Æ �t� � � ra�r ; (2)GDE r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2.1)sLEDUET U^ESTX, ^TO Æ-FUNKCIQ ^ETNA I ^TO Æ(x) = 1� Æ �x��, GDE� | PROIZWOLXNAQ POLOVITELXNAQ KONSTANTA. pOSLEDNEE UTWERVDENIE PRO-WERQETSQ INTEGRIROWANIEM PO x OT �1 DO +1.
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570 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQuKA Z AN I E. nUVNO WOSPOLXZOWATXSQ TEM, ^TO 1)1� +1Z0 
os k(x� x0) dk = Æ(x � x0);A TAKVE TEM, ^TO Æ(x + x0) = 0, ESLI x I x0 > 0 ODNOWREMENNO. wYRA-VENIE (2) POLU^AETSQ IZ (1) ZAMENOJ x NA x � �; : : : ; t NA t � � , ^TOZAKONNO, TAK KAK URAWNENIE utt = a2�3u INWARIANTNO OTNOSITELXNO\TOJ ZAMENY.114. {(x; y; z; �; �; �; t� �) == 14�a2 8>><>>:Æ �t� � � ra�r � 
a J1 
r(t� �)2 � r2a2 !r(t� �)2 � r2a2 �0 �t� � � ra�9>>=>>; ; (1)ESLI W ISHODNOM URAWNENII PERED 
2u STOIT ZNAK PL�S, I{(x; y; z; �; �; �; t� �) == 14�a2 8>><>>:Æ �t� � � ra�r � 
a I1 
r(t� �)2 � r2a2 !r(t� �)2 � r2a2 �0 �t� � � ra�9>>=>>; ; (2)ESLI W ISHODNOM URAWNENII PERED 
2u STOIT ZNAK MINUS;r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2:uKA Z AN I E. zADA^A RE[AETSQ ANALOGI^NO PREDYDU℄EJ; SNA^ALAPOLU^AETSQ WYRAVENIE DLQ FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO SOSREDOTO-^ENNOGO IMPULXSA, IMEW[EGO MESTO W NA^ALE KOORDINAT x = y = z = 0W MOMENT t = 0, A ZATEM, KAK I W RE[ENII PREDYDU℄EJ ZADA^I, DE-LAETSQ PEREHOD K BOLEE OB℄EMU SLU^A� MGNOWENNOGO SOSREDOTO^ENNOGOIMPULXSA W TO^KE �; �; � W MOMENT � . fUNKCIQ�0(x) = �0 PRI �1 < x < 0;1 PRI 0 < x < +1SWQZANA S FUNKCIEJ Æ(x) SOOTNO[ENIEM�00(x) = Æ(x):115 2). {(x; y; z; �; �; �; t� �) == 12�a �0 �t� � � ra�pa2(t� �2)� r2 ; r =p(x� �)2 + (y � �)2:1)sM. [7, S. 271℄.2)kAK I W SLU^AE ZADA^ 113 I 114, SNA^ALA POLU^AETSQ FUNKCIQ WLIQNIQMGNOWENNOGO SOSREDOTO^ENNOGO IMPULXSA, IMEW[EGO MESTO W MOMENT t = 0 WNA^ALE KOORDINAT, A ZATEM DELAETSQ PEREHOD K IMPULXSU, IMEW[EMU MESTO WPROIZWOLXNOJ TO^KE W PROIZWOLXNYJ MOMENT t = � .

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 571116 1). {(x; y; z; �; �; �; t� �) == 12�a � �0 �t� � � ra�pa2(t� �)� r2 
h(
r(t� �)2 � r2a2) ;r =p(x� �)2 + (y � �)2;ESLI PERED 
2u W URAWNENII STOIT ZNAK PL�S; ESLI VE W URAWNENIIPERED 
2u STOIT ZNAK MINUS, TO W OTWETE NUVNO 
h ZAMENITX ^EREZ 
os.117. sNA^ALA RASSMOTRIM PRQMOUGOLXNU� MEMBRANU.1) DLQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I, KOGDA { = 0 NA GRANICE PRQMO-UGOLXNIKA,{(x; y; �; �; t� �) == 4l1l2 +1Xm;n=1sin m�xl1 sin n�yl2 sin mn�l1 sin n��l2 � sin(�a(t� �)sm2l21 + n2l22 )�asm2l21 + n2l22 ;2) DLQ WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I, KOGDA �{�x ���x=0= �{�x ���x=l1= 0,�{�y ���y=0= �{�y ���y=l2= 0,{(x; y; �; �; t� �) = t� �l1l2 ++ 1l1l2 +1Xm;n=0m+n6=0 "m;n 
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572 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ{(x; y; �; �; t� �) == 4 +1Xm;n=0 sin (�mx+ 'm) sin (�ny +  n) sin (�n� + 'n) sin (�n� +  n)�l1 + (�1�1 + �2m)(�1 + �1)(�1 + �2m)(�1 + �2m) ��l2 + (�2�2 + �2n)(�22 + �22 )(�22 + �2n)(�22 + �2n) � �� sin�a(t� �)p�2m + �2n	ap�2m + �2n ;GDE �m | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ1�1 + �1 ��� �1�1� � = 
tg l1�;�n | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ1�2 + �2 �� � �1�2� � = 
tg l2�;'m = ar
tg �ml1 ;  n = ar
tg �nl2 :pRIWEDEM OTWET DLQ KRUGLOJ MEMBRANY:1) W SLU^AE PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I, KOGDA {jr=r0 = 0,{(r; '; r0; '0; t� �) == +1Xn; k=0 Jn �(n)k rr0 ! Jn �(n)k r0r0 !"n�(n)k J 0n2(�(n)k ) 
os n('� '0) sin a�(n)k tr0 ;GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0,"n = �2 PRI n = 0;1 PRI n 6= 0;2) W SLU^AE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I, KOGDA �{�r ���r=r0= 0,{(r; '; r0; '0; t� �) == t� ��r20 + 2�ar0 +1Xn; k=0 Jn �(n)k rr0 ! Jn �(n)k r0r0 !"n�(n)k "1� n2�(n)2k #J2n(�(n)k ) 
os n('� '0) sin a�(n)k tr0 ;GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ Jn(�) = 0 I "n PRINIMAETTE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W SLU^AE 1);

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 5733) W SLU^AE TRETXEJ KRAEWOJ ZADA^I, KOGDA �{�r ���r=r0+�{��r=r0 = 0,{(r; '; r0; '0; t� �) == 2�ar0 +1Xn; k=0 Jn �(n)k rr0 !Jn �(n)k r0r0 !"n�(n)k "1 + �2 � n2�(n)2k # J2n(�(n)k ) 
os ('� '0) sin a�(n)k tr0 ;GDE �(n)k | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ �Jn(�)+�Jn(�) = 0, A "nPRINIMAET TE VE ZNA^ENIQ, ^TO I W SLU^AE 1).118. wYPOLNQQ ^ETNYE OTRAVENIQ, POLU^IM, OTPRAWLQQSX OTFUNKCII WLIQNIQ DLQ NEOGRANI^ENNOJ PLOSKOSTI,{(r; '; r0; '0; t� �) == 12�� n�1Xk=0 �0 �t� � � r+ka �qa2(t� �)2 � (r+k )2 
h"
r(t� �)2 � (r+k )2a2 #++ �0�t� � � r�ka �qa2(t� �)2 � (r�k )2 
h"
r(t� �)2 � (r�k )2a2 # ;r+k =rr2 + r20 � 2rr0 
os�'� '0 + 2k �m�;r�k =rr2 + r20 � 2rr0 
os�'+ '0 + 2k �m�:119. A) rE[ENIE PERWOJ ZADA^Iutt = a2�2u� 
2u+ f(x; y; t) W OBLASTI G PRI 0 < t < +1; (1)u��t=0 = '(x; y); ut��t=0 =  (x; y) W OBLASTI G; (2)u��� = �(x; y; t) NA KONTURE � PRI 0 < t < +1 (3)WYRAVAETSQ S POMO℄X� FUNKCII WLIQNIQ MGNOWENNOGO SOSREDOTO^EN-NOGO IMPULXSA { = {(x; y; �; �; t� �), UDOWLETWORQ�℄EJ GRANI^NOMUUSLOWI� {��� = 0, SLEDU�℄IM OBRAZOM:u(x; y; t) = ZZG �'(�; �){t(x; y; �; �; t) +  (�; �){(x; y; �; �; t)� d� d� ++ tZ0 d�ZZG f(�; �; �){(x; y; �; �; t� �) d� d� �� a2 tZ0 d�I� �(�; �; �) �{(x; y; �; �; t� �)�n ds: (4)
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574 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQzDESX ��n = 
os(n; �) ��� + 
os(n; �) ���OZNA^AET PROIZWODNU� PO WNE[NEJ NORMALI.B) rE[ENIE WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I, OTLI^A�℄EJSQ OT ZADA^I A)LI[X GRANI^NYM USLOWIEM�u�n ����= �(x; y; t); (30)S POMO℄X� SOOTWETSTWU�℄EJ FUNKCII WLIQNIQ {, UDOWLETWORQ�℄EJGRANI^NOMU USLOWI� �{�n ����= 0;WYRAVAETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:u(x; y; t) = I1 + I2 + a2 tZ0 d�I� �(�; �; �){(x; y; �; �; t� �) d� d�; (40)GDE I1 I I2 OZNA^A�T PERWOE I WTOROE SLAGAEMYE W FORMULE (4).W) rE[ENIE TRETXEJ KRAEWOJ ZADA^I, OTLI^A�℄EJSQ OT ZADA^I A)LI[X GRANI^NYM USLOWIEMh�u�n + �ui ����= �(x; y; t); (300)S POMO℄X� SOOTWETSTWU�℄EJ FUNKCII WLIQNIQ {, UDOWLETWORQ�℄EJGRANI^NOMU USLOWI� h�{�n + �{i ����= 0;WYRAVAETSQ SLEDU�℄IM OBRAZOM:u(x; y; t) = I1 + I2 + a2 tZ0 d�I� �(�; �; �){(x; y; �; �; t� �) ds; (400)GDE I1 I I2 IME�T TE VE ZNA^ENIQ, KAK I W (40).uKA Z AN I E. pEREHODQ W URAWNENIQH�2{�t2 = a2�2{xy �
2{ (5)I �2u�t2 = a2�2uxy �
2u+ f(x; y; t) (6)OT x; y; t K �; �; � I ISPOLXZUQ NA^ALXNYE USLOWIQ DLQ {(x; y; �; �;t� �): {��t=� = 0; {t��t=� = Æ(x� �)Æ(y � �);NETRUDNO POLU^ITX S POMO℄X� FORMULY gRINA {oSTROGRADSKOGO, ^TO

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 575u(x; y; t) == ZZG �u(�; �; 0){t(x; y; �; �; t) + ut(�; �; 0){(x; y; �; �; t)� d� d� ++ tZ0 d�ZZG f(�; �; �){(x; y; �; �; t� �) d� d� ++ a2 tZ0 d�I� �{(x; y; �; �; t� �) �u(�; �; �)�n �� u(�; �; �) �{(x; y; �; �; t� �)�n � ds: (7)dLQ \TOGO NUVNO URAWNENIQ (5) I (6) POSLE PEREHODA K �; �; � UMNO-VITX SOOTWETSTWENNO NA u(�; �; �) I {(x; y; �; �; t� �), WY^ESTX ODNOIZ DRUGOGO I REZULXTAT PROINTEGRIROWATX PO �; � PO OBLASTI G I PO �OT NULQ DO t.120. uKA Z AN I E. pUSTX OBLASTX 
 OGRANI^ENA POWERHNOSTQMI S1I S2 (RIS. 55). oPI[EM, KAK IZ CENTRA, IZ TO^KI (x; y; z) SFERU S"
rIS. 55

RADIUSOM "; OGRANI^ENNYJ E� OB_EM OBO-ZNA^IM !". uMNOVIW URAWNENIE�2u�� 2 = a2�3u��� +f(�; �; �; �)NA{(x; y; z; �; �; t��) = 14�a2 � Æ �t� � � ra�r ;W URAWNENIE �2{�� 2 = a2�3u���NA u(�; �; �), NUVNO WY^ESTX ODNO IZ DRU-GOGO I REZULXTAT PROINTEGRIROWATX POOB_EMU 
 ZA WY^ETOM !" I PO � OT �1 < 0 DO �2 > 0, S^ITAQ u If KAK-LIBO PRODOLVENNYMI DLQ OTRICATELXNYH ZNA^ENIJ t.B) fUNKCII WLIQNIQ NEPRERYWNO DEJSTWU�℄IH SOSREDOTO^ENNYHISTO^NIKOW.121. !(x; y; z; x0; y0; z0; t) = 14�a2 f �t� ra�r ,GDE r =p(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2:122.!(x; y; x0; y0; t) = 8>><>>: 12�a t�r=aZ0 f(�)d�pa2(t� �)2 + r2 PRI t > ra ;0 PRI 0 < t < ra ;GDE r =p(x� x0)2 + (y � y0)2.
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gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 575u(x; y; t) == ZZG �u(�; �; 0){t(x; y; �; �; t) + ut(�; �; 0){(x; y; �; �; t)� d� d� ++ tZ0 d�ZZG f(�; �; �){(x; y; �; �; t� �) d� d� ++ a2 tZ0 d�I� �{(x; y; �; �; t� �) �u(�; �; �)�n �� u(�; �; �) �{(x; y; �; �; t� �)�n � ds: (7)dLQ \TOGO NUVNO URAWNENIQ (5) I (6) POSLE PEREHODA K �; �; � UMNO-VITX SOOTWETSTWENNO NA u(�; �; �) I {(x; y; �; �; t� �), WY^ESTX ODNOIZ DRUGOGO I REZULXTAT PROINTEGRIROWATX PO �; � PO OBLASTI G I PO �OT NULQ DO t.120. uKA Z AN I E. pUSTX OBLASTX 
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rIS. 55

RADIUSOM "; OGRANI^ENNYJ E� OB_EM OBO-ZNA^IM !". uMNOVIW URAWNENIE�2u�� 2 = a2�3u��� +f(�; �; �; �)NA{(x; y; z; �; �; t��) = 14�a2 � Æ �t� � � ra�r ;W URAWNENIE �2{�� 2 = a2�3u���NA u(�; �; �), NUVNO WY^ESTX ODNO IZ DRU-GOGO I REZULXTAT PROINTEGRIROWATX POOB_EMU 
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576 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ123. e!(x; y; z; t) = 14�a2 Xrk f �t� rka �12 ����dF (r)dr ����r=rk ,GDEF (r) = nX �t� ra�� xo2+nY �t� ra�� yo2+nZ �t� ra�� zo2� r2;A rk | POLOVITELXNYE KORNI URAWNENIQ F (r) = 0,12 ����dF (r)dr ���� = ���r �1� wra ���� ;GDE wr | PROEKCIQ SKOROSTI ISTO^NIKA NA NAPRAWLENIE RADIUSA-WEK-TORA r, PROWEDENNOGO IZ TO^KI NABL�DENIQ W ISTO^NIK; PO\TOMU dF (r)drMOVET OBRA℄ATXSQ W NULX LI[X W TOM SLU^AE, KOGDA SKOROSTX DWIVE-NIQ ISTO^NIKA w > a; SLEDOWATELXNO, LI[X PRI \TOM USLOWII URAWNE-NIE F (r) = 0 MOVET IMETX BOLEE ODNOGO KORNQ.eSLI ISTO^NIK DWIVETSQ PRQMOLINEJNO S POSTOQNNOJ SKOROSTX� v,TO, NAPRAWLQQ OSX x PO NAPRAWLENI� DWIVENIQ ISTO^NIKA, POLU^IM:A) PRI v < a, T. E. PRI M = va < 1,e!(x; y; z; t) = 14�a2 � f  t� M(x� vt) +p(x� vt)2 + (1�M2)(y2 + z2)a(1�M2) !p(x� vt)2 + (1�M2)(y2 + z2) ;B) PRI v > a, T. E. PRI M = va > 1,e!(x; y; z; t) =14�a2 � f  t+ M(x� vt) +p(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2)a(M2 � 1) !p(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2) ++ 14�a2 � f  t+ M(x� vt) +p(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2)a(M2 � 1) !p(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2) :z AM E ^ AN I E. |TIM RAWENSTWOM RE[ENIE OPREDELQETSQ WNUTRIKRUGOWOGO KONUSA S WER[INOJ W O0, OSX� KOTOROGO SLUVIT OTRICATELX-NAQ POLUOSX x I OTREZOK OO0 (SM. RIS. 56); 
tg� = M2 � 1. w \TOMKONUSE KORENX p(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2) DEJSTWITELEN. eSLI IS-TO^NIK NA^AL DEJSTWOWATX W MOMENT WREMENI t = 0, KOGDA ON NAHODILSQW TO^KE O, TO OBLASTX�, W KOTOROJ WYZWANNYE IM WOZMU℄ENIQ MOGUTBYTX OTLI^NY OT NULQ, QWLQETSQ ^ASTX PROSTRANSTWA, OGRANI^ENNAQUPOMQNUTYM KONUSOM I ^ASTX� SFERY RADIUSA at S CENTROM W TO^-KE O (PRI^EM TO^KA O LEVIT WNUTRI \TOJ OBLASTI, A KONUS KASAETSQSFERY).
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rIS. 56w TO^KU �NABL�DENIQ� A(x; y; z) W MOMENT t PRI v > a PRIHO-DQT WOZMU℄ENIQ, POSLANNYE ISTO^NIKOM IZ DWUH POLOVENIJ: A1 I A2.rASSTOQNIQ A1A I A2A RAWNYA1A = r1 = �M(x� vt) +p(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2)M2 � 1 ;A2A = r2 = �M(x� vt)�p(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2)M2 � 1 :w TO^KE A1 ISTO^NIK NAHODITSQ W MOMENT t1 = t � r1a , A W TO^KE A2ON NAHODILSQ W MOMENT t2 = t� r2a .eSLI MO℄NOSTX ISTO^NIKA POSTOQNNA I RAWNA q, TO:A) PRI v < a, T. E. M = va < 1,e!(x; y; z; t) = 14�a2 qp(x� vt)2 + (1�M2)(y2 + z2) ;B) PRI v > a, T. E. M = va > 1,e!(x; y; z; t) = 12�a2 qp(x� vt)2 � (M2 � 1)(y2 + z2) :uKA Z AN I E. w INTEGRALE, WYRAVA�℄EM RE[ENIE URAWNENIQ (1)PRI NA^ALXNYH USLOWIQH (2)e!(x; y; z; t) = 14�a2 +1ZZZ�1 [f ℄r Æ(� � [X ℄)Æ(� � [Y ℄)Æ(� � [Z℄) d� d� d�;r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2;GDE [�℄ OZNA^AET, ^TO W FUNKCII � ARGUMENT t ZAMENEN NA t � ra , CE-LESOOBRAZNO PEREJTI K NOWYM PEREMENNYM INTEGRIROWANIQ �, �, 
:� = � � [X ℄; � = � � [Y ℄; 
 = � � [Z℄;37 b.m. bUDAK I DR.
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578 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPRI \TOM WMESTO OPREDELITELQ D(�; �; �)D(�; �; 
) CELESOOBRAZNO POLXZOWATXSQOPREDELITELEM D(�; �; 
)D(�; �; �) .124. iSTO^NIK NAHODITSQ W NA^ALE DWIVU℄EJSQ WMESTE S NIMSISTEMY KOORDINAT O0x0y0z0, RASPOLOVENNOJ, KAK UKAZANO NA RIS. 56,x0 = vt� x, y0 = y, z0 = z.A) pRI v < a, T. E. M = va < 1, POLU^AETSQ URAWNENIE \LLIPTI^ES-KOGO TIPA�2u�x02 + 11�M2 � �2u�y02 + �2u�z02� = � qa2(1�M2) Æ(x0)Æ(y0)Æ(z0);ZAMENOJ PEREMENNYH x0 = �, y0 = �p1�M2 , z = �p1�M2 ONO PREOB-RAZUETSQ W URAWNENIE pUASSONA�2u��2 + �2u��2 + �2u��2 = �4� � q4�a2� Æ(�) Æ(�) Æ(�);RE[ENIEM KOTOROGO QWLQETSQ FUNKCIQ WLIQNIQ SOSREDOTO^ENNOGO IS-TO^NIKA u(�; �; �) = q4�a2p�2 + �2 + �2 ;ILI, W ISHODNYH KOORDINATAH x0; y0; z0,u(x0; y0; z0) = q4�a2px02 + (1�M2)(y02 + z02) :B) pRI v > a, T. E. M = va > 1, POLU^AETSQ URAWNENIE GIPERBOLI-^ESKOGO TIPA�2u�x02 = 1M2 � 1 � �2u�y02 + �2u�z02�+ qa2(M2 � 1) Æ(x0) Æ(y0) Æ(z0):rE[AQ EGO S POMO℄X� NADLEVA℄EJ INTEGRALXNOJ FORMULY PRI NA-^ALXNYH USLOWIQH u��x0=0 = 0; ux0��x0=0 = 0;POLU^IM u(x0; y0; z0) = 12�a2 � qpx02 � (M2 � 1)(y02 + z02) :125. pUSTX \LEKTRON DWIVETSQ WDOLX OSI z SO SKOROSTX� v == 
onst 1) , a = xp" < v < 
, GDE 
 | SKOROSTX SWETA W WAKUUME,A a = 
p" | SKOROSTX SWETA W RASSMATRIWAEMOM DI\LEKTRIKE S DI-\LEKTRI^ESKOJ POSTOQNNOJ ". sKALQRNYJ POTENCIAL \LEKTROMAGNIT-1)nA SAMOM DELE \TA SKOROSTX BUDET MENQTXSQ ZA S^ET IZLU^ENIQ \NER-GII \LEKTRONOM. pODROBNEE OB \TOM SM. [18℄.

gL. VI. uRAWNENIQ GIPERBOLI^ESKOGO TIPA 579NOGO POLQ, SOZDAWAEMOGO DWIVU℄IMSQ \LEKTRONOM, RAWEN' = ( 2e"p(vt� z)2 � 
2r2 PRI vt� z > 
r;0 PRI vt� z < 
r: (1)zDESX e | ZARQD \LEKTRONA, 
2 = v2a2 � 1, r = px2 + y2, PRI^EMPREDPOLAGAETSQ, ^TO W MOMENT t = 0 \LEKTRON NAHODILSQ W TO^KE x =
rIS. 57

= y = z = 0. kOMPONENTY WEK-TORNOGO POTENCIALA RAWNYAx = Ay = 0; Az = " v
 '; (2)PRI^EMH = rotA;E = � grad'� 1
 �A�t : (20)w KAVDYJ MOMENT WREMENI t\LEKTROMAGNITNOE POLE, SOZDAWA-EMOE \LEKTRONOM, OTLI^NO OT NU-LQ LI[X W NIVNEM KONUSE S WER-[INOJ W \LEKTRONE (RIS. 57), A\KWIPOTENCIALXNYMI WNUTRI KO-NUSA POWERHNOSTQMI QWLQ�TSQ GIPERBOLOIDY WRA℄ENIQ (vt� z)2 �� 
2r2 = 
onst.uKA Z AN I E. dLQ SKALQRNOGO I WEKTORNOGO POTENCIALOW IME�TMESTO URAWNENIQ �'� "
2 �2'�t2 = �4�" �;�A� "
2 �2A�t2 = �4�
 j(e);9>=>; (3)PRI^EM 1) divA+ "
 �'�t = 0: (4)w NA[EM SLU^AEj(e)x = f (e)y = 0; j(e)z = v� = veÆ(x)Æ(y)Æ(z � vt); (5)� = eÆ(x)Æ(y)Æ(z � vt): (6)pODSTANOWKA \TIH ZNA^ENIJ � I j W URAWNENIQ (3) SRAZU VE DAETAx = Ay = 0; Az = " v
 '; (7)PO\TOMU RAWENSTWO (4) PREWRA℄AETSQ W RAWENSTWO�Az�z + "
 �'�t = 0; (8)^TO POZWOLQET WSE KOMPONENTY \LEKTROMAGNITNOGO POLQ, ISPOLXZUQ (7)I (8), WYRAZITX ^EREZ SKALQRNYJ POTENCIAL '.1)sM. [17, S. 444℄.37�
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580 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ126.H' = 8><>:�M0!2r2a2 hr 
os! �t� ra�+ a! sin! �t� ra�i sin �; t > ra ;0; t < ra ;Er = 8><>:�2M0!2r3a hr sin! �t� ra�� a! 
os! �t� ra�i 
os �; t > ra ;2M0 
os �r3 ; t < ra ;E� = 8>>><>>>:�M0!2r2a2 ��r2 � a2!2� 
os! �t� ra�+ ra! sin! �t� ra�� sin �;t > ra ;M0 sin �r3 ; t < ra :127. dLQ SME℄ENIJ u; v; w PO OSQM x; y; z, S^ITAQ, ^TO SILA F (t)PRILOVENA K NA^ALU KOORDINAT I NAPRAWLENA PO OSI x, POLU^AEM WY-RAVENIEu = 14�� � �2�x2 �1r�� r=bZr=a �F (t � �) d� ++ x2r3 n 1a2 F �t� ra�� 1b2 F �t� rb�+ 1b2r F �t� rb�o ;v = 14�� � �2�x�y �1r�� r=bZr=a �F (t� �) d� ++ xyr3 n 1a2 F �t� ra�� 1b2 F �t� rb�o ;w = 14�� � �2�x �y �1r�� r=bZr=a �F (t� �) d� ++ xzr3 n 1a2 F �t� ra�� 1b2 F �t� rb�o ;GDE a2 = (2m� 2)G(m� 2)� = �+ 2�� ; b2 = G� = �� ;�| PLOTNOSTX MASSY SREDY, a| SKOROSTX RASPROSTRANENIQ PRODOLX-NYH DEFORMACIJ, b | SKOROSTX RASPROSTRANENIQ POPERE^NYH DEFOR-MACIJ.uKA Z AN I E. k POWERHNOSTI MALOGO [ARA RADIUSA r S CENTROM WNA^ALE KOORDINAT PRILOVENY UPRUGIE NAPRQVENIQ, RAWNODEJST-WU�℄AQ KOTORYH DOLVNA SOWPADATX S F (t). sLEDOWATELXNO, PRI r ! 0NAPRQVENIQ DOLVNY IMETX PORQDOK 1r2 (ESLI TOLXKO F (t) 6� 0 I QWLQ-ETSQ KONE^NOJ WELI^INOJ). pEREME℄ENIQ, PROIZWODNYM KOTORYH PRO-PORCIONALXNY NAPRQVENIQ, DOLVNY IMETX PORQDOK 1r .
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gLA W A VIIurawneniq |llipti~eskogo tipa �u+ 
u = �fx 1. zADA^I DLQ URAWNENIQ �u� {2u = �f1. kONCENTRACIQ GAZA W TO^KE M(x; y; z), OTSTOQ℄EJ NA RASSTOQ-NII r OT ISTO^NIKA P = P (�; �; �), RAWNAu = Q04�D e�{rr ; r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2;GDE D | KO\FFICIENT DIFFUZII, {2 = �D , � | POSTOQNNAQ RASPADA.2. u(M; P ) = Q04�D �e�{rr + e�{r1r1 �,GDE M =M(x; y; z); P = P (�; �; �);r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2;r1 =MP1 =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)2; P1 = P1(�; �; ��):iSTO^NIK POME℄EN W TO^KE P (�; �; �).uKA Z AN I E. uSLOWIE GAZONEPRONICAEMOSTI STENKI z = 0�u�z ���z=0= 0POKAZYWAET, ^TO OTRAVENIE OTNOSITELXNO PLOSKOSTI DOLVNO BYTX^ETNYM.3. fUNKCIQ TO^E^NOGO ISTO^NIKA DLQ URAWNENIQ�2u� {2u = 0NA PLOSKOSTI (x; y) IMEET WIDG(x; y; �; �) = 12� K0({r);GDE K0 | CILINDRI^ESKAQ FUNKCIQ MNIMOGO ARGUMENTA NULEWOGO PO-RQDKA WTOROGO RODA, r =p(x� �)2 + (y � �)2:
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582 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQfIZI^ESKAQ INTERPRETACIQ FUNKCII ISTO^NIKA | STACIONARNAQKONCENTRACIQ, SOZDAWAEMAQ W TO^KE x; y; z0 ISTO^NIKOM NEUSTOJ^IWO-GO GAZA, RAWNOMERNO RASPREDELENNYM NA BESKONE^NOJ PRQMOJ, PARAL-LELXNOJ OSI z I PROHODQ℄EJ ^EREZ TO^KU �; �; z0; MO℄NOSTX ISTO^NIKA,OTNESENNAQ K EDINICE DLINY, ^ISLENNO RAWNA D.4. G(x; y; �; �) = 12� [K0({r) +K0({r1)℄,GDE r =p(x � �)2 + (y � �)2; r1 =p(x� �)2 + (y + �)2:5. eSLI ISTO^NIK NAHODITSQ W TO^KE (�; �; �), TOu = Q04�D 1Xn=�1 �e�{rnrn + e�{r0nr0n � ;GDE rn =p(x � �)2 + (y � �)2 + (z � �n)2;r0n =p(x � �)2 + (y � �)2 + (z � � 0n)2;�n = 2nl+ �; � 0n = 2nl � �:uKA Z AN I E. iZOBRAVENIQ W PLOSKOSTQH z = 0 I z = l QWLQ�TSQ^ETNYMI I POME℄ENY W TO^KAH(�; �; �n = 2nl+ �) I (�; �; � 0n = 2nl� �):sHODIMOSTX RQDA O^EWIDNA W SILU NALI^IQ \KSPONENCIALXNYH MNOVI-TELEJ e�{rn I e�{r0n POD ZNAKOM SUMMY.6. eSLI ISTO^NIK NAHODITSQ W TO^KE (�; �), TOu = Q2�D 1Xn=�1[K0({rn) +K0({r0n)℄;GDE rn =p(x� �)2 + (y � �n)2; r0n =p(x� �)2 + (y � �0n)2;�n = 2nl+ �; �0n = 2nl � �:uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 5. sHODIMOSTX RQDA WIDNA IZ ASIMPTO-TI^ESKOJ FORMULY K0(x) =r 12�x e�x + : : :7. u = Q02D 1Xn=1  n(M) n(P )k nk2p�n + {2 e�p�n+{2 jz��j,GDE (M(x; y); z) | TO^KA NABL�DENIQ, (P (�; �); �) | TO^KA, W KOTOROJNAHODITSQ ISTO^NIK, �n I  n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ I SOBSTWENNYEFUNKCII PLOSKOJ ZADA^I�2 n + �n n = 0 W S;� n�� = 0 NA C;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 583S | POPERE^NOE SE^ENIE TRUBY, C | EGO GRANICA, � | NORMALX K C,k nk2 = ZS  2n ds:uKA Z AN I E. rE[ENIE KRAEWOJ ZADA^ID�u� �u = �fILI�u� {2u = � fD9=; WNUTRI �;�u�� = 0 NA �;GDE � | POWERHNOSTX TRUBY, SLEDUET ISKATX W WIDEu = 1Xn=1un(z) n(M):zNAQ RE[ENIE \TOJ ZADA^I, NETRUDNO PEREJTI K PREDELXNOMU SLU^A�TO^E^NOGO ISTO^NIKA.8. eSLI ISTO^NIK NAHODITSQ W TO^KE (�; �0; '0), TOu(r; �; ') = Q0D G(r; �; '; �; �0; '0);GDE G(r; �; '; �; �0; '0) | FUNKCIQ ISTO^NIKA, OPREDELQEMAQ FORMULA-MI G(r; �; '; �; �0; '0) = 1Xn=0 nXk=�n Y (k)n (�; ')Y (k)n (�0; '0)kY (k)n k2 Gn(r; �);GDE Y (k)n = P (k)n (
os �)�
os k' PRI k > 0;sin jkj' PRI k < 0| SFERI^ESKIE FUNKCII, P (k)n | PRISOEDINENNYE FUNKCII lEVANDRA,kY (k)n k2 = 22n+ 1 �"k (n+ k)!(n� k)! ; "k = �2 PRI k = 0;1 PRI k 6= 0;Gn(r; �) =8><>:{2��0n({a) �n({�) � �n({�) �0n({a)� �n({r)�0n({a) PRI r < �;{2��0n({a) �n({r) � �n({�) �0n({a)� �n({�)�0n({a) PRI r > �;�n(x) = x�1=2 In+1=2(x); �n(x) = x�1=2Kn+1=2(x):uKA Z AN I E. rE[ENIE ZADA^I �u � {2u = �f , urjr=a = 0 PRED-STAWITX W WIDEu(r; �; ') = aZ0 2�Z0 �Z0 G(r; �; '; �; �0; '0)f(�; �0; '0)�2 d� sin �0 d�0 d'0:
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584 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpOLAGAQu = 1Xn=0 nXk=�n unk(r)Y (k)n (�; '); f = 1Xn=0 nXk=�n fnk(r)Y (k)n (�; ');POLU^AEMLunk = (r2u0nk)0 � ({2r2 + n(n+ 1))unk = �fnk(r); u0nk(a) = 0;unk(r) = aZ0 Gn(r; �)fnk(�)�2d�;fnk = 2�Z0 �Z0 f(�; �0; '0)Y (k)n (�0; '0) sin �0d�0 d'0;LGn = 0 (r 6= �); Gn(�� 0; �) = Gn(�+ 0; �);G0n(�+ 0; �)�G0n(�� 0; �) = � 1�2 ; G0n(a; �) = 0:9. eSLI OSX z PRQMOUGOLXNOJ SISTEMY KOORDINAT NAPRAWITXWDOLX v0, TO u(x; y; z) = Q0D expn�{r � v02D (x� �)o4�r ;GDE { = �D ; r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2:10. eSLI r = a | RADIUS CILINDRA, TOu(r) = u0 I0({r)I0({a) ; r =px2 + y2:uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI OGRANI^ENNOE RE[ENIE URAWNENIQ�2u� {2u = 0; r < aPRI USLOWII u��r=a = u0:11. u = u(r) = u0 K0({r)K0({a) .12. A) u = u0 papr I1=2({r)I1=2({a) = u0 ar sh{rsh{a ;B) u = u0 papr I3=2({r)I3=2({a) 
os � = u0 �ar�2 {r 
h{r � sh{r{a 
h{a� sh{a 
os �.13. A) u = u0 papr K1=2({r)K1=2({a) = u0 ae�{rre�{a ;B) u = u0 papr K3=2({r)K3=2({a) 
os � = u0 �ar�2 {r + 1{a+ 1 � e�{re�{a � 
os �.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 58514. A) eSLI POWERHNOSTX ZEMLI SOWPADAET S PLOSKOSTX� z = 0, TORASPREDELENIE KONCENTRACII \MANACII W ZEMLE DAETSQ FORMULOJu =8><>: f0� e�{h sh{z PRI 0 < z < h;f0� (1� e�{z 
h{h) PRI h < z <1;GDE { =r �D , �| POSTOQNNAQ RASPADA, D| KO\FFICIENT DIFFUZII,f0 | PLOTNOSTX ISTO^NIKOW.B) pOTOK \MANACII ^EREZ POWERHNOSTX ZEMLIq = D �u�z ���z=0= f0{ e�{h:15. A) eSLI z = 0 | POWERHNOSTX ZEMLI, A ISTO^NIK NAHODITSQ WTO^KE (0; 0; h), TO KONCENTRACIQu = Q04�D �e�{r1r1 � e�{r2r2 � ;GDE r1 =p�2 + (z � h)2; r2 =p�2 + (z + h)2; � =px2 + y2:B) pOTOK ^EREZ POWERHNOSTX ZEMLI z = 0 RAWENq(�) = D �u�z ���z=0= Q0h2�r20 �{ + 1r0� e�{r0 ;GDE r0 =p�2 + h2:16. tREBUETSQ OPREDELITX Q0 I h. dLQ \TOGO, POLXZUQSX DANNYMINABL�DENIJ, T. E. WELI^INOJ q(�), NAHODIM POLNYJ POTOK ^EREZ POWERH-NOSTX ZEMLI Q = 1Z0 2�Z0 q(�)� d� d' = Q0e�{h; (1)ZATEM INTEGRALI = 1Z0 2�Z0 q�2d� d' = �Q0h" 1Z0 ��� �e�{rr � � d�#z=0 == Q0h 1Z0 e�{p�2+h2p�2 + h2 d� = Q0h 1Z0 e�{h 
h � d� = Q0h �K0({h);ILI I = Q0hK0({h): (2)iZ FORMUL (1) I (2) IMEEMhK0({h)e{h = IQ :oTS�DA, POSKOLXKU I I Q IZWESTNY, OPREDELIM WELI^INU h I ZATEM POFORMULE (1) | MO℄NOSTX ISTO^NIKA Q0.pOLOVENIE ISTO^NIKA W GORIZONTALXNOJ PLOSKOSTI OPREDELQETSQ,O^EWIDNO, PO MAKSIMUMU NABL�DAEMOGO POTOKA q(�).
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586 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQx 2. nEKOTORYE ZADA^I O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH1. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ STRUN I STERVNEJ.17. oBOZNA^IM v = v(x) | AMPLITUDU OTKLONENIQ TO^KI STRUNYS KOORDINATOJ x. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE ODNORODNOGO URAWNENIQv00 + �v = 0PRI SOOTWETSTWU�℄IH ODNORODNYH GRANI^NYH USLOWIQH.A) gRANI^NYE USLOWIQv(0) = 0; v(l) = 0;SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ�n = ��nl �2 (n = 1; 2; : : : );SOBSTWENNYE FUNKCII vn(x) = sin �nl x;KWADRAT NORMY SOBSTWENNYH FUNKCIJkvnk2 = l=2:B) gRANI^NYE USLOWIQv0(0) = 0; v0(l) = 0;SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ�n = ��nl �2 (n = 0; 1; 2; : : : );SOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) = 
os �nl x (n = 0; 1; 2; : : : );KWADRAT NORMY kvnk2 = l2 "n; "n = �2; n = 0;2; n 6= 0:W) gRANI^NYE USLOWIQv(0) = 0; v0(l) = 0;SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ�n = ��(2n+ 1)2l �2 (n = 0; 1; 2; : : : );SOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) = sin �(2n+ 1)2l x (n = 0; 1; 2; : : : );KWADRAT NORMY kvnk2 = l=2:G) gRANI^NYE USLOWIQv0(0)� h1v(0) = 0; v0(l) + h2v(l) = 0;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 587GDE h1 > 0, h2 > 0, SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n OPREDELQ�TSQ IZ TRANS-CENDENTNOGO URAWNENIQ tgp� l = (h1 + h2)p��� h1h2 (1)ILI tg�l = (h1 + h2)��2 � h1h2 ; �n = �2n;SOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) = 1p�n + h21 �p�n 
osp�n x+ h1 sinp�n x�;KWADRAT NORMYkvnk2 = l2 + (h1 + h2)(�2n + h1h2)2(�2n + h21)(�2n + h22) (n = 1; 2; : : : ):w ^ASTNOM SLU^AE PRI h1 = h2 URAWNENIE (1) PRINIMAET WIDtg� = 2h�=l�2=l2 � h2 ; � = �2l2 :D) gRANI^NYE USLOWIQv(0) = 0; v0(l) + hv(l) = 0;SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQtg� = � �hl ; �n = �2nl2 (n = 1; 2; : : : );SOBSTWENNYE FUNKCII vn(x) = sinp�n x;KWADRAT NORMY kvnk2 = l2 + hl22(�2n + h2l2) :E) gRANI^NYE USLOWIQv0(0) = 0; v0(l) + hv(l) = 0;SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQtg� = hl� ; �n = �2nl2 ;SOBSTWENNYE FUNKCII vn(x) = 
osp�n x;KWADRAT NORMY kvnk2 = l2 + hl22(�2n + h2l2) :18.uRAWNENIE PRODOLXNYH SOBSTWENNYH KOLEBANIJ NEODNORODNOGOSTERVNQ IMEET WIDddx hE(x) dvdxi+ ��v = 0; E = �E1 (x < x0);E2 (x > x0); � = ��1 (x < x0);�2 (x > x0):A) gRANI^NYE USLOWIQv(0) = 0; v(l) = 0;
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588 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQSOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQa1�1 
tg p�a1 x0 + a2�2 
tg p�a2 (l � x0) = 0;GDE a1 =rE1�1 ; a2 =rE2�2 ;SOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
sin p�na1 xsin p�na1 x0 PRI x < x0;sin p�na2 (l� x)sin p�na2 (l � x0) PRI x0 < x < l;KWADRAT NORMYkvnk2 = �1x02 sin2 p�na1 x0 + �2(l� x0)2 sin2 p�na2 (l� x0) (n = 1; 2; : : : ):B) gRANI^NYE USLOWIQv0(0) = v0(l) = 0:sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQa1�1 tg p�a1 x0 + a2�2 tg p�a2 (l � x0) = 0:sOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:


os p�na1 x
os p�na1 x0 PRI 0 < x < x0;
os p�na2 (l � x)
os p�na2 (l� x0) PRI x0 < x < l;KWADRAT NORMYkvnk2 = �1x02 
os2 p�na1 x0 + �2(l � x0)2 
os2 p�na2 (l� x0) (n = 1; 2; : : : ):W) gRANI^NYE USLOWIQv0(0)� h1v(0) = 0; v0(l) + h2v(l) = 0:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 589sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQa1�1 h1 � p�a1 tg p�a1 x0p�a1 + h1 tg p�a1 x0 + a2�2 h2 � p�a2 tg p�a2 (l� x0)p�a2 + h2 tg p�a2 (l� x0) = 0;GDE a1 =rE1�1 ; a2 =rE2�2 :sOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) = 8><>: Xn(x)Xn(x0) PRI 0 < x < x0Yn(x)Yn(x0) PRI x0 < x < l (n = 1; 2; : : : );Xn(x) =p�n 
os p�na1 x+ a1h1 sin p�na1 x;Yn(x) =p�n 
os �na2 (l � x) + a2h2 sin p�na2 (l � x):kWADRAT NORMYkvnk2 = �1X2n(x0) x0Z0 X2n(x) dx + �2Y 2n (x0) lZx0 Y 2n (x) dx:uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI NETRIWIALXNYE RE[ENIQv(x) = �v(x) PRI 0 < x < x0;v(x) PRI x0 < x < lODNORODNYH URAWNENIJv00 + �a21 v = 0; v00 + �a22 v = 0;UDOWLETWORQ�℄IE GRANI^NYM USLOWIQM A) ILI B), ILI W) I USLOWIQMSOPRQVENIQ W MESTE RAZRYWA KO\FFICIENTOW URAWNENIQv = v; E1v0 = E2v0 PRI x = x0:rE[ENIE UDOBNO ISKATX W WIDEv(x) = 8><>: X(x)X(x0) PRI 0 < x < x0;Y (x)Y (x0) PRI x0 < x < l;GDE X(x) UDOWLETWORQET URAWNENI� X 00 + �a21 X = 0 I GRANI^NOMUUSLOWI� PRI x = 0, A Y (x) UDOWLETWORQET URAWNENI� Y 00 + �a22 Y = 0I GRANI^NOMU USLOWI� PRI x = l.
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590 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOBSTWENNYE FUNKCII ORTOGONALXNY S WESOM �(x):lZ0 vn(x)vm(x)�(x) dx = �1 x0Z0 Xn(x)Xm(x) dx + �2 lZx0 Yn(x)Ym(x) dx = 0;m 6= n,kvnk2 = lZ0 v2n(x)�(x) dx = �1X2n(x0) x0Z0 X2n(x) dx + �2Y 2n (x0) lZx0 Y 2n dx:19. gRUZ POME℄EN NA KONCE x = l. gRANI^NOE USLOWIE NA \TOMKONCE IMEET WID v0(l) = M� �v(l):sOBSTWENNYE FUNKCII fvn(x)g UDOWLETWORQ�T USLOWI� ORTOGONALX-NOSTI S NAGRUZKOJlZ0 vm(x)vn(x)�(x)dx +Mvm(l)vn(l) = 0 PRI m 6= n:kWADRAT NORMY SOBSTWENNOJ FUNKCII vn(x) OPREDELQETSQ PO FORMULEkvnk2 = lZ0 v2n(x)�(x) dx +Mv2n(l) (n = 1; 2; 3; : : : ):A) kONEC x = 0 VESTKO ZAKREPLEN, v(0) = 0.sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQ 
tgp�n l == M� p�n, SOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) = sinp�n xsinp�nl (n = 1; 2; 3; : : : );KWADRAT NORMY kvnk2 = l�2 + M22� �n l + M2 :fORMULY DLQ POPRAWOK K SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM:1) ESLI NAGRUZKA M MALA, TO�n = �(1)n �1� 2M�l + : : :� ;GDE �(1)n = ��(2n+ 1)2l �2 | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ NENAGRUVENNOGOSTERVNQ SO SWOBODNYM KONCOM;2) ESLI NAGRUZKA M WELIKA, TO�n = �(2)n + 2�Ml + : : : ;GDE �2n = ��nl �2 | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ STERVNQ S VESTKO ZAKREP-LENNYM KONCOM x = l.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 591B) kONEC x = 0 SWOBODEN, v0(0) = 0.sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQ tgp�nl == �M� p�n. sOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) = 
osp�n x
osp�n l (n = 1; 2; 3; : : : );KWADRAT NORMY kvnk2 = �l2 �1 + M2�2 �n�+ M2 :W) kONEC x = 0 UPRUGO ZAKREPLEN, v0(0)� hv(0) = 0.sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQtgp�n l = h� M� �n�1 + M� h�p�n (n = 1; 2; 3; : : : ):sOBSTWENNYE FUNKCII vn(x) = Xn(x)Xn(l) ;Xn(x) =p�n 
osp�n x+ h sinp�n x:kWADRAT NORMY kvnk2 = 1X2n(l) kXnk2:uKA Z AN I E. dINAMI^ESKOE USLOWIE NAGRUZKI KONCA x = l IMEETWID Mutt = �Eux(l; t). pOLAGAQ u(x; t) = v(x)T (t), POLU^IM POSLERAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ v(x) URAWNENIEv00 + �v = 0; v0(l) = M� �v(l):uSLOWIE ORTOGONALXNOSTI SLEDUET IZ FORMULY gRINAlZ0 �vnL(vm)� vmL(vn)� dx = �vnv0m � vmv0n�l0;GDE L(v) = (Ev0)0:pRI WY^ISLENII NORMY SLEDUET POLXZOWATXSQ HARAKTERISTI^ES-KIM URAWNENIEM.20. sOSREDOTO^ENNAQ MASSA M NAHODITSQ W TO^KE x = x0.A) oBA KONCA STRUNY VESTKO ZAKREPLENY,v(0) = 0; v(l) = 0:sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQ
tg p�na x0 + 
tg p�na (l � x0) = Ma�p�n:
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osp�n x+ h sinp�n x:kWADRAT NORMY kvnk2 = 1X2n(l) kXnk2:uKA Z AN I E. dINAMI^ESKOE USLOWIE NAGRUZKI KONCA x = l IMEETWID Mutt = �Eux(l; t). pOLAGAQ u(x; t) = v(x)T (t), POLU^IM POSLERAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ v(x) URAWNENIEv00 + �v = 0; v0(l) = M� �v(l):uSLOWIE ORTOGONALXNOSTI SLEDUET IZ FORMULY gRINAlZ0 �vnL(vm)� vmL(vn)� dx = �vnv0m � vmv0n�l0;GDE L(v) = (Ev0)0:pRI WY^ISLENII NORMY SLEDUET POLXZOWATXSQ HARAKTERISTI^ES-KIM URAWNENIEM.20. sOSREDOTO^ENNAQ MASSA M NAHODITSQ W TO^KE x = x0.A) oBA KONCA STRUNY VESTKO ZAKREPLENY,v(0) = 0; v(l) = 0:sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQ
tg p�na x0 + 
tg p�na (l � x0) = Ma�p�n:



592 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
sin p�na xsin p�na x0 PRI 0 < x < x0;sin p�na (l� x)sin p�na (l� x0) PRI x0 < x < l:kWADRAT NORMYkvnk2 = �x02 sin2 p�na x0 + �(l� x0)2 sin2 p�na (l� x0) + M2 (n = 1; 2; : : : ):B) oBA KONCA STRUNY SWOBODNY, v0(0) = 0, v0(l) = 0.sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �n OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQtg p�na x0 + tg p�na (l � x0) = �Ma�p�n:sOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) =8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:


os p�na x
os p�na x0 PRI 0 < x < x0;
os p�na (l � x)
os p�na (l� x0) PRI x0 < x < l:kWADRAT NORMYkvnk2 = �x02 
os2 p�na x0 + �(l� x0)2 
os2 p�na (l� x0) + M2 (n = 1; 2; : : : ):W) kONCY STRUNY UPRUGO ZAKREPLENY,v0(0)� h1v(0) = 0; v0(l) + h2v(l) = 0:sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQah2 �p� tg p�a (l� x0)ah2 tg p�a (l � x0) +p� + ah1 �p� tg p�a x0ah1 tg p�a x0 +p� = p� aMk :sOBSTWENNYE FUNKCIIvn(x) =8><>: Xn(x)Xn(x0) PRI 0 < x < x0;Yn(x)Yn(x0) PRI x0 < x < l;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 593Xn(x) =p�n 
os p�na x+ ah1 sin p�na x;Yn(x) =p�n 
os p�na (l � x) + ah2 sin p�na (l � x):kWADRAT NORMYkvnk2 = lZ0 v2n(x)� dx +Mv2n(x0) (n = 1; 2; : : : ):21. uRAWNENIE SOBSTWENNYH POPERE^NYH KOLEBANIJ ODNORODNOGOSTERVNQ IMEET WID v(IV) � �a2 v = 0;GDE a2 = EJ�S , E | MODULX UPRUGOSTI, J | MOMENT INERCII POPERE^-NOGO SE^ENIQ OTNOSITELXNO SWOEJ GORIZONTALXNOJ OSI, �| PLOTNOSTXSTERVNQ, S | PLO℄ADX EGO POPERE^NOGO SE^ENIQ.A) oBA KONCA VESTKO ZADELANY,v = 0; v0 = 0 PRI x = 0; l;�n = a2 �4nl4 (n = 1; 2; : : : );GDE �n | KORENX URAWNENIQ 
h� 
os� = 1:sOBSTWENNAQ FUNKCIQvn(x) = Ann�
h�n xl � 
os�n xl � (sh�n � sin�n)�� (
h�n � 
os�n)�sh�n xl � sin�n xl �o;GDE An | PROIZWOLXNYJ MNOVITELX.B) oBA KONCA SWOBODNY,v00 = 0; v000 = 0 PRI x = 0; x = l;�n = a2 �4nl4 (n = 1; 2; : : : );GDE �n | KORENX URAWNENIQ 
h� 
os� = 1;vn(x) = Ann�
h �nl x+ 
os �nl x� (sh�n � sin�n)�� (
h�n + 
os�n)�sh �nl x� sin �nl x�o:W) oDIN KONEC (x = 0) ZADELAN, WTOROJ KONEC (x = l) SWOBODEN,v = 0; v0 = 0 PRI x = 0; v00 = 0; v000 = 0 PRI x = l;�n = a2 �4nl4 (n = 1; 2; : : : );GDE �n | KORENX URAWNENIQ
h� 
os� = �1;38 b.m. bUDAK I DR.
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594 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQvn(x) = Ann�
h �nl x� 
os �nl x� (sh�n � sin�n)�� (
h�n � 
os�n)�sh �nl x� sin �nl x�o:2. sOBSTWENNYE KOLEBANIQ OB_EMOW.22. pUSTX x = 0, x = a, y = 0, y = b| STORONY PRQMOUGOLXNIKA.A) eSLI GRANICA MEMBRANY VESTKO ZAKREPLENA (v = 0 PRI x = 0; a;y = 0; b), TO SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ�m;n = �2�m2a2 + n2b2 � (m; n = 1; 2; : : : );SOBSTWENNYE FUNKCIIvm;n(x; y) = sin �ma x sin �nb y;kvm;nk2 = ab4 :B) gRANICA MEMBRANY SWOBODNA (vx = 0 PRI x = 0; a; vy = 0 PRIy = 0; b), �m;n = �2�m2a2 + n2b2 � (m; n = 0; 1; 2; : : : );vm;n(x; y) = 
os �ma x 
os �nb y;kvm;nk2 = ab4 "m"n; "0 = 2; "k = 1; k 6= 0:W) dWE PROTIWOPOLOVNYE STORONY x = 0, x = a VESTKO ZAKREP-LENY (v = 0 PRI x = 0; a), A DWE DRUGIE | y = 0 I y = b| SWOBODNY(vy = 0 PRI y = 0; b),�m;n = �2 �m2a2 + n2b2 � (m = 1; 2; : : : ; n = 0; 1; 2; : : : );vm;n(x; y) = sin �ma x 
os �nb y;kvm;nk2 = 14 ab"n:G) dWE SOSEDNIE STORONY x = 0 I y = 0 VESTKO ZAKREPLENY, ADWE DRUGIE STORONY SWOBODNY,�m;n = �24 � (2m+ 1)2a2 + (2n+ 1)2b2 � (m; n = 0; 1; 2; : : : );vm;n(x; y) = sin �(2m+ 1)2a x sin �(2n+ 1)2b y;kvm;nk2 = ab4 :D) wSE REBRA PRQMOUGOLXNOJ MEMBRANY ZAKREPLENY UPRUGO,vx(0; y)� h1v(0; y) = 0; vx(a; y) + h2v(a; y) = 0;vy(x; 0)� h3v(x; 0) = 0; vy(x; b) + h4v(x; b) = 0:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 595sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �m;n OPREDELQ�TSQ IZ URAWNENIQ�m;n = [�(1)m ℄2 + [�(2)n ℄2 (m; n = 1; 2; : : : );GDE �(1)m I �(2)n | KORNI URAWNENIJtg(�(1)a) = (h1 + h2)�(1)(�(1))2 � h1h2 ; tg(�(2)b) = (h3 + h4)�(2)(�(2))2 � h3h4 ;vm;n(x; y) = ��(1)m 
os�(1)m x+ h1 sin�(1)m x���(2)n 
os�(2)n y+ h3 sin�(2)n y��� 1q��(1)m �2 + h21 q��(2)n �2 + h23 ;kvm;nk2 = (a2 + (h1 + h2)���(1)m �2 + h1h2�2���(1)m �2 + h21����(1)m �2 + h22�)��( b2 + (h3 + h4)���(2)n �2 + h3h4�2���(2)n �2 + h23����(2)n �2 + h24�) :23. nA^ALO POLQRNOJ SISTEMY KOORDINAT (�; ') POMESTIM W CENTRKRUGA, RADIUS KRUGA RAWEN a.A) mEMBRANA VESTKO ZAKREPLENA, v���=a = 0.sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ �m;n = ��(n)ma �2, GDE �(n)m | KORNI URAW-NENIQ Jn(�) = 0,vm;n = Jn��(n)ma ���
osn'sinn' (n = 0; 1; 2; : : : ; m = 1; 2; : : : );kvm;nk2 = a2�"n2 hJ 0n��(n)m �i2 ; "n = �2; n = 0;1; n 6= 0:w ^ASTNOSTI, PRI n = 0v = vm = J0��(0)ma ��; kvmk2 = a2�J21 (�(0)m ):B) gRANICA � = a MEMBRANY SWOBODNA ��v�� = 0 PRI � = a�,�m;n = ��(n)ma �2;GDE �(n)m | KORENX URAWNENIQ J 0n(�) = 0,vm;n(�; ') = Jn��(n)ma ���
osn';sinn';kvm;nk2 = a2�"n2��(n)m �2 h��(n)m �2 � n2i J2n��(n)m �(m = 1; 2; : : : ; n = 0; 1; 2; : : : ):38�
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596 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQW) gRANICA MEMBRANY UPRUGO ZAKREPLENA, ��v�� + hv��=a = 0,�m;n = ��(n)ma �2;GDE �(n)m | KORENX NOMERA m URAWNENIQ�J 0n(�) + ahJn(�) = 0;vm;n(�; ') = Jn��(n)ma ���
osn';sinn' (n = 0; 1; 2; : : : ; m = 1; 2; : : : );kvm;nk2 = �a2"n2��(n)m �2 ha2h2 + ��(n)m �2 � n2i J2n(�(n)m ); (1)ILI kvm;nk2 = �a2"n2 "1 + ��(n)m �2 � n2a2h2 # hJ 0n��(n)m �i2 : (2)fORMULA (1) UDOBNA PRI MALYH h, FORMULA (2) | PRI BOLX[IH h.pREDELXNYJ PEREHOD W (1) PRI h ! 0 DAET WYRAVENIE DLQ kvm;nk2ZADA^I B); PREDELXNYJ PEREHOD W FORMULE (2) PRI h!1 DAET kvm;nk2DLQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I A).uKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX KRAEWU� ZADA^U NA SOBSTWENNYEZNA^ENIQ 1� ��� �� �v���+ 1�2 �2v�'2 + �v = 0 (� < a);jv(0; ')j <1;A) v(a; ') = 0; B) �v�� (a; ') = 0; W) �v�� (a; ') + hv(a; ') = 0.rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE PROIZWEDENIQ v( _�; ') = R(�)�(').mETOD WY^ISLENIQ NORMY UKAZAN W [7, S. 643℄.wYWESTI OB℄U� FORMULU


Jn ��a ��


2 = a22 �J 0n2(�) +�1� n2�2� J2n(�)� :24. oBOZNA^IM a, b, 
 | REBRA PARALLELEPIPEDA.A) eSLI v = 0 PRI x = 0; a; y = 0; b; z = 0; 
, TO�m;n; k = �2 �m2a2 + n2b2 + k2
2 � (m; n; k = 1; 2; 3; : : : );vm;n; k = sin �ma x sin �nb y sin �k
 z; kvm;n; kk2 = ab
8 :nORMIROWANNYE SOBSTWENNYE FUNKCIIvm;n; k =r 8ab
 vm;n; k:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 597B) eSLI ZADANY GRANI^NYE USLOWIQ WTOROGO RODAvx = 0 PRI x = 0; a; vy = 0 PRI y = 0; b;vz = 0 PRI z = 0; 
;TO �m;n; k = �2 �m2a2 + n2b2 + k2
2 � (m; n; k = 0; 1; 2; : : : );vm;n; k = 
os �ma x 
os �nb y 
os �k
 z;kvm;n; kk2 = ab
8 "m"n"k; "j = �2; j = 0;1; j 6= 0:nORMIROWANNYE SOBSTWENNYE FUNKCIIvm;n; k = 1kvm; n; kk vm;n; k:W) dLQ TRETXEJ KRAEWOJ ZADA^I(vx � h1v)x=0 = 0; (vx + h2v)x=a = 0; (vy � h3v)y=0 = 0;(vy + h4v)y=b = 0; (vz � h5v)z=0 = 0; (vz + h6v)z=
 = 0IMEEM �m;n; k = ��(1)m �2 + ��(2)n �2 + ��(3)k �2;GDE �(1)m , �(2)m , �(3)k | KORNI SLEDU�℄IH URAWNENIJ:tg�(1)a = (h1 + h2)�(1)��(1)�2 � h1h2 ; tg�(2)b = (h3 + h4)�(2)��(2)�2 � h3h4 ;tg�(3)
 = (h5 + h6)�(3)��(3)�2 � h5h6 ;vm;n; k = Xm(x)Yn(y)Zk(z);Xm(x) = (�(1)m 
os�(1)m x+ h1 sin�(1)m x) 1q��(1)m �2 + h21 ;Yn(y) = (�(2)n 
os�(2)2 y + h3 sin�(2)n y) 1q��(2)n �2 + h23 ;Zk(z) = (�(3)k 
os�(3)k z + h5 sin�(3)k z) 1q��(3)k �2 + h25 ;kvm;n; kk2 = (a2 + (h1 + h2)���(1)m �2 + h1h2�2���(1)m �2 + h21����(1)m �2 + h22�)��( b2 + (h3 + h4)���(2)n �2 + h3h4�2���(2)n �2 + h23����(2)n �2 + h24�)��( 
2 + (h5 + h6)���(3)k �2 + h5h6�2���(3)k �2 + h25����(3)k �2 + h26�) (m; n; k = 1; 2; 3; : : : ):
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osn';sinn' (n = 0; 1; 2; : : : ; m = 1; 2; : : : );kvm;nk2 = �a2"n2��(n)m �2 ha2h2 + ��(n)m �2 � n2i J2n(�(n)m ); (1)ILI kvm;nk2 = �a2"n2 "1 + ��(n)m �2 � n2a2h2 # hJ 0n��(n)m �i2 : (2)fORMULA (1) UDOBNA PRI MALYH h, FORMULA (2) | PRI BOLX[IH h.pREDELXNYJ PEREHOD W (1) PRI h ! 0 DAET WYRAVENIE DLQ kvm;nk2ZADA^I B); PREDELXNYJ PEREHOD W FORMULE (2) PRI h!1 DAET kvm;nk2DLQ PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I A).uKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX KRAEWU� ZADA^U NA SOBSTWENNYEZNA^ENIQ 1� ��� �� �v���+ 1�2 �2v�'2 + �v = 0 (� < a);jv(0; ')j <1;A) v(a; ') = 0; B) �v�� (a; ') = 0; W) �v�� (a; ') + hv(a; ') = 0.rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE PROIZWEDENIQ v( _�; ') = R(�)�(').mETOD WY^ISLENIQ NORMY UKAZAN W [7, S. 643℄.wYWESTI OB℄U� FORMULU


Jn ��a ��


2 = a22 �J 0n2(�) +�1� n2�2� J2n(�)� :24. oBOZNA^IM a, b, 
 | REBRA PARALLELEPIPEDA.A) eSLI v = 0 PRI x = 0; a; y = 0; b; z = 0; 
, TO�m;n; k = �2 �m2a2 + n2b2 + k2
2 � (m; n; k = 1; 2; 3; : : : );vm;n; k = sin �ma x sin �nb y sin �k
 z; kvm;n; kk2 = ab
8 :nORMIROWANNYE SOBSTWENNYE FUNKCIIvm;n; k =r 8ab
 vm;n; k:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 597B) eSLI ZADANY GRANI^NYE USLOWIQ WTOROGO RODAvx = 0 PRI x = 0; a; vy = 0 PRI y = 0; b;vz = 0 PRI z = 0; 
;TO �m;n; k = �2 �m2a2 + n2b2 + k2
2 � (m; n; k = 0; 1; 2; : : : );vm;n; k = 
os �ma x 
os �nb y 
os �k
 z;kvm;n; kk2 = ab
8 "m"n"k; "j = �2; j = 0;1; j 6= 0:nORMIROWANNYE SOBSTWENNYE FUNKCIIvm;n; k = 1kvm; n; kk vm;n; k:W) dLQ TRETXEJ KRAEWOJ ZADA^I(vx � h1v)x=0 = 0; (vx + h2v)x=a = 0; (vy � h3v)y=0 = 0;(vy + h4v)y=b = 0; (vz � h5v)z=0 = 0; (vz + h6v)z=
 = 0IMEEM �m;n; k = ��(1)m �2 + ��(2)n �2 + ��(3)k �2;GDE �(1)m , �(2)m , �(3)k | KORNI SLEDU�℄IH URAWNENIJ:tg�(1)a = (h1 + h2)�(1)��(1)�2 � h1h2 ; tg�(2)b = (h3 + h4)�(2)��(2)�2 � h3h4 ;tg�(3)
 = (h5 + h6)�(3)��(3)�2 � h5h6 ;vm;n; k = Xm(x)Yn(y)Zk(z);Xm(x) = (�(1)m 
os�(1)m x+ h1 sin�(1)m x) 1q��(1)m �2 + h21 ;Yn(y) = (�(2)n 
os�(2)2 y + h3 sin�(2)n y) 1q��(2)n �2 + h23 ;Zk(z) = (�(3)k 
os�(3)k z + h5 sin�(3)k z) 1q��(3)k �2 + h25 ;kvm;n; kk2 = (a2 + (h1 + h2)���(1)m �2 + h1h2�2���(1)m �2 + h21����(1)m �2 + h22�)��( b2 + (h3 + h4)���(2)n �2 + h3h4�2���(2)n �2 + h23����(2)n �2 + h24�)��( 
2 + (h5 + h6)���(3)k �2 + h5h6�2���(3)k �2 + h25����(3)k �2 + h26�) (m; n; k = 1; 2; 3; : : : ):



598 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ25. wYBIRAEM SFERI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT (r; �; ') S NA^ALOMW CENTRE SFERY RADIUSA a. iSHODNOE URAWNENIE�v + �v = 0ILI 1r2 ��r �r2 �v�r�+ 1r2 sin � ��� �sin � �v���+ 1r2 sin2 � �2v�'2 + �v = 0:A) pERWAQ KRAEWAQ ZADA^A: v = 0 PRI r = a,�n;m =  �(n+1=2)m a !2 (n = 0; 1; 2; : : : ; m = 1; 2; : : : ); (1)GDE �(n+1=2)m | KORENX NOMERA m URAWNENIQJn+1=2(�) = 0; (2)vn;m; l =  n �(n+1=2)m a r!Y (l)n (�; '); l = 0; �1; �2; : : : ; �n; (3)GDE Y (l)n (�; ') = P (l)n (
os �)�
os l' PRI l > 0;sin l' PRI l < 0; (4)P (l)n (x) = (1� x2) l2 dldxl Pn(x) | PRISOEDINENNAQ FUNKCIQ,P (0)n = Pn(x) | POLINOM lEVANDRA, n(x) =q �2x Jn+1=2(x); (5)kvn;m; lk2 = 




 n �(n+1=2)m a r!




2kY (l)n (�; ')k2; (6)kY (l)n (�; 'k2 = 2�"l(n+ l)!(2n+ 1)(n� l)! ; "l = �2; l = 0;1; l 6= 0; (7)




 n �(n+1=2)m a r!




2 = �a2�(n+1=2)m a22 hJn+1=2 ��(n+1=2)m �i2 : (8)B) wTORAQ KRAEWAQ ZADA^A: �v�r = 0 PRI r = a.fORMULY (1), (3){(7)SOHRANQ�T SILU; TOLXKO W \TOM SLU^AE POD �(n+1=2)m SLEDUET PONIMATXKORENX URAWNENIQ  0n(�) = 0;ILI J 0n+1=2(�)� 12� Jn+1=2(�) = 0;




 n �(n+1=2)m a r!




 = �a34 h�(n+1=2)m i 1� n(n+ 1)h�(n+1=2)m i2!J2n+1=2 ��(n+1=2)m � ;(9)
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600 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQW) tRETXQ KRAEWAQ ZADA^A: �v�� + h0v = 0 PRI � = a, �v�z � h1v = 0PRI z = 0, �v�z + h2v = 0 PRI z = l,vn;m;k(�; '; z) = Zk(z)Jn��(n)ma ���
osn';sinn';Zk(z) = �k 
os �kz + h1 sin �kzp�2k + h21 ; �k | KORENX URAWNENIQtg �l = (h1 + h2)��2 � h1h2 ;�(n)m | KORENX URAWNENIQ �J 0n(�) + ah0Jn(�) = 0,�n;m; k = �2k +��(n)ma �2 (m; k = 1; 2; : : : ; n = 0; 1; 2; : : : );kvn;m; kk2 = �"n 



Jn��(n)ma ��



2 kZk(z)k2;GDE 



Jn��(n)ma �



2 = a22��(n)m �2 [a2h20 + (�(n)m )2 � n2℄J2n(�(n)m );kZkk2 = l2 + (h1 + h2)(�2k + h1h2)2(�2k + h21)(�2k + h22) :uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE PROIZWEDENIQv(�; '; z) = V (�; ')Z(z):pOSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH DLQ V (�; ') POLU^AEM ZADA^U 23, ADLQ Z(z) | ZADA^U 17.27. wYBIRAETSQ POLQRNAQ SISTEMA KOORDINAT (�; ').A) pERWAQ KRAEWAQ ZADA^A: v = 0 PRI � = a I � = b,vm;n(�; ') = Rm;n(�)�
osn';sinn' (m = 1; 2; : : : ; n = 0; 1; 2; : : : );Rm;n(�) = Jn(�(n)m �)Nn(�(n)m a)� Jn(�(n)m a)Nn(�(n)m �); (1)ILIRm;n(�) = Jn(�(n)m a)Jn(�(n)m b) hJn(�(n)m )Nn(�(n)m b)� Jn(�(n)m b)Nn(�(n)m �)i ; (2)GDE �(n)m | KORENX NOMERA m TRANSCENDENTNOGO URAWNENIQJn(a�)Nn(b�)� Jn(b�)Nn(a�) = 0; (3)KOTOROE MOVNO ZAPISATX TAKVE W SLEDU�℄EM WIDE:Jn(a�)Jn(b�) = Nn(a�)Nn(b�) :
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osn';sinn' (n = 0; 1; 2; : : : );Rm;n(�) = Jn(�(n)m �)N 0n(�(n)m a)� J 0n(�(n)m a)Nn(�(n)m �); (5)ILIRm;n(�) = J 0n(a�(n)m )J 0n(b�(n)m ) hJn(�(n)m �)N 0n(�(n)m b)� J 0n(�(n)m b)Nn(�(n)m �)i ; (50)GDE �(n)m | KORENX NOMERA m URAWNENIQJ 0n(a�)J 0n(b�) = N 0n(a�)N 0n(b�) : (6)sOBSTWENNOE ZNA^ENIE �m;n = (�(n)m )2;kvm;nk2 = �"nkRm;nk2 == 2"n���(n)m �2 ( 1� n2b2��(n)m �2! J 0n2(�(n)m a)J 0n2(�(n)m b) � 1� n2a2��(n)m �2!) : (7)w ^ASTNOSTI, PRI n = 0 IMEEMkvm; 0k2 = 2�kRm; 0k2 = 4���(0)m �2 J21 (a�(0)m )� J21 (b�(0)m )J21 (b�(0)m ) :W) tRETXQ KRAEWAQ ZADA^A: �v�� � hv = 0 PRI � = a, �v�� + hv = 0 PRI� = b, vm;n(�; ') = Rm;n(�)�n(');�n(') = �
osn';sinn';Rm;n(�) = Jn(�(n)m �)Æ(a)��(a)Nn(�(n)m �); (8)ILI Rm;n(�) = �(a)�(b) hJn(�(n)m �)Æ(b)��(b)Nn(�(n)m �)i ; (9)
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602 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE �(a) = J 0n(�(n)m a)� h�(n)m Jn(�(n)m a);�(b) = J 0n(�(n)m b) + h�(n)m Jn(�(n)m b);Æ(a) = N 0n(�(n)m a)� h�(n)m Nn(�(n)m a);Æ(b) = N 0n(�(n)m b) + h�(n)m Nn(�(n)m b):
9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>; (10)sOBSTWENNYE ZNA^ENIQ OPREDELQ�TSQ PO FORMULE�m;n = ��(n)m �2 (n = 0; 1; 2; : : : ; m = 1; 2; : : : );GDE �(n)m | KORENX NOMERA m SLEDU�℄EGO URAWNENIQ:Æ(a)�(b)� Æ(b)�(a) = 0; ILI Æ(a)Æ(b) = �(a)�(b) ;kvm;nk2 = k�nk2 kRm;nk2 = �"nkRm;nk2;kRm;nk2 = b22 "R02m;n(b) + 1� n2b2��(n)m �2!R2m;n(b)#�� a22 "R02m;n(a) + 1� n2a2��(n)m �2!R2m;n(a)# : (11)pRI h = 0 IMEEM �(a)�(b) = J 0n�a�(n)m �J 0n�b�(n)m � ;I FORMULY (8) I (11) PEREHODQT W FORMULY (5) I (7).uKA Z AN I E. pOLAGAQ v(�; ') = R(�) �('), POLU^IM DLQ RADIALX-NOJ FUNKCII R(�) ZADA^U1� dd� �� dRd��+��� n2�2�R = 0;R(a) = R(b) = 0 W SLU^AE A);R0(a) = R0(b) = 0 W SLU^AE B):oB℄EE RE[ENIE URAWNENIQ IMEET WID Rn(�) = AJn(��) + BNn(��),� = p�. iSPOLXZUQ GRANI^NYE USLOWIQ PRI � = a I � = b, POLU^IMDLQ Rn(�) WYRAVENIQ, PRIWODIMYE W OTWETE.wY^ISLENIE NORMY PROWODITSQ OBY^NYM METODOM.dLQ kRm;nk2 POLU^AETSQ OB℄AQ FORMULAkRm;nk2 = b22 "R02m;n(�(n)m b) + 1� n2b2��(n)m �2!R2m;n(�(n)m b)#�� a22 "R02m;n��(n)m a�+ 1� n2a2��(n)m �2!R2m;n��(n)m a�# :

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 603pRI WY^ISLENII Rm;n��(n)m �� I R0m;n��(n)m �� PRI � = a I � = bSLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ WYRAVENIEM DLQ OPREDELITELQ wRONSKOGOJn(x)N 0n(x) �Nn(x)J 0n(x) = 2�x :28. tREBUETSQ RE[ITX KRAEWU� ZADA^U1� ��� �� �v���+ 1�2 �2v�'2 + �v = 0 PRI � < a; 0 < ' < '0PRI GRANI^NYH USLOWIQH:A) v = 0 PRI � = a, ' = 0, ' = '0;B) �v�� = 0 PRI � = a, �v�' = 0 PRI ' = 0, ' = '0;W) �v�� + h0v = 0 PRI � = a, �v�' � h1v = 0 PRI ' = 0,�v�' + h2v = 0 PRI ' = '0:oTWETY:A) PERWAQ KRAEWAQ ZADA^A DLQ SEKTORAvm;n(�; ') = J�n'0 ��(n)ma �� sin �n'0 ' (m; n = 1; 2; : : : );�m;n = ��(n)ma �2;GDE �(n)m | KORENX NOMERA m URAWNENIQJ�n'0 (�) = 0;kvm;nk2 = a2'04 �J 0�n'0 ��(n)m ��2 ;B) WTORAQ KRAEWAQ ZADA^A DLQ SEKTORAvm;n(�; ') = J�n'0 ��(n)ma �� 
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J�n'0 ��(n)ma ��



2 = '0"na24  1� n2��(n)m �2!J2�n'0 ��(n)m �;WYRAVENIE DLQ 



J�n'0 ��(n)ma ��



2 SM. W OTWETE K ZADA^E 23;W) TRETXQ KRAEWAQ ZADA^A DLQ SEKTORAvm;n(�; ') = J�n ��(n)ma ���n(');�n(') = �n 
os �n'+ h1 sin �n'p�2n + h21 ; �nm = ��(n)ma �2 (m; n = 1; 2; : : : );
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J�n'0 ��(n)ma ��



2 = '0"na24  1� n2��(n)m �2!J2�n'0 ��(n)m �;WYRAVENIE DLQ 



J�n'0 ��(n)ma ��



2 SM. W OTWETE K ZADA^E 23;W) TRETXQ KRAEWAQ ZADA^A DLQ SEKTORAvm;n(�; ') = J�n ��(n)ma ���n(');�n(') = �n 
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604 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE �n | POLOVITELXNYJ KORENX URAWNENIQ tg �'0 = (h1 + h2)��2 � h1h2 ,�(n)m | KORENX URAWNENIQ �J 0�n(�) + ah0J�n(�) = 0,kvm;nk2 = k�nk2 



J�n��(n)ma ��



2 ;k�nk2 = '02 + (h1 + h2)(�2n + h1h2)2(�2n + h21)(�2n + h22) ;



J�n ��(n)ma ��



2 = a22 "1 + ��(n)m �2 � �2na2h20 # hJ 0�n��(n)m �i2 == a22 "1 + a2h20 � �2n��(n)m �2 # J2�n��(n)m �:29. i℄ETSQ RE[ENIE URAWNENIQ1� ��� ���v���+ 1�2 �2v�'2 + �v = 0 (a < � < b; 0 < ' < '0);UDOWLETWORQ�℄EE ODNORODNYM GRANI^NYM USLOWIQM: A) PERWOGO RODA;B) WTOROGO RODA; W) TRETXEGO RODA.A) pERWAQ KRAEWAQ ZADA^A: v = 0 PRI � = a; b; ' = 0; '0,vm;n(�; ') = Rm;n(�) �n(');�n(') = sin �n'0 ' (n = 1; 2; : : : );Rm;n(�) = J�n'0 ��(n)m ��N�n'0 ��(n)m a�� J�n'0 ��(n)m a�N�n'0 ��(n)m ��;ILIRm;n(�) = J�n'0 ��(n)m a�J�n'0 ��(n)m b� hJ�n'0 ��(n)m ��N�n'0 ��(n)m b��� J�n'0 ��(n)m b�N�n'0 ��(n)m ��i;�m;n = ��(n)m �2 | KORENX NOMERA m URAWNENIQJ�n'0 (�a)J�n'0 (�b) = N�n'0 (�a)N�n'0 (�b) ;kvm;nk2 = k�nk2 kRm;nk2 = '02 kRm;nk2:wYRAVENIE DLQ kRm;nk2 SM. W ZADA^E 27 (FORMULA (4) S ZAMENOJ JnNA J�n'0 ).pODOBNYM VE OBRAZOM POLU^A�TSQ WYRAVENIQ DLQ SLU^AEW B) I W).

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 60530. A) tREBUETSQ NAJTI SOBSTWENNYE KOLEBANIQ DLQ OBLASTI a 66 � 6 b, 0 6 z 6 l, ESLI v = 0 PRI � = 0, � = a I z = 0, z = l.sOBSTWENNYE FUNKCIIvm;n; k(�; '; z) = Rm;n(�) �n(')Zk(z);GDE �n(') = �
osn';sinn' (n = 0; 1; 2; : : : );Zk(z) = sin �kl z (k = 1; 2; : : : );Rm;n(�) = Jn��(n)m ��Nn��(n)m a�� Jn��(n)m a�Nn��(n)m ��(SM. OTWET K ZADA^E 27), �(n)m | KORENX URAWNENIQJn(�a)Jn(�b) = Nn(�a)Nn(�b) ;�m;n = ��(n)m �2 + ��kl �2 ; kvm;n; kk2 = �l2 "nkRm;nk2:wYRAVENIE DLQ kRm;nk2 SM. W OTWETE K ZADA^E 27, A).B) w \TOM SLU^AE �v�� = 0 PRI � = a; b, �v�z = 0 PRI z = 0, z = l,TAK ^TO �n(') = �
osn';sinn' (n = 0; 1; 2; : : : );Zk(z) = 
os �kl z (k = 0; 1; 2; : : : ):Rm;n(�) DANO W OTWETE K ZADA^E 28, B),�m;n = ��(n)m �2 + ��kl �2 ; kvm;n; kk2 = �l2 "k"nkRm;nk2:31. eSLI �1 | PERWOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE KOLXCEWOJ MEMBRANY(" 6 � 6 a) S ZAKREPLENNOJ GRANICEJ, A �01 | PERWOE SOBSTWENNOE ZNA-^ENIE KRUGLOJ MEMBRANY � 6 a S ZAKREPLENNOJ GRANICEJ, TO POPRAWKA��1 = �1 � �01WSEGDA POLOVITELXNA, A PRI MALYH " RAWNA��1 = 2a2J21 �p�01 a� 1ln 1p�01" + : : : = 7; 41 1a2 ln a2; 4048" + : : : ;GDE ^LENY BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTI OTNOSITELXNO " OTBRO-[ENY.iZ \TOJ FORMULY WIDNO, ^TOlim"!0��1 = 0:
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606 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQrE[EN I E. nAIMENX[EE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE �01 VESTKO ZAKREP-LENNOJ PO GRANICE � = a KRUGLOJ MEMBRANY OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQJ0 �p�01 a� = 0;A PERWOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE �1 KOLXCEWOJ MEMBRANY " < � < aS VESTKO ZAKREPLENNOJ GRANICEJ OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQJ0 �p�1 "�N0 �p�1 a�� J0 �p�1 a�N0 �p�1 "� = 0: (1)pOLAGAQ p�1 =p�01 + �;TAK ^TO ��1 = 2p�01 �, I U^ITYWAQ, ^TOJ0 �p�1 "� = 1� : : : ; N0 �p�1 "� = 2� lnp�1 "+ : : : ;N0 �p�1 a� = N0 �p�01 a��N1 �p�01 a��a;J0 �p�1 a� = J0 �p�01 a�� J1 �p�01 a��a = ��aJ1 �p�01 a� :iZ URAWNENIQ (1) POLU^AEM� = �2a N0 �p�01 a�J1 �p�01 a� 1ln 1p�01 " :wOSPOLXZUEMSQ TEPERX WYRAVENIEM DLQ OPREDELITELQ wRONSKOGOJ0(x)N 00(x) � J 00(x)N0(x) = 2�x ;TAK KAK J0(p�01 a) = 0, TO OTS�DA NAHODIMN0 �p�01 a� = 2�p�01 aJ1(p�01 a)I � = 1p�01 a2J21 (p�01 a) 1ln 1p�01 " :tAK KAK PERWYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0 RAWEN �01 = 2; 4048 IJ1(�01) = 0; 5191, TO ��1 � 7; 41 1a2 ln a2; 4048" :32. eSLI NAGRUZKA M MALA, TO:A) limM!0 �1 = �01;B) ��1 = �1 � �01 � 1ln 1" .

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 607eSLI NAGRUZKA M WELIKA, TO:A) limM!1�1 = 0; limM!1 �2 = �01;B) �1 = 2�C 1M + : : : ,GDE C RAWNO C = � 1ln p = 1ln 1p ;GDE p = "a ;TAK ^TO �1 = 2�ln 1p 1M + : : :rE[EN I E. uRAWNENIE KOLEBANIJ MEMBRANY IMEET WID1� dd� �� dud��+ �Æu = 0 DLQ " < � < a;GDE Æ | PLOTNOSTX MASSY.gRANICA � = a ZAKREPLENA, TAK ^TOu���=a = 0:oBOZNA^IM p�Æ a = x, p�Æ � " = px, p = "a .dLQ POLU^ENIQ WTOROGO GRANI^NOGO USLOWIQ IZMENIM ZADA^U, ZA-MENIW KRUG RADIUSA " S CENTROM W TO^KE O ABSOL�TNO VESTKOJ PLAS-TINKOJ MASSY M , DLQ KOTOROJ URAWNENIE DWIVENIQ IMEET WIDM �2u�t2 = F;GDE F = 2�Z�=" �u�� � d' = 2�" dud� (");ILI ��Mu���=" = 2�"u0(");TAK KAK u = ��u.oB℄EE RE[ENIE IMEET WIDu = AJ0(p�Æ �) +BN0(p�Æ �)ILI u = N0(x)J0 �xa ��� J0(x)N0 �xa �� :uSLOWIE PRI � = " DAET NAM URAWNENIE DLQ OPREDELENIQ �x2p J0(px)N0(x)� J0(x)N0(px)J1(px)N0(x)�N1(px)J0(x) = S(x); (1)GDE S = Æ�a2M ; x = p�Æ a:
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gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 607eSLI NAGRUZKA M WELIKA, TO:A) limM!1�1 = 0; limM!1 �2 = �01;B) �1 = 2�C 1M + : : : ,GDE C RAWNO C = � 1ln p = 1ln 1p ;GDE p = "a ;TAK ^TO �1 = 2�ln 1p 1M + : : :rE[EN I E. uRAWNENIE KOLEBANIJ MEMBRANY IMEET WID1� dd� �� dud��+ �Æu = 0 DLQ " < � < a;GDE Æ | PLOTNOSTX MASSY.gRANICA � = a ZAKREPLENA, TAK ^TOu���=a = 0:oBOZNA^IM p�Æ a = x, p�Æ � " = px, p = "a .dLQ POLU^ENIQ WTOROGO GRANI^NOGO USLOWIQ IZMENIM ZADA^U, ZA-MENIW KRUG RADIUSA " S CENTROM W TO^KE O ABSOL�TNO VESTKOJ PLAS-TINKOJ MASSY M , DLQ KOTOROJ URAWNENIE DWIVENIQ IMEET WIDM �2u�t2 = F;GDE F = 2�Z�=" �u�� � d' = 2�" dud� (");ILI ��Mu���=" = 2�"u0(");TAK KAK u = ��u.oB℄EE RE[ENIE IMEET WIDu = AJ0(p�Æ �) +BN0(p�Æ �)ILI u = N0(x)J0 �xa ��� J0(x)N0 �xa �� :uSLOWIE PRI � = " DAET NAM URAWNENIE DLQ OPREDELENIQ �x2p J0(px)N0(x)� J0(x)N0(px)J1(px)N0(x)�N1(px)J0(x) = S(x); (1)GDE S = Æ�a2M ; x = p�Æ a:



608 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ
rIS. 58rE[ENIE DISPERSIONNOGO URAWNENIQ (1) MOVET BYTX NAJDENO GRAFI-^ESKI. gRAFIK FUNKCII S(x) IMEET WID RIS. 58.zDESX k0, k1, k2 | KORNI ZNAMENATELQ FUNKCII S(x), A [TRIHOWAQKRIWAQ | PARABOLA S = �12 x2 ln p:zADAWAQ ZNA^ENIE M (NA RIS. 58 GORIZONTALX AB), NAJDEM SOOT-WETSTWU�℄IE KORNI DISPERSIONNOGO URAWNENIQ.pRI M ! 1 GORIZONTALX AB STREMITSQ K OSI x, PERWYJ KORENXSTREMITSQ K NUL�, OSTALXNYE KORNI STREMQTSQ K ZNA^ENIQM �01; �02;�03; : : : , KOTORYE QWLQ�TSQ KORNQMI ^ISLITELQ FUNKCII S(x). wELI^I-NY �01; �02; �03; : : : OTLI^A�TSQ OT k0; k1; k2; : : : NA WELI^INY, IME�℄IEPORQDOK WELI^INY EMKOSTI KRUGA RADIUSA "C = 1ln "a :dLQ BOLX[IH MASS M PERWYJ KORENX BUDET MAL.rAZLOVIM CILINDRI^ESKIE FUNKCII WOZLE NULQ:J0(x) = 1� : : : ; J1(x) = 12 x+ : : : ;N0(x) = ln(x) + : : : ; N1(x) = � 1x + : : :pODSTAWLQQ \TI WYRAVENIQ W RAWENSTWO (1), NAJDEM�1 = 2�M � 1� ln p = 2�C 1M + : : : ;GDE C = � 1ln p , p = "a .33. pUSTX WNE[NQQ GRANICA KOLXCEWOJ MEMBRANY " 6 � 6 a QWLQ-ETSQ SWOBODNOJ, T. E. �v�� (a; ') = 0:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 609tOGDA ��1 = �1 � �01 = 2a2J20 (p�01 a) ln 1p�01 " + : : : � 12; 3a2 ln a3; 83" ;GDE �01 = ��01a �2, �01 | PERWYJ KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0, �01 = 3; 83.34. zADA^A O SOBSTWENNYH KOLEBANIQH KRUGLOJ MEMBRANY, NATQNU-TOJ NA OTWERSTIE SOSUDA OB_EMA V0 (BARABAN), PRIWODIT K SLEDU�℄EMUURAWNENI�: �2v + �v = Æ0
20V0T aZ0 2�Z0 v� d� d' �� = !2
2 � ; (1)ESLI PREDPOLOVITX, ^TO SKOROSTX POPERE^NYH WOLN ZNA^ITELXNO MENX-[E, ^EM SKOROSTX ZWUKA W WOZDUHE.zDESX Æ0 | PLOTNOSTX WOZDUHA W SOSUDE, 
0 | SKOROSTX ZWUKAW WOZDUHE PRI DAWLENII I TEMPERATURE W SOSUDE, SOOTWETSTWU�℄IHNEPODWIVNOJ MEMBRANE, 
 =rT� , T | NATQVENIE MEMBRANY, a| EERADIUS. iNTEGRAL SPRAWA OZNA^AET DOBAWO^NOE DAWLENIE, SOZDAWAEMOEKOLEBANIQMI WOZDUHA W SOSUDE (SM. [38, S. 217℄).iZ (1) I ORTOGONALXNOSTI TRIGONOMETRI^ESKIH FUNKCIJ NA (0; 2�)SLEDUET, ^TO PRI n > 0 SOBSTWENNYE FUNKCII MEMBRANYvn;m = Jn��(n)ma ���
osn';sinn' (2)NE MENQ�TSQ, NESMOTRQ NA NALI^IE PRISOEDINENNOGO OB_EMA WOZDUHA.sOBSTWENNYE FUNKCII, OBLADA�℄IE CILINDRI^ESKOJ SIMMETRIEJ(n = 0), IME�T WIDvm(�) = J0 ��ma ��� J0(�m) �� = �2ma2 � ; (3)GDE �m | KORENX URAWNENIQJ0(�) = � ��2 J2(�); (4)� = �Æ0
20a4V0T ;KOTOROE POLU^AETSQ, ESLI (3) PODSTAWITX W URAWNENIE (1).rQD DLQ J2(�) DAETJ2(�)�2 = 18 � �296 + �43072 : (5)eSLI �1 = 2; 4048 | PERWYJ KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0, TOJ0(�1) = �J1(�1)" = �0; 5191 " (" = �1 � �1):iZ (4) I (5) POLU^AEM" = �18 � �2196 + �413072��J1(�1) +��148 + �31768�� = 16; 8619 + 0; 4229� �:39 b.m. bUDAK I DR.
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610 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ|TA FORMULA POZWOLQET WY^ISLITX POPRAWKI K PERWOMU SOBSTWENNOMUZNA^ENI� ZA S^ET PRISOEDINENNOGO OB_EMA.tAK, NAPRIMER, " = �0; 0373 PRI � = 1;0; 5570 PRI � = 5I SOOTWETSTWENNO �1 = 2; 4421;�1 = 2; 9618:35. oSNOWNAQ ^ASTOTA !01 � 1520 S�1. oNA MOVET BYTX UWELI^ENAW 1,45 RAZA, ESLI PRISOEDINITX WOZDU[NYJ OB_EMV0 � 2918 SM3 (� = 10):uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 34.x 3. rASPROSTRANENIE I IZLU^ENIE ZWUKAuRAWNENIQ AKUSTIKI, KAK IZWESTNO 1), IME�T WIDvt = �
2 grad s;st + div v = 0; (1)GDE v | WEKTOR SKOROSTI ^ASTIC GAZA, s = �� �0�0 | KONDENSACIQ GAZA,
 = r
p0�0 | SKOROSTX ZWUKA, �0 I p0 | NA^ALXNAQ PLOTNOSTX INA^ALXNOE DAWLENIE, 
 | POSTOQNNAQ ADIABATY.pOLAGAQ v = � grad U ILI s = 
2Ut;GDE U | POTENCIAL SKOROSTEJ, POLU^IM DLQ POTENCIALA URAWNENIEKOLEBANIJ Utt = 
2�U:pOLNOE DAWLENIE p PROSTO WYRAVAETSQ ^EREZ KONDENSACI� s:p = p0(1 + 
s):oBOZNA^AQ P = p� p0 | IZBYTO^NOE DAWLENIE, IMEEMP = 
p0�0 �0s = �0
2s:oTS�DA WIDNO, ^TO IZBYTO^NOE DAWLENIE P TAKVE UDOWLETWORQET URAW-NENI� KOLEBANIJ Ptt = 
2�P:eSLI GRANICA � OBLASTI, W KOTOROJ I℄ETSQ RE[ENIE, PREDPOLA-GAETSQ ABSOL�TNO VESTKOJ, TO NA NEJ NORMALXNAQ SOSTAWLQ�℄AQ SKO-ROSTI RAWNA NUL�:vn��� = 0 ILI �U�n ����= 0; �P�n ����= 0;GDE n | NORMALX K �.1)sM., NAPRIMER, [7, GL. II℄.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 611kINETI^ESKAQ \NERGIQ OB_EMA dx dy dz GAZA RAWNA 12 �0v2dx dy dz.pOTENCIALXNAQ \NERGIQ, O^EWIDNO, DAETSQ WYRAVENIEM12 jPsj = 12�0
2 P 2:pOLNAQ \NERGIQ W EDINICE OB_EMA RAWNAW = 12 �0v2 + 12�0
2 P 2:pOLXZUQSX FORMULOJ gRINA, NETRUDNO ZAPISATX ZAKON SOHRANENIQ\NERGII W WIDE ��tZT W d� = �ZS Y dS; Y = pv;GDE T | NEKOTORYJ OB_EM, OGRANI^ENNYJ POWERHNOSTX� S. wEKTORY = pv ESTX POTOK \NERGII W EDINICU WREMENI ^EREZ EDINICU POWERH-NOSTI, NAZYWAEMYJ WEKTOROM uMOWA.pOLNAQ \NERGIQ, IZU^AEMAQ NEKOTORYM ISTO^NIKOM W EDINICU WRE-MENI (POLNAQ MO℄NOSTX), RAWNA� = ZS Y dS;GDE S | NEKOTORAQ ZAMKNUTAQ POWERHNOSTX, OKRUVA�℄AQ ISTO^NIK.w SLU^AE USTANOWIW[IHSQ KOLEBANIJP = pei!t;GDE AMPLITUDA p UDOWLETWORQET WOLNOWOMU URAWNENI��p+ k2p = 0:w DALXNEJ[EM MY WS�DU BUDEM RASSMATRIWATX USTANOWIW[IESQ AKUS-TI^ESKIE PROCESSY, T. E. IMETX DELO S WOLNOWYMI URAWNENIQMI, OPUS-KAQ, KAK PRAWILO, WREMENNOJ MNOVITELX ei!t. eSLI s = sei!t, v == vei!t, TO s I v TAKVE UDOWLETWORQ�T WOLNOWOMU URAWNENI�, PRI^EMp = ik
�0U | AMPLITUDA.w SLU^AE GARMONI^ESKOJ ZAWISIMOSTI PO WREMENI OBY^NO ISPOLX-ZU�TSQ WELI^INY, QWLQ�℄IESQ SREDNIMI ZA PERIOD ZNA^ENIQMIRASSMATRIWAEMYH FUNKCIJ. eSLI ZAWISIMOSTX OT WREMENI WZQTX WWIDE ei!t, TO AMPLITUDY p I v BUDUT KOMPLEKSNYMI (^ERTU NAD vOPUSKAEM). u^ITYWAQ \TO, POLU^IM DLQ SREDNEGO PO WREMENI POTOKA\NERGII WYRAVENIE Y = 12 Re (pv�);NAZYWAEMOE TAKVE INTENSIWNOSTX� ILI SILOJ ZWUKA.w AKUSTIKE [IROKO ISPOLXZUETSQ PONQTIE IMPENDANSA. kAK IZ-WESTNO, MEHANI^ESKIJ IMPENDANS SISTEMY z OPREDELQETSQ KAK OTNO-[ENIE DAWLENIQ K SKOROSTI. wELI^INA �0
 NAZYWAETSQ AKUSTI^ESKIMSOPROTIWLENIEM IZLU^ENIQ. bEZRAZMERNYJ AKUSTI^ESKIJ IMPEDANSOPREDELQETSQ OTNO[ENIEM� = z�0
 ILI � = p�0v
 :39�
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612 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ1. tO^E^NYJ ISTO^NIK.36. tREBUETSQ NAJTI FUNKCI�G(x; y; z; �; �; �) = e�ikr4�r + v;r =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z � �)2;GDE v | REGULQRNOE RE[ENIE WOLNOWOGO URAWNENIQ, KOTOROE DOLV-NO BYTX WYBRANO TAK, ^TOBY PRI z = 0 WYPOLNQLOSX ODNO IZ US-LOWIJ: G��z=0 = 0, �G�z ���z=0= 0.A) G(x; y; z; �; �; �) = e�ikr4�r � e�ikr14�r1 ,r1 =p(x� �)2 + (y � �)2 + (z + �)2:rE[ENIEM PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I BUDETu(x; y; z) = � z2� +1ZZ�1 �ik + 1R� e�ikrR2 f(�; �) d� d�;R =p(x� �)2 + (y � �)2 + z2;B) ^G(x; y; z; �; �; �) = e�ikr4�r + e�ikr14�r1 .rE[ENIEM WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I BUDETu(x; y; z) = 1ZZ�1 ^G���=0f(�; �) d� d� = 12� 1ZZ�1 e�ikRR f(�; �) d� d�:uKA Z AN I E. dLQ POSTROENIQ FUNKCII ISTO^NIKA G ISPOLXZOWATXMETOD ZERKALXNYH IZOBRAVENIJ.37. A) G(M; P ) = � i4 [H(2)0 (kr)�H(2)0 (kr1)℄,B) ^G(M; P ) = � i4 [H(2)0 (kr) +H(2)0 (kr1)℄,GDE M =M(x; y); P = P (�; �);r =p(x � �)2 + (y � �)2; r1 =p(x� �)2 + (y + �)2:uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE WOLNOWOGO URAWNENIQ�2v+k2v = 0, UDOWLETWORQ�℄EE PRI y = 0 GRANI^NOMU USLOWI� v = 0ILI �v�z = 0, NA BESKONE^NOSTI | USLOWI� IZLU^ENIQlimr!1pr ��v�r + ikv� = 0 (1)ILI limr!1pr ��v�r � ikv� = 0 (2)

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 613I IME�℄EE PRI r ! 0 LOGARIFMI^ESKU� OSOBENNOSTX, T. E. PREDSTAWI-MOE W WIDE G = � i4H(2)0 (kr) + v:mY POLXZUEMSQ USLOWIEM IZLU^ENIQ W FORME (1) W SWQZI S WYBOROMWREMENNOGO MNOVITELQ W FORME ei!t.38. pOTENCIAL SKOROSTEJ TO^E^NOGO ISTO^NIKA RAWENU = Q0 e�ikr4�r ;GDE Q0 | PROIZWODITELXNOSTX TO^E^NOGO ISTO^NIKA.sKOROSTX v = � grad U IMEET RADIALXNU� SOSTAWLQ�℄U�vr = �ik + 1r�U:dAWLENIE p = ik
�0U:pOLNAQ IZLU^AEMAQ W EDINICU WREMENI MO℄NOSTX (SREDNEE PO WRE-MENI ZNA^ENIE) � = Q20k2
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�0 = 11 + 1ikr :eSLI r DOSTATO^NO WELIKO, TO� = 1 + ikr + : : :uKA Z AN I E. dLQ WY^ISLENIQ SKOROSTI v I IZBYTO^NOGO DAWLE-NIQ p ISPOLXZOWATX FORMULYvr = ��U�r ; p = ik
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�08� :39. pUSTX P0(0; 0; �a) | PRQMOUGOLXNYE KOORDINATY TO^E^NOGOISTO^NIKA ZWUKA, P1(0; 0; a) | EGO ZERKALXNOE IZOBRAVENIE W PLOS-KOSTI z = 0.pOTENCIAL SKOROSTEJ RAWENU = �e�ikr4�r + e�ikr14�r1 �Q0;r =px2 + y2 + (z � a)2; r1 =px2 + y2 + (z + a)2;
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614 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPRI^EM r1 =pr2 + 4a2 + 4ar 
os �;GDE � | UGOL MEVDU P0M I P0P1, M(x; y; z) | TO^KA NABL�DENIQ.nA BOLX[IH RASSTOQNIQH OT ISTO^NIKA (W WOLNOWOJ ZONE) IMEEMr1 = r + 2a 
os �;TAK ^TO U = Q0e�ikr4�r �1 + e�2iak 
os �� :iNTENSIWNOSTX IZLU^ENIQY = 2Y 38[
os(2ak 
os �) + 1℄:pOLNAQ MO℄NOSTX IZLU^ENIQ� = 2�r2 �=2Z0 Y sin � d� = Q20k2
�08� �1 + sin 2ak2ak � = �38 �1 + sin 2ak2ak � ;GDE Y 38 I �38 | INTENSIWNOSTX I POLNAQ MO℄NOSTX IZLU^ENIQ TO^E^-NOGO ISTO^NIKA, RASSMOTRENNOGO W ZADA^E 38.40. w \TOM SLU^AE PRI z = 0 BUDET IMETX MESTO GRANI^NOE USLOWIERAWENSTWA NUL� POTENCIALA SKOROSTEJ U = 0, TAK ^TOU = �e�ikr4�r � e�ikr14�r1 �Q0;� = Q20k2
�08� �1� sin 2ak2ak � = �38 �1� sin 2ak2ak � :41. uKA Z A N I E. tREBUETSQ DOKAZATX, ^TOvM (P ) = vP (M);GDE vM (P ) | ZNA^ENIE W TO^KE P RE[ENIQ WOLNOWOGO URAWNENIQ SISTO^NIKOM W TO^KE M , vP (M) | RE[ENIE W TO^KE M , ISTO^NIK WTO^KE P .dLQ DOKAZATELXSTWA SLEDUET ISPOLXZOWATX FORMULU gRINA.42. tREBUETSQ NAJTI ^ASTNYE RE[ENIQ URAWNENIQ�2u+ �2u�z2 + k2u = 0PRI USLOWII �u�n ����= 0 (u | POTENCIAL SKOROSTI)I USLOWIQ OTSUTSTWIQ WOLN, PRIHODQ℄IH IZ BESKONE^NOSTI (USLOWIQIZLU^ENIQ).sU℄ESTWU�T ^ASTNYE RE[ENIQ W WIDE BEGU℄IH WOLNun(M; z) = An n(M)ei
nz (M =M(x; y));GDE 
n =pk2 � �n;�n I  n(M) | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ I SOBSTWENNYE FUNKCII MEMBRA-

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 615NY, IME�℄EJ FORMU PERPENDIKULQRNOGO SE^ENIQ S TRUBY,�2 n + �n n = 0 W S; � n�� ���C= 0 (C | GRANICA S):eSLI �n0 < k2, A �n0+1 > k2, TO SU℄ESTWUET n0 BEGU℄IH WOLN. pRIn > n0 IMEEM u = An n(M)e�pnjzj; pn =p�n � k2| ZATUHA�℄IE WOLNY. zAMETIM, ^TO WS�DU MY BUDEM PREDPOLAGATXSOBSTWENNYE FUNKCII NORMIROWANNYMI K EDINICE. nAIBOLX[AQ DOPUS-TIMAQ DLINA WOLNY, MOGU℄EJ RASPROSTRANQTXSQ W TRUBE,�MAKS = 2�p�1 ;DLQ KRUGLOJ TRUBY RADIUSA a �MAKS � 2; 613a.fAZOWAQ SKOROSTX vF = 
r1� �nk2 > 
:iZBYTO^NOE DAWLENIE P = �ik
�0u:sKOROSTX ^ASTIC WDOLX OSI z RAWNAvz = �i
nu:pOTOK \NERGII ^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE TRUBYY n = 12 jAnj2ZZS  2n dS � k
�0
n = 12 k
�0
njAnj2:dLQ TRUBY KRUGLOGO SE^ENIQ RADIUSA a IMEEM�n = �m;n = ��(n)ma �2;^ m;n =q "n�a2 ^�(n)mq�^�(n)m �2 � n2 Jn� ^�(n)m ra �Jn�^�(n)m � 
ossin n'; "n = �1; n = 0;2; n 6= 0:pOTOK \NERGII Y m;n = 12 jAnj2k
�0sk2 �� ^�(n)ma �2;GDE ^�(n)m | KORENX URAWNENIQ J 0n(�) = 0.dLQ TRUBY PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b IMEEM�m;n = �2 �m2a2 + n2b2 � ; m;n =q"m"nab 
os �ma x 
os �nb y (n; m = 0; 1; 2; : : : ):pOTOK \NERGIIY m;n = 12 jAm;nj2k
�0rk2 � �2�m2a2 + n2b2 �:
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616 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ43. A) G(M; P; z; �) = 1Xn=0 n(M) n(P )2{n e�{njz��j,GDE {n = p�n � k2; �n I  n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ I SOBSTWENNYEFUNKCII PERWOJ KRAEWOJ ZADA^I: �2 n + �n n = 0 W POPERE^NOMSE^ENII S,  n = 0 NA GRANICE C SE^ENIQ S;B) ^G(M; P; z; �) = 1Xn=0 ^ n(M) ^ n(P )2^{n e�^{njz��j,GDE ^{n =p^�n � k2; ^�n I ^ n | SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ I SOBSTWENNYEFUNKCII WTOROJ KRAEWOJ ZADA^I�2 ^ n + ^�n ^ n = 0 W S; � ^ n�� ���C= 0:eSLI S | KRUG RADIUSA a, TO n(M) =  m;n(r; ') =q "n�a2 Jn��(n)ma r�J 0n(�(n)m ) 
ossin n';^ n(M) = ^ m;n(r; ') =q "n�a2 ^�(n)mq�^�(n)m �2 � n2 Jn� ^�(n)m ra �Jn�^�(n)m � 
ossin n';GDE "n = �1 PRI n = 0;2 PRI n 6= 0;�(n)m | KORENX URAWNENIQ Jn(�) = 0, A ^�(n)m | KORENX URAWNENIQJ 0n(�) = 0.uKA Z AN I E. sLEDUET PRIMENITX METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH KNEODNORODNOMU URAWNENI��2v + �2v�z2 + k2v = �f(M; z);GDE f | PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ, I PREDSTAWITX RE[ENIE W WIDEv = ZS 1ZZ�1 G(M; P; z; �)f(P; �) d�P d�:eSLI ISKATX v(M; z) W WIDEv(M; z) = 1Xn=1 vn(z) n(M);TO DLQ vn(z) MY POLU^AEM URAWNENIEv00n � {2nvn(z) = �fn(z); fn = ZZS f(P; z)	n(P ) d�P ;RE[AQ KOTOROE, NAJDEMvn = 12{n 1Z�1 e�{njz��jfn(�) d�

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 617ILI vn(z) = 1Z�1 ZZS e�{njz��j2{n  n(P )f(P; �) d�P d�:44. fUNKCIQ ISTO^NIKA DLQ POLUBESKONE^NOJ TRUBY z > 0 PROIZ-WOLXNOGO SE^ENIQ S:A) G(M; P; z; �) = 1Xn=1 n(M) n(P )2{n e�{n� sh{nz;B) ^G(M; M 0; z; �) = 1Xn=1 ^ n(M) ^ n(M 0)2^{n e�^{n� 
h ^{nz.zDESX  n I ^ n | SOBSTWENNYE FUNKCII PERWOJ I WTOROJ KRAEWYHZADA^ DLQ MEMBRANY S{n =p�n � k2; ^{n =q^�n � k2:uKA Z AN I E. pRIMENITX METOD OTRAVENIQ K FUNKCIIZn(z) = e�{njz��j;TAK ^TO:A) Zn(z) = e�{n(��z) � e�{n(�+z) = 2e�{n� sh{nz;B) ^Zn(z) = e�^{n(��z) + e�^{n(�+z) = 2e�^{n� 
h ^{nz.45. fUNKCIQ TO^E^NOGO ISTO^NIKA, DA�℄AQ PROSTRANSTWENNOERASPREDELENIE DLQ POTENCIALA SKOROSTEJ, RAWNAG(M; M 0; z; �) = 1Xn=1 n(M) n(M 0)Kn(z; �);GDE Kn(z; �) =8><>: 
h pnz 
h pn(l� �)pn sh pnl PRI z < �;
h pn(l� z) 
h pn�pn sh pnl PRI z > �;GDE pn = p�n � k2,  n(M) I �n | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ I SOBSTWENNOEZNA^ENIE KRAEWOJ ZADA^I�2 n + �n n = 0 W S; � n�� = 0 NA C;GDE S | POPERE^NOE SE^ENIE REZONATORA, C | GRANICA S.uKA Z AN I E. rASSMATRIWAQ URAWNENIE (SM. ZADA^U 42) DLQ POTEN-CIALA SKOROSTEJ �2U + �2U�z2 + k2U = �f(M; z)S GRANI^NYMI USLOWIQMIUz��� = 0; Uz��z=0; z=l = 0 (� | BOKOWAQ POWERHNOSTX REZONATORA)I POLAGAQ U(M; z) = 1Xn=1 vn(z) n(M);
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h pnz 
h pn(l� �)pn sh pnl PRI z < �;
h pn(l� z) 
h pn�pn sh pnl PRI z > �;GDE pn = p�n � k2,  n(M) I �n | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ I SOBSTWENNOEZNA^ENIE KRAEWOJ ZADA^I�2 n + �n n = 0 W S; � n�� = 0 NA C;GDE S | POPERE^NOE SE^ENIE REZONATORA, C | GRANICA S.uKA Z AN I E. rASSMATRIWAQ URAWNENIE (SM. ZADA^U 42) DLQ POTEN-CIALA SKOROSTEJ �2U + �2U�z2 + k2U = �f(M; z)S GRANI^NYMI USLOWIQMIUz��� = 0; Uz��z=0; z=l = 0 (� | BOKOWAQ POWERHNOSTX REZONATORA)I POLAGAQ U(M; z) = 1Xn=1 vn(z) n(M);



618 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQPOLU^AEM DLQ vn(z) URAWNENIEv00n � p2nvn = �fn(z); v0n(0) = v0n(l) = 0:eGO RE[ENIE IMEET WIDvn = lZ0 Kn(z; �)fn(�) d�;GDE Kn(z; �) | SOOTWETSTWU�℄AQ FUNKCIQ gRINA DLQ URAWNENIQv00n � p2nvn = 0:dALEE SM. ZADA^U 43.2. iZLU^ENIE MEMBRAN, CILINDROW I SFER.46. sKOROSTX v = v0e�ikz ; z > 0:dAWLENIE p = 
�0v0e�ikz ; z > 0:pOTOK \NERGII (SREDNEE PO WREMENI ZNA^ENIE)Y = 0; 5 
�0v20 :uDELXNYJ AKUSTI^ESKIJ IMPEDANS� = 1:47. eSLI NA GRANICE z = 0 SKOROSTXvz��z=0 = v0(r) = 1Xm=1AmJ0 ��ma r� ;GDE �m | KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0, TOvz(r; z) = 1Xm=1AmJ0 ��ma r� e�i
mz = 1Xn=1AmJ0 ��ma r� e�{mz (z > 0);
m =rk2 � �2ma2 ; {m =r�2ma2 � k2;a | RADIUS TRUBY.dAWLENIE p = 1Xm=0BmJ0 ��ma r� e�i
mz (z > 0);GDE Bm = !�0
m Am:eSLI v(r; 0) = AJ0 ��1a r� ;TO Bm =8>><>>:0 PRI m > 1;!�0Ark2 � �21a2 PRI m = 1:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 619sREDNQQ SKOROSTX POR[NQV = 2J1(�1)�1 A � 0; 428A:iMPEDANS � = p�0
v = krk2 � �21a2 :pOTOK \NERGII ^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE� = �!�0a2A2J21 (�1)2rk2 � �21a2 :48. rADIALXNAQ SKOROSTXvr = v0 H(2)1 (kr)H(2)1 (ka) :dAWLENIE p = i
�0v0 H(2)0 (kr)H(2)1 (ka) :iMPEDANS � = p�0
vr = i H(2)0 (kr)H(2)1 (kr) = 1 + : : :nA BOLX[IH RASSTOQNIQH, PRI kr � 1, IMEEMvr = v0H(2)1 (ka)r 2�kr expn�i�kr � 3�4 �o == iv0H(2)1 (ka)r 2�kr expn�i�kr � �4 �o+ : : : ;p = i
�0v0H(2)1 (ka)r 2�kr expn�i�kr � �4 �o+ : : :pOTOK \NERGII Y = 0; 5pv�r = 
�0v20�krjH(2)1 (ka)j2 :uKA Z AN I E. tREBUETSQ RE[ITX URAWNENIE�2v + k2v = 0W OBLASTI r > a PRI DOPOLNITELXNYH USLOWIQHv��r=a = v0I limr!1 pr ��v�r + ikv� = 0 (USLOWIE IZLU^ENIQ):
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620 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ49. iZBYTO^NOE DAWLENIE RAWNOp � �2�a�0v0H(2)0 (kr) �� = !2�� :w WOLNOWOJ ZONEp = p
� �a�0v0 expn�i�kr � �4 �opr + : : : ;vr = �av0q�
 expn�i�kr � �4 �opr + : : : ;� = 1:pOLNAQ IZLU^AEMAQ \NERGIQ NA EDINICU DLINY CILINDRA PRIBLIVENNORAWNA � = �3�0�a2v20 :uKA Z AN I E. iSPOLXZOWATX RAZLOVENIEH(2)1 (x) = 2i�x + : : : PRI MALYH x;H(2)0 (x) =r 2�x expn�i�x� �4�o PRI BOLX[IH x:50. dAWLENIE p = A 
os'H(2)1 (kr):rADIALXNAQ SKOROSTXvr = iA
�0 
os'H(2)01 (kr); A = �i
�0v0H(2)01 (ka) :uDELXNYJ AKUSTI^ESKIJ IMPEDANS���r=a = �i H(2)1 (ka)H(2)01 (ka) :eSLI ka� 1, TOA = 2�3�2a2�0v0
 ; � = �(ak)2k2 � ik = �0 � i�1;PRI^EM �0 � �1.pOLNAQ IZLU^AEMAQ MO℄NOSTX NA EDINICU DLINY� = 2�Z0 Y r d' = �24
 �0!3a4v20 :rEAKCIQ WOZDUHA NA EDINICU DLINY CILINDRA W NAPRAWLENII EGODWIVENIQ F = 2�Z0 ap(a; ') 
os'd' = ika2�
�0v0 1):uKA Z AN I E. u^ESTX, ^TO GRANI^NOE USLOWIE IMEET WIDvr��r=a = v0 
os':1)zDESX, KAK I WS�DU DLQ DAWLENIQ I SKOROSTI, MNOVITELX ei!t OPU℄EN.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 62151. eSLI f(') = a02 + 1Xm=1(am 
osm'+ bm sinm');GDE a0 = 1� 2�Z0 f(') d'; am = 12� 2�Z0 f(') 
osm'd� (m = 1; 2; : : : );bm = 12� 2�Z0 f(') sinm'd';TO p = 1Xm=0(Am 
osm'+Bm sinm')H(2)m (kr);GDE Am = � i
�0H(2)0m (ka) am; Bm = �i
�0H(2)0m (ka) bm (m = 1; 2; : : : );A0 = � i
�0H(2)00 (ka) a02 ;vr = a02 H(2)00 (kr)H(2)00 (ka) + 1Xm=1(am 
osm'+ bm sinm') H(2)0m (kr)H(2)0m (ka) :pRI f(') = v0 = a02 am = bm = 0; m > 0;I MY POLU^AEMp = i
�0H(2)1 (ka) v0H(2)0 (kr); v = v0 H(2)1 (kr)H(2)1 (ka) ;T. E. RE[ENIE ZADA^I 48. aNALOGI^NO POLU^A�TSQ RE[ENIQ ZADA^ 49I 50.52. dAWLENIE p = A�(2)1 (kr)P1(
os �):rADIALXNAQ SKOROSTXvr = iA3
�0 [�(2)0 (kr)� 2�(2)2 (kr)℄P1(
os �);GDE �(2)n (x) =q �2x H(2)n+1=2(x);P1(x) = x | POLINOM lEVANDRA PERWOJ STEPENI. eSLI ka � 1, TOA = 0; 5
�0(ak)3v0:pOLNAQ SILA, DEJSTWU�℄AQ NA [AR W NAPRAWLENII EGO KOLEBANIJ,F = �i! � 23 ��a3v0:bEZRAZMERNYJ UDELXNYJ REZONANS PRI r = a� = � i3�(2)1 (ka)�(2)0 (ka)� 2�(2)2 (ka) = � i2 ka+ : : :
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622 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQw WOLNOWOJ ZONEp = Akr e�i(kr��) 
os �; vr = A
�0kr e�i(kr��) 
os �;A = 3
�v0i2�(2)2 (ka)� �(2)0 (ka) :pOTOK \NERGII, IZLU^AEMOJ DIPOLEM W EDINICU WREMENI,Y = 0; 5 A2 
os2 �
�0(kr)2 = 18 
�0(ak)6v20(kr)2 
os2 �:pOLNAQ MO℄NOSTX, IZLU^AEMAQ AKUSTI^ESKIM DIPOLEM, RAWNA� = �6 
�0v20a2(ak)4;T. E. � � k4; ILI � � 1�4 :53. eSLI WOZMOVNO RAZLOVENIEf(�) = 1Xm=0AmPm(
os �);TO SKOROSTX v = 1Xm=0 Am�(2)0m (kr)�(2)0m (ka) Pm(
os �);IZBYTO^NOE DAWLENIEp = 1Xm=0 Bm�(2)m (kr)�(2)0m (ka) Pm(
os �);GDE Bm = �i
�0Am:eSLI ka� 1, TO POLNU� REAKCI� SREDY NA [AR MOVNO WY^ISLITX POFORMULEF = 2�a2 �Z0 (p)r=a 
os � sin � d� = 4�a23 B1 �(2)1 (ka)�(2)01 (ka) == i
�02 �4�a23 �A1k + : : :eSLI f(�) = v0, TO Am = �v0 PRI m = 0;0 PRI m 6= 0I F = 0:uKA Z AN I E. pRI WY^ISLENII POLNOJ SILY, DEJSTWU�℄EJ NA [AR,SLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI�(2)1 (�) � i�2 + : : : ; �(2)01 (�) � � 2i�3 + : : : PRI MALYH �:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 62354. eSLI SKOROSTX POWERHNOSTI SFERY RAWNA NUL� WEZDE, KROMEMALOJ KRUGOWOJ PLO℄ADI RADIUSA ", WOKRUG TO^KI � = 0 (POL�SA)v(�) = �v0 PRI 0 6 � 6 "=a;0 PRI "=a < � < �;GDE a | RADIUS SFERY, TOp = �i
�0 1Xm=0Am �(2)m (kr)�(2)0m (ka) Pm(
os �);vr = 1Xm=0Am �(2)0m (kr)�(2)0m (ka) Pm(
os �);Am = 2m+ 12 v0 "=aZ0 Pm(
os �) sin � d� � 2m+ 14 � "a�2 v0:pOLNAQ \NERGIQ IZLU^ENIQ RAWNA� = �
v20 "432a2 4�(ka)2 1Xm=0 2m+ 1D2m :pRI O^ENX NIZKIH ^ASTOTAHp = ! �04�r (�"2v0)eikr = i! �04�r eikrQ0;GDE Q0 = �"2v0 ESTX PROIZWODITELXNOSTX TO^E^NOGO ISTO^NIKA.uKA Z AN I E. wYRAVENIE DLQ Dm POLU^AETSQ IZ FORMUL (1) ZADA-^I 62.55. rADIALXNAQ SOSTAWLQ�℄AQ SKOROSTI RAWNAvr(r; #) = �(2)02 (kr)�(2)02 (ka) P2(
os �):dAWLENIE p = �i
�0v0 �(2)2 (kr)�(2)02 (ka) P2(
os �):pRI ka � 1 INTENSIWNOSTX I MO℄NOSTX IZLU^ENIQ KWADRUPOLQ BUDUTRAWNY Y = 
�0k6a8162r2 v20P 22 (
os �); � = 2�405 
�0k6a8v20 :uKA Z AN I E. u^ESTX, ^TO v��r=a MOVET BYTX ZAPISANO W WIDEv��r=a = v0P2(
os �) I ISKATX DAWLENIE W WIDEp = R(r)P2(
os �):pRI WY^ISLENII POTOKA \NERGII I MO℄NOSTI IZLU^ENIQ WOSPOLX-ZOWATXSQ FORMULAMI�(2)2 (x) = i 3x3 PRI MALYH x;�(2)02 (x) = �i 9x4 PRI MALYH x;A TAKVE ASIMPTOTI^ESKIMI FORMULAMI DLQ BOLX[IH x.
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624 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQiNTERESNO SRAWNITX FORMULY� = �6 
�0v20a6k4 � !4 DLQ AKUSTI^ESKOGO DIPOLQ,� = 2�405 
�0v20a8k6 � !6 DLQ AKUSTI^ESKOGO KWADRUPOLQ.56. eSLI SKOROSTX POR[NQ v0, TOp = ik
�0v02� aZ0 y dy 2�Z0 e�ikRR d ;GDE R| RASSTOQNIE TO^KIM0(y;  ) OT TO^KI NABL�DENIQM (RIS. 59).

rIS. 59
eSLI aR � 1, TOp � ik
�0a22r v0e�ikr �2J1(ka sin �)ka sin � � ;vr � ika2 e�ikr2r v0 �2J1(ka sin �)ka sin � � :pOTOK \NERGII, IZLU^AEMOJ POR[-NEM,Y = a2
�0v208r2 �2 �2J1(� sin �)� sin � �2 ;� = ak:eSLI �� 1, TO Y = a2
�0v208r2 �2�1� �2 sin2 �4 � :w \TOM SLU^AE POLNAQ MO℄NOSTX RAWNA � = �a2
�0v204 �2�1� �26 �.uKA Z AN I E. pOTENCIAL SKOROSTEJ, SOZDAWAEMYH DWIVENIEMPOR[NQ, PREDSTAWLQETSQ W WIDE POTENCIALA PROSTOGO SLOQU = v02� aZ0 2�Z0 e�ikRR y dy d :dAWLENIE p = ik
�0U:eSLI R� a, TO PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ PRINIMAET WIDe�ikRR = e�ikreiky sin � 
os r � y sin � 
os (R = r � y sin � 
os );TAK ^TOU = v0 e�ikr2�r aZ0 y dy 2�Z0 ei(ky sin �) 
os d == v0 e�ikr2�r aZ0 y dy J0(ky sin �)2� = v0 e�ikr2r a2 �2J1(ka sin �)ka sin � � :oTS�DA I POLU^A�TSQ FORMULY DLQ p I vr.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 62557. dAWLENIE NA POWERHNOSTI PLASTINKIp��r=a = 
�02 v0 f1� J0(2�) + iM0(2�)g ; � = ak; (1)GDEM0(x) = 2� �=2Z0 sin(x sin') d' == 2� �x� x312 � 32 + x512 � 32 � 52 � x712 � 32 � 52 � 72 + : : :� :sILA REAKCII ZWUKOWOGO POLQ NA PLASTINKUF = 2� aZ0 p��r=a0a0da0 = a2�
�0v02 �1� J1(2�)� �+ i �
�0v04k2 M1(2�);GDEM1(x) = xZ0 M0(�) d� = 2� � x312 � 3 � x512 � 32 � 5 + x712 � 32 � 52 � 7 + : : :� :eSLI MASSA PLASTINKI MALA, T. E. MALO a I, SLEDOWATELXNO, MALO �(�� 1), TO F � �
�0�4v04k2 + i 8
�03k2 �3v0:iMPEDANS � = i 2�� + �32 :rE[EN I E. pRI WY^ISLENII POTENCIALA PROSTOGO SLOQ NA SAMOJPLASTINKE UDOBNO WYBRATX POLQRNYE KOORDINATY �, ' S CENTROM WKAKOJ-LIBO TO^KE OKRUVNOSTI � = a0 W KA^ESTWE POL�SA.tOGDAU = v02� �=2Z��=2 2a0 
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os'o d':u^ITYWAEM, ^TO2� �=2Z0 e�2ika0 
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626 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQsLEDOWATELXNO, DLQ p��r=a WERNA FORMULA (1). ~TOBY NAJTI SILUREAKCII, DEJSTWU�℄U� NA PLASTINKU, NADO WY^ISLITX INTEGRALF = 2� aZ0 p��r=a0a0 da0 == �i�
�v0 14k2( 2�Z0 (1� J0(�0))�0 d�0 � i 2�Z0 M0(�)� d�) == a2��0
v02 �1� J1(2�)� �+ i �
�0v04k2 M1(2�);GDE M1(x) = xZ0 M0(�)� d�:58. w WOLNOWOJ ZONE (PRI kr � 1)p = ik
�0a2 e�ikrr 1Xm=0Am�m(�); v = ika2 e�ikrr 1Xm=0Am�m(�);GDE Am | KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ v��z=0 = f(�) W RQD PO FUNK-CIQM J0 ��ma ��, RAWNYEAm = 2a2J21 (�m) aZ0 f(�)J0 ��ma �� � d�;�m(�) = 2sJ1(s)s2 � �2m ; s = ka sin �;�m | KORENX URAWNENIQ J1(�) = 0.rE[EN I E. pOLXZUQSX RAZLOVENIEM f(�) W RQDv��z=0 = f(�) = 1Xm=0AmJ0 ��ma �� ;NAHODIM p = ik
�02� 1Xm=0Am aZ0 J0 ��ma �� � d� 2�Z0 e�ikRR d':w WOLNOWOJ ZONE e�ikRR � e�ikrr eik� sin � 
os'(SM. ZADA^U 56). wY^ISLENIQ DA�TaZ0 J0 ��ma �� � d� 2�Z0 eik� sin � 
os � d' = 2� aZ0 J0 ��ma ��J0(k� sin �)� d�:dLQ NAHOVDENIQ \TOGO INTEGRALA OBRATIMSQ K FORMULEaZ0 J�(��)J�(��) � d� = a�2 � �2 [�J 0�(�a)J�(�a)� �J 0�(�a)J�(�a)℄ ;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 627POLOVIM ZDESX � = �m=a, � = k sin �, � = 0, TOGDA POLU^IMaZ0 J0(��)J0(��)� d� = a2sJ1(s)s2 � �2m J0(�m) (J1(�m) = 0);TAK ^TO p = ik
�0a2 1Xm=0 AmJ0(�m)sJ1(s)s2 � �2m e�ikrr :pERWYJ ^LEN (m = 0, �0 = 0) \TOGO RQDA DAET RE[ENIE ZADA^I 56 OKOLEBANII VESTKOGO POR[NQ W BESKONE^NOM \KRANEp = ik
�0a22 A0 �2J1(s)s �+ : : : ; s = ka sin �;PRI^EM A0, O^EWIDNO, OZNA^AET SREDN�� SKOROSTX POR[NQ.3. dIFRAKCIQ NA CILINDRE I SFERE.59. eSLI PLOSKAQ WOLNA RASPROSTRANQETSQ WDOLX OSI x, PERPENDI-KULQRNOJ K OSI CILINDRA (OSI z), TO DAWLENIE W NEJ MOVNO PREDSTA-WITX W WIDEp0 = Ae�ikx = Ae�ikr 
os' = A"J0(kr) + 2 1Xm=1(�i)mJm(kr) 
osm'# :dAWLENIE W RASSEQNNOJ WOLNEps = 1Xm=0Bm 
osm'H(2)m (kr);GDE B0 = � J1(ka)H(2)01 (ka) A; Bm = �2(�i)mJm(ka)H(2)0m (ka) A (m = 1; 2; : : : ):sKOROSTX W RASSEQNNOJ WOLNEvsr = i
�0 1Xm=0BmH(2)0m (kr) 
osm':w WOLNOWOJ ZONE (NA BOLX[IH RASSTOQNIQH OT CILINDRA kr � 1)ps =r 2�kr expn�i�kr � �4 �o 1Xm=0Bmim 
osm';vsr = 1
�0 r 2�kr expn�i�kr � �4�o 1Xm=0Bmim 
osm' = 1
�0 ps:60. iNTENSIWNOSTX RASSEQNNOJ WOLNYYs = 2Y0�kr jFsj2;Fs = 1Xm=0 "m sin 
mei
m 
osm'; "0 = 1; "m = 2; m > 0;40�
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628 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQjFsj2 = 1Xm=0 1Xn=0 "m"n sin 
m sin 
n 
os(
m � 
n) 
osm' 
osn';
m OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIQMItg 
0 = � J1(�)N1(�) ;tg 
m = Jm�1(�)� Jm+1(�)Nm+1(�)�Nm�1(�) ; � = ka;Nm | FUNKCIQ nEJMANA. pOLNAQ MO℄NOSTX ZWUKA, RASSEQNNOGO NA EDI-NICE DLINY CILINDRA,�3 = 4Y0k 1Xm=0 "m sin2 
m; Y0 = A22
�0 :uKA Z AN I E. pOLXZUQSX SOOTNO[ENIQMIJ 0m = 0; 5(Jm�1 � Jm+1); N 0m = 0; 5(Nm�1 �Nm+1);NETRUDNO WYRAZITX KO\FFICIENTY Bm W WIDEBm = �A"m(�i)m+1e�i
m sin 
m;GDE "0 = 1; "m = 2; m > 1;W WOLNOWOJ ZONE IMEEMps = ir4�0
Y0�kr Fs(') expn�i�kr � �4 �o ; vsr = 1�
 ps:61. eSLI ka� 1, TO W WOLNOWOJ ZONE BUDEM IMETX:ps = ip� a2k2A2p2kr expn�i�kr � �4 �o (1� 2 
os') + : : : ;vsr = 1
�0 ps:iNTENSIWNOSTXY s = �k3a48r Y0(1� 2 
os')2; Y 0 = A22
�0 :pOLNAQ MO℄NOSTX�s = 34 �2k3a4Y0 + : : : = 6�5a4�3 Y0 + : : : ;GDE � | DLINA WOLNY (k = 2�=� = !=
). pOLNOE DAWLENIE NA POWERH-NOSTI CILINDRApn = (p0 + ps)��r=a = 4A�ka 1Xm=0 "m 
osm'�m expn�i�
m � �m2 �o ;"0 = 1; "m = 2; m > 1;GDE �m = q�Jm+1(�)� Jm�1(�)�2 + [Nm+1(�)�Nm�1(�)℄22 :

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 629pOLNAQ SILA, DEJSTWU�℄AQ NA EDINICU DLINY CILINDRA, NAPRAWLEN-NAQ PO LINII RASPROSTRANENIQ PLOSKOJ WOLNY, RAWNAF = a 2�Z0 pn 
os'd' = 4Ak�1 expni�
1 � �2�o :eSLI � = ka� 1, TOpn = A�12 + 2i� 
os'� ; F = �2i�a2kA:eSLI � = ka� 1, TO F = �p4a�Aei����4�:uKA Z AN I E. sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ PRIBLIVENNYMI FORMU-LAMI:A) PRI �� m+ 1=2�0 �r 8�� ; 
0 � �� �4 ; �m �r 2�� ; 
m � �� 12� �m+ 12�;B) PRI � = ka� m+ 1=2�0 � 4�� ; 
0 � ��24 ; �m � m!2� � 2��m+1 ;
m � � �m(m!)2 ��2�2m (m > 0):62. pUSTX PLOSKAQ WOLNA RASPROSTRANQETSQ WDOLX OSI z:p0 = Aei(!t�kz) = p0ei!t; p0 = Ae�ikz = Ae�ikr 
os �:dAWLENIE I RADIALXNAQ SKOROSTX W RASSEQNNOJ WOLNE DA�TSQ FORMU-LAMI ps = 1Xm=0Bm�(2)m (kr)Pm(
os �);vsr = � 1ik
�0 �p�r = i
�0 1Xm=0Bm�(2)0m (kr)Pm(
os �);GDE �(2)m (x) =q �2x H(2)m+1=2(x);Bm = �A(�i)m(2m+ 1)  m(�)�(2)0m (�) ; � = ka; m(�) =r �2� J�+1=2(�):kO\FFICIENTY Bm UDOBNO PREDSTAWITX W WIDEBm = �A(�i)m+1(2m+ 1) sin�mei�m ;
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os �);GDE �(2)m (x) =q �2x H(2)m+1=2(x);Bm = �A(�i)m(2m+ 1)  m(�)�(2)0m (�) ; � = ka; m(�) =r �2� J�+1=2(�):kO\FFICIENTY Bm UDOBNO PREDSTAWITX W WIDEBm = �A(�i)m+1(2m+ 1) sin�mei�m ;



630 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE Bm OPREDELQETSQ IZ URAWNENIJ 1)8>><>>:mfm�1(�)� (m+ 1)fm+1(�) = �(2m+ 1)Dm 
os�m == �(2m+ 1)f 0m(�);(m+ 1) m+1(�)�m m�1(�) = �(2m+ 1)Dm sin�m == �(2m+ 1) 0m(�): (1)zDESX fm =r �2� Nm+1=2(�):w WOLNOWOJ ZONE (r !1)ps = expn�i�kr � �2 �okr 1Xm=0BmimPm(
os �); vs = 1
�0 ps:iNTENSIWNOSTX RASSEQNNOJ WOLNYY s = Y 0 1k2r2 �� 1Xm;n=0(2m+ 1)(2n+ 1) sin�m sin�n 
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os �)Pn(
os �):pOLNAQ MO℄NOSTX�s = Y 0 4�k2 1Xn=0(2n+ 1) sin2 �n; Y 0 = A22
�0 :uKA Z AN I E. rE[ENIE I℄EM W WIDE RQDAps = 1Xm=0Bm�(2)m (kr)Pm(
os �);GDE Bm | KO\FFICIENTY, PODLEVA℄IE OPREDELENI� IZ GRANI^NOGOUSLOWIQ �(p0 � ps)�r ���r=a= 0. dLQ IH OPREDELENIQ NEOBHODIMO POLU^ITXRAZLOVENIE PLOSKOJ WOLNY W RQD. dOKAVEM, ^TO IMEET MESTO FORMULAe�i� 
os � = 1Xm=0Cm'm(�)Pm(
os �);GDE Cm = (2m+ 1)(�i)m:w SAMOM DELE, POLAGAEMCm m(�) = 2m+ 12 1Z�1 e�i��Pm(�) d�:1)sM. [38, S. 351℄.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 631iNTEGRIROWANIE PO ^ASTQM PRI BOLX[IH � DAET1Z�1 e�i��Pm(�) d� = 2(�i)m sin��� m�2 �� +O�1�� :s DRUGOJ STORONY, m(�) = sin��� m�2 �� +O�1�� ;GDE O�1�� | ^LENY BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTI, ^EM 1� . iZSOWPADENIQ ASIMPTOTIKI LEWOJ I PRAWOJ ^ASTEJ SLEDUET, ^TOCm = (2m+ 1)(�i)m:63. eSLI � = ka� 1, TOps � �Aa�23r �1� 32 
os �� e�ikr ;vs = 1
� ps 9>=>; W WOLNOWOJ ZONE (kr � 1):iNTENSIWNOSTX ZWUKA, RASSEQNNOGO SFEROJ,Y s = �4a29r2 Y0 �1� 32 
os ��2 + : : : ; Y0 = A22
�0 :pOLNAQ MO℄NOSTX ZWUKA, RASSEIWAEMOGO SFEROJ,�s = 7�a6k49 Y0 + : : : = 1129 �5a6�4 Y 0 + : : : (� | DLINA WOLNY):sILA, DEJSTWU�℄AQ NA [AR W NAPRAWLENII zF = 2�a2 �Z0 p��r=a 
os � sin � d� = �2�ia2�A:dAWLENIE NA POWERHNOSTI SFERYpP = (p0 + ps)��r=a = A�1� 32 i� 
os ��+ : : : PRI �� 1:uKA Z AN I E. wYRAVENIQ DLQ ps I Y s, �s MOVNO POLU^ITX LIBOPRQMYM RAS^ETOM, POLXZUQSX PRIBLIVENNYMI FORMULAMI 00(�) � ��3 ;  01 � 13 ; �(2)00 � � i�2 ; �(2)01 � � 2i�3 (�� 1);LIBO IZ POLU^ENNYH W RE[ENII PREDYDU℄EJ ZADA^I 62 OB℄IH FOR-MUL. pRI \TOM NADO IMETX W WIDU SLEDU�℄IE PRIBLIVENNYE FORMULYDLQ �m I Dm.eSLI �� m+ 12 , TODm � 1� ; �m � �� 12 �(m+ 1):
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632 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQeSLI �� m+ 12 , TO D0 � 1�2 , �0 � 13 �3,Dm � 1 � 3 � 5 : : : (2m� 1)(m+ 1)�m+2 ;�m � m�2m+112 � 32 � 52 : : : (2m� 1)2(2m+ 1)2(m+ 1) :64. nA [AR PADAET PLOSKAQ WOLNAp0 = Ae�ikr 
os �:dAWLENIE W RASSEQNNOJ WOLNEps = 1Xm=0Bm�(2)m (kr)Pm(
os �);GDE Bm = � (�i)n(2m+ 1)A 0m(�)�(2)0m (�) PRI m 6= 1;B1 = 3iA �0 1(�)� �1 0(�) � ��0�(2)1 (�)� �1�(2)01 (�)� ;�1 | PLOTNOSTX [ARA.rADIALXNAQ SOSTAWLQ�℄AQ SKOROSTIvs = 1
�0 1Xm=0Bm�(2)0m (kr)Pm(
os �)(PO POWODU ZNA^ENIQ  1 I �(2)1 SM. ZADA^U 62).rE[EN I E. uRAWNENIE DWIVENIQ CENTRA TQVESTI [ARA PODDEJSTWIEM WOZDUHA IMEET WIDM �� = �ZZ (p0 + ps)r=a 
os �a2 d
;GDE M = 4�3 a3�1 | MASSA [ARA, ILIM!2� = a2 ZZ (p0 + ps)r=a 
os � d
: (1)gRANI^NOE USLOWIE PRI r = a MOVNO ZAPISATX TAKIM OBRAZOM:ik
�0 ��r (p0 + ps)��r=a = i!� 
os �: (2)pEREMNOVAQ (1) I (2), ISKL�^IM � I POLU^IM GRANI^NOE USLOWIE NAPOWERHNOSTI [ARA2a�13 ��r (p0 + ps)���r=a= �0 
os � �Z0 (p0 + ps)r=aP1(
os �) sin � d�; (3)GDE P1(
os �) = 
os �:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 633pOLXZUQSX RAZLOVENIEM PLOSKOJ WOLNY PO SFERI^ESKIM FUNKCIQMp0 = Ae�ikr 
os � = 1Xm=0Am m(kr)Pm(
os �); Am = (�i)m(2m+ 1)AI POLAGAQ ps = 1Xm=0Bm�(2)m (kr)Pm(
os �);POLU^IM IZ (3) W SILU ORTOGONALXNOSTI POLINOMOW lEVANDRABm = 8>><>>:� �0 1(�)� �1 01(�)��0�(2)1 (�)� �1��(2)01 (�) A PRI m = 1;�Am 0m(�)�(2)0m (�) PRI m 6= 1:65. ps = 1Xm=0Bm�(2)m (kr)Pm(
os �),GDEB1 = �A1 �0 1(�)� �1�1� �20�2�� 01(�)�0�(2)1 (�)� �1�1� �20�2���(2)01 (�) ; �0 = !0
 a; � = ka;Bm = �Am  0m(�)�(2)0m (�) (m 6= 1):pRI REZONANSE, T. E. PRI � = �0,B1 = �A1  1(�)�(2)1 (�) :eSLI NA [AR PADAET PLOSKAQ WOLNA, TOA1 = �3i.eSLI VE NET WNE[NEGOPOLQ, TO MY POLU^AEM HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE�0�(2)1 (�) = �1�1� �20�2���(2)01 (�);IZ KOTOROGO OPREDELQETSQ ^ASTOTA ! �SWOBODNYH� KOLEBANIJ [ARA,WYZWANNYH WNE[NEJ SREDOJ.uKA Z AN I E. sM. PREDYDU℄U� ZADA^U.x 4. uSTANOWIW[IESQ \LEKTROMAGNITNYE KOLEBANIQ1. uRAWNENIQ mAKSWELLA. pOTENCIALY. wEKTORNYE FOR-MULY gRINA{oSTROGRADSKOGO.66. uRAWNENIQ mAKSWELLA W NEPROWODQ℄EJ SREDE BEZ ISTO^NIKOWrotH = 1
 �D�t ; divB = 0; B = �H;rotE = �1
 �B�t ; divD = 0; D = "E 9>=>; (1)
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634 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQW KRIWOLINEJNYH ORTOGONALXNYH KOORDINATAH IME�T WID"
 h2h3 �E1�t = ��x2 h3H3 � ��x3 h2H2;��
 h2h3 �H1�t = ��x2 h3E3 � ��x3 h2E2;"
 h3h1 �E2�t = ��x3 h1H1 � ��x1 h3H3;��
 h3h1 �H2�t = ��x3 h1E1 � ��x1 h3E3;"
 h1h2 �E3�t = ��x1 h2H2 � ��x2 h1H1;��
 h1h2 �H3�t = ��x1 h2E2 � ��x2 h1E1;��x1 h2h3H1 + ��x2 h3h1H2 + ��x3 h1h2H3 = 0;��x1 h2h3E1 + ��x2 h3h1E2 + ��x3 h1h2E3 = 0(ds2 = h21dx21 + h22dx22 + h3dx23):
9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(2)

eSLI ZAWISIMOSTX POLEJ OT WREMENI DAETSQ MNOVITELEM e�i!t, TOW \TIH URAWNENIQH NADO PROIZWESTI ZAMENU, POLXZUQSX SOOTNO[ENIQMI1
 �Em�t = �ik0Em; 1
 �Hm�t = �ik0Hm �k0 = !
 ; m = 1; 2; 3� : (3)w SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT x1 = r, x2 = �, x3 = ' Ih1 = 1, h2 = r, h3 = r sin �. w CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINATx1 = �; x2 = '; x3 = z I h1 = 1; h2 = r; h3 = 1:uKA Z AN I E. iSPOLXZOWATX WYRAVENIQ DLQ OPERATOROW div I rot WKRIWOLINEJNOJ SISTEME KOORDINAT (SM. dOPOLNENIE).67. eSLI ZAWISIMOSTX OT WREMENI DAETSQ MNOVITELEM e�i!t, TODLQ WEKTORNOGO POTENCIALA I SKALQRNOGO POTENCIALA MOVNO NAPISATXURAWNENIQ �A+ k2A = �4�
 �j;�'+ k2' = �4�" �; k2 = !2a2 ; a2 = 
2"� ;9>=>; (1)PRI^EM ' = �i
"�! divA; (2)T. E. SKALQRNYJ POTENCIAL MOVET BYTX ISKL�^EN (j | WEKTOR PLOT-NOSTI TOKA).wYRAVENIE DLQ �A W PROIZWOLXNOJ ORTOGONALXNOJ KRIWOLINEJ-NOJ SISTEME KOORDINAT IMEET WID�A = � rot rotA+ grad divA;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 635GDErot rotA = 1h2h3( ��x2 h3h1h2 h ��x1 (h2A2)� ��x2 (h1A1)i�� ��x3 h2h3h1 h ��x3 (h1A1)� ��x1 (h3A3)i)i1 ++ 1h3h1 ( ��x3 h1h2h3 h ��x2 (h3A3)� ��x3 (h2A2)i�� ��x1 h3h1h2 h ��x1 (h2A2)� ��x2 (h1A1)i)i2 ++ 1h1h2( ��x1 h2h3h1 h ��x3 (h1A1)� ��x1 (h3A3)i�� ��x2 h1h2h3 h ��x2 (h3A3)� ��x3 (h2A2)i)i3;grad = 1h1 � �x1 i1 + 1h2 � �x2 i2 + 1h3 � �x3 i3; = divA = 1h1h2h3 h ��x1 (h2h3A1) + ��x2 (h1h3A2) + ��x3 (h1h2A3)i ;GDE i1, i2, i3 | EDINI^NYE NAPRAWLQ�℄IE WEKTORY KOORDINATNOJSISTEMY, A1, A2, A3 | KOMPONENTY WEKTORA A.68. w ODNORODNOJ PROWODQ℄EJ SREDE URAWNENIQ mAKSWELLA IME-�T WID 1) jSTR = 0; � = 0;rotH = 4�
 �E + "
 �E�t ; divE = 0;rotE = ��
 �H�t ; divH = 0:9=; (1)pOLAGAQ H = 1� rotA; E = � grad'� 1
 �A�t ; (2)POLU^AEM DLQ A I ' URAWNENIQ�' = "�
2 �2'�t2 + 4���
2 �'�t ; (3)�A = "�
2 �2A�t2 + 4���
2 �A�t ; (4)PRI^EM A I ' SWQZANY USLOWIEM lORENCAdivA+ "�
 �'�t + 4���
 ' = 0: (5)eSLI ZAWISIMOSTX OT WREMENI TIPA e�i!t, TO�'+ k2' = 0; k2 = "�
2 !2 + i 4���!
2 ; (30)1)sM. [17, S. 420℄.
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gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 635GDErot rotA = 1h2h3( ��x2 h3h1h2 h ��x1 (h2A2)� ��x2 (h1A1)i�� ��x3 h2h3h1 h ��x3 (h1A1)� ��x1 (h3A3)i)i1 ++ 1h3h1 ( ��x3 h1h2h3 h ��x2 (h3A3)� ��x3 (h2A2)i�� ��x1 h3h1h2 h ��x1 (h2A2)� ��x2 (h1A1)i)i2 ++ 1h1h2( ��x1 h2h3h1 h ��x3 (h1A1)� ��x1 (h3A3)i�� ��x2 h1h2h3 h ��x2 (h3A3)� ��x3 (h2A2)i)i3;grad = 1h1 � �x1 i1 + 1h2 � �x2 i2 + 1h3 � �x3 i3; = divA = 1h1h2h3 h ��x1 (h2h3A1) + ��x2 (h1h3A2) + ��x3 (h1h2A3)i ;GDE i1, i2, i3 | EDINI^NYE NAPRAWLQ�℄IE WEKTORY KOORDINATNOJSISTEMY, A1, A2, A3 | KOMPONENTY WEKTORA A.68. w ODNORODNOJ PROWODQ℄EJ SREDE URAWNENIQ mAKSWELLA IME-�T WID 1) jSTR = 0; � = 0;rotH = 4�
 �E + "
 �E�t ; divE = 0;rotE = ��
 �H�t ; divH = 0:9=; (1)pOLAGAQ H = 1� rotA; E = � grad'� 1
 �A�t ; (2)POLU^AEM DLQ A I ' URAWNENIQ�' = "�
2 �2'�t2 + 4���
2 �'�t ; (3)�A = "�
2 �2A�t2 + 4���
2 �A�t ; (4)PRI^EM A I ' SWQZANY USLOWIEM lORENCAdivA+ "�
 �'�t + 4���
 ' = 0: (5)eSLI ZAWISIMOSTX OT WREMENI TIPA e�i!t, TO�'+ k2' = 0; k2 = "�
2 !2 + i 4���!
2 ; (30)1)sM. [17, S. 420℄.



636 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ�A+ k2A = 0; (40)' = �i!
k2 divA; (50)T. E. PRI � 6= 0 WOLNOWOE ^ISLO k WSEGDA KOMPLEKSNO.69. eSLI W WAKUUME (� = 0, " = 1, � = 1) NET TOKOW I SWOBODNYHZARQDOW, TO, POLAGAQ A = 1
 ���t , ' = � div�, POLU^AEMH = 1
 rot ���t ; E = grad div�� 1
2 �2��t2 ; (1)POLQRIZACIONNYJ POTENCIAL � UDOWLETWORQET URAWNENI���� 1
2 �2��t2 = 0: (2)dLQ WREMENNOJ ZAWISIMOSTI TIPA e�i!t IMEEMH = �ik rot�; E = grad div�+ k2�; (10)I ��+ k2� = 0: (20)mAGNITNYJ WEKTOR gERCA �0 WWODITSQ TAK:H 0 = grad div�0 � 1
2 �2�0�t2 ; E0 = �1
 rot ��0�t ; (3)PRI^EM ��0 = 1
2 ��0�t2 : (4)dLQ WREMENNOJ ZAWISIMOSTI TIPA e�i!t IMEEMH 0 = grad div�0 + k2�0; E0 = ik rot�0; (30)��0 + k2�0 = 0: (40)iSPOLXZUQ URAWNENIQ (20) I (40) DLQ � I �0, MOVNO FORMULYDLQ E I H 0 PEREPISATX INA^E:E = rot rot�; H 0 = rot rot�0:w PROWODQ℄EJ SREDE DLQ USTANOWIW[IHSQ POLEJ (� e�i!t) � I �0FORMALXNO WWODQTSQ TAK VE, KAK I DLQ WAKUUMA; ODNAKO W \TOM SLU^AEPOD k2 NADO PONIMATX WELI^INUk2 = "�!2
2 + i 4���
2 :70. w SFERI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT IMEEM:A) DLQ POLQ \LEKTRI^ESKOGO TIPA (Hr = 0)Er = �2U�r2 + k2U; E� = 1r �2U�r �� ; E' = 1r sin � �2U�r �' ;Hr = 0; H� = �ikr sin � �U�' ; H' = ikr �U�� ; 9>>=>>; (1)

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 637B) DLQ POLQ MAGNITNOGO TIPA (Er = 0)E0r = 0; E0� = ikr sin � �U 0�' ; E0' = �ikr �U 0�� ;H 0r = �2U 0�r2 + k2U 0; H 0� = 1r �2U 0�r �� ; H 0' = 1r sin � �2U 0�r �' ;9>>=>>; (2)PRI^EM POTENCIALY U I U 0 UDOWLETWORQ�T URAWNENI��2U�r2 + 1r2 sin � ��� �sin � �U�� �+ 1r2 sin2 � �2U�'2 + k2U = 0; (3)ILI �U + k2U � 2r �U�r = 0;A FUNKCII u = Ur, u0 = U 0r UDOWLETWORQ�T WOLNOWOMU URAWNENI��u+ k2u = 0:w CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT (z; '; �):A) DLQ POLQ \LEKTRI^ESKOGO TIPA (Hz = 0)Ez = �2U�z2 + k2U; E' = 1� �2U�'�z ; E� = �2U���z ;Hz = 0; H' = �ik �U�� ; H� = ik� �U�' ;9>>=>>; (4)B) DLQ POLQ MAGNITNOGO TIPA (Ez = 0) IMEEME0z = 0; E0' = ik �U 0�� ; E0� = �ik� �U 0�' ;H 0z = �2U 0�z2 + k2U 0; H 0' = 1� �2U 0�' �z ; H 0� = �2U 0�� �z ; 9>>=>>; (5)PRI^EM U I U 0 UDOWLETWORQ�T URAWNENI��2U�z2 + 1� ��� �� �U�� �+ 1�2 �2U�'2 + k2U = 0; (6)ILI �U + k2U = 0:oTS�DA POLU^AEM U = �z; U 0 =�0z:w SFERI^ESKOM SLU^AE U 6=�r I U 0 6=�0r :uKA Z AN I E. dLQ DOKAZATELXSTWA OSNOWNOGO UTWERVDENIQ ZADA^INADO PODSTAWITX WYRAVENIQ DLQ SOSTAWLQ�℄IH POLEJ ^EREZ U (ILI U 0)W URAWNENIQ mAKSWELLA, RASPISANNYE W ORTOGONALXNOJ KRIWOLINEJNOJSISTEME KOORDINAT (SM. ZADA^U 66), I POTREBOWATX IH WYPOLNENIQ; IZ\TOGO TREBOWANIQ SLEDUET URAWNENIE DLQ U (ILI U 0).71. E1 = k2U + �2U�x21 ; E2 = 1h2 �2U�x1 �x2 + i!�
 1h3 �U 0�x3 ,E3 = 1h3 �2U�x1 �x3 � i!�
 1h2 �U 0�x2 ;
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638 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQH1 = k2U 0 + �2U 0�x21 ; H2 = � ik2
!� 1h3 �U�x3 + 1h2 �2U 0�x1 �x2 ;H3 = i
k2!� 1h2 �U�x2 + 1h3 �2U 0�x1 �x3 ;GDE U I U 0 | RE[ENIQ URAWNENIQ�2U�x21 + 1h2h3 h ��x2 �h3h2 �U�x2�+ ��x3 �h2h3 �U�x3�i+ k2U = 0;k2 = "�!2
2 + i 4���
2 !:uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 70.72. nA GRANICE RAZDELA DWUH SRED PRI r = a DOLVNY WYPOLNQTXSQUSLOWIQ k21�1 U1 = k22�2 U2; k21�1 U 01 = k22�2 U 02;�U1�r = �U2�r ; �U 01�r = �U 02�r ;GDE ZNA^OK 1 ILI 2 OZNA^AET NOMER SREDY (1 PRI r < a, 2 PRI r > a),k1 I k2 OPREDELQ�TSQ PO FORMULEk2s = "s�s!2
2 + i 4��s�s!
2 ; s = 1; 2:fUNKCII Us I U 0s UDOWLETWORQ�T URAWNENI��2Us�r2 + 1r2 sin � ��� �sin � �Us�� �+ 1r2 sin2 � �2Us�'2 + k2sUs = 0; s = 1; 2;TAK ^TO �us + k2sus = 0; us = Usr (s = 1; 2):uKA Z AN I E. nA GRANICE SRED 1 I 2 TANGENCIALXNYE SOSTAWLQ-�℄IE WEKTORA NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO POLQ I WEKTORA NAPRQ-VENNOSTI MAGNITNOGO POLQ, W DANNOM SLU^AE E�, E', H�, H', DOLVNYBYTX NEPRERYWNY.73. uKA Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ WEKTORNOJ FORMULOJdiv[ab℄ = (b rota)� (a rot b) (1)I FORMULOJ oSTROGRADSKOGO.74. rE[EN I E. w FORMULEZT fW rot rot U�U rot rotW g d� = Z� f[U rotW ℄� [W rotU ℄gn d� (1)POLAGAEM: W = a', GDE ' = eikrr , a | PROIZWOLXNYJ POSTOQNNYJWEKTOR. wY^ISLENIQ DA�TrotW = [grad'; a℄; rot rotW = ak2'+ grad(a grad');U rot rotW = afk2'U � grad' div Ug+ div[(a grad')U ℄;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 639[W rotU ℄n = [rot U ; n℄W ;[U rotW ℄n = [U [grad'; a℄℄ = (Aa)(grad'; n)� (A; grad')(an):w SILU FORMULY oSTROGRADSKOGOZT div[(a grad')U ℄ d� = Z� (Un)(grad';a) d�: (2)pOD ZNAKOM POWERHNOSTNOGO INTEGRALA W FORMULE (1) STOIT WYRA-VENIE Fa, GDEF = U (grad'; n)� (U grad')n� [rotU ; n℄'+ (Un) grad' == (Un) grad'+ [grad'[Un℄℄ + [n rotU ℄': (3)pODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE, STOQ℄EE W LEWOJ ^ASTI, IMEETWID �a, GDE � = (rot rotU � k2U)'+ grad' divU :wEKTOR a QWLQETSQ, TAKIM OBRAZOM, OB℄IM MNOVITELEM DLQ WSEH^LENOW FORMULY (1), I TAK KAK ON PROIZWOLEN, TO NA NEGO MOVNO SO-KRATITX; W REZULXTATE MY POLU^AEM FORMULUZT � d� = Z� F d�; (4)ESLI TO^KAM0 NE PRINADLEVIT OBLASTI T . eSLI VE TO^KAM0 NAHODIT-SQ WNUTRI T , TO MY OPI[EM WOKRUG \TOJ TO^KI NEBOLX[U� SFERU �"RADIUSOM " I PRIMENIM FORMULU (4) K OBLASTI T � T", OGRANI^ENNOJPOWERHNOSTQMI � I �". oCENIM WELI^INU F NA �".zAMETIM, ^TOgrad'���" = �1r � ik� ; '���"n � 1"2 n; '���" � 1" :pO\TOMUF ���" = �1" � ik�'(") f(Un)n+ [n[Un℄℄g � [rotUn℄'(") � U"2I, SLEDOWATELXNO, lim"!0 Z�" F d� = 4�U (M0):pOSKOLXKU lim"!0 ZT" � d� = 0, TO MY POLU^AEM W PREDELEU (M0) = 14� ZT � d� � 14� Z� F d�ILIU (M0) = 14� Z� f(rot rotU � k2U )'+ grad' divUg d�M �� 14� ZT f(Un) grad'+ [[nU ℄ grad'℄ + [n rotU ℄'g d�M : (5)
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2 ; s = 1; 2:fUNKCII Us I U 0s UDOWLETWORQ�T URAWNENI��2Us�r2 + 1r2 sin � ��� �sin � �Us�� �+ 1r2 sin2 � �2Us�'2 + k2sUs = 0; s = 1; 2;TAK ^TO �us + k2sus = 0; us = Usr (s = 1; 2):uKA Z AN I E. nA GRANICE SRED 1 I 2 TANGENCIALXNYE SOSTAWLQ-�℄IE WEKTORA NAPRQVENNOSTI \LEKTRI^ESKOGO POLQ I WEKTORA NAPRQ-VENNOSTI MAGNITNOGO POLQ, W DANNOM SLU^AE E�, E', H�, H', DOLVNYBYTX NEPRERYWNY.73. uKA Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ WEKTORNOJ FORMULOJdiv[ab℄ = (b rota)� (a rot b) (1)I FORMULOJ oSTROGRADSKOGO.74. rE[EN I E. w FORMULEZT fW rot rot U�U rot rotW g d� = Z� f[U rotW ℄� [W rotU ℄gn d� (1)POLAGAEM: W = a', GDE ' = eikrr , a | PROIZWOLXNYJ POSTOQNNYJWEKTOR. wY^ISLENIQ DA�TrotW = [grad'; a℄; rot rotW = ak2'+ grad(a grad');U rot rotW = afk2'U � grad' div Ug+ div[(a grad')U ℄;
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640 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ75. E(M0) = 1
!" ZT f�k2'j + grad' div jg d� �� 14� Z� fik0�[nH℄'+ [[nE℄ grad'℄ + (nE) grad'g d�;H(M0) = 1
 ZT [j grad'℄ d� ++ 14� Z� fik0"[nE℄� [[nH℄ grad'℄� (nH) grad'g d�;GDE ' = eikrr ; k = !
 p"�; k0 = !
 :uKA Z AN I E. w OB℄EJ FORMULE (5) W OTWETE 74 POLOVITX SOOT-WETSTWENNO U = E I U =H. wO WTOROM SLU^AE SPRAWA POQWLQETSQSLAGAEMOE Z� [nj℄'d�, KOTOROE SLEDUET PREOBRAZOWATX K OB_EMNOMU IN-TEGRALU S POMO℄X� FORMULYZ� [nj℄'d� = ZT f�[j grad'℄ + ' rot jg d�: (1)dLQ EE DOKAZATELXSTWA NADO UMNOVITX OBE ^ASTI NA PROIZWOLXNYJWEKTOR a I ISPOLXZOWATX SOOTNO[ENIQ[nj℄a' = n[ja℄';div[j; a'℄ = a' rot j � (j rota') = af' rot j � [j grad'℄g;TAK ^TOZ� a[nj℄'d� = ZT div[j; a'℄ d� = a ZT f' rot j � [j grad'℄g d�:oTS�DA W SILU PROIZWOLXNOSTI a I SLEDUET (1).2. rASPROSTRANENIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN I KOLEBANIQW REZONATORAH.76. nAPRAWIM OSX z CILINDRI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT �; '; zWDOLX OSI CILINDRA.pUSTX ", �, � | PARAMETRY OKRUVA�℄EJ SREDY. sU℄ESTWU�TWOLNY WIDA E = E0e�i�z+i!te��jzj (� > 0);H =H0e�i�z+i!te��jzj (� > 0);T. E. WOLNY ZATUHA�℄IE. zDESX PRINQTY OBOZNA^ENIQ� =rp"2�2!4 + 16�2�2�2!2 + "�!22
2 ;� =rp"2�2!4 + 16�2�2�2!2 � "�!22
2 ;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 641E0 = (E0�; E0'; 0); H0 = (H0�; H0'; 0);PRI^EM E0� = Ak� ; H0' = � 
k!� E0�;E0' = �!k
 H0�; H0� = Bk� ;GDE A I B | POSTOQNNYE MNOVITELI,k2 = "�!2
2 � i 4���!
2 ; k = �� i�:eSLI " = 1, � = 1, � = 0 (WAKUUM), TO k = !
 k0 | WOLNY WDOLXTAKOGO PROWODA RASPROSTRANQ�TSQ SO SKOROSTX� SWETA:E = E0ei(!t�k0z); E0� = Ak0� ; H0' = �E0�;H =H0ei(!t�k0z); E0' = H0�; H0� = Bk0� :77. rE[EN I E. pUSTX "1, �1, �1 | HARAKTERISTIKI PROWODA,"2, �2, �2 | HARAKTERISTIKI OKRUVA�℄EJ SREDY.wYBEREM CILINDRI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT (�; '; z), NAPRAWIWOSX z WDOLX OSI CILINDRA I POMESTIW NA^ALO KOORDINAT NA OSI CI-LINDRA.oBOZNA^AQ �z = u, �0z = v I PREDPOLAGAQ, ^TO ZAWISIMOSTX u Iv OT z DAETSQ MNOVITELEM ei
z, T. E. u = u0ei
z, v = v0ei
z I T.D.,POLU^AEM POSLE SOKRA℄ENIQ NA \TOT MNOVITELXE0z = p2u0; E0' = i
� �u0�' � i!�
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 �u0�� + i!�
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!� �u0�� + i
� �v0�' ;H0� = ik2
!� 1� �u0�' + i
 �v0�� ;
9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>; (1)

GDE p2 = k2 � 
2, k2 = "�!2
2 � i 4���!
2 , FUNKCIIu0 = � (�; ') I v0 = � (�; '); (2)GDE � I � | POSTOQNNYE,  (�; ') | RE[ENIE URAWNENIQ1� ��� �� � ���+ 1�2 �2 �'2 + �2 = 0:oTS�DA NAHODIM ^ASTNYE RE[ENIQ WIDA n(�; ') = (Jn(p�)ein' WNUTRI CILINDRA,H(1)n (p�)ein' WNE CILINDRA. (3)41 b.m. bUDAK I DR.



640 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ75. E(M0) = 1
!" ZT f�k2'j + grad' div jg d� �� 14� Z� fik0�[nH℄'+ [[nE℄ grad'℄ + (nE) grad'g d�;H(M0) = 1
 ZT [j grad'℄ d� ++ 14� Z� fik0"[nE℄� [[nH℄ grad'℄� (nH) grad'g d�;GDE ' = eikrr ; k = !
 p"�; k0 = !
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642 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpODSTAWLQQ WYRAVENIE DLQ  n W FORMULY (1) I (2), POLU^AEM:WNUTRI CILINDRAE0z = �1p21Jn(p1�)ein'; H0z = �1p21Jn(p1�)ein';E0' = ��
n� �1Jn(p1�) + i!�1p1
 �1J 0n(p1�)� ein';H0' = ��
n� �1Jn(p1�)� ik21
p1!�1 �1J 0n(p1�)� ein';E0� = �!�1n
� �1Jn(p1�) + i
p1�1J 0n(p1�)� ein';H0� = �� k21
n!�1� �1Jn(p1�) + ip1�1J 0n(p1�)� ein';WNE CILINDRAE0z = �2p22H(1)n (p2�)ein'; H0z = �2p22H(1)n (p2�)ein';E0' = ��
n� �2H(1)n (p2�) + i!�2p2
 �2H(1)0n (p2�)� ein';H0' = ��
n� �2H(1)n (p2�)� ik2
p2!�2 �2H(1)0n (p2�)� ein';H0' = �!�2n
� �2H(1)n (p2�) + i
p2�2H(1)0n (p2�)� ein';H0� = �� k22
n!�2� �2H(1)n (p2�) + i
p2�2H(1)0n (p2�)� ein':nA GRANICE PRI � = a DOLVNY BYTX NEPRERYWNO TANGENCIALX-NYE SOSTAWLQ�℄IE E I H. |TO DAET ^ETYRE ODNORODNYH URAWNENIQS ^ETYRXMQ NEIZWESTNYMI �1, �2, �1 I �2. pRIRAWNIWAQ OPREDELITELXSISTEMY NUL�, POLU^AEM DISPERSIONNOE URAWNENIE OTNOSITELXNO 
� k21�1� J 0n(�)0Jn(�) � k22�2� H(1)0n (�)H(1)n (�) ���1� J 0n(�)Jn(�) � �2� H(1)0n (�)H(1)n (�) �= n2
2� 1�2 � 1�2�2;(4)GDE � = p1a, � = p2a, a | RADIUS CILINDRA. |TO URAWNENIE IMEETBES^ISLENNOE MNOVESTWO KORNEJ 
nm (SM. [35, S. 460℄).dLQ OSNOWNOJ WOLNY n = 0 DISPERSIONNOE URAWNENIE RASPADAETSQNA DWA URAWNENIQ: �H(1)0 (�)H(1)1 (�) = k22�1k21�2 �J0(�)J1(�) ; (5)�H(1)0 (�)H(1)1 (�) = �2�1 �J0(�)J1(�) : (6)pERWOE IZ NIH OPREDELQET DOPUSTIMYE WOLNY MAGNITNOGO TIPA, AWTOROE | WOLNY \LEKTRI^ESKOGO TIPA.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 64378. pUSTX � | POWERHNOSTX TRUBY, S | EE PERPENDIKULQRNOESE^ENIE, C | GRANICA S. nAPRAWIM OSX z PARALLELXNO OBRAZU�℄EJTRUBY. zAWISIMOSTX OT WREMENI e�i!t.l�BOE POLE WNUTRI WOLNOWODA MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMYPOLEJ \LEKTRI^ESKOGO TIPA (Hz = 0) I MAGNITNOGO TIPA (Ez = 0), KAV-DOE IZ KOTORYH OPREDELQETSQ z-KOMPONENTOJ SOOTWETSTWU�℄EGO WEKTO-RA gERCA (SM. ZADA^U 69).eSLI Hz = 0, TO, POLAGAQ �z = �, POLU^AEM ZADA^U DLQ SKALQRNOJFUNKCII ��+ k2� = 0 WNUTRI � �k = !
 � ;� = 0 NA �:eSLI Ez = 0, TO �0z = �0 I��0 + k2�0 = 0 WNUTRI �;��0�� = 0 NA �:sU℄ESTWU�T ^ASTNYE RE[ENIQ WIDA�(M; z) =  n(M)ei
nz ; �0(M; z) = ^ n(M)ei^
nz;GDE 
n = pk2 � �n, ^
n = pk2 � ^�n, �n I ^�n | SOBSTWENNYEZNA^ENIQ KRAEWYH ZADA^�2 n + �n n = 0 W S;  n = 0 NA C;�2 ^ n + ^�n ^ n = 0 W S; � ^ n�� = 0 NA C:eSLI �n 6 k2 DLQ n = 1; 2; : : : ; N I �n > k2 DLQ n == N +1, N +2; : : : , TO SU℄ESTWUET N BEGU℄IH WOLN, KAVDAQ IZ KOTO-RYH RASPROSTRANQETSQ S FAZOWOJ SKOROSTX�vn = k

n = 
r1� �nk2 :eSLI �1 > k2, TO BEGU℄IH WOLN W TRUBE NE MOVET BYTX.eSLI �(M; z) = An n(M)ei
nz, TO POTOK \NERGII ^EREZ POPERE^-NOE SE^ENIE RAWEN Yz = jAnj2 
k8� 
n�n:pRI \TOM PREDPOLAGAETSQ, ^TO  n(M) NORMIROWANY K EDINICEZS  2n dS = 1:uKA Z AN I E. eSLI WWESTI PRQMOUGOLXNU� SISTEMU KOORDINAT, TOEx = �2��x�z ; Ey = �2��y �z ; Ez = �2��z2 + k2�;Hx = �ik ���y ; Hy = ik ���x ; Hz = 0:41�
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644 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQzADA^A, POLU^ENNAQ DLQ �0, ANALOGI^NA ZADA^E 42 O RASPROSTRANE-NII AKUSTI^ESKIH WOLN W CILINDRI^ESKOJ TRUBE S VESTKIMI STENKAMI(SM. [7, S. 528℄).79. bEGU℄IE WOLNY MOGUT SU℄ESTWOWATX PRI WYPOLNENII SLE-DU�℄IH USLOWIJ:A) ESLI �m;n = ��(n)m �2 < k2, TO SU℄ESTWUET STOLXKO BEGU℄IHWOLN, SKOLXKO IMEETSQ LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ WOLNOWOGO URAW-NENIQ DLQ �m;n, UDOWLETWORQ�℄IH \TOMU NERAWENSTWU; ZDESX �(n)m |KORENX URAWNENIQ Jn(�a)Jn(�b) = Nn(�a)Nn(�b) ;W \TOM SLU^AE MOGUT BYTX WOLNY \LEKTRI^ESKOGO TIPA;B) DLQ WSEH SOBSTWENNYH ZNA^ENIJ ^�m;n, DLQ KOTORYH WYPOLNQETSQNERAWENSTWO ^�m;n = �^�(n)m �2 < k2;GDE ^�(n)m | KORENX URAWNENIQJ 0n(�a)N 0n(�b)� J 0n(�b)N 0n(�a) = 0;SU℄ESTWU�T BEGU℄IE WOLNY MAGNITNOGO TIPA (Ez = 0).dLQ OSNOWNOJ WOLNY \LEKTRI^ESKOGO TIPA (n = 0) IMEEM�z = � = AmRm(�)ei(
mz�!t); 
m = kr1� �2mk2 ;GDE Am | KO\FFICIENT,Rm(�) = J0(�m�)N0(�ma)� J0(�ma)N0(�m�);�m | KORENX NOMERA m URAWNENIQJ0(�a)N0(�b)� J0(�b)N0(�a) = 0:pOTOK \NERGII ^EREZ POPERE^NOE SE^ENIE RAWENYz = 
k24�3 jAmj2r1� �2mk2 J20 (�ma)� J20 (�mb)J20 (�mb) :sOSTAWLQ�℄IE POLQ DA�TSQ FORMULAMIEz = �m�; E' = 0; E� = i
mAmR0m(�)ei(
mz�!t);Hz = 0; H' = �AmikR0m(�)ei(
mz�!t); H� = 0;TAK ^TO H' = � k
m E�:uKA Z AN I E. sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^I 78,PREDPOLOVIW, ^TO OBLASTX S IMEET FORMU KOLXCA S RADIUSAMI a I b.sOBSTWENNYE FUNKCII KOLXCEWOJ MEMBRANY S ZAKREPLENNYMI ISWOBODNYMI GRANICAMI DANY SOOTWETSTWENNO W OTWETE K ZADA^E 27.80. pUSTX NA^ALO SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT (r; �; ') NA-HODITSQ W CENTRE SFERI^ESKOGO REZONATORA. zAWISIMOSTX O WREMENITIPA e�i!t.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 645kOLEBANIQ \LEKTRI^ESKOGO TIPA OPREDELQ�TSQ PO FORMULAMEr = �2�r2 (ru) + k2(ru); E� = 1r �2(ru)�r �� ; E' = 1r sin' �2(ru)�r �' ;Hr = 0; H� = �iksin � �u�' ; H' = ik �u�� ;GDE u = um;n | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ KRAEWOJ ZADA^I�u+ k2u = 0; u = 0 PRI r = a;OPREDELQEMAQ FORMULOJum;n(r; �; ') =  n(km;nr)Y (m)n (�; ')(n = 1; 2; : : : ; m = 0; �1; �2; : : : ; �n;GDE km;n = !m;n
 | SOBSTWENNOE WOLNOWOE ^ISLO, QWLQ�℄EESQ KORNEMURAWNENIQ Jn+1=2(ka)Jn�1=2(ka) = kan+ 1 ;  n(�) =r �2� Jn+1=2(�);Y (m)n (�; ') = P (m)n (
os �)
ossin m' | SFERI^ESKAQ FUNKCIQ.sAMAQ NIZKAQ SOBSTWENNAQ ^ASTOTA SOOTWETSTWUET n = 0: um; 0(r) ==  0(kmr), PRI^EM km OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQJ1=2(ka)J�1=2(ka) = ka;T. E. tg(ka) = ka:dLQ KOLEBANIJ MAGNITNOGO TIPA (Er = 0) IMEEMEr = 0; E� = iksin � �v�' ; E' = �ik �v�� ;Hr = �2(rv)�r2 + k2(rv); H� = 1r �2(rv)�r �� ; H' = 1r �2(rv)�r �' ;GDE v = vm;n =  n(km;nr)Y (m)n (�; ');PRI^EM km;n OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQJn+1=2(ka) = 0:pRI n = 0 POLU^AEM: vm; 0 =  0(kmr);GDE km = �ma ; !1 = 
 �a :uKA Z AN I E. sR. S ZADA^EJ 25 O SOBSTWENNYH AKUSTI^ESKIH KOLE-BANIQH SFERY.81. rASSMATRIWAETSQ OTREZOK CILINDRI^ESKOGO WOLNOWODA PROIZ-WOLXNOGO SE^ENIQ, OGRANI^ENNYJ DWUMQ PLOSKOSTQMI z = �l (OSX zPARALLELXNA OBRAZU�℄EJ CILINDRA, SM. ZADA^U 78).
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mz�!t);Hz = 0; H' = �AmikR0m(�)ei(
mz�!t); H� = 0;TAK ^TO H' = � k
m E�:uKA Z AN I E. sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ REZULXTATAMI ZADA^I 78,PREDPOLOVIW, ^TO OBLASTX S IMEET FORMU KOLXCA S RADIUSAMI a I b.sOBSTWENNYE FUNKCII KOLXCEWOJ MEMBRANY S ZAKREPLENNYMI ISWOBODNYMI GRANICAMI DANY SOOTWETSTWENNO W OTWETE K ZADA^E 27.80. pUSTX NA^ALO SFERI^ESKOJ SISTEMY KOORDINAT (r; �; ') NA-HODITSQ W CENTRE SFERI^ESKOGO REZONATORA. zAWISIMOSTX O WREMENITIPA e�i!t.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 645kOLEBANIQ \LEKTRI^ESKOGO TIPA OPREDELQ�TSQ PO FORMULAMEr = �2�r2 (ru) + k2(ru); E� = 1r �2(ru)�r �� ; E' = 1r sin' �2(ru)�r �' ;Hr = 0; H� = �iksin � �u�' ; H' = ik �u�� ;GDE u = um;n | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ KRAEWOJ ZADA^I�u+ k2u = 0; u = 0 PRI r = a;OPREDELQEMAQ FORMULOJum;n(r; �; ') =  n(km;nr)Y (m)n (�; ')(n = 1; 2; : : : ; m = 0; �1; �2; : : : ; �n;GDE km;n = !m;n
 | SOBSTWENNOE WOLNOWOE ^ISLO, QWLQ�℄EESQ KORNEMURAWNENIQ Jn+1=2(ka)Jn�1=2(ka) = kan+ 1 ;  n(�) =r �2� Jn+1=2(�);Y (m)n (�; ') = P (m)n (
os �)
ossin m' | SFERI^ESKAQ FUNKCIQ.sAMAQ NIZKAQ SOBSTWENNAQ ^ASTOTA SOOTWETSTWUET n = 0: um; 0(r) ==  0(kmr), PRI^EM km OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQJ1=2(ka)J�1=2(ka) = ka;T. E. tg(ka) = ka:dLQ KOLEBANIJ MAGNITNOGO TIPA (Er = 0) IMEEMEr = 0; E� = iksin � �v�' ; E' = �ik �v�� ;Hr = �2(rv)�r2 + k2(rv); H� = 1r �2(rv)�r �� ; H' = 1r �2(rv)�r �' ;GDE v = vm;n =  n(km;nr)Y (m)n (�; ');PRI^EM km;n OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQJn+1=2(ka) = 0:pRI n = 0 POLU^AEM: vm; 0 =  0(kmr);GDE km = �ma ; !1 = 
 �a :uKA Z AN I E. sR. S ZADA^EJ 25 O SOBSTWENNYH AKUSTI^ESKIH KOLE-BANIQH SFERY.81. rASSMATRIWAETSQ OTREZOK CILINDRI^ESKOGO WOLNOWODA PROIZ-WOLXNOGO SE^ENIQ, OGRANI^ENNYJ DWUMQ PLOSKOSTQMI z = �l (OSX zPARALLELXNA OBRAZU�℄EJ CILINDRA, SM. ZADA^U 78).



646 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQkOLEBANIQ \LEKTRI^ESKOGO TIPA (Hz = 0)�z = �m;n = Am;n n(M) 
os �m2l (l � z);GDE  n(M) | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ KRAEWOJ ZADA^I�2 n + �n n = 0 W S;  n = 0 NA C:sOBSTWENNYE ^ASTOTY!m;n = 
r�n + ��m2l �2:kOLEBANIQ MAGNITNOGO TIPA (Ez = 0)^�z = ^�m;n(M; z) = ^Am;n ^ n(M) sin �m2l (l � z);GDE ^ n(M) | SOBSTWENNAQ FUNKCIQ KRAEWOJ ZADA^I�2 ^ n + ^�n ^ n = 0 W S; � ^ n�� = 0 NA C:sOBSTWENNYE ^ASTOTY^!m;n = 
r�n + ��m2l �2:sREDNQQ ZA PERIOD \LEKTRI^ESKAQ \NERGIQ W STOQ^EJ WOLNE RAWNASREDNEMU ZA PERIOD ZNA^ENI� MAGNITNOJ \NERGIIE\L = EM = 116� 
k2�njAnj2:pOLNAQ \NERGIQ STOQ^EJ WOLNY NE MENQETSQ WO WREMENI I RAWNAE = 18� 
k2�njAnj2:dLQ REZONATORA S KRUGLYM ILI PRQMOUGOLXNYM SE^ENIEM FORMU-LY DLQ � OSTA�TSQ W SILE; TUDA SLEDUET LI[X PODSTAWITX KONKRETNOEWYRAVENIE DLQ SOBSTWENNOJ FUNKCII.A) dLQ PRQMOUGOLXNOGO SE^ENIQ SO STORONAMI a I b n(M) =  n;m(x; y) =r 4ab sin �ma x sin �nb y;^ n(M) = ^ n;m(x; y) =q"m"nab 
os �ma x 
os �nb y;"k = 2; k 6= 0; "0 = 1:B) dLQ KRUGLOGO SE^ENIQ RADIUSA a IMEEM n;m(r; ') =q "n�a2 Jn��(n)ma r�J 0n(�(n)m ) 
ossin n';^ n;m(r; ') =q "n�a2 ^�(n)mq�^�(n)m �2 � n2 Jn� ^�(n)ma r�Jn(^�(n)m ) 
ossin n';

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 647GDE �(n)m | KORENX URAWNENIQ Jn(�) = 0, �mn = ��(n)m �2a2 , ^�(n)m | KORENXURAWNENIQ J 0n(�) = 0.pRIWEDENNYE WY[E FUNKCII  m;n I ^ m;n NORMIROWANY K EDI-NICE.uKA Z AN I E. fUNKCII � I ^� UDOWLETWORQ�T WOLNOWOMU URAWNE-NI� �u+ k2u = 0 I SLEDU�℄IM GRANI^NYM USLOWIQM:� = 0 NA �; ���z = 0 PRI z = �l;� ^��� = 0 NA �; ^� = 0 PRI z = �l:pRI WY^ISLENII \NERGII WO WSEM OB_EME SLEDUET WOSPOLXZOWATXSQFORMULOJ gRINA (SM. [7, S. 538{542℄).82. pUSTX TOROID OGRANI^EN POWERHNOSTQMI � = a I � = b IPLOSKOSTQMI z = �l I z = l. eSLI MOVNO TRAKTOWATX KAK �OTREZOK�KOAKSIALA DLINOJ 2l, RASSMOTRENNOGO W ZADA^E 79. dLQ POLQRIZACION-NYH POTENCIALOW� I ^� OSTA�TSQ W SILE FORMULY, POLU^ENNYE PRI RE-[ENII ZADA^I 81, A DLQ SOBSTWENNYH FUNKCIJ POPERE^NOGO SE^ENIQ  nI ^ n SLEDUET WZQTX WYRAVENIQ, PRIWEDENNYE W OTWETE K ZADA^E 79, m;n(�; ') = Rm;n(�)
osn'sinn' ; ^ m;n(�; ') = ^Rm;n(�)
osn'sinn' ;GDE Rm;n(�) = Jn(�(n)m �)Nn(�(n)m a)� Jn(�(n)m a)Nn(�(n)m �);^Rm;n(�) = Jn(^�(n)m �)N 0n(^�(n)m a)� J 0n(^�(n)m a)Nn(^�(n)m �);�(n)m I ^�(n)m OPREDELQ�TSQ SOOTWETSTWENNO IZ URAWNENIJRm;n(b) = 0; ^R0m;n(b) = 0:sOBSTWENNYE ^ASTOTY KOLEBANIJ RAWNY!m;n = 
r��(n)m �2 + ��m2l �2; ^!m;n = 
r�^�(n)m �2 + ��m2l �2:uKA Z AN I E. sM. ZADA^U 81.83. dIFRAKCIQ NA CILINDRE. oSX CILINDRA NAPRAWLENA PO OSI z;PLOSKAQ WOLNA RASPROSTRANQETSQ WDOLX OSI x, WEKTOR NAPRQVENNOSTI\LEKTRI^ESKOGO POLQ W PADA�℄EJ WOLNE NAPRAWLEN PARALLELXNO OSIPROWODA.oBOZNA^IM "1, �1, �1 | PARAMETRY PROWODA, "2 = 1, �2 = 1,�2 = 0 | PARAMETRY SREDY, k1 I k2 | SOOTWETSTWU�℄IE WOLNOWYE^ISLA, PRI^EM k2 = "�!2 + i4���!
2 :zAWISIMOSTX OT WREMENI TIPA e�i!t.tOLXKO z-KOMPONENTA WEKTORA E OTLI^NA OT NULQ:E = (0; 0; E);
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648 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ^EREZ NEE WYRAVA�TSQ H� I H':H� = � i
�! 1� �E�' ; H' = i
�! �E�� ; Hz = 0:dLQ E = E(�; ') POLU^AEME =8>>>><>>>>:eik2x + 1Xm=�1amH(1)m (k2�)eim' PRI � > a;1Xm=�1bmJm(k1�)eim' PRI � < a; (1)GDE a | RADIUS PROWODA,am = �im k1�1 J 0m(k1a)Jm(k2a)� k2Jm(k1a)J 0m(k2a)k1�1 J 0m(k1a)H(1)m (k2a)� k2H(1)0m (k2a)Jm(k1a) ;bm = im Jm(k2a)Jm(k1a) + H(1)m (k2a)Jm(k1a) am:eSLI PROWOD IDEALXNO PROWODQ℄IJ, TOam = �im Jm(k2a)H(1)m (k2a) ; bm = 0:uKA Z AN I E. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ�E(1) + k21E(1) = 0 PRI r < a;�E(2) + k22E(2) = 0 PRI r > a;PRI^EM E(2) = E0 + u = eik2x + u;UDOWLETWORQ�℄EE NA POWERHNOSTI PROWODA � = a USLOWIQM NEPRERYW-NOSTI Ez I H', ^TO DAETE(1) = E(2); 1�1 �E(1)�� = �E(2)�� PRI � = a:kROME TOGO, FUNKCIQ u DOLVNA UDOWLETWORQTX NA BESKONE^NOSTI USLO-WI� IZLU^ENIQ lim�!1p���u�� � ik2u� = 0:rE[ENIE I℄ETSQ W WIDE (1). kO\FFICIENTY am I bm WY^ISLQ�TSQIZ USLOWIJ PRI � = a, PRI^EM DOLVNO BYTX ISPOLXZOWANO RAZLOVE-NIE eik2x W RQD:eik2x = eik2� 
os' = 1Xm=�1 imJm(k2�)eim':eSLI PROWOD IDEALXNO PROWODQ℄IJ, TO k1 =1 I GRANI^NYE USLO-WIQ SWODQTSQ K ODNOMU:E(2) = eik2a 
os' + u = 0 PRI � = a:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 649pO\TOMU DLQ am POLU^AETSQ WYRAVENIEam = �im Jm(k2a)H(1)m (k2a) :84.dIFRAKCIQ NA IDEALXNO PROWODQ℄EM [ARE. pLOSKAQ WOLNA RAS-PROSTRANQETSQ PO NAPRAWLENI� POLQRNOJ OSI z SFERI^ESKOJ SISTEMYKOORDINAT r; �; ', \LEKTRI^ESKOE POLE POLQRIZOWANO PO NAPRAWLENI�OSI x, A MAGNITNOE POLE | PO NAPRAWLENI� OSI y:E0x = H0y = eikz = eikr 
os � = 1Xn=0(2n+ 1)in n(kr)Pn(
os �);Er = �2U�r2 + k2U; E = 1r �2U�r �� ; E' = � ikr �U 0�� ; (1)Hr = �2U 0�r2 + k2U 0; H� = 1r �2U 0�r �� ; H' = ikr �U�� ; (2)GDE U = ru; U 0 = rv:fUNKCII u = Ur I v = U 0r NAHODQTSQ IZ WOLNOWYH URAWNENIJ�u+ k2u = 0 I �v + k2v = 0 I GRANI^NYH USLOWIJ��r (ru) = 0; v = 0 PRI r = a;KOTORYE QWLQ�TSQ SLEDSTWIEM RAWENSTWE� = 1r �2(ru)�r �� = 0; E' = � ikr ��� (rv) = 0 PRI r = a:dLQ TOGO ^TOBY RE[ITX ZADA^U, NADO, PREVDE WSEGO, NAJTI PO-TENCIALY u0 I v0 DLQ PADA�℄EJ WOLNY. pOSKOLXKU \LEKTROMAGNITNOEPOLE POLNOSTX� OPREDELQETSQ ZNA^ENIQMI Er I Hr, TO WY^ISLIM:E0r = �x�r E0x = sin � 
os'eikr 
os � = � 
os'ikr ��� eikr 
os � == 1Xn=0(2n+ 1)in  n(kr)ikr P (1)n (
os �) 
os';H0r = �y�r H0y = sin � sin'eikr 
os � = � sin'ikr ��� eikr 
os � == 1Xn=0(2n+ 1)in  n(kr)ikr P (1)n (
os �) sin';GDE P (1)n (
os �) = � dd� Pn(
os �):s DRUGOJ STORONY,E0r = �2(ru0)�r2 + k2ru0; H0r = �2(rv0)�r2 + k2(rv0):
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os � == 1Xn=0(2n+ 1)in  n(kr)ikr P (1)n (
os �) 
os';H0r = �y�r H0y = sin � sin'eikr 
os � = � sin'ikr ��� eikr 
os � == 1Xn=0(2n+ 1)in  n(kr)ikr P (1)n (
os �) sin';GDE P (1)n (
os �) = � dd� Pn(
os �):s DRUGOJ STORONY,E0r = �2(ru0)�r2 + k2ru0; H0r = �2(rv0)�r2 + k2(rv0):



650 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQpOLAGAQ u0 = 1Xn=0 an n(kr)P (1)n (
os �) 
os';v0 = 1Xn=0 vn n(kr)P (1)n (
os �) sin';SRAWNIWAQ OBA WYRAVENIQ DLQ E0r I H0r I U^ITYWAQ URAWNENIEd2dr2 (r n) + k2r n = n(n+ 1) nr ;POLU^AEM an = bn = 2n+ 1n(n+ 1) in�1k :bUDEM TEPERX ISKATX RE[ENIE ZADA^I W WIDEu(r; �; ') = 1Xn=0 an[ n(kr) + �n�(1)n (kr)℄P (1)n (
os �) 
os';v(r; �; ') = 1Xn=0 an[ n(kr) + �n�(1)n (kr)℄P (1)n (
os �) sin':gRANI^NYE USLOWIQ PRI r = a POZWOLQ�T OPREDELITX �n I �n:�n = � 	n(ka)Z(1)n (ka) ; 	n(x) = ddx [x n(x)℄;  n(x) =q �2x Jn+1=2(x);�n = �  n(ka)�(1)n (ka) ; Z(1)n (x) = ddx [x�(1)n (x)℄; �(1)n (x) =q �2x H(1)n+1=2(x):85. dIFRAKCIQ NA PROWODQ℄EJ SFERE. eSLI SISTEMA KOORDINAT IPADA�℄AQ WOLNA WYBRANY TAK VE, KAK I W PREDYDU℄EJ ZADA^E, TO IS-KOMYE POTENCIALY bORGNISA 1) U = ru I U 0 = rv BUDUT OPREDELQTXSQWYRAVENIQMIu =8>>>><>>>>: 1Xn=0 an[ n(k1r) + �n�(1)n (k1r)℄P (1)n (
os �) 
os' PRI r > a(WOZDUH);1Xn=0An n(k2r)P (1)n (
os �) 
os' PRI r < a;v = 8>><>>: 1Pn=0 an[ n(k1r) + �n�(1)n (k1r)℄P (1)n (
os �) sin' PRI r > a;1Pn=0Bn n(k2r)P (1)n (
os �) sin' PRI r < a;GDE �n = k21�1  n(k1a)	n(k2a)� k22�2  n(k2a)	n(k1a)� ;1)sM. ZADA^U 70.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 651An = k21 [	n(k1a)Z(1)n (k1a)�  n(k1a)�(1)n (k1a)℄�1� an;� = k22�2 Z(1)n (k1a) n(k2a)� k21�1 	n(k2a)�(1)n (k1a);ANALOGI^NO ZAPISYWA�TSQ WYRAVENIQ DLQ Bn I �n, k2 | WOLNOWOE^ISLO [ARA, k1 | WOLNOWOE ^ISLO SREDY.sOSTAWLQ�℄IE \LEKTRI^ESKOGO I MAGNITNOGO POLEJ WY^ISLQ�TSQPO FORMULAM (1) I (2) ZADA^I 84. iSKL�^ENIE SOSTAWLQ�T WYRAVENIQDLQ E' I H': E' = � i!�er �U 0�� ;H' = ik2
!�r �U�� :uKA Z AN I E. sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ POLU^ENNYMI PRI RE[E-NII PREDYDU℄EJ ZADA^I WYRAVENIQMI DLQ POTENCIALOW u0 I v0 PADA-�℄EJ WOLNY. gRANI^NYE USLOWIQ NA POWERHNOSTI [ARA IME�T WID��r (ru2) = ��r (ru1); k21u1�1 = k22u2�2 ;��r (rv2) = ��r (rv1); �1v1 = �2v2 9>=>; PRI r = a:3. iZLU^ENIE \LEKTROMAGNITNYH WOLN.86. |LEKTRI^ESKIJ DIPOLX W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE.pUSTX p = p0e�i!t | MOMENT DIPOLQ. wYBEREM SFERI^ESKU� SISTE-MU KOORDINAT r; �; ', W NA^ALE KOORDINAT POMESTIM DIPOLX, A OSX zNAPRAWIM WDOLX WEKTORA p0; TOGDA MOVNO NAPISATXEr = 2 
os � � 1r2 � ikr ��0;E� = sin � � 1r2 � ikr � k2��0;H' = ik sin � �ik � 1r��0;E' = Hr = H� = 0:zDESX �0 | SOSTAWLQ�℄AQ WEKTORA gERCA, NAPRAWLENNOGO WDOLX OSI z,�0 = p0 eikrr e�i!t:w WOLNOWOJ ZONE (kr � 1) S TO^NOSTX� DO ^LENOW PORQDKA 1r2 IBOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTIEr = 0; E� = H' = �k2 sin ��0:sREDNIJ ZA PERIOD POTOK \NERGIIY = 2�r2 �Z0 
4� 12 E�H' sin � d� = p20k4
3 :uKA Z AN I E. sM. [7, S. 451℄.
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652 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ87. uKA Z AN I E. pUSTX DIPOLX POME℄EN W NA^ALE SFERI^ESKOJSISTEMY KOORDINAT r; �; ', A EGO MOMENT p0 NAPRAWLEN WDOLX OSI z(� = 0). tOGDAEr = �2�r2 (ru) + k2(ru); E� = 1r �2�r �� (ru); E' = 1r �2�r �' (ru) = 0;Hr = 0; H� = 0; H' = ik �u�� ; 9>=>;(1)GDE u = Ur | RE[ENIE URAWNENIQ�u+ k2u = 0;PRI^EM limr!1 r ��u�r � iku� = 0 (USLOWIE IZLU^ENIQ).uSLOWIE WOZBUVDENIQ MOVNO WZQTX W WIDEH' � �p0 ik sin �r2 PRI MALYH rILI H' = �p0k2 sin �r eikr PRI BOLX[IH r:|TO DAET u = A�(1)1 (kr) 
os �; �(1)1 (kr) = ik2 eikrr �ik � 1r� ;GDE A = ik2p0:oTS�DA I SLEDU�T FORMULY ZADA^I 86 DLQ SOSTAWLQ�℄IHPOLQ Er, E�, H'.88. pUSTX DIPOLX S MOMENTOM p = p0e�i!t NAPRAWLEN WDOLX OSI zKOORDINATNOJ SISTEMY r; �; ', NA^ALO KOTOROJ POME℄ENO W CENTRE SFE-RY RADIUSA a.fUNKCIQ u = u(r; �) OPREDELQETSQ PO FORMULEu(r; �) = [A�1(kr) +B 1(kr)℄P1(
os �);GDE A = ik2p0;  n(x) =q �2x Jn+1=2(x);B = �Z(1)1 (ka)	1(ka) = �ka�(1)01 (ka) + �(1)1 (ka)ka 01(ka) +  1(ka) ; �(1)n (x) =q �2x H(1)n+1=2(x):sOSTAWLQ�℄IE POLQ WY^ISLQ�TSQ PO FORMULAM (1) ZADA^I 87.uKA Z AN I E. zADA^A OTLI^AETSQ OT PREDYDU℄EJ TEM, ^TO WMES-TO USLOWIQ IZLU^ENIQ NA BESKONE^NOSTI ZDESX POQWLQETSQ GRANI^NOEUSLOWIE E� = 0 ILI ��r (ru) = 0 NA POWERHNOSTI SFERY PRI r = a.pO\TOMU W RE[ENII DOLVNY SODERVATXSQ DWE LINEJNO NEZAWISI-MYE CILINDRI^ESKIE FUNKCII, NAPRIMER H(1)n+1=2 I H(2)n+1=2, Nn+1=2I Jn+1=2, H(1)n+1=2 I Jn+1=2 I T.D. mY WYBIRAEM FUNKCII Jn+1=2

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 653I H(1)n+1=2. pOSTOQNNAQ A| TA VE, ^TO I W PREDYDU℄EJ ZADA^E, POSTO-QNNAQ B WYBIRAETSQ IZ USLOWIQ PRI r = a.89. eSLI WYBRATX SFERI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT r; �; ' S NA-^ALOM W CENTRE SFERY I POLQRNOJ OSX� � = 0, NAPRAWLENNOJ WDOLXDIPOLQ, TO MOVNO NAPISATX:Er = �2�r2 (ru) + k2(ru); E� = 1r �2(ru)�r �� ; E' = 0;Hr = 0; H� = 0; H' = i
k2�! �u�� ;PRI^EM k2 = 8><>:k21 = "1�1!2 + i4��1�1!
2 PRI r > a;k22 = "2�2!2 + i4��2�2!
2 PRI r < a:fUNKCIQ u = �u1 PRI r > a;u2 PRI r < aOPREDELQETSQ FORMULAMIu1 = C�(1)1 (k1r) 
os �;u2 = ip0k22 [�(1)1 (k2r) +B 1(k2r)℄ 
os �;GDE B = �(1)1 (ak2)Z(1)1 (ak1)� k21�22k22�1 �(1)1 (ak1)Z(1)1 (ak2)k21�2k22�1 �(1)1 (ak1)	1(ak2)�  1(ak2)Z(1)1 (ak1) ;C = �(1)1 (ak2)	1(ak2)�  1(ak2)Z(1)1 (ak2)k21�2k22�1 �(1)1 (ak1)	1(ak2)�  1(ak2)Z(1)1 (ak1) p0k22 ;	1(x) = ddx [x 1(x)℄; Z(1)1 (x) = ddx [x�(1)1 (x)℄:pRI �1 ! 1 C ! 0, B ! �Z(1)1 (ak2)	1(ak2) , T. E. MY PRIHODIM K RE[ENI�ZADA^I 88.pRI a!1 C ! 0, B ! 0, I MY POLU^AEM RE[ENIE ZADA^I 86 ODIPOLE W NEOGRANI^ENNOM PROSTRANSTWE.90. wWEDEM SFERI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT r; �; ' S NA^ALOM WCENTRE SFERY I POLQRNOJ OSX�, NAPRAWLENNOJ WDOLX DIPOLQ. kAK I WPREDYDU℄EJ ZADA^E,E' = Hr = H� = 0; Er = �2�r2 (ru) + k2(ru); E� = 1r �2(ru)�r �� ;H' = i
k2�! �u�� ;
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654 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE u = (u1 PRI r < a;u2 PRI a < r < b;u3 PRI r > bOPREDELQ�TSQ WYRAVENIQMIu1 = ip0k20 [�(1)1 (k0r) +A 1(k0r)℄ 
os �;u2 = [B 1(kr) + C�(1)1 (kr)℄ 
os �;u3 = D�(1)1 (k0r) 
os �:kO\FFICIENTY A, B, C, D NAHODQTSQ IZ RE[ENIQ SISTEMYSLEDU�℄IH ^ETYREH URAWNENIJ:ip0k20 [�(1)1 (ak0) +A 1(ak0)℄ = k2k20� [B 1(ak) + C�(1)1 (ak)℄;D�(1)1 (k0b) = k2k20� [B 1(kb) + C�(1)1 (kb)℄;ip0k2[Z(1)1 (k0a) +A	1(k0a)℄ = B	1(ka) + CZ(1)1 (ka);DZ(1)1 (k0b) = B	1(kb) + CZ(1)1 (kb):zDESX PRINQTY OBOZNA^ENIQ	1(x) = [x 1(x)℄0; Z(1)1 (x) = [x�(1)1 (x)℄0:uKA Z AN I E. pOTENCIALY u1, u2, u3 UDOWLETWORQ�T URAWNENIQM�us + k2sus = 0 (s = 1; 2; 3); k1 = k3 = k0; k2 = k;I GRANI^NYM USLOWIQMk20u1 = k2� u2;��r (u1r) = ��r (u2r)9>=>; PRI r = a; k2� u2 = k20u3;��r (ru2) = ��r (ru3)9>=>; PRI r = b:o WYBORE WYRAVENIJ DLQ u1, u2, u3 SM. PREDYDU℄IE ZADA^I.91. rE[EN I E. wWEDEM SFERI^ESKU� SISTEMU KOORDINAT r0; �; 'S NA^ALOM W CENTRE SFERY, DIPOLX NAHODITSQ W TO^KE r = r0, � = 0.pOLE NE ZAWISIT OT UGLA ' I OPREDELQETSQ ^EREZ SKALQRNYJ POTEN-CIAL u(r; �):Er = �2�r2 (ru) + k2(ru); E� = 1r �2(ru)�r �� ; E' = 0;Hr = 0; H� = 0; H' = i
k2�! �u�� :fUNKCIQ u = �u1 PRI r < a;u2 PRI r > aUDOWLETWORQET WOLNOWOMU URAWNENI� �u+ k2u = 0, GDEk2 = 8<:k20 = !2
2 PRI r < a;"�!2 + i4���!
2 PRI r > a:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 655nA POWERHNOSTI SFERY r = a DOLVNY BYTX NEPRERYWNY TANGEN-CIALXNYE SOSTAWLQ�℄IE WEKTORA E I WEKTORA H, T. E. E� I H':�2�r �� (ru1) = �2�r �� (ru2);k20 �u1�� = k2� �u2�� 9>=>; PRI r = a:|TI USLOWIQ BUDUT WYPOLNENY, ESLI POTREBOWATX, ^TOBY BYLINEPRERYWNY ��r (ru) I k2� u:��r (ru1) = ��r (ru2);k20u1 = k2� u2 9>=>; PRI r = a:fUNKCIQ ru1, O^EWIDNO, IMEET W ISTO^NIKE OSOBENNOSTX TIPA eik0RR ,GDE R = pr02 + r2 � 2rr0 
os � ((r; �; ') | TO^KA NABL�DENIQ), T. E.u1 � 1r0 eik0RR .pOLAGAQ u1 = u0 + v1, GDE u0 = �r0 u0 = �r0 eik0Rik0R (� | NORMIRO-WO^NYJ MNOVITELX, KOTORYJ BUDET OPREDELEN NIVE), POLU^AEM DLQ v1I u2 �v1 + k20v1 = 0 PRI r < a; �u2 + k2u2 = 0 PRI r > a;��r (rv1)� ��r (ru2) = � ��r (ru0);k20(v1 + u0) = k2� u2 9>=>; PRI r = a; (1)limr!1 r ��u2�r � iku2� = 0:~ASTNYE RE[ENIQ IME�T WIDv1n = [An n(k0r) +A0n�(1)n (k0r)℄Pn(
os �);u2n = [Bn�(1)n (kr) +B0n n(kr)℄Pn(
os �):w SILU OGRANI^ENNOSTI FUNKCII u1 PRI r = 0 KO\FFICIENTA0n = 0; IZ USLOWIQ IZLU^ENIQ PRI r !1 SLEDUET, ^TO B0n = 0.pO\TOMU v1(r; �) = 1Xn=0An n(k0r)Pn(
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os �):9>>>=>>>; (2)dLQ OPREDELENIQ KO\FFICIENTOW An I Bn IZ GRANI^NYH USLOWIJPRI r = a, ISPOLXZUEM RAZLOVENIQ FUNDAMENTALXNOGO RE[ENIQ u0 W



654 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQGDE u = (u1 PRI r < a;u2 PRI a < r < b;u3 PRI r > bOPREDELQ�TSQ WYRAVENIQMIu1 = ip0k20 [�(1)1 (k0r) +A 1(k0r)℄ 
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os �);u2(r; �) = 1Xn=0Bn�(1)n (kr)Pn(
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656 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQRQD PO POLINOMAM lEVANDRA:u0 = eik0Rik0R = 8>>><>>>: 1Xn=0 an�(1)n (k0r)Pn(
os �) PRI r > r0;1Xn=0 bn n(k0r)Pn(
os �) PRI r < r0; (3)an = (2n+ 1) n(k0r0); bn = (2n+ 1)�(1)n (k0r0):pRI r0 ! 0 DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIEu0 ! u = ip0k20�(1)1 (k0r)P1(
os �) (p0 | MOMENT DIPOLQ).u^ITYWAQ, ^TO PERWOE SLAGAEMOE PRI n = 0 W (3) SLEDUET OTBROSITX,TAK KAK DLQ NEGO H' = Er = E� = 0, I ZAME^AQ, ^TOlimr0!0 anr0 = �0 PRI n > 1;�0; 5k0 PRI n = 1;NAHODIM � = 2ip0k0. pODSTAWLQQ W USLOWIQ (1) PRI r = a WYRAVE-NIQ (2) I (3) (PRI r = a > r0), POLU^AEM�anZ(1)n (k0a) +An	n(k0a) = BnZ(1)n (ka);k20 [an��(1)n (k0a) +An n(k0a)℄ = k2� Bn�(1)n (ka);Z(1)n (�) = [��(1)n (�)℄0; 	n(�) = [� n(�)℄0; � = �r0 = 2ip0k0r0 :oTS�DA NAHODIMAn = � k2k20� Z(1)n (k0a)�(1)n (ka)� �(1)n (k0a)Z(1)n (ka)� �an� ;Bn = h n(k0a)Z(1)n (k0a)� �(1)n (k0a)	n(k0a)i �an� ;� =  n(k0a)Z(1)n (ka)� k2k20� �(1)n (ka)	n(k0a):eSLI � !1 (k !1), TO Bn = 0,An = �Z(1)n (k0a)	n(k0a) �an;I MY PRIHODIM K RE[ENI� ZADA^I O DIPOLE, POME℄ENNOM W TO^-KE (r0; 0; ') WNUTRI IDEALXNO PROWODQ℄EJ SFERY.92. wERTIKALXNAQ \LEKTRI^ESKAQ ANTENNA NAD SFERI^ESKOJZEMLEJ. aNTENNA (TO^E^NYJ DIPOLX) POME℄ENA W TO^KE r0 = a+ h(h > 0), � = 0 I ORIENTIROWANA WDOLX OSI � = 0. mOMENT DIPOLQRAWEN p = p0e�i!t. wREMENNOJ MNOVITELX e�i!t MY WS�DU OPUSKAEM.dLQ POTENCIALA u = Ur IMEEM:WNUTRI ZEMLI (r < a)u1 = 1Xn=0An n(kr)Pn(
os �);

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 657WNE ZEMLI (r > a)u2 = � eik0Rik0R + 1Xn=0Bn�(1)n (k0r)Pn(
os �) == 8>>><>>>: 1Xn=0(�an +Bn)�(1)n (k0r)Pn(
os �) (r > r0);1Xn=0��bn n(k0r) +Bn�(1)n (k0r)�Pn(
os �) (r < r0);GDE An = �(1)n (k0a)	n(k0a)�  n(k0a)Z(1)n (k0a)k20k2 �(1)n (ka)	n(ka)� Z(1)n (ka) n(ka) k20k2 �bn; k0 = !
 ;Bn =  n(ka)	n(k0a)� k20k2  n(k0a)	n(ka)k20k2 �(1)n (k0a)	n(ka)� Z(1)n (k0a) n(ka) �bn; k2 = "!2 + i � 4��!
2 ;� = 1;an = (2n+ 1) n(k0r0); bn = (2n+ 1)�(1)n (k0r0); � = 2ip0k0a+ h :eSLI ZEMLQ IDEALXNO PROWODQ℄AQ, TOAn = 0; Bn = � 	n(k0a)Z(1)n (k0a) �bn:w REZULXTATEu1 = 0; u2 = u0 � 1Xn=0�bn  n(k0a)�(1)n (k0r)Z(1)n (k0a) Pn(
os �):sM. ZADA^U 91.93. wERTIKALXNAQ \LEKTRI^ESKAQ ANTENNA NA SFERI^ESKOJ ZEM-LE. aNTENNA POME℄ENA W TO^KE r0 = a, � = 0 NA POWERHNOSTI ZEMLI.wNUTRI ZEMLI (r < a)u1 = 2p0k20a2k2 1Xn=0 (2n+ 1) �(1)n (k0a) n(ka)[Z(1)n (k0a)� Cn℄  n(kr)Pn(
os �);WNE ZEMLI (r > a)u2 = 2p0a2 1Xn=0 (2n+ 1) �(1)n (k0r)Cn � Z(1)n (k0a) Pn(
os �):zDESX Cn OBOZNA^AET WYRAVENIECn = k20k2 	n(ka) n(ka) �(1)n (k0a):uKA Z AN I E. nEOBHODIMO W RE[ENII PREDYDU℄EJ ZADA^I SOWER-[ITX PREDELXNYJ PEREHOD PRI h! 0. w PROCESSE WY^ISLENIJ ISPOLX-42 b.m. bUDAK I DR.
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658 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQZOWATX WYRAVENIE DLQ WRONSKIANA n(x)�(1)n (x) � �(1)n (x) n(x) = ix2 :pREDELXNYJ PEREHOD PRI h! 0 DAETlimh!0(an� +Bn) = 2p0a2 2n+ 1Cn � Z(1)n (k0a) :4. aNTENNA NA PLOSKOJ ZEMLE.94. wWODITSQ \LEKTRI^ESKIJ WEKTOR gERCA�, NAPRAWLENNYJ WDOLXANTENNY. w CILINDRI^ESKOJ SISTEME KOORDINAT �; '; z IMEEM�� = �' = 0; �z = �:pOSKOLXKU ZADA^A OBLADAET AKSIALXNOJ SIMMETRIEJ,E� = �2��� �z ; E' = 0; Ez = �2��z2 + k2� = �1� ��� �� ���� � ;��+ k2� = 0; H� = Hz = 0; H' = � i
k2! ���� :nA POWERHNOSTI ZEMLI PRI z = 0k20�0 = k2�; ��0�z = ���z ;GDE �0; k20 = !2
2 SOOTWETSTWUET z > 0 (ATMOSFERA);�; k2 = "!2 + i4��!
2 SOOTWETSTWUET z < 0 (ZEMLQ)(� = 1):mOMENT DIPOLQ p = p0e�i!t, p0 = 1; MNOVITELX e�i!t WS�DU OPU℄EN.95. |LEKTROMAGNITNOE POLE WYRAVAETSQ ^EREZ MAGNITNYJ WEKTORgERCA, U KOTOROGO OTLI^NA OT NULQ LI[X SOSTAWLQ�℄AQ WDOLX OSIANTENNY �z = �, PO\TOMU Ez = 0. w SILU AKSIALXNOJ SIMMETRIIE� = 0; E' = i !
 ���� ;H� = �2����z ; H' = 0; Hz = k2�+ �2��z2 :pOTENCIAL � UDOWLETWORQET URAWNENI���+ k2� = 0; GDE k2 =8><>:k20 = !2
2 PRI z > 0;"!2 + i4��!
2 PRI z < 0;I USLOWIQM SOPRQVENIQ NA POWERHNOSTI ZEMLI�0 = �; ��0�z = ���z PRI z = 0;

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 659PRI^EM �0 = eik0RR +�0 WTOR;� = eikRR +�WTOR;GDE R = pr2 + z2. pERWYE ^LENY W NA[IH WYRAVENIQH OZNA^A�TPOTENCIAL gERCA DLQ DIPOLQ W NEOGRANI^ENNOJ SREDE S SOOTWETSTWU-�℄IM WOLNOWYM ^ISLOM (k ILI k0), �0 WTOR I �WTOR | WTORI^NOEIZLU^ENIE.96. wWEDEM SISTEMU KOORDINAT x; y; z, NAPRAWIW OSX z PERPENDI-KULQRNO K POWERHNOSTI ZEMLI, A OSX x | WDOLX ANTENNY,E = grad div�+ k2�; H = � ik2
! rot�; � = (�x; 0; �z);GDE �x I �z UDOWLETWORQ�T WOLNOWOMU URAWNENI�Ex = k2�x + ��x ���x�x + ��z�z � ; E� = ��y ���x�x + ��z�z � ;Ez = k2�z + ��z ���x�x + ��z�z � ;Hx = � i
k2! ��z�y ; H� = � i
k2! ���x�z � ��z�x � ; Hz = i
k2! ��x�y :gRANI^NYE USLOWIQ PRI z = 0 (NA POWERHNOSTI ZEMLI)k20�0z = k2�z; k20 ��0x�z = k2 ��x�z ;k20�0x = k2�x; ��0x�x + ��0z�z = ��x�x + ��z�z :oBY^NO WMESTO �z WWODITSQ FUNKCIQ F :�0z = �F0�x ; �z = k20k2 �F�x :pERWOE I POSLEDNEE GRANI^NYE USLOWIQ DA�T:F0 = F; �0x + �F0�z = �x + k20k2 �F�z :97. pUSTX RAMKA S TOKOM POME℄ENA W PLOSKOSTI x; z, TAK ^TO NOR-MALX K RAMKE NAPRAWLENA WDOLX OSI y. wEKTORY POLQ WYRAVA�TSQ ^E-REZ MAGNITNYJ WEKTOR gERCAE = i !
 rot�; H = k2�+ graddiv�;U WEKTORA � OTLI^NY OT NULQ SOSTAWLQ�℄IE �y I �z , TAK ^TOEx = i!
 ���z�y � ��y�z � ; Ey = � i!
 ��z�x ; Ez = i !
 ��y�x ;Hx = ��x ���y�y + ��z�z � ; Hy = k2�y + ��y ���y�y + ��z�z � ;Hz = k2�z + ��z ���y�y + ��z�z � :42�
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gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 659PRI^EM �0 = eik0RR +�0 WTOR;� = eikRR +�WTOR;GDE R = pr2 + z2. pERWYE ^LENY W NA[IH WYRAVENIQH OZNA^A�TPOTENCIAL gERCA DLQ DIPOLQ W NEOGRANI^ENNOJ SREDE S SOOTWETSTWU-�℄IM WOLNOWYM ^ISLOM (k ILI k0), �0 WTOR I �WTOR | WTORI^NOEIZLU^ENIE.96. wWEDEM SISTEMU KOORDINAT x; y; z, NAPRAWIW OSX z PERPENDI-KULQRNO K POWERHNOSTI ZEMLI, A OSX x | WDOLX ANTENNY,E = grad div�+ k2�; H = � ik2
! rot�; � = (�x; 0; �z);GDE �x I �z UDOWLETWORQ�T WOLNOWOMU URAWNENI�Ex = k2�x + ��x ���x�x + ��z�z � ; E� = ��y ���x�x + ��z�z � ;Ez = k2�z + ��z ���x�x + ��z�z � ;Hx = � i
k2! ��z�y ; H� = � i
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660 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQgRANI^NYE USLOWIQ PRI z = 0�0z = �z ; k20�0y = k2�y;��0y�z = ��y�z ; ��0y�y + ��0z�z = ��y�y + ��z�z :eSLI POLOVITX �0z = �F0�y ; �z = �F�y ;TO WMESTO PERWOGO I ^ETWERTOGO USLOWIJ POLU^AETSQF0 = F; �0y + �F0�z = �y + �F�z :98. pOME℄AEM W ANTENNU NA^ALO KOORDINAT. tOGDA NAD ZEMLEJ�0 = 2k2k20 + k2 eik0RR + 1Z0 f0(�)J0(�r)e�p�2�k20 zd� (z > 0);W ZEMLE � = 2k20k20 + k2 eikRR + 1Z0 f(�)J0(�r)e+p�2�k2 zd� (z < 0);GDE f0(�) = 2k20k2k20 + k2 �p�2 � k20 � p�2 � k20 �p�2 � k2k2p�2 � k20 + k20 p�2 � k2 ;f(�) = � 2k20k2k20 + k2 �p�2 � k2 � p�2 � k20 �p�2 � k2k2p�2 � k20 + k20 p�2 � k2 ;R =pr2 + z2:rE[EN I E. wWODIM SOGLASNO ZADA^E 94 \LEKTRI^ESKIJ WEKTORgERCA � = (0; 0; �z = �), PRI^EM�0 = 2k2k20 + k2 eik0RR +�0 WTOR; � = 2k20k20 + k2 eikRR +�WTOR:wOSPOLXZUEMSQ INTEGRALXNYM RAZLOVENIEM PERWI^NOGO POTEN-CIALA eikRR = 1Z0 J0(�r) e�p�2�k2 jzj� d�p�2 � k2 ;I BUDEM ISKATX WTORI^NOE WOZBUVDENIE W WIDE�0 WTOR = 1Z0 f0(�) J0(�r)e�p�2�k20 z d� (z > 0);�WTOR = 1Z0 f(�) J0(�r)ep�2�k20 z d� (z < 0):�0 WTOR I �WTOR, PREDSTAWLENNYE \TIMI INTEGRALAMI, UDOWLETWO-RQ�T URAWNENIQM��0 WTOR + k20�0 WTOR = 0; ��WTOR + k2�WTOR = 0:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 661tREBUQ WYPOLNENIQ GRANI^NYH USLOWIJk20�0 = k2�; ��0�z = ���z PRI z = 0;POLU^AEM1Z0 J0(�r) � 2k20k2k20 + k2 ��0 + f0(�)k20� d� = 1Z0 � 2k20k2k20 + k2 �� + f(�)� J0(�r) d�I 1Z0 [�0f0(�) + �f(�)℄ J0(�r) d� = 0 (� =p�2 � k2);GDE �2 = �2 � k2, �20 = �2 � k20 .oTS�DA I NAHODIMf0(�) = 2k20k2k20 + k2 ��0 �0 � �k2�0 + k20� ;f(�) = � 2k20k2k20 + k2 �� �0 � �k2�0 + k20� :~ASTNYE SLU^AI:1) k =1, ZEMLQ | IDEALXNO PROWODQ℄AQ,f(�) = 0; f0(�) = 2��0 ;�0 = 2 1Z0 J0(�r)e��0 jzj � d��0 = 2 eik0RR ;� = 0 (W ZEMLE). pERWI^NOE WOZBUVDENIE ANTENNY OTRAVAETSQ OT PO-WERHNOSTI ZEMLI;2) k = k0, ANTENNA W ODNORODNOJ SREDE (W WOZDUHE). w \TOM SLU^AEf0(�) = 0; f(�) = 0;� = eik0RR WO WSEM PROSTRANSTWE.99. mAGNITNYJ WEKTOR gERCA � = (0; 0; �) OPREDELQETSQ SLE-DU�℄IM OBRAZOM:NAD ZEMLEJ�0 = eik0RR + 1Z0 f0(�) J0(�r) e��0z d� (z > 0);W ZEMLE �0 = eikRR + 1Z0 f(�) J0(�r) e�z d� (z < 0);GDE f0(�) = ��0 �0 � ��0 + � ; f(�) = �� �� �0�+ �0 ;�0 =q�2 � k20 ; � =p�2 � k2:
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662 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQwYRAVENIQ DLQ �0 I � MOVNO ZAPISATX INA^E:�0 = 1Z0 2J0(�r)�+ �0 e��0z � d� PRI z > 0;� = 1Z0 2J0(�r)�+ �0 e�z � d� PRI z < 0:w SLU^AE IDEALXNO PROWODQ℄EJ ZEMLI k = 1, � = 1 I � == �0 = 0. dEJSTWIE MAGNITNOJ ANTENNY KOMPENSIRUETSQ WIHREWYMITOKAMI, WOZNIKA�℄IMI W ZEMLE.uKA Z AN I E. sM. ZADA^I 95 I 98.100. eSLI ANTENNA NAPRAWLENA WDOLX OSI x, TO W SOOTWETSTWII SZADA^EJ 96 WEKTOR gERCA � = (�x; 0; �z), GDE�0x = 1Z0 2J0(�r)N 0 e��0z � d� PRI z > 0;�x = k20k2 1Z0 2J0(�r)N 0 e�z � d� PRI z < 0;�0z = 2(k2 � k20) 
os' 1Z0 J 00(�r)NN 0 e��0z �2 d�; z > 0;�z = 2k20k2 (k2 � k20) 
os' 1Z0 J 00(�r)NN 0 e�z �2 d�; z < 0;GDEN 0 = �+ �0; N = k2�0 + k20�; � =p�2 � k2; �0 =q�2 � k20 :uKA Z AN I E. fUNKCIQ �x OPREDELQETSQ URAWNENIEM �u+ k2u = 0I GRANI^NYMI USLOWIQMIk20�0x = k2�x; k20 ��0x�z = k2 ��x�z PRI z = 0:oTS�DA WIDNO, ^TO FUNKCII �0x I k2k20 �x SOWPADA�T S WYRAVENIQMIDLQ �0 I � W RE[ENII PREDYDU℄EJ ZADA^I 99.dLQ FUNKCII �z = �F�x IMEEMF0 = F; �0x + �F0�z = �x + k20k2 �F�z PRI z = 0:pOLAGAQ F0 = 1Z0 f0(�) J0(�r) e��0z d� (z > 0);F = 1Z0 f(�) J0(�r) e�z d� (z < 0)

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 663I POLXZUQSX UVE NAJDENNYMI WYRAVENIQMI DLQ �0x I �x, POLU^AEMf0(�) = f(�) = 2(k2 � k20)�NN 0 :fUNKCIQ �z WY^ISLQETSQ PO FORMULE�0z = �F0�x = 
os' �F0�r ; �z = k20k2 
os' �F�r :101.iSPOLXZUEM WSE OBOZNA^ENIQ ZADA^I 97. w \TOM SLU^AE POLQEIH WYRAVA�TSQ ^EREZ MAGNITNYJ WEKTOR gERCA � = (0; �y; �z), GDE�0y = 1Z0 2k20N J0(�r)e��0z� d� PRI z > 0;�y = 1Z0 2k20N J0(�r)e�z� d� PRI z < 0;�0z = 2(k2 � k20) sin' 1Z0 J 00(�r)NN 0 e��0z�2 d� PRI z > 0;�z = 2(k2 � k20) sin' 1Z0 J 00(�r)NN 0 e�z�2 d� PRI z < 0:zNA^ENIQ N I N 0 DANY W OTWETE K ZADA^E 100.102. pOLQRIZACIONNYJ POTENCIAL � = (0; 0; �z = �) OPREDELQ-ET KOMPONENTY \LEKTROMAGNITNOGO POLQ S POMO℄X� FORMULE = graddiv�+ k2�; H = �ik rot�:dLQ POTENCIALA � = ��1 PRI z > a;�2 PRI 0 < z < aPOLU^AEM �1 = �1 PERW +�1 WTOR; �2 = �2 PERW +�2 WTOR;GDE �1 PERW = 1Z0 J0(�r) e��1(z�z0) � d��1 ;�1 WTOR = 1Z0 f1(�)J0(�r) e��1(z+z0�2a) � d��1 ;�2PERW = 1Z0 f2(�)J0(�r) e�2(z�z0) �d��2 ;�2 WTOR = 1Z0 f3(�)J0(�r) e��2(z+z0) �d��2 ;�1 =q�2 � k21 ; �2 =q�2 � k22 :iSPOLXZUQ GRANI^NYE USLOWIQk21�1 = k22�2; ��1�z = ��2�z PRI z = a;
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664 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQA TAKVE ��2�z = 0 PRI z = 0, NAHODIMf1(�) = k22�1 � k21�2 th�2ak22�1 + k21�2 th�2a ;f2(�) = f3(�) = �2k21e��1z0+�1a+�2z0�2k21 sh�2a+ �1k22 
h�2a :103. pUSTX I = I0f(s)e�i!t (f(s) > 1) | SILA TOKA W PRQMOLI-NEJNOM PROWODNIKE �l 6 s 6 l DLINOJ 2l. 
ILINDRI^ESKAQ SISTEMAKOORDINAT WYBRANA TAK, ^TO LINEJNYJ TOK NAPRAWLEN WDOLX OSI z ISIMMETRI^EN OTNOSITELXNO NA^ALA KOORDINAT. wEKTOR gERCA � == (0; 0; �) OPREDELQETSQ FORMULOJ�(�; '; z) = I0�ik
 lZ�l�0[�; '; z; �;  ; �℄ f(�) d�;GDE �0 = eikRR , R | RASSTOQNIE MEVDU TO^KAMI [M(�; '); z℄ I[M0(�;  ); �℄, E = graddiv�+ k2�; H = �ik rot�:sOPROTIWLENIE IZLU^ENIQ RAWNOR = � 1I0� lZ�l�[f 00 + k2f ℄ dz ��f 0 l����l�;ESLI f(�l) = f(l) = 0:uKA Z AN I E. nORMIROWKA � POLU^AETSQ IZ USLOWIQ H' � 2l
�WBLIZI TOKA.wHODNOE SOPROTIWLENIE LINEJNOGO TOKA OPREDELQETSQ SLEDU�℄EJFORMULOJ METODA NAWEDENNYH \.D.S.:R = � 1I0 lZ�lEz(M0; M0; z)f(z) dz:pODSTAWLQQ S�DA WMESTO Ez WYRAVENIEEz = �2��z2 + k2�I INTEGRIRUQ PO ^ASTQM, POLU^IM PRIWEDENNOE WY[E WYRAVENIEDLQ R.104. eSLI DIPOLX POLUWOLNOWOJ, TO I = I0f(z) PRI �l 6 z 6 l,GDE f(z) = 
os kz; k = !
 ;� = I0�ik
 lZ�l�0(M; M0; z � �) 
os k� d�;WHODNOE SOPROTIWLENIE POLUWOLNOWOGO DIPOLQR = 1
� 2�Z0 1� 
os�� d� � i 2�Z0 sin�� d��:

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 665aKTIWNAQ SOSTAWLQ�℄AQ WHODNOGO SOPROTIWLENIQ ILI SOPROTIW-LENIE IZLU^ENIQ Ra = 1
 2�Z0 1� 
os�� d�:rEAKTIWNAQ SOSTAWLQ�℄AQ ILI REAKTANCRr = �1
 2�Z0 sin�� d�:rE[EN I E. dLQ WY^ISLENIQ R ISPOLXZUETSQ Ez = �2��z2 + k2�,GDE Ez = I0�i
k lZ�l ��2�0�z2 + k2�0(M; M0; z � �)� j(�) d�:u^ITYWAQ, ^TO �2�0�z2 = �2�0��2 , I INTEGRIRUQ W DALXNEJ[EM PO ^ASTQM,POLU^IMEz(M; M0; z) = I0�i
k� lZ�l�0(M; M0; z � �)[f 00(�) + k2f(�)℄ d� ++�0(M; M0; l + z)f 0(�l)��0(M; M0; l � z)f 0(l)�:|TO WOZMOVNO, ESLI f 00(z) KUSO^NO NEPRERYWNA.dLQ POLUWOLNOWOGO DIPOLQf 00(z) + k2f = 0; f(�l) = 0; f 0(�l) = �f 0(l) = k:pO\TOMUEz(M; M0; z) = I0�i
��0(M; M0; l + z) + �0(M; M0; l � z)	:pODSTANOWKA \TOGO ZNA^ENIQ Ez W FORMULUR = � 1I0 lZ�lEz(M0; M0; z) f(z) dzDAET R = �2i
 lZ�l�0(M0; M0; l + z) f(z) dz;GDE �0(M0; M0; l + z) = eik(l+z)l+ z :pOLAGAQ l + z = �, POSLE NESLOVNYH PREOBRAZOWANIJ POLU^A-EM PRIWEDENNU� WY[E FORMULU DLQ R. w ^ASTNOSTI, W PRAKTI^ESKOJSISTEME EDINICR = 30� 2�Z0 1� 
os�� d�� i 2�Z0 sin�� d�� OM.



664 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQA TAKVE ��2�z = 0 PRI z = 0, NAHODIMf1(�) = k22�1 � k21�2 th�2ak22�1 + k21�2 th�2a ;f2(�) = f3(�) = �2k21e��1z0+�1a+�2z0�2k21 sh�2a+ �1k22 
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666 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQ105. pUSTX OSX z SOWPADAET S OSX� WOLNOWODA, A DIPOLX NAHODIT-SQ W PLOSKOSTI z = � W TO^KE M0 I NAPRAWLEN PARALLELXNO OSI z. pO-LE OPREDELQETSQ ODNOJ LI[X z-KOMPONENTOJ \LEKTRI^ESKOGO WEKTORAgERCA � = (0; 0; �);GDE � = 4�p0�ik
 �0(M; M0; z � �); p0 = I0l | MOMENT DIPOLQ,M I M0 | TO^KI W PLOSKOSTI PERPENDIKULQRNOGO SE^ENIQ,�0(M; M0; z � �) = 1Xn=1  n(M) n(M0)2pn e�pnjz��j; (1)pn = p�n � k2, k = !=
, �n | SOBSTWENNOE ZNA^ENIE, A  n | NORMI-ROWANNYE SOBSTWENNYE FUNKCII KRAEWOJ ZADA^I�2 n + �n n = 0 W S; n = 0 NA C;S | POPERE^NOE SE^ENIE WOLNOWODA, C | GRANICA OBLASTI S.sOPROTIWLENIE IZLU^ENIQR(a) = limz!1 1I20 ZZSz+S�z 
4� [EH�℄ d�RAWNO R(a) = 4�
 l2k NXn=1 �n 2n(M0)2pk2 � �n ;GDE N | MAKSIMALXNOE ^ISLO BEGU℄IH WOLN W WOLNOWODE, TAK ^TO�N < k2; �N+1 > k2:eSLI DIPOLX NAHODITSQ NA OSI KRUGLOGO WOLNOWODA RADIUSA a, TOR(a) = 2
k2a2 � la�2 NXm=1 �2mJ21 (�m)r1� �2ma2k2 ;GDE �m | KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0.uKA Z AN I E. fORMULA � = 4�p0�ik
 �0 SLEDUET IZ OB℄EJ FORMULYDLQ �, PRIWEDENNOJ W OTWETE K ZADA^E 103. fUNKCIQ ISTO^NIKA �0 DLQWOLNOWOGO URAWNENIQ �u+ k2u = 0W PROIZWOLXNOJ CILINDRI^ESKOJ OBLASTI S NULEWYMI GRANI^NYMIUSLOWIQMI BYLA POSTROENA W ZADA^E 45.pRI WY^ISLENII R(a) ISPOLXZOWANA FORMULAR(a) = limz!1 
4�I20 ZZSz+S�z�ExH�y �EyH�x	 dx dy 1)I PERWAQ FORMULA gRINA.1)sM. [7, S. 528℄.

gL. VII. uRAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA 667106. dLQ PROIZWOLXNOGO LINEJNOGO TOKA I = I0f(z) PRI �l 6 z 6 lFUNKCIQ gERCA � = 4�I0�ik
 lZ�l�0(M; M0; z � �)f(�) d�;GDE �0(M; M0; z � �), DAETSQ FORMULOJ (1) OTWETA ZADA^I 105.mO℄NOSTX IZLU^ENIQ Wr = I20R(a), GDER(a) = 4�
k NXn=1 �2n 2n(M0)2{n �� lZ�l f(�) 
os{n� d��2 + � lZ�l f(�) sin{n� d��2�;{n =pk2 � �n:w OB℄EM SLU^AE DLQ POLUWOLNOWOGO DIPOLQ W WOLNOWODE PROIZ-WOLXNOGO SE^ENIQ S POLU^A�TSQ FORMULYR(a) = 4�
 NXn=1  2n(M0)(1 + 
os�p1� 
2n)�np1� 
2n ;R(r) = �4�
 NXn=1  2n(M0) sin�p1� 
2n�np1� 
2n ++ 4�
 1Xn=N+1  2n(M0)(1 + e��p
2n � 1)�np
2n � 1 ;� n + �n n = 0 W S,  n = 0 NA C, ZS  2n dS = 1, 
2n = �nk2 , C |GRANICA S, 
N < 1, 
N+1 > 1. sM. ZADA^I 45 I 103.107. dLQ POLUWOLNOWOGO DIPOLQ, LEVA℄EGO NA OSI KRUGLOGO WOL-NOWODA, IMEEM:AKTIWNAQ ^ASTX WHODNOGO SOPROTIWLENIQR(a) = 4
 NXm=1 1 + 
os�p1� 
2mJ21 (�m)�2mp1� 
2m (
N < 1; 
N+1 > 1);REAKTANCR(r) = �4
 NXm=1 sin�p1� 
2mJ21 (�m)�2mp1� 
2m + 4
 1Xm=N+1 1� e��p
2m � 1J21 (�m)�2mp
2m � 1 ;GDE 
2m = �2ma2k2 , �m | KORENX URAWNENIQ J0(�) = 0, a | RADIUSWOLNOWODA.108. pUSTX S (0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b) | SE^ENIE WOLNOWODA.A) bESKONE^NO MALYJ DIPOLX ORIENTIROWAN WDOLX OSI y I NA-HODITSQ W TO^KE M0(d; y0). sOPROTIWLENIE IZLU^ENIQ \TOGO DIPOLQDAETSQ FORMULOJ
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668 oTWETY, UKAZANIQ I RE[ENIQR(a) = l2!" NXm=1 N 0Xn=1 {mn �� mn�y0 (M0)�22�mn + !�l2 N1Xm=0 N 01Xn=0 "� ^ mn�x0 (M0)#22^{mn^�mn ;(1)GDE  n(M) =  mn(x; y) =r 4ab sin �ma x sin �nb y;^ n(M) = ^ mn(x; y) =q"m"nab 
os �ma x 
os �nb y �"j = �1; j = 0;2; j 6= 0 � ;�mn = �2 �m2a2 + n2b2 � (m; n = 1; 2; : : : );^�mn = �2 �m2a2 + n2b2 � (m; n = 0; 1; 2; : : : );{mn =pk2 � �mn; ^{mn =qk2 � ^�mn:pREDELY N I N 0, N1 I N 01 TAKOWY, ^TO �NN 0 , ^�N1N 01 | NAIBOLX[IESOBSTWENNYE ZNA^ENIQ, PRI KOTORYH {mn I ^{mn WE℄ESTWENNY.w NAIBOLEE INTERESNOM DLQ PRAKTIKI SLU^AE WOLNY H10 IMEEM 10 = 0; ^ 10(x; y) =r 2ab 
os �a x; ^�10 = ��a�2 ;I DLQ R(a) POLU^AEM FORMULU sL\TERAR(a) = l2abq�" sin2 �a dr1� � �ak�2 (2)(FORMULY (1) I (2) DANY W PRAKTI^ESKOJ SISTEME EDINIC).B) pUSTX POLUWOLNOWOJ DIPOLX ORIENTIROWAN WDOLX OSI y, A EGOKONCY NAHODQTSQ W TO^KAH M1(d; y1) I M2(d; y2), PRI^EM y2 � y1 == �2 = �k . rASPREDELENIE TOKA W DIPOLE DAETSQ FORMULOJI = I0 sin k(y � y1):sOPROTIWLENIE IZLU^ENIQ RAWNOR(a) = 8�
 k Xm=1Xn=0 2"nab sin2 �ma d 
os2 �nb �y1 + �2k� 
os2 �n2bkPmn �k2 � ��nb �2� (�mn < k2),GDEPmn =p�mn � k2; �mn = �2�m2a2 + n2b2 � ; "n = �1; n = 0;2; n 6= 0:wERHNIE PREDELY SUMMIROWANIQ NAHODQTSQ IZ USLOWIQ �mn < k2.

dopolnenieI. rAZLI^NYE ORTOGONALXNYE SISTEMY KOORDINATpUSTX x; y; z | DEKARTOWY KOORDINATY NEKOTOROJ TO^KI, Ax1; x2; x3 | KRIWOLINEJNYE ORTOGONALXNYE KOORDINATY \TOJ TO^KI.kWADRAT \LEMENTA DLINY WYRAVAETSQ FORMULOJds2 = dx2 + dy2 + dz2 = h21dx21 + h22dx22 + h23dx23;GDE hi =r� �x�xi�2 + � �y�xi�2 + � �z�xi�2 (i = 1; 2; 3)| METRI^ESKIE KO\FFICIENTY, ILI KO\FFICIENTY lAM\. oRTOGONALX-NAQ KOORDINATNAQ SISTEMA POLNOSTX� HARAKTERIZUETSQ TREMQ METRI-^ESKIMI KO\FFICIENTAMI h1, h2, h3.pRIWEDEM OB℄EE WYRAVENIE DLQ OPERATOROW grad, div, rot I OPERA-TORA lAPLASA � W ORTOGONALXNOJ KRIWOLINEJNOJ SISTEME KOORDINAT:gradu = 3Xj=1 1hj �u�xj ij ;divA = 1h1h2h3 h ��x1 (h2h3A1) + ��x2 (h3h1A2) + ��x3 (h1h2A3)i ;rotA = 1h1h2h3 ���������h1i1 h2i2 h3i3��x1 ��x2 ��x3h1A1 h2A2 h3A3��������� ;�u = 1h1h2h3 h ��x1 �h2h3h1 �u�x1�+ ��x2 �h3h1h2 �u�x2�+ ��x3 �h1h2h3 �u�x3�i ;GDE i1, i2, i3 | EDINI^NYE BAZISNYE WEKTORY, A = (A1; A2; A3) |PROIZWOLXNYJ WEKTOR, u | SKALQR, As = As(x1; x2; x3), s = 1; 2; 3,u = u(x1; x2; x3).1. pRQMOUGOLXNYE KOORDINATY.x1 = x; x2 = y; x3 = z; h1 = 1; h2 = 1; h3 = 1gradu = �u�x i+ �u�y j + �u�z k; divA = �Ax�x + �Ay�y + �Az�z ;
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670 dOPOLNENIErotA = �������� i j k��x ��y ��zAx Ay Az �������� = ��Az�y � �Ay�z � i+ : : : ;�u = uxx + uyy + uzz;GDE i, j I k | NAPRAWLQ�℄IE EDINI^NYE WEKTORY OSEJ x; y; z.2. 
ILINDRI^ESKIE KOORDINATY.x1 = r; x2 = '; x3 = zSWQZANY S PRQMOUGOLXNYMI KOORDINATAMI URAWNENIQMIx = r 
os'; y = r sin'; z = z:kOORDINATNYE POWERHNOSTI: r = 
onst | CILINDRY, ' = 
onst |PLOSKOSTI, z = 
onst | PLOSKOSTI.mETRI^ESKIE KO\FFICIENTY RAWNYh1 = 1; h2 = r; h3 = 1;TAK ^TO gradu = �u�r i1 + 1r �u�' i2 + �u�z i3;divA = 1r ��r (rA1) + 1r �A2�� + �A3�z ;rotA = �1r �A3�' � �A2�z � i1+��A1�z � �A3�r � i2+�1r ��r (rA2)� 1r �A1�' � i3;�u = 1r ��r �r �u�r �+ 1r2 �2u�'2 + �2u�z2 :3. sFERI^ESKIE KOORDINATY.x1 = r; x2 = �; x3 = 'SWQZANY S PRQMOUGOLXNYMI KOORDINATAMI FORMULAMIx = r sin � 
os'; y = r sin � sin'; z = r 
os �:kOORDINATNYE POWERHNOSTI: KONCENTRI^ESKIE SFERY r = 
onst,PLOSKOSTI ' = 
onst, KONUSY � = 
onst.mETRI^ESKIE KO\FFICIENTY RAWNYh1 = 1; h2 = r; h3 = r sin �;TAK ^TO gradu = �u�r i1 + 1r �u�� i2 + 1r sin � �u�' i3;divA = 1r2 ��r (r2A1) + 1r sin � ��� (sin �A2) + 1r sin � �A3�' ;

dOPOLNENIE 671rotA = 1r sin � � ��� (sin �A3)� �A2�' � i1 ++ 1r � 1sin � �A1�' � ��r (rA3)� i2 + 1r h ��r (rA2)� �A1�� i i3;�u = 1r2 ��r �r2 �u�r �+ 1r2 sin � ��� �sin � �u�� �+ 1r2 sin2 � �2u�'2 :4. |LLIPTI^ESKIE KOORDINATY.x1 = �; x2 = �; x3 = zOPREDELQ�TSQ S POMO℄X� FORMUL PREOBRAZOWANIQx = 
��; y = 
p(�2 � 1)(1� �2); z = z;GDE 
 | MAS[TABNYJ MNOVITELX.mETRI^ESKIE KO\FFICIENTY RAWNYh1 = 
r�2 � �2�2 � 1 ; h2 = 
r�2 � �21� �2 ; h3 = 1:kOORDINATNYE POWERHNOSTI: � = 
onst | CILINDRY \LLIPTI^ES-KOGO SE^ENIQ S FOKUSAMI W TO^KAH x = �
, y = 0, � = 
onst |SEMEJSTWO KONFOKALXNYH GIPERBOLI^ESKIH CILINDROW, z = 
onst |PLOSKOSTI.5. pARABOLI^ESKIE KOORDINATY. eSLI r; � | POLQRNYE KO-ORDINATY TO^KI NA PLOSKOSTI, TO PARABOLI^ESKIE KOORDINATY MOGUTBYTX WWEDENY S POMO℄X� FORMULx1 = � = p2r sin �2 ; x2 = � = p2r 
os �2 ; x3 = z:kOORDINATNYE POWERHNOSTI � = 
onst I � = 
onst PREDSTAWLQ-�T SOBOJ PERESEKA�℄IESQ PARABOLI^ESKIE CILINDRY S OBRAZU�℄IMI,PARALLELXNYMI OSI z.sWQZX S DEKARTOWYMI KOORDINATAMI DA�T FORMULYx = 12 (�2 � �2); y = ��; z = z:mETRI^ESKIE KO\FFICIENTYh1 = h2 =p�2 + �2; h3 = 1:6. |LLIPSOIDALXNYE KOORDINATY. wWODQTSQ S POMO℄X� URAW-NENIJ (a > b > 
).x2a2 + � + y2b2 + � + z2
2 + � = 1 (� > �
2) (URAWNENIE \LLIPSOIDA),x2a2 + � + y2b2 + � + z2
2 + � = 1 (�
2 > � > �b2)(URAWNENIE ODNOPOLOSTNOGO GIPERBOLOIDA),
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672 dOPOLNENIEx2a2 + � + y2b2 + � + z2
2 + � = 1 (�b2 > � > �a2)(URAWNENIE DWUHPOLOSTNOGO GIPERBOLOIDA).kAVDOJ TO^KE (x; y; z) SOOTWETSTWUET TOLXKO ODNA SISTEMA ZNA^E-NIJ �; �; �.pARAMETRY x1 = �; x2 = �; x3 = �I NAZYWA�TSQ \LLIPSOIDALXNYMI KOORDINATAMI. kOORDINATY x; y; zWYRAVA�TSQ QWNO ^EREZ �; �; �:x = �r (�+ a2)(�+ a2)(� + a2)(b2 � a2)(
2 � a2) ;y = �r (�+ b2)(�+ b2)(� + b2)(
2 � b2)(a2 � b2) ;z = �r (�+ 
2)(�+ 
2)(� + 
2)(a2 � 
2)(b2 � 
2) :kO\FFICIENTY lAM\ RAWNYh1 = 12r (�� �)(�� �)R2(�) ; h2 = 12r (�� �)(�� �)R2(�) ;h3 = 12r (� � �)(� � �)R2(�) ;GDE R(s) =p(s+ a2)(s+ b2)(s+ 
2) (s = �; �; �):oPERATOR lAPLASA MOVNO PREDSTAWITX W WIDE�u = 4(�� �)(�� �)(�� �)�(�� �)R(�) ��� �R(�) �u���++ (� � �)R(�) ����R(�) �u���+ (�� �)R(�) ��� �R(�) �u�� ��:~ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ lAPLASA, ZAWISQ℄EE TOLXKO OT �,U = U(�) DAETSQ FORMULOJU = A Z d�R(�) +B;GDE A I B | PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE.7. wYROVDENNYE \LLIPSOIDALXNYE KOORDINATY.A) wYROVDENNYE \LLIPSOIDALXNYE KOORDINATY (�; �; ') DLQ WY-TQNUTOGO \LLIPSOIDA WRA℄ENIQ OPREDELQ�TSQ PRI POMO℄I FORMULx = 
 sin� 
os'; y = 
 sin� sin� sin'; z = 
 
h� 
os�;GDE 
| MAS[TABNYJ MNOVITELX, 0 6 � <1, 0 6 � 6 �, �� < ' 6 �.kOORDINATNYE POWERHNOSTI: WYTQNUTYE \LLIPSOIDY WRA℄ENIQ � == 
onst, DWUHPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY WRA℄ENIQ � = 
onst I PLOS-KOSTI ' = 
onst.

dOPOLNENIE 673kWADRAT LINEJNOGO \LEMENTA DAETSQ WYRAVENIEMds2 = 
2(sh2 �+ sin2 �)(d�2 + d�2) + 
2 sh2 � sin2 � d'2;OTKUDA DLQ METRI^ESKIH KO\FFICIENTOW POLU^A�TSQ ZNA^ENIQh1 = h2 = 
qsh2 �+ sin2 �; h3 + h' = 
 sh� sin�:uRAWNENIE lAPLASA IMEET WID�u = 1
2(sh2 �+ sin2 �) � 1sh� ��� �sh� �u���+ 1sin � ��� �sin� �u���++ � 1sh2 � + 1sin2 �� �2u�'2 � = 0:B) sISTEMA WYROVDENNYH \LLIPSOIDALXNYH KOORDINAT (�; �; ')DLQ SPL�SNUTOGO \LLIPSOIDA WRA℄ENIQ OPREDELQETSQ S POMO℄X�RAWENSTWx = 
 
h� sin� 
os'; y = 
 
h� sin� sin'; z = 
 sh� 
os';0 6 � <1; 0 6 � 6 �; �� < ' 6 �:kOORDINATNYE POWERHNOSTI: SPL�SNUTYE \LLIPSOIDY WRA℄E-NIQ � = 
onst, ODNOPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY WRA℄ENIQ � = 
onst IPLOSKOSTI ' = 
onst, PROHODQ℄IE ^EREZ OSX z.kWADRAT LINEJNOGO \LEMENTA I OPERATOR lAPLASA W RASSMATRI-WAEMOJ SISTEME KOORDINAT IME�T WIDds2 = 
2(
h2 �� sin2 �)(d�2 + d�2) + 
2 
h2 � sin2 � d'2;�u = 1
2(
h2 �� sin2 �) � 1
h� ��� �
h� �u���+ 1sin � ��� �sin� �u���++ � 1sin2 � � 1
h2 �� �2u�'2 � :8. tOROIDALXNYE KOORDINATY. sISTEMA TOROIDALXNYH KOOR-DINAT (�; �; ') OPREDELQETSQ PRI POMO℄I FORMULx = 
 sh� 
os'
h�� 
os � ; y = 
 sh� sin'
h�� 
os � ; z = 
 sin �
h�� 
os � ;GDE 
 | MAS[TABNYJ MNOVITELX, 0 6 � < 1, �� < � 6 �, �� << ' 6 �.kOORDINATNYE POWERHNOSTI SUTX TORY � = 
onst(�� 
 
th�)2 + z2 = � 
sh��2 (� =px2 + y2);SFERY � = 
onst (z � 
 
tg �)2 + �2 = � 
sin ��2 ;PLOSKOSTI ' = 
onst.43 b.m. bUDAK I DR.
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674 dOPOLNENIEkWADRAT LINEJNOGO \LEMENTA W TOROIDALXNOJ SISTEME KOORDINATIMEET WID ds2 = 
2(
h�� 
os �)2 [d�2 + d�2 + sh2 � d'2℄;METRI^ESKIE KO\FFICIENTY RAWNYh� = h� = 

h�� 
os � ; h' = 
 sh�
h�� 
os � ;I OPERATOR lAPLASA DAETSQ SLEDU�℄IM WYRAVENIEM:�u = ��� � sh�
h�� 
os � �u���+ ��� � sh�
h�� 
os � �u���++ 1(
h�� 
os �) sh� �2u�'2 :uDOBNO WWODITX WMESTO u NOWU� FUNKCI� v S POMO℄X� SOOTNO-[ENIQ u =p2 
h�� 2 
os� � v;PRI \TOM URAWNENIE �u = 0 PRIWODITSQ K URAWNENI�v�� + v�� + v� 
th�+ 14 v + 1sh2 � v'' = 0:9. bIPOLQRNYE KOORDINATY.A) bIPOLQRNYE KOORDINATY NA PLOSKOSTI.pEREMENNYE x1 = �; x2 = �; x3 = zNAZYWA�TSQ BIPOLQRNYMI KOORDINATAMI, ESLI IME�T MESTO RAWENSTWAx = a sh�
h�� 
os � ; y = a sin �
h�� 
os � ; z = z:mETRI^ESKIE KO\FFICIENTY RAWNYh1 = h2 = a
h�� 
os � ; h3 = 1:B) bISFERI^ESKIE KOORDINATYx1 = �; x2 = �; x3 = 'OPREDELQ�TSQ PRI POMO℄I FORMULx = 
 sin� 
os'
h� � 
os� ; y = 
 sin� sin'
h � � 
os� ; z = 
 sh �
h� � 
os� ;GDE 
 | POSTOQNNYJ MNOVITELX, 0 6 � < �, �1 < � <1, �� << ' 6 �.|TI FORMULY MOVNO PREDSTAWITX W KOMPAKTNOJ FORMEz + i� = 
i 
tg �+ i�2 (� =px2 + y2):kOORDINATNYE POWERHNOSTI SUTX:WERETENOOBRAZNYE POWERHNOSTI WRA℄ENIQ � = 
onst(�� 
 
tg�)2 + z2 = � 
sin��2 ;

dOPOLNENIE 675SFERY � = 
onst�2 + (z � 
 
th�)2 = � 
sh ��2 ;PLOSKOSTI � = 
onst.wYRAVENIE DLQ KWADRATA LINEJNOGO \LEMENTA W PROSTRANSTWEN-NYH BIPOLQRNYH KOORDINATAH IMEET WIDds2 = 
2(
h� � 
os�)2 [d�2 + d�2 + sin2 �d'2℄;OTKUDA SLEDUETh1 = h2 = 

h� � 
os� ; h3 = 
 sin�
h� � 
os� ;I URAWNENIE lAPLASA PRINIMAET WID��� � sin�
h� � 
os� �u���+ ��� � sin�
h� � 
os� �u���++ 1sin�(
h� � 
os�) �2u�'2 = 0:pRI RE[ENII URAWNENIQ lAPLASA UDOBNA PODSTANOWKAu =p2 
h� � 2 
os� v:tOGDA DLQ FUNKCII v POLU^AETSQ URAWNENIEv�� + v�� + v� 
tg�� 14 v + 1sin2 � v'' = 0:10. sFEROIDALXNYE KOORDINATY.A) wYTQNUTYE SFEROIDALXNYE KOORDINATYx1 = �; x2 = �; x3 = ';x = 
��; y = 
p(�2� 1)(1� �2) 
os'; z = 
p(�2� 1)(1� �2) sin';� > 1; �1 6 � 6 1; 0 6 ' 6 2�;h1 = 
r�2 � �2�2 � 1 ; h2 = 
r�2 � �21� �2 ; h3 = 
p(�2 � 1)(1� �2):B) sPL�SNUTYE SFEROIDALXNYE KOORDINATYx1 = �; x2 = �; x3 = ';x = 
�� sin'; y = 
p(�2 � 1)(1� �2); z = 
�� 
os':pOWERHNOSTI � = 
onst | SPL�SNUTYE SFEROIDY, � = 
onst |ODNOPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY.mETRI^ESKIE KO\FFICIENTYh1 = 
r�2 � �2�2 � 1 ; h2 = 
r�2 � �21� �2 ; h3 = 
 ��:43�
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h�� 
os � ; h' = 
 sh�
h�� 
os � ;I OPERATOR lAPLASA DAETSQ SLEDU�℄IM WYRAVENIEM:�u = ��� � sh�
h�� 
os � �u���+ ��� � sh�
h�� 
os � �u���++ 1(
h�� 
os �) sh� �2u�'2 :uDOBNO WWODITX WMESTO u NOWU� FUNKCI� v S POMO℄X� SOOTNO-[ENIQ u =p2 
h�� 2 
os� � v;PRI \TOM URAWNENIE �u = 0 PRIWODITSQ K URAWNENI�v�� + v�� + v� 
th�+ 14 v + 1sh2 � v'' = 0:9. bIPOLQRNYE KOORDINATY.A) bIPOLQRNYE KOORDINATY NA PLOSKOSTI.pEREMENNYE x1 = �; x2 = �; x3 = zNAZYWA�TSQ BIPOLQRNYMI KOORDINATAMI, ESLI IME�T MESTO RAWENSTWAx = a sh�
h�� 
os � ; y = a sin �
h�� 
os � ; z = z:mETRI^ESKIE KO\FFICIENTY RAWNYh1 = h2 = a
h�� 
os � ; h3 = 1:B) bISFERI^ESKIE KOORDINATYx1 = �; x2 = �; x3 = 'OPREDELQ�TSQ PRI POMO℄I FORMULx = 
 sin� 
os'
h� � 
os� ; y = 
 sin� sin'
h � � 
os� ; z = 
 sh �
h� � 
os� ;GDE 
 | POSTOQNNYJ MNOVITELX, 0 6 � < �, �1 < � <1, �� << ' 6 �.|TI FORMULY MOVNO PREDSTAWITX W KOMPAKTNOJ FORMEz + i� = 
i 
tg �+ i�2 (� =px2 + y2):kOORDINATNYE POWERHNOSTI SUTX:WERETENOOBRAZNYE POWERHNOSTI WRA℄ENIQ � = 
onst(�� 
 
tg�)2 + z2 = � 
sin��2 ;

dOPOLNENIE 675SFERY � = 
onst�2 + (z � 
 
th�)2 = � 
sh ��2 ;PLOSKOSTI � = 
onst.wYRAVENIE DLQ KWADRATA LINEJNOGO \LEMENTA W PROSTRANSTWEN-NYH BIPOLQRNYH KOORDINATAH IMEET WIDds2 = 
2(
h� � 
os�)2 [d�2 + d�2 + sin2 �d'2℄;OTKUDA SLEDUETh1 = h2 = 

h� � 
os� ; h3 = 
 sin�
h� � 
os� ;I URAWNENIE lAPLASA PRINIMAET WID��� � sin�
h� � 
os� �u���+ ��� � sin�
h� � 
os� �u���++ 1sin�(
h� � 
os�) �2u�'2 = 0:pRI RE[ENII URAWNENIQ lAPLASA UDOBNA PODSTANOWKAu =p2 
h� � 2 
os� v:tOGDA DLQ FUNKCII v POLU^AETSQ URAWNENIEv�� + v�� + v� 
tg�� 14 v + 1sin2 � v'' = 0:10. sFEROIDALXNYE KOORDINATY.A) wYTQNUTYE SFEROIDALXNYE KOORDINATYx1 = �; x2 = �; x3 = ';x = 
��; y = 
p(�2� 1)(1� �2) 
os'; z = 
p(�2� 1)(1� �2) sin';� > 1; �1 6 � 6 1; 0 6 ' 6 2�;h1 = 
r�2 � �2�2 � 1 ; h2 = 
r�2 � �21� �2 ; h3 = 
p(�2 � 1)(1� �2):B) sPL�SNUTYE SFEROIDALXNYE KOORDINATYx1 = �; x2 = �; x3 = ';x = 
�� sin'; y = 
p(�2 � 1)(1� �2); z = 
�� 
os':pOWERHNOSTI � = 
onst | SPL�SNUTYE SFEROIDY, � = 
onst |ODNOPOLOSTNYE GIPERBOLOIDY.mETRI^ESKIE KO\FFICIENTYh1 = 
r�2 � �2�2 � 1 ; h2 = 
r�2 � �21� �2 ; h3 = 
 ��:43�



676 dOPOLNENIE11. pARABOLOIDNYE KOORDINATY. pEREMENNYEx1 = �; x2 = �; x3 = ';OPREDELQEMYE SOOTNO[ENIQMIx = �� 
os'; y = �� sin'; z = 12 (�2 � �2);NAZYWA�TSQ PARABOLOIDNYMI KOORDINATAMI. mETRI^ESKIE KO\FFICI-ENTY RAWNY h1 = h2 =p�2 + �2; h3 = ��:kOORDINATNYE POWERHNOSTI � = 
onst, � = 
onst QWLQ�TSQ PARA-BOLAMI WRA℄ENIQ WOKRUG OSI SIMMETRII Oz.II. nEKOTORYE FORMULY WEKTORNOGO ANALIZAoBOZNA^ENIQ: a | WEKTORNAQ FUNKCIQ, u | SKALQRNAQ FUNKCIQ.[[ab℄
℄ = (a
)b� (b
)a;[a[b
℄℄ = b(a
)� 
(ab);grad(uv) = u gradv + v gradu;div(ua) = a gradu+ u diva;rot(ua) = [a gradu℄ + u rota;div[ab℄ = b rota� a rot b;rot rota = graddiva��a;grad(ab) = adiv b+ b diva+ [a rot b℄ + [b rota℄;rot[ab℄ = a div b� b diva+ (br)a� (ar)b;GDE (br)a = bx �a�x + by �a�y + bz �a�z :III. sPECIALXNYE FUNKCII1. tRIGONOMETRI^ESKIE FUNKCII.
os z = 1� 12 ! z2 + 14 ! z4 � : : : = 12 (eiz + e�iz) = 
h(iz);sin z = z � 13 ! z3 + 15 ! z5 � : : : = 12i (eiz � e�iz) = �i sh(iz);
os(x + y) = 
osx 
os y � sinx sin y;sin(x+ y) = sinx 
os y + 
osx sin y;
osx 
os y = 12 
os(x+ y) + 12 
os(x� y);sinx sin y = �12 
os(x+ y) + 12 
os(x� y):

dOPOLNENIE 6772. gIPERBOLI^ESKIE FUNKCII.
h z = 1 + 12 ! z2 + 14 ! z4 + : : : = 12 (ez + e�z) = 
os(iz);sh z = z + 13 ! z3 + 15 ! z5 + : : : = 12 (ez � e�z) = �i sin(iz);
h2 z � sh2 z = 1;
h(x+ y) = 
hx 
h y + shx sh y;sh(x+ y) = shx 
h y + 
hx sh y:3. iNTEGRAL O[IBOK.�(z) = 2p� zZ0 e��2 d�:rAZLOVENIE W RQD PRI MALYH z�(z) = 2p� �z � z31! 3 + z52! 5 � : : :� :aSIMPTOTI^ESKOE RAZLOVENIE PRI BOLX[IH z�(z) = 1� 1p� e�z2z �1� 12z2 + 3 � 4(2z)4 � 4 � 5 � 6(2z)6 + : : :� :w TABLICE 1 DANY ZNA^ENIQ �(z) DLQ 0 6 z 6 2; 3.4. gAMMA-FUNKCII.�(z) = 1Z0 e�ttz�1 dt (Re z > 0); �(z + 1) = z�(z);�(n+ 1) = n !; �(1) = 1; ��12� = p�;�(z)�(1� z) = �sin�z ; �(2z) = 22z�1p� �(z)��z + 12� ;�(z)! p2� zz�1=2 e�z DLQ z � 1:b\TA-FUNKCIQB(x; y) = 1Z0 tx�1(1� t)y�1 dt = �(x) �(y)�(x+ y) == 2 �=2Z0 sin2x�1 ' 
os2y�1 'd' (Rex > 0; Re y > 0):
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hx 
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678 dOPOLNENIE5. |LLIPTI^ESKIE FUNKCII.xZ0 dxp(1� x2)(1� k2x2) = sn�1(x; k);1Zx dxp(1� x2)(x2 + k2 � 1) = dn�1(x; k);1Zx dxp(1� x2)(1� k2 + k2x2) = 
n�1(x; k);xZ0 dxp(1 + x2)(1 + k02x2) = tn�1(x; k);K = 1Z0 dxp(1� x2)(1� k2x2) ;K 0 = 1Z0 dxp(1� x2)(1� (k0)2x2) ; k = sin�; k0 = 
os�:6. fUNKCII bESSELQ.Jn(z) = 1n! �z2�n 241� �z2�21! (n+ 1) + �z2�42! (n+ 1)(n+ 2) � : : :35 == 1Xk=0 (�1)k �z2�2k+n�(k + 1)�(k + n+ 1) �!z!1 r 2�z 
os hz � 12 � �n+ 12�i ;(Re z > 0),Nn(z) = 1� h2 ln�z2�+ 
 �  (n+ 1)i Jn(z)� 1� n�1Xm=0 (n�m� 1)!m! �z2�n�2m �� 1� 1Xm=1(�1)m �z2�n+2mm! (n+m)! " mXk=1� 1k + 1k + n�# ;GDE  (n) = �0(n)�(n) ,N0(z) �!z!0 2� (ln z � 0;11593); n = 0;Nn(z) �!z!0 (n� 1)!� �2z�n ; n = 1; 2; 3; : : : ;Nn(z) �!z!1 r 2�z sin hz � 12 � �n+ 12�i (Re z > 0);

dOPOLNENIE 679J�n(z) = (�1)n Jn(z); N�n(z) = (�1)nNn(z);Jn(z)N 0n(z)� J 0n(z)Nn(z) = �(Jn; Nn) = 2�z ;Nn�1(z) Jn(z)�Nn(z) Jn�1(z) = �(Jn; Nn) = 2�z9=;(OPREDELITELX wRONSKOGO),e�iz sin' = 1Xn=�1 Jn(z)e�in';Jn(z) = 12� �Z�� e�iz sin'+in'd' (n | CELOE ^ISLO),H(1)n (z) = Jn(z) + iNn(z) �!z!1 r 2�z expni hz � �2 n� �4 io ;H(2)n (z) = Jn(z)� iNn(z) �!z!1 r 2�z expn�i hz � �2 n� �4 io :rEKURRENTNYE FORMULY2nx Zn(x) = Zn�1 + Zn+1; 2Z 0n(x) = Zn�1 � Zn+1ILI ddx [xnZn(x)℄ = xnZn�1; ddx �Zn(x)xn � = �Zn+1xn ;Z 00 = �Z1; [xZ1(x)℄0 = xZ0(x);Z Z20 (�x)x dx = 12 x2 [Z20 (�x) + Z21(�x)℄;Z Z2m(�x)x dx = 12 x2 [Z2m(�x) � Zm�1(�x)Zm+^1(�x)℄:zDESX Zn(x) = AJn(x)+BNn(x) | L�BOE RE[ENIE URAWNENIQ bESSELQ1x ddx �x dZndx �+�1� n2x2�Zn = 0:fUNKCII MNIMOGO ARGUMENTAIn(x) = �1i �n Jn(ix) �!z!1 1p2�x ex; In(x) = 1Xk=0 �x2�2k+n�(k + 1)�(k + n+ 1) ;Kn(x) = 12 �in+1N (1)n (ix) �!z!1 q �2x e�x;Kn(x) �!x!0 (n� 1)!2 � 2x�n + : : : ; n > 0;I�n(x) = In(x); Kn(x) = K�n(x);K0(x) �!x!0 ��ln x2 + C�+ : : : ; C = 0; 5772 : : : | POSTOQNNAQ |JLERA.
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680 dOPOLNENIEIn(x)K 0n(x)� I 0n(x)Kn(x) = �(In; Kn) = � 1x ;In(x)Kn�1(x) + In�1(x)Kn(x) = ��(In; Kn) = 1x ;In�1(x)� In+1(x) = 2nx In(x); In�1(x) + In+1(x) = 2I 0n(x);Z 00n + 1x Z 0n ��1 + n2x2�Zn = 0; Zn = In ILI Zn = Kn:nEKOTORYE INTEGRALY1Z0 e�at Jn(bt) dtt = 1abn [pa2 + b2 � a℄n;1Z0 e�at Jn(bt) tn dt = (2b)n� (n+ 1=2)� (1=2) (a2 + b2)n+1=2 ;1Z0 e�atN0(bt) dt = �2=�pa2 + b2 ln a+pa2 + b2a(a; b WE℄ESTWENNY I POLOVITELXNY).7. pOLINOMY lEVANDRA. uRAWNENIE [(1�x2) y0℄0+n(n+1) y = 0(�1 < x < 1),1R = 1pr20 + r2 � 2rr0 
os � = 8>>>><>>>>: 1Xn=0 1r0 � rr0�n Pn(
os �) PRI r < r0;1Xn=0 1r �r0r �n Pn(
os �) PRI r > r0;(n+ 1)Pn+1(x)� x(2n+ 1)Pn(x) + nPn�1(x) = 0;Pn(x) = 12n n! dndxn [(x2 � 1)n℄:uRAWNENIE PRISOEDINENNYH FUNKCIJ[(1� x2)y0℄0 +�n(n+ 1)� m21� x2� y = 0;1Z�1 P (m)n (x)P (m)k (x) dx = 22n+ 1 (n+m)!(n�m)! Ækn; Ækn = �1; k = n;0; k 6= n;P (m)n (x) = (1� x2)m=2 dmdxm Pn(x);ei� 
os � = 1Xn=0(2n+ 1) in  n(�)Pn(
os �);

dOPOLNENIE 681 n(�) =r �2� Jn+1=2(�);eikRikR =8>>>><>>>>: 1Xn=0(2n+ 1)�(1)n (�0) n(�)Pn(
os �); r < r0;1Xn=0(2n+ 1) n(�0)�(1)n (�)Pn(
os �); r > r0;�(1)n (�) =r �2� H(1)n+1=2(�);R =qr2 + r20 � 2rr0 
os �;� = kr; �0 = kr0; n(�)�(1)0n (�)� �(1)n (�) 0n(�) = i� ; 0(�) = sin �� ;  1(�) = 1� � sin �� � 
os �� ;�(1)0 (�) = ei(���=2)� ; �(1)1 (�) = ei(���=2)� �1� � i� :8. gIPERGEOMETRI^ESKAQ FUNKCIQ F (�; �; 
). uRAWNENIEz(1� z)y00 + [
 � (�+ � + 1)z℄ y0 � ��y = 0;y = y1 = F (�; �; 
; z) = 1 + ��1 � 
 z + �(�+ 1) �(� + 1)1 � 2 � 
(
 + 1) z2 + : : : ;y = y2 = z1�
F (�� 
 + 1; � � 
 + 1; 2� 
; z);Pn(z) = F ��n; n+ 1; 1; 1� z2 � = (�1)nF ��n; n+ 1; 1; 1 + z2 � ;P (m)n (z) == (n+m)!2mm! (n�m)! (1� z2)m=2 F �m� n; m+ n+ 1; m+ 1; 1� z2 � :kONFL�\NTNAQ (WYROVDENNAQ) GIPERGEOMETRI^ESKAQ FUNKCIQF = F (�; 
; �) = 1 + �
 �1 + �(�+ 1) �2
(
 + 1) z! + : : : ;� d2Fd�2 + (
 � �) dFd� � �F = 0:
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os � = 8>>>><>>>>: 1Xn=0 1r0 � rr0�n Pn(
os �) PRI r < r0;1Xn=0 1r �r0r �n Pn(
os �) PRI r > r0;(n+ 1)Pn+1(x)� x(2n+ 1)Pn(x) + nPn�1(x) = 0;Pn(x) = 12n n! dndxn [(x2 � 1)n℄:uRAWNENIE PRISOEDINENNYH FUNKCIJ[(1� x2)y0℄0 +�n(n+ 1)� m21� x2� y = 0;1Z�1 P (m)n (x)P (m)k (x) dx = 22n+ 1 (n+m)!(n�m)! Ækn; Ækn = �1; k = n;0; k 6= n;P (m)n (x) = (1� x2)m=2 dmdxm Pn(x);ei� 
os � = 1Xn=0(2n+ 1) in  n(�)Pn(
os �);

dOPOLNENIE 681 n(�) =r �2� Jn+1=2(�);eikRikR =8>>>><>>>>: 1Xn=0(2n+ 1)�(1)n (�0) n(�)Pn(
os �); r < r0;1Xn=0(2n+ 1) n(�0)�(1)n (�)Pn(
os �); r > r0;�(1)n (�) =r �2� H(1)n+1=2(�);R =qr2 + r20 � 2rr0 
os �;� = kr; �0 = kr0; n(�)�(1)0n (�)� �(1)n (�) 0n(�) = i� ; 0(�) = sin �� ;  1(�) = 1� � sin �� � 
os �� ;�(1)0 (�) = ei(���=2)� ; �(1)1 (�) = ei(���=2)� �1� � i� :8. gIPERGEOMETRI^ESKAQ FUNKCIQ F (�; �; 
). uRAWNENIEz(1� z)y00 + [
 � (�+ � + 1)z℄ y0 � ��y = 0;y = y1 = F (�; �; 
; z) = 1 + ��1 � 
 z + �(�+ 1) �(� + 1)1 � 2 � 
(
 + 1) z2 + : : : ;y = y2 = z1�
F (�� 
 + 1; � � 
 + 1; 2� 
; z);Pn(z) = F ��n; n+ 1; 1; 1� z2 � = (�1)nF ��n; n+ 1; 1; 1 + z2 � ;P (m)n (z) == (n+m)!2mm! (n�m)! (1� z2)m=2 F �m� n; m+ n+ 1; m+ 1; 1� z2 � :kONFL�\NTNAQ (WYROVDENNAQ) GIPERGEOMETRI^ESKAQ FUNKCIQF = F (�; 
; �) = 1 + �
 �1 + �(�+ 1) �2
(
 + 1) z! + : : : ;� d2Fd�2 + (
 � �) dFd� � �F = 0:



682 dOPOLNENIEIV. tABLICY t A B L ICA 1iNTEGRAL O[IBOK �(z) = 2p� zZ0 e��2 d�, 0 6 z 6 2;3z �(z) z �(z) z �(z) z �(z)0,00 0,0000 0,40 0,4284 0,80 0,7421 1,20 0,91030,01 0,0113 0,41 0,4380 0,81 0,7480 1,21 0,91300,02 0,0226 0,42 0,4475 0,82 0,7538 1,22 0,91550,03 0,0338 0,43 0,4569 0,83 0,7595 1,23 0,91810,04 0,0451 0,44 0,4662 0,84 0,7651 1,24 0,92050,05 0,0564 0,45 0,4755 0,85 0,7707 1,25 0,92290,06 0,0676 0,46 0,4847 0,86 0,7761 1,26 0,92520,07 0,0789 0,47 0,4937 0,87 0,7814 1,27 0,92750,08 0,0901 0,48 0,5027 0,88 0,7867 1,28 0,92970,09 0,1013 0,49 0,5117 0,89 0,7918 1,29 0,93190,10 0,1125 0,50 0,5205 0,90 0,7969 1,30 0,93400,11 0,1236 0,51 0,5292 0,91 0,8019 1,31 0,93610,12 0,1348 0,52 0,5379 0,92 0,8068 1,32 0,93810,13 0,1459 0,53 0,5465 0,93 0,8116 1,33 0,94000,14 0,1569 0,54 0,5549 0,94 0,8163 1,34 0,94190,15 0,1680 0,55 0,5633 0,95 0,8209 1,35 0,94380,16 0,1790 0,56 0,5716 0,96 0,8254 1,36 0,94560,17 0,1900 0,57 0,5798 0,97 0,8299 1,37 0,94730,18 0,2009 0,58 0,5879 0,98 0,8342 1,38 0,94900,19 0,2118 0,59 0,5959 0,99 0,8385 1,39 0,95070,20 0,2227 0,60 0,6039 1,00 0,8427 1,40 0,95230,21 0,2335 0,61 0,6117 1,01 0,8468 1,41 0,95390,22 0,2443 0,62 0,6194 1,02 0,8508 1,42 0,95540,23 0,2550 0,63 0,6170 1,03 0,8548 1,43 0,95690,24 0,2657 0,64 0,6346 1,04 0,8586 1,44 0,95830,25 0,2763 0,65 0,6420 1,05 0,8624 1,45 0,95970,26 0,2869 0,66 0,6494 1,06 0,8661 1,46 0,96110,27 0,2974 0,67 0,6566 1,07 0,8698 1,47 0,96240,28 0,3079 0,68 0,6633 1,08 0,8733 1,48 0,96370,29 0,3183 0,69 0,6708 1,09 0,8768 1,49 0,96490,30 0,3286 0,70 0,6778 1,10 0,8802 1,50 0,96610,31 0,3389 0,71 0,6847 1,11 0,8835 1,51 0,96610,32 0,3491 0,72 0,6914 1,12 0,8868 1,6 0,97630,33 0,3593 0,73 0,6981 1,13 0,8900 1,7 0,98380,34 0,3694 0,74 0,7047 1,14 0,8931 1,8 0,98910,35 0,3794 0,75 0,7112 1,15 0,8961 1,9 0,99280,36 0,3893 0,76 0,7175 1,16 0,8991 2,0 0,99530,37 0,3992 0,77 0,7238 1,17 0,9020 2,1 0,99700,38 0,4090 0,78 0,7300 1,18 0,9048 2,2 0,99810,39 0,4187 0,79 0,7361 1,19 0,9076 2,3 0,9989

dOPOLNENIE 683t A B L ICA 2kORNI HARAKTERISTI^ESKIH URAWNENIJ J0(�) = 0 I J1(�) = 0kORNI �n kORNI �n kORNI �n kORNI �nn URAWNENIQ URAWNENIQ n URAWNENIQ URAWNENIQJ0(�) = 0 J1(�) = 0 J0(�) = 0 J1(�) = 01 2,4048 3,8317 6 18,0711 19,61592 5,5201 7,0156 7 21,2116 22,76013 8,6537 10,1735 8 24,3525 25,90374 11,7915 13,3237 9 27,4935 29,04685 14,9309 16,4706 10 30,6346 32,1897t A B L ICA 3kORNI HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ J0(�)J1(�) = 1lh �lh = ~ �1 �2 �3 �4 �5 �60,0 0,0000 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,47060,01 0,1412 3,8343 7,0170 10,1745 13,3244 16,47120,02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 13,3252 16,47180,03 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 13,3267 16,47310,06 0,3438 3,8473 7,0241 10,1794 13,3282 16,47430,08 0,3960 3,8525 7,0270 10,1813 13,3297 16,47550,10 0,4417 3,8577 7,0298 10,1833 13,3312 16,47670,15 0,5376 3,8706 7,0369 10,1882 13,3349 16,47970,20 0,6170 3,8835 7,0440 10,1931 13,3387 16,48280,30 0,7465 3,9091 7,0582 10,2029 13,3462 16,48880,40 0,8516 3,9344 7,0723 10,2127 13,3537 16,49490,50 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,50100,60 1,0184 3,9841 7,1004 10,2322 13,3686 16,50700,70 1,0873 4,0085 7,1143 10,2419 13,3761 16,51310,80 1,1490 4,0325 7,1282 10,2519 13,3835 16,51910,90 1,2048 4,0562 7,1421 10,2613 13,3910 16,52511,0 1,2558 4,0795 7,1558 10,2710 13,3984 16,53121,5 1,4569 4,1902 7,2223 10,3188 13,4353 16,56122,0 1,5994 4,2910 7,2884 10,3658 13,4719 16,59103,0 1,7887 4,4634 7,4103 10,4566 13,5434 16,64994,0 1,9081 4,6018 7,5201 10,5423 13,6125 16,70735,0 1,9898 4,7131 7,6177 10,6223 13,6786 16,76306,0 2,0490 4,8033 7,7039 10,6964 13,7414 16,81687,0 2,0937 4,8772 7,7797 10,7646 13,8008 16,86848,0 2,1286 4,9384 7,8464 10,8271 13,8566 16,91799,0 2,1566 4,9897 7,9051 10,8842 13,9090 16,965010,0 2,1795 5,0332 7,9569 10,9363 13,9580 17,009915,0 2,2509 5,1773 8,1422 11,1367 14,1576 17,200820,0 2,2880 5,2568 8,2534 11,2677 14,2983 17,344230,0 2,3261 5,3410 8,3771 11,4221 14,4748 17,534840,0 2,3455 5,3846 8,4432 11,5081 14,5774 17,650850,0 2,3572 5,4112 8,4840 11,5621 14,6433 17,727260,0 2,3651 5,4291 8,5116 11,5990 14,6889 17,780780,0 2,3750 5,4516 8,5466 11,6461 14,7475 17,8502100,0 2,3809 5,4652 8,5678 11,6747 14,7834 17,89311 2,4048 5,5201 8,6537 11,7915 14,9309 18,0711



682 dOPOLNENIEIV. tABLICY t A B L ICA 1iNTEGRAL O[IBOK �(z) = 2p� zZ0 e��2 d�, 0 6 z 6 2;3z �(z) z �(z) z �(z) z �(z)0,00 0,0000 0,40 0,4284 0,80 0,7421 1,20 0,91030,01 0,0113 0,41 0,4380 0,81 0,7480 1,21 0,91300,02 0,0226 0,42 0,4475 0,82 0,7538 1,22 0,91550,03 0,0338 0,43 0,4569 0,83 0,7595 1,23 0,91810,04 0,0451 0,44 0,4662 0,84 0,7651 1,24 0,92050,05 0,0564 0,45 0,4755 0,85 0,7707 1,25 0,92290,06 0,0676 0,46 0,4847 0,86 0,7761 1,26 0,92520,07 0,0789 0,47 0,4937 0,87 0,7814 1,27 0,92750,08 0,0901 0,48 0,5027 0,88 0,7867 1,28 0,92970,09 0,1013 0,49 0,5117 0,89 0,7918 1,29 0,93190,10 0,1125 0,50 0,5205 0,90 0,7969 1,30 0,93400,11 0,1236 0,51 0,5292 0,91 0,8019 1,31 0,93610,12 0,1348 0,52 0,5379 0,92 0,8068 1,32 0,93810,13 0,1459 0,53 0,5465 0,93 0,8116 1,33 0,94000,14 0,1569 0,54 0,5549 0,94 0,8163 1,34 0,94190,15 0,1680 0,55 0,5633 0,95 0,8209 1,35 0,94380,16 0,1790 0,56 0,5716 0,96 0,8254 1,36 0,94560,17 0,1900 0,57 0,5798 0,97 0,8299 1,37 0,94730,18 0,2009 0,58 0,5879 0,98 0,8342 1,38 0,94900,19 0,2118 0,59 0,5959 0,99 0,8385 1,39 0,95070,20 0,2227 0,60 0,6039 1,00 0,8427 1,40 0,95230,21 0,2335 0,61 0,6117 1,01 0,8468 1,41 0,95390,22 0,2443 0,62 0,6194 1,02 0,8508 1,42 0,95540,23 0,2550 0,63 0,6170 1,03 0,8548 1,43 0,95690,24 0,2657 0,64 0,6346 1,04 0,8586 1,44 0,95830,25 0,2763 0,65 0,6420 1,05 0,8624 1,45 0,95970,26 0,2869 0,66 0,6494 1,06 0,8661 1,46 0,96110,27 0,2974 0,67 0,6566 1,07 0,8698 1,47 0,96240,28 0,3079 0,68 0,6633 1,08 0,8733 1,48 0,96370,29 0,3183 0,69 0,6708 1,09 0,8768 1,49 0,96490,30 0,3286 0,70 0,6778 1,10 0,8802 1,50 0,96610,31 0,3389 0,71 0,6847 1,11 0,8835 1,51 0,96610,32 0,3491 0,72 0,6914 1,12 0,8868 1,6 0,97630,33 0,3593 0,73 0,6981 1,13 0,8900 1,7 0,98380,34 0,3694 0,74 0,7047 1,14 0,8931 1,8 0,98910,35 0,3794 0,75 0,7112 1,15 0,8961 1,9 0,99280,36 0,3893 0,76 0,7175 1,16 0,8991 2,0 0,99530,37 0,3992 0,77 0,7238 1,17 0,9020 2,1 0,99700,38 0,4090 0,78 0,7300 1,18 0,9048 2,2 0,99810,39 0,4187 0,79 0,7361 1,19 0,9076 2,3 0,9989

dOPOLNENIE 683t A B L ICA 2kORNI HARAKTERISTI^ESKIH URAWNENIJ J0(�) = 0 I J1(�) = 0kORNI �n kORNI �n kORNI �n kORNI �nn URAWNENIQ URAWNENIQ n URAWNENIQ URAWNENIQJ0(�) = 0 J1(�) = 0 J0(�) = 0 J1(�) = 01 2,4048 3,8317 6 18,0711 19,61592 5,5201 7,0156 7 21,2116 22,76013 8,6537 10,1735 8 24,3525 25,90374 11,7915 13,3237 9 27,4935 29,04685 14,9309 16,4706 10 30,6346 32,1897t A B L ICA 3kORNI HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ J0(�)J1(�) = 1lh �lh = ~ �1 �2 �3 �4 �5 �60,0 0,0000 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,47060,01 0,1412 3,8343 7,0170 10,1745 13,3244 16,47120,02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 13,3252 16,47180,03 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 13,3267 16,47310,06 0,3438 3,8473 7,0241 10,1794 13,3282 16,47430,08 0,3960 3,8525 7,0270 10,1813 13,3297 16,47550,10 0,4417 3,8577 7,0298 10,1833 13,3312 16,47670,15 0,5376 3,8706 7,0369 10,1882 13,3349 16,47970,20 0,6170 3,8835 7,0440 10,1931 13,3387 16,48280,30 0,7465 3,9091 7,0582 10,2029 13,3462 16,48880,40 0,8516 3,9344 7,0723 10,2127 13,3537 16,49490,50 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,50100,60 1,0184 3,9841 7,1004 10,2322 13,3686 16,50700,70 1,0873 4,0085 7,1143 10,2419 13,3761 16,51310,80 1,1490 4,0325 7,1282 10,2519 13,3835 16,51910,90 1,2048 4,0562 7,1421 10,2613 13,3910 16,52511,0 1,2558 4,0795 7,1558 10,2710 13,3984 16,53121,5 1,4569 4,1902 7,2223 10,3188 13,4353 16,56122,0 1,5994 4,2910 7,2884 10,3658 13,4719 16,59103,0 1,7887 4,4634 7,4103 10,4566 13,5434 16,64994,0 1,9081 4,6018 7,5201 10,5423 13,6125 16,70735,0 1,9898 4,7131 7,6177 10,6223 13,6786 16,76306,0 2,0490 4,8033 7,7039 10,6964 13,7414 16,81687,0 2,0937 4,8772 7,7797 10,7646 13,8008 16,86848,0 2,1286 4,9384 7,8464 10,8271 13,8566 16,91799,0 2,1566 4,9897 7,9051 10,8842 13,9090 16,965010,0 2,1795 5,0332 7,9569 10,9363 13,9580 17,009915,0 2,2509 5,1773 8,1422 11,1367 14,1576 17,200820,0 2,2880 5,2568 8,2534 11,2677 14,2983 17,344230,0 2,3261 5,3410 8,3771 11,4221 14,4748 17,534840,0 2,3455 5,3846 8,4432 11,5081 14,5774 17,650850,0 2,3572 5,4112 8,4840 11,5621 14,6433 17,727260,0 2,3651 5,4291 8,5116 11,5990 14,6889 17,780780,0 2,3750 5,4516 8,5466 11,6461 14,7475 17,8502100,0 2,3809 5,4652 8,5678 11,6747 14,7834 17,89311 2,4048 5,5201 8,6537 11,7915 14,9309 18,0711



684 dOPOLNENIE t A B L ICA 4kORNI �n HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ J0(�)N0(k�)�N0(�) J0(k�) = 0k �1 �2 �3 �4 �51,2 15,7014 31,4126 47,1217 62,8304 78,53851,5 6,2702 12,5598 18,8451 25,1294 31,41332,0 3,1230 6,2734 9,4182 12,5614 15,70402,5 2,0732 4,1773 6,2754 8,3717 10,46723,0 1,5485 3,1291 4,7038 6,2767 7,84873,5 1,2339 2,5002 3,7608 5,0196 6,27764,0 1,0244 2,0809 3,1322 4,1816 5,2301t A B L ICA 5kORNI HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ tg � = ��hh �1 �2 �3 �4 �5 �60 1,5708 4,7124 7,8540 10,9956 14,1372 17,27880,1 1,6320 4,7335 7,8667 11,0047 14,1443 17,28450,2 1,6887 4,7544 7,8794 11,0137 14,1513 17,29030,3 1,7414 4,7751 7,8920 11,0228 14,1584 17,29610,4 1,7906 4,7956 7,9046 11,0318 14,1654 17,30190,5 1,8366 4,8158 7,9171 11,0409 14,1724 17,30760,6 1,8798 4,8358 7,9295 11,0498 14,1795 17,31340,7 1,9203 4,8556 7,9419 11,0588 14,1865 17,31920,8 1,9586 4,8751 7,9542 11,0677 14,1935 17,32490,9 1,9947 4,8943 7,9665 11,0767 14,2005 17,33061,0 2,0288 4,9132 7,9787 11,0856 14,2075 17,33641,5 2,1746 5,0037 8,0382 11,1296 14,2421 17,36492,0 2,2889 5,0870 8,0965 11,1727 14,2764 17,39323,0 2,4557 5,2329 8,2045 11,2560 14,3434 17,44904,0 2,5704 5,3540 8,3029 11,3349 14,4080 17,50345,0 2,6537 5,4514 8,3914 11,4086 14,4699 17,55626,0 2,7165 5,5378 8,4703 11,4773 14,5288 17,60727,0 2,7654 5,6078 8,5406 11,5408 14,5847 17,65628,0 2,8044 5,6669 8,6031 11,5994 14,6374 17,70329,0 2,8363 5,7172 8,6587 11,6532 14,6860 17,748110,0 2,8628 5,7606 8,7083 11,7027 14,7335 17,790815,0 2,9476 5,9080 8,8898 11,8959 14,9251 17,974220,0 2,9930 5,9921 9,0019 12,0250 15,0625 18,113630,0 3,0406 6,0831 9,1294 12,1807 15,2380 18,301840,0 3,0651 6,1311 9,1986 12,2688 15,3417 18,418050,0 3,0801 6,1606 9,2420 12,3247 15,4090 18,495360,0 3,0901 6,1805 9,2715 12,3632 15,4559 18,549780,0 3,1028 6,2058 9,3089 12,4124 15,5164 18,6209100,0 3,1105 6,2211 9,3317 12,4426 15,5537 18,66501 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,7080 18,8496

dOPOLNENIE 685t A B L ICA 6pERWYE [ESTX KORNEJ 1) �n URAWNENIQ � tg� = CC �1 �2 �3 �4 �5 �60 0 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,70800,001 0,0316 3,1419 6,2833 9,4249 12,5665 15,70800,002 0,0447 3,1422 6,2835 9,4250 12,5665 15,70810,004 0,0632 3,1429 6,2838 9,4252 12,5667 15,70820,006 0,0774 3,1435 6,2841 9,4254 12,5668 15,70830,008 0,0893 3,1441 6,2845 9,4256 12,5670 15,70850,01 0,0998 3,1448 6,2848 9,4258 12,5672 15,70860,02 0,1410 3,1479 6,2864 9,4269 12,5680 15,70920,04 0,1987 3,1543 6,2895 9,4290 12,5696 15,71050,06 0,2425 3,1606 6,2927 9,4311 12,5711 15,71180,08 0,2791 3,1668 6,2959 9,4333 12,5727 15,71310,1 0,3111 3,1731 6,2991 9,4354 12,5743 15,71430,2 0,4328 3,2039 6,3148 9,4459 12,5823 15,72070,3 0,5218 3,2341 6,3305 9,4565 12,5902 15,72700,4 0,5932 3,2636 6,3461 9,4670 12,5981 15,73340,5 0,6533 3,2923 6,3616 9,4775 12,6060 15,73970,6 0,7051 3,3204 6,3770 9,4879 12,6139 15,74600,7 0,7506 3,3477 6,3923 9,4983 12,6218 15,75240,8 0,7910 3,3744 6,4074 9,5087 12,6296 15,75870,9 0,8274 3,4003 6,4224 9,5190 12,6375 15,76501,0 0,8603 3,4256 6,4373 9,5293 12,6453 15,77131,5 0,9882 3,5422 6,5097 9,5801 12,6841 15,80262,0 1,0769 3,6436 6,5783 9,6296 12,7223 15,83363,0 1,1925 3,8088 6,7040 9,7240 12,7966 15,89454,0 1,2646 3,9352 6,8140 9,8119 12,8678 15,95365,0 1,3138 4,0336 6,9096 9,8928 12,9352 16,01076,0 1,3496 4,1116 6,9924 9,9667 12,9988 16,06547,0 1,3766 4,1746 7,0640 10,0339 13,0584 16,31778,0 1,3978 4,2264 7,1263 10,0949 13,1141 16,16759,0 1,4149 4,2694 7,1806 10,1502 13,1660 16,214710,0 1,4289 4,3058 7,2281 10,2003 13,2142 16,259415,0 1,4729 4,4255 7,3959 10,3898 13,4078 16,447420,0 1,4961 4,4915 7,4954 10,5117 13,5420 16,586430,0 1,5202 4,5615 7,6057 10,6543 13,7085 16,769140,0 1,5325 4,5979 7,6647 10,7334 13,8048 16,879450,0 1,5400 4,6202 7,7012 10,7832 13,8666 16,951960,0 1,5451 4,6353 7,7259 10,8172 13,9094 17,002680,0 1,5514 4,6543 7,7573 10,8606 14,9644 17,0686100,0 1,5552 4,6658 7,7764 10,8871 13,9981 17,10931 1,5708 4,7124 7,8540 10,9956 14,1372 17,27881)wSE KORNI \TOGO URAWNENIQ DEJSTWITELXNY, ESLI C > 0.
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