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ПРЕДИСЛОВИЕ

Искусство чтения состоит в том,
чтобы знать, что пропустить.

Филип Хамертон

Данное учебное пособие предназначено для студентов фи�
зических и смежных специальностей. Главные задачи,
поставленные авторами книги, — научить студентов ис�
пользовать современные теоретические представления в
области электростатики для решения основных типов за�
дач, развить у них навыки самостоятельного анализа и
интерпретации полученных результатов, а также умение
оценивать правильность полученных решений.

В отличие от учебников, где теория излагается подроб�
но с описанием физических опытов, в данном учебном по�
собии в кратком теоретическом введении акцентируется
внимание на наиболее важных темах электростатики, рас�
сматриваемых при решении задач в курсе общей физики.
В книге также приводятся формулировки законов и опре�
делений физических величин, выделяются отдельные тео�
ретические выводы, необходимые для решения задач,
принципы и концепции. Формулы, используемые при ре�
шении задач, сопровождаются краткими выводами из ос�
новных законов.

Из большого числа задач по электростатике отобра�
ны стандартные, на примере которых иллюстрируются
альтернативные подходы к их решению. Анализ различ�
ных способов решения одной и той же задачи позволяет
глубже раскрыть физический смысл и содержание основ�
ных теоретических положений и найти кратчайший путь
достижения результата. Для закрепления навыков реше�
ния в конце ряда задач ставятся вопросы и приводятся
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тесты для самопроверки. Задачи, в которых вычисляются
векторные характеристики электрического поля, сопро(
вождаются рисунками. Существуют три способа изобра(
жения электростатических полей, но для иллюстрации по(
лученных расчетных формул напряженности в основном
используется метод силовых линий.

Большое значение для понимания роли того или ино(
го параметра (величины зарядов и их пространственного
расположения, потенциалов и т. д.) имеет сравнение ре(
зультатов задач, отличающихся по одному параметру.
Например, можно сравнивать поля, создаваемые сферой,
заряженной или по поверхности, или равномерно по объ(
ему, анализировать изменение картины электрического
поля, создаваемого равномерно заряженным по объему
плоским слоем, при наложении определенных условий на
разность потенциалов между плоскостями слоя.

В книге подробно описан метод зеркальных изображе(
ний. Решение задач этим методом включает рассмотре(
ние таких вопросов электростатики, как заземление, элек(
тростатическая защита, неравномерное распределение за(
рядов и др.

В данном учебном пособии, в отличие от традицион(
ной для курса общей физики, предложена новая методи(
ка описания векторных полей напряженности Е и индук(
ции D электрического поля в диэлектриках; анализиру(
ется физический смысл векторов E и D.

Здесь же авторами рассматриваются диэлектрические
тела, имеющие форму поверхности второго порядка (шар,
бесконечный цилиндр, плоский бесконечный слой). В этом
случае, при условии что диэлектрическая среда описыва(
ется линейным материальным уравнением, возможно вы(
числить векторные характеристики (P, E и D) в диэлектри(
ке в аналитическом виде. Для этого вначале необходимо
определить поля, создаваемые поляризованными диэлек(
триками с известным вектором поляризации. Затем рас(
смотреть диэлектрик, находящийся в электрическом поле
сторонних источников, которое вызывает его поляризацию.

Темы, посвященные энергии диэлектриков и силам,
возникающим в присутствии диэлектриков, относятся к
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наиболее трудным для понимания. Поэтому, чтобы не ус�
ложнять изложение, некоторые вопросы этой главы вы�
несены в приложения, хотя они очень важны для понима�
ния физики процессов поляризации.

Очень важно при решении задач не только получить
правильный ответ, но и понять физический смысл полу�
ченного результата. С этой целью задачи анализируются
для различных предельных случаев. При этом, во�первых,
происходит переход к новой задаче, во�вторых, может под�
твердиться тот или иной вывод теории, в�третьих, прове�
ряется правильность полученного результата.

На основе многолетнего опыта решения задач со сту�
дентами и анализа наиболее часто совершаемых ими оши�
бок авторами было принято решение включить в книгу
рубрику «Найдите ошибку». Это «задачи�ловушки». По�
иск ошибок и их обнаружение позволяют студентам глуб�
же понять соответствующие разделы электростатики и
значительно уменьшают вероятность совершения анало�
гичных ошибок в дальнейшем.

В пособии используется международная система еди�
ниц СИ.

Авторы выражают искреннюю признательность и бла�
годарность рецензентам: профессору кафедры общей фи�
зики и волновых процессов Владимиру Анатольевичу Ма�
карову, профессорам кафедры общей физики и магнито�
упорядоченных сред Борису Анатольевичу Струкову и
Дмитрию Ремовичу Хохлову за полезные обсуждения и
ценные замечания, а также доценту кафедры общей фи�
зики Александру Васильевичу Быкову за помощь в редак�
тировании рукописи, студентке Ксении Смеловой за по�
мощь в создании рисунков с использованием математиче�
ских программ.
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ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ
ЗАРЯДОВ В ВАКУУМЕ

Есть шестьдесят способов сочинять песни племен,
и каждый из них правильный.

Д. Р. Киплинг

Электростатическое взаимодействие относится к электро"
слабым взаимодействиям. Оно, как и гравитационное взаи"
модействие, присущее всем материальным телам, имеет
бесконечный радиус действия.

Между электрическими и магнитными явлениями су"
ществует взаимосвязь, а попытки найти аналогичную вза"
имную связь между электрическими и гравитационными
явлениями пока не имели успеха.

В учебном пособии рассмотрены способы вычисления
характеристик электрического поля (напряженности и
потенциала), создаваемого неподвижными точечными,
поверхностными и объемными зарядами и дипольными
моментами, находящимися в вакууме.

§ 1.1.
ЗАКОН КУЛОНА

В ПОЛЕВОЙ ТРАКТОВКЕ.
НАПРЯЖЕННОСТЬ И ПОТЕНЦИАЛ

ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ
В ВАКУУМЕ

1.1.1.
ЗАКОН КУЛОНА

Основным экспериментальным законом, описываю"
щим электрическое взаимодействие заряженных тел, яв"
ляется закон Кулона.

Закон Кулона. Сила взаимодействия F двух точечных,
неподвижных зарядов пропорциональна величинам этих
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зарядов q1, q2 и обратно пропорциональна квадрату рас(
стояния r между ними (рис. 1.1):

1 2 12
12 2

0

1 .
4

q q
r r

= ⋅ ⋅
πε

r
F (1.1)

Здесь F12 — сила, действующая на первый заряд со сторо(
ны второго; r12 = r1 – r2, r1 и r2 — радиусы(векторы 1(го и
2(го зарядов соответственно (рис. 1.1). На второй заряд со
стороны первого также действует кулоновская сила, под(
чиняющаяся третьему закону Ньютона и равная F21 = –F12.
В настоящее время установлено, что показатель степени в
знаменателе равен 2 ± 2 ⋅ 10–16.

Значение коэффициента пропорциональности зависит
от выбора системы единиц. В системе СИ единицей изме(
рения заряда является кулон, а коэффициент равен

2
9

2
0

Н м1 9 10 .
4 Кл

×= ⋅ ⋅
πε

(1.2)

В системе единиц СГСЕ закон Кулона имеет следую(
щий вид:

1 2 12
12 2

1212

,
q q
r r

= ⋅ r
F  1 кулон = 3 ⋅ 109 СГСEq.

Понятие точечного заряда является абстрактным, ана(
логично понятию материальной точки. Точечный заряд —
это геометрическая точка, наделенная зарядом. Реальные
заряженные тела можно считать точечными зарядами,
если их геометрические раз(
меры (например, для заря(
женных шаров с радиусами
а1 и а2) значительно меньше
расстояния r между ними:

a1, 2 << r. (1.3)

В этом случае можно пре(
небречь поляризацией (пе(
рераспределением зарядовой
плотности) зарядов в электри(
ческом поле других зарядов.

Рис. 1.1
Силы взаимодействия двух
точечных зарядов, несущих

одноименные (например,
положительные) заряды
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Закон Кулона в виде (1.1) справедлив не только для
точечных зарядов, но также и для заряженных неполя�
ризующихся тел, имеющих установившееся статическое
сферически симметричное распределение зарядов. Непо�
ляризующееся тело — это заряженное тело (или частица),
в котором распределение плотности заряда жестко фик4
сировано и не изменяется во внешнем электрическом поле.

По форме записи закон Кулона похож на закон все4
мирного тяготения, однако силы электрического и грави4
тационного взаимодействий значительно отличаются по
величине.

Задача I.1. Сравните силы электрического Fe и грави4
тационного FG взаимодействий между двумя электрона4
ми, находящимися на расстоянии 3 Å = 3 ⋅ 10–10 м друг от
друга.

Решение. Заряд электрона e = 1,6 ⋅ 10–19 Кл, т. е. заря4
дом в один Кулон обладает совокупность электронов, чис4
ло которых N = 1/e = 6,2 ⋅ 1018. Заряд одного моля элек4
тронов является фундаментальной физической постоян4
ной и носит название числа Фарадея. Оно равно

F = e ⋅ NA = 96 484,56 Кл/моль. (1.4)

По закону Кулона

19 22
9 9

2 10 2
0

(1,6 10 )1 (9 10 ) 2,6 10 .
4 (3 10 )e

eF H
r

−
−

−

⋅= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
πε ⋅

Сила гравитационного взаимодействия следущая:

31 22
11 52

G 2 10 2

(9,11 10 )
(6,67 10 ) 6,2 10 ,

(3 10 )
mF G H
r

−
− −

−

⋅= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
⋅

что на 43 порядка меньше силы кулоновского взаимодей4
ствия. Даже между наиболее тяжелыми атомами с атом4
ным весом ∼250 на таком же расстоянии (3 Å) сила грави4
тационного взаимодействия значительно меньше кулонов4
ской силы взаимодействия электронов:

31 22
11 52

G 2 10 2

(9,11 10 )
(6,67 10 ) 6,2 10 ,

(3 10 )
mF G H
r

−
− −

−

⋅= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
⋅
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Ответ: 
2

9
2

0

1 2,6 10 ,
4e

eF H
r

−= ⋅ ≈ ⋅
πε

2
52

2
6,2 10 .G

mF G H
r

−= ⋅ ≈ ⋅

Электрические взаимодействия осуществляют связь
атомов в молекулах, жидкостях и твердых телах. Если в
1 л воды каждая миллиардная молекула потеряет один
электрон, то нетрудно оценить, с какой силой будут от;
талкиваться друг от друга два литровых сосуда с водой,
находясь на расстоянии 10 м.

В одном литре содержится

23
26

3

6 10 1 10 молекул,
18 10 3A

MN N −
⋅= ⋅ = = ⋅

μ ⋅
где М — масса 1 л воды, μ — молярная масса воды. В со;
ответствии с заданным условием 1 л воды будет обладать
зарядом q = e ⋅ 10–9 N (е — заряд электрона). Поскольку рас;
стояние r = 10 м значительно превосходит размеры сосуда,
то для оценки силы можно использовать закон Кулона (1.1).
Тогда получаем, что сила взаимодействия 2 л воды при;
близительно равна весу 1/4 т воды:

2
9 19 9 26 2 3

2
0

1 9 10 (1,6 10 10 10 30) 2,5 10 .
4e

q
F H

r
− −= ⋅ ≈ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

πε

1.1.2.
ТРАКТОВКИ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Существует несколько моделей, описывающих элек;
трическое взаимодействие зарядов. До работ Фарадея счи;
талось, что заряды действуют друг на друга без посредни;
ков (концепция дальнодействия).

В конце XIX в. была выдвинута концепция близкодей'
ствия — взаимодействия при наличии посредников, осу;
ществляющих передачу взаимодействия между удален;
ными друг от друга электрическими зарядами. Сначала
функции посредника приписывались мировому эфиру.
Мировой эфир — это среда, заполняющая все пространст;
во и обладающая упругими и вязкими механическими
свойствами. В рамках данной концепции заряд, помещен;
ный в упругую среду эфира, вызывает его деформацию.
Второй заряд, помещаемый в тот же эфир, испытывает



10 ЭЛЕКТРОСТАТИКА В ВОПРОСАХ И ЗАДАЧАХ

локальное взаимодействие с деформированной средой в
той точке, где он находится. В 1861–1862 гг. Максвелл
пытался математически описать электромагнитное взаи-
модействие механическими силами натяжения и давле-
ния в эфире.

В дальнейшем на смену механическому истолкова-
нию электромагнитного взаимодействия пришла поле�
вая трактовка, сохранившая идею локального опосредо-
ванного взаимодействия.

Электрическое взаимодействие микроскопических час-
тиц рассматривается в квантовой теории. Посредниками
их взаимодействия также являются частицы, называе-
мые частицами обмена — переносчиками взаимодейст�
вия, которыми являются виртуальные фотоны. Виртуаль-
ные частицы — это короткоживущие частицы.

Взаимодействие с помощью частиц обмена подобно
ковалентной связи атомов в молекулах, при котором час-
тицами обмена можно считать обобщенные электроны
ковалентных связей, также его можно образно сравнить с
«взаимодействием» двух человек, перебрасывающих друг
другу мяч, играющий роль частицы обмена. При прикос-
новении мяча возникают силы отталкивания, так как иг-
рок получает вместе с ним импульс, направленный в сто-
рону, противоположную от напарника (рис. 1.2а). Если же
заменить мяч бумерангом (рис. 1.2б), то вместе с ним каж-
дый человек будет получать импульс, направленный в сто-
рону напарника, что приведет к возникновению «сил при-
тяжения».

В рамках теории обменного взаимодействия заряжен-
ные частицы постоянно испускают и поглощают вирту-
альные фотоны. Взаимодействие между двумя частицами
происходит при поглощении ими фотонов обмена, испу-

Рис. 1.2
Иллюстрация обменного взаимодействия на примере

перебрасывания мяча (а) и бумеранга (б)

а б
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щенных соседней частицей. Их время жизни τ и энергия Е
связаны соотношением неопределенностей Гейзенберга:

τ ⋅ E ≤ �, (1.5)

где � = 1,05 ⋅ 10–34 Дж ⋅ с — постоянная Планка.
Область применения закона Кулона (в трактовке об>

менного взаимодействия) экспериментально подтвержде>
на на малых расстояниях, вплоть до 10–18 м. На больших
расстояниях закон выполняется до 107 м. Вне этих преде>
лов закон Кулона, скорее всего, также применим, но экс>
периментальных подтверждений данного предположения
на сегодняшний момент нет.

Полевая трактовка закона Кулона. Если записать за>
кон Кулона в виде

( )2 12
12 1 1 тз2 122

0 1212

1 ,
4

q
q q

r r
⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟πε⎝ ⎠

rF E r (1.6)

то можно заметить, что сила, действующая на заряд q1,
расположенный в некоторой точке пространства, равна
произведению величины этого заряда на некоторый век>
тор (заключенный в скобки), который зависит только от
величины второго заряда q2 и характеризует точку про>
странства, расположенную на расстоянии r от заряда q2.
Эта локальная характеристика точки, удаленной от то>
чечного заряда q2 (в общем случае q) на расстояние r, на>
зывается напряженностью поля точечного заряда q в дан>
ной точке r:

( )тз 2
0

1 .
4

q
r r

= ⋅ ⋅
πε

rE r (1.7)

Если число зарядов больше двух, то по принципу су>
перпозиции сил в механике, сила воздействия на первый
заряд будет следующей:

F1 = q1Eтз2(r) + q1Eтз3(r) +... q1Eтзi(r) +... = q1E(r).

Таким образом, из принципа суперпозиции сил следу>
ет принцип суперпозиции напряженностей полей:

E(r) = Eтз2(r) + Eтз3(r) + Eтз3(r) +... (1.8)
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и выражение для силы, действующей на точечный заряд q,
помещенный в электрическое поле с напряженностью Е:

F = q ⋅ E(r). (1.9)

Из (1.9) следует, что:
а) электрическое поле — это область пространства, в

которой на помещенные в нее заряды действует сила;
б) напряженность электрического поля в точке r мо3

жет быть определена экспериментально через значение
силы (см. формулу (1.10)).

1.1.3.
НАПРЯЖЕННОСТЬ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО

ПОЛЯ В ВАКУУМЕ.
МЕТОДЫ ИЗОБРАЖЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ

НА ПЛОСКОСТИ

Напряженностью электрического поля называется его
силовая характеристика, равная отношению силы, дейст3
вующей на неподвижный положительный точечный проб3
ный заряд, помещенный в данную точку поля, к величине
этого заряда:

E(r) = F/q. (1.10)

Пробный заряд — это заряд, величина которого столь
мала, что изменением измеряемого электрического поля
при внесении в него пробного заряда можно пренебречь.

Благодаря напряженности Е электрическое поле при3
обретает наглядную интерпретацию в виде силовых ли3
ний напряженности.

Силовыми линиями называются линии, касательные
к которым в каждой точке совпадают с векторами напря3
женности электрического поля в этих точках.

Линии напряженности обладают следующими свойст�
вами:

1) начинаются и заканчиваются на зарядах или в бес3
конечности;

2) направлены от положительного заряда к отрица3
тельному;

3) не пересекаются;
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4) их густота характеризует величину напряженности
в данной области поля.

Объемная картина силовых линий (в трех измерени3
ях) дает полное представление о поле вектора напряжен3
ности. В этом случае, если взять малую площадку ΔS, нор3
маль к которой ориентирована вдоль линий поля точеч3
ного заряда, то число силовых линий, пронизывающих
площадку, будет убывать обратно пропорционально квад3
рату расстояния от нее до заряда. На плоскости же полу3
чить точное изображение силовых линий практически
невозможно. В то же время наглядная двумерная картина
силовых линий является очень важным инструментом
изучения электростатики. Ниже будут рассмотрены три
способа двумерного изображения полей, каждый из кото3
рых имеет свои достоинства и недостатки.

1. Построение силовых линий по методу Максвелла.
Рассмотрим по методу Максвелла построение силовых

линий поля от двух одинаковых по величине точечных
зарядов (см. рис. 1.3).

От каждого заряда необходимо нарисовать силовые
линии так, как будто другой заряд отсутствует (пунктир3
ные прямые на рис. 1.3). Количество силовых линий долж3
но быть пропорционально величине заряда. Затем из каж3
дой точки пересечения построенных прямых по диагона3
ли четырехугольника строится вектор напряженности,
равный сумме векторов Е1 и Е2 (см. окно на рис. 1.3а).

Эффективность данного метода может быть проиллю3
стрирована, например, при решении следующей задачи.

Задача I.2. Два точечных заряда +q1 > 0 и –q2 < 0 (q1,
q2 — величины зарядов, q1 > q2) расположены на расстоя3
нии а друг от друга вдоль оси ОХ. Под каким углом β вой3
дет силовая линия в заряд –q2, если она вышла под уг3
лом α из заряда +q1? Угол отсчитывается от оси ОХ.

Решение. Проведем сферические поверхности с цен3
трами в точках нахождения зарядов +q1 и –q2 столь ма3
лым радиусом R, чтобы можно было пренебречь вкладом
в напряженность другого заряда, т е. считать плотность
силовых линий постоянной по поверхностям выбранных
сфер (см. рис. 1.4). Число силовых линий, выходящих
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из заряда +q1 в пределах конуса с углом раствора 2α и
вершиной в точке расположения заряда, пропорцио-
нально площади сферической поверхности шарового
сегмента Sα = 2πR2sin2(α/2), где hα — высота сегмента. Оно
составляет долю Sα/4πR2 = sin2(α/2) от общего числа си-
ловых линий N+q, исходящих от заряда +q1. В то же вре-
мя полное число силовых линий N+q пропорционально ве-
личине заряда q1: N+q = bq1, где b — коэффициент пропор-
циональности, одинаковый для всех зарядов в данной

Рис. 1.3
Построение по методу Максвелла силовых линий

электростатического поля двух точечных,
равных по величине, разноименных (а)

и одноименных (б) зарядов

а

б
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задаче. Таким образом, число силовых линий, вышедших
из заряда +q1 в конус с углом раствора 2α, будет

2
1 12

sin ( /2).
4

S
N bq bq

R
α

αΔ = ⋅ = α
π

Аналогично, число силовых линий, входящих в заряд
–q2 в пределах конуса с углом раствора 2β, будет

2
2 22

sin ( /2).
4

S
N bq bq

R
β

βΔ = ⋅ = β
π

Поскольку по условию задачи все линии напряженно;
сти, вышедшие из заряда +q1 в конус угла 2α, входят в
конус 2β заряда –q2, то число линий ΔNα равно числу ли;
ний ΔNβ: ΔNα = ΔNβ. Подставляя выражения для ΔNα и
ΔNβ, получаем:

1

2

sin( ) sin( ) .
2 2

q
q

β α= ⋅

Если 1

2

sin( ) 1,
2

q
q

α ⋅ >  то линия напряженности не войдет в

заряд –q2.

Ответ: 1

2

sin( ) sin( ) .
2 2

q
q

β α= ⋅

Метод Максвелла иллюстрирует принцип векторного
сложения полей отдельных точечных зарядов и дает пред;
ставление о характере образующегося поля, несмотря на
следующие недостатки: во;первых, получаемые по мето;
ду Максвелла силовые линии имеют вид ломаных линий;
во;вторых, силовые линии между зарядами могут пересе;
каться, что противоречит их свойствам; в;третьих, силовые

Рис. 1.4
Определение хода силовой линии, вышедшей из

заряда q1 под углом α, если заряды q1 и q2 имеют
разные знаки, а по величине q1 > q2
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линии в реальности выходят из плоскости рисунка, что
не находит отражения в данном методе построения.

2. Метод плоского слоя изображения силовых линий.
Представим себе, что заряд, поле которого мы хотим

изобразить, находится внутри плоского слоя конечной
толщины. Будем отображать на плоскости лишь те линии
из объемной картины силовых линий, которые проходят
внутри выделенного слоя. Число таких линий пропорцио3
нально величине заряда. При изображении полей двух
зарядов одинакового знака путем определенного выбора
начала построения силовых линий оказывается возмож3
ным избежать лобового столкновения линий, начинаю3
щихся на разных зарядах и идущих навстречу друг другу.
Рассчитанные численно таким способом картины силовых
полей напряженности для двух точечных зарядов пред3
ставлены на рис. 1.5. Если суммарный заряд q1 + q2 = q
отличен от нуля, то на расстояниях, значительно превы3
шающих расстояние между зарядами, поле от двух заря3
дов по своему виду приближается к полю точечного заря3
да q = q1 + q2.

Следует отметить, что, несмотря на все «уловки», дву3
мерное изображение силовых линий является искусствен3
ным. Однако оно необходимо для образного восприятия
картины электростатического поля.

3. Метод ячеек представления поля напряженности.
В этом случае картина непрерывных в пространстве

силовых линий заменяется набором дискретных векторов
напряженности, вычисленных в точках, соответствующих
центрам элементарных ячеек простой кубической решет3
ки, заполняющей всю область пространства. При изобра3
жении на плоскости берется плоская квадратная решетка
и в центрах квадратных ячеек изображаются проекции
векторов напряженностей на выбранную плоскость.

На рис. 1.6 представлено поле, изображенное указан3
ным способом. Следует заметить, что выбор масштаба, с
одной стороны, должен быть таким, чтобы векторы на3
пряженности не превышали размер ячеек и не пересека3
лись с векторами соседних ячеек, а с другой стороны, мас3
штаб должен быть крупным, чтобы наблюдать картину в
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Рис. 1.5
Силовые линии электрического поля,

создаваемого двумя точечными зарядами:
а, б — q2 = q1; в, г — q2 = –q1; д — q2 = –q1/2.

достаточно широкой области. Если поле сильно изменя*
ется в рассматриваемой области, то в области слабого поля
векторы напряженности оказываются настолько малыми,
что изображение поля таким методом теряет свою нагляд*
ность.

а б

в г

д
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На рис. 1.6а изображено поле от двух одинаковых то'
чечных зарядов. Около ряда точек поставлены расчетные
значения напряженности в этих точках (в относительных

Рис. 1.6
Изображение электрического поля двух точечных зарядов:

а — одинаковых по величине и знаку; б — одного знака и разных по величине;
в — одинаковых по величине и разных по знаку. Векторы напряженности элек'
трического поля проведены из центров квадратных ячеек.

а

вб
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единицах). Видно, что при данном способе изображения
поля трудно визуально найти точки, соответствующие экс5
тремальным значениям напряженности (0,0254).

1.1.4.
УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА

Дифференциальные уравнения Максвелла. В 1864 г.
Максвелл на основании закона Кулона и других экспери5
ментальных фактов предложил уравнения для векторов
электромагнитного поля. Уравнения Максвелла для на5
пряженности электрического поля в статике имеют вид

0

div
ρ=
ε

E  или 
0

( ) .
ρ∇ =
ε

E (1.11)

rot 0=E  или [ ] 0,∇ =E (1.12)

где оператор набла — вектор:

,x y zx y z
∂ ∂ ∂∇ = + +

∂ ∂ ∂
e e e

а ex, ey, ez — орты декартовой системы координат; divE
(исток вектора Е) и rotE (вихрь вектора Е) — это взятые
по определенным правилам производные от вектора Е.

Дивергенция вектора напряженности (в декартовой
системе координат)

div yx zEE E
x y z

∂∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

E

является скалярной величиной. Ротор напряженности

rot

x y z

x y z

x y z

E E E

⎛ ⎞
⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎜ ⎟=
∂ ∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

e e e

E

— величина векторная. Компоненты вектора rot E вдоль
осей OX, OY и OZ описываются следующими выраже5
ниями:

(rot ) ;yz
x

EE
y z

∂∂= −
∂ ∂

E
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(rot ) ;x z
y

E E
z x

∂ ∂= −
∂ ∂

E

(rot ) .y x
z

E E
x y

∂ ∂= −
∂ ∂

E

Уравнения (1.11) и (1.12) являются локальными и пол�
ностью описывают векторное поле напряженности.

Интегральные уравнения Максвелла. Выберем в поле
произвольный объем W, ограниченный поверхностью ∑(W),
и произвольную площадку S, ограниченную линией L(S).
Воспользуемся математическими соотношениями, приво3
дящими к понижению размерности области интегриро3
вания:

( ) ( )

div ,n

W W W

d E dS
Σ Σ

⋅ τ = ⋅ ≡ ⋅∫∫∫ ∫∫ ∫∫E E dS� � (1.13)

( ) ( )

rot .l

S L S L S

E dl⋅ = ⋅ ≡ ⋅∫∫ ∫ ∫E dS E dl� � (1.14)

Здесь dS = dSn — элемент площади ∑; n — вектор еди3
ничной нормали к этой площадке; En = (En) — нормаль3
ная составляющая вектора напряженности Е к этой пло3
щадке; dl — направленный элемент линии L, имеющий

длину dl; lE
dl

⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
dlE — тангенциальная компонента век3

тора напряженности вдоль dl.
Применяя (1.13) и (1.14) к дифференциальным урав3

нениям Максвелла (1.11) и (1.12), получаем уравнения
Максвелла в интегральном виде. Первое уравнение выра3
жает теорему Остроградского–Гаусса: поток вектора на3
пряженности электрического поля через любую замкну3

тую поверхность ∑(W) равен заряду 
W

q d= ρ⋅ τ∫∫∫ , находя3

щемуся в объеме W, ограниченном этой поверхностью:

0( )

.n

W

q
E dS

Σ

⋅ =
ε∫∫� (1.15)

Второе уравнение выражает теорему о циркуляции
вектора Е: циркуляция вектора напряженности электри3
ческого поля по любому замкнутому контуру равна нулю:
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( )

0l

L S

E dl⋅ =∫� или 
( )

0.
L S

⋅ =∫ E dl� (1.16)

Уравнение (1.16) означает, что электростатическое
поле является потенциальным, т. е. работа сил электро'
статического поля по любому замкнутому контуру равна
нулю (или работа сил электростатического поля не зави'
сит от формы пути). Действительно, если умножить урав'
нение (1.16) на величину точечного заряда q, то посколь'
ку qE = F, а элементарная работа силы δA = (F ⋅ dl), полу'
чаем следующее условие потенциальности поля:

( )

0.
L S

Aδ =∫� (1.17)

Интегральные уравнения переходят в дифференци'
альные при стягивании в точку объема, ограниченного
поверхностью ∑(W), через которую рассчитывается по'
ток вектора напряженности (1.15), и при стягивании в
точку контура L, по которому берется циркуляция векто'
ра Е (1.16). Первая операция приводит к уравнению (1.11),
вторая — к уравнению (1.12).

Таким образом, divE (исток Е) имеет смысл потока век'
тора Е через поверхность, стянутую в точку, а rotE (вихрь Е)
имеет смысл циркуляции вектора Е по контуру, стянуто'
му в точку.

Уравнение rotE = 0 — математическая запись отсутст�
вия вихрей в любой точке электростатического поля.

Уравнение divE = ρ/ε0 — это математическая запись
того, что истоками (и точками исчезновения) напряжен�
ности электрического поля являются заряды.

1.1.5.
ПОТЕНЦИАЛ

Поскольку электростатическое поле потенциально, а
rot grad любой, не имеющей сингулярностей функции ра'
вен нулю, то в соответствии с (1.12) напряженность мо'
жет быть представлена в следующем виде:

grad .
d
d

ϕ=− ≡ ∇ϕ ≡ ϕE
r

(1.18)

Функция ϕ называется потенциалом.
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Соотношение (1.18) определяет только дифференци"
альное изменение потенциала

dϕ = –Edr (1.19)

и разность потенциалов между точками поля 1 и 2.
2 2 1

2 1

1 1 2

.d d dϕ − ϕ = ϕ = − =∫ ∫ ∫E r E r (1.20)

Некоторые важные следствия, вытекающие из выра"

жения
d
d

ϕ=−E
r

 (1.18).

В области пространства, где Е = 0, потенциал не меня�
ется:

ϕ(r) = const. (1.21)

Если поле однородно, т. е. E = Eex = const, то потенци"
ал изменяется линейно вдоль направления вектора напря"
женности

ϕ(x) = –Ex + C,

или в векторном виде

ϕ(r) = –(Er) + C, (1.22)

где константа С определяется из условия нормировки.
Как следует из (1.22), модуль tg угла наклона линей"

ной зависимости ϕ(x) равен напряженности поля:
( )

.
d x

E
dx
ϕ =

В общем случае модуль tg угла наклона функции из"
менения потенциала в каком"либо направлении в некото"
рой точке определяет соответствующую компоненту век"
тора напряженности электрического поля в этой точке:

( )
,x

d x
E

dx
ϕ =  

( )
,y

d y
E

dy
ϕ =  

( )
.z

d z
E

dz
ϕ = (1.23)

Вектор напряженности направлен против градиента
потенциала:

E↑↓grandϕ, (1.24)
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т. е. вектор Е направлен в сторону максимального умень&
шения потенциала. Другими словами, потенциал всегда
возрастает в сторону, противоположную направлению на&
пряженности электрического поля.

Абсолютное значение потенциала имеет смысл только
после его нормировки, т. е. выбора точки пространства, в
которой потенциал равен нулю. Положим, потенциал ра&
вен нулю в точке «0». Тогда в точке r потенциал будет ра&

вен отношению работы 
"0"

r

A A= δ∫  сил электростатическо&

го поля по перемещению пробного положительного точеч&
ного заряда q из данной точки r в точку «0», где потенциал
полагается равным нулю, к величине этого пробного за&
ряда q. В соответствии с (1.20) имеем

"0" "0" "0"

( ) ,
r r r

Ar d d
q

δϕ = = =∫ ∫ ∫E r E r (1.25)

где δA = Fdr = (qE)dr — элементарная работа сил электри&
ческого поля F по перемещению dr пробного положитель&
ного точечного заряда q.

Если вычисляется потенциал системы зарядов, зани&
мающей ограниченную область пространства, то физиче	
ски оправдано полагать потенциал равным нулю на бес	
конечности (при r → ∞), где ввиду удаленности от задан&
ной системы зарядов их влиянием можно пренебречь:

ϕ(r → ∞) = 0. (1.26)

В этом случае потенциал определяется соотношением

( ) .
r

d
∞

ϕ = ∫r E r (1.27)

Обратим внимание на то, что работа сил поля (1.25) и
(1.27) равна работе внешних сил Aext по перемещению того
же заряда q в обратном направлении — из точки с нуле&
вым потенциалом в точку r:

"0"
ext

"0"

( ).
r

r

A
d

q
= = ϕ∫ ∫E r r (1.28)

Работа, совершаемая внешними силами по перемеще&
нию заряда q из точки с нулевым потенциалом в точку с
потенциалом ϕ(r)
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"0"

ext

"0"

( ),
r

r

A q d qδ = = ϕ∫ ∫ E r r (1.29)

переходит в электростатическую энергию заряда q. Таким
образом, точечный заряд q, находясь в точке с потенциа6
лом ϕ(r), обладает энергией, равной

"0"

( ) .
r

extW q A= ϕ = δ∫r (1.30)

Поэтому потенциал является энергетической харак�
теристикой поля и определяет значение энергии (1.30),
которой обладает точечный заряд, помещенный в данную
точку поля.

Из принципа суперпозиции напряженностей исходит
принцип аддитивности потенциалов: потенциал системы
зарядов qi в какой6либо точке равен сумме потенциалов ϕi,
создаваемых каждым из зарядов в данной точке

( ) ( ).i
i

ϕ = ϕ∑r r (1.31)

Поскольку потенциал является величиной скалярной,
то вычислять его как сумму потенциалов элементарных
зарядов значительно удобнее, чем складывать векторы на6
пряженности полей, создаваемых зарядами:

( ) ( ).i
i

= ∑E r E r

Вычислим потенциал ϕтз поля, создаваемого точечным
зарядом q на расстоянии r от него. Пусть потенциал на бес6
конечности равен нулю (ϕ(∞) = 0), тогда, используя (1.7)
для напряженности поля точечного заряда, получаем:

тз 2
0 0

1( ) .
4 4

r r

q qdrd
r r

∞ ∞

ϕ = = =
πε πε∫ ∫r E r (1.32)

1.1.6.
УРАВНЕНИЕ ПУАССОНА

Используя (1.18) E = –grad ϕ ≡ –∇ϕ и связь напряжен6
ности с плотностью заряда в данной точке divE = ρ/ε0, полу6
чаем дифференциальное уравнение (уравнение Пуассона):

div grad ϕ ≡ Δϕ = –ρ/ε0,
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которое в декартовой системе координат имеет следующий
вид:

2 2 2

2 2 2
0

d d d
dx dy dz

ϕ ϕ ϕ ρ+ + = −
ε

(1.33)

и связывает потенциал и плотность заряда в каждой точ6
ке пространства.

1.1.7.
ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

ДЛЯ НАПРЯЖЕННОСТИ Е

Возьмем небольшую замкнутую поверхность и контур
с центром в точке А, лежащей на границе раздела двух
сред, где n — нормаль, проведенная из первой среды во
вторую (рис. 1.7). Будем стягивать поверхность и контур
в точку А. Поток Е через поверхность Σ → 0 называется
поверхностной дивергенцией напряженности DivE, кото6
рая обозначает разность нормальных составляющих век6
тора с разных сторон границы:

En2 – En1 ≡ (n, E2 – E1) ≡ DivE. (1.34)

Циркуляция Е по контуру L → 0 называется поверх#
ностным ротором напряженности RotE, который обозна6
чает разность тангенциальных составляющих Е:

Eτ2 – Eτ1 ≡ [n, E2 – E1] ≡ RotE. (1.35)

Используя теорему Остроградского–Гаусса (1.15), тео6
рему о циркуляции для вектора Е (1.16) и соотношения
(1.34)–(1.35), получаем граничные условия для нормальной

Рис. 1.7
Контур L и замкнутая поверхность Σ, окружающие точку А,

находящуюся на границе раздела двух сред. Граничные условия
для нормальной En и тангенциальной Eτ составляющих вектора

напряженности Е получаются путем стягивания в точку А
контура L и поверхности Σ
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и тангенциальной (по отношению к границе раздела) ком&
понент вектора Е:

DivE = σ/ε0, или En2 – En1 = σ/ε0; (1.36)

RotE = 0 или Eτ2 – Eτ1 = 0. (1.37)

Форма записи граничных условий через поверхност&
ные (дивергенцию и ротор) является очень удобной, так
как поверхностные уравнения в этом случае записывают&
ся аналогично объемным уравнениям, сравните (1.36) и
(1.11); (1.37) и (1.12).

Если на границе раздела имеется поверхностный за&
ряд (и только в этом случае) значения нормальных компо&
нент Е различаются с разных сторон границы. Разность
нормальных компонент — разрыв («скачок») нормальных
составляющих вектора Е — определяется плотностью по&
верхностного заряда σ.

Тангенциальные компоненты вектора Е всегда одина&
ковы по разные стороны границы раздела сред, т. е. тан�
генциальные составляющие Е — непрерывны.

§ 1.2.
МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ХАРАКТЕРИСТИК
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Все методы вычисления напряженности Е(r) и потен&
циала ϕ(r) электростатического поля, создаваемого заря&
дами в вакууме, прямо или опосредованно основаны на
законе Кулона.

1. Способ «из первых принципов» (из закона Кулона
и принципа суперпозиции). Прямое использование Eтз(r)
(1.7) или ϕтз(r) (1.32), полученных непосредственно из за�
кона Кулона, и принципа суперпозиции полей:

(тз)( ) ( );i
i

= ∑E r E r (1.38)

(тз)( ) ( ).i
i

ϕ = ϕ∑r r (1.39)
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Поскольку потенциал ϕ является скалярной величи(
ной, то в большинстве задач удобнее сначала вычислять ϕ,
а затем определять напряженность Е по формуле (1.18).

2. Теорема Остроградского–Гаусса. Если распределе(
ние зарядов имеет эллипсоидальную симметрию или сим(
метрию предельных эллипсоидальных форм (сфериче(
скую, цилиндрическую, плоскую симметрию), то при вы(
числении напряженности удобно использовать теорему
Остроградского–Гаусса.

3. Метод изображений. Описание и применение этого
метода будет детально изложено в § 2.5.

4. Если известно поле Е по одну сторону границы раз(
дела двух сред, то поле Е вблизи поверхности раздела по
другую сторону границы можно найти по граничным ус�
ловиям (1.36)–(1.37).

5. Уравнение Пуассона для задач с известным распре(
делением объемной плотности заряда.

Проверка результатов вычислений может быть прове(
дена следующими способами:

1) путем предельных переходов параметров задачи к
известным случаям распределения зарядов (полю точеч(
ного заряда, полю бесконечной плоскости и др.);

2) по согласованию направления напряженности и из(
менения потенциала (1.18);

3) по размерности.
Выбор метода расчета основан на анализе симметрии

задачи и возможности представления поля в виде супер(
позиции полей известных конфигураций зарядов.

1.2.1.
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ

С НЕПОСРЕДСТВЕННЫМ ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
ЗАКОНА КУЛОНА

(СПОСОБ «ИЗ ПЕРВЫХ ПРИНЦИПОВ»)

Задача I.3. Поле двух точечных зарядов. Вычислить
напряженность и потенциал поля, создаваемого двумя за(
рядами q1 и q2 = –q1/n, находящимися на расстоянии b
друг от друга (n — любое действительное число).

Решение. В системе координат х′y′ (см. рис. 1.8) по(
тенциал и компоненты вектора напряженности в точке
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с координатами х′y′, вычисленные по принципу суперпо%
зиции, равны соответственно:

2 2 2 2 2 2
0

1( , ) ;
4 ( )

q n q
x y

x y z b x y z

⎛ ⎞
′ ′ϕ = ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟πε ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − + +⎝ ⎠

( ) ( )3/2 3/22 2 2 2 2 20

( , )

/ ( )1 ;
4 ( )

x
x y

E
x

x q n b x q

x y z b x y z

′ ′∂ϕ= − =′∂
⎡ ⎤′ ′⋅ − ⋅− ⎢ ⎥= +

πε ′ ′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥+ + − + +⎣ ⎦

( ) ( )3/2 3/22 2 2 2 2 20

( , )

/1 .
4 ( )

y
x y

E
y

y q n y q

x y z b x y z

′ ′∂ϕ= − =′∂
⎡ ⎤′ ′⋅ ⋅− ⎢ ⎥= −

πε ′ ′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥+ + − + +⎣ ⎦

На рис. 1.8 представлено изображение силовых линий
(сплошные кривые) и эквипотенциальных линий (штри%
ховые кривые) электрического поля в плоскости X′Y′ для
зарядов q1 = 1 Кл и q2 = –0,5 Кл, находящихся на расстоя%
нии b = 1 м друг от друга. Цифры при эквипотенциальных

Рис. 1.8
Картина линий напряженности (сплошные линии)

и эквипотенциальных поверхностей (штриховые
линии) для электрического поля, создаваемого

двумя точечными зарядами –q/2 и +q
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линиях соответствуют значению потенциала на них, ум(
ноженному на 4πε0, т. е. потенциал линии с цифрой 1,1
будет 1/4πε0 ⋅ 1,1 ≈ 9,9 ⋅ 109В.

Ответ:

2 2 2 2 2 2
0

1( , ) ;
4 ( )

q n q
x y

x y z b x y z

⎛ ⎞
′ ′ϕ = ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟πε ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − + +⎝ ⎠

( ) ( )3/2 3/22 2 2 2 2 20

/ ( )1 ;
4 ( )

x
x q n b x q

E
x y z b x y z

⎡ ⎤′ ′⋅ − ⋅− ⎢ ⎥= ⋅ +
πε ′ ′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥+ + − + +⎣ ⎦

( ) ( )3/2 3/22 2 2 2 2 20

/1 .
4 ( )

y
y q n y q

E
x y z b x y z

⎡ ⎤′ ′⋅ ⋅− ⎢ ⎥= ⋅ −
πε ′ ′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥+ + − + +⎣ ⎦

Задача I.4. Поле трех точечных зарядов (для само�
проверки). Вычислить напряженность и потенциал поля,
создаваемого тремя зарядами, расположенными вдоль
оси ОХ: q1 = +q0 с координатой x1 = 0, q2 = –q0 с координа(
той x2 = R/2 и q3 = +2q0 с координатой x3 = 2R.

Ответ. На рис. 1.9 представлено изображение силовых
линий (сплошные кривые) и эквипотенциальных линий
(штриховые кривые) электрического поля в плоскости XY
(решение аналогично предыдущей задаче):

0

2 2 2 2 2 2

1( , )
4

2
;

( /2) ( 2 )

x y

q q q

x y x R y x R y

ϕ = ×
πε

⎛ ⎞−× + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + − +⎝ ⎠

[ ] [ ] [ ]

0

3/2 3/2 3/22 2 2 2 2 2

1
4

( /2) 2 ( 2 )
;

( /2) ( /2)

xE

q x q x R q x R

x y x R y x R y

= ×
πε

⎡ ⎤⋅ − ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥× + +
⎢ ⎥+ − + − +⎣ ⎦
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[ ] [ ] [ ]

0

3/2 3/2 3/22 2 2 2 2 2

1
4

2
.

( /2) ( /2)

xE

q y q y q y

x y x R y x R y

= ×
πε

⎡ ⎤⋅ − ⋅ ⋅⎢ ⎥× + +
⎢ ⎥+ − + − +⎣ ⎦

Задача I.5. Поле заряженной нити. Вычислить напря�
женность и потенциал поля, создаваемого нитью, имею�
щей длину 2l и заряженной равномерно с плотностью γ
(рис. 1.10). Результаты задачи можно использовать при
вычислении поля:
� бесконечной равномерно заряженной нити;
� заряженной по поверхности бесконечно длинной по�

лосы конечной ширины;
� заряженной по поверхности прямоугольной пластины;
� заряженного по поверхности цилиндра конечной вы�

соты;
� заряженного по поверхности бесконечного цилиндра;

Рис. 1.9
Силовые линии напряженно�

сти Е (сплошные линии)
и эквипотенциальные поверх�
ности ϕ = const (штриховые

линии), проведенные через
одинаковый интервал Δϕ,

для трех точечных зарядов,
величины которых и располо�

жение заданы в условии
задачи I.4. Пунктирной линией

обозначена поверхность
нулевого потенциала, имею�

щая форму сферы с радиусом R

Рис. 1.10
Нить длиной 2l заряжена

однородно с плотностью γ.
Для вычисления напряженно�

сти и потенциала в произ�
вольной точке Р(x, y) на нити
выделяется малый заряд dq,

который можно считать
точечным. Координаты (x, y)

относятся к точке Р,
в которой вычисляются

характеристики поля, а  ξ —
координата точечного заряда

dq = γdξ на нити
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� суперпозиции вышеуказанных конфигураций заря*
дов.
Решение. Будем использовать для координат точки Р,

в которой вычисляются напряженность и потенциал, сис*
тему осей (x, y), а для координат зарядов на нити — до*
полнительную ось ξ, совпадающую с осью нити ОХ.

Определим независимо напряженность и потенциал в
точке Р. Выделяем на нити малый заряд dq = γdq (кото*
рый можно считать точечным), где dξ — длина элемен*
тарного отрезка нити (рис. 1.10). Этот заряд создает в точ*
ке Р напряженность dE (1.7) и потенциал dϕ (1.32):

тз 2
0

1( )
4

dq
d d

r r
= = ⋅

πε
rE E r

или

2
0

2
0

1 sin ,
4

;
1 cos ,

4

x

x

dq
dE

r

dq
dE

r

⎧ −= ⋅ α⎪ πε⎪
⎨
⎪ = ⋅ α

πε⎪⎩

тз
0

1( ) ,
4

dq
d d

r
ϕ = ϕ = ⋅

πε
r

где 2 2( )r x y= ξ − + — расстояние от точечного заряда до
точки Р.

Для удобства суммирования полей от всех элементар*
ных зарядов перейдем от переменной ξ к углу α — углу
между направлением на элементарный заряд и осью ОY:
ξ – x = y tgα, тогда γ = y/cos α. Учитывая, что при сумми*
ровании полей координаты точки P (x, y) остаются неиз*
менными, находим

2
;

cos
dd y αξ = ⋅

α

0

0

1 sin ,
4

.
1 cos

4

x

y

d
dE

y

d
dE

y

γ α ⎫−= ⋅ α ⎪πε ⎪
⎬γ α ⎪= ⋅ α

πε ⎪⎭
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Компоненты вектора Е равны

( )
2

1

2 1
0

2 2 2 2
0

1 cos cos
4

1 1 ,
4 ( ) ( )

x xE dE
y

l x y l x y

α

−α

γ= = ⋅ ⋅ α − α =
πε

⎛ ⎞γ= ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟πε − + + +⎝ ⎠

∫
(1.40)

( )
2

1

2 1
0

2 2 2 2
0

1 sin sin
4

1 .
4 ( ) ( )

y yE dE
y

l x l x
y l x y l x y

α

−α

γ= = ⋅ α + α =
πε

⎛ ⎞γ − += ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟πε − + + +⎝ ⎠

∫
(1.41)

Потенциал поля в точке Р (x, y) вычисляется с исполь%

зованием интеграла coslntg ln
cos 2 4 1 sin

dx x x
x

π⎛ ⎞ ⎡ ⎤= + =⎜ ⎟ ⎢ ⎥α −⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫

2 2

1 1
0

2 2

2 2
0

1( , )
4 c o s

( )
ln .

4 ( )

d
x y d

l x l x y

l x l x y

α α

− α − α

γ αϕ = ϕ = =
π ε α

− + − +γ= ⋅
π ε − − + + +

∫ ∫
(1.42)

Электрическое поле, описываемое формулами
(1.40)–(1.42), представлено на рис. 1.11.

Предельные переходы:
1. В пределе l/x → 0 и l/y → 0, т. е. на большом удале%

нии от нити, соотношения (1.40)–(1.42) переходят в соот%
ветствующие формулы ((1.7) и (1.32)) для точечного заря%
да (проверьте самостоятельно).

2. При l → ∞ приходим к модельной (абстрактной) за%
даче — бесконечной заряженной нити. Полученные фор%
мулы для поля бесконечной нити можно использовать так%
же для расчета поля в точках Р (x, y), расположенных
вблизи от нити конечной длины при условии

x/l = 0, y/l → 0. (1.43)
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Тогда

22 2 20

1 1 0;
4 (1 ) ( ) (1 ) ( )

xE
l x l y l x l y l

⎛ ⎞γ ⎜ ⎟= ⋅ − ≈
πε ⎜ ⎟− + + +⎝ ⎠

220

2 2
0

11
4 (1 ) ( )

1 21 .
4(1 ) ( )

y
x l

E
y x l y l

x l
yx l y l

⎛ −γ ⎜= ⋅ ⋅ +
πε ⎜ − +⎝

⎞+ γ+ ≈ ⋅⎟⎟ πε+ + ⎠

(1.44)

Напряженность поля направлена строго радиально от
бесконечной нити (Ex = 0). Предельный переход (1.43) для
потенциала (1.44) приводит к неопределенности

[ ]
[ ]

2 2

2 2
0

2

2
0

2

2
0

1 (1 ) ( )
( , ) ln

4 1 (1 ) ( )

1 1 1 2 ( ) 2
ln

4 1 1 1 2 ( ) 2

2 2 1 2( )
ln .

4 1 2( )

x l x l y l
x y

x l x l y l

x l y l x l

x l y l x l

x l y l
y l

− + − +γϕ = ⋅ ≈
πε − − + + +

− + + −γ≈ ⋅ =
πε − − + + +

− +γ= → ∞
πε

(1.45)

Рис. 1.11
Картина линий напряженности Е (пунктирные кривые)
и эквипотенциальных поверхностей (сплошные линии)

для электрического поля, созданного равномерно заряженной
(положительным зарядом) нитью (черная полоска)

ограниченной длины:
а — выполненная с использованием метода ячеек; б — метод силовых линий.

а б
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Это связано с тем, что для модельных задач с бесконеч�
ным распределением заряда (на бесконечной нити, бес�
конечном цилиндре, бесконечной плоскости и т. д.) по�
тенциал нельзя нормировать на нуль на бесконечности.
Потенциал (1.42) записан с нормировкой на бесконечно&
сти, и прежде чем делать предельный переход (1.43) сле&
дует изменить нормировку, для чего достаточно добавить
константу С:

2 2

2 2
0

1 (1 ) ( )
( , ) ln .

4 1 (1 ) ( )

x l x l y l
x y C

x l x l y l

− + − +γϕ = ⋅ +
πε − − + + +

(1.46)

Значение константы С находится из условия норми&
ровки в некоторой точке М (x0, y0) — ϕ(x0, y0) = 0. Тогда

2 2

2 2
0

2 2
0 0 0

2 2
0 0 0

1 (1 ) ( )
( , ) ln

4 1 (1 ) ( )

1 (1 ) ( )
ln .

1 (1 ) ( )

x l x l y l
x y

x l x l y l

x l x l y l

x l x l y l

⎧ − + − +γ ⎪ϕ = −⎨πε − − + + +⎪⎩
⎫− + − + ⎪− ⎬

− − + + + ⎪⎭

(1.47)

Совершая предельный переход (1.43) в выражении
(1.47) и используя (1.45), получаем

[ ]
[ ]

2 2
0

2 2
0 0 0

0

0

2 2 1 2( ) 1 2( )
( , ) ln

4 1 2( ) 2 2 1 2( )

2
ln .

4

x l y l y l
x y

y l x l y l

y
y

− +γϕ ≈ ⋅ ≈
πε − +

γ≈ ⋅
πε

(1.48)

Графики зависимостей (1.44) и (1.48) представлены на
рис. 1.12.

Замечания:
1. Значение потенциала (1.48) для бесконечной заря&

женной нити можно получить без предельного перехода
по определению (1.25), используя полученное для напря&
женности выражение (1.44):

0 0 0 0( , ) ( , )
0

0 0( , ) ( , )

2 2
( , ) ln .

4 4

x y x y

x y x y

dy y
x y Edy

y y
γ γϕ = = = ⋅

πε πε∫ ∫
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2. В задаче независимо вычислялись напряженность и
потенциал, в то время как достаточно было вычислить
одну из характеристик. Затем при известном потенциале
напряженность определяется по формуле (1.18):

x
d

E
dx

ϕ= −  и y
d

E
dy

ϕ= − ,

а при известной напряженности потенциал определяется
по формуле (1.25).

Ответ:
2 2 2 2

0

1 1 ;
4 ( ) ( )

xE
l x y l x y

⎛ ⎞γ= ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟πε − + + +⎝ ⎠

2 2 2 2
0

1 ;
4 ( ) ( )

y
l x l xE

y l x y l x y

⎛ ⎞γ − += ⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟πε − + + +⎝ ⎠
2 2

2 2
0

( )
( , ) ln .

4 ( )

l x l x y
x y

l x l x y

− + − +γϕ = ⋅
πε − − + + +

Задача I.6. Поле кольца. За<
ряд q равномерно распределен
по тонкому кольцу с радиу<
сом R. Определить закон изме<
нения напряженности и потен<
циала поля вдоль оси кольца ОХ
(рис. 1.13).

Полученные в этой задаче
результаты могут быть исполь<
зованы при расчетах напряжен<
ности и потенциала поля вдоль
оси ОХ:
� кольца конечной ширины;
� круга конечного радиуса;
� бесконечной плоскости;
� сферы и ее части (полусфе<

ры и т. п.);
� шара, заряженного по объе<

му;
� суперпозиции вышеуказан<

ных конфигураций зарядов.

Рис. 1.12
Графики зависимостей
напряженности Е(y) и
потенциала ϕ(y) вдоль

оси Оy, перпендикулярной
бесконечно длинной

равномерно заряженной
с плотностью γ нити
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Решение способом «из первых прин�
ципов». Разбиваем колечко на точечные
заряды dq, создающие в точке Р(х) потен�
циал dϕ и напряженность dE (рис. 1.14):

0

2 2 1 2
0

1( )
4

1 ;
4 ( )

dq
d x

L

dq
x R

ϕ = ⋅ =
πε

= ⋅
πε +

(1.49)

тз 2 2 2
0 0

1 1 .
4 4

dq dq
dE dE

L x R
= = ⋅ = ⋅

πε πε + (1.50)

В данной задаче все dq находятся на одинаковом рас�
стоянии 2 2L x R= +  от точки Р. Поэтому

2 2
0 0

1 1 1( ) .
4 4

q
x d dq

L x R
ϕ = ϕ = ⋅ = ⋅

πε πε +∫ ∫ (1.51)

Обратим внимание на то, что в (1.51) нормировка по
тенциала была выбрана автоматически, поскольку при
вычислении использовался потенциал точечного заряда в
форме (1.32). В этом случае потенциал нормирован на нуль
на бесконечности.

Поскольку заряд dq, расположенный симметрично рас�
сматриваемому, создает поле, компенсирующее Y�компо�
ненту напряженности, то результирующее поле на оси ОХ
имеет только Х�компоненту, которая может быть вычис�
лена, во�первых, по (1.18):

2 2 3 2
0

( ) .
4 ( )x

d q xE x
dx x R

ϕ= − = ⋅
πε +

(1.52)

Во�вторых, можно использовать принцип суперпози�
ции полей dEx точечных зарядов dq:

2 2 2 2 3 2
0 0 0

1 1cos ,
4 4 4 ( )x

dq dq dqx xdE
L L L x R

= ⋅ α = ⋅ = ⋅
πε πε πε +

суммарная напряженность равна (1.52):

2 2 3 2 2 2 3 2
0 0

1( ) .
4 ( ) 4 ( )x

qx xE x dq
x R x R

= ⋅ = ⋅
πε + πε +∫

Рис. 1.13
Заряд q

равномерно
распределен
по тонкому

кольцу
с радиусом R
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Поскольку напряженность
равна нулю как при х = 0, так
и при x → ∞, то следует ожи(
дать экстремального значения
напряженности в некоторой
точке с координатой xm, для
которой

( )

0
m

x

x

dE
dx

= . (1.53)

Используя для Ех (1.52),

получаем 
2

m
Rx =  и

2
0

0

21( ) ;
4 3 3

1 2( ) .
4 3

x m

m

q
E x

R

q
x

R

= ⋅
πε

ϕ = ⋅ ⋅
πε

Графики зависимостей по(
тенциала ϕ(x) (1.51) и напря(
женности Ex(x) (1.52) вдоль
оси ОХ представлены на
рис. 1.14.

Картина силовых линий и эквипотенциальных поверх(
ностей в плоскости XY (при положительном заряде коль(
ца) представлена на рис. 1.15. Вдоль оси ОХ, начиная от
центра кольца, силовые линии напряженности сначала
сгущаются, а затем расходятся. Эквипотенциальные по(
верхности вблизи кольца представляют собой искажен(
ные тороиды. При удалении от кольца — сплющенные
«лепешки», «разбухая» на больших расстояниях, превра(
щаются в сферы.

Предельные переходы:
1. При R → 0 или x/R → ∞ напряженность и потенци(

ал стремятся к соответствующим значениям (1.7) и (1.32)
для точечного заряда.

2. При x → 0 напряженность стремится к нулю, а по(
тенциал — к конечному значению

Рис. 1.14
Графики зависимостей

напряженности Е(х)
и потенциала ϕ(x) вдоль

оси ОX кольца с радиусом R,
несущего заряд q
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0

1( 0) .
4

q
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R
ϕ → → ⋅

πε

Ответ: 2 2 1 2
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1( ) ,
4 ( )

q
x

x R
ϕ = ⋅

πε +
 

2 2 3 2
0

( ) .
4 ( )x

q xE x
x R

= ⋅
πε +

Задача I.7. Какой станет напряженность в центре коль#
ца (см. задачу I.6) и в точке Р, соответствующей максиму#
му напряженности на оси кольца, если из колечка выре#
зать маленький отрезок длины Δl = 0,01R?

Решение. По принципу суперпозиции поле кольца с
вырезанной частью можно представить как сумму поля
кольца целого и поля точечного заряда Δq = (–q/2πR) ⋅ Δl.
Если вырезанная часть имеет координаты (0, R, 0), то на#
пряженность поля в центре кольца будет иметь компонен#

ты 
2

0

10, ,0
4

q
R
Δ⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟πε⎝ ⎠

, а в точке Р с координатами ( ,
2

R 0, 0)

х#компонента напряженности уменьшится и появится

y#компонента: 
3 3

0 0

(2 ) 21 1, , 0 .
4 43 3 3 3

q R l q l

R R

⎛ ⎞⋅ π − Δ Δ⋅ ⋅⎜ ⎟πε πεπ π⎝ ⎠
Задача I.8. Тонкое плоское кольцо, имеющее внешний

радиус R, внутренний — R1, заряжено с постоянной плот#

Рис. 1.15
а — силовые линии напряженности Е; б — эквипотенциальные
поверхности ϕ = const, проведенные с равным интервалом Δϕ,

электрического поля, создаваемого заряженным кольцом с радиу�
сом R (затемненные кружки — сечение кольца плоскостью XY)

а б
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ностью σ. Вычислить напряженность и потенциал поля
вдоль оси кольца.

Решение. Разбиваем кольцо на тонкие колечки шири/
ной dr. Заряд колечка, имеющего радиус r, равен произ/
ведению площади колечка 2πrdr на плотность заряда σ:
dq = 2πrσdr.

Вычислим сначала напряженность, а затем потенци/
ал. Напряженность электрического поля dE(x), создавае/
мого колечком с радиусом r, на оси кольца ОХ на расстоя/
нии х от плоскости кольца равна (1.52):

2 2 3 2
0

(2 )1( ) .
4 ( )

r dr x
dE x

x R
π σ ⋅= ⋅

πε +
Напряженность поля всего кольца вычисляется по

принципу суперпозиции:

1

2 2 3 2
0

2 2 2 2
0 1

2( ) ( )
4 ( )

1 1 12 .
4

R

R

x rdrE x dE x
x R

x
x R x R

πσ= = =
πε +

⎛ ⎞
= ⋅ πσ −⎜ ⎟⎜ ⎟πε + +⎝ ⎠

∫ ∫
(1.54)

Потенциал поля можно вычислить, во/первых, как
сумму потенциалов тонких колечек (1.51):

2 2
0

(2 )1( ) ;
4

r dr
d x

x r

π σϕ = ⋅
πε +

( )
1

2 2
0

2 2 2 2
1

0
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.
2
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rdrx d x
x r

x R x R

σϕ = ϕ = =
ε +

σ= ⋅ + − +
ε

∫ ∫
(1.55)

Во/вторых, потенциал можно вычислить по определе/
нию (1.32) на основании известной напряженности (1.54):

( )
1

2 2 2 2
12 2 2 2

0 01

( ) ( ) ( ) ( 1)

.
2 2

x x
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R

x A E x dx

xdx xdx x R x R
x R x R

∞ ∞

ϕ = δ = ⋅ − ⋅ − =

⎛ ⎞σ σ= − = ⋅ + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ε ε+ +⎝ ⎠

∫ ∫

∫
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При вычислении потенциала использовалось выраже$
ние для элементарной работы сил электрического поля:

δA = ⎥E⎢⎥dr⎢cos(E, dr) = E(x) ⋅ (–dx) ⋅ (–1),

где (–dx) — модуль перемещения, (–1) — косинус угла
между напряженностью Е и перемещением dr.

Предельные переходы:
1. При R1 = 0 переходим к потенциалу и напряженно$

сти равномерно заряженного с плотностью σσσσσ круга с ра$
диусом R:
для х > 0

( )
1

2 2
0

0

( ) ;
2R

x x R x
=

σϕ = ⋅ + −
ε

(1.56)

1 0 2 2
0

( ) 1 ;
2R

xE x
x R=

⎛ ⎞σ= ⋅ −⎜ ⎟ε +⎝ ⎠
(1.57)

для х < 0

( )
1

2 2
0

0

( ) ;
2R

x x R x
=

σϕ = ⋅ + +
ε

1 0 2 2
0

( ) 1 .
2R

xE x
x R=

⎛ ⎞σ= − ⋅ −⎜ ⎟ε +⎝ ⎠
Поле в плоскости XY для круга (силовые линии на$

пряженности и эквипотенциальные поверхности), заря$
женного с постоянной плотностью σ > 0, представлено на
рис. 1.16. Нормаль к плоскости круга направлена вдоль
оси ОХ.

2. При R1 = 0 и R → ∞ (т. е. при x/R → 0 — вблизи по$
верхности круга) получаем, что напряженность равномер�
но заряженной бесконечной плоскости с плотностью σσσσσ
однородна (рис. 1.17):
для х > 0

1 0, 0 2
0 0

( ) 1 ;
2 21 ( )R x R

x R
E x

x R= →

⎛ ⎞σ σ= ⋅ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ε ε+⎝ ⎠
(1.58)

для х < 0

1 0, / 0
0

( ) .
2R x R

E x
= →

σ= −
ε

(1.59)

Прежде чем вычислить потенциал системы зарядов,
не ограниченных в пространстве, а бесконечно распреде$
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ленных, как указывалось выше (см. задачу I.5, предель*
ный переход 2), следует изменить нормировку потенциа*
ла, добавив константу С. Тогда для x > 0

( )
1

2 2
0

0

( ) .
2R

x x R x C
=

σϕ = ⋅ + − +
ε

Пусть 
1 0

( 0) 0
R

x
=

ϕ = = , тогда

( )
1

2 2
0

0

( )
2R

x x R x R
=

σϕ = ⋅ + − −
ε

Рис. 1.17
Графики зависимостей напря�

женности Е(х) и потенциа�
ла ϕ(x) вдоль оси ОХ, перпенди�
кулярной бесконечной плоско�
сти, равномерно заряженной с

плотностью +σ

Рис. 1.16
Силовые линии напряжен�
ности (сплошные линии)

и эквипотенциальные
поверхности (штриховые

линии) электрического
поля, создаваемого

равномерно заряженным
(положительным зарядом)

по поверхности кругом
с радиусом R (при этом

поверхность круга не
является эквипотенци�

альной)
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и в предельном переходе получаем линейную зависимость
от х потенциала бесконечной равномерно заряженной
плоскости (рис. 1.17) для x > 0:

( )
( )

1

2
0, 0

0

2

0 0

( ) 1 ( ) 1
2

1 2( ) ,
2 2

R x R
x R x R x R

R x R x R x

= →
σϕ = ⋅ + − − ≈
ε
σ σ≈ ⋅ − + ≈ −
ε ε

(1.60)

аналогично для x < 0 можно получить

1 0, 0
0

( ) .
2R x R

x x
= →

σϕ = +
ε

(1.61)

3. Приближение точечного заряда при R1 = 0 и R/x → 0:

( )
1

2
0, 0

0

2 2

0 0

( ) 1 ( ) 1
2

( ) ( )1 .
2 2 4

R R x
x x R x

R x R
x

x

= →
σϕ = ⋅ + − ≈
ε

σπσ≈ ⋅ = ⋅
ε πε

1

2

20, 0 2
0 0

( )1 1( ) 1 .
2 41 ( )R R x

R
E x

xR x= →

⎛ ⎞ π σσ= ⋅ − ≈ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ε πε+⎝ ⎠

Ответ: 
2 2 2 2

0 1

1 1 1( ) 2 ;
4

E x x
x R x R

⎛ ⎞
= ⋅ πσ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟πε + +⎝ ⎠

( )2 2 2 2
1

0

( ) .
2

x x R x Rσϕ = ⋅ + − +
ε

Задача I.9. Используя формулу для поля колечка, вы@
числить напряженность и потенциал в центре полусфе@
ры, имеющей радиус R и равномерно заряженной по по@
верхности с плотностью σ (рис. 1.18).

Решение. Поскольку все элементарные заряды на по@
верхности одинаково удалены от центра сферы, то потен@
циал, создаваемый ими в центре сферы (в точке 0), совпа@
дает (при нормировке потенциала на нуль на бесконечно@
сти) с потенциалом точечного заряда на расстоянии R:

2

0

1 2(0) .
4

R
R

π σϕ = ⋅
πε

(1.62)
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Для вычисления напряженности разобьем поверхность
полусферы на колечки (рис. 1.18). Колечко, видимое из
центра сферы под углом α, имеет радиус r = R sin α, ши6
рину Rdα, площадь dS = 2πr(Rdα) = 2pR2sin αdα, заряд
dq = σdS = 2πR2σ sin αdα и создает напряженность dE (1.52)
в центре полусферы, равную

2

3
0

0

(2 sin ) ( cos )1(0)
4

sin2 .
4

R d R
dE

R

d

π σ α α ⋅ α= ⋅ =
πε
σ= α α
ε

(1.63)

Суммируя напряженности всех колечек, получаем зна6
чение напряженности в центре полусферы, которое в 2 раза
меньше, чем от бесконечной плоскости (1.58), (1.59):

2 2

0 00 0

(0) (0) sin2 .
4 4

E dE d
π π

σ σ= = α α =
ε ε∫ ∫ (1.64)

Ответ: ϕ(0) = Rσ/2ε0, E(0) = σ/4ε0.

Вопрос для самопроверки. Можно ли, используя зна6
чение потенциала (1.62), определить напряженность по
формуле (1.18) E = –dϕ/dr, кото6
рая в данном случае принимает
вид E = –dϕ/dx?

Ответ: для вычисления по фор6
муле (1.18) и взятия производной
необходимо знать функциональ6
ную зависимость ϕ(x) вблизи точ6
ки х = 0. Для этого сначала следу6
ет определить потенциал в точке с
координатой х как сумму потен6
циалов dϕ(x) колечек:

0

2

2 2

1( )
4

(2 sin )
,

( sin ) ( cos )

d x

R d

R x R

ϕ = ×
πε

π σ α α×
α + + α

Рис. 1.18
Полусферическая

поверхность с радиусом R
равномерно заряжена

с плотностью σ
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2

0

( ) ( )x d x
π

ϕ = ϕ∫
(вычисление интеграла предоставляем читателю). После
этого следует использовать определение (1.18):

E(x) = –dϕ(x)/dx.

1.2.2.
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ

ТЕОРЕМЫ ОСТРОГРАДСКОГО–ГАУССА

Задача I.10. Поле сферы, заряженной по поверхности.
Определить потенциал и напряженность поля, создавае3
мого сферой, заряженной по поверхности с постоянной
плотностью σ. Радиус сферы R.

Решение. Для вычисления потенциала и напряжен3
ности можно, как и в предыдущей задаче о полусфере,
разбить сферу на колечки и вычислить потенциал (и/или
напряженность) по принципу суперпозиции. Однако в
данном случае можно воспользоваться для вычислений
напряженности теоремой Остроградского–Гаусса.

Теорему Остроградского–Гаусса удобно использовать
для вычисления Е в том случае, когда известно направле3
ние напряженности (картина силовых линий напряжен3
ности данного распределения зарядов) и можно выбрать
такую поверхность Остроградского–Гаусса, которая:

1) проходит через точку А, в которой вычисляется на3
пряженность поля ЕА, причем напряженность ЕА должна
быть перпендикулярна поверхности в точке А;

2) во всех остальных точках поверхности Остроград3
ского–Гаусса напряженность либо должна быть равной
нулю, либо иметь такое же значение и направление (пер3
пендикулярное поверхности), как и в точке А, либо не
иметь составляющей, нормальной к поверхности.

Такие поверхности можно построить только для огра3
ниченного числа случаев: для сферически или цилиндри3
чески симметричных распределений зарядов, а также для
заряженной бесконечной плоскости или плоского слоя.
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Учитывая, во�первых, сфе�
рическую симметрию распре�
деления зарядов и, во�вторых,
требование, чтобы силовые
линии начинались и заканчи�
вались на зарядах или в бес�
конечности, заключаем, что
поле напряженности заряжен�
ной сферы должно иметь так�
же сферическую симметрию,
т. е. силовые линии имеют ра�
диальное направление E= Eer

(er — единичный вектор, на�
правленный вдоль любого ра�
диуса сферы).

Заряженная сфера разде�
ляет пространство на две об�
ласти (r < R и r > R), напряжен�
ность поля в которых может
иметь различный аналитиче�
ский вид. Поверхностями Ост�
роградского–Гаусса, удовле�
творяющими всем условиям,
указанным выше, являются
концентрические сферы, про�
ходящие через точку В внут�
ри сферы и точку А вне сферы (рис. 1.19).

Поток вектора напряженности через сферу с точкой А
(и В) равен

24 .E r

r r

E dS E dS E rΦ = = = ⋅ π∫∫ ∫∫� �
По теореме Остроградского–Гаусса для сферы, прохо�

дящей через точку В, внутри которой отсутствует заряд,
имеем

Eint ⋅ 4πr2 = 0 при r < R

и

Eint = 0. (1.65)

Рис. 1.19
Графики напряженности Е(r)
и потенциала ϕ(r) электриче�

ского поля, создаваемого
равномерно заряженной с

плотностью σ сферой с
радиусом R
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Вопрос для самопроверки. Если поток через какую!
либо замкнутую поверхность равен нулю, означает ли это,
что напряженность поля во всех точках поверхности рав!
на нулю? Справедливо ли обратное утверждение?

Для сферы, проходящей через точку А, заряд внутри
которой равен σ(4πR2), записываем

2
2

0

44 ,ext
RE r σ⋅ π⋅ π =

ε
 r > R.

Отсюда получаем, что напряженность поля вне сферы
равна

2

2 2
0 0

1 4 1 ,
4 4ext

qRE
r r

σ ⋅ π= ⋅ = ⋅
πε πε

(1.66)

т. е. совпадает с полем точечного заряда q = σ ⋅ 4πR2, рав�
ного заряду сферы и расположенного в центре сферы.

Вопросы для самопроверки.
1. Если выбрать замкнутую поверхность произвольной

формы (не в виде сферы), проходящую через точку А и ох!
ватывающую металлическую сферу, то изменится ли по!
ток? Изменится ли напряженность поля в точке А?

2. Если в качестве замкнутой поверхности выбрать куб,
центр которого совпадает с центром шара, то чему будет
равен поток напряженности через одну из сторон куба?

Можно убедиться, что потенциал заряженной сферы
вне сферы r > R (аналогично напряженности) равен потен!
циалу точечного заряда при нормировке ϕ(∞) = 0:

2
0

2

0 0

( 1)
4

1 4 1 .
4 4

ext ext

r r

q drE dr
r

qR
r r

∞ ∞

ϕ = + = =
πε

σ⋅ π= ⋅ = ⋅
πε πε

∫ ∫
(1.67)

Под интегралом в выражении для элементарной рабо!
ты поля (+1) — значение косинуса угла между Е и dr.

Потенциал ϕint в точке В внутри сферы можно опреде!
лить также через работу поля, которая равна сумме работ
в двух областях (r < R и r > R) с разными аналитическими
зависимостями E(r):
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int int ext

ext
0

( 1) ( 1)

10 ( ) .
4

R

r R

E dr E dr

q
R

R

∞

ϕ = + + + =

= + ϕ = ⋅
πε

∫ ∫
(1.68)

Ответ: Eint = 0, int
0

1 ,
4

q
R

ϕ = ⋅
πε

 ext 2
0

1 ,
4

q
E

r
= ⋅

πε

ext
0

1 .
4

q
r

ϕ = ⋅
πε

Вопрос для самопроверки. Напряженность электриче'
ского поля вблизи поверхности Земли направлена к цен'
тру и равна E ≈ 150 В/м. Оцените суммарный заряд Зем'
ли Q. Какая плотность электронов ne на поверхности Зем'
ли создает такое поле? Чему равен был бы потенциал Земли
ϕ0 относительно бесконечности (при нормировке ϕ∞ = 0),
если не учитывать тот факт, что положительный заряд
ионосферы компенсирует отрицательный заряд Земли?

Ответ: Q = –6,8 ⋅ 105 Кл, ne = σ/e ≈ 8,3 ⋅ 109 м–2,

ϕ0 ≈ –109B.

Рассмотрим еще ряд задач, для ре'
шения которых удобно воспользовать'
ся теоремой Остроградского–Гаусса.

Задача I.11. Поле плоскости, заря�
женной по поверхности. Определить,
используя теорему Остроградского–Га'
усса, потенциал и напряженность по'
ля, создаваемого бесконечной плоско'
стью, заряженной по поверхности с по'
стоянной плотностью σ.

Решение. Поскольку симметрия
распределения зарядов плоская, то на'
пряженность может быть только пер'
пендикулярна заряженной плоскости.
Поэтому в качестве поверхности Остро'
градского–Гаусса удобно выбрать ци'
линдр (рис. 1.20), торцы которого пер'
пендикулярны Е и находятся на оди'
наковом расстоянии от заряженной

Рис. 1.20
Выбор поверхно�

сти Остроградско�
го–Гаусса в виде

цилиндра
с площадью

торцевых поверх�
ностей S и осью,

совпадающей
с нормалью

к бесконечной
плоскости,
равномерно

заряженной с
плотностью σ
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поверхности, чтобы потоки вектора напряженности через
них были одинаковы. Поток через боковую поверхность
цилиндра отсутствует, так как для нее Еn = 0.

Используя теорему Остроградского–Гаусса 2ES = σS/ε0,
получаем результат E = σ/(2ε0), совпадающий с (1.58)–(1.59),
(см. также рис. 1.17).

Поскольку при x > 0 напряженность направлена по
оси ОХ, а при x < 0 — противоположно оси ОХ, то, обоб?
щая, можно записать

0

0

/(2 ) при 0;

/(2 ) при 0.

x
E

x

+σ ε >⎧= ⎨−σ ε <⎩
(1.69)

Вопрос для самопроверки. Цилиндрическая поверх?
ность Остроградского–Гаусса (рис. 1.20) охватывает заряд
q′ = σS. Справедливо ли утверждение, что именно заряд q′
создает напряженность 

02
E σ= ±

ε
 в точках на торцах ци?

линдра?
Перед определением потенциала выберем условие нор?

мировки, например ϕ(x = 0) = 0. Потенциал можно вычис?
лить по формуле (1.25), результат которого совпадет с по?
лученным ранее в задаче I.8:
для x > 0

0 0

0 0

( ) cos ( )( 1) ;
2 2

x x

x E dx dx xσ σϕ = ⋅ ⋅ α = − − = −
ε ε∫ ∫

для x < 0
0 0

0 0

( ) cos ( )( 1) .
2 2

x x

x E dx dx xσ σϕ = ⋅ ⋅ α = + − =
ε ε∫ ∫

Итак, потенциал линейно изменяется в области одно?
родного электростатического поля, причем

0

0

при 0;
2

( )
при 0.

2

x x
x

x x

σ⎧− >⎪ ε⎪ϕ = ⎨ σ⎪+ <
ε⎪⎩

(1.70)

Ответ:
при x > 0

E = +s/(2e0), 
0

( ) ;
2

x xσϕ = −
ε



ГЛАВА 1. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ЗАРЯДОВ В ВАКУУМЕ 49

при x < 0

E = –s/(2e0), 
0

( )
2

x xσϕ =
ε

.

Задача I.12. Поле цилиндра, заряженного по поверх�
ности. Определить, используя теорему Остроградского–
Гаусса, потенциал и напряженность поля, создаваемого
бесконечным цилиндром, заряженным по поверхности с
постоянной плотностью σ.
Радиус — R.

Решение. Цилиндриче:
ская симметрия распреде:
ления зарядов позволяет в
качестве поверхностей Ост:
роградского–Гаусса исполь:
зовать цилиндрические по:
верхности и коаксиальные
с заряженным цилиндром
(рис. 1.21). При этом поток
Е через торцевые поверхно:
сти отсутствует, а поток че:
рез каждый элемент боко:
вой поверхности одинаков.
Поэтому

(2 ),E d E rhΦ = Φ = π∫ (1.71)

где r — радиус, а h — высота
цилиндрической поверхно:
сти Остроградского–Гаусса.

Заряд внутри поверхно:
сти, проходящей через точ:
ку А, равен нулю, а через
точку В — qB = σ(2πRh). По
теореме Остроградского–Га:
усса получаем
при x < 0

int

int

(2p ) 0

и 0

E rh

E

=
= (1.72)

Рис. 1.21
Электрическое поле создается

бесконечной цилиндрической
поверхностью с радиусом R,

равномерно заряженной с
плотностью σ. Поверхности
Остроградского–Гаусса для
вычисления напряженности
электрического поля внутри

цилиндра в точке А и вне
цилиндра в точке В выбираются

в виде цилиндров высотой h,
коаксиальных с заряженной

цилиндрической поверхностью
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при x > 0

ext
0

(2 )
(2 )

Rh
E rh

σ ππ =
ε

 и ext
0

.RE
r

σ= ⋅
ε

(1.73)

Обратим внимание, что напряженность, как и в слу&
чае заряженных по поверхности сферы и бесконечной
плоскости, испытывает скачок на поверхности, несущей
поверхностный заряд (см. (1.36)):

⎟Eext – Eint⎜ = σ/ε0.

Нормируя потенциал на нуль на поверхности заряжен&
ного цилиндра ϕ(r = R) = 0, по определению (1.25) нахо&
дим распределение потенциала:
при r < R

int( ) 0
R

r

r E drϕ = =∫ , так как Eint = 0; (1.74)

при r > R

0 0

( ) ( )( 1) ln
R

r

R R Rr dr
r r

σ σϕ = − − =
ε ε∫ , (1.75)

где учтено, что поскольку dr < 0, то ⎟dr⎜ = –dr, а угол меж&
ду напряженностью и перемещением равен 180°, т. е.
cos(Edr) = –1.

Графики зависимости от r напряженности и потенциа&
ла (1.72)–(1.75) представлены на рис. 1.22, 1.23.

Ответ: Eint = 0, jint(r) = 0, ext
0

,RE
r

σ= ⋅
ε

ext
0

( ) ln .R Rr
r

σϕ =
ε

Задача I.13. Шар, равномерно заряженный по объе�
му. Определить потенциал и напряженность поля (по тео&
реме Остроградского–Гаусса), создаваемого шаром, рав&
номерно заряженным по объему с постоянной плотно&
стью ρ. Радиус шара R.

Решение можно провести аналогично задаче I.5, с той
лишь разницей, что теперь заряд внутри сферической по&
верхности Остроградского–Гаусса, проходящей через точ&

ку В с радиусом r < R, не равен нулю, а равен 34( ).
3

rρ π

В этом случае теорему Остроградского–Гаусса для оп&
ределения напряженности поля внутри шара можно за&
писать в виде
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3
2

int
0

4
4

3
r

E r
ρ⋅ π⋅ π =

ε

и

int
0

.
3

E r
ρ=
ε

(1.76)

Вне шара, заряженного равно�
мерно по объему (см. рис. 1.24), и вне
сферы, заряженной по поверхности
(задача I.10), напряженность элек�
трического поля такая же, как
если бы весь заряд был сосредото�
чен в центре шара (или сферы)
(см. (1.66)).

Потенциал при нормировке
ϕ(∞) = 0 вне шара r > R, как и в слу+
чае заряженной по поверхности сфе+
ры (задача I.10), также равен по+
тенциалу точечного заряда (1.67):

ext ext
0

1( 1) ,
4

r

q
E dr

r

∞

ϕ = + = ⋅
πε∫

где 34( )
3

q R= ρ⋅ π — полный заряд
шара.

Вычисляя по определению (1.25)
потенциал внутри шара r < R, по+
лучаем

int int ext

0

2 2

0

2 2

3
0

( )
3

(3 )
6

3 .
4 2

R

r R

R

r

E dr E dr

rdr R

R r

q R r
R

∞

ϕ = + =

ρ= + ϕ =
ε

ρ= ⋅ − ≡
ε

−≡ ⋅
πε

∫ ∫

∫
(1.77)

Рис. 1.22
Графики зависимостей
напряженности Е(r) и
потенциала ϕ(r) вдоль
оси, перпендикулярной

оси бесконечной цилинд�
рической поверхности,

равномерно заряженной
с плотностью σ и
имеющей радиус R.

Нормировка потенциа�
ла: ϕ = 0 при R = 0

Рис. 1.23
Схематическое изобра�
жение силовых линий

напряженности
электрического поля,

создаваемого равномер�
но заряженным по

объему шаром
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Замечание. Второй способ
вычисления напряженности и
потенциала (с использованием
уравнения Пуассона) приведен
ниже (задача I.18).

Ответ:

int
0

,
3

E r
ρ=
ε
�

2 2
int

0 0

1( ) ;
6 4

q
R r

R
ρϕ = ⋅ − + ⋅
ε πε

ext ext2
0 0

1 1, .
4 4

q q
E

r r
= ⋅ ϕ = ⋅

πε πε
��

Задача I.14 (для самокон�
троля). Заряд Q распределен
по объему шара с радиусом R
так, что плотность заряда рас7
тет пропорционально квадра7
ту расстояния от центра шара
ρ ∼ r2. Определить разность по7
тенциалов между точками А
и В, расстояния которых от
центра шара равны соответст7
венно rA = R/2, rB = 2R.

Ответ:

0

0,51 .
4AB A B

Q
R

Δϕ = ϕ − ϕ ≈ ⋅
πε

Задача I.15. Поле внутри сферической полости в рав�
номерно заряженном по объему шаре. Вычислить напря7
женность электрического поля внутри сферической полос7
ти, расположенной в равномерно заряженном по объему
шаре с радиусом R. Объемная плотность заряда шара ρ.
Центр полости находится на расстоянии 1 2O O = a

�������
 от цен7

тра шара (рис. 1.25).

Рис. 1.24
Графики зависимостей
напряженности Е(r) и

потенциала ϕ(r) поля, созда�
ваемого шаром, равномерно

заряженным по объему с
плотностью ρ. Радиус шара R,

нормировка потенциала
ϕ(∞) = 0
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Решение. Поле в точке А можно вычислить по прин&
ципу суперпозиции полей согласно схеме, представленной
на рис. 1.25.

Напряженность поля в точке А, создаваемая равно&
мерно заряженным с плотностью +ρ шаром, равна (1.76):

1 1
0

( )
3+
ρ=
ε

E r r , а шара с плотностью заряда –ρ, соответ&

ственно,  2 2
0

( )
3−
−ρ=
ε

E r r . Таким образом, электрическое
поле в полости является однородным с напряженностью
(рис. 1.26)

1 1 2
0 0 0

( ) .
3 3 3
ρ −ρ ρ= + =
ε ε ε

E r r r a (1.78)

Анализируя полученное соотношение (1.78), приходим
к выводу, что однородное электрическое поле создается в
области наложения равномерно заряженных с плотностя&
ми +ρ и –ρ шаров любого радиуса.

Предельные соотношения.
Пусть а → 0, а радиус полости ρ → R, тогда внутри по&

лой сферы электрическое поле будет однородным, а весь
заряд сосредоточится вблизи поверхности сферы и может
считаться поверхностным (рис. 1.27). Определим плот&
ность поверхностного заряда на сфере, который внутри
сферы создает однородное поле.

Выделим на поверхности сферы площадку dS. Заряд,
находящийся в объеме hdS (см. рис. 1.27), где h = acosθ,

Рис. 1.25
Иллюстрация применения принципа суперпозиции для

определения напряженности электрического поля
в точке А, находящейся внутри сферической полости,
вырезанной в шаре, равномерно заряженном по объему

с плотностью ρ:
О1 — центр шара; О2 — центр полости.
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равен dq = –ρacosθdS. Следовательно, плотность поверх�
ностного заряда имеет вид

( ) cos .
dq

a
dS

σ θ = = −ρ θ (1.79)

Плотность поверхностного заряда можно связать с на�
пряженностью однородного поля внутри сферы, создан�
ного этим поверхностным зарядом. Так как по (1.78)

1
0

( ) ,
3
ρ=
ε

E r a

то

σ(θ) = –3ε0E0cosθ = –σcosθ ∼ cosθ. (1.80)

А н а л и з и р у я  (1.80), можно сделать важный вывод:
если на поверхности сферы заряд распределен по закону

σ(θ) = ±σ0cosθ, (1.81)

где q отсчитывается от оси ОХ, то внутри сферы возникает
однородное электрическое поле с напряженностью (1.80):

0
0

0

1 .
3 x

σ= ± ⋅
ε

E e (1.82)

Рис. 1.26
а — положение точки А

относительно шара и полости
в нем описывается радиусами

r1 и r2; б — поле в полости
однородно, направление

вектора напряженности
совпадает с вектором а,

направленным из центра шара
в центр полости

Рис. 1.27
Если радиус полости стремит�
ся к радиусу шара R и а → 0, то

объемный заряд сосредоточится
вблизи поверхности сферы и

может считаться поверхност�
ным. При таком распределении
поверхностного заряда на сфере

электрическое поле внутри
сферы будет однородным

а б
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Поле вне шара, заряженного по поверхности с плот&
ностью σ(θ) = ±ρacosθ (1.79), так же как и внутри шара,
вычисляется как суперпозиция полей двух шаров, заря&
женных разноименными зарядами с одинаковой постоян&
ной плотностью. Поскольку вне заряженного по объему
шара поле эквивалентно полю точечного заряда (см. зада&
чу I.13), то в данной задаче вне шара поле описывается
суперпозицией полей двух точечных зарядов ±q, равных
q = ρ(4/3)πR3 и расположенных на малом расстоянии a → 0
друг от друга. Такая система зарядов представляет собой
точечный диполь (см. задачу III.2).

Ответ: 1
0

( ) .
3
ρ=
ε

E r a

Вопросы для самопроверки.
1. Как изменится электрическое поле сферы, если плот&

ность поверхностного заряда будет не σ0cosϑ, а σ0sinϑ?

Ответ: 0
0

0

1
3 y

σ= − ⋅
ε

E e .

2. Определите разность потенциалов ϕА – ϕB между
точками А и В (см. рис. 1.27), если плотность заряда
σ = σ0cosϑ.

Ответ: 0

0

2 .
3A B R
σϕ − ϕ =
ε

Задача I.16. Поле цилиндра, заряженного по объему.
Определить по теореме Остроградского–Гаусса потенциал
и напряженность поля, создаваемого бесконечным цилин&
дром, заряженным равномерно с постоянной объемной
плотностью ρ. Радиус цилиндра R.

Решение предлагаем провести самостоятельно, исполь&
зуя принципы решения задачи I.7. Убедитесь, что напря	
женность поля вне цилиндра такая же, как если бы весь
заряд был равномерно распределен с плотностью τ = ρπR2

вдоль оси цилиндра (см. задачу I.5).
Ответ: при нормировке потенциала ϕ(r = R) = 0:

r < R, int
0

,
2
ρ=
ε

E r  2 2

0

( ) ( );
4

r R r
ρϕ = ⋅ −
ε

(1.83)

r > R, 
2

ext 2
0

,
2

R
r

ρ= ⋅
ε

E r  
2

0

( ) ln .
2
R Rr

r
σϕ = ⋅

ε
(1.84)
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Задача I.17. Поле внутри цилиндрической полости в
равномерно заряженном по объему цилиндре. Вычислить
напряженность электрического поля внутри цилиндриче)
ской полости в равномерно заряженном по объему цилин)
дре, имеющем радиус R. Объемная плотность заряда ци)
линдра ρ. Ось полости параллельна оси цилиндра и нахо)
дится на расстоянии вектора а = аех от нее (рис. 1.28). Вдоль
оси цилиндр и полость можно считать бесконечными.

Решение. Используя результаты предыдущей задачи
и проводя решение аналогично задаче I.15, получаем

1 1 2
0 0 0

( )
2 2 2
ρ −ρ ρ= + =
ε ε ε

E r r r a ,

где r1 и r2 — расстояния до произвольной точки М в по)
лости от оси цилиндра и от оси цилиндрической полости
соответственно.

Предельные соотношения.
Пусть а → 0, а радиус полости стремится к R, тогда

внутри полого цилиндра электрическое поле остается од)
нородным, а весь заряд сосредоточен вблизи поверхности
цилиндра и может считаться поверхностным. Определим
плотность поверхностного заряда, который внутри цилин)
дра создает однородное поле.

Выделим на поверхности цилиндра элементарную пло)
щадку dS. Заряд, находящийся в объеме hdS (рисунок ана)
логичен рис. 1.27), где h = acosθ, равен dq = –ρhdS =
= –ρacosθdS. Следовательно, плотность поверхностного за)
ряда имеет вид

( ) cos .
dq

a
dS

σ θ = = −ρ θ (1.85)

Плотность поверхностного заряда можно связать с на)
пряженностью однородного поля внутри цилиндра, создан)

Рис. 1.28
Цилиндрическая полость в равномерно
с плотностью ρ заряженном по объему
цилиндре. Радиус цилиндра R. Можно

полагать, что цилиндр и полость имеют
бесконечную длину
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ного этим поверхностным зарядом. Так как
 

0
02 xa

ρ=
ε

E e ,
то

σ(θ) = 2ε0E0cosθ = σ0cosθ ∼ cosθ. (1.86)

А н а л и з и р у я  (1.86), приходим к важному выводу
(аналогичному выводу задачи I.15): если на поверхности
цилиндра заряд распределен по закону

σ(θ) = ±σ0cosθ, (1.87)

то внутри цилиндра электрическое поле однородно, а его
напряженность (1.86):

0
0

0

1 .
2 x

σ= ±
ε

E e (1.88)

Справедливо и обратное: если в объеме цилиндра име>
ется однородное электрическое поле, перпендикулярное
его оси, то на поверхности цилиндра распределен заряд с
плотностью s(q) = 2e0E0cosq (имеется в виду, что никаких
других источников поля нет).

Ответ: 1
0

( ) .
2
ρ=
ε

E r a

1.2.3.
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ

С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЯ
ПУАССОНА

Задача I.18. Шар, равномерно заряженный по объе(
му. Используя уравнение Пуассона, определить потенци>
ал и напряженность поля, создаваемого шаром, равномер>
но заряженным по объему с постоянной плотностью ρ. Ра>
диус шара R (2(й способ решения задачи I.13).

Решение. Потенциал и напряженность при непрерыв>
ном распределении заряда можно вычислить, используя
уравнение Пуассона (1.33). В сферической системе коор>
динат, удобной для решения данной задачи, уравнение
Пуассона принимает следующий вид:

2
2

0

1 .r
r r r

∂ϕ ρ⎛ ⎞∂⋅ = −⎜ ⎟∂ ∂ ε⎝ ⎠
(1.89)

Решаем уравнение Пуассона:
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при r ≤ R при r ≥ R

2
2

0

1 ;ir
r r r

∂ϕ ρ⎛ ⎞∂⋅ = −⎜ ⎟∂ ∂ ε⎝ ⎠
2

2

1 0.er
r r r

∂ϕ⎛ ⎞∂⋅ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
(1.90)

Умножаем обе части уравнения на r2, интегрируем и по%
лучаем

3
2

1
0

;
3

i rr B
r

∂ϕ ρ= − ⋅ +
∂ ε

2
3

er B
r

∂ϕ =
∂

(1.91)

где В1 и В3 — константы интегрирования.
Делим на r2 и, интегрируя второй раз (В2 и В4 — констан%
ты интегрирования), имеем

2

1 2
0

1( ) ;
6i
rr B B

r
ρϕ = − ⋅ − +
ε 3 4

1( ) .e r B B
r

ϕ = − + (1.92)

Поскольку заряды занимают ограниченную область
пространства, то решение должно удовлетворять следую%
щим четырем условиям:

1) потенциал должен быть определен во всей области
пространства (не иметь особых точек);

2) должно выполняться условие нормировки потен%
циала

ϕ(r → ∞) = 0; (1.93)

3) потенциал должен быть непрерывен на границе сред,
т. е.

ϕi(R) = ϕe(R); (1.94)

4) напряженность должна быть также непрерывна
∂ϕ= −
∂

E
r

:

.e i

R Rr r
∂ϕ ∂ϕ=
∂ ∂ (1.95)

Из первого условия и (1.91) следует, что В1 = 0, так
как ϕi(0) ≠ ∞; из второго условия (1.93) и (1.92) — В4 = 0,
так как ϕe(r → ∞) = 0. Тогда (1.94) и (1.95) можно записать
в виде уравнений

2

2 3
0

1 ;
6

R B B
R

ρ− ⋅ + = −
ε

3
2

0

,
3

BR
R

ρ− ⋅ =
ε

из которых следует, что 
3

3
0 3

RB
ρ= − ⋅
ε

 и 2
2

02
B R

ρ=
ε

.



ГЛАВА 1. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ЗАРЯДОВ В ВАКУУМЕ 59

Таким образом, выражения для потенциала (1.92) и
напряженности принимают вид
при r ≤ R

2 2

0

( ) (3 ),
6i r R r
ρϕ = ⋅ −
ε

(1.96)

0

;
3

e
iE r

r
∂ϕ ρ=− =
∂ ε

(1.97)

при r ≥ R
3

0

( ) ,
3e

Rr
r

ρϕ = ⋅
ε

(1.98)

3

2
0

.
3

e
e

RE
r r

∂ϕ ρ= − = ⋅
∂ ε

(1.99)

Задача I.19. Бесконечный плоский слой, равномерно
заряженный по объему. Определить потенциал и напря4
женность электрического поля, создаваемого бесконеч4
ным плоским слоем толщиной 2h, равномерно заряжен4
ным по объему с плотностью ρ.

Решение. До вычислений, на основании интуитивных
соображений, попытайтесь изобразить зависимости ϕ(x)
и Е(х), помещая начало оси ОХ, перпендикулярной плос4
кости слоя, в середине слоя (рис. 1.29).

1�й способ (использование теоремы Остроградского–
Гаусса). Исходя из плоской симметрии задачи, можно до4
гадаться, что линии напряженности перпендикулярны
пластине. Тогда в качестве поверхностей Остроградского–
Гаусса выбираем цилиндры, торцы которых перпендику4
лярны силовым линиям и имеют координаты х и –х. То4
рец одного цилиндра, взятого для определения поля внут4
ри слоя, проходит через точку В (0 < xB < h), торец другого
цилиндра, используемого для вычисления напряженности
вне слоя, проходит через точку А (xA > h). Боковые поверх4
ности цилиндров выбираем так, как и в задаче с бесконеч4
ной заряженной плоскостью (задача I.11, рис. 1.20), чтобы
в каждой точке поверхности напряженность не имела нор4
мальной составляющей и не давала таким образом вклада
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в поток. В силу симметрии,
поток вектора напряженно#
сти через обе торцевые по#
верхности одинаков, так что
суммарный поток равен

ФE = 2E(x)S,

где S — площадь торцевой по#
верхности цилиндра.

Теорема Остроградского–
Гаусса для цилиндра, содер#
жащего в торце точку В
0 <xB <h:

0

(2 )
2 ( )

xS
E x S

ρ=
ε

и

int
0

( )E x x
ρ=
ε

(1.100)

для цилиндра, содержащего в
торце точку А
xA > h:

0

(2 )
2 ( )

hS
E x S

ρ=
ε

и

ext
0

( ) const.
h

E x
ρ= =
ε

(1.101)

Примем (нормируем)
ϕ(x = 0) = 0. Тогда по опреде#
лению (1.25) при 0 < x < h

0

0

2

0 0

( ) ( )( )( 1)

;
2

x

x

x E x dx

xdx x

ϕ = − − =

ρ ρ= = −
ε ε

∫

∫
(1.102)

Рис. 1.29
а — силовые линии электри�

ческого поля, создаваемого
плоским слоем толщиной h,

заряженным однородно по
объему с плотностью ρ.

Точками (схематически)
показаны истоки вектора
напряженности, линейно

возрастающего с ростом х;
б — график Е(х); в — график
зависимости ϕ(х) потенциа�

ла получен на основании
определения (1.25) при
нормировке ϕ (х = 0) = 0

с использованием элемен�
тарной работы δА силы
поля F = q0E по переносу

точечного положительного
пробного заряда q0 из точки

с координатой х
в точку х = 0

а

б

в
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при x > h
0

ext int

0

0 0 0

( ) ( )( )( 1) ( )( )( 1)

(2 ).
2

h

x h

h

x h

x E x dx E x dx

h h
dx xdx x h

ϕ = − − + − − =

ρ ρ ρ= + = − −
ε ε ε

∫ ∫

∫ ∫
(1.103)

В области x < 0 величина напряженности такая же, как
и при x > 0, но в силу симметрии напряженность при x < 0
имеет противоположное направление, т. е. E(x < 0) =
= –E(x > 0). График E(x) представлен на рис. 1.29. График
ϕ(x) симметричен относительно плоскости х = 0, во/пер/
вых, в силу симметрии задачи, а во/вторых, потенциал
всегда возрастает в направлении, противоположном на/
правлению вектора напряженности, так как E = –gradϕ ≡
≡ –dϕ/dr.

Предельный переход.
При h → 0 объемный заряд превращается в поверхност/

ный с плотностью σ = ρ ⋅ 2h и напряженность Е (1.69), и
потенциал ϕ (1.70) поля принимают вид, соответствую/
щий заряженной по поверхности бесконечной плоскости
(рис. 1.17).

Обратим внимание, во�первых, на то, что при объем�
ном заряде напряженность не испытывает разрывов
(скачков) на границе, где изменяется объемная плотность
зарядов (в данной задаче на границе плоского слоя), тогда
как на заряженной поверхности разрыв (скачок) напряжен/
ности равен σ/ε0. Во�вторых, при любом условии норми/
ровки потенциала (в том числе и при выбранной в задаче
нормировке) потенциал на плоских границах слоя при x = ±h
одинаков, что является следствием симметрии задачи.

2�й способ (использование уравнения Пуассона). Про/
нумеруем области и запишем уравнение Пуассона и его
решение для каждой из областей (см. рис. 1.29), вводя
константы Вi:

x ≤ –h –h ≤ x ≤ h x ≥ h; (1.104)

2
1

2
0

x
∂ ϕ =
∂

2
2

2
0x

∂ ϕ ρ= −
∂ ε

2
3

2
0;

x
∂ ϕ =
∂

(1.105)



62 ЭЛЕКТРОСТАТИКА В ВОПРОСАХ И ЗАДАЧАХ

1
3B

x
∂ϕ =
∂

2
1

0

x B
x

∂ϕ ρ= − +
∂ ε

3
5B

x
∂ϕ =
∂

(1.106)

ϕ1(x) = B3x + B4

2

2 1 2
0

( )
2

xx B x B
ρϕ = − ⋅ + +
ε

ϕ3(х) = B5x + B6.
(1.107)

Решение должно удовлетворять следующим условиям:
1) условию задачи (условию нормировки)

ϕ2(0) = 0; (1.108)

2) условию симметрии поля E1 = –E3, т. е.

1 3 .
x x

∂ϕ ∂ϕ− =
∂ ∂

(1.109)

на границах (x = –h и х = h) — требованию непрерывноA
сти потенциала:

ϕ1(–h) = ϕ2(–h); (1.110)

ϕ2(h) = ϕ3(h) (1.111)

и непрерывности напряженности

1 2 ;
x h x hx x= − = −

∂ϕ ∂ϕ− = −
∂ ∂ (1.112)

2 3 .
x h x hx x= =

∂ϕ ∂ϕ− = −
∂ ∂ (1.113)

Из условия (1.108) следует, что

B2 = 0, (1.114)

а из (1.109), что

B5 = –B3. (1.115)

С учетом (1.114) и (1.115) условия (1.110)–(1.113) можA
но записать в виде уравнений

2

3 4 1
0

;
2

hB h B B h
ρ− + = − ⋅ −
ε
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2

1 3 6
0

;
2

h B h B h B
ρ− ⋅ + = − +
ε

3 1
0

;B h B
ρ= +
ε

1 3
0

,h B B
ρ− + = −
ε

решение которых определяет значения констант:

B1 = 0;

3
0

;B h
ρ=
ε

2

4 6
0

.
2
hB B

ρ= = ⋅
ε

Подставляя константы в (1.106) и (1.107), получаем
такие же характеристики поля, как и в первом способе
решения:

( )

1
1

0

1
0

( ) 2
2

h
E

x

h
x x h

∂ϕ ρ ⎫= − = − ⎪∂ ε ⎪
⎬ρ ⎪ϕ = +

ε ⎪⎭

 при х ≤ h; (1.116)

2
2

0

2
2

0

( )
2

E x
x

x x

∂ϕ ρ ⎫= − = ⎪∂ ε ⎪
⎬ρ ⎪ϕ = −

ε ⎪⎭

 при –h ≤ х ≤ h; (1.117)

3
3

0

3
0

( ) (2 )
2

h
E

x

h
x x h

∂ϕ ρ ⎫= − = ⎪∂ ε ⎪
⎬ρ ⎪ϕ = − −

ε ⎪⎭

 при х ≥ h. (1.118)

Заметим, что симметрия электрического поля может
измениться при наложении дополнительных условий
(см. следующую задачу).

Ответ: см. (1.116)–(1.118).
Задача I.20. Между двумя бесконечными металличеB

скими плоскостями равномерно распределен объемный
заряд с плотностью ρ > 0. Найти распределение потенциала
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и напряженность электрического поля между пластина'
ми, если расстояние между пластинами равно d, и одна из
пластин заземлена, а потенциал другой равен U0.

Решение. Преимущество вычисления параметров элек'
трического поля с помощью уравнения Пуассона нагляд'
но иллюстрируется решением данной задачи, в которой
использование других методов требует значительно более
громоздких вычислений.

Пронумеруем области и запишем уравнение Пуассо'
на и его решение для каждой из областей, вводя констан'
ты Вi:

x ≤ 0 0 ≤ x ≤ d x ≥ d;

2
1

2
0

∂ ϕ =
∂x

2
2

2
0

∂ ϕ ρ= −
ε∂x

2
3

2
0;

∂ ϕ =
∂x

1
3

∂ϕ =
∂

B
x

2
1

0

∂ϕ ρ= − +
∂ ε

x B
x

3
5;

∂ϕ =
∂

B
x

ϕ1(x) = B3х + B4  
2

2 1 2
0

( )
2

xx B x B
ρϕ = − ⋅ + +
ε  ϕ 3(x) = B5х + B6.

Решение должно удовлетворять следующим условиям:
1) условию нормировки

ϕ(0) = 0; (1.119)

2) равенству (по условию задачи)

ϕ(х = d) = U0; (1.120)

3) требованию непрерывности потенциала на границах
(x = 0 и х = d)

ϕ1(0) = ϕ2(0); (1.121)

ϕ2(d) = ϕ3(d); (1.122)

4) непрерывности напряженности

1 2

0 0

;
x xx x= =

∂ϕ ∂ϕ− = −
∂ ∂ (1.123)
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2 3 .
x d x dx x= =

∂ϕ ∂ϕ− = −
∂ ∂ (1.124)

Из условий (1.119) и (1.121) следует

B2 = B4 = 0; (1.125)

из условия (1.123) получается

B3 = B1; (1.126)

из условия (1.120) следует

0
1

0

;
2

dU
B

d
ρ= +
ε

(1.127)

из условий (1.124) и (1.127) получаем

0
5 1

0 0

;
2

dU
B B d

d
ρ ρ= − = −
ε ε

(1.128)

из условий (1.122) и (1.128) следует

6 0 5
0

.
2

d
B U B d

ρ= − =
ε

(1.129)

Используя (1.125)–(2.129), получаем

1 0
1

0

0
1

0

2

( )
2

dU
E

x d

dU
x x

d

∂ϕ ρ ⎫⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟⎪∂ ε⎝ ⎠⎪
⎬

ρ⎛ ⎞ ⎪ϕ = +⎜ ⎟ ⎪ε⎝ ⎠ ⎭

 при х ≤ 0; (1.130)

2 0
2

0 0

02
2

0 0

2

( )
2 2

dU
E x

x d

dU
x x x

d

∂ϕ ρ ρ ⎫⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟ ⎪∂ ε ε⎝ ⎠ ⎪
⎬

ρ ρ⎛ ⎞ ⎪ϕ = − + +⎜ ⎟ ⎪ε ε⎝ ⎠ ⎭

 при 0 ≤ х ≤ d; (1.131)

3 0
3

0

2
0

3
0 0

2

( )
2 2

dU
E

x d

d dU
x x

d

∂ϕ ρ ⎫⎛ ⎞= − = − −⎜ ⎟ ⎪∂ ε⎝ ⎠ ⎪
⎬

ρ ρ⎛ ⎞ ⎪ϕ = − +⎜ ⎟ ⎪ε ε⎝ ⎠ ⎭

 при при х ≥ 0. (1.132)
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Графики полученных зависимостей для напряжен+
ности представлены на рис. 1.30а и для потенциала на

рис. 1.30б для случая 
2

0
02

d
U

ρ>
ε

, т. е. 
2

0 0

1
2

d
U
ρη ≡ <

ε
 (штри+

ховые линии), для 
2

0
0

,
2

d
U

ρ=
ε

 т. е. 
2

0 0

1
2

d
U
ρη ≡ =

ε
 (сплошные

линии), и для случая 
2

0
0

,
2

d
U

ρ<
ε

 т. е. 
2

0 0

1
2

d
U
ρη ≡ >

ε
 (пунк+

тирные линии).
При η > 1, напряженность поля в области 2 обращает+

ся в нуль при 
11 .

2m
dx d⎛ ⎞= + <⎜ ⎟η⎝ ⎠

 На этой плоскости потен+

циал достигает максимального значения

2

2 0 0
(1 )

( ) .
4mx U U
+ ηϕ = >

η

В области 3 имеется плоскость 0 ,
1

x d d
η= >

η −  на которой

потенциал равен нулю, так же как и при х = 0.
При η < 1 потенциал монотонно растет с ростом⎪x⎪

(рис. 1.30).
Ответ: см. (1.130)–(1.132).

§ 1.3.
МИКРОСКОПИЧЕСКИЕ

ЗАРЯДЫ

Микроскопическими носителями зарядов, как поло+
жительных, так и отрицательных, являются заряженные
элементарные частицы и ионы. Ионы (от греч. ioń — веду+
щий) (Н+, Li+, Al3+, 4NH+ , F–) — одноатомные или много+
атомные частицы, несущие заряд. Катионы имеют поло+
жительный заряд, анионы — отрицательный. В водных
растворах ионы металлов гидратированы, т. е. окружены
оболочкой из молекул воды, благодаря чему могут суще+
ствовать в зарядовом состоянии длительное время.

Кроме того, существуют нейтральные молекулы, в ко+
торых одновременно имеются пространственно разделен+
ные положительно и отрицательно заряженные ионные
центры. Такие молекулы называются цвиттер�ионами.
К цвиттер+ионам относятся биологические макромолеку+
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лы, например аминокислоты.
Нейтральные частицы харак)
теризуются дипольными элек)
трическими моментами.

Алгебраическая сумма за)
рядов всех частиц изолиро)
ванной системы сохраняется
неизменной при любых взаи)
модействиях внутри системы
(закон сохранения электриче�
ского заряда). Важным свой)
ством заряда наряду с тем, что
он служит источником элек)
трического и магнитного по)
лей, является то, что он может
изменяться только порциями,
кратными заряду электрона.

Электрон имеет минималь)
ный элементарный заряд, ко)
торым может обладать свобод)
ная частица. Внутренняя
структура распределения за)
ряда е = 1,6 ⋅ 10–19 Кл у электрона пока не известна, и он
считается точечной, но слабо поляризующейся частицей.
Поляризация электрона приводит к поляризационным по)
правкам при точных расчетах кулоновского взаимодейст)
вия электронов с ядром в атомах.

Такой же по величине заряд, но положительный, несет
протон. Протоны и нейтроны, входящие в состав ядер всех
атомов (кроме водорода), состоят из фундаментальных час)
тиц — кварков. В состав протона входят два u)кварка, каж)
дый из которых несет заряд +(2/3)e, и один d)кварк с за)
рядом –(1/3)e. Таким образом, суммарный заряд протона
равен

2 12 ( ) ( )
3 3

e e e⋅ + + − = .

Нейтрон состоит из одного u)кварка и двух d)кварков,
и его суммарный заряд равен нулю:

Рис. 1.30
Графики зависимостей
напряженности Е(х) и

потенциала для случаев, η > 1
(штриховые линии), для η = 1
(сплошные линии) и для η > 1

(пунктирные линии), где
η = ρd2/(2U0ε0)

а

б
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2 1( ) 2 ( ) 0
3 3

e e+ + ⋅ − = .

Отдельный свободный кварк экспериментально не на&
блюдался. Силы взаимного притяжения между кварками, в
отличие от кулоновских (или гравитационных), возрастают
с увеличением расстояния между кварками и на расстояни&
ях порядка 10–13 см достигают огромной величины ∼20 т.
Взаимодействие между кварками осуществляется путем об&
мена частицами — глюонами (от англ. glue — клей), «склеи&
вающими» кварки между собой в протоне и нейтроне.

В классической модели можно использовать прибли&
жение непрерывного распределения электрического заря&
да в нуклонах. Так, в протоне, в первом приближении,
распределение объемной плотности заряда описывается
экспоненциальной функцией:

ρ(r) = ρ0exp(–r/a), (1.133)

где ρ0 — плотность заряда в центре сферического распре&
деления зарядовой плотности ρ0 = 3 ⋅ 1045 e/м3 =
= 4,8 ⋅ 1026 Кл ⋅ м3, ⎪e⎪ — заряд протона, равный по вели&
чине заряду электрона, а — расстояние, на котором плот&
ность заряда уменьшается в е раз.

Задача I.21. Элементарный заряд. Основываясь на
классической модели (1.133), оцените, какая часть заря&
да протона находится в объеме шара с радиусом rp = 5,32a.

Решение. В классической модели протон не имеет рез&
ко очерченных границ. Константу а, равную расстоянию
от центра протона до точки, в которой плотность заряда
отличается от плотности в центре в е раз, можно опреде&
лить, вычислив полный заряд протона, используя (1.133).
Для этого просуммируем заряды

dq = ρ(r) ⋅ 4πr2dr. (1.134)

В сферических слоях при изменении r от нуля до беско&
нечности

( )2 3 2 / 3
0 0

0
0

( )4 4 2 2 8 ,r ae r r dr a r r e a
∞

∞
−= ρ π = πρ ⎡− + + ⎤ = πρ⎣ ⎦∫ (1.135)
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тогда 

1/3

15

0

0,23 10 м.
8

e
a −

⎡ ⎤
= ≈ ⋅⎢ ⎥πρ⎣ ⎦

Продемонстрируем распределение заряда в протоне
графически. Для удобства построения кривых введем сле4
дующие обозначения:

q′ = q/|e|, r′ = r/a. (1.136)

Расстояние от центра протона r′ = r/a измеряется в
единицах a, а заряд q′ = q/|e| — в единицах ⎪e⎪, т. е. отно4
сительно общего заряда протона.

Объемная плотность заряда протона уменьшается экс4
поненциально, как функция
расстояния от центра (1.133)
(рис. 1.31а):

ρ(r′) = ρ0e–r′.

Заряд dq′, находящийся
внутри бесконечно тонкого
сферического слоя толщи4
ной dr′ и радиусом r′, в соот4
ветствии с (1.134) и (1.136)
выражается соотношением

′−

′−

′ ′ = ρ ⋅ π =

πρ ′ ′= =

′ ′=

2

0 3 2

2

1( ) ( ) 4

4

1 ,
2

r

r

dq r r r dr
e

a e r dr
e

e r dr

где учтена связь (1.135) пара4
метров распределения (1.133)
заряда с величиной заряда
протона.

Зависимость отношения
dq′(r′) к величине dr′

21
2

rdq
r e

dr
′−′ ′=′

(1.137)

представлена на рис. 1.31б.

Рис. 1.31
Зависимость от расстояния

до центра протона, выра�
женного в относительных

единицах r = r′/a:

а — константа, входящая в (1.133)
объемной плотности заряда ρ(r′);
б — отношения dq′/dr′ (dq’ — за4
ряд, находящийся внутри беско4
нечно тонкого сферического слоя
толщиной dr’); в — относительной
величины заряда q’, сосредоточен4
ного в шаре радиуса r.

а

б

в
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При малых значениях r′ заряд dq′ стремится к нулю,
несмотря на максимальную объемную плотность заряда,
поскольку радиус, а следовательно, и объем сферического
слоя, в котором расположен заряд, становится пренебре/
жимо малым. На больших же расстояниях r′ заряд dq′
стремится к нулю, так как ρ(r′ → ∞) → 0. Максимум при/
веденной зависимости соответствует значению rmax = 2a.

На рис. 1.31в приведена зависимость относительной
величины заряда, сосредоточенного в шаре с радиусом r′,
от значения r′. Эта зависимость получается путем интег/
рирования функции, показанной на рис. 1.31б. Видно, что
в шаре с радиусом rp = 5,3a ≈ 1,26 ⋅ 10–16 м сосредоточено
≈ 0,9⎪e⎪ полного заряда протона, т. е. практически весь
заряд).

Ответ: ≈90%.
Задача I.22. Равновесие в системе точечных зарядов.

Заряды q1 = +е и q2 =+2е находятся на расстоянии l друг
от друга (рис. 1.32). Где на линии, соединяющей заряды,
следует поставить заряд q0 = –е, чтобы он находился в рав/
новесии?

Решение. Пусть а — расстояние от заряда q1 до заря/
да q0. Приравнивая силы, действующие на заряд q0 со сто/
роны зарядов q1 и q2, получаем

2 2

2 2
0 0

1 1 2
4 4 ( )

e e
a l a

⋅ = ⋅
πε πε −

(1.138)

и

( 2 1) .= −a l (1.139)

Однако можно убедиться, что при этом заряды q1 и q2

не находятся в равновесии.
Можно ли подобрать величину заряда q0 так, чтобы

все заряды находились в равновесии?
Записывая условия равновесия, аналогичные (1.138),

для всех зарядов системы получаем, что равновесие воз/
можно, если на расстоянии ( 2 1)a l= −  (1.139) от заряда q1

находится заряд 2 2
0 2 ( ) 2 ( 2 1) 0,34 .q e a l e e= = − ≈

Равновесие это не является устойчивым — при малом
смещении любого заряда оно нарушается, что согласует/
ся с теоремой Ирншоу.
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Теорема Ирншоу. В си�
стеме неподвижных свобод�
ных электрических зарядов,
если действуют только силы
кулоновского взаимодейст�
вия, устойчивое равновесие
невозможно.

Однако устойчивое рав�
новесие может стать возмож�
ным при движении зарядов.
Простейшим примером может служить атом Бора.

Ответ:  ( 2 1) .a l= −

Задача I.23. Какую скорость вращения имеет электрон
в атоме водорода в модели Бора, находясь в основном со�
стоянии на орбите радиуса aB = 0,5 Å?

Решение. Из уравнения движения 
2 2

2
0

1
4

mV e
r r

= ⋅
πε

 при

r = aB получаем, что скорость движения электрона только
в ∼100 раз меньше скорости света:

19 22
9 6

31 10
0 B

(1,6 10 )1 9 10 2,2 10 м/c.
4 9,11 10 0,5 10

eV
ma

−

− −

⋅= ≈ ⋅ ≈ ⋅
πε ⋅ ⋅ ⋅

Угловая скорость вращения при этом равна ω = V/aB ≈
≈ 4,4 ⋅ 1016 рад/c.

Ответ: V ≈ 2,2 ⋅ 106 м/с.

Рис. 1.32
Три точечных заряда

располагаются на одной линии.
На каком расстоянии а

следует расположить заряд
q0 = –e, чтобы он находился

в равновесии?



Г Л А В А 2

ПРОВОДНИКИ
В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Знание некоторых принципов
легко возмещает незнание большинства фактов.

Гельвеций

§ 2.1.
ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ

ПРИНЦИПА СУПЕРПОЗИЦИИ

Задача II.1. Две бесконечные плоскости, равномерно за!
ряженные по поверхности с плотностями зарядов σ1 и σ2,
находятся на расстоянии h друг от друга. Определить на!
пряженность Е и потенциал j создаваемого ими поля.

Решение. Бесконечной плоскостью можно считать,
например, плоскую квадратную пластину со стороной а,
если поле определяется на расстоянии x << a, а толщина
пластины — 1 → 0. Заряженную плоскость можно пред!
ставить себе в виде сетки с мелкими ячейками, в узлах
которых находятся заряды.

Характеристики поля одной плоскости были вычис!
лены ранее (см. задачи I.8, I.11). Теперь к первой плоско!
сти (с плотностью заряда σ1) подносится вторая плоскость
(с плотностью заряда σ2), параллельная первой. Посколь!
ку l → 0, то движение зарядов в направлении перемеще!
ния плоскостей (т. е. в направлении, перпендикулярном
плоскостям пластин) невозможно, и перераспределения
зарядов не происходит, так что напряженность поля и
потенциал двух пластин вычисляются по принципу су�
перпозиции (рис. 2.1, 2.2):

E = EI+EII,
� = ϕI + ϕII.

Проведем сначала графическое суммирование напря*
женностей. Используя результаты задач I.8 и I.11, изо!
бразим независимо напряженности полей обеих пластин
(пунктирной линией Е1 для первой пластины и штрих!
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пунктирной Е2 — для второй). Пусть σ2 = 3σ1 > 0. Сложив
представленные на рис. 2.1 зависимости Е1 и Е2, полу*
чим, что напряженность поля между пластинами равна
(σ2 – σ1)/(2ε0), а вне системы напряженность одинакова
по величине (σ2 + σ1)/(2ε0), но имеет разное направление.
Обратим внимание на то, что скачок напряженности на
каждой из пластин не зависит от присутствия второй
пластины, а определяется только величиной соответст*
вующей плотности поверхностного заряда.

Перед использованием принципа суперпозиции для
вычисления потенциала поля от двух пластин необходимо

Рис. 2.1
Напряженность Е (зависи�

мость Е(х) изображена
сплошной линией) поля,

создаваемого двумя бесконеч�
ными плоскостями, равно�

мерно заряженными с
плотностями σ1 и σ2,

находится по принципу
суперпозиции — сложения
напряженности Е1 (пунк�

тирная линия), создаваемой
первой плоскостью, и

напряженности Е2 (штрих�
пунктирная линия), созда�
ваемой второй заряженной

плоскостью

Рис. 2.2
При использовании принципа

суперпозиции для потенциалов
принимается общее условие

нормировки ϕ(0) = 0, что
приводит к сдвигу (показан

широкими затемненными
стрелками) прежних зависи�

мостей ϕ1(0) и ϕ2(0) (с нормиров�
кой ϕ на нуль на каждой из

пластин) для первой и второй
пластин соответственно.

Суммируя потенциалы ϕ1 и ϕ2,
соответствующие новой

нормировке, получаем потен�
циал ϕ = ϕ1 + ϕ2 системы двух

заряженных плоскостей
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принять общее условие нормировки потенциала, так как
потенциал в виде (1.60)–(1.61) для первой пластины ϕ1(0)

(см. рис. 2.2) соответствует нормировке ϕI(–h/2) = 0, а для
второй пластины ϕ2(0) — нормировке ϕII(+h/2) = 0. Примем
новое условие нормировки ϕ(0) = 0. Изменение нормиров3
ки на графике означает смещение зависимостей ϕ1(0) → ϕ1

и ϕ2(0) → ϕ2 параллельно самим себе по оси ОY так, чтобы
соответствовать условию ϕ(0) = 0. На рис. 2.2 смещение
показано широкими затемненными стрелками. После это3
го проводим суммирование смещенных кривых ϕ = ϕ1 + ϕ2

(сплошная кривая), соответствующих новому условию
нормировки.

Примечание. Пользуясь полученной зависимостью ϕ = ϕ(x)
и формулами (1.22)–(1.24), попытайтесь вновь получить зави3
симость E(x) и картину силовых линий напряженности, пред3
ставленных на рис. 2.1.

Найдем аналитический вид потенциала. Для изменения ус3
ловия нормировки добавим константы С1 и С2 и учтем, что нуль
оси ОХ смещен относительно (1.60)–(1.61). Получаем

1
1

0

1

1
1

0

( /2) , при /2,
2

( )

( /2) , при /2
2

x h C x h

x

x h C x h

σ+ + + < −
ε

ϕ =
σ− + + > −
ε

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

и

2
2

0

2

2
2

0

( /2) , при /2,
2

( )

( /2) ,при /2.
2

x h C x h

x

x h C x h

σ+ − + <
ε

ϕ =
σ− − + >
ε

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

Константы определяются из условия нормировки ϕ(0) = 0:

1
1

04
C h

σ=
ε

 и  2
2

0

.
4

C h
σ=
ε

Тогда для ϕ1(x) и ϕ2(x) получаем
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1

0
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1

0

( ), при /2,
2

( )

, при /2
2
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x

x x h

σ + < −
ε

ϕ =
σ− > −
ε

⎧
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⎨
⎪
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x h x h

σ+ <
ε

ϕ =
σ− − >
ε

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
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Суммарный потенциал ϕ(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) принимает вид

1 1 2

0 0

2 1

0

2 1 2

0 0

, при /2,
2 2

( ) , при /2 /2,
2

, при /2.
2 2

h x x h

x x h x h

h x x h

σ σ + σ+ < −
ε ε

σ − σϕ = − < <
ε

σ σ + σ− >
ε ε

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

Частный случай. Поле плоского конденсатора.
При σ1 = –σ2 = σ напряженность отлична от нуля толь-

ко в пространстве между пластинами (см. рис. 2.3)

E = σ/ε0, (2.1)

где потенциал изменяется линейно.

0

( )x xσϕ = −
ε

(2.2)

(при нормировке ϕ(0) = 0), так как Е = const. С наружных
сторон пластин потенциал постоянен и равен потенциалу
соответствующей пластины:

0

( /2) /2,h hσϕ = −
ε

0

( /2) /2.h hσϕ − =
ε

Разность потенциалов между пластинами конденсато-
ра равна

0

.h E hσΔϕ = = ⋅
ε

(2.3)
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Ответ:

при x < –h/2 2 1

02
E

σ + σ= −
ε  и 1 1 2

0 0

( )
2 2

x h x
σ σ + σϕ = +
ε ε ;

при –h/2 < x < h/2 2 1

02
E

σ − σ= −
ε  и 2 1

0

( )
2

x x
σ − σϕ =

ε ;

при x > h/2 2 1

02
E

σ + σ=
ε  и 2 1 2

0 0

( ) .
2 2

x h x
σ σ + σϕ = −
ε ε

Задача II.2. (для самопро�
верки). Изобразите картину
силовых линий напряженно'
сти в условиях предыдущей
задачи, если плоскости пер'
пендикулярны друг другу и
σ1 = +σ0, а σ2 = –σ0/2.

Ответ: см. рис. 2.4.
Принцип суперпозиции ис'

пользуется тогда, когда извест'
но установившееся распреде'
ление зарядов. Например, в
задаче I.22 при сближении за'
ряженных плоскостей на них
не происходит перераспреде'
ления зарядов. Однако если в
поле одной заряженной метал'
лической пластины конечной
толщины подносить другую
широкую заряженную метал'
лическую пластину, то уста'
новившееся статическое рас'
пределение зарядов будет отли'
чаться от того распределения,
которое было, когда пластины
находились достаточно дале'
ко друг от друга (вне области
взаимного влияния электри'
ческих полей).

Рис. 2.3
Зависимость напряженности

и потенциала от координа�
ты х для случая плоского

конденсатора, когда поверх�
ностная плотность заряда на

пластинах одинакова по
величине, но разная по знаку:
σ1 = –σ2. Между пластинами

плоского конденсатора
напряженность поля имеет
постоянное значение σ/ε0, а

потенциал линейно возраста�
ет в сторону, противополож�

ную направлению вектора
напряженности
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Чтобы определить, как изменяется распределение за&
рядов на проводниках, когда они попадают в поле сторон&
них источников поля, рассмотрим основные особенности
электростатического поля в присутствии проводников.

§ 2.2.
ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ

В ПРИСУТСТВИИ ПРОВОДНИКОВ

Золотое правило гласит, что нет золотых правил.
Бернард Шоу

Проводник — это вещество, имеющее свободные заряды
(заряженные частицы: электроны в металлах, электроны и
дырки в полупроводниках, ионы в ионных проводниках),
которые могут свободно перемещаться по всему объему про&
водника. Электрическое поле вызывает направленное дви&
жение свободных носителей заряда — электрический ток.

Пусть проводник находится в электростатическом поле
с напряженностью Е0, созданном сторонними источника&
ми. Отметим основные особенности электростатиче�
ского поля в присутствии проводников.

1. Поле сторонних источников действует на свободные
заряды qi с силой Fi = qiE, вызывая направленное движение
зарядов (электрический ток), кото&
рое приводит к образованию на по&
верхности проводника поверхностно&
го заряда с плотностью σind, называе&
мого индуцированным зарядом.

2. Индуцированный поверхност&
ный заряд σind создает собственное
поле с напряженностью Eσ. Как внут&
ри, так и вне проводника результи&
рующее поле является суперпози&
цией полей:

E = E0 + Eσ. (2.4)

3. В объеме проводника Eσ на&
правлено против E0: Eσ ↑↓ E0. По&
этому с ростом σind напряженность

Рис. 2.4
Картина силовых

линий напряженности
для двух перпендику�

лярных друг другу
плоскостей, плот�

ность поверхностного
заряда которых равна

σ1 = +σ0 и σ2 = –σ0/2
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результирующего поля в объеме проводника Eint = E0 + Eσ
уменьшается. Когда напряженность поля внутри провод-
ника становится равной нулю:

Eint = 0, (2.5)

направленное движение зарядов и рост σint заканчивают-
ся, и устанавливается равновесное статическое распреде
ление зарядов.

Условие (2.5) в электростатике следует непосредствен-
но из закона Ома, записанного в дифференциальной фор-
ме j = γE (γ — коэффициент электропроводности, j — плот-
ность электрического тока), и условия отсутствия в ста-
тике направленного движения зарядов j = 0.

4. Из равенства нулю напряженности поля внутри про-
водника следует, что в объеме проводника объемная плот-
ность заряда также равна нулю:

int
int

0

div 0.
ρ = =
ε

E (2.6)

5. Поскольку E = –grad ϕ, то условие (2.5) означает, что
потенциал имеет одно и то же значение в любой точке,
как в объеме, так и на поверхности проводника:

ϕint = const. (2.7)

6. Снаружи, вблизи поверхности проводника, напря-
женность электрического поля Е имеет только нормаль-
ную составляющую:

Eτ = 0, Eext = Eextn. (2.8)

Если бы поле имело τ-составляющую, то она стала бы
источником поверхностных токов. Поскольку рассматри-
вается уже установившееся статическое состояние, в ко-
тором токов нет, то, следовательно, нет и τ-составляющей
напряженности. Этот вывод также следует из граничных
условий непрерывности тангенциальной составляющей
напряженности (1.37).

Вопросы для самопроверки.
1. Можно ли проводящий шар зарядить равномерно по

объему?
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Ответ. Свободный заряд, специально не удерживаемый
в какой*либо точке проводника, не сможет оставаться в
объеме проводника и перейдет на его поверхность. Если
же сделать полость в проводнике, то поместить в нее за*
ряд можно, но это уже другая задача.

2. При любых внешних условиях потенциал проводя*
щего шара одинаков во всех точках, а поверхностная плот*
ность заряда одинакова? Чем определяется плотность по*
верхностного заряда проводника?

Ответ. Плотность индуцированных зарядов σint не оди*
накова. Ее значение определяется условием: Eint = 0, а
Eext = Eextn. Вблизи поверхности Eext = σind/ε0.

3. Какой результат достигается перераспределением
зарядов и образованием индуцированных зарядов на по*
верхности проводников, помещенных в электростатиче*
ское поле сторонних источников?

Ответ. Eint = 0, ϕint = const.
4. Почему силовые линии поля точечного заряда рас*

ходятся во все стороны, а у заряда на поверхности метал*
лической сферы идут только вне сферы, а внутри сферы
поле равно нулю?

Ответ. Напряженности поля как внутри сферы (Eint = 0),
так и вне сферы (Eext ≠ 0) могут рассматриваться как ре*
зультаты суперпозиции полей точечных зарядов.

5. Почему напряженность электрического поля внут*
ри полости заряженного проводника равна нулю?

Ответ. Внутри объема проводника в статике напряжен*
ность электрического поля равна нулю. Поэтому поток на*
пряженности электрического поля через любую замкну*
тую поверхность, содержащую данную полость и прохо*
дящую в объеме проводника, равен нулю. Это означает,
что если на внутренней поверхности находится заряд, то
его суммарная величина равна нулю. Предположим нали*
чие таких зарядов, расположенных на поверхности полос*
ти, и, таким образом, наличие электрического поля в по*
лости. Вычисляя разность потенциалов между точками
проводника как работу сил электрического поля вдоль

линии напряженности в полости 
1

12

2

dΔϕ = ∫E r , получаем,
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что потенциалы в разных точках проводника разные:
Δϕ12 ≠ 0, что не соответствует условию статического рас(
пределения зарядов.

Использование закономерностей п. 1–6 во многих слу(
чаях упрощает вычисление характеристик электрического
поля, создаваемого не одним заряженным телом, а двумя
и более, так как при этом можно считать, что одно заря(
женное тело создает поле, а другое находится в этом поле.

Подчеркнем еще раз, если незаряженный или заряжен(
ный проводник помещается в электростатическое поле,
то возникающее перераспределение зарядов подчинено
закономерностям п. 1–6, согласно которым плотность рас(
пределения зарядов на поверхности проводника будет та(
кой, чтобы напряженность поля внутри проводника была
равна нулю: Е = 0, т. е. потенциал был одним и тем же во
всех точках проводника: ϕ = const.

Давайте учиться на чужих ошибках —
репертуар своих слишком однообразен.

Лешек Кумор

Задача II.3. Найдите ошибку. Бесконечная металличе(
ская пластина находится в однородном электрическом
поле с напряженностью Е0. Основываясь на закономерно(
стях (2.4)–(2.8), определите, какая из изображенных на
рис. 2.5 картин линий напряженности правильная.

Ответ: (г).
Задача II.4. Две бесконечные заряженные металличе�

ские пластины. Теперь можно вернуться к задаче II.1, но
сформулировать ее немного иначе. К металлической пла(
стине площадью S, толщиной ,h S�  несущей заряд q1,
подносят имеющую такие же размеры пластину с заря(
дом q2. Пластины параллельны, расстояние между ними
равно d S� . Определить поверхностную плотность за(
рядов на каждой из сторон пластин.

Решение. Когда пластины находились на таком рас(
стоянии, что их взаимным влиянием можно было пренеб(
речь, заряды в первом приближении были распределены
равномерно по поверхности пластин, т. е. на каждой из
двух сторон пластин находился заряд qi/2 с плотностью
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σi = qi/2S. Зависимости Е(х) и ϕ(х) для каждой из пластин
имели вид, представленный на рис. 1.17. Напряженность
поля в объеме пластин равнялась нулю и испытывала ска4
чок σi/ε0 при переходе через заряженную поверхность. Как
только каждая из пластин попадает в поле другой пласти4
ны, напряженность электрического поля в объеме пластин
становится отличной от нуля, что сразу же приводит к
направленному движению зарядов и перераспределению
их на поверхности пластин так, чтобы Е = 0 в толще обеих
металлических пластин.

Пусть перераспределение зарядов произошло, и плот4
ности зарядов на поверхностях пластин стали равны σ1,
σ2, σ3, σ4 (см. рис. 2.6). Естественно, что суммарный заряд
на пластинах остался неизменным:

σ1S + σ2S = q1; (2.9)

σ3S + σ4S = q2. (2.10)

Стационарное распределение зарядов соответствует ус4
ловию равенства нулю напряженности электрического поля
внутри пластин. Теперь, при известном распределении за�
рядов, напряженность можно найти по принципу супер�
позиции напряженностей полей от четырех заряженных

Рис. 2.5
Бесконечная металлическая пластина находится в однородном

электрическом поле с напряженностью Е0
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плоскостей. Причем внутри
первой пластины напряжен&
ность поля от первой плоско&
сти положительна (направле&
на по выбранной на рисунке
оси ОХ), а от трех оставших&
ся — отрицательна (направ&
лена против оси ОХ):

31 2 4

0 0 0 0

0.
2 2 2 2

σσ σ σ− − − =
ε ε ε ε

(2.11)

 Напряженность от пер&
вых трех плоскостей внутри
второй пластины положитель&
на, а от четвертой плоско&
сти — отрицательна:

31 2 4

0 0 0 0

0.
2 2 2 2

σσ σ σ+ + − =
ε ε ε ε

(2.12)

Решение полученной сис&
темы уравнений (2.9)–(2.12)
дает

1 2
1 4 ;

2
q q

S
+σ = σ = (2.13)

1 2
2 3 .

2
q q

S
−σ = −σ = (2.14)

Для частного случая q2 =
= 3q1 > 0 на рис. 2.6 приведе&
ны графики Е(х) и ϕ(х). Все

силовые линии Е, рожденные положительным зарядом на
левой плоскости второй пластины (поверхностная плот&

ность заряда 1
3 0

q
S

σ = >  (2.14)), заканчиваются на правой

поверхности первой пластины (плотность заряда σ2 = –σ3 < 0)
и, таким образом, не проникают в глубь металлических
пластин. Слева и справа от системы пластин напряжен&
ность поля одинакова по величине и создается зарядом
одинаковой плотности

σ1 = σ4 = 2q1/S.

Рис. 2.6
Силовые линии напряжен�
ности и зависимости Е(х)
и ϕ(х) для электрического
поля, создаваемого двумя
металлическими пласти�
нами, несущими заряды q1

и q2  соответственно:
площадь пластин S, толщина

,h S�  расстояние между пла&
стинами .d S�



ГЛАВА 2. ПРОВОДНИКИ В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 83

Зависимость ϕ(x) во всех областях с различными зна'
чениями напряженности E = const является линейной
(1.22) с tg угла наклона, равным соответствующему зна'
чению напряженности. Можно убедиться, что условие
(1.24), определяющее направление роста потенциала, так'
же удовлетворяется.

Ответ: 1 2
1 4 2

q q
S
+σ = σ = , 1 2

2 3 2
q q

S
−σ = −σ = .

Задача II.5. (для самопроверки). Пусть в условиях пре'
дыдущей задачи q2 = –2q1 < 0 и нормировка потенциала
ϕ = 0 при x = d/2. Изобразите графически Е(х) и ϕ(х), ис'
пользуя только (2.4)–(2.6) и (1.21)–(1.24).

Задача II.6. Заряд внутри металлической сферы (най�
дите ошибку). В центр металлической сферы, внутренний
и внешний радиусы которой равны соответственно R1 и
R2 > R1, помещен точечный заряд q > 0. Изобразите сило'
вые линии электрического поля.

Определите, какой из вариантов изображения силовых
линий напряженности поля, представленный на рис. 2.7,
правильный? Установите плотность поверхностного за'
ряда на сфере и ее потенциал. Как изменится картина
силовых линий и потенциал в центре сферы и на ее по'
верхности:

1) при смещении заряда из центра сферы какой из ва'
риантов изображения силовых линий напряженности
поля, представленных на рис. 2.9, правильный;

2) после касания заряда q внутренней поверхности
сферы.

Рис. 2.7
Заряд +q помещен в центр металлической сферы
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Решение. Чтобы поле точечного заряда q с напряжен$
ностью

2
0

1
4i

q
r r

= ⋅ ⋅
πε

rE (2.15)

не проникало в объем металлического слоя сферы, на внут$
ренней поверхности сферы R1 индуцируется поверхност$
ный заряд qi противоположного знака.

Используя теорему Остроградского–Гаусса для сфе$
рической поверхности с радиусом R1 < r < R2, получаем,
что заряд на внутренней поверхности сферы по величине
равен заряду q: qi = –q. На внешней поверхности сферы
концентрируется положительный заряд qe, равный по ве$
личине заряду qi, так как металлическая сфера по усло$
вию задачи не имеет заряда: qe + qi = 0. Электрическое поле
при r > R2 создается зарядом qe = q:

2
0

.1
4e

q
rr

⋅ ⋅= πε
rE (2.16)

Рис. 2.8
Зависимости напряженности E(r)
и потенциала ϕ(r) поля, создавае�
мого точечным зарядом q, находя�
щимся в центре полой металличе�

ской сферы с радиусами R1 и R2,
причем R1 < R2; r — расстояние

до точечного заряда q. Напряжен�
ность и потенциал поля вне сферы

создаются только зарядом +qe,
равномерно распределенным по

внешней поверхности сферы, т. е.
описываются соответствующими

зависимостями для точечного
заряда, располагающегося

в центре сферы
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Потенциал сферы определяется работой поля Еe (при
нормировке ϕ(r → ∞) = 0):

2

1 2
0 2

1( ) const.
4e

R

q
R r R d

R

∞

ϕ ≤ ≤ = = ⋅ =
πε∫ E r (2.17)

Зависимость потенциала от r в полости сферы имеет
вид (рис. 2.8):

1

2

1
0 1 2

1 1 1( ) .
4

R

i e

r R

q
r R d d

r R R

∞ ⎛ ⎞ϕ < = + = − +⎜ ⎟πε ⎝ ⎠∫ ∫E r E r (2.18)

Плотность поверхностного заряда на внутренней по5
верхности сферы равна

1 2
1

( ) ,
4i

q
R

R
−σ =
π

на внешней —

1 12
2

( ) ( )
4e i

q
R R

R
+σ = < σ
π

.

При смещении q из центра сферы (рис. 2.9) силовые
линии поля искривляются так, чтобы подходить перпен5
дикулярно к внутренней поверхности сферы. В результа5
те поверхностный заряд qi = –q распределяется неравно5
мерно по сфере с радиусом R1 (поверхностная плотность
индуцированных зарядов и напряженность поля в этом
случае вычислены в задаче III.2). Силовые линии начина5
ются на заряде q и замыкаются на заряде qi = –q. Поле этих
зарядов (q и qi) локализуется внутри сферы (r < R1) и не
оказывает влияния на распределение заряда по внешней
поверхности сферы R2.

Рис. 2.9
Заряд +q смещен из центра

металлической сферы

а
б

в
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Электрические поля внутри и вне сферы не связаны
друг с другом. Поверхностный заряд на внешней поверх#
ности сферы и поле вне сферы остаются неизменными (см.
рис. 2.9в). Следовательно, потенциал металлической сфе#
ры (1.153) также не изменяется.

Потенциал в центре сферы, когда там располагался
точечный заряд, не имел определенного значения (стре#
мился к бесконечности) (см. рис. 2.8). При смещении за#
ряда на расстояние а потенциал в центре сферы может
быть вычислен по принципу суперпозиции. Несмотря на
то что заряд qi распределен по поверхности сферы нерав#
номерно, все dqi находятся на одинаковом расстоянии R1

от центра сферы. Поэтому потенциал центра сферы стано#
вится равным

0 0 1 0 2 0 1 2

1 1 1 1 1 1(0) .
4 4 4 4

q q q q
a R R a R R

− ⎛ ⎞ϕ = + ⋅ + ⋅ = − +⎜ ⎟πε πε πε πε ⎝ ⎠
Предположим, что заряд q находится на маленьком

проводящем шарике. После соприкосновения заряженно#
го шарика с металлической поверхностью сферы их по#
тенциалы становятся одинаковыми, и сфера совместно с
шариком может рассматриваться как единое проводящее
тело, имеющее внутри полость (внутреннее пространство
сферы, не занятое шариком). Тогда в соответствии с п. 5
(см. вопросы для самопроверки) получаем, что на внут#
ренней поверхности полости (т. е. и на шарике) зарядов
быть не может. Весь заряд перейдет на сферу, так что за#
ряженной окажется только внешняя поверхность.

Ответ:  1 2
0 2

1( ) ,
4

q
R r R

R
ϕ ≤ ≤ = ⋅

πε  1 2
1

( ) ,
4i

q
R

R
−σ =
π

1 2
2

( ) .
4e

q
R

R
+σ =
π

§ 2.3.
О МЕХАНИЗМЕ ВОЗНИКНОВЕНИЯ

ИНДУЦИРОВАННЫХ ЗАРЯДОВ

Рассмотрим каноническую модель металлического
проводника, в которой металл представляется в виде кри#
сталлической структуры из положительно заряженных
ионов, погруженных в подвижную электронную «жид#
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кость», состоящую из валентных электронов металла.
Ионы, находящиеся в узлах кристаллической решетки,
совершают колебательные движения с периодом ∼10–13 c.
По сравнению со скоростями электронов V ∼ 106 м/с ион8
ную решетку в металле можно считать жесткой и непод8
вижной, так как средняя скорость движения ионов состав8
ляет V ∼ 103 м/с. Такая электронно8ионная система с поч8
ти неподвижными ионами и свободно перемещающимися
электронами называется плазмой твердых тел. Термин
плазма (от греч. plasma — вылепленное, оформленное)
впервые введен в физику И. Ленгмюром в 1929 г. Про8
странственный (объемный) заряд и напряженность электри8
ческого поля внутри проводника, как и в плазме, отсутст8
вуют. Появление объемного заряда (или E ≠ 0), благодаря
дальнодействию кулоновских сил приводит к нарушению
пространственного равновесия зарядов и возникновению
в плазме колебаний, как в упругой среде. Колебания в
плазме твердых тел — это коллективный процесс смеще8
ния подвижной электронной жидкости. Частота плазмен8
ных (ленгмюровских) колебаний ωp определяется концен8
трацией n коллективизированных валентных электронов
в металле (m, e — масса и заряд электрона):

2

0

.p
ne
m

ω =
ε

(2.19)

Время установления равновесного состояния (соответ8
ствующего Е = 0 в объеме плазмы) имеет следующий по8
рядок:

15 162 (10 10 )c.p
p

T − −π∼ = ≈ ÷
ω (2.20)

Это время Tp значительно (приблизительно в 100 раз)
меньше периода колебаний ионов, находящихся в узлах
кристаллической решетки, что позволяет говорить о
«мгновенности» установления равновесного состояния в
плазме металла.

Как только металл попадает в электростатическое
поле, созданное сторонними источниками, в плазме метал8
ла возникают плазменные колебания, которые приводят
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к смещению электронного газа как целого относительно
положительно заряженных ионов решетки на расстояние
порядка LT–F. Величина LT–F в металлах и полуметаллах
называется длиной экранирования Томаса–Ферми, а в
полупроводниках — длиной экранирования (или глуби�
ной проникновения) Дебая. Благодаря такому смещению,
на границах проводника на глубине LT–F возникает не4
скомпенсированный заряд. Поверхностный слой провод4
ника толщиной LT–F — это слой, в котором есть и заряд, и
напряженность электрического поля в статическом со4
стоянии. Напряженность электрического поля Е и плот4
ность объемного заряда убывают от поверхности в глубь
проводника по экспоненциальному закону (рис. 2.10). За
глубину проникновения принимают такую толщину по4
верхностного слоя, на которой потенциал электрического
поля ϕ уменьшается в е раз. Для металлов величина LT–F

составляет доли межатомного расстояния. Поэтому воз4
никающий пространственный заряд в поверхностном слое
можно рассматривать как поверхностный заряд, так, на4
пример, как –σ на рис. 2.10.

Рис. 2.10
Сторонние источники создают

электростатическое поле
с напряженностью Е0. Поле прохо�
дит в глубь проводника, вызывая

скопление в приповерхностном слое
объемного заряда. Плотность

объемного заряда, напряженность
поля Е и потенциал ϕ (см. сплошные
кривые) экспоненциально уменьша�

ются при удалении от поверхности,
так что на глубине LTF потенциал
уменьшается в е раз. Поскольку LTF

в металлах составляет доли
межатомных расстояний, то

объемный заряд можно считать
поверхностным с соответствующей

плотностью σ, напряженность в
объеме проводника — равной нулю

Е = 0, а потенциал — равным
потенциалу на поверхности

проводника (пунктирные
зависимости)
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Длина экранирования в металлах при n ≈ 1023 см–3 со$
ставляет LT–F ≈ 0,4 Å, в полуметаллах при n ≈ 3 ⋅ 1017 см–3 —
LT–F ≈ 160 Å. В полупроводниках дебаевская глубина проник$
новения достигает значения LD ≈ 4600 Å при n ≈ 1014 см–3.

Наличие приповерхностного слоя, в котором экспонен$
циально изменяются потенциал, напряженность и плот$
ность объемного заряда, приводит к тому, что графики
имеют вид не ломаных линий (пунктирные линии в при$
ближении LT–F → 0), а плавных зависимостей (сплошные
кривые при LT–F ≠ 0). На рис. 2.10 область LT–F для нагляд$
ности значительно увеличена.

Величина LT–F существенно меньше длины свободного
пробега электронов в металлах (расстояния, на котором
можно считать, что электроны движутся, не рассеиваясь
на других электронах и колебаниях ионов кристалличе$
ской решетки). Поэтому процесс смещения электронной
«жидкости» и возникновения индуцированных поверхност$
ных зарядов является бездиссипативным коллективным
процессом, при котором приобретаемая электронами в
электрическом поле сторонних источников энергия не рас$
сеивается и не переходит в джоулево тепло.

Вопросы для самопроверки.
1. Металлическая заряженная сфера приводится в со$

прикосновение с проводящим шаром такого же радиуса.
Как распределятся заряды?

2. Всегда ли поверхностная плотность заряда у прово$
дящей заряженной сферы одинакова во всех точках?

§ 2.4.
СОЕДИНЕНИЕ ЗАРЯЖЕННЫХ ТЕЛ

ПРОВОДНИКОМ. ЗАЗЕМЛЕНИЕ

Задача II.7. Металлический шар с радиусом R1 имеет
заряд Q. На расстоянии а от него находится второй неза$
ряженный металлический шар с радиусом R2. Шары со$
единяют тонкой проводящей проволокой. Определить по$
тенциалы шаров до и после соединения, если a >> R1, R2.

Решение. Первый металлический шар создает электри$
ческое поле, в котором находится второй металлический
шар. Поэтому на поверхности второго шара возникают
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индуцированные заряды, создающие свое поле и, в свою
очередь, изменяющие распределение зарядов на поверх)
ности первого шара. Однако условие задачи a >> R1, R2

позволяет не учитывать перераспределения зарядов и счи)
тать, что заряд Q остается равномерно распределенным по
поверхности первого шара. Поэтому до соединения шаров
проводником потенциал первого шара равен (см. зада)
чу I.10)

1
0 1

1 .
4

Q
R

ϕ = ⋅
πε

Потенциал второго шара равен потенциалу поля, соз)
даваемого первым шаром в центре второго шара:

2
0

1 .
4

Q
a

ϕ = ⋅
πε

В результате соединения шаров проводником возника)
ет возможность перетекания зарядов с первого шара на
второй. Какой заряд перетечет? Какому принципу подчи)
няется процесс перетекания зарядов? Всем поровну (см.
(2.5) и (2.7))?

Перетекает столько зарядов, чтобы выровнялись
потенциалы шаров:

ϕ1′ = ϕ2′. (2.21)

То, что проволока тонкая, позволяет не учитывать за)
ряд проволоки и считать, что весь заряд Q перераспреде)
лится между первым и вторым шарами:

Q = Q1 + Q2. (2.22)

Тогда потенциалы первого и второго шаров, создавае)
мые зарядами Q1 и Q2, будут равны соответственно:

1 2
1

0 1 0

1 1 ,
4 4

Q Q
R a

′ϕ = ⋅ + ⋅
πε πε

(2.23)

2 1
2

0 2 0

1 1 .
4 4

Q Q
R a

′ϕ = ⋅ + ⋅
πε πε

(2.24)

Из условия (2.21) и выражений (2.23) и (2.24) получаем

1 2 2 1

0 1 0 0 2 0

1 1 1 1 .
4 4 4 4

Q Q Q Q
R a R a

⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
πε πε πε πε
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Решая полученное уравнение совместно с (2.22), имеем

2 1
1

1 1 2 2

( )
;

2
a R R

Q Q
aR R R aR

−=
− +

(2.25)

1 2
2

1 1 2 2

( )
.

2
a R R

Q Q
aR R R aR

−=
− +

(2.26)

Зная заряды, можно вычислить потенциалы шаров:

2
1 2

1 2
0 1 1 2 2

( )/
.

4 2
a R R aQ

aR R R aR
−′ ′ϕ = ϕ = ⋅

πε − +
(2.27)

Используя условие a >> R1, R2, выражения (2.25)–(2.27)
можно преобразовать:

1 2
1 2

1 2 1 2

1 2
0 1 2

, ,

1 .
4

R R
Q Q Q Q

R R R R

Q
R R

= =
+ +

′ ′ϕ = ϕ = ⋅
πε +

�
(2.28)

Ответ: 1
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ϕ = ⋅
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1 .
4

Q
R R

′ ′ϕ = ϕ = ⋅
πε +

Заземление
Заземление проводника конечных размеров приводит

к уравниванию его потенциала с потенциалом Земли, т. е.
к установлению определенной нормировки для потенциаA
ла. При этом предполагается, что Землю можно рассматA
ривать как проводящую сферу с бесконечно большим раA
диусом (R3 → ∞) и потенциалом, равным нулю: ϕ3 = 0, т. е.
как бесконечно емкий резервуар зарядов любого знака.

Если заземление проводника не изменяет распределеA
ния зарядов, т. е. перетекания зарядов на Землю не проA
исходит, то напряженность электростатического поля не
меняется (сравните, например, рис. 2.12а, б), а зависиA
мость ϕ(x) сдвигается так, чтобы удовлетворить новому
условию нормировки.

Рассмотрим пример, когда заземление изменяет расA
пределение зарядов.

Задача II.8. Сферический конденсатор. Определить
разность потенциалов между двумя металлическими
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концентрическими сферами,
радиусы которых Ri (i = 1, 2,
3, 4) и заряды ±q0 указаны на
рис. 2.11, в трех случаях: а —
в отсутствие заземления; б —
при заземлении внешней сфе/
ры; в — при заземлении внут/
ренней сферы (рис. 2.12).

Решение. а) Так как по ус/
ловию задачи заряд внутрен/
ней сферы отрицателен, то на/
пряженность Е2 между сфера/
ми направлена от внешней
сферы к внутренней. Посколь/
ку по теореме Остроградско/
го–Гаусса напряженность по/
ля Е1 = 0 при r < R1 и Е3 = 0
при r > R4, а внутри проводни/
ков поле отсутствует (Е = 0

при R1 < r < R2 и R3 < r < R4), то Е2 локализовано в про/
странстве между сферами R2 и R3, и весь отрицательный
заряд –q0 распределен равномерно по наружной поверхно/
сти R2 внутренней сферы, а положительный +q0 — по внут/
ренней поверхности внешней сферы радиуса R3 (рис. 2.12а).
Вычисленная по теореме Остроградского–Гаусса (1.15)

0nE dS q= ε∫∫�  напряженность электрического поля в про/
странстве между сферами равна

0
2 2

0

1 .
4

q
E

r
= ⋅

πε
Разность потенциалов между сферами имеет вид

2

3

0 3 2( )
3 2 2

0 2 3

( )
( ) ( ) ( ) ,

4

R

a

R

q R R
R R E dr

R R
−Δϕ = ϕ − ϕ = − = ⋅

πε∫ (2.29)

где (–dr) — модуль вектора перемещения. Там, где E = 0,
потенциал не изменяется. Так как заряды расположены в
ограниченной области пространства, то удобно нормиро/
вать потенциал на нуль на бесконечности: ϕ(r → ∞) = 0.
Тогда имеем зависимость потенциала ϕ(r), представлен/
ную на рис. 2.13а.

Рис. 2.11
Две концентрические
металлические сферы
имеют одинаковые по

величине и противополож�
ные по знаку заряды ±q0.

Радиусы внутренней
сферы соответствуют

условию R1 < R2,
а внешней —  R3 < R4
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б) Заземление внешней сферы соответствует условию
нормировки потенциала, выбранной в предыдущем слу0
чае, а поэтому не влияет ни на зависимость ϕ(r) рис. 2.12а,
ни на распределение зарядов:

Δϕ(б) = Δϕ(а).

в) Заземление внутренней сферы означает, что потен0
циал равен нулю теперь не только при r → ∞, но и на внут0
ренней сфере (r ≤ R2). Следовательно, вне наружной сфе0
ры (r > R2) должно появиться поле с напряженностью Е3

такой, чтобы

3 2 4

( ),в
R R R ∞Δϕ = Δϕ ≡ Δϕ

т. е.
2

3 4

2 3 .
R

R R

d d
∞

=∫ ∫E r E r (2.30)

Поле Е3 может создаваться только зарядом qе > 0, рав0
номерно распределенным на сферической поверхности с
радиусом R4 внешней металлической сферы, и определя0
ется величиной этого заряда qе:

3 42
0

1 , ( ).
4

eq
E r R

r
= ⋅ >

πε
(2.31)

Таким образом, заряд внешней сферы, оставаясь рав0
ным +q0 = qe + qi, перераспределяется, а заряд внутренней

Рис. 2.12
Картина силовых линий напряженности поля, созданного двумя

концентрическими сферами:
а — в отсутствии заземления; б — при заземлении внешней сферы; в — при
заземлении внутренней сферы. В случаях (а) и (б) заряд внутренней сферы
равен –q0, внешней — +q0. В случае (в) заряд внутренней сферы равен

4
0

2 3 4

1
.

1 1 1i
R

q q
R R R

−− =
− +

вба
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сферы за счет связи с Землей становится равным –qi, кото%
рый вместе с зарядом +qi внешней сферы создает поле на%
пряженностью Е2, сконцентрированное между сферами
(рис. 2.13):

2 2
0

1 .
4

iq
E

r
= ⋅

πε
(2.32)

Используя (2.31) и (2.32), вычисляем левый и правый
интегралы равенства (2.30) по отдельности:
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q q q
E dr R R

R R

∞ −= ⋅ = ⋅ = ϕ − ϕ ∞ = ϕ = Δϕ
πε πε∫

Рис. 2.13
Сравнение зависимостей Е(r) и ϕ(r) в отсутствии

заземления сфер

а б
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Приравнивая значения правого и левого интегралов
согласно (2.30), находим величины зарядов qi и qe:
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1
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q q

R R R
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− +
и

2 3
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R R R
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Разность потенциалов при заземлении внутренней
сферы равна
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δϕ = ⋅ − = ⋅ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟πε πε − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
т. е. уменьшается по сравнению с Δϕ(a) (2.29):
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R RR R R
⎛ ⎞−Δϕ = ⋅ ⋅⎜ ⎟πε − + ⎝ ⎠

Задача II.9. (для самопроверки). Во сколько раз изме7
нится период малых колебаний маленького металлическо7
го шарика (T2/T1)⊥, подвешенного на длинной нерастя7
жимой нити так, что нить
перпендикулярна пласти7
нам заряженного плоского
конденсатора (рис. 2.14а),
при переключении поляр7
ности пластин конденсато7
ра. Колебания происходят
в одной плоскости, перпен7
дикулярной пластинам. За7
ряд шарика равен q0, мас7
са m, длина нити l, поверх7
ностная плотность заряда
на пластинах конденсато7
ра σ. Как изменится это

Рис. 2.14
Между пластинами плоского

конденсатора совершает малые
колебания в одной плоскости

маленький шарик, подвешенный
на длинной нерастяжимой нити.

Масса шарика m, заряд q0.
Поверхностная плотность

заряда на пластинах
конденсатора σ

а
б
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отношение (T2/T1)�, если нить установить параллельно
пластинам (рис. 2.14б), а колебания, как и прежде, про'
исходят в плоскости, перпендикулярной пластинам.

Ответ: 0 02

1 0 0

/
/

mg qT
T mg q

+ σ ε⎛ ⎞ =⎜ ⎟ − σ ε⎝ ⎠�
, 2

1

1
T
T ⊥

⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠
.

§ 2.5.
МЕТОД ИЗОБРАЖЕНИЙ

Тому, что мы должны научиться делать,
мы учимся, делая…

Аристотель

Задача II.10. Применение метода изображений мож'
но показать на примере вычисления напряженности
поля, создаваемого точечным зарядом q, находящимся
на расстоянии h от бесконечной заземленной проводя'
щей плоскости (или пластины произвольной толщины)
(рис. 2.15а).

Поскольку проводящая поверхность является эквипо'
тенциальной, то задача заключается в том, чтобы на осно'

Рис. 2.15
Точечный заряд +q находится на расстоянии h от
бесконечной заземленной проводящей плоскости

(или пластины произвольной толщины). Показаны
силовые линии напряженности, исходящие

из заряда +q (а). Силовые линии напряженности
электрического поля, создаваемого двумя одинако"
выми по величине и разными по знаку точечными

зарядами (б). Эквипотенциальной
поверхностью ϕ = 0 является плоскость х = 0

а б
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ве своего опыта определить, для какой системы зарядов
одной из эквипотенциальных поверхностей может быть
плоскость. Далее можно использовать теорему единствен
ности, согласно которой при заданных граничных усло1
виях, например потенциалах на поверхностях (или заря1
дах), задача имеет единственное решение.

Такой системой зарядов являются два разноименных
и равных по абсолютной величине точечных заряда ±q
(рис. 2.15б), для которых плоскость x = 0 является поверх1
ностью нулевого потенциала. Если поставить на место эк1
випотенциальной поверхности x = 0 тонкую проводящую
заземленную плоскость, то никакого нарушения конфи
гурации поля (изменения формы эквипотенциальных
поверхностей и соответственно линий напряженности),
т. е. изменения граничных условий, не произойдет. На
рис. 2.16 плоскость для наглядности изображена в виде
пластины конечной толщины. Благодаря разрыву сило1
вых линий на поверхности проводника (в электростати1
ке напряженность поля внутри проводника всегда равна
нулю) поля по разные стороны проводника становятся
независимыми. На основании сказанного можно считать,
что поле слева от плоскости создано точечным зарядом
+q и отрицательным поверхностным зарядом, индуци1
рованным на поверхности проводящей плоскости, а поле
справа — зарядом –q и индуцированным на проводнике
положительным зарядом.

Точечный заряд –q можно сдвигать как параллельно
плоскости (см. рис. 2.16б), так и перпендикулярно (см.
рис. 2.16в) или убрать совсем (см. рис. 2.16г), не нарушая
при этом поля слева от пластины. Если заряд –q удаляет1
ся, то положительный поверхностный заряд с плоскости
стекает на Землю, и поле справа от проводящей плоско1
сти исчезает, не затронув поля слева от плоскости. Плос1
кость приобретает заряд –q, потенциал ее остается равным
нулю. Важно, что поле слева от плоскости, как и прежде,
описывается суперпозицией полей двух точечных разно1
именных зарядов (см. рис. 2.17).

Потенциал и компоненты напряженности в системе
координат, указанной на рис. 2.17, имеют вид
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2 2 2 2 2 2
0

1 1( , ) ;
4 ( ) ( )

q
x y

x h y z x h y z

⎛ ⎞
ϕ = −⎜ ⎟⎜ ⎟πε − + + + + +⎝ ⎠

( )( ) ( )( )3 2 3 22 20 2 2 2 2

;
4x

q x h x hE
x h y z x h y z

⎡ ⎤
⎢ ⎥− += −⎢ ⎥πε − + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

Рис. 2.16
Тонкая проводящая заземленная плоскость, поставлен�

ная на место эквипотенциальной (ϕ = 0) поверхности
x = 0, приводит к разрыву силовых линий на поверхно�

сти проводника:
а — так что поля по разные стороны проводника становятся незави$
симыми; б — поле слева от плоскости не изменяется, если заряд –q
сдвигать вдоль плоскости; в — поле слева от плоскости не изменяет$
ся, если заряд –q сдвигать перпендикулярно плоскости; г — совсем
удалить.

гв

ба
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( )( ) ( )( )3 2 3 22 20 2 2 2 2

1 1 ;
4y
q y

E
x h y z x h y z

⎡ ⎤
⋅ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥πε − + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

( )( ) ( )( )3 2 3 22 20 2 2 2 2

1 1 .
4z
q z

E
x h y z x h y z

⎡ ⎤
⋅ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥πε − + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

Таким образом, поле, создаваемое точечным зарядом
и заземленной бесконечной проводящей плоскостью, эк�
вивалентно полю двух точечных зарядов, один из кото+
рых +q, а другой q* является зарядом+изображением и ра�
вен заряду, индуцированному на поверхности проводящей
пластины: q* = –q. Картина силовых линий при этом мо+
жет быть представлена в виде линий (сплошные на рис. 2.17)
реально существующего поля и вспомогательных (пунк+
тирных) линий поля, которое существовало бы в отсутст+
вие проводящей плоскости. «...Итак, оказывается, что

Рис. 2.17
Чтобы найти характеристики поля, создаваемого

точечным зарядом +q, находящимся на расстоянии h
от бесконечной проводящей заземленной плоскости х = 0
любой толщины, рассматривается поле двух точечных

зарядов: данного заряда +q и заряда�изображения —q* = –q,
находящегося по другую сторону от плоскости х = 0

на таком же, как и +q, расстоянии h (см. рис. 2.15). Поле
слева от плоскости (сплошные линии напряженности при

x > 0) от двух зарядов совпадает с искомым, а справа
от плоскости x < 0 (пунктирные линии напряженности)

не рассматривается. Для заданной системы
напряженность Е = 0 при x < 0
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задача нахождения формы проводников при заданном по%
тенциале, т. е. задача, которая является обратной, реша%
ется более просто, чем прямая задача определения потен%
циала при заданной форме проводников» (Д. Максвелл).

Поверхностная плотность заряда σ на плоскости опре%
деляется из граничных условий для вектора напряженно%
сти электрического поля (1.36):

2 2 3 2
0 0

2( ) (0, , ) ,
4 ( )x

q hE y z
h r

σ = ⋅ = = ⋅
ε πε +

E n

где 2 2 .r y z= +
Полный заряд плоскости, как и следовало ожидать,

равен

пл

0

2 .q rdr q
∞

= σ ⋅ π = −∫
Вопросы для самопроверки.
Какова будет картина силовых линий от двух точеч%

ных зарядов ±q, если посередине между зарядами, перпен%
дикулярно к линии, их соединяющей, поместить:

1) проводящую пластину (бесконечную в своей плос%
кости) толщины h;

2) две тонкие, прилегающие друг к другу, проводящие
пластины, которые затем раздвигаются на расстояние h?

Задача II.11. (для самопроверки). Точечные заряды q1

и q2 находятся на расстоянии а друг от друга. Посередине
между зарядами ставится бесконечная плоскопараллель%
ная металлическая пластина так, что нормаль к плоско%
стям пластины параллельна линии, соединяющей заря%
ды. Толщина пластины равна а/2. Определить силы, дей%
ствующие на заряды.

Ответ: 
2
1

1 2
0

41 ,
4

q
F

a
= ⋅

πε
2
2

2 2
0

41 .
4

q
F

a
= ⋅

πε

Задача II.12. Точечный заряд q находится на расстоя%
нии а от центра заземленной металлической сферы с ра%
диусом R < a. Определить напряженность поля и распре%
деление поверхностной плотности заряда на сфере.

Решение. Анализируя картину силовых линий и эк%
випотенциальных поверхностей для двух точечных раз%
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ноименных зарядов, разных по величине, видим, что од%
ной из эквипотенциальных поверхностей является сфе%
ра. Можно убедиться в том, что для двух точечных заря%
дов +q и –q/n (n > 0 — любое число) нулевой потенциал
ϕ = 0 имеет сферическая поверхность. Потенциал поля,
созданного этими зарядами, в произвольной точке (x′, y′)
в системе координат, указанной на рис. 2.18а, равен

2 2 2 2 2 2
0

1( , ) .
4 ( )

q n q
x y

x y z b x y z

⎛ ⎞−′ ′ϕ = +⎜ ⎟⎜ ⎟πε ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − + +⎝ ⎠
Приравнивая ϕ(x′, y′) к нулю, получаем

2 2 2 2 2 2
0

1 0,
4 ( )

q n q

x y z b x y z

⎛ ⎞− + =⎜ ⎟⎜ ⎟πε ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − + +⎝ ⎠
приводим к общему знаменателю

2 2 2 2 2 2( )n x y z b x y z′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = − + +
и, возведя в квадрат

2 2 2 2 2 2 2( ) ( 1) ( 1) 0,n x b x n y n z′ ′ ′ ′− − + − + − =
получаем уравнение сферической поверхности:

2 2

2 2
2 2

.
1 1

b bnx y z
n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′+ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(2.33)

Центр сферической поверхности, описываемой урав%
нением (2.33), сдвинут относительно начала координат на
расстояние (см. рис. 2.18а):

0 2
,

1
bx

n
′− = −

−
(2.34)

а радиус сферы равен

2
.

1
bnR

n
=

−
(2.35)

Картина силовых линий для зарядов –q/2 и +q (т. е.
при n = 2) изображена на рис. 2.18а. Сферическая поверх%
ность ϕ(x′y′) = 0 показана штриховой линией.

Как и в предыдущей задаче, поставим на место сфе%
рической эквипотенциальной поверхности тонкую ме%
таллическую сферу, радиус которой R (2.35) равен радиусу
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поверхности ϕ(x′y′) = 0. Для наглядности сфера на рис. 2.18б
имеет конечную толщину.

Напряженность электрического поля в проводящем
слое сферы равна нулю. Поэтому металлическая сфера
разделяет электрическое поле на два независимых поля:
снаружи сферы Eext и внутри Eint, каждое из которых опи6

Рис. 2.18
а — cиловые линии напряженности поля, создаваемого двумя

точечными зарядами +q и –q/n (при n = 2). Эквипотенциальной
поверхностью нулевого потенциала является сфера (штриховая

линия); б — тонкая проводящая заземленная сфера, поставленная
на место эквипотенциальной поверхности ϕ = 0, приводит

к разрыву силовых линий на поверхности проводника, так что
поля внутри и вне проводящей сферы становятся независимыми.
Поле вне сферы не изменяется, если заряд –q/2 двигать внутри

сферы (в) или совсем удалить (г)

гв

ба
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сывается суммой полей Е1 от заряда +q и Е2 от заряда –q/2.
Независимость полей Eext и Eint иллюстрирует рис. 2.16в.
Перемещение заряда –q/2 внутри сферы не затрагивает
поля Eext снаружи.

Заряд –q/2 можно совсем убрать (рис. 2.18г). Тогда
индуцированный на внутренней стороне металлической
сферы положительный заряд +q/2 стекает на Землю, и на
сфере остается отрицательный заряд –q/2, поле Eint исче:
зает. Силовые линии поля Eint, которое было бы в этой об:
ласти пространства, если бы не было металлической сфе:
ры, а заряд:изображение –q/n существовал бы реально,
показаны на рис. 2.18г пунктирными линиями. Потенци:
ал сферы остается равным нулю.

Таким образом, электростатическое поле, создавае:
мое заземленной металлической сферой с внешним ра:
диусом R и точечным зарядом q, находящимся на рас:
стоянии а > R от ее центра, вне сферы эквивалентно полю
двух точечных зарядов: заряда q и заряда�изображения

–q* = –q/n, (2.36)

расположенного на расстоянии

x0 = R/n (2.37)

(рис. 2.18г) от центра сферы, причем

n = a/R. (2.38)

Поле Еext показано на рис. 2.18г сплошными линия:
ми. Внутри металлической сферы Eint = 0.

Еще раз подчеркнем, что в условиях данной задачи
поле Еext создается зарядом q и отрицательным (индуци:
рованным на поверхности проводящей сферы) зарядом –
q/n, притекшим по заземлению. Это поле тождественно
полю двух точечных зарядов: заряда q вне сферы и заря:
да:изображения q* = –q/n внутри сферы.

Итак, заземленная проводящая сфера, находясь вбли:
зи точечного заряда, заряжается. Распределение заряда
по поверхности сферы так же, как и в предыдущей задаче
с бесконечной плоскостью, может быть найдено из гра:
ничных условий для вектора напряженности (1.36):
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( ) [ ]ext int
0

( ) ( ) , .
R

σ θ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ε ⎝ ⎠
RE R E R

Поскольку внутри проводящей сферы Eint = 0, а Eext

перпендикулярно поверхности сферы, так как она явля*
ется эквипотенциальной поверхностью (см. см. § 2.2.), т. е.

ext extE
R

= RE , то
( )

ext ext
0

, ( ).E
R

σ θ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ε ⎝ ⎠
RE R (2.39)

Пользуясь эквивалентностью поля, создаваемого инду*
цированными на поверхности сферы зарядами, и поля заря*
да*изображения, получаем потенциал поля в произвольной
точке вне сферы в системе координат, указанной на рис. 2.19:

2
0

/1( ) ,
4 ( / )

qR a q
R a

⎛ ⎞−ϕ = +⎜ ⎟πε − −⎝ ⎠
r

r a r a
(2.40)

где учтено, что (2.38) и (2.37): n = a/R и x0 = R/n = R2/a.
Напряженность в произвольной точке r вне сферы

может быть найдена по формуле

ext 1 1 2 2 1 23 3
0 1 2

1( ) ( ) ( ) ,
4

q nq
r r

−⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟πε ⎝ ⎠
E r E r E r r r (2.41)

где r1 = r – a, r2 = r – x0 ⋅ a/a = r – (R/a)2a, вектор а направ*
лен из центра сферы в точку расположения заряда q (см.
рис. 2.19).

На поверхности сферы r = R, модули векторов r1, r2

можно выразить через угол θ между радиус*вектором r = R
и вектором а:

r1 = R – а; (2.42)

2 2 2 2 2
1 ( ) 2 2 cos ;r r a R a Ra= − = − + = + − ϑR a Ra (2.43)

r2 = R – x0 ⋅ a/a = R – a(R2/a2); (2.44)

22
2 2

2 2
2 cos .R Rr R a Ra

a a
⎛ ⎞= − = + − ϑ⎜ ⎟⎝ ⎠

R a (2.45)

Используя соотношения (2.42)–(2.45) и (2.38), полу*
чаем выражение для напряженности поля на поверхно*
сти сферы:
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( )

ext

0

2 2

2 2 3 2
0

2 2 3 2

2 2

3 2 2 3 2

( )
4

(1 )

4 ( 2 cos )

( 2 cos )

/ /

( / ) ( 2 cos )

.

q

a Rq
R a Ra

R a Ra

R a R a

R a R a Ra

=
πε

−
=

πε + − θ

⎛ − +⎜ + − θ⎝
− ⎞

+ =⎟+ − θ ⎠

⋅

E R

R

R a

R a�����������
�����������

и плотность заряда на поверхности металлической сферы:
2 2

0 ext 2 2 3 2

( )
( ) .

4 ( 2 cos )
q R a

E
R R a Ra

−σ θ = ε = ⋅
π + − θ (2.46)

Нетрудно убедиться, что полный заряд на сфере ра7
вен величине заряда7изображения:

( )сф

0

2 2
2 2 3 2

0

2 sin

( )
( 2 cos ) cos

2

.

q R Rd

q R a R
R a Ra d

qR q
a n

π

π
−

= σ θ ⋅ π θ θ =

−= + − θ θ =

= − = −

∫

∫

Рис. 2.19
Потенциал в произвольной точке Р электрического поля,

создаваемого точечным зарядом q, расположенным на
расстоянии радиус�вектора а от центра тонкой заземлен�

ной проводящей сферы, равен сумме потенциала заряда q
на расстоянии r – a и потенциала заряда�изображения –q/n

на расстоянии r – (R/a)2a. Заряд�изображение –q/n
находится на расстоянии х0 = (R/a)2a от центра сферы.

За счет заземления на сферу перетекает заряд Q, равный
заряду�изображению
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Ответ: Eint(r) = 0, ext 1 23 3
0 1 2

/1( ) ,
4

q qR a
r r

−⎛ ⎞= +⎜ ⎟πε ⎝ ⎠
E r r r  где

r1 = r – a, ( )2

2 0 ,Rx
a a

= − = −ar r r a

2 2

2 2 3 2

( )
( ) .

4 ( 2 cos )
q R a
R R a Ra

−σ θ = ⋅
π + − θ

Задачи для самостоятельного решения.
Задача II.13. Определить напряженность поля, созда#

ваемого точечным зарядом –q, расположенным внутри
заземленной металлической сферы на расстоянии x0 от ее
центра. Сфера тонкостенная, а радиус ее внутренней по#
верхности равен R (рис. 2.20).

Задача II.14. Как изменится напряженность поля и
каким будет потенциал сферы, если в условиях предыду#
щей задачи II.13 металлическая сфера не заземлена?

Задача II.15. Определить напряженность поля, созда#
ваемую точечным зарядом +q, расположенным на расстоя#
нии а от центра металлической незаряженной и незазем#
ленной сферы с наружным радиусом R < a (рис. 2.21а).
Чему равен потенциал сферы?

Задача II.16. Определить потенциал металлической
сферы с внешним радиусом R, имею#
щей заряд Q и находящейся в поле
точечного заряда q, расположенного
на расстоянии а > R от центра сферы
(рис. 2.21б).

Ответы к задачам II.13–II.16:
II.13. Со сферы на Землю стекает

отрицательный заряд –q, сфера при#
обретает заряд –qc = +q, распределен#
ный по внутренней поверхности про#
водящей сферы с плотностью σ(θ) по
закону, аналогичному (2.46). Струк#
тура поля внутри сферы эквивалентна
структуре поля двух зарядов: заряда
–q и заряда#изображенияq* = +q ⋅ n =
= qR/x0, находящегося вне сферы на
расстоянии a = R ⋅ n = R2/x0 (2.38) от

Рис. 2.20
Точечный заряд –q

расположен внутри
заземленной

металлической
сферы на расстоя�

нии x0 от ее центра.
Сфера тонкостен�

ная, радиус ее
внутренней
поверхности

равен R
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центра сферы, где n = R/x0 (2.37) (рис. 2.22а). Для заря#
да q радиус#вектор равен х0. Так как центр сферы и заря#
ды –q и q* располагаются на одной прямой, то для заряда#
изображения q* радиус#вектор равен a = (R/x0)2x0. Таким
образом, внутри сферы в точке с координатой r потенци	
ал и напряженность имеют вид

0

2
0 0 0 0

/1( ) ,
4 ( / )

q qR x
r R

R x

⎡ ⎤−ϕ ≤ = +⎢ ⎥πε − −⎣ ⎦r x r x (2.47)

( )

int 03
0 0

0 2
0 032

0 0

1 ( )
4

/
( / ) ,

( / )

q

qR x
R x

R x

⎡ −⎢= − +
πε ⎢ −⎣

⎤
⎥+ −
⎥− ⎦

E r x
r x

r x
r x

(2.48)

где

2 2 2
0 0 0 0( ) 2 cos ,r rx x− = − = − θ +r x r x

2 2 2 4 2
0 0 0 0( / ) 2 cos / / ,R x r rR x R x− = − = − θ +r a r x

θ — угол между направлением x0 и радиус#вектором r точ#
ки, в которой определяются характеристики поля. Вне
сферы Eext = 0.

Плотность поверхностного заряда определяется из гра#
ничных условий для напряженности (с учетом, во#первых,

Рис. 2.21
Точечный заряд +q расположен на расстоянии

радиус�вектора а от центра тонкой металличе�
ской сферы с внешним радиусом R:

а — сфера не заряжена; б — заряд сферы равен Q.

а б
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того, что Еext = 0, а во�вторых, линии Eint подходят к по�
верхности сферы перпендикулярно):

2 2
0

0 int 2 2 3 2
0 0

( )
( ) ( ) .

4 ( 2 cos )
R xq

E r R
R R Rx x

−σ θ = ε = = ⋅
π − θ + (2.49)

Замечание 1. Соотношения (2.47)–(2.49) позволяют
найти соответствующие величины в любой точке. Однако
в некоторых характерных точках (например, в центре сфе�
ры или в точках, находящихся на одном диаметре с заря�
дом) характеристики можно получить, не определяя об�
щую формулу для соответствующей величины.

Потенциал в центре сферы может быть найден как по
формуле (2.47) при r = 0, так и путем суммирования по�
тенциалов равноудаленных от центра зарядов +q на по�
верхности сферы и потенциалов заданного точечного за�
ряда –q:

а б

Рис. 2.22
Электрическое поле (сплошные силовые линии):

а — электрическое поле (сплошные силовые линии), создаваемое точечным заря�
дом –q, находящимся внутри проводящей заземленной сферы на расстоянии х0 от
центра, эквивалентно полю (пунктирные силовые линии) двух точечных зарядов:
заданного заряда –q и заряда�изображения +q(R/x0), находящегося на расстоя�
нии а от центра сферы. Напряженность поля вне сферы, в области, где проведены
пунктирные силовые линии, равна нулю Е = 0; б — электрическое поле (сплош�
ные силовые линии), создаваемое точечным зарядом –q, находящимся внутри
проводящей незаземленной и незаряженной сферы на расстоянии х0 от центра, эк�
вивалентно полю трех точечных зарядов: заданного заряда –q, заряда�изображе�
ния +q(R/x0), находящегося на расстоянии а = R2/x0 от центра сферы, и заряда –q,
расположенного в центре сферы. Потенциал сферы равен ϕ = –q/(4πε0R). Поле вне
сферы такое же, как поле точечного заряда –q, расположенного в центре сферы.
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0 0

1( 0) .
4

q q
r

R x
−⎡ ⎤ϕ = = +⎢ ⎥πε ⎣ ⎦ (2.50)

Плотность поверхностного заряда в точке сферы,
ближайшей к заряду –q, можно определить из гранич7
ных условий для напряженности: |σ/ε0| = |Eint – Eext|. Поле
вне сферы Eext = 0, а напряженность поля внутри сфе7
ры складывается из напряженности, создаваемой задан7
ным зарядом –q, и напряженности, создаваемой заря7
дом7изображением +qn = qR/x0, находящимся на рас7
стоянии a – R = R2/x0 – R = R(R/x0 – 1) от исследуемой
точки:

0
int 2 2 2

0 0 0 0

( )1 .
4 ( ) ( ) 4 ( )

q qn q R x
E

R x a R R R x
+⎛ ⎞= + = ⋅⎜ ⎟πε − − πε −⎝ ⎠

Для плотности поверхностного заряда получаем

0
int 0 2

0

( )
.

4 ( )
q R x

E
R R x

+σ = ε = ⋅
π −

II.14. Как и в предыдущей задаче, на внутренней по7
верхности проводящей сферы распределен заряд qc+ = +q,
с плотностью σ(θ), аналогичной (2.49), чтобы «не пропус7
тить линии напряженности» электрического поля, созда7
ваемого зарядом –q, в глубь проводника. Так как заряд
сферы остается равным нулю, то на сфере еще имеется за7
ряд qc– = –q, на распределение которого не влияет элек7
трическое поле зарядов –q и qc+, локализованное внутри
сферы. Поэтому заряд qc– = –q равномерно распределяет7
ся по наружной поверхности сферы, создавая вне сферы
поле, аналогичное полю точечного заряда –q, расположен7
ного в центре сферы.

Таким образом, напряженность поля внутри сферы
эквивалентна полю двух зарядов: –q и заряда7изображе7
ния q* = +q ⋅ n = qR/x0, находящегося вне сферы на рас7
стоянии a = R ⋅ n = R2/x0 (2.38), где n = R/x0 (2.37), и опи7
сывается выражением (2.48) (см. рис. 2.22б), а вне сферы

ext 2
0

1 ,
4

q
r r
−= ⋅ ⋅

πε
rE  причем заряды –q и q* = +q располага7

ются на одной прямой, проходящей через центр сферы.
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Потенциал в произвольной точке внутри сферы равен
сумме потенциалов двух точечных зарядов (–q и заряда'
изображения q*= qn) и потенциала равномерно распреде'
ленных по внешней поверхности сферы зарядов –q, кото'

рые создают постоянный потенциал 
0

1
4c

q
R−
−ϕ = ⋅

πε  в лю'

бой точке r ≤ R:

0
int 2

0 0 0 0

/1 ,
4 ( / )

q qR x q
RR x

⎡ ⎤− −ϕ = + +⎢ ⎥πε − −⎣ ⎦r x r x
(2.51)

где r — радиус'вектор точки Р, в которой вычисляется
потенциал в системе координат, указанной на рис. 2.22б;
r – x0 — радиус'вектор заряда (–q); r – (R/x0)2x0 — ради'
ус'вектор заряда'изображения (q* = qR/x0).

Потенциал сферы ϕ(r = R) можно вычислить как по
формуле (2.51), так и по принципу суперпозиции, учиты'
вая тот факт, что потенциал, создаваемый зарядом –q и
его изображением q* = +q ⋅ n = qR/x0 в точках расположе'
ния сферы, равен нулю. Таким образом, потенциал на сфе'
ре создается только зарядом –q, равномерно распределен'
ным по поверхности сферы:

0

1 .
4c

q
R−

−ϕ = ⋅
πε

Потенциал в центре сферы ϕ(r = 0) создается только
заданным зарядом –q, так как суммарный заряд сферы и
создаваемый им потенциал в центре сферы равны нулю.

Потенциал вне сферы, как и напряженность поля, оп'
ределяется только зарядом –q, равномерно распределен'
ным по сфере, а значит, описывается формулой для точеч'
ного заряда, находящегося в центре сферы:

0

1( ) .
4

q
r R

r
−ϕ ≥ = ⋅

πε
II.15. Рассуждая так же, как и при решении зада'

чи II.11, приходим к выводу, что на наружной поверхно'
сти сферы индуцируется заряд, равный заряду'изображе'
нию qc– = q* = –q/n = –qR/a (2.36)–(2.38), поле которого
совместно с полем заряда +q вне сферы описывается соот'
ношением (2.41) (см. рис. 2.18б–г). Поскольку суммарный
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заряд сферы равен нулю, то, как и в предыдущем случае,
заряд qc+ = +q/n = +qR/a распределится равномерно по на*
ружной поверхности сферы. Таким образом, внутри сфе�
ры напряженность поля остается равной нулю Eint = 0. Вне
сферы электрическое поле описывается суперпозицией
полей трех точечных зарядов (рис. 2.23а и рис. 1.9), рас*
полагающихся на одной прямой (qc+ = +qR/a в центре сфе*
ры, qc– = –qR/a на расстоянии x0 = R/n = R2/a от центра и
заданного в задаче заряда +q на расстоянии x = a от цен*
тра сферы):

ext

3 3 3
0

( ) ( ) ( ) ( )

/ /1 .
4

c c c q q

c q
c q

qR a qR a q
r r r

+ − −

−
−

= + + =

⎛ ⎞+ −= + +⎜ ⎟πε ⎝ ⎠

E r E r E r E r

r r r (2.52)

В формуле (2.52) радиус*вектор r точки Р, в которой
определяется напряженность, проводится из центра сфе*
ры, rc– = r – x0(a/a) = r – (R/a)2a — вектор, проведенный от
заряда изображения до точки Р, rq = r – a — вектор, про*
веденный от заряда q до точки Р, а вектор а направлен
из центра сферы в точку расположения заряда q (см.
рис. 2.23в).

Потенциал в произвольной точке вне сферы равен

2
0

/ /1( ) .
4 ( / )

ext
qR a qR a q

R a

⎛ ⎞+ −ϕ = + +⎜ ⎟πε − −⎝ ⎠
r

r r a r a (2.53)

Внутри сферы потенциал постоянен (так как напря*
женность равна нулю) и равен потенциалу на поверхно*
сти сферы, т. е. описывается формулой (2.53) при r = R.
Однако можно не использовать формулу (2.53), а опреде*
лить потенциал в центре сферы (равный потенциалу на
поверхности), который создается зарядами, распределен*
ными на поверхности сферы, удаленными на одинаковое
расстояние от центра, и зарядом +q. Поскольку суммар*
ный заряд сферы равен нулю, то потенциал сферы опреде*
ляется только зарядом +q:

0

1( ) .
4

q
r R

a
ϕ ≤ = ⋅

πε (2.54)
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II.16. Электрическое поле в данном случае эквивалент$
но полю точечных зарядов, используемых в предыдущей
задаче II.12, и дополнительного заряда Q, который надо
поместить в центр сферы, чтобы сферическая поверхность
осталась эквипотенциальной. Таким образом, получаем
вне сферы

ext 2
0

/ /1( ) ,
4 ( / )

Q qR a qR a q
R a

⎛ ⎞+ −ϕ = + +⎜ ⎟πε − −⎝ ⎠
r

r r a r a

ext 3 3 3
0

/ /1( ) ;
4 c q

c q

Q qR a qR a q
r r r−

−

⎛ ⎞+ −= + +⎜ ⎟πε ⎝ ⎠
E r r r r

внутри сферы

0

1( ) ,
4

q Qr R
a R

⎛ ⎞ϕ ≤ = +⎜ ⎟πε ⎝ ⎠
Eint(r) = 0.

Здесь

rc– = r – x0(a/a) = r – (R/a)2a,

( ) ( )2 2
2 22 cosR Rr r R

a a
− = − θ +r a ,

rq = r – a, 2 22 cosr ra a= − θ +−r a ,

θ — угол между радиус$вектором r и вектором а, проведен$
ными из центра сферы, соответственно в точку наблюде$
ния и в точку расположения заданного в задаче заряда +q.

Сравните рис. 2.18г и 2.23а (или рис. 2.22а и б). Они
иллюстрируют картину электрического поля при одной и
той же геометрии расположения точечного заряда и сфе$
ры, но соответствуют различным значениям потенциала
и заряда проводящей сферы.

Вопросы для самопроверки.
1. На расстоянии а от центра металлической сферы с

радиусом R, несущей заряд Q, находится точечный по$
ложительный заряд q. Какова плотность заряда на по$
верхности сферы в точках А и В с координатами А(R, 0) и
В(–R, 0) (см. рис. 2.23б)?
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Ответ:

ext
2 2 2 2

0

( ) / /1( ) ;
4 (1 / ) ( )

E A Q qR a qR a q
A

R R R a a R
+ −⎛ ⎞σ = = + +⎜ ⎟ε π − −⎝ ⎠

ext
2 2 2 2

0

( ) / /1( ) .
4 (1 / ) ( )

E B Q qR a qR a q
B

R R R a a R
+ −⎛ ⎞σ = = + +⎜ ⎟ε π + +⎝ ⎠

(см. решение задачи II.16).
2. Как будет изменяться распределение заряда на сфе*

ре и ее потенциал (в условиях предыдущего вопроса) при
увеличении расстояния а от заряда q до центра сферы
(a → ∞)?

Ответ: 2
( ) ,

4
Q
R

σ θ →
π  

0

1( ) .
4

QR
R

ϕ → ⋅
πε

3. Внутри полой проводящей сферы (не в центре) на*
ходится металлический шарик с зарядом q. На короткое
время сфера заземляется, после чего шарик удаляется.
Определить потенциал и плотность распределения заряда
на сфере. Какая будет напряженность электрического
поля?

Рис. 2.23
а — силовые линии электрического поля, создаваемого точечным

зарядом +q, находящимся на расстоянии радиус�вектора а от
центра тонкой, незаряженной, незаземленной, металлической

сферы с радиусом R; б — поле вне сферы эквивалентно полю трех
точечных зарядов: заданного заряда +q, заряда�изображения –q/n,
находящегося на расстоянии x0 = R2/а от центра сферы и заряда

+q/n, расположенного в центре сферы. Потенциал сферы равен
ϕ = –q/(4πε0a). Картина силовых линий соответствует условию

n = a/R = 2

а б
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Ответ. На внешней поверхности сферы будет равномер'
но распределен заряд –q. Таким образом, вне сферы по'
тенциал и напряженность будут равны соответствующим
характеристикам для точечного заряда –q, находящегося
в центре сферы, внутри сферы напряженность равна нулю,
а потенциал

0

1 const.
4c

q
R
−ϕ = ⋅ =

πε
4. Между двумя разноименными и одинаковыми по ве'

личине точечными зарядами +q и –q помещаются две тон'
кие проводящие плоскости перпендикулярно к линии,
соединяющей заряды. Площадь пластин S. Плоскости раз'
двигают. Чем будут отличаться электрические поля, если
первоначально:

а) плоскости плотно прилегали друг к другу;
б) плоскости не соприкасались?
Ответ. Напряженность электрического поля в про'

странстве между зарядами и ближними к ним плоскостя'
ми в обоих случаях одинакова и соответствует полю сис'
темы «заряд–проводящая плоскость» (см. задачу II.10).
В случае если:

а) поле между плоскостями отсутствует;

б) поле однородно 
0

q
E

S
=

ε .

5. Напряженность электрического поля в плоском кон'
денсаторе Е0 = 300 В/м. В результате нагревания из отри'
цательно заряженной пластины (катода) вылетает электрон
с начальной скоростью, перпендикулярной пластине. На ка'
ком расстоянии от катода скорость электрона минимальна?

Ответ. Благодаря тормозящему действию заряда'изо'
бражения, скорость вылетевшего электрона сначала умень'
шается, достигает минимума, когда сила взаимодействия
с зарядом'изображением и кулоновская сила, действую'
щая со стороны электрического поля конденсатора, срав'
ниваются. Минимум достигается, когда электрон находит'
ся от пластины на расстоянии

6

0 0

1 1 2,2 10 м,
2 4

e
E

−≈ ⋅
πε

где е — заряд электрона.
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ДИЭЛЕКТРИКИ
Все начиналось с порядка, им кончится

и с него же начнется вновь…
Томас Браун

§ 3.1.
ДИПОЛЬНЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ МОМЕНТ

3.1.1.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ

ДИПОЛЬНОГО ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО МОМЕНТА

Понятие дипольного момента является очень важным в
электродинамике. Оно используется при описании электри�
ческого взаимодействия нейтральных частиц и молекул
друг с другом или с заряженными ионами (диполь�диполь�
ное и ион�дипольное взаимодействие соответственно). Кро�
ме того, понятие «дипольный момент» используется при
описании макроскопических диэлектрических свойств ве�
ществ (см. ниже).

Система зарядов, имеющая суммарный заряд, равный
нулю

0iQ q= =∑ , (3.1)

создает электрическое поле, которое на больших расстоя�
ниях убывает быстрее, чем по закону Кулона ∼1/r2. Та�
кая система характеризуется уже не зарядом, а диполь�
ным (или квадрупольным, или мультипольным) момен�
том (см. рис. 3.1).

Дипольный момент зарядов dq(ri), непрерывно распре�
деленных в объеме τ с плотностью ρ(ri), равен (см. рис. 3.1б)

( )i idq
τ

ρ = ∫∫∫r r (3.2)

при равном нулю суммарном заряде ( ) 0.idq
τ

=∫∫∫ r

В зависимости от размерности системы заряд dq может
быть записан в одном из следующих трех видов:
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1) в трехмерном случае через объемную плотность за&
ряда ρ

dq(ri) = ρ(ri)dτ, (3.3)

где dτ — элемент объема;
2) в двумерном случае через поверхностную плотность

заряда σ

dq(ri) = σ(ri)dS, (3.4)

где dS — элемент поверхности;
3) в одномерном случае через линейную плотность за&

ряда γ

dq(ri) = γ(ri)dl, (3.5)

где dl — элемент длины.
Дипольный момент системы точечных зарядов qi, для

которой суммарный заряд равен нулю 0i
i

q =∑  (3.1), вы&
ражается соотношением

,i i
i

q= ∑p r (3.6)

где ri — радиус&вектор заряда qi.
Начало отсчета векторов ri может быть любым, но

обычно за начало отсчета выбирают центр сферы, которая

Рис. 3.1
а — дипольный момент двух точечных зарядов +q и –q

равен p = qr+ – qr– = ql. Диполь, для которого l → 0,
q → ∞, p = ql = const, называется точечным диполем;

б — поле в точке Р на расстоянии r0 ≈ r >> ri
от непрерывно распределенных в объеме τ зарядов

при равном нулю суммарном заряде ( ) 0idq
τ

=∫∫∫ r

определяется дипольным моментом ( )i idq
τ

= ∫∫∫p r r

а б
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охватывает все заряды qi, входящие в рассматриваемую
систему зарядов (аналогично рис. 3.1б).

Дипольный момент системы, состоящей из двух точеч&
ных зарядов (+q и –q) в соответствии с (3.6) равен

p = (qr+ – qr–) = q�,

где вектор � = r+ – r– направлен от отрицательного заряда
–q к положительному +q (рис. 3.1а).

Диполь, для которого �→ 0, q → ∞, p = q ⋅ � = const, на&
зывается точечным диполем. Реальную систему зарядов
(+q, –q) можно считать точечным диполем на расстояни&
ях r >> l. На рис. 3.2 изображены модели некоторых мо&
лекул и указаны направления и величины их дипольных
моментов.

Рис. 3.2
Ориентация дипольного момента

у некоторых молекул
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Задача III.1. Известно, что дипольный момент моле#
кулы Н2О равен ∼0,6 ⋅ 10–29 Кл ⋅ м. Дипольный момент мо#
лекулы складывается из дипольных моментов двух кова#
лентных связей О–Н (см. рис. 3.2) и является результа#
том неравномерного распределения электронной плотности
вдоль линии связи. За счет того, что электроотрицатель#
ность кислорода больше, чем водорода, электронная плот#
ность смещена от атомов водорода к атому кислорода.
Валентный угол (угол между валентными связями) составля#
ет α = 104,3°. Рассмотрите эквивалентную модель моле#
кулы воды, в которой положительные и отрицательные
заряды сосредоточены в точках расположения ядер ато#
мов кислорода и водорода. Определите величины этих за#
рядов, если расстояние между атомом кислорода и водо#
рода в молекуле составляет 1 = 1,0 ⋅ 10–10 м.

Решение. Два дипольных момента p1 = q ⋅ �, соответст#
вующие двум связям и направленные под углом α, скла#
дываются векторно, формируя дипольный момент всей мо#
лекулы:

p = 2p1cos(α/2) = 2q�cos(α/2).

Отсюда получаем

29
19

10

0,6 10 0,5 10 Кл 0,3 ,
2 cos( /2) 2 10 cos52,15

p
q e

−
−

−
⋅= = ≈ ⋅ ≈

α ⋅ °�
где е — заряд электрона.

Ответ. Эффективный заряд атомов водорода —

q ≈ +0,5 ⋅ 10–19 Кл + 0,3e,

атома кислорода —

–2q ≈ –1 ⋅ 10–19 Кл ≈ –0,6e.

Задача III.2. Получить формулы для потенциала и на#
пряженности электрического поля, создаваемого точеч#
ным диполем.

Решение. Характеристики поля дипольного момента
можно определить, используя принцип суперпозиции по#
лей всех точечных зарядов, входящих в систему.
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Рассмотрим точечный диполь, состоящий из двух то$
чечных зарядов (рис. 3.3). Потенциал поля диполя равен
сумме потенциалов двух точечных зарядов:

0 0

1 1 11 .
4 4 /

q q q
r r r r

+ −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤−ϕ = ϕ + ϕ = + = ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥πε πε+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦r l r l/

Преобразуем второе слагаемое в скобках:
1/2 1/21 2 2

2 2

( )
1 2 .l

r r r r r r

− −− ⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

rlr l r l
(3.7)

Для точечного диполя (r� l), выражение (3.7) можно
упростить:

1/2
2

2 2 2

( ) ( )
1 2 1 .l

r r r

−
⎛ ⎞+ + ≈ −⎜ ⎟⎝ ⎠

rl rl

Учитывая, что p = ql, для потенциала точечного дипо�
ля получаем

т.д. 3
0

( )1 .
4 r

ϕ = ⋅
πε

pr
(3.8)

Такое же выражение (3.8) можно получить и в случае
непрерывного распределения зарядов.

Замечания.
1. Потенциал точечного диполя определен во всем про$

странстве, кроме точки локализации диполя (аналогично
потенциалу точечного заряда).

2. В отличие от потенциала точечного заряда, который
пропорционален ∼1/r, потенциал точечного диполя на
больших расстояниях уменьшается
значительно быстрее ∼1/r2.

Согласно (1.18), напряженность
поля точечного диполя равна

т.д. 3
0

1grad , .
4 r

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟πε⎝ ⎠
rE p (3.9)

Вычислим Х$компоненту 
3

grad , :
r

⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠
rp

3 2 2 2 3/2
, .

( )
x y zp x p y p zd d

dx r dx x y z
+ +⎛ ⎞⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

rp

Рис. 3.3
К вычислению
потенциала

поля ϕ(r), создавае�
мого точечным

(при r� l) диполем
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Учитывая, что р не зависит от х, после дифференциро&
вания получаем

2

3 5

3( )
, .xp r xd

dx r r
−⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠

prrp

Аналогично, для у& и z&компонентов можно получить

2

3 5

3( )
, ;yp r yd

dy r r
−⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠

prrp

2

3 5

3( )
, .zp r zd

dz r r
−⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠

prrp

Таким образом, вектор напряженности поля точечно&
го диполя выражается следующим соотношением:

2

т.д. 5
0

3( )1 .
4

r
r

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
pr r p

E (3.10)

Картина линий напряженности Ет.д. (3.10) и эквипотен&
циальные линии ϕ = n ⋅ ϕ0, где ϕ0 = const, а n = 0, ±1, ±2, ...,
электрического поля, создаваемого точечным диполем,
представлены на рис. 3.4.

Замечание. Если поле точечного заряда т.з. 3
04

q
r

= ⋅
πε

rE

является центрально симметричным, то поле точечного
диполя таковым не является. Наряду с r&компонентой (см.
рис. 3.5а)

( )т.д. 5
0

3( )1
4r r

⎡ ⎤= ⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
pr r

E (3.11)

оно характеризуется компонентой вдоль вектора р (3.10):

( )т.д. 3
0

1 .
4p r

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
p

E (3.12)

В полярных координатах (см. рис. 3.5б), если угол θ от&
считывать от направления дипольного момента, компо&
ненты вектора напряженности поля точечного диполя за&
писываются в виде

( )т.д. 4 3
0 0

3( ) 21 1cos cos ,
4 4pr

p
E E

r r
⎡ ⎤= − θ = ⋅ θ⎢ ⎥πε πε⎣ ⎦

pr
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( )т.д. 3
0

1sin sin .
4p

p
E E

rθ
= θ = ⋅ θ

πε

Таким образом, вектор напряженности в полярных ко"
ординатах имеет вид

( )т.д. 3
0

1 2cos sin ,
4 r

p
r θ= ⋅ θ + θ

πε
E e e (3.13)

а модуль напряженности:

Рис. 3.4
а — напряженность Е; б — эквипотенциальные линии

ϕ = n ⋅ ϕ0 (где ϕ0 = const, а n = 0, ±1, ±2, ...) поля, создаваемо�
го точечным диполем р (широкая стрелка). Эквипотенци�
альные линии в действительности гладкие, а из�за погреш�
ностей счета на рисунке имеют ломаный вид. Они проведе�

ны через равные интервалы ϕ0, в результате в области,
близкой к диполю, линии проходят столь близко друг к
другу, что визуально сливаются, создавая темный фон

а

б
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( )2
т.д. 3

0

1 3cos 1 .
4

p
r

= ⋅ θ +
πε

E (3.14)

Ответ: т.д. 3
0

( )1 ,
4 r

ϕ = ⋅
πε

pr
 

2

т.д. 5
0

3( )1 .
4

r
r

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
pr r p

E

Задача III.3. В центре равностороннего треугольника
АВС находится точечный диполь р, ориентированный под
углом α к стороне АВ (рис. 3.6). Показать, что отноше7
ние разностей потенциалов между вершинами треуголь7
ника равно отношению проекций дипольного момента на
соответствующие стороны треугольника: UAB/UBC/UCA =
= pAB/pBC/pCA.

Решение. Пусть длина стороны треугольника равна а.

Тогда каждая из вершин находится на расстоянии 0
3

ar =
от точечного диполя. Угол между дипольным моментом

и направлением на вершину
составляет (рис. 3.6) для точ7
ки А

(α + 90° + 60°) =
= 180° – (30° – α);

для точки В

(α + 30°);

для точки С

(90° – α).

По формуле (3.8) вычис7
ляются потенциалы в верши7
нах треугольника и разности
потенциалов:

Рис. 3.5
Возможные способы разложения
вектора напряженности поля Е

точечного диполя по радиус�
вектору r и направлению диполя p

(а) или по ортам полярных
координат eθ и er (б)

а б

Рис. 3.6
Точки А, В и С расположены в

вершинах равностороннего
треугольника, в центре

которого находится точеч�
ный диполь с дипольным

моментом р, направленным
под углом α к стороне АВ
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2
0

31 cos(30 );
4A

p
a

−ϕ = ⋅ ° − α
πε 2

0

3 31 cos ;
4A B

p
a

−ϕ − ϕ = ⋅ α
πε

2
0

31 cos(30 );
4B

p
a

ϕ = ⋅ ° + α
πε 2

0

3 31 sin(30 );
4B C

p
a

ϕ − ϕ = ⋅ ° − α
πε

2
0

31 cos(90 );
4C

p
a

ϕ = ⋅ ° − α
πε 2

0

3 31 sin(30 ).
4C A

p
a

ϕ − ϕ = ⋅ ° + α
πε

Проекции дипольного момента на направления сторон
(рис. 3.6) равны соответственно:

pAB = –pcosα, pBС = psin(30° – α), pCA = psin(30° + α).

Отношения разностей потенциалов и проекций диполь&
ного момента оказываются одинаковыми и равными

pAB/pBС/pCA = –cosα/sin(30° – α)/sin(30° + α) =
= UAB/UBC/UCA.

Полученный результат лежит в основе метода расшиф&
ровки электрокардиограммы. Сердце рассматривается как
дипольный электрический генератор. Диполь сердца по&
ворачивается и изменяет свое положение. Электрокардио&
грамма (см. рис. 3.7б) — это временные́ зависимости раз&
ностей потенциалов U1, U2, U3, измеряемых между точка&
ми тела (см. рис. 3.7а):

U1: правая рука (ПР) — левая рука (ЛР);
U2: левая рука (ЛР) — левая нога (ЛН);
U3: левая нога (ЛН) — правая рука (ПР).
В физиологии U1, U2, U3 называются отведениями.

Точки тела (ПР), (ЛР) и (ЛН) лежат приблизительно в
вершинах равностороннего треугольника. В тот момент,
когда проекция дипольного момента на одну из сторон
максимальна, на соответствующем отведении U(t) наблю&
дается максимум (зубец R) (рис. 3.7б).

Задача III.4. Тонкий плоский слой, образованный то&
чечными диполями, имеет форму круга с радиусом R. На
единицу площади круга приходится n диполей (n — по&
верхностная плотность диполей, постоянная и очень
большая величина). Все диполи обладают одинаковыми
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дипольными моментами p, направленными перпендику#
лярно поверхности слоя. Найдите выражения для потен#
циала и напряженности электростатического поля в про#
извольной точке М, расположенной на оси диска на рас#
стоянии z от его центра.

Решение. Выделим на диске кольцо с радиусом h и
шириной dh (рис. 3.8). Тогда каждый из диполей, образую�
щих кольцо, создает в точке М одинаковый потенциал,
а так как потенциал, созданный одним диполем ϕ1, ра�
вен в соответствии с (3.8)

т.д. 3 2 2 3 2
0 0

( )1 1 ,
4 4 ( )

pz
r h z

ϕ = ⋅ = ⋅
πε πε +

pr

то потенциал, созданный в точке М всеми диполями, рас#
положенными в кольце с площадью dS = 2πdh, равен

т.д. 2 2 3 2
0

212 .
4 ( )

n pzhdh
d n hdh

h z
πϕ = ϕ π = ⋅

πε +
При достаточно большом n суммарный потенциал в

точке М можно вычислить путем интегрирования (при
условии нормировки (ϕ ∞ = 0)):

R

2 2 1 2
00

1 2 1 .
4 ( )

zd np
R z

⎡ ⎤ϕ = ϕ = π −⎢ ⎥πε +⎣ ⎦∫ (3.15)

Рис. 3.7
а — модель приближенно�равностороннего треугольника,

образованного точками, расположенными в правой руке (ПР),
левой руке (ЛР) и левой ноге (ЛН). Разности биопотенциалов
сердца (отведений) U1, U2, U3, измеряемые между вершинами
равностороннего треугольника, пропорциональны проекциям

дипольного момента сердца на стороны треугольника;
б — нормальная электрокардиограмма человека в одном

из отведений

а б
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Напряженность поля находится из соотношения E =
= –gradϕ:

2

2 2 3 2
0

21 .
4 ( )z

R np
E E

R z
π= = ⋅

πε + (3.16)

Ответ: 
2 2 1 2

0

1 2 1 ,
4 ( )

znp
R z

⎡ ⎤ϕ = π −⎢ ⎥πε +⎣ ⎦
2

2 2 3 2
0

21 .
4 ( )

R np
E

R z
π=

πε +

Задача III.5. Пространство внутри сферы, имеющей
радиус R, заполнено с равномерной плотностью n диполя+
ми с параллельными электрическими дипольными момен+
тами р.

Вычислите потенциал и напряженность электроста+
тического поля вне сферы на оси OZ, проходящей через
центр сферы и параллельной дипольным моментам.

Решение. Разобьем сферу на тонкие диски с радиу�
сом h и толщиной dz (см. рис. 3.9). Тогда вклад в потен�
циал в точке М (z = z0) от диполей, находящихся в объе�
ме тонкого диска, при достаточно большом n (см. (3.15),
задача III.4) равен

2 2 1 2
0

1 2 ,1
4 ( )

z
d np dz

z h
⎡ ⎤ϕ = π −⎢ ⎥πε +⎣ ⎦

где z = z0 + (R2 – h2)1/2. Учитывая, что

z2 + h2 = R2 – z0
2 + 2z0z,

Рис. 3.8
Тонкий плоский круговой слой

с радиусом R образован идентич�
ными точечными диполями,

дипольный момент р которых
направлен перпендикулярно

плоскости слоя вдоль оси OZ. Для
определения потенциала в

точке М (на оси OZ) из кругового
слоя выделяется тонкое кольцо

с радиусом h и шириной dh
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получим
0

0

3
2 2 1 2 2

0 0 00 0

1 1 42 1 .
4 ( 2 ) 4 3

z R

z R

z p
np dz R n

R z z z z

+

−

⎡ ⎤ϕ = π − = ⋅ π⎢ ⎥πε − + πε⎣ ⎦∫
Так как

z
0

E
z

∂ϕ= −
∂

,

то

3
3

0 0

1 42
4 3z

p
E R n

z
= π

πε
.

Примечания.
Поле вне сферы аналогично полю диполя с моментом p0 =

= (4/3)pR3np, находящегося в центре сферы.
Входящий в выражение для j интеграл равен

( )
( )

0
0

0
0

2 2 2 31 20 0 02 2
0 01 2 2 22 2 0 00 0

6
2 .

3 32

z R z R

z R
z R

zdz R z z z z R R
R z z z
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+ +

−
−
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− +∫

Ответ: 
3

2
0 0

1 ,
3

Rnp
z

ϕ =
ε

 
3

0 0

2 .
3z

RE np
z

⎛ ⎞= ⎜ ⎟ε ⎝ ⎠

3.1.2.
СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА ДИПОЛЬ

ВО ВНЕШНЕМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Задача III.6. Электрический диполь (два заряда +q и
–q, расположенные на расстоянии l друг от друга) нахо;
дится в:

а) однородном электрическом поле с напряженностью B;
б) неоднородном электрическом поле.
Определить силы и моменты сил, действующие на ди;

поль.

Рис. 3.9
С равномерной плотностью

уложенные идентичные, парал�
лельные оси OZ, точечные диполи

образуют шар с радиусом R.
Для определения характеристик

электрического поля вне шара шар
разбивается на бесконечно тонкие

круговые слои с радиусом h
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Решение. В однородном поле с напряженностью E на
заряды +q и –q диполя действуют кулоновские силы F+ и
F–, которые можно разложить на две составляющие: F1+,
F2+ и F1–, F2– (рис. 3.10). Силы F1+, F1– вызывают напря&
жение в диполе, оказывая деформирующее (растягиваю&
щее (рис. 3.10а) или сжимающее (рис. 3.10б)) действие на
диполь. Силы F2+, F2– создают механический вращающий
момент сил

M = [pE], (3.17)

величина которого равна

12 sin 2 sin
2 2

M pE Eq⎛ ⎞ ⎛ ⎞= α = α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
�

(в скобках стоит момент одной из сил F2±, sin
2

α� — плечо

этой силы). Под действием момента сил дипольный мо&
мент стремится развернуться в направлении поля: р↑↑Е —
положение устойчивого равновесия диполя, р↑↓Е — по&
ложение неустойчивого равновесия.

В неоднородном поле к указанным выше силам добав&
ляется еще одна сила. Пусть механический момент сил
уже развернул дипольный момент по направлению напря&
женности внешнего поля, градиент которого направлен
вдоль оси ОХ. Тогда действие на заряды диполя +q и –q

Рис. 3.10
В однородном электрическом поле с напряженностью Е

на заряды +q и –q электрического диполя действуют
силы F+ и F– соответственно. Составляющие этих сил

вдоль l (F1+ и F1–) либо растягивают (а), либо сжимают
(б) диполь. Перпендикулярные составляющие F2+ и F2–

создают механический момент сил М = [рЕ], стремящий$
ся повернуть диполь по направлению Е

а б
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различных по направлению и величине сил (рис. 3.11) эк$
вивалентно действию силы

[ ]
( ) ( )

( ) ( ) ,

xF qE x qE x

d dq E x E x q
dx dx

= − + + =

= + − = =E Ep

�

� � (3.18)

втягивающей диполь в область с большей напряженно$
стью.

В общем случае х$компонента силы, действующей на
дипольный момент р в неоднородном электрическом поле,
равна

.x x x
x x x x y z

dE dE dEdF gradE E p p p
d dx dy dz

= ⋅ ≡ ⋅ ≡ + +p p
r

В векторном виде:

F = (p∇)E = (p∇Ex)i + (p∇Ey)j + (p∇Ez)k. (3.19)

Ответ: M = [pE], .x
dF
dx

= Ep

3.1.3.
ДИПОЛЬНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

МОЛЕКУЛ

Приближение точечного диполя часто используется
при описании электрического поля и взаимодействия ней$
тральных молекул. Это называется взаимодействием Ван!
дер!Ваальса. Оно относится к нековалентным взаимодей$

Рис. 3.11
В неоднородном электрическом
поле с градиентом напряженно�
сти вдоль оси ОХ на дипольный
момент р↑↑Е действует сила,
втягивающая диполь в область
более сильного электрического

поля за счет разных по величине
сил F+ и F–, действующих

на заряды +q и –q соответственно
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ствиям между атомами и молекулами, находящимися на
расстояниях, при которых еще нет существенного пере#
крытия волновых функций.

Взаимодействия Ван#дер#Ваальса — это взаимодейст#
вия между частицами с нулевым суммарным зарядом. Су#
ществуют три основных типа ван#дер#ваальсовских взаи#
модействий: дисперсионное, электростатическое (ориен#
тационное) и поляризационное (индуцированное).

Взаимодействие диполей (с постоянным дипольным
моментом р) и нейтральных частиц, не имеющих собст#
венного дипольного момента, называется поляризацион�
ным или индуцированным взаимодействием. При таком
взаимодействии электрическое поле частицы, обладаю#
щей постоянным дипольным моментом, индуцирует ди#
польный момент у нейтральных частиц.

Индуцированный дипольный момент

pind = αε0E (3.20)

определяется коэффициентом поляризуемости частицы α
и напряженностью Е электрического поля, создаваемого
в данном случае постоянным дипольным моментом р:

2

т.д. 5
0

3( )1 .
4

r
r

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
pr r p

E

Пусть дипольный момент р направлен вдоль оси ОХ, а
частица, не обладающая дипольным моментом, располо#
жена на оси ОX на расстоянии х от р. Поскольку индуци#
рованный дипольный момент стремится по направлению
Eт.д. = Eт.д.ex, то сила, действующая на частицу, описыва#
ется соотношением (3.18):

22
т.д. т.д.0 0

ind ind 3 7
0

21 1 .
2 2 4

dE dE pdF p
dx dx dx x x

αε αε ⎛ ⎞= = = ⋅ ⋅ ∼⎜ ⎟πε⎝ ⎠
(3.21)

Дисперсионное взаимодействие — это взаимодействие
нейтральных частиц, не имеющих постоянных дипольных
моментов. К таким частицам, в частности, относятся ато#
мы с полностью заполненными электронными оболочка#
ми, у которых распределение электронной плотности сим#
метрично относительно ядра. Однако в силу принципа
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неопределенности для всех атомов и молекул характерны
квантовые флуктуации электронной плотности, которые,
в свою очередь, определяют флуктуационный дипольный
момент частиц. Время жизни этого момента зависит от
времени существования флуктуации. В полуклассической
модели время существования флуктуации в атомах связа2
но с частотой вращения электронов вокруг ядра и состав2
ляет ∼(10–14/10–16) с. Мгновенные значения этих коротко2
живущих (виртуальных) дипольных моментов могут быть
весьма велики. Например, для атома водорода они по по2
рядку величины будут

pvir = eaB = 2,5 ⋅ 10–30 Кл ⋅ м,

где е — заряд электрона, аВ — радиус боровской орбиты
электрона в атоме. Сила дисперсионного взаимодействия
диполей также описывается формулой (3.21), где вместо
pind надо поставить pvir.

Взаимодействие между атомами и молекулами, облада2
ющими постоянными электрическими дипольными мо2
ментами, называется электростатическим (или ориен�
тационным) взаимодействием.

Это взаимодействие принципиально отличается от опи2
санных выше тем, что при взаимодействии частиц, обла2
дающих постоянными электрическими моментами, знак
и величина силы зависят от взаимной ориентации взаи2
модействующих диполей, а также от температуры.

Пусть имеются два диполя с постоянными дипольны2
ми моментами р1 и р2. Будем считать диполи точечными,
пренебрегая их размерами по сравнению с расстоянием
между ними.

Рассмотрим для примера два случая, когда диполи рас2
положены на одной оси ОХ, а их дипольные моменты (на
рис. 3.12 обозначены стрелками) (а) —параллельны оси ОХ
и друг другу и (б) — перпендикулярны оси ОХ и антипа2
раллельны друг другу.

В обоих случаях доминируют силы притяжения меж2
ду разноименными зарядами в диполях, т. е. энергия взаи2
модействия отрицательна.
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Если изменить направление одного из дипольных мо�
ментов, то в обоих случаях будут действовать силы оттал�
кивания, что соответствует положительной энергии взаи�
модействия.

Рассматривая силу взаимодействия диполей как силу,
действующую, например, на диполь 2 в поле с напряжен�

ностью 
2

1 1
1 5

0

3( )1
4

r
r

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
p r r p

E , создаваемом диполем 1,

в соответствии с (3.19) получаем:

F21 = (p2∇)E1. (3.22)

В конфигурации (а) между диполями действует сила
притяжения

1 2
4

0

61 .
4or

p p
F

r
= ⋅

πε
(3.23)

При антипараллельном расположении диполей р1↑↓р2

возникает сила отталкивания, величина которой также
определяется соотношением (3.23).

В конфигурации (б) сила притяжения диполей равна

1 2
4

0

31 .
4or

p p
F

r
= ⋅

πε
(3.24)

При параллельном расположении диполей р1↑↑р2 вы�
ражение для силы взаимодействия диполей то же по ве�
личине (3.24), но знак изменяется на противоположный:
диполи отталкиваются друг от друга.

При повороте одного из диполей на 90° (при ориента�
циях (а) или (б)) энергия взаимодействия обращается в
нуль. При такой ориентации на диполи действует момент

Рис. 3.12
Примеры взаимной ориентации дипольных моментов

точечных диполей

а б
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сил, стремящийся повернуть их в состояние с минималь%
ной энергией взаимодействия.

Итак, силы ориентационного взаимодействия диполей
убывают с расстоянием пропорционально ∼1/r4. Однако
практически всегда приходится иметь дело с большим ан%
самблем частиц (например, с газом). В этом случае необ%
ходимо учитывать кинетическую энергию их теплового
движения, которая конкурирует с энергией ориентацион%
ного взаимодействия, стремящегося упорядочить систе%
му диполей. Тепловое разупорядочение системы диполей,
с одной стороны, уменьшает среднюю энергию взаимодей%
ствия, а с другой — делает ориентационное взаимодейст%
вие более короткодействующим.

Если при низких температурах For ∼ 1/r4 (3.23)–(3.24),

то при высоких температурах 
2

1 2
7

( ) 1~or
B

p p
F

k T r
⋅ .

Таким образом, для всех типов взаимодействия Ван%
дер%Ваальса F ∼ 1/r7.

Силы притяжения Ван�дер�Ваальса универсальны и
действуют между любыми атомами и молекулами.

3.1.4.
МОДЕЛИ МОЛЕКУЛ, ПРИОБРЕТАЮЩИХ

ИНДУЦИРОВАННЫЙ ДИПОЛЬНЫЙ МОМЕНТ
В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

I. В модели Моссотти молекула рассматривается как
электрически нейтральный проводящий шарик, который
в электрическом поле поляризуется и приобретает диполь%
ный момент.

Задача III.7. Однородное электрическое поле с напря%
женностью Е0 создано сторонними источниками. Как изме%
нятся характеристики поля (напряженность и потенциал),
если в него поместить металлический шар с радиусом R?

Решение. На поверхности металлического шара долж%
ны возникнуть индуцированные заряды (рис. 3.13) с та%
кой плотностью σ, чтобы создаваемое ими внутри шара
поле с напряженностью Ein ind полностью компенсировало
поле сторонних источников
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Ein ind = –E0. (3.25)

Ситуация, когда напряженность поля внутри металла
Ein = 0 соответствует статическому распределению заря&
дов. В соответствии с решением задачи I.15 и формулами
(1.81)–(1.82) плотность индуцированных поверхностных
зарядов на шаре описывается выражением (1.81):

σ(θ) = σ0cosθ, (3.26)

где угол θ отсчитывается от направления напряженности
поля сторонних источников. Создаваемое таким распреде&
лением поверхностных зарядов электрическое поле внут&
ри шара имеет напряженность (1.82):

0
inind

0

.
3

E
σ=
ε

Учитывая (3.25), получаем:

σ0 = 3ε0E0. (3.27)

Распределение зарядов (3.26) обусловливает диполь�
ный момент р металлического шара, который может быть
вычислен, используя решение задачи I.12. В задаче I.15
распределение поверхностной плотности

σ(θ) = ρacosθ = σ0cosθ (3.28)

Рис. 3.13
Электрически нейтральный проводящий шар

с радиусом R (молекула в модели Моссотти) помещен
в однородное электрическое поле с напряженностью Е0.

Шар поляризуется, на поверхности шара индуцируется
заряд с плотностью σ = σ0cosθ (θ отсчитывается

от направления напряженности Е0). Шар приобретает
дипольный момент, равный p = αε0E0 = 4πR3ε0E0,

где α = 4πR3 — коэффициент поляризуемости
проводящего шара
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получалось как результат сдвига на малое расстояние а
двух шаров, заряженных с плотностями +ρ и –ρ. Посколь-
ку вне заряженных по объему шаров поле эквивалентно
полям точечных зарядов +q и –q, то поле двух шаров эк-
вивалентно полю диполя с дипольным моментом p = qa,
где q = ρ(4/3)πR3 — полный заряд положительно заряжен-
ного шара, а — вектор, направленный от отрицательного
заряда –q к положительному +q. Учитывая формулы (3.27)
и (3.28) для величины дипольного момента металлическо-
го шара в однородном поле Е0 имеем:

3 3
0

3 3
0 0 0 0

4 4
3 3

4 3 4 .
3

p qa R a R

R E R E

= = ρ π = π ⋅σ =

= π ⋅ ε = πε
(3.29)

Выражение (3.29) можно записать в векторном виде:

p = 4πR3ε0E0. (3.30)

Сравнивая (3.30) и (3.20) получаем, что поляризуе�
мость металлического шара

α = 4πR3 (3.31)

зависит только от его объема.
Поле индуцированных зарядов, создаваемое вне ша�

ра, представляет собой поле точечного диполя (3.10), рас-
положенного в центре шара:

2
0 03

exind 5

3( )
.

r
R

r
−= ⋅ E r r E

E (3.32)

Используя (3.33) и принцип суперпозиции полей, полу-
чаем для напряженности результирующего поля (рис. 3.14):
внутри

Ein = 0,

вне

2
0 03

ex 0 5

3( )
.

r
R

r
−= + ⋅ E r r E

E E (3.33)

металлического шара.
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Потенциал поля может
быть также найден по прин"
ципу суперпозиции. Выбе"
рем нормировку потенциала
на нуль в точке х = R (см.
рис. 3.15). Тогда потенциал,
создаваемый сторонними ис"
точниками поля, изменяется
линейно (возрастая в сторону,
противоположную направле"
нию Е0), проходя через точку
нормировки (штриховая ли"
ния на рис. 3.15):

ϕ0 = –E0(x – R).

Для определения потен"
циала, создаваемого точечным
диполем, используем формулу (3.8), добавив к потенциа"
лу константу С для изменения нормировки в соответст"
вии с новой нормировкой, выбранной в задаче:

т.д. 3
0

( )1 .
4

C
r

ϕ = ⋅ +
πε

pr

Значение константы С определяется из условия ϕт.д.(x = R) =
= 0. Учитывая, что p = 4πR3ε0E0, получаем

02
0

1
4

p
C RE

R
−= ⋅ = −

πε
и

3
0

т.д. 03

( )
( ) .

R
RE

r
ϕ = −E r

r (3.34)

На рис. 3.15 пунктирной линией представлена зави"
симость потенциала (3.34) от координаты х:

3 2
0

т.д. 0 02 2
( ) 1 .

R E Rx RE RE
x x

⎛ ⎞ϕ = − = −⎜ ⎟⎝ ⎠
Суммарный потенциал поля ϕ = ϕ0 + ϕт.д. имеет вид

[ ]
3

0 3
0 03

( )
( / ) 1 .

R
E x E x R r

r
ϕ = − = −E r

Рис. 3.14
Линии напряженности Е

электрического поля металли�
ческого шарика (модель

Моссотти для поляризующей�
ся молекулы), находящегося в

однородном электрическом
поле, созданном сторонними

источниками
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Его изменение вдоль оси ОХ представлено на рис. 3.15
сплошной линией.

Ответ: Ein = 0, 
2

0 03
ex 0 5

3( ) r
R

r
−= + ⋅ E r r E

E E , ϕint = 0,

3
0

ext 03

( )
.

R
E x

r
ϕ = −E r

Вопрос для самопроверки.
Чему равны в условиях предыдущей задачи напряжен4

ность и потенциал (при нормировке ϕ(x = 0) = 0) вне ша4
рика в точках с координатами r1 = (R, 0, 0), r2 = (–R, 0, 0),
r3 = (0, R, 0), r4 = (0, –R, 0)?
Ответ: E1 = E2 = 3E0, E3 = E4 = 0, ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 = ϕ4 = 0.

Рис. 3.15
Металлический шарик с радиусом R в однородном элек�

трическом поле с напряженностью Е0 поляризуется
вследствие образования индуцированного поверхностного

заряда. Дипольный момент шара равен p = 4πR3ε0E0.
Изменение потенциала вдоль оси ОХ при нормировке

ϕ(x = R) = 0 изображено на нижнем рисунке: штриховой
линией — для однородного поля в отсутствии шара;

пунктирной линией — для точечного диполя, находящего�
ся в точке х = 0; сплошной линией — для шара в поле Е0
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II. В модели Томпсона молекула рассматривается как
шар, равномерно заряженный по объему с постоянной
плотностью +ρ = const. Внутри шара находится электрон
(–е), который может перемещаться внутри шара. Молеку0
ла электрически нейтральна, поэтому полный положи0
тельный заряд шара равен заряду электрона

4/3πR3ρ = e. (3.35)

Задача III.8. Определить поляризуемость шарообраз0
ной молекулы с радиусом R в статическом поле в модели
Томпсона.

Решение. В отсутствии поля сторонних источников
отрицательно заряженный электрон в равновесном состоя0
нии находится в центре молекулы0шара. Если напряжен0
ность поля сторонних источников равна Е0 = Е0ех, то элек0
трон сдвигается из центра на расстояние –х0 (рис. 3.16),
определяемое из условия равенства электрических сил со
стороны поля сторонних источников и поля положительно

заряженного объема шара (см. задачу I.13) 0 0
03

eE e x
ρ=
ε :

0 0
0

3
.

E
x

ε=
ρ

(3.36)

У молекулы возникает ди0
польный момент в направле0
нии напряженности поля сто0
ронних источников, равный

3
0 0 0 0 0

3 4 ,ep ex E R E= = ε = π ε
ρ

где учтено, что 
3

3
4

e
R

ρ=
π

 (3.35)

и 0 0 0
3x E= ε
ρ

 (3.36).

Таким образом, в модели
Томпсона поляризуемость α
молекулы равна

α = 4πR3 (3.37)

и совпадает с поляризуемо0
стью в модели Моссотти
(3.31).

Рис. 3.16
Шар, равномерно заряженный

по объему с постоянной
плотностью +ρ = const,

с суммарным зарядом, равным
заряду электрона +е, содержит
внутри электрон (–е), способ�
ный свободно перемещаться в

объеме шара (модель Томпсона
поляризующейся молекулы).

В поле сторонних источников
с напряженностью Е0 электри�

чески нейтральная молекула
за счет смещения электрона

приобретает дипольный
момент р
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Напряженность и потенциал, создаваемые поляризо'
ванной молекулой, в модели Томпсона описываются соот'
ношениями (3.33) и (3.34) соответственно.

Ответ: α = 4πR3.

III. В модели Лоренца положительный и отрицатель'
ный заряды в молекуле связаны силой упругого взаимо'
действия.

Задача III.9. В модели Лоренца определить поляризуе'
мость молекулы в статическом электрическом поле. Мо'
лекула состоит из двух точечных зарядов +q и –q, упруго
связанных друг с другом (рис. 3.17). Коэффициент упру'
гой связи k.

Решение. В статическом случае внешняя сила qE0, дей'
ствующая на молекулу со стороны поля сторонних источ'
ников, уравновешивается упругой силой:

qE0 = kx0,

где х0 — удлинение связи.
Возникает дипольный момент:

2

0 0.
q

p qx E
k

= =

Таким образом, поляризуемость молекулы в модели
Лоренца равна

α = q2/kε0. (3.38)

Ответ: α = q2/kε0.

Замечание. Выше были
вычислены статические по'
ляризуемости молекул, обу'
словленные возникновени'
ем дипольных моментов в
статическом поле сторонних
источников. В переменном
поле возникает динамиче�
ская поляризуемость, зави'

Рис. 3.17
К задаче по определению

поляризуемости молекулы,
состоящей из двух

точечных зарядов +q и –q,
упруго связанных друг с
другом, в статическом

электрическом поле.
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сящая от частоты переменного поля сторонних источ�
ников.

Задача III.10. Точечный диполь, обладающий диполь�
ным моментом р, находится в однородном электрическом
поле с напряженностью Е0, причем направление диполь�
ного момента совпадает с направлением напряженности
p↑↑E0. В этом случае существует эквипотенциальная по�
верхность сферической формы с центром в точке располо�
жения дипольного момента. Определите ее радиус.

Решение. Выберем декартову систему координат так,
чтобы ось ОХ была параллельна Е0, а диполь находился в
начале координат (рис. 3.18). Выберем нормировку потен�
циала ϕ(x0, 0, 0) = 0. Тогда потенциал в произвольной точ�
ке Р будет суммой потенциала, создаваемого однородным
полем:

ϕE = –(E0r) + C1 = –E0x + C1

и потенциала точечного диполя (3.8):

т.д. 2 23 2
0 0

( ) cos1 1 ,
4 4

p
C C

r r
θϕ = ⋅ + = ⋅ +

πε πε
pr

где константы С1 и С2 определяются из общего условия
нормировки ϕ(x0, 0, 0) = 0:

C1 = E0x0, 2 2
0 0

1 .
4

p
C

x
= − ⋅

πε
Потенциал в произвольной точке выражается соотно�

шением

т.д. 0 0 2 2 2 3/2 2
0 0

1( )
4 ( )E

p xE x x
x y z x

⎡ ⎤ϕ = ϕ + ϕ = − − + −⎢ ⎥πε + +⎣ ⎦

Рис. 3.18
К задаче по определению радиуса
сферической эквипотенциальной
поверхности, возникающей при

наличии в однородном электриче!
ском поле с напряженностью Е0
точечного диполя с дипольным

моментом p↑↑E0
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или

E т.д. 0 0 2 2
0 0

cos 1( cos ) .
4

p
E r x

r x
⎡ ⎤θϕ = ϕ + ϕ = − θ − + −⎢ ⎥πε ⎣ ⎦

(3.39)

По условию задачи при r = R суммарный потенциал
постоянен:

т.д. 0 1 22
0

cos1cos const.
4E

p
E R C C

R
θϕ + ϕ = − θ + + ⋅ + =

πε
(3.40)

При произвольном угле θ между осью ОХ и r соотно-
шение (3.40) выполняется, если

0 2
0

cos1cos 0.
4

p
E R

R
θ− θ + ⋅ =

πε
(3.41)

Учитывая параллельность напряженности поля E0 и
диполя p, из (3.41) получаем p = 4πε0E0R3 и

1/3

0 0

.
4

p
R

E
⎛ ⎞= ⎜ ⎟πε⎝ ⎠

(3.42)

Потенциал этой сферической эквипотенциальной по-
верхности равен

1 2 0 0 2
0 0

1 .
4R

p
C C E х

x
ϕ = + = − ⋅

πε

Если положить x0 = R, то потенциал сферы будет ра-
вен нулю. Потенциал (3.39) и напряженность E = –gradϕ
поля диполя, находящегося в однородном электрическом
поле, представлены на рис. 3.19а, б.

Ответ: 
1/3

0 04
p

R
E

⎛ ⎞= ⎜ ⎟πε⎝ ⎠
.

Задача III.11. В центре тонкой проводящей незаряжен-
ной сферы с радиусом R находится точечный диполь с ди-
польным моментом р (см. рис. 3.20). Найти распределе-
ние плотности индуцированных на поверхности сферы за-
рядов, а также потенциал (при нормировке на нуль на
бесконечности) и напряженность электрического поля,
созданного такой системой. Воспользоваться результата-
ми задачи III.10.
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Решение. Согласно решению задачи III.10 сферическую
эквипотенциальную поверхность диполь создает совместно
с однородным электрическим полем, напряженность кото+
рого параллельна направлению дипольного момента. Поэто+
му на поверхности проводящей сферы, которая должна пред+
ставлять собой эквипотенциальную поверхность, возникает
такое распределение индуцированных зарядов, которое соз+
дает внутри сферы (где расположен диполь) однородное поле
с напряженностью, определяемой уравнением (3.42):

p = 4πε0E0R3.

Рис. 3.19
Эквипотенциальные поверхности (а) проведены

через одинаковый интервал Δϕ = 2ϕ0. Вблизи
точки расположения диполя эквипотенциальные

поверхности не изображены, так как расположены
близко друг к другу и визуально сливаются

а

б
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Как известно (см. задачу I.15), однородное поле внут$
ри сферы создают поверхностные заряды, распределение
которых описывается соотношением

σ(θ) = σ0cosθ, (3.43)

где угол θ отсчитывается от направления дипольного мо$
мента. Напряженность Е0 создаваемого ими поля, парал$
лельная вектору дипольного момента, равна (1.82)

E0 = σ0/3ε0. (3.44)

Решая систему (3.42)–(3.44) для поверхностной плот$
ности индуцированных зарядов, получаем

ind 3

3
cos .

4
p
R

σ = − θ
π

(3.45)

Поскольку суммарный индуцированный заряд равен
нулю, то в центре сферы потенциал, создаваемый индуци$
рованными зарядами, также равен нулю, как и на беско$
нечности. Поэтому уравнение для потенциала, создавае$
мого индуцированными зарядами внутри сферы, записы$
вается в виде

Рис. 3.20
К определению характери�
стик электрического поля,

создаваемого точечным
диполем с дипольным

моментом р, находящимся
в центре тонкой проводящей

незаряженной сферы
с радиусом R

Рис. 3.21
Силовые линии поля точечно�

го диполя с дипольным
моментом р в центре тонкой

проводящей незаряженной
сферы замыкаются на

зарядах, индуцированных на
внутренней поверхности

проводящей сферы
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ind 0 0 3
0

cos
( ) cos .

4
p rE r

R
θϕ = − = − θ = − ⋅

πε
E r (3.46)

Суммируя согласно принципу суперпозиции потенци�
ал (3.46) и потенциал точечного диполя (3.8), для потен�
циала в любой точке внутри сферы получаем

ind т.д. 3 3
0

cos 1 1( ) .
4

pr
r

r R
θ ⎛ ⎞ϕ = ϕ + ϕ = −⎜ ⎟πε ⎝ ⎠

(3.47)

Напряженность электрического поля внутри сферы
вычисляется также по принципу суперпозиции (рис. 3.21)
и с учетом (3.42) имеет вид

0 т.д. 3 3 5
0

3( )1 1 1( ) .
4

r
R r r

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥πε ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
pr r

E E E p

Вне сферы напряженность электрического поля равна
нулю, так как поле индуцированных зарядов, эквивалент�
ное полю точечного диполя с дипольным моментом –p,
полностью компенсирует поле заданного диполя +p. По�
этому и потенциал вне сферы остается постоянным и рав�
ным потенциалу проводящей сферы ϕ(R) = 0.

Ответ: ind 3

3
cos ,

4
p
R

σ = − θ
π

 int 3 3
0

cos 1 1( ) ,
4

pr
r

r R
θ ⎛ ⎞ϕ = −⎜ ⎟πε ⎝ ⎠

int 3 3 5
0

3( )1 1 1( ) ,
4

r
R r r

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥πε ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
pr r

E p

ϕext(r) = 0, Eext(r) = 0.

Рис. 3.22
В заземленном проводнике

произвольной формы (затемнен)
сделана сферическая полость,
в центре которой находится

точечный диполь
с дипольным моментом р
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Задача III.12 (для самопроверки). Точечный диполь с
дипольным моментом р находится в центре сферической
полости с радиусом R в заземленном проводнике (рис. 3.22).
Найти распределение зарядов, индуцированных на по0
верхности полости.

Ответ: ind 3

3
cos

4
p
R

σ = − θ
π ,

где угол θ отсчитывается от направления дипольного мо0
мента (см. решение задачи III.11).

§ 3.2.
ЭЛЕМЕНТЫ КЛАССИЧЕСКОЙ

МИКРОСКОПИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ДИЭЛЕКТРИКОВ.
ВЕКТОР ПОЛЯРИЗАЦИИ.

МАТЕРИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ

Миллионы людей видели, как падают яблоки,
но только Ньютон спросил почему.

Бернард Барух

Основной задачей микроскопической теории являет0
ся установление количественной связи между измеряемы0
ми макроскопическими величинами и свойствами моле0
кул диэлектрика.

Идеальный диэлектрик — это среда, состоящая толь0
ко из электрически нейтральных молекул, причем их ней0
тральность не меняется и в результате внешних воздейст0
вий. Под термином «молекула диэлектрика» понимается
электрически нейтральная структурная единица диэлек0
трика, обладающая точечным дипольным моментом или
способная его приобретать в результате внешних воздей0
ствий.

Приближение точечных дипольных моментов умест0
но, если расстояния между соседними молекулами много
больше размеров самих молекул.

Появление дипольных моментов у молекул диэлектри0
ка, а следовательно, и появление диэлектрических свойств
вещества может быть вызвано несколькими причинами.

1. Под действием электрического поля электронное
облако отдельной молекулы сдвигается относительно ядер
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атомов. Этот эффект называется электронной поляриза�
цией, он характеризуется дипольным моментом pe.

2. Молекула диэлектрика может состоять из располо&
женных в определенном порядке противоположно заря&
женных ионов, которые под действием электрического
поля могут упруго смещаться относительно своих равно&
весных положений. Этот эффект называется ионной по�
ляризацией и характеризуется дипольным моментом pи.

В обоих случаях электрические заряды молекул под
действием электрического поля могут смещаться лишь на
микроскопические расстояния, оставаясь в пределах каж&
дой молекулы. Такое, как правило, обратимое смещение
зарядов называется электрической поляризацией. При&
обретаемый молекулой в поле сторонних источников ди&
польный момент пропорционален напряженности этого
поля (3.20):

p = αε0E. (3.48)

Коэффициент пропорциональности α называется поля�
ризуемостью молекулы, или молекулярной диэлектриче&
ской восприимчивостью. Коэффициент α является коли&
чественной мерой поляризуемости атомов и молекул,
характеризующей способность этих частиц приобретать
дипольный момент р в электрическом поле с напряжен&
ностью Е. Поляризуемость молекул объясняет возникно&
вение дальнодействующих сил притяжения между ней&
тральными атомами и молекулами (см. п. 3.1.3). Данные
о поляризуемости молекул используются для изучения
строения молекул. Поляризуемость частиц определяет ди&
электрические свойства веществ.

3. Молекула может быть образована из отдельных ато&
мов таким образом, что и при отсутствии электрического
поля она обладает дипольным моментом ps, который в ре&
зультате теплового движения имеет случайную ориентацию.
Такая молекула называется полярной, а наличие у нее ди&
польного момента ps связано с ее внутренней структурой. Для
вещества с такими молекулами характерна ориентаци�
онная поляризация в электрическом поле. Гигантское
диполь&дипольное взаимодействие между дипольными
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моментами таких молекул в некоторых веществах (сегне�
тоэлектриках) приводит к преимущественно параллель&
ной ориентации дипольных моментов в малой макроско&
пической области. Такие вещества характеризуются спон�
танной поляризацией, т. е. поляризацией без воздействия
электрического поля.

Три модели электрической структуры молекул диэлек&
трика, приобретающей дипольный момент в электриче&
ском поле сторонних источников, — модели Моссотти,
Томпсона и Лоренца — были рассмотрены выше (см. зада&
чи III.7–III.9).

3.2.1.
ВЕКТОР ПОЛЯРИЗАЦИИ

В дипольном приближении макроскопический пара&
метр — вектор поляризации диэлектрика — определяет&
ся через микроскопические дипольные моменты молекул
диэлектрика.

Вектором поляризации Р называется усредненный по
физически малому (т. е. включающему большое, макро&
скопическое число молекул) объему Δτ суммарный диполь&
ный момент:

P = Δp/Δτ, (3.49)

где P — среднее значение вектора поляризации, ;i
Δ

Δ = ∑p p
i — номер частицы; pi — ее дипольный момент.

В макроскопической теории величина отношения
Δp/Δτ является определенной функцией точки, которая,
по предположению макроскопической теории локализо&
вана в центре области Δτ, а все расстояния Δr от этого цен&
тра, используемые при решении практических задач,
должны быть существенно больше размеров макроскопи&
ческой области усреднения Δτ. В дипольном приближении
малый макроскопический объем Δτ диэлектрика рассмат&
ривается как точечный диполь с дипольным моментом
Δp = PΔτ.

В макроскопической теории предполагается непрерыв&
ное распределение вектора поляризации. В этом случае
вектор поляризации в данной точке можно записать как
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P = dp/dτ, (3.50)

По размерности вектор поляризации — это дипольный
момент единицы объема диэлектрика.

Если P ≠ 0, диэлектрическая среда поляризована.

3.2.2
ЛОКАЛЬНОЕ ПОЛЕ

Электрическое поле, в котором находится молекула
диэлектрика, называется локальным Eлок. При макроско+
пическом описании напряженность локального поля мож+
но определить как усредненную по времени напряжен+
ность поля в области локализации некоторой выделенной
молекулы. Источниками этого поля являются все диполь+
ные моменты молекул диэлектрика за исключением ди�
польного момента, связанного с выделенной молекулой,
а также все сторонние заряды, не входящие в состав ди+
электрика. При таком подходе к определению локально+
го поля предполагается, что оно с высокой степенью одно�
родно во всей области локализации молекулы.

Если дипольные моменты молекул диэлектрика слабо
взаимодействуют друг с другом (что имеет место в разре�
женных газах), то локальное поле определяется только
полем E0 сторонних источников:

Eлок ≈ E0. (3.51)

Для плотных газов, жидкостей и твердых диэлектри�
ков при изотропном распределении молекулярных дипо+
лей (см. ниже задачу III.16):

лoк
0

1 ,
3

= +
ε

E E P (3.52)

где E — усредненная (макроскопическая) напряженность
поля в диэлектрике, а P — вектор поляризации диэлек+
трика. Усредненная макроскопическая напряженность Е
в данной точке диэлектрической среды — это, по принци+
пу суперпозиции, векторная сумма напряженности поля,
создаваемого сторонними источниками, и суммарной ус+
редненной напряженности поля, создаваемого всеми мо�
лекулами диэлектрика.
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3.2.3.
ПОЛЯРИЗАЦИЯ

НЕПОЛЯРНЫХ ДИЭЛЕКТРИКОВ

В рамках моделей Моссотти (см. рис. 3.13), Томпсо"
на (см. рис. 3.16) и Лоренца (см. рис. 3.17) электрические
дипольные моменты молекул диэлектрика пропорцио"
нальны локальному полю p = ε0αEлок. Поэтому вектор по"
ляризации диэлектрика в соответствии с определением
(3.49)

P = αNε0Eлок, (3.53)

где N — число молекул в единице объема.
Для разреженных неполярных диэлектриков

E ≈ Eлок ≈ E0.

Поэтому

P = αNε0E и χ = αN. (3.54)

Коэффициент пропорциональности χ между вектором
поляризации и напряженностью усредненного макроско"
пического поля Е называется восприимчивостью диэлек"
трика.

Для плотных диэлектрических сред, с учетом связи
напряженности локального поля Eлок и напряженности
усредненного макроскопического поля E (3.52), имеем

0 0
3 .

3
N
N

α= ε = χε
− α

P E E

Из последней формулы видна связь между восприим"
чивостью χ диэлектрической среды и поляризуемостью α
молекул диэлектрика:

3 .
3

N
N

αχ =
− α

(3.55)

Относительная проницаемость диэлектрика ε опреде"
ляется как

ε = 1 + χ. (3.56)

Заметим, что диэлектрическая проницаемость некото"
рых биологических структур изменяется при наличии пато"
логии, что может использоваться в диагностических целях.
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Из (3.55) и (3.56) получаем формулу Клаузиуса–Мос�
сотти для плотных неполярных диэлектриков:

3( 1)
.

2
N

ε − = α
ε +

(3.57)

В табл. 3.1 приведены значения диэлектрической про$
ницаемости ε, измеренные в постоянном электрическом
поле при комнатной температуре, для некоторых веществ,
в том числе и биологических.

Для изотропного и однородного по химическому со$
ставу и структуре диэлектрика восприимчивость χ = const
и диэлектрическая проницаемость εr = 1 + χ = const явля$
ются скалярами.

Соотношение

P = ε0χE (3.58)

называется линейным материальным уравнением, где
Е — усредненная макроскопическая напряженность. Ди$
электрическая среда, описываемая линейным материаль$
ным уравнением (3.58), называется линейной.

3.2.4.
ПОЛЯРИЗУЕМОСТЬ ПОЛЯРНЫХ ДИЭЛЕКТРИКОВ

В отсутствие электрического поля дипольные момен$
ты ps полярных молекул диэлектрика в результате теп$
лового движения имеют случайную ориентацию, поэто$
му вектор поляризации равен нулю P = 0. При наличии

Т а б л и ц а  3 . 1  

Значения диэлектрической проницаемости εεεε,  
измеренные в постоянном электрическом поле  

при комнатной температуре, для различных веществ 

Вещество εεεε Вещество εεεε 

Вакуум 1,0000 Бумага 3–7 

Воздух 1,0006 Крахмал 12 

Вода 81 Молоко коровье 66 

Керосин 2 Белок яичный 72 

Масло растительное 2–4 Кровь 85 

Слюда 7 Вещество мозга 85–90 

Стекло 6–10 Зрительный нерв 89 
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электрического поля возникает преимущественная (в на$
правлении напряженности поля) ориентация дипольных
моментов, которой препятствует тепловое движение мо$
лекул (см. п. 3.1.3).

В равновесном состоянии при заданной напряженности
поля Eлок устанавливается соответствующая этой напря$
женности усредненная составляющая дипольных момен$
тов молекул в направлении поля, определяемая статисти$
кой Больцмана, и вектор P становится отличным от нуля.

В условиях слабого внешнего поля, когда Eлок� kBT/p
и суммарный дипольный момент системы вдоль поля да$
лек от насыщения, равного Nps, в статическом равнове$
сии полярный диэлектрик, так же как и неполярный,
представляет собой линейную среду, т. е. описывается
линейным материальным уравнением (3.58):

P = ε0χpEлок, (3.59)

где
2

3
S

p
B

p
N

k T
χ = (3.60)

диэлектрическая восприимчивость, ps — дипольный мо$
мент молекулы полярного диэлектрика, T — абсолютная
температура, kB — постоянная Больцмана.

В разреженных газах E ≈ Eлок = E0 и

2

,
3

S
p

B

p
N

k T
χ = χ = (3.61)

2

1 1 .
3

S
p

B

p
N

k T
ε = + χ = +

В случае плотных полярных диэлектрических сред в
слабом электрическом поле сторонних источников, с уче$
том связи Eлок с усредненной (макроскопической) напря$
женностью поля Е (3.52), формула (3.58) имеет вид

0

3

3
p

p

χ
=

− χ
P E (3.62)

откуда
3

,
3

p

p

χ
χ =

− χ
(3.63)
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3 3 2
1

3 3
p p

p p

χ + χ
= + =

− χ − χ
,

где 
2

3
S

p
B

p
N

k T
χ =  (см. (3.60)).

3.2.5.
СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКИ

Сегнетоэлектриком называется вещество, в котором
при температуре ниже температуры Кюри система моле$
кулярных дипольных моментов упорядочена и усреднен$
ные по времени молекулярные диполи в предельно малой,
макроскопической области ориентированы параллельно.
В однородном по химическому составу и структуре сег$
нетоэлектрике длина вектора поляризации, называемая
спонтанной поляризацией, при фиксированной темпера$
туре во всех точках диэлектрика одинакова, т. е.

⎪P⎪⎪⎪⎪⎪ = PS = const (3.64)

и зависит только от температуры. Величину PS называют
также поляризацией насыщения. Для большинства сег$
нетоэлектриков при повышении температуры она умень$
шается и при температуре Кюри становится равной нулю.
Следовательно, поляризация в сегнетоэлектриках может
быть отличной от нуля и в отсутствие поля сторонних ис$
точников E0 (E0 = 0, P ≠ 0)).

Таким образом, термином диэлектрик в электростати$
ке принято называть поляризованную или способную к
поляризации среду, любой макроскопический объем ко$
торой электрически нейтрален, так как содержит только
электрически нейтральные молекулы (модель идеальных
диэлектриков), а электрические свойства описываются
вектором поляризации (в рамках дипольной модели).

Задача III.13. Оценить диэлектрическую проницаемо$
сть ε «идеального газа», состоящего из проводящих ша$
риков. Радиус шариков R, концентрация n. «Газ шари$
ков» сильно разрежен, так что среднее расстояние между
шариками n–1/3 удовлетворяет условию n–1/3� R.
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Решение. Поляризуемость проводящего шарика рав'
на α = 4πR3 (см. задачу III.7, (3.31)), поэтому в поле с на'
пряженностью Е0 шарик приобретает дипольный момент
p = αε0E.

Условие задачи n–1/3� R позволяет не учитывать элек'
трическое взаимодействие шариков и считать, во'пер'
вых, что E = E0 и, во'вторых, что поляризация среды рав'
на сумме дипольных моментов шариков, находящихся в
единице объема газа:

P = np = nαε0E0 = 4πnR3ε0E0.

Поэтому, в соответствии с материальным уравнением
P = (ε – 1)ε0E, получаем

ε = 1 + 4πnR3.

Ответ: ε = 1 + 4πnR3.

§ 3.3.
МАКРОСКОПИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ

ДИЭЛЕКТРИКОВ

Мы знаем гораздо больше, чем понимаем.
Альфред Адлер

При макроскопическом описании электрического поля
используются такие макроскопические (усредненные)
характеристики, как вектор поляризации Р (3.49), ус'
редненное макроскопическое поле Е (3.52) и также ли'
нейное материальное уравнение (3.58), связывающее
макроскопические характеристики с диэлектрической
восприимчивостью χ среды.

Электростатическое поле в присутствии диэлектрика
рассматривается на основании принципа суперпозиции
полей: поля сторонних источников (не входящих в состав
диэлектрика) и электростатического поля, созданного по'
ляризованной средой, которое рассматривается независи'
мо от поля сторонних источников. Поэтому сначала рас'
смотрим поле, которое создается поляризованным диэлек'
триком, не уточняя причины появления поляризации
диэлектрического тела.
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3.3.1.
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ

ПОЛЯРИЗОВАННОГО ДИЭЛЕКТРИКА

Рассмотрим поляризованный диэлектрик, для которо!
го известно распределение вектора поляризации Р. Под!
черкнем, что поле сторонних источников отсутствует. Рас!
пределение вектора поляризации P можно рассматривать
как поле, определенное в каждой точке диэлектрической
среды. В общем случае поле вектора поляризации являет!
ся смешанным, и его можно представить в виде суммы
потенциальной составляющей –ε0Ee, для которой объем!
ный и поверхностный роторы равны нулю: rotEe = 0 и
RotEe = 0, и вихревой составляющей De, для которой объ!
емная и поверхностная дивергенции равны нулю: divDe = 0
и DivDe = 0:

P = (–ε0Ee) + De, (3.65)

где Ee — вектор напряженности; De — вектор индукции
(или вектор электрического смещения) поля, созданного
поляризованным диэлектриком.

Кроме уравнения rotEe = 0 (и RotEe = 0), выражаю!
щего потенциальность поля Ee, и уравнения divDe = 0
(DivDe = 0), выражающего вихревой характер поля De, вто!
рые уравнения для дивергенции напряженности Ee и ро!
тора индукции De, создаваемых поляризованным диэлек!
триком, можно получить, если вычислить, соответствен!
но, дивергенцию и ротор (объемные и поверхностные) от
обеих частей разложения (3.65) De = ε0Ee + P. Тогда для
напряженности поля Ee в диэлектрике имеем полную сис!
тему уравнений:
в объеме (из условия потенциальности поля Ee)

rotEe = 0, (3.66)

div(ε0Ee) = –divP; (3.67)

на границе (поверхностные уравнения)

RotEe = 0, (3.68)

Div(ε0Ee) = –DivP. (3.69)
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Для индукции De получаем следующую систему урав'
нений:
в объеме

rotDe = rotP, (3.70)

divDe = 0; (3.71)

из условия вихревого характера поля De  и на границе (по'
верхностные уравнения)

RotDe = RotP, (3.72)

DivDe = 0. (3.73)

Равенство нулю поверхностного ротора напряженно'
сти ε0Ее (3.68) означает непрерывность тангенциальных
составляющих вектора напряженности (рис. 3.23):

Ееτ2 – Ееτ1 = 0. (3.74)

Уравнение (3.69) означает, что нормальные составляю'
щие вектора Ee терпят разрыв, равный разности нормаль'
ных составляющих вектора поляризации на границе двух
сред, обладающих различными диэлектрическими свой'
ствами (единичный вектор нормали n к поверхности раз'
дела направлен из первой среды во вторую):

ε0(Ееn2 – Ееn1) = –DivP ≡ Pn1 – Pn2. (3.75)

Рис. 3.23
Иллюстрация граничных условий для векторов
электрического поля ε0Ee, Р и De на границе двух

диэлектрических сред с диэлектрическими
проницаемостями ε1 (точка А) и ε2 = 2ε1 (точка В)
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Равенство нулю поверхностной дивергенции индук!
ции Dе  (3.73) означает непрерывность нормальных состав!
ляющих вектора индукции на границе раздела двух сред
(рис. 3.23):

Den2 – Den1 = 0. (3.76)

Если обозначить истоки вектора поляризации так же,
как обозначаются объемная и поверхностная плотности
свободных зарядов:

ρe = –divP и σe = –DivP, (3.77)

то уравнения, полностью определяющие напряженность
поля в диэлектрике, будут иметь вид уравнений, извест!
ных в электростатике свободных зарядов (см. (1.11),
(1.12), (1.36), (1.37)):

rotEe = 0, (3.78)

divEe = ρe/ε0, (3.79)

RotEe = 0, (3.80)

DivEe = σe/ε0. (3.81)

В макроскопической электродинамике величины ρe

и σe обозначают объемные и поверхностные истоки вектора
поляризации, и по аналогии с формулами электростати!
ки их обычно называют, соответственно, объемной и по!
верхностной плотностью связанных с вектором поляри�
зации электрических зарядов или просто поляризацион�
ными зарядами.

В микроскопическом описании под связанными элек!
трическими зарядами понимают заряды, входящие в состав
молекулы диэлектрика как наименьшей структурной еди!
ницы (см. рис. 3.2) и не способные в результате внешних
воздействий (например, электрического поля) выйти за пре!
делы этой молекулы (связанные с молекулой заряды).

Решая уравнения (3.78) и (3.79) с известным распре!
делением объемных и поверхностных зарядов (3.77), за!
даваемых распределением вектора поляризации в объеме
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диэлектрика, можно вычислить напряженность электри'
ческого поля Ее. В общем случае выражение для Ее можно
записать в виде

3 2
0

1= + .
4

e e
e

S

d dS
r r

⎡ ⎤ρ στ⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
∫∫∫ ∫∫r r

E (3.82)

Используя распределение зарядов (3.77), можно вы'
числить также и энергетическую характеристику поля —
потенциал, как сумму потенциалов элементарных точеч'
ных зарядов (объемных ρedτ и поверхностных σedS):

3 2
0

1 .
4

e e
e

S

d dS
r r

τ

⎡ ⎤ρ σϕ = τ +⎢ ⎥πε ⎣ ⎦
∫∫∫ ∫∫ (3.83)

Поле внутри диэлектрика Ee
in (для точек с радиус'век'

тором r в объеме τ) называют деполяризующим полем, так
как оно направлено против вектора поляризации Р, а по'
ле Ee

ex вне диэлектрика — полем рассеяния.
После вычисления Ее (3.82), используя связь (3.65),

можно найти De. Однако к определению индукции De мож'
но подойти иначе (см. Приложение I)

Ограничимся рассмотрением только таких задач, в ко'
торых можно получить аналитические выражения для на�
пряженности электрического поля и его потенциала в
присутствии диэлектриков. Это возможно только для од'
нородных изотропных диэлектрических тел, имеющих
форму поверхности второго порядка (эллипсоид и его пре'
дельные формы: шар, бесконечный цилиндр и бесконеч'
ная плоскость или плоский слой). В таких диэлектриче'
ских телах, во�первых, возникает однородная поляриза'
ция (вектор Р одинаков по величине и направлению во всех
точках диэлектрической среды). Во�вторых, отсутствуют
объемные истоки вектора поляризации (divP ≡ ρe = 0) и
объемные вихри (rotP ≡ je = 0). Поэтому уравнения (3.79)
и (3.70) принимают вид

rotDe = 0, (3.84)

divEe = 0. (3.85)
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В общем случае поляризация диэлектриков произволь$
ной формы неоднородна, вычисление параметров электри$
ческого поля в аналитическом виде становится невозмож$
ным и проводится только численно, на ЭВМ, с использо$
ванием определенных упрощающих моделей.

Замечание. Двойственный характер вектора поляри$
зации, который, с одной стороны, своими истоками и вих$
рями (3.77) порождает поля Ee и De (см. (3.78)–(3.83) и
Приложение I), а с другой — представляет собой особое
поле, которое, согласно разложению (3.65), состоит из вих$
ревой и потенциальной частей, позволяет при определе$
нии полей Ee и De использовать термин «поле, созданное
вектором поляризации» или эквивалентный ему термин
«поле вектора поляризации».

Задача III.14. Определить напряженность и индукцию
поля, создаваемого однородно поляризованным шаром.
Радиус шара R, поляризация Р (рис. 3.24).

Решение. Направим ось OZ с началом отсчета в центре
шара по вектору поляризации Р.

Напряженность поля создается поверхностными поля$
ризационными зарядами σе, поверхностными истоками
вектора поляризации (3.77), равными разности нормаль$
ных составляющих вектора Р на границе диэлектрика
(3.75), т. е. на поверхности
шара. Считая средой 1 поля$
ризованный шар, получаем

σе = –(0 – Pcosθ) = Pcosθ.

Распределение поверхност$
ных зарядов по закону σ ∼ cosθ
означает наличие однородно$
го электрического поля внут$
ри шара (см. задачу I.15) с на$
пряженностью (1.82)

in

03e
PE =
ε

.

Учитывая направление напря$
женности, получаем

Рис. 3.24
Поверхностные истоки Pn

вектора поляризации Р
эквивалентны связанным
поверхностным зарядам,

плотность распределения
которых по поверхности

диэлектрика равна σе = Pcosθ
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in

0

.
3e = −

ε
PE (3.86)

Поле вне поляризованного шара (поле рассеяния) эк�
вивалентно полю точечного диполя, величина которого
равна суммарному дипольному моменту всех молекул ди�
электрика, т. е. pшар = P ⋅ (4/3)πR3:

ex 3
4 3

0

3cos .
3

z
e

P R
r r

θ⋅⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ε ⎣ ⎦
erE (3.87)

Индукция электрического поля находится по форму�
ле разложения (3.65):
при r ≤ R

int 1 2 ;
3 3e

⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟⎝ ⎠
D P P P (3.88)

при r ≥ R

( ) 2
ext ext 3

0 5

31 4 .
4 3e e

r
R

r

− ⎛ ⎞= ε = ⋅ π⎜ ⎟π ⎝ ⎠
Pr r P

D E (3.89)

Картина линий напряженности Ee и индукции De элек�
трического поля, создаваемого однородно поляризован�
ным шаром, показана на рис. 3.25.

Ответ: in

0

,
3e = −

ε
PE  in 2/3 ,e =D P

3
ex

4 3
0

3cos
3

z
e

R P
r r

⋅ θ ⋅⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ε ⎣ ⎦
erE ,

( ) 23
ex

5

3

3e

rR
r

−
= ⋅

Pr r P
D .

Вопрос для самопроверки. Какое поле создает поля�
ризованный диэлектрик — вихревое или потенциальное?

Ответ. В случае поляризованного шара поле вектора
поляризации Р в объеме шара однородно и имеет смешан�
ный характер: на поверхности потенциальная DivP ≡ σe ≠ 0
и вихревая RotP ≠ 0 составляющие отличны от нуля.

Вне диэлектрика (r > R), как и в случае отсутствия ди�
электрика, поля напряженности ε0E и индукции D всегда
совпадают и могут рассматриваться аналогично напряжен�
ности электростатического поля свободных зарядов.
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Однако, как видно из рис. 3.25, при наличии диэлек�
трика напряженность Ee электрического поля имеет по�
тенциальный характер (rotEe = 0, RotEe = 0), а индук�
ция De — вихревой (divDe = 0, DivDe = 0).

Задача III.15 (для самопроверки). В предыдущей за�
даче определите скачок напряженности в точках (0, 0, R)
и (0, 0, –R), т. е. при переходе через границу «вакуум–ди�
электрическая среда» вдоль оси OZ, вдоль которой направ�
лен вектор поляризации Р.

Ответ. Поскольку в рассматриваемых точках векто�
ры Е и Р имеют только нормальные составляющие, то
⎢En

int – En
ext⎢ = σ/ε0, а σe = Pn и, таким образом, ⎢Eint – Eext⎢ =

= P/ε0.

Рис. 3.25
Линии электрического поля, создаваемого однородно

поляризованным с поляризацией Р диэлектрическим шаром.
Линии напряженности Ее (а) имеют потенциальный характер:
они начинаются и заканчиваются на поверхностных зарядах,

плотность которых σe = –DivP. Линии Ее начинаются
на положительных зарядах и расходятся в противоположные
стороны, так что их направление вне диэлектрика совпадает
с направлением линий De, а внутри шара — противоположно

линиям индукции De. Таким образом, на поверхности шара
линии Ее терпят разрыв. Линии индукции De (б) имеют вихре"
вой характер: они замкнутые, пересекают поверхность шара

без разрывов (непрерывные), т. е. не имеют истоков:
divDe = 0, DivDe = 0

ба
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Задача III.16. Как изменится напряженность поля в
точке О, находящейся в однородно поляризованном ди)
электрическом теле, если вокруг этой точки вырезать ша)
рообразную полость малого радиуса? Вектор поляризации
равен Р.

Решение. Напряженность поля в полости Eпол можно
представить в виде разности вектора напряженности поля
в сплошном диэлектрике E и поля однородно поляризо)
ванного диэлектрического шара Eшар с тем же значением
вектора поляризации Р: Eпол = E – Eшар. Следовательно,
E – Eпол = Eшар. Используя результат (3.82) предыдущей за)
дачи, получаем

Eпол – E = –Eшар = P/3ε0. (3.90)

Напряженность поля в полости Eпол — это напряжен)
ность локального поля в точке О, а напряженность Е —
это усредненное макроскопическое поле, создаваемое все)
ми диполями диэлектрического тела. Таким образом, со)
отношение (3.90) можно использовать как доказательст)
во приведенного выше выражения (3.52)

лок
03

= +
ε
PE E .

Ответ: пол
03

− =
ε
PE E .

Задача III.17. Сегнетоэлектрик в форме цилиндра,
имеющего длину l и радиус R, однородно поляризован

вдоль оси цилиндра вследст)
вие спонтанной поляризации
(рис. 3.26). Вектор поляриза)
ции равен P = const. Вычисли)
те напряженность и индукцию
электростатического поля на
оси цилиндра.

Решение. Направим ось OZ
вдоль оси цилиндра, парал)
лельно вектору поляризации,
с началом координат в центре
цилиндра (рис. 3.26). На тор)

Рис. 3.26
Сегнетоэлектрик в форме

цилиндра, имеющего длину l
и радиус R, однородно
поляризован. Вектор

поляризации P = const
направлен вдоль оси цилиндра
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цах цилиндра нормальная составляющая вектора поля"
ризации имеет разрыв. Он равен величине поляризации и
определяет плотность поляризационных зарядов:

P = σe. (3.91)

Таким образом, задача свелась к вычислению напря"
женности поля, создаваемой двумя разноименно заряжен"
ными с плотностью ±σ = ±P дисками, находящимися на рас"
стоянии � друг от друга. Площади дисков равны S = πR2.
Используя результаты задачи I.8 (формулы (1.56) и (1.57))
получаем, что все три вектора Р, Е, D в точках на оси ци"
линдра направлены вдоль оси ОZ (рис. 3.27) и имеют сле"
дующие значения.

В объеме сегнетоэлектрика при –1/2 ≤ z ≤ +1/2:
потенциал

2 2

int 2 2

0

( ) 2 ;
2 2 2
Pz z R z R z

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ϕ = − + − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ε ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

� �
(3.92)

Рис. 3.27
Линии вектора ε0Ee (а) и линии вектора De (б) для поля,

создаваемого однородно поляризованным (вектор
поляризации P = const) в направлении оси сегнетоэлек�

триком цилиндрической формы с длиной l и с радиусом R

ба
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напряженность деполяризующего поля

int

2 2 2 2
0

( )

/2 /2
2 ;

2 ( /2) ( /2)

E z

z zP
z R z R

=

⎛ ⎞− += − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ε − + + +⎝ ⎠

� �
� �

(3.93)

индукция

( ) ( )

int int
0

2 22 2

/2 /2
.

2 /2 /2

D E P

z zP

z R z R

= ε + =

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥= −
⎢ ⎥+ + − +⎣ ⎦

� �

� �
(3.94)

Вне сегнетоэлектрика при ⎢z⎢ > 1/2:
потенциал

2 2

ext 2 2

0

( ) ;
2 2 2
Pz z R z R

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ϕ = − + − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ε ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

� � � (3.95)

напряженность

ext

2 2 2 2
0

/2 /2
( ) ;

2 ( /2) ( /2)

z zPE z
z R z R

⎛ ⎞+ −= −⎜ ⎟⎜ ⎟ε + + − +⎝ ⎠

� �
� �

(3.96)

индукция De

Dext = ε0Eext. (3.97)

Примечание. Линии поля ε0E и D, представленные на
рис. 3.27, демонстрируют лишь направление векторов поля в
точках, лежащих в плоскости рисунка. Их плотность (густота
линий), естественно, не удовлетворяет теореме Гаусса.

Предельные случаи.
1. При l� R переходим к модели тонкого сегнетоэлек�

трического диска, поляризованного перпендикулярно своB
ей плоскости.

В этом случае напряженность деполяризующего элекB
трического поля в объеме сегнетоэлектрического диска
(–1/2 ≤ z ≤ +1/2) выражается той же формулой, что и наB
пряженность поля в плоском конденсаторе с дискообразB
ными пластинами:
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int

0 0

( ) ,PE z σ≈ − = −
ε ε

а индукция: Dint = ε0Eint + P = 0.
Вне сегнетоэлектрика при ⎢z⎢ > 1/2, используя при

�� R упрощения

2 2 2 2
2 2

( /2) 1
2( )

zz R z R
z R

⎛ ⎞− + ≈ + −⎜ ⎟+⎝ ⎠
��

и

2 2 2 2
2 2

( /2) 1 ,
2( )

zz R z R
z R

⎛ ⎞+ + ≈ + +⎜ ⎟+⎝ ⎠
��

приходим к формулам, полученным в задаче III.4, где под
np подразумевается дипольный момент части диска цилин-
дрической формы с единичной площадью торцевой поверх-
ности. Ось цилиндра совпадает с осью диска, длина цилин-
дра равна ширине диска l. В данной задаче np = �P  и

2
ext ext

0 2 2 3 2
.

2 ( )
P RD E

R z
= ε = ⋅

+
�

2. При � � R и R → ∞ приходим к задаче вычисления
поля, создаваемого бесконечным плоским слоем, поля-
ризованным перпендикулярно поверхности слоя (вдоль
оси OZ):

Ez
int ≈ –P/ε0 = –σ/ε0, (3.93а)

Dint = 0, Dext = ε0Eext = 0.

3. При � �R для точек в средней части цилиндра ⎢z⎢� �
можно использовать модель длинной сегнетоэлектриче-
ской иглы или модели бесконечного цилиндрического
диэлектрика, поляризованного вдоль оси. Поскольку по-
ляризационные заряды (подобные точечным зарядам
±q = ±σ ⋅ πR2 = ±(P ⋅ πR2)) находятся достаточно далеко (для
бесконечного цилиндра — на бесконечности), то следует
ожидать, что Eint ≈ 0. Действительно, предельный переход,
сделанный в формулах (3.93) и (3.94), приводит к следую-
щим значениям:

Eint ≈ 0, Dint ≈ P. (3.93б)
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Ответ: int

2 2 2 2
0

/2 /2
( ) 2 ,

2 ( /2) ( /2)

z zPE z
z R z R

⎛ ⎞− += − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ε − + + +⎝ ⎠

� �
� �

( ) ( )
int

2 22 2

/2 /2
,

2 /2 /2

z zPD
z R z R

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥= −
⎢ ⎥+ + − +⎣ ⎦

� �

� �

ext ext
0

2 2 2 2

/2 /2
( ) .

2 ( /2) ( /2)

z zPD E z
z R z R

⎛ ⎞+ −= ε = −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

� �
� �

Задача III.18. Бесконечный цилиндрический диэлек"
трик однородно поляризован в направлении, перпендику"
лярном оси цилиндра (вдоль оси ОХ, см. рис. 3.28). Радиус
цилиндра R, вектор поляризации Р. Определить напряжен"
ность деполяризующего поля, создаваемого диэлектриком,
и зависимость поля рассеяния вдоль оси ОХ.

Решение.
Вычисление деполяризующего

поля. Пусть ось OZ совпадает с осью
цилиндра, ось ОХ направлена по век"
тору поляризации Р (рис. 3.28). Одно"
родная поляризация создает однород"
ное деполяризующее поле.

1�й способ. На основании вывода,
сделанного в задаче I.17, плотность
поверхностных поляризационных за"
рядов (1.87)–(1.88), распределена по
закону

σ(θ) = 2ε0Eecosθ, (3.98)

где угол θ отсчитывается от направ"
ления вектора поляризации.

Поверхностный заряд связан с век"
тором поляризации Р (3.77):

σ(θ) = –DivP = Pn = Pcosθ. (3.99)

Рис. 3.28
Цилиндрический

диэлектрик,
имеющий бесконеч�
ную длину, однород�

но поляризован в
направлении,

перпендикулярном
оси цилиндра
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Из (3.98) и (3.99) получаем напряженность деполя�
ризующего поля (рис. 3.29, 3.30):

0
( )

.
2cos 2e

PE
σ θε = − = −

θ
(3.100)

Из формулы разложения (3.65) получаем величину
индукции электрического поля внутри цилиндрического
диэлектрика (рис. 3.29):

De = ε0Ee + P = P/2. (3.101)

Обратим внимание на то, что при заданном направле�
нии поляризации поля ε0Ee и De внутри цилиндра одно�
родны, равны по величине, но направлены в противопо�
ложные стороны (рис. 3.29).

2�й способ. Поскольку при заданной поляризации воз�
никает однородное деполяризующее поле, его напряжен�
ность удобно вычислить в точке на оси цилиндра, рассмат�
ривая деполяризующее поле как векторную сумму полей,
создаваемых заряженными нитями, причем нити парал�
лельны оси цилиндра и находятся на его поверхности.
Линейная плотность заряда нити γ(θ), имеющей угловую
координату θ (рис. 3.29), определяется поверхностной
плотностью поляризационных зарядов σe(θ) = –DivP =
= Pn = Pcosθ и равна

γ(θ) = σeRdθ = PcosθRdθ.

Рис. 3.29
Линии напряженности ε0Ee и индукции De деполяри�
зующего поля бесконечного цилиндрического диэлек�
трика, однородно поляризованного перпендикулярно

оси цилиндра (вдоль оси ОХ)
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Составляющая напряженности вдоль оси ОХ, создавае%
мая заряженной нитью на оси цилиндра, вычисляется по
формуле (см. задачу I.5)

0

2 ( )1 cos .
4xdE

R
γ θ= − ⋅ θ

πε
Поскольку каждая четверть цилиндра создает одина%

ковую напряженность в точке О, то в результате суммиро%
вания получаем выражение для напряженности деполя%
ризующего поля:

/2 /2

int 2

0 00 0

24 cos .
2x

P PE dE d
π π

= = − θ θ = −
πε ε∫ ∫ (3.102)

Вычисление поля рассеяния.
Поле вне однородно поляризованного цилиндрическо%

го диэлектрика эквивалентно полю точечных диполей,
одинаково ориентированных и непрерывно расположен%
ных вдоль оси цилиндра ОZ (рис. 3.30). Дипольный мо%
мент цилиндрического диэлектрического слоя толщи%
ной dz равен dp = P(πR2dz). Потенциал, создаваемый то%
чечным дипольным моментом dp в точке с координатой х
(рис. 3.30), равен

2

2
0 0

cos1( ) cos ,
4 4

dp R Pd x d
r x

α πϕ = ⋅ = ⋅ α α
πε πε

где учтено, что r = x/cosα, z = xtgα, dz = xdα/cos2α.
Суммируя потенциалы всех диполей, получаем

/2
2

00

( ) 2 ( ) ;
2
R Px d x

x

π

ϕ = ϕ = ⋅
ε∫ (3.103)

напряженность и индукцию:
2

2
0 0

( ) ( )
( ) .

2
d x D xR PE x

dx x
ϕ= − = ⋅ =

ε ε
(3.104)

Ответ: напряженность деполяризующего поля —
in

02e = −
ε
PE , напряженность поля рассеяния —

2
ex

2
0

( ) .
2
R PE x

x
= ⋅

ε
Задача III.19 (для самопроверки). Бесконечный ци%

линдрический диэлектрик однородно поляризован вдоль
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оси цилиндра. Радиус цилиндра R, вектор поляризации Р.
Определить напряженность и индукцию деполяризующе$
го поля, создаваемого диэлектриком.

Рис. 3.30
Потенциал и напряженность электрического поля (б),

создаваемого бесконечным цилиндрическим диэлектриком,
поляризованным вдоль одного из радиусов (ось OX). Поле

вне диэлектрика совпадает с полем линейной цепочки
диполей (а), одинаково ориентированных и непрерывно

расположенных вдоль оси ОZ с плотностью PπR2. Обратим
внимание на то, что величина разрыва напряженности на

границе диэлектрика в точках x = ±R, где Р и Е имеют
только нормальные составляющие, равна σ/ε0 = P/ε0
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Решение. См. приближение 2 задачи III.17.
Ответ: Eint ≈ 0, Dint ≈ P.

Вывод.
При одинаковой поляризации Р диэлектрических тел, раз*
личных по форме, напряженность поля, создаваемая ими,
зависит от формы тел и направления вектора поляризации.
Еще раз подчеркнем, что причина этого заключается в том,
что при изменении формы тела изменяется нормальная со*
ставляющая вектора поляризации на поверхности диэлек*
трического тела, а следовательно, изменяется распределе*
ние поляризационных зарядов, их величина и, в конечном
итоге, напряженность создаваемого ими поля.

3.3.2.
ДИЭЛЕКТРИК В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

СТОРОННИХ ИСТОЧНИКОВ

3.3.2.1.
ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ, СВЯЗЫВАЮЩЕЕ

ВЕКТОРЫ Р, Е И D В ДИЭЛЕКТРИКЕ

Векторы напряженности E0 и индукции D0 поля сто*
ронних источников (свободных зарядов, находящихся вне
объема диэлектрической среды) как вне, так и в объеме
диэлектрика связаны соотношением

D0 = ε0 E0. (3.105)

Уравнения

(1.11) divE0 = ρ/ε0;

(1.12) rotE0 = 0;

(1.36) DivE0 = σ/ε0;

(1.37) RotE0 = 0,

где ρ и σ — объемная и поверхностная плотности свобод�
ных зарядов, описывают векторное поле Е0.

Уравнения для D0 имеют такой же вид с точностью до
константы ε0:

divD0 = ρ; (3.106)
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rotD0 = 0; (3.107)

DivD0 = σ; (3.108)

RotD0 = 0. (3.109)

Под действием электрического поля сторонних источ"
ников в диэлектрике возникает поляризация Р и связан"
ные с ней поляризационные заряды (σe = –DivP). Они соз"
дают в объеме диэлектрика деполяризующее поле, а вне
диэлектрика — поле рассеяния. Действие поля сторон"
них источников (E0, D0) и поля поляризационных заря"
дов (Ee, De) подчиняется принципу суперпозиции. В ре"
зультате электрическое поле характеризуется усреднен"
ной макроскопической напряженностью:

E = E0 + Ee (3.110)

и усредненной макроскопической индукцией:

D = D0 + De. (3.111)

Складывая уравнения De = ε0Ee + P (3.65) и D0 = ε0E0

(3.105) и учитывая (3.110) и (3.111), получаем уравнение,
связывающее три макроскопических усредненных векто"
ра:
в каждой точке диэлектрической среды:

D = ε0E + P (3.112)

и вне диэлектрика, где P = 0:

D = ε0E.

Возьмем дивергенцию и ротор (объемные и поверхност"
ные) от (3.110) и (3.111). Учитывая уравнения (1.11)–(1.12)
и (1.36)–(1.37) для E0, (3.106)–(3.109) для D0, (3.66)–(3.69),
(3.77) для Ee, (3.70)–(3.73) для De, получим систему урав"
нений для напряженности Е и индукции D поля в диэлек"
трике:
для напряженности Е в объеме:

rotE = 0, (3.113)

divE = (ρ + ρe)/ε0 (3.114)
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и на границе (поверхностные уравнения):

RotE = 0, (3.115)

DivE = (σ + σe)/ε0; (3.116)

для индукции D в объеме:

rotD = rotP, (3.117)

divD = 0 (3.118)

и на границе (поверхностные уравнения):

RotD = RotP, (3.119)

DivD = 0, (3.120)

где ρ и σ — объемная и поверхностная плотности свобод-
ных зарядов (в том числе и индуцированных на поверхно-
сти проводников), ρe = –divP и σe = –DivP — объемная и
поверхностная плотности поляризационных зарядов.

В частном случае границы диэлектрик–диэлектрик,
если на поверхности раздела отсутствуют свободные заря-
ды σ = 0, граничные условия записываются так:

DivE = σe/ε0, DivD = 0; (3.121)

RotE = 0, RotD = RotP. (3.122)

Из полученных соотношений следует, что на границе
двух диэлектриков непрерывны тангенциальные состав-
ляющие напряженности Е (RotE = 0) и нормальные состав-
ляющие индукции D  (DivD = 0).

На границе диэлектрик–металл возможно присутст-
вие свободных зарядов с плотностью σ, но поскольку внут-
ри проводника E = D/ε0 = 0, то граничные условия (3.121)–
(3.122) позволяют определить компоненты векторов E и
D в диэлектрике (пусть вектор нормали направлен из ме-
талла (среда 1) в диэлектрик (среда 2)):

En2 = (σ + σe)/ε0, E2τ = 0, (3.123)

Dn2 = σ, Dτ2 = Pτ2. (3.124)
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Интегральные уравнения Максвелла для векторов Е
и D можно получить по аналогии с выводом интеграль!
ных уравнений для напряженности поля свободных заря!
дов (см. п. 1.1.4). В результате получаем теорему Остро�
градского–Гаусса для вектора Е — поток вектора напря!
женности электрического поля через любую замкнутую
поверхность ∑(W) равен сумме свободных и поляризаци!

онных зарядов ( )e

W

q d= ρ + ρ ⋅ τ∫∫∫ , находящихся в объеме W

внутри этой поверхности, деленной на ε0:

0( )

;e
n

W

q q
E dS

Σ

+⋅ =
ε∫∫� (3.125)

теорему о циркуляции вектора Е — циркуляция вектора
напряженности электрического поля по любому замкну!
тому контуру (внутри и вне диэлектрика) равна нулю:

( )

0l

L S

E dl⋅ =∫�  или 
( )

0;
L S

⋅ =∫ E dl� (3.126)

теорему Остроградского–Гаусса для вектора D — поток
вектора индукции электрического поля через любую замк!
нутую поверхность ∑(W) равен сумме свободных зарядов

W

q d= ρ⋅ τ∫∫∫ , находящихся в объеме W внутри этой поверх!

ности

( )

.n

W

D dS q
Σ

⋅ =∫∫� (3.127)

3.3.2.2.
РАЗЛИЧНЫЕ СПОСОБЫ ЗАПИСИ
МАТЕРИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Преобразуем материальное уравнение P = χε0E (3.58)
для векторов Р и Е. Используя связь ε0E = D – P (3.65),
получаем материальное уравнение для векторов P и D:
P = χ(D – P), т. е.

1
χ=
+ χ

P D

или
1 .ε −=

ε
P D (3.128)
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Из той же системы уравнений можно получить тре&
тью форму записи материального уравнения (для векто&
ров D и Е):

D = εε0E. (3.129)

В объеме линейных диэлектрических сред все три век&
тора коллинеарны:

D↑↑E↑↑P. (3.130)

3.3.2.3.
ПОЛЯРИЗАЦИЯ

ДИЭЛЕКТРИКОВ В ПОЛЕ
СТОРОННИХ ИСТОЧНИКОВ

Напомним, что здесь рассматриваются только однород&
ные изотропные линейные диэлектрические среды. При&
чем диэлектрические тела имеют форму поверхности вто&
рого порядка.

Общая логическая схема, определяющая принципы
формирования электрического поля в диэлектрике, та&
кова. В поле сторонних источников в каждой точке ди&
электрической среды возникает поляризация Р, которая
пропорциональна напряженности поля Е в данной точке
среды:

P = χε0E, (3.131)

где χ — диэлектрическая восприимчивость среды в дан&
ной точке. Для изотропных сред χ = const. Напряженность
поля Е, согласно принципу суперпозиции, является ре&
зультатом суммирования напряженности поля Е0 сторон&
них источников и напряженности Ее собственного депо&
ляризующего поля, созданного поляризованным диэлек&
триком:

Е = Е0 + Ee. (3.132)

Напряженность собственного поля поляризованного
диэлектрика, как было показано выше (см. задачи III.14,
III.17–III.19), вычисляется так же, как напряженность поля,
созданного свободными зарядами, т. е. по распределению
поверхностной плотности поляризационных зарядов σe:
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Ee ↔ σe. (3.133)

Поверхностная плотность поляризационных зарядов,
в свою очередь, есть не что иное, как поверхностная ди$
вергенция вектора Р (разрыв нормальной составляющей
вектора Р на границе диэлектрической среды):

σe = –DivP, (3.134)

а поляризация Р определяется напряженностью Е (3.131).
Таким образом, получилась замкнутая система само$

согласованных уравнений (3.131)–(3.134), которая начи$
нается и заканчивается вектором поляризации Р:

0

0

,

,

,

Div .

e

e e

e

= χε
= +

↔ σ
σ = −

P E

E E E

E

P

�

�

(3.135)

Ниже приведены примеры использования системы
(3.135) для решения конкретных задач.

Некоторые дополнительные сведения:
1. Восприимчивостью диэлектрического тела называ$

ется коэффициент пропорциональности между вектором
поляризации и напряженностью поля сторонних источ$
ников (сравните с (3.58)):

P = χTε0E0. (3.136)

2. Фактором формы N (в общем случае — тензором
формы �� ) называется коэффициент пропорциональности
между вектором напряженности деполяризующего по$
ля Ee и вектором поляризации Р в данном направлении
поляризации:

ε0Ee = –NP

в общем случае

� = −�
� �� �� � (3.137)

Согласно уравнению (3.137), в общем случае векторы Ее

и Р в диэлектрической среде не коллинеарны.
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Используя результаты решения задач III.14, III.17
(предельные случаи 2 и 3), III.18, получаем значения фак*
торов формы и тензора формы в системе координат, оси
которой совпадают с осями симметрии тела (индекс у фак*
тора формы указывает, при каком направлении вектора
поляризации Р фактор формы имеет данное значение, см.
рис. 3.31):
для шара (3.86)

Nx = Ny = Nz = 1/3;

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

��� � �
� � ��� � �

� � ���

�

для безграничного вдоль оси z цилиндра (3.93б), (3.100):

Nz = 0;

Nx = Ny = 1/2;

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

��� � �
� � ��� � �

� � �

�

для безграничного плоского слоя с осью z, перпендику*
лярной плоскости слоя (3.93а):

Рис. 3.31
Диэлектрические тела, имеющие форму поверхности

второго порядка: шар, бесконечный цилиндр и бесконечный
в своей плоскости плоский слой (около осей симметрии указаны

соответствующие факторы формы)
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Nz = 1;

Nx = Ny = 0;

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

� � �
� � � � �

� � �

�

Полученные результаты свидетельствуют об интерес!
ной особенности тензора формы: сумма факторов формы
вдоль трех взаимно перпендикулярных осей симметрии
тела (сумма диагональных элементов) равна единице.

Знание тензора формы позволяет упростить систему
(3.135):

= χε
= +

ε = −

�

�

�

�

�

�

�

�� �

�

�

� �

� � �

� �
(3.138)

Задача III.20. Плоский слой диэлектрика помещен в
однородное электрическое поле, вектор напряженности
которого Е0 составляет угол α с нормалью к плоскости
слоя. Относительная диэлектрическая проницаемость сре!
ды ε. Определить поверхностную плотность поляризаци!
онных зарядов, напряженность и индукцию электриче!
ского поля, как в объеме диэлектрика, так и вне его. Рас!
смотреть частные случаи α = π/2 и α = 0.

Решение. Прежде всего следует определить направле!
ние вектора поляризации. Основываясь на симметрии за!
дачи, можно предположить, что вектор P направлен или
вдоль внешнего поля Е0 или по нормали n к диэлектри!
ческой пластине. Однако с уверенностью можно лишь ут!
верждать, что возникающий поляризационный заряд
распределится с постоянной плотностью по бесконечным
плоскостям, ограничивающим диэлектрик (см. рис. 3.32).

1�й способ решения. Распределение связанных заря!
дов (истоков вектора поляризации)

σe = Pn

и поле Ее такие же, как в плоском конденсаторе. Напря!
женность деполяризующего поля (рис. 3.32):
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0 0

,e n
e

P
E

σ= − = −
ε ε

(3.139)

а вектор Ее направлен перпендикулярно слою.
Результирующая напряженность электрического по-

ля Е (см. рис. 3.32):

E = E0 + Ee. (3.140)

Вектор поляризации Р, согласно соотношению P =
= (ε – 1)ε0E (3.58) сонаправлен с вектором Е. Таким обра-
зом, имеем самосогласованную систему уравнений (3.139),
(3.140) и (3.58). Разложим векторные поля на нормаль-
ную n и тангенциальную τ составляющие по отношению к
поверхности пластины (рис. 3.32).

Далее, учитывая (3.139), запишем уравнение (3.140) в
проекциях на оси n и τ в виде

0 0
0

0

cos / ,

sin .
n n

e

E E P

E Eτ

= α − ε⎧= + ⇒ ⎨ = α⎩
E E E (3.141)

Полученные выражения для компонентов Е подставим
в уравнение (3.58) P = (ε – 1)ε0E, записанное также в про-
екциях на оси (n, τ):

0 0
0

0 0

( 1) cos ( 1) ,
( 1)

( 1) sin .
n nP E P

P Eτ

= ε − ε α − ε −⎧= ε − ε ⇒ ⎨ = ε − ε α⎩
P E

Рис. 3.32
Однородная поляризация плоского диэлектрического
слоя, помещенного в однородное электрическое поле

с напряженностью Е0. Иллюстрация сложения
векторов ε0E = ε0Ee + ε0E0, D = De + D0, De = ε0Ee + P

и параллельности векторов P, E и D
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Решая полученные уравнения относительно нормаль�
ной и тангенциальной составляющих вектора поляриза�
ции, получаем

0 0

0 0

1 cos ,

( 1) sin .

nP E

P Eτ

ε − ⎫= ε α ⎪ε ⎬
⎪= ε − ε α ⎭

(3.142)

Линии поля вектора поляризации (3.142) изображе�
ны на рис. 3.32.

Плотность поляризационных зарядов:

0 0
1 cos .e nP Eε −σ = = ε α

ε
(3.143)

Линии напряженности Е электрического поля внутри
диэлектрического слоя имеют одинаковое с Р направле�
ние, но идут реже (рис. 3.33а):

0

0
0

1 cos ,1
( 1)

sin

nE E

E Eτ

⎧ = α⎪ ε= ⇔ ⎨ε ε − ⎪ = α⎩
E P (3.144)

электрического поля. Из материального уравнения D =
= εε0E (3.129) следует, что векторы индукции D и напря�
женности Е сонаправлены. Используя (3.129) и (3.144),
находим компоненты вектора индукции электрического
поля:

Рис. 3.33
Линии напряженности электрического поля ε0Е (а), разрывающиеся

на связанных поляризационных зарядах, и непрерывные линии
индукции D (б) внутри и снаружи плоского слоя диэлектрика,

помещенного в однородное электрическое поле с напряженностью Е0

а б
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0 0
0

0 0

cos ,

sin .
nD E

D Eτ

= ε α⎧= εε ⇔ ⎨ = εε α⎩
D E (3.145)

«Густота» линий индукции D больше, чем линий Р
(рис. 3.33 б).

Поле вне диэлектрика так же, как и внутри (3.140),
является суперпозицией полей сторонних источников и
поля, созданного поляризованным веществом: Eext =
= E0 + Ee

ext. Поскольку в данной задаче поле Ее связанных
зарядов локализовано в объеме диэлектрика (Ee

ext = 0), то
поле вне диэлектрика совпадает с полем Е0 сторонних ис>
точников:

ext ext
0

0

1 .= =
ε

E D E (3.146)

2�й способ решения. Поле поляризационных зарядов
локализовано внутри диэлектрика, тем самым оно не ока>
зывает влияния на поле вне пластины, которое известно и
создается только сторонними источниками. Поэтому для
вычисления напряженности поля в диэлектрике можно
воспользоваться граничными условиями (3.121) и (3.122).
Так как на границе диэлектрик–вакуум в нашем случае
нет свободных зарядов, то, кроме тангенциальных состав>
ляющих напряженности E0τ = Eτ

int, на границе раздела
непрерывны также и нормальные составляющие вектора
индукции D0n = Dn

int (см. рис. 3.33):

E0sinα = Eτ
int; (3.147)

ε0E0cosα = Dτ
int. (3.148)

Используя (3.147), (3.148) и материальное уравнение
в виде Dint = εε0Eint, для компонент напряженности полу>
чаем: E0τ = E0sinα, En

int = (1/ε)E0cosα (3.144). Далее, учи>
тывая (3.144) и (3.145), можно найти компоненты векто>
ра поляризации и индукции, а также плотность поляри>
зационных зарядов.

Проанализируем характер полей E и D для случая ди>
электрического слоя, находящегося в однородном элек>
трическом поле.
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Поскольку поле сторонних источников D0 = ε0E0, соз�
данное свободными зарядами, и поле Ee, созданное исто�
ками вектора поляризации, имеют чисто потенциальный
характер, а De — чисто вихревой, то поле E = E0 + Ee все�
гда потенциальное, а поле D = D0 + De при произвольном
угле α имеет смешанный характер.

Собственное поле, создаваемое поляризованным ди�
электриком (рис. 3.32) ε0Ee = –Pn (3.139) и De = ε0Ee + P
(3.65), с учетом (3.142) описывается формулами

Ee = Eeen;

0 0 0
1 cos ;eE Eε −ε = − ε α

ε
De = Deeτ;

0 0( 1) sin .eD E= ε − ε α

Причем векторы De и Ee перпендикулярны друг другу:
De ⊥ Ee (en и eτ — нормальный и тангенциальный орты со�
ответственно).

Сравним два предельных случая, когда линии поля
сторонних источников:

1) перпендикулярны (α = 0);
2) параллельны (α = π/2) плоскостям слоя диэлектрика.
В случае α = 0 собственное поле, созданное поляризо�

ванным диэлектриком, является чисто потенциальным:

0 0 0
1 ;eE Eε −ε = ε

ε
De = 0.

В случае α = π/2 — чисто вихревым:

ε0Ee = 0;

De = (ε – 1)ε0E0.

Для результирующего поля внутри диэлектрика имеем:

при α = 0 при α = π/2

0 0
1 ,nP P Eε −= = ε

ε
P = Pτ = (ε – 1)ε0E0,



180 ЭЛЕКТРОСТАТИКА В ВОПРОСАХ И ЗАДАЧАХ

0
1 ,= =
εnE E E E = Eτ = E0,

D = Dn = ε0E0. D = Dτ = εε0E0.

В случае α = 0 поле D совпадает с полем сторонних ис!
точников D = ε0E0, т. е. De = 0 при Ee ≠ 0, а значит, поля!
ризация имеет чисто потенциальный характер.

В случае α = π/2 ситуация обратная: Ee = 0 при De ≠ 0.
Поляризация имеет чисто вихревой характер.

Замечание. Говоря об ослаблении электрического поля
в диэлектрике в ε раз, следует помнить, что ослабляется в
εεεεε раз только нормальная (по отношению к границе разде!
ла) составляющая напряженности. В случае α = 0 напря
женность поля в диэлектрике действительно уменьша
ется в ε раз (рис. 3.34), так как она имеет только нормаль!
ную компоненту. Индукция электрического поля в этом
случае не изменяется Dint = D0. В то же время при α = π/2
напряженность электрического поля не изменяется, а
индукция возрастает в ε раз. При произвольном α на гра!
нице диэлектрика непрерывны тангенциальные состав!
ляющие напряженности Eτ и нормальные составляющие
индукции электрического поля Dn.

Ответ: 0 0
1 cos ,e Eε −σ = ε α

ε
 

in
in

0
0

1 cos ,n
n

D
E E= α =

ε εε

Рис. 3.34
Линии напряженности (вверху)
и индукции (внизу) для плоского

диэлектрического слоя (слой
бесконечен в направлении длинной
стороны), находящегося в однород
ном электрическом поле, создавае

мом сторонними источниками:
1 — когда нормаль к слою параллельна;
2 — когда нормаль к слою перпендикуляр!
на направлению напряженности поля сто!
ронних источников, для которого ε0Ee = D0.
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in
in

0
0

sin ,
D

E E τ
τ = α =

εε  ext ext
0

0

1 .= =
ε

E D E

Задача III.21. Диэлектрический шар с радиусом R на�
ходится в однородном электрическом поле с напряженно�
стью Е0. Относительная диэлектрическая проницаемость
шара ε. Определить поверхностную плотность поляриза�
ционных зарядов σe, напряженность Е и индукцию D элек�
трического поля как внутри диэлектрика, так и снаружи.

Решение. В силу сферической симметрии задачи по�
ляризация однородна, а вектор поляризации Р совпада�
ет по направлению с вектором напряженности Е0 внеш�
него электрического поля. Используя результат зада�
чи III.14 (или формулу ε0

in
eE = –NP (3.137) с фактором

формы N = 1/3), получаем: in
eE = –P/(3ε0) (3.86). В этом

случае система уравнений (3.135) или (3.138) для опреде�
ления вектора поляризации, плотности поляризационных
зарядов и напряженности поля в объеме диэлектрика при�
нимает вид

int
0

int int
0

int

0

,

,

1 ,
3

cos .

e

e

e P

= χε
= +

= −
ε

σ = θ

P E

E E E

E P

�

�

(3.149)

Из первых трех уравнений получаем

0 0 0 0
3 3( 1)

;
3 2

χ ε −= ε = ε
+ χ ε +

P E E

int int
0 0 0 0 0

0

1 1 3 .
3 2 ( 2)e

ε −= − = − =
ε ε + ε +

E = E + E E P E E E

Из уравнений системы (3.149) следует, что Еint в ди�
электрическом шаре и Ее также однородны и направлены
так же, как и Е0.

Из последнего соотношения системы (3.149) находим
закон распределения плотности поверхностного поляри�
зационного заряда:
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0 0
3( 1)

cos .
2e E

ε −σ = ε θ
ε +

Индукцию электрического поля внутри диэлектриче&
ского шара находим из материального уравнения D = εε0E
или из основного уравнения (3.112):

int int
0 0 0

3 .
2

ε= ε + = ε
ε +

D E P E

Вне диэлектрического шара поле Еext (и Dext) представ&
ляет собой суперпозицию однородного поля с напряжен&
ностью Е0 и поля точечного диполя с дипольным момен&

том 3 3
шар 0 0

4 4 1
3 3 2

R R ε −= π = π ε
ε +

p P E :

( )

( )

2
ext ext 3

0 0 0 5

2
0 0 0 3

0 0 5

31 4
4 3

3 ( 1)
.

3( 2)

r
R

r

r
R

r

− ⎛ ⎞= ε = ε + ⋅ π =⎜ ⎟π ⎝ ⎠
− ε ε −⎛ ⎞= ε + ⎜ ⎟ε +⎝ ⎠

Pr r P
D E E

E r r E
E

На рис. 3.35 изображены линии напряженности ε0Е (б)
и индукции D (д) для диэлектрического шара с ε1 ≈ 3, на&
ходящегося в вакууме. Для сравнения приведены также
линии ε0Е (а) и D (г) для металлического шара (ε → ∞) и
для сферической полости в диэлектрической среде (с ε1 ≈ 3)
(в), (е). Во всех случаях однородное поле, создаваемое сто&
ронними источниками вне диэлектрической среды, оди&
наково и имеет напряженность Е0. Радиусы всех шаров
одинаковы и равны радиусу сферической полости.

Ответ: 0 0
3( 1)

cos ,
2e E

ε −σ = ε θ
ε +  

int
int

0
0

3 ,
2

= =
εε ε +
DE E

( ) 2
0 0 0ext ext 3

0 0 0 5

3 ( 1)
.

3( 2)e e

r
R

r

− ε ε −⎛ ⎞= ε = ε + ⎜ ⎟ε +⎝ ⎠
E r r E

D E E

Задача III.22 (для самопроверки). Плоский диэлектри&
ческий слой толщиной h с диэлектрической проницаемо&
стью ε1 помещен в однородное электрическое поле с на&
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пряженностью Е0, перпендикулярной плоскости слоя.
В середине слоя находится диэлектрический шар с диэлек$
трической проницаемостью ε2 < ε1. Радиус шара R << h.
Определить потенциал, напряженность и индукцию элек$
трического поля в диэлектриках.

Рис. 3.35
Линии напряженности Е (а, б, в) и индукции D (г, д, е) электриче�
ского поля в трех случаях, когда в однородном электрическом поле

с напряженностью Е0, создаваемом сторонними источниками,
находятся: проводящий (ε1>∞) шар (а, г); диэлектрический шар

(ε1 ≈ 3) в вакууме (б, д); шарообразная полость (ε2 = 1) в диэлектриче�
ской среде с ε1 ≈ 3 (в, е). Линии индукции D непрерывны, в отличие
от линий напряженности Е, которые имеют истоки на зарядах,

образующихся на границе сред. Вне диэлектрической среды
(в вакууме (ε2 = 1) и в металле (ε1>∞)) линии ε0Е и D совпадают. Для

всех картин полей ε2 ≈ 3

ев

дб

га
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Ответ. В плоском слое за счет поверхностных поляри%
зационных зарядов напряженность поля E0 ослабляется
в ε1 раз. Таким образом, можно считать, что диэлектри%
ческий шар с диэлектрической проницаемостью ε2/ε1 на%
ходится в однородном поле с напряженностью E0/ε1.
В системе координат с началом в центре шара и осью ОХ,
параллельной напряженности Е0, потенциал и напряжен%
ность в слое (индекс 1) и в шаре (индекс 2) описываются
выражениями

3
2 10 0

1 3
1 2 1 1

( )
,

( 2 )
E ERx x

r
ε − εϕ = − + ⋅

ε ε + ε ε
 2 0

2 1

3 ,
( 2 )

E xϕ = −
ε + ε

( ) 2
0 0 2 101 3

1 5
1 0 1 1 2 1

3 ( )
,

( 2 )

r
R

r

− ε − ε⎛ ⎞= = + ⎜ ⎟ε ε ε ε ε + ε⎝ ⎠
E r r EEDE

2
2 0

2 0 2 1

3 .
2

= =
ε ε ε + ε
D

E E

Картина линий полей Е и D для частного случая ε1 ≈ 3,
ε2 = 1 приведена на рис. 3.35в, е.

Вопрос для самопроверки. В условиях предыдущей
задачи, если ε1 ≈ 3 и ε2 ≈ 1, то напряженности поля в ва%
кууме вне диэлектриков Е0 и в сферической полости
(рис. 3.35е) одинаковы? Почему?

Ответ. Напряженность в сферической полости Е2 яв%
ляется результатом суперпозиции напряженности поля в
диэлектрическом слое Е2 = Е0/ε1 и напряженности int

eE ,
создаваемой поляризационными зарядами, находящими%
ся на поверхности сферической полости, которая, в свою
очередь, зависит как от Е0, так и от формы полости:

0 int
2 0 0

1 2 1

3 3 ,
2 7e= + = =

ε ε + ε
E

E E E E  т. е. E2 < E0 (см. ответ пре%

дыдущей задачи). В то же время, так как int
eE ↑↑ Е2, то

Е2 > Е1.
Неоднородная поляризация.
Задача III.23 (найдите ошибку). Найдите ошибку в

одном из способов решения задачи об определении напря%
женности электрического поля в диэлектрике. Заряжен%
ный металлический шар, несущий заряд Q, помещается в
безграничную диэлектрическую среду, плотно прилегаю%
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щую к шару. Диэлектрическая проницаемость среды ε, ра%
диус шара R (рис. 3.36).

Решение.
1�й способ. В поле заряда Q диэлектрическая среда по%

ляризуется, причем неоднородно.
Благодаря поляризации, у поверхности шара возни%

кает поляризационный заряд

qe = σe4πR2. (3.150)

Плотность поляризационных зарядов σe определяется
истоком вектора поляризации:

σe = –DivP(R) = –(P2n(R) – P1n(R)) = –P(R). (3.151)

У поверхности шара вектор поляризации пропорцио%
нален напряженности поля в этих точках (3.58):

P(R) = χε0E(R), (3.152)

где χ = ε – 1, а Е — напряженность поля у поверхности
шара, создаваемая зарядом Q и равная

2
0

.1( )
4Q

QE R
R

⋅= πε (3.153)

Подставляя (3.153) в (3.152), получаем величину по%
ляризации диэлектрика у поверхности шара:

2
.( ) ( 1)

4
QP R
R

= ε − π
(3.154)

Рис. 3.36
Заряженный металлический шар,

несущий заряд Q, помещенный
в безграничную диэлектрическую

среду, плотно прилегающую
к шару, вызывает поляризацию

молекул диэлектрической среды,
приводящую к появлению поверх!

ностного поляризационного
заряда с плотностью –σе
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Используя (3.150), (3.151) и (3.154), находим поляри"
зационный заряд:

qe = –(ε – 1)Q. (3.155)

Поляризационные заряды есть также и на бесконеч"
ности. Однако их влиянием можно пренебречь и считать,
что напряженность поля создается зарядом Q и поляриза"
ционным зарядом qe (3.155):

диэл 2
0

2 2
0

1( )
4

( 1)1 1 (2 ).
4 4 0

eQ q
E r

r

Q Q Q
r r

+= ⋅ =
πε

− ε −= ⋅ = ⋅ − ε
πε πε

(3.156)

Анализируя формулу (3.156), видим, что при ε = 2
поле в диэлектрике отсутствует, при ε < 2 напряженность
направлена от центра шара, а при ε > 2 — к центру шара
(т. е. в сторону, противоположную напряженности заря"
женного шара).

2�й способ. Определим напряженность поля в диэлек"
трике, используя граничные условия для вектора напря"
женности. Для простоты рассуждений предположим, что
между диэлектриком и металлическим шаром имеется
узкий вакуумный зазор. Поскольку напряженность пер"
пендикулярна границе раздела диэлектрик–вакуум, то
напряженность в диэлектрике в ε раз меньше, чем в ваку"
умном зазоре, где она, как и до помещения заряженного

шара в диэлектрическую среду, равна 
2

0

1( ) .
4Q

QE r
r

= ⋅
πε  Та"

ким образом, на расстоянии r от центра шара напряжен"
ность в диэлектрике

диэл 2
0

1( ) .
4

QE r
r

= ⋅
πε ε

(3.157)

Какой из ответов, (3.156) или (3.157), правильный? Где
ошибка? Приведите правильное решение.

Ответ. Правильный ответ (3.157). Ошибка решения
первым способом заключается в том, что поле, вызываю"
щее поляризацию конкретной молекулы диэлектрической
среды, является полем уже установившимся в диэлектри"
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ке, т. е. суммой полей от свободных и связанных зарядов.
Поляризация и связанные с ней поляризационные заря%
ды возникают в поле с напряженностью E, на величину
которой она же (поляризация Р) и влияет. Р(r) и E(r) как
бы «находят друг друга».

Правильный вид материального уравнения (3.58) в
точке r = R имеет вид

P(r) = (ε – 1)ε0Eдиэл, (3.158)

где Eдиэл(R) = EQ + Ee(R), и

диэл 2
0

1( ) .
4

Q qeE R
r

+
= ⋅

πε
(3.159)

Производя в уравнении (3.159) замену: qe = σe ⋅ 4πR2

(3.150), σe = –P (3.151), подставляем получившееся выра%
жение для Eдиэл(R) в уравнение (3.158):

( ) ( 1) .
24

QP R P
R

⎡ ⎤
= ε − −⎢ ⎥

π⎣ ⎦
(3.160)

Решая уравнение (3.160), находим поляризацию ди%

электрика вблизи поверхности шара: 1( )
24

QP R
R

ε −= ⋅
ε π

 и

поляризационный заряд:

2 2 14 4e eq R P R Qε −= σ ⋅ π = − ⋅ π = −
ε

.

Наконец, используя принцип суперпозиции, получа%
ем правильный ответ:

диэл 2 2 2
0 0 0

1 1 1 1( ) 1 .
4 4 4

eQ q Q QE r
r r r
+ ε −⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ − = ⋅⎜ ⎟πε πε ε πε ε⎝ ⎠

Ответ: диэл 2
0

1( ) .
4

QE r
r

= ⋅
πε ε

Задача III.23 (для самопроверки). Центр тонкой метал%
лической сферы с радиусом R находится в плоскости разде%
ла двух диэлектрических сред с относительными диэлектри%
ческими проницаемостями ε1 и ε2. Диэлектрики заполняют
все пространство вне сферы (на рис. 3.37 для наглядно%
сти оставлен небольшой зазор между металлической
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сферой и диэлектрическими средами). Внутри шара на рас%
стоянии а от центра находится точечный заряд +q. Опреде%
лите напряженность и индукцию в диэлектриках, плотность
индуцированных зарядов на внешней поверхности сферы и
поверхностную плотность поляризационных зарядов.

Ответ. Используя результаты задачи II.14, теорему
Остроградского–Гаусса для вектора D (3.127) и условия
(3.121)–(3.124) на границах раздела диэлектрик–диэлек%
трик и диэлектрик–металл для векторов Е и D, получаем:

1 2 2
0 1 2

1 ,
2 ( )

q
E E E

r
= = = ⋅

πε ε + ε

1 22 2
1 2

1 2
1 0 2 0

1 2)
, ,

2 ( 2 ( )
q q

D E D E
rr= = = =ε εε ε ε ε

π ε ε π ε + ε
⋅ ⋅+

1 2
1 1 2 22 2

1 2 1 2

( ) , ( ) ,
2 2

q q
D R D R

R R
ε εσ = = ⋅ σ = = ⋅

π ε + ε π ε + ε

[ ] 1
1 1 1 0 2

1 2

1
( ) ( ) ( ) ,

2
q

P R D R E R
R

ε −′σ = = − ε = ⋅
π ε + ε

[ ] 2
2 2 2 0 2

1 2

1
( ) ( ) .

2
q

P R D R E
R

ε −′σ = = − ε = ⋅
π ε + ε

Задача III.24 (найдите ошибку). Диэлектрическая сре%
да с диэлектрической прони%
цаемостью ε занимает полу%
пространство  (z < 0).  Над
плоской поверхностью раз%
дела диэлектрик–вакуум на
высоте z = h находится точеч%
ный положительный заряд q.
Найдите ошибку, сделанную
при вычислении поверхност%
ной плотности связанных
зарядов в точке О (0, 0, 0) не%
посредственно под зарядом q
(рис. 3.38).

Решение. Точечный за%
ряд q создает над диэлек%
триком электрическое поле

Рис. 3.37
Центр тонкой металлической

сферы находится на границе
раздела двух диэлектрических

сред с относительными
диэлектрическими проницае�

мостями ε1 и ε2. Внутри шара,
на расстоянии а от центра

находится точечный заряд +q
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с напряженностью Eext и индукцией ext ext
0 3

1 ,
4

q
r

= ε = ⋅
π

D E r

которые в находящейся в вакууме точке O′, примыкаю&
щей к точке О, равны

ext ext
0 2

1 .
4n n

q
D E

h
= ε = ⋅

π
(3.161)

Нормальная компонента напряженности поля в точ&
ке О диэлектрической среды может быть выражена через
нормальную компоненту индукции int,nD  которая, в свою
очередь, определяется из граничного условия

int ext,n nD D= (3.162)

так как нормальная составляющая электрического сме&
щения D в данном случае непрерывна («не чувствует»
влияния поляризационных зарядов) на границе. Поэтому
в точке О:

int
int

2
0 0

1 .
4n

qDE
h

= = ⋅
εε πεε

(3.163)

Другой способ определения нормальной компоненты
напряженности основан на условии ослабления ее в ε раз
в диэлектрической среде:

int ext
2

0

1 1 .
4n n

q
E E

h
= = ⋅

ε πεε
(3.164)

Оба способа приводят к одному результату (3.164), так
как в диэлектрической среде

Dint = εε0Eint. (3.165)

Рис. 3.38
Точки О, Р находятся у поверхно�

сти раздела в диэлектрической
среде, а точки О′ и Р′ — над ними,
в вакууме. Для наглядности Р и Р′

разнесены вдоль поверхности
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Теперь поверхностную плотность поляризационных
зарядов можно найти из граничного условия для нормаль,
ной составляющей напряженности:

− = σ εint
0/ .ext

n n eE E (3.166)

В итоге получаем

0 2 2 2
0 0

( 1)1 1 1 .
4 4 4e

q q q
h h h

ε −⎡ ⎤σ = ε − ⋅ = ⋅ ⋅⎢ ⎥πε πεε π ε⎣ ⎦
(3.167)

Ответ. Ошибка заключается в смешении понятий:
внешнее поле и поле сторонних источников. Оба поля Е
и D, как внутри (int) диэлектрической среды, так и вне
(ext) ее, обусловлены суперпозицией поля сторонних ис,
точников (в данной задаче — поля точечного заряда q) и
поля поляризационных зарядов (рис. 3.38). То, что поле D
«не чувствует» действия поляризационных зарядов, оз,
начает лишь равенство нормальных составляющих по обе
стороны от границы раздела сред с разными диэлектри,
ческими свойствами. Следовательно, неверно определены
Eext, Eint и Dext, Dint. В вакууме (в точке O′) имеем

ext ext ext
0 0 0 0 2

0 0

1 ,
4 2

e
n n e n

q
D E

h
σ⎡ ⎤= ε = ε ⎡ + ⎤ = ε ⋅ +⎣ ⎦ ⎢ ⎥πε ε⎣ ⎦

E E (3.168)

в диэлектрике (в точке O)

int int int
0 0 0 0 2

0 0

1 .
4 2

e
n n e n

q
D E

h
σ⎡ ⎤= εε = εε ⎡ + ⎤ = εε ⋅ −⎣ ⎦ ⎢ ⎥πε ε⎣ ⎦

E E

Здесь учтено, что в точках О и O′, находящихся вбли,
зи границы раздела, напряженность электрического поля
связанных зарядов эквивалентна напряженности поля
бесконечной заряженной плоскости Ee = σe/2ε0 и направ,
лена к плоскости раздела. Поэтому неверными оказыва,
ются уравнения (3.161), (3.163), (3.164) и (3.167).

Используя (3.168) и следуя логике решения задачи, из
условия int ext1=

εn nE E  имеем

2 2
0 0 0 0

1 1 .
4 2 4 2

e eq q
h h

σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε ⋅ − = ⋅ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥πε ε πε ε⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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Поэтому правильный ответ:

2

1 1.
2 1e

q
h

ε −σ = ⋅ ⋅
π ε +

(3.169)

Задача III.25. В условиях предыдущей задачи опреде&
лите поверхностную плотность связанных зарядов в лю&
бой точке границы раздела и суммарный поляризацион&
ный заряд плоскости.

Решение. В электрическом поле 0 3
0

1
4

q
r

= ⋅
πε

E r  сторон&

него источника (точечного заряда q) диэлектрик поляри&
зуется, и на поверхности образуются поляризационные
заряды с плотностью σe. Они создают электрическое поле,
напряженность которого Ee вблизи поверхности, как и
вблизи любой поверхности, несущей поверхностный за&
ряд, равна σe/2ε0. Заметим, что σe зависит от расстояния
до заряда q. Используя принцип суперпозиции для напря&
женностей Е = Е0 + Ee, для компонентов вектора напря&
женности получаем (рис. 3.38):

σ= α +
ε0

0

cos ,
2

eext
nE E  ext

0 sin ;E Eτ = α

int
0

0

cos ,
2

e
nE E

σ= α −
ε

 int
0 sin .E Eτ = α

Нормальные составляющие напряженности различны
и отличаются в ε раз: ext int

n n=E E . Таким образом,

0 0
0 0

cos cos ,
2 2

e eE E
σ σ⎡ ⎤α + = ε α −⎢ ⎥ε ε⎣ ⎦

откуда

3
0 0 2 2

1 1 1 1 1( ) 2 cos cos cos
1 2 1 2 1e

q q
E

r h
ε − ε − ε −σ α = ε α = ⋅ α = ⋅ ⋅ α
ε + π ε + π ε +

или

3

1 1( ) .
2 1e

hr
r

ε −σ = ⋅ ⋅
π ε +

Суммарный поляризационный заряд на поверхности
диэлектрического слоя может быть найден интегрирова&
нием по плоским кольцам площадью

2 2
3

sin2 2 tg (tg ) 2 .
cos

ddS xdx h d h α α= π = π α α = π
α
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С учетом знака поляризационных зарядов (–σe) полу'
чаем

/2

2
3

0

sin 1( )2 .
cos 1e e e

dq dS h q
π

α α ε −= − σ = − σ α π = −
α ε +∫ ∫

Предельные случаи:
1) при ε = 1 (т. е. в отсутствии диэлектрика), как и сле'

довало ожидать, qe = 0;
2) при ε → ∞ диэлектрик может рассматриваться как

металл, поэтому qe = –q (линии напряженности поля за'
ряда q полностью «захватываются» зарядом qe = –q).

Ответ: 3

1 1( ) ,
2 1e

hr
r

ε −σ = ⋅ ⋅
π ε +  

1.
1eq q ε −= −

ε +

ПРИЛОЖЕНИЕ I

АЛЬТЕРНАТИВНЫЙ СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ
 ХАРАКТЕРИСТИК ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ

В ПРИСУТСТВИИ ДИЭЛЕКТРИКА

Три стадии признания научной истины:
первая — «это абсурд», вторая — «в этом что'то есть»,

третья — «это общеизвестно».
Эрнест Резерфорд

Векторы De и ε0Ee входят в разложение вектора Р как два
равноправных слагаемых. Поэтому все свойства электромагнит'
ного поля в веществе можно описать не только используя векто'
ры Р и Ee, как это было сделано выше (см. (3.135) или (3.138) и
задачи III.14–III.25), но и альтернативно, выбирая для вычис'
лений, например, векторы De и Р.

Заметим, что альтернативный способ описания (с помощью
D, P) предполагает умение решать задачи магнитостатики, т. е.
уметь вычислять индукцию магнитного поля по заданному рас'
пределению токов проводимости. Поэтому советуем вернуться
к этому методу после изучения магнитостатики. Эквивалент'
ные способы описания электрического поля в диэлектриках с
использованием любой пары векторов применялись еще во вре'
мена Максвелла и сохраняются до настоящего времени. Оба спо'
соба базируются на общих принципах макроскопической тео'
рии, и выбор того или иного способа при решении конкретных
задач зависит только от предпочтений исследователя.
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Приведем ряд примеров вычисления характеристик поля в
присутствии диэлектриков, когда в качестве базовых векторов
используются P и De.

1.
СОБСТВЕННОЕ ПОЛЕ

ПОЛЯРИЗОВАННОГО ДИЭЛЕКТРИКА

Запишем уравнения для вектора De в объеме диэлектрика τ,
используя пару векторов Р и De:
из условия вихревого характера поля De

divDe = 0; (3.170)

rotDe = rotP. (3.171)

Уравнение (3.170) указывает на отсутствие истоков в вих/
ревом поле De. Второе уравнение (3.171) получено путем вычис/
ления ротора от обеих частей разложения (3.65) De = ε0Ee + P с
учетом того, что rotEe = 0 и RotEe = 0 из/за потенциальности по/
ля Ee.

Граничные условия (поверхностные уравнения) определяю/
щие поверхностные дивергенцию DivDe и ротор RotDe, записы/
ваются аналогично (3.72)–(3.73):

DivDe = 0, (3.172)

RotDe = RotP. (3.173)

Равенство нулю поверхностной дивергенции индукции
DivDe = 0 (3.172) означает непрерывность нормальных состав/
ляющих вектора индукции:

Den2 – Den1 = 0. (3.174)

Согласно (3.173) тангенциальная составляющая вектора De
на границе испытывает скачок (терпит разрыв), равный разно/
сти тангенциальных составляющих вектора поляризации на
границе двух сред, обладающих различными диэлектрически/
ми свойствами:

Deτ2 – Deτ1 = Pτ2 – Pτ1. (3.175)

Если формально обозначить вихри вектора поляризации так
же, как обозначаются объемная je и поверхностная ke плотно/
сти токов проводимости:
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je = rotP и ke = RotP, (3.176)

то уравнения, полностью определяющие индукцию поля в ди&
электрике, принимают вид

rotDe = je, RotDe = ke; (3.177)

divDe = 0, DivDe = 0. (3.178)

Полученная система уравнений (3.177)–(3.178) совпадает
(с точностью до константы μ0) с системой уравнений, описываю&
щих индукцию магнитного поля токов проводимости:

rotB = μ0j, RotB = μ0k; (3.179)

divB = 0, DivB = 0. (3.180)

Одинаковые системы уравнений (3.177)–(3.178) и (3.179)–
(3.180) имеют одинаковые решения. Таким образом, для вычис&
ления De можно воспользоваться любым известным в магнито&
статике способом расчета индукции магнитного поля по извест&
ному распределению токов je = rotP и ke = RotP. В общем случае
выражение для De имеет вид

[ ] [ ]e e

3 2

1= .
4e

S

d dS
r r

τ

⎡ ⎤
τ +⎢ ⎥π ⎣ ⎦

∫∫∫ ∫∫
j r k r

E (3.181)

Подчеркнем, что в макроскопической электродинамике ве&
личины je = rotP и ke = RotP обозначают только объемные и по&
верхностные вихри вектора поляризации, вводимые для прове&
дения аналогии с задачами магнитостатики.

2.
ПОЛЯРИЗАЦИЯ ДИЭЛЕКТРИКА

В ПОЛЕ СТОРОННИХ ИСТОЧНИКОВ

Схема решения задач с помощью пары векторов (P, De) сле&
дующая.

В электрическом поле сторонних источников, создающих в
вакууме индукцию D0, диэлектрическая среда поляризуется,

причем для линейной среды справедливо уравнение 
1ε −=

ε
P D

(3.128), где D = D0 + De.

Индукция De поля, создаваемого поляризованным диэлек&
триком, с точностью до константы равна индукции магнитного
поля, созданного токами проводимости ke (и в общем случае je).
Плотность токов имеет такое же распределение, как и вихри
вектора поляризации ke = RotP (je = rotP).
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Таким образом получаем замкнутую самосогласованную
систему уравнений, которая для диэлектрических тел эллип&
соидальной формы (для которых rotP ≡ je = 0) принимает вид

0

1 ,

,

,

Rot ,

e

e e

e

D k

k

ε −⎧ =⎪ ε
⎪⎪ = +⎨
⎪ ⇔
⎪

=⎪⎩

P D

D D D

P

(3.182)

подобный виду системы (3.135).

ПРИМЕРЫ

Альтернативный способ решения задачи III.14 с использо&
ванием вихрей вектора поляризации.

Альтернативный подход основан на том, что поле De созда&
ется поверхностными вихрями вектора поляризации (3.182):

Rot P = –[n, P] = ke, ⎜ke⎢ = Psinθ.

Индукция магнитного поля В эквивалентного распределе&
ния токов проводимости ke может быть найдена как суперпози&
ция полей, создаваемых токами колец (рис. 3.39). Поскольку
из&за однородности поляризации поле De (а значит, и В) одно&
родно, то для удобства вычислений поле В от колец можно опре&
делить в центре шара.

Элемент тока kedS = ke(d�Rdθ) произвольного кольца (затем&
нен на рис. 3.39) создает в центре шара магнитное поле с индук&

цией 0
2

.
4

ek dSd
R

μ= ⋅
π

B  Составляющая индукции dB вдоль оси OZ

равна 0 0
2

sin sin .
4 4

e e
z

k dS k d ddB
R R

μ μ θ= ⋅ θ = ⋅ θ
π π

�  Суммируя поля от всех

элементов одного колечка, получаем

0 0 02 32 sin
sin sin sin ,

4 2 2
e

z e
R k ddB k d Pd

R
μ μ μπ θ⋅ θ= ⋅ θ = θ θ = θ θ

π
(3.183)

Рис. 3.39
Поверхностные вихри ke вектора
поляризации Р создают поле De,

эквивалентное магнитному
полю B, создаваемому поверхност�

ными токами проводимости
с плотностью kе
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где учтено, что ke = Psinθ. Индукция магнитного поля от всех
поверхностных токов вычисляется по принципу суперпозиции
полей dBz (3.183):

0 3
0

0 0

2sin .
2 3zB dB P d P

π πμ= = θ θ = μ∫ ∫ (3.184)

Учитывая эквивалентность решения систем для индукции
магнитного поля В (3.179)–(3.180) и индукции электрического
поля De (3.177)–(3.178) поляризованного шара, имеем

( )int 2 , .
3e r R= ≤D P

(3.185)

Из формулы D = ε0Ee + P находим напряженность:

int int
0

1
3e eε = − = −E D P P

(3.186)

и убеждаемся, что оба способа вычисления (Р, Е) (3.86) и (Р, D)
(3.186) дают одинаковый результат.

Вне шара индукция электрического поля (с точностью до ε0)
равна напряженности 0 .ext ext

e e= εD E  Поле вне шара описывается
полем точечного дипольного момента, равного дипольному моC
менту всего шара 3

шар

(4/3 )d R℘ = τ = π∫∫∫P P  и локализованного в

центре шара (рис. 3.25).

Вывод. Из приведенного примера следует, что электричеC
ское поле, создаваемое поляризованным диэлектриком, может
быть вычислено через истоки или независимо, через вихри векC
тора поляризации, которые создают, соответственно, потенциC
альное (Ее) или вихревое (De) поля. Понятия «поляризационные
заряды» и вихри поляризации — «токи» введены здесь только
для перехода к известным задачам о поле свободных зарядов в
электростатике и магнитном поле токов проводимости в магниC
тостатике. Физический смысл имеют только истоки (divP, DivP)
и вихри (rotP, RotP) вектора поляризации.

Таким образом, из физических соображений в рамках макC
роскопического описания невозможно отдать предпочтение одC
ному из двух альтернативных способов решения (в параметрах
(P, E), пользуясь истоками вектора P, или в параметрах (P, D) —
с использованием вихрей P), а значит, одному из полей E или D,
т. е. считать одно из них основным, а другое вспомогательным.
Оба векторных поля равноценны.
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ЭЛЕКТРОЕМКОСТЬ

Технология — это искусство переделать мир так,
чтобы с ним уже больше не сталкиваться.

Макс Фриш

§ 4.1.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ

Уединенный проводник или систему проводников мож#
но использовать как емкость для «хранения» (конденса#
ции) зарядов. Такие системы проводников называются
конденсаторами. Количественной мерой способности
проводников удерживать заряды является электроем#
кость.

Электроемкостью С уединенного проводника называ#
ется геометрическая характеристика проводника (завися#
щая от его конфигурации и размеров), а также от диэлек#
трических свойств среды, в которой проводник находит#
ся. Если на проводник поместить заряд q, то на проводнике
возникает потенциал ϕ (относительно бесконечности, где
ϕ(r → ∞) = 0), а отношение q/ϕ определит емкость провод#
ника:

С = q/ϕ. (4.1)

По размерности электроемкость (Кл/В) равна заряду,
который надо поместить на проводник, чтобы создать на
нем единичный потенциал ϕ = 1 В в системе СИ (при нор#
мировке ϕ(r → ∞) = 0).

Электроемкостью C12 двух проводников (обкладок кон#
денсатора) называется геометрическая характеристика
системы проводников (т. е. зависящая от его конфигура#
ции, размеров проводников и их взаимного расположе#
ния), а также от диэлектрических свойств среды, в кото#
рой проводники находятся. Если перенести заряд q с
проводника 1 на проводник 2, то между ними возникнет
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разность потенциалов U12, а отношение q/U12 определит
емкость С12 системы:

С12 = q/U12. (4.2)

По размерности емкость системы двух проводников
равна заряду, который надо перенести с проводника 1 на
проводник 2, чтобы создать между ними единичную раз6
ность потенциалов U12 = 1 В (в системе СИ).

Единицей измерения емкости в системе СИ служит
фарад (Ф):

11кулон
1фарад 1 = 9 10 см.

вольт
= ⋅

О системе, состоящей из трех и более изолированных
проводников, смотрите в Приложении II.

Примечание. Уединенный проводник можно рассматривать
как конденсатор, имеющий две пластины, одной из которых
является сам проводник, а другой служит сферическая поверх6
ность бесконечного радиуса R∞ с равным нулю потенциалом
ϕ∞ = 0.

Вопросы для самопроверки.
1. Если заряд на конденсаторе равен нулю, чему равна

емкость конденсатора C = q/ϕ? Проведите аналогию с во6
просом: является ли емкостью для жидкости пустой ста6
кан?

2. Пропорциональность каких величин устанавлива6
ется соотношениями (4.1) и (4.2)?

§ 4.2.
ВЫЧИСЛЕНИЕ ЕМКОСТИ

ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ

Вычисление емкости может быть проведено на основе
определений (4.1) и (4.2).

Емкость металлической сферы с радиусом R. Помеща6
ем на сферу заряд q. Сфера приобретает следующий потен6

циал (см. задачу I.10): 
0

1( )
4

q
R

R
ϕ = ⋅

πε . По определению

(4.1) емкость уединенной проводящей сферы

C = q/ϕ(R) = 4πε0R. (4.3)
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Если проводящая сфера находится не в вакууме, а в
среде с относительной (относительно вакуума, диэлектри&
ческая проницаемость которого ε0) диэлектрической про&
ницаемостью ε, то

ϕ(R) = 4πεε0R. (4.4)

Используя (4.4), можно оценить электроемкость Земли:

3
4

0 9

6400 10
4 7 10 Ф 700 мкФ.

9 10
C R −⋅= πε = ≈ ⋅ =

⋅
Напряжением пробоя Uпроб называется такой потенци&

ал проводника (относительно Земли) или разность потен&
циалов между обкладками конденсатора, при которых вбли&
зи проводника возникает напряженность электрического
поля Епроб, вызывающая ионизацию воздуха: вырывание
электронов из атомов азота и кислорода, в результате чего
воздух становится проводящим. Для сухого воздуха напря&
женность пробоя составляет Епроб ≈ 3 ⋅ 106 B/м. Для диэлек&
триков, используемых в конденсаторах, — Епроб ≈ 107 B/м.

Вопросы для самопроверки.
1. Как зависит напряжение пробоя Uпроб от радиуса R

проводящей сферы?
Ответ: Uпроб = REпроб. Полученная зависимость объяс&

няет, почему пробой (искрение) возникает в областях про&
водников, обладающих малым радиусом кривизны (на ост&
риях и шероховатостях).

2. Какой максимальный заряд может удержать сфери&
ческий проводник, находясь в воздухе?

Ответ: qmax = 4πε0R2Eпроб. При увеличении радиуса в
2 раза максимальный заряд, который может нести прово&
дящая сфера, увеличивается в 4 раза.

3. Если газетный лист бумаги высушить, прогладив го&
рячим утюгом, приложить к стене, оклеенной обоями, силь&
но натереть платяной щеткой и начать отрывать от стены,
то возникают искры. Какая разность потенциалов дости&
гается между листом бумаги и стеной при расстоянии
a = 0,2 мм между ними (примените модель бесконечных
плоскостей)? Напряженность пробоя Епроб ≈ 3 ⋅ 106 B/м.

Ответ: U = aEпроб ≈ 600 В.
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Емкость плоского конденсатора. Плоским конденса�
тором называется система из двух параллельных метал�
лических пластин, площадь которых S, а расстояние ме�
жду пластинами d S<<  (рис. 4.1). Так как d S<< , то
при вычислении полей можно пренебречь влиянием крае�
вых эффектов и считать пластины бесконечными.

Перенесем с контакта 1 на контакт 2 (рис. 4.1) заряд q,
тогда первая пластина приобретает заряд –q, а вторая —
+q. При вычислении U12 используем результат задачи II.1:

12 12
0 0

q
U E d d d

S
σ= Δϕ = ⋅ = =
ε ε

. Таким образом, для емкости

плоского конденсатора с вакуумным зазором получаем
выражение

С12 = ε0S/d. (4.5)

Если пространство между пластинами полностью за�
полнено диэлектриком с относительной диэлектрической
проницаемостью ε, то

С12 = εε0S/d. (4.6)

Задача IV.1. Каждая клетка живого организма ок�
ружена биологической клеточной мембраной, отделяющей
содержимое клетки от внеклеточной среды (рис. 4.2). Мем�
брана представляет собой липидный бислой (двойной
слой), являющийся хорошим изолятором (электрическое

сопротивление ≈107 Ом ⋅ м2).
По обе стороны клеточ�

ной мембраны находятся вод�
ные фазы электролита — на�
ружный раствор и клеточное
содержимое, которые можно
рассматривать как пластины
плоского конденсатора, раз�
деленные тонким слоем изо�
лятора — мембраной. Диэлек�
трическая проницаемость
мембраны ∼2. Оцените элек�
троемкость мембраны в рас�
чете на единицу ее площади

Рис. 4.1
Плоский конденсатор,

площадь пластин которого S,
а расстояние между пласти�

нами d S<<
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(S = 1 м2), если толщина мембранной пленки равна 4 нм.
Ответ: С = εε0/d ≈ 4,4 ⋅ 10–3 Ф/м2. Такой же емкостью

на единицу площади обладала бы проводящая сфера ра-
диусом порядка 1 нм:

0 0
2 2

4
.

4 4
RC R
R R R

πε ε= =
π π

Рассмотрим конденсаторы (сферический и цилиндри-
ческий), состоящие из двух изолированных проводников,
один из которых полностью заключен внутри другого.
Поле между обкладками таких конденсаторов, а значит и
электроемкость таких конденсаторов не зависят от распо-
ложения и зарядового состояния других проводников,
находящихся вне конденсатора (см. задачи II.6, II.14–
II.16). При этом заряды в конденсаторе расположены на
внутренних, обращенных друг к другу, поверхностях об-
кладок. Заряды обеих обкладок одинаковы по величине и
разные по знаку. В дальнейшем под зарядом конденсато�
ра будем понимать заряд обкладки, заряженной положи-
тельно.

Емкость сферического конденсатора. Для вычисления
емкости сферического конденсатора, разрез которого изо-
бражен на рис. 4.3, переносим заряд q, например, с внут-
ренней обкладки (металлической сферы с радиусом R1) на
внешнюю обкладку (металлическую сферу с радиусом R2).

Рис. 4.2
Биологическая мембрана как плоский конденсатор,

пластинами которого являются водные фазы
электролита (внеклеточный и внутриклеточный

растворы), а пространство между пластинами
заполнено диэлектрической средой — двойным

липидным слоем
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По теореме Остроградского–Гаусса определяем напряжен$

ность поля между обкладками 
3

0

1( )
4

q
r

−= ⋅
πε

E r r  и вычисля$

ем разность потенциалов между обкладками конденсато$
ра (2.29):

2

1

12
0 1 2

1 1 .
4

R

R

q
U d

R R
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟πε ⎝ ⎠∫ E r

В результате для емкости получаем

0 0 1 2
12

1 2 2 1

4 4
.

1 1
R R

C
R R R R

πε πε= =
− −

(4.7)

Предельные случаи:
1. При R2 → ∞ (4.7) переходит в (4.3) для емкости уе$

диненного сферического проводника.
2. При R2 – R1 << R1 можно считать, что R1 ≈ R2 = R.

Тогда (4.7) переходит в (4.6) для емкости плоского кон$
денсатора, где R2 – R1 = d, а S = 4πR2.

Емкость цилиндрического конденсатора. Для вычис$
ления емкости цилиндрического конденсатора R2 > R1,
длина которого l значительно превосходит радиусы цилин$
дров l >> R1,2 (см. рис. 4.4), переносим заряд, например, с
внутренней обкладки (металлический цилиндр с радиу$
сом R1) на внешнюю обкладку (металлический цилиндр с
радиусом R2). При этом на единицу длины обкладок при$
ходится заряд γ = ±q/l. Используем при вычислении раз$
ности потенциалов между обкладками конденсатора резуль$
тат (1.75) задачи I.12 (при R = R1, r = R2 и σ ⋅ 2πR = q/l):

2
12 12

0 1

/
ln .

2
q l R

U
R

= Δϕ =
πε

Тогда для емкости, приходящейся на единицу длины
l = 1, получаем соотношение

0
12

2 1

2
.

ln /
C

R R
πε= (4.8)

Рис. 4.3
Сферический конденсатор: две концентрические

металлические сферы с радиусами R1 и R2
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Предельный случай. Если R2 –
R1 = d << R1, то можно считать, что

R1 ≈ R2 и 2 1

1 1

ln ln .
R R d d
R R R

+= ≈  При этом

формула (4.8) сводится к формуле для
емкости плоского конденсатора (4.6),
где R2 – R1 = d, а S = 2πR ⋅ 1.

Задача IV.2 (для самопроверки).
Емкость двухпроводной линии. Два
одинаковых тонких цилиндрических
проводника имеют радиус r0. Оси ци3
линдров расположены в одной плос3
кости параллельно друг другу на
расстоянии a >> r0. Определить элек3
троемкость системы проводников, если
длина проводников l >> a (см. рис. 4.5).

Ответ. Используя результаты ре3
шения задачи I.5 (приближение II),
находим напряженность:

0 0

2 / 2 /1 1( )
4 4 ( )

q l q l
E x

x a x
= ⋅ + ⋅

πε πε −
и разность потенциалов 12U =

0

0

( )
a r

r

E x dx
−

= ∫  вдоль линии (оси ОХ), со3

единяющей бесконечные заряженные с линейной плотно3
стью γ1 = q/l и γ2 = –q/l нити 1 и 2. В итоге получаем

0

0
.

ln( / 1)
πε=

−
l

C
a r

§ 4.3.
СОЕДИНЕНИЕ КОНДЕНСАТОРОВ

Последовательным соединением конденсаторов С1 и
С2 называется такое соединение, при котором в результа3
те зарядки конденсаторов на них образуется одинаковый
заряд, причем заряд на пластинах, не присоединенных к
источнику ЭДС, является индуцированным.

Параллельным соединением конденсаторов С1 и С2

называется такое соединение, при котором в результате

Рис. 4.4
Цилиндрический
конденсатор: два
металлических

цилиндра, имеющие
общую ось (OZ),
радиусы R1 и R2

(R2 > R1) соответст�
венно и длину l,

значительно
превосходящую

радиусы цилиндров
(l >> R1,2)
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зарядки конденсаторов на обо!
их конденсаторах образуется
одна и та же разность потен!
циалов U12.

Задача IV.3. Определить
емкость четырех параллель!
ных металлических пластин,
имеющих площадь S, распо!
ложенных и соединенных так,
как показано на рис. 4.6а, б,
считая, что 1 2,d d S<< .

Конфигурация (а). Перенос заряда с контакта 1 (с пер!
вой пластины) на контакт 4 (на четвертую пластину) при!
водит к появлению индуцированных зарядов на пласти!
нах 2 и 3, соединенных проводником (на рис. 4.6а обве!
дены пунктирной линией): +q на пластине 2 и –q на
пластине 3. Таким образом, имеем систему из двух кон!
денсаторов I и II, соединенных последовательно, так как
для них (см. определение)

q1 = q2.

Емкости конденсаторов I и II равны соответственно
(4.5):

C1 = C12 = ε0S/d1; (4.9)

C2 = C34 = ε0S/d2. (4.10)

Поскольку U12 = U1 + U2, а, в соответствии с определе!
нием емкости (4.2): U1 = q/C1 и U2 = q/C2, то получаем
U12 = q/C1 + q/C2 = q(1/C1 + 1/C2). Таким образом, для емко!
сти С последовательно соединенных конденсаторов С1 и С2:

1/C−− = (1/C1 + 1/C2). (4.11)

Учитывая (4.98) и (4.10), получаем

01 2

1 2 1 2

.
SC C

C
C C d d−−

ε= =
+ +

Конфигурация (б). Перенос заряда q с контакта а на
контакт b соответствует переносу заряда с пластин 1 и 3

Рис. 4.5
Двухпроводная линия

состоит из двух параллель�
ных друг другу цилиндриче�
ских проводников длиной l

и радиусом r0
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на пластины 2 и 4, так что
конденсатор I приобретает не�
который заряд q1, а конденса�
тор II — заряд q2, причем

q = q1 + q2. (4.12)

Количественно соотноше�
ние зарядов q1 и q2 определя�
ется условием

Uab = U1 = U2, (4.13)

означающим, что конденса	
торы С1 и С2 соединены па	
раллельно.

Записывая (4.12) с учетом (4.13) и используя следст�
вия из определения емкости (4.2): q1 = C1U1 = C1Uab и
q2 = C2U2 = C2Uab, получаем q = q1 + q2 = (C1 + C2)Uab и

CII = C1 + C2. (4.14)

С учетом (4.9) и (4.109) имеем

0 1 2
II 1 2

1 2

( )
.

S d d
C C C

d d
ε += + =

Вопрос для самопроверки.
По какому закону в зависимости от числа конденсато�

ров n изменяется емкость при последовательном и парал�
лельном соединении идентичных конденсаторов, каждый
из которых имеет емкость С?

Ответ: уменьшается в n раз при последовательном со�
единении C− − = C/n и увеличивается в n раз при параллель�
ном соединении CII = nC.

§ 4.4.
ЕМКОСТЬ И ЗАЗЕМЛЕНИЕ

Задача IV.4. Емкость и заземление. Как влияет зазем�
ление одной из пластин плоского (см. рис. 4.7) и сфериче�
ского (см. рис. 4.8) конденсаторов на их емкости?

Решение. Так же, как и в предыдущих задачах, заря�
жаем конденсаторы, перенося заряд q с одной пластины

Рис. 4.6
Соединение двух плоских

конденсаторов с емкостями
С1 и С2:

а — последовательное; б — парал�
лельное.

а
б
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конденсатора на другую. Меж!
ду пластинами возникает
разность потенциалов U12.

Если при заземлении од!
ной из пластин происходит
перераспределение зарядов
и разность потенциалов U12

изменяется, то изменяется и
емкость конденсатора.

В случае плоского конден�
сатора заземление задает оп!
ределенную нормировку по!
тенциала, не меняя распреде!
ление зарядов, и не влияет на
величину U12 (рис. 4.7), а сле!
довательно, на емкость.

В случае сферического
конденсатора используем ре!
зультаты, полученные для за!
дачи II.8 (см. рис. 2.12). Для
простоты положим, что R1 =
= R2 =Ri и R3 = R4 = Re. Из по!
лученных результатов следу!
ет, что заземление внешней об!
кладки конденсатора не влия!

ет на разность потенциалов, т. е.

0( ) ( )

0

( )
4

e iб a

e i

q R R
R R

−Δϕ = Δϕ = ⋅
πε

и, следовательно, на емкость

0( ) ( )
0( )

4 .
( )

i eб а
б

e i

q R R
C C

R R
= = = πε

Δϕ −
В то же время заземление внутренней обкладки при!

водит к перераспределению зарядов — к перетеканию +qe

(части заряда +q0) с внутренней поверхности внешней об!
кладки на ее внешнюю поверхность и к стеканию на Зем!
лю заряда –qe с внутренней обкладки радиуса Ri. Вследст!
вие уменьшения заряда qi = q0 – qe, создающего разность

Рис. 4.7
Плоский конденсатор, одна из
пластин которого (с плотно�

стью заряда +σ) заземлена:
зависимость напряженности и потен!
циала (пунктирная линия — в отсут!
ствие заземления, при нормировке
ϕ(0) = 0; сплошная линия — при на!
личии заземления) вдоль оси ОХ, пер!
пендикулярной плоскостям пластин.
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потенциалов Δϕ(в) на обкладках конденсатора, уменьша$
ется Δϕ(в), а емкость С(в) = q0/Δϕ(в) увеличивается:

0 0( )
2

0 0

1 1 1( ) ,
4 1 4

e e iв

i i e e

Rq q R R
R R R R

−Δϕ = ⋅ − = ⋅
πε πε

2
( )

04 ,eв

e i

R
C

R R
= πε

−
причем

( )( )

( ) ( )
.

ав
e

а в
i

RC
С R

Δϕ= =
Δϕ

Сферический конденсатор с заземленной внутренней
обкладкой можно рассматривать как два параллельно со$
единенных сферических конденсатора (рис. 4.8б, эквива$
лентная электрическая схема) С12, обкладки которого име$
ют радиусы Ri и Re, и конденсатор СR с радиусами Re и
R → ∞. Действительно, разность потенциалов на этих
конденсаторах одинакова и равна потенциалу внешней

Рис. 4.8
а —заземление внешней обкладки сферического конденса�

тора не изменяет его емкости С12; б —эквивалентной
схемой для сферического конденсатора с заземленной

внутренней обкладкой являются два параллельно
соединенных сферических конденсатора С12 и СR.

Сферические обкладки конденсатора с емкостью СR
имеют радиусы Re (радиус внешней сферы) и R → ∞

(модель Земли)

а б
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обкладки относительно нулевого потенциала Земли (или
бесконечно удаленной сферы). Емкости конденсаторов С12

и СR равны соответственно

12 04 ;i e

e i

R R
C

R R
= πε

−
СR = 4πε0Re,

а, следовательно,
2

( )
12 0 04 4 .i e eв

R e
e i e i

R R R
C C C R

R R R R
⎡ ⎤= + = πε + = πε⎢ ⎥− −⎣ ⎦

Задача IV.5. Четыре параллельных металлических
пластины с площадью S каждая расположены параллель7
но на одинаковых расстояниях d S<<  друг от друга и
подсоединены к источникам, как показано на рис. 4.9.
Первая и четвертая пластины заземлены.

ЭДС источников одинаковы и равны ε. Определить за7
ряды на каждой из пластин и напряженность поля в про7
странстве между ними.

Решение. Поскольку пластины 1 и 4 заземлены, то
ϕ1 = ϕ4 = 0, а, учитывая ЭДС подключенных источников,
потенциалы оставшихся пластин ϕ2 = ε и ϕ3 = –ε. Таким
образом, известны потенциалы всех пластин (рис. 4.10).

При условии d S<<  можно считать, что поле между
пластинами плоского конденсатора однородно, а следова7
тельно, между пластинами потенциал изменяется линей7
но; тангенс угла наклона линейных зависимостей опреде7
ляет величину напряженности между соответствующими
пластинами:

Рис. 4.9
Четыре параллельных металличе�

ских пластины с площадью S
расположены параллельно на

одинаковом расстоянии 
2

2d S
v

∂ Ω<< ∂
друг от друга и подсоединены к двум

источникам с одинаковыми ЭДС.
Две крайние пластины заземлены
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2 1
1,E

d d
ϕ − ϕ ξ− = =

3 2
2

2
,E

d d
ϕ − ϕ − ξ− = =

4 3
3.E

d d
ϕ − ϕ ξ− = =

Поверхностную плотность
заряда на пластинах находим
из граничных условий для
нормальных составляющих
напряженности: Ei – Ej σi/ε0.
Учитывая, что напряжен+
ность электрического поля
внутри металлических пла+
стин равна нулю, получаем

σ1/ε0 = E1 – 0 = �/d,

σ2/ε0 = 0 – E1 = –�/d,

σ3/ε0 = E2 – 0 = –2�/d,

σ4/ε0 = 0 – E2 = 2�/d,

σ5/ε0 = E3 – 0 = �/d,

σ6/ε0 = 0 – E3 = –�/d.

Ответ: q1 = σ1S = ε0�S/d, q2 = (σ2 + σ3)S = –3ε0�S/d,
q3 = (σ4 + σ5)S = –3ε0�S/d, q4 = σ6S = –ε0�S/d; E1 = �/d,
E2 = –2�/d, E3 = �/d.

Задача IV.6 (для самопроверки). Три металлические
пластины (с площадью S каждая) расположены параллель+
но друг другу на расстояниях а и b (см. рис. 4.11). Причем

,S a b>> .  Заряд внутренней пластины равен q0, внешние
пластины соединены друг с другом тонким проводни+
ком. Найти плотности поверхностных зарядов σ1, 2, 3, 4, 5, 6

(см. рис. 4.11).
Ответ: 0

1 6 2
q
S

σ = σ = , 
0

2 3 ( )
q b

S a b
⋅−σ = σ =
+ ,

0
4 5 ( )

q a
S a b

⋅σ = −σ =
+

.

Рис. 4.10
Линии напряженности поля Е,
потенциал ϕ(х) и зависимость

напряженности Е(х) для
системы четырех пластин

(см. рис. 4.8), подсоединенных
к источнику с ЭДС ξ
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Задача IV.7. Посередине
между обкладками плоского
конденсатора параллельно им
помещают две тонкие метал(
лические пластины, отстоя(
щие друг от друга на расстоя(
нии h. Конденсатор подключен
к батарее с электродвижущей
силой � (рис. 4.12). Определить
потенциалы пластин и напря(
женность поля во всех трех
областях между обкладками
конденсатора и металлически(
ми пластинами. Как они изме(

нятся при кратковременном замыкании пластин с помо(
щью проволоки? Расстояние между обкладками конден(
сатора d.

Решение. Пусть ось ОХ направлена перпендикулярно
пластинам, а ее начало совпадает с положением левой об(
кладки конденсатора. Выберем нормировку потенциала
ϕ(х = d) = 0 (рис. 4.12).

1. До замыкания пластин электрическое поле между
пластинами плоского конденсатора однородно E = �/d, по(
тенциал изменяется линейно (см. задачи II.1, II.4). Потен(
циалы пластин 1 и 2 могут быть определены геометрически
(см. рис. 4.12а), по tg угла наклона ϕ = ϕ(x): tgα = E1 = �/d,

1
( )

tg ,
2 2

d hd h
d

++ϕ = α = �

2
( )

tg .
2 2

d hd h
d

−−ϕ = α = �

2. После замыкания пластин их потенциалы долж(
ны стать одинаковыми. Из(за перераспределения заря(
дов (1(я пластина заряжается отрицательно, 2(я — поло(
жительно) напряженность поля между пластинами ста(
новится равной нулю, и потенциалы выравниваются. Для
поддержания разности потенциалов � на конденсаторе, ис(
точник, совершая работу, увеличивает заряд пластин.
В результате напряженность поля возрастает так, чтобы
� = EI, III (d – h). Потенциалы обеих пластин становятся

Рис. 4.11
Три параллельных металличе�
ских пластины с площадью S
расположены параллельно на

расстояниях а и b, причем
,a b S<< . Внутренняя

пластина имеет заряд q0,
внешние пластины соединены

тонким проводником
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равными ϕ1,2 = �/2. Перераспределение зарядов происхо!
дит практически мгновенно (см. § 2.3). После изъятия
проволоки, замыкающей пластины, заряды на пластинах
сохраняются и картина поля не меняется.

Ответ. До замыкания

1
( )

,
2

d h
d

+ϕ = �  
2

( )
,

2
d h

d
−ϕ = �  .E

d
= �

После замыкания

ϕ1 = ϕ2 = �/2, EI, III = �/(d – h), EII = 0.

§ 4.5.
ЕМКОСТЬ ПРИ НАЛИЧИИ

ДИЭЛЕКТРИКОВ

Задача IV.8. Параллельно обкладкам плоского кон!
денсатора (площадь пластин S, расстояние между пласти!
нами d S<< ) помещают плоскую диэлектрическую пла!
стину площадью S и толщиной h (см. рис. 4.13). Обкладки

Рис. 4.12
а — зависимость потенциала ϕ(х) в пространстве между

обкладками плоского конденсатора (0 < x < d), подключенного
к источнику с ЭДС �, когда посередине между обкладками
плоского конденсатора помещают две тонкие металличе�
ские пластины на расстоянии h друг от друга; б — зависи�

мость ϕ(х) при кратковременном замыкании пластин
с помощью тонкого проводника. Расстояние между

обкладками конденсатора d

ба
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конденсатора соединены между собой тонким проводни%
ком. Диэлектрическая пластина обладает «заморожен%
ной» однородной поляризацией Р0, направленной перпен%
дикулярно боковым граням пластины. Определить напря%
женность и индукцию электрического поля.

Решение. Анализ условий задачи. Так как вектор по%
ляризации ориентирован перпендикулярно плоскостям
диэлектрической пластины, то на этих плоскостях возни%
кают поляризационные заряды с поверхностной плотно%
стью ⎪±σe⎪ = P0 (см. задачу III.17, приближение 2). Одна%
ко поле этих зарядов не сосредоточено только внутри ди%
электрической пластины.

Предположим, что поле зарядов ±σe сосредоточено
внутри пластины, а вне ее создаваемая ими напряженность
равна нулю. Тогда разность потенциалов между пласти%
нами плоского конденсатора (как и между любыми точка%
ми слева и справа от диэлектрической пластины) была бы
равна σe/ε0 ⋅ h (см. задачу II.1).

Поскольку пластины конденсатора соединены, то раз%

ность потенциалов между пластинами 
2

12

1

EdxΔϕ = ∫  равна

нулю, т. е.

12 1 2

0 0

1 2( ) 0.

d h h

d h h E dx E dx

E d h E h

−

−Δϕ = Δϕ + Δϕ = + =

= − + =

∫ ∫
(4.15)

Здесь учтено, что напряженность поля Е1 одинакова в
любой точке вакуумного зазора между пластинами конден%
сатора. Это можно показать, например, используя теорему
Остроградского–Гаусса и выбирая в качестве поверхности
цилиндр с осью, параллельной Р0, торцевые поверхности
которого находятся слева и справа от диэлектрической
пластины. Поскольку суммарный заряд внутри выбран%
ной поверхности Остроградского–Гаусса равен нулю, то
потоки вектора напряженности через торцевые поверхно%
сти должны компенсировать друг друга, т. е. напряжен%
ности слева и справа от пластины одинаковы.

Напряженности полей в вакуумном зазоре Е1 и в объе%
ме диэлектрической пластины Е2 связаны друг с другом.



ГЛАВА 4. ЭЛЕКТРОЕМКОСТЬ 213

Эту связь можно найти или из условия разрыва напряжен#
ности поля на границе диэлектрика:

0
1 2

0 0

,e P
E E

σ− = =
ε ε

(4.16)

или из условия непрерывности индукции D1 = D2, где

D1 = ε0E1, D2 = ε0E1 + P0, (4.17)

т. е. ε0E1 = ε0E2 + P0, что совпадает с (4.16).
Используя полученную связь (4.16) и уравнение (4.15),

находим Е1 и Е2:

0
1

0

,
PhE

d
= ⋅

ε
0

2
0

( )
,

d h P
E

d
−= − ⋅

ε
(4.18)

Как видно из (4.18), напряженность поля в диэлектри#
ческой пластине направлена против вектора поляризации
E2 ↑↓ P2, а в вакуумном зазоре E1 ↑↑ P0.

Используя (4.17) и (4.18), находим индукцию поля:

1 2 0.h
d

= =D D P

Ответ. В диэлектрической пластине

0
2

0

( )
;

d h
d
−= − ⋅

ε
P

E

в вакуумном зазоре

0
1

0

;h
d

= ⋅
ε
P

E  
1 2 0.h

d
= =D D P

Задача IV.9. Два одинаковых плоских конденсатора
(расстояние между пластинами d, емкость С0) заряжают
от источников ЭДС �. После зарядки первый конденсатор
отключают от источника, второй оставляют подключен#
ным к источнику. Затем в оба конденсатора вставляют
диэлектрические пластины с диэлектрической проницае#
мостью ε так, что пластины заполняют все пространство
между обкладками. Определить для каждого из конден#
саторов заряды на обкладках, плотность поляризацион#
ных зарядов, напряженность электрического поля и раз#
ность потенциалов между обкладками.
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Решение. До внесения диэлектрической пластины
конденсаторы имели разность потенциалов U0 =��, заряд —

0
0 0

S
q C

d
ε= =� � , плотность заряда — σ0 = q0/S = ε0��/d, на&

пряженность поля — E0 = �/d.

Изменение этих параметров при внесении диэлектри&
ческих пластин рассмотрим двумя способами.

1�й способ решения (σ ↔ E ↔ U) основан на схеме

σ ↔ E ↔ U, (4.19)

т. е. по известному распределению зарядов σ можно най&
ти напряженность электрического поля E, а затем опреде&
лить разность потенциалов .= ∫E rU d  И наоборот: по из&
вестной разности потенциалов U можно найти напряжен&
ность E, а затем и плотность заряда σ.

I конденсатор. Для конденсатора, отключаемого от
источника ЭДС, заряд остается неизменным: q = q0, σ = σ0,
и вычисление характеристик производится по схеме:
σ → E → U. Напряженность поля, создаваемая зарядом q0

в узком зазоре между обкладками конденсатора и диэлек&
трической пластиной (точка 1 на рис. 4.14), после внесе&
ния диэлектрической пластины также не изменяется:
E1 = E0 (для наглядности зазор на рис. 4.14 изображен
достаточно большим). Учитывая, что нормальная состав&
ляющая напряженности поля в диэлектрике (точка 2 на
рис. 4.14) меньше в ε раз, чем в зазоре, получаем

E2 = E1/ε = E0/ε. (4.20)

Разность потенциалов UI между пластинами плоского
конденсатора определяем как работу поля при перемеще&

Рис. 4.13
Параллельно обкладкам плоского
конденсатора (1 и 2) помещается

плоская диэлектрическая пластина
с «замороженной» однородной поляриза�

цией Р0. Обкладки конденсатора
соединены между собой тонким провод�
ником. Расстояние между обкладками

конденсатора d, толщина диэлектриче�
ской пластины h. Площадь каждой из

обкладок и пластины S, причем S d>>
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нии точечного, пробного, положительного единичного за�
ряда от одной пластины до другой:

UI = E1 ⋅ 0 + E2 ⋅ d = E0d/ε = � /ε. (4.21)

Таким образом, при сохранении заряда конденсатора,
напряженность и разность потенциалов уменьшаются в
ε раз при внесении диэлектрической пластины.

Плотность поляризационных зарядов σe находится из
граничных условий для напряженности ⎪σe/ε0⎪ = ⎪E1 – E2⎪:

00
0 0

( 1)
.e

E
E

d
ε − ε⎛ ⎞σ = ε − = ⋅⎜ ⎟ε ε⎝ ⎠

�

Рис. 4.14
Напряженность Е(х) и потенциал ϕ(х) в пространстве между

обкладками плоского конденсатора:
а — когда после зарядки конденсатор был отключен от источника ЭДС � и в
него вставлена диэлектрическая пластина с проницаемостью ε; б — когда кон�
денсатор остается присоединенным к источнику ЭДС и в него вставляется
такая же диэлектрическая пластина.

а б
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II конденсатор. Так как конденсатор остается подклю�
ченным к источнику ЭДС, то неизменной остается разность
потенциалов UII = U0 = �, и вычисление других характе�
ристик проводится по схеме σ ← E ← U. Напряженность
находится из соотношения, аналогичного (4.21):

UII = � = E1 ⋅ 0 + E2 ⋅ d. (4.22)

Из (4.22) получаем E2 = �/d = E0 и, используя (4.20)

E1 = E2 ⋅ ε = E0ε.

Зная напряженность E1 в зазоре, вычисляем плотность
заряда на пластинах конденсатора E1 = σ/ε0 и

σ = ε0E1 = εε0E0 = εσ0 = εε0� /d.

Для поддержания разности потенциалов между об�
кладками конденсатора, источник ЭДС совершает рабо�
ту, увеличивая заряд пластин конденсатора на

Δq = (σ – σ0)S = (ε – 1)Sε0� /d.

Плотность поляризационных зарядов σe, как и для пер�
вого конденсатора, находим из граничных условий для
напряженности ⎪σ/ε0⎪ = ⎪E1 –E2⎪. Она оказывается в ε раз
больше из�за более сильного поляризующего поля:

( )0 0 0 0( 1) .e E E
d

σ = ε ε − = ε − ε �

2�й способ решения (C = q/U) основан на определении
емкости C = q/U и позволяет связать заряд и напряжение
на конденсаторе с его геометрической характеристикой —
емкостью.

I конденсатор. Так как конденсатор отключают от ис�
точника ЭДС, то его заряд остается неизменным — qI = q0,
а емкость при внесении диэлектрика увеличивается в ε раз:
C1 = εC0. Зная заряд и емкость конденсатора, находим раз�
ность потенциалов по (4.21):

UI = q/C = q0/(εC0) = �/ε.

II конденсатор. Разность потенциалов конденсатора,
подключенного к источнику ЭДС, не изменяется UII = �, ем�
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кость конденсатора с диэлектрической пластиной C = εC0.
Зная U и С, определяем заряд: qII = CII UII = εC0� = εq0.

Вычисление напряженности и плотности поляризаци'
онных зарядов проводится по схеме σ ↔ E ↔ U.

Ответ: qI = C0�, σIe = (ε – 1)ε0�/(εd), EI = C0�/(εd), UI = �/ε;
qII = εC0�, σIIe = (ε – 1)ε0�/d, EII = �/d, UII = �.

Задача IV.10. Две одинакового размера, но с разными
диэлектрическими проницаемостями ε1 и ε2, диэлектри'
ческие пластины, вплотную прилегающие друг другу, по'
мещены между пластинами плоского конденсатора так,
как показано на рис. 4.15а. Площадь диэлектрических
пластин в два раза меньше площади S пластин конденса'
тора, а суммарная толщина в 2 раза меньше расстояния d
между пластинами конденсатора. Конденсатор подсоеди'
нен к источнику ЭДС �. Определить плотность поляриза'
ционных зарядов на границе раздела двух диэлектриков.

Решение. Используем более простой (но и более формаль'
ный) 2�й способ (C = q/U). Заменим конденсатор, заполнен'
ный диэлектриками, эквивалентной системой определен'
ным образом соединенных конденсаторов (см. рис. 4.15б).

Рис. 4.15
а — линии напряженности в пространстве между обкладка�

ми плоского конденсатора (S — площадь обкладок, d —
расстояние между ними), подключенного к источнику с

ЭДС �, в присутствии двух плотно прилегающих друг к другу
пластин (S/2 — площадь, d/4 — толщина пластин) с

диэлектрическими проницаемостями ε1 и ε2 (ε2 > ε1);
б — эквивалентная электрическая схема: конденсатор С4

параллельно подсоединен к трем последовательно соединен�
ным конденсаторам С1, С2, С3

а б
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Емкость всей системы конденсаторов, показанной на
рис. 4.15б, равна

0 1 2 0
0 4

1 2 3 1 2 1 2

21 .
1/ 1/ 1/ ( 2 ) 2

S S
C C

C C C d d
ε ε ε ε= + = +

+ + ε + ε + ε ε

Полный заряд, поступивший от источника,

q0 = C0�0.

распределяется между конденсатором С4 и последователь-
но соединенными конденсаторами С1, С2 и С3, имеющими
одинаковый заряд q1–3:

q0 = q4 + q1–3.

Так как

0
4 4 ,

2
S

q C
d

ε= =� �

то

0 0 1 2
1 3 0 4 0

1 2 1 2

2
.

2 ( 2 )
S S

q q q C
d d−

ε ε ε ε= − = − =
ε + ε + ε ε

� � �

Зная заряд и емкости конденсаторов С1, С2, С3, опреде-
ляем разности потенциалов и напряженности полей этих
конденсаторов:

1 3 2
1

1 1 2 1 2

,
( 2 )

q
U

C
− ε= =

ε + ε + ε ε
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1
1 2 1 2
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Из граничных условий для напряженности находим
искомую плотность поляризационных зарядов:

1 2
2 1

1 2 1 2

4( )
.

( 2 )
E E

d
ε − εσ = − =

ε + ε + ε ε
�

На рис. 4.15а изображены линии напряженности при
условии ε2 > ε1, тогда σ < 0.

Ответ: 1 2

1 2 1 2

4( )
.

( 2 )d
ε − εσ =

ε + ε + ε ε
�
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Задача IV.11. В схеме, приведенной на рис. 4.16, клю�
чи k1 и k2 первоначально замкнуты, а ключ k3 разомкнут.
Конденсаторы с емкостями С1 и С2 полностью заряжают�
ся от соответствующих источников ЭДС �1 и �2. После это�
го ключи k1 и k2 размыкают, а ключ k3 замыкают. Опреде�
лить напряжения на конденсаторах и их заряды.

Решение. В результате зарядки конденсаторы С1 и С2

приобретают заряды q1 = C1�1 и q2 = C2�2 соответственно.
После замыкания ключа k3, во�первых, потенциалы

верхних пластин конденсаторов становятся одинаковы�
ми (нижние пластины постоянно имеют один и тот же по�
тенциал). Таким образом, становятся одинаковыми раз�
ности потенциалов на конденсаторах:

U1′ = U2′ = U′. (4.23)

Во�вторых, следует учесть, что по закону сохранения
заряда суммарный заряд на верхних пластинах конденса�
торов измениться не может, а может только перераспре�
делиться, чтобы удовлетворить условию (4.23). С учетом
знаков зарядов на верхних пластинах (до замыкания клю�
ча k3) это условие можно записать в виде уравнения

q1 – q2 = q1′ + q2′, (4.24)

где q1′ и q2′ — заряды верхних пластин конденсаторов С1 и
С2 соответственно. При этом заряды q1′ и q2′ могут быть
как оба положительными (при q1 > q2), так и оба отрица�
тельными (при q1 < q2).

Используя определение емкости конденсатора, урав�
нение (4.23) можно переписать в виде

1 2

1 2

.
q q

C C

′ ′
= (4.25)

Решая систему уравнений
(4.24) и (4.25), находим заря�
ды конденсаторов:

1 1 2
1

1 2

C q q
q

C C

−
′ =

+
и

2 1 2
2

1 2

C q q
q

C C

−
′ =

+
,

Рис. 4.16
С1 и С2 — конденсаторы с емкостя�
ми; � 1 и � 2 — источники ЭДС; к1, к2
и к3 — ключи
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а также напряжение:
1 2

1 2

.
q q

U
C C

−
′ =

+

Ответ: 1 1 1 2 2
1

1 2

,
C C C

q
C C

−
′ =

+
� �

 
2 1 1 2 2

2
1 2

1 ,
C C C

q
C C n

−
′ = ⋅

+
� �

1 1 2 2
1 2

1 2

.
C C

U U
C C

−
′ ′= =

+
� �

ПРИЛОЖЕНИЕ II

О ЕМКОСТНЫХ КОЭФФИЦИЕНТАХ

На высокую башню можно подняться
лишь по винтовой лестнице.

Фрэнсис Бэкон

Если имеется n проводников, то потенциал каждого из них
ϕi является линейной функцией зарядов всех проводников qi,
включая его самого:

1

,
n

i ij j
j

q
=

ϕ = α∑
где αij называются потенциальными коэффициентами. Решая
систему n уравнений (для i от 1 до n) относительно зарядов qi,
получаем систему уравнений

1

,
n

i ij j
j

q C
=

= ϕ∑ (4.26)

где Cij называются емкостными коэффициентами. Причем по
теореме взаимности емкостные коэффициенты симметричны
относительно своих индексов:

Cij = Cji. (4.27)

Коэффициент Cij называется емкостным коэффициентом
i#го проводника, причем для уединенного проводника он совпа<
дает с его емкостью. Все емкостные коэффициенты с i = j поло<
жительные Cjj > 0, а если i ≠ j, то Cij ≤ 0.

В общем случае вычисление емкостных коэффициентов яв<
ляется сложной математической задачей. При определении ем<
костных коэффициентов следует иметь в виду, что при неиз<
менной форме и геометрии расположения проводников величи<
на емкостных коэффициентов не зависит ни от потенциалов, ни
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от зарядов проводников. Поэтому для вычисления коэффици'
ентов надо решать систему (4.26), подбирая различные условия
на потенциалы и заряды проводников.

Рассмотрим простые примеры вычисления емкостных ко'
эффициентов.

Задача IV.12. Определить емкостные коэффициенты для
двух металлических шаров с радиусами R1 и R2. Центры шаров
находятся на расстоянии a >> R1, 2 друг от друга.

Решение. Пусть заряды шаров равны соответственно q1 и q2.
Используя решение задачи II.7, можно выразить потенциалы
шаров через их заряды:

1 2
1

0 1 0

1 2
2

0 0 2

1 1 ;
4 4

1 1 .
4 4

q q
R a

q q
a R

⎫ϕ = ⋅ + ⋅ ⎪πε πε ⎪
⎬
⎪ϕ = ⋅ + ⋅πε πε ⎪⎭

(4.28)

Систему уравнений (4.28) перепишем в виде системы (4.26):

2
0 1 0 1 2

1 1 22 2
1 2 1 2

2
0 1 2 0 2

2 1 22 2
1 2 1 2

4 4
;

4 4
.

R a R R a
q

a R R a R R

R R a R a
q

a R R a R R

πε πε ⎫⎛ ⎞= ϕ + − ϕ⎜ ⎟ ⎪− −⎝ ⎠ ⎪
⎬

πε πε⎛ ⎞ ⎪= − ϕ + ϕ⎜ ⎟ ⎪− −⎝ ⎠ ⎭

(4.29)

Сравнивая системы (4.29) и (4.26), находим значения емко'
стных коэффициентов:

2
0 1

11 2
1 2

0 1 2
12 21 2

1 2

2
0 2

22 2
1 2

4
;

4
0;

4
.

R aC
a R R

R R aC C
a R R

R aC
a R R

πε ⎫= ⎪−
⎪
⎪πε= = − < ⎬− ⎪
⎪πε= ⎪− ⎭

(4.30)

При а → ∞ формулы для расчета коэффициентов (4.30) уп'
рощаются:

C11 = 4πε0R1;

C12 = C21 = 0;

C22 = 4πε0R2.

Равенство нулю коэффициентов C12 = C21 = 0 отражает факт
их электрической независимости при а → ∞. При этом условии
емкостные коэффициенты каждого шара определяются только
их радиусами.
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Задача IV.13. Металлические сферы с радиусами R1 и R2
(R1 < R2) имеют общий центр, удаленный на расстояние
a > (R2 + R3) от центра третьей металлической сферы с радиу/
сом R3. Покажите, что электрическая защита первой сферы от
третьей, осуществляемая второй сферой, приводит к равенству
C13 = C31 = 0 (рис. 4.17).

Решение. Положим q1 = 0 и ϕ2 = 0, а все остальные заряды
и потенциалы отличными от нуля. Поскольку в этом случае
напряженность поля между сферами 1 и 2 равна нулю, то
ϕ1 = ϕ2 = 0, и система уравнений (4.26) принимает вид

13 3

2 23 3

3 33 3

0 ;

;

.

C

q C

q C

= ϕ ⎫
⎪= ϕ ⎬
⎪= ϕ ⎭

(4.31)

Учитывая (4.27), из (4.31) получаем C13 = C31 = 0.
Замечание. Если R3� R2, то для оценки емкостных коэф/

фициентов С23 и С33 можно заменить третий шар на точечный
заряд (чтобы не учитывать отклонения от сферически симмет/
ричного распределения заряда q3 по поверхности сферы) и ис/
пользовать результаты задачи II.12 (2.36) и (2.37) для опреде/
ления заряда q2 и потенциала ϕ3: q2 = –q3(R2/a),

3 2 3 2
3 2 2

0 3 0 0 3 2

1 1 .
4 4

q q q R
R a x R a R

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟πε − πε −⎝ ⎠⎝ ⎠

Подставляя полученные выражения в (4.31), получаем

2 3 2 0 2
23 32

3 2
2 2

3 2

4
,

1
q q R RC C

a Ra
R a R

− − πε= = = =
ϕ −⎛ ⎞+⎜ ⎟−⎝ ⎠

3 0
33

3 2
2 2

3 2

4
.

1
q

C
R

R a R

πε= =
ϕ −⎛ ⎞+⎜ ⎟−⎝ ⎠

Так же как и в предыдущей задаче, при а → ∞ значения ко/
эффициентов стремятся к предельным значениям:

С33 = 4πε0R3;

Рис. 4.17
К определению емкостных

коэффициентов для системы из
трех металлических сфер
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С23 = С32 = 0.

Задача IV.14 (для самопроверки). Определите емкостные
коэффициенты для четырех параллельных металлических пла%
стин, имеющих площадь S, расположенных и соединенных так,
как указано на рис. 4.6а, при условии 

1 2, .<<d d S
Ответ. Если обозначить две соединенные пластины 2 и 3 циф%

рой 2, то C11 = ε0S/d1, C12 = –ε0S/d1, C14 = 0, C22 = ε0S/(1/d1 + 1/d2),
C24 = –ε0S/d2, C44 = ε0S/d2.



Г Л А В А 5

ЭНЕРГИЯ СИСТЕМЫ ЗАРЯДОВ

…А понял бы, уединяясь,
Вселенной внутреннюю связь,

Постиг все сущее в основе
И не вдавался в суесловье.

Гёте, «Фауст».

Обладает ли система зарядов энергией?
Да, если нужно затратить энергию, совершив внешни%

ми силами работу по созданию этой системы. Энергия сис%
темы зарядов будет равна той работе, которую совершают
внешние силы при перемещении зарядов из бесконечно%
сти, где потенциал и энергия зарядов считаются равными
нулю, в данную конфигурацию зарядов.

§ 5.1.
ТРИ СООТНОШЕНИЯ

ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЭНЕРГИИ
СИСТЕМЫ ЗАРЯДОВ

Будем исходить из определения энергии. Пусть уже
внесена часть зарядов q, которые создают поле с E(r), ϕ(r),
и внешние силы перемещают следующий заряд dq, совер%
шая работу extA′Δ , причем работа совершается внешними
силами против сил поля extA′Δ = EA′−Δ . Используя опреде%
ление потенциала (1.28), при нормировке его на нуль на
бесконечности, получаем

ext ( )E EA A A dq d dq d dq
∞

∞ ∞

′ ′ ′Δ = −Δ = − δ = − = = ϕ∫ ∫ ∫
r r

r

E r E r r .

Таким образом, суммарная работа ΔАext = ∑ extA′Δ  по
собиранию всей системы с зарядом Q, равная электроста%
тической энергии системы We, может быть записана в виде

ext

0

( ) .
Q

eA dq WΔ = ϕ =∫ r (5.1)
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Заметим, что в (5.1) под знаком интеграла стоит про%
межуточное значение потенциала поля ϕ(r), которое соз%
дается зарядами, уже внесенными к моменту, когда при%
носится следующий элементарный заряд dq.

Вопрос для самопроверки. Какое количество энер%
гии Wm выделяется при разряде молнии, если она воз%
никает при разности потенциалов Um ≈ 3,5 ⋅ 107 B, а за%
ряд, переносимый разрядом молнии на Землю, равен
qm = 30 Кл?

Ответ: Wm ≈ qmUm = 10,5 ⋅ 108 Дж. Этой энергии хвати%
ло бы, чтобы при атмосферном давлении нагреть от нуля
до 100°С и превратить в пар 392 кг воды.

Чему равна энергия системы из двух точечных заря�
дов q1 и q2?

Внесение первого заряда из бесконечности, например
заряда q1, не требует затрат энергии, так как нет еще
поля, против которого внешние силы совершают работу.
Работа по внесению заряда q2 происходит в поле заряда q1

1 1ТЗ ТЗ( , )q qϕE  и равна

1ext 2 ТЗ 2( ) ,E q eA A q WΔ = −Δ = ϕ =r (5.2)

где ϕТЗq1(r2) — потенциал поля, создаваемого зарядом q1 в
точке расположения заряда q2.

С другой стороны, можно было бы сначала внести за%
ряд q2, а затем q1, и тогда

2ext 1 ТЗ 1( ) .E q eA A q WΔ = −Δ = ϕ =r (5.3)

Учитывая обе возможности, запишем энергию в виде

[ ]2 11 ТЗ 1 2 ТЗ 2
1 ( ) ( ) .
2e q qW q q= ϕ + ϕr r (5.4)

В квадратных скобках выражения (5.4) записана сум%
ма произведений зарядов qi на потенциал поля ϕi(r), соз%
данного всеми остальными зарядами (кроме самого заря%
да qi). Обобщая сказанное, выражение для электрической
энергии произвольной системы зарядов можно записать в
следующем виде:

1 ( ).
2

i

e i i
q

W q= ϕ∑ r (5.5)
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В случае непрерывного распределения зарядов форму&
ла (5.5) принимает вид

1 ( ) ( ) .
2eW d

τ

= ϕ ρ τ∫ r r (5.6)

Подчеркнем еще раз, что при вычислении энергии по
формулам (5.5) и (5.6) используется потенциал, создавае&
мый всеми зарядами системы, тогда как при вычисле&
нии по соотношению (5.1) — промежуточное значение по&
тенциала, изменяющееся в процессе «сборки» системы
зарядов.

Вопросы для самопроверки.
В выражениях (5.4)–(5.6) для собственной электриче&

ской энергии We, т. е. энергии системы зарядов, находя&
щихся в поле, создаваемом этими же зарядами, стоит 1/2,
в отличие от энергии точечного заряда q, находящегося в
точке r поля с потенциалом ϕ(r): ( )W q= ϕ r . Почему?

Можно ли сказать, что 
21 ТЗ 11/2 ( )qq ϕ r  в выражении (5.4)

для собственной энергии системы двух зарядов — это по&
тенциальная энергия первого заряда, а 

12 ТЗ 21/2 ( )qq ϕ r — это
потенциальная энергия второго заряда?

Какой смысл имеют слагаемые 
21 ТЗ 1( )qq ϕ r  и 

12 ТЗ 2( )qq ϕ r  в
выражении (5.4) для системы из двух точечных зарядов?

Ответ. Потенциальная энергия точечного заряда q во
внешнем поле равна W = qϕ(r) (1.30). Собственная элек&
трическая энергия системы зарядов — это собственная
потенциальная энергия этой системы, зависящая от вза&
имного расположения зарядов и их величины. Она возни&
кает из&за взаимодействия зарядов друг с другом, т. е. ею
обладает система зарядов в целом, а не отдельный точеч&
ный заряд этой системы. Поэтому 

21 ТЗ 11/2 ( )qq ϕ r  в выраже&
нии (5.4) не является потенциальной энергией первого за&
ряда, а 

12 ТЗ 21/2 ( )qq ϕ r — второго заряда. Хотя для вычис&
ления собственной энергии системы можно использовать
выражение (1.30), рассматривая энергию взаимодействия
некоторого выделенного точечного заряда с другими за&
рядами, как потенциальную энергию этого заряда во внеш&
нем поле, созданном всеми остальными зарядами. Так, в
простейшем случае, для системы, состоящей из двух то&
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чечных зарядов q1 и q2, 
21 ТЗ 1( )qq ϕ r — это потенциальная

энергия первого заряда во внешнем поле, созданном вто/
рым зарядом, а 

12 ТЗ 2( )qq ϕ r — потенциальная энергия вто/
рого заряда во внешнем поле, созданном первым зарядом.
Значения 

21 ТЗ 1( )qq ϕ r , и 
12 ТЗ 2( )qq ϕ r  равны между собой и рав/

ны энергии We взаимодействия зарядов q1 и q2. Посколь/
ку 

21 2 1,q qq qϕ = ϕ  то, чтобы дважды не учитывать энергию
взаимодействия зарядов, в (5.4) стоит множитель 1/2. Та/
кой же смысл имеет множитель 1/2 и в аналогичных вы/
ражениях (5.5) и (5.6). Таким образом, собственная энер/
гия системы точечных зарядов

1 ( ),
2e i i

i

W q r= ϕ∑
энергия точечного заряда во внешнем поле

W = qϕ.

Задача V.1 (найдите ошибку). Три точечных заряда
q1 = –q0, q2 = +q0 и q3 = –q0 расположены на одной прямой
(рис. 5.1). Требуется определить электрическую потенци/
альную энергию заданной системы зарядов. В каком из
указанных двух способов решения сделана ошибка и ка/
кая?

1�й способ. Электрическая потенциальная энергия трех
точеных зарядов может быть вычислена как сумма потен/
циальных энергий попарного взаимодействия зарядов:
первого и второго

2
0 0

12 0
0 0

1( ) ;
4 4

qq
W q

a a
= − = − ⋅

πε πε
первого и третьего

2
0 0

13 0
0 0

1 1( ) ;
4 2 4 2

qq
W q

a a
−= − ⋅ = + ⋅

πε πε
второго и третьего

2
0 0

23 0
0 0

1 1( ) ;
4 4

qq
W q

a a
−= + ⋅ = − ⋅

πε πε

Рис. 5.1
Три точечных заряда, имеющих

значения q1 = –q0, q2 = +q0, q3 = –q0,
расположены вдоль одной прямой
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2
0

12 13 23
0

31 .
4 2

q
W W W W

a
= + + = − ⋅

πε
(5.7)

Этот способ аналогичен вычислению потенциальной
энергии гравитационного взаимодействия трех точечных
масс.

2�й способ. Точечный заряд q1 находится в поле, соз6
даваемом зарядами q2 и q3. Его потенциальная энергия в
соответствии с (1.30) будет равна

2
2 3 0

1 1 1 1
0 0 0

1 1 1 .
4 4 2 4 2

qq q
W q q

a a a
⎛ ⎞= ϕ = ⋅ + ⋅ = − ⋅⎜ ⎟πε πε πε⎝ ⎠

Вычисляя аналогично потенциальную энергию второго

2
1 3 0

2 2 2 2
0 0 0

21 1 1
4 4 4

qq q
W q q

a a a
⎛ ⎞= ϕ = ⋅ + ⋅ = − ⋅⎜ ⎟πε πε πε⎝ ⎠

и третьего зарядов

2
1 2 0

3 3 3 3
0 0 0

1 1 1 ,
4 2 4 4 2

qq q
W q q

a a a
⎛ ⎞= ϕ = ⋅ + ⋅ = − ⋅⎜ ⎟πε πε πε⎝ ⎠

получаем суммарную (полную) потенциальную энергию
трех зарядов:

2
0

1 2 3
0

31 .
4

q
W W W W

a
= + + = − ⋅

πε
(5.8)

Результаты (5.7) и (5.8) отличаются в 2 раза.
Ответ. Во втором способе дважды учтена потенци6

альная энергия взаимодействия. Для получения пра6
вильного ответа следовало воспользоваться формулой

1
2 i i

i

W q= ϕ∑  для собственной энергии системы зарядов.

Заметим также, что использованное во втором способе ре6
шения выражения «потенциальная энергия точечного за6
ряда» не является корректным. Следовало бы написать,
например, для заряда q1: «потенциальная энергия точеч6
ного заряда q1 в поле зарядов q2 и q3».

В формулах (5.1) и (5.5), (5.6) энергия выражена через
потенциалы поля и заряды системы. Получим выражение
для энергии через другую характеристику электрическо6
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го поля — напряженность. Для этого используем уравне'
ние (5.6) и следующие соотношения.

1. Уравнение Пуассона, связывающего ϕ и ρ:

∇2ϕ = –ρ/ε0. (5.9)

2. Преобразование векторной алгебры:

∇(ϕ∇ϕ) = (∇ϕ)2 + ϕ∇2ϕ. (5.10)

3. Теорема Гаусса:

( )

( ) ( ) .
S

d dS
τ τ

∇ ϕ∇ϕ τ = ϕ∇ϕ∫ ∫∫� (5.11)

4. Связь напряженности и потенциала:

E = –∇ϕ. (5.12)

Подставляя в (5.6) плотность ρ из (5.9) и используя
(5.10), получаем

0 02 2( ) ( ) .
2 2eW d d d

τ τ τ

⎡ ⎤ε ε= − ϕ∇ ϕ τ = ∇ϕ τ − ∇ ϕ∇ϕ τ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ (5.13)

Для вычисления второго интеграла в квадратных скоб'
ках (5.13) применим теорему Гаусса (5.11), используя при
этом поверхность S(τ), охватывающую объем τ, но прохо'
дящую на таком удалении, где потенциал ϕ ≈ 0, и можно
считать, что

( )

( ) ( ) 0.
S

d dS
τ τ

∇ ϕ∇ϕ τ = ϕ∇ϕ =∫ ∫∫�
Тогда с учетом (5.12) выражение (5.13) для энергии

принимает вид
2

0 02( ) ,
2 2e e

sp sp

E
W d d W

ε ε= ∇ϕ τ = τ =∫ ∫ (5.14)

где wE = ε0E2/2 — плотность электрической энергии, а
интегрирование ведется по всей области пространства
(sp — сокращенно от «space»), где напряженность поля Е
отлична от нуля, а не только заряд, как в (5.6). Таким об'
разом, можно сказать, что электрическая энергия заклю'
чена во всей области пространства, где есть электрическое
поле.
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Вопрос для самопроверки. Чему равна плотность элек"
трической энергии у поверхности Земли, если напряжен"
ность поля вблизи поверхности равна E ≈ 150 B/м?

Ответ: W ≈ 10–7 Дж/м3.

§ 5.2.
ПРОВЕРКА ЭНЕРГИИ
НА АДДИТИВНОСТЬ

Проверим, аддитивна ли энергия, на примере систе"
мы, состоящей из двух зарядов q1 и q2. Равна ли энергия
системы W(q1, q2) сумме энергий W(q1) и W(q2) каждого из
зарядов: W(q1, q2) = W(q1) + W(q2)?

Запишем выражение для плотности энергии системы
зарядов q1 и q2, используя принцип суперпозиции напря"
женностей полей:

{ }20
1 2 11 22 12( ) ( ) .

2
w q q w w w

ε= + = + +E E

Здесь 0 2
11 1( )

2
w E q

ε= — плотность энергии поля, соз"

даваемого зарядом q1, 0 2
22 2( )

2
w E q

ε= — зарядом q2, w12 =
= ε0E(q1)E(q2) — плотность взаимной энергии, знак кото"
рой может быть как положительным, так и отрицатель"
ным. Таким образом, энергия системы зарядов не адди�
тивна и может быть как больше, так и меньше суммы
энергий каждого заряда в отдельности.

Задача V.2. Определить энергию шара с радиусом R,
заряженного равномерно по объему с плотностью ρ, ис"
пользуя различные способы (5.1), (5.6) и (5.14).

Решение.
1$й способ — вычисление энергии как работы внеш"

них сил по созданию системы зарядов (5.1).
Пусть уже имеется равномерно с плотностью ρ заря"

женный по объему шар радиусом r < R. Добавление сле"
дующего сферического слоя шара, имеющего объем 4πr2dr
и заряд dq = ρ4πr2dr, потребует совершения работы (5.1)
ΔAext = dqϕ(r), где ϕ(r) — потенциал на поверхности шара,
созданный его зарядом 4/3πr3ρ:

3
2

0 0

4 31( ) .
4 3

r
r

r
π ρ ρϕ = ⋅ =

πε ε
r
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Таким образом, полная работа по созданию заряда
Q = 4/3πR3ρ будет равна энергии заряженного шара We:

2 2

00 0

2 2
5

0 0

( ) ( 4 )
3

4 31 .
15 4 5

Q R

eW dq r dr r

QR
R

ρ= ⋅ϕ = ρ π =
ε

πρ= = ⋅
ε πε

∫ ∫r

(5.15)

2�й способ — вычисление собственной энергии шара
по формуле (5.6), где плотность ρ = const, элемент объема
dτ = 4πr2dr, а потенциал внутри шара, где находятся заряA

ды, равен 
2 2

3
0

(3 )
( )

4 2
R rQ

R
−ϕ = ⋅

πε
r  (см. (1.77), задача I.13).

В этом случае

2 2 2
2

3
0 00

(3 ) 31 14 .
2 4 2 4 5

R

e
R rQ QW r dr

R R
−= ⋅ ρ π = ⋅

πε πε∫ (5.16)

3�й способ — вычисление собственной энергии элекA
трического поля, создаваемого заряженным шаром по
формуле (5.14), где напряженность поля (см. (1.76), (1.66),
задача I.13) и плотность энергии равны соответственно:
внутри шара

3
0

,
4i

Q rE
R

= ⋅
πε

2 2 2
0

2 6
0

;
2 32

i
i

E Q rw
R

ε= = ⋅
π ε

вне шара

2
0

1 ,
4e

QE
r

= ⋅
πε

2 2
0

2 4
0

1 .
2 32

e
e

E Qw
r

ε= = ⋅
π ε

Энергия поля находится как сумма энергий поля внутри
и вне шара:

2
2 2

00

314 4 .
4 5

R

e i e

R

QW w r dr w r dr
R

∞

= π + π = ⋅
πε∫ ∫ (5.17)

Как и следовало ожидать, все три способа приводят к
одинаковому результату (5.15)–(5.17).
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Ответ: 
2

0

31 .
4 5e

QW
R

= ⋅
πε

Задача V.3 (для самопроверки). Капля жидкости с ра�
диусом r0 обладает зарядом q0, распределенным по ее по�
верхности. Во сколько раз изменится электрическая по�
тенциальная энергия капли, если она разделится на две
одинаковые капли, которые разлетятся на расстояние
a >> r0?

Решение. Согласно формуле (5.5) электрическая по�
тенциальная энергия капли до разделения:

2
0

0
0 0

1 1 .
2 4

q
W

r
= ⋅ ⋅

πε
После образования двух капель с радиусами r1 = r0/21/3

их потенциальная энергия становится равной

2 2 2
0 0 0

1
0 1 0 0 1

( /2) ( /2) ( /2)1 1 1 12 ,
2 4 4 4

q q q
W

r a r
⎛ ⎞= ⋅ ⋅ + ⋅ ≈ ⋅⎜ ⎟πε πε πε⎝ ⎠

где второе слагаемое описывает потенциальную энергию
взаимодействия капель друг с другом.

Таким образом, электрическая потенциальная энергия
уменьшается:

W1/W0 = 2–2/3 ≈ 0,63.

Поэтому дробление заряженных капель воды при раз�
личных атмосферных явлениях сопровождается уменьше�
нием электрической энергии, т. е. является энергетиче�
ски выгодным. Однако при этом надо учитывать, что при
разделении капель увеличивается суммарная площадь
поверхности и положительная поверхностная энергия,
которая ограничивает процесс деления.

Ответ: W1/W0 = 2–2/3 ≈ 0,63.
Задача V.4 (для самопроверки). Во сколько раз энер�

гия Wρ заряда q, равномерно распределенного по объему
шара с радиусом R, отличается от энергии Wσ этого же за�
ряда, если его поместить на металлический шар того же
радиуса.

Ответ: Wρ/Wσ = 6/5.
Задача V.5 (для самопроверки). Убедитесь, что при

соединении заряженных шаров проводником (задача II.7)
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заряд перераспределяется так, чтобы электрическая по%
тенциальная энергия системы зарядов была минимальной.

Ответ: Из условия минимума dW/dq1 = 0, где
2 2

1 1 11

0 1 2

( ) ( )1
4 2 2

q Q q q Q q
W

R R a
− −⎡ ⎤= + +⎢ ⎥πε ⎣ ⎦

— электрическая потенциальная энергия шаров после
соединения проводником, следует соотношение (2.25).

§ 5.3.
ЭНЕРГИЯ ТОЧЕЧНОГО ДИПОЛЯ

5.3.1.
СОБСТВЕННАЯ ЭНЕРГИЯ

ТОЧЕЧНОГО ДИПОЛЯ

Собственная энергия диполя — это энергия, которой
обладает диполь в собственном электрическом поле. Рас%
смотрим диполь, состоящий из двух точечных зарядов ±q,
находящихся на расстоянии � друг от друга (рис. 5.2, но в
отсутствие внешнего поля). Выражение для собственной
энергии диполя можно получить, используя соотношения
(5.4) и (5.5):

[ ]

( ) [ ]

1 ( ) ( ) ( )
2

1( ) ( ) ( ) ( ) .
2

eW q q

q q

− +

+ − + −

= − ϕ + ϕ =

= ⎡ ϕ − ϕ ⎤ = ϕ − ϕ⎣ ⎦

r r

r r r r

Учитывая, что p = q� (на%
помним, вектор � направлен
от отрицательного заряда к
положительному), а E(r) =
= –dϕ(r)/dr, в приближении
точечного диполя �→ 0 полу%
чаем

( ) ( )

( )
( ) ,

d
d

+ −

+ −

ϕ − ϕ =
ϕ= − = −

r r

r
r r E

r
�

(5.18)

Рис. 5.2
Диполь, состоящий из двух

точечных зарядов ±q, находя�
щихся на расстоянии � друг

от друга, помещен в поле
сторонних источников,

создающих напряженность Е0
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или окончательно

1 ( ),
2e eW = − pE (5.19)

где Ee(r) — напряженность поля, создаваемого диполем в
точке расположения диполя.

5.3.2.
ЭНЕРГИЯ ТОЧЕЧНОГО ДИПОЛЯ

ВО ВНЕШНЕМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Пусть диполь (два точечных заряда +q и –q, находя/
щихся на расстоянии � друг от друга (рис. 5.2)) помещен в
поле сторонних источников с напряженностью Е0.

Энергия диполя во внешнем поле определяется рабо/
той по перемещению зарядов +q и –q из бесконечности в
данную точку поля. Полагая, что при перемещении заря/
дов +q и –q величина этих зарядов не влияет на поле Е0

сторонних источников, и не учитывая собственную энер�
гию диполя, получаем:

W0 = (–q)ϕ0(r_) + qϕ0(r+) = q(ϕ0(r+) – ϕ0(r_)),

где ϕ0(r+) и ϕ0(r_) — потенциалы внешнего поля в точках
расположения зарядов +q и –q соответственно. Используя
(5.18), получаем

W0 = –(pE0), (5.20)

где p — дипольный момент точечного диполя, E0 — на/
пряженность внешнего поля сторонних источников в точ/
ке расположения диполя.

Задача V.6. Какую работу надо совершить, чтобы за/
ряд q0 внести из бесконечности в поле точечного диполя р
при двух различных путях переноса: по пути (а) в точку А
и по пути (б) в точку В (рис. 5.3)?

Решение. При нормировке потенциала на нуль на бес/
конечности работа внешних сил равна ΔA = q0ϕтд, где

тд 3
0

( )1
4 r

ϕ = ⋅
πε

pr
— потенциал поля диполя р в точке rA

(или rB) (рис. 5.3), в которую переносится заряд q0. По/
скольку (рrA) = 0, а (рrB) = (prB), то

ΔA(a) = 0,
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0
( ) 2

0

1 .
4б

B

q p
A

r
Δ = ⋅

πε

Ответ: ΔA(a) = 0, 0
( ) 2

0

1 .
4б

B

q p
A

r
Δ = ⋅

πε
Вопрос для самопроверки. Озна�

чает ли неравенство ΔA(a) ≠ ΔA(б), что
электрическое поле диполя не потен�
циально?

Ответ. Потенциальность поля оз�
начает, что полная работа по переме�
щению заряда по любому замкнуто
му пути, например работа ΔA(a) по
перемещению заряда q0 из бесконеч�
ности в точку А плюс работа ΔAA → B

при перемещении из точки А в точку В и плюс работа
ΔAB → ∞ = –ΔA(б) при перемещении из точки В в бесконеч�
ность, должна быть равна нулю. Все элементарные рабо�
ты δA(a), из которых складывается полная работа ΔA(a), рав�
ны нулю: δA(a) = 0, так как все точки на пути (а) обладают
нулевым потенциалом. При перемещении заряда q0 из точ�
ки А в точку В внешними силами (против сил электриче�
ского поля диполя) совершается работа

0
0 0 2

0

1( ) .
4A B B A B

B

q p
A q q

r→Δ = ϕ − ϕ = ϕ = ⋅
πε

Полученный результат δA∞ → A + δAA → B + δAB → ∞ = 0 под�
тверждает потенциальность поля диполя.

5.3.3.
ЭНЕРГИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

ТОЧЕЧНЫХ ДИПОЛЕЙ

Энергия взаимодействия двух диполей — это энергия
одного диполя в электрическом поле другого диполя, ко�
торое рассматривается как внешнее поле по отношению к
первому диполю.

Напряженность поля, создаваемого вторым диполем
(см. задачу III.2), равна

2
2 2

2 5
0

3( )1( ) .
4 r

−= ⋅
πε

p r r p r
E r

Рис. 5.3
Точечный заряд q0
из бесконечности
вносится в поле

точечного диполя р
вдоль прямой линии в
точку А (путь (а))

или в точку В (путь
(б))
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Поэтому энергия первого диполя p1 во внешнем для
него поле второго диполя может быть вычислена по фор+
муле (5.20)

1 2

2
1 12 2 12 1 2 12

1 2 5
0 12

3( )( ) ( )1( ) ,
4

W
r

−= − = − ⋅
πεp p

p r p r p p r
p E (5.21)

где вектор r12 = r1 – r2 = –r21 направлен от второго диполя
к первому. Можно убедиться в том, что энергия второго
диполя во внешнем поле первого диполя имеет такое же
значение, т. е.

1 2 1 2 2 1( ) ( ).= − = −p p p E p EW (5.22)

Вопрос для самопроверки.
Электростатические взаимодействия, в частности ди+

поль–дипольные, ион–дипольные и заряд–зарядовые, иг+
рают определяющую роль в живых организмах, постро+
енных из биополимеров — белков (полипептидов) и нук+
леиновых кислот (полинуклеотидов).

Нуклеиновые кислоты (полинуклеотиды) осуществля+
ют хранение и передачу генетической информации и уча+
ствуют в биосинтезе белков. Нуклеиновые кислоты — это
самые большие полимерные молекулы в клетках живых
организмов. Длина одной молекулы ДНК имеет порядок
l ≈ 10–5 м. Общая длина молекул ДНК у одного человека
приблизительно равна 1014 м = 1011 км, что в тысячи раз
превосходит расстояние от Земли до Солнца.

Молекула ДНК состоит из двух антипараллельных по+
линуклеотидных цепей, закрученных относительно общей
оси так, что они образуют двойную спираль (модель Уотсо+
на–Крика). Две полинуклеотидные цепочки удерживают+
ся вместе благодаря, главным образом, водородным связям.
Основную роль в водородной связи играет диполь–диполь+
ное взаимодействие между комплементарными (подходя+
щими друг к другу как «ключ к замку») азотистыми осно+
ваниями соседних цепей. Энергия диполь–дипольного взаи+
модействия имеет порядок Wpp ∼ 20 кДж/моль. Полагая,
что взаимодействующие диполи соседних нитей ДНК рас+
положены параллельно друг другу вдоль одной прямой, а
расстояние между ними а ∼ 3 Å = 3 ⋅ 10–10 м, оцените, с ка+
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кой силой две полинуклеотидные нити удерживаются в
единой молекуле ДНК, если число водородных связей в
одной молекуле ДНК составляет NH ∼ 105.

Ответ: При условии р1 = р2= р энергия взаимодействия
диполей (5.21)
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Сила притяжения двух нитей в молекуле ДНК составит
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Линейная плотность силы (сила, действующая на едини<
цу длины молекулы ДНК):
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§ 5.4.
ЭНЕРГИЯ КОНДЕНСАТОРА

Задача V.7. Определите электростатическую энергию
заряженного конденсатора, имеющего емкость С и заряд q.

Решение. Пусть ϕ_ — потенциал пластины с отрица<
тельным зарядом (–q), а ϕ+ — потенциал пластины с поло<
жительным зарядом +q, тогда ϕ+ – ϕ_ = U — разность по<
тенциалов между обкладками конденсатора.

Используя соотношение (5.4), получаем выражение
для энергии заряженного конденсатора WC:
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которое с учетом формулы (4.2) может быть записано, на<
пример, в такой форме:
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Использование соотношения (5.23) можно рассматри<
вать как четвертый способ вычисления энергии системы
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заряженных проводников наряду с (5.5), (5.6) и (5.14).
Рассмотрим применение всех четырех способов на приме%
ре следующей задачи.

Вопрос для самопроверки. В  каком случае n одинако%
вых конденсаторов, подсоединенных к батарее с ЭДС U,
аккумулируют больше энергии: при последовательном
или параллельном соединении?

Ответ. См. вопрос после задачи IV.3 и формулу (5.23).
Задача V.8. Вычислите энергию металлической сфе%

ры с радиусом R, имеющую заряд Q (используя все, рас%
смотренные выше, четыре способа).

Решение.
1�й способ — вычисление энергии как работы внеш%

них сил по созданию системы зарядов (5.1).
Пусть сфере уже сообщен заряд q. Внесение следующе%

го заряда dq требует совершения работы (5.1) ΔAext = dqϕ(R),
где ϕ(R) — потенциал на поверхности сферы, созданный
зарядом шара q:
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Таким образом, полная работа по сообщению сфере за%

ряда Q, равная энергии заряженной сферы We:
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2�й способ — вычисление собственной энергии заря%
женной сферы по формуле (5.5) (или (5.6)), в которой по%
тенциал всех зарядов один и тот же и равен потенциалу
сферы ϕ(r) = ϕ(R) = const.

3�й способ — вычисление собственной энергии электри%
ческого поля, создаваемого заряженной сферой, по форму%
ле (5.14), в которой напряженность поля (см. задачу I.10) и
плотность энергии:
внутри шара

Ei = 0

и

wi = 0;
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а вне шара
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Тогда для энергии поля (5.24) имеем
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4�й способ — вычисление энергии сферы как энергии
конденсатора (5.23) емкостью C = 4πε0R (4.3):
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Как и следовало ожидать, все четыре способа дают оди9
наковый результат.

Ответ: 
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§ 5.5.
ЭНЕРГИЯ И СИЛЫ

Используя закон Кулона, определяющий силу взаимо9
действия неподвижных точечных зарядов, и принцип су9
перпозиции сил, можно вычислить силу взаимодействия
любых систем зарядов.

В то же время силу F, действующую на систему заря9
дов q, можно вычислить через работу этих сил δA при бес9
конечно малом виртуальном (мысленном) перемещении
зарядов системы. Работа силы приводит к изменению элек9
тростатической энергии системы, которое будет различ9
ным в зависимости от того, находится ли система зарядов
в электрическом поле сторонних зарядов или в поле сто9
ронних источников ЭДС.

(I) Пусть рассматриваемая система зарядов q нахо9
дится в электрическом поле, создаваемом сторонними
фиксированными зарядами Q. Изменение энергии dWe
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рассматриваемой системы зарядов при смещении на dr за$
ряда dq, входящего в систему, равно работе внешних (ме$
ханических) сил (закон изменения электростатической
энергии):

dWe = δAext

или работе δAE, взятой с обратным знаком dWe = –δAE, сил
FQ поля, действующих на заряд dq, так как

δAext = –δAE. (5.27)

Поскольку

δAQ = FQdr, (5.28)

то формула для вычисления сил электрического поля при$
мет следующий вид:

grad .e
Q e

dW
W

d
= − ≡ −F

r
(5.29)

Индекс Q у силы указывает на то, что рассматривае$
мая система зарядов находится в поле сторонних заря$
дов Q.

На использовании формулы (5.29) основан метод вы�
числения электростатических сил:

1) задается перемещение dr;
2) вычисляется изменение электрической энергии dWe,

основываясь на формулах (5.5), или (5.6), или (5.14);
3) определяется сила (5.29).
(II) Если рассматриваемая система зарядов находится

в электрическом поле, создаваемом сторонними источни�
ками ЭДС, то изменение энергии системы зарядов может
быть связано с работой электродвижущих сил немехани$
ческого происхождения (например, химических в хими$
ческом элементе Вольта), т. е. работой источников тока
ΔAЭДС. В этом случае закон изменения электрической энер�
гии системы зарядов (и дипольных моментов) можно сфор$
мулировать следующим образом: изменение электриче$
ской энергии системы равно сумме элементарных работ
ЭДС источников тока и внешних механических сил:

dWe = δAЭДС + δAмех. (5.30)
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При этом работа электростатических сил, равная
δAU = –δAext, определяется формулой δAU = δAЭДС –dWe, а
сила — соотношением

FU = δAU/dr. (5.31)

Задача V.9. Две заряженные параллельные пластины
площадью S расположены на расстоянии d S�  друг от
друга. Вычислить силу электрического взаимодействия
пластин, если заряды пластин q1 и q2 (задача II.1).

Решение. Вычисление проведем двумя способами:
1) используя соотношение (5.29);
2) используя закон Кулона.
1�й способ. Чтобы вычислить силу, действующую, наB

пример, на пластину 2, задаем мысленное (виртуальное)
смещение dx пластины 2 в положительном направлении
выбранной на рис. 2.1 оси ОХ. Напряженность поля остаB
ется неизменной и равной (см. задачу II.1 для параллельB
ных бесконечных плоскостей):
между пластинами 0 < x < d

1 2
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;
2

E
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ε
слева и справа от системы пластин (x < 0, x > d)
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Поскольку объем между пластинами увеличился на

Sdx, то энергия системы увеличилась на wintSdx и уменьB
шилась на wextSdx, где wint, wext — плотности энергии в
промежутке между пластинами и вне этой области соотB
ветственно:

int ext
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(5.32)

Таким образом, хBкомпонента силы, действующей на
пластину 2, равна
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F S
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ε ε

(5.33)
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и положительна (т. е. направлена в положительном на�
правлении оси ОХ), если заряды пластин имеют одинако�
вые знаки (σ1σ2 > 0 или σ1σ2 < 0), и отрицательна, если
пластины заряжены разноименно.

Примечание. Используя (5.33) и (5.32), запишем выраже�
ние для давления (нормальной составляющей силы, действую�
щей на единичную площадку):

int ext .x eF dWP w w
S Sdx

= = − = − (5.34)

Механическое напряжение (сила, действующая на единич�
ную площадку) равно разности плотностей энергий по обе
стороны от площадки.

2
й способ. На произвольный малый заряд dq = σ2dS
пластины 2 действует электрическое поле, создаваемое
как пластиной 1, так и зарядами пластины 2 (за исключе�
нием рассматриваемого заряда dq). Однако поскольку вы�
числяется сила, действующая на всю пластину 2 целиком,
то силы взаимодействия между отдельными малыми за�
рядами пластины 2 взаимно компенсируются. Учтем так�
же, что в любой точке пластины 2 поле от пластины 1 име�
ет одно и то же значение (в модели бесконечных плоско�
стей) E = σ1/2ε0. Поэтому F = E1σ2S и

1 21 2
1 2

0 0

.
2 2x x

q q
F E S S

S
σ σ= σ = =

ε ε
Естественно, что энергетический (способ 1) и динами�

ческий (способ 2) способы приводят к одному результату,
так как в основе каждого подхода лежит закон Кулона.

Обратим внимание на то, что в энергетическом спосо�
бе при вычислении энергии поля использовалась напря�
женность поля, создаваемого обеими пластинами. В ди�
намическом способе при вычислении силы, действующей
на заряд q2 2�й пластины, естественно не рассматривалось
поле самого заряда q2, а использовалась напряженность
поля, создаваемого только 1�й пластиной.

Частный случай. Если q2 = –q1 = q, то задача сводится
к определению силы притяжения друг к другу пластин
плоского конденсатора, имеющего емкость C = ε0S/d и за�
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ряд q. Энергия конденсатора равна (5.23) W = q2/2C, плот#

ность энергии: wext = 0, 
2

int
1 .

2
qWw

Sd C Sd
= = ⋅  Таким образом,

испытываемые каждой из пластин конденсатора механи#
ческое напряжение (давление) и сила равны (5.34):
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Задача V.10. Одна из пластин плоского конденсатора
наклонена относительно другой пластины на угол β0. Раз#
меры пластин a×b (геометрические размеры указаны на
рис. 5.4). Конденсатор присоединен к источнику ЭДС U.
Определить момент сил, действующих на пластины, пре#
небрегая краевыми эффектами.

Решение.
1�й способ. Воспользуемся соотношением (5.34) для

механического напряжения (плотности силы). С учетом
симметрии задачи напряженность поля Е может изменять#
ся только вдоль оси r. Поэтому сила, действующая на эле#
ментарную площадку с площадью (b ⋅ dr), заштрихован#
ную на нижней пластине конденсатора (для которой β = 0)

Рис. 5.4
Одна из пластин плоского конденсатора наклонена

относительно другой пластины на угол β0. Вершина угла
находится на расстоянии L от ближайших сторон

пластин конденсатора. Конденсатор присоединен к
источнику, создающему на конденсаторе разность

потенциалов U
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с учетом того, что напряженность поля вне конденсатора
можно считать равной нулю, запишется в виде

2
0

int ext int
( 0)

( ) ( )( ) ( ) .
2

E
dF r w w bdr w bdr bdr

ε β == − = = (5.35)

Для определения напряженности E(r, β) между пласти/
нами конденсатора в точках с координатой r воспользу/
емся теоремой Остроградского–Гаусса, выбрав поверх/
ность Остроградского–Гаусса, как показано на рис. 5.4.
Поток вектора напряженности отличен от нуля только
через площадку s. Согласно теореме имеем

0

( )
( , )

r s
E r s

σ ⋅β ⋅ =
ε

или

E(r, β) = σ(r)/ε0, (5.36)

т. е. напряженность поля, как и в случае параллельного
расположения пластин конденсатора, не зависит от угла β.

Поскольку работа поля вдоль одной силовой линии
(r = const) равна разности потенциалов E(r) ⋅ rβ0 = U, то

E(r) = U/rβ0. (5.37)

Подставляя Е (5.37) в (5.35), получаем выражение для
силы и момента силы, действующей на элементарную пло/
щадку:

2 2
0 0

2 2
0

( ) ;
2 2
E U

dF r bdr bdr
r

ε ε= =
β

2
0

2
0

( ) .
2

U
dM r rdF bdr

r
ε= =

β
(5.38)

Полный момент сил, действующих на пластину кон/
денсатора, вычисляется интегрированием:

2 2
0 0

2 2
0 0

ln .
2 2

L a

L

U U L aM dM bdr b
r a

+ ε ε += = =
β β∫ ∫

2�й способ основан на принципе виртуальной работы и
законе изменения механической энергии. Для вычисле/
ния момента силы задаем виртуальное изменение угла β0



ГЛАВА 5. ЭНЕРГИЯ СИСТЕМЫ ЗАРЯДОВ 245

на величину dβ0 > 0. Используем закон изменения элек%
трической энергии

dW = δAЭДС – δA, (5.39)

где работа пондеромоторных сил со стороны электриче%
ского поля равна

δA = Mdβ0, (5.40)

а изменение электрической энергии dW и работа источ%
ника могут быть связаны с изменением емкости конден%
сатора:

2 2

2 2
CU UdW d dC⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦

и

δAЭДС = Udq = U2dC. (5.41)

Подставляя (5.40) и (5.41) в (5.39), получаем

2

0

.
2

U dCM
d

= ⋅
β

(5.42)

Таким образом, задача свелась к вычислению емко%
сти. По определению C = q/U, где заряд конденсатора

( ) ,
L a

L

q r bdr
+

= σ∫  а плотность заряда на основании (5.36) и

(5.37) — σ(r) = ε0U/rβ0. Таким образом,

0 0

0 0

1 ln .
L a

L

q U L aC bdr b
U U r a

+ ε ε += = =
β β∫ (5.43)

Используя (5.42) и полученное выражение для емко%
сти (5.43), имеем

22
0

2
0 0

ln .
2 2

UU dC L aM b
d a

ε += ⋅ = −
β β

(5.44)

Знак «–» указывает на то, что момент сил противодей%
ствует увеличению угла, т. е. прижимает пластины друг к
другу.

Ответ: 
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0
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U L aM b
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ε +=
β
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Задача V.11 (для самопроверки). Найти силу взаимо�
действия двух одинаковых незаряженных металлических
сфер с радиусом R, помещенных в однородное электриче�
ское поле с напряженностью Е0, направленной параллель�
но линии, соединяющей центры сфер. Расстояние между
центрами сфер равно а, причем а >> R.

Ответ. В электрическом поле металлические сферы
поляризуются (задача III.7, рис. 3.13), приобретая ди�
польные моменты p1 = p2 = p0 = αε0E0 (3.32), где α = 4πR3

(3.31) — коэффициент поляризуемости. Сила взаимодей�
ствия дипольных моментов может быть вычислена как
сила, действующая на диполь р2 со стороны поля с напря�

женностью Е1, создаваемого диполем р1: 1
2x

d
F

dx
= Ep  (3.18),

где 1
1 3

0

21
4 x

= ⋅
πε

p
E  (3.10). Тогда получаем, что металлические

сферы притягиваются друг к другу с силой 
6

2
0 04

64 .RF E
a

= πε
Задача V.12. В сплошном металлическом незаряжен�

ном шаре с радиусом R сделана сферическая полость c ра�
диусом r0 и с центром О′ на расстоянии а от центра шара О.
В центр полости помещен точечный заряд q1. На расстоя�
нии b > R от центра шара находится точечный заряд q2.
Определить силы, действующие на точечные заряды q1, q2

и шар, если b >> R и b сравнимо с R.
Решение. Используя решение задачи II.6 (заряд внутри

металлической сферы), можно сделать вывод, что на по�
верхности сферической полости равномерно распределяет�
ся индуцированный заряд –q1, а на внешней поверхности
шара образуется индуцированный заряд, равный +q1. Поле
заряда q1 и индуцированного на поверхности полости за�
ряда –q1 локализовано внутри полости и не оказывает дей�
ствия на заряды, находящиеся вне полости, так же как и
заряд q2 и индуцированный заряд +q1 не действуют на за�
ряд q1 и поверхностный индуцированный заряд –q1. Так
как расположение зарядов симметрично и сила взаимо�
действия заряда q1 и поверхностного индуцированного за�
ряда –q1 равна нулю, то заряд q1 и индуцированный на
поверхности полости заряд –q1 вообще не испытывают си�
лового воздействия: F1 = 0, F–q1 = 0. Таким образом, эти
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заряды можно исключить из рассмотрения и учитывать
только взаимодействие заряда q2 и индуцированного на
поверхности шара заряда +q1.

1. Если b >> R, то заряд +q1 распределяется равномер4
но по внешней поверхности шара, так что создаваемое им
поле действует на q2 с силой

2 1
2 2

0

1 .
4

q q
F

b
= ⋅

πε

На шар действует сила 1 2
шар 2

0

1 ,
4

q q
F

b
= ⋅

πε  равная по ве4

личине F2, но противоположная по направлению.
2. Если b сравнимо с R, то следует использовать метод

зеркальных изображений (см. задачу II.16). Тогда полу4
чаем, что на q2 со стороны шара действует поле заряда
q1 + q2R/b, расположенного в центре шара, и поле заряда
–q2R/b, расположенного на расстоянии x0 = R2/b от цен4
тра шара:

2 1 2 2
2 2 2 2

0

3 2 2
2 1 2

2 3 2 2 2
0

/ /
4 ( / )

(2 )
.

4 ( )

q q q R b q R b
F

b b R b

q q q R b R
b b b R

+ −⎛ ⎞= + =⎜ ⎟πε −⎝ ⎠
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟πε −⎝ ⎠

Такая же по величине сила действует на шар со сторо4
ны заряда q2.

Ответ:

1. 1 2
2

0

1 .
4

q q
F

b
= ⋅

πε

2.
3 2 2

2 1 2
2 3 2 2 2

0

(2 )
4 ( )

q q q R b R
F

b b b R
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟πε −⎝ ⎠

.

§ 5.6.
СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА ДИПОЛЬ,

НАХОДЯЩИЙСЯ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ
СТОРОННИХ ИСТОЧНИКОВ

Рассмотрим несколько задач на вычисление энергии
диполя и сил, действующих на диполь, находящийся в
электрическом поле сторонних источников. Необходимые
сведения о диполе сведены в единую таблицу (табл. 5.1).
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Задача V.13. Электрический диполь с дипольным мо#
ментом p = 10–12 Кл ⋅ м находится в однородном электри#
ческом поле с напряженностью E0 = 104 B/м. Направление
дипольного момента составляет угол β = 30° с направлени#
ем напряженности поля. Какую работу надо совершить,
чтобы увеличить угол β в 2 раза?

Решение. Используем закон изменения электрической
энергии dW = σAext (5.1) и формулу для энергии точечно#
го диполя во внешнем поле W = –(pE0) (5.20). Получаем

ext ext 2 1

8
0 (cos2 cos ) 10 ( 3 1)/2 Дж.

A A W W

pE −

Δ = δ = − =

= − β − β = −
∫

Ответ: 8
ext 0 (cos2 cos ) 10 ( 3 1)/2 Дж.A pE −Δ = − β − β = −

Задача V.14. Определить энергию дипольного момен#
та р и силу, действующую на диполь со стороны точечного
заряда q, находящего на расстоянии а от диполя: при α = 0
и при α = π/2 (см. рис. 5.5).

Решение. Во#первых, на дипольный момент при α = π/2
действует момент сил M = [pE], стремящийся развернуть

Т а б л и ц а  5 . 1  

Обобщенные сведения о точечном дипольном моменте 

Для двух точечных зарядов 

1

n

i i
i

q X Y
=

± ∑  
p = ql 

Дипольный 
момент 

Для непрерывного распределения 
зарядов с суммарным зарядом, 
равным нулю Q = 0 

d
τ

= ρ τ∫p r  

Собственная энергия (Ее — на#
пряженность поля диполя) We = –1/2(pEe) Энергия  

дипольного 
момента Энергия во внешнем поле с на#

пряженностью Е0 W = –(pE0) 

Вращающий механических мо#
мент сил M = [pE0] Силы,  

действующие 
на диполь  
во внешнем 
поле Е0 

Сила в неоднородном поле, втяги#
вающая диполь в более сильное 
поле  

F = (p∇∇∇∇)E0 
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дипольный момент по направлению напряженности поля

0 3
0

1
4

q
r

= ⋅
πε

E r  точечного заряда.

Во*вторых, точечный заряд q создает неоднородное элек*
трическое поле, которое действует на дипольный момент

с силой F = (p∇)E0 (3.19). Учитывая, что 0 3
0

1 ,
4

q
r

= ⋅
πε

E r

а p = pi в случае (1) и p = pj в случае (2), вычисляем произ*
водные в точке r = (ai, 0, 0) и получаем выражения для сил:
при α = 0

0
1 3 3

0 0

12 ,
4 4

pq pqd dp
dx dx r r

⎛ ⎞= = ⋅ = − ⋅⎜ ⎟πε πε⎝ ⎠
E rF i (5.45)

при α = π/2

2 3 3
0 0

1 .
4 4

pq pqd dp
dy dy r r

⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅⎜ ⎟πε πε⎝ ⎠
E rF j (5.46)

Заметим, что также можно независимо вычислить
силу, действующую на заряд q со стороны электрического
поля, создаваемого точечным диполем:

2

5
0

3( )
,

4q p
q r

q
r

−= = ⋅
πε

pr r p
F E

и далее воспользоваться третьим законом Ньютона:

2

5
0

3( )
.

4q
q r

r
−= − = − ⋅

πε
pr r p

F F (5.47)

Из (5.47) как частные случаи получаются выражения
(5.45) и (5.46).

Выражение W = –(pE0) для энергии диполя во внеш*
нем электрическом поле для заданных в задаче частных
случаев принимает вид:

Рис. 5.5
На расстоянии а от точечного заряда q
находится точечный диполь р. Между

направлением вектора дипольного
момента р и r угол α
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для α = 0

1 2
0

1 ;
4

qp
W

r
= − ⋅

πε
для α = π/2

W2 = 0.

Если рассматривать не фиксированный дипольный
момент, а, например, свободную молекулу воды, нахо*
дящуюся в поле иона или электрона, то под действием
момента сил M = [pE] молекула развернется так, что ее
дипольный момент будет направлен по полю и под дей*
ствием силы (5.45) она притянется к заряду. Благодаря
указанным силам на ионах и электронах в воздухе образу*
ются капли тумана.

Ответ:
1) при α = 0 (т. е. при p = pi)

1 2
0

1
4

qp
W

r
= − ⋅

πε
и

1 3
0

12 ;
4

pq
r

= − ⋅
πε

F i

2) при α = π/2 (т. е. при p = pj)

W2 = 0

и

2 3
0

1 .
4

pq
r

= ⋅
πε

F j

Задача V.15 (для самопроверки). Как изменятся энер*
гия и сила, действующая на диполь в предыдущей задаче,
если вместо точечного заряда q использовать заряженный
шар с радиусом R� a и зарядом q?

Задача V.16. Электрический диполь (например, моле*
кула воды), обладающий дипольным моментом р, нахо*
дится на расстоянии h от неограниченной проводящей
плоскости. Определить энергию взаимодействия диполя с
проводящей плоскостью и силу притяжения диполя к
плоскости, если угол между направлением дипольного
момента р и нормалью к плоскости составляет α = 0 и
α = π/2 (рис. 5.6).
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Решение. Аналогично точечному
заряду точечный диполь создает свое
зеркальное отображение в бесконеч,
ной проводящей плоскости. Рассмат,
ривая простейший точечный диполь в
виде двух точечных зарядов (+q, –q),
находящихся на очень близком рас,
стоянии � друг от друга, нетрудно по,
строить отображение диполя р′′′′′, ис,
пользуя метод построения зеркальных
отображений для каждого из точеч,
ных зарядов, образующих диполь
(рис. 5.6). Добавление зеркальных ото,
бражений зарядов не меняет потенци,
ал произвольной точки D на плоско,
сти, который остается равным нулю.
Компоненты дипольного момента и его
отображения в системе координат, изо,
браженной на рис. 5.6, равны

p: px = psinα, pz = pcosα;

р′′′′′: px = –psinα, pz = pcosα.

Энергию взаимодействия диполя и проводящей плос,
кости (собственную потенциальную энергию системы «ди,
поль–проводящая плоскость») можно представить как
энергию дипольного момента р в электрическом поле с на,
пряженностью E′′′′′, созданном диполем изображением р′′′′′,
т. е. в конечном итоге самим же дипольным моментом:

W = –1/2(E′′′′′p). (5.48)

Коэффициент 1/2 в выражении (5.48) для энергии ука,
зывает на то, что энергия является собственной. Проил,
люстрируем появление множителя 1/2, вычисляя изме,
нение энергии dW при увеличении дипольного момента
на dp (при неизменной ориентации р). В этом случае энер,
гия изменяется на dW = –(E′′′′′dp), где E′′′′′ пропорционально р:

E′ ∼ p (3.10). Вычисляя энергию как 
0

W dW= ∫
p

, получаем

Рис. 5.6
Точечный диполь р

находится на
расстоянии h от
неограниченной

проводящей плоско�
сти. Направление
дипольного момен�
та р составляет

угол α с нормалью к
плоскости (ось OZ)
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0

1 ( ).
2

W dW ′= = −∫
p

E p

Используем для напряженности E′′′′′ точечного диполя&

изображения p′′′′′ выражение 
2

5
0

3( )1 .
4

r
r

′ ′−′ = ⋅
πε

p r r p
E  Так

как радиус r направлен по оси OZ, то (p′′′′′r) = rpcosα = (pr) и
(p′′′′′p) = p2cos2α, а выражения для энергии и силы имеют
вид

2 2 2 2

5 3
0 0

3( ) ( ) (1 cos )1 1 1( ) ,
2 4 2 4 2

r p
W

r r
′− + α′= − = − ⋅ = − ⋅

πε πε
pr p p

E p

2 2

4
0

3 (1 cos )1 .
4 2 z

pdW
d r

+ α= − = − ⋅
πε

F e
r

Энергия взаимодействия диполя с проводящей плос&
костью отрицательна. Чем ближе диполь к плоскости, тем
значительнее понижение энергии, т. е. диполю энергети&
чески выгодно приближаться к плоскости. Понижение
энергии (отрицательные добавки к энергии) означает на&
личие сил притяжения. В 2 раза сильнее притягивается к
плоскости дипольный момент, перпендикулярно направ&
ленный к плоскости, чем дипольный момент, параллель&
ный плоскости.

Учитывая, что r = 2h, для частных случаев направле&
ния дипольного момента имеем:

α = 0 α = π/2
2

3
0

1 1( ) ;
2 4 (2 )

p
W

h
′= − = − ⋅

πε
E p

2

3
0

1 1( ) ;
2 4 2(2 )

p
W

h
′= − = − ⋅

πε
E p

2

4
0

31 ;
4 (2 ) z

pdW
d h

= − = − ⋅
πε

F e
r

2

4
0

31 .
4 2(2 ) z

pdW
d h

= − = − ⋅
πε

F e
r

§5.7.
СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ

ПОЛЯРИЗОВАННОГО ДИЭЛЕКТРИКА

Свободная энергия системы равна изотермической ра&
боте внешних сил по созданию данной системы. Поэтому
свободная энергия поляризованного диэлектрика равна
работе внешних сил, совершаемой при поляризации ди�
электрика.
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Прежде всего следует записать выражение для работы
внешних сил, совершаемой при поляризации диэлектриче3
ской системы. Существуют несколько способов записи этой
работы, в зависимости от того, какие тела входят в систему,
т. е. на что затрачивается энергия при совершении работы.

Рассмотрим два различных способа поляризации ди3
электрической системы в электрическом поле (рис. 5.7).

Процесс U (способ поляризации 1). Система поляри3
зуется, находясь внутри конденсатора, к пластинам кото3
рого прикладывается постоянное напряжение U. В этом
случае в систему входит только диэлектрическое тело.
Источник ЭДС, создающий постоянное напряжение U, не
входит в систему, и его работа считается внешней работой
по отношению к диэлектрическому телу.

Процесс Q (способ поляризации 2). Система поляризу3
ется путем внесения ее в поле фиксированного заряда (на3
пример, в поле заряженного конденсатора, отключенного
от источника питания). В этом случае в систему входят
диэлектрическое тело и фиксированные заряды, создаю3
щие электрическое поле. Внешняя работа — это работа
механических сил, совершаемая при внесении диэлектри3
ческой системы в электрическое поле фиксированных за3
рядов

Процесс U. Рассмотрим два одинаковых плоских кон3
денсатора с площадью пластин S и расстоянием между

Рис. 5.7
Два процесса поляризации диэлектрика:

а — в процессе U в систему, над которой совершается работа, входит
только диэлектрическое тело, работа совершается внешним источни3
ком ЭДС, поддерживающим между пластинами конденсатора напря3
жение U; б — в процессе Q в систему, над которой совершается работа
внешними механическими силами при внесении диэлектрика в поле
зарядов ±q, входят диэлектрическое тело и заряды ±q, создающие элек3
трическое поле.

а б
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ними L. Пространство между пластинами второго конден$
сатора полностью заполняется однородным изотропным
диэлектриком с диэлектрической проницаемостью ε. За$
тем оба конденсатора заряжаются от одинаковых источ$
ников ЭДС �.

Разность работ источников при зарядке конденсато$
ра, заполненного диэлектриком (Aε) и свободного конден$
сатора (A) равна работе источника по поляризации диэлек$
трика объемом (SL): Aε – A = (SL) ⋅ ΔAU, где ΔAU — работа
по поляризации единицы объема диэлектрика (удельная
работа). Работа при отсутствии диэлектрика равна

( )
0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) .
q

A U q dq EL d S SL Ed
σ σ

= = σ = σ∫ ∫ ∫ (5.49)

Аналогично при наличии диэлектрика можно записать

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

0 0

0 0

.

e e

e

q q

e

e

A U q dq SL Ed

SL Ed SL Ed

+ σ +σ

ε

σ σ

= = σ + σ =

= σ + σ

∫ ∫

∫ ∫
(5.50)

Здесь q — заряд, а U(q) = E ⋅ L — напряжение на об$
кладках конденсатора, растущее в процессе зарядки; q0 и
(q0 + qe) — конечные заряды первого и второго конденса$
торов соответственно; qe = S ⋅ σe — дополнительный заряд на
обкладках второго конденсатора (по сравнению с зарядом
на обкладках первого конденсатора), равный поляризаци$
онному заряду на поверхности диэлектрика; σe — поверх$
ностная плотность поляризационных зарядов. В случае,
когда вектор поляризации Р направлен перпендикулярно
пластинам конденсатора, σe = Р. Используя (5.49) и (5.50),
получаем выражение для работы источника, затраченной
на поляризацию единичного объема диэлектрика:

0 0

e

U e
A A

A Ed d
SL

σ
ε −Δ = = σ =∫ ∫

P

E P . (5.51)

Процесс Q. Вычислим сначала потенциальную энер$
гию диполя с дипольным моментом р, расположенного в
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точке r электрического поля с напряженностью Е0, созда(
ваемого сторонним источником (фиксированными заря(
дами). Потенциальная энергия диполя в этом случае рав(
на работе внешней механической силы δAQ по перемеще(
нию дипольного момента р из бесконечности, где поле
равно нулю, в точку r, где поле имеет напряженность Е0(r).
Используя выражение для силы (3.19), находим

мех поля 0 0

0

.Q
dA d d d d

d
∞ ∞ ∞

⎛ ⎞Δ = = − = − = −⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫
r r r E

F r F r p E r p E
r

(5.52)

Полученное выражение (5.52) справедливо не только
для точечного диполя, но и для маленького диэлектриче�
ского тела, в объеме которого как электрическое поле, так
и поляризацию можно считать однородными. В этом слу(
чае под дипольным моментом р понимается дипольный
момент всего тела p = Pτ, где τ — объем диэлектрического
тела.

Тогда для удельной (приходящейся на единицу объе(
ма тела) работы внешней силы по внесению диэлектриче(
ского тела из области, где поле равно нулю, в область с
напряженностью внешнего поля, равной Е0, получаем

0

мех 0

0

.QA d d
∞

Δ = = −∫ ∫
Er

F r P E (5.53)

Важно отметить, что формулы (5.51) и (5.53) справед(
ливы как для жестких, так и для мягких маленьких ди(
электрических тел. Жестким диэлектрическим телом на(
зывается диэлектрик, вектор поляризации которого «за(
морожен», т. е. не изменяется под действием внешних
электрических полей ни по величине, ни по направлению
относительно тела: P = const. Такая ситуация имеет ме(
сто тогда, когда вектор поляризации (или дипольный мо(
мент) тела жестко «фиксируется» внутренними силами,
действующими на него со стороны решетки атомов, на(
пример силами анизотропии, а воздействующее на него
внешнее электрическое поле недостаточно, чтобы изме(
нить ориентацию поляризации относительно решетки.
Жесткими диэлектриками можно считать электреты, ди(
польный момент которых остается неизменным при любых
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перемещениях и вращениях электрета в слабых электри%
ческих полях.

Мягким диэлектрическим телом называется тело, век%
тор поляризации которого определяется напряженностью
суммарного электрического поля (внешнего с напряжен%
ностью E0 и поля с напряженностью Ee, создаваемого са%
мим поляризованным диэлектриком): E = E0 + Ee. Для
линейных материальных сред P = (ε – 1)ε0E, где ε — отно%
сительная диэлектрическая проницаемость среды. Поэто%
му для мягких маленьких диэлектрических тел вектор
поляризации в формуле (5.53) связан с суммарной напря%
женностью и может изменять свою ориентацию относи%
тельно решетки атомов (тела диэлектрика).

Сравним ΔAU (5.51) и ΔAQ (5.53). Для этого преобразу%
ем выражение (5.53), учитывая, что

d(PE) = PdE + EdP. (5.54)

Интегрируя (5.54), получаем

( )
0 0 0

( ) .d d d= = +∫ ∫ ∫
PE E P

PE PE P E E P (5.55)

Отсюда следует, что

0 0

( )d d− = −∫ ∫
E P

P E E P PE (5.56)

или

ΔAQ = ΔAU + (–PE). (5.57)

Работа при поляризации в ходе двух различных про%
цессов различна. В процессе Q (поляризация в поле фик%
сированных зарядов) в работу включена, кроме работы
собственно по поляризации (ΔAU), также и энергия (–PE)
взаимодействия диполей диэлектрика с внешним элек%
трическим полем. Напомним, что в процессе Q в систему
включено как диэлектрическое тело, так и внешнее поле,
в то время как в процессе U в систему входит только ди%
электрическое тело.

То, что вся работа ΔAU используется только для поляри%
зации, можно показать на примере следующих двух задач.
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Задача V.17. (U1). Определить работу, которую следу#
ет совершить, чтобы поляризовать молекулу (точечный
диполь) в нулевом внешнем поле. Процесс поляризации
осуществляется обратимым способом в 3 этапа (рис. 5.8):

1) диполь переносится из бесконечности в точку r0 в
поле сторонних зарядов;

2) приобретенный дипольный момент р(r0) жестко
фиксируется («замораживается»);

3) осуществляется обратный перенос диполя (с фикси#
рованным дипольным моментом) из точки r0 в бесконеч#
ность, где электрическое поле равно нулю.

В этом процессе работа, совершаемая над диполем, це#
ликом переходит в его внутреннюю энергию (энергия взаи#
модействия с внешним полем равна нулю, так как внеш#
нее поле равно нулю).

Решение. Совершаемая внешними механическими си#
лами работа на первом этапе определяется соотношением
(5.52), (см. рис. 5.8):

0

(1) мех

0

A .QA d d
∞

Δ = Δ = = −∫ ∫
r E

F r p E

Рис. 5.8
Маленькое диэлектрическое тело (шарик) переносится

из бесконечности (r>∞, Е = 0) в точку r0, где имеется
электрическое поле, созданное сторонними зарядами,
с напряженностью Е. Внешними силами совершается
работа ΔA(1) = ΔAQ. Дипольный момент р, приобретае!
мый диэлектрическим шариком, «замораживается».

Работа при этом не совершается. На последнем этапе,
при переносе шарика из точки r в бесконечность, где

электрическое поле равно нулю, внешними силами
совершается работа ΔA(3) = (pE). Суммарная работа

внешних сил ΔA(1) + ΔA(3) = ΔA(1–2–3) = ΔAU равна работе
по поляризации диэлектрического тела в нулевом

электрическом поле, т. е. равна внутренней энергии
поляризованного диэлектрика
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На втором этапе работа не совершается: ΔA(2) = 0. На
третьем этапе работу можно рассчитать также с помощью
выражения (5.52), положив дипольный момент p = const:

0 0

(3)A ( ).d dΔ = − = − =∫ ∫
E E

p E p E pE (5.58)

Суммарную работу в процессе поляризации можно за9
писать в виде

1 2 3

0

E

A d− −Δ = − +∫p E pE (5.59)

или с учетом 
0 0

( )d d− = −∫ ∫
E P

p E E p pE  (формула (5.56) для од9

ного дипольного момента)

1 2 3

0

UA d A− −Δ = = Δ∫
p

E p

— работа поляризации.
Для маленького диэлектрического тела, так же как и

для точечного диполя, ΔAU = ΔA1–2–3 является работой по�
ляризации в нулевом электрическом поле, равной внут9
ренней энергии поляризованного диэлектрика (рис. 5.8).

Ответ: 1 2 3

0

.UA A d− −Δ = Δ = ∫
p

E p

Задача V.18. (U2). Пусть мягкий диэлектрик с диэлек9
трической проницаемостью ε занимает все пространство
между пластинами плоского конденсатора, подсоединен9
ного к источнику ЭДС с напряжением U. Площадь пла9
стин конденсатора S, расстояние между пластинами L.
Определить работу источника ЭДС в U9процессе поляри9
зации и энергию конденсатора.

Решение. В случае линейных материальных сред, для
которых P = (ε – 1)ε0E, удельная работа по поляризации
диэлектрической среды вычисляется по формуле (5.51):

0 2
0

0 0

( 1) 1( 1) ( ).
2 2

E

UA d EdE E
ε − εΔ = = ε − ε = =∫ ∫

P

E P PE (5.60)

Как видно из (5.60), удельная работа ΔAU в U9процессе
равна плотности собственной энергии поляризованного
диэлектрика 1/2(PE) (см. (5.19) для собственной энергии
диполя).
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Рассмотрим схематически мо�
дель процесса превращения работы
в энергию поляризации. Предста/
вим процесс поляризации молекул
диэлектрика как раздвигание поло/
жительных и отрицательных заря/
дов ±q, упруго связанных друг с
другом (на рис. 5.9 упругая связь
схематично изображена в виде пру/
жинки между зарядами молекулы).
В результате поляризации молеку/
ла приобретает упругую потенци/
альную энергию kl2/2, где k — ко/
эффициент упругости связи (пру/
жинки) зарядов в молекуле, l —
растяжение пружинки, равное расстоянию между заря/
дами. Когда процесс поляризации закончен, упругая сила
kl уравновешивается кулоновской силой, действующей на
заряды: kl = qE. Таким образом, потенциальную энергию
поляризованной молекулы можно записать в виде

kl2/2 = 1/2qlE = 1/2(pE).

Если концентрация молекул равна n, то P = np и плот/
ность потенциальной энергии диэлектрической среды

1 1( ) ( ).
2 2ew n= =pE PE  В данной модели потенциальная энер/

гия молекул диэлектрической среды — это энергия поля/
ризации.

Плотность электрической энергии в присутствии ди�
электрика (энергии, заключенной в пространстве между
пластинами конденсатора) будет складываться из плотно/
сти энергии электрического поля ε0E2/2, имеющего напря/
женность E = U/L, и плотности собственной (упругой) энер/
гии поляризованной диэлектрической среды 1/2(PE) (5.19):

2 2 2
0 0 02

0
1 1( ) ( 1) .

2 2 2 2 2
E E E

w E
ε ε εε= + = + ε − ε =PE

Полученное выражение можно записать также, ис/
пользуя вектор индукции:

w = (εε0E2)/2 = ED/2. (5.61)

Рис. 5.9
К определению работы
ЭДС с напряжением U,

подключенной
к плоскому конденса�
тору, по поляризации
диэлектрика, запол�

няющего все простран�
ство между пласти�
нами конденсатора

(U�процесс поляриза�
ции)
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Полная электрическая энергия конденсатора с диэлек"
триком равна

2 2 2
0 0( ) ( ) ,
2 2 2
E SU C U

W w SL SL
L

εεε εε= ⋅ = = =

где Cε = (εε0S)/L — емкость плоского конденсатора, за"
полненного диэлектриком с диэлектрической проницае"
мостью ε.

Ответ:
0

1 ( ),
2UA dΔ = =∫

P

E P PE
2

0 .
2
SU

W
L

εε=

Задача V.19. Плоский конденсатор с площадью обкла"
док S и расстоянием между обкладками d заряжают так,
что напряженность электрического поля в конденсаторе
становится равной Е0. После зарядки конденсатор отклю"
чают от источника и в пространство между обкладками
конденсатора вставляют диэлектрическую пластину с ди"
электрической проницаемостью ε. Диэлектрическая пла"
стина заполняет все пространство между обкладками кон"
денсатора. Как изменится энергия конденсатора? За счет
чего она изменится? Определите изменение энергии кон"
денсатора и работу по поляризации диэлектрика.

Решение. До того, как диэлектрическую пластину вста"
вили, электрическая энергия была равна произведению
плотности энергии w0 = ε0E2

0/2 и объема S ⋅ d, в котором
было поле. После внесения диэлектрической пластины
объем пространства, занимаемый полем, не изменился, а
плотность энергии уменьшилась. Чему она стала равна?
Выберите правильный ответ:

а)
22

00( ) 01
1 2

;
2 2

a EE
w

εε= =
ε

б)
2

0( ) 01 1
1 2 2

б EE D
w

ε⋅= =
ε

где E1 и D1 — напряженность и индукция электрического
поля в диэлектрической пластине.

В присутствии диэлектрика плотность энергии w1

представляет собой сумму плотности энергии электриче"
ского поля wE и плотности собственной потенциальной
энергии поляризованных молекул диэлектрика wпол (ана"
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логично упругой потенциальной энергии, рассмотренной
в задаче V.18): w1 = wE + wпол.

Используя значение напряженности поля в диэлектри0
ке E = E0/ε и материальное уравнение P = ε0(ε – 1)E =
= ε0(ε – 1)E0/ε, вычисляем wE, wпол = 1/2(PE) (5.19) и w1:

22
00 0

2
;

2 2E
EE

w
εε= =

ε

( )
2

00 0 0 0
пол 2

( 1)( 1)1 1 , ;
2 2 2

E
w

ε ε −ε ε −⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ε ε ε⎝ ⎠
E E

PE

2
0 ( )0

1 пол 1 .
2

б
E

E
w w w w

ε= + =
ε

Таким образом, правильной является формула w1
(б), а

w1
(а) = wE представляет собой только ту часть энергии, ко0

торая связана с энергией поля и не учитывает энергии по0
ляризованных молекул диэлектрика.

Электрическая энергия конденсатора стала меньше.
В какой вид энергии она перешла?

Используя (5.53), находим работу внешней силы при
внесении диэлектрической пластины:

0

0 2
мех 0 0

0

( 1)
A .

2Q Sd d Sd d Sd E
∞

ε ε −Δ = = − = − ⋅
ε∫ ∫

Er

F r P E

Эта работа, взятая с противоположным знаком, равна
работе сил поля по поляризации диэлектрической пласти0
ны: ΔAполяр = –ΔAQ. Работа совершается за счет электриче0
ской энергии конденсатора. Действительно, изменение
электрической энергии конденсатора W0 – W1 = Sd(w0 –
w1), где плотность энергии в присутствии диэлектрика

определяется по формуле (5.61) w = ED/2, равно работе
поля по поляризации диэлектрика:

2 2
0 0 00 0 2

0 1 поляр0

( 1)
( ) .

2 2 2
E E

Sd w w Sd Sd E A
ε ε ε ε −⎛ ⎞− = − = ⋅ = Δ⎜ ⎟ε ε⎝ ⎠

Ответ: 0 2
1 0 0

( 1)
.

2полярW W A Sd E
ε ε −− = Δ = ⋅

ε
Задача V.20. Показать, что для маленького диэлектри0

ческого тела, обладающего постоянным фиксированным
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дипольным моментом р0, работа по поляризации в нуле&
вом электрическом поле равна нулю ΔAU = 0, а в поле сто&
ронних зарядов — энергии взаимодействия дипольного
момента с полем сторонних зарядов: ΔAQ = –(pE).

Решение. Поскольку p0 = const, то dp0 = 0 и UAΔ =

0

0,d= =∫
p

E p а ΔAQ = ΔAU +(–pE). (5.57)
Задача V.21. Найти работы ΔAU и ΔAQ по наведению

индуцированного электрического дипольного момента у
отдельной молекулы в поле сторонних источников с на&
пряженностью Е. Коэффициент поляризуемости молеку&
лы α. Возникающий в электрическом поле с напряженно&
стью Е дипольный момент равен p = αε0E.

Решение. Работа в нулевом поле (см. задачу V.17) рав&
на ΔAU, т. е. равна работе, например, при внесении моле&
кулы в плоский конденсатор, подключенный источнику
ЭДС (при U = E ⋅ L = const):

2
0 0

0 0

.
2UA d d EαΔ = = αε = ε∫ ∫

P E

E p E E (5.62)

Работа в поле фиксированных сторонних зарядов, соз&
дающих напряженность Е, вычисляется по формуле (5.52):

2
0 0

0 0

.
2QA d d EαΔ = − = − αε = − ε∫ ∫

E E

p E E E (5.63)

Интересно, что ΔAU и ΔAQ равны по величине, но име&
ют разные знаки. Разность работ, как и следовало ожи&
дать, равна энергии взаимодействия дипольного момен&
та молекулы р с внешним полем, имеющим напряжен&
ность Е:

ΔAQ – ΔAU = –αε0E2 = –(pE).

Ответ: 2
0

0

,
2UA d EαΔ = = ε∫

P

E p 2
0

0

.
2QA d EαΔ = − = − ε∫

E

p E

Задача V.22. Стеклянная пластинка с диэлектриче&
ской проницаемостью ε целиком занимает пространство
между пластинами плоского конденсатора, имеющего пло&
щадь пластин S и расстояние между пластинами L. Какую
работу надо совершить, чтобы удалить стеклянную пла&
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стинку из конденсатора? Как при этом изменится энергия
конденсатора? Рассмотреть два процесса удаления диэлек*
трической пластины:

1) процесс U, в течение которого конденсатор все вре*
мя подсоединен к источнику с напряжением U;

2) процесс Q, при котором перед удалением пластины
конденсатор отключают от источника.

Решение.
Процесс U. Механическую работу можно найти двумя

способами. 1�й способ основан на непосредственном вы*
числении работы внешней силы ΔAмех, равной работе сил
поля (5.53), взятой с обратным знаком:

0

мех мехA ( ) .d SL d
∞

Δ = = −∫ ∫
r E

F r P E (5.64)

При вычислении используем материальное уравнение
для линейных сред:

P = (ε – 1)ε0E (5.65)

и связь напряженности электрического поля Е и ЭДС на*
пряжения источника U: E = U/L. Тогда

1 1

0 0
0мех 2 2

0 0 2

( 1)1( 1) ( 1)
( ) 2 2

E E

A
d d E U

SL L
ε − εΔ = − = − ε − ε = ε − ε =∫ ∫P E E E

и
0( ) 2

мех
( 1)

0.
2

U S
A U

L
ε − εΔ = > (5.66)

2�й способ базируется на законе сохранения энергии:

ΔWэл = ΔAЭДС + ΔAмех. (5.67)

Изменение электрической энергии системы ΔWэл — это
разность энергии конденсатора после удаления пластины
и энергии до удаления:

02 2 2
эл

( 1)1 1 1 0,
2 2 2

S
W CU C U U

Lε
ε − εΔ = − = − < (5.68)

где С — емкость плоского конденсатора без диэлектрика,
а Сε = εС — при наличии диэлектрика.

Работа источника ЭДС ЭДСA Udq U qΔ = = Δ∫  связана с
изменением заряда на пластинах Δq, которое необходимо
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для поддержания между пластинами конденсатора по#
стоянной разности потенциалов, равной U. С пластин
конденсатора стекает заряд, равный поляризационному
заряду, плотность которого равна поляризации диэлек#
трической пластины: σe = P. Тогда Δq = –σeS = –PS и, учи#

тывая 0
0

( 1)
( 1)P E U

L
ε − ε= ε − ε = , получаем

0 2( 1)
0.ЭДС

S
A U

L
ε − εΔ = − < (5.69)

Работа источника ЭДС отрицательна. Это означает, что
энергия источника ЭДС возрастает на величину ЭДС( 0)A−Δ >
за счет механической работы внешней силы во время уда#
ления диэлектрической пластины.

Из закона сохранения (5.30) ( )
мех эл ЭДС( )UA W AΔ = Δ + −Δ  сле#

дует, что механическая работа ( )
мех

UAΔ  идет на изменение
электрической энергии конденсатора элWΔ  и переходит в
химическую энергию источника ЭДС( )A−Δ  (или расходует#
ся на его нагревание). Используя (5.68) и (5.69), получаем
для работы выражение, аналогичное (5.66):

0( ) 2
мех эл ЭДС

( 1)
0.

2
U S

A W A U
L

ε − εΔ = Δ − Δ = >

Процесс Q. Вычисление работы 1�м способом по фор#
муле (5.64) в данном случае невозможно, так как эта фор#
мула получена при условии неподвижности зарядов, соз#
дающих поле. В данном случае при перемещении диэлек#
трической пластины заряды на пластинах конденсатора
непрерывно перемещаются, обеспечивая равенство напря#
женностей в области, свободной от диэлектрика, и в объе#
ме диэлектрической пластинки.

2�й способ основан на законе сохранения энергии (5.67),
который в данном случае принимает вид ΔWэл = ΔAмех.

Изменение электрической энергии удобно выразить
через заряд конденсатора, поскольку он не меняется в про#
цессе удаления диэлектрической пластины:

2 2
2

эл
0

( 1)1 1 1 .
2 2 2

LQ QW Q
C C C S

ε −ε −⎛ ⎞Δ = − = ⋅ =⎜ ⎟ε ε εε⎝ ⎠
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Заряд Q — это заряд конденсатора с диэлектрической

пластиной, т. е. до начала процесса: 0 .
S

Q C U U
Lε

εε= =  Та&

ким образом, получаем

0( ) 2 2
мех эл

0

( 1) ( 1)
0.

2 2
Q L S

A W Q U
S L

ε − ε − εεΔ = Δ = = >
εε

(5.70)

В обоих процессах (U и Q) работа положительна, так
как производится против сил электрического поля, втя&
гивающих диэлектрик в конденсатор. В Q&процессе рабо&
та больше, так как по мере выдвигания пластины напря&
женность внешнего (по отношению к диэлектрической
пластине) электрического поля возрастает, а в U&процессе
остается неизменной.

Ответ:
U&процесс:

0( ) 2
мех эл

( 1)
0;

2
U S

A W U
L

ε − εΔ = −Δ = >

Q&процесс:
0( ) 2

мех эл
( 1)

0.
2

Q S
A W U

L
ε − εεΔ = Δ = >

§ 5.8.
СИЛЫ,

ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА ДИЭЛЕКТРИК

Из термодинамики известно, что изотермическое из&
менение свободной энергии dW системы равно работе
внешних сил, действующих на термодинамическую сис&
тему. В случае Q&процессов для диэлектрического тела,
находящегося в электрическом поле фиксированных сто&
ронних зарядов, изменение свободной энергии равно ра&
боте внешних механических сил: dW = δAext.

Поскольку работа внешних сил совершается против
пондеромоторных сил, действующих на диэлектрическое
тело со стороны электрического поля фиксированных за&
рядов, то δAext = –δAQ. Тогда пондеромоторную силу, дей&
ствующую на диэлектрическое тело, можно определить,
задавая виртуальное перемещение тела dr и вычисляя из&
менение энергии системы:
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grad .Q
Q

A dW W
d d

δ
= = − ≡ −F

r r
(5.71)

В случае U�процессов, при которых внешними (по от�
ношению к рассматриваемой системе) источниками поддер�
живается постоянная разность потенциалов, следует учи�
тывать и работу источника ЭДС. Тогда dW = δAЭДС + δAext

или dW = δAЭДС – δAU и

FU = δAU/dr, (5.72)

где работа пондеромоторных сил определяется двумя сла�
гаемыми:

δAU = δAЭДС – dW.

Задача V.23. Плоский конденсатор, подключенный к
источнику ЭДС с напряжением U, частично погружен в
жидкость с диэлектрической проницаемостью ε и плот�
ностью ρ. Размеры пластин конденсатора указаны на
рис. 5.10, расстояние между пластинами L. Определить
силу, действующую на поверхность раздела диэлектрик–

Рис. 5.10
Пластины заряженного плоского конденсатора опущены
в жидкий диэлектрик, который, благодаря неоднородно�
сти поля на краях пластин (см. вставку), втягивается

в пространство между пластинами, поднимаясь
на высоту х. Размер пластин конденсатора a×b,

расстояние между пластинами L
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вакуум, находящуюся внутри конденсатора, а также вы'
соту поднятия жидкости в конденсаторе, пренебрегая ка'
пиллярными явлениями.

Решение. Провести детальное исследование силы, втя'
гивающей диэлектрик в пространство между пластинами,
достаточно трудно. Вблизи ребер пластин конденсатора
возникает сильно неоднородное электрическое поле, дей'
ствующее на дипольные моменты молекул диэлектрика.
В результате возникает х'компонента силы, параллельная
обкладкам конденсатора, втягивающая диэлектрик в кон'
денсатор.

Для вычисления силы используем принцип виртуаль�
ной работы. Пусть диэлектрик уже поднялся на высоту х
(рис. 5.10). Зададим виртуальное перемещение вверх на
dx > 0 и вычислим по закону изменения электрической
энергии dW = δAЭДС – δAU работу пондеромоторных сил δAU.
После этого можно вычислить х'компоненту пондеромо'
торной силы: Fx = δAU/dx.

Изменение электрической энергии при перемещении
диэлектрика связано с появлением в объеме (L ⋅ b ⋅ dx)
упругой энергии поляризации, плотность которой рав'
на 1/2(PE) (5.19):

1 1( )( ) ( ).
2 2

dW Lbdx PU bdx= =PE (5.73)

С учетом материального уравнения P = (ε – 1)ε0E соот'
ношение (5.73) принимает вид

0 2( 1)1 ( ) .
2 2

bdxdW PU bdx U
L

ε − ε= = (5.74)

Заметим, что (5.74) можно получить формально, вы'
числяя изменение энергии конденсатора при изменении
его емкости:

2

.
2U

UdW dC=

Емкость конденсатора С можно вычислить как ем'
кость двух параллельно соединенных конденсаторов —

0
1

( )b a x
C

L
ε −=  с вакуумным зазором и 0

2
bx

C
L

ε ε=  с диэлек'

триком:
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[ ]0 0 0
1 2

( )
( 1)

b a x bx b
C C C a x

L L L
ε − ε ε ε= + = + = + ε −

и
0 ( 1) .
b

dC dx
L

ε= ε −

Тогда для dWu получаем значение, определяемое фор#
мулой (5.74):

ε ε−= =
22

0 ( 1)
.

2 2U
UUdW dC bdx

L

Работа источника ЭДС связана с перенесением на об#
кладки конденсатора дополнительного заряда, равного
поляризационному заряду с плотностью σe = P:

δAЭДС = Udq = Uσe(bdx) = UP(bdx).

Из закона изменения электрической энергии находим
работу пондеромоторных сил:

δAU = δAЭДС – dW = 1/2PU(bdx)

и выражение для силы

FU = δAU/dx = 1/2PUb. (5.75)

Учитывая материальное уравнение P = (ε – 1)ε0E, со#
отношение (5.75) можно записать в виде

2
0

1( 1) ( ).
2UF E Lb= ε − ε (5.76)

Для силы, действующей на единицу площади поверх#
ности жидкого диэлектрика (поверхностной плотности
силы), имеем

2
0

1( 1) .
( ) 2

U
U

F
f E

Lb
= = ε − ε (5.77)

Как следует из формулы (5.77), поверхностная плот#
ность силы ƒU равна разности плотностей энергии we – w0

по обе стороны от поверхности раздела (в диэлектрике we,
в вакууме w0) двух диэлектрических сред:

2 2
0 0

0( ).
2 2U
E E

f w wε
εε ε= − = − (5.78)



ГЛАВА 5. ЭНЕРГИЯ СИСТЕМЫ ЗАРЯДОВ 269

В общем случае поверхностная плотность силы ƒ, дей*
ствующей на любую поверхность, разделяющую области
с разной плотностью энергии электрического поля (w2 и w1)
определяется соотношением

ƒ = ⎪w2 – w1⎢. (5.79) 

Формула (5.79) справедлива не только для данной за*
дачи, а имеет самый общий характер. Советуем запомнить
ее, так как она очень удобна для вычисления сил, дейст*
вующих на системы зарядов и диэлектрические тела.

В состоянии равновесия сила F = ƒ(Lb) (5.76), дейст*
вующая на диэлектрик со стороны электрического поля,
уравновешивается силой тяжести:

2
0

1( 1) ( ) ( ) ,
2

E Lb Lbx gε − ε = ρ (5.80)

что позволяет определить равновесную высоту х поднятия
диэлектрической жидкости:

2
0( 1)

.
2

E
x

g
ε − ε=

ρ
(5.81)

Ответ: 2
0

1( 1) ( ),
2UF E Lb= ε − ε

2
0( 1)

.
2

E
x

g
ε − ε=

ρ

Задача V.24. Вычислите поверхностную плотность
силы, действующей на поверхность жидкого диэлектри*
ка, частично заполняющего
пространство между пласти*
нами плоского конденсато*
ра, как показано на рис. 5.11.
Поверхность диэлектрика
параллельна пластинам кон*
денсатора. Толщина диэлек*
трического слоя х, площадь
пластин S, напряжение ис*
точника U, диэлектрическая
проницаемость жидкости ε.

Решение. В отличие от
предыдущего случая (верти*
кально расположенные пла*
стины), когда напряженность

Рис. 5.11
Плоский конденсатор

с горизонтально расположен�
ными пластинами подключен

к ЭДС с напряжением U.
Площадь пластин S, расстоя�

ние между пластинами L.
Жидкий диэлектрический слой

имеет толщину x < L
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электрического поля была одинакова и в диэлектрике, и в
вакуумном зазоре, при горизонтальном расположении
пластин конденсатора напряженность не только имеет
разное значение в диэлектрике и вакуумном зазоре, но и
изменяется при смещении диэлектрического слоя. Поэто-
му изменение электрической энергии при виртуальном
смещении диэлектрического слоя вверх проще вычислять
через изменение емкости конденсатора:

dWU = U2/2dC. (5.82)

Емкость конденсатора С можно вычислить как ем-
кость двух последовательно соединенных конденсаторов —
С1 = ε0S/L –x  с вакуумным зазором и C2 = ε0εS/x с диэлек-
триком:

01 2

1 2

.
( )

SC C
C

C C L x x
εε⋅= =

+ ε − +
(5.83)

Работа источника ЭДС связана с перенесением на об-
кладки конденсатора дополнительного заряда для поддер-
жания постоянной разности потенциалов U. Поскольку
C = q/U, то dq = UdC. Работа источника ЭДС равна

δAЭДС = Udq = U2dC. (5.84)

Из закона изменения электрической энергии, исполь�
зуя (5.84) и (5.82), получаем работу пондеромоторных
сил:

21 .
2U ЭДСA A dW U dCδ = δ − = (5.85)

Дифференцируя (5.83) по х, имеем

[ ]
0

2

( 1)
.

( )
dC Sdx

L x x

εε ε −=
ε − + (5.86)

Тогда для силы и плотности силы получаем выраже-
ния

[ ]
2

0
2

( 1)
,

2 ( )
U

U
UA

F S
dx L x x

εε ε −δ= =
ε − +

[ ]
2

0
2

( 1)
.

2 ( )
U

U
UF

f
S L x x

εε ε −= =
ε − + (5.87)
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Убедимся, что и в данной задаче

22
00 0

0( ),
2 2U

EE
f w wε

ε
εεε= − = − (5.88)

где Eε — напряженность поля в диэлектрике; Е0 — напря1
женность поля в вакуумном зазоре.

Для вычисления напряженностей полей в диэлектри1
ке Eε и в вакуумном зазоре Е0 имеем два соотношения.
Во1первых, так как напряженность перпендикулярна по1
верхности диэлектрика, то Е0 = εEε. Во1вторых, посколь1
ку конденсатор постоянно присоединен к источнику, то
Eεx + E0(L – x) = U или

Eεx + εEε(L – x) = U. (5.89)

Из (5.89) получаем

( )
UE

L x xε =
ε − +

и

0 .
( )

UE
L x x

ε=
ε − +

(5.90)

Вычисляя разность плотностей электрической энергии

поля 
22

00 0
0 2 2

EE
w w ε

ε
εεε− = −  по обе стороны поверхности ди1

электрика, убеждаемся в справедливости (5.88).

Ответ: 
[ ]

2
0

0 2

( 1)
.

2 ( )
U

U
f w w

L x x
ε

εε ε −= − =
ε − +

Задача V.25. На оси тонкого заряженного кольца,
имеющего радиус R и заряд Q, на расстоянии х от центра
находится маленький диэлектрический шарик с диэлек1
трической проницаемостью ε (см. рис. 5.12). В каких точ1
ках на оси кольца действующая на шарик сила будет ми1
нимальна и максимальна? Объем шарика τ.

Решение. Зависимость напряженности электрического

поля 2 2 3/2
04 ( )x

Q xE
R x

= ⋅
πε +  (1.52) вдоль оси кольца (оси ОХ)

была вычислена в задаче I.6 и представлена на рис. 5.12

(пунктирная кривая). Так как шарик маленький, то
можно считать, что в объеме шарика τ поле однородно.
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На возникающий в поле с напряженностью Е дипольный
момент шарика p = τP = τ(ε – 1)ε0E (3.58) действует сила,
втягивающая шарик в область более сильного поля (3.19):

0

2 2 2
0

2 2 2 4
0

( 1)

( 1) 2 ( 2 )
.

(4 ) ( )

x
x x x

dEdF p E E
dx dx

Q x R x
R x

= = τ ε − ε =

ε − ε −= τ ⋅
πε +

(5.91)

Исследование силы (5.91) на экстремумы дает два зна<
чения координаты х, при которых сила имеет максималь<
ные по величине значения (рис. 5.12):
при x1 = 0,286R

2
0

1 5 2
0

( 1)
0,35 ;

(4 )
Q

F
R

ε − ετ≈ ⋅ ⋅
πε

Рис. 5.12

Зависимость силы Fx (в единицах 
2

0
5 2

0

( 1)
(4 )

Q
R

ε − ετ ⋅ πε ),

действующей на диэлектрический шарик в неоднород�
ном электрическом поле Ex, создаваемом заряженным

кольцом. Шкала для напряженности Ех и энергии W
не указана
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при x2 = 1,104R

2
0

2 5 2
0

( 1)
0,13 .

(4 )
Q

F
R

ε − ετ≈ − ⋅ ⋅
πε

В точках х = 0, где напряженность поля равна нулю, и

/ 2=x R , где напряженность поля имеет максимальное
значение, на шарик не действует сила Fx = 0, и он нахо8
дится в равновесии, причем положение / 2=x R  являет8
ся устойчивым положением равновесия.

Точка / 2x R=  соответствует минимуму энергии W
шарика в поле, создаваемом заряженным кольцом:

2 2
02

0 2 2 2 3
0

( 1)
( ) ( 1) .

(4 ) ( )
Q xW E

R x
ε − ε= − τ = −τ ε − ε = τ ⋅

πε +
PE

Значения энергии в точках равновесия:
при x1 = 0

W = 0;

при / 2x R=
2

0
4 2

0

( 1)
0,4425 .

(4 )
Q

W
R

ε − ετ= − ⋅ ⋅
πε

Ответ. Максимальные по величине значения силы от8
талкивания диэлектрического шарика

2
0

1 5 2
0

( 1)
0,35

(4 )
Q

F
R

ε − ετ≈ ⋅ ⋅
πε

 при x1 = 0,286R

и притяжения
2

0
2 5 2

0

( 1)
0,13

(4 )
Q

F
R

ε − ετ≈ − ⋅ ⋅
πε

 при x2 = 1,104R;

Fx = 0 при х = 0 (положение неустойчивого равновесия) и
/ 2x R=  (положение устойчивого равновесия).

Задача V.26. Длинный тонкий цилиндрический стер8
жень из однородного изотропного диэлектрического ве8
щества с диэлектрической проницаемостью ε находится в
однородном электрическом поле сторонних источников с
напряженностью Е0, образующей угол α с направлением
оси стержня (см. рис. 5.13). Объем стержня равен τ. Ка8
кой внешний момент сил следует приложить, чтобы удер8
жать стержень в данном положении?
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Решение. Внешний мо�
мент сил должен быть равен
по величине и противополо�
жен по направлению момен�
ту сил электрического поля,
действующему на поляризо�
ванный диэлектрик. Вели�
чина момента сил определя�
ется вектором поляризации
диэлектрического тела.

Для вычисления вектора
поляризации длинного и тон�
кого цилиндрического ди�
электрика используем мо�
дель бесконечного цилинд�
ра, поляризация которого во
внешнем однородном поле од�
нородна.

Пусть напряженность по�
ля не имеет y�компоненты
(рис. 5.13), а ось OZ совпада�
ет с осью цилиндра. Компо�
ненты напряженности депо�
ляризующего поля (создавае�
мого самим поляризованным
телом) связаны с вектором

поляризации факторами формы (3.137):

ε0Eex = –NxPx

и

ε0Eez = –NzPz,

причем 1/2xN = , а 0zN = , т. е.

0 /2,

0.
ex x

ez

E P

E

ε = −⎧
⎨ =⎩

(5.92)

Учитывая (5.92), находим результирующую напря�
женность поля в объеме диэлектрика:

Рис. 5.13
Длинный тонкий цилиндриче�

ский стержень (OZ — ось
стержня) из однородного

изотропного диэлектрическо�
го вещества с диэлектриче�

ской проницаемостью ε
(рисунок соответствует

ε = 2) находится в однородном
электрическом поле сторон�

них источников с напряженно�
стью Е0, образующей угол α

с направлением оси стержня.
Возникает однородная

поляризация Р. Поляризован�
ный стержень создает свое
поле с напряженностью Ее,
так что результирующая

напряженность
E = E0 + Ee ↑↑ P
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0 0

0

sin /(2 ),

cos .
x x

z

E E P

E E

= α − ε⎧
⎨ = α⎩

(5.93)

Если подставить (5.93) в материальное уравнение
P = (ε – 1)ε0E, получим два уравнения для определения
компонент вектора поляризации:

[ ]0 0 0

0 0

( 1) sin /(2 ) ,

( 1) cos .
x x

z

P E P

P E

⎧ = ε − ε α − ε
⎨ = ε − ε α⎩

(5.94)

Решая (5.94), имеем

0
0

0 0

2( 1)
sin ,

1
( 1) cos .

x

z

P E

P E

ε − ε⎧ = α⎪ ε +⎨
⎪ = ε − ε α⎩

На стержень с дипольным моментом p = τP со сторо6
ны поля с напряженностью Е0 действует момент сил
Mполя = τ[PE0], стремящийся развернуть стержень так, что6
бы его ось стала параллельной Е0. Чтобы стержень не раз6
ворачивался, а находился в равновесии, на него должен дей6
ствовать момент внешних механических сил Mext = –Mполя,
направленный перпендикулярно плоскости (рис. 5.13) на
нас. Величина момента сил поля вычисляется по правилу
векторного произведения:

[ ] 0
поля 0 0 0 0

0 0

2( 1)
sin 0 ( 1) cos ;

1
sin 0 cos

E E

E E

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε − ε⎜ ⎟= τ = τ α ε − ε α

ε +⎜ ⎟
⎜ ⎟α α⎝ ⎠

i j k

M PE

2
0 2

поля 0

( 1)
sin2 .

2( 1)
E

ε − ε= τ α⋅
ε +

M j

Таким образом, момент внешних механических сил
должен быть направлен вдоль оси OY (перпендикулярно
плоскости (рис. 5.13), на читателя) и равен

2
0 2

ext 0

( 1)
sin2 .

2( 1)
E

ε − ε= −τ α ⋅
ε +

M j

Ответ: 
2

0 2
ext 0

( 1)
sin2 .

2( 1)
M E

ε ε −= τ ⋅ α
ε +
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ПРИЛОЖЕНИЕ III

О СИЛАХ, ДЕЙСТВУЮЩИХ НА ДИЭЛЕКТРИК,
НАХОДЯЩИЙСЯ В РАВНОВЕСИИ

Сколь бы сложной ни казалась проблема
на первый взгляд, она, если правильно к ней подойти,

оказывается еще сложней.
Пол Андерсен

И заряды, и дипольные моменты являются характеристи-
ками, свойствами материальных тел. Силы, приложенные к
материальным (весомым) телам, называются механическими
или пондеромоторными силами (от лат. пондус — вес, понде-
ромоторный, т. е. движущий весомые тела). Силы, действую-
щие на заряды (и дипольные моменты), непосредственно на ма-
териальные тела не действуют. Взаимодействие поле–заряд пе-
редается через связь заряд–тело материальным объектам, с
которыми заряды (или дипольные моменты) связаны. Такое
опосредованное механическое взаимодействие также называет-
ся пондеромоторным.

Пондеромоторные силы притягивают пластины плоского
конденсатора друг к другу (см. задачу V.9), создают вращаю-
щий момент сил (задача V.26), растягивают поверхность заря-
женной металлической сферы, создавая отрицательное давле-
ние, равное ε0E2/2 (5.34), где Е — напряженность поля на внеш-
ней поверхности сферы. Эти же силы втягивают диэлектрик в
область более сильного поля (см. задачи V.23, V.24).

Рассмотрим схематично механизм действия пондеромотор-
ных сил на примере задачи V.26. Модель «мягкого» маленько-
го диэлектрического цилиндра в поле сторонних источников с
напряженностью Е0 представлена на рис. 5.14.

Чтобы визуально разделить механические и электрические
свойства, на рисунке в виде затемненного цилиндра выделено
тело (решетка атомов) маленького диэлектрика, как материаль-
ный носитель электрических свойств. Дипольный момент р,
который диэлектрик приобрел в электрическом поле Е0, изобра-
жен в виде широкой стрелки. «Мягкая связь» диполь-реше-
точного взаимодействия схематично представлена в виде пру-
жинок. Направление вращения под действием моментов сил
внутреннего диполь-решеточного взаимодействия показано
пунктирными стрелками: Mint = [pEe] — момент сил, действую-
щий на дипольный момент со стороны собственного электриче-
ского поля Ее; M′′′′′int = –[pEe] — момент сил, действующий со сто-
роны дипольного момента на решетку атомов. Сплошными ли-
ниями изображены направления возможного вращения под
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действием моментов внешних сил: Mполя = [pE0] — момент сил,
действующий на дипольный момент со стороны стороннего элек/
трического поля Е0; Mext — момент внешних механических сил,
действующий на решетку атомов.

Поскольку рассматриваемый маленький диэлектрик одно/
родно поляризован, то его дипольный момент p = τP, где Р —
вектор поляризации. В «мягком» диэлектрике благодаря «мяг/
кой» связи возможно изменение ориентации дипольного момен/
та р (и поляризации Р) относительно тела диэлектрика. В соот/
ветствии с линейным материальным уравнением P = (ε – 1)ε0E
вектор поляризации Р ориентирован параллельно вектору на/
пряженности в диэлектрике E = E0 + Ee.

Условия равновесия дипольного момента. Вектор поляри�
зации находится в равновесии в суммарном поле Е = Е0 + Ее, если
момент электрических сил, действующих на него, равен нулю
[pE] = 0 или

[pE0] + [pEe] = 0. (5.95)

Рис. 5.14
Модель маленького «мягкого» диэлектрического цилиндра,

который в поле сторонних источников с напряженностью Е0
приобретает дипольный момент р (широкая стрелка).

Диполь — решеточное взаимодействие, схематично изобра�
жено в виде пружинок. Извне на диэлектрик действуют

моменты сил (направление вращения обозначено сплошными
стрелками): Mполя = [pE0] со стороны электрического поля Е0

сторонних источников на дипольный момент p и момент
внешних механических сил Mext на решетку атомов (диэлек�

трическое тело). Внутри диэлектрика действуют равные по
величине и противоположные по направлению (по третьему

закону Ньютона) моменты сил (направление вращения
обозначено пунктирными стрелками): момент сил

Mint = [pEe], приложенный к дипольному моменту со стороны
собственного электрического поля Ее, и момент сил

M′′′′′int = –[pEe], приложенный к решетке атомов со стороны
дипольного момента
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Соотношение (5.95) означает механическое равновесие момен"
тов сил, действующих на диполь извне и со стороны решетки:

Mполя + M′′′′′int = 0.

УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ РЕШЕТКИ АТОМОВ
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТЕЛА

Mext + M′′′′′int = 0

или

Mext – [pEe] = 0. (5.96)

При сложении (5.95) и (5.96) внутреннее взаимодействие
взаимно компенсируется, и получаем, что в условиях равнове"
сия внешний механический момент сил должен быть равен по
величине и противоположен по направлению моменту сил, дей"
ствующих на дипольный момент со стороны внешнего электри"
ческого поля сторонних источников:

Mext = –[pE0]. (5.97)

Рис. 5.15
Модель маленького «жесткого» диэлектрического

цилиндра с фиксированным относительно тела
дипольным моментом рs (широкая стрелка):

извне на диэлектрик действуют моменты сил (направление вра"
щения обозначено сплошными стрелками): Mполя = [pE0] со сторо"
ны электрического поля Е0 сторонних источников на дипольный
момент ps и момент внешних механических сил Mext на решетку
атомов (диэлектрическое тело).
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Задача V.27. Рассмотрим аналогичную задачу с «жестким»
маленьким диэлектриком. Поляризация электрета Рs, имеюще-
го форму узкого цилиндра, направлена вдоль оси цилиндра
(рис. 5.15). Электрет находится в однородном электрическом
поле сторонних источников с напряженностью Е0. Ось цилинд-
рического диэлектрика составляет угол α с направлением Е0.
Какой внешний момент сил следует приложить, чтобы удержать
электрет в равновесии?

На дипольный момент рs извне действует момент силы
Mполя = [pE0] со стороны электрического поля Е0 сторонних ис-
точников. На решетку атомов (диэлектрическое тело) — момент
внешних механических сил Mext. При равновесии момент меха-
нических сил должен компенсировать действие момента сил
электрического поля: Mext + [pE0] = 0. Отсюда получаем тот же
по форме результат (5.97), что и в случае «мягкого» маленького
диэлектрика:

Mext = –[pE0].

Ответ: Mext = –[pE0].

В науке, как в любви: чем долее учен,
Тем более своим незнаньем удручен…

Из восточной поэзии
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