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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Èçó÷åíèå ãëóáèííîãî âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ Çåìëè ÿâëÿëîñü è ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ íàóêè. Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Çåìëè
(ïîëå ñèëû òÿæåñòè) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåìíîãèõ èñòî÷íèêîâ èíôîðìà-
öèè î âíóòðåííåì ñòðîåíèè Çåìëè. Ïîïûòêè çàãëÿíóòü â ãëóáü Çåìëè
íå ïðåêðàùàþòñÿ â òå÷åíèè ñòîëåòèé. Åùå â XVIII âåêå Ì. Â. Ëîìîíî-
ñîâ ïèñàë: "Âåëèêî åñòü äåëî äîñòèãàòü â ãëóáèíó çåìíóþ ðàçóìîì, êóäà
ðóêàì è îêó äîñÿãàòü âîçáðàíÿåò íàòóðà". È çà ïðîøåäøèå òðè âåêà
ñèòóàöèÿ ìàëî èçìåíèëàñü. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñêâà-
æèíû äîñòèãàþò ãëóáèíû äî 15 êì, åäèíñòâåííûìè ìåòîäàìè èçó÷åíèÿ
âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ Çåìëè âñå åùå ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû.
×åëîâå÷åñòâî ôèçè÷åñêè äîñòèãëî íåáåñíûõ òåë, îòñòîÿùèõ îò Çåìëè íà
ìèëëèîíû êèëîìåòðîâ, à î âíóòðåííåì ñòðîåíèè Çåìëè ñóäèò â îñíîâíîì
ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì, ïîñòðîåííûì â ðåçóëüòàòå èíòåðïðåòàöèè
èçìåðåíèé, ïðîâåäåííûõ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè èëè â ñêâàæèíàõ.

Îñíîâíûìè ãåîôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ïîçâîëÿþùèìè îáðàáàòûâàòü
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ÿâëÿþòñÿ ñåéñìîëîãè÷åñêèå, ãðàâèìåòðè÷åñêèå è
ìàãíèòîìåòðè÷åñêèå. Èñòîðè÷åñêè â ãðàâèìåòðèè ñëîæèëîñü äâà îñíîâ-
íûõ íàïðàâëåíèÿ − ðåøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷.

Ïðÿìûå çàäà÷è ãðàâèìåòðèè íàïðàâëåíû íà ïîñòðîåíèå ãðàâèòàöè-
îííûõ è ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ òåëàìè îïðåäåëåííîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè è îïðåäåëåííîé ïëîòíîñòè. Ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè ïðÿìûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþò ïðîâåðèòü è óòî÷íèòü
ñóùåñòâóþùèå ëîêàëüíûå, ðåãèîíàëüíûå è ãëîáàëüíûå ìîäåëè âíóòðåí-
íåãî ñòðîåíèÿ Çåìëè.

Îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâèìåòðèè, íàïðîòèâ, íàïðàâëåíû íà èññëåäî-
âàíèå íåäð Çåìëè íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ.
Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ïîëîæåíî â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ Çåìëè, êîòîðûå çàòåì ïðîâåðÿþòñÿ ñ ïðè-
ìåíåíèåì ïðÿìûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè.

Íàðÿäó ñ îáùèìè çàäà÷àìè èññëåäîâàíèÿ ñòðîåíèÿ Çåìëè, ãðàâèìåò-
ðèÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïîèñêå ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ. Êðóã çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì èíôîðìàöèè î ãðàâèòàöèîííûõ ïî-
ëÿõ ê ïîèñêó ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, âûäåëåí â îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå
ãåîôèçèêè − ãðàâèðàçâåäêó.

Ðåøåíèå ïðÿìûõ è îñîáåííî îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ãðàâè-
ðàçâåäêè â ÿâíîì âèäå âîçìîæíî ëèøü â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó àê-
òóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èõ îáîñíîâàíèå.
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Íàñòîÿùàÿ êíèãà ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ãðàâèðàçâåäêè.

Êíèãà íå ïðåòåíäóåò íà ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäîâ ãðàâèðàçâåäêè ïðåäñòàâëåíî â êíè-
ãàõ [96, 97, 6, 132, 169, 170, 268, 280], â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ îáøèðíûå
áèáëèîãðàôèè.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îòäåëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàò-
íûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè äàíî â ìîíîãðàôèÿõ [5, 6, 8, 9, 20, 76, 98, 132,
169, 170, 172, 238, 249, 253, 268, 279, 280].

Ïðåñïåêòèâû ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ãðàâèìåòðèè â XXI ñòî-
ëåòèè ïðåäñòàâëåíû â îáçîðàõ [190, 192, 193, 194].

Íàñòîÿùàÿ êíèãà íàïèñàíà â îñíîâíîì íà îñíîâàíèè èññëåäîâàíèé
àâòîðîâ è ïîñâÿùåíà ñëåäóþùèì ïðîáëåìàì: ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ
ïî òî÷íîñòè ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ
ïîëåé; ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ
çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè; ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâàíèþ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè; ïðèìåíåíèþ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëîâ ê îöåíêå òî÷íîñòè èíòåãðàëüíûõ òðàíñôîðìàöèé.

Êíèãà ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàò-
íûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè. Îíà ñîñòîèò èç 8 ãëàâ è ïðèëîæåíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ îáçîðíîé. Â íåé äàí êðàòêèé îáçîð èññëå-
äîâàíèé ïî ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷
ãðàâèìåòðèè. Êðîìå òîãî, â ýòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ìàòåðèàë, èñïîëü-
çóåìûé â îñíîâíîé ÷àñòè êíèãè: äàíû îïðåäåëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëîâ; ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ;
îïðåäåëåíû êëàññû ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå; ïðèâåäåíû íåîá-
õîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðèáëèæåíèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà;
ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå èññëåäó-
åòñÿ ãëàäêîñòü ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Îñòàëüíûå ðàçäåëû ïîñâÿùåíû ïî-
ñòðîåíèþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.
Âî âòîðîì ðàçäåëå ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè ìåòîäû àïïðîê-
ñèìàöèè êëàññîâ ôóíêöèé, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ ãëàäêîñòü â îêðåñòíîñòè
ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïîñòðîåíû àëãîðèòìû
àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ñïëàéíàìè è öåëûìè ôóíêöèÿìè.
×åòâåðòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïòèìàëüíûì ìåòîäàì ïðåäñòàâëåíèÿ ïî-
òåíöèàëüíûõ ïîëåé. Â ïÿòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíû àëãîðèòìû âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé Çåìëè, îñíîâàííûå íà ìåòîäå ýêñòðàïîëÿöèè
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ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé. Â øåñòîì ðàçäåëå èçëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé Çåìëè.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé â ðÿ-
äû ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ïðåäñòàâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ðÿäàìè ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Èññëåäîâàíû
âîïðîñû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñôåðè÷å-
ñêèì ôóíêöèÿì ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, çàäàííûõ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
Èçëîæåíû àëãîðèòìû ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà è Ñòðàõîâà ïîëó÷åííûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé, èññëåäîâàíà ôèëüòðàöèÿ ïî ìåòîäó Ñòðàõîâà ñèñòåì
óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ. Ïîäðîáíî èçëîæå-
íû ìåòîäû ãëîáàëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñôåðè÷åñêîãî àíàëèçà ïîòåíöè-
àëüíûõ ïîëåé. Ðàññìîòðåííûé â äàííîé ãëàâå äâóõñòóïåí÷àòûé ïðèáëè-
æåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
(ïî ñèñòåìå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ýòè êîýôôèöè-
åíòû äî âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ïÿòàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äåâÿòè ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå äàí îá-
çîð ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ. Âòîðîé ðàç-
äåë ïîñâÿùåí èòåðàöèîííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû èòåðàöèîííûå ìå-
òîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ. Îäíîìåðíûå è ìíîãî-
ìåðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà èññëåäóþòñÿ â ÷åòâåðòîì è
ïÿòîì ðàçäåëàõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâà-
íèþ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Â øåñòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíû è îáîñíîâàíû
èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ. Èçëî-
æåííûå âî âòîðîì, òðåòüåì è øåñòîì ðàçäåëàõ àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ
â ñåäüìîì ðàçäåëå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îá-
ðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè äëÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Â âîñüìîì ðàç-
äåëå èçëîæåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâè-
è ìàãíèòîðàçâåäêè â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Äåâÿòûé ðàçäåë ïîñâÿùåí
âîññòàíîâëåíèþ èçîáðàæåíèé â ñèñòåìàõ, èñêàæåííûõ àáåððàöèÿìè.

Øåñòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèà-
ëà. Èçëîæåí ìåòîä ñâåäåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ê íåëèíåéíûì ñèíãóëÿðíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû ðàçëè÷íûå èòå-
ðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ñåäüìîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, èñïîëüçó-
åìûì â ýòîé ãëàâå, ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûå àíàëîãè èíòåãðàëîâ òèïà
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Êîøè è èíòåãðàëû Ñòðýòòîíà − ×ó. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà ýòèõ èíòåãðàëîâ. Â îñòàëüíûõ ðàçäåëàõ èçëîæåíû ïðèáëè-
æåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ è ðàçäåëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.

Â âîñüìîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Îñíîâíîå îòëè÷èå îò èç-
âåñòíûõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òðàêòîâêå òðàíñôîðìàöèé ïîòåíöè-
àëüíûõ ïîëåé êàê ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ. Ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè àëãîðèòìû
òðàíñôîðìàöèè îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ïîëåé. Ïðåäëîæåíû àëãî-
ðèòìû ïîñòðîåíèÿ òðàíñôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, èçâåñòíûõ ñâî-
èìè çíà÷åíèÿìè íà õàîòè÷åñêèõ ñåòêàõ.

Â ïðèëîæåíèÿõ îïèñàíû ðàçðàáîòàííûå ïðîãðàììû, äàíî ðåøåíèå
ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ.

Êíèãà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, àäðåñîâàíà ñïåöèàëèñòàì â îáëàñòè ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè, ãåîôèçèêè, ôèçèêè. Îòäåëüíûå ãëàâû êíèãè ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ,
êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì è ìåòîäàì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà".

Èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ ïî ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷
ãåîôèçèêè áûëè ïîääåðæàíû Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 94-01-00653, 97-01-00621), Ìèíèñòåðñòâîì îáðà-
çîâàíèÿ ÐÔ (ãðàíòû ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå 1994-1996 ãã.
è 1998-2000 ãã.), Ôåäåðàëüíûì àãåíòñòâîì ïî îáðàçîâàíèþ ÐÔ (2005-
2009 ãã., ðåãèñòðàöèîííûé íîìåð 0120.0502705; 2010-2011 ãã., ðåãèñòðàöè-
îííûé íîìåð 0120.0502705; 2011 ã., ðåãèñòðàöèîííûé íîìåð 0120.1052992).

Ìíîãèå ðàçäåëû êíèãè áûëè ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ ïëîäîòâîð-
íûõ äèñêóññèé ñ àêàäåìèêîì ÐÀÍ, äîêòîðîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîðîì Â. Í. Ñòðàõîâûì . Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ
áëàãîäàðíîñòü ïðåçèäåíòó Ïåíçåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà,
Çàñëóæåííîìó äåÿòåëþ íàóêè ÐÔ, äîêòîðó òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåñ-
ñîðó Â. È. Âîë÷èõèíó çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó, îêàçûâàåìóþ àâòîðàì
ïðè ðàáîòå íàä êíèãîé.



ÃËÀÂÀ I

ÎÁÙÈÅ ÑÂÅÄÅÍÈß. ÎÁÇÎÐÛ

1. Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è ãðàâèìåòðèè

Îäíèìè èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé ÿâëÿþò-
ñÿ ïîíÿòèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è ïîòåíöèàëà.

Ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [96], îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷.
Ïðÿìàÿ çàäà÷à − ýòî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðàâèòàöèîí-

íîãî ïîëÿ ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ åãî èñòî÷íèêîâ − òÿãîòåþùèõ
ìàññ. Ïîä ýëåìåíòàìè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ çäåñü è âñþäó íèæå ïîíè-
ìàþòñÿ: ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïî îñÿì
êîîðäèíàò, âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà ïî êîîðäèíàòàì è ò.ä.

Â îáùåì âèäå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè äàåòñÿ èíòå-
ãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ ïîòåíöèàëà:

V (x, y, z) = G

∫∫∫
D

dm(ξ, η, ζ)√
(ξ − x)2 + (η − y)2 + (ζ − z)2

, (1.1)

åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂V (x, y, z)

∂x
= G

∫∫∫
D

(ξ − x)dm(ξ, η, ζ)

[(ξ − x)2 + (η − y)2 + (ζ − z)2]3/2
, (1.2)

∂V (x, y, z)

∂y
= G

∫∫∫
D

(η − y)dm(ξ, η, ζ)

[(ξ − x)2 + (η − y)2 + (ζ − z)2]3/2
, (1.3)

∂V (x, y, z)

∂z
= G

∫∫∫
D

(ζ − z)dm(ξ, η, ζ)

[(ξ − x)2 + (η − y)2 + (ζ − z)2]3/2
, (1.4)

è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Â (1.1)�(1.4) (x, y, z) − êîîðäèíàòû ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà; (ξ, η, ζ) − êîîðäèíàòû òî÷êè íåñóùåé ìàññû;
dm(ξ, η, ζ) − ýëåìåíò ìàññû â òî÷êå (ξ, η, ζ); D − îáúåì, çàíÿòûé ìàñ-
ñàìè; G = 6, 67 · 10−8 − óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ àêòèâíûì ðàçâèòèåì ìåòîäîâ ãðàäèåí-
òîìåòðèè áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè èññëåäîâàíèè ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé èãðàþò èíòåðïðåòàöèè äàííûõ òåíçîðíîé ãðàäèåíòîìåòðèè [136].

Åñëè â òî÷êå (ξ, η, ζ) ìàññû îáëàäàþò ïëîòíîñòüþ δ(ξ, η, ζ), òî
dm(ξ, η, ζ) = δ(ξ, η, ζ)dV = δ(ξ, η, ζ)dξdηdζ.



Â ôîðìóëàõ (1.1)�(1.4) òî÷êà, â êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ìîæåò íàõîäèòüñÿ êàê âíå íîñèòåëÿ ìàññ,
òàê è âíóòðè åãî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîì
ïîëå, âî âòîðîì − î âíóòðåííåì. Äëÿ ãðàâèðàçâåäêè îñíîâíîå çíà÷åíèå
èìååò íàõîæäåíèå âíåøíèõ ïîëåé, õîòÿ ñ ðàçâèòèåì øàõòíîé è ñêâàæèí-
íîé ãðàâèðàçâåäêè áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò è ðàñ÷åò âíóòðåííèõ
ïîëåé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèðàçâåäêè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðàñïðåäåëå-
íèé ìàññ ïî çàäàííîìó ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ ýòèõ ìàññ.

Ïîä çàäàííûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ, ÷òî çàäàíû
çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà èëè (è) åãî ïðîèçâîäíûõ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
òî÷åê. Â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàâè-
òàöèîííîå ïîëå èçâåñòíî â íåêîòîðîé îáëàñòè.

Ïîä òåðìèíîì "íàõîæäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ" ïîíèìàåòñÿ íà-
õîæäåíèå òåë, âûçûâàþùåå îòêëîíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, è îïðå-
äåëåíèå èõ ãðàíèö è ïëîòíîñòåé.

Åñëè çàäàííûì ÿâëÿåòñÿ âíåøíåå ïîëå (ñëó÷àé, íàèáîëåå âàæíûé
äëÿ ãðàâèðàçâåäêè), ãîâîðÿò î âíåøíåé îáðàòíîé çàäà÷å, åñëè çàäàíî
âíóòðåííåå ïîëå − î âíóòðåííåé îáðàòíîé çàäà÷å.

Ôîðìàëüíî îáðàòíàÿ çàäà÷à (íå îáÿçàòåëüíî îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðà-
âèðàçâåäêè) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñòü ìîäåëü, õàðàêòåðè-
çóþùàÿñÿ ðÿäîì ïàðàìåòðîâ. Èçâåñòíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé âîçìóùå-
íèé, âíîñèìûõ ìîäåëüþ. Òðåáóåòñÿ ïî èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé
âîññòàíîâèòü ìîäåëü (îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ìîäåëè).

Ïîäîáíûì îáðàçîì ñòàâÿòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è ìàãíèòîðàçâåäêè, ýëåê-
òðîäèíàìèêè, àêóñòèêè è ò.ä.

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ âîçíèêàþò (ñ âîçðàñòàþùåé ñëîæíî-
ñòüþ) òðè çàäà÷è:

1) äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ;
2) äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ;
3) èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòà-

òî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è, òàê êàê äâå ðàç-
ëè÷íûå ìîäåëè ìîãóò ïðèâîäèòü ê èäåíòè÷íûì èçìåðåíèÿì. Ïîäîáíûå
ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ òåë, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ïîòåíöèàë, ïðèâåäåíû â
ñòàòüå [146].

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé è îáðàò-
íîé çàäà÷ ãðàâèìåòðèè âîçìîæíî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
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Â îáëàñòÿõ, ñâîáîäíûõ îò ìàññ, ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (ðÿäàìè ïî ðàçëè÷íûì
ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, ðÿäàìè Ëîðàíà, îïðåäåëåííûìè èí-
òåãðàëàìè, èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè, èíòåãðàëàìè Ôóðüå è ò.ä.). Â êíèãå
[96] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå ñâîéñòâî ýòèõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé
ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ è ÿäðà èíòåãðàëîâ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé íå òðåáóåòñÿ
çíàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ.

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé ðÿäàìè è èíòåãðàëàìè ñëó-
æàò ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè: 1) ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè; 2) ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ è íàõîæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé; 3) àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ íåêîòîðûõ
õàðàêòåðèñòèê ðàñïîëîæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ýëåìåíòîâ âíåøíèõ ïîëåé;
4) àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê èñòî÷íèêîâ àíî-
ìàëüíûõ ïîëåé; 5) ìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿ àíîìàëüíûõ ïîëåé, â òîì ÷èñëå
ìåòîäîâ ôèëüòðàöèè âûñîêî÷àñòîòíûõ ïîìåõ è ðàçäåëåíèÿ ïîëåé îò îò-
äåëüíûõ òåë.

Ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
íå òîëüêî â ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ, íî è â òùàòåëüíîì âûáîðå ñèñòåì óçëîâ äëÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé. Íà âàæíîñòü ýòîé çàäà÷è íåîäíî-
êðàòíî óêàçûâàë Â. Í. Ñòðàõîâ [178, 204].

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðà óçëîâ ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëåé ðåøåíà â ðàáîòàõ È. Â. Áîéêîâà è À. È. Áîéêîâîé [35, 36, 39].
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëà èññëåäîâàíà ãëàäêîñòü ïîòåíöèàëüíûõ
ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ = δΩ îáëàñòè Ω èõ îïðåäåëåíèÿ è
îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ôóíêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòü ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé îïèñûâàåò-
ñÿ êëàññàìè Qr,γ, Q̃r,γ è Br,γ, B̃r,γ (ñì. îïðåäåëåíèÿ 2.12-2.14, ïðèâåäåííûå
â ðàçäåëå 2 äàííîé ãëàâû), ñîñòîÿùèìè èç ôóíêöèé, ó êîòîðûõ, íà÷èíàÿ
ñ r + 1 ïîðÿäêà, ìîäóëè ïðîèçâîäíûõ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò ïðè
ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå îáëàñòè. Âû÷èñëåíû ïîïåðå÷íèêè Êîëìîãîðîâà
è Áàáåíêî êëàññîâ ôóíêöèé Qr,γ, Q̃r,γ è Br,γ, B̃r,γ è ïîñòðîåíû îïòèìàëü-
íûå ïî òî÷íîñòè (ïî ïîðÿäêó) ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé.

Òðóäíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè îáóñëîâëåíû
òåì, ÷òî ýòè çàäà÷è íåêîððåêòíû [213] è, êàê ïðàâèëî, íå îáëàäàþò
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ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òåëà
ñ ðàçëè÷íûìè âîçìóùàþùèìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, ñ ðàçëè÷íûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè ìàññ, ðàçëè÷íûìè êîíôèãóðàöèÿìè òåë), ïîðîæäàþùèå
òîæäåñòâåííûå âíåøíèå ïîëÿ. Äëÿ âûäåëåíèÿ êëàññîâ îäíîçíà÷íîñòè
íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïëîòíîñòü è ãåîìåòðè-
÷åñêèå ñâîéñòâà òåë. Íàïðèìåð, Ï. Ñ. Íîâèêîâ äîêàçàë åäèíñòâåííîñòü
îáðàòíîé çàäà÷è ïîòåíöèàëà [144] â êëàññå çâåçäíûõ îáëàñòåé, çàïîë-
íåííûõ ìàññàìè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè. Íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è ïîòåíöèàëà îáóñëîâëåíà ñóùåñòâîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèé
ìàññ, èìåþùèõ íóëåâîå âíåøíåå ïîëå. Õàðàêòåðèñòèêà òàêèõ ðàñïðåäå-
ëåíèé äàåòñÿ ëåììîé Ï. Ñ. Íîâèêîâà [144]: ïëîòíîñòü òåëà, îïðåäåëåííî-
ãî â îáëàñòè Ω, ñîçäàþùàÿ íóëåâîé âíåøíèé (äëÿ îáëàñòè Ω) ïîòåíöèàë,
îðòîãîíàëüíà âñåì ãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì, îïðåäåëåííûì â Ω. Èññëå-
äîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ îáëàñòåé åäèíñòâåííîñòè, îñíîâàííûå íà ýòîé
ëåììå, ïðîâîäèëèñü áîëüøèì ÷èñëîì àâòîðîâ. Â êëàññå îáëàñòåé, ãðà-
íèöû êîòîðûõ èìåþò îáùèé ó÷àñòîê, òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äîêàçàíû
À. À. Çàìîðåâûì [106, 107]. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ
çàäà÷ ïðåäëîæåíû È. Ì. Ðàïîïîðòîì [157, 158], Â. Ê. Èâàíîâûì [108],
[110, 111], À. È. Ïðèëåíêî [150, 151] è À. Â. Öèðóëüñêèì [227, 228]. Ñëó-
÷àé êîíòàêòíîé ãðàíèöû ðàçäåëà èçó÷àë Â. Ã. ×åðåäíè÷åíêî [230, 232].
Îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè ïîëó÷åíû Â. Í. Ñòðàõîâûì [186, 187]
è åãî ó÷åíèêàìè [74, 75].

Áîëüøîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ åäèíñòâåííî-
ñòè îáðàòíûõ çàäà÷ îêàçàëà ïðîãðàììà èññëåäîâàíèé, ïðåäëîæåííàÿ
Â. Í. Ñòðàõîâûì [189] − [194]. Îòìåòèì òàêæå èíòåðåñíûé îáçîð ïî
íååäèíñòâåííîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ [146].

Äàæå â ñëó÷àå, êîãäà òåîðåòè÷åñêè îáðàòíàÿ çàäà÷à èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, åãî ÷èñëåííîå íàõîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæ-
íîé çàäà÷åé áëàãîäàðÿ ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâàì [96]:

1. Â ôîðìóëèðîâêå îáðàòíîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ãðàâèòàöèîí-
íîå ïîëå áûëî çàäàíî íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê. Â ðåàëüíîé ãðà-
âèðàçâåäî÷íîé ïðàêòèêå ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â ñèëó
äèñêðåòíîñòè ãðàâèìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ÷èñëî íàáëþäåííûõ çíà÷å-
íèé ýëåìåíòîâ ïîëÿ êîíå÷íî.

2. Â ôîðìóëèðîâêå îáðàòíîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëî çàäàíî
(òî÷íî) ïîëå òåõ ìàññ, êîòîðûå ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Íà ïðàêòèêå ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê íàáëþäåííûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòè íàáëþäåíèé è âëèÿíèÿ ñòîðîííèõ îáúåêòîâ.
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Ïîýòîìó, êàê îòìå÷àåòñÿ â [96], "ñîçäàíèå ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äåëîì òðóäíûì è òðåáóåò
ãëóáîêî ïðîäóìàííîé ìåòîäîëîãèè".

Îáðàòíûå çàäà÷è äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðåøåíèå åäèíñòâåí-
íî, îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåóñòîé÷èâîñòè [213]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áëèçêèå
âíåøíèå ïîëÿ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà ε, ñîçäàþò-
ñÿ ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè òåëàìè. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ
çàäà÷ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè, îñíîâàííûå íà
ó÷åòå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ èñêîìîãî ðåøåíèÿ è ïîìåõ âî
âõîäíûõ äàííûõ. Ìåòîäàì ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷
ïîñâÿùåíû ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ À. Í. Òèõîíîâà [213],
Â. Ê. Èâàíîâà [108, 109], Ì. Ì. Ëàâðåíòüåâà [124] è Â. Í. Ñòðàõîâà [184].
Ðåãóëÿðèçóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãåîôèçèêè èññëåäîâà-
ëèñü Â. Í. Ñòàðîñòåíêî [170], Á. Â. Ãëàñêî ñ ñîàâòîðàìè [91] è äðóãèìè
àâòîðàìè.

Èñòîðè÷åñêè îäíèì èç ïåðâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ òåî-
ðèè ïîòåíöèàëà áûëè ðàáîòû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé (ÒÔÊÏ). Èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ çà-
äà÷ ïîòåíöèàëà ìåòîäàìè ÒÔÊÏ íà÷àëîñü ñ ðàáîòû È. Ì. Ðàïïîïîðòà
[157]. È. Ì. Ðàïïîïîðò ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé
ãðàíèöó òåëà, ñîçäàþùåãî ïîòåíöèàë, èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ z = z(t),
îòîáðàæàþùóþ êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî åäèíè÷íûé êðóã | t |≤ 1 ïëîñ-
êîñòè z íà îáëàñòü G, çàíèìàåìóþ òåëîì.

Â. Ê. Èâàíîâûì [108, 109] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ ïîòåíöèàëà, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñâåäåíèè ýòèõ çàäà÷ ê íåëèíåéíûì
êðàåâûì çàäà÷àì è ê íåëèíåéíûì ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèÿì ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé, îñóùåñòâëÿþùåé êîíôîðìíîå è îäíîëèñò-
íîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íà èñêîìóþ
îáëàñòü. Ìåòîäû ÒÔÊÏ â ïðèìåíåíèè ê ïëîñêèì çàäà÷àì ïîòåíöèàëà
ãëóáîêî ðàçðàáîòàíû â ðàáîòàõ Â. Í. Ñòðàõîâà [183], À. Â. Öèðóëüñêîãî
[227], Â. Ã. ×åðåäíè÷åíêî [230]. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äâóìåð-
íûõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà, îñíîâàííûå íà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè
íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåíû è îáîñ-
íîâàíû È. Â. Áîéêîâûì è Â. Å. Ùóêèíîé [63, 64].

Èññëåäîâàíèÿ òðåõìåðíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ïîòåíöèàëà íà÷àòû
Â. Ê. Èâàíîâûì [110]. Ðàçëè÷íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïîñâÿùå-
íû ðàáîòû À. È. Ïðèëåíêî (ñì., íàïðèìåð, [151]).

Ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ãåî-
ôèçèêè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè èíòåãðàëîâ òèïà
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Êîøè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïîäûòî-
æåíû â ìîíîãðàôèè Ì. Ñ. Æäàíîâà [103].

Ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè, îñ-
íîâàííûì íà ïðèìåíåíèè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè, ïîñâÿùå-
íû ðàáîòû [40, 44, 49, 52, 53]. Íîâûé ïîäõîä ê ìåòîäàì ðåøåíèÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ê êîòîðûì ðåäóöèðóþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è ãåîôè-
çèêè, îïóáëèêîâàí â òðóäàõ Âñåðîññèéñêîãî ñåìèíàðà "Âîïðîñû òåîðèè
è ïðàêòèêè ãåîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ãðàâèòàöèîííûõ, ìàãíèòíûõ è
ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé" [83].

Ïîäðîáíûé îáçîð è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåí-
íûõ â XX â. â Ðîññèè è çà åå ãðàíèöåé ïî òåîðèè è ïðàêòèêå èíòåð-
ïðåòàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ Â. Í. Ñòðàõîâà
[190, 191, 193, 194]. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ Â. Í. Ñòðàõîâ îáîñíîâàë íåîáõî-
äèìîñòü âîçíèêíîâåíèÿ íîâîé (òðåòüåé) ïàðàäèãìû, êîòîðóþ îí íàçâàë
ïàðàäèãìîé çðåëîé êîìïüþòåðíîé ýïîõè, îïèñàë îñíîâíûå õàðàêòåðèñòè-
êè ýòîé ïàðàäèãìû è ñîñòàâèë îáøèðíóþ ïðîãðàììó ïåðåõîäà îò âòîðîé
ê òðåòüåé ïàðàäèãìå.

2. Êëàññû ôóíêöèé è îáîçíà÷åíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû êëàññû ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûå â êíèãå.
Îïèñàíèå êëàññîâ ôóíêöèé Hα(M ; [a, b])(0 < α ≤ 1), W r

p (1), W r,s(1),
Hw1w2

(D) äàåòñÿ ïî êíèãå Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî [141].
Îïðåäåëåíèå 2.1. Êëàññ ôóíêöèé Ãåëüäåðà Hα(M ; [a, b])(0 < α ≤

≤ 1) ñîñòîèò èç çàäàííûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé f(x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ âî âñåõ òî÷êàõ x′ è x′′ ýòîãî îòðåçêà íåðàâåíñòâó |f(x′)− f(x′′)| ≤
≤M |x′ − x′′|α.

Â ñëó÷àå, êîãäà èç òåêñòà ÿñíî, íà êàêîì ìíîæåñòâå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ôóíêöèè, âìåñòî Hα(M ; [a, b]) áóäåì ïèñàòü Hα(M). Ýòî çàìå÷àíèå
îòíîñèòñÿ è ê îñòàëüíûì êëàññàì ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Êëàññ W r(M ; [a, b]) ñîñòîèò èç ôóíêöèé, çàäàí-
íûõ íà îòðåçêå [a, b], íåïðåðûâíûõ è èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-
íûå äî (r − 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ r-ãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùóþ íà ýòîì îòðåçêå íåðàâåíñòâó
|f (r)(x)| ≤M.

Îïðåäåëåíèå 2.3. ÊëàññW rHα(M ; [a, b]) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(x),
ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó W r(M ; [a, b]) è óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëü-
íîìó óñëîâèþ f (r)(x) ∈ Hα(M).

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî |f (r)(x)| ≤
≤M1 è f (r)(x) ∈ Hα(M2), òî áóäåì ïèñàòü W r(M1)Hα(M2).
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Êëàññ W r
Lp

(M ; [a, b])(1 ≤ p < ∞) ñîñòîèò èç
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà [a, b], èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî-
ðÿäêà (r − 1) è ïðîèçâîäíóþ f (r)(x) ïîðÿäêà r, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì b∫

a

|f (r)(x)|pdx

1/p

≤M,

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.
Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé âìåñòî W r

Lp
(M) áóäåì ïèñàòü W r

p (M).

×åðåç W̃ r
p (M ; [a, b]) îáîçíà÷åí êëàññ ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì

(b− a) ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â êëàññ W r
p (M ; a, b).

Îïðåäåëåíèå 2.5. ×åðåç W r
V (1; [a, b]) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ôóíê-

öèé f(x), îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [a, b], èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèç-
âîäíûå äî (r − 1)-ãî ïîðÿäêà è ïðîèçâîäíóþ r-ãî ïîðÿäêà, ïîëíàÿ âàðè-
àöèÿ êîòîðîé V b

a f
(r)(t) ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå 2.6. ×åðåç Hw(D) îáîçíà÷åí êëàññ îïðåäåëåííûõ íà
îòðåçêå D = [a, b] ôóíêöèé f(x) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x′) è (x′′)
èç D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′)− f(x′′)| ≤ w(|x′− x′′|), ãäå w(σ) −
çàäàííûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà w(x) = Mxα, èñïîëü-
çóåòñÿ îáîçíà÷åíèåHα(M,D) è ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α è êîýôôèöèåíòîì D.

Îïðåäåëåíèå 2.7. ×åðåç Hw1w2
(D) îáîçíà÷åí êëàññ îïðåäåëåííûõ

íà D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} ôóíêöèé f(x, y) òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî-
÷åê (x′, y′) è (x′′, y′′) èçD âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′, y′)−f(x′′, y′′)| ≤
≤ w1(|x′ − x′′|) + w2(|y′ − y′′|), ãäå w1(σ) è w2(σ) − çàäàííûå ìîäóëè
íåïðåðûâíîñòè. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà wi(x) = Mix

αi (i = 1, 2), èñïîëüçóåò-
ñÿ îáîçíà÷åíèå Hα1α2

(M,D), ãäå M = max(M1,M2).
Îïðåäåëåíèå 2.8. ×åðåç Cr

l (Ω, 1),Ω = [a1, b1; . . . ; al, bl] îáîçíà÷åí
êëàññ ôóíêöèé l íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
è îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ åäèíèöåé âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî r-ãî ïî-
ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. ×åðåç Cr

lHα(M) îáîçíà÷åí êëàññ ôóíêöèé, âõîäÿ-
ùèõ â Cr

l (Ω, 1),Ω = [a1, b1; . . . ; al, bl] è äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì ∂|r|f(x1, . . . , xl)/∂x

r1
1 · · · ∂x

rl
l ∈ Hα...α(M), ãäå r = (r1, . . . , rl);

0 ≤ ri ≤ |r|, i = 1, . . . , l; |r| = r1 + · · ·+ rl.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ïóñòü Ω = [−1, 1], r = 1, 2, . . . , q − íàòóðàëüíîå
÷èñëî, q ≤ r. Ôóíêöèÿ f(x), x ∈ Ω, ïðèíàäëåæèò êëàññó Ŵ r

qHα(M), åñëè
îíà âõîäèò â êëàññ W rHα(M) è äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
f (l)(−1) = f (l)(1) = 0, l = 0, 1, . . . , q.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïóñòü r = 1, 2, . . . , q − íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
0 ≤ α ≤ 1, Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, ... Ôóíêöèÿ f(x), x ∈ Ω, ïðèíàäëåæèò
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êëàññó Cr,q
l Hα(M), åñëè îíà âõîäèò â êëàññ Cr

lHα(M) è äîïîëíèòåëü-
íî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ∂|v|f(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l |(±1,...,±1) = 0 ïðè

0 ≤ |v| ≤ q, v = (v1, . . . , vl), 0 ≤ vi ≤ |v|, |v| = v1 + · · ·+ vl.
Îïðåäåëåíèå 2.11. W r,s(D,M), D = [a, b; c, d], 0 < M < ∞, îçíà-

÷àåò êëàññ îïðåäåëåííûõ íà D ôóíêöèé f(x, y), èìåþùèõ ïðîèç-
âîäíûå f (α,β)(x, y) = ∂α+βf(x, y)/∂xα∂yβ (0 ≤ α ≤ r, 0 ≤ β ≤ s), ïðè-
÷åì ‖f (r,s)(x, y)‖C(D) ≤ M, ‖f (r,j)(x, 0)‖C(D) ≤ M, j = 0, 1, . . . , s − 1,
‖f (i,s)(0, y)‖C(D) ≤M, i = 0, 1, . . . , r − 1.

Â ðàáîòå Ê. È. Áàáåíêî [10] ââåäåí êëàññ ôóíêöèé Qr(Ω,M) è ïðåä-
ñòàâëåí ðÿä çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó.

Îïðåäåëåíèå 2.12 [10]. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . Ôóíêöèÿ
ϕ(x1, . . . , xl) ïðèíàäëåæèò êëàññó Qr(Ω,M), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

max
x∈Ω
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M

ïðè 0 ≤ |v| ≤ r;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M/(d(x,Γ))|v|−r, x ∈ Ω \ Γ,

ïðè r < |v| ≤ 2r + 1,
ãäå x = (x1, . . . , xl), v = (v1, . . . , vl), |v| = v1+· · ·+vl, d(x,Γ)− ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè x äî ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå d(x,Γ) =
= min1≤i≤l min(| − 1− xi|, |1− xi|).

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 2.13. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . Ôóíêöèÿ

ϕ(x1 . . . , xl) ïðèíàäëåæèò êëàññó Qr,γ(Ω,M), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

max
x∈Ω
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M

ïðè 0 ≤ |v| ≤ r;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M/(d(x,Γ))|v|−r−ζ , x ∈ Ω \ Γ,

ïðè r < |v| ≤ s,
ãäå s = r+[γ]+1, γ = [γ]+µ, 0 < µ < 1, ζ = 1−µ ïðè γ íåöåëîì,
s = r + γ ïðè γ öåëîì.

Îïðåäåëåíèå 2.14. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ; γ, r è u −
íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, s = r + γ. Ìíîæåñòâî Q̄u

rγ(Ω,M) ñîñòîèò
èç ôóíêöèé f(x1, x2, . . . , xl), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

max
x∈Ω
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M

ïðè 0 ≤ |v| ≤ r − 1;
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|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M(1 + | lnu d(x,Γ)|), x ∈ Ω \ Γ,

ïðè |v| = r;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M(1+| lnu−1 d(x,Γ)|)/(d(x,Γ))|v|−r, x ∈ Ω\Γ,

ïðè r < |v| ≤ s.
Íàðÿäó ñ êëàññîì ôóíêöèé Q

u
r,γ(Ω,M) ââåäåì êëàññ ôóíêöèé

Qu
r,γ(Ω,M).
Îïðåäåëåíèå 2.15. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , u − íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî; γ− íåöåëîå ÷èñëî. Êëàññ Qu
r,γ(Ω,M) ñîñòîèò èç ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

max
x∈Ω
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M

ïðè 0 ≤ |v| ≤ r;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤

M

(d(x,Γ))|v|−r−ζ
(1+| lnu d(x,Γ)|), x ∈ Ω\Γ,

ïðè r < |v| ≤ s,

ãäå s = r + [γ] + 1, γ = [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1− µ.
Ââåäåì êëàññ ôóíêöèé Bu

rγ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ; u −
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 0 ≤ γ ≤ 1, M − ïîñòîÿííàÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.16.ÏóñòüΩ = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , r = 1, 2, . . . ,
0 < γ ≤ 1. Ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . . , xl) ïðèíàäëåæèò êëàññó Br,γ(Ω,M), åñëè
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

||ϕ(x1, . . . , xl)||C(Ω) ≤M ;

max
x∈Ω
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M |v||v||v|

ïðè 1 ≤ |v| ≤ r;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M |v||v||v|/(d(x,Γ))|v|−r−1+γ, x ∈ Ω \ Γ,

ïðè r < |v| ≤ ∞.
Îïðåäåëåíèå 2.17. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , r = 1, 2, . . . ,

u = 1, 2, . . . , γ = 1. Ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . . , xl) ïðèíàäëåæèò êëàññó
B̄u
r,γ(Ω,M), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

||ϕ(x1, . . . , xl)||C(Ω) ≤M ;

23



max
x∈Ω
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M |v||v||v|

ïðè 1 ≤ |v| ≤ r − 1;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M rrr(1 + | lnu d(x,Γ)|), x ∈ Ω \ Γ,

ïðè |v| = r;∣∣∣∣∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)

∂xv1
1 · · · ∂x

vl
l

∣∣∣∣ ≤M |v||v||v| (1 + | lnu−1 d(x,Γ))

(d(x,Γ))|v|−r−1+γ
, x ∈ Ω \ Γ,

ïðè r < |v| ≤ ∞.
Îïðåäåëåíèå 2.18. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, ..., 0 < α ≤ 1,

0 ≤ γ ≤ 1. Ìíîæåñòâî B̃u
0,α,γ(Ω,M) ñîñòîèò èç ôóíêöèé ϕ(x1, ..., xl),

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

||ϕ(x1, ..., xl)| | ≤M, x ∈ Ω;

ϕ(x1 . . . xl) ∈ Hα,...,α(M), 0 < α ≤ 1, x ∈ Ω;∣∣∣∣∂|r|ϕ(x1, ..., xl)

∂xr1
1 · · · ∂x

rl
l

∣∣∣∣ ≤ M |r| |r||r|

(d(x,Γ))|r|−1+γ
(1 + |lnu (d(x,Γ))|), x ∈ Ω \ Γ,

ïðè 1 ≤ |r| ≤ ∞.
Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ; r, u − íà-

òóðàëüíûå ÷èñëà; γ − âåùåñòâåííîå ÷èñëî, 0 < γ < 1. Ìíîæåñòâî
Bu
rγ(Ω,M) ñîñòîèò èç ôóíêöèé ϕ(x1, . . . , xl), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:
‖ϕ(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤M ;∥∥∥∥∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)

∂xv1
1 · · · ∂x

vl
l

∥∥∥∥
C(Ω)

≤M |v||v||v|

ïðè 1 ≤ |v| ≤ r;∥∥∥∥∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)

∂xv1
1 · · · ∂x

vl
l

∥∥∥∥ ≤ M |v||v||v|(1 + | lnu d(x,Γ)|)
d|v|−r−1+γ(x,Γ)

, x ∈ Ω \ Γ,

ïðè r < |v| <∞.
Îïðåäåëåíèå 2.20. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . Ìíîæåñòâî

Bu
0,0(Ω,M) ñîñòîèò èç ôóíêöèé ϕ(x1, . . . , xl), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþ-

ùèì óñëîâèÿì:∥∥∥∥∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)

∂xv1
1 · · · ∂x

vl
l

∥∥∥∥ ≤ M |v||v||v|(1 + | lnu d(x,Γ)|)
d|v|(x,Γ)

, x ∈ Ω\Γ, |v| = 0, 1, . . .
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Îïðåäåëåíèå 2.21. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ; 0 < α ≤ 1;
γ − íåöåëîå ÷èñëî; s = r + [γ] + 1, γ = [γ] + µ, ζ = 1 − µ. Ôóíêöèÿ
ϕ(x1, . . . , xl) ïðèíàäëåæèò êëàññó Q∗r,α,γ(Ω,M), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

‖∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l ‖C(Ω) ≤M

ïðè 0 ≤ |v| ≤ r;

∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l ∈ Hα,...,α(M)

ïðè |v| = r, x ∈ Ω;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M/(d(x,Γ))|v|−r−ζ , x ∈ Ω \ Γ,

ïðè r < |v| ≤ s.
Îïðåäåëåíèå 2.22. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ; r, s = 0, 1, . . . ;

γ − âåùåñòâåííîå ÷èñëî, 0 < γ. Ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . . , xl) ïðèíàäëåæèò
êëàññó L0,s,γ(Ω,M), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M/(d(x,Γ))|v|+γ, x ∈ Ω\Γ,

ïðè 0 ≤ |v| ≤ s.
Îïðåäåëåíèå 2.23. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . ; s = 0, 1, . . . ;

γ − âåùåñòâåííîå ÷èñëî, 0 < γ. Ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . . , xl) ïðèíàäëåæèò
êëàññó L̄0,s,γ(Ω,M), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

|ϕ(x1, . . . , xl)| ≤M(1 + | ln d(x,Γ)|), x ∈ Ω\ Γ;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M/(d(x,Γ))|v|+γ−1, x ∈ Ω\Γ,

ïðè 0 < |v| = s.

Îïðåäåëåíèå 2.24. Ïóñòü Ω = (−∞,∞)l \ Ω0, Ω0 = (−1, 1)l,
l = 2, 3, . . . Ôóíêöèÿ ϕ(x1, x2, . . . , xl) ïðèíàäëåæèò êëàññó Q(r,m)γ(Ω,M),
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

‖ϕ(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤M/(d(x,Γ))m, x ∈ (−∞,∞)l \ Ω1,Ω1 = (−2, 2)l;

‖∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l ‖C(Ω) ≤M, x ∈ Ω,

ïðè 0 ≤ |v| ≤ r;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M/(d(x,Γ))|v|−r−ζ , x ∈ Ω \ Γ,

ïðè r < |v| ≤ s.

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññàìè ôóíêöèé Qrγ(Ω,M), Qu
r,γ(Ω,M), Brγ(Ω,M),

Bu
r,γ(Ω,M) ââåäåì êëàññû ôóíêöèé Qrγ(Ω̃,M), Qu

r,γ(Ω̃,M), Brγ(Ω̃,M),
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Bu
r,γ(Ω̃,M), Ω̃ = Rl \ Ω, îòëè÷àþùèåñÿ îò êëàññîâ ôóíêöèé Qrγ(Ω,M),

Qu
r,γ(Ω,M), Brγ(Ω,M), Bu

r,γ(Ω,M) òåì, ÷òî òî÷êà x ïðèíàäëåæèò âíåø-
íîñòè îáëàñòè Ω. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå êëàññà ôóíêöèé
Qrγ(Ω̃,M).

Îïðåäåëåíèå 2.25. Ïóñòü Ω̃ = Rl \ Ω,Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . .
Ôóíêöèÿ ϕ(x1, . . . , xl), (x1 . . . , xl) ∈ Ω̃ ïðèíàäëåæèò êëàññó Qr,γ(Ω̃,M),
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

max
x∈Ω
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x

v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M, x ∈ Ω̃,

ïðè 0 ≤ |v| ≤ r;

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂x
v1
1 · · · ∂x

vl
l | ≤M/(d(x,Γ))|v|−r−ζ , x ∈ Ω̃ \ Γ,Γ = δΩ,

ïðè r < |v| ≤ s,
ãäå s = r+ [γ] + 1, γ = [γ] +µ, 0 < µ < 1, ζ = 1−µ ïðè γ íåöåëîì,
s = r + γ ïðè γ öåëîì.

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Îïðåäåëåíèå 2.26. Ôóíêöèÿ ϕ(t) ∈ L1[0, 2π] ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîä-

íîé r-ãî ïîðÿäêà (r > 0) â ñìûñëå Âåéëÿ ôóíêöèè f(t), åñëè
2π∫
0

ϕ(t)dt = 0

è

f(t) =
1

π

2π∫
0

Br(t− τ)ϕ(τ)dτ,

ãäå

Br(t) =
∞∑
k=1

cos(kt− πr/2)

kr
, r > 0,

è ðÿä ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå t, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, t = 2kπ.
Îïèøåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â êíèãå.
Ïóñòü B − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, x ∈ B, ‖x‖− íîðìà ýëåìåíòà x.

Â êíèãå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü Ω − îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. ×åðåç C(Ω) îáîçíà-

÷åíî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f(x), x ∈ Ω, îïðåäåëåííûõ íà
Ω, ñ íîðìîé ‖f(x)‖ = maxx∈Ω |f(x)|. ×åðåç Lp(Ω) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàí-
ñòâî ñóììèðóåìûõ ñ p-é ñòåïåíüþ ôóíêöèé f(x), x ∈ Ω, îïðåäåëåííûõ
íà Ω, ñ íîðìîé ‖f(x)‖ = [

∫
Ω

|f(x)|pdx]1/p.

Â êíèãå èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Rn âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn)
ñî ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè íîðìàìè:

‖x‖1 = max
1≤k≤n

|xk|, ‖x‖2 =

(
n∑
k=1

|xk|2
)1/2

, ‖x3‖ =
n∑
k=1

|xk|.

26



Ïóñòü x ∈ X, ãäå X − íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. ×åðåç B(a, ρ),
a ∈ X, îáîçíà÷åí øàð ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå a(x ∈ X : ‖x−a‖ ≤ ρ).
×åðåç S(a, ρ), a ∈ X, îáîçíà÷åíà ñôåðà ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå
a (x ∈ X : ‖x− a‖ = ρ).

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Ëàïëàñà, Ìåëëèíà.
Ïóñòü f(x), x = (x1, . . . , xl), l = 1, 2, . . . ,− âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ l

ïåðåìåííûõ, f(x) ∈ L2(Rl), ω = (ω1, . . . , ωl), l = 1, 2, . . . , (x, ω) = x1ω1+
+ · · ·+ xlωl.

Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëîé:

V (f) = F (ω) =
1

(2π)l/2

∫
Rl

f(x)e−i(x,ω)dx.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

V −1(F ) = f(x) =
1

(2π)l/2

∫
Rl

F (ω)ei(x,ω)dω.

Ïóñòü f(x), x = (x1, . . . , xl), l = 1, 2, . . . ,− âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ l
ïåðåìåííûõ, f(x) ∈ L2(R

+
l ), R+

l = [0,∞)l, p = (p1, . . . , pl), l = 1, 2, . . . ,
(x, p) = x1p1 + · · ·+ xlpl.

Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

Z(f) = F (p) =

∫
R+
l

f(x)e−i(x,p)dx.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Z−1(F ) = f(x) =
1

(2πi)l

c+i∞∫
c−i∞

· · ·
c+i∞∫
c−i∞

F (p)ei(x,p)dp.

Ïóñòü f(x) − âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, f(x) ∈ L2(R
+), R+ = [0,∞).

Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ôóíêöèè f(x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

M(f) = F (z) =

∫
R+

f(x)xz−1dx.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

M−1(F ) = f(x) =
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

F (z)x−zdz.
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Ïóñòü ∆ = [a, b], c ∈ [a, b], f(x) ∈ W r. ×åðåç Tr(f,∆, c) îáîçíà÷åí
îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà

Tr(f,∆, c) = f(c) +
f ′(c)

1!
(x− c) + · · ·+ f (r)(c)

r!
(x− c)r.

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èí-
òåãðàëüíîé ôîðìå [141].

Íàïîìíèì ýòó ôîðìóëó:

f(x) = f(c) +
x− c

1!
f ′(c) +

(x− c)2

2!
f ′′(c) + · · ·+ (x− c)r−1

(r − 1)!
f r−1(c) +Rr(x),

ãäå

Rr(x) =
1

(r − 1)!

t∫
a

(x− t)r−1f (r)(t)dt.

Ïóñòü ∆ = [a1, b1; · · · ; al, bl], l = 2, 3, . . . , c ∈ ∆, f(x1, . . . , xl) ∈ Cr
l .

×åðåç Tr(f,∆, c) îáîçíà÷èì îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà Tr(f,∆, c) = f(c)+
+ 1

1!df(c)+· · ·+ 1
r!d

rf(c), ãäå drf(c) − äèôôåðåíöèàëû r-ãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xl), âû÷èñëåííûå â òî÷êå c.

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðå-
ìåííûõ ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå [142].

Íàïîìíèì ýòó ôîðìóëó:

f(x1, . . . , xl) =
r∑

k=0

1

k!

l∑
j1=1

· · ·
l∑

jk=1

(xj1 − x0
j1

) · · · (xjk − x0
jk

)
∂kf(x0)

∂xj1 · · · ∂xjk
+

+Rr+1(x), (2.1)

ãäå

Rr+1(x) =
1

r!

1∫
0

(1− u)r
l∑

j1=1

· · ·
l∑

jr+1=1

(xj1 − x0
j1

) · · ·

· · · (xjr+1
− x0

jr+1
)
∂r+1f(x0 + u(x− x0))

∂xj1 · · · ∂xjr+1

du =

= (r + 1)
∑
|k|=r+1

(x− x0)k

k!

1∫
0

(1− u)rf (k)(x0 + u(x− x0))du. (2.2)

×åðåç Kr îáîçíà÷åíà êîíñòàíòà Ôàâàðà

Kr =
4

π

∞∑
k=1

(−1)k(r+1)

(2k + 1)r+1
, r = 0, 1, . . .
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Ïóñòü f(t) ∈ Hα, 0 < α ≤ 1, t ∈ [a, b]. Òîãäà

H(f, α) = sup
t1 6=t2;t1,t2∈[a,b]

|f(t1)− f(t2)|
|t1 − t2|α

.

Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 1, Γ = ∂Ω − ãðàíèöà îáëàñòè Ω, u, r −
ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà; vi − íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà,
i = 1, 2, . . . , l. Ïóñòü t = (t1, . . . , tl), v = (v1, . . . , vl), |v| = v1 + · · · + vl.
×åðåç Dv îáîçíà÷åí îïåðàòîð Dv = ∂|v|/∂tv1

1 · · · ∂t
vl
l .

3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè

Â òå÷åíèå XX âåêà â ðàìêàõ ïåðâîé è âòîðîé ïàðàäèãìû áûëè ðàç-
ðàáîòàíû ìíîãî÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè.
Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà êàæäîì èç èçâåñò-
íûõ ìåòîäîâ è òåì áîëåå ïðîâîäèòü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âñåõ ìåòîäîâ,
îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà êðàòêîì îáçîðå îñíîâíûõ.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé áûëà ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ òåë ïðàâèëü-
íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû: øàðà, ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ, ãîðèçîí-
òàëüíîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà, âåðòèêàëüíîãî ñòåðæíÿ, âåðòèêàëüíîãî
êðóãîâîãî öèëèíäðà, ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû, ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóïëîñ-
êîñòè, âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, âåðòèêàëüíîé ïîëóïëîñêîñòè è ò.ä. Äëÿ
ýòèõ ïðàâèëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåë óäàëîñü âû÷èñëèòü [96] â àíàëè-
òè÷åñêîì âèäå ôóíêöèè Vx, Vy, Vz, , Vxz, Vzz, Vyz, Vzzz. Âèä ýòèõ ôóíêöèé
îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ìåòîäîì ïîäáîðà.

Âû÷èñëèâ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ äëÿ òåë ïðàâèëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ôîðìû, ìîæíî âû÷èñëÿòü ãåîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è äëÿ òåë ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìû, ïîêðûâ èõ êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòüþ ïðàâèëüíûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ òåë. Êàê ïðàâèëî, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ïîäîáíûå òåëà.

Â ñëó÷àå, êîãäà òåëî èìååò ñëîæíóþ ôîðìó, âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðåõ-
ìåðíûì èíòåãðàëîì ïî îáúåìó V, çàíèìàåìîìó òåëîì:

∆g(x, y, z) = G

∫∫∫
V

σ(ξ, η, ζ)
z − ζ

[(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2]3/2
dV,

(3.1)
ãäå x, y, z è ξ, η, ζ − êîîðäèíàòû âíåøíåé è âíóòðåííåé òî÷åê ìàññ ñîîò-
âåòñòâåííî; dV = dξdηdζ,G − ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, σ(ξ, η, ζ) −
ïëîòíîñòü òåëà.
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Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ( ñì. áèáëèîãðàôèþ â [96] ) ïîñâÿùåíî óïðîùå-
íèþ ôîðìóëû (3.1) ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïëîò-
íîñòè è ãåîìåòðèè òåëà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ, èõ âû÷èñëåíèå â çàìêíó-
òîé ôîðìå, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
â ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðè èíòåðïðåòàöèè ãåîôèçè÷åñêèõ ïî-
ëåé áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïðåä-
ñòàâëåíèè îáúåìà V â âèäå ñóììû òåë ïðàâèëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîð-
ìû è âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ ýòèìè òåëàìè.

Îäíàêî äàæå ïðè òàêîì ïîäõîäå ê âû÷èñëåíèþ ãåîôèçè÷åñêèõ ïî-
ëåé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîëå ïîòåíöèàëà äëÿ ìíîãèõ ïðîñòûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ òåë íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ÿâíîì âèäå. Íàïðèìåð, ïîëå
ïîòåíöèàëà êîíå÷íîãî ãîðèçîíòàëüíîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû.

Âñå ýòî îáóñëîâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè. ×èñëåííûì ìåòîäàì ïîñâÿùåíî
áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, â êîòîðûõ â ïåðâóþ î÷åðåäü èñïîëüçîâàëèñü êóáà-
òóðíûå ôîðìóëû.

Â ñòàòüÿõ Â. È. Ñòàðîñòåíêî è À. Ã. Ìàíóêÿíà [171, 172] ðàçðàáîòàíû
÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ìàãíèòîìåòðèè
äëÿ òèïîâûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ òåë, ñîãëàñîâàííûå ñî ñôåðè÷íîñòüþ
Çåìëè. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ÷èñëåííûì
ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ìàãíèòîìåòðèè.

Â. Í. Ñòðàõîâ îòìå÷àåò, ÷òî íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ãðà-
âèìåòðèè è ìàãíèòîìåòðèè âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ áûñòðîäåéñòâèå íà 1-2 ïîðÿäêà áîëåå
âûñîêîå, íåæåëè äîñòèæèìîå â èçâåñòíûõ àëãîðèòìàõ. Êðîìå òîãî, îí
îòìå÷àåò íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå íîâîãî êëàññà çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ òåì, ÷òî â êà÷åñòâå âõîäíîé èíôîðìàöèè âûñòóïàåò íå çíà÷åíèå ïîëÿ
gR â òåõ èëè èíûõ ñîâîêóïíîñòÿõ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, à ñðåä-
íåå çíà÷åíèå ïîëÿ gR äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû ïëîùàäîê íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè.

Ýòîò êðóã çàäà÷ ðåøåí Â. Í. Ñòðàõîâûì, Ò. Â. Ðîìàíþê è
Í. Ê. Ôðîëîâîé [203].

Ê ðåøåíèþ ïðÿìûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ìàãíèòîìåòðèè ÷àñòî ïðè-
âëåêàþò ìåòîäû òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè íà÷àëè ïðèìåíÿòüñÿ â ãåîôèçèêå áîëåå ÷åì
150 ëåò íàçàä. Çäåñü â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî îòìåòèòü ðàáîòû
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Ê. Ãàóññà [88] è Ô. Íåéìàííà [265, 266] ïî òåîðèè çåìíîãî ìàãíåòèçìà.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî è Ê. Ãàóññ, è Ô. Íåéìàíí ïðîâîäèëè âû÷èñëåíèÿ
âðó÷íóþ, ïðåäëîæåííûå èìè àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äî ïî-
ñëåäíèõ äíåé.

Êàê Ê. Ãàóññ, òàê è Ô. Íåéìàíí ïðè ïîñòðîåíèè ãëîáàëüíîãî ñôåðè-
÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà èñïîëüçîâàëè äâóõñòóïåí÷àòûé ìåòîä.

Àëãîðèòì Ãàóññà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíÿåò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé ϕ (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñôåðè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ρ,Θ, ϕ), â êîòîðîé Θ − äîëãîòà, ϕ − øèðîòà).
Íà âòîðîì øàãå � ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Àëãîðèòì Íåéìàííà îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà Ãàóññà íà âòîðîì øà-
ãå. Âìåñòî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îí ïðèìåíÿë êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.

Ìåòîä Íåéìàííà ïîëó÷èë â äàëüíåéøåì øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå
â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ãåîôèçèêè. Îí èñïîëüçóåòñÿ â òîïîãðàôèè [257,
270], â ôèçèêå àòìîñôåðû [250], â ãåîäåçèè [147, 249, 268].

Âïîñëåäñòâèè îáà ìåòîäà áûëè èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ ïî ãëîáàëü-
íîìó ñôåðè÷åñêîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó (ÃÑÃÀ) è ãëîáàëüíîìó ñôå-
ðè÷åñêîìó ãàðìîíè÷åñêîìó ñèíòåçó (ÃÑÃÑ). Îáçîð ýòèõ ìåòîäîâ ïðèâå-
äåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Èçâåñòíî, ÷òî íàáëþäåííûå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîæ-
íûìè èíòåðôåðåíöèîííûìè ïîëÿìè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó ýô-
ôåêòîâ îò ðÿäà ãåîëîãè÷åñêèõ òåë ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïëîòíîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ, îáóñëîâ-
ëåííûå îòäåëüíûìè ãåîëîãè÷åñêèìè îáðàçîâàíèÿìè, èñïîëüçóþò òðàíñ-
ôîðìàöèè. Òðàíñôîðìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ [96] "ñ öåëüþ ïîäàâëåíèÿ ìå-
øàþùåé èíôîðìàöèè è íàèáîëåå ÷åòêîãî âûÿâëåíèÿ ÷àñòè ïîëåçíîé èí-
ôîðìàöèè".

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðàíñôîðìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðå÷åíü ÷àñòè êîòîðûõ ïðè-
âåäåí â êíèãå [96]. Ýòè òðàíñôîðìàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îáùåì âèäå
ôîðìóëîé

V (x, y, z) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

K(x− ξ, y − η, z)U(ξ, η, 0)dξdη. (3.2)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ òðàíñôîðìàöèè ïîëåé
àêòèâíî ðàçâèâàëèñü â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé, çäåñü
îñòàëîñü ìíîãî íåèññëåäîâàííûõ âîïðîñîâ.
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Â ÷àñòíîñòè, â [96] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî òðàíñôîðìàöèè èìåþò ñóùå-
ñòâåííûå íåäîñòàòêè, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ñëåäóþùåì:

1) ñïîñîáû ðàçðàáîòàíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè è ðåãóëÿðíîé ñåòè íàáëþäåíèÿ;

2) îòñóòñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ó÷åòà öåíòðàëüíîé çîíû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàíò äëÿ z = 0, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàë (3.2)
èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå x = y = 0;

3) ñïîñîáû íå àäàïòèðóþòñÿ â ñìûñëå ó÷åòà âëèÿíèÿ ñëó÷àéíûõ
ïîãðåøíîñòåé íàáëþäåíèé è íåïðåäñòàâèòåëüíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ ïðè
èçìåíåíèè óðîâíÿ ñèãíàë/ïîìåõà, ñîîòíîøåíèÿ èõ ðàäèóñîâ àâòîêîððå-
ëÿöèè è ò.ï. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíè îáëàäàþò ëèøü î÷åíü ñëàáûìè
ôèëüòðóþùèìè ñâîéñòâàìè è âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê ïîãðåøíîñòÿì íà-
áëþäåíèé;

4) ñïîñîáû íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè â ñìûñëå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ.
Îòñóòñòâóþò ýôôåêòèâíûå îöåíêè òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëåíèå î êîòîðûõ
ìîæíî ïîëó÷èòü íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Â ðàáîòàõ À. È. Áîéêîâîé [72, 73] ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå àëãîðèò-
ìû òðàíñôîðìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, â êîòîðûõ óñòðàíåíû ïåðâîå
è ïîñëåäíåå èç ïðèâåäåííûõ âûøå çàìå÷àíèé. Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà
ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëîâ.

Äðóãîé ìåòîä òðàíñôîðìàöèè ïîëåé, ïîçâîëÿþùèé îòäåëèòü ïîëå
èññëåäóåìîãî àíîìàëüíîãî òåëà îò ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ îñòàëüíûìè ãåî-
ëîãè÷åñêèìè îáúåêòàìè, èññëåäîâàëñÿ Â. Í. Ñòðàõîâûì è Ñ. Í. Èâàíî-
âûì [201], È. Ë. Ïðóòêèíûì [155]. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ
ëîêàëèçàöèè ðàñïîëîæåííîãî â îáëàñòè G àíîìàëüíîãî òåëà íåîáõîäèìî
îòäåëèòü îò ïîëÿ, èçìåðÿåìîãî íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ñîñòàâëÿþùóþ,
îáóñëîâëåííóþ àíîìàëüíûìè òåëàìè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû âíå îáëà-
ñòè G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü G íàõîäèòñÿ âûøå ãîðèçîíòàëüíîãî
ñëîÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà ãëóáèíå, íå áîëüøåé, ÷åì h. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ïðè ïåðåñ÷åòå ââåðõ íà âûñîòó h âëèÿíèå àíîìàëèå-îáðàçóþùèõ îáúåê-
òîâ äî ãëóáèíû h ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîëå, ïåðåñ÷èòàííîå ââåðõ íà âûñîòó h, îáóñëîâëåíî òîëüêî àíîìàëèå-
îáðàçóþùèìè îáúåêòàìè, ðàñïîëîæåííûìè âíå îáëàñòè G.

Â ðåçóëüòàòå îáðàòíîãî ïåðåñ÷åòà âíèç íà âåëè÷èíó h ïîëó÷àåì ïîëå,
îáóñëîâëåííîå ãëóáèííûìè è áîêîâûìè èñòî÷íèêàìè. Âû÷èòàÿ ýòî ïîëå
èç èñõîäíîãî, ïîëó÷àåì ïîëå, îáóñëîâëåííîå àíîìàëüíûì òåëîì, ðàñïî-
ëîæåííûì â îáëàñòè G. Îöåíêè òî÷íîñòè èçëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà,
íàñêîëüêî àâòîðàì èçâåñòíî, îòñóòñòâóþò.
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Ïðè ïåðåñ÷åòå ïîëÿ íà âûñîòó h íà ãðàíèöå îáëàñòè âîçíèêàåò áîëü-
øàÿ ïîãðåøíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ êðàåâûì ýôôåêòîì (ïåðåñ÷åò ïðîâî-
äèòñÿ íå ïî âñåé ïëîñêîñòè, à ïî êîíå÷íîé åå ÷àñòè S). Äëÿ óìåíüøåíèÿ
ïîãðåøíîñòè ââîäÿò â ðàññìîòðåíèå ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ìèíèìè-
çèðóþùóþ ôóíêöèîíàë

I(f) =

∫∫
S

((
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2
)
dxdy,

â êîòîðîì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå ïîâåðõíîñòè S.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäîâ òðàíñôîðìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïî-
ëåé ñîäåðæèòñÿ â êíèãàõ Ì. À. Àëåêñèäçå [6] è Þ. È. Áëîõà [20].

Ïîìèìî îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè, ðàçðà-
áîòàíî áîëüøîå ÷èñëî ïðèåìîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ðàçðàáîòàíû âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ äëÿ âåðòèêàëüíî-ñëîèñòûõ ñòðóêòóð, äëÿ ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòûõ
ñòðóêòóð; ðàçðàáîòàíû ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ ãðà-
âèðàçâåäêè (â ÷àñòíîñòè, ïàëåòêè Ãàìáóðöåâà, Áàðòîíà, Òÿïêèíà è äð.).

Ïðèâåäåííûé âûøå êðàòêèé àíàëèç öåëèêîì îòíîñèòñÿ ê ðàáîòàì,
âûïîëíåííûì â ðàìêàõ ïåðâîé è âòîðîé ïàðàäèãì.

Çàêàí÷èâàÿ åãî, îòìåòèì, ÷òî Â. Í. Ñòðàõîâûì ïðåäëîæåíà îáøèð-
íàÿ ïðîãðàììà ðàçâèòèÿ òåîðèè è ïðàêòèêè èíòåðïðåòàöèè ãåîôèçè÷å-
ñêèõ ïîëåé â XXI ñòîëåòèè â ðàìêàõ òðåòüåé ïàðàäèãìû − ïàðàäèãìû
çðåëîé êîìïüþòåðíîé ýïîõè. Â ðàìêàõ ýòîé ïðîãðàììû ïðåäëàãàåòñÿ ïî-
ñòðîåíèå äèñêðåòíîé òåîðèè íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà è ðåøåíèå ïðÿ-
ìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè èñõîäÿ èç äèñêðåòíûõ ìîäåëåé. Ðÿä
ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí â [189].

4. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ãåîôèçèêè

Îáðàòíûå çàäà÷è ãåîôèçèêè îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ (ïî
Àäàìàðó) çàäà÷. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ íåêîððåêòíîé ïî Àäàìàðó, åñëè åå
ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò èëè îíî íå åäèíñòâåííî, èëè îíî íå óñòîé÷èâî.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Kx = f,
ãäå f − èçâåñòíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, à x − ðåøåíèå, ïîäëåæàùåå îïðåäåëå-
íèþ, òî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïðèâîäÿò ê áîëüøèì èçìå-
íåíèÿì â ðåøåíèè. Æ. Àäàìàð óòâåðæäàë, ÷òî íåêîððåêòíûå çàäà÷è íå
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èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ãåîôèçèêè, ýëåêòðîäèíàìèêè, êâàíòîâîé òåîðèè
ðàññåÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíûìè. Ñóùåñòâóþò òðè îñíîâíûå ìåòîäà
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. À. Í. Òèõîíîâ â 1963 ã. ïðåäëîæèë ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ [211]. Ì. Ì. Ëàâðåí-
òüåâ ðàçðàáîòàë ìåòîä ðåøåíèÿ óñëîâíî íåêîððåêòíûõ çàäà÷ [124]. Ìå-
òîä êâàçèðåøåíèé äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ áûë ïðåäëîæåí è
èññëåäîâàí Â. Ê. Èâàíîâûì [112].

Ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâèðàçâåäêè è ìàãíèòîðàçâåäêè
ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíûìè.

4.1. Ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ

Â ìîíîãðàôèè [279] ïîêàçàíî, ÷òî òðåõìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññ
ñ ïëîòíîñòüþ ρ(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (∇, g) = −4πGρ,∇×g = 0,
ãäå G − óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë U, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé g = ∇U,
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà ∆U = −4πGρ, à â îòñóòñòâèå
ìàññ − óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆U = 0.

Èçâåñòíî [169], ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà âûðàæàåòñÿ èíòå-
ãðàëîì

U(r′) = G

∫∫∫
D

ρ(r)

|r − r′|
dv, (4.1)

ãäåD − îáëàñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ, r = (x, y, z), r′ = (x′, y′, z′), |r−r′| =
= ((x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2)1/2.

Ïðè ýòîì ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

g(r′) = G

∫∫∫
D

ρ(r)
r − r′

|r − r′|3/2
dv. (4.2)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèðàçâåäêè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìàññ ïî èçâåñòíîìó ïîòåíöèàëó U(r′) èëè ãðàâèòàöèîííîìó ïî-
ëþ g(r′), r′ ∈ D.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèìåòðèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà âèäà (4.1) èëè (4.2)
ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ρ(r).

4.2. Ìàãíèòíûå ïîëÿ

Íàðÿäó ñ ãðàâèðàçâåäêîé ìàãíèòîðàçâåäêà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñ-
íîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çåìíûõ íåäð. Ìåòîäû ìàãíèòîðàçâåäêè
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îñíîâàíû íà îáíàðóæåíèè è èíòåðïðåòàöèè àíîìàëèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Çåìëè. Ìàãíèòíûå ìàòåðèàëû õàðàêòåðèçóþòñÿ âåêòîðîì íàìàãíè÷åí-
íîñòè I, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí ìàãíèòíîìó ïîëþ H :

I = σH,

ãäå σ − ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü.
Èçâåñòíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ìàòåðèàëû èìåþò ðàçëè÷íûå ìàãíèòíûå

âîñïðèèì÷èâîñòè, îïðåäåëèâ êîòîðûå, ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î ñîñòàâå
èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ.

Â ìîíîãðàôèè [279] ïîêàçàíî, ÷òî âíåøíèå ìàãíèòíûå ïîëÿ îïèñû-
âàþòñÿ óðàâíåíèåì

H(r′) = ∇′
∫∫∫
D

I(r)∇′ 1

|r − r′|
dr. (4.3)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ìàãíèòîðàçâåäêè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè âåê-
òîðà íàìàãíè÷åííîñòè I(r) ïî èçâåñòíîìó âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ
H(r′). Èç óðàâíåíèÿ (4.3) âèäíî, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à ìàãíèòîðàçâåäêè
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà,
÷òî ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé.

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ïîäõîäû, îñíîâàííûå êàê íà ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ, òàê
è íà ïðàâäîïîäîáíûõ ðàññóæäåíèÿõ, èñïîëüçóþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå, çíàíèÿ è îïûò èññëåäîâàòåëÿ.

Áîëüøóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ èãðàåò âûáîð ìîäåëè,
â ðàìêàõ êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîäðîáíûé îáçîð ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâè- è ìàãíèòîðàçâåäêè ïðèâå-
äåí â [96, c. 270�272].

Óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîäáîðà [96, 76, 170, 202]. Ïðè åãî ðåàëèçàöèè èñïîëü-
çóþòñÿ âàðèàöèîííûå ìåòîäû [212], èòåðàöèîííûå ìåòîäû [213].

Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðè-
áëèæåííîì ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (4.1)�(4.3), êîòîðûå ìî-
äåëèðóþò îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâèðàçâåäêè è ìàãíèòîðàçâåäêè.

Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåé-
íûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

Gσ

b∫
a

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x), (4.4)
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ãäå z(ζ)−ôîðìà ïîâåðõíîñòè òåëà;H− ãëóáèíà çàëåãàíèÿ; σ− ïëîòíîñòü
òåëà; G− ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ñëó÷àå, åñëè êîëåáàíèÿ ôóíêöèè z(s) ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëó-
áèíîé H, óðàâíåíèå (4.4) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

2GσH

b∫
a

z(ζ)

(x− ζ)2 +H2
dζ = f(x). (4.5)

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.5) ïðè èçâåñòíîé ïëîò-
íîñòè σ è ðàçëè÷íîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ H, a è b èññëåäîâàíû
â [56].

Ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4) ðàçâèâàëèñü â
ðàáîòàõ [211, 91]. Ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.4) ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû òåî-
ðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé [228].

Ñëó÷àé, êîãäà íå èçâåñòíû è ãëóáèíà çàëåãàíèÿ H, è ôóíêöèÿ z(ζ),
ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4) ïðåäëîæåí â [91].

Íåëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì ê óðàâíåíèþ (4.4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå:

Gσ

b∫
a

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2
ds = f(x).

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èññëåäîâàíû â [41].
Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ îñü

z âíèç.
Ïóñòü òåëî çàëåãàåò íà ãëóáèíå H, ïðè÷åì åãî íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòü

ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ z = H, à âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü îïèñûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé z(x, y) = H − ϕ(x, y) ñ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x, y), óäîâëå-
òâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó maxϕ(x, y) < H.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèìåòðèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

H∫
H−ϕ(ζ,η)

σ(ζ, η, ξ)ξdζdηdξ

((x− ζ)2 + (y − η)2 + ξ2)3/2
= f(x, y, 0), (4.6)

ãäå G − ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; σ(ζ, η, ξ) − ïëîòíîñòü âîçìóùàþ-
ùåãî òåëà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî σ(ζ, η, ξ) ≡ 0 âíå òåëà.
Óðàâíåíèå (4.6) äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå àïïðîêñèìàöèè.
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Åñëè ïëîòíîñòü σ(ζ, η, ξ) ïîñòîÿííàÿ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

Gσ

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − ϕ(ζ, η))2)1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2

]
dζdη = f(x, y, 0), (4.7)

ëèíåàðèçàöèåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

GσH

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(ζ, η)

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
dζdη = f(x, y, 0). (4.8)

Ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé (4.6)�(4.8) ïîñâÿùåíû ìíîãî-
÷èñëåííûå ðàáîòû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè ê
ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.6) èññëåäîâàëîñü â [13, 14].

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.8) â äåéñòâèòåëüíîé è
ñïåêòðàëüíîé îáëàñòÿõ ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [41].

Ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (4.7) è (4.8) ïðèìåíÿåòñÿ [154, 229] ìåòîä ëî-
êàëüíûõ ïîïðàâîê.

Ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâèðàçâåäêè è ìàãíèòîðàçâåäêè, îïèñû-
âàåìûå èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà, äîïóñ-
êàþò ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Ýòè ìåòîäû èçëîæåíû â ðà-
áîòàõ [219, 12, 145] ïðèìåíèòåëüíî ê îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî
ðîäà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàðÿäó ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà â òåîðèè äâóìåðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
[226, 183, 103].

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
íåêîððåêòíûõ çàäà÷ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîäåðæèòñÿ â [280].
Ïðåäñòàâëåíû ìåòîä Êðûëîâà, ìåòîä Ëàíöîøà, îáîáùåííûé ìåòîä ìè-
íèìàëüíûõ íåâÿçîê. Ïðèâåäåíû òåîðåìû ñõîäèìîñòè è ïðîâåäåíî ñðàâíå-
íèå ìåòîäîâ. Èññëåäîâàíà ïðèìåíèìîñòü ýòèõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèÿ Ýéëåðà, ê êîòîðîìó ïðèâîäèò ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
ãåîôèçèêè ðàññìàòðèâàëîñü â [3, 4].

Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ îáðàòíûì çàäà÷àì ãåîôèçèêè,
èùåòñÿ ïîâåðõíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà ïðè èçâåñòíîé åãî ïëîòíîñòè.
Â ðàáîòå [4] èùåòñÿ ïëîòíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà ïðè çàäàííûõ âåðõ-
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íåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ:

G

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H1(ζ, η))2)1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2(ζ, η)2)1/2

]
σ(ζ, η)dζdη = f(x, y, 0).

Â ðàáîòå [43] ïðåäëîæåí ìåòîä îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ ãðàíè-
öû ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà è åãî ïëîòíîñòè.

Â ñëó÷àå, åñëè îáðàòíûå çàäà÷è ãåîôèçèêè ìîäåëèðóþòñÿ íåëèíåé-
íûìè îïåðàòîðíûìè óðàâíåíèÿìè, ê ðåøåíèþ ïðèâëåêàþò ìåòîäû îïòè-
ìèçàöèè òèõîíîâñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà (ñì., íàïðèìåð,
[213, 170, 252, 267]). Ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ãðàäèåíòíûå
ìåòîäû, ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â [280].

5. Ïðèìåíåíèå øàðîâûõ ôóíêöèé ê ðåøåíèþ ïðÿìûõ
è îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Â îáëàñòÿõ, ñâîáîäíûõ îò ìàññ, ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (ðÿäàìè ïî ðàçëè÷íûì
ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, pÿäàìè Ëîðàíà, îïðåäåëåííûìè èí-
òåãðàëàìè, èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè, èíòåãðàëàìè Ôóðüå è ò.ä.). Â êíè-
ãå [96] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå ñâîéñòâî ýòèõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ è ÿäðà èíòåãðàëîâ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëà-
ñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé íå
òðåáóåòñÿ çíàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ. Ïðèìåíåíèå àíàëèòè-
÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé âû÷èñëèòåëüíîé ãåîôèçèêè.

Ïðè îïèñàíèè ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé Çåìëè åñòåñòâåííî â êà÷åñòâå
àíàëèòè÷åñêîãî àïïàðàòà âîñïîëüçîâàòüñÿ øàðîâûìè è ñôåðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè, ïî ñâîåé "êîíñòðóêöèè" ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïîëåé âíóòðè èëè âíå ñôåðè÷åñêèõ èëè ýëëèïñîèäàëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé. Òåîðèÿ ýòèõ ôóíêöèé äåòàëüíî èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè [256],
îïóáëèêîâàííîé â 1931 ã. (ðóññêèé ïåðåâîä [92].) Îäíàêo ïðèìåíåíèå øà-
ðîâûõ ôóíêöèé ê îïèñàíèþ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïî èçìåðåíèÿì, ïðîâå-
äåííûõ âíå ïîâåðõíîñòè Çåìëè, íà÷àëîñü çíà÷èòåëüíî ïîçæå. Îäíîé èç
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ïåðâûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ñòàòüÿ [122], â êîòîðîé ïðåäëàãàåòñÿ
àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òåëà, çàïîëíÿþ-
ùåãî íà÷àëüíûé ïëàñò ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè. Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà
ðàçëîæåíèè âíåøíåãî ê òåëó ïîëÿ â ðÿä ïî ãàðìîíè÷åñêèì ìíîãî÷ëå-
íàì è èñïîëüçîâàíèè ðÿäà ñîîòíîøåíèé, èçâåñòíûõ äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
ìîìåíòîâ ïëîòíîñòè òåëà.

Êàê îòìå÷àëîñü â òðåòüåì ðàçäåëå, ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëüíûõ ïî-
ëåé èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ.

Ïðèâåäåì êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî äâóõñòóïåí÷àòîìó ìåòîäó â çàäà-
÷àõ ãëîáàëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà è àíàëèçà.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðèè ïîëèíî-
ìîâ Ëåæàíäðà.

5.1. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû èç òåîðèè ïîëèíîìîâ
Ëåæàíäðà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì. Ïðè ýòîì áåç
ññûëîê èñïîëüçóþòñÿ óòâåðæäåíèÿ èç [92, 205].

Ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû, îð-
òîãîíàëüíûå ñ åäèíè÷íûì âåñîì íà ñåãìåíòå [−1, 1].

Ñòàíäàðòèçèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëîé Ðîäðèãà

Pn(x) =
1

n!2n
[(x2 − 1)n](n). (5.1)

Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò â ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíàõ Ëåæàíä-
ðà (5.1) ðàâåí

(2n!)

(n!)22n
.

Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåí-
òîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

P̃n(x) =
n!

(2n)!
[(x2 − 1)n](n). (5.2)

Îðòîíîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà èìååò âèä

P̂n(x) =

√
2n+ 1

2
Pn(x), (5.3)

ïðè÷åì åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí

µn =

√
2n+ 1

2

(2n)!

(n!)22n
. (5.4)
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Ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà Pm
n (x), ãäå n èm − öåëûå ÷èñ-

ëà, −1 ≤ x ≤ 1, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [92, c. 92]:

Pm
n (x) = (−1)m(1− x2)m/2

dmPn(x)

dxm
. (5.5)

Çäåñü ïðè íå÷åòíîì m äëÿ (1 − x2)m/2 áåðåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå çíà-
÷åíèå.

Â ñëó÷àå, åñëè −1 < x < 1, äëÿ ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ ñïðà-
âåäëèâî âûðàæåíèå

Pm
n (cos θ) = (−1)m sinm θ

dmPn(cos θ)

d(cos θ)m
. (5.6)

Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà−1 < x < 1, âûðàæåíèå cosmϕPm
n (x),

sinmϕPm
n (x) íàçûâàåòñÿ òåññåðàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé, åñëè òîëü-

êî m 6= n, ïðè m = n − íàçûâàåòñÿ ñåêòîðèàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé (ïåðâîãî ðîäà).

Â ñëó÷àå, åñëè −1 ≤ x ≤ 1, åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëå-
íèåì ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé ïî Ãîáñîíó [92, c. 99]:

Pm
n (cos θ) =

im(n+m)!

n!π

π∫
0

(cos θ + i sin θ cosψ)n cosmψdψ. (5.7)

Ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè [200] ñëåäóþùóþ
íîðìèðîâêó ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà:

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ). (5.8)

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ââå-
äåíèå ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé è èõ íîðìèðîâêà ïî Ôåððåðñó.

Ôåððåðñ ðàññìàòðèâàë ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà −1 ≤ x ≤ 1, è ââåë èõ âûðàæåíèåì

Tmn (cos θ) = (−1)mPm
n (cos θ) = (1− x2)m/2

dmPn(x)

dxm
. (5.9)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà, íîðìèðîâàí-
íûå ïî Ãîáñîíó è Ôåððåðñó, îòëè÷àþòñÿ ìíîæèòåëåì −1 ïðè m − íå÷åò-
íîì. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè
Ëåæàíäðà, îïðåäåëåííûå ïî Ãîáñîíó:

Pm
n (x) = (−1)m(1− x2)m/2

dmPn(x)

dxm
. (5.10)
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Â çàäà÷àõ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà åñòåñòâåííà ñëåäóþùàÿ íîðìè-
ðîâêà [200]:

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ). (5.11)

Ýòà íîðìèðîâêà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ÷åòûðåõ÷ëåííîå ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå [200]: P̂m

n+1(cos θ) = (cos θ)P̂m
n (cos θ) + sin θ

2 (P̂m+1
n (cos θ)−

−P̂m−1
n (cos θ)), −∞ ≤ m ≤ ∞, n ≥ 0, óäîáíîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèñîåäè-

íåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà.
Àíàëîãè÷íàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà äëÿ øàðîâûõ

ôóíêöèé è îáå ýòè ôîðìóëû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãî-
ðèòìîâ ãëîáàëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ãëîáàëüíîãî ñôå-
ðè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è ãëîáàëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî ãàðìîíè-
÷åñêîãî ñèíòåçà, ÿâëÿþùèåñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì ìåòîäîâ Ãàóññà è Íåé-
ìàííà. Îáçîð ðàáîò ïî ÃÑÃÀ è ÃÑÃÑ ïðèâåäåí â [275].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ (â îñíîâíîì áëàãîäàðÿ ðàçëè÷íûì êîñìè÷åñêèì
ïðîãðàììàì) óâåëè÷èëîñü ÷èñëî äîñòîâåðíûõ èçìåðåíèé çíà÷åíèé ãðà-
âèòàöèîííûõ ïîëåé. Ýòî ñòàâèò íà ïîâåñòêó äíÿ çàäà÷ó óâåëè÷åíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè îáðàáàòûâàåìûõ ìàññèâîâ è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà
ñëàãàåìûõ â ÷àñòíûõ ñóììàõ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ïîëåé ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì.

Óæå ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ, ñîäåðæàùèå N = 360 ãàðìîíèê [272];
â ðÿäå ðàáîò [273, 277, 278], ïîñâÿùåííûõ ÷èñëåííûì àëãîðèòìàì ñôå-
ðè÷åñêîãî àíàëèçà, âûñêàçàíî ìíåíèå î ïîëíîì ðåøåíèè ïðîáëåìû. Êàê
îòìå÷àåò Â. Í. Ñòðàõîâ â [200], ïðåäëîæåííûå â [273, 277, 278] àëãîðèò-
ìû èìåþò ðÿä ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ, à ñàìà ïðîáëåìà ñôåðè÷åñêîãî
ñèíòåçà äàëåêà îò ðàçðåøåíèÿ.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ñôåðè÷åñêîãî ñèíòåçà
ïðåäëîæåíû â [200]. Ïðåèìóùåñòâî ýòèõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì:

1) îíè îäèíàêîâî õîðîøî ðàáîòàþò íà âñåõ ãåîãðàôè÷åñêèõ øèðîòàõ;
2) óñòîé÷èâû â ñ÷åòå;
3) èìåþò âûñîêèå òî÷íîñòü è áûñòðîäåéñòâèå;
4) òðåáóþò ìåíüøóþ îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü.
Òåì íå ìåíåå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è àïðîáàöèè íîâûõ àëãîðèòìîâ, ïîç-

âîëÿþùèõ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ óñòîé÷èâî ðåøàòü çàäà÷è âñå áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè, îñòàëàñü àêòóàëüíîé.

Îñíîâíûå ïðîáëåìû, êîòîðûå äî ñèõ ïîð îñòàëèñü íåèññëåäîâàííû-
ìè, çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:
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1) ïîñòðîèòü àëãîðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîå è ýêîíîìíîå
íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ ñôåðè÷åñêîãî ñèíòåçà;

2) ïîñòðîèòü àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü
ïðè ñôåðè÷åñêîì ñèíòåçå òîëüêî äîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ;

3) ñîçäàòü êîìïëåêñ ïðîãðàìì íà ÝÂÌ;
4) ïðîâåñòè ðåøåíèå ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ.
×àñòè÷íî ýòè çàäà÷è ðåøåíû â [241], ãäå ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû

ðåøåíèÿ çàäà÷è ãàðìîíè÷åñêîãî ñôåðè÷åñêîãî ñèíòåçà äî N = 2700
â ñðåäå Matlab TM .

6. Ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû

6.1. Îäíîìåðíûå ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû

Â ðàáîòàõ [2, 254] Æ. Àäàìàð ââåë íîâûé òèï îñîáûõ èíòåãðàëîâ.
Îïðåäåëåíèå 6.1 [2, 254]. Èíòåãðàë âèäà

b∫
a

A(τ) dτ

(b− τ)p+α
(6.1)

ïðè öåëîì p è 0 < α < 1 îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó (êîíå÷íóþ ÷àñòü) ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà:

1) êàê ïîëîâèíó ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà âäîëü êîíòóðà [a, b],
åñëè A(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (ïîä êîíòóðîì [a, b] â [2] ïîíèìàåòñÿ
"ëèíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îòðåçêîâ ab, ñîåäèíåííûõ íåáîëüøîé äóãîé
îêðóæíîñòè âîêðóã íèõ" (ðèñ. 6.1));

2) êàê ïðåäåë ïðè x→ b ñóììû
x∫
a

A(τ) dτ

(b− τ)p+α
+

B(x)

(b− x)p+α−1
,

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ A(t) èìååò p ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè b. Çäåñü B(x)− ëþáàÿ ôóíêöèÿ, íà êîòîðóþ íàëàãàþòñÿ äâà
óñëîâèÿ:

à) ðàññìàòðèâàåìûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò;
á) B(x) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå p ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè

x = b.
Ïðîèçâîëüíûé âûáîðB(x) íèêàê íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå ïîëó÷àåìîãî

ïðåäåëà: óñëîâèå (à) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ (p − 1) ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
îò B(x) â òî÷êå b, òàê ÷òî ïðîèçâîëüíûé äîáàâî÷íûé ÷ëåí â ÷èñëèòåëå
åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà, ïî ìåíüøåé ìåðå ïîðÿäêà (b− x)p.
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r r��a b

. Ðèñ. 6.1

Æ. Àäàìàð íàçâàë ýòîò ïðåäåë êîíå÷íîé ÷àñòüþ èíòåãðàëà è îáî-
çíà÷èë ∣∣∣∣∣∣

b∫
a

A(τ) dτ

(b− τ)p+α
.

Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ
èíòåãðàëà Àäàìàðà:

=

b∫
a

A(τ) dτ

(b− τ)p+α

è
b∫

a

A(τ) dτ

(b− τ)p+α
.

Èíòåãðàëû âèäà (6.1) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè â ñìûñëå Àäàìàðà.
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çà èíòåãðàëàìè âèäà (6.1) è áîëåå îáùèìè îñîáûìè
èíòåãðàëàìè óêðåïèëîñü îáùåå íàçâàíèå − îíè íàçûâàþòñÿ ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûìè èíòåãðàëàìè.

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäíåå îáîçíà÷åíèå ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, òàê êàê èç êîíòåêñòà âñåãäà ÿñíî, ÿâëÿåòñÿ äàííûé
èíòåãðàë ðåãóëÿðíûì, ñèíãóëÿðíûì èëè ãèïåðñèíãóëÿðíûì.

Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäíèé ñïîñîá îïðåäå-
ëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ.

Çàìå÷àíèå. Â êíèãå [1] Æ. Àäàìàð óâëåêàòåëüíî ðàññêàçûâàåò î
ðàçëè÷íûõ ñòîðîíàõ òâîð÷åñêîãî ïðîöåññà ïðè ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïðîáëåì è, â ÷àñòíîñòè, îñòàíàâëèâàåòñÿ íà îòêðûòèè èì [1, c. 104] ãè-
ïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîñòåéøèõ
ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ â ñìûñëå Ðèìàíà íà èíòåãðàëû â ñìûñëå Àäàìàðà,
ââîäèìûå îïðåäåëåíèåì 6.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

b∫
a

Aa(τ)

(b− τ)p+α
dτ = A

b∫
a

a(τ)

(b− τ)p+α
dτ, A = const;
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b∫
a

a(τ) + b(τ)

(b− τ)p+α
dτ =

b∫
a

a(τ)

(b− τ)p+α
dτ +

b∫
a

b(τ)

(b− τ)p+α
dτ ;

b∫
a

a(τ)

(b− τ)p+α
dτ =

c∫
a

a(τ)

(b− τ)p+α
dτ +

b∫
c

a(τ)

(b− τ)p+α
dτ, a < c < b,

è íåêîòîðûå äðóãèå.
Â ÷àñòíîñòè, â ìîíîãðàôèè [2] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â èíòåãðàëàõ Àäà-

ìàðà âèäà (6.1) ìîæíî äåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ τ = ϕ(t) ïðè óñëîâèè,
÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t) èìååò îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïðîèçâîäíóþ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè b (âêëþ÷àÿ òî÷êó b).

Èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ, ïðèâû÷íûõ äëÿ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà, ñâîéñòâ
òðåáóåò îñòîðîæíîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, ê èíòåãðàëàì â ñìûñëå Àäàìàðà íåïðèìåíèìû ñòàí-
äàðòíûå òåîðåìû îá îöåíêå ìîäóëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, òàê êàê
äëÿ îöåíêè ìîäóëÿ èíòåãðàëà Àäàìàðà íåäîñòàòî÷íî çíàíèÿ
ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè A(t).

Îäèí èç ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Àäàìàðà çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë (6.1) â âèäå

b∫
a

A(τ) dτ

(b− τ)p+α
=

b∫
a

A1(τ) dτ

(b− τ)p+α
+

+

b∫
a

(
A(b) +

A′(b)

1!
(τ − b) + · · ·+ A(p−1)(b)(τ − b)p−1

(p− 1)!

)
dτ

(b− τ)p+α
; (6.2)

ãäå

A1(τ) = A(τ)− A(b)− A′(b)

1!
(τ − b)− · · · − A(p−1)(b)(τ − b)p−1

(p− 1)!
.

Âû÷èñëÿÿ âòîðîé èç èíòåãðàëîâ, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (6.2), ïî
îïðåäåëåíèþ 6.1, â êîòîðîì

B(τ) = − A(b)

p+ α− 1
+

A′(b)(b− τ)

(p+ α− 2)1!
+ · · ·+ (−1)pA(p−1)(b)(b− τ)p−1

α(p− 1)!
,

èìååì

b∫
a

A(τ) dτ

(b− x)p+α
= − A(b)

(p+ α− 1)(b− a)p+α−1
− · · · − (−1)p−1A(p−1)(b)

(p− 1)!α(b− a)α
+
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+

b∫
a

A1(τ) dτ

(b− τ)p+α
.

Äàííîå Àäàìàðîì îïðåäåëåíèå êîíå÷íîé ÷àñòè ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòå-
ãðàëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðèçàöèè ðàñõî-
äÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ.

Îïèøåì ðåãóëÿðèçàöèþ ðàñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ, ñëåäóÿ [90].
Îïðåäåëåíèå 6.2 [90]. Ìíîæåñòâî K âñåõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé

ϕ(x) (x = (x1, . . . ,xn)), êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèç-
âîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ è ôèíèòíà, ò.å. îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå íåêîòîðîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ñâîåé äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ϕ(x)), íàçûâàåòñÿ îñ-
íîâíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñàìè ôóíêöèè ϕ(x) íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè.

Îïðåäåëåíèå 6.3 [90]. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë f çà-
äàí íà îñíîâíîì ïðîñòðàíñòâå K, åñëè óêàçàíî ïðàâèëî, â ñèëó êîòîðîãî
êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå ÷èñëî (f, ϕ) è
ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α1, α2 è ëþáûõ äâóõ îñ-
íîâíûõ ôóíêöèé ϕ1(x), ϕ2(x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (f, α1ϕ1 + α2ϕ2) =
= α1(f, ϕ1) + α2(f, ϕ2);

á) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâíûõ ôóíêöèé ϕ1, . . . , ϕn, . . . ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ â îñíîâíîì ïðîñòðàíñòâå K, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
(f, ϕ1), . . . , (f, ϕn), . . . ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Åñëè f(x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ â Rn, òî ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî
êàæäîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

(f, ϕ) =

∫
Rn

f(x)ϕ(x) dx. (6.3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå (6.3) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíà-
ëîì. Èçâåñòíî, ÷òî íå âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû ïðåäñòàâèìû â âèäå
(6.3). Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, ïðåäñòàâèìûå â âèäå (6.3), íàçûâàþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè, âñå îñòàëüíûå (â òîì ÷èñëå äåëüòà-ôóíêöèÿ) � ñèíãóëÿð-
íûìè.

Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ âñþäó, êðîìå òî÷êè
x0. Â ýòîé òî÷êå îíà èìååò íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü. Òîãäà èíòå-
ãðàë (6.3), ãäå ϕ(x) � îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ. Íî
îí ñõîäèòñÿ, åñëè ϕ(x) ðàâíà íóëþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ñòàâèòñÿ âî-
ïðîñ, íåëüçÿ ëè äîîïðåäåëèòü âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë, ò.å.
ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàë f ∈ K ′, êîòîðûé íà îñíîâíûå ôóíêöèè ϕ(x), ðàâ-
íûå íóëþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå (6.3). Âñÿêèé
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òàêîé ôóíêöèîíàë f íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðà-
ëà (6.3), èëè ðåãóëÿðèçàöèåé ôóíêöèè f(x).

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîáëåìå ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèé ñî ñòåïåííûìè
îñîáåííîñòÿìè, òàê êàê èíòåãðàë â ñìûñëå Àäàìàðà ââåäåí äëÿ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ òàêèõ ôóíêöèé.

Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå x0 =
= (x0

1, . . . , x
0
n), ïðè÷åì ôóíêöèÿ f(x)rm ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà. Çäåñü

r =
(∑n

k=1

(
xk − x0

k

)2
)1/2

. Äëÿ ôóíêöèé òàêîãî âèäà â ìîíîãðàôèè [90]

ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ñòåïåííûõ ôóíêöèé:

(f, ϕ) =

=

∫
Rn

f(x)

{
ϕ(x)−

[
ϕ(0) +

∂ϕ(0)

∂x1
x1 + · · ·+ ∂mϕ(0)

∂xmn
· x

m
n

m!

]
Θ(1− r)

}
dx,

(6.4)
ãäå äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà x0 = 0, ôóíêöèÿ Θ(1− r)
ðàâíà åäèíèöå ïðè r < 1 è ðàâíà íóëþ ïðè r ≥ 1.

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèè f(x) ñî ñòåïåííîé
îñîáåííîñòüþ, ïðîâåäåííîé ïî ôîðìóëå (6.4) ïðè n = 1, è ðåçóëüòà-
òû íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Àäàìàðà ïî ôîðìóëå (6.2),
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó.

Ýòî òàêæå ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 6.1 [90]. Åñëè f0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ðåãóëÿðèçà-

öèè èíòåãðàëà (6.3), òî îáùåå ðåøåíèå f ïîëó÷àåòñÿ ïðèáàâëåíèåì
ê f0 ëþáîãî ôóíêöèîíàëà, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå x0.

Âîïðîñ î âûáîðå ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ðåãóëÿðèçàöèé äàííîé ôóíê-
öèè åñòåñòâåííîé åå ðåãóëÿðèçàöèè îáñóæäàåòñÿ â � 3 ãëàâû 1 êíèãè [90].
Ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ýòîì âîïðîñå, òàê êàê íà ïðîòÿæåíèè âñåé
ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî èíòåãðàëû Àäàìàðà êàê íàèáîëåå åñòå-
ñòâåííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãåîôèçèêè.

Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå çäåñü íå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ðåãóëÿðèçàöèè
ôóíêöèé ñî ñòåïåííûìè îñîáåííîñòÿìè àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ïî
ïàðàìåòðó. Ýòà ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîäðîáíî èññëåäîâàíà â [90].

Â ðàáîòå Ë. À. ×èêèíà [235] äàíî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà òèïà
Êîøè − Àäàìàðà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ Êîøè è èíòåãðàëà â ñìûñëå Àäàìàðà.

Îïðåäåëåíèå 6.4 [235]. Èíòåãðàëîì
b∫

a

ϕ(τ) dτ

(τ − c)p
, a < c < b,
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â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Êîøè − Àäàìàðà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé
ïðåäåë:

b∫
a

ϕ(τ) dτ

(τ − c)p
= lim

v→0

 c−v∫
a

ϕ(τ) dτ

(τ − c)p
+

b∫
c+v

ϕ(τ) dτ

(τ − c)p
+
ξ(v)

vp−1

 ,
ãäå ξ(v) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, âûáðàííàÿ òàê, ÷òîáû óêàçàííûé ïðåäåë
ñóùåñòâîâàë.

Â êîíöåâûõ òî÷êàõ a è b ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Èíòåãðàëîì
b∫
a

ϕ(τ) dτ
(τ−a)p íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

b∫
a

ϕ(τ) dτ

(τ − a)p
= lim

v→0

 b∫
a+v

ϕ(τ) dτ

(τ − a)p
+
ξ(v)

vp−1
+ ξ1(v) ln |v|

 ,
ãäå ξ(v) − íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
äî (p − 1)-ãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
Äèíè − Ëèïøèöà; ξ1(v) − íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ Äèíè − Ëèïøèöà â îêðåñòíîñòè îò íóëÿ. Ôóíêöèè ξ(v) è ξ1(v)
âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâîâàë.

Â ýòîì ñëó÷àå

b∫
a

ϕ(τ) dτ

(τ − a)p
= −

p−2∑
k=0

ϕ(k)(b)(p− k − 2)!

(b− a)p−1−k(p− 1)!
+

+
ϕ(p−1)(b) ln(b− a)

(p− 1)!
−

b∫
a

ϕ(p)(τ) ln(τ − a)

(p− 1)!
dτ.

Äàäèì, ñëåäóÿ [128], åùå îäíî îïðåäåëåíèå îäíîìåðíûõ ãèïåðñèí-
ãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ïî êðèâûì â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Ýòî îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè â êîìïëåêñíîé
îáëàñòè ïî êðèâûì ñ óãëîâûìè òî÷êàìè.

Ïóñòü (a, b) − äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ äóãà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âäîëü íåå:

(J1ϕ)(a) =

b∫
a

ϕ(τ)

(τ − a)p+α
dτ, (6.5)
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ãäå p − öåëîå ÷èñëî, p = 1, 2, . . . , 0 ≤ α < 1.
Òàê êàê îïðåäåëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà ïðîâîäèòñÿ ïðè

α = 0 è ïðè α 6= 0 ïî îäíîé è òîé æå ñõåìå, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü α = 0. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì Àäàìàðà êîíå÷íîé ÷àñòè
èíòåãðàëà. Ïóñòü t1 − òî÷êà, ëåæàùàÿ íà äóãå (a, b) íà ðàññòîÿíèè
ε1 îò òî÷êè a. Èíòåãðàë (J1ϕ)(a) îïðåäåëèì êàê ïðåäåë

(J1ϕ)(a) = lim
t1→a

 b∫
t1

ϕ(τ)

(τ − a)p
+

B(t1)

(t1 − a)p−1

 , (6.6)

ãäå ôóíêöèÿ B(t) èìååò ïðîèçâîäíûå äî (p−1)-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì
(p− 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè − Ëèïøèöà è âûáè-
ðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåäåë ñóùåñòâîâàë.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë â (6.6), èìååì

(J1ϕ)(a) = lim
t1→a

 b∫
t1

ϕ(τ)

(τ − a)p
dτ +

B(t1)

(t1 − a)p−1

 =

= lim
t1→a

[[
1

(p− 1)!
ϕ(p−1)(τ) ln(τ − a)−

− 1

(p− 1)!

ϕ(p−2)(τ)

(τ − a)
− · · · − 1

(p− 1)

ϕ(τ)

(τ − a)(p−1)

]
|bt1−

− 1

p!

b∫
t1

ϕ(p)(τ) ln(τ − a)dτ +
B(t1)

(t1 − a)p−1

 . (6.7)

Ïîëàãàÿ

B(t1)

(t1 − a)(p−1)
= −

(
1

(p− 1)!
ϕ(p−1)(t1) ln |t1 − a| −

1

(p− 1)!

ϕ(p−2)(t1)

t1 − a
− · · ·−

− 1

(p− 1)

ϕ(t1)

(t1 − a)(p−1)

)
, (6.8)

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.
Îïðåäåëåíèå 6.6 [128]. Èíòåãðàë (J1ϕ)(a) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-

íèåì

(J1ϕ)(a) =

b∫
a

ϕ(τ)

(τ − a)p
dτ ≡ − 1

(p− 1)!
ϕ(p−1)(a)iαa+
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+
1

(p− 1)!
ϕ(p−1)(b) ln(b− a)− 1

(p− 1)!

ϕ(p−2)(b)

(b− a)
− · · ·−

− 1

(p− 1)(p− 2)

ϕ′(b)

(b− a)p−2
− 1

(p− 1)

ϕ(b)

(b− a)p−1
−

− 1

(p− 1)!

b∫
a

ϕ(p)(τ) ln(τ − a)dτ,

ãäå αa − ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà (t1 − a) ïðè t1 → a, ò.å. óãîë,
îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé â òî÷êå a ñ îñüþ x.

Â ñëó÷àå, êîãäà ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå
èíòåãðèðîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäå-
ëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.7 [128]. Èíòåãðàë (J1ϕ)(b) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-
íèåì

(J1ϕ)(b) =

b∫
a

ϕ(τ)

(τ − b)p
dτ ≡ ϕ(p−1)(b)

(p− 1)!
iαb −

ϕ(p−1)(a)

(p− 1)!
ln(b− a)+

+
1

(p− 1)!

ϕ(p−2)(a)

(a− b)
+ · · ·+ 1

(p− 1)(p− 2)

ϕ′(a)

(a− b)p+2
+

1

(p− 1)

ϕ(a)

(a− b)(p−1)
−

− 1

(p− 1)!

b∫
a

ϕ(p)(τ) ln(τ − b)dτ,

ãäå αb − óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé (â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ)
â òî÷êå b ñ îñüþ x.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

(J1g)(t) =

b∫
a

g(τ)

(τ − t)p
dτ, t ∈ (a, b). (6.9)

Îïðåäåëåíèå 6.8 [128]. Ïóñòü t ∈ (a, b) è ïóñòü â òî÷êå t âûïîë-
íÿþòñÿ ðàâåíñòâà ϕ(j)(t + 0) = ϕ(j)(t − 0) = ϕ(j)(t), j = 0, 1, . . . , p − 1.
Èíòåãðàë (J1ϕ)(t) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

(J1ϕ)(t) =

b∫
a

ϕ(τ)

(τ − t)p
dτ ≡ 1

(p− 1)!
ϕ(p−1)(t)i(α2 − α1)+

+
1

(p− 1)!

[
ϕ(p−1)(b) ln(b− t)− ϕ(p−1)(a) ln(t− a)−

[
ϕ(p−2)(b)

(b− t)
− ϕ(p−2)(a)

(a− t)

]]
−

49



− · · · − 1

(p− 1)(p− 2)

[
ϕ′(b)

(b− t)p−2
− ϕ′(a)

(a− t)p−2

]
−

− 1

(p− 1)

[
ϕ(b)

(b− t)p−1
− ϕ(a)

(a− t)p−1

]
− 1

(p− 1)!

b∫
a

ϕ(p)(τ) ln(τ−t)dτ, (6.10)

ãäå α1 è α2 − óãëû, îáðàçîâàííûå â òî÷êå t êàñàòåëüíûìè ê äóãå (a, b) ñ
îñüþ x ïðè äâèæåíèè ïî äóãå îò òî÷êè a ê òî÷êå b.

6.2. Ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû â ñìûñëå Àäàìàðà

Ïåðâîå îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ â ñìûñëå Àäàìàðà äà-
íî â ìîíîãðàôèÿõ [2, 254], ãäå áûëè îïðåäåëåíû èíòåãðàëû âèäà

∫∫∫
T

A(x, y, z)

(G(x, y, z))p+α
dxdydz, p = 3, 4, . . . , 0 < α < 1, (6.11)

ïðè óñëîâèè, ÷òî îáëàñòü T ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòüþ ñ íèæ-
íèì îñíîâàíèåì S, ðàñïîëîæåííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 0XY è
âåðõíèì îñíîâàíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà G = 0.

Ýòî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Àäàìàðà áûëî ðàñïðîñòðàíåíî [33] íà
áîëåå îáùèå èíòåãðàëû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàííîé ðàáîòå.

Ïóñòü T = [0, 1]2, p = 1, 2, . . . , 0 < α < 1. Ðàññìîòðåíèå èíòåãðàëà∫∫
T

A(τ1, τ2)dτ1dτ2

τ p+α1 τ p+α2

(6.12)

íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî îãðàíè÷èì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ: ε1 ≤ τ1 ≤ 1,
ε2 ≤ τ2 ≤ 1, îáîçíà÷èâ ÷åðåç ε1 è ε2 äâà ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà.
Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàë ìîæíî ñäåëàòü êîíå÷íûì, åñëè âû÷èñëèòü èíòå-
ãðàë (6.12) ïî ÷àñòÿì è îòáðîñèòü ñëàãàåìûå, ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè ε1 è ε2 ê íóëþ.

Ââåäåì îáëàñòü Tε1,ε2
= [ε1, 1; ε2, 1], ε > 0.

Îïðåäåëåíèå 6.9. Ïóñòü p = 1, 2, . . . , 0 < α < 1. Êîíå÷íîé ÷àñòüþ
èíòåãðàëà (6.12) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

∫∫
T

A(τ1, τ2)dτ1dτ2

τ p+α1 τ p+α2

= lim
ε1→0,ε2→0

∫∫
Tε1,ε2

A(τ1, τ2)dτ1dτ2

τ p+α1 τ p+α2

+
B(ε1, ε2)

εp+α−1
1 εp+α−1

2

 ,
â êîòîðîì ôóíêöèÿ B(ε1, ε2) èìååò ïðîèçâîäíûå ∂i1+i2B(t1, t2)/∂t

i1
1 ∂t

i2
2 ,

0 ≤ ij ≤ p, j = 1, 2, è ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåäåë ñóùå-
ñòâîâàë.
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Ââåäåì îáëàñòü Tε = [ε, 1; ε, 1], ε > 0.
Îïðåäåëåíèå 6.10. Ïóñòü p = 2, 3, . . . Êîíå÷íîé ÷àñòüþ èíòåãðàëà∫ ∫

T

(A(τ1, τ2)/τ
p
1 τ

p
2 )dτ1dτ2 íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

∫∫
T

A(τ1, τ2)dτ1dτ2

τ p1 τ
p
2

= lim
ε→0

∫∫
Tε

A(τ1, τ2)dτ1dτ2

τ p1 τ
p
2

+
B(ε)

ε2p−2
+

+C(ε) ln(ε) +D(ε) ln2(ε)
]
,

ãäå ôóíêöèÿ B(ε) èìååò ïðîèçâîäíûå äî (2p− 1)-ãî ïîðÿäêà, à ôóíêöèè
C(ε), D(ε) èìåþò ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ôóíêöèè B(ε), C(ε) è
D(ε) ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåäåë ñóùåñòâîâàë.

Ðàñïðîñòðàíèì ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå íà ïîëèãèïåðñèíãó-
ëÿðíûå èíòåãðàëû. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé îãðàíè÷èìñÿ áèãèïåðñèí-
ãóëÿðíûì èíòåãðàëîì

Bϕ =

∫
γ1

∫
γ2

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

(τ1 − t1)p1(τ2 − t2)p2
,

ãäå γi − çàìêíóòûé îãðàíè÷åííûé êîíòóð â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé zi, i = 1, 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γi, i = 1, 2,− ãëàäêèå êîíòóðû,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì Ëÿïóíîâà.

Ïîñòðîèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå t1 ñòîëü ìàëîãî ðàäèóñà
ρ1, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò êîíòóð γ1 òîëüêî â äâóõ òî÷êàõ t′1 è t1′′. ×àñòü
êîíòóðà γ1, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó òî÷êàìè t′1 è t1

′′, îáîçíà÷èì ÷åðåç l1.
Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ïðîâåäåì è íà êîíòóðå γ2, ÷àñòü êîíòóðà

γ2, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó òî÷êàìè t′2 è t2
′′, îáîçíà÷èì ÷åðåç l2.

Èíòåãðàë Bϕ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Bϕ = lim
ρ1→0,ρ2→0

 ∫
γ1\l1

∫
γ2\l2

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

(τ1 − t1)p1(τ2 − t2)p2
− Γ(ρ1, ρ2)

ρp1−1
1 ρp2−1

2

 ,
ãäå Γ(ρ1, ρ2) − ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïðî-
èçâîäíûå äî (p1−1)-ãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé ρ1 è äî (p2−1)-ãî ïîðÿäêà
ïî ïåðåìåííîé ρ2.

Ôóíêöèÿ Γ(ρ1, ρ2) âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðåäåë ñóùå-
ñòâîâàë è áûë åäèíñòâåííûì.

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì â ðàáîòå ñïîñîáîì îïðåäå-
ëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè Γ(ρ1, ρ2)
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íóæíî âû÷èñëèòü ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé èíòåãðàë è èç ðåçóëüòàòà âû÷åñòü
ñëàãàåìûå, ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà ρi → 0, i = 1, 2.

Äàäèì, ñëåäóÿ ðàáîòå [33], ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðèçàöèè
ãèïåðñèíãóëÿðíûõ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé ñî ñòåïåííû-
ìè îñîáåííîñòÿìè. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ôóíêöèé äâóõ ïåðå-
ìåííûõ, òàê êàê îïðåäåëåíèå è âñå ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äîñëîâíî
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû ëþáîé êîíå÷íîé ðàçìåð-
íîñòè.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Lϕ ≡
∫∫
G

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
,

ãäå (t1, t2) − òî÷êà îáëàñòè G; p (p > 2) − öåëîå ÷èñëî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(t, ε), t = (t1, t2) êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå t

è ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ε.

Îïðåäåëåíèå 6.11 [33]. Ðåãóëÿðèçàöèåé èíòåãðàëà Lϕ ïðè p ≥ 3
íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

Lϕ = lim
ε→0

 ∫∫
G\R(t,ε)

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
− B(ε)

εp−2
− C(ε) ln ε

 ,

ãäå B(x), C(x) − ëþáûå ôóíêöèè, íà êîòîðûå íàëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

à) ðàññìàòðèâàåìûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò;
á) B(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî (p − 2)-ãî ïîðÿäêà â

îêðåñòíîñòè íóëÿ;
â) ôóíêöèÿ C(x) èìååò ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè

íóëÿ.
Çàìå÷àíèå. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ C(x) óäîâëåòâîðÿëà óñëî-

âèÿì Äèíè − Ëèïøèöà â îêðåñòíîñòè íóëÿ.
Çàìå÷àíèå. Â ðÿäå ñëó÷àåâ áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

îïðåäåëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà:

Lϕ = lim
h→0

 ∫∫
Ω\Ω1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
− B(h)

hp−2
− C(h) lnh

 ,
ãäå Ω1 = [t1 − h, t1 + h; t2 − h, t2 + h].

Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïîñëåäíèõ îïðåäåëåíèé äîêàçàíà â [33].
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Ïðè p íåöåëîì ðåãóëÿðèçàöèÿ èíòåãðàëà Lϕ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 6.12. Ðåãóëÿðèçàöèåé èíòåãðàëà Lϕ ïðè p > 2 (p −
íåöåëîå ÷èñëî) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

Lϕ = lim
ε→0

 ∫∫
Ω\R(t,ε)

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
− B(ε)

εp−2

 ,

ãäå B(ε) − ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, íà êîòîðóþ íàëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

à) ðàññìàòðèâàåìûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò;
á) ôóíêöèÿ B(ε) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî (p− 2)-ãî ïî-

ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
Îïðåäåëèì ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ñ îñîáåííîñòÿìè íà ïðî-

èçâîëüíûõ êîíòóðàõ, îãðàíè÷èâøèñü äëÿ ïðîñòîòû äâóìåðíûì ñëó÷àåì.
Ê ýòèì èíòåãðàëàì ñâîäÿòñÿ çàäà÷è ìåõàíèêè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ
[243].

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

H(f, γ) ≡
∫∫
R2

f(t1, t2)

γ(t1, t2)
dt1dt2,

ãäå γ(t1, t2) − ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî γ(t1, t2) − ïîëèíîì r-ãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì t1 è t2. Ïóñòü êîíòóð
γ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì γ(t1, t2) = 0. Ïóñòü ε − ïðîèçâîëüíîå ìàëîå
÷èñëî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γε îáëàñòü, ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê, ðàññòîÿíèå îò êî-
òîðûõ äî êîíòóðà γ íå ïðåâîñõîäèò ε. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îáëàñòè
Γε è êîíòóðîì γ áóäåì âû÷èñëÿòü â åâêëèäîâîé ìåòðèêå.

Ïóñòü êàæäàÿ òî÷êà êîíòóðà γ áóäåò íóëåì íå âûøå r-ãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè γ(t1, t2). Ïóñòü Lε − ãðàíèöà îáëàñòè Γε.

Îïðåäåëåíèå 6.13 [243]. Êîíå÷íîé ÷àñòüþ èíòåãðàëà

H(f, γ) =

∫∫
R2

f(t1, t2)

γ(t1, t2)
dt1dt2 (6.13)

íàçîâåì ïðåäåë

H(f, γ) = lim
ε→0

∫∫
R2\Γε

f(t1, t2)

γ(t1, t2)
dt1dt2 −

Fγ,ε(ε)

εr−1

 , (6.14)
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ãäå Fγ,ε(ε) − ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì óñëîâèÿì:
1) â îáëàñòè Γε ôóíêöèÿ Fγ,ε(ε) èìååò ïðîèçâîäíûå äî r-ãî ïîðÿäêà;
2) ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë íå çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè Fγ,ε(ε).
Îòìåòèì, ÷òî äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíûõ ãèïåðñèíãó-

ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñëó÷àé, êîãäà óðàâíå-
íèå γ(t1, t2) = 0 îïðåäåëÿåò êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç ïåðåñåêàþùèõñÿ äóã.

Ïðèâåäåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, óäîá-
íîå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îñîáåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèå ëèíèè
è èññëåäóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ.

Ïóñòü â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè R2 èìååòñÿ ãëàäêèé êîíòóð γ,
îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì γ(x1, x2) = 0. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè

γ(x1, x2) = a00 + a10x1 + a20x2 + · · ·+ an0x
n
1+

+an−1,1x
n−1
1 x2 + · · ·+ a1,n−1x1x

n−1
2 + a0nx

n
2 .

Êðîìå òîãî, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå
γ(x1, x2) = 0 îïðåäåëÿåò çàìêíóòûé îãðàíè÷åííûé êîíòóð, êàæäàÿ òî÷êà
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà íå âûøå r, r ≥ 1. Ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ôóíêöèÿ γ(x1, x2) èìååò â òî÷êå (x0

1, x
0
2) íóëü r-ãî ïîðÿäêà,

åñëè â ðàçëîæåíèè ýòîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì (x1 − x0
1) è

(x2 − x0
2) îòñóòñòâóþò ÷ëåíû íèæå r-ãî ïîðÿäêà, ò.å.

γ(x1, x2) = ar0(x1 − x0
1)
r + ar−1,1(x1 − x0

1)
r−1(x2 − x0

2)+

+ar−2,2(x1−x0
1)
r−2(x2−x0

2)
2+ar−3,3(x1−x0

1)
r−3(x2−x0

2)
3+· · ·+a0r(x−x0

2)
r+

÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Áóäåì âû÷èñëÿòü èíòåãðàë (6.13) ïî ôîðìóëå

Hϕ = lim
h→0

1

2

∫∫
E2

ϕ(x1, x2)

γ(x1, x2) + ih
dx1dx2+

+

∫∫
R2

ϕ(x1, x2)

γ(x1, x2)− ih
dx1dx2 −

F (η)

ηr−1

 , (6.15)

ãäå ôóíêöèÿ F (h) ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïðåäåë ñóùåñòâîâàë.
Â ìîíîãðàôèè [33] ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà (6.13)

ïî ôîðìóëàì (6.14) è (6.15) ýêâèâàëåíòíû.
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7. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ
âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ

è èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë
ïðèíàäëåæèò À. Í. Êîëìîãîðîâó .

Â äàëüíåéøåì Í. Ñ. Áàõâàëîâ [15] ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó ïîñòðîå-
íèÿ îïòèìàëüíûõ, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ è îïòèìàëüíûõ ïî ïî-
ðÿäêó àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, èç êîòîðîé
ñëåäîâàëà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ, àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíûõ è îïòèìàëüíûõ ïî ïîðÿäêó êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Âíà÷àëå äàäèì îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ, àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíûõ è îïòèìàëüíûõ ïî ïîðÿäêó êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ
ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ôèêñèðîâàííîé îñîáåííîñòüþ. Îñòàíî-
âèìñÿ íà èíòåãðàëå

Jϕ =

1∫
−1

ϕ(τ)

τ p
dτ, p = 2, 3, . . . , (7.1)

êîòîðûé áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå

Jϕ =
N∑
k=1

ρ∑
l=0

pklϕ
(l)(sk) +RN(sk, pkl, ϕ) (7.2)

ñ óçëàìè sk è êîýôôèöèåíòàìè pkl, k = 1, 2, . . . , N, l = 0, 1, . . . , ρ, ãäå
ρ ≥ 0; ρ − ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ãëàäêîñòüþ êëàññà
ôóíêöèé, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ϕ(τ). Çäåñü |RN(sk, pkl, ϕ)| − ïî-
ãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (ê.ô.) (7.2).

Åñëè Ψ − íåêîòîðûé êëàññ çàäàííûõ íà ñåãìåíòå [−1, 1] ôóíêöèé,
òî ïîëîæèì

RN(sk, pkl,Ψ) = sup
ϕ∈Ψ
|RN(sk, pkl, ϕ)|.

×åðåç ζN [Ψ] îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ζN [Ψ] = inf
(sk,pkl)

RN(sk, pkl,Ψ), â êî-

òîðîé íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì N óçëàì sk è êîýôôèöè-
åíòàì pkl, k = 1, 2, . . . , N, l = 0, 1, . . . , ρ.

Êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (7.2), ïîñòðîåííóþ íà óçëàõ s∗k è âåñàõ p∗kl
(k = 1, 2, . . . , N , l = 0, 1, . . . , ρ), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé, àñèìïòî-
òè÷åñêè îïòèìàëüíîé, îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó, åñëè

RN (s∗k, p
∗
kl,Ψ)

ζN [Ψ]
= 1, lim

N→∞

RN (s∗k, p
∗
kl,Ψ)

ζN [Ψ]
= 1, RN (s∗k, p

∗
kl,Ψ) � ζN [Ψ]
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ñîîòâåòñòâåííî. Çíàê � (ñëàáàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü) îçíà÷àåò, ÷òî èìåþòñÿ
äâå êîíñòàíòû A è B (0 < A,B <∞), íå çàâèñÿùèå îò N è òàêèå, ÷òî

AζN [Ψ] < RN (s∗k, p
∗
kl,Ψ) < BζN [Ψ].

Â ïðèìåíåíèè ê ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëàì ñ ïåðåìåííîé îñî-
áåííîñòüþ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Aϕ =

b∫
a

ϕ(τ) dτ

(τ − t)p
, a ≤ t ≤ b, p − öåëîå, (7.3)

êîòîðûé áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå

Aϕ =
N∑
k=1

ρ∑
l=0

ϕ(l)(sk)pkl(t) +RN (t, sk, pkl(t), ϕ) (7.4)

ñ óçëàìè sk è âåñàìè pkl(t) (k = 1, 2, . . . , N , l = 0, 1, . . . , ρ), ãäå ρ −
ôèêñèðîâàííîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ãëàäêîñòüþ
êëàññà ôóíêöèé, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ϕ(t).

Ïîä ïîãðåøíîñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (7.4) áóäåì ïîíèìàòü âå-
ëè÷èíó

RN(sk, pkl, ϕ) = sup
t
|RN

(
t, sk, pkl(t), ϕ)|.

Åñëè Ψ � íåêîòîðûé êëàññ çàäàííûõ íà ñåãìåíòå [a, b] ôóíêöèé, òî
ïîëîæèì

RN(sk, pkl,Ψ) = sup
ϕ∈Ψ
|RN(sk, pkl, ϕ)|.

×åðåç ζN [Ψ] îáîçíà÷èì âåëè÷èíó

ζN [Ψ] = inf
(sk,pkl)

RN(sk, pkl,Ψ),

â êîòîðîé íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì N óçëàì sk è âåñàì
pkl(t) (k = 1, 2, . . . , N, l = 0, 1, . . . , ρ). Êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (7.4), ïî-
ñòðîåííóþ íà óçëàõ s∗k è âåñàõ p∗kl(t) (k = 1, 2, . . . , N , l = 0, 1, . . . , ρ),
áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé, îïòèìàëü-
íîé ïî ïîðÿäêó, åñëè

RN (s∗k, p
∗
kl,Ψ)

ζN [Ψ]
= 1, lim

N→∞

RN (s∗k, p
∗
kl,Ψ)

ζN [Ψ]
= 1, RN (s∗k, p

∗
kl,Ψ) � ζN [Ψ]

ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïîñòàíîâêó çàäà÷è â ñëó÷àå ïîëèãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ
ñ ôèêñèðîâàííûìè îñîáåííîñòÿìè îïèøåì íà ïðèìåðå ãèïåðñèíãóëÿðíî-
ãî èíòåãðàëà ñëåäóþùåãî âèäà:

Bϕ =

1∫
−1

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

τ p1

1 τ
p2

2

, (7.5)

p1, p2 = 2, 3, . . . , êîòîðûé áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

Bϕ =

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

ρ1∑
l1=0

ρ2∑
l2=0

pk1k2l1l2ϕ
(l1,l2)(sk1

, sk2
) +Rn1n2

(sk1
, sk2

, pk1k2l1l2, ϕ),

(7.6)
ãäå ρ1, ρ2 − íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå ãëàäêîñòüþ
ôóíêöèè ϕ(t1, t2); ϕ

(l1,l2)(t1, t2) = ∂l1+l2ϕ(t1, t2)/(∂t
l1
1 ∂t

l2
2 ); pk1k2l1l2, 1 ≤ ki ≤

≤ ni, 0 ≤ li ≤ ρi, i = 1, 2,− êîýôôèöèåíòû; (sk1
, sk2

), −1 ≤ ski ≤ 1,
i = 1, 2,− óçëû êóáàòóðíîé ôîðìóëû.

Ïîä ïîãðåøíîñòüþ êóáàòóðíîé ôîðìóëû ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà
|Rn1n2

(sk1
, sk2

, pk1k2l1l2, ϕ)|.
Åñëè Ψ � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, òî ïîä Rn1n2

(sk1
, sk2

, pk1k2l1l2,Ψ)
ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

Rn1n2
(sk1

, sk2
, pk1k2l1l2,Ψ) = sup

ϕ∈Ψ
|Rn1n2

(sk1
, sk2

, pk1k2l1l2, ϕ)|.

Ââåäåì ôóíêöèîíàë ζn1n2
[Ψ] = inf

sk1
,sk2

,pk1k2l1l2

Rn1n2
(sk1

, sk2
, pk1k2l1l2,Ψ).

Êóáàòóðíóþ ôîðìóëó (7.6), ïîñòðîåííóþ íà óçëàõ è êîýôôèöèåíòàõ
(s∗k1

, s∗k2
; p∗k1k2l1l2

), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé, àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíîé, îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó, åñëè

Rn1n2

(
x∗k1
, x∗k2

; p∗k1k2l1l2
,Ψ
)

= ζn1n2
[Ψ],

lim
n1→∞,n2→∞

Rn1n2

(
x∗k1
, x∗k2

; p∗k1k2l1l2
,Ψ
)

= ζn1n2
[Ψ],

Rn1n2

(
x∗k1
, x∗k2

; p∗k1k2l1l2
,Ψ
)
� ζn1n2

[Ψ].

Çàìå÷àíèå. Â âûðàæåíèè lim
n1→∞,n2→∞

= A ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñëå-

äóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε (ε > 0) ñóùåñòâó-
åò òàêîå N(N(ε)), ÷òî ïðè n1 ≥ N, n2 ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|An1n2

− A| < ε.
Íàðÿäó ñ êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè (7.6) ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ êóáà-

òóðíûå ôîðìóëû âèäà

Bϕ =
N∑
k=1

ρ1∑
l1=0

ρ2∑
l2=0

pkl1l2ϕ
(l1,l2)(Mk) +RN(Mk, pkl1l2, ϕ), (7.7)
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ãäå ρ1, ρ2 − íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà; pkl1l2 − êîýôôèöèåíòû,
1 ≤ k ≤ N, 0 ≤ li ≤ ρi, i = 1, 2; Mk, k = 1, 2, . . . , N − óçëû êóáàòóðíîé
ôîðìóëû, Mk = (xk, yk), −1 ≤ xk, yk ≤ 1, k = 1, 2, . . . , N.

Ïîä ïîãðåøíîñòüþ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (7.7) ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà
|RN(Mk, pkl1l2, ϕ)|.

Åñëè Ψ − íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, òî ïîä RN(Mk, pkl1l2,Ψ) ïîíè-
ìàåòñÿ âåëè÷èíà RN(Mk, pkl1l2,Ψ) = sup

ϕ∈Ψ
|RN(Mk, pkl1l2, ϕ)|.

Ââåäåì ôóíêöèîíàë ζN [Ψ] = inf
pkl1l2 ,Mk

RN(Mk, pkl1,l2,Ψ), ãäå íèæíÿÿ

ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì êîýôôèöèåíòàì pkl1l2, k = 1, 2, . . . , N,
0 ≤ li ≤ ρi, i = 1, 2, è óçëàì Mk, k = 1, 2, . . . , N.

Êóáàòóðíóþ ôîðìóëó (7.7), ïîñòðîåííóþ íà âåêòîðàõ (M ∗
k ; p∗kl1l2),

áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé, îïòèìàëü-
íîé ïî ïîðÿäêó, åñëè

RN

(
M ∗

k ; p∗kl1l2,Ψ
)

= ζN [Ψ], lim
N→∞

RN

(
M ∗

k ; p∗kl1l2,Ψ
)

= ζN [Ψ],

RN

(
M ∗

k ; p∗kl1l2,Ψ
)
� ζN [Ψ].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå, àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíûå è îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñ-
ëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè
îñîáåííîñòÿìè âèäà

1∫
−1

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

(τ 2
1 + τ 2

2 )p/2

ïðè p > 2.
Áèãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ñ ïåðåìåííûìè îñîáåííîñòÿìè

Iϕ =

1∫
−1

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)

(τ1 − t1)p1(τ2 − t2)p2
dτ1dτ2, −1 ≤ ti ≤ 1, i = 1, 2, (7.8)

áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì

Iϕ =
m∑
k=1

n∑
l=1

ρ1∑
i=0

ρ2∑
j=0

pklij(t1, t2)ϕ
(i,j)(xk, yl) +Rmn(t1, t2, xk, yl; pklij, ϕ),

(7.9)
îïðåäåëÿåìûì óçëàìè −1 ≤ x1 < x2 < x3 < · · · < xm ≤ 1, −1 ≤ y1 <
< y2 < · · · < yn ≤ 1 è êîýôôèöèåíòàìè pklij (1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n,

i = 0, 1, . . . , ρ1, j = 0, 1, . . . , ρ2). Çíà÷åíèÿ ρi, i = 1, 2, îïðåäåëÿþòñÿ
ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè ϕ.
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Ïîä ïîãðåøíîñòüþ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (7.9) áóäåì ïîíèìàòü âå-
ëè÷èíó Rmn(xk, yl; pklij, ϕ) = supt1,t2 |Rmn(t1, t2;xk.yl; pklij, ϕ)|.

Åñëè Ψ � íåêîòîðûé êëàññ çàäàííûõ íà êâàäðàòå Ω = [−1, 1]2 ôóíê-
öèé, òî ïîëîæèì Rmn(xk, yl; pklij,Ψ) = supϕ∈ΨRmn(xk, yl; pklij, ϕ).

×åðåç ζmn[Ψ] îáîçíà÷èì âåëè÷èíó

ζmn[Ψ] = inf
(k,l;klij)

Rmn(xk, yl; pklij,Ψ),

â êîòîðîé íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì âåêòîðàì (k, l; klij)
óçëîâ è âåñîâ (k = 1, 2, . . . ,m, l = 1, 2, . . . , n). Êóáàòóðíóþ ôîðìóëó
(7.9), ïîñòðîåííóþ íà âåêòîðàõ (x∗k, y

∗
l ; p
∗
klij), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëü-

íîé, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé, îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó, åñëè

Rmn

(
x∗k, y

∗
l ; p
∗
klij,Ψ

)
/ζmn[Ψ] = 1, ≡ 1,� 1.

Èíòåãðàë Iϕ ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

Iϕ =
N∑
k=1

pk(t1, t2)ϕ(Mk) +RN(t1, t2,Mk, pk, ϕ), (7.10)

èñïîëüçóþùåé N çíà÷åíèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Çäåñü Mk =
= (ζk, ηk) � óçëû êóáàòóðíîé ôîðìóëû (7.10), ïðè÷åì õàðàêòåð ðàñïî-
ëîæåíèÿ óçëîâ â êâàäðàòå Ω ïðîèçâîëüíûé. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

RN(Mk, pk, ϕ) = sup
t1,t2

|RN(t1, t2;Mk, pk, ϕ)|,

RN(Mk, pk,Ψ) = sup
ϕ∈Ψ

RN(Mk, pk, ϕ), ζN [Ψ] = inf
(Mk,pk)

RN(Mk, pk,Ψ).

Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà (7.10), ïîñòðîåííàÿ íà âåêòîðàõ {M ∗
k , p

∗
k} óç-

ëîâ è êîýôôèöèåíòîâ, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíîé, îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

RN(M ∗
k , p

∗
k,Ψ)/ζN [Ψ] = 1,∼ 1,� 1.

Îïòèìàëüíûå, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå, îïòèìàëüíûå ïî ïî-
ðÿäêó êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ãèïåðñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëîâ

1∫
−1

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
, p > 2, (t1, t2) ∈ [−1, 1]2,
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îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ èíòåãðàëîâ âèäà (7.8).
Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ îïòèìàëü-

íûå êâàäðàòóðíûå è êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëîâ ñ íåöåëîé îñîáåííîñòüþ:

1∫
−1

ϕ(τ)

|τ |p+λ
dτ, p = 1, 2, . . . , 0 < λ ≤ 1;

1∫
−1

ϕ(τ)dτ

|τ − t|p+λ
, p = 1, 2, . . . , 0 < λ ≤ 1;

1∫
−1

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

|τ1 − t1|p1+λ1|τ2 − t2|p2+λ2
, p1, p2 = 1, 2, . . . , 0 < λ1, λ2 ≤ 1;

1∫
−1

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p+λ
, p = 1, 2, . . . , 0 < λ ≤ 1.

Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíûõ ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ ïîïåðå÷íèêè Áàáåíêî è Êîëìîãîðîâà. Ïðè-
âåäåì îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîïåðå÷íèêîâ.

Ïóñòü B − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; X ⊂ B − êîìïàêò; Π : X →
→ Rn − ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòà X êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn.

Îïðåäåëåíèå 7.1 [11]. Ïóñòü Ln − ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ ëèíåéíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà B. Âûðàæåíèå

dn(X,B) = inf
Ln

sup
x∈X

inf
u∈Ln
‖x− u‖,

ãäå ïîñëåäíèé inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì Ln ðàçìåðíîñòè n,
îïðåäåëÿåò n-ïîïåðå÷íèê Êîëìîãîðîâà.

Îïðåäåëåíèå 7.2 [10, 11]. Ïóñòü χ ∈ Rn. Âûðàæåíèå

δn(X) = inf
(Π:X→Rn)

sup
x∈X

diamΠ−1Π(x),

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèÿì Π : X → Rn, îïðå-
äåëÿåò n-ïîïåðå÷íèê Áàáåíêî.

Â ãëàâå II áóäåò íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå, ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíû ïîïåðå÷íèêîâ Áàáåíêî è Êîëìîãîðîâà.

Ëåììà 7.1 [206]. Ïóñòü B − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; X ⊂ B− êîì-
ïàêò. Âåëè÷èíû ïîïåðå÷íèêîâ Áàáåíêî è Êîëìîãîðîâà ñâÿçàíû íåðàâåí-
ñòâîì

δn(X) ≤ 2dn(X,B).
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Îöåíêà ñíèçó ïîïåðå÷íèêîâ Êîëìîãîðîâà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íà
îñíîâå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ïðèâåäåì, ñëåäóÿ [260].

Ëåììà 7.2. Ïóñòü B − xàóñäîðôîâî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî; Ψ −
êëàññ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ C(B). Ïóñòü â B ñóùåñòâóåò n+1 òî÷êà
x0, x1, x2, . . . , xn è ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε(ε > 0) ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíàêîâ λi = ±1,
i = 0, 1, 2, . . . , n, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x) ∈ Ψ òàêàÿ, ÷òî

sign f(xi) = λi, |f(xi)| ≥ ε, i = 0, 1, 2, . . . , n.

Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå C(B)

dn(Ψ, C(B)) ≥ ε.

8. Ýëåìåíòû òåîðèè ïðèáëèæåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ðÿä èçâåñòíûõ ôàêòîâ èç òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé, êîòîðûìè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè êíèãè.

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû êîí-
ñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé. Ïðè èçëîæåíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áóäåì
ñëåäîâàòü ìîíîãðàôèÿì [93, 119, 140, 208].

8.1. Ïîëèíîìû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

Ïóñòü f(x) − ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ñåãìåíòå [a, b]. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Hn ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè, íå âûøå n, ò.å. ïîëèíîìîâ âèäà
Pn(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · + anx
n, à ÷åðåç HT

n − ìíîæåñòâî òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ âèäà a0 +
n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì Pn(x) è ïîëîæèì

∆(Pn) = max
x∈[a,b]

| Pn(x)− f(x) | .

×èñëî ∆(Pn) íàçûâàåòñÿ îòêëîíåíèåì ïîëèíîìà Pn(x) îò ôóíêöèè
f(x) íà ñåãìåíòå [a, b]. Åñëè áóäåì èçìåíÿòü ïîëèíîì Pn(x), çàñòàâëÿÿ åãî
ïðîáåãàòü âñå ìíîæåñòâî Hn, òî âåëè÷èíà ∆(Pn) òàêæå áóäåò èçìåíÿòü-
ñÿ, íî òàê êàê îíà îñòàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, òî ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé
îãðàíè÷åíî ñíèçó è èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíèöó

En = En(f) = inf
Pn∈Hn

{∆(Pn)}.
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Âåëè÷èíà En(f) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì îòêëîíåíèåì ïîëèíîìîâ
èç Hn îò f(x) èëè íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ê f(x) ïîëèíîìàìè èç Hn.

Òåîðåìà 8.1 (òåîðåìà Áîðåëÿ). Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) ∈ C[a, b]
â ìíîæåñòâå Hn ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì P (x), ÷òî ∆(P ) = En(f).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) ∈ C[a, b] â ìíîæå-
ñòâå Hn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Áîðåëÿ è ÷åáûøåâñêîãî àëüòåð-
íàíñà.

Ïðèâåäåì îöåíêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ê f(x) ïîëèíîìàìè èç
Hn. Âíà÷àëå äàäèì ôîðìóëèðîâêè êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Äæåêñîíà.

Òåîðåìà 8.2.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(τ) ∈ C̃[0,2π] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

En(f) ≤ 12ω

(
1

n

)
.

Òåîðåìà 8.3.Ïóñòü f(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå f ′(x), f ′′(x), . . . , f (r)(x). Åñëè
ωr(δ) − ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè r-é ïðîèçâîäíîé f (r)(x), òî

En(f) ≤
12r+1ωr

(
1
n

)
nr

.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðèáëèæàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, òî
òåîðåìû Äæåêñîíà ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 8.4. Åñëè f(x) ∈ C[a, b], òî

En(f) ≤ 12ω

(
b− a
2n

)
.

Òåîðåìà 8.5. Åñëè f(x) ∈ C[a, b] èìååò p íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ïðè÷åì ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè p-é ïðîèçâîäíîé f (p) åñòü ωp(δ), òî
äëÿ n > p ñïðàâåäëèâà îöåíêà

En(f) ≤ Cp(b− a)p

np
ωp

(
b− a

2(n− p)

)
,

ãäå Cp çàâèñèò òîëüêî îò p.
Íàðÿäó ñ îöåíêàìè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêè-

ìè è àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ò.å.
ïðÿìûìè òåîðåìàìè êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé, íàì ïîíàäîáÿò-
ñÿ îáðàòíûå òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé, ïîçâîëÿþùèå ïî
÷èñëîâûì õàðàêòåðèñòèêàì En(f) ñóäèòü î êëàññàõ ôóíêöèé, ê êîòîðûì
ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè f(x).
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Ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåäåì íåðàâåíñòâà Ñ. Í. Áåðíøòåéíà, À. À. Ìàð-
êîâà è Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî, êîòîðûìè òàêæå áóäåì íåîäíîêðàòíî ïîëüçî-
âàòüñÿ.

Òåîðåìà 8.6 (ïåðâîå íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà). Åñëè

T (x) = A+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)−

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà n, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|T ′(x)| ≤ nmax |T (x)|.

Òåîðåìà 8.7 (âòîðîå íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà). Åñëè ïîëèíîì
Pn(x) = a0 + a1x + · · · + anx

n ñòåïåíè íå âûøå n íà ñåãìåíòå [a, b] óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |Pn(x)| ≤M, òî íà èíòåðâàëå (a, b) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |P ′n(x)| ≤ Mn

((x−a)(b−x))1/2 .

Òåîðåìà 8.8 (íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà). Åñëè ïîëèíîì Pn(x) = a0+
+a1x + · · · + anx

n ñòåïåíè íå âûøå n íà ñåãìåíòå [a, b] óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó |Pn(x)| ≤M, òî íà òîì æå ñåãìåíòå |P ′n(x)| ≤ 2Mn2/(b−a).

Òåîðåìà 8.9 (íåðàâåíñòâî Íèêîëüñêîãî) [143]. Ïóñòü Tn(t) − òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì n-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Tn(t)‖C ≤ n1/p‖Tn(t)‖Lp, 1 ≤ p ≤ ∞.

Ïðèâîäèìûå íèæå îáðàòíûå òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíê-
öèé ïðèíàäëåæàò Ñ. Í. Áåðíøòåéíó.

Òåîðåìà 8.10. Ïóñòü f(x) ∈ C̃[0,2π] è äëÿ ëþáîãî n íàèëó÷øåå ïðè-
áëèæåíèå ïîëèíîìàìè èç HT

n En(f) ≤ n−α. Òîãäà åñëè 0 < α < 1, òî
f(x) ∈ Hα, à åñëè α = 1, òî f(x) ∈ Z.

Òåîðåìà 8.11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C̃[0,2π] è En(f) − åå íàèëó÷-
øåå ïðèáëèæåíèå ïîëèíîìàìè èç HT

n . Åñëè En(f) ≤ c
nr+α , ãäå r − íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, à 0 < α ≤ 1, òî ó ôóíêöèè f(x) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâ-
íûå ïðîèçâîäíûå f ′(x), f ′′(x), . . . , f (r)(x), ïðè÷åì f (r) ∈ Hα, åñëè α < 1;
f (r) ∈ Z, åñëè α = 1.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Z îáîçíà÷åí êëàññ ôóíêöèé Çèãìóíäà, îïðå-
äåëåííûé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: äëÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω(δ)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ω(δ) ≤ cδ(1 + |lnδ|), ãäå c íå çàâèñèò îò δ.

Èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò â îñíîâíîì êëàññèêàì
êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé: Ï. Ë. ×åáûøåâó, Ñ. Í. Áåðíøòåéíó,
Ä. Äæåêñîíó è îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó ïåðèîäó â òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Èõ
ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èìååòñÿ â [93, 119, 140, 208].
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Â 50-70-å ãã. ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé
áûëè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, ìíîãèå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷-
øàåìûìè. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè îñòàíîâèòüñÿ íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, ïðè-
âåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé òèïà òåîðåìû Äæåêñîíà îá îöåíêàõ íàè-
ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé.

Òåîðåìà 8.12 [119]. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C̃[0,2π], f 6≡ const ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà En(f) < ω(f, πn), n = 1, 2, . . . , ïðè÷åì íå çàâèñÿùàÿ
îò f(x) è îò n êîíñòàíòà 1 ïåðåä ω(f, πn) íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà.

Ïðèâåäåì îöåíêè íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
àëãåáðàè÷åñêèìè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.

Èçâåñòíî [119, c. 165�167] ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îá îöåíêàõ íàè-
ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì 2π ôóíêöèé òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.

Òåîðåìà 8.13. Ïðè âñåõ n, r = 1, 2, . . . , ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

En(W
r
∞(1))C = Krn

−r,

En(W
r
1 (1))L1

= Krn
−r,

En(W
r−1
V (1))L1

= Krn
−r,

En(W
r
2 (1))L2

= n−r,

ãäå Kr − êîíñòàíòû Ôàâàðà, Kr = 4
π

∞∑
k=1

(−1)k(r+1)

(2k+1)r+1 , r = 0, 1, . . .

Ïðè íåöåëûõ r ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 8.14 [119, c. 171�172]. Åñëè 0 < r < 1, òî

En(W
r
∞(1))C = En(W

r
1 (1))L1

=
4 sin(rπ/2)

πnr

∞∑
k=0

1

(2k + 1)r+1
.

Åñëè r ≥ 1, òî

En(W
r
∞(1))C = En(W

r
1 (1))L1

=
1

πnr

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

sin((2k + 1)γ − πr/2)

(2k + 1)r+1

∣∣∣∣∣ ,
ãäå γ − ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

∞∑
k=0

cos((2k + 1)γ − πr/2)

(2k + 1)r
= 0.

Äëÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíî-
ìàìè èçâåñòíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Òåîðåìà 8.15 [119, c. 192]. Ïðè âñåõ r = 1, 2, . . . ,

lim
n→∞

nrEn(W
r
∞(1; [−1, 1]))C[−1,1] = Kr,

lim
n→∞

nr+αEn(W
rHα(1; [−1, 1]))C[−1,1] = Kr,

ò.å. ïðè n→∞

En(W
r
∞(1; [−1, 1]))C[−1,1] = Krn

−r + o(n−r),

En(W
rHα(1; [−1, 1]))C[−1,1] = Krn

−r−α + o(n−r−α).

Â ÷àñòíîñòè,

En(W
1
∞(1; [−1, 1])C[−1,1] ≤

π

2n
.

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è òî÷íûå îöåí-
êè ïðèáëèæåíèé ïîëèíîìàìè, îòðåçêàìè ðÿäîâ è ñïëàéíàìè èçëîæåíû
â ìîíîãðàôèÿõ è îáçîðàõ [11, 16, 32, 206, 208, 210, 251, 260, 261].

8.2. Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû

Íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå èíòåðïî-
ëÿöèîííûå ïîëèíîìû.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C[a, b] çàäàíà íà ñåãìåíòå [a, b] ñâîèìè çíà÷å-
íèÿìè â òî÷êàõ xi, i = 1, 2, . . . , n. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà
èìååò âèä

Pn(f [a, b]) =
n∑
k=1

f(xk)lk(x),

ãäå lk(x) − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû:

lk(x) =
(x− x1) · · · (x− xk−1)(x− xk+1) · · · (x− xn)

(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn)
.

Íèæå â ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå
ñåòêè óçëîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî áóäåò êàæäûé ðàç ñïåöèàëüíî îãîâàðè-
âàòüñÿ.

Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ (ñ ïåðèîäîì 2π) ôóíêöèé áóäåì
èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì

Tn(f) =
2n∑
k=0

f

(
2kπ

2n+ 1

)
ψk(x),

ãäå

ψk(x) =
1

2n+ 1

sin 2n+1
2 (x− xk)

sin x−xk
2

.
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Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå èçâåñòíûå îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, êîòîðûìè áóäåì äàëåå ïîëü-
çîâàòüñÿ.

Òåîðåìà 8.16 [119, c. 276]. Åñëè ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà [−1, 1],
èìååò r-þ (r ≥ 0 öåëîå) íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà Mr, íå çàâèñÿùàÿ îò f, x è n, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > r íàé-

äåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Pn(x) =
n∑
k=0

akx
k ñòåïåíè, íå âûøå, ÷åì

n, óäîâëåòâîðÿþùèé äëÿ êàæäîãî x ∈ [−1, 1] íåðàâåíñòâó

|f(x)− Pn(x)| ≤Mr

[
1

n

(√
1− x2 +

|x|
n

)]r
ω

[
1

n

(√
1− x2 +

|x|
n

)]
,

ãäå ω(t) = ω(f (r); t) åñòü ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè r-é ïðîèçâîäíîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tr(x) ïîëèíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè r, íàèìåíåå óêëî-

íÿþùèéñÿ îò íóëÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå íà ñåãìåíòå [−1, 1], à ÷åðåç
x1, . . . , xr − åãî êîðíè. ×åðåç Lr(x, [−1, 1]) îáîçíà÷èì ïîëèíîì, èíòåðïî-
ëèðóþùèé ôóíêöèþ f(x) íà ñåãìåíòå [−1, 1] ïî óçëàì x1, . . . , xr.

Òåîðåìà 8.17 [93]. Cïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöè-
îííîé ôîðìóëû Lr(x, [−1, 1]):

‖f(x)− Lr(x, [−1, 1])‖ ≤ ‖f (r)‖/r!2r−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t ∈ [−1, 1], t 6= xk,

k = 1, 2, . . . , r, ïîëîæèì

τ =
f(t)− Lr(t, [−1, 1])

Tr(t)
. (8.1)

Ââåäåì ôóíêöèþ

ϕ(x) = f(x)− Lr(x, [−1, 1])− τTr(x).

Ôóíêöèÿ ϕ(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ t, xk, k = 1, 2, . . . , r. Ïðè-
ìåíÿÿ ê ôóíêöèè ϕ(x) r + 1 ðàç òåîðåìó Ðîëëÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà ξ (ξ ∈ (−1, 1)) òàêàÿ, ÷òî ϕ(r)(ξ) = f (r)(ξ)−τr! = 0. Îòñþäà
τ = f (r)(ξ)/r!.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (8.1), èìååì ïðè x 6= xk, k = 1, 2, . . . , r,

|f(x)− Lr(x, [−1, 1])| = |τ ||Tr(x)| ≤ |f
(r)(ξ)|
r!

|Tr(x)| ≤ 1

2r−1r!
‖f (r)(x)‖.

Â óçëàõ xk, k = 1, 2, . . . , r, óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî è ïðè èíòåðïîëÿöèè ôóíê-
öèé ïî óçëàì äðóãèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Â ÷àñòíîñòè, íàì ïî-
íàäîáèòñÿ îöåíêà òî÷íîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèé èç êëàññà W r(M)
ïî óçëàì ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(x) ïîëèíîì Ëåæàíäðà

Pn(x) =
1

n!2n
dn(x2 − 1)n

dxn
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xk, k = 1, 2, . . . , n, óçëû ïîëèíîìà Ëåæàíäðà, à ÷åðåç
Pn(x, [−1, 1]) − èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûé ïî
ýòèì óçëàì.

Òåîðåìà 8.18. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèîí-
íîé ôîðìóëû Pn(x, [−1, 1]) ïî óçëàì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà:

‖f(x)− Pn(x, [−1, 1])‖ ≤ ‖f (n)(x)‖/(2n− 1)!!.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäû-
äóùåé ëåììû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè t ∈ [−1, 1], t 6= xk, k = 1, 2, . . . , n,
ïîëîæèì

τ =
f(t)− Pn(f, [−1, 1])

Pn(t)

è ââåäåì ôóíêöèþ ϕ(x) = f(x)− Pn(x, [−1, 1])− τPn(x). Ôóíêöèÿ ϕ(x)
ïî ïîñòðîåíèþ èìååò n+ 1 êîðåíü, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ,
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ, −1 < ξ < 1, â êîòîðîé ϕ(n)(ξ) = 0. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî f (n)(ξ)−τ(2n)!/(n!2n) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, τ = f (n)(ξ)/(2n−1)!!
è

‖f(x)− Pn(x, [−1, 1])‖ ≤ |τ |‖Pn(x)‖ ≤ ‖f (n)‖/(2n− 1)!!

â òî÷êàõ x 6= xk, k = 1, 2, . . . , n. Â óçëàõ xk, k = 1, 2, . . . , n, óòâåðæäåíèå
òåîðåìû î÷åâèäíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü Ω − êóá ðàçìåðíîñòè l. ×åðåç W s

p (Ω) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

‖u‖W s
p (Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖u‖Lsp(Ω),

ãäå

‖u‖Lsp(Ω) =

∑
|v|=s

∫
Ω

| Dvu |p dx

1/p

.
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Ïîëîæèì w = s − 1 è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè
u = W s

p (Ω) ïîëèíîì Rw(x) ñòåïåíè w, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:∫
Ω

xαRw(x)dx =

∫
Ω

xαu(x)dx, | α |≤ w.

Ïîëîæèì Rw(x) = PΩu, ò.å. PΩ − ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîåêòèðî-
âàíèÿ, îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâîW s

p (Ω) íà êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè w îò l ïåðåìåííûõ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 8.19 [19, c. 341]. Ïðè sp > l äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W s

p (Ω)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖u− PΩu‖C(Ω) ≤ C(mesΩ)s/l−1/p‖u‖Lsp(Ω),

ïðè÷åì êîíñòàíòà C = C(p, s, l) íå çàâèñèò îò êóáà Ω.
Òåîðåìà 8.20 [19, c. 341]. Ïðè ps ≤ l è q < q∗ = p(1 − ps/l)−1 äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W s
p (Ω) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖u− PΩu‖Lq(Ω) ≤ C(mesΩ)q
−1−q∗−1‖u‖Lsp(Ω),

ïðè÷åì êîíñòàíòà C = C(p, q, s, l) íå çàâèñèò îò êóáà Ω; 1/p+ 1/q = 1.

8.3. Ýëåìåíòû òåîðèè ñïëàéíîâ

Íà ïðîòÿæåíèè êíèãè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè.
Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [119], îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ñïëàéíîâ, íåîáõîäèìûå â
äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà ñåãìåíòå [a, b], íà-
çûâàåòñÿ ñïëàéíîì ïîðÿäêà m (m = 0, 1, . . .) ñ óçëàìè tk, k = 1, 2, . . . , N,
a < t1 < t2 < · · · < tN < b, åcëè â êàæäîì ñåãìåíòå [a, t1], [t1, t2], . . . , [tN , b]
ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè m è â êàæ-
äîé òî÷êå tk, k = 1, 2, . . . , N, íåêîòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f (v)(x), 0 ≤ v ≤ m,
èìååò ðàçðûâ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñïëàéí f(x) ïîðÿäêà m èìååò äåôåêò rk (1 ≤ rk ≤ m)
â óçëå tk, k = 1, 2, . . . , N, åñëè â òî÷êå tk íåïðåðûâíû ôóíêöèè f(x),
f ′(x), . . . , f (m−rk)(x), à ïðîèçâîäíàÿ f (m−rk+1)(x) òåðïèò ðàçðûâ.

×èñëî r = max
1≤k≤N

rk íàçûâàåòñÿ äåôåêòîì ñïëàéíà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â óçëå tk, k = 1, 2, . . . , N, ñïëàéí f(x) èìååò äå-
ôåêòm+1, åñëè â ýòîì óçëå ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâ íåïðåðûâíîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïëàéí f(x) èìååò äåôåêò m+ 1.

68



Ïóñòü íà ñåãìåíòå [a, b] ôèêñèðîâàíà ñèñòåìà òî÷åê ∆N : a = t0 <
< t1 < · · · < tN = b, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ñåãìåíòà [a, b].
×åðåç Srm(∆N , [a, b]) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî çàäàííûõ íà [a, b] ñïëàéíîâ
ïîðÿäêà m, èìåþùèõ äåôåêòû ri ≤ r â òî÷êàõ ti(i = 1, 2, . . . , N − 1)
ðàçáèåíèÿ ∆N . Ñïëàéíû, èìåþùèå äåôåêò m+ 1, íàçûâàþòñÿ íóëåâûìè
è îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç S0(∆N , [a, b]). Ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ
ñïëàéíîâ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðîìåæóòêà [a, b] áåðåòñÿ ñåãìåíò [0, 2π]
è âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ Srm(∆N , [a, b]) èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Srm(∆N).

8.4. Ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà

Â ãëàâå IV ïðè èññëåäîâàíèè ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé Çåìëè èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà.

Îïðåäåëåíèå 8.2 [140]. Ïóñòü f(x) åñòü ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ñåã-
ìåíòå [0, 1]. Ïîëèíîì

Bn(x) =
n∑
k=0

f

(
k

n

)
Ck
nx

k(1− x)n−k

íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà ôóíêöèè f(x).
Ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà îáëàäàþò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîé-

ñòâîì − îíè ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà 8.21 [140]. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [0, 1], òî

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

Bn(x) = f(x).

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ïîëè-
íîìàìè Áåðíøòåéíà [140].

Òåîðåìà 8.22 [269]. Åñëè f(x) ∈ C[0, 1], à Bn(x) − åå ïîëèíîì
Áåðíøòåéíà, òî

|Bn(x)− f(x)| ≤ 3

2
ω

(
1√
n

)
,

ãäå ω − ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x).
Òåîðåìà 8.23 [258, 140]. Åñëè f(x) ∈ Hα(M), òî

|Bn(x)− f(x)| ≤ 3M

2nα/2
,

ïðè÷åì ýòà îöåíêà íåóëó÷øàåìà.
Òåîðåìà 8.24 [84, 140]. Åñëè ó îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå

x ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x), òî

Bn(x) = f(x) +
f ′′(x)

2n
x(1− x) +

ρn
n
,
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ãäå lim
n→∞

ρn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñëåäíèõ äâóõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîìû
Áåðíøòåéíà îáëàäàþò äîñòàòî÷íî ïëîõèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîé-
ñòâàìè ïðè ïðèáëèæåíèè ãëàäêèõ ôóíêöèé − ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé
f(x) ∈ W r(1), r = 1, 2, . . . , íå ïðåâîñõîäÿò O(N−1).

Îäíàêî îíè îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì, êîòîðîå áóäåò èñïîëü-
çîâàíî â ãëàâå IV.

Òåîðåìà 8.25 [116, 140]. Åñëè f(x) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ïî-
ëèíîì Áåðíøòåéíà Bn(x) ñõîäèòñÿ ê íåé íà âñåé îñè.

8.5. Íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè èñïîëüçóåòñÿ ðÿä èçâåñòíûõ óòâåðæäå-
íèé èç òåîðèè êâàäðàòóðíûõ è êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòà-
òåëÿ íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâîäÿòñÿ â ýòîì ðàçäåëå.

Òåîðåìà 8.26 [141]. Ñðåäè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âèäà

1∫
0

f(x)dx =
m∑
k=1

ρ∑
l=0

pklf
(l)(xk) +R(f) ≡ L(f) +Rm(f)

íàèëó÷øåé äëÿ êëàññà ôóíêöèé W rLp(1) (1 ≤ p ≤ ∞) ïðè ρ = r − 1
(r = 1, 2, 3, . . .), à òàêæå ïðè ρ = r − 2 (r = 2, 4, 6, . . .) ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííàÿ ôîðìóëà, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèìè óçëàìè x∗k è
êîýôôèöèåíòàìè p∗kl :

x∗k = h(2(k − 1) + [Rrq(1)]1/r) (k = 1, 2, . . . ,m),

p∗1l = (−1)lp∗ml =

= hl+1

{
(−1)l

(l + 1)!
(Rrq(1))(l+1)/r +

1

r!
R(r−l−1)
rq (1)

}
(l = 0, 1, . . . , ρ),

p∗k,2ν =
2h2ν+1

r!
R(r−2ν−1)
rq (1)(

k = 2, 3, . . . ,m− 1; ν = 0, 1, . . . ,

[
r − 1

2

])
,

p∗k,2ν+1 = 0

(
k = 2, 3, . . . ,m− 1; ν = 0, 1, . . . ,

[
r − 2

2

])
,

ãäå h = 2−1(m−1+(Rrq(1))1/r)−1, àRrq(t)− ìíîãî÷ëåí âèäà tr+
∑r−1

i=0 βit
i,

íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ â ìåòðèêå Lq (p−1 + q−1 = 1) íà [−1, 1].
Ïðè ýòîì
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Rm[W rLp(1)] = Rm[W rLp(1);X∗, P ∗] =

=
Rrq(1)hr

r! q
√
rq + 1

=
Rrq(1)

2rr! q
√
rq + 1(m− 1 + (Rrq(1))1/r)r

.

Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè. Åñëè p = 1(q =∞), òî ìíîãî÷ëåí Rr∞(t)
åñòü ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà Tr(t) = 21−r cos(r arccos t), è òîãäà

h =
1

21/r + 2(m− 1)
, Rm[W rL(1)] =

1

r!(2 + (m− 1)22−1/r)r
.

Åñëè p = q = 2, òî Rr2(t) åñòü ìíîãî÷ëåí Ëåæàíäðà Lr(t); ïðè ýòîì

h =

(
4 r

√
(r!)2

(2r)!
+ 2(m− 1)

)−1

,

Rm[W rL2(1)] =
2

r!
√

2r + 1

(
2 + (m− 1) r

√
(2r)!

(r!)2

)−r
.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå p = ∞ (q = 1) Rr1(t) åñòü ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà
Qr(t) (âòîðîãî ðîäà), è òîãäà

h = (2(m− 1) + r
√
r + 1)−1,

Rm[W rL∞(1)] =
1

r!(4(m− 1) + 2 r
√
r + 1)r

.

Ïðèâåäåííûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ r = 1, 2, 3, . . . , åñëè
ρ = r − 1, è äëÿ r = 2, 4, 6, . . . , åñëè ρ = r − 2.

Â êíèãå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæà-
ùèå Â. Ï. Ìîòîðíîìó.

Òåîðåìà 8.27 [139]. Ïóñòü ïðè r = 1, 2, . . . ,M r
m åñòü ìíîæåñòâî

ôóíêöèé f(t) ∈ W̃ r(0, 2π), èìåþùèõ 2m ýêñòðåìóìîâ íà ïåðèîäå [0, 2π),
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ f (r)(x) ìåíÿåò çíàê íà ïåðèîäå 2m ðàç, ïðèíèìàÿ
ïîïåðåìåííî çíà÷åíèÿ +1 èëè −1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèñòåìû òî÷åê
X = {0 = x0 < x1 < · · · < xm−1 < 2π} ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fX ∈ M r

m

òàêàÿ, ÷òî

min
t
fX(t) = f(xk) = 0 (k = 0, 1, . . . ,m− 1)

è
2π∫

0

fX(t)dt ≥ 2πKr

mr
,
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ãäå Kr − êîíñòàíòà Ôàâàðà.
Ñëåäñòâèå [139]. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

inf
X

sup
f∈W̃ r

X(0,2π)

2π∫
0

fX(t)dt ≥ 2πKr

mr
,

ãäå W̃ r
X(0, 2π) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ñåãìåíòå [0, 2π],

ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó W̃ r(1) è ðàâíûõ íóëþ íà ñåòêå X.
Òåîðåìà 8.28 [141]. Äëÿ êëàññà W̃ r(1) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà

ñåãìåíòå [0, 2π], ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ r íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëîé âèäà

2π∫
0

f(t)dt =
m−1∑
k=0

pkf(xk) +Rm(f)

èëè
2π∫

0

f(t)dt =
m−1∑
k=0

[pkf(xk) + p′kf
′(xk)] +Rm(f)

íà ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå óçëîâ X = (x0, x1, . . . , xm−1), 0 ≤ x0 <

< x1 < · · · < xm−1 ≤ 2π äëÿ îáåèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è ïðîèçâîëü-
íîì âåêòîðå êîýôôèöèåíòîâ P = {pk} äëÿ ïåðâîé êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû èëè ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå êîýôôèöèåíòîâ P = {pk} ∪ {p′k} äëÿ
âòîðîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

2π∫
0

f(t)dt =
2π

m

m−1∑
k=0

f

(
2kπ

m

)
+Rm(f)

ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè è ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîãðåøíîñòü
ýòîé ôîðìóëû ðàâíà

sup
f∈W̃ r(1)

|R(f)| = 2πKr

mr
.

Òàêæå íåîäíîêðàòíî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå êâàäðàòóð-
íûå ôîðìóëû.

Òåîðåìà 8.29 [141]. Ñðåäè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âèäà

1∫
0

f(x)dx =
m∑
k=1

pkf(xk) +Rm(f)

72



íàèëó÷øåé äëÿ êëàññà W̃ rLp(1) (1 ≤ p ≤ ∞) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ

1∫
0

f(x)dx =
1

m

m∑
k=1

f

(
k

m

)
+Rm(f);

ïðè ýòîì

Rm[W̃ rLp(1)] =
1

mr
inf
c
‖B∗r (·)− c‖Lq (1/p+ 1/q = 1).

Äëÿ 1 < p ≤ ∞ íàèëó÷øàÿ ôîðìóëà åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
æåñòêîãî ñäâèãà.

Çäåñü B∗r (t) (−1 ≤ t ≤ 1) − ïîëèíîìû Áåðíóëëè.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) çàäàíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå D = [a, b; c, d].

Ðàññìîòðèì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó∫∫
D

f(x, y)dxdy =
m∑
k=1

n∑
i=1

pkif(xk, yi) +Rmn(f), (8.2)

îïðåäåëÿåìóþ âåêòîðîì (X, Y, P ) óçëîâ a ≤ x1 < x2 < · · · < xm ≤ b,

c ≤ y1 < y2 < · · · < yn ≤ d è êîýôôèöèåíòîâ pki.
Òåîðåìà 8.30 [141]. Ñðåäè êóáàòóðíûõ ôîðìóë (8.2) îïòèìàëüíîé

äëÿ êëàññîâ Hω1,ω2
(D) è Hω(D) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà∫∫

D

f(x, y)dxdy = 4hq
m∑
k=1

n∑
i=1

f(a+ (2k − 1)h, c+ (2i− 1)q) +Rmn(f),

ãäå h = b−a
2m , q = d−c

2n . Ïðè ýòîì

Rmn[Hω1,ω2
(D)] = 4mn

q h∫
0

ω1(t)dt+ h

q∫
0

ω2(t)dt

 ;

Rmn[Hω(D)] = 4mn

q∫
0

h∫
0

ω(
√
t2 + τ 2)dtdτ.

Ïóñòü f − ýëåìåíò ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X; L,L1, . . . , LN −
ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû. Èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f çàäàåòñÿ âåêòîðîì
T (f) = (L1(f), . . . , LN(f)). ×åðåç S(T (f)) îáîçíà÷åí ìåòîä S âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèîíàëà L(f) ïî èíôîðìàöèè T (f). Ïîãðåøíîñòü ýòîãî ìåòîäà
íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé Ω ðàâíà R(S, T ) = supf∈Ω |L(f) − S(T (f))|. ×å-
ðåç R(T ) = infsR(S, T ) îáîçíà÷åí íàèëó÷øèé äëÿ äàííîé èíôîðìàöèè
T ìåòîä.
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Ëåììà 8.1 (Ñ. À. Ñìîëÿêà) [167, 15]. Ïóñòü ôóíêöèîíàëû L(f),
L1(f), . . . , LN(f) − ëèíåéíûå è Ω − âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå
ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì ñèììåòðèè Q â ëèíåéíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïóñòü supf∈Ω0

L(f) <∞, ãäå Ω0 ≡ {f ; f ∈ Ω, Lk(f) = 0, k =
= 1, 2, ..., N}. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà D1, . . . , DN òàêèå, ÷òî

sup
f∈Ω
|L(f)−

N∑
k=1

DkLk(f)| = R(T ),

ò.å. ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ åñòü ëèíåéíûé.
Ñëåäñòâèå. R(T ) = supf∈Ω0

Lf.

9. Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå.

9.1. Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî E, â êîòîðîì ââåäåíû äâå îïåðà-
öèè: ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

1) x+ y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
2) (x+ y) + z = x+ (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
3) λ(x + y) = λx + λy, (λ + µ)x = λx + µx − äâà çàêîíà äèñòðèáó-

òèâíîñòè;
4) λ(µx) = (λµ)x (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
5) â E ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò 0 òàêîé, ÷òî x+0 = x äëÿ ëþáîãî

x ∈ E;
6) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ E ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí-

íûé ýëåìåíò òîãî æå ìíîæåñòâà (−x) òàêîé, ÷òî x+ (−x) = 0.
Ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì èëè íóëåì ìíîæåñòâà E,

ýëåìåíò −x íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòó x.
Ìíîæåñòâî E, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì ñâîéñòâàì, íàçûâà-

åòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (âåùåñòâåííûì, åñëè ÷èñëà λ âåùåñòâåí-
íûå, èëè êîìïëåêñíûì, åñëè λ êîìïëåêñíûå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîìó x ∈ E ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî ‖x‖ (íîðìà x), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

à) ‖x‖ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;
á) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (îäíîðîäíîñòü íîðìû);
â) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

74



Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ââåäåíî ïîíÿòèå íîðìû, íàçûâà-
åòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èëè áà-
íàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè èç òîãî, ÷òî ‖xn−xm‖E → 0 ïðè n,m→∞,
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x ∈ E
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà E, ò.å. limk→∞ ‖x− xk‖E = 0.

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé B.
Ïîëíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåð-

òîâûì ïðîñòðàíñòâîì (H-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè â íåì ââåäåíî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (x, y), x, y ∈ H, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

a) (x, y) = (y, x) (â ÷àñòíîñòè, (x, x)− âåùåñòâåííîå ÷èñëî);
á) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);
â) (λx, y) = λ(x, y) äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ;
ã) (x, x) ≥ 0, ïðè÷åì (x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñâÿçàíî ñ íîðìîé ðàâåíñòâîì (x, x) = ‖x‖2.

9.2. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü X1 è X2 − íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå A èç
X1 âX2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè A(αx+βy) = αAx+βAy
äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β è ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X1.

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè îí êàæäóþ ñõîäÿùóþñÿ
(ïî íîðìå â X1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (xn) ïåðåâîäèò â ñõîäÿ-
ùóþñÿ (ïî íîðìå â X2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (Axn).

Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ìîæíî óêàçàòü òàêîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K, ÷òî äëÿ x ∈ X ‖Ax‖ ≤ K‖x‖. Íàèìåíüøåå èç
çíà÷åíèé K, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, íàçû-
âàåòñÿ íîðìîé îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ ‖A‖. Îòìåòèì, ÷òî ‖A‖ =
= sup‖x‖=1 ‖Ax‖.

Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
ïðîñòðàíñòâàX â ïðîñòðàíñòâà Y, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçB[X, Y ] èëè [X, Y ].

Ïóñòü K − ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç íîðìèðîâàííîãî
ïðîñòðàíñòâà X â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y. Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðà-
òîð K èìååò îáðàòíûé îïåðàòîð (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè îáðàòèì), åñëè
ñóùåñòâóåò îïåðàòîð V òàêîé, ÷òî V K = IX , KV = IY , ãäå IX − òîæ-
äåñòâåííûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé X íà X. Àíàëîãè÷íî, IY − òîæ-
äåñòâåííûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé Y íà Y . Îïåðàòîð V íàçûâàåòñÿ
îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê K è îáîçíà÷àåòñÿ K−1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(X) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Kx, x ∈ X. Îïåðàòîð
K−1
l , äåéñòâóþùèé èç K(X) â X, íàçûâàåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ïî îòíî-
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øåíèþ ê K, åñëè K−1
l K = IX . Îïåðàòîð K−1

r , äåéñòâóþùèé èç Y â X,
íàçûâàåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê K, åñëè KK−1

r = IY .
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Kx = y, ãäå y − ïðîèçâîëüíûé

ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y, à x − èñêîìûé ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà X.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 9.1 [117]. Ïóñòü óðàâíåíèå Kx = y èìååò ðåøåíèå ïðè

ëþáîì y ∈ Y è ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî ïðè
êàæäîì x ∈ X ‖Kx‖ ≥ m‖x‖. Òîãäà îïåðàòîð K èìååò íåïðåðûâíûé
îáðàòíûé K−1, ïðè÷åì ‖K−1‖ ≤ 1/m.

Ñëåäñòâèå [117]. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëåâîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà
K−1
l íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïåðàòîð K óäîâëåòâîðÿë íåðà-

âåíñòâó ‖Kx‖ ≥ m‖x‖.
Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X â ïîëå ñêàëÿðîâ

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.
Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-

ðåç X∗ è íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì, ñîïðÿæåííûì ê X.
Ïóñòü X− íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà X∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì è ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî X∗∗ = (X∗)∗,
ñîïðÿæåííîå ê X∗.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè π(B) =
= B∗∗, ò.å. B èçîìåòðè÷íî B∗∗ ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè π (îïðåäåëå-
íèå êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ äàíî â [117, c. 114�116]).

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à òàêæå ïðîñòðàí-
ñòâà Lp(1 < p < ∞) ðåôëåêñèâíû, à ïðîñòðàíñòâà L1, L∞ è C íåðå-
ôëåêñèâíû.

Çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-
åòñÿ åãî ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ïðîñòðàíñòâî B ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ B1 è B2, B = B1

⊗
B2, åñëè êàæäûé ýëåìåíò

x ∈ B äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå x = x1 + x2, ãäå
x1 ∈ B1, x2 ∈ B2. Êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ B1, B2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì
äîïîëíåíèåì äðóã äðóãà.

Â ïðîñòðàíñòâå B ìîæíî ââåñòè íîðìó: ‖x‖ = ‖x1‖+ ‖x2‖, ãäå x =
= x1 + x2, x1 ∈ B1, x2 ∈ B2, B = B1

⊗
B2. Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì

íîðìà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé.
Ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ÷àñòî íàðÿäó ñ îïåðàòîðîì A ðàññìàòðèâàþò åãî äåéñòâèòåëüíóþ
è ìíèìûå ÷àñòè A<A = (A+A∗)/2 è Aj = =A = (A−A∗)/2. Çäåñü ÷åðåç
A∗ îáîçíà÷åí îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ñ A. Â ñëó÷àå, åñëè A − ìàòðèöà,
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òî A∗ − ìàòðèöà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñ A. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè A = A∗.

Ïóñòü B − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òî÷êà λ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð
Rλ = (A− λI)−1. Ìíîæåñòâî ρ(A) âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòêðûòî. Åãî
äîïîëíåíèå íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà A è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
σ(A). Ñïåêòð σ(A) çàìêíóò, íåïóñòîé è ëåæèò â êðóãå | σ(A) |≤ ‖A‖.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòî-
ðà A â êîìïëåêñíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò x ∈ B(‖x‖ 6= 0), ÷òî Ax = λx. Ýëåìåíò x, óäîâëåòâîðÿþùèé
ýòîìó ðàâåíñòâó, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà A, îòâå-
÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Ìíîæåñòâî E ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè, åñëè
E ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íèãäå íå
ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.

Ìíîæåñòâî E ⊂ X, íå ÿâëÿþùååñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè,
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè (â X).

Ïóñòü X − íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, X0− åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.
Îáúåäèíèì ýëåìåíòû èç X â êëàññû, îòíîñÿ äâà ýëåìåíòà x1 è x2

â îäèí êëàññ, åñëè x1 − x2 ∈ X0. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ðàçëè÷íûå êëàññû
íå ñîäåðæàò îáùèõ ýëåìåíòîâ è êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X âõîäèò â îäèí è
òîëüêî îäèí êëàññ. Ïóñòü x − îäèí èç êëàññîâ è x ∈ x. Òîãäà x = x+X0.

Â ìíîæåñòâå X/X0 âñåõ êëàññîâ ìîæíî ââåñòè àðèôìåòè÷åñêèå îïå-
ðàöèè, ïîëàãàÿ x+ y = x+ y +X0, λx = λx+X0.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ýëåìåíòîâ x è y − ïðåäñòàâè-
òåëåé êëàññîâ x è y. Ïîýòîìó X/X0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì.

Íàïîìíèì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êîòîðûìè áóäåì íåîäíîêðàòíî
ïîëüçîâàòüñÿ.

Òåîðåìà 9.1 (Òåîðåìà Áàíàõà) [117]. Ïóñòü X − B− ïðîñòðàíñòâî
è U ∈ B[X,X]. Òîãäà åñëè

‖U‖ ≤ q < 1, (9.1)

òî îïåðàòîð I − U èìååò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð, ïðè÷åì

‖(I − U)−1‖ ≤ 1/(1− q). (9.2)

Òåîðåìà 9.2 [117]. Ïóñòü U0 ∈ B[X, Y ], ãäå X è Y B-ïðîñòðàíñòâà,
è ïóñòü ñóùåñòâóåò U−1

0 ∈ B[Y,X]. Òîãäà åñëè îïåðàòîð U ∈ B[X, Y ]
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖U‖ < ‖U−1

0 ‖−1, òî îïåðàòîð V = U0 + U èìååò
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íåïðåðûâíûé îáðàòíûé V −1, ïðè÷åì

‖V −1‖ ≤ ‖U−1
0 ‖

1− ‖U−1
0 U‖

≤ ‖U−1
0 ‖

1− ‖U−1
0 ‖‖U‖

. (9.4)

Òåîðåìà 9.3 [130]. Ïóñòü U0 ∈ B[X, Y ]. Åñëè îïåðàòîð U ∈ B[X, Y ]
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖U‖ < ‖U−1

0 ‖, òî îïåðàòîð V = U0 + U èìååò
íåïðåðûâíûé îáðàòíûé V −1, ïðè÷åì

‖V −1 − U−1
0 ‖ ≤

||U ||
1− ||U−1

0 ||||U ||
||U−1

0 ||2.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â êíè-
ãå èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Àäàìàðà.

Ïóñòü A = {ai,j}, i, j = 1, 2, . . . , n,− ïðîèçâîëüíàÿ n× n ìàòðèöà
ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè.

Òåîðåìà 9.4 (Òåîðåìà Àäàìàðà) [85]. Åñëè äëÿ ìàòðèöû A = {ai,j},
i, j = 1, 2, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ n íåðàâåíñòâ

|aii| −
n∑

j=1,j 6=i

|aij| > 0, i = 1, 2, . . . , n,

òî ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé.
Çàìå÷àíèå.Êðèòåðèé Àäàìàðà íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöûA = {Aij},

i, j = 1, 2, . . . , n, ìîæåò áûòü îïèñàí n íåðàâåíñòâàìè äëÿ ñòîëáöîâ:

|aii| −
∑

j=1,j 6=i

|aji| > 0, i = 1, 2, . . . , n.

9.3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, y = f(x) �
îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â X ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé â Y.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå. Ïóñòü h � ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X; ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð A ∈ B[X, Y ] (âîîáùå çàâèñÿùèé îò x) òàêîé, ÷òî f(x+h)−f(x) =
= Ah+ a(x, h), ãäå lim‖h‖→0 ‖a(x, h)‖/‖h‖ = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå Ah íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì äèôôåðåíöèàëîì èëè äèô-
ôåðåíöèàëîì Ôðåøå îïåðàòîðà f(x) â òî÷êå x, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèðà-
ùåíèþ h àðãóìåíòà, è îáîçíà÷àåòñÿ df(x, h).

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A, âîîáùå çàâèñÿùèé îò x, îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x)
è íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé èëè ïðîèçâîäíîé Ôðåøå.

Òîãäà df(x, h) = f ′(x)h è f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ o(‖h‖).
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Îïðåäåëåíèå 9.2. Ñëàáûé äèôôåðåíöèàë (äèôôåðåíöèàë Ãàòî).
Ñëàáûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x íàçûâàþò âûðàæåíèå

Df(x, h) =
d

dt
f(x+ th)

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðåäåë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà è ïî-
íèìàåìûé â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå, ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 9.5 [130]. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèëüíûé äèôôåðåíöèàë df(x, h),
òî ñóùåñòâóåò è ñëàáûé Df(x, h) è df(x, h) = Df(x, h).

Â îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà Ãàòî íå âõîäèò òðåáîâàíèå ëèíåé-
íîñòè. Îäíàêî åñëè äèôôåðåíöèàë Df(x, h) ëèíåéíûé, òî Df(x, h) =
= f ′c(x)h è ôóíêöèÿ f ′c(x) íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ïðîèçâîäíîé èëè ïðîèçâîä-
íîé Ãàòî îïåðàòîðà f(x).

10. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

Ïðè îáîñíîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè
øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé, ñôîðìóëèðîâàííûé
Ñ. Áàíàõîì.

Ïóñòü B − ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàíà ìåò-
ðèêà ρ.

Òåîðåìà 10.1 [130]. Ïóñòü â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå B
äàí îïåðàòîð A, ïåðåâîäÿùèé ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà B ñíîâà â ýëåìåí-
òû ýòîãî æå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ x, y ∈ B ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî ρ(A(x), A(y)) ≤ αρ(x, y), ãäå 0 < α < 1 è íå çàâè-
ñèò îò x è y. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíà è òîëüêî îäíà òî÷êà x∗ òàêàÿ, ÷òî
A(x∗) = x∗.

Òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà A.
Â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè ïðèíöèïà ñæàòûõ îòîáðàæåíèé ïîñëåäî-

âàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

xn+1 = A(xn), n = 0, 1, . . . ,

ñõîäÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå x∗ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè
x0 ∈ B.

Ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâè- è ìàãíèòîðàçâåäêè ìîäåëèðóþòñÿ
îïåðàòîðíûìè è, â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà
âèäà

Ax = f, (10.1)

ãäå A − ëèíåéíûé îïåðàòîð èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B â B.
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Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðè-
ìåðîì íåêîððåêòíûõ çàäà÷ [213]. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíû ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè [213, 124, 112, 113, 180], â ÷èñëî êîòîðûõ
âõîäÿò èòåðàöèîííûå ìåòîäû [14]. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåì íåñêîëüêî
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòå.

Ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íûìè ÿäðàìè
ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ [219].

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü K(t, τ) − ñèììåòðè÷íîå êâàäðàòè÷íî ñóììè-
ðóåìîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ÿäðî, è ïóñòü óðàâíåíèå

b∫
a

K(t, τ)x(τ)dτ = f(t), f(t) ∈ L2[a, b], (10.2)

ðàçðåøèìî. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèåì

xn+1(t) = xn(t) + λ(f(t)−
b∫

a

K(t, τ)xn(τ)dτ),

ãäå x0 ∈ L2[a, b] − ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé ýëåìåíò; 0 < λ < 2λ1, λ1 −
íàèìåíüøåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî ÿäðà K(t, τ), ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà L2[a, b] ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (10.2).

Çàìå÷àíèå. Â ãëàâå V áóäóò ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ òåî-
ðåìû 10.2.

Â çàäà÷àõ ãðàâè- è ìàãíèòîðàçâåäêè ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ èí-
òåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè âèäà (10.1) è ó êîòîðûõ îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

‖A‖ = 1, ‖A− I‖ = 1, (10.3)

ãäå I − åäèíè÷íûé îïåðàòîð.
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ [124] óðàâíåíèå

Ïóàññîíà:

h

π

∞∫
−∞

x(τ)dτ

(τ − t)2 + h2
= f(t).

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.1) ïðè óñëîâèÿõ (10.3) â ðàáîòå [14] ïðåä-
ëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ìåòîä:

xn+1 = (I − A)xn + f, n = 0, 1, . . . ,
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x̄n =
1

n+ 1

n∑
m=0

xn, (10.4)

ãäå x0 − ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà B. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè B −
ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (10.4) âñåãäà ñõî-
äèòñÿ ê îäíîìó èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (10.1), åñëè ïîñëåäíåå ðàçðåøèìî.

Â ðàáîòå [14] ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä (10.4) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì.
Èòåðàöèîííûé ìåòîä (10.4) îáëàäàåò, êàê ïîêàçàíî â [14], åùå îäíèì

äîñòîèíñòâîì � îí ñõîäèòñÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.
Èòåðàöèîííûé ìåòîä (10.4) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå [14].

Âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (10.4) ìîæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn+1 = (I − µA)xn + µf, 0 < µ ≤ 1.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10.4) ïîñòðîåíà ïî àíàëîãèè ñ ñóì-
ìèðîâàíèåì ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïî ìåòîäó Ôåéåðà [140]. Èç äîêàçàòåëü-
ñòâà, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [14], ñëåäóåò, ÷òî è ìíîãèå äðóãèå ìåòîäû
ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ [123, 220], â ÷àñòíîñòè ìåòîäû
Âàëëå�Ïóññåíà è Áåðíøòåéíà � Ðîãîçèíñêîãî òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.1).

Òåîðåìà 10.3 [145]. Ïóñòü E − ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, è ‖K‖ = 1. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ xn+1 = αnxn + (1−αn)Kxn, 0 <
< α∗ ≤ αn ≤ α∗ < 1, n = 0, 1, . . . , ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ
x = Kx, åñëè ïîñëåäíåå ðàçðåøèìî.

11. Ìåòîä Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à

Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Kx = 0, (11.1)

ãäå K − íåëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X â Y.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð K èìååò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ω

íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå (èëè Ãàòî), äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð [K ′(x)]−1.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1) áóäåì èñêàòü â âèäå èòåðàöèîííûõ ïðî-
öåññîâ
− îñíîâíîãî:

xn+1 = xn − [K ′(xn)]
−1K(xn); (11.2)

− ìîäèôèöèðîâàííîãî:

xn+1 = xn − [K ′(x0)]
−1K(xn). (11.3)
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Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: 1) îïåðàòîð K(x) èìååò â îáëàñòè Ω ïðî-
èçâîäíóþ Ôðåøå âòîðîãî ïîðÿäêà; 2) îïåðàòîð K(x) èìååò â îáëàñòè Ω
ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Ëèïøèöà; 3) îïåðàòîð
K(x) èìååò â îáëàñòè Ω ïðîèçâîäíóþ Ãàòî, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèþ Ãåëüäåðà.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé.
Òåîðåìà 11.1 [117]. Ïóñòü îïåðàòîð K(x) îïðåäåëåí â Ω è èìååò

íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â Ω0. Ïóñòü, êðîìå òîãî:
1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð Γ0 = [K ′(x0)]

−1;
2) ‖Γ0K(x0)‖ ≤ η;
3) ‖Γ0K

′′(x)‖ ≤ B0 (x ∈ Ω0).
Òîãäà, åñëè h = B0η ≤ 1/2 è r ≥ r0 = (1−

√
1− 2h)η/h, òî óðàâíåíèå

(11.1) èìååò ðåøåíèå x∗, ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ïðîöåññ Íüþòîíà (îñíîâíîé
è ìîäèôèöèðîâàííûé). Ïðè ýòîì ‖x∗−x0‖ ≤ r0. Äàëåå, åñëè ïðè h < 1/2
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r < r1 = (1 +

√
1− 2h)η/h, à ïðè h = 1/2

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî r ≤ r1, òî â øàðå Ω0 ðåøåíèå x∗ åäèíñòâåííî.
Áûñòðîòà ñõîäèìîñòè îñíîâíîãî ïðîöåññà õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåí-

ñòâîì

‖x∗ − xn‖ ≤
1

2n
(2h)2n η

h
(n = 0, 1, ...),

à ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðîöåññà ïðè h < 1/2 íåðàâåíñòâîì

‖x∗ − xn‖ ≤
η

h
(1−

√
1− 2h)n+1 (n = 0, 1, ...).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð K(x) îïðåäåëåí è äèôôåðåíöèðóåì
ïî Ôðåøå íà øàðå S(x0, R) = {x : ‖x − x0‖ < R} è ÷òî åãî ïðîèç-
âîäíàÿ K ′(x) óäîâëåòâîðÿåò íà ýòîì øàðå óñëîâèþ Ëèïøèöà ‖K ′(x1)−
−K ′(x2)‖ ≤ L‖x1−x2‖. Ïóñòü áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ‖[K ′(x0)]

−1‖ ≤
≤ b0, ‖[K ′(x0)

−1K(x0)‖ ≤ η0.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 11.2 [120]. Ïóñòü h0 = b0Lη0 < 1/2, r0 = (1 − (1−

−2h0)
1/2)/h0 ≤ R. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (11.3) ñõîäÿòñÿ

ê ðåøåíèþ x∗ ∈ S(x0, r0) óðàâíåíèÿ (11.1).
Ëåììà 11.1. Ïóñòü íåëèíåéíûé îïåðàòîð K â íåêîòîðîì øàðå

B(x0, r) èìååò ïðîèçâîäíóþ Ãàòî, à U � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ x1, x2 ∈ B(x0, r) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥K(x2)−K(x1)−U(x2−x1)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥K ′(x1+τ(x2−x1))−U
∥∥∥·‖x2−x1‖, (11.4)

ãäå 0 ≤ τ ≤ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî [130], ÷òî åñëè K èìååò ïðîèçâîäíóþ
Ãàòî, òî∥∥∥K(x2)−K(x1)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥K ′(x1 + τ(x2− x1))(x2− x1)
∥∥∥ (0 ≤ τ ≤ 1). (11.5)

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð P = K − U. Ïîäñòàâëÿÿ P â ïðåäûäóùóþ
ôîðìóëó è ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà U è ñóùåñòâîâàíèåì ïðî-
èçâîäíîé Ãàòî îïåðàòîðà K, ïîëó÷àåì (11.4).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè îñíîâíîãî ìåòîäà íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå Ë. Ñ. Ðàêîâùèêó.

Ëåììà 11.2 [156]. Ïóñòü X è Y − ïðîñòðàíñòâà Áàíàõà, A,B ∈
∈ B[X, Y ]. Åñëè A èìååò îãðàíè÷åííûé ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð A−1

r

è åñëè îïåðàòîð B ∈ B[X, Y ] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖A − B‖ ‖A−1
r ‖ <

< 1, òî îí òàêæå èìååò îãðàíè÷åííûé ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð B−1
r è

‖B−1
r ‖ ≤ ‖A−1

r ‖[1− ‖(A−B)A−1
r ‖]−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

BA−1
r [I + (B − A)A−1

r ]−1 = [A+ (B − A)]A−1
r [I + (B − A)A−1

r ]−1 =

= [I + (B − A)A−1
r ][I + (B − A)A−1

r ]−1 = I.

Çäåñü

[I + (B − A)A−1
r ]−1 =

∞∑
k=0

(−1)k[(B − A)A−1
r ]k.

Ñëåäîâàòåëüíî, B−1
r = A−1

r [I + (B − A)A−1
r ]−1; èìååò ìåñòî ïðèâå-

äåííàÿ â ëåììå îöåíêà.
Äîêàæåì ñõîäèìîñòü îñíîâíîãî ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à.
Òåîðåìà 11.3 [21, 30]. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è

ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1)
∥∥∥K(x0)

∥∥∥ ≡ η0;

2) îïåðàòîð K èìååò ïðîèçâîäíóþ Ãàòî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ñó-
ùåñòâóåò ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð [K ′(x0)]

−1
r ñ íîðìîé∥∥∥[K ′(x0)]

−1
r

∥∥∥ = B0; (11.6)

3) â ñôåðå S{x : ‖x− x0‖ ≤ B0η0

1−q } (q < 1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå∥∥∥K ′(x1)−K ′(x2)
∥∥∥ ≤ q/(B0(1 + q)).

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (11.1) èìååò â S ðåøåíèå x∗, ê êîòîðî-
ìó ñõîäÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ (11.2), è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖x∗ − xn‖ ≤
≤ qnη0B0/(1− q).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî âî âñåé îáëàñòè S ñó-
ùåñòâóåò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð [K ′(xn)]

−1
r .

Â ñàìîì äåëå, èç ëåììû Ë. Ñ. Ðàêîâùèêà ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥[K ′(xn)]
−1
r

∥∥∥ ≤ (1 + q)B0. (11.7)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñå ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïî ôîðìóëå
(11.2), ãäå ïîä [K ′n(xn)]

−1
r ïîíèìàåòñÿ ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ

K ′(xn), óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó (11.7), ëåæàò â S. Äåéñòâèòåëü-

íî, ‖x1 − x0‖ =
∥∥∥[K ′(x0)]

−1
r K(x0)

∥∥∥ ≤ B0η0 ≤ B0η0/(1− q), ò.å. x1 ∈ S.
Ïóñòü óæå äîêàçàíî, ÷òî xm ∈ S äëÿ m ≤ n. Òàê êàê xn − xn−1 =

= [K ′(x0)]
−1
r K(xn−1), òî ïî ëåììå 11.1

‖xn+1 − xn‖ ≤
∥∥∥[K ′(xn)]

−1
r [K(xn)−K(xn−1)−K ′(xn−1)(xn − xn−1)]

∥∥∥ ≤
≤ q‖xn − xn−1‖. (11.8)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ‖xn+1 − x0‖ ≤
n∑
k=0

qkB0η0, ò.å. xn+1 ∈ S.

Èç (11.8) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} − ôóíäàìåíòàëüíàÿ
è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x∗ = limxn. Òàê êàê K(xn) =
= −K ′(xn)(xn+1 − xn), òî K(x∗) = 0. Èç (11.8) ñëåäóåò, ÷òî

‖x∗ − xn‖ ≤
∞∑
k=n

qkB0η0 ≤
qnB0η0

1− q
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ðåøåíèå x∗ óðàâíåíèÿ (11.1) âõîäèò â êàêóþ-íèáóäü

îáëàñòü S∗ = S∩∆R(x), ãäå∆R(x) � îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà [K ′(x)]−1
r

(x ∈ S), óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì (11.6), (11.7), òî îíî åäèíñòâåí-
íî â ýòîé îáëàñòè. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x∗ è x ∈ S∗ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (11.1). Òîãäà ïðè x ∈ S

‖x∗−x‖ =
∥∥∥[K ′(x)]−1

r [K(x∗)−K(x)−K ′(x)(x∗−x)]
∥∥∥ ≤ q‖x∗−x‖ < ‖x∗−x‖.

Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â ýòîé îáëàñòè.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1) ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì

Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à.
Òåîðåìà 11.4 [21, 30]. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, è

ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1)
∥∥∥K(x0)

∥∥∥ ≡ η0;

2) îïåðàòîð K èìååò ïðîèçâîäíóþ Ãàòî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0,
ñóùåñòâóåò ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð R(x0) = [K ′(x0)]

−1
r ñ íîðìîé∥∥∥R(x0)

∥∥∥ = B0;
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3) â ñôåðå S{x : ‖x − x0‖ ≤ B0η0

1−q } (q < 1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå∥∥∥K ′(x1)−K ′(x2)
∥∥∥ ≤ q/B0.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (11.1) èìååò â S ðåøåíèå x∗, ê êîòîðî-
ìó ñõîäÿòñÿ ïðèáëèæåíèÿ (11.3), è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖x∗ − xn‖ ≤
≤ qnη0B0/(1−q). Ðåøåíèå x∗ åäèíñòâåííî â ïåðåñå÷åíèè S∩∆R(x), x ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 11.3.



ÃËÀÂÀ II
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÎËÅÉ

Ïðè îáðàáîòêå ãåîôèçè÷åñêèõ äàííûõ âîçíèêàåò çàäà÷à ñèíòåçà ïî-
òåíöèàëüíûõ ïîëåé.

Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [103], îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî, ñîëåíîèäàëü-
íîãî è ëàïëàñîâà ïîëåé.

Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè D ëîêàëèçîâàíû èñòî÷íèêè è âèõðè ïî-
ëÿ, îïðåäåëÿåìûå ïëîòíîñòÿìè èñòî÷íèêîâ q(r) è j(r), ãäå r − ðàäèóñ�
âåêòîð òî÷êè â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà âåêòîð-
íîå ïîëå F(r), ñîçäàâàåìîå ýòèìè èñòî÷íèêàìè, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèÿì

divF(r) = q(r), rotF(r) = j(r).

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ çíà÷åíèå ïîëÿ F(r) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

F(r′) = − 1

4π
grad′

∫∫∫
D

q(r)

|r− r′|
dv +

1

4π
rot′

∫∫∫
D

j(r)

|r− r′|
dv,

â êîòîðîé èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïåðåìåííîé r, à øòðèõ ó ñèìâîëîâ
grad è rot îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïåðå-
ìåííîé r′.

Âûðàæåíèÿ

U(r′) = − 1

4π

∫∫∫
D

q(r)

|r− r′|
dv

è

A(r′) =
1

4π

∫∫∫
D

j(r)

|r− r′|
dv

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíûì è âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ
F(r).

Îïðåäåëåíèå 0.1 [103]. Ïîëå Fq, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì
divFq(r) = q(r), rotFq(r) = 0, íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâûì èëè ïîòåíöèàëü-
íûì âî âñåì áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Îíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
çàäàíèåì îäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà U(r) :

Fq(r) = grad′U(r′). (0.1)

Èçâåñòíî, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë U(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ïóàññîíà

∆U(r) = q(r),



à â îáëàñòè, ãäå íåò èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, − óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆U(r) = 0.

Îïðåäåëåíèå 0.2 [103]. Âåêòîðíîå ïîëå Fj íàçûâàåòñÿ âèõðåâûì
èëè ñîëåíîèäàëüíûì âî âñåì áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè îíî óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì divFj(r) = 0, rotFj(r) = j(r). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A(r):

Fj(r
′) = rot′A(r′). (0.2)

Çàìå÷àíèå. Åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
(0.1), òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå Fq(r

′) ïîòåíöèàëüíî â îáëàñòè Ω. Àíàëîãè÷íî,
åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (0.2), òî ãîâîðÿò,
÷òî ïîëå Fj(r

′) ñîëåíîèäàëüíî â îáëàñòè Ω.
Îïðåäåëåíèå 0.3 [103]. Âåêòîðíîå ïîëå F íàçûâàåòñÿ ëàïëàñîâûì

âåêòîðíûì ïîëåì â îáëàñòè Ω, åñëè îíî îäíîâðåìåííî ïîòåíöèàëüíî è
ñîëåíîèäàëüíî â ýòîé îáëàñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ â ðÿä
ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì âîññòàíîâëå-
íèÿ ýòîãî ïîëÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G ñ òî÷íîñòüþ ε.

Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå ê ðåøå-
íèþ ýòîé çàäà÷è íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê òðåáóåò âû÷èñëåíèé ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñóììû äëÿ êàæäîé òî÷êè îáëàñòè G, â êîòîðîé íåîáõîäèìî
âîññòàíîâèòü ïîëå. Åñëè ýòèõ òî÷åê î÷åíü ìíîãî, òî ðåøåíèå çàäà÷è ïî-
òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè è ìàøèííûõ ðåñóðñîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ
Çàäà÷à. Äàíà îáëàñòü G, â êîòîðîé îïðåäåëåíî ïîòåíöèàëüíîå ïîëå

V. Òðåáóåòñÿ ïî äàííîìó ε(ε > 0) îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ
mk, k = 1, 2, . . . , N, ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè V (mk) â êîòîðûõ âîçìîæíî
âîññòàíîâëåíèå ïîëÿ V ñ òî÷íîñòüþ ε â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè G. Êðîìå
òîãî, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü óçëû mk, k = 1, 2, . . . , N, è ïîñòðîèòü àëãî-
ðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ V.

1. Îöåíêè ðîñòà ìîäóëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ãëàäêîñòü ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñî-
çäàâàåìûõ ðàçëè÷íûìè òåëàìè. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà íàïèñàíû ïî ìàòå-
ðèàëàì ñòàòåé [35, 36, 49, 51].

87



1.1. Ïëîñêèå ïîëÿ

Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ äâóìåðíûõ îïåðàòîðîâ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ gradΓ, divΓ è rotΓ. Ýòè îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì [103, c. 32]. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè XOZ íåêîòîðûé
ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð L, îõâàòûâàþùèé òî÷êó íàáëþäåíèÿ (x, z)
ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ρ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Γ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êîí-
òóðîì L. Ïóñòü äàëåå l − åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê L (â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõîäà êîíòóðà);v − åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè ê L, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè XOZ; n − åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìà-
ëè ê ïëîñêîñòè XOZ, íàïðàâëåííûé ïî îñè Y. Óñòðåìèì òåïåðü ∆Γ→ 0
òàê, ÷òîáû êîíòóð L íåïðåðûâíûì îáðàçîì ñòÿãèâàëñÿ â òî÷êó (x, z). Òî-
ãäà äâóìåðíûå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ gradΓ, divΓ è rotΓ áóäóò
îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gradΓV (ρ) = lim
∆Γ→0

1

∆Γ

∫
L

V vdl,

divΓF(ρ) = lim
∆Γ→0

1

∆Γ

∫
L

(F,v)dl,

rotΓF(ρ) = n lim
∆Γ→0

1

∆Γ

∫
L

(F, l)dl.

Èçâåñòíî [103, c. 49], ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå V (x, z) äâóìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ, ñîñðåäîòî÷åííûõ ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x, z) â îáëàñòè G
ïëîñêîñòè XOZ, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

divV = −4πγρ, rotV = 0, (1.1)

ãäå γ − óíèâåðñàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Îïðåäåëèì, ñëåäóÿ [103, c. 49], êîìïëåêñíóþ íàïðÿæåííîñòü ãðàâè-

òàöèîííîãî ïîëÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé: V(ζ) = −Vx(x, z) + iVz(x, z), ãäå
Vx è Vz− ñêàëÿðíûå êîìïîíåíòû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ V.

Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ ζ = x+iz, ζ = x−iz, ρ(ζ) =
= ρ(x+ iz) ≡ ρ(x, z).

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

∂

∂ζ
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂z

)
,

∂

∂ζ
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂z

)
.

Â ðàáîòå [103, c. 49] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ V (ζ) óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùåìó óðàâíåíèþ:

∂V (ζ)

∂ζ
= 2πγρ(ζ). (1.2)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) äàåòñÿ ôîðìóëîé

V (ζ1) = −2γ

∫∫
G

ρ(ζ)

ζ − ζ1
ds, (1.3)

ãäå ζ1 = x1 + iz1, ds = dxdz � äèôôåðåíöèàëüíûé ýëåìåíò ïëîùàäè.
Ïîìèìî ïðåäñòàâëåíèÿ (1.3), ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì ïðè îïèñàíèè

ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà òèïà
Êîøè. Ðÿä òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Â. Í. Ñòpà-
õîâà [183], À. Â. Öèðóëüñêîãî [227, 228] è Ã. ß. Ãîëèçäðû [98].

Â ÷àñòíîñòè, â [183] áûëî ïðåäëîæåíî ïðåäñòàâëåíèå

V (ζ1) = − 1

2πi

∫
L

2πγ[(ζ, ζ)− (ζ1, ζ1)]

ζ − ζ1
dζ, (1.4)

ãäå ÷åðåç (ζ, ζ) îáîçíà÷åí íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

(ζ, ζ) =

∫
ρ̃(ζ, ζ)dζ; ρ̃(ζ, ζ) = ρ((ζ + ζ)/2, (ζ − ζ)/2i);

L − ãðàíèöà îáëàñòè G.
Ïðåäñòàâëåíèå (1.4) ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

ρ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé.
Â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü ρ(x, z) íåïðåðûâíà, ïîëå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå èíòåãðàëà [103]

V (ζ1) =
1

2πi

∫
L

2πγ[σ(ζ1)− σ(ζ)]

ζ − ζ1
dζ, (1.5)

ãäå σ(ζ) ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé â îáëàñòè
G∗, öåëèêîì âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ îáëàñòü G ñ åå ãðàíèöåé ∂G = L.

Ôóíêöèÿ σ(ζ) îïðåäåëÿåòñÿ â G∗ óðàâíåíèåì

∂σ(ζ)

∂ζ
= ρ(ζ) ≡ ρ(x, z), (1.6)

ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(ζ) íåïðåðûâíà â G∗.
×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6) èìååò âèä [103]

σ(ζ) = −1

π

∫∫
G

ρ(η)
ds

η − ζ
. (1.7)

Ïðåäñòàâëåíèÿ (1.4) è (1.5) èñïîëüçóþòñÿ ïðè îöåíêå ìîäóëåé ïðî-
èçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.
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Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíòóð L ãëàäêèé.
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ρ(ζ) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå

äî (r − 1) ïîðÿäêà è îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ r-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∂sV (ζ)

∂ζs

∣∣∣∣ ≤ c2ss!

{
1, 0 ≤ s ≤ r;

(d(ζ, L))−s+r, r < s,
(1.8)

ãäå d(ζ, L) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ζ äî ãðàíèöû îáëàñòè L.
Çàìå÷àíèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.1 ôóíêöèÿ V (ζ)

ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé Br,1(G,M).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ∂jV (ζ)/∂ζj îãðàíè-

÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé A ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ j = 0, 1, . . . , r.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (1.5), â ïðàâîé

÷àñòè êîòîðîãî ôèãóðèðóåò ôóíêöèÿ σ(ζ), îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (1.6).
Ïóñòü ôóíêöèÿ σ(ζ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.6). Òîãäà äèôôå-
ðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (1.6) r ðàç ïî ïåðåìåííîé ζ, èìååì

∂r+1σ(ζ)

∂ζr∂ζ
=
∂rρ(ζ)

∂ζr
. (1.9)

Èç òåîðåìû 1.18 ìîíîãðàôèè [80, c. 53] ñëåäóåò, ÷òî

∂r+1σ(ζ)

∂ζr∂ζ
=
∂r+1σ(ζ)

∂ζ∂ζr
. (1.10)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.9) èìååò âèä

∂

∂ζ

∂rσ(ζ)

∂ζr
=
∂rρ(ζ)

∂ζr
. (1.11)

×àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.11) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

∂rσ(ζ)

∂ζr
= −1

π

∫∫
G

∂rρ(η)

∂ηr
ds

η − ζ
. (1.12)

Èç ôîðìóëû (1.12) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè σ(ζ) è åå ïðîèçâîäíûå

∂jσ(ζ)

∂ζj
, j = 1, 2, . . . , r,

îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C.
Âû÷èñëèì s-þ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè V (ζ1), îïðåäåëÿåìîé ôîð-

ìóëîé (1.5). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè s ≤ r

∂sV (ζ1)

∂ζs1
= − 1

2πi

∫
L

2πγ
∂s

∂ζs1

[
σ(ζ1)− σ(ζ)

ζ − ζ1

]
dζ =
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= − 1

2πi

∫
L

2πγ
∂sσ(ζ1)

∂ζs1

1

ζ − ζ1
dζ +

1

2πi

∫
L

2πγC1
s

∂s−1σ(ζ1)

∂ζs−1
1

∂

∂ζ1

1

ζ − ζ1
dζ−

− · · · − (−1)v
1

2πi

∫
L

2πγCv
s

∂s−vσ(ζ1)

∂ζs−v1

∂v

∂ζv1

1

ζ − ζ1
dζ−

− · · · − 1

2πi

∫
L

2πγ[σ(ζ1)− σ(ζ)]
∂s

∂ζs1

1

ζ − ζ1
dζ. (1.13)

Èç âûðàæåíèÿ (1.12) ñëåäóåò, ÷òî ïðè s > r

∂sσ(ζ)

∂ζs
= −(s− r)!

π

∫∫
G

∂rρ(η)

∂ηr
ds

(η − ζ)s−r+1 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣∣∣∂sσ(ζ)

∂ζs

∣∣∣∣ ≤ c(s− r)!
(d(ζ, L))s−r

,

ãäå d(ζ, L) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ζ äî êîíòóðà L. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà
è âûðàæåíèÿ (1.13) èìååì∣∣∣∣∂sV (ζ1)

∂ζs1

∣∣∣∣ ≤ c2ss!

{
1, 0 ≤ s ≤ r;
1

(d(ζ1, L))s−r+1 , r < s <∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.2. Òðåõìåðíûå ïîëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå îöåíèâàþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà

V (x, y, z) = G

∫∫∫
D

ρ(χ, η, ζ)

((x− χ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2)1/2
dχdηdζ, (1.14)

ãäå G − ïîñòîÿííàÿ; (x, y, z) − òî÷êà âíå òåëà D; (χ, η, ζ) − òî÷êà, ïðî-
áåãàþùàÿ îáëàñòü D.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü ρ(x, y, z) îãðàíè÷åíà
è èíòåãðèðóåìà.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ïëîòíîñòü ρ(x, y, z) îãðàíè÷åíà è èíòåãðèðóå-
ìà. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣ ∂sV (x, y, z)

∂xs1∂ys2∂zs3

∣∣∣∣ ≤ c2ss!

{
1, 0 ≤ s ≤ 1;

(d(m,Γ))−s+1, 1 < s,
(1.15)
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ãäå d(m,Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè m = (x, y, z) äî ãðàíèöû Γ òåëà D;
s = s1 + s2 + s3, 0 ≤ si ≤ s, i = 1, 2, 3.

Çàìå÷àíèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.2 ôóíêöèÿ
V (x, y, z) ∈ B1,1(D̃,M), D̃ = R3 \D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ îöåíêà â (1.15) ñëåäóåò èç òåîðåìû (ñì.
íàïðèìåð [99, c. 100]) î ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé îöåíêè â âûðàæåíèè (1.15) âû÷èñëèì ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå s-ãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè V (x, y, z). Äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé x.

Âíóòðè ñôåðû S(m0, d), S(m0, d) ⊂ R3 \D, ââåäåì ëîêàëüíóþ ñôå-
ðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, θ, ϕ), x = r cos θ cosϕ, y = r cos θ sinϕ,
z = r sin θ, 0 ≤ r ≤ d, ñ öåíòðîì â òî÷êå m0. Ïóñòü òî÷êà (x, y, z) ñ ëî-
êàëüíûìè ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè x = r cos θ cosϕ, y = r cos θ sinϕ,
z = r sin θ, 0 ≤ r ≤ d ëåæèò â ñôåðå S(m0, d). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ
îöåíêè ìîäóëÿ ïðîèçâîäíûõ

∂sV

∂xs1∂ys2∂zs3
=

∂s−1

∂xs1−l1∂ys2−l2∂zs3−l3
∂V

∂xl1∂yl2∂zl3

(l1 + l2 + l3 = 1, 0 ≤ li ≤ 1, i = 1, 2, 3) äîñòàòî÷íî îöåíèòü ìîäóëü ïðîèç-
âîäíûõ

∂s−1

∂xs1−l1∂ys2−l2∂zs3−l3

îò ôóíêöèè ∂V
∂xl1∂yl2∂zl3

.

Òàê êàê âñå ýòè ïðîèçâîäíûå îöåíèâàþòñÿ îäèíàêîâî, îñòàíîâèìñÿ
íà îöåíêå ïðîèçâîäíûõ âèäà

∂jV ∗(r, θ, ϕ)

∂rj
, 0 ≤ j ≤ s− 1,

ãäå V ∗(r,Θ, ϕ) − îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè ∂V (x, y, z)/∂z â ñôåðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò. Òàêîé âûáîð ôóíêöèè V ∗(r,Θ, ϕ), êàê íåòðóäíî âèäåòü,
íå âëèÿåò íà îáùíîñòü ðàññóæäåíèé.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ïóàññîíà, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V ∗(r, θ, ϕ) âî âíóò-
ðåííåé òî÷êå ñôåðû S(m0, d) ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì

V ∗(r, θ, ϕ) =
1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(d, θ1, ϕ1)
d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
dσ, (1.16)

ãäå γ − óãîë ìåæäó âåêòîðàìèm0M èm0N, M = (r, θ, ϕ), N = (d, θ1, ϕ1).
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Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà (s− 1) îò ôóíêöèè V ∗(r, θ, ϕ) ïî
ïåðåìåííîé r. Â ðåçóëüòàòå èìååì

∂s−1V ∗(r, θ, ϕ)

∂rs−1 =
1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(d, θ1, ϕ1)
∂s−1

∂rs−1

d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
dσ =

=
1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(d, θ1, ϕ1)

(d2 − 2rd cos γ + r2)1/2
L(s− 1, r, γ)dσ, (1.17)

ãäå

L(j, r, γ) = (d2 − 2rd cos γ + r2)1/2 ∂
j

∂rj
d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè 0 < d∣∣∣∣∂s−1V ∗(r, θ, ϕ)

∂rs−1

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣∣
1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(d, θ1, ϕ1)
dσ

(d2 − 2rd cos γ + r2)1/2

∣∣∣∣∣∣∣max
γ

∣∣L(s− 1, r, γ)
∣∣.

Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∂s−1V ∗(r,Θ, ϕ)

∂rs−1

∣∣∣∣
r=0

≤ cmax
γ
|L(s− 1, 0, γ)|.

Äëÿ îöåíêè |L(s− 1, 0, γ)| îöåíèì ìîäóëè ïðîèçâîäíûõ. Î÷åâèäíî,∣∣∣∣ ∂∂r d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

∣∣∣∣
r=0

=

=

∣∣∣∣ −2r

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
+

3

2

(d2 − r2)(2r − 2d cos γ)

(d2 − 2rd cos γ + r2)5/2

∣∣∣∣
r=0

≤ c

d2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣L(1, r, γ)|r=0 ≤
c

d
. (1.18)

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî∣∣∣∣ ∂j∂rj d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

∣∣∣∣
r=0

≤ c

dj+1
. (1.19)

Î÷åâèäíî,

∂j

∂rj
d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
= (d2 − r2)

∂j

∂rj

(
1

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

)
−
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−2rj
∂j−1

∂rj−1

(
1

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

)
−

−j(j − 1)

2
2
∂j−2

∂rj−2

(
1

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî∣∣∣∣ ∂j∂rj 1

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

∣∣∣∣
r=0

≤ c

dj+3
. (1.20)

Î÷åâèäíî,∣∣∣∣ ∂∂r 1

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

∣∣∣∣
r=0

=

∣∣∣∣ 3(r − d cos γ)

(d2 − 2rd cos γ + r2)5/2

∣∣∣∣
r=0

≤ c

d4 .

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü íåðàâåí-
ñòâî (1.20) ñïðàâåäëèâî ïðè íåêîòîðîì j = q, ïðè÷åì êàæäîå èç ñëàãàå-
ìûõ, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà q ïî ïåðåìåííîé
r, ïðè r = 0 íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ C/dq+3. Ïðîèçâîëüíîå ñëàãàåìîå
èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé q ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé r èìååò âèä

(r − d cos γ)i

(d2 − 2rd cos γ + r2)(2m+2i+3)/2
, (1.21)

ãäå 0 ≤ i ≤ q, 1 ≤ m ≤ q, q = 2m+ i.

Ðàññìîòðèì â îòäåëüíîñòè ñëó÷àè, êîãäà i = 0 è i 6= 0. Â ïåðâîì
ñëó÷àå i = 0, q = 2m:∣∣∣∣ 1

(d2 − 2rd cos γ + r2)(2m+3)/2

∣∣∣∣
r=0

≤ c
1

d2m+3 ≤ c
1

dq+3 . (1.22)

Âî âòîðîì ñëó÷àå:∣∣∣∣ (r − d cos γ)i

(d2 − 2rd cos γ + r2)(2m+2i+3)/2

∣∣∣∣
r=0

≤ c
1

d2m+i+3
≤ c

1

dq+3 . (1.23)

Èç îöåíîê (1.18) − (1.23) ñëåäóåò, ÷òî

|L(j, r, γ)|r=0 | ≤
c

dj
. (1.24)

Èç îöåíîê (1.17) − (1.24) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü ρ(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé.
Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, êîòîðûå ïîíàäî-

áÿòñÿ äàëåå.
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Ñëåäóÿ [99], íàçîâåì ïîâåðõíîñòÿìè Ëÿïóíîâà îáëàñòè, îãðàíè÷åí-
íûå êîíå÷íûì ÷èñëîì çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåì
óñëîâèÿì Ëÿïóíîâà:

1) â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ êàñàòåëü-
íàÿ ïëîñêîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåííàÿ íîðìàëü;

2) åñëè θ åñòü óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè â òî÷êàõ m1 è m2 è åñëè r
åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, òî

θ < Crλ (0 < λ ≤ 1), (1.25)

ãäå C è λ âïîëíå îïðåäåëåííûå ÷èñëà;
3) ñóùåñòâóåò ÷èñëî d, îäíî è òî æå äëÿ âñåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè

è îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: ïàðàëëåëè ê íîðìàëè â òî÷êå m ïîâåðõíîñòè
ïåðåñåêàþò íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿùóþñÿ
âíóòðè ñôåðû ðàäèóñà d è ñ öåíòðîì â m.

Îïðåäåëåíèå 1.1 [99]. Ôóíêöèÿ f(x, y, z) ïðèíàäëåæèò êëàññó
H(s, C, α) (0 < α ≤ 1) â îáëàñòè D, åñëè îíà â ýòîé îáëàñòè îãðàíè÷åíà
è èìååò îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà s, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α è êîíñòàíòîé A, ò.å.∣∣∣∣ ∂rf

∂xr1∂r2∂zr3

∣∣∣∣ ≤ C, (1.26)

ãäå r1 + r2 + r3 = r, r = 0, 1, . . . , s, è äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê m1 ∈ D

è m2 ∈ D, ðàññòîÿíèå r12 ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà
r0 ≤ 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ ∂sf

∂xs1∂ys2∂zs3

∣∣∣∣
m1

− ∂sf

∂xs1∂ys2∂zs3

∣∣∣∣
m2

∣∣∣∣∣ < Crα12. (1.27)

Ïóñòü S − ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà, n − âíåøíÿÿ íîðìàëü ê íåé. Ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êóm0 íà S ïðèìåì çà íà÷àëî ìåñòíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò (χ, η, ζ), íàïðàâèâ îñü ζ ïî íîðìàëè n0 â òî÷êå m0 è çàôèêñè-
ðîâàâ êàê-íèáóäü îñè χ, η â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè m0 óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè S â ìåñòíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò (χ, η, ζ) èìååò âèä

ζ = F (χ, η). (1.28)

Îïðåäåëåíèå 1.2 [99]. Ïîâåðõíîñòü S ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíê-
öèé Lk(B,α), åñëè F (χ, η) ∈ H(k,B, α) è êîíñòàíòû B è α íå çàâèñÿò îò
âûáîðà òî÷êè m0.

Ïðè èññëåäîâàíèè ãëàäêîñòè ëàïëàñîâûõ ïîëåé íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 1.1 [99]. Ïóñòü x, y, z − ôèêñèðîâàííàÿ ñèñòåìà äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò. Åñëè ïîâåðõíîñòü S ïðèíàäëåæèò êëàññó Lk(B, λ), òî
cos(N,0x) ∈ H(k − 1, C, λ), ãäå ÷èñëî C çàâèñèò òîëüêî îò B è λ.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1.3 [99, c. 127]. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S ïðèíàäëåæèò êëàññó

Lk(B,α), ρ ∈ H(s, A, α), ãäå 0 ≤ s ≤ k. Òîãäà V (x, y, z) ∈ H(s+2, C, α1),
ãäå α1 ïðîèçâîëüíî (0 < α1 < α), à C çàâèñèò îò B è âûáîðà α1.

Ïîëüçóÿñü ýòîé òåîðåìîé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó.
Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S ïðèíàäëåæèò êëàññó Lk(B,α),

ρ ∈ H(l, C, α), ãäå 0 ≤ l ≤ k. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣ ∂sV (x, y, z)

∂xs1∂ys2∂zs3

∣∣∣∣ ≤ c2ss!

{
1, 0 ≤ s ≤ l + 2;

d(m,D)−s+l+2, l + 2 < s <∞, (1.29)

ãäå d(m,D) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè m = (x, y, z) äî îáëàñòè D, s = s1+
+s2 + s3, 0 ≤ si ≤ s, i = 1, 2, 3.

Çàìå÷àíèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.4 ôóíêöèÿ
V (x, y, z) ∈ Bl+2,1(D̃,M), D̃ = R3 \D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíûõ äî l + 2 ïîðÿäêà
ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (1.29) äëÿ ïðî-
èçâîäíûõ ïîðÿäêà s, ãäå s > l+ 2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè îãðàíè÷èìñÿ îöåíêîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂sV (x, y, z)/∂xs. Îñòàëü-
íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê êàê âíå îáëà-
ñòè D ôóíêöèÿ V (x, y, z) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x, y, z ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ãàðìîíè÷åñêèìè, òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ýòèõ
ïðîèçâîäíûõ äîñòèãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ∂D îáëàñòè D. Îöåíèì ìî-
äóëü ïðîèçâîäíîé ∂sV (x, y, z)/∂xs â òî÷êå m0 = (x0, y0, z0) ∈ R3 \ D.
Îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü d = d(m0, D) −
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè m0 äî îáëàñòè D. Ïîñòðîèì ñôåðó S = S(m0, d)
ñ öåíòðîì â òî÷êå m0 è ñ ðàäèóñîì d.

Âíóòðè ñôåðû S(m0, d) ââåäåì ëîêàëüíóþ ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êî-
îðäèíàò (r, θ, ϕ), x = r cos θ cosϕ, y = r cos θ sinϕ, z = r sin θ, 0 ≤ r ≤ d,
ñ öåíòðîì â òî÷êå m0. Ïóñòü òî÷êà (x, y, z) ñ ëîêàëüíûìè ñôåðè÷åñêèìè
êîîðäèíàòàìè x = r cos θ cosϕ, y = r cos θ sinϕ, z = r sin θ, 0 ≤ r ≤ d ëå-
æèò â ñôåðå S(m0, d). Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèþ ∂V l+2(x, y, z)/∂xl+2

îáîçíà÷èì ÷åðåç V ∗(r, θ, ϕ). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ îöåíêè ìîäóëÿ
ïðîèçâîäíîé

∂sV

∂xs
=

∂s−l−2

∂xs−l−2

∂l+2V

∂xl+2
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äîñòàòî÷íî îöåíèòü ìîäóëè ïðîèçâîäíûõ

∂jV ∗(r, θ, ϕ)

∂rj1∂θj2∂ϕj3
, j = j1+j2+j3, 0 ≤ ji ≤ s−l−2, i = 1, 2, 3, 0 ≤ j ≤ s−l−2.

Òàê êàê âñå ýòè ïðîèçâîäíûå îöåíèâàþòñÿ îäèíàêîâî, îñòàíîâèìñÿ
íà îöåíêå ïðîèçâîäíûõ âèäà

∂jV ∗(r, θ, ϕ)

∂rj
, 0 ≤ j ≤ s− l − 2.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ïóàññîíà, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè V ∗(r, θ, ϕ) âî âíóò-
ðåííåé òî÷êå ñôåðû S(m0, d) ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì

V ∗(r, θ, ϕ) =
1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(d, θ1, ϕ1)
d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
dσ. (1.30)

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà (s− l− 2) îò ôóíêöèè V ∗(r, θ, ϕ) ïî
ïåðåìåííîé r. Â ðåçóëüòàòå èìååì

∂s−l−2V ∗(r, θ, ϕ)

∂rs−l−2
=

1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(r1, θ1, ϕ1)|r1=d
∂s−l−2

∂rs−l−2
×

× d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
dσ =

=
1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(r1, θ1, ϕ1)|r1=d
L(s− l − 2, r, γ)

(d2 − 2rd cos γ + r2)1/2
dσ, (1.31)

ãäå

L(j, r, γ) = (d2 − 2rd cos γ + r2)1/2 ∂
j

∂rj
d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè 0 ≤ r < d

∣∣∣∣∂s−l−2V ∗(r, θ, ϕ)

∂rs−l−2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣

1

4πd

∫∫
S(m0,d)

V ∗(d, θ1, ϕ1)×

× 1

(d2 − 2rd cos γ + r2)1/2
L(s− l − 2, r, γ)dσ| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
1

4πd

∫∫
S(m0,d)

|V ∗(d, θ1, ϕ1)|×
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× dσ

(d2 − 2rd cos γ + r2)1/2

∣∣∣∣max
γ
|L(s− l − 2, r, γ)|.

Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∂s−l−2V ∗(r,Θ, ϕ)

∂rs−l−2

∣∣∣∣
r=0

≤ C max
γ
|L(s− l − 2, 0, γ)|.

Äëÿ îöåíêè |L(s− l − 2, r, γ)| ïîñëåäîâàòåëüíî îöåíèì ìîäóëè ïðî-
èçâîäíûõ. Î÷åâèäíî,∣∣∣∣ ∂∂r d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

∣∣∣∣
r=0

=

=

∣∣∣∣ −2r

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2
+

3

2

(d2 − r2)(2r − 2d cos γ)

(d2 − 2rd cos γ + r2)5/2

∣∣∣∣
r=0

≤ C

d2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
|L(1, r, γ)|r=0| ≤

c

d
. (1.32)

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî∣∣∣∣ ∂j∂rj d2 − r2

(d2 − 2rd cos γ + r2)3/2

∣∣∣∣ ≤ c

dj+1
. (1.33)

Î÷åâèäíî,

∂j

∂rj
d2 − r2

(d2 − 2rdcosγ + r2)3/2
= (d2 − r2)

∂j

∂rj

(
1

(d2 − 2rdcosγ + r2)3/2

)
−

−2rj
∂j−1

∂rj−1

(
1

(d2 − 2rdcosγ + r2)3/2

)
−

−2
j(j − 1)

2

∂j−2

∂rj−2

(
1

(d2 − 2rdcosγ + r2)3/2

)
.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, èìååì

|L(j, 0, γ)| ≤ c2jj!

dj
.

Èç îöåíîê (1.30) − (1.33) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
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1.3. Ãëàäêîñòü ëàïëàñîâûõ ïîëåé

Â ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îáîá-
ùàþòñÿ íà ñëó÷àé ëàïëàñîâûõ ïîëåé.

Èçâåñòíî [103], ÷òî ëàïëàñîâû ïîëÿ, îïðåäåëåííûå â îáëàñòè D,
îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ S, îïèñûâàþòñÿ ìíîãîìåðíûìè èíòåãðàëà-
ìè òèïà Êîøè

F(r′) = − 1

4π

∫∫
S

{
(n · F(r))grad

1

|r− r′|
+

+[n× F(r)]× grad
1

|r− r′|

}
ds, (1.34)

çäåñü F = gradU = {f1, f2, f3}; U − ïîòåíöèàëüíîå ïîëå; S − ïîâåðõ-
íîñòü Ëÿïóíîâà, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü D; n = {n1, n2, n3} − åäèíè÷-
íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S; r = (x, y, z) − ðàäèóñ-
âåêòîð òî÷êè, ïðîáåãàþùåé ïîâåðõíîñòü S; r′ = (x′, y′, z′) − ðàäèóñ-
âåêòîð òî÷êè, ëåæàùåé âíóòðè îáëàñòè D; grad 1

|r−r′| = {g1, g2, g3} −
âåêòîð-ôóíêöèÿ ãðàäèåíòà.

Èç ôîðìóëû (1.34) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëàäêîñòè îïåðàòîð-
ôóíêöèè F(r′) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì èíòåãðàëà

ψ(x1, y1, z1) =

∫∫
S

ϕ(x, y, z)(x− x1)

((x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2)3/2
ds. (1.35)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. ëåììó 1.1), ÷òî ãëàäêîñòü ôóíêöèè ϕ(x, y, z)
îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè F(r′) è ãëàäêîñòüþ ïîâåðõíîñòè S.

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà èññëåäîâàíèè ýòîãî âîïðîñà, àïðèîðè ïîëî-
æèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x, y, z) ïðèíàäëåæèò ðÿäó êîíêðåòíûõ êëàññîâ ôóíê-
öèé.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x, y, z)− êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ.
Îöåíèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ψ(x1, y1, z1).
Î÷åâèäíî,

∂vψ(x1, y1, z1)

∂xv1
=

=

∫∫
S

ϕ(x, y, z)
∂v

∂xv

(
x− x1

((x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2)3/2

)
ds. (1.36)

Â ðàáîòàõ [49, 51] ïîêàçàíî, ÷òî∣∣∣∣∂vψ(x1, y1, z1)

∂xv1

∣∣∣∣ ≤ Cv (2v + 1)!!

d((x1, y1, z1),Γ)v
(1+| ln(d((x1, y1, z1),Γ))|), v = 0, 1, . . .
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è ÷òî àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ îñòàëüíûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà v îò ôóíêöèè ψ(x, y, z). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü D − âûïóêëàÿ, çàìêíóòàÿ, îäíîñâÿçíàÿ îá-
ëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x, y, z)
êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèé F(r) ïðèíàäëå-
æàò êëàññó ôóíêöèé B1

0,0(C, S).
Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ëàïëàñîâûõ

ïîëåé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå À. Ì. Ëÿïóíîâà î ïðîèçâîä-
íûõ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ [99, ñ. 86].

Òåîðåìà 1.6. Åñëè ïëîòíîñòü µ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

V (x, y, z) =

∫
S

µ(x0, y0, z0)
dσ

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)1/2

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà íà S, òî ïðîèçâîäíûå

∂V

∂x
=

∫
S

µ(x0, y0, z0)
x0 − x

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
dσ,

∂V

∂y
=

∫
S

µ(x0, y0, z0)
y0 − y

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
dσ,

∂V

∂z
=

∫
S

µ(x0, y0, z0)
z0 − z

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
dσ,

ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè òî÷êè m(x, y, z), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ãåëüäåðà âíóòðè Di è âíóòðè De.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü ÷åðåç Di îáîçíà÷åíà îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïî-
âåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà S. ×åðåç De îáîçíà÷åíà îáëàñòü, âíåøíÿÿ ê ïî-
âåðõíîñòè S.

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, â ðàáîòàõ [49, 51] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü D − âûïóêëàÿ, çàìêíóòàÿ, îäíîñâÿçíàÿ îá-
ëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S, Ω1 = (−∞,∞)3\D. Ïóñòü
ôóíêöèÿ ϕ(x, y, z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäåðà Hα(M),M − const.
Òîãäà êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèé F(r) ïðèíàäëåæàò êëàññàì ôóíêöèé
B̄1

0,α,0(M1, D), B̄1
0,α,0(M1,Ω1), Ω1 = (−∞,∞)3 \D,M1 − const.
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2. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè
êëàññîâ ôóíêöèé Qr,γ è Br,γ

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì ôóíêöèé Qr,γ(Ω, 1), Qu

r,γ(Ω, 1),
Q̄u
r,γ(Ω, 1), Br,γ(Ω, 1), Bu

r,γ(Ω, 1), B̄u
r,γ(Ω, 1), Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . .

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ, ñîçäàâà-
åìûå òÿãîòåþùèìè ìàññàìè, ïðèíàäëåæàò êëàññàì ôóíêöèé Br,γ(Ω̃, c),
Bu
r,γ(Ω̃, c), B̄

u
r,γ(Ω̃, c), c = const. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îá-

ëàñòü Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , òàê êàê â ýòîé îáëàñòè îïèñàíèå àëãîðèò-
ìîâ áîëåå ïðîçðà÷íî. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò îïèñàíû àëãîðèòìû
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì ôóíêöèé Br,γ(Ω̃, c),
Bu
r,γ(Ω̃, c), B̄

u
r,γ(Ω̃, c).

Ðàçäåë íàïèñàí ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîò [28, 29, 32].

2.1. Îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû íà êëàññå Qr,γ(Ω, 1)

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

dn(Qr,γ(Ω, 1), C) � δn(Qr,γ(Ω, 1)) �

�


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1),

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1),

n−s/l, v < l/(l − 1),

(2.1)

ãäå v = s/(s− γ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó δn(Qr,γ(Ω, 1)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k ìíîæåñòâî òî÷åê x = (x1, . . . , xl) ∈ Ω, ðàññòîÿíèå
d(x,Γ) îò êîòîðûõ äî ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
(k/N)v ≤ d(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, ãäå v = s/(s − γ). Ðàññòîÿíèå d(t,Γ)
îïèñàíî â îïðåäåëåíèè 2.12 â ðàçä. 2 ãëàâû I.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k ìíîæåñòâî òî÷åê

∆k =

{
t ∈ Ω :

(
k

N

)v
≤ d(t,Γ) ≤

(
k + 1

N

)v
, k = 0, 1, . . . , N − 1

}
,

hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Ïîêðîåì ìíîæåñòâà ∆k êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k

i1,...,il
, k =

= 0, 1, . . . , N−1, ðåáðà êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì è äëè-
íû êîòîðûõ íå ìåíüøå, ÷åì hk, è íå áîëüøå, ÷åì 2hk, hk = ((k+1)/N)v−
−(k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ïîêðûòèÿ îáëàñòü ∆k ïîêðûâàåòñÿ
íàèáîëüøèì âîçìîæíûì ÷èñëîì êóáîâ ñ ðåáðàìè, èìåþùèìè äëèíó hk.
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Îöåíèì ÷èñëî êóáîâ è ïàðàëëåëåïèïåäîâ ∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N−1,
êîòîðûìè ïîêðûâàåòñÿ îáëàñòü Ω.

Îáùåå ÷èñëî êóáîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàçìåñòèòü â îáëàñòè Ω, îöåíè-
âàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

1+m
N−1∑
k=0

[
2(N v − (k + 1)v)

(k + 1)v − kv

]l−1

≤ n ≤ 1+m
N−1∑
k=0

([
2(N v − kv)

(k + 1)v − kv

]
+ 1

)l−1

,

ãäå m − ÷èñëî ãðàíåé êóáà Ω; [α] − öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

N−1∑
k=0

(N vk1−v − k)l−1 =
N−1∑
k=0

l−1∑
j=0

(−1)jCj
l−1(N

vk1−v)l−1−jkj =

= c


N v(l−1), v > l/(l − 1);
N l, v < l/(l − 1);
N l lnN, v = l/(l − 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

n �


N v(l−1), v > l/(l − 1);
N l, v < l/(l − 1);

N l lnN, v = l/(l − 1).

(2.2)

Ïóñòü ∆k
i1,...,il

= [bki1, b
k
i1+1; . . . ; b

k
il
, bkil+1].

Ââåäåì ôóíêöèþ
ψki1,...,il(x1, . . . , xl) =

=

{
A

((x1−bki1)(bki1+1−x1)...(xl−bkil)(b
k
il+1−xl))s

h
s(2l−1)
k ((k+1)/N)vγ

, x ∈ ∆k
i1,...,il

;

0, x ∈ Ω\∆k
i1,...,il

.

Êîíñòàíòà A ïîäáèðàåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ψki1,...,il(x1, . . . , xl) ∈
∈ Qr,γ(Ω,M). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ êîíñòàíòà ñóùåñòâóåò è ÷òî
îíà íå çàâèñèò îò èíäåêñîâ k, i1, . . . , il.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ψki1,...,il(x1, . . . , xl) â êàæäîì êóáå
∆k
i1,...,il

ðàâíî cN−s.
Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé

ξk,i1,...,il(x1, . . . , xl) =
∑

k,i1,...,il

ck,i1,...,ilψ
k
k,i1,...,il

(x1, . . . , xl),

ãäå ck,i1,...,il − âåùåñòâåííûå ÷èñëà, |ck,i1,...,il| ≤ 1.
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Â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì îáëàñòÿì
∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Ñåìåéñòâî ôóíêöèé ξk,i1,...,il(x1, . . . , xl) îáðàçóåò n-ïàðàëëåëåïèïåä,

ãäå n − ÷èñëî îáëàñòåé ∆k
i1,...,il

, îñóùåñòâëÿþùèõ ïîêðûòèå Ω. Îòìåòèì,
÷òî ξk,i1,...,il(x1, . . . , xl) ∈ Qr,γ(Ω, 1).

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé ξk,i1,...,il(x1, . . . , xl) èçîìîðôíî n-ìåðíîìó âåêòî-
ðó (α1, . . . , αn). Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â [32], è ó÷èòûâàÿ
ñîîòíîøåíèå (2.2), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

δn−1(Qr,γ(Ω, 1)) ≥ c


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1);

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1);

n−s/l, v < l/(l − 1).

(2.3)

Ïðèñòóïèì ê îöåíêå ïîïåðå÷íèêà Êîëìîãîðîâà. Âíà÷àëå ïîñòðîèì
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ñïëàéí, èìåþùèé ïîãðåøíîñòü, óêà-
çàííóþ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Çàòåì óêàæåì èçìåíåíèÿ, êîòîðûå
íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà ñ òàêîé
æå ïîãðåøíîñòüþ.

Ïîñòðîèì ëîêàëüíûé ñïëàéí, àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèè, ïðè-
íàäëåæàùèå Qr,γ(Ω, 1). Ïóñòü f(x) ∈ C[a, b]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζk(k =
= 1, 2, . . . , r) íóëè ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè r, íàèìåíåå
óêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ íà ñåãìåíòå [−1, 1]. Àôôèííî îòîáðàçèì ñåãìåíò
[ζ1, ζr] íà ñåãìåíò [a, b]. Ïðè ýòîì òî÷êà ζ1 îòîáðàçèòñÿ â òî÷êó a, à òî÷êà
ζr − â òî÷êó b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ ′1, . . . , ζ

′
r îáðàçû òî÷åê ζ1, . . . , ζr ïðè

óêàçàííîì îòîáðàæåíèè. ×åðåç Pr(f, [a, b]) îáîçíà÷èì ïîëèíîì, èíòåðïî-
ëèðóþùèé ôóíêöèþ f(x) ïî óçëàì ζ ′1, . . . , ζ

′
r. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíê-

öèè f(x1, . . . , xl) l ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííîé â îáëàñòè [a1, b1; . . . ; al, bl],
ââåäåì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ps,...,s(f ; [a1, b1; . . . ; al, bl]) ôîðìóëîé

Ps,...,s(f ; [a1, b1; . . . ; al, bl]) = P x1
s (P x2

s (. . . P xl
s (f ; [al, bl]); . . . ; [a1, b1]).

Ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè (s−1) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé x1, . . . , xl. Òàêèì
îáðàçîì, P xl

s (f ; [al, bl]) èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xl) ïî ïåðåìåí-
íîé xl â ñåãìåíòå [al, bl]; P

xl−1
s (P xl

s (f ; [al, bl]), [al−1, bl−1]) èíòåðïîëèðóåò
ôóíêöèþ P xl

s (f ; [al, bl]) ïî ïåðåìåííîé xl−1 â ñåãìåíòå [al−1, bl−1] è ò.ä.
Çàìå÷àíèå. Âìåñòî èíòåðïîëÿöèè ïî óçëàì ×åáûøåâà ìîæíî ïðî-

âîäèòü èíòåðïîëÿöèþ ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì. Âûøå áûëè âûáðàíû
óçëû ×åáûøåâà, òàê êàê ó íèõ íàèìåíüøàÿ ïî ïîðÿäêó êîíñòàíòà Ëåáåãà.
Ýòî íåñóùåñòâåííî ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé
èç êëàññîâ Qr,γ, îäíàêî ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèé èç êëàññîâ Br,γ.
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Ïîëèíîì Ps,...,s(f,∆k
i1,...,il

) èíòåðïîëèðóåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xl) â îá-
ëàñòè ∆k

i1,...,il
. Ëîêàëüíûé ñïëàéí fN(x1, . . . , xl) ñîñòàâëåí èç ïîëèíîìîâ

Ps,...,s(f,∆
k
i1,...,il

), k = 0, 1, . . . , N − 1.
Îöåíèì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(x1, . . . , xl) ñïëàéíîì

fN(x1, . . . , xl).
Ðàññìîòðèì â îòäåëüíîñòè ñëó÷àè, êîãäà γ − öåëîå ÷èñëî, è êîãäà

γ − íåöåëîå ÷èñëî.
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà γ − öåëîå ÷èñëî.
Î÷åâèäíî,

‖f(x1, . . . , xl)− Ps,...,s(f,∆0
i1,...,il

)‖C(∆0
i1,...,il

) ≤ chr0 = c
1

N vr
= c

1

N s
;

‖f(x1, . . . , xl)− Ps,...,s(f,∆k
i1,...,il

)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤ c

(
N

k

)vγ
hsk =

= c

(
N

k

)vγ (
(k + 1)v − kv

N v

)s
= c

(k + Θ)(v−1)s

kvγ
1

N s
,

k = 1, 2, . . . , N − 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè γ öåëîì èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤
c

N s
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà γ − íåöåëîå ÷èñëî.
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè k = 1, 2, . . . , N − 1 â ñëó-

÷àå, êîãäà γ− öåëîå ÷èñëî, ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

‖f(x1, . . . , xl)− Ps,...,s(f,∆k
i1,...,il

)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤
c

N s
.

Ïóñòü k = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖f(x1, . . . , xl)− Ps,...,s(f,∆0
i1,...,il

)‖C(∆0
i1,...,il

) ≤

≤ Es−1,...,s−1(f,∆
0
i1,...,il

)λls ≤ Er,...,r(f,∆
0
i1,...,il

)λls,

ãäå Es,...,s(f,∆
0
i1,...,il

)− íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(x1, . . . , xl) ïî-
ëèíîìàìè ñòåïåíè íå âûøå s ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xi, i = 1, 2, . . . , l, â
îáëàñòè ∆0

i1,...,il
; λs − êîíñòàíòà Ëåáåãà ïðè èíòåðïîëèðîâàíèè ïî óçëàì

ζ ′1, . . . , ζ
′
s.

Äëÿ îöåíêèEr,...,r(f,∆
0
i1,...,il

) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòà-
òî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå, ïðèâåäåííîé â ðàçä. 2 ãëàâû I.

Òàê êàê t, t0 ëåæàò â îáëàñòè ∆0
i1,...,il

, êîòîðàÿ èìååò íåïóñòîå ïåðå-
ñå÷åíèå ñ ãðàíèöåé Γ = ∂Ω, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî d(t0 + τ(t− t0),Γ) ≤ h0,
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è |f (r+1)(t0 + τ(t − t0)| ≤ d(t0 + τ(t − t0),Γ)−(1−ζ). Îòñþäà íåìåäëåííî
ñëåäóåò, ÷òî

Er−1,...,r−1(f,∆
0
i1,...,il

) ≤ chr+ζ0

1∫
0

(1− τ)r−1τ−(1−ζ)dτ ≤

≤ chr+ζ0 ≤ c

(
1

N

)v(r+ζ)

= c

(
1

N

)s
.

Èçâåñòíî [140], ÷òî äëÿ óçëîâ ζ1, . . . , ζs, à òàêæå äëÿ óçëîâ, ïîëó÷åí-
íûõ èõ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, λs ≤ c ln s.

Òàêèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå íåöåëûõ γ

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤
c

N s
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤
c

N s
≤

≤ c


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1);

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1);

n−s/l, v < l/(l − 1),

(2.4)

çäåñü n − ÷èñëî óçëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà fN(x1, . . . , xl), èñïîëüçóåìûõ
ïðè åãî ïîñòðîåíèè.

Îïèøåì èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íóæíî âíåñòè â îïèñàííóþ âûøå êîí-
ñòðóêöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, èìåþùåãî
ïîãðåøíîñòü, ïðåäñòàâëåííóþ ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà (2.3). Ïóñòü,
êàê è âûøå, îáëàñòü Ω ïîêðûòà áîëåå ìåëêèìè îáëàñòÿìè ∆k

è hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1. Ïîêðîåì îáëàñòü
∆N−2 êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆N−2

i1,...,il
ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè

êîîðäèíàòíûì îñÿì è èìåþùèìè äëèíû íå ìåíüøå hN−2 è íå áîëüøå
2hN−2. Îòëè÷èå ñ îïèñàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî
ëîêàëüíîãî ñïëàéíà çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî â ÷èñëî óçëîâ êóáîâ è ïà-
ðàëëåëåïèïåäîâ ∆N−2

i1,...,il
âêëþ÷åíû âåðøèíû êóáà ∆N−1.

×òîáû ïîêðûòü îáëàñòü ∆N−3 êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆N−3
i1,...,il

,
ïðîâåäåì ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, ÷åðåç âåð-
øèíû êóáîâ ∆N−2

i1,...,il
, ðàñïîëîæåííûå íà ïîâåðõíîñòè ∆N−2

⋂
∆N−3. Îáî-

çíà÷èì ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îáëàñòè ÷åðåç gN−3
i1,...,il

. Ïóñòü gN−3
i1,...,il

=
= [a1, b1; . . . ; al, bl]. Åñëè äëèíà ðåáðà [ak, bk], k = 1, 2, . . . , l, áîëüøå 2hN−3,
òî äåëèì ðåáðî íà [|bk−ak|/hk] ðàâíûõ ÷àñòåé è ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðî-
âîäèì ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Â ðåçóëüòàòå
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ïîëó÷àåì ïîêðûòèå îáëàñòè ∆N−3 êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆N−3
i1,...,il

.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ïîêðûòèå îáëàñòè Ω êóáàìè è ïàðàë-
ëåëåïèïåäàìè ∆k

i1,...,il
, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Îáùåå ÷èñëî îáëàñòåé ∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N − 1, îöåíèâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (2.2).

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàé-
íà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ôóíêöèþ f(x1, . . . , xl) â îáëàñòè Ω. Ïîëèíîì
Ps,...,s(f,∆

N−1) àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xl) â îáëàñòè ∆N−1.
Â îáëàñòÿõ ∆N−2

i1,...,il
ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xl) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííûì ïîëèíîìîì Ps,...,s(f̄ ,∆
N−2
i1,...,il

). Çäåñü f̄(x1, . . . , xl) − ôóíêöèÿ,
ðàâíàÿ f(x1, . . . , xl) âî âñåõ óçëàõ èíòåðïîëÿöèè, êðîìå óçëîâ, ðàñïîëî-
æåííûõ íà ïîâåðõíîñòè ∆N−1

⋂
∆N−2
i1,...,il

. Â ýòèõ óçëàõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
f̄(x1, . . . , xl) áåðóòñÿ ðàâíûìè çíà÷åíèÿì ïîëèíîìà Ps,...,s(f,∆N−1). Ïðî-
äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ñòðîèì ïîëèíîìû Ps,...,s(f,∆

N−1), Ps,...,s(f̄ ,∆k
i1,...,il

),
k = 0, 1, . . . , N − 2

Îáúåäèíÿÿ ïîñòðîåííûå ïîëèíîìû Ps,...,s(f,∆
N−1), Ps,...,s(f̄ ,∆

k
i1,...,il

),
k = 0, 1, . . . , N − 2, ïîëó÷àåì íåïðåðûâíûé ñïëàéí f ∗N(x1, . . . , xl).

Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖ ≤
c

N s
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó ïîïåðå÷íèêîâ Êîëìîãîðîâà:

dn(Qr,γ(Ω, 1), C) ≤ c


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1);

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1);

n−s/l, v < l/(l − 1),

(2.5)

ãäå n − ÷èñëî óçëîâ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà f ∗N(x1, . . . , xl).
Èç íåðàâåíñòâ (2.3), (2.5) è ëåììû 7.1 ãëàâû I ñëåäóåò ñïðàâåäëè-

âîñòü òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå. Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû ïîïåðå÷íèêà Êîëìîãîðîâà ñëå-

äóåò èç ïðèìåíåíèÿ ëåììû Ëîðåíöà (ëåììà 7.2 ãëàâû I) ê ñåìåéñòâó
ôóíêöèé ξk,i1,...,il(x1, . . . , xl).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . , v = s/(s− γ).
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

δn(Q̄
u
rγ(Ω, 1)) � dn(Q̄

u
rγ(Ω, 1), C) �

(
1

n

)s/l
(2.6)

ïðè v < l/(l − 1),

c

(
1

n

)s/l
(lnn)u−1+s/l ≤ δn(Q̄

u
rγ(Ω, 1)) ≤ 2dn(Q̄

u
rγ(Ω, 1), C) ≤
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≤ c

{ (
1
n

)s/l
(lnn)us/r, u/r ≥ 1/l + (u− 1)/s;(

1
n

)s/l
(lnn)u−1+s/l, u/r ≤ 1/l + (u− 1)/s

(2.7)

ïðè v = l/(l − 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì âíà÷àëå ïîïåðå÷íèê Êîëìîãîðîâà. Äëÿ

ýòîãî íóæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûå ëîêàëüíûå ñïëàéíû, èìåþùèå ïî-
ãðåøíîñòè, ñîâïàäàþùèå ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâ (2.6), (2.7).

Âíà÷àëå ïîñòðîèì êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ñïëàéí, ïîãðåø-
íîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâ (2.6), (2.7).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì

∆k =

{
x ∈ Ω :

(
k

N

)v
≤ d(t,Γ) ≤

(
k + 1

N

)v
, k = 0, 1, . . . , N − 1

}
.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîêðîåì îáëàñòè
∆k êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k

i1,...,il
, k = 0, 1, . . . , N−1. Îáùåå ÷èñëî

îáëàñòåé ∆k
i1,...,il

, îñóùåñòâëÿþùèõ ïîêðûòèå Ω, îöåíèâàåòñÿ ôîðìóëîé
(2.2).

Ïóñòü M0 = [(lnN)u/r] + 1, Mk = [(ln(N/k))(u−1)/s] + 1, k = 1, . . . ,
N − 1. Ðàçäåëèì êàæäîå èç ðåáåð ∆k

i1,...,il
íà Mk ðàâíûõ ÷àñòåé è ïðî-

âåäåì ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, ÷åðåç òî÷êè
äåëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îáëàñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k

i1,...,il;j1,...,jl
.

Â êàæäîé èç îáëàñòåé ∆k
i1,...,il;j1,...,jl

ôóíêöèþ f(x1, . . . , xl) áóäåì àï-
ïðîêñèìèðîâàòü èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ps,...,s(f,∆k

i1,...,il;j1,...,jl
).Èç

ïîëèíîìîâ Ps,...,s(f,∆k
i1,...,il;j1,...,jl

), k = 0, 1, . . . , N−1, ñîñòàâèì ëîêàëüíûé
ñïëàéí fN(x1, . . . , xl).

Îöåíèì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(x1, . . . , xl) ∈ Q̄u
r,γ(Ω, 1)

ëîêàëüíûì ñïëàéíîì fN(x1, . . . , xl).
Ïóñòü k = 0, òîãäà

‖f(x1, . . . , xl)− Ps,...,s(f,∆0
i1,...,il;j1,...,jl

)‖ ≤

≤ cEr−1,...,r−1(f,∆
0
i1,...,il;j1,...,jl

)λls.

Äëÿ îöåíêè Er−1,...,r−1(f,∆
0
i1,...,il;j1,...,jl

) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåé-
ëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå, ïðèâåäåííîé â
ðàçä. 2 ãëàâû I. Òàê êàê d(x0 + τ(x− x0),Γ) ≤ h00 = h0/([(lnN)u/r] + 1),
(x0, x) ∈ ∆0

i1,...,il;j1,...,jl
, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Er−1,...,r−1(f,∆
0
i1,...,il;j1,...,jl

) ≤ chr00

1∫
0

(1− τ)r−1(1 + | lnu τh00|)dτ ≤
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≤ chr00| lnu h00| ≤ c

(
1

N

)vr
= c

(
1

N

)s
,

ãäå h00 = h0/M0, h0 = 1/N v.
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f(x1, . . . , xl)− Ps,...,s(f,∆0
i1,...,il;j1,...,jl

)‖C(∆0
i1,...,il;j1,...,jl

) ≤ c

(
1

N

)s
. (2.9)

Ïóñòü òåïåðü k = 1, 2, . . . , N − 1, òîãäà

‖f(x1, · · · , xl)− Ps,...,s(f,∆k
i1,...,il;j1,...,jl

)‖C(∆k
i1,...,il;j1,...,jl

) ≤

≤ c

(((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)
1

(ln N
k )(u−1)/s

)s
(1 + | ln( kN )v|)u−1(

k
N

)vγ ≤

≤ c

((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)s(
N

k

)vγ
≤ c

N s
. (2.10)

Èç îöåíîê (2.9) è (2.10) ñëåäóåò, ÷òî

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤ c

(
1

N

)s
. (2.11)

Îöåíèì ÷èñëî óçëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíîãî ñïëàé-
íà fN(x1, . . . , xl). Ðàññìîòðèì â îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ:

1) v < l(l − 1);
2) v = l/(l − 1).
Ïóñòü v < l/(l − 1). Îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà n ñëåäóåò èç öåïî÷êè

íåðàâåíñòâ:

n ≤ m

N−1∑
k=1

(
2− 2( kN )v

(k+1
N )v − ( kN )v

)l−1

M l
k +mN v(l−1)([lnN ] + 1)lu/r ≤

≤ cN v(l−1)(lnN)lu/r + c
N−1∑
k=1

(
2N v − 2kv

v(k + θ)v−1

)l−1
(

1 +

(
ln
N

k

)u−1
s

)l

≤

≤ cN v(l−1)(lnN)lu/r + c
N−1∑
k=1

N v(l−1)

k(v−1)(l−1)

((
ln
N

k

) (u−1)l
s

+ 1

)
≤ cN l, (2.12)

ãäå m − ÷èñëî ãðàíåé îáëàñòè Ω.
Èç íåðàâåíñòâ (2.11) è (2.12) ïðè v < l/(l − 1) ñëåäóåò îöåíêà

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤ cn−s/l.
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Ïóñòü òåïåðü v = l/(l−1). Îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà n ñëåäóåò èç öåïî÷êè
íåðàâåíñòâ

n ≤ m
N−1∑
k=1

(
2− 2( kN )v

(k+1
N )v − ( kN )v

)l−1

M l
k +mN v(l−1)([lnN ] + 1)lu/r ≤

≤ cN l(lnN)lu/r + c
N−1∑
k=1

(
N v

kv−1

)l−1 [
ln
N

k

](u−1)l/s

≤

≤ cN l(lnN)lu/r +
cN l

N (v−1)(l−1)

N−1∑
k=1

N (v−1)(l−1)

k(v−1)(l−1)

(
ln
N

k

)(u−1)l/s

≤

≤ cN l(lnN)lu/r + cN l−1

N∫
1

N

x

(
ln
N

x

)(u−1)l/s

dx ≤

≤ c

{
N l(lnN)lu/r, lu/r ≥ 1 + (u− 1)l/s,

N l(lnN)(u−1)l/s+1, lu/r ≤ 1 + (u− 1)l/s.
(2.13)

Èç íåðàâåíñòâ (2.11)�(2.13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè v = l/(l − 1) ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤

≤ c

{ (
1
n

)s/l
(lnn)us/r, u/r ≥ 1/l + (u− 1)/s;(

1
n

)s/l
(lnn)u−1+s/l, u/r ≤ 1/l + (u− 1)/s,

(2.14)

ãäå n − ÷èñëî óçëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà.
Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàé-

íà. Ýòî ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ, îïèñàííîìó ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1. Ïîêðîåì îáëàñòü Ω êóáàìè è ïàðàëëåëåïè-
ïåäàìè ∆k, à îáëàñòü ∆k − êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k

i1,··· ,il òàê,
êàê îïèñàíî âûøå. Ïóñòü hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, h∗k = hk/Mk,
k = 0, 1, . . . , N −1. Ïîêðîåì îáëàñòü ∆N−2 êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè
∆N−2
i1,...,il

ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì, íî, â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåðøèíû êóáîâ ∆N−1

i1,··· ,il âõîäèëè â ÷èñ-
ëî âåðøèí îáëàñòåé ∆N−2

i1,··· ,l. Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëèíû ðåáåð
îáëàñòåé ∆N−2

i1,...,il
áûëè áû íå ìåíüøå hN−2 è íå ïðåâîñõîäèëè 2hN−2. Çà-

òåì ðàçäåëèì êàæäîå èç ðåáåð îáëàñòåé ∆N−2
i1,...,il

íàMN−2 ðàâíûõ ÷àñòåé è
ïðîâåäåì ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Â ðåçóëü-
òàòå îáëàñòè ∆N−2

i1,...,il
îêàçûâàþòñÿ ïîêðûòûìè áîëåå ìåëêèìè îáëàñòÿìè

∆N−2
i1,...,il;j1,...,jl

.
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×òîáû ïîêðûòü îáëàñòü∆N−3 áîëåå ìåëêèìè îáëàñòÿìè∆N−3
i1,...,il;j1,...,jl

,

ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×åðåç âåðøèíû îáëàñòåé ∆N−2
i1,...,il;j1,...,jl

,
ðàñïîëîæåííûå íà ãèïåðïëîñêîñòè ∆N−2

⋂
∆N−3, ïðîâåäåì ïëîñêîñòè,

ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Â ðåçóëüòàòå îáëàñòü ∆N−3 ïî-
êðûâàåòñÿ îáëàñòÿìè gN−3

i1,...,il;j1,...,jl
. Ïóñòü gN−3

i1,...,il;j1,...,jl
= [a1, b1; . . . ; al, bl].

Åñëè äëèíà ðåáðà [ak, bk], k = 1, . . . , l, ïðåâîñõîäèò 2h∗N−3, òî äåëèì ýòî
ðåáðî íà [|bk − ak|/h∗N−3] ðàâíûõ ÷àñòåé è ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâî-
äèì ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Â ðåçóëüòàòå
îáëàñòü gN−3

i1,...,il;j1,...,jl
îêàçûâàåòñÿ ïîêðûòîé îáëàñòÿìè ∆N−3

i1,...,il;j1,...,jl
. Ïðî-

äåëûâàÿ ýòó ïðîöåäóðó ñ êàæäîé èç îáëàñòåé gN−3
i1,...,il;j1,...,jl

, ïîêðûâàåì îá-
ëàñòü ∆N−3 êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆N−3

i1,...,il;j1,...,jl
. Ïðîäîëæàÿ ýòîò

ïðîöåññ, ïîêðûâàåì îáëàñòü Ω êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k
i1,...,il;j1,...,jl

,
k = 0, 1, . . . , N − 1.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà. Â îá-
ëàñòè ∆N−1 ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xl) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì
ïîëèíîìîì Ps,...,s(f,∆

N−1). Â îáëàñòè ∆N−2
i1,...,il;j1,...,jl

ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xl)

àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ps,...,s(f̄ ,∆
N−2
i1,...,il;j1,...,jl

).
Ôóíêöèÿ f̄(x1, . . . , xl) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f(x1, . . . , xl) âî âñåõ óçëàõ
èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ps,...,s(f̄ ,∆N−2

i1,...,il;j1,...,jl
) çà èñêëþ÷åíèåì óç-

ëîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîâåðõíîñòè ∆N−2
i1,...,il;j1,...,jl

⋂
∆N−1. Â ýòèõ óçëàõ

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f̄(x1, . . . , xl) è ïîëèíîìà Ps,...,s(f,∆N−1
i1,...,il

) ñîâïàäàþò.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû

Ps,...,s(f̄ ,∆
k
i1,...,il;j1,...,jl

), k = 0, 1, . . . , N − 2. Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç âñåõ
ïîëèíîìîâ Ps,...,s(f,∆N−1

i1,...,il
), Ps,··· ,s(f,∆

k
i1,...,il;j1,...,jl

), k = 0, 1, . . . , N − 2,
îáîçíà÷èì ÷åðåç f ∗N(x1, . . . , xl).

Ïîâòîðÿÿ îöåíêè, ïðîäåëàííûå ïðè èññëåäîâàíèè êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤ cN−s. (2.15)

Èç íåðàâåíñòâ (2.12), (2.13), (2.15) ñëåäóåò, ÷òî

dn(Q̄
u
r,γ(Ω, 1), C) ≤ c

(
1

n

)s/l
(2.16)

ïðè v < l/(l − 1),

dn(Q̄
u
r,γ(Ω, 1), C) ≤ c

{ (
1
n

)s/l
(lnn)us/l, u/r ≥ 1/l + (u− 1)/s;(

1
n

)s/l
(lnn)u−1+s/l, u/r ≤ 1/l + (u− 1)/s,

(2.17)
åñëè v = l/(l − 1).
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Îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó ïîïåðå÷íèêà Áàáåíêî δn(Q̄r,γ(Ω, 1))
ïðè v = s/(s − γ), v < l/(l − 1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè êàæäîì
íåîòðèöàòåëüíîì u Qr,γ(Ω, 1) ⊂ Q̄u

r,γ(Ω, 1). Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
δn(Qr,γ(Ω, 1)) � n−s/l. Ñëåäîâàòåëüíî,

δn(Q̄
u
r,γ(Ω, 1)) ≥ cn−s/l. (2.18)

Îöåíèì ñíèçó âåëè÷èíó ïîïåðå÷íèêà Áàáåíêî δn(Qr,γ(Ω, 1)) ïðè
v = s/(s− γ), v = l/(l − 1).

Ïîêðîåì Ω êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k
i1,...,il

ñïîñîáîì, îïèñàí-
íûì âûøå ïðè ïîñòðîåíèè êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ñïëàéíà.

Ïóñòü

Mk =

{
[(lnN)(u−1)/s] + 1, k = 0;

[(ln(N/k))(u−1)/s] + 1, k = 1, 2, . . . , N − 1.

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N(N ≥ 10) ìîæíî ïîëîæèòü
MN−1 = 1. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî MN−1 = 1.

Ðàçäåëèì êàæäîå ðåáðî îáëàñòè ∆k
i1,...,il

íà Mk ðàâíûõ ÷àñòåé è ÷å-
ðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâåäåì ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì
ïëîñêîñòÿì. Â ðåçóëüòàòå Ω ïîêðûâàåòñÿ êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè
∆k
i1,...,il;j1,...,jl

, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Îöåíèì ÷èñëî îáëàñòåé ∆k

i1,...,il;j1,...,jl
, k = 0, 1, . . . , N − 1. Î÷åâèäíî,

n � m

N−1∑
k=1

(
2− 2

(
k
N

)v(
k+1
N

)v − ( kN )v
)l−1

M l
k +mN v(l−1)(lnN)l(u−1)/s �

� N l(lnN)l(u−1)/s +N l−1

N∫
1

N

x

(
ln
N

x

)(u−1)l/s

dx � N l(lnN)(u−1)l/s+1.

(2.19)
Ïóñòü ∆k

i1,...,il;j1,...,jl
= [bi1,j1, bi1,j1+1; . . . ; bil,jl, bil,jl+1].

Ââåäåì ôóíêöèþ
ϕki1,...,il;j1,...,jl(x) =

=


Ak((x1 − bi1,j1)(bi1,j1+1 − x1) . . . (xl − bil,jl)(bil,jl+1 − xl))s×
×
(
1 +

∣∣lnu−1
(
k+1
N

)v∣∣) ((hk/Mk)
3s((k + 1)/N)vγ)−1,

x ∈ ∆k
i1,...,il;j1,...,jl

,

0, x ∈ Ω\∆k
i1,...,il;j1,...,jl

,

(2.20)

k = 0, 1, . . . , N − 2.
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Ïóñòü ∆N−1 = [bi1, bi1+1; . . . ; bil, bil+1].
Ââåäåì ôóíêöèþ

ϕN−1(x) =


AN−1((x1 − bi1)(bi1+1 − x1) · · · (xl − bil)(bil+1 − xl))sh−3s

N−1,
x ∈ ∆N−1,

0, x ∈ Ω \∆N−1.

Êîíñòàíòû Ak, k = 0, 1, . . . , N − 2, âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû∣∣∣∣∣∂sϕki1,...,il;j1,...,jl(x1, . . . , xl)

∂xs1
1 . . . ∂x

sl
l

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

Êîíñòàíòà AN−1 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû∣∣∣∣ ∂sϕN−1(x)

∂xs1
1 . . . ∂x

sl
l

∣∣∣∣ ≤ 1,

0 ≤ si ≤ s, i = 1, 2, . . . , l, s = s1 + . . .+ sl.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

|ϕki1,...,il;j1,...,jl(x1, . . . , xl)| ≥
c

N s
,

k = 0, 1, . . . , N − 2,

|ϕN−1(x1, . . . , xl)| ≥
c

N s
.

Ââåäåì ìíîæåñòâî ôóíêöèé ξ(t)

ξ(t) =
∑

k,i1,...,il;j1,··· ,jl

Ck
i1,...,il;j1,··· ,jlϕ

k
i1,...,il;j1,··· ,jl(t),

ãäå |Ck
i1,...,il;j1,··· ,jl| ≤ 1. Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì îáëàñòÿì

∆k
i1,...,il;j1··· ,jl, ðàñïîëîæåííûì â Ω,∆N−1

i1,...,il;j1··· ,jl ≡ ∆N−1.
Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, ñëå-

äóåò îöåíêà

δn(Q̄
u
r,γ(Ω, 1)) ≥ c

N s
≥ c

(lnn)u−1+s/l

ns/l
. (2.21)

Èç íåðàâåíñòâ (2.17), (2.18), (2.21) è ëåììû 7.1 èç ãëàâû I ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü v = l/(l − 1). Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè

dn(Q̄
u
r,γ(Ω, 1), C) ≥ c

(lnn)u−1+s/l

ns/l
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ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ ëåììû Ëîðåíöà (ñì. ëåììó 7.2 â ãëàâå I) ê ïî-
ñòðîåííîìó âûøå ìíîæåñòâó ôóíêöèé ξ(x).

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . , v = s/(s− γ),
v > l/(l − 1). Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

δn(Q̄
u
r,γ(Ω, 1)) ≥ cn−(s−γ)/(l−1) lnu−1N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆0 = {x ∈ Ω : 0 ≤ d(x,Γ) ≤ (1/N)v = ρ0}.
×åðåç ∆k îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì

∆k = {x ∈ Ω : ρk−1 ≤ d(x,Γ) ≤ ρk ≤ 1},
ãäå ρk óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

hsk
ργk

= N−s lnu−1N,

hk = ρk − ρk−1, k = 1, 2, . . . ,m. Çäåñü m − íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî
òàêîå, ÷òî ρm ≤ 1. Åñëè ρm = 1, òî Ω ïîêðûâàåòñÿ îáëàñòÿìè ∆k, k =
= 0, 1, . . . ,m. Åñëè ρm < 1, òî ÷åðåç ∆m+1 îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê

∆m+1 = {x ∈ Ω : ρm ≤ d(t,Γ) ≤ 1}.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî ρm = 1. Ïîêàæåì òåïåðü
÷òî óðàâíåíèÿ

hsk
ργk

= N−s lnu−1N, k = 1, . . . ,m,

ðàçðåøèìû.
Ïóñòü ρ∗k = (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N, h∗k = ρ∗k − ρ∗k−1, k = 1, . . . , N.

Òîãäà h∗s1 /ρ
∗γ
1 = 1/N s ïðè k = 1.

Ïðè k = 2, . . . , N èìååì

h∗sk
ρ∗γk

=
(kv − (k − 1)v)s

(k/N)vγN vs
=

(v(k −Θ)v−1)s

kvγ
1

N s
≥

≥
(
k − 1

k

)vγ
vs

1

N s
≥
(

1

2

)vγ
vs

1

N s
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ρ∗k =
(
k
N

)v
,

k = 0, 1, . . . , N òàêàÿ, ÷òî

h∗sk
ρ∗γk
≥
(

1

2

)vγ
vs

1

N s
=

c

N s
, h∗k = ρ∗k − ρ∗k−1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ ϕ(ρ) = (ρ − ρk−1)
s/ργ ÿâëÿåòñÿ íåóáû-

âàþùåé ïðè ρ > ρk−1 è ïðè ëþáîì ρk−1, k = 1, 2, . . . ,m− 1.

113



Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëîm îáëàñòåé ∆k, k = 0, 1, . . . ,m, ìåíüøåN.Ïî-
êðîåì êàæäóþ èç îáëàñòåé ∆k êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k

i1,...,il
ñïî-

ñîáîì, êîòîðûé íåîäíîêðàòíî îïèñûâàëñÿ âûøå ïðè ïîñòðîåíèè êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ. Î÷åâèäíî, îáùåå ÷èñëî n îáëàñòåé
∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . ,m, ðàâíî

n � n0 � N v(l−1),

ãäå n0 − ÷èñëî îáëàñòåé ∆0
i1,...,il

.
Ïóñòü ∆k

i1,...,il
= [bki1, b

k
i1+1; . . . ; b

k
il
, bkil+1], k = 0, 1, . . . ,m.

Ââåäåì ôóíêöèè
ϕ0
i1,...,il

(x1, . . . , xl) =

=

 A0((x1 − b0
i1

)(b0
i1+1 − x1) · · · (xl − b0

il
)(b0

il+1 − xl))sN vγh
−(2l−1)s
0 lnu−1N,

x ∈ ∆0
i1,...,il

,

0, x ∈ Ω\∆0
i1,...,il

;

ϕki1,...,il(x1, . . . , xl) =

=

 Ak((x1 − bki1)(b
k
i1+1 − x1) · · · (xl − bkil)(b

k
il+1 − xl))sh

−(2l−1)s
k ρ−γk ,

x ∈ ∆k
i1,...,il

,

0, x ∈ Ω\∆k
i1,...,il

,
.
k = 1, 2, . . . ,m.

Êîíñòàíòû Ak, k = 0, 1, . . . ,m, âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

|Dsϕ0
i1,...,il

| ≤ N vγ lnu−1N, |Dsϕki1,...,il| ≤
1

ργk
.

Î÷åâèäíî, òàêèå êîíñòàíòû ñóùåñòâóþò è íå çàâèñÿò îò N, u, γ.
Îöåíèì ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ϕki1,...,il(x1, . . . , xl), k = 0, 1, . . . ,m.
Î÷åâèäíî,

ϕ0
i1,...,il

(x1, . . . , xl) ≥ chs0N
vγ lnu−1N = c

(
1

N

)v(s−γ)

lnu−1N = c
lnu−1N

N s
,

ϕki1,...,il(x1, . . . , xl) ≥ c
hsk
ργk

= c
lnu−1N

N s
, hk = ρk − ρk−1,

k = 1, . . . ,m.
Ââåäåì ìíîæåñòâî ôóíêöèé ξ(x1, . . . , xl) :

ξ(x1, . . . , xl) =
∑

k,i1,...,il

Ck
i1,...,il

ϕki1,...,il(t),
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ãäå |Ck
i1,...,il

| ≤ 1. Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì îáëàñòÿì∆k
i1,...,il

,
ëåæàùèì â Ω.

Èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1,
èìååì

δn(Q̄
u
rγ(Ω, 1)) ≥ c

lnu−1N

N s
= c

lnu−1 n

n(s−γ)/(l−1)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Îöåíêà

dn(Q̄
u
rγ(Ω, 1), C) ≥ cn−(s−γ)/(l−1) lnu−1 n

ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé ξ(x1, . . . , xl) è ëåììû 7.2 ãëà-
âû I.

Ïóñòü v > l/(l− 1). Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé f(x1, . . . , xl) ∈
∈ Q̄u

r,γ(Ω, 1) ïðè v > l/(l − 1) âíà÷àëå ïîñòðîèì êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé
ñïëàéí. Ïîñëå ýòîãî óêàæåì èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íóæíî âíåñòè â åãî êîí-
ñòðóêöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà.

Âíà÷àëå ïîêðîåì Ω îáëàñòÿìè ∆k è êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè
∆k
i1,...,il

òàê, êàê íåîäíîêðàòíî äåëàëè ðàíåå ïðè ïîñòðîåíèè êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî êóáîâ è ïàðàëëåëåïèïåäîâ ∆N−1,

∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N − 2, ðàâíî

n � N v(l−1). (2.22)

Â êàæäîé îáëàñòè ∆N−1, ∆k
i1,...,il

ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xl) àïïðîêñèìè-
ðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ps,...,s(f,∆

N−1), Ps,...,s(f,∆
k
i1,...,il

).
Ñïëàéí fN(x1, . . . , xl) ñîñòàâëåí èç âñåõ ïîëèíîìîâ Ps,...,s(f,∆

N−1),
Ps,...,s(f,∆

k
i1,...,il

), îïðåäåëåííûõ â êóáå Ω.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 1 ≤ k ≤ N − 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤ cN−s(lnN)u−1. (2.23)

Äåéñòâèòåëüíî,

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤ chsk
| ln( kN )v|u−1

((k/N)v)γ
≤

≤ chsk

(
N

k

)vγ
(lnN)u−1 =

c

N s
(lnN)u−1.

Ïóñòü k = 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì êóáà ∆0

0,...,0 = [−1, a1; . . . ;−1, a1], ãäå a1 = −1 + (1/N)v, x0 =
= (−1, · · · ,−1).
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Èñïîëüçóÿ îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëü-
íîé ôîðìå, èìååì

‖f(x1, · · · , xl)− fN(x1, · · · , xl)‖C(∆0
0,...,0) ≤ cλlsEr−1,...,r−1(f,∆

0
0,...,0) ≤

≤ c max
x∈∆0

0,...,0

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|=r

(xk + 1)k

k!

1∫
0

(1− τ)r−1(1 + | lnu d(−1 + τ(xk + 1),Γ)|)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c max

x∈∆0
0,...,0

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|=r

(xk + 1)k

k!

1∫
0

(1− τ)r−1| lnu τ(xk + 1)|)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ chr0| lnu h0| ≤ c

lnuN

N s
.

Èç ýòîé îöåíêè è íåðàâåíñòâà (2.22) èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤ c
lnuN

N s
≤ c

lnu n

n(s−γ)/(l−1)
.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, àïïðîê-
ñèìèðóþùåãî ôóíêöèè f(x1, . . . , xl) ∈ Q̄u

r,γ(Ω, 1) ïðè v > l/(l − 1) ñ òî÷-
íîñòüþ c(lnu n)n−(s−γ)/(l−1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ïîñòðîåíèå,
ïðîâåäåííîå âûøå äëÿ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, àïïðîêñèìè-
ðóþùåãî ôóíêöèè f(x1, . . . , xl) ∈ Q̄u

r,γ(Ω, 1) ïðè v ≤ l/(l−1) (ñì. òåîðåìó
2.2). Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûé ñïëàéí ÷åðåç f ∗N(x1, . . . , xl).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖C(∆0
0,...,0) ≤ chr0| lnu h0| ≤ c

lnuN

N s
; (2.24)

‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤ cN−s(lnN)u−1, (2.25)

k = 1, . . . , N − 1.
Èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê è ðàâåíñòâà (2.22) èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤ c
lnuN

N s
≤ c

lnu n

n(s−γ)/(l−1)
.

Òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíîãî ñïëàéíà f ∗N(x1, . . . , xl) â êàæ-
äîé îáëàñòè ∆k

i1,...,il
÷èñëî óçëîâ ðàâíî sl, òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ.
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, v = s/(s− γ), v > l/(l − 1),

u = 1, 2, . . . Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

dn(Q̄
u
rγ(Ω, 1), C) ≤ c

lnu n

n(s−γ)/(l−1)
.
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Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ôóíê-
öèé f(x1, . . . , xl) ∈ Qu

r,γ(Ω, 1). Íàïîìíèì, ÷òî, ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ 2.15
ãëàâû I, êîíñòàíòû s, r, γ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè γ = s − r − 1 + µ,
µ = γ − [γ].

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . , v = s/(s− γ).
Òîãäà ïðè v < l/(l − 1):

dn(Q
u
rγ(Ω, 1), C) ≤ c

(
1

n

)s/l
; (2.26)

ïðè v = l/(l − 1):

dn(Q
u
rγ(Ω, 1), C) ≤ c

(lnn)us/(r+1−µ)

ns/l
, (2.27)

åñëè lu/(r + 1− µ) ≥ ul/s+ 1;

dn(Q
u
rγ(Ω, 1), C) ≤ c

(lnn)(ul+s)/l

ns/l
, (2.28)

åñëè lu/(r + 1− µ) < ul/s+ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó

òåîðåìû 2.1. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì êóñî÷íî-íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ñïëàéí,
èìåþùèé ïîãðåøíîñòü, ñîâïàäàþùóþ ïî ïîðÿäêó ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè
íåðàâåíñòâ (2.26)�(2.28). Çàòåì ïîñòðîèì íåïðåðûâíûé ñïëàéí, èìåþ-
ùèé òàêóþ æå (ïî ïîðÿäêó) òî÷íîñòü.

Ïîêðîåì îáëàñòü Ω êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k
i1,...,il;j1,...,jl

,

k = 0, 1, . . . , N−1, ïîäîáíî òîìó, êàê ìû óæå íåîäíîêðàòíî äåëàëè â ýòîì
ðàçäåëå. Äëÿ ýòîãî ðåáðà êóáîâ ∆N−1, ∆k

i1,...,il
ðàçäåëèì íà Mk ðàâíûõ

÷àñòåé

Mk =

{
[(lnN)u/(r+1−µ)] + 1, k = 0,

[(ln(N/k))u/s] + 1, k = 1, . . . , N − 1,

è ïðîâåäåì ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, ÷åðåç
òî÷êè äåëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîêðûòèå∆k

i1,...,il;j1,...,jl
, k = 0, 1, . . . ,

N − 1, îáëàñòè Ω.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷åíèé ìû ïîêðûòèå êóáà ∆N−1

îïèñûâàåì êàê ∆N−1
i1,...,il;j1,...,jl

, õîòÿ îí íå èìååò ïîêðûòèÿ ∆N−1
i1,...,il

.

Â êàæäîé îáëàñòè ∆k
i1,...,il;j1,...,jl

ôóíêöèè f(x1, . . . , xl) àïïðîêñèìèðó-
åì ïîëèíîìîì Ps,...,s(f,∆

k
i1,...,il;j1,...,jl

), k = 0, 1, . . . , N − 1.
Çàìå÷àíèå. Ìû èñïîëüçóåì ïîëèíîì Ps,...,s(f,∆

k
i1,...,il;j1,...,jl

) ïðè
s = r+2 è ïîëèíîì Ps+1,...,s+1(f,∆

k
i1,...,il;j1,...,jl

) ïðè s = r+1. Â äàëüíåéøèõ
ðàññóæäåíèÿõ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà s ≥ r + 2.

Îöåíèì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðè 1 ≤ k ≤ N − 1:
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‖f(x1, · · · , xl)− Ps,...,s(f,∆k
i1,...,il;j1,...,jl

)‖C(∆k
i1,...,il;j1,...,jl

) ≤

≤ c

(((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)
1

(ln N
k )u/s

)s
(1 + | ln( kN )v|)u(

k
N

)vγ ≤

≤ B

((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)s(
N

k

)vγ
≤ c

N s
. (2.29)

Ïóñòü k = 0, òîãäà

‖f(x1, . . . , xl)− Ps,...,s(f,∆0
i1,...,il;j1,...,jl

)‖C(∆0
i1,...,il;j1,...,jl

) ≤

≤ cEr+1,...,r+1(f,∆
0
i1,...,il;j1,...,jl

)λls.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå, èìååì

Er+1,...,r+1(f,∆
0
i1,...,il;j1,...,jl

) ≤ chr+1−µ
00

1∫
0

(1− τ)r−1(1 + | lnu(τh00)|)dτ ≤

≤ chr+1−µ
00 lnu h00 ≤ c

(
1

N

)v(r+1−µ)

= c

(
1

N

)s
,

ãäå h00 = h0/M0, h0 = (1/N)v.
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f(x1, · · · , xl)− Ps,...,s(f,∆0
i1,...,il;j1,...,jl

)‖C(∆0
i1,...,il;j1,...,jl

) ≤ c

(
1

N

)s
. (2.30)

Èç íåðàâåíñòâ (2.29), (2.30) ñëåäóåò îöåíêà

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤ c

(
1

N

)s
. (2.31)

Òåïåðü îöåíèì ÷èñëî n óçëîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà
fN(x1, . . . , xl). Ïðè ýòîì íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) v < l/(l − 1);
2) v = l/(l − 1).
Ïóñòü v < l/(l − 1). Îöåíêà ÷èñëà n ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

n ≤ m
N−1∑
k=1

(
2− 2( kN )v

(k+1
N )v − ( kN )v

)l−1

M l
k + 2mN v(l−1)dlnNelu/(r+1−µ) ≤
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≤ cN v(l−1)(lnN)lu/(r+1−µ) + c
N−1∑
k=1

(
2N v − 2kv

v(k + θ)v−1

)l−1
(

1 +

(
ln
N

k

)u
s

)l

≤

≤ cN v(l−1)(lnN)lu/(r+1−µ) + c
N−1∑
k=1

N v(l−1)

k(v−1)(l−1)

((
(ln

N

k

)ul
s

+ 1

)
≤ cN l,

ãäå m ÷èñëî ãðàíåé îáëàñòè ∆k
i1,··· ,il.

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, èìååì n ≥ cN l. Ñëåäîâàòåëüíî,

n = O(N l). (2.32)

Èç íåðàâåíñòâ (2.31), (2.32) ñëåäóåò, ÷òî

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤ c

(
1

n

)s/l
,

ãäå n − ÷èñëî óçëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà.
Ïóñòü v = l/(l − 1). Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëà êóáîâ ∆k

i1,...,il;j1,...,jl
,

k = 0, 1, . . . , N − 1, ïîêðûâàþùèõ îáëàñòü Ω, îïðåäåëÿåòñÿ èç öåïî÷êè
íåðàâåíñòâ

n ≤ m

N−1∑
k=1

(
2− 2( kN )v

(k+1
N )v − ( kN )v

)l−1

M l
k + 2mN v(l−1)dlnNelu/(r+1−µ) ≤

≤ cN l(lnN)lu/(r+1−µ) + cN l(lnN)(ul/s)+1.

Îñòàëîñü âûðàçèòü N ÷åðåç n. Íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:
1) åñëè lu/(r + 1− µ) ≥ ul/s+ 1, òî N ≤ n1/l/(lnn)u/(r+1−µ);
2) åñëè lu/(r + 1− µ) < ul/s+ 1, òî N ≤ n1/l/(lnn)(ul+s)/(sl).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè lu/(r + 1− µ) ≥ ul/s+ 1:

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤ c
(lnn)us/(r+1−µ)

ns/l
; (2.33)

ïðè lu/(r + 1− µ) < ul/s+ 1 :

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤ c
(lnn)(ul+s)/l

ns/l
. (2.34)

×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó ïîïåðå÷íèêà Êîëìîãîðîâà äëÿ êëàñ-
ñà ôóíêöèé Qu

r,γ(Ω, 1), ïîñòðîèì íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ñïëàéí, èìå-
þùèé ïîãðåøíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ ïðàâûìè ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâ (2.26)�
(2.28). Äëÿ ýòîãî ïîâòîðèì ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàé-
íà f ∗N(x1, . . . , xl), ïðîâåäåííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1. Ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé f(x1, . . . , xl) ∈ Qu

r,γ(Ω, 1)
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íåïðåðûâíûìè ëîêàëüíûìè ñïëàéíàìè f ∗N(x1, . . . , xl) ñïðàâåäëèâû îöåí-
êè, ïðèâåäåííûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (2.26)�(2.28).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . , v = s/(s− γ),

v < l/(l − 1). Ñïðàâåäëèâà îöåíêà δn(Qu
r,γ(Ω, 1)) ≥ Cn−s/l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå áûëî ïîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 2.1), ÷òî
δn(Qr,γ(Ω, 1)) ≥ Cn−s/l. Òàê êàêQr,γ(Ω, 1) ∈ Qu

r,γ(Ω, 1), òî δn(Qu
r,γ(Ω, 1)) ≥

≥ cn−s/l.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . , v = s/(s− γ),

v = l/(l − 1). Òîãäà

δn(Q
u
rγ(Ω, 1)) ≥ c

(lnn)u+s/l

ns/l
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêðîåì îáëàñòü Ω êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäà-
ìè ∆k

i1,...,il;j1,...,jl
, k = 0, 1, . . . , N − 1, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2.
Ââåäåì ôóíêöèþ

Mk =

{
[(lnN)u/s] + 1, k = 0;

[(ln N
k )u/s] + 1, k = 1, 2, . . . , N − 1.

Îöåíèì ÷èñëî îáëàñòåé ∆k
i1,...,il;j1,...,jl

, k = 0, 1, · · · , N − 1. Î÷åâèäíî,

n � m

N−1∑
k=1

(
2− 2

(
k
N

)v(
k+1
N

)v − ( kN )v
)l−1

M l
k + 2mN v(l−1)(lnN)lu/s �

� N l(lnN)lu/s +N l−1

N∫
1

N

x

(
ln
N

x

)ul/s
dx � N l(lnN)1+ul/s.

Ïóñòü ∆k
i1,...,il;j1,...,jl

= [bi1,j1, bi1,j1+1; . . . ; bil,jl, bil,jl+1]. Ââåäåì ôóíêöèþ

ϕki1,...,il;j1,...,jl(x1, . . . , xl) =

=


Ak((x1 − bi1,j1)(bi1,j1+1 − x1) · · · (xl − bil,j1)(bil,j1+1 − xl))s×

×
(
1 +

∣∣lnu (k+1
N

)v∣∣) (hk/Mk)
−3s((k + 1)/N)−vγ,

x ∈ ∆k
i1,··· ,il;j1,··· ,jl,

0, x ∈ Ω \∆k
i1,··· ,il;j1,··· ,jl,

.
hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1.
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Êîíñòàíòû Ak, k = 0, 1, . . . , N − 1, âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèé∣∣Dsϕki1,··· ,il;j1,··· ,jl
∣∣ ≤ 1

((k + 1)/N)vγ

(
1 +

∣∣∣∣lnu(k + 1

N

)v∣∣∣∣) .
Î÷åâèäíî, òàêèå êîíñòàíòû ñóùåñòâóþò è íå çàâèñÿò îò N, u, γ.
Îöåíèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕki1,...,il;j1,...,jl(x1, . . . , xl).
Î÷åâèäíî,

ϕki1,...,il;j1,...,jl(x1, . . . , xl) ≥

≥ Ak

(
hk
Mk

)s(
N

k + 1

)vγ (
1 + | lnu

(
k + 1

N

)v
|
)

=

= Ak

((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)s
1((

ln N
k

)u/s
+ 1
)s ( N

k + 1

)vγ
×

×
(

1 +

∣∣∣∣lnu(k + 1

N

)v∣∣∣∣) ≥ c

(
(k + Θ)v−1v

N v

)s(
N

k + 1

)vγ
=

c

N s

ïðè k = 1, 2, . . . , N − 1;

ϕ0
i1,...,il;j1,...,jl

(x1, . . . , xl) ≥ A0

(
h0

M0

)s(
N

1

)vγ (
1 +

∣∣∣∣lnu( 1

N

)v∣∣∣∣) ≥
≥ c

1

N vs

1

lnuN
N vγ(1 + lnuN v) ≥ c

1

N s
.

Ââåäåì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé ξ(x1, . . . , xl):

ξ(x1, . . . , xl) =
∑

k,i1,...,il;j1,...,jl

Ck
i1,...,il;j1,...,jl

ϕki1,...,il;j1,...,jl(x1, . . . , xl),

ãäå |Ck
i1,...,il;j1,...,jl

| ≤ 1. Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì îáëàñòÿì
∆k
i1,...,il;j1,...,jl

, ðàñïîëîæåííûì â îáëàñòè Ω.
Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, ñëå-

äóåò îöåíêà

δn(Q
u
rγ, (Ω, 1)) ≥ c

(lnn)u+s/l

ns/l
.

Çàìå÷àíèå. Îöåíêà

dn(Q
u
rγ(Ω, 1), C) ≥ c

(lnn)u+s/l

ns/l

ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ξ(x1, . . . , xl) è ëåììû 7.2 ãëàâû I.
Îáúåäèíÿÿ òåîðåìû 2.4�2.6 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
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Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . , v = s/(s− γ).
Òîãäà ïðè v < l/(l − 1):

δn(Q
u
rγ(Ω, 1)) � dn(Q

u
rγ(Ω, 1), C) �

(
1

n

)s/l
;

ïðè v = l/(l − 1):

c
(lnn)(ul+s)/l

ns/l
≤ δn(Q

u
rγ(Ω, 1)) ≤ 2dn(Q

u
rγ(Ω, 1), C) ≤ c

(lnn)us/(r+1−µ)

ns/l
,

åñëè lu/(r + 1− µ) ≥ ul/s+ 1;

δn(Q
u
rγ(Ω, 1)) � dn(Q

u
rγ(Ω, 1), C) � (lnn)(ul+s)l

ns/l
,

åñëè lu/(r + 1− µ) < ul/s+ 1.
Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, v = s/(s− γ), v > l/(l− 1).

Òîãäà
δn(Q

u
rγ(Ω, 1)) ≥ cn−(s−γ)/(l−1) lnu n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 2.3 ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕ0

i1,...,il
(x1, . . . , xl)

ââîäèòñÿ ôîðìóëîé

ϕ0
i1,...,il

(x1, . . . , xl) =

=

{
A0

((x1−b0i1)(b0i1+1−x1)···(xl−b0il)(b
0
il+1−xl))s

h
(2l−1)s
0

N vγ lnuN, x ∈ ∆0
i1,...,il

,

0, x ∈ Ω\∆0
i1,...,il

.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, v = s/(s−γ), v > l/(l−1).
Òîãäà

dn(Q
u
rγ(Ω, 1), C) ≤ cn−(s−γ)/(l−1) lnu n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêðîåì Ω îáëàñòÿìè ∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N−1,
òàê, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.4.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî îáëàñòåé ∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N − 1,
ðàâíî

n � N v(l−1). (2.35)

Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xl) ∈ Qu
r,γ(Ω, 1) ïðèáëèæàåòñÿ â îáëàñòè ∆k

i1,...,il
)

èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ps,...,s(f,∆
k
i1,...,il

), k = 0, 1, . . . , N − 1. Ëî-
êàëüíûé ñïëàéí fN(x1, . . . , xl) ñîñòàâëåí èç èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíî-
ìîâ Ps,...,s(f,∆k

i1,...,il
), k = 0, 1, . . . , N − 1.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè 1 ≤ k ≤ N − 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤ cN−s(lnN)u. (2.36)

Äåéñòâèòåëüíî,

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤ chsk
| ln( kN )v|u

((k/N)v)γ
≤

≤ chsk

(
N

k

)vγ
(lnN)u =

c

N s
(lnN)u.

Ïóñòü k = 0. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì êóáà ∆0

0,...,0 = [−1, a1; . . . ;−1, a1], ãäå a1 = −1 + (1/N)v.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé

ôîðìå, èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆0
0,...,0) ≤ cλlsEr,...,r(f,∆

0
0,...,0) ≤

≤ c max
x∈∆0

0,...,0

∑
|k|=r+1

(xk + 1)k

k!

1∫
0

(1− τ)r
| lnu d(−1 + τ(xk + 1)),Γ)|
(d(−1 + τ(xk + 1)),Γ))1−ζ dτ ≤

≤ chr+1−µ
0 | lnu h0| ≤ c

lnuN

N s
.

Èç ïðåäûäóùåé îöåíêè è íåðàâåíñòâà (2.35) èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤ c
lnuN

N s
≤ c

lnu n

n(s−γ)/(l−1)
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà f ∗N(x1, . . . , xl),
àïïðîêñèìèðóþùåãî ôóíêöèè f(x1, . . . , xl) ∈ Qu

r,γ(Ω, 1) ñ òî÷íîñòüþ
c(lnu n)n−(s−γ)/(l−1), ïîâòîðèì ïîñòðîåíèå, ïðèâåäåííîå â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 2.4.

Òîãäà ïðè 0 ≤ k ≤ N − 1 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì îöåíêàì:

‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤ cN−s(lnN)u, (2.37)

k = 1, . . . , N − 1,

c‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖C(∆0
0,...,0) ≤

≤ chr+1−µ
0 | lnu h0| ≤ c

lnuN

N s
. (2.38)

Èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê è ðàâåíñòâà (2.35) èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− f ∗N(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤ c
lnuN

N s
≤ c

lnu n

n(s−γ)/(l−1)
.
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Òàê êàê â êàæäîé îáëàñòè ∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N − 1, ÷èñëî óçëîâ
ëîêàëüíîãî ñïëàéíà Ps,...,s(f,∆k

i1,...,il
) ðàâíî sl, òî ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

dn(Q
u
rγ(Ω, 1), C) ≤ cn−(s−γ)/(l−1) lnu n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñîïîñòàâëÿÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2.8 è 2.9, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ.
Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, · · · , v = s/(s−γ),

v > l/(l − 1). Òîãäà

δn(Q
u
rγ(Ω, 1)) � dn(Q

u
rγ(Ω, 1), C) � n−(s−γ)/(l−1) lnu n.

2.2. Àïïðîêñèìàöèÿ êëàññà ôóíêöèé
Br,γ(Ω,M), Ω = [−1,1]l, l = 2,3, . . .

Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ óñðåäíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâåäåì óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà ÿäðà óñðåäíåíèÿ [168,
c. 104]. Ïðè ýòîì óñëîâèå 4 íàì ïîíàäîáèòñÿ â áîëåå ñèëüíîé ôîðìå,
íåæåëè â [168].

Íàëîæèì íà ôóíêöèþ ωh(x, y) ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xl), y =
= (y1, . . . , yl), îïðåäåëåííóþ â Rl è çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà h, ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) suppωh(x, y) ⊂ {(x, y) :| x − y |< Kh}, K > 0, ò.å. íîñèòåëü
ôóíêöèè ωh ëåæèò â "äèàãîíàëüíîé ïîëîñêå" ñ øèðèíîé O(h);

2) 0 ≤ ωh(x, y) ≤ Kh−l;
3)
∫
Rl ωh(x, y)dy = 1 (óñëîâèå íîðìèðîâêè);

4) ωh(x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ëþáîãî ïîðÿäêà ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x è y, ïðè÷åì

| Dα
xD

β
yωh(x, y) |≤ KAvvvh−l−|α|−|β|,

ãäå v =| α | + | β | .
Âîçüìåì â êà÷åñòâå ω(x) ôóíêöèþ, èìåþùóþ íåïðåðûâíûå ïðîèç-

âîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, ðàâíóþ íóëþ âíå êóáà [−1, 1]l è óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèþ íîðìèðîâêè. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
ω(x) óäîâëåòâîðÿëè íåðàâåíñòâàì

| ∂|v|ω(x)

∂xv1
1 . . . . .∂x

vl
l

|≤ A|v| | v ||v|,

ãäå v = (v1, . . . , vl), | v |= v1 + · · ·+ vl, A = const.
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Ôóíêöèþ ωh(x, y) ìîæíî òåïåðü îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå ωh(x, y) =
= h−lω(x−yh ).

Òåîðåìà 2.12. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2,M = const. Ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

δn(Br,γ(Ω,M) ≥ cn−(r+1−γ)/(l−1). (2.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆0 ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ω,
ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ãðàíèöû Γ ìíîæåñòâà Ω óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâàì 0 ≤ d(x,Γ) = min1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤ 2−N .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k, k = 1, 2, . . . , N, ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Ω, ðàñ-
ñòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ãðàíèöû Γ ìíîæåñòâà Ω óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâàì

2k−1

2N
≤ d(x,Γ) = min1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤

2k

2N
.

Â êàæäîé îáëàñòè ∆k, k = 0, 1, . . . , N, ðàçìåñòèì êóáû ∆k
i1,...,il

ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ãðàíÿì êóáà Ω, è ðåáðàìè, èìåþùèìè äëèíó,
íå ìåíüøóþ hk è íå áîëüøóþ 2hk, ãäå h0 = 2−N , hk = 2k−1/2N ,
k = 1, . . . , N − 1. Òî ÷òî â êàæäîé îáëàñòè ∆k, k = 0, 1, . . . , N, ìîæåò
îêàçàòüñÿ 2l ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ãðàíÿì êóáà
Ω, íå âëèÿåò íà îáùíîñòü ðàññóæäåíèé. Â êàæäîì êóáå ∆k

i1,...,il
ðàçìåñòèì

êóá ∆∗ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N, ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ãðàíÿì êóáà Ω,
öåíòð ñèììåòðèè êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñèììåòðèè êóáà ∆k

i1,...,il
,

k = 0, 1, . . . , N, à äëèíà ðåáðà h∗k ðàâíà h
∗
k = hk/8.

Êàæäîìó êóáó ∆∗ki1,...,il ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ

Lki1,...,il(x) =

{
1, x ∈ ∆∗ki1,...,il,

0, x /∈ ∆∗ki1,...,il.

Êàæäîé ôóíêöèè Lki1,...,il ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñðåäíþþ ôóíê-
öèþ, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

L∗ki1,...,il(x) = (h∗k)
−l+r+1−γ

∫
Ω

ω

(
y − x
h∗k

)
Lki1,...,il(y)dy, (2.40)

ãäå ω( x
h∗k

) − ÿäðî óñðåäíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì âûøå
óñëîâèÿì.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ôóíêöèÿ L∗ki1,...,ie(x) ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó Br,γ(Ω). Â ðåçóëüòàòå â êàæäîì êóáå ∆k

i1,...,il
ïîñòðîåíà ôóíê-

öèÿ L∗ki1,...,il(x), ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó Br,γ(Ω,M), ðàâíàÿ íóëþ âíå êóáà
∆k
i1,...,il

è â öåíòðå êóáà ∆k
i1,...,il

, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå, íå ìåíüøåå ÷åì
c2−(r+1−γ)N , ïðè÷åì êîíñòàíòà c îäíà è òà æå äëÿ âñåõ êóáîâ ∆k

i1,...,il
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî êóáîâ ∆k
i1,...,il

, îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå îá-
ëàñòè Ω. Îöåíèì ÷èñëî n. Î÷åâèäíî,

1 +m([2N+1])l−1 +m
N−1∑
k=1

[
2(1− 2k−N)

hk

]l−1

≤ n ≤

≤ 1 +m([2N+1] + 1)l−1 +m
N−1∑
k=1

([
2(1− 2k−N)

hk

]
+ 1

)l−1

,

ãäå m = 2l.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

N−1∑
k=1

(
1− 2k−N

hk

)l−1

≤
N−1∑
k=1

(
2N − 2k

2k+1 − 2k

)l−1

≤ c2N(l−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, n ≤ c2N(l−1).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî n ≥ c2N(l−1).

Ïîýòîìó
n = c2N(l−1). (2.41)

Ïîâòîðÿÿ íåîäíîêðàòíî ïðèâîäèìûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê íåðà-
âåíñòâó δn(Br,γ(Ω,M) ≥ c2−N(r+1−γ). Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó N è n, âû-
ðàæåííóþ ôîðìóëîé (2.41), èìååì îêîí÷àòåëüíî

δn(Br,γ(Ω,M) ≥ cn−(r+1−γ)/(l−1). (2.42)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîñòðîèì ëîêàëüíûå ñïëàéíû, ðåàëèçóþùèå ýòó îöåíêó. Îäèí èç òà-

êèõ ñïëàéíîâ ïîñòðîåí ïðè γ = 1 â ðàáîòå [24, c. 76�80]. Ïðè åãî ïîñòðî-
åíèè â êàæäîì êóáå ∆k

i1,...,il
ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xl) àïïðîêñèìèðîâàëàñü

îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà. Â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíûé ñïëàéí fN(x1, . . . , xl)
áûë êóñî÷íî-íåïðåðûâíûì.

Ïîñòðîèì ëîêàëüíûé ñïëàéí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîì êóáå
∆k
i1,...,il

ôóíêöèÿ f(x) àïïðîêñèìèðîâàëàñü èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíî-
ìàìè. Ýòî ïîçâîëèò ïîñòðîèòü ñïëàéí íåïðåðûâíûé â Ω è òåì ñàìûì
îöåíèòü ñâåðõó ïîïåðå÷íèê Êîëìîãîðîâà.

Òåîðåìà 2.13. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, òîãäà

δn(Brγ(Ω,M)) � dn(Brγ(Ω,M), C) � n−(r+1−γ)/(l−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ñïëàéí, àï-
ïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèè èç êëàññà Br,γ(Ω,M) ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà
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n−(r+1−γ)/(l−1), ãäå n − ÷èñëî óçëîâ ñïëàéíà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ñïëàé-
íà çàìåòèì, ÷òî êëàññó ôóíêöèé Br,γ(Ω,M) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå êëàññ ôóíêöèé Qr,γ1

(Ω,M1), ãäå M1 = (Ms1)
s1, s1 = r + [γ1] + 1.

Çíà÷åíèå γ1 âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
v1 = s1/(s1 − γ1) > l/(l − 1). Çäåñü s1 = r + [γ1] + 1, γ1 = [γ1] + µ1,
µ1 = γ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè [γ1] >
> l(r+1−γ)/(l−1)−r−1. Î÷åâèäíî, êëàññ ôóíêöèé Br,γ(Ω,M) âëîæåí
â êëàññ ôóíêöèé Qr,γ1

(Ω,M1).
Â ðàçä. 2.1 íà n óçëàõ áûë ïîñòðîåí íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ñïëàéí,

èìåþùèé íà êëàññå ôóíêöèé Qr,γ1
(Ω,M1) òî÷íîñòü cn−(s1−γ1)/(l−1). Ñëå-

äîâàòåëüíî, íà êëàññå ôóíêöèé Br,γ(Ω,M) ýòîò ñïëàéí áóäåò èìåòü òî÷-
íîñòü cn−(s1−γ1)/(l−1), ãäå n − ÷èñëî óçëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ Êîëìîãîðîâà ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó

dn(Br,γ(Ω,M), C) ≤ cn−(r+1−γ)/(l−1).

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ýòîé îöåíêè ñ íåðàâåíñòâîì (2.42) è èç ëåììû 7.1
ãëàâû I ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ ìîãóò ïðèíàäëåæàòü
êëàññó ôóíêöèé B̄1

r,γ(Ω,M), M = const. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëü-
íûõ êëàññîâ B̄u

r,γ(Ω,M), Bu
r,γ(Ω,M), u = 1, 2, . . .

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà îöåíêå ïîïåðå÷íèêîâ Áàáåíêî δn(B̄u
r,γ(Ω,M)),

δn(B
u
r,γ(Ω,M)), ïîñòðîèì íåïðåðûâíûå ëîêàëüíûå ñïëàéíû äëÿ àïïðîê-

ñèìàöèè ôóíêöèé èç óêàçàííûõ êëàññîâ è îöåíèì ñâåðõó ïîïåðå÷íèêè
Êîëìîãîðîâà dn(B̄u

r,γ(Ω,M), C) è dn(Bu
r,γ(Ω,M), C).

Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé B̄u
r,γ(Ω,M). Ýòîò êëàññ âëîæåí â êëàññ

ôóíêöèé Q̄u
r,γ1

(Ω,M1), ãäå M1 = (Ms), s = r + [γ1] + 1, γ1 = [γ1] + µ1,
µ1 = γ, ïðè óñëîâèè, ÷òî [γ1] > l(r + 1 − γ)/(l − 1) − r − 1. Â ðàçä. 1
áûëè ïîñòðîåíû íåïðåðûâíûå ëîêàëüíûå ñïëàéíû äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèé èç êëàññà Q̄u

r,γ(Ω,M) è îöåíåíû ïîïåðå÷íèêè Áàáåíêî è Êîë-
ìîãîðîâà. Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.14. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . Ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

dn(B̄
u
r,γ(Ω,M), C) ≤ c

lnu n

n(r+1−γ)/(l−1)
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, u = 1, 2, . . . Ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

dn(B
u
r,γ(Ω,M), C) ≤ c

lnu n

n(r+1−γ)/(l−1)
.
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3. Îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ëîêàëüíûìè ñïëàéíàìè

è öåëûìè ôóíêöèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé
â íà÷àëå ãëàâû.

Ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåí-
öèàëüíûõ ïîëåé â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Ïðåäëîæåíî äâà êëàññà îïòè-
ìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè àëãîðèòìîâ â âèäå ñïëàéíîâ è â âèäå öåëûõ ôóíê-
öèé (îòðåçêîâ ðÿäîâ Êîòåëüíèêîâà). Ïðè ýòîì ðàññìîòðåíû â îòäåëüíî-
ñòè äâà ñëó÷àÿ:

1) îáëàñòüG, â êîòîðîé âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, îãðà-
íè÷åíà;

2) îáëàñòü G, â êîòîðîé âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, ÿâ-
ëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì äî ïðîñòðàíñòâà E3 íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé çà-
ìêíóòîé îáëàñòè.

Â ðàçä 1 áûëî ïîêàçàíî (ñì. òåîðåìû 1.4, 1.5), ÷òî ïîòåíöèàëüíûå
ïîëÿ âíå ñîçäàþùèõ èõ òåë ïðèíàäëåæàò êëàññàì ôóíêöèé Brγ(Ω,M),
B̄1
rγ(Ω,M).

3.1. Àïïðîêñèìàöèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèõ
êëàññó ôóíêöèé Qr,γ(Ω,1), íåïðåðûâíûìè ëîêàëüíûìè

ñïëàéíàìè â êîíå÷íûõ îáëàñòÿõ

Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïî-
òåíöèàëüíûõ ïîëåé. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì âîññòàíîâëåíèå ïîëÿ, ñîçäà-
âàåìîãî øàðîì B(0, 1) åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïëîòíîñòü òåëà èìååò ïðîèçâîäíûå
äî l-ãî ïîðÿäêà. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïåðâîì ðàçäåëå, â ýòîì ñëó÷àå
ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.29), ò.å.
V (x, y, z) ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé Br,γ. Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññû ôóíêöèé Brγ(Ω̃, 1), ãäå Ω̃ =
= (−∞,∞)3\B(0, 1).

Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîìåñòèâ íà-
÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð òåëà B(0, 1) è íàïðàâèâ îñü Z âåðòèêàëüíî ââåðõ.

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè ôîðìóëàìè x =
= r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, ãäå θ − óãîë ìåæäó îñüþ OZ è
ðàäèóñ-âåêòîðîì OM, ñîåäèíÿþùèì íà÷àëî êîîðäèíàò ñ òî÷êîéM, èìå-
þùåé êîîðäèíàòû (r, θ, ϕ); ϕ − óãîë â ïëîñêîñòè OXY, îòñ÷èòûâàåìûé
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò îñè OX äî ïðîåêöèè ðàäèóñ-âåêòîðà
OM íà ïëîñêîñòü OXY.
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Ïóñòü íóæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè
G, çàêëþ÷åííîé ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè ñ ðàäèóñàìè,
ðàâíûìè åäèíèöå è R. Ïîñòðîèì ñèñòåìó êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð ñ ðàäè-

óñàìè rk = 1 + (R − 1)
(
ek−1

eN

)v
, k = 1, 2, . . . , N, v = ln 2. Ïóñòü r0 = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, ìíîæåñòâî òî÷åê m = (x, y, z),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó rk ≤ d(m,Γ) ≤ rk+1, k = 0, 1, . . . , N − 1,
ãäå d(m,Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè m äî ãðàíèöû Γ åäèíè÷íîé ñôåðû.

Êàæäóþ èç îáëàñòåé ∆k ðàçäåëèì íà ñôåðè÷åñêèå ïàðàëëåëåïèïå-
äû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hk = rk+1−rk, k = 0, 1, . . . , N−1, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñîñåäíèìè êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè. Ïîêðîåì ñôåðó Sk+1 ñ ðàäèóñîì
rk+1 ìíîæåñòâîì ñôåðè÷åñêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì êàæäîé îáëàñòè ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, â ñîîò-
âåòñòâèå ìíîæåñòâî óçëîâ θki , ϕ

k
j , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåçMk+1,i+1,j+1 òî÷êó, èìåþùóþ ñôåðè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû rk+1, θi+1, ϕj+1. Çíà÷åíèÿ θi+1, ϕj+1 ïîäáèðàþòñÿ èç òðåáîâàíèÿ,
÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Mk+1,i,j è Mk+1,i+1,j, à òàêæå ìåæäó
òî÷êàìèMk+1,i,j èMk+1,i,j+1 áûëî áû ðàâíî hk, k = 0, 1, . . . , N−1. Ñîåäè-
íèì òî÷êèMk+1,i,j ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò è îáîçíà÷èì ÷åðåçM 0

k+1,i,j òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñî ñôåðîé Sk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆kij ñôåðè÷å-
ñêèé ïàðàëëåëåïèïåä ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõM 0

k+1,i,j,M
0
k+1,i+1,j,M

0
k+1,i,j+1,

M 0
k+1,i+1,j+1, Mk+1,i,j,Mk+1,i+1,j,Mk+1,i,j+1,Mk+1,i+1,j+1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µk, k = 1, 2, . . . , N, óçëû ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåð-
âîãî ðîäà ñòåïåíè N, ðàñïîëîæåííûå íà ñåãìåíòå [−1, 1]. Ïóñòü [a, b]−
ïðîèçâîëüíûé ñåãìåíò. Îòîáðàçèì ñåãìåíò [−1, 1] íà ñåãìåíò [a, b] òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà −1 îòîáðàçèëàñü â òî÷êó a, à òî÷êà 1 − â òî÷êó b.
Ïðè ýòîì óçëû µk îòîáðàæàþòñÿ â µ′k, k = 1, 2, . . . , N. Èíòåðïîëÿöèîí-
íûé ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé ïî óçëàì µ′k, k = 1, 2, . . . , N, è èíòåðïîëèðó-
þùèé ôóíêöèþ f(x) íà ñåãìåíòå [a, b], îáîçíà÷èì ÷åðåç PN(f, [a, b]).
Â ñëó÷àå, åñëè âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòü îòìåòèòü, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ
ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííîé x, áóäåì ïèñàòü P x

N(f, [a, b]).
Ïðèñòóïèì ê àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè V (r, θ, ϕ) â ñôåðè÷åñêîì ïà-

ðàëëåëåïèïåäå∆kij. Çäåñü V (r, θ, ϕ) = V (r cos θ cosϕ, r cos θ sinϕ, r sin θ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak, Bk, Ck, Dk, A

′
k, B

′
k, C

′
k, D

′
k âåðøèíû ïàðàëëåëå-

ïèïåäà ∆kij. Íà äóãàõ AkBk;CkDk;A
′
kB
′
k;C

′
kD
′
k ôóíêöèÿ V (r, θ, ϕ) çà-

âèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé ϕ; íà äóãàõ AkDk;BkCk;A
′
kD
′
k;B

′
kC
′
k ýòà

ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé θ; íà ñåãìåíòàõ [Ak, A
′
k], [Bk, B

′
k],

[Dk, D
′
k], [Ck, C

′
k] îíà çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé r.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè Ak, A
′
k; Bk, B

′
k; Dk, D

′
k; Ck, C

′
k èìå-

þò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû: (rk, θi, ϕj), (rk+1, θi, ϕj),
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(rk, θi, ϕj+1), (rk+1, θi, ϕj+1), (rk, θi+1, ϕj+1), (rk+1, θi+1, ϕj+1), (rk, θi+1, ϕj),
(rk+1, θi+1, ϕj).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: hrk = |rk+1−rk|, hθi = |θi+1−θi|, hϕj = |ϕj+1−ϕj|.
Ôóíêöèÿ V (r, θ, ϕ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå ∆kij èí-

òåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì VN(r, θ, ϕ,∆kij) = P r
sk
P θ
sk
Pϕ
sk
V (r, θ, ϕ), ãäå

îïèñàííûé âûøå îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ Psk ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïî ïåðåìåííûì ϕ, θ, r; s0 = l + 2, sk = [8k(l + 2))/e] + 1.

Ëîêàëüíûé ñïëàéí, àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèþ V (r, θ, ϕ) â îáëà-
ñòè G è ñîñòàâëåííûé èç èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ VN(r, θ, ϕ,∆kij),
îáîçíà÷èì ÷åðåç VN(r, θ, ϕ).

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè V (r, θ, ϕ) ëîêàëüíûì
ñïëàéíîì VN(r, θ, ϕ). Ïóñòü f ∈ W r(1).

Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ íà ñåãìåíòå [a, b], èíòåðïîëè-
ðóåòñÿ ïîëèíîì Pr(f, [a, b]), òî (ñì. òåîðåìó 8.17 â ãëàâå 1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖f(x)− Pr(f, [a, b])‖C[a,b] ≤
(b− a)r

22r−1r!
max
x∈[a,b]

‖f (r)(x)‖C[−1,1].

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì íåðàâåíñòâîì, îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè

‖V (r, θ, ϕ)− VN(r, θ, ϕ)‖C .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îöåíèòü ðàçíîñòü ‖V (r, θ, ϕ)− VN(r, θ, ϕ)‖
â ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîì ñôåðè÷åñêîì ïàðàëëåëåïèïåäå ∆kij.

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
V (r, θ, ϕ) îöåíèâàþòñÿ íåðàâåíñòâîì∣∣∣∣ ∂sV (r, θ, ϕ)

∂rs1∂θs2∂ϕs3

∣∣∣∣ ≤ c2ss!

{
1, 0 ≤ s ≤ l + 2,

d(m,D)−s+l+2, l + 2 < s <∞, (3.1)

ãäå d(m,D) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè m = (r, θ, ϕ) äî îáëàñòè D. Ýòî íåðà-
âåíñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè (1.29) è ôîðìóë, ñâÿçûâàþùèõ ñôåðè÷åñêèå
è äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.

Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé ïåðåéäåì ê îöåíêàì. Âíà-
÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà k = 0, ò.å. ïàðàëëåëåïèïåä ∆kij ãðàíè÷èò
ñ òåëîì D. Òîãäà

max
(r,θ,ϕ)∈∆0ij

‖V (r, θ, ϕ)− VN(r, θ, ϕ)‖ ≤ chl+2
0

22l+3(l + 2)!
≤

≤ c
(R− 1)l+2

22l+3

(
1

eN

)(l+2)v

= c
(R− 1)l+2

eNv(l+2)
.
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Ïðè ïîëó÷åíèè ýòîé îöåíêè èñïîëüçîâàíî ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (3.1).
Ïóñòü k ≥ 1, vk = 2k(l + 2), sk = [8k(l + 2)] + 1, òîãäà

max
(r,θ,ϕ)∈∆kij

‖V (r, θ, ϕ)− VN(r, θ, ϕ)‖ ≤ c
2vkvk!h

vk
k

(d(∆kij, D))vk−l−2

ln3 sk
svkk

=

= c2vkvk!
(evk − ev(k−1))vk(R− 1)vk

evNvk
eNv(vk−l−2)

e(k−1)v(vk−l−2)(R− 1)(vk−l−2)

lns sk
svkk

≤

≤ c2vkvk!(e
v − 1)vk

e(k−1)v(l+2)

eNv(l+2)
(R− 1)l+2 lns sk

svkk
≤

≤ c

(
2
vk(e

v − 1)e(k−1)v(l+2)/vk

esk

)vk
(R− 1)l+2 ln3N

evN(l+2)
≤

≤ c(R− 1)l+2 ln3N

2N(l+2)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îöåíêà

‖V (r, θ, ϕ)− VN(r, θ, ϕ)‖ ≤ c
(R− 1)l+2

2(l+2)N
ln3N.

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ñïëàé-
íà VN(r, θ, ϕ).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî

n = (l + 2)3n0 +
N−1∑
k=1

(k(l + 2) + 1)3nk =

= c(l + 2)3 4πr2
1

h2
0

+ C(l + 2)3
N−1∑
k=1

4πk3r2
k+1

h2
k

≤ c22N .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖V (r, θ, ϕ)− VN(r, θ, ϕ)‖ ≤ c(R− 1)l+2 ln3 n

n(l+2)/2
.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî åñëè èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ
n óçëàìè, òî ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ðàâíà c(R−1)l+2n−(l+2)/3 ln3 n.

Ïîñòðîåííûå âûøå àëãîðèòìû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.

Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ V (x, y, z) âN, ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì ðàñïîëîæåííûõ óçëàõ (xk, yk, zk), k = 1, 2, . . . , N ; ïðè-
÷åì ýòè óçëû íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D, â êîòîðîé âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ ïîëå. Îïðåäåëèì ïî çíà÷åíèÿì V (xk, yk, zk), (k = 1, 2, . . . , N)
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ïåðâûå N êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ V (x, y, z) ïî øàðî-
âûì ôóíêöèÿì. Àëãîðèòìàì îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîñâÿ-
ùåíû ãëàâû III è IV.

Òåì ñàìûì ïîñòðîåíà N -ÿ ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî øàðîâûì
ôóíêöèÿì, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé ïîëÿ V (x, y, z). Ïóñòü òî÷-
íîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè V (x, y, z) N -é ÷àñòíîé ñóììîé ðÿäà Ôó-
ðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ε.
Òîãäà ñëåäóåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè D
ñ òî÷íîñòüþ, íå áîëüøåé ε. Îïðåäåëèì, èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû, îïèñàí-
íûå â äàííîì ðàçäåëå è â ðàçä. 2, ÷èñëî M íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî óç-
ëîâ è ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ óçëîâ wk, k = 1, 2, . . . ,M, â îáëàñòè D. Âû-
÷èñëèì ïî N -é ÷àñòíîé ñóììå ðÿäà Ôóðüå çíà÷åíèÿ ïîëÿ V (wk)
â òî÷êàõ wk, k = 1, 2, . . . ,M. Ïîëüçóÿñü ýòèìè çíà÷åíèÿìè V (wk), wk,
k = 1, 2, . . . ,M, çíà÷åíèÿ ïîëÿ V (x, y, z) ìîæíî âîññòàíîâèòü â ëþáîé
òî÷êå (x, y, z) îáëàñòè D ïî ëîêàëüíûì ñïëàéíàì, îïèñàííûì â äàííîì
ðàçäåëå è ðàçä. 2. Òî÷íîñòü òàêîãî âîññòàíîâëåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿä-
êà ε è íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ïî òî÷íîñòè (ïî ïîðÿäêó)
àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé â îáëàñòè D (íå îáÿçà-
òåëüíî êîíå÷íîé) ïî N çíà÷åíèÿì ïîëÿ V, çàìåðåííûì â ïðîèçâîëüíûõ
òî÷êàõ.

Âûøå áûë ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåí-
öèàëüíûõ ôóíêöèé U(x, y, z) ∈ Br,γ(Ω1,M) â îáëàñòè Ω1, çàêëþ÷åííîé
ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè ñ ðàäèóñàìè, ðàâíûìè åäèíèöå
è R0. Ýòîò àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèå äâà íåäîñòàòêà:

1) ïîñòðîåííûé ëîêàëüíûé ñïëàéí èìåë ðàçðûâû íà ãðàíèöàõ ñôå-
ðè÷åñêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïîêðûâàþùèõ îáëàñòü Ω1;

2) èñïîëüçîâàëàñü ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ.
Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ñâîáîäíûé îò ýòèõ íåäîñòàòêîâ.
Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ âûêëàäîê áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòüþ

Ω ÿâëÿåòñÿ êóá [−H,H]3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó-
÷àè êîíå÷íûõ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè Ëÿïóíîâà.

Ïîñòðîèì íåïðåðûâíûå ëîêàëüíûå ñïëàéíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îï-
òèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó àëãîðèòìîì ïðèáëèæåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíê-
öèè U(x, y, z) ∈ Br,γ(Ω,M) â îáëàñòè Ω = [−H,H]3.

Â ðàçä. 2 áûëà äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

δn(Br,γ(Ω, 1)) ≥ cn−(r+1−γ)/2,

ãäå Ω = [−H,H]3.

132



Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè èç êëàññà Br,γ(Ω, 1) íåâîçìîæíî àïïðîê-
ñèìèðîâàòü òî÷íåå, íåæåëè cn−(r+1−γ)/2 íèêàêèì àïïàðàòîì ïðèáëèæå-
íèÿ, èñïîëüçóþùèì n ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Îäíîâðåìåííî â ðàçä. 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè v = s/(s− γ)

dn(Qr,γ(Ω,M), C) � δn(Qr,γ(Ω,M)) �


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1);

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1);

n−s/l, v < l/(l − 1).

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé êëàññîâ Br,γ è Qr,γ, êëàññ ôóíêöèé
Br,γ(Ω,M) âëîæåí â êëàññ ôóíêöèé Qr,γ1

(Ω,M) (ðàçóìååòñÿ, ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ è γ1). Ïîýòîìó âûáðàâ â ïîñëåäíåì ïàðàìåòð s1

(ñì. îïðåäåëåíèå êëàññà Qr,γ(Ω,M)) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû s1/(s1−γ1) >
> 3/2, ïðèõîäèì ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàé-
íà íà êëàññå Qr,γ1

(Ω,M1). Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàíî â ðàçä. 2. Òàêèì
îáðàçîì, ïîñòðîåí íåïðåðûâíûé ñïëàéí, ÿâëÿþùèéñÿ îïòèìàëüíûì ïî
ïîðÿäêó àëãîðèòìîì àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èç êëàññà Br,γ(Ω,M).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòðîåííîãî â ðàçä. 2 àëãîðèòìà àïïðîêñèìà-
öèè êëàññà Qrγ âîçíèêàåò òåõíè÷åñêîå íåóäîáñòâî, ñâÿçàííîå ñî ñëèøêîì
÷àñòûì èçìåíåíèåì øàãà â ñåòêå óçëîâ. Ïîýòîìó áîëåå óäîáíûì â ïðàê-
òè÷åñêîì îòíîøåíèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Ïóñòü U(x, y, z) ∈ Br,γ(Ω, A). Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà Br,γ(Ω, A) ñëå-
äóåò, ÷òî ôóíêöèÿ U(x, y, z) èìååò îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
äî r-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, à íà÷èíàÿ ñ r + 1 ïîðÿäêà âñå ïðîèçâîä-
íûå èìåþò íà ãðàíèöå îáëàñòè îñîáåííîñòü âèäà A|v||v|v/d(P,Γ)|v|−r−1+γ,

ãäå d(P,Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P = (x, y, z) äî ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîëîæèòü s = [3r/2] + 1, òî ôóíêöèÿ

U(x, y, z) âõîäèò â êëàññ Qr,γ1
(Ω,M1), ãäå γ1 = s− r − 1 + γ.

Ïîñòðîèì ëîêàëüíûé ñïëàéí, àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèè èç
Qr,γ(Ω,M) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî s = r + [γ] + 1 > [3r/2] + 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lr(f, [a, b]) èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïîñòðî-
åííûé ïî r ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì, ðàñïîëîæåííûì íà ñåãìåíòå [a, b],
ïðè÷åì êîíöû ñåãìåíòà a è b âõîäÿò â ÷èñëî óçëîâ. ×åðåç Lr,...,r(f,G),
G = [a1, b1; a2, b2; a3, b3], îáîçíà÷èì ïîëèíîì ñòåïåíè (r − 1) ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ f(x, y, z) ïî r ðàâíîîòñòîÿùèì
óçëàì ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì òî÷êè ai, bi (i = 1, 2, 3) âõîäÿò
â ÷èñëî óçëîâ èíòåðïîëÿöèè.

Ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöèè ïî Ëàãðàíæó ôóíêöèè f(x) íà ñåãìåíòå [a, b]:

f(x)− Ln(x) =
f (n)(ξ)

n!
ω(x),
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ãäå Ln(x) − èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà ïî óçëàì x1, . . . , xn,
ω(x) = (x− x1) · · · (x− xn), a < ξ < b.

Ïðè ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ xk = a + b−a
n k, k = 0, 1, . . . , n, îöåíêà

ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|f(x)− Ln+1(f, [a, b])| ≤
|f (n+1)(ξ)|
(n+ 1)!

|(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)| ≤

≤ |f
(n+1)(ξ)|

(n+ 1)!

(
b− a
n

)n+1

n! =
|f (n+1)(ξ)|
n+ 1

(
b− a
n

)n+1

. (3.2)

Ïðåäûäóùàÿ ôîðìóëà âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.
Îöåíèì max

x∈[a,b]
|ωn+1(x)|, ãäå ωn+1(x) = (x− x0) . . . (x− xn), a0 = x0, xk =

= x0 + b−a
n k, xn = b.

Î÷åâèäíî, max
x∈[a,b]

|ωn+1(x)| äîñòèãàåòñÿ â èíòåðâàëå (x0, x1) â íåêîòî-

ðîé òî÷êå x∗. Òîãäà

max
x∈[a,b]

|ωn(x)| = |x∗ − x0||x∗ − x1| · · · |x∗ − xn| ≤

≤
(
b− a
n

)(
b− a
n

)(
2
b− a
n

)
· · ·
(
n
b− a
n

)
= n!

(
b− a
n

)n+1

.

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (3.2).
Ðàçäåëèì îáëàñòü Ω íà îáëàñòè Ωk (k = 0, 1, . . . ,M), êîòîðûå îïðå-

äåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

H

(
kL

N

)v
≤ d(P,Γ) ≤ H

(
(k + 1)L

N

)v
,

ãäå v = s/(s− γ), L = [lnN ], M = N/L, P = (x, y, z).
Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî N/L − öåëîå ÷èñëî.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

hk = H

(
kL+ L

N

)v
−H

(
kL

N

)v
,

k = 0, 1, . . . ,M − 1.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ∆M−1 = ΩM−1. Êðîìå òîãî, äëÿ åäèíîîáðàçèÿ

â îáîçíà÷åíèÿõ áóäåì ïèñàòü ∆M−1
i1,i2,i3

âìåñòî ∆M−1, õîòÿ îáëàñòü ∆M−1

íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè íå äåëèòñÿ.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü ΩM−2. Ïîêðîåì îáëàñòü ΩM−2 êóáàìè è ïàðàë-

ëåëåïèïåäàìè ∆M−2
i1,i2,i3

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðøèíû êóáà ∆M−1
i1,i2,i3

âõîäè-
ëè â ÷èñëî âåðøèí îáëàñòåé ∆M−2

i1,i2,i3
è, êðîìå òîãî, äëèíû ðåáåð îáëàñòåé

∆M−2
i1,i2,i3

äîëæíû áûòü íå ìåíüøå hM−2 è íå áîëüøå 2hM−2.
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Ïîñëå òîãî êàê ïîñòðîåíû îáëàñòè ∆M−2
i1,i2,i3

, ïðèñòóïàåì ê ïîñòðî-
åíèþ ïîêðûòèÿ îáëàñòè ΩM−3 áîëåå ìåëêèìè îáëàñòÿìè ∆M−3

i1,i2,i3
. Äëÿ

ýòîãî ïðîâåäåì ÷åðåç âåðøèíû îáëàñòåé ∆M−2
i1,i2,i3

, ëåæàùèõ íà ïîâåðõ-
íîñòè ΩM−2 ∩ ΩM−3, ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêî-
ñòÿì. Îáëàñòè, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ â ΩM−3 â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ,
îáîçíà÷èì ÷åðåç GM−3

i1,i2,i3
. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü gi1,i2,i3 =

= [ai1, ai1+1; bi2, bi2+1; ci2, ci2+1] ⊂ GM−3
i1,i2,i3

. Ýòó îáëàñòü ðàçáèâàåì íà áîëåå
ìåëêèå îáëàñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè äëèíà êàêîãî-íèáóäü ðåáðà
(ñêàæåì, ðåáðà (ai, ai+1)) îáëàñòè gi1,i2,i3 ïðåâûøàåò 2hM−3, òî ýòî ðåáðî
äåëèòñÿ íà |ai+1 − ai|/hM−3 ðàâíûõ ÷àñòåé è ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðî-
âîäÿòñÿ ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Ïðîäåëàâ
ýòó ïðîöåäóðó ñî âñåìè îáëàñòÿìè GM−3

i1,i2,i3
, ïîëó÷àåì ïîêðûòèå îáëàñòè

ΩM−3 áîëåå ìåëêèìè îáëàñòÿìè ∆M−3
i1,i2,i3

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ïîêðûòèÿ ∆k
i1,i2,i3

, k = M−4, . . . , 0.
Îáëàñòü ∆0

i1,i2,i3
ïîêðîåì êóáàìè ∆0

i1,i2,i3;j1,j2,j3
ñî ñòîðîíàìè, ïàðàë-

ëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì è ñ ðåáðàìè îäèíàêîâîé äëèíû
h∗0 = h0/L

r.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, àïïðîê-
ñèìèðóþùåãî ôóíêöèþ U(x, y, z) â îáëàñòè Ω.

Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî ñïëàéíà íà÷íåì ñ êóáà ∆M−1
i1,i2,i3

. Â ýòîì êóáå
ôóíêöèÿ U(x, y, z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè
Ls,s,s(U,∆

M−1
i1,i2,i3

).
Ïåðåéäåì ê îáëàñòè ΩM−2. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòà îáëàñòü ïî-

êðûâàåòñÿ êóáàìè ñ ðåáðàìè, ðàâíûìè hM−2, ïðè÷åì ýòî ïîêðûòèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå âåðøèíû êóáîâ ∆M−1

i1,i2,i3
, ëåæàùèå

íà ãðàíèöå îáëàñòè ΩM−1, ñîâïàäàëè ñ âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êó-
áîâ èç ìíîæåñòâà ∆M−2

i1,i2,i3
. Â êàæäîì èç êóáîâ ∆M−2

i1,i2,i3
ôóíêöèÿ U(x, y, z)

àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ls,s,s(Ū ,∆
M−2
i1,i2,i3

), ãäå
Ū(x, y, z) ñîâïàäàåò ñ U(x, y, z) âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïîâåðõíîñòè
∆M−2
i1,i2,i3

∩∆M−1, íà êîòîðîé îíà ñîâïàäàåò ñ Ls,s,s(U,∆M−1
i1,i2,i3

).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû â

îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ Ωk, k = 1, . . . ,M − 3.
Åñëè γ � öåëîå ÷èñëî, òî àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ â îáëà-

ñòÿõ ∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

. Åñëè γ � íåöåëîå ÷èñëî, òî â îáëàñòÿõ ∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

,
èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíèöåé Γ, ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîí-
íîãî ïîëèíîìà ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèò-
ñÿ òîëüêî ïî òåì óçëàì ïîëèíîìà Ls(U,∆0

i1,i2,i3;j1,j2,j3
), êîòîðûå íå ëåæàò

íà Γ, ò.å. èç ÷èñëà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè èñêëþ÷àþòñÿ óçëû, ëåæàùèå íà
Γ. Â êóáàõ ∆0

i1,i2,i3;j1,j2,j3
, íå èìåþùèõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ Γ, ôóíêöèÿ U(x, y, z)
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àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëèíîìàìè Ls,s,s(U,∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

). Ïðè ýòîì îòìåòèì,
÷òî êàæäàÿ èç âåðøèí êóáîâ ∆k+1

i1,i2,i3
, ëåæàùàÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè Ωk+1,

âõîäèò â ìíîæåñòâî âåðøèí êóáîâ ∆k
i1,i2,i3

, ëåæàùèõ íà ýòîé æå ãðàíèöå.
Cïëàéí, ñîñòîÿùèé èç èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ls,s,s(U,∆k

i1,i2,i3
),

k = 1, . . . ,M − 1, Ls,s,s(U,∆
0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

), îáîçíà÷èì ÷åðåç UM(x, y, z).
Îöåíèì òî÷íîñòü ïîñòðîåííîãî ñïëàéíà. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìó-

ëîé (3.2), èìååì

‖U(x, y, z)− Ls,s,s(U,∆M−1
i1,i2,i3

)‖ ≤ c
1

Hγ

(
N

(M − 1)L

)γv
hsM−1

(
1

s

)s+1

≤

≤ cHs−γ

ss+1

(
N

(M − 1)L

)γv ((
((M − 1)L+ L)

N

)v
−
(

(M − 1)L

N

)v)s
≤

≤ cHs−γ
(

1

N

)s
1

ss+1
;

‖U(x, y, z)− Ls,s,s(U,∆k
i1,i2,i3

)‖C ≤ c

(
1

H

)γ (
N

kL

)γv
hsk

(
1

s

)s+1

≤

≤ cHs−γ

ss+1

(
N

kL

)γv ((
(kL+ L)

N

)v
−
(
kL

N

)v)s
≤ CHs−γ

(
1

N

)s
1

ss+1
,

k = 1, 2, . . . ,M − 2.
Â ñëó÷àå, åñëè γ − öåëîå ÷èñëî, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U(x, y, z)− Ls,...,s(U,∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

)‖C ≤ chr0

(
1

r + 2

)r
≤

≤ cHr

(
1

N

)rv
≤ cHr

(
1

N

)rs/(s−γ)

≤ c
Hr

N s
.

Åñëè γ − íåöåëîå ÷èñëî, òî â îáëàñòè Ω0 ïðèõîäèòñÿ îòäåëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êóáû, èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Γ, è îñòàëüíûå êóáû.

Åñëè êóá ∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

íå èìååò ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíèöåé Γ îáëàñòè Ω,
òî ïðè îöåíêå òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè U(x, y, z) èíòåðïîëÿ-
öèîííûì ïîëèíîìîì Ls,s,s(U,∆

0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðî-
èçâîäíûõ äî r + 1 ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U(x, y, z)− Ls,s,s(U,∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

)‖C ≤

≤ c

(d(∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

,Γ))µ

((
1

N

)v
H

s

)r+1

≤

≤ c

N v(r+1−µ)
Hr+1−µ ≤ cHr+1−µ

(
1

N

)s
.

136



Çäåñü d(∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

,Γ) − ðàññòîÿíèå ìåæäó êóáîì ∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

è
ãðàíèöåé Γ.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà êóá ∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

èìååò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ Γ. Â ýòîì ñëó÷àå

‖U(x, y, z)− Ls,s,s(U,∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

)‖C(∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

) ≤

≤ cEs−2(U,∆
0
i1,i2,i3,j1,j2,j3

)λs,

ãäå λs− êîíñòàíòà Ëåáåãà; Es−2(U,∆
0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

) − íàèëó÷øåå ïðèáëèæå-
íèå ôóíêöèè U(x, y, z) â îáëàñòè ∆0

i1,i2,i3;j1,j2,j3
àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíî-

ìàìè ñòåïåíè (s− 2) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.
Äëÿ îöåíêè Es−1(U,∆

0
i1,i2,i3,j1,j2,j3

) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà
äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå, ïðèâåäåííîé â ðàçä. 2 ãëàâû I.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

Es−1(U,∆
0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

) ≤ c

s!
hr+ζ0 ≤ cN−s.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

‖U(x, y, z)− Ls(U,∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

)‖C(∆0
i1,i2,i3;j1,j2,j3

) ≤ cHr+1−µ
(

1

N

)s
.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè Ω0

‖U(x, y, z)− UM(x, y, z)‖C ≤ cHr+1−µ
(

1

N

)s
.

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî âî âñåé îáëàñòè Ω

‖U(x, y, z)− UM(x, y, z)‖C ≤ cHr+1−µ
(

1

N

)s
.

Îöåíèì ÷èñëî êóáîâ ∆k
i1,i2,i3

, ïîêðûâàþùèõ îáëàñòü Ω. Ïðè ýòîì
îãðàíè÷èìñÿ îöåíêîé ñâåðõó:

n ≤ n0 + n1,

n1 ≤
M−1∑
k=1

(
2H −H

(
2kL

N

)v)2(
H

(
kL+ L

N

)v
−H

(
kL

N

)v)−2

≤

≤ c
M−1∑
k=1

(
N v − (kL)v

N v

)2(
(kL)v−1

N v

)−2

≤ c
M−1∑
k=1

(
M v − kv

M v

)2(
M vL

kv−1

)2

≤
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≤ cL2
M−1∑
k=1

1

k2v−2
(M v − kv)2 ≤ cL2

[M/2]∑
k=1

M 2v

k2v−2
≤

≤ cL2


M 2v, v > 3/2;
M 3 lnM, v = 3/2;
M 3, v < 3/2,

ãäå n0 − ÷èñëî êóáîâ â îáëàñòè Ω0.
×èñëî êóáîâ â îáëàñòè Ω0 îöåíèâàåòñÿ ðàâåíñòâîì n0 = N 2vLv.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

n ≤ cN 2v lnvN + c


N 2v/(lnN)2v−2, v > 3/2;
N 3, v = 3/2;
N 3/ lnN, v < 3/2.

Òàê êàê âûáîðîì âåëè÷èíû s âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî
v > 3/2, òî ïîëó÷àåì îöåíêó

‖U(x, y, z)− UN(x, y, z)‖C ≤ cn−(s−γ)/2(lnn)s/2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí àëãîðèòì, ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî îòëè÷à-
åòñÿ îò ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ìíîæèòåëåì (lnn)s/2, íî
êîòîðûé çíà÷èòåëüíî áîëåå óäîáåí íà ïðàêòèêå.

3.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ïðèíàäëåæàùèõ
êëàññó ôóíêöèé B̃α,0,γ(Ω,M),0 ≤ γ ≤ 1, íåïðåðûâíûìè

ëîêàëüíûìè ñïëàéíàìè â êîíå÷íûõ îáëàñòÿõ

Ïîñòðîèì ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà B̃α,0,γ(Ω,M)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, ..., à çàòåì óêàæåì ñïîñîá ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà íà òðåõìåðíûå îáëàñòè D, îãðàíè÷åííûå
ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè S.

Ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíîãî ñïëàéíà ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1) Me ≤ 1,
2) Me > 1.
Ïóñòü âíà÷àëå Me ≤ 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆0 ìíîæåñòâî òî÷åê x (x = (x1, ...xl)), ðàññòîÿíèå

îò êîòîðûõ äî ãðàíèöû Γ = ∂Ω îáëàñòè Ω óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
0 ≤ d(x,Γ) ≤ 1

2N . ×åðåç ∆k, k = 1, 2, ..., N, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê
x ∈ Ω, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

2k−1

2N
≤ d(x,Γ) ≤ 2k

2N
, k = 1, 2, ..., N.
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Êàæäóþ èç îáëàñòåé ∆k, k = 0, 1, ..., N, ïîêðîåì áîëåå ìåëêèìè êó-
áàìè ∆k

i1,...,il
ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, è

ñ ðåáðàìè, ðàâíûìè

h0 =
1

2N
, hk =

2k − 2k−1

2N
, k = 1, 2, ..., N.

Íèæå ìû ïîñòðîèì äâà âèäà ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ − êóñî÷íî-íåïðå-
ðûâíûé è íåïðåðûâíûé. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ëîêàëüíûé ñïëàéí, êîòîðûé
ìîæåò èìåòü ðàçðûâû íà ãðàíÿõ êóáîâ ∆k

i1,...,il
. Ýòîò ñïëàéí áîëåå óäîáåí

ïðè ðåàëèçàöèè è èìååò òàêóþ æå òî÷íîñòü, ÷òî è íåïðåðûâíûé ñïëàéí.
Íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè íåïðåðûâíîãî ñïëàéíà âûçâàíà òåì îá-

ñòîÿòåëüñòâîì,÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ãðàâèðàçâåäêè ïðîâîäèòñÿ àíàëèç
èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ âî âñåé îáëàñòè.

Âíà÷àëå îñòàíîâèìñÿ íà ïîñòðîåíèè êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ñïëàéíà.
Ïðè ïîñòðîåíèè êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, ïðåä-

íàçíà÷åííîãî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èç êëàññà B̃α,0,γ(Ω,M), äî-
ñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îïèñàííûì âûøå ïîêðûòèåì îáëàñòè Ω êóáàìè
∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, ..., N − 1.
Â êàæäîé îáëàñòè ∆k

i1,...,il
ôóíêöèþ f áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü èí-

òåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Psk,...,sk(f,∆
k
i1,...,il

), ïîñòðîåííûì ïî óçëàì
ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîäðîáíîå ïîñòðîåíèå îïèñàíî â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Çäåñü s0 = 0, sk = [k(1−γ)+1], k = 1, 2, ..., N. Îò-
ìåòèì, ÷òî P0,...,0(f,∆

0
i1,...,il

) îçíà÷àåò êîíñòàíòó. Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç
ïîëèíîìîâ Psk,...,sk(f,∆

k
i1,...,il

), k = 0, 1, ..., N , îáîçíà÷èì ÷åðåç fN(x).
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè B̃α,0,γ(Ω,M) ñïëàé-

íîì fN(x).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖c(∆0
i1,...,il

) ≤ chα0 =
c

2Nα
,

ãäå h0 = 1
2N .

Ïðè k = 1, 2, . . . , N − 1 è 0 ≤ γ < 1 èìååì

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤

≤ c(hk)
sk

(
2N

2k−1

)sk−1+γ

(1 + | ln 2k−N−1|)
M sksskk

22sk−1sk!
≤

≤ cN

(
2k−1

2N

)sk ( 2N

2k−1

)sk−1+γ
sskk M

sk

2sk
√

2πsk

(
e

sk

)sk
≤
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≤ cN
2k(1−γ)

2N(1−γ)

(
Me

2

)sk 1√
2πsk

≤

≤ cN
1

2N(1−γ)

(
2k(1−γ)/skMe

2

)sk
1√

2πsk
≤ c

N

2N(1−γ)
,

hk = 2k−N − 2k−1−N = 2k−1−N .
Îöåíèì ÷èñëî óçëîâ ñïëàéíà fN(x).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

n � 2N +
N−1∑
k=1

(
2− 2k−N

2k−1−N

)l−1

kl �

� 2N(l−1) +
N−1∑
k=1

(
2N − 2k

2k

)l−1

kl � 2N(l−1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤ c

(
1

nα/(l−1)
+

1

n(1−γ)/(l−1)

)
lnn.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 1− γ > α èìååì îöåíêó

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤ c
lnn

nα/(l−1)
.

Ïóñòü γ > 1 − α. Âíåñåì èçìåíåíèÿ â àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè.
Ñîõðàíèì ïîêðûòèå îáëàñòè Ω êóáàìè ∆k

i1,...,il
, k = 0, 1, . . . , N − 1, ïî-

ñòðîåííîå âûøå. Â êàæäîì êóáå ∆k
i1,...,il

ôóíêöèþ f(x) áóäåì àïïðîêñè-
ìèðîâàòü ïîëèíîì Psk,...,sk(f,∆

k
i1,...,il

), ãäå s0 = 0, sk = N. Ñïëàéí, ñîñòàâ-
ëåííûé èç ïîëèíîìîâ Psk,...,sk(f,∆

k
i1,...,il

), k = 0, 1, . . . , N − 1, îáîçíà÷èì
÷åðåç fN(x1, . . . , xl).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆0
i1,...,il

) ≤
c

2Nα
;

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤

≤ c (hk)
sk

(
2sk

2k−1

)sk−1+γ sskk M
sk

2sk−1sk!
(1 + | ln 2k−N−1|) ≤

≤ cN
2k(1−γ)

2N(1−γ)

(
Me

2

)sk 1√
2πsk

≤ cN

2Nα
.

×èñëî n óçëîâ ñïëàéíà fN(x) îöåíèâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

n � 2N(l−1).
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Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(Ω) ≤
c

nα/(l−1)
.

Îòìåòèì èçìåíåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâ-
íîãî ñïëàéíà. Èñïîëüçóÿ ïîêðûòèå ∆k

i1,...,il
, k = 0, 1, . . . , N − 1, ñïëàéí

fN(x) ñîñòàâëÿåì èç ïîëèíîìîâ PN,...,N(f,∆k
i1,...,il

), k = 0, 1, . . . , N − 1,
è èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ, íåîäíîêðàòíî îïèñàííóþ âûøå. Ïðè ýòîì
n � 2N(l−1)N l è

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖ ≤
c(log2 n)1+αl/(l−1)

nα(l−1)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäàMe ≥ 1. Ïîêðîåì êóá Ω îáëàñòÿìè
∆k, k = 1, . . . , N − 1, ñîñòîÿùèìè èç òî÷åê x = (x1, . . . , xl), óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ íåðàâåíñòâàì(

ek−1

eN

)v
≤ d(x,Γ) ≤

(
ek

eN

)v
, v = ln

(
1 +

2

Me2

)
.

Îáëàñòü ∆0 îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ d(x,Γ) ≤ 1/eNv.
Êàæäóþ èç îáëàñòåé ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, ïîêðîåì êóáàìè è

ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆k
i1,...,il

. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäíèõ íåîäíîêðàòíî
áûë îïèñàí âûøå.

Â êàæäîì êóáå ∆k
i1,...,il

ôóíêöèþ f(x) àïïðîêñèìèðóåì ïîëèíîìîì
Psk,...,sk(f,∆

k
i1,...,il

), k = 0, 1, . . . , N−1, sk = [kv]+1.Îáîçíà÷èì ÷åðåç fN(x)
ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Psk,...,sk(f,∆

k
i1,...,il

), k = 0, 1, . . . , N−1.
Îáùåå ÷èñëî óçëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà ðàâíî

n �
N−1∑
k=0

(
2− e(k−1−N)v

e(k−1−N)v(ev − 1)

)l−1

(kv)l �
N−1∑
k=0

(
2eNv

e(k−1)v

)l−1

(kv)l � eNv(l−1).

Îòñþäà

N � 1

v(l − 1)
lnn.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè. Î÷åâèäíî,

‖f(x)− fN(x)‖C(∆0
i1,...,il

) ≤ chα0 =
c

eNvα
≤ c

nα/(l−1)
;

‖f(x)− fN(x)‖C(∆k
i1,...,il

) ≤

≤ chskk

(
eNv

e(k−1)v

)sk−1+γ
sskk M

sk

2sksk!

(
1 +

∣∣∣∣ln(ek−1

eN

)v∣∣∣∣) ≤
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≤ cN

(
e(k−1)v(ev − 1)

eNv

)sk (
eNv

e(k−1)v

)sk−1+γ
sskk M

sk

2sk
√

2πsk

(
e

sk

)sk
≤

≤ cN

(
1

eNv

)1−γ
(e(k−1)(1−γ)v/sk(ev − 1))sk

(
Me

2

)sk 1√
2πsk

≤

≤ cN

(
1

eNv

)1−γ (
Me

2
e(k−1)(1−γ)v/sk(ev − 1)

)sk
≤ cN

(eNv)1−γ ≤
c lnn

n(1−γ)/(l−1)
.

Òàêèì îáðàçîì,

‖f(x)− fN(x)‖C(Ω) ≤ c

(
lnn

n(1−γ)/(l−1)
+

lnn

nα/(l−1)

)
.

Çàìå÷àíèå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâíîìåðíîé ñåòêè èìååì ïîãðåø-
íîñòü ïîðÿäêà n−α/l.

Îïèøåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà â îáëàñòÿõ, îãðàíè-
÷åííûõ ïîâåðõíîñòÿìè Ëÿïóíîâà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì âû-
ïóêëóþ îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S. Îáîçíà÷èì
÷åðåç R ðàäèóñ íàèáîëüøåé ñôåðû, êîòîðóþ ìîæíî âïèñàòü â ïîâåðõ-
íîñòü S. Ïóñòü (x0, y0, z0) − öåíòð ýòîé ñôåðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Çàêëþ÷èì D â ïàðàëëåëåïèïåä G. Ïîêðîåì ïàðàëëåëå-
ïèïåä G êóáàìè ñ ðåáðàìè, ðàâíûìè R

2 . Íàçîâåì îòìå÷åííûìè òå êóáû,
èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñD, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ãðàíèöû S
îáëàñòè D óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó R

2 ≤ d(t, S). Îáîçíà÷èì ýòè êóáû
÷åðåç ∆N

i . Îáúåäèíåíèå ýòèõ êóáîâ íàçîâåì ïîêðûòèåì. Îíî ñîñòàâëÿåò
ïåðâûé ýòàï çàìîùåíèÿ. Ïîêðîåì ïàðàëëåëåïèïåä G êóáàì ∆N−1

i ñ ðåá-
ðàìè, ðàâíûìè 1

4R. Íàçîâåì îòìå÷åííûìè òå êóáû, êîòîðûå èìåþò íåïó-
ñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ D, íå âõîäÿò â ïåðâûé ýòàï çàìîùåíèÿ è ðàññòîÿíèå
îò êîòîðûõ äî ãðàíèöû S óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì R

4 ≤ d(t, S) ≤ R
2 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêðîåì îáëàñòü D êóáàìè ∆k
i , k = N − 2, . . . , 0,

ñ ðåáðàìè, ðàâíûìè R
8 , ...,

R
2N . Îáëàñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ïîêðûòèÿìè, íàçîâåìN−2, N−3, ..., 0 ïîêðûòèÿìè îáëàñòèD. Îá-
ëàñòü, ÿâëÿþùóþñÿ îáúåäèíåíèåì 0, 1, ..., N ïîêðûòèé, îáîçíà÷èì ÷åðåç
D∗. Â êàæäîì èç ∆k

i , k = 0, 1, ..., N, êóáîâ, âõîäÿùèõ â îáëàñòü D∗, ôóíê-
öèþ f(t) àïïðîêñèìèðóåì èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Psk,...,sk(f,∆

k
i ),

ãäå sk âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû Me. Ñïîñîá âûáîðà sk
îïèñàí âûøå.

Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Psk,...,sk(f,∆
k
i ), k = 0, 1, ..., N ,

îáîçíà÷èì ÷åðåç fN(x). Î÷åâèäíî, ýòîò ñïëàéí íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì. Åãî ïîãðåøíîñòü íà êëàññå ôóíêöèé B̃α,0,γ(D,M) ðàâíà

‖f(x)− fN(x)‖C(D) ≤ c

(
lnn

n(1−γ)/(l−1)
+

lnn

nα/(l−1)

)
.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïëàéíà äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ïîñòðî-
åíèÿ, îïèñàííûå â ðàçä. 2.

3.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
ðÿäàìè Êîòåëüíèêîâà

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé ðÿäàìè Êîòåëüíèêîâà. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàññìîòðèì òîëü-
êî ñëó÷àé, êîãäà Ω = [−H,H]3. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíîå
ïîëå ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé Br,γ(Ω,M).

Â ðàçä. 3.1 ïîñòðîåí ëîêàëüíûé ñïëàéí Us(x, y, z), âîññòàíàâëèâà-
þùèé ôóíêöèþ U(x, y, z) ñ òî÷íîñòüþ ε = cn−s/2, ãäå n − ÷èñëî ôóíê-
öèîíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ñïëàéíà Us(x, y, z). Ïðîäîëæèì
ôóíêöèþ Us(x, y, z) íà âñå ïðîñòðàíñòâî R3, ïîëîæèâ åå âíå îáëàñòè Ω
ðàâíîé íóëþ. Ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèþ îáîçíà-
÷èì âíîâü ÷åðåç Us(x, y, z).

Çàìå÷àíèå. Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè Us(x, y, z) ìîæíî îñóùåñòâèòü
ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà.

Ïðèìåíèì ê ôóíêöèè Us(x, y, z) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåí-
íûì x, y, z:

Ũs(ω1, ω2, ω3) =
1

(2π)3/2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Us(x, y, z)e−i(ω1x1+ω2y2+ω3z3)dxdydz.

(3.7)
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Us(x, y, z) =
1

(2π)3/2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Ũs(ω1, ω2, ω3)e
i(ω1x1+ω2y2+ω3z3)dω1dω2dω3.

Òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå L2 íîðìà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàâíà åäè-
íèöå, òî

‖U(x, y, z)− Us(x, y, z)‖ = ‖Ũ(ω1, ω2, ω3)− Ũs(ω1, ω2, ω3)‖ ≤ ε1 = H3ε.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Ũs(ω1, ω2, ω3) ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ, êîãäà ïåðåìåííûå ω1, ω2, ω3 ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è, êðîìå òîãî,∫∫∫

E3

|Ũs(ω1, ω2, ω3)|2dω1dω2dω3 <∞.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà L, ÷òî∫∫∫
D∗

|Ũs(ω1, ω2, ω3)|2dω1dω2dω3

1/2

≤ ε, (3.8)

ãäå D∗ = E3 \D, D = [−L,L]3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ū ∗s (ω1, ω2, ω3) ñóæåíèå ôóíêöèè Ũs(ω1, ω2, ω3) íà

îáëàñòü D. ×åðåç U ∗s (x, y, z) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ

U ∗s (x, y, z) =
1

(2π)3/2

∫∫∫
D

Ũ ∗s (ω1, ω2, ω3)e
i(ω1x+ω2y+ω3z)dω1dω2dω3. (3.9)

Ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â [223, c. 153, 154] â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ Ũ ∗s (ω1, ω2, ω3) â ðÿä Ôóðüå

Ũ ∗s (ω1, ω2, ω3) =
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

ck1k2k3
e−i

π
L (k1ω1+k2ω2+k3ω3), (3.10)

êîýôôèöèåíòû ck1k2k3
êîòîðîãî ðàâíû

ck1k2k3
=

1

(2L)3

L∫
−L

L∫
−L

L∫
−L

Ũ ∗s (ω1, ω2, ω3)e
i πL (k1ω1+k2ω2+k3ω3)dω1dω2dω3. (3.11)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (3.9) è ( 3.11), âèäèì, ÷òî

ck1k2k3
=

(2π)3/2

(2L)3
U ∗s

(
k1π

L
,
k2π

L
,
k3π

L

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.10) â (3.9) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììè-
ðîâàíèÿ, èìååì

U ∗s (x, y, z) =
1

(2L)3

∞∑
k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

U ∗s

(
k1π

L
,
k2π

L
,
k3π

L

)
×

×
∫∫∫
D

ei(ω1(x−k1π/L)+ω2(y−k2π/L)+ω3(z−k3π/L))dω1dω2dω3 =

=
1

(2L)3

∞∑
k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

U ∗s

(
k1π

L
,
k2π

L
,
k3π

L

)
×

×
L∫

−L

eiω1(x−k1π/L)dω1

L∫
−L

eiω2(y−k2π/L)dω2

L∫
−L

eiω3(z−k3π/L)dω3 =
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=
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

U ∗s

(
k1π

L
,
k2π

L
,
k3π

L

)
×

×sinL(x− k1π/L)

L(x− k1π/L)

sinL(y − k2π/L)

L(y − k2π/L)

sinL(z − k3π/L)

L(z − k3π/L)
. (3.12)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé, ïðè êîòîðîì àïïðîêñèìàöèÿ ïðîâîäèòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè.

Ïîãðåøíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû v = An−r/2,
ãäå n − ÷èñëî èçìåðåííûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ U(x, y, z).

3.4. Âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè R3. Â ÷àñòíîñòè, èññëå-
äóþòñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, ñî-
çäàâàåìûõ òåëàìè ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè.

3.4.1. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ

Îöåíêè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé íà êîìïàê-
òàõ îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîïåðå÷íèêîâ Êîëìîãîðîâà è Áàáåíêî ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ôóíêöèé. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé â Rl íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, òî íåîáõîäèìû äðóãèå îïðåäåëåíèÿ,
õàðàêòåðèçóþùèå òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â Rl, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëå-
íèå ïîïåðå÷íèêîâ â ñðåäíåì [131]. Îäíàêî âîçìîæíà è äðóãàÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷è.

Çàäà÷à. Ïóñòü Ω̃ = Rl\(−1, 1)l, ε(ε > 0) − êàê óãîäíî ìàëîå âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó (ïî
òî÷íîñòè) ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èç êëàññà Q(r,m)γ(Ω̃,M) ñ òî÷-
íîñòüþ ε.

Ïðèñòóïàÿ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, îïðåäåëèì îáëàñòüD òàêóþ, ÷òî
ïðè x ∈ Ω̃\D |f(x)| ≤ ε, x = (x1, . . . , xl), f(x) ∈ Q(r,m)γ(Ω̃,M). Èç îïðå-
äåëåíèÿ êëàññà ôóíêöèé Q(r,m)γ(Ω̃,M) ñëåäóåò, ÷òî D = [−ρ, ρ]l\(−1, 1)l,
ãäå ρ = [ε−1/m] + 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(r,m)γ(Ω̃(D),M) ñóæåíèå êëàññà ôóíêöèé
Q(r,m)γ(Ω̃,M) íà îáëàñòü D. Âû÷èñëèì ïîïåðå÷íèêè Áàáåíêî è Êîëìî-
ãîðîâà äëÿ Q(r,m)γ(Ω̃(D),M).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k ìíîæåñòâî òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì ρ

(
k
N

)v ≤ d(x,Γ) ≤ ρ
(
k+1
N

)v
, k = 1, . . . , N − 1, v = s/(s − γ). ×å-

ðåç ∆0 îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì
1 ≤ d(x,Γ) ≤ ρ

(
1
N

)v
.

Çäåñü Γ − âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè D. Êàæäóþ îáëàñòü ∆k ïî-
êðîåì áîëåå ìåëêèìè îáëàñòÿìè ∆k

i1,...,il
, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ ïðè l = 3

îïèñàíî â ðàçä. 2.
Îöåíèì ÷èñëî êóáîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ïîêðûòèå îáëàñòè D. Ïî-

êàçàíî, ÷òî

n �


N v(l−1), v > l/(l − 1);
N l lnN, v = l/(l − 1);
N l, v < l/(l − 1).

Ïóñòü ∆k
i1,...,il

= [bki1, b
k
i1+1; . . . ; b

k
i1
, bki1+1]. Â êàæäîì êóáå ∆k

i1,...,il
ïî-

ñòðîèì ôóíêöèþ

ψ(x1, . . . , xl) = A
((x1 − bki1)(b

k
i1+1 − x1) · · · (xl − bkil)(b

k
il+1 − xl))s

h
s(2l−1)
k (ρ((k + 1)/N)v)γ

,

hk = ρ
((

k+1
N

)v − ( kN )v) .
Êîíñòàíòà A ïîäáèðàåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû

ψ(x1, . . . , xl) ∈ Qrγ(Ω,M).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ψ(x1, . . . , xl) ≥ chsk
1

(ρ((k + 1)/N)v)γ
=

= cρs−γ
((

k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)s(
N

k + 1

)vγ
= c

ρs−γ

N s
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâòîðÿÿ íåîäíîêðàòíî ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ,
èìååì

δn(Q(r,m)γ(Ω̃(D),M)) ≥ cρs−γ


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1);

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1);

n−s/l, v < l/(l − 1).

Ïîñòðîèì íåïðåðûâíûé ëîêàëüíûé ñïëàéí, èç îöåíêè ïîãðåøíîñòè
êîòîðîãî ñëåäóåò îöåíêà ñâåðõó ïîïåðå÷íèêà Êîëìîãîðîâà.

Ïîêðîåì îáëàñòüD êóáàìè ∆k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N−1.Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïîñòðîåííûìè âûøå îáëàñòÿìè ∆k, k = 0, 1, . . . , N−1. Ïóñòü
hk = ρ((k+1)v−kv)N−v, k = 0, 1, . . . , N−1. Ïîñòðîåíèå îáëàñòåé ∆k

i1,...,il
,
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k = 0, 1, . . . , N − 1, íà÷íåì ñ îáëàñòè ∆0. Ïîêðîåì îáëàñòü ∆0 êóáàìè è
ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆0

i1,...,il
ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò,

ïðè÷åì äëèíû ðåáåð äîëæíû áûòü íå ìåíüøå h0 è íå ïðåâûøàòü 2h0.
Ïðè ýòîì âåðøèíû êóáà [−1, 1]l âõîäÿò â ÷èñëî âåðøèí êóáîâ ∆0

i1,...,il
.

Îáëàñòü ∆1 ïîêðûâàåòñÿ êóáàìè è ïàðàëëåëåïèïåäàìè ∆1
i1,...,il

ñ ðåáðà-
ìè, äëèíû êîòîðûõ íå ìåíüøå h1 è íå áîëüøå 2h1. Ïðè ýòîì âåðøèíû
êóáà ∆0 äîëæíû âõîäèòü â ÷èñëî âåðøèí êóáîâ ∆1

i1,...,il
, è, êðîìå òîãî, íà

ïîâåðõíîñòè îáëàñòè ∆0 íå äîëæíî áûòü âåðøèí îáëàñòåé ∆1
i1,...,il

, íå ñîâ-
ïàäàþùèõ ñ âåðøèíàìè îáëàñòåé ∆0

i1,...,il
. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáëàñòè

∆k ïîêðûâàþòñÿ áîëåå ìåëêèìè îáëàñòÿìè ∆k
i1,...,il

, k = 2, 3, . . . , N − 1.

Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî ñïëàéíà íà÷íåì ñ êóáà ∆N−1
1,...,1.

Â ýòîì êóáå ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xl) ïðèáëèæàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íûì ïîëèíîìîì Ls,...,s(f,∆

N−1
1,...,1), ïîñòðîåíèå êîòîðîãî îïèñàíî âû-

øå. Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèì ê êóáó ∆N−1
1,...,1,2, ãðàíè÷àùåìó ñ êóáîì ∆N−1

1,...1 .
Â ýòîì êóáå ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ls,...,s(f̄ ,∆

N−1
1,...,1,2),

ãäå f̄(x1, . . . , xl) − ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ f(x1, . . . , xl) âñþäó â ∆N
1,...,1,2, êðî-

ìå ãðàíåé êóáà ∆N−1
1,...,1,2, îáùèõ ñ êóáîì ∆N−1

1,...,1, à íà ýòèõ ãðàíÿõ ðàâíà
ïîëèíîìó Ls,...,s(f,∆N−1

1,...,1). Ïîäîáíîå ïîñòðîåíèå ïðîâîäèòñÿ âî âñåé îá-
ëàñòè ∆N−1, ïðè÷åì ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà â êó-
áå ∆N−1

i∗1···i∗l
, çàâåðøàþùåì ïîêðûòèå îáëàñòè ∆N−1, íà ãðàíÿõ êóáà ∆N−1

i∗1···i∗l
,

îáùèõ ñ ãðàíÿìè êóáîâ ∆N−1
i1···il, â êà÷åñòâå çíà÷åíèé èíòåðïîëèðóåìûõ

ôóíêöèé áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ ðàíåå ïîñòðîåííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëè-
íîìîâ Ls(f,∆N−1

i1···il). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå
ïîëèíîìû è â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 2, ïðè÷åì ïðè
ïåðåõîäå îò îáëàñòè ∆k ê îáëàñòè ∆k−1, k = 1, 2, . . . , N−1, ñîáëþäàþòñÿ
óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïîñòðîåííûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ íà âñåõ
îáùèõ ãðàíÿõ. Ïåðåõîä îò îáëàñòè ∆k ê îáëàñòè ∆k−1 îïèñàí â ðàçä. 2.
Ñïëàéí, ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç fN(x1, . . . , xl).

Îöåíèì íîðìó ‖f(x1, . . . , xl)−fN(x1, . . . , xl)‖C . Ïðè ýòîì íóæíî ðàñ-
ñìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

à) òî÷êà (x1, . . . , xl) ∈ ∆0;
á) òî÷êà (x1, . . . , xl) ∈ ∆k, k = 1, 2, . . . , N − 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðè γ öåëîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆0
i1,...,il

) ≤ cρr
1

N rv
= c

ρs−γ

N s
.

Ïðè γ íåöåëîì âåëè÷èíó Es−1,...,s−l(f,∆
0
i1,...,il

) ìàæîðèðóåì, èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.
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Â ðåçóëüòàòå èìååì îöåíêó

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆0
i1,...,il

) ≤

≤ cEs−1,...,s−l(f,∆
0
i1,...,il

)λls ≤ chr+ζ0 ≤ c
( ρ

N v

)r+ζ
= c

ρs−γ

N s
.

Âòîðîé ñëó÷àé íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàëñÿ âûøå:

‖f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl)‖C(∆k
i1,...,ll

) ≤ c
ρs−γ

N s
.

Òàê êàê ñïëàéí fN(x1, . . . , xl) íåïðåðûâíûé, òî èç ïîñëåäíèõ íåðà-
âåíñòâ è èç ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî n è N, èìååì

dn(Q(r,m)γ(Ω(D),M), C) ≤ cρs−γ


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1);

n−s/l lnn, v = l/(l − 1);

n−s/l, v < l/(l − 1).

Èç îöåíîê ïîïåðå÷íèêîâ Áàáåíêî è Êîëìîãîðîâà è íåðàâåíñòâà
δn(X) ≤ 2dn(X,B) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ρ − âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ρ > 1;
D = [−ρ, ρ]l\(−1, 1)l, Q(r,m)γ(Ω̃(D),M) − ñóæåíèå êëàññà ôóíêöèé
Q(r,m)γ(Ω̃,M) íà îáëàñòü D. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

δn(Q(r,m)γ(Ω̃(D),M)) � dn(Q(r,m)γ(Ω̃(D),M), C) �

� ρs−γ


n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1);

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1);

n−s/l, v < l/(l − 1).

Âåðíåìñÿ ê ïîñòàâëåííîé â íà÷àëå ðàçäåëà çàäà÷å. Òðåáóåòñÿ ïî-
ñòðîèòü ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé èç Q(r,m)γ(Ω̃,M), èìåþùèé òî÷-
íîñòü ε è èñïîëüçóþùèé íàèìåíüøåå ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ. ×èñëî óç-
ëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, ðåàëèçóþùåãî ðåøåíèå çàäà÷è, îïðåäåëÿåòñÿ
èç óðàâíåíèÿ dn(Q(r,m)γ(Ω̃(D),M), C)) = ε. Îòñþäà èìååì

n �


(

1
ε

) (m+s−γ)(l−1)
m(s−γ) , v > l/(l − 1);(

1
ε

) (m+s−γ)
m

l
s
(
ln 1

ε

)−s/l
, v = l/(l − 1);(

1
ε

) (m+s−γ)
m

l
s , v < l/(l − 1).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíîãî ñïëàéíà äëÿ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé èç îáëàñòè Ω̃, ÿâëÿþùåéñÿ äîïîëíåíèåì
øàðà x2

1 +x2
2 +x2

3 < 1 äî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü
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Ω̃∗, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè ñ ðàäèóñà-
ìè, ðàâíûìè 1 è R = ε−1/m. Ïîñòðîèì ñèñòåìó êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð
ñ ðàäèóñàìè rk = 1 + (R − 1)

(
k
N

)v
, k = 1, 2, . . . , N, v = s/(s− γ). Ïóñòü

r0 = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, ìíîæåñòâî òî÷åê P =
= (x1, x2, x3), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì rk ≤ d(P, ∂Γ) ≤ rk+1,
k = 0, 1, . . . , N − 1, ãäå d(P, ∂Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ñôåðû
∂Γ = {x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1}.
Êàæäóþ èç îáëàñòåé ∆k ðàçäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì íà ñôåðè÷å-

ñêèå ïàðàëëåëåïèïåäû. Ïóñòü hk = rk+1 − rk, k = 0, 1, . . . , N − 1, − ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè êîíöåíòðè÷åñêèìè ñôåðàìè. Ïîêðîåì ñôåðó
Sk+1 ñ ðàäèóñîì rk+1 ìíîæåñòâîì ñôåðè÷åñêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ââå-
äåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîìåñòèâ íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð
åäèíè÷íîãî øàðà.

Ïîñòàâèì êàæäîé îáëàñòè ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, â ñîîòâåòñòâèå
ìíîæåñòâî óçëîâ Θk

i , ϕ
k
j , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mk+1,i+1,j+1 òî÷êó, èìåþùóþ ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
(rk+1,Θi+1, ϕj+1). Çíà÷åíèÿ Θi+1, ϕj+1 ïîäáèðàþòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Mk+1,i,j è Mk+1,i+1,j, à òàêæå ìåæäó òî÷êàìè
Mk+1,i,j èMk+1,i,j+1 áûëî áû ðàâíî hk, k = 0, 1, . . . , N −1. Ñîåäèíèì òî÷-
êè Mk+1,i,j ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò è îáîçíà÷èì ÷åðåç M 0

k+1,i,j ïåðåñå÷åíèÿ
ýòèõ ïðÿìûõ ñî ñôåðîé Sk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆kij ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëå-
ëåïèïåä ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõM 0

k+1,i,j,M
0
k+1,i+1,j,M

0
k+1,i,j+1,M

0
k+1,i+1,j+1,

Mk+1,i,j,Mk+1,i+1,j,Mk+1,i,j+1,Mk+1,i+1,j+1.
Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî ñïëàéíà â êàæäîì èç ñôåðè÷åñêèõ ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ, ïîêðûâàþùèõ îáëàñòü Ω̃∗, ïîäîáíî îïèñàííîìó âûøå.

3.4.2. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ
ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ òåëàìè ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè

Â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû òåëà, ñîçäàþùåãî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå,
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êëàññîâ ïîëåé.

1. Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñîçäàåòñÿ ìàòåðèàëüíûì îáúåêòîì, ïðîñòè-
ðàþùèìñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.

Â ýòîì ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðà-
æåíèåì [103, c. 58]:

U(x, 0) = σH

∞∫
−∞

z(ζ)dζ

(x− ζ)2 +H2
, (3.14)

ãäå σ− ïîñòîÿííàÿ ïëîòíîñòü òåëà, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó ïëîñêîñòüþ
z = −H è ïîâåðõíîñòüþ z = −H + z(x). Çäåñü lim

x→±∞
z(x) = 0.
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2. Çàäà÷à äëÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

U(x, y, 0) = σH

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(ζ, η)dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
. (3.15)

Çäåñü σ − ïëîòíîñòü òåëà, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè
z = −H è z = −H + ϕ(x, y), ïðè÷åì limx→±∞ limy→±∞ ϕ(x, y) = 0.

3. Â ñëó÷àå, åñëè ðóäíîå òåëî èìååò ïëîòíîñòü σ(x, y, z) è çàíèìàåò
îáëàñòü Q, òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

U(x, y, z) =

∫∫∫
Q

σ(ζ, η, ξ)(z − ξ)dζdηdξ
((x− ζ)2 + (y − η)2 + (z − ξ)2)3/2

. (3.16)

Çäåñü Q − îáëàñòü â E3, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèÿìè z = −H,
z = −H + ϕ(x, y). Â ñëó÷àå, åñëè Q − êîíå÷íàÿ îáëàñòü, òî îíà îïðå-
äåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè z = −H, z = −H + ϕ(x, y), ãäå ϕ(x, y) = 0 ïðè
(x, y) ∈ (−∞,∞)2\[−a, a]2, ϕ(x, y) > 0 ïðè (x, y) ∈ [−a, a]2.

Âûäåëèì êëàññû ôóíêöèé, ê êîòîðûì ïðèíàäëåæàò îïèñàííûå âû-
øå ïîëÿ.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíê-
öèÿ z = z(x) íå èìååò êîíå÷íîãî íîñèòåëÿ è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
∞∫
−∞

z(ζ)dζ = B < ∞. Òîãäà ôóíêöèÿ U(x, 0) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-

ðóåìà è åå r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖U (r)(x, 0)‖C(−∞,∞) ≤
cr!4r

Hr+1
. (3.17)

Åñëè ôóíêöèÿ z(x) èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü, òî ôóíêöèÿ U(x, 0)
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è åå r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

‖U (r)(x, 0)‖C(−∞,∞) ≤
c4rr!H

d(x,Γ)r+2
, (3.18)

ãäå d(x,Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû Γ òåëà; êîíñòàíòó c
â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì ðàâíîé åäèíèöå.

Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêæå íóæíî ðàññìîòðåòü äâå ñèòóàöèè: ôóíêöèÿ
ϕ(x, y) íå ôèíèòíà è ôóíêöèÿ ϕ(x, y) ôèíèòíà.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ U(x, y, 0) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðî-
èçâîäíûõ. Îòëè÷èå ñîñòîèò â îöåíêàõ ìîäóëåé ýòèõ ïðîèçâîäíûõ. Åñëè
ôóíêöèÿ ϕ(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé, òî

‖U (r1,r2)(x, y, 0)‖C ≤
c4rr!

Hr+2
, r = r1 + r2, (3.19)
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à åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x, y) ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé, òî

‖U (r1,r2)(x, y, 0)‖C ≤
c4rr!H

d((x, y),Γ)r+3
, r = r1 + r2, (3.20)

ãäå d((x, y),Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) äî òåëà.
Â òðåòüåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ U(x, y, z) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðî-

èçâîäíûõ è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U (r1,r2,r3)(x, y, z)|z=0‖C ≤
c4rr!H

d((x, y, z),Γ)r+3
, r = r1 + r2 + r3, (3.21)

ãäå d((x, y, z),Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y, z) äî ãðàíèöû Γ òåëà Q.
Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðâîãî è âòîðîãî ñëó÷àåâ äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà-

÷åíèé áóäåì ïîëàãàòü σ = 1. Êðîìå òîãî, â ôîðìóëàõ (3.19)�(3.21) êîí-
ñòàíòû áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàòü ðàâíûìè åäèíèöå.

3.4.2.1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Òàê êàê â ãåîôèçèêå ðåàëüíû òåëà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, òî îñòàíî-
âèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ U(x, 0) îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.14)
ñ ôèíèòíîé ôóíêöèåé z(x), x ∈ [−a, a]. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ïîñòðî-
èòü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îñè
(−∞,∞), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (3.18) è ïðè |x| > a + 1 íåðà-
âåíñòâó

|U(x, 0)| ≤ 1

(d(x,Γ))2
. (3.22)

Îïèñàííûé âûøå êëàññ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Ua,H , ãäå [−a, a] −
íîñèòåëü ôóíêöèè z(x).

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó Ua,H .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì H > 8ae.
Ðàçîáüåì ÷èñëîâóþ îñü íà òðè ÷àñòè: (−∞,−B), [−B,B], (B,∞),

ãäå B =
√
H2(N−1)/2, N− íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäå-

ëÿåòñÿ çàäàííîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè.
Ôóíêöèþ U(x, 0) áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèåé U ∗(x, 0), êîòî-

ðàÿ ðàâíà íóëþ íà ìíîæåñòâàõ (−∞,−B), (B,∞), à íà ñåãìåíòå [−B,B]
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñïëàéíîì, ïîñòðîåíèå êîòîðîãî îïèñàíî íèæå.

Ðàçîáüåì ñåãìåíò [−B,B] íà áîëåå ìåëêèå ñåãìåíòû òî÷êàìè −xN1
,

− xN1−1, . . . ,−x1, −x∗m,−x∗m−1, . . . ,−x∗1, 0, x∗1, . . . , x
∗
m, x1, . . . , xN1

, ãäå

x1 = a, x2 = 5
4a, x3 =

(
5
4

)2
a, . . . , xN1−1 =

(
5
4

)N1−1
a, xN1

= B; x∗k = 2ae
H k,
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k = 1, 2, . . . ,m− 1, x∗m = a, N1 =
[
((N − 1)/2− log2 a/

√
H)/ log2

5
4

]
+ 1,

m = [H/(2e)] + 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k è ∆∗l ñåãìåíòû [xk, xk+1], k = 1, 2, . . . , N1 − 1

è [x∗l , x
∗
l+1], l = 0, 1, . . . ,m − 1. Cåãìåíòû [−xk+1,−xk] è [−x∗l+1,−x∗l ],

cèììåòðè÷íûå ñåãìåíòàì [xk, xk+1] è [x∗l , x
∗
l+1], îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ∆̄k è

∆̄∗l ñîîòâåòñòâåííî.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî n ýòèõ ñåãìåíòîâ ðàâíî n = (1+o(1))N

log2(5/4) .

Â ñåãìåíòå ∆k ôóíêöèþ U(x, 0) áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìîì
Ps(U(x, 0),∆k), k = 1, 2, . . . , N1, s = N.

Àïïðîêñèìàöèÿ â ñåãìåíòàõ ∆̄k,∆
∗
l , ∆̄

∗
l ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëîêàëüíûé ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Ps(U(x, 0),∆k),
Ps(U(x, 0), ∆̄k), Ps(U(x, 0),∆∗l ), Ps(U(x, 0), ∆̄∗l ), îáîçíà÷èì ÷åðåç UN(x, 0).

Îöåíèì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè U(x, 0) ëîêàëüíûì ñïëàé-
íîì UN(x, 0) íà ñåãìåíòå [−B,B]. Ïðè ýòîì íóæíî îòäåëüíî îöåíèòü
òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè íà ñåãìåíòàõ ∆k è ∆∗l .

Â ñåãìåíòå ∆k(∆̄k)

‖U(x, 0)− UN(x, 0)‖C(∆k) ≤
(
hk
2

)s
1

2s−1s!
max
x∈∆k

|U (s)(x, 0)| ≤

≤
(
hk
2

)s
1

2s−1s!

s!4sH

xs+2
k

≤
(xk

8

)s 2s+1H

xs+2
k

=
1

22s−1

H

x2
k

≤ H

x2
k

2−2N+1 ≤ H

a222N−1
,

ãäå hk = xk+1 − xk.
Â ñåãìåíòàõ ∆∗l (∆

∗
l )

‖U(x, 0)− UN(x, 0)‖C(∆∗l )
≤
(
hl
2

)s
1

2s−1s!
max
x∈∆∗l
|U (s)(x, 0)| ≤

≤
(
hl
2

)s
1

2s−1s!

s!4s

Hs+1
=
(ae
H

)s 2s+1

Hs+1
=

(
H

8

)s
2s+1

Hs+1
=

2

H

1

22N−1
.

Òàêèì îáðàçîì, íà ñåãìåíòå [−B,B] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U(x, 0)− UN(x, 0)‖C ≤
c

22N−1
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, íà âñåé ÷èñëîâîé îñè èìååì

‖U(x, 0)− U ∗(x, 0)‖C ≤
c

22N−1
.

Ïðè ïîñòðîåíèè ñïëàéíà UN(x, 0) èñïîëüçóåòñÿ n = (1+o(1))N 2×
× log−1

2 (5/4) ôóíêöèîíàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
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N >> | log2(a/
√
H)|. Òîãäà ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè U(x, 0)

îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

‖U(x, 0)− U ∗(x, 0)‖C ≤ C
1

4
√
n log2 5/4

. (3.23)

ãäå n − ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñè-
ìèðóþùåé ôóíêöèè U ∗(x, 0).

3.4.2.2. Äâóìåðíûé ñëó÷àé

Èññëåäóåì òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, çàäàí-
íûõ âûðàæåíèåì (3.15), â êîòîðîì ôóíêöèÿ ϕ(x, y) èìååò êîíå÷íûé íî-
ñèòåëü [−a, a]2. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïëîñêîñòè (−∞,∞)2, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (3.19) è ïðè |x| > a+ 1, |y| > a+ 1 íåðàâåíñòâó

‖U(x, y, 0)‖ ≤ 1

d((x, y),Γ))3
.

Îïèñàííûé âûøå êëàññ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Ua,a,H .
Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè: êâàäðàò ∆ = [−B,B]2, B = eN/3 è

åãî äîïîëíåíèå ∆̄ äî ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè. Ôóíêöèþ U(x, y, 0) áóäåì
àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèåé U ∗(x, y, 0), ðàâíîé íóëþ â ∆̄, à â êâàäðàòå
∆ ÿâëÿþùåéñÿ ëîêàëüíûì ñïëàéíîì, ïîñòðîåíèå êîòîðîãî îïèñàíî íèæå.

Ðàçîáüåì êâàäðàò ∆ íà îáëàñòè ∆k, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-

íîøåíèÿìè ∆0 = [−a, a]2; ∆k =
{
a
(

5
4

)k−1 ≤ d((x, y),∆0) ≤ a
(

5
4

)k}
,

k = 1, 2, . . . , N1 − 1, N1 =
[
N
3 / ln 5

4

]
, ∆Nl =

{
a
(

5
4

)N1−1 ≤ d ((x, y),∆0) ≤
≤ B − a} . Çäåñü d ((x, y),∆0) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé d ((x, y),∆0) =
= min (|x− a|, |x+ a|, |y − a|, |y + a|). Â ñâîþ î÷åðåäü êàæäóþ èç îáëà-
ñòåé ∆k, k = 0, 1, . . . , N1, ðàçîáüåì íà êâàäðàòû. Îáëàñòü ∆0 ðàçáèâàåòñÿ
íà êâàäðàòû ∆0

kl ñ äëèíîé ñòîðîíû, ðàâíîé H/2e, è ñî ñòîðîíàìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: h0 = H/2e, hk = a5k−1/4k, k = 1, 2, . . . , N1− 1,
hN1

= B − a (5/4)N1−1 .

Êàæäóþ èç îáëàñòåé ∆k(k = 1, 2, . . . , N1) ïîêðîåì êâàäðàòàìè ∆k
ij

ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè hk(k = 1, 2, . . . , N1) è ïàðàëëåëüíûìè êîîðäè-
íàòíûì îñÿì.

Ôóíêöèþ U(x, y, 0) â êâàäðàòàõ ∆k
ij, k = 0, 1, . . . , N1, áóäåì ïðè-

áëèæàòü èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Pss(U(x, y, z),∆k
ij), ïîñòðîåíèå

êîòîðîãî áûëî îïèñàíî âûøå. Âåëè÷èíà s ðàâíà N.
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Ëîêàëüíûé ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Lss(U(x, y, z),∆k
ij),

îáîçíà÷èì ÷åðåç UN(x, y, 0).
Çàìå÷àíèå. Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ïîñòðîåí ëîêàëüíûé ñïëàéí, êîòî-

ðûé ìîæåò èìåòü òî÷êè ðàçðûâà íà ñòîðîíàõ êâàäðàòîâ ∆k
ij. Ïîñòðîåíèå

íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ñïëàéíà ïîäîáíî îïèñàííîìó â ðàçä. 3.1, ïî-
ýòîìó çäåñü îïóñêàåòñÿ.

Îöåíèì òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè U(x, y, 0) ëîêàëüíûì
ñïëàéíîì UN(x, y, 0) â îáëàñòè ∆. Äëÿ ýòîãî íóæíî îòäåëüíî îöåíèòü ïî-
ãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ â êâàäðàòàõ ∆k

ij, k = 1, 2, . . . , N1, è â êâàä-
ðàòàõ ∆0

ij.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â êâàäðàòå ∆0

ij

‖U(x, y, 0)− UN(x, y, 0)‖C ≤
(
h0

2

)s
λs

2s−1s!
max( max

(x,y)∈∆o
ij

|U (s,0)(x, y, 0)|,

max
(x,y)∈∆o

ij

|U (0,s)(x, y, 0)|) ≤
(
h0

2

)s
λs

2s−1s!

4ss!H

Hs+3
≤
(
H

4e

)s
2s2λs
Hs+2

≤

≤ 1

2s−1H2

(
1

e

)s
ln s ≤ 1

H2
e−N

8π + 4 lnN

22N−1π
,

ãäå s = N, λs − êîíñòàíòà Ëåáåãà ïî óçëàì ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî
ðîäà.

Â ñëó÷àå, åñëè òî÷êà (x, y) ∈ ∆k
ij, k = 1, 2, . . . , N1, èìååì îöåíêó

‖U(x, y, 0)− UN(x, y, 0)‖C ≤
(
hk
2

)s
λs

2s−1s!

4ss!H

(d(x, y),∆0))s+3
≤

≤

(
a

2

((
5

4

)k
−
(

5

4

)k−1
))s

2s+1H

(
a

2

(
5

4

)k−1
)−(s+3)

λs ≤

≤ a3

(
1

8

)s
2s+1H(8 +

4

π
lnN) ≤ 2H

a3

(8π + 4 lnN)

4Nπ
.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè ∆ è, ñëåäîâàòåëüíî, íà âñåé ïëîñêîñòè
(−∞,∞)2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U(x, y, 0)− U ∗(x, y, 0)‖ ≤ K
(8π + 4 lnN)

4Nπ
,

ãäå K = max
(
1, 2

H2 ,
2H
a3

)
.

Îöåíèì ÷èñëî êâàäðàòîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè
U ∗(x, y, 0). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî

(2 + o(1))

[
10N

3 ln(5/4)
+
(ae
H

)2
]
.
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Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
∣∣∣(aeH )2

∣∣∣ < N. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíê-
öèè U ∗(x, y, 0), ðàâíî n = (1 + o(1))αN 3, ãäå α = 20/(3(ln(5/4))). Ñëåäî-
âàòåëüíî,

‖U(x, y, 0)− U ∗(x, y, 0)‖C ≤ K
(1 + o(1)) lnn

4(n/α)1/3
. (3.24)

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N(N ≥ 15) íåïîñðåäñòâåííîå
èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Ps(U(x, y, 0),∆k

ij), s = N,
íåöåëåñîîáðàçíî èç-çà èõ íåóñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó îáëàñòè ∆k

ij ðàçáèâà-
þòñÿ íà áîëåå ìåëêèå îáëàñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîé èç íèõ
èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèëàñü ïîëèíîìîì ïîðÿäêà íå âûøå 15 ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé, à îáùåå ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè âîññòàíîâ-
ëåíèè ôóíêöèè U(x, y, 0) â îáëàñòè ∆k

ij, áûëî áû ðàâíî s2. Ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ îöåíêà (3.24), íî ñ íåñêîëüêî áîëüøåé
êîíñòàíòîé α.

3.4.2.3. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé

Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ îñü
0Z âíèç.

Èññëåäóåì òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, çàäàí-
íûõ âûðàæåíèåì (3.16), â êîòîðîì ôóíêöèÿ ϕ(x, y) èìååò êîíå÷íûé íî-
ñèòåëü [−a, a]3 è, êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ âåëè÷èíîé h. Òàêèì
îáðàçîì, íóæíî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé,
çàäàííûõ â îáëàñòè {−∞ ≤ x ≤ ∞, −∞ ≤ y ≤ ∞, 0 ≤ −z ≤ ∞}
è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (3.21), à ïðè d((x, y, z),Γ) ≥ 1 −
íåðàâåíñòâó

|U(x, y, z)| ≤ 1

d((x, y, z),Γ)3
,

ãäå d((x, y, z),Γ) − åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y, z) äî ãðàíèöû
Γ îáëàñòè Q.

Îïèñàííûé âûøå êëàññ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Ua,a,h,H .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îáëàñòü [−B,B;−B,B, 0, B], ãäå B = eN/3. ×å-

ðåç∆0 îáîçíà÷èì ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä [−a, a;−a, a; 0, a]. Ðàçî-
áüåì îáëàñòü Ω \ ∆0 íà áîëåå ìåëêèå îáëàñòè ∆k, ãäå ∆k − ìíîæåñòâî
òî÷åê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì:

∆k =

{
a

(
5

4

)k−1

≤ d((x, y, z),∆0) ≤ a

(
5

4

)k}
, k = 1, 2, . . . , N1 − 1,
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N1 =

[(
N

3

)
/ ln

5

4

]
,∆N1

=

{
a

(
5

4

)N1−1

≤ d((x, y, z),∆0) ≤ B − a

}
.

Êàæäóþ èç îáëàñòåé ∆k, k = 1, 2, . . . , N1, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèâàåì
íà êóáû. Ïóñòü hk = a

(
5
4

)k−1 1
4 , k = 1, 2, . . . , N1. Ïîêðîåì êàæäóþ èç

îáëàñòåé ∆k, k = 1, 2, . . . , N1, êóáàìè ñ ðåáðàìè, ðàâíûìè hk, è ãðàíÿìè,
ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì.

Îáîçíà÷èì ýòè êóáû ÷åðåç ∆k
ijl, k = 1, 2, . . . , N1.

Îáëàñòü ∆0 òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà áîëåå ìåëêèå êóáû ∆0
ijl ñ ðåáðàìè,

ðàâíûìè h0 = (H − h)/2e, è ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
ïëîñêîñòÿì.

Â êàæäîé èç îáëàñòåé ∆k
ijl, k = 0, 1, 2, . . . , N1, ôóíêöèþ U(x, y, z)

áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ps(U,∆
k
ijl),

k = 0, 1, 2, . . . , N1. Âåëè÷èíà s = N.
Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Ps(U,∆

k
ijl), k = 1, 2, . . . , N1,

áóäåì îáîçíà÷àòü UN(x, y, z), à ÷åðåç U ∗N(x, y, z) áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíê-
öèþ

U ∗N(x, y, z) =

{
0, (x, y, z) ∈ Π\Ω;

UN(x, y, z), (x, y, z) ∈ Ω.

Çäåñü Π − ïîëóïðîñòðàíñòâî {z : z ≥ 0}.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â êóáå ∆0

ijl ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U(x, y, z)− Lsss(U,∆0
ijl)‖C ≤

≤
(
h0

2

)s
λ2
s

2s−1s!
max

(x,y,z)∈∆0
ijl

(|U (s,0,0)(x, y, z)|, |U (0,s,0)(x, y, z)|,

|U (0,0,s)(x, y, z)|) ≤ 2

H2
1

1 + o(1)

4N
(8 +

4

π
lnN)2,

ãäå H1 = H − h, s = N.
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â äâóìåðíîì ñëó÷àå, â êóáàõ

∆k
ijl èìååì îöåíêó

‖U(x, y, z)− Lsss(U,∆k
ijl)‖C ≤ A

1 + o(1)

4N
(8 +

4

π
lnN)2,

ãäå A = 2H1/a
3.

Îáùåå ÷èñëî m êóáîâ ∆k
ijl, k = 0, 1, . . . , N1, ïîêðûâàþùèõ îáëàñòü

Ω, ðàâíî 75N1 + ([2ae/H1] + 1)3.
Îáùåå ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ n, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ñïëàé-

íà UN(x, y, z), ðàâíî

75N1N
3 +

[
2ae

H1

]3

N 3 ≤ n ≤ 75N1N
3 +

([
2ae

H1

]
+ 1

)3

N 3.
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Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð îöåíêè, òî ìîæíî
ïîëîæèòü n = αN 4, ãäå α = [75/3(ln(5/4))].

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖U(x, y, z)− U ∗N(x, y, z)‖ ≤ c4−(n/α)1/4

lnn. (3.24)

Ñëåäîâàòåëüíî,

dn(Ua,a,h,H(1), C) ≤ c4−(n/α)1/4

lnn. (3.25)

4. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîòåí-
öèàëüíîå ïîëå àïðèîðè çàäàíî â àíàëèòè÷åñêîé èëè êàêîé-íèáóäü äðó-
ãîé ôîðìå. Êàê îòìå÷àåò Â. Í. Ñòðàõîâ [190], äëÿ ïîòðåáíîñòåé ãåîôè-
çè÷åñêîé ïðàêòèêè íåîáõîäèìî èìåòü íåñêîëüêî òèïîâ âû÷èñëèòåëüíûõ
àëãîðèòìîâ. Îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ îñíîâàí íà îïòèìàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ïîëåé, çàäàííûõ â âèäå òðåõìåðíûõ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè. Â
äàííîì ðàçäåëå áóäóò èññëåäîâàòüñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû àïïðîêñèìà-
öèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ òåëàìè ñ ïëîòíîñòüþ σ(x, y, z),
çàíèìàþùèìè îáëàñòü Ω ñ ãðàíèöåé Γ. Íèæå áóäóò ïîñòðîåíû îïòèìàëü-
íûå ïî ïîðÿäêó (ïî òî÷íîñòè) êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ òðåõ-
ìåðíûõ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè íà êëàññàõ ôóíêöèé Ãåëüäåðà è Ñîáîëåâà.

Ïóñòü F − ïîòåíöèàëüíîå â îáëàñòè Ω ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâ-
íåíèÿì

divF = f(x,y, z), rotF = 0. (4.1)

Ïóñòü gradu = F. Òîãäà [103]

F(r′) ≡ I1 + I2 =

= − 1

4π

∫∫
Γ

{
(n · F)grad

1

|r− r′|
+ [n× F]× grad

1

|r− r′|

}
ds+

+
1

4π

∫∫∫
Ω

divF · grad
1

|r− r′|
dv. (4.2)

Çäåñü r′ ∈ Ω, n − åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè Γ, r = xi + yj + zk, r′ = x′i + y′j + z′k.

Ðàçäåë íàïèñàí ïî ìàòåðèàëàì ñòàòüè [40].
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4.1. Îöåíêè ñíèçó

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ñíèçó îò èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè äëÿ ïðî-
ñòîòû îáîçíà÷åíèé îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êóáàòóðíîé ôîðìóëû

I0ϕ ≡
∫∫
Γ

ϕ(x, y, z)
(x− x′)

((x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2)3/2
ds =

=
N∑
k=1

pk(x
′, y′, z′)ϕ(xk, yk, zk) +RN(ϕ), (4.3)

ãäå (xk, yk, zk) ∈ Γ, äëÿ èíòåãðàëà I0ϕ, ÿâëÿþùåãîñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ
èíòåãðàëà I1.

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Γ − åäèíè÷íàÿ
ñôåðà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøèõ
âûêëàäîê, ýòî óïðîùåíèå íå âëèÿåò íà îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Êóáàòóðíóþ ôîðìóëó (4.3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî òî÷êà (x′, y′, z′) ðàñïîëîæåíà âíå ïîâåðõíîñòè Γ, òàê è â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî òî÷êà (x′, y′, z′) ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè Γ.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà (x′, y′, z′) íå ïðèíàäëåæèò
ïîâåðõíîñòè Γ.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ èçâåñòíû â N ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ óç-
ëàõ Mk = (xk, yk, zk), Mk ∈ Γ, k = 1, 2, . . . , N . Âû÷èñëèì âåðõíþþ ãðàíü
îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè âñåâîçìîæíûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë, èñïîëü-
çóþùèõ óçëû Mk, k = 1, 2, . . . , N .

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ϕ(x, y, z) ∈ Hα,α,α(1), 0 < α ≤ 1.
Óëîæèì íà ñôåðå Γ íàèáîëåå ïëîòíûì îáðàçîì 3N êðóãîâ. Èçâåñò-

íî [160, 216], ÷òî ïëîùàäü, çàíèìàåìàÿ òàêîé óêëàäêîé, ñîñòàâëÿåò ìåíåå
÷åì π/

√
12 îò ïëîùàäè ñôåðû, ïðè÷åì ïðè N, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè, îòíîøåíèå ïëîùàäè, çàíèìàåìîé ïëîòíîé óêëàäêîé èç N ðàâíûõ
êðóãîâ, ê ïëîùàäè ñôåðû ðàâíî π/

√
12. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ïëîùàäü, çàíèìàåìàÿ óêëàäêîé èç 3N ðàâíûõ êðóãîâ, íå ìåíüøå ïîëî-
âèíû ïëîùàäè ñôåðû Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ êàæäîãî èç êðóãîâ íå
ìåíüøå ÷åì

√
2/3N. Òàê êàê êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà (4.3) èñïîëüçóåò N

óçëîâ, òî ïî êðàéíåé ìåðå â 2N êðóãàõ îòñóòñòâóþò óçëû êóáàòóðíîé
ôîðìóëû (4.3). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ïî êðàéíåé ìåðå âíóòðè N
êðóãîâ íå ïðîèñõîäèò ñìåíû çíàêà (x−x′) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
(x′, y′, z′). Íàçîâåì êðóãè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò óçëû êóáàòóðíîé ôîð-
ìóëû (4.3) è íå ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà ôóíêöèè (x−x′), îòìå÷åííûìè.
Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå N îòìå÷åííûõ
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êðóãîâ. Îáîçíà÷èì ýòè êðóãè ÷åðåç Sk(ρ), ãäå k − íîìåð êðóãà, ρ − ðà-
äèóñ îêðóæíîñòè (îáùèé äëÿ âñåõ îêðóæíîñòåé).

Â êàæäîì èç îòìå÷åííûõ êðóãîâ Sk(ρ) ïîñòðîèì ôóíêöèþ

ϕk(x, y, z) = (d((x, y, z),Γk))
α,

ãäå d((x, y, z),Γk) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y, z) äî ãðàíèöû Γk êðóãà
Sk(ρ).

Òîãäà

RN(ϕ) ≥
3N∑
k=1

′
∫∫
Sk(ρ)

ϕk(x, y, z)
x

(x2 + y2 + z2)3/2
ds,

ãäå
∑′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî îòìå÷åííûì êðóãàì. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî |RN(ϕ)| ≥ cN−α/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ (x′, y′, z′),
ëþáîé ñåòêå óçëîâMk, k = 1, 2, . . . , N , è ëþáûõ âåñàõ pk, k = 1, 2, . . . , N ,
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ζN [Hα,α,α(1)] ≥ cN−α/2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ∈ Cr
3(1). Â êàæäîé ñôåðå Sk(ρ) ïîñòðîèì ôóíê-

öèþ

ϕ∗k(x, y, z) =
A

ρr
(d((x, y, z),Γk))

2r,

ãäå êîíñòàíòà A ïîäáèðàåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ϕ∗k(x, y, z) ∈ Cr
3(1).

Òîãäà

RN(ϕ) =
3N∑
k=1

∫∫
∆k

ϕ∗k(x, y, z)
x

(x2 + y2 + z2)3/2
ds ≥ cN−r/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ζN [Cr
3(1)] ≥ cN−r/2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà (x′, y′, z′) ∈ Γ. Â ýòîì ñëó-
÷àå èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ôîðìóëó (4.2), ÿâëÿþòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíû-
ìè. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ïî-
ñòðîåíû â [33]. Èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [33], ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëî-
âèè, ÷òî (x′, y′, z′) ∈ Γ, äëÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà (4.3) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè (ïðè r ≥ 2) ζN [Cr

3(1)] ≥ cN−r/2.

Îöåíèì ñíèçó òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà∫∫∫
Ω

divF · grad
1

|r− r′|
dv

êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè, èñïîëüçóþùèìè N çíà÷åíèé ôóíêöèè divF.
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Ïóñòü divF = ϕ(x, y, z). Êàê è âûøå, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
èíòåãðàëà

Hϕ ≡
∫∫∫

Ω

ϕ(x, y, z)
x− x′

((x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2)3/2
dv,

ãäå äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì Ω = [−1, 1]3.
Èíòåãðàë Hϕ áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âèäà

Hϕ =
N∑

k1=1

N∑
k2=1

N∑
k3=1

pk1,k2,k3
(x′, y′, z′)ϕ(xk1

, yk2
, zk3

)+

+RNNN(x′, y′, z′; pk1,k2,k3
(x′, y′, z′);xk1

, yk2
, zk3

;ϕ) (4.4)

è

Hϕ =
N∑
k=1

pk(x
′, y′, z′)ϕ(Mk) +RN(x′, y′, z′; pk(x

′, y′, z′);Mk;ϕ). (4.5)

ÇäåñüMk − óçëû, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñïîëîæåííûå â îáëàñòè
Ω; pk(x

′, y′, z′) − êîýôôèöèåíòû, k = 1, 2, . . . , N.
Âíà÷àëå îöåíèì ôóíêöèîíàë ζNNN(Ψ), îòíåñåííûé ê ôîðìóëå (4.4).

Êëàññ ôóíêöèé Ψ îïðåäåëèì íèæå. Ðàçäåëèì êóá Ω íà (2N)3 áîëåå ìåë-
êèõ êóáîâ ∆ijk = [xi, xi+1;xj, xj+1;xk, xk+1], i, j, k = 0, 1, . . . , 2N − 1, ãäå
xk = −1 + k/N, k = 0, 1, . . . , 2N. Êóá ∆ijk íàçîâåì îòìå÷åííûì, åñëè
â íåì íåò óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.4).

Îïèøåì ìíîæåñòâî êóáîâ ∆ijk, i, j, k = 0, 1, . . . , 2N − 1, òðåõìåðíîé
ìàòðèöåé C = {cijk}, ó êîòîðîé èíäåêñ i îçíà÷àåò íîìåð ñëîÿ, èíäåêñ j
îçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè â i-ì ñëîå, à èíäåêñ k îçíà÷àåò íîìåð ñòîëáöà â i-ì
ñëîå. Îñíîâàíèåì êàæäîãî i-ãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò [−1, 1]2, ïîêðûòûé
êâàäðàòàìè ∆jk = [xj, xj+1;xk, xk+1], j, k = 0, 1, . . . , 2N − 1. Êâàäðàò ∆jk

áóäåì íàçûâàòü îòìå÷åííûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé êóá ∆ijk ÿâëÿåòñÿ
îòìå÷åííûì.

Áóäåì íàçûâàòü ñòðîêó (ñòîëáåö) îòìå÷åííîé (îòìå÷åííûì), åñëè
îíà (îí) ñîäåðæèò òîëüêî îòìå÷åííûå êâàäðàòû. Áóäåì íàçûâàòü ñëîé
îòìå÷åííûì, åñëè îí ñîñòîèò èç îòìå÷åííûõ ñòðîê. Ïîêàæåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò îòìå÷åííûå ñòðîêè, ñòîëáöû è ñëîè. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê
êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà (4.4) ïîñòðîåíà íà òðåõìåðíîé ñåòêå, èìåþùåé 2N
óçëîâ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ, à ìàòðèöà C èìååò 2N èíäåêñîâ ïî
êàæäîìó íàïðàâëåíèþ, òî èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå N îòìå÷åí-
íûõ ñòðîê, N îòìå÷åííûõ ñòîëáöîâ, N îòìå÷åííûõ ñëîåâ. Îáîçíà÷èì
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÷åðåç Θ1(j, l) îòíîøåíèå ÷èñëà îòìå÷åííûõ ñòðîê ñðåäè ñòðîê ñ íîìå-
ðàìè j, j + 1, . . . , l ê îáùåìó ÷èñëó l − j − 1 ñòðîê. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç
Θ2(k, l) îáîçíà÷åíî îòíîøåíèå ÷èñëà îòìå÷åííûõ ñòîëáöîâ ñðåäè ñòîëá-
öîâ ñ íîìåðàìè k, k+ 1, . . . , l ê îáùåìó ÷èñëó l− k− 1 ñòîëáöîâ, à ÷åðåç
Q3(i, l) − îòíîøåíèå ÷èñëà îòìå÷åííûõ ñëîåâ ñðåäè ñëîåâ ñ íîìåðàìè
i, i+ 1, . . . , l ê îáùåìó ÷èñëó l− i− 1 ñëîåâ. Ïîêàæåì, ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-
äåíèÿ èç ðàáîòû [31, c. 169], ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν,
ν ≤ 3(N + 1)/2, äëÿ êîòîðîãî min

l>ν
Θi(ν, l) ≥ 1/3, i = 1, 2, 3.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñó-
ùåñòâóåò k̄ (k̄ < 3(N + 1)/2), äëÿ êîòîðîãî minl>k̄ Θ1(k̄, l) ≥ 1/3. Òîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî l1 áóäåò Θ1(0, l1) < 1/3. Çàòåì íàéäåòñÿ òàêîå l2, ÷òî
Θ1(l1, l2) < 1/3. Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåòñÿ
òàêîå µ, ÷òî Θ1(lµ−1, lµ) < 1/3, à lµ > 3(N + 1)/2. Òîãäà îáùåå ÷èñëî
îòìå÷åííûõ ñòðîê íå ìîæåò ïðåâûñèòü 1

2(N+1)+2N− 3
2(N+1) = N−1,

â òî âðåìÿ, êàê ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî îòìå÷åííûõ ñòðîê íå ìåíüøå N.
Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò k̄(k̄ < 3(N+1)/2)
òàêîå, ÷òî minl>k̄Θ(k̄, l) ≥ 1

3 .
Ïîëîæèì ν = 3(N + 1)/2.
Â êà÷åñòâå êëàññà ôóíêöèé Ψ âíà÷àëå âîçüìåì Ψ = Hααα(1).
Ïóñòü ∆ijk = [xi, xi+1;xj, xj+1;xk, xk+1]− ïðîèçâîëüíûé îòìå÷åííûé

êóá, èíäåêñû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì i, j, k ≥ ν + 1.
Ïîñòðîèì â ýòîì êóáå ôóíêöèþ

ϕijk(x, y, z) = A
((x− xi)(xi+1 − x)(y − yj)(yj+1 − y)(z − zk)(zk+1 − z))α

(2/N)5α
,

ãäå êîíñòàíòà A âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ϕijk(x, y, z) ∈ Hααα(1).
Â îáëàñòè Ω ââåäåì ôóíêöèþ ψ(x, y, z), ðàâíóþ ϕijk(x, y, z), åñëè

(x, y, z) ∈ ∆ijk, ∆ijk − îòìå÷åííûé êóá ñ èíäåêñàìè i, j, k ≥ ν + 1, è
ðàâíóþ íóëþ âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.4) ðàâíà

RNNN(x′, y′, z′; pk(x
′, y′, z′);xk1

, yk2
, zk3

,Ψ) ≥

≥
n∑

i1=1

n∑
i2=1

n∑
i3=1

′
∫∫∫
∆i1i2i3

ϕi1i2i3(x, y, z)(x− x′)
((x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2)3/2

dv,

ãäå
∑∑∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî îòìå÷åííûì êóáàì ñ èíäåêñàìè

i, j, k ≥ ν + 1.
Ïîëîæèì x′ = y′ = z′ = −1 + ν/N. Ñëåäîâàòåëüíî,

RNNN [Ψ] ≥ sup
x′,y′,z′∈Ω

RN(x′, y′, z′; pk(x
′, y′, z′);xk1

, yk2
, zk3

,Ψ) ≥
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≥ RN(xν, xν, xν; pk(xν, xν, xν);xk1
, yk2

, zk3
, ψ) =

=
N∑

i1=ν+1

N∑
i2=ν+1

N∑
i3=ν+1

′
∫∫∫
∆i1i2i3

ψ(x, y, z)(x− xν)
((x− xν)2 + (y − xν)2 + (z − zν)2)3/2

dν ≥

≥
N∑

i1=ν+1

N∑
i2=ν+1

N∑
i3=ν+1

′ N 2(i1 − ν)

(
3∑
j=1

(ij + 1− ν)2)3/2

∫∫∫
∆i1i2i3

ψ(x, y, z)dν ≥

≥ cN 3

∫∫∫
∆i1i2i3

ψ(x, y, z)dν =
c

Nα
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îöåíêà

ζNNN [Hααα(1)] ≥ c

Nα
=

c

nα/3
,

ãäå n − îáùåå ÷èñëî óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.4).
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü Ψ = Hααα(1). Äëÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà

(4.4) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ζNNN [Hααα(1)] ≥ c

nα/3
,

ãäå n − îáùåå ÷èñëî óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.4).
Äëÿ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.5) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü Ψ = Hααα(1). Äëÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà

(4.5) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ζN [Hααα(1)] ≥ c

Nα/3
,

ãäå N − îáùåå ÷èñëî óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.5).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2 ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé

òåîðåìû.
Ïóñòü Ψ = Cr

3(1). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü Ψ = Cr
3(1). Äëÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà (4.4)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà
ζNNN [Hααα(1)] ≥ c

nr/3
,

ãäå n − îáùåå ÷èñëî óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.4).
Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü Ψ = Cr

3(1). Äëÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà (4.5)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ζN [Cr

3(1)] ≥ c/N r/3, ãäå N − îáùåå ÷èñëî óçëîâ êó-
áàòóðíîé ôîðìóëû (4.5).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.1.
Ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ϕijk(x, y, z). Â äàí-
íîì ñëó÷àå

ϕijk(x, y, z) = A
((x− xi)(xi+1 − x)(y − yj)(yj+1 − y)(z − zk)(zk+1 − z))r

(2/N)5r
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.4 ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.3.

4.2. Îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó ìåòîäû

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïî ïîðÿäêó (ïî òî÷íîñòè) àëãîðèò-
ìà âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ îïòè-
ìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èç ôîðìóëû (4.1).

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà Γ − åäèíè÷-
íàÿ ñôåðà, à Ω − åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Âíà÷àëå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà F è f ïðèíàäëåæàò êëàññó
ôóíêöèé Ψ = B̃0

0,α,γ(Ω, A).
Èç ïðîâåäåííûõ íèæå âûêëàäîê áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îïèñàííûé

ìåòîä ñïðàâåäëèâ äëÿ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè
ïîâåðõíîñòÿìè. Ïóñòü rk = 1− e(k−N)v, k = 1, 2, . . . , N , r0 = 1. Çíà÷åíèå
v áóäåò îïðåäåëåíî íèæå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γk ñôåðû ñ ðàäèóñàìè rk è
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, k = 1, 2, . . . , N − 1. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ
îáîçíà÷èì Γ ÷åðåç Γ0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωk îáëàñòè, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó ñôåðàìè Γk
è Γk+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hk = rk − rk+1, k = 0, 1, . . . , N − 1. Ïîêðî-
åì ñôåðó Γk ðàâíûìè ñôåðè÷åñêèìè øåñòèóãîëüíèêàìè ñ äëèíîé ðåáðà,
ðàâíîé hk. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè òàêîãî ïîêðûòèÿ ìî-
æåò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ äèàìåòðàìè, ìåíüøèìè äèà-
ìåòðà ñôåðè÷åñêîãî øåñòèóãîëüíèêà, íå ñóùåñòâåííî. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ÷èñëî òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íå ïðåâûøàåò O(

√
N), ãäå N − îá-

ùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ. Ïîýòîìó íå áóäåì âûäåëÿòü íåïðàâèëü-
íûå ìíîãîóãîëüíèêè è âñå ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ áóäåì íàçûâàòü øåñòè-
óãîëüíèêàìè. Îáîçíà÷èì ýòè øåñòèóãîëüíèêè ÷åðåç Ak

iB
k
i C

k
i D

k
iE

k
i F

k
i A

k
i

(i = 1, 2, . . . , nk), ãäå nk − ÷èñëî øåñòèóãîëüíèêîâ íà ñôåðå Γk,
k = 0, 1, . . . , N − 1. Ñîåäèíèì âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ íà ñôåðå Γk ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì êàæäûé øåñòèóãîëü-
íèê íà ñôåðå Γk (ñêàæåì, øåñòèóãîëüíèê Ak

iB
k
i C

k
i D

k
iE

k
i F

k
i ) èìååò îá-

ðàç íà ñôåðå Γk+1 (øåñòèóãîëüíèê Āk
i B̄

k
i C̄

k
i D̄

k
i Ē

k
i F̄

k
i ). Îáëàñòè, ðàñïî-

ëîæåííûå ìåæäó ñôåðè÷åñêèìè øåñòèóãîëüíèêàìè Ak
iB

k
i C

k
i D

k
iE

k
i F

k
i , èõ
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îáðàçàìè Āk
i B̄

k
i C̄

k
i D̄

k
i Ē

k
i F̄

k
i è ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ñòîðîíû

Ak
1B

k
1 è Āk

1B̄
k
1 , . . . , E

k
i F

k
i è Ēk

i F̄
k
i , îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k

i1
, i1 = 1, 2, . . . , nk,

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Îáùåå ÷èñëî n îáëàñòåé ∆k

i1
ðàâíî n � e2N .

Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ êó-
áàòóðíûõ ôîðìóë.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σi = A0
iB

0
iC

0
iD

0
iE

0
i F

0
i (i = 1, 2, . . . , n0) øåñòèóãîëü-

íèêè, ïîêðûâàþùèå ñôåðó Ω0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M 0
i öåíòð i-ãî øåñòè-

óãîëüíèêà (i = 1, 2, . . . , n0). Â êà÷åñòâå êóáàòóðíîé ôîðìóëû, àïïðîêñè-
ìèðóþùåé èíòåãðàë

I1 = − 1

4π

∫∫
Γ

{
(n · F)grad

1

|r− r′|
+ [n× F]× grad

1

|r− r′|

}
ds,

âîçüìåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

I1 = − 1

4π

n0∑
k=1

∫∫
σk

{
(n · F(M 0

k ))grad
1

|r− r′|
+

+[n× F(M 0
k )]× grad

1

|r− r′|

}
ds+Rn0

(F ), (4.6)

ãäå n0 − ÷èñëî øåñòèóãîëüíèêîâ, ïîêðûâàþùèõ ñôåðó Ω0.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî n0 � e2N . Ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòð øåñòè-

óãîëüíèêîâ ïîêðûòèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà e−N è ïîãðåøíîñòü êóáà-
òóðíîé ôîðìóëû (4.6) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

|Rn0
(F )| ≤ ce−Nα ≤ cn

−α/2
0 .

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

I2F =
1

4π

∫∫∫
Ω

divF · grad
1

|r− r′|
dv. (4.7)

Îïèøåì äâà òèïà êóáàòóðíûõ ôîðìóë.
Ïðè ïîñòðîåíèè ïåðâîãî òèïà êóáàòóðíûõ ôîðìóë áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè f = divF ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ àíàëè-
òè÷åñêè äî ëþáîãî òðåáóåìîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü òî÷êà r′ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ∆j
i , i = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2,

3, . . . , N − 1. ×åðåç ∆
j
i , i = 1, 2, . . . , nj, j = 1, 2, . . . , N − 1, îáîçíà÷èì

îáúåäèíåíèå îáëàñòåé ∆k
l , l = 1, 2, . . . , nk, k = 1, 2, . . . , N − 1, èìåþùèõ
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íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ∆j
i . Â îáëàñòè ∆

j
i , i = 1, 2, . . . , nj, j = 2, . . . , N−1,

ôóíêöèÿ f(x, y, z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà

fj(M
j
i ,∆

j
i ) = f(M j

i ) + · · ·+ 1

mj!
dmjf(M j

i ),

ãäå mj = 16j + 1.

Â îáëàñòè ∆
j
i , i = 1, 2, . . . , nj, j = 0, 1, ôóíêöèÿ f(x, y, z) àïïðîêñè-

ìèðóåòñÿ ïîñòîÿííîé f0(M
j
i ,∆

j
i ) = f(M j

i ), f1(M
j
i ,∆

j
i ) = f(M j

i ).
Â îáëàñòÿõ ∆k

i , i = 1, 2, . . . , nk, k = 0, 1, íå âõîäÿùèõ â ∆̄j
i , ôóíêöèÿ

f(x, y, z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíñòàíòîé f(Mk
i ), ãäåMk

i − öåíòð òÿæåñòè
îáëàñòè ∆k

i (â êà÷åñòâå M
k
i ìîæåò áûòü âçÿòà è ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà èç

îáëàñòè ∆k
i ):f0(M

k
i ,∆

k
i ) = f(Mk

i ), f1(M
k
i ,∆

k
i ) = f(Mk

i ). Â îáëàñòè ∆k
i ,

i = 1, 2, . . . , nk, k = 2, . . . , N − 1, ôóíêöèÿ f(x, y, z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ
îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà

fk(M
k
i ,∆

k
i ) = f(Mk

i ) + · · ·+ 1

mk!
dmkf(Mk

i ),

ãäå mk = [(k − 1)v(1− γ)] + 1.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I2f ïðè r′ ∈ ∆j

i èñïîëüçóåòñÿ êóáàòóðíàÿ
ôîðìóëà

I2f(r′) =
1

4π

∫∫∫
∆
j

l

fj(M
j
i , ∆̄

j
i ) · grad

1

|r− r′|
dv+

+
1

4π

N−1∑
k=0

nk∑
l=1

′
∫∫∫

∆k
l

fk(M
k
l ,∆

k
l ) · grad

1

|r− r′|
dv +RN(f), (4.8)

ãäå
∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî îáëàñòÿì∆k

i , íå èìåþùèì ïåðåñå÷åíèé
ñ ∆̄j

i .
Ïóñòü r′ ∈ ∆k

i , k = 0, òîãäà

q1 =
1

4π

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫∫

∆̄0
i

(f(r)− f0(M
0
i , ∆̄

0
i ))grad

1

|r− r′|
dv

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c

∫∫∫
∆̄0
i

(|x− x′|+ |y − y′|+ |z − z′|)
((x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2)(3−α)/2

dv ≤

≤ c

2π∫
0

π∫
0

e(1−N)v∫
0

ραdρdΘdϕ =
c

eNv(1+α)
.
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Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è ïðè r′ ∈ ∆1
i .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

q2 =
1

4π

∣∣∣∣∣∣∣
n0−1∑
k=0

∫∫∫
∆̄0
k

(f(r)− f0(M
0
k ,∆

0
k))grad

1

|r− r′|
dv

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
c

eNvα
,

ãäå
∑ ′ − ñóììèðîâàíèå ïî îáëàñòÿì, íå èìåþùèì ïåðåñå÷åíèé c ∆j

i .
Îöåíèì òåïåðü ñóììó:

q3 =
1

4π

∣∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

nk1∑
l=1

∫∫∫
∆̄k
i

(f(r)− fk(Mk
i ,∆

k
l ))grad

1

|r− r′|
dv

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ cmax

k,l
max |f(r)− fk(Mk

l ,∆
k
l )| ≤

≤ cNhmk

k,l

(
eNv

e(k−1)v

)mk−1+γ
mmk

k Amk

4mkmk!
≤

≤ cN

(
ekv − e(k−1)v

eNv

)mk (
eNv

e(k−1)v

)mk−1+γ
mmk

k Amk

4mkmk!
≤

≤ cN
e(k−1)v(1−γ)

eNv(1−γ)
(ev − 1)mk

mmk

k Amk

4mk
√

2πmk

(
e

mk

)mk

≤

≤ c
N√

2πmk

(e(k−1)v(1−γ)/mke(ev − 1)A)mk

4

1

eNv(1−γ)
.

Ïîëàãàÿ v = ln(1 + 4
Ae2 ), ïîëó÷àåì îöåíêó q3 ≤ c N

eNv(1−γ) .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ÷èñëî óçëîâ n êóáàòóðíîé
ôîðìóëû (4.8) ðàâíî

n � eNv(l−1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

q3 ≤
c lnn

n(1−γ)/(l−1)
.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå

RN(Ψ) ≤ c

(
lnn

nα/(l−1)
+

lnn

n(1−γ)/(l−1)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè óçëîâ ïîãðåøíîñòü ðàâíà
O(n−α/l).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé òèï êóáàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà (4.7). Ïðè ýòîì ñîõðàíèì ïðåæíåå ðàçáèåíèå Ω íà îáëàñòè ∆k,
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k = 0, 1, . . . , N − 1, íî ðàçáèåíèå îáëàñòåé ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1,
ïðîâåäåì ïî "ãåîãðàôè÷åñêîìó" ïðèíöèïó. Ðàññìîòðèì îáëàñòü ∆k,
k = 0, 1, . . . , N−1, íà ñôåðó Γk, k = 0, 1, . . . , N−1, íàíåñåì ñåòêó øèðîò
è ìåðèäèàí ïî ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (rk,Θ

k
i , ϕ

k
j ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ak
iB

k
i C

k
i D

k
i ñôåðè÷åñêèå ïàðàëëåëåïèïåäû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè íà-

íåñåíèè íà ñôåðó Γk ñåòêè øèðîò è ìåðèäèàí ïî êîîðäèíàòàì (rk,Θ
k
i , ϕ

k
j ),

k = 1, 2, . . . , N − 1, i = 1, 2, . . . , nk, j = 1, 2, . . . ,mk. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ
Θk
i è ϕ

k
j ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè

Ak
i , B

k
i è B

k
i ,C

k
i áûëî íå áîëüøå hk = rk − rk+1. Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå

îáëàñòåé ∆k
i ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îïèñàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì

îáëàñòåé ∆k
i â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(x, y, z) èçâåñòíà âìåñòå ñ ïðîèç-

âîäíûìè äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå ∆k

i = [Ak
iB

k
i C

k
i D

k
i Ā

k
i B̄

k
i C̄

k
i D̄

k
i ], k = 0, 1,

ôóíêöèÿ f(x, y, z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíñòàíòîé P0(f,∆
k
i ) = f(Mk

i ), ãäå
Mk

i − öåíòð òÿæåñòè ∆k
i (â êà÷åñòâåM

k
i ìîæåò áûòü âçÿòà è ëþáàÿ äðóãàÿ

òî÷êà èç ∆k
i , k = 0, 1).

Â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå ∆k
i = [Ak

iB
k
i C

k
i D

k
i Ā

k
i B̄

k
i C̄

k
i D̄

k
i ] ïðè k =

= 2, . . . , N − 1 ôóíêöèÿ f(x, y, z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì
ïîëèíîìîì Pnk,nk,nk(f,∆

k
i ) = P r

nk
Pϕ
nk
PΘ
nk
f(x, y, z), ãäå P r

nk
− èíòåðïîëÿöè-

îííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûé ïî nk óçëàì, ÿâëÿþùèìñÿ îòîá-
ðàæåíèåì nk óçëîâ ïîëèíîìà ×åáûøåâà I ðîäà ñòåïåíè nk ñ ñåãìåíòà
[−1, 1] íà ñåãìåíò [Ak

i Ā
k
i ], nk = 12k + 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆̄j
i , j = 2, 3, . . . , N − 1, îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà

ïàðàëëåëåïèïåäîâ ∆k
v , èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ∆j

i . Àïïðîêñè-
ìàöèþ â îáëàñòè ∆̄j

i áóäåì ïðîâîäèòü ïî ôîðìóëå Pnj ,nj ,nj(f, ∆̄
j
i ).

Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ ïîëèíîìîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç fn.
Ïóñòü òî÷êà r′ ðàñïîëîæåíà â ñôåðè÷åñêîì ïàðàëëåëåïèïåäå ∆k

i ,
k = 0, 1. Òîãäà èíòåãðàë I2f âû÷èñëÿåòñÿ ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

I2f = I2fn +Rn(f). (4.10)

Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïðîâåäåííûå âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè êóáàòóð-
íîé ôîðìóëû (4.8) è ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé
êëàññà B̃0

0,α,γ(Ω,M) ëîêàëüíûìè ñïëàéíàìè, èìååì

Rn(Ψ) ≤ cn−α/2 ln2 n. (4.11)

Ïóñòü r′ ∈ ∆j
i , j = 2, 3, . . . , N − 1. Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà, ïðåäíàçíà-

÷åííàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I2f , èìååò âèä

I2f =
1

4π

∫∫
∆̄j
i

Pnjnjnj(f, ∆̄
j
i )grad

1

|r− r′|
dv+
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+
1

4π

N−1∑
k=0

nk−1∑
l=0

∫∫
dkl

Pnjnjnj(f)grad
1

|r− r′|
dv +Rn(f),

ãäå dkl = ∆k
l ∩∆; ∆ äîïîëíåíèå ∆̄j

i äî îáëàñòè Ω.
Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïðîâåäåííûå ïðè ðàññìîòðåíèè êóáàòóðíîé ôîð-

ìóëû (4.8) è ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé êëàññà
B̃0

0,α,γ(Ω,M) ëîêàëüíûìè ñïëàéíàìè, èìååì

Rn[B̃
0
0αγ(Ω)] ≤ cn−α/2 ln2 n. (4.12)

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè (n · F) è f = divF ïðèíàäëåæàò
êëàññàì Ãåëüäåðà Hα,α è Hα,α,α, òî îïòèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó ïî òî÷íîñòè
àëãîðèòì èìååò ïîãðåøíîñòü cn−α/3 lnn, ãäå n − ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ,
èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî àëãîðèòìà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè f è (F · n) ïðèíàäëå-
æàò êëàññó Br,γ(Ω). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ I1 è I2 èñïîëüçóþòñÿ
òå æå ðàçáèåíèÿ, ÷òî è âûøå. Îòëè÷èÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Ïðè âû-
÷èñëåíèè èíòåãðàëà I1 â êàæäîì øåñòèóãîëüíèêå σ0

i = A0
iB

0
iC

0
iD

0
iE

0
i F

0
i

(i = 1, 2, . . . , n0) ôóíêöèÿ F àïïðîêñèìèðóåòñÿ îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà

Fr(x, y, z, σ
0
i ) = F (M 0

i ) +
1

1!
dF (M 0

i ) + . . .+
1

(r − 1)!
drF (M 0

i ).

Ëîêàëüíûé ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Fr(x, y, z, σ0
i ), îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Fr(x, y, z), è èíòåãðàë I1F áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíîé
ôîðìóëå

I1F(r′) =

= − 1

4π

n0∑
k=1

∫∫
σk

{
(n · Fr)grad

1

|r− r′|
+ [n× Fr]× grad

1

|r− r′|

}
ds+

+Rn0
(F(r′)). (4.13)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü Rn0
êóáàòóðíîé ôîðìóëû (4.13)

îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|Rn0
(F )| ≤ An

−r/2
0 . (4.14)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà I2f èñïîëüçóåòñÿ ðàçáèåíèå øàðà Ω
íà ñôåðè÷åñêèå ïàðàëëåëåïèïåäû ∆k

i , i = 1, 2, . . . , ni, k = 0, 1, . . . , N −1,
ïðè÷åì ïîñòðîåíèå ïàðàëëåëåïèïåäà ∆k

i çàâèñèò îò èíôîðìàöèè î ôóíê-
öèè f . B ñëó÷àå, åñëè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ äî
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ëþáîãî íóæíîãî ïîðÿäêà, òî ïðîâîäèòñÿ ðàçáèåíèå íà îáëàñòè ∆k
i , îñíî-

âàíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêèå øåñòèóãîëüíèêè. Ñïîñîá ðàç-
áèåíèÿ îïèñàí ïðè èññëåäîâàíèè âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
íà êëàññå B̃0

0,α,γ(Ω). Â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå ∆k
i ôóíêöèÿ f(x, y, z)

àïïðîêñèìèðóåòñÿ îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà

Trk(f,∆
k
i ) = f(Mk

i ) +
1

1!
df(Mk

i ) + . . .+
1

rk!
drkF (Mk

i ),

r0 = r, rk = 4k(r + 3) + 1, k = 1, 2, . . . , N − 1.
Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ∆̄j

i è d
k
l , ââåäåííûìè âûøå. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Tnj(f, ∆̄
j
i ) îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà

Tnj(f, ∆̄
j
i ) = f(M j

i ) +
1

1!
df(M j

i ) + . . .+
1

r!
drjf(M j

i ),

àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèþ f â îáëàñòè ∆̄j
i .

Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Trk(f,∆
k
i ), Tnk(f, ∆̄

k
i ), è àïïðîê-

ñèìèðóþùèé ôóíêöèþ f(x, y, z) â îáëàñòè Ω, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T̃n(f).
Ïóñòü r′ ëåæèò â ïàðàëëåëåïèïåäå ∆j

i , i = 1, 2, . . . , nj, j = 0, 1. Òîãäà
èíòåãðàë I2f âû÷èñëÿåòñÿ ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

I2f = I2T̃n(f) +Rn(f) (4.15)

ñ ïîãðåøíîñòüþ
|Rn(f)| ≤ An−(r+1−γ)/2 lnn, (4.16)

ãäå n − ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà
T̃n(f).

Ïóñòü òåïåðü r′ ∈ ∆j
i , i = 1, 2, . . . , nj, j = 2, 3, . . . , N − 1.

Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ â äàííîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëà I2f, èìååò âèä

I2f(r′) =
1

4π

∫∫∫
∆̄j
i

Tnj(f, ∆̄
j
i )grad

1

|r− r′|
dv+

+
1

4π

N−1∑
k=0

nk∑
l=0

∫∫∫
dkl

Tnk(f,∆
k
l )grad

1

|r− r′|
dv +Rn(f),

ãäå
|Rn(f)| ≤ An−(r+1−γ)/2 lnn; (4.17)

n − ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ I1f
è I2f .
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Èç îöåíîê (4.14), (4.16) è (4.17) ñëåäóåò, ÷òî òî÷íîñòü âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé íà êëàññå Br,γ(Ω) åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà
cn−(r+1−γ)/2 lnn. Â ñëó÷àå, åñëè ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò ôóíê-
öèè f âû÷èñëÿþòñÿ ñëîæíî, òî îáëàñòü Ω ðàçáèâàåòñÿ íà áîëåå ìåëêèå
îáëàñòè ∆j

i ïî "ãåîãðàôè÷åñêîìó" ïðèíöèïó è ôóíêöèÿ f àïïðîêñèìèðó-
åòñÿ â îáëàñòÿõ ∆j

i èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè r ïðè j = 0
è ñòåïåíè 4j(r + 3) ïðè j = 1, 2, . . . , N − 1.

Çàìå÷àíèÿ:

1. Âûøå áûëè ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó êóáàòóðíûå ôîð-
ìóëû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ I1, I2 è J1, J2. Ïîìèìî âû÷èñëåíèÿ êóáà-
òóðíûõ ôîðìóë ïî îïòèìàëüíûì àëãîðèòìàì, íåîáõîäèìî îïòèìàëüíûì
îáðàçîì âûáðàòü òî÷êè Γ′ = (x′, y′, z′), â êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷å-
íèÿ F (r′) ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ëàïëàñîâûõ ïîëåé
ýòîò âîïðîñ èññëåäîâàí â ðàçä. 1.3. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå
òàì ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïîëåé, ïðèíàäëåæà-
ùèõ êëàññàì ôóíêöèé B̃0

0,α,γ è Br,γ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íàèëó÷-
øåå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó êîìïàêòíîìó
ìíîæåñòâó, n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿì îïðåäåëÿåòñÿ n-ìè ïîïåðå÷íèêàìè.
Â ðàçä. 2 ïðèâåäåíà îöåíêà ïîïåðå÷íèêîâ íà êëàññå ôóíêöèé Brγ(Ω).
Ýòà îöåíêà ãîâîðèò î íåóëó÷øàåìîé âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ôóíêöèé íà êëàññå Brγ(Ω). Îïòèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó àëãîðèòì
âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé F (r′) â ñëó÷àå êëàññîâ B0

0,α,γ è B̃rγ(Ω)
ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â ðàçä. 1.2, 1.3.

2. Âûøå áûëî îïèñàíî ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë
â ñëó÷àå, êîãäà Ω − øàð, à Γ − îãðàíè÷èâàþùàÿ åãî ñôåðà. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî âñå âûêëàäêè è îöåíêè îñòàþòñÿ â ñèëå è â ñëó÷àå îáëàñòåé,
îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ïîâåðõíîñòÿìè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïî ïîðÿäêó (ïî òî÷íîñòè) àëãîðèò-
ìà âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ îïòè-
ìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èç ôîðìóëû (4.1) è ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.

Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ïî ïîðÿäêó (ïî òî÷íîñòè) àëãîðèòìà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ. Âíà÷àëå îïðå-
äåëÿþòñÿ êëàññû ôóíêöèé, ê êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ðàññìàòðèâàåìûå
ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ. Ýòîò âîïðîñ èññëåäîâàí â ðàçä 1. Çàòåì ñòðîÿòñÿ
ëîêàëüíûå ñïëàéíû, ÿâëÿþùèåñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó àëãîðèòìîì
àïïðîêñèìàöèè âûäåëåííûõ êëàññîâ ôóíêöèé. Ïîñòðîåíèþ îïòèìàëü-
íûõ ïî òî÷íîñòè àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìàöèè êëàññîâ ôóíêöèé Qu

r,γ(Ω, 1),
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Br,γ(Ω, 1) ïîñâÿùåíû ðàçä. 2 è 3 äàííîé ãëàâû. Íà òðåòüåì ýòàïå âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó êóáàòóðíûì ôîðìóëàì çíà÷å-
íèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ â óçëàõ ñïëàéíà. Ñîîòâåòñòâóþùèå êóáàòóðíûå
ôîðìóëû ïîñòðîåíû â äàííîì ðàçäåëå. Âîçíèêàåò âîïðîñ âûáîðà ÷èñëà
óçëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà è êóáàòóðíîé ôîðìóëû. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì âûáðàòü òàê ýòè ÷èñëà, ÷òîáû ïîãðåøíîñòè, âíîñèìûå ëîêàëü-
íûìè ñïëàéíàìè è êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè, ñîâïàäàëè. Ýòî íåòðóäíî
ñäåëàòü, ïðèðàâíèâàÿ ïîãðåøíîñòè ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ è êóáàòóðíûõ
ôîðìóë.

5. Âîññòàíîâëåíèå ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé èíòåðïîëÿöèîííûìè
ïîëèíîìàìè, ñîñòîÿùèìè èç ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé

5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â çàäà÷àõ ãåîôèçèêè è ìåòåîðîëîãèè [9, 96, 82] øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ
ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ãàðìîíè÷åñêèìè (ïîòåíöèàëü-
íûìè) ôóíêöèÿìè.

Â ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçîâàëèñü ðàâíîìåðíûå ñåòêè íàáëþäåíèé, òî
âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå ïîëÿ, ïðîâîäèòñÿ
ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Êîòåëüíèêîâà. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïî ðàâíîìåðíûì ñåòêàì ïîñòðîåíû â [178].

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåí-
öèàëüíûõ ïîëåé ïî ðàâíîìåðíûì ñåòêàì äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíê-
öèé ïðèâåäåíî â [9].

Âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé,
îïðåäåëåííûõ â ðàçëè÷íûõ (êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ) îáëàñòÿõ ñ ïîìî-
ùüþ ðÿäîâ Êîòåëüíèêîâà, èññëåäîâàíî â [276].

Åñëè ñåòêè íàáëþäåíèé íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè, òî ðÿä Êîòåëü-
íèêîâà ñëåäóåò çàìåíèòü åãî áîëåå ñëîæíûìè è òðóäíîðåàëèçóåìûìè
àíàëîãàìè [223]. Ïîýòîìó ïðè íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ íàáëþäåíèé ïðè-
ìåíÿþòñÿ äðóãèå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè.

Â ìîíîãðàôèè [9] èññëåäîâàíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ïîëèíîìîâ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì

Gi =
1

2π

z1

[(x− xi)2 + (y − yi)2 + z2
1]3/2

, z1 > 0,

i = 1, 2, . . . , n, è èõ ïðèìåíåíèÿ ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ãåîôè-
çèêè.

Ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ ïîñòðîå-
íèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ïî áàçèñàì, ñîñòîÿùèì èç ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé, è îöåíêà ïîãðåøíîñòè òàêîãî ðîäà èíòåðïîëÿöèè.
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Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëåé èíòåðïîëÿöèîííûìè ôîðìóëàìè ñ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ñïå-
öèàëüíîãî âèäà.

5.2. Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ

Â çàâèñèìîñòè îò êëàññà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âîññòàíàâëèâàå-
ìàÿ ôóíêöèÿ, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå áàçèñíûå ôóíêöèè.
Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé
â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ðåøàåìîé çàäà÷è è ñòðîÿòñÿ èíòåðïîëÿöè-
îííûå ïîëèíîìû ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì.

Èçëîæåíèå íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
â ïîëóïðîñòðàíñòâå, òàê êàê ýòîò ñëó÷àé íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ
â çàäà÷àõ ãåîôèçèêè.

Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 0XY Z, íàïðà-
âèâ îñü 0Z âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóæíî àïïðîêñèìèðî-
âàòü ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ U(x, y, z) ïðè z > 0. Åñëè èçâåñòíû ãðà-
íè÷íûå çíà÷åíèÿ U0(x, y, 0) ôóíêöèè U(x, y, z) íà ïîâåðõíîñòè z = 0, òî
çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 ìîæíî òðàêòîâàòü
êàê çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà

U(x, y, z) =
z

π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

U0(ξ, η, 0)dξdη

((x− ξ)2 + (y − η)2 + z2)3/2
. (5.1)

Îäíèì èç èñòî÷íèêîâ ââåäåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõ-
ñÿ áàçèñíûìè ïðè èíòåðïîëÿöèè, ìîãóò áûòü êóáàòóðíûå ôîðìóëû.

Ïóñòü ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ U0(x, y, 0) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ [−D,D]2

ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäåðà Hαα(1). Ïóñòü ïîëå U(x, y, 0) èçìåðÿëîñü
â óçëàõ ñåòêè (xk, yl, 0).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåòêà (xk, yl, 0) ïðÿìîóãîëü-
íàÿ: xk = −D+ 2Dk/n, yl = −D+2Dl/m, k = 0, 1, . . . , n, l = 0, 1, . . . ,m.
Ïóñòü h = 4D2/nm.

Ôóíêöèÿ U(x, y, z) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà êóáàòóðíîé ôîð-
ìóëîé

U(x, y, z) =
z

π
h
n−1∑
k=0

m−1∑
l=0

U0(xk, yl, 0)

((x− xk)2 + (y − yl)2 + z2)3/2
+

+Rnm(x, y, z0). (5.2)
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Ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (5.2) áóäåò îöåíåíà íèæå, à ñåé-
÷àñ îòìåòèì, ÷òî êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà (5.2) îïðåäåëÿåò ñïîñîá èíòåðïî-
ëÿöèè ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ñèñòåìîé ôóíêöèé

Unm(x, y, z) =
n∑
k=0

m∑
l=0

αklGkl(x, y, z),

ãäå
Gkl(x, y, z) =

z

π
[(x− xk)2 + (y − yl)2 + z2]−3/2, (5.3)

k = 1, 2, . . . , n, l = 1, 2, . . . ,m.
Â ñëó÷àå, åñëè ñåòêà íàáëþäåíèé (xk, yk), k = 1, 2, . . . , n, íà ïëîñ-

êîñòè z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, òî ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè
àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñèñòåìîé ôóíêöèé

Un(x, y, z) =
n∑
k=0

αkGk(x, y, z), (5.4)

ãäå
Gk(x, y, z) =

z

π
[(x− xk)2 + (y − yk)2 + z2]−3/2, (5.5)

k = 1, 2, . . . , n.
Â ðàáîòå [9] èññëåäîâàíà àïïðîêñèìàöèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé íà

ïëîñêîñòè z = z0 ñèñòåìîé ôóíêöèé

Ũn(x, y, z0) =
n∑
k=0

αkGk(x, y, z0) + δ. (5.6)

Çäåñü

Gi(x, y, z0) =
1

2π

z0

((x− xi)2 + (y − yi)2 + z2
0)3/2

. (5.7)

Ïðè ïðèáëèæåíèè èíòåãðàëà Ïóàññîíà ïî äðóãèì êóáàòóðíûì ôîð-
ìóëàì ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå áàçèñíûå ôóíêöèè.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå âûøå: xk = −D+2Dk/n,
k = 0, 1, . . . , n, yl = −D + 2Dl/m, l = 0, 1, . . . ,m, N = nm; ∆kl =
= [xk, xk+1; yl, yl+1], k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Ðàññìîòðèì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

U(x, y, z) =
z

π

n−1∑
k=0

m−1∑
l=0

U0(xk, yk, 0)

∫∫
∆kl

dξdη

((x− ξ)2 + (y − η)2 + z2)3/2
+

+Rnm(x, y, z). (5.8)
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Åñòåñòâåííî ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ â êà÷å-
ñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé âçÿòü ôóíêöèè

Pkl(x, y, z) =

xk+1∫
xk

yl+1∫
yl

dξdη

((x− ξ)2 + (y − η)2 + z2)3/2
,

k = 0, 1, . . . , n−1, l = 0, 1, . . . ,m−1, ÿâëÿþùèåñÿ âåñîâûìè â êóáàòóðíîé
ôîðìóëå (5.8).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû [153]∫
dx

(x2 + a2)3/2
=

x

a2(x2 + a2)1/2
;

∫
dx

(x2 + b2)
√
x2 + a2

=

{
1

b
√
b2−a2

ln |x
√
b2−a2+b

√
x2+a2|√

x2+b2
, b2 > a2,

1
b
√
a2−b2 arctg x

√
a2−b2

b
√
x2+a2

, a2 > b2,

èìååì

Pkl(x, y, z) =

yl+1∫
yl

x− ξ
((y − η)2 + z2)((x− ξ)2 + (y − η)2 + z2)1/2

∣∣xk+1
xk

dη =

=

yl+1∫
yl

x− xk+1

((y − η)2 + z2)((x− xk+1)2 + (y − η)2 + z2)1/2
dη−

−
yl+1∫
yl

x− xk
((y − η)2 + z2)((x− xk)2 + (y − η)2 + z2)1/2

dη =

=
x− xk+1

z|x− xk+1|
arctg

(y − yl+1)|x− xk+1|
z((x− xk+1)2 + (y − yl+1)2 + z2)1/2

−

− x− xk+1

z|x− xk+1|
arctg

(y − yl)|x− xk+1|
z((x− xk+1)2 + (y − yl)2 + z2)1/2

−

− x− xk
z|x− xk|

arctg
(y − yl+1)|x− xk|

z((x− xk)2 + (y − yl+1)2 + z2)1/2
+

+
x− xk
z|x− xk|

arctg
(y − yl)|x− xk|

z((x− xk)2 + (y − yl)2 + z2)1/2
=

=
1

z
arctg

(y − yl+1)(x− xk+1)

z((x− xk+1)2 + (y − yl+1)2 + z2)1/2
−

−1

z
arctg

(y − yl)(x− xk+1)

z((x− xk+1)2 + (y − yl)2 + z2)1/2
−
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−1

z
arctg

(y − yl+1)(x− xk)
z((x− xk)2 + (y − yl+1)2 + z2)1/2

+

+
1

z
arctg

(y − yl)(x− xk)
z((x− xk)2 + (y − yl)2 + z2)1/2

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïî-
ëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ìîæíî áðàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

Fk,l(x, y, z) =
1

z
arctg

(y − yl)(x− xk)
z((x− xk)2 + (y − yl)2 + z2)1/2

−

−1

z
arctg

(y − yl+1)(x− xk)
z((x− xk)2 + (y − yl+1)2 + z2)1/2

−

−1

z
arctg

(y − yl)(x− xk+1)

z((x− xk+1)2 + (y − yl)2 + z2)1/2
+

+
1

z
arctg

(y − yl+1)(x− xk+1)

z((x− xk+1)2 + (y − yl+1)2 + z2)1/2
. (5.9)

Ïóñòü U0(x, y, 0) − ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì [−D,D]2. Òîãäà
ôóíêöèè

Ckl(x, y, z) =
z

π

D∫
−D

D∫
−D

ξkηldξdη

((x− ξ)2 + (y − η)2 + z2)3/2
,

k, l = −n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè â ïîëóïðîñòðàíñòâå
z > 0.

Íàðÿäó ñ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè èñòî÷íèêîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ
áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå.

Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ U0(x, y, 0) îïðåäåëåíà íà âñåé ïëîñêîñòè
z = 0, òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

Ckl(x, y, z) =
z

π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−ξ
2−η2

ξkηldξdη

((x− ξ)2 + (y − η)2 + z2)3/2
,

k, l = −n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè â ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå z > 0.

Â ñëó÷àå, åñëè èíòåðïîëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè, òî
èñòî÷íèêîì áàçèñíûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëîâ Ïóàññîíà äëÿ êðóãà è øàðà. Îòìåòèì, ÷òî, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ n-ìåðíîãî øàðà, ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöè-
îííûå ïîëèíîìû â n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà áàçèñíûõ ôóíêöèé
äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âå-
ñà êóáàòóðíûõ ôîðìóë, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ,
ñòîÿùèõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Íàïîìíèì [137, c. 230], ÷òî èíòåãðàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè

u(x) =
1

(m− 2)|s1|

∫
Γ

(
1

rm−2

∂u(ξ)

∂n
− u(ξ)

∂

∂n

1

rm−2

)
dξΓ

ïðè m > 2,

u(x) =
1

2π

∫
Γ

(
ln

1

r

∂u(ξ)

∂n
− u(ξ)

∂

∂n
ln

1

r

)
dξΓ

ïðè m = 2.
Çäåñü n− âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå ξ; u(x)−

ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè m-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ; |s1| − ïëîùàäü ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â
m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, r = r(x, ξ) − ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è ξ.

Ïîñëå òîãî êàê âûäåëåíû ìíîæåñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé, ïðèñòóïèì
ê ïîñòðîåíèþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïîòåíöèàëüíûå ïî-
ëÿ ñèñòåìîé áàçèñíûõ ôóíêöèé (5.4). Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïîòåí-
öèàëüíîãî ïîëÿ U(x, y, z) â óçëàõ (x̃v, ỹv, z̃v), êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç
fv = U(x̃v, ỹv, z̃v), v = 0, 1, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ {x̃k, ỹk, z̃k} è {xi, yi, zi} ïóñòî.
Êîýôôèöèåíòû αl áóäåì îïðåäåëÿòü èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ óðàâíåíèé

n∑
l=0

aklαl = fk, k = 0, 1, . . . , n, (5.10)

ãäå akl = Gl(x̃k, ỹk, z̃k).
Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.10) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Äëÿ

ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé Gk(x, y, z), k = 1, 2, . . . , n, îïðå-
äåëÿåìûõ ôîðìóëîé (5.5), ëèíåéíî íåçàâèñèìî â îáëàñòè z > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû γk, k = 1, 2, . . . , n, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
n∑
k=1

γkGk(x, y, z) ≡ 0 ïðè z > 0.
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Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî γ1 6= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

G1(x, y, z) ≡ −
n∑
k=2

γk
γ1
Gk(x, y, z). (5.11)

Ïîëîæèì â (5.11) x = x1, y = y1 è óñòðåìèì z ê íóëþ. Òîãäà ëåâàÿ
÷àñòü òîæäåñòâà (5.11) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à ïðàâàÿ ê íóëþ. Èç
ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû ôóíêöèé
Gk(x, y, z), k = 1, 2, . . . , n.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ïî íåêîòîðîé ñè-
ñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé Gij(x, y, z), i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ôóíêöèè Gij(x, y, z) ÷åðåç ϕk(x, y, z),
k = 1, 2, . . . , N, N = nm. Ïóñòü íóæíî ïîñòðîèòü ïîëèíîì, ñîñòàâëåííûé
èç ôóíêöèé ϕk(x, y, z), k = 1, 2, . . . , N, è èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ
U(x, y, z) â óçëàõ vk = (x̃k, ỹk, z̃k), k = 1, 2, . . . , N.

Ýòîò ïîëèíîì èùåì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
∑N

k=1 akϕk(x, y, z),
êîýôôèöèåíòû ak êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (5.10).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè
èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè ñëåäóåò, ïî àíàëîãèè ñ êîíñòðóêòèâíîé
òåîðèåé ôóíêöèé [140], ââåñòè ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîëèíîìîâ.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðåøèì N ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé:

N∑
l=1

αjlϕl(x̃k, ỹk, z̃k) = f jk , k = 1, 2, . . . , N, f j = (f j1 , . . . , f
j
N), (5.12)

ãäå f j − âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ, êðîìå j-é êîì-
ïîíåíòû, ðàâíîé åäèíèöå.

Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.12) îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèìû.

Ââåäåì ôóíêöèè

ψj(x, y, z) =
N∑
l=1

αjlϕl(x, y, z),

êîòîðûå íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîëèíîìàìè.
Òîãäà èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè U(x, y, z)

ïî óçëàì (x̃k, ỹk, z̃k), k = 1, 2, . . . , N, èìååò âèä

LN(x, y, z) =
N∑
k=1

U(x̃k, ỹk, z̃k)ψk(x, y, z).
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Ââåäÿ îïðåäåëåíèå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè U(x, y, z) ïî ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé Gij(x, y, z), i = 1, 2, . . . , n;
j = 1, 2, . . . ,m, è ââåäÿ àíàëîã êîíñòàíòû Ëåáåãà äëÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íûõ ïîëèíîìîâ âèäà LN(x, y, z), ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîã êîíñòðóêòèâ-
íîé òåîðèè ôóíêöèé. Îäíàêî, ïîëó÷àþùèåñÿ îöåíêè òðóäíî îáîçðèìû
è íå ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîãî èíòåðåñà ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
ãðàâèìåòðèè.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íåò íåîáõîäèìîñòè â
ïîñòðîåíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåøèòü
ñèñòåìó óðàâíåíèé

N∑
l=1

αlϕl(x̃k, ỹk, z̃k) = U(x̃k, ỹk, z̃k), k = 1, 2, . . . , N.

5.3. Îá îäíîì ïîäõîäå ê àíàëèòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé èçëî-
æåíû â ðàçä. 1�3. Ïîìèìî çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ, â
ðàáîòå [191] ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðàçâèòèÿ àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîäõîäà ê
îïèñàíèþ ïîòåíöèàëüíûõ (è äðóãèõ) ïîëåé.

Ïðè ýòîì ê àïïàðàòó àïïðîêñèìàöèè ïðåäúÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
òðåáîâàíèÿ [191]:

1) íåîáõîäèìîñòü èìåòü àäåêâàòíûé ãåîôèçè÷åñêîé ïðàêòèêå àïïà-
ðàò êîíå÷íîìåðíîãî îïèñàíèÿ ôóíêöèé íà îñíîâå êîíå÷íîé è ïðèáëè-
æåííîé èíôîðìàöèè îá ýòèõ ôóíêöèÿõ;

2) íåîáõîäèìîñòü ïîäàâëåíèÿ (èñêëþ÷åíèÿ) ïîìåõ êàê â èìåþùèõñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, òàê è â êîíå÷íîìåðíûõ îïèñàíèÿõ ôóíêöèé;

3) íåîáõîäèìîñòü èìåòü òàêèå (êîíå÷íîìåðíûå) àíàëèòè÷åñêèå îïè-
ñàíèÿ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûïîëíèòü íàä
íèìè îñíîâíûå àíàëèòè÷åñêèå îïåðàöèè: äèôôåðåíöèðîâàíèå, èíòåãðè-
ðîâàíèå è ïðîäîëæåíèå ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç àïïàðàòîâ àïïðîêñèìàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïåðå÷èñëåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì, ìîæíî âçÿòü ëîêàëüíûå ñïëàéíû, èñ-
ïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ïîëÿ. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîíå÷íîìåðíûé àïïàðàò àïïðîêñèìàöèè äëÿ
àíàëèòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè ïîëÿ V (x, y, z), çàäàííîãî â îáëàñòè G
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îáëàñòü G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä G = [a1, a2; b1; b2; c1, c2].
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Ïîëå V â îáëàñòè G ìîæåò áûòü çàäàíî ñâîèìè ìîìåíòàìè (êîýôôèöè-
åíòàìè Ôóðüå) ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì èëè êàêèì-íèáóäü àíàëèòè÷åñêèì
ïðåäñòàâëåíèåì.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ âîïðîñîâ âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ Ôóðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ãëà-
âàõ III è IV. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â ñîâðåìåííîé ãåîôèçè÷åñêîé ïðàêòè-
êå, êîãäà èññëåäîâàòåëü ðàñïîëàãàåò èíôîðìàöèåé î íåñêîëüêèõ òûñÿ÷àõ
èçìåðåíèé è èìååò âîçìîæíîñòü (ïî êðàéíåé ìåðå òåîðåòè÷åñêóþ) âû÷èñ-
ëèòü íåñêîëüêî òûñÿ÷ ìîìåíòîâ, ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå, ñîñòîÿùàÿ
èç íåñêîëüêî òûñÿ÷ ñëàãàåìûõ, íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êîíå÷íîìåðíûì àë-
ãîðèòìîì, óäîâëåòâîðÿþùèì òðåáîâàíèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ï. 1�3.

Àïïàðàòîì, áîëåå ïðèñïîñîáëåííûì ê âîññòàíîâëåíèþ ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëåé, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ñïëàéíû. Ðàçîáüåì ïàðàëëåëåïèïåä G
íà áîëåå ìåëêèå ïàðàëëåëåïèïåäû ∆ijk, i = 1, 2, . . . , n1, j = 1, 2, . . . , n2,
k = 1, 2, . . . , n3. Â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå ∆ijk ïîòåíöèàëüíîå ïîëå
V (x, y, z) ïðèáëèæàåòñÿ ïîëèíîìîì Pr1r2r3

(x, y, z; ∆ijk) ñòåïåíè r1 ïî ïå-
ðåìåííîé x, ñòåïåíè r2 ïî ïåðåìåííîé y è ñòåïåíè r3 ïî ïåðåìåííîé
z. Ñïëàéí, ñîñòîÿùèé èç ïîëèíîìîâ Pr1r2r3

(x, y, z; ∆ijk), i = 1, 2, . . . , n1,

j = 1, 2, . . . , n2, k = 1, 2, . . . , n3, îáîçíà÷èì ÷åðåç Vr1r2r3
(x, y, z). Äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r1 = r2 = r3 = r.
Ëîêàëüíûé ñïëàéí ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïî ðàçëè÷íûì ðàçáèåíè-

ÿì (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåðíûì) è ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íåñêîëüêî
ñïîñîáîâ îïèñàíî â äàííîé ãëàâå. Â ñëó÷àå, åñëè ïîëå V (x, y, z) çàäàíî
ïðèáëèæåííî â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî øàðîâûì ôóíêöè-
ÿì, äîñòàòî÷íî êàæäîìó ïàðàëëåëåïèïåäó ∆ijk ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç r3 óçëîâ è îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîì
Prrr(x, y, z; ∆ijk). Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ëîêàëü-
íûõ ñïëàéíîâ, íà êîòîðûõ çäåñü íå îñòàíàâëèâàåìñÿ. Îòìåòèì òîëüêî,
÷òî ÷èñëî r3 óçëîâ ñåòêè ñâÿçàíî ñ òî÷íîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ.

Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïîñòðî-
åíû â ðàçä. 2, 3 äàííîé ãëàâû. Èñïîëüçóÿ îïèñàííûå òàì àëãîðèòìû, ïî
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ε âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ è ðàçìåðíîñòè îáëàñòè ∆ijk

îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà r.
Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå èñõîäíîé îáëàñòè G íà ïàðàëëåëåïèïåäû ∆ijk,

i = 1, 2, . . . , n1, j = 1, 2, . . . , n2, k = 1, 2, . . . , n3, è ïîñòðîåí ëîêàëüíûé
ñïëàéí Vrrr(x, y, z).

ÏóñòüMijk − ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè ∆ijk. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
â êà÷åñòâå Mijk âîçüìåì öåíòð ýòîé îáëàñòè.

Ïîñòàâèì êàæäîìó ïîëèíîìó Prrr(x, y, z; ∆ijk) â ñîîòâåòñòâèå
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m-ìåðíûé âåêòîð Tijk = (a1, a2, . . . , am). Çäåñü a1 = Prrr(Mijk; ∆ijk),
a2 = ∂Prrr(x, y, z; ∆ijk)/∂x

∣∣
Mijk

, a3 = ∂Prrr(x, y, z; ∆ijk)/∂y
∣∣
Mijk

, . . . ,

am = ∂3rPrrr(x, y, z; ∆ijk)/∂x
r∂yr∂zr

∣∣
Mijk

, ãäå m − 1 − ÷èñëî ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ â ðàçëîæåíèè ïîëèíîìà Prrr(x, y, z; ∆ijk) â ðÿä Òåéëîðà.
Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîíåíòàìè âåêòîðà Tijk ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïî-

ëèíîìà Prrr(x, y, z; ∆ijk) è åãî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî, âòîðîãî è
ïîñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ (÷èñëî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ âåê-
òîðà), âçÿòûõ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå è âû÷èñëåííûõ â òî÷êå Mijk.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ â ïàðàë-
ëåëåïèïåäå ∆ijk = [bi, bi+1; cj, cj+1; dk, dk+1] äîñòàòî÷íî çàïîìíèòü òðè
âåêòîðà: âåêòîð Iijk = (bi, bi+1, cj, cj+1, dk, dk+1) ñ êîîðäèíàòàìè ïàðàë-
ëåëåïèïåäà ∆ijk, âåêòîð Mijk = (αijk, βijk, γijk) ñ êîîðäèíàòàìè òî÷êè
Mijk â ñèñòåìå êîîðäèíàò è âåêòîð Tijk = (a1, a2, . . . , am) ñ êîîðäèíàòà-
ìè, ñîñòàâëåííûìè èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëèíîìà Prrr(x, y, z; ∆ijk),
âû÷èñëåííûìè â òî÷êå Mi,j,k.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà Tijk íàäî âû÷èñëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïîëèíîìà Prrr(x, y, z; ∆ijk) â òî÷êå Mi,j,k äî äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿä-
êà. Èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ýòîé öåëüþ âðÿä ëè ìîæíî ñ÷èòàòü
öåëåñîîáðàçíûì èç-çà áîëüøîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé, îáóñëîâëåííîé
â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîãðåøíîñòüþ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó
áîëåå òî÷íûì è óñòîé÷èâûì ê ïîãðåøíîñòÿì â èñõîäíûõ äàííûõ ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì a2, . . . , am âåêòîðà Tijk, ïðèðàâíÿåì â m ïðîèç-
âîëüíî âûáðàííûõ òî÷êàõ èç ∆ijk ïîëèíîì a000 +a001(z−γijk) +a010(y−
− βijk) + a100(x− αijk) + · · ·+ as1v1w1

(x− αijk)s1(y − βijk)v1(z − γijk)w1 +
+ · · ·+asrvrwr(x−αijk)sr(y−βijk)vr(z−γijk)wr , ñîñòîÿùèé èçm ñëàãàåìûõ,
ïîëèíîìó Prrr(x, y, z; ∆ijk). Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé íàõîäèì çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ a000, a011, . . . , arrr è òåì ñàìûì îïðåäåëÿåì âåêòîð Tijk
çíà÷åíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå Mijk.

Çàìå÷àíèå. Ïîäîáíûå ðàçëîæåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ïðîâî-
äÿòñÿ â ñðåäå MAPLE è äð.

Íåäîñòàòêîì òàêîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñïëàéíà ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé âîçìîæíî äîñòàòî÷íî
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïîðÿäîê ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàâåí
ðàçìåðíîñòè ñïëàéíà, ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè îáëàñòè, â êî-
òîðîé àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëå, è òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè.

Áîëåå ïðîñòûì, òî÷íûì è óñòîé÷èâûì ê ïîãðåøíîñòÿì ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñïëàéíà, îñíî-
âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè.
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Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïëîñêèé ñëó÷àé. Ïóñòü Z − ïëîñêîñòü êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé, u(z)(z ∈ Z) − êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë. Ïóñòü
ôóíêöèÿ u(z) çàäàíà (â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, ôîðìå ðÿäà Ôóðüå ïî
êàêîé-íèáóäü îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé èëè â äðóãîé ôîðìå) â
îáëàñòè G. Ïóñòü γ − ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ïîëíîñòüþ ðàñïîëî-
æåííàÿ âíóòðè îáëàñòè G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì γ. Ðàçîáüåì
îáëàñòü D íà áîëåå ìåëêèå îáëàñòè Di, i = 1, 2, . . . , l, êîòîðûå ìîãóò
èìåòü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, â çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìîé çàäà÷è. Êàæäîé
îáëàñòè Dj ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðèíàäëåæàùóþ åé òî÷êó cj,
j = 1, 2, . . . , l. Èçâåñòíî [149], ÷òî

u(cj) =
1

2πi

∫
γ

u(τ)dτ

τ − cj
. (5.13)

Ñëåäîâàòåëüíî,

u(k)(cj) =
k!

2πi

∫
γ

u(τ)dτ

(τ − cj)k+1
. (5.14)

Ðàçîáüåì êîíòóð γ íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè òî÷êàìè ak, k = 0, 1, . . . , N,
a0 = aN . Íà êàæäîé äóãå γk = akak+1 âîçüìåì ïî óçëó êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû bk ∈ γk, k = 0, 1, . . . , N. Òîãäà ôóíêöèÿ u(z) è åå ïðîèçâîäíûå
u(k)(z), k = 1, 2, . . . ,m, â òî÷êå cj âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

u(k)(cj) =
k!

2πi

N−1∑
v=0

u(bv)

∫
γv

dτ

(τ − cj)k+1
, (5.15)

k = 0, 1, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , l.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà (5.15) îáëàäàåò âûñîêîé òî÷íîñòüþ è

óñòîé÷èâà ê âîçìóùåíèÿì ïðè âû÷èñëåíèè óçëîâ, âåñîâ è çíà÷åíèé u(ζk).
Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âìåñòî ôîðìóëû (5.13) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

àíàëîã èíòåãðàëà òèïà Êîøè [103]. Ïóñòü F(x, y, z) − ïîòåíöèàëüíîå â
îáëàñòè D ïîëå, íåïðåðûâíîå äî ãðàíèöû S.

Èçâåñòíî [103], ÷òî ïîòåíöèàëüíîå â îáëàñòè D ïîëå óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèÿì divF = q, rotF = 0.

Ðàçîáüåì îáëàñòü D íà áîëåå ìåëêèå îáëàñòè Di, i = 1, 2, . . . , l, è
êàæäîé îáëàñòè Di ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó ci ∈ Di ñ ðàäèóñ-
âåêòîðîì r′i(i = 1, 2, . . . , l).

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

F(r′i) = − 1

4π

∫∫
S

{
(n,F)grad

1

|r− r′i|
+ [n× F]× grad

1

|r− r′i|

}
ds+
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+
1

4π

∫∫∫
D

q(r)grad
1

|r− r′i|
dv, (5.16)

ãäå n − åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S; r − ðàäèóñ-âåêòîð
òî÷êè ïîâåðõíîñòè S (â ïåðâîì èíòåãðàëå) è îáëàñòè D (âî âòîðîì èí-
òåãðàëå).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè F(r′i) äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî

ds F(r′i) =

= − 1

4π

∫∫
S

{
(n,F)ds

r′grad
1

|r− r′i|
+ [n× F]× ds

r′grad
1

|r− r′i|

}
+

+
1

4π

∫∫∫
D

q(r)ds
r′grad

1

|r− r′i|
dv, (5.17)

ãäå èíäåêñ r′ îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî ïåðåìåííîé r′.
Àïïðîêñèìèðóÿ èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (5.16)

è (5.17) ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì, ïîëó÷àåì óñòîé÷èâûé è ýôôåêòèâ-
íûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè F(r′i) è åå ïðîèçâîäíûõ â
îáëàñòè Di, i = 1, 2, . . . , l.

Îòìåòèì ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé.
1. Ïðîñòîòà ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè ∆ijk

äîñòàòî÷íî çàïîìíèòü òðè âåêòîðà, ïðè÷åì îäèí èç íèõ � òðåõìåðíûé,
âòîðîé � øåñòèìåðíûé, òðåòèé Tijk � m-ìåðíûé.

2. Ïðè äåëåíèè îáëàñòè ∆ijk íà ÷àñòè (ñêàæåì, íà ÷àñòè ∆1
ijk è ∆2

ijk

ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ (α1
ijk, β

1
ijk, γ

1
ijk) è (α2

ijk, β
2
ijk, γ

2
ijk)) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ

âåêòîðû T 1
ijk è T

2
ijk, ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòÿì ∆1

ijk è ∆2
ijk.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îò âåêòîðà Tijk ïåðåéòè ê âåêòîðó T 1
ijk, äîñòàòî÷íî

â ìíîãî÷ëåíå Tijk(x, y, z) = a1 +a2(x−αijk) +a3(y−βijk) +a4(z−γ)ijk +
+ · · ·+ arrr(x− αijk)sr(y − βijk)vr(z − γijk)wr ñäåëàòü çàìåíû (x− αijk) =
= (x−α1

ijk)+(α1
ijk−αijk), (y−βijk) = (y−β1

ijk)+(β1
ijk−βijk), (z−γijk) =

= (z − γ1
ijk) + (γ1

ijk − γijk) è ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû.
3. Ñëîæåíèå ïîëåé, îïðåäåëåííûõ â îäíîé è òîé æå îáëàñòè ∆ijk,

ñâîäèòñÿ ê ñëîæåíèþ äâóõ âåêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå êîìïîíåíò
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå îáåèõ ïîëåé âû÷èñëåíû â îäíîé è òîé æå òî÷êå Mijk.

4. Îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè ∆ijk ñâîäèòñÿ
ê óìíîæåíèþ êîìïîíåíò âåêòîðà Tijk íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû.
Òàê, íàïðèìåð, åñëè êîìïîíåíòà as1s2s3

ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîé ïðîèçâîä-
íîé ∂s1+s2+s3/∂xs1∂ys2∂zs3, â êîòîðîé 1 ≤ s1, s2, s3, òî ïðè äèôôåðåíöèðî-
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âàíèè ïî x êîìïîíåíòà as1s2s3
óìíîæàåòñÿ íà s1 è çàïèñûâàåòñÿ â âåêòîðå

Tijk íà ìåñòå, ñîîòâåòñòâóþùåì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂s1+1+s2+s3

∂xs1+1ys2zs3 .
5. Îïåðàöèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê äåëå-

íèþ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà Tijk íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòàíòó è
ê ïåðåñòàíîâêå êîìïîíåíò âåêòîðà.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå ïîëå, ïðåä-
ñòàâëåííîå â âèäå ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, òî îïåðàöèÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîð Tijk, çàìåíÿåòñÿ îïå-
ðàöèåé âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà ðàçëîæåíèÿ
ïîëÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì (z − ξkl), ãäå â äàííîì ñëó÷àå z = (x+ iy), ξkl =
= (αkl + iβkl) − òî÷êà îáëàñòè ∆kl, â êîòîðîé âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîëå.

Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ôîðìóëó Êîøè, âû÷èñëåíèÿ ïî êîòîðîé áîëåå óñòîé÷èâû è òî÷íû,
íåæåëè îïðåäåëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèåì ñèñòåì àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé.

6. Ïðåäëàãàåìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü åãî â îá-
ëàñòÿõ ñ î÷åíü ñëîæíîé ãðàíèöåé, ãäå äðóãèå ìåòîäû òðåáóþò ÷ðåçâû-
÷àéíî áîëüøîãî ÷èñëà äåéñòâèé.

Â ñàìîì äåëå, åñëè èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå ëîêàëüíîãî ñïëàé-
íà â âèäå N -ìåðíîãî âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà, âû÷èñëåí-
íûõ â òî÷êå A, òî âû÷èñëåíèå ïîëÿ â òî÷êå B ñâîäèòñÿ ê âûïîëíå-
íèþ 3N + O(log2N) àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ïðè ýòîì âñå ñòåïåíè
(xB−xA)k, (yB− yA)k, (zB− zA)k, ãäå k = 1, 2, . . . , N, âû÷èñëÿþòñÿ ïðåä-
âàðèòåëüíî è ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ èõ âû-
÷èñëåíèÿ, ðàâíî O(log2N). Çäåñü A = (xA, yA, zA), B = (xB, yB, zB).

6. ×èñëåííûé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé Çåìëè

6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáçîð ëèòåðàòóðû

Õîðîøî èçâåñòíî [96], ÷òî èíôîðìàöèÿ î ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ â ãåîôèçèêå. Íà îñíîâàíèè ýòîé èíôîðìà-
öèè èçó÷àþòñÿ òåêòîíè÷åñêèå ïðîöåññû, àíîìàëèè îñàäî÷íîãî ÷åõëà è
ôóíäàìåíòà, ðàçëîìû çåìíîé êîðû. Èçìåíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ çåìëåòðÿñåíèé [102]. Òàêèì îáðàçîì, îä-
íîé èç ïåðâîñòåïåííûõ çàäà÷ ãåîôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå åäèíîé ìî-
äåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè. Êàê îòìå÷àåòñÿ â [115], íà ýòîì ïóòè
âîçíèêàþò ñëåäóþùèå ïðåïÿòñòâèÿ:

1) íåñîãëàñîâàííîñòü ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé;
2) íåêîíäèöèîííîñòü ðÿäà ñúåìîê ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé;
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3) íàëè÷èå áîëüøèõ àðåàëîâ (â ÷àñòíîñòè, ïðèïîëÿðíûõ îáëàñòåé),
íå îõâà÷åííûõ ãðàâèòàöèîííûìè ñúåìêàìè.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ åäèíîé ìîäåëè
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ãëîáàëüíîé ìîäåëè ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ Çåìëè ïî ñïóòíèêîâûì èçìåðåíèÿì. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ðå-
øåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû îñâåùåíû â ðàáîòå [115].

Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûé â [115] ïðîãðåññ â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû,
îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé â îá-
ëàñòÿõ, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò äàííûå î ãðàâèòàöèîííîì ïîëå èëè ýòè
äàííûå íå ÿâëÿþòñÿ äîñòîâåðíûìè.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëü-
íîãî ïîëÿ â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω (Ω = {0 ≤ R0 ≤ ρ ≤ R,
0 ≤ Θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}) ïî åãî çíà÷åíèÿì, èçâåñòíûì íà ÷àñòè Γ1

(Γ1 = {R, 0 ≤ α1 ≤ Θ ≤ α2 ≤ π, 0 ≤ β1 ≤ ϕ ≤ β2 ≤ 2π}) ãðàíèöû
Γ = ∂Ω îáëàñòè Ω.

Çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ââåäåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ρ, θ, ϕ). Ïóñòü â îáëà-

ñòè Ω∗ = {0 ≤ R0 ≤ ρ ≤ R∗, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ñóùåñòâóåò ïîòåí-
öèàëüíîå ïîëå U(ρ, θ, ϕ), çíà÷åíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû íà ïîâåðõíîñòè
Γ1 = {R,α1 ≤ θ ≤ α2, β1 ≤ ϕ ≤ β2} , 0 ≤ α1 < α2 ≤ π, 0 ≤ β1 < β2 ≤ 2π.
Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ïîëå U(ρ, θ, ϕ) â îáëà-
ñòè Ω = {0 ≤ R0 ≤ ρ ≤ R < R∗, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}. Ïîäîáíûå
çàäà÷è âîçíèêàþò â ìåòåîðîëîãèè [82].

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ â îãðàíè÷åííîé çàìêíó-
òîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ïî åãî çíà÷åíèÿì íà ãðàíèöå îáëàñòè èññëåäîâà-
ëàñü â [103, 280]. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî àïïàðàòà èññëåäîâàíèÿ â [103, 280]
èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëû òèïà Êîøè.

×èñëåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ëàïëàñîâûõ ïîëåé, îñíîâàííûå íà
ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëàìè
òèïà Êîøè, ïðåäëîæåíû â [52, 53, 62, 83].

Ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïðîäîëæèòü ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, èçâåñò-
íîå íà çàìêíóòîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, íà îáëàñòü, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ
çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ, ïðåä-
ëîæåííûõ â [52, 53, 62, 83], ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü èñòî÷íèêè ãðàâèòà-
öèîííûõ ïîëåé.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ â äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê, â ðàáîòå [54] ïðåäëîæåí äâóõñòóïåí÷àòûé
êîëëîêàöèîííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñôåðè÷å-
ñêèì ôóíêöèÿì.
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Âî âñåõ ýòèõ ìåòîäàõ òðåáóåòñÿ ðàñïîëàãàòü çíà÷åíèÿìè ïîòåíöè-
àëüíûõ ôóíêöèé íà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ èëè â îãðàíè÷åí-
íûõ îáëàñòÿõ.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíûõ è ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ èçâåñòíû òîëüêî íà
ñôåðè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Ðàçäåë íàïèñàí ïî ìàòåðèàëàì ðàáîòû
[51].

6.2. ×èñëåííûé àëãîðèòì

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå èçâåñòíî íà ãðà-
íèöå Γ1 = {R,α1 ≤ θ ≤ α2, β1 ≤ ϕ ≤ β2} îáëàñòè Ω1 = {R0 ≤ ρ ≤ R,
α1 ≤ θ ≤ α2, β1 ≤ ϕ ≤ β2}. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëî-
æèòü β1 = 0, β2 = 2π (èç ïðèâåäåííîãî íèæå àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ áóäåò î÷åâèäíà ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî çàìå÷àíèÿ).

Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå â îáëàñòè Ω.
Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.
Ïåðâûé àëãîðèòì. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè U(ρ,Θ, ϕ) ïî-

ñòðîèì ïîëèíîì Áåðíøòåéíà Bnn(U(R,Θ, ϕ)) (ñì. ðàçä. 8 ãëàâû I) ïî
ïåðåìåííûì Θ è ϕ íà ïîâåðõíîñòè Γ1. Òàê êàê ôóíêöèÿ U(ρ,Θ, ϕ) ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ, òî [209] íà ñôåðå S(0, R) îíà ðàçëàãàåòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùèéñÿ ðÿä ïî ñòåïåíÿì Θ è ϕ. Èçâåñòíà (ñì. ðàçä. 8 ãëàâû I) òåîðåìà
Êàíòîðîâè÷à î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà
ê öåëîé ôóíêöèè íà ÷èñëîâîé îñè. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðå-
ìû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Bnn(U(R,Θ, ϕ))
ïðè n→∞ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè U(R,Θ, ϕ) íà ñôåðå S(0, R).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε(ε > 0) ìîæíî íàéòè òàêîé íîìåð N,
÷òî ïðè n ≥ N

‖U(R,Θ, ϕ)−Bnn(U(R,Θ, ϕ))‖C(S(0,R)) ≤ ε.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëèíîìîì Bnn(U(R,Θ, ϕ)) ïðèáëèæåííî (ñ òî÷-
íîñòüþ ε), âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ U(R,Θ, ϕ) íà ñåòêå óçëîâ (R,Θk, ϕl),Θk =
= πk/M, ϕk = 2πk/M, k = 0, 1, . . . ,M, M− íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàê êàê
ôóíêöèÿ U(ρ,Θ, ϕ) ïîòåíöèàëüíàÿ ïðè ρ ≥ R, òî âî âíåøíîñòè ñôåðû
S(0, R) îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëîì Ïóàññîíà [137, c. 273]:

U(ρ,Θ, ϕ) =
1

4πR

∫
S(0,R)

(ρ2 −R2)U(R, ξ, η)dσ

(R2 − 2Rρ cos γ + ρ2)3/2
, (6.1)

ãäå γ − óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè, ñâÿçûâàþùèìè íà÷àëî êîîðäèíàò
ñ òî÷êàìè (ρ, θ, ϕ) è (R, ζ, η).
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Ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà íàõîäèì
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(ρ,Θ, ϕ) íà ñåòêå óçëîâ (R1,Θk, ϕl),
k, l = 0, 1, . . . , N,R1 > R.

Çàìå÷àíèå 1. Êîíêðåòíûå êóáàòóðíûå ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíû
íèæå.

Çàìå÷àíèå 2. Îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè (ïî ïîðÿäêó) êóáàòóðíûå
ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ÿäðàìè Ïóàññîíà ïîñòðîåíû â ðàáî-
òàõ [48, 58].

Òåïåðü, ðàñïîëàãàÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè U(ρ,Θ, ϕ) íà ñåòêàõ
{R,Θk, ϕl}, {R1,Θk, ϕl}, k, l = 0, 1, . . . , N, ïî ðàçíîñòíûì ñõåìàì ïðî-
äîëæàåì ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U(ρ,Θ, ϕ) íà îáëàñòü Ω.

Â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè äàííûé àëãîðèòì îñóùåñòâèì, åñëè ïî-
âåðõíîñòü Γ1 äîñòàòî÷íî âåëèêà.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé
àëãîðèòì.

Âòîðîé àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîñëå òîãî êàê ïî-
ñòðîåí ïîëèíîì Áåðíøòåéíà Bnn(U(R,Θ, ϕ)), ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà (6.1)
âû÷èñëÿåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(R,Θ, ϕ) íà ñåòêå óçëîâ
(ρk,Θl, ϕj), ρk = R + kh, k = 0, 1, . . . , N1, Θl = πl/N, l = 0, 1, . . . , N,
ϕj = πj/N,= 0, 1, . . . , 2N, ãäå N,N1− íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Çàôèêñèðî-
âàâ çíà÷åíèÿ l = 0, 1, . . . , N, j = 0, 1, . . . , 2N, ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè
U(R,Θ, ϕ) íà ìíîæåñòâå óçëîâ (ρk,Θl, ϕj), (ρk+1,Θl, ϕj), . . . , (ρN1

,Θl, ϕj),
ñòðîèì ïîëèíîì Áåðíøòåéíà BN1

(U(R,Θ, ϕ)). Ýòîò ïîëèíîì îñóùåñòâ-
ëÿåò ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè U(R,Θ, ϕ) íà çíà÷åíèÿ ρ < R. Òåîðåòè÷åñêè
ïîëèíîì Áåðíøòåéíà ìîæåò ïðîäîëæèòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå íà âñþ îá-
ëàñòü Ω. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Êàíòîðîâè÷à.

Òðåòèé àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàñïîëàãàÿ çíà÷å-
íèÿìè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ1 = {R,α1 ≤ θ ≤ α2,
β1 ≤ ϕ ≤ β2}, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè
Γ2 = {R1, α1 ≤ θ ≤ α2, β1 ≤ ϕ ≤ β2}, R1 > R.

Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ïðîäîëæàåì èç îáëàñòè Γ1

íà áîëüøóþ îáëàñòü Γ∗1 , Γ1 ⊂ Γ∗1 ∈ S(0, R).
Èç-çà òîãî ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Γ1 ïîëå çàäàíî ñ ïîãðåøíîñòüþ è èç-çà

îøèáîê îêðóãëåíèÿ, âîññòàíîâèòü ïîëå íà âñåé ñôåðå ñ âûñîêîé òî÷íî-
ñòüþ íå âñåãäà óäàåòñÿ. Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü
ïîëå â îáëàñòè Γ∗1, äèàìåòð êîòîðîé â íåñêîëüêî ðàç áîëüøå äèàìåòðà îá-
ëàñòè Γ1. Ïðè ýòîì òåîðåòè÷åñêè òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ â Γ∗1 èìååò òîò
æå ïîðÿäîê, ÷òî è òî÷íîñòü çàäàíèÿ â Γ1. Âîññòàíîâèâ ïîëå â îáëàñòè Γ∗1,
îïðåäåëÿåì åãî â îáëàñòè S(0, R)\Γ∗1. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêèìè
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ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:
1) âçÿâ çíà÷åíèÿ ïîëÿ, âîññòàíîâëåííûå íà ïîâåðõíîñòè Γ∗1 çà èñ-

õîäíûå, ïðîäîëæèòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå íà îáëàñòü Γ∗2, Γ∗1 ⊂ Γ∗2. Çàòåì
ïîâòîðÿòü ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âîññòàíîâëåíî ïîëå íà
ïîâåðõíîñòè ñôåðû S(0, R) ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R;

2) ïîëîæèòü ïîëå U(R, θ, ϕ) = 0 ïðè (R, θ, ϕ) ∈ S(0, R)\Γ∗1;
3) âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîëÿ U(R, θ, ϕ) â îáëàñòè Γ∗1 è ïîëî-

æèòü U(R, θ, ϕ) â îáëàñòè S(0, R)\Γ∗1 ðàâíûì ýòîìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ.
×åòâåðòûé àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîñëå òîãî êàê

ïîñòðîåí ïîëèíîì Áåðíøòåéíà Bnn(U(R,Θ, ϕ)) íà ñôåðå S(0, R) âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå â îáëàñòè Ω. Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ ïîëèíîì
ÁåðíøòåéíàBnn(U(R,Θ, ϕ)), âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(R,Θ, ϕ)
íà ñåòêå óçëîâ (R,Θk, ϕl), Θk = πk/N, k = 0, 1, . . . , N, ϕl = lπ/N,
l = 0, 1, . . . , 2N. Çàòåì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

1

4π

∫
S(0,R0)

(R2 −R2
0)UNN(R0, ξ, η)dσ

R0(R2
0 − 2R0R cos γkl +R2)3/2

= UNN(R,Θk, ϕl), (6.2)

k = 0, 1, . . . , N, l = 0, 1, . . . , 2N, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè UNN íà
ñåòêå óçëîâ (R0,Θk, ϕl), k = 0, 1, . . . , N, l = 0, 1, . . . , 2N. Çäåñü γkl − óãîë
ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè, ñâÿçûâàþùèìè íà÷àëî êîîðäèíàò ñ òî÷êàìè
(R, θk, ϕl) è (R0, ζ, η).

Çäåñü ôóíêöèÿ UNN(R0,Θ, ϕ))− ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè U(R0,Θ, ϕ).
Ôóíêöèÿ UNN(R0,Θ, ϕ)) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ðàçíûìè ñïîñîáàìè: ýòî
ìîæåò áûòü èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ïî óçëàì ξ, η

UNN(R0, ξ, η) =
N∑
k=0

N∑
l=0

αklψk(ξ)ψl(η)

ñ êîýôôèöèåíòàìè αkl, òðåáóþùèìè îïðåäåëåíèÿ; ýòî ìîæåò áûòü îò-

ðåçîê ðÿäà
N∑
k=0

N∑
l=0

αklξ
kηl; ýòî ìîãóò áûòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïî ôîðìóëå (6.1) âîññòàíàâëèâàåì ôóíê-
öèþ U(ρ,Θ, ϕ)).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íà êàæäîì
øàãå ìîæíî äåëàòü ïðîâåðêó. Íàïðèìåð, íà ïåðâîì øàãå ìîæíî âçÿòü
âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ â îáëàñòè Γ∗1\Γ1 çà èñõîäíûå, âîññòàíîâèòü ïî-
ëå â Γ1 è îöåíèòü ïîãðåøíîñòü "îáðàòíîãî" õîäà. Àíàëîãè÷íûå ïðîâåðêè
ìîæíî ïðîâîäèòü íà êàæäîì ýòàïå âû÷èñëåíèé.

Îáà ïîñëåäíèå ñïîñîáà íîñÿò ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð è ïðèâíîñÿò
äîïîëíèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü. Íî òàê êàê ïî çíà÷åíèÿì ïîëÿ íà S(0, R)
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áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Γ2 = {R1, α1 ≤ θ ≤ α2,
β1 ≤ ϕ ≤ β2}, òî âëèÿíèå îïðåäåëåííûõ ïî âòîðîìó èëè òðåòüåìó ñïî-
ñîáàì çíà÷åíèé ïîëÿ U(R, θ, ϕ) â îáëàñòè S(0, R)\Γ∗1 íåçíà÷èòåëüíî ñêà-
æóòñÿ íà ýòèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ U(R, θ, ϕ) íà ïîâåðõíîñòè S(0, R) ïî ôîð-
ìóëå Ïóàññîíà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïîëÿ U(R1, θ, ϕ) íà ïîâåðõíîñòè
Γ2 = {R1, α1 ≤ θ ≤ α2, β1 ≤ ϕ ≤ β2}, R1 > R.

Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ Γ∗1 è Γ2,
ïðèñòóïàåì ê îïðåäåëåíèþ ïîëÿ â îáëàñòè Ω1 = {R0 ≤ ρ ≤ R,α1 ≤ θ ≤
≤ α2, β1 ≤ ϕ ≤ β2}. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîñòíûå ôîðìóëû ñ
øàãîì ïî ïåðåìåííîé ρ.

Âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè Ω1, ïðèñòóïàåì ê âîññòàíîâëå-
íèþ ïîëÿ â îáëàñòè Ω = {R0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}. Äëÿ
ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîñòíûå ôîðìóëû ñ øàãîì ïî θ è ϕ .

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíîå ïîïåðåìåííîå èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ðàç-
íîñòíûõ ñõåì èñïîëüçîâàëîñü â ðàáîòå [46] (ñì. òàêæå ðàçä. 4 ãëàâû VI).

Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé ïåðåéäåì ê äåòàëüíîìó
èçëîæåíèþ ïåðâîãî àëãîðèòìà.

I ýòàï. Âîññòàíîâëåíèå ïîëÿ íà ñôåðå S(0, R). Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ïîëÿ íà ñôåðå S(0, R) âîñïîëüçóåìñÿ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà. îïèñàí-
íûìè â ðàçä. 8 ãëàâû I.

Ïîñòðîèì ïîëèíîì Áåðíøòåéíà ïî ïåðåìåííûì θ è ϕ â îáëàñòè Γ1:

Bn,n(θ, ϕ) =
n∑
k=0

n∑
l=0

Ck
nC

l
nU

(
R,α1 + (α2 − α1)

k

n
, β1 + (β2 − β1)

l

n

)
×

×
(
θ − α1

α2 − α1

)k (
1− θ − α1

α2 − α1

)n−k (
ϕ− β1

β2 − β1

)l(
1− ϕ− β1

β2 − β1

)n−l
.

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàíòîðîâè÷à, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åñëè ôóíêöèÿ U(R, θ, ϕ) ðàçëàãàåòñÿ â îáëàñòè {0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤
≤ 2π} â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî ñòåïåíÿì θ è ϕ, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà Bn,n(θ, ϕ) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè U(R, θ, ϕ)
âî âñåé îáëàñòè {0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} .

Ïðèìåíèì ïîëèíîì Áåðíøòåéíà ê ïðîäîëæåíèþ ïîòåíöèàëüíîãî ïî-
ëÿ íà ñôåðó S(0, R). Èç ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî, ïîëü-
çóÿñü ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà, ìîæíî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ U(R, θ, ϕ)
ïðè 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Îäíàêî èç-
çà âû÷èñëèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé è íåòî÷íîñòè èñõîäíûõ äàííûõ òàêîå
âîññòàíîâëåíèå âî âñåé îáëàñòè íå âñåãäà âîçìîæíî.
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Ïðèâåäåì ìîäåëüíûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ýôôåêòèâíîñòü îïè-
ñàííîãî âûøå àëãîðèòìà.

Ïðèìåð 1 . Èñïîëüçóÿ ïîëèíîì Áåðíøòåéíà Bn,n(θ, ϕ), âîññòàíî-
âèòü íà ñôåðå S(0, R) ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U = 100√

(x−30)2+(y−30)2+(z−30)2
,

çíà÷åíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû â îáëàñòè Γ1 = {R, π6 ≤ θ ≤ 5π
6 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.

Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ â îáëàñòè Γ∗1 = S(0, R)\Γ1 ïðèâåäåíû â
òàáë. 1, ãäåR− ðàäèóñ ñôåðû S(0, R;n− ïîðÿäîê ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà
ïî îäíîé ïåðåìåííîé.

. Òàáëèöà 1

R n Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü

Ìàêñèìàëüíàÿ
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

10 20 2.27798576224133E−0002 1.14274749915141E+0000
10 30 1.53759033742038E−0002 7.71329453384163E−0001
10 40 1.15974535862101E−0002 5.81784192940981E−0001
10 50 9.30777065625199E−0003 4.66922656691302E−0001
10 60 0.77241574776419E−0003 3.89901851247023E−0001
10 70 0.67155642276189E−0003 3.34677439338226E−0001
10 80 0.84370149121625E−0003 2.93148244188511E−0001
10 90 0.19853831201727E−0003 2.60783748246762E−0001
5 20 1.10680936915615E−0002 5.62543924710401E−0001
5 30 7.53816478300929E−0003 3.83132716465966E−0001
5 40 0.71383649888512E−0003 2.90409902446615E−0001
5 50 0.60001810028760E−0003 2.33799270948310E−0001
5 60 3.84943410224883E−0003 1.95650292465821E−0001
5 70 3.30936078675740E−0003 1.68200672775707E−0001
5 80 2.90214949669627E−0003 1.47503862314840E−0001
5 90 0.58415193557801E−0003 1.31341404617523E−0001

.

II ýòàï. Íà ïîâåðõíîñòè Γ = {R, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ââåäåì ñåò-
êó óçëîâ θk = kπ

N , k = 0, 1, ..., N, ϕl = πl
N , l = 0, 1, ..., 2N.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû θk, k∗ ≤ k ≤
≤ k∗, ϕl, l∗ ≤ l ≤ l∗ ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè Γ1.

Ââåäåì óçëû rk = R− (R−R0)k
M , k = −1, 0, 1, ...,M .
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Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (6.1), âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ U(r−1, θk, ϕl) ïðè
α1 ≤ θk ≤ α2, β1 ≤ ϕl ≤ β2, r−1 > R.

Çíà÷åíèÿ U(r−1, θk, ϕl), k = k∗, k∗,l = l∗, l∗, áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êó-
áàòóðíîé ôîðìóëå

U(r−1, θk, ϕl) =

=
R

4π

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

(
U(R, θ∗i , ϕ

∗
j)− U(R, θk, ϕl)

)
(r2
−1 −R2) sin θ∗i

(R2 − 2Rr−1 cos γ∗ + r2
−1)

3/2

∫
∆ij

dθdϕ+

+U(R, θk, ϕl) + ErN(U), (6.3)

ãäå cos γ∗ = cos θ∗i cos θk + sin θ∗i sin θk cos(ϕ∗j − ϕl), θ∗i = θi+θi+1

2 ,

ϕ∗j =
ϕj+ϕj+1

2 ,∆ij = [θi, θi+1;ϕj, ϕj+1] , ErN(U)− ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé
ôîðìóëû.

Çàìå÷àíèå. Â êóáàòóðíîé ôîðìóëå (6.3) èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ
ñåòêà. Òî÷íî òàê æå ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà. Ïîýòîìó, åñëè â îáëàñòè Γ1 ïîòåíöèàëüíîå ïî-
ëå çàäàíî íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå, òî âíà÷àëå ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ïî ïîñòðîåíèþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ
íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ óçëîâ [135], à çàòåì íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
U(R, θ, ϕ) â îáëàñòè Γ1 íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ. Â ãëàâå 8 èçëàãàþòñÿ
ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íà õàîòè÷åñêèõ ñåòêàõ óçëîâ.

Áîëåå òî÷íîé ÿâëÿåòñÿ êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà

U(r−1, θk, ϕl) =
R

4π

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

(
U(R, θ∗i , ϕ

∗
j)− U(R, θk, ϕl)

)
×

×
∫

∆ij

(r2
−1 −R2) sin θ

(R2 − 2Rr−1 cos γ + r2
−1)

3/2
dθdϕ+ U(R, θk, ϕl) + ErN(U), (6.4)

ãäå cos γ = cos θ cos θk + sin θ sin θk cos(ϕ− ϕl), θ∗i = θi+θi+1

2 , ϕ∗j =
ϕj+ϕj+1

2 ,

∆ij = [θi, θi+1 ; ϕj, ϕj+1] , ñ ïîãðåøíîñòüþ, ðàâíîé

|ErN(U)|∪∩N−1. (6.5)

Êóáàòóðíûå ôîðìóëû (6.3) è (6.4) óñòîé÷èâû ê âîçìóùåíèÿì çíà÷å-
íèé U(R, θ∗i , ϕ

∗
j). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ U(R, θ∗i , ϕ

∗
j) çàäà-

íû ñ òî÷íîñòüþ ε, ò.å.
∣∣∣U(R, θ∗i , ϕ

∗
j)− Ũ(R, θ∗i , ϕ

∗
j)
∣∣∣ ≤ ε, òî ýòî ïðèâíîñèò

â êóáàòóðíûå ôîðìóëû (6.3) è (6.4) ïîãðåøíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2ε.
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Çàìå÷àíèå. Â êóáàòóðíûõ ôîðìóëàõ (6.3), (6.4) íå â ðàâíîé ñòåïå-
íè ïðåäñòàâëåíû îáëàñòè, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì øèðîòàì (çíà÷å-
íèÿì θ). ×èñëî ñôåðè÷åñêèõ êâàäðàòîâ ∆ij íà åäèíèöó ïëîùàäè óâåëè-
÷èâàåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîëþñàì (θ = 0 è θ = π), à èõ ïëîùàäè
óìåíüøàþòñÿ. Ýòîãî ëåãêî èçáåæàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè
ñïîñîáàìè ïîêðûòèÿ ñôåðû [160, 216]. Îäíàêî ýòè ïîñòðîåíèÿ ïîòðåáóþò
çíà÷èòåëüíîãî óñëîæíåíèÿ àëãîðèòìà.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (6.5). Ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîð-
ìóëû (6.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|ErN(U)| ≤

≤ max
Θ,ϕ

∣∣∣∣∣∣∣
R

4π

N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

∫
∆ij

(
U(R, θ, ϕ)− U

(
R, θ∗i , ϕ

∗
j

))
(r2
−1 −R2) sin θ

(R2 − 2Rr−1 cos γ + r2
−1)

3/2
dθdϕ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

i,j
max

(R,θ,ϕ)∈∆ij

∣∣U(R, θ, ϕ)− U
(
R, θ∗i , ϕ

∗
j

)∣∣×
× R

4π

∫
S(0,R)

(r2
−1 −R2) sin θ

(R2 − 2Rr−1 cos γ + r2
−1)

3/2
dθdϕ ≤

≤ max
i,j

B
(
|θi − θ∗i |+

∣∣ϕj − ϕ∗j∣∣) ≤ B
( π

2N
+
π

N

)
≤ 2πc

N
=

c

N
.

Çäåñü ∆ij = [R; θi, θi+1; ϕj, ϕj+1].
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå òî÷íûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë íóæíî àïïðîê-

ñèìèðîâàòü ôóíêöèþ ñïëàéíàìè íà ïîâåðõíîñòè Γ1.

Îïèøåì ïîñòðîåíèå ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ íà ïîâåðõíîñòè Γ1, ïðè÷åì
ïîâåðõíîñòü Γ1 ìîæåò ñîâïàäàòü ñ Γ.

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Γ1 èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ðàâíîìåð-
íîé ïî θ è ϕ ñåòêå (θk, ϕl), k = k∗, k∗+1, ..., k∗, l = 0, 1, ..., N. Çàôèêñèðóåì
öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî m, âåëè÷èíà êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåíà íè-
æå. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N1 = k∗ − k∗ è N
êðàòíû m : N1 = mn1, N = mn2.

Ââåäåì íà ïîâåðõíîñòè Γ1 ïðÿìîóãîëüíèêè ∆∗kl = [R; θmk, θm(k+1);
ϕml, ϕm(l+1)], k = 0, 1, ..., n1 − 1, l = 0, 1, ..., n2 − 1, θk = α1 + (α2−
−α1)k/N1, k = 0, 1, ..., N1, ϕl = 2πl/N, l = 0, 1, ..., N.

Â ïðÿìîóãîëüíèêå ∆∗kl, k = 0, 1, ..., n1−1, l = 0, 1, ..., n2−1, ïîñòðîèì
èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Lmm(U,∆∗kl) = Lθm

[
Lϕm
[
U,
[
ϕml, ϕm(l+1)

]]
,[

θmk, θm(k+1)

]]
. Çäåñü Lxm [f, [a, b]] îçíà÷àåò ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé

ôóíêöèþ f(x) ∈ C[a, b] íà ñåãìåíòå [a, b] ïî m + 1 ðàâíîîòñòîÿùå-
ìó óçëó, ïðè÷åì òî÷êè a è b âõîäÿò â ÷èñëî óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. ×åðåç
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Lmm[f, [a, b; c, d]] îáîçíà÷åí èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé

Lmm[f, [a, b; c, d]] = Lx2
m [Lx1

m [f(x1, x2), [a, b]] , [c, d]] ,

â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàòîðû Lx1
m ïî ïåðåìåííîé

x1 è Lx2
m − ïî ïåðåìåííîé x2.

Èç ïîëèíîìîâ Lmm [U,∆∗kl] , k = 0, 1, ..., n1 − 1, l = 0, 1, ..., n2 − 1,
ñîñòàâèì ëîêàëüíûé ñïëàéí Smm [U,Γ1] , àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèþ
íà ïîâåðõíîñòè Γ1.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè U(R, θ, ϕ) ïîëèíîìà-
ìè Lmm [U,∆∗kl] , k = 0, 1, ..., n1 − 1, l = 0, 1, ..., n2 − 1.

Òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè ïîëèíîìîì Lmm[f, [a, b; c, d]] ôóíêöèè
f(x1, x2), îïðåäåëåííîé íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b; c, d] è èìåþùåé íåïðå-
ðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî (s−1)-ãî ïîðÿäêà è êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûå ïðîèçâîäíûå äî s-ãî ïîðÿäêà, îãðàíè÷åííûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
êîíñòàíòîé M , îöåíèâàåòñÿ ïðè m ≥ s íåðàâåíñòâîì

‖f(x1, x2)− Lmm[f ; [a, b; c, d]]‖C ≤
cM

m(m− 1)...(m− s+ 1)
hsλ2

m,

ãäå h = max(|b− a| , |d− c|);λm− êîíñòàíòà Ëåáåãà.
Â îöåíêó ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ âõîäèò êîí-

ñòàíòà M , ðàâíàÿ íàèáîëüøåé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêöèè f(x1, x2). Îöåíèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ïðîèçâîäíîé
m-ãî ïîðÿäêà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè U(x1, x2, x3) ïðè (x1, x2, x3) ∈ Γ1.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷-
êè ïîâåðõíîñòè Γ1 äî ãðàíèöû ∂Ω∗ îáëàñòè Ω∗ íå ìåíüøå òðåõ. Çàôèê-
ñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M0 = (x0

1, x
0
2, x

0
3) ∈ Γ1.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì [215]

U(M0) =
3

4πa2

∫
B(M0,a)

U(x1, x2, x3)dv.

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî [218] èìååì

∂U(x1, x2, x3)

∂x1

∣∣∣∣
M0

=
1

Va

∫
B(M0,a)

∂U(x1, x2, x3)

∂x1
dx1dx2dx3 =

=
1

Va

∫
S(M0,a)

U(x1, x2, x3)dx2dx3.
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Ïóñòü M = max
(x1,x2,x3)∈∂Ω∗

|U(x1, x2, x3)| . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî∣∣∣∣∂U(x1, x2, x3)

∂x1

∣∣∣∣ ≤ 3

4πa3
· 4πa2M =

3

a
M.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a ≥ 3 ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ îò ãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèè U(x1, x2, x3) ïðè (x1, x2, x3) ∈ Γ1 íå ïðåâîñõîäÿò M .

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ïî-
ëèíîìàìè Lmm[f, [a, b; c, d]] îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

‖f(x1, x2)− Lmm[f ; [a, b; c, d]]‖C[a,b;c,d] ≤
Mc

m!
hmλ2

m,

ãäå M = max
(x1,x2,x3)∈∂Ω∗

|U(x1, x2, x3)|, ðàññòîÿíèå ìåæäó Γ1 è ïîâåðõíîñòüþ

∂Ω∗ îáëàñòè Ω∗ íå ìåíüøå 3. Ïðè âûâîäå ýòîé îöåíêè ñ÷èòàåì s = m.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè U(ρ, θ, ϕ)

ñïëàéíîì Smm[U,Γ1] íà ïîâåðõíîñòè Γ1 îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

‖U(R, θ, ϕ)− Smm[U,Γ1]‖C(Γ1) ≤
cM

m!

(
1

Nm
1

+
1

Nm

)
.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïî-
ëÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

U(r−1, θk, ϕl) =
R

4π

n1−1∑
i=0

n2−1∑
j=0

∫
∆∗ij

(
Smm [U,Γ1] (R, θ∗i , ϕ

∗
j)− U(R, θk, ϕl)

)
(R2 − 2Rr−1 cos γ + r2

−1)
3/2

×

×(r2
−1 −R2) sin θdθdϕ+ U(R, θk, ϕl) + Er(U), (6.6)

ãäå cos γ = cos θ cos θk + sin θ sin θk cos(ϕ− ϕl).
Òàê êàê èíòåãðàë Ïóàññîíà îò êîíñòàíòû ðàâåí êîíñòàíòå,

òî |Er(U)|∪∩cn−m∗ , ãäå n∗ = min(n1, n2), à êîíñòàíòà c íå çàâèñèò îò R è
n1, n2.

Âòîðîé ýòàï çàêàí÷èâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé U(r−1, θk, ϕl),
k = k∗, k∗ + 1, . . . , k∗, l = l∗, l∗ + 1, . . . , l∗, ïî îäíîé èç ïðåäñòàâëåííûõ
âûøå êóáàòóðíûõ ôîðìóë.

III ýòàï. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ýòàïà, ïîëüçóÿñü ðàçíîñòíûìè ñõåìà-
ìè, âîññòàíîâèì ïîëå U(ρ, θ, ϕ) â îáëàñòè Ω1. Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå
Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

∆U(ρ, θ, ϕ) =
1

ρ2

∂

∂ρ

(
ρ2∂U

∂ρ

)
+

1

ρ2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂U

∂θ

)
+

1

ρ2 sin2 θ

∂2U

∂ϕ2
.
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, çàïèñàííîãî â ñôåðè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ, èìååò âèä

∆U =
2

rk−1

Uk−2,j,l − Uk−1,j,l

hk
+
Uk,j,l − 2Uk−1,j,l + Uk−2,j,l

h2
k

+

+
ctg θj
r2
k−1

Uk−1,j,l − Uk−1,j−1,l

hj
+

1

r2
k−1

Uk−1,j+1,l − 2Uk−1,j,l + Uk−1,j−1,l

h2
j

+

+
1

r2
k−1 sin2 θj

Uk−1,j,l+1 − 2Uk−1,j,l + Uk−1,j,l−1

h2
l

= 0, (6.7)

ãäå Uk,j,l = U(rk, θj, ϕl), hk, hj, hl − ñîîòâåòñòâåííî øàãè ñåòêè óçëîâ,
ââåäåííîé â íà÷àëå II ýòàïà, ïî ïåðåìåííûì ρ, θ, ϕ. Èç ôîðìóëû (6.7)
èìååì

Uk,j,l = 2Uk−1,j,l − Uk−2,j,l −
2hk
rk−1

(Uk−2,j,l − Uk−1,j,l)−

−h2
k

ctg θj
r2
k−1

Uk−1,j,l − Uk−1,j−1,l

hj
− h2

k

h2
j

1

r2
k−1

(Uk−1,j+1,l − 2Uk−1,j,l + Uk−1,j−1,l)−

−h
2
k

h2
l

1

r2
k−1 sin2 θj

(Uk−1,j,l+1 − 2Uk−1,j,l + Uk−1,j,l−1), k = 2, 3, ...,M. (6.8)

Çàìå÷àíèå. Ïîëüçóÿñü çíà÷åíèÿìè U−1,j,l, U0,j,l, k∗ ≤ j ≤ k∗,

0 ≤ l ≤ N, âû÷èñëÿåì U1,j,l, k∗ + 1 ≤ j ≤ k∗ − 1, 0 ≤ l ≤ N.

Òåïåðü, ðàñïîëàãàÿ çíà÷åíèÿìè U0,j,l ïðè k∗ ≤ j ≤ k∗, 0 ≤ l ≤ N è
U1,j,l ïðè k∗ + 1 ≤ j ≤ k∗ − 1, 0 ≤ l ≤ N , íàõîäèì çíà÷åíèÿ U2,j,l ïðè
k∗ + 2 ≤ j ≤ k∗ − 2, 0 ≤ l ≤ N.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê îäíîé èç òðåõ âîçìîæíîñòåé:
1) â ñëó÷àå, åñëè íà ïåðâîì ýòàïå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå áûëî ïðîäîë-

æåíî íà âñþ ñôåðó S(0, R), ïîñëå âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî ýòàïà ïîòåíöè-
àëüíîå ïîëå áóäåò âîññòàíîâëåíî íà âñåé ñôåðå S(0, R0). Â ýòîì ñëó÷àå
ïîòåíöèàëüíîå ïîëå âîññòàíîâëåíî âî âñåé îáëàñòè Ω;

2) âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ïîëÿ íà ñåòêå óçëîâ, ðàñïîëîæåííîé íà ñôå-
ðå S(0, R0);

3) âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ íà ñôåðå R∗0(R∗0 > R0).
Â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ íóæíî ïåðåéòè ê ÷åòâåðòîìó ýòàïó.
IV ýòàï. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî èìååò ìåñòî âòîðàÿ âîçìîæ-

íîñòü è â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (6.8) íàéäåíû çíà÷åíèÿ
U(rk, θj, ϕl), k = p, j = k∗ + p, ..., k∗ − p, l = 0, .., N, p = 1, ...,M − 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω∗ îáëàñòü, â êîòîðîé ê íà÷àëó IV ýòàïà áûëî âîññòà-
íîâëåíî ïîëå U(ρ, θ, ϕ).
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Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ýòàïà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå
â îáëàñòè Ω\Ω∗. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

2

rk

Uk−2,j−1,l − Uk−1,j−1,l

hk
+
Uk−2,j−1,l − 2Uk−1,j−1,l + Uk,j−1,l

h2
k

+

+
ctg θj−1

r2
k

Uk,j−1,l − Uk,j−2,l

hj
+

1

r2
k

Uk,j,l − 2Uk,j−1,l + Uk,j−2,l

h2
j

+

+
1

r2
k sin2 θj−1

Uk,j−1,l+1 − 2Uk,j−1,l + Uk,j−1,l−1

h2
l

= 0. (6.9)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó

Uk,j,l = 2Uk,j−1,l − Uk,j−2,l − 2rk
h2
j

hk
(Uk−2,j−1,l − Uk−1,j−1,l)−

−r2
k

h2
j

h2
k

(Uk−2,j−1,l − 2Uk−1,j−1,l + Uk,j−1,l)− ctg θj−1hj(Uk,j−1,l − Uk,j−2,l)−

− 1

sin2 θj−1

h2
j

h2
l

(Uk,j−1,l+1 − 2Uk,j−1,l + Uk,j−1,l−1), (6.10)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì Uk,j,l ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ j. Ðàñïîëàãàÿ çíà÷åíèÿìè Uk,j−1,l, Uk,j−2,l, Uk,j−1,l−1, Uk,j−1,l+1,

Uk−1,j−1,l, Uk−2,j−1,l ïðè k = 1 è k = 2, íàõîäèì çíà÷åíèÿ Uk,j,l è Uk,j+1,l

äëÿ k = 2. Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ Uk,j+1,l, Uk,j+2,l, Uk,j+1,l−1,

Uk,j+1,l+1, Uk−1,j+1,l, Uk−2,j+1,l ïðè k = 1 è k = 2, âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ
Uk,j,l è Uk,j−1,l äëÿ k = 2. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëî-
ãè÷íî ïðè k = 3, 4, ...,M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω̄∗ îáëàñòü, ïðåäñòàâëÿþùóþ
ñîáîé îáúåäèíåíèå îáëàñòè Ω∗ è îáëàñòè, â êîòîðîé óäàëîñü âû÷èñëèòü
çíà÷åíèÿ Uk,j,l ïî ôîðìóëå (6.10).

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå óêàçàííûõ âû÷èñëåíèé ìîæåò ïðèâå-
ñòè ê îäíîìó èç òðåõ ñëó÷àåâ:

1) âñå çíà÷åíèÿ U(rk, θj, ϕl), j = 0, 1, ..., N, l = 0, 1, ..., 2N, áóäóò âû-

÷èñëåíû ïðè k = 1, 2, ..., M̃ , M̃ < M ;
2) âñå çíà÷åíèÿ áóäóò âû÷èñëåíû íà ñôåðå S(0, R0), ò.å ïîëó÷åíû

çíà÷åíèÿ U(R0, θj, ϕl), j = 0, 1, ..., N, l = 0, 1, ..., 2N ;
3) âû÷èñëåíèÿ îáîðâóòñÿ íà ñôåðå S(0, R0).

Â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò ñôåðà S(0, rk̃), k̃ ≤ M̃ , íà
êîòîðîé èçâåñòíû çíà÷åíèÿ U(rk̃, θi, ϕj), i = 0, 1, ..., N, j = 0, 1, ..., 2N .

Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà äëÿ âíåøíåé çàäà÷è
Ëàïëàñà çàêàí÷èâàåì âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ U(ρ, θ, ϕ)
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â îáëàñòè rk̃ ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π â ïåðâîì ñëó÷àå è
â îáëàñòè Ω âî âòîðîì ñëó÷àå. Òåì ñàìûì âî âòîðîì ñëó÷àå çàâåðøàåì
ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè Ω, à â ïåðâîì ñëó÷àå ïðèõîäèì
ê èñõîäíîé çàäà÷å íà ñôåðå S(0, rM̃).

Êðîìå òîãî, âî âòîðîì ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ
â îáëàñòè Ω ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëà Ïóàññîíà
è ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè íà ñôåðå S(0, R0).

Íà ýòîì çàêàí÷èâàåì ðåøåíèå çàäà÷è â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ.
Òðåòèé ñëó÷àé ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííîé âûøå âòîðîé âîçìîæíî-

ñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâòîðÿþòñÿ äåéñòâèÿ, îïèñàííûå â IV ýòàïå.
Çàìå÷àíèå. Â òðåòüåì ñëó÷àå ìîæíî âåðíóòüñÿ ê I ýòàïó è â ñëó÷àå

âîññòàíîâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïîòåíöèàëüíîãî ïî-
ëÿ íà âñåé ñôåðå S(0, R0) ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ â îáëàñòè Ω\Ω∗ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
Ïóàññîíà äëÿ âíåøíåé çàäà÷è Ëàïëàñà è íà ýòîì çàâåðøèòü âû÷èñëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Â òðåòüåì ñëó÷àå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî
ïîëÿ ìîæíî óâåëè÷èòü øàã ïî r è ïî θ â ðàçíîñòíîé ñõåìå è âíîâü ïðî-
âåñòè âû÷èñëåíèÿ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ýòàïîâ. Îäíàêî ÷ðåçìåðíîå óâå-
ëè÷åíèå øàãîâ ìîæåò âûçâàòü çíà÷èòåëüíóþ äîïîëíèòåëüíóþ ïîãðåø-
íîñòü.

Âûøå îñòàëñÿ áåç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé, êîãäà ïîñëå îêîí÷àíèÿ âû-
÷èñëåíèé ïî òðåòüåìó ýòàïó çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ îêàçàëèñü
âû÷èñëåííûìè òîëüêî íà ÷àñòè ñôåðû S(0, R∗0). Â ýòîì ñëó÷àå, èñïîëü-
çóÿ âû÷èñëåíèÿ, îïèñàííûå â IV ýòàïå, âîññòàíàâëèâàåì ïîëå â îáëàñòè
{R∗0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.

Òåì ñàìûì çàäà÷à ñâåäåíà ê ðàññìîòðåííîìó âûøå âòîðîìó ñëó÷àþ.
Ïðèâåäåì ìîäåëüíûé ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

ïî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó.

6.3. Ìîäåëüíûé ïðèìåð

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàòOXYZ. Ïóñòü â òî÷êå ñ êîîðäè-
íàòàìè (30,30,30) íàõîäèòñÿ òî÷å÷íîå òåëî ñ ìàññîé µ = 100, ñîçäàþùåå
ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U(x, y, z).

Ââåäåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ρ, θ, ϕ) ñ ïîëþñîì â íà÷à-
ëå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U(x, y, z)
èçâåñòíî íà ïîâåðõíîñòè

{
ρ = R, π6 ≤ θ ≤ 5π

6 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π
}
è ðàâíî

U(x, y, z) =
100√

(x− 30)2 + (y − 30)2 + (z − 30)2
.
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Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëå U(ρ, θ, ϕ) â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé
íåðàâåíñòâàìè R0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Ââåäåì ñåòêó
óçëîâ θk = kπ

N1
, k = 0, 1, ..., N1, ϕl = 2πl

N2
, l = 0, 1, ..., N2, rk = R− (R−R0)k

M ,

k = 0, 1, ...,M, ãäå R0 = R
2 , è èñïîëüçóåì ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ïðèâå-

äåííûé â ðàçä. 2.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 2, ãäå R − ðàäèóñ ñôåðû;

N1, N2,M − ÷èñëî óçëîâ ïî ïåðåìåííûì θ, ϕ, ρ; àáñîëþòíàÿ è îòíîñè-
òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.

. Òàáëèöà 2

R
N1 M N2

Ìàêñèìàëüíàÿ
àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü

Ìàêñèìàëüíàÿ
îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü (%)

10 12 4 6 7.10150632E−0002 3.42728159E+0000
10 12 4 8 6.74350044E−0002 3.25188808E+0000
10 12 4 10 6.00010837E−0002 2.89424638E+0000
10 12 4 12 5.34529762E−0002 2.63961710E+0000
10 18 6 6 4.92832078E−0002 2.59311024E+0000
10 18 6 8 4.76491023E−0002 2.57045698E+0000
10 18 6 10 4.03768592E−0002 2.53176093E+0000
10 18 6 12 3.93737465E−0002 2.49945770E+0000
5 12 4 6 3.43809877E−0002 1.71528484E+0000
5 12 4 8 2.57156139E−0002 1.30595952E+0000
5 12 4 10 2.57073538E−0002 1.30337634E+0000
5 12 4 12 2.56325279E−0002 1.30103164E+0000
5 18 6 6 2.55056883E−0002 1.29754873E+0000
5 18 6 8 2.54943372E−0002 1.27839226E+0000
5 18 6 10 2.53505878E−0002 1.24037784E+0000
5 18 6 12 2.53083547E−0002 1.23998678E+0000

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåí-
öèàëüíîãî ïîëÿ äîñòèãàåò 2,5 % (R = 10) è 1,25 % (R = 5) ïðè íåáîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ N1, N2,M è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè N1, N2,M .



ÃËÀÂÀ III

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐßÌÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÃÐÀÂÈÌÅÒÐÈÈ

Â ãëàâå I áûë äàí êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà-
÷è ãðàâèìåòðèè, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâîé èç-
âåñòíûõ â ëèòåðàòóðå èññëåäîâàíèé ÿâëÿëàñü íüþòîíîâñêàÿ òåîðèÿ òÿ-
ãîòåíèÿ â åå íåïðåðûâíîé èíòåðïðåòàöèè. Êàê îòìå÷àåòñÿ â [189], íà ñî-
âðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ãðàâèìåòðèè íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìåòîäû
äèñêðåòíîé òåîðèè íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî øàðîâûì
ôóíêöèÿì ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ îòäåëüíûìè òåëàìè
(è èõ ÷àñòÿìè). Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíû ðàçä. 1, 2 äàííîé ãëàâû.
Â ðàçä. 3, 4 èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ
ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì.

1. Ðàçëîæåíèå ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé,
ñîçäàâàåìûõ îäíîñâÿçíûì òåëîì

Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî øà-
ðîâûì ôóíêöèÿì ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ îäíîñâÿçíûìè òå-
ëàìè. Ïðè ýòîì ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì
(êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå) çà îñíîâó âû÷èñëåíèé áåðåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìî-
äåëü.

1.1. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Â ñëó÷àå, åñëè âîçìóùàþùåå ïîëå èìååò ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü è
ïîëå âû÷èñëÿåòñÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò òåëà, òî òåëî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñ ìàññîé, ðàâíîé ìàññå
òåëà. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè-
÷åñêèì ôóíêöèÿì îäíîñâÿçíîãî òåëà ñ ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé (êóá, øàð), âîñïðèíèìàåìîãî íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì óäàëåíèè êàê
ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó.



Ââåäåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, θ, ϕ.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ

ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ U(P ), ñîçäàííîãî åäèíè÷íîé ìàññîé, íàõîäÿùåéñÿ
â òî÷êå S ñ êîîðäèíàòàìè (r1, θ1, ϕ1).

Èçâåñòíî [92, 169], ÷òî ïîòåíöèàë â òî÷êå P ñ êîîðäèíàòàìè (r, θ, ϕ)
ïðè r1 < r îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

U(P ) =
1

r

∞∑
k=0

(r1

r

)n
Pn(cos γ), (1.1)

ãäå γ − óãîë ìåæäó âåêòîðàìè OP è OS.
Ïðè r < r1 ïîòåíöèàë â òî÷êå P îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

U(P ) =
1

r1

∞∑
k=0

(
r

r1

)n
Pn(cos γ).

Èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ [92] ñëåäóåò, ÷òî

Pn(cos γ) =
n∑

m=0

εm
(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)Pm

n (cos θ1) cosm(ϕ− ϕ1), (1.2)

ãäå εm = 1 ïðè m = 0 è εm = 2 ïðè m ≥ 1.
Èç (1.1) è (1.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè r1 < r

U(P ) =

=
1

r

∞∑
n=0

(r1

r

)n n∑
m=0

εm
(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)Pm

n (cos θ1) cosm(ϕ− ϕ1). (1.3)

Ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâêó [200]

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ), (1.4)

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(P ) =
∞∑
n=0

rn1
rn+1

n∑
m=0

εm
(n−m)!(n+m)!

(n!)2
×

×P̂m
n (cos θ)P̂m

n (cos θ1) cosm(ϕ− ϕ1). (1.5)

Ôîðìóëà (1.5) äàåò ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ U(P ) â ðÿä
Ôóðüå ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì {r−k}, k = 0, 1, . . . , {P̂m

n (cos Θ) cosmϕ},
{P̂m

n (cos Θ) sinmϕ}, m = 0, 1, . . . , n, n = 0, 1, . . .
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Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðè áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ {P̂m
n (cos Θ) cosmϕ},

{P̂m
n (cos Θ) sinmϕ} îáîçíà÷èì ÷åðåç êîíñòàíòû anm, bnm, m = 0, 1, . . . , n,

n = 0, 1, . . . , ñîîòâåòñòâåííî.
Ôîðìóëà (1.5) ïîçâîëÿåò âûïèñàòü êîýôôèöèåíòû {anm, bnm} â ÿâ-

íîì âèäå:

anm = (r1)
nεm

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (cos θ1) cosmϕ1, (1.6)

ãäå n = 0, 1, . . . ; m = 0, 1, . . . , n, è

bnm = (r1)
nεm

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (cos θ1) sinmϕ1,

ãäå n = 1, 2, . . . ; m = 0, 1, . . . , n.

1.2. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ äâóõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ

Ðàññìîòðèì äâà òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêà ñ ìàññàìè m0 è m1, ðàñïîëî-
æåííûõ â òî÷êàõ O è O1. Çäåñü òî÷êà O ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.
Ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàííîãî ýòîé ïàðîé èñòî÷íèêîâ â òî÷êå P, ðàâåí

U(P ) =
m0

r
+
m1

r1
, (1.7)

ãäå r − ðàññòîÿíèå îò O äî P ; r1 − ðàññòîÿíèå îò O1 äî P. Îáîçíà÷èì
÷åpåç r0 ðàññòîÿíèå ìåæäó O è O1. Ñôåpè÷åñêèå êîîpäèíàòû òî÷åê P è
O1 ñîîòâåòñòâåííî pàâíû (r, θ, ϕ) è (r1, θ1, ϕ1).

Ïóñòü r0 < r, r0 < r1. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ 1
r1
â ðÿä ïî ñòåïåíÿì r0

r .

Ïî ôîðìóëàì òðèãîíîìåòðèè

r1 = r(1 + (r0/r)
2 − 2(r0/r) cos γ)1/2, (1.8)

ãäå γ − óãîë ìåæäó âåêòîðàìè OP è OO1.
Åñëè r0 < r, òî

1

r1
=

1

r(1 + (r0/r)2 − 2(r0/r) cos γ)1/2
=

=
1

r
+

1

r

∞∑
n=1

(r0

r

)n
Pn cos(γ), (1.9)

ãäå Pn(cos γ) − ïîëèíîìû Ëåæàíäða.
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Èç ôîðìóë (1.7) è (1.9) ñëåäóåò, ÷òî

U(P ) =
m0

r
+
m1

r
+
m1

r

∞∑
n=1

(r0

r

)n
Pn(cos γ) =

=
m0 +m1

r
+
m1

r

∞∑
n=1

(r0

r

)n
Pn(cos γ). (1.10)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé ñëîæåíèÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà [92,
c. 138-140], èìååì

Pn(cos γ) = Pn(µ)Pn(µ1) + 2
n∑

m=1

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (µ)Pm

n (µ1) cosm(ϕ− ϕ1),

ãäå µ = cos θ, µ1 = cos θ1.
Ââåäåì ñîîòíîøåíèå εm = 1 ïðè m = 0, εm = 2 ïðè m 6= 0 è

âîñïîëüçóåìñÿ íîðìèðîâêîé [200]

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ).

Â ðåçóëüòàòå èìååì

Pn(cos γ) =
n∑

m=0

εm
(n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (µ)P̂m

n (µ1) cosm(ϕ− ϕ1).

Ñëåäîâàòåëüíî,
U(P ) =

m0

r
+
m1

r
+

+
m1

r

∞∑
n=1

n∑
m=0

εm

(r0

r

)n (n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (cos Θ)P̂m

n (cos Θ1) cosm(ϕ−ϕ1).

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðè áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ {P̂m
n (cos Θ) cosmϕ},

{P̂m
n (cos Θ) sinmϕ} îáîçíà÷èì ÷åðåç anm, bnm, m = 0, 1, . . . , n, n = 0, 1, . . . ,

ñîîòâåòñòâåííî.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

a00 = m0 +m1,

an0 = m1(r0)
nP̂ 0

n(cos θ1)

ïðè n = 1, 2, . . . ,

anj = 2m1(r0)
n (n+ j)!(n− j)!

(n!)2
P̂ j
n(cos θ1) cos jϕ1,
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bnj = 2m1(r0)
n (n+ j)!(n− j)!

(n!)2
P̂ j
n(cos θ1) sin jϕ1

ïðè n = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , n.
Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ñôåpè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïpèâåäåííû-

ìè â [169, c. 294], è ïpèìåì

Yn0(θ, ϕ) = P̂ 0
n(µ),

Ynj(θ, ϕ) = P̂m
n (µ) cosmϕ, j = 1, 2, . . . , n,

Ynj(θ, ϕ) = P̂m
n (µ) sinmϕ, j = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n,

ïðè÷åì åñëè j ≤ n, òî m = j; åñëè j ≥ n+ 1, òî m = j − n.
Òîãäà ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì

âèäå:

Pn(cos γ) =
2n∑
j=0

εm
(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θ, ϕ)Ynj(θ1, ϕ1). (1.11)

Ïîäñòàâèâ (1.11) â (1.10), èìååì

U(P ) =
m0 +m1

r
+
m1

r

∞∑
n=1

(r0

r

)n
(Yn0(θ, ϕ)Yn0(θ1, ϕ1)+

+2
2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θ, ϕ)Ynj(θ1, ϕ1)

)
. (1.12)

Ôîðìóëà (1.12) îïðåäåëÿåò ïîëå â òî÷êå P .
Ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå (1.12) â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

U(P ) =
∞∑
n=0

2n∑
j=0

CnjYnj(θ, ϕ),

ãäå

C00 =
m0 +m1

r
; Cn0 =

m1

r

(r0

r

)n
Yn0(θ1, ϕ1),

n = 1, 2, . . . ,

Cnj = 2
m1

r

(r0

r

)n (n+m)!(n−m)!

(n!)2
Ynj(θ1, ϕ1),

m = j ïpè j ≤ n; m = j − n ïpè j ≥ n+ 1; j = 1, . . . , 2n, n = 0, 1, . . .
Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå èñïîëüçîâàíû ïðèâåäåííûå âû-

øå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Ynj, j = 0, 1, . . . , 2n, n = 0, 1, . . .
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1.3. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ N + 1 òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà

ÐàññìîòðèìN+1 òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñ ìàññàìèmi, i = 0, 1, 2, . . . , N,
ðàñïîëîæåííûìè ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ Oi, i = 0, 1, 2, . . . , N.

Çäåñü òî÷êà O0 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîpäèíàò è â äàëüíåéøåì îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åpåç O.

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ýòèìè èñòî÷íèêà-
ìè â òî÷êå P.

Ïóñòü òî÷êà P èìååò ñôåpè÷åñêèå êîîpäèíàòû (r, θ, ϕ), à òî÷êè Oi

èìåþò ñôåpè÷åñêèå êîîpäèíàòû (ri, θi, ϕi), i = 1, 2, . . . , N. Ïóñòü r −
pàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî íà÷àëà êîîpäèíàò, Ri, i = 1, 2, . . . ; N − pàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷åê Oi, i = 1, 2, . . . , N, äî òî÷êè P, à ri, i = 1, 2, . . . , N,
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî òî÷åê Oi, i = 1, 2, . . . , N, ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γi, i = 1, . . . , N, ñîîòâåòñòâåííî óãëû ìåæäó âåê-
òîðîì OP è âåêòîðàìè OOi, i = 1, . . . , N. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ri < r,
i = 1, . . . , N. Â ýòîì ñëó÷àå

1

Ri
=

1

r

(
1 +

(ri
r

)2

− 2
(ri
r

)
cos γi

)−1/2

=
1

r
+

1

r

∞∑
n=1

(ri
r

)n
Pn(cos γi).

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà îò N + 1 òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà
â òî÷êå P ðàâíî

U(P ) =

=
m0

r
+· · ·+mN

r
+
m1

r

∞∑
n=1

(r1

r

)n
Pn(cos γ1)+· · ·+

mN

r

∞∑
n=1

(rN
r

)n
Pn(cos γN).

Èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Pn(cos γi) =

= Yn0(θ, ϕ)Yn0(θi, ϕi) + 2
2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θ, ϕ)Ynj(θi, ϕi), (1.13)

i = 1, 2, . . . , N.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé ôîðìóëîé, èìååì

U(P ) =
m0

r
+ · · ·+ mN

r
+
m1

r

∞∑
n=1

(r1

r

)n
(Yn0(θ, ϕ)Yn0(θ1, ϕ1)+

+2
2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θ, ϕ)Ynj(θ1, ϕ1)

)
+ · · ·+
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+
mN

r

∞∑
n=1

(rN
r

)n
(Yn0(θ, ϕ)Yn0(θN , ϕN)+

+2
2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θ, ϕ)Ynj(θN , ϕN)

)
. (1.14)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç Cnj, n = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , 2n, êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå

C00 =
1

r

N∑
i=0

mi,

Cn0 =
1

r

N∑
i=1

mi

(ri
r

)n
Yn0(θi, ϕi),

n = 1, 2, . . . ,

Cnj =
2

r

N∑
i=1

mi

(ri
r

)n (n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θi, ϕi),

n = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , 2n, ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(P ) =
∞∑
n=0

2n∑
j=0

CnjYnj(θ, ϕ).

Èç ïpîâåäåííûõ âûøå pàññóæäåíèé ëåãêî ïîëó÷èòü ôîpìóëó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà N òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, pàñïîëîæåííûõ â òî÷-
êàõ Oi, i = 1, 2, . . . , N, íè îäíà èç êîòîpûõ íå ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîp-
äèíàò.

Äëÿ ýòîãî, ïîëîæèâ â ôîpìóëå (1.14) m0 = 0, èìååì

U(P ) =
m1

r
+ · · ·+ mN

r
+
m1

r

∞∑
n=1

(r1

r

)n
(Yn0(θ, ϕ)Yn0(θ1, ϕ1)+

+2
2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θ, ϕ)Ynj(θ1, ϕ1)

)
+ · · ·+

+
mN

r

∞∑
n=1

(rN
r

)n
(Yn0(θ, ϕ)Yn0(θN , ϕN)+

+2
2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(θ, ϕ)Ynj(θN , ϕN)

)
.
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Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ N òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè è ïðåäñòàâèìûõ
ðÿäîì

U(P ) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn+1
(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ). (1.15)

Ïóñòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U(P ), P = (x, y, z) çàäàíî N èñòî÷íèêà-
ìè ñ êîîðäèíàòàìè (ri, θi, ϕi)(i = 1, 2, . . . , N). Òîãäà, ïîëüçóÿñü ïðèíöè-
ïîì ñóïåðïîçèöèè, êîòîðîìó ïîä÷èíÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ, èìååì

anm =
N∑
i=1

mi(ri)
nεm

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (cos θi) cosmϕi,

ãäå n = 0, 1, . . . , m = 0, 1, . . . , n;

bnm =
N∑
i=1

mi(ri)
nεm

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (cos θi) sinmϕi,

ãäå n = 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . , n.

1.4. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ îäíîãî òåëà ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ

Ïóñòü äàíî òåëî, çàíèìàþùåå îáëàñòü D è èìåþùåå ïëîòíîñòü ρ(S),
ãäå S − òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ D.

Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z è ïîìåñòèì åå
íà÷àëî âî âíóòðåííþþ òî÷êó îáëàñòè D. Ââåäåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíà-
òû (r, θ, ϕ) ñ öåíòðîì â òî÷êå 0.

Ðàçäåëèì îáëàñòüD íà ñôåðè÷åñêèå ïàðàëëåëåïèïåäû, ïîñòðîèâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð ñ ðàäèóñàìè ri = iR/n, i =
= 0, 1, . . . , n, è ïðîâåäÿ ïîâåðõíîñòè θ = θk, θk = kπ/n1, k = 0, 1, . . . , n1

è ϕ = ϕk, ϕk = 2kπ/n2, k = 0, 1, . . . , n2. Çäåñü ÷åðåç R îáîçíà÷åíà äëèíà
íàèáîëüøåãî èç îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó O ñ ãðàíèöåé îáëàñòè D.

Ïóñòü N = nn1n2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèðàùåíèÿ ∆r = ri+1 − ri,
i = 0, 1, . . . , n− 1; ∆θ = θi+1 − θi, i = 0, 1, . . . , n1 − 1; ∆ϕ = ϕi+1 − ϕi, i =
= 0, 1, . . . , n2 − 1, äîñòàòî÷íî ìàëû. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáú-
åì ñôåðè÷åñêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó êîíöåíòðè÷å-
ñêèìè ñôåpàìè ñ pàäèóñàìè ri è ri+1, ðàâåí vi = r2

i sin θ∆r∆θ∆ϕ.
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Òàê êàê îáúåì vi äîñòàòî÷íî ìàë, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöè-
àë, ñîçäàâàåìûé òåëîì ñ ïëîòíîñòüþ σ(r, θ, ϕ), ðàñïîëîæåííûì â ñôå-
ðè÷åñêîì ïàðàëëåëåïèïåäå, ïðèáëèæåííî ðàâåí ïîòåíöèàëó, ñîçäàâàå-
ìîìó òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, ðàñïîëîæåííûì â ïðèíàäëåæàùåé äàííî-
ìó ñôåðè÷åñêîìó ïàðàëëåëåïèïåäó òî÷êå (ri, θj, ϕk), è èìåþùèì ìàññó
σ(ri, θj, ϕk)vi.

Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë, ñîçäàâà-
åìûé ñôåðè÷åñêèìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè â òî÷êå P ñ êîîðäèíàòàìè
(R1,Θ1,Φ1) (R < R1), ïðèáëèæåííî ðàâåí

U(P ) =
1

R1

n−1∑
i=0

n1−1∑
j=0

n2−1∑
k=0

σ(ri, θj, ϕk)r
2
i sin θ∆r∆θ∆ϕ+

+
1

R1

n−1∑
i=0

n1−1∑
j=0

n2−1∑
k=0

σ(ri, θj, ϕk)r
2
i sin θ∆r∆θ∆ϕ

∞∑
n=1

(
ri
R1

)n
Pn(cos γijk),

ãäå γijk − óãîë ìåæäó âåêòîðàìè OP è OSijk, Sijk = (ri, θj, ϕk).
Îòìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ äèñêðåòíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà ïîòåíöèàëü-

íûå ïîëÿ ðàçëè÷íûõ òåë âû÷èñëÿþòñÿ ïî àíàëîãè÷íûì ôîðìóëàì.
Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé òåëîì, íåîá-

õîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
∆r,∆θ,∆ϕ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè N, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

U(P ) =
1

R1

2π∫
0

π∫
0

R(θ,ϕ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)r2 sin θdrdθdϕ+

+
∞∑
n=1

1

Rn+1
1

Yn0(Θ1,Φ1)

2π∫
0

π∫
0

R(θ,ϕ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYn0(θ, ϕ)drdθdϕ+

+2
∞∑
n=1

2n∑
j=1

1

Rn+1
1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(Θ1,Φ1)×

×
2π∫

0

π∫
0

R(θ,ϕ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYnj(θ, ϕ)drdθdϕ,

ãäå
Yn0(θ, ϕ) = P̂ 0

n(cos θ),

Ynj(θ, ϕ) = P̂m
n (cos θ) cosmϕ, j = 1, 2, . . . , n,
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Ynj(θ, ϕ) = P̂m
n (cos θ) sinmϕ, j = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n,

ïðè÷åì åñëè j ≤ n, òî m = j; åñëè j ≥ n+ 1, òî m = j − n.
Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

U(P ) =
∞∑
n=0

2n∑
j=0

CnjYnj(Θ1,Φ1),

ãäå

C00 =
1

R1

∫∫∫
D

σ(r, θ, ϕ)r2 sin θdrdθdϕ,

Cn0 =
1

Rn+1
1

∫∫∫
D

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYn0(θ, ϕ)drdθdϕ,

Cnj =
2

Rn+1
1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2

∫∫∫
D

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYnj(θ, ϕ)drdθdϕ,

n = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , 2n.
Ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ íåîáõîäèìî çíàòü òî÷íûå çíà-

÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ anm è bnm ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïî
øàðîâûì ôóíêöèÿì.

Ïóñòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U(x, y, z) çàäàåòñÿ òåëîì, çàïîëíÿþùèì
îáëàñòü D è èìåþùèì ïëîòíîñòü ρ(r, θ, ϕ). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âûâåäåííûå
âûøå ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ anm è bnm:

anm =

=
εm(n−m)!(n+m)!

(n!)2

∫∫∫
D

rn+2ρ(r, θ, ϕ)P̂m
n (cos θ) sin θ cosmϕdrdθdϕ,

ãäå n = 0, 1, . . . , m = 0, 1, . . . , n;

bnm =

=
εm(n−m)!(n+m)!

(n!)2

∫∫∫
D

rn+2ρ(r, θ, ϕ)P̂m
n (cos θ) sin θ sinmϕdrdθdϕ,

ãäå n = 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . , n.
Êîýôôèöèåíòû anm è bnm, n = 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . , n, âû÷èñëÿ-

þòñÿ ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì. Â ÷àñòíîñòè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
êóáàòóðíûå ôîðìóëû ñ íåðàâíîìåðíûìè ïî r ñåòêàìè óçëîâ.
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1.5. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ äâóõ òåë ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ

Ïóñòü äàíû äâà òåëà, çàíèìàþùèå îáëàñòè Di, i = 1, 2.
Ââåäåì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò OXY Z è O1X1Y1Z1. Ïîìåñòèì íà-

÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû OXY Z âî âíóòðåííþþ òî÷êó îáëàñòè D1, à
íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû O1X1Y1Z1 − âî âíóòðåííþþ òî÷êó îáëàñòè
D2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìû êîîðäèíàò OXY Z, O1X1Y1Z1 èìåþò ïà-
ðàëëåëüíûå è îäèíàêîâî íàïðàâëåííûå îñè. Ñîïîñòàâèì ñ äåêàðòîâûìè
ñèñòåìàìè êîîðäèíàò OXY Z è O1X1Y1Z1 ñôåðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (R,Θ,Φ) ñ öåíòðîì â òî÷êå O è (R1,Θ1,Φ1) ñ öåíòðîì â òî÷êå O1.
Êîîðäèíàòû òî÷êè O1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z ðàâíû (x0, y0, z0).

Âûâåäåì ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè P â ïåpâîé è
âî âòîpîé ñèñòåìàõ êîîpäèíàò.

Ïóñòü òî÷êà P èìååò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû (x, y, z) è (x1, y1, z1)
â ïåðâîé è âòîðîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

x = x1 + x0, y = y1 + y0, z = z1 + z0,

x = R cos Φ sin Θ, y = R sin Φ sin Θ, z = R cos Θ,

x1 = R1 cos Φ1 sin Θ1, y1 = R1 sin Φ1 sin Θ1, z1 = R1 cos Θ1,

R = (x2 + y2 + z2)1/2, R1 = (x2
1 + y2

1 + z2
1)1/2.

Âûðàçèì R1,Θ1,Ψ1 ÷åðåç R,Θ,Ψ:

R1 =
(
(R cos Φ sin Θ− x0)

2 + (R sin Φ sin Θ− y0)
2 + (R cos Θ− z0)

2
)1/2

,

cos Θ1 =
z1

R1
=

=
R cos Θ− z0

((R cos Φ sin Θ− x0)2 + (R sin Φ sin Θ− y0)2 + (R cos Θ− z0)2)1/2
,

tg Φ1 =
y1

x1
=
y − y0

x− x0
=
R sin Φ sin Θ− y0

R cos Φ sin Θ− x0
.

Ïîòåíöèàë ïåðâîãî òåëà â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY Z ðàâåí

U(P ) =
1

R

2π∫
0

π∫
0

R(Θ,Φ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)r2 sin θdrdθdϕ+
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+
1

R

∞∑
n=1

1

Rn
Yn0(Θ,Φ)

2π∫
0

π∫
0

R(Θ,Φ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)rn+2Yn0(θ, ϕ) sin θdrdθdϕ+

+
2

R

∞∑
n=1

2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

Rn(n!)2 Ynj(Θ,Φ)×

×
2π∫

0

π∫
0

R(Θ,Φ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)rn+2Ynj(θ, ϕ) sin θdrdθdϕ. (1.16)

Àíàëîãè÷íî, ïîòåíöèàë âòîðîãî òåëà â ñèñòåìå êîîðäèíàò O1X1Y1Z1

èìååò âèä

U1(P ) =
1

R1

2π∫
0

π∫
0

R1(Θ1,Φ1)∫
0

σ1(r1, θ1, ϕ1)r
2
1 sin θ1dr1dθ1dϕ1+

+
1

R1

∞∑
n=1

1

Rn
1

Yn0(Θ1,Φ1)×

×
2π∫

0

π∫
0

R1(Θ1,Φ1)∫
0

σ1(r1, θ1, ϕ1)r
n+2
1 Yn0(θ1, ϕ1) sin θ1dr1dθ1dϕ1+

+
2

R1

∞∑
n=1

2n∑
j=1

(n−m)!(n+m)!

Rn
1(n!)2 Ynj(Θ1,Φ1)×

×
2π1∫
0

π1∫
0

R1(Θ1,Φ1)∫
0

σ1(r1, θ1, ϕ1)r
n+2
1 Ynj(θ1, ϕ1) sin θ1dr1dθ1dϕ1. (1.17)

Âûðàæàÿ â ôîðìóëå (1.17) R1,Θ1,Φ1 ÷åðåç R,Θ,Φ ïî ïðèâåäåííûì
âûøå ôîðìóëàì è ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ
U1(P ) ñ âûðàæåíèåì (1.16), ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà äâóõ òåë.
Ôîðìóëó íå âûïèñûâàåì èç-çà ãðîìîçäêîñòè âûðàæåíèÿ.

2. Àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ãåîôèçèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
â ðàçëîæåíèè â ðÿäû ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì íå òîëüêî ñàìèõ ïîòåíöè-
àëüíûõ ïîëåé, íî è èõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
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Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà, êî-
òîðûé ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
â ðÿäû ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì è ïîòåíöèàëà è åãî ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷-
íûõ ïîðÿäêîâ. Îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå.

2.1. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé îò îäíîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà

Ðàçëîæèì ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U(P ), ñîçäàâàåìîå òî÷å÷íûì èñòî÷-
íèêîì, â ðÿä ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì:

U(P ) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn+1
(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ). (2.1)

Â ñëó÷àå, åñëè èçìåðÿþòñÿ íå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà U(P ) â ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ P, à ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëà U(P ) ïî ïåðåìåííîé
z â òî÷êàõ Pk, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ akm, bkm ñëåäóåò ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàòü ïî z ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå:

∂

∂z
(U(P )) =

∂

∂z

∞∑
n=0

∞∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn+1
(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ). (2.2)

Ïðåîáðàçóåì â îòäåëüíîñòè ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ôîðìóëû (2.2).
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

∂

∂z

(
Pm
n (µ) cosmϕ

rn+1

)
=

∂

∂z

(
rnPm

n (µ)(cosmϕ)r−(2n+1)
)

=

=
∂

∂z
(rnPm

n (µ) cosmϕ)r−(2n+1) + rnPm
n (µ) cosmϕ

∂

∂z
(r−(2n+1))

ïðè n 6= 0,m ≤ n. Çäåñü µ = cos Θ.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóåì ïî ôîðìóëå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

îò ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà [92, c. 135]:

∂

∂z
(rnPm

n (µ) cosmϕ) = (n+m)rn−1Pm
n−1(µ) cosmϕ

ïðè n−m ≥ 1;
∂

∂z
(rnPm

n (µ) cosmϕ) = 0

ïðè n−m < 1.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∂

∂z

(
1

r2n+1

)
=

∂

∂z

(
1

(x2 + y2 + z2)(2n+1)/2

)
= −(2n+ 1) cos θ

r(2n+2)
.

Òîãäà
∂

∂z

(
Pm
n (µ) cosmϕ

rn+1

)
=

=
n+m

rn+2
Pm
n−1(µ) cosmϕ− 2n+ 1

rn+2
Pm
n (µ) cosmϕ cos θ

ïðè n−m ≥ 1;

∂

∂z

(
Pm
n (µ) cosmϕ

rn+1

)
= −(2n+ 1)r−(n+2)P n

n (µ) cosnϕ cos θ

ïðè n−m < 1.
Èçâåñòíî ñëåäóþùåå ðåêópðåíòíîå ñîîòíîøåíèå [92, c. 109]:

(2n+ 1)µPm
n (µ)− (n−m+ 1)Pm

n+1(µ)− (n+m)Pm
n−1(µ) = 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ñîîòíîøåíèåì, ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì

∂

∂z
(r−(n+1)Pm

n (µ) cosmϕ) = −r−(n+2)(n−m+ 1)Pm
n+1(µ) cosmϕ

ïðè n−m ≥ 1;

∂

∂z
(r−(n+1)Pm

n (µ) cosmϕ) = −(2n+ 1)r−(n+2)Pm
n (µ) cosmϕ cos θ

ïðè n−m < 1.
Âîñïîëüçîâàâøèñü íîðìèðîâêîé

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ),

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèÿì

∂

∂z
(r−(n+1)P̂m

n (µ) cosmϕ) =

= −(n+m+ 1)(n−m+ 1)

(n+ 1)rn+2
P̂m
n+1(µ) cosmϕ (2.3)

ïðè n−m ≥ 1;

∂

∂z
(r−(n+1)P̂m

n (µ) cosmϕ) = −2n+ 1

rn+2
P̂ n
n (µ) cosnϕ cos θ (2.4)

ïðè n−m < 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∂U(P )

∂z
=

∂

∂z
(
∞∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn+1
(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ)) =

= −
∞∑
n=1

n−1∑
m=0

(n+ 1)2 −m2

(n+ 1)rn+2
P̂m
n+1(cos θ)(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ)−

−
∞∑
n=0

2n+ 1

rn+2
P̂ n
n (cos θ) cos θ(ann cosnϕ+ bnn sinnϕ). (2.5)

2.2. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé îò N òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ

Ðàññìîòðèì N òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ñ ìàññàìè mi, i = 1, 2, . . . , N,
ðàñïîëîæåííûìè â òî÷êàõ Oi, i = 1, 2, . . . , N.

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìîãî ýòè-
ìè èñòî÷íèêàìè â òî÷êå P.

Ïóñòü òî÷êà P èìååò ñôåpè÷åñêèå êîîpäèíàòû (r, θ, ϕ), à òî÷êè Oi

èìåþò ñôåpè÷åñêèå êîîpäèíàòû (ri, θi, ϕi), i = 1, 2, . . . , N. Ïóñòü r − pàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè P äî íà÷àëà êîîpäèíàò; Ri, i = 1, 2, . . . , N, − pàññòîÿ-
íèÿ îò òî÷åê Oi, i = 1, 2, . . . , N, äî òî÷êè P ; ri, i = 1, 2, . . . , N, − ðàññòî-
ÿíèÿ îò òî÷êè O äî òî÷åê Oi, i = 1, 2, . . . , N, ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γi, i = 1, . . . , N, ñîîòâåòñòâåííî óãëû ìåæäó âåê-
òîðîì OP è âåêòîðàìè OOi, i = 1, . . . , N.

Â ïåðâîì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåíöèàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (1.14). Ïðåîáðàçîâûâàÿ êàæäîå ñëàãàåìîå ôîðìóëû (1.14) ïî
àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè, ïðîâåäåííûìè â ðàçä. 2.1, èìååì

∂U

∂z
= −

N∑
i=1

mi

( ∞∑
n=1

(ri)
n

rn+2

n−1∑
m=0

εm
(n−m)!(n+m)!

(n!)2

((n+ 1)2 −m2)

(n+ 1)
×

×P̂m
n+1(cos θ)P̂m

n (cos θi) cosm(ϕ− ϕi)−

−
∞∑
n=0

(ri)
n

rn+2
(2n+ 1)P̂ n

n (cos θ)εn
(2n)!

(n!)2
P̂ n
n (cos θi) cos θ cosn(ϕ− ϕi)

)
.

(2.6)
Îòñþäà è èç (2.4) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöè-

åíòîâ Ôóðüå akl è bkl :

a00 =
N∑
i=1

mi,
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anm =
N∑
i=1

(ri)
nεm

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (cos θi) cosmϕi,

bnm =
N∑
i=1

(ri)
nεm

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
P̂m
n (cos θi) sinmϕi

ïðè n = 1, 2, . . . ,m = 0, 1, . . . , n− 1;

ann =
N∑
i=1

(ri)
nεn

(2n)!

(n!)2
P̂ n
n (cos θi) cosnϕi,

bnn =
N∑
i=1

(ri)
nεn

(2n)!

(n!)2
P̂ n
n (cos θi) sinnϕi

ïðè n = 1, 2, . . .
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà

∂U(P )
∂z â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

∂U

∂z
=

∞∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn+1
(a∗nm cosmϕ+ b∗nm sinmϕ)

êîýôôèöèåíòû a∗nm è b∗nm ìîãóò áûòü ëåãêî âûðàæåíû ÷åðåç êîýôôèöè-
åíòû anm è bnm. Â ñàìîì äåëå, a∗00 = 0, b∗00 = 0, a∗n+1,m = − (n+2)2−m2

n+1 anm,

b∗n+1,m = − (n+2)2−m2

n+1 bnm, n = 0, 1, . . . , m = 0, 1, . . . , n − 1; a∗n+1,n =
= −(2n+ 1)(cos θ)ann, b

∗
n+1,n = −(2n+ 1)(cos θ)bnn, n = 0, 1, . . .

3. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû àíàëèçà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Â äàííîì ðàçäåëå èçëàãàþòñÿ àëãîðèòìû àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöè-
àëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé ðÿäàìè ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì, â êî-
òîðûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå êóáàòóðíûå
ôîðìóëû.

Ïóñòü äàíî òåëî, çàíèìàþùåå îáëàñòü D è èìåþùåå ïëîòíîñòü ρ(S),
ãäå S − òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ D.

Ïîòåíöèàë ïîëÿ U(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà
∆U(x) = 0 âíå îáëàñòè D, ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåí â âèäå
îòðåçêà ðÿäà ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì:

U(x) =
1

rv

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn
(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ). (3.1)
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Çäåñü v ≥ 0 − öåëîå ÷èñëî; P̂m
n (cos θ) − ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè

Ëåæàíäðà [92]; anm è bnm − êîýôôèöèåíòû Ôópüå ïî øàðîâûì ôóíêöè-
ÿì. Íèæå ïîëàãàåì v = 1.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ïîëÿ U(x) ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì ïî
ôîðìóëå (3.1) íåîáõîäèìî âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ anm è bnm.

Òàê êàê â ÿâíîì âèäå ýòè êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû
òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ïðèáëèæåí-
íûõ ìåòîäîâ èõ âû÷èñëåíèÿ.

Â äàííîì ðàçäåëå èçëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z è ïîìåñòèì åå
íà÷àëî âî âíóòðåííþþ òî÷êó îáëàñòè D. Ââåäåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíà-
òû (r, θ, ϕ) ñ öåíòðîì â òî÷êå O.

Â ðàçä. 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëîæåíèå ïîëÿ U(P ), (P = (R1, θ1, ϕ1)),
ñîçäàâàåìîãî òåëîì D ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì, èìååò âèä

U(P ) =
1

R1

2π∫
0

π∫
0

R(θ,ϕ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)r2 sin θdrdθdϕ+

+
∞∑
n=1

1

Rn+1
1

Yn0(Θ1,Φ1)

2π∫
0

π∫
0

R(θ,ϕ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYn0(θ, ϕ)drdθdϕ+

+2
∞∑
n=1

2n∑
j=1

1

Rn+1
1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2
Ynj(Θ1,Φ1)×

×
2π∫

0

π∫
0

R(θ,ϕ)∫
0

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYnj(θ, ϕ)drdθdϕ,

ãäå
Yn0(θ, ϕ) = P̂ o

n(µ),

Ynj(θ, ϕ) = P̂m
n (µ) cos θ cosmϕ, j = 1, 2, . . . , n,

Ynj(θ, ϕ) = P̂m
n (µ) cos θ sinmϕ, j = n+ 1, n+ 2, . . . , 2n,

ïðè÷åì åñëè j ≤ n, òî m = j; åñëè j ≥ n+ 1, òî m = j − n;µ = cos θ.
Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

U(P ) =
∞∑
n=0

2n∑
j=0

CnjYnj(Θ1,Φ1),
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ãäå

C00 =
1

R1

∫∫∫
D

σ(r, θ, ϕ)r2 sin θdrdθdϕ,

Cn0 =
1

Rn+1
1

∫∫∫
D

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYn0(θ, ϕ)drdθdϕ,

Cnj =
2

Rn+1
1

(n−m)!(n+m)!

(n!)2

∫∫∫
D

σ(r, θ, ϕ)rn+2 sin θYnj(θ, ϕ)drdθdϕ,

ãäå n = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , 2n.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ Cnm áîëåå óäîáíî

âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû anm è bnm :

anm =

= εm
(n−m)!(n+m)!

(n!)2

∫∫∫
D

rn+2σ(r, θ, ϕ)P̂m
n (cos θ) sin θ cosmϕdrdθdϕ,

ãäå m = 0, 1, . . . , n, n = 0, 1, . . . ;

bnm =

= εm
(n−m)!(n+m)!

(n!)2

∫∫∫
D

rn+2σ(r, θ, ϕ)P̂m
n (cos θ) sin θ sinmϕdrdθdϕ,

ãäå m = 0, 1, . . . , n; n = 0, 1, . . .
Òàê êàê òî÷íî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû anm è bnm âîçìîæíî ëèøü

â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî âîçíèêàåò çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëîâ, ÷åðåç êîòîðûå âûøå âûðàæåíû anm è bnm. Äëÿ ýòîãî
åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè.

Ïóñòü Ω = [−1, 1]3. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫
Ω

f(x)dx =

1∫
−1

dx1

1∫
−1

dx2

1∫
−1

f(x1, x2, x3)dx3.

Èíòåãðàë ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
çàìåíèì êâàäðàòóðíîé ñóììîé, íàïðèìåð, ôîðìóëîé Ãàóññà [140]:

1∫
−1

ψ(t)dt =
m∑
i=1

A
(m)
i ψ(t

(m)
i ) +Rm,

ãäå A(m)
i , t

(m)
i − âåñà è óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó∫
Ω

f(x)dx =
m∑

i1,i2,i3=1

A
(m)
i1
A

(m)
i2
A

(m)
i3
f(t

(m)
i1
, t

(m)
i2
, t

(m)
i3

) +Rm(f). (3.2)

Ôîðìóëà (3.2) èìååò m3 óçëîâ è òî÷íà, êîãäà f(x) = xα1
1 x

α2
2 x

α3
3 , ãäå

0 ≤ αk ≤ 2m+ 1 (k = 1, 2, 3).
Â ÷àñòíîñòè, îíà òî÷íà, êîãäà f(x) − ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

2m+ 1 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.
Ìû îïðåäåëÿåì âåñà A(m)

k , k = 1, 2, . . . ,m, ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå
[127]:

A
(m)
k = 2(1− (t

(m)
k )2)/(mPm−1(t

(m)
k ))2, (3.3)

â êîòîðîé çíà÷åíèÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pm(x) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëå [127]

Pj(x) =
j − 1

j
(xPj−1(x)− Pj−2(x)) + xPj−1(x). (3.4)

Êàê èçâåñòíî, óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà ÿâëÿþòñÿ óçëà-
ìè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè. Ôîðìóëû, îïðåäåëÿ-
þùèå â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå óçëû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, íåèçâåñòíû,
è ïîýòîìó èõ ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî. Îäíèì èç íàèáîëåå
ïðîñòûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ.

Îïèøåì ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ êîðíåé ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà áîëåå ïî-
äðîáíî. Ïðè ýòîì âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñâîéñòâîì êîðíåé îðòîãî-
íàëüíûõ ïîëèíîìîâ [140], êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîðíè äâóõ ñî-
ñåäíèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåäóþòñÿ, ò.å. −1 < x

(n)
1 < x

(n1)
1 <

< x
(n)
2 < x

(n1)
2 < · · · < x

(n1)
n1 < x

(n)
n < 1. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

Pn1
(x

(n)
k1

)Pn1
(x

(n)
k1+1) < 0. (3.5)

Ïîëèíîì P0(x) = 1, ò.å. êîðíåé íå èìååò. Ïîëèíîì P1(x) = x, ò.å.
èìååò îäèí êîðåíü x = 0; òîãäà ïî óêàçàííîìó âûøå ñâîéñòâó íóëåé îðòî-
ãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ íóëè ïîëèíîìà P2(x) íàõîäÿòñÿ âíóòðè ñåãìåíòîâ
[−1, 0] è [0, 1] ñîîòâåòñòâåííî. Íàõîäèì íóëè ïîëèíîìà P2(x). Ïóñòü ýòî
áóäóò çíà÷åíèÿ x2

1, x
2
2. Òîãäà êîðíè ïîëèíîìà P3(x) íàõîäÿòñÿ âíóòðè ñåã-

ìåíòîâ [−1, x2
1], [x2

1, x
2
2], [x2

2, 1]. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íàõîäèì êîðíè
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà íóæíîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì òåëî, çàíèìàþùåå îáëàñòüD è èìåþùåå ïëîòíîñòü σ(S),
ãäå S − òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ D. Ðàçîáüåì ýòî òåëî íà ñôåðè÷åñêèå ïà-
ðàëëåëåïèïåäû, ïîñòðîèâ ìíîæåñòâî êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð ñ ðàäèóñàìè
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ri = iR/s1, i = 0.1. . . . , s1, è ïðîâåäÿ ïëîñêîñòè ϕ = ϕk, ϕk = 2kπ/s2,
k = 0, 1, . . . , s2; θ = θk; θk = kπ/s3; k = 0, 1, . . . , s3.

Â ñëó÷àå, åñëè ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëåëåïèïåä íå ïîëíîñòüþ çàïîëíÿ-
åòñÿ òåëîì D, ìû ïðîäîëæàåì òåëî äî ãðàíèö ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîëàãàÿ
σ(S) = 0 â ÷àñòè ïàðàëëåëåïèïåäà, íå çàíÿòîé òåëîì.

Êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ anm, bnm èìåþò
âèä

anm = εn
(n+m)!(n−m)!

(n!)2

s1−1∑
u=0

s2−1∑
v=0

s3−1∑
w=0

ru+1 − ru
2

ϕv+1 − ϕv
2

θw+1 − θw
2

×

×
n1∑
l1=1

n2∑
l2=1

n3∑
l3=1

An1

l1
An2

l2
An3

l3
σ
(
t
(n1)
u,l1

, t
(n2)
v,l2

, t
(n3)
w,l3

)
P̂m
n

(
cos t

(n3)
w,l3

)(
t
(n1)
u,l1

)n+2

×

× sin
(
t
(n3)
w,l3

)
cosm

(
t
(n2)
v,l2

)
, (3.6)

ãäå m = 0, 1, . . . , n; n = 0, 1, . . . ;

bnm = εn
(n+m)!(n−m)!

(n!)2

s1−1∑
u=0

s2−1∑
v=0

s3−1∑
w=0

ru+1 − ru
2

ϕv+1 − ϕv
2

θw+1 − θw
2

×

×
n1∑
l1=1

n2∑
l2=1

n3∑
l3=1

An1

l1
An2

l2
An3

l3
σ
(
t
(n1)
u,l1

, t
(n2)
v,l2

, t
(n3)
w,l3

)
P̂m
n

(
cos t

(n3)
w,l3

)(
t
(n1)
u,l1

)n+2

×

× sin
(
t
(n3)
w,l3

)
sinm

(
t
(n2)
v,l2

)
, (3.7)

ãäå m = 0, 1, . . . , n; n = 0, 1, . . .
Çäåñü ∆uvw = [ru, ru+1;ϕv, ϕv+1; θw, θw+1] − ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëåëå-

ïèïåä; t(n1)
u,l1

= ru +
(

1 + t
(n1)
l1

)
(ru+1− ru)/2, t(n2)

v,l2
= ϕv +

(
1 + t

(n2)
l2

)
(ϕv+1−

−ϕv)/2, t(n3)
w,l3

= θw +
(

1 + t
(n3)
l3

)
(θw+1− θw)/2, σ

(
t
(n1)
u,l1

, t
(n2)
v,l2

, t
(n2)
v,l2

)
− ïëîò-

íîñòü â óçëàõ ñåòêè; s1 − ÷èñëî pàçáèåíèé ïî ïåðåìåííîé r; s2 − ÷èñëî
pàçáèåíèé ïî ïåðåìåííîé ϕ; s3 − ÷èñëî pàçáèåíèé ïî ïåðåìåííîé θ.

Ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïîãðåøíîñòè ïî-
ñòðîåííûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë.

Ýòî èññëåäîâàíèå ïðîâåäåì ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
1) ïëîòíîñòü âî âñåé îáëàñòè D ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó

ãëàäêèõ ôóíêöèé;
2) ïëîòíîñòü σ(x1, x2, x3) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà â îáëàñòè D, ïðè÷åì

îáëàñòü D ñîñòîèò èç áîëåå ìåëêèõ îáëàñòåé Di : D = ∪ni=1Di, â êàæäîé
èç êîòîðûõ σ(x1, x2, x3) ∈ W s,s,s(1).
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Íàïîìíèì, ÷òî êëàññW s,s,s(1) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f(x1, x2, x3), èìå-
þùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî (s− 1)-ãî ïîðÿäêà ïî êàæäîé ïåðå-
ìåííîé â îòäåëüíîñòè, è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå s-ãî ïîðÿä-
êà, ïðè÷åì ∥∥∥∥∂sf(x1, x2, x3)

∂xsi

∥∥∥∥
C

≤ 1, i = 1, 2, 3. (3.8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñ îáëàñòè D ðàâåí R.
Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðè ïåð-

âîì ïðåäïîëîæåíèè.
Ïðè ïîñòðîåíèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë (3.6), (3.7) îáëàñòü D ðàçáè-

âàåòñÿ íà ñôåðè÷åñêèå ïàðàëëåëåïèïåäû ìíîæåñòâîì êîíöåíòðè÷åñêèõ
ñôåð ñ ðàäèóñàìè ri = iR/s1, i = 0, 1, . . . , s1, è ïëîñêîñòåé ϕ = ϕk, ϕk =
= 2kπ/s2, k = 0, 1, . . . , s2; θ = θk, θk = kπ/s3, k = 0, 1, . . . , s3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆i,j,k ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëåëåïèïåä, îáðàçîâàííûé
êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè ri, ri+1 è ïëîñêîñòÿìè
ϕ = ϕj, ϕ = ϕj+1; θ = θk, θ = θk+1.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà∫∫∫
∆ijk

rn+2σ(r, θ, ϕ)P̂m
n (cos θ) sin θ cosmϕdrdϕdθ. (3.9)

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïàðàëëåëåïèïåä ∆ijk ïîëíîñòüþ
ðàñïîëîæåí â òåëå D.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ êóáàòóðíîé
ôîðìóëîé èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà, ëåãêî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó
ïîãðåøíîñòè êóáàòóðíîé ôîðìóëû:

rijk =|
∫∫∫
∆ijk

ψ(r, ϕ, θ)drdθdϕ−
n1∑
l1=1

n2∑
l2=1

n3∑
l3=1

Al1Al2Al3ψ(tl1, tl2, tl3) |=

=|
∫∫∫
∆ijk

(
ψ(r, ϕ, θ)− Lrn1

Lϕn2
Lθn3

ψ(r, ϕ, θ)
)
drdϕdθ |, (3.10)

ãäå ψ(r, ϕ, θ) = rn+2σ(r, ϕ, θ)P̂m
n (cos θ) sin θ cosmϕ; Lrn1

(ψ(r, ϕ, θ)) − èí-
òåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ïî ïåðåìåííîé r è ïî n1 óçëàì, ÿâëÿþùèìñÿ
îáðàçîì óçëîâ ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ñòåïåíè n1 ïðè îòîáðàæåíèè ïîñëåä-
íèõ ñ ñåãìåíòà [−1, 1] íà ñåãìåíò [ri, ri+1] äëèííîé h1 = R/s1.

Â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî [140, c. 163], ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè
îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

max
x∈[ri,ri+1]

| f(x)− Ln1
(f(x)) |≤ cn

−s+1/2
1 hs1. (3.11)
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Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè
è ïî äðóãèì ïåðåìåííûì.

Â ñëó÷àå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ èìååì

| f(x1, x2)− Ln1,n2
f(x1, x2) |≤

≤| f(x1, x2)− Ln1
f(x1, x2) | + | Ln1

f(x1, x2)− Ln1,n2
f(x1, x2) |≤

≤| f(x1, x2)− Ln1
f(x1, x2) | + | Ln1

(f(x1, x2)− Ln2
f(x1, x2)) |, (3.12)

Èç (3.11) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà ïåðâîãî èç ñëàãàåìûõ ñóììû (3.12)
ðàâíà Cn−s+1

1 hs1.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (3.12):

‖Ln1
(f(x1, x2)−Ln2

f(x1, x2))‖ ≤ ‖Ln1
‖‖f(x1, x2)−Ln2

(f(x1, x2)‖. (3.13)

Îöåíêà âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.13) âû-
÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (3.11).

Ïóñòü ψk − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû ïî óçëàì xk. Èçâåñòíî, ÷òî

‖Ln1
f‖ ≤ ‖

n1∑
k=1

f(xk)ψk(x)‖C ≤ max
k
| f(xk) | ‖

n1∑
k=1

ψk(x)‖C ≤ ‖f(x)‖Cλn1
.

Îòñþäà ‖Ln1
‖ ≤ λn1

.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè

max
(r,ϕ,θ)∈∆ijk

| ψ(r, ϕ, θ)− Ln1,n2,n3
ψ(r, ϕ, θ) |≤

≤ cλn1
max

(
| ∂

sψ

∂rs
| h

s
1

ns1
+ | ∂

sψ

∂ϕs
| h

s
2

ns2
λn2

+ | ∂
sψ

∂θs
| h

s
3

ns3
λn2

λn3

)
, (3.14)

ãäå h1 = R
s1
, h2 = 2π

s2
, h3 = π

s3
.

Îöåíèì ìîäóëè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂sψ/∂rs, ∂sψ/∂ϕs, ∂sψ/∂θs.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî | ∂sψ/∂rs |≤ c((n + 2)!/(n + 2 − s)!)rn+2−s;

| ∂sψ/∂ϕs |≤ cms.

Ïðè îöåíêå ïðîèçâîäíîé ∂sψ/∂θs íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæå-
íèåì íîðìèðîâàííûõ ïî Â. Í. Ñòðàõîâó ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà ÷åðåç èíòåãðàë Ëàïëàñà [200]:

P̂m
n (cos θ) =

im

π

π∫
0

(cos θ + i sin θ cos τ)n cosmτdτ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî | ∂sψ/∂θs |≤ cns.
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Èç íåðàâåíñòâà (3.14) è îöåíîê ìîäóëåé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèè ψ(r, ϕ, θ) èìååì

max
(r,ϕ,θ)∈∆ijk

| ψ(r, ϕ, θ)− Ln1,n2,n3
ψ(r, ϕ, θ) |≤

≤ c

((
n

n1

)s
hs1λn1

+

(
m

n2

)s
hs2λn1

λn2
+

(
n

n3

)s
hs3λn1

λn2
λn3

)
. (3.15)

Òîãäà

rijk =|
∫∫∫
∆ijk

(ψ(r, ϕ, θ)− Lrn1
Lϕn2

Lθn3
ψ(r, ϕ, θ))drdϕdθ |≤

≤ cλn1

(
hs+1

1 h2h3n
s

ns1
+
h1h

s+1
2 h3m

s

ns2
λn2

+
h1h2h

s+1
3 ns

ns3
λn2

λn3

)
. (3.16)

Îöåíèì òåïåðü ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà ïî ïàðàëëåëåïèïåäó ∆ijk, âíóòðè êîòîðîãî ïëîòíîñòü ïðåòåðïåâàåò
ðàçðûâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

|
∫∫∫
∆ijk

(ψ(r, ϕ, θ)− Lrn1
Lϕn2

Lθn3
ψ(r, ϕ, θ))drdϕdθ |≤

≤ ‖ψ − Lrn1
Lϕn2

Lθn3
ψ‖mes∆ijk ≤

≤ ‖ψ − Tn1,n2,n3
(ψ)− Lrn1

Lϕn2
Lθn3

(ψ − Tn1,n2,n3
(ψ))‖mes∆ijk ≤

≤ ch1h2h3En1,n2,n3
(ψ)λn1

λn2
λn3
≤ ch1h2h3ωijkλn1

λn2
λn3

, (3.17)

ãäå Tn1,n2,n3
(ψ)− ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèè ψ ñòåïåíè n1−1, n2−1, n3−1 ïî ïåðåìåííûì r, ϕ, θ; ωijk − êîëåáàíèÿ
ôóíêöèè ψ â îáëàñòè ∆ijk.

Èç ôîðìóëû (3.17) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
ïî ïàðàëëåëåïèïåäó, â êîòîðîì ïëîòíîñòü ρ ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ, íàè-
ìåíüøàÿ, êîãäà n1 = n2 = n3 = 1, ò.å. êîãäà ïëîòíîñòü ρ âíóòðè ïà-
ðàëëåëåïèïåäà àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíñòàíòîé ψ(ri, ϕj, θk). Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ch1h2h3ωijk.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ïàðàëëåëå-
ïèïåäàõ, â êîòîðûõ ïëîòíîñòü ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ, äàåò ïîãðåøíîñòü
ïîðÿäêà cNh1h2h3, ãäå N − ÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ, èìåþùèõ íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ òåëà D.

Èç ïðîâåäåííûõ âûêëàäîê ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîãðåøíîñòè êóáàòóð-
íûõ ôîðìóë (3.6), (3.7) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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Rn1n2n3
≤ cs1s2s3

(
2nsπ2

ns1

Rs+1

ss+1
1 s2s3

λn1
+
πR

ns2

(2π)s+1

s1s
s+1
2 s3

λn1
λn2

+

+
2πR

ns3

πs+1

s1s2s
s+1
3

λn1
λn2

λn3

)
+ cNh1h2h3. (3.18)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü σ(r, ϕ, θ), à cëåäîâà-
òåëüíî, è ôóíêöèÿ ψ(r, ϕ, θ) êóñî÷íî íåïðåðûâíû, ïðè÷åì â îáëàñòÿõ
íåïðåðûâíîñòè îíè ïðèíàäëåæàò êëàññó W s,s,s(1).

Â ïàðàëëåëåïèïåäàõ ∆ijk, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíà, ïî-
ãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (3.16). Â ïà-
ðàëëåëåïèïåäàõ ∆ijk, â êîòîðûõ ïëîòíîñòü ρ èìååò ðàçðûâ, ïîãðåøíîñòü
âû÷èñëåíèÿ ïðè n1 = n2 = n3 = 1∫∫∫

∆ijk

ψ(r, ϕ, θ)drdϕdθ = ψ(ri, ϕj, θk)mes∆ijk +Rijk(ψ)

îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì | Rijk(ψ) |≤ ωijkmes∆ijk.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòè σ ïîãðåø-
íîñòü êóáàòóðíûõ ôîðìóë (3.6), (3.7) îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

Rn1n2n3
≤ cs1s2s3

(
2nsπ2

ns1

Rs+1

ss+1
1 s2s3

λn1
+
πR

ns2

(2π)s+1

s1s
s+1
2 s3

λn1
λn2

+

+
2πR

ns3

πs+1

s1s2s
s+1
3

λn1
λn2

λn3

)
+ cNh1h2h3maxijkωijk, (3.19)

ãäå N − ÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïî-
âåðõíîñòÿìè ðàçðûâà ïëîòíîñòè.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íûå ôîðìóëû ìîæíî ïîñòðîèòü â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî n-êðàòíîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïëîòíîñòè σ(r, ϕ, θ) â n1n2n3

òî÷êàõ òðåáóåò çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè, íåæåëè âû÷èñëåíèå èíòå-
ãðàëîâ ïî ôîðìóëàì (3.6), (3.7) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿ n è m.

Èçëàãàåìûé íèæå àëãîðèòì îñîáåííî ýôôåêòèâåí ïðè ïàðàëëåëü-
íûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà σ(r, ϕ, θ) ∈ W s,s,s(1), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâ anm è bnm, m =
= 0, 1, . . . , n, ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n.

Îïèøåì âîêðóã òåëà D ñôåðó S ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïðèíàäëå-
æàùåé òåëó D, è ñ ðàäèóñîì R. Ââåäåì ñèñòåìó êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð
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ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñàìè rk = R(k/n1)
v, k = 1, 2, . . . , n1, v =

= (s+1)/(n+1). Ââåäåì òî÷êè θi = πi/n2, i = 0, 1, . . . , n2 è ϕj = 2πj/n3,
j = 0, 1, . . . , n3.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïîñòðîåíèé òåëî D îêàæåòñÿ ïîêðûòûì ñôåðè÷å-
ñêèìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè. Ïðè ýòîì áóäåì ðàçëè÷àòü �âíóòðåííèå�
ïàðàëëåëåïèïåäû, âñå òî÷êè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò òåëó D è �ãðàíè÷-
íûå� ïàðàëëåëåïèïåäû, èìåþùèå òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå òåëó D.

Ïîñòðîèì ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëåëåïèïåä ñ âåðøèíàìè â òî÷-
êàõ (rk, θi, ϕj), (rk, θi+1, ϕj), (rk, θi+1, ϕj+1), (rk, θi, ϕj+1), (rk+1, θi, ϕj),
(rk+1, θi+1, ϕj), (rk+1, θi+1, ϕj+1), (rk+1, θi, ϕj+1).

Îáîçíà÷èì ýòîò ïàðàëëåëåïèïåä ÷åðåç ∆ijk.
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä ∆ijk − âíóòðåííèé.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

anm(∆ijk) =

∫∫∫
∆ijk

ψ(r, ϕ, θ)drdϕdθ

àïïðîêñèìèðóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ψ(r, ϕ, θ) èíòåðïîëÿöèîí-
íûìè ìíîãî÷ëåíàìè LrnkL

ϕ
mk
Lθvkψ(r, ϕ, θ), ïîñòðîåíèå êîòîðûõ îïèøåì

íèæå.
Ïóñòü ξ1, . . . , ξr − êîðíè ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè

r, îïðåäåëåííîãî íà ñåãìåíòå [−1, 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ′1, . . . , ξ
′
r òî÷êè,

ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè óçëîâ ξ1, . . . , ξr ïðè îòîáðàæåíèè [−1, 1] íà [a, b].
×åðåç Ltr(f, [a, b]) îáîçíà÷èì ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ f(t)
ïî ïåðåìåííîé t è ïî óçëàì ξ′k, k = 1, 2, . . . , r, íà ñåãìåíòå [a, b]. Ïóñòü
∆ = [a1, b1; a2, b2; a3, b3]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t1, t2, t3) îïðåäåëåíà â ïàðàë-
ëåëåïèïåäå ∆. Â ýòîì ïàðàëëåëåïèïåäå ôóíêöèÿ f(t1, t2, t3) èíòåðïîëè-
ðóåòñÿ ïîëèíîìîì

Lt1nL
t3
mL

t3
v (f,∆) = Lt1n (Lt3m(Lt3v (f, [a3, b3]), [a2, b2]), [a1, b1]).

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x) ∈ W r

ïîëèíîìàìè Ltr(f, [a, b]) âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 8.17 èç ãëàâû I.
Â ðåçóëüòàòå èìååì

| f(t)− Ltr(f, [a, b]) |≤ max
a≤t≤b

| f (r)(t) | (b− a)r

22r−1r!
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫∫∫
∆kij

| ψ(r, ϕ, θ)− LrsLϕsLθs(f,∆kij) | drdϕdθ ≤
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≤ c

(
hs+1
k l2l3n

s rn−sk+1

22s−1s!
+ hkl

s+1
2 l3m

s rnk+1

22s−1s!
+ hkl2l

s+1
3 ns

rnk+1

22s−1s!

)
, (3.20)

ãäå hk = rk+1 − rk, k = 0, 1, . . . , n1 − 1; l2 = π/n2; l3 = 2π/n3.
Î÷åâèäíî,

hs+1
k l2l3n

s rn−sk+1

22s−1s!
≤ cl2l3R

n+1 ns

ns+1
1 22s−1s!

≤ c
nsRn+1

ns+1
1 n2n322s−1s!

;

hkl
s+1
2 l3m

s rnk+1

22s−1s!
≤ cls+1

2 l3R
n+1 ms

ns+1
1 22s−1s!

≤ c
nsRn+1

n1n
s+1
2 n322s−1s!

;

hkl2l
s+1
3 ns

rnk+1

22s−1s!
≤ cl2l

s+1
3 Rn+1 ns

ns+1
1 22s−1s!

≤ c
nsRn+1

n1n2n
s+1
3 22s−1s!

.

Ïîëàãàÿ s1 = s2 = s3 = N, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèîíàëà anm(∆kij) :

Rkij ≤
cnsRn+1

N s+322s−1s!
. (3.21)

Â �ãðàíè÷íûõ� ïàðàëëåëåïèïåäàõ ôóíêöèîíàëû anm(∆kij) âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëå

anm(∆kij) = ψ(Mkij)mes∆kij +Rkij,

ãäå Mkij − ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ïåðåñå÷åíèþ ∆kij

⋂
D.

Ïîãðåøíîñòü ýòîé ôîðìóëû îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ωkijmes(∆kij

⋂
D).

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ôóðüå anm
íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

RN = c
(n−m)!(n+m)!

(n!)2

 nsRn+1

N
s/3
1 22s−1s!

+
∑
kij

′ωkij(∆kij)mes∆kij

 ,

ãäå s3N1 − îáùåå ÷èñëî çíà÷åíèé ôóíêöèè σ(r, ϕ, θ), èñïîëüçóåìîå ïðè
âû÷èñëåíèè anm;

∑′ − ñóììèðîâàíèå ïî �ãðàíè÷íûì� ïàðàëëåëåïèïå-
äàì, èìåþùèì íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ D; ω(ψ) − ìàêñèìàëüíîå èç êî-
ëåáàíèé ωkij(∆kij).

Â ñëó÷àå, åñëè ïëîòíîñòü σ(r, ϕ, θ) çàäàíà àíàëèòè÷åñêè, â �ãðàíè÷-
íûõ� ïàðàëëåëåïèïåäàõ ∆kij ôóíêöèîíàë anm(∆kij) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî
ôîðìóëå

anm(∆kij) =

∫∫∫
∆kij

⋂
D

Ts−1(ψ(r, ϕ, θ))drdϕdθ +Rkij,
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ãäå Ts−1(ψ(r, ϕ, θ)) = ψ(Mkij) +
dψ(Mkij)

1! + · · ·+ ds−1ψ(Mkij)
(s−1)! − îòðåçîê ðÿäà

Òåéëîðà;Mkij − ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç ïåðåñå÷åíèÿ ∆kij

⋂
D. Ïðè ýòîì

ïîãðåøíîñòü îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (3.21).
Â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé σ(r, ϕ, θ) àíàëèòè÷åñêè íå çà-

äàíû, òî ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðàçíîñòíûì ôîðìóëàì èëè ïî
èçâåñòíîìó ìåòîäó Ëàíöîøà [126] âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ÷åðåç èí-
òåãðàëû. Îòìåòèì, ÷òî â ãåîôèçè÷åñêîé ïðàêòèêå ïîñëåäíèé ìåòîä, ïî-
âèäèìîìó, áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûé, òàê êàê îí îáëàäàåò ôèëüòðóþùèìè
ñâîéñòâàìè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îòðåçêîâ ðÿäà Òåéëîðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöè-
îíàëîâ anm(∆kij) â ãðàíè÷íûõ ïàðàëëåëåïèïåäàõ ∆kij ïîãðåøíîñòü âû-
÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå anm è bnm ðàâíà

Rnm = c
nsRn+1

N
s/3
1 22s−1s!

,

ãäå s3N1 − îáùåå ÷èñëî çíà÷åíèé σ(r, ϕ, θ), èñïîëüçóåìîå ïðè âû÷èñëå-
íèè anm è bnm.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì � îïòèìàëüíûé ïî
ïîðÿäêó ïî òî÷íîñòè.

4. Ìîäåëüíûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà òåëà
è åãî ïðîèçâîäíûõ

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè èçëîæåííûõ â ïðåäûäóùèõ ïà-
ðàãðàôàõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà âû÷èñëÿåòñÿ
ïîòåíöèàë è åãî ïðîèçâîäíàÿ, ñîçäàâàåìàÿ òåëîì. Ïî ïðè÷èíàì, êîòî-
ðûå áóäóò ÿñíû èç äàëüíåéøåãî, äëÿ ýòîé öåëè î÷åíü óäîáåí øàðîâîé
ñëîé.

Âû÷èñëèì ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé òåëîì ñ ïëîòíîñòüþ σ = 1, êîòî-
ðîå çàêëþ÷åíî â øàðîâîì ñëîå Ω, â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P (R,Θ,Φ). Äëÿ
ýòîãî ðàçîáüåì Ω íà ýëåìåíòàðíûå ñôåðè÷åñêèå ïàðàëëåëåïèïåäû: ∆ijl =
= [ri, ri+1; θj, θj+1;ϕl, ϕl+1]; ãäå ri = R1+(R2−R1)i/n1 ïðè i = 0, 1, . . . , n1,
θj = Θ1 + (Θ2 − Θ1)j/n2 ïðè j = 0, 1, . . . , n2; ϕl = Φ1 + (Φ2 − Φ1)l/n3

ïðè l = 0, 1, . . . , n3,
Îáúåì êàæäîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ∆ijl ïðèáëèæåííî ðàâåí mes∆ijl =

= r2 sin θ4r4θ4ϕ, 4r = (R2 − R1)/n1, 4Θ = (Θ2 − Θ1)/n2, 4Φ =
= (Φ2 − Φ1)/n3.

Áóäåì ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ïàðàëëå-
ëåïèïåäîì ∆ijl, ðàâåí ïîòåíöèàëó, ñîçäàâàåìîìó ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé
ñ ìàññîé m = mes∆ijlσ è êîîðäèíàòàìè ri, θj, ϕl (σ − ïëîòíîñòü, ïî
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óñëîâèþ σ = 1). Òîãäà ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé îäíèì ñôåðè÷åñêèì ïà-
ðàëëåëåïèïåäîì ∆ijl â òî÷êå P, ðàâåí U(P ) = mijl/ρijl, ãäå mijl − ìàññà
ïàðàëëåëåïèïåäà ∆ijl; ρijl − ðàññòîÿíèå îò ïàðàëëåëåïèïåäà äî òî÷êè P .

Ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé âñåì øàðîâûì ñëîåì â òî÷êå P, ðàâåí

U(P ) =

n1−1∑
i=0

n2−1∑
j=0

n3−1∑
l=0

mijl

ρijl
=

n1−1∑
i=0

n2−1∑
j=0

n3−1∑
l=0

mes∆ijl

ρijl

ïðè σ = 1.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

U(P ) =

n1−1∑
i=0

n2−1∑
j=0

n3−1∑
l=0

r2
i sin θl(R2 −R1)(Θ2 −Θ1)(Φ2 − Φ1)

n1n2n3(R2 + r2
i − 2Rri cos γjl)1/2

,

ãäå cos γjl = cos Θ cos θj + sin Θ sin θj cos(Φ− ϕl).
Ïî óêàçàííîé ôîðìóëå âû÷èñëÿåì ïîòåíöèàë â N óçëàõ. Â äàëüíåé-

øåì ýòè çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ãëîáàëüíîãî ãàðìî-
íè÷åñêîãî àíàëèçà.

Èç ðàáîòû [169, c. 97] ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë øàðîâîãî ñëîÿ ñ ìàññîé
M =

∑
ijlmijl, ðàâíîé ñóììå ìàññ âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâM =

∑
ijlmijl,

ðàâåí ïîòåíöèàëó òî÷êè, ïîìåùåííîé â öåíòð ýòîãî ñëîÿ ñ ìàññîéM . Èç-
âåñòíî, ÷òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ anm è bnm äëÿ ïîòåíöèàëà
òî÷êè, ïîìåùåííîé â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ ìàññîé M, ðàâíû a00 = M , à
îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ: anm = 0, n = 1, . . . , m = 0, . . . , n;
bnm = 0, n = 0, 1, . . . , m = 0, . . . , n. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò îöå-
íèòü ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ øàðîâûõ ñëî-
åâ ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ.

Ñðàâíèâàÿ óêàçàííûå âûøå òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ anm
è bnm ñ âû÷èñëåííûìè ïðèáëèæåííî ïî èññëåäóåìûì â ðàáîòå ìåòîäàì,
äåëàåì çàêëþ÷åíèå î âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè èçëîæåííûõ ìåòîäîâ.

Ïîäîáíûé ìîäåëüíûé ïðèìåð ðàññìàòðèâàåòñÿ è äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìîãî òåëîì, çàêëþ÷åííûì â øàðîâîé
ñëîé. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà â ñåòêå óçëîâ (ri,Θi, ϕi)
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

∂U(P )

∂z
|(ri,θj ,ϕl)=

n1−1∑
i=0

n2−1∑
j=0

n3−1∑
l=0

r2
i sin θl(R2 −R1)(Φ2 − Φ1)(Θ2 −Θ1)

n1n2n3
×

× (R cos Θ− ri cos θj)

(r2
i +R2 − 2riR(cos Θ cos θj + sin Θ sin θj cos(Φ− ϕl)))3/2

.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìîãî òåëîì
ñ ïëîòíîñòüþ σ = 1, ðàñïîëîæåííûì â øàðîâîì ñëîå Ω, ðàâíà ïðî-
èçâîäíîé ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìîãî òî÷êîé ñ ìàññîé M , ðàñïîëîæåííîé
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ anm è bnm
ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà â äàííîì ñëó÷àå ðàâíû a00 = M ,
b00 = 0, anm = 0, m = 0, . . . , n; n = 1, . . . , bnm = 0, m = 0, 1, . . . , n,
n = 1, 2, . . .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà ∂U(P )
∂z ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì

∂U(P )

∂z
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn+1
(a∗nm cosmϕ+ b∗nm sinmϕ),

òî a∗00 = 0, b∗00 = 0, a∗1,0 = −a00 = M, a∗ij = 0 ((i, j) 6= (1, 0)), b∗ij = 0,
i, j = 0, 1, . . .

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ïîäòâåðäèëî ýôôåêòèâ-
íîñòü èçëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà.



ÃËÀÂÀ IV

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ
ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÎËÅÉ

ÐßÄÀÌÈ ÏÎ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ

Â ãëàâå ïîñòðîåíû àëãîðèòìû àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïî-
ëåé ðÿäàìè ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè íåóñòîé÷èâûõ îïåðàòîðîâ
è ôèëüòðàöèè èñõîäíûõ äàííûõ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Õîðîøî èçâåñòíà íåîáõîäèìîñòü äëÿ ãåîôèçèêè è ãåîäåçèè îïèñà-
íèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé Çåìëè ðÿäàìè ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì. Ýô-
ôåêòèâíûå àëãîðèòìû ñèíòåçà òàêèõ ðÿäîâ ïðåäëîæåíû â [188, 200, 249,
273, 278]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áëàãîäàðÿ ñïóòíèêîâûì èçìåðåíèÿì âîç-
ðîñëà òî÷íîñòü èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ ïîëåé è ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü
ïîëó÷åíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà äîñòîâåpíûõ èçìåðåíèé. Â câÿçè c ýòèì âîç-
íèêëà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ è òî÷íûõ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïî áîëüøîìó ÷èñëó èçìåðåíèé. Ýòèì âîïðîñàì ïî-
ñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

2. ×èñëåííîå îïðåäåëåíèå ìîìåíòîâ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

2.1. Ïîñòðîåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû

Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 âåêòîðîâ (x1, x2, x3) çàäàíà
ñôåðà S ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû (r, θ, ϕ) â E3 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

x1 = r cos θ, x2 = rcosϕ sin θ, x3 = r sinϕ sin θ. (2.1)

Ýëåìåíò U(x)(x = (x1, x2, x3)) íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùèé âî âñåé âíåøíîñòè S óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆U(x) = 0,
ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåí [200] îòðåçêîì ðÿäà ïî øàðîâûì
ôóíêöèÿì

U(x) =
1

rv

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn
(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ).



Çäåñü v ≥ 0 − öåëîå ÷èñëî; P̂m
n (cos θ) − íîðìèðîâàííûå ïî

Â. Í. Ñòðàõîâó ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà; anm è bnm − êîýô-
ôèöèåíòû Ôópüå ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì.

Îòìåòèì, ÷òî íèæå ïîëàãàåòñÿ v = 1. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìèðîâêà
ïî Â. Í. Ñòðàõîâó îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé [188, 200]:

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé èçâåñòíî N1 çíà÷åíèå
(N1 = (N + 1)2) U(xk), xk = (xk1, x

k
2, x

k
3), k = 1, 2, . . . , N1.

Ðàñïîëàãàÿ ýòèìè çíà÷åíèÿìè, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü N1 êîýôôè-
öèåíò Ôóðüå anm(m = 0, 1, . . . , n;n = 0, 1, . . . , N), bnm(m = 0, 1, . . . , n;
n = 1, 2, . . . , N).

Ñîñòàâèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θk)

rn+1
k

(anm cosmϕk + bnm sinmϕk) = U(xk), (2.2)

k = 1, 2, . . . , N1. Çäåñü (rk, θk, ϕk) − ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè xk,

âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (2.1).
Ñèñòåìà (2.2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé èç N1 óðàâíåíèÿ ñ N1 íåèçâåñòíûì.

Èçâåñòíî [213], ÷òî âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â çàäà÷àõ ãåîôèçèêè
ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
òðåáóåò ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2) èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ìåòî-
äîâ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ íèæå . Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäñòàâèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

AX = F, (2.3)

ãäå X = (a00, a10, a11, . . . , ann; b11, b21, . . . , bnn); F =
(
U(x1), . . . , U(xN1)

)
;

A − ìàòðèöà ñèñòåìû (2.2).

2.2. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî À. Í. Òèõîíîâó

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî À. Í. Òèõîíîâó [213] çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé (2.3) ñèñòåìîé óðàâíåíèé

αx+ A∗Ax = A∗f, (2.4)

ãäå α > 0 − ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè; A∗− ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà.
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Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå
èòåðàöèîííûå ñõåìû:

Xn+1 = (1− α)Xn − γ(A∗AXn − A∗F ); (2.5)

Xn+1 = βXn + (1− β)(Xn − γ(αXn + A∗AXn − A∗F )), (2.6)

ãäå 0 < β < 1, γ ≤ 1/‖A∗A‖. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì β = 1/2,
γ = 1/(2‖A∗A‖).

Îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì (2.5) è (2.6) ïðèâîäèòñÿ íèæå.
Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïî ìåòîäó À. Í. Òèõîíîâà

ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèÿõ C, D.
Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò

â óñëîâèÿõ, êîãäà âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2) ñîñòîèò
èç ðåçóëüòàòîâ äîñòîâåðíûõ èçìåðåíèé. Â ñëó÷àå, åñëè ðåçóëüòàòû èçìå-
ðåíèé íåäîñòîâåðíû è ïðîâîäèòñÿ ôèëüòðàöèÿ îòáðàñûâàíèåì íåäîñòî-
âåðíûõ óðàâíåíèé (ñì. ðàçä. 3.1 äàííîé ãëàâû), òî ÷èñëî óðàâíåíèé â
ðåãóëÿðèçîâàííîé ñèñòåìå (2.4) íå óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷è-
òåëüíûì èçäåðæêàì ïàìÿòè è ìàøèííîãî âðåìåíè. Íàïðèìåð, åñëè ïåð-
âîíà÷àëüíàÿ ñèñòåìà èìåëà N1 óðàâíåíèå, à ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå
ôèëüòðàöèè, èìåëà N2 = [N1/2] óðàâíåíèé è îáå îíè ðåøàëèñü ìåòîäîì
Ãàóññà, òðåáóþùèì ïîðÿäêà n3 àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ïðè ðåøåíèè
ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç n óðàâíåíèé, òî ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé
ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç N1 óðàâíåíèÿ, â 8 ðàç áîëüøå ÷èñëà
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèè ñèñòåìû, ñîñòîÿ-
ùåé èç N2 óðàâíåíèé. Ýòî ïðåèìóùåñòâî ïðîïàäàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè
ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó, òàê êàê ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè èñõîäíàÿ è
ðåãóëÿðèçîâàííûå ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî óðàâíåíèé.

Ïîýòîìó íóæåí íîâûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ðåàëèçóþùèé ïðåèìó-
ùåñòâà ôèëüòðàöèè. Ýòîò ìåòîä ïðåäëîæåí Â. Í. Ñòðàõîâûì è îïèñàí â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

2.3. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Â. Í. Ñòðàõîâó

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Â. Í. Ñòðàõîâó çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.3) èùåòñÿ â âèäå âåêòîðà

X = A∗Z. (2.7)

Âåêòîð Z îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

βZ + AA∗Z = F, (2.8)

ãäå β > 0 − ìàëûé ïàðàìåòð.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.8) ïðèìåíèìû ñëåäóþùèå èòå-
ðàöèîííûå ñõåìû:

Zn+1 = (1− β)Zn − γ(AA∗Zn − F ); (2.9)

Zn+1 = µnZn + (1− µn)(Zn − γ(βZn + AA∗Zn − F )), (2.10)

ãäå 0 < µ∗ < µn ≤ µ∗ < 1, γ ≤ 1/‖AA∗‖. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì
γ = 1/(2‖A∗A‖).

Ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû (2.10) â ìîäåëüíûõ ïðèìå-
ðàõ áûëî âçÿòî µn = 1/2, n = 0, 1, . . .

Â óðàâíåíèÿõ (2.9) è (2.10) β − ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè (β − íåîò-
ðèöàòåëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî); µn − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < µ∗ ≤ µn < µ∗ < 1,
ãäå µ∗ è µ∗− ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ïàðàìåòðà µn,
n = 0, 1, . . .

2.4. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ñõåì (2.5) è (2.6). Îáîñíîâàíèå
ñõîäèìîñòè áóäåì ïðîâîäèòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå EN1

.
Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ñõåìû (2.5). Òàê êàê

îïåðàòîð A∗A ñàìîñîïðÿæåííûé, òî åãî ñïåêòð íàõîäèòñÿ íà ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóîñè 0X äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (âêëþ÷àÿ, âîçìîæ-
íî, è íà÷àëî êîîðäèíàò). Òàê êàê γ = 1/(2‖A∗A‖), òî ñïåêòð îïåðàòîðà
γA∗A ðàñïîëîæåí â ñåãìåíòå [0,1/2], à ïî òåîðåìå Äàíôîðäà [100] ñïåêòð
îïåðàòîðà (1−α)I − γA∗A ðàñïîëîæåí â ñåãìåíòå [1/2−α, 1−α]. Òîãäà
‖(1− α)I − γA∗A‖ ≤ (1− α). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áàíàõà î ñæè-
ìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.5) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
x∗α óðàâíåíèÿ

αx+ γA∗Ax = γA∗F

ñî ñêîðîñòüþ ‖x∗α − xn+1‖ ≤ (1 − α)n‖αx0 + γA∗Ax0 − A∗F‖, ãäå x0 −
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáîñíîâàíèþ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû
(2.6). Çäåñü áóäåò èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 10.3 èç ãëàâû I.

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (2.6). Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 10.3 èç ãëàâû I, íóæíî äîêàçàòü,
÷òî ‖I − γ(αI + A∗A)‖ ≤ 1. Èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ ïðè îáîñíî-
âàíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû (2.5), ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà

I − γ(αI + A∗A) ðàñïîëîæåí â ñåãìåíòå
[
1−

(
α

2‖A∗A‖ + 1
2

)
, 1− α

2‖A∗A‖

]
.

Ïîýòîìó ‖I − γ(αI + A∗A)‖ ≤ (1 − α/(2‖A∗A‖)) è ëèíåéíûé îïåðàòîð
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I − γ(αI + A∗A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 10.3. Ñëåäîâàòåëüíî,
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.6) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæå-
íèè x0 è ëþáîì α (0 ≤ α < 1).

Îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì (2.9) è (2.10) ïðîâîäèòñÿ òàê æå,
êàê îáîñíîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì (2.5) è (2.6), è ïîýòîìó íà ýòîì
íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

3. Ôèëüòðàöèÿ ïî ìåòîäó Â. Í. Ñòðàõîâà

Ïîìèìî ðåãóëÿðèçàöèè ýôôåêòèâíûé ïðèåì ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷-
íûõ àïïðîêñèìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé çàêëþ÷àåòñÿ â ôèëüòðàöèè
óðàâíåíèé èç ñèñòåìû (2.2).

Ìåòîäû ôèëüòðàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ íåòî÷íî çà-
äàííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâûìè ÷àñòÿìè ïðåäëîæåíû è èññëåäî-
âàíû Â. Í. Ñòðàõîâûì.

Îñîáîå çíà÷åíèå ìåòîäû ôèëüòðàöèè ïðèîáðåòàþò ïðè ðåøåíèè íå-
óñòîé÷èâûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðå-
çóëüòàòå èçìåðåíèé.

Ïðèìåíèòåëüíî ê èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåé ãëàâå çàäà÷å ñèíòåçà ïî-
òåíöèàëüíûõ ïîëåé ìåòîä ôèëüòðàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî øà-
ðîâûì ôóíêöèÿì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2) îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöè-
åíòû akl, bkl, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòàìè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ïî øà-
ðîâûì ôóíêöèÿì. Êàê ïðàâèëî, çàðàíåå èçâåñòíû ãðàíèöû ïëîòíîñòè
òåëà A ≤ ρ(r, θ, ϕ) < B, ñîçäàþùåãî ïîòåíöèàëüíîå ïîëå. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ìîìåíòîâ akl, bkl. Ðàñïîëàãàÿ èíôîðìàöèåé îá îöåí-
êàõ ìîìåíòîâ akl, bkl, ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î äîñòîâåðíîñòè èçìåðåíèé
çíà÷åíèé ïîëÿ U(xk).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2).
Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2) â âèäå

DX = F, (3.1)

ãäå D = {dkl}, k, l = 1, 2, . . . , N1, X = (x1, . . . , xN1
)T , F = (f1, . . . , fN1

)T .
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû (2.2) ê ñèñòåìå (3.1)

èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ x1 = a00, x1 = a10, . . . , xM = aNN , xM+1 =
= b11, . . . , xN1

= bNN , ãäå M = (N + 2)(N + 1)/2, N1 = M + (N + 1)N/2;
f1 = U(x1), . . . , fN1

= U(xN1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð F ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé, ò.å.

ñîäåðæèò ïîãðåøíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ àïðèîðíàÿ èíôîð-
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ìàöèÿ î ðåøåíèè. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ‖X‖l2 = [
∑N1

k=1 | xk |2]1/2
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖X‖ ≤ B.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ k ñòðîêó èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1): fk =
=
∑N1

l=1 dklxl. Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∣
N1∑
l=1

dklxl

∣∣∣∣∣ ≤
[
N1∑
l=1

d2
kl

]1/2 [ N1∑
l=1

x2
l

]1/2

≤ B

[
N1∑
l=1

d2
kl

]1/2

.

Ïîýòîìó åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî

B

[
N1∑
l=1

d2
kl

]1/2

<| fk |,

òî k-å óðàâíåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷å è åãî ñëå-
äóåò îòáðîñèòü.

Åñëè æå èçâåñòía, íàïðèìåð, ãðàíèöà çíà÷åíèé íîðìû ‖X‖l1/2 ≥ A

(‖X‖l1/2 = [
∑N1

k=1 | xk |1/2]2), òî, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Ãåëüäå-
ðà ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè [221]

N∑
k=1

| akbk |>

(
N∑
k=1

| ak |p
)1/p( N∑

k=1

| bk |q
)1/q

,

1
p + 1

q = 1, p < 1, èìååì äëÿ k-ãî óðàâíåíèÿ

N∑
l=1

| aklxl |≥

(
N∑
l=1

| akl |−1

)−1( N∑
l=1

| xl |1/2
)2

≥ A

(
N∑
l=1

| akl |−1

)−1

.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

A[
N∑
l=1

| akl |−1]−1 ≥| fk |,

òî k-å óðàâíåíèå ñëåäóåò îòáðîñèòü, òàê êàê îíî íå ñîîòâåòñòâóåò ôèçè-
÷åñêîé çàäà÷å.

Ïðè ïðîâåäåíèè ôèëüòðàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íóþ èí-
ôîðìàöèþ îá îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ è pàçëè÷íûå íåpàâåíñòâà.
Ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ, ïðèâåäåííûõ â ïðèëîæåíèÿõ C, D,
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî [

∑N
k=1 | xk |2]1/2 ≤ B è èñïîëüçóåòñÿ íåpàâåíñòâî

Ãåëüäåpà ïðè p = 2.
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Ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ìîäåëè-
ðîâàëèñü äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Âìåñòî óðàâíåíèÿ (3.1) ðàññìàòðèâàëîñü óðàâíåíèå

DX = F̂ ,

ãäå F̂ = F + dF ; dF = (df1, . . . , dfN1
); dfi = k(1

2 − δfi), i = 1, 2, . . . , N1.
Çäåñü δfi(i = 1, 2, . . . , N1) − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ìîäå-
ëèðóåìàÿ ñïåöèàëüíîé ïðîãðàììîé ÏÊ. Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ k îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

‖dF‖EN1

‖F + dF‖EN1

≤ η2.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ñ ôèëüòðàöèåé ïðèâåäå-
íû â ïðèëîæåíèÿõ C, D.

4. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ
ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëåé ìîæíî ïîäîéòè ñ íåñêîëüêèõ ïîçèöèé.

Â êà÷åñòâå ïåðâîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå
ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé â ðÿä ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì

P̂m
n (cos θ)

rn+1
cosmϕ,

P̂m
n (cos θ)

rn+1
sinmϕ,

n = 0, 1, . . . , m = 0, 1, . . . , n.
Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà ∂U

∂z âN1 òî÷êå xk,
k = 1, 2, . . . , N1, ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (rk, θk, ϕk). Ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé, èç êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ìîìåíòû, èìååò âèä

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θk)

rn+1
k

(anm cosmϕk + bnm sinmϕk) =
∂U

∂z
|xk, (4.1)

k = 1, 2, . . . , N1.

Ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (4.1) ïðèâëåêàþòñÿ òå æå ìåòîäû, ÷òî è ê ðå-
øåíèþ ñèñòåìû (2.2).

Áîëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîä, êîãäà ðàçëîæåíèå èùåò-
ñÿ â âèäå, àäåêâàòíîì ðåøàåìîé çàäà÷å.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2.5) èç ïðåäûäóùåé ãëàâû, çàïèøåì
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ akl è bkl. Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-
íîé ïîòåíöèàëà fk = ∂U(Pk)

∂z |(rk,θk,ϕk) â N1 òî÷êå.
Òîãäà êîýôôèöèåíòû akl è bkl îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

−
N∑
n=1

n∑
m=0

(n+ 1)2 −m2

(n+ 1)rn+2
k

P̂m
n+1(cos θk)(anm cosmϕk + bnm sinmϕk)−

−
N∑
n=0

2n+ 1

rn+2
k

P̂ n
n (cos θk) cos θk(ann cosnϕk + bnn sinnϕk) = fk, (4.2)

k = 1, 2, . . . , N1.
Ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (4.2) ïðèâëåêàþòñÿ òå æå ìåòîäû, ÷òî è ê ðå-

øåíèþ ñèñòåìû (2.2).

5. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ãëîáàëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî
ñôåðè÷åñêîãî àíàëèçà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Â ðàçäåëå ïðåäëîæåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå â ðàçëîæåíèè ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ èçâåñòíû ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ, çàäàííîé â íåêîòîðîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè
Çåìëè.

Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äëÿ ïðî-
äîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé íà âñþ ïîâåðõíîñòü Çåìëè è ïîñëåäó-
þùåì ïðèìåíåíèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ î ïîëèíîìàõ
Áåðíøòåéíà ïðèâåäåíû â ðàçä. 8 ãëàâû I. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè
ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äàíî â ìîíîãðàôèÿõ [140, 260, 262]. Ðàçäåë íà-
ïèñàí ïî ìàòåðèàëàì ñòàòüè [51] .

5.1. Îáçîð ëèòåðàòóðû

Çàäà÷è ãëîáàëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñôåðè÷åñêîãî àíàëèçà è ñèíòåçà
âîñõîäÿò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì Ê. Ãàóññà [88, 89] è Ô. Íåéìàííà [265,
266] ïî òåîðèè çåìíîãî ìàãíåòèçìà.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî è Ê. Ãàóññ è Ô. Íåéìàíí ïðîâîäèëè âû÷èñëå-
íèÿ âðó÷íóþ, ïðåäëîæåííûå èìè àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è â
íàñòîÿùåå âðåìÿ.

È Ê. Ãàóññ, è Ô. Íåéìàíí ïðè ïîñòðîåíèè ãëîáàëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà èñïîëüçîâàëè äâóõñòóïåí÷àòûé ìåòîä.
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Àëãîðèòì Ãàóññà çàêëþ÷àëñÿ â òîì, ÷òî íà ïåðâîì øàãå ïðèìåíÿ-
ëîñü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé ϕ (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñôåðè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ρ, θ, ϕ), â êîòîðîé θ − äîëãîòà, ϕ − øèðîòà).
Íà âòîðîì øàãå � ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Àëãîðèòì Íåéìàííà îòëè÷àëñÿ îò àëãîðèòìà Ãàóññà íà âòîðîì øà-
ãå. Âìåñòî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îí ïðèìåíÿë êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè.

Ìåòîä Íåéìàííà ïîëó÷èë â äàëüíåéøåì øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå
â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ãåîôèçèêè.

Îí èñïîëüçóåòñÿ â òîïîãðàôèè [270, 257], â ôèçèêå àòìîñôåðû [250],
â ãåîäåçèè [268, 249, 147].

Âïîñëåäñòâèè îáà ìåòîäà áûëè èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ ïî ãëîáàëü-
íîìó ñôåðè÷åñêîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó.

Ïðèâåäåì êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî äâóõñòóïåí÷àòîìó ìåòîäó â çà-
äà÷àõ ãëîáàëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà è ãëîáàëüíîãî
ñôåðè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(θ, ϕ) íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè S ðàçëàãàåòñÿ
â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

f(θ, ϕ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

P
m
n (cos θ)(Cnm cosmϕ+ Snm sinmϕ) =

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

K(n,m)P
m
n (cos θ)(Cnm cosmϕ+ Snm sinmϕ) =

=
∞∑
m=0

∞∑
n=m

P
m
n (cos θ)(Cnm cosmϕ+ Snm sinmϕ) =

=
∞∑
m=0

Am(θ) cosmϕ+Bm(θ) sinmϕ, (5.1)

ãäå

Am(θ) =
∞∑
n=m

CnmP
m
n (cos θ), Bm(θ) =

∞∑
n=m

SnmP
m
n (cos θ),

K(n,m) = 1 ïðè n ≥ m, K(n,m) = 0 ïðè n < m; P
m
n (cos θ) − íîðìèðî-

âàííûå ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà:

P
m
n (t) =

√
(2n+ 1)

2

(n−m)!

(n+m)!

(1− t2)m/2

2nn!

dn+m(t2 − 1)n

dtn+m
,

t = cos θ.
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Ãëîáàëüíûé ñôåðè÷åñêèé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç çàêëþ÷àåòñÿ â íà-
õîæäåíèè êîýôôèöèåíòîâ Cnm è Snm èç ðàçëîæåíèÿ (5.1) ôóíêöèè f(θ, ϕ)
ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ è ïðè-
ñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, èç ðàçëîæåíèÿ (5.1) èìååì{

Cnm
Snm

}
=

1

(1 + δm0)π

∫
S

f(θ, ϕ)P
m
n (cos θ)

{
cosmϕ
sinmϕ

}
ds, (5.2)

ãäå ds = sin θdθdϕ, S = [0, π; 0, 2π], δm0 =

{
1, m = 0
0, m 6= 0

.

Ïðèìåíÿÿ ê ôîðìóëå (5.2) êóáàòóðíûå ôîðìóëû, ìîæíî âû÷èñëèòü
êîýôôèöèåíòû Cnm è Snm.

Äâóõñòóïåí÷àòûé ÃÑÃÀ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
âîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ïåðåìåííûì ϕ è θ. Â äâóõñòóïåí÷àòîì ÃÑÃÑ
âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå − ñíà÷àëà ïðîâîäÿòñÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïî θ, à çàòåì − ïî ϕ.

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòèõ àëãîðèòìàõ ïîäðîáíåå.
Àëãîðèòì äâóõñòóïåí÷àòîãî ÃÑÃÀ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âíà÷àëå

âû÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèè:

{
Am(θ)
Bm(θ)

}
=

1

(1 + δm0)

1

π

2π∫
0

f(θ, ϕ)

{
cosmϕ
sinmϕ

}
dϕ, (5.3)

à çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû:{
Cnm
Snm

}
=

π∫
0

{
Am(θ)
Bm(θ)

}
P
m
n (cos θ) sin θdθ. (5.4)

Äâóõñòóïåí÷àòûé ÃÑÃÑ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âíà÷àëå ïðîâîäèòñÿ
ñóììèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó n:{

Am(θ)
Bm(θ)

}
=

∞∑
n=m

P
m
n (cos θ)

{
Cnm
Snm

}
, (5.5)

à çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè:

f(θ, ϕ) =
∞∑
m=0

(Am(θ) cosmϕ+Bm(θ) sinmϕ) . (5.6)

Àëãîðèòìû ñôåðè÷åñêîãî àíàëèçà è ñèíòåçà ðàçâèâàëèñü â ðàáîòàõ
[273, 249, 274].
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Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë (5.3)-(5.4) âîçìîæíî òîëüêî
ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è m. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà äèñêðåòèçàöèÿ
ýòèõ ôîðìóë.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëå äèñ-
êðåòèçàöèè ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îêàçûâàþòñÿ íåîðòî-
ãîíàëüíûìè.

Ýòî íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè íà ðåøåíèå çàäà÷è
ÃÃÑÀ äàæå ïðè óñëîâèè, ÷òî äàíà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ íà âñåé ñôå-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Cnm è Snm ñóùåñòâóåò äâà êëàññè-
÷åñêèõ ìåòîäà: ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, âîñõîäÿùèé ê Ê. Ãàóññó, è
ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð, êîòîðûé ðàçâèâàë Ô. Íåéìàíí.

Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî îí ýôôåêòèâåí ïðè íàëè÷èè ïîãðåøíîñòåé â äàííûõ.

Ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð çàêëþ÷àåòñÿ â åãî
ïðîñòîòå: {

Cnm
Snm

}
=

N∑
i=1

siP
m
n (cos Θi)

{
Am(Θi)
Bm(Θi),

ãäå si = π
N sin Θi, óçëû Θi (i = 0, 1, . . . , N) ðàâíîîòñòîÿùèå.

Îáîáùåíèÿ ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [249, 255].
Â ñëó÷àå, åñëè óçëû ïî ïåðåìåííîé Θ ðàâíîîòñòîÿùèå, â [275] ïðåä-

ëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûé è íåóñòîé÷èâûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ äëÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà íàèâûñøåé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè ïðè çàðàíåå çàäàííîé ñåòêå óçëîâ.

Ïîìèìî àëãîðèòìîâ äâóõñòóïåí÷àòîãî ãëîáàëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî ãàð-
ìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà, ðàçðàáîòàí è âíåäðåí â ãåîôèçè÷åñêóþ ïðàêòèêó
àëãîðèòì �ñòîëáöîâîãî� òèïà [200] âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé âî
âíåøíîñòè ñôåðû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòðåçêîâ ðÿäà ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì

U(x) =
1

rv

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn
(anm cosmϕ+ bnm sinmϕ),

ãäå ν > 0 − öåëîå ÷èñëî; P̂m
n (cos θ) − ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíä-

ðà; x = (x1, x2, x3), (r, ϕ, θ)− ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Â [200] ïîñòðîåíû
÷åòûðåõ÷ëåííûå ðåêóðñèâíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïðèñîåäèíåí-
íûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà P̂m

n , íîðìèðîâàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ).
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Àëãîðèòì �ñòîëáöîâîãî� òèïà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü óñòîé÷èâûé ñèí-
òåç ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïðè N ≥ 180 ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ [200].

Â ðàáîòå [241] îïèñàíà ìåòîäèêà ñèíòåçà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé íà
ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ â ñðåäå MathlabTM, ïîçâîëÿþùàÿ îñóùåñòâ-
ëÿòü ñèíòåç äî N = 2700.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â ÃÑÃÀ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îäíàêî ýòîò ìåòîä, êàê ïîêà-
çàíî â [138], òðåáóåò î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå,
åñëè çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ïî øèðîòå è äîëãîòå ñåòêà íàáëþäåíèé. Îäíà-
êî, â ãåîäåçè÷åñêîé ïðàêòèêå òàêàÿ ñåòêà îòñóòñòâóåò, â ÷àñòíîñòè, èç-çà
ïðîáëåìû ïîëÿðíûõ îáëàñòåé. Â ðàáîòå [274] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî â ïîëÿð-
íûõ îáëàñòÿõ îòñóòñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ñåòêà ñïóòíèêîâûõ íàáëþäåíèé è
åå ïðèõîäèòñÿ äîïîëíÿòü íàçåìíûìè è àâèàöèîííûìè ñúåìêàìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â [274] ïðåäëîæåí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòî-
äå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ,
ïîëó÷åííóþ êàê èç ñïóòíèêîâûõ, òàê è èç íàçåìíûõ èçìåðåíèé è àýðî-
èçìåðåíèé.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðåäëîæåí â [263].
Ïîòåíöèàë Çåìëè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå âíå Çåìëè â ñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ (r, θ, ϕ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðÿäà

U(r, θ, ϕ) =
GM

R

∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
R

r

)l+1

ulmYlm(θ, ϕ),

ãäå Ylm − ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè ñòåïåíè l è ïîðÿäêà m, à ulm − êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Ïóñòü S − ïðîèçâîëüíàÿ ñôåðà, îòñòîÿùàÿ îò öåíòðà Çåìëè íà ðàñ-
ñòîÿíèè R + h, ãäå R − ðàäèóñ Çåìëè, h > 0 (â [263] âåëè÷èíó h ñâÿ-
çûâàþò ñ òðàåêòîðèåé ñïóòíèêà). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîíîðìàëüíîñòè
ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé

1

4π

∫
S

Ylm(θ, ϕ)Yij(θ, ϕ)dσ = δliδmj,

â [263] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå:

ukl =
1

4παkl

∫
S

U(θ, ϕ)Ykl(θ, ϕ)dσ. (5.7)

Çäåñü δlk − ñèìâîë Êðîíåêåðà; αkl = GM
R

(
R

R+h

)k+1
.
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Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ukl ïî ôîðìóëå (5.7) â [263] ïðîâîäèòñÿ
ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì ðàçëè÷íîãî âèäà.

Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå êóáàòóðíûõ ôîðìóë ïðèâîäèò
ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì, òàê êàê îòñóòñòâóþò ñïóòíèêîâûå èçìåðåíèÿ
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé â ïîëÿðíûõ îáëàñòÿõ.

Ýòî ñâÿçàíî ñ íàêëîíîì îðáèò ñïóòíèêîâ îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà.
Ïîýòîìó íàðÿäó ñ êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè â [263] äëÿ âû÷èñëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èñïîëüçóþòñÿ èñêóññòâåííûå ïðèåìû.
Åùå îäèí ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ðÿäû ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì îñíîâàí íà
ôèëüòðàöèè Âèíåðà − Êîëìîãîðîâà [274].

Ïîäðîáíûé îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ñîäåðæèòñÿ â [200]. Â ýòîé ðàáîòå èç-
ëîæåí äâóõñòóïåí÷àòûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà áûñòðîì äèñêðåòíîì ïðå-
îáðàçîâàíèè Ôóðüå è íà èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ãàóññà.

Ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ
ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñôå-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî èíôîðìàöèè î ïîòåíöèàëüíûõ ïîëÿõ, çàäàííîé íà
íåðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ â íåêîòîðîé îáëàñòè, íå âêëþ÷àþùåé ïîëÿð-
íûå îáëàñòè.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.

5.2. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ

Â ðàçä. 6 ãëàâû II îïèñàí àëãîðèòì ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé, çàäàííûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé íà ñôåðå, íà
âñþ ñôåðó. Â îñíîâó ýòîãî àëãîðèòìà ïîëîæåíî èçâåñòíîå (ñì. òåîðåìó
8.25 èç ãëàâû I) ñâîéñòâî ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ðàâíîìåðíî ïðèáëè-
æàòü öåëûå ôóíêöèè. Ïîñòðîåíèå êëàññè÷åñêîãî ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà
òðåáóåò çíàíèÿ èíôîðìàöèè îá àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå óçëîâ.

Â ãåîôèçè÷åñêîé ïðàêòèêå çàòðóäíèòåëüíî ïðîâåñòè ðàâíîìåðíóþ
ñúåìêó íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òåððèòîðèÿõ, è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èí-
òåðåñ ïîñòðîåíèå ìîäèôèêàöèé ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà, èñïîëüçóþùèõ
íåðàâíîìåðíûå ñåòêè óçëîâ.

Ðàññìîòðèì ñåãìåíò [0, 1], íà êîòîðîì èìååòñÿ N óçëîâ, 0 = x0 <
< x1 < . . . < xN = 1. Ïóñòü ∆k = [xk, xk+1], hk = xk+1 − xk, k =
= 0, 1, . . . , N − 1. Áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå h∗/h∗ ≤ m, ãäå
h∗ = maxhk, h∗ = minhk, k = 0, 1, . . . , N−1, m − öåëîå ÷èñëî. Âåëè÷èíà
m âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè.
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Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà:

B̃N(x) =
N∑
k=0

Ck
Nf(xk)x

k(1− x)N−k. (5.8)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ h∗/h∗ ≤ m, m = const,
äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ∈ C[0, 1] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
lim
N→∞

‖f(x) − B̃N(x)‖ = 0. Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåìû Áåðíøòåéíà (ñì. [140]). Îíî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 5.1 ([140, c. 21]). Ïóñòü x ∈ [0, 1] è δ > 0 − ïðîèçâîëüíîå

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆N(x) ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé
k èç ðÿäà 0, 1, . . . , N, äëÿ êîòîðûõ

∣∣ k
N − x

∣∣ ≥ δ. Òîãäà∑
k∈∆N (x)

Ck
Nx

k(1− x)N−k ≤ 1

4Nδ2
.

Îöåíèì ‖f(x)− B̃N(x)‖C[0,1]. Òàê êàê
N∑
k=0

Ck
Nx

k(1− x)n−k = 1, òî

f(x) =
N∑
k=0

f(x)Ck
Nx

k(1− x)n−k. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f(x)− B̃N(x)‖ = ‖
N∑
k=0

(f(x)− f(xk))C
k
Nx

k(1− x)n−k‖.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε(ε > 0) è íàéäåì òàêîé ïðîìåæóòîê δ,
÷òî |f(x1)− f(x2)| ≤ ε/2 ïðè |x1 − x2| ≤ δ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó x ∈ [0, 1] è ðàññìîòðèì δ-îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè: G(x) =
= [x− δ, x+ δ]

⋂
[0, 1]. Ïîêàæåì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà-

÷åíèé N â îáëàñòè G(x) áóäåò íàõîäèòüñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè xk, k = 0, 1, . . . , N.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìíîæåñòâî òî÷åê x0, . . . , xN òàêîâî, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ðàñïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: èìååòñÿ îäíî
ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå h∗ = mh∗, à âñå îñòàëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìèíè-
ìàëüíûå. Òîãäàmh∗+(N−1)h∗ = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, h∗ = 1/(m+N−1),
h∗ = m/(m+N − 1). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàê-
ñèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè xN−1 è xN = 1. Óâåëè÷èì
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñìåæíûìè óçëàìè xj, xj+1, j = 0, 1, . . . , N − 2.
Äëÿ òîãî ÷òîáû îáùàÿ äëèíà îòðåçêîâ ∆k = [xk, xk+1], k = 0, 1, . . . , N−1,
îñòàâàëàñü ðàâíîé 1 è ñîõðàíÿëîñü îòíîøåíèå h∗/h∗ ≤ m, íóæíî, ÷òîáû
h∗ ≤ m/(m+N −1). Àíàëîãè÷íî, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà äîñòèãàåòñÿ
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ìåæäó k+1 òî÷êàìè x0, x1, . . . , xN , òî h∗ = m/(2km+N−k). Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N h∗ < δ è â ñåãìåíòå G(x) ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè x ñîäåðæàòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà {xk}, k = 0, 1, . . . , N.

Òîãäà

|f(x)− B̃N(x)| ≤
N∑
k=0

′|f(x)− f(xk)|Ck
Nx

k(1− x)N−k+

+
∑

k∈∆N (x)

|f(x)− f(xk)|Ck
Nx

k(1− x)N−k = I1 + I2,

ãäå
∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî xk ∈ G(x). Âíà÷àëå îöåíèì I1. Òàê

êàê ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî |f(x) − f(xk)| ≤ ε/2 ïðè
xk ∈ G(x). Ñëåäîâàòåëüíî, I1 ≤ ε/2. Èç ëåììû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî I2 ≤
≤ M/(4Nδ2), M = max

0≤x≤1
|f(x)|. Òàê êàê δ − ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî,

òî âûáîðîì N ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû I2 ≤ ε/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
‖f(x)− B̃N(x)‖ ≤ ε.

Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ò. Ïîïîâè÷èó [140, c. 245�246],
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà |f(x) − B̃N(x)| ≤ cω
(
f ; 1√

N

)
, ãäå ω(f, δ) − ìîäóëü

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x).
Èçâåñòíà òåîðåìà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à (òåîðåìà 8.25 èç ãëàâû I),

óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî åñëè f(x) åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ïîëèíîì Áåðí-
øòåéíà

BN(x) =
N∑
k=0

Ck
Nf

(
k

N

)
xk(1− x)N−k

ñõîäèòñÿ ê íåé íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â [140, c. 254�256], ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî åñëè U(x) − ïðîåêöèÿ íà ñåãìåíò [a, b], −∞ < a < b <
<∞, ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè U(x, y, z), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíî-
ìîâ Áåðíøòåéíà Bn(x), x ∈ [0, 1], ñõîäèòñÿ ê ýòîé ôóíêöèè.

5.3. ×èñëåííûé äâóõñòóïåí÷àòûé àëãîðèòì ÃÃÑÀ,
îñíîâàííûé íà ýêñòðàïîëÿöèè ïîëåé è ïðèìåíåíèè

êóáàòóðíûõ ôîðìóë

Ââåäåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, θ, ϕ) ñ öåíòðîì â öåí-
òðå ñôåðû S ðàäèóñà R. Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ
U(R, θ, ϕ) â îáëàñòè Ω íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåí-
ñòâàìè 0 < α1 ≤ θ ≤ α2 < π, 0 < β1 ≤ ϕ ≤ β2 < 2π. Ïîëîæèì

241



β1 = 0, β2 = 2π, ò.å. 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Îãðàíè÷åíèå, ñâÿçàííîå ñ ïðåäïîëîæå-
íèåì, ÷òî 0 ≤ ϕ ≤ 2π, íå âëèÿåò íà îáùíîñòü ðàññóæäåíèé. Îíî ñäåëàíî
òîëüêî äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ÃÑÃÀ ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ.
Ïåðâûé ýòàï. Íà ïåðâîì ýòàïå, ðàñïîëàãàÿ çíà÷åíèÿìè ïîòåíöè-

àëüíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè Ω ⊂ S, ïðîäîëæàåì åãî íà ïîâåðõíîñòü
ñôåðû S ðàäèóñà R.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U(R, θ, ϕ) çàäàíû íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå
óçëîâ {θk, ϕl}, k = 1, 2, ...,M1, l = 1, 2, ..., N1, ïðè÷åì ýòà ñåòêà íå ðàâ-
íîìåðíàÿ íè ïî ïåðåìåííîé θ, íè ïî ïåðåìåííîé ϕ. Ïî óçëàì {θk, ϕl},
k = 1, 2, ...,M1, l = 1, 2, ..., N1, ïîñòðîèì ïîëèíîì Áåðíøòåéíà:

B̃M1,N1
(θ, ϕ) =

=

M1∑
k=1

N1∑
l=1

Ck
M1
C l
N1
U(R, θk, ϕl)

(
θ − α1

α2 − α1

)k (
1− θ − α1

α2 − α1

)M1−k
×

×
(
ϕ− β1

β2 − β1

)l(
1− ϕ− β1

β2 − β1

)N1−l
.

Ïîëèíîì B̃M1,N1
(θ, ϕ) ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ U(R, θ, ϕ) â îáëàñòè Ω.

Ââåäåì â îáëàñòè Ω ðàâíîìåðíóþ ñåòêó óçëîâ
{
α1 + (α2 − α1)

k
n1
,

β1 + (β2 − β1)
l
n1

}
, k, l = 0, 1, ..., n1.

Ïî çíà÷åíèÿì ïîëèíîìà B̃M1,N1
(θ, ϕ) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ

ñòðîèòñÿ íîâûé ïîëèíîì

B∗n1,n1
(θ, ϕ) =

=

n1∑
k=0

n1∑
l=0

Ck
n1
C l
n1
B̃M1,N1

(
α1 + (α2 − α1)

k

n1
, β1 + (β2 − β1)

l

n1

)
×

×
(
θ − α1

α2 − α1

)k (
1− θ − α1

α2 − α1

)n1−k ( ϕ− β1

β2 − β1

)l(
1− ϕ− β1

β2 − β1

)n1−l
.

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè ýòîãî ïîëèíîìà îáóñëîâëå-
íà òåì, ÷òî íà âòîðîì ýòàïå èñïîëüçóþòñÿ êóáàòóðíûå ôîðìóëû, ïîñòðî-
åííûå íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ óçëîâ.

Ïîëèíîì B∗n1,n1
(θ, ϕ) ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ U(R, θ, ϕ) íà ñôåðå S.

Ïîñòðîåíèåì ïîëèíîìà B∗n1,n1
(θ, ϕ) çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâûé ýòàï.
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Âòîðîé ýòàï. Ðàñïîëàãàÿ çíà÷åíèÿìè ïîëèíîìà B∗n1,n1
(θ, ϕ) íà ïî-

âåðõíîñòè S, âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöè-
ÿì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé{

Cnm
Snm

}
=

1

(1 + δm0)π

∫
S

B∗n1,n1
(θ, ϕ)P

m
n (cos θ)

{
cosmϕ
sinmϕ

}
ds. (5.8)

Ïåðåéäåì â (5.8) ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñôåðå [121], èìååì{

Cnm
Snm

}
=

=
1

(1 + δm0)π

π∫
0

2π∫
0

B∗n1,n1
(θ, ϕ)P

m
n (cos θ)

{
cosmϕ
sinmϕ

}
sin θdθdϕ. (5.9)

Òàê êàê çíà÷åíèÿ ôóíêöèè B∗n1,n1
(θ, ϕ) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ëþ-

áûõ çíà÷åíèÿõ (θ, ϕ), òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èç ïðàâûõ ÷àñòåé
ôîðìóë (5.8), (5.9) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êóáàòóðíûå ôîðìóëû.

Â ôîðìóëå (5.9) ïî ïåðåìåííîé ϕ åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëîé ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé íàèâûñøåé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîé θ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëîé Ãàóññà n-ãî ïîðÿäêà.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó{
Cnm
Snm

}
=

2

M(1 + δm0)

N∑
k=1

M∑
l=1

α
(N)
k B∗n1,n1

(
x

(N)
k ,

2πl

M

)
P
m
n

(
cosx

(N)
k

)
×

×
{

cos 2πml
M sin 2πml

M

}
sinx

(N)
k +RNM(U), (5.10)

ãäå
{
α

(N)
k , x

(N)
k

}
− êîýôôèöèåíòû è óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóñ-

ñà; RNM(U) − ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (5.10).
Íàðÿäó ñ ôîðìóëîé (5.10) âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñôå-

ðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî ïðîâîäèòü ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì ñ ðàâíî-
îòñòîÿùèìè óçëàìè:{

Cnm
Snm

}
=

1

(1 + δm0)

2π

NM

N∑
k=1

M∑
l=1

B∗n1,n1

(
πk

N
,
2πl

M

)
P
m
n

(
cos

πk

N

)
×

×
{

cos 2πml
M

sin 2πml
M

}
sin

πk

N
+RNM(U). (5.11)
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6. Äâóõñòóïåí÷àòûé êîëëîêàöèîííûé ìåòîä ðàçëîæåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí äâóõñòóïåí÷àòûé êîëëîêàöèîííûé ìå-
òîä ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Ìå-
òîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ãàðìîíèêè âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì ïðè ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíîé ñåòêå íàáëþäåíèé. Â äàííîì
ðàçäåëå èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [54].

6.1. ×èñëåííûé àëãîðèòì

Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 âåêòîðîâ x = (x1, x2, x3) çàäà-
íà ñôåðà S ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü (r, θ, ϕ) −
ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ñâÿçàííûå ñ äåêàðòîâûìè ñòàíäàðòíûì îáðà-
çîì: x1 = r cosϕ sin θ, x2 = r sinϕ, x3 = r cos θ.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû èññëåäóåìîãî ïî-
òåíöèàëüíîãî ïîëÿ, ðàññìàòðèâàåì âíóòðåííþþ è âíåøíþþ çàäà÷è.

Ýëåìåíò U(x) íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
âíóòðè ñôåðû S óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (âíóòðåííÿÿ çàäà÷à), îïèñûâàåòñÿ
ðÿäîì Ôóðüå ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì

U(x) =
∞∑
n=0

( r
R

)n n∑
m=0

(Anm cosmϕ+Bnm sinmϕ)Pm
n (cos θ) , (6.1)

ãäå Pm
n (cos θ) − ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü âíóòðåííþþ çàäà÷ó. Ýòîò

âûáîð îáóñëîâëåí ïðîáëåìîé ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé â ðÿäû
Ôóðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ïî ðåçóëüòàòàì ñïóòíèêîâûõ èçìåðå-
íèé. Ïîýòîìó äëÿ ó÷åòà ïðîáëåìû ïîëÿðíûõ îáëàñòåé áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïîòåíöèàëüíîå ïîëå çàäàíî íà ñôåðå S ñ ðàäèóñîì R â ñôåðè÷åñêîì
ïîÿñå 10◦ ≤ θ ≤ 170◦, 0◦ ≤ ϕ ≤ 360◦.

Ââåäåì ñåòêó óçëîâ θk = π
18 +

(
π − π

9

)
k
N , k = 0, 1, . . . , N , ϕl = 2lπ/M ,

l = 0, 1, . . . ,M .
Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ U(x) êîíå÷íûì îòðåçêîì ðÿäà

UN(x) =
N∑
n=0

( r
R

)n n∑
m=0

(Anm cosmϕ+Bnm sinmϕ)Pm
n (cos θ) . (6.2)

Ââåäåì ôóíêöèþ K(n,m), îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

K(n,m) =

{
1, m ≤ n;
0, m > n.
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Òîãäà ôîðìóëó (6.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

UN(x) =
N∑
n=0

( r
R

)n N∑
m=0

K(n,m) (Anm cosmϕ+Bnm sinmϕ)Pm
n (cos θ) =

=
N∑
n=0

N∑
m=0

K(n,m)
( r
R

)n
(Anm cosmϕ+Bnm sinmϕ)Pm

n (cos θ) =

=
N∑
m=0

(Cm(r, θ) cosmϕ+ Sm(r, θ) sinmϕ) , (6.3)

ãäå

Cm(r, θ) =
N∑

n=m

Anm

( r
R

)n
Pm
n (cos θ); (6.4)

Sm(r, θ) =
N∑

n=m

Bnm

( r
R

)n
Pm
n (cos θ). (6.5)

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå Anm è Bnm ðàç-
ëîæåíèÿ ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: íàõîæäåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ Cm(r, θ), Sm(r, θ) è, çàòåì, íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííî êîýô-
ôèöèåíòîâ Anm è Bnm.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Cm(r, θ) è Sm(r, θ) â [274] èñïîëü-
çîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Ïîëüçóÿñü îðòîãîíàëüíîñòüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ôóíê-
öèé, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè Cm(r, θ) è Sm(r, θ) êàê êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé:

C0(r, θ) =
1

2π

2π∫
0

U(r, ϕ, θ)dϕ; (6.6)

Cm(r, θ) =
1

π

2π∫
0

U(r, ϕ, θ) cosmϕdϕ,m = 1, 2, . . . , N ; (6.7)

Sm(r, θ) =
1

π

2π∫
0

U(r, ϕ, θ) sinmϕdϕ,m = 1, 2, . . . , N. (6.8)

Èíòåãðàëû â ôîðìóëàõ (6.6)-(6.8) âû÷èñëÿþòñÿ ïî êâàäðàòóðíûì
ôîðìóëàì ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå â ñëó÷àå ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ
ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè [141].
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Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âõîäÿò â êëàññ ôóíêöèé Qrγ, îïèñàííûé
â ðàçä. 2 ãëàâû I, à ïàðàìåòð γ ýòîãî êëàññà çàâèñèò îò ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèé r è θ (ñì. ãëàâó II).

Â ðàáîòå [32] ïîêàçàíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò
ôóíêöèé èç êëàññà Qrγ([0, 2π], 1) ïî íàèëó÷øèì êâàäðàòóðíûì ôîðìó-
ëàì ðàâíà cN−s.

Îäíàêî â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíûõ óçëîâ òî÷íîñòü êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ. Òàê êàê èíôîðìàöèÿ î ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëÿõ â ïîëÿðíûõ îáëàñòÿõ îòñóòñòâóåò, òî ýòîò ìåòîä ïðè ðåøåíèè êîí-
êðåòíûõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîñòðîèòü äðóãèå àëãîðèòìû.
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ r è θ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå Cm(r, θ)

è Sm(r, θ) áóäåì íàõîäèòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

N∑
m=0

Cm(r, θ) cosmϕk +
N∑
m=1

Sm(r, θ) sinmϕk = U(r, θ, ϕk), (6.9)

k = 1, 2, . . . , 2N + 1.
Ïðè ðàçëè÷íûõ óçëàõ ϕk äåòåðìèíàíò îòëè÷åí îò íóëÿ, ÷òî ãàðàí-

òèðóåò ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.9).
Îäíàêî äàæå â ñëó÷àå ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ ïðèìåíåíèå ìåòîäà

Ãàóññà è åãî ìîäèôèêàöèé íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê ïðàêòè÷åñêè âñå êî-
ýôôèöèåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû (6.9) îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
áîëåå öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai,j êîýôôèöèåíòû ai,j = cos jϕi, j = 0, 1, . . . , N,
ai,N+j = sin jϕi, j = 1, 2, . . . , N, i = 1, 2, . . . , 2N + 1, à ÷åðåç zj,

j = 1, 2, . . . , 2N + 1, � íåèçâåñòíûå zj = Cj−1(r, θ), j = 1, 2, . . . , N + 1,
zN+1+j = Sj(r, θ), j = 1, 2, . . . , N.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

AZ = F, (6.10)

ãäå A = {ai,j}i,j=1,2,...,2N+1, z = (z1, . . . , z2N+1), F = (UN(r, θ, ϕ1), . . . ,
UN(r, θ, ϕ2N+1).

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.10) ðåøàåì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì

Zm+1 = αmZm + (1− αm)(Zm − γ(AZm − F )), (6.11)

ãäå γ = 1/

(
2
[∑2N+1

i=1

∑2N+1
j=1 |aij|2

]1/2
)
.

Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé (6.11) ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.3 ãëàâû I.
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Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíû ôóíêöèè Cm(r, θ) è Sm(r, θ) íà ñèñòåìå
óçëîâ r = R, π/18 ≤ θv ≤ π − π/18, v = 1, 2, . . . , N + 1, ïðèñòóïàåì
ê îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ Anm è Bnm (îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíû è
äðóãèå ñèñòåìû óçëîâ. Íàïðèìåð, ïàðàìåòð r ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷-
íûå çíà÷åíèÿ). Êîýôôèöèåíòû Anm, n = 1, 2, . . . , N + 1,m = 0, 1, . . . , N,
íàõîäÿòñÿ èç m,m = 0, 1, . . . , N, ñèñòåì óðàâíåíèé

Cm(R, θv) =
N∑

n=m

Anm

( r
R

)n
Pm
n (cos θv), v = 1, 2, . . . , N + 1, (6.12)

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç N + 1 óðàâíåíèé ñ (N + 1−m) íåèçâåñò-
íûìè, m = 0, 1, . . . , N.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.12) èñïîëüçóåì ìåòîä ðåãóëÿ-
ðèçàöèè Òèõîíîâà [213]. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó ìàòðèöà ñèñòåìû (6.12)
óìíîæàåòñÿ íà ñîïðÿæåííóþ è ïðîâîäèòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ñäâèãîì íà
ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó α.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû Bnm èç ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé

Sm(R, θv) =
N∑

n=m

Bnm

( r
R

)n
Pm
n (cos θv), v = 1, 2, . . . , N + 1. (6.13)

Íèæå ïðèâåäåí ìîäåëüíûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé âûñîêóþ ýô-
ôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

6.2. Ìîäåëüíûé ïðèìåð.

Ïîìåñòèì åäèíè÷íûé èñòî÷íèê ñ ìàññîé m = 1 â òî÷êó ñ êîîðäè-
íàòàìè M = (3, 3, 3) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èçâåñòíû êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî åäèíè÷íûì èñòî÷íèêîì, ïî
ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì [92, 239].

Ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â ðàçä. 6.1, áûëè âû÷èñ-
ëåíû êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðè 10 ≤ N ≤ 400.

Ïðè N = 10 ìàêñèìóì ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå è çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëåííûìè ïî àëãîðèòìó, îïèñàí-
íîìó â ðàçä. 6.1, ñîñòàâèë

max
n,m
|Anm − Anm| = 4.4541 · 10−4,

ãäå Anm − ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ; Anm − òî÷íûå çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå, âû÷èñëåííûìè ïðèN = 10, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ,
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âîçáóæäåííîãî åäèíè÷íîé ìàññîé, ïîìåù¼ííîé â òî÷êó (3, 3, 3). Ìàêñè-
ìàëüíàÿ ðàçíîñòü çíà÷åíèé èñõîäíîãî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñ ïðèáëè-
æåííûìè çíà÷åíèÿìè â åäèíè÷íîì øàðå íå ïðåâîñõîäèò 10−2.

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû (â ñåêóíäàõ) è ìàêñèìàëüíàÿ àáñî-
ëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé (maxn,m |Anm − Anm|, m = 0, 1, . . . , n,
n = 0, 1, 2, . . . , 300) ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

. Òàáëèöà 1.

n Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ïðîãðàììû

Ìàêñèìàëüíàÿ àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü

3 0.175139 2.0791e-004
7 0.247844 7.7812e-007
10 0.333854 4.4541e-004
20 0.749239 2.4856e-011
25 1.22758 3.2517e-007
30 1.51237 3.9579e-007
50 4.32134 3.3877e-007
300 2785.37 5.0842e-007



ÃËÀÂÀ V

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÎÁÐÀÒÍÛÕ
ÇÀÄÀ× ÃÐÀÂÈ- È ÌÀÃÍÈÒÎÐÀÇÂÅÄÊÈ,
ÏÐÅÄÑÒÀÂÈÌÛÕ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÌÈ

ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌÈ Â ÑÂÅÐÒÊÀÕ

Â ýòîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
â ñâåðòêàõ. Â ðàçä. 2�5 ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà è Âîëüòåððà îáùåãî âèäà. Â ðàçä.
7, 8 − ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ðàçä. 2�5, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâè- è ìàãíèòî-
ðàçâåäêè. Â ãëàâå èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [23, 26, 27, 41, 43, 50,
51, 54, 56, 67, 68].

1. Îáçîð ìåòîäîâ

Ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâè- è ìàãíèòîðàçâåäêè ìîäåëèðóþòñÿ
îäíîìåðíûìè è ìíîãîìåðíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ñâåðòêàõ
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

∞∫
−∞

g(t− τ)x(τ)dτ = f(t), (1.1)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(t1 − τ1, t2 − τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2 = f(t1, t2). (1.2)

Ðÿä òàêèõ çàäà÷ îïèñàí â ðàçä. 4 ãëàâû I. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâè- è ìàãíèòîðàçâåäêè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè â ñâåðòêàõ, ïðèâåäåíî â êíèãàõ [6, 96, 103, 170, 213].

Îáðàòíûå çàäà÷è ãðàâè- è ìàãíèòîðàçâåäêè ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííûìè [6, 170] è äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ
ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè.

Âûäåëèì íåñêîëüêî ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1).

Ïðåæäå âñåãî íàäî îòìåòèòü ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì èí-
òåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñîâîêóïíîñòè ñ ðåãóëÿðèçóþùèìè ìíîæè-
òåëÿìè [213].

Áîëüøàÿ ãðóïïà ìåòîäîâ îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè ôóíêöèé x è f ïî
ðàçëè÷íûì ïîëíûì ñèñòåìàì ôóíêöèé [77, 78].

Îòäåëüíóþ áîëüøóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò èòåðàöèîííûå ìåòîäû [12,
13, 56, 77, 78].



Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâè- è ìàãíèòîðàçâåäêè øèðîêî
ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè [124, 170, 213], ìåòîäû êâàçèðåøå-
íèé [112, 113], à òàêæå ïðîåêöèîííûå ìåòîäû [79, 95].

2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Íèæå èññëåäóþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé

∞∫
−∞

g(t− τ)x(τ)dτ = f(t), (2.1)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(t1 − τ1, t2 − τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2 = f(t1, t2). (2.2)

Ïðåäëàãàþòñÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ èòåðàöèîííûå ñõåìû ðåøåíèÿ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1), (2.2) ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2.1) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ G(ω), ÿâëÿþùà-
ÿñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè g, ïðè èçìåíåíèè ω â èíòåðâàëå
(−∞,∞) îáðàùàëàñü â íóëü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Àíàëîãè÷íîå óñëî-
âèå íàëàãàåòñÿ íà ôóíêöèþG(ω1, ω2), ÿâëÿþùóþñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-
ðüå ôóíêöèè g(t1, t2).

Êàê îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ [77, 78, 237], îñíîâíûì íåäîñòàòêîì èç-
âåñòíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ÿâëÿþòñÿ äî-
ñòàòî÷íî æåñòêèå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè.

Íèæå ïðèâåäåí ðÿä èòåðàöèîííûõ ñõåì, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùåíèåì
èçâåñòíûõ è õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèõ ñåáÿ íà ïðàêòèêå èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ. Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ïîäðîáíî èññëåäóåì íà ïðèìåðå óðàâíå-
íèÿ (2.1), à çàòåì óêàæåì ñïîñîá èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà óðàâíåíèå (2.2).

Îáîñíîâàíèå èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ áóäåì ïðîâîäèòü â ïðîñòðàí-
ñòâå L2(−∞,∞).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(ω), X(ω), F (ω) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé
g(t), x(t), f(t).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå A, åñëè â ïëîñêîñòè êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ìíîæåñòâî çíà÷åíèé G(ω) ðàñïîëîæåíî âíóòðè
óãëà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñ ðàñòâîðîì, ìåíüøèì π, ïðè÷åì
ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ω ôóíêöèÿ G(ω) íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà íàé-
äåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà γ (â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíàÿ), ÷òî ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé γG(ω) áóäåò ðàñïîëîæåíî âíóòðè è íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
â òî÷êå (+1, 0) ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì 1.
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Çàìå÷àíèå. Îòëè÷èå èçëàãàåìûõ â ýòîì ðàçäåëå ìåòîäîâ îò èçâåñò-
íûõ â ëèòåðàòóðå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ðàáîòàõ [77, 78, 219, 237],
ìíîæèòåëü γ ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî âåùåñòâåííûì è åãî çíà÷åíèå íå
ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñïåêòðîì ÿäðà îïåðàòîðà ñâåðòêè. Êðîìå òîãî, íèæå èòå-
ðàöèîííûå ïðîöåññû èññëåäóþòñÿ êàê âî âðåìåííîé, òàê è â ñïåêòðàëü-
íîé îáëàñòÿõ.

2.1. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Èññëåäóåì ðàçëè÷íûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ âèäà (2.1).

Ïóñòü ñïåêòðû âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñèãíàëîâ ðàñïîëîæåíû â ñåã-
ìåíòå [−T, T ] è âûïîëíåíî óñëîâèå A. Òîãäà íàéäåòñÿ êîíñòàíòà γ òàêàÿ,
÷òî max

|ω|≤T
|1− γG(ω)| = q < 1.

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1(t) =

= xn(t)− γ
∞∫

−∞

g(t− τ)xn(τ)dτ + γf(t), n = 0, 1, . . . (2.3)

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ñïåêòðû âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñèãíàëîâ ðàñ-
ïîëîæåíû íà ñåãìåíòå [−T, T ] è âûïîëíåíî óñëîâèå A. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xn(t) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗(t) óðàâíåíèÿ (2.1) ñî ñêîðîñòüþ
‖x∗(t)− xn(t)‖ = O(qn).

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå A è íîñèòåëè ôóíêöèé X(ω), F (ω) îïðå-
äåëåíû â èíòåðâàëå (−∞,∞).

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1(t) =

= αnxn(t) + (1− αn)

xn(t)− γ ∞∫
−∞

g(t− τ)xn(τ)dτ + γf(t)

 , (2.4)

ãäå 0 < ε0 ≤ αn ≤ 1− ε1 < 1; γ − êîíñòàíòà, îïðåäåëåííàÿ èç óñëîâèÿ
sup

−∞<ω<∞
|1− γG(ω)| ≤ 1.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x∗(t) è âûïîëíåíî óñëîâèå A. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(t), îïðåäåëÿåìàÿ
èòåðàöèîííîé ñõåìîé (2.4), ñõîäèòñÿ ê x∗(t).
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Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xTn+1(t) = xTn (t)− γ
∞∫

−∞

g(t− τ)xTn (τ)dτ + γ

∞∫
−∞

ψT (t− τ)f(τ)dt, (2.5)

ãäå Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè ψT (t) èìååò âèä

ψT (ω) =

{
1 ïðè |ω| ≤ T ;
0 ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ω.

Â èòåðàöèîííîé ñõåìå (2.5) âìåñòî ôóíêöèè ψT (ω) ìîæíî âçÿòü è
äðóãèå ìíîæèòåëè, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå [237].

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå A è óðàâíåíèå (2.1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t). Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.5) ñõîäèòñÿ
ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0(t) ñî ñïåêòðîì, ñîñðåäîòî÷åííûì
â ñåãìåíòå [−T, T ], è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗− xTn‖ ≤ cqn + ε+ |γ|


−T∫
−∞

|f(t)|2dt+

∞∫
T

|f(t)|2dt


1/2

+ ε
g

1− q
, (2.6)

ãäå q = max
|ω|≤T

|1− γG(ω)|, ε =

[ −T∫
−∞
|x∗(ω)|2dω +

∞∫
T

|x∗(ω)|2dω
]1/2

.

Ïóñòü óñëîâèå A íå âûïîëíÿåòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 è TN äîñòàòî÷-
íî áîëüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ÷èñëà, âûáîð êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèåì ε =

[
−T0∫
−∞
|X(ω)|2dω +

∞∫
TN

|X(ω)|2dω

]1/2

.

Ïóñòü ∆k = [Tk−1, Tk], k = 1, 2, . . . , N, ãäå −T = T0 < T1 < · · · <
< TN = T îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè èçìåíåíèè ω â ñåã-
ìåíòå ∆k (k = 1, 2, . . . , N) ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà G(ω) áûëî ìåíüøå
π. Êàæäîìó ñåãìåíòó ∆k (k = 1, 2, . . . , N) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òà-
êóþ êîíñòàíòó γk, ïðè êîòîðîé çíà÷åíèÿ ôóíêöèé γkG(ω) ïðè ω ∈ ∆k

ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå (1, 0). Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ej(ω) (j = 1, 2, . . . , N) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñåãìåíòîâ
∆j, j = 1, 2, . . . , N, à ÷åðåç − x∗j(t), x0j(t), fj(t) ïðîîáðàçû ôóíêöèé
Ej(ω)X∗(ω), Ej(ω)X0(ω), Ej(ω)F (ω).

Îïðåäåëèì xn+1(t) èç âûðàæåíèÿ

xn+1(t) =
N∑
j=1

xn+1,j(t). (2.7)
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ xn+1,j(t) èñïîëüçóåì èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ

xn+1,j(t) = xn,j(t)− γj

∞∫
−∞

g(t− τ)xn,j(τ)dτ + γjfj(t), (2.8)

j = 1, . . . , N, n = 0, 1, . . .
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.1) èìååò ðåøåíèå x∗(t).
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ xn+1(t), îïðåäåëÿåìûå ôîð-

ìóëàìè (2.7), (2.8), ñõîäÿòñÿ è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x∗(t)− xn+1(t)‖ ≤ qn + ε(1 + max |g(t)|)/(1− q)+

+|γ|


T0∫

−∞

|f(t)|2dt+

∞∫
TN

|f(t)|2dt


1/2

,

ãäå ε =

[
T0∫
−∞
|X∗(ω)|2dω +

∞∫
TN

|X∗(ω)|2dω

]1/2

, qi = maxω∈∆i
|1 − γiG(ω)|,

q = max
1≤j≤N

qi, |γ| = max
1≤j≤N

|γj|.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå L2(−∞,∞)

‖x(t)‖ = ‖X(ω)‖, òî ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

‖xn+1(t)−xn(t)‖ = ‖xn(t)−xn−1(t)−γ
∞∫

−∞

g(t− τ)(xn(τ)−xn−1(τ))dτ‖ =

= ‖Xn(ω)−Xn−1(ω)− γG(ω)(Xn(ω)−Xn−1(ω))‖ ≤
≤ max
|ω|≤T

|1− γG(ω)|‖xn(t)− xn−1(t)‖ = q‖xn(t)− xn−1(t)‖

è òåîðåìû Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå (òåîðåìà 9.1 èç ãëàâû I).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà Kx ≡ x(t) − γ
∞∫
−∞

g(t − τ)x(τ)dτ ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèÿ A ðàâíà åäèíèöå è èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé
òåîðåìû 10.3 ãëàâû I.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà (2.5). Òàê êàê ðåøåíèå x∗(t) óðàâíåíèÿ (2.1) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó L2(−∞,∞), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà

T, ïðè êîòîðîé
−T∫
−∞
|X∗(ω)2dω +

∞∫
T

|X∗(ω)|2dω ≤ ε2. Âîçüìåì â êà÷åñòâå
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íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèþ x0(t) ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì, ñîñðå-
äîòî÷åííûì íà ñåãìåíòå [−T, T ].

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé xTn (t) èìååì

‖xTn+1(t)− xTn (t)‖ = ‖XT
n (ω)−XT

n−1(ω)− γG(ω)(XT
n (ω)−XT

n−1(ω))‖ ≤

≤ max
|ω|≤T

|1− γG(ω)|‖xTn (t)− xTn−1(t)‖ = q(T )‖xTn (t)− xTn−1(t)‖ ≤

≤ qn(T )‖xT1 (t)− xT0 (t)‖.
Èç óñëîâèÿ A ñëåäóåò, ÷òî q(T ) < 1, è ïî òåîðåìå Áàíàõà î ñæàòûõ

îòîáðàæåíèÿõ (òåîðåìà 9.1 èç ãëàâû I) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xTn (t) ñõîäèò-
ñÿ ê ðåøåíèþ x∗T óðàâíåíèÿ

∞∫
−∞

g(t− τ)x(τ)dτ =

∞∫
−∞

ψT (t− τ)f(τ)dτ. (2.9)

Îöåíèì áëèçîñòü ðåøåíèé x∗(t) è x∗T (t) óðàâíåíèé (2.1) è (2.9).
Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ X∗(ω) â âèäå X∗1(ω) +X∗2(ω), ãäå

X∗1(ω) =

{
X∗(ω) ïðè |ω| ≤ T,

0 ïðè|ω| > T,
X∗2(ω) =

{
0 ïðè |ω| ≤ T,

X∗(ω) ïðè |ω| > T.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗1(t) è x
∗
2(t) ïðîîáðàçû ôóíêöèé X∗1(ω) è X∗2(ω).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

x∗1(t)− x∗T (t) = x∗1(t)− x∗T (t)− γ
∞∫

−∞

g(t− τ)(x∗1(τ)− x∗T (τ))dτ + γf(t)−

−γ
∞∫

−∞

ψT (t− τ)f(τ)dτ − γ
∞∫

−∞

g(t− τ)x∗2(τ)dτ.

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì

‖x∗1(t)− x∗T (t)‖ ≤

≤ |γ|



−T∫
−∞

|f(t)|2dt+

∞∫
T

|f(t)|2dt


1/2

+ ‖x∗2(t)‖max
t
|g(t)|

×
× 1

1−maxω |1− γG(ω)|
.
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Òàê êàê ‖x∗(t)− x∗T (t)‖ ≤ ‖x∗1(t)− x∗T (t)‖+ ‖x∗2(t)‖, ‖x∗2(t)‖ ≤ ε, òî
ïîëó÷àåì îöåíêó (2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà (2.8). Òàê êàê ðåøåíèå x∗(t) óðàâíåíèÿ (2.1) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó L2(−∞,∞), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà

T, ïðè êîòîðîé
−T∫
−∞
|X∗(ω)|2dω +

∞∫
T

|X∗(ω)|2dω < ε2.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.8) ïðè ïðîèçâîëüíî
ôèêñèðîâàííîì j, 1 ≤ j ≤ N.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèþ x0j(t) ñ ôè-
íèòíûì ñïåêòðîì, ñîñðåäîòî÷åííûì íà ñåãìåíòå ∆j.

Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, ñëå-
äóåò, ÷òî xn+1,j(t) → x∗j(t). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1(t),
îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (2.7), ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè x∗T (t). Îöåíêà ïî-
ãðåøíîñòè èòåðàöèîííîé ñõåìû (2.7)−(2.8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïîâòî-
ðåíèåì âûêëàäîê, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3.

2.2. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíîå óðàâíåíèå (2.2). Âñå îïèñàííûå âûøå èòå-
ðàöèîííûå ñõåìû äîïóñêàþò ðàñïðîñòðàíåíèå è íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.
Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü îäíîé èòåðàöèîííîé ñõåìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(ω1, ω2), G(ω1, ω2), F (ω1, ω2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ôóíêöèé x(t1, t2), g(t1, t2), f(t1, t2).

Àíàëîãîì óñëîâèÿ A â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè G(ω1, ω2) ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòîâ ω1, ω2 â èíòåð-
âàëå −∞ < ω1, ω2 <∞ ðàñïîëîæåíû âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π,
ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, è ôóíêöèÿ G(ω1, ω2) 6= 0 ïðè êîíå÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ω1 è ω2.

Ïóñòü ôóíêöèè X(ω1, ω2) è F (ω1, ω2) ôèíèòíû è èõ íîñèòåëè ðàñïî-
ëîæåíû â êâàäðàòå [−T, T ;−T, T ]. Èç óñëîâèÿ A ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ, ÷òî max|ωi|≤T, i=1,2 |1− γG(ω1, ω2)| = q < 1.

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1(t1, t2) = xn(t1, t2)−γ
∞∫

−∞

∞∫
−∞

g(t1−τ1, t2−τ2)xn(τ1, τ2)dτ1dτ2+γf(t1, t2),

n = 0, 1, . . .
Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x∗(t1, t2), âûïîëíåíî óñëîâèå A, ôóíêöèè X(ω1, ω2) è F (ω1, ω2) ôèíèòíû.
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Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ xn+1(t1, t2) ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè x∗(t1, t2)
ñî ñêîðîñòüþ ‖x∗(t1, t2)− xn+1(t1, t2)‖ = O(qn+1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5 ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1
è ïîýòîìó îïóñêàåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ G(ω1, ω2) îáðàùàåòñÿ â íóëü â êîíå÷íîì
÷èñëå òî÷åê. Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü (ω1, ω2) íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ∆kl = [vk, vk+1;wl, wl+1], k = 1, 2, . . . , N1, l = 1, 2, . . . , N2, òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòîâ (ω1, ω2) â ïðÿìîóãîëüíèêå ∆kl

çíà÷åíèÿ G(ω1, ω2) áûëè ðàñïîëîæåíû âíóòðè (è, âîçìîæíî, â âåðøèíå)
óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Çàìåòèì, ÷òî v1, w1 è vN , wN ìîãóò ïðèíè-
ìàòü çíà÷åíèÿ −∞ è ∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ∆kl ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òàêîå êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî γkl, ïðè êîòîðîì

sup
ω1,ω2∈∆kl

|1− γklG(ω1, ω2)| ≤ qkl ≤ 1, k = 1, 2, . . . , N1, l = 1, 2, . . . , N2.

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1,kl(t1, t2) = αnxn,kl(t1, t2) + (1− αn) (xn,kl(t1, t2)−

−γkl

∞∫
−∞

∞∫
−∞

g(t1 − τ1, t2 − τ2)xn,kl(τ1, τ2)dτ1dτ2 + γklfkl(t1, t2)

 , (2.10)

n = 0, 1, . . . ; k = 1, 2, . . . , N1; l = 1, 2, . . . , N2,

xN1N2
(t1, t2) =

N1∑
k=0

N2∑
l=0

x∗kl(t1, t2). (2.11)

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x∗(t1, t2). Ïóñòü ôóíêöèÿ G(ω1, ω2) îáðàùàåòñÿ â íóëü â êîíå÷íîì ÷èñëå
òî÷åê. Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.10), (2.11) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
x∗(t1, t2) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2((−∞,∞)2).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äî-
êàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.4.

2.3. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ñ ëîêàëüíûì ñäâèãîì

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (2.1).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé G(ω) ðàñïîëîæåíî

âíóòðè è íà ñòîðîíàõ óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå
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êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ G(ω)
îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â îäíîé êîíå÷íîé òî÷êå ω (ñêàæåì, â òî÷-
êå ω = 0). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü íà çàäà÷ó ãðàâèìåòðèè,
èññëåäîâàííóþ â ìîíîãðàôèè [170, c. 125-126]. Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì (2.1) ñ ÿäðîì

g(t− τ) =
1

π

a2 − (t− τ)2

[(t− τ)2 + a2]2
,

èìåþùèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå G(ω) = |ω|e−|ω|a.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç δn(ω) îäíó èç äåëüòîîáðàçíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùóþñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè δ(ω); ÷åðåç ∆n(t)−
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn(ω).

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1(t) = αnxn(t) + (1− αn)

xn + β

∞∫
−∞

∆m(t− τ)xn(τ)dτ−

−γ
∞∫

−∞

g(t− τ)xn(τ)dτ + γf(t)

 , n = 0, 1, . . . , (2.12)

ãäå β,m − ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè; m − öåëîå ÷èñëî; êîíñòàíòà γ
âûáðàíà òàê, ÷òî sup

−∞<ω<∞
|1−βδm(ω)−γG(ω)| ≤ 1; 0 < α∗ ≤ αn ≤ α∗ < 1.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ðàçä. 2.1, óáåæäàåìñÿ â òîì,
÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.12) ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç x∗ è x∗∗ ñîîò-
âåòñòâåííî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) è ôóíêöèþ, ê êîòîðîé ñõîäÿòñÿ èòå-
ðàöèè (2.12), äëÿ ëþáîãî ε (ε > 0) èìååì ‖x∗−x∗∗‖ = ε+A(ε)β, ãäå A(ε)−
êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ε. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A(ε) = 1/(1−q(ε)), ãäå
q(ε) = sup

−T≤ω≤T
‖1 − βδm(ω) − γG(ω)‖C[−T,T ], à ÷èñëî T âûáèðàåòñÿ èç

òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû −T∫
−∞

(x∗(t)2]dt

1/2

+

 −T∫
−∞

(x∗∗(t)|2dt

1/2

+

+

 ∞∫
T

|x∗(t)|2dt

1/2

+

 ∞∫
T

|x∗∗(t)|2dt

 < ε.

Òàê êàê x∗(t) ∈ L2(−∞,∞) è x∗∗(t) ∈ L2(−∞,∞), òî òàêîå T âñåãäà
ñóùåñòâóåò.
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3. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

∞∑
k=−∞

al−kxk = fl, l = 0,±1,±2. (3.1)

Ñèñòåìû âèäà (3.1) íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ãåîôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, â
ñòàòüå Â. Í. Ñòðàõîâà è Ò. À. Ãâàíöåëàäçå [199] îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâè-
ìåòðèè ñâåäåíà ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.1). Òàì æå
âûäåëåíû êëàññû åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå â ðàçä. 2 ýòîé ãëàâû, ïðè-
ìåíèìû è ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(Θ), X(Θ), F (Θ) äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ak, xk, fk ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k = (−∞,∞).
Íàïîìíèì [87], ÷òî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

A(Θ) =
∞∑

k=−∞

ake
ikΘ, 0 ≤ Θ ≤ 2π.

Îáðàòíî, êîýôôèöèåíòû ak ôóíêöèè A(Θ) âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëå

ak =
1

2π

π∫
−π

A(θ)e−ikθdθ,

k = . . . ,−1, 0, 1, . . .
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå A : çíà÷åíèÿ ôóíêöèè A(Θ) ïðè 0 ≤ Θ ≤

≤ 2π ðàñïîëîæåíû âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π, ñ âåðøèíîé â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà γ, ïðè êî-
òîðîé ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè γA(Θ) ðàñïîëîæåíî âíóòðè îêðóæ-
íîñòè ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì 1, è ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) è, âîçìîæíî,
êàñàåòñÿ ñàìîé îêðóæíîñòè â òî÷êå (0,0).

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.1) èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xm+1
l = xml − γ

( ∞∑
k=−∞

al−kx
m
k − fl

)
, (3.2)

ãäå l = (. . . ,−n, . . . , n, . . . ),m = 0, 1, . . .
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Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà (3.2) áóäåì èññëåäîâàòü â ïðîñòðàíñòâå l2
ñ íîðìîé ‖x‖ =

[∑∞
k=−∞ |xk|2

]1/2
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2[0, 2π] ìíîæå-

ñòâî ôóíêöèé x(eis), s ∈ [0, 2π], ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì è ñ íîðìîé

‖x‖L2[0,2π] =

[
1

2π

2π∫
0

x(eis)x(eis)ds

]1/2

.

Ïðèìåíèì ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó (3.2) äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

Xn+1(Θ) = Xn(Θ)− γ (A(Θ)Xn(Θ)− F (Θ)) .

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì

‖xn+1 − xn‖ =

[ ∞∑
l=−∞

|xn+1
l − xnl |2

]1/2

= ‖Xn+1(Θ)−Xn(Θ)‖ =

=

 ∞∑
l=−∞

[(
xn − xn−1

)
− γ

∞∑
k=−∞

al−k
(
xnk − xn−1

k

)]2
1/2

=

= ‖(XN(Θ)−Xn−1(Θ))(1− γA(Θ))‖ ≤
≤ max

0≤Θ≤2π
|1− γA(Θ)|‖Xn(Θ)−Xn−1(Θ)‖ =

= max
0≤Θ≤2π

|1− γA(Θ)|‖xn − xn−1‖.

Åñëè max
Θ
|1 − γA(Θ)| = q < 1, òî ïî òåîðåìå Áàíàõà (òåîðåìà 9.1

ãëàâû I) èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.2) ñõîäèòñÿ.
Â ñëó÷àå, åñëè max

Θ
|1 − γA(Θ)| = 1, òî ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2)

ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì èòåðàöèè ïî ñõåìå

xn+1
l = ηnx

n
l + (1− ηn)

(
xnl − γ

( ∞∑
k=−∞

al−kx
n
k − fl

))
,

l = . . . ,−n, . . . , n, . . . , ãäå 0 < α < ηn < β < 1.
Ñõîäèìîñòü ýòîé ñõåìû äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â êîíòèíóàëüíîì

ñëó÷àå.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå A íå âûïîëíåíî, îäíàêî ôóíê-

öèÿ A(Θ) îáðàùàåòñÿ â íóëü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Ðàçîáüåì ñåãìåíò
[0, 2π] íà ÷àñòè ∆k = [ak, ak+1], k = 0, 1, . . . , v − 1, a0 = 0, av = 2π, òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïðè èçìåíåíèè Θ íà ñåãìåíòå ∆k çíà÷åíèÿ A(Θ)(Θ ∈ ∆k)
áûëè áû ðàñïîëîæåíû âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π, c âåðøèíîé â
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íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà ñ êàæäûì ñåãìåíòîì ∆k ìîæíî ñâÿçàòü êîí-
ñòàíòó γk òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé γkA(Θ)(Θ ∈ ∆k) áó-
äåò ðàñïîëîæåíî âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0)
è, âîçìîæíî, êîñíåòñÿ ñàìîé îêðóæíîñòè â òî÷êå (0,0). Ðàçëîæèì âåê-
òîð f̄ = (. . . , f−n, . . . , fn, . . . ) íà ñóììó òàêèõ âåêòîðîâ f̄k (k =
= 0, 1, . . . , v − 1), ïðè êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F̄ k(Θ) âåêòîðà f̄k

ðàâíî íóëþ íà ìíîæåñòâå òî÷åê [0, 2π] \ ∆k. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ýòîãî
ðàçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ek(Θ) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíî-
æåñòâà ∆k(k = 0, 1, . . . , v− 1). Òîãäà âåêòîð f̄k îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòàâëÿþ-
ùèìè

fkn =
∞∑

j=−∞
fn−ja

k
j ,

ãäå {akj}∞−∞ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè Ek(Θ).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà÷àëüíûé âåêòîð x̄0 ðàçëîæèì íà ñóììó âåê-

òîðîâ x̄k,0, k = 0, 1, . . . , v− 1. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) âîñïîëüçó-
åìñÿ èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì

xk,m+1
l = xk,ml − γk

( ∞∑
v=−∞

al−vx
k,m
v − fkl

)
, (3.3)

l = . . . ,−n, . . . , n, . . . , k = 0, 1, . . . , v − 1, m = 0, 1 . . .
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì, ïðèâåäåííûì â ðàçä. 2 ýòîé ãëàâû,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èòåðàöèè (3.3) ñõîäÿòñÿ è âåêòîð xml =
v−1∑
k=0

xk,ml

ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.1) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà l2.

4. Ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
Âîëüòåððà â ñâåðòêàõ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

t∫
0

g(t− τ)x(τ)dτ = f(t). (4.1)

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (4.1) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïðèõîäèì
ê óðàâíåíèþ

G(p)X(p) = F (p), (4.2)

ãäå G(p), X(p), F (p) − èçîáðàæåíèÿ ôóíêöèé g(t), x(t), f(t) ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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Åñòåñòâåííî âûðàçèòü X(p) èç (4.2): X(p) = F (p)/G(p) è, ïðèìåíèâ
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, âû÷èñëèòü x(t) ïî ôîðìóëå

x(t) =
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

F (p)

G(p)
etpdp.

Îäíàêî èç-çà íåñîãëàñîâàííîãî ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ôóíêöèé F (p) è
G(p) ïðè p→∞ èíòåãðàë ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî ïðèáåãíóòü ê ìåòîäàì ðåãóëÿðèçàöèè.
Îáùèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçóþùèõ ìíîæèòåëåé äëÿ óðàâíåíèé
â ñâåðòêàõ ðàçëè÷íîãî âèäà ïðåäëîæåíû â ìîíîãðàôèè [213]. Îòìå÷åíî,
÷òî â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòè ôóíêöèè F (p)/G(p) íà áåñêîíå÷íî-
ñòè ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ðàçëè÷íûì ðåãóëÿðèçóþùèì ìíîæèòåëÿì
ϕ(p, α).

Íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

∞∫
−∞

g(t− τ)x(τ)dτ = f(t)

â ìîíîãðàôèè [213] èçëîæåíî ïðèìåíåíèå ðåãóëÿðèçóþùèõ ìíîæèòåëåé.
Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èìååì

X(ω) = F (ω)/G(ω).
Ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå Rϕ(x, α) èùåòñÿ ïî ôîðìóëå

Rϕ(x, α) =
1

2π

∞∫
−∞

ϕ(ω, α)

G(ω)
F (ω)etωdω,

ãäå ôóíêöèÿ ϕ(ω, α) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ϕ(ω, α) îïðåäåëåíà â îáëàñòè (α ≥ 0,∞ < ω <∞);
2) 0 ≤ ϕ(ω, α) ≤ 1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé α ≥ 0 è −∞ < ω <∞;
3) ϕ(ω, 0) ≡ 1;
4) äëÿ âñÿêîãî α > 0 ϕ(ω, α)− ÷åòíàÿ ïî ω è ϕ(ω, α) ∈ L2(−∞,∞);
5) äëÿ âñÿêîãî α > 0 ϕ(ω, α)→ 0 ïðè ω → ±∞;
6) ïðè α → 0 ϕ(ω, α) → 1 íå óáûâàÿ, ïðè÷åì íà âñÿêîì ñåãìåíòå

−c ≤ ω ≤ c ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ;
7) äëÿ âñÿêîãî α > 0 ϕ(ω,α)

G(ω) ∈ L2(−∞,∞);

8) äëÿ âñÿêîãî ω 6= 0 ϕ(ω, α) → 0 ïðè α → ∞ è ýòà ñõîäèìîñòü
ðàâíîìåðíàÿ íà âñÿêîì ñåãìåíòå [ω1, ω2], 0 < ω1 < ω2.
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Â ìîíîãðàôèè [213] ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå Rϕ(x, α) óñòîé÷èâî è
îïåðàòîð Rϕ(x, α) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì äëÿ óðàâíåíèÿ

∞∫
−∞

g(t− τ)x(τ)dτ = f(t)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f(t) ∈ L2, x(t) ∈ L1, à îòêëîíåíèå x(t) îò Rϕ(x, α)
îöåíèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèÿ (4.1). Ïðèìå-
íÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèþ (4.1), áóäåì èìåòü G(p)X(p) =

= F (p). Òîãäà X(p) = F (p)
G(p) .

Ôóíêöèÿ F (p)/G(p) èìååò ðàçëè÷íóþ àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íî-
ñòè. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî îòäåëüíûõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïîëîæèì, ÷òî ïðè p→∞ F (p)
G(p) = O(pn). Òîãäà óðàâíåíèå

G(p)X(p) = F (p) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå pnG(p)[X(p)/pn] =
= F (p). Îáîçíà÷èì X(p)/pn ÷åðåç X1(p), ïðè÷åì

X1(p) = F (p)/(G(p)pn). (4.3)

Òîãäà îðèãèíàë x1(t) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî îáðàòíîìó ïðåîáðàçîâà-
íèþ Ëàïëàñà:

x1(t) =
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

ept [F (p)/(pnG(p))] dp.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê X1(p) = X(p)/pn, òî X(p) = X1(p)p
n è,

ñëåäîâàòåëüíî, x(t) = x
(n)
1 (t), ïðè÷åì x1(0) = x′1(0) = · · · = x

(n−1)
1 (0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ x(t) íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðî-
èçâîäíóþ n ïîðÿäêà. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíîé çàäà÷åé, ïîäðîáíî èññëåäîâàííîé â [213].

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ôóíêöèþ x(t) ìîæíî âû÷èñëèòü â àíàëèòè÷åñêîé
ôîðìå.

Èç ðàâåíñòâà X1(p) = 1
pnX(p) ñëåäóåò, ÷òî

x1(t) =

t∫
0

t1∫
0

tn−1∫
0

x(τ)dτdtn−1 . . . dt1.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (4.3):

t∫
0

t1∫
0

tn−1∫
0

x(τ)dτdtn−1 . . . dt1 = Z−1

(
F (p)

G(p)pn

)
.
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Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

x(t) =
dn(Z−1(F (p)/G(p)pn))

dtn
. (4.4)

Èç òåîðåìû î ñâåðòêå ñëåäóåò, ÷òî

Z−1

(
F (p)

G(p)pn

)
= Z−1

(
F (p)

(
1

G(p)pn

))
=

= Z−1

Z
 t∫

0

f(t− τ)Z−1

(
1

G(p)pn

)
dt

 =

=

t∫
0

f(t− τ)Z−1

(
1

G(p)pn

)
dτ.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (4.4), îêîí÷àòåëüíî èìååì

x(t) =

dn
[
t∫

0

f(t− τ)Z−1
(

1
G(p)pn

)
dτ

]
dtn

. (4.5)

Ýòîò ìåòîä ïðè n = 1 áûë èñïîëüçîâàí â [101, c. 155-156] ïðè ðåøå-
íèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Àáåëÿ:

t∫
0

(t− τ)−αx(τ)dτ = f(t), (4.6)

êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ôèçèêè. Èçâåñòíî, ÷òî èçîáðàæå-
íèåì ôóíêöèè t−α ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Γ(1 − α)/p1−α, ãäå Γ(α) − ãàììà-
ôóíêöèÿ.

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (4.6) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, èìååì
pα−1Γ(1− α)X(p) = F (p).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå X1(p) = X(p)/p. Òîãäà pαΓ(1−α)X1(p) = F (p)
è, ñëåäîâàòåëüíî, X1(p) = F (p)/Γ(1 − α)pα. Òàê êàê îðèãèíàëîì, ñîîò-
âåòñòâóþùèì èçîáðàæåíèþ p−α, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ tα−1/Γ(α), òî èçîá-
ðàæåíèþ X1(p) ñîîòâåòñòâóåò îðèãèíàë

x1(t) =
1

Γ(α)Γ(1− α)

1∫
0

τα−1f(t− τ)dτ. (4.7)
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Èçâåñòíà [101, c. 156] ôîðìóëà 1
Γ(α)Γ(1−α) = sinαπ

π . Ñëåäîâàòåëüíî,

x1(t) =
sinαπ

π

t∫
0

τα−1f(t− τ)dτ. (4.8)

Îòñþäà

x(t) =
sinαπ

π

d

dt

t∫
0

τα−1f(t− τ)dτ. (4.9)

Åñëè ôóíêöèÿ f(t) äèôôåðåíöèðóåìà è ïðè t = 0 íåïðåðûâíà, òî

x(t) =
sinαπ

π

tα−1f(0) +

t∫
0

τα−1f ′(t− τ)dτ

 . (4.10)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ x(t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.6).

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ñâåðòêè, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, êàê
ïðàâèëî, ñâîáîäíûé ÷ëåí çàäàí ñ ïîãðåøíîñòüþ. Èç ôîðìóëû (4.5) ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
n-êðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(t) çàäàíà ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ f(t) = f ∗(t) + ε(t), èìåþùåé ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, òî îïåðàöèÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé è äëÿ åå ðåàëèçàöèè íåîá-
õîäèìî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè [213].

Ðÿä àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèâåäåí â ïðèëî-
æåíèè F.

Ñëó÷àé 2. Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (4.1) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëà-
ñà, ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå (4.2). Çàïèøåì åãî â âè-
äå G2(p)X2(p) = F (p), ãäå G2(p) = eαpG(p), X2(p) = e−αpX(p). Òîãäà
X2(p) = F (p)

G(p)eαp .

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç x2(t) îðèãèíàë, ñîîòâåòñòâóþùèé èçîáðàæåíèþ
X2(p), èìååì x2(t) = Z−1(F (p)/(G(p)eαp)).

Ïî òåîðåìå ñìåùåíèÿ

x(t− α)u(t− α) = x2(t) =
1

2πi

∞∫
0

F (p)ept

G(p)eαp
dp. (4.11)

Ôîðìóëà (4.11) äàåò ðåøåíèå ïðè x > α. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîññòà-
íîâèòü ðåøåíèå íà ñåãìåíòå [0, α], ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïðî-
äîëæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îñíîâàííûì íà ïðèìåíåíèè ïîëèíî-
ìîâ Áåðíøòåéíà. Äëÿ ýòîãî, ïîñòðîèâ ïîëèíîì Áåðíøòåéíà íà ñåãìåíòå
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[α1, α1 + 1], α1 > α, ïî óçëàì tk = α1 + k/N, k = 0, 1, . . . , N, ýêñòðàïîëè-
ðóåì åãî íà ñåãìåíò [0, α]. Áîëåå ïîäðîáíî ïîäîáíûå ïîñòðîåíèÿ îïèñàíû
â ðàçä. 6 ãëàâû IV.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü, êîòîðàÿ âîçíèêàåò îò íåòî÷íîñòè â çàäàíèè
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ (4.1). Ïóñòü f(t) = f ∗(t) + ε(t), ãäå f ∗(t) −
òî÷íîå çàäàíèå ïðàâîé ÷àñòè, à ε(t) − ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ, ïðè÷åì
max0≤t≤∞ |ε(t)| < ε.

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.1) ïðè òî÷íîì çàäàíèè
ïðàâîé ÷àñòè f ∗(t) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå x∗(t), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (4.11).

Òîãäà ïîãðåøíîñòü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.1), îïðåäåëÿåìàÿ ôóíê-
öèåé ε(t), äàåò ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ xε(t), ðàâíóþ

xε(t− α)u(t− α) =

t∫
0

ε(t− τ)Z−1

(
1

G(p)eαp

)
dt.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Z−1
(

1
G(p)eαp

)
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà,

óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè xε(t) = O(ε). Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ãðåøíîñòü â çàäàíèè ïðàâîé ÷àñòè, íå ïðåâûøàþùàÿ ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå ε, âûçûâàåò ïîãðåøíîñòü â ðåøåíèè O(ε).

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1). Ïóñòü èçâåñò-
íî èçîáðàæåíèå Ëàïëàñà X(p) = F (p)/G(p) ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ
(4.1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ X(p) àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè Rep > c.

Ôóíêöèÿ x∗(t) ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∞∫
0

x(t)e−ptdt = X(p). (4.12)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèè. Ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà

xn(t) =
n∑
k=1

αke
−kt,

êîýôôèöèåíòû αk êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

n∑
k=1

αk
k + υ

= X(υ), υ = C0, C0 + 1, . . . , C0 + n− 1, (4.13)

ãäå C0 ≥ C− öåëîå ÷èñëî.
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Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (4.13) èìååò âèä ([152], ïðèìåð 416):

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
1

1+C0

1
2+C0

. . . 1
n+C0

1
2+C0

1
3+C0

. . . 1
n+1+C0

1
n+C0

1
n+1+C0

. . . 1
2n−1+C0

∣∣∣∣∣∣∣ =

∏
1≤i<k≤n

(i− k)2

n∏
i,k=1

(C0 + i− 1 + k)
6= 0.

Ïðîèçâåäåíèå â çíàìåíàòåëå áåðåòñÿ ïî âñåì i è k, ïðèíèìàþùèì
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî n.

Â ñëó÷àå, êîãäà C0 = 0, îïðåäåëèòåëü ∆ ðàâåí ([152], ïðèìåð 418)

∆ =
[1!2! . . . (n− 1)!]3

n!(n+ 1)! . . . (2n− 1)!
6= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (4.13).
Çàìå÷àíèå. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäïî÷òèòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä,

ïðè êîòîðîì â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè âûáèðàþòñÿ òî÷êè, ðàñïîëî-
æåííûå â íåêîòîðîì ñåãìåíòå ∆ = [a, b], a > C0. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â àíàëèçå çíà÷åíèé ôóíêöèè X(p) ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ p.

5. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà

5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà èñòîðè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ îäíèì
èç ïåðâûõ âèäîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòàâøèõ èçâåñòíûìè ìàòåìà-
òèêàì. Íåñìîòðÿ íà áîëåå ÷åì ñòîëåòíþþ èñòîðèþ, òåîðèÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Âîëüòåððà ïðîäîëæàåò àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ
íåñêîëüêèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ïîñòîÿííî âîçíèêàþò âñå íî-
âûå îáëàñòè ôèçèêè, ýêîíîìèêè, ýêîëîãèè, â êîòîðûõ îñíîâíûå ïðîöåññû
ìîäåëèðóþòñÿ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððà. Ýòî ïðèâîäèò ê
âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà.
Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà íà÷àëè øèðîêî
ïðèìåíÿòüñÿ â ñåéñìîëîãèè [163]. Âî-âòîðûõ, ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâà-
íèå ñ ðàçëè÷íûõ ïîçèöèé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà.

Ïðåäñòàâèòü ïîäðîáíûé îáçîð ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê ïî
ýòîé òåìàòèêå åæåãîäíî ïóáëèêóåòñÿ íåñêîëüêî ñîòåí ñòàòåé. Îòìåòèì
òîëüêî, ÷òî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõ-
ñÿ ê óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà, è îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïðèâåäåíû â ðà-
áîòàõ [81, 87, 114, 164, 224, 240, 247, 248].
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Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ íîâûé èòåðàöèîí-
íûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ðîäîâ.

5.2. Îäíîìåðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

t∫
0

h(t− τ)x(τ)dτ = f(t); (5.1)

x(t) +

t∫
0

h(t− τ)x(τ)dτ = f(t). (5.2)

Ñòàíäàðòíûå ìåòîäû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â òîì,
÷òî ê óðàâíåíèÿì (5.1) è (5.2) ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, êî-
òîðîå ïðèâîäèò ýòè óðàâíåíèÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

H(p)X(p) = F (p); (5.3)

X(p) +H(p)X(p) = F (p), (5.4)

ãäå X(p), H(p), F (p) − ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ôóíêöèé x(t), h(t), f(t).
Îïåðàòîð Ëàïëàñà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé Z : Z(h) = H(p).
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.3), (5.4) èìåþò âèä

X(p) = F (p)/H(p); (5.5)

X(p) = F (p)/(1 +H(p)). (5.6)

Ïðèìåíÿÿ ê âûðàæåíèÿì (5.5), (5.6) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà, ôîðìàëüíî ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-
íèé. Îäíàêî èç-çà âîçìîæíîñòè îáðàùåíèÿ ôóíêöèé H(p) èëè (1+H(p))
â íóëü è ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íî òî÷íûõ è óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.5) è (5.6) ÿâëÿþòñÿ ìå-
òîäû ðåãóëÿðèçàöèè, ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â
[213]. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òàêæå èçëîæåíû ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè,
îñíîâàííûå íà ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà.

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî íåêîððåêòíûìè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî çàäà÷è ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé, íî è ñàìà çàäà÷à ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ
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íåêîððåêòíîé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëîæåíû ìíîãî÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
ãóëÿðèçàöèè. Êðîìå îáùèõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè [213, 124, 112] äëÿ
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, ó÷è-
òûâàþùèå ñïåöèôèêó èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà: ìåòîä ðåãó-
ëÿðèçàöèè Òèõîíîâà, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Äåíèñîâà, ìåòîäû Àïàðöèíà,
Ñåðãååâà, Ìàãíèöêîãî. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ñîäåðæèòñÿ
â [81].

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ ðàçâèòèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âèäîâ (5.1) è (5.2), îñíîâàííûõ íà äðóãèõ ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîé-
ñòâàõ îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà, òàê êàê èòåðàöèîííûå ìåòîäû óñòîé÷èâû
è îáëàäàþò ôèëüòðóþùèìè ñâîéñòâàìè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðî-
ãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé çàäà÷åé, ïðåäëàãàåìûå íèæå èòåðàöèîííûå
ìåòîäû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äëÿ ýòîãî êëàññà óðàâíåíèé.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, îöå-
íèì íîðìû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç c âåùåñòâåííîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå ïîëóïëîñêîñòü ñõîäèìîñòè
ôóíêöèè F (p). Íèæå ÷åðåç c áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå ïî-
ëóïëîñêîñòè ñõîäèìîñòè âñåõ èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé, è áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ôóíêöèè F (p), H(p), X(p) ïðè p = u+ iv, u = const > c, −∞ <

< v <∞.
Íîðìó ôóíêöèè F (p) îïðåäåëèì ôîðìóëîé

||F (p)|| =

 ∞∫
−∞

|F (u+ iv)|2dv

1/2

. (5.7)

Âûâåäåì ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëå Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå. Î÷åâèäíî,

||F (p)||2 =

∞∫
−∞

|F (u+ iv)|2dv =

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

e−ut−ivtf(t)dt

∣∣∣∣∣∣
2

dv =

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

e−ivt(e−utf(t))dt

∣∣∣∣∣∣
2

dv =

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

e−ivt(e−utf(t))+dt

∣∣∣∣∣∣
2

dv =
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= 2π

∞∫
−∞

∣∣V ((e−utf(t))+

)∣∣2 dv = 2π

∞∫
−∞

∣∣(e−utf(t))+

∣∣2 dt =

= 2π

∞∫
0

∣∣e−utf(t)
∣∣2 dt = 2π||f+

u (t)||2. (5.8)

Çäåñü

f+
u (t) = (e−utf(t))+ =

{
e−utf(t), t ≥ 0
0, t < 0,

V (f) − ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(t), îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

V (f) =
1√
2π

∞∫
−∞

e−iωtf(t)dt, ‖(e−utf(t))+‖ =

 ∞∫
0

|e−utf(t)|2dt

1/2

. (5.9)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (5.3). Ïóñòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî c îïðåäå-
ëÿåò ïîëóïëîñêîñòü ñõîäèìîñòè. Ïîëîæèì p = u + iv, u = const > c.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè v â ïðåäåëàõ −∞ < v < ∞ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè H(p) ëåæàò âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π, ñ âåðøèíîé
â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè γH(p) ïðè
èçìåíåíèè v â ïðåäåëàõ îò −∞ äî∞ ëåæàò âíóòðè îêðóæíîñòè ðàäèóñà
1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé è, âîçìîæ-
íî, â òî÷êå (0,0).

Â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè γH(p), p = u + iv, u = const,

ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) è ðàäèóñîì
1 (ýòî óñëîâèå íàçîâåì óñëîâèåì A), ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1(t) = xn(t)− γ

 t∫
0

h(t− τ)xn(τ)dτ − f(t)

 , (5.10)

n = 0, 1, . . .
Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ýòîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Óìíîæèì óðàâ-

íåíèå (5.10) íà e−ut. Â ðåçóëüòàòå èìååì

e−utxn+1(t) =

= e−utxn(t)− γ

 t∫
0

e−u(t−τ)h(t− τ)e−τuxn(τ)dτ − e−utf(t)

 . (5.11)
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Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e−ut(xn+1(t)− xn(t)) = e−ut (xn(t)− xn−1(t)−

−γ

 t∫
0

h(t− τ)(xn(τ)− xn−1(τ))dτ

 .

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì

||e−ut(xn+1(t)− xn(t))|| = ||e−ut (xn(t)− xn−1(t)−

−γ

 t∫
0

h(t− τ)(xn(τ)− xn−1(τ))dτ

 || = 1√
2π
||Z [(xn(t)− xn−1(t))−

−γ

 t∫
0

h(t− τ)(xn(τ)− xn−1(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥ =

=
1√
2π
‖(1− γH(v))(Xn(v))−Xn−1(v)‖ ≤

≤ 1√
2π

sup
−∞≤v≤∞

|1− γH(v)|‖Xn(v)−Xn−1(v)‖ ≤

≤ sup
−∞≤v≤∞

|1− γH(v)|‖e−ut(xn(t)− xn−1(t))‖.

Çäåñü âî âðåìåííîé îáëàñòè èñïîëüçîâàíà íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ôîð-
ìóëîé (5.8), à â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè íîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé
(5.7).

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ sup
−∞≤v≤∞

|1−γH(p)| ≤ q < 1, òî, êàê ñëå-

äóåò èç òåîðåìû Áàíàõà (ñì. òåîðåìó 9.1 ãëàâû I), èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
(5.10) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗(t) óðàâíåíèÿ (5.1) êàê ãåîìåòðè÷åcêàÿ ïðî-
ãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(p), p = u + iv, u =

= const > c, −∞ < v < ∞, ëåæàò âíóòðè óãëà ñ âåðøèíîé â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò è ñ ðàñòâîðîì, ìåíüøèì π, â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïå-
ðåìåííîé. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà γ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

sup
−∞≤v≤∞

|1 − γH(p)| ≤ q < 1, p = u + iv, u = const, è èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ (5.10) ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíà-
ìåíàòåëåì q ê ðåøåíèþ x∗(t) óðàâíåíèÿ (5.1).
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Â ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, íî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(p)
ëåæàò âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäè-
íàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, è, âîçìîæíî, â åãî âåðøèíå, äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé èòåðàöè-
îííûé ïðîöåññ:

xn+1(t) =

= αnxn(t) + (1− αn)

xn(t)− γ
 t∫

0

h(t− τ)xn(τ)dτ − f(t)

 , (5.12)

n = 0, 1, . . . , ãäå 0 < α∗ ≤ αn ≤ α∗ < 1, êîíñòàíòà γ âûáðàíà òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

sup
−∞≤v≤∞

|1− γH(v)| ≤ 1.

Èç óñëîâèÿ, íàëîæåííîãî íà ôóíêöèþ H(p), ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî âûïîëíèìî. Ïóñòü óðàâíåíèå (5.1) ðàçðåøèìî. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü óðàâíåíèå (5.1) ðàçðåøèìî. Ïóñòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè H(p), −∞ ≤ v ≤ ∞, ðàñïîëîæåíû âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíü-
øåãî π, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé è, âîçìîæíî, â åãî âåðøèíå. Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (5.12)
ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (5.1).

Çàìå÷àíèå. Åñëè óðàâíåíèå (5.1) èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé, òî ïðî-
öåññ ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç ðåøåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðå-
ìå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñ óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè (ñì.
òåîðåìó 10.3 ãëàâû I).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå A íå âûïîëíÿåòñÿ. Çà-
ôèêñèðóåì u (u > c) è ïîñòðîèì ìíîæåñòâà ∆k, k = 0, 1, . . . , N + 1, ãäå
∆0 = (−∞, v0], ∆k = [vk−1, vk], k = 1, 2, . . . , N, ∆N+1 = [vN ,∞), êî-
íå÷íûå òî÷êè vj, j = 0, 1, . . . , N, êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ìíîæåñòâî çíà÷åíèé H(u + iv) ïðè v ∈ ∆k, k = 0, 1, . . . , N, áûëî
ðàñïîëîæåíî âíóòðè óãëà ñ ðàñòâîðîì, ìåíüøèì π, è ñ âåðøèíîé â íà-
÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w. Ïðè âûïîëíåíèè
ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ êàæäîãî k íàéäåòñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γk, ÷òî
ïðè v ∈ ∆k, k = 0, 1, . . . , N + 1, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(u + iv) ðàñïîëî-
æåíû âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) ïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w è, âîçìîæíî, â òî÷êå (0,0).

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿH(u+iv) íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ v, −∞ < v <∞.
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Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñëåäó-
þùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

xkn+1(t) = xkn(t)− γk

 t∫
O

hk(t− τ)xkn(τ)dτ − fk(t)

 , (5.13)

k = 0, 1, . . . , N + 1, n = 0, 1, . . . ,

xn+1(t) =
N+1∑
k=0

xkn+1(t). (5.14)

Çäåñü hk(t) =
t∫

0

h(t−τ)ek(τ)dτ, fk(t) =
t∫

0

f(t−τ)ek(τ)dτ, ek(τ) − îá-

ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè Ek(u+ iv), îïðåäåëÿåìîé ôîð-
ìóëîé

Ek(u+ iv) =

{
1, υ ∈ ∆k,

0, υ ∈ (−∞,∞)\∆k,

k = 0, 1, . . . , N + 1.
Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k, k = 0, 1, 2, . . . , N + 1, ñõî-

äèìîñòü èòåðàöèîííîé ñõåìû (5.13) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ñõîäè-
ìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (5.2).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) óðàâíåíèå (5.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗(t);
2) ôóíêöèÿ H(u+iv) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ

v, −∞ < v <∞;
3) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðåøåíèÿ x∗(t) ñóììèðóåìî ñ êâàäðàòîì:

∞∫
−∞
|X∗(u+ iv)|2dv = k <∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε íàéäóòñÿ òàêèå óçëû vk, k = 0, 1, . . . , N, è òàêèå
êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû γk, k = 0, 1, . . . , N, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
(5.13), (5.14) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè x∗N(t) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∞∫

0

|e−ut(x∗(t)− x∗N(t))|2dt

 < ε.

Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ H(u+ iv) ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì u
(u > c) ïðè èçìåíåíèè v îò −∞ äî∞ ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü â êîíå÷-
íîì ÷èñëå òî÷åê, òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) íóæíî èñïîëüçîâàòü
äðóãóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ H(u + iv) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè u(u > c) è
ïðè v èçìåíÿþùåìñÿ â ïðåäåëàõ îò −∞ äî ∞, îáðàùàåòñÿ â íóëü
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð óçëîâ vk, k = 0, 1, . . . , N, ÷òî ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà v íà ìíîæåñòâàõ ∆0 = (−∞, v0],∆k = [vk, vk+1),
k = 1, 2, . . . , N − 1, ∆N = [vN ,∞), çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H(u+ iv), u > c,
u = const, íàõîäÿòñÿ âíóòðè óãëà ñ ðàñòâîðîì, ìåíüøèì π, ñ âåðøèíîé
â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w è, âîçìîæíî,
â åãî âåðøèíå. Òîãäà êàæäîìó ìíîæåñòâó ∆k, k = 0, 1, . . . , N, ìîæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γk, k = 0, 1, . . . , N, òàêîå, ÷òî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè γkH(u+ iv) ïðè u = const, u > c, v ∈ ∆k, ðàñïîëîæå-
íû âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) è, âîçìîæíî,
â òî÷êå (0,0).

Ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ìåòîä:

xkn+1(t) = αknx
k
n(t)+

+(1− αkn)

xkn(t)− γk
 t∫

0

hk(t− τ)xn(τ)dτ − fk(t)

 , (5.15)

0 < α∗ ≤ αkn ≤ α∗ < 1, k = 0, 1, . . . , N, n = 0, 1, . . . ,

xn+1(t) =
N∑
k=0

xkn+1(t), (5.16)

ãäå hk(t), fk(t) − ïðîîáðàçû ôóíêöèé H(u + iv)Ek(u + iv), F (u+
+iv)Ek(u + iv), çäåñü Ek(u + iv) − õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíî-
æåñòâà ∆k, k = 0, 1, . . . , N, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

Ek(u+ iv) =

{
1, υ ∈ ∆k,

0, υ ∈ (−∞,∞)\∆k.

Îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ñõåìû (2.15), (2.16) ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü óðàâíåíèå (5.1) ðàçðåøèìî. Òîãäà èòåðàöèîí-
íûé ïðîöåññ (5.15), (5.16) ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.2.
Èçëîæåííûé âûøå èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé Âîëüòåððà â ñâåðòêàõ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è ê ðåøåíèþ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

x(t) +

∞∫
t

h(t− τ)x(τ)dτ = f(t),
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∞∫
t

h(t− τ)x(τ)dτ = f(t),

êîòîðûå, êàê îòìå÷àåòñÿ â [81], øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå ìíî-
ãèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì.

Çäåñü ïðè îáîñíîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì íóæíî ïðèìåíèòü ñïå-
öèàëüíóþ òåîðåìó î ñâåðòêå [81]:

Z[

∞∫
t

h(t− τ)x(τ)dτ ] = H(−p)X(p),

ãäå

H(−p) =

∞∫
0

h(−t)eptd;

X(p) − ñòàíäàðòíîå èçîáðàæåíèå,

X(p) =

∞∫
0

x(t)e−ptdt.

Çàìå÷àíèå. Íàðÿäó ñ ïîñòðîåíèåì èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â äåé-
ñòâèòåëüíîé îáëàñòè åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûå ïðîöåññû
â îáëàñòè èçîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

Xn+1(p) = Xn(p)− γ(H(p)Xn(p)− F (p)), n = 0, 1, . . . , (5.17)

ïîñòðîåííûé ïî àíàëîãèè ñ èòåðàöèÿìè (5.10). Åãî ñõîäèìîñòü ïðè
p = u + iv, −∞ < v < ∞, ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1.
Âû÷èñëèâ ïî ôîðìóëå (5.17) çíà÷åíèÿ X(p) íà ñåòêå óçëîâ pk = u +
ivk, k = 1, 2, . . . , N, è èñïîëüçóÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ
îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

1

2π

u+i∞∫
u−i∞

e(u+iv)tX(u+ iv)dv =

{
x(t), t > 0,
0, t < 0,

(5.18)

íàõîäèì çíà÷åíèÿ x(t) â óçëàõ ñåòêè tk, k = 1, 2, . . . ,M.
Ïî ýòèì çíà÷åíèÿì ñòðîèòñÿ ëîêàëüíûé ñïëàéí, âîññòàíàâëèâàþ-

ùèé ôóíêöèþ x(t).
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (5.18) ïî

êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì, ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûì.
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Çäåñü ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè, èçëîæåí-
íûå â [213].

Ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â äàííîì ðàçäåëå, ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû è äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà âèäà (5.2). Îäíàêî, òàê êàê
äëÿ óðàâíåíèé âèäà (5.2) ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè âñåãäà ñõîäèòñÿ, òî
ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ íà óðàâíåíèÿ âèäà (5.2) íå
ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíîãî ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà è ïîýòîìó çäåñü íå
ïðèâîäèòñÿ.

5.3. Ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ
Âîëüòåððà â ñâåðòêàõ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì èññëåäîâàòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà â ñâåðòêàõ. Ïðè ýòîì
îãðàíè÷èìñÿ äâóìåðíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà âèäà

t1∫
0

t2∫
0

h(t1 − τ1, t2 − τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2 = f(t1, t2). (5.19)

Îáîçíà÷èì ÷åðåçH(p1, p2) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè h(t1, t2),
îñóùåñòâëÿåìîå ôîðìóëîé

H(p1, p2) =

∞∫
0

∞∫
0

e−(p1t1+p2t2)h(t1, t2)dt1dt2.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ X(p1, p2) è F (p1, p2)
ôóíêöèé x(t1, t2) è f(t1, t2). Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êóáàòóð-
íûå ôîðìóëû.

Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè H(p1, p2) è F (p1, p2) àíàëèòè÷åñêèìè ïî ïå-
ðåìåííûì pi = ui + ivi ïðè ui ≥ ci, i = 1, 2. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ
ui ≥ ci, i = 1, 2, è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ H+

u1u2
(v1, v2) = H(u1 + iv1, u2+

+iv2) ïðè −∞ < vi <∞, i = 1, 2.
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H+

u1u2
(v1, v2) ïðè èç-

ìåíåíèè çíà÷åíèé −∞ < vi < ∞, i = 1, 2, ëåæàò âíóòðè óãëà ðàñòâî-
ðà, ìåíüøåãî π, â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω. Òîãäà íàéäåò-
ñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè γH+

u1u2
(v1, v2) ïðè

−∞ < vi <∞, i = 1, 2, ëåæàò âíóòðè îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0)
è ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì åäèíèöå, â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ω.
Íàçîâåì ýòî óñëîâèå óñëîâèåì A.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.19) áóäåì èñêàòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì

xn+1(t1, t2) = xn(t1, t2)−

−γ

 t1∫
0

t2∫
0

h(t1 − τ1, t2 − τ2)xn(τ1, τ2)dτ1dτ2 − f(t1, t2)

 , (5.20)

n = 0, 1, . . .
Â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H+

u1u2
(v1, v2) ïðè èçìåíåíèè çíà÷å-

íèé −∞ < vi <∞, i = 1, 2, ëåæàò âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π, è â
âåðøèíå óãëà, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.19) èùåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì

xn+1(t1, t2) = αnxn(t1, t2) + (1− αn)(xn(t1, t2)−

−γ

 t1∫
0

t2∫
0

h(t1 − τ1, t2 − τ2)xn(τ1, τ2)dτ1dτ2 − f(t1, t2))

 , (5.21)

n = 0, 1, · · · , ãäå 0 < α∗ ≤ αn ≤ α∗ < 1.
Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ (5.20) è (5.21).
Íîðìó ôóíêöèè F (p1, p2) îïðåäåëèì ôîðìóëîé

‖F (p1, p2)‖2 =

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

|F (u1 + iv1, u2 + iv2)|2dv1dv2

 . (5.22)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ (5.20) è (5.21)
íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Î÷åâèäíî,

‖F (p1, p2)‖2 =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

|F (u1 + iv1, u2 + iv2)|2dv1dv2 =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

∞∫
0

f(t1, t2)e
−(u1+iv1)t1e−(u2+iv2)t2dt1dt2

∣∣∣∣∣∣
2

dv1dv2 =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

∞∫
0

e−u1t1−u2t2f(t1, t2)e
−i(v1t1+v2t2)dt1dt2

∣∣∣∣∣∣
2

dv1dv2 =
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=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

(
e−u1t1−u2t2f(t1, t2)

)
++

e−i(v1t1+v2t2)dt1dt2

∣∣∣∣∣∣
2

dv1dv2 =

= 4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∣∣V ((e−u1t1−u2t2f(t1, t2))++)
∣∣2 dv1dv2 =

= 4π2‖V (e−u1t1−u2t2f(t1, t2))++‖2 = 4π2‖(e−u1t1−u2t2f(t1, t2))++‖2 =

= 4π2

 ∞∫
0

∞∫
0

∣∣e−u1t1−u2t2f(t1, t2)
∣∣2 dt1dt2

1/2

.

Çäåñü (
e−u1t1−u2t2f(t1, t2)

)
++

=

=

{
e−u1t1−u2t2f(t1, t2), (0 ≤ t1 ≤ ∞) ∩ (0 ≤ t2 ≤ ∞),

0, (t1, t2) ∈ (−∞,∞)2\((0 ≤ t1 ≤ ∞) ∩ (0 ≤ t2 ≤ ∞)).

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (5.20). Óìíîæèì óðàâ-
íåíèå (5.20) íà e−u1t1−u2t2. Â ðåçóëüòàòå èìååì

e−u1t1−u2t2xn+1(t1, t2) = e−u1t1−u2t2(xn(t1, t2)−

−γ

 t1∫
0

t2∫
0

h(t1 − τ1, t2 − τ2)xn(τ1, τ2)dτ1dτ2 − f(t1, t2))

 , (5.23)

n = 0, 1, . . .
Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî èç (5.23) òàêîå æå âûðàæåíèå, íî ñî çíà÷åíèåì

èíäåêñà íà åäèíèöó ìåíüøèì, è ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, ïîëó÷àåì

‖e−u1t1−u2t2(xn+1(t1, t2)− xn(t1, t2))‖ =

=
∥∥e−u1t1−u2t2(xn(t1, t2)− xn−1(t1, t2)−

−γ

 t1∫
0

t2∫
0

h(t1 − τ1, t2 − τ2)(xn(τ1, τ2)− xn−1(τ1, τ2))dτ1dτ2)

∥∥∥∥∥∥ =

=
1

4π
‖Z [xn(t1, t2)− xn−1(t1, t2)−

−γ
t1∫

0

t2∫
0

h(t1 − τ1, t2 − τ2)(xn(τ1, τ2)− xn−1(τ1, τ2))dτ1dτ2

∥∥∥∥∥∥ =
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=
1

4π
‖Xn(p1, p2)−Xn−1(p1, p2)− γH(p1, p2) (Xn(p1, p2)−Xn−1(p1, p2))‖ ≤

≤ sup
−∞<vi<∞,i=1,2

|1−H(u1 + iv1, u2 + iv2)|
1

4π
||Xn(p1, p2)−Xn−1(p1, p2)|| =

= sup
−∞<vi<∞,i=1,2

|1−H(u1 + iv1, u2 + iv2)|×

×||e−u1t1−u2t2(xn(t1, t2)− xn−1(t1, t2))||. (5.24)

Ïðè óñëîâèè

sup
−∞<vi<∞,i=1,2

|1−H(u1 + iv1, u2 + iv2)| ≤ q < 1 (5.25)

ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (5.20) ñëåäóåò èç òåîðåìû Áàíàõà (ñì.
òåîðåìó 9.1 ãëàâû I).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (5.25). Òîãäà óðàâíåíèå

(5.19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ (5.20) ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì
ðàâíûì q.

Â ñëó÷àå, åñëè âìåñòî óñëîâèÿ (5.25) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

sup
−∞<vj<∞,j=1,2

|1− γH(u1 + iv1, u2 + iv2)| ≤ 1, (5.26)

òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) óðàâíåíèå (5.19) ðàçðåøèìî;
2) ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî (5.26).
Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (5.21) ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (5.19).
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 10.3 ãëàâû I

î ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñ óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè è íåðà-
âåíñòâà

‖e−u1t1−u2t2

x(t1, t2)− γ
t1∫

0

t2∫
0

h(t1 − τ1, t2 − τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2

 ‖ ≤
≤ ||e−u1t1−u2t2x(t1, t2)||,

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî äîêàçûâàåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè
ïðèâåäåííûìè â (5.24).
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Ïîñòðîèì èòåðàöèîííûå ñõåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.19) â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî äëÿ ôóíêöèèH(u1+iv1, u2+iv2), ui = const, ui ≥ c, i = 1, 2,
ïðè èçìåíåíèè (v1, v2) ∈ (−∞,∞)2 óñëîâèå A íå âûïîëíÿåòñÿ. Âíà-
÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ H(u1 + iv1, u2 + iv2) íå îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè (−∞,∞)2. Îáîçíà÷èì
÷åðåç B äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, âåëè÷èíà êîòîðî-
ãî áóäåò îïðåäåëåíà íèæå. Ïðè âûïîëíåíèè ïðèâåäåííûõ âûøå óñëî-
âèé îáëàñòü Ω = [−B,B;−B,B] ìîæíî ïîêðûòü ïðÿìîóãîëüíèêàìè
∆kl = [tk, tk+1; τl, τl+1], tk = −B + 2kB

M1
, k = 0, 1, . . . ,M1, τl = −B + 2lB

M2
,

l = 0, 1, . . . ,M2, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè (v1, v2) ∈ ∆kl çíà÷åíèå ôóíê-
öèèH(u1+iv1, u2+iv2) áûëè ðàñïîëîæåíû âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíüøå-
ãî π, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
w.

Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ∆kl ìîæíî ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γkl òàêîå, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
(1− γklH(u1 + iv1, u2 + iv2)) ïðè (v1, v2) ∈ ∆kl ëåæàò âíóòðè îêðóæíîñòè
ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ekl(u1+iv1, u2+iv2) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
îáëàñòè ∆kl, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

Ekl(u1 + iv1, u2 + iv2) =

{
1, (υ1, υ2) ∈ ∆kl,

0, (υ1, υ2) ∈ (−∞,∞)2\∆kl.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.19) áóäåì èñêàòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì:

xkln+1(t1, t2) = αkln xn(t1, t2) + (1− αkln )(xkln (t1, t2)−

−γkl

 t1∫
0

t2∫
0

hkl(t1 − τ1, t2 − τ2)xn(τ1, τ2)dτ1dτ2 − fkl(t1, t2))

 , (5.27)

n = 0, 1, . . . , k = 0, 1, . . . ,M1 − 1, l = 0, 1, . . . ,M2 − 1,

xn+1(t1, t2) =

M1−1∑
k=0

M2−1∑
l=0

xkln+1(t1, t2). (5.28)

Çäåñü hkl(t1, t2), fkl(t1, t2)− ïðîîáðàçû ôóíêöèéH(u1+iv1, u2+iv2)×
×Ekl(u1 + iv1, u2 + iv2), F (u1 + iv1, u2 + iv2)Ekl(u1 + iv1, u2 + iv2).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå (5.19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x∗(t1, t2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

∞∫
0

∞∫
0

|e−u1t1−u2t2x∗(t1, t2)|2dt1dt2 ≤ k <∞.
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Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñòîÿííîå ÷èñëî B òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå íåðàâåíñòâî ∫∫

(−∞,∞)2\[−B,B]2

|e−u1t1−u2t2x∗(t1, t2)|2dt1dt2 < ε.

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü óðàâíåíèå (5.19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (5.27), (5.28) ñõîäèòñÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ
ïðè n −→ ∞, B −→ ∞ è ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå êîíñòàíò γkl,
k = 0, 1, . . . ,M1, l = 0, 1, . . . ,M2 (îòìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ
B ïàðàìåòðû M1,M2 ìîãóò òàêæå âîçðàñòàòü).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ H(u1 + iv1, u2 + iv2)
(u1, u2 = const, u1, u2 ≥ c) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íà êîíå÷íîì ÷èñëå
ëèíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü [−B,B;−B,B], ãäå B − äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìîæåò áûòü ïîêðûòà ïðÿìîóãîëüíèêàìè ∆kl,
k = 0, 1, . . . ,M1 − 1, l = 0, 1, . . . ,M2 − 1, òàêèìè, ÷òî ïðè (v1, v2) ∈ ∆kl

çíà÷åíèÿ ôóíêöèèH(u1+iv1, u2+iv2) ëåæàò âíóòðè óãëà ðàñòâîðà, ìåíü-
øåãî π (è âîçìîæíî, â åãî âåðøèíå).

Òîãäà êàæäîìó ïðÿìîóãîëüíèêó∆kl, k = 0, 1, . . . ,M1−1, l = 0, 1, . . . ,
M2−1, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γkl, ÷òî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 1−γklH(u1+iv1, u2+iv2), (v1, v2) ∈ ∆kl, áóäóò ëåæàòü
â êðóãå ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0). Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ γkl èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ (5.27), (5.28) ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(5.19).

Çàìå÷àíèÿ:

1. Óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñôîðìóëèðîâàííûì â òåîðåìàõ 3.1-
3.3, ñïðàâåäëèâû è äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà.

2. Äëÿ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ ìîæíî ïî àíà-
ëîãèè ñ èòåðàöèîííûìè ñõåìàìè (5.20), (5.21) ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûå
ïðîöåññû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.

6. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
â ñâåðòêàõ íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ

Â ýòîì ðàçäåëå èçëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ìîæíî ðåàëèçîâàòü
íà êîìïüþòåðàõ ñ ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðîé. Ðàçäåë íàïèñàí ïî ìàòå-
ðèàëàì ñòàòüè [42].

280



6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íèæå ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïåðå-
íîñèòñÿ íà íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ñâåðòêàõ.

Çäåñü ïðåäëîæåíû ïàðàëëåëüíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ ñëåäóþùèõ âèäîâ:

Kx ≡ λx(t) +

b∫
a

h(t− τ, τ)x(τ)dτ = f(t), a ≤ t ≤ b, λ ≥ 0; (6.1)

Lx ≡
b∫

a

. . .

b∫
a

h(t1 − τ1, . . . , tl − τl)x(τ1 . . . , τl)dτ1 . . . dτl =

= f(t1, . . . , tl), a ≤ ti ≤ b, i = 1, 2, · · · , l, (6.2)

ãäå îïåðàòîð K íåïðåðûâíî îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå L2[a, b], à îïåðàòîð
L íåïðåðûâíî îáðàòèì â ïðîñòðàíñòâå L2([a, b]

l), l = 2, 3, . . .
Â óðàâíåíèè (6.1) ôóíêöèÿ h(t, τ) ∈ H11(M) îïðåäåëåíà â îáëàñòè

[a − b, b − a] × [a, b], à ôóíêöèÿ f(t) ∈ H1(M)− íà ñåãìåíòå [a, b]. Ïðî-
äîëæèì ýòè ôóíêöèè, äîîïðåäåëèâ ôóíêöèþ h(t, τ) íóëåì â îáëàñòè
R2\([a−b, b−a]×[a, b]), à ôóíêöèþ f(t)− íóëåì â îáëàñòè (−∞,∞)\[a, b].

Â óðàâíåíèè (6.2) ôóíêöèÿ h(t1, . . . , tl) îïðåäåëåíà â îáëàñòè [a −
b, b−a]l, à ôóíêöèÿ f(t1, . . . , tl)− â îáëàñòè [a, b]l, l = 2, 3, . . . Ïðîäîëæèì
ýòè ôóíêöèè äî Rl, îïðåäåëèâ ôóíêöèþ h(t1, . . . , tl) íóëåì â îáëàñòè
(−∞,∞)l\[a−b, b−a]l, à ôóíêöèþ f(t1, . . . , tl) îïðåäåëèâ íóëåì â îáëàñòè
(−∞,∞)l\[a, b]l.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òåîðåìó 10.3 â ãëàâå I.

6.2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü f(t) ∈ L2(−∞,∞). Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ôóíêöèè f(t) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

V (f(t)) = F (ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(t)e−iωtdt,−∞ < ω <∞,

V −1(F (ω)) = f(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

F (ω)eiωtdω,−∞ < t <∞.

Ââåäåì îïåðàòîð P[a,b]f(t) = f(t), t ∈ [a, b];P[a,b]f(t) = 0, t 6∈ [a, b].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(ω, ζ) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè h(t, ζ) ïî
ïåðåìåííîé t.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ λ+H(ω, ζ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A,
åñëè çíà÷åíèÿ λ + H(ω, ζ), −∞ ≤ ω ≤ ∞, a ≤ ζ ≤ b, ëåæàò âíóòðè è
íà ñòîðîíàõ óãëà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé è ñ ðàñòâîðîì, ìåíüøèì π.

Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1) íà÷íåì
ñî ñëó÷àÿ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A.

Ðàññìîòðèì â îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ: λ 6= 0 è λ = 0.
Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè. Âî-ïåðâûõ, â ðÿäå ÷àñò-

íûõ ñëó÷àåâ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ òàêîå, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
−∞≤ω≤∞, a≤ζ≤b

|1− γ(λ+H(ω, ζ))| ≤ q < 1. (6.3)

Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
−∞≤ω≤∞, a≤ζ≤b

|1− γ(λ+H(ω, ζ))| ≤ 1. (6.4)

Â ñëó÷àå, åñëè λ = 0, óñëîâèå A âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

sup
−∞≤ω≤∞, a≤ζ≤b

|1− γH(ω, ζ)| ≤ 1. (6.5)

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà λ 6= 0.
Ââåäåì óçëû tk = a+ (b−a)k/N, k = 0, 1, . . . , N, è àïïðîêñèìèðóåì

óðàâíåíèå (6.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λx(t) +
N−1∑
k=0

tk+1∫
tk

h(t− τ, tk)x(τ)dτ = f(t). (6.6)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.6) áóäåì èñêàòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì:

xn+1(t) = αnxn(t) + (1− αn) (xn(t)− γ (λxn(t)+

+
N−1∑
k=0

tk+1∫
tk

h(t− τ, tk)xn(τ)dτ − f(t)

 , (6.7)

n = 0, 1, . . . Çäåñü 0 < α∗ ≤ αn ≤ α∗ < 1.
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Ïóñòü ∆l = [tl, tl+1]. Òîãäà â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 èìååì

‖x(t)− γ

λx(t) +
N−1∑
k=0

tk+1∫
tk

h(t− τ, tk)x(τ)dτ

 ‖ =

= ‖
N−1∑
l=0

P∆l

x(t)− γ(λx(t) +
N−1∑
k=0

∫
∆k

h(t− τ, tk)P∆k
[x(τ)]dτ)

 ‖ ≤
≤ ‖

N−1∑
l=0

P∆l
[x(t)]−γ

λN−1∑
l=0

P∆l
[x(t)] +

N−1∑
k=0

b∫
a

h(t− τ, tk)P∆k
[x(τ)]dτ

 ‖ =

= ‖
N−1∑
l=0

V (P∆l
[x(t)])−γ

[
λ
N−1∑
l=0

V (P∆l
[x(t)]) +

N−1∑
l=0

H(ω, tl)V (P∆l
[x(t)])

]
‖ ≤

≤ sup
ω,k
|1− γ(λ+H(ω, tk))|‖

N−1∑
l=0

V (P∆k
[x(t)]) ‖ ≤

≤ sup
−∞<ω<∞, a≤t≤b

|1− γ(λ+H(ω, t))|‖x(t)‖. (6.8)

Èç íåðàâåíñòâà (6.8) è òåîðåìû 10.3 ãëàâû I ñëåäóåò, ÷òî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ (6.4) èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (6.7) ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå
L2[a, b].

Íàëè÷èå óñëîâèÿ (6.3) ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåîðåìó Áàíàõà îá îïå-
ðàòîðàõ ñæàòèÿ è îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé (6.7). Ïóñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå (6.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗N ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.6),
à ÷åðåç xm − ðåçóëüòàò m-é èòåðàöèè â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (6.7).
Òîãäà èç òåîðåìû Áàíàõà èìååì ‖x∗N − xm‖ ≤ cqm−1.

Îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè ìåæäó ðåøåíèåì x∗ óðàâíåíèÿ (6.1) è ðåøå-
íèåì x∗N óðàâíåíèÿ (6.6). Âîçüìåì x∗ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (6.7). Òîãäà

‖x∗−x∗N‖ ≤ |γ|‖
b∫

a

h(t−τ, τ)x∗(τ)dτ−
N−1∑
k=0

tk+1∫
tk

h(t−τ, tk)x∗(τ)dτ‖(1−q)−1 ≤

≤ cN−1.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü îïåðàòîð K íåïðåðûâíî îáðàòèì, h(t, ζ) ∈

∈ H11(M) ïðè t ∈ [a − b, b − a], ζ ∈ [a, b], f(t) ∈ H1(M) ïðè t ∈ [a, b],
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è ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (6.3).
Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (6.7) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗N óðàâíåíèÿ
(6.6) ñî ñêîðîñòüþ ‖x∗N −xm‖ ≤ cqm−1, ãäå xm − ðåçóëüòàò m-é èòåðàöèè
â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (6.7), è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖x∗(t) − x∗N(t)‖ ≤
≤ cN−1, ãäå x∗(t) − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1).

Ïóñòü âìåñòî íåðàâåíñòâà (6.3) âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ñëàáîå óñëîâèå
(6.4). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü îïåðàòîð K íåïðåðûâíî îáðàòèì è âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå (6.4). Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (6.7) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ (6.6).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå, åñëè λ = 0 è âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (6.5).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A. Ýòîò ñëó÷àé

èçëîæèì íà ïðèìåðå óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà:

K0x ≡
b∫

a

h(t− τ, τ)x(τ)dτ = f(t). (6.9)

Ïóñòü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ζ, a ≤ ζ ≤ b, çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè H(ω, ζ),−∞ ≤ ω ≤ ∞, ëåæàò âíóòðè è íà ñòîðîíàõ óãëà ðàñ-
òâîðà, ìåíüøåãî π, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íàçîâåì ýòî óñëîâèå
óñëîâèåì A0.

Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (6.9) ñëåäóþùèì îáðàçîì

KNx ≡
N−1∑
k=0

b∫
a

h(t− τ, tk)P∆k
[x(τ)]dτ = f(t), t ∈ [a, b], (6.10)

ãäå tk = a+ (b− a)k/N, k = 0, 1, . . . , N, ∆k = [tk, tk+1].
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð K0 íåïðåðûâíî îáðàòèì, òî ïðè

q òàêèõ, ÷òî q = c‖K−1
0 ‖N−1 < 1, óðàâíåíèå (6.10) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x∗N(t) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖x∗(t)−x∗N(t)‖ ≤ cN−1, ãäå x∗(t) −
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.9).

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (6.10) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èìååì

N−1∑
k=0

Hk(ω)V (P∆k
[x(t)]) = F (ω), −∞ < ω <∞, (6.11)

ãäå Hk(ω) = H(ω, tk), k = 0, 1, . . . , N − 1.
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Ïîñòàâèì êàæäîé ôóíêöèèHk(ω) â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
γk òàêîå, ÷òîáû çíà÷åíèÿ γkHk(ω) ëåæàëè âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) è, âîçìîæíî, â òî÷êå (0,0).

Ââåäåì íîâûå ôóíêöèè zk(t) = γ−1
k P∆k

[x(t)]. Òîãäà óðàâíåíèÿ (6.10)
è (6.11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

N−1∑
k=0

γk

tk+1∫
tk

h(t− τ, tk)zk(τ)dτ = f(t), a ≤ t ≤ b, (6.12)

è
N−1∑
k=0

γkHk(ω)V (zk(t)) = F (ω), −∞ < ω <∞. (6.13)

Óðàâíåíèå (6.12) áóäåì ðåøàòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì:

zm+1(t) = αmz
m(t) + (1− αm)(zm(t)−

−
N−1∑
k=0

γk

tk+1∫
tk

h(t− τ, tk)zmk (τ)dτ − f(t)), m = 0, 1, . . . , (6.14)

ãäå z(t) = zk(t) ïðè t ∈ ∆k. Ôóíêöèÿ xm(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
xm(t) = γkz

m(t) ïðè t ∈ ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6.14) äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëî-

ãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6.7).
Ïîâòîðÿÿ òåïåðü ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-

ðåì 6.1 è 6.2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü îïåðàòîð K0 íåïðåðûâíî îáðàòèì, h(t, τ) ∈

∈ H1,1(1), f(t) ∈ H1(1). Ïóñòü ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ζ
(a ≤ ζ ≤ b) äëÿ ôóíêöèè H(ω, ζ) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A0. Òîãäà èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ (6.14) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè z∗N(t), ñâÿçàííîé ñ ðåøåíèåì
x∗N(t) óðàâíåíèÿ (6.10) ôîðìóëàìè P∆k

[x(t)] = γkzk(t), k = 0, 1, . . . , N−1.
Ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖x∗(t) − x∗N(t)‖ ≤ cN−1, ãäå x∗(t) − ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (6.9).

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè îïåðàòîðK0 íåîáðàòèì, òåîðåìà 6.3 ñïðà-
âåäëèâà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ: óðàâíåíèÿ (6.9) è (6.10) îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå A0 íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèé H(ω, ζ), a ≤ ζ ≤ b. Ïðè ïîñòðîåíèè âû-
÷èñëèòåëüíîé ñõåìû áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèÿ (6.11). Ââåäåì óçëû
−∞ < T0 < T1 < · · · < TM < ∞ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ìíîæåñòâàõ
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∆∗0 = (−∞, T0], ∆∗l = [Tl−1, Tl], l = 1, . . . ,M − 1, ∆∗M+1 = [TM ,∞) çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé H(ω, tk), k = 0, 1, . . . , N − 1, ëåæàëè âíóòðè è íà ñòîðîíàõ
óãëà αkl, k = 0, 1, . . . , N − 1, l = 0, 1, . . . ,M + 1, ðàñòâîðà, ìåíüøåãî π,
ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(∆∗l ) õàðàêòåðèñòè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ èíòåðâàëà ∆∗l : E(∆∗l ) = 1 ïðè ω ∈ ∆∗l , E(∆∗l ) = 0 ïðè
ω 6∈ ∆∗l , l = 0, 1, . . . ,M + 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé ôóíêöèåé, ïðåäñòà-
âèì óðàâíåíèå (6.11) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

N−1∑
k=0

H(ω, tk)E(∆∗l )V (P∆k
[x(t)]) = E(∆∗l )F (t), l = 0, 1, . . . ,M + 1. (6.15)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: H l
k(ω) = H(ω, tk)E(∆∗l ), k = 0, 1, . . . , N − 1,

l = 0, 1, . . . ,M + 1, X l
k(ω) = V (P∆k

[x(t)])E(∆∗l ), k = 0, 1, . . . , N − 1,
F l(ω) = F (ω)E(∆∗l ), l = 0, 1, . . . ,M+1, è ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
(6.14) â âèäå

N−1∑
k=0

H l
k(ω)X l

k(ω) = F l(ω), l = 0, 1, . . . ,M + 1. (6.16)

Êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (6.16) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â îòäåëü-
íîñòè.

Ïåðåõîäÿ â ñèñòåìå (6.16) ê îðèãèíàëàì, èìååì

N−1∑
k=0

∫
∆k

hlk(t− τ)xlk(τ)dτ = f l(t), l = 0, 1, . . . ,M + 1, (6.17)

ãäå hlk(t) =
∞∫
−∞

h(t− τ, tk)el(τ)dτ, f l(t) =
∞∫
−∞

f(t− τ, tk)el(τ)dτ, el(t) =

= V −1(E(∆∗l )).
Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå èòåðàöèîííóþ ñõåìó ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (6.17). Êàæäîìó èíòåðâàëó ∆∗l , l = 0, 1, . . . ,M+1, è êàæäîé ôóíê-
öèè Hk(ω), k = 0, 1, . . . , N − 1, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíûå
÷èñëà γlk, k = 0, 1, . . . , N − 1, òàêèå, ÷òî max

k,l
supω∈∆∗l

|1− γklH l
k(ω)| ≤ 1.

Cèñòåìà óðàâíåíèé (6.17) ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì:

zl,m+1(t) = αl,mm (t)zl,m + (1− αl,mm )(zl,m(t)−

−
N−1∑
k=0

γlk

∫
∆k

hlk(t− τ)zl,mk (τ)dτ + f l(t)), t ∈ [a, b], (6.18)
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l = 0, 1, . . . ,M + 1, m = 0, 1, . . . , ãäå xl,mk (t) = γlkz
l,m
k (t); zl,m(t) = zl,mk (t)

ïðè t ∈ ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1. Òîãäà xl,m(t) =
N−1∑
k=0

γlkz
l,m
k (t) è, ñëåäîâà-

òåëüíî,

xm(t) =
M+1∑
l=0

xl,m(t). (6.19)

Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6.18), (6.19) â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà L2 äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñõîäèìîñòüþ èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà (6.7).

Èç íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà K è ãëàäêîñòè ÿäðà h(t, τ)
ñëåäóåò îöåíêà ‖x∗−x∗N‖ ≤ cN−1, ãäå x∗(t) è x∗N(t) − ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(6.1) è (6.10) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèm→∞, M →∞, N →∞ ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå xmN(t) ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗(t) óðàâíåíèÿ (6.9) â ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà L2[a, b].

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü îïåðàòîð K íåïðåðûâíî îáðàòèì. Ïóñòü ïðè
ëþáîì ζ (a ≤ ζ ≤ b) è ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ω ôóíêöèÿ
H(ω, ζ) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ñèñòåìû òî÷åê
tk (a ≤ tk ≤ b), k = 0, 1, . . . , N − 1, è Tl (−∞ < T0 < · · · < TM < ∞),
l = 0, 1, . . . ,M, ÷òî ñèñòåìà (6.17) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (6.18),
(6.19), ñõîäÿùèìñÿ ïðè m → ∞, M → ∞, N → ∞ ê ðåøåíèþ x∗(t)
óðàâíåíèÿ (6.9) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2[a, b].

Ñïðàâåäëèâî çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå 6.4.

6.3. Ïàðàëëåëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ

Â ýòîì ðàçäåëå íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

Lx ≡
b∫

a

· · ·
b∫

a

h(t− τ)x(τ)dτ = f(t), (6.20)

t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl), îïèøåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëü-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ íà êîíå÷íûõ
èíòåðâàëàõ.

Ââåäåì ôóíêöèè h∗(t) = h(t) ïðè a− b ≤ ti ≤ b− a, i = 1, 2, . . . , l è
h∗(t) ≡ 0 ïðè ti ∈ (−∞,∞)\[a− b, b− a], i = 1, 2, . . . , l.

Óðàâíåíèå (6.20) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∞∫

−∞

. . .

∞∫
−∞

h∗(t− τ)P[a,b]l[x(τ)]dτ = f ∗(t), (6.21)
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ãäå f ∗(t) = f(t) ïðè a ≤ ti ≤ b, f ∗(t) ≡ 0 ïðè ti ∈ Rl\[a, b]l, i = 1, 2, . . . , l,

P[a,b]l[x(t1, . . . , tl)] =

{
x(t1, . . . , tl) , t ∈ [a, b]l,

0, t 6∈ (−∞,∞)l \ [a, b]l.

Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (6.21) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

H∗(ω1, . . . , ωl)V (P[a,b]l[x(t1, . . . , tl)]) = F ∗(ω1, . . . , ωl), (6.22)

ãäå H∗(ω1, . . . , ωl), F ∗(ω1, . . . , ωl) − ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé
h∗(t1, . . . , tl), f

∗(t1, . . . , tl). ×åðåç V è V −1 îáîçíà÷åíî ïðÿìîå è îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé l ïåðåìåííûõ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
H∗(ω1, . . . , ωl), F

∗(ω1, . . . , ωl) ∈ L2[(−∞,∞)l].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ H∗(ω1, . . . , ωl) â ëþáîé îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè G ⊂ El îáðàùàåòñÿ â íóëü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê èëè êðèâûõ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, âåëè÷èíà
êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåíà íèæå. Ïîêðîåì êóá ∆ = [−B,B]l áîëåå ìåë-
êèìè êóáàìè ∆k1,...,kl, ki = 0, 1, . . . , N − 1, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè H∗(ω1, . . . , ωl) ïðè (ω1, . . . , ωl) ∈ ∆k1,...,kl

ëåæàëè âíóòðè è íà ñòîðîíàõ óãëà αk1,...,kl ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäè-
íàò è ñ ðàñòâîðîì, ìåíüøèì π. Òîãäà êàæäîìó êóáó ∆k1,...,kl ìîæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîíñòàíòó γk1,...,kl òàêóþ, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
γk1,...,klH

∗(ω1, . . . , ωl) ïðè (ω1, . . . , ωl) ∈ ∆k1,...,kl áóäóò ëåæàòü â çàìêíóòîì
êðóãå ñ öåíòðîì â òî÷êå (1, 0) è ñ ðàäèóñîì 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

sup
ω∈∆k1,...,kl

|1− γk1,...,klH
∗(ω)| ≤ 1, ω = (ω1, . . . , ωl). (6.23)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ek1,...,kl(ω) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ êóáà
∆k1,...,kl, ki = 0, 1, . . . , N − 1, i = 1, 2, . . . , l.

Òîãäà óðàâíåíèå (6.22) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

H∗(ω)Ek1,...,kl(ω)V (P[a,b]l[x(t)]) = Ek1,...,kl(ω)F ∗(ω), (6.24)

ki = 0, 1, . . . , N − 1, i = 1, 2, . . . , l.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.24) â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ðåøàåòñÿ èòåðàöèîí-

íûì ìåòîäîì:

Xm+1
k1···kl(ω) = αk1,··· ,kl

m Xm
k1···kl(ω) + (1− αk1,··· ,kl

m )
(
Xm
k1···kl(ω)−

−γk1···kl
(
H∗(ω)Ek1···kl(ω)Xm

k1···kl(ω)− F ∗(ω)Ek1···kl(ω)
))
, (6.25)

ãäå m = 0, 1, . . . ;
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Xm+1(ω) =
N−1∑
k1=0

· · ·
N−1∑
kl=0

Xm+1
k1···kl(ω), (6.26)

ãäå Xk1···kl(ω) = V (P[a,b]l[x(t)])Ek1···kl(ω), 0 < α∗ ≤ αk1,··· ,kl
m ≤ α∗ < 1.

Â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè ñèñòåìà (6.25), (6.26) èìååò âèä

xm+1
k1,...,kl

(t) = αk1,··· ,kl
m xmk1,...,kl

(t) + (1− αk1,··· ,kl
m )

(
xmk1,...,kl

(t)−

−γk1,...,kl

 b∫
a

. . .

b∫
a

h∗k1,...,kl
(t− τ)xmk1,...,kl

(τ)dτ−

−f ∗k1,...,kl
(t)
))
, k = 0, 1, . . . , N − 1, i = 1, 2, . . . , l, (6.27)

m = 0, 1, . . . ;

xm+1(t1, . . . , tl) =
N−1∑
k1=0

· · ·
N−1∑
kl=0

xm+1
k1,...,kl

(t1, . . . , tl). (6.28)

Çäåñü

f ∗k1,...,kl
(t) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫

−∞

f ∗(τ)ek1,...,kl(t− τ)dτ,

h∗k1,...,kl
(t) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫

−∞

h∗(τ)ek1,...,kl(t− τ)dτ,

ek1,...,kl(t1, · · · , tl) = V −1(Ek1,...,kl(ω1, . . . , ωl)).

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ñõåì (6.25), (6.26) è (6.27),
(6.28) àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííûì â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå âûáîðà êîíñòàíòû B. Ïîëîæèì ε1 = ε/4,
ãäå ε − çàäàííàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.20). Ïðè óñëîâèÿõ, íà-
ëàãàåìûõ íà ÿäðî è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (6.20), ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå
x∗ óðàâíåíèÿ (6.20) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2. Â ýòîì ñëó÷àå êîí-
ñòàíòà B îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣

∫
(−∞,∞)l\

∫
[−B,B]l

∣∣∣∣F ∗(ω1, . . . , ωl)

H∗(ω1, . . . , ωl)

∣∣∣∣2 dω
∣∣∣∣∣∣∣
1/2

= ε1.

Èç èòåðàöèîííûõ ñõåì (6.25) è (6.27) âèäíî, ÷òî êàæäîå èç óðàâíå-
íèé, âõîäÿùèõ â ñèñòåìû (6.25) è (6.27), ðåøàåòñÿ â îòäåëüíîñòè, íåçà-
âèñèìî îò îñòàëüíûõ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü ýòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íà
ÝÂÌ ñ ïàðàëëåëüíîé àðõèòåêòóðîé.
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7. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è
ãðàâèìåòðèè äëÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè äëÿ êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè â äâóìåð-
íîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Ïðåäëàãàþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû îïðåäå-
ëåíèÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòè ïðè èçâåñòíîé ãëóáèíå çàëåãàíèÿ è îäíîâðå-
ìåííîãî îïðåäåëåíèÿ ãëóáèíû çàëåãàíèÿ è ôîðìû ïîâåðõíîñòè. Ðàçäåë
íàïèñàí ïî ìàòåðèàëàì ñòàòåé [41, 56].

7.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ èíòåðïðåòàöèè ãðàâèòàöèîííûõ àíîìàëèé
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðóäíûõ òåë ïî çíà÷åíèÿì ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Â ñëó÷àå, åñëè ïëîòíîñòü ðóä-
íûõ òåë èçâåñòíà èç äðóãèõ èñòî÷íèêîâ, òî çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðå-
äåëåíèè ïîâåðõíîñòè ðóäíîãî òåëà.

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó êîòîðîé îñü Z íàïðàâëåíà
âåðòèêàëüíî âíèç.

Íåëèíåéíàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåí-
íîé ïî îñè Y êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè z(x) îïèñûâàåòñÿ [96] íåëèíåéíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

Kz ≡ Gσ

b∫
a

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x), (7.1)

ãäå z(ζ) − ôîðìà ïîâåðõíîñòè òåëà; H − ãëóáèíà çàëåãàíèÿ; σ − ïëîò-
íîñòü âîçìóùàþùåãî òåëà; G − ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðåãóëÿðèðóþùèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.1) íà÷àëè èññëå-
äîâàòüñÿ â ðàáîòàõ [91, 213]. Ïîäðîáíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ñî-
äåðæèòñÿ â êíèãàõ [96, 170].

Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (7.1) îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèåì

2GσH

b∫
a

z(ζ)

(x− ζ)2 +H2
dζ = f(x). (7.2)

Íàì óäîáíî ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

Az ≡
√

2

π
GσH

b∫
a

z(ζ)

(x− ζ)2 +H2
dζ =

1√
2π
f(x). (7.3)
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Ïðè èçâåñòíîé ãëóáèíå çàëåãàíèÿ H, èçâåñòíîì èíòåðâàëå (a, b) è
èçâåñòíîé ïëîòíîñòè σ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.2) â ðàáîòàõ [213, 217]
ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû ðåãóëÿðèðóþùèå àëãîðèòìû. Ïîäðîáíàÿ áèá-
ëèîãðàôèÿ ïî ìåòîäàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.1) è (7.2) è ãåîôèçè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèé ñîäåðæèòñÿ â [96]. Â öèêëå ñòàòåé [173, 175] èñ-
ñëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé
âèäà

z(x)− 1

2π

∞∫
−∞

ln
(t− x)2

(t− x)2 + z2(x)
dt = U(x)

íà Ñòðàõîâñêîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé. Òàì æå èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü
ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè.

Â ñëó÷àå, åñëè ðóäíîå òåëî çàëåãàåò íà ãëóáèíå H, ïðè÷åì åãî íèæ-
íÿÿ ïîâåðõíîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ z = H, à âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé z(x, y) = H −ϕ(x, y), ôóíêöèÿ ϕ(x, y) íåîòðèöà-
òåëüíà, maxϕ(x, y) << H, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

σHG

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(ζ, η)dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
= f(x, y), (7.4)

ãäå σ � ïëîòíîñòü òåëà; G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Â ñëó÷àå, åñëè ðóäíîå òåëî èìååò ïëîòíîñòü σ(x, y, z) è çàíèìàåò

îáúåì Q, òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

G

∫∫∫
Q

σ(ζ, η, ξ)ξdζdηdξ

((x− ζ)2 + (y − η)2 + ξ2)3/2
= f(x, y, 0). (7.5)

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ èòåðàöèîííûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.2)-(7.4) ïðè ðàçëè÷íîé èíôîðìàöèè î
ôîðìå ïîâåðõíîñòè è ãëóáèíå çàëåãàíèÿ òåëà.

7.2. Äâóìåðíàÿ çàäà÷à

Â ýòîì ïóíêòå èññëåäóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (7.2), îïèñûâàþùåãî îáðàòíóþ çàäà÷ó ãðàâèìåòðèè â äâóìåðíîì
ñëó÷àå ïðè ðàçëè÷íîé èíôîðìàöèè î ôîðìå ïîâåðõíîñòè òåëà z, ãëóáèíå
çàëåãàíèÿ òåëàH è èíòåðâàëå [a, b] îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
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7.2.1. Îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ïðè èçâåñòíîé ãëóáèíå
çàëåãàíèÿ H è íåèçâåñòíîì èíòåðâàëå çàëåãàíèÿ (a, b)

Òàê êàê èíòåðâàë (a, b) íåèçâåñòåí, òî ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (7.2)
â âèäå √

2

π
GσH

∞∫
−∞

z(ζ)

(x− ζ)2 +H2
dζ =

1√
2π
f(x), (7.6)

ãäå ïîëàãàåì ôóíêöèþ f(x) îïðåäåëåííîé ïðè x ∈ (−∞,∞).
Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëÿåòñÿ íóëåì â îáëàñòè

(−∞,∞) \ (a, b). Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (7.6) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,
ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

Z(ω)B(ω) = F1(ω), (7.7)

ãäå Z(ω), B(ω), F1(ω)− ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé z(x), GσH/(x2+
+H2), f1(x) = 1√

2π
f(x) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

g(x) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

G(ω) = V (g) =
1√
2π

∞∫
−∞

g(x)e−ixωdx, −∞ < ω <∞.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

g(x) = V −1G(ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

G(ω)eixωdω, −∞ < x <∞.

Èçâåñòíî [153, c. 391] (ôîðìóëà 15), ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè H/(x2 +H2) ðàâíî

√
π
2e
−H|ω|.

Èçâåñòíî [199], ÷òî óðàâíåíèå (7.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè
äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ε(ε >
> 0). Ïî äàííîìó ε ìîæíî íàéòè òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî D, ÷òî

−D∫
−∞

| Z∗(ω) |2 dω +

∞∫
D

| Z∗(ω) |2 dω ≤ ε2.

Çäåñü Z∗(ω) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.7). Î÷åâèäíî, Z∗(ω) ecòü ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ðåøåíèÿ z∗(x) óðàâíåíèÿ (7.7).

Óðàâíåíèå (7.7) áóäåì ðåøàòü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì íà ñåòêå tk =
= −D + 2Dk/N, k = 0, 1, . . . , N. Êàæäîìó çíà÷åíèþ tk ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γk òàêîå, ÷òî | 1− γkB(tk) |= 1/2.
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Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

Zn+1(tk) = Zn(tk)− γk(Zn(tk)B(tk)− F1(tk)), (7.8)

k = 0, 1, . . . , N, n = 0, 1, . . .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (7.8) ñõîäèòñÿ ñî ñêîðî-

ñòüþ (1/2)n. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà − Êàí-
òîðîâè÷à ñ âîçìóùåíèåì [120], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ F (ω)
çàäàíà â óçëàõ tk ñ òî÷íîñòüþ ε1, òî âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè ïðè âû÷èñëå-
íèè Z∗(tk), ãäå Z∗(ω) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.7), îöåíèâàåòñÿ íåðàâåí-
ñòâîì | Z∗(tk) − Zn+1(tk) |≤| Z1(tk) − Z0(tk) | 2−n + 2ε1, ñïðàâåäëèâûì
ïðè âñåõ k, k = 0, 1, . . . , N .

Âîñïîëüçîâàâøèñü êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè âû÷èñëåíèÿ îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [105], íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z(xl) íà
ñåòêå: xl = −A+ 2lA/M, l = 0, 1, . . . ,M.

7.2.2. Îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ïðè èçâåñòíîé ãëóáèíå
çàëåãàíèÿ H è èçâåñòíîì èíòåðâàëå çàëåãàíèÿ (a, b)

Îïðåäåëèâ ôóíêöèþ z(x) âíå ñåãìåíòà [a, b] íóëåì è ïðèìåíèâ
ê óðàâíåíèþ (7.2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì

Z(ω)B(ω) = F1(ω).

Âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèþ Z0(ω), ÿâëÿ-
þùóþñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè, ëîêàëèçîâàííîé â èíòåðâàëå
(a, b), è ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñîñòîÿùèé èç íåñêîëüêèõ ýòà-
ïîâ.

I ýòàï. Ïîñëåäîâàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

Zn+1(tk) = αnZn(tk) + (1− αn) (Zn(tk)− γk (Zn(tk)B(tk)− F1(tk))) ,

k = 0, 1, . . . , N, ãäå tk îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê â ï. 7.1.1; 0 < α∗ ≤
≤ αk ≤ α∗ < 1.

II ýòàï. Ïî çíà÷åíèÿì Z1(tk), k = 0, 1, . . . , N, îáðàòíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì Ôóðüå îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ z1(xk), k = 0, 1, . . . ,M.

III ýòàï. Íà âåêòîð (z1(x0), . . . , z1(xM))) âîçäåéñòâóåì îïåðàòîðîì
îãðàíè÷åíèé P[a,b], äåéñòâóþùèì ïî ôîðìóëå

P[a,b]f(x) =

{
f(x), åñëèx ∈ [a, b];
0, åñëèx /∈ [a, b].

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîð (z1(x0), . . . , z1(xM)).
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IV ýòàï. Íà âåêòîð (z1(x0), . . . , z1(xM)) âîçäåéñòâóåì îïåðàòîðîì
îãðàíè÷åíèé P+, äåéñòâóþùèì ïî ôîðìóëå

P+c =

{
c, åñëè c > 0,
0, åñëè c ≤ 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîð z∗1(x0), . . . , z
∗
1(xM)).

V ýòàï. Ïðèìåíèâ ê âåêòîðó z∗1(x0), . . . , z
∗
1(xM)) êâàäðàòóðíûå ôîð-

ìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, âû÷èñëÿåì Z2(tk), k = 0, 1, . . . , N.
VI ýòàï. Ïåðåõîäèì ê ïåðâîìó ýòàïó.
Äîêàæåì ñõîäèìîñòü îïèñàííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â ìåòðèêå

ïðîñòðàíñòâà L2(−∞,∞). Ïðè ýòîì íå áóäåì ó÷èòûâàòü äèñêðåòèçàöèþ.
Ââåäåì ôóíêöèþ γ(ω) òàêóþ, ÷òî

sup
ω
| 1− γ(ω)B(ω) |≤ 1.

Îïèñàííûé âûøå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë:

zn(x) = V −1(Zn(ω)), zn(x) = P+P[a,b]zn(x), Zn(ω) = V zn(x),

Zn+1(ω) = αnZn(ω) + (1− αn)(Zn(ω)− γn(ω)(B(ω)Zn(ω)− F1(ω))),

n = 0, 1, . . . , N ∗, ãäå 0 < α ≤ αn ≤ β < 1.
B êîìïàêòíîì âèäå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

Zn+1(ω) = αnV
(
P+
(
P[a,b]

(
V −1Zn(ω)

)))
+

+(1− αn)(V
(
P+
(
P[a,b]

(
V −1Zn(ω)

)))
−

−γn(ω)
(
B(ω)V

(
P+
(
P[a,b]

(
F−1Zn(ω)

)))
− F1(ω)

))
,

n = 0, 1, . . .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íîðìà îïåðàòîðàKZ ≡ Z(ω)−γ(ω)Z(ω)B(ω),

ãäå Z(ω) = V P+P[a,b]V
−1Z(ω), ðàâíà åäèíèöå.

Â ñàìîì äåëå,

‖KZ‖ = ‖Z(ω)− γ(ω)Z(ω)B(ω)‖ ≤

≤ sup
−∞<ω<∞

| 1− γ(ω)B(ω) | ‖Z(ω)‖ ≤ ‖Z(ω)‖ =

= ‖V (P+(P[a,b](V
−1Z(ω))))‖ ≤ ‖Z(ω)‖.

Èç ýòîé îöåíêè è òåîðåìû 10.3 èç ãëàâû I ñëåäóåò ñõîäèìîñòü îïè-
ñàííîãî âûøå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.
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7.2.3. Îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà z(x) ïðè íåèçâåñòíîé
ãëóáèíå çàëåãàíèÿ H è íåèçâåñòíîì èíòåðâàëå çàëåãàíèÿ (a, b)

Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (7.1) íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì

Gσ

b∫
a

2Hz(ζ)− z2(ζ)

(x− ζ)2 +H2
dζ = f(x).

Òàê êàê èíòåðâàë (a, b) íåèçâåñòåí, òî âìåñòî ïðåäûäóùåãî óðàâíå-
íèÿ ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå

1√
2π
Gσ

∞∫
−∞

2Hz(ζ)− z2(ζ)

(x− ζ)2 +H2
dζ =

1√
2π
f(x). (7.9)

Çäåñü ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà ïðè −∞ < x < ∞.
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè z∗(x), îïèñûâàþùèé âåðõ-
íþþ ãðàíèöó çàëåãàþùåãî òåëà è ãëóáèíó çàëåãàíèÿ H∗, ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.

I ýòàï. Ïî íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ z0(x) (è ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñ-
ëåííûì ïðèáëèæåíèÿì zn(x)) íàõîäèòñÿ íóëåâîå (è ïîñëåäóþùèå n-å)
ïðèáëèæåíèÿ ê ãëóáèíå çàëåãàíèÿ H. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (7.9) èíòå-
ãðèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ îò −∞ äî ∞. Â ðåçóëüòàòå èìååì

1√
2π

(2Gσπ)

∞∫
−∞

zn(ζ)dζ −Gσ
√
π

2
H−1
n

∞∫
−∞

z2
n(ζ)dζ =

1√
2π

∞∫
−∞

f(x)dx.

Îòñþäà

Hn =

Gσ
∞∫
−∞

z2
n(ζ)dζ

2Gσ
∞∫
−∞

zn(ζ)dζ − 1
π

∞∫
−∞

f(ζ)dζ

,

n = 0, 1, . . .
II ýòàï. Îò óðàâíåíèÿ (7.9) âîçâðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèþ

1√
2π
Gσ

∞∫
−∞

z̃(ζ)

(x− ζ)2 +H2
n

dζ =
1√
2π
f(x), (7.10)

ãäå z̃(t) = 2Hnz(t)− z2(t).
Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (7.10) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
Bn(ω)Z̃(ω) = F1(ω), (7.11)
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ãäå

Bn(ω) =
1√
2π
Gσe−Hn(|ω|), Z̃n(ω) = V (z̃n(t)).

Ïîñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå Z̃n+1(ω) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Z̃n+1(ω) = αnZ̃n(ω) + (1− αn)(Z̃n(ω)− γn(ω)(Bn(ω)Z̃n(ω)− F1(ω))).

Íàéäÿ î÷åðåäíîå çíà÷åíèå Z̃n(ω), îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
íàõîäèì çíà÷åíèÿ z̃(tk), à çàòåì èç óðàâíåíèÿ 2Hnz(tk)−z2

n(tk) = z̃(tk) −
çíà÷åíèÿ z(tk), k = 1, 2, . . . , N.

Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò âîçâðàò ê I ýòàïó.
Îñòàíîâêà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðîèçâîäèòñÿ èëè ïî çàðàíåå çà-

äàííîìó ÷èñëó èòåðàöèé èëè ïî çàðàíåå çàäàííîé âåëè÷èíå íåâÿçêè.

7.3. Òðåõìåðíàÿ çàäà÷à

Â ýòîì ðàçäåëå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, îïèñàííûå âûøå, ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ íà óðàâíåíèÿ âèäà (7.5). Íàïîìíèì [96], ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ôóíêöèè H/(x2 + y2 +H2)3/2 ðàâíî exp(−H

√
ω2

1 + ω2
2).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü òåëà çàâèñèò îò êîîðäèíàò. Îò-
ìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïëîòíîñòü ïðåäïîëàãàëàñü ïîñòîÿí-
íîé. Ïóñòü ïëîòíîñòü ðàâíà σ(x, y, z). Òîãäà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå òåëà
íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

HG

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ψ(ζ, η)dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
= f(x, y), (7.12)

ãäå

ψ(ζ, η) =

H∫
ϕ(ζ,η)

σ(ζ, η, u)du, (7.13)

z = ϕ(ζ, η) � âåðõíÿÿ ãðàíèöà òÿãîòåþùèõ ìàññ.
Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (7.12) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Èìååì Ψ(ω1, ω2)K(ω1, ω2) = F (ω1, ω2), ãäå Ψ(ω1, ω2), K(ω1, ω2),

F (ω1, ω2) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé ψ(ξ, η), HG/(ξ2 + η2)3/2, f(x)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (7.12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ψ∗(ζ, η) ∈ L2(R2), Ψ∗(ω1, ω2) − ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ψ∗(ζ, η).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε(ε > 0). Íàéäåòñÿ òàêîå A, ÷òî∫
E2\[−A,A]2

| Ψ∗(ω1, ω2) |2 dω1dω2 ≤ ε2.
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Ââåäåì ñåòêó óçëîâ tkl = (tk, tl), ãäå tk = −A + 2A
N , k = 0, 1, . . . , N.

Êàæäîìó óçëó tkl ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óðàâíåíèå Ψ(tk, tl)K(tk, tl) =
= F (tk, tl), k, l = 0, 1, . . . , N , êîòîðîå ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì

Ψn+1(tk, tl) = αnΨn(tk, tl)+

+(1− αn)(Ψn(tk, tl)− γkl(K(tk, tl)Ψ(tk, tl)− F (tn, tl))),

k, l = 0, 1, . . . , N. Ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà îáîñíîâûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè
ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ðàññóæäåíèÿìè.

Îïðåäåëèâ ïî îïèñàííûì âûøå èòåðàöèîííûì ïðîöåäóðàì ãðàíèöó
ψ(ζ, η), ôóíêöèþ ϕ(ζ, η) âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (7.13).

Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíèöû òå-
ëà è åãî ïëîòíîñòè â êîíòàêòíîé çàäà÷å.

Áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèÿ

−G
∫∫∫
Q

σ(ζ, η, ξ)(z − ξ)dζdηdξ
((x− ζ)2 + (y − η)2 + (z − ξ)2)3/2

= f(x, y, z), (7.14)

ò.å. áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàäèåíò íàïðÿæåííîñòè ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ èçâåñòåí ïðè z ≤ 0.

Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (7.14) ñëåäóþùèì îáðàçîì

−G
∫∫∫
Q

σ(ζ, η, ξ)(z − ξ)dζdηdξ
((x− ζ)2 + (y − η)2 + (z −H)2)3/2

= f(x, y, z). (7.15)

Ââåäåì ôóíêöèþ

ρ(ζ, η, ξ) =

{
σ(ζ, η, ξ) ïðè(ζ, η, ξ) ∈ Q,
0 ïðè(ζ, η, ξ) /∈ Q.

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü σ(ζ, η, ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìîì ïî ñòåïåíÿì ξ −H :

σ(ζ, η, ξ) = σ0(ζ, η) + σ1(ζ, η)(ξ −H) + · · ·+ σr(ζ, η)(ξ −H)r.

Òîãäà óðàâíåíèå (7.15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

−G
∞∫

−∞

∞∫
−∞

H∫
0

ρ(ζ, η, ξ)(z − ξ)dζdηdξ
((x− ζ)2 + (y − η)2 + (z −H)2)3/2

= f(x, y, z). (7.16)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z = ψ(x, y) ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ âåðõíþþ
÷àñòü ïîâåðõíîñòè òåëà Q. Òîãäà óðàâíåíèå (7.16) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

− G
2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

 H∫
ψ(ζ,η)

ρ(ζ, η, ξ)
z − ξ
z −H

dξ

 (z −H)dζdη

(x− ζ)2 + (y − η)2 + (z −H)2)3/2
=
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=
1

2π
f(x, y, z), (7.17)

îïðåäåëåííîãî ïðè −∞ ≤ x, y ≤ ∞, z ≤ 0.
Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (7.17) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì

x è y. Â ðåçóëüòàòå èìååì

GV

 H∫
ψ(ζ,η)

ρ(ζ, η, ξ)
z − ξ
z −H

dξ

 e−|z−H|
√
ω2

1+ω2
2 = −F1(ω1, ω2, z). (7.18)

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (7.18) â âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøèõ âû-
êëàäîê:

−G
H∫

ψ(x,y)

ρ(x, y, ξ)
z − ξ
z −H

dξ = f2(x, y, z), (7.19)

ãäå f2(x, y, z) = V −1
(
e|z−H|

√
ω2

1+ω2
2F1(ω1, ω2, z)

)
.

Ïóñòü òÿãîòåþùèå ìàññû ðàñïîëîæåíû â ïàðàëëåëåïèïåäå [−D,D,
−D,D,H−h,H]. Ââåäåì ñèñòåìó óçëîâ: tk = −D+2kD/N, k = 0, 1, . . . , N,
τk = H − h+ kh/M, k = 0, 1, . . . ,M.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü σ(ζ, η, ξ) = σ0(ζ, η),
ò.å. íå çàâèñèò îò ξ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî óçëà (tk, tl) ñîñòàâèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

Gσ0(tk, tl)
ψ(tk, tl))

2 −H2

2H
= f2(tk, tl, 0),

Gσ0(tk, tl)
(H + ψ(tk, tl))

2 − (2H)2

4H
= f2(tk, tl,−H). (7.20)

Ðàçäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå èç (7.20) íà âòîðîå, èìååì

2((ψ(tk, tl))
2 −H2)

(ψ(tk, tl)−H)2 + 4(ψ(tk, tl)−H)
=

f2(tk, tl, 0)

f2(tk, tl,−H)
.

Îòñþäà

ψ(tk, tl) = −2H − 3Hα(tk, tl)

2− α(tk, tl)
,

ãäå α(tk, tl) = f2(tk, tl, 0)/f2(tk, tl,−H).
Òåïåðü èç óðàâíåíèÿ (7.20) îïðåäåëÿåòñÿ σ0(tk, tl).
Â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü σ(ζ, η, ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî ñòåïå-

íÿì ξ, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äëÿ
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ïîëó÷åíèÿ ýòîé ñèñòåìû êàæäîìó èç óçëîâ (tk, tl), k, l = 0, 1, . . . , N − 1,
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìà óðàâíåíèé

−G
H∫

ψ(tk,tl)

r∑
n=0

σn(tk, tl)(ξ −H)n
zm − ξ
zm +H

dξ = f1(tk, tl, zm), (7.21)

ãäå zm = mH, m = 0, 1, . . . , r + 1.
Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (7.21) ïðèìåíÿåò-

ñÿ ìåòîä Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
áåðåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è, àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëåí âûøå.

8. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ
çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ìàãíèòîìåòðèè

Â ýòîì ðàçäåëå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ñâåðò-
êàõ, èçëîæåííûå ðàçä. 1−6 äàííîé ãëàâû, ïðèìåíÿþòñÿ ê ðåøåíèþ íåëè-
íåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ìàãíèòîìåòðèè.

8.1. Îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
òåîðèè ïîòåíöèàëà

Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàïðàâèâ îñü
0z âíèç.

Åñëè ðóäíîå òåëî çàëåãàåò íà ãëóáèíåH, ïðè÷åì åãî íèæíÿÿ ïîâåðõ-
íîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ z = H, à âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü îïèñûâàåòñÿ
ôóíêöèåé z(x, y) = H − ϕ(x, y) ñ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé ϕ(x, y) è
maxϕ(x, y) < H, òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

H∫
H−ϕ(ζ,η)

σ(ζ, η, ξ)(ξ − z)dζdηdξ

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (ξ − z)2)3/2
= f(x, y, z), (8.1)

ãäå G − ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; σ(ζ, η, ξ) − ïëîòíîñòü òåëà. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïëîòíîñòü σ(ζ, η, ξ) ≡ 0 âíå òåëà; âî-âòîðûõ,
ïëîòíîñòü äèôôåðåíöèðóåìà ïî ξ; â-òðåòüèõ, ãðàäèåíò íàïðÿæåííîñòè
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ èçâåñòåí ïðè z ≤ 0.

Íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè óðàâíåíèå (8.1) èìååò âèä

G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

H∫
H−ϕ(ζ,η)

σ(ζ, η, ξ)ξdζdηdξ

((x− ζ)2 + (y − η)2 + ξ2)3/2
= f(x, y, 0).
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Âû÷èñëèâ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî óðàâíå-
íèÿ, èìååì

G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ(ζ, η,H − ϕ(ζ, η))dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − ϕ(ζ, η))2)1/2
−

−G
∞∫

−∞

∞∫
−∞

σ(ζ, η,H)dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2
+

+G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

H∫
H−ϕ(ζ,η)

σ′ξ(ζ, η, ξ)dζdηdξ

((x− ζ)2 + (y − η)2 + ξ2)3/2
= f(x, y, 0).

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü
íå çàâèñèò îò ξ. Òîãäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ(ζ, η)

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − ϕ(ζ, η))2)1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2

]
dζdη = f(x, y, 0). (8.2)

Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (8.2) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

G

∞∫
−∞

∞∫
−∞

σ(ζ, η)

[
Hϕ(ζ, η)

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2

]
dζdη = f(x, y, 0). (8.3)

Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü ïîñòîÿííîé è äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ
ïðåäëàãàåìûõ â ðàáîòå àëãîðèòìîâ ïîëîæèì Gσ(ζ, η) = 1/2π.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ (8.2) è (8.3) â âèäå

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − ϕ(ζ, η))2)1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2

]
dζdη = f(x, y, 0) (8.4)

è

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
Hϕ(ζ, η)

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2

]
dζdη = f(x, y, 0). (8.5)
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à ìàãíèòîìåòðèè ïî îïðåäåëåíèþ ðàçäåëÿþùåé ïî-
âåðõíîñòè äâóõ ñðåä ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ [3]:

∆J

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
ϕ(ζ, η)

((x− ζ)2 + (y − η)2 + ϕ2(ζ, η))3/2
−

− H

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2

]
dζdη = f(x, y), (8.6)

ãäå ∆J − ñêà÷îê âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè;
f(x, y) − àíîìàëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå, îáóñëîâëåííîå îòêëîíåíèåì èñêî-
ìîé ïîâåðõíîñòè ϕ(x, y) îò àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîñêîñòè z = H.

Óðàâíåíèå (8.6) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
ϕ(ζ, η)

((x− ζ)2 + (y − η)2 + ϕ2(ζ, η))3/2

]
dζdη = f1(x, y), (8.7)

ïîëîæèâ ∆J = 1,

f1(x, y) =
f(x, y)

2π
+

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
H

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2

]
dζdη.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà.

Ïîêàæåì, ÷òî è çàäà÷à ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì óïðîùåíèè ïðèâîäèò ê ïîäîáíûì îäíîìåðíûì íåëèíåéíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïðèâåäåíû
â [173, 175].

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Gσ

b∫
a

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x), (8.8)

ãäå z(ζ) − ôîðìà ïîâåðõíîñòè òåëà; H − ãëóáèíà çàëåãàíèÿ.
Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (8.8) ïðèâîäèò [183] ê ëèíåéíîìó èíòå-

ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

2GσH

b∫
a

z(ζ)dζ

(x− ζ)2 +H2
= f(x). (8.9)
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Ðåãóëÿðèçóþùèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.8) èññëåäîâàëèñü
â ðàáîòàõ [91, 214]; èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (8.8),
(8.9) ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ [23, 56].

Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (8.8) áîëåå ïðîñòûì íåëèíåéíûì óðàâ-
íåíèåì

Gσ

b∫
a

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x). (8.10)

Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â óðàâíåíèè (8.8):

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
= ln

(x− s)2 + (H − z(s))2 + 2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 + (H − z(s))2
=

= ln

(
1 +

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 + (H − z(s))2

)
=

=
∞∑
k=1

(−1)k+1

k

(
2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 + (H − z(s))2

)k
.

Ïîëàãàÿ, ÷òî 2Hz(s)−z2(s)
(x−s)2+(H−z(s))2 << 1 è îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì

ïðåäûäóùåãî ðàçëîæåíèÿ, ïðèõîäèì ê (8.10).
Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (8.10) åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

Gσ

b∫
a

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds−

−Gσ
2

b∫
a

(2Hz(s)− z2(s))2

((x− s)2 + (H − z(s))2)2
ds = f(x), (8.11)

à òàêæå óðàâíåíèÿ ñ áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêîì íåëèíåéíîñòè (â ðàçä. 2
ïðèâåäåíû è äðóãèå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ).

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f(x) íóëåì íà îñè (−∞,∞) è ïðåäñòàâèì
óðàâíåíèÿ (8.10), (8.11) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x),−∞ < x <∞, (8.12)

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds−
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−1

2

1√
2π

∞∫
−∞

(2Hz(s)− z2(s))2

((x− s)2 + (H − z(s))2)2
ds = f(x),−∞ < x <∞, (8.13)

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé f(x),
f(x1, . . . , xl), h(t, τ), h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl). Èçëîæèì ýòè ñïîñîáû íà ïðè-
ìåðå ôóíêöèè f(x).

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) èçâåñòíû íà ñåãìåíòå [a, b].
Ïðåæäå âñåãî ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f(x) íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Âîç-

ìîæíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f(x). Ïðîäîëæåííóþ
ôóíêöèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç f̃(x).

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ñïîñîáà ïðîäîëæåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü èëè

f̃(x) =

{
f(x), x ∈ [a, b],

0, x ∈ (−∞,∞)\[a, b],
èëè

f̃(x) =

{
f(x), x ∈ [a, b],

C, x ∈ (−∞,∞)\[a, b],

ãäå C = 1
b−a

b∫
a

f(x)dx.

Òàê êàê ôóíêöèÿ

f(z) =

b∫
a

ϕ(ζ)

(z − ζ)2 +H2
dζ

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = x+ iy

âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì ñåãìåíòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè

{z = x+ iy, a ≤ x ≤ b, y = ±H},

òî âñþäó âíå ýòèõ ñåãìåíòîâ îíà ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k =

∞∑
k=0

1

k!
f (k)(0)zk.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî H > 1, îöåíèì ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ck,
k = 0, 1, . . .

Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R,
R ≥ 1. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) áóäåò àíàëèòè÷åñêîé â êðóãå B(0, R)
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà R.

Ïî òåîðåìå Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫
S(0,R)

f(ζ)

ζ − z
dζ,
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ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣∣dnf(z)

dzn

∣∣∣∣
z=0

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
S(0,R)

f(ζ)
d

dzn
1

ζ − z
dζ

∣∣∣∣∣∣∣
z=0

≤ n! sup
ζ∈S(0,R)

|f(ζ)| 1

Rn
,

ãäå S(0, R) − îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû cn ðÿäà Òåéëîðà îöåíèâàþòñÿ íåðà-

âåíñòâîì

|cn| ≤ sup
ζ∈S(0,R)

|f(ζ)| 1

Rn
.

Ðÿä
∞∑
k=0

1
k!f

(k)(0)zk ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè

f(z) â îáëàñòè, ãäå îí ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Òåéëîðà ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà ðàäèóñà H.

Åñëè |b− a| < H, òî ôóíêöèÿ ϕ(ζ) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà ñåã-
ìåíò [−H,H] ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Áåðí-
øòåéíà, ïîñòðîåííûõ íà ñåãìåíòå [a, b].

Èçâåñòíî [213], ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé â ñâåðòêàõ ÿâëÿåòñÿ íåêîð-
ðåêòíîé çàäà÷åé. Íåêîððåêòíîñòü îñîáåííî ÷åòêî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåøå-
íèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà âèäà:

1√
2π

∞∫
−∞

h(t− τ)x(τ)dτ = f(t). (8.14)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(ω), X(ω), F (ω) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé
h(t), x(t), f(t).

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (8.14) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå

H(ω)X(ω) = F (ω) (8.15)

â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè.
Ôîðìàëüíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.15) ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëîé

x(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

F (ω)

H(ω)
eiωtdω, −∞ < t <∞, (8.16)

îäíàêî òàê êàê ôóíêöèè F (ω) è H(ω) ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè
âåëè÷èíàìè ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ïðè ω → ±∞, èíòåãðàë (8.16) ìîæåò
áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ è èìåòü ñìûñë òîëüêî êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ.
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Â ìîíîãðàôèè [213] ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (8.14), çàêëþ÷àþùèåñÿ â çàìåíå ôîðìóëû (8.16) ñëåäóþùåé:

x(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

ϕ(ω, α)F (ω)

H(ω)
eiωtdω, −∞ < t <∞,

ãäå ϕ(ω, α)− ñòàáèëèçèðóþùèé ìíîæèòåëü; α− ïàðàìåòð ñòàáèëèçàöèè.
Ââåäåíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ èçìåíÿåò ñîîòíîøåíèå

F (ω)/H(ω) â äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé ω, ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè.

Â êà÷åñòâå òàêîãî ìåòîäà ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííî-ïðîåêöèîííûé
ìåòîä â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèÿì âèäà (8.14)
ýòîò ìåòîä âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü A,B − âåùåñòâåííûå ÷èñëà; N,M − íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ââåäåì ñåòêè óçëîâ: tk = −A+ 2kA/N, k = 0, 1, . . . , N, ωk = −B +

+ 2Bk/M, k = 0, 1, . . . ,M.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè x(t) èñ-
ïîëüçóåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ

X(ωk) =
1√
2π

2A

N

N−1∑
l=0

x(tl) exp{−iωktl}+RN(x), (8.17)

k = 0, 1, . . . ,M.

Çäåñü RN(x)− ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.
Ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (8.17) âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

H(ω) è F (ω) ôóíêöèé h(t) è f(t) íà ñåòêå óçëîâ ωk, k = 0, 1, . . . ,M.

Êàæäîìó çíà÷åíèþ ωk ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óðàâíåíèå

H(ωk)X(ωk) = F (ωk), k = 0, 1, . . . ,M,

êîòîðîå áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì èòåðàöèè:

Xn+1(ωk) =

= αnXn(ωk) + (1− αn) (Xn(ωk)− γk (H(ωk)Xn(ωk)− F (ωk))) , (8.18)

n = 0, 1, ....
Çäåñü 0 < α∗ ≤ αn ≤ α∗ < 1, à êîìïëåêñíûå ÷èñëà γk ïîäáèðàþòñÿ

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû γkH(ωk) = 1
2 .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè H(ωk) 6= 0, òî ýòî âñåãäà âîçìîæíî. Òàêæå çàìå-
òèì, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [199], â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ãðàâèìåòðèè
ôóíêöèÿ H(ω) îáðàùàåòñÿ â íóëü íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ
ωk (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîîòñòîÿùèõ), äëÿ êîòîðîé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå H(ωk) 6= 0.

Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé (8.18) ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.2 ãëàâû I. Âàæ-
íûì ñâîéñòâîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (8.18) ÿâëÿåòñÿ åãî àñèìïòîòè÷å-
ñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â ñìûñëå Ëÿïóíîâà ê ðàçëè÷íîãî ðîäà âîçìóùåíèÿì.

Îñòàíîâêà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (8.18) ïðîèçâîäèòñÿ ïî ÷èñëó
èòåðàöèé, åñëè ÷èñëî èòåðàöèé N∗ = [log2

1
ε ] + 1, ãäå ε − çàäàííàÿ òî÷-

íîñòü.
Ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (8.14) íàõîäèòñÿ ïî êâàäðàòóðíûì ôîðìó-

ëàì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èñïîëüçóþùèì çíà-
÷åíèÿ XN∗(ωk), k = 0, 1, . . . ,M. Ïðîñòåéøåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé
òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

x(tl) =
1√
2π

M−1∑
k=0

hkXN∗(ωk)e
iωktl, l = 0, 1, . . . , N, (8.19)

ãäå hk = ωk+1 − ωk, k = 0, 1, . . . ,M − 1.
Åñòåñòâåííî â êà÷åñòâå óçëîâ ωk, k = 0, 1, . . . ,M, è tl, l = 0, 1, . . . , N,

âçÿòü ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû è ïîëîæèòü A = B, N = M.

Ïîìèìî óñòîé÷èâîñòè è ôèëüòðàöèîííûõ ñâîéñòâ èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà (8.18), èìååòñÿ åùå äâà ðåãóëÿðèçóþùèõ ôàêòîðà â îïèñàííîì àë-
ãîðèòìå:

1) óðàâíåíèÿ H(ωk)X(ωk) = F (ωk), îòâå÷àþùèå çíà÷åíèÿì H(ωk),
ðàâíûì íóëþ èëè áëèçêèì ê íóëþ, îòïóñêàþòñÿ. Âîçíèêàþùàÿ ïðè òîì
ïîãðåøíîñòü â âû÷èñëåíèè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íåçíà÷è-
òåëüíà;

2) òàê êàê A − äîñòàòî÷íî áîëüøîå, íî êîíå÷íîå ÷èñëî, ïðîèñõî-
äèò, ïî ñóòè äåëà, ðåãóëÿðèçàöèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â çàìåíå îïåðàòîðîâ
â ïðÿìîì è îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

U(ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

u(t)e−iωtdt, u(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

U(ω)eiωtdω

îïåðàòîðàìè

U(ω) ≈ 1√
2π

A∫
−A

u(t)e−iωtdt, u(t) ≈ 1√
2π

A∫
−A

U(ω)eiωtdω.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà àëãîðèòìà ñîõðàíÿþò-
ñÿ è ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé áîëåå îáùèìè àëãîðèòìàìè,
îáñóæäàåìûìè íèæå.
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8.2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

Ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èç-
ëîæèì íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (8.12).

Ïîëàãàÿ, ÷òî max
−∞≤s≤∞

|z(s)| < H, ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

(8.12) â âèäå ðÿäà

1√
2π

∞∑
k=0

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2

(
H2 − (H − z(s))2

(x− s)2 +H2

)k
ds = f(x).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2
ds = f(x). (8.20)

Ââåäåì ôóíêöèþ u(s) = (2Hz(s)− z2(s)) è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

1√
2π

∞∫
−∞

u(s)

(x− s)2 +H2
ds = f(x). (8.21)

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (8.21) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èìååì

U(ω)
1

H
e−H|ω| = F (ω), (8.22)

ãäå U(ω) è F (ω) − ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé u(x) è f(x) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïóñòü A − äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî; N − öåëîå
÷èñëî. Ââåäåì ñåòêó óçëîâ ωk = −A+ Ak/N, k = 0, 1, . . . , 2N.

Ïóñòü qk = HeH|ωk|

2 , k = 0, 1, . . . , 2N.
Ïðèðàâíèâàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.22) â òî÷êàõ ωk, ïðèõîäèì

ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

1

H
U(ωk)e

−H|ωk| = F (ωk), k = 0, 1, . . . , 2N,

êàæäîå èç óðàâíåíèé êîòîðîé ðåøàåòñÿ ïî èòåðàöèîííîìó ìåòîäó

Um+1(ωk) = Um(ωk)− qk
(

1

H
Um(ωk)e

−H|ωk| − F (ωk)

)
, m = 0, 1, . . . ,

ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè O
((

1
2

)m)
.
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Âû÷èñëèâ ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ε (ε > 0) çíà÷åíèå U(ωk),
k = 0, 1, . . . , 2N, è èñïîëüçóÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, íàõîäèì çíà÷åíèÿ u(sk) íà ñåòêå óçëîâ sk,
k = 0, 1, . . . , 2N. Â êà÷åñòâå ñåòêè óçëîâ sk óäîáíî âçÿòü sk = −A+Ak/N,
k = 0, 1, . . . , 2N. Èç êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

z2(sk)− 2Hz(sk) + u(sk) = 0, (8.23)

k = 0, 1, . . . , 2N, íàõîäèì z(sk), k = 0, 1, . . . , 2N.
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u(s) âèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (8.23) ðàçðåøè-

ìû ïðè −∞ < u(s) ≤ H2. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å îòâå÷àþò
çíà÷åíèÿ 0 ≤ u(s) ≤ H2.

Îïèøåì èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî âíåñòè â âû÷èñëèòåëüíóþ
ñõåìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âìåñòî óðàâíåíèÿ (8.20) ðàññìàòðèâàåòñÿ
óðàâíåíèå

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2
ds+

+
1√
2π

∞∫
−∞

(2Hz(s)− z2(s))(H2 − (H − z(s))2)

((x− s)2 +H2))2
ds = f(x). (8.24)

Ââåäåì ôóíêöèè u1(s) = (2Hz(s)− z2(s)), u2(s) = u1(s)(H
2 − (H−

−z(s))2) è ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (8.24) â âèäå

1√
2π

∞∫
−∞

u1(s)ds

(x− s)2 +H2
+

1√
2π

∞∫
−∞

u2(s)ds

((x− s)2 +H2)2
= f(x). (8.25)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U1(ω), U2(ω), H1(ω), H2(ω), F (ω) ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôóíêöèè u1(s), u2(s),

1
s2+H2 ,

1
(s2+H2)2 , f(s) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåíèâ ê (8.25) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èìååì

H1(ω)U1(ω) +H2(ω)U2(ω) = F (ω). (8.26)

Ââåäåì äâå ñåòêè óçëîâ: ωk = −A + Ak/N, k = 0, 1, . . . , 2N, ω∗k =
= ωk + A/(mN), k = 0, 1, . . . , 2N, m − öåëîå ÷èñëî.

Áóäåì ñ÷èòàòü â ïðîìåæóòêå [ωk, ω
∗
k] ôóíêöèè U1(ω), U2(ω) ïîñòî-

ÿííûìè.
Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé U1(ωk), U2(ωk) ïîëó÷àåì 2N ñèñòåì

óðàâíåíèé
H1(ωk)U1(ωk) +H2(ωk)U2(ωk) = F (ωk),

H1(ω
∗
k)U1(ωk) +H2(ω

∗
k)U2(ωk) = F (ω∗k), k = 0, 1, . . . , 2N − 1. (8.27)
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Âûáîðîì ω∗k âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî ñèñòåìà (8.27) áóäåò
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé.

Íàéäÿ èç (8.27) U1(ωk), k = 0, 1, . . . , 2N − 1, è ïîâòîðÿÿ ïðèâå-
äåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, íàõîäèì çíà÷åíèÿ z(sk), sk = −A + Ak/N,
k = 0, 1, . . . , 2N.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíî-
ñòÿìè òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, äëÿ èõ ðåøåíèÿ íóæíî ââåñòè
òðè è áîëåå ñåòîê óçëîâ.

Â ïðèëîæåíèè G ïðèâåäåíû ìîäåëüíûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå
ýôôåêòèâíîñòü èçëîæåííûõ â ýòîì ðàçäåëå àëãîðèòìîâ.

8.3. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
â òðåõìåðíîì ñëó÷àå

Îáùèé ñëó÷àé èçëîæèì íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (8.4). Î÷åâèäíî,

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − ϕ(ζ, η))2)1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2

]
dζdη =

=
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2 + (ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η)))1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2

]
dζdη =

=
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2(1 + u)1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2

]
dζdη = f(x, y), (8.28)

ãäå u = (ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))/((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2).

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |u| < 1 ôóíêöèÿ 1
(1+u)1/2 ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

1

(1 + u)1/2
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

2nn!
un. (8.29)
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Ïîäñòàâëÿÿ (8.29) â (8.28) è ïîëüçóÿñü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ
ðÿäà (8.29), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

2π

∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

2nn!

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))ndζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)n+1/2
= f(x, y).

(8.30)
Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (8.30), îãðàíè÷èâøèñü êîíå÷íûì ÷èñ-

ëîì ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè.
Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì ñëàãàåìûì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

− 1

4π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
= f(x, y). (8.31)

Â ñëó÷àå äâóõ ñëàãàåìûõ ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

− 1

4π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
+

+
3

8

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))2dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)5/2
= f(x, y). (8.32)

Ïóñòü X1(ω1, ω2), X2(ω1, ω2), H1(ω1, ω2), H2(ω1, ω2), F (ω1, ω2) − ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé ϕ2(x, y)−2Hϕ(x, y), (ϕ2(x, y)−2Hϕ(x, y))2,

1
(x2+y2+H2)3/2 ,

1
(x2+y2+H2)5/2 , f(x, y).

Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (8.32) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè:

−1

2
X1(ω1, ω2)H1(ω1, ω2) +

3

8
X2(ω1, ω2)H2(ω1, ω2) = F (ω1, ω2). (8.33)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.33) ñîñòàâèì äâå ñåòêè óçëîâ.
Âîçüìåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî A è â êâàäðàòå [−A,A]2 ïîñòðî-

èì ñåòêó óçëîâ vkj = (vk, vj), k, j = 0, 1, . . . , 2N, ãäå vk = −A + kA/N,
k = 0, 1, . . . , 2N. Ïóñòü α = A/Nm, ãäå m − öåëîå ÷èñëî. Ââåäåì åùå
îäíó ñåòêó óçëîâ: v̄kj = (v̄k, v̄j), k, j = 0, 1, . . . , 2N − 1, ãäå v̄k = vk + α,
k = 0, 1, . . . , 2N − 1.

Ïðè ñîñòàâëåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñäåëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïî-
ëîæåíèå: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ôóíêöèè Xi(ω1, ω2),
i = 1, 2, èçìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿ-
åò ïîëîæèòü çíà÷åíèÿ Xi(ω1, ω2), i = 1, 2, ðàâíûìè â òî÷êàõ vkj è v̄kj è
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ïîñòðîèòü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç 4N 2 ëèíåéíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

−1

2
X1(vk, vj)H1(vk, vj) +

3

8
X2(vk, vj)H2(vk, vj) = F (vk, vj),

−1

2
X1(vk, vj)H1(v̄k, v̄j) +

3

8
X2(vk, vj)H2(v̄k, v̄j) = F (v̄k, v̄j), (8.34)

k, j = 0, 1, . . . , 2N − 1.
Ïîäîáíîå ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïàðàëëåëüíî 4N 2

ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Îäíîçíà÷-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòèõ ñèñòåì ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëèòåëè îòëè÷íû îò íóëÿ.

Âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ X1(vk, vl), k, l = 0, 1, . . . , 2N − 1, ïî êóáàòóð-
íûì ôîðìóëàì äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, íàõîäèì çíà÷åíèÿ
ϕ(xk, xl) íà íåêîòîðîé ñåòêå óçëîâ xk,l. Îòìåòèì, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, óäîá-
íîé äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñåòêà óçëîâ xk,l = (xk, xl), k, l = 0, 1, . . . , 2N,
xk = −A+ Ak/N, k = 0, 1, . . . , 2N.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (8.32) èñïîëüçóåòñÿ îäíà ñåòêà
óçëîâ.

8.4. Ìîäåëüíûå ïðèìåðû

Äëÿ èëëþñòðàöèè èçëîæåííûõ âûøå àëãîðèòìîâ ðàññìîòðèì äâå
çàäà÷è: îäíîìåðíóþ è äâóìåðíóþ.

Çàäà÷à 8.1. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò,
íàïðàâèâ îñü Oz âíèç. Ïóñòü H = const è â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïî-
âåðõíîñòÿìè z = H è z = H − z(x), ðàñïîëîæåíî òåëî ñ ïëîòíîñòüþ
σ,Gσ = 1. Ïóñòü âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñî-
çäàâàåìîãî ýòèì òåëîì, ðàâíà π 1+H

H(x2+(H+1)2) . Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ
z(x).

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds =

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (8.35)

Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (8.35) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)ds

(x− s)2 +H2
=

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
, (8.36)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z(s) = 1
2H

1
s2+1 .
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Âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (8.35) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2
ds =

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (8.37)

Âíà÷àëå íàéäåì òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.

Èçâåñòíî [96], ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè
√

2
π

H
x2+H2 ÿâëÿåò-

ñÿ òàáëè÷íûì:

V

(√
2

π

H

H2 + x2

)
= e−H|ω|.

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (8.36) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èìååì

√
2πZ(ω)e−H|ω| =

π

2

1

H
e−(H+1)|ω|. (8.38)

Èç óðàâíåíèÿ (8.38) èìååì

Z(ω) =

√
π

23/2

1

H
e−|ω|,

ñëåäîâàòåëüíî,

z(s) =
1

2H

1

1 + s2
. (8.39)

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (8.37).
Ïîëàãàÿ u(s) = 2z(s)− z2(s)

H , ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (8.37) ê âèäó

H√
2π

∞∫
−∞

u(s)

(x− s)2 +H2
ds =

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (8.40)

Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (8.40) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, â ðåçóëüòàòå
óðàâíåíèå (8.40) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó√

π

2
U(ω)e−H|ω| =

π

2

1

H
e−(H+1)|ω|. (8.41)

Îòñþäà

U(ω) =

√
π

2

1

H
e−|ω|,

ñëåäîâàòåëüíî,

u(s) =
1

H

1

s2 + 1
.
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Îòñþäà z2(s)− 2Hz(s) + 1/(s2 + 1) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè

z1,2(s) = H ±
√
H2 − 1

s2 + 1

ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (8.37).
Òàê êàê ïðè s → ±∞ z(s) → 0, òî ðåøåíèåì óêàçàííîé çàäà÷è

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

z2(s) = H −
√
H2 − 1

s2 + 1
. (8.42)

Îöåíèì âåëè÷èíó ïîïðàâêè, îáóñëîâëåííîé ïåðåõîäîì îò óðàâíåíèÿ
(8.36) ê óðàâíåíèþ (8.37). Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ôóíêöèþ z2(s), ïðåäñòà-
âèìóþ ôîðìóëîé (8.42), â ðÿä Òåéëîðà. Î÷åâèäíî,

z2(s) =
1

2H(s2 + 1)
− 1

4H3(s2 + 1)2
+ . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà, âíîñèìàÿ ïåðåõîäîì îò óðàâíåíèÿ
(8.36) ê óðàâíåíèþ (8.37), åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà (1/(4H3(s2 + 1)2)).

Â ÷åòâåðòîì ïðèáëèæåíèè ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2
ds+

+
1√
2π

∞∫
−∞

(2Hz(s)− z2(s))(H2 − (H − z(s))2)

((x− s)2 +H2)2
ds =

=

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (8.43)

Íàéäåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.43).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: u1(s) = 2z(s) − z2(s)/H, u2(s) = u1(s)(H

2−
−(H − z(s))2).

Òîãäà óðàâíåíèå (8.43) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H√
2π

∞∫
−∞

u1(s)

(x− s)2 +H2
ds+

H√
2π

∞∫
−∞

u2(s)

((x− s)2 +H2)2
ds =

=

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (8.44)
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Â ðàáîòå [96] óêàçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé
√

2
π

H
H2+x2 è√

2
π

H
(x2+H2)2 ðàâíûå, ñîîòâåòñòâåííî, e−H|ω| è −|ω|e−H|ω|.
Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ (8.44), èìååì√

π

2
U1(ω)e−H|ω| −

√
π

2
U2(ω)|ω|e−H|ω| = π

2

1

H
e−(H+1)|ω|. (8.45)

Ââåäåì äâå ñåòêè óçëîâ: ω1
k = −B + 2kB/N, k = 0, 1, . . . , N, ω2

k =
= ω1

k +B/N, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè U1(ω) è U2(ω) ïîñòîÿííûìè â èíòåðâàëàõ

∆k = [ω1
k, ω

1
k+1), k = 0, 1, . . . , N − 1, ïîëàãàÿ U1(ω) = u1,k ïðè ω ∈ ∆k,

k = 0, 1, . . . , N − 1, U2(ω) = u2,k ïðè ω = ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Ïðèðàâíèâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.45) â òî÷êàõ ω1

k, ω
2
k,

k = 0, 1, . . . , N − 1, ïîëó÷àåì N ñèñòåì óðàâíåíèé:

u1,ke
−H|ω1

k| − u2,k|ω1
k|e−H|ω

1
k| =

√
π

2

1

H
e−(H+1)|ω1

k|,

u1,ke
−H|ω2

k| − u2,k|ω2
k|e−H|ω

2
k| =

√
π

2

1

H
e−(H+1)|ω2

k|, (8.46)

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (8.46) â áîëåå óäîáíîì âèäå:

u1,k − u2,k|ω1
k| =

√
π

2

1

H
e−|ω

1
k|,

u1,k − u2,k|ω2
k| =

√
π

2

1

H
e−|ω

2
k|, (8.47)

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (8.47) îòëè÷åí îò íóëÿ: (Det)k = |ω1

k| − |ω2
k|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû (8.47) ïðè k = 0, 1, . . . , N − 1 îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìû, èõ ðåøåíèÿ ðàâíû

u1k =

√
π

2

e−|ω
1
k|

H
+

√
π

2

|ω1
k|

|ω2
k| − |ω1

k|
· 1

H

(
e−|ω

1
k| − e−|ω2

k|
)
,

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè îïðåäåëÿåò ðåøåíèå çà-

äà÷è, ó÷èòûâàþùåå âòîðîå ïðèáëèæåíèå, âòîðîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò
ïîïðàâêó, âíîñèìóþ òðåòüèì è ÷åòâåðòûì ïðèáëèæåíèÿìè.

Ïðèìåíÿÿ ê ïðåäûäóùåìó âûðàæåíèþ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå, ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ÷åòâåð-
òîì ïðèáëèæåíèè.
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Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è 8.1 ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè G.
Çàäà÷à 8.2. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò

Oxyz, íàïðàâèâ îñü Oz âíèç. Ïóñòü H = const è â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
ïëîñêîñòüþ z = H è ïîâåðõíîñòüþ z = H−z(x, y), ðàñïîëîæåíî òåëî
ñ ïëîòíîñòüþ σ = 1.Ïóñòü âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ, ñîçäàâàåìàÿ ýòèì òåëîì, èçâåñòíà íà íåêîòîðîé ñåòêå óçëîâ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ z(x, y). Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïðè ðàç-
íûõ çíà÷åíèÿõ H â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî:

à) ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òåëîì, èçâåñòíî íà ðàâíîìåð-
íîé ñåòêå óçëîâ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè;

á) ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òåëîì, èçâåñòíî íà íåðàâíîìåð-
íîé ñåòêå óçëîâ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (8.28), íåëèíåéíûìè ïðèáëèæå-
íèÿìè ê êîòîðîìó ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (8.31) è (8.32).

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì âîññòàíîâëåíèå ïîâåðõ-
íîñòè òåëà, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè z = H è z = H − ϕ1(x, y), ãäå
H− ãëóáèíà çàëåãàíèÿ,

ϕ1(x, y) =

{ √
R2 − (x2 + y2), (x2 + y2) ≤ R2,

0, (x2 + y2) > 0.
(8.48)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ñîçäàâàåìîãî ïîëóøàðîì, çàëåãàþùèì íà ãëóáèíå
H, ðåøàåì ïðÿìóþ çàäà÷ó

f1(x, y) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

H∫
H−ϕ1(ζ,η)

ξdζdηdξ

((x− ζ)2 + (y − η)2 + ξ2)3/2
. (8.49)

Äëÿ ýòîãî ïðàâàÿ ÷àñòü â ôîðìóëå (8.49) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êóáàòóð-
íîé ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííîé ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è 8.2 ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè G.

9. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
èçîáðàæåíèé, èñêàæåííûõ ñèñòåìàìè ñ àáåððàöèÿìè

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ãåîôèçèêè âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïåðå-
äà÷è èçîáðàæåíèé äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ, à òàêæå ïåðåäà÷à èçîáðàæåíèé
ñ äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò èñêàæåíèÿ, îáóñëîâ-
ëåííûå äâèæåíèåì ïðåäìåòîâ, à òàêæå àáåððàöèÿìè.

Îäíîé èç âàæíûõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à óñòðàíåíèÿ èñêàæåíèé, îáóñëîâ-
ëåííûõ �ñìàçûâàíèåì� èç-çà äâèæåíèÿ ïðåäìåòîâ, äðóãèìè ôàêòîðàìè,
âíîñèìûìè èñïîëüçóåìûìè ñèñòåìàìè, à òàêæå àáåððàöèÿìè.
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Ïîäðîáíûé îáçîð ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíûõ ñèãíàëîâ, èñêà-
æåííûõ ëèíåéíûìè, èíâàðèàíòíûìè ê ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì
ñäâèãàì ñèñòåìàìè, èçëîæåí â ìîíîãðàôèÿõ [77, 78].

Âîïðîñû âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé, èñêàæåííûõ ïðîñòðàíñòâåííî-
çàâèñèìûìè ñèñòåìàìè îòîáðàæåíèé, èññëåäîâàëèñü â [159] è â îáçîðå
[207].

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ ðàññåèâàíèÿ òî÷êè (ÔÐÒ), îïèñûâàþùàÿ
ðàçìûâàíèå, ïðîñòðàíñòâåííî çàâèñèìà, ðåñòàâðàöèÿ èçîáðàæåíèÿ ñòà-
íîâèòñÿ íåâåðîÿòíî ñëîæíîé. Â ýòîì ñëó÷àå óæå íå ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíûõ ôèëüòðîâ, à ìå-
òîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíêè îêàçûâàþòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûìè äëÿ âûâîäà è
ðåàëèçàöèè.

Îäèí èç ìåòîäîâ êîððåêöèè ïðîñòðàíñòâåííî çàâèñèìûõ èçîáðàæå-
íèé ñâÿçàí [161] ñ ïðåîáðàçîâàíèåì âñåõ íåïðåðûâíî-ïðîñòðàíñòâåííûõ
ôóíêöèé â äèñêðåòíóþ ôîðìó ñ ïîìîùüþ âûáîðêè èëè ðàçëîæåíèÿ ïî
ôóíêöèîíàëüíîìó ðÿäó. Òåîðåòè÷åñêè â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè îöåíêó
ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ èñõîäíîãî îáúåêòà, âû÷èñëèâ
ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îáðàòíûå ôóíêöèè, à ïðè íàëè÷èè øó-
ìîâ � èñïîëüçîâàâ ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó. Îäíàêî ýòè ãðóáûå ìåòîäû
òðåáóþò äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé.

Äðóãîé ïîäõîä ê âîññòàíîâëåíèþ ïðîñòðàíñòâåííî çàâèñèìûõ èçîá-
ðàæåíèé îñíîâàí íà ðàçáèåíèè èìïóëüñíîé ðåàêöèè íà îáëàñòè, èìåþ-
ùèå ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâåííî èíâàðèàíòíûå ÔÐÒ. Ðîááèíñ è Õóàíã
[159] ïîêàçàëè, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ
â çàìêíóòîé ôîðìå, åñëè èçâåñòíà èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ ëèíåéíîé ïðî-
ñòðàíñòâåííî çàâèñèìîé èñêàæàþùåé ñèñòåìû.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ, èñêàæåííîãî ëèíåéíîé ïðîñòðàíñòâåííî
çàâèñèìîé ñèñòåìîé ñ àáåððàöèÿìè òèïà êîìû. Èìïóëüñíóþ ðåàêöèþ òà-
êîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå r−2

1 h(r0/r1,Θ0−Θ1), ãäå (r0,Θ0),
(r1,Θ1) − ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê â âûõîäíîé è âõîäíîé ïëîñêîñòÿõ.
Îáîçíà÷èì ñèãíàë íà âõîäå ñèñòåìû ÷åðåç u(r1,Θ1); âûõîäíîé ñèãíàë
ν(r0,Θ0) ñâÿçàí ñ âõîäíûì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñîîòíîøåíèåì [159]:

ν(r0,Θ0) =

2π∫
0

∞∫
0

h

(
r0

r1
,Θ0 −Θ1

)
u(r1,Θ1)r

−1
1 dr1dΘ1. (9.1)

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (9.1), ïåðåäàþùàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòíà
ê ñäâèãó ïî Θ è çàâèñèìà ïî r. Ñëåäîâàòåëüíî, ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî Θ0 è Ìåëëèíà ïî r0.
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Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ôóíêöèÿM =h(r,Θ), ãäåM è = − ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðû ïðåîáðàçî-
âàíèé Ìåëëèíà è Ôóðüå, íå îáðàùàëàñü â íóëü ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ω, z èëè îáðàùàëàñü â íóëü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê èëè êðèâûõ íà ïëîñ-
êîñòè (ω, z).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1, Ω2, D1, D2 ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà 0 ≤ r <
< ∞, 0 ≤ Θ ≤ 2π, 1/2 − i∞ < p < 1/2 + i∞, −∞ < ω < ∞. Ââåäåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè:
− ïðÿìîå:

=f ≡ f̃(ω) =
1√
2π

2π∫
0

f(Θ)e−i2πωΘdΘ;

− îáðàòíîå:

=−1f̃ ≡ f(Θ) =
1√
2π

∞∫
−∞

f̃(ω)ei2πωΘdω,

à òàêæå íîðìû:

‖f‖L2(Ω1) =

∫
Ω1

|f(x)|2dx

1/2

=

 ∞∫
0

f(x)f̄(x)dx

1/2

,

‖f‖L2(Ω2) =

∫
Ω2

|f(x)|2dx

1/2

=

 2π∫
0

f(x)f̄(x)dx

1/2

,

‖f‖L2(D2) =

∫
D2

|f(x)|2dx

1/2

=

 ∞∫
−∞

f(x)f̄(x)dx

1/2

.

Ëåììà 9.1. Åñëè àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äâîéíîé èíòåãðàë

2π∫
0

∞∫
0

|f(Θ)||f̃(ω)|dΘdω,

òî
‖f(Θ)‖L2(Ω2) = ‖f̃(ω)‖L2(D2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ‖f̃(ω)‖L2(D2):

‖f̃(ω)‖2
L2(D2) =

∞∫
−∞

f̃(ω)f̃(ω)dω =

∞∫
−∞

(2π)−1/2

2π∫
0

f(Θ)e−i2πωΘdθf̃(ω)dω =
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= (2π)−1/2

2π∫
0

f(Θ)


∞∫

−∞

e−i2πωΘf̃(ω)dω

 dΘ =

= (2π)−1/2

2π∫
0

f(Θ)

∞∫
−∞

ei2πωΘf̃(ω)dωdΘ =

2π∫
0

f(Θ)f(Θ)dΘ = ‖f(Θ)‖2
L2(ω2).

Èçìåíåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ çàêîííî â ñèëó àáñîëþòíîé ñõî-

äèìîñòè èíòåãðàëà
2π∫
0

∞∫
0

|f(Θ)||f̃(ω)|dωdΘ.

Ëåììà 9.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (p) =
∞∫
0

f(t)tp−1dt àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè

Rep ≥ 0, 5 (f(t) = (2πi)−1
0,5+i∞∫

0,5−i∞
F (p)t−pdp). Òîãäà

‖Mf(t)‖L2(D1) = ‖|F (p)‖L2(D1) =
√

2π‖f(t)‖L2(Ω1);

‖M−1F (p)‖L2(Ω1) = ‖f(t)‖L2(Ω1) =

 ∞∫
0

|f(t)|2dt

1/2

=
1

(2π)1/2
‖F (p)‖L2(D1);

‖F (p)‖L2(D1) =

1

i

0,5+i∞∫
0,5−i∞

|F (p)|2dp

1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåîáðàçîâàíèè Ìåëëèíà F (p) =
∞∫
0

f(t)tp−1dt

ñäåëàåì çàìåíû: t = eν è p = c+ iσ. Òîãäà

F (p) = F (c+ iσ) =

∞∫
−∞

f(eν)eν(c+iσ)dν,

f(t) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

F (p)t−pdp =
1

2π

∞∫
−∞

F (c+ iσ)e−ν(c+iσ)dσ = f(eν).

Íàéäåì íîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà â L2(c− i∞, c+ i∞). Î÷å-
âèäíî,

c+i∞∫
c−i∞

|F (p)|2dp = i

∞∫
−∞

F (c+ iσ)F (c+ iσ)dσ =
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= i

∞∫
−∞

{
∞∫

−∞

f(eν)eν(c+iσ)dν}F (c+ iσ)dσ =

=

∞∫
−∞

if(eν)


∞∫

−∞

eν(c+iσ)F (c+ iσ)dσ

 dν =

= i

∞∫
−∞

f(eν)


∞∫

−∞

eν(c−iσ)F (c+ iσ)dσ

 dν =

= i

∞∫
−∞

f(eν)e2νc{
∞∫

−∞

e−ν(c+iσ)F (c+ iσ)dσ}dν =

= i

∞∫
−∞

f(eν)2πe2νcf(eν)dν.

Òàêèì îáðàçîì,
∞∫
−∞
|F (c+iσ)|2dσ = 2π

∞∫
−∞
|f(eν)eνc|2dν. Âîçâðàùàÿñü

ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì

c+i∞∫
c−i∞

|F (p)|2dp = 2πi

∞∫
0

|tcf(t)|2t−1dt. (9.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà â ïðîñòðàíñòâå
L2(c− i∞, c+ i∞) áóäåò ðàâíà

‖F (p)‖ =

1

i

c+i∞∫
c−i∞

|F (p)|2dp


1/2

, (9.3)

èëè

‖F (p)‖L2(c−i∞,c+i∞) =
√

2π

 ∞∫
0

|tcf(t)|2t−1dt

1/2

. (9.4)

Îöåíèì íîðìó ‖F (p)‖ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ c. Ïóñòü c = 1/2.
Òîãäà ‖F (p)‖L2(D1) =

√
2π‖f(t)‖L2(Ω1). Åñëè c 6= 1/2, òî íà ôóíêöèþ f(t)

íåîáõîäèìî íàëàãàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà c > 1/2 (ñëó÷àé, êîãäà c < 1/2, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òàê êàê åñëè
ôóíêöèÿ F (p) àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Rep > c, c ≤ 0, 5, òî îíà áóäåò
àíàëèòè÷åñêîé è â îáëàñòè Rep > 0, 5). Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ
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f(t) ôèíèòíà ñ íîñèòåëåì [0, T ]. Òîãäà èç ôîðìóëû (9.4) ñëåäóåò, ÷òî
‖F (p)‖L2(c−i∞,c+i∞) = (2π)1/2T c−1/2‖f(t)‖L2(Ω1).

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà ‖f(t)‖ = (2π)−1/2‖F (p)‖ ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî (p = 1/2 + iσ).

Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè ν(r,Θ0), îïðåäåëåííîé óðàâíåíèåì (9.1), ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå = è ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà M, ïîëó÷èì

V (p, ω) = H(p, ω)U(p, ω),

ãäå
U(p, ω) = M=(u(r,Θ)). (9.5)

Íàëîæèì íà ôóíêöèè V, H, U ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé, íàçûâàåìóþ
â äàëüíåéøåì óñëîâèåì A. Ïðåäïîëîæèì:

1) c = 1/2 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé V, H, U
ïî ïåðåìåííîé p;

2) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé z = H(p, ω) ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòîâ p ∈
∈ D1, ω ∈ D2 ðàñïîëîæåíî âíóòðè óãëà, âåëè÷èíà êîòîðîãî íå ïðåâûøà-
åò π, ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0, 0) ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z è,
âîçìîæíî, â åãî âåðøèíå;

3) H(p, ω) 6= 0 ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ p è ω.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî γ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

sup
p∈D1,ω∈D2

|1− γH(p, ω)| = q ≤ 1. (9.6)

Çàìå÷àíèå. Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð H(p, ω) ôè-
íèòíûé ñ íîñèòåëåì â îáëàñòè D1 ×D2, òî

sup
p∈D1,ω∈D2

|1− γH(p, ω)| = q < 1. (9.7)

Òåîðåìà 9.1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå A è ñïåêòð H(p, ω) ôèíèòåí,
òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

un+1(r,Θ) =

= un(r,Θ)− γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
un(r1,Θ1)r

−1
1 dr1dΘ1 + γν(r,Θ) (9.8)

ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u∗(r,Θ) óðàâíåíèÿ (9.1) ñî ñêîðîñòüþ ‖u∗ − un‖ =
= O(qn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè ‖un+1(r,Θ) − un(r,Θ)‖.
Ïî ëåììå 9.1 íîðìû ôóíêöèé f(Θ) â L2(Ω2) è f(ω) â L2(D2) ðàâíû, ò.å.

‖un+1(r,Θ)− un(r,Θ)‖ = ‖un(r,Θ)− γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
[un(r1,Θ1)−
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−un−1(r1,Θ1)] r
−1
1 dr1dΘ1 − un−1(r,Θ)‖ = ‖ũn(r, ω)−

−γ
2π∫

0

h̃

(
r

r1
, ω

)
[ũn(r1, ω)− ũn−1(r1, ω)]r−1

1 dr1 − ũn−1(r, ω)‖.

Äàëåå èíòåãðèðîâàíèå â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè áóäåì âåñòè òîëü-
êî ïî r1; ω ñ÷èòàåì ïàðàìåòðîì è ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà,
íîðìà êîòîðîãî îöåíåíà â ëåììå 9.2. Ïîëàãàÿ p = 0, 5+iσ, −∞ < σ <∞,
ïîëó÷èì

‖un+1 − un‖ =
1√
2π
‖Un(p, ω)− γH(p, ω)[Un(p, ω)− Un−1(p, ω)]−

−Un−1(p, ω)‖ = (2π)−1/2‖(Un(p, ω)− Un−1(p, ω))(1− γH(p, ω))‖ <
< (2π)−1/2 sup

p∈D1,ω∈D2

|1− γH(p, ω)|‖(Un(p, ω)− Un−1(p, ω))‖ =

= (2π)−1/2q‖(Un(p, ω)− Un−1(p, ω))‖.
Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

‖un+1(r,Θ)−un(r,Θ)‖ < q‖un(r,Θ)−un−1(r,Θ))‖ < qn‖u1(r,Θ)−u0(r,Θ)‖.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Áàíàõà î ñæàòûõ îòîáðàæåíèÿõ, çàâåð-
øàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

un+1(r,Θ) = αnun(r,Θ) + (1− αn)

un(r,Θ)− γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
×

×un(r1,Θ1)
dr1

r1
dΘ1 + γν(r,Θ)

]
, (9.9)

ãäå 0 < ε0 ≤ αn ≤ 1 − ε1 < 1, γ − êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ
sup
p,ω
|1− γH(0, 5 + iσ, ω)| ≤ 1, p = c+ iσ.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü óðàâíåíèå (9.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u∗(r,Θ), âûïîëíåíî óñëîâèå A è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (9.6). Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un(r,Θ), îïðåäåëÿåìàÿ èòåðàöèîííîé ñõåìîé (9.9),
ñõîäèòñÿ ê u∗(r,Θ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû è ëåìì 9.1, 9.2 ñëåäóåò, ÷òî
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ìåëëèíà (p =
= 1/2 + iσ), òî

‖Ku‖ = ‖u(r,Θ)− γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
u(r,Θ1)

dr1

r1
dΘ1‖ = ‖u‖,
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ò.å. ‖K‖ = 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ‖K‖ = 1 ñõîäèìîñòü èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà (9.8) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 10.3 ãëàâû I.

Ïóñòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàäàí âûðàæåíèåì

uTn+1(r,Θ) = uTn (r,Θ)− γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
uTn (r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1+

+γ

2π∫
0

∞∫
0

ψT

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
ν(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1, (9.10)

ãäå ôóíêöèÿ ψT (r,Θ) ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ââåäåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà èìååò âèä

ψT (p, ω) =

{
1, (|ω| ≤ T )

⋂
(|σ| ≤ T ), c = 0, 5,

0, (|ω| > T )
⋃

(|σ| > T ), c = 0, 5.

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå A è óðàâíåíèå (9.1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(r,Θ). Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9.10) ñõî-
äèòñÿ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u0(r,Θ) ñî ñïåêòðîì, ñîñðå-
äîòî÷åííûì â îáëàñòè D : (|σ| ≤ T )

⋂
(|ω| ≤ T ), c = 0, 5 è ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

‖u∗ − uTn‖ ≤ c(qn(T )) + ξ + |γ|(ξ‖h(r,Θ)‖+ (2π)−1/2ξ1)/(1− q(T ))),

ξ1 =

1

i

∫∫
(D1×D2)\D

|V (p, ω)|2dpdω


1/2

,

ξ =

1

i

∫∫
(D1×D2)\D

|U ∗(p, ω)|2dpdω


1/2

. (9.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåéñòâóåì íà ôóíêöèþ u(r,Θ) ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå è Ìåëëèíà: M=(u(r,Θ)) = M(ũ(r, ω)) =
= U(p, ω). Ââåäåì ìíîæåñòâà G1 = Ω1 × Ω2, G2 = D1 ×D2; íîðìû

‖u(r,Θ)‖|L2(G1) =


2π∫

0

∞∫
0

|u(r,Θ)|2drdΘ


1/2

,

‖U(p, ω)‖L2(G2) =

1

i

0,5+i∞∫
0,5−i∞

∞∫
−∞

|U(p, ω)|2dpdω


1/2

.
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Äîïóñòèì, ÷òî àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

2π∫
0

∞∫
0

0,5+i∞∫
0,5−i∞

∞∫
−∞

|u(r,Θi)||U(p, ω)|dωdpdrdΘ.

Ïðåäñòàâèì p è r â âèäå p = 0, 5 + iσ, r = eν. Ðàñïèøåì ‖U(p, ω)‖2:

1

i

0,5+i∞∫
0,5−i∞

∞∫
−∞

U(p, ω)Ū(p, ω)dpdω =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

U

(
1

2
+ iσ, ω

)
U

(
1

2
+ iσ, ω

)
dσdω =

=
1√
2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

2π∫
0

u(eν,Θ)e−i2πωΘdΘeν(
1
2+iσ)dν

U (1

2
+ iσ, ω

)
dσdω =

=

2π∫
0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

u(eν,Θ)eν(
1
2+iσ)=−1U

(
1

2
+ iσ, ω

)
dσdΘdν =

= 2π

2π∫
0

∞∫
−∞

|u(eν,Θ)eν/2|2dνdΘ = 2π

2π∫
0

∞∫
0

|u(r,Θ)r1/2|2dr
r
dΘ =

= 2π

2π∫
0

∞∫
0

|u(r,Θ)|2drdΘ.

Â èòîãå èìååì ‖U(p, ω)‖ =
√

2π‖u(r,Θ)‖. Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà
‖U(p, ω)‖ = (2π)−1/2‖u(r,Θ)‖ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (9.10) â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà L2(G2):

1

i

0,5+i∞∫
0,5−i∞

∞∫
−∞

|U ∗(p, ω)|2dpdω =

=
1

i

0,5+iT∫
0,5−iT

T∫
−T

|U ∗(p, ω)|2dpdω +
1

i

∫∫
G2\D

|U ∗(p, ω)|2dpdω.
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Òîãäà
1

i

∫∫
G2\D

|U ∗(p, ω)|2dpdω ≤ ξ2.

Åñëè âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèþ u0(r,Θ)
ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì, ñîñðåäîòî÷åííûì â îáëàñòè D, òî äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé uTn (r,Θ), ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïðèâåäåííûå äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.1, áóäåì èìåòü

‖uTn+1(r,Θ)− uTn (r,Θ)‖L2(G1) < qn(T )‖uT1 (r,Θ)− u0(r,Θ)‖L2(G1).

Ïî óñëîâèþ A q(T ) < 1, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áàíàõà î ñæàòûõ
îòîáðàæåíèÿõ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uTn (r,Θ) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u∗T (r,Θ)
óðàâíåíèÿ

2π∫
0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
u(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1 =

=

2π∫
0

∞∫
0

ψT

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
ν(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1. (9.12)

Îöåíèì áëèçîñòü ðåøåíèé u∗(r,Θ) è u∗T (r,Θ) óðàâíåíèé (9.1) è
(9.12). Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ U ∗(p, ω) â âèäå U ∗1 (p, ω) + U ∗2 (p, ω), ãäå

U ∗1 (p, ω) =

{
U(p, ω), (p, ω) ∈ D,

0, (p, ω) 6∈ D;

U ∗2 (p, ω) =

{
0, (p, ω) ∈ D,

U(p, ω), (p, ω) 6∈ D.
Ïóñòü u∗1(r,Θ) è u∗2(r,Θ) − ðåçóëüòàòû ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíåí-

íûõ îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ìåëëèíà ôóíêöèé U ∗1 (p, ω) è
U ∗2 (p, ω).

Âåðíî ðàâåíñòâî

u∗1 − u∗T = u∗1(r,Θ)− u∗T (r,Θ)− γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
(u∗1(r1,Θ1)−

−u∗T (r,Θ))
dr1

r1
dΘ1 +γν(r,Θ)−γ

2π∫
0

∞∫
0

ψr

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
ν(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1−
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−γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
u∗2(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1.

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, áóäåì èìåòü

‖u∗1(r,Θ)− u∗T (r,Θ)‖L2(G1) = ‖u∗1(r,Θ)− u∗T (r,Θ)−

−γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
[(u∗1(r1,Θ1)− u∗T (r1,Θ1)]

dr1

r1
dΘi + γν(r,Θ)−

−γ
2π∫

0

∞∫
0

ψr

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
ν(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1−

−γ
2π∫

0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
u∗2(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1‖L2(G1) =

= (2π)−1/2‖U ∗1 (p, ω)− U ∗T (p, ω))(1− γH(p, ω)) + γ(V (p, ω)−
−ψ(p, ω)V (p, ω)) + γH(p, ω))U ∗2 (p, ω)‖L2(G2) = q(T )‖u∗1(r,Θ)−

−u∗T (r,Θ)‖L2(G1) + (2π)−1/2ξ1|γ|+ |γ|ξ‖h(r,Θ)‖L2(G1).

Â èòîãå èìååì

‖u∗1(r,Θ)− u∗T (r,Θ)‖L2(G1)(1− q(T )) ≤ |γ|((2π)−1/2ξ1 + ξ‖h(r,Θ)‖L2(G1)).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖u∗−u∗T‖L2(G1) ≤ ‖u∗1−u∗T‖L2(G1) + ‖u∗2‖L2(G1), ïîëó-
÷àåì

‖u∗ − u∗T‖L2(G1) ≤ c

(
γ

(
ξ1√
2π

+ ξ‖h‖L2(G1)

)
1

1− q(T )
+ ξ

)
.

Ïóñòü òåïåðü íå âûïîëíåíî óñëîâèå A. Ââåäåì ÷èñëà T ω0 , T
ω
N , T

σ
0 ,

T σL , äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ââåäåì ïðÿìîóãîëü-
íèêè ∆kj = [T ωk−1, T

ω
k ;T σj−1, T

σ
j ], k = 1, N, j = 1, L; −T ≤ T ω0 < T ω1 <

< · · · < T ωN ≤ T, −T ≤ T σ0 < T σ1 < · · · < T σL ≤ T. Êàæäîìó ïðÿìî-
óãîëüíèêó ∆kj ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíóþ êîíñòàíòó γkj òàê,
÷òîáû ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè γkjH(p, ω) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ
A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ekj(p, ω), k = 0, N ; j = 0, L, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ôóíêöèè îáëàñòåé ∆kj, à ÷åðåç u∗kj(r,Θ), u0

kj(r,Θ), νkj(r,Θ) − ïðîîáðàçû
ôóíêöèé Ekj(p, ω)U ∗(p, ω), Ekj(p, ω)U 0(p, ω), Ekj(p, ω)V (p, ω).
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ u∗(r,Θ) áóäåì èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîí-
íûé ïðîöåññ

un+1(r,Θ) =
N∑
k=0

L∑
j=0

un+1
kj (r,Θ), (9.13)

un+1
kj (r,Θ) = unkj(r,Θ)− γkj

2π∫
0

∞∫
0

h

(
r

r1
,Θ−Θ1

)
unkj(r1,Θ1)

dr1

r1
dΘ1+

+γkjνkj(r,Θ). (9.14)

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü óðàâíåíèå (9.1) èìååò ðåøåíèå u∗(r,Θ). Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ un+1(r,Θ) ñõîäÿòñÿ ê u∗(r,Θ) è âåðíà
îöåíêà (9.11), ãäå

γ = max
0≤k≤N,0≤j≤L

|γkj|, q = max
0≤k≤N,0≤j≤L

|qkj|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà
(9.13), (9.14). Ðåøåíèå u∗(r,Θ) óðàâíåíèÿ (9.1) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó L2(G1), è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà T, ÷òî
â ïðîñòðàíñòâå L2(G2)

1
i

∫ ∫
G2/D

|U ∗(p, ω)|2dpdω ≤ ε2.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0(r,Θ) ñ ôèíèòíûì
ñïåêòðîì, ñîñðåäîòî÷åííûì â îáëàñòè D. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâå-
äåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî un+1

kj (r,Θ)→
→ u∗kj(r,Θ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un+1(r,Θ), îïðåäåëÿå-
ìàÿ ôîðìóëîé (9.13), ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u∗T (r,Θ). Îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòè èòåðàöèîííîé ñõåìû (9.13), (9.14) ïîëó÷àåòñÿ ïîâòîðåíèåì âûêëàäîê,
ïðèâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.3.

10. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãîìîòîïèè ê ðåøåíèþ
îáðàòíûõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåä-
êè ïðèìåíÿëèñü èòåðàöèîííûå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå ïîñòðîåííûå â ñïåê-
òðàëüíîé îáëàñòè. Òàê êàê ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è ãåîôèçèêè ìîäåëèðó-
þòñÿ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ïðàâûå ÷àñòè è ÿäðà êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â íåêîòîðîé îáëàñòè G, òî ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèé, îñíîâàííûõ
íà ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé ïî ïàðàìåòðó.

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâàíèþ ìåòîäà ïðîäîë-
æåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè. Ðàçäåë íàïèñàí ïî ìàòåðèàëàì ñòàòüè
[43].
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10.1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà
â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå íà ïëîñêîñòè

Â ðàçä. 7 ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà â ëè-
íåéíîé ïîñòàíîâêå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

2GσH

b∫
a

z(ζ)

(x− ζ)2 +H2
dζ = f(x).

Èçëîæèì ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâ-
íåíèÿ

Kx ≡
1∫

−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (10.1)

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà I ðîäà ÿâëÿåòñÿ íåêîð-
ðåêòíîé çàäà÷åé, òðåáóþùåé àëãîðèòìîâ ðåãóëÿðèçàöèè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ
ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ
[113, 124, 213]. Èçëîæèì ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð K−
ñàìîñîïðÿæåííûé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îò óðàâíåíèÿ (10.1) ìîæíî
ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ K∗Kx = K∗f, ãäå K∗ − îïåðàòîð, ñîïðÿæåí-
íûé ñ îïåðàòîðîì K.

Ïîñòàâèì óðàâíåíèþ (10.1) â ñîîòâåòñòâèå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

Kλx ≡ (λ+ β)x(λ, t) +

1∫
−1

h(t, τ)x(λ, τ)dτ = f(t), (10.2)

ãäå λ − âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, 0 ≤ λ ≤ 1; β > 0 − ïàðàìåòð ðåãóëÿ-
ðèçàöèè.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.2) áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëè-
íîìà

xN(λ, t) =
N∑
k=1

αk(λ)ψk(t), (10.3)

ãäå ψk(t), k = 1, 2, . . . , N, − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû, ïîñòðîåííûå
ïî óçëàì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ïîðÿäêà N.

Êîýôôèöèåíòû {αk(λ)} íàõîäèì ïî ìåòîäó ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð
èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

KN,λxN ≡
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≡ P t
N

(λ+ β)xN(λ, t) +

1∫
−1

P τ
N [h(t, τ)xN(λ, τ)]dτ

 = P t
N [f(t)], (10.4)

ãäå P t
N − îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ ïî-

ëèíîìîâ ñòåïåíè (N − 1) ïî óçëàì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà N -ãî ïîðÿäêà.
Âåðõíèé èíäåêñ ó îïåðàòîðà PN îçíà÷àåò ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé ïðî-
âîäèòñÿ ïðîåêòèðîâàíèå.

Îáîñíîâàíèe ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð äëÿ óðàâíåíèé Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà õîðîøî èçâåñòíî [117, 120], è ïîýòîìó íå áóäåì íà
ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé λj = j/M, j = 0, 1, . . . ,M.
Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ λj, j = 0, 1, . . . ,M, ðåøèì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé (10.4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ðåøåíèé {xN(λj; t)},
j = 0, 1, . . . ,M.

Ñîñòàâèì èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïîëèíîì Áåðíøòåéíà:

BM(λ, t) =
M∑
k=0

Ck
MxN(λk, t)λ

k(1− λ)M−k.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.1) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
x∗N(t) = BM(−β, t).

10.2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà
â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå â ïðîñòðàíñòâå R3

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèðàçâåäêè â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

G

b∫
a

d∫
c

σ(ζ, η)

[
Hϕ(ζ, η)

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2

]
dζdη = f(x, y, 0).

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ðàçä. 8.
Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùåå óðàâíåíèå

1∫
−1

· · ·
1∫

−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (10.5)

ãäå t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íèæå ïîëàãàåì
l = 2, íî âñå óòâåðæäåíèÿ äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
êîíå÷íîãî l.
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Óðàâíåíèþ (10.5) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

Kλx ≡ (λ+ β)x(λ, t) +

1∫
−1

1∫
−1

h(t, τ)x(λ, τ)dτ = f(t) (10.6)

è ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
Ïîëîæèì 0 ≤ λ ≤ 1, β > 0 è ââåäåì óçëû λk = k

M , k = 0, 1, . . . ,M.
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.6) áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëè-

íîìà

xN(λ, t) =
N∑
i=1

N∑
j=1

αij(λ)ψi(t1)ψj(t2), (10.7)

ãäå ψi(t) − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû ïî óçëàì ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà
ñòåïåíè N.

Êîýôôèöèåíòû {αij(λ)}, i, j = 1, 2, . . . , N, íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

KN,λxN ≡ (λ+ β)xN(λ, t)+

+P t1
NP

t2
N [

1∫
−1

1∫
−1

P τ1
N P

τ2
N [h(t1, t2, τ1, τ2)xN(λ, τ1, τ2)]dτ1dτ2] =

= P t1
NP

t2
N [f(t1, t2)]. (10.8)

Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð äëÿ óðàâíåíèé Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà õîðîøî èçâåñòíî [30, 117, 120].

Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (10.8) äëÿ íàáîðà çíà÷åíèé λj = j/M,

j = 0, 1, . . . ,M. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íàáîð ðåøåíèé xN(λj, t), j =
= 0, 1, . . . ,M, èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿåì ïîëèíîì Áåðíøòåéíà:

BN(λ, t) =
M∑
k=0

Ck
MxN(λk, t)λ

k(1− λ)M−k.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.5) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
x∗N(t1, t2) = BN(−β, t).

10.3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå

Íåëèíåéíàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåí-
íîé ïî îñè OY êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè z(x) îïèñûâàåòñÿ [96] íåëèíåé-
íûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

Kz ≡ Gσ

b∫
a

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x), (10.9)
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ãäå z(ζ) − ôîðìà ïîâåðõíîñòè òåëà; H − ãëóáèíà çàëåãàíèÿ; σ − ïëîò-
íîñòü âîçìóùàþùåãî òåëà; G − ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, |z(ζ)| < H.

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì a = −1, b = 1.
Êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ââåäåì ïàðàìåòðû λ è β,

β > 0, 0 ≤ λ ≤ 1, è ïîñòàâèì óðàâíåíèþ (10.9) â ñîîòâåòñòâèå ñåìåéñòâî
óðàâíåíèé

Kλz ≡ (λ+ β)z(x) +Gσ

1∫
−1

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x). (10.10)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.10) áóäåì èñêàòü â âèäå ïî-
ëèíîìà

zN(λ, x) =
N∑
k=1

αk(λ)ψk(x),

ãäå {ψk(x)}, k = 1, 2, . . . , N, − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû ïî óçëàì
ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ñòåïåíè N.

Êîýôôèöèåíòû {αk(λ)}, k = 1, 2, . . . , N, íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû íåëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

KN,λ(zN) ≡ (λ+ β)zN(λ, x)+

+P x
N

Gσ 1∫
−1

P s
N

[
ln

(x− s)2 +H2

((x− s)2 + (H − z(λN , s))2

]
ds

 =

= P x
N [f(x)]. (10.11)

Ïóñòü λj = j/M, j = 0, 1, . . . ,M. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ λj,

j = 0, 1, . . . ,M, ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (10.11) ìåòîäîì Íüþòîíà −
Êàíòîðîâè÷à:

zk+1
N (λ, x) = zkN(λ, x)−

−[K ′N,λ(z0(s))]
−1(KN,λ(z

k
N(λ, x))− P x

N [f(x)]), (10.11)

k = 0, 1, . . . ; K ′N,λ(z(0)) − ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà KN,λz íà íà-
÷àëüíîì ýëåìåíòå z(0). Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü
êàê îáùèì äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λj, òàê è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ
λj ìîæíî âûáèðàòü ñîáñòâåííîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â çàâèñèìîñòè
îò ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.10) ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ λj.

Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðàKN,λ(zN) íà ýëåìåíòå z0(s) èìååò âèä

K ′N,λ(z0)vN ≡ (λ+ β)vN(λ, x)+
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+P x
N

Gσ 1∫
−1

P s
N

[
2(H − z0(s))

(x− s)2 + (H − z0(s))2
vN(λ, s)

]
ds

 .
Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (10.11) ïðîâîäèòñÿ

íà îñíîâàíèè îáùèõ òåîðåì ìåòîäà Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à, ïðèâåäåí-
íûõ â ðàçä. 11 ãëàâû I.

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (10.10) ìåòîäîì Íüþòîíà � Êàíòîðîâè-
÷à (10.11) ïðè λj = j/M, j = 0, 1, . . . ,M, ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ðåøåíèé
z∗N(λj, t), j = 0, 1, . . . ,M. Èç ôóíêöèé {z∗N(λj, t)}, j = 0, 1, . . . ,M, ñîñòà-
âèì ïîëèíîì Áåðíøòåéíà:

BN(λ, s) =
M∑
k=0

Ck
Mz
∗
N(λk, s)λ

k(1− λ)M−k.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.8) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
z∗(s) = BN(−β, s).

10.4. Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà
â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå

Â ñëó÷àå, åñëè âîçìóùàþùåå òåëî çàëåãàåò íà ãëóáèíå H, åãî íèæ-
íÿÿ ïîâåðõíîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ z = −H, à âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé z(x, y) = −H + ϕ(x, y), ïðè÷åì ôóíêöèÿ ϕ(x, y)
íåîòðèöàòåëüíà è ϕ(x, y) < H, òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì (ñì. âûâîä ôîðìóëû (8.2)):

Gσ

b∫
a

d∫
c

dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − ϕ(ζ, η))2)1/2
= f(x, y), (10.12)

ãäå G − ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; σ− ïëîòíîñòü âîçìóùàþùåãî òåëà.
Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèå (10.12) çàïèøåì â âèäå

1∫
−1

1∫
−1

dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − z(ζ, η))2)1/2
= f(x, y), (10.13)

ãäå z(x, y) − èñêîìîå ðåøåíèå.
Óðàâíåíèþ (10.13) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

Kλ(z) ≡ (λ+ β)z(λ;x, y)+
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+

1∫
−1

1∫
−1

dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − z(λ; ζ, η))2)1/2
= f(x, y), (10.14)

ãäå 0 ≤ λ ≤ 1, β > 0.
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.14) áóäåì èñêàòü â âèäå ïî-

ëèíîìà

zN(λ, ζ, η) =
N∑
k=1

N∑
l=1

αkl(λ)ψk(ζ)ψl(η),

ãäå ψk(ζ) − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû ïî óçëàì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà
N ïîðÿäêà.

Êîýôôèöèåíòû {αkl(λ)}, k, l = 1, 2, . . . , N, íàõîäèì èç ñèñòåìû íåëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

KN,λ(zN) = (λ+ β)zN(λ, x, y)+

+P x
NP

y
N

 1∫
−1

1∫
−1

P ζ
NP

η
N

[
dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − zN(λ, ζ, η))2)1/2

] =

= P x
NP

y
N [f(x, y)], (10.15)

ãäå PN − îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ ïî-
ëèíîìîâ ñòåïåíè (N −1), ïîñòðîåííûõ ïî N óçëàì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà.

Óðàâíåíèå (10.15) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à

zk+1
N (λ;x, y) =

= zkN(λ;x, y)−
[
K ′N,λ(z0(x, y))

]−1 (
KN,λ(z

k
N(λ;x, y))− P x

NP
y
N [f(x, y)]

)
,

k = 0, 1, . . . , ãäåK ′N,λ(z0(x, y))− ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà (KN,λ(zN)
íà ýëåìåíòå z0(x, y); z0(x, y) − íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè îáùèõ
òåîðåì ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à, ïðèâåäåííûõ â ðàçä.
11 ãëàâû I.

Ðåøèâ óðàâíåíèå (10.15) ïðè çíà÷åíèÿõ λj = j/M, j = 0, 1, . . . ,M,
ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ðåøåíèé {z∗N(λj;x, y)}. Èç ýòèõ ðåøåíèé ñîñòàâèì
ïîëèíîì Áåðíøòåéíà:

BM(λ;x, y) =
N∑
k=1

Ck
Mz
∗
N(λk;x, y)λk(1− λ)M−k.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.12) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
z∗N(x, y) = BM(−β;x, y).
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10.5. Îäíîâðåìåííîå íàõîæäåíèå ïëîòíîñòè
è ãðàíèöû âîçìóùàþùåãî òåëà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

G

b∫
a

σ(s) ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds = f(x), (10.16)

ãäå σ(s)− ïëîòíîñòü òÿãîòåþùèõ ìàññ.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñúåìêà ïðîâîäèëàñü òàêæå íà âûñîòå −h

îò óðîâíÿ z = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè σ(s) è z(s) òàêæå ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

G

b∫
a

σ(s) ln
(x− s)2 + (H + h)2

(x− s)2 + (H + h− z(s))2
ds = f1(x). (10.17)

Òðåáóåòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.16), (10.17) îïðåäåëèòü íåèç-
âåñòíûå ôóíêöèè z(s), σ(s), a ≤ s ≤ b.

Ïóñòü 0 ≤ λ ≤ 1, γ > 0. Ïîëîæèì a = −1, b = 1 è ðàññìîòðèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé

(λ+ γ)σ(λ, x) +G

1∫
−1

σ(λ, s) ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(λ, s))2
ds = f(x),

(λ+ γ)z(λ, x)+

+G

1∫
−1

σ(λ, s) ln
(x− s)2 + (H + h)2

(x− s)2 + (H + h− z(λ, s))2
ds = f1(x). (10.18)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ0(x) è z0(x) íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíêöèÿì
σ(x) è z(x).

Ââåäåì âåêòîðû U(x) = {σ(x), z(x)}T , U0 = {σ0(x), z0(x)}T , G(x) =
= {f(x), f1(x)}T è ñèñòåìó óðàâíåíèé (10.18) çàïèøåì êàê

KU = G. (10.19)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.19) ïî ìåòîäó Íüþòîíà �
Êàíòîðîâè÷à èùåòñÿ èòåðàöèÿìè

uk+1 = uk − [K ′(U0)](KUk −G), (10.20)

k = 0, 1, . . .
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Çäåñü K ′(U0) − ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà K(U) íà íà÷àëüíîì
ïðèáëèæåíèè U0, îïðåäåëÿåìàÿ âåêòîðîì

(λ+ γ)σ(λ, x) +G

1∫
−1

σ(λ, s)
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z0(s))2
ds−

−G
1∫

−1

σ0(s)
2(H − z0(s))

(x− s)2 + (H − z0(s))2
z(λ, s)ds = f(x),

(λ+ γ)z(λ, x) +G

1∫
−1

σ(λ, s)
(x− s)2 + (H + h)2

(x− s)2 + (H + h− z0(s))2
ds−

−G
1∫

−1

σ0(s)
2(H + h− z0(s))

(x− s)2 + (H + h− z0(s))2
z(λ, s)ds = f1(x).

Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé (10.20) îáîñíîâûâàåòñÿ ïðè λ = λj, λj = j/M,

j = 0, 1, . . . ,M, β > 0, íà îñíîâàíèè òåîðåì, ïðèâåäåííûõ â ðàçä. 11
ãëàâû I. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî õîðîøèõ íà÷àëüíûõ ïðè-
áëèæåíèÿõ èòåðàöèè (10.20) ñõîäÿòñÿ.

Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à ïåðåé-
äåì ê ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì â ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.18) èùåòñÿ â âèäå
âåêòîðà {σN(λN , x), zN(λ, x)}, ãäå

σN(λ, x) =
N∑
k=1

αk(λ)ψk(x), zN(λ, x) =
N∑
k=1

βk(λ)ψk(x),

ψk(x) − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû, ïîñòðîåííûå ïî óçëàì ïîëèíîìà
Ëåæàíäðà N -ãî ïîðÿäêà.

Êîýôôèöèåíòû {αk(λ)}, {βk(λ)} íàõîäÿòñÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà �
Êàíòîðîâè÷à èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

GP x
N

 1∫
−1

P s
N

[
σN(λ, s) ln

(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − zN(s))2

]
ds

+

+(λ+ γ)σN(λ, x) = P x
N [f(x)],

GP x
N

 1∫
−1

P s
N

[
σN(λ, s) ln

(x− s) + (H + h)2

(x− s)2 + (H + h− zN(s))2

]
ds

+
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(λ+ γ)zN(λ, x) = P x
N [f(x)], (10.21)

ãäå ÷åðåç PN îáîçíà÷åí îïåðàòîð, ââåäåííûé â ðàçä. 10.1.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (10.21) ïðåäñòàâèì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì

KN,λ(UN(λ, x)) = G(f), (10.22)

ãäå

UN(λ, x) = (σN(λ, x), zN(λ, x)), G(f) = (PN [f(t)], PN [f1(t)]).

Óðàâíåíèå (10.22) ïðè êàæäîì çíà÷åíèè λj, λj = j/M, j = 0, 1, . . . ,M,
ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à:

U l+1
N (λ, x) = U l

N(λ, x)− [KN,λ(U0)]
−1
(
KN,λ(U

l
N(λ, x))−G(f)

)
,

l = 0, 1, . . .
Çäåñü U0 = (σ0(x), z0(x)) − íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (σ∗N,j(x), z∗N,j(x))T , j = 0, 1, . . . ,M, ÿâëÿ-
þùèõñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (10.22) ïðè λj, j = 0, 1, . . . ,M.

Èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñîñòàâëÿåì äâà ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà:

BM(λ, σ(x)) =
M∑
k=0

Ck
Mσ
∗
N,k(x)λk(1− λ)M−k,

BM(λ, z(x)) =
M∑
k=0

Ck
Mz
∗
N,k(x)λk(1− λ)M−k.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.16) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

(σ∗(x), z∗(x)) = (BM(−γ, σ(x)), BM(−γ, z(x)).

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ èòåðàöèîííûå ñõåìû,
ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè è ãðàíè-
öû âîçìóùàþùåãî òåëà äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïîòåíöèàëà, îïèñûâàåìûõ
óðàâíåíèÿìè

GH

b∫
a

d∫
c

σ(ζ, η)dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − z(ζ, η))2)1/2
= f(x, y, 0),

G(H+h)

b∫
a

d∫
c

σ(ζ, η)dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H + h− z(ζ, η))2)1/2
= f(x, y,−h).

Çäåñü σ(ζ, η) è z(ζ, η) − íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.
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11. Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê
ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè

Â äàííîì ðàçäåëå, íàïèñàííîì íà îñíîâå ñòàòåé [26, 27], ðàññìàòðè-
âàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèìåòðèè â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå [229]:
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåí íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé âíóòðè ñåáÿ èñêîìûé îãðà-
íè÷åííûé îáúåêò, òðåáóåòñÿ íàéòè òåëî çàäàííîé ïëîòíîñòè, ñîçäàþùåå
äàííûé ïîòåíöèàë.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé èçâåñòíà ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà òî÷êà 0, ïðèíàäëåæàùàÿ èñêîìîìó òåëó T. Ââåäåì äåêàðòîâó
ñèñòåìó êîîðäèíàò, öåíòð êîòîðîé ðàñïîëîæåí â òî÷êå 0, à îñü z íàïðàâ-
ëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ U(x, y, z), ñî-
çäàâàåìîãî òåëîì, åñòü

U(x, y, z) =

∫∫∫
T

σ(ζ, η, ξ)√
(x− ζ)2 + (y − η)2 + (z − ξ)2

dζdηdξ, (11.1)

ãäå σ(ζ, η, ξ) − ïëîòíîñòü òåëà T.
Ââåäåì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå 0.

Â ïðåäïîëîæåíèè çâåçäíîñòè òåëà T îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèè ρ(Θ, ϕ) òàêîé, ÷òî ïîâåðõíîñòü èñêîìîãî
òåëà èìååò óðàâíåíèå ρ = ρ(Θ, ϕ) â ïîñòðîåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è
îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì I ðîäà ñëåäóþùåãî
âèäà:

2π∫
0

π∫
0

ρ(Θ,ϕ)∫
0

σ∗(r,Θ, ϕ)r2 sin Θ√
r2 − 2br + a2

drdΘdϕ = U(x, y, z), (11.2)

ãäå b = x cosϕ sin Θ+y sinϕ sin Θ+z cos Θ, a2 = x2 +y2 +z2, σ∗(r,Θ, ϕ) =
= σ(r sin Θ cosϕ, r sin Θ sinϕ, r cos Θ).

Â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü σ ïîñòîÿííàÿ, óðàâíåíèå (11.2) ñâîäèòñÿ
[229] ê óðàâíåíèþ

σ

2

2π∫
0

π∫
0

r3(Θ, ϕ) sin ΘdΘdϕ√
r2(Θ, ϕ)− 2br(Θ, ϕ) + a2

= V (x, y, z)− 1

2
(xVx + yVy + zVz),

(11.3)
ãäå V (x, y, z) − ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë èñêîìîãî îáúåêòà.

Â ãëàâå V èññëåäîâàëàñü ïðèìåíèìîñòü ê óðàâíåíèþ (11.2) àëãîðèò-
ìîâ èòåðàöèîííîé ðåãóëÿðèçàöèè.
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Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.3) â ðàáîòå [154] ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ëî-
êàëüíûõ ïîïðàâîê.

Íèæå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.2) ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ
ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ìîäèôèêà-
öèÿ èìååò áîëüøóþ ñõîäèìîñòü äàæå â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ (11.2).
Âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ àï-

ïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî ñëåâà â ôîðìóëå (11.2) è ïî ìåòîäó
êîëëîêàöèè ïðèðàâíÿåì ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (11.2) â îïðå-
äåëåííûõ íèæå óçëàõ (xs, ys, zs), s = 1, n2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

2π2

N 3

N∑
k=1

N∑
l=1

ρ

(
lπ

N
,
2kπ

N

) N∑
m=1

σ∗
(
m

N
ρ

(
lπ

N
,
2kπ

N

)
,
lπ

N
,
2kπ

N

)
×

×
(
m
N ρ
(
lπ
N ,

2kπ
N

))2
sin πl

N((
m
N ρ
(
lπ
N ,

2kπ
N

))2 − b(k, l,m, s) + a(s)
)1/2

= Us, s = 1, n2, (11.4)

ãäå b(k, l,m, s) = xs cos 2kπ
N sin lπ

N + ys sin 2kπ
N sin lπ

N + zs cos lπ
N , a(s) = x2

s +
+y2

s +z2
s ; Us = U(xs, ys, zs), xs, ys, zs − òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå âíå òåëà T,

â êîòîðûõ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà U. Â êà÷åñòâå òî÷åê (xs, ys, zs)
åñòåñòâåííî âçÿòü òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà ñôåðå ðàäèóñà R è èìåþùèå
êîîðäèíàòû xk,l = R sin lπ

N cos 2kπ
N , yk,l = R sin lπ

N sin 2kπ
N , zk,l = R cos lπ

N

(k, l = 1, N). Íèæå äëÿ ïðîñòîòû âûêëàäîê èñïîëüçóþòñÿ ýòè òî÷êè.
Îïèøåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê ê ðåøåíèþ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (11.4). Ïóñòü ρnlk− äèñêðåòèçèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ρ
(
lπ
N ,

2kπ
N

)
èñêîìîé ôóíêöèè ρ(Θ, ϕ), ïîëó÷åííûå íà n-ì øàãå èòåðàöèé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Uk,l = U(xk,l, yk,l, zk,l),

Un
k0,l0

=
2π2

N 3

N∑
k=1

N∑
l=1

ρnk,l

N∑
m=1

σ∗
(
m

N
ρnk,l,

lπ

N
,
2kπ

N

)(m
N
ρnk,l

)2

sin
πl

N
×

×
((m

N
ρnk,l

)2

− b(k, l,m, k0, l0) + a(k0, l0)

)−1/2

, (11.5)

ãäå b(k, l,m, k0, l0) = x(k0, l0) cos 2kπ
N sin lπ

N + y(k0, l0) + sin 2kπ
N sin lπ

N+
+z(k0, l0) cos lπ

N , a(k0, l0) = x2(k0, l0) + y2(k0, l0) + z2(k0, l0).
Âû÷èñëåíèÿ ïî ìåòîäó ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

Âû÷èñëèì ðàçíîñòü ∆n
k,l = |Uk,l − Un

k,l| äëÿ âñåõ ïàð èíäåêñîâ (k, l) è
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íàéäåì ïàðó èíäåêñîâ (i, j), â êîòîðîé ∆kl äîñòèãàåò ìàêñèìóìà: ∆n =
= max

kl
|∆n

k,l| = ∆n
i,j > ∆n

k,l ïðè (k, l) 6= (i, j). Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà,

÷òî òàêàÿ ïàðà èíäåêñîâ (i, j) åäèíñòâåííàÿ. Ïðèñòóïàÿ ê (n + 1)-ìó
øàãó, ïîëîæèì ρn+1

kl = ρnkl ïðè (k, l) 6= (i, j), à çíà÷åíèå ρn+1
ij íàéäåì èç

óðàâíåíèÿ

2π2

N 3
ρij

N∑
m=1

σ∗
(
m
N ρij,

lπ
N ,

2kπ
N

) (
m
N ρij

)2
sin πl

N((
m
N ρij

)2 − b(i, j,m, i, j) + a(i, j)
)1/2

+

+
2π2

N 3

N∑
k=1

N∑
l=1

′ρnkl

N∑
m=1

σ∗
(
m
N ρ

n
kl,

lπ
N ,

2kπ
N

) (
m
N ρ

n
kl

)2
sin πl

N((
m
N ρ

n
kl

)2 − b(i, j,m, k, l) + a(i, j)
)1/2

= Uij, (11.6)

ãäå
∑
k

∑
i

′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî (k, l) 6= (i, j).

Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (11.6) ðàâåíñòâî (11.5), ïðè (k0, l0) 6= (i, j),
ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ρn+1

ij :

2π2

N 3
ρn+1
ij

N∑
m=1

σ∗
(
m
N ρ

n+1
ij , lπN ,

2kπ
N

) (
m
N ρ

n+1
ij

)2
sin πl

N((
m
N ρ

n+1
ij

)
− b(i, j,m, i, j) + a(i, j)

)1/2
=

=
2π2

N 3
ρnij

N∑
m=1

σ∗
(
m
N ρ

n
ij,

lπ
N ,

2kπ
N

) (
m
N ρ

n
ij

)2
sin πl

N((
m
N ρ

n
ij

)
− b(i, j,m, i, j) + a(i, j)

)1/2
+ Uij − Un

ij. (11.7)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ρn+1
ij ê óðàâíåíèþ (11.7) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä

Íüþòîíà. Îäíàêî ýòà çàäà÷à çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïðè ñëåäóþùåì
äîïóùåíèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ σ∗(ρ,Θ, ϕ) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ,
à øàã ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê íàñòîëüêî ìàë, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
ñëåäóþùåãî øàãà èòåðàöèé ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü ïîñòîÿííîé, ò.å.

σ∗
(
m

N
ρn+1
ij ,

lπ

N
,
2kπ

N

)
= σ∗

(
m

N
ρnij,

lπ

N
,
2kπ

N

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

2π2

N 5
(ρn+1
ij )3

N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρ

n
ij,

lπ
N ,

2kπ
N

)
sin πl

N(
m
N ρ

n+1
ij − b(i, j,m, i, j) + a(i, j)

)1/2
=

=
2π2

N 5
(ρnij)

3
N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρ

n
ij,

lπ
N ,

2kπ
N

)
sin πl

N(
m
N ρ

n
ij − b(i, j,m, i, j) + a(i, j)

)1/2
+ Uij − Un

ij.

Ñäåëàåì åùå îäíî óïðîùåíèå. Â çíàìåíàòåëå ëåâîé ÷àñòè ïðåäûäó-
ùåãî óðàâíåíèÿ ïîëîæèì ρnij âìåñòî ρ

n+1
ij . Êðîìå òîãî, óïðîñòèì çàïèñü
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â ïðåäûäóùåì óðàâíåíèè, çàìåòèâ, ÷òî âûðàæåíèå m
N ρ

n
ij−b(i, j,m, i, j)+

+a(i, j) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (R2−ρnij)2+
((

m
N

)2 − 1
)

(ρnij)
2. Ýòî ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî R2− 2br(Θ, ϕ) + r2 â çíàìåíàòåëå èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî â ëå-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (11.3), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå R−2Rr cosψ+r2, ãäå
cosψ − óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè, ñîåäèíÿþùèìè íà÷àëî êîîðäèíàò
ñ òî÷êàìè (x, y, z) è (ζ, η, ξ) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå îäíîé ýêñòðåìàëü-
íîé òî÷êè cosψ = 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

2π2

N 5
(ρn+1
ij )3

N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρ

n
ij,

lπ
N ,

2kπ
N

)
sin πl

N√
(R− ρnij)2 +

((
m
N

)2 − 1
)

(ρnij)
2

=

=
2π2

N 5
(ρnij)

3
N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρ

n
ij,

lπ
N ,

2kπ
N

)
sin πl

N√
(R− ρnij)2 +

((
m
N

)2 − 1
)

(ρnij)
2

+ Uij − Un
ij. (11.8)

Âû÷èñëèâ âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå ρn+1
ij èç óðàâíåíèÿ (11.8), íàéäåì

çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ∆n+1 = max
k,l
|Uk,l − Un+1

k,l |. Åñëè ∆n+1 < ∆n, òî

(n+ 1)-é øàã èòåðàöèé çàêîí÷åí è ïðèñòóïàåì ê (n+ 2)-ìó øàãó.
Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè è äâóìåðíûõ çàäà÷ â [154] ïîêàçà-

íî, ÷òî åñëè âåëè÷èíà ∆n
kl äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â îäíîé ïàðå òî÷åê, òî

ñëåäóþùèé øàã ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê âûïîëíèì. Â ñëó÷àå, åñëè
âåëè÷èíà ∆n

kl äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â íåñêîëüêèõ ïàðàõ òî÷åê, òî ñëåäóþ-
ùèé øàã ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê ìîæåò íå ïðèâåñòè ê óìåíüøåíèþ
max
k,l
|∆n+1

kl |.
Â ñëó÷àå ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè ìåòîä ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê, ïðåä-

ñòàâëåííûé óðàâíåíèÿìè (11.7), (11.8), ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ óæå ñ ïåðâîãî
øàãà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà â íåêîòîðîé
òî÷êå íàèáîëüøåå âëèÿíèå ìîãóò îêàçàòü è äîñòàòî÷íî äàëåêèå
òî÷êè. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî âíåñòè èçìåíåíèå â ìåòîä ëîêàëüíûõ
ïîïðàâîê, îïèñàííûé óðàâíåíèÿìè (11.7), (11.8).

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (11.4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆n äîñòèãàåò ìàê-
ñèìóìà íà åäèíñòâåííîé ïàðå èíäåêñîâ (r, s). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Un
r,s =

2π2

N 2

N∑
k=1

N∑
l=1

ρnk,l

N∑
m=1

σ∗
(
m

N
ρnkl,

lπ

N
,
2kπ

N

)(m
N
ρnkl

)2

sin
πl

N
×

×
((m

N
ρnkl

)2

− b(k, l,m, r, s) + a(r, s)

)−1/2

. (11.9)
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Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂Un
r,s/∂ρ

n
k,l (k, l = l, N) íà âåêòîðå

(ρn11, ρ
n
12, . . . , ρ

n
NN) è âûáåðåì íàèáîëüøóþ èç íèõ ïî ìîäóëþ. Ïóñòü ìàê-

ñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîé ïàðå èíäåêñîâ (i, j). Ïîëàãàÿ, ÷òî
âàðèàöèè â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ρnij, îêàçûâàþò íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà
íåâÿçêó ∆n íà ïàðå èíäåêñîâ (r, s), î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå áóäåì îïðå-
äåëÿòü èç óðàâíåíèÿ

2π2

N 5
(ρn+1
ij )3

N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρ

n+1
ij , lπN ,

2kπ
N

)
sin πl

N((
m
N ρ

n+1
ij

)2 − b(i, j,m, r, s) + a(r, s)
)1/2

=

=
2π2

N 5
(ρnij)

3
N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρ

n
ij,

lπ
N ,

2kπ
N

)
sin πl

N((
m
N ρ

n
ij

)2 − b(i, j,m, r, s) + a(r, s)
)1/2

+Urs−Un
rs. (11.10)

Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Lrs(ρij) =
2π2

N 5
(ρij)

3
N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρij,

lπ
N ,

2kπ
N

)
sin πl

N((
m
N ρij

)2 − b(i, j,m, r, s) + a(r, s)
)1/2

,

Krs(ρij) =
2π2

N 5
(ρij)

3
N∑
m=1

m2σ∗
(
m
N ρij,

lπ
N ,

2kπ
N

)
sin πl

N((
m
N ρij

)2 − b(i, j,m, r, s) + a(r, s)
)1/2

+Urs−Un
rs.

Ñëåäóþùèé, (n+1)-é øàã ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê çàêëþ÷àåòñÿ
â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ

Lrs(ρij) = Krs(ρ
n
ij). (11.11)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà:

ρn,m+1
ij = ρn,mij − [L′rs(ρ

n,0
ij )]−1Krs(ρ

n,m
ij ), (11.12)

ãäå ρn,0ij = ρnij.
Ïðåäåëüíîå ïî m çíà÷åíèå ρn,mij îáúÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì (n+ 1)-ãî

øàãà ìåòîäà ëîêàëüíûõ íåâÿçîê:

ρn+1
ij = lim

m→∞
ρn,mij .

Èç óñëîâèÿ âûáîðà ïàðû èíäåêñîâ (i, j) ñëåäóåò, ÷òî L′(ρnij) 6= 0,
ñëåäîâàòåëüíî, èòåðàöèè (11.12) îñóùåñòâèìû. Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (11.12) ñõîäèòñÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

|ρn,m+1
ij − ρn,mij | = |[L

′
rs(ρ

n,0
ij )]−1|Krs(ρ

n,m
ij )| =
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= |[L′(ρn,0ij )]−1||Krs(ρ
n,m
ij )−Krs(ρ

n,m−1
ij )− L′(ρn,0ij )(ρn,mij − ρ

n,m−1
ij )| ≤

≤ |[L′(ρn,0ij )]−1||L′(ρn,m−1
ij + Θ(ρn,m−1

ij ))− L′(ρn,0ij )||ρn,mij − ρ
n,m−1
ij )| ≤

≤ |[L′(ρn,0ij )]−1||L′′(ρn,m−1
ij + Θ1(ρ

n,m−1
ij ))||ρn,mij − ρ

n,m−1
ij )|2,

ãäå 0 < Θ,Θ1 < 1.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: η0 = |ρn,1ij − ρ

n,0
ij |, b0 = |[L′r,s(ρ

n,0
ij )]−1|. Ïóñòü íà

ñåãìåíòå [ρn,0ij −R, ρ
n,0
ij +R] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |L′r,s(x)− L′r,s(y)| ≤

≤ F |x− y|.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (11.12) âîñ-

ïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèÿìè òåîðåìû 11.2 èç ãëàâû I. Ïóñòü h0 = b0Fη0 <
< 1/2 è r0 = 1−

√
1−2h0

h0
η0 ≤ R. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

(11.12) ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ρn+1
ij óðàâíåíèÿ

Lr,s(ρij) = Kr,s(ρ
n
ij).

Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì
íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ρn,1ij , ρ

n,2
ij ïîëàãàÿ, ÷òî ïî-

ñëåäíåå âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå åñòü ρn+1
ij .

Îïðåäåëèâ ρn+1
ij , íàõîäèì ∆n+1. Åñëè ∆n+1 < ∆n, òî (n+1)-é øàã ìå-

òîäà çàâåðøåí. Åñëè íåðàâåíñòâî ∆n+1 < ∆n íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ñåãìåíò
[ρnij, ρ

n+1
ij ] èçìåëü÷àåòñÿ ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå

âûïîëíåíî íà íåêîòîðîì øàãå íåðàâåíñòâî ∆n+1 < ∆n. Íåîáõîäèìîñòü
âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà íà íåêîòîðîì øàãå äåëåíèÿ ñåãìåíòà ñâÿ-
çàíà ñ òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íà íàïðàâëåíèè ρij íàèáîëüøàÿ ïî ìîäóëþ,
ò.å. îêàçûâàåò íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó ∆n

rs, à ∆n
rs > ∆n

kl ïðè
(r, s) 6= (k, l).

Ïóñòü òåïåðü âåëè÷èíà ∆n = max
k,l
|∆n

k,l| äîñòèãàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ

ïàðàõ èíäåêñîâ, ñêàæåì, (r0, s0) è (r1, s1).

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂Ur0,s0
∂ρnkl

è
∂Ur1,s1
∂ρnkl

íà âåêòîðàõ ρn11,

ρn12, . . . , ρ
n
NN è âûáåðåì ìàêñèìàëüíóþ èç íèõ ïî ìîäóëþ. Çäåñü âîçíèêà-

þò ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè. Ðàññìîòðèì êàæäóþ èç íèõ â îòäåëüíîñòè.
Ïóñòü íàèáîëüøåé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áóäåò ïðîèçâîäíàÿ

∂Ur0,s0
∂ρnij

,

ïðè÷åì ýòîò ìàêñèìóì åäèíñòâåííûé ñðåäè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂Ur0,s0
∂ρnkl

.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî íåâÿçêè ∆n

r0s0
è ∆n

r1s1
èìåþò îäèí è òîò æå çíàê.

Òîãäà ïðèìåíÿåì èòåðàöèè

ρn,m+1
ij = ρn,mij − [L′r0s0

(ρn,0ij )]−1Kr0s0
(ρn,mij )

è çàâåðøàåì (n + 1)-é øàã ìåòîäà, ïîëàãàÿ ρn+1
ij = lim

m→∞
ρn,mij èëè äåëÿ

ñåãìåíò [ρnij, ρ
n+1
ij ] íà ÷àñòè ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà íåâÿçêè ∆n
r0s0

è ∆n
r1s1

ìîãóò
èìåòü ðàçëè÷íûå çíàêè. Ïóñòü íà âåêòîðå ρnij∣∣∣∣∣∂Ur0,s0

∂ρni0j0

∣∣∣∣∣ ≥ max
ij

∣∣∣∣∣∂Ur0,s0

∂ρnij

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∂Ur1,s1

∂ρni1j1

∣∣∣∣∣ ≥ max
ij

∣∣∣∣∣∂Ur1,s1

∂ρnij

∣∣∣∣∣ ,
ïðè÷åì (i0, j0) 6= (i1, j1).

Ïîëîæèì ρn+1
kl = ρnkl ïðè (k, l) 6= (i0, j0) è (k, l) 6= (i1, j1). Ïðåäñòàâèì

óðàâíåíèå (11.4) â âèäå

Lr0s0
(ρi0j0)+Lr0s0

(ρi1j1)+
2π2

N 3

N∑
k=1

N∑
l=1

′′ρnkl

N∑
m=1

σ∗
(
m

N
ρnkl,

lπ

N
,
2kπ

N

)(m
N
ρnkl

)2

×

×sin πl

N

((m
N
ρnkl

)2

− b(i, j,m, r0, s0) + a(r0, s0)

)−1/2

= Ur0s0
; (11.13)

Lr1s1
(ρi0j0)+Lr1s1

(ρi1j1)+
2π2

N 3

N∑
k=1

N∑
l=1

′′ρnkl

N∑
m=1

σ∗
(
m

N
ρnkl,

lπ

N
,
2kπ

N

)(m
N
ρnkl

)2

×

×sin πl

N

((m
N
ρnkl

)2

− b(i, j,m, r1, s1) + a(r1, s1)

)−1/2

= Ur1s1
, (11.14)

ãäå
∑∑ ′′− ñóììèðîâàíèå ïî (k, l) 6= (i0, j0), (i1, j1).
Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèé (11.13) è (11.14) òîæäåñòâî

(11.4), èìååì{
Lr0s0

(ρi0j0) + Lr0s0
(ρi1j1) = Lr0s0

(ρni0j0) + Lr0s0
(ρni1j1) + Ur0s0

− Un
r0s0

,

Lr1s1
(ρi0j0) + Lr1s1

(ρi1j1) = Lr1s1
(ρni0j0) + Lr1s1

(ρni1j1) + Ur1s1
− Un

r1s1
.

(11.15)
Ðåøàÿ ñèñòåìó (11.15) ìåòîäîì Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à, íàõîäèì

(n+ 1)-å ïðèáëèæåíèå ìåòîäà ëîêàëüíûõ ïîïðàâîê. Äîêàçàòåëüñòâî ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à îñíîâàíî íà òåîðåìå 11.2 èç
ãëàâû I.

Ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, òàê
êàê èç-çà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè σ(ρ, ϕ,Θ) òðóäíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëî-
âèÿ îáðàòèìîñòè ìàòðèöû(

L′r0s0
(ρi0j0) L′r0s0

(ρi1j1)
L′r1s1

(ρi0j0) L′r1s1
(ρi0j0)

)
.
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Òàêæå ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóäîåìêèì íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå
ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì óïðîùåíèå ïðîöåäóðû ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (11.15). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì
âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, êîãäà çàäàþòñÿ íåáîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ δρi0j0
è δρi1j1, ïî êîòîðûì ñóäÿò îá èçìåíåíèÿõ íåâÿçêè â ñèñòåìå óðàâíåíèé
(11.15).



ÃËÀÂÀ 6

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÃÐÀÂÈÌÅÒÐÈÈ

1. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè
ìåòîäîì Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à

Â ýòîì ðàçäåëå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿþòñÿ ê îáðàòíûì çàäà÷àì ãðàâèìåòðèè. Ïðåäëà-
ãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ îäíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòî-
ðîâè÷à äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Ðàçäåë íàïèñàí íà îñíîâå ðàáîò
[63, 64].

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáçîð ëèòåðàòóðû

Â. Ê. Èâàíîâûì â [108, 109] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàò-
íûõ çàäà÷ òåîðèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, çàêëþ÷àþùèéñÿ â èõ
ñâåäåíèè ê íåëèíåéíûì ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèåé, îñóùåñòâëÿþùåé êîíôîðìíîå è îäíîëèñòíîå îòîáðà-
æåíèå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íà èñêîìóþ
îáëàñòü. Ñ ýòèõ ðàáîò íà÷àëîñü èññëåäîâàíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ïîòåíöè-
àëà ìåòîäàìè òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè ýòîãî íàó÷íîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ ñûãðàëè ðàáîòû À. È. Ïðèëåïêî, Â. Í. Ñòðàõîâà, À. Â. Öèðóëü-
ñêîãî, Â. Ã. ×åðåäíè÷åíêî, èç êîòîðûõ â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì ñòàòüè
[150, 151, 181, 186, 227, 229, 231, 232].

Ïóñòü D+− îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ æîðäàíîâîé ãðàíè-
öåé S â îáëàñòè z = x+iy; D− − äîïîëíåíèå D+ äî ïîëíîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè; µ(z, z)− íåïðåðûâíàÿ âD+ ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó
W rHα, r = 1, 2, . . . , 0 < α < 1.

Îáîçíà÷èì

−1

π

∫
D+

µ(ξ, ξ)

ξ − z
dηdζ = U−(z,D+, µ), ξ = ζ + iη.

Ôóíêöèÿ U−(z) íàçûâàåòñÿ âíåøíèì êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì îá-
ëàñòè D+ ñ ïëîòíîñòüþ µ.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, öèòèðóåìàÿ ïî [231], èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðè-
ëîæåíèÿ â ãðàâèìåòðèè è ìàãíèòîìåòðèè.

Çàäà÷à. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè T îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ µ(z, z), à â îêðåñòíîñòè òî÷êè z =∞ − àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ



U(z), U(∞) = 0, lim
|z|→∞

zU(z) = c0, Imc0 = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ

îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü D+, D+ ⊂ T, ñ æîðäàíîâîé ãðàíè-
öåé, ÷òî U−(z,D+, µ) = U(z), z ∈ D−.

Â ðàáîòå [231] ïîêàçàíî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

ϕ+(t) = M(z(t), z(t))− U(z(t)), |t| = 1, (1.1)

ãäå z(t), ϕ+(t) − ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå ïðè |t| ≤ 1,

Mz(z(t), z(t)) = µ(z, z).

Ââåäÿ, ñëåäóÿ [108], ôóíêöèþ ϕ−(t) = z(t−1)) ïðè |t| ≥ 1, ïðåäñòà-
âèì óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

Kϕ ≡ ϕ+(t)−M(ϕ−(t), ϕ−(t)) + U(ϕ−(t)) = 0, |t = 1|. (1.2)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè µ(z, z) = µ = const ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó

ϕ+(t) = µϕ−(t)− U(ϕ−(t)), |t = 1|, (1.3)

ýêâèâàëåíòíóþ óðàâíåíèþ Â. Ê. Èâàíîâà [108].
Â ðàáîòå [231] ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è �â ìàëîì�, ò.å. äëÿ òåëà, áëèçêîãî äàííîìó. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì: â óðàâíåíèè (1.2) âûäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü, à íåëèíåéíàÿ
÷àñòü âîçìóùàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì. Çàòåì ëèíåéíàÿ ÷àñòü,
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Øâàðöà, îáðàùàåòñÿ, è äîêàçûâàåòñÿ ñõî-
äèìîñòü ïîëó÷åííîé èòåðàöèîííîé ñõåìû ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé
òî÷êå. Îñòðîóìíûì ïðèåìîì ïîêàçàíî, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2).

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ îäíà ìîäèôèêà-
öèÿ ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1.2).
Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî K ′(ϕ0) îïå-
ðàòîðàKϕ íåîáðàòèìà, òî îíà çàìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì îïåðà-
òîðîì, ÿâëÿþùèìñÿ âîçìóùåíèåì îïåðàòîðàK ′(ϕ0); çàòåì äîêàçûâàåòñÿ
ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.2).

Íàðÿäó ñ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ òî÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.2)
ïðåäëàãàþòñÿ äâå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû êîëëîêàöèîííîãî òèïà, äèñ-
êðåòèçèðóþùèå óðàâíåíèå (1.2). Ïîëó÷åíû îöåíêè áûñòðîòû ñõîäèìîñòè
è âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè ìåòîäà êîëëîêàöèè. Äîêàçàíà ïðèìåíèìîñòü
ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Íüþòîíà−Êàíòîðîâè÷à ê ñèñòåìàì
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ äèñêðåòèçàöèåé óðàâíåíèÿ (1.2).
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Â ðàçä. 1.2 ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà
ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1.2).

Â ðàçä. 1.3 îïèñûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ê ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ (1.2).

×åðåç X îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé x(t) ∈ Hβ(0 < β < α) ñ íîðìîé
||x|| = M(x) +H(x, β), ãäå

M(x) = max
t∈γ
|x(t)|, γ = {t : |t| = 1};

H(x, β) = sup
t1 6=t2,t1,t2∈γ

|x(t1)− x(t2)|/|t1 − t2|β.

1.2. Ìåòîä Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à äëÿ òî÷íîãî óðàâíåíèÿ

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò-
ñÿ óðàâíåíèåì (1.2). Ïóñòü ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü
D∗, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé z∗(t). Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè ðÿ-
äå óñëîâèé áóäåò äîêàçàíî íèæå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ0(t)(ϕ0 = ϕ+

0 − ϕ−0 )
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ϕ∗(t) êðàåâîé çàäà÷è (1.2). Êðîìå
óñëîâèÿ áëèçîñòè ϕ0(t) ê ϕ∗(t), íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ϕ0(t) äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

ϕ+
0 (t) = M(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))− U0(ϕ

−
0 (t)), (1.4)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ U0(ϕ−(t)) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíîé ôóíêöèè U0 íå ïîòðåáóåòñÿ.

Äîñòàòî÷íî ëèøü ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò.
Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ϕ0 ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (1.2) ñâÿçàíî

ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì z0(t) ê êðèâîé z∗(t) ñîîòíîøåíèåì ϕ−0 (t) =

= z0(t−1).
Ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî îïåðàòîðà Kϕ íà ýëåìåíòå ϕ0(t) ðàâíà

K ′(ϕ0)ϕ ≡ ϕ+(t)−M ′
u1

(ϕ−0 (t)), ϕ−0 (t))ϕ−(t)−

−M ′
u2

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−(t) + U ′(ϕ−0 (t))ϕ−(t). (1.5)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì, ñëåäóÿ [231], òîæäåñòâî (1.4) ïî ïåðåìåííîé

t, âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì ϕ−0 (t) = z0(t−1) è ðàâåíñòâîì dz0(t)
dt =

= −t2
(
dz0(t)
dt

)
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî

(ϕ+
0 (t))′ = M ′

u1
(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))z′0(t)−t2M ′

u2
(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))z′0(t)−U ′0(ϕ−0 (t))z′0(t).
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Âûðàæàÿ îòñþäà M ′
u1

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))− U ′0(ϕ−0 (t)) è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó-
÷åííîå âûðàæåíèå â (1.5), èìååì

K ′(ϕ0)ϕ ≡ ϕ+(t)− (ϕ+
0 (t))′ + t2µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))z0

′(t)

z0
′(t)

ϕ−(t)−

−µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−(t) + (U ′ϕ−0 (t))− U ′0(ϕ−0 (t)))ϕ−(t).

Ââåäåì îïåðàòîð

K0
′(ϕ0)ϕ ≡ ϕ+(t)− (ϕ+

0 (t))′ + t2µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))z0
′(t)

z0
′(t)

ϕ−(t)−

−µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−(t).

Ïîñëå çàìåíû ψ+(t) = ϕ+(t) − (ϕ+
0 (t))′ϕ−(t)
z′0(t) , ψ−(t) = ϕ−(t) îïåðàòîð

K ′0(ϕ0) ïðåäñòàâèì â âèäå

T0(ϕ0)ψ = ψ+(t)− µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ψ−(t)− t2µ(ϕ−0 , ϕ
−
0 )z0

′(t)

z0
′(t)

ψ−(t).

Îïåðàòîð T0(ϕ0) èìååò íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî X0 ñ áàçèñîì

ψ+
0 (t) = 0, ψ−0 (t) = itz0

′(t).

Ñîïðÿæåííûì (ñîþçíûì) ê îïåðàòîðó T0(ϕ0)ϕ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

T ∗0 (ϕ0)ψ = ψ−(t)− µ(ϕ−0 , ϕ
−
0 )ψ+(t) +

z′0(t)

z′0(t)
µ(ϕ−0 , ϕ

−
0 )ψ+(t),

èìåþùèé íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì

γ0(t) = γ+
0 (t)− γ−0 (t), γ+

0 (t) = z′0(t), γ
−
0 (t) = 0.

Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X âûäåëèì ìíîæåñòâî ôóíêöèé Y1, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Re

∫
|t|=1

f(t)z0
′(t)dt = 0. (1.6)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Y1 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðî-
ñòðàíñòâà X.

Òàê êàê óñëîâèå (1.6) � íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðå-
øèìîñòè óðàâíåíèÿ T0(ϕ0)ψ = f [129], òî îïåðàòîð T0(ϕ0)ψ, äåéñòâóþ-
ùèé èç X íà Y1, èìååò îãðàíè÷åííûé ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç Y1 â ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî X/X0.
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Ââåäåì îïåðàòîð

Tα(ϕ0)ψ = ψ+(t)− µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ψ−(t)− t2µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))z0
′(t)

z0
′(t)

ψ−(t)+

+
α

2π

Re ∫
|t|=1

ψ(τ)z′0(τ)dτ

 itz′0(t),

ãäå α − ïàðàìåòð.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ïðîñòðàíñòâî Y = Y1

⊗
y(t), ãäå y(t) = Aitz′0(t),

A− âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Y − áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ‖f(t)‖ = ‖f1(t)‖ + ‖Aitz′0(t)‖, f ∈ Y,
f1 ∈ Y1/. Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Tα, äåéñòâóþùèé èõ X â Y, íåïðåðûâ-
íî îáðàòèì. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Tα îòîáðàæàåò X íà
Y . Ïóñòü f ∈ Y. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå Tαψ = f ðàçðåøèìî. Ïóñòü
f ∈ Y1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ψ0, ÷òî T0ψ0 = f. Ïîäñòàâëÿÿ ψ0 â îïå-
ðàòîð Tα, èìååì Tαψ0 = T0ψ0 + cαitz′0(t), ãäå c = 1

2πRe
∫
|τ |=1

ψ0(τ)z′0(τ)dτ.

Åñëè c = 0, òî ψ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Tαψ0 = f . Åñëè c 6= 0,

òî ôóíêöèÿ ψ0 − 2πitz′0(t)c/
2π∫
0

|z0
′(eiσ)|2dσ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ Tαψ = f, f ∈ Y1. Ïóñòü A = const 6= 0, f = Aitz′0(t). Òîãäà ôóíêöèÿ

x(t) = Aitz′0(t)2π/(α
2π∫
0

|z0
′(eiσ)|2dσ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Tα(ϕ0)ψ = f ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷à-
ñòè f ∈ Y. Òàê êàê îïåðàòîð Tα(ϕ0) îòîáðàæàåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
X íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y, òî, ïî òåîðåìå Áàíàõà î ãîìîìîðôèçìå
[130], îí íåïðåðûâíî îáðàòèì.

Âåðíåìñÿ ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïîëàãàÿ

ϕ+(t) = ψ+(t) + (ϕ+
0 (t))′ψ−(t)/z′0(t), ϕ

−(t) = ψ−(t).

Òîãäà îïåðàòîð Tα ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä (ñ ââåäåíèåì íîðìè-
ðîâêè â ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå):

T̃αϕ ≡ ϕ+(t)− µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−(t)−M ′
u1

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−(t)+

+U ′0(ϕ
−
0 (t))ϕ−(t) +

α

2π

Re

∫
|τ |=1

ϕ(τ)z′0(τ)dτ

 itz′0(t)
2π∫
0

|z0
′(eiσ)|2dσ

.
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Òàê êàê îïåðàòîð T̃α, êàê è îïåðàòîð Tα, îòîáðàæàåò áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî X íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y, òî îí íåïðåðûâíî îáðàòèì è
||T̃−1

α || ≤ A.

Åñëè ||U ′(ϕ−0 ) − U ′0(ϕ
−
0 )||||T−1

α || = q < 1, òî, ïî òåîðåìå Áàíàõà,
îïåðàòîð

Tϕ ≡ ϕ+(t)− µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−(t)−M ′
u1

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−(t)+

+U ′(ϕ−0 (t))ϕ−0 (t) +
α

2π

Re

∫
|τ |=1

ϕ(τ)z′0(τ)dτ

 itz′0(t)
2π∫
0

|z0
′(eiσ)|2dσ

íåïðåðûâíî îáðàòèì ïðè âñåõ α > 0. Íèæå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì
α = 1.

Äëÿ ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé îáðàòíîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöè-
îííûì ìåòîäîì Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à:

Tϕn+1(t) = −K(ϕn) +K ′(ϕ0)ϕn(t) + c(ϕn)itz′0(t), (1.7)

ãäå

c(ϕn) = − 1

2πα(z′0)
Re

∫
|τ |=1

z′0(τ)(−K(ϕn(τ)) +K ′(ϕ0)ϕn(τ))dτ,

α(z′0) =

2π∫
0

|z′0(eiσ)|2dσ.

Â ãëàâå I ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à xn=1 = xn−
−[K ′(x0)]

−1Kxn ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ‖[K ′(x0)]
−1‖‖|K ′(ξ1)−K ′(ξ2)‖ =

= q < 1 â ñôåðå S(x0, r)(r = η0/(1− q), η0 = ‖[K ′(x0)]
−1Kx0‖) ñõîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ Kx = 0 ñî ñêîðîñòüþ ||x∗ − xn|| ≤ cqn.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

(1.7). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

||ϕn+1 − ϕn|| = ||T−1|| [||K(ϕn)−K(ϕn−1)−K ′(ϕ0)(ϕn − ϕn−1)||+

+

∥∥∥∥c(ϕn)− c(ϕn−1)

2πα(z′0)
(itz′0(t))

∥∥∥∥] .
Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ïî îò-

äåëüíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî

||K(ϕn)−K(ϕn−1)−K ′(ϕ0)(ϕn−ϕn−1)|| ≤ ||K ′(ξ)+K ′(ϕ0)||||ϕn−ϕn−1||;
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∥∥∥∥c(ϕn)− c(ϕn−1)

α(z′0)
(itz′0(t)

∥∥∥∥ ≤ c||c(ϕn)− c(ϕn−1)||||tz′0(t)|| ≤

≤ c||K(ϕn)−K(ϕn−1)−K ′(ϕ0)(ϕn − ϕn−1)||C ||tz′0(t)|| ≤
≤ c||K ′(ξ) +K ′(ϕ0)||||tz′0(t)||||ϕn − ϕn−1||.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ c||T−1||(||K ′(ξ)−K ′(ϕ0)||(1 + ||tz0
′(t)||)) =

= q < 1 èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ϕ∗(t).
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ∗(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1).

Èç òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ϕn(t) ñõîäÿòñÿ ê ϕ∗(t), è èç
ôîðìóëû (1.7) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

g(ϕ∗(t))itz′0(t) = −K(ϕ∗), (1.8)

ãäå

g(ϕ∗) =
1

2π
Re

∫
|τ |=1

z′0(τ)(ϕ∗(τ)−K(ϕ∗) +K ′(ϕ0)ϕ
∗(τ))(a(z′0(τ)))−1dτ.

Ïîêàæåì, ñëåäóÿ [231], ÷òî ôóíêöèîíàë g(ϕ∗) ðàâåí íóëþ. Äëÿ ýòîãî
ðàâåíñòâî (1.8) óìíîæèì íà (z∗(t))′ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îêðóæíîñòè
|t| = 1. Â ðåçóëüòàòå èìååì

g(ϕ∗)Re

 ∫
|t|=1

itz0
′(t)(z∗(t))′dt

 = Re

 ∫
|t|=1

(M(ϕ∗−(t), ϕ∗−(t)))−

−U(ϕ∗−(t))z∗(t)′dt
)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, òàê êàê M(ϕ∗−(t), ϕ∗−(t))− U(ϕ∗−(t)) =
= ϕ∗+(t), à ôóíêöèè ϕ∗+(t) è z∗(t) − àíàëèòè÷åñêèå â êðóãå |t| < 1. Ïðè
äîñòàòî÷íî õîðîøåì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè

Re

 ∫
|t|=1

itz0
′(t)(z∗(t))′dt

 = Re

 ∫
|t|=1

itz0
′(t)z0

′(t)dt

+

+Re

 ∫
|t|=1

itz0
′(t)(z∗(t)− z0(t))

′

 dt ≥

≥
2π∫

0

|z0
′(eiσ)|2dσ − c||z∗(t)− z0(t))

′|| > 0.

350



Ïîýòîìó g(ϕ∗) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, K(ϕ∗) = 0.
Òåîðåìà 1.1. Åñëè â ñôåðå S(ϕ0, r)(r = ||ϕ1−ϕ0||/(1−q)) âûïîëíå-

íî óñëîâèå ||T−1(K ′(ξ)−K ′(ϕ0))|| = q < 1, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.7)
ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ϕ∗(t) óðàâíåíèÿ (1.2) ñî ñêîðîñòüþ ||ϕ∗−ϕ0|| < cqn.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèé ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå
(1.7) íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê óðàâíåíèÿì â ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçXn ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâàX, ñîñòîÿùåå èç

ïîëèíîìîâ âèäà
n∑

k=−n
αkt

k. ×åðåç Pn îáîçíà÷èì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n ïî ðàâíîîòñòîÿ-
ùèì óçëàì tk = exp(isk), sk = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n.

Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà � Êàíòîðîâè-
÷à äëÿ óðàâíåíèé â ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííûå ìåòî-
äû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ñîïðÿæåíèåì. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî ïðèáëèæåí-
íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé ñ ñîïðÿæåíèåì è ñäâèãîì îïóáëèêîâàí
â [22].

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèåì

Lϕ ≡ ϕ+(t) + a(t)ϕ−(t) + b(t)ϕ−(t) = f(t), (1.9)

êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îêðóæíîñòè γ = {t : |t| = 1}.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè a(t), b(t), f(t) ∈ W 2Hα, à ôóíêöèè a(t)

è 1/b(t) íå ðàâíû íóëþ íà îêðóæíîñòè γ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäåêñ êàæäîé èç ôóíêöèé a(t) è 1/b(t) íåîòðè-

öàòåëüíûé.
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) áóäåì èñêàòü â âèäå ôóíê-

öèè

ϕ+
n (t) = ψ+

n (t) =
n∑
k=0

akt
k, ϕ−n (t) = b+(t−1)ψ−n (t) = b+(t−1)

−1∑
k=−n

akt
k,

ãäå b(t) = b−(t)/b+(t);

b+(t) = exp

(
1

2
ln(1/(b(t)tκ))

)
+

1

2πi

∫
γ

ln(1/(b(τ)τκ))

τ − t
dτ ;

b−(t) = exp

(
−1

2
ln(1/(b(t)tκ))

)
t−κ +

1

2πi

∫
γ

ln(1/(b(τ)τκ))

τ − t
dτ,

κ − èíäåêñ ôóíêöèè 1/b(t).
Êîýôôèöèåíòû ak îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé

Lnϕn ≡ Pn[ϕ
+
n (t) + a(t)ϕ−(t) + b(t)ϕ−n (t)] = Pn[f(t)]. (1.10)

351



Ââåäåì ôóíêöèè

ϕ+(t) = ψ+(t), ϕ−(t) = b+(t−1)ψ−(t),

ãäå ψ−(t) − ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â D− è îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà
áåñêîíå÷íîñòè.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâîX ôóíêöèé x(t) âèäà x(t) = ψ+(t)+b(t−1)ψ−(t)
ñ íîðìîé ‖x‖ = ‖ψ‖, ãäå ‖ψ‖ = M(ψ)+H(ψ, β), à òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî

Xn ⊂ X, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé xn(t) = ψ+
n (t) + b(t−1)ψ−n (t), ãäå

ψn(t) =
n∑

k=−n

αkt
k, ψ+

n (t) =
n∑
k=0

αkt
k, ψ−n (t) =

−1∑
k=−n

αkt
k.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð Lϕ (L ∈ [X̄,X]) íåïðåðûâíî îáðàòèì
â ïðîñòðàíñòâå X̄.

Óðàâíåíèÿ (1.9) è (1.10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ψ+(t) + a(t)b+(t−1)ψ−(t) + b−(t)ψ−(t) = f(t) (1.11)

è
Pn[ψ

+
n (t) + a(t)b+(t−1)ψ−n (t) + b−(t)ψ−n (t)] = Pn[f(t)]. (1.12)

Åñëè ôóíêöèÿ a(t)b+(t−1) èìååò íåîòðèöàòåëüíûé èíäåêñ, òî åå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå îòíîøåíèÿ q+(t)/q−(t), è òîãäà óðàâíåíèÿ (1.11)
è (1.12) çàïèñûâàþòñÿ â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

Lϕ = q−(t)ψ+(t) + q+(t)ψ−(t) + q−(t)b−(t)ψ−(t) = q−(t)f(t) (1.13)

è
Lnϕn = Pn

[
q−(t)ψ+

n (t) + q+(t)ψ−n (t) + q−(t)b−(t)ψ−n (t)
]

=

= Pn[q
−(t)f(t)]. (1.14)

Òàê êàê óðàâíåíèå (1.13) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (1.9), òî îïåðàòîð
L ∈ [X,X] íåïðåðûâíî îáðàòèì. Ââåäåì îïåðàòîð

L̃ϕ ≡ q−n (t)ψ+(t) + q+
n (t)ψ−(t) + q−[n/2](t)b

−
[n/2](t)ψ

−(t),

ãäå qn = Tn[q], bn = Tn[b], Tn − îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî
ïîëèíîìîâ íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñòåïåíè n.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

||Lϕn − Lnϕn|| ≤ ||Lϕn − L̃ϕn||+ ||L̃ϕn − Lnϕn|| ≤ cn−r−α+β lnn||ϕn||.

Èç ýòîé îöåíêè è òåîðåìû Áàíàõà î ëåâîì îáðàòíîì îïåðàòîðå, ïðè-
âåäåííîé â ãëàâå I, ñëåäóåò îáðàòèìîñòü ñëåâà îïåðàòîðà Ln. Òàê êàê

352



îïåðàòîð Ln êîíå÷íîìåðíûé, òî èç îáðàòèìîñòè ñëåâà ñëåäóåò íåïðå-
ðûâíàÿ îáðàòèìîñòü. Áëèçîñòü ðåøåíèé ϕ∗ è ϕ∗n óðàâíåíèé (1.9) è (1.10)
îöåíèâàåòñÿ ïî îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà [117] íåðà-
âåíñòâîì ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ An−r−α+β lnn.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü îïåðàòîð L ∈ [X,X] íåïðåðûâíî îáðàòèì,
a, b, f ∈ W rHα, èíäåêñû ôóíêöèé a, b−1 íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà ïðè n
òàêèõ, ÷òî q = cn−r−α+β lnn < 1, ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.10) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ϕ∗n è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ||ϕ∗ − ϕ∗n|| = cn−r−α+β lnn,
ãäå ϕ∗ − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ñäåëàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2,
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n òàêèõ, ÷òî q = cn−r−α+β lnn < 1, îïåðàòîð

Tnϕn = Pn[ϕ
+
n (t)− µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−n (t)−M ′

u1
(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−n (t)+

+U ′(ϕ−0 (t))ϕ−n +

Re

∫
|τ |=1

ϕn(τ)z′0n(τ)dτ

 itz0
′(t)

2π∫
0

|z0
′(eiσ)|2dσ

 ,
ãäå z′0n(t) = Tn[z

′
0(t)], íåïðåðûâíî îáðàòèì è ||T−1

n || ≤ ||T−1||/(1− q).
Àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (1.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Knϕn ≡ Pn[ϕ
+
n (t)−M(ϕ−n (t), ϕ−n (t)) + U(ϕ−n (t))] = 0.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Knϕn = 0 íàõîäèòñÿ èç èòåðàöè-
îííîãî ïðîöåññà:

Tnϕm+1(t) = −Kn(ϕm(t))+Kn
′(ϕ0(t))ϕm(t)+cn(ϕm(t))Pn[itz′0(t)], (1.15)

ãäå

cn(ϕm(t) = − 1

a(z′0(t))
Re

∫
|t|=1

z′0n(t)(−Kn(ϕm(t)) +K ′n(ϕ0(t))ϕm(t))dt.

Òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (1.7), ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.15) ïðè õîðîøåì íà÷àëüíîì
ïðèáëèæåíèè ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ϕ∗n(t) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ||ϕ∗(t)−
−ϕ∗n(t)| = cn−r−α+β lnn, ãäå ϕ∗(t) − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2).

Ê íåäîñòàòêàì îïèñàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû îòíîñÿòñÿ äâà îá-
ñòîÿòåëüñòâà: òðåáîâàíèå íå îòðèöàòåëüíîñòè èíäåêñîâ ôóíêöèè a(t),
(b(t))−1 è íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü çàäà÷ó ôàêòîðèçàöèè äëÿ ôóíêöèè b(t).
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Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó, ñâîáîäíóþ îò ýòèõ íåäîñòàòêîâ.
Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèåì (1.9). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.9) áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà

ϕn(t) =
n∑

k=−n

αkt
k,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé

Lnϕn ≡ Pn[ϕ
+
n (t) + a(t)ϕ−n (t) + b(t)ϕ−n (t)] = Pn[f(t)]. (1.16)

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü îïåðàòîð L ∈ [X,X] íåïðåðûâíî îáðàòèì,
ôóíêöèè a(t), b(t), f(t) ∈ W rHα; ϕ∗(t) − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9). Òîãäà
ïðè n òàêèõ, ÷òî q = c lnn

nr+α−β
< 1, ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.16) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå ϕ∗n(t) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ||ϕ∗(t)− ϕ∗n(t)|| ≤ c lnn
nr+α−β

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ [129], ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñî-

ñòîÿùóþ èç óðàâíåíèÿ (1.9) è êðàåâîãî óñëîâèÿ, ïîëó÷åííîãî èç (1.9)
ïåðåõîäîì ê êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì çíà÷åíèÿì:

ϕ+(t) + a(t)ϕ−(t) + b(t)ϕ−(t) = f(t),

ϕ+(t) + a(t)ϕ−(t) + b(t)ϕ−(t) = f(t). (1.17)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.16):

Pn[ϕ
+
n (t) + a(t)ϕ−n (t) + b(t)ϕ−n (t)] = Pn[f(t)],

Pn[ϕ+
n (t) + a(t)ϕ−n (t) + b(t)ϕ−n (t)] = Pn[f(t)]. (1.18)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ââåäåííûìè â [129] ôîðìóëàìè

Φ+
1 (t) = ϕ+(t),Φ−1 (t) = ϕ−(t),Φ+

2 (t) = tϕ−(t),Φ−2 (t) = tϕ+(t),

ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.17) ïðåäñòàâèì â âèäå

Φ+
1 (t) + a(t)Φ−1 (t) + tb(t)Φ+

2 (t) = f(t),

Φ−2 (t) + a(t)Φ+
2 (t) + tb(t)Φ−1 (t) = tf(t). (1.19)

Àíàëîãè÷íî, ââåäÿ ôóíêöèè

Φ+
1,n(t) = ϕ+

n (t),Φ−1,n(t) = ϕ−n (t),

Φ+
2,n(t) = tϕ−n (t),Φ−2,n(t) = tϕ+

n (t),
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ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.18) ïðåäñòàâèì â âèäå

Pn[Φ
+
1,n(t) + a(t)Φ−1,n(t) + tb(t)Φ+

2,n(t)] = Pn[f(t)],

Pn[Φ
−
2,n(t) + a(t)Φ+

2,n(t) + tb(t)Φ−1,n(t)] = Pn[tf(t)]. (1.20)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

G(t) =
1

a(t)

(
|b(t)|2 − |a(t)|2 tb(t)
−tb(t) − 1

)
,

g(t) =
1

a(t)

(
f(t)a(t)

tf(t)

)
.

Ðàçðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.19) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ψ+(t),
èìååì

ψ+(t) = G(t)ψ−(t) + g(t). (1.21)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.20) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå

Pn[ψ
+(t)] = Pn[G(t)ψ−(t)] + Pn[g(t)]. (1.22)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îáîñíîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû (1.16)
ñâåëàñü ê îáîñíîâàíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû êðàåâûõ çàäà÷ Ðèìàíà (1.21)
ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå (1.22). Ýòè âîïðîñû èññëåäîâàëèñü â [47]. Èç
ïîëó÷åííûõ â ýòîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè n òàêèõ, ÷òî
q = cn−r−α+β lnn < 1, ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.22) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ||ψ∗(t)−ψ∗n(t)|| ≤ cn−r−α+β lnn, ãäå ψ∗(t) è ψ∗n(t) −
ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (1.21) è (1.22) ñîîòâåòñòâåííî. Âîçâðàùàÿñü
ê óðàâíåíèÿì (1.9) è (1.16), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 1.3.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ñäåëàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3,
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n òàêèõ, ÷òî q = cn−r−α+β lnn, îïåðàòîð

T̃nϕn ≡ Pn

[
ϕ+
n (t)− µ(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−n (t)−M ′

u1
(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−n (t)+

+U ′(ϕ−0 (t))ϕ−n (t) +

Re

∫
|τ |=1

ϕn(τ)z0n(τ)dτ

 itz′0(t)
2π∫
0

|z0
′(eiσ)|2dσ

 ,
ãäå ϕn(t) =

n∑
k=−n

αkt
k, íåïðåðûâíî îáðàòèì è ||T̃−1

n || ≤ ||T−1||/(1− q).
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Óðàâíåíèå (1.2) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Knϕn ≡ Pn[ϕ
+
n (t)−M(ϕ−n (t), ϕ−n (t)) + U(ϕ−n (t))] = 0.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Knϕn = 0 íàõîäèòñÿ èç èòåðàöè-
îííîãî ïðîöåññà

Tnϕm+1(t) = −Kn(ϕm) +Kn
′(ϕ0)ϕm(t) + ic(ϕm)Pn[itz′0(t)], (1.23)

ãäå

cn(ϕm) = − 1

a(z′0)
Re

∫
|t|=1

z′0n(t)(−Kn(ϕm(t)) +K ′n(ϕ0)ϕm(t))dt.

Òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (1.7), ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.23) ïðè õîðîøåì íà÷àëüíîì
ïðèáëèæåíèè ñõîäèòñÿ â ôóíêöèè ϕ∗n(t) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ||ϕ∗(t)−
−ϕ∗n(t)|| ≤ cn−r−α+β lnn, ãäå ϕ∗(t) − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2).

1.3. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.3). Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ ψ+(t) =
= ϕ+(t), ψ−(t) = µϕ−(t) è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè Ñîõîöêîãî −
Ïëåìåëÿ, óðàâíåíèå (1.3) ïðèâåäåì ê ñëåäóþùåìó âèäó:

ψ(t) = −U
(

1

µ
ψ−(t)

)
. (1.24)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè:

ψv+1(t) = −U
(

1

µ
ψ−(t)v

)
. (1.25)

Îáîñíîâàíèå áóäåì ïðîâîäèòü â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(γ) (γ =
= {t : |t| = 1}) ñ íîðìîé ||f ||2 = (f, f),

(f1, f2) =
1

2π

∫
|t|=1

f1(t)f2(t)
dt

it
=

1

2π

2π∫
0

f1(t)f2(t)dθ, t = eiθ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

||ψv+1(t)− ψv(t)|| =
∥∥∥∥U (1

µ
ψ−(t)v

)
− U

(
1

µ
ψ−(t)v−1

)∥∥∥∥ ≤
≤ 1

µ

∥∥∥∥U ′(1

µ
ψ−(t)v−1 + θ

(
ψ−(t)v − ψ−(t)v−1

))∥∥∥∥×
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×‖ψ−(t)v − ψ−(t)v−1‖ ≤

≤ 1

µ
L‖ψ−(t)v − ψ−(t)v−1‖ ≤ · · · ≤

(
L

µ

)v
||ψ−(t)(1) − ψ−(t)(0)|| =

=

(
L

µ

)v
η0 = qvη0, (1.26)

ãäå η0 = ||ψ−(t)1 − ψ−(t)0||, ψ0(t) − íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, L − íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
∣∣∣U ′ ( 1

µϕ(t)
)∣∣∣ â ñôåðå S, îïðåäåëåííîé íèæå,

q = L/µ.
Èç (1.26) ñëåäóåò, ÷òî ïðè q < 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψv ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(γ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
ψ∗(t), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.24), ïðè÷åì ïîãðåøíîñòü èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà (1.25) îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì ||ψ∗(t)− ψ0(t)|| ≤
≤ q(v−1)η0/(1−q). Âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â ñôåðå
S(x0, r)(r = η0/(1− q)) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ðàäèóñà r. Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü îïåðàòîð U(ϕ) äèôôåðåíöèðóåì ïî Ãàòî è
â ñôåðå S(x0, r)(r = η0/(1 − q)) âûïîëíåíû óñëîâèÿ q = L/µ < 1,

max
ϕ∈S(x0,r)

|U ′(ϕ)| < L. Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.25) ñõîäèòñÿ ê ðåøå-

íèþ ϕ∗(t) óðàâíåíèÿ (1.24) ñî ñêîðîñòüþ ||ψ∗(t)−ψv(t)|| ≤ q(v−1)η0/(1−q).
Ðàññìîòðèì ïðîåêöèîííî-èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.24) áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà ψvn(t) =
n∑

k−n
αvnt

k, êîýô-

ôèöèåíòû {αn} êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç èòåðàöèîííîé ñõåìû

ψv−1
n (t) = −Pn

[
U

(
1

µ
(ψ−n (t))v

)]
,

ψ−n (t) = −1

2
ψn(t) +

1

2πi

∫
γ

ψn(τ)

τ − t
dτ. (1.27)

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 1.4 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,
ïðè ôîðìóëèðîâêå êîòîðîãî èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ òåîðåìû 1.4. Êðî-

ìå òîãî, ÷åðåç η̃0 îáîçíà÷åíà íîðìà η̃0 = ‖Pn
[
U
(

1
µx
−
0

)
− x−0

]
‖.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü ϕ∗(t)− ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.24). Ïóñòü îïåðà-
òîð U(ϕ) äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå è â ñôåðå S(x0, r̃)(r̃ = η̃0/(1 − q))
âûïîëíåíî óñëîâèå max

ϕ∈S(x0,r)
|U ′(ϕ)| ≤ L, q = L/µ < 1. Òîãäà èòåðàöè-

îííûé ïðîöåññ (1.27) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ψ∗n(t) è ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖ψ∗(t)−ψ∗n(t)‖ ≤ ‖ψ∗(t)−Pnψ∗(t)‖/(1− q), ‖ψ∗n−ψ∗vn ‖ ≤ qv−1η̃0/(1− q).
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2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïîòåíöèàëà
â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïîòåíöèàëà, íà÷àòîå â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëå. Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

ÏóñòüD+ − îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ æîðäàíîâîé ãðàíè-
öåé S â ïëîñêîñòè z = x+ iy; D− − äîïîëíåíèå D+ äî ïîëíîé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè; µ(z, z̄) − íåïðåðûâíàÿ â D+ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ Ãåëüäåðà Hα(0 < α < 1). Îáîçíà÷èì

−1

π

∫
D+

µ(ξ, ξ̄)

ξ − z
dηdζ = U−(z,D+, µ), ξ = ζ + iη.

Ôóíêöèÿ U−(z) íàçûâàåòñÿ âíåøíèì êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì îá-
ëàñòè D+ ñ ïëîòíîñòüþ µ.

Çàäà÷à. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè T îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ µ(z, z̄), à â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞ − àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
U(z), U(∞) = 0.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü D+,
D+ ⊂ T, ñ æîðäàíîâîé ãðàíèöåé, ÷òî U−(z,D+, µ) = U(z), z ∈ D−.

Â ðàçä. 1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

Kϕ ≡ ϕ+(t)−M(ϕ−(t), ϕ−(t)) + U(ϕ−(t)) = 0, (2.1)

ãäå ϕ−(t) = z(t
−1

).
Â ðàçä. 1 ïðåäëîæåíà è îáîñíîâàíà èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ìåòîäà Íüþ-

òîíà � Êàíòîðîâè÷à, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.1) è àïïðîêñèìèðóþùåé (2.1) ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ
Ôðåøå íà íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè èìååò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðà 1.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè ïðè íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè ïðîèçâîäíîé
Ôðåøå. Îäíàêî îáîñíîâàíèå ýòîãî ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, è ïîýòîìó ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íåîáÿçà-
òåëüíî îäíîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è íåîáõîäèìà åùå ãðàâèìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòà.

Ìåòîä, ðàçâèòûé â äàííîì ðàçäåëå, îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìûì è ê
îáðàòíîé çàäà÷å ýëåêòðîðàçâåäêè.
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Ïóñòü D+ − îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè z = x+
+ iy ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S0; D− = CD+ è w ãàðìîíè÷åñêàÿ â D+ ôóíê-
öèÿ, w ∈ C1(D+).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëåêòðîðàçâåäêè ôîðìóëèðóåòñÿ (ñì., íàïðèìåð,
[234]) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à. Â îáëàñòè T+ çàäàíà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ w(x, y), à
â T−− ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v−(x, y), v−(∞) = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè
îáëàñòü D+ ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S è ôóíêöèþ v+, ãàðìîíè÷åñêóþ â D+,
ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó C1(S) è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

v+ = v−; (2.2)

µ2
∂v+

∂n
− µ1

∂v−

∂n
= (µ1 − µ2)

∂w

∂n
, (2.3)

ãäå ∂
∂n − äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé îòíîñèòåëüíî S

íîðìàëè, äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà µ1 è µ2 (µ1 6= µ2) õàðàêòåðèçóþò ìàã-
íèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, çàïîëíÿþùåé D+ è D−.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíê-
öèè v− â îáëàñòè D− è âêëþ÷åíèÿ v ∈ C1(D−).

Ïîñòðîèì ôóíêöèè U−(z) = v− + iv−0 , U
+(z) = v+ + iv+

0 , f(z) =
= w + iw0, ãäå v−0 , v

+
0 , w0 − ôóíêöèè, ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ê v−,

v+, w ñîîòâåòñòâåííî, v−0 (∞) = 0, w0(0) = 0. Èç òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî U(z), w0(0) = 0 ñòðîÿòñÿ îäíîçíà÷íî ïðè óñëîâèè
U−(∞) = 0, f(0) = 0.

Â ðàáîòå [234] ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à ýëåêòðîðàçâåäêè ñâî-
äèòñÿ ê óðàâíåíèþ

2µ2

µ1 − µ2
U+(z) = λU(z)− U(z) + f(z)− f(z), z ∈ S, U(∞) = 0, (2.4)

ãäå λ = (µ1 + µ2)/(µ1 − µ2).
Çäåñü z(t) − ãðàíèöà S îáëàñòè D+, ïðè÷åì z(t) − ôóíêöèÿ îäíî-

ëèñòíàÿ âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ââåäåì, ñëåäóÿ [108, 109], ôóíêöèþ z∗(t) = z(t̄−1) è ïîëîæèì

ϕ−(t) = z∗(t), ϕ+(t) = 2µ2U
+(z)(t)/(µ1 − µ2).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôóíêöèÿìè ϕ+(t), ϕ−(t), óðàâíåíèå (2.4) ïðåä-
ñòàâèì â âèäå

Tϕ ≡ ϕ+(t)− λU(ϕ−(t)) + U(ϕ−(t))− f(ϕ−(t)) + f(ϕ−(t)), (2.5)

ãäå |t| = 1.
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Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.5) â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
ïðåäëîæåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à, ñõîäèìîñòü
êîòîðîé ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2.5) óäàëîñü îáîñíîâàòü ïðè âûïîëíåíèè
äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîãî óñëîâèÿ.

Íèæå, â ðàçä. 2.2, ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ìåòîä ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ýëåêòðîðàçâåäêè, ñâîáîäíûé îò ýòîãî
íåäîñòàòêà. Îäíàêî îáîñíîâàíèå ýòîãî ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, è ïîýòîìó ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íóæäàåòñÿ
â ãåîôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.

2.1. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
ãðàâèìåòðèè ìåòîäîì Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à. ÏóñòüM ′

z(z, z̄), M ′
z̄(z, z̄),

U ′(z) ∈ Hα(1).
Àïïðîêñèìèðóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå (2.1) ïðèáëèæåííûì

Knϕn ≡ Pn

[
ϕ+
n (t)−M(ϕ−n (t), ϕ−n (t)) + U(ϕ−n (t))

]
= 0, (2.6)

ãäå ϕn(t) =
n∑

k=−n
αkt

k, Pn− îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî èí-

òåðïîëÿöèîííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ n ñòåïåíè ïî 2n+1 óçëó
tk = exp(isk), sk = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n.

Îáîñíîâàíèå ìåòîäà Íüþòîíà − Êàíòîðîâè÷à áóäåì ïðîâîäèòü
â ïðîñòðàíñòâå X = L2(γ) (γ = {t : |t| = 1}) è åãî ïîäïðîñòðàíñòâå Xn,

ñîñòîÿùåì èç ïîëèíîìîâ âèäà
n∑

k=−n
αkt

k. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîä-

íàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà Kn íà ýëåìåíòå ϕ0 ∈ Xn èìååò âèä

K ′n(ϕ0)ϕn ≡ Pn

[
ϕ+
n (t)−M ′

u1
(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−n (t)−

−M ′
u2

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))ϕ−n (t) + U ′(ϕ−0 (t))ϕ−n (t)
]
,

ãäå M ′
ui

(u1, u2) − ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè M(u1, u2) ïî ïåðåìåí-
íûì ui, i = 1, 2.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.6) áóäåì èñêàòü ìåòîäîì Íüþ-
òîíà − Êàíòîðîâè÷à:

ϕm+1
n (t) = ϕmn (t)− [K ′n(ϕ0(t))]

−1Knϕn(t). (2.7)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ èòåðàöèÿìè (2.7), íóæ-
íî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð K ′n(ϕ0) îáðàòèì.
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Ââåäåì îïåðàòîð

K ′(ϕ0)ϕ ≡ ϕ+(t)− a(t)ϕ−(t)− b(t)ϕ−(t),

ãäå a(t) = M ′
u2

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t)), b(t) = M ′
u1

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))− U ′(ϕ−0 (t)).
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâ Ãåëüäåðà ïîêàçàíî,

÷òî åñëè îïåðàòîð K ′(ϕ0) íåïðåðûâíî îáðàòèì, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ n (èõ âåëè÷èíà çàâèñèò îò ãëàäêîñòè ôóíêöèé a(t) è b(t)) îïåðàòîð
K ′n(ϕ0) íåïðåðûâíî îáðàòèì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ñïðàâåäëè-
âîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(γ). Íàïîìíèì [129,
c. 277], ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà K ′(ϕ0) â óñòîé÷è-
âîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:

1) èíäåêñ Ind(a(t)) ôóíêöèè a(t) ðàâåí íóëþ;
2) |a(t)| − |b(t)| > 0.
Óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà K ′(ϕ0) â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ïðè-

âåäåíû â òåîðåìå 17.2 ìîíîãðàôèè [129]. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé óñòîé÷èâûé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Inda(t) = 0 è ïðè ëþáîì t ∈ γ |a(t)| > |b(t)|, òî
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îïåðàòîð K ′n(ϕ0) íåïðåðûâíî îáðàòèì. Îöå-
íèì áëèçîñòü îïåðàòîðîâ K ′n(ϕ0) è K ′n(ξ0). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

‖K ′n(ϕ0)ϕn(t)−K ′n(ξ0)ϕn(t)‖ =

= ‖Pn
{[
M ′

u1
(ϕ−(t), ϕ−0 (t))−M ′

u1
(ξ̄, ξ)

]
ϕ−n (t)−

[
U ′ϕ−0 (t))− U ′(ξ̄)

]
ϕ−n (t)+

+
[
M ′

u2

(
ϕ−0 (t), ϕ−0 (t)

)
−M ′

u2
(ξ̄, ξ)

]
ϕ−n (t)

}
‖ =

=

{
2π

2n+ 1

2n∑
k=0

|
[
M ′

u1

(
ϕ−0 (tk), ϕ

−
0 (tk)

)
−

−M ′
u1

(ξ(tk), ξ(tk))]ϕ−n (tk)−
[
U ′(ϕ−0 (tk))− U ′(ξ(tk)

]
ϕ−n (tk)+

+
[
M ′

u2
(ϕ−0 (tk), ϕ

−
0 (tk))−M ′

u2
(ξ(tk), ξ(tk))

]
ϕ−n (tk)]

2
}1/2

≤

≤ max( max
0≤k≤2n,i=1,2

|M ′
ui

(
ϕ−0 (tk), ϕ

−
0 (tk)

)
−M ′

ui

(
ξ(tk), ξ(tk)

)
|,

max
0≤k≤2n

|U ′(ϕ−0 (tk))− U ′(ξ(tk))|‖ϕn‖ ≤ |ϕ0(t)− ξ(t)|α‖C‖ϕn‖.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðàçä. 11 ãëàâû I, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åñëè â ñôåðå S(ϕ0, r) ïðîñòðàíñòâà X ñ öåíòðîì â òî÷êå ϕ0 è ðàäèóñà
r, ãäå r = ‖ϕ1−ϕ0)‖/(1−q), q < 1, âûïîëíåíî óñëîâèå ‖|ξ(t)−η(t)|α‖C ≤
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≤ q/K ïðè ∀ξ, η ∈ S(ϕ0, r), òî óðàâíåíèå (2.6) èìååò ðåøåíèå ϕ∗n(t),
ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ èòåðàöèè (2.6). Çäåñü K = ‖[K ′n(ϕ0)]

−1‖.
Ïóñòü îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ òåëà, áëèçêîãî ê �äàííîìó�.

Òîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âçÿòü êðèâóþ, îïèñû-
âàþùóþ ãðàíèöó, �äàííîãî� òåëà èëè àïïðîêñèìàöèþ ýòîé êðèâîé ïîëè-
íîìîì ñòåïåíè n. Åñëè óðàâíåíèå (2.1) èìååò ðåøåíèå ϕ∗(t) (ϕ∗ ∈ Hα),
ïðèíàäëåæàùåå ñôåðå S(ϕ0, r), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ϕ∗(t)−ϕ∗n(t)‖ ≤
≤ O(n−α).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè M(z, z̄), U(z) èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (ïåðâàÿ ïî

îáåèì ïåðåìåííûì), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ êîýôôèöèåí-
òîì, ðàâíûì åäèíèöå, è ñ ïîêàçàòåëåì α, 0 < α ≤ 1;

2) ∀t ∈ γ |M ′
u2

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))| > |M ′
u1

(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t)) − U ′(ϕ−0 (t))|,
Ind(M ′

u2
(ϕ−0 (t), ϕ−0 (t))) = 0;

3) â ñôåðå S(ϕ0, r) (r = ‖ϕ0−ϕ1‖/(1−q)) ñ öåíòðîì â òî÷êå ϕ0 ðàäèó-
ñà r âûïîëíåíî óñëîâèå ‖K ′n(ϕ0)−K ′n(ξ)‖ ≤ q/K, ãäå K = ‖[K ′n(ϕ0)]

−1‖.
Òîãäà óðàâíåíèå (2.6) èìååò â ñôåðå S(ϕ0, r) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ê
êîòîðîìó ñõîäèòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.7). Åñëè óðàâíåíèå (2.1)
èìååò ðåøåíèå ϕ∗(t) ∈ S, ïðèíàäëåæàùåå Hα, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ cn−α.

Çàìå÷àíèå. Ïîêàæåì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ‖ϕ∗(t) − ϕ∗n(t)‖L2
≤ cn−α

ïðè α > 1/2 ñëåäóåò, ÷òî ‖ϕ∗(t)− ϕ∗n(t)‖C ≤ cn−α+1/2, ò.å. ðåøåíèÿ ϕ∗(t)
è ϕ∗n(t) òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî áëèçêè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ϕ∗(t) ∈ Hα(1), ãäå α > 1/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn(ϕ∗(t))
ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñòåïåíè n ê ôóíêöèè
ϕ∗(t). Òîãäà, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó Ñ. Í. Áåðíøòåéíà [140] îáðàòíîé
òåîðåìû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé, èìååì

ϕ∗(t)− ϕ∗n(t) =
∞∑
k=0

(T2k+1n(ϕ
∗)− T2kn(ϕ

∗)) + Tn(ϕ
∗)− ϕ∗n.

Ïåðåéäåì ê íîðìàì

‖ϕ∗(t)− ϕ∗n(t)‖C ≤
∞∑
k=0

‖T2k+1n(ϕ
∗)− T2kn(ϕ

∗)‖C + ‖Tn(ϕ∗)− ϕ∗n‖C .

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 8.9 èç ãëàâû I, èìååì

‖ϕ∗(t)− ϕ∗n(t)‖C ≤
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≤
∞∑
k=0

(2k+1n)1/2‖T2k+1n(ϕ
∗)− T2kn(ϕ

∗)‖L2
+ n1/2‖Tn(ϕ∗)− ϕn‖L2

≤

≤ c
∞∑
k=0

|(2k+1n)1/2(2kn)−α + cn1/2n−α = cn−α+1/2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óðàâíåíèå (2.6) èìååò ðåøåíèå ϕ∗(t) ∈ Hα

(α > 1/2), òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.7) ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå
ïðîñòðàíñòâà C.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.6) è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.7) â ïðî-
ñòðàíñòâå Ãåëüäåðà X = Hβ ñ íîðìîé ‖x‖ = max

t∈γ
|x(t)| + sup

t1 6=t2

|x(t1)−x(t2)|
|t1−t2|β

è åãî ïîäïðîñòðàíñòâå Xn, ñîñòîÿùåì èç ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n. Òàê êàê
îïåðàòîð K ′n(ϕ0) îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò Xn â Xn, òî îí íåïðåðûâíî îá-
ðàòèì â ïðîñòðàíñòâå Xn. Ñëåäîâàòåëüíî, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.7)
ñõîäèòñÿ è â ïðîñòðàíñòâå Xn è óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.1 ìîãóò áûòü
ðàñïðîñòðàíåíû íà ìåòðèêó Hβ (íî ñ äðóãèìè îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè è
áûñòðîòû ñõîäèìîñòè).

2.2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è ýëåêòðîðàçâåäêè

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
ýëåêòðîðàçâåäêè ìåòîäîì Íüþòîíà � Êàíòîðîâè÷à. Ïðè ýòîì èñïîëüçó-
þòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Àïïðîêñèìèðóåì
èñõîäíîå óðàâíåíèå (2.5) ïðèáëèæåííûì:

Tn(ϕn) ≡ Pn

[
ϕ+
n (t)− λU(ϕ−n (t)) + U(ϕ−n (t))−

−f(ϕ−n (t)) + f(ϕ−n (t))
]

= 0. (2.8)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà Tn íà ýëåìåíòå
ϕ0 ∈ Xn èìååò âèä

T ′n(ϕ0)ϕn ≡ Pn[ϕ
+
n (t)− λU ′(ϕ−0 (t))ϕ−n (t))+

+U ′(ϕ−0 (t))ϕ−n (t)− f ′(ϕ−0 (t))ϕ−n (t) + f ′(ϕ−0 (t))ϕ−n (t)].

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) áóäåì èñêàòü ìåòîäîì Íüþ-
òîíà − Êàíòîðîâè÷à:

ϕm+1
n (t) = ϕmn (t)− [T ′n(ϕ0)]

−1Tn(ϕn(t)). (2.9)
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Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, óñòàíàâ-
ëèâàåì, ÷òî îïåðàòîð T ′n(ϕ0) íåïðåðûâíî îáðàòèì ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé:

|U ′(ϕ−0 (t)) + f ′(ϕ−0 (t))| > |λU ′(ϕ−0 (t)) + f ′(ϕ−0 (t))|;
è

Ind(U ′(ϕ−0 (t)) + f ′(ϕ−0 (t))) = 0.

Åñëè ôóíêöèè U ′, f ′ â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ϕ0 óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α è ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâ-
íûì åäèíèöå, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðàçä. 11 ãëàâû I, ïðè-
õîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè U(z), f(z) èìåþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α(0 < α ≤ 1) è ñ êîýôôèöèåíòîì,
ðàâíûì åäèíèöå;

2) äëÿ âñåõ t ∈ γ |U ′(ϕ−0 (t)) + f ′(ϕ−0 (t))| > |λU ′(ϕ−0 (t)) + f ′(ϕ−0 (t))|
è Ind(U ′(ϕ−0 (t)) + f ′(ϕ−0 (t))) = 0;

3) â ñôåðå S(ϕ0, r) (r = ‖ϕ0 − ϕ1
n‖)/(1 − q), q < 1) ñ öåíòðîì â

òî÷êå ϕ0 è ðàäèóñà r âûïîëíåíî óñëîâèå ‖U ′n(ϕ0) − U ′n(ξ)‖ ≤ qK−1, ãäå
K = ‖[U ′n(ϕ0)]

−1‖.
Òîãäà óðàâíåíèå (2.8) èìååò â ñôåðå S(ϕ0, r) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.9). Åñëè óðàâíåíèå (2.5)
èìååò ðåøåíèå ϕ∗ ∈ S(ϕ0, r), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ cn−α.

Ðàññìîòðèì, êàê è â ðàçä. 1, óðàâíåíèå (2.8) è èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ (2.9) â ïðîñòðàíñòâå Ãåëüäåðà X = Hβ è åãî ïîäïðîñòðàíñòâî Xn,
ñîñòîÿùåå èç ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n. Òàê êàê îïåðàòîð T ′n(ϕ0) îäíîçíà÷íî
îòîáðàæàåò Xn â Xn, òî îí íåïðåðûâíî îáðàòèì è â ïðîñòðàíñòâå Xn.

Ñëåäîâàòåëüíî, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.9) ñõîäèòñÿ è â ïðîñòðàíñòâå
Xn è óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.2 ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà óðàâ-
íåíèå â ìåòðèêå Hβ (íî ñ äðóãèìè îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè è áûñòðîòû
ñõîäèìîñòè).



ÃËÀÂÀ VII

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈß
ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÎËÅÉ

1. Îáçîð ëèòåðàòóðû

Çàäà÷à ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáî-
ëåå âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà ïîëåé. Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíû ìíî-
ãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè, èç êîòîðûõ â ïåðâóþ î÷åðåäü óêàæåì íà ðàáî-
òû [103, 108, 111, 125, 170, 192, 193]. Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ìåòîäàì
ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòàõ [103, 125, 170].
Ïðè ýòîì îñíîâíûì àïïàðàòîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîäîëæåíèÿ àíàëè-
òè÷åñêèõ è ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èíòåãðàëû
Êîøè [86, 125] è èíòåãðàëû òèïà Êîøè [103].

Íåñìîòðÿ íà àêòóàëüíîñòü çàäà÷è, ÷èñëåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íà÷àëè ðàçâèâàòüñÿ
ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [34, 44, 46, 49, 52, 53, 62].

Â äàííîé ãëàâå ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåí-
íûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, îñíîâàííûå íà ïðèìå-
íåíèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè.

Â ãëàâå èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [34, 45, 46, 49, 52, 53, 62].

2. Ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
â çàäà÷àõ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíî è îáîñíîâàíî íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëü-
íûõ ñõåì ðåøåíèÿ çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, îñíîâàííûõ íà
÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü äàíà îáëàñòü G, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé êðèâîé L. Ïóñòü
G ⊂ G1. Ïóñòü â îáëàñòè G1 çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ x(z), çíà÷å-
íèÿ êîòîðîé èçâåñòíû â îáëàñòè G. Òðåáóåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ôóíêöèþ
x(z) èç îáëàñòè G íà îáëàñòü G1.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îáëàñòè G âíóòðåí-
íþþ ÷àñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç γ0. Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(z) íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, áóäåì èñêàòü ïðè-
áëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(z) íà êîíòóðå γ1, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 + h. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùåå



óðàâíåíèå:
1

2πi

∫
γ1

x(τ)

τ − t
dτ = x(t), t ∈ γ0. (2.1)

Ñäåëàåì â (2.1) çàìåíó ïåðåìåííûõ:

τ = (1 + h)eiσ, dτ = (1 + h)eiσidσ, t = eis.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

1

2π

2π∫
0

x
(
(1 + h)eiσ

)
(1 + h)eiσ

(1 + h)eiσ − eis
dσ = x(eis). (2.2)

Óðàâíåíèå (2.2) áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì êîëëîêàöèè. Â êà÷åñòâå óç-
ëîâ êîëëîêàöèè âîçüìåì tk = eisk, k = 0, . . . , 2n, ãäå sk = 2kπ/(2n + 1),
k = 0, . . . , 2n.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëè-
íîìà

xn(t) = xn((1 + h)eis) =
2n∑
k=0

xn(t
∗
k)ψk(s),

ãäå ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãî÷ëåí ψk(t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ψk(s) =
1

2n+ 1

sin 2n+1
2 (s− sk)

sin s−sk
2

,

à óçëû
t∗k = (1 + h)eisk, k = 0, . . . , 2n.

Çíà÷åíèÿ xn(t∗k), k = 0, . . . , 2n, îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé

1

2n+ 1

k−v1∑
j=0

xn(t
∗
j)(1 + h)eisj

(1 + h)eisj − eisk
+

+
2v1

2n+ 1

xn(t
∗
k)(1 + h)eisk

(1 + h)eisk − eisk
+

1

2n+ 1

2n∑
j=k+v1

xn(t
∗
j)(1 + h)eisj

(1 + h)eisj − eisk
= x(tk), (2.3)

k = 0, . . . , 2n.
Çäåñü v1, v1 = 1, 2, . . . − öåëîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå èç óñëîâèÿ ðàç-

ðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3). Â êà÷åñòâå îäíîãî èç òàêèõ óñëîâèé
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òåîðåìà Àäàìàðà îá îáðàòèìîñòè êâàäðàòíûõ
ìàòðèö (ñì. òåîðåìó 9.4 ãëàâû I). Âåëè÷èíà v1 áóäåò îïðåäåëåíà íèæå.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.3) â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä Ax = f,
ãäå A = {akj}, k, j = 0, 1, . . . , 2n, x = (x0, . . . , x2n)

T , f = (f0, . . . , f2n)
T ,

fk = x(tk), k = 0, 1, . . . , 2n.
Çäåñü

akj =


2v1

2n+ 1
(1 + h)eisk

(1 + h)eisk − eisk , k = j;

0, k − v1 ≤ j ≤ k + v1, k 6= j;

1
2n+ 1

(1 + h)eisj

(1 + h)eisj − eisk , (j ≤ k − v1)
⋃

(j ≥ k + v1).

Èç òåîðåìû Àäàìàðà îá îáðàòèìîñòè ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ

2

2n+ 1

n∑
k=v1

∣∣∣∣ 1 + h

(1 + h)(cos sk + i sin sk)− 1

∣∣∣∣ < 2v1

2n+ 1

1 + h

h

ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå

n∑
k=v1

∣∣∣∣ 1

(1 + h)(cos sk + i sin sk)− 1

∣∣∣∣ < v1

h
,

âûïîëíåíèå êîòîðîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ âûáîðîì h è v1.

Äàëåå, çíàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(t) íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 + h,
íàéäåì åå çíà÷åíèÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 + 2h. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ,
ïî çíà÷åíèÿì x(t) íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 + lh íàéäåì çíà÷åíèÿ ýòîé
ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 + h(l + 1).

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì îêàçàëñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûì ïðè
ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðèìåðû ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè H.

3. ×èñëåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
â ïðîñòðàíñòâå R3

Îäèí èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëåé îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè
[103]. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ òè-
ïà Êîøè íà÷àëè èññëåäîâàòüñÿ â [52]. ×èñëåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ
òðåõìåðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [45, 53, 62].

Ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâàíèþ îäíîãî ÷èñëåííîãî ìå-
òîäà ïðîäîëæåíèÿ òðåõìåðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Ïðè åãî èçëîæå-
íèè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [45, 52, 53, 62].
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3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì áåçâèõðåâîå âåêòîðíîå ïîëå u(z), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâ-
íåíèÿì divu(r) = q(r), rotu(r) = 0, ãäå q(r) − îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñ-
òî÷íèêîâ ïîëÿ, r− ðàäèóñ-âåêòîð â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòXY Z.

Â ìîíîãðàôèè [103] ïîêàçàíî, ÷òî áåçâèõðåâîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå: u(r′) = gradU(r′), ãäå U(r′) = − 1

4π

∫∫
V

∫ q(r)
|r−r′|dv −

ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ (íüþòîíîâñêèé ïîòåíöèàë), V − îáëàñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ q(r).

Èçâåñòíî, ÷òî íüþòîíîâñêèé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ïóàññîíà âíóòðè îáëàñòè, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èñòî÷íèêè, à âíå
îáëàñòè − óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Ïóñòü D − îáëàñòü, ñâîáîäíàÿ îò èñòî÷íèêîâ, à S − ãðàíèöà ýòîé
îáëàñòè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S − êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü.

Ñïðàâåäëèâà [103] ôîðìóëà

− 1

4π

∫∫
S

[
(n · u(r))grad

1

|r− r′|
+ [n× u(r)]× grad

1

|r− r′|

]
ds =

=

{
u(r′), r′ ∈ D;

0, r′ ∈ D. (3.1)

Çäåñü äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïåðåìåííîé
r , r′ − ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, r′ ∈ D,D − äîïîëíåíèå îáëàñòè D äî R3.

Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.
Çàäà÷à. Ïóñòü èçâåñòíî âåêòîðíîå ïîëå u(r) â îáëàñòè D, îãðàíè-

÷åííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S. Òðåáóåòñÿ: 1) ïðîäîëæèòü ïîëå
u(r) íà îáëàñòü D∗, D ⊂ D∗; 2) ëîêàëèçîâàòü èñòî÷íèêè ïîëÿ.

3.2. Ïðèáëèæåííûé ìåòîä

Ïóñòü D ⊂ D∗ è íà ïîâåðõíîñòè S îáëàñòè D èçâåñòíà âåêòîð-
ôóíêöèÿ u(r). Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî S − ñôåðà
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R0.

Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî â êà÷åñòâå S áåðåòñÿ ñôåðà, íå ñíèæàåò îáù-
íîñòè ðàññóæäåíèé. Èç ïðèâåäåííûõ äàëåå ðàññóæäåíèé ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ êóñî÷íî-
ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé S.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå u(r) ïîòåíöèàëüíî â íåêîòîðîé îáëàñòè D∗

òàê, ÷òî S ⊂ D∗.
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Âîçüìåì ñôåðó S1, êîíöåíòðè÷åñêóþ ñî ñôåðîé S, ñ ðàäèóñîì
R1 > R0. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåêòîðíîå ïîëå íà ñôåðå S1.

Åñëè ïîëå u(r) ïîòåíöèàëüíî â îáëàñòè D∗, òî äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (3.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç uS1
(r) çíà÷åíèå ïîëÿ u(r) íà ñôåðå S1. Òîãäà äëÿ

r′ ∈ S ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

∫∫
S1

(n ·uS1
(r))grad

1

|r− r′|
+ (n× uS1

(r)×grad
1

|r− r′|
ds = uS(r), (3.2)

ãäå r′ ∈ S.
Óðàâíåíèå (3.2) ïîëîæåíî â îñíîâó íåñêîëüêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì.
Ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.2) ê áîëåå óäîáíîìó âèäó.
Ïåðåéäåì â (3.2) ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì x = R1 sin θ cosϕ,

y = R1 sin θ sinϕ, z = R1 cos θ, x′ = R0 sin θ cosϕ, y′ = R0 sin θ sinϕ,
z′ = R0 cos θ, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π. Òîãäà âåêòîð íîðìàëè èìååò âèä
n(θ, ϕ) = {sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ}. Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå n = {n1, n2, n3}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: g1 = ∂ 1
|r−r′|/∂x, g2 = ∂ 1

|r−r′|/∂y, g3 = ∂ 1
|r−r′|/∂z.

Çäåñü g1 = g1(θ, ϕ, θ
′, ϕ′), g2 = g2(θ, ϕ, θ

′, ϕ′), g3 = g3(θ, ϕ, θ
′, ϕ′), òîãäà

g = (g1, g2, g3).
Àíàëîãè÷íî, u(r) = (u1(r), u2(r), u3(r)), ui(r) = ϕi(ρ,Θ, ϕ), i =

= 1, 2, 3.
Ïðîäåëàâ íåñëîæíûå, íî ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, ñâåäåì óðàâíåíèå

(3.2) ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ϕi(R1, θ, ϕ), i = 1, 2, 3 :

−R
2
1

4π

π∫
0

2π∫
0

{ϕ1(R1, θ, ϕ) [n1(θ, ϕ)g1(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)+

+n2(θ, ϕ)g2(θ, ϕ, θ
′, ϕ′) + n3(θ, ϕ)g3(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)] +

+ϕ2(R1, θ, ϕ) [n2(θ, ϕ)g1(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)− n1(θ, ϕ)g2(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)] +

+ϕ3(R1, θ, ϕ) [n3(θ, ϕ)g1(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)− n1(θ, ϕ)g3(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)]} sin θdθdϕ =

= ϕ1(R0, θ
′, ϕ′); (3.3)

−R
2
1

4π

π∫
0

2π∫
0

{ϕ1(R1, θ, ϕ) [n1(θ, ϕ)g2(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)− n2(θ, ϕ)g1(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)] +

+ϕ2(R1, θ, ϕ) [n1(θ, ϕ)g1(θ, ϕ, θ
′, ϕ′) + n2(θ, ϕ)g2(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)+
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+n3(θ, ϕ)g3(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)] + ϕ3(R1, θ, ϕ) [n3(θ, ϕ)g2(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)−
−n2(θ, ϕ)g3(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)]} sin θdθdϕ = ϕ2(R0, θ
′, ϕ′); (3.4)

−R
2
1

4π

π∫
0

2π∫
0

{ϕ1(R1, θ, ϕ) [n1(θ, ϕ)g3(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)− n3(θ, ϕ)g1(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)] +

+ϕ2(R1, θ, ϕ) [n2(θ, ϕ)g3(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)− n3(θ, ϕ)g2(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)] +

+ϕ3(R1, θ, ϕ) [n1(θ, ϕ)g1(θ, ϕ, θ
′, ϕ′) + n2(θ, ϕ)g2(θ, ϕ, θ

′, ϕ′)+

+n3(θ, ϕ)g3(θ, ϕ, θ
′, ϕ′)]} sin θdθdϕ = ϕ3(R0, θ

′, ϕ′). (3.5)

Îïèøåì îäíó èç âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíèêè
∆ij = [θi−1, θi; ϕj−1, ϕj], i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , N, ãäå θi = πi/N,
ϕj = 2πj

N .
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ëî-

êàëüíûõ ïîïðàâîê. Â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå ∆ij ââåäåì óçëû:

θvi =
θi+1 + θi

2
+
θi+1 − θi

2
dv, ϕ

w
i =

ϕi+1 + ϕi
2

+
ϕi+1 − ϕi

2
dw,

ãäå v = 1, r, w = 1, r; dk − íóëè ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà:

dk = − cos

(
(2(k + 1)− 1)π

2n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà

ϕij1 (θ, ϕ) =
r−1∑
v=1

r−1∑
w=1

ϕ1(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )ψv(θ)ψw(ϕ);

ϕij2 (θ, ϕ) =
r−1∑
v=1

r−1∑
w=1

ϕ2(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )ψv(θ)ψw(ϕ);

ϕij3 (θ, ϕ) =
r−1∑
v=1

r−1∑
w=1

ϕ3(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )ψv(θ)ψw(ϕ),

ãäå ψi − i-é ôóíäàìåíòàëüíûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà. Çíà÷åíèÿ ϕm(θvi , ϕ
w
j )

íàéäåì èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Äëÿ ïåðâîé êîîðäèíàòû ϕ1:

−R
2
1

4π

{
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

ϕ1(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )4(θ)

v 4(ϕ)
w

[
n1(θ

v
i , ϕ

w
j )g1(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )+

+n2(θ
v
i , ϕ

w
j )g2(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j ) + n3(θ

v
i , ϕ

w
j )g3(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )] sin θvi +
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+
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

ϕ2(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )4(θ)

v 4(ϕ)
w

[
n2(θ

v
i , ϕ

w
j )g1(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )−

−n1(θ
v
i , ϕ

w
j )g2(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi +

+
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

4(θ)
v 4(ϕ)

w ϕ3(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )
[
n3(θ

v
i , ϕ

w
j )g1(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )−

−n1(θ
v
i , ϕ

w
j )g3(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi

}
= ϕ1(R0, θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ ). (3.6)

Äëÿ âòîðîé êîîðäèíàòû ϕ2:

−R
2
1

4π

{
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

ϕ1(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )4(θ)

v 4(ϕ)
w

[
n1(θ

v
i , ϕ

w
j )g2(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )−

−n2(θ
v
i , ϕ

w
j )g1(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi +

+
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

ϕ2(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )4(θ)

v 4(ϕ)
w

[
n1(θ

v′

i′ ϕ)g1(θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )+

+n2(θ
v
i , ϕ

w
j )g2(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j ) + n3(θ

v
i , ϕ

w
j )g3(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi +

+
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

ϕ3(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )4(θ)

v 4(ϕ)
w

[
n3(θ

v
i , ϕ

w
j )g2(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )−

−n2(θ
v
i , ϕ

w
j )g3(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi

}
= ϕ2(R0, θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ ). (3.7)

Äëÿ òðåòüåé êîîðäèíàòû ϕ3:

−R
2
1

4π

{
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

ϕ1(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )4(θ)

v 4(ϕ)
w

[
n1(θ

v
i , ϕ

w
j )g3(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )−

−n3(θ
v
i , ϕ

w
j )g1(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi +

+
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

4(θ)
v 4(ϕ)

w ϕ2(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )
[
n2(θ

v
i , ϕ

w
j )g3(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )−

−n3(θ
v
i , ϕ

w
j )g2(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi +

+
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

4(θ)
v 4(ϕ)

w ϕ3(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )
[
n1(θ

v
i , ϕ

w
j )g1(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )+
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+n2(θ
v
i , ϕ

w
j )g2(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j ) + n3(θ

v
i , ϕ

w
j )g3(θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )
]

sin θvi

}
=

= ϕ3(R0, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ ), (3.8)

ãäå i′ = 1, N, j′ = 1, N, v′ = 1, r, w′ = 1, r, à êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

4(θ)
v =

π

2N

1∫
−1

r∏
i=1,i6=v

t− di
dv − di

dt, 4(ϕ)
w =

π

N

1∫
−1

r∏
i=1,i6=w

t− di
dw − di

dt.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.6)-(3.8) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ Φ(R0, θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ ).

Ïóñòü Φn(R1, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ ) − n-å ïðèáëèæåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

−R
2
1

4π

{
N∑

i,j=1

r∑
v,w=1

Φn(R1, θ
v
i , ϕ

w
j )K(θv

′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j )

}
=

= Φn(R0, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ ). (3.9)

Çäåñü ôóíêöèÿ K(θv
′

i′ , ϕ
w′

j′ , θ
v
i , ϕ

w
j ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(3.6)-(3.8) è ââåäåíà ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè.
Íà (n + 1)-ì øàãå ìåòîäà íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè-

÷èíû ðàññîãëàñîâàíèÿ:

max
i′,j′,v′,w′

∣∣∣Φ(R0, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ )− Φn(R0, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ )
∣∣∣ = |4n| .

Ïóñòü ìàêñèìóì ðåàëèçóåòñÿ ïðè i′ = i1, j
′ = j1, v

′ = v1, w
′ = w1

è ïóñòü ýòî åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ, íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ
ìàêñèìóì.

Ïóñòü Φn+1(R1, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ ) = Φn(R1, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ ) ïðè i′ 6= i1, j
′ 6= j1,

v′ 6= v1, w
′ 6= w1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ

ôîðìóëîé

−R
2
1

4π
Φn+1(R1, θ

v1

i1
ϕw1

j1
)K(θv1

i1
, ϕw1

j1
, θv1

i1
, ϕw1

j1
) =

= −R
2
1

4π
Φn(R1, θ

v1

i1
ϕw1

j1
)K(θv1

i1
, ϕw1

j1
, θv1

i1
, ϕw1

j1
)+

+Φ(R0, θ
v1

i1
, ϕw1

j1
)− Φn(R0, θ

v1

i1
, ϕw1

j1
). (3.10)

Ïðè÷èíà ïðåêðàùåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ëîêàëüíûõ íåâÿçîê çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå n ïîÿâëÿþòñÿ äâå íåâÿçêè,
áëèçêèå ïî ìîäóëþ, íî ðàçíûõ çíàêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäèôèöèðóåì
ìåòîä ëîêàëüíûõ íåâÿçîê ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Íà (n+1)-ì øàãå íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
âåëè÷èíû ðàññîãëàñîâàíèÿ. Ïóñòü ìàêñèìóì

max
i′,j′,v′,w′

(
Φ(R0, θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ )− Φn(R0, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ )
)

ðåàëèçóåòñÿ ïðè i′ = i1, j
′ = j1, v

′ = v1, w
′ = w1.

Ìèíèìóì æå

min
i′,j′,v′,w′

(
Φ(R0, θ

v′

i′ , ϕ
w′

j′ )− Φn(R0, θ
v′

i′ , ϕ
w′

j′ )
)

ðåàëèçóåòñÿ ïðè i′ = i2, j
′ = j2, v

′ = v2, w
′ = w2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îáîçíà÷åíèÿìè (3.10), ïîëó÷àåì ñèñòåìó, ñîñòîÿ-
ùóþ èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

−R
2
1

4π
Φn+1(R1, θ

v1

i1
ϕw1

j1
)K(θv1

i1
, ϕw1

j1
, θv1

i1
, ϕw1

j1
)−

−R
2
1

4π
Φn+1(R1, θ

v2

i2
ϕw2

j2
)K(θv1

i1
, ϕw1

j1
, θv2

i2
, ϕw2

j2
) =

= −R
2
1

4π
Φn(R1, θ

v1

i1
ϕw1

j1
)K(θv1

i1
, ϕw1

j1
, θv1

i1
, ϕw1

j1
)−

−R
2
1

4π
Φn(R1, θ

v2

i2
ϕw2

j2
)K(θv1

i1
, ϕw1

j1
, θv2

i2
, ϕw2

j2
)+

+Φ(R0, θ
v1

i1
, ϕw1

j1
)− Φn(R0, θ

v1

i1
, ϕw1

j1
),

−R
2
1

4π
Φn+1(R1, θ

v1

i1
ϕw1

j1
)K(θv2

i2
, ϕw2

j2
, θv1

i1
, ϕw1

j1
)−

−R
2
1

4π
Φn+1(R1, θ

v2

i2
ϕw2

j2
)K(θv2

i2
, ϕw2

j2
, θv2

i2
, ϕw2

j2
) =

=
R2

1

4π
Φn(R1, θ

v1

i1
ϕw1

j1
)K(θv2

i2
, ϕw2

j2
, θv1

i1
, ϕw1

j1
)−

−R
2
1

4π
Φn(R1, θ

v2

i2
ϕw2

j2
)K(θv2

i2
, ϕw2

j2
, θv2

i2
, ϕw2

j2
)+

+Φ(R0, θ
v2

i2
, ϕw2

j2
)− Φn(R0, θ

v2

i2
, ϕw2

j2
). (3.11)

Ïóñòü îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà ñèñòåìà
óðàâíåíèé (3.11) ðàçðåøèìà è Φn+1(R1, θ

v1

i1
, ϕw1

j1
), Φn+1(R1, θ

v2

i2
, ϕw2

j2
) îïðå-

äåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (3.11).
Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà êîëëîêàöèè ïðî-

âîäèòñÿ íà îñíîâàíèè òåîðåìû Àäàìàðà îá îáðàòèìîñòè ìàòðèö (òåîðåìà
9.4 â ãëàâå I).
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4. Äèñêðåòíûå ìîäåëè ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, òðåáóþùèå çàäàíèÿ
èíôîðìàöèè î ïîëå íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè − çàìêíóòîé êðèâîé
â äâóõìåðíîì ñëó÷àå, çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè − â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Â ãåîôèçè÷åñêîé ïðàêòèêå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé èçâåñò-
íû, êàê ïðàâèëî, íà ðàçîìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïîýòîìó, ïðåæäå ÷åì
ïðèâëåêàòü ê ïðîäîëæåíèþ ïîëåé ÷èñëåííûå ìåòîäû, ðàçâèòûå â ïðåäû-
äóùèõ ðàçäåëàõ, íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ñ íåçà-
ìêíóòîé ïîâåðõíîñòè â íåêîòîðóþ îáëàñòü. Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïîñâÿ-
ùåí äàííûé ðàçäåë, ïðè èçëîæåíèè êîòîðîãî èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû
ñòàòüè [46].

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Çàäà÷à ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ.

Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè
çàäàíû íà íåêîòîðîé ïëîñêîñòè è ñòàâèòñÿ çàäà÷à èõ ïðîäîëæåíèÿ â
íåêîòîðóþ îáëàñòü òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ââåäåì äåêàðòîâó ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò ñ îñüþ 0Z, íàïðàâëåííîé âíèç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ω = [−A,A,−B,B] îáëàñòü â ïëîñêîñòè z = 0, íà êîòîðîé çàäàíû ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ u(x, y, 0) = f(x, y) ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè u(x, y, z).
Òðåáóåòñÿ ïðîäîëæèòü ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ u(x, y, z) â îáëàñòü
G = Ω× [0, H], H = const > 0.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè
çàäàíû íà ñôåðè÷åñêîì ìíîãîóãîëüíèêå è ñòàâèòñÿ çàäà÷à èõ ïðî-
äîëæåíèÿ íà íåêîòîðóþ îáëàñòü, ðàñïîëîæåííóþ âíóòðè ñôåðû. Ââåäåì
ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì øàð B(0, R) c öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R. Ïóñòü íà ñôåðå S(0, R) ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R çàäàíà îáëàñòü Ω, îïðåäåëåííàÿ
êîîðäèíàòàìè θ0 ≤ θ ≤ θ1, ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ1. Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Ω çàäàíû
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ u(R, θ, ϕ) = f(θ, ϕ), θ0 ≤ θ ≤ θ1, ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ1,
ôóíêöèè u(ρ, θ, ϕ), ïîòåíöèàëüíîé â îáëàñòè R0 ≤ ρ ≤ R1, θ0 ≤ θ ≤ θ1,
ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ1. Òðåáóåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f(θ, ϕ), θ0 ≤ θ ≤ θ1,
ϕ0 ≤ ϕ ≤ ϕ1, íà ïîâåðõíîñòè Ω âîññòàíîâèòü ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ
u(ρ, θ, ϕ) â îáëàñòè G = S × [R0, R].

Â-òðåòüèõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè
çàäàíû íà ðàçîìêíóòîé ïîâåðõíîñòè Ëÿïóíîâà G è ñòàâèòñÿ çàäà÷à èõ
ïðîäîëæåíèÿ íà îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ñîäåðæèò ïîâåðõíîñòü G.
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4.2. Ïðîäîëæåíèå ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè

Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò 0xyz, íàïðà-
âèâ îñü 0z âíèç. Ïóñòü ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå u0(x, y) ãàðìîíè÷åñêîé ôóíê-
öèè u(x, y, z) çàäàíî íà ïðÿìîóãîëüíèêå Ω0 : [−A ≤ x ≤ A; −B ≤ y ≤
≤ B; z = 0]. Ïðîäîëæèì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u(x, y, z) ñ ïðÿìî-
óãîëüíèêà Ω0 íà îáëàñòü Ω : [−A ≤ x ≤ A;−B ≤ y ≤ B; 0 ≤ z ≤ H], ãäå
H � ïîñòîÿííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé áóäåò îïðåäåëåíî íèæå.

Äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì A = B. Ââåäåì
óçëû vk = −A + k AN , k = 0, 1, . . . , 2N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç h âåëè÷èíó
h = A

N . Ââåäåì óçëû zk = kh, k = 0, 1, . . . ,M ,M = [H/h], zM+1 = H. Äëÿ
ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H/h � öåëîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç tijk óçëû tijk = (vi, vj, zk), i, j = 0, 1, . . . , 2N , k = 0, 1, . . . ,M .

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà H ≤ A è èçâåñòíî, ÷òî â îáëàñòè
Ω íåò èñòî÷íèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðîäîë-
æåíèÿ ôóíêöèè u0(x, y) íà îáëàñòü (−∞,∞)2\Ω0.

Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïîëîæèòü

u1
0(x, y) =

{
u0(x, y), (x, y) ∈ Ω0,

0, (x, y) ∈ (−∞,∞)2\Ω0.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî ïîëîæèòü

u2
0(x, y) =

{
u0(x, y), (x, y) ∈ Ω0,

β, (x, y) ∈ (−∞,∞)2\Ω0,

ãäå

β =
1

4A2

∫∫
Ω0

u0(x, y)dxdy. (4.1)

Â-òðåòüèõ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâà-
ìè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ è öåëûõ ôóíêöèé.

Â äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêå àïïàðàòîì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëü-
íûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå àíàëîãèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñåìèòî÷å÷íûìè ðàçíîñòíûìè
ñõåìàìè, íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé u(x, y, z) â óçëàõ
tij1, i, j = 0, 1, . . . , 2N . Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè u(x, y, z)
â óçëàõ tij1, tij2, i, j = 0, 1, . . . , 2N , è, âîçìîæíî, íà áîëüøåì ÷èñëå ñëîåâ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ u(tij1), i, j = 0, 1, . . . , 2N , âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóïëîñêîñòè, ïðåäñòàâëåí-
íûì â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà.
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Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ u(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ïî-
ëóïëîñêîñòè z ≥ 0 è èìååò íåïðåðûâíîå è èíòåãðèðóåìîå íà E2 ãðà-
íè÷íîå çíà÷åíèå u0(x, y), òî ïðè z ≥ 0 ôóíêöèÿ u(x, y, z) âûðàæàåòñÿ
èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

u(x, y, z) =
Γ(3/2)

π3/2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

u0(x0, y0)zdx0dy0

((x− x0)2 + (y − y0)2 + z2)3/2
, (4.2)

ãäå Γ(α) � ãàììà ôóíêöèÿ.
Çàìå÷àíèå. Íèæå ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

u(ti,j,1), i, j = 1, 2, . . . , 2N íà ñëîå z = h. Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè u(x, y, z)
â ïîëóïëîñêîñòè z ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ íåçàêîííûì, òàê êàê ïîñëåäíÿÿ íå ÿâëÿ-
åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðàâèëüíåå âíà÷àëå ïî ôîð-
ìóëå Ïóàññîíà âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ u(ti,j,−1), i, j = 1, 2, . . . , 2N íà ñëîå
z = −h, òàê êàê ôóíêöèÿ u(x, y, z) ãàðìîíè÷åñêàÿ ïðè z < 0. Îäíà-
êî, òàê êàê h äîñòàòî÷íî ìàëî è âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî íà îä-
íîì ñëîå, òî èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé u(ti,j,1),
i, j = 1, 2, . . . , 2N, íà ñëîå z = h íå ïðèâîäèò ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì.

Çíà÷åíèÿ u(tij1), i, j = 0, 1, . . . , 2N, áóäåì âû÷èñëÿòü ïî îäíîé èç
ñëåäóþùèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë.

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y, 0) âíå îáëàñòè Ω0 =
= [−A,A]2 ïðîäîëæåíà íóëåì. Ïðîñòåéøåé (è îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó
íà êëàññå ôóíêöèé Ãåëüäåðà Hα,α (0 < α ≤ 1)) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà

u(x′, y′, z) =
Γ(3

2)z

π3/2

2N−1∑
k1=0

2N−1∑
k2=0

u(vk1
, vk2

, 0)×

×
∫∫
4k1,k2

dx0dy0(
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + z2

)3/2
+RNN(f), (4.3)

ãäå 4kl = [vk, vk+1; vl, vl+1], k, l = 0, 1, . . . , 2N − 1, vk = −A + kA/N ,
k = 0, 1, . . . , 2N.,

Ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (4.3) íà êëàññå ôóíêöèé Hα,α(1) îöåíèâàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì RNN [Hα,α(1)] � N−α.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàçíî ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ u(x, y, 0) íà
îáëàñòü Ω1 (Ω0 ⊂ Ω1).

Åñòåñòâåííî â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω1 âçÿòü îáëàñòü Ω1 = [−2h−A,A+
+ 2h]2, ãäå h = A/N . Â îáëàñòè Ω2 = Ω1 \Ω0 ïîëîæèì u(x, y, 0) ≡ β, ãäå
β îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (4.1).
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Ââåäåì óçëû v−2 = −A − 2h, v−1 = −A − h, vk = −A + kA/N ,
k = 0, 1, . . . , 2N , v2N+1 = A + h, v2N+2 = A + 2h è ïðÿìîóãîëüíèêè
4kl = [vk, vk+1; vl, vl+1], k, l = −2,−1, 0, . . . , 2N + 1.

Âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîèçâîäèòü ïî ôîðìóëå

u(x′, y′, z) =

=
Γ(3

2)z

π3/2

2N−1∑
k1=0

2N−1∑
k2=0

u(vk1
, vk2

, 0)

∫∫
4k1,k2

dx0dy0(
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + z2

)3/2
+

+β
Γ(3

2)z

π3/2

2N+1∑
k1=−2

2N+1∑
k2=−2

′
∫∫
4k1,k2

dx0dy0(
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + z2

)3/2
+RNN(f).

(4.4)
Çäåñü

∑∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî êâàäðàòàì 4k1,k2
òàêèì, ÷òî

èõ ëåáåãîâñêàÿ ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáëàñòüþ Ω0 ðàâíà íóëþ.
Â ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå u(x, y, 0) ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó ôóíêöèé W r,r(B), B = const, òî åñòåñòâåííî ïðèìåíèòü
áîëåå òî÷íûå ôîðìóëû.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ u(x, y, 0) âíå îáëàñòè
Ω0 = [−A,A]2 ïðîäîëæàåòñÿ íóëåì.

Ïóñòü L = [N/r]. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî N/r � öåëîå ÷èñëî. Ââåäåì óçëû vk = −A+ kA/L, k, l = 0, 1, . . . , 2L.
Ïóñòü 4kl = [vk, vk+1; vl, vl+1], k, l = 0, 1, . . . , 2L− 1.

Ââåäåì óçëû tki = vk + ih/r, k = 0, 1, . . . , 2L − 1, i = 0, 1, . . . , r;
tklij = (tki , t

l
j), k, l = 0, 1, . . . , 2L− 1, i, j = 0, 1, . . . , r.

Â êàæäîì êâàäðàòå 4kl ïî óçëàì tklij , i, j = 0, 1, . . . , r, ñòðîèì èíòåð-
ïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñòåïåíè r ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ïîëèíîì
îáîçíà÷èì ÷åðåç Lrr(u,4kl). Òàê êàê Lrr(u,4kl) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòå-
ïåíè r ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, òî, õîòÿ îí áûë ïîñòðîåí äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèè u(x, y, 0) â êâàäðàòå 4kl, îí åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñþ îáëàñòè Ω0 = [−A,A]2. Ïóñòü tk1,l1

ij ∈ 4k1l1, ãäå
4k1l1 íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ 4kl.

Ïîëèíîì Lrr(u,4kl) ðàçëîæèì ïî ñòåïåíÿì (x − tk1

i )v1 è (y − tl1j )v2.

Ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç Tr(Lrr(u,4kl), t
k1,l1
ij ).

Íàðÿäó ñ ïîëèíîìîì Lrr(u,4kl) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïîëèíîì,
ïîñòðîåííûé ïî óçëàì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà.

Èíòåãðàë (4.2) áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

u(x′, y′, z) =
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=
Γ(3

2)z

π3/2

2N−1∑
k1=0

2N−1∑
k2=0

∫∫
4kl

Ψr(∆kl; (x′, y′))dx0dy0(
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + z2

)3/2
+RNN(f), (4.5)

ãäå Ψr(∆kl; (x′, y′)) = Tr(Lr(u,∆kl); (x′, y′)).
Ïîãðåøíîñòü ýòîé ôîðìóëû ðàâíà RNN [W rr(1)] � N−r.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y, 0) ïðîäîëæåíà íà îáëàñòü

Ω1, Ω0 ⊂ Ω1. Â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω1 åñòåñòâåííî âçÿòü îáëàñòü
Ω1 = [−2h− A,A+ 2h]2, h = A/L.

Â îáëàñòè Ω2 = Ω1 \ Ω0 ôóíêöèÿ u(x, y, 0) ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé êîí-
ñòàíòå β, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (4.1).

Ââåäåì óçëû v−2 = −(A + 2h), v−1 = −(A + h), vk = −A + kA/L,
k = 0, 1, . . . , 2L, vL+1 = A+ h, vL+1 = A+ 2h.

Ïóñòü 4kl = [vk, vk+1; vl, vl+1], k, l = −2,−1, 0, . . . , 2L, 2L+ 1.
Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

u(x′, y′, z) =
zΓ(3

2)

π3/2

β 2L+1∑
l1=−2

2L+1∑
l2=−2

′
∫∫
4l1l2

dx0dy0(
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + z2

)3/2
+

+
2L−1∑
l1=0

2L−1∑
l2=0

∫∫
4l1l2

Tr(Lrr(u,4l1l2); (x′, y′))dx0dy0(
(x′ − x0)2 + (y′ − y0)2 + z2

)3/2

+RNN(f). (4.6)

ãäå çíàê
∑∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî êâàäðàòàì 4l1l2, íå âõîäÿùèì

â îáëàñòü Ω0.
Ïîãðåøíîñòü ýòîé ôîðìóëû ðàâíà RNN [W rr(1)] � N−r.
Ïîñëå òîãî êàê ïî ôîðìóëå (4.6) âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ u(tij1),

i, j = 0, 1, 2, . . . , 2N, ïðîäîëæåíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u(x, y, z) îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî 7-òî÷å÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìå

u(tijk+1) = 2u(tijk)− u(tijk−1)−

−h2
z

{
u(ti+1jk)− 2u(tijk) + u(ti−1jk)

h2
x

+
u(tij+1k)− 2u(tijk) + u(tij−1k)

h2
y

}
.

(4.7)
Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî hx = hy = hz = h = A/N .
Ñ÷åò ïî ýòîé ñõåìå ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå âû-

÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ u(tij2), i, j = 1, 2, . . . , 2N − 1, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ
u(tNN2). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âëèÿíèå ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ u0(x, y)
ïðè (x, y) ∈ (−∞,∞)2\Ω0, íå ó÷èòûâàåìîãî â êóáàòóðíîé ôîðìóëå (4.5),
â íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñêàçûâàåòñÿ ïðè x = 0, y = 0.

378



Ïîñëå ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ u(tijk),
i, j = k, k+1, . . . , 2N−k, k = 3, 4, . . . ,M , ïðè÷åì âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîì
k-ì ñëîå íà÷èíàþòñÿ ñ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé u(tNNk), k = 3, 4, . . . ,M .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω∗ îáëàñòü, â êîòîðîé âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ u(tijk),
i, j = k, k + 1, . . . , 2N − k, k = 1, 2, · · · ,M, à ÷åðåç Ω∗∗ åå äîïîëíåíèå
Ω∗∗ = Ω \ Ω∗.

Çàâåðøèâ ýòè âû÷èñëåíèÿ, ïðèñòóïàåì ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé
u(tijM) ïðè i = N−M−1, j = N−M−1, . . . , N +M +1; i = N +M +1,
j = N−M−1, . . . , N+M+1; i = N−M−1, . . . , N+M+1, j = N−M−1;
i = N−M−1, . . . , N+M+1, j = N+M+1, ñ èñïîëüçîâàíèåì 6-òî÷å÷íûõ
è 4-òî÷å÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäèòñÿ ïðîäîëæåíèå
ôóíêöèè u(x, y, z) íà îáëàñòü Ω∗∗, íî â îáëàñòè Ω∗∗ ïðîäîëæåííàÿ ôóíê-
öèÿ íå óäîâëåòâîðÿåò äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ Ëàïëà-
ñà, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñåìèòî÷å÷íûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè ñ ðàç-
ëè÷íûìè êîíôèãóðàöèÿìè óçëîâ.

Ñëåäóþùèì øàãîì âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå çíà-
÷åíèé u(tijM−1), i = N−M−2, . . . , N+M+2, j = N−M−2, . . . , N+M+2,
à çàòåì çíà÷åíèé u(tijM) ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ i, j.

Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò âû÷èñëåíû
çíà÷åíèÿ u(tijk), i, j = 0, 1, . . . , 2N , k = 2, 3, . . . ,M .

Áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé uijk, êîãäà ïîñëå âû÷èñëåíèÿ uij1, i, j = 0, 1, . . . , 2N, è
uij2, i, j = 0, 1, . . . , 2N − 1, âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ uij2, i, j = 0, 2N, à çà-
òåì ïî çíà÷åíèÿì uij0, uij1, uij2, i, j = 0, 1, . . . , 2N, âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
uij3, i, j = 1, 2, . . . , 2N − 1, è ò.ä.

Âû÷èñëåíèÿ ïî äàííîé ñõåìå ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ
âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ïðèâåäåí-
íûå â ðàçä. 2. Ïðè ýòîì âîçìîæíî èõ ðàçëè÷íîå èñïîëüçîâàíèå.

Âî-ïåðâûõ, ýòè ñõåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî
ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñ÷èòàÿ, ÷òî �ðàçãîííûå çíà÷åíèÿ�
ïîëó÷åíû ðàçíîñòíîé ñõåìîé.

Âî-âòîðûõ, èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîíòðîëÿ è îñòàíîâêè ñ÷åòà,
ïîëàãàÿ, ÷òî ðàçíîñòü çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ðàçíîñòíîé ñõåìîé è ïðîåê-
öèîííûìè ìåòîäàìè, íå äîëæíà ïðåâûøàòü ïî ïîðÿäêó âû÷èñëèòåëüíóþ
ïîãðåøíîñòü.

Èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì áûë èñïîëüçîâàí äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
â îáëàñòè Ω = 10 × 10 × 10 êì ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, çàäàííîãî íà ïî-
âåðõíîñòè 10× 10 êì. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äàíû â ïðèëîæåíèè H.
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4.3. Ïðîäîëæåíèå ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
ñ ïîâåðõíîñòè Ëÿïóíîâà

Âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðàêòè-
÷åñêè áåç èçìåíåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîé îáëàñòè, ðàñïîëîæåí-
íîé íà ñôåðå.

Áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïî-
òåíöèàëüíîãî ïîëÿ F(r) îïðåäåëåíû íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ
Ëÿïóíîâà.

Ïóñòü ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå F(r) ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ çàäàíî íà ïî-
âåðõíîñòè Ëÿïóíîâà Ω. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå ïîòåíöèàëü-
íîãî ïîëÿ F(r) ñ ïîâåðõíîñòè Ω â îáëàñòü G, Ω ∈ G.

Àïïðîêñèìèðóåì êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü Ω, ïîâåðõíîñòüþ Ω′,
ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè Ω ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ñåòêè Ω′′.

Àïïðîêñèìàöèþ áóäåì ïðîâîäèòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä òåññåëÿöèè ñ ïðè-
ìåíåíèåì àëãîðèòìîâ òðèàíãóëÿöèè [61]. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ
ïîâåðõíîñòü Ω′ óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Äåëîíå.

Òðèàíãóëÿöèåé Äåëîíå [166] íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, ïðè
êîòîðîé âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: âíóòðü îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
âîêðóã ëþáîãî òðåóãîëüíèêà, íå äîëæíû ïîïàäàòü íèêàêèå äðóãèå óçëû
òðèàíãóëÿöèè.

Ïðè òðèàíãóëÿöèè ââîäÿòñÿ îãðàíè÷åíèÿ: ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè Ω′

äîëæíà ïðîõîäèòü ïî ðåáðàì òðèàíãóëÿöèè.
Ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ áîëü-

øóþ ðîëü èãðàåò ñïîñîá çàäàíèÿ óçëîâ ñåòêè Ω′′, ÿâëÿþùåéñÿ êàðêàñîì
îáëàñòè Ω′ àïïðîêñèìèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Ω, îò âûáîðà êîòîðûõ â áîëü-
øîé ñòåïåíè çàâèñèò òî÷íîñòü âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû.

Çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ (ãëàäêàÿ) ïîâåðõíîñòü Ω, îïðåäåëåííàÿ
òåëîì D, ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòè Ω′, ñ
óçëàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ñåòêå Ω′′. Ïðîöåññ àïïðîêñèìàöèè íàçûâàþò
ìîäåëèðîâàíèåì ïîâåðõíîñòè, èëè ãåîìåòðè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì. Ñî-
îòâåòñòâåííî ñåòêà Ω′′, ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ìîäåëüþ ïîâåðõíîñòè Ω.

Îñíîâîé òî÷íîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèêëàä-
íàÿ ãåîìåòðèÿ. Â ñèëó âîçðàñòàþùåé ìîùíîñòè êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì
ýòà îáëàñòü ïîïîëíèëàñü íîâûìè òåõíîëîãèÿìè, òàêèìè êàê òâåðäîòåëü-
íîå ìîäåëèðîâàíèå, Â-ñïëàéíû, R-ôóíêöèè, ëîôòèíã, ñêèííèíã è äð. Îíè
óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå.
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Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì íà ñåãîäíÿ ìåòîäîì ãåîìåòðè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òåññåëÿöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ
òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòåé, â êîòîðûõ êàðêàñ ôîðìèðóåòñÿ èç òðåóãîëü-
íèêîâ.

Òðèàíãóëÿöèÿ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ãåîèíôîðìàòèêå ïðè àíàëèçå
ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, â ìàøèííîé ãðàôèêå − äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäå-
ëåé òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ, â ðàçëè÷íûõ ìåòîäàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Îäíó è òó æå ïîâåðõíîñòü ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü ðàçíûìè ñïîñî-
áàìè (îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ îïèñàí íèæå). Ïóñòü èñõîäíàÿ ïîâåðõíîñòü
àïïðîêñèìèðîâàíà ïîâåðõíîñòüþ, ñîñòîÿùåé èç òðåóãîëüíèêîâ. Ðàññìîò-
ðèì óãëû â ïîëó÷àþùèõñÿ òðåóãîëüíèêàõ. Âûáåðåì ìèíèìàëüíûé óãîë.
Òðèàíãóëÿöèÿ äàåò òåì ëó÷øóþ àïïðîêñèìàöèþ, ÷åì áîëüøå åå ìèíè-
ìàëüíûé óãîë. Ïðè ýòîì ôîðìèðóåìûå òðåóãîëüíèêè ñòðåìÿòñÿ ê �ðàâ-
íîóãîëüíîñòè�.

Îñîáåííî âàæíà ìàêñèìèçàöèÿ ìèíèìàëüíîãî óãëà â çàäà÷àõ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, êîãäà òî÷íîñòü ïðîèçâîäèìûõ âû÷èñëåíèé î÷åíü
ñèëüíî çàâèñèò îò ðàçìåðà ìèíèìàëüíîãî óãëà òðèàíãóëÿöèè. Íàèëó÷-
øåé â ýòîì ñìûñëå òðèàíãóëÿöèåé ÿâëÿåòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå.

Èíîãäà äàæå ìèíèìàëüíûé óãîë òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå îêàçûâàåòñÿ
ñëèøêîì ìàëûì äëÿ óñòîé÷èâîé ðàáîòû èñïîëüçóþùåãî åå àëãîðèòìà.
Òîãäà åå ìîæíî óëó÷øèòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ðàïåðòà. Ïðè ýòîì áóäóò
äîáàâëåíû íîâûå âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè è îáðàçîâàíû äîïîëíèòåëüíûå
òðåóãîëüíèêè, íî èõ êîëè÷åñòâî íåâåëèêî, à ñòàáèëüíîñòü àëãîðèòìà (ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð) ìîæåò âîçðàñòè ìíîãîêðàòíî çà
ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû äëÿ âåëè÷èíû óãëîâ. Ñóùåñòâóþò è äðó-
ãèå ìåòîäû àíàëîãè÷íîãî óëó÷øåíèÿ òðèàíãóëÿöèè, íî îíè äàþò õóäøèå
ðåçóëüòàòû.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü ñôåðû S = S(0, R), êàê íàèáîëåå âàæíîé
ïîâåðõíîñòè, âñòðå÷àþùåéñÿ â ãåîôèçèêå. Â êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðàõ ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû äåëàþò ïåðåõîä ê ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè, áëèçêîé èëè ñîâïà-
äàþùåé ñ ïîâåðõíîñòüþ ñôåðû. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò çàäàíèå â êà÷å-
ñòâå íà÷àëüíîé ñåòêè èêîñàýäðà, è åå äàëüíåéøåé ìîäèôèêàöèè ñ ïîìî-
ùüþ àëãîðèòìîâ òðèàíãóëÿöèè. Èêîñàýäð ïðåäñòàâëÿåò îáúåìíóþ ôèãó-
ðó, ñîñòîÿùóþ èç 20 ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ
ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû.

Äåëåíèå òðåóãîëüíèêîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Íà
êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà áåðóòñÿ ñðåäíèå òî÷êè è ïðîåöèðóþòñÿ
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íà ïîâåðõíîñòü S. Ïðîåöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ëó÷àìè, èñõîäÿùèìè èç
öåíòðà èêîñàýäðà è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ñðåäíèå òî÷êè. Ïîëó÷åííûå òî÷-
êè îáðàçóþò íîâûé öåíòðàëüíûé òðåóãîëüíèê. Ê íåìó äîñòðàèâàþòñÿ
òðè òðåóãîëüíèêà, èñïîëüçóÿ âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Äàííîå
ïðàâèëî ìàêñèìàëüíî ñîõðàíÿåò êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñåòêè è
ó÷èòûâàåò âñå îñîáåííîñòè îðèãèíàëüíîé ïîâåðõíîñòè Ω.

Ïîñëå òîãî êàê ïðîâåäåíà òðèàíãóëÿöèÿ, íåîáõîäèìî ïåðåíåñòè ãðà-
íè÷íûå çíà÷åíèÿ F(r) ñ ïîâåðõíîñòè Ω íà ïîâåðõíîñòü Ω′, ïîëó÷åííóþ
â ðåçóëüòàòå òðèàíãóëÿöèè. Îäèí èç ïðîñòåéøèõ ñïîñîáîâ ïåðåíîñà çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê4ABC, âõîäÿùèé â ïîâåðõ-
íîñòü Ω′, âåðøèíû êîòîðîãî A, B è C ðàñïîëîæåíû íà ïîâåðõíîñòè Ω.
Çíà÷åíèå ïîëÿ F(r) â òî÷êàõ A, B è C îáîçíà÷èì ÷åðåç F(rA), F(rB) è
F(rC) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì â 4ABC çíà÷åíèå ïîëÿ, êîòîðîå îáî-
çíà÷èì êàê F(4ABC), ðàâíûì F(4ABC) = 1

3(F(rA) + F(rB) + F(rC)).
Ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè Ω′ åñòåñòâåííî, åñëè â äàëü-
íåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû òèïà
ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëå
F(r) çàäàíî â îáëàñòè Ω, ðàñïîëîæåííîé íà ñôåðå S. Ïðîäîëæèì ïîëå
F(r) ïî ôîðìóëå

u(θ, ϕ) =

{
F(θ, ϕ), (θ, ϕ) ∈ Ω,

0, (θ, ϕ) ∈ (0, 2π)2\Ω.

Ïóñòü âíóòðè øàðà D(0, R), îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé S(0, R), íåò èñ-
òî÷íèêîâ ïîëÿ. Òîãäà â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè D çíà÷åíèå ôóíêöèè u(r)
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå

u(r′) =
−1

4π

∫∫
S

{
(n · u)grad

1

|r− r′|
+ [n× u]× grad

1

|r− r′|

}
ds, (4.8)

ãäå r′ ∈ D, r ∈ S. Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ r è r′ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôîðìó-
ëû ïðåîáðàçîâàíèÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñôåðè÷åñêóþ.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (4.8) ïðîèçâîäèòñÿ ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

u(r′) = RN(u)+

+
∑
4i∈Ω′

∫∫
4i

{
(n · u(ri))grad

1

|r− r′]|
+ [n× u(ri)]× grad

1

|r− r′|

}
ds,

(4.9)
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ãäå ri ∈ 4i, r ∈ D, N � ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, ó÷àñòâóþùèõ â òðèàíãó-
ëÿöèè îáëàñòè Ω.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåê-
òîðà F(r) íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà
ñ ïîêàçàòåëåì α (0 < α ≤ 1), òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ F(r) ïî
êóáàòóðíîé ôîðìóëå îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé cN−α, ãäå N � ÷èñëî òðå-
óãîëüíèêîâ, ó÷àñòâóþùèõ â òðèàíãóëÿöèè.

Ôîðìóëû (4.8) è (4.9) ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé
Ëÿïóíîâà. Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòåé Ëÿïóíîâà ïðèâåäå-
íî â ðàçä. 1 ãëàâû II.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Ω − ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà, ïðè-
íàäëåæàùàÿ êëàññó H(s, A, α) (0 < α ≤ 1), à êàæäàÿ êîìïîíåíòà ãðà-
íè÷íîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ F (r) íà ïîâåðõíîñòè Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ãåëüäåðà Hα (0 < α ≤ 1), òî ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ F (r) â îáëà-
ñòè D ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âèäà (4.4) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíî cN−α,
ãäå N � ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, ó÷àñòâóþùèõ â òðèàíãóëÿöèè.

Â ñëó÷àå, åñëè îáëàñòü Ω àïïðîêñèìèðóåòñÿ îáëàñòüþ Ω′, ïîñòðîåí-
íîé ïî áîëåå ñëîæíûì àëãîðèòìàì, ñêàæåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïëàéíîâ,
òî ïîëå F(r), çàäàííîå íà ïîâåðõíîñòè Ω, òðàíñôîðìèðóåòñÿ íà îáëàñòü
Ω′ òàêæå ïî áîëåå îáùèì àëãîðèòìàì. Ïîñòðîåíèå ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñëó÷àå, åñëè íàðÿäó ñî çíà÷åíèÿìè ïîëÿ F(r)
íà ïîâåðõíîñòè Ω áóäóò èçâåñòíû è åãî ïðîèçâîäíûå (ïî êðàéíåé ìåðå,
àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà).

Ôîðìóëà (4.9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü "ðàçãîííûå" çíà÷åíèÿ äëÿ äàëü-
íåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì èëè ïðîäîëæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé ïî ÷èñëåííûõ àëãîðèòìàì, îïèñàííûì â ðàçä. 2.



ÃËÀÂÀ VIII

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖÈÉ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÏÎËÅÉ

Ïîñòðîåíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïî-
ëåé. Â îñíîâó ýòèõ ìåòîäîâ ïîëîæåíî ïîíÿòèå ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòå-
ãðàëà. Ðåçóëüòàòû, ñîñòàâèâøèå äàííóþ ãëàâó, ÷àñòè÷íî îïóáëèêîâàíû
â [72, 73].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåðôåðåíöèîííûìè, ñîñòàâëåí-
íûìè èç ìíîãî÷èñëåííûõ êîìïîíåíò, îáóñëîâëåííûõ âëèÿíèåì ðàçëè÷-
íûõ òåë ñ ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòüþ, ðàñïîëîæåííûõ ïîä ïîâåðõíîñòüþ Çåì-
ëè. Ïîìèìî ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ ãåîôèçè÷åñêèé õàðàêòåð, íàáëþäåííûå
ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå êîìïîíåíòû. Ê ýòèì ñëó÷àé-
íûì êîìïîíåíòàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Ïî-
ýòîìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå, ñ îäíîé
ñòîðîíû, îñóùåñòâëÿþò ôèëüòðàöèþ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, âûÿâëÿþò îñîáåííîñòè îòäåëüíûõ òåë (èñòî÷íèêîâ àíîìàëèé ãåîôè-
çè÷åñêèõ ïîëåé) è îïðåäåëÿþò ãåîôèçè÷åñêèé õàðàêòåð êàæäîãî èñòî÷-
íèêà.

Â ãåîôèçèêå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ òðàíñôîðìàöèÿìè è
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [96, c. 214].

Òðàíñôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ñ öå-
ëüþ ïîäàâëåíèÿ ìåøàþùåé èíôîðìàöèè è íàèáîëåå ÷åòêîãî âûÿâëåíèÿ
ïîëåçíîé èíôîðìàöèè.

Ìàòåìàòè÷åñêè òðàíñôîðìàöèè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
[96, c. 214]: "Ïóñòü u(x, y, z) − íåêîòîðûé ýëåìåíò àíîìàëüíîãî ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîëÿ, çàäàííûé íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè S. Îáû÷íî ïðèíèìàþò,
÷òî S − ïëîñêîñòü z = 0, â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàå-
ìàÿ óðàâíåíèåì z = z(x, y). Ïóñòü ST − íåêîòîðàÿ äðóãàÿ ïîâåðõíîñòü
(çàìêíóòàÿ èëè íåçàìêíóòàÿ), êîòîðóþ íàçîâåì ïîâåðõíîñòüþ òðàíñôîð-
ìàöèè. Òðàíñôîðìàíòîé ôóíêöèè u(x, y, z), çàäàííîé íà S, íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ v(x, y, z), îïðåäåëåííàÿ íà ST : v(x, y, z) = T (u(x, y, z)), èëè,
â ñîêðàùåííîì îáîçíà÷åíèè, v = Tu. Çäåñü T − íåêîòîðûé îïåðàòîð".

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ íà ïðàêòèêå òðàíñ-
ôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé. Ïðè ýòîì ïðåäïî÷òåíèå îòäàäèì òåì
òðàíñôîðìàöèÿì, ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ïîñâÿùåíà
äàííàÿ ãëàâà.



Ïðè âû÷èñëåíèè âåðòèêàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ïëîñêîñòè íàáëþäå-
íèÿ z = 0 èñïîëüçóþòñÿ òðàíñôîðìàöèè

v(x, y, 0) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

u(ζ, η, 0)− u(x, y, 0)

((ζ − x)2 + (η − y)2)3/2
dζdη

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå è

v(x, 0) =
1

π

∞∫
−∞

u(ζ, 0)− u(x, 0)

(ζ − x)2
dζ

â äâóìåðíîì ñëó÷àå.
Ïðè âû÷èñëåíèè ñîïðÿæåííîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà ïðÿìîé

z = 0 èñïîëüçóåòñÿ òðàíñôîðìàöèÿ

v(x, 0) =
1

π

∞∫
−∞

u(ζ, 0)− u(x, 0)

ζ − x
dζ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðàíñôîðìàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðå÷åíü ÷àñòè êîòîðûõ ïðè-
âåäåí â êíèãå [96]. Ýòè òðàíñôîðìàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îáùåì âèäå
âûðàæåíèåì

V (x, y, z) =

= T (U(x, y, 0)) ≡ 1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

K(x− ζ, y − η, z)U(ζ, η, 0)dζdη. (1.1)

Íàðÿäó ñ òðàíñôîðìàöèÿìè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå øèðîêî ïðèìå-
íÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òðàíñôîðìàöèé. Â ÷àñòíîñòè, â òåî-
ðèè ÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(ω1, ω2, 0) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè U(x, y, 0).
Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç K(ω1, ω2, z) è V (ω1, ω2, z) îáîçíà÷àþòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå ôóíêöèé K(x, y, z) è V (x, y, z) ïî ïåðâûì äâóì ïåðåìåííûì.

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (1.1) òåîðåìó î ñâåðòêå, èìååì

V (ω1, ω2, z) = K(ω1, ω2, z)U(ω1, ω2, 0).

Òîãäà

V (x, y, z) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

K(ω1, ω2, z)U(ω1, ω2, 0)ei(ω1x+ω2y)dω1dω2.
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Ñëåäóÿ [96], äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ôóíêöèÿ K(ω1, ω2, z) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà T èëè ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòîãî îïå-
ðàòîðà.

Çàìå÷àíèå. Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèÿ V (x, y, z) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè
z = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè,
îñíîâàííûå íà äðóãèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, íà îêîííîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå. Îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èçëîæåíî â [237].
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ðàçðàáîòàíû

è àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû [96, c. 214].
Íàèáîëåå îáùèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðÿìîóãîëüíèêîâ

V (x, y, z) =
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

Ui,j

∫∫
∆ij

K(x− ζ, y − η, z)dζdη +Rnm(U),

ãäå ∆ij = [xi, xi+1; yj, yj+1], i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 0, 1, . . . ,m − 1,
Uij = U(xi, yj), xi = C+ 2C

n i, i = 0, 1, . . . , n, yj = D+ 2D
m j, j = 0, 1, . . . ,m;

C è D − äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëåííûå ìåòîäû òðàíñôîðìàöèè ïîëåé àê-

òèâíî ðàçâèâàëèñü â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé, çäåñü
îñòàëîñü ìíîãî íåèññëåäîâàííûõ âîïðîñîâ.

Â ÷àñòíîñòè, â [96] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðèáëèæåííûå ìåòîäû âû÷èñëå-
íèÿ òðàíñôîðìàöèè èìåþò ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè:

1) ñïîñîáû ðàçðàáîòàíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè è ðåãóëÿðíîé ñåòè íàáëþäåíèé;

2) îòñóòñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ó÷åòà öåíòðàëüíîé çîíû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàíò äëÿ z = 0, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàë, îïè-
ñûâàþùèé òðàíñôîðìàöèþ, èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå x = y = 0;

3) ñïîñîáû íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè â ñìûñëå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ;
4) îòñóòñòâóþò ýôôåêòèâíûå îöåíêè òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëåíèå î êî-

òîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.
Â ðàáîòàõ [72, 73] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè èíòåãðàëû, îïèñûâàþùèå òðàíñ-

ôîðìàöèè, ïîíèìàòü â ñìûñëå Àäàìàðà [2], òî ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåê-
òèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû òðàíñôîðìàöèé.

Â äàííîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû òðàíñ-
ôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, îñíîâàííûå íà êîíöåïöèè ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ. Íåêîòîðûå èç ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ îï-
òèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó ïî òî÷íîñòè.
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2. Îäíîìåðíûå òðàíñôîðìàöèè

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ òðàíñôîðìàöèþ
∞∫

−∞

u(τ)

τ − t
dτ, −∞ < t <∞. (2.1)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u(τ) − ôèíèòíàÿ
ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì [−A,A], u(−A) = u(A) = 0, ïðè÷åì â òî÷êàõ ±A
ôóíêöèÿ u(t) èìååò íóëè ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî. Åñëè ýòî óñëîâèå íå
âûïîëíÿåòñÿ, òî âìåñòî ñåãìåíòà [−A,A] ìîæíî âçÿòü ñåãìåíò [−A−
−1, A+ 1].

Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà

Ju =

A∫
−A

u(τ)

τ − t
dτ, −A ≤ t ≤ A. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, íèæå ðàññìàòðèâàåì èíòåãðàë (2.2), ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî â òî÷êàõ ±A ôóíêöèÿ u(t) èìååò íóëè ïîðÿäêà áîëåå âûñîêîãî, ÷åì
1/2.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ u(t) â âèäå u(t) =
√
A2 − t2ψ(t) è ñäåëàåì

â èíòåãðàëå (2.2) çàìåíó ïåðåìåííûõ t = vA, τ = wA. Â ðåçóëüòàòå
ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

Jψ = A

1∫
−1

√
1− w2ψ∗(w)

w − v
dw, (2.3)

ãäå ψ∗(w) = ψ(Aw).
Ôóíêöèþ ψ∗(w) áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìîì [65]

ψ∗N(w) = Ln(ψ
∗) =

n∑
k=0

(
1

γk

n∑
i=0

Ui(µk)Ui(w)

)
ψ∗(µk), (2.4)

ãäå Un(t) − ïîëèíîì ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà, Un(t) = [2/(π(1− t2))]1/2×
× sin[(n+1)arc cos t], −1 ≤ t ≤ 1, µk = cos[kπ/(n+2)](k = 1, . . . , n+1) −
êîðíè ïîëèíîìà Un+1(t), γk =

n∑
l=0

U 2
l (µk).

Ïîäñòàâëÿÿ (2.4) â (2.3) è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé

1∫
−1

(1− τ 2)1/2Uk(τ)

τ − t
dτ = −πTk+1(t), k = 0, 1, . . . , n+ 1,
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ãäå Tk(t) = (2/π)1/2 cos karc cos t − ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà,
ïîëó÷àåì ôîðìóëó

A

1∫
−1

(1− w2)1/2ψ∗(w)

w − v
dw =

= −A
n∑
k=0

π
ψ∗(µk)

γk

n∑
i=0

Ui(µk)Ti+1(v) +RN(ψ∗). (2.5)

Âîçâðàùàÿñü â (2.5) ê ïåðåìåííûì t è τ, èìååì

A∫
−A

√
A2 − r2ψ(τ)

τ − t
dτ =

= −
n∑
k=0

π
ψ(Aµk)√
1− µ2

kγk

n∑
i=0

Ui(µk)Ti+1

(
t

A

)
+RN(Ψ). (2.6)

Ïóñòü ψ(t) ∈ W rHα. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |Rn(ψ)| ≤ cAn−r−αλn, ãäå
λn − êîíñòàíòà Ëåáåãà èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû ïî óçëàì ïîëèíîìîâ
×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà. Èçâåñòíî [162], ÷òî λn ≤ An.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîìåðíûå òðàíñôîðìàöèè, îïèñûâàåìûå èí-
òåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà

∞∫
−∞

u(τ, 0)− u(t, 0)

(τ − t)2
dτ,

êîòîðûå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âåðòèêàëüíîé ïðîèçâîä-
íîé ïî ïðÿìîé [96].

Òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ñëåäóåò
∞∫

−∞

u(t, 0)dτ

(τ − t)2
= u(t, 0)

∞∫
−∞

dτ

(τ − t)2
= 0,

òî âû÷èñëåíèå òðàíñôîðìàöèè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà
∞∫

−∞

u(τ, 0)

(τ − t)2
dτ,

êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì.
Ïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(τ, 0) (êîòîðóþ íèæå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç u(τ)) ôèíèòíà, è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ñäåëàííûå
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âûøå ïðè ðàññìîòðåíèè èíòåãðàëà (1.1), ïðèõîäèì ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà Àäàìàðà:

A∫
−A

ψ(τ)√
A2 − τ 2(τ − t)2

dτ,

ãäå ψ(t) =
√
A2 − t2u(t), èëè, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ, ê èíòåãðàëó

1

A2

1∫
−1

ψ∗(w)√
1− w2(w − v)2

dw,

ãäå w = τ/A, v = t/A, ψ∗(w) = ψ(Aw).
Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ ψ∗(w) èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëè-

íîìîì [65]

ψ∗n(w) = Ln(ψ
∗) =

n∑
k=0

(
1

γk

n∑
i=0

Ti(µk)Ti(w)

)
ψ∗(µk),

ãäå Tn(t) = (2/π)1/2 cosnarc cos t, µk = cos[(2k − 1)π/(2n + 2)] (k =

= 1, 2, . . . , n+ 1) − êîðíè ïîëèíîìà Tn+1(t) è γk =
n∑
l=0

T 2
l (µk).

Çàìåíÿÿ ψ∗(w) íà ψ∗n(w), èìååì

1

A2

1∫
−1

ψ∗(w)√
1− w2(w − v)2

dw = Rn(ψ
∗)+

+
π

1− v2

n∑
k=0

[
ψ∗(µk)

γk

n∑
i=2

Ti(µk)

(
−i− 1

2
Ui(v)− i+ 1

2
Ui−2(v)

)]
. (2.7)

Âîçâðàùàÿñü â (2.7) ê ïåðåìåííûì t è τ, èìååì

A∫
−A

u(τ)

(τ − t)2
dτ = RN(u) +

πA3

A2 − t2
n∑
k=0

√
1− µ2

kψ(Aµk)

γk
×

×
n∑
i=2

Ti(µk)

(
−i− 1

2
Ui

(
t

A

)
− i+ 1

2
Ui−2

(
t

A

))
. (2.8)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî RN(u) ≤ cEn(ψ)n2 lnn, ãäå En(ψ) − íàèëó÷-
øåå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ψ(t) íà ñåãìåíòå [−1, 1] àëãåá-
ðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè n ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è
â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ìåòðèêå.
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Ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìóë (2.6) è (2.8) âîçíèêàåò âîïðîñ î âû÷èñëåíèè
çíà÷åíèé ôóíêöèè u(t) â òî÷êàõ Aµk, k = 1, 2, . . . , n+1. Â ãåîôèçè÷åñêîé
ïðàêòèêå çíà÷åíèÿ u(tk), k = 1, 2, . . . , n+ 1, îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî,
íà íåðåãóëÿðíîé (õàîòè÷åñêîé) ñåòêå óçëîâ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü ïîñòðîåíèÿ àíàëîãîâ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âèäà (2.6) è (2.8)
íà õàîòè÷åñêèõ ñåòêàõ óçëîâ. Ýòè âîïðîñû áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçä. 9
äëÿ îäíîìåðíîãî è ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àåâ.

Â ýòîì ðàçäåëå îñòàíîâèìñÿ íà åùå îäíîì òèïå êâàäðàòóðíûõ ôîð-
ìóë âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé, êîòîðûé òàêæå ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ íà
ïðàêòèêå. Òàê êàê ýòè ôîðìóëû ñòðîÿòñÿ ïî îäíîé è òîé æå ñõåìå, òî
îñòàíîâèìñÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè íà âû÷èñëåíèè òðàíñôîðìàöèè

Ju =

A∫
−A

u(τ)

(τ − t)2
dτ.

Çäåñü, êàê è âûøå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(τ) ôèíèòíà è
îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ ±A. Ðàçîáüåì ñåãìåíò [−A,A] íà N ÷àñòåé
òî÷êàìè xk = −A + 2Ak/N, k = 0, 1, . . . , N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k ñåã-
ìåíòû ∆k = [xk, xk+1], k = 0, 1, . . . , N − 1. Ïóñòü u(τ) ∈ W r(1), r ≥ 2
(Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû óñëîâèå r ≥ 2 íå
òðåáóåòñÿ. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà äîñòàòî÷íî,
÷òîáû u ∈ W 1Hα, 0 < α ≤ 1).

Ââåäåì ñåòêó óçëîâ x′k = (xk + xk+1)/2, k = 0, 1, . . . , N − 1. Âû÷èñ-
ëèì èíòåãðàë Ju â óçëàõ x′k (k = 0, 1, . . . , N − 1). Äëÿ ýòîãî â êàæäîì
ñåãìåíòå ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, ôóíêöèþ u(t) àïïðîêñèìèðóåì èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì, ïîñòðîåííûì ïî r óçëàì (â êà÷åñòâå óçëîâ èí-
òåðïîëÿöèè ìîæíî âçÿòü ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû èëè óçëû îðòîãîíàëüíûõ
ïîëèíîìîâ). Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Lr(u,∆k),
k = 0, 1, . . . , N − 1. Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ ïîëèíîìîâ è àïïðîê-
ñèìèðóþùèé ôóíêöèþ u(t) íà ñåãìåíòå [−A,A], îáîçíà÷èì ÷åðåç uN(t).

Òðàíñôîðìàöèþ Ju â òî÷êå x′i (i = 0, 1, . . . , N−1) áóäåì âû÷èñëÿòü
ïî ôîðìóëå

Ju(x′i) =
N−1∑
k=0

∫
∆k

Pr

(
ψk(τ, x

′
i)

(τ − x′i)2
; ∆k

)
dτ +

N−1∑
k=0

Lr(u,∆k)(x
′
i)

∫
∆k

dτ

(τ − x′i)2
+

+
N−1∑
k=0

L′r(u,∆k)(x
′
i)

∫
∆k

1

τ − x′i
dτ +

1

2!

N−1∑
k=0

L′′r(u,∆k)(x
′
i)

∫
∆k

dτ+

+RN(u). (2.9)
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Çäåñü

ψk(τ, x
′
i) = Lr(u,∆k)− Lr(u,∆k)(x

′
i)−

1

1!
L′r(u,∆k)(x

′
i)(τ − x′i)−

− 1

2!
L′′r(u,∆k)(x

′
i)(τ − x′i)2;

Pr(f, [a, b]) − îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ôóíêöèé f ∈ C[a, b] íà ìíîæå-
ñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè (r−1), ïîñòðîåííûõ ïî óçëàì
ζ ′1, . . . , ζ

′
r, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè óçëîâ ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ζ1, . . . , ζr ïðè

àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè ñåãìåíòà [−1, 1] íà [a, b].
Çàìå÷àíèå 1. Â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (2.9) èíòåðïîëÿöèîííûå ïî-

ëèíîìû Lr(u,∆k), k = 0, 1, . . . , N − 1, òàêæå åñòåñòâåííî ñòðîèòü ïî óç-
ëàì ïîëèíîìà Ëåæàíäðà.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð∫
∆k

Pr

(
ψk(τ, x

′
i)

(τ − x′i)2
; ∆k

)
dτ

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé Ãàóññà.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (2.9):

|RN(u)| ≤ max
i

N−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
∫
∆k

u(τ)− Lr(u,∆k)

(τ − x′i)2
dτ

∣∣∣∣∣∣ =

= max
i

∣∣∣∣∣∣
∫
∆i

(u(τ)− Lr(u,∆k))dτ

(τ − x′i)2

∣∣∣∣∣∣+
+ max

i

N−1∑
k=0

′

∣∣∣∣∣∣
∫
∆k

(u(τ)− Lr(u,∆k))
dτ

(τ − x′i)2

∣∣∣∣∣∣ = r1 + r2, (2.10)

ãäå
∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî k 6= i.

Îöåíèì r1. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè − Àäàìàðó, èìååì

r1 =

∣∣∣∣∣∣
∫
∆i

(u(τ)− Lr(u,∆i))
′
τdτ

τ − x′i
− u(xi)− Lr(u,∆i)(xi)

xi − x′i
+

+
u(xi+1)− Lr(u,∆i)(xi+1)

xi+1 − x′i

∣∣∣∣ ≤
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≤

∣∣∣∣∣∣
∫
∆i

(u(τ)− Lr(u,∆i))
′
τ

dτ

τ − x′i

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣u(xi)− Lr(u,∆i)(xi)

xi − x′i

∣∣∣∣+

∣∣∣∣u(xi+1)− Lr(u,∆i)(xi+1)

xi − x′i

∣∣∣∣ = r11 + r12 + r13.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(τ) ôóíêöèþ ϕ(τ) = (u(τ)− Lr(u,∆i))
′
τ . Òîãäà

r11 =

∣∣∣∣∣∣
∫
∆i

(ϕ(τ)− ϕ(x′i))
dτ

τ − x′i

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
t∈∆i

|ϕ′(t)|2A
N
≤ c

(
A

N

)r−1

.

Äëÿ îöåíêè r12 çàìåòèì, ÷òî max
t∈∆i

|u(t)− Lr(u,∆i)(t)| ≤ c(A/N)r.

Ñëåäîâàòåëüíî, r12 ≤ c(A/N)r−1. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà
è äëÿ r13.

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò îöåíêà

r1 ≤
c

N r−1
. (2.11)

Ïðè ïîëó÷åíèè ýòîé îöåíêè èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî À. À. Ìàðêî-
âà (ñì. ðàçä. 8 ãëàâû I).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

r2 ≤ c

(
A

N

)r−1

. (2.12)

Èç îöåíîê (2.10)-(2.12) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|RN(u)| ≤ c

(
A

N

)r−1

.

Òàê êàê u − ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà ôóíêöèé W r(1),
òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

RN [W r(1)] ≤ c

N r−1
. (2.13)

Èçâåñòíî [33], ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà Ju ïî êâàäðàòóðíûì
ôîðìóëàì âèäà

Ju =
N∑
k=1

pk(t)u(tk) +RN(u)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà
ζN [W r(1)] ≥ cN−(r−1). (2.14)
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Èç îöåíîê (2.13) è (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ju ïðè −A < t < A ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íîé ïî ïîðÿäêó.

Ïîñëå òîãî êàê âû÷èñëåíû èíòåãðàëû (Ju)(x′i), i = 0, 1, . . . , N−1, ïî
èõ çíà÷åíèÿì ñòðîèòñÿ ñïëàéí. Íà ñåãìåíòàõ [−A, x′r−1], [x′r−1, x

′
2r−1], . . . ,

[x′N−r, A] ñïëàéí ñîñòîèò èç èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè (r−1),
ïîñòðîåííûõ ïî r ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì (x′0, . . . , x

′
r−1), (x

′
r−1, . . . , x

′
2r−1),

. . . , (x′N−r, . . . , x
′
N−1).

Îáîçíà÷èì ýòîò ñïëàéí ÷åðåç JNu.
Ñïëàéí JNu ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ òðàíñ-

ôîðìàöèè Ju. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû âû-
÷èñëåíû ïî îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó ïî òî÷íîñòè êâàäðàòóðíûì ôîð-
ìóëàì, ñïëàéí JNu íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèè
òðàíñôîðìàöèè Ju.

Â ñëó÷àå, åñëè t ∈ (−A,A), òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàöèè ïî
îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó ìåíüøå, ÷åì CN−r+1, èç-çà óõóäøåíèÿ àï-
ïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ñïëàéíà â îêðåñòíîñòè òî÷åê ±A. Ýòî ñâÿçàíî
ñ óìåíüøåíèåì ãëàäêîñòè ôóíêöèè

U(t) =

A∫
−A

u(τ)

(τ − t)2
dτ

â îêðåñòíîñòè òî÷åê ±A.
Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âû÷èñ-

ëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé, èìåþùåãî ðàâíîìåðíóþ ïîãðåøíîñòü âî âñåì ñåã-
ìåíòå [−A,A].

Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà òðàíñôîðìàöèé âèäà

Jϕ =

A∫
−A

ϕ(τ)

(τ − t)p
dτ, p = 2, 3, . . .

ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ:
1) èññëåäóåòñÿ ãëàäêîñòü êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé Ψ̃, îïðåäå-

ëÿåìûõ èíòåãðàëàìè Jϕ, ϕ ∈ Ψ : ϕ̃ = Jϕ, ϕ ∈ Ψ, ϕ̃ ∈ Ψ̃;
2) ñòðîÿòñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ Jϕ, ϕ ∈ Ψ;
3) ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé ϕ̃ ∈ Ψ̃.
Çàìå÷àíèå. Îïòèìàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ Ju ïîñòðî-

åí â äàííîì ðàçäåëå. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè âîïðîñû èçëîæåíû â ðàáîòàõ
[25], [31], [33].
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3. Ãëàäêîñòü îäíîìåðíûõ òðàíñôîðìàöèé

Èññëåäóåì ãëàäêîñòü îäíîìåðíûõ òðàíñôîðìàöèé âèäà

ϕ̃(t) = J1ϕ =

A∫
−A

ϕ(τ)

(τ − t)p
dτ, p = 2, 3, . . . ,

è

g̃(t) = I1g =

A∫
−A

g(τ)dτ

|τ − t|p+λ
, p = 1, 2, . . . ; 0 < λ < 1.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü A = 1 è èññëåäîâàòü
ãëàäêîñòü ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ

ϕ̃(t) = J1ϕ ≡
1∫

−1

ϕ(τ)dτ

(τ − t)p
, p = 2, 3, . . . ; −1 < t < 1; (3.1)

ϕ̃(t) = I1ϕ ≡
1∫

−1

ϕ(τ)dτ

|τ − t|p+λ
, p = 1, 2, 3, . . . ; −1 ≤ t ≤ 1, (3.2)

ãäå ϕ(t) ∈ W rHα(1) èëè ϕ(t) ∈ Ŵ r
q (M), r = p + 1, p + 2, . . . ; q =

= 0, 1, . . . , r; 0 < λ < 1.
Âíà÷àëå îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ϕ(t) ∈ W rHα(1).
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ϕ(τ) ∈ W rHα(1), r ≥ p − 1, 0 < α ≤ 1,

Ω = [−1, 1]. Òîãäà ϕ̃(t) ∈ L0,r−p+1,p−1(Ω,M).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë J1ϕ, èìååì

ϕ̃(t) = − ϕ(1)

(p− 1)

1

(1− t)p−1
+

ϕ(−1)(−1)p−1

(p− 1)(1 + t)p−1
−

− ϕ′(1)

(p− 1)(p− 2)

1

(1− t)p−2
+

ϕ′(−1)(−1)p−2

(p− 1)(p− 2)(1 + t)p−2
−

− · · ·−

−ϕ
(p−2)(1)

(p− 1)!

1

(1− t)
+
ϕ(p−2)(−1)(−1)

(p− 1)!(1 + t)
+

1

(p− 1)!

1∫
−1

ϕ(p−1)(τ)

τ − t
dτ. (3.3)

Èññëåäóåì ãëàäêîñòü ôóíêöèè

ψ1(t) =

1∫
−1

ϕ(p−1)(τ)dτ

τ − t
.
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Èç òåîðåìû Ïðèâàëîâà [86] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ1(t) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà Hα ïðè −1 < t < 1. Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

ψ1(t) = ϕ(p−1)(t) ln

∣∣∣∣1− t1 + t

∣∣∣∣+

1∫
−1

ϕ(p−1)(τ)− ϕ(p−1)(t)

τ − t
dτ

è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ (1 + t)p−1(1− t)p−1 ln
∣∣1−t

1+t

∣∣ îãðàíè÷åíà ïðè
p ≥ 2 è ïðè âñåõ t ∈ [−1, 1], óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ̃(t) èìååò îñî-
áåííîñòü âèäà (1− t)−(p−1) ± (1 + t)−(p−1).

Èç ôîðìóëû (3.3) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ̃(t) äîïóñêàåò äèôôåðåí-
öèðîâàíèå äî (r − p+ 1)-ãî ïîðÿäêà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè Ω.

Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå. Èç ïðèâåäåííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íà äàííîì êëàññå

ôóíêöèé íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ê ôóíêöèè
ϕ̃(t) íà ñåãìåíòå [−1, 1].

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ϕ(t) ∈ Ŵ r
qHα(1), 0 < α ≤ 1, r ≥ p− 1, 0 ≤ q ≤

≤ p− 2. Òîãäà ϕ̃(t) ∈ L0,r−p+1,p−2−q(Ω,M).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé

òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ϕ(t) ∈ Ŵ r

qHα(1), r ≥ p − 1, p − 2 < q ≤ r,

0 < α ≤ 1. Òîãäà ϕ̃(t) ∈ Q̄1
q+1−p,r−q(Ω,M) ïðè p − 1 ≤ q ≤ r − 2;

ϕ̃(t) ∈ W r−pHα(M) ïðè q = r − 1, r è 0 < α ≤ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(t) ∈ Ŵ r

qHα(1) è p− 1 ≤ q ≤ r − 2.
Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà è èí-

òåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

ϕ̃(t) = − 1

(p− 1)!

1∫
−1

ϕ(p−1)(τ)dτ

τ − t
.

Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ, â ðåçóëüòàòå

ϕ̃(t) =
1

(p− 1)!

1∫
−1

ϕ(p)(τ) ln |τ − t|dτ =

=
1

(p− 1)!

1∫
−1

ϕ(q)(τ)fq−p(τ − t)dτ =
1

(p− 1)!

{
ϕ(q)(1)fq+1−p(1− t)−

−ϕ(q)(−1)fq+1−p(−1− t) + · · ·+
1∫

−1

ϕ(r)(τ)fr−p(τ − t)dτ

 . (3.4)
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Çäåñü fs−p(τ − t) − ðåçóëüòàò (s − p)-êðàòíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè ln |τ − t|.

Èç ôîðìóëû (3.4) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ̃(t) äîïóñêàåò äèôôåðåí-
öèðîâàíèå äî (r − p + 1)-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì ïðîèçâîäíûå äî (q − p)-ãî
ïîðÿäêà îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé M, à äëÿ (q + 1 − p)-é ïðî-
èçâîäíîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|ϕ̃(q+1−p)(t)| ≤M |(1 + ln d(t,Γ)|),

ãäå d(t,Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî êîíöîâ Γ ñåãìåíòà [−1, 1].
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà q = r − 1. Â ýòîì ñëó÷àå

ϕ̃(t) =
1

(p− 1)!

1∫
−1

ϕ(r)(τ)fr−p(τ − t)dτ. (3.5)

Ðàâåíñòâî (3.5) ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü (r− p) ðàç. Â ðåçóëüòàòå
èìååì

ϕ̃(r−p)(t) =
1

(p− 1)!

1∫
−1

ϕ(r)(τ) ln |τ − t|dτ =

=
1

(p− 1)!

1−t∫
−1−t

ϕ(r)(τ + t) ln |τ |dτ. (3.6)

Èç ôîðìóëû (3.6) ñëåäóåò, ÷òî ϕ̃(r−p)(t) ∈ Hα(M).
Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â òåîðåìàõ 3.1-3.3, ñïðà-

âåäëèâû è äëÿ èíòåãðàëîâ âèäà I1ϕ. Äëÿ êðàòêîñòè ïðèâåäåì òîëüêî
àíàëîã òåîðåìû 3.3.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü Ω = [−1, 1], ϕ(t) ∈ Ŵ r
q (1), r ≥ p, p− 1 ≤ q ≤ r.

Òîãäà ϕ̃(t) ∈ Q0,r−p+1−λ(Ω,M) ïðè q = p−1; ϕ̃(t) ∈ Qq+1−p,r−q−2+λ(Ω,M)
ïðè p ≤ q < r è ϕ̃(t) ∈ W r−p(M) ïðè q = r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(t) ∈ Ŵ r
q (1), r ≥ p, p − 1 ≤ q ≤ r.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà, èìååì

ϕ̃(t) = − 1

p!

1∫
−1

ϕ(p)(τ)dτ

|τ − t|λ
. (3.7)

396



Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âîçíèêøèõ âîçìîæíîñòåé. Ïðåäïîëîæèì âíà-
÷àëå, ÷òî q = p− 1. Òîãäà ïðåäñòàâèì ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî â âèäå

ϕ̃(t) = − 1

p!

1−t∫
−1−t

ϕ(p)(v + t)dv

|v|λ
. (3.8)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ̃(t) èìååò ïðîèçâîäíûå
äî (r − p)-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà 1 ≤ j ≤ r − p
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣djϕ̃(t)

dtj

∣∣∣∣ ≤ M

(d(t,Γ))j−1+λ
, (3.9)

ãäå Γ = {±1} − êîíöû ñåãìåíòà [−1, 1].
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè q = p− 1 ϕ̃(t) ∈ Q0,r−p+1−λ(Ω,M).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà q > p− 1. Èç ðàâåíñòâà (3.8) ñëåäóåò, ÷òî

ôóíêöèÿ ϕ̃(t) èìååò ïðîèçâîäíûå äî (q+1−p)-ãî ïîðÿäêà, îãðàíè÷åííûå
ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîéM è ïðîèçâîäíûå (q+1−p+j)-ãî ïîðÿäêà, óäîâëå-

òâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó
∣∣∣dvϕ̃(t)

dtv

∣∣∣ ≤M/(d(t,Γ))j−1+λ, ãäå v = q + 1− p+ j,

j = 1, 2, . . . , r−q−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̃(t) ∈ ∈ Qq+1−p,r−q−2+λ(Ω,M). Àíà-
ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè q = r ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-
íèå ϕ̃(t) ∈ W r−p(M).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ
îäíîìåðíûõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå îïèøåì ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ îäíîìåðíûõ ñî-
ïðÿæåííûõ ôóíêöèé. Â ðàçä. 3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ϕ(t) ∈
∈ Ŵ r

qHα(M), q ≥ p, òî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó
ôóíêöèé Q̄1

q+1−p,r−q(Ω,M), Ω = [−A,A].
Â ãëàâå II âû÷èñëåíû ïîïåðå÷íèêè Êîëìîãîðîâà è Áàáåíêî äëÿ êëàñ-

ñîâ ôóíêöèé Q̄u
r,γ(Ω,M), Qu

r,γ(Ω,M) è ïîñòðîåíû ëîêàëüíûå ñïëàéíû,
ïîãðåøíîñòü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíàìè ïîïåðå÷íèêîâ.

Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî

δn(Q̄
1
q+1−p,r−q(Ω,M)) � dn(Q̄

1
q+1−p,r−q(Ω,M), C) � n−(r+1−p). (4.1)

Ïîñòðîèì ëîêàëüíûé ñïëàéí íà êëàññå ôóíêöèéQ
1
q−p,r−q(Ω,M), èìå-

þùèé ïîãðåøíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ ïðàâîé ÷àñòüþ ôîðìóëû (4.1).
Ðàçîáüåì ñåãìåíò [−A,A] íà 2N ÷àñòåé òî÷êàìè tk = −A+A(k/N)v,

τk = A− A(k/N)v, k = 0, 1, . . . , N, v = (r + 1− p)/(q + 1− p).
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×åðåç ∆k, ∆∗k îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ñåãìåíòû ∆k = [tk, tk+1],
∆∗k = [τk+1, τk], k = 0, 1, . . . , N − 1.

Â ñåãìåíòàõ ∆0 è ∆∗0 ðàçìåñòèì ñåãìåíòû ∆0,j = [t0,j, t0,j+1]
è ∆∗0,j = [τ0,j+1, τ0,j], j = 0, 1, . . . ,M, M = dlnNe, ãäå t0,j = −1 + h0j/M,
τ0,j = 1− h0j/M, j = 0, 1, . . . ,M, h0 = |t1 − t0| = |τ1 − τ0|.

Â ñåãìåíòå ∆k àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ ϕ̃(x) èíòåðïîëÿöèîííûì
ïîëèíîìîì Pr(ϕ̃,∆k), k = 1, . . . , N − 1, ñòåïåíè (r − 1), ïîñòðîåííûì
ïî óçëàì ζ ′l , l = 1, 2, . . . , r, ÿâëÿþùèìñÿ îáðàçàìè óçëîâ ζ1, . . . , ζr ïîëè-
íîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè r, ïîëó÷åííûõ ïðè îòîáðàæåíèè
ñåãìåíòà [−1, 1] íà ñåãìåíò ∆k.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ïîëèíîìû Pr(ϕ̃,∆0,j), Pr(ϕ̃,∆
∗
0,j),

j = 0, 1, . . . ,M − 1, Ps(ϕ̃,∆
∗
k), k = 1, 2, . . . , N − 1.

Çàìå÷àíèå. Óçëû ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà âûáðàíû ïî-
òîìó, ÷òî îíè îáëàäàþò ñàìîé ìàëîé ïî ïîðÿäêó êîíñòàíòîé Ëåáåãà.

Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Pr(ϕ̃,∆k), Pr(ϕ̃,∆
∗
k), k = 1, . . . ,

N−1, Pr(ϕ̃,∆0,j), Pr(ϕ̃,∆
∗
0,j), j = 0, 1, . . . ,M−1, îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̃n(x),

n = 2(N − 1 +M).
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â ãëàâå II, ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ‖ϕ̃(x)− ϕ̃n(x)‖C[−1,1] ≤ cn−(r+1−p).

5. Îïòèìàëüíûé ìåòîä òðàíñôîðìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

Â ðàçä. 2 áûëà ïîñòðîåíà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ òðàíñ-
ôîðìàöèé âèäà

A∫
−A

ϕ(τ)

(τ − t)2
dτ

íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ t′k = (tk + tk+1)/2, k = 0, 1, . . . , N − 1,
tk = −A+ 2kA/N, k = 0, 1, . . . , N.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òðàíñ-
ôîðìàöèé

ϕ̃(t) = J1ϕ =

A∫
−A

ϕ(τ)

(τ − t)p
dτ, p = 2, 3, (5.1)

íóæíî ôóíêöèþ ϕ̃(t) ∈ Q̄1
q+1−p,r−q([−A,A],M) èíòåðïîëèðîâàòü â óçëàõ

t′k = (tk+tk+1)/2, τ
′
k = (τk+1+τk)/2, k = 0, 1, . . . , N−1, tk = −A+A

(
k
N

)v
,

τk = A− A
(
k
N

)v
, k = 0, 1, . . . , N, v = (r + 1− p)/r. Òàêèì îáðàçîì, âîç-

íèêàåò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû-
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÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà (5.1) íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ t′k, τ
′
k,

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîïðÿæåí-

íûõ ôóíêöèé ϕ̃(t) íà ñåãìåíòå [−A,A] íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ̃(t) ∈
∈ C[−A,A] è èìåëà îïðåäåëåííóþ ãëàäêîñòü íà ñåãìåíòå [−A,A].

Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî åñëè ϕ(t) ∈ W r(1), òî ñîïðÿæåííàÿ
ôóíêöèÿ ϕ̃(t) èìååò îñîáåííîñòü ïîðÿäêà (p − 1) íà êîíöàõ ñåãìåíòà
[−A,A], à ïðè ϕ(t) ∈ Ŵ r

q (1), p − 1 ≤ q ≤ r − 2, ñîïðÿæåííàÿ ôóíê-
öèÿ ϕ̃(t) ∈ Q̄1

q+1−p,r−q([−A,A],M). Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî ïðå-
îáðàçîâàòü èíòåãðàë (5.1). Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ϕ(t) â âèäå ϕ(t) =
= ϕ1(t) + ϕ2(t), ãäå ϕ2(t) − ïîëèíîì ïîðÿäêà 2(q + 1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèÿì

ϕ
(v)
2 (±A) = 0, v = 0, 1, . . . , q.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëèíîìîâ çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Áóäåì èñêàòü ïîëèíîì ϕ2(t) â âèäå ϕ2(t) = a0 +a1t+ · · ·+
+ a2q+1t

2q+1, êîýôôèöèåíòû ak, k = 0, 1, . . . , 2q + 1, êîòîðîãî îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

a0 + a1A+ · · ·+ a2q+1A
2q+1 = ϕ(A),

a0 − a1A+ · · ·+ a2q+1(−1)2q+1(A)2q+1 = ϕ(−A),

· · ·
q!aq + (q + 1)!aq+1A+ · · ·+ (2q + 1)2q · · · (q + 1)a2q+1A

q−1 = ϕ(q+1)(A),

q!aq−(q+1)!aq+1A+· · ·+(−1)q+1(2q+1)2q · · · (q+1)a2q+1A
q+1 = ϕ(q+1)(−A).

Âòîðîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëè-
íîìà Ôåéåðà [140].

Â ïðèëîæåíèÿõ íàèáîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ òðåòèé ñïîñîá, çàêëþ-
÷àþùèéñÿ â ïðèìåíåíèè èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà − Ýð-
ìèòà. Ïðèâåäåì ýòó ôîðìóëó â ÿâíîì âèäå. Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì
Ëàãðàíæà − Ýðìèòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí âûðàæåíèåì

Ln,r(f, [a, b], t) = (t− a)r(b− tr)
n∑
k=1

Ψn,k(t)
f(tk)

(tk − a)r(b− tk)r
+

+(t− a)rTn(t)
r−1∑
j=0

(t− b)j

j!

[
f(t)

(t− a)rTn(t)

](j)

t=b

+

+(b− t)rTn(t)
r−1∑
j=0

(t− a)j

j!

[
f(t)

(b− t)rTn(t)

](j)

t=a

,

399



ãäå Tn(t) − ïîëèíîì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, îòîáðàæåííûé ñ ñåãìåíòà
[−1, 1] íà ñåãìåíò [a, b]; Ψn,k(t) − ôóíäàìåíòàëüíûå ïîëèíîìû Ëàãðàíæà
ïî óçëàì tk, k = 1, 2, . . . , n.

Èçâåñòíû [264] ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè èíòåðïîëÿöè-
îííûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà − Ýðìèòà:

f(t)− Ln,r(f, [a, b], t) =
(t− a)r−1

(r − 1)!

(
f (r−1)(Θ)− L(r−1)

n,r (f, [a, b],Θ)
)
,

ãäå a < Θ < t− a;

|f(t)− Ln,r(f, [a, b], t)| =
(b− t)r−1

(r − 1)!

(
f (r−1)(Θ)− L(r−1)

n,r (f, [a, b],Θ)
)
,

ãäå b− t < Θ < b.
Ïðåäñòàâèì ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë (5.1) â âèäå

ϕ̃(t) =

A∫
−A

ϕ1(τ)dτ

(τ − t)p
+

A∫
−A

ϕ2(τ)dτ

(τ − t)p
. (5.2)

Âòîðîé èíòåãðàë â ôîðìóëå (5.2) ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì. Ïîýòîìó íåîá-
õîäèìî ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

ϕ̃1(t) =

A∫
−A

ϕ1(τ)dτ

(τ − t)p
, ϕ1(τ) ∈ Ŵ r

q (M),

íà ñåòêå óçëîâ t′k = (tk + tk+1)/2, τ
′
k = (τk+1 + τk)/2, k = 0, 1, . . . , N − 1,

tk = −1 + (k/N)v, τk = 1 − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N. Çäåñü v − ïîëîæè-
òåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå çíà÷åíèÿìè r, p è q. Ïóñòü
∆1
k = [tk, tk+1], ∆2

k = [τk+1, τk], k = 0, 1, . . . , N − 1. Â êàæäîì ñåãìåíòå
∆i
k, i = 1, 2, k = 0, 1, . . . , N−1, ôóíêöèþ ϕ1(t) àïïðîêñèìèðóåì èíòåðïî-

ëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Pr(ϕ1,∆
i
k), ïîñòðîåííûì ïî r óçëàì (â êà÷åñòâå

óçëîâ èíòåðïîëÿöèè ìîæíî âçÿòü ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû èëè óçëû îð-
òîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ). Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ ïîëèíîìîâ è
àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèþ ϕ1(t) íà ñåãìåíòå [−A,A], îáîçíà÷èì ÷åðåç

ϕ1,N(t). Èíòåãðàë
A∫
−A

ϕ1(τ)dτ
(τ−t)p â òî÷êå t′j áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êâàäðàòóðíûì

ôîðìóëàì, îïèñàííûì íèæå.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ Ŵ r

q (1), ãäå p − 1 ≤ q ≤ r − 2. Ïðè p = 2
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà îò ôóíêöèè ϕ1(t) ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (2.8).
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Ïóñòü p = 2, 3, . . . Ïîêðîåì ñåãìåíò [−A,A] áîëåå ìåëêèìè ñåã-
ìåíòàìè ∆k = [vk, vk+1], k = 0, 1, . . . ,M − 1, ãäå vk = −A + 2kA/M,
k = 0, 1, . . . ,M. Â êàæäîì ñåãìåíòå ∆k, k = 0, 1, . . . ,M − 1, ôóíêöèþ
ϕ1(t) àïïðîêñèìèðóåì èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Lr+1(u1,∆k), ïî-
ñòðîåííûì ïî r + 1 ðàâíîîòñòîÿùåìó óçëó.

Ïóñòü t ∈ [vj, vj+1], j = 0, 1, . . . ,M − 1. Èíòåãðàë
A∫
−A

ϕ1(τ)dτ
(τ−t)p áóäåì

âû÷èñëÿòü ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå

A∫
−A

ϕ1(τ)dτ

(τ − t)p
=

∫
∆∗j

L3r(ϕ1,∆
∗
j)dτ

(τ − t)p
+

M−1∑
k=0,k 6=j−1,j,j+1

∫
∆k

Lr+1(ϕ1,∆k)

(τ − t)p
dτ+

+RM(ϕ1), (5.3)

ãäå ∆∗j = [vj−1, vj+1]
⋂

[−A,A].
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ðàçä. 2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

|RM(ϕ)| ≤ cM−(r−p+1).

Òàê êàê ïîãðåøíîñòü ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, ïîñòðîåííîãî â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, ðàâíà cN−(r+1−p), ãäå N − ÷èñëî óçëîâ ñïëàéíà, òî íóæ-
íî ñîãëàñîâàòü çíà÷åíèÿ N è M ñ òåì, ÷òîáû ïîãðåøíîñòè ëîêàëüíîãî
ñïëàéíà è êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñîâïàäàëè. Î÷åâèäíî, íóæíî ïîëî-
æèòü M � N. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ñîãëàñîâàíèÿ çíà÷åíèé N è M íóæíî
âû÷èñëèòü êîíñòàíòû â îöåíêàõ ïîãðåøíîñòåé êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è
ñïëàéíîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îäíîìåð-
íûõ òðàíñôîðìàöèé, èìåþùèé íà ñåãìåíòå [−A,A] ïîãðåøíîñòü â ðàâ-
íîìåðíîé ìåòðèêå, ðàâíóþ cM−(r−p+1), ãäå M − ÷èñëî çíà÷åíèé ïðåîá-
ðàçóåìîé ôóíêöèè ϕ(t), èñïîëüçóåìîå ïðè ïîñòðîåíèè òðàíñôîðìàíòû.

Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (5.3) íà ïðàêòèêå ìîæåò
îêàçàòüñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (5.3) ê âèäó, áîëåå
óäîáíîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Êàæäûé èç ïîëèíîìîâ L3r(ϕ1,∆
∗
j), Lr+1(ϕ1,∆

∗
j) ïðåäñòàâèì â âèäå

ñóììû äâóõ ôóíêöèé:

L3r(ϕ1,∆
∗
j)(τ) = Tp(L3r(ϕ1,∆

∗
j), t) + ψ3r(τ,∆

∗
j , t),

Lr+1(ϕ1,∆k)(τ) = Tp(Lr+1(ϕ1,∆k), t) + ψr(τ,∆k, t),

ãäå Tp(L3r(ϕ1,∆
∗
j), t) − îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

L3r(ϕ1,∆
∗
j) ïî ñòåïåíÿì (τ − t) äî p-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Àíàëî-

ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è ïîëèíîì Tp(Lr+1(ϕ1,∆k), t).
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Êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (5.3) ïðåîáðàçóåì ê ñëåäóþùåìó âèäó:

A∫
−A

ϕ1(τ)dτ

(τ − t)p
=

∫
∆∗j

Tp(L3r(ϕ1,∆
∗
j), t)dτ

(τ − t)p
+

+
M−1∑

k=0,k 6=j−1,j,j+1

∫
∆k

Tp(Lr+1(ϕ1,∆k), t)

(τ − t)p
dτ +

∫
∆∗j

P3r

[
ψ3r(τ,∆

∗
j , t)

(τ − t)p
,∆∗j

]
dτ+

+
M−1∑

k=0,k 6=j−1,j,j+1

∫
∆k

Pr

[
ψr(τ,∆k, t)

(τ − t)p
,∆k

]
dτ +RM(ϕ1), (5.4)

ãäå Pr[f,∆k] − îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ôóíêöèè f íà èíòåðïîëÿöèîí-
íûé ïîëèíîì ñòåïåíè (r − 1), ïîñòðîåííûé ïî óçëàì ζ ′1, . . . , ζ

′
r, ïîëó÷åí-

íûì èç êîðíåé ζ1, . . . , ζr ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçî-
âàíèè ñåãìåíòà [−1, 1] íà ∆k.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàë∫
∆k

Pr

[
ψr(τ,∆k, t)

(τ − t)p
,∆k

]
dτ

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé Ãàóññà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïåðâûå
äâà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (5.4) ÿâëÿþòñÿ òàáëè÷íûìè.

Ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (5.4) ñîâïàäàåò ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (5.3), òàê êàê ôîðìóëà (5.4) ïîëó÷åíà èç
(5.3) òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

6. Òðàíñôîðìàöèè ìíîãîìåðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â ãåîôèçè÷åñêîé ïðàêòèêå íàèáîëåå ÷à-
ñòî âñòðå÷àþòñÿ òðàíñôîðìàöèè âèäà

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)3/2
. (6.1)

Èíòåãðàë (6.1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåí-
íîé îñîáåííîñòüþ. Åãî ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ 6.11,
ïðèâåäåííîìó â ðàçä. 6 ãëàâû I.

Òàê êàê àíîìàëüíîå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå îïðåäåëåíî â ôèíèòíîé îá-
ëàñòè Ω = [−A,A]2, òî âìåñòî òðàíñôîðìàöèé âèäà (6.1) åñòåñòâåííî
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ðàññìàòðèâàòü òðàíñôîðìàöèè âèäà
A∫

−A

A∫
−A

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)3/2
, (t1, t2) ∈ Ω. (6.2)

Òðàíñôîðìàöèÿ (6.2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òðàíñôîðìàöèé

ϕ̃(t1, t2) = Jϕ =

A∫
−A

A∫
−A

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
, p = 3, 4, . . . (6.3)

è

Iϕ =

A∫
−A

A∫
−A

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p+λ
, p = 1, 2, . . . , 0 < λ < 1, (6.4)

ãäå (t1, t2) ∈ Ω.
Ïîñòðîèì îïòèìàëüíóþ ïî ïîðÿäêó êóáàòóðíóþ ôîðìóëó âû÷èñëå-

íèÿ òðàíñôîðìàöèé (6.3) (òðàíñôîðìàöèè (6.4) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷-
íî). Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì A = 1, Ω = [−1, 1]2. Ïóñòü
ϕ ∈ Cr

2(Ω). Ïîêðîåì îáëàñòü Ω êâàäðàòàìè ∆kl = [xk, xk+1;xl, xl+1],
k, l = 0, 1, . . . , N − 1, xk = −1 + 2k/N, k = 0, 1, . . . , N. Ââåäåì óçëû
xik = xk + i(xk+1 − xk)/r, i = 0, 1, . . . , r, k = 0, 1, . . . , N − 1. Ïî óçëàì xik,

i = 0, 1, . . . , r, íà ñåãìåíòå [xk, xk+1] ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëè-
íîì Ëàãðàíæà r-ãî ïîðÿäêà Lr(ϕ, [xk, xk+1]), k = 0, 1, . . . , N − 1.

×åðåç Lrr(ϕ,∆kl) îáîçíà÷èì ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ
ϕ(t1, t2) â êâàäðàòå ∆kl ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ïåðåìåííûì t1 è t2. Äåéñòâèå
îïåðàòîðà Lrr(ϕ,∆kl) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

Lrr(ϕ,∆kl) = Lt1r (Lt2r (ϕ(t1, t2), [xl, xl+1]), [xk, xk+1]),

ãäå ÷åðåç Lt2r (ϕ(t1, t2), [xl, xl+1]) îáîçíà÷åí ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé
ôóíêöèþ ϕ(t1, t2) ïî ïåðåìåííîé t2 â ñåãìåíòå [xl, xl+1], à ÷åðåç
Lt1r (Lt2r (ϕ(t1, t2), [xl, xl+1]), [xk, xk+1]) îáîçíà÷åí ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþ-
ùèé ôóíêöèþ Lt2r (ϕ(t1, t2), [xl, xl+1]) ïî ïåðåìåííîé t1 â ñåãìåíòå [xk, xk+1].

Çàìå÷àíèå. Çäåñü èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû îáîçíà÷àþòñÿ ñèì-
âîëîì L äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îíè ñòðîÿòñÿ ïî ðàâíîîòñòî-
ÿùèì óçëàì.

Èíòåãðàë (6.3) áóäåì âû÷èñëÿòü íà êëàññàõ ôóíêöèéW r,r(1) è Cr
2(1).

Ïóñòü (t1, t2) ∈ ∆ij, i, j = 0, 1, . . . , N − 1. Èíòåãðàë (6.1) áóäåì âû-
÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

Hϕ =
N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

′
∫∫
∆kl

Lrr(ϕ,∆kl)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+
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+

∫∫
∆∗ij

Lrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+RN(ϕ), (6.5)

ãäå ∆∗ij = [xi−1, xi+2;xj−1, xj+2];
∑∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî k è l

òàêèì, ÷òî ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðàòîâ ∆kl ñ êâàäðàòîì ∆∗ij ðàâíà íóëþ.
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü Ψ = W r,r(1). Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ êóáàòóðíûõ

ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà (6.1), èñïîëüçóþùèõ O(N 2) óçëîâ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà
(6.5), èìåþùàÿ ïîãðåøíîñòü RN [Ψ] � N−(r+2−p) � n−(r+2−p)/2, ãäå n −
÷èñëî óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (6.5).
Î÷åâèäíî,

|RN(ϕ)| =
N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

′

∣∣∣∣∣∣
∫∫
∆kl

ψrr(ϕ,∆kl)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫
∆∗ij

ψrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

∣∣∣∣∣∣∣ = I1 + I2, (6.6)

ãäå ψrr(ϕ,∆kl) = ϕ(τ1, τ2)−Lrr(ϕ,∆kl), (τ1, τ2) ∈ ∆kl, k, l = 0, 1, . . . , N−1.
Îöåíèì êàæäîå èç âûðàæåíèé I1, I2 â îòäåëüíîñòè.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

I1 ≤
i−2∑
k=0

j−2∑
l=0

1

((xi − xk)2 + (xj − xl)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2+

+
i−2∑
k=0

N−1∑
l=j+2

1

((xi − xk)2 + (xl − xj+1)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2+

+
N−1∑
k=i+2

j−2∑
l=0

1

((xk − xi+1)2 + (xj − xl)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2+

+
N−1∑
k=i+2

N−1∑
l=j+2

1

((xk − xi+1)2 + (xl − xj+1)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2+

+
i+1∑

k=i−1

j−2∑
l=0

1

((xi − xk)2 + (xj − xl)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2+
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+
i+1∑

k=i−1

N−1∑
l=j+2

1

((xi − xk)2 + (xl − xj+1)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2+

+
i−2∑
k=0

j+1∑
l=j−1

1

((xk − xi+1)2 + (xj − xl)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2+

+
N−1∑
k=i+2

j+1∑
l=j−1

1

((xk − xi+1)2 + (xl − xj+1)2)p/2

∫∫
∆kl

|ψrr(ϕ,∆kl)|dτ1dτ2 ≤

≤ c

N r+2

 i−2∑
k=0

j−2∑
l=0

Np

(u1 + u2)p/2
+

i−2∑
k=0

N−1∑
l=j+2

Np

(u1 + u3)p/2
+

+
N−1∑
k=i+2

j−2∑
l=0

Np

(u4 + u2)p/2
+

N−1∑
k=i+2

N−1∑
l=j+2

Np

(u4 + u2)p/2

+

+
c

N r+2

 i+1∑
k=i−1

j−2∑
l=0

Np

(u1 + u2)p/2
+

i+1∑
k=i−1

N−1∑
l=j+2

Np

(u1 + u3)p/2
+

+
i−2∑
k=0

j+1∑
l=j−1

Np

(u4 + u2)p/2
+

N−1∑
k=i+2

j+1∑
l=j−1

Np

(u4 + u2)p/2

 ≤
≤ c

N r+2−p , (6.7)

ãäå u1 = (i− k − 1)2, u2 = (j − l− 1)2, u3 = (l− j − 1)2, u4 = (k − i− 1)2.

Èíòåãðàë I2 ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I2 ≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

∆∗ij\B(t12,δ0)

ψrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

B(t12,δ0)

ψrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

∣∣∣∣∣∣∣ = I21 + I22, (6.8)

ãäå t12 = (t1, t2), δ0 = min(|t1 − xi−1|, |xi+2 − t1|, |t2 − xj−1|, |xj+2 − t2|).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ0 ≥ 2/N, èíòåãðàë I21 îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

I21 ≤ cNp

∫∫
∆∗ij

∣∣ψrr(ϕ,∆∗ij)|dτ1dτ2

∣∣ ≤ c

N r+2−p . (6.9)
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Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà I22 âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè îöåíêå èíòåãðàëà I22 íóæíî îòäåëüíî ðàññìîò-
ðåòü ñëó÷àè, êîãäà p − öåëîå ÷èñëî è êîãäà p − íåöåëîå ÷èñëî.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p − öåëîå ÷èñëî.
Ïðè îöåíêå èíòåãðàëà I22 èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå 6.11 èç ãëàâû I:

I22 =

=

∣∣∣∣∣∣∣limη→0

 ∫∫
B(t12,δ0)\B(t12,η)

ψrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+
B(η)

ηp−2
+ C(η) ln η


∣∣∣∣∣∣∣ .

Äëÿ îöåíêè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
èíòåãðàë ∫∫

B(t12,δ0)\B(t12,η)

ψrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

áåðåòñÿ ïî ÷àñòÿì è ñëàãàåìûå, ñòðåìÿùèåñÿ ê ∞ ïðè η → 0, �îòáðàñû-
âàþòñÿ�.

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êî-
îðäèíàòàì, èìååì

I22 ≤ c

∣∣∣∣ψ∗rr(δ0)

δp−2
0

+
(ψ∗rr)

′(δ0)

δp−3
0

+ · · ·+ (ψ∗rr)
p−3(δ0)

δ0
+ (ψ∗rr)

p−4(δ0)| ln δ0|
∣∣∣∣ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψrr(ϕ,∆∗ij)(ρ,Θ) ôóíêöèþ ψrr(ϕ,∆
∗
ij), çàïèñàííóþ

â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå t12. Òîãäà, êàê íåòðóäíî
âèäåòü,

ψ∗rr(δ0) =

2π∫
0

ψrr(ϕ,∆
∗
ij)(δ0,Θ)dΘ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |ψ∗rr(δ0)| ≤ c
Nr . Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣ψ∗rr(δ0)

δp−2
0

∣∣∣∣ ≤ c

N r−p+2
.

Äëÿ îöåíêè |ψ∗′rr(δ0)| âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì À. À. Ìàðêîâà è
ìåòîäîì Ñ. Í. Áåðíøòåéíà äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíûõ òåîðåì êîíñòðóê-
òèâíîé òåîðèè ôóíêöèé [140]. Â ðåçóëüòàòå èìååì |ψ∗′rr(δ0)| ≤ c/N r−1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, |ψ∗′rr(δ0)|/δp−3

0 ≤ c/N r−p+2.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêó I22 ≤

≤ c/N r−p+2, ñïðàâåäëèâóþ ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ p.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà p − íåöåëîå ÷èñëî, p = k+α > 2.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè I22 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 6.12
èç ãëàâû I. Ïîâòîðÿÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ, èìååì

I22 ≤ c

∣∣∣∣∣ψ∗rr(δ0)

δk+α−2
0

+
ψ∗′rr(δ0)

δk+α−3
0

+ · · ·+ ψ
∗(k−2)
rr (δ0)

δα0
+ ψ∗(k−1)

rr (δ0)δ
1−α
0

∣∣∣∣∣ ≤
≤ c

N r−k−α+2
=

c

N r−p+2
.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ïðè p öåëîì, òàê è ïðè p íåöåëîì

I22 ≤
c

N r−p+2
. (6.10)

Èç îöåíîê (6.5)-(6.10) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|RN(ϕ)| ≤ c

N r+2−p =
c

n(r+2−p)/2 .

Èç ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè ϕ ∈ Ψ èìååì

RN [Ψ] ≤ c

n(r+2−p)/2 . (6.11)

Ñîïîñòàâëÿÿ íåðàâåíñòâî (6.11) ñ ïðèâåäåííûìè â [33] îöåíêàìè
ôóíêöèîíàëîâ ζN [Ψ] äëÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
âèäà (6.1), èñïîëüçóþùèõ O(N 2) óçëîâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, çà-
âåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü Ψ = Cr
2(1). Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ êóáàòóðíûõ

ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà (6.1), èñïîëüçóþùèõ O(N 2) óçëîâ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà
(6.5). Åå ïîãðåøíîñòü ðàâíà

RN [Ψ] � c

n(r+2−p)/2 ,

ãäå n − ÷èñëî óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû è

ïîýòîìó îïóñêàåòñÿ.
Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå êóáàòóðíîé ôîðìóëû (6.5) çàòðóäíè-

òåëüíî è åå ïðèõîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü. Ïîñòðîèì îïòèìàëüíóþ ïî
ïîðÿäêó êóáàòóðíóþ ôîðìóëó, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèìóþ äëÿ ïðî-
ãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Trr(ϕ,∆kl, (t1, t2)) îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè
ϕ ∈ C(∆kl) ïî ñòåïåíÿì (τ1 − t1) è (τ2 − t2) äî r-ãî ïîðÿäêà ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà (t1, t2) íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò îá-
ëàñòè ∆kl.
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Èíòåãðàë (6.1) áóäåì âû÷èñëÿòü ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

Hϕ =
N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

′
∫∫
∆kl

Tr−1,r−1(Lrr(ϕ,∆kl),∆kl, (t1, t2))

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ1dτ2+

+
4∑
v=1

∫∫
∆∗ij,v

Lrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+RN(ϕ), (6.12)

çäåñü (t1, t2) ∈ ∆ij, i, j = 1, 2, . . . , N − 2, ∆∗ij = [xi−1, xi+1;xj−1, xj+1];∑∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî k è l òàêèì, ÷òî ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ
êâàäðàòîâ ∆kl è ∆∗ij ðàâíà íóëþ. Îïèøåì ïîñòðîåíèå îáëàñòåé ∆∗ij,v,
v = 1, 2, 3, 4. Ñîåäèíèì òî÷êó (t1, t2) ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà ∆∗ij îòðåç-
êàìè ïðÿìûõ. Â ðåçóëüòàòå îáëàñòü ∆∗ij îêàæåòñÿ ïîêðûòîé ÷åòûðüìÿ
îáëàñòÿìè ∆∗ij,k, k = 1, 2, 3, 4.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ∫∫
∆∗ij,v

Lrr(ϕ,∆
∗
ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
, (6.13)

v = 1, 2, 3, 4, ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå
(t1, t2).

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (6.13) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Àíàëîãè÷íî, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû (6.12) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (6.12) ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîãðåøíîñòüþ êóáàòóðíîé ôîðìóëû (6.5) è, ñëåäîâàòåëüíî, êó-
áàòóðíàÿ ôîðìóëà (6.12) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè òðàíñôîðìàöèé íåîáõîäèìî âû-
÷èñëèòü èíòåãðàë (6.3) â áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê (t1, t2) ∈ Ω. Äëÿ óìåíü-
øåíèÿ ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x′k òî÷êè x

′
k = (xk +xk+1)/2, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ϕ̃(x′k, x
′
l), k = 0, 1, . . . , N−1, ôóíêöèè ϕ̃(t1, t2), îïðå-

äåëÿåìîé ôîðìóëîé (6.3). Ïî çíà÷åíèÿì ϕ̃(x′k, x
′
l), k, l = 0, 1, . . . , N − 1,

ïîñòðîèì ëîêàëüíûé ñïëàéí. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì N
êðàòíûì r. Ïóñòü N = rn. Ðàçäåëèì îáëàñòü Ω íà êâàäðàòû gkl =
= [vk, vk+1; vl, vl+1], k, l = 0, 1, . . . , n − 1, vk = −1 + 2k

n , k = 0, 1, . . . , n.
Â êàæäîì êâàäðàòå gkl ôóíêöèÿ ϕ̃(t1, t2) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííûì ïîëèíîìîì Lrr(ϕ̃,∆kl) = Lt1r (Lt2r (ϕ̃(t1, t2), [vl, vl+1]), [vk, vk+1]),
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ïîñòðîåííûì ïî óçëàì (x′i, x
′
j), i = rk, rk + 1, . . . , r(k + 1) − 1,

j = rl, rl + 1, . . . , r(l + 1)− 1, k, l = 0, 1, . . . , N − 1.
Èç èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ Lrr(ϕ̃,∆kl), k, l = 0, 1, . . . , N − 1,

ñîñòàâèì ëîêàëüíûé ñïëàéí, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ̃NN(t1, t2). Òî÷-
íîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ϕ(t1, t2) ñïëàéíîì ϕ̃NN(t1, t2) çàâèñèò îò
êëàññà ôóíêöèé, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ ϕ(t1, t2). Îòìåòèì,
÷òî åñëè ôóíêöèÿ ϕ(t1, t2) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå Γ = ∂Ω, òî
íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ϕ̃(t1, t2) âî
âñåé îáëàñòè Ω. Ñïëàéí ϕ̃NN(t1, t2) äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò
òðàíñôîðìàöèþ ϕ̃(t1, t2) òîëüêî â öåíòðå îáëàñòè Ω, à ïî ìåðå ïðèáëè-
æåíèÿ ê ãðàíèöå îáëàñòè òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè çíà÷èòåëüíî óõóäøà-
åòñÿ.

Âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ ðàâíî-
ìåðíîå ïðèáëèæåíèå òðàíñôîðìàöèè ϕ̃(t1, t2) âî âñåé îáëàñòè Ω. Äëÿ ðå-
øåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ãëàäêîñòü ôóíêöèè ϕ̃NN(t1, t2).

7. Ãëàäêîñòü ìíîãîìåðíûõ òðàíñôîðìàöèé

Ïóñòü Ω = [−1, 1]2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

ϕ̃(t1, t2) = (Hϕ)(t1, t2) =

∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
(7.1)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(τ1, τ2) ∈ Cr
2(1), à ïåðåìåííàÿ

t = (t1, t2) ïðîáåãàåò îáëàñòü Ω\Γ, ãäå Γ = ∂Ω − ãðàíèöà îáëàñòè Ω.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ϕ ∈ Cr

2(1), r ≥ p+ 1, p = 2, 3, . . . Òîãäà ϕ̃(t) ∈
∈ L0,r−p,p−2(Ω,M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó E ∈ Ω \ ∂Ω è îöå-
íèì ìîäóëü ôóíêöèè ϕ̃(t), t = (t1, t2). Ñîåäèíèì òî÷êó E îòðåçêàìè
ïðÿìûõ ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà Ω = [A,B,C,D] è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òðåóãîëüíèêè AEB, BEC, CED, DEA. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî îãðàíè-
÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåóãîëüíèêà CED (ðèñ. 7.1).

Ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå E. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç a − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè E äî ïðÿìîé DC. Òîãäà ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûé èíòåãðàë ïî òðåóãîëüíèêó CED ðàâåí

H1ϕ =

= lim
ρ1→0

Θ2∫
Θ1


a

sin Θ∫
ρ1

ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)dρ

ρp−1
− B(Θ, ρ)

ρp−2
− C(Θ, ρ) ln ρ

 dΘ.

(7.2)
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Ðèñ. 7.1

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ρ1 è âû÷èñëèì ïî ÷à-
ñòÿì èíòåãðàë

a
sin Θ∫
ρ1

ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)dρ

ρp−1
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

fp−2(Θ)

ap−2
+
fp−3(Θ)

ap−3
+ · · ·+ f1(Θ)

a
+
gp−2(Θ)

ρp−2
1

+
gp−3(Θ)

ρp−3
1

+ · · ·+ g1(Θ)

ρ1
+f0(Θ),

ãäå fi(Θ), gi(Θ), i = 0, 1, . . . , p− 2, − íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.
Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà è èí-

òåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî Θ, ïîëó÷àåì

Ap−2

ap−2
+ · · ·+ A1

a
+ C1.
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Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì è ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îñòàëü-
íûì òðåóãîëüíèêàì. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë Hϕ îöåíèâàåòñÿ íåðàâåí-
ñòâîì

|Hϕ(t)| ≤ c

(ρ(t,Γ))p−2
, (7.3)

ãäå ρ(t,Γ) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè t äî ãðàíèöû Γ = ∂Ω îáëàñòè Ω.
Äîêàæåì çàêîííîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòå-

ãðàëîâ âèäà ϕ̃(t1, t2) = (Hϕ)(t1, t2) ïî ïàðàìåòðàì t1 è t2 âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ (t1, t2) îáëàñòè Ω.

Ïóñòü (t1, t2) − âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè Ω è ðàññòîÿíèå îò íåå äî
ãðàíèöû Γ = ∂Ω îáëàñòè Ω ðàâíî d(d > 0). Âîçüìåì h (0 < h < d) è
ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

(Hϕ)(t1 + h, t2)− (Hϕ)(t1, t2) =

=

∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − (t1 + h))2 + (τ2 − t2)2)p/2
−
∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
=

=

∫∫
Ω1

ϕ(τ1 + h, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
−
∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
=

=

∫∫
Ω∗

(ϕ(τ1 + h, τ2)− ϕ(τ1, τ2))dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+

+

−1∫
−1−h

1∫
−1

ϕ(τ1 + h, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
−

1∫
1−h

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
,

ãäå Ω1 = [−1− h, 1− h;−1, 1], Ω∗ = [−1, 1− h;−1, 1].
Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé, èìååì

∂(Hϕ)(t1, t2)

∂t1
= lim

h→0

1

h

∫∫
Ω∗

(ϕ(τ1 + h, τ2)− ϕ(τ1, τ2))dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+

+

−1∫
−1−h

1∫
−1

ϕ(τ1 + h, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
−

1∫
1−h

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

 =
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=

∫∫
Ω∗

∂ϕ(τ1, τ2)

∂τ1

dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
−

−
1∫

−1

ϕ(1, τ2)dτ2

((1− t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+

1∫
−1

ϕ(−1, τ2)dτ2

((1 + t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò çàêîííîñòü ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ èíòåãðàëà (Hϕ)(t1, t2) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè Ω.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ̃(t1, t2) äèôôåðåíöèðóåìà (r − 2)
ðàçà.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ, èìååì

∂ϕ̃(t1, t2)

∂t1
=

∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)
∂

∂t1

1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ1dτ2 =

= −
∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)
∂

∂τ1

1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ1dτ2 =

= −
1∫

−1

ϕ(1, τ2)

((1− t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ2 +

1∫
−1

ϕ(−1, τ2)

((1 + t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ2+

+

∫∫
Ω

∂ϕ(τ1, τ2)

∂τ1

dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, èìååì

∂vϕ̃(t1, t2)

∂tv1
= −

1∫
−1

ϕ(1, τ2)
∂v−1

∂tv−1
1

1

((1− t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ2−

−
1∫

−1

∂ϕ(1, τ2)

∂t1

∂v−2

∂tv−2
1

1

((1− t1)2 + (τ2 − t1)2)p/2
dτ2 − · · ·−

−
1∫

−1

∂v−1ϕ(1, τ2)

∂tv−1
1

1

((1− t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ2+

+

1∫
−1

ϕ(−1, τ2)
∂v−1

∂tv−1
1

1

((1 + t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ2+
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+

1∫
−1

∂ϕ(−1, τ2)

∂t1

∂v−2

∂tv−2
1

1

((1 + t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ2 + · · ·+

+

1∫
−1

∂v−1ϕ(−1, τ2)

∂tv−1
1

1

((1 + t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ2+

+

∫∫
Ω

∂vϕ(τ1, τ2)

∂τ v1

dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
. (7.4)

Èññëåäóåì óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè ϕv(τ1, τ2) = ∂vϕ(τ1,τ2)
∂τv1

, äîñòà-
òî÷íûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà.

Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç B(t, R) êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå t è ñ ðàäè-
óñîì R, ãäå R − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè t äî ãðàíèöû îáëàñòè Ω. Î÷åâèäíî,
÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà∫∫

B(t,R)

ϕv(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà∫∫
Ω

ϕv(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
.

Ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, èìååì∫∫
B(t,R)

ϕv(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
=

2π∫
0

R∫
0

ϕ∗v(ρ,Θ)dρdΘ

ρp−1
.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë

R∫
0

ϕ∗v(ρ,Θ)dρ

ρp−1

è âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà, ïðèõî-
äèì ê âûðàæåíèþ, âêëþ÷àþùåìó èíòåãðàë

R∫
0

∂p−1ϕ∗v(ρ,Θ)

∂ρp−1
| ln ρ|dρ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâîâàë, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíê-
öèÿ ∂p−1ϕ∗v(ρ,Θ)

∂ρp−1 óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Äèíè − Ëèïøèöà.
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ ϕ ∈ Cr
2(M) è íå ââåäåíû äîïîëíè-

òåëüíûå óñëîâèÿ íà ãëàäêîñòü ïðîèçâîäíûõ r-ãî ïîðÿäêà, òî äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà (7.4) ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ∗v èìååò
p-þ ïðîèçâîäíóþ. Ïîýòîìó ïàðàìåòðû r, p è v ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
r = p + v, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèþ ϕ̃(t1, t2) ìîæíî äèô-
ôåðåíöèðîâàòü ïî ïåðåìåííîé t1 (r − p) ðàç. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé t2.

Ðåçþìèðóÿ ïðåäûäóùèå âûêëàäêè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôóíê-
öèè ϕ̃(t1, t2), ïðåäñòàâèìûå èíòåãðàëîì (7.1), óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
(7.3) è èìåþò ïðîèçâîäíûå äî (r− p)-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì êàê ìîäóëü ñà-
ìîé ôóíêöèè, òàê è ìîäóëè âñåõ ïðîèçâîäíûõ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè (t1, t2) ê ãðàíèöå îáëàñòè.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ϕ ∈ Cr,q
2 (1), r ≥ p+ 1,

p = 2, 3, . . . , r − 1, òî |ϕ̃(t)| ≤ c
(d(x,Γ))p−q−2 ïðè p > q + 2; |ϕ̃(t)| ≤ c(1 +

+ | ln d(x,Γ)|) ïðè p = q + 2; |ϕ̃(t)| ≤ c ïðè p < q + 2.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíûå

r-ãî ïîðÿäêà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Äèíè − Ëèïøèöà, òî ïðåäûäóùåå
óòâåðæäåíèå ìîæíî óñèëèòü.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü ϕ ∈ Cr
2(Ω,M), p − öåëîå ÷èñëî è ïðîèçâîäíûå

∂rϕ(t1, t2)/∂t
r1
1 ∂t

r2
2 , r1 + r2 = r, ri ≥ 0, i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Äèíè − Ëèïøèöà. Òîãäà ϕ̃(t1, t2) ∈ L0,r−p+1,p−2(Ω,M).
Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü ϕ ∈ Cr,q

2 (1), r ≥ p + 1, q = 0, 1, . . . , r − 1, p −
öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè:∥∥∥∥∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∥∥∥∥
C[Ω]

≤ c

ïðè 0 ≤ |v| ≤ q + 1, p− q + |v| ≤ 2;∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c(1 + | ln d(t,Γ)|), t ∈ Ω\∂Ω,

ïðè 0 ≤ |v| ≤ q + 1, p− q + |v| = 3;∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c
1

(d(t,Γ))p−q+|v|−3
, t ∈ Ω\∂Ω,

ïðè 0 ≤ |v| ≤ q + 1, p− q + |v| ≥ 4;∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c
1

(d(t,Γ))p−q+|v|−2
, t ∈ Ω\∂Ω,

ïðè q + 2 ≤ |v| ≤ r − p+ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îöåíèì âåëè÷èíó |ϕ̃(t1, t2)|. Äëÿ
ýòîãî, òàê æå êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.1, ïðåäñòàâèì èíòåãðàë
(7.1) â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ èíòåãðàëîâ ïî òðåóãîëüíèêàì AEB, BEC,
CED, DEA (ñì. ðèñ. 7.1). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îãðàíè÷èìñÿ èíòåãðàëîì
H1ϕ, ïðåäñòàâëåííûì â âèäå (7.2).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë H1ϕ. Î÷åâèäíî,

a
sin Θ∫
ρ1

ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)dρ

ρp−1
= −ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)

(p− 2)ρp−2

∣∣∣∣ a
sin Θ

ρ1

+

+

a
sin Θ∫
ρ1

∂ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)

∂ρ

dρ

(p− 2)ρp−2
=

= −
ϕ(t1 + a

sin Θ cos Θ, t2 + a)

(p− 2)( a
sin Θ)p−2

+
ϕ(t1 + ρ1 cos Θ1, t2 + ρ1 sin Θ)

(p− 2)ρp−2
1

+

+
1

p− 2

a
sin Θ∫
ρ1

∂ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)

∂ρ

dρ

ρp−2
=

=
1

p− 2

a
sin Θ∫
ρ1

∂ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)

∂ρ

dρ

ρp−2
.

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî óñëîâèå îáðàòèìîñòè ôóíêöèè ϕ â íóëü íà
ãðàíèöå îáëàñòè.

Òàê êàê

∂ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)

∂ρ
=
∂ϕ

∂x
cos Θ +

∂ϕ

∂y
sin Θ,

ýòà ïðîèçâîäíàÿ è ïîñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå äî q-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî îáðàùàþòñÿ â íóëü íà îòðåçêå DC.

Òàêèì îáðàçîì,

H1ϕ = lim
ρ1→0

Θ2∫
Θ1


a

sin Θ∫
ρ1

∂q+1ϕ(t1 + ρ cos Θ, t2 + ρ sin Θ)

∂ρq+1

dρ

ρp−q−2
− B(Θ, ρ)

ρp−q−1
−

−C(Θ, ρ) ln ρ] dΘ.
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Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü òðè âûâîäà:
1) àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ôóíêöèè Hϕ ïðè p ≥ q + 4 îöåíèâàåòñÿ

íåðàâåíñòâîì
|ϕ̃(t)| = |(Hϕ)(t)| ≤ c

(d(t,Γ))p−q−3
;

2) ïðè p = q + 3 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ôóíêöèè ϕ̃(t) îöåíèâàåòñÿ
íåðàâåíñòâîì

|ϕ̃(t)| = |(Hϕ)(t)| ≤ c(1 + | ln(d(t,Γ)|);

3) ïðè p ≤ q + 2 ôóíêöèÿ ϕ̃(t) îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ

|ϕ̃(t)| = |(Hϕ)(t)| ≤ c.

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ ïî t1 îò èíòåãðàëà (7.1). Âîñïîëüçîâàâøèñü
îïðåäåëåíèåì ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà (îïðåäåëåíèå 6.11 èç ãëàâû
I), èìååì

∂ϕ̃(t1, t2)

∂t1
=

∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)
∂

∂t1

(
1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

)
dτ1dτ2 =

= −
∫∫
Ω

ϕ(τ1, τ2)
∂

∂τ1

(
1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

)
dτ1dτ2 =

= − lim
η→0

4∑
i=1

∫∫
∆i

ϕ(τ1, τ2)
∂

∂τ1

(
1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

)
dτ1dτ2, (7.5)

ãäå ∆1 = ABC2D3, ∆2 = B1C2D2C1, ∆3 = D2CDC3, ∆4 = D3A1D1C3,

A1 = (t1 − η, t2 − η), B1 = (t1 + η, t2 − η), C1 = (t1 + η, t2 + η), D1 =
= (t1 − η, t2 + η), E = (t1, t2) (ñì. ðèñ. 7.2).

Òàê êàê îñîáàÿ òî÷êà (t1, t2) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ∆5 = A1B1C1D1,

òî èíòåãðàëû ïî îáëàñòÿì ∆1, ∆2, ∆3, ∆4, ñòîÿùèå â òðåòüåé ñòðî÷êå
ôîðìóëû (7.5), íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ η > 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòè èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ÷àñòÿì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
η > 0.

Ðàññìîòðèì â îòäåëüíîñòè êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (7.5). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî∫∫

∆1

ϕ(τ1, τ2)
∂

∂τ1

(
1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

)
dτ1dτ2 =
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=

t2−η∫
−1

dτ2

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)
∂

∂τ1

(
1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

)
dτ1dτ2 =

= −
∫∫
∆1

∂ϕ(τ1, τ2)

∂τ1

1

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ1dτ2.

-

6

A1 B1

C1D1

A2 B2

C2

D2

·E

A3B3

C3

D3

A B

CD

-1

1
τ2

-1 1τ1

Ðèñ. 7.2

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíîãî
èíòåãðàëà (îïðåäåëåíèå 6.11 èç ãëàâû I), âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû ïî îá-
ëàñòÿì ∆2, ∆3, ∆4.

Òàêèì îáðàçîì,

∂ϕ̃(t1, t2)

∂t1
=

∫∫
Ω

∂ϕ(τ1, τ2)

∂τ1

dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
.
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Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå äî (q + 1)-ãî ïî-
ðÿäêà, èìååì

∂q+1ϕ̃(t1, t2)

∂tq1

1 ∂t
q2

2

=

∫∫
Ω

∂q+1ϕ(τ1, τ2)

∂τ q1

1 ∂τ
q2

2

dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
, (7.6)

ãäå q + 1 = q1 + q2.
Èç ôîðìóëû (7.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè |v| ≤ q + 1

∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

=

∫∫
Ω

∂|v|ϕ(τ1, τ2)

∂τ v1
1 ∂τ

v2
2

dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
. (7.7)

Äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà |v| ïðè |v| > q + 1 âîñïîëüçóåìñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì (7.6), â êîòîðîì äëÿ ïðîñòîòû äàëüíåéøèõ îáîçíà÷åíèé
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäíûå òîëüêî ïî îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà
èç ôîðìóëû (7.6) ñëåäóåò, ÷òî

∂vϕ̃(t1, t2)

∂tv1
=

= −
1∫

−1

∂v−q−2

∂τ v−q−2
1

(
1

((1− t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

)
∂q+1ϕ(t1, τ2)

∂tq+1
1

∣∣∣∣∣∣
t1=1

dτ2 − · · ·−

−
1∫

−1

1

((1− t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
∂v−1ϕ(t1, τ2)

∂tv−1
1

∣∣∣∣∣∣
t1=1

dτ2+

+

1∫
−1

∂v−q−2

∂tv−q−2
1

(
1

((1 + t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

)
∂q+1ϕ(t1, τ2)

∂tq+1
1

∣∣∣∣∣∣
t1=−1

dτ2 + · · ·+

+

1∫
−1

1

((1 + t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
∂v−1ϕ(t1, τ2)

∂tv−1
1

∣∣∣∣∣∣
t1=−1

dτ2+

+

1∫
−1

1∫
−1

∂vϕ(τ1, τ2)

∂τ v1

dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
. (7.8)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà â ðàâåíñòâå (7.8) äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ r− v ≥ p− 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíî
âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ äî (r − p+ 1)-ãî ïîðÿäêà.
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Îöåíèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ôóíêöèè ∂|v|ϕ̃(t1,t2)

∂t
v1
1 ∂t

v2
2

ïðè q + 1 < |v| ≤
≤ r − p+ 1. Èç ôîðìóëû (7.8) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c

(d(t,Γ))p+|v|−q−2

ïðè q + 2 ≤ |v| ≤ r − p+ 1.
Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7.8), ìîæíî, êàê è èí-

òåãðàë Hϕ, ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ èíòåãðàëîâ. Ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðàëà Hϕ, ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ïðè |v| ≤ q + 1 è p− q + |v| ≥ 4∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c

(d(t,Γ))p−q+|v|−3
;

ïðè |v| ≤ q + 1 è p− q + |v| = 3∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c(1 + ln d(t,Γ)|);

ïðè |v| ≤ q + 1 è p− q + |v| ≤ 2∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c;

ïðè q + 2 ≤ |v| ≤ r − p+ 1∣∣∣∣∂|v|ϕ̃(t1, t2)

∂tv1
1 ∂t

v2
2

∣∣∣∣ ≤ c

(d(t,Γ))p−q+|v|−2
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

8. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé,
ïðåäñòàâèìûõ ìíîãîìåðíûìè ãèïåðñèíãóëÿðíûìè

èíòåãðàëàìè

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ
òðàíñôîðìàöèé, ïðåäñòàâèìûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè âèäà

ϕ̃(t1, t2) =

1∫
−1

1∫
−1

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
, ϕ(τ1, τ2) ∈ Ψ. (8.1)

Â êà÷åñòâå êëàññà ôóíêöèé Ψ â ýòîì ðàçäåëå áåðóòñÿ ìíîæåñòâà
ôóíêöèé W s1,s2(M), Ŵ s1,s2

q (M), Cs
2(M), Cs,q

2 (M).
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Äâóìåðíûå ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
ðàäè êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé è îïèñàíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðà-
âåäëèâû è äëÿ òðàíñôîðìàöèé, ïðåäñòàâèìûõ ìíîãîìåðíûìè ãèïåðñèí-
ãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Îïòèìàëüíûå ìå-
òîäû ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íà êëàññàõ Qu

r,γ(Ω, 1),
Q̄u
r,γ(Ω, 1) ðàññìîòðåíû â ãëàâå II.

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ̃(t1, t2), ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà ôóíê-
öèé Ψ ïðè îòîáðàæåíèè (8.1), îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ̃.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëà èññëåäîâàíà ãëàäêîñòü ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé ϕ̃(t1, t2) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ϕ(t1, t2) ∈ W s1,s2(M), Ŵ s1,s2

q (M),
Cs

2(M), Cs,q
2 (M).

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ϕ ∈ W s1,s2(M) è ϕ ∈ Cs
2(M) ôóíêöèè

ϕ̃(t1, t2) ïðèíàäëåæàò êëàññó L0,s,γ(Ω,M) è èõ ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C íåâîçìîæíà.

Â ñëó÷àå, åñëè ϕ(t1, t2) ∈ Ŵ s1,s2
q (M) èëè ϕ(t1, t2) ∈ Cs,q

2 (M), òî, êàê
ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ôóíêöèÿ ϕ̃(t1, t2) ∈ Qr,γ(Ω,M).
Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíà ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ϕ̃(t1, t2)
â îáëàñòè Ω.

Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé ñîñòîèò
èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.

Âíà÷àëå îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû r, γ êëàññà ôóíêöèé Qr,γ(Ω,M),
ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ϕ̃(t1, t2). Ïîñëå òîãî êàê
îïðåäåëåí êëàññ ôóíêöèé Qr,γ(Ω,M), ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè
ϕ̃(t1, t2), íàõîäÿòñÿ óçëû ëîêàëüíîãî ñïëàéíà, îñóùåñòâëÿþùåãî íàèëó÷-
øóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèé èç êëàññà Qr,γ(Ω,M). Âçÿâ óçëû ëîêàëü-
íîãî ñïëàéíà â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ (t1, t2) ïî îïòèìàëüíûì êóáàòóð-
íûì ôîðìóëàì, ïîñòðîåííûì â äàííîé ãëàâå, âû÷èñëÿåì ãèïåðñèíãóëÿð-
íûå èíòåãðàëû îò ôóíêöèé ϕ(t1, t2), ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâåííîìó
êëàññó ôóíêöèé Ψ. Çàòåì ïî âû÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì ãèïåðñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëîâ â óçëàõ ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ ñòðîÿòñÿ óæå ñàìè ëîêàëü-
íûå ñïëàéíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ
ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûìè èíòåãðàëàìè
(8.1) ïðè ϕ ∈ Ψ, Ψ ∈ Cs

2,q(M).
Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ñîãëàñîâàíèÿ ÷èñëà óçëîâ, èñïîëüçóåìûõ â

êóáàòóðíîé ôîðìóëå è â ñïëàéíå. Ýòî ñîãëàñîâàíèå çàâèñèò îò êëàññà
ôóíêöèé Ψ, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ϕ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ∈ Ψ = Cs,q
2 (1), q ≥ p− 1.

Â ðàçä. 6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà ýòîì êëàññå ôóíêöèé âåëè÷èíà ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ ïî îïòèìàëüíûì
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êóáàòóðíûì ôîðìóëàì ðàâíà RN [Ψ] � N−(s+2−p) � n−(s+2−p)/2, ãäå n −
÷èñëî óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû.

Â ðàçä. 7 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ϕ ∈ Cs,q
2 (1), òî ôóíêöèÿ ϕ̃ ∈ Ψ̃,

ãäå Ψ̃ = Qr,γ(Ω,M) ïðè p − 1 ≤ q < r − 1 è Ψ̃ = Cs−p+1
2 ïðè q = r − 1.

Ïàðàìåòðû r è γ çàâèñÿò îò âåëè÷èí p, q, s. Ýòà çàâèñèìîñòü âûðàæåíà
òåîðåìîé 7.3. Â ñëó÷àå, åñëè Ψ̃ = Qu

r,γ(Ω,M) èëè Ψ̃ = Q
1
r,γ(Ω,M), òî ïî-

ãðåøíîñòü ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèè ϕ̃(t1, t2),
îöåíåíà â ãëàâå II. Äëÿ ϕ ∈ Cr

2(M) ïîïåðå÷íèêè Áàáåíêî è Êîëìîãîðîâà
âû÷èñëåíû â [206].

Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü èñïîëüçóåìûõ â ìå-
òîäå êóáàòóðíûõ ôîðìóë è ñïëàéíîâ áûëà ñîãëàñîâàíà ñ âåëè÷èíîé ε,
ñ êîòîðîé òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ. Òîãäà ÷èñëî
óçëîâ êóáàòóðíîé ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà ε

2 = λRN [Ψ], à
÷èñëî óçëîâ ëîêàëüíîãî ñïëàéíà − èç ðàâåíñòâà ε

2 = γ(Ψ̃, C), ãäå λ −
êîíñòàíòà Ëåáåãà ïîëèíîìîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíîãî
ñïëàéíà; γ(Ψ̃, C)− ïîãðåøíîñòü ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ íà êëàññå ôóíêöèé
Ψ̃ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C. Ñëàãàåìîå λRN [Ψ] âîçíèêàåò èç-çà òîãî,
÷òî çíà÷åíèÿ ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè ψ̃(t1, t2) çàäàíû íå òî÷íî, à âû÷èñ-
ëåíû ïî îïòèìàëüíûì êóáàòóðíûì ôîðìóëàì, èìåþùèì ïîãðåøíîñòü
RN [Ψ].

Òîãäà ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé ϕ̃(t1, t2) ∈ Ψ̃
ðàâíà ε = γ(Ψ̃, C) + λRN [Ψ].

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñ-
ëåíèé òðàíñôîðìàöèé âèäà (8.1), èìåþùèõ ðàâíîìåðíóþ ïî-
ãðåøíîñòü â îáëàñòè Ω = [−1, 1]2, âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ ϕ̃(t1, t2) ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ ôóíêöèé:
Qr,γ(Ω,M), Q̄u

r,γ(Ω,M), Qu
r,γ(Ω,M), Br,γ(Ω,M), B̄u

r,γ(Ω,M), Bu
r,γ(Ω,M),

B̃u
0,α,γ(Ω,M), M = const.

Èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì, ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ̃(t1, t2) ïðèíàäëåæàëà îäíîìó èç ýòèõ
êëàññîâ, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ(t1, t2) îáðàùàëàñü â íóëü ñ ïðîèç-
âîäíûìè äî (p−1)-ãî ïîðÿäêà (è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ) âêëþ÷èòåëüíî
â òî÷êàõ (±1,±1).

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë (8.1) ê âèäó

ϕ̃(t) =

1∫
−1

1∫
−1

ϕ1(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+
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+

1∫
−1

1∫
−1

ϕ2(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
, (8.2)

ãäå ϕ(t1, t2) ∈ Cr
2 , ϕ1(t1, t2) = ϕ(t1, t2)− ϕ2(t1, t2), ϕ2(t1, t2) − èíòåðïîëÿ-

öèîííûé ïîëèíîì, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè íå íèæå (p − 1)-ãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ (±1,±1). Â êà÷åñòâå òàêîãî
ïîëèíîìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ýðìèòà.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (8.2) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-
åé, ïðèíàäëåæàùåé (â çàâèñèìîñòè îò ñî÷åòàíèé êîíñòàíò r, p, q) îäíî-
ìó èç êëàññîâ ôóíêöèé Qr,γ(Ω,M), Q̄u

r,γ(Ω,M), Qu
r,γ(Ω,M), Br,γ(Ω,M),

B̄u
r,γ(Ω,M), Bu

r,γ(Ω,M), B̃u
0,α,γ(Ω,M), M = const, âòîðîé èíòåãðàë ÿâëÿ-

åòñÿ òàáëè÷íûì.

9. Êóáàòóðíûå ôîðìóëû íà õàîòè÷åñêèõ ñåòêàõ
è èõ ïðèìåíåíèå ê ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì
òðàíñôîðìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Â ðàçä. 1 áûëî ïðîöèòèðîâàíî çàìå÷àíèå èç ìîíîãðàôèè [96] îá îñ-
íîâíûõ íåäîñòàòêàõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ òðàíñôîðìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé:

à) èçâåñòíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïî ðàâíîìåðíûì ñåòêàì;

á) îòñóòñòâóþò ñïîñîáû ó÷åòà öåíòðàëüíîé çîíû òðàíñôîðìàöèè,
ò.å. çîíû, â êîòîðîé èíòåãðàë íå áåðåòñÿ íè â ñìûñëå Ðèìàíà, íè â ñìûñëå
Ëåáåãà;

â) îòñóòñòâóþò îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû.
Â äàííîì ðàçäåëå ñòðîÿòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû, ñâîáîäíûå îò

ïåðâîãî íåäîñòàòêà.
Òàê êàê âû÷èñëåíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è òðàíñôîðìàöèé

ïî íåðàâíîìåðíûì ñåòêàì ÿâëÿåòñÿ, ñêîðåå, ïðàâèëîì, íåæåëè èñêëþ÷å-
íèåì â ãðàâèìåòðèè, òî â äàííîì ðàçäåëå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íà íåðàâíîìåðíûõ (õàîòè÷åñêèõ) ñåòêàõ èíòåãðàëîâ
Ðèìàíà, ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè è ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ. Ïðè ýòîì îïèñàíû àëãîðèòìû è äàíû îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæåí è äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòî-
äîâ âû÷èñëåíèé íà õàîòè÷åñêèõ ñåòêàõ: ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöè-
îííûé ïîëèíîì íà õàîòè÷åñêîé ñåòêå, çàòåì âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé
èíòåãðàë îò ýòîãî ïîëèíîìà. Ýòîò ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìåíåå ýôôåê-
òèâíûì, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà
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ïî õàîòè÷åñêîé ñåòêå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïðîöåäóðîé, à âî-âòîðûõ, îöåíêè
ïîäîáíîé èíòåðïîëÿöèè ïîëó÷åíû ïðè äîñòàòî÷íî æåñòêèõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ íà ðàçáðîñ óçëîâ â õàîòè÷åñêîé ñåòêå [135].

9.1. Êóáàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññàõ ôóíêöèé Ãåëüäåðà

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ (áåç îñîáåííî-
ñòåé) èíòåãðàëîâ Ðèìàíà íà êëàññàõ ôóíêöèé Ãåëüäåðà.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåðíûå èíòå-
ãðàëû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà òðåõìåðíûå èíòå-
ãðàëû.

Ïóñòü N − íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(Jf)(t, s) =

b∫
a

d∫
c

f(x, y)dxdy,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà N çíà÷åíèÿìè f(xk, yk),
k = 1, 2, . . . , N, â ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàäàííûõ òî÷êàõ (xk, yk),
k = 1, 2, . . . , N ; (xk, yk), (t, s) ∈ [a, b; c, d].

Èíòåãðàë Jf âû÷èñëÿåòñÿ ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âèäà

(Jf)(t, s) =
N∑
k=0

pkf(xk, yk) +RN(f, pk, (xk, yk), (t, s)) (9.1)

èëè ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âèäà

Jf =
N∑
k=1

M∑
l=1

pklf(xk, yl) +RNM(f, pkl, (xk, yl), (t, s)). (9.2)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ NM çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x, y).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâóìåðíûõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà ïî êóáàòóðíûì ôîð-

ìóëàì (9.1), (9.2) íà êëàññàõ ôóíêöèé Ãåëüäåðà ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå
[141] êóáàòóðíûå ôîðìóëû.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èíòåãðàëó Jf êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

Jf = 4hq
N∑
k=1

M∑
l=1

f(t∗k, τ
∗
l ) +RNM(f), (9.3)

ãäå t∗k = a + (2k − 1)h, k = 1, . . . , N, τl = c + (2l − 1)q, l = 1, . . . ,M,
h = (b− a)/2N, q = (d− c)/2M.
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Èçâåñòíî [141], ÷òî íà êëàññå Hα,α(1) êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà (9.3) ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñðåäè âñåâîçìîæíûõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà (9.2)
è åå ïîãðåøíîñòü ðàâíà

RNN(Hα,α(1)) =
(b− a)(d− c)

1 + α

((
b− a
2N

)α
+

(
d− c
2M

)α)
. (9.4)

Îïèøåì òåïåðü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë íà õàîòè÷å-
ñêèõ ñåòêàõ è îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïîñòðîåííîé êóáàòóðíîé ôîðìóëû.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) çàäàíà ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â N1 = NM òî÷-
êàõ (vk, wk), k = 1, 2, . . . , N1, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñïîëîæåííûõ
â îáëàñòè Ω. Êàæäîìó óçëó (t∗k, t

∗
l ), k = 1, 2, . . . , N, l = 1, 2, . . . ,M, îïòè-

ìàëüíîé êóáàòóðíîé ôîðìóëû (9.3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áëèæàéøèé
èç óçëîâ õàîòè÷åñêîé ñåòêè óçëîâ (vi, wi), i = 1, 2, . . . , N1. Åñëè òàêèõ
óçëîâ íåñêîëüêî, áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíûé. Îáîçíà÷èì âûáðàííûé áëèæàé-
øèé ê (t∗k, t

∗
l ) óçåë ÷åðåç (v∗k, w

∗
l ).

Íàçîâåì ìåðîé íåîïòèìàëüíîñòè õàîòè÷åñêîé ñåòêè ξ{vi, wi} íà êëàñ-
ñå Ψ = Hα,α(1) âåëè÷èíó

Λ(Ψ, ξ) =
N∑
k=1

M∑
l=1

(|t∗k − v∗k|α + |t∗l − w∗l |α) ,

ãäå ÷åðåç ξ îáîçíà÷åíà ñåòêà óçëîâ (vk, wk), k = 1, . . . , N1.
Ââåäåì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

Jf =
(b− a)(d− c)

NM

N∑
k=1

M∑
l=1

f(v∗k, w
∗
l ) +RNM(f). (9.5)

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü f ∈ Ψ = Hα,α(1). Ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé
ôîðìóëû (9.5) íà êëàññå ôóíêöèé Ψ îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|RNN(f)| ≤

≤ (b− a)(d− c)
1 + α

((
b− a
2N

)α
+

(
d− c
2M

)α)
+

4(b− a)(d− c)
NM

Λ(Ψ, ξ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (9.5).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

|RNM(f)| ≤

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

d∫
c

f(x, y)dxdy − (b− a)(d− c)
NM

N∑
k=1

M∑
k=1

f(t∗k, t
∗
l )

∣∣∣∣∣∣+
+

(b− a)(d− c)
NM

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

M∑
k=1

(f(t∗k, t
∗
l )− f(v∗k, w

∗
l ))

∣∣∣∣∣ = I1 + I2. (9.6)
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Îöåíèì êàæäîå èç âûðàæåíèé I1 è I2 â îòäåëüíîñòè. Âûðàæåíèå I1

ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîé êóáàòóðíîé ôîðìóëû ïðè âû÷èñ-
ëåíèè èíòåãðàëà Jf è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (9.4).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

I2 ≤
(b− a)(d− c)

NM
Λ(Ψ, ξ). (9.7)

Èç íåðàâåíñòâà (9.6) è (9.7) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå �ìîäåëüíîé� íå îáÿçàòåëüíî áðàòü îïòèìàëü-

íóþ êóáàòóðíóþ ôîðìóëó.

9.2. Êóáàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññå ôóíêöèé W r,r(M)

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé â êà÷åñòâå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â èí-
òåãðàëå Jf âìåñòî [a, b; c, d] âîçüìåì [−A,A]2.

Ïóñòü N − íàòóðàëüíîå ÷èñëî, N1 = rN, N2 = (rN)2. Ðàçäåëèì
îáëàñòü Ω = [−A,A;−A,A] íà N 2 êâàäðàòîâ ∆kl = [sk, sk+1; sl, sl+1],
k, l = 0, 1, . . . , N − 1; sk = −A+ 2kA/N, k = 0, 1, . . . , N.

Â êà÷åñòâå "ìîäåëüíîé"âîçüìåì ñëåäóþùóþ êóáàòóðíóþ ôîðìóëó.
Ïóñòü ζ1, . . . , ζr − êîðíè ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè r,

îðòîãîíàëüíîãî ñ âåñîì (1 − t2)−1/2 íà ñåãìåíòå [−1, 1]. Îáðàçû òî÷åê
ζ1, . . . , ζr ïðè îòîáðàæåíèè ñåãìåíòà [−1, 1] íà ñåãìåíò [sk, sk+1] îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ζ∗1 , . . . , ζ

∗
r . Ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ g(x) ïî óç-

ëàì ζ∗1 , . . . , ζ
∗
r íà ñåãìåíòå [sk, sk+1], îáîçíà÷èì ÷åðåç Pr(g, [sk, sk+1]). Â

ñëó÷àå, åñëè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îòìåòèòü, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ ïðî-
âîäèòñÿ ïî ïåðåìåííîé x, áóäåì ïèñàòü P x

r (f, [sk, sk+1]). Â êâàäðàòå ∆kl

ôóíêöèÿ f(x, y) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Pr,r(f,∆kl) =
P x
r (P y

r (f(x, y), [sl, sl+1]), [sk, sk+1]).
Ñïëàéí, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèíîìîâ Pr,r(f,∆kl), îáîçíà÷èì ÷åðåç

frr(x, y).
Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èíòåãðàëó Jf êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

Jf =

A∫
−A

A∫
−A

frr(x, y)dxdy +RN,N(f). (9.8)

Ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (9.8) îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

RNN(W rr(M)) ≤ c
(2A)r+2

N r

1

r!2r
= c

(2A)r+2

N r
. (9.9)

Ïåðåíóìåðóåì óçëû, èñïîëüçóåìûå ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíîãî ñïëàé-
íà Prr(f,Ω), ââåäÿ äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå (tk, tl), k, l = 1, 2, . . . , N1.
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Ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x, y) îïðåäåëåíû â N2 õàîòè÷åñêè çàäàí-
íûõ óçëàõ (vk, wk), k = 1, 2, . . . , N2.

Ïîñòðîèì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà Jf íà õàîòè÷åñêîé ñåòêå óçëîâ (vk, wk), k = 1, 2, . . . , N2.

Êàæäîìó óçëó (tk, tl) êóáàòóðíîé ôîðìóëû (9.8) ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå áëèæàéøèé (â åâêëèäîâîé ìåòðèêå) èç óçëîâ õàîòè÷åñêîé ñåòêè
(vk, wk), k = 1, 2, . . . , N2. Åñëè òàêèõ óçëîâ íåñêîëüêî, âûáåðåì ëþáîé èç
íèõ. Âûáðàííûé óçåë îáîçíà÷èì ÷åðåç (v∗k, w

∗
l ).

Ïîñòðîèì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó íà õàîòè÷åñêîé ñåòêå óçëîâ. Äëÿ
ýòîãî ïîñòðîèì ëîêàëüíûé ñïëàéí f ∗rr(x, y), â êîòîðîì ïðè ïðîâåäåíèè
èíòåðïîëÿöèè âìåñòî çíà÷åíèé f(tk, tl) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ f(v∗k, w

∗
l ),

k, l = 1, 2, . . . , N2.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè òàêîé èíòåðïîëÿöèè. Íà-

çîâåì ìåðîé îòêëîíåíèÿ â óçëå (tk, tl) âåëè÷èíó |f(tk, tl)− f(v∗k, w
∗
l )|,

k = 1, 2, . . . , N2. Ïðè ïîñòðîåíèè ëîêàëüíîãî ñïëàéíà â êâàäðàòå ∆ij

èñïîëüçîâàëîñü r2 ðàñïîëîæåííûõ â íåì óçëîâ (tk, tl). Íàçîâåì ìåðîé
îòêëîíåíèÿ â êâàäðàòå ∆ij âåëè÷èíó Λ(f,∆ij) = max(tk,tl)∈∆ij

|f(tk, tl)−
−f(v∗k, w

∗
l )|.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Prr(f,∆ij) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Prr(f,∆ij) =
r∑

k=1

r∑
l=1

f(tk, tl)ψtk(x)ψtl(y),

ãäå ψtk(x) − ôóíäàìåíòàëüíûé ïîëèíîì, ñîîòâåòñòâóþùèé óçëó tk ïðè
èíòåðïîëÿöèè ïî r óçëàì tu, u = 1, 2, . . . , r, íà ñåãìåíòå [si, si+1].

Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé â ∆ij ïî õàîòè÷åñêîé ñåò-
êå óçëîâ, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P̃rr(f,∆ij) è èìååò âèä

P̃rr(f,∆ij) =
r∑

k=1

r∑
l=1

f(v∗k, w
∗
l )ψtk(x)ψtl(y).

Ñïëàéí, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ f(x, y) â îáëàñòè Ω è ñîñòîÿ-
ùèé èç èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ P̃rr(f,∆ij), âûøå áûë îáîçíà÷åí
÷åðåç f ∗rr(f,Ω).

Ââåäåì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

Jf =

A∫
−A

A∫
−A

f ∗rr(f,Ω)dxdy +RN,N(f),

ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Jf ïî õàîòè÷åñêîé ñåòêå
óçëîâ.
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Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü f ∈ W rr(M), r = 1, 2, . . . Ñïðàâåäëèâà îöåíêà
RNN [W rr(A)] ≤ c(2A)r+2/N r + maxij ∆(f,∆ij)4A

2.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.1.

9.3. Âû÷èñëåíèå îäíîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ
íà êëàññàõ Ãåëüäåðà

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ãåîôèçèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
â âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè. Íàïðèìåð, õîðîøî èçâåñòíû àíà-
ëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé â âèäå èíòåãðàëîâ òè-
ïà Êîøè

g(z) =
1

2πi

∫
γ

f(τ)

τ − z
dτ. (9.10)

Ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà (9.10) â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(t) èçâåñòíà
â óçëàõ, èìåþùèõ â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè ïðîèçâîëüíûé õàðàêòåð.

Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà z äîñòàòî÷íî äàëåêî îòñòîèò îò êðèâîé γ,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè, èçëîæåííûìè â ðàçä. 9.1, 9.2. Îä-
íàêî, åñëè òî÷êà z äîñòàòî÷íî áëèçêà ê γ, à òåì áîëåå åñëè îíà ëåæèò
íà γ, òî íåîáõîäèìî ñïåöèàëüíîå èññëåäîâàíèå. Ýòîìó âîïðîñó â ñëó÷àå,
åñëè f(t) ∈ Hα(1), 0 < α ≤ 1, ïîñâÿùåí äàííûé ðàçäåë.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë

If =

D∫
−D

f(τ)

τ − t
dτ, t ∈ (−D,D). (9.11)

Ââåäåì óçëû tk = −D+2Dk/N , k = 0, 1, . . . , 2N, t′k = (tk+tk+1)/2, k =
0, 1, . . . , 2N − 1. Ïóñòü t ∈ [tj, tj+1), j = 0, 1, . . . , 2N − 1. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî 0 ≤ j < 2N − 2. Ñëó÷àé, êîãäà 2 ≤ j < 2N , ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. Èíòåãðàëó (9.11) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

If(t) =



f(t0) ln
∣∣∣ t2−tt0−t

∣∣∣+
2N−2∑
k=3

f(t′k) ln
∣∣∣ tk+1−t
tk−t

∣∣∣+ f(t2N) ln
∣∣∣ t2N−t
t2N−1−t

∣∣∣+
+RN(f), t ∈ (−D, t2);

f(t0) ln
∣∣∣ t1−tt0−t

∣∣∣+
j−1∑
k=1

f(t′k) ln
∣∣∣ tk+1−t
tk−t

∣∣∣+
2N−1∑
k=j+2

f(t′k) ln
∣∣∣ tk+1−t
tk−t

∣∣∣+
+f(t2N) ln

∣∣∣ t2N−t
t2N−1−t

∣∣∣+ f(t′j) ln
∣∣∣ tj+2−t
tj−1−t

∣∣∣+
+RN(f), t ∈ [t2, t2N−2].

(9.12)
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Èçâåñòíî [31], ÷òî îöåíêà ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (9.12) íà êëàññå Hα

ðàâíà cN−α lnN .
Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t) â óçëàõ vk, k = 0, 1, . . . , 2N,

ðàñïîëîæåííûõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ñåãìåíòå [−D,D].
Ðàññìîòðèì äâà òèïà êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.
Ïåðâûé òèï êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t) â òî÷êàõ −D è D, ò.å. v0 = −D
è v2N = D, à îñòàëüíûå óçëû vk, k = 1, 2, . . . , 2N − 1, ïðîèçâîëüíû.
Òîãäà êàæäîìó óçëó t′k, k = 0, 1, . . . , 2N, êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.12)
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óçåë v∗k, âûáðàâ èç ìíîæåñòâà óçëîâ vl,
l = 0, 1, 2, . . . , 2N , áëèæàéøèé. Â ýòîì ñëó÷àå â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå
(9.12) çíà÷åíèå f(t′k) çàìåíÿåì íà f(v∗k). Åñëè òàêèõ óçëîâ íåñêîëüêî, òî
ìîæíî âûáðàòü èëè ëþáîé èç íèõ, èëè â êà÷åñòâå f(t′k) âçÿòü èõ ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå.

Â ðåçóëüòàòå ïðè t ∈ [t0, t2N−2] ïîëó÷àåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

If =



f(v∗0) ln
∣∣∣ t2−tt0−t

∣∣∣+
2N−2∑
k=3

f(v∗k) ln
∣∣∣ tk+1−t
tk−t

∣∣∣+ f(v∗2N) ln
∣∣∣ t2N−t
t2N−1−t

∣∣∣+
+RN(f), t ∈ (−D, t2);

f(v∗0) ln
∣∣∣ t1−tt0−t

∣∣∣+
j−2∑
k=1

f(v∗k) ln
∣∣∣ tk+1−t
tk−t

∣∣∣+
2N−1∑
k=j+2

f(v∗k)ln
∣∣∣ tk+1−t
tk−t

∣∣∣+
+f(t∗2N) ln

∣∣∣ t2N−t
t2N−1−t

∣∣∣+ f(v∗j ) ln
∣∣∣ tj+2−t
tj−1−t

∣∣∣+RN(f),

t ∈ [t2, t2N−2].
(9.13)

Ñëó÷àé, êîãäà t ∈ [t2N−2, t2N ], ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.13). Ýòà ïîãðåø-

íîñòü ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû (9.12), âçÿòîé â êà÷åñòâå �ýòàëîííîé� íà êëàññå Hα(1) è ïî-
ãðåøíîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè ïåðåõîäå îò êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.12)
ê êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (9.13). Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âåëè÷èíà ïåðâîé
ñîñòàâëÿþùåé ðàâíà cN−α lnN , ïðè÷åì ýòà âåëè÷èíà íå óëó÷øàåìàÿ ïî
ïîðÿäêó.

Îöåíèì âåëè÷èíó âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç
SN(f). Ïóñòü t ∈ (−D, t2], òîãäà

SN(f) ≤

≤
2N−2∑
k=3

|f(t′k)−f(v∗k)|
∣∣∣∣ln ∣∣∣∣tk+1 − t

tk − t

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2N−2∑
k=3

|f(t′k)−f(v∗k)| ln
k − 1

k − 2
. (9.14)
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Â ñëó÷àå, åñëè t ∈ [t2, t2N−2], ñïðàâåäëèâà îöåíêà

SN(f) ≤
j−2∑
k=1

|f(t′k)−f(v∗k)|
∣∣∣∣ln tk+1 − t

tk − t

∣∣∣∣+ 2N−1∑
k=j+2

|f(t′k)−f(v∗k)|
∣∣∣∣ln tk+1 − t

tk − t

∣∣∣∣+
+|f(t′j)− f(v∗j )|

∣∣∣∣ln ∣∣∣∣tj+2 − t
tj−1 − t

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (9.15)

Èç (9.14), (9.15) ñëåäóåò îöåíêà

|RN |(f) ≤ CN−α lnN + ∆(Hα(1), ξ) ln 2N, (9.16)

ãäå∆(Hα(1), ξ)− ìåðà íåîïòèìàëüíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè èç êëàñ-
ñà Hα(1) íà ñåòêå ξ = t′k, k = 0, 1, . . . , 2N .

Áîëåå òî÷íî îòðàæàåò àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû (9.13) îöåíêà

|RN(f)| ≤ c
lnN

Nα
+ (1 + ln 2)1/2 lnN

( j∑
k=0

|f(t′k)− f(v∗k)|2
)1/2

(2 lnN+

+| ln |1 + t||) +

 2N∑
k=j

|f(t′k)− f(v∗k)|2
1/2

 .
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé îöåíêè çàìåòèì, ÷òî

SN(f) ≤ |f(t′j)− f(v∗j )|| ln |tj−1 − t||+
j−2∑
k=1

|f(t′k)− f(v∗k)|
∣∣∣∣ln tk+1 − t

tk − t

∣∣∣∣+

+|f(t′j)− f(v∗j )|| ln(tj+2 − t)|+
2N−1∑
k=j+2

|f(t′k)− f(v∗k)|
∣∣∣∣ln tk+1 − t

tk − t

∣∣∣∣ ≤

≤

(
j∑

k=1

|f(t′k)− f(v∗k)|2
)1/2(

| ln |tj−1 − t||2 +

j−2∑
k=1

∣∣∣∣ln tk+1 − t
tk − t

∣∣∣∣2
)1/2

+

+

 2N∑
k=j

|f(t′k)− f(v∗k)|2
1/2| ln(tj+2 − t)|2 +

2N−1∑
k=j+2

∣∣∣∣ln tk+1 − t
tk − t

∣∣∣∣2
1/2

≤
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≤

(
j∑

k=0

|f(t′k)− f(v∗k)|2
)1/2

(1 + ln 2)1/2(lnN)+

+

 2N∑
k=j

|f(t′k)− f(v∗k)|2
1/2

(1 + ln 2)1/2(lnN).

Èç ýòîé îöåíêè âèäíî, ÷òî åñëè îòêëîíåíèå óçëîâ ñåòêè v∗k îò óçëîâ
ìîäåëüíîé ñåòêè t′l íå ïðåâîñõîäèò N

−β, 1/2α < β, òî ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì
îòêëîíåíèåì ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèò cN−(αβ−1/2) lnN .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé òèï êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) èçâåñòíà ñâîèìè çíà÷åíèÿìè
â óçëàõ vl, l = 0, 1, . . . , 2N , ïðè÷åì −D < v0 < v1 < · · · < v2N < D.

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë g(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ t ∈ [t1, t2N−1]
(ïðè t ∈ [tj, tj+1), j = 1, 2, . . . , 2N − 1) ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå

If = f(v∗0) ln

∣∣∣∣t1 − tt0 − t

∣∣∣∣+

j−2∑
k=1

f(v∗k) ln

∣∣∣∣tk+1 − t
tk − t

∣∣∣∣+
2N−1∑
k=j+2

f(v∗k) ln

∣∣∣∣tk+1 − t
tk − t

∣∣∣∣+
+f(v∗2N) ln

∣∣∣∣ t2N − tt2N−1 − t

∣∣∣∣+RN(f).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü ýòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû îöå-
íèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|RN(f)| ≤ cN−α lnN +

j−1∑
k=0

|f(t′k)− f(v∗k)|
∣∣∣∣ln tk+1 − t

tk − t

∣∣∣∣+
+

2N−1∑
k=j+2

|f(t′k)− f(v∗k)|
∣∣∣∣ln tk+1 − t

tk − t

∣∣∣∣+ |f(t′j)− f(v∗j )|
∣∣∣∣ln tj+2 − t

tj−1 − t

∣∣∣∣ ,
ãäå äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïîëîæåíî t′0 = t0, t′2N−1 = t2N .

9.4. Âû÷èñëåíèå îäíîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ
íà êëàññàõ Ñîáîëåâà

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë (9.11) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ
f(t) ∈ W r(1), r = 1, 2, . . . Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) èçâåñòíà ñâîèìè çíà-
÷åíèÿìè â óçëàõ vk, k = 1, 2, . . . , N , ãäå N äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ
âûêëàäîê ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì rN1, N1 − öåëîå ÷èñëî.
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Ââåäåì óçëû tk = −D + 2Dk/N , k = 0, 1, . . . , N . ×åðåç ∆k îáîçíà-
÷èì ñåãìåíòû ∆k = [trk, tr(k+1)], k = 0, 1, . . . , N1 − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Pr(f,∆k) ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ f â ñåãìåíòå ∆k ïî óç-
ëàì tkr, tkr+1, . . . , t(k+1)r.

Ïóñòü â èíòåãðàëå (9.11) t ∈ ∆j, 1 ≤ j ≤ N − 1. Òîãäà èíòåãðàëó
(9.11) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

If =

j−2∑
k=0

∫
∆k

Pr(f,∆k)

τ − t
dτ +

∫
∆∗j

P3r(f,∆
∗
j)

τ − t
dτ +

N1−1∑
k=j+2

∫
∆k

Pr(f,∆k)

τ − t
dτ+

+RN(f), (9.17)

ãäå ∆∗j = ∆j−1 ∪∆j ∪∆j+1.
Îòìåòèì, ÷òî ïîëèíîì P3r(f,∆j−1 ∪ ∆j ∪ ∆j+1) ìîæíî ïîñòðîèòü

è äðóãèì ñïîñîáîì. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ïîëèíîì Pr(f,∆j) è ðàñïðî-
ñòðàíèì åãî íà ñåãìåíò ∆j−1 ∪∆j ∪∆j+1. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèè f(t) íà ñåãìåíòå ∆j−1 ∪∆j ∪∆j+1 èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è
ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè f(t) íà ñåãìåíòå ∆j.

Èçâåñòíî [31], ÷òî ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.17) îöå-
íèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì |RN(f)| ≤ cN−r lnN.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (9.11) ïî óçëàì vl, l = 1, 2, . . . , N , ïî-
ñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó óçëó tk, k = 1, 2, . . . , N , ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå áëèæàéøèé èç óçëîâ ñèñòåìû óçëîâ {vl}N1 , êîòîðûé îáî-
çíà÷èì ÷åðåç v∗k, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êå tk çíà÷åíèå ôóíêöèè f(t)
ðàâíî f(v∗k). Ïî çíà÷åíèÿì f(v∗k), k = rs, rs + 1, . . . , r(s + 1), ñòðîèòñÿ
èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì P ∗r (f,∆s) â ñåãìåíòàõ ∆s, s = 0, 1, . . . , j−1,
j+ 2, . . . , N1− 1. Ïîëèíîì P ∗3r(f,∆j−1∪∆j ∪∆j+1) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Èíòåãðàë (9.11) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

If =

j−2∑
k=0

∫
∆k

P ∗r (f,∆k)

τ − t
dτ +

∫
∆∗j

P ∗3r(f,∆
∗
j)

τ − t
dτ +

N1−1∑
k=j+2

∫
∆k

P ∗r (f,∆k)

τ − t
dτ+

+RN(f). (9.18)

Îòíîñèòåëüíî P3r(f,∆j) ñïðàâåäëèâî ñäåëàííîå âûøå çàìå÷àíèå.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.18).
Ýòà ïîãðåøíîñòü ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ïîãðåøíîñòè

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.17) è ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííîé ñ ïåðåõîäîì îò
ôîðìóëû (9.17) ê ôîðìóëå (9.18).

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îöåíèâàåòñÿ íåðà-
âåíñòâîì cN−r lnN .
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Ïðèñòóïèì ê îöåíêå âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé. Èç ïîñòðîåíèÿ èíòåðïî-
ëÿöèîííîãî ïîëèíîìà P ∗r (f,∆s) ñëåäóåò, ÷òî ‖P ∗r (f,∆s)− Pr(f,∆s)‖C ≤
≤ MΛ(tk, v

∗
k)λr, ãäå M = max

−D≤t≤D
|f ′(t)|, ∆(tk, v

∗
k) = max

rs≤k≤r(s+1)
|tk − v∗k|,

λr − êîíñòàíòà Ëåáåãà. Òîãäà

RN(f) =

j−2∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
∫
∆k

ψr(f,∆k)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆∗j

ψ3r(f,∆
∗
j)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
j+2∑
j+2

∣∣∣∣∣∣
∫
∆k

ψr(f,∆k)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣ =

= r1 + r2 + r3, (9.19)

ãäå ψr(f,∆k) = Pr(f,∆k)− P ∗r (f,∆k).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

r1 ≤
j−2∑
k=0

N

r(j − k + 1)

2

N
|ψr(f,∆k)| ≤

2

r

j−2∑
k=0

1

j + 1− k
|ψr(f,∆k)|.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ

r3 ≤
2

r

N1−1∑
k=j+2

1

k − j − 1
|ψr(f,∆k)|.

Ïðèñòóïèì ê îöåíêå r2. Ïóñòü h = min(|t−tj−1|, |tj+2−t|). Ïîëîæèì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè h = |t− tj−1|. Òîãäà

r2 ≤

∣∣∣∣∣∣
t+h∫
t−h

ψ3r(f,∆
∗
j)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
tj+2∫
t+h

ψ3r(f,∆
∗
j)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣ = r21 + r22.

Î÷åâèäíî,

r21 =

∣∣∣∣∣∣
t+h∫
t−h

ψ3r(f,∆
∗
j)(τ)− ψ3r(f,∆

∗
j)(t)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
j+2∫
t+h

∣∣ψ′3r(f,∆∗j)(t+ Θ(τ − t))
∣∣ dτ
∣∣∣∣∣∣ ≤ 2hmax

t
|ψ′3r(f,∆∗j)(t)|.

Èç íåðàâåíñòâà À. À. Ìàðêîâà (ñì. ðàçä. 8 ãëàâû I) ñëåäóåò, ÷òî

|ψ′3r(f,∆∗j)(t)| ≤ max |ψ3r(f,∆
∗
j)|r2/2h.

Ñëåäîâàòåëüíî, r21 ≤ r2 max |ψ3r(f,∆
∗
j)|.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

r22 ≤
1

h

tj+2∫
t+h

|ψ3r(f,∆
∗
j)|dv ≤ max |ψ3r(f,∆

∗
j)|.

Ñîáèðàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, èìååì

RN(f) ≤ cN−r lnN +
2

r

j−2∑
k=0

1

j + 1− k
‖ψr(f,∆k)‖C+

+
2

r

N1−1∑
k=j+2

1

k − j − 1
‖ψr(f,∆k)‖C + (1 + r2)‖ψ3r(f,∆

∗
j)‖C ≤ cN−r lnN+

+
2M

r
λr

 j−2∑
k=0

1

j + 1− k
δk +

N1−1∑
k=j+2

1

k − 1− j
δk + (1 + r2)δ∗j

 , (9.20)

ãäå δk = Λ(tl, v
∗
l ), l = rk, rk + 1, . . . , r(k + 1), δ∗j = Λ(tl, v

∗
l ),

l = rj, rj + 1, . . . , r(j + 2).
Ìû îñòàâëÿåì îöåíêó â âèäå (9.20), õîòÿ âîçìîæíî äàëüíåéøåå óïðî-

ùåíèå ïî àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííûì ïðè ðàññìîòðåíèè ñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëîâ íà êëàññàõ ôóíêöèé Ãåëüäåðà.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, åñëè â óçëàõ v∗j èçâåñòíû çíà÷åíèÿ êàê ôóíê-
öèè f(t), òàê è åå ïðîèçâîäíûõ äî r-ãî ïîðÿäêà, òî ïåðåñ÷åò çíà÷åíèé
ôóíêöèè f(t) â óçëå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ìîæíî äåëàòü ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà.

Ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷åííûõ
âûøå ðåçóëüòàòîâ íà ïîëèñèíãóëÿðíûå è ìíîãîìåðíûå ñèíãóëÿðíûå èí-
òåãðàëû. Îäíàêî ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ, òàê êàê íèæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëåíèå ìíîãîìåðíûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðà-
ëîâ íà õàîòè÷åñêèõ ñåòêàõ.

9.5. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ
íà õàîòè÷åñêèõ ñåòêàõ

9.5.1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ïóñòü p = 2, 3, . . ., f ∈ W r(1), r = p, p+ 1, . . . Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Hf =

D∫
−D

f(τ)

(τ − t)p
dτ, −D < t < D. (9.21)
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Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íèæå, ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà
èíòåãðàëû âèäà

D∫
−D

f(τ)

|τ − t|p+λ
dτ, p = 1, 2, . . . , 0 < λ < 1,−D ≤ t ≤ −D.

Â ýòîì ïóíêòå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ðàçä. 9.4.
Ïóñòü â èíòåãðàëå (9.21) t ∈ ∆j, 1 ≤ j ≤ N1−1. Ïîñòàâèì èíòåãðàëó

(9.21) â ñîîòâåòñòâèå êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

Hf =

j−2∑
k=0

∫
∆k

Pr(f,∆k)

(τ − t)p
dτ +

∫
∆∗j

Pr(f,∆
∗
j)

(τ − t)p
dτ +

N1−1∑
k=j+2

∫
∆k

Pr(f,∆k)

(τ − t)p
dτ+

+RN(f). (9.22)

Èçâåñòíî [31], ÷òî ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.22) îöå-
íèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|RN |(f) ≤ cN−r−1+p.

Ïðåäïîëîæèì ÷òî ôóíêöèÿ f(t) çàäàíà ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â óçëàõ
vl, l = 1, 2, . . . , N . Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èíòåãðàë (9.21) áóäåì âû÷èñëÿòü
ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå

Hf =

j−2∑
k=0

∫
∆k

P ∗r (f,∆k)

(τ − t)p
dτ +

∫
∆∗j

P ∗3r(f,∆
∗
j)

(τ − t)p
dτ +

N1−1∑
k=j+2

∫
∆k

P ∗r (f,∆k)

(τ − t)p
dτ+

+R∗N(f). (9.23)

Ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.23) ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ
ñîñòàâëÿþùèõ: ïîãðåøíîñòè RN(f) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (9.22) è ïî-
ãðåøíîñòè SN(f) ïåðåõîäà îò ôîðìóëû (9.22) ê ôîðìóëå (9.23).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

SN(f) ≤
j−2∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
∫
∆k

ψr(f,∆k)

(τ − t)p
dτ

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆∗j

ψ3r(f,∆
∗
j)

(τ − t)p
dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
N1−1∑
k=j+2

∣∣∣∣∣∣
∫
∆k

ψr(f,∆k)

(τ − t)p
dτ

∣∣∣∣∣∣ =

= r1 + r2 + r3.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå â îòäåëüíîñòè. Î÷åâèäíî,

r1 ≤
j−2∑
k=0

(
N1

2(j + 1− k)

)p
2

N1
‖ψr(f,∆k)‖C .
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Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ

r3 ≤
N1−1∑
k=j+2

(
N1

2(k − j − 1)

)p
2

N1
‖ψr(f,∆k)‖C .

Äëÿ îöåíêè ñëàãàåìîãî r2 âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà
Êîøè − Àäàìàðà (îïðåäåëåíèå 6.4 èç ãëàâû I). Â ðåçóëüòàòå èìååì

r2 ≤ c


∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆∗j

ψ
(p−1)
3r (f,∆∗j)

τ − t
dτ

∣∣∣∣∣∣∣+

p−1∑
l=0

1

(τ − t)p−1−l

∣∣∣ψ(l)
3r (f,∆∗j)

∣∣∣tj+2

tj−1

 ≤
≤ c

hp
‖ψ3r(f,∆

∗
j)‖C ≤ cNp

1‖ψ3r(f,∆
∗
j)‖C .

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà Êîøè− Àäàìàðà, ëåãêî îöåíèòü
êîíñòàíòó c.

Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå îöåíêè, èìååì

|RN(f)| ≤ cN−(r+1−p) + cNp
1

|∆∗j |+ 1

N1

N1∑
k=0,k 6=j−1,j+1

|∆k|

 .

9.5.2. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Tf =

D∫
−D

D∫
−D

f(τ1, τ2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
, (9.24)

ãäå −D < t1, t2 < D, p = 3, 4, . . .
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå íèæå ðåçóëüòàòû ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

íà èíòåãðàëû âèäà

D∫
−D

D∫
−D

f(τ1, τ2)

|(τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2|(p−λ)/2
dτ1dτ2,

ãäå p = 2, 3, . . . , 0 < λ < 1.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ äâóìåðíûì ñëó÷àåì, õîòÿ âñå

ðåçóëüòàòû äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïå-
ðåìåííûõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t1, t2) îïðåäåëåíà â óçëàõ (vk, wk), k = 1, 2, . . . , N .
Ïóñòü n = [

√
N/r]. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü

√
N/r

öåëûì ÷èñëîì.
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Ââåäåì óçëû tk = −D+2Dk/N , k = 0, 1, . . . , N . ×åðåç∆kl îáîçíà÷èì
êâàäðàòû ∆kl = [trk, tr(k+1); trl, tr(l+1)], k, l = 0, 1, . . . , n − 1. Â êâàäðàòàõ
∆kl ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Prr(f,∆kl) = P t1

r (P t2
r (f(t1, t2),

[trl, tr(l+1)]), [trk, tr(k+1)]).
Ïóñòü (t1, t2) ∈ ∆ij, 1 ≤ i, j ≤ n− 1.
Ââåäåì êóáàòóðíóþ ôîðìóëó

Tf =
n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

∗
∫∫
∆kl

Prr(f,∆kl)

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ1dτ2+

+

∫∫
∆∗ij

Prr(f,∆
∗
ij)

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ1dτ2 +RN(f), (9.25)

ãäå
∑∑∗ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî (k, l) 6= (i− 1, j − 1), (i− 1, j),

(i− 1, j + 1), . . . , (i+ 1, j + 1),∆∗kj = ∆i−1,j−1 ∪ . . . ∪∆i+1,j+1.

Èçâåñòíî [33], ÷òî ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (9.25) îöåíè-
âàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

|RN(f)| ≤ cn−(r+2−p). (9.26)

Ïîñòðîèì òåïåðü êóáàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
Tf , èñïîëüçóþùóþ óçëû (vk, wk). Êàæäîìó óçëó (ts, tu) ïîñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå áëèæàéøèé èç óçëîâ èç ìíîæåñòâà (vk, wk), k = 1, 2, . . . , N ,
êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç qsu è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
f(t1, t2) â óçëå (ts, tu) ðàâíà f(qsu). Ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ â óçëàõ
(tk, tl), k, l = 1, 2, . . . , n, çíà÷åíèÿ f(qkl), îáîçíà÷èì ÷åðåç f ∗(t1, t2) (çíà-
÷åíèÿ âíå ñåòêè (tk, tl), k, l = 1, 2, . . . , n, íèæå íå èñïîëüçóþòñÿ è ïîýòîìó
íå îïðåäåëÿþòñÿ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Prr(f ∗,∆kl) ïîëèíîì, èíòåðïîëèðóþùèé ôóíêöèþ
f ∗(t1, t2) â êâàäðàòå ∆kl ïî óçëàì (tv, tu), v = rk, rk + 1, . . . , r(k + 1),
u = rl, rl + 1, . . . , r(l + 1).

Èíòåãðàë Tf âû÷èñëÿåòñÿ ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå

Tf =
n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

∗
∫∫
∆kl

Prr(f
∗,∆kl)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+

+

∫∫
∆∗ij

Prr(f
∗,∆∗ij)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
+R∗N(f). (9.27)

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû (9.27). Ýòà ïîãðåøíîñòü
ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: ïîãðåøíîñòè êóáàòóðíîé ôîðìóëû
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(9.25) è ïîãðåøíîñòè, îáóñëîâëåííîé ïåðåõîäîì îò êóáàòóðíîé ôîðìóëû
(9.25) ê êóáàòóðíîé ôîðìóëå (9.27). Ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìó-
ëû (9.25) îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (9.26). Îöåíèì òåïåðü ïîãðåøíîñòü,
îáóñëîâëåííóþ ïåðåõîäîì îò êóáàòóðíîé ôîðìóëû (9.25) ê êóáàòóðíîé
ôîðìóëå (9.27). Ýòà ïîãðåøíîñòü îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

Snn(f) ≤
n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

∗
∫∫
∆kl

|Prr(f,∆kl)− Prr(f ∗,∆kl)|
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

dτ1dτ2+

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫
∆∗ij

Prr(f,∆
∗
ij)− Prr(f ∗,∆∗ij)

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2
dτ1dτ2

∣∣∣∣∣∣∣ = s1 + s2.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå s1 è s2 â îòäåëüíîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî

s1 ≤ c

 n−1∑
k=j+2

n−1∑
l=0

+

j−2∑
k=0

n−1∑
l=0

+

j+1∑
k=j−1

i−2∑
l=0

+

j+1∑
k=j−1

n−1∑
l=i+2

×
× np

((k − j)2 + (l − i)2)p/2

∫∫
∆kl

|Prr(f,∆kl)− Prr(f ∗,∆kl)|dτ1dτ2 ≤

≤ cnp−2

 n−1∑
k=j+2

n−1∑
l=0

+

j−2∑
k=0

n−1∑
l=0

+

j+1∑
k=j−1

i−2∑
l=0

+

j+1∑
k=j−1

n−1∑
l=i+2

Λ(f,∆kl)×

× 1

((k − j)2 + (l − i)2)p/2
. (9.28)

Âîçìîæíî (ïî àíàëîãèè ñ èíòåãðàëàìè â ñìûñëå Ðèìàíà) äàëüíåé-
øåå óïðîùåíèå îöåíêè (9.28). Îäíàêî â ñëó÷àå èíòåãðàëîâ Àäàìà-
ðà (è ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ) ýòî íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê çíà÷åíèÿ
Λ(f,∆kl) âõîäÿò â îáùóþ îöåíêó íåðàâíîìåðíî (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âå-
ñàìè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè (t1, t2)).

Îòìåòèì î÷åâèäíóþ îöåíêó

s1 ≤ cnp−2 max
kl

Λ(f,∆kl).

Ïðèñòóïèì ê îöåíêå âûðàæåíèÿ s2. Äëÿ ïðîñòîòû ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå ψrr(τ1, τ2; t1, t2) = Prr(f,∆

∗
ij)(τ1, τ2)− Prr(f ∗,∆∗ij)(t1, t2). Òîãäà âûðà-

æåíèå s2 ìîæíî îöåíèòü íåðàâåíñòâàìè

s2 ≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫
∆∗ij

ψrr(τ1, τ2, t1, t2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

B(t1,2,r)

ψrr(τ1, τ2, t1, t2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

∣∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

∆∗ij\B(t1,2,r)

ψrr(τ1, τ2, t1, t2)dτ1dτ2

((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

∣∣∣∣∣∣∣ = s21 + s22. (9.29)

Çäåñü t1,2 = (t1, t2); B(t1,2, r) − êðóã íàèáîëüøåãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì
â òî÷êå t1,2, âïèñàííûé â êâàäðàò ∆∗ij.

Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ s21 è s22 â îòäåëüíîñòè.
Ïåðåõîäÿ â èíòåãðàëå s21 ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è âîñïîëüçî-

âàâøèñü îïðåäåëåíèåì ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà (îïðåäåëåíèå 6.11
èç ãëàâû I), èìååì

|s21| ≤

∣∣∣∣∣∣
2π∫

0

r∫
0

ψrr(ρ, θ)

ρp−1
dρdϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
2π∫

0

{
p−2∑
l=0

(
∂l

∂ρl
ψrr (ρ, θ))

∣∣∣∣
ρ=r

1

rp−2−l

}
dϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c

rp−2
Λ(f,∆∗ij) = cNp−2Λ(f,∆∗ij). (9.30)

Èñïîëüçîâàííîå çäåñü îáîçíà÷åíèå ψrr(ρ, θ) î÷åâèäíî.
Îöåíêó s22 ïîëó÷àåì èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

s22 ≤
c

rp

∫∫
∆∗ij

|ψrr(τ1, τ2, t1, t2)|dτ1dτ2 ≤

≤ c

rp−2
Λ(f,∆∗ij) ≤ cNp−2Λ(f,∆∗ij). (9.31)

Èç (9.29)�(9.31) ñëåäóåò îöåíêà

s2 ≤ cNp−2Λ(f,∆∗ij). (9.32)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (9.26), (9.28), (9.32), ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíî-
ñòè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Àäàìàðà Tf íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ.

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæåí è äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òðàíñôîðìàöèé
íà õàîòè÷åñêîé ñåòêå óçëîâ, â îñíîâó êîòîðîãî ïîëîæåíî ïðèìåíåíèå
ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà. Èçëîæèì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå îäíîìåðíûõ
òðàíñôîðìàöèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåãìåíòå [0, 1]. Ïóñòü íà ñåãìåíòå
[0, 1] ôóíêöèÿ f(t) çàäàíà ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
ðàñïîëîæåííûõ óçëàõ vk, k = 1, 2, . . . , N + 1.
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Êëàññè÷åñêèé ïîëèíîì Áåðíøòåéíà, àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèþ
f(t) íà ñåãìåíòå [0, 1], îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

BN(f) =
N∑
k=0

Ck
Nf

(
k

N

)
tk(1− t)N−k.

Ïîñòàâèì êàæäîìó óçëó k/N, k = 0, 1, . . . , N, â ñîîòâåòñòâèå áëè-
æàéøèé èç óçëîâ õàîòè÷åñêîé ñåòêè vl, l = 0, 1, . . . , N + 1. Âûáðàííûé,
áëèæàéøèé ê (k/N), óçåë îáîçíà÷èì ÷åðåç v∗k. Ïîñòðîèì ïîëèíîì Áåðí-
øòåéíà íà õàîòè÷åñêîé ñåòêå óçëîâ:

B∗N(f) =
N∑
k=0

Ck
Nf(v∗k)t

k(1− t)N−k.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ||f(t) − B∗N(f)||C[0,1]. Ïóñòü f(t) ∈ Hα(1),
0 < α < 1. Òîãäà

||f(t)−B∗N(f)|| ≤ ||f(t)−BN(f)||+ ||BN(f)−B∗N(t)|| ≤

≤ cN−α + |
N∑
k=0

Ck
N

(
f

(
k

N

)
− f(v∗k)

)
tk(1− t)N−k| ≤

≤ cN−α + ∆α
N∑
k=0

Ck
N t

k(1− t)N−k ≤ C(N−α + ∆α),

ãäå ∆ = max0≤k≤N |v∗k − k/N |.
Ïîñòðîåííûé ïîëèíîì B∗N(f) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ òðàíñôîðìàöèé. Â ÷àñòíîñòè, âìåñòî òðàíñôîðìàöèé (9.12) è (9.13)
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òðàíñôîðìàöèÿ

D∫
−D

B∗N(f,D)

τ − t
dτ,

ãäå B∗N(f,D) − èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Áåðíøòåéíà, ïîñòðîåííûé
íà õàîòè÷åñêîé ñåòêå óçëîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ñåãìåíòå [−D,D].



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ À

Âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà

Â ãëàâå III ïðè ñîñòàâëåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå anm è bnm èñïîëüçóþòñÿ
çíà÷åíèÿ ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà P̂m

n (µk) ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ µk.

Òàê êàê íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë, îïðåäåëÿþùèõ
ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà íåâîçìîæíî, òî âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíî
äàííîå ïðèëîæåíèå.

Íàïîìíèì îñíîâíûå ôîðìóëû òåîðèè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, èñïîëü-
çóåìûå â äàëüíåéøåì:

Pm
n (cos θ) = 0, m > n, (A.1)

P−mn (cos θ) = (−1)mPm
n (cos θ), m = 0, 1, . . . , n, (A.2)

P−mn (cos(π − θ)) = (−1)n+mPm
n (cos θ), 0 ≤ θ ≤ π

2
. (A.3)

Íîðìèðîâêó ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà áóäåì ïðîâîäèòü
ïî ôîðìóëå

P̂m
n (cos θ) =

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ). (A.4)

Ïîñëåäîâàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü ïî ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëå [200]

P̂m
n+1(cos θ) = cos θP̂m

n (cos θ) +
sin θ

2
(P̂m+1

n (cos θ)− P̂m−1
n (cos θ)), (A.5)

n ≥ 0,m = 0, 1, . . . , n.
Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (A.5), äëÿ âû÷èñëåíèÿ P̂m

n (cosµ) íåîáõî-
äèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå P̂ l

n(cosµ) ïðè −k ≤ l ≤ k, k = 0, 1, . . . , n − 1.
Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ïîëèíîìà Ëåæàíäðà P̂m

n (cos θ) ïðè êàæäîì çíà÷å-
íèè θ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïðèñîåäèíåííûõ ïî-
ëèíîìîâ P̂m

n (cos θ) ïðè 0 ≤ n ≤ N,m = 0, 1, . . . , n.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé P̂m

n (cos θ) ïðè äàííîì ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè θ ñîñòàâëÿåòñÿ òàáë. A.1 ðàçìåðîì (2N+1)(N+1). Ñîñòàâëåíèå
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ýòîé òàáëèöû ïðîâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ïðåäâàðèòåëüíî âñå ýëå-
ìåíòû ýòîé òàáëèöû ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Ïåðâûé ýòàï. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ P̂m
0 (cos θ),−N ≤ m ≤ N.

Èçâåñòíî, ÷òî P̂ 0
0 (cos θ) = 1 ïðè ëþáîì θ, à P̂m

0 (cos θ) = 0 ïðè m 6=
0. Íà ïåðâîì ýòàïå ñîñòàâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ñòðî÷êà òàáë. A.1. Î÷åâèäíî,
P̂ 0

0 (cos θ) = = 1, P̂m
0 (cos θ) = 0,m 6= 0.

Âòîðîé ýòàï. Ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (A.5) íàõîäèì P̂m
1 (cos θ),

m = −1, 0, 1; P̂m
1 (cos θ) = 0, 1 < |m| ≤ N.

Òðåòèé è ïîñëåäóþùèå ýòàïû. Íà êàæäîì èç l-õ ýòàïîâ,
l = 3, . . . , N + 1, íàõîäÿòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (A.5) çíà÷åíèÿ
P̂m
l−1(cos θ),m = −l + 1, . . . ,−1, 0, 1, l − 1, l = 3, . . . , N + 1.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòèõ äåéñòâèé çàïîëíÿåòñÿ òàáë. A.1 äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ θ.

. Òàáëèöà A.1.

P̂−NN P̂−N+1
N · · · P̂−3

N P̂−2
N P̂−1

N P̂ 0
N P̂ 1

N P̂ 2
N P̂ 3

N · · · P̂N−1
N P̂N

N

0 0 · · · P̂−3
3 P̂−2

3 P̂−1
3 P̂ 0

3 P̂ 1
3 P̂ 2

3 P̂ 3
3 · · · 0 0

0 0 · · · 0 P̂−2
2 P̂−1

2 P̂ 0
2 P̂ 1

2 P̂ 2
2 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0 P̂−1
1 P̂ 0

1 P̂ 1
1 0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0 0 P̂ 0
0 0 0 0 · · · 0 0



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ B

Ñîñòàâëåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ ïðèáëèæåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ðÿäàìè

ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

Îïèøåì àëãîðèòì, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé
â ñèñòåìå óðàâíåíèé

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θ)

rn+1
k

anm cosmϕk+

+
N∑
n=1

n∑
m=1

P̂m
n (cos θ)

rn+1
k

bnm sinmϕk = U(xk), (B.1)

ãäå k = 1, 2, . . . , N1, N1 = (N + 1)2, xk = (rk, θk, ϕ
k).

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (B.1) áûëî
äàíî â ãëàâå IV.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (B.1) â âèäå

N∑
n=0

n∑
m=0

Vnm(k)anm +
N∑
n=1

n∑
m=1

Wnm(k)bnm = fk, (B.2)

ãäå
fk = U(xk), k = 1, 2, . . . , N1,

Vnm(k) =
P̂m
n (cos θ)

rn+1
k

cosmϕk, n = 0, 1, . . . , N,m = 0, 1, . . . , n,

Wnm(k) =
P̂m
n (cos θ)

rn+1
k

sinmϕk, n = 1, . . . , N,m = 1, . . . , n.

Âìåñòî anm è bnm ââåäåì åäèíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ zk,
k = 1, 2, . . . , N1.

Ïåðåìåííûå zk, k = 1, 2, . . . , N1 è anm è bnm ñâÿçàíû ñëåäóþùè-
ìè ñîîòíîøåíèÿìè anm = zm+1+(n+1)n/2, n = 0, 1, . . . , N,m = 0, 1, . . . , n;
bnm = z(N+1)(N+2)/2+(n−1)n/2+m, n = 1, 2, . . . , N,m = 1, 2, . . . , n.

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (B.1) â âèäå
∑N1

l=1 cklzl = fk,
ãäå fk = U(xk), k = 1, 2, . . . , N1, à êîýôôèöèåíòû ckl è Vnm(k),Wkl(k) ñâÿ-
çàíû ìåæäó ñîáîé ôîðìóëàìè Vnm(k) = ck,(n+1)n/2+m+1, n = 0, 1, . . . , N,

442



m = 0, 1, . . . , n, Wnm(k) = ck,(N+1)(N+2)/2+(n−1)n/2+m, n = 1, 2, . . . , N,
m = 1, 2, . . . , n.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîñòàâëÿþòñÿ ëåâûå ÷àñòè ñèñòåì óðàâíåíèé
ïðè íàõîæäåíèè ìîìåíòîâ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû óðàâíåíèé âè-
äà (B.2) ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ.

Îïèñàíèå ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ äàíî â ïðèëîæåíèè D. Çäåñü æå îïè-
øåì ïðîöåäóðó âîçìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì è ýôôåêòèâ-
íîñòè ôèëüòðàöèè ïî Ñòðàõîâó ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåì óðàâíåíèé ïîäâåð-
ãàëèñü ðàçëè÷íûì òèïàì âîçìóùåíèé.

Ïåðâûé òèï âîçìóùåíèé îïèñûâàåò ôîíîâóþ ïîãðåøíîñòü, ðàñïðå-
äåëåííóþ ïî âñåìó âåêòîðó ïðàâûõ ÷àñòåé.

Âòîðîé òèï âîçìóùåíèé îïèñûâàåò ïîãðåøíîñòü, îáóñëîâëåííóþ çíà-
÷èòåëüíûìè îøèáêàìè â èçìåðåíèÿõ.

Ïåðâûé òèï âîçìóùåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f = (f1, . . . , fN1
) âåê-

òîð ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà (B.2). Êàæäîé êîìïîíåíòå
fk(k = 1, 2, . . . , N1) âåêòîðà f äàåòñÿ ïðèðàùåíèå δk(k = 1, 2, . . . , N1),
êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü εk (k = 1, 2, . . . ) −
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, âûäàâàåìàÿ äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë,
0 ≤ εk ≤ 1, k = 1, 2, . . . Â êà÷åñòâå ïðèðàùåíèÿ δk (k = 1, 2, . . . , N1)
áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ δk = 2c (εk − 1/2)(k = 1, 2, . . . , N1), ãäå êîýôôèöèåíò
c îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ δf = (δ1, . . . , δN1
), df = (df1, . . . , dfN1

), dfk =
= fk + δk, k = 1, 2, . . . , N1, δ = ‖δf‖ = [

∑N1

k=1 δ
2
k]

1/2, ‖df‖ = [
∑N1

k=1 df
2
k ]1/2,

η2 = ‖δf‖2

‖df‖2 = δ2

‖δf‖2 .

Ïàðàìåòð η õàðàêòåðèçóåò âîçìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé, êîòîðûå çà-
äàþòñÿ àïðèîðè. Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ η = 0.1, 0.01, 0.001 è ò.ä. è ïîëàãàÿ
δk = 2c(εk−1/2), (k = 1, 2, . . . , N1), dfk = fk+2(εk−1/2), k = 1, 2, . . . , N1,

èç ñîîòíîøåíèÿ η2 =
∑N1
k=1 |2c(εk−1/2)|2∑N1

k=1 |fk+2(εk−1/2)|2
íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c.

Âòîðîé òèï âîçìóùåíèé. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýòîò òèï
âîçìóùåíèé ñâÿçàí ñ áîëüøèìè ïîãðåøíîñòÿìè â èçìåðåíèè çíà÷åíèé
ïîëåé. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå âåêòîðà âîçìóùåíèé δf = (δ1, . . . , δN1

) áåðåò-
ñÿ âåêòîð, ó êîòîðîãî âñå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì l
êîìïîíåíò 1 ≤ l ≤ [N1/2], ïðè÷åì ýòè l êîìïîíåíò ðàçáðîñàíû ïî âåêòî-
ðó δf ñëó÷àéíûì îáðàçîì, à ìîäóëè îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò ðàâíû
δv = mfv, ãäå m − öåëîå ÷èñëî.



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ C

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû

Â äàííîì ïðèëîæåíèè çàäà÷à ñèíòåçà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ðåøà-
åòñÿ ìåòîäàìè Â. Í. Ñòðàõîâà è À. Í. Òèõîíîâà, ïîäðîáíî îïèñàííûìè
â ãëàâå IV.

Ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

AX = F, (C.1)

ãäå A = {akl}, k, l = 1, N1;X = (x1, . . . , xN1
), F = (f1, . . . , fN1

), áîëüøèõ
ðàçìåðîâ. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (C.1), êàê ïðàâèëî, íåóñòîé÷èâà. Ìåòîäû
Â. Í. Ñòðàõîâà è À. Í. Òèõîíîâà áûëè ðåàëèçîâàíû â âèäå ñëåäóþùèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì:

1) ìåòîä Â. Í. Ñòðàõîâà:

Zn+1 = (1− β)Zn − γ(AA∗Zn − F ); (C.2)

Zn+1 = Zn − γ(βZn + AA∗Zn − F ); (C.3)

Zn+1 = µnZn + (1− µn)(Zn − γ(βZn + AA∗Zn − F )), (C.4)

ãäå A∗Z = X, 0 < µ∗ < µn ≤ µ∗ < 1, γ = min
(

1
2 ,

1
2‖AA∗‖

)
; β − ïàðàìåòð

ðåãóëÿðèçàöèè;
2) ìåòîä À. Í. Òèõîíîâà:

Xn+1 = (1− α)Xn − γ(A∗AXn − A∗F ); (C.5)

Xn+1 = Xn − γ(αXn + A∗AXn − A∗F ); (C.6)

Xn+1 = βnXn − (1− βn)(Xn − γ(αXn + A∗AXn − A∗F )), (C.7)

ãäå 0 < β∗ ≤ βn ≤ 1 − β∗ < 1, γ = min
(

1
2 ,

1
2‖A∗A‖

)
;α − ïàðàìåòð ðåãóëÿ-

ðèçàöèè.
Â ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (C.1) ðåøàëàñü ìåòîäîì

Â. Í. Ñòðàõîâà, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâîäèëîñü ôèëüòðîâàíèå äàííûõ.
Ïðè ðåøåíèè îòôèëüòðîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èòåðàöèîííû-

ìè ìåòîäàìè âûáîð ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè α (ïðè ðåãóëÿðèçàöèè ïî
Òèõîíîâó) è β (ïðè ðåãóëÿðèçàöèè ïî Ñòðàõîâó) îñóùåñòâëÿëñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Âîçüìåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ α0 è β0 ïàðàìåòðîâ α è β.
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ αl è βl îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè αl = α0/2

l,
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βl = β0/2
l, l = 1, 2, ..., L. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà αl (èëè βl) ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé (C.1) (â ñëó÷àå ìåòîäà Â. Í. Ñòðàõîâà ñèñòåìà ïîëó÷à-
åòñÿ èç (C.1) ìåòîäîì ôèëüòðàöèè) ïî èòåðàöèîííîìó ìåòîäó (C.2)-(C.4)
(èëè (C.5)-(C.7)) ðåøàåòñÿ îòäåëüíî.

Ïðè ðåøåíèè íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (èëè ÷åðåç
êàæäûå íåñêîëüêî øàãîâ) ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå íåâÿçêè.

Îñòàíîâêà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îñóùåñòâëÿëàñü ïî îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ ïðàâèë: à) íåâÿçêà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøåé íåêîòîðîãî ðàíåå çà-
äàííîãî çíà÷åíèÿ; á) èòåðàöèè çàêàí÷èâàþòñÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ íåâÿçêè
íà÷èíàþò óñòîé÷èâî âîçðàñòàòü ñ êàæäûì ïîñëåäóþùèì øàãîì. Â ýòîì
ñëó÷àå çàïîìèíàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è, äàâøåå ìèíèìàëüíóþ íåâÿçêó.

Îïèøåì äåéñòâèÿ, ïðîâîäèìûå ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåðâîãî èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà äëÿ α0 (ïî ìåòîäó À. Í. Òèõîíîâà) è äëÿ β0 (ïî ìåòîäó
Â. Í. Ñòðàõîâà).

Òàê êàê âñå äåéñòâèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî, òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè
îñòàíîâèìñÿ íà ìåòîäå Â. Í. Ñòðàõîâà.

Ïîñëå òîãî êàê ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå
(C.2)-(C.4) äëÿ çíà÷åíèÿ β0, çàïîìèíàþòñÿ çíà÷åíèÿ:

à) β0;
á) íîìåð èòåðàöèè, ïðè êîòîðîì äîñòèãíóòà ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà;
â) çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîé íåâÿçêè;
ã) âåêòîð ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðîì äîñòèãíóòà ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà.
Çàòåì ïåðåõîäèì ê ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîé ñõåìû (C.2)-(C.4) ïðè

β1. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé òî÷íî òàêæå çàïîìèíàåòñÿ:
à) ïàðàìåòð β1;
á) íîìåð èòåðàöèè, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà;
â) çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîé íåâÿçêè;
ã) âåêòîð ðåøåíèÿ, êîòîðûé ðåàëèçóåò ìèíèìàëüíóþ íåâÿçêó.
Çàòåì ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå äâóõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Âûáèðà-

åòñÿ òîò ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì äîñòèãíóòà ìåíüøàÿ ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà
è â êà÷åñòâå ðåçóëüòèðóþùåé äâóõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ çàïîìèíàþò-
ñÿ õàðàêòåðèñòèêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ íàèìåíüøåé ìèíèìàëüíîé
íåâÿçêîé. Â ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ çàïîìèíàåòñÿ:

à) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β, ïðè êîòîðîì ïîëó÷åíà íàèìåíüøàÿ ìèíè-
ìàëüíàÿ íåâÿçêà;

á) íîìåð èòåðàöèè (â ïðîöåññå ñ íàèìåíüøåé ìèíèìàëüíîé íåâÿç-
êîé), ïðè êîòîðîì ïîëó÷åíà ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà;

â) çíà÷åíèå íàèìåíüøåé ìèíèìàëüíîé íåâÿçêè;
ã) ðåøåíèå, ðåàëèçóþùåå íàèìåíüøóþ ìèíèìàëüíóþ íåâÿçêó.
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Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò ðåàëèçîâàíû
èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ βk, k = 0, . . . , L.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ âû÷èñëåíèé ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå, ìèíèìèçèðó-
þùåå íåâÿçêó ïðè âñåõ çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ðåãóëÿðèçàöèè è çàäàííûõ
äëèòåëüíîñòÿõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ.



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ D

Ìîäåëüíûå ïðèìåðû ê ãëàâå IV

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè èçëîæåííûõ â ãëàâå IV àëãîðèò-
ìîâ áûëî ðåøåíî íåñêîëüêî ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Öåíòðàëüíàÿ çàäà÷à.
Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò OXY Z. Ïî-

ìåñòèì â íà÷àëo êîîðäèíàò òî÷å÷íîå òåëî ñ ìàññîé m. Ýòî òåëî ñîçäàåò
â òî÷êå P ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

F (P ) = −Gm
r2
, (D.1)

ãäå r2 = x2 + y2 + z2, è ïîòåíöèàëüíîå ïîëå

U(P ) = G
m

r
. (D.2)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëÿ U(P ), âûðàæåííîãî ôîðìóëîé (D.2), ñèñòåìà
óðàâíåíèé

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θk)

rn+1
k

(anm cosmϕk + bnm sinmϕk) = U(Pk), (D.3)

k = 1, 2, . . . , N1, N1 = (N + 1)2, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå a00 = m,

b00 = 0; aij = 0, bij = 0 ïðè (ij) 6= (00).
Çäåñü (rk, θk, ϕk)− ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè Pk, k = 1, . . . , N1.

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (r, θ, ϕ) òî÷êè x = (x1, x2, x3) îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè

x1 = r cos θ, x2 = r cosϕ sin θ, x3 = r sinϕ sin θ. (D.4)

Òðåáóåòñÿ, ðàñïîëàãàÿ çíà÷åíèÿìè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ U(P ) â ïðî-
èçâîëüíî âçÿòûõ N1 = (N + 1)2 òî÷êàõ, îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû akl,
l = 0, 1, . . . , k, è bkl, k = 1, 2, . . . , N, l = 1, 2, . . . , k.

Òî÷êè, â êîòîðûõ ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿ U(Pk), çàäàâà-
ëèñü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

à) òî÷êè ðàñïîëàãàëèñü íà ñôåðå îäíîãî è òîãî æå ðàäèóñà R â óçëàõ
ñôåðè÷åñêîé ñåòêè (R, θk, ϕl), k, l = 0, 1, . . . , n1, n

2
1 = N1, ãäå θk = kπ/n1,

k = 0, 1, . . . ;n1, ϕl = 2πl/n1, l = 0, 1, . . . , n1;
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á) òî÷êè Pk, k = 0, 1, . . . , N1, ðàñïîëîæåíû íà ñôåðå îäíîãî è òîãî
æå ðàäèóñà, íî ñ íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî Θ è ϕ;

â) òî÷êè Pk, k = 0, 1, . . . , N1, ðàñïîëîæåíû â óçëàõ (Rjk, θj, ϕl, ) ãäå
θj = π/n1, j = 0, 1, . . . , n1, ϕl = 2πl/n1, l = 0, 1, . . . , n1, n

2
1 = N1, ðàäèóñû

Rjk, j, k = 0, 1, . . . , n1, ïðèíèìàþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûå
íà ñåãìåíòå [R1, R2];

ã) òî÷êè Pk, k = 1, 2, . . . , N1, ðàñïîëîæåíû â ñôåðè÷åñêèõ ïðÿìî-
óãîëüíèêàõ [R1, R2; Θ1,Θ2; Φ1,Φ2], ïðè÷åì R1, R2; Θ1,Θ2; Φ1Φ2 ïðèíèìà-
þò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ çíà÷åíèÿì U(Pk), k = 1, 2, . . . , N1,
ïðèäàâàëîñü âîçìóùåíèå εξk, k = 1, 2, . . . , N1, ãäå ε− çàäàâàåìûé ìîäóëü
âîçìóùåíèé; ξk, k = 1, 2, . . . , N1 − ñìåùåííûå íà −0, 5 çíà÷åíèÿ äàò÷èêà
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ïðè âîçìó-
ùåííûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ, ïðîâîäèëàñü ôèëüòðàöèÿ óðàâíåíèé ìåòîäîì
Â. Í. Ñòðàõîâà.

Âûøå óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (D.3) èìå-
åò âèä a00 = m, akl = 0, ïðè k = 1, 2, . . . , N, l = 0, 1, . . . , k; bkl = 0
ïðè k = 1, 2, . . . , N, l = 1, 2, . . . , k. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3) ïðè ïðàâûõ ÷àñòÿõ, çàäàííûõ ñ àìïëèòóäîé âîç-
ìóùåíèÿ ε, ðàñïîëîæåíû â ïàðàëëåëåïèïåäå [−β,m+β;−β, β; ...;−β, β],
ïðîâîäèì îòáðàêîâêó óðàâíåíèé ñèñòåìû (D.3) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-
ÿõ ε è β. Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ k óðàâíåíèé, ãäå 0 ≤ k ≤ N1.

Îñòàâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå ôèëüòðàöèè óðàâíåíèÿ (ñèñòåìà èç k×N1

óðàâíåíèé) ðåøàëèñü ìåòîäàìè ðåãóëÿðèçàöèè ïî Â. Í. Ñòðàõîâó (ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ïî À. Í. Òèõîíîâó îòáðàêîâêà
óðàâíåíèé íå ïðîèçâîäèëàñü).

Ðåãóëÿðèçîâàííûå ïî À. Í. Òèõîíîâó è Â. Í. Ñòðàõîâó ñèñòåìû ðå-
øàëèñü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, îïðåäåëÿåìûì óðàâíåíèÿìè:

� â ñëó÷àå ðåãóëÿðèçàöèè ïî À. Í. Òèõîíîâó:

Xn+1 = (1− α)Xn − γ(A∗AXn − A∗F ), (D.5)

Xn+1 = µXn − (1− µ)(Xn − γ(αXn + A∗AXn − A∗F )), (D.6)

ãäå 0 < µ < 1, γ = 1/(2‖A∗A‖);
� â ñëó÷àå ðåãóëÿðèçàöèè ïî Â. Í. Ñòðàõîâó:

Zn+1 = (1− β)Zn − γ(AA∗Zn − F ), (D.7)

Zn+1 = µZn + (1− µ)(Zn − γ(βZn + AA∗Zn − F )), (D.8)

ãäå 0 < µ < 1, γ = 1/(2‖AA∗‖).
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Ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì (D.5)-(D.8) ïîäðîáíî îïèñàíà â
ïðèëîæåíèè C.

Ïðèìåð 2. Ñìåùåííûé öåíòð.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìîìåíòîâ ïî-

òåíöèàëüíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òî÷å÷íûì òåëîì ñ ìàññîé 1, ðàñïîëî-
æåííûì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (r0, θ0, ϕ0). Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîå
ïîëå â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (rk, θj, ϕi) èìååò âèä

1

r2
k + r2

0 − 2rkr0(cos θj cos θ0 + sin θj sin θ0 × cos(ϕi − ϕ0))
.

Ïîìèìî âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ
îòäåëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, ðàññìàòðèâàëèñü ïðèìåðû âû÷èñ-
ëåíèÿ ìîìåíòîâ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ îòäåëüíûìè òåëàìè.

Â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëÿëèñü ìîìåíòû ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, ñîçäàâà-
åìûõ ñôåðè÷åñêèìè ñåêòîðàìè è ñåãìåíòàìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòÿìè, óðàâíåíèÿ
êîòîðûõ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä

r = R0, r = R1; θ = Θ0, θ = Θ1;ϕ = Φ0, ϕ = Φ1.

Â ñëó÷àå, êîãäà

Θ0 = 0,Θ1 = π,Φ0 = 0,Φ1 = 2π,

ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü êàê öåíòðàëüíóþ.
Ïîëå, ñîçäàâàåìîå ýòèì òåëîì, âû÷èñëÿëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ââåäåì ñåòêó óçëîâ

rk = R0 + (R1 −R0)k/N, k = 0, 1, . . . , N ; θj = Θ0 + (Θ1 −Θ0)j/N1,

j = 0, 1, . . . , N1;ϕi = Φ0 + (Φ1 − Φ0)i/N2, i = 0, 1, . . . , N2.

Ïóñòü ∆kji = [rk, rk+1; θj, θj+1; ϕi, ϕi+1], k = 0, 1, . . . , N − 1;
j = 0, 1, . . . , N1 − 1; i = 0, 1, . . . , N2 − 1.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êàæäîì ñôåðè÷åñêîì ïàðàëëåëåïèïåäå∆kji,
k = 0, 1, . . . , N − 1; j = 0, 1, . . . , N1 − 1; i = 0, 1, . . . , N2 − 1, ïëîòíîñòü
òåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, âû÷èñëÿåòñÿ ïîëå ñîçäàâàåìîå êàæäûì ïà-
ðàëëåëåïèïåäîì ∆kji â îòäåëüíîñòè. Çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå
ïî âñåì ñôåðè÷åñêèì ïàðàëëåëåïèïåäàì ∆kji, k = 0, 1, . . . , N − 1;
j = 0, 1, . . . , N1 − 1; i = 0, 1, . . . , N2 − 1.

Íàðÿäó ñî ñëó÷àÿìè, êîãäà èçìåðÿëèñü çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïî-
ëÿ, ðàññìàòðèâàëèñü ñëó÷àè, êîãäà èçìåðÿëèñü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé
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ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ è ïî ýòèì çíà÷åíèÿì îïðåäåëÿëèñü ìîìåíòû anm
è bnm ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ

U(P ) =
N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cosθk)

rn+1
k

(anm cosmϕk + bnm sinmϕk). (D.9)

Ýòè êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿëèñü èç ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé

−
N∑
n=1

n∑
m=0

(n+ 1)2 −m2

(n+ 1)rn+2
k

P̂m
n+1(cos θk)(anm cosmϕk + bnm sinmϕk)−

−
N∑
n=0

2n+ 1

rn+2
k

P̂ n
n (cos θk) cos θk(ann cosnϕk + bnn sinnϕk) = fk.

Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäèëàñü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿëàñü ïîòåíöèàëîì, ò.å. ðàññìàòðèâàëàñü
öåíòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ òî÷êè è òåëà, à òàêæå çàäà÷à ñî ñìåùåííûì öåí-
òðîì äëÿ òî÷êè è òåëà.

Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî-
òåíöèàëüíûõ ïîëåé. Â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèëèñü êîýôôèöèåíòû anm è bnm
èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

N∑
n=0

n∑
m=0

P̂m
n (cos θk)

rn+2
k

(anm cosmϕk + bnm sinmϕk) =
∂U(P )

∂z
|Pk. (D.10)

Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäèëàñü òàê æå, êàê è â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿëàñü ïîòåíöèàëîì, ò.å. ðàññìàòðèâàëàñü
öåíòðàëüíàÿ çàäà÷à, à òàêæå çàäà÷à ñî ñìåùåííûì öåíòðîì.

Ðåøåíèå ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ñèíòåçà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ìåòî-
äàìè Â. Í. Ñòðàõîâà è À. Í. Òèõîíîâà ïðèâåäåíî â òàáëèöàõ D.1-D.4.
Â ýòèõ òàáëèöàõ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: r − ðàäèóñ ñôå-
ðû, íà êîòîðîé èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ (â öåíòðàëüíîé
çàäà÷å); c1 = ‖x‖ − íîðìà â l2 ïðåäïîëàãàåìîãî ðåøåíèÿ (çàäàåòñÿ ïðè
ôèëüòðàöèè ïî Â. Í. Ñòðàõîâó); df − êîýôôèöèåíò, íà êîòîðûé óìíîæà-
þòñÿ çíà÷åíèÿ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ëåæàùèå â èíòåðâàëå (−1, 1);
η − ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âîçìóùåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû
(ïàðàìåòð η ââåäåí â ïðèëîæåíèè B).

Äëÿ îïèñàíèÿ íåâÿçîê ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
AX = F − ðåøàåìàÿ ñèñòåìà, ãäå A = aij, i, j = 1, 2, . . . , n, − ìàòðèöû
ðàçìåðîì n×n;X è F −n-ìåðíûå âåêòîðû. Â ðåçóëüòàòå ôèëüòðàöèè ïî
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Â. Í. Ñòðàõîâó ïîëó÷àåì ñèñòåìó AX = F , ãäå A − ìàòðèöà ðàçìåðîì
n0 × n;X − n-ìåðíûé âåêòîð; F − n0-ìåðíûé âåêòîð.

Òîãäà â ìåòîäå Â. Í. Ñòðàõîâà

ω1 = ‖AX − F‖;

ω2 = ‖βZ + AA
∗
Z − F‖,

ãäå Z − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ βZ + AA
∗
Z − F ;

ω3 = ‖AA∗Z − F‖,

ãäå X = A
∗
Z.

Îòìåòèì, ÷òî ω1 è ω3 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò (ýòî ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ âåêòîðîâ X è Z è ïîäòâåðæäàåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ðàçëè÷èÿ íà-
áëþäàþòñÿ â 12-ì çíàêå ïîñëå çàïÿòîé).

Êàæäîìó îïðåäåëåíèþ íåâÿçêè (ωi, i = 1, 2, 3) ñîîòâåòñòâóþò çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà βi (i = 1, 2, 3) è ÷èñëî èòåðàöèé li (i = 1, 2, 3), ïðè
êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì íåâÿçêè.

Â ìåòîäå À. Í. Òèõîíîâà àíàëèçèðóþòñÿ íåâÿçêè:

ω1 = ‖AX − F‖;

ω2 = ‖αX + A∗AX − A∗F‖;
ω3 = ‖A∗AX − A∗F‖.

Êàæäîìó îïðåäåëåíèþ íåâÿçêè ωj, (j = 1, 2, 3) ñîîòâåòñòâóåò çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà αj(j = 1, 2, 3) ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàèìåíüøàÿ
íåâÿçêà.

Â ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è, ñ ìè-
íèìóìîì êàæäîé èç íåâÿçîê (ωl, l = 1, 2, 3) ñâÿçûâàåì ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè (Rl, l = 1, 2, 3), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïðè òåõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè è ÷èñëå èòåðàöèé, ïðè êîòîðûõ áûëè
âû÷èñëåíû íåâÿçêè.

Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê íîðìà ðàçíîñòè â l2 ìåæäó òî÷íûì è
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿìè.

Òî÷íîñòü ñ÷åòà õàðàêòåðèçóåòñÿ åùå îäíèì äîïîëíèòåëüíûì ïàðà-
ìåòðîì ε = ω2

‖F+Fδ‖2
, ãäå Fδ − âåêòîð âîçìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (Â.1).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè

α1, α2, α3 (â ìåòîäå À. Í. Òèõîíîâà) è β1, β2, β3 (â ìåòîäå Â. Í. Ñòðàõîâà)
â òàáëèöàõ îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç ρ1, ρ2, ρ3 ñîîòâåòñòâåííî.
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Â ñëó÷àå, êîãäà âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè âòîðîì òèïå âîçìóùå-
íèé ïðàâûõ ÷àñòåé, âìåñòî ïàðàìåòðà c1 â òàáëèöàõ ââîäÿòñÿ ïàðàìåòðû
m è l. Çäåñü l − ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò â âåêòîðå âîçìóùåíèé
δf = (δ1, . . . , δN),m − êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé âåëè÷èíó îòëè÷íîé
îò íóëÿ êîìïîíåíòû âîçìóùåíèÿ δk : δk = mfk, ãäå f = (f1, . . . , fN) −
âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé.

Íàðÿäó ñ âû÷èñëåíèÿìè ïî èòåðàöèîííûì ñõåìàì (C.3) è (C.6) ïðî-
âîäèëèñü âû÷èñëåíèÿ ïî èòåðàöèîííûì ñõåìàì (C.4) è (C.7). Îñîáûõ
ðàçëè÷èé ïðè âû÷èñëåíèè ïî ýòèì ñõåìàì íå áûëî, è ïîýòîìó ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òàáëèöû íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ
D1-D4.

Òàáëèöû D1�D5 èëëþñòðèðóþò ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïèñàííûõ
âûøå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñèíòåçà ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé. Âñå ïðèâåäåííûå ïðèìåðû âû÷èñëÿëèñü ìåòîäîì À. Í. Òèõîíî-
âà ïî èòåðàöèîííûì ñõåìàì (Ñ.2)�(Ñ.4) è ìåòîäîì Â. Í. Ñòðàõîâà ïî
èòåðàöèîííûì ñõåìàì (Ñ.5)�(Ñ.7).

Â òàáëèöå D1 èëëþñòðèðóåòñÿ ðåøåíèå öåíòðàëüíîé çàäà÷è áåç âîç-
ìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé.

Â òàáëèöå D2 èëëþñòðèðóåòñÿ ðåøåíèå öåíòðàëüíîé çàäà÷è ñ âîç-
ìóùåíèåì ïðàâûõ ÷àñòåé.

Â òàáëèöå D3 èëëþñòðèðóåòñÿ âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.

Â òàáëèöå D4 èëëþñòðèðóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëåé â ñëó÷àå ñìåùåíèÿ èñòî÷íèêà ïîëÿ.

Â òàáëèöå D5 èëëþñòðèðóåòñÿ âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé â ñëó÷àå ñìåùåíèÿ èñòî÷íèêà ïîëÿ.

Àíàëèç äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â òàáë. D1�D5, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëå-
äóþùèå âûâîäû:

1) ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñèíòåçà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé ìåòîä ðåãóëÿ-
ðèçàöèè ïî Â. Í. Ñòðàõîâó îêàçûâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, áîëåå ýôôåêòèâ-
íûì: âåëè÷èíà ε = ω2/‖F + Fδ‖2 â ìåòîäå Â. Í. Ñòðàõîâà íà íåñêîëüêî
ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì â ìåòîäå À. Í. Òèõîíîâà;

2) ôèëüòðàöèÿ ïî ìåòîäó Â. Í. Ñòðàõîâà îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
ýôôåêòèâíîé â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èìåþò áîëüøèå
"âûáðîñû".



. Òàáëèöà D.1

Ïàðàìåòðû Ìåòîä Ñòðàõîâà Ìåòîä Òèõîíîâà

r 2 2

‖x‖ 1

n 144 144

n0 144

η 0 0

ρ1 1,00000000000100E−0004 1,00000000000100E−0004
ρ2 1,00000000000100E−0001 1,00000000000100E−0001
ρ3 1,00000000000100E−0004 1,00000000000100E−0004
l1 2999 2999

l2 2999 2999

l3 2999 2999

ω1 5,84012754219487Å−0005 5,84012657511290Å−0005
ω2 9,18537602774723Å−0007 1,57612832746984Å−0007
ω3 5,84012695902802Å−0005 1,00468823461041Å−0004
R1 1,13767794591623Å−0003 1,13767795011909Å−0003
R2 8,85063260294316Å−0003 8,85063260493268Å−0003
R3 1,13767794591623Å−0003 1,13767795011909Å−0003
ε 8,27662823375347Å−0011 2,44826025603084Å−0012
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. Òàáëèöà D.2

Ïàðàìåòðû Ìåòîä Ñòðàõîâà Ìåòîä Òèõîíîâà

r 2 2

‖x‖ 1.2

n 144 144

n0 138

η 5df 5df

ρ1 1,00000000000100E−0004 1,00000000000100E−0004
ρ2 1,00000000000100E−0001 1,00000000000100E−0001
ρ3 1,00000000000100E−0004 1,00000000000100E−0004
l1 999 999

l2 999 999

l3 999 999

ω1 3,83817547575660Å−0004 4,56696758421458Å+0000

ω2 9,22151652826830Å−0005 3,45286084009331Å−0002
ω3 3,83817552497945Å−0004 1,34951696186135Å−0001
R1 2,16276761234369Å−0003 2,74261497082625Å+0000

R2 9,47384066684265Å−0003 1,85970085721237Å+0000

R3 2,16276761234369Å−0003 2,74261497082625Å+0000

ε 4,23161388861984Å−0009 2,52114015333760Å−0004
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. Òàáëèöà D.3

Ïàðàìåòðû Ìåòîä Ñòðàõîâà Ìåòîä Òèõîíîâà

r 1 1

‖x‖ 0.5

n 144 144

n0 48

η 0 0

r0 0.3 0.3

θ0 0 0

ϕ0 0 0

ρ1 1,00000000000100E−0004 1,00000000000100E−0004
ρ2 1,00000000000100E−0003 1,00000000000100E−0001
ρ3 1,00000000000100E−0004 1,00000000000100E−0004
l1 627 878

l2 821 960

l3 722 980

ω1 7,47275702603356Å−0006 1,00781156155693Å−0005
ω2 3,07943263618832Å−0012 6,962208464357536Å−009
ω3 7,47278074166025Å−0006 1,33656965837727Å−0004
R1 1,00001006453921Å−0001 2,72656015923512Å−0001
R2 1,00001724941093Å−0001 2,92236789764956Å−0001
R3 1,00001006453011Å−0001 4,92656015894408Å−0001
ε 4,75439393666040Å−0025 3,56664314510535Å−0021
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. Òàáëèöà D.4

Ïàðàìåòðû Ìåòîä Ñòðàõîâà Ìåòîä Òèõîíîâà

r 2 2

‖x‖ 1

n 144 144

n0 139

η 1,0000000000000Å−0003 1,0000000000000Å−0003
r0 0.1 0.1

θ0 π/10 π/10

ϕ0 π/10 π/10

‖ĀĀ∗‖ 3,54635732542374Å+0001

‖A∗A‖ 3,67252386971959Å+0001

γ 1,40989740772994Å−0002
ρ1 1,25000000000000E+0000 1,25000000000000E+0000

ρ2 5,00000000000000E+0000 5,00000000000000E+0000

ρ3 1,25000000000000E+0000 1,25000000000000E+0000

l1 955 957

l2 354 385

l3 959 844

ω1 2,71248763998301Å−0001 2,77250114751496Å−0001
ω2 4,37479725624681Å−0012 2,40517355190220Å−0011
ω3 2,71248764011943Å−0001 1,20706426895958Å+0000

R1 5,84073318230776Å−0002 7,42318353155724Å−0002
R2 1,07594896379351Å−0001 1,47873785577758Å−0001
R3 2,84073318266019Å−0002 7,42318353406972Å−0002
ε 5,47727456333840Å−0025 5,80887021662143Å−0022
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. Òàáëèöà D.5

Ïàðàìåòðû Ìåòîä Ñòðàõîâà Ìåòîä Òèõîíîâà

r 5 5

‖x‖ 1

n 144 144

n0 85

η 1,0000000000000Å−0003 1,0000000000000Å−0003
r0 0.1 0.1

θ0 π/10 π/10

ϕ0 π/10 π/10

‖ĀĀ∗‖ 3,40195017377846Å+0000

‖A∗A‖ 5,76818046725384Å+0000

γ 1,46974521806214Å−0001
ρ1 1,25000000000000E+0000 1,25000000000000E+0000

ρ2 5,00000000000000E+0000 1,25000000000000E+0000

ρ3 1,25000000000000E+0000 1,25000000000000E+0000

l1 73 140

l2 23 48

l3 96 126

ω1 4,87123169831193Å−0001 4,36220472564401Å−0001
ω2 4,06936949936946Å−0013 5,86437258768074Å−0014
ω3 4,87123169936946Å−0001 1,03011651311681Å+0000

R1 1,03222327821459Å−0001 1,96995459201162Å−0001
R2 1,13488072702239Å−0001 4,73549663102858Å−0001
R3 1,03222327762342Å−0001 1,96995459473555Å−0001
ε 5,07116131220556Å−0026 1,30056132943932Å−0024
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ E

Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè íà êîìïüþòåðàõ
ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðîöåññîðàìè

Â äàííîì ïðèëîæåíèè èññëåäóåòñÿ ìåòîä ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè
ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ãðàâèìåòðèè.

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò 0XY Z, íàïðàâèâ îñü 0Z âíèç.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîçìóùàþùåå òåëî G ðàñïîëîæåíî â ïàðàëëåëåïèïå-
äå D = [a1, b1; a2, b2; a3, b3]. Ïóñòü: Hi = bi − ai, i = 1, 2, 3. Ââåäåì ñåòêè
óçëîâ xk = a1 + (b1 − a1)k/n1, k = 0, 1, . . . , n1; yk = a2 + (b2 − a2)k/n2,
k = 0, 1, . . . , n2; zk = a3 + (b3 − a3)k/n3, k = 0, 1, . . . , n3. Êàæäîìó óç-
ëó ζijk = (xi, yj, zk) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåèçâåñòíóþ ïîêà òî÷å÷-
íóþ ìàññó mijk, ðàâíóþ ìàññå ïàðàëëåëåïèïåäà ∆ijk = [xi, xi+1; yj, yj+1;
zk, zk+1], i = 0, 1, . . . , n1 − 1, j = 0, 1, . . . , n2 − 1, k = 0, 1, . . . , n3 − 1.

Ïóñòü íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè (ïðè÷åì çäåñü èìååòñÿ â âèäó ðåàëü-
íàÿ ïîâåðõíîñòü Çåìëè) èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
fz(x, y, z) ñèëû òÿæåñòè â óçëàõ ñåòêè ηl, l = 1, . . . , N, N = n1n2n3.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîåêöèè óçëîâ ηl, l = 1, . . . , N, íà ïëîñêîñòü
z = 0 ðàñïîëîæåíû â ïàðàëëåëîãðàììå [a1, b1; a2, b2]. Çíà÷åíèÿ fz(x, y, z)
â óçëàõ ηl áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fl, l = 1, . . . , N.

Ïåðåíóìåðóåì óçëû ζijk ñëåäóþùèì îáðàçîì: ξl = ζijk, ãäå
l = kn1n2 + jn1 + i + 1, i = 0, 1, . . . , n1 − 1, j = 0, 1, . . . , n2 − 1,
k = 0, 1, . . . , n3 − 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç avw ïðîåêöèþ íà îñü 0Z ñèëû òÿæåñòè, ñîçäàâàå-
ìîé â òî÷êå ηv åäèíè÷íîé ìàññîé, ðàñïîëîæåííîé â òî÷êå ξw. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

N∑
l=1

aklul = fk, k = 1, 2, . . . , N, (E.1)

ãäå ul = mijk, l = kn1n2+jn1+i+1, i = 0, 1, . . . , n1−1, j = 0, 1, . . . , n2−1,
k = 0, 1, . . . , n3 − 1.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìàìè
óðàâíåíèé áîëüøèõ ðàçìåðîâ (äî 106 óðàâíåíèé ñ 106 íåèçâåñòíûìè).

Íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ïðåäúÿâëÿåò ÷ðåçâû÷àéíî
âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê èñïîëüçóåìûì àëãîðèòìàì, ñèñòåìíîìó îáåñïå÷å-
íèþ è êîìïüþòåðàì. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (E.1).
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Ðàçîáüåì ïàðàëëåëåïèïåä D íà áîëåå ìåëêèå ïàðàëëåëåïèïåäû Dkl,
k = 0, 1, . . . , m1−1, l = 0, 1, 2, . . . ,m2−1, m1 << n1, m2 << n2. Îïðåäå-
ëèì ïàðàëëåëåïèïåä Dkl ñëåäóþùèì îáðàçîì: Dkl = [xLk, xL(k+1);
yLl, xL(l+1); a3, b3], k = 0, 1, . . . ,m1 − L, l = 0, 1, 2, . . . ,m2 − 1, L − öå-
ëî÷èñëåííàÿ êîíñòàíòà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L òàêàÿ, ÷òî Lm1 = n1,
Lm2 = n2.

Êàæäîìó ïàðàëëåëåïèïåäó Dkl ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó dkl,
ÿâëÿþùóþñÿ ïåðåñå÷åíèåì åãî äèàãîíàëåé. Â òî÷êó dkl ïîìåñòèì íåèç-
âåñòíóþ ïîêà ìàññó Mkl, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì
Dkl. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå Dkl áåðåòñÿ
íåñêîëüêî óçëîâ, â êîòîðûå ïîìåùàþòñÿ èñêîìûå ìàññû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F̄kl ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèé fz(ηl) ïî òåì çíà÷å-
íèÿì ηl, l = 1, 2, . . . , N, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà ïëîñêîñòü 0XY ðàñïîëîæå-
íû â ïðÿìîóãîëüíèêå Πkl = [xLk, xL(k+1); yLl, yL(l+1)], k = 0, 1, . . . ,m1 − 1,
l = 0, 1, . . . ,m2 − 1. ×åðåç η̄∗kl îáîçíà÷èì òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò òî÷åê ηkl, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà
ïëîñêîñòü 0XY ðàñïîëîæåíû â ïðÿìîóãîëüíèêå Πkl.

Ïåðåíóìåðóåì ïàðàëëåëåïèïåäû Dij, ïîëüçóÿñü òîëüêî îäíèì
èíäåêñîì: Dl = Dij, l = i+1+jm1, i = 0, 1, . . . ,m1−1, j = 0, 1, . . . ,m2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåíóìåðóåì óçëû η̄ij − ÷åðåç η̄l; óçëû dij − ÷åðåç
dl, ìàññû M̄ij, ðàçìåùåííûå â óçëàõ dij, − ÷åðåç ūl.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

M∑
l=1

āklūl = f̄k, k = 1, 2, . . . ,M, M = m1m2. (E.2)

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñèñòåìó (E.2) ìîæíî
çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ïðàêòè÷åñêè áåç óìåíüøåíèÿ òî÷íîñòè.

Ââåäåì öåëî÷èñëåííóþ êîíñòàíòó δ è ñèñòåìó óðàâíåíèé (E.2) çàìå-
íèì ñèñòåìîé

M∑
l=1

a∗klūl = f̄k, k = 1, 2, . . . ,M, (E.3)

ãäå a∗kl = 0, åñëè |k−l| ≥ δ. Âåëè÷èíà δ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âëèÿíèå ìàññû, ñîñðåäîòî÷åííîé â óçëå dl, ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâà-
ëîñü â óçëàõ η̄k ïðè |k − l| > δ. Äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü
δ = 2, 3. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé (E.3) ñ áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ó êîòîðîé ýëåìåíòû δ+ 1 áëîêîâ, ïðèëåãàþùèõ
ê ãëàâíîé äèàãîíàëè, îòëè÷íû îò íóëÿ, à ýëåìåíòû îñòàëüíûõ áëîêîâ
ðàâíû íóëþ.
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Ñèñòåìó óðàâíåíèé (E.2) (àíàëîãè÷íî (E.3)) áóäåì ðåøàòü èòåðàöè-
îííûì ìåòîäîì:

Ūn+1 = αnŪn + (1− αn)((1− βn)Ūn − γ(Ā∗ĀUn − Ā∗F̄ )), (E.4)

n = 0, 1, . . . , ãäå Ā− ìàòðèöà ñèñòåìû (E.2); F̄ − âåêòîð F̄ = (f̄1, . . . , f̄M);
Ū − âåêòîð íåèçâåñòíûõ: Ū = (ū1, . . . , ūM), 0 < α∗ ≤ αn ≤ 1 − α∗ < 1;

βn(βn ≥ 0) − ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, γ = min
(

1
2 ,

1
2‖A∗A‖

)
.

Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (E.4) ïðèâåäåíî â
ãëàâå IV.

Òàê êàê èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (E.4) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì
ïðèáëèæåíèè, òî, çàäàâ âåëè÷èíó íåâÿçêè ε(ε > 0), ìîæíî ïîëó÷èòü
ðåøåíèå Ū ε

n, ïðè êîòîðîì ‖(1− βn)Ū ε
n − γ(Ā∗ĀU ε

n − Ā∗F̄ )‖ ≤ ε.
Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà Ū ε

n, êîòîðûé â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêî-
ñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ūε, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëå-
ëèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Dl. Ñ ýòèì ïàðàëëåëå-
ïèïåäîì ñâÿçàíû òî÷êà dl, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì åãî äèàãîíàëåé, è
âû÷èñëåííàÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (E.2) ìàññà Ml.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηlij ýëåìåíòû èñõîäíîé ñåòè ηij íà ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè, ïðîåêöèè êîòîðûõ íà ïëîñêîñòü z = 0 ïðèíàäëåæàò Dl. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ζ lijk òå óçëû ñåòêè ζijk, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïàðàëëåëåïèïåäó Dl.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìàññàMl ïàðàëëåëåïèïåäà Dl ñîñðåäîòî÷åíà â óç-
ëå dl, ëåãêî íàõîäèì âåðòèêàëüíûå ïðîåêöèè ñèëû òÿæåñòè f lijk, ñîçäà-
âàåìûå â óçëàõ ηlijk ìàññîé Ml, ñîñðåäîòî÷åííîé â óçëå dl.

Ðàñïîëàãàÿ çíà÷åíèÿìè f lijk, ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ìàññml

ijk, ñîñðåäîòî÷åííûõ â óçëàõ ζ
l
ijk. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

R∑
v=1

bkvuv = f lk, (E.5)

ãäå R = N3L
2.

Ðåøàÿ ñèñòåìû âèäà (E.5) äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâDj, j = 1, 2, . . . , N ∗,
ãäå N ∗ − îáùåå ÷èñëî ïàðàëëåëåïèïåäîâ Dj, ïîêðûâàþùèõ D, è îáúåäè-
íÿÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (E.1), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç U ∗N = (u1, . . . , uN). Â ñëó÷àå,
åñëè ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå íåâÿçêà óäîâëåòâîðÿåò ïðåäúÿâëåí-
íûì ê çàäà÷å òðåáîâàíèÿì, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøå-
íèåì U ∗N . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âçÿâ åãî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ,
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ìîæíî âû÷èñëèòü íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà óðàâíåíèé (E.1) ïðåäâàðèòåëüíî óïðîùàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê èç ñèñòåìû (E.2) áûëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà (E.3). Ïîñëå ýòîãî ê óïðî-
ùåííîé ñèñòåìå ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà òèïà (E.4).

Áîëåå òî÷íûì, õîòÿ è áîëåå òðóäîåìêèì, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé àëãî-
ðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Âíà÷àëå, êàê è âûøå, íàõîäèòñÿ âåêòîð Ū ε

n,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (E.2). Äàëåå ïðîöåññ
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïàðàëëåëåïèïåäà Dij, êîòîðîìó �îòâå-
÷àåò� íàèáîëüøåå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îòêëîíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ îò ñðåäíåãî ïî èññëåäóåìîé îáëàñòè. Äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäà Dij è
ñîñåäíèõ ñ íèì ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà
(E.5), ñîñòîÿùàÿ èç 9N3L

2 óðàâíåíèé ñ òàêèì æå ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ.
Íàçîâåì åå ñèñòåìîé G. Îòìåòèì, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä Dij ìîæåò áûòü
îêàéìëåí íå îäíèì, à íåñêîëüêèìè ñëîÿìè ïðèëåãàþùèõ ïàðàëëåëåïèïå-
äîâ, è òîãäà ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé G äîëæíà áûòü óâåëè÷åíà.
Â êà÷åñòâå ïðàâûõ ÷àñòåé f lk â ñèñòåìå óðàâíåíèé G áåðóòñÿ çíà÷åíèÿ
èñõîäíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â òî÷êàõ ηlk, èç êîòîðûõ âû÷èòàþòñÿ
ïðîåêöèè íà îñü 0Z ñèë ïðèòÿæåíèÿ, ñîçäàâàåìûõ ìàññàìè ūl, ñîñðå-
äîòî÷åííûìè â óçëàõ dl òåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ Dl, êîòîðûå íå ðàññìàò-
ðèâàëèñü ïðè ñîñòàâëåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé G. Èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé G âûäåëÿþòñÿ òîëüêî òå ìàññû ūl, êîòîðûå ñîñðåäîòî÷åíû â
óçëàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ïàðàëëåëåïèïåäó Dij. Ýòè ìàññû âêëþ÷àþòñÿ â
ðåøåíèå ñèñòåìû (E.2). Â äàëüíåéøåì ïðè ñîñòàâëåíèè ñèñòåì óðàâíå-
íèé âèäà (E.5), ñâÿçàííûõ ñ ïàðàëëåëåïèïåäàìè, îòëè÷íûìè îò Dij, ïðè
âû÷èñëåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé ó÷èòûâàåòñÿ â îòäåëüíîñòè âëèÿíèå êàæäîé
èç ìàññ ūl, ðàñïîëîæåííîé â ïàðàëëåëåïèïåäå Dij. Îïèñàííûé àëãîðèòì
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåì ïàðàëëåëåïèïåäàì, ïîêðûâàþùèì
îáëàñòü D.

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå î ÷èñëå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, êîòî-
ðîå íåîáõîäèìî ïðè ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äàíà ñèñòåìà (E.1), â êîòîðîé N = 106. Ïðåäñòàâèì åå â
âèäå 1000 ñèñòåì óðàâíåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò 1000 óðàâíå-
íèé ñ 1000 íåèçâåñòíûõ. Ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó (E.2),
ïîñòðîåíèå êîòîðîé áûëî îïèñàíî âûøå. Åå ðåøåíèå ìåòîäîì Ãàóññà òðå-
áóåò O(109) àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Çàòåì ïî ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ
ñòðîèòñÿ 1000 ñèñòåì óðàâíåíèé. Íàõîæäåíèå èõ ïðàâûõ ÷àñòåé òðåáóåò
O(109) àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Çàòåì ðåøåíèå 1000 ñèñòåì óðàâíåíèé
ñ 1000 íåèçâåñòíûìè òðåáóåò O(1012) àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Òàêèì
îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåà-
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ëèçàöèè îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà, åñòü âåëè÷èíà O(1012). Îòìåòèì,
÷òî åñëè ðåøàòü íåïîñðåäñòâåííî ñèñòåìó (E.1) ìåòîäîì Ãàóññà, òî ïî-
òðåáóåòñÿ O(1018) àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííûé
âûøå ìåòîä â O(106) ðàç áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì íåïîñðåäñòâåííîå ïðè-
ìåíåíèå ìåòîäà Ãàóññà.



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ F

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ, ýôôåêòèâíûõ ïðè âû-
÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé îäíîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûé â êíèãå [126, c. 330]
ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòîò ìåòîä îñ-
íîâàí íà ïðèìåíåíèè ôîðìóëû

f ′(x) ≈ 3

2h3

h∫
−h

tf(x+ t)dt, (F.1)

ãäå h − äîñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà.
Åñëè ôóíêöèÿ f(t) èìååò ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî, ðàç-

ëàãàÿ ôóíêöèþ f(x+ t) ïî ñòåïåíÿì t ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, èìååì

3

2h3

h∫
−h

tf(x+ t)dt = f ′(x) +
1

10
h2f ′′′(ξ), x < h < ξ < x+ h.

Ôîðìóëà (F.1) ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ è â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà ôóíêöèÿ f(t) çàäàíà ñ íåäèôôåðåíöèðóåìîé ïîãðåøíîñòüþ. Íåòðóä-
íî îöåíèòü âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè è â ýòîì ñëó÷àå. Ïóñòü f(t) = f ∗(t)+
+ε(t), ãäå f ∗(t) − òî÷íîå çàäàíèå ôóíêöèè; ε(t) − íå äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ ïî ìîäóëþ êîíñòàíòû ε(max |ε(t)| < ε).
Òîãäà

f ′(x) ≈ 3

2h3

h∫
−h

tf(x+ t)dt =
3

2h3

h∫
−h

tf ∗(x+ t)dt+

+
3

2h3

h∫
−h

tε(x+ t)dt = (f ∗)′(x) +
1

10
h2(f ∗)′′′(ξ) +

3

2h3

h∫
−h

tε(x+ t)dt.

Çàìåíà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ∗(x) âûðàæåíèåì 3
2h3

h∫
−h
tf(x+t)dt,

â êîòîðîì ôèãóðèðóåò íåòî÷íî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ f(t), äàåò ïîãðåøíîñòü
h2

10(f ∗)′′′(ξ)+ 3ε
2h . Âûáèðàÿ çíà÷åíèå h, ìèíèìèçèðóþùåå ïîñëåäíþþ ñóììó

â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé (f ∗)′′′(ξ) è ε (åñëè îíè èçâåñòíû), ïîëó÷àåì
äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
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Ðàññìîòðèì åùå îäèí óñòîé÷èâûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ,
îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ ñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëîâ [25, 31]. Ôóíêöèÿ x(n) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå

x(n) =
n!

2πi
lim
η→0

 ∞∫
−∞

x(τ)dτ

(τ − t+ iη)n+1
−

∞∫
−∞

x(τ)dτ

(τ − t− iη)n+1

 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H1(A,K) êëàññ ôóíêöèé ϕ(t), t ∈ (−∞,∞), óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì |ϕ(t1)− ϕ(t2)| ≤ A|t1 − t2|, |ϕ(0)| ≤ K.
×åðåç W r(A,K) îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé ϕ(r), t ∈ (−∞,∞), èìå-

þùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî (r − 1)-ãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì max |ϕ(r)(t)| ≤ A, max(|ϕ(t)|, |ϕ′(t)|, . . . , |ϕ(r−1)(t)|) ≤ K.
Ôóíêöèÿ ϕ(t) ∈ H1ρ(A,K), ϕ(t) ∈ W r

ρ (A,K), åñëè ϕ(t) = ρ(t)ψ(t), ãäå
ρ(t) − âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ψ(t) ∈ H1(A,K), ψ(t) ∈ W r(A,K).

Â êà÷åñòâå âåñîâûõ èñïîëüçîâàíû ôóíêöèè ρ1(t) = a|t|, ρ2(t) = e−t
2

,

ρ3(t) = 1/(1+t2). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: N− öåëîå ÷èñëî, tik,l = k+ l/N i
k,

k = −Ai, . . . ,−1, 0, 1, . . . , Ai−1; l = 0, 1, . . . , N i
k, i = 1, 2, 3, A1 = [logaN ],

A2 = [
√

lnN ], A3 = [(N/ lnN)1/(2α+1)]; N 1
k = [N/ak], N 2

k = [N/ek
2

] ïðè
k ≥ 0; N 1

k = [N/a|k|−1], N 2
k = [N/e(|k|−1)2

] ïðè k < 0; N 3
k = [N/k2α−1] ïðè

k 6= 0, N 3
0 = N, t̄k,l = (tk,l + tk,l+1)/2. Çäåñü [a] − àíòüå a.

Ïóñòü t ∈ [ti,j, ti,j+1]. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè x(n)(t) áóäåì ïðîâîäèòü
ïî ôîðìóëå

x(n)(t) = −(n− 1)!

2πi

Av−1∑
k=−Av

Nk−1∑
l=0

x(tvk,l)

[
1

(tvk,l+1 − t̄vi,j + ih)n
−

− 1

(tvk,l−1 − t̄vi,j − ih)n
− 1

(tvk,l − t̄vi,j + ih)n
+

+
1

(tvk,l − t̄vi,j − ih)n

]
+RN(x), v = 1, 2, 3, n = 1, 2, . . . , r, (F.2)

â êîòîðîé ïàðàìåòð h âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèé, îïðåäåëåííûõ íèæå. Ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ x(t) ∈ W r

ρHα(A,K) è çàäàíà ñ ïîãðåø-
íîñòüþ ε (ò.å. |x(t) − x̄(t)| ≤ ε), òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (F.2) ïðè
h = N−α/(n+1) èìååò ïîãðåøíîñòü |RN(x)| ≤ c(N−α/(n+1) + εN r/(n+1)).

Â ñëó÷àå, åñëè íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ñåãìåíòå
[a, b], òî íåò íåîáõîäèìîñòè â èíòåãðèðîâàíèè ïî áåñêîíå÷íîìó êîíòóðó.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ x(n)(t) ïðè t ∈ [0, 1]. Ââåäåì
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îáîçíà÷åíèÿ: tl = l/N, l = 0, 1, . . . , N, t̄l = (tl+tl+1)/2. Ïóñòü t ∈ [tj, tj+1].
Âû÷èñëåíèÿ x(t) áóäåì ïðîâîäèòü ïî ôîðìóëå

x(n)(t) =

=
n!

2πi

N−1∑
l=0

x(t̄l)

 tl+1∫
tl

dτ

(τ − t̄j + ih)n+1
−

tl+1∫
tl

dτ

(τ − t̄j − ih)n+1

+RN(x),

(F.3)
n = 1, 2, . . . , r.

Åñëè ôóíêöèÿ x(t) ∈ W rHα(1), r = 1, 2, . . . , 0 < α ≤ 1, çàäàíà
íà ñåãìåíòå [0, 1] çíà÷åíèÿìè x̃(tl), îïðåäåëåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ε,
|x̃(tl) − x(t̄l)| ≤ ε, òî ïðè h = N−1/(r+1) ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (F.3)
îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì |RN(x)| ≤ c(N−1/(n+1) + εN r/(n+1)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(x,∆) èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñòåïåíè n,
ïîñòðîåííûé ïî n + 1 óçëàì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà, òðàíñ-
ôîðìèðîâàííûõ ñ ñåãìåíòà [−1, 1] íà ñåãìåíò ∆. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k

ñåãìåíòû ∆k = [tk, tk+1], tk = k/N, k = 0, 1, . . . , N.
Ïóñòü t ∈ ∆j.

Ôóíêöèþ x(n)(t) áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

x(n)(t) =
n!

2πi

N−1∑
k=0

 tk+1∫
tk

Pn(x̃,∆k)

[
1

(τ − t+ ih)n+1
− 1

(τ − t− ih)n+1

]
dτ

+

+RN(x), (F.4)

ãäå x̃(t) − ôóíêöèÿ, àïïðîêñèìèðóþùàÿ x(t) ∈ W rHα (r ≤ n) ñ òî÷íî-
ñòüþ ε, h = N−r/(n+1). Ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (F.4) ðàâíà

c(h+ ε(hn +N − nhn)) = O(N−r/(n+1) + εN−nr/(n+1)).

Îáîñíîâàíèå ýòèõ è ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíî â ðàáîòå [33].
Â ñëó÷àå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ

âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëèãèïåðñèíãó-
ëÿðíûå èíòåãðàëû. Íèæå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì áèãèïåðñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëîâ. Èçâåñòíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ôîðìóëû Ñîõîöêîãî −
Ïëåìåëÿ [86]:

∂n1+n2ϕ(t1, t2)

∂tn1
1 ∂t

n2
2

= Φ++(t1, t2)−Φ+−(t1, t2)−Φ−+(t1, t2)+Φ−−(t1, t2), (F.5)
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ãäå

Φ++(t1, t2) = lim
η1→0,η2→0

∫
L

(∂n1+n2ϕ(τ1, τ2)/∂τ
n1
1 ∂τn2

2 ) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 − n̄1η1)

][
τ2 − (t2 − n̄2η2)

] ;
Φ+−(t1, t2) = lim

η1→0,η2→0

∫
L

(∂n1+n2ϕ(τ1, τ2)/∂τ
n1
1 ∂τn2

2 ) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 − n̄1η1)

][
τ2 − (t2 + n̄2η2)

] ;
Φ−+(t1, t2) = lim

η1→0,η2→0

∫
L

(∂n1+n2ϕ(τ1, τ2)/∂τ
n1
1 ∂τn2

2 ) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 + n̄1η1)

][
τ2 − (t2 − n̄2η2)

] ;
Φ−−(t1, t2) = lim

η1→0,η2→0

∫
L

(∂n1+n2ϕ(τ1, τ2)/∂τ
n1
1 ∂τn2

2 ) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 + n̄1η1)

][
τ2 − (t2 + n̄2η2)

] ,
L = L1 × L2, ãäå L1, L2 − çàìêíóòûå êîíòóðû.

Ïîëîæèì, ÷òî L1, L2 − äåéñòâèòåëüíûå îñè êîîðäèíàò â ïëîñêîñòÿõ
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z1, z2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t1, t2) è
åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂v1+v2ϕ(t1,t2)

∂t
v1
1 ∂t

v2
2

, vi = 0, 1, · · · , ni, i = 1, 2, ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ ïðè ti → ±∞.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàëû â ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ôîðìóëàõ,
èìååì

Φ++(t1, t2) = lim
η1→0,η2→0

∫
L

(−1)n1+n2n1!n2!ϕ(τ1, τ2) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 − n̄1η1)

]n1+1[
τ2 − (t2 − n̄2η2)

]n2+1 ;

Φ+−(t1, t2) = lim
η1→0,η2→0

∫
L

(−1)n1+n2n1!n2!ϕ(τ1, τ2) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 − n̄1η1)

]n1+1[
τ2 − (t2 + n̄2η2)

]n2+1 ;

Φ−+(t1, t2) = lim
η1→0,η2→0

∫
L

(−1)n1+n2n1!n2!ϕ(τ1, τ2) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 + n̄1η1)

]n1+1[
τ2 − (t2 − n̄2η2)

]n2+1 ;

Φ−−(t1, t2) = lim
η1→0,η2→0

∫
L

(−1)n1+n2n1!n2!ϕ(τ1, τ2) dτ1 dτ2[
τ1 − (t1 + n̄1η1)

]n1+1[
τ2 − (t2 + n̄2η2)

]n2+1 .

Àïïðîêñèìèðóÿ èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ôîð-
ìóë êóáàòóðíûìè ôîðìóëàìè âû÷èñëåíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðà-
ëîâ [33], ïîëó÷àåì óñòîé÷èâûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ G

1. Ìîäåëüíûå ïðèìåðû ê ðàçä. 8 ãëàâû V

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è: îäíîìåðíóþ è äâóìåðíóþ.
Çàäà÷à 1. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò,

íàïðàâèâ îñü Oz âíèç. Ïóñòü H = const è â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïî-
âåðõíîñòÿìè z = H è z = H − z(x), ðàñïîëîæåíî òåëî ñ ïëîòíîñòüþ
σ,Gσ = 1. Ïóñòü âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñî-
çäàâàåìîãî ýòèì òåëîì, ðàâíà π 1+H

H(x2+(H+1)2) . Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ
z(x).

Ýòà çàäà÷à ìîäåëèðóåòñÿ óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

ln
(x− s)2 +H2

(x− s)2 + (H − z(s))2
ds =

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (G.1)

Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (G.1) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)ds

(x− s)2 +H2
=

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
, (G.2)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z(s) = 1
2H

1
s2+1 .

Âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (G.1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2
ds =

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (G.3)

Â ÷åòâåðòîì ïðèáëèæåíèè ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

1√
2π

∞∫
−∞

2Hz(s)− z2(s)

(x− s)2 +H2
ds+

+
1√
2π

∞∫
−∞

(2Hz(s)− z2(s))(H2 − (H − z(s))2)

((x− s)2 +H2)2
ds =

=

√
π

2

1 +H

H(x2 + (H + 1)2)
. (G.4)

Ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (G.4) îïèñàí â ðàçä. 8
ãëàâû V.

467



Â òàáëèöå G.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (G.1) ïðè
åãî àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿìè (G.2)-(G.4) íà ñåãìåíòå [−a, a]
ïðè a = 5. Âûõîä èç èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (G.2),
(G.3), (G.4) îñóùåñòâëÿëñÿ ïðè ÷èñëå èòåðàöèé N = 25.

Â òàáëèöå G.1 èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ÷åðåç [−b, b]
îáîçíà÷åí ñåãìåíò, íà êîòîðîì âû÷èñëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðà-
âûõ ÷àñòåé è ÿäåð ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé; ÷åðåç H îáîçíà÷åíà ãëó-
áèíà çàëåãàíèÿ òåëà; σ1 îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü; σ2 îçíà÷àåò
ñðåäíþþ ïîãðåøíîñòü.

. Òàáëèöà G.1

Ïàðàìåòðû Óðàâíåíèå (G.1) Óðàâíåíèå (G.2) Óðàâíåíèå (G.3)

a b H N σ1 σ2 σ1 σ2 σ1 σ2

5 10 1 25 0,2770 0,0835 0,2302 0,0902 0,1209 0,0986
5 10 1,5 25 0,1934 0,0408 0,1834 0,0378 0,0972 0,0561
5 10 2 25 0,1908 0,0596 0,1802 0,0602 0,0912 0,0586
5 5 3 25 0,2071 0,0917 0,2051 0,0904 0,1704 0,0748
5 7 3 25 0,2049 0,0588 0,2029 0,5804 0,1680 0,0450
5 10 3 25 0,2003 0,0503 0,1983 0,5020 0,1629 0,0457
5 10 4 25 0,1829 0,0462 0,1829 0,0461 0,1659 0,0425
5 10 5 25 0,1637 0,0441 0,1635 0,0440 0,1543 0,0410
5 10 5 25 0,1682 0,0441 0,1679 0,0440 0,1588 0,0409
5 10 10 25 0,1017 0,0389 0,1017 0,0389 0,0999 0,0373
5 10 15 25 0,0727 0,0334 0,0727 0,0334 0,0726 0,0327

Çàäà÷à 2. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò
Oxyz, íàïðàâèâ îñü Oz âíèç. Ïóñòü H = const è â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
ïëîñêîñòüþ z = H è ïîâåðõíîñòüþ z = H − z(x, y), ðàñïîëîæåíî
òåëî ñ ïëîòíîñòüþ σ = 1. Ïóñòü âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìàÿ ýòèì òåëîì, èçâåñòíà íà íåêîòîðîé ñåòêå óçëîâ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ z(x, y).
Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ H â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî:
à) ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òåëîì, èçâåñòíî íà ðàâíîìåð-

íîé ñåòêå óçëîâ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè;
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á) ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òåëîì, èçâåñòíî íà íåðàâíîìåð-
íîé ñåòêå óçëîâ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

[
1

((x− ζ)2 + (y − η)2 + (H − ϕ(ζ, η))2)1/2
−

− 1

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)1/2

]
dζdη = f(x, y), (G.5)

ïðèáëèæåíèÿìè ê êîòîðîìó ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ.
Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè ïîäûíòåãðàëü-

íîé ôóíêöèè â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η), òî ïîëó÷àåì íåëè-
íåéíîå óðàâíåíèå

− 1

4π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
= f(x, y). (G.6)

Â ñëó÷àå äâóõ ñëàãàåìûõ ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

− 1

4π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)3/2
+

+
3

8

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(ϕ2(ζ, η)− 2Hϕ(ζ, η))2dζdη

((x− ζ)2 + (y − η)2 +H2)5/2
= f(x, y). (G.7)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîññòàíîâèì ïîâåðõíîñòü òåëà, îïðåäåëÿåìóþ
óðàâíåíèÿìè z = H è z = H − ϕ1(x, y), ãäå H − ãëóáèíà çàëåãàíèÿ,

ϕ1(x, y) =

{ √
R2 − (x2 + y2), (x2 + y2) ≤ R2

0, (x2 + y2) > 0.
(G.8)

Ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (G.5) îïèñàí â ðàçä. 8
ãëàâû V.

Â òàáëèöå G.2 îïèñàíî âîññòàíîâëåíèå ôîðìû òÿãîòåþùèõ ìàññ ïðè
èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ω = [−a, a]2− îáëàñòü,
â êîòîðîé èçìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ; R− ðàäèóñ ïîëó-
øàðà, çàëåãàþùåãî íà ãëóáèíå H; m− ÷èñëî èòåðàöèé, N− ÷èñëî óçëîâ
ïî êàæäîé êîîðäèíàòå, â êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííî-
ãî ïîëÿ; N1− ÷èñëî óçëîâ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå, â êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ
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ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Â ñòîëáöå "Ïîãðåøíîñòü"ïðåäñòàâëåíà òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (G.5) ÷èñëåííûì ìåòîäîì (G.6) íà ðàâíîìåðíîé ñåò-
êå óçëîâ.

. Òàáëèöà G.2

a b H R M N N1 Ïîãðåøíîñòü

3 7 5 0,5 15 15 25 0,022189
3 7 5 0,5 15 20 25 0,128492
3 7 5 1,0 15 15 25 0,326361
3 7 7 0,5 15 15 25 0,002812
3 7 7 0,7 15 15 25 0,009632
3 7 7 1,0 20 20 35 0,156631
5 7 10 1,0 15 20 35 0,014668
5 7 1 0,1 15 20 35 0,000529
5 7 4 0,1 15 20 35 0,000234
5 7 8 0,1 15 20 35 0,000041
5 7 1 0,2 15 20 35 0,002943
5 7 7 0,6 15 35 45 0,004926
5 7 7 0,7 15 35 45 0,009813

Â òàáëèöå G.3 îïèñàíî âîññòàíîâëåíèå ôîðìû òÿãîòåþùèõ ìàññ ïðè
èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ω = [−a, a]2 − îáëàñòü,
â êîòîðîé èçìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ; R − ðàäèóñ ïî-
ëóøàðà, çàëåãàþùåãî íà ãëóáèíå H; m − ÷èñëî èòåðàöèé; N − ÷èñëî
óçëîâ (ïî êàæäîé êîîðäèíàòå), â êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ; N1 − ÷èñëî óçëîâ (ïî êàæäîé êîîðäèíàòå), â êîòîðûõ
âû÷èñëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Â ñòîëáöå "Ïîãðåøíîñòü" ïðåäñòàâ-
ëåíà íîðìà ðàçíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (G.5) è ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííûì ìåòîäîì (G.6) íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå
óçëîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ìî-
äåëüíîãî ïðèìåðà ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå äëÿ óðàâíåíèÿ (G.7), èñ-
ïîëüçóþùåé òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ ñòåïåíè èñêîìîé ôóíêöèè, ïðè çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ 1 ≤ N,N1 ≤ 100 ñîïîñòàâèìà ñ òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ
ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå äëÿ óðàâíåíèÿ (G.6), èñïîëüçóþùåé ïåðâûå
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è âòîðûå ñòåïåíè èñêîìîé ôóíêöèè. Ýôôåêò èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ (G.7) íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ
N,N1 > 100. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ýòî òðåáóåò áîëåå 10 000
çíà÷åíèé íàáëþäåííîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìîé äëÿ óðàâíåíèÿ (G.6).

. Òàáëèöà G.3

a b H R M N N1 Ïîãðåøíîñòü

3 7 5 0,5 15 15 25 0,037935
3 7 5 0,5 15 20 25 0,197726
3 7 5 1,0 15 15 25 0,483971
3 7 7 0,5 15 15 25 0,005312
3 7 7 0,7 15 15 25 0,010832
3 7 7 1,0 20 20 35 0,184538
5 7 10 1,0 15 20 35 0,045658
5 7 1 0,1 15 20 35 0,001082
5 7 4 0,1 15 20 35 0,000394
5 7 8 0,1 15 20 35 0,000098
5 7 1 0,2 15 20 35 0,006431
5 7 7 0,6 15 35 45 0,008288
5 7 7 0,7 15 35 45 0,020055

Çàìå÷àíèå. Íåðàâíîìåðíîñòü ñåòêè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü h∗ è h∗− ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå èç ðàññòî-
ÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè. Èñïîëüçóþòñÿ ñåòêè, ó êîòîðûõ h∗/h∗ ≤
≤ 2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû òåëà ïðè íåðàâ-
íîìåðíîé ñåòêå óçëîâ èñïîëüçîâàëèñü äâà ïîäõîäà:

1) ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f1(x, y) íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå óç-
ëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ âû÷èñëÿëèñü ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1(x, y) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ. Çàòåì èñïîëüçî-
âàëñÿ òîò æå àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû âîçìóùàþùåãî òåëà, ÷òî
è ïðè ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ;

2) êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ñòðîèëèñü ïî íåðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî áîëåå òî÷íûì ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûé ïîäõîä.
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Èç àíàëèçà ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è G.1 ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèå âûâîäû.

Ïóñòü òåëî ðàñïîëîæåíî ìåæäó ïëîñêîñòÿìè z = H − R è z = H.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè R/H, çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ åäèíèöû (R/H ≤
≤ 1/8), òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîïîñòàâèìà ñ òî÷íî-
ñòüþ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðè R/H > 1/8 è îñîáåííî ïðè
R/H = 1/3, 1/2 òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â äâà-òðè ðàçà
âûøå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè-
÷åíèè ñîîòíîøåíèÿ R/H (1/2 ≤ R/H < 1) íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòÿìè òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Èç àíàëèçà ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ G.1 è G.2 ìîæíî ñäåëàòü åùå
îäèí âûâîä. Íåðàâíîìåðíîå çàäàíèå ñåòêè íàáëþäåíèé íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè, ïðè êîòîðîì ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè
ðàâíî dn (dn− âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî), âíîñèò ïîãðåøíîñòü
ïîðÿäêà Mε0, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû òå-
ëà ïðè ðàâíîìåðíîé ñåòêå óçëîâ. Çäåñü ε0 − ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ
ôîðìû òåëà ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè, M = (dn/dr), ãäå dr − ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó óçëàìè ñåòêè ïðè ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè.

Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà
öâåòíûõ âêëàäêàõ â êîíöå êíèãè. Íà âêëàäêàõ ÷åðåç H îáîçíà÷åíà ãëó-
áèíà çàëåãàíèÿ òåëà, ÷åðåç N ÷èñëî èçìåðåíèé âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿ-
þùåé ïîëÿ ñèëû òÿæåñòè íà ïîâåðõíîñòè.



ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ H

Ìîäåëüíûå ïðèìåðû ê ðàçä. 2 ãëàâû VII

Ïðèìåð 1 [34]. Îñóùåñòâèòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñ åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ôóíêöèè x(z) = 1

z−20 ,
èìåþùåé îñîáóþ òî÷êó z0 = 20.

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòó ôóíêöèþ óäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïðî-
äîëæèòü ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íà îá-
ëàñòü, îãðàíè÷åííóþ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà, ðàâíîãî 15. Ðåçóëüòàòû ïðè-
âåäåíû â òàáë. H.1. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé íà îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà 15 ðàâíà 0,068348959.

. Òàáëèöà H.1

Òî÷êà Ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå

Òî÷íîå çíà÷åíèå
Ïîãðåøíîñòü

15.40− i0.00 −0.1514−i0.0133 −0.2173−i0.0000 0.067261685

12.49 + i9.01 −0.0675−i0.0686 −0.0545−i0.0654 0.013377419

−4.62 + i14.69 −0.0291−i0.0181 −0.0299−i0.0178 0.000843845

−12.34 + i9.21 −0.0296−i0.0059 −0.0286−i0.0081 0.002433113

12.63− i8.82 −0.0238+ i0.0129 −0.0285+ i0.0077 0.007037722

4.39− i14.76 −0.0153+ i0.0257 −0.0338+ i0.0319 0.019527604

12.20− i9.40 −0.0759+ i0.0883 −0.0522+ i0.0630 0.034645035

15.39− i0.48 −0.1528−i0.0067 −0.2146+ i0.0224 0.068348959

Ïðèìåð 2 [34]. Îñóùåñòâèòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñ åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ôóíêöèè x(z) = 1

z − z1
+

+ 2
z − z2

+ 3
z − z3

, èìåþùåé òðè îñîáûå òî÷êè z1 = 2, z2 = 2+4i, z3 = 2−4i.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî, èñïîëüçóÿ ìåòîä, èçëîæåí-

íûé â ðàçä. 2 ãëàâû VII, ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü íà äîñòàòî÷-
íî øèðîêóþ îáëàñòü. Îòìåòèì, ÷òî óäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü
ôóíêöèþ x(z) íà îáëàñòü, ãðàíèöû êîòîðîé îòñòîÿò îò îñîáûõ òî÷åê
íà ðàññòîÿíèå 0, 18, ïðè÷åì íà ýòî ðàññòîÿíèå ìîæíî ïðèáëèçèòüñÿ ïðè
àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè ê êàæäîé îñîáîé òî÷êå â îòäåëü-
íîñòè, ò.å. ìîæíî âûÿâèòü îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû âû÷èñ-
ëåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå H.2. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà
0,07648767292.
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. Òàáëèöà H.2

Òî÷êè Ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ Ïîãðåøíîñòü

1.82−i0.00 −5.5293−i0.0553 −5.5780−i0.0000 0.07373310181
2.18+i0.00 5.5279−i0.2290 5.5596−i0.2967 0.07477648527
2.00−i0.18 0.0877+i5.4876 0.1500+i5.5284 0.07442063466
2.00+i0.18 0.1978−i5.4730 0.1500−i5.5284 0.07321768895
1.82+i4.00 −5.5221−i0.4296 −5.5695−i0.3744 0.07281191598
2.18+i4.00 5.5181−i0.6037 5.5511−i0.6716 0.07549964906
2.00+i3.82 0.0863+i5.1207 0.1498+i5.1612 0.07532685935
2.00+i4.18 −0.3750−i5.8538 −0.4459−i5.8758 0.07424163382
1.82−i4.00 −5.5196+i0.3188 −5.5695+i0.3744 0.07470752844
2.18−i4.00 5.5207+i0.1447 5.5512+i0.0772 0.07412592775
2.00−i4.18 0.0887+i5.8715 0.1497+i5.9124 0.07347147147
2.00−i3.82 −0.3727−i5.1030 −0.4460−i5.1247 0.07648767292

Ïðèìåð 3 [34]. Ïóñòü

x(z) =
1

2π

∫
L

ϕ(τ)

τ − z
dτ,

ãäå ϕ(τ)− àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Â êà÷åñòâå êîíòóðà L áåðåòñÿ îêðóæ-
íîñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàäèóñà r è ñ öåíòðîì â òî÷êå a + ib,
r = 1, a = 4, b = 0. Òðåáóåòñÿ ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ x(z) ñ åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò îñîáåííîñòü íà ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ L. Ðå-
çóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî ýòó ôóíêöèþ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæèòü ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò íà
äîñòàòî÷íî øèðîêóþ îáëàñòü, íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ãðàíèöû êîòîðîé
îò ëèíèè îñîáåííîñòåé íå ïðåâîñõîäèò 0, 2. Ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
ðàâíà 0,05708610862.

Ìîäåëüíûå ïðèìåðû ê ðàçä. 4 ãëàâû VII

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäàí êóá, ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé 10 êì, â îñ-
íîâàíèè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî òåëî, ñîçäàþùåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå F.
Íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè êóáà èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
ñ øàãîì 100 ìåòðîâ. Íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
F âíóòðè êóáà.
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Ðåøåíèå. Ââåäåì ðàâíîìåðíóþ 3-ìåðíóþ ñåòêó â êóáå. Âû÷èñëèì
ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà (ôîðìóëà (4.2) â ãëàâå VII) çíà÷åíèå ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîëÿ F íà 1-ì ñëîå (ñàìó ïîâåðõíîñòü ñ÷èòàåì 0-ì ñëîåì),
íà÷èíàÿ ñâåðõó. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè (ôîðìóëà (4.7) è
àíàëîãè÷íûå â ãëàâå VII) äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîëÿ íà îñòàëüíûõ
ñëîÿõ ñåòêè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîëÿ íà 1-ì ñëîå âû÷èñëèì ïî ðàçíûì êó-
áàòóðíûì ôîðìóëàì (ôîðìóëà Ñèìñîíà è ôîðìóëà Íüþòîíà − Êîòåñà
òðåòüåãî ïîðÿäêà).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå H.2.
Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîé âû÷èñëèòåëüíîé

ñõåìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
çàðàíåå èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïîëÿ íà íóëåâîì è ïåðâîì ñëîÿõ ðàâíîìåð-
íîé ñåòêè è íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ. Ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ïðîäîëæåíèÿ
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì îïåðàòîðà Ëàïëàñà äàíû â
òàáëèöå H.3, â êîòîðîé ïðèâåäåíà ïîãðåøíîñòü ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîé
ìîäåëè îïåðàòîðà Ëàïëàñà (100 óçëîâ ïî âåðòèêàëè).

. Òàáëèöà H.3

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà
ïî ôîðìóëå Ñèìñîíà

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà
ïî ôîðìóëå Íüþòîíà − Êîòåñà

Íîìåð
ñëîÿ

Àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü

Îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü

Àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü

Îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü

1 0,072 3, 4 · 10−4 0,018 4, 1 · 10−5

2-30 0,241 0,005 0,173 0,006
31-50 0,489 0,093 0,354 0,071
51-70 1,998 0,211 1,681 0,157
71-80 8,412 0,831 7,236 0,758
81-90 28,910 1,651 23,570 1,462
91-95 472,300 3,122 383,500 2,321
96-98 7124,000 7,214 5924,000 6,127
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. Òàáëèöà H.4

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà 100× 100 óçëîâ
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà 1000× 1000
óçëîâ íà ãîðèçîíòàëüíîé

ïîâåðõíîñòè

Íîìåð
ñëîÿ

Àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü

Îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü

Àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü

Îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü

2-30 0,116 0,005 0,081 0,004
31-50 0,277 0,051 0,187 0,041
51-70 1,481 0,135 0,968 0,124
71-80 4,914 0,511 3,714 0,481
81-90 13,790 0,943 9,364 0,840
91-95 128,500 1,294 111,500 1,131
96-98 4354,000 4,812 3275,000 3,587

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè èçâåñòíûõ ðàáîò [7, 195,
196], îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû îáëàäàþò çíà÷èòåëüíûìè
ïðåèìóùåñòâàìè ïåðåä èçâåñòíûìè:

1) ïðèìåíèìû ê ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè Ëÿïóíîâà;
2) òðåáóþò ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé òîëüêî íà îäíîé ðàçîìêíóòîé ïî-

âåðõíîñòè;
3) îáëàäàþò íå ìåíüøåé òî÷íîñòüþ, ÷åì èçâåñòíûå.



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìîíîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðÿìûõ
è îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ãðàâèðàçâåäêè. Ïîñòðîåíû îïòèìàëü-
íûå ïî òî÷íîñòè ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé, îïðåäå-
ëåííûõ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ è ñîçäàâàåìûõ ðàçëè÷íûìè èñòî÷íèêàìè.
Ïðè ýòîì èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðèáëèæåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ
ïîëåé � â âèäå íåïðåðûâíûõ ëîêàëüíûõ ñïëàéíîâ è â âèäå ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ñèíãóëÿðíûìè è ãèïåðñèíãóëÿðíûìè èíòåãðà-
ëàìè, à òàêæå ìíîãîìåðíûìè èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè.

Ïîäðîáíî èññëåäîâàíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ïîòåí-
öèàëüíûõ ïîëåé. Àïïàðàòîì ïðîäîëæåíèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëû Êîøè è íåëèíåéíûå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, â
òðåõìåðíîì � ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû òèïà Êîøè.

Ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.

Èñïîëüçóÿ êîíöåïöèþ ãèïåðñèíãóëÿðûõ èíòåãðàëîâ, ïîñòðîåíû îï-
òèìàëüíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ òðàíñôîðìàöèé ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.

Ìîíîãðàôèÿ îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ðàáîò ïî ïðèáëèæåííûì ìå-
òîäàì ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèìåòðèè è ãðàâèðàçâåäêè
äâóìÿ êîíöåïöèÿìè: ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ è èñïîëüçîâàíè-
åì ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ.
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