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ВВЕДЕНИЕ

Перспективным направлением развития современного машиностроения 
является создание и внедрение прогрессивной техники и технологии. Данная 
тенденция распространяется как на изделие в целом, так и на его элементы. 
К числу последних относятся тонкостенные элементы из листового и профиль-
ного металла. Они широко применяются в различных отраслях машинострое-
ния и особенно, в авиастроении, где до 70 % деталей являются тонкостенными 
и составляют каркас и обшивку основных агрегатов летательного аппарата (ЛА). 
Большинство деталей, формирующих наружный контур (нервюры, шпангоуты, 
рамы, обшивки, обтекатели и др.) и многие детали внутреннего оборудования ЛА 
(полы, перегородки, панели, приборные щитки и т.д.) производятся различными 
способами пластического деформирования в заготовительно-штамповочных 
цехах.  

Отличительными чертами современного заготовительно-штамповочного 
производства (ЗШП) являются высокая производительность труда, рациональ-
ное использование исходного материала, широкие возможности механизации 
и автоматизации технологических процессов, высокая точность воспроизведе-
ния размеров деталей и т.д. Однако ЗШП имеет существенные отличительные 
черты, обусловленные спецификой объекта производства. Поэтому модерниза-
ция старых и проектирование новых технологий ЗШП является трудоемкой за-
дачей. Это объясняется тем, что процессы пластического деформирования 
(положенные в основу ЗШП) трудно формализовать по сравнению с процесса-
ми механической обработки деталей. При их проектировании предполагается 
решение целого ряда весьма сложных задач. Большое количество исходной ин-
формации, многообразие методик расчета технологических параметров 
(во многих случаях приближенных) и вариантов разработки технических 
средств разных типоразмеров деталей, а также сложная кинематика перемеще-

ния формующей оснастки − все это требует создания объемной базы данных 
и возможностей автоматизированного выбора оптимальных проектных решений. 

Несовершенство методов расчета технологических процессов, технологиче-
ской оснастки, применение в производственных условиях приближенных реше-
ний приводит к принятию неоптимальных, а зачастую и неверных решений при 
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оценке предельной степени формоизменения, при учете пружинения и т.д. 
В результате в ЗШП сохраняется достаточно большой объем ручных доводоч-
ных работ. 

Изготовление тонкостенных криволинейных деталей в ЗШП осуществля-
ется пластическим деформированием плоских (листовых) и прямолинейных 
(профильных) заготовок различными методами гибки на универсальном и спе-
циализированном оборудовании. Особенностью пластического формообразова-
ния тонкостенных деталей является пружинение материала и изменение гео-
метрии детали после разгрузки. Это усложняет теорию и практику технологи-
ческих расчетов, проектирование формообразующей оснастки с учетом пружи-
нения материала. Применение компьютерных технологий в технологической 
подготовки производства (ТПП) требует разработки соответствующего матема-
тического обеспечения, необходимого для решения различных практических 
задач при проектировании технологических процессов.  

Автоматизация производства предполагает функционирование многочис-
ленных взаимосвязанных технических средств различных объектов производ-
ства на основе компьютерной техники, программного управления, групповой 
организации производства и мощного специального программного обеспече-
ния, которое определяется обычно, как CAD/CAM/CAE. В таком производстве 
особое значение приобретает оборудование с числовым программным управле-
нием (ЧПУ), позволяющее не только автоматическое управление обработкой 
деталей, но и программирование такой обработки дистанционно с передачей 
управляющих программ по специальным каналам связи.  

Широкое применение гибочного оборудования с ЧПУ расширяет техно-
логические возможности изготовления деталей, обеспечивает высокую ста-
бильность процессов формообразования и является технологическим гарантом 
высокого качества деталей. Создание точных математических моделей и науч-
но-обоснованных методов расчета технологических параметров является осно-
вой для автоматизированного проектирования формообразующей оснастки и 
настроечных (программируемых) параметров, что значительно сокращает тру-
доемкость и сроки технологической подготовки производства. Учет различных 
факторов, порождающих погрешности формообразования (пружинение, физи-
ческая и геометрическая нелинейность и др.) повышает точность изготовления 
деталей и, следовательно, сокращает объем доводочных работ, повышает про-
изводительность труда и уменьшает технологическую себестоимость изделий.  

Например, изготовление технологической оснастки на станках с ЧПУ 
позволяет снизить трудоемкость изготовления в 6−8 раз, учет пружинения сни-

жает трудоемкость доводочных работ в 2,5−3 раза, комплексная автоматизация 
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проектирования и изготовления технологической оснастки в ЗШП позволяет 
снизить технологическую себестоимость деталей в 3,5−4 раза. 

Учебное пособие посвящено одному из основных факторов, влияющих на 

точность формообразования, − геометрической нелинейности в различных про-
цессах гибки тонкостенных деталей (свободная гибка, гибка-обтяжка, гибка-
прокатка, гибка-намотка и др.). При написании учебного пособия использова-
лись материалы научных исследований, проведенных в разное время на кафед-
ре «Производства летательных аппаратов» КНИТУ-КАИ. 
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Глава 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ  
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ ГИБКИ 

ТОНКОСТЕННЫХ ДЕТАЛЕЙ 

§ 1.1. Анализ номенклатуры тонкостенных деталей авиатехники

Тонкостенные детали одинарной кривизны входят в конструкцию изде-
лий самого различного назначения  и составляют в машиностроении по номен-
клатуре и объему один их наиболее распространенных классов [21, 53, 54, 57]. 
Наибольшее применение они находят в самолето- и судостроении, нефтехимиче-
ском и сельскохозяйственном машиностроении и в других областях. На рис. 1.1 
приведены характерные разновидности тонкостенных деталей. 

 а  б 

 в  г 

д 

Рис. 1.1. Типовые тонкостенные детали из листов и профилей: 
а – угловые; б – цилиндрические; в – конические; г – выпуклые и выпукло-вогнутые; 

д – криволинейные из профилей 

Cиловая конструкция основных агрегатов планера современных ЛА чаще 
всего выполняется в виде оболочки, подкрепленной продольным и поперечным 
набором из профилей [46, 76]. Оболочечные и профильные детали являются 
наиболее характерными для самолетостроения и занимают большую долю по 
трудоемкости изготовления. Габариты рассматриваемых деталей измеряются в 
широком диапазоне – от малых до больших размеров. Кроме того, в конструк-
циях ЛА используется большое количество деталей из труб, которые являются 
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элементами трубопроводных систем различного функционального назначения. 
Конструкции ЛА проектируются из расчета минимального веса, что достигает-
ся максимальным приближением их к равнопрочной. Поэтому наблюдается 
большое количество деталей переменного сечения. Переменность сечения ча-
сто продиктована также конструктивно-технологическими соображениями.  

В качестве основных конструкционных материалов в авиастроении при-
меняются алюминиевые и титановые сплавы, коррозионно-стойкие, жаростой-
кие и жаропрочные стали, все шире внедряются композиционные материалы 
[22, 68, 76]. Например, увеличивается доля титановых сплавов в конструкциях 
авиационной техники всех типов и назначений. В планере самолетов фирмы 
«Боинг» (Боинг 727 – Боинг 767 – Боинг 777 – Боинг 787) динамика примене-
ния титановых сплавов выглядит следующим образом: 1 – 3 – 10 – 20 % соот-
ветственно [1]. В современном авиационном двигателе доля титановых сплавов 
составляет более 30−35 %. В последнее время по всем группам материалов до-
стигнуто существенное улучшение их свойств. Создаются новые модификации, 
достигающие пониженной плотности, повышенной жесткости и прочности, с 
высокими ресурсными характеристиками при возможности изготовления их 
них широкой номенклатуры изделий, например, алюминиевые-литиевые спла-
вы нового поколения. Перспективные материалы и технологии позволяют 
обеспечить снижение на 20 % массы планера современных самолетов и верто-
летов, повышение их ресурса с 15−20 до 40 тысяч часов, увеличение межре-
монтного срока с 6−8 до 10−12 лет. Соответственно авиационные двигатели 
при этом имеют улучшенные на 10−15 % весовые характеристики и топливную 
экономичность, повышенные в 1,5−2 раза надежность и ресурс и уменьшенную 
в 3 раза эмиссию. Более полные сведения о материалах, применяемых для ли-
стовых и профильных деталей ЛА, содержатся в справочной литературе. Ос-
новные принципы выбора материала для авиационных конструкций приведены 
в специальной литературе [1, 68]. 

Специфические свойства новых материалов обусловливают использова-
ние нового оборудования и новых технологических процессов, т.е. требуют 
существенной перестройки производства.  

Классификация тонкостенных деталей из листового и профильного матери-
ала, проведенная по конструктивно-технологическим признакам, позволяет сфор-
мировать группы деталей с одинаковыми технологическими признаками изготов-
ления [2, 16, 20, 21, 49, 50, 53, 54, 57, 76]. Конструктивно-технологический код де-
талей создает основу механизации и автоматизации технологической подготовки 
производства с применением компьютеров на базе комплексной типизации и 
унификации технологических процессов и средств технологического оснащения 
ЗШП [2, 9, 46, 54, 68].  

§ 1.2. Основные способы и специальные средства формообразования
криволинейных тонкостенных деталей 

Методы и средства пластического формообразования тонкостенных кри-
волинейных деталей зависят от формы и габаритов контура, типа поперечного 
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сечения, качества материала, коэффициента его использования, точности изде-
лия и масштабов производства. 

За последние годы разработаны и внедрены в производство многие виды 
технологического оборудования с ЧПУ, что значительно облегчает изготовление 
деталей, исключает ручные доводочные операции, позволяет изготавливать дета-
ли значительно больших габаритов и с более высокой точностью. На рис. 1.2–1.4 
приведены некоторые принципиальные схемы способов формообразования кри-
волинейных деталей из листового и профильного материала, широко используе-
мых в авиастроении. Эти способы характеризуются различными схемами 
нагружения, видами инструмента, оснастки, оборудования и обладают опреде-
ленными технологическими возможностями [21, 22, 27, 50, 53, 54, 76]. 

                   
                                           а                                                                         б 

Рис. 1.2. Гибка на ротационной машине с эластичным покрытием валка заготовок: 
а – профильных; б – листовых; 1 – жесткий валок; 2 – валок с эластичным покрытием; 

3 – заготовка 
Из всех методов гибки, применяемых в авиастроении, особую группу со-

ставляют свободная гибка (рис. 1.3, б) и гибка-прокатка (рис. 1.3, в). Они  
не требуют специальной оснастки и могут быть реализованы на универсальном 
оборудовании (детали различной формы получаются путем изменения настро-
ечных параметров гибочной оснастки), что очень важно при мелкосерийном 
производстве. 

 
а 

        
                              б                   в                                         г                                    д 

Рис. 1.3. Способы пластического формообразования тонкостенных деталей 
из листового и профильного материалов: 

а и б – сопряженная и свободная гибки соответственно; в и г – гибка-прокатка на валковых 
машинах и роликовых станках соответственно; д – гибка-раскатка; е – обтяжка листовых де-
талей; ж – гибка проталкиванием через фильеру; з – ротационно-радиальная раздача и про-
филирование кольцевых деталей; и – гибка-намотка с растяжением; к – гибка-обтяжка с рас-

тяжением; л – гибка впередвижку (см. также с. 9) 
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е 

            
                                             ж                                                з                           и 

        
                                                        к                                                    л  

Рис. 1.3. Окончание 

При изготовлении трубопроводов из цельной заготовки (в качестве аль-
тернативы сварке и резьбовому соединению) все чаще применяется гибка труб 
(рис. 1.4).   

                  
                               а                                             б                                         в  

 
                                        г                                                                     д  

Рис. 1.4. Способы гибки трубчатых заготовок: 
а – обкаткой (максимальный угол 180°); б – намоткой (максимальный угол 180°); в – в роли-
ках (максимальный угол 360°); г – прокаткой между жестким валком и валком с эластичным 

покрытием; д – вдавливание жестким инструментом в эластичную среду, 
1 – эластичный валок; 2 – изгибаемая труба; 3 – жесткий валок; 4 – жесткая оправка; 

5 – эластичная среда 
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При разработке технологических процессов изготовления деталей любым из 
приведенных на рис. 1.2 − 1.4 способов возникает ряд технологических задач, от 
правильного решения которых зависит точность и экономичность изготовления 
тонкостенных деталей. Важнейшими являются следующие задачи [53, 54].  

1. Расчет силовых факторов процесса формообразования. Необходимость 
в определении силовых параметров возникает при проектировании технологи-
ческого оборудования для осуществления новых способов формообразования, 
а также при выборе соответствующего по мощности оборудования для формо-
образования известными способами деталей заданной формы и размеров. 

2. Расчет пружинения при пластическом изгибе и изгибе с растяжением. 
Пружинение уменьшает кривизну деталей после разгрузки по сравнению с ее 
значением в активной стадии деформирования. Поэтому для получения деталей 
заданной кривизны необходимо расчетным путем определить величину пружи-
нения и учесть ее в процессе формообразования (рис. 1.5). 

3. Определение рациональной формы технологической оснастки и вели-
чины параметров настройки оборудования (для оборудования с ЧПУ – про-
граммируемые параметры), обеспечивающих изготовление деталей с заданной 
точностью (т.е. по известной кривизне изгиба необходимо определить обеспе-
чивающие ее образование силовые факторы процесса или параметры настройки 
оборудования). 

Постановка приведенных задач обусловлена зависимостью формы деталей 
от формы сопряжения с ними оснастки (например, при гибке в инструментальных 
штампах (см. рис. 1.3, а), гибке-обтяжке с растяжением (см. рис. 1.3, к)), а также 
от параметров настройки оборудования (свободная гибка и гибка-прокатка). 

Поэтому форма оснастки и величина пара-
метров настройки должны определяться с 
учетом факторов, влияющих на точность 
процесса формообразования. 

С различными методиками расчета 
технологических параметров процессов пла-
стического формообразования тонкостенных 
деталей ЛА можно ознакомиться в работах 
[6−11, 15, 16, 18−23, 27, 32, 34, 36, 37, 39, 
49−54, 57, 61, 63, 66−68, 72, 76]. В них, кроме 
анализа существующих технологических 
процессов и оборудования, рассматриваются 
также перспективные направления совер-
шенствования существующих и разработки 

новых методов пластического формообразования тонкостенных деталей, осно-
ванные, в первую очередь, на повышении точности режимов формообразова-
ния, интенсификации режимов обработки заготовок, уровня механизации и ав-
томатизации работ. 
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В настоящее время технологические операции по изготовлению деталей 
выполняются на специализированном оборудовании, оснащенном, как правило, 
современными системами ЧПУ. Качество формообразования заготовок зависит 
от правильности проектирования оснастки и технологии процесса. Технология 
формообразования определяется программой управления рабочими органами 
оборудования. Автоматизация процессов производства с применением устройств 
ЧПУ, создание систем автоматизированного проектирования (САПР) требуют 
математического обеспечения, создаваемого на основе разработки теории пла-
стического формообразования с учетом основных факторов, влияющих на точ-
ность изделия.  

В качестве примера нового оборудования рассмотрим пресс листогибоч-
ный гидравлический с ЧПУ усилием 630 кН модель ИП 1428Ф3 (рис. 1.6), пред-
назначенный для многопереходной свободной гибки листового материала. Про-
граммируются: величина закрытой высоты и перемещение заднего упора (шири-
на отгибаемой кромки). Набор программы осуществляется на пульте системы 
программного управления. Возможно программирование полного цикла изго-
товления детали по всем переходам с заданной точностью. Для обеспечения по-
стоянного угла гибки по всей длине детали в столе пресса смонтирован меха-
низм компенсации прогиба стола. Листогиб с синхронизацией передвижения 
двух гидроцилиндров работает по программе, записываемой с сенсорной панели 
пульта управления, установленного на фронтальной плоскости листогиба. 

Программа с полуавтоматическим режимом работы в табличном виде вво-
дится по кадрам: глубина погружения пуансона в матрицу от верхней плоскости 
матрицы с точностью 0,01 мм; величина расстояния горизонтального упора от 
линии гиба с точностью 0,1 мм; величина расстояния вертикального упора от 
датчика опорной точки с точностью 1 мм; установка одного из трех ручьев мат-
рицы путем передвижения матрицы в горизонтальной плоскости. В памяти си-
стемы управления листогибом закладывается 10 программ по 10 кадров каждая. 
Это означает, что на листогибе мож-
но изготовить деталь с количеством 
гибов до 10 за один цикл обработки и 
повторить изготовление аналогов из 
одинаковых заготовок сколько угод-
но раз. На ввод программы гиба за-
трачивается незначительное время. В 
наладочном режиме с пульта управ-
ления листогиба задается и корректи-
руется глубина погружения пуансона 
в матрицу для определения нужного 
угла гиба, а также величина расстоя-
ния до матрицы для перехода с быст-
рого на рабочий ход. 

Рис. 1.6. Общий вид 
листогибочного гидравлического пресса 

модели ИП 1428Ф3 
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§ 1.3. Напряженно-деформированное состояние 
при упруго-пластическом изгибе тонкостенных заготовок 

Технологические процессы пластического формообразования тонкостен-
ных криволинейных деталей основаны на создании в заготовке детали нерав-
номерных по высоте сечения напряжений и деформаций. Например, при гибке-
прокатке и свободной гибке это достигается при принудительном изгибании за-
готовки на специальном оборудовании. Необходимо подчеркнуть, что деталь 
необратимо изменит свою форму только лишь в случае упруго-пластического 
напряженно-деформированного состояния.  

При простом растяжении (сжатии) точным аналитическим выражением 
истинной диаграммы зависимости напряжений от деформаций ( ε−σ ) является 
аппроксимация ее линейно-степенной функцией [50]: 

nKε=σ   при pε>ε ; ε=σ E   при p0 ε≤ε≤ ,                       (1.1) 

где −E модуль упругости материала; −σε pp,  точка перехода линейной зави-

симости в степенную, ( ) ( )1/ 1

p / ,
n

K E
−ε = p p;Eσ = ε  K, n – константы упрочнения, 

которые определяются через механические характеристики материала, 

( ) ( ),lglg твтв εεσσ=n  nK вв εσ= ; σт, εт – координаты точки условного пре-

дела текучести; σв, εв – координаты предела прочности.  
Точность линейно-степенной аппроксимации ε−σ  сопоставима с точно-

стью определения механических констант материала, что совершенно доста-
точно для практики расчетов. При изгибе на большую кривизну зона упругих 
деформаций относительно мала и без большой погрешности степенную зави-
симость можно распространить на всю высоту сечения.  

В некоторых схемах пластического формообразования аналитическое 
решение при степенной зависимости ε−σ  не достигается. В этом случае ис-
пользуют линейно-полигональную зависимость ε−σ , имеющую следующий 
вид: ε=σ E  при p0 ε≤ε≤ ; CB +ε=σ  при ,pε>ε где )()( твтв ε−εσ−σ=B ; 

тт ε−σ= BC ; )/(p BEС −=ε ; .pp ε=σ E  

Пластический изгиб является формооб-
разующим процессом, в результате которого 
плоская или прямолинейная заготовка пре-
вращается в изделие с заданно остаточной 
кривизной. Изогнутое состояние заготовки ха-
рактеризуется кривизной наружной ( )н1/ R  

и внутренней ( )в1/ R  поверхностей, кривизной 

нейтрального слоя )( 0κ  и центральным углом 
загиба θ, образованным нормалями к каса-
тельным в концевых точках дуги нейтрального 
слоя (рис. 1.7). Будем рассматривать изгиб 
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на большие относительные радиусы кривизны 2/ >ρ=ρ h , при которых взаим-
ное нажатие волокн друг на друга пренебрежимо мало. Поэтому при пластиче-
ском изгибе справедлива гипотеза плоских сечений. Благодаря этому тангенци-
альная деформация произвольного волокна пропорциональна кривизне нейтраль-
ного слоя ,00ρκ=ε  где .1 00 ρ=κ  После разгрузки (снятия внешних сил) указан-
ные параметры изменяются вследствие пружинения материала, приобретая оста-

точные значения нRɶ , вRɶ , 0
~ρ , θ~  в полученной детали. 

Напряженно-деформированное состояние (НДС) при упруго-пластическом 
изгибе зависит от схемы нагружения, физико-механических свойств материала, 
геометрических параметров сечения (в том числе от соотношения размеров попе-
речного сечения изгибаемого элемента) и кривизны изгиба элемента. Чистый из-
гиб элемента предполагает отсутствие касательных напряжений в поперечных 
сечениях, а доминирующими являются нормальные напряжения в тангенциаль-
ном направлении. 

В табл. 1.1 показаны схемы НДС при чистом изгибе узких и широких за-
готовок в системе координат с началом на нейтральной линии и осями 

, ,Oz Oy Ox , направленными, соответственно, по оси поворота сечения, нормали 
и касательной к нейтральной линии [54]. При изгибе широких заготовок 
( hb 20> ) в формулах (1.1), а также во всех приводимых далее формулах вели-
чины E и K надо заменить на приведенные модуль упругости и константу 
упрочнения: 

1

п п2

4 2
;

1 3 3

n
E

E E K K
+

 = = =  − µ  
, 

где −µ  коэффициент Пуассона. 
Таблица 1.1 

Поперечное 
сечение 

Зоны деформации по высоте сечения 

Растянутая от изгиба зона 
(y > 0) 

Сжатая от изгиба зона 
(y < 0) 

Узкое 

  

Широкое 
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Таким образом, при пластическом изгибе широких и узких заготовок со-
отношение между напряжениями в волокнах элемента и деформациями их от 
изгиба выражаются аналогичными по структуре формулами. Различие состоит 
лишь в величинах пE  и пK . Отмеченное обстоятельство дает основание в даль-

нейшем рассматривать единую теорию пластического изгиба широких и узких 
заготовок. 

§ 1.4. Расчет технологических параметров процесса гибки деталей 
из листового и профильного материала 

Нейтральный слой (н.с.) разделяет зоны растяжения и сжатия при изгибе, 
и его положение определяется из условия равенства нулю проекции внутренних 
сил на ось x:  

0,x

F

dFσ =∫                                                       (1.2) 

где F − площадь поперечного сечения заготовки произвольной формы.  
Для сечения комплексной формы, когда нейтральный слой и упругое ядро 

)(2 0ррр κε=yy  попадают целиком на стенку профиля (рис. 1.8), после инте-

грирования выражения (1.2) получим [54]: 

( )[ ] ( )[ ] −−++−− ++++ 11
22

1
1

1
1 нннн

nnnn yhybyhyb  

( ) ( )[ ] 01
1

1
313 нн =−−−+− ++ nn yhyhhb .                                               (1.3) 

Отметим, что при изгибе ось поворота сечений смещается относительно 
центра тяжести сечения в сторону его большей ширины на величину 

цтнц yyy −= . Поскольку начало координат помещено на нейтральном при 

упруго-пластическом изгибе слое, то по отношению к нему центр тяжести се-
чения может иметь положительную ординату смещения )( цy+ , когда более 

широкая его сторона расположена в зоне сжатия от изгиба, и отрицательную 
)( цy−  при расположении ее в зоне растяжения.  

 

                                  а                                         б                                       в 

Рис. 1.8. Упруго-пластический изгиб элемента сложного сечения (комплексной формы): 
а – поперечное сечение элемента; б – схема нагружения; в – эпюра поперечных сил 
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Таким образом, при упруго-пластическом изгибе радиусы кривизны 
нейтрального слоя 0ρ  и слоя, проходящего через центр тяжести сечения цρ , 

связаны соотношением ц0ц y±ρ=ρ . 

Уравнение (1.3) для нахождения положения нейтрального слоя нy  явля-
ется нелинейным. Решить его можно, используя метод итераций [24, 69], пред-
варительно представив уравнение (1.3) в виде: 

( )н 1 нy y= ϕ .                                                 (1.4) 

Для более простой формы поперечного сечения, которая является состав-
ной частью комплексной формы, конкретное выражение (1.2) получают при-
равниванием нулю отсутствующих значений параметров bi, hi. Очевидно, что 
для сечений, имеющих две ортогональные оси симметрии, одна из которых – 
ось z перпендикулярна плоскости изгиба и будет принадлежать нейтральному 
слою.  

Связь между кривизной нейтрального слоя и изгибающим моментом 
в конце деформирования, т.е. перед снятием деформирующих усилий, опреде-
ляется из условия равенства внешнего zM  и внутреннего моментов: 

∫σ=
F

xz ydFM .                                               (1.5) 

Разделяя упругую и пластическую зоны сечения, получим:  

плупр 00 KJEJM n
z κ+κ= ,                                        (1.6) 

где ∫=
упр

упр

2

F

dFyJ ; dFyJ
F

n
∫

+=
пл

пл

1 .  

Зависимость (1.6) нелинейна и справедлива для любой формы сечения, мо-
менты инерции упрJ  и плJ  являются геометрическими характеристиками сечения, 

зависящими от радиуса кривизны ρ0. Для комплексной формы (см. рис. 1.8) имеем 

3
13

2
упр pybJ = ; ( ){пл н н

2 2 2
1 1 p

1
2

2
n n nJ b h y y y

n

+ + + = − + − +
 +

 

( )[ ] ( ) ( )[ ]}2
1

2
313

22
22 нннн

++++ −−−++−++ nnnn yhyhhbyhyb .      (1.7)  

Выражение (1.5), как и (1.2), в зависимости от положения упругого ядра 
сечения может принимать различные варианты формы записи для каждого кон-
кретного сочетания нагрузки и формы сечения. Например, для прямоугольной 
формы сечения из (1.7) получим: 

3
p3

2
упр byJ =  ;  












−









+
= +

+
2

p

2

22

2
пл

n
n

y
h

n

b
J .                    (1.8) 
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После снятия внешней нагрузки под действием неуравновешенного внут-
реннего момента происходит обратная по знаку упругая деформация элемента, 
изменяющая созданную кривизну изгиба. При этой деформации сечения пово-
рачиваются относительно оси, проходящей через их центр тяжести, и кривизна 
нейтрального при разгрузке слоя уменьшается на величину zEJM /ц =κ′ , где 

−zJ момент инерции сечения относительно центральной оси z, перпендику-
лярной к плоскости изгиба.  

Остаточная после пружинения кривизна )~/1~(~
ццц ρ=κκ  слоя, проходя-

щего через центры тяжести поперечных сечений элемента с одной осью сим-
метрии, равна разности ее значений при нагружении и разгрузке:  









κ+κ−κ=κ′−κ=κ n

zz EJ

KJ

J

J
00цццц

плупр~ .                         (1.9) 

Эта формула по известной кривизне пластического изгиба 0κ  (или цκ ) 

позволяет определить кривизну ц
~κ , остающуюся после пружинения. 

Важная в технологическом отношении задача состоит в определении кри-
визны изгиба 0κ  в активной стадии деформации, на которую проектируется 
формообразующая оснастка или производится настройка гибочного оборудова-
ния с тем, чтобы после пружинения получить деталь с заданной кривизной 

.~/1~
00 ρ=κ  С этой целью преобразуем выражение (1.9) к следующему виду: 















ρ
+

ρ
−

±ρ
=

±ρ z
n

z EJ

KJ

J

J

yy
плупр

00ц0ц0

111
~

1
.                       (1.10) 

В случае изгиба элемента с двойной симметрией поперечного сечения ось 
поворота сечения проходит через его центр тяжести как при нагружении, так и 
при разгрузке, поэтому параметр смещения .0ц =y  Тогда предыдущие форму-

лы упрощаются и примут вид 

000
~ κ′−κ=κ = 
















κ+−κ −1

00
плупр1 n

zz EJ

KJ

J

J
,                      (1.11) 

где ;~/1~
00 ρ=κ  zEJM /0 =κ′ . 

Для решения технологической задачи определения кривизны в конце ак-
тивной стадии деформирования 0κ  по заданной остаточной кривизне 0

~κ  выра-
жения (1.10) и (1.11) должны быть приведены к виду 

( )0020 ;~ κκϕ=κ ,                                                (1.12) 

удобному для применения метода итераций [24]. Численное решение уравне-
ний (1.4) и (1.12) относительно нy  и 0κ  может быть выполнено на компьютере 
с любой наперед заданной точностью. Алгоритм расчета представлен на рис. 
1.9, где δ − допустимая точность вычислений. 
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Рис. 1.9. Алгоритм расчета кривизны в активной стадии нагружения 

Методики расчета технологических параметров формообразования дета-
лей из профилей методом пластического изгиба с растяжением при простом 
нагружении и при различных схемах сложного нагружения приведены в рабо-
тах [50, 51, 53, 54]. 

При пластическом формообразовании тонкостенных деталей из листового 
и профильного материала могут появиться нежелательные побочные деформа-
ции (рис. 1.10), вызванные различными причинами. К их числу относятся: осо-
бенности формы поперечных сечений, специфика НДС, дефекты формообра-
зующей оснастки, неправильная настройка оборудования и др. Искажение изо-
гнутых деталей трудно поддается правке, приводит к увеличению объема руч-
ных доводочных работ, что увеличивает себестоимость изготовления деталей.  

 

Рис.1.10. Нежелательные побочные дефекты при гибке тонкостенных деталей: 
а – искажение поперечного сечения узкой и широкой заготовок; б – разрушение наиболее 
деформированного волокна; в – спиральность изогнутого несимметричного профиля; 

г – образование гофров в сжатой зоне профиля; д – малкованность профиля 
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Расчетное прогнозирование возможности появления нежелательных по-
бочных деформаций играет важную роль для грамотного назначения режимов 
формообразования названных деталей. Физическая природа появления указан-
ных побочных деформаций, количественная их оценка, технологические прие-
мы их недопущения или их ликвидации приведены в работах [16, 21−23, 27, 36, 
49, 50, 53, 54, 66−68, 76 ] и др.  

Получение деталей с необходимой степенью точности без появления по-
бочных деформаций достигается за счет выбора оптимальной схемы деформи-
рования и способа интенсификации процесса формообразования (температур-
ной, силовой и пр.). Технологические параметры выбранного процесса должны 
быть такими, чтобы в процессе формообразования не допустить появления 
неисправимого брака.  

§ 1.5. Компьютерное проектирование технологии 
пластического формообразования криволинейных тонкостенных деталей 

Применение компьютерных технологий в технологической подготовке 
производства требует разработки математических моделей для решения различ-
ных задач при проектировании технологических процессов. Оптимальный тех-
нологический процесс должен обеспечить получение детали за минимальное 
число переходов с обеспечением требуемых деформаций во всех элементах заго-
товки без превышения предельно-допустимых деформаций в опасных сечениях. 

Гибка – одна из наиболее сложных и трудоемких операции технологиче-
ского процесса изготовления деталей, которая выполняется на специализиро-
ванном оборудовании с ЧПУ. Насущными проблемами и целями в области тех-
нологии формообразования гибкой (или обтяжкой) на данный момент являются 
[9, 15, 63]: 

− оптимальное управление гибочным оборудованием; 
− проектирование гибочной оснастки (или параметров настройки обору-

дования для несопряженных схем гибки) с учетом кинематических возможно-
стей оборудования; 

− предсказание вероятности появления технологических отказов (нежела-
тельных побочных деформаций) и оценка качества деталей; 

− прогноз влияния эффекта упругой разгрузки и корректировка гибочной 
оснастки на величину пружинения в случае гибки по сопряженной схеме. 

Проектирование гибочной оснастки и технологии формообразования со-
ставляет большой процент трудоемкости в общем объеме производства подоб-
ных деталей. Подготовка технологической оснастки и управляющих программ 
для гибочного оборудования в настоящее время осуществляется автоматически 
с помощью компьютерных систем (САПР), базирующихся на моделировании 
процесса формообразования. 
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Компьютерное проектирование технологии формообразования тонко-
стенных деталей методом обтяжки происходит по схеме, приведенной 
на рис. 1.11, с учетом входных данных: геометрии детали; данных о материале 
заготовки (кривая упрочнения); кинематической модели оборудования [63]. 

Геометрия детали задает окончательную требуемую форму детали. Осно-
вываясь на форме детали, проектируют оснастку для ее изготовления − гибоч-
ный пуансон. На основании данных о материале заготовки строится математи-
ческая модель материала, которая позволит в дальнейшем (при вычислениях) 
предсказать его свойства и поведение. 

 
Рис. 1.11. Структура схемы автоматизированной системы проектирования 

технологии обтяжки 

Кинематическая модель оборудования позволяет построить операцион-
ную модель, т.е. модель, позволяющую составить и тестировать управляющие 
программы для гибочного оборудования, проверять допустимость тех или иных 
манипуляций, детектировать превышение силовых или кинематических воз-
можностей оборудования и т.д. 

На основании перечисленных данных и моделей выполняется автомати-
ческое проектирование управляющей программы, которая исключает появле-
ние нежелательных побочных деформаций. 

Автоматизированная система проектирования технологии (АСТПП) фор-
мообразования тонкостенных деталей на основе единой информационной сре-
ды и с использованием сетевых информационных технологий реализуется 
в ЗШП в виде программно-методических комплексов (ПМК) технологической 
подготовки производства [2, 68]. 

Компьютерное моделирование технологии, выполненное на основе мате-
матического моделирования процесса формообразования, позволяет: 

− значительно сократить материальные расходы и время для подготовки 
производства; 
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− уменьшить, а иногда и полностью исключить дорогостоящий натурный 
(физический) эксперимент; 

− предсказать вероятность технологических отказов и подсказать необхо-
димость использования технологических приемов борьбы с браком; 

− исключить ошибки в проектировании гибочной оснастки, скорректиро-
вать в случае необходимости оснастку на величину пружинения. 

§ 1.6. Геометрическая нелинейность при поперечном пластическом изгибе 

Формообразование тонкостенных деталей одинарной кривизны из листо-
вого и профильного металла гибкой в штампах, гибкой-прокатной на валковых 
и роликовых станках и некоторыми другими методами (гибка-обтяжка и гибка-
намотка) по схемам нагружения идентичны поперечному упруго-пластическому 
изгибу консоли или двухопорной балки. Таким образом, технологическая задача 
определения деформационных параметров формообразуемых деталей сводится 
к рассмотрению упруго-пластического изгиба элемента при его нагружении до 
образования необходимой кривизны изгиба в соответствующих сечениях [50]. 

Наибольшую сложность при анализе поперечного упругопластического 
изгиба вызывает геометрическая нелинейность процесса, обусловленная боль-
шими угловыми и линейными перемещениями тонкой заготовки при ее нагру-
жении. Задачи данного типа являются статически неопределимыми. При их ре-
шении требуется дополнительно привлекать уравнения изогнутой оси заготов-
ки в декартовой системе координат: 

( )
( )3 42

1

y
M

y

′′
= κ

 ′+
 

,                                       (1.13) 

где −′′′ yy ,  первая и вторая производные по x. 

В дуговых координатах уравнение (1.13) записывается  

( )
d

M
ds

ϑ = κ ,                                                 (1.14) 

где −ϑ  угол наклона касательной в текущей точке изогнутой заготовки; 
s − длина дуги изогнутой заготовки, отсчитанная от некоторой точки, принятой 
за начало. 

Несопряженные схемы формообразования тонкостенных деталей метода-
ми гибки (свободная гибка и гибка-прокатка) сопровождаются большими угло-
выми и линейными перемещениями поперечных сечений заготовки в процессе 
нагружения и разгрузки. При этом существенно изменяются направления дей-
ствия и точки приложения внешних деформирующих сил в неподвижной систе-
ме координат. Следствием данной особенности является так называемая геомет-
рическая нелинейность, при которой справедливы следующие утверждения: 
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а) гипотеза начальных размеров неприменима, условие равновесия изо-
гнутого элемента необходимо записывать с учетом конечного формоизменения; 

б) в любом сечении изогнутого элемента внутренние силы и моменты, 
а также величины перемещений являются нелинейными функциями внешних 
нагрузок. 

В теории гибких стержней задачи, решаемые с учетом геометрической 
нелинейности, в зависимости от схемы нагружения делятся на определенные 
классы [65]. К основному классу относятся задачи, в которых распределенная 
нагрузка отсутствует, а сосредоточенные силы и моменты приложены только 
по концам элемента, имеющего по длине постоянное сечение и кривизну. При 
этом произвольными могут быть: концевые опоры; тип формы равновесия 
(с точками или без точек изгиба, в которых кривизна равна нулю); величина, 
направление и закон перемещения внешних нагрузок (поступательное, следя-
щее); рабочая длина гибкого элемента может быть переменной за счет про-
скальзывания на опорах или наматывания на шаблон (гибочный пуансон). 

Многие существующие методики расчета настроечных параметров обо-
рудования для реализации гибки листовых и профильных деталей в большин-
стве случаев базируются на гипотезах, которые существенно упрощают расчет-
ные схемы решаемых задач [23, 27, 49, 66, 67, 76]. Они могут служить для при-
кидочных расчетов пружинения или для формулировки кинематических требо-
ваний к гибочным органам проектируемого технологического оборудования. 
Базой для создания уточненных методик расчета настроечных параметров обо-
рудования, обеспечивающих бездоводочную гибку листовых и профильных де-
талей, является работа проф. М.И.Лысова [50].  

Наличие компьютерной техники характеризует тот факт, что интерес для 
современного производства будут представлять методики расчета, обеспечива-
ющие высокую точность выходных данных, так как только в этом случае мож-
но существенно повысить производительность труда и снизить себестоимость 
изготовления деталей, а также загрузить дорогостоящее технологическое обо-
рудование с ЧПУ, которое позволяет реализовывать оптимальные схемы де-
формирования. 

Основная цель работы − создание уточненных и разработка новых мето-
дик расчета настроечных (или программируемых) параметров оборудования с 
учетом геометрической нелинейности для бездоводочной гибки тонкостенных 
деталей или гибки с последующей минимальной доводкой. Предлагаемые 
в данном учебном пособии методики расчета настроечных параметров обору-
дования для гибки листовых и профильных деталей являются достаточно стро-
гими, так как в них сравнительно мало допущений и упрощений. Они ориенти-
рованы на применение компьютеров, так как ввиду своей сложности «ручные» 
расчеты по ним затруднительны. 
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§ 1.7. Аппроксимация зависимости между кривизной и изгибающим 
моментом при пластическом изгибе 

Зависимость внутреннего изгибающего момента от кривизны нейтраль-
ного слоя (1.6) имеет сложный характер и лишь в редких случаях (при упро-
щенных математических моделях процессов гибки) может быть выражена од-
нозначной аналитической функцией. В основном эту зависимость приходится 
находить только численными методами в виде конечного множества точек, 
принадлежащих кривой κ−M . Решить данную проблему удается за счет соот-
ветствующих аппроксимаций зависимости κ−M , выбор которых зависит от 
способа решения уравнений (1.13) и (1.14). 

Для процессов с большой кривизной изгиба, из-за малости упругого ядра, 
степенную зависимость ε−σ  можно распространить на всю высоту поперечно-
го сечения. В этом случае зависимость (1.6) сводится к виду 

плKJM n
z κ= ,                                             (1.15) 

где −= ∫
+ dFyJ

F

n

пл

пл

1  геометрический параметр поперечного сечения, анало-

гичный моменту инерции, который определяется для конкретной формы сече-
ния. Зависимость (1.15) использовалась в работах [50, 53] для нахождения 
настроечных параметров свободной гибки и гибки-прокатки с учетом геомет-
рической и физической нелинейности.  

В работах [51, 57] применялась линеаризация распределения напряжений 
по высоте сечения профиля комплексной формы (см. рис. 1.8), а именно, ли-
нейное изменение напряжений с локальным модулем упрочнения р0E  при 

0>y  и с модулем упругости E при 0<y . Это позволило получить в явном виде 

решение задачи по расчету технологических параметров процесса гибки тонко-
стенных деталей. Полученные формулы являются едиными для всех схем про-
стого и сложного нагружения изгибом с растяжением, своеобразие и различие 
которых учитываются входящими в формулы соответствующими коэффициен-
тами. Благодаря этому обеспечивается единый алгоритм и программа расчета 
на компьютере технологических параметров процесса пластического формооб-
разования. Например, для пластического растяжения с изгибом момент внут-
ренних сил в сечении выражается следующей формулой: 

3
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Для данного случая остаточная кривизна вычисляется по формуле 
( )211 .B EJκ = κ −ɶ  Соответственно для получения детали с заданной кривизной 

формообразующая оснастка с учетом пружинения материала должна иметь 
кривизну ( )21 .B EJκ = κ −ɶ  В работе [52] с использованием зависимости (1.16) 

исследовалась деформация гибкого элемента при сложном нагружении пласти-
ческим растяжением и изгибом с учетом геометрической нелинейности. 
Найденные в ней формулы для вычисления кривизны изгиба и перемещения 
точек оси пластически деформированного элемента позволяют рассчитать 
управляющие координаты, реализующие процесс гибки-обтяжки на станках 
ПГР с ЧПУ. 

В некоторых работах учет геометрической нелинейности процессов гибки 
тонкостенных деталей связан с решением уравнения (1.13) при выполнении 
условия 2( ) 0y′ ≈ . В этом случае имеем  

( )y M′′ = κ .                                                  (1.17) 

Например, с использованием аппроксимации зависимости )(Mκ  много-

членом  

CMBM +=κ 3                                                 (1.18) 

в работе [59] предложен численно-аналитический метод расчета параметров 
формообразования при гибке профильных деталей методом намотки с растяже-
нием. Существуют и другие методики ре-
шения уравнения (1.17), имеющие также 
упрощенный характер [21, 27−30, 35, 49, 54, 
56, 66 и др.]. 

Одной из наиболее удобной и точной 
для практической реализации является по-
лигональная аппроксимация зависимости 

κ−M  (аппроксимация ломаной линией 
(рис. 1.12)) [54, 55]. По аналогии с упругим 
изгибом, для которого справедливо соот-
ношение κ= EJM , запишем 

,*
ii MJEM +κ=                (1.19) 

где −J  момент инерции текущего сечения 

элемента; −*, ii ME  коэффициенты, определяемые из следующих соотношений: 
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i –1, i – порядковый номер узловых точек кривой M – κ, между которыми, 
согласно аппроксимации (1.19), момент изменяется линейно от Mi-1 до Mi. 

Значение моментов в узловых точках определяется из известной зависимо-
сти (1.6). 

Число отрезков при аппроксимации может быть произвольным и выбира-
ется из условия точности. Например, при количестве узловых точек 

75…=m разность между точным значением внутреннего изгибающего момен-
та и значением, вычисленным по формуле (1.19), не превышает %32… . 

Положение точки 0′ на рис. 1.12 определяется начальной кривизной заго-
товки. Для первоначально плоской заготовки )0( нач =κ  точка 0′ совпадает 
с точкой начала координат О, а для заготовки с начальной кривизной )0( нач >κ  

точка 0′ сдвинута вправо по оси абсцисс на величину .начκ  

Наиболее точной аппроксимацией зависимости ( )Mκ  является эрмито-

вый сплайн третьего порядка, который на интервале [ ]ii MM ,1−  совпадает

с кубическим полиномом [31, 33, 60]: 
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где 3( )i iP M = κ ; 
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κ − κ′ =
−
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Здесь для удобства дальнейших численных расчетов зависимость ( )Mκ
была приведена к безразмерному виду следующим образом: / ;∗κ = κ κ  

*/ MMM = , где −κ ** , M  произвольные параметры, которые выбираются ис-
ходя из конкретных условий рассматриваемой задачи. Например, при анализе 
процесса гибки-обтяжки на станках ПГР это могут быть значения активной 
кривизны и изгибающего момента, обеспечивающие получение заданной оста-
точной кривизны детали.  
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Глава 2. МЕТОДИКА РАСЧЕТА БОЛЬШИХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
ПРИ ПЛОСКОМ ИЗГИБЕ ГИБКИХ УПРУГИХ СТЕРЖНЕЙ 

В основу гл. 2 положены результаты, представленные в работе [65]. 
Ограничимся решением плоской задачи процесса деформирования гибкого 
стержня. Гибким называют стержень, материал которого подчиняется закону 
Гука и даже при сильном искривлении напряжения в нем не превосходят пре-
дела пропорциональности. Форма упругой кривой (упруго изогнутой продоль-
ной оси) такого стрежня при наличии больших перемещений от начального со-
стояния получила название эластика [26]. Особенности решения задач эласти-
ки заключаются в том, что при рассмотрении процесса деформирования гибко-
го стержня следует учитывать характер изменения действия внешних сил в 
процессе их перемещений вместе со стержнем, возможность нарушения таких 
многих известных принципов, как суперпозиция, взаимность работ и др. По-
становка различных прикладных задач эластики и их решение приведены в ра-
ботах [3−5, 25, 26, 41, 43−45, 47, 48, 62, 64, 65, 75, 79] и др.  

Необходимость изучения задачи упругого изгиба гибкого стержня заклю-
чается и в том, что она позволяет, в конечном итоге, согласно теореме 
А.А.Ильюшина о разгрузке, определить конечную форму тонкостенной криво-
линейной детали, изготовленной по заданной схеме гибки с учетом геометриче-
ской нелинейности процесса деформирования [53]. 

§ 2.1. Особенности действия сил при сильном изгибе тонких стержней

При исследовании больших перемещений изгиба тонкого стержня, в от-
личие от случая малых перемещений, все задачи становятся статически неопре-
делимыми. Это связано с тем, что все опорные реакции (силы и моменты) су-
щественно зависят от значений искомых перемещений при изгибе. 

Это видно на примере поперечного изгиба консольно-защемленного 
гибкого стержня (рис. 2.1, а), где существенное значение имеет не только 
прогиб 1y  на незакрепленном конце, но и смещение 1u  вдоль оси x. Поэтому 

момент реакции в заделке, в отличие от обычного выражения PlM =0 , будет

|).|( 110 ulPPxM −==
Для случая изгиба стержня (рис. 2.1, б) в отличие от обычного значения 

реакции 2/QP =  имеем выражение )cos2/( 1ϑ= QP . Здесь сила P отклоняется
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от вертикали на угол 1ϑ  поворота стержня на опоре. Для данного случая суще-

ственным является также и изменение длины изгибаемой части стержня за счет 
скольжения его по двум опорам в процессе изгиба. 

 
                               а                                                                 б 

Рис. 2.1. Поперечный изгиб тонкого стержня: 
а – консольно-защемленного; б – лежащего на двух опорах 

Сказанное относится и к поведению внутренних сил и моментов, возни-
кающих в произвольных сечениях стержня. Так, внутренний изгибающий мо-
мент в поперечном сечении T (рис. 2.1, а) вместо обычного )( slPM −=  будет 

иметь значение 1 1( ) ( | |).M P x x P l s u u= − = − − −  Внутренняя сила при этом бу-

дет иметь две составляющие: поперечную (перерезывающую) ϑcosP  и про-
дольную (растягивающую) ϑsinP  силы, где −ϑ  угол поворота сечения T при 
изгибе (угол наклона упругой линии в данной точке). При этом, ввиду малости 
перемещения при растяжении по сравнению с перемещениями при изгибе, длину 
упругой линии s (как и длину l) стержня считаем неизменной в процессе изгиба.  

Другим важным фактором в случае больших перемещений является столь 
же большое перемещение векторов внешних сил и моментов, под действием 
которых происходит изгиб. При этом закон перемещения вектора внешней си-
лы зависит от искомых перемещений при изгибе стержня и имеется зависимость 
между ними, причем заранее неизвестная. Например, при поперечном изгибе 
консольной балки (рис. 2.1, а) внешняя сила P  сохраняет в процессе изгиба вер-
тикальное направление. Тогда имеются зависимости )(11 Pyy =  и )(11 Puu =  

(статические характеристики стержня), определяющие поступательное пере-
мещение вектора силы в процессе изгиба. 

В общем случае имеем три вида перемещения внешних сил в процессе 
поперечного изгиба: 

1) поступательное перемещение, когда вектор силы перемещается в про-
цессе изгиба параллельно самому себе (рис. 2.1, а); 
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2) следящее перемещение, когда вектор силы сохраняет в процессе изгиба 
постоянный угол с направлением упругой линии в точке приложения силы, 
т.е. следит за поворотом соответствующего сечения стержня (рис. 2.1, б); 

3) общий случай перемещения, когда сила не остается параллельной 
и не следит за поворотом упругой линии. 

В каждом из трех видов перемещения сил могут быть следующие вариан-
ты: точка приложения силы все время связана с определенной точкой упругой 
линии; точка приложения силы перемещается вдоль упругой линии. 

Кроме того, возможны случаи, когда значение изгибающей силы  может 
быть задано и когда значение изгибающей силы находится в явной зависимости 
от перемещений при изгибе и поэтому определяется только в процессе расчета 
этих перемещений. Все сказанное относится к внешним изгибающим моментам 
и действию распределенных нагрузок. 

Важно отметить, что характер действия силы в процессе изгиба стержня 
зависит от закона перемещения вектора силы. Однако конечный результат при 
заданном значении вектора силы не зависит от предыстории его перемещения. 
Это вытекает из того, что рассматривается процесс изгиба как последователь-
ность статических состояний равновесия. Кроме того, в отличие от линейной 
теории изгиба стержней в случае больших перемещений при изгибе несправед-
лив принцип суперпозиции решений, т.е. принцип простого сложения результа-
тов действия различных сил. 

§ 2.2. Уравнение упругой линии 

Будем рассматривать прямые и первоначально кривые стержни при лю-
бых видах закреплений на концах и нагрузок (сил и моментов) как сосредото-
ченных, так и распределенных. Точным уравнением упругого равновесия при 
плоском изгибе криволинейного стержня является выражение: 

,/0 HM=κ−κ                                               (2.1) 

где −M  внутренний изгибающий момент в данном сечении стержня; −H  
жесткость стержня при изгибе; EJH = ; −E  модуль упругости (модуль Юнга); 

−J  осевой момент инерции площади поперечного сечения; −κκ 0,  кривизны 

в данной точке соответственно упруго изогнутой продольной оси стержня 
и начального очертания ее. Для первоначально прямого стержня в выражении 
(2.1) надо положить .00 =κ  

Используя точное выражение кривизны продольной оси запишем выра-
жение (2.1) в следующем виде: 

,
H

M

ds

d

ds

d =θ−ϑ
                                                (2.2) 
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где −θϑ,  углы наклона касательной в текущей точке соответственно упругой 
линии и начальной кривой. Длина дуги s продольной оси стержня считается в 
каждой точке неизменной в процессе изгиба. В дальнейшем 0 и 1 будут обозна-
чать начальную и концевую точки упругой линии, а через 0′  начало системы 
координат x,y. 

На рис. 2.2 проиллюстрировано правило выбора знаков для кривизны и 
изгибающего момента с использованием правой системы координат, при этом 
отсчет углов считаем положительным против часовой стрелки. Значение угла 
наклона касательной 0ϑ  в начале 0 упругой линии необходимо выбирать в ин-

тервале 0180 180− ° ≤ ϑ ≤ ° . Кривизна κ в данной точке упругой линии считает-

ся положительной, если угол наклона касательной ϑ  к упругой линии увеличи-
вается с увеличением длины дуги s (рис. 2.2, а), и наоборот, кривизна κ будет 
отрицательной, если при возрастании s угол ϑ  уменьшается (рис. 2.2, б). 

 
                                         а                                                                               б 

Рис. 2.2. Правило выбора знаков для кривизны и изгибающего момента 
при упругом изгибе: а – κ > 0; б – κ < 0 

Изгибающий момент M в любом сечении стержня считается положитель-
ным, если он стремится увеличить значение кривизны. При этом надо учиты-
вать знак кривизны, т.е. положительный момент увеличивает положительную 
кривизну или уменьшает по абсолютному значению отрицательную кривизну. 
При обратном действии изгибающий момент будет отрицательным. 

Для нахождения основных параметров (кривизны, прогибов и углов 
наклона касательной), характеризующих деформированное состояние стержня, 
нужно знать величину внешнего изгибающего момента, действующего в произ-
вольной точке. Составим точное выражение для изгибающего момента при 
произвольных нагружениях и очертаниях упругой линии стержня. Считаем, что 
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упругая линия была получена в результате того, что стержень произвольной 
начальной кривизны был нагружен некоторым числом сосредоточенных сил и 
моментов, а также произвольно распределенных по длине стержня силовой и 
моментной нагрузки. 

В общем случае упругую линию всегда можно разбить на участки так, 
чтобы сосредоточенные силы 10 , PP  и внешние изгибающие моменты 10 , MM  

были приложены только по концам 0 и 1 (рис. 2.3) рассматриваемого участка 
упругой линии (они взяты с учетом нагрузки отрезанных частей стержня в изо-
гнутом состоянии). По длине дуги s упругой линии приложены также распре-
деленные силовая )(sq  и моментная )(sm  нагрузки. Переменность предусмат-

ривается для силовой распределенной нагрузки и ее угла наклона )(sµ . Началь-

ную кривизну стержня 0κ  будем также считать переменной по длине s. 

 
Рис. 2.3. Расчетная схема изгиба элемента под действием произвольной силовой 

и моментной нагрузок 

Для составления выражения внутренних изгибающих моментов )(sM  

разрежем упругую линию стержня в произвольной точке ),( yxQ  и рассмотрим 

равновесие части Q1 упругой линии. На рис. 2.3 через cP  обозначен вектор си-

лы, уравновешивающий сосредоточенную силу 1P  )( 1c PP = . За основным 

направлением выбираем направление силы, приложенной в начальной точке 
рассматриваемого участка упругой линии. Введем угол cδ , отсчитываемый 

против часовой стрелки от направления силы cP  к оси x, т.е. угол наклона оси x 

к вектору силы cP . Через qP  обозначен вектор силы, уравновешивающей рас-

пределенную силовую нагрузку )(sq  на участке Q1. Вектор силы Р обозначает 

сумму векторов cP  и qP , а угол δ есть угол наклона оси x к этому суммарному 

вектору внутренних сил в произвольном сечении Q изогнутого стержня.  
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Из расчетной схемы формоизменения стержня (рис.2.3) запишем внут-
ренний изгибающий момент в произвольном сечении ),( yxQ : 

1MMMMM mqP +++= ,                                     (2.3) 

где c1cc1c sin)(cos)( δ−+δ−= xxPyyPM P ; ∫=
l

s

m mdsM ;  

∫∫ µ−−µ−=
l

s

Q

l

s

Qq dsqxxdsqyyM sin)(cos)( . В данном случае, если координа-

ты QQ yx ,  играют роль постоянных, то, отбрасывая индекс Q в выражении для 

,qM  получим .sincos)sincos( ∫∫∫ µ+µ−µ−µ=
l

s

l

s

l

s

q dsqxdsqyqdsxyM  

Продифференцировав выражение (2.3) по дуге s, найдем  

−µ−µ−δ−δ−= qxy
ds

dx
P

ds

dy
P

ds

dM
)sincos(sincos cccc  

.sinsincoscos mxxqdsq
ds

dx
yqdsq

ds

dy
l

s

l

s

+µ−µ+µ+µ− ∫∫                (2.4) 

Используя очевидные соотношения  

,cos,sin ϑ=ϑ=
ds

dx

ds

dy
 ∫∫ µ=δµ=δ

l

s

qq

l

s

qq dsqPdsqP sinsin,coscos  

(угол qδ  отсчитывается аналогично углу cδ ), преобразуем выражение (2.4) 

к виду 

.)sin()sin( cc mPP
ds

dM
qq +δ+ϑ−δ+ϑ−=                         (2.5) 

Уравнение (2.5) является общим для всех рассматриваемых задач нели-
нейной теории плоского упругого изгиба тонкого стержня. Продифференциро-
вав выражение (2.5) по s и подставив его в (2.2), получим (при const=H ) урав-
нение: 

.)sin()sin( c
c

2

2

2

2

H

m

H

P

H

P

ds

d

ds

d
q

q +δ+ϑ−δ+ϑ−=θ−ϑ
                (2.6) 

Введя обозначения 
2 2 2 2
c c c c/ , / , , ,q q q qPl H P l Hβ = β = ξ = ϑ + δ ξ = ϑ + δ  

получим вместо (2.6) искомое уравнение в безразмерном виде: 

.sinsin
2

2
2

2
2

c
2
c2

2
2

ds

d
l

H

ml

ds

d
l qq

θ++ξβ−ξβ−=ϑ
                 (2.7) 
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Здесь −ls,  длина дуги в произвольной точке Т и полная длина изгибаемого 
элемента. 

Отметим, что если первоначальное очертание криволинейного стержня есть 
дуга окружности, то геометрия упругой линии не изменится при замене криволи-
нейного стержня прямым, нагруженным по концам моментами Мэкв = Hκ0, 
где начальная кривизна 0κ  берется с учетом ее знака. Это является выражени-
ем эквивалентности начальной кривизны стержня и изгибающего момента 
при сколь угодно больших упругих перемещениях при изгибе. Это положе-
ние можно распространить и на произвольно переменную начальную кривиз-
ну, но для этого потребовалось бы приложение распределенной моментной 
нагрузки. 

Согласно работе [65] все задачи эластики при больших перемещениях де-
лятся на три класса: 1) задачи основного класса; 2) задачи, сводящиеся к основ-
ному классу; 3) задачи, не сводящиеся к основному классу. 

К основному классу относятся все задачи, которые обладают следующи-
ми признаками: а) начальная кривизна продольной оси стержня 0κ  постоянна 
(в частности, равна нулю); б) изгибная жесткость постоянна; в) изгиб происхо-
дит только под действием сосредоточенных сил P и изгибающих моментов М0, 
М1, приложенных по концам стержня 0 и 1. При этом произвольными могут 
быть схемы приложения силы и моментов, виды перемещения их в процессе 
изгиба, схемы закреплений в опорах и т.п. В результате для всех многообраз-
ных задач основного класса точное дифференциальное уравнение равновесия 
упругой линии стержня имеет следующий компактный вид: 

ξβ−=ξ
sin2

2

2
2

ds

d
l ,                                              (2.8) 

где опущен индекс «с», а в левой части вместо ϑ стоит ξ, так как величина cδ   

в выражении cc δ+ϑ=ξ  является постоянной в каждом данном равновесном 

состоянии и ϑ=ξ dd . Величины βδ,,l  являются постоянными для данной упру-
гой линии. 

К задачам, сводящимся к основному классу, относятся такие, при кото-
рых упругую линию можно разбить на конечное число участков конечной дли-
ны, каждый из которых удовлетворяет всем условиям задачи основного класса. 
В этом случае уравнение упругой линии (2.8) записывается для каждого участ-
ка. Затем записываются условия связей на стыках этих участков, что дает необ-
ходимое и достаточное число уравнений для решения задачи. При этом важно 
использовать симметрию, если таковая есть в рассматриваемой задаче. Напри-
мер, используя симметрию в случае изгиба стержня, приведенного на рис. 2.1, б, 
можно путем разбиения получить две одинаковые задачи основного класса. 
Вследствие этого достаточно решить одну из них. 
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К классу задач, не сводящихся к основному, относятся такие задачи, в ко-
торых не соблюдается какое-либо из условий, определяющих задачи двух опи-
санных классов. Сюда относятся задачи с распределенными нагрузками, а так-
же задачи для тонких стержней с произвольно изменяющимися начальной кри-
визной и площадью поперечного сечения. Для решения этого класса задач 
необходимо пользоваться уравнением (2.7), которое можно решить только чис-
ленным методом, например, методом конечных разностей [70, 75]. 

Отметим, что при одних и тех же схемах нагружения и системах, налага-
емых на концах стержня связей, оказывается возможным возникновение не-
скольких форм равновесия. Однако произвол здесь ограничен, так как всегда 
имеется определенная строгая закономерность в построении возможных форм 
равновесия упругой линии в каждой задаче. Эта проблема подробно изложена в 
работах [26, 65]. 

Опишем геометрию упругой линии. Пусть первоначальное очертание 
рассматриваемого участка продольной оси стержня имеет вид 0010  (штриховая 

линия на рис. 2.4). В процессе изгиба этот участок займет равновесное положе-
ние 01. Для определения прогиба и смещения в произвольной точке Т введем 
оси упругих перемещений vu, . При этом ось смещений u направим по каса-

тельной к первоначальной кривой 0010  в данной точке 0T  в сторону возраста-

ния s, а ось v − нормали таким образом, чтобы образовалась правая система ко-
ординат vu, , если неподвижная система координат yx,  правая. 

 

Рис. 2.4. Расчетная схема для определения смещений 
в случае больших перемещений при изгибе 
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Полное линейное и угловое перемещения при изгибе в произвольной точ-

ке Т вычисляются по формулам 22 vuw += ; θ−ϑ=γ . 
Оси упругих перемещений при рассмотрении изгиба криволинейного 

стержня меняют свое направление от точки к точке в соответствии с изменени-
ем угла наклона касательной к первоначальному очертанию стержня )(sθ . 

В случае изгиба прямого стержня, направления осей упругих перемещений 
vu, будут совпадать с направлениями неподвижных осей yx, , если ось x  

направлена вдоль первоначального положения продольной оси стержня. 
В дальнейшем очертание упругой линии изогнутого стержня будем опре-

делять в неподвижной системе координат yx, . В этом случае будем иметь 

,sin)(cos)(;sin)(cos)( θ−−θ−=θ−+θ−= XxYyvYyXxu          (2.9) 

где −YX ,  координаты начального положения произвольной точки 0T ; −yx,  

координаты точки Т упругой линии. В случае изгиба прямого стержня фор-
мулы (2.9) упрощаются, так как .0=θ  

Дифференциальные уравнения упругой линии (2.7) и (2.8) записаны отно-
сительно угловой координаты ϑ (или ξ) как функции длины дуги s упругой ли-
нии. Поэтому, решив уравнение упругой линии, получим результат в виде )(sϑ . 

Из простых геометрических соотношений следует 

dssdydssdx )(sin,)(cos ϑ=ϑ= .                               (2.10) 

Далее из соотношений (2.10) могут быть получены параметрические 
уравнения упругой линии ),(sxx =  )(syy = . 

§ 2.3. Решение уравнения упругой линии 
с помощью метода эллиптических параметров 

Умножим левую и правую стороны уравнения (2.8) на соответствующие 
части тождества ( ) ( )2/4/2 ξ=ξ ddsdsd  и, используя известную формулу 

)2/cos()2/sin(2sin ξξ=ξ , в результате однократного интегрирования найдем 








 ξ−β=






 ξ
2

sin4 22
2

C
ds

d
l ,                                      (2.11) 

где С − произвольная постоянная, определяемая из начальных условий. 
Левая часть уравнения (2.11) есть квадрат кривизны ( κ=ϑ=ξ dsddsd // ), 

следовательно, первый интеграл (2.11) дает значение кривизны в произвольной 
точке. Так как левая часть уравнения (2.11) положительна, то значение  

0>C  и не может быть меньше, чем значение )2/(sin2 ξ  на всей упругой линии 

(рис. 2.5). Согласно работе [65] в зависимости от начальных условий и схемы 
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нагружения форма изогнутого элемента может быть двух видов: перегибного 
и бесперегибного, различающихся соответственно наличием или отсутствием 
на контуре точек, в которых кривизна 0=κ  (рис. 2.6, 2.7). 

 
                                      а                                                                              б 

Рис. 2.5. Расчетная схема: 
а – изгибная деформация элемента малой жесткости; б – параметры формы равновесия  

произвольного вида 

Введем понятия точек сжатия и растяжения. Точка сжатия определяется 
тем, что в данном сечении изогнутого стержня внутренняя сила P является чи-
сто сжимающей. В этой точке имеем 0т.с =ξ , 0))2/((sin т.с

2 =ξ . В точке рас-
тяжения внутренняя сила P является чисто растягивающей и в ней т.р 180ξ = ° , 

1))2/((sin т.р
2 =ξ . 

Формы перегибного рода (рис. 2.6) будут тогда, когда имеет место условие 

1
2

sin
max

2 <≤






 ξ
C .                                     (2.12) 

 
                                  а                                                                                          б        

Рис. 2.6. Расчетные схемы параметров формы равновесия перегибного вида: 
а – без точки сжатия; б – с точкой сжатия 

В точке перегиба выполняется условие С=ξ т.п
2 ))2/((sin . Условие (2.12) 

допускает существование на упругой линии точек перегиба и точек сжатия 
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(точки растяжения невозможны), т.е. точки перегиба и сжатия могут появиться, 
но не обязательно. Их не будет, если вдоль упругой линии выполняется условие 

C<ξ< ))2/((sin0 2 . 

Формы бесперегибного рода (рис. 2.7) имеют место, когда выполняется 
условие 

1,C >                                                 (2.13) 

допускающее наличие на упругой линии точек растяжения и сжатия (точки пе-
региба невозможны). 

 
                                  а                                                                                     б         

Рис. 2.7. Расчетные схемы параметров формы равновесия бесперегибного вида: 
а – без точки сжатия; б – с точкой сжатия и точкой растяжения  

Условие 1=C  соответствует переходной форме равновесия упругой линии. 
В этом случае возможна точка сжатия, а точки перегиба и растяжения, сливаясь, 
уходят в бесконечность (s → ∞). Очертание упругой линии (см. рис. 2.5, б) 
относится к любому роду форм равновесия упругой линии (перегибного, беспере-
гибного и, в частности, переходного). 

Отметим важное свойство симметрии форм равновесия упругой линии: 
во-первых, точки перегиба являются центрами симметрии в плоскости кривиз-
ны для участков упругой линии, прилежащих к этой точке; во-вторых, точки 
сжатия и точки растяжения обладают тем свойством, что проведенные через 
них нормали являются осями симметрии прилежащих к ним участков упругой 
линии. 

Дальнейшее решение дифференциального уравнения (2.11) основано 
на выражении константы С и независимой переменной ξ через единые пара-
метры k и ϕ для формы: 

• перегибного рода 
2, sin( / 2) sin ;C k k= ξ = ϕ                                     (2.14) 

• бесперегибного рода 
21/ , sin( / 2) sin .C k= ξ = ϕ                                    (2.15) 
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В обоих случаях 10 ≤≤ k . Значение 1=k  соответствует переходной фор-
ме. Выбор новой переменной ϕ будем определять таким образом, чтобы она, 
начиная с точки 0 упругой линии, непрерывно возрастала, независимо от того, 
как меняется величина ξ, для чего примем / 0, 90d dsϕ > − ° ≤ ϕ ≤ +∞ . При этом 

начальное значение ξ в точке 0 выбираем из интервала 0180 180− ° ≤ ξ ≤ ° . 
Подставив выражения (2.14), (2.15) в (2.11), получим для формы:  
• перегибного рода 

2 cos ,
d

l k
ds

ξ = β ϕ                                               (2.16) 

2 21 sin ;
d

l k
ds

ϕ = β − ϕ                                           (2.17) 

• бесперегибного рода 
2

( ),
d

l
ds k

ξ β= Λ ϕ                                               (2.18) 

2 21 sin
d

l k
ds k

ϕ β= − ϕ .                                         (2.19) 

Здесь введена новая функция ϕ−±=ϕΛ 22 sin1)( k , где вместо двойного 
знака ставится знак кривизны упругой линии (он постоянен вдоль всей упругой 
линии). 

Если выражения (2.14) и (2.15) продифференцировать по s, то получим 
связь между производными ϕ и ξ соответственно для форм перегибного и бес-
перегибного рода: 

2 cos 2cos
, .

cos( / 2) cos( / 2)

d k d d d

ds ds ds ds

ξ ϕ ϕ ξ ϕ ϕ= =
ξ ξ

                      (2.20) 

Значениями ξ в соответствии с выражениями (2.14) и (2.15) соответствен-
но для форм перегибного и бесперегибного рода будут 

2arcsin( sin );kξ = ϕ                                          (2.21) 

0 0 0 02( ) 2[arcsin(sin ) ( ].ξ = ξ ± ϕ − ϕ = ϕ ± ϕ − ϕ                    (2.22) 
Здесь для arcsin берется его главное значение, а вместо двойного знака 

ставится знак кривизны упругой линии (для форм бесперегибного рода это по-
стоянный знак вдоль всей упругой линии, либо +, либо -). 

Произведем второе интегрирование вдоль упругой линии от ее началь-
ной точки (s = 0, ϕ = ϕ0) до произвольной текущей точки ( ϕ,s ). Тогда из вы-
ражений (2.17) и (2.19) получим для формы: 

• перегибного рода 

);()( 0ϕ−ϕ=β FF
l

s
                                         (2.23) 
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• бесперегибного рода 

( )0( ) ,
s

k F F
l

 β = ϕ − ϕ                                           (2.24) 

где −
ϕ−

ϕ=ϕ ∫
ϕ

0
22 sin1

)(
k

d
F  эллиптический интеграл Лежандра первого рода, в 

котором −k модуль, −ϕ  амплитуда. Величина −=α karcsin  модулярный угол 

эллиптического интеграла.  
Функции, обратные эллиптическим интегралам, называются эллиптиче-

скими функциями или функциями Якоби. И эллиптические интегралы, и эллип-
тические функции являются специальными функциями. Они не могут быть вы-
ражены через элементарные функции. Однако их свойства хорошо изучены, 
существуют справочники и математические таблицы, в которых можно найти 
формулы для вычисления специальных функций с заданной точностью*. Для 
разных значений эллиптических модулей k )10( ≤≤ k  функция )(ϕF  принимает 

различные значения, начиная от ϕ=ϕ)(F  при 0=k  и до ( ) ln tg
4 2

F
π ϕ ϕ = + 

 
 

при 1=k , если брать эллиптическую амплитуду в интервале 2/0 π≤ϕ≤ .  

При 0=ϕ  имеем ,0)( =ϕF  а при 2/π=ϕ  получим значение полного эл-

липтического интеграла первого рода, обозначаемого ,
sin1

)(
2/

0
22∫

π

ϕ−

ϕ=
k

d
kF  

который зависит только от величины .k  При изменении эллиптической ампли-
туды ϕ  за пределами интервала 2/0 π≤ϕ≤  имеют место соотношения 

( ) 2 ( ) ( )F nF k Fϕ = ± ϕ  при ,nϕ = π + ϕ  где φ  берется из интервала 0 / 2≤ ϕ ≤ π . 

Выражения (2.23) и (2.24) связывают значения переменной ϕ  с длиной 

дуги s, а следовательно, с действующей силой Р. Найдем аналогичную связь 
для внутреннего изгибающего момента в произвольной точке упругой линии. 

Введем обозначение ω для безразмерной величины: 

PH

HM 0κ+
=ω ,                                                 (2.25) 

тогда уравнение равновесия упругой линии (2.1) примет вид 

βω=κl .                                                      (2.26) 

                                           
* Абрамовиц, М. Справочник по специальным функциям с формулами, графиками и математическими таб-

лицами / М. Абрамовиц, И. Стиган; под ред. М. Абрамовиц, И. Стиган. – М.: Наука, 1979. – 832 с. 
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Учитывая, что dslddsldl // ξ=ϑ=κ , на основании формулы (2.16) для 
форм перегибного рода получим 

ϕ=ω cos2k ,                                                   (2.27) 
а из формулы (2.18) для форм бесперегибного рода следует: 

).()/2( ϕΛ=ω k                                                 (2.28) 

Соотношения (2.27) и (2.28) обеспечивают связь значений переменной ϕ 
вдоль упругой линии с внутренним изгибающим моментом М в произвольном 
сечении стержня при учете начальной кривизны стержня 0κ  в соответствии с 

выражением (2.25). 
Величина внутреннего изгибающего момента в любом сечении упругого 

стержня выражается следующим образом: 

.00 κ−








β
ω=κ−ω= HPlH

PH
M  

Получим зависимости для нахождения линейных перемещений точек 
упругой линии в прямоугольной системе координат (см. рис. 2.5, б). Для этого 
введем специальные оси координат yx ′′, , ориентированные по направлению 

силы, приложенной в точке 0. Здесь имеют место следующие дифференциаль-
ные соотношения: 

2cos ; sin 2sin cos .2cos 1 1
22 2

dx ds ds dy ds ds
ξξ ξ   ′ ′= ξ = = ξ =− −   

   
 

Переход к первоначальной системе координат yx,  определится форму-

лами 
cos sin , cos sin .x x y y y x′ ′ ′ ′= δ + δ = δ − δ                 (2.29) 

Далее преобразуем уравнения для xd ′  и yd ′  с помощью соотношений 

(2.14)−(2.19) и с учетом 2 2 2 2 2cos ( / 2) 1 1/ (1 sin ) /k k kξ = − + − ϕ  для случая 

форм бесперегибного рода. В результате получим дифференциальные уравне-
ния для координат точек упругой линии соответственно для формы: 

• перегибного рода 

2 22 2
1 sin ,  sin ;

dx ds dy
k d k d

l l l

′ ′
= − ϕ ϕ − = ϕ ϕ

β β
               (2.30) 

• бесперегибного рода 

2
2 2

2 2 2

2 2 2 sin 2
1 sin 1 ,  

2 1 sin

dx ds dy k
k d d

l k k l l k k

 ′ ′ ϕ = − ϕ ϕ − − = ± ϕ    β β  − ϕ 
  (2.31) 

(здесь вместо двойного знака надо поставить знак кривизны упругой линии). 
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После интегрирования выражений (2.30) и (2.31) получим уравнение 
упругой линии в осях, ориентированных по направлению силы для формы: 

• перегибного рода 

( ) ( ) ( )0 0
0 0

2 2
,  cos cos ;

x x s y y
E E k

l l l

′ ′ ′ ′− −
 = ϕ − ϕ − = ϕ − ϕ β β

        (2.32) 

• бесперегибного рода 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 02

2 2 2
1 ,  ,

x x s y y
E E

l k k l l k

′ ′ ′ ′− − 
   = ϕ − ϕ − − = Λ ϕ − Λ ϕ    β β 

   (2.33) 

где 2 2

0

( ) 1 sinE k d
φ

ϕ = − ϕ ϕ −∫  эллиптический интеграл Лежандра второго рода. 

Значения эллиптических интегралов )(ϕE  даются в сборниках математических 

таблиц. Для разных значений эллиптических модулей k )10( ≤≤ k  функ- 

ция )(ϕE  принимает различные значения, начиная от ϕ=ϕ)(E  при 0=k  и до 

ϕ=ϕ sin)(E  при 1=k , если изменение эллиптической амплитуды ограничить  

интервалом 2/0 π≤ϕ≤ .  

При ϕ = 0 имеем Е(ϕ) = 0, а при ϕ = π/2 получим значение полного эллип-
тического интеграла второго рода 

/2
2 2

0

( ) 1 sin ,E k k d
π

= − ϕ ϕ∫  

который зависит только от величины .k  При изменении амплитуды ϕ  за преде-
лами интервала 2/0 π≤ϕ≤  имеют место соотношения ( ) 2 ( ) ( )E nE k Eϕ = ± ϕ  

при ,nϕ = π + ϕ  где ϕ берется из интервала 0 / 2≤ ϕ ≤ π . 
Таким образом, определяются координаты упругой линии (2.32) и (2.33)  

в системе координат yx ′′, , ориентированной по направлению силы. Однако при 

непоступательном перемещении силы в процессе изгиба эти координаты будут 
подвижными. Но в любом случае, определив эти координаты, можно затем по 
выражениям (2.29) вернуться к исходным неподвижным осям координат yx, . 

Выпишем полученные формулы для произвольной точки упругой линии, 
применительно к начальной 0 и концевой 1 точкам для формы: 

• перегибного рода 

,/),()( 2
01 HPlFF =βϕ−ϕ=β                                 (2.34) 

00 cos2 ϕ=ω k , 11̀ cos2 ϕ=ω k ,                                 (2.35) 

0 02arcsin( sin ),kξ = ϕ  )sinarcsin(2 11 ϕ=ξ k                        (2.36) 

(для arcsin выбирается главное значение), 
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( ) ( ) ( )1 0 1 0
1 0 0 1

2 2
1, cos cos ;

x x y y
E E k

l l

′ ′ ′ ′− −
 = ϕ − ϕ − = ϕ − ϕ β β

      (2.37) 

• бесперегибного рода 

( ) ( ) 2
1 0 ,  / ,k F F Pl H β = ϕ − ϕ β =                                  (2.38) 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 12 ,  2 ,k kω = Λ ϕ ω = Λ ϕ                                  (2.39) 

( )0 02arcsin sin ,ξ = ϕ  ( )1 0 1 02 ,ξ = ξ ± ϕ − ϕ                            (2.40) 

)],()([
2

,1
2

]()([
2

10
01

201
01 ϕΛ−ϕΛ

β
=

′−′







 −−ϕ−ϕ
β

=
′−′

kl

yy

k
EE

kl

xx
 (2.41) 

где для арксинуса берется его главное значение, а вместо двойного знака ста-
вится знак кривизны данной упругой линии. 

Изгибающие моменты на концах 0 и 1 вычисляются по формулам 

0 0
0 0 1 1; .M Pl H M Pl H

   ω ω= − κ = − κ   β β   
 

Во всех приведенных выражениях значение эллиптической амплитуды 0ϕ  

в соответствии с (2.36) и (2.39) выбирается согласно табл. 2.1. 

Таблица 2.1 

Кривизна 
в начальной  точке 

Интервал значений 

угла ξ0 в начальной точке эллиптической амплитуды 

κ0 > 0 
0180 0− ° ≤ ξ ≤  090 0− ° ≤ ϕ ≤  

00 180≤ ξ < °  00 90≤ ϕ < °  

κ0 < 0 
0180 0° ≥ ξ ≥  090 180° ≤ ϕ ≤ °  

00 180≥ ξ ≥ − °  0180 270° ≤ ϕ ≤ °  

Таким образом, обеспечивается единообразие последующих расчетных 
формул. Эллиптическая амплитуда ϕ  однозначно связана с длиной дуги s урав-
нением упругой линии (2.23) (или (2.24)). Через эту переменную определяются 
координаты точек упругой линии (2.32) (или (2.33)), а также углы наклона каса-
тельной в произвольном сечении стержня (2.21) (или (2.22)) и изгибающие мо-
менты (2.27) (или (2.28)). Числовые значения величин 0,ϕk  и 1ϕ  (эллиптиче-

ские параметры упругой линии) однозначно определяют очертание упругой ли-
нии. Если для каких-либо двух упругих линий разной длины для различных 
очертаний продольной оси стержня и различных схем нагружения и связей 
(опор) имеем одинаковые эллиптические параметры, то эти две упругие линии 
будут геометрически подобны друг другу. 
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Учитывая обозначения 

δ+ϑ=ξ=β ,/2 HPl                                      (2.42) 

и выражение (2.25), видим, что параметры 0,ϕk  и 1ϕ  непосредственно связаны 

через формулы (2.34)−(2.37) (или (2.38)−(2.41)) с силой P изгибающими момен-
тами 10 , MM  и углами наклона касательной 10 ,ϑϑ  на концах упругой линии 0 

и 1. Ввиду того, что одинаковые значения эллиптических параметров опреде-
ляют подобие упругих линий в различных случаях упругого изгиба, то величи-
нам β, ω0, ω1, ξ0, ξ1 присваиваются следующие наименования: 

• силовой коэффициент подобия 
2 / ;Pl Hβ =                                             (2.43) 

• моментные коэффициенты подобия 

,00
0

PH

HM κ+
=ω  0 1

1 ;
M H

PH

+ κω =                            (2.44) 

• угловые  коэффициенты подобия 

., 1100 δ+ϑ=ξδ+ϑ=ξ                                   (2.45) 

Так как для определения формы упругой линии в безразмерном виде до-
статочно знания трех параметров 0,ϕk  и 1ϕ , то из выражений (2.43)−(2.45) 

только три будут независимыми, а остальные два могут быть выражены через 
заданные. При решении конкретных задач из условия задачи выясняется, какие 
величины, входящие в выражения (2.25) и (2.42), являются известными. Этим 
определяются три коэффициента из 1010 ,,,, ξξωωβ , которые вычисляются 

непосредственно. Затем через найденные коэффициенты по соответствующим 
формулам (2.34)−(2.37) (или (2.38)−(2.41)) определяются эллиптические пара-
метры 0,ϕk  и 1ϕ .  

Обобщая сказанное, отметим, что решение практических задач получаем 
из соответствующих трансцендентных уравнений по методу последовательных 
приближений с использованием числовых значений эллиптических интегралов 
для различных величин аргументов.  

Эллиптические интегралы не выражаются в элементарных функциях, 
поэтому представление таких интегралов приближенными выражениями ока-
зывается полезным как в аналитических выкладках, так и при вычислениях. 
Выделим работу [5], в которой на основе квадратичной аппроксимации полных 
эллиптических интегралов первого и второго рода и некоторых соотношений 
теории эллиптических функций, связывающих неполные и полные интегралы, 
построено более простое решение для представления формы гибкого стержня 
при плоском изгибе.  
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Отметим работу [45], в которой рассматривается изгиб стержней при 
термомеханическом нагружении в условиях больших перемещений с учетом 
удлинения термоупругой линии. Считается, что температурное поле одномер-
ное и изменяется по высоте поперечного сечения. Показано, что под действием 
температурного поля все слои стержня деформируются и перемещения, связан-
ные с удлинением упругой линии и перемещения, с изменением кривизны, мо-
гут быть одного порядка. На основании полученных формул и результатов 
установлено, что изменение кривизны зависит не только от изгибающего мо-
мента, но и от деформации термоупругой линии. Это дает возможность более 
точно определить форму стержня и силовые факторы, силы реакции при стес-
ненном деформировании. Такая постановка является актуальной при деформи-
ровании материалов в интервале температур фазовых превращений, например, 
стержни с памятью формы в интервале температур термоупругих мартенсит-
ных превращений. 

Пример 2.1. Найдем значения эллиптических параметров для случая изги-
ба консольного стержня сосредоточенной силой при ее поступательном переме-
щении (см. рис.2.1, а). Здесь известными являются величины: М1 = 0, κ0 = 0, 

0
0 0, 90 .ϑ = δ =  По формулам (2.43)−(2.45) вычисляем величины 2 / ,Pl Hβ =  

ω1 = 0, ξ0 = 90°. Так как ,01 =M  то кривизна 01 =κ . Поэтому упругая линия при-

нимает форму перегибного рода. Из формул (2.34)−(2.36) получаем уравнения 

2
1 0( ) ( ) / ;F F Pl Hϕ − ϕ =  12 cos 0k ϕ = ; 02 sin sin 45k ϕ = ° ,          (2.46) 

из которых находим значения параметров k, ϕ0 и ϕ1 = 90°. Вдоль упругой линии 

выполняются условия: ,12/2 <≤ k  045 90° < ϕ ≤ ° , 0 90ϕ ≤ ϕ < ° . Распределе-

ние значений ϕ  вдоль упругой линии )(sϕ  определяется уравнением (2.23). То-

гда изгибающий момент найдется по формулам (2.25) и (2.27), а очертание 

упругой линии − по формулам (2.29) и (2.32). Так как 90δ = ° , то ., xyyx ′−=′=  

Если в формуле (2.46) задавать различные значения силы Р, определяя каждый 
раз соответствующие значения 0k  и 0ϕ , то по формулам (2.29) и (2.37) найдем 

координаты концевой точки 1 изогнутого стержня: 

( ) ( )1 1
0 0 1

2 2
cos ; 1 ; 2 90 .

x y
k E k E

l l
 = ϕ = − − ϕ ϑ = α − ° β β

 

Пусть 23,4055 / ;  1,8454.P H l= β =  По таблице функций эллиптических 

параметров [65] находим ( ) ( )0 075 ; 0,9227; 0,7387; ( ) 1,0764;F E E kα = ° ϕ = ϕ = =  

02 cos 1,3161.k ϕ =  Далее определяем 1 1 1/ 0,7132; / 0,634; 60 .x l y l= = ϑ = °  
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Найдем на упругой линии координаты двух промежуточных точек, в ко-
торых соответственно имеем 30ϑ = °  и 45ϑ = ° . Длина дуги и координаты 
в произвольных точках определяются по формулам: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1 2 2
; cos cos ; .

s x y s
F F k E E

l l l l
   = ϕ − ϕ = ϕ − ϕ = − ϕ − ϕ   β β β

 

Из условия ξ = 90° + ϑ, находим: для первой точки ξ = 120°, F(ϕ) = 1,4076, 
E(ϕ) = 0,9147, 2k cosϕ = 0,8555, s/l = 0,2628, x/l = 0,2494, y/l = 0,0721 для второй 
точки имеем ξ = 135°, F(ϕ) = 1,7791, E(ϕ) = 0,9864, 
2k cosϕ = 0,5637, s/l = 0,4641, x/l = 0,4077, 
y/l = 0,1956. 

На рис. 2.8 приведены некоторые результаты 
расчетов, где ( )1 1 2ϑ = ϑ π . 

Пример 2.2. Рассмотрим изгиб стержня, один 
конец которого защемлен, а ко второму концу при-
ложена сила под некоторым углом γ (рис. 2.9). 
В концевой точке 1, как точке перегиба, имеем 

1 90ϕ = ° , а значения k  и 0ϕ  определяются из спе-
циальных таблиц функций эллиптических парамет-
ров. При этом 0sin( / 2) 1, 90 / 2.kγ ≤ ≤ ° ≥ ϕ ≥ γ  

Решение задачи осуществляется методом 
последовательного приближения. Сначала по 
формуле (2.43) определяем величину β. Затем, 
задаваясь рядом значений k , по формуле 

))]2/)(sin(/1arcsin[(0 γ=ϕ k  находим соответ-

ствующее значение 0ϕ , а по таблицам −  
эллиптические интегралы. Значение k , при ко-
тором наступает равенство 0( ) ( )F k Fβ = − ϕ , 

будет модулем эллиптических интегралов упру-
гой линии деформированного стержня. Уравне-
ния упругой линии имеют вид 

cos sin , cos sinx x y y y x′ ′ ′ ′= γ + γ = γ − γ , 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )00/ / ; / cos cos .2 / 2 /x l s l y lE E k′ ′ = − = ϕ − ϕ− ϕβ βϕ   

Координаты концевой точки 1 определяются по следующим формулам: 

( )1
00

2 2
1 cos cos sin ;( )

x
kE k E

l

 
 = − γ + ϕ γ− ϕ  β β 

 

( )1
0 0

2 2
cos cos 1 sin .( )

y
k E k E

l

 
 = ϕ γ − − γ− ϕ  β β 
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Произведя вычисления по приведенным формулам, результаты расчетов 
можно представить в виде графиков ),( 11 γ=β xf  и ),( 12 γ=β yf , где 

1 1 1 1/ ;  / .x x l y y l= =  Эти графики позволяют быстро решить прямую задачу, ко-

гда по силе необходимо найти деформацию стержня и обратную задачу, когда 
по известной деформации нужно найти силу, вызывающую эту деформацию. 
Кривые ),( 11 γ=β xf  и ),( 12 γ=β yf  могут быть аппроксимированы сравнитель-

но простыми функциями, например, ( )( )1 1 0,4exp 1 0,61 2,38 2 sinx = − − β − + γ    

или ( ) ( ) ( )12,38 2 sin ln0,4 1 0,61 2,38 2 sinxβ = + γ − + + γ   . 

Анализ показал, что эти функции пригодны для расчета гибких стержней 
при изменении угла γ до 90°. Во всех случаях погрешность по сравнению с точ-
ным решением  не превышает 1 %.  

Пример 2.3. Рассмотрим изгиб консольного стержня при следящем пере-
мещении силы (рис. 2.10). В данном случае угол γ наклона силы к неподвижной 
оси х постепенно уменьшается от 90°, переходя через нулевое значение и ста-
новясь отрицательным. Поэтому каждое состояние упругой линии будет соот-

ветствовать некоторому случаю продольно-
поперечного изгиба, но с неизвестным углом γ, 
если задана сила Р, или с неизвестной силой Р, 
если задан угол γ. Эти неизвестные определя-
ются в результате расчета различного очерта-
ния упругой линии изогнутого стержня. Заме-
тим, что форма II, для которой 0<γ , отлича-
ется от формы I наличием точки сжатия.  

Пусть задана сила Р. Неизвестный угол γ 
для форм I и II изменяется в следующих пре-
делах: I :90 0, II : 0 90 .° ≥ γ ≥ ≥ γ ≥ − °  Извест-

ными являются следующие коэффициенты по-

добия: ,/2 HPl=β  0 1, 90 .ω ξ = °  Для определения эллиптических параметров 
имеем следующие выражения: 

0I : ( ) ( ) ,F k F− ϕ = β  1 90ϕ = ° , ( )2 / 2 45 ;k = α = °  

0I : ( ) ( ) ,I F k F+ ϕ = β  1 90ϕ = ° , 2/2=k . 

Используя специальные таблицы [65], определяем неизвестное значение ϕ0, 
а следовательно, и величины ),( 0ϕF  ),( 0ϕE  0ξ  и 0ω . На основании этих дан-

ных находим изгибающий момент в заделке PHM 00 ω=  и угол γ соответ-

ственно для форм I и II: 

0I : | |,γ = ξ  т.е. 0;γ >  

0II : | |γ = − ξ , т.е. .0<γ  
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Затем по формулам γ′−γ′=γ′+γ′= sincos,sincos xyyyxx  получаем 

уравнение упругой линии для форм I и II: 

( ) ( ) ( )0 0

2 2
I : ,  cos cos ;

x s y
E E k

l l l

′ ′
 = ϕ − ϕ − = ϕ − ϕ β β

 

( ) ( )0

2
II : ,

x s
E E

l l

′
 = ϕ − ϕ − β

 ( )т.с0 s s≤ ≤ , ( )0

2
cos cos

y
k

l

′
= ϕ − ϕ

β
, 

( ) ( )0 т.с

2
, ( ).

x s
E E s s l

l l

′
 = ϕ + ϕ − ≤ ≤ β

 

Здесь значение ϕ в произвольной точке s упругой линии определяется по 
таблицам функций эллиптических параметров с учетом α = 45° для каждой из 
форм I и II согласно следующим уравнениям:  

0

0 т.с 0 т.с

I : ( ) ( ) ( / );

II : ( ) ( ) ( / ) (0 ), ( ) ( / ) ( ) ( ).

F F s l

F F s l s s F s l F s s l

ϕ = ϕ + β
ϕ = ϕ − β ≤ ≤ ϕ = β − ϕ ≤ ≤

 

Величина т.сs  находится по формуле βϕ= /)(/ 0т.с Fls . Для определения 

координаты концевой точки 1 упругой линии 1 90ϕ = ° , поэтому имеем 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

2 2
I : 1, cos ;

2 2
II : 1,  cos .

x y
E k E k

l l

x y
E k E k

l l

′ ′
 = − ϕ − = ϕ β β

′ ′
 = + ϕ − = − ϕ β β

 

Полученный результат подставляется в формулы, для определения x, y с 
учетом знака угла γ. 

Таким образом, приведенные здесь уравнения полностью и точно решают 
в конечной форме любую задачу основного класса  по готовым формулам и без 
составления и интегрирования дифференциальных уравнений. 

§ 2.4. Метод эллиптических параметров в задачах,  
cводящихся к основному классу 

При решении многих прикладных задач удается всю длину стержня раз-
бить на конечное число участков, каждый из которых по отдельности находит-
ся в условиях задачи основного класса. Если рассматриваемая задача обладает 
симметрией, то длина стержня может быть разбита на две или более одинако-
вых частей. В этом случае исходная задача сводится к решению одной задачи 
основного класса и заключается в определении трех эллиптических параметров 

0,ϕk  и 1ϕ . Если же участки, на которые разбита длина стержня, неодинаковы, 
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то в общем случае решаются n задач основного класса. При решении такой за-
дачи требуется определить 1 01 11, , ,k ϕ ϕ  0 1..., , ,n n nk ϕ ϕ , для чего, кроме заданных на 

каждом участке величин, должны использоваться уравнения связи между 
участками. 

Пример 2.4. Рассмотрим решение за-
дачи, приведенной на рис. 2.1, б. Эта задача 
в виду ее симметрии, сводится к решению 
только одной задачи (рис. 2.11), из условия 

которой следует, что М1 = 0, P = Q/(2cosϑ1),  

δ = 90° – ϑ1, ϑ0 = 0, x1 = a. Известными яв-

ляются ξ1 = 90°, ω1 = 0, а неизвестными – 

величины β, ϑ1, P, δ. Также неизвестна 
длина упругой линии l, которая в процессе 
изгиба увеличивается при сохранении по-
стоянной координаты a.  

Точка 1 является точкой перегиба, 

поэтому 1 90ϕ = °  и .2/2=k  Для определения параметра 0ϕ  надо знать еще 

один коэффициент подобия. Будем задавать угол δ. Из схемы (рис. 2.11) выте-

кает δ=ξ0  и далее 0

1
sin

k
 ϕ = × 
 

 0sin
2

ξ ×  
 

. Отсюда определяем значение 0ϕ  

по заданному углу δ, при этом 00 90 .< ϕ ≤ °  Запишем выражение 

1 1 1cos sinx a x y′ ′= = δ + δ  и, учитывая условие 1 90ϕ = ° , а также формулы (2.34) 

и (2.37), получим 

[ ]0 0

0 0

2 ( ) ( ) 2 cos
1 cos sin ,

( ) ( ) ( ) ( )

E k Ea k

l F k F F k F

 − ϕ ϕ= − δ + δ − ϕ − ϕ 
 

откуда определяется значение l длины дуги 01 упругой линии. После этого, со-

гласно (2.34) и (2.43), найдем силу реакции ( ) ( ) 2

1 02
.

H
P F F

l
 

 = ϕ − ϕ   
 

 Далее 

находим, какой внешней силе Q (см. рис. 2.1, б) соответствует тот угол δ, кото-
рый был задан в начале решения, а именно δ= sin2PQ . Затем вычисляем пово-

рот концевого сечения стержня 1 90ϑ = ° − δ  и все остальные характеристики. 

Например, прогиб v в середине стержня вычисляется по формуле 

[ ] .sin1)()(
2

coscos
2

00
1 δ







 −ϕ−

β
−δϕ

β
== EkEk

l

y

l

v
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Пример 2.5. Рассмотрим случай, когда необходимо решать две различные 
взаимосвязанные задачи основного класса (рис. 2.12, а). В данном случае имеем 
два участка (рис. 2.12, б), каждый из которых находится в условиях, соответ-
ствующих задаче основного класса.  

 
                                     а                                                                               б   

Рис. 2.12. Схема консольного изгиба стержня под действием двух сил: 
а – нагружения стержня; б – расчетная 

Из условия задачи известно, что ( ) 2
1 1 2 1 1/ ;P P l Hβ = +  2

2 1 2 2/ ;Pl Hβ =  

1 21 2 0 190 ; 0.Mδ = δ = ξ = ° =  Кроме того, из условия сопряжения участков имеем 

2 10 1 ,M M=  
2 10 1 ,ϑ = ϑ  поэтому известными являются коэффициенты подобия β1, 

β2, 
21 ,ω  

10 90ξ = °  и 
2 1 2 10 1 0 1 1 2 1, / ( ) / .P P Pξ = ξ ω ω = +   

Этого достаточно для определения шести эллиптических параметров: k1, 

1 10 1,  ϕ ϕ  и k2, 
2 20 1,  ϕ ϕ . Заметим, что второй участок имеет точку перегиба 12. 

Первый участок может относиться как к формам перегибного, так и беспере-
гибного рода. Вследствие того, что в начальном состоянии стержня, как кри-
визна, так и внешний момент равны нулю, то в начале процесса деформирова-
ния первый участок примет форму перегибного рода (хотя и без точки переги-
ба). Тогда из формул (2.34) – (2.37) следует: 

( ) ( )
( ) ( )

2 1

1 1

2

2 1 2 1

1 1 0

1 0 1

2 0 2

2 0 1 1 2 0 1 1

90 ; sin 2 / 2;

;

;

cos cos ; sin sin .

k

F F

F k F

k k k k

ϕ = ° ϑ =

ϕ − ϕ = β

− ϕ = β

ϕ = ϕ ϕ = ϕ

  

Из этих равенств определяются эллиптические параметры для обоих 
участков, а затем и остальные характеристики. При этом надо учесть, что коор-
динаты для первого участка находятся по формулам xyyx ′−=′= , , а для второ-

го − 
1 11 1, ( ).x y y y x x′ ′ ′ ′= + = − +  
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§ 2.5. Численный метод расчета перемещений при изгибе стержней 

Описанный в § 2.3 метод эллиптических параметров, как и изложенный в 
работе [65] метод упругих параметров (графо-аналитический метод), является 
важным для качественного исследования различных форм равновесия упругой 
линии при сильном изгибе тонких стержней. Указанные методы позволяют во 
многих задачах довести до конца также и численные расчеты. Однако точные ре-
шения в специальных функциях нелинейной задачи деформирования криволи-
нейного стержня можно получить только в ограниченном числе частных случаев.  

Решение многих задач основного класса и задач, сводящихся к основному 
классу, связано со значительными расчетными трудностями. Еще большие 
трудности имеют место при решении задач, не сводящихся к основному классу 
(случаи распределенных нагрузок; сосредоточенных нагрузок, приложенных 
не только по концам стержня; сложные законы изменения жесткости попереч-
ного сечения по длине стержня; переменной начальной кривизны, исключая ку-
сочно-постоянный закон изменения и т.п.). 

Эти задачи не имеют точного решения. В этих случаях допускается всю 
длину оси изогнутого стержня разбивать на конечное число отрезков малой 
длины. Предполагается, что вся распределенная на каждом отрезке нагрузка 
сосредоточена на одном его конце, там же сосредоточено все изменение жест-
кости при изгибе и начальной кривизне оси стержня, которые имеют место на 
отрезке. Тогда каждый отрезок находится в условиях задачи, относящихся к ос-
новному классу. Математическое описание процесса нахождения решения та-
ких задач с помощью диаграмм упругих параметров возможно в общем случае 
лишь в дифференциальной форме. Численные методы расчета, базирующиеся 
на использовании диаграмм упругих параметров, изложены в работе [65]. Под-
ход, описываемый далее, лежит в основе различных методов физической дис-
кретизации. Под термином «физическая дискретизация» понимается любая 
процедура, сводящая бесконечное число степеней свободы к конечному числу 
путем перехода к дискретной физической модели. Однако при этом остается 
открытым вопрос о сходимости, устойчивости и аппроксимации приближенно-
го решения [24]. 

1. Постановка исходной дифференциальной краевой задачи. Предста-
вим уравнение упругой линии (2.6) для общего случая сильного изгиба тонких 
стержней в безразмерном виде: 

( ) ( )
22 2 2 2

c
c2 2

sin sin ,q
q

P ld Pl ml d

ds H H H ds

ϑ θ= − ϑ + δ − ϑ + δ + +  10 ≤≤ s ,  (2.47) 

где ,s s l∗=  s* – текущая длина дуги упругой линии; l – длина стержня. 
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Значения всех переменных в начальной (s = 0) и концевой (s = 1) точ-
ках упругой линии стержня (см. рис. 2.3) будем снабжать соответственно ин-
дексами 0 и 1. Решение дифференциального уравнения (2.47) ищем в виде 
ϑ=ϑ(s). Кроме того, требуется определять координаты точек упругой линии 

∫ ϑ=
s

dss
l

x

0

))(cos( , ∫ ϑ=
s

dss
l

y

0

))(sin( .                          (2.48) 

В различных прикладных задачах сильного изгиба стержней входящие в 
уравнение (2.47) величины могут задаваться по-разному. Различными могут 
быть и граничные условия на концах стержня. Рассмотрим два основных вари-
анта граничных условий: 

• условие первого рода 

0)( cs =ϑ  при  s = 0, 1)( cs =ϑ  при s = 1;                    (2.49) 

• условия второго рода 

0)( cs =ϑ  при s = 0, 2c
ds

d =ϑ
 при s = 1.                    (2.50) 

Условия (2.49) имеют место при обоих закрепленных концах стержня, 
а условия (2.50) − при одном свободном конце 1, где задается величина кривизны 

20
1

1

cl
H

lM

ds

d =κ+=






 ϑ
, 

что имеет место, например, при изгибе консольно закрепленного стержня. 
В дальнейшем ограничимся этими двумя родами краевых условий, но могут 
встретиться и другие варианты граничных условий [65]. 

Введем обозначения 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
22

c
1 c

2 2

2 2

,
, sin sin , ;

( )
( ) ,

q
q

P s lP l
f s s

H H

ml d s
f s

H ds

ϑϑ
ϑ = − ϑ + δ ϑ − ϑ + δ ϑ

θ= +
      (2.51) 

тогда уравнение (2.47) примет следующий вид: 

),()(),( 212

2

ϑ≡+ϑ=ϑ
sfsfsf

ds

d
,     10 ≤≤ s .                   (2.52) 

Решение сложных задач сильного изгиба тонких стержней (краевая зада-
ча (2.47), (2.49), (2.50)) возможно лишь при использовании численных методов, 
ориентированных на использование компьютера. Рассмотрим кратко некоторые 
из них. 
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Известен ряд некоторых численных методов решения плоских геометри-
чески нелинейных задач расчета стержней, которые представляют собой метод 
последовательных приближений, на каждом шаге которого решается линейная 
задача. Например, по методике решения геометрически нелинейных задач рас-
чета упругих стержневых систем методом начальных параметров* расчет ведет-
ся итерационным путем с использованием дифференциальных уравнений ли-
нейной задачи, по которой определяются изгибающие моменты в поперечных 
сечениях стержня и соответствующие им кривизны. Последние в следующей 
итерации рассматриваются как кривизны оси недеформированного криволи-
нейного стержня. Расчет ведется, пока изгибающие моменты, найденные в двух 
соседних итерациях, совпадут (с заданной точностью). При расчете продольная 
ось стержня разбивается на достаточно большое (например, равное 100−1000) 
число участков одинаковой или разной длины. Отметим, что для достижения 
приемлемой точности требуется, как правило, большое число разбиений при 
дискретизации решаемой задачи. Объем вычислений при этом резко возрастает 
за счет большого числа итераций (порядка 50 и выше). Кроме того, при реали-
зации данного метода наблюдается осцилляция решения (деформированная ось 
в каждом приближении располагается между осями, полученными в двух 
предыдущих приближениях). С помощью данного метода в работе [56] разра-
ботана методика расчета усилия растяжения в процессе гибки-намотки с учетом 
кривизны неотформованного участка профильной заготовки. 

Вариационные методы используются преимущественно при решении ли-
нейных задач. Однако, как показано в работах [41,62], на основе вариационных 
принципов механики можно получить форму упругой линии кривой деформи-
рованного стержня при больших перемещениях. Использование вариационных 
принципов механики при решении задач эластики позволяет получать исход-
ные уравнения движения, решение которых при известных начальных и гра-
ничных условиях раскрывает суть происходящих физических процессов. 

К недискретным численным методам можно отнести методы последова-
тельных приближений  и пристрелки. Теоретическим обоснованием метода по-
следовательных приближений служит принцип сжимающих отображений** . Де-
тальное изучение возможностей метода осуществляется с помощью перехода от 
уравнения (2.2) к соответствующему интегральному уравнению. Однако при-
менение этого метода ограничено, так как использование принципа сжимаю-
щих отображений приводит к жестким ограничениям значения физических ха-
рактеристик упругих систем. Метод пристрелки может быть применен для 
стержня переменной жесткости произвольной конфигурации [47]. 

                                           
* Шпиро, И.Г.  Расчет гибких стержней методом начальных параметров /И.Г. Шпиро, С.Г. Кузнецова // Изв. 

вузов. Строительство и архитектура. – 1981. – №12. – С.46−50. 
**  Красносельский, М.А. Топологические методы в теории нелинейных интегральных уравнений / 

М.А. Красносельский. – М.: ГИТТЛ, 1956. – 392 с. 
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Суть этого метода заключается в подборе таких неизвестных краевых 
условий на одном конце интервала, чтобы выполнились заданные краевые 
условия на другом конце интервала. Эта задача решается методом последова-
тельных приближений, в процессе которого заданное приближение уточняется 
методом Ньютона. Матрица производных в этом методе ищется приближенно, 
а для решения серии задач Коши можно использовать метод Рунге – Кутта 4-го 
порядка. Заметим, что уравнение (2.2) в декартовой системе координат является 
одномерным вариантом эллиптического уравнения в частных производных, 
в силу чего при пошаговом интегрировании уравнения (2.2) и с учетом гранич-
ных условий можно ожидать некоторую неустойчивость [24, 69]. Действитель-
но, интегрирование вперед от начала интервала или назад от конца эквивалент-
но решению задачи Коши для эллиптического уравнения, а этот процесс явля-
ется неустойчивым. Построение решения путем сшивания на середине также 
неэффективно, поскольку вопрос о сходимости приближенного решения оста-
ется невыясненным.  

Подытожив изложенное, можно сделать вывод о том, что при численном 
решении задачи сильного изгиба тонких стержней наиболее подходящими яв-
ляются методы, основанные на математической дискретизации исходной крае-
вой задачи. Таких методов достаточно много.  

Доступный «пониманию» компьютера вычислительный алгоритм, т.е. по-
следовательность операций (арифметических, логических и т.д.), в результате 
выполнения которых находится решение, должен удовлетворять определенным 
требованиям. К ним относится, прежде всего, необходимость получить решение 
с заданной точностью за разумное и по возможности минимальное число дей-
ствий. При этом объемы обрабатываемой информации не могут превышать 
возможностей емкости машинной памяти. В процессе вычислений нельзя до-
пускать возникновения не воспринимаемых компьютером слишком больших (и 
слишком малых) чисел. Структура алгоритма должна учитывать архитектуру 
вычислительной системы, быть достаточно простой и т.д. 

Возможны различные способы математической дискретизации исходной 
дифференциальной краевой задачи (2.47), (2.49), (2.50). В настоящее время при 
численном решении плоских геометрически нелинейных задач расчета стерж-
ней используются различные модификации метода конечных элементов (МКЭ) 
и метода конечных разностей (МКР) [4,25,43,44,47,48,65,73,75,79 и др.], каж-
дый из которых обладает своими достоинствами и недостатками. Все разраба-
тываемые модификации МКЭ и МКР имеют своей целью увеличить вычисли-
тельные возможности программ с целью расширения сферы их применения. 
Более подробно прикладная теория МКЭ и МКР изложена в специальной лите-
ратуре, которой достаточно много. 
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2. Метод конечных элементов [43]. Кратко изложим сущность МКЭ 
и основные этапы его практической реализации. Основная идея МКЭ состоит 
в том, что любую непрерывную величину можно аппроксимировать моделью, 
состоящей из отдельных элементов (участков). На каждом из них исследуемая 
непрерывная величина аппроксимируется кусочно-непрерывной функцией, ко-
торая строится на значениях исследуемой непрерывной величины в конечном 
числе точек рассматриваемого элемента. В общем случае искомая величина за-
ранее неизвестна. Нужно определить значение этой величины в некоторых 
внутренних точках области. Дискретную модель, однако, легко построить, если 
сначала предположить, что известны числовые значения этой величины в неко-
торых внутренних точках области. После этого можно перейти к общему слу-
чаю. Обычно при построении дискретной модели непрерывной величины по-
ступают следующим образом.  

1. Область непрерывной величины разбивается на конечное число подоб-
ластей, называемых элементами. Эти элементы имеют общие узловые точки 
и в совокупности аппроксимируют форму области. 

2. В рассматриваемой области фиксируется конечное число точек, кото-
рые называются узловыми точками или просто узлами. 

3. Значение непрерывной величины в каждой узловой точке первоначаль-
но считается известным, однако надо исходить из того, что эти значения в дей-
ствительности еще предстоит определить путем наложения на них дополни-
тельных ограничений в зависимости от физической сущности задачи (чаще все-
го из условия минимизации некоторой величины). 

4. Используя значения исследуемой непрерывной величины в узловых 
точках и ту или иную аппроксимирующую функцию, далее определяют значе-
ния исследуемой величины внутри области. 

Заметим, что аппроксимирующие функции чаще всего выбираются в виде 
линейных, квадратичных или кубических полиномов. Для каждого элемента 
можно выбирать свой полином, но полиномы подбираются таким образом, что-
бы сохранить непрерывность величины вдоль границ элемента. Таким образом, 
при использовании МКЭ решение краевой задачи для заданной области ищется 
в виде набора функций, определенных на некоторых подобластях (конечных 
элементах). 

Применительно к нелинейному деформированию тонких стержней 
наиболее существенные результаты получены в рамках нелинейного варианта 
МКЭ. Успех применения МКЭ к решению прикладных задач во многом опре-
деляется задаваемыми функциями формы, которые должны удовлетворять 
свойством полноты. Обеспечение таких свойств для конечных элементов кри-
волинейной формы всегда сопряжено с определенными трудностями, исследо-



53 
 

вания в этом направлении очень актуальны. Эффективное применение МКЭ 
к расчету тонкостенных конструкций ЛА связано с уточненным описанием их 
геометрических характеристик. Решение этой задачи открывает возможность 
использования алгоритмов автоматической разбивки на элементы, что упроща-
ет исследование сходимости решения.  

Отметим работы [47,48], в которых на основе соотношений, описывающих 
деформирование криволинейных стержней, построен метод, в рамках которого 
получены новые эффективные конечно-элементные аппроксимации в стержнях. 
Использование таких аппроксимаций позволяет существенно сократить количе-
ство неизвестных в конечно-элементной модели стержня. Например, при решении 
тестовой задачи о сжатии эллиптического кольца двумя противоположными 
силами заданная точность в сравнении с точным решением задачи [65] была до-
стигнута при использовании двух разработанных конечных элементов ( 2=N ). 
Лицензированный конечно-элементный комплекс COSMOS/M дает такую же 
точность при 30=N  элементах. Для стержневой модели самолета с естественной 
круткой стержней построена методика расчета форм и частот колебаний. Приме-
ненное в аппроксимации кривой описание поворота ее бесконечно малого элемен-
та и использование глобальных компонентов векторных функций позволило авто-
рам записать в алгоритмичной форме уравнения нелинейного деформирования 
пространственного криволинейного стержня, осевая линия которого при этом 
может иметь скачки кривизны и изломы. Кроме того, записаны уравнения 
обратной задачи нелинейного деформирования стержня. Для численного решения 
этих уравнений применен метод пристрелки. 

3. Конечно-разностный метод. Основная идея применения разностных 
схем состоит в замене непрерывных переменных дискретными. Функции и ар-
гументы заменяются набором чисел, заданных в точках множества, называе-
мого сеткой, а разность аргументов в соседних узлах сетки называют шагом 
сетки. При решении дифференциальных уравнений производные в уравнениях 
и граничных условиях заменяются отношением конечных разностей функций 
и аргументов. В результате  исходная краевая задача заменяется системой ал-
гебраических уравнений. Считается, что разностное уравнение аппроксимиру-
ет исходное дифференциальное уравнение, если при неограниченном измель-
чении сетки разностное уравнение стремится к точному. 

Заметим, что построение разностной схемы может быть осуществлено раз-
личными способами и при этом возникает проблема построения наилучшей схемы 
для данной задачи. При выборе разностной схемы можно руководствоваться раз-
личными критериями: минимальное время счета, обеспечение высокой точности 
расчета и т.д. Для нелинейных задач теория разностных схем, как правило, не раз-
вита и исследование устойчивости в этих случаях сопряжено с большими трудно-
стями. Здесь при разработке численных алгоритмов важное значение обычно при-
дается однородности разностной схемы, т.е. возможности проведения расчетов по 
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единому алгоритму без выделения нерегулярностей и особенностей. При рассмот-
рении сложных нелинейных задач могут применяться апостериорные исследова-
ния с соответствующими корректировками в программе. 

Изложим численный метод, в котором при переходе от исходной диффе-
ренциальной краевой задачи к дискретной применим разностный метод, а для 
решения результирующей нелинейной системы алгебраических уравнений вос-
пользуемся итерационным методом Ньютона [65]. Возникающие в методе Нью-
тона системы линейных уравнений с трехдиагональными матрицами могут быть 
решены методом немонотонной прогонки. Таковы два основных этапа числен-
ного метода, предлагаемого для решения любых задач расчета сильного изгиба 
тонких стержней. При этом следует отметить, что из аппроксимации 
и устойчивости разностной схемы следует сходимость приближенного решения 
к точному решению [70, 73]. 

Рассмотрим этап построения разностной задачи. Для этого уравне- 
ние (2.52) с условиями (2.49) или (2.50) на непрерывной области 10 ≤≤ s  ап-
проксимируем на равномерной сетке ω  с шагом h и N узлами: 

{ })1(1,...,,2,1,)1( −==−==ω NhNihisi  

следующей разностной схемой в случае краевых условий первого рода: 

ii FUA =)( ,  12 −≤≤ Ni , 01 cu = ,  1=i ,  1cuN = ,  Ni = ,         (2.53) 

или в случае краевых условий второго рода: 

ii FUA =)( ,  12 −≤≤ Ni , 01 cu = ,  1=i , 

( ) ( )( )2
c c

,

sin2 N N N
s N

P u l u u
u

h H

+ δ
+ +  

( ) ( )( )2

2

1, sin 1, 2
, .q N N q NP u l u u

c i N
H h

+ δ
+ = =                 (2.54) 

Здесь использованы следующие обозначения: 
−iu  значение сеточной функции U в i-м узле сетки, которое принимается 

за приближенное решение для дифференциальной задачи ( )т1 2, ,..., ;NU u u u=  

−iUA )(  значение в i-м  узле сетки нелинейного оператора )(UA  разност-

ной схемы: 

( ) ( ) ( )( )
2

c
, c

,
sin ,i i

ss i i i ii

P s u l
A U u u s u

H
= + + δ +  

( ) ( )( )
2,
sin , , 2 1;q i i

i q i i

P s u l
u s u i N

H
+ + δ ≤ ≤ −                     (2.55) 
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Fi – значение правой части разностной схемы в i-м узле сетки: 

i

ii
i

ds

sd

H

lsm
F













 θ
+=

2

22 )()(
,  12 −≤≤ Ni .                         (2.56) 

issu , – разностная производная второго порядка в i-м узле сетки: 








 −
−

−
= +−

h

uu

h

uu

h
u iiii

iss
11

,
1

,  12 −≤≤ Ni ,                (2.57) 

причем 

( ), 1

1
s N N Nu u u

h −= − .                                         (2.58) 

Рассмотрим более общую задачу, когда изгибаемый стержень составлен 
из п участков, разделенных между собой (рис. 2.13, а) либо точками приложения 
сосредоточенных сил или моментов, либо границами участков распределенных 
нагрузок, либо ступенчатым изменением поперечного сечения стержня, либо сту-
пенчатым изменением начальной кривизны стержня. На границах стыков та-
ких участков должны соблюдаться условия непрерывности упругой линии: 

правлев )()( ϑ=ϑ ;   правлев )()( dsddsd ϑ=ϑ                   (2.59) 

или 
)()()( левправ dsddsddsd θ∆=ϑ=ϑ ,                      (2.60) 

если в точке стыка ступенчато меняется начальная кривизна стержня, или 

HMldsddsd =ϑ=ϑ левправ )()( , 

если в точке стыка приложен сосредоточенный момент М. 

 
                                         а                                                                     б  

Рис. 2.13. Изгиб стержня под действием сложной нагрузки: 
а – схема нагружения; б – расчетная схема 

Для каждого участка упругой линии стержня составляется дифферен-
циальное уравнение типа (2.52), в котором согласно (2.51), функции f1(s,ϑ)  
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и f2(s) должны вычисляться на каждом участке с учетом силовых факторов, 
присутствующих на других участках стержня. Например, в случае изгиба 
консольно закрепленного тонкого стержня произвольного очертания несколь-
кими сосредоточенными силами (рис. 2.13, б) на каждом L-м участке полу-
чим выражение для суммарной силы PcL и ее угла наклона δcL: 

22

c 









+










= ∑∑

==

n

Lk
yk

n

Lk
xkL PPP ,                                  (2.61) 

где −yx PP ,  проекции векторов приложенных к стержню сил; 

с arctg .
n n

L yk xk
k L k L

P P
= =

 δ = −  
 
∑ ∑                                (2.62) 

Запишем дифференциальное уравнение упругой линии (2.47) для каждо-
го L-го участка стержня, где примем .,...,2,1,1 nLsss LL =≤≤−  В общем случае 

при наличии нескольких сосредоточенных и распределенных нагрузок и при 
переменной начальной кривизне стержня имеем уравнение вида 

)()),(sin(),())(sin()( 2cc2

2

sfssPP
ds

d
LqLqLLL +ϑδ+ϑϑ−ϑδ+ϑϑ−=ϑ

, (2.63) 

где 
2

c
c ;L

L

L

P l
P

H
=  

2

;qL
qL

L

P l
P

H
=  

2 2

c 2
( ) ;L

L
L

m l d
f s

H ds

θ= +  −l длина стержня, −Ls без-

размерная длина дуги s в концевой точке L-го участка стержня, отсчитанная 
от начальной точки 0 стержня. Величины 

LPc  и 
Lcδ  определяются формула-

ми (2.61) и (2.62). 
На концах стержня можно записать условия (2.49) либо (2.50), где 

./ 1
012 κ+= lHlMc n   

Для построения разностной схемы, аппроксимирующей дифферен-
циальную задачу (2.63), введем квазиравномерную сетку ∗ϖ , т.е. сетку с 
шагом h(L), равномерную на каждом из п участков стержня. В этом случае 
разностную аппроксимацию дифференциальной задачи представим в случае 
краевых условий первого рода следующим образом: 

1 0 1( ) ;  2 1;  ;  1,  ;  .i i NA U F i N u c i u c i N= ≤ ≤ − = = = =ɶ ɶ            (2.64) 

В случае краевых условий второго рода имеем  

1 0( ) ;  2 1;  ;  1.i iA U F i N u c i= ≤ ≤ − = =ɶ ɶ  

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2
c

c

1, 1,2
sin 1,

1 (1)
N N

sN N N

P u u l
u u u

h N h N H
+ + δ +

− +
            (2.65) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2

1, 2
sin 1, , .

(1) 1
q N

N q N

P u l
u u c i N

H h N h N
+ + δ = =

− +
   (2.65) 

Здесь −iUA )(
~

значение в i-м узле квазиравномерной сетки нелинейного 

оператора разностной схемы )(
~

UA : 

( ) ( )
( ) ( )( )

2
c

, c

,
sin ,i i

ss i i i ii
i

P s u l
A U u u s u

H s
= + + δ +ɶ  

( ) ( )( )
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,
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q i i
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P s u l
u s u i N

H s
+ + δ ≤ ≤ −                      (2.66) 
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 значение правой части разностной схемы в i-м узле квазиравномерной 

сетки: 
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22 )(
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)(~
, 2 1;i N≤ ≤ −                     (2.67) 

−issu , разностная производная второго порядка в i-м узле сетки: 

1 1
,

2
,  2 1,

( ) ( 1) ( ) ( 1)
i i i i

ss i

u u u u
u i N

h i h i h i h i
− + − −= − ≤ ≤ − + + + 

    ,12 −≤≤ Ni         (2.68) 

где −−= −1)( ii ssih  шаг сетки в i-м узле с координатой is , .2 Ni ≤≤  

Таким образом, на первом этапе решения исходные краевые дифференци-
альные задачи (2.47) и (2.63) сведены к системам нелинейных уравнений вида 

,)( FUA =                                                   (2.69) 

где А – нелинейный оператор; F – правая часть разностной схемы (включая 
краевые условия). 

Вопросы исследования сходимости и точности построенных разностных 
задач подробно изучены в теории разностных схем, приведенных в работах 
[70,71]. Рассмотрим второй этап численного метода, состоящий в решении нели-
нейных разностных задач методом Ньютона [65]. Для решения системы (2.69) 
воспользуемся итерационным методом Ньютона – Канторовича [42], в котором 
итерационные приближения 1+kU  сеточной функции U находятся по следующей 

схеме: 

,...,2,1,0,)()( 1 ==+−+ kFUAUUB kkkk                        (2.70) 

причем в качестве U0 берется произвольное начальное итерационное прибли-

жение NRU ∈0 , а линейный оператор )( kk UAB ′= есть производная Гато опе-
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ратора А в точке kU . Вычислим оператор Гато, учитывая дифференцируемость 

функций −=ϕ ii UAU ))(()(  значений оператора в i-м узле сетки. Воспользуемся 

тем фактом, что  если в (N+1)-мерном пространстве оператор А имеет производ-
ную, то производная Гато вычисляется как матрица В(U) частных производных: 

,),...,,( 21 jNi uuuu ∂ϕ∂  .,...,2,1,,...,2,1 NjNi ==  Вид функций ),...,,( 21 Ni uuuϕ  

получим из краевого условия в начальной точке стержня при s = 0: 
,),...,,( 0210 uuuu N =ϕ                                    (2.71) 

из формул (2.55) или (2.66), определяющих действие оператора А во внутрен-
них узлах сетки: 

( ) ( ) ( )
2

c
1 2 , 1 2

,
, ,..., sin , ,...,i i

i N ss i N

P s u l
u u u u u u u

H
ϕ = + +  

( ) ( )
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1 2

,
sin , ,..., ,q i i

N

P s u l
u u u

H
+   2 1i N≤ ≤ −                          (2.72) 

 
и из краевого условия в концевой точке стержня при s = 1: 

• в случае краевого условия первого рода 

( )1 2 1 1, ,...,N Nu u u u cϕ = −                                     (2.73) 

или  
• в случае краевого условия второго рода 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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c
1 2 , 2 c
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+ + δ .                           (2.74)  

Вычислим частные производные / :i ju∂ϕ ∂   
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( )( ) c
c

( , )
cos , 1 , 2,3,..., 1,i i

i i i
i

s u
u s u i N

u

 ∂δ× + δ + = − ∂ 
                (2.75) 

• в случае краевого условия первого рода  

1;N

Nu

∂φ =
∂

 

• в случае краевого условия второго рода в концевой точке (s = 1) стержня 

,
2
2

1 NN

N

hu
=

∂
ϕ∂

−
 

2

2
.N

N Nu h

∂φ = − + ψ
∂

 

Остальные частные производные ji u∂ϕ∂ /  равны нулю. 

Таким образом, в нашем случае производная Гато нелинейного оператора А 
разностной схемы есть трехдиагональная матрица В вида 

2 2 3
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                   (2.76) 

с элементами 
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u
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a
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i

i
i

i

i
i =

∂
ϕ∂

−=
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ϕ∂
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∂
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=
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                (2.77) 

Алгоритм расчета сильного изгиба тонких стержней, использующий ите-
рационный процесс по методу Ньютона, выглядит следующим образом. 

Этап 1. Номер итерации k = 0. Задание начальных приближений u0 угла 

наклона касательной ϑ в узлах сетки, расчет функции f2(s) правой части диффе-
ренциального уравнения упругой линии, а также значений кривизны 0κ  и крае-

вого условия в концевой точке s = 1 стержня, задание требуемой точности вы-
числений ε и максимального числа итераций при решении нелинейных систем 
уравнений. 

Рассмотрим более подробно действия на данном этапе. Зададим началь-
ное приближение для U в следующем виде: 

( ) ( ) ( )( )T

0 0 0 0 02 1
, ,..., , ,

N N
U c u u u

−
=  
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где имеем −= 10 )( cu N  в случае краевого условия первого рода и −Nu )( 0  про-

извольно в случае краевого условия второго рода в концевой (s = 1) точке 
стержня. 

Остановимся теперь на вычислении правых частей дифференциального 
уравнения упругой линии стержня и краевого условия. Для кривых стержней 
общего вида линия первоначального очертания обычно задается как функция 
y = f(x), определяющая конфигурацию стержня в декартовой системе коорди-
нат xOy. Известно, что при этом кривизна упругой линии определяется сле-
дующей формулой: 

( )
2 2

0 2 3/2

1
,

1

d d y dx

l ds dy dx

θ = κ =
 +
 

,                                (2.78) 

а координаты s и x связаны соотношением 
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1
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s y x dx
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′= +∫                                        (2.79) 

или, иначе 
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Введем обозначения  
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2/32xf

xf
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По правилу дифференцирования сложной функции после ряда преобразо-
ваний найдем: 
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)()(3)(1)(
32

22
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                  (2.81) 

Из выражения (2.78) находим 

[ ]( )0 1 3/22

1

( )
,

1 ( )
s

s

f x

f x
=

=

′′
κ =

′+
                              (2.82) 

откуда следует алгоритм вычисления значений ( )2 2/
is

d dsθ  и 1|0 =κ
ns . Для 

всех узлов сетки i = 1,2,…,N  необходимо найти корни )( ii sxx =  уравнения  

( , ) 0ix sΦ =                                                (2.83) 
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и, подставив найденные корни в формулы (2.81) и (2.82), получить искомые 
значения. Уравнение (2.83) будем решать с помощью метода Ньютона: 

,
),(

),(
)(

)(
)()1(

i
k

i
k

kk

sx

sx
xx

Φ′
Φ

−=+   k = 0, 1, 2,…,  

где [ ] .)(1/),( 2xfdxdsx ′+=Φ=Φ′  При этом x(0) будет начальным приближе-

нием, задаваемым для нулевого номера итерации (k=0), тогда 
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+    k = 0, 1, 2,…  

Итак, для произвольных функций y = f(x) алгоритм вычисления коор-
динат xi, соответствующих узлам сетки si, заключается в следующих дей-
ствиях: 

1) задаем i=1, x1
(0) и ε – точность решения; 

2) вычисляем 
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+                           (2.84) 

3) вычисления xi по формуле (2.84) продолжаются до тех пор, пока вы-

полняется условие ;)()1( ε≥−+ k
i

k
i xx  

4) если ( 1) ( )  или ,k k
i ix x+ − ≠ ≤ ε  то принимаем значение ;)1( += k

ii xx  

5) далее для: i = i + 1 до i = N задаем ii xx =+1
)0(  и переходим к п. 2. 

Этап 2. Вычисление вектора невязки kr : .)( FUAr kk −=  

Этап 3. Вычисление элементов ),...,2,1( Nici =  главной диагонали матри-

цы оператора kB  по формулам (2.77). 

Этап. 4. Вычисление поправки kkk rBW 1−=  как решения уравнения 

.k k kB W r=                                                     (2.85) 

На этом этапе для вычисления поправки Wk требуется решить систему 
нелинейных уравнений с трехдиагональной матрицей В оператора Гато. Для 
решения указанных систем следует использовать метод немонотонной прогон-
ки, алгоритм которого подробно описан в [71]. Данный метод является вариан-
том метода исключения Гаусса с выбором по строке ведущего элемента исклю-
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чения, позволяющим получить сравнительно устойчивый к погрешностям 
округления алгоритм (что и предопределяет выбор данного алгоритма). 

Этап 5. Определение итерационного приближения 1+kU  номера k + 1 для 

искомой функции ϑ(s): kkk WUU −=+1 . 
Этап 6. Проверка выполнения условия окончания итераций: если 

|||||||| 1 kkk UUU ε≤−+ , то 1+= kUU  и следует перейти к следующему этапу. 
В противном случае  k = k + 1 и следует перейти к этапу 2, содержащему крите-
рий окончания итераций, которые завершаются, если среднеквадратичная раз-
ность двух соседних приближений становится меньше заданной малой величи-
ны ε. Здесь −|||| z  норма произвольного вектора z, которая определяется следу-

ющим образом: .

2/1
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Этап 7. Конфигурации упругой линии изогнутого стержня в декартовой 

системе координат ∫ ϑ=
s

dss
l

x

0

,))(cos(  ∫ ϑ=
s

dss
l

y

0

))(sin(  вычисляются по формуле 

трапеций в результате численного интегрирования следующим образом в случае: 
• равномерной сетки 
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• квазиравномерной сетки 
1

1

1

1
1

1

cos cos
( 1) ,

2

sin sin
( 1) .
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j ji
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i
j ji
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                             (2.87) 

Отметим, что погрешность численного интегрирования в методе трапе-

ций на сетке с N узлами оценивается величиной [24]: 
[ ]

[ ] .
12

)(max
2, N

ab
z

ba

−
ϕ ′′  Отсюда 

получим, что в рассматриваемом случае погрешность численного интегрирова-
ния при определении координат x и y по приближенно вычисленным значениям 
функции iϑ  не превосходит величины 2 /12h∗ , где h∗  – максимальный шаг ква-

зиравномерной сетки. 
Предложенный конечно-разностный метод позволяет единообразно ре-

шать на компьютере любые задачи всех трех классов. 
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4. Расчет гибких стержней на основе теории конечного элемента в де-
формированном состоянии. Главное достоинство этого метода, учитывающего 
физическую и геометрическую нелинейность, по сравнению с традиционными 
методами МКЭ и МКР, заключается в том, что при расчете статически определи-
мых систем не решается система линейных алгебраических уравнений, а при рас-
чете статически неопределимых систем решается система линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно неизвестных усилий в «лишних» связях основной 
системы метода сил, порядок которой не зависит от числа конечных элементов 
[64]. При этом на сам конечный элемент и связи между элементами не накладыва-
ется никаких ограничений. 

Алгоритм расчета заключается в следующем. По заданным внешним 
нагрузкам, геометрическим характеристикам сечений, конфигурации и условиям 
закрепления стержня или системы, а также по известной связи между напряжени-
ями и деформациями отыскивается устойчивая форма равновесия. Для этого ис-
пользуются статические уравнения равновесия конечного элемента в деформиро-
ванном состоянии, полученные геометрические соотношения и уравнения связи 
между конечными элементами, с помощью которых описывается деформирован-
ное состояние стержня или системы через параметры начального сечения и ли-
нейные алгебраические уравнения относительно неизвестных усилий в «лишних» 
связях основной системы метода сил. 

Стержень, как элемент стержневой системы, нагруженный произвольными 
нагрузками в плоскости изгиба, разбивается на конечное число участков равной 
или неравной длины. Все нагрузки приводятся к сосредоточенным. Границы 
участков необходимо располагать в местах приложения сосредоточенных нагру-
зок, переломов на геометрической оси, в местах изменения высоты сечения 
стержня. Стержень с переменным сечением по длине разбивается на ряд участков, 
и рассматривается как стержень с участками постоянного сечения, ступенчато из-
меняющихся на границах участков. За приведенное сечение принимается ее сече-
ние в середине участка. 

Элемент конечной длины sj, выделенный из стержня приведен на 
рис. 2.14, а, где показано положение геометрической и нейтральной осей.  
Из уравнений равновесия элемента следует 

,

,

.

jB jA

jB jA

jB jA jA j jA j

R R

T T

M M R x T y

=
 =
 = + ∆ − ∆

                                   (2.88) 

Из условия стыка элементов js  и 1+js  (рис.2.15, б) получим: 
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( 1)

( 1)

( 1)

cos ,

sin ,

.

j A jB j j

j A jB j j

j A jB j
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T T P

M M m

+

+

+

= − θ
 = + θ
 = +

                                             (2.89) 

 
                                                  а                                                                 б  

Рис. 2.14. Расчетная схема: 
а − равновесие деформированного конечного элемента; б− сопряжение соседних участков 

Из рассмотрения геометрии деформированного элемента получим связь 
между координатами α,, yx  в концевых точках, радиусом кривизны и длиной ду-

ги отрезка: 

( )
( )

;

;

;

sin sin ;

cos cos ;

.

jB jA j

jB jA j

jB jA j

j j jA jB

j j jB jA

j j j

x x x

y y y

x r

y r

s r

= + ∆
 = + ∆
α = α − ϕ

∆ = α − α
∆ = α − α
 = ϕ

                               (2.90) 

По заданным координатам yx,  точек А и В  участков js , радиусам кривиз-

ны окружностей jr  по соотношениям (2.90) найдем  

( )
( )

2 22arcsin ;

arctg ;

2;

2;

.

j j j

j j j

jA j j

jB j j

j j j

x y

y x

s r

ϕ = ∆ + ∆

θ = ∆ ∆
α = θ + ϕ


α = θ − ϕ


= φ

                              (2.91) 
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Отметим, что для определения положения нейтральной оси, определяемой 
величиной jjj rr ρ−=∆ , и радиуса кривизны jρ  привлекаются известные фор-

мулы для стержней, работающих в упругой или упруго-пластических стадиях. 
При этом для среднего участка должны быть заданы расчетные усилия 

( )c csin cos ; ,
2 22

jA jBjj
j jB jB jB jjB

M M
N R T M

+ϕ ϕ = + α + =α +   
   

 

начальная кривизна, форма поперечного сечения, зависимость между напряжени-
ями и деформациями. Полученные величины jρ  и jr∆  принимаются постоянны-

ми на длине участка js . 

Сопряжения элементов js  и 1+js  производится по геометрической оси. Ес-

ли она имеет перелом в точке сопряжения j (рис. 2.14, б), то уравнения связи 
смежных сечений имеют вид 

( 1)

9 1)

( 1)

;

;

.

j A jB

j A jB

j A jB j

x x

y y

+

+

+

=
 =
α = α − γ

                                               (2.92) 

Если геометрическая ось не имеет переломов в точке j, то .0=γ j  

В статически определимых системах из уравнений равновесия вычисля-
ются три силовых параметра 000 ,, MTR  в начальном сечении при заданной 

схеме малых деформаций или по недеформированной схеме. По уравне- 
ниям (2.88), (2.89) и (2.92) определяются расчетные усилия по серединам рас-
четных участков. Затем находятся величины jρ  и jr∆ . По уравне- 

ниям (2.90) − (2.92) определяется деформированное состояние системы при за-

данных геометрических параметрах x0, y0, α0 начального сечения. Если извест-
ны только два параметра, например 0x  и ,0y  то третий 0α  выводится из усло-

вия закрепления стержня в какой-либо точке. Поскольку первоначальная схема 
деформаций системы задавалась произвольно,  корректировка 0α  уточняется 

методом последовательного приближения для принятой расчетной схемы де-
формаций по приведенному алгоритму. Оценка точности  решения по данному 
методу зависит от точности описания геометрии системы в исходном состоя-
нии, точности определения НДС сечения и вычисления осевой относительной 
деформации и кривизны, точности удовлетворения кинематических условий, 
правомерности допущения постоянства кривизны на дискретном участке. Для 
оценки точности метода в работе [64] использовался упругий консольный 
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стержень, сжатый продольной силой э1,1 NN = , где
2

э 2

H
N

L

π= – эйлерово кри-

тическое значение продольного усилия. Для расчетного участка (конечного 
элемента) длины Ls j 05,0=  и относительной погрешности двух смежных при-

ближений определения прогибов в %1,0  результаты численного расчета отли-

чались от точного решения  не более, чем на %1 . При Ls j 1,0=  и относитель-

ной погрешности двух смежных приближений определения прогибов в %1  ре-
зультаты численного расчета отличаются от точного решения примерно на %5 . 

Методики расчета технологических параметров процесса гибки-намотки 
тонкостенных деталей ЛА и свободной гибки в универсальных штампах, осно-
ванные на теории конечного элемента в деформированном состоянии, приведе-
ны в работах [28] и [58]. 
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Глава 3. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ О ПЛОСКОМ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОМ 
ИЗГИБЕ ТОНКИХ ЗАГОТОВОК С УЧЕТОМ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 

НЕЛИНЕЙНОСТИ 

В гл. 2 рассматривался метод эллиптических параметров, который был 
применен к определению очертания упругой линии при изгибе тонкого стерж-
ня, когда значение прогиба было сравнимо с длиной стержня. В этой главе 
представлено решение аналогичной задачи для случая плоского упруго-
пластического изгиба, подробно изложенной в работах [50, 53, 54]. 

§ 3.1. Уравнение изогнутой оси

При рассмотрении силовых схем многих процессов гибки тонкостенных 
деталей из листового и профильного материала (свободная гибка, гибка-
прокатка и др.) можно сделать вывод о том, что они имеют много общего. Во 
всех этих случаях заготовка принимает форму, зависящую от параметров 
настройки гибочной оснастки и ее можно представить в виде пластически изо-
гнутого элемента конечной длины, по концам которого действуют сосредото-
ченные силы и моменты (рис. 3.1). 

Рис. 3.1. Расчетная схема пластической деформации элемента малой жесткости 

Для нахождения основных параметров (кривизны κ, прогибов y и углов 
наклона касательной ϑ), характеризующих деформированное состояние тонко-
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стенной заготовки нужно знать величину внешнего изгибающего момента, дей-
ствующего в произвольной точке изогнутого элемента. Учитывая геометриче-
скую нелинейность, запишем в дифференциальной форме выражение момента 
от внешних сил в произвольном сечении (см. § 2.2): 

( ).sin δ+ϑ−= P
ds

dM
                                        (3.1) 

Подставляя в выражение (3.1) значение внутреннего изгибающего момен-
та (1.15) при степенной связи напряжений и деформаций и выражая кривизну 
через угол смежности ϑ  и дугу dsd /ϑ=κ , после дифференцирования получим 

ξ−=






 ξξ −

sin
1

2

2

nH

P

ds

d

ds

d
n

,                                    (3.2) 

где пл ,  ,  const.H KJ= ξ = ϑ + δ δ = , δ+ϑ=ξ , const=δ   

Умножим левую и правую стороны уравнения (3.2) на ξd  и проинтегри-

руем его. В результате после замены )2/(sin21cos 2 ξ−=ξ , получим 

( )







 ξ−+=






 ξ +

2
sin

12 2
1

CP
nH

n

ds

d
n

.                                 (3.3) 

Для форм равновесия с точками перегиба, в которых кривизна изгиба 

0 / 0,d dsκ = ϑ =  постоянная интегрирования С может иметь значение в преде-

лах 2sin 1
2

C
ξ  ≤ < 
 

. Дальнейшее решение дифференциального уравнения осно-

вано на выражении константы С и независимой переменной ξ через единые па-
раметры k и ϕ: 

( )ϕ=ξ= sinarcsin2,,2 kkC .                                       (3.4) 

Тогда уравнение (3.3) преобразуется к виду 

( ) n
k

ds

d +
ϕλ=ξ 1

2

cos2 ,                                             (3.5) 

где 
( ) n

nH

Pn +





 +=λ 1

1

12

2

1 − силовой коэффициент, отражающий силовые факторы 

нагружения и условную жестокость сечения пластически изгибаемого элемента. 

Дифференцируя второе выражение из системы (3.4), имеем 
ϕ−

ϕϕ=ξ
22 sin1

cos2

k

dk
d . 

Подставляя найденное выражение для ξd  в (3.5), получим: 
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( ) ϕ−ϕλ=ϕ 22 sin1cos k
ds

d m ,   
n

n
m

+
−

=
1

1
.                   (3.6) 

В уравнении (3.6) значение k постоянно, а ϕ переменно по длине изогну-
того элемента. Интегрируя выражение (3.6) от начальной )0,( 0 =ϕ s  до произ-
вольной ),( sϕ  точек нейтрального слоя, получим 

∫
ϕ

ϕ ϕ−ϕ

ϕ=λ
0

22 sin1cos

1

k

d

k
s

mm
.                                (3.7) 

В правой части (3.7) имеем эллиптический интеграл с модулем k и ампли-
тудой ϕ. В конечном виде такие интегралы не берутся. Их нахождение основа-
но на разложении в ряд подынтегральной функции при помощи преобразова-
ний Лежандра с последующим определением суммы ряда. Лежандром состав-

лены таблицы значений эллиптического ( )
2 2

0

,
1 sin

d
F k

k

φ ϕϕ =
− ϕ∫  и второго рода 

( ) ∫
ϕ

ϕϕ−=ϕ
0

22 sin1. dkkE

.  
Для сведения интеграла (3.7) к табулированным формам выполним сле-

дующие преобразования 

∫
ϕ

ϕ ϕ−ϕ

ϕϕ=λ
0

223 sin1cos

cos1

k

d

k
s

P

m
,   mp −= 3 .            (3.8) 

Поскольку р − не целое число, то функцию ϕpcos  представим тригоно-

метрическим рядом Фурье: 0
1 1

cos cos sinP
i i

i i

a a i b i
∞ ∞

= =

ϕ = + ϕ + ϕ∑ ∑ . По признаку 

сходимости Дирихле данный ряд является сходящимся. С известной точностью 
его можно ограничить конечным числом членов. Количественный анализ пока-
зывает, что ряд из семи членов (i = 7) достаточно близко выражает значение 
функции cos .P ϕ . Коэффициенты ряда могут быть определены по формуле Эй-
лера – Фурье или методами практического гармонического анализа. Вследствие 
четности функций cos .P ϕ  коэффициенты 0ib = . Кроме того, коэффициенты ia  
с четными индексами также равны нулю.  

Таким образом, ряд Фурье сводится к следующей сумме 

1 3 5 7cos cos cos3 cos5 cos7P a a a aϕ = ϕ + ϕ + κ + ϕ . Выразим косинусы кратных 
дуг через степенные значения тригонометрических функций: 

3 5 7
1 2 5 4cos cos cos cos cosP c c c cϕ = ϕ + ϕ + κ + ϕ ,                  (3.9) 

где c1 = a1 –3a3 + 5a5 – 7a7; c3 = 16a5 – 112a7; c2 = 4a3 – 20a5 + 56a7; c3 = 16a5 –112a7; 
c4 = 64a7. 
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На рис. 3.2 приведены графики )(nfci = , позволяющие определять ко-

эффициенты ic  для материалов с различными значениями показателей упроч-

нения n. Подставим (3.9) в (3.8): 

0

2 41
2 3 42

cos cos
cos

m c d
k s c c c

ϕ

ϕ

  ϕλ = + + ϕ + ϕ ϕ ∆ϕ 
∫ ,  (3.10) 

где ϕ−=ϕ∆ 22 sin1 k . 

Правая часть выражения (3.10) содержит ал-
гебраическую сумму эллиптических интегралов ка-
нонической формы. Такие типы интегралов преобра-
зуются к стандартным формам эллиптических инте-
гралов Лежандра при помощи известных формул 
теории эллиптических функций. В результате преоб-
разований и вычислений соответствующих интегра-
лов получим следующее решение уравнения (3.10): 

( ) ( )011 ,, ϕψ−ϕψ=λ kkskm ,         (3.11) 

где ( ) ( ) ( ) ( ),,,,, 1111 iiii kQkENkFMk ϕ+ϕ+ϕ=ϕψ

           

( )( ) ( )2 2 22

1 1 2 3 4 1 1 32 4 4 2 2

1 3 2 2 2 11 1 1
,  ,

3 3 1

k k kk
M с с с с N c c

k k k k k

− − −−= + − − = − +
−

 
1 1 42 2

tg sin 2
,

1 6
Q c c

k k

ϕ ϕ = + ∆ϕ − 
−ϕϕ ),(),,( kEkF эллиптические интегралы пер-

вого и второго рода в форме Лежандра. 
Выражение (3.11) является решением дифференциального уравнения рав-

новесия оси нейтрального слоя пластически изогнутого элемента. Оно устанав-
ливает зависимость между внешними факторами нагружения (λ и s) и главными 
эллиптическими параметрами (k, φ0, φ), через которые выражается кривизна оси 
изогнутого элемента. Для определения этих параметров необходимы дополни-
тельно еще два уравнения. Одним из них может быть зависимость (3.4), в кото-
рой угловой параметр ξ  является известным при конкретных граничных усло-
виях рассматриваемых задач. Для получения другого уравнения из выражений 
(1.15) и (3.5) находим: 

( )
ϕ=













λ
=

+

cos
2

2

1

пл

П k
KJ

M
M

n

n

n
.                           (3.12) 
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Моментный коэффициент МП определяется из граничных условий реша-
емых задач. Таким образом, кривизна в любой точке оси пластически изогнуто-
го элемента для форм равновесия перегибного вида определяется следующей 
системой уравнений: 

( ) ( )
( )

1 1 0

П

, , ;

2arcsin sin ;

cos ,

mk s k k

k

M k

 λ = ψ ϕ − ψ ϕ


ξ = ϕ
 = ϕ

                              (3.13) 

которая представляет собой параметрически заданное уравнение изогнутой оси. 

§ 3.2. Определение эллиптических параметров уравнения изогнутой оси 
для поступательного и следящего перемещения силы 

При выводе системы (3.13) не накладывались ограничения на поведение 
силы в процессе изгиба. Она рассматривалась как переменный вектор, который 
в процессе деформации может изменять также и модуль направления. В полу-
ченных уравнениях оба указанных параметра вектора силы отражены в силовом 
коэффициенте λ и угловом параметре δ.  

Наибольший практический интерес из возможных законов изменения 
вектора силы в процессе деформации представляют:  

а) поступательное перемещение силы, когда вектор силы не меняет свое-
го направления в процессе деформации элемента;  

б) следящее перемещение силы, когда вектор силы в процессе деформа-
ции меняет направление так, что всегда сохраняет неизменным угол с касатель-
ной к нейтральной линии в точке своего приложения. 

Рассмотрим методику решения системы (3.13) для указанных законов из-
менения вектора силы в процессе деформации. 

 

                                 а                                                               б 

Рис. 3.3. Схема нагружения с перемещением силы в процессе изгиба: 
а – поступательным; б – следящим  
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Поступательное nеремещение силы (рис. 3.3, а). Неподвижную систему 
координат хОу ориентируем так, чтобы ось Ох была параллельна касательной 
к нейтральному слою в начальной точке, т.е. 00 =ϑ . В процессе изгиба всегда 

δ =  coпst, поэтому в начальной точке 0A  угловой параметр 0ξ  также постоянен: 

ξ0 = ϑ0 + δ = const. В концевой точке ),( 11 ϕ=ϕ= lsA  в виду того, что изгиба-

ющий момент равен нулю согласно (3.12), моментный коэффициент 0П =M . 

Подчиняя уравнения системы (3.13) найденным граничным условиям, можно 
определить главные эллиптические параметры k и φ. Из третьего уравнения си-
стемы, записанного для концевой точки нейтрального слоя, следует .2/1 π=ϕ  

Применяя второе уравнение системы к начальной точке 0A  нейтрального слоя, 

в которой δ=ξ=ξ 0  и 0ϕ=ϕ , находим 

0cos sin const,
2

k
δϕ = =                                       (3.14) 

из чего следует, что при поступательном перемещении силы модуль k зависит 
от амплитуды φ0 в начальной точке 0A . Значение модуля k будет различным на 

разных стадиях изгиба, в соответствии с изменением амплитуды φ0 в процессе 
деформации. 

Применяя первое уравнение системы (3.13) к концевой точке изогнутого 
элемента, получаем  

( )1 1 0, , .
2

mk l k k
π λ = ψ − ψ ϕ 

 
                               (3.15) 

Из совместного решения системы уравнений (3.14) и (3.15) вычисляются 
параметры k и φ0. 

Следящее перемещение силы (рис. 3.3, б). В данном случае угловой па-
раметр δ, характеризующий направление силы в неподвижной системе коорди-
нат, будет переменным в процессе изгиба элемента. Ориентируем неподвиж-
ную систему координат так, чтобы ось 0х была параллельна касательной в 
начальной точке нейтрального слоя. В любой стадии процесса имеем 

1 1 н 0const, .ξ = ϑ + δ = δ = ξ = ϑ + δ = δ  

В этом случае, как и в предыдущем, для концевой точке 1 .
2

πϕ =  Применяя 

второе уравнение (3.13) к концевой точке нейтрального слоя, найдем 

нsin
2

k
δ =  
 

, т.е. в рассматриваемом случае модуль k является величиной 

постоянной в процессе деформации. Второй параметр φ0 определяем по уравне-
нию (3.15) при известных конкретных значениях λ, l и k.  
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Амплитуды φ в промежуточных точках нейтрального слоя деформиро-
ванной заготовки, отстоящих от начальной точки по дуге на расстоянии s, 
в обоих случаях определяются решением уравнения 

.
),()2/,(

),(),(

011

011

ϕψ−πψ
ϕψ−ϕψ

=
kk

kk

l

s
                                 (3.16) 

При известных эллиптических параметрах k и φ кривизна в точках 
нейтрального слоя пластически изогнутого элемента 0 d dsκ = ξ  вычисляется 

по формуле (3.5). 

§ 3.3. Определение перемещений точек изогнутой оси 

Составляющие искомых перемещений определим в подвижной системе 
координат х'Оу', ось абсцисс которой ориентирована параллельно направлению 
действия внешней силы P, а начало этой системы совмещено с началом непо-
движной произвольно-выбранной системы координат хОу (рис. 3.1). При этом 
подвижная система оказывается повернутой относительно неподвижной на угол δ, 
и связь между координатами выражается следующими формулами перехода: 

δ′−δ′=δ′+δ′= sincos,sincos xyyyxx .                       (3.17) 

Возьмем на изогнутой оси произвольную точку ),( yxA ′′ , касательная в 

которой составляет с осью 0х' угол ξ. Проекции дифференциала дуги изогнутой 
оси в окрестности этой точки на оси координат будут: 

cos , sin .dx ds dy ds′ ′= ξ = ξ                                   (3.18) 

Для нахождения составляющих перемещений необходимо проинтегриро-
вать составленные дифференциальные уравнения (3.18) от начальной 0 0 0( , , )x y′ ′ ϕ  

до рассматриваемой ( , , )x y′ ′ ϕ  точки изогнутого элемента. Приведем без вывода 

найденные в работах [50, 53, 54] выражения для координат точек оси деформи-
рованного элемента с учетом геометрической нелинейности: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2
0 1 1 0 2 2 0

1
1 1

0 0

1 2
( , ) , 2 ( , ) , ;

2
cos cos ,

1

m
m

m
m m

k
x x k k k k k

k

k
y y

m

−

−
− −

−
′ ′    λ − = ψ ϕ − ψ ϕ + ψ ϕ − ψ ϕ   

′ ′λ − = ϕ − ϕ
−

   (3.19) 

где ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , , , ;i i i ik M F k N E k Q kψ ϕ = ϕ + ϕ + ϕ  

      
( ) ( )2 4 2 4 62

2 1 2 3 42 4 6

2 5 3 8 27 34 151
;

3 15

k k k k kk
M с с с с

k k k

− + − + −−= − + −  
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( ) ( )2 2 4

2
2 3 42 4 6

3 2

2 3 42 2 4

2 2 1 8 23 23
;

3 15

cos cos 4(2 1)cos
sin .

3 5 15

k k kc
N c c

k k k

k
Q c c

k k k

− − +
= + +

  ϕ ϕ − ϕ= + + ϕ∆ϕ  
  

 

Отметим, что входящие в решение (3.19) эллиптические параметры k и φ 
известны из решения ранее рассматриваемой системы уравнений (3.13). 

§ 3.4. Определение геометрических параметров изогнутой оси для случая, 
когда деформирующая сила нормальна к последней в процессе изгиба 

Схема нагружения, при которой активная деформирующая сила при сле-
дящем законе перемещения нормальна к нейтральному слою в точке своего 
приложения, является одной их распространенных. Данная схема встречается 
при гибке тонкостенных деталей в универсальных штампах, при гибке на вал-
ковых станках и др. 

В рассматриваемом случае для любой степени деформации имеем: 

1

0

2
0 0

/ 2;

/ 2;

2 / 2;

0;

, cos cos .

н

k

ϕ = π
δ = π
 =
ϑ =

ξ = δ δ = ϕ

.                                       (3.20) 

При этих условиях исключается необходимость при решении уравне- 
ния (3.6) прибегать к разложению в тригонометрический ряд с ограниченным 

числом членов подынтегральной функции ϕpcos  и появляется возможность 
получить иное, более точное решение.  

Проинтегрируем уравнение (3.6) по всей длине изгибаемого элемента  

∫∫∫
ϕππ

ϕ ϕ∆ϕ
ϕ−

ϕ∆ϕ
ϕ=

ϕ∆ϕ
ϕ=λ

0

0 0

2/

0

2/

coscoscos mmm
m ddd

lk .                (3.21) 

С учетом условий (3.20) первое слагаемое уравнения (3.21) преобразуется 
в интеграл Эйлера первого рода, который выражается через гамма-функции: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 1
21

1

0 0

2 2
1 2 , ,

cos 4 4
pq

m

q pd
J z z dz B p q

p q

π
′−− ′Γ Γϕ ′= = − = =

′ϕ∆ϕ Γ +∫ ∫  

где 41 1
; ; cos .

4 2
m

q p z
− ′= = = ϕ  
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Значение гамма-функций для различных величин p′ и q  приводится 
в специальной справочной литературе. 

Второе слагаемое уравнения (3.21) вычисляется по следующей формуле: 

( ) ( ) ( )
0

2 1 0 1 0 1 0 1 0

0

, , , ( , ),
cosm

d
J M F k N E k Q k k

ϕ ϕ= = ϕ + ϕ + ϕ = ψ ϕ
ϕ∆ϕ∫  

величины 11, NM  и 1Q  вычисляются по (3.11) при условии 2 / 2k = . 
Подставляя в (3.21) известные значения интегралов правой части, получим  

.),(
4

),(2

2

2
01 







ϕψ−

′







=λ k
qpB

l
m

                         (3.22) 

В найденном решении (3.22) параметры qp ,′  и коэффициенты 11, NM  за-
висят только от механических свойств материала и для его конкретных марок 
являются постоянными величинами. Выражение (3.22) содержит одно неиз-
вестное φ0, которое определяется отсюда при конкретных внешних факторах 
деформации λ и l.  

При известных главных параметрах 0,ϕk  и 1ϕ  амплитуды в промежу-
точных точках изогнутой оси определяются по формуле: 

.
),(),(2

),(),(

01

011

ϕψ−′
ϕψ−ϕψ

=
kqpB

kk

l

s
                                    (3.23) 

Зная эллиптические параметры k  и ϕ  в любой точке изогнутой оси, 
можно вычислить по формуле (3.5) ее кривизну. 

При определении перемещений выделим характерную точку изогнутой 

оси, в которой имеем 1 0

2
; ;   0

2 2
k

π= ϕ = κ = . Для всех точек, кроме указан-

ной, составляющие перемещения определяются в подвижной системе коорди-
нат уравнениями (3.19). Составляющие перемещения концевой точки A1 изо-
гнутого элемента в подвижной системе координат (рис. 3.1) вычисляются сле-
дующим образом: 

( ) ( ) ( )

( )

1 2 0

1 1
0

1 0

2 ,
, ;

4
2 cos

,
1

m

m m

B p q
k x x k

k
y y

m

− −

′ ′
′ ′λ − = − ψ ϕ

ϕ′ ′λ − =
−

                      (3.24) 

где .2/1,4/)3( =′−=′ pmq  
Если начало координат совместить с начальной точкой A0 и ориентиро-

вать ось 0x по касательной к нейтральному слою, то имеем 0 0 0 0,x y′ ′= = ϑ =  

0ξ = δ  и ).sinarcsin(2 0ϕ=δ k  Используя формулы перехода (3.17), при извест-

ном значении угла δ найдем выражения для составляющих перемещения кон-
цевой точки A1 в неподвижной системе координат: 
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( ) ( )

( ) ( )

1 12 0
0

1

1 1 2 0
0

1

2 ,
, 2 cos4 cos sin ;

1

2 ,
,2 cos 4cos sin .

1

m m

m

m m

m

B p q
k k

x
k m

B p q
kk

y
m k

− −

− −

′ ′
− ψ ϕ ϕλ = δ + δ

−
′ ′

− ψ ϕϕλ = δ − δ
−

            (3.25) 

При решении многих технологических задач часто бывает необходимым 
вычислять искомые параметры процесса формообразования в зависимости 
не от действующей силы, а от создаваемого ею радиуса кривизны ρ0 в началь-
ной точке A0 изгибаемого элемента. С этой целью преобразуем уравнения (3.22) 
и (3.25) к следующему виду: 

( )

( )

( )

2 (1 )

0 1 0
0

2 2
2 (1 )1 0

0 2 0
0

2 2
2 (1 )1 0

0 2 0
0

2 ( , )
                    2 cos ( , ) ;

4

2 ( , ) 2 (1 )cos
2 cos ( , ) cos sin ;

4

2 (1 )cos 2 ( , )
cos 2 cos ( , ) sin .

4

n

n

n

l B p q
k k

x B p q k n
k k

n

y k n B p q
k k

n

+

+

+

 ′ ′
= ϕ − ψ ϕ ρ  

 ′ ′ + ϕ= ϕ − ψ ϕ δ + δ ρ  

 ′ ′+ ϕ= δ − ϕ × − ψ ϕ δ ρ  

 (3.26) 

По первому уравнению (3.26) при заданных значениях ρ0, l определяется 
эллиптический параметр 0ϕ , а по двум другим − составляющие относительно-

го перемещения точки A1, соответствующие значениям ρ0 и 0ϕ . 
По приведенным зависимостям состав-

ляются алгоритм и программа для расчета на 
компьютере технологических параметров. 
Также при этом могут быть построены рас-
четные графики для конкретных марок мате-
риалов (рис. 3.4).  

Пример 3.1. Тонкостенная заготовка из 
материала Д16Т толщиной h = 2 мм и дли-
ной l = 150 мм подвергается изгибу на радиус 
кривизны ρ0 = 75 мм. Определить перемещение 
y1  конца заготовки, при котором в опорном се-
чении создается заданная кривизна изгиба. При 
заданном отношении ρ0/l = 0,5 по соответству-
ющим графикам (рис. 3.4) находим амплитуду 
ϕ0 = 54° и угол поворота нормали к концевой 
точке изогнутой заготовки δ = 50°. При из-

вестных значениях ϕ0 и δ по третьему уравнению (3.26) вычисляем y1/ρ0 = 0,65, 
откуда искомое перемещение будет равно y1 = 49 мм. 



77 
 

§ 3.5. Учет геометрической нелинейности 
при произвольной связи изгибающего момента и кривизны 

Для данного случая зависимость изгибающего момента от кривизны за-
дана в виде ломаной линии с произвольным числом m отрезков (рис.1.12). Ана-
литически эта зависимость выражается уравнением (1.19). Данная аппроксима-
ция зависимости М(κ) может быть использована для заготовок с начальной 
кривизной κнач, для упруго-деформируемых заготовок, для заготовок с малыми 
пластическими деформациями (в этом случае формула (1.15) дает большую по-
грешность) [54, 55].  

Используя приведенную в § 2.3 методику решения уравнения упругой 
линии и опуская промежуточные результаты, получим 

.
2

sin
4 2

2








 ξ−=






 ξ
i

i

C
JE

P

ds

d
                                      (3.27) 

Левая часть уравнения (3.27) представляет собой квадрат кривизны. По-
стоянные интегрирования iC  можно найти из граничных условий, так как 

в точках 0', 1, 2, …i, …(ik – 1) (см. рис. 1.12) кривизны заранее известны и равны 
соответственно κ0, κ1, κ2, …κi,… κi-1 (величины κi являются абсциссами узло-
вых точек полигональной аппроксимации кривой M(κ)). 

Дальнейшее решение дифференциального уравнения (3.27) основано на 
выражении константы iC  и независимой переменной ξ через единые параметры 

ki и ϕ. Так как условию 0)2/(sin2 <≤ξ iC  соответствуют формы равновесия 
изогнутого элемента перегибного рода, то в уравнении (3.27) сделаем замену 

ϕ=ξ= sin)2/sin(,2
iii kkC .                                    (3.28) 

Варианту 1>iC  соответствуют формы равновесия изогнутого элемента 

бесперегибного рода. В этом случае в уравнении (3.27) сделаем замену  

.sin)2/sin(,/1 2 ϕ=ξ= ii kC                                    (3.29) 

Условие 1=iC  соответствует переходной форме равновесия изогнутой 
линии.  

Из уравнений (3.28) и (3.29) найдем выражения для дифференциала угла ξ  
формы: 

• перегибного рода 

ϕ−

ϕϕ
=ξ

22 sin1

cos2

i

i

k

dk
d ,                                       (3.30) 

• бесперегибного рода 
ϕ=ξ dd 2 .                                               (3.31) 
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Подставив выражения (3.28) и (3.29) в (3.27), получим для формы: 
• перегибного рода 

ϕλ=κ=ξ
cos2 ii kds

d
;                                    (3.32) 

• бесперегибного рода 

ϕ−
λ

=κ=ξ 22 sin1
2

i
i

i k
kds

d
,                              (3.33) 

где 
JE

P

i
i =λ . 

Дифференциал дуги запишем из выражений (3.30)−(3.33) для формы: 
• перегибного рода 

ϕ−

ϕ
λ

=
22 sin1

1

ii k

d
ds ,                                (3.34) 

• бесперегибного рода 

ϕ−

ϕ
λ

=
22 sin1 ii

i

k

dk
ds .                                (3.35) 

Интегрируя (3.34) и (3.35), найдем длину дуги i-го участка изогнутого 
элемента для формы: 

• перегибного рода 

[ ]),(),(
1 01

iiii
i

i kFkFs ϕ−ϕ
λ

=∆ ;                              (3.36) 

• бесперегибного рода 

[ ]),(),( 01
iiii

i

i
i kFkF

k
s ϕ−ϕ

λ
=∆ ,                              (3.37) 

где −ϕ ),( kF  эллиптический интеграл 

первого рода. 
Из простых геометрических соотно-

шений dsdx ϑ= cos  и dsdy ϑ= sin  опреде-

ляются перемещения точек изогнутой оси 
элемента (рис. 3.5). В результате после це-
лого ряда преобразований координаты i-й 

точки могут быть найдены в виде сумм соответствующих приращений [54]: 
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,;
11

∑∑
=

+=

=

+=
∆=∆=

kk ii

ii
ii

ii

ii
ii yyxx                                                    (3.38) 

где 1 2( , )cos ( , )sin ;i i ix k k∆ = ψ φ δ + ψ φ δ  

      .sin),(cos),( 12 δϕψ−δϕψ=∆ iii kky  
В формулах (3.38) имеем для формы: 
• перегибного рода 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 0 1 0
1

1 0
2

1
( , ) 2 , 2 , , , ,

2
( , ) cos cos ;

i i i i i i i i i
i

i
i i i

i

k E k E k F k F k

k
k

 ψ φ = ϕ − ϕ − ϕ + ϕ λ

ψ ϕ = − ϕ − ϕ
λ

 

• бесперегибного рода 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 0 0 1
1 2

2 1 2 0
2

2 2
( , ) , , , , ,

2
( , ) 1 sin 1 sin .

i i
i i i i i i i i i

i i i

i i i i i
i i

k k
k F k F k E k E k

k k

k k k
k

 −    ψ ϕ = ϕ − ϕ − ϕ − κ    λ  

 ψ ϕ = − ϕ − − ϕ
 λ

 

Здесь −ϕ ),( kE  эллиптический интеграл второго рода. 

Для проведения последующих расчетов по формулам (3.32), (3.33), 

(3.36)−(3.38) необходимо определить параметры iii k,, 10 ϕϕ . При этом −ϕϕ 10 , ii  

значения амплитуды φ на i-м участке, соответственно, в точках i и i – 1, а −ik  

значение модуля k на i-м участке.  
Считая угол отклонения силы Р от нормали к изогнутому элементу 

в точке 0′ (рис. 3.5) заданным, запишем: 0 0 0;
2

∗
′ ′ ′

πξ = + µ δ = ξ − ϑ . Например, при 

гибке-прокатке на трехвалковых машинах, когда нижние валки ведущие, угол µ* 
берется со знаком «минус» для зоны нагружения и со знаком «плюс» для зоны 

разгрузки. Определение параметров iii k,, 10 ϕϕ  произведем для произвольных Р 

и 0′ϑ . Подставляя выражение ik  из уравнения (3.32) во второе уравнение  си-

стемы (3.28), получим формулу для нахождения 1
iϕ , соответствующую для 

формы перегибного рода: 
( )










κ
ξλ

=ϕ
−

−

1

1i1 2/sin2
arctg

i

i
i .                                (3.39) 

Для формы бесперегибного рода, используя второе уравнение системы (3.29), 
найдем 

2/1
1

−ξ=ϕ ii .                                              (3.40) 
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Формулы (3.39) и (3.40) определяют параметр 1
iϕ  для точки i-1, которая 

является верхней точкой i-го участка. Также в точке i-1 известна кривизна 1−κi  
и коэффициент i-го участка iλ . Поэтому из выражений (3.32) и (3.33) находим 
формулы для определения модуля ik  для формы: 

• перегибного рода 

1
1
;

2 cos
i

i
i i

k −κ=
λ ϕ

                                             (3.41) 

• для формы бесперегибного рода 

2

2 11

1
.

sin
2

i

i
i

i

k
−

=
 κ + ϕ λ 

                              (3.42) 

Далее, считая 0=ϑi , по формулам (3.28) и (3.29) вычислим 0
iϕ  для формы:  

• перегибного рода 

0 1
arcsin sin ;

2i
ik

 δϕ =  
 

                                  (3.43) 

• бесперегибного рода 








 δ=ϕ
2

arcsin0
i .                                      (3.44) 

Если значение кривизны, полученное по формулам (3.32) и (3.33) для 0
iϕ  

при выполнении условия 0iϑ =  будет меньше iκ , то дальнейшие расчеты па-

раметров прекращаются. В противном случае значения 0
iϕ  находятся по фор-

мулам, полученным из уравнений (3.32) и (3.33) при iκ = κ  для формы: 
• перегибного рода 

0 arccos ;
2

i
i

i ik

 κκ =  λ 
                                       (3.45) 

• бесперегибного рода 
2

2
0

2

1
arcsin 









λ
κ

−=ϕ
i

i

i
i

k
.                                   (3.46) 

Угол наклона касательной iϑ  найдем из выражений (3.28) и (3.29) для 
формы: 

• перегибного рода 

( )02arcsin sin ;i i ikϑ = κ − δ                                    (3.47) 
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• бесперегибного рода 

δ−ϕ=ϑ 02 ii .                                                 (3.48) 

Параметры 0 1,  ,  kϕ ϕ  для участка 1+= ii  определяются в той же после-

довательности, что и для i-го участка. Расчеты надо начинать 
с 1=i , увеличивая i до выполнения условия 0=ϑi .Этому условию соответ-

ствует конечное значение ki i=  (см. рис. 3.5). 

В изложенном виде представленная методика полностью описывает 
упруго-пластический изгиб как первоначально прямолинейной заготовки, так и 
дугообразной заготовки постоянной. Расчетная схема заготовки (см. рис. 3.1) 
может применяться в своем общем случае (при 1>ki ) для расчета зоны 

нагружения, а в частном случае (при 1=ki ) для расчета зоны разгрузки процес-

сов гибки тонкостенных деталей из листового и профильного материала.  

§ 3.6. Расчет пружинения тонкостенной заготовки, подвергнутой 
упруго-пластическому изгибу 

Как отмечалось в гл. 1, конечной целью при расчете пружинения 
(см. формулу (1.11)) является определение формы детали, которая остается по-
сле снятия внешних деформирующих сил, для последующего сравнения ее 
формы с заданной формой детали, а также внесения соответствующих коррек-
тировок настроечных параметров гибочного оборудования при несовпадении 
этих форм. Для рассматриваемого случая* (см. рис. 3.1) кривизна изогнутой за-
готовки в активной стадии переменна, поэтому расчеты по формуле (1.11) сле-
дует производить, как минимум, для нескольких точек каждого участка, чтобы 
получить численные значения функции )(~ sκ , которая полностью характеризует 

геометрию остаточной формы детали. В обозначениях § 3.5 формула (1.11) 
примет вид: 

JE

M

1

~ −κ=κ .                                              (3.49) 

Считая, что длина дуги при пружинении не изменяется )~( dssd = , для 

расчета остаточного угла ϑ~  выразим кривизну через угол смежности и диффе-
ренциал дуги: 

dsd κ=ϑ ~~
.                                                 (3.50) 

                                           
* Сосов, Н.В. Исследование и разработка технологических процессов свободной гибки и гибки-прокатки ли-

стовых и профильных деталей летательных аппаратов: автореф. дисс. … канд. техн. наук. – Казань, 1984. – 16 с. 
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Подставив (1.19), (3.49) в (3.50), получим: 

.
~

1

*

1

1 ds
JE

M
ds

E

EE
d ii +κ

−
=ϑ                                 (3.51) 

Проинтегрируем выражение (3.51) для i-го участка с нижним пределом 
в i-й точке и верхним пределом в (i – 1)-й точке. В результате после некоторых 
преобразований получим 

( ) .
~

1

*

1
1

1
i

i
ii

i
i s

JE

M

E

EE
∆+ϑ−ϑ

−
=ϑ∆ −                       (3.52) 

Суммирование значений (3.51) дает полный угол загиба 

∑
=

=
ϑ∆=ϑ

kii

i
i

1

~~
.                                             (3.53) 

Чтобы найти координаты точки yx ~,~  изогнутого элемента после пружи-

нения, воспользуемся уравнениями 

cos , sin ;dx ds dy ds= ϑ = ϑɶ ɶɶ ɶ                                   (3.54) 

в которых дифференциал дуги определяется уравнениями (3.34) и (3.35), а угол ϑ~  
есть неопределенный интеграл от (3.51) имеющий с учетом граничных условий 
следующий вид: 

( ) ,
~

)(
~

1

*

1

1
ii

i
i

i ss
JE

M

E

EE
ϑ+−+ϑ−ϑ

−
=ϑ                         (3.55) 

где .
~~

1
∑
=

+=
ϑ∆=ϑ

kii

ii
ii  

Таким образом, все неизвестные, входящие в выражения (3.54), выражают-

ся через параметры k,, 10 ϕϕ , которые определены для граничных точек любого 
i-го участка. Взяв эти параметры в качестве основных переменных и проинте-
грировав, (3.54) в пределах i-го участка, получим следующие выражения для 
формы: 

• перегибного рода 

( )(

( )) ( )

1

0

1

2 2
1

*
0 0

1

1 1
cos 2arcsin sin

1 sin

2arcsin sin ( , ) ( , ) ,

i

i

i
i i

i i

i
i i i i i

i

E E
x k

Ek

M
k F k F k d

E J

ϕ

ϕ

  −∆ = ϕ − λ − ϕ 

− ϕ − ϕ − ϕ ϕλ 

∫ɶ

         (3.56) 
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( )(

( )) ( )

1

0

1

2 2
1

*
0 0

1

1 1
sin 2arcsin sin

1 sin

2arcsin sin ( , ) ( , ) ;

i

i

i
i i

i i

i
i i i i i

i

E E
y k

Ek

M
k F k F k d

E J

ϕ

ϕ

  −∆ = ϕ − λ − ϕ 

− ϕ − ϕ − ϕ ϕλ 

∫ɶ

         (3.56) 

• бесперегибного рода 

( ) ( )

( ) ( )

1

0

1

0

*
0 01

2 2
1 1

*
0 01

2 2
1 1

1
cos 2 2 ( , ) ( , ) ,

1 sin

1
sin 2 2 ( , ) ( , ) .

1 sin

i

i

i

i

i i i i
i i i i i

i ii

i i i i
i i i i i

i ii

k E E M k
x F k F k d

E E Jk

k E E M k
y F k F k d

E E Jk

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

  − ∆ = ϕ − ϕ − ϕ − ϕ ϕ λ λ− ϕ  

  − ∆ = ϕ− ϕ − ϕ − ϕ ϕ λ λ− ϕ  

∫

∫

ɶ

ɶ

 (3.57) 

Координаты i-й точки изогнутого элемента ii yx ~,~  после пружинения 

найдем следующим образом: 

1 1

;  .
k ki i i i

i i i i
i i i i

x x y y
= =

= + = +

= ∆ = ∆∑ ∑ɶ ɶ ɶ ɶ                                  (3.58) 

Геометрические характеристики остаточной формы детали iii yx ϑ~,~,~ , 

определяемые по формулам (3.55) и (3.58) с помощью параметров 0 1, ,  ,kϕ ϕ  
рассчитываются только для узловых точек. Количество узловых точек на изо-

гнутой заготовке, для которых найдены параметры 0 1, ,  ,kϕ ϕ  зависит от вели-

чины деформирующей силы Р, начальной длины заготовки 0s  и от степени раз-

биения зависимости М(κ) на аппроксимирующие участки. Равномерность рас-
положения узловых точек по длине изогнутой заготовки может быть обеспече-
на путем соответствующего подбора значений iМ  при аппроксимации М(κ) 

ломаной линией (рис. 1.12). Если по точностным соображениям остаточную 
форму получаемой тонкостенной детали нужно охарактеризовать не только 
в узловых точках, но и в каких-либо промежуточных точках, то эти точки сле-
дует взять на аппроксимирующих отрезках ломаной линии, аналитически запи-
санной в виде уравнения (1.19), а расчет для них вести как для узловых точек. 

§ 3.7. Расчет технологических параметров свободной гибки 
с учетом геометрической нелинейности 

Сущность исследуемого процесса заключается в пластическом изгибе 
заготовки в ручье матрицы путем соответствующего перемещения пуансона 
(рис. 3.6). В процессе деформирования гибочная оснастка контактирует с за-
готовкой лишь в нескольких точках и не препятствует ей принять форму из-
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гиба, соответствующую силовой схеме нагружения. Это позволяет сделать 
процесс универсальным, т.е. на одном комплекте инструмента получать 
детали различной формы путем изменения настроечных параметров гибоч-
ной оснастки. 

При большом ходе гибочного пуансона НП, соизмеримым с шириной ру-
чья матрицы ВМ, изогнутый элемент в ручье матрицы имеет переменную кри-
визну )(sf=κ . Форма изогнутого элемента существенно отличается от исход-

ной, а его длина в ручье матрицы является функцией угла загиба θ, кривизны 
заготовки 0κ  в точке контакта ее с пуансоном и ширины ручья матрицы. 

Вследствие указанных особенностей при рассмотрении процесса формообразо-
вания, гипотеза начальных размеров неприменима.  

Рассмотрим методику расчета параметров процесса свободной гибки с 
учетом геометрической нелинейности [50, 53]. Она основана на использовании 

метода эллиптических параметров (см. разд. 3.1−3.4) при чисто степенной связи 

напряжений и деформаций nKε=σ , дающей возможность получить однознач-
ную аналитическую зависимость (1.15) изгибающего момента от кривизны. 

1. Пружинение при свободной гибке. Остаточный угол детали (рис. 3.6), 
согласно теореме о разгрузке, после пружинения материала находится по формуле 

θ′−θ=θ~                    (3.59) 

где 2 ;  2 .′ ′θ = π − δ θ = π − δ  
Согласно (3.59) определение угла 

пружинения и остаточного угла при сво-
бодной гибке сводится к нахождению уг-
лов δ  и δ′ , образуемых с осью Оx норма-
лями к изогнутому элементу в точках кон-
такта его с матрицей при истинном и фик-
тивном состояниях равновесия. Для сле-
дящего перемещения силы в процессе де-

формации в § 3.2−3.4 получены следующие уравнения для истинного состояния 
равновесия:  

0 0
0

2
1

cos sin
2 ; 2arcsin .

2 2

n+
ϕ ϕ   κ = λ δ =   

   
                       (3.60) 

Здесь 
( )

1

1
1м

пл

пл ( )

2 11
; .

2

n
n

F

n P
J y dF

nKJ

+
+ +

λ = = 
 

∫  
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Известное решение аналогичной задачи в упругой постановке (см. гл. 2) 
выражается зависимостями: 

м 0
0 0

2 sin
cos ; 2arcsin .

2

P

EJ

ϕ ′ ′κ = ϕ δ =  
 

                       (3.61) 

Соотношение между кривизной изгиба κ0 и величиной ее изменения 
вследствие пружинения 0κ′  имеет вид 

n

EJ

KJ
0

пл
0 κ=κ′ .                                                    (3.62) 

Используя выражения (3.60)−(3.62), после целого ряда преобразований 
найдем выражение для определения угла пружинения θ∆  в виде зависимости 
от угла загиба θ и кривизны контура при вершине κ0: 

3 1
М 02arcsin sin

2
nC − θ ′∆θ = θ = κ  

,                            (3.63) 

где −
+

=
nEJ

KJn
C

2

)1( пл
М коэффициент, зависящий от механических свойств ма-

териала и геометрических параметров поперечного сечения изгибаемого эле-
мента. 

По найденному углу пружинения θ∆  вычислим по формуле (3.59) оста-
ющийся после разгрузки угол загиба  

3 1
М 02arcsin sin

2
nC − θ θ = θ − κ  

ɶ .                              (3.64) 

Формулы (3.63) и (3.64) позволяют решать прямую технологическую за-

дачу (по заданному θ находить ∆θ и θ~ ). 

Для решения обратной технологической задачи (по заданному θ~  найти 
∆θ и θ) используется следующее уравнение: 

( )
( ) 












κ−θ
θ=θ

−13
0М2/

~
sin

2/
~

sin
arctg2

nC
.                                 (3.65) 

2. Геометрические и кинематические параметры формообразующего 
инструмента. Основные геометрические параметры формообразующих эле-
ментов штампа − это ширина матрицы ВМ, радиус кривизны при вершине пуан-
сона RП. Кинематическим параметром является ход пуансона относительно 
матрицы НП. Рассмотрим изогнутое статическое состояние заготовки в ручье 
матрицы. В обозначениях рис. 3.7 справедливы следующие соотношения: 

.,2 1п1м yHxB ==                                           (3.66) 
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Для определения координат 11, yx , соответствующих точке контакта заго-
товки с ребром матрицы ),,( 11 yxA  используем параметрические уравнения (3.26). 

Входящие в них параметры 0ϕ  и δ зависят от угла загиба θ и связаны между со-
бой выражениями (3.59) и (3.60), из совместного решения которых находим: 

0 arccos sin
2

θ ϕ =   
.                                             (3.67) 

В рассматриваемой задаче параметр .2/2=k  В конечном итоге запи-
шем аналитические зависимости, позволяющие определять геометрические па-
раметры формообразующих элементов штампа и параметры кинематической 
настройки пресса: 

2
1

м
2

0

1
2 2 ( , ) sin ,sin

2

n

nB n
B

n

+
+ +θ = Φ ψ + θ ρ  

                       (3.68) 
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12п

2
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1
sin 2 cos ( , ).sin

2 22

n

nH n
B

n

+
++ θ θθ = − Φ ψ ρ  

               (3.69) 

Здесь ).,(
4

),(2
),( 022 ϕψ−

′′
=ψΦ k

qpB
B  

Анализ формул (3.68) и (3.69) показывает, что существует взаимная зависи-
мость между геометрическими параметрами формуемой детали и шириной мат-
рицы. При использовании матрицы с заданным размером мВ  нельзя получить де-

тали с любым сочетанием угла изгиба θ~  и минимального радиуса кривизны 0
~ρ .  

Изгиб на заданный угол θ можно реализовать лишь при одном единственном зна-
чении радиуса 0ρ , определяемом из уравнения (3.68). Если требуется изготовить 

деталь с заданными размерами 0
~ρ  и θ~ , то для этого надо иметь матрицу с ручьем 

определенной ширины, определяемой из уравнения (3.68). Зависимости (3.68)  
и (3.69) позволяют решать следующие типы технологических задач. 

• Первый тип задач состоит в определении величин мВ , пR  и пH  для по-

лучения после разгрузки детали с геометрическими параметрами 0
~ρ  и θ~ . 

В этом случае предварительно вычисляются величина изменения угла загиба 
θ∆  и радиуса кривизны 0ρ′  вследствие пружинения материала и находятся 0ρ  

и θ, которые необходимо создать в процессе формообразования. Далее по фор-
мулам (3.68) и (3.69) определяются искомые  настроечные параметры мВ  и пH . 
Радиус закругления пуансона пR  может быть меньше или равен значению 0ρ . 
Решение данной задачи можно осуществить с помощью компьютера или по 
номограммам, построенным по формулам (3.68) и (3.69). На рис. 3.7 приведены 
соответствующие графики для материала Д16АТ. Аналогичным образом можно 
построить подобные графики и для других материалов. 
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• Второй тип задач заключается в определении максимально допустимого 
радиуса пуансона пR  и величины хода пунсона пH  при изготовлении детали с 

заданным углом  загиба θ~  на матрице с определенной шириной ручья мВ .  
В данном случае необходимо определить минимальный радиус кривизны 0ρ , 
который будет иметь заготовка при изгибе ее в матрице с шириной ручья мВ  до 

угла загиба θ (с учетом пружинения). Особенностью данного случая является 
то, что определению подлежат две взаимозависимые неизвестные величины 0ρ  

и θ. Их нахождение возможно при совместном решении уравнений (3.65)  
и (3.68). Наряду с численным методом решения этой системы на компьютере 
возможно и ее номографирование (рис. 3.7, б). Последовательность нахождения 
искомых параметров следующая: по заданным значениям hВ /м , используя но-

мограмму (рис. 3.7, б), находим 0ρ ; далее по θ~  и 0ρ  определяем 0п / ρH . Ради-
ус закругления пуансона вычисляется из выражения )2/( 0п hhR −ρ≤ . 

 
                                                  а                                                              б 

Рис. 3.7. Номограмма для определения: 
а – пружинения, ширины матрицы и хода пуансона в зависимости от радиуса кривизны 

и угла загиба детали; б – радиуса закругления пуансона при свободной гибке 

• Этот тип задач заключается в определении геометрических параметров 
формы изгиба заготовки при заданных величинах пH  и мВ . Поделив (3.68) на 
(3.69), получим уравнение, которое выражает зависимость пм / HВ  от одного 

параметра изгиба (угол θ): 
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     (3.70) 

Из формулы (3.70) следует, что данный угол θ можно реализовать только 
при определенном соотношении Bм/Hп. Типовой график зависимости Bм/Hп = f(θ), 
построенной по данным рис. 3.7, а, представлен на рис. 3.8.  

При заданных значениях пH  и мВ  находим 
отношение пм / HВ  и далее, по графику (рис. 3.8), 

определяем угол θ. По найденному значению θ, ис-
пользуя номограмму (рис. 3.7, а), определяем вели-
чину 0м / ρB . Относительный радиус гибки вычис-

ляется по формуле 
( )

h

BB

h
0мм0

0
/ ρ

=
ρ

=ρ . По зна-

чениям 0ρ  и θ, используя рис. 3.7, а находим иско-

мые θɶ  и относительный остаточный радиус кри-
визны r  ( 0 /r h= ρɶ ). 

3. Усилие формообразования при свободной гибке. В процессе деформи-
рования на заготовку действуют активная сила давления пуансона пР  и реак-
ции мР  стороны матрицы. Запишем уравнения равновесия с учетом сил трения 
заготовки о матрицу 

[ ])2/(tg1)2/cos(2 мп θ+θ= fPP ,                                (3.71) 

где −f  коэффициент трения заготовки о ребро матрицы. 

Подставив сюда выражение для 
δ+

κ
=

+

cos)1(

1
0пл

м n

nKJ
P

n

, найденное из сис- 

темы (3.60), получим 

[ ])2/(ctg
)1(

2 1
0пл

п θ+
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κ
=

+
f

n

nKJ
P

n

.                             (3.72) 

Усилие штамповки зависит от механических свойств материала и попе-
речного сечения заготовки, радиуса кривизны и угла загиба, создаваемых 
в процессе формообразования. При прочих равных условиях усилие возрастает 
с увеличением кривизны 0κ , на которую производится изгиб. Увеличение угла 

загиба θ сопровождается уменьшением усилия пP , что объясняется существу-

ющей взаимосвязью между геометрическими параметрами формы изгиба 0ρ , θ 
и шириной матрицей мВ . При постоянстве радиуса кривизны 0ρ  увеличение 

угла загиба θ сопровождается уменьшением потребного усилия гибки. 
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Пример 3.2. Определим технологические параметры процесса для изготов-
ления свободной гибкой из листового материала Д16АТ детали толщиной 3 мм, 
имеющей мм12~

0 =ρ , 60θ = °ɶ  и ширину мм100=b . Алгоритм расчета следую-
щий. Определяем относительный остаточный радиус кривизны .4=r  По номо-
грамме (рис. 3.7, а), связывающей 4/r  и 0ρ , находим 7,30 =ρ  и вычисляем 

.мм1,110 =ρ  По номограмме (рис. 3.7, а) для известных 0
~ρ и r  находим угол 

75θ = ° . По номограмме (рис. 3.7, б) для известного угла θ  определяем относи-
тельные величины 05,2/ 0пп =ρ= HH  и .45,6/ 0мм =ρ= BB  Далее вычисляем 
Нп = 22,7 мм и Вм = 71,5 мм. Усилие гибки вычисляем по формуле (3.72) и оно 
равно Рп = 2348,3 Н. При этом учитывали, что К = 736 Н/мм2, n = 0,19, f = 0,15,  

а момент инерции Jпл вычислялся по формуле ( ) ( )2

пл 2 2 2 221,9.
n

J b h n
+= + =  

4. Уточненный расчет параметров процессов свободной гибки [55]. 
Воспользуемся методикой учета геометрической нелинейности изогнутого эле-
мента при произвольной связи изгибающего момента и кривизны, приведенной 
в § 3.5. Подставив выражения (1.19) и (3.34) в соотношения (1.11) и dsd 0κ=θ , 
получим после интегрирования: 

( )),(),()sinarcsin(2~~ 01

1

*

1

1
1

0

1

0

iiii
i

i
i

i
i kFkF

JE

M
k

E

EE
ds i

i

i

i

ϕ−ϕ
λ

−ϕ
−

=κ=θ∆ ϕ
ϕ

ϕ

ϕ
∫  

или с учетом (3.28) (3.36) 
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Полный остаточный угол загиба, ход пуансона, ширина матрицы и длина 
заготовки вычисляются следующим образом: 
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Здесь iii syx ∆∆∆ ~,~  определяем по формулам (3.36) и (3.38). 

§ 3.8. Методика решения в эллиптических параметрах задачи  
упруго-пластического изгиба консольно защемленного элемента 

под действием распределенной нагрузки 

1. Расчетно-силовая модель консольного упруго-пластического изгиба заго-
товки распределенной нагрузкой. Ротационное формообразование эластичной 
средой (РФЭС) − это сравнительно молодое направление развития технологии и 
прессового оборудования для изготовления деталей из листовых и профильных 
материалов [36, 37]. Областью применения РФЭС является формообразование 
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цилиндрических и конических обечаек, прямошовных трубчатых заготовок, 
тонкостенных профилей и рифленых или гофрированных панелей плоской или 
криволинейной формы. В авиастроении широкое распространение получили 
процессы РФЭС, реализуемые на двухвалковых листогибочных машинах моде-
лей ЛГМЭ (см. рис. 1.2). 

Исходя из силовых схем представления ротационной гибки эластичными 
формующими и формообразующими элементами [37], обобщенную расчетно-
силовую модель консольного упруго-пластического изгиба тонкостенной заготовки 
под действием распределенной нагрузки представим следующим образом. 

Считаем, что  консольно защемленный элемент имеет длину l, ширину b, 
а также в общем случае переменную вдоль длины l кривизну начκ  и толщину h. 
К данному элементу приложена внешняя распределенная силовая нагрузка q, 
переменная как по направлению, так и по величине вдоль длины l элемента, но 
постоянная вдоль ширины b и перпендикулярная к этому направлению для лю-
бого сечения элемента (рис. 3.9). Заменим заделку консольно защемленного 
элемента уравновешивающей силой 0P  и изгибающим моментом 0M  и рас-
смотрим равновесие нейтральной линии такого упруго-пластического изогну-
того элемента под действием распределенной нагрузки q (рис. 3.10). 

  

Исходя из силовых схем представления ротационной гибки эластичными 
формующими и формообразующими элементами [37], обобщенную расчетно-
силовую модель консольного упруго-пластического изгиба тонкостенной заготовки 
под действием распределенной нагрузки представим следующим образом. 

Считаем, что  консольно защемленный элемент имеет длину l, ширину b, 
а также в общем случае переменную вдоль длины l кривизну начκ  и толщину h. 
К данному элементу приложена внешняя распределенная силовая нагрузка q, 
переменная как по направлению, так и по величине вдоль длины l элемента, но 
постоянная вдоль ширины b и перпендикулярная к этому направлению для лю-
бого сечения элемента (рис. 3.9). Заменим заделку консольно защемленного 
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элемента уравновешивающей силой 0P  и изгибающим моментом 0M  и рас-
смотрим равновесие нейтральной линии такого упруго-пластического изогну-
того элемента под действием распределенной нагрузки q (рис. 3.10). 

С учетом геометрической нелинейности процесса деформирования запи-
шем для рассматриваемого случая (см. гл. 2) дифференциальное уравнение рав-
новесия: 

   ( )sin sin cos cos sin ,q q q

dM
P P P

dS
= − = − ϑ δ − ϑ δϑ + δ                  (3.75) 

где ;sinsinsin 22
0

11 ∫∫ µ−µ=δ
′
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A s

s

s

q dsqdsqP  .coscoscos 22
0

11 ∫∫ µ−µ=δ
′

A

B

A s

s

s

q dsqdsqP  

Здесь −M  момент внутренних сил, действующий в сечении, проходящем 
через текущую точку А элемента 00′; −µµ 21,  углы наклона текущей распреде-

ленной нагрузки 1q  и 2q  к оси О′′X; −BA ss ,  длины дуг изогнутой нейтральной 

линии элемента, отсчитываемые от точки 0′ до текущей точки А и В; −qP  сум-

марная сила в текущей точке А от 1q  и 2q , действующих на участке изогнутого 

элемента от точки 0′ до А; ϑ – угол наклона касательной к текущей точке А изо-
гнутой нейтральной линии элемента; δ – угол наклона силы qP  к оси О′′X 

в текущей точке А изогнутого элемента. 
Для решения уравнения (3.75) в эллиптических параметрах с приведени-

ем основных аналитических зависимостей к конечному виду воспользуемся 
приведенной в § 3.5 методикой учета геометрической нелинейности изогнутого 
элемента при произвольной связи изгибающего момента и кривизны, а также 
некоторыми допущениями.  

Используем аппроксимацию нелинейной зависимости внутреннего изги-
бающего момента М от возникающей кривизны к нейтральной оси в сечениях 
изгибаемого элемента в виде ломаной линии (см. рис. 1.12), которая аналитиче-
ски выражается формулой, сходной с (1.19): 

,*
jj MJEM +κ=                                                    (3.76) 
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Считая изменение ii κ−κ=κ∆ +1  достаточно малым, примем следующую 

схему упруго-пластического изгиба элемента (рис. 3.11) произвольно распреде-
ленной нагрузкой q. На нейтральной линии изогнутого элемента символами 0′, 
1, 2, 3, ,…, i – 1, i, i + 1, отметим точки, в которых получаемая кривизна соответ-
ствует кривизне κнач, κ1, κ, …, κi–1, κi,…, установленной при использовании зави-
симости (3.76), и потребуем соответствия внутреннего изгибающего момента в 
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этих точках внешнему изгибающему моменту, возникающему от действия на 
элемент 00′ распределенной силовой нагрузки q. На рис. 3.12 изображена эпюра 
внешнего изгибающего момента вдоль изогнутого под нагрузкой q элемента 00′ и 
показано соответствие установленным узловым точкам 0′, 1, 2, 3, ,…, i – 1, i, i + 
1,…, 0 на нейтральной линии изогнутого элемента значений внешнего изгибаю-
щего момента 0 0,M ′ =  M1, M2,…, Mi – 1, Mi,…, M0.  

  

Рис. 3.11. Расчетная схема консольного изгиба  
элемента под действием распределенной 

нагрузки 

Рис. 3.12. Эпюра изгибающего момента 
вдоль изогнутого элемента 

Заменим произвольно распределенную нагрузку q сосредоточенными в точ-
ках 0′, 1, 2, 3, ,…, i – 1, i, i + 1,…, 0 силами, которые вычисляются следующим об-
разом: 
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Угол приложения сосредоточенных сил к изогнутому элементу определя-
ется из выражения   
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.                   (3.78) 

Здесь si, si + 1 – длина дуги изогнутой нейтральной линии элемента, отсчи-
тываемая от точки О до текущей i-й точки.  
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Учитывая выражения (3.77) и (3.78), запишем выражение для определе-
ния суммарной силы 

iqP , действующей в i-й точке:  

2

0

2

0

cossin 









µ+










µ= ∑∑

′=′=

i

e
ee

i

e
eeq QQP

i
.                     (3.79) 

При этом угол наклона суммарной силы 
iqP  к оси 0Х равен 









µµ=δ ∑∑

′=′=

i

e
ee

i

e
eei QQ

00

cossinarctg .                       (3.80) 

Заметим, что усилие 
iqP  является постоянной по величине и направлению 

на участке дуги нейтральной линии длиной 1+<< ii sss , и изменяется только 
при переходе через следующую узловую точку 1+i , где приложена сосредото-
ченная сила 1+iQ  (на участке 21 ++ << ii sss  она опять имеет постоянное значение 

и направление и т.д.). Кроме того считаем, что для каждого малого участка изо-
гнутой линии iij ssss −=∆< +1  угол const.=δ i  

Для выбранной расчетной схемы 
изменения начальной кривизны начκ  

нейтральной линии и толщины h заго-
товки на каждом участке элемента 
между двумя сечениями, проходящими 
через соседние точки 0' и 1, 1 и 2, … i  
и i+1, … считаем достаточно малыми, 
их значения на участке принимаем рав-
ными некоторому осредненному значе-
нию нач1κ  и 1h , нач2κ  и 2h , ..., jначκ   

и jh , … ( −= mmj ,,1 количество участ-

ков разбиения элемента, 1+= ij ). Тогда 

связь между кривизной нейтральной 
линии изогнутого элемента 00′ и изги-
бающим моментом выразится кусочно-

ступенчатой зависимостью (рис. 3.13). В случае постоянства начκ  и h по всему 

элементу 00 ′  зависимость )(κ= fM  вдоль нейтральной линии соответствует 

изображенной на рис. 3.12.  
2. Основные разрешающие уравнения в эллиптических параметрах. Вос-

пользовавшись результатами, изложенными в § 3.5, запишем для j-гo участка 
нейтральной линии изогнутого элемента следующее дифференциальное урав-
нение: 
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2
24

sin ,
2

iq
j

j j

Pd
C

ds E J

ξ ξ   = −   
   

                                   (3.81) 

дальнейшее решение которого основано на выражении константы jC  и незави-

симой переменной ξ через единые параметры kj и ϕ.  
Далее на основании работы [37] приведем без выводов аналитические за-

висимости, справедливые для расчетов на каждом отдельном j-м участке, выте-
кающие из решения уравнения (3.81). Они позволяют вычислить основные гео-
метрические параметры, характеризующие деформированное состояние изо-
гнутого элемента. Зависимости сгруппированы по две, первые из которых опи-
сывают форму равновесия изогнутого элемента перегибного рода, вторые − 
бесперегибного.  

Выражения, позволяющие вычислить кривизну изогнутого элемента в 
любом сочетании, имеют вид для формы:  

• перегибного рода 

ϕλ=κ=ξ
cos2 jj kds

d
;                                    (3.82) 

• бесперегибного рода 

ϕ−
λ

=κ=ξ 22 sin1
2

j
j

j
k

kds

d
,                              (3.83) 

где 
12

,
3
j

j
ji

q

i

bh
J

JE

P
j ==λ . 

Длина дуги j-го участка изогнутого элемента вычисляется по формуле для 
формы:  

• перегибного рода 

[ ]),(),(
1

1 jiji
j

j kFkFs +ϕ−ϕ
λ

=∆ ;                              (3.84) 

• бесперегибного рода 

[ ]),(),( 1 jiji
j

j
i kFkF

k
s +ϕ−ϕ

λ
=∆ ,                              (3.85) 

где −ϕ ),( kF  эллиптический интеграл первого рода. 
Зависимости для нахождения линейных перемещений точек нейтральной 

линии изогнутого элемента определяются следующим образом: 

1 2

2 1

cos ( , ) sin ( , ),

cos ( , ) sin ( , ).
j j j j j

j j j j j

x k k

y k k

∆ = δ Ψ ϕ + δ Ψ ϕ

∆ = δ Ψ ϕ − δ Ψ ϕ
                           (3.86) 
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Здесь для форм равновесия перегибного рода имеем 
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=ϕψ ; 
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k , 

а для форм равновесия бесперегибного рода 
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=ϕψ ijij
jj

j kk
k

k , 

где −ϕ ),( kE  эллиптический интеграл второго рода. 

Приращения jx∆  и jy∆  определяют местоположение i-й точки нейтраль-

ной линии изогнутого элемента в текущих координатах (относительно системы 
координат с началом в )1( +i -й точке и осями, параллельными осям О"Х и О"Y). 

Положение )1( +i -й точки относительно концевой точки О′ нейтральной линии 

изогнутого элемента определяется в виде сумм соответствующих приращений: 

,;
1

1
1

1

1
1 ∑∑

+

=
+

+

=
+ ∆=∆=

i

j
ji

i

j
ji yyxx                                     (3.87) 

а относительно точки 0: 

,;
1

1
1

1 ∑∑
+=

+
+=

+ ∆=∆=
kk i

jj
ji

i

jj
ji yyxx                              (3.88) 

где −ki  порядковый номер узловой конечной точки 0 на нейтральной линии 

изогнутого элемента. 

Входящие в формулы (3.82)−(3.88) эллиптические параметры 1,  ,  i i jk+ϕ ϕ  

определяем соответствующим образом из граничных условий.  
Уравнения для вычисления амплитуды iϕ  имеют вид для формы: 

• перегибного рода 

( )j2 sin / 2
arctg ;i

i
j

 λ ξ
ϕ =   κ 

                                 (3.89) 

• бесперегибного рода 

2/ii ξ=ϕ .                                               (3.90) 
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Модуль jk  вычисляется следующим образом для формы: 

• перегибного рода 

;
2 cos

i
j

j i

k
κ=

λ ϕ
                                             (3.91) 

• бесперегибного рода 

2

2

1

sin
2

j

i
i

i

k =
 κ + ϕ λ 

.                                      (3.92) 

Амплитуду 1+ϕi  определяем из зависимостей (3.91) (3.92), полагая в них 

1+κ=κ i  и 1+ϕ=ϕ i , в результате получим для формы: 

− перегибного рода 

1
1 arccos ;

2
i

i
j jk
+

+

 κϕ =   λ 
                                         (3.93) 

• бесперегибного рода 
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k
.                                  (3.94) 

Для определения эллиптических параметров 1,  ,  i i jk+ϕ ϕ  по приведенным 

зависимостям необходимо знать угол iξ , который представляет собой сумму 

углов ϑi и δi, а также закон распределения погонной нагрузки q по длине l эле-
мента. Угол δi определяется из выражения (3.80), если известны углы )(sµ  при-

ложения погонной нагрузки к изгибаемому элементу. Угол ϑi и определяется из 
выражений, аналогичных (3.28) и (3.39) для значений δi–1, ϕi и kj–1, найденных 
для предыдущего )1( −j -го участка для формы: 

• перегибного рода 

( )1 12arcsin sin ;i j i ik − −ϑ = ϕ − δ                                (3.95) 

• бесперегибного рода 

12 −δ−ϕ=ϑ iii .                                          (3.96) 

Аналогичным образом вычисляем угол 1+ϑi  для значений δi, ϕi+1, и kj 

текущего участка для формы: 
• перегибного рода 

( )1 12arcsin sin ;i j i ik+ +ϑ = ϕ − δ                                (3.97) 
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• бесперегибного рода 

iii δ−ϕ=ϑ ++ 11 2 .                                         (3.98) 

 
Отметим, что уравнения (3.97) справедливы для вычисления углов iϑ , 

начиная с 1=i  (для 0=i  они не годны, так как не существует предыдущего 
участка). 

3. Порядок расчета силовых и геометрических параметров консольного 
изгиба заготовки распределенной нагрузкой. Для проведения численных расче-
тов по приведенным зависимостям, кроме закона распределения погонной 

нагрузки q необходимо задавать еще и начальный угол ϑ0. В этом случае соот-

ветствие угла ϑ0′ реальному для заданной нагрузки достигается посредством 
варьирования его величины с использованием в качестве контрольного пара-
метра сходимости, например, значение угла 0ϑ , который является известным 

(например, 00 =ϑ , если ось ОХ параллельна касательной к точке 0 нейтральной 

линии изогнутого элемента, находящейся в районе заделки (рис. 3.11)). 

Расчет по зависимостям (3.82)−(3.98) проводим по участкам, начиная 
с i = 1. В случае, если надо определить параметры промежуточных сечений на 

участке j, то для этого достаточно изменить параметр ϕ в пределах его значе-

ний на участке ( ii ϕ≤ϕ<ϕ +1 ), вставляя эти значения вместо ϕi + 1. 

Точностью вычислений данной методики можно управлять, задав, напри-

мер, допустимую погрешность ,
i i

∗
ϑ≤ ωϑ − ϑ  где ϑi вычисляется по зависимостям 

(3.95) и (3.96), a i
∗ϑ  – по той же зависимости, но для параметров ii δϕ , и jk . Если 

значение 
i i

∗ϑ − ϑ  больше заданной погрешности, то надо взять большее число 

отрезков аппроксимации зависимости )(κ= fM  ломаной линией. 

Приведенные формулы позволяют производить расчеты силовых и гео-
метрических параметров как упруго-пластического консольного изгиба, так и 
упругого консольного изгиба элемента, в том числе переменной толщины и с 
начальной переменной кривизной, под распределенной нагрузкой. Эти две за-
дачи изгиба, как уже отмечалось ранее, имеют место при гибке-прокатке тонко-
стенных заготовок как с использованием эластичной среды, так и без нее: упру-

го-пластический консольный изгиб − в зоне нагружения, упругий изгиб − в зоне 
разгрузки. При этом в случае упругого консольного изгиба элемента в разрабо-

танной методике необходимо учесть, что зависимость )(κ= fM  − линейная и 

поэтому в уравнении (3.76) для изгибаемого участка с постоянной начальной 
кривизной и толщиной: 
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* * *
2 3 1 1 2 3,jE E E E M M M= = = = = =… … …                (3.99) 

Среди существующих задач консольного изгиба тонкостенного элемента 
под распределенной нагрузкой возможны два варианта. Первый вариант − ко-
гда изгибают первоначально плоский или искривленный элемент с начальными 
нулевыми внутренними напряжениями. Второй вариант − когда изгибают ис-
кривленный элемент, в котором имеются остаточные напряжения от предыду-
щего изгиба (этот вариант соответствует представлению изгиба заготовки при 
гибке-прокатке в зоне разгрузки, когда заготовка после гибки-прокатки приоб-
ретает заданную криволинейную форму контура).  

Для расчета параметров изгиба по первому варианту в предложенной ме-
тодике необходимо учесть только равенства (3.99) для зависимости (3.76) и то, 
что деформация при этом изгибе удовлетворяет условию тε<ε . Расположение 

узловых точек 0′, 1, 2, 3, …, i – 1, i, i + 1, m на линейной зависимости )(κ= fM  

для первого варианта приведено на рис. 3.14, а.  
Для расчета параметров изгиба по второму варианту линейная зависи-

мость выражается формулой: 

( )0
~κ−κ= JEM i .                                        (3.100) 

Данную зависимость используем для расчета изгибающих моментов в уз-

ловых точках 0′, 1, 2, 3, …, i – 1, i, i + 1, m. Расположение указанных узловых то-
чек на линейной зависимости )(κ= fM  для этого варианта (в случае изгиба 

элемента постоянной толщины и начальной кривизны) приведено на рис. 3.14, б. 

 

Рис. 3. 14. Расположение узловых точек M = f(κ) при  изгибе элемента: 
а – упругом; б – упругом повторном  
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В выражении (3.100) −κ0  кривизна поперечного сечения элемента, полу-

ченная им после предыдущего пластического изгиба, до которого элемент был 
плоским или имел первоначальную кривизну в указанном поперечном сечении 
κНАЧ С нулевыми внутренними напряжениями. Отметим также, что в случае изгиба 
элемента с разной толщиной и (или) начальной кривизной необходимо для каждо-
го характерного участка определить свои параметры аппроксимации зависимости 

)(κ= fM  ломаной линией и узловые точки 0′, 1, 2, 3, …, i – 1, i, i + 1, m. При этом 

для обеспечения соответствия внутреннего и внешнего изгибающих моментов 
в узловых точках необходимо, чтобы изгибающие моменты M1, M2, …, Mi, …, 
Mm в этих точках по величине были равными для всех характерных участков.  

При выводе основных уравнений подразумевалось, что кривизна и изги-
бающий момент в изогнутом элементе 00' (см. рис 3.11) увеличиваются, начиная 
с точки 0' и далее от сечения к сечению вплоть до заделки. Задачи такого вида 
имеют место при одно- и двухвалковой гибке-прокатке листовых заготовок на 
постоянную или слабоизменяющуюся, одного знака, одинарную кривизну по-
верхности, т.е. при формообразовании листовых цилиндрических и конусных 
деталей кругового контура, которые составляют основной класс деталей, приме-
няемых в производстве ЛА и в других отраслях машиностроения [37]. 

Однако в общей постановке принятой силовой схемы (рис. 3.10) при 
наличии знакопеременной силовой нагрузки q вид изогнутого элемента 00' мо-
жет быть разнообразным, в том числе со знакопеременной кривизной и соот-
ветственно со знакопеременным изгибающим моментом в сечениях изогнутого 
элемента. Такие задачи имеют место в производственной сфере, например, при 
гибке-прокатке двумя валками с эластичным покрытием знакопеременных 
(гофрированных) листовых деталей и др. Приведенная методика обеспечивает 
решение и таких задач. В работе [37] изложен алгоритм расчета параметров кон-
сольного изгиба тонкостенной заготовки на знакопеременную кривизну. 

4. Общий порядок расчета параметров гибки тонкостенных деталей 
процессами РФЭС. Приведенные формулы позволяют вычислить кривизну, 
относительные угловые и линейные перемещения нейтральной линии изогну-
того элемента при заданных механических свойствах и геометрии изгибаемой 
заготовки, а также распределенной нагрузке (рис. 3.15). 

В виду того, что в указанной математической модели расчета требуется, 
чтобы распределенная нагрузка была задана, в практических расчетах для ее 
нахождения можно использовать линейную зависимость  [37] 

,эε= Eq                                                       (3.101) 

где −эE коэффициент пропорциональности (приведенный модуль упругости 

эластичного покрытия). 
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Рис. 3.15. Схемы представления упруго-пластического изгиба заготовки 
в зонах нагружения (а, в г) и разгрузки (б, г, е) при гибке на листогибочных машинах моделей 
ЛГМЭ: 1 – гибочный валок; 2 и 3 – эластичные покрытия (а, б – свободная (несопряженная) 

гибка; в, г – сопряженная гибка; д, е – переменно-сопряженная гибка) 
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Угол приложения нагрузки к заготовке в расчетах, не требующих высокой 
точности, можно принять неизменным (как в работе [36] или нормальным к 
нейтральной оси изгибаемой заготовки). 

Исходные параметры для проведения расчетов по предложенной матема-
тической модели механические параметры изгибаемого материала заготовки, ее 
геометрические размеры, требуемый радиус изгиба заготовки, геометрические 
параметры гибочной оснастки и эластичных формующих и формообразующих 
элементов и их механические параметры. 

Варьируемые параметры для осуществления замкнутости решения по 
данной математической модели: положение точки условного разделения изо-
гнутого элемента заготовки на зоны нагружения и разгрузки; точки касания за-
готовки с эластичным покрытием формующего элемента. 

Варьируемые параметры для осуществления замкнутости решения по 
данной математической модели: положение точки условного разделения изо-
гнутого элемента заготовки на зоны нагружения и разгрузки; точки касания за-
готовки с эластичным покрытием формующего элемента. 

Для задач одно- и двухвалковой гибки-прокатки считаем, что стыкуе-
мость решений обеспечена, если найденные параметры удовлетворяют следу-
ющим неравенствам: 

0н р ;H q PH H P− ≤ ω ≤ ω ,                                   (3.102) 

где ωН, ωр – допускаемая погрешность вычислений; −рн ,HH  соответственно 

расстояния от точки условного разделения зоны гибки до выбранной непо-
движной системы координат, рассчитанные отдельно для зон нагружения и раз-
грузки. 

Исходя из принятой математической модели и реального процесса одно - 
и двухвалкой гибки-прокатки общий порядок расчета представим следующими 
этапами [37]. 

Этап 1. Определяем активную кривизну по остаточной (требуемой) кри-
визне, на которую необходимо изогнуть тонкостенную заготовку. 

Этап 2. Аппроксимируем зависимость )(κ= fM  линейно-ломаной зави-

симостью (3.76), разбив ее на m участков; количество разбиений по узловым 
точкам определяем исходя из требуемой точности вычислений. 

Этап 3. Задаем положение точки условного разделения зоны гибки и шаг 
варьирования. 

Этап 4. Задаем величину Н и шаг варьирования (для переменно-
сопряженной гибки). Дальнейшие пункты последовательности вычислений 
производим отдельно для зоны нагружения и зоны разгрузки. 
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Этап 5. Задаем положение точки границы зоны нагружения−разгрузки (за-
даем величину зоны сопряжения, если необходима сопряженная гибка или угол γ, 
определяющий границу перехода зоны нагружения в зону разгрузки (рис. 3.15)) 
и шаг варьирования (для двухвалковой гибки). 

Этап 6. Задаем угол ϑ0 и шаг варьирования. 
Этап 7. Задаем величину 0′Q  варьирования на первом участке. 

Этап 8. Вычисляем геометрические параметры изогнутого элемента на 
первом участке в зоне нагружения по описанной ранее математической модели. 

Этап 9. Вычисляем действительное значение усилия 0′Q  на первом участ-

ке исходя из определенной геометрии изогнутого элемента на первом участке. 
Этап 10. Если разность между вычисленным и заданным значениями уси-

лия по абсолютной величине больше заданной погрешности вычислений, то ва-
рьируем величину усилия и производим вычисления на первом участке до тех 
пор, пока указанная разность не удовлетворит заданную точность вычислений. 

Этап 11. Проверяем, вступила ли тонкостенная заготовка в контакт с эла-
стичным покрытием гибочного валка. Если произошел контакт, то определяем 
его точку, варьируя величину кривизны ( 1i i+κ < κ ≤ κ ), вставляя ее вместо вели-

чины 1+κ i  и производя расчеты с этапа 8 (для переменно-сопряженной гибки-

прокатки). 
Этап 12. Аналогичным образом вычисляем геометрию и силовые пара-

метры на последующих участках. 
Этап 13. Считаем, что параметр нH  (или рH ) определен с заданной точ-

ностью, если на последнем участке 0
0

=qP  (с заданной погрешностью). Если

выполняется условие 0
0

>qP , то увеличиваем значение нH  (или рH ), если 

−< 0
0qP  уменьшаем и повторяем расчет с этапа 5. 

Этап 14. Если выполняется условие рн HH < , то увеличиваем угол γ, если 

наоборот – уменьшаем (при сопряженной гибке варьируем положение зоны со-
пряжения) и расчет повторяем с этапа 5 до тех пор, пока разность величин Нн

и Нр не будет соответствовать заданной погрешности вычислений. Если раз-

ность рн HH −  меньше заданной погрешности, то считаем, что настроечные 

и силовые параметры процесса формообразования определены с заданной точ-
ностью, и расчет прекращаем. 
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Глава 4. ПРИМЕНЕНИЕ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОГО МЕТОДА 
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ О ПЛОСКОМ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОМ 
ИЗГИБЕ ТОНКИХ ЗАГОТОВОК С УЧЕТОМ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 

НЕЛИНЕЙНОСТИ 

Метод эллиптических параметров, рассмотренный ранее в гл. 2 и 3, отно-
сится к аналитическим методам решения задач упруго-пластического деформи-
рования тонкостенных заготовок с учетом геометрической и физической нели-
нейности. Как известно, аналитические методы приводят к более наглядным по 
сравнению с численными методами решениям. Такие решения позволяют ана-
лизировать влияние тех или иных факторов на конечный результат. Однако ча-
сто при практической реализации аналитических решений окончательный ре-
зультат получают опять-таки с использованием численных методов, например, 
методов вычисления входящих в решения интегралов со сложными подынте-
гральными функциями (см. гл. 3) и пр. 

Рассмотренный в этой главе численный метод свободен от многих недо-
статков, присущих аналитическим методам, удобен при расчетах тонких заго-
товок с различными краевыми условиями и с произвольной внешней нагрузкой. 
Он обладает повышенной точностью, простотой задания исходных данных и 
универсальной математической моделью [10, 13, 18, 35, 38]. В основу конечно-
разностных методов положена идея замены системы дифференциальных опера-
торов рассматриваемой краевой задачи их разностными аналогами. Подобное 
преобразование позволяет перейти от процедуры решения сложных систем 
дифференциальных уравнений к решению систем алгебраических уравнений на 
основе подробно разработанного аппарата линейной алгебры [24, 25, 38, 70].  

Отметим, что дискретизация области часто делается и при расчете на ос-
нове аналитических решений (см. § 3.5), однако в этих случаях она производит-
ся на заключительных этапах, реализуемых после получения аналитического 
решения. 

§ 4.1. Изгиб стержня при следящем и поступательном перемещении силы

В качестве примера рассмотрим случай изгиба тонкого консольно-
защемленного стержня длиной L (рис. 4.1). В процессе деформации, как отме-
чалось в гл. 3, наибольший практический интерес представляют следующие 
возможные законы изменения вектора силы P: следящее (при этом сохраняется 
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неизменным значение угла нδ ) и поступательное (сохраняется неизменным 
значение угла δ ) перемещения силы. Будем считать, что деформирующая 
нагрузка P прикладывается квазистатически, а процесс деформирования будем 
рассматривать как последовательную смену состояний равновесия. 

 
Рис. 4.1. Расчетная схема деформации элемента малой жесткости 

Деформирование состояния стержня в системе координат x0y при следя-
щем и поступательном перемещениях силы описывается следующей математи-
ческой моделью, в которую входят:  

• точное выражение кривизны стержня  

( )
[ ]12 3/2

( ),  ;0,
1

y
M x x

y

′′
= κ ∈

 ′+
 

                                  (4.1) 

• уравнения равновесия системы  

;,0sin,0cos 0101000 MxPyTPPPT =+=δ−=δ−            (4.2) 

• интегральное выражение для определения длины дуги 

( )∫ ′+=
x

dxyxs
0

21)( ;                                                (4.3) 

• краевые условия  

( ) ( ) .00,00 =′= yy                                                  (4.4) 

Здесь 1н ϑ−δ=δ , ( )
1

1 arctg ( ) ;
x x

y x
=

′ϑ =  xPyTMM 000 −−= . 

Физические особенности задачи определяются зависимостью кривизны 
от изгибающего момента )(Mf=κ , учитывающей вид диаграммы ε−σ , схему 
нагружения и жесткость сечения заготовки. Например, в случае пластического 
изгиба с растяжением функция )(Mf=κ  в явном виде не разрешается и зада-

ется в виде таблицы ( ) .,1,, miM ii =κ  При ее построении используются уравне-
ния равновесия стержня в произвольном поперечном сечении в геометрически 
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нелинейной постановке. Для рассматриваемого случая зависимость аппрокси-
мируется эрмитовым сплайном третьего порядка (1.21). 

Для удобства дальнейших численных расчетов введем безразмерные пе-
ременные 

1
1 * * *

1

;  ;  ;  ;  ;  ,
x x y M s

x x y M s
x L y M L

κ= = = κ = = =
κ

                  (4.5) 

где ;22
1

** Lxy κ=  −κ ** , M  произвольные параметры, которые выбираются ис-

ходя из конкретных условий, например, это могут быть значения кривизны 
и изгибающего момента в сечении 0, полученные из решения упругой задачи 
(см. гл. 2)) или из решения уравнения (4.1) при условии ( ) 0=′ xy . 

После подстановки (4.5) в систему (4.1)−(4.3) и краевые условия (4.4) по-
лучим математическую модель деформированного состояния стержня в безраз-
мерном виде: 

( )
[ ]

2* 3/2
1

( ),  ;0,1
1

y
M x

x Ly

′′
= κ ∈

 ′+ κ  

                              (4.6) 

( )∫ ′κ+=
x

xdyLxxxs
0

2
1

*
1 1)( ;                                       (4.7) 

( ) ( ) .00,00 =′= yy                                              (4.8) 

Здесь CyBxAM ++= , а параметр y∗  в выражении (4.5) выбирался та-

ким образом, чтобы вид уравнений (4.1) и (4.6) совпадал.  
Далее рассмотрим особенности расчета при следящем и поступательном 

перемещении деформирующей силы P, что выразится в различных значениях 
коэффициентов А, В и С, входящих в уравнение (4.6). 

Следящее перемещение силы )const( н =δ . Используя известные геомет-

рические соотношения 

( )
( )

н 1 н 1н 1

н 1 н 1н 1

1
1 12 2

1 1

sin sin sin cos cos sin ;

cos cos cos cos sin sin ;

tg 1
sin ,cos ,

1 tg 1 tg

δ = = δ ϑ − δ ϑδ − ϑ

δ = = δ ϑ + δ ϑδ − ϑ
ϑϑ = ϑ =

+ ϑ + ϑ

 

 после целого ряда преобразований получим следующие выражения для коэф-
фициентов А, В и С: 
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( )
( )

;
1

sincos
2

11
**

нн11
*

1

yLxM

yLxLxP
A

′κ+

δ−δ′κ
=  

( )
( )

;
1

sincos
2

11
**

н11
*

н
22

1
*

yLxM

yLxLxP
B

′κ+

δ′κ+δκ
−=  

( ) ( )

( )
,

1

cossin1

2
11

**

н111
*

н11
2

1
*

1

yLxM

yyLxyyLxLxP
C

′κ+







 δ′−κ+δ





 ′κ+

=  

где ( )( )1 1 1
(1), (1) arctg .

x
y y y y y x =

′ ′ ′= = =  

Сведем уравнения (4.6) и (4.7) к системе нелинейных дифференциальных 
уравнений первого порядка: 

( ) ( )

( )

3 22*
1 2 2 2 4 1 3 4 6

* 2
3 4 5 2 4 6

, 1 , , , , ;

0, 0; 1 , 0.

z z z Lz z x z z z z

z z z Lz z z

 ′ ′= = + κ κ  

′ ′ ′ ′= = = + κ =
                      (4.9) 

Здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1, , 1 , ;z x y x z x y x z x y z x x′= = = =  

 
( ) ( )
( ) ( )

2*
5 1

0

6

1 ;

1 .

x

z x Lx y dx

z x y

′= + κ

′=

∫  

Краевые условия (4.8) примут вид 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 5

1 3

2 6

4 5

0 0 0 0;

1 1 0;

1 1 0;

1 1 1 0.

z z z

z z

z z

z z

= = =

− =

− =

− =

                                        (4.10) 

Введем на отрезке изменения аргумента [ ]1,0∈x  равномерную разност-

ную сетку с шагом Nx 1=∆ , где точки ( ) ( ) −+=∆−= 1,...2,11 Nixix i  узлы 

сетки, а −iii zzz 621 ,..,,  значения сеточных функций в узлах. В результате краевая 
задача (4.9), (4.10) с помощью конечно- разностной формулы второго порядка 
(формулы трапеций [70]) сводится к системе нелинейных алгебраических урав-

нений относительно iii zzz 621 ,..,, . Система нелинейных уравнений решается с 
помощью модифицированного метода Ньютона [74], позволяющий обеспечить 
заданную точность решения и задавать более грубые начальные приближения, 
чем в классическом случае. Возникающие в методе Ньютона системы линей-
ных матричных уравнений решаются методом матричной прогонки с ортогона-
лизацией (см. приложение). 
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Поступательное перемещение силы )const( =δ . Для данного случая име-
ем следующие выражения для коэффициентов А, В и С: 

( )** 2
1 1 11 1

* * *

sin cossin ( ) cos
; ;  . 

Px L x LyPx L P x L
A B C

M M M

δ + κ δδ κ δ= − = − =  

Вместо краевой задачи (4.9) и (4.10) имеем следующую систему уравнений 

( ) ( )

( )

1 2

3 22*
2 2 4 1 3 4

3

* 2
4 5 2 4

;

1 , , , ;

0;

0,  1

z z

z Lz z x z z z

z

z z Lz z

′ =

 ′ = + κ κ  
′ =

′ ′= = + κ

                        (4.11) 

с граничными условиями 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 5 1 3 4 50 0 0 0;  1 1 0; 1 1 1 0.z z z z z z z= = = − = − =         (4.12) 

Заметим, что решение задачи можно получить и в системе координат, 
связанной с точкой 1 (см. рис. 4.1). В этом случае меняется порядок разрешаю-
щей системы уравнений и вид параметров А, В, С, а ход решения остается 
прежним. При поступательном перемещении силы P разрешающая система 
дифференциальных уравнений первого порядка в системе координат X1Y и со-
ответствующие ей краевые условия запишутся следующим образом: 

( ) ( )

( )

1 2

3 22*
2 2 3 1 3 5

3

* 2
4 2 3

5

;

1 , , , ;

0;

1 ;

0.

z z

z Lz z X z z z
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z Lz z
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                  (4.13) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 4

2 5

4 3

0 0 0 0;

1 1 0;

1 1 1 0.

z z z
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z z

= = =
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                                        (4.14) 

Здесь  ( ) ( )1 ;z X Y x=  

( ) ( )
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( ) ( )
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В выражениях (4.5) при этом учитывались соотношения 
0

;
X

X
X

=  

0
0 * 2 2

0

;  ,
X Y

X Y
L X L

= =
κ

 а коэффициенты А, В и С, входящие во второе уравне-

ние системы (4.13), имеют вид: 

( )
( )

( )
( )

* * 2 2 *
0 0 0 0 0 0

2 2* * * *
0 0 0 0

cos sin cos sin
;  ;  =0.

1 1

PX L X LY P X L X LY
A B C

M X LY M X LY

′ ′κ δ + δ κ δ − κ δ
= =

′ ′+ κ + κ
 

Аналогично, при следящем перемещении силы получим 

( ) ( )
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1 2

3 22*
2 2 3 1 3

* 2
3 4 2 3

;

1 , , ;
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z z

z Lz z X z z
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 4

4 3
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1 1 1 0.

z z z

z z
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Здесь 0 н

*

sin
;

PX L
A

M

δ=  ,
cos

*
н

22
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*

M

LXP
B

δκ
=  .0=C  

Целесообразность выбора системы координат определяется удобством 
при решении конкретной практической задачи. 

Отметим, что конечно-разностный метод обладает большими возможно-
стями и применим к широкому классу задач. Однако разностная задача только 
тогда имеет практическую ценность, когда обладает свойствами сходимости и 
устойчивости (см. § 2.5). Первое из этих свойств должно гарантировать сходи-
мость приближенного решения к точному, а второе − слабую зависимость ре-
зультатов расчета от неизбежных ошибок округления. Во многих случаях прак-
тической деятельности при решении сложных задач не удается выполнить 

строгое исследование сходимости и 
устойчивости. В связи с этим большое 
значение приобретают тестовые задачи, 
на которых можно проверить пригод-
ность разностной схемы.  

Пример 4. Рассмотрим упругий из-
гиб гибкого стержня длиной L и постоян-
ной жесткости H (см. формулы (4.1) и 
(4.2) при условии HMM /)( =κ ) под воз-
действием вертикальной и горизонталь-
ной сил (Q и P) на свободном конце 
(рис. 4.2).  
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В табл. 4.1 представлено сравнение результатов расчетов относительных 
координат свободного конца стержня при различных сочетаниях внешней 
нагрузки  с результатами вычислений в других работах. В работе [65] получено 
аналитическое решение через эллиптические интегралы, а в работе [75] − для 
решения нелинейной краевой задачи построена трехточечная разностная схема 
четвертого порядка, а в работе [79] − использовался метод конечных элементов. 
Во всех рассматриваемых случаях и вариантах нагрузки имеем 

,/,//; 2** HQLaLaHQLQLM =≡=κ=  62 10,100,/ −=∆== NHPLb , 

где ∆ − задаваемая точность решения.  
Таблица 4.1 

Параметр 
Числовые значения x1/L. y1/L 

расчет 
по методике 

[65] 
по методике 

[75] 
по методике 

[79] 

a b x1/L y1/L x1/L y1/L x1/L y1/L x1/L y1/L 

0,7306 0 0,9676 0,2301 0,9676 0,2301 – – – – 

3 0 0,7456 0,6033 0,7456 0,6033 – – – – 

3,4055 0 0,7132 0,6338 0,7132 0,6338 – – – – 

5 0 0,6124 0,7138 – – – – 0,6124 0,7138 

8 0 0,4952 0,785 0,496 0,785 – –  – 

3 2 0,5119 0,7588 – – 0,512 0,7588 – – 

5 3 0,3195 0,8269 – – 0,3195  – – 

2 3 0,4107 0,79 – – 0,4107 0,7901 – – 

В системе координат x0y краевая задача записывается следующим образом: 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

3 22 2
2 2 4 4 4 3 1

3

2
4 5 2 4

1 2 5 1 3 4 5

;

1 (1 ) ( ) ;

0;

0; 1 .

0 0 0 0; 1 1 0; 1 1 1 0,

z z

z a z z z x bz z z

z

z z az z

z z z z z z z

′ =

 ′  = + − + −  
′ =

′ ′= = +

= = = − = − =

 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1;  ;  ;z x y x z x y x z x y′= = =  ( ) ( ) ( )2

4 1 5 1

0

;  1 ;
x

z x x z x ax y dx′= = +∫  

1 1 1( ) ( );  / ;M Q x x P y y x x x= − + − =  ( )2
1 1 1/ ;  / .x x L y y x La= =  
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Аналогичный результат был получен при решении задачи в других 
системах координат. В частности, для системы координат X1Y имеем 

( ) ( )

( )

1/23 2 22

1 2 2 4 2 4 3 4

2
3 4 1 4 3 4

,  1 1

(1 ) ;

z z z z a z z a z z

bz z X z z a z z b

−
  ′ ′= = + + ×

   

 × + + − 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
3 4 5 2 4

1 2 5 2 3 4 5

0,  0; 1 ;

0 0 0 0; 1 1 0; 1 1 1 0,

z z z az z

z z z z z z z

′ ′ ′= = = +

= = = − = − =
 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 0 4 0,  ,  ,  ,z X Y X z X Y X z X Y z X X′ ′= = = =  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

5 0 1 1

0

2
1 1 0 0 0 0

1 ,  sin cos

sin cos ,  / , / , / .

X

z X aX Y dX M P Q X

Q P Y X X X X X L Y Y X La

′= + = ϑ + ϑ +

+ ϑ − ϑ = = =

∫
 

Решив краевую задачу, далее по формулам 1 0 1 0 1cos sin ;x X Y= ϑ + ϑ  

( )( )1 0 1 0 1 1 0 0sin cos  arctgy X Y X aY ′= ϑ − ϑ ϑ =  найдем искомые координаты x1 и y1. 

В дуговых координатах ϑ,s  (отсчет s ведется от точки 0) разрешающие 
уравнения с соответствующими граничными условиями имеют следующий вид: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 5 3 6 4

2 1 1 3 1

4 1 5 6

1 3 4 2

3 5 4 6

;

sin cos , sin ;

cos , 0, 0;

0 0 0 0,  (1) 0;

1 1 0, 1 1 0.

z b z z a z z

z b z a z z z

z z z z

z z z z

z z z z

′ = − + −
′ ′= − − =
′ ′ ′= = =

= = = =

− = − =

 

Здесь z1 = ϑ, z2 = dϑ/ds; 3

0

sin ;
s

z y ds= = ϑ∫  4

0

cos ;
s

z x ds= = ϑ∫  5 1,z y=  

6 1;z x=  / , / , / .x x L y y L s s L= = =  
Изложенная в этой главе универсальная методика расчета геометриче-

ских параметров изогнутой оси стержня при различных законах нагружения 
позволяет решать многие практические задачи, связанные с пластическим фор-
мообразованием деталей из листового и профильного материала методами гиб-
ки на различном технологическом оборудовании (ПГР, СПО, КГЛ, ЛГС, ЛГМ, 
ЛГМЭ и др.). Можно относительно просто и в широком диапазоне варьировать 
параметры решаемой задачи и получать исчерпывающую информацию об 
исследуемом процессе. Отметим, что сочетание автоматизированного расчета 
силовых и настроечных параметров исследуемого процесса, программного 
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управления технологическим оборудованием и возможности оперативного за-
мера действительных механических характеристик обрабатываемой заготовки 
(например, для упреждающей корректировки настроечных параметров листо-
гибочной машины) позволяет существенно повысить производительность труда 
с одновременным значительным снижением объема ручных доводочных работ. 

§ 4.2. Численный метод решения задачи упруго-пластического изгиба 
консольно защемленного элемента под действием произвольно 

распределенной нагрузки 

Изложим методику расчета больших перемещений консольно-защемлен-
ного элемента при воздействии произвольно заданной распределенной нагрузки p 
(рис. 4.3). Рассматриваемая задача 
представляет практический интерес, так 
как позволяет в дальнейшем рассчитать 
основные параметры гибки тонкостен-
ных деталей на двухвалковых листо-
гибочных машинах типа ЛГМЭ с эла-
стичными формующими и формообра-
зующими валками (см. § 3.8). 

Допуская сколь угодно большие 
угловые и линейные перемещения се-
чений элемента, запишем точное выражение кривизны для рассматриваемого 
случая в следующем виде [38, 40, 78]: 

)(M
ds

d κ=ϑ
,                                                 (4.17) 

где −M  момент внутренних сил в сечении, проходящем через текущую точку 
элемента ОО', который уравновешивается внешним изгибающим моментом 
M(s), возникающим от действия на элемент ОО' распределенной силовой 

нагрузки p; ϑ − угол наклона касательной к текущей точке изогнутой нейтраль-

ной линии элемента; s − длина дуги изогнутой нейтральной линии элемента, от-
считываемая от точки 0' до текущей точки; )(1 sµ  и −µ )(2 s  углы наклона теку-

щей распределенной нагрузки )(1 sp  и )(2 sp  относительно оси 0y; 

( ) ( ){ 1 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( ) ( ) sin ( )
s

M s p x s x y s y= ξ − ξ µ ξ + − ξ µ ξ −  ∫  

( ) ( ) }2 2 2( ) ( ) ( ) cos ( ) ( ) ( ) sin ( )p x s x y s y d− ξ − ξ µ ξ + − ξ µ ξ ξ   . 
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На концах изогнутого элемента 00' выполняются граничные условия: 

.0)(,0)0( =ϑ=ϑ′ l                                            (4.18) 

Здесь ϑ' − первая производная по s. 
Величины 0κ  и 0M  в точке О определяются из решения технологической 

задачи в точке О (см. § 1.4). Отметим, что при заданной силовой нагрузке )(1 sp  и 

)(2 sp  значению 0κ  соответствует строго определенное значение длины l изогну-
того элемента ОО'. 

Линейные перемещения точек нейтральной линии изогнутого элемента 
могут быть найдены после решения краевой задачи (4.17) и (4.18) по формулам 

.)(sin,)(cos ∫∫ ξξϑ=ξξϑ=
l

s

l

s

dydx                                    (4.19) 

Физические особенности задачи определяются нелинейной зависимостью 
)(Mκ , которая в случае необходимости может учитывать сложность напряжен-

ного состояния [50, 54], переменную жесткость заготовки, а также вид диа-
граммы ε−σ , полученной при испытании на растяжение и сжатие сплавов со-
ответствующих марок. В общем случае функция )(Mκ  в явном виде не раз-

решается и задается в виде таблицы ( ) niM ii ,1,, =κ . Воспользуемся введен-
ной ранее аппроксимацией зависимости 

)(Mκ  в виде ломаной линии (рис. 4.4). 
Аналитически она выражается в следую-
щем виде: 

1 1 1( ) , ,i i i i ik M s M ∗ ∗ ∗ ∗
− − − κ = − + κ κ < κ < κ   (4.20) 

где i, i+1 −= ),1( mi  порядковый номер уз-

ловых точек на кривой )(Mκ , между кото-
рыми, согласно аппроксимации (4.20), кри-

визна изменяется линейно от *
1−κ i  до 

*
iκ ; 

( ) ( ),11
∗
−

∗∗
−

∗ −κ−κ= iiiii MMk  .000 =κ= ∗∗M  Значения величин ∗∗ κ iiM ,  в узловых 
точках определяются по известной методике [50, 54]. 

Таким образом, исходная задача сводится к задаче, когда изгибаемый 
элемент 00' составлен из m участков переменной жесткости и в пределах 
каждого участка решается уравнение (4.17), в котором подынтегральные 
функции должны вычисляться на каждом участке с учетом силовых факто-
ров, присутствующих на других участках изогнутого элемента. На границе 

стыков таких участков (длины ( )misi ,1=∆  которых пока не определены) 
должны соблюдаться условия непрерывности изогнутой линии элемента ОО', 
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с учетом известных в этих точках значений кривизны *
iκ . Также должны вы-

полняться условия (4.18). Из решения поставленной задачи найдем длину 
изогнутого элемента ОО': 

.
1
∑
=

∆=
m

i
isl                                                     (4.21) 

Приведем порядок расчета силовых и геометрических параметров 
консольного изгиба заготовки распределенной нагрузкой. Для удобства даль-
нейших выкладок продифференцируем уравнение (4.17) для i-го участка по 
дуге s и с учетом преобразованных выражений (4.19) и (4.20) получим основное 
интегродифференциальное уравнение второго порядка в следующем виде:  

( ) ( )[ ] 0)()(cos)()()(cos)(
0

2211 =ξϑ−ξµξ−ϑ−ξµξ+ϑ ′′ ∫ dspspk
s

i ,    (4.22) 

где −ϑ ′′  вторая производная по s.  
Аналогично изложенному в § 4.1 и 4.2 уравнение (4.22) сводится к систе-

ме нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка. Для проведе-
ния численных расчетов необходимо задавать кроме распределения погонной 
нагрузки p еще и начальный угол )0(ϑ . В этом случае соответствие угла )0(ϑ  

реальному для заданной нагрузки достигается посредством варьирования его 
значения с использованием угла 0)( =ϑ l  в качестве контрольного параметра 

сходимости. Порядок расчета представим следующим алгоритмом. 
1. Расчет проводим последовательно по участкам, начиная с i = 1. Задаем 

угол ( )0
0 .ϑ  Решаем уравнение (4.22) с условиями 0)0(,)0( 1

)0(
01 =ϑ′ϑ=ϑ ′  и нахо-

дим, варьируя значение 1s∆ , такое значение, чтобы выполнялось условие 
*
111 )( κ=∆ϑ′ s . Вычисляем угол )( 11 s∆ϑ . 

2. Для 2-го участка решаем уравнение с условиями 2 1 1( )s ∗′ϑ ∆ = κ , 

)()( 1112 ss ∆ϑ=∆ϑ . Определяем длину участка 2s∆ , при которой выполняется 

условие 2 1 2 2( )s s ∗′ϑ ∆ + ∆ = κ .  Вычисляем угол )( 212 ss ∆+∆ϑ . 

3. Решаем краевую задачу, аналогичную i-му участку с условиями 

),...()...( 1211121 −−− ∆++∆+∆ϑ=∆++∆+∆ϑ iiii ssssss  

.)...( *
1121 −− κ=∆++∆+∆ϑ′ iii sss  

Находим длину участка is∆  из условия выполнения равенства ( 1i s′ϑ ∆ +  

) *
2 .. . i is s+∆ + + ∆ = κ  и вычисляем угол )...( 21 ii sss ∆++∆+∆ϑ . Точностью вы-
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числений по предложенной методике можно управлять, задав, например, допу-

стимую погрешность ϑ′ω≤κ−∆++∆+∆ϑ′ *
21 )...( iii sss . 

4. Из решения краевой задачи для последнего участка находим его дли-
ну ∆sm, при которой выполняется условие 1 2 0( ... )m ms s s′ϑ ∆ + ∆ + + ∆ = κ  и вы-

числяем значение угла 1 2( ... )m ms s sϑ ∆ + ∆ + + ∆ . По формулам (4.19) и (4.21) 

далее найдем линейные перемещения точек нейтральной линии изогнутого 
элемента ОО' и его длину. Проверяем равенство ( ) 0m lϑ = . 

5. Проверяем выполнение условия ω≤ϑ )(lm , где ω − заданная точность 

решения (обычно ω = 0,0001). Если условие выполнено, то расчет закончен; 
если условие не выполняется, то переходим к п.1, где задаем новое значение 

угла )1(
01 )0( ′ϑ=ϑ . 

В качестве первого приближения для угла )0(
0′ϑ  и длины изогнутого эле-

мента l можно выбрать решения упругой задачи с краевыми условиями (4.18) 
при m = 1. В этом случае в уравнении (4.22) заменяем параметр ik  на 

00
)0(

1 / Mk κ= . Полная длина изогнутого элемента l определяется из условия 

выполнения дополнительного равенства ( ) 0l′′ϑ = κ . Как показали численные 

расчеты, в этом случае для решения задачи упруго-пластического консольного 
изгиба достаточно трех-четырех приближений. 

По изложенной методике можно проводить расчеты силовых и геометри-
ческих параметров как упруго-пластического консольного изгиба, так и упругого 
консольного изгиба элемента, в том числе переменной толщины под распреде-
ленной нагрузкой. Эти две задачи изгиба, как было уже сказано, имеют место 
при гибке-прокатке с использованием эластичной среды: упруго-пластический 
консольный изгиб − в зоне нагружения, упругий изгиб − в зоне разгрузки. Заме-
тим, что в случае изгиба заготовки постоянного сечения решение упругой задачи 
существенно упрощается и здесь можно воспользоваться методикой, изложен-
ной в работах [13, 38]. В этом случае в уравнении (4.22) необходимо заменить ik  

на Hk /1= , где H − жесткость поперечного сечения тонкостенной заготовки. 
Пример 4.2. Рассмотрим изгиб гибкого стержня с постоянным сечением и 

длиной l под воздействием произвольно заданной распределенной нагрузки 
)()(1 spsp = , )/()( lsqfsp = , 0)(2 =sp , )()(1 ss βϑ=µ . Здесь функция f определя-

ет характер распределения нагрузки вдоль длины стержня; постоянная q пред-
ставляет усилие нагружения на единицу длины; параметр β характеризует по-
ворот распределенной нагрузки в процессе деформирования. Этот случай имеет 
практический интерес для изучения процессов РФЭС при несопряженной и со-
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пряженной гибке-прокатке на ротационных машинах с жестким формообразу-
ющим валком и с эластичным покрытием формообразующего валка (рис. 4.5). 

 
Рис. 4.5. Общий вид листогибочной машины типа ЛГМЭ 

Для удобства расчета введем безразмерные переменные, тогда уравне- 
ние (4.22) преобразуется к следующему виду: 

( )[ ] [ ]1,0,0)()(cos)(
0

∈η=ξηϑ−ξβϑξλ+ϑ ′′ ∫
η

df ,                   (4.23) 

где 3/ ;  / .s l ql Hη = λ =  
Для уравнения (4.23) имеем краевые условия  

0)1(,0)0( =ϑ=ϑ′ .                                             (4.24) 

Сведем уравнение (4.23) с краевыми условиями (4.24) к системе нелиней-
ных дифференциальных уравнений первого порядка: 

1 2

2 3 1 4 1

3 1

4 1

;

cos sin ;

cos( );

sin( ),

z z

z z z z z

z f z

z f z

′ =
′ = − −
′ = λ β
′ = λ β

                                       (4.25) 

с краевыми условиями 

2 3 4 1(0) 0;  (0) 0;  (0) 0;  (1) 0.z z z z= = = =                             (4.26) 

Здесь 1 ( );z = ϑ η  

2

3

0

4

0

( );

( )cos( ( )) ;

( )sin( ( )) .

z

z f d

z f d

η

η

′= ϑ η

= λ ξ βϑ ξ ξ

= λ ξ βϑ ξ ξ

∫

∫
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Далее по аналогии с § 4.1 введем на отрезке изменения аргумента [ ]1,0∈η  

равномерную разностную сетку с шагом N1=η∆ , где ( )1i iη = − ∆η  

( )1,2,... 1i N= +  – узлы сетки; 1 2 3 4,  ,  ,  i i i iz z z z  – значения сеточных функций в уз-

лах. В результате краевая задача (4.23), (4.24) с помощью конечно-разностной 
формулы второго порядка сводится к системе нелинейных уравнений относи-
тельно 1 2 3 4,  ,  ,  i i i iz z z z , которая решается с помощью модифицированного метода 
Ньютона. При решении рассматриваемой задачи на каждом участке строится 
равномерная сетка, шаг которой и соответственно число узлов определяются в 
зависимости от требуемой точности вычислений. Узлы сетки делят участки 
изогнутого элемента заготовки на отрезки так, что крайние узлы сетки на 
участке совпадают с границами участков. Упругие кривые изогнутого элемента 
могут быть найдены после решения краевой задачи (4.25) и (4.26) по формулам 

( )( ) ( )( )
1 1

cos ; sin .
x y

x d y d
l lη η

= = ϑ ξ ξ = = ϑ ξ ξ∫ ∫                      (4.27) 

Заметим, что решение поставленной задачи можно получить в системе 
отсчета, связанной с точкой 0 (см. рис.4.3). Тогда вместо краевой задачи 
(4.25) и (4.26) будем иметь систему уравнений: 

1 2

2 3 1 4 1 5 1 6 1

3 1

4 1

5 6

;

cos sin cos sin ;

cos( );

sin( );

0;  0

z z

z z z z z z z z z

z f z

z f z

z z

′ =
′ = + − −
′ = λ β
′ = λ β
′ ′= =

 

и соответствующие краевые условия 

1 3 4(0) 0;  (0) 0;  (0) 0;z z z= = =  ( ) ( ) ( ) ( )2 3 5 4 6(1) 0;  1 1 0; 1 1 0.z z z z z= − = − =   

Здесь z1, z2, z3, z4 имеют те же обозначения, что в выражении (4.25), 

а 
1

5

0

( )cos( ( )) ;z f d= λ ξ βϑ ξ ξ∫  
1

6

0

( )sin( ( ))z f d= λ ξ βϑ ξ ξ∫ . Учтем при этом, что ко-

ординаты x и y вычисляются по формулам (4.27), в которых пределы интегри-
рования изменяются от нуля до η. 

На рис. 4.6 приведены кривые прогиба консольного элемента под дей-
ствием равномерно распределенной нагрузки (f = l) для β = 0; 0,5; 1. Эти случаи 
частично рассматривались в работах [64, 65, 80−82 и др.]. Отметим, что β = 0 
соответствует задаче изгиба консольного элемента под воздействием поступа-
тельной равномерно распределенной нагрузки, которая всегда прикладывается 
перпендикулярно недеформированной оси, а β = 1 представляет задачу при 
следящей распределенной нагрузке, перпендикулярной оси элемента.  
При разбивке [ ]1,0∈η  на 50 участков краевая задача (4.25), (4.26) сводится к си-
стеме 204 нелинейных алгебраических уравнений.  
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                        а                                                    б                                                      в 
Рис. 4.6. Кривые прогиба консольного элемента 

под действием равномерно распределенной нагрузки при: а − β = 0; б − β = 0,5; в − β =1; 
1 − λ = 1; 2 − λ = 2; 3 − λ = 4; 4 − λ = 8; 5 − λ = 16 

В табл. 4.2 представлены результаты расчета концевого угла )0(ϑ  в слу-

чае равномерно распределенной нагрузки при β = 0 в сравнении с результатами 
вычислений в других работах. Наибольшее совпадение наблюдается с работой 
[81], в которой использовался метод Рунге – Кутта четвертого порядка. 

Таблица 4.2 

λ 
Значение ϑ(0), град 

по методике [80] по методике [81] по предлагаемой методике 

1,057 10,0 9,99 9,99 

2,175 20,0 19,92 19,34 

3,425 30,0 29,72 29,84 

4,899 40,0 39,35 39,76 

6,736 50,0 48,74 49,49 

9,158 60,0 51,81 58,16 

12,06 70,0 65,39 67,54 

Приведенные алгоритмы решения пластической и упругой задачи дают 
возможность вычислять любые силовые и настроечные параметры процесса ро-
тационной гибки на машинах типа ЛГМЭ по всем трем схемам [36, 37]. При 
этом изменится порядок разрешающих уравнений системы (4.25) и число крае-
вых условий (4.26). 

§ 4.3. Уточненный расчет параметров процессов гибки 
тонкостенных деталей с учетом геометрической нелинейности 

Создание нового поколения технологического оборудования с программ-
ным управлением требует нового подхода к проектированию технологических 
процессов листовой штамповки с использованием при этом вычислительной 
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техники. Развитие компьютерной техники и соответствующего программного 
обеспечения создает предпосылки для успешного решения задачи автоматиза-
ции технологических процессов на основе использования ЧПУ. Реальной осно-
вой для практической реализации автоматизированных технологических про-
цессов является использование расчетных методов и CAD/CAM/CAE систем*. 
Адаптация и привлечение методов компьютерного проектирования и матема-
тического моделирования для технологических процессов гибки тонкостенных 
деталей является важнейшей задачей, которая востребована авиационным про-
изводством. 

Разработка соответствующего технологического процесса изготовления 
криволинейных тонкостенных деталей из листового и профильного материала 
обусловливает необходимость проведения комплексного исследования кинема-
тики формообразования заготовки, напряженно-деформированного состояния, 
предельных возможностей процесса и точности изготовления деталей. Для эф-
фективного использования гибочного оборудования с ЧПУ необходимы рас-
четные методы, которые на основе математического моделирования условий 
технологического процесса позволяли бы получать оптимальные программы 
управления. 

Разработка управляющей программы формообразования профильных 
деталей гибкой с растяжением на станках типа ПГР. Одним, из наиболее 
широко распространенных в авиастроении способов обработки металлов дав-
лением при изготовлении деталей типа полок нервюр, стрингеров, шпангоутов 
и некоторых других является гибка профильных заготовок с растяжением. Эта 
операция выполняется на профилегибочных станках типа ПГР-6, ПГР-7 
и ПГР-8 (рис. 4.7, а).  

  

а б 

Рис. 4.7. Профилегибочный станок типа ПГР:  
а – общий вид станка; б – конструктивная схема 

                                           
* Раздайбедин, А.А. Технологическое проектирование в СУБД и CAD/CAE системах: учебное пособие/ 

А.А. Раздайбедин, Н.М. Бодунов. – Казань: Изд-во Казан. гос. техн. ун-та, 2008. – 88 с. 
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Изготовление деталей на этом оборудовании осуществляется путем изги-
ба с растяжением (в различных сочетаниях) заготовки по оправке (гибочные 
пуансону) определенной кривизны. Сочетание пластического растяжения и из-
гиба создает более однородное по сечению напряженное состояние, уменьшает 
величину пружинения и повышает точность изготавливаемых деталей. Гибоч-
ные пуансоны являются формообразующим инструментом и должны быть 
спроектированы с учетом пружинения при принятой схеме сложного нагруже-
ния [50, 53, 54]. 

В настоящее время в авиационной промышленности эксплуатируются 
станки ПГР с ЧПУ (станки ПГР-6А, ПГР-6АД, ПГР-7АД), позволяющие 
не только автоматизировать процесс формообразования, но и значительно рас-
ширить технологические возможности исследуемых процессов. Например, 
такая разновидность процесса сложного нагружения по схеме «растяжение − 
изгиб − растяжение», как «растяжение−изгиб−растяжение с дифференцирован-
ным по углу охвата приложением растягивающего усилия», может быть реали-
зована только на станках с ЧПУ. По данной схеме на каждом из отдельных 
участков заготовки можно добиться гарантированных значений величины 
предварительного и дополнительного растяжений и, таким образом, уменьшить 
степень неуправляемости силой вторичного растяжения. В процессе гибки ин-
формация об угловых и линейных перемещениях рабочих органов станка ПГР 
поступает в мини-ЭВМ через датчики обратной связи углов поворота растяж-
ных цилиндров и гибочных рычагов и перемещения штоков растяжных цилин-
дров. Сигналы с датчиков сравниваются с заданными в программе угловыми и 
линейными перемещениями (рис. 4.8). Скорректированный в мини-ЭВМ сигнал 
подается на систему управления станка. Достоинством этого оборудования яв-
ляется возможность управления с высокой точностью величиной перемещения 
растяжных цилиндров и угловых перемещений рабочих органов. 

 
Рис. 4.8. Схема управления станком ПГР-6А 

Отметим, что для высокопрочных материалов (высокопрочных алюминие-
вых и титановых сплавов и сталей), имеющих высокий модуль упругости и отно-
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сительно большой разброс механических свойств, величина упругой разгрузки 
настолько значительна и отличается от расчетных значений, что указанная кор-
ректировка гибочной оснастки оказывается малоэффективной. Увеличение же 
усилия растяжения приводит к разрыву внешней, наиболее растянутой части се-
чения заготовки. Одним из наиболее эффективных способов термической интен-
сификации рассматриваемого процесса является электроконтактный нагрев де-
формируемой заготовки, позволяющий повысить пластические свойства материа-
ла заготовки [21, 22]. При реализации этого процесса практически полностью 
устраняется пружинение и повышается точность изготовления деталей. Корректи-
ровка оснастки и промежуточный отжиг в печах при этом не требуется.  

Кинематическая модель процесса гибки на станках ПГР описывает пере-
мещение краев заготовки относительно формообразующей оснастки и позволя-
ет перейти к расчету движений рабочих органов с учетом конструктивных воз-
можностей оборудования, которые в свою очередь накладывают ограничения 
на процесс деформирования заготовки*. Моделирование процесса формообра-
зования криволинейных профильных деталей одинарной кривизны на станках 
ПГР с ЧПУ проведем на примере схемы сложного нагружения «растяже-
ние−изгиб», как наиболее распространенной и имеющей ряд преимуществ 
практического плана. К ним относится простота точной реализации и контроля 
за ходом процесса деформирования, а также исключение вредного влияния 
трения профильной заготовки о гибочный пуансон.  

Процесс пластического формообразования по схеме «растяжение−изгиб» 
осуществляется следующим образом (рис. 4.7, б). Деформируемая заготовка 3 
фиксируется в зажимных патронах 4, установленных на концах штоков 5 рас-
тяжных цилиндров 6, которые шарнирно закреплены в каретках 7, перемещаю-
щихся по направляющим (в зависимости от исходной длины заготовки) вдоль 
гибочных рычагов (крыльев) 8. Гибочные рычаги находятся в исходном поло-
жении на одной оси, соединяющие центры их вращения (точки О1). Затем 
включается гидропривод растяжных цилиндров и заготовка растягивается на 
определенную величину. Изгиб заготовки производится поворотом гибочных 
рычагов относительно неподвижного стола 1, на котором установлен и закреп-
лен обтяжной (гибочный) пуансон 2 с помощью  штоков 9 гибочных гидроци-
линдров 10, шарнирно соединенных с гибочными рычагами (точка О2) и со ста-
ниной (точка О3). 

В процессе гибки управление движением рабочих органов осуществляет-
ся системой ЧПУ, которая обеспечивает перемещение зажимных патронов по 
расчетной траектории. Управляющими параметрами являются смещения што-

                                           
* Бодунов, Н.М. Разработка математической модели и методики расчета параметров процесса изготовления 

деталей из профилей на гибочно-растяжном оборудовании с программным управлением: автореф. дисс…. канд. 
техн. наук. – Казань, 1993. – 16 с. 
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ков растяжных цилиндров (правого и левого) в зависимости от угла охвата за-
готовкой гибочной оснастки (правой и левой половины) и от угла поворота 
гибочных рычагов. Отметим, что для обеспечения постоянства растягивающей 
силы система ЧПУ станка должна обеспечить перемещение зажимных патро-
нов растяжных цилиндров по строго определенной траектории, сохраняя при 
этом постоянство предварительного растяжения в зоне контакта заготовки с 
гибочным пуансоном. 

В работах [16, 19, 20] приведена инженерная методика расчета програм-
мируемых параметров к системе ЧПУ станка ПГР-6А. При рассмотрении про-
цесса огибания профильная заготовка представлялась гибкой нерастяжимой ни-
тью (изгибная жесткость заготовки пренебрежимо мала), которой соответство-
вала продольная ось профиля, являющаяся нейтральной линией. В предполо-
жении, что при изгибе неотформованный участок заготовки Tt ′  направлен по 

касательной к месту схода его с гибочного пуансона (точка t), были получены 
формулы для определения перемещений зажимных патронов δ′  в зависимости 
от угла изгиба заготовки α  (рис. 4.9). 

 
Рис. 4.9. Расчетная схема формообразования профильных деталей на станках ПРГ 

Процесс формирования управляющих координат заключается в следую-
щем. Задают угол −αα=α∆α∆=α пп  ; , mii полный угол изгиба одной из поло-

вин детали; −m количество программируемых точек для управляющей про-

граммы. Затем в соответствии с кинематическими возможностями оборудова-
ния вычисляются требуемые перемещения зажимных патронов ( )α=δ′ f , кото-

рые задают кривую для программоносителя. Эту методику рекомендуется ис-
пользовать для изготовления деталей с большими радиусами кривизны, когда 
величина деформации предварительного растяжения 0ε  намного превышает 
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величину деформации ,Тε  соответствующую пределу текучести материала, но 

при этом выполняется условие 0 н доп  ,tyε + ρ ≤ ε  где yн – ордината, определя-

ющая положение нейтрального слоя по высоте сечения при пластическом изги-
бе; ρt – радиус кривизны нейтрального слоя изогнутого элемента, создаваемый 
при нагружении; εдоп – предельно допустимая деформация. 

Преимущество данной модели − простота расчета, однако для повышения 
точности изготовления деталей необходимо более достоверное представление 
процесса формообразования. Для повышения точности изготовления деталей 
необходимо разработать математическую модель, которая позволяет точно 
описать реальный процесс формообразования [9, 12, 18, 19, 33, 78]. Например, 
пластический изгиб заготовок на малые радиусы кривизны при выполнении 
условия ε0 < εT характеризуется большими угловыми и относительными линей-
ными перемещениями сечений участка заготовки tT длиной ,tS L S= −  где L – 
длина заготовки в активной стадии формообразования; St –  длина кривой 
участка 0t контура гибочного пуансона (рис. 4.9). Точка 0 – вершина гибочного 
пуансона. Следовательно, учет геометрической нелинейности, при которой ги-
потеза начальных размеров неприменима и условие равновесия изогнутого 
элемента необходимо записывать с учетом конечного формоизменения, являет-
ся необходимым условием при расчете перемещений исполнительных органов 
станка ПГР. 

Перемещение δ  зажимного патрона в процессе изгиба с учетом геомет-
рической нелинейности вычисляем по следующей формуле [12]: 

( ) ( )0 cos ,sin ( ) )cos(T t T T t TL a Y X a δ = + δ − γ − α + θ − θ + − α + θ − θ   (4.28) 

где −δ0 расстояние от оси поворота растяжного цилиндра до торца зажимного 
патрона перед началом изгиба (установочный параметр); −a конструктивный 
размер, а именно, расстояние от линии симметрии станка HH −  до оси пово-
рота гибочного рычага (точка −γ ;)01  угол поворота растяжного цилиндра от-
носительно гибочного рычага; 

( ) ( ) ( )
0

cos sin
arcsin ;T t T T t TY X a

L a

 α + θ − θ − − α + θ − θ
γ =  + δ − 

 

XT, YT – координаты положения зажимного патрона (точка )T  в процессе изгиба 

в неподвижной системе координат YX 0  станка, за которые принимаются каса-
тельная и нормаль к контуру гибочного пуансона в точке каcания его прямоли-
нейной заготовкой, растянутой в зажимных патронах растяжных цилиндров: 

( ) ( )cos sin ;T t t t t tX X x y= + α + θ + α + θ ( ) ( )sin cos ;T t t t t tY Y x y= + α + θ − α + θ  

Χt, Υt и xt, yt  – координаты точки t в системе координат X0Y и в подвижной си-
стеме координат xTy соответственно; θt и θT –  углы наклона касательной в точ-
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ках t и T к кривой tT относительно оси x соответственно; ( )arc tg ;t ty′θ =  

( )arc tg ;T Ty′θ = ,  t Ty y′ ′  – первые производные по x. 

Угол β поворота гибочного рычага, соответствующий заданному углу α, 
определяем по формуле: .t Tβ = α + θ − θ + γ  

В уточненном расчете параметров управления процессом гибки основной 
задачей является определение геометрических величин xt, yt, θt и θT, а также си-
ловых параметров Pt, QT и Qt,, таких, при которых в процессе изгиба заготовки 
на угол α и активный радиус кривизны ρt обеспечиваются требуемые силовые 
параметры в точке t (усилие растяжения Pt и изгибающий момент Mt), что при-
водит к изготовлению детали с заданным остаточным радиусом кривизны .~

tρ  

Для нахождения величин xt, yt, θt и θT  воспользуемся следующей методикой. 
Деформированное состояние неотформованного участка заготовки Tt  

описывается математической моделью, в которую входят уравнения (4.1) и 
(4.3), в которых [ ]0, tx x∈ , T TM P y Q x= + , уравнения равновесия системы 

cos sin 0;

sin cos 0;

0

t t t t T

t t t t T

t T t T t

P Q P

P Q Q

M P y Q x

θ + θ − =
θ − θ + =

− − =
                                     (4.29) 

и краевые условия 

( ) ( ) ,  ;00 txx t
My κ=κ= =                                     (4.30) 

где .1 tt ρ=κ  

Величины , ,t t tP Mκ  определяются из решения основной технологической 
задачи в точке t . Физические особенности задачи обусловлены зависимостью 

),(Мκ  которая учитывает сложность нагружения (в данном случае − это «рас-

тяжение-изгиб»), переменную жесткость профиля, а также диаграммы ,ε−σ  
полученные при испытании на растяжение сплавов соответствующих марок. 

Неизвестные силовые параметры Pt, QT, Qt определяем из уравнений рав-
новесия (4.29): 

( )

( )

( ) ( )

2

2

2 2

1
;

1
;

1 1
.

t t t t t
T

t t t

t t t t
T

t t t

t t t t t
t t t

t t t

M y P x y
P

x y y

M P y y
Q

x y y

M y P y y
Q P y

x y y

′ ′+ +
=

′+

′− +
=

′+

′ ′+ − +
′= +

′+
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По аналогии с § 4.1 введем безразмерные переменные (4.5), при этом  
2 2

1 ;ty x S∗ = κ  ,  t tM M∗ ∗κ = κ = . Подставив их в исходные выражения, получим 
преобразованную математическую модель 

( )
[ ]2 3/2

1

( ),  0,1 ;
1 t

y
Ax By x

x Sy

′′
= κ + ∈

 ′+ κ
 

                          (4.31) 

( )2

1 1

0

( ) 1
x

ts x x x Sy dx′= + κ∫ ;                                                  (4.32) 

( ) ( )
1

0 0;   1,
x

y A x B y
=

= κ + =                                           (4.33) 

где ( ) ( )1 ; 1 ;t ty y y y′ ′= =   

( )

( )

22 2

2

1 1
;

1

t t
t t t t t

t

t t t t

P
S y x S x y

M
A

S x y y

κ ′− + κ
=

′+ κ
 

( ) ( )

( )

2 22 2

2

1
.

1

t t
t t t t t t t

t

t t t t

P
S x y S x S x y

M
B

S x y y

κ′ ′κ + + κ
=

′+ κ
 

Сведем уравнения (4.31) и (4.32) к системе нелинейных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка: 

( ) ( )

( ) ( )

1 2

3/22

2 1 3 4 6 6 2

3

4

6

1 3 4 6

;

, , , , 1 ;

0;

0;

0;

, , , , ,

t

z z

z f x z z z z S z z

z

z

z

f x z z z z M

′ =

 ′ = + κ
 

′ =
′ =
′ =

= κ

                     (4.34) 

где ( )1 ;  z y x=  ( )2 ;z y x′= ( )3 1 ;z y′=  ( )4 1 ;z y=  ( )2

5

0

1  ;
x

t tz S x y d x′= + κ∫  

6 .tz x=   
Краевые условия (4.33) примут следующий вид: 

( )
( )
( ) ( )
( ) ( )

1

5

1 4

2 3

0 0;

0 0;

1 1 0;

1 1 0;

z

z

z z

z z

=

=

− =

− =

                                               (4.35) 
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( )
( ) ( )

1 3 4 6 1

6 5

, , , , 1 0;

1 1 1 0.
x

f x z z z z

z z
=

− =

− =
                              (4.35) 

Краевая задача (4.34), (4.35) решается с помощью конечно-разностного 
метода (см. приложение). В результате находим следующие величины: 

( ) ( ) ( ), ,y x y x x′ κ , ( ) ( )1 , 1 , , , , .t T T ty y x P Q Q′ ′  Как уже отмечалось, функция 

( )Mκ  в явном виде не разрешается, а задается таблично ( ) .,1 где  ,, miM ii =κ   
При построении таблицы используются уравнения равновесия неотфор-

мованного участка заготовки в произвольном поперечном сечении в геометри-
чески нелинейной постановке: 

cos sin ;

sin cos ,

i T i T i

i T i T i

P P Q

Q P Q

∗

∗

= θ − θ

= θ + θ
                                         (4.36) 

где ( )arc tg .i iy x′ θ =    В этом случае зависимость ( )Mκ  аппроксимируется 

эрмитовым сплайном третьего порядка, который на интервале [ ]ii MM ,1−  сов-
падает с кубическим полиномом (1.21). 

Решив краевую задачу (4.34) и (4.35), находим величины 

( ) ( ) ( )2 2; 1 ;  arc tg 1 ;  arc tg 0 .t t t t t t t t T t tx x S y S x y S x y S x y′ ′= = κ θ = κ θ = κ        

В точке T  усилие растяжения *
TP  и перерезывающее усилие *

TQ  опреде-
ляем по формулам (4.36). 

Алгоритм решения задачи по расчету перемещений исполнительных ор-
ганов станка ПГР следующий: задают углы ;α∆=α ii  для каждого угла изгиба 

заготовки iα  при известных ( ) ( ) ( )iitit M ααακ   и  ,  последовательно решают 
краевую задачу (4.34) и (4.35); далее по формуле (4.28) вычисляем значения 
функции ( ).α=δ f  Для каждого угла ,iα  как было отмечено, функция ( )Mκ  
является заранее неизвестной и определяется из внутреннего цикла. Порядок 
вычислений здесь следующий: 

1) задаем mii ,1 , =κ  и вычисляем ,iM  используя уравнение 

( ) ( )

, ;t x t x

F F

P d F M y d F= σ = σ∫ ∫  

2) аппроксимируем ( )Mκ  кубическим сплайном; 

3) решаем краевую задачу и находим в первом приближении величины 

;,,,,,, )1()1()1()1()1()1()1(
tTTTttt QQPyx θθ  

4) строим зависимость ( )Mκ  во втором приближении с использованием 
уравнений равновесия неотформованного участка заготовки в произвольном 
поперечном сечении в геометрически нелинейной постановке; 
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5) решаем краевую задачу и находим во втором приближении величины 

;,,,,,, )2()2()2()2()2()2()2(
tTTTttt QQPyx θθ  

6) проверяем условия 

.,,, 4321 ω≤θ∆ω≤θ∆ω≤∆ω≤∆ Tttt yx  

Здесь ωt – заданная точность решения. Если все условия выполняются − 
расчет закончен, если хотя бы одно из условий не выполняется − переходим к п.4). 
Численный анализ показывает, что достаточно 32−  приближения. 

Пример 4.3. В табл. 4.3 приведены результаты расчета величины δ по из-
ложенной методике и величины δ′ , рассчитанной по инженерной методике для 
двутаврового профиля переменной кривизны из сплава СН-3М с размерами 
b1 = b3 = 8 мм; h1 = h3 = 0,8175 мм; b2 = 0,6 мм; h2 = 43,365 мм при следующих па-
раметрах: ε0 = 0,0003; Рt = 221,5 кГ; L = 770,03 мм; δ0 = 659,97 мм; радиусы пуан-
сона 1

г.п 1000мм ;ρ =  2
г.п 200мм;ρ =  3

г.п 150мм;ρ =  соответственно 

( 1 976,033 мм ;tρ =  2 176,724 мм ;tρ =  3 126,847ммtρ =  и 1 34020,2 кГмм ;tM =  
2 53446,27 кГмм;tM =  3 58321,5 кГммtM =  при α = 0÷30; 30÷60; 60÷90 град); 

мм300=a  (для станка ПГР-6А). В зависимости от длины S шаг x∆  выбирался 
от 2,8 до 1 мм.  

Например, при разбивке [ ]1,0∈x  на 100 участков краевая задача (4.34), 
(4.35) сводится к решению 606 нелинейных алгебраических уравнений. 

Таблица 4.3 

Исходные параметры, 
град 

Результат расчета, мм 

по инженерной  
методике 

по изложенной  
методике 

α γ δ′ δ 

0 0 659,97 659,97 

3 1,443 659,49 655,02 

12 1,904 654,16 649,39 

18 1,675 649,414 645,6 

33 – 3,479 642,1 647,43 

39 – 4,708 642,57 652,23 

48 – 6,607 647,31 662,78 

57 – 8,542 657,04 676,59 

63 – 10,85 666,4 698,09 

69 – 12,07 678,13 712,34 

78 – 13,82 700,28 736,72 

81 – 14,38 708,9 745,59 
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Из результатов численных расчетов следует, что в случае гибки тонко-
стенных профилей малой жесткости на относительные радиусы 

( , 20 Httt ρ=ρ<ρ  −H  высота сечения профиля) при Т0 ε<ε  необходим учет 
геометрической нелинейности при вычислении функции ( )α=δ f . При этом 
надо учитывать ограничения на линейные и угловые перемещения исполни-
тельных органов станка ПГР: maxmaxmin ; γ≤γδ≤δ≤δ . Для станка ПГР-6А 

имеем °±=γ=δ=δ 30 ;м 21,1 ;м 61,0 maxmaxmin . В зависимости от исходных дан-
ных возможно разрушение заготовки в опасном сечении. Поэтому необходима 

проверка следующих условий: ./,/ доп
*

срдопн0 τ≤=τε≤ρ+ε iiiii FQy  Здесь −iF  

площадь i-го поперечного сечения неотформованного участка заготовки; −τдоп  

среднее допускаемое напряжение при сдвиге. 
Приведенная  математическая модель учитывает физические особенности 

исследуемого процесса деформирования тонкостенной заготовки. Например, 
решая краевую задачу (4.34), (4.35) для случая гибки прессованных профилей 
из сплава Д16-АТ на относительные радиусы  15>ρi при условии Т0 ε>ε , по-
лучаем, что значения величин TQ  и Tθ  стремятся к нулю. Подставив 0=TQ  
в систему уравнений равновесия, после ряда преобразований найдем упрощен-
ные выражения для нахождения параметров А и В, входящих в урав- 

нение (4.31): ,0=A  ( )
2 2

2
1t t t

t t t
t

P S x
B S x y

M

κ ′= + κ . Упрощенный вариант мате-

матической модели можно использовать и в случае гибки на относительные ра-
диусы ,15>ρt  когда длина неотформованного участка заготовки .10HS ≥  

При гибке на относительные радиусы ,20>ρt  когда TQ  и Tθ  стремятся к 
нулю, можно рекомендовать аналитические решения дифференциального урав-
нения (4.1) при 0)( =′ xy  с использованием различных аппроксимаций зависи-

мости )(Mκ  [28−30, 56, 59]. 
Отметим, что предложенная математическая модель учета геометриче-

ской нелинейности при расчете перемещений исполнительных органов станка 
ПГР позволяет реализовать различные схемы деформирования заготовки. 
Например, при реализации схемы сложного нагружения «изгиб−растяжение» 
два первых исходных уравнения равновесия системы (4.29) примут вид 

,0cos;0sin =θ−=−θ ttTTtt QQPQ  так как .0=tP  Из решения уравнений статики 
получим 

( )2
1

; ; ,t t t t t
t T T

t t t t t t t t t

M y M M y
Q Q P

x y y x y y x y y

′+ ′
= = =

′ ′ ′+ + +
 

а в уравнении (4.31) имеем 
( )

( )
( )2 2

 1
, .

1  1  
t t t

t t t t t t t t

S x y
A B

S x y y S x y y

′κ
= =

′ ′+ κ + κ
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Как видно из табл. 4.3, на различных частях траектории функция 
( )α=δ f  принимает значения, соответствующие "втягиванию" или "травле-

нию" штока растяжного цилиндра. Наряду с ограничениями на линейные и уг-
ловые перемещения рабочих органов станка ПГР существуют также ограни-
чения на скорости перемещения штоков растяжных и гибочных гидроцилин-
дров и на угловую скорость поворота гибочных рычагов. Потребная скорость 
перемещения штоков растяжных цилиндров может достичь величин, превы-
шающих пропускаемую способность гидросистемы станка. Поэтому в случае 
несоответствия скоростей и линейных перемещений зажимных патронов и уг-
ловых перемещений гибочных рычагов в процессе изгиба возможен обрыв 
профиля или его ослабление и отставание от точки касания с гибочным пуан-
соном. С целью устранения этого явления и обеспечения возможности устой-
чивого формообразования в работе [20] получены аналитические зависимости 
по определению скоростей перемещений рабочих органов станка ПГР и ис-
следована возможность появления отклонений от нормального хода техноло-
гического процесса, вызванные указанной ошибкой рассогласования скоро-
стей углового и линейного деформирования, а также рассчитаны оптимальные 
режимы работы.  

Уточненный расчет технологических и настроечных параметров 
процесса свободной гибки тонкостенных деталей. Как уже отмечалось 
в § 3.7, свободная гибка характеризуется тем, что при этом способе форма ин-
струмента не сопряжена с формой штампуемой детали. В процессе формообра-

зования гибочная оснастка контактирует 
с заготовкой лишь в нескольких точках 
и не препятствует ей принять форму изги-
ба, соответствующую силовой схеме 
нагружения. Это позволяет сделать про-
цесс универсальным, т.е. на одном ком-
плекте инструмента получать детали раз-
личной формы путем изменения настро-
ечных параметров гибочной оснастки. Из-
ложенные далее материалы направлены на 
разработку уточненной математической 
модели исследуемого процесса [9, 10, 14, 
15, 17, 18, 77]. Практически свободная 
гибка реализуется в двух вариантах: гибка 
в универсальных штампах (см. рис. 1.6) и 
гибка-прокатка (рис. 4.10). 

Рис. 4.10. Общий вид листогибочной 
машины, реализующей схему 

гибка-прокатка 
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Анализ силовой схемы процесса формоизменения заготовки в универ-
сальном штампе (рис. 4.11) показывает, что при большом ходе гибочного пуан-
сона НП, соизмеримого с шириной ручья матрицы ВМ, гипотеза о сохранении 
начальных размеров неприменима и условие 
равновесия должно быть записано для конеч-
ной формы изогнутого элемента. Изогнутый 
элемент в ручье матрицы имеет переменную 
кривизну, являющуюся функцией дуги 

)(sf=κ , а его длина в ручье матрицы является 

функцией угла загиба θ, кривизны заготовки 

0κ  в точке контакта ее с пуансоном и ширины 

ручья матрицы ВМ. 
Для нахождения технологических и настроечных параметров исследуемо-

го процесса воспользуемся методикой рас-
чета больших перемещений при плоском 
упруго-пластическом изгибе тонких заго-
товок, которая была изложена в § 4.1.  

Деформированное состояние участка 
заготовки О–1 в системе координат xОy  
(в силу симметрии рассматривается одна 
половина длины заготовки) описывается ма-
тематической моделью (рис. 4.12), в кото-
рую входят уравнения (4.1), (4.3), где 

[ ]1,x O x∈ , ρ=κ 1 ; 

( ) ( )0 1 0 1 ;M T y y P x x= − + −  уравнения равновесия системы 

0 1

0 1

0 0 1 0 1

cos 0;

sin 0;

0

Т P

P P

M Т y P x

− δ =
− δ =
− − =

                                            (4.37) 

и краевые условия 

0)0( =y , 0)0( =′y , 1( )s x L= .                                         (4.38) 

Здесь 1н υ−δ=δ ; н / 2δ = π + µ ; µ – угол трения, arctg fµ = ; f – коэф-

фициент трения скольжения; ( )1 1arctg y′ϑ = ; L − заданная длина участка заго-

товки О–1. Величины 00 1 ρ=κ  и 0M  в точке О определяются из решения 

основной технологической задачи в точке О. Физические особенности задачи 
обусловлены зависимостью ( )Мκ , которая, как отмечалось ранее, в случае 
необходимости учитывает сложность напряженного состояния (для рассмат-
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риваемого случая имеем схему простого нагружения «изгиб с растяжением»), 
переменную жесткость заготовки, а также вид диаграммы σ−ε. 

Введем безразмерные переменные типа (4.5), где 2 2
0 1 ;y x L∗ = κ  κ* = κ0, 

М
* = М0. Подставив их в исходные выражения, получим преобразованную ма-

тематическую модель:  

3/22
0 1

( )
1 ( )

y
Ax By C

L x y

′′
= κ + +

′ + κ 

, [ ]1,0∈x ;                      (4.39) 

( ) ( )∫ ′κ+=
x

xdyxLxxs
0

2
101 1 ;                                   (4.40) 

( ) 00 =y , ( ) 00 =′y , ( ) 11 =s .                                      (4.41) 

Здесь ( )11 yy = ; ( )111 yy ′=′ ; 
D

yxL
A

µ′κ+µ
−=

sincos 110 ;  

( )
1;

cossin 11010 =
µ′κ+µ−κ

−= C
D

yxLxL
B ;  

( ) µ′κ+µ+µ′κ+µ−κ= sincoscossin 110110110 yxLyxLyxLD ; 

зависимость ( )Mκ  аппроксимируется эрмитовым сплайном третьего порядка 
вида (1.21). 

Сведем систему уравнений (4.39), (4.40) к системе нелинейных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка: 

( ) ( )

( )

1 2

3/22

2 1 3 4 6 0 2 4

3

4

1 22

5 0 2 4

6

;

, , , , 1 ;

0;

0;

1 ;

0.

z z

z x z z z z Lz z

z

z

z Lz z

z

′ =

 ′ = κ + κ
 

′ =
′ =

 ′ = + κ
 

′ =

           (4.42) 

Здесь ( )xyz =1 ; ( )xyz ′=2 ; 13 yz = ; 14 xz = ; ( ) xdyxLz
x

∫ ′κ+=
0

2
105 1 ; 

16 yz ′= . 

Краевые условия (4.41) примут вид 

1 2 5

1 3 2 6

4 5

(0) 0;  (0) 0;  z (0) 0;

(1) (1) 0;  (1) (1) 0;

(1) (1) 1 0.

z z

z z z z

z z

= = =
− = − =

− =
                             (4.43) 
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Краевая задача (4.42), (4.43) решается с помощью конечно-разностного 
метода. В результате находим следующие величины: ),( ),( ),( ),( xMxxyxy κ′  

0011  , , , ),1( ),1( TPPxyy ′ , а следовательно, 11  , yx  и угол [ ])1(arctg 101 yxL ′κ=ϑ . 

Далее для заданной кривизны заготовки 0κ  в точке О и длины участка за-

готовки L получим ход пуансона, ширину ручья матрицы и угол загиба заго-
товки: 

1п yH = , 12M xB = , 12ϑ=θ .                                     (4.44) 

При этом радиус кривизны пуансона пr  и ход пунсона пH  должны удо-

влетворять следующим условиям: 0п ρ<r , Mп HH < . 

Усилие формообразования определяется формулой 

δ= sin2 1п PQ ,                                             (4.45) 

где 0
1

1 1

;
sin cos

M
P

x y
=

δ + δ
 12

ϑ−µ+π=δ . 

Задавая различную длину заготовки L и последовательно решая краевую 
задачу (4.42) и (4.43), получим при заданном радиусе 0ρ  детали с разными уг-

лами загиба θ. 
Решение поставленной задачи можно получить в системе координат X1Y 

(см. рис.4.12), ось абсцисс которой направлена по касательной в точке 1. В этом 

случае имеем CYBXAM ++= , где ;;; 00
22

000 LXXYLXYXLXX =κ==  

;00 YLXY ′κ=′  
D

A
µ= cos

; ;0;
sin00 =

µκ
= C

D

XL
B  µ+µκ= cossin000 YXLD . 

Вместо краевой задачи (4.42) и (4.43) получаем следующую систему 
уравнений:  

( ) ( )

( )

1 2

3/22

2 1 3 4 0 2 4

3

4

1 22

5 0 2 4

;

, , , 1 ;

0;

0;

1

z z

z X z z z Lz z

z

z

z Lz z

′ =

 ′ = κ + κ
 

′ =
′ =

 ′ = + κ
 

                 (4.46) 

и краевые условия 

1 2 5

1 3 4 5

(0) 0;  (0) 0;  z (0) 0;

(1) (1) 0;  (1) (1) 1 0.

z z

z z z z

= = =
− = − =

                             (4.47) 
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Здесь ( )XYz =1 ; ( )XYz ′=2 ; 03 Yz = ; 04 Xz = ; ( ) XdYXLz
X

∫ ′κ+=
0

2
005 1 . 

После решения краевой задачи (4.46), (4.47) найдем 

1 0 1 0 1

1 0 1 0 1

sin cos ;

sin cos ,

x Y X

y X Y

= ϑ + ϑ
= ϑ − ϑ

 

где .arctg 01 Y ′=ϑ   

Далее по формулам (4.44) и (4.45) находим ход пуансона, ширину ручья 
матрицы, угол загиба заготовки и усилие формообразования. 

Остаточный радиус кривизны детали 00
~/1~ κ=ρ  и угол загиба детали по-

сле разгрузки θ~  определяются выражениями  

0 0 0;

,

′κ = κ − κ

′θ = θ − θ

ɶ

ɶ
                                             (4.48) 

где 000 / HM=κ′ ; 0M , H0 − соответственно изгибающий момент и жесткость 

заготовки в сечении 0; θ − угол загиба в истинном состоянии равновесия; θ′  − 
угол загиба при фиктивном состоянии равновесия, численно равный углу пру-
жинения. По аналогии с активной стадией деформирования имеем 

12ϑ′=θ′ , 

[ ])(arctg 11 xy′=ϑ′ . 

Фиктивное состояние равновесия соответствует задаче упругости при тех 
же факторах деформации. Известное решение этой задачи (см. гл. 2) не учиты-
вает силы трения при проскальзывании заготовки по матрице. Поэтому угол 1ϑ′ , 
по аналогии с решением пластической задачи, найдем из решения соответству-
ющей упругой задачи, которая описывается системой уравнений 

[ ]1

2

0

3 / 2
2

( , )
;

1 ( )

0, ;

( ) 1 ( ) ,
x

y M x y

H
y

x x

s x y dx

′′
=

 ′+
  

∈

′= +∫

  

с краевыми условиями (4.38). 
Здесь H − жесткость заготовки при изгибе в произвольном сечении (по-

стоянная или переменная). В точке 0 имеем радиус кривизны 00 /1 κ′=ρ′ . 
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Приведем также более простые формулы для определения остаточного 

угла загиба θ~ . Из решения краевой задачи (4.42), (4.43) найдем is∆  ( )1,i N= , 

где 1−−=∆ iii sss . Разобьем участок заготовки 01 в активной стадии деформа-

ции на конечное число N участков is∆ , в пределах которых constPc =ρ i  

( )Pc constiM =  и рассмотрим независимое пружинение этих элементарных 

участков. Воспользовавшись постоянством дуги is∆  до и после пружинения 

( P Pc ci i i i isρ ϕ = ∆ = ρ ϕɶ ɶ , Pc/i i isϕ = ∆ ρ ), остаточный угол загиба детали θɶ  определим 

из выражения: 

1

2
N

i
i=

θ = ϕ∑ɶ ɶ , 

где P
P P P P P P

P P P

c
c c c c c c

c c c

1 1
; ;  ;  ;  .ii

i i i i i i i
i i i i

Ms

H

∆ ′ ′ϕ = ρ = κ = κ − κ κ = κ =
ρ κ ρ

ɶ ɶ ɶ
ɶ ɶ

 

Приведенные решения пластической и упругой задачи дают возможность 
вычислить все технологические и точностные параметры процесса свободной 
гибки. Повышение точности расчета искомых параметров можно добиться  
увеличением числа узлов конечно-разностной равномерной сетки при доста-
точно простой алгоритмической реализации. 

Пример 4.4. На рис. 4.13 приведены результаты расчета зависимости 

остаточного угла загиба θ~  от хода пуансона пH  при заданном значении шири-

ны матрицы м06,0м =B  для листа из материала Д16АМ толщиной 0,004 м по 

изложенной методике и методикам, 
изложенным в работах [50] и [55]. 
При разбивке [ ],  1x O∈  на 50 участ-

ков краевая задача (4.42) и (4.43) сво-
дится к системе 306 нелинейных ал-
гебраических уравнений. Наибольшее 
совпадение расчетных данных по из-
ложенной методике наблюдается в 
сравнении с работой [55], которая, в 
свою очередь, по сравнению с мето-
дикой [50] обеспечивает более точный 
расчет параметров свободной гибки. 

Влияние геометрической нелинейности неотформованного участка 
профильной заготовки на значения параметров процесса гибки-намотки. 
Криволинейные профильные детали ЛА одинарной кривизны малой жесткости 
и с большими углами загиба целесообразно изготовлять на специальных про-
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филегибочных станках с поворотным столом намоткой по формообразующей 
оправке (рис. 4.14). Возможные схемы ведения процесса гибки-намотки в зави-
симости от требуемого результата, геометрии заготовки, ее механических и физи-
ческих свойств показаны на рис. 4.14. 

Возможные схемы ведения процесса гибки-намотки в зависимости от 
требуемого результата, геометрии за-
готовки, ее механических и физиче-
ских свойств показаны на рис. 4.14. 

В работах [50, 53, 54] дана ме-
тодика определения технологических 
параметров процесса гибки с растя-
жением, позволяющая рассчитать 
по известному радиусу кривизны 
детали кρɶ  радиус гибочного пуансо-

на к к1/ρ = κ  с учетом пружинения и 

силовые параметры процесса (усилие растяжения кP  и изгибающий момент 

кM ). Однако при неблагоприятных геометрических параметрах профильной 

заготовки процесс гибки-намотки характеризуется большими линейными и уг-
ловыми перемещениями сечений неотформованного участка (рис. 4.15, б). Сле-
довательно, в точке контакта профиля с гибочным пуансоном силовые пара-
метры будут отличаться от требуемых значений, что скажется и на действи-
тельном пружинении (рис. 4.16, а). 

 

Рис. 4.15. Схемы нагружения заготовки при гибке–намотке: 
а – простая гибка-намотка; б – гибка-намотка с растяжением;  

в – гибка-намотка с растяжением и прижимом; г – калибровка растяжением и обкаткой 

Рис. 4.14. Общий вид профилегибочного станка 
типа СПО 
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Для устранения угла технологической недоформовки γ требуется допол-
нительная технологическая операция по догибу профильной детали. С целью 
повышения точности изготавливаемых деталей необходимо процесс гибки-
намотки вести по строго заданному режиму изменения усилия растяжения 0P  

при огибании заготовки вокруг гибочного пуансона. Это обеспечивает в точке 
касания заготовки (точка К) с контуром гибочного пуансона требуемые сило-
вые параметры формообразования KP  и KM  (рис. 4.16, б).  

 
а                                                                  б 

Рис. 4.16. Схема формообразования профильных деталей на станке СПО: 
а − расчетная схема; б − равновесие неотформованного участка профильной заготовки 

Наличие прижимного ролика (рис. 4.15, в) позволяет устранить негатив-
ное влияние геометрической нелинейности. Если усилие прижима меньше оп-
тимального, то надежный прижим заготовки к контуру гибочного пуансона 

не обеспечивается и не устраняется угол γ, что вынуждает вести процесс гибки 
по строго заданному режиму изменения усилия растяжения, обеспечивающему 
в точке касания профиля с контуром гибочного пуансона требуемые силовые 
параметры формообразования. И наоборот, большое усилие прижима приводит 
к утонению профиля в зоне растянутой полки и в верхних волокнах стенки, 
к перераспределению внутренних напряжений по высоте сечения профиля, что 
влияет на значение остаточного радиуса кривизны детали. В работах [20, 33] 

приведена методика расчета усилия прижима, устраняющего угол γ. Она осно-
вана на использовании метода баланса внутренних и внешних сил и требует 
знания геометрии неотформованного участка профильной заготовки. 

Для оценки влияния геометрической нелинейности на технологические 
параметры процесса гибки – намотки применим приведенный ранее конечно-
разностный  метод. 

Деформированное состояние неотформованного участка профильной за-
готовки при упругопластическом изгибе с растяжением описывается математи-
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ческой моделью, в которую входят [31]: уравнение (4.1), где [ ]lx ,0∈ , yPM 0= ; 

уравнения равновесия системы: 

0

0

cos sin 0;

sin cos 0;

( ) 0

K K

K K

K

P N P

P N

M P y l

γ + γ − =
γ − γ =

− =
                                     (4.49) 

и краевые условия 

lx
My =κ= )(;0)0( .                                        (4.50) 

Здесь ));((arctg ly′=γ  зависимость κ(М) определяется согласно работам 

[50, 53, 54] и аппроксимируется эрмитовым сплайном третьего порядка (1.21). 
Из уравнений (4.49) получим 

;)]([1 2
0 lyPP к ′+=  )(lyPN кк ′= .                           (4.51) 

Для удобства численного счета введем безразмерные переменные 

ккк
M

M
M

l

y
y

l

x
x =

κ
κ=κ

κ
== ;;;

2
 

и подставим их в (4.1), (4.50) и (4.51). В результате получим преобразованную 
математическую модель 

3/22
( )

1 ( )к

y
By

l y

′′
= κ

′ + κ 

, [ ]1,0∈x ;                             (4.52) 

( ) 00 =y , 
1

( ) 1
x

By
=

κ = .                                                (4.53) 

Здесь 2
2

))1((1 yl
M

lP
B к

к

кк ′κ+κ= . 

Краевая задача (4.52), (4.53) сводится к решению системы нелинейных 
дифференциальных уравнений первого порядка 

3 22
2 2 2 1 3 2 3, ( , ) 1 ( ) , 0кz z z f z z l z z

−
′ ′ ′ = = + κ =                          (4.54) 

с краевыми условиями  

1 1 3 2 31
(0) 0; ( , ) 1 0; (1) (1) 0

x
z f z z z z

=
= − = − =                        (4.55) 

где )(),(),1()(),()(),()( 131321 Bzzzfyxzxyxzxyxz κ=′=′== . 

Система уравнений (4.54) с краевыми условиями (4.55) решается с помо-
щью конечно-разностного метода. Отметим, что длина неотформованного 
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участка вычисляется по формуле (4.3). Предложенная точная методика позво-
ляет найти закон распределения нормального и поперечного усилий, изгибаю-
щего момента и кривизны по длине неотформованного участка.  

При гибке на относительные радиусы 7>ρк  возможно использование 

упрощенных методик учета геометрической нелинейности на технологические 
параметры гибки-намотки с растяжением, которые основаны на решении урав-

нения (1.17) при различных видах аппроксимации зависимости κ(М). 
При линейной аппроксимации зависимости кривизны от изгибающего 

момента )/( кк MaaM κ==κ  решение уравнения (1.17) с использованием кра-

евых условий (4.50) имеет следующий вид:  

( )
( )

0 0

0 0

0

00

κ
( )

x P a x P a
к

l P a l P a

e e N x
y x

PP a e e

−

−

−
= −

−
,                                  (4.56) 

где xNyPM 00 += , N0 и Nк − неизвестные поперечные реакции в точках 0 и К. 

Учитывая, что γ≈′
=lx

y , получим 

0

0

2
0

2

0

0

1

1

P

N

eaP

e

aPl

aPl
к

−





 −






 +κ

=γ
−

−

.                                         (4.57) 

Если принять 102 <<− aPle , то выражение (4.57) преобразуется к виду 

0

0

0 P

N

aP
к −κ=γ , γ > 0.                                                 (4.58) 

В формуле (4.58) искомыми величинами являются P0 и N0. Учитываем, 

что в силу малости угла γ: 1cos ≈γ  и γ≈γsin . Кроме того, считаем, что в нача-

ле координат имеет место шарнирное закрепление, т.е. N0 = 0. Тогда из уравне-
ний равновесия системы 0   ;00 =−γ=−γ+ кккк NPPNP  найдем 

( )

2 2
0

2 2

2 4 ;

.
2 4

к к к к

к к
к

к к к к

P P P P a

P
N

a P P P a

= + + κ
κ=

+ + κ

                                  (4.59) 

Если использовать аппроксимацию зависимости κ(М) кубическим поли-
номом вида (1.18), то согласно работе [59], решение уравнения (1.17) имеет 
следующий вид: 
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где  
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2
tg1

2
tg2
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l

b
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C t  

Усилие 0P  и параметр 1b  определяются из системы уравнений 

23

2 21 1 1 1

0 0

2 1
0 1

tg 1 tg 1 0;
2 2

cos arc tg 1 tg 0.
2

к к

к к

к

b M b b b M
l l

P P

b
P C l P

       
+ + − =       κ κ        
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Пример 4.5. На рис. 4.17 приведены результаты расчета параметров фор-
мообразования по изложенной точной методике с результатами вычислений по 
приближенным методикам для таврового профиля из материала Д16А-Т с раз-
мерами м05,0;м004,0;м004,0;м03,0 2211 ==== hbhb  при длине м5,0=l . 

 

Анализ результатов расчета показывает, что при гибке на относительные 
радиусы K7 15< ρ <  методика, базирующаяся на аппроксимации зависимости 

κ(М) кубическим полиномом, дает результаты, близкие к точному решению. 
Для радиусов K 15ρ ≥  рекомендуется методика, базирующаяся на линейной ап-
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проксимации зависимости κ(М). С увеличением радиуса изгиба влияние гео-
метрической нелинейности на технологические параметры процесса гибки 
уменьшается. На больших радиусах гибки различие между методиками мини-
мально, поэтому проще для практических расчетов использовать линейную ап-
проксимацию кривизны от изгибающего момента. 

Расчет силовых и настроечных параметров оборудования при гибке-
прокатке листовых деталей [6]. Сущность процесса формообразования при 
гибке-прокатке состоит в пластической деформации листового металла при 
непрерывном перемещении заготовки между деформирующими валками под 
воздействием сил трения. Создаваемая при этом кривизна получаемой детали 
зависит от параметров настройки станка: расстояния между крайними (опор-
ными) валками и положения относительно последних верхнего (нажимного) 
валка (см. рис. 4.10). Реализуется процесс гибки-прокатки на трех- и четы-
рехвалковые станках, работающих по симметричной и асимметричной схеме 
(станки серии КГЛ, ГЛС, ГЛП и др.). В станках с программным управлением 
параметры настройки в процессе прокатки (непрерывное позиционирование 
нажимного валка в зависимости от подачи листа) могут автоматически изме-
няться, в результате чего получаются детали с переменной кривизной по конту-
ру. В работах [50, 53, 54] изложена наиболее общая и строгая методика расчета 
силовых и настроечных параметров процесса гибки-прокатки листовых дета-
лей, основанная на степенной связи внутреннего изгибающего момента и кри-
визной заготовки в зоне нагружения и использующая  теорию эллиптических 
интегралов. Существуют и другие методики расчета, но они имеют упрощен-
ный характер [21, 49, 66, 67].  

Остаточная кривизна детали, изготавливаемой методом гибки-прокатки, 
зависит от механических свойств и геометрических размеров исходной заго-
товки, а также от диаметров валков и их взаимного расположения (рис. 4.18), 
характеризуемого межосевыми расстояниями 0H  (расстояние от центра 

нажимного валка до линии центров опорных валков) и 02L  (расстояние между 

последними). Эти параметры взаимозависимы. Сочетание их величин может 
быть различным для образования одной и той же кривизны при изгибе. Прини-
мая диаметр опорных валков 0D  и расстояние между ними 02L  в качестве 

независимых переменных, будем искать выражение для перемещения 0H  верх-

него нажимного валка как функцию указанных аргументов и создаваемой кри-
визны деформируемой заготовки 0κ . 

Особенности исследуемого процесса находят выражение в том, что фор-
ма изгиба не симметрична относительно линии контакта заготовки с верхним 
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нажимным валком даже при симметричном расположении последнего относи-
тельно нижних опорных валков. В зоне разгрузки изгиб заготовки характеризу-
ется меньшим градиентом кривизны по дуге контура, чем в зоне нагружения. 
Вследствие этого касательная к нейтральному слою изогнутой заготовки в точ-
ке контакта с верхним нажимным валком не параллельна линии центров опор-

ных валков и составляет с ней угол γ, а сама точка касания несколько смещена 
по окружности валка от вертикальной диаметральной оси в сторону зоны 
нагружения. 

 

Рис. 4.18. Расчетная схема процесса гибки-прокатки 

За прямоугольную систему координат примем касательную и нормаль к 
нейтральному слою изогнутой заготовки в точке контакта ее с верхним нажим-
ным валком (рис. 4.18). Очевидно, что зоны нагружения и разгрузки будут ха-
рактеризоваться различным расстоянием Lн  и Lр между соответствующими 
валками, измеряемым по направлению касательной, а также различным относи-
тельным перемещением валков Нн  и Нр, измеряемым по направлению нормали 
к касательной. Выражения для координат точек касания с опорными валками  
изогнутой заготовки (по нейтральному слою) следующие: 

для зоны нагружения 

( )

( )( )

0 н

н н

0 н

н н

cos
,

2
1 sin

;
2

D h
x L

D h
y H

+ δ
= −

+ − δ
= −

                                   (4.61) 
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для зоны разгрузки 

( )

( )( )

0 р

р р

0 р

р р

cos
,

2

1 sin
.

2

D h
x L

D h
y H

+ δ
= −

+ − δ
= −

                                  (4.62) 

Здесь h − толщина листовой заготовки. 
Угловое смещение по окружности нажимного валка точки контакта изо-

гнутой заготовки с учетом выражений (4.61) и (4.62) вычисляется по формуле  

( )( )0 р нр н

р н

0 0

sin sin1
arcsin arcsin

2 2 2

D hH H
y y

L L

  + δ − δ−   γ = = − −   
      

.(4.63) 

Из геометрических соотношений (рис. 4.18) найдем расстояние между 
валками в зонах нагружения и разгрузки Lн  и Lр: 

( )

( )

0 н н

н

0 н

р

sin
;

cos

sin
,

cos
р

L D H
L

L D H
L

− − γ
=

γ

+ − γ
=

γ

                                       (4.64) 

где 0 ,
2

с
н

D D
D h

+= +  Dc – диаметр среднего валка; Dн – исходная величина па-

раметра Н0. 

Параметры настройки гибочных валков в зонах нагружения и разгрузки 

Расчет параметров настройки гибочных валков произведем отдельно 
в зонах нагружения и разгрузки. Требуемая остаточная кривизна детали 0

~κ   

будет получена в том случае, если активная кривизна 0κ  в сечении с макси-

мальным изгибающим моментом (точка О) будет связана с остаточной кривиз-
ной по формуле (1.11). Так как при подаче заготовки, осуществляемой враща-
ющимися валками происходит перемещение последней справа налево, то лю-
бое ее сечение, проходя от точки Ан до точки О, испытывает монотонно увели-
чивающуюся внешнюю изгибающую нагрузку. Поэтому на участке О – Ан (зо-
ны нагружения) связь изгибающего момента с активной кривизной описывается 
по формуле (1.6). Эту зависимость аппроксимируем эрмитовым сплайном 
третьего порядка (1.21). При дальнейшем перемещении сечения от точки О  
до точки Ар  происходит уменьшение действующего в нем изгибающего момен-
та, линейное относительно кривизны (упругая разгрузка), а связь )( 0κM  для 
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участка О – Ар (зоны разгрузки) выражается известной формулой 
( )00

~κ−κ= EJM . 

Выделенные в силовой схеме процесса гибки-прокатки (рис. 4.18) зона 
нагружения и зона разгрузки, с соответствующими им законами связи )( 0κM , 

совпадают с расчетной схемой формоизменения заготовки, изображенной на 
рис. 4.1, и полностью описываются уравнениями, приведенными в § 4.1. Эти 
уравнения не позволяют получить аналитическую формулу, которая связывала 
бы величины 0H  и 0

~κ . Найти зависимость между последними можно лишь  

численными методами решения. 
Рассмотрим равновесие формы изгиба участка заготовки в зоне нагруже-

ния. Действие отбрасываемой части заготовки на рассматриваемую часть ком-
пенсируем в точке 0 силой Р0 и моментом М0. Действие входного опорного вал-
ка на заготовку представим силой реакции Рн, направленной по нормали 
к нейтральному слою в точке Ан контакта тонкостенной заготовки с указанным 
валком (рис. 4.19, а). Схема нагружения деформируемого элемента соответ-
ствует упруго-пластическому изгибу тонких заготовок при следящем переме-
щении деформирующей силы Рн, нормальной к изогнутой оси в точке своего 
приложения (см. § 4.1). 

 
                                         а                                                            б 

Рис. 4.19. Расчетная схема деформации листовой заготовки в зоне:  
а – нагружения; б – разгрузки  

Деформированное состояние участка заготовки О – Ан описывается уравне-

нием (4.1) с краевыми условиями (4.4), где [ ]н ;,  x O x∈ н 1;2

πδ = − ϑ  

( )
н

1 arctg ( ) ;
x x

y x
=

′ϑ =  M = M0 – yPн sin  ϑ1 – xPн cos  ϑ1. Из условия равенства нулю 

изгибающего момента в точке нA  получим 0
н

н 1 н 1sin cos

M
P

y x
=

ϑ + ϑ
. Величины 

00 1 ρ=κ  и 0M  в точке О являются известными и определяются из решения 
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основной технологической задачи. Подставив безразмерные переменные 
2

н 0 н 0 0/ ; / ; / ; /x x x y y x M M M= = κ κ = κ κ =  в исходные выражения, получим  

3/22
0 н

( )
1 ( )

y
M

x y

′′
= κ

′ + κ 

, [ ]0,1x ∈ ;                          (4.65) 

( ) 00 =y , ( ) 00 =′y .                                      (4.66) 

Здесь 
2 2
0 н н

2 2
0 н н н

1
1

x y y x
M

x y y

′κ += −
′κ +

, ( )
н

н 0 н ( )
x x

y x y x
=

′ ′= κ . 

Сведем уравнение (4.65) к системе нелинейных дифференциальных урав-
нений первого порядка: 

( ) ( )
1 2

3/22

2 1 3 4 0 н 2

3

4

;

, , , 1 ;

0;

0.

z z

z x z z z x z

z

z

′ =

 ′ = κ + κ
 

′ =
′ =

                    (4.67) 

Здесь ( ) ( )1 2 3 н 4 н;  ;  ;  .z y x z y x z y z y′ ′= = = =  

Краевые условия (4.66) примут вид 

1 2 1 3 2 4(0) 0;  (0) 0;  (1) (1) 0;  (1) (1) 0.z z z z z z= = − = − =         (4.68) 

Краевая задача (4.67), (4.68) решается с помощью конечно-разностного 
метода. В результате при известном значении нx  находим величины нy  

и [ ]1 0 н нarctg )x y′ϑ = κ . При этом краевое условие ( ) 000 κ=κ =x
M  выполняется 

автоматически. 
В зоне разгрузки участок заготовки подвергается деформации изгиба 

в момент прохождения под верхним нажимным валком. Разгрузка изогнутого 
элемента происходит по мере перемещения заготовки от нажимного валка 
к опорному выходному, поэтому в некотором фиксированном положении раз-
личные сечения элемента находятся в разной стадии разгружения. При извест-
ной кривизне изогнутого участка, созданной в активной стадии деформации, 
в зоне разгрузки известна кривизна в двух сечениях: под средним валком, где 
разгрузка еще не началась и кривизна остается равной созданной в активной 
стадии кривизне 0κ , и на линии контакта с выходным опорным валком, где 

разгрузка произошла полностью и оставшаяся кривизна детали равна заданной 
величине 0

~κ . Во всех промежуточных сечениях кривизна заготовки изменяется 

в следующих пределах: 00
~κ>κ>κ . Первоначально деформированное состоя-
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ние заготовки в зоне разгрузки можно получить путем упругого изгиба дефор-
мированного элемента (кривизна во всех сечениях равна величине 0

~κ ) из ста-

дии полного разгружения до состояния, при котором удовлетворяется гранич-
ное условие: кривизна в сечении элемента под верхним нажимным валком ста-
нет равной известной кривизне 0κ  в действительном состоянии равновесия (до 

разгрузки).  
Таким образом, решение вопроса о равновесии пластически изогнутой за-

готовки в зоне разгрузки сводится к задаче об упругом изгибе криволинейного 
элемента системой сил, изображенной на рис. 4.19, б, которая при данной схеме 
нагружения относится к основному классу нелинейных задач статики тонких 
стержней. 

Для определения кривизны и перемещений точек нейтрального слоя де-
формированного элемента необходимо решить уравнение 

),(

)(1
2/3

2

yx

y

y κ=





 ′+

′′
, р0,x x ∈                               (4.69) 

с краевыми условиями 

р
0 00

( ) , ( )
x x x

x x
= =

κ = κ κ = κɶ .                               (4.70) 

Здесь 0

( , )
( , ) ;

M x y
x y

EJ
κ = + κɶ  0 р р р р

sin cos ;M M yP xP= − ϑ − ϑ  р р;2

πδ = − ϑ   

( )
р

arctg ( )р x x
y x

=
′ϑ = . 

Из условия равенства нулю изгибающего момента в точке Ар получим 

0
р

р р р рsin cos

M
P

y x
=

ϑ + ϑ
. 

Подставив безразмерные переменные 2
р 0 р 0/ , / , /x x x y y x= = κ κ = κ κ  

в уравнение  (4.69), преобразуем его к виду 

3/22
0 р1 ( )

y

x y

′′
= κ

′ + κ 

, [ ]1,0∈x .                               (4.71) 

Здесь 
2 2
0 р р0 0
2 2

0 0 р р р 0

1 1
1

x y y x

x y y

 ′κ + κ κκ = − − +   ′κ κ + κ  

ɶ ɶ
, ( )

р
р 0 р ( )

x x
y x y x

=
′ ′= κ .  

Отметим, что из первого краевого условия следует )~( 000 κ−κ= EJM , 

а второе условие выполняется автоматически. Уравнения (4.71) дополним крае-
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выми условиями (4.66). Решение краевой задачи (4.66), (4.71) сводится к реше-
нию системы дифференциальных уравнений первого порядка: 

( ) ( )
1 2

3/22

2 1 3 4 0 2

3

4

;

, , , 1 ;

0;

0.

р

z z

z x z z z x z

z

z

′ =

 ′ = κ + κ  
′ =
′ =

                  (4.72) 

Здесь ( ) ( )1 2 4 р
;  ;  .z y x z y x z y′ ′= = =  

Краевые условия (4.66) преобразуются к выражениям (4.68). 
Краевую задачу (4.68), (4.72) решим с помощью конечно-разностного ме-

тода. В результате при известном значении xp находим величины yp  

и р 0 р рarctg )x y′ ϑ = κ  .   

Общая методика расчета параметров настройки гибочных валков 

При определении составляющих перемещения верхнего нажимного валка 
соответственно в зонах нагружения и разгрузки расчет произведем с учетом 
изменения расстояния между валками вследствие несимметричности формы из-
гиба заготовки в указанных зонах. Так как количественную оценку влияния 
несимметричности формы на изменение расстояния между валками в зонах 
нагружения и разгрузки можно определить только при известной величине со-
ставляющих перемещений Hн и Нр, то практически решение рассматриваемых 
технологических задач достигается методом последовательных приближений. 
Первоначально расчет ведется без учета изменения расстояния между опорны-
ми валками 

н р 0( )L L L= = . Первый цикл расчетов связан с вычислением коор-

динат yн, yр и углов δн, δр. Варьируемыми параметрами являются координаты xн 
и xp. После решения краевых задач (4.67), (4.68) и (4.68), (4.72) соответственно 

в зонах нагружения и разгрузки при заданных величинах зад

нx  и зад

р
x  находим 

значения углов δн, δр и координат yн и yр. Разность координат задаваемых и рас-

считанных рас

нx  и рас

р
x  из геометрических соотношений по формулам (4.61) 

и (4.62) служит критерием для корректировки численного значения величин 
зад

нx  и зад

р
x . Расчеты цикла заканчиваются при условии  

зад рас

н н н

зад рас

р р

;

,
р

x x

x x

− < ∆

− < ∆
                                             (4.73) 

где 
н р
,∆ ∆ −допустимая погрешность вычисления. 
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Далее по формулам (4.61) и (4.62) вычисляются составляющие перемеще-
ния Нн и Нр соответственно в зонах нагружения и разгрузки.  

При известных Нн и Нр по уравнениям (4.63) и (4.64) вычисляются угло-
вое смещение точки касания заготовкой верхнего нажимного валка γ и изме-
ненные расстояния между валками в зонах нагружения нL  и разгрузки 

р
L . За-

тем по скорректированному расстоянию между валками определяется уточнен-
ная величина составляющих искомого перемещения Н0. Составляющие относи-
тельных перемещений даны в системе координат, ориентированной по каса-
тельной и нормали к нейтральному слою в точке контакта заготовки с верхним 
нажимным валком. В процессе гибки-прокатки перемещение верхнего валка 
осуществляется в направлении, перпендикулярном линии центров нижних 
опорных валков. При известном значении составляющих Нн и Нр действитель-
ное перемещение верхнего валка в указанном направлении определяется сле-
дующим выражением [50]: 

( ) ( )0 н н 0tg cos (1 cos )H H L D h= + γ γ + + − γ .                     (4.74) 

В формуле (4.74) составляющая параметра настройки Нр отражена в ве-
личине угла γ, составляемого с линией центров опорных валков нормалью к 
изогнутой оси заготовки в точке контакта ее с верхним  нажимным  валком. 

Цикл расчетов, связанных с вычислением параметра Н0, является внеш-
ним по отношению к первому циклу (внутреннему). Его расчеты заканчиваются 
при условии: 

( 1) ( )
0 0 H,i iH H+ − < ∆                                         (4.75) 

где H∆  – допустимая погрешность. 

В результате вычислений по описанному здесь циклическому алгоритму 
можно найти углы γ, δн, δр и силы Рн и Рр, а по ним и остаточную кривизну 0

~κ , 

которую будет иметь заготовка после изгиба за один переход при данных пара-
метрах настройки оборудования (Н0, Lн и Lр). 

Расчет силовых параметров формообразования 

Знание усилий формообразования при гибке-прокатке необходимо как 
при проектировании нового оборудования для расчета конструктивных элемен-
тов на прочность и жесткость, так и при решении технологических вопросов о 
возможности изготовления тех или иных деталей на существующем оборудова-
нии. Кроме того, известная зависимость силовых факторов от параметров 
настройки станка позволяет правильно и обоснованно устанавливать значение 
последних для различных форм изготовляемых деталей. 
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Процесс формообразования при гибке-прокатке на валковых станках со-
стоит из двух стадий, характеризующихся различной кинематикой деформиру-
ющих валков и различными силовыми схемами нагружения [50, 53]. В перво-
начальной стадии происходит поперечный изгиб заготовки, осуществляемый 
путем прогиба, создаваемого перемещением верхнего нажимного валка. При 
этом деформирующие валки не вращаются и перемещение заготовки в целом 
отсутствует. Схема нагружения характеризуется силами давления валков на за-
готовку, направленными нормально к нейтральному слою последней в точках 
своего приложения. После того, как в результате поперечного изгиба создана 
необходимая кривизна в сечении под верхним валком, начинается последую-
щая стадия формообразования − перемещение заготовки в целом между дефор-
мирующими валками (прокатка). Вследствие наличия сил трения между вра-
щающимися валками и заготовкой, происходит перемещение последней в зоне 
деформации. Из всего сказанного следует, что к числу силовых факторов рас-
сматриваемого процесса относятся нормальные и касательные составляющие 
сил давления валков на заготовку. Соответствующая величина этих составля-
ющих сил давления обеспечивает необходимый изгиб и прокатку листовой за-
готовки на заданный радиус кривизны.  

В работах [50, 53, 54] проведен полный анализ силовых факторов процес-
са гибки-прокатки. Отметим только, что для определения нормальных сил дав-
ления валков на заготовку используются зависимости, найденные при рассмот-
рении теоретических основ процесса свободной гибки. Поскольку подача изги-
баемой заготовки осуществляется вращающимися валками, то необходимо про-
верить достаточность сил трения, возникающих между подающими валками и 
заготовкой. При малых по величине силах трения валки могут пробуксовывать 
относительно заготовки, царапая ее поверхность и вынуждая производить гиб-
ку за большее количество переходов. То и другое нежелательно, поэтому, как 
показывает практика, при гибке-прокатке нижние валки стремятся расположить 
как можно ближе друг к другу, так как при этом увеличиваются силы нормаль-
ного давления со стороны валков на заготовку, а следовательно, больше будут 
и силы трения. Проверка на отсутствие проскальзывания заключается в расчете 
и последующем сравнении потребного усилия подачи и обеспечиваемых сил 
трения [50, 53]. Усилие подачи для произвольной формы сечения деформируе-
мого элемента определяется по формуле 

упр пл пл2
П П p

0

(1 )
2 1 2(1 )

M M F
F n E
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= κ + − − ε + + κ 

.                (4.76) 

Усилие подачи зависит от сопротивления металла пластическому дефор-
мированию, поперечного сечения изгибаемой заготовки и кривизны, на который 



148 

производится деформация. Весьма важным обстоятельством, которое необходи-
мо отметить, является то, что усилие подачи не зависит от параметров настройки 
станка. Если изгиб на заданную кривизну производится при разном сочетании 
параметров настройки валков станка, то усилие подачи для всех сочетаний будет 
одним и тем же, определяемым кривизной изогнутой заготовки. Условием гибки 
без скольжения валков относительно заготовки будет превышение располагае-
мой суммарной силы трения над потребным усилием подачи: 

ПFPfТ ii ≥= ∑∑ ,  (4.77) 

где −f  коэффициент трения скольжения между вращающимися валками и из-

гибаемой заготовкой. Если условие (4.77) не выполняется, то гибку-прокатку 
нужно осуществлять за большее количество переходов. 

Пример 4.6. Определим настроечные параметры для изготовления цилин-
дрической детали с радиусом кривизны м 3,0~

0 =ρ  из листового металла Д16А-Т 

толщиной h = 0,0028 м и шириной b = 2 м (диаметры валков м 07,00 =D , уста-

новочный параметр 00 DL = ). Из решения основной технологической задачи

находим значения м 138,00 =ρ  и мН 52,10030 =М . Краевые задачи в зонах

нагружения и разгрузки решаем при их разбивке на 50 участков. Результаты 

вычислений следующие: δн = 85,4°; xн = 0,06378 м; yн = 0,0047 м; Lн = 0,0667 м; 

Hн = 0,0048 м; δp = 55,85°; xp = 0,05287 м; yp = 0,0084 м; Lp = 0,0733 м; Hp = 

0,0147 м; γ = 3,25°; H0 = 0,00966 м. Сравнение результатов вычислений с ре-
зультатами, полученными по методике [54], показывает практически полное их 
совпадение (расхождение менее 1 %). Отметим, что применение компьютеров 
позволяет в случае необходимости повысить точность вычислений. С этой це-
лью можно увеличить число квазиравномерной сетки на расчетной схеме де-
формируемого элемента.  

Таким образом, конечным результатом расчетов при данной методике 
выполнения являются численные значения параметров настройки Н0, Lн и Lр, 
позволяющие получить деталь за один переход, а если однопереходная гибка 
невозможна из-за проскальзывания валков, то обеспечить изготовление детали 
за минимальное количество переходов с требуемой точностью. 
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Глава 5. КОНТРОЛЬ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
ПРИ ВЫПОЛНЕНИИ ФОРМООБРАЗУЮЩИХ ОПЕРАЦИЙ 

ЛИСТОВОЙ ШТАМПОВКИ 

Точность изготавливаемых пластическим деформированием тонкостен-
ных деталей авиатехники зависит от точности исходных заготовок (размеры и 
механические свойства) и точности их нагружения деформационными и сило-
выми параметрами на технологическом оборудовании с соответствующей тех-
нологической оснасткой. Специфическая особенность достижения требуемой 
точности при формообразовании заключается в том, что повлиять на точность 
исходных заготовок во многих случаях невозможно, например, прокат, постав-
ляемый металлургической промышленностью, имеет значительный разброс по 
механическим свойствам и геометрии поперечного сечения. Построение рацио-
нальной технологии должно предусматривать возможность корректировок ре-
жимов нагружения заготовок с целью исключения ожидаемых погрешностей 
деталей. Принятие решений о каких-либо корректировках режимов обработки 
должно основываться на информации о состоянии системы станок-оснастка-
деталь. В результате встает вопрос об измерении текущих значений параметров 
формообразования и генерировании управляющих воздействий для названной 
технологической системы. При таком понимании проблемы можно говорить о 
контроле процесса формообразования. Кратко покажем его место при выполне-
нии формообразующих операций [54]. 

§ 5.1. Контролируемые параметры

Как известно, формообразование − это процесс создания в исходной заго-
товке определенного поля деформаций, переводящего последнюю в деталь тре-
буемой конфигурации. Критериями годности детали являются показатели точ-
ности ее геометрических размеров (длина дуги и радиус кривизны контура, га-
бариты поперечного сечения, наличие крутки и др.) и механических свойств 
(остаточный ресурс пластичности, размер зерна, наличие линий скольжения и 
др.). В конечном счете, и геометрия, и механические свойства тонкостенной де-
тали зависят от созданных в ней деформаций, поэтому контролировать в про-
цессе пластического формообразования следует именно их. Контроль в смысле 
инспектирования предполагает измерение величин деформаций на наиболее 
опасных участках с целью выдерживания этих величин в пределах допускае-
мых для данного материала заготовки значений. Контроль в смысле управления 
подразумевает действия, связанные с целенаправленным измерением режимов 
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формообразования за счет наложения на заготовку кинематических ограниче-
ний или дополнительных силовых воздействий. 

При назначении предельно допустимой величины деформации [ε] необ-
ходимо руководствоваться несколькими критериями, к которым относятся: от-
сутствие разрушений, устойчивость при нагружении, сохранение мелкозерни-
стой структуры, качество поверхности и др. Каждому критерию соответствует 
своя величина [ε]. Наименьшая из них и есть предельно допустимая величина 
деформации для данного материала. 

Пластическое формообразование детали осуществляется кинематическим 
и силовым воздействием на исходную заготовку со стороны технологической 
оснастки и инструмента. Так как заготовка обладает вполне определенной 
жесткостью (изгибной, крутильной, сдвиговой), следует ожидать, что кинема-
тические и силовые параметры взаимосвязаны. Однако эта взаимосвязь являет-
ся достаточно сложной и неоднозначной. Физическая нелинейность связи 
напряжений и деформаций усугубляется геометрической нелинейностью (см. 
гл. 3). Величины разнонаправленных нагрузок зависят от очередности их со-
здания. Отработка силовых параметров на технологическом оборудовании про-
исходит скачкообразно из-за трения между подвижными частями, а исходные 
заготовки имеют значительный разброс по геометрическим и механическим ха-
рактеристикам. При таких обстоятельствах, очевидно, что косвенные управля-
ющие воздействия на систему станок-инструмент-деталь делают весьма про-
блематичным вопрос достижения требуемой точности формообразования. По-
этому предпочтение должно быть отдано вариантам прямого управления − тре-
буемые перемещения обрабатываемой заготовки должны создаваться кинема-
тическим воздействием, а требуемые силы − силовым воздействием со стороны 
технологического оборудования и оснастки. 

К числу кинематических параметров относятся: длина дуги детали, кри-
визна контура, крутка, овальность, малка. К силовым параметрам относятся, 
прежде всего, усилие растяжения, изгибающий момент, усилие прижима, попе-
речная сила, крутящий момент. Главное ограничение − это предельно допусти-
мая величина деформации. 

При выборе между основными путями (управления по деформациям или 
силам) следует отдавать предпочтение первому, по крайней мере, по двум при-
чинам: во-первых, именно по деформациям, как уже отмечалось, налагаются 
ограничения, вытекающие из условия неразрушения; во-вторых, при наличии 
ярко выраженной площадки текучести стабилизировать пластические деформа-
ции только по силам невозможно. Однако при монотонном нарастании сил при 
пластическом деформировании пластический изгиб при стабилизации силы рас-
тяжения (или давления в полости растяжного гидроцилиндра) вполне допустим, 
например, при реализации гибки с растяжением на станках типа ПГР. 
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Одна из возможностей комбинированного управления может быть реали-
зована при переходе от одной программы к другой, что в теории управления 
квалифицируется как переменная структура. Идея сводится к тому, чтобы на 
первом этапе увеличением силы растяжения довести заготовку до начала пла-
стических деформаций, а затем, контролируя дополнительные деформации и 
ограничивая их, осуществлять изгиб. Такой способ дает значительные преиму-
щества, когда момент начала пластических деформаций заранее не может быть 
оценен с удовлетворительной точностью вследствие разброса характеристик 
материала, наличия остаточных напряжений, возникавших на предыдущих эта-
пах технологического процесса, отличий размеров сечений от номинальных 
значений. 

§ 5.2. Методы управления формообразованием 

Делая выбор между прямым и косвенным управлением процессом пла-
стического формообразования, следует учитывать такие обстоятельства, как 
техническая достижимость, экономическая целесообразность, стабильность 
процесса при наличии возмущающих факторов, охват широкой номенклатуры 
деталей, простота технологической оснастки и т.д. В ряде случаев применение 
косвенного управления оказывается оправданным (требуемая деформация рас-
тяжения при гибке профилей поддерживается за счет постоянства давления в 
гидроцилиндре; уменьшение деформации овальности поперечного контура 
трубы производится за счет гидронаддува или принудительного разгибания и 
т.д.). Однако, как показывает практика, при прочих равных условиях предпо-
чтение следует отдавать прямому методу управления. 

Рассмотрим кинематическое управление формообразованием при свобод-
ных и сопряженных схемах нагружения. Форма детали под нагрузкой при реа-
лизации свободной схемы определяется взаимным расположением контакти-
рующих с ней инструментов и собственной жесткостью детали. Главным до-
стоинством свободной схемы является возможность поднастройки технологи-
ческой системы, что позволяет учитывать реальные характеристики каждой из-
готавливаемой детали.  

В качестве примера рассмотрим корректировку настроечных параметров 
валковой листогибочной машины для учета действительной жесткости исход-
ной заготовки. Согласно работе [54] кривая зависимости настроечного пара-
метра от остаточного радиуса кривизны детали при разбросе механических 
свойств заготовки и ее толщины смещается как жесткая линия вправо или влево 
от номинального положения на определенную величину с точностью до 

%21… . Отсюда следует возможность корректировки настроечного параметра 
во всем диапазоне изменения остаточной кривизны детали по одной из найден-
ной при эксперименте (пробном изгибе образца) точке по следующей формуле: 

( ) ( ) ,~~ н
0

д
0 HHH ∆+ρ=ρ                                         (5.1) 
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где ( )д

0H ρɶ  – управляемая координата, учитывающая действительную жест-

кость заготовки; ( ) −ρ~н
0H  номинальная функция управления; −∆H  корректи-

рующая поправка, определяемая на этапе пробной гибки.  
При выполнении гибки-прокатки позиционирование среднего (нажимно-

го) валка по координате Н0 должно быть согласовано с углом его поворота. 
Чертеж детали определяет ее внутреннюю геометрию (функцию зависимости 
радиуса кривизны от длины дуги, характеризующую форму контура с точно-
стью до положения в пространстве) )(~ sρ . Длина дуги детали однозначно связа-

на с углом поворота гибочного валка: ( ) ,2/ ϕ= cDs  где −cD  диаметр валка; 

ϕ − угол поворота валка. Тогда следующая система уравнений 
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( ) ( )д н

0 0
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/ 2 ;
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,  (   время)

c

t

s D

t

H H H t

ϕ = ϕ
= ϕ

ρ = ρ
ρ = ρ + ∆ −

ɶ ɶ

ɶ ɶ

                               (5.2) 

полностью определяет кинематику управления валковой листогибочной маши-
ной при реализации процесса гибки-прокатки. 

При сопряженной схеме формообразования заготовка в конце активной 
стадии нагружения полностью прилегает к развитой рабочей поверхности тех-
нологической оснастки. Задача управления состоит в отыскании таких траекто-
рий перемещения исполнительных органов станка, которые обеспечивали бы 

соблюдение ограничений ][ε<ε  
в каждый момент времени нагру-
жения. Характерный пример фор-
мообразования по сопряженной 
схеме с кинематическим управле-
нием  показан на рис. 5.1. 

Программируемые пара-
метры: 1− подъем стола пресса; 
2, 3 −  выдвижение штоков сило-
вых гидроцилиндров левого и 
правого балансиров (с програм-
мируемым шагом 10–6  

м); 4 − 
наклон стола пресса в вертикаль-
ной плоскости (с программируе-
мым шагом 10–3 град). Кинемати-
ка пресса FEKD позволяет в про-
цессе обтяжки реализовать по-
этапное огибание заготовкой 
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рабочей поверхности обтяжного пуансона одновременно с растяжением заго-
товки. Благодаря этому минимизируется вредное влияние трения, а поле рас-
пределения деформаций по площади заготовки имеет более равномерный 
характер. 

Оснащение технологического оборудования системами программного 
управления может обеспечить полное кинематическое управление процесса 
формообразования деталей. Развитое программно-математическое обеспечение 
допускает возможность гибкого программирования функций обработки инфор-
мации и управления, возможность сопряжения с внешними управляющими и 
вычислительными устройствами, выполнения функции диагностики. Управля-
ющие программы могут составляться как на основе аналитических расчетов, 
так и в режиме записи «ручного» управления при изготовлении пробной дета-
ли. Результатом расчетов при аналитическом программировании является фор-
мирование программ перемещения рабочих органов в рабочем пространстве 
оборудования для обеспечения точности формообразования. 

Если по каким-то причинам затруднено создание в теле заготовки требу-
емого поля деформаций только за счет кинематического воздействия со сторо-
ны средств формообразующего оснащения (инструмента и оснастки), то прибе-
гают к использованию комбинированных воздействий, заменяя труднореализу-
емые компоненты кинематики соответствующими силовыми компонентами. 
Такие замены, как правило, являются вынужденными. Они снижают точность 
управления, поскольку касательный модуль упрочнения εσ= ddEv /  в пласти-

ческой зоне меньше единицы. Выдерживать требуемую деформацию требε=ε  

через косвенный параметр σ (при 1vE < ) значительно хуже, чем непосред-

ственно управлять самой деформацией. Наличие силовых компонент нагруже-
ния в каком-либо процессе формообразования вынуждает заняться поиском бо-
лее совершенных схем технологического оборудования и оснастки, реализую-
щих этот процесс.  

Рассмотрим процесс гибки профилей с растяжением на станках типа ПГР 
с ручным управлением. Требуемая кривизна контура детали обеспечивается 
кинематически, а именно, путем огибания заготовкой рабочего контура гибоч-
ного пуансона. Деформация растяжения, которая необходима для предотвра-
щения потери устойчивости и уменьшения пружинения, создается растяжными 
гидроцилиндрами. В процессе формообразования постоянство деформации 
растяжения поддерживается за счет постоянства давления в гидроцилиндрах. 
Замена кинематического управления величиной деформации растяжения при-
водит к ощутимому снижению точности. Сохранность постоянства силы на 
штоке гидроцилиндра, при наличии перемещений поршня относительно гиль-
зы, практически невозможна из-за гидравлического сопротивления в перепуск-
ных клапанах и различия коэффициентов трения в состояниях движения и по-
коя. Рост силы натяжения особенно опасен на заключительном этапе огибания 
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заготовкой гибочного пуансона. Почти весь прирост силы идет на увеличение 
длины свободного (неотформованного) участка заготовки и лишь малая часть − 
на блокированный трением изогнутый по оправке участок заготовки. Поэтому 
деформации растяжения на концевых участках детали могут в несколько раз 
превосходить среднюю величину деформации растяжения по всей длине. При-
менение станков ПГР с ЧПУ при изготовлении криволинейных профильных де-
талей полностью устраняет указанные негативные факторы (см. разд.4.3). 

Рассмотрим другой пример процесса формообразования с комбинирован-
ным управлением по кинематическим и силовым параметрам [54]. Обтяжка ли-
стов с поперечным натяжением используется для формообразования особо тон-
ких обшивочных деталей (толщина 0,5 ... 0,6 мм), которые склонны к появле-
нию практически неустранимых гофров. Поперечное натяжение листа (рис. 5.2) 
препятствует развитию деформаций в этом направлении и удерживает его 
в плотном контакте с обтяжным пуансоном, мешая, тем самым, возникновению 
и развитию гофров.  

Наиболее неблагоприятны с точ-
ки зрения гофрообразования детали 
блюдцеобразной формы, имеющие ма-
лую кривизну в области вершины. 
В этом случае при простой обтяжке 
продольные деформации xε  локализу-
ются в удаленных от вершины детали 
зонах. Также здесь появляются и попе-
речные деформации xy µε−=ε , увле-

кающие за собой свободные края ли-
стовой заготовки. Напряжения сжатия 
тонкого листа, лежащего на пологом 
в области вершины обтяжном пуан-
соне, реализуются в виде гофра (длина 
до 500 мм, высота до 10 мм), устранить 
который традиционными для толстых 
листов способами не удается. Попытки 
«посадить» гофр ударами резиновой 
киянки приводят лишь к его раздроб-
лению на несколько мелких гофров. 
Поперечное натяжение листа позволяет 
решить данную проблему.  

Система управления обтяжного пресса функционирует автоматически, 
причем оператор участвует в процессе работы только в случае установки и сня-
тия готовой детали, а также при управлении формообразованием в режиме 
«Обучение». Управление новым обтяжным оборудованием может осуществ-
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ляться как по жесткой, заранее заданной программе, так и адаптивно, с форми-
рованием управления в реальном времени в зависимости от результатов кон-
троля текущего состояния формообразуемой детали и значений параметров 
упругих деформаций узлов машины, измеряемых, например, с помощью дефо-
метра. 

§ 5.3. Компьютеризация контроля 
при выполнении формообразующих операций листовой штамповки 

В настоящее время формообразующее технологическое оборудование, при-
меняемое на предприятиях авиационной промышленности, не полностью оснаще-
но системами программного управления, поскольку они весьма дороги и пред-
ставляют повышенные требования к кинематическим механизмам и силовым при-
водам технологического оснащения. Субъективный характер управления отрица-
тельно сказывается на качестве изготовляемых деталей и затрудняет процедуру 
сертификации. Приемлемым выходом из такой ситуации являются системы ком-
пьютерного контроля за процессами формообразования. Они являются промежу-
точным этапом на пути к программному управлению, легко встраиваются в дей-
ствующее производство, повышая его общий уровень и культуру. 

В качестве примера рассмотрим систему контроля деформаций при изго-
товлении листовых деталей на обтяжных прессах [54]. Система компьютерного 
контроля за технологическим процессом обтяжки листовых деталей предназна-
чена для получения объективной информации о деформированном состоянии 
заготовки в процессе ее формообразования на обтяжном прессе (рис. 5.3). Пя-
тиканальное измерение деформаций в режиме реального времени позволяет 
оператору следить за опасными зонами заготовки и наиболее рационально ве-
сти процесс обтяжки. 

 
Рис. 5.3. Структурная схема компьютерного контроля за технологическим процессом 

 обтяжки листовых деталей 
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Применительно к обтяжному прессу система работает в информационно-
справочном режиме. Принятие решения по управлению прессом остается за 
оператором, который распоряжается представляемой ему информацией по соб-
ственному усмотрению. Оператор управляет гидроприводами исполнительных 
органов обтяжного пресса с пульта управления. При этом он визуально следит 
за ходом процесса обтяжки (состояние гидросистемы пресса, надежность захва-
та заготовки в губках, отсутствие складкообразования на заготовке и др.) 
и наблюдает на дисплее системы компьютерного контроля за достигнутой в 
процессе обтяжки величиной деформации заготовки. Система компьютерного 
контроля архивирует измеренные величины деформаций для всех изготовляе-
мых деталей. На основании этих данных наиболее ответственные детали можно 
паспортизировать. 

Аналогичным образом построена структурная схема системы контроля и 
прогнозирования деформаций при гибке профильных деталей на станках типа 
ПГР [54]. Система предназначена для получения объективной информации о 
деформированном состоянии заготовки в процессе ее формообразования. Двух-
канальное измерение деформаций в режиме реального времени с запоминанием 
максимально достигнутых деформаций от растяжения и изгиба позволяет опе-
ратору наиболее рационально вести процесс гибки. Отличительной особенно-
стью данной системы от рассматриваемой ранее является наличие функции 
прогнозирования величины деформации. Необходимость прогнозирования 
продиктована большой величиной изгибных деформаций, возникающих при 
формообразовании деталей из профилей (изгибными деформациями при об-
тяжке листов пренебрегаем ввиду их малости), а также тем, что непосредствен-
ный замер суммарной деформации затруднен из-за сложности крепления дат-
чика деформации на криволинейной поверхности изогнутого профиля. Функ-
ция прогнозирования содержит вычислительную процедуру, которая по заме-
ренной деформации растяжения и известным для данной детали механическим 
свойствам материала, размерам поперечного сечения и радиусу изгиба рассчи-
тывает положение нейтрального слоя, максимальную суммарную деформацию 
от действия растяжения и изгиба, а также учитывает деформацию калибровки. 
Поскольку прогнозирование выполняется в режиме реального времени, расчеты 
следует вести по упрощенной методике, исключающей циклические алгоритмы 
последовательных приближений. Оптимальной моделью материала является 
жесткопластическая связь напряжений и деформаций с линейным деформаци-
онным упрочнением. Данная модель обеспечивает устойчивую работу системы 
в режиме реального времени при формообразовании профильных деталей по 
различным схемам сложного нагружении. Графическое представление инфор-
мации в виде блочной диаграммы делает систему компьютерного контроля 
весьма удобной в эксплуатации. 
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Заметим, что альтернативой приобретения новых дорогостоящих прессов 
зарубежных фирм является модернизация 
отечественного обтяжного оборудования (прес-
сы типа РО и ОП, станки ПГР-6, ПГР-7 и др.) 
и оснащение их системами автоуправления 
(рис. 5.4), позволяющими  автоматизировать 
сам процесс формоизменения (реализовать ав-
томатический режим) и поддержать заданные 
технологические параметры*.  

Техническая реализация каждого из эта-
пов представленного алгоритма в настоящее 
время не вызывает больших трудностей.  

В настоящее время на практике для решения подобных задач использу-
ются относительно недорогие и компактные программируемые логические кон-
троллеры (ПЛК), например, ПЛК SMART2, обладающие, несмотря на свои ма-
лые габариты, мощными вычислительными и коммуникационными возможно-
стями. ПЛК SMART2имеет модульную структуру, позволяющую легко изме-
нять конфигурацию. Для объединения ПЛК SMART2 и компьютера (ПК) в сеть 
используется стандартная высокоскоростная локальная шина PROFIBUS, бази-
рующаяся на принципе шинного маркера реального времени. Сеть PROFIBUS 
позволяет интегрировать в единую систему обтяжное оборудование, контрол-
лер и вычислительные средства с элементами связи процессов, а также обеспе-
чивает возможность дистанционной загрузки и отладки программ (рис. 5.5). 

 
Рис. 5.5. Структура системы автоуправления 

                                                 
* Михеев, В.А. Разработка системы автоуправления для обтяжного оборудования на базе ПК, ПЛК SMART2 и се-

ти PROFIBUS/В.А. Михеев, Б.С. Малышев, И.П Попов и др. // Изв. Самарского научного центра РАН. – 1999. – №2. 
– С. 302-306. 
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Кинематика данного обтяжного оборудования отечественного производ-
ства является подходящей для оснащения их системами автоуправления на ос-
нове ПК и ПЛК SMART2. При этом конфигурация систем автоуправления за-
висит не только от конструктивно-кинематических особенностей пресса, но и 
от технологических особенностей процесса обтяжки. Настройка системы авто-
управления на конкретный тип пресса и процесс обтяжки производится загруз-
кой соответствующей программы управления в ПЛК. 

Разработанная система автоуправления на базе ПК, ПЛК SMART2 и сети 
PROFIBUS легко связывается с системой автоматизированной подготовки про-
изводства ЛА, что позволяет сформировать математические модели аэродина-
мической поверхности детали и использовать их для разработки оптимальной 
программы нагружения заготовки при обтяжке и изготовлении обтяжных пуан-
сонов. На уровне автоматизированной системы управления (АСУ) цеха и пред-
приятия эта связь реализуется с помощью сети ETHERNET. 

В заключение отметим, что развитие современных САПР идет по пути 
создания многоуровневых, интегрированных САПР, охватывающих в едином 
цикле все этапы внешнего и внутреннего проектирования. Несмотря на возрас-
тающую сложность САПР, они базируются на типичной схеме проектирования. 
Постановка математических задач, возникающих при реализации проектных 
процедур, так или иначе связаны с оптимизацией. Типичной схеме процесса 
проектирования соответствуют три уровня оптимизации. Первый уровень со-
стоит в выборе наилучшей технической идеи или принципа действия объекта 
проектирования. Второй − есть поиск оптимальной структуры или схемы с уче-

том выбранного принципа действия, а третий − определение наилучших значе-
ний параметров объекта проектирования для выбранной структуры. Оптималь-
ное математическое обеспечение решения задач анализа и оптимизации объекта 

проектирования − автоматизированные на базе компьютеров системы и ориен-
тированные на работу с ними инженеры-технологи. В таких системах обяза-
тельны блоки как типовых инженерных решений технических задач, так и син-
теза оптимальных решений. 

Повышение требований к качеству изготавливаемых деталей в авиастро-
ении обусловливает потребность в точных расчетных методах определения 
технологических параметров процессов пластического формообразования. Со-
временные САПР ЗШП базируются на алгоритмизированных решениях задач 
об упруго-пластическом деформировании заготовки до требуемой формы. Из-
готовление деталей с заданной точностью геометрических параметров их фор-
мы обеспечивается соответствующей оснасткой технологического процесса и 
кинематической настройкой оборудования. При этом должны быть учтены все 
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сопровождающие процесс явления, прямо или косвенно влияющие на его точ-
ность. Численный метод, изложенный в гл. 4, позволяет единообразно решать 
на компьютере любые задачи по расчету параметров процессов гибки тонко-
стенных деталей с учетом геометрической нелинейности. 

Результаты, представленные в учебном пособии, направлены на разра-
ботку научных основ САПР ТП в части их имитационного моделирования на 
персональных компьютерах с определением технологических параметров ис-
следуемых процессов и параметров настройки технологического оборудования. 
Разработанный математический аппарат позволяет на базе теоретических ис-
следований создавать точные математические модели процессов пластического 
формообразования тонкостенных деталей из листового и профильного матери-
ала с учетом всех факторов, влияющих на точность изготовления деталей.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ

1. Модифицированный метод Ньютона

решения системы нелинейных алгебраических уравнений

В общих чертах рассмотрим решение нелинейной краевой задачи (4.9) и 
(4.10), которая с помощью конечно-разностной формулы второго порядка сво-
дится к следующей системе нелинейных алгебраических уравнений относи-

тельно величин 1 2 6, ,. .,i i iz z z : 
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где −+ )(),(),( 1Ni1 zPzFzL  вектор-функции соответствующей размерности от 

указанных аргументов; 
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Итерационный процесс Ньютона наиболее часто употребляется для ре-
шения систем нелинейных алгебраических уравнений. Его вычислительная 
схема основана на довольно простых соображениях. Однако важную роль игра-
ет выбор начального приближения, от которого зависит сходимость итерацион-
ного процесса. При выборе начального приближения пользуются соображения-
ми, основанными на физическом смысле решаемой задачи, либо подбирают это 
значение путем нескольких опытных подсчетов. Для решения системы нели-
нейных уравнений (П2) применим метод Ньютона в модификации [74], которая 
обеспечивает заданную точность решения и быструю сходимость итерационно-
го процесса при более грубых начальных приближениях. На каждой итерации 
решается система линейных матричных уравнений следующего вида: 
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J − единичная матрица.  
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Частные производные от функций выражаются конечно-разностными со-
отношениями: 
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где −
jzh  шаг по координате jz  для вычисления частной производной. Частные 

производные от вектор-функций P и L вычисляются аналогично. 

После вычисления приращений izδ  из системы (П3) задаемся величинами 
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Здесь i
kjC  и −−1i

kjD элемент с номерами k, j матриц iC  и 1−iD соответственно. 

После выполнения неравенства (П4) вычисляется приращение  

1,1, +=αδ+= Niiii zzz .                                       (П5) 

Вычисления заканчиваются после выполнения неравенства ∆<)(SEPz , 

где ∆ − задаваемая точность решения. Система линейных матричных уравнений 
(П3) решается методом матричной прогонки с ортогонализацией [70]. Отметим, 
что отличие описанной модификации метода Ньютона от классического вари-
анта заключается в том, что в выражении (П5) параметр α может быть меньше 
единицы и выбирается он из условия (П4). 

Рассмотренные в данной работе и разработанные на их основе алгоритмы 
и компьютерные программы позволяют решать многочисленные задачи пла-
стического формообразования тонкостенных криволинейных деталей в геомет-
рически и физически нелинейной постановке.  
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2. Реализация математических моделей на компьютерах 

Решение современных задач технологической подготовки производства 
связано с привлечением знаний из различных областей. Такой методологией 
является системный подход. Важнейший инструмент системного подхода – 
математическое моделирование, позволяющее существенно повысить уровень 
решаемых задач технологической подготовки производства и использовать со-
временные математические методы.  

Технология моделирования – это совокупность приемов перехода от пред-
ставлений исследователя об изучаемом процессе к математической модели. Тех-
нологическая схема имитационного моделирования достаточно проста и преду-
сматривает последовательное решение задач математической модели, перевода ее 
в алгоритмическую и построение машинной модели (рис. П1, блоки 1− 3). Реше-
ние каждой из перечисленных задач является важным этапом моделирования и 
имеет свои особенности. 

 
Рис. П1. Технологическая схема имитационного моделирования 

Все математические модели, реализуемые с помощью средств вычисли-
тельной техники, приводятся к алгоритмическому виду, т.е. должны содержать 
в себе определенный вычислительный алгоритм. Вычислительный алгоритм – 
это точное предписание действий, которое приводит к решению поставленной 
задачи. Алгоритм является корректным, если выполнены следующие условия:  
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1) после конечного числа элементарных для компьютера операций любые 
допустимые входные данные преобразуются в конечный результат; 

2) результат расчета устойчив по отношению к малым возмущениям 
входных данных; 

3) алгоритм вычислительно устойчив. 
Если хотя бы одно из перечисленных условий не выполнено, то вычисли-

тельный алгоритм будет некорректным. Помимо корректности к алгоритмам 
предъявляются и другие требования: экономичность, требуемая точность, эко-
номия памяти, простота и др.  

Создание моделей связано с реализацией вычислительного алгоритма в 
виде программы для компьютеров. К программам предъявляются требования, 
важнейшие из которых надежность, робасность (работоспособность), порта-
бельность (переносимость), поддерживаемость, простота в использовании.  

Решение практических задач с применением численных методов включа-
ет в себя три основных укрупненных этапа (рис. П2): 

1) постановка исходной задачи; 
2) дискретизация расчетной области; 
3) численная реализация решения. 

 
Рис. П2. Классификация численных методов 

Этап 1 связан с формированием исходной системы уравнений и заданием 
соответствующих начальных и граничных условий.  

Этап 2 численного решения связан с дискретизацией расчетной области, 
под которой следует понимать замену непрерывной расчетной области дис-
кретным аналогом (рис. П3).  

Различаются три вида дискретизации: сеточная, конечно-элементная 
и гранично-элементная. При сеточной дискретизации расчетная область заме-
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няется сеткой, задаваемой множеством узлов (рис. П3, а). Достоинством сеточ-
ной дискретизации является простота ее задания, а недостатком− сложность 
точного описания областей со сложной криволинейной границей. При конечно-
элементной дискретизации расчетная область заменяется множеством непере-
секающихся подобластей относительно простой формы, называемых конечны-
ми элементами (рис. П3, б). Эта дискретизация позволяет достаточно точно 
описывать расчетные области сложной формы. Объем информации, требуемой 
для задания конечно-элементной модели, больше, чем для сеточной модели. 
Гранично-элементная дискретизация имеет некоторую аналогию с конечно-
элементной, но все преобразования в этом случае производятся только с грани-
цей расчетной области. Размерность граничных элементов всегда на единицу 
меньше размерности расчетной области (например, для дискретизации границы 
трехмерной расчетной области используются двумерные элементы, а двумер-
ной области – одномерные). 

 
                        а                                                   б                                                        в 

Рис. П.3. Схема дискретизации расчетной области: 
а – сеточная; б – конечно-элементная; в – гранично-элементная 

Вид дискретизации расчетной области определяет метод реализации чис-
ленного решения (см. рис. П2). Различают три основных метода решения задач: 
МКР, МКЭ и МГЭ (метод граничных элементов), соответствующих сеточной, 
конечно-элементной и гранично-элементной дискретизации. 

Этап 3 связан с выбором соответствующего программного комплекса. 
Программные комплексы на основе МКР по назначению делятся на две группы. 
К первой группе относятся программы, направленные на решение уравнений 
определенного класса, например дифференциальных уравнений второго поряд-
ка в частных производных, безотносительно к конкретной области их исполь-
зования. Вторая группа программных комплексов ориентирована на решение 
задач с конкретным физическим смыслом, например задач теплопроводности, 
упругости, пластичности и др. Эти программные комплексы широко использу-
ются при проведении имитационных экспериментов. Несмотря на разнообразие 
применяемых для реализации МКР программных продуктов, имеются ряд об-
щих принципов построения их структуры (рис. П4). 
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Рис. П4. Принципиальная блок-схема программного обеспечения для реализации МКР 

Метод конечных элементов имеет в настоящее время обширное про-
граммное обеспечение. Многочисленные программные комплексы на основе 
МКЭ можно разделить на специализированные и универсальные. Специализи-
рованные программные комплексы предназначены для решения конкретных 
задач и для них характерны: относительно низкие трудоемкость и стоимость, 
простая логическая структура, высокая эффективность решения задач опреде-
ленного класса. Универсальные программные комплексы общего назначения 
позволяют решать широкий круг задач. Их отличает: высокие трудоемкость 
и стоимость, сложная логическая структура, наличие базы данных и системы ее 
управления, обширная библиотека конечных элементов, ориентация на опреде-
ленный класс вычислительной техники. Принципиальная блок-схема про-
граммного комплекса, реализующего МКЭ, приведена на рис. П5. 
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Рис. П5. Принципиальная блок-схема программного обеспечения для реализации МКЭ 

Важной проблемой для решения практических задач на компьютере с ис-
пользованием МКЭ является большой объем вычислительных операций, тре-
бующих немало времени даже при нынешнем высоком уровне развития вычис-
лительной техники. 

Программное обеспечение метода граничных элементов (МГЭ) носит, как 
правило, специализированный характер, т.е. предназначено для решения кон-
кретных задач. Объем исходной информации для МГЭ существенно меньше по 
сравнению с МКР и МКЭ. Это определяет относительную простоту программ 
подготовки исходных данных (препроцессора). Особенностью программной ре-
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ализации МГЭ по сравнению с МКР и МКЭ является плотность (отсутствие 
нулевых элементов) матрицы коэффициентов системы алгебраических уравне-
ний. Это снижает эффективность МГЭ при программной реализации. Принци-
пиальная блок схема программного комплекса, реализующего МГЭ, приведена 
на рис. П6. 

 

Рис. П6. Принципиальная блок-схема программного обеспечения для реализации МГЭ 

3. Алгоритм расчета параметров процесса гибки-намотки 
с учетом геометрической нелинейности неотформованного участка 

профильной заготовки 

Постановка задачи приведена в § 4.3. Воспользуемся решением (4.60). 
В безразмерном виде решение краевой задачи имеет следующий вид: 
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Параметр 1
~
b  определим таким образом, чтобы аппроксимирующая кри-

вая (1.18) проходила через начальную и конечную точки заданной функции 
кривизны от изгибающего момента. В результате получим выражение 
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где надо положить 1==κ M . Обозначив )()( 2lPMA кккρ= , получим транс-
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Уравнение (П.9) решается любым итера-
ционным методом, например методом поло-
винного деления [24]. Типовой график функции 

)
~

( 1bf  представлен на рис. П7. 
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В уравнение (П9) входит пока неизвестное усилие 0P , для определения 

которого из уравнений равновесия системы (4.49) найдем 
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Для нахождения искомых параметров необходимо руководствоваться 
следующим алгоритмом: 

1. Задаемся )1(
0P , например 1)1(

0 =P .

2. Из уравнения (П9) определяем 1
~
b , далее из выражений (П.7) и (П.12) 

соответственно вычисляем 1
~
C  и γ. 

3.Из уравнений равновесия (П.10) определяем )1(
0

+iP .

4. Если условие ∆≤−+ ii PP 0
1

0  (∆ – заданная точность итераций, напри-

мер ∆ = 0,001) не удовлетворяется, принимаем 1
00

+= ii PP  и переходим к шагу 2.

Если же условие выполняется, то переходим к п. 5. 

5. Находим tPPP 00 = , ttt PQQ =  и по формулам (П11) и (П12) соответ-

ственно прогиб )(ly  и угол γ. 

На практике установлено, что обычно итерационный процесс сходится 
за 2 – 3 приближения.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развитие современных САПР идет по пути создания многоуровневых, 
интегрированных САПР, охватывающих в едином цикле все этапы внешнего и 
внутреннего проектирования. Несмотря на возрастающую сложность САПР, они 
базируются на типичной схеме проектирования. Постановка математических за-
дач, возникающих при реализации проектных процедур, так или иначе связана 
с оптимизацией. Типичной схеме процесса проектирования соответствуют три 
уровня оптимизации: первый – наилучшая техническая идея или принцип дей-
ствия объекта проектирования; второй – поиск оптимальной структуры или схемы 
с учетом выбранного принципа действия; третий – определение наилучших зна-
чений параметров объекта проектирования для выбранной структуры. Оптималь-
ное математическое обеспечение решения задач анализа и оптимизации объекта 
проектирования – автоматизированные на базе компьютеров системы и ориенти-
рованные на работу с ними инженеры-технологи. В таких системах обязательны 
блоки как типовых инженерных решений технических задач, так и синтеза опти-
мальных решений. 

Повышение требований к качеству изготавливаемых деталей в авиастрое-
нии обусловливает потребность в точных расчетных методах определения техно-
логических параметров процессов пластического формообразования. Современ-
ные САПР ЗШП базируются на алгоритмизированных решениях задач об упруго-
пластическом деформировании заготовки до требуемой формы. Изготовление де-
талей с заданной точностью геометрических параметров их формы обеспечивает-
ся соответствующей оснасткой технологического процесса и кинематической 
настройкой оборудования. При этом должны быть учтены все сопровождающие 
процесс явления, прямо или косвенно влияющие на его точность. Численный 
метод, изложенный в гл. 4, позволяет единообразно решать на компьютере любые 
задачи по расчету параметров процессов гибки тонкостенных деталей с учетом 
геометрической нелинейности. 

Результаты, представленные в учебном пособии, направлены на разработку 
научных основ САПР ТП в части их имитационного моделирования на персо-
нальных компьютерах с определением технологических параметров исследуемых 
процессов и параметров настройки технологического оборудования. Разработан-
ный математический аппарат позволяет на базе теоретических исследований 
создавать точные математические модели процессов пластического формообразо-
вания тонкостенных деталей из листового и профильного материала с учетом всех 
факторов, влияющих на точность изготовления деталей. 
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