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Предисловие ко второму изданию

Первое издание учебника «Курс высшей
математики» (М., 1992) переработано и до�
полнено в соответствии с новой примерной
программой дисциплины «Математика» для
направления 540100 «Естествознание» и
программой по математике для специально�
сти 01.40.00 «Физика» педагогических выс�
ших учебных заведений.

Укажем наиболее существенные измене�
ния и дополнения книги.

Выделены глава «Линейная алгебра» и
раздел «Специальные главы». В этот раз�
дел в качестве нового материала включены
элементы теории функций комплексной
переменной, математической статистики,
операционного исчисления и некоторые
численные методы.

И. И.  Баврин
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§ 4.1. Ïëîñêîñòü
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§ 6.3. Èíâàðèàíòû êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

�� ���	$���	
���� �	 !!�"����	
 ���
���� ����� 
�	�	�	 �	���� ��� ����������	�

�����	������� �������� 	�����#�
���� ������ �������� �′ ′�′ 	�
����� 	���

�
��
��� 	�������� ������ ���# (�� ������� ���� ?�<� 	� -�� ����� � ����� ���������

����� �������%�����'������

� = �′ + �
1
� � = �′ + �

1
�

#�� �1� �1  ��������� ����
� ′ � ������ � �#������
�� =� ��������� �
� � � � � 
��
���%����%���������

J � J �� J � J � J � J
��

<

�< <<
<

�? <? ??< < < 1+ + + + + = � ���

	�
����2

J � J � � J � J � J � J
��

<

�< <<
<

�? <? ??< < < 1′ + ′ ′+ ′ + ′ ′+ ′ ′+ ′ = � ��′�

�1.

,���%L?



#��

′ = + +J J � J � J
�? �� 1 �< 1 �?

� ′ = + +J J � J � J<? �< 1 << 1 <? �

�<�
′ = + + + + +J J � J � � J � J � J � J?? �� 1

<

�< 1 1 << 1
<

�? 1 <? 1 ??< < <

B��� ��� �
�
�����	� ����	��� ������ ������	
� ��788����	�� ������ ��
�R��

���	��%	�%�>�	�"���- J ���
��	��%��788����	��%������
>�"���%��%8����
 �<��

� � � � � � � � � ��B�	�
���� 	������ �������+����
 �<�� ������ ��������� ���

�������%�
� ′J?? 	�����%�
����@�)%���2

J′?? = �J′�? + J�?��1 + �J′<? + J<?��1 + J??� �?�

�� ���	$���	
���� �	 !!�"����	
 ��� �	
	�	������� �������� 	�����#�
���� ����

��� �������� �′ �′	�
�����	������� ������ � ��� �#�
ϕ �	�� =�������
�����
�� 	����� �� �#�
 ϕ� �����) ��
��� (�� ������� �W ?�<� 	� -�� ����� � ����� ���������
�%����%�������%�����'������

� = � ′CDEϕ − � ′EFGϕ� � = � ′EFGϕ + � ′CDEϕ�

������
�� =� ��������� �
� � � � � 
���� ���� ��������� ��� � #��		���� ��=+�

+�&����%	��%���
�����%��	���� �′ � �′�%	�
����2

J′���′
< + <J′^<�′�′ + J′<<�′

< + <J′�?�′ + <J′<?�′ + J?? = 1�

� �� ��� �������� ������ ������	
� ������	�� ���	 	� �>�	����� ����
���� ��=++��

&����%	���"�������%	�%���������@��%+����
��$%����%��	������%\/]��

&�6A�
�������6���
����6�����6
�	�	�	6�	�����

8 � � � � � �� )�����	�

q J J
� �� <<= + � q

J J

J J<
�� �<

�< <<

=

 


� q

J J J

J J J

J J J
?

�� �< �?

�< << <?

�? <? ??

=












 �6�

	� �	�"��� ��� �"�� ������
>��
	�� ��
�	�	�� ��� � 	��� ���������	� ������	
�


���7��� �� 	
>��
"� �	�
��
	�
� ��
�	�	�� ��� ��	�������	� ������
>��
	�� �����

�����	��%������	
���

* � � � � �  � 
 � �  � ��!�������� ������������ ��
���� q�� q<� q? 	���"���� ���

�����%���
���%�
�%	���

�
���#�%	�������%������%��������%�%�
�%	�������

,��� ������� ��������� 
�'� 	���

�
���) 	������� ��� =�� 	���"���������

�������� ��=++�&���� #��		� ���'�� �
���� �� ��������� ���� 	� ��� ��=��� ��

��������� � ��
����� q� � q<� 7�)����� �����
����� q?� � ����) ������ ��������

�′�′�′ ��
����� q? �����
J J J

J J J

J J J

�� �< �?

�< << <?

�? <? ??

′
′

′ ′ ′













�

������ �� 	��
����) ����� =�#� �	����
��
� 	����� ������ ���������� �� �1� �

������ ������������ �1 ��1 � �1  ��������� ����#� ����
��′�� � ��	�
���� 	�� =��

��1



��������� �
� J′�? � Jb<? �� +����
 �<� � ��������� �
� 
′?? �� +����
� �?�� ��)���� ��
=�%�	����
��
�%�����

J J J

J J J

J J J � J � J

�� �< �?

�< << <?

�? <? �? 1 <? 1 ??

′
′

+ +













�

>�	������ �� 	�� =�� 	���"���������� �������� �	����
��
� �� ������� ����

W ?�<� 	� <��

Q�
� �	��� ������ �� 	��
����#� ��
"&� 	�
������#� �	����
��
� 	����) ��
�

"�&� ���������) �� �1� � ����)� ���������) �� �1� � ��	�
������ 	�� =�� �������

��� �
� Jb�? � Jb<? �� +����
 �<�� � � ����
��� 	�
����� �	����
��
�� ���@�) � 	���

��)%����%���������%�
� qr �%+����
��%�6��
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�� ���
����� "������ >������� ���� n ������� ��	��� �����) 
���� ����#�

	������� ��
� 	��
� 	������� ����
� �������� � ���� n ��������� =�) 
���� �� "���

�������� �
���� 	����) ��	���� R���� ���� ���#� ��������� �� ������� 	�� �����

��������� ��������� ������ ���@�� ��������� 9� �������� �� ���� 
���� ���	��


����� 	����� ���������� ������
��� ���� n� � �� �� ���� n ��
���� &�����

��������%
�����

����%����%
����%����#�%	������


���
< + <
�<�� + 
<<�

< + <
�?� + <
<?� + 
?? = 1� ���

8��"����%��)�%��%&���%���
�%��%�����

����	�
�#��� �� &��� ������� �"������� ����� �1� �1 ������� ��������� &����

n �� �����) ����������) �������� ��������� ����
� �������� � ���� n� ��� =��

���������%	������
���)%����%��������%	�%+����
��

� = �′ + �1� � = �′ + �1�

#�� �′� �′ ����� ��������� �) �� ����� ����)��� � ��������� ��� � ����� �������
����� ��
����%����%W%/�?�%	�%��2

J^^�′
< + <J�<�′�′ + J<<�′

<+ <J′�?�′ + <J′<?�′ + Jb?? = 1� �<�

#�� J ′�?� J ′<? � J ′?? �	����
���� 	�+����
�� �<� �� W /�?� 8���� n "��� &������ ��
� ′J
�?

= 1

� ′J<? = 1�%!����%�%��%�<�%�W%/�?�%	�
����� ��
�	�	��%��	��
:

J � J � J

J � J � J

�� 1 �< 1 �?

�< 1 << 1 <?

1

1

+ + =
+ + =





�

�
�?�

,�'�� �� ��������� ��)��� &��� n��1$ �1�� M����� �?� ���� �������� ����������)�

�#��%&����%�%�����)%
����%���

���



!	����
��
�%������%�?�%���

q
J J

J J<
�� �<

�< <<

=

 


� �6�

Q�
� q< ≠ 1� � ������ �?� �������� � ���� ����������� ��'����� M
������
����
��
� q< ≠ 1� � ������ 
���� ���� ����������)&���� 8���� 
���� ����#� 	������ ���
������� ��	��
��	���%(��������%&����%���������%+����
���

�

J J

J J

q
1

�< �?

<< <?

<

=



 




� �

J J

J J

q
1

�? ��

<? �<

<

=



 




� �-�

!���� � �� �<� W /�? ��)��� Jb?? �����
���� Jb?? ����� ������
��� �	������ ��
� ���

����� Jb?? ��%�
����@�)%#��		������)%�
����2

J′?? = �J���1 + J�<�1 + J�?� �1 + �J�<�1 + J<<�1 + J<?� �1 + J�?�1 + J<?�1 + J??�

8�#��%�%��
�%������%�?�%�����2 J′?? = 
�?�1 + J<?�1 + J??�
!�����%��	�
����%+����
�%�-�%�%�	����
��
�%�6��%��)���2

′ =



 


+ 


 


+

J

J
J J

J J
J

J J

J J
J

??

�?

�< �?

<< <?

<?
�? ��

<? �<

??
�� �<

�< <<

<

?

<

J J

J J

q

q

q



 




= �

q? ��������� �������	
	�� 
���)%����%�"@�#�%���������%����

B��� ��
� 
����� �������� ���������� ���� ��
���� &����
���) �q< ≠ 1�� � 	��
�
	������� ����
� �������� � �� &��� ������ ��������� ��� ���� �
���� �� �<�� 	�����

����%�%����

J � J � � J �
q

q��

<

�< <<
< ?

<

< 1′ + ′ ′+ ′ + = �/�

���=++�&���� J��� J�<� J<< 	�������� M����'�� �	��� ���
���@�) 	����� ���)� ����

��%	������%���������%�/�%�%�������������%����2

λ λ
�

<
<

< ?

<

1′′ + ′′ + =� �
q

q
�

8���� �"������ ���"����) �
�� p � ��������� �-� W /�< ���� "�� 	������� 	�

������� ��������� ��� ����� p
q

q
= −







?

<

"�� 	���"��������� ��������� 8�� ����� ���

�� "�� ��	����� � ��� ��������� �-� W /�<� 	����
��� ���
� λ�� λ< ���� ��	����������
��%��������%	�%��=++�&�����%���'��%�
����%����%W%/�<��

�� .��	������ ���
�' 
�	�	�	 �	������ W /�< ������
���� �� ��������� �-� �� W /�<

�	����
�� �����������
����	��p= 1�!���� ���
�����2 ��	��
��	
� ��	�� ������
��%������
%��������%�������		��%����
%�%������%����
-%����
 q? = 1�
8����%��%��
����%�����������%�%�����������%	���"�
�%����%\L]��

8���� �"������ ��
�	�	�� ��� ���������� �������		�" ��	�" ������� ������
����
 �

������%����
-%����
%�������	
	�%��� �����%�
���%�
��	%	��"-%�� �� q? = 1�

��<



Ð à ç ä å ë I I

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
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§ 7.1. Îïðåäåëåíèå è ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè
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>
$ $
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)	�� � ���� �
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���
���� 0�!� #
���
	#��
)	�� 2��$&�� 
# �����

	
 �� "#� .	� � → � ��� � → ∞� =�� ��	
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����	���	�����$�"��6�.	 �"
#
 #
2
�

> �  # � � 
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�	� � �	�� 0��� = 3 + α���� (�� α����F ���*
����
 ���'�
4  $ 
 � 
 	 � � � � 	 � � �� /��	� MP^ � �
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���) � < : � − � : < δ� ����	 ���	 ��#
����	� : 0��� − 3 : < ε� 	� �� 2��$&��
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.��� ���9���� ���������	���
 �� ��������� ����+���
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'�
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'�
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�

�

��������� +����#��#�(%��)#��&�
:��������� ��������� . � ���������

���� ����� :���� τ 5�����+��	 ������ ���
��������	 �  ��� ��1� � ��+��� ����� ��(��
,� ��

� �= =I I �τ τ'�

'�
A�11����*���� ��� ����������� ����

����
�����������
�����+��2

.
' �

'�
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�
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'�

τ
�,�� ��� τ 5�����+��	 ������


�� ���������� � � -���� � ���� ���������������
 �� �� ���������� ��
��������	 ������� � �����	 ���� ������� �� ������  �����	 ������
��7 ��� )��� G-���+�� �����+��	 ������ ���	 ������� +��� /

���H��2

'

'�

'

'�
/

τ τ= �

B ������� ��( ����
 +�� |∆τ | ���� /����
 ��� ���76�� �� � ����9�

����� 01 J Iτ I∆ϕ
  �� ∆ϕ 5 � �� ���9����� �� � ��� ���� ' (�(
 �� 0��
< ���� ��������������� -������+�� ����	 �� � � /���� ���� ' (�(
 �� )

�����������9����������2

'

'�

'

'�

τ ϕ
= �

:����������6�������76�������-��������2
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'�

'�
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'�
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ϕ ϕ
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 ��2
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'�
=

ϕ
� F�� ����+��� ��� 9�
 ��� � ��� ������	 �����	
 �����7�

�����$��� ���������������	 �����	 � ��+���
 � ����+��� ρ = �

2
5 ���

������������� �1������ ��� ����������������������	�����	��

�� ��������� :��������� ����9���� ���
'

'�

τ
� 1������ ��;�
 ����+��2

.
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'�
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τ
ρ

�

:����	 ��������76�	 ������ .
' �

'�
� =

�

�
τ ��������� ���!#�3�����

�*� +����#��#�4 ����+��� � � ����� �����	 ���������	 �� ���� ��
�������
 � �� ��������� �� ����������	 � ���������� ���9����� <���

��	 ��������76�	 ������ .
'�

'�
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ρ
ν

ρ
ν

I I�
��������� ��������

�*� +����#��#�4 �� ��������� ��  �����	 ������� � ���������� ����
9����
 ����+��� � � ����� �������� ����+��� �������� ��������� ��

������ �������� .��� ���9���� ��&�����#���#6 �� ������ τ ��������
��	
 � � ���������� ����� ���7� ��������� ��������7 /����������

���� ����+���	
' �

'�

�

�
5 +����#��#� ��&�����#���!� %��)#��&7 .��� ����

�)C



9���� ������#���#6 �� �� ��������� ����+��� �������� I I 
� = '�
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�� ������

��� ����� ����� ���7 � �������� ��H� ���������� ���������

.5 =
I I

�
�

�

ρ
ν <+��������
 �� �� ��+�� ���������� ���9���� �� ����9���

��� ������� 1
 �� ρ = 1 �' (�(
 �� 0� � I I
I I

�.
1

5 =
�

�

F�� ��������� ���������

������*����������9������������������� 3#�������#���#���*�7
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§ 10.1. ×èñëîâûå ðÿäû

�� ��
��
�	 ��
����� :���� ���� -������+��� ������������������

+���� 8�
 8�
 …
 85
… �
G � � � � � � � � � ���8�����

8� + 8� + 85 + … ���

��������� -�����*� �&%����� ������ �&%��
 � +���� 8�
 8�
 …
 85
 … ���
���7��� -�#���� ����� <����� ���
 �������� ����� �����
 ������
��H������2

85

5=

∞

∑
�

�

8���������+�� ��+�����+�������������� 9� = 8�


9� = 8� + 8�
 9) = 8� + 8� + 8)
 …
 95 = 8� + 8� + 8) + … + 85
 …
�����7��� -����-�*��(�+����� ���� ���#$���������������

%����������������������������

9�
 9�
 9)
 …
 95
… ���

G � � � � � � � � � �� .��� ��6������� ������ 9 9
5

5=
→ ∞
!"# 
 �� ��� ���

�����7� �:�%&,���&
 � +���� 9 5 �+���� ��� � ����� < ���� ���+��
��H��2

9 8 8 8 85 5

5

= + + + + =
=

∞

∑� �

�

��� ��� �

.��� ������������������ ��� �� ����� �������
 �� ��� ��� ���������
���:�%&,���&��%��/���6�	����������������������

�)4



: � � � � � �� %��������� ���
 �����������	 � +�����  �������+����	 ��� ����

�����
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 ;
�

�K
 ;

5 −�

�K2

� + ; + ;� + K + ;5 −� + K� �)�

.��� ; ≠ �
���
������������
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;
5

5
5

= + + + + = ⋅ −
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−
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� �
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5

5 5

= −
−

=
−

−
−

�

�

�

� �
�

:�� I ; I < � !"#
5

59
;→ ∞

=
−
�

�

������������)����� I ; I < ���/���������������� �������

�

�− ;
�

:�� ; = ������+�������

� + � + � + K + � +K��

8������������
 95 = 5 � !"#
5

59→ ∞
= ∞
������������)����� ; = �����/�������

: � � � � � ���B���������������/������������

( )
�

�� 5 55 +=

∞

∑ � �0�

G+������


�

�

� �

�5 5 5 5� �+
= −

+
�5 = �
��
�)
�K��
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G��7��

!"# !"#
5

5
5

9
5→ ∞ → ∞

= −
+







=�
�

�
��

8������������
������0���/���������� ����������������

�� ��
��
�	 �������� ������.��� � ���� ��� ��-������ ����+��� +���
��������/�+�����
��������� < +�����
��������+������

8<+� + 8< + � + K + 8< + 	 + K
 �C�

������	���������� <�*� �������� ���������
, � � � � � � �� =&% �C� �:�%���& ���� ���:�%���&� �%����#�#��� � �&�

%�� ����
A � � �  � � � � � � � � ���G-���+��

9 ′	 = 8< + � + 8< + � + K + 8< + 	�

B����2

9 ′	 = 9< + 	 − 9<� �4�

�)�



G��7�� �����
 +�� ��6���������� ��� ���������� ������� ��� 	 → ∞
+����+��	 ����� ���� � ���� ���+�� � ��-�	 ��6���������� ��� ���
�����������������+����+��	���������� � ��������,���������������

8 � � � � � � � � �� >�� ����#%������ �&%� �� �:�%������ ��)�� �!�
����������(���#-��#(-����(#!�(�#��*:(-�#����

:���� ��� ��� �/������� ,� �� �� ����� ������� � �/������ � ��� �C�

��+��
 ��6������� � � ������ G-���+�� �� +��� �<� :���	�� � ������

������4����� 	 → ∞
�����+��2

�< = 9 − 9<3
�< ���� �� �� ��H�����
 ������7 �� ���������
 ���� ������ ����� 9
�/���6� �������������-���������� < �����/�� ��+�������,������

!"# !"#� �
<

<
<

<� 9 9 9 9
→ ∞ → ∞

= − = − = $
 ���

�� �� ��H����� �����H����� � ������ <� 8������������
 �-���7����
����+�����������

I �< I = I9 − 9< I
-���� ��� � ���� ����
 ���� ������ +����< ���� �������+�� -���H���
,���� �-����
 �� ��� �� ����� ����9����� ����+����� ���-��9���
�� ����� �/���6� ��� ����
 ��� �������+�� -���H�� +���������/ � �
+������

G����� -���H�7 ��������� ������������ ��������� ����+��� ���
����76�	 �H�-��
 �� �� �*���� I �< I� L���+� ������� � ���
 +��-� ��

������� ε > $ ��	�� ����� ��������H��� <
 +��-� ����������� �����

������� I �< I < ε� < ������	H�� ���� �� 0� �� ����9��
 ��� ��� �� ��9��
�*������� ����+��� �H�-�� � ��� ����� �������������
 ������� ��9�
�� -���� �����/ +����� ���� ��� ����+���� � � ����� � ���-����	
��+�����7�

L������
 +�� ����+����� ��H� ������H���� ��� ����9��� �����7�
6���������9����2

, � � � � � � �� >�#%#� �+��* �< <�!� ������� �:�%&,#!��& �&%� ���

��� < → ∞ ���#�(�+���
, � � � � � � ) ����-/�����	 ������ �/�������� ������ ?@,��

-�#� 85 �:�%&,#!��& �&%� ��� ���#����& � �+�� ��� �#�!����-#���� ��$����
����� 56(�7(#7

!"#
5

58→ ∞
= $� �;�

A � � �  � � � � � � � � �� :���� ��� ��� �/������� B���� 85 = 95 − 95 − �

������

!"# !"# !"#
5

5
5

5
5

58 9 9 9 9
→ ∞ → ∞ → ∞ −= − = − =� $�

�);



8 � � � � � � � � � �A��� �@,�� -�#� 85 �&%� ��� ��� 5→ ∞ �# ���#����
�&(�(�+��6(��(B���(�&%(���:�%���&7

: � � � � � �� A�� ���� �)�
 � ������ � I ; I ≥ �
 ����� I ; I
5 − � ≥ � ��� 5 = �
 �
 K
 �� �� ;

5 − �

������������������7���� 5 → ∞��:�����������	��������/�������

: � � � � + � � � � �� G������
 +�� ������� �;� �� �������� �������+��� ��� �/����

������������A�	����������
���������

�
�

�

�

)

�+ + + + +��� ���
5


 �(�

�������� � !������-#���� �����


!"# !"#
5

5
5

8
5→ ∞ → ∞

= =�
$�

G����� ���� ��� ���/������
 +����9�� ���������� �����9����������������� ��:����

����9��
�+��������(���/���������� ������������� 9��,� ��

!"#� � !"# !"#
5

5 5
5

5
5

59 9 9 9 9 9
→ ∞ → ∞ → ∞

− = − = − =� � $


+������������+��������������

9 9
5 5

5
5

5 5�

�

�

�

�

�

�

�

�
− =

+
+ + > =��� �

8������������
� ������+����	��������/�������

, � � � � � � 0� A���(�&% ��� �:�%���&(�(#!�(�+���(����� 96(��(�&%

C85
5=

∞

∑
�


 ��$�

!%# C D(����$������#(-����6(���)#(�:�%���&(�(#!�(�+���(����� C9�

A � � �  � � � � � � � � �� :���� 95 � σ5 5+����+��� ����� ��������
����������������������$���,� ��

σ5 = C8� + C8� + K + C85 = C �8� + 8� + K + 85� = C95�
G��7��

!"# !"# !"#
5

5
5

5
5

5C9 C 9 C9
→ ∞ → ∞ → ∞

= = =σ �

,���������������

: � � � � � �� 8 �+���� ������� � ��� �� �� ��������� ������� 0 ���7+���
 +�� ���

I ; I < �����

C + C; + C; �
K + C; 5 − � +K


 �� C5�������������+����
��/�������

, � � � � � � C��.�����������������

E� + E� + K + E5 +K ����

�)(



�:�%&��&(�(�:(�+��*(�����#����#���(����* 9 � σ6(��(�(�&%

� �8 E5 5

5

+
=

∞

∑
�

����

�:�%���&(�(#!�(�+���(����� 9 + σ7
A � � �  � � � � � � � � �� :���� 95
 σ5 � τ5 5 +����+��� ����� �����

��������������������
��������������,� ��

τ
5
= �8

�
+ E

�
� + �8

�
+ E

�
� + K + �8

5
+ E

5
� =

= (8
�
+ 8

�
+ K + 8

5
� + �E

�
+ E

�
+ K + E

5
� = 9

5
+σ

5
�

G��7������+�������������0����������/��'���C
������

!"# !"#� � !"# !"#
5

5
5

5 5
5

5
5

59 9 9
→ ∞ → ∞ → ∞ → ∞

= + = + = +τ σ σ σ�

: � � � � + � � � � ���:��������������������C�����

� �8 E5 5

5

−
=

∞

∑
�

���9���/���������� ������������� 9 −σ�

&�����*
 ������ ���� D��E�
 +�� ���� ��� ��� �/������ � ����� ����
�� 9
 �� +���� � � ��9�� �7-���-���� � ����������� ���-���� ����
���������������������/�
���������
����2

8� + �8� +8)� + �80 + 8C + 84� + K


�-���� ����	 ���
 +���� ������ � ����� ������ +����
 ����6�/ �
���-��/��&���	�����-������/���6��������������� 9�

G����� ��������� ���-�� � �/���6���� ���� �� ��� �� ����9���
,��
����

�� − �� + �� − �� + K + �� − �� + K

�/������
������

� − � + � − � + K + � − � + K ��)�

���/���������-6�	�+�����������)��������������������7��
����������	��
�	������

G � � � � � � � � � �� >���)��#���*� �&%�� ��������� ���
 +����
������ ��������*��������

:�������������9�������	����

8� + 8� + K + 85 + K
 ��0�

���M� 85 ≥ $��5 = !
��
�K�� ,� ����+������


9
5 + �

= 9
5
+ 8

5 + �
≥ 9

5
�5 = !
��
�K�


���M�������������������� 9�
 9�
�K
 95
�K�������������-���76�	�

�0$



F�� � �+���� ���������� � � ' ��) ��� �� ���	���� ) �������� �1���
����������������76��������9�����2

, � � � � � � ��F�&��!� -��@* ����)��#���*� �&% ��0� �:�%���&6 �#�
�@:�%��� � %������-��6 -��@* ����#%����#������� -����-�*: �+��
B��!�(�&%�(@*��(�!����-#��(��#�:+7

, � � � � � � � ������� ��������� �������>+��� %��* %�� ����)��
�#���*:(�&%�

E
�
+ E

�
+ K + E

5
+ K�
 �G�

C� + C� + K + C5 + K�� �H�

A���(-�#�*(�&%�(IGJ(�#(��#���:�%&�(�����#����+�,�:(-�#���(�&%� �H�K

E5 ≤ C5 �5 = !
��
�K�
 ��C�

�� �$ �:�%������ �&%� IHJ ��#%+#� �:�%������ �&%� IGJ6 � �$ ���:�%����
���(�&%�(IGJ(��#%+#�(���:�%������(�&%�(IHJ7

A � � �  � � � � � � � � �� G-���+�� +��� G5 � H5 ��������������
+����+��� ���������� �G� � �H�
 � ��������������� ��C� -���������2

G5 ≤ H5
 5 = �
��
�)
�K�� ��4�

.��� ��� �H� �/������
 �� �� ������� � +����+��� �����H5 � ����+���
����/�2

H5 ≤ 
 �
 = =>@?N�
 5 = �
��
�)
�K�� ����

B ���������� ��4� � ���� �����2G5 ≤

 5 = �
 �
 )
K
 �
 ��+��
 �� �����
��	�9�����������������G���/�������

:���� ������ ��� �G� ���/������� ,� �� ���/������ � ��� �H��
< ��������� ���+�� �� ����� ������ +�� ���������� �/������ -� �
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G � � � � � � � � � �� V���*��������	 ��� ��� ��������� ������
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���� � �' �$��
 �� )��� F�� ��������� �-���7���7 �/�������� ���� ����
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��
���+-#��*�(�&%

ϕ���W���� + ϕ���W���� + K + ϕ���W5��� + K

���)#(@+%#�(������#���(�:�%&,���&(��(���#$�# D83 EE�

§ 10.3. Ñòåïåííûå ðÿäû â äåéñòâèòåëüíîé îáëàñòè

���)�	�	

���������	'���$����������������
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�C�
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§ 11.1. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
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V���*�� � = N��
 �� = N��� ��������� �#��#�*���� � �������	 ���
�������	 �-�����
 ���� ��� ���������� � ��9��	 ��+�� ���	 �-������
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������������-���H������������H�����+����3

���� ����+���2 I N���I ≤ 2 �25�����9���������+�����3
)� ��������� ��� �����9���+��� ��+���� ��9�� �7-��� �����

������ ��+������
 �� �� ���� V < H < G
  �� V � G5 �������� ��+����
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1���*�� N��� � �����	 �-�����
 �� � ���	 �-����� ��6������� ��+���$
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 +�� ������ ��� 5��+�� �����	
�-����� � N���� < $
 � N���� > $
 �� � ���	 �-����� ��6������� ��+���$
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 +�� �� ���+�	1���*�	 ���/ � -���H� � +���� ��������
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B ����������� �������  ��������
+����	 ����� +�����	 ���������	
1���*�� ���/ ���������/2 +������
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 �$ $ � ′N � �� � 
 �$ $ � 5
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:������� �������� �������� �������� ���������	 ���� ' ;��
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 +�� +������ ���������� ′N � �� � 
 �$ $ � ′N � �� � 
 �$ $ � ���� ����
�������������1���*�� N��
 �� ������������ � ���������������� � ����

B ����������� +�����/ ���������/ �������
 +�� ������� ��+���
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 �����������7�

6�� �����6����� ∆� � ∆� ���������/ � � �
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∆� = V∆� + G∆� + α�∆�
 ∆�� ∆� + β�∆�
 ∆�� ∆�
 ���

 �� V � G �� ������ �� ∆� �∆�
 � α�∆�
 ∆�� � β�∆�
 ∆�� ��������� � ���7
��� ���������� � ���7 ∆� � ∆�
 �� 1���*�� � = N ��
 �� ��������� %�O�
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1���*�� ��� �� �� +���� ∆�
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*�������+�����$3 �$�����-���+�������������� '�2

'� = V∆� + G∆�7 �)�

B ����������� ��11����*��������� 1���*�� �������
 +�� ����
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 ���� � ��+�� ��$3 �$� 1���*�� � = N ��
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B ��11����*��������� 1���*�� � �����	 ��+�� ������� ��6����
������� �� +�����/ ���������/ � ���	 ��+�� ��#�@:�%���# +�����#
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< ����� ����
 ����� 1���*�� � = N ��
 �� � ��+�� ��$3 �$� ��11����*��
������ ,� �� ���������� ������H���� ����:��� �� ����∆�= $
 �����2

∆�� = V∆� + α�∆�
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 ���� �� � = �
 ����+�� '� = ∆�� L��+��
 ��11����*���
�� ���������/ ���������/ �������7� � �����6������ ���/ ���
�������/
 � �� ��9�� ������� ��11����*��� �)� � �����76��
����2 '� N � � '� N � � '�� �= ′ + ′� 
 � � 
 �$ $ $ $ �

, � � � � � � ��������+��� ������� ��11����*����������� A���

O+��3�& � = N ��
 �� ��##� -����*# ����$��%�*# � �#������� ���#�������
��-�� �$��$3 �$� � B�� ����$��%�*# �#��#�*��* � ����� ��-�# �$
�� B��
O+��3�&(%�OO#�#�3��+#��(�(��-�# �$�

A � � �  � � � � � � � � �� A���� ���������� �$ � �$ ����� �����

�����6����∆��∆�
 +��-� ��+�����$ + ∆�4 �$ +∆�� �� ��H�� � �������

�������	 ����������� ��+�� �$� :����� �����6���� ∆� = N ��$ + ∆�
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 �$����9�����������������

∆� = �N ��$ + ∆�
 �$ + ∆�� − N ��$
 �$ + ∆��� + �N ��$
 �$ + ∆�� − N ��$
 �$���

R�9��� � ���/ �������	 ������������ +������ �����6���� 1����
*��� :���-����� ��9��7 � ���/ �������	 �� 1������ P� ���9�
�����'�;�4
����)���:���+��2
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§ 11.4. Ýêñòðåìóì ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ
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ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

§ 12.1. Äâîéíûå èíòåãðàëû
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7. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè ` äëÿ ôóíê-

öèè f(õ, ó) ñóùåñòâóåò äâîéíîé èíòåãðàë

N � � '�'�
`

� 
 � �∫∫ (16)

Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

õ = õ(è, ��
 +(f(+(è, �) (17)

ìû ïåðåõîäèì ê íîâûì ïåðåìåííûì è è �� Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî è � � ���åäåëÿþòñÿ èç (17)

åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

W J W�:
 +�
 � f ���
 +�� (18)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç `g ìíîæåñòâî òî÷åê Ì*(è, ��� Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (18) êàæäîé òî÷êå

���
 ó) èç îáëàñòè ` ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ òî÷êà Ì*(è, �� èç îáëàñòè `g�

Ôîðìóëû (18) íàçûâàþò ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, à ôîðìóëû (17) — ôîðìó-

ëàìè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçûâàåòñÿ (ñì. [2]), ÷òî åñëè ôóíêöèè (17) èìåþò

â îáëàñòè `g íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà è åñëè âûðàæåíèå
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�

W

�

�

W

�
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

�

�

(19)

îòëè÷íî â `g îò íóëÿ, òî äëÿ èíòåãðàëà (16) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ:

N � � '�'� N � W � W g 'W'
` `

� 
 � � � 
 �
 � 
 ��I I �
g

∫∫ ∫∫= � � � (20)

�(4



Âûðàæåíèå (19) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì îïðåäåëèòåëåì ôóíêöèé � = õ(è, �) è � f ��W


�� èëè ÿêîáèàíîì (íî èìåíè íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Êàðëà ßêîáè (1804—1851)).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì èìååì: �(f(�=>?ϕ
 �(f(�?"@ϕ


g
�

�
� �=

−
= + =

=>? ?"@

?"@ =>?
�=>? ?"@ � �

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ� �

Òàêèì îáðàçîì,

N � � '�'� N � � �'�'
` `

� 
 � � =>? 
 ?"@ � �
g

∫∫ ∫∫= ϕ ϕ ϕ

Ýòà ôîðìóëà è áûëà, ïî ñóùåñòâó, óñòàíîâëåíà â ï. 5 íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàò. Îäíàêî òàì íåñêîëüêî óïðîñòèâ ðàññóæäåíèÿ, ìû íå ðàññìàòðèâàëè íîâîé

îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ `g è ïîýòîìó ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëà çàïèñàëè â

óñëîâíîì âèäå (ñì. ôîðìóëó (12) èç ï. 5). Ïðàêòè÷åñêè, ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíà-

òàì, íå ñòðîÿò îáëàñòü`h
 à íàõîäÿò íóæíûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî � è ϕ
 �îâìåùàÿ

äåêàðòîâó è ïîëÿðíóþ ñèñòåìû êîîðäèíàò è èñïîëüçóÿ âèä îáëàñòè `
 à òàêæå ãåîìåòðè-

÷åñêèé ñìûñë ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò. Òàê ìû è ïîñòóïèëè â ïðèìåðå èç ï. 5.

Â äâîéíîì èíòåãðàëå, êàê è â îïðåäåëåííîì, çàìåíà ïåðåìåííûõ — âàæíåéøèé ñïî-

ñîá ïðèâåäåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ê âèäó, áîëåå óäîáíîìó äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ. Îäèí èç

ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèé ýòî, áûë ðàññìîòðåí â ï. 5. Ïðèâåäåì åùå òàêîé ïðèìåð.

: � � � � �� &��������������� ��+������� ���� ���� Q � � '�'�
`

= +∫∫ � � 
 ãäå ` — ïà-

ðàëëåëîãðàìì, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè

õ + ó = 1, õ + ó = 2, 2õ − ó = 1, 2õ − ó = 3 (ðèñ. 149, 8),

áûëî áû çàòðóäíèòåëüíûì, òàê êàê äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî îáëàñòü`ðàçáèòü íà

òðè îáëàñòè è âû÷èñëÿòü ñîîòâåòñòâåííî òðè èíòåãðàëà.

�(�

%�����0(



Ïîëîæèì

õ + ó = è, 2õ − ó = �,

îòêóäà

�
W

�
W= + = −� �

)

�

)

 �

Ñëåäîâàòåëüíî,

g = �

)
�

Ïðè ýòîì äàííûé íàì ïàðàëëåëîãðàìì ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèêó `g â ïëîñêî-

ñòè èb�, îãðàíè÷åííîìó ïðÿìûìè W = 1, è = 2, � = 1, � = ) (ðèñ. 149, á).

Ïî ôîðìóëå (20) ïîëó÷àåì:
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§ 12.2. Òðîéíûå èíòåãðàëû
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B ������������	 ��H� ���+� � ����� ����������� � ���� � �����
������� ���	�� � ���� ���� �������
 +�� ���	��	 ���� ��� ��� � �����
9�������	 ������� ������	 1���*��	 ��9�� -��� ���������� O�$��
-#��� ��� ����� �����������76� � ����� < +��������
 ���	��	 ���� ���
�� �����+��	 1���*�� �N��
 �
 �� ≡ �� +������� ����� �-d��� �-�����
���� ���������2
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 ���� �����/�����7 � = � ���
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 ��� ���	��/ ���� ����� ���7� ����� 1���
��������-�������� ���� ���� �� ������ �����/ ��������� � �����
�������� ���������� &��-���� ������-�������� � ��/ 5 *��������
+���������1���+�����������������

j � � � � � � � + � � � � � � � � � � � � � � �� < ���	 ������� �����
����� ����9���� ��+�� � ������������ ������������ ��������� ���
���������� � � ϕ ��+���i D �����*�� ��+��� �� ��������� �b�5 �
���������	 ����	 ��+��� ����� �C0�� W���� �
 ϕ � ������7��� 3����%�
��-#����� ����%������� ��+���
 ���+�� � ≥ $
 $ ≤ ϕ < �π � �5 �7-��
��	����������� +����� B ������� �C0 �����
 +�� *�������+����� ���
�������� �
 ϕ � � ��������������� ��������������H�����

� = � =>?ϕ
 � = � ?"@ϕ
 � = ��
<����� � ����-�������� ���	�� � ���� ���� � *�������+�����

����������� ��H����� ����� 9� �����
 ��� � ����-�������� ���	���
 � ���� ���� � �������� ������������ V������ ����/��� ��� ���	���
 � ���� ���� �� ������ �����/ ��������� � *�������+����� �������
���������������2
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 � ��� θ ��9�� ����9������
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 +�� �1���+����� ���������� �
 ϕ � θ ������ � ����
��� ���������������������������H������

� = � ?"@θ =>?ϕ
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�	'�����
L � � � + � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � ��:���� �����

��������	  �����	 �����	 VG ������������ ����� � ���������	 ���

��	��	 ���������7 ρ���
  ���D �7-�� ��+�� �����	 VG �ρ���5����
��� ������	 ��������� ������������� ��6����� �� -������+�� ����	
�� �
������9�6�	���+������,��-���������������������� < �� � VG�

A�� ��H���� ���+� �����-�� �� � VG �� 5 ����������/ +����	 �
��+����� ���-��9���� ����� ��9��	 +����
 �������� ��
 +�� �� ��9�

��	 � ��/ ��������� ��������� � ����� ρ�L	� ��� 	�	 +����
  �� L	 5
���� � ��+�� ���	 +����
 -�����+�� ������ ,� �� ����� 	�	 +����

���-��9���� ����� ∆<	 ≈ ρ�L	�∆�	 �	J !
 �
 K
 5�
 � ����� ���	 �� � ����

-��9����������< L �	 	
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≈
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∑ρ� �∆
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� �� ∆�	 5������ 	�	�+�����

< ������� ��� λ → $ �λ = #]h∆�	� ����+�� ��+��� ��+���� �����
���	��� � VG
������

< L �	 	
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∑!"# � �

λ
ρ
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∆ �

L � � � + � � � � � 6 � � � * � � � � � � � + � � � � 	 � � � � � / �
� � � � ��:���� � ��������� �b� ���� ���������  ������ ������ VY � ��

���	 �����	 ���������� ����������� 1���*�� N��� = N��
 �� ≥ $� �&��
����������� N��� ����� �����	 VG ���+���
 +�� � �7-�	 ��+���$ ���	
�����	 !"# � � � �

� �
N � N �

→
=

$
$ 
  ��� ���9� ��+�� ���	 �����	�� ,� �� ��+�

�� ������������ � �
 �
 N��6 + �� � ������������ �������� ��������7
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�����7
 ��9�6�7 �� *�������+����	 �����/�����
 ��� ������	 ����
��� VG5 ��������76��
 � �-���76�� ��������������� � ���������
�b�� ,��-����� ���������� ���6��� +���� �����/�����
 ������� � ���

��+��� ����/� �����	 � = N��
 ��
 ���� �����	 VG
 � � -���� �������

VV′ � GG′ �������C4��
:���������� �-���� ���-��� �� � VG �� � +����	 ��+���� V =

= �$
��
��
�K
�5 = G�
B ��9��	 ��+�� ���-������	 �	 J !
 �
 K
 �D �� �������� �������

�������� � ��������� �b� ������	 N��	�7 < ��������� ��� *��������
+�����������/���������-�������� � ��������

R�9��7 ����7 ������� ������ ������ �������� � ����������
∆�	
  �� ∆�	5����� �� ��	 − ��	 �	J !
 �
 K
 5�
 � ������	
 �����	 ��+��
��7 1���*�� N�L	�
  �� L	 D ���� � ��+�� �� � �	 − ��	
 -�����+��
������ &� ������� �C4 � *���/ � � ����6���� � ��+����� ����	 ��+��
���� ��+���	 − �� ,� �� ���6��� 	�	 ������� -���� ���-��9���� ����
��2 9	 ≈ N�L	�∆�	
������6�������	������/����� mm′Y′Y
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��-��� ���������	 ���� ��� ���9���� �����������	 ��+�� �� ����
��	 �����
 ���+�� ����������� ���� ��������� � ������������ ����
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:���� ������������ ��+�� ��� ��	������ ���� a ������6�����
����� ����������	 ������	 �����	 VG � ����������� �� V � G� 8���a
�������� ����� ���������	
 �����6�	 �� ����9���� ��+�� �� ����
��	 VG� <�+����� ��-��� ����a 
 ����+����7 �� ������6���� ��+��
�V �G� 8 ���	*���7���-������������� ��+����VJ�$
��
��
 K


�� = Y �� � VG �� 5 +����+��/ �� �$��
����
 K
�� − ��5 � ������� ∆��

∆��
K
 ∆�5 ����� �C���&��-���H�7� ���� ∆�	 �	 = !
 �
K6 �� �-���+�� λ�
<���� ������� ∆�	 ��9�� ���-��9���� �������
 +��2 �� ������ ����a
��/������ �� �� ��	 − ��	 ���������� ��+����
 ������a L 	� �
  ��L	5

����� ��+�� ���������	 − ��	
 -�����+�� ����� ��� ������� �C� � *��
��/ � � ����6���� � ��+����� ����	 ��+�� ���� ��+�� �	 − ��3 -� �� �
�	 − ��	��9�� -��� ������� /����	�	 − ��	
 ��� ���76�	���*���� �
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Ãëàâà 13. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

§ 13.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ
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������ � ������� ��
� �$
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����� ��������� ��� �������"� ������" �
����� ����� �� ���������
��&&����'��������� ��� ��� #�� �������" �������%� �� �"��������
����-��������������,�

��#����

∇ = ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

� .
�

�
/

�

�
0

�

�
���
� ∇� = GH?I��

!� �������", ���� ) **�.� ����
 ��&&����'��
��� � �����
����
&���'�� �����
���, �������", �"����%� �
���%-�� ����"� ��$
��
�;

*� ∇�"*� + ".�� = "*∇� + ".∇�
�"*� ". ���������"�� �� � ��&���'����������", �� �� ���������

GH?I �"*� + ".�� = "*GH?I� + ".GH?I ��

.� ∇���� = �∇� + �∇��

����� GH?I ���� = � GH?I� + �GH?I ��

2� ∇5��� = 5 ′���∇��

����� GH?I 5��� = 5 ′���GH?I��

P� ∇ = ′∇ + ′∇5 � 5 � 5�� � �� �� �

����� GH?I GH?I GH?I5 � 5 � 5�� � �� ��= ′ + ′ �

E��
� ��������
���� 5��� �� 6��

§ 14.2. Âåêòîðíûå ïîëÿ

��������	
��
�������������� ����� Ω ���	
�������������������

��
� ������ ����� � �� Ω �������
�� ��
�� �����
���"� ���$

��� 7 �� �8 ��� ���������������	
���� Ω ������ ����
�	
�%�
�� 79

(������� ��� �	
����% Ω ����� 	"�� � ��� ������������+" 	����
������������� ���'������"� �������"� �
�� � �����", ������ 7 �� �
����������
������������ � ������������������������

��
� ��
" �������� �
� �������� �����' ����-�� ��������� �
�
#
����������� � �� ������ �����'��� �
� 
������� #
����������$
 ��������������"��������",��
���

0 ����� �
���� ������� ��������� ���� ������ 7 �� � ���8���� �
������)�.�*����9�

7 � 7 � � � . 7 � � � / 7 � � � 0� � �� � � � � � � � � � � � � �= + + �

 �� 7���8 �8 ��� 7���8 �� ��� ����� �� �� ������� 7�8 7�8 7��:����'�� �������� ��$
����� � � ����� 4��: �: �� �������������� �� ��� ��������� ��� ��� ���
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0 ) /�** �����������
��� ��������� &���'�� ���� � ���
���� � �� �$
������ (���� ������� ��������% &���'�% ���� ���
���", �� ��������

F�
�8� ��%�� ����
� ������ ��� &���'�� ��8 ��8 7� �����"��"
����������������������"�����������"���

5��������������"���
������������",��
���
0�������� �
� ���"������ 
(	
�
(	��8 ��
� 7 �� � : �������"�

������� �� �� ��� ��8 �� : �������"� ��
����"� �������� ��������� �
�
���������
�����������������
����
"���������

0�������� �
� ���"������ ��
����8 ��
� ����'�� ������� 7 �� �
�� ������� �� ������� ���, �������", �� �� �� ���� �� ����'�� �����
��
%���������;

7 � 7 � � . 7 � � /� �� � � � � � � �= + �

1 
������ �
��� ����� ����� ��,������ ����������� �  ������$
������ �� �������� ��
���� ����	�� -�(�
���8 �� �� ����, ��������
�� �� ��� �����'"�������� �������� ���

�
��� ��������� 
����$
���� ����� �������� �����'� ����
�����", �� ����� � ��� �� ��$
���� ��������
����� � #��� 
�������� ��������"� D���������
�
���%-���&����������������

� � � � � �� ����� ������� ��
� ���-����� � ��������� � 
���� ��������% ω�M��$

�����
��
�����",�����������������#�� ����
��

Q�� �������� �� ����������� 
������� �������� � ����� ���������� ����������%

� = R � S�ω �  �� ω � ������ � 
���� �������� ��� �� ������� ��
�����"� �� ��� ���-���� �

���
���� ����"� ��
����� � 
���� ��������: #��� ������ �����
�� ���� ��� ��
� ����$

���� �� � � ���'�� ���-���� ������� ����,���-�� ����� ������� ����
���� � � � ��$

����$������ ������ ���-�%-� ��� ��
� ��������
��� �����$
�	� ����� ��� ���-�����

0"	��� #�� ���������% ����� �� ����
� ��������� � ������� ��� ���-���� � �����

������*9*��������������'���������� � �!����;

ω ω ω ω= = + + = − +0 � �. �/ �0 �. �/� � ��

C������	������ � � �� � �� �= − = =ω ω� � �4 �������
����
������
������
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;���
�	
� ��	��� �������� � �
� ���"������ 
����� � ������ ���$
�� ������� ������
���� �������� � ��������� �����������%-�� #���
����������9 *9.��

0������"� 
���� � ��������", �
�, ���%� ���"� &���������
��"�
9 C��� ��
� �" ������������� �
� ��������� ����-�� �����$
���� �� �������"� 
���� ���� ��	���
�� #������������ �� �� 
����� �
�����"����������������'"����������

0 #
����������� �
� �������"� 
���� � #�� ���
��� ��	�� #�� �
�
�� M������� � �
� ������� � ������ ������ 
������ 	���� 
����
�",���-�� �� ������� F
� �� ����� � �
� �������"�� ���
��"���

������ 	���� 
����� �",���-�� �� ������� � �
%�� � ��������%$
-�������%�����

�� ����� �
�������� ���� �
�
� ���
������ �Q�� ��� ������
��� ����
) *.�P� � 2����
���������������� ������%-�� � �����'� ������� ��$

��������,����� σ���"���������&����
��

Π = + +∫∫< � � � +�+� = � � � +�+� > � � � +�+�� � � � � � � � � � � �
σ

�
������
��&����
"��*3�����)�*.�P�&����
��

Π = + +∫∫R � � � �@AB � � � �@AB � � � �@AB S< � � � = � � � > � � � +?α β γ
σ

� �*�

0�
����� � ���"������ �
�
�
� -�(�
��� ����� ����,����� σ�

�����
��� <� =� > : ���������" �������$�������� � 8 @ABα� @ABβ�
@AB γ � ���������" �������� � ������� * 4 �����
� * � ����,����� σ
�@ @ABα += @ABβ +> @AB γ =� * 4 8 ��&����
� �*������ ������� � ����

Π = ∫∫� * +?4

σ

���
� Π = ∫∫� *+?
σ

�

 �� �* ������'����������� ��������
� * �
7  � � � � 
 � � � �� �
�
�
� � ����
�� 7 �� � ��� �
�
�
� ����
�$

	
)
 �
��7 �� ����������,�����σ���"����������,�����"����� ��


Π = ∫∫7 � * +?� � 4

σ

� �.�

 ��* 4 : �������"� ������ �����
� � ����,����� σ � �� ����-�� ���$

�� 49 �����,����� ��
��� 	"�� ���������������� #�� ��������� ��� �
������ �� ����� �"	���� ���� �� ���, �����
���� �����
� ���� ���$

	" * �� � �����"��� ����
�� � ����,����� σ� 0 �
���� ���������

����,����� σ ���������� * �� � �"	������������������8���������
��

�����

7 � 7 . 7 / 7 0� � �� � = + + � * . / 04 = + +@AB @AB @ABα β γ�
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C� ��

Π = + +∫∫� @AB @AB @AB �7 7 7 +?� � �α β γ
σ

�

7��%�� �� 
���� &����
� �*3� �� ) *.�P �� 3� ���� ��
 �.� �����
�����������������

Π = + +∫∫7 +�+� 7 +�+� 7 +�+�� � �

σ

�

C���� �	������ �"���
���� ����� ������� �������� � �"���
���%
���� ��
�� � ����,������ !� ���� � �����
���� �
������ ��� ����
������� � � ��
����� ���
������ ��
� �������� �����
���� �����$


� * �� �������
������ �� �� ��������� ������� ����,����� σ� ��
�) *.�P� � 2� ���� � ������� ����� C�� ��� ���
����� �����������
�������7 �� ��� �������"� ������ �����
�* ����� 7*���� ����'��
�������7 �� ��� �����
����* �) .�.� � *�� �� ���� � ����� ������$
�����������

Π = ∫∫7 � +?*� �
σ

� �2�

7��%��� � ���������� �
������ ��� ��
� �� ��������� ������� ����,��$

��� ����'�� ������� 7 �� � �� �����
� ��������� �� �� �*�4� = A =
= @ATBU� �� ���� ����� ����� ������� ����� ����� "B=�  �� = � 
�$
-����#�� ��������������,������

� � � � � ��M���������������$�������� ����� 	�����%����,�����σ*���,��� ����$

����� σ. � ������ ��������� σ� ���� � '�
����� ������� > � �"����� C! ��
� ����
� ��$

������� 
���� � '����� ����� � ��������� '�
���$

��� � ��� '�
����� �������� � ���% D� ����� *92��

M� ���, ����,�����, * ����� �����
����

���8��� �����
�� M� 	������ ����,����� σ*

���8��� �����
� * ���

�
��� 
������� ��� �

����'�� �* ����� >9 ��#����� ���
���� &����$


� �2� � &����
� +? E
σ

σ∫∫ = �) *.�P� � *�� �
�����;

Π
*

.

*

. .= = ⋅ =∫∫>+? > >C > C
σ

π π �

M� ���,��� ��������� σ. �����
� * �����
��� �$

��

�
������ �� � �* = M� 1
�������
����

Π.
. .

.

= = =∫∫ C+? C > > C
σ

π π �

M�����'� �� ������ ��������� σ2 ����'�� �* = 4 �

�2 = 4�
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7��	"� ������� �������
��� �
����� �� �� σ : ��������� ����,$
������ ��
� 	������ ���8��� �����
�� �� �" 	����  ������� � �
�
��

�&	���� ����,����� σ9 7���	��������������;

Π = ∫∫7 � +?*� �
σ

�

�0 ��������� ���
��� ���� ��
" � �������"� ����,������ �	����$

��%��� �	"��� �
σ
∫∫ ����� ����� �����	
�%� � �����
 �

σ
∫ � 7	
����� ����$

��%�� ���������������,����� σ��	������	�������� Ω�
Q� �� ��������� �
�7 �� ��������
��� �
� ��������� ���������

��
����� ����� � ���� �������� ����� ��
�������� ��������� �"��$

��%-�� �� �	
���� Ω� � ��
�������� ��������� �����%-�� � #�� �	$


����� �F��������
���� ��� ��� ���� ��
 7 +?*

σ
∫∫ 	������ � ���8���

������� ����,������ �� ��
� ������ ��������� � ������ ����� ����,$

����� σ �����
�� ������� �� � * 4 4> : ��
� �� ������ � �����
��

����������� * 4 4< ��

��
� � = 4� �� � �	
���� Ω �������� ������� ���
��� ��� ���
���
� �"������� C��� �������� 	���� �
� 
%	�� �	
����� ����
������� �
���������"������-����������

��
� �� ��
����� � ��
���� �� ��
�� ������� �
�����
���� ��

�� �	
���� Ω �������� �"������ 	�
�8�� ��� �������9W�� ��������� ���

� �	
���� Ω ���%��� ���
�	���8 ���%-�� ���� ��������� M��	�$
���� ��
� ��
����� � ����'���
���� �� #�� ����"���� �� ��
���� ��
$
�
�%: ������ ���������������
���������������

D�������� ��
% ����������� �������� 
�	� ���������� �������$
��� � ������� 
�	�� � ������� ����� ��
���� ���� � �������
����
��������������������������,��	-�����-��������������
%�

�� "��#�� ������������� $ ����� 6����
� 7���� ������ � �
K����� �+� 0� 7���� ������� �*94*�*9L*� � �"��%-���� ������� ��$
�������� ����"���� ����,�����"� ���� ��
 � ��������� ����,��$
��� � ������� ���� ��
 � ��������������� �	
����� � ����������
#��� ����,�����%� W�� &����
� ��
����� ���
� �� &����
" D���$
�� � K���� �) *.�2� � P�� ����"��%-�� �����
�����"� ���� ��
 �
��������� ������ � �����"� ���� ��
�� � 
����� �	
����� � ����$
�������#�����������

����� &���'�� @��8 �8 ��� =��� �8 ��8 >��8 �8 �� ������� @� =� >� ��$
���"��" ������ �� ������ �����"�� ��������"�� ′<� � ′=� � ′>� �

��������� ��������������� �	
���� Ω�  ����'� ������� �����$
������ � 
%	�� ������ ���

�
���� ���� ���������� �� 	�
��
��� � ���, �����,� M������ �
� ��������� ����� �	
���� ��
�����9
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��� #��� 	���� ���������$
���� ���8�%% ������� �$

���,����� σ� � ��������%$
-�� #�� �	
����� �����
� �$

����� ��� ����,����� σ  
�����
�
� �������$ 
����� �) *.�P�
� *��

����� �	
���� F ���� ����$

'�� ����,����� σ �� �	
����

Ω� �� 
������� ��� ����� *9P��

? � = �*��� �� � � = �.��� �� � ����$
����� �����������%-�, ������

σ � ������ ����� σ* � ���,���

σ.�  �� �*��� �� � �.��� �� ����$
�"��" � �	
���� F� ����	����$

�������������������������� ��

∂
∂∫∫∫
>

�
+�+�+�

Ω

;

∂
∂

= ∂
∂

=∫∫∫ ∫∫ ∫
>

�
+�+�+� +�+�

>

�
+�

F � � �

� � �

Ω
X

*

.

� � �

� � �

�
XX

� � � � � � �� � � � � � ���> � � � � � > � � � � � +�+�
F

. *− =∫∫
�
XXX

> � � � +�+� > � � � +�+�� � � � � � � �
σ σ. *

∫∫ ∫∫− �

����	��������� X �������� �� ����
� �"���
���� ������ � ����$
 ��
� �) *.�.�� XX � �� &����
� M�%���� � Y��	��'� �) /�V� � .�� XXX �
�� &����
� �*P� �� � P ) *.�P� 0 ����
����� �
���%��� ���� ��
" �

���,��� ������������,������ σ* � σ.�+���� � ���� ��
� � σ* �����$
�� ����,������ � ������ ������� ����,������ � ���� ��
� ����� �
������)�*.�P����2���
�����;

∂
∂

=∫∫∫ ∫∫
>

�
+�+�+� > � � � +�+�

Ω

� � � �
σ

� �P�

 ������� ��
�������	������������8����������������,����� σ�
E��
� ���"���	�������������
���%����&����
"

∂
∂

=∫∫∫ ∫∫
<

�
+�+�+� <+�+�
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���
�������� ����'�% ������ ��

��� ��9 ����� γ � �������"�
������� 
���-�� � 
�������
�D�� � EF � 
�-��� � �������$
��� �� �	
���� F ����� *99�� !�$
�
���� ����� ����� �����
�$
����"�� ���� ��
��� ���� � �
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����� � ���� �) *.�2� � &����
� D����� � K���� �) *.�2� � P�� �����
������������

7 +O 7 +� 7 +�
7

�

7

�
+�+�� �

� �

F

γ
γ γ

∂
∂

∂
∂∫ ∫ ∫∫= + = −







 �

�������� � ��
������ ���� ��
� ������� � ������� �) *.�*� � 2��
��,����;

7 +O
7 �

�

7 �

�
E

� �
Fγ

γ

∂
∂

∂
∂∫ = −









� � � �
�

* *

(���� �* � ��������� ����� �	
���� F9 7��%�� � ��
� &����
" �*2�
�
�����;

�� HAU��
� �

�

� � �
7

7 �

�

7 �

�

7
= −







 =

→
→

<=>
� � � �

� �
*

* *

γ

∂
∂

∂
∂

∂ � � � �
�

�

�

7 �

�
�

∂
∂

∂
−

C���������	��������,���������'���������������� D� � D�;

�� HAU��

� �
7

7 �

�

7 �

�
= −

∂
∂

∂
∂

� � � �
� �� HAU��

� �7
7 �

�

7 �

�
= −

∂
∂

∂
∂

� � � �
�

C������	������

HAU7
7

�

7

�
.

7

�

7

�
/

7

�

� � � � �=
∂
∂

−
∂
∂







 +

∂
∂

−
∂
∂







+
∂
∂

−
∂7
�

0�

∂






 � �*P�

�
���
�����	���������������

HAU7

. / 0

� � �
7 7 7� � �

= ∂
∂

∂
∂

∂
∂
















�

1
�������
���������)�2�2����*�� HAU7 7= ∇R � S�

�����* . / 04 = + +@AB @AB @ABα β γ ��������"� ������ �����
����

*� C� ������������&����
��*2�����*P�������;

6 �
7

�

7

�

7

�

7

�
*

� � � �� � @AB @AB4 =
∂
∂

−
∂
∂







 +

∂
∂

−
∂
∂







α β +
∂
∂

−
∂
∂









7

�

7

�

� � @AB �γ

C������������������
�� ���������������� ��'���

HAU HAU HAU� �" 7 " 7 " 7 " 7* * . . * * . .+ = + �

F
� ������ �
� �������� � �����
���� 7 �M= 8  ��M M . M /� �= + +
+M 0� : �������"����������� � = ����������
�������
��������;

HAU GH?I� � R � S�M M �= − � �*3�
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6����
� �*3� ��
����� �����"� �
����� 	�
�� �	-�� &����
"�
��
� M M �= � ����������"������������R � S R � S R � S∇ = − ∇ + ∇�M M � � M �

� � � � � � *����
� M : �������"������������ HAUM = 4 �6* = 4�

� � � � � � .����
� 7 �= : ������$����������

HAU7
�

�

�

�
.

�

�

�

�
/

�

�

�

�
= ∂

∂
− ∂

∂






 + ∂

∂
− ∂

∂






+ ∂
∂

− ∂
∂







 =0 4 �6* = 4�

���������������������������%-���&������������"�
��������

� � � � � � 2� 0"���
�� ����� �
� 
�����", ��������� ���-�%-� ��� ��
� ����

)�*P�.����*�������� � = − +ω ω�. �/�

!����; HAU� = .ω0 �

(������ J J �HAU� = .ω �� �� ����
� ������� HAU� ����� ��������� � 
���� ��������� � ��$

����� ������� ��
� ���-����� ����� ��� ��� 7��%�� ����,������� �������� N�����O�

�� �� N���-����O� 5������
���"� ��,��������� ��"�
 ������ ��������������� � ��

�
����������������-������������

� � � � � � � � � ���1�����
�����
���%-���������8����;

� � � R � S R � S�∇ × = ∇ − ∇7 7 7 7 7 7
* . . * * . ���� I=[ HAU HAU� � �7 7 7 7 7 7

* . . * * .× = −

���������"����������,��������������������,���-�,��%������������

(�"��#�� )���� �F�����K�	���
�1���� �*9*/�*/42�� �� 
��$
���� &���� � ����������� F
� ����,�����", ���� ��
�� ����� �����
&����
�� ���
� ����� &����
� D������K���� �) *.�2� � P�� ����$


�%-�� ������ �"���
���� ���� ��
� � ����,����� σ � �"���
���%
�����
������ � ���� ��
� � ������� N� � ��������%-��� #�� �$

���,����� �_`@� *9/�� ^���� ����������� ����,����� σ ����������� �

%	�� ������ ���

�
���� ���
��� �� 	�
�� ��� � ����� ������

����� � = ���� �� � ��������� ����,$

����� σ�  �� &���'�� � � �� � ��

′� � �� � � �� ′� � �� � � � �����"��" �

��������� �	
���� F � ����'�� σ
�� 
������� ���� N : ������� � ��$

������%-�� σ� � K � � � ����'��
�� 
������� ���� ��
�%-���� ���$
������ � ��������%-�� �	
���� F�
0"	���� �
� �������'�� ���,�%%

������� ����,����� σ ����� *9/��
����� &���'�� @��8 �8 ��� =��� �� ���
>��8 �8 �� ������� @8 =8 >� �����"�$

2LV
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�" ������ �� ������ �����"�� ��������"�� ���� � ������ �� �$

���,����� σ9
D�������������� ��


< � � � +�
N

� � � �∫ �

 �� �����
���� �	,��� ������� N �� 
������� � �"	���� ������" �$
���,����� ���� ���� *9/�� 0 �
���� �"	��� ������ ������" ����,��$

��� σ �����
���� �	,��� ������� N ����� ��
��� 	"�� �� 
������� �
�������"	�����

C�� ��� ������ N 
���� �� ����,����� σ��� ���������" � � �����

����
������%� ��������% � = ���� ��� � �#���� �������� &���'�� @ �
�����, ������� N ����" ��������� &���'�� @��8 �8 ���� ��� � ���������$
��%-�, �����, ������� K� �����'�� �� �����������%-�, ��������
���	����� �������� N � K �� ��� �� ������%�� (������ ������%� ��$
�� ��
��"� ����" �
� �����
�����", ���� ��
�� ����� � ���� ��
&���'�� < ���������� N ��K����������������"������� ��
"

< � � � +� < � � � � � +�
N

� � � � � � � � � ��∫ ∫=
Γ

�

F�
��� ������� &����
� D������K���� �) *.�2� � P�� ������� �
������������� ��
�����	
���� F����
�����;

< � � � � � +�
<

�

<

�
� +�+��

F

� � � � � ��
Γ
∫ ∫∫= − ∂

∂
+ ∂

∂
′





�

C�� ��� �"	���� ���,��� ������� ����,����� σ ���� ) *.�P� � 2�� ��
�����
�%-�� �������" �����
� * � ��� �"����%��� &����
���
�)�.�.����2:�)�**�.����3�;

@ABα = − ′

+ ′ + ′

�

� �

�

� �* . .
�

@ABβ = −
′

+ ′ + ′

�

� �

�

� �* . .
�

@AB γ =
+ ′ + ′

*

* . .� �� �

�

7��%��
@AB

@AB

β
γ

= − ′� � ����#����

− ∂
∂

+ ∂
∂

′





= − ∂
∂

− ∂
∂






∫∫

<

�

<

�
� +�+�

<

�

<

�
�

F

@AB

@AB

β
γ

∫∫ +�+�
F

�
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C����� ����
������8��� &����
��� �*P� � �*3� ) *.�P� ����� #���
������������ ��
����	���������������,�����"�����
�����;

− ∂
∂

− ∂
∂







 = − ∂

∂
− ∂

∂
∫∫

<

�

<
+�+�

<

�

<

�
F

@AB

@AB
@AB @AB

β
γ

γ β



∫∫ +?

σ

�

!����

<+�
<

�

<

�
+?

N
∫ ∫∫= ∂

∂
− ∂

∂






@AB @ABγ β
σ

� �*L�

�+���� �������� ��� &����
� �*L� ����� � �
� ����,������ 	�
��
�
���� ��������

E��
� �������������������%-�,���
����,������"������;

=+�
=

�

=

�
+?

N
∫ ∫∫= ∂

∂
− ∂

∂






@AB @ABγ α
σ

� �*V�

>+�
>

�

>

�
+?

N
∫ ∫∫= ∂

∂
− ∂

∂






@AB @ABα β
σ

� �*9�

1�
��"������
����������������*L����*V����*9����
������&����
�

<+� =+� >+�
N

+ + =∫

= ∂
∂

− ∂
∂







+ ∂
∂

− ∂
∂







+ ∂
∂

− ∂
∂

=

�

<

�

>

�

=

�

<

�

>

�
@AB @ABγ α 













∫∫ @ABβ

σ

+?� �*/�

���"�����% 
����
�%A�
����

!��� ��
 � 
���� �����&����
" �*/� ����� 7 +O
N

τ∫ ���� ) *.�2��'��$

��
�'�� ������� 7 <. =/ >0= + + ���
� ������� N� !��� ��
 � �����

����� �������
��� ���� ������� HAU7 ����� ����,����� σ� � ����$

�����%��������� N9
1
�������
���� &����
� 1����� � ��������� &���� ����� ���$

��������;

7 +O 7+?
N

*τ
σ

∫ ∫∫= HAU � �.4�

C���� �	������ ���������� ����
�� 7 �(
� &���	��
)
 �
	���� N

���	� �
�
�� ����� #�
)
 ����
��7 ����& �
����	
�� σ8 ��-�1�! � �
��
����
�� 7 �%
)��	���		�!%�
	���
�%N9

C�� ��� HAU * 7 ���� ����,�������� 6 �* � � � ����� � ����� �����$

���� *� ��������������.4��������	"������������������

7 +O 6 � +?
N

*τ
σ

∫ ∫∫= � � �
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W�� &����
� ��������� ��� �	��)��� �
 �
����	
��� σ 
� &������		
���
�
�� �
���) 	�������	�� 	
����� ����	 ���������� ����
�� �
�� �
 �
	$

���� N8 
)��	�����!1��� �
����	
�� σ8 	�������	�� 
'�
(� �
�
�
)

�
)���
��		
%�%	�������	���%	
�����9

� � � � � � � � � ��!�&����
"1����� �
������ ��� '����
�'���������� � �����$

������
��
%	� ������������������
%��������� HAUM = 4 ���3��������*�������&����
���.4�

7 +O
N

τ∫ = 4�

M��#����&�����"���"
�
����������
����3�

6����
� 1����� � ���-�% &����
" ����� ����,�����", ����$
 ��
����)�*.�P����3��&����
���*3������������������������

<+� =+� >+�
N

+ + =∫

= ∂
∂

− ∂
∂







+ ∂
∂

− ∂
∂







+ ∂
∂

− ∂
∂

=

�

<

�
+�+�

>

�

=

�
+�+�

<

�

>

�





∫∫ +�+�

σ

� �.*�

6����
� �.*� 
� �� ��������� �������� ��� ����� �
� ����� � ��$
��� �� ������ #�� ���� �"�������� ������� ����� �� ������ ������ �
���� ��
� � &����
� D������K����� � ������ � ������ �
���%��� ��
�� � '��
������� ������������ ��������� �8 �8 � � &���'�� @� =� >�

0 ���������� ��
� ����,����� σ � �	
���� 
������� �D�8 � ����$
������ �������� N� �� ���� ��
" � +�+� � +�+� �	��-�%��� � ��
� �
&����
��1���������,�������&����
��D������K�����

!��&����
"�1�������
�������������
�

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

�

<

�

>

�

=

�

<

�

>

�
= = =� � � �..�

�� �����
�����"� ���� ��
 � 
%	�� ��������������� ���������
������ N ��������
%;

<+� =+� >+�
N

+ + =∫ 4� �.2�

E #�� ������� ��� � ������ �
���� �����
�����"� ���� ��

PQ
∫ �� ����$

��������������� ����������
Q�� � � �
���� 
����� ������� ��
���� �..� ��
�%��� ���	,����"$

�������������"����
����-����������������������.2��
��� �"�
����� #��, ��
���� ��"��� ��
���� �"�������

<+�a=+�a >+� �������
��� ��	�� �
�"� ��&&����'��
 ���������
&���'�� ���� �� ��� W�� �������
������� ������ ��� � ) *.�2 �
�&���'��
���,��������",�
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§ 14.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà
è èõ ïðèëîæåíèÿ

�� %	**
�
�&	� �+
 ��
�&		 ������� ������� ���������� ��$

������ ∇ � ���
���"� � �������"� �
�� ����� �������� (����	��$

�� 	�� 
������� ����
)
 �
��(��� ��� ��� ∇ ��
����� ��&&����'��
�$
�"� ��������� ���� � ������ �� � ��������� ���	��� �	������$

��� ��������", ���� � �������� ^����� �������"� ���������� ∇
����� 	"�� ����������"� �	����� ������� � ���
������ �
%
������ ��
���� ��
��� ���� � ���� ����������� ������� �� ���
��� �
����� ����� ������� � ���������� �
% ����
���"� �
� ������$
�"� ������������ W�� ���� ��� ��� �������"� ��� ��&&����'��
�$
�"� ����'�� ���� � ������;  ������� ���
���� � �
�� ����� ��$
'�%����������������� ���
��

0����% ��
� � ��%� � ����
����" ��������� � ��������� � �$


�� �������� ∇� �����"� ���"��%��� (����	���� 	��� 
���������
��
�
)
%�
��(��9

D��������� ��� �������"� ��&&����'��
��"� ����'�� ����� �

������� M����� �� ���
���� � �
� � = ��4�� C�� ��� ∇� = GH?I� :

��������� �
� ���� ) *P�*� � P�� �� � ���� ������� ∇ ����� 	"�� ��$
����� ���
���"� �
� �������"� ����������� ��� ���� ���"� ���
����'�������� ��������;

�∇� ∇�� = I=[�GH?I�� �*�

R∇� ∇�S = HAU�GH?I�� �.�

����� ����� ����� ��������� �
�7 7 �= � ��C�� ���� � �∇ =7 7div ����

���
����� �
�� �� � ���� ������� ∇ ����� 	"�� ������� ������$
����"���	���������������	����������

∇ ∇ =� � � �7 7grad div �2�

W��������������'�������� ���������
M�����'� ��� ��� R � S∇ =7 7rot ���� ��������� �
�� �� � ���� �"

����� ����������� �������� ������� ∇ ���
���"� � �������"�
�����������������������������%������%�����'�������� ��������;

� � R � S�∇ ∇ =7 7div rot �P�
�

R � R � SS �∇ ∇ =7 7rot rot �3�

!���� �
���%��� ��� � ��� ��&&����'��
��", ����'�� ����� �
������� F�� �� #��, ����'��� ������ �.� � �P�� ������������ ����"

��
%� ��� ��� � �����������, R∇� ∇S� �� � R � S�∇ ∇ 7 ��� N�������O ����"

�����)�.�.����P���3��
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F�
��� ���,��� � ����'�� �*�� � ���
��������� &����
 �2� ��
)�*P�*����*4�����)�*P�.��
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�"����%-�� #�� �������"� ����� ��������% ��� �% ������ �������", �� �� 69����$

�
� ��� ��� ��������� �*4� ���������� �����8��" ��������
��� �� �� 6� � ��8�� #��

������������������
�����������",��������",���
����;

� = ���� �� ��� � = ���� �� ��� 6 = 6��� �� ��� �**�

0���
����8�������
� �����"�
����"���������
����;

*� &���'�� �� �� 6 �����"��" � �	
���%� �����"��"�� �����"�� ��������"��

�������� �����������
%����
���:

.� ����"� ������� ��� ��6� �� �	
����TU ��������� #��, �������", ������%� ���$
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 ��� �� 6� 	���� �������� � _A@�_?�@��b �����
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�	������ ������ �����4��� �� �� ����������� 	���� �������� �����
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��� ���� �� ���, ��$

������� �� �� 6� ��������������� ��������� ����������", 
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V V V� 6� � � 	���� ����� ��������
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����� �����$

�"���� �� 6��

D��������� ����������"� 
���� ������" ��� �� 6�� ��,���-�� ����� �����44� ��$

������������� ���������� �������� ������������ 
���� ��
����� �
���� � �*4� � =
= �4� 6 = 64;

� = ���� �4� 64�� � = ���� �4� 64�� � = ���� �4� 64��

��� #����	���� (�) �
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+O � � � +� +O � � � + +O �� � � � 6 6= ′ + ′ + ′ = ′ + ′ + ′ = ′. . . . . . .� �� � � � � + ′ + ′� � +66 6
. . �

0�
����"

C � � � C � � � C � �� � � � 6 6 6= ′ + ′ + ′ = ′ + ′ + ′ = ′ + ′ + ′. . . . . . . .� �� � � � �6
. �*3�

���"��%��� �
#����	����R��� �K�	���
�Y��� �*V/3�*9V4��&���'������������$

�����������"�������������� �� 6��

� � � � � � *� 0 �
���� '�
����������� ������" ��������� ����� ���� ) *.�.� � 2�
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����*3���
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� � � � � � .��0��
������&����������������"����������������)�*.�.����2�

� = � B=Tθ @ABϕ: � = � B=Tθ B=Tϕ� � = �@ABθ�

����
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�������
�� � ����� �� ��������� �**� ������ �� � � � �, �"�������
����*4����
��������������

������ �� 6�� ���� �� 6�� ���� �� 6�� = �9

(����������&&����'�������#�������������� ���	����������;

′ ′ + ′ ′ + ′ ′ =� � � � � �� � � � � � *� �*9�

E��
� ���"��&����
"�������
��"��
� � � 69
6����
�� ����������
������&���'����)�*P�*����3������
��P������

GH?I GH?I GH?I GH?I5 5 � 5 5 6� 6= ′ + ′ + ′� � � �*/�

!������� ���� R*3S� �� XX�� ���  ������� ���
����� &���'�� ���� �� ��

���� ������� �����
���"���������
���� ����,����� ������ � = �4�
��#����������

��������������� V� �1
�������
����������;

GH?I� � . � / � 0 XV� � � �= ′ + ′ + ′ = � �.4�
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�����
���-��������
���%�
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���� � . ) /�** ���� ������� �����
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���� �  ��� ��&� ������� � �� � ��������������� � ��� &���$
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���� �9 ��#����

′ = ′ + ′ + ′ =� � . � / � 0 C V� � � � � � � �.*�

 �� W� : �����������%-�����#&&�'�����Y�������.��������"���� �� 6��
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����� ���
���� � ��������� �������� �.4� � �.*� �
����

���������
′ ′ + ′ ′ + ′ ′ =� � � � � � XC� � � � � � � � �..�
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�
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V
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C
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∂
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§ 15.1. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
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∂
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∂
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∂
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∂
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 ��������������&���'�����

F��  ������������ &���'�� � � �� �����"� � ���	���'�� � + .�
��%� ���
��������% &���'�%� ���"��%��� �
���-�		��� )���
	���$
����� &���'�����

( � � � � � � � ��6���'�� � + .�� ����	����������� �� ���, ������
��",  ������$

�����,�&���'�������������	"������
����������

��
� �������� ����  ������������ &���'��� �������� ���: ��� �� �����%  ��������$
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� � � � � �� ����� ���: �� = �
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∂
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= ∂
∂
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�
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�

�
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∂
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∂

∂
∂
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�

�
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� " �: � ��.
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§ 15.3. Èíòåãðàëû ïî êîìïëåêñíîìó ïåðåìåííîìó

�� �����	
 	��
��� �� ��#��
����#� �
�
#
���#�� !��� ��
 �� ��$

���"���� ��  
����� ������ ��������� γ � ����
�� � ����� P = �4 �

���'�� � ����� ; = �* ����� */.� &���'�� 5 ��� �� = � + .�� �����
�����
��������
����� ��
���������"

5 � +� 5 � �
�

0 0
0

*

0

� � <=> � � �
>?kJ J

γ
∫ ∑=

→
=

∆
∆

4
*

�*�

 �� ∆�
0
= �

0
− �

0 − *
�

��
� �� 5 ��� = ���� �� + .���� ��� �0 = �0 + .�0� ∆�0 = ∆�0 + .∆�0���
����

5 ��0�∆�0 = ����0� �0� + .���0� �0���∆�0 + .∆�0� =
= ���0� �0�∆�0 − ���0� �0�∆�0 + .����0� �0�∆�0 + ���0� �0�∆�0�

����������������������*�����������

5 � +� �+� +� . +� �+�� � �
γ γ γ
∫ ∫ ∫= − + +� � �.�

����� �����
�����"� ���� ��
" ����� � ���� ����� ��-�����%� ���
�� �����"��",&���'�� �  
����� ������ �) *.�2� � 2�� ������� ��-�$
������ � ���� ��
 � ���
������� ���������� �
���� C���� �	������
���� ��
 � ���
������� ���������� �������� � �������"� �����
�) *.�2� �����
�����"����� ��
�� ����� � �����7��%���
����� �
�$
��%-�� �������� ���� ��
� � ���
������� ����������;

*� 5 � +� 5 � +�� � � � �
γ γ
∫ ∫= −

−

.� M5 � +� M 5 � +�� � � � �
γ γ
∫ ∫=

2� � � � � �� � � � � �5 � d � +� 5 � +� d � +�± = ±∫ ∫ ∫
γ γ γ

P� 5 � +� 5 � +� 5 � +�� � � � � � �
γ γ γ
∫ ∫ ∫= +

* .

�0 �������", �"8� �"�������,� � : ���
������ ����������

γ* � γ. � ��� ����"�� ������
�%-�� �����% γ: γ−
� ������� ����$

��%-�� � ������ γ � &���� � �
�����%�
�� � �������
���"� �����
����� �	$
,�����

3� ��
� &���'�� 5 ��� � �������� �� ���$
���� γ;J � �J5 � �≤ �4 : �
�����
���� ����$
����������

J � � J5 � +� �O
γ
∫ ≤

�O ���
����������� γ��
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5 � +�� � �
γ
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F � � � � � � � 
 � � � � �� F
� ���-���� ��������
����� ����	���
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���� ���	"���������� 5 ′��� 	"
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�
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� � � � � � � � �
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� �
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�

−∫
γ
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� 7
� 7 +�
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� � �

−
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� �V′� ���"������ �	��)���
� f�� � � �
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7���'��� ������� ����������� ��� &���'��� 5 � &����
� �/�� ��$
�"������ ���
'��&
��	��� f�� �9 7���'��� ������� ����������� ���
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���

*� 5 5 5 5 5 5* . * .+ = + = =r r
�

r
� ��α α α @ATBU �*.�

W�������������"����������&����
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�������

��������� ����"� ��������������� � ����� � = 4 �#�� 
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W�� ��������� ��������� � �	�	-����� ��"�
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Ãëàâà 17. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÎÑÍÎÂÍÛÅ
ÇÀÄÀ×È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ

§ 17.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà
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§ 17.3. Âûâîä àêóñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
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���, �����"� �����
����� �� ���'�,� 0 #��� ������ ���8 �� ���� ���
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����� �����" �� ��� ��� ��
� ���'" �����" 4 ≤ � ≤ O �����
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��
��"��"�
������������"����
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Q����"� ��
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���� ����� ��
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�����
����� ����������� 7� 	���� �������� �-� � �� ����
���� &��$
�" �����"� � �� ����
���� �������� �����" � ������ ������!���� ���$
�� �����", ��
����� ��
��" 	"�� �����" �
���%-�� ����
��"� ��
�$

���; ���� 4� = 5���� ′ =� � e �� � � � � �4 � (���� 5��� � e��� � �������"�� �������

������"� &���'��; ����� �� ��, � ��������  ��&��� ����� &����
�����" � ����
��"� ������� ������ ����"����� ������ � ����
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�$
��� �
������ ���������%����
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���
�����"� ��
����� �� �� ����"������ �������� ����������� &���'�� ��
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�%��� �� #����������
��", ����", �
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��"�����������

§ 17.6. Çàäà÷à Êîøè
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�	����, 	���������� �����"� ��
� ������ ����� �
������ ��
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∂
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F��������
�������
�������
������&&����'��������,����;

′ = ′ − + ′ +
′′ = ′′ − + ′′ +

′

� � 7� � 7�

� � 7� � 7�

�

�

�

ϕ ψ
ϕ ψ
� � � ��

� � � ��.

�

�

7 � 7� 7 � 7�

� 7 � 7� 7 � 7

= − ′ − + ′ +

′′ = ′′ − + ′′ +
ϕ ψ
ϕ ψ
� � � ��

� � �.

. . ���

�3�

����
�������
���� ′′ = ′′� 7 �
� �. .

. �

D�8���� �P�� ������-�� �� ���, ������
��", &���'��� ���"����$
�� ����	��� J����'���9 F
� �����
���� #��, &���'�� ����
�����$

�� ����
��"�� ��
������ �.�� �2�� ��
� �� � &����
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!��� ��������
���������������������������R4: �S���
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7
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ψ� � � � � �� 5 �
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*
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� � �
5 � 7� 5 � 7�

7
e � +�

� 7�

� 7�

� � �
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�����
���� � �
� ���, �� −∞ < � < +∞ � � > 4� � ����
������%-� � ��$
��
��������
���%

�����4� = 5���� �*.�

F
� ��8���� #��� ������ �����8�����	���������6���� � � ����
)�*L�*����P��L���	��,�������������������**��������� � ����������

0 ��
� ������� *� 3 � P �� � L �) *L�*� ��������� �**� �� #��� ����$
�����

∂
∂

λ λ
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� � r r�
�

�
7 . � 7 �= = −. . . . �*2�

��� 
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������ ���������� ��&&����'��
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#&&�'���������D�8���� ����
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r � � �� " V 7 �= −λ λ. .
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F
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r
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π
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∫ ∫
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7 �� � � � � �
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∫
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���
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§ 17.7. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è åå ðåøåíèå ìåòîäîì Ôóðüå

�� 3
0
�	
 �#
0���, ���	 #
����#"�� 
� D��������� ��������%
� ) *V�3 ������ � ���	���", ��
�	����, �����"� �����
����� �� �	��,
���'�,� Q�� ��� ������
���� #�� ������ �������� � ��8���% ���������

∂
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.
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�
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�

�
�*�

��������",���
����,

��4� �� = 4� ��O8%�� = 4 �.�
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��",���
����,

���8 4� = 5���� ′ =� � e �� � � � � �4 � �2�

5�������� �*� 	���� ��8��� ���
(
�f�� � : �����
���� ������$
�",� 1��� � � ���
%������ � ���� ��� �" ��"������� �����"� ��8����
��������� �*�� ����
������%-�� ��� ��
��� �����"� ��
����� �.�� �
���� ����������� ���,&���'��� ������ �� �����", ������� ��
��� ��
���������������;

���8 �� = t���q���� �P�

��� #����"�-����������
��"� ��8����� �� �� ������������ �� ���$
�"����
%���������
���&���'�%��P���������������*����
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� �
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7

.
q��� = 4�

tu��� + λ.
t��� = 4�

!��#��,�������������,������@���)�*2�P����.�;
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C������	������
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����� ��� �
#��� ��"����� ���-����
���� ����� � �� ��	"��� w*� w.� j� w* ���$
����������� �� �� ��
���� ��"����� �� �����%� �����-����� � ���$

��������� �$
�	����	"������������ �����������"���

7  � � � � 
 � � � � .� 1�	"��� w*� w.� j� w*� �	����%-�� �
��%
 ��� ����� �����������", � ������������", ��	"���� 	����
���"���� #����	���	��� �
'�������

� � � � � � *� 0������� � �"�� � ��	���"������ � ��
���� ������ ����� w. � ��$

	"���� ������-�� � ���� ��� ����� �"�
�  ����% � '�&��� .9 Q�� ��� ������
���� ��	"$

��� w*� w.� j� wL �	����%� �
��%  ��� ����� �����������", ��	"���� C�� ���

����� ����
� ����� ���������� � ������������� �� ��	"��� w*� w.� j� wL ��
�%��� �

������������"������������
�%����#
��������"���

7  � � � � 
 � � � � 2� 1�	"��� , ���"������ '��)
���������!1��
��	"��% ;� ��
� �����
���� ��	"��� , �
���� �� ��	�� �����
����
��	"��� ;�

� � � � � � .� ����� �� 	������� � ��
���� ����� ��	"��� w.� wP�wL � ���
����

�������������� ���,� ���"��,�8���� ����� �,���	"���� ������-�� � ���
���� �����$

 ������:���	"��� w.� wP�wL 	
� ���������%����	"��% ,�

7  � � � � 
 � � � � P �� 
 � � � � � � � � � � �  � � � � 
 � � � �
� � � � � � � � � � ��� ;��
��	
�� ! @�,� ��	"��� , ���"������ ����$

8����
_

*
���
� #
��������", ��	"���� 	
� ���������%-�, ��	"��%

,�������
�����,�#
��������",���	"���������� @�,� =_
*
�

� � � � � � 2� 0"���
�� ����������� �"������  ��	� �� ����� 	������������"�

7�������� ��	"��� , � �"������  ��	� � ��	"��� ; � �"������ '�&�" � �	����%�

�
��%  ��� �����������", � ������������", ��	"��� �
� ����� � ��"������

(������ ����� * = .� 1�	"��% , 	
� ����������� 
�8� ���� ��	"���� ���� ,� �� �� �����

_ = *����#���� @�,� = *

.
�

� � � � � � P�7�������� �����"���� ��
���������%������*�@�w.�=*

L
� .=*�j�L�

PP*



� � � � � � 3� M���� ����������� �� �� ��� �� 	������� � ��
���� ����� �"����

���
�����������
�-��������.����	"��� ,��

c��
� #
��������", ��	"��� ����� L� c��
� 	
� ���������%-�, #
��������", ��$

	"����2���"�������.��P��
��L�����#���� @�,� = 2

L

*

.
= �

!� ��������� � �
��������� � �����
���� ����������� �"����$
%���
���%-��������������;

*� ;��
��	
�� %(
��
���	
)
%�
'����%���	�%�(�	����
F��������
���� ������������ ��	"��% ��
��" 	
� ���������$

�������� * #
��������",���	"���������� _ = *������
�������
����

@�,� = _

*

*

*
= = *�

.� ;��
��	
�� %	��
&�
-	
)
%�
'����%���	�%	��!9
0 ����� ��
�� ������������ ��	"��% �� ����� 	
� ���������$

����������������#
��������",���	"���������� _ = 4��������

@�,� = _

* *
= =4

4�

2� ;��
��	
�� ������	
)
 �
'���� ��� �
�
-���� 	
� ����
8 &�$
��!��		
�%��-(�%	����%�%�(�	����9

F��������
���� �
�������� ��	"��% 	
� ����������� 
�8� �����

�� �	-� � ���
� * #
��������", ��	"������#���� � #��� �
���� 4 < _ <

< * �����������4 < _

*
< *��1
�������
�����4 < @�,� < *�

!���� ����������� 
%	� � ��	"��� ����
�������� �������� ����$

��������4 ≤ @�,� ≤ *�
�� �����	�
� �� ������ )��	��	�
���
 ���
�
�
�	
 �
��������	�

Q
���������� �����
���� ����������� �� ��
����� �� ���"� �
�
�������� ������
��", �
�����", ��	"���� C��� ��� ������
����
��
� ����
����" ��"����� �� ������������"� M������� �� 	����$
��� ������
���� � ��
���� ����� �"������ �� ���
���",  ����� ��
��������������

0 ����, �
����, ���
������� ��� ���"������ �������������� ���$
��
�����������������

����� ���������� * ��"������ �� #��� ��������� ��	"��� , ��$
����
� _ ����

7  � � � � 
 � � � � *� c��
� _ ���"������ �'�
�!�	
� ����
�
�

��
� ����� ����
�
�� ��	"��� ,� � ����8���� @w�,� = _

*
���"������


�	
����� 	
� ����
�
� ��	"��� ,�

PP.



� � � � � � *���� �������������� �� *4 444 ��	���� ������
��� .L� (����_ = .L�

�	��
%���������������������",���	������� @w�,� = .L

*4444
4 44.L= � x ��������
�����

D���
����" ��� ����
���", �"��� � ��	
%����� ��� �%� ��$
�
%����; �� ��������� ����� �� * ��"������ �� �� ���
� * ������$
��
��� ��
�� ��������
���� ������� @w�,� �������� ��������� ����$
�"� �� �� ����
��� ��
��� ��
������� ��� �� ��� �� M� � ���
�������
* �����
����"�������������,�����������
������������

@w�,� = _

*

��	
������� � ���������� ���
� @�,�� ���	�
�������� ���
� �� � �
������������	�
�����������"�����������

� � � � � � .� ^"
� �������� *4 ����� 	������� �����"� � *444 	������� � ���$

���� 7�������
��"� ������" �"������  ��	� �����
��� ����"�� 4�34*: 4�P93: 4�34/:

4�32L:�4�P93:�4�P99:�4�344:�4�P/V:�4�P/P:�4�P9P���F���"������"������� ��R*9S��

W���������"� �����%�������
�����
��4�3�

7  � � � � 
 � � � � . �� � � � � � � � � � � � � � �  � � � � 
 � � � �
� � � � � � � � � � ���0����������%��	"���,���������"��������"$
���������
�@�,�� ���
������� �  �����%��� ����������������
����
������" �� 	�
�8�, *�

0��������.��������������������������������"�
��������4�3�
C���� �	������ ��������
���� ������� ��	"��� ��	
������ ���$

����� � � � �����������% � �������������� ��"�
�� ��
� ���
� ��"$
����� ���������� ��
��� �������� � ����"� �"��"� �������
 �
����������
���� ���������������

1 #��� ����� ������ ��
�����_ = *@�,� �������
��� ��	�� �������
������������
�����
�������	"��� , �� * ��"�����,�

1������������� �����
���� ������������ ���
���%-�� ��������$
�����% �	��	���� ����",� ��,���� 8������ ����������

��� 8�����, ����
������, �����"������� ��� ����������� ��$
	"��� � �
���������� � �������������� ��"�
�, ������%� �����
��	���

§ 18.2. Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè

���5
��
#����4
�	���
��������
,��
���#
��	#+�����+�	,�

C � � � � � �� ;��
��	
�� ����� (��� 	��
��������� �
'���� , � ;
���	�%�����%���
��	
����%#���%�
'����a

< P Q < P < Q� � � � � ��+ = + �*�

PP2



F � � � � � � � 
 � � � � �� !��
����� �
���������� �����
����
������������ �����
����� ��� � ������ ��"����� ���
� ���, #
�$
�������", ��	"��� ����� *� ��	"��% , 	
� ���������%� 0 #
����$
����", ��	"���� ��	"��% ; : O #
��������", ��	"���� C�� ��� , �
; � �����������"� ��	"���� �� �� ���� �� #
��������", ��	"��� w*�
w.� j� w* �� ����� ������������ 	
� ������������� � ��	"��% ,� �

��	"��% ;� 1
�������
���� ��	"��% , + ; 	���� 	
� �������������

0 + O #
��������",���	"�������������
���%������������������;

< P
0

*
< Q

O

*
< P Q

0 O

*
� � � � � � � � �= = + = +

����������
������������������������"�
1����8���� ��� �� ������� &����
������� � �����"������ �
� 
%$

	� ��������� �����
�������������������",���	"����
1 
 � � � � � � �� A���� ���
��	
���� ��
���
�
�
-	�� �
'���� ,

� P ���	�%�(�	���a

< P < ,� � � � �+ = * �.�

C�� ��� ��	"��� , � P �����������"� �� � ���������� �������

< P < P < P P� � � � � ��+ = + 1�	"��� , + P ���� ����������� ��	"��� ��	�

������ ��	"���, �
� , �������������#����< P P� � �+ = * ��� ����$

���������������������8���%��.��

� � � � � �� 0 ���� *4 8����; 2 �����",� 3 ����,� . 	�
",� Q����� �����������

�"���� '������ 8��� ��
� �"�������� ���� 8��v 0���������� �"���� �����"� 8��

< P� � �= 2

*4
����� < ;� � �= 3

*4
C�� ��� ��	"��� , � ; �����������"� �� � ����������

�"8� �������< P Q < P < Q� � � � � � � �+ = + = + =2

*4

3

*4
4 9

���5
��
#��#��4
�	���
��������
,�

7  � � � � 
 � � � � *� F�� ��	"��� , � ; ���"��%��� 	�&�������$
��� ��
� ����������� ���
���� ����� � �� ��, �� ������� �� �� ��
����
��� ��� �� ��	"��� �
� ���� 0 �������� �
���� ��	"��� , � ;
���"��%� &���������� �M����
��� ��	"��� ,*� j� ,0 ���"��%��� 	�&�$
�������� � �
�
���	
���� ��
� ����������� ���
���� 
%	� � �� ��,
�� ������� �� �� �� �����8
� 
� �����$
�	� ��� �� �������������"�
��	"�����
�������

� � � � � � *� ����� � ���� ��,������ . 	�
", � . ����", 8���� ����� ��	"��� , �

�"��� 	�
"� 8��� 7��������< P� � �= *

.
���
� ���� � ��"����� �"���"� 8�� �
������

�	����� � �����8��" �����8���%��� � ����� �"��������8��� 1�	"���;��� ������

PPP



��"����� �"��� 	�
"� 8�� � ����� ����� ����������� < Q� � �= *

.
�� �� ��	"��� , � ;

���������"��

�����
���� ������ ��� �"���"� 8�� � ����� ��"����� �� �
������ �	����� �

����� C� �� ��
������8
�,� �� �� � �������"����� �"��� 	�
"�8��� �� �����������

��	"��� ; �����8����� < Q� � :=





*

2
��
� � ����� ��"����� 	"
 �"��� ����"� 8��� ��

����������� ��	"��� ; ���
��������� < Q� � �=





.

2
(���� ����������� ��	"��� ; �������

������
������
�������
�������	"��� ,����������	"��� , � ; �������"��

7  � � � � 
 � � � � .� ����� , � ; � �������"� ��	"���� S��
�$
	
� ���
��	
�� !< QP � � ��	"��� ; ���"������ ����������� ��	"��� ;�
��������� � ����
������� ��� ��	"��� , ��� ������
�� C��� �

�������*< QP � � �= *

2
(��������������
����	"��� , � ; ���������"�����

< Q < QP � � � ��=
C � � � � � � *� ;��
��	
�� ��
�&��(�	�� (��� &�������� �
'���� ,

� ; ���	� ��
�&��(�	�! ���
��	
��� 
(	
)
 �& 	�� 	� ���
�	�! ���
��$
	
�� (��)
)
8 	��(�		�! � ���(�
�
-�	��8 ��
 ����
� �
'���� �-�
	�������
;

< PQ < P < QP� � � � � ��= �2�

F � � � � � � � 
 � � � � �� ����� �� ��� � ���
� * #
��������", ��$
	"��� 0 	
� ���������%� ��	"��% ,� � ���� �� #��, 0 ��	"��� O 	
�$
 ���������%����	"��% ;����������������	"��% ,;��C� ��

< PQ
O

*

0

*

O

0
< P < QP� � � � � ��= = ⋅ =

�����������"������������������������2��

( � � � � � � � ������������&����
���2������	"��% ;,���
����;

< QP < Q < PQ� � � � � ��=

C������ ,; = ;, �����)�*9�*����.�������
����������

< P @ ; < Q < P
, Q� � � � � � � ��= �P�

� � � � � � .� 0 ��
����, ������ * 	���� ��� �
����� �� �� �"���"� 8�� � �����

��"����� �� �
������ �	����� � ����� �������� �
���%-�� �����; ������ ������$

�������"��������"���������������	�
"��8��"v����&����
���2�������;

@ ,;� � �= ⋅ =*

.

*

2

*

L

PP3



C � � � � � � .�;��
��	
�� ��
�&��(�	�� (��� 	�&�������� �
'����
,%�%;%���	
%��
�&��(�	�!%���
��	
����%#���%�
'����;

< PQ < P < Q� � � � � ��= �3�

F��������
���� ��
� , � ; � ���������"� ��	"���� ��< Q < QP � � � �=
��&����
���2�������-��������&����
���3��

7������� ��� � �
���� ������������� ��	"��� #�� ������� �����$
��������������
%	�������������,����
��

� � � � � � 2� M���� ����������� ������������ � �������� '�
� ����� ��������

�� ����� ��
� ��� �	��, �������� ��
� ����������� �������� '�
� ���"� �������

���	"��� ,��������4�9��������"�����	"��� ;����4�V�

1�	"��� , � ; ���������"���#���������������.��������������������

< PQ� � � � � �= ⋅ =4 V 4 9 4 3L

���5
��
#����4
�	���
��������
,����#
��	#+�����+�	,�

C � � � � � �� ;��
��	
�� ����� (��� �
��������� �
'���� , � ;
���	� ����� ���
��	
���� #��� �
'���� '�& ���
��	
����� ��
�&��(�	��;

< P Q < P < Q < PQ� � � � � � � ��+ = + − �L�

F � � � � � � � 
 � � � � �� ����� �� ��� � ���
� * #
��������", ��$
	"��� 0 	
� ���������%� ��	"��% ,� O � ��	"��% ; � _ � �������$

����� ��	"����,�;� 7��%�� ��	"��%, + ; 	
� ���������%� 0 + O − _
#
��������",���	"�����C� ��

< P Q
0 O _

*

0

*

O

*

_

*
< P < Q < PQ� � � � � � � ��+ = + − = + − = + −

( � � � � � � � �� ��
� ��	"��� , � ; �����������"� �� �, ����������� ,; ���� ��$

��������� ��	"���� �� �
�������
���� @�,;� = 4� �� �� &����
� �*� ��
����� �����"� �
�$

�����&����
"��L��

� � � � � �� 0���������� ������� � '�
� �� ����
�	� ���� � � ����� � ������

�������������� ����" @�,� = 4�V � @�;� = 4�9� M���� ����������� ������� �� �����

��
�������	��,���������,����	"�����������������

7�����������	"��� , � ; ���������"������������"����#����

< P Q < P < Q < PQ� � � � � � � � � � � � � �+ = + − = + − ⋅ =4 V 4 9 4 V 4 9 4 /P

�� "��#�� �����, �
��������	� ����� ��	"��� , ����� ������$
�� 
�8� �� ��
���� ���
���� ���� � �� * ����� ����������$
�", ��	"��� ;*� ;.� j� ;*� �	����%-�, �
��%  ��� ��	"���� 1�$
	"��� ;*� ;.� j� ;* 	���� ���"���� )��
��&��� �
� ��	"��� ,� C� ��

< P < Q < P < Q < P < Q < PQ Q * Q*
� � � � � � � � � � ��� � � � ��= + + +* .* .

�V�

W�� 
�����%�
�	
�%���
��	
����

PPL



0 ����� ��
�� ��	"��� , ����� �������� ��
��� �� ��
���� ��$
���
��������� �������	"��� ;*� ;.��j� ;*�������

P = ;*P +;.P + j + Q*P�

����� ����� ��������������� ��	"��� ;*� ;.� j� ;* ��	"��� ;*P�
;.P� j� Q*P ����� �����������"� ��#���� �� ��������� ������ �
�$
������������������������������������;

< P < Q P < Q P < Q P

< Q < P < Q <

*

Q Q

� � � � � � ��� � �

� � � � � �

= + + + =
= +

* .

* .* .
� � ��� � � � ��P < Q < P* Q*

+ +

� � � � � �� F
� ����� ������ ���������
� �� �����
 34 �����; .4 ����� � ��&&�$

���'��
����� �����
���%� 24 � ���� ��
����� �����
���%� F
� ����� ������ �������

��
��� ��8��� ����% �� ������8�%�� ��� �� ������� Q����� ����������� �
� ��������

����� ������ ��
� �� ����� ��8��� *9 ����� � ��&&����'��
����� �����
���% � *3 ��$

���������� ��
�����������
���%v

0���������� �
����� ������ � ��&&����'��
����� �����
���% ���	"��� ;*� ���$

��@�;*� = 4�P� � ���� ��
����������
���% ���	"���;.� �����@�;.� = 4�L� ��
� ��	"���

, ��������� ��� ������ ��8���� ��@ ,; *
4 /� � �= �@ P; .

4 3� � �= � C���� � &����
� �V� �����;

@ ,� � � � � � � �= ⋅ + ⋅ =4 P 4 / 4 L 4 3 4 LL

�� "��#�� B
,
�� ����� � ��
����, ������������ ������-� ��� �
&����
� �
��� ������������ ���������� ���� ��"������ � ����
�$
���� ������ � �����8
� ��	"��� ,� 1��8�������; ��� ������
���
�� ����� � ���� ��� ��	"��� , ��� �����8
�� �����������  ������ �� ��

��
����" @�;0�� 0 = *��j� *v
M��������
����%������������ @,�;0��
�� ������� ��������� �������������&����
� �P� ���� � .� �����;

< PQ < P < Q < Q < P0 P 0 0 Q0
� � � � � � � � � ��= =

7��%��

< Q
< Q < P

< P
P 0

0 Q0� �
� � � �

� �
�=

M�����'�����
�����&����
���
�������������������,����;

< Q
< Q < P

< Q < P

0 *P 0

0 Q

/ Q

/

*

0

/

� �
� � � �

� � � �

� � � ���� ��= =

=
∑

*

* . �9�

6����
" �9� ���"��%��� 
������� x����� �C���� ^����� �
� ^����
�*V4.�*VL*������� 
������������������

� � � � � �� ������ ����
�� �� ����
��� ����� ��	������ ����� ���"� ��	����

�� �����
 .3y���, ����
��� �������23y� �������P4y�0�����'������ � ��	��� �

PPV



	��� ������
��� 3y� � �����'�� ����� � � Py � � �����'�� ������ � � .y� 1
������

�"	������ �
� ������
� ����
� �����
��� 	����������� Q����� ����������� �� �� ���

������ ����
��������"����	����v

0������	��������� �
� ��	"���;,��"	������ �
� ������
� ����
� �����
��� 	��$

��������: ;*� ;.� ;2 � #�� ����
� �� ����
��� �������������� ���"�� ����"� � �������

��	�����

!����;

@ ;� � � :
*

4 .3= @ ;� � � :. 4 23= @ ;� � � :2 4 P4= @ ,; *
4 43� � � := @ ,; .

4 4P� � � := @ ,; 2
4 4.� � � �=

< Q
P
� �

� �

� � � � � �
.

4 23 4 4P

4 .3 4 43 4 23 4 4P 4 P4 4 4.

.9

L/
= ⋅

⋅ + ⋅ + ⋅
= �

§ 18.3. Îñíîâíûå ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè

`
�'�	��
���
� ���"������ �����
 ����������� �����%-�� �����
� ���� ���
��� ���	���'�� �����
���� � ��� ����� ��������� ��
����", �������� �#
���������

Q�� �� ��8���� ����� � ���
��������� �
��������� � ���$
��
���� ������������ ��� � � ��
����8�� ��� �����	���� ������$
�"� &����
" ���	���������� �������� ���	�
�� �����	���
�$
�"� �� ��,�

7  � � � � 
 � � � � *� @�&��1�	���� �� * ���
���", #
������� �

_ #
������� �_ ≤�� ���"��%��� ���	���'��� ������
���"� �� ����",
* #
������� � > #
�������� �����"� ��
���%��� 
�	� ������ #
�$
���������
�	����������#
��������

M������� �� ���, #
������� �� L� ������ ��������� � ��� #
����$
����
���%-��������-����; 7L� ��� LM� L7� M7� ML9

c��
� ���
���", �����-���� �� * #
������� �� #
������� ���$
��
�����������-�%�&����
" P * * * * _*

_ = − − − +� �� � � ��* . *�

7  � � � � 
 � � � � .� �������	
����� �� * ���
���", #
�������
���"��%���������-��������#��, * #
��������� �9

Q�� ����� �� �����
���� * � .� ����������� ����� ������� ����$

�"� �
����� �����-���� �� � = �9 1
�������
���� ���
� ���, ���$
����������� * #
���������"���
��������&����
�

@� = ��� − *��* − .��j�2�o�.�o�* = �l

7  � � � � 
 � � � � 2� A
����	���� �� * ���
���", #
������� �A
_ #
������� ���"��%��� ���	���'��� ������
���"� �� ����", *
#
������� � _ #
�������� �����"� ��
���%��� ,��� 	" ����� #
�$
�������

7������ �����'������ ������������ �����-������; � ���", ��
����"��������������#
��������

PP9



c��
� ��������� �� * #
������� � _ #
������� �"���
����� �
&����
�

"
*

_ * _
*
_ =

−
l

l� �l
�

��������� ������'� ���� �� ������� ��������� &����
 ���	�$
�������������,������%���������������	"����

� � � � � �� M�	���� ����� ��
�&���� �	����� ��	"
 ��� ��
����� '�&�"�� ����


�8�� ��� #�� '�&�" ���
���"� ��	��
 �, �������� Q����� ����������� �� �� ��� �����

��	��������
���v

F�� ��
����� '�&�" ����� ��	���� P
*4

. ����	���� � 	
� ������������� ��	"��%

4 �'�&�"���	���"�����
�����	�������
�������������	����#����

< �
P

� � �= =
⋅

=* *

*4 /

*

/4
*4

.

§ 18.4. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

��������	
�����,�+
��
�	�	�+�

7  � � � � 
 � � � � *�A�����	
� ������	
� ���"������ ���������
��
������ ������� � ����������� �� ��,��� ��"����� �
������ ��$
�����������������������������������������",����������

� � � � � � "� *� c��
� ������ �"��8�, �� ����������� 	�������� ��
���� ���$

����������
����������
����������������������������������������;�*��.��2��P��3��L�

.� ������� ���� ����8�� � ������� � �� ����' ���� �
������� ��
������ �������

��������������������������������� �����
��� ������������

2� c��
� �����8�,�� ��
������ ����� ��� �����������", ���� �
������� ��
���$

����������������������������������4��*��.��2��P��3�

P� D��������� ����� #�'������ ���"�� 	��	" � '�
�%� �� ������% ��� �	��8����

������
����������
����������������������������
%	���������'���
��������������

1
�����"� ��
����" 	���� �	�������� �����"�� 	������ p� y�
z� � �, �������"� ��������� �����������%-��� ������"�� 	������
�� �� �� M������� ��
� �
������� ��
����� p ����� ��� �������",
�����������������	������	�������"����; �*� �.� �2�

7  � � � � 
 � � � � .� 1
������� ��
������ ������%-�� ���
��$
�"� ��������� �����"� ����� ������� � ���� �������� �
� 	�������$
��� ��
�������
������� ���"������ (������	
� ������	
� ������	
��

1
�����"����
����"������������*����2����������"��
7  � � � � 
 � � � � 2� 1
������� ��
������ ������� ����� ����$

���� ��� �������� �� �������� � ���
��� � ���������� ���"������
	�������	
� ������	
� ������	
��

1
�����"� ��
����"��������� .� � P� ��
�%��������"��"���

PP/



� � � � � � � � � � � 	
��� ������ ����	
������� ��������� �����
�������������� ���������������������� ������ ���������
������� !������ ����� � �� ���� ����������� � !����"� ���������
"� ������� ����������!����"� ��������"� ������� ��������� 


�� ������ 	�
�	������� �
�	����� 
�������� �������� #�������
��� ���!������ ��������� �������� � � !������� ���������� ����
������ ��������
 $������� � �������� ��������� ���� �����������
��� �� ��������� ������� � � ��!�� ���� ������� � !������� �������
�� � ����� ���� �% &�� ������� 
 '!������� �������% ���������
�������� � �� ���� ������� ��������� 	����� ������������ ����
!������ ��������� ��������
 (�!�� ������������ ���!������ ����
������)��������)�����)*��%)�����)�)����+%�)��*��,�-

� �
.

�
/

�
0

1 �
� − .

�
�

� �
.

�
/

�
0

1 �
� − .

�
�

$ ������� ����!� ����������� ��� ��������� ������� �.� �/� 1� �� ���
�������� � ������ ����!� ����������� ���� ������ �.� �/� 1� �� ����
����� �.� �/� 1� ��
 2������ ��*��,� ������+���*�����- �������� ���

������ � �����)���� �%)�������� �� �)���� �����%� ��� = .�)/�)1� ��

3�! !�! � �����%���� �������� �������� � ���"�� ������ ���� ��

�������� �.� �/�)1� ���)�� �. + �/ + 1 + �� = .


� � � � � �
 $ �������� ������� ����"������� . ���"��4 � .55555 �
� .5 ���"���

4�� �� .5 555 �
 � .55 ���"��4�� �� .55 �
 ��� �*+�� ����� *������ .5 555
 6���� ��!��

������������ )��������"�)���"��4� � �� )������%,�)����"�)���������"�)*�����


(���% ��������� ������� �� � ���%- �. = 5� �/ = .55� �0 = .5 555� �	 = .55 555
$��� ��

����%)��)*����- �/ = 5�5.� �0 = 5�55.� �	 = 5�555.� �. = . − 5�5. − 5�55. − 5�555. = 5�7887


9���������%���)��!��)������������ )���"��4� � �����)*��%)�����)��*��,��-

� 5 .55 .5)555 .55)555

� 5�7887 5�5. 5�55. 5�555.

§ 18.5. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

�� ������� ����������
���� �������� (�!�� ������������ ������
��%� ������ ���!������ ��������� ��������
 ����!� ����� ���������� 
������� !�"�� ��!�������������� ���������������������������
$ ���
!�� ����� � ��������� �������� ������� �� �� �������� ����!��������
!��
 ����� �� ��!�� ����!�������!  �� ��� �����������!�� ��������


	:5



����% ��!����� ���!����� �������� �������� � � !������� ����
�������� �������� ������ ��!���������������� �����+%���*��,��
����������� � �
 / ; .8
	


� � � � � � � � � � �
�������������� ����������� ���!������
��������� �������� � ��������� ����� ������������ ���� �������
���)��������)�������� � ��)������������+��)���� ������-

��� = �.�. + �/�/ + 1 + ����
 .�

� � � � � �
6���������������!�� �������� ���"��4�<���������� ; .8
	 �
 /�


=����%�� )����������)���)��*��,��)�����-

��� = 5)>)5�7887 + .55)>)5�5. + .5)555)>)5�55. + .55)555)>)5�555. = 21 �


������������ = /.)�
)���%)����������� ),���)����"�)���������"�)*�����


3 � � � � � �
 �������������� ������� ��������� �������� 
��
����� � ��� ����� ��
� ������� ���!����������� 
��� �� 	�����
���"���������" ��#$��"�����"���������


? � ! � � � � � � % � � � �
 ������������ ��� ����������� � �������
���� � !������ ���!����� �������� �������� � ���� �� ������� �.� 1

1� �% �������������� &.� 1� &% ���� ��!� ��� &. + 1 + &% = �
 3�"�� �������
���@�������!������ ������������� �������������� �������� ������
�����

'
' & ' & ' &

�
% %

�� =
+ + +. . / / 




�)��� ' '
&

�
'

&

�
'

&

�
%

%
�� = + + +.

.
/

/ 


 


3�! !�! !�&@@�,����
&

�
�  �� ��� ���������%��� �������� ��*��� 

A�������� � ���� ��)�������� ��B)� = .�)/�)1� %��)��

' ' � ' � ' �% %�� = + + +. . / / 


 


=� �����������!�"� ���������� ���� ������ �������� ��� ��� ������
�����)*��%4��)�����)��������� � � � %� �

C  � � 


� �
≈ = . / ��&����

' ' � ' � ' �% %�� ≈ + + +. . / / � ��� ' ( ��� ≈  �


� � � � � � � � � �
 $ �� �� � ���%!� ��� ������������� �������� �����������!��

��������)���������)��������)��������)��!��)�� ������ 	������


�� ����
��� ����������
���� ������� �
�	����� 
�������� �����

����� .
 �������������� ������� �������� 
������ ) ��
� *���

������


����� ���� ) ����� ������������% !�! ���!������ ���������

��������� ��������+�� ��4% ���� �������� ) � ���� �����%� � = .

��&����( + + + � 
= ⋅ =.

	:.



/
,������� �������# ���� 
�����# 	� 	�� ��������������
-�"�������."�/"�/( +� +( � �  �
=

=����%�� )������4����).��)�����-

( +� +' � +' � +' �

+ ' � ' � ' �

� �

� �

 � 




 


 �

= + + + =
= + + +

. . / /

. . / / =+( � �


$ ���%���4�� ����� ���� !���!���� ������ ���� A�����������!��
��������B)*����)�����%�0


9�����+�� ��� �������� 0D	� ������ *�� ��!������%���� ��!����
���%����)��
)�)E	F�


0
�0"�����"�
��"��������"
�����"�"� � ��
�"�����"��"�0-

( � � ( � ( � �  �  �
+ = +
� � � � � � � � � � �
9�������� �������������������� �	�
��

������� ���� ��!�� ������������ !����� �� ��� �� ������� �� ��"��
!�!��)���������)��������)���� ��)���"� )��������


�������� ���� ����������� ��������� ������� ��"�� ������%
����� ���"��4�� �� !������ �� ���� *������ �� ���� ��������� ���
��������+���� ������ �
 (���% ����4�� ��������� ������ ���"���
4� �� *����� ����� ������� �� ��� �� �� ��������� ������ ���"��4�
� ������������+�� ��� ���� �����% �� *����� ���"�� �������
 6��
�!��%!� ��������� ������� ��������� ������������� ���� ��!��
������������ ��*�� �� ��� �� ������� �� ��"�� !�!�� ��������� ����
���� )���� ��)�����%���)���������)��������


	
�0 ����	
����� �
�� �	�
������ �������� 
����� ��
� ����	�


����1"��"��������������"�������-���� = ������

9���������)�������)/)�)0) �� ��� )��������):

:
�0 ��	���� �
�� �������� 
����� � � � ��
� ��	���� �� �����

����������"�������-( � � ( � ( � �  �  �
− = −

� � � � � � � � � � .
 9������� 0 � 	 ����� ����� � �� ��*�"� !������"� ����� ����

������)�������


� � � � � � � � � � /
 G��� ��������� ��������� �������� ���!������ ���������

�������� � *��!������� �� �����������!�� ����������� ������� ��� ������ ������

��"� � �� ( � ' �
% %

%

 � =
=

∞

∑
.

��� �������� ��� &��� � � �*������� ������� � ���������

������ "���� �� ��� �����������!�� �������� ��� �� ��+��������
 �������������

���������0 ������� )�)����)��
)E:F�)�� )��!��)���������)��������


� � � � � �
 6���� �����������!�� �������� ��������� �������� �� � + /�� ����

�������� �����������!�� ������� ��������� ������� � � �- ��� = :� ��� = 0
 =��

���%�� )��������)0)�)/)�����������!�"�)������� �)�������-

( � ( � � ( � ( � ( � ( � �  �  �  �  �  � 
= + = + = + = + ⋅ =/ / / : / 0 ..

	:/



§ 18.6. Äèñïåðñèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

��������� �
��	
���H����������!�� �������� �� ���� ������ ���
��!�������!� ��!��� ������������ ��������� ��������
 ��!����
&�� �� �������
 ����% ������ ��� ���!������ ��������� �������� � �
� ������)��!�����)������������ -

� − / 5 / � − .55 5 .55

2 5�	 5�/ 5�	 2 5�0 5�	 5�0

6������ �� �� ����0 ���������� �����!���� ��������� ������
�� ������� � � � A���*������B ��� A����� ��B �!��� ����� �0
����������- ��������� ������� �������� � ����������� "������
*����)!)�������0�)���)������� )�������� �


=� �!������"� ����!��� ���*��������% ������� ����� ��������
����!�������!� ��������� ��������� �� !����������� �����% � A����
�� ���B)���������)��������)&���)���������)��������


����% ������ ���!����� �������� ��������� � ����+%� ��*��,�
��
);).8
	�)�
)/�


� � � � � � � � � � � .
 0�������� �������� 
������ � �� �� ���
���������!�"� ������� ��� ������ ��������� �������� 
������

��)��������� )�������� )�������� � − ���


$������� �����%�0 ��!������ � −(��
 ���%�� �% ���������� :
�).);).8
:�)�
)/��)�������-( � ( � ( � ( �E  �F  �  � 
− = − = 5

9���������%���)�����������)������+� )�������


3 � � � � � �
�������������� ������� �������� � − (�� ��
�
��1-( � ( �E  �F 
− = 5

=� ������� ������ ��� � ����+%� ��!������ � − (�� �� ������ 
���������% ������� ��!������� ��������� �������� �������� � �� ��
�0� �
 �
 ������% ����� �� �������� �
 ����!� ����� ����*����%� 
�� &��"� ��������!�� ���� ������������% !������ ��!������ �������
���)�������� �


(���4��)��!��)������������ )���������)��������)� − (���
/
-

� − (���
/
�

.
− (���

/
�

/
− (���

/ 1 �
�
− (���

/

� �
.

�
/

1 �
�

� � � � � � � � � � � /
 3��������� 4�� ��������� �������� 
����
��� � ��������� �0 !������� ��!������ ��������� �������� � ��
���0-4 � ( � ( � � E  �� F
= − /

	:0



=�)��!���)������������ )��������E  �F� ( �− / ��������)���

4 � ' ( � � ' ( � � ' ( � �� � � E  �F E  �F 


 E  �F 
= − + − + + −.

/

. /
/

/
/

�������
�����
��	
����
�	������
������������������
.
 3�������� ��������� �������� 
������ � ��
� ��	���� �����

�0"�
������"
������"�"�"�
�������"��"�0-

4 � ( � ( � �  �  �
= −/ /

?���������%���)�����%�� )���������0�)�����-

4 � ( � ( � ( � �( � ( �

( � ( �

 � E  �� F E  �  �F

 �  �

= − = − + =
= − ⋅

/ / /

/

/

/ ( � ( �

( � ( � ( � ( � ( �

 �  �

 �  �  �  �  �


+ =
= − + = −

/

/ / / / //

9 ����+%� &��"� �������� � �������� �0 �������������� �������
+��)��������


/
 3��������"��������"
������")"��
�"��1

0
,������� �������# ���� 
�����# 	� 	�� ���������. 
�	
��

��"�-�"
"�
�����-4 +� + 4 � �  �
= /

	
 3�������� ����� �
�� �	�
������ �������� 
����� ��
� �����
���������"*���"
�����-4 � � 4 � 4 � �  �  �
+ = +

H�����������������!������!,�� &�� �������� ����������� ��� 
�)��)������)��*�"�)!������"�)�����)���"�����


9���������)�������)0)�)	) �� ��� )��������):

:
3�������� ��	���� �
�� �	�
������ �������� 
����� � � � ��
�

�����"��"���������- 4� − �� = 4�� + 4��


� � � � � �
 ?������� ��������� �������� � ����� 0
 6���� ��������� �������

+��)�������-)�� − 0�I)*�)	� + 0


9�"�����)���������)/�)0)�)	)���������)�����-

�� 4 − 0�� = 74�� = 7)>)0 = /JI

*� 4	� + 0� = 4	�� + 40� = .K4�� + 5 = .K)>)0 = 	8


����	��������	�����
���������������

� � � � � � � � � � �
 )����� �
������������ ��������� σ��
�������� 
������ � ��������� !����% !��������� �� �� �������

���- σ<� = 4 � �


$������� ������"� !����������!�"� ��!������ �*L �� ��� ����
��� �������� ����� ��� � !��������� �����,�� ���������%�� ����
�������� ����� ��������� ��������
 6�������� ���� ���������
������� ��!������ ��������� �������� ����� ��� � ������� �� ��
�������� ����� ��� � !��������� ������
 $ ��� ����� �� !�"�� �����

	:	



����% �������� ����!�������!� ����� �� ��������� �������� � ���
�� ������������ ��� � ���� �������� ��������� � �����%����� �����
���)!����������!��)��!�������


� � � � � �
 9������� �������� �D����� ��!��� �����4�� ��� ����!������ *���

�����)�"���%���)!����
)���������% σ��

=����-

� � � � I= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =.
.

K
/

.

K
0

.

K
	

.

K
:

.

K
K

.

K
0 :

4 � �  � �  � �  � �

 � �

= − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +

+ −

. 0 :
.

K
/ 0 :

.

K
0 0 :

.

K

	 0 :

/ / /

/ ⋅ + − ⋅ + − ⋅ =.

K
: 0 :

.

K
K 0 :

.

K

0:

./

/ / � �  � � I

σ � � 
� = ≈0:

./
. J.

 ��!�	��	��������
������������������
� � � � � � � � � � �
 9������� �������� � ��������� ������
��

���)����)��)�����������!��)��������)�����)5�)�)�������� ).-

� � � �= 5 4 � � 
= .

�� ��*�� ��������� �������� � ����� ������� ! �������������
���������)�������� � �)����+%�)�������"�)����*�������� -

�
� &= −

σ
�

"�� &D �����������!�� �������� �������� �� � σ D �� ������� !����
�������!��)��!�������


$ ����� ����� � ���� ������� �����������!�"� ������� ; .8
:�
�
)/�)�)���������);).8
K�)�
)/�)�����-

( � ( � & ( � & & &

4 � 4 � &

 �  �   � �  � �

 �  �

= − = − = − =

= − =

. . .
5

.
/

σ σ σ

σ
. .

.
/ /

/

σ σ
σ  �  �� 
4 � 4 &+ = ⋅ =

§ 18.7. Îñíîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

�� "�������#��� 	�
�	�������� ����% ����������� � ����������
������ ���� �����% �� ����� ��*��� 5 � !����� ��������� ����� �
� �� ������� �� ������ ���"�� ��������� ����������� �������� �

3�!� ������������%����% ��������� ��������� ������ 6������
 3�!
!�! ���� �����% ���������� ��*��� 5 � ����� ��������� ����� �� ��

���� �����%)�"�)������������ )����� 7 = . − �


	::



$ ������ � ����� M������� ������ ���� �����% ��"�� ��� ��� � ���

������ �)��*���� 5 �������� & ���)& ≤ ��

������������ ��� ��*���� 5 ��������� � ������ & �������� � &

��� � �� ��������� �� ���� ��������+�� �������� �
 N�� ������� ���
*����)�����)�������%)�)����)����������� -

88 8

&

…
���

� �� ��
8 8 8

� &

…
−




���

� �� ��

�*+�� ����� ������� ��*����� � !������ ��*���� 5 ��������� & ����
����� ����� ��������� �� � &�������� ��& &��������
 ��� &��� �����
 �����% !����"� ������"� ��*��� ����� �

&
7
� &


 3�! !�! &�� �������
��*���  �� ��� ��������������� �� ���� �����% �� ����� �����
����� �� ���� ������� ; .8
/� �
 .�
 =��!� ���� 2�&� ���% ���� �����%
�� ����� )��*��� 5 � � �������� � & ����)��

2 & + � 7� �
& & � & � = − .�

���

2 &
�

& � &
� 7�

& � & �
O

O �O

=

−
− .′�

P������).�).′��)��������� !�������"6������


� � � � � �
����% ��������% ��� � �����"� ������� ������� �� 75Q
6���� ���� ��

����%)��"��)���)��)�������)���� ����)��� �)�������-)��)���I)*�)��)�����)����


�� $ ������ ������ � = 	�& = 0� � = 5�7� 7 = . − � = 5�.
������  @������ M������� .′��

�������-9	
00

	

0 .
5 7 5. 5 /7.K �

O

O O
 � � � � 
= ⋅ =

*�=�!���� ��*����5 ������� � ���� ��� �� ������� ��� � ������� ��� ���� ��� �����

��
 �� ������� ������� ���� ������� 9 8 9 9 �  �  �
= +	 	0 	 6� 9	
		 5 7 5 K:K. �  � � � 
= = ���

&����9 8 � � � � 
= + =5 /7.K 5 K:K. 5 7	JJ

9���� ���������� � ����������� ���������� � !����� �� !������
��������� ��*���� 5 � ���� �����%� �
 �*������� ����� � ���������
���������)������)�����)�� ������)��*��� 5 � � �������� �


��� ���� ��� ��*���� 5 ����� ���*+� �� ��������%� ��������%
���� ���� ��� ���� � �
 �
 �� ��!���,� ��������% � ���
 9���������%���

����������)������� ��)�������� � *����)�����)5�).�)/�)1� � − .� �

��)@������)M�������).�)�����)�����)���� ������)&���)��������-

2�5� = 7
�
�

9 + 7 �� �
� � �. . .= −


))
))
))
))
))
))
))
))
))
))


9 � ��
� � 
=

	:K



(���4��)����������)������)�)����)��*��,�)������������ -

� 5 . 1 & 1 �

9 7
� + �7�

�. .−
1 + � 7�

& & � &−
1 �

�

����������� ��!�� ������������ ���!������ ��������� �������
�� � ��������� 	�����" ������#�-�"������������


6��������
 ��������� �����D������� ������ ��*��� 5 � !���
��� ���������D ��������� �� ��*�� ��������� �������� �� �������
+��)��������������-

�
�

5 .

2
�

7 �

��&��������= 5 > 7+ . > �= �
6� ��!!�!�=�. +�/ + 1+��� ���� �=��/

6����������4�� �σ��
 3�!!�! ��������� �
/ ������������������

� �
/

5
/

.
/

2
�

7 �

���� �
/ � = 5

/
> 7 + .

/
> � = �
)��&����

4��� = �� �
/ � − �

/
��� = � − �

/ = �. − �� = �7


6�!���,�)�)����)�������������)������� �.� �/�)1� ���

4�� = 4�.� + 4�/� + 1 + 4��� = ��7

������

σ � 
� ��7=

�� $�
�	������� ���

���� ����% ����������� ���� � ���������

��� ��������� � = .� /� 0� 1�� ������ ���� �����% �� ����� �����"�

��*��� 5 � &��� �����25� = �� > 5 ������� �� �� ������ �� �������� !

���� ��� � → ∞ ������������%����% A���!�� ��*����B�
 ���������
���� ��� �� !����� ����� ������� �������� ����� �� ������ ��*��� 

5 ����� ����)�
)�
 ��� = =µ const
������ �
�

� =
µ



=���� �� @������ M������� .�� �� ���� ������ �� ����� ���
*��� 5 � ���)�����)����� & ���)�����)���������

	:J



9 & + � � +
� �

� �
&

�
&

�
� &

�
&

& � &

 �  � 
= − = 





−





−
−

. .
µ µ

����% & @�!��������
)3�"��

RST RST
 � �   ��

Oπ π

µ
→ ∞ → ∞







=
− − … − −

+
�

� � � � &

& �
�
&

&

&

. / .
µ

µ
π

&

&

& � �

&

�

=

= −





−





… − −






→ ∞O

RST . .
.

.
/

.
.





=
µ&

&O
I

RST
π

µµ
→ ∞

−
−−





=.
�

:

� &

����% �����%����� ������ ���������%���������I ; J
0� �
 /�
��&����

RST
�

�

&

9 &
&

:
→ ∞

−= �
O



µ µ

G��� � ����!�� �� � ���� ���������� ������� ; J
0� �
.� ���� �����%

9 &� � �!��% �"���� ���� ��������� ��
µ µ

&

&
:
O


− ������ ��� *��%4�� �

�� ��!���� ���� ������ 9 &� � ����� ���*�������� @������ �����
����)�� )��������)���!)���*�������"�)���������)���+���

9 &
&

:�

&

 �
O

�= −µ µ "�� µ = ��� 


� � � � � �
 (���� �������� �� *��� :55 ��*��!����������� �������
 $��� �����%

��"�� ��� � ���� ������� ��������� � ����� 5�55/
 6���� ���� �����% ��"�� ��� �� *���

���*����)0)��"�����)������ 


�� ������� �= :55� �� = 5�55/�&= 0
��&���� U= :55 > 5�55/= . ���!��� ���� �����%

9 ::55
.0

.

0
5 5K �

O
� 
= ≈−

� � � � � � � � � � �
 V���� �� ��� �������� �������� � ���������
����)�� 	���� ,�������)����)&��)��������)������)��*��,��-

� 5 . / 0 1

2 �
−U

U�
−U µ µ

/

/ O
� − µ µ

0

0O
� −

1

"�� UD@�!���������� ���������%��� ����� ������ ������� � U ���
������)������)������������ )���������


	:8



6����������������!�� �������� ���!������ ���������� �������
�������� �� ��!��� ��������
 9�"����� ����������� �����������!��
"�)������� );).8
:�)�
)/�)����������)/�)�����-

� � %
%

: :
%

: :
% %

%%

 �
O  �O


= =
−

= =− −
−

=

∞

=

∞
−∑∑ µ

µ
µ

µ µµ µ µ µ
.

.5 .

6�����)����� 4��/ 9������)������(�
/
�-

� � %
%

: : %
%

:

% %

%%

%

 �
O  �O

/ /
.

.5 .
= =

−
=

=

− −
−

=

∞

=

∞

−

∑∑ µ
µ

µ

µ µ
µ

µ µ

µ
−

=

∞
−

−
+







 = + = +∑

/

/

/

/ �O
 � 


%
: : : :

%

µ µ µ µµ µ µ µ

3����%)��)���������)@������);).8
K�)�
)/�

4 � ( � ( � �  �  � 
= − = + − =/ / / /µ µ µ µ
�� %����#��� � �����	��#��� �	���#��� ���	��� %����
�� G��� ����

�� ��������� � ����!�� �� ��������� �� @������ M������� ������
� �� �����������%����
 W����� ������� ������ ���*��������
@������ �� ���� ������ 9�&� �� ����� ��*��� 8 �����& ���� ����
� ����������)*��%4��)�����
)=�)��)��������)���*������� )@������

�)�� )�����)���� 9 &�

& %

;

 �

=

∑
W � ! � � % � �  � � � � � � % � �  � � � � � � � W � � � � � � ���

!������%���� ��
 � E:F�
,���# � = 25�D 
��������# �� ���� 5. ������

5 < � < .
<�-�� 
��������#��-�. ��� 
 ����
��� �����6������ �� ����
5 ��� � ��������� ���
���� ��
� & ��	. 
��������� ��� ������
!�������"=������

9 &
��7

& ��

��7
� � �≈

−









. ϕ /�

"�� 7 �= −. �ϕ
π

 � 
' :
'

=
−.

/

/

/

?� @��!,�� ϕ�� ������ ��*��,� ��
 ���������� 0� �� ��������
�� )���������%���)�������� � @��!,� ϕ��)����� �


� � � � � � .
 $��� �����% �������� ,��� �����!�� ��� ��������� �������� �����

�= 5�/
X�!��� ���� �����% ��"�� ������.55 ���������,��% *�����������������/5���Y
(���% � = 5�/� 7 = 5�8� � = .55 � & = /5
 ������ ��7 = ⋅ ⋅ =.55 5 / 5 8 	� � � �� ����������%�

��� >
& ��

��7
= − = − ⋅ =/5 .55 5 /

	
5

�

 '������ � ��� ϕ

π
 � � �5

.

/
5 	5= ≈ �� @������ /� ���

	:7



������-9
.55

/5 5 	5
.

	
5.5( ) ≈ ⋅ =� � �� �������� ���*�������"� ���������

.

/
5 	5

π
≈ � �����

�����%�����% !��%!�� ����


�������� ! ����"���%��� ������%��� ������� W������
 ��������
������+�� ������- !�!��� ���� �����% ��"�� ��� � ������ � �����
M������� ��*���� 5� ����+�� ���� �����% 98� = � 5< �< .�� ��� � ���
������ � !�! �������� ����� ��������� ����!�� �� ���� ������� %
��� ��� *���� ; ���YN�� ��!�������� �����% �*������������9�%� ;�


6� ��������� ������� ������� ���� ������� �� �������������
��*����);).8
/�)�
).�)�������-

9 % ; 9 &� �

& %

;

 � �  �
=
=

∑ 0�

'�������� ���*�������� @������ W������ �� �������� �����
0� ��� *��%4��&� �
 =����%�� ��!��%��� �������W������� � ������
0�)���*�������)*����)����%-

9 % ;
��7

'� &

& %

;

 � �  �
≈
=

∑ . ϕ

"��

'
& ��

��7
& % % ;& =

−
= + …� � � �. 	�

�

ϕ
π

 � 
' :
'

=
−.

/

/

/

?����)�)����)	�)�����-

∆' ' '
& ��

��7

& �7

��7 ��7
& & &= − =

+ −
−

−
=+.

. . �
� :�

�)������

9 % ; ' '� & &

& %

;

 � �  � 
≈
=

∑ ϕ ∆

(���% ����� ������  �� ��� ����"���%��� ������ �� @��!,�� ϕ'�
�� �����!� '% ≤ ' ≤ '�� ������� !�! ������� �� :�� ��� �→ ∞ ∆'& → 5
 9���
�������%��� ��� � → ∞ ������ �!������� ����"���%��� ����� ���% ���

����������)����"��� ϕ � 
' ?'
'

'

%

;

∫
��&����

9 % ; ' ?' : ?'�

'

' '

'

'

%

;

%

;

 � �  � �≈ =∫ ∫
−

ϕ
π

.

/

/

/ K�

	K5



"��

'
% ��

��7
% =

−
� '

; ��

��7
; =

−

 J�

N��)������� ��)���������� ���-���#��"������#��"�������"=������/
$�����)@��!,��

Φ � �' : ?>
>'

=
−

∫
.

/

/

/

5π
8�

����������!��@���=��������� ���-����� 
����������
 ���������

P�� ���% ������*����� �� @��!,�� ϕ��
 3�! !�! ϕ�� > 5 �  − ∞I + ∞��
��P��D���������+� @��!,� � &������������ ��
 ; 8
J� �
 .� ������
�� /�
 6� ��������� @������6%�����DW��*��,� ; 7
J� �
 /� �� @���
���� K� *���� ����%-

9 % ; ' '� ; % � �  �  �
≈ −Φ Φ 7�

N�� ���-���#��"!������"=������


X�! �������� ��
 ; 7
:� ������������ ����"���
.

/

/

/

π
: ?'

'−

∫ �� *��

���� � &����������� @��!,� �
 ��&���� �� @��!,�� 8� ����������
��*��,� ��
 ���������� 	� �� �������� �� ���������%��� ��������

��)��!)!�!)P5� = 5)�)@��!,� )P��)������� -

Φ Φ �  � �− = = − = − = − =
−− −

∫ ∫' : ?> : ?A ' > A ?>
>' A'

.

/

.

/

/ /

/

5

/

5π π
−?A�


� � � � � � /
 $��� �����% ��"�� ��� ������� �� ���4�� ������!� �3X� ����� 5�/


6���� ���� �����% ��"�� ��� ����� 	55 �������� ���*������ ������� �!����� ��������

�������)��)J5)��).55)�������


(���% � = 	55� % = J5� ; = .55� � = 5�/� 7 = 5�8
 ��&���� � ���� �������� J� �% = − .�/:� �; =
= /�:)�)��"�����)@������)7�

9	55 J5.55 / : ./: / : ./: 5 	708 � �  � �  � �  � �  � � �≈ − − = + ≈Φ Φ Φ Φ + =5 07		 5 888/� � 


§ 18.8. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

�� &����	��#��� '���(�� 	�
�	�������� ?� ����������� �������
��� �������� � ������� �� ���!������ ���%� ��������% ��*��,� ����
��������� 
 ��&���� ����������� ��������� �������� �������� 
���"��)�����*���)!������)��)������)����������


����% � D ���������� �������� �������� � ���������� ������
�� �� �� ��!�����"� ���������  BI C� � �D����������%��� �����
 ���

����������� < � ��������� ��*���� A�������� ��������� ���� ��

	K.



��������� ���%4�� �B
 $��� �����% &��"� ��*��� 2� < �� ���% ��!����
�� )@��!,� )���������� �-

D�� = 2� < ��


� � � � � � � � � � �
E��-���#��!��@��� ��������������������
�� !��@��� ������������ ����������� ��������� �������� � �������
��� @��!,� D��� ����� ���� ������ ��"�� ��� � ���� �� ���������
���%4�� � -

D�� = 2� < ��
 .�

�������� ��� ����"���%�� @��!,� ������������ �����4����
��!)��)������� ��� )�)�� )���!������)���������)�������


'!����)���������)!�������)�*������)@��!,� D��

.
 5 .≤ ≤D � � 

N��)��������)�������)��)��"��)��� D��)���%)���� �����%


/
 D��)D �� �
�1F��"!��@��."�/"�/"����"�G < �H."��

D�.� ≤ D�/�


? � ! � � � � � � % � � � � .
������������ ��� �. < �/
 9�*���� A�����
��� ��������� ���%4�� �/B ����� ����������% � ���� ����� ���� �����
��������� ��*����- A� ������ ��������� ���%4�� �.B � A� ������ ������

���� ���������� �+�� ������������ �. ≤ � < �/
 �*������� ���� ������

��������� ���� ��*���� �������������� ����� 2� < �.� � 2�. ≤ � < �/�
��
������� � ���� ������ ����� ���� ������������� ��*���� �����-

2� < �/� = 2� < �.� + 2�. ≤ � < �/��

��!���)�)������).�

2�. ≤ � < �/� = D�/� − D�.�
 /�

3�! !�! ���� �����% ��*�"� ��*��� ���% ����� ������,����%����

�� 2�. ≤ � < �/� ≥ 5�)��)������� D�/� ≥ D�.�

P������)/�)����������)��������)0

0
 I��������# �������� �������� 
������ � 
 ��������
�� E�I C�

��
� ��	��������� 	������� ���-���#��!��@�� ������������ 

���
��"�"��
��"��@��"����
��� �I C�-

2� ≤ � < C� = DC� − DB�
 0�

� � � � � �
)9������� )�������� � ������)����"���%���)@��!,���)������������ -

D '

'

�
'

'

 �

�

�




=

≤ −

+ − < ≤

>










5 .

	

.

	
. 0

. 0

���

���

���

	K/



6���� ���� �����% ��"�� ��� � �����%���� �������� � ������ ��������� ����������+��

������������� E5I /�
 3�! !�! �� ������������� E5I /� D '
�

 � �= +
	

.

	
�� 25 ≤ � < /� = D/� −

− D5� = .

/

.

	

.

	

.

/
+ − = 


$ ���%���4�� ������������������ *�����������% ������������
����)����������)��)����"���%�� )@��!,� )������������ D��


	
 I��������# ��-�. ��� ������
�� �������� 
������ � ������
�������� �"	�����"	�����"	�����."��
�"��1-

2� = �.� = 5
 	�

? � ! � � � � � � % � � � � /
������� �@������ /� �/ = �. + ∆�� *����
����%-

2�
.
≤ � < �

.
+ ∆�� = D�

.
+ ∆�� − D�

.
�
 :�

3�! !�! D�� D ���������� @��!,� � ��� ������ � :� ! ������� ���

∆� > 5�)�������)��!����)���������)	�

=�)��������)	)�������)��������):

:
 I��������� �������� ������
�� �������� 
������ 
 �����


��."��-���"�"��������
��"�"�����"�"����"��"��@���"������
�-

2� < � < C� = 2� ≤ � ≤ C� = 2� ≤ � < C� = 2� < � ≤ C�
 K�

K
 J��� 
�	����� 	����� �������� 
������ � ���������� ��

���
��� �I C��)��-).� D�� = 5 ��� � ≤ �I)/� D�� = . ���"� ≥ C


? � ! � � � � � � % � � � �
 .� ����% �. ≤ �
 3�"�� ��*���� � < �. ������

����� �� ����������%��� ���� �����% �"� ����� ����
 /� ����% �/ ≥C
 3��
"�� ��*�����< �/ ������������ ����������%��� ���� �����% �"� ����� .


9 � � � � � � � �
 J��� 
�	����� 	����� ������
�� �������� 
��
����� ���������� � 
��� �����
�� ���.�� ����
����
� �����1F�� ����
���#��"�����$���-

D D '
'

 �  � �−∞ = =
→ −∞
RST 5 D D '

'
 �  � 
+∞ = =

→ +∞
RST .

�� )�''�	��(���#��� '���(�� 	�
�	�������� 3�!!���@���#��
!��@��� ������������ ����������� ��������� �������� � ��� ��
�������#1 
���������� ��������� @��!,� K ' �� ����� ������

������ ����"���%��� @��!,�� ������������ - K ' �= D ′��

3�!!�!D��D���*����+� @��!,� �
 .�� �� K ' �≥5 ��
 ;8
J��
 .�

3 � � � � � �
 I��������# �������� ������
�� �������� 
������

�� 
 ����
�� �I C� ��
� ����������� ���-���� �� �� �������� 
��
��������."
	�����"
"��������"��"�"�� C-

2� < � < C� = K ' ?'
�

C

 � 
∫ J�

	K0



? � ! � � � � � � % � � � �
 3�! !�! D��  �� ��� ������*������ �� 
K ' �� �� �� ��������� @������ 6%����� D W��*��,� ; 7
J� �
 /�
�����-

K ' ?' D C D B
B

C

 �  �  �
= −∫ 8�

3����% � ������ ������4���� 0�� K�� 8� ���������!���� ���������

=� ��������� J� �������� ��� "����������!� ��
 ; 7
K� �
 /� ���� ��

����% 2� < � < C � ��������� �� ��*�� ���+��% !������������ ������

,��� �"���������� "��@�!�� ��������� ���� ������ � = K ' � � ������

!���)�� ��� � = 5� � = � � � = C

9 � � � � � � � �
 I ��������. ���� K ' � D ����� !��@�� � ��@�

����
���"����������"��������#�"�����"��������."��

2−� < � < �� = 2Z�L < �� = /
5

K ' ?'
�

 � 
∫ 7�

?���������%��� � &��� ������ �����"���� ������ !�&@@�,������

P��%�)�� )������)@��!,��);).5
	�)�
)	� K ' ?'
�

�

 � =
−
∫ /

5

K ' ?'
�

 � 
∫

� � � � � �
)(�����)��������%)���� ������)���������)�������� �-

K '

'

' '

'

 �

� �

� �

� 


=
<

≤ ≤
>







5 5

/ 5 .

5 .

6���� ���� �����% ��"�� ��� � �����%���� �������� � ������ ��������� ����������+��

���������)5�:I).�


9�"�����)@������)J�)��!��� )���� �����%

25�: < � < .� = / 5 J:
5 :

.
/

5 :

.

'?' '
�

�
�∫ = = 


(����  )�)@������)8� � �� − ∞ � C �� ��)�������-

D ' D K ' ?'
'

 �  �  � �− −∞ =
−∞
∫

��!���)�)����)��������"�)��4�)�������� )�
).�

D ' K ' ?'
'

 �  � 
=
−∞
∫ .5�

P������ .5� ���� ����������% ����!��% ����"���%��� @��!,��
������������ D'�)��)��)���������)���� ������


	K	



�������� ��� �� @������ .5� � �� ���%!� ��� ���������"� �������
�� )����!����)���

K ' ?' � 
=
−∞

+∞

∫ . ..�

�� *���������
��� ������� � �
��	
�� ���	�	����� 
�������� ���

�������
� � � � � � � � � � � .
 �������������� �������� �0� �����

��
�� �������� 
������ � � ��������%� ���� ������ K�� ��������� 
��������)����*�������"�)����"����)����)��)������� �-

� � �K ' ?' �  � 
=
−∞

+∞

∫ ./�

� � � � � � � � � � � /
 3��������� ������
�� �������� 
������

�. �����������!�� �������� !��������� = � � @��!,� K��  �� ��� 
�� ��������%� ���� ������� ��������� �������� ����*�������"� ���
��"����)����)��)������� �-

4 � ' B K ' ?' �  �  � 
= −
−∞

+∞

∫ / .0�

H���� ��!����% ��
 E:F�� ��� �0 � �������� ����������� ����
������ �������� ����� �� �� ��������� ��� � �0 � �������� ����
!������)���������)��������


?� ����������� ��������� �������� � ������� !����������!��

��!������� σ�� ������� ��� � !�! � �� ���!������ ��������� @���

����� σ�� = 4 � �


� � � � � �
)9������� )�������� � ������)��������%�)���� ������-

K '

'

'
'

'

 �

� �

� �

� 


=

<

≤ ≤

>










5 5

/
5 /

5 /

���������% �����������!�� ��������� ��������� � ������� !����������!�� ��!�����

���)�������� �


9�"�����)@�������)./�)�).0�)�����-

( � 'K ' ?' ' ?'
'

 �  �= = = =
−∞

+∞

∫ ∫
.

/ K

	

0

/

5

/ 0

5

/

�

4 � ' K ' ?' ' '?' �  �= −





= −





=

=

∫∫
−∞

+∞
	

0

	

0

.

/

.

/ /

5

/

/

8

0

.K

7

/

7

0 /

5

/

' ' ' ?'− +





=∫

	K:



��)��!���,�

σ �  � �� 4 �= = ≈/

0
5 	J

�� �������� ��������"� ���*�������"� ��������� ����� �����%�����% !��%!�� ����


 � $������	��� 	�
�	�������� #������������ ���� ������� ������
������ ��������� �������� � � ��������+�� ��� ���� ������� ��
�����!� E I F�B C ��������� ��
������� ���� �� ��������% ���� ������
��)&���)�����!�)����� ����)�)���)�"�)�����)�����)�
)�


K '

' B

M B ' C

' C

 �

�

�




=
<
≤ ≤
>







5

5

���

���

���

������

K ' ?' M?' M C B
B

C

 �  �
= = −∫∫
−∞

+∞

.	�

6��)!�!)��������)��
)�
)/��

K ' ?' � 
=
−∞

+∞

∫ . .:�

=� �������� �������� .	�� .:� ��������- M
C B

=
−
.


 V��@�! @��!�

,�� K ' � ���*����� �� �����!� /5/
 ��������� ����"���%��� @��!�

,��)������������ D ' K ' ?'
'

 �  � 
=
−∞
∫

G��� ' B< � �� K ' � �= 5 �� ����������%�� D ' � 
= 5 G��� B ' C≤ ≤ � ��

K '
C B

 � �=
−
.

��)����������%��� D '
C B

?'
' B

C B
B

'

 � 
=
−

= −
−∫

.

G��� C < '�)�� K'� = 5�)��)����������%���

D ' K ' ?'
C B

?'
B

C'

 �  � 
= =
−

=∫∫
−∞

.
.

V��@�!)@��!,�� D'�)��!����)��)�����!�)/50


	KK

#��
)/5/ #��
)/50



6�!���,

( � K ' '?'
C B

'?' B C
B

C

 �  �  ��= =
−

= +
−∞

+∞

∫ ∫
. .

/



4 � ' ( � K ' ?'
C B

' B C ?'
B

C

 �   ��  �  �= − =
−

− +





−∞

+∞

∫ /

/
. .

/∫ =
− �



C B /

./

� � � � � �
 6� �����!� E I FB C ���"�� �!������� ���!�
 X�!��� ���� �����% ��"�� ���

&��)���!�)�!����� )�)�����)��������)�����!�Y

�*������� ����� � ��������� ��������� ������ !��������� ��*������ ���!�


� ������������ ���������� � &��� � ������� ������ ����� ���� A���"�� �!������� ����

!�B�� � ��! !�! �������� �����!�E I FB C ����� !���������
B C+
/

��� ��!��� ���� �����% ����

��)��
)�
)/�-

9 B �
B C

K ' ?'
C B

?'
B

B C

B

B C

< < +





= =
−

=

+ +

∫ ∫/

. .

/

/ /

 � 


$�������)&���)�����%���)*��) ���)�)����"�)������

+� !�	���#��� ,���� 	�
�	�������� (�!�� ������������ ���� ��

������ ����������� ��������� �������� � ��������� �����#��
��� 	�����"N������)����)��)��������%)���� ������)���%

K ' :

' B

 � �

 �

=
− −

.

/

/

//

σ π
σ .K�

"�� σ � �D)����� �����)������ σ > 5

'*����� � ��� @��!,� .K� ���������� �� ������� ..� �� ; .8
8

�
)/�
)?���������%���)������ )�)����"����

.

/

/

//

σ π
σ: ?'

' B− −

−∞

+∞

∫
 �

.J�

!)�����)����������

>
' B= −
σ /

� .8�

�������)����"���

. // /

5π π
: ?> : ?>> >−

−∞

+∞
−

+∞

∫ ∫= 


6� : ?>>−
+∞

∫ =
/

5
/

π
;)./
.�)�
)K�
)9���������%���

.
.

/

π
: ?>>−

−∞

+∞

∫ = 
 .7�

(������)����"���).J�)����)�����)�����,�


	KJ



��!�����)���( � B 4 � � �  ��= =σ ��� σ / = 4 � �

9�"�����)@������)./�)��������-

( � ': ?'

' B

 � 


 �

=
− −

−∞

+∞

∫
.

/

/

//

σ π
σ

$��� ����� ���������� > �� @������ .8�� � ������ ��������� .7�
�������-

( � B > : ?>

B
: ?> >:

>

>

 �  �= + =

= +

−

−∞

+∞

−

−∞

+∞

∫

∫

.

/
/ /

/

/

/

σ π
σ σ

π
σ

π
|−

−∞

+∞
−

−∞

+∞

∫ = − => >?> B : B
/ /

/

σ
π




[����"����)�������������� �)���

4 � � 
= σ /

������

σ = 4 � �


$ ; 8
8 ������ /� *�� �������
�� "��@�! @��!,�� O : '= − /

!���
�� V������
 9 ������ "��@�!�
&��� @��!,�� "��@�! @��!,��
.K� *���� ����% ���� ���*������
���)��)�����!�)/5	


6�����%��� ������������� �
����������� �= 5�σ = .���������
� ������
���
 ��������% ���
�� ������ � ������ ��!�"� �������
������ *����

ϕ
π

 � 
' :
'

=
−.

/

/

/

����% �������� �������� � ������������ �� ������%���� ��!���

3�"�� ���� �����% ��"�� ���������� ��������� ����������+�� ������
����)αI β��)��"�����)�������)��)�
)/�)*����

9 � : ?'

' B

 


 �

α β)
σ π

σ

α

β

< < =
− −

∫
.

/

/

//

9������ � &��� ����"���� ������ ����������� ����"� 
' B

>
− =
σ


 3�"��-
' B >= + σ �?' ?>= σ �

9 � : ?>
>

B

B

 �α β)
π α

σ

β
σ

< < =
−

−

−

∫
.

/

/

/

	K8

#��
)/5	



��!��� � ������ ��"�� ��� @��!,� Φ �' : ?>
>'

=
−

∫
.

/

/

/

5π
���% ������*����

�� �� ϕ'� ; .8
J� �
 0�� � @������ 6%����� D W��*��,� ; 7
J� �
 /�
*����)����%-

9 �
B

 
α β)
β α

σ
α

σ
< < =

−





− −





Φ Φ /5�

� � � � � � .
 ����% �������� �������� � ������������ �� ������%��� ��!��� �

�����������B = 05�σ =.5
6���� ���� �����% ��"�� ���������� ��������� �����������

+��)���������).5I):5�


���%�� �%)@�������)/5��)�������-

9 � �  � .5 :5
:5 05

.5

.5 05

.5
/ /< < = −





− −





= − −Φ Φ Φ Φ �  �
= / /Φ

��)��*��,�)��������� )	)�������)P/� = 5�	JJ/
)������)��!��� )���� �����%

9 � � � � 
.5 :5 / 5 	JJ/ 5 7:		< < = ⋅ =

2���� ���*���� ��������% ���� �����% ��"�� ��� ��!������� ����
���%�� �������������� ��������� �������� � �� �� �����������!�"�
������� �� �*�������� �������� ���%4� �������"� ���������%���
"� �����δ� �
 �
 �����9 � BZ Z 
− < δ) =����%�� @������ /5� � ���������%
@��!,�� P��� �����-

9 � B 9 B � BZ Z − < = − < < + = 





− −





= δ) δ δ) δ
σ

δ
σ

δ
σ

Φ Φ Φ/




�

�
)�


9 � BZ Z 
− < = 





δ) δ
σ

/Φ /.�

� � � � � � /
 ����% �������� �������� � ������������ �� ������%���� ��!��� �

����������� � = /5)�σ =.5
6����9 �Z �− </5 0Z 


=����%�� )@������)/.��)�����-

9 �Z Z � 
− < = 





/5 0 /
0

.5
Φ

��)��*��,�)��������� )	)�������-Φ � � � 
5 0 5..J7=
��&����9 �Z Z � � 
− < =/5 0 5 /0:8

6�����%��� ������������� ���� ������� ����� � ������ ���� ����
���� *��%4�� ��������
 6�����%���� ��!��� ������ ��� ���� ��
����% ��� �����%*� �� ,���� � �������� � � �
 �
 $ ���������� �!������
��� � ��� 	��� ������������ ����� ���������  ��#$�-� �����
�	�
������ �������� 
�����. 
����� ������ �	 ������� � 
�1 �����
������ ����.  ��	�� � �����#��� �����������1
 N��� @�!�� �����

	K7



������ @�����#�� ������#�� ��������� *�� ��!���� �����+��� 
����!��)��������!��)[
H
)W �������).8:J)D).7.8�


§ 18.9. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

��!�	����
��� -�.�/��� �
W
 2�*�4�� .8/. D .87	� D ������
+��� )����!��)��������!�


W � � � �
����%�D�������� ��������� ��������+� ���%!� ���
����,����%���)������� 
)3�"��

9 � ( � �  �
≥ ≤. .�

? � ! � � � � � � % � � � �
 ?� �������� ��!���� &�� �����������
�� ���!������ ��������� �������� �� ��������+�� ������� '.� '/�
P� '�� ��� ������� ' � ≥ 5
�� ������� ������� ���� ������� �� �����
���������)��*����);).8
/�)�
).�)�����-

9 � 9 � ' �

' �

 �  ��≥ = =
≥

∑.
.

"�� ������������ �������������� �� ��� ������� ��� *��%4�� ������
,�)���)������)��
)6�)�� ' � ≥ .� ���������

9 � ' ' 9 � '� � � �  �
= ≤ =
��&����

9 � 9 � ' ' 9 � '�

'

� �

'� �

 �  �  �
≥ = = ≤ =
≥ ≥

∑ ∑.
. .

/�

?�*���� ! ������ ����� ����������� /� ����� ( )' 9 � '� �

' �

=
<

∑ �
.

"�� ' � < .


N�� ����� ������,����%��� ��! !�! ' � ≥ 5 �� �������� � ���� �����%
9 � ' � � 
= ≥ 5 ��&����

' 9 � ' ' 9 � ' ' 9 � ' ' 9 �� �

'

� �

'

� �

'

�

� � �

 �  �  � = ≤ = + = =
≥ ≥ <

∑ ∑ ∑
. . .

=
=

∑ ' �

�

�

�

.

0�

�������  ����� �������������� �� ��� ������� ' � � �����������
���������)���������)<
)9���������%��)��
);).8
:�)�
).��

' 9 � ' ( �� �

�

�

 �  �
= =
=

∑
.

������� ���������  ������4��� /� � 0�� �������!���� ����������
��).�


3 � � � � � �
 3�� �1 �� �������� 
������ � ��� ������ �������

���#��"����� ε �����"�����"���
���
�

9 � ( �
4 �

Z  �Z
 �


− ≥ ≤ε)
ε /

	�

6����������)	�)��������� ���
���
�� Q� �$�
�


	J5



? � ! � � � � � � % � � � �
 3�! !�! ��*���� Z  �Z� ( �− ≥ ε ��������%�
��)��*����

  ��
�

� ( �−
≥

/

/
.

ε
��

9 � ( � 9
� ( �

Z  �Z
  ��


− ≥ =
−

≥






ε)

ε

/

/
.

9������� ��������
  ��� ( �− /

/ε
������,����%��� �� ������� ��"�����

������ �������� / �����������!�"� ������� ; .8
:� �
 /� � ���������
���)���������);).8
K�)�
).�

9
� ( �

(
� ( �

( � (
  ��   ��

 
−

≥






 ≤

−





 = −

/

/

/

/ /
.

.

ε ε ε
�

4 �
�� �

 �

/

/
=

ε

��&����

9 � ( �
4 �

Z  �Z
 �


− ≥ ≤ε)
ε /

� � � � � �
 ����% �������� �������� � ����� 4�� = 5�55.
 X�!��� ���� �����%

��"��)��� � ��������� )�����)*����)���)��)5�.Y

��)�����������)2�*�4���

9 � ( �
4 �

Z  �Z � �
 �

�

�

�
� 
− ≥ ≤ = =5.

5.

5 55.

5 5.
5.

/

� � � � � � � � � �
������� ���"��@���������������2�*�4���
 3�! !�! ��*�����

���������� ������������ Z  �Z �� ( �− < ε �������������� ��*����� ����������� ���

���������� Z  �Z �� ( �− ≥ ε ��);).8
/�)�
).)����������

9 � ( � 9 � ( �Z  �Z Z  �Z 
− < + − ≥ =ε) ε) .

������)�)������)�����������)	�)��������)��!��)@����)�����������)2�*�4���-

9 � ( �
4 �

Z  �Z
 �


− < ≥ −ε)
ε

.
/

:�

�� ����� .��#/�� ��
�� -�.�/���� ?�!���� ��!�� *��%4�� �����
� 4���!�� � ���*��� �� ���!��!� @����� ���������� �
W
 2�*��
4����


3 � � � � � � 3 � � � � � � 2 � * � 4 � � � - � � ! � � * � � % �
4 � � � � � � ��
 J��� ��������� �	�
������ �������� 
����� �.�
�/� 1� �� �-������ ���� � ��� �� �������� )-4 � +� � ≤ � � .� /�
1� ��� ��. ����
�  � �  ��� ε > 5� 
��������# 
������� ���
��

��
� Z  �Z �� ( �− < ε "�� �
�

� � � �= + + +.
. / 


 ��  ���� ����# �-���

	J.



 ��	�� � ����@�. ���� ����� �������� 
����� � ��������� 
����
��. �/ �/

RST Z  �Z �
�

9 � ( �
→ ∞

− < =ε .
 K�

? � ! � � � � � � % � � � �
������  �����������2�*�4��� �@����
:�)!)�������� � �)�����-

9 � ( �
4 �

Z  �Z �
 �

− < ≥ −ε
ε

.
/


 J�

���%�� �% ���������� ��������� ; .8
K� �
 /� � �������� ��������
�������-

4 �
�

4 � 4 �
�+

�

+

�
� �   �  ��= + … + ≤ =.

/ . /



������ � ������ ����������� J� � ��"�� ��� ���� �����% ��*�"� ��*��
�� )��)�����������)�����,�);).8
.�)�
)0��)�������-

. .
/

≥ − < ≥ −9 � ( �
+

�
Z  �Z �ε

ε

 8�

6�!���,� ������� � ����������� 8� ! ������� ��� � → ∞� �������� !
��!�����)������4����)K�


2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2 � * � 4 � � �
 J��� 
�� �%

���1� ������
�� �������������� ������� ��.� = 1 = ���� = � �

4�%� ≤ ) % = .�)/�)1� ���)��

RST Z Z �
�

9 � B
→ ∞

− < =ε .
 7�

?���������%��� � ������ � ��������������"� ������"� ����� ���
�������)K�)�����)���)7�


9�+����% ������� 2�*�4��� ������� � ������+��
 6������ ��
��� ��� !���� �� ����������� ��������� ������� �% ����� ���� �%
��������� ����!�� �� �����������!�"� ������� ��%�� ������� ���@�
�������!�� � ���������� *��%4�"� ����� ��������� ������� � *��%�
4�� ���� �����%� ���%�� *���!� ! �������� ���@�������!��� �� ���
���������!��)��������


3������ 2�*�4��� ����� *��%4�� ���!�����!�� ��������
 ����%�
��������� ����� ��� ��!����� @������!� ��������
 �*���� ����
������ � !������� ��!���"� ������� ����� ���� �������� �������
���@�������!�� �����%����� ���!��%!�� ���������
 H���� �� ����
���% ��!�� ������ ������Y 3������ 2�*�4��� �� ������� ������� ���
������)��)&���)������)���������%��


6� ������� 2�*�4��� ������� 4���!� ������ ���� � ��������!�
��*������� ������ ��"����� !������� �� ���������%�� ��*��%4��
��������� ��*��!� ����� � ��������� !����+��� ���� ����!�������
�����������)�*L�!���


	J/



=� ������� 2�*�4��� ������� ������� ������� ������+� ������
��� ��������� �������� M��������  �� �+� � �������4�� @�����
��!���)*��%4��)�����-

3 � � � � � � M � � � � � � �
,���#&R����� ��������� �� ���� 5

 � �	�
������ ��������� � � ���# 
��������# ��������� �� ���� 5


�������	 ��������/<�-��. ����
�  ��  ��� ���������#�� ����� ε.

RST 

�

9
&

�
�

→ ∞
− <





=ε . .5�

? � ! � � � � � � % � � � �
 �*������� ����� �% ��������� ���������

������ ����� ����������� ��*��� 5 � %�� ���������� "�� % = .� /� 1�
�
)3�"��)�����);).8
J�)�
).�-

& = �. + �/ + 1 + ���

( � �% � �= 4 � �7% � �= ≤ .

	

� ��� ������ ������"� ����� ������� 2�*�4��� ���������
 #�����
����)7�)������+���� )�).5�


���!�����!�� ����� ������� M������� ������+��- ��� ����� ��
���� ���� ������ ��������"� ��*��� 5 �� ���� �������� �� ��� ���"�
���������� ����������� ����� �������������� � ���� �����%�� !�!
�"���� *���!�� ! �����,� �
 �
 !�! �"���� *���!�� ! ���������������
���������%� ��� ��*������� ���������%�� ������� ��������"� ��*��
�� )*����)!�!)�"����)����)��!��� �%� )��)�"�)���� ������


§ 18.10. Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

�� ����� 	�
�	������� �/�.��� 0$� ��� ��� ��-��$���#1 �������

�� ��������� �������% ' − ������ �����%����� �������� ' � ������
���)���������)����� ����)�������� �


�4�*!���������� � ������������������������% �� ��� "�����-
.� "��*�� �4�*!�I /� ������������!�� �4�*!�I 0� ��������� �4�*!�


V��*�� �4�*!� �����!��� �� ����������%����� ��� ������ ��!��
����� ���*���� ��������%��� ������ ��!������� ��������%��� ���
���%������� ���*���
 N�� �4�*!���"�� *��% ��!������ ��*�������
��)������)�������� 


9�����������!�� �4�*!� �������� �� ��������� �� �������4���
���� ���*����� �� ������ !������ ��*������� ���"�� *��% ���������
������������+���)������!���


M���� ������%� ��� �����%���� �������� �� �������� "��*�� � ����
���������!��)�4�*�!


	J0



����!� � ����� ��������� &��� �4�*�! �����%���� �������� ���
�+� *���� ��������% ������������� ����*����� �4�*!�� !������ ���
������ �������� �������� �$� �� �	������/N�� �4�*!� ��������� 
���"����������� ������ ��������� ���������� !���� �� !������
�������� ��4% ! ����������%���� !���*���� �����%����� �������� 
��������� ��� ����4������ �� ����������!�� ����� ! ��!�� ������
��� ����� �� ����������%��� !���*��� ����������� � ���������
�������� !���*��� ������ ��������� ������! �� ����4������� �����
��� � �
 �
�
 �4�*!� �������� ����� ������% ������ *��%4�"� �����
����������� ��������� �������� !����� �� ,������%��� ������%���
������� ������ *��% ������������ ������%��
 ��� &��� ���������
�+��)����0 ���������)�4�*�!)�����)����


=��!� ���������� ���������- ��� ���������� "��*�� � ��������
�����!�� �4�*�! �4�*!� �������� ���% �������� �������� �*�����
��� �� ����� S�� ������������� ������%�� ������ ���0 ����� �����
�
)�
)��������%)���� ������)�������� < �����

.

/

/

//

σ π
σ:

>−
�

"�� σ D ������� !����������!�� ��!������� �������� <� ����!�����
���+��)���*���)�����%�����)�������� )��!��")����� ����)��������


$ ���� �������+�"� �����%��� �������� ���% ��!�� �������� ���

������ �*������� �� ����� ��� �� ����� � < ����������%� � = � + </
������ � ������������� ��������0���������� ; .8
:� .8
K� �����-

��� = B� σ�� = σS� = σ

3�!���*������ ��������"� ��������� ���*������� "��*��� ����

���������!�� �4�*�!� ����� ������%� ��� ��������� �����%��� �����
���� ���% �������� �������� � � �����������!�� �������� !������
�������������� �������� � ����� ���� ��������
 3�! !�! ��������
< ������ ��� ������%���� ��!��� ������������ � �� ��������� ���

���%��� �������� � = � + < !�! �������� ��������� ������� ����� �
+� �� S� ��!�� ������ ��� ��
 E.	F� ������%���� ��!��� ���������
���� 
)$)&���)��!������� ���
��"	���"�$� ��/

(������� ��� �������� �4�*!� �������� � !�! � �����%���� ���
������ � ���"�� ��������� � ��!������ ,���� �����,��� �� ������
� 4�"�� 4!��� ���������%��"� ���*���I � ������ ���*��� ������%
��������� �4�*!� ����������� ��������� ���������� ��� ����+���
�������


�� 0(���� �
������� ,������� �,��	����� ��������� ����% �� ���
�������� ����������� @������!�� ����� ���� � ����������� � ���
��������� ����������� ��������� �
 �
 ���������� ���������� �

	J	



�����!���� ������ �I &�� ������ �������� ������������� ����
�������� ������ �� ����� ���*������ ������ �������� � ��� "���
*�� � ������������!�� �4�*!� �����������
 $�������� �����%���
!����"� �� � ��������� ���% �������� ��������� !������ �*�����
��� ����� �� � R ����� �������� �
 3�! !�! !����� ��������� �� ���
����� �� �����%����� ���"�� ���������� �� ����� � ��������� �������
����� ������� �.� �/� 1� ��
 �*������� ����� �.� '/� 1� �� @�!�����!�
���������� �����%���� � ��������� �������� �
 3�!�� �*������ '�

���% ���� �� ��������� �������� ��/
6� ��������� ��!��� *��%4�� ����� 2�*�4��� ; .8
7� �
 /� �����

���������%� ��� � ���!�����!�� ������������%� �� ���������� *��%�
4�"� ����� � ��������� �����  ���@�������!� �����%����� �������
��� ��������� �� �������"� ������� @������!�� ����� ���� �!��%
�"���� ����� �
 �
 � ���� �����%�� �!��% �"���� *���!�� ! �����,��
�����)�����)���*��������)���������

B '
' ' '

�

�≈ =
+ + +. / �




�,���� �������% &��"� ���*�������"� ���������
 ?� &��"� �����
�� ���"� �������� ��� � ���� �������"� ��!��� �4�*�! �
 .� !�����
��������� �����%��� �������� ��� ���% �������� ��������� ������
� �+� � ������%���� ��!��� ������������ ���� ������� � ������
��� �� �����������!�� ���������� ������ ��������� �������� �

����� ���� ��������- (��� = B � = .� /� 1� ��
 3�! !�! ��� �������� 
������������ �� ��������� ���� ��������� ������� ������ *��% ����

��!������)�
)�
 4��� = σ/



���)���������)��������)���)�����,��-

�� �������� σ &�� ����!�������!� ���*��� � !�����!�� ��������
��� !������ �������� �� ��*������ �� ���*���� �� �����%����� ���
�������)�,����% �I

*�σ����������� ���*���� �� �����%���������������,����% ��σ/
N��)����%)������)������)*����)�*������%� )�);).7
0


§ 18.11. Äâóìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

$ ��������� ������� ���!��!� ���������� ��������� ���������
��������� ������� !������ ������� ��� �� ����� ������� � ���
�!��%!���
 3�!� ��� ����������� �� ����!� ,����������!�"� *���!�
�"� ������� ������� �������� � �������  �� ��� ���������� ���
��������
 3�!�� �*������ ����% �� ����� ���� � ����!������%� ����
��������� �������
 H���� �������� �������� � !������ ����������
����� )����!������%)����)�)*����)���������)�������


	J:



?������� ���!����� �������� �������� ���� ������� ��*��,��
�������� �� ������� �+�� � � � � ���� �������
 �*+�� ��� ��!��
��*��,�-

�
� O

G
O
H

P O
&

'
.

�
..

�
./

1 �
.�

'
/

�
/.

�
//

1 �
/&

1 1 1 1 1

�
�

�
�.

�
�/

1 �
�&

(���%� ��������� �./ ���% ���� �����% ��"�� ��� �������� ��������
������)��������)�.� �/�/

'!������� ��*��,�� ����� ��!�� ������������ ���!������ ����
������)���������)��������


6��������� �������� �������� ������������� �����"�������
��������� ���������� �������� ������� �%� ����"���%��� @��!�
,��� ������������ D �� �� � ��@@����,���%��� @��!,��� K '� ��
��������%�)���� ������)���������)���������)���������


[����"���� ����������� ������ ���� �� ��� �� �����������
�!�"� ������� ������ ���������4���� � ������"� !����������!�"�

��!������ σ�� ��


Ãëàâà 19. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ

H�����������!��������&�������������������!�� ��������!��
� !������ �����*�������� ������ �*���������� ������ �*��� ������
������!��)������)�)��)�*��*��!�


§ 19.1. Âûáîðî÷íûé ìåòîä

�� 1���	��#��� 
��������
�# � ��.�	��
 ����% ���*���� ������% ����
������ ���������� �*L�!��� &�� ��������� ��������� �����������
���� ��
�������#1� ���������%�� ��!�����"� !����������"� ��� !����

	JK



���������"� ������!�� ����!�������+�"� &�� �*L�!��
 6�������� ����
������ ����� �������� �� !����������� ������!�� ����� ������%
������������% ������� � !������������� D !������������� ������
������


W��4� ���"� ���������� ����4��� �*����������� �
 �
 ������% !��
���� �*L�!�
 ����!� � *��%4������ ������� �� ������ ��������
&�� ������% ����������
 ���� ��������% ����4���� �*����������
����� *��%4�� ����� �*L�!���� ������������% ��
 G���� ���������
����� ����% ������� "��*��� �����!� ��� ������ ���� �� �� �����
��� ������� ��� �������� ����4��� �*����������� �� ���������
���)������


G��� ����4��� �*���������� ����������� �� �� ���� ����!�������
��*�����)�� )������� )����%)�*L�!���


9����������!� ����!������%� �� !������ ��*����� ����% �*L�!�
���� ��������� -�����#�� ��
�������#1
 H�������� �*L�!����
�������� ���*������ �� "������%��� ����!�������� ��������� 
��
 �����


2���� �*L�!��� "������%��� ����!������� � ��*��!� ���������
� �������������� � T���� "������%��� ����!������� � � T���� ���
*��!�


� � � � � �
 ����� ������ /55 4��!� �*������� �� ������� ���,�@����!�"� �� 

�����"� ����� �!���
 ?� &��"� ��*����� .54�
 (���% /55D �*L�� "������%��� ����!���

������)�).5)D)�*L��)��*��!�


G��� ��*��!� ��*����� �� ������ �*L�!��� !������ �*������� �
����� ������+��� � "������%��� ����!������%� �� ��*��!� ���������
� ��
�����
 G��� �*L�!�� ��*��!� ��� �� ������+���� � "������%�
��� ����!������%� �� ��*��!� ���������  ����
�����
 6� ���!��!�
��+� �����%����� *���������� ��*��!�
 G��� �*L�� ��*��!� ���
����� �� ��*��%4�� ���� �*L��� "������%��� ����!�������� �� ����
��,�)�����)���������)�)*�����������)��*��!���)����������%��


9������� �*L�!��� ��*��!� ������ ������%�� �������% ��������
�*L�!��� "������%��� ����!�������� ���� !�! "���� �� ��*��!� �����
�� *��% �����	�����
�� ������������%����
 9������� � ��� ��*��!�
���������������� ���� ��� �*L�!�� "������%��� ����!������� �����
�����!���� ���� �����% ������% � ��*��!�� �
 �
 ��*�� ����������� 
��������
 6�������� �� ��"�� ���*� �,����% *���+�� ������� �����
������% ��*��!� �� "������%��� ����!������� �+� �� ������4�� ����
��� � ����������% �� ����!�������!� ������ !������� � ��
�
 G��� �� 
��*��!� *���� ������� � ����"� ������� �� ��� �� *���� ��������������
���
 #�������������� ��*��!� ������ ����� �% �� �������� ��*����
��� ������ �� �������� ��*������ �����%��


	JJ



�� �����
����
��� 	�
�	������� ��.�	��� �������� 1�
���	�����
����%)��)"������%���)����!�������)���������)��*��!��)������ '. ���

*�������% �. ���� '/ − �/ ���� '% � �% ��� � �. + �/ +1+ �% = �D�*L����*���
!�
 6�*�������� ������� '.� '/� 1� '% ��������� 
��������� � ���
����������%����% �������� ��������� � ���������+�� ��� �!�� D

����@���� �����
 2���� ��*������� �. � �/ � 1� �% �������� ������

����� � �� ����4��� ! �*L��� ��*��!�
�

�
�.
.= C �
�

�
�

�

�
�%

%
/

/= =C C� 


 � D

��������#��� ���������
 �������� ��� ����� ���������%��� ����
���)�����)�����,�-

� � �
�

�

�

�

�

�

�

�
%

%
. /

. / .C C C


 
+ + + = + + … + = =

9����������!�� �������������� ��*��!� �������� �������% �����
��� � ������������+�� �� ������ ��� ���������%��� ������
 9��������
���!�� ������������� ����� �����% ��!�� � ���� ������������%�����
���������� � ������������+�� �� ������ ����������� �����������
����
 $ !������� �������� ������������+�� ���������� ��������� ����
�� ������ �������� �����4�� � &��� ��������


(������� ��� � ������ ���� ������� ��� �������������� ��������
������������ ����� ���������� ������� �� ��������� �������� �
�� ���� ����� ��� � � �����������!�� ��������!� D ������������ ���
��� ��*��������� ���������� � �� ��������� ��� ���������%����
���������


� � � � � � .
 ������� �� ������ ! ���������%��� �������� � ������+�� ���������

�����)��*��!�)�*L��� � �)/5-

$������� '
G

/ K ./

2������ �
�

0 .5 J

6�����)���������%���)�������-

� � �
. / 0

0

/5
5.:

.5

/5
5 :5

J

/5
5 0:C C C� I � I � 
= = = = = =

��&����)��������)������+��)�������������-

$������� '
G

/ K ./

���������%�� )������� ��
C

5�.: 5�:5 5�0:

	J8



?� "��@����!�"� ���*������ �����������!�"� ������������ ���
���%����� ����-�� � -����-�����


?� ��������� ����"��� �� ���0� ��!�������� ������� �������
���)��)��� 0�D)������� )������ �� ���������%���)������ ��

C �


� � � � � � /
)6�)�����!�)/5:)���*�����)����"��)������+�"�)������������ -

$������� �
�

. / 0 :

���������%�� )������� ��
C

5�	 5�/ 5�0 5�.

����"���� �*�������%����� � ������ ��*��%4�"� !��������� ���
�����
 $ ������ *��%4�"� !��������� ������� � � ������ ����������"�
������������ ������!� ��+� ���� � "����"�����
 ?� &��"� ������
���� � !������ ��!������ ��� ��*�������� ������� ������!�� ���*��
���� �� ���!��%!� ��������� ���������� ������ U � ����� � �� !���
��"� ��������"� ��������� �� R ����� ������ �������� �����4�� � �
��������
 (���� �� &��� ����������� !�! �� �������� �� ���� � �� ���

�"��%��!� � ��������
�

U
� ���

�

�U
� � "�� � D�*L�� ��*��!��
 ���+��% �

��������"� �� ���"��%��!� �����
U�

U
��

�= ���
U�

�U

�

�
�� �
�= = C �
 9�����

�����%��� ���+��% "����"����� ����� ����� ���� ������ ��� �������
���%���)��������)�
)�
)�*L���)��*��!�)���)�����,��


� � � � � � 0
 6� �����!� /5K ���*������ "����"����� ����������"� �����������

�� )�*L��� � = .55�)����������"�)�)������+��)��*��,�-

	J7

#��
)/5: #��
)/5K



2��������)�������� U
9����)������)�������)����

�����"�)��������� �
�

�

U
�

:D.5
.5D.:
.:D/5
/5D/:
/:D05
05D0:
0:D	5

	
K
.K
0K
/	
.5
	

5�8
.�/
0�/
J�/
	�8
/�5
5�8

§ 19.2. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
ïî åå âûáîðêå

�� 2�.�	�� ��� ��.�	 
�������� �������� ����% ������ ��!����� 
"������%�� ����!������%� !����� �*L�!� !������ ������� !��������
������������!�� �
 ��� ��������� ���������� �*L�!�� �� "������%�
��� ����!������� ��������� ��������� �������� � ������!� � &��"�
�*L�!��
 3�!�� �*������ �� ����� ������������% ���������� �*L�!��
�� "������%��� ����!������� !�! �����������D!�! ��������� �����
�����)� �D)!�!)����)��)���������)�������� �


?�������� ��� �� ����������!�� ���*������� ������% ���������%� !
!�!��� ���� ������������� �������� ������! �
 G����������� ������
!��� ������ �,��!� ���*�������"� ��������� � ����������� !������
��������� ��� &�� �������������
6�������� ������������� ��� ����
������ ������! ����������� � "������%��� ����!������� ������%���
�� ���*������ �,����%��
 �
 ���*������� ����� �����������!�� ����
����� � ������� !����������!�� ��!�������� ��! !�! &�� ��� ���������
�������%�)������� ��)������%���)�������������


�*���� � ������ ����� ������������ ������ ��4% ������ ���
*��!� "������%��� ����!�������� ��������� ������� !�����������
��"� ������!� '.� '/�1� '�� ���������� � �����%���� � ��*�������
����% � ����� ��*������ ��������"���� �������������
 2���� &��
������)�)��������)�,���������)��������


������� ������� ������!� � ����� ������������% � !�! ������
�� ������ ��������� ������� �.� �/� 1� �� � ��� �� ���������������
��� � �� �� ����������%��� � ���� �� ��������� ����!�������!���� !��
����� ����� �
 (������(��� �(�� �4��� �4��
 $������� �.� �/� 1�
�� ����� ������% ������������ � ���� ������������� ��*�������

(������ '.� '/�1� '� � &��� ������ ��������� �����	�@���� ���������
������� �.� �/� 1� ��
 ������ � �� �������+�"� �������� ��� �����
�,��!� ����������"� ��������� D &�� ������ ����� @��!,�� �� ���
*�������� ��������� ��������.��/� 1���� !����� � ���� ���*������
���)��������)�,��������"�)���������


	85



�� 1���	��#��� � ��.�	����� 
	����� *���� �� 	�
���������% ����
����� ���!����� "������%�� ����!������% �*L��� V ���������%��
!������������"�)������!� �


� � � � � � � � � � � .
 V������%��� ������� ' " ��� �� ��������� 
������� ���@�������!�� ��������������!� "������%�������!�������


G��� ��� ������� '.� '/�1� 'V ������!� "������%��� ����!�������
�*L��� V ���������)��

'
V

' ' /// ' V" = + + +.
. / �


G����� ������� ������!� �.� �/� 1� �%����� �������������� ������

�� V.� V/�)1� V%�)������ V. + V/ + 1 + V% = V�)��

'
V

' V ' V ' V% %" = + + +.
. . / / ��

���

'
V

' V� �

�

%

" =
=

∑.

.


 .�

X�! ��� ���������% �
 .�� ���������� �*L�!�� �� "������%��� �����
!�������)���%)��*�������)���������)�������� �


����% ��� ������� �.� �/� 1� �V ��������
 3�! !�! !����� �*L�!�

�����)*��%)��������)�)�����)�)���)��)���� �����%�
.

V
�)��

( � '
V

'
V

'
V

'V � = ⋅ + ⋅ + + ⋅ =. /

. . .
� " �

�
)�


( � ' � = " 
 /�

3�!�� �� ���" �������� ���� ������� �.� �/� 1� �% ����� ����������
�����)������� V.� V/�)1� V%


$ ������ ����������"� ������������ ������!� � �� �����������
����"��� ' ( �" =  �/

����% �� ������� "������%��� ����!������� ���������%�� !����
���������"�)������!� � �����������)��*��!�)�*L��� �/

� � � � � � � � � � � /
 $�*������� ������� '\ ��������� �������
���@�������!��)��������)������!�)��*�������)����!�������


G������ ������� �.� �/�1� ��������!���*��!��*L������������� ��

'
�

' ' ' �\ = + + +.
. / �� 
 0�

G��� �� ������� ������!� �.� �/� 1� �%� ����� �������������� ����
���� �.� �/�)1� �%�)������ �. + �/ + 1 + �% = ��)��

'
�

' � ' � ' �% %\ = + + +.
. . / / ��

	8.



���
'

�
' �� �

�

%

\ =
=

∑.
.


 	�

� � � � � � .
 $�*������� ����� *��� �������� ������+�� ������ � ����� /5

����!�� �����!��� �������� � "�- 05� 05� /:� 0/� 05� /:� 00� 0/� /7� /8� /J� 0K� 0.� 0	� 05� /0�

/8�)0.�)0K�)05
)6����)��*�������)������� '\


9�"�����)@������)	�)�����-

'\ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + + + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + =05 : /: / 0/ / 00 /7 /8 / /J 0K / 0. / 0	 /0

/5
05


=��!� 'W = 05 "


6���� �� ����%4� �*+����� ������������ *���� ������% ������
�� '.� '/�P� '� ������!�)����������


#�������� � ��*������ �����  �� ��������� ��*���! ��"� ��
�*L��� � �� ��� �� "������%��� ����!������� *���� �������%� � ���*�
+� "���� � ���������
 = &�� �� ��������%��D ���% ���������� ��"] ��
����� �*L�!�� ���% ��*������� ��������� �������� ��� � �� �������
���@�������!��

�
�

� � � �= + + +.
. / ��

���%)����)�������� )��������

3�!�� �*������ ������������� !������ ��"�� �������%� ��*��

������ �������� ���% ��������� ������� ��������� ��������� � !��
���� )��������� ��*�������)�������)���������)���������


6�����( � ��)���%�� �%)����)������� = ���)��
)�
).�

9)������)��������0 ;).8
:�).8
8�)��������-

( � (
�

� � �
�

( � ( � ( �� � �  � E  �  �  �F= + + +





= + + +. .
. / . /� � =

= + + + = ⋅ =. .

�
( � ( � ( �

�
�B BE  �  �  �F 
�

=��!�( � � �0 ��*������� �������� ��������� � B "������%���
��������


3����% ������4 � �
 3�! !�!4��� = 4�� �
 .� � �.� �/� 1� �� �������
�����)��)��"�����)���������)���������);).8
K�).8
8�)��������-

4 � 4
�

� � �
�

4 � 4 � 4 �� � �  � E  �  �  �= + + +





= + + +. .
. / / . /� � F

E  �  �  �F  �
 �

�

=

= + + + = ⋅ =. .
/ /�
4 � 4 � 4 �

�
�4 �

4 �

�
�

�
)�


4 �
4 �

�
 �

 �
= 
 :�

	8/



6�!���,� �������� ��� ���� �������� �� D *��%4�� ������ �� �� 
�*��"���� ��������� ��*������� ������� ������ �� ������4��
�����
)����% )D)!��������


3�!)!�!

' ' + �+�

�

�

�

�

�

= =
∑ ∑= − +

. .

 � �

��)@������)0�)����*������� )!)����-

' +
�

' +�

�

�

\ = + −
=

∑.
.

 �
 K�

X��������) ��! ���������� ��������%� *���� ��!��� ���*�� �������

���� �������� '� − ) *��� ��*��%4��� �� ���������� ����� ) *��� ��
����������� A!��"���B


� � � � � � /
)=����� )��*��!�-

'. = J.�88I '/ = J.�70I '0 = J/�5:I '	 = J/�5JI

': = J.�75I 'K = J/�5/I 'J = J.�70I '8 = J.�JJI

'7 = J/�J.I '.5 = J.�7K


M���� ) = J/�55)�)������ ��)��������- α� = '� − )-

α. = − 5�./I α/ = − 5�5JI α0 = 5�5:I α	 = 5�5JI

α: = − 5�.5I αK = 5�5/I αJ = − 5�5JI α8 = − 5�/0I

α7 = 5�..I α.5 = − 5�5	


=� �����- α. + α/ + 1 + α.5 = − 5�08I �� ������� ���@�������!��-
.

.5 . / .5
 �α α α+ + + =�

= − ≈ −5 508 5 5	� � 
)$�*������ )�����  -

'\ ≈ − =J/ 55 5 5	 J.7K� � � 


�� 1���	��#��� � ��.�	����� �
��	
��� ?� ��"� ���*� �����!�����
�����% ����� ��� �������� !������������"� ������!� � "������%���
����!������� ��!��" ����"� ������"� ������� � ���� � ������+�� ���
��!�������!�)D)"������%���)���������


� � � � � � � � � � � .
 N�����#�� ���������� 4" ��������� �����
��� ���@�������!�� !�������� ��!������� �������� ������!� � "����
���%���)����!�������)��)"������%���)������� '

ã



G��� ��� ������� �.� '/� 1� 'V ������!� "������%��� ����!�������
�*L��� V ���������)��

4
V

' '�

�

V

" "= −
=

∑. /

.

 � 


	80



G����� ������� ������!� �.� '/� 1� '%����� �������������� ������
�� V.� V/�)1� V%�)������ V. + V/ + 1 + V% = V�)��

4
V

' ' V� �

�

%

" "= −
=

∑. /

.

 � 
 J�

� � � � � � .
)V������%�� )����!������%)������)��*��,��)������������ -

'
�

/ 	 : K

V
�

8 7 .5 0

6����)"������%���)���������
)9�"�����)@�������).�)�)J�)�����-

' " = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
+ + +

= =/ 8 	 7 : .5 K 0

8 7 .5 0

./5

05
	�

4" = − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ = = �  �  �  �
�

/ 	 8 	 	 7 : 	 .5 K 	 0

05

:	

05
.8

/ / / /




N�����#�� ������ �
������������ ��������� ���������� ���
������� σ " "= 4 


����%)���)������� �.� '/�)


� 'V ��������

6����� ��������� ������!� �� ��������������"� !�! ���������

��������-

4�� = (E� − (���
/
F


3�!)!�!( � ' � = " �9 � '
V

�^ _= = .
��
)�
)/��)��

4 � ' '
V

' '
V

' '
V

4V �  �  �  �= − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅ =.

/
/

/ /. . .
" " " "� �

�
)�


4�� = 4
"



3�!��)�*������)�������� 4��)����� 4"

3�!�� �� ���" �������� ���� ������� �.� �/� 1� '% ����� ����������

�����)������� V.� V/�1� V%

$ ������ ����������"� ������������ ������!� � �� �����������

����"���-
4

"
= 4��
 8�

9)������)@������)8�)@������):�)�
)/�)������4��� )�)����-

4 �
4

�
 � = " �

��!��� 4 �
4

�
 � = "

���σ
σ

 ��
�

= " 
 $�������σ �� ��������� ������

�
������������"�$� ���


	8	



?� ��"� ���*� �����!���������% ����� ��� ��*�������� ��������
!������������"� ������!� ��*��!� ��!��" ����"� ������"� ������� 
'\ ���� �)����������+��)����!�������!�


� � � � � � � � � � � /
 I� ������ ���������� 4\ ��������� �����
��� ���@�������!�� !�������� ��!������� ��*�������� ��������
������!� � ��)��*�������)������� '\ 


G������ ������� �.� '/�1� ��������!���*��!��*L������������� ��

4
�

' '�

�

�

\ \= −
=

∑. /

.

 � 
 7�

G����� ������� ������!� �.� '/� 1� '%����� �������������� ������
�� �.� �/�)1� �%�)������ �. + �/ + 1 + �% = ��)��

4
�

' ' �� �

�

%

\ \= −
=

∑. /

.

 � 
 .5�

� � � � � � /
)$�*������ )����!������%)������)��*��,��)������������ -

�
�

. / 0 	

�
�

/5 .: .5 :

6����)��*�������)���������
)9�"�����)@�������)	�)�).5�)�����-

'W = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
+ + +

= =. /5 / .: 0 .5 	 :

/5 .: .5 :

.55

:5
/�

4W = − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ = = �  �  �  �. / /5 / / .: 0 / .5 	 / :

:5

:5

:5
.

/ / / /




I� ������ ������ �
������������ ��������� X���������Y���
������� )!���������)!����%)��)��*�������)���������-

σ W W4= 


$)������ �)�������)/)���������)��� σ W W4= = =. .

6���� �� ����%4� �*+����� ������������ *���� ������% ������

�� '.� �/�)1� '� ������!�)����������

$�*����������������� �������������������!�! ������������

�������)*����)�*�������%
`
Z / -

`
 �Z

�
� ��

�

�
/ /

.

.= −
=

∑ 


9����������)������+� )�������

3 � � � � � �
�0 
� ������"���������"��
�

�

�
4

−.
" . �/"�/

( Z
�

�
4

`
�/

.= −
" 


	8:



? � ! � � � � � � % � � � �
 9 ������ ��������0 "�
 .8� ��������-

( Z (
�

� �
�

( � ��

�

�

�

�

�


`

�  � E � F/ /

.

/

.

. .= −





= −
= =

∑ ∑ 


$�������)����)���"�����( � ��E � F− / 
)=����-

( � � ( � � � � ( � ( � � ( �� � � � �E � F  �  �  �  �− = − + = − +/ / / / // / 


$������� �� �����%����� &�� �0
 9�"����� �������� . ���������
"�
).8�)�)@�������)/��)8�)�����-

( � ( � 4 � ( � 4 B� �  �  �  �/ / / /= = + = +" 


?�����)�)������)��������)	�0

( � � ( �
�

� � �

�
( � � ( � �

� � �

� �

 �  �

E  � 

= ⋅ + + +





=

= +

.

.

. /

. /

�

�  �F
+ +� ( � �� �

3� ���"����� &��� ������ � !�����"� ����������!� ����� �� �
�
(������
����� ( � 4 B� �/ /= +" 
 ' ���� �����%��� ���"����� (���[� ����!��

������
)��&����)�)����)������������� �� � �[ ��
)"�
).8�

(���[� = (���(�[� = (��(�� = (
/
�� = B

/



3�!)!�!)����� � − .)��!��)���"������)��

( � �
�

4 B � B B
4

�
� � E  � F= + + − = +.

./ / /
"

" 


$)����)��������).)���������

( � 4 � ( � �  �  �/ /= + 


6���)���)�������)�
)/)�)�
)0�

( � ( � B �  �= = �4 �
4

�
 � = " 


��&����

( �
4

�
B �/ /= +" 


3�!��)�*������

( � � 4 B B
4

�

4

�
B

�

�
4�E � F− = + − +





+ + = −/ / / //
.

"
" "

"

�)��)�������)��)����!��)����������� 
)��&����

( Z
�

�
�

�
4

�

�
4

`
�/

. . .= ⋅ − = −
" " 


3������)��!�����


	8K



$ ��!������� ����� +�"� ���!�� �������� ��� ���� �������� '� D
*��%4�� ������ �� �� �*��"���� ��������� ��*������� ���������
4W @������)7�)����*������)!)������+���)����-

4
�

' + ' +W � W

�

�

= − − −
=

∑. / /

.

 �  � � ..�

"�� )D)������)���%

?���������%���)�)������)@������)0�)�����-

 �  �' + � ' ) ' + ' �+ �'�

�

�

�

�

�

�
�

�

− − − = − + − +
= = =

∑ ∑ ∑/

.

/ /

. .

//� �
/ /

/ /

/

/

.

/ /

.

/

�+' �+

' �+' �' �+' ' �'�

�

�

�

�

�

�

� � � �

− =

= − − + = −
= =

∑ ∑ = − + =

= − + =

=

= =

∑

∑ ∑

' �' �'

' ' ' �' '

�

�

�

�

�

�

�

�

�

/

.

/ /

/

. .

/ /

/

/

� �

� �  − + = −
= =

∑ ∑/ /

.

/

.

' ' ' ' '�

�

�

�
�

�

� � ��  � �

��!���

4
�

' '
�

' + ' +�
�

�

�
�

�

� � �= − = − − −
= =

∑ ∑. ./

.

/

.

/ �  �  � 


� � � � � � 0
 ?� ��*��!�� �!������� � ������� / �� �
 /� ����� ������ ���% ���

����� )������� + �)J/�55�-

 � � � � �' +�

�

�

�

− = = + + +
= =
∑ ∑/

.

.5
/

.

.5

5 5.		 5 55	7 5 55/: 5 55	α 7 5 5.55 5 555	

5 55	7 5 5:/7 5 5./. 5 55.K 5.58

+ + +

+ + + + =

� �

� � � � � K

5 508 5 55.	/ /

I

 �  � � � 
' +� − = − ≈

6�!���,�)��"�����)@������)..�

4� ≈ ⋅ − =.

.5
5.58K 5 55.	 5 557	� � �

 � 0(���� ��	����	�� 	�
�	�������� '�� "��������% �
 .� � ���� ���
����� �� ����� ��������!�  �� ��� �,��!� ���������� ������������ 
��������� �������� � �� ������ ��*��!�
 ��� &��� � ����������!��
���������� � �������� ��� "������%�� ����!������% *��!������
 N��
������� �� ��"�� ���*� ����� *��� ���������% ! ������� ��� � → ∞�
"�� �R �*L�� ��*��!�
 ?� �,��!� ���������� ������������ ��� ����
��� ��*��!� ������� �� �������� � !������ ������ ������% �,��!��
�� ����������� ����������
 6�������� � �
 /�  �� ��� �,��!�� "����
���%��� �������� a

`
Z / �
 0� D�,��!�� "������%��� ��������� 4"


�*������������Θ �,������������������ �����
`Θ � D�,��!� &��"� ���

������� 
`Θ �  �� ��� ����������� ������������ �� �.� �/� 1� �� ��
 �


.��
 ?� ��"� ���*��,��!�
`Θ � ������ ����4�� ���*�������� ��� ������

���������� �% ������������ ���*����� �
 '!���� &�� ���*����� 

\����F��� �������� �,��!�

`Θ � ��0 !������ ����� �,���������
�� ���������Θ� �
 �
( �

`
�Θ Θ= � � ��������� ������ �,��!� ��������� 

���F���/

	8J



� � � � � � .
 �,��!� �  �� ��� �����+����� �,��!�� "������%��� ������� �� ��!

!�!( � B � = ��
)�
)/�


� � � � � � /
 �,��!� Z̀ /  �� ��� ���+����� �,��!�� "������%��� ��������� 4"�

��!)!�!)��"�����)�������������)��4�)�������)�
)0�

( Z
�

�
4 4 ` �/

.= − ≠" " 


� � � � � � 0
6�� �� � ��*������� ���������� Z̀ / ������������� �+� ��! ��������

��� ������������ ��������� Z
�

�
Z/ /.= − ` � !�����  �� ��� ��!�� �,��!�� "������%�

���)���������
)?� Z / �)������)�������������)��4�)�������)�
)0�)�����-

( Z (
�

�
Z

�

�
( Z

�

�

�

�
4 4 � `  ` �/ / /

. . .

.=
−







=
−

=
−

⋅ − =" " 


3�!�� �*������ �,��!� Z
/
� ������� �� �,��!� Z̀ /  �� ��� �����+����� �,��!�� "����

���%���)���������
)b����)���������)�� Z
/
�����)���-

Z
�

�
Z

�

� �
� �

�
� ��

�

�

�

�

�
/ / /

.

/

.. .

. .

.
=

−
=

−
⋅ − =

−
−

= =
∑ ∑`  �  � 


�
)�

Z

�
� ��

�

�
/ /

.

.

.
=

−
−

=
∑ � 
 ./�

G���������� � !������� ���*�������"� ����������"� ���������
*���% �����+����� �,��!�� �� ��"� ���*� �� �����% ������������!��
�4�*!�)�)�������)����4��� )���)�������� 


)��������#���������� ��!���,��!�
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§ 19.3. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

�� !�����
�#� )���	����#��� ����	����� ����% Θ D �,���������
���������

`Θ � D)�"�)�,��!��)����������� )�� �.� �/�)1� ��

G��� ��������� ��� �,��!�

`Θ �  �� ��� �����+����� � ����� ���%�
���� �� �� ��������*��!� ������ �� ��������

`Θ � � ������� �"� ����
*�������� �������"� ������� Θ
 ��� &��� ������� !����������!��
��!������� ���� �"� ���*+� ������ ��� �,������� ��� ��! �4�*!�

3�!�� �,��!� �������� ��������/ 6�������� � �������+�� �����
"��@� ���% 4�� � �������� �,��!�� "������%��� ������� � "������%�
��� ���������
 $ �*+�� ������� !�"�� � ������������� ������!� � ���
��"�)�����������)&��)���)������


G����� � ������������� ������ !�!� ���*� ��@����,� � �� ����
��)������%)*��%4�


$ ����������"��@� ���% *���� ���� �* �,��!� ���������� ��σ ����
������ ��������� ����+�� ������%��� �������������
 N�� ����%
������ ������
 6������� ��
 ;.8
.5�� �����%��� �������� �����
������%��� �������������
 $ &��� ������ ��������� �������������
��� �% ��! ���������� ��������%��� �,��������� ! ��������� !����
��"�)��)�)���������


����% δ > 5 D ��!������ �����
 G��� ������ ��� �����������
Z

`
ZΘ Θ− <� δ� �
 �
 − < − <δ δΘ Θ` � � ��� ����� �������% � ����-

`Θ � − <δ
< Θ Θ< +`

� δ� �� "���� ����� �������� 
`

�
`

�Θ Θ� �− +δ δ ��!������ �����
���� Θ
 ����!� ���������� �!����% �,��!�

`Θ � � ��!��� ���*� ��*����
^Z

`
Z _Θ Θ− <� δ *��� ������������ ��&���� �� *���� "������% � ���� ��

�����)&��"�)��*��� 
)2���� δ ��������� ������#1 �,��!�
`Θ � 


� � � � � � � � � � �
 \�������#1 X��
������#�� 
��������#1Y
�,��!�

`Θ � ��������� Θ �� �������"� δ > 5 �	�
����� ���� �����% γ
��"��)���)��������

`
�
`

�Θ Θ� �− +δ δ ��!����)�������� Θ�)�
)�


γ δ δ δ= − < < + = − <9 9� � �^
` `

_ ^Z
`

Z _Θ Θ Θ Θ Θ 


(������� ��� ����� ��"�� !�! �� ������ ��*��!� ��������� �,��!�
`Θ � � ��*���� ^Z

`
Z _Θ Θ� − < δ ��������� ��� ������������ ��� ���������

���� ��! !�! �������� 
`

�
`

�Θ Θ� �− +δ δ ��� ��!������ Θ� ��� ���
 6�
���� � ���� ��� �������� Θ ��� ����������
 ��&���� �� �������� ���
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�������%� γ ��� ����������� �,��!�
`Θ � ���� �����% ��"�� ��� ������

���
`

�
`

�Θ Θ� �− +δ δ ��������� �� ��������%��� ��*��!�� ��!���� Θ

G��� �� ������� ���"� ��*���! �*L��� � � �� !����� �� ��� �������
�� �������� 

`
�
`

�Θ Θ� �− +δ δ � �� ��� ��� ��*���!� �%� ��������� ���
!���� Θ�)����� γ


=����������� γ ���%������4�"� ������ ������������,��!�
`Θ � 


b����)����)���)���%4�)����� δ�)���)���%4�)���������% γ

� � � � � � � � � � �
 3�
������#�� ����
���� ��������� �������

��� �� ������ ��*��!� ��������
`

�
`

�Θ Θ� �− +δ δ � !������ ��!������
�������� Θ � �������� ���������%� γ


6��������% γ �*����)���������)������)5�7:�)���)5�77�)���)5�777

X������� ���%� !���"������!� ���������%� ��� ��������� �������

���%����������� ��!������ ��������Θ
 6� � &�������� *��% �������
��� �� 7:Q ��� γ = 5�7:� �� 77Q ��� γ = 5�77 � �
 �
 N�� ������� ��� ����
������% ���"� ��*���!� �� �� 7:Q �� ��� ����� ��������� γ = 5�7:� ���
��������� ���������%��� ��������� ����������%�� ��!���� Θ


�� )���	����#��� ����	��� ��*0�	� �,��
����σ�$��!������ ����

�� � ������� !����������!�� ��!������� σ �4�*!� �������� � ������
� ��� � ����"� �������� � *����� ��������
 6�������� ���� �������� 
�������� �� ����� � ��� �� ���*���� ��� ����� � ��� �� ������ ����

σ �� ���� ��������� ���� � �� �� � �*���� *����� ��������

=��!� ����% �������� �������� � ������������ ������%�� � �����

������� � � σ� ������ σ ��������
 �������� ���������%��� ������
���� ��!�����+�� ����������� �������� � � �������� ���������%�

γ
 ?����� ��*��!� ���% �������,�� ��������� ������� �.� �/� 1� ���

����+�� ������%��� ������������� � ����������� � � σ ;.7
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 .�
 �!�������� � ��� � ��*������ �����  �������� ��������
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� � � �= + + +.
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����� ��� �� ��������� Φ �> =
γ
/
��� ������� �� /P>� = γ� �� ��*��,�
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X�! ��� ����������%� ���������% γ �*������������� ���������
5�7:�)���)5�77�)���)5�777


� � � � � �
 ������! � ����������� � "������%��� ����!������� ������%�� � ���

������� σ = 5�	5
 6���� �� ������ ��*��!� ���������%��� �������� �� B � ��������

��%� γ = 5�77�)���� � = /5� '\ = K�0	


?� Φ �
�

�> = = =γ
/

5 77

/
5 	7:������� �� ��*��,� ��������� 	 > = /�:8
 9���������%���

δ = ⋅ ≈/ :8
5 	5

/5
5 /0�

�
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 X��,� ���������%��"� ��������� K�0	 − 5�/0 = K�.. � K�0	 + 5�/0 = K�:J


=��!�)���������%���)��������)K�..I)K�:J�)��!������ B �)���������%�)5�77


�� )���	����#��� ����	��� ��*0�	� ���,��
���� σ�����% �������
�� �������� � ����� ������%��� ������������� � ������������ ���

����������� B � σ
 �!�������� � ��� �������� �������� �� �������
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�����*����)���*�)������ ���%)������4����

9 S >Z Z �< =γ γ�
"�� γ D)������� )���������%


3�! !�! Z>� �� D ����� @��!,� �� >� ��� ���%�� �% @������� 7�
;.8
8��)�������-
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Z
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γ

γ/
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9���������%��� �������� ! �����������- � �������#1 γ ���� ���


������#. ��� ��
������#�� ����
�� '
> ]

�
'

> ]

�
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γ γ
� �����
���

��	
����� �������� �^ ������# �@��� δ γ=
> ]

�

 (���% ��������� ���

������ � � Z �������� ������������ ���������� '\ � ]� ���������

��)��)��*��!�


$ ���������� : ��������� ��*��,� �������� >γ = > γ� �� �� �������
���)�������� � �)�*����)����������)��������)����������


(������� ��� ��� � ≥ 05 ������������� 9�%������ ���!�����!� ��
��������� �� ������������"�������%��"� ������������ ;.8
8� �
 :�


N��)�� ����)�)����)��� RST
�

�
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�
:
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−
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� � � � � �
 ������! � ����������� � "������%��� ����!������� ������%��
 6����

���������%��� �������� �� ' " � ���������%� γ = 5�77� ���� � = /5� '\ = K 0	� � ] = 5�	5
 ?� 

���������� γ = 5�77 � � = /5 ������� �� ��*��,� ��������� : >γ = /�8K.
 9���������%���

δ = ⋅ ≈/ 8K.
5 	5

/5
5 /K�

�
� 
 X��,� ���������%��"� ��������� K�0	 − 5�/K = K�58 � K�0	 + 5�/K =

= K�K5
)=��!�)���������%���)��������)K�58I)K�K5�)��!������ ' " �)���������%�)5�77


 � )���	����#��� ����	��� �� 
	����� ���	�����
���� �����������
?� ��������� ���������%��"� ��������� �� ������"� !����������
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�!�"� ��!������ σ *���� �����%�����% ������+�� ������������ ���
�������������)�����"����)����)�������+��)�
)/)�)0��

) �������#1 γ ���� ��
������#. ��� ��
������#�� ����
��

]− ]7I ]+ ]7� �����
�����	
����� ��������σI������# �@��� δ = ]7/

$ ���������� K ��������� ��*��,� �������� 7 = 7γ� �� �� �������
���)�������� � �)�*����)����������)��������)���������� γ


� � � � � � .
������! � ����������� � "������%��� ����!������� ������%��
6���

��)���������%���)��������)�� σ
"
�)���������%� γ = 5�7:� ���� � = /5� ] = 5�	5


?� ���������� γ = 5�7: � � = /5 ������� � ��*��,� ��������� K 7 = 5�0J
 ?���� ]7 =
= 5�	5 ⋅ 5�0J ≈ 5�.:
 X��,� ���������%��"� ��������� 5�	5 − 5�.: = 5�/: � 5�	5 + 5�.: = 5�::


=��!�)���������%���)��������)5�/:I)5�::�)��!������ σ" �)���������%�)5�7:


� � � � � � /
 6� @���� �����������% ��� ��� ��������� �� ���*��!� � ����� ���

� �
 ?� &��� ,��� *��� ��������� /5 ��� � ����"� ��������
 9����  ����� �� �!������%

������)0	5)!"�)�)A������������B)�������)!����������!��)��!�������)D)/5)!"


���������%- .� ���������%��� �������� �� �����������!�"� ������� � � ������

����%� 5�7:I /� ���������%��� �������� �� ������"� !����������!�"� ��!������ � ���

��)���������%�


��� ��4���� ������ �������% �� ������������ � ��� ������ ���*� �� �� �� ����

���%���)"������%���)����!�������


# � 4 � � � �
 .� 9�"����� ������ � ������ '� = 0	5I ] = /5I γ = 5�7:I � =/5� 6������ �

��*��,� ��������� : >γ = /�570
 9���������%���δ = ≈/ 570
/5

/5
7 	� � 
X��,����������%���

"� ��������� 0	5 − 7�	 = 005�K � 0	5 + 7�	 � 0	7�	
 =��!� ���������%��� �������� 005�KI

0	7�	�)��!������ � �)���������%�)5�7:


H���� ������%� ��� � ������ ������ ������� ����� �������� ���������� ����� ���

!�������)��� �!�
7 	

0	5
5 50

�
�≈ �


/� ?� ���������� γ = 5�7: � � = /5 ������� � ��*��,� ��������� K 7 � 5�0J
 ?����

]7�/5 > 5�0J�J�	
X��,����������%��"� ��������� /5 � J�	� ./�K � /5�J�	� /J�	
 3�!��

�*������ ./�K d σ d /J�	� ��!��� ����� ��!�����%� ��� σ ���������� ����������������%�

�� ��!������� ��� �!�
]7

]
7= ≈ 5 	� D ����� ��������O�
 2��*� �����% ���������%���

��������)���)���)��)�����������)���*������)��������%)�����)���* �


� � � � � � � � � �
 $�4� ��������"����%� ��� 7 < .
 G��� 7 > G� ��� ������� � ��� σ > 5�

�������� 5 < σ < ] + ]7
 (������ 7 � � &��� ������ ������� ��� �� ��*��,� ��������

�� )K


� � � � � � 0
 ������! � "������%��� ����!������� ����������� ������%��
 �� ���

*��!� �*L��� � = .5 ������� A������������B ������� !����������!�� ��!������� ] = 5�.K


6����)���������%���)��������)�� σ" ���������%�)5�777


?� )���������� γ = 5�777)� � = .5)��)��*��,�)��������� )K)������� 7 = .�85
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9���������%���)��!����)���������%���)��������)��!��-

5 < σ" < 5�.K + 5�.K⋅.�85

���

5 < σ" < 5�		8


+� 0(���� �
������� ,������� �,��	����� ��������� ����% ������
������ � ����������� ����������� ��������� ��!������ @������
�!�� ��������� �������� �������� � !������ ����������
 M���� ����
���������% �����%���� �����%��� ��������� !�! ���������
�������� �.� �/� 1� ��
 N�� �������� ���������� �������� �������
������ ����� ���� � �� �� �����������!�� �������� B ��������

�������� ����� ���� ���������� �����!���� ��������� σ/
�������

�� ����������� � ������������ ������%�� ��!�� ����+���� ����
���������� �������
 3�!�� �*������ ��� ������������ � !������
*��� ������� ��� ������ ���������%��� ���������� � ���!��� / � 0
����� +�"� ����"��@�� ������ ��� � ����������%��� �� ������ ���

���%�����% ���������� � ��� ���������� 
 3�! !�! �*���� σ �����
������� ������� ���%�����%� ������������� ��������� � ���!�� 0
�����"�)����"��@�


� � � � � �
 �� ������ ��� �� ����������� ����������� ���������@������!�� ���

������ ������� ������� ���@�������!�� �����%����� �����%��� ��������� '\ = 	/ 0.7� �

A������������B ������� !����������!�� ��!������� ] = :�5
 3��*���� �,����% ��������

�������� � ����� ���� �������� � ���������%� γ = 5�77


=������� �������� ����� ���� �������� ����� �� �����������!��� ��������


��&���� ������ ������� ! �,��!� �����������!�"� ������� ��� ����������� σ� ���
����+�)���������%��"�)���������

'
> ]

�
B '

> ]

�
\ \− < < +γ γ

�

��!�����+�"� � �)��������)���������%� γ = 5�77


���%�� �%)��*��,��)��������� ):)�� γ = 5�77)� � = 7�)������� >γ = 0�0K


6�����)�������%)�,��!�-

δ γ= = ⋅ = ⋅ =
> ]

�
0 0K

:

7
0 0K

:

0
: K5� � � 


X��,�)���������%��"�)���������

	/�0.7 − :�K5 = 0K�J.7

�

	/�0.7 + :�K5 = 	J�7.7


=��!� � ���������%� γ = 5�77 �������� �������� ����� ���� �������� � ��!������

�)���������%���)���������)0K�J.7 < � < 	J�7.7
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4� 0(���� �����
�� �,��	����� $ ������ �4�*�! ���� �� �������%
��������� �������% ���*���� ����!���������% � ����+%� ������"�

!����������!�"� ��!������ σ ��������� �4�*�! ���������
 ?� 

�,��!� σ �����%���� A������������B ������� !����������!�� ��!���
����� ]
 ���!��%!� �*���� �����%���� ��������� ����������� �����
���� � �� �� �����������!�� �������� �������� �������� ����� ��
��� ��������� � �����!���� ��������� � ������ ����������� �����
������� �� ������������ ����������� � �
 	� ��������� �� �,��!�
��������)���������


� � � � � �
 �� .K ����������� ����������� �������� � ������� A����������

���B ������� !����������!�� ��!������� ] = 5�	
 6���� �������% ��������� � ��������

��%� γ = 5�77


X�! �������� ��4�� �������% ��������� ����!��������� ������� !����������!��

��!�������� σ ��������� �4�*�! ���������
 ��&���� ������ ������� ! ����!����

���������%��"� ��������� ] − ]7I ] + ]7�� ��!�����+�"� σ � �������� ���������%� γ =
= 5�77 ��
 �
 	�
�� ��*��,���������� K�� γ = 5�77 � � = .K ������ 7= 5�J5
9���������%�

���)��!����)���������%���)��������)��!��-

5�	R − 5�J5� < σ < 5�	R + 5�J5�

���

5�./ < σ < 5�K8


§ 19.4. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

����% �� ��*��!� �*L��� ��������� &��������!�� �������������-

$������� '
.

'
/

1 '
&

N��������!��)��*���������)������� �
.

�
/

1 �
&

�� ������ ��*������ �����"��� "������� � ��!��� �����������
�� "������%��� ����!�������� ��������� ��������"���� ��� "����
���%�� ����!������% ������������ ���������� ��� ������%��
 3��
!�� "������� ��������� ���������������/ (���� �� ��� �� �*L�!�
���� !������ ������ � ��*��!�� ������ �� �������� ��� ����� ��
����������!�� "�������
 $ �����%���� ��������� ������� �� �������
�� 
���
�
�1F��� ����������� !������� ���*+� "���� � ��������� 
�� ��*�����4��� 
 X�! ���������%� ������%�� ��� ��� ��������� "��
������� �
 �
 �������� �� ���������� ��*�����4��� � �����������
+�� ������ ��� &�� ����������  �� ��� ������������������%�����
"�������Y ?� ��4��� &��"� ������� ������ �� !������� ��"���� 
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&��������!�� ��*������� ���������� "�������
 =����� ���!��%!�

!�������� ��"���� - χ/
A�� !������B� X
 �������� X����"������

9������� � ��
 H� �����!����� � !�������� ��"���� χ/
A�� !����

���B�)�������

������������ ��� �� ������ ����������"� ��4� ������������ 

��������� "������� \_ "������%�� ����!������% ����� ������%���
�������������
 ?� ��������� ����������+�� ������ ���������
������+��)�*�����-

R�)����� �)������� ' W � σ W W4= I

/�)����������+��)������� ′�� �+�� ��)@������

′ =�
�U

`�

W

�σ
ϕ ��

"�� �D����� ��*�����4��� ������� UD�������% ����� ���� ������

����)����������� `
' '

�
� W

W

=
−

σ
� ϕ

π
 �` :

`

=
−.

/

/

/ 


$)�����%����)��������)���������)����������+��)������-

′ ′ ′� � �&. /� � �� 


�*������� ����� χ/
����� !�������� ��������� ����� &��������

�!��� � ����������+��� ���������� �������� �� ������������+��
����������+��)�������-

χ /
/

.

=
− ′

′=
∑  �� �

�
� �

��

&
C

 .�

?� ��������*��!���@������ .� ������� �������� ������������
������ χ/


 �*������� �"� ����� χ 5
/ 
 (���� ������� ��� ����� % = & − 0�

���������� ������ ������� �
� ���� "�� &D ����� ��������� �������
��*��!�


3����% ������!� "������� \ ��������� ��!
 (������ �������
���������� �� �
 �
 ����% ����� ���� �����%� �� ��� !������ � ��*����
^ _χ χ5

/ /> � ����+�� ���� �����% �� ����� � *��%4�� ����������%�
�!����%� ��� � ���������������������������������
 $ ��*��,� ����
����� χ /

�� ��������� ������ ���������� � � ����� �������� ���*���
% ���������� J� ����� � �������� χ /

�I %�
 G��� �!����� � ���
χ χ5

/ /> �I %�� �� "�������\ �����"���� �� ������ ���������� �� ��! !�!
������4�� ��*����� !������ �� ������ *��� ��������� ��� ������
"�������\I ������ χ χ5

/ /< � ��\ ���������� �� ������ ���������� �

�*����)�)!������� � *����)��*�)5�5:�)��*�)5�5.�)��*�)5�55.
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=� &��� @������ ������ ��� ��� ���%4� �������� ����� &��������!��� � ��������

���+���)����������)���)���%4�)*���� χ/





� � � � � �
 ��� ������ ���������� 5�5: ��������% "������� � ������%��� ���������

����� "������%�������!�������� ������������&��������!��� ����������!���������-

&��������!��)�������1)K).0)08)J	).5K)8:)05).	

����������!��)�������1)0).	)	/)8/)77)JK)0J).0

$������� χ5
/ � �� )��"�)��������)���������)��*��,�-

� �
� � �′ � �� �− ′  �� �� �− ′ /  �� �

�
� �

�

− ′
′

/

. K 0 0 7 0

/ .0 .	 − . . 5�5J

0 08 	/ − 	 .K 5�08

	 J	 8/ − 8 K	 5�J8

: .5K 77 J 	7 5�	7

K 8: JK 7 8. .�5J

J 05 0J − J 	7 .�0/

8 .	 .0 . . 5�58

χ5
/ J.7= �

6����� ����� �������� ���*���� ������� � ��� ����� ��������� �������& = 8
=���

��- % = 8 − 0 = :
 �� ������ ���������� � = 5�5: � ����� �������� ���*��� % = : �� ��*��,�

�������� χ/
���������� J� �������- χ/

5�5:I :� = ..�.
 3�! !�! χ χ5
/ /< 5�5:I :�� ��� �����

�����)�����"���%)"������� a


§ 19.5. Ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèÿ

�� 5�		���(������ ,���
���
�#� 2���� ��������� ����% ���� � *��
��� ������� ����������%�� ��� @��!,�����%�� 
 3�!���� ���������
�� �% ����� ����!��� � ������� ��� �� �% ����� ���+���� ���"���"�
��!���� ����� � �*L���� ���!� ��������+�"� �������% 
 (���% !���
���� �������� ����� �������� ������������� ��������� ���������
�������� ���"�� ��������
 ����*��"� ���� ����������� ����� �� !
�������@���� ���������� �


� � � � � � � � � � � .
 ?�� ��������� �������� � � � ����� �� �
�������@���� 	�
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����� �� ����%� !�! ��� ��� �"� �������� ��� ����� ���������
@��!,����� !������ �� �������
 #��������� &��� ������ �� �������
@��!,������ .�
 ����% � ������ ����% *��� ������� ����������� ���

!����� @��!,� ���� � �������!����� ���� @��!,� ��� + δ���� "��
δO'� D 
����@�� � R ��������%�� @��!,� � ��������+� �����

������� 
 6�������� ��"�� *��% ������� � = �
/
�� ����� � = �

/ + α�0� "��
����� ��� α ����
� 3�"�� � �������� @��!,������ �����"� ��������
� )�)������)������-

 �  � 
O O ?' O ?' O O?' O ?'+ = + +∫ ∫ ∫ ∫δ δ δ/

5

.
/

5

.

5

.
/

5

.

/

3�!��)�*������)�����+����)&��"�)������� )�����-

∆f O O?' O ?'= +∫ ∫/
5

.
/

5

.

δ δ � 
 0�

G��� �������� ��@�!�������% @��!,�� �'� � ��� �% �� �����,���
�� �� ������ ��� � ������ ����� ��������� 0� � ����������� �� δO ����
��� ���� ��������� �
 �
 �������"���%��� ��������� ���������%�� δ�
�������� ��"�� !�! ������ !����������� � �*+�� ������ �����������
�� ��!�� � ����� *���� ����!�� ���������
 3�! !�! ������� δO �����
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�� "������ ���% � ������ ����� �"���� �������� ����� ��"�� !�! !����
�������� ����� ���4�� ��� ��! �������
 N��� �������� ���� � ����
��+���� @��!,������ ��������� 
����@��� !��@����� � �*�������
��� δf�)�
)�
)�� )�������).

δ δf O O?'= ∫/
5

.


 	�

3�!��)�*������)�)�������%�)��)������)���4�"�)��� �!�)�������

∆f ≈ δf
 :�

$ ��� ����� �� !�"�� ������� �����"� � ������+�� ��� �!�� �������
����� �����*���%� "���� � ������� ��� �����,� @��!,������ D &��
�"� *��!������ ����� �����+����� ���������� �� ���� *��!������ ���
��"� �������� ���%������� � @��!,��� �� !������ ������� ������
��� @��!,������
 G��� ��������% ��@@����,���%��� ����������� ��
����� ��������% ������ �����"�� ����� ��� �� �� ��@@����,����
@��!,��)�)�����,��)@��!,������


 � !��.������ �
����� 6�
�	����� '���(������� ����% @��!,� 
��� ��������� &!�������@��!,������ .�I ���"��� �������� ��������
@��!,������ f �� @��!,�� ��� *��%4� � ������ ��!������� ������
��� &��"� @��!,������ �� ���� @��!,��� ���������� *���!�� !
����������%4� � ��������������� �������� &��"�@��!,������ �� 

���� @��!,��� ���������� *���!�� ! ���
 ��� &��� ∆f *���� ����,��
���%��� � ������ ��!������ � ���������%��� � ������ �������� �� 
���� �!������� @��!,��� �
 �
 � �*��� ����� � �� ��� �� ���!�
 6� ���
����)��������)���

δf = 5
 K�

$ ����� ����� �� @������ 0� ����!���� ��� ���� δf ≠ 5� �� ∆f � δf �����

�����!���� ���!I �� � ���� �������� ����������� δf �� δO����������
�� ���!� � δO � δf ������� ���! ��
 @������ 	��� ��� ������������
�������+���


'������)K�)�) �� ��� )���*�������)��������)&!��������

+� 8	�������9���	��$!��!������ �������� �����,� @��!,�����

��� ������ ��� � ����+%� @������ 3������ ��
 ; 8
7�
 ����%� ���
�������)�������������� )@��!,�����)����

f f O D ' O ?'
B

C

= = ∫^ _  � � �

"�� � �������� ����� +�� �� '� O = O'�
 9������� ��� �������"���%���
@��!,�� � ��������������� ����% @��!,������� ���������� � �*���
���� ������������ �������� ������������ �� �����"� ��� �!�
�
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3�"��

∆f D ' O O D ' O ?'
B

C

= + −∫  � �  � �� 
δ J�

6� ��! !�! D ' O O D ' O D ' O OO � �  � �  � �+ = + ′ +δ δ � "�� ����� ���"����"�
′D ' O OO  � �δ ���� ����� ���4�"� ��� �!� �������� ��� ��������  � J� �

��*������ )&��)������)�������-

δ δf D ' O O?'O

B

C

= ′∫  � � 


?� )@��!,������

f f O D ' O O ?'
B

C

= = ′∫^ _  � � � 8�

�����"����)��������-

δ δ δf D ' O O O D ' O O O ?'O O

B

C

= ′ ′ + ′ ′ ′′∫  � � �  � � � � � 7�

"�� δO′ ����� �������% � !�! δ��′� � !�! δO�′� ��! !�! ���������� ��
��������)����)@��!,��)�����)��������)��)�����������


#���������@��!,����� 8�� "��DR ������� @��!,� � �� CR ������
��� ������� ����"�������� 
 ����% �+��� &!������� &��"� @��!,���
���� ��� �������� !������ ������ �

��� = ��� �C� = �C/ .5�

6�)���������)@�����)K�)�)7�)��������-

  � � �  � � � � 
′ ′ + ′ ′ ′ =′∫ D ' O O O D ' O O O ?'O O

B

C

δ δ 5 ..�

N�� ��������� ������ ������ �%� �� ��*�� �����,�� δO� �������
���� �+��)������4��� �

δO�� = 5� δOC� = 5� ./�

!������ ����� �� ��"�� ���*� � + δ� ���������� �� ��� �� ������ �
.5��)���)� O


=���"���� �� ���� � ������ ���"����� � ..� � ������  �������
4����)./��)�������-

5 = ′ + ′ − ′ = ′ − ′∫ ∫′ ′ ′D O?' D O
?

?'
D O?' D

?

?'
DO

B

C

O B

C

O

B

C

O Oδ δ δ �




∫ δO?'

B

C




������ � ���� ��������� � ��*��� δO ����!���� ��� ��������� � �!�*�
!��)��������"�)����"����)������������)�����)����


=��!�)��)���4��)!)��!)�����������)��������� g�����

′ ′ − ′′ ′ − ′′ ′ ′− ′′′ ′ ′
D ' O O D ' O O D ' O O O DO 'O OO O

 � � �  � � �  � � � /  � � � 
' O O O′ ′′ = 5
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$����� ��� &�� �*�!�������� ��@@����,���%��� ��������� �����"�
��� �!�


4���������������������	�����	��������9���	��

�� �������"���%�� @��!,� D � 8�  ��� �� ������� �� '� �
 �
 D =
= D O� �′�


$ &��� ������ ��������� N����� ����� �������� �� �′ ����� *��%

���������� � ����
?

?'
D O D O � �− ′ ′ =′ 5 ��!��� �������� ��@@����,���%�

���)���������)�����"�)��� �!�

D O D +O− ′ ′ =′ � .0�

"�� )"R ��������%�� )����� ��� 

*� �������"���%�� @��!,� D � 8�  ��� �� ������� �� �� �
 �
 ′ =D O 5


3�"��
?

?'
D O′ =′ 5� �� ����������%��� ��!�� ����� ��@@����,���%���

���������)�����"�)��� �!� ′ ′ =′D ' O +O  � � 

�������� @������ .0� ! ������ �  ������������ !����� �������

���% � �
 /
 3�� &�� ������ ������� *��� ! ���������� ������%4�"�
������� )@��!,������)/�


3�! !�! � /� �������"���%�� @��!,�  ��� �� ������� �� ' � ��
���������)N�����)�����)*��%)��������)�)@����).0�
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/
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?� )��4��� )�������� ).	�)������� O′ = ghϕ
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O += .

/i]c �ϕ .:�
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?

?'
′ = −/ . i]c cSj �ϕ ϕ

ϕ

��)�������

gh ���ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ= − = −/ /. .
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�������)����%)/ϕ = π − θ� d
+

+ +
+

= = −.
/

.

/ /
� �

π
�������-

' = d θ − cSjθ� + )� O = d. − i]cθ�


3�!)!�! O = 5)��� ' = 5�)�� θ = 5)� ) = 5
)3�!)���

' = d θ − cSjθ�� O = d . − i]cθ�

N��D ��������� ,�!�����
2���� d����� *��% ������� �� ������ 

�C� = �C

=��!�)*�������������) �� ��� ),�!�����


§ 20.2. Ýëåìåíòû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

�����,������ ����������  �� ��� �������������� ���!�����"�
�����������!�"� �������
 9 �"� ����+%� ������ �� ���"�� ����� �
��������% ��4���� ������ ��������+��� �������!�� &��!�����!�� ���
������!� � ���"�� �*���� � ���!� � �����!�
 �����,������ ��������
��� ������� �� ����������!�� ������ ,���"� � �� ���������� �����
���)�������)�)����!�������� )�����������!��)������


$ &��� "���� �� ������������!������ ��� �� �����,�����"� ���
������� � �������� �"� ! ��4���� �������� ��@@����,���%���
���������


�� 0��	���	� � �,�.	������� #��������� @��!,�� K >�� �������
������ �� ���� �������� ��� � �*�����+�� ������+��� �������
����-

�� @��!,� K >� �� ��*�� !���������������� ���e> ��� ���������
���)���)�����)!�������)�����)���!�)�������)�����"�)����I

*� K >� = 5)��� > d)5I

��)��+�������)��!��)�����( k)5))� ]5 ≥ 5�)��� Z  �ZK > (: ] >< 5 �� )���� >


'������ *� ������� � �� �� � ���� ��� �� ���"�� ������� @���!� �
�����!� ��"����� > �������������� !�! ���� 
 ��&���� �� ����� ����
���� � !�! ����� ��* @��!,� K >� �� ��!�����"� �����%��"� �������
��������)!������)���"��)�����)���� �%)������)����


'������ �� ��!�������� �"��������� �� ����!��� ����� @��!,��

K >� ��� > → +∞C
� �*���������� ��� ����� ��+���������� ��!������

��������+��� � ���%���4�� ����*�������� ����"�����
 ��� �������

��� ��� @��!,� K >� ��� > → ∞ ������ �� *������ ��!������%��� @��!�
,��
 $ ���������� ��������� ���������� ��� ��������� ��*� �"�����

����� @��!,� � &��� ������� ��������� ]5 = 5� � ��������� @��!,��
>
%
% k)5�
)2���� ]5 ��������� ����	������"�����/

:..

C
$)���%���4��)����)!���!����)*����)�����% ∞ ������)�∞




X����� @��!,�� K >� �������� � ������������ @��!,�� D �� !���

���!���"�)���������"� � = ] + �τ ] k ]5��)����"� 

D � K > : ?>�> �  � 
= −
∞

∫
5

C
.�

P��!,� D �� ��������� �	� ������� @��!,�� K >�� � @��!,� 
K >�� ���������� �+� �!������� ��4� ���� ������ �� ��������� 
���-�����/����� ����% ��������� .� ��������� ���-����� =������
�� @��!,�� K >�� a ������� ��� �� @��!,� !�����!���"� ��������
��"� � ��������� ���� ��	�
����"=������ ��)@��!,�� K >�


G��� D ��  �� ��� ���*�������� @��!,�� K >�� �� &�� �����������

� ��!- K>� :← D�� ��� h^K >�_ = D �� �����!� ���������� ���"�� �� ����
*������ )!)���"������


( � � � � � � � �
 G��� @��!,� K >� �� ���������� �� ��� *� ������ �� �!�������

��4� ���� �������� �� ��� ��  �� ��� ���"������
 3�!� ��������� @��!,�� gh > �
.

>
��

��"�� *��% ���"�������� ��! !�! ��� ����� ���!� ������� /�"� ����
 P��!,� : > / ��!��

�� ����� *��% ���"������� ��! !�! �� ���������� �� ������� �� D ��� ������ *�������

���)@��!,� (:] >5 !�!���)*�)��)*���� � ]5�


�� ��:�
�������� �,�.	�������

=���� ����� ������+�� ��������
!������ �� �������� *�� ��!����
���%����


3 � � � � � � . ������� ��+����
������ ���*������ �
 3�� 
����-�
���-���� K >� ��F���
��� �	� �����
�� D ��. ���������� 
 �����������

��� lm� = ] > ]5� -�� ]5 R ����	����#
����� ���-���� ���/ HGi�/ I ������
����� *��� ������������� !��@��
D �� ����� ����	
���1 �1 �-� ���

�����/ j���� ��-�. ���� lm� = ] → ∞�

�� �	� ������ D �� → 5


:./

#��
)/.5

C
=���"����)��� +��)!)������)�����)���������).��)������� ��� )������+��)�*�����-

K > : ?> K > : ?> K > : : ?>�> ] � > ]> � > �  �  � �−
∞

− +
∞

− −
∞

∫ ∫= =
5 5 5

τ τ∫ ∫

∫

= − =

= −

−
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−
∞

K > > � > : ?>

K > : >?>
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 �i]c cSj �
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τ

5

5

� K > : >?>]> � cSj−
∞

∫ τ
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3 � � � � � � / ������� �������������� ���"������
 J��� D �� �
�
������ �	� ������� �
�� ���-����
 K.>� � K/>���� *�� ���-���� ��
���
��1�"
�"
���"������."
"�������"��"������
�/

$ ��!������� �������� ��� ���*������� �*������ ��������� ���
��������
)N��)�������)���-

.� ���*������� ����������� ���"����� �� ����� ����� ����������
���)���*������ )��)&��)������)�
)�
)����

K>� :← D���)�� MK>� :← MD���

/� ���*������� ��"�*������!�� ��������!��%!�� ���"������ ����
�� ��"�*������!�� ����� ���*������� &��� ���"������� �
 �
 �����
���������

K.>� :← D.��� K/>� :← D/���
��

K > K >. / �  �± :← D � D �. / �  �
±
N�� �������� ����!��� �� �������� ���������� ����"����
 3�!�

���������

K > K >. / �  �± :← E  �  �FK > K > : ?>�>

. /

5

± =−
∞

∫

= ± = ±−
∞

−
∞

∫ ∫K > : ?> K > : ?> D � D ��> �>

.

5

/

5

. / �  �  �  �


�� �	���	� ����
����� �,�.	������� $ ���%���4�� ��� �������
*��� )������+� )�����


W � � � �
 J��� ��� ���������-� ����� A = ' + �O �-� �����
����#��
����# lmA = ' k)5)� C R"�����
����#��"��������� �� RST 
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→ ∞
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§ 21.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
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"������ D � �����%���� ��������� ��!�� �� ���"������
 G���
�!��������� � ��������� �� ����� ���"������� ������� !������
�� ��������� � �����"� ����� �� �� � ���������� ��� &��� ���"��
����� *���� ������� �� ��4� �/ 9!�������% ����� ��*�� � �����
���% �� ����� ����� � ��������%��� @��!,�� D � �����%���� �����
��������� @��!,��
 G��� @��!,��� ! !������ ������ ��� &��
�����,��� ���������� �� !�!����� �����!� E�� CF ���� �!����� ��
���� �������� ����� �� � ���������� � �����%���� @��!,�� �*�����
�� ��� �� ���������
 6�!���,� � ������ ����� ����� �!�������%
����� ��*�� � �������% �� �����I *���� ��"�� ������ ����"� �����
����� ������������% ����� ����!� � ���*+� ���� �������� ��*��
�� ����!��� ����� +�� �� � �����- '.� '/� 1� ���
 9���!� �����
�!�������% '.� '/� 1� '�� + O.� �/� P� O�� = '. + O.� �/ + �/� 1� �� + ��� �
�������% �� �����- ��.� �/� 1� '�� = M'.� ��/� 1� ����� ������ �� !��
��� ��!�� �� ����!�
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���� �� ��*�� ���� �"� &�������� �+� ���������� ��!������� '� �

���������� ����� ' + O ∈ h � �� ��*�"� ' ∈ h � ��*�"� ����������%���

"� ����� α ���������� ����	
����� α' ∈ h� ������ �� ��*�� &������

��� �� � � A �� h � �� ��*�� ����������%��� ����� α � β ���������
������+��)������ -

.� � + � = � + �I

/�)' + O� + A = ' + O + A�I

0�)��+�������)��!��)��������)&������)5 ∈ h���� � + 5 = �I

	� �� !����"� ' ��+������� ��!�� &������ −' ���������� ������


�������� ! ���)��� ' + −'� = 5I

:�).)> ' = 'I

K� αβ'� = αβ�'I
J�)α + β�� = α� + β�I
8� α' + O� = α' + αO/
� � � � � � � � � � � /
 =����� ������������
�� h. �������"�

������������ h ��������� ��������� h.� �������+��� � h� � �������
���%�� �������� �����,��� ������������ � h� ����  �� �+��� ���
������)�������������
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���*����� ��!������ ��������%��� ��!������ ����!�����  �� ��� 
�������� ������������� �"� �*������� ����� I/�� ������ W/ D ���
������ ��������������� I0
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���� �� ��4� � � R �������%��� ������
 �����,�� ������� ��!��
���"������� � �������� �� �� ����������%��� ����� ���������
�*������ ���������
 ��������� ������ .D8 ������ ��� � ��&����
^2���_  �� ��� �������� �������������
 (������� ��� ^2� − .' �_ D
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����% �� �� 1� � R &������� ������������ h� � α� β� 1� λ D ��������
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3�"�� ��������� α' + βO + 1 + λ` ��������� ������ ��� ��@���
&�������� �� ��)1� �


N������� �� �� 1� � ������������ h ��������� ����� 	�
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��� ���� ��+������� ����������%��� ����� α� β� 1� λ �� ��� ������
�����)�� )!������)�����)�����)���������

α' + βO + 1 + λ` = 5
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3 � � � � � � 0
 J��� ����# *������
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?���������%��� ������� !��*���,� �!������� &�������� �.� �/�
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,��� �����%���
 ������ � ������ ������� . ����� �������� ��� ��������
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�����)����������% � + .


§ 21.2. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

� � � � � � � � � � �
 W������� ������������ ��������� �
������

��. ���� � ��� ���������� �����,� �!�� ���"� �������� - ��*��

:/K



���� &�������� ' � � ������������ ��+��������� ������ �*����������
�������� �� �� � ���������� �������� ����	
������ ��!����� ' � ��
������ ������ ��� ������+�� ������ � !�!��� *��� *��� ��!����

�� �� A �)����� α-
.
)'� �� = �� '�

/
)'� '�)k)5�)���� ' ≠ 5

0
)' + O� A� = '� A� + O� A�

	
)α'� O� = α'� O�

�������� ��� �� ������ 	 ��� α = 5 ������� ��������� 5� O� = 5� �
 �


�!�� ���� ������������ ������"� ��!���� �� ��*�� ��!��� ����� ����I
����� ����� � ���������� �!�� ���� !������ ������"� ��!����


��������)�������)��!�������)�����������

.
 $ �������� ������������ I0 �!�� ���� ������������ ���� ��!���

��� B C� ��������� ��!� !�! � ; /
/ �
 .�I ������ .D	 �� ��"� *����
��������� ��
 ; /
/� �
 .� �������� .D	�
 9���������%��� ��������
������������ I0 ���� ���*����� ��!����� � �!������� ������������
�!�� ���"� �����������  �� ��� ��!������� �������������
 G�!�
������ ������������ �*������ ��!�� ����!������% ��!������ ������
���%��� ��!������ ����!���� ��� ��!������ �� ����� �
 �
 ��������
������������ I/ � I.


/
 #��������� �������� �������� ������������ 8�� ���� ��������
����!�������� � ����������%��� �����
 9!�� ���� ������������ ����
�"�)&�������� ' = '.� '/�)1� '�� � O = O. � O/�)1� O��)���������)@�������

'� O� = '.O. + '/O/ + 1 + '�O� .�

�� �����"�� � @������� J� �� ; /
/
 W�"!� �����%� ��� ������ .D	 �� 
��"� ������ ��� 
 3�!�� �*������ ��������������� �������� ����
��������� �� �!�� ���� ������������� .�  �� ��� ��!������� ����
����������I)�"�)�*�������)����� J�/

$��!������������������� ���� � ��� ��� ����� ������ &������
�� ' �])@������ Z Z  � �
' ' '=

=� ������ 	 �!�� ���"� ����������� �������� ��� Z ' Z k 5 �� ' ≠ 5I
Z � L = 5)��� ' = 5


9 ����+%� ������� . � 0 ��������Z Z  � �  � �α α α α' ' ' ' '= = =/

=Z Z Z Z�α ' �
 �
 Zα' | = Zα Z Z ' L� ��!���� � ���������� �������� ��� Z 5 Z�5
 N���

����� ����� !�����"� ����� �����,�� ��������� ������
���/ ?� 

!����"� &������� ' ≠ 5 ����� �������% �������������� ������� � ��

����� α = .

Z Z
I

'
��������� �������� ��������� ������
���� &�������

�� �*����� ��!����� ������*� ���� ������ D A��������� ��!�
���B)D)��
);)/
.�
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?�!�����)���
L �� O� Z ≤ Z ' Z Z � L/ /�

?���������%���

5 ≤ Z ' + α� Z/ = ' + αO� � + α�� = �� ��α/ + /�� ��α + �� ��


���������� ����� ������ ������������� !�! !����������� ��������
���������%��α
 3�! !�! �������� ������ �� ���!� �� �"� ���!��������
��������������)�
)�


'� O�
/ − '� ���� O� ≤ 5

���
�� O�

/ ≤ '� '�O� ��� 0�
��!���

Z � �Z  � �  � � � �  � �  � � Z ZZ Z�' O ' O ' ' O O ' ' O O ' O= ≤ = =/

���)�)���*������%)��!����%

6���������� /� ����� �������� ����������� X�4� D M�� !���!�"�
$
)b
)M�� !���!��).85	D.887�)D)����!��)��������!�


9)�����%��������)�����������)/�)�����

L ' + O Z
/ = ' + O� ' + �� = �� '� + /'� O� + O� O� ≤
≤ Z ' Z

/ + /Z ' L L O L + L O L
/ = Z ' L + L O L�

/
�

��!���
Z � + O Z ≤ Z � Z + Z O Z
 	�

6����������)	�)��������� ���
���
��"����-��#���/
$ ��!������� ������������ I0 � �*����� ������������ �!�� ����

"�)����������� )�����)��!����)���������)�)�"�)������)�

 � � Z Z Z Z � Z Z Z Z Z Z
B C B C B C B C/ / /≤ + ≤ +
$ ��!������� ������������ n� �� �!�� ���� ������������� .�

�����)&������� ' = '.� '/�)1� '�� ������� ��� )@�������

Z Z �' ' ' ' �= + + +.

/
/
/ /�

�)�����������)0�)�)	�)���������)���-

 �  � �' O ' O ' O ' ' ' O O O� � � �. . / /
/

.

/
/
/ /

.

/
/
/ /+ + + ≤ + + + + + +� � � �

 �  �  �' O ' O ' O

' ' ' O O

� �

�

. .

/
/ /

/ /

.

/
/
/ /

.

/
/

+ + + + + + ≤

≤ + + + + +

�

� / /+ +� O � 


$ ��!������� ������������ ������� ��� ��� �"�� ����� �������
����)&��������� ' � � ��)@������

i]c � �
 � �

Z ZZ Z

 � �

 � �  � �

' O

' O

' O

' O

' ' O O
= = :�

?� ��!����� &�� ����������� ��������� � �*����� ������������

�"��
 ��������)��� Zi]c � �Z' O ≤ . �)����)�����������)/�
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G��� &������� ' � � ������� ��������� �
 �
 � = α�� �� �� @������

:� �������� ��� i]c � �' O = . ��� α > 5� i]c � �' O = −. ��� α < 5
 �*����

��� ��!�� �����- ���� i]c � � �' O = ±. �� &������� ' � � ������� �����
����


N������� ' � � ��������� ����-���#���� ���� '� O� = 5
 9������
&�������� �.� �/� 1� �� ��������� ����-���#��� ���� ��� ������� ���
��"����%��
 ����"����%�� ������� &�������� ���"�� ������� �����
������
)$)�����)�����)���������

α.:. + α/:/ + 1 + α�:� = 5 K�

��������� ��4%���α. = α/ =1 = α� = 5� ��! !�! ��� �!�� ���� �������

������������ K� �� ��*�� ��!��� :% &��� ���������������α%:%� :%� = 5�

��!��� α% = 5 % = .� /� 1� ��

$ !������������ ��!������� ������������ ���*���� ���*�� ���%�

�����%� ����-���#��  �	����� �
 �
 *������� !������ ������������
 �� ��� ����"����%��� ��������
 ?���������%��� ���� :.� �/� 1� �� ���
!��)*�����)��)��*��)&������ ' �����)����������%)�)����-

�o α.�. + α/�/ + 1 + α���.

��!���)�����)�!�� ���"�)�������� )�� �%�

α %
%

% %

' :

: :
% �= =

 � �

 � �
 � � � �
. / � J�

P������ J� ����+���� � ���� &������� �.� �/� 1� ��  �� ��� ����
�����������I)��"��)����������%)�����)�����,�


����"����%��� *���� �� ������������� &�������� ��������� 
�
�����
��  �	����/ $ ���������� ��!������� ������������ W0 ��!��

*������) �� ��� )*���� � [ %� � 


§ 21.3. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

���0�	�����������	���	��
� � � � � � � � � � �
 M���� "������%� ��� � �������� ���������

���� h ����� ��������� ��� ���� ��	�
���� A� ���� !������ &���
����� ' �� h �� ��!������� ������� ��������� � ������������ &���
���� A�� ����������+�� h� �
 �
 A D &�� @��!,� � �*����%� �����
������ h � ���������� ��������� ����������+�� h/ �������� A

��������� ������� ���� �� ��*�� ���� &�������� ' � � � �� ���

*�"� ����������%��"� ����� λ 
�����1��� ��
���
� A� + O� = A' +
+ AO� Aλ'� � λA'


����% A D�������� �������� � �������� ������������h � �.� �/� 1�
�� R *���� � h/ #��������� &������� A�. � A�/� 1� A��/ 3�! !�! &��
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 $ �*����� ���������� ������������ ����% A' *���� ��!���� �������

������ � ��!����� ' ���������%�� ����!���� �0�/ W��������% &��"� ��������� �������

��
 G��� �.� �/� �0 D ��������� ��!���� �� ���"��%��� ������� !��������� �� A�. = �.�

A�/� �/ � A�0 = −�0 �)�����,�)�������"�)��������� A

. 5 5

5 . 5

5 5 .−

















� � � � � � /
 $ �������� ������������ ���"������� ^I�>�_ ������� �� ��4� �

�������

A'>�� = '′>�/

W��������% &��"� A��������� ��@@����,������� B ����!��� �� �������� ������ ��@�

@����,���%��"� ��������� 
 2��*� ����� �"� �����,�� ��*���� � !������� *������ ���

�������)��!����

: : > :
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 W������� �������� ��������� �������
���� ���� �� ����*������

��*�� &������ ' �� h � ����"� ��* 
 3������������ �������� �������� �*��������
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����� E
 3�!�� �*������ E' = '/ ��&���� E:% = :%� % = .� /� 1� �� � ����������%��� �����,�

��������� E �����)���
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)�
) �� ��� )���������)�����,�� J/

� � � � � � 	
 �*������� ����� O ��! ���������� ������� ��������� ������� ����

���������� O' = 5)�� )���� � �� h
)H����,�)&��"�)���������)�������)��)�����)�����


�� )��
���� �� ��������� ���	���	���� ����% A � B D ��� ������
���%��� �������� ��������� � �������� ������������ h� λ R ����	�

��#��"�����
����#��"�����"� ' R ��*��)&������)�� h


� � � � � � � � � � � .
 )����� �������� ���������� A � B �������
��� �������� CI ������� ���� ���������� C' = A' + B'
 �*����������
C = A + B

� � � � � � � � � � � /
,���	
������ �����-� ��������� A � �����
λ ��������� �������� C� ������� ���� ���������� C' = λA'�


�*���������- C = λA

� � � � � � � � � � � 0
,���	
������ �����-� ��������� A � ���

���� �������� C ��������� �������� C ������� ���� ����������
C' = AB��


�*���������- C = AB

��������� A + B � AB  �� ��� ���������
 ?�!���� &��� ������

���� �� ��������� A + B/ ?���������%��� �� ��*�� &�������� ' � � �
��*�"�)����������%��"�)����� λ �����_

A + B�� + O� = A' + O� + B' + O� = A' + AO + B' + BO = A + B�� + A + B���

A + B�λ'� = Aλ'� + Bλ'� = λA'� + λB'� =
= λA' + B'� = λA + B�'


3 � � � � � �
 ����% A � B D ��� �������� ��������� � ��������
������������ h^ λ R ����	
��#�� �����
����#�� �����^ :.� :/� 1� :� D
*���� � ������������ hI 8 = B�%�� W = C�%� D �����@� ������ ��������
��
 A. B 
 	�����  �	���/ <�-�� 
 *���  �	���_ .� �����@� �����-�
��������� A + B ���# 5 + II /� �����@� �����-� ��������� λA ���% λ8^
pY �����@�"�����-�"��������� AB ���% 5I/

? � ! � � � � � � % � � � �
 �"�������� ��!������%����� ���������
�� ).�
)=����-

 �  �A B A B+ = + = + = +
= =

∑ ∑: : : B : C : B C :% % % �% �

�

�

�% �

�

�

�% �% �

�. . =
∑

.

�

� .�

% = .� /� 1� �
 (���% �����%������ ���������� ����� �������� ��������
��� � �����,� �������"� ���������
 #�������� .� ��������� ��� ��

:0.



����������� � ����!�� % ����*,������,��������"� ���������A + B � *��
���� :.� :/� 1� :� �������� ����� B�% + C�%� �
 �
 &�� �����,� ����� ��� 5 + I/

=� &��� ������� � ��������� ������� �����, ; 0
.� ����!���� � ���
��������)������+��)��������)������� )�)�������� )����������-

.
 A + B = B + A�

/
)A + B� + C = A + B + C��

0
 A + O = A�

	
 ABC� = AB�C�

:
)5)> A = O�

K
 AE = EA = A�
������������ �� AB� ���*+� "���� � ��������� �� ����������� BA�
��! !�!�����������������,� ���*+� "���� � �� ������ ��� ��������
�����%����)��!���);)0
.�)�
):�


0 ����� � ��������� ���������A��������� ��������A
−.
��!���

��� AA
−. = A

−.
A = E� "�� E R ������������� ��������
 �������� A �����

�*������ � � ��� ������ A ��������� �
��������� � ��� � ���%!�
� ��� ������� !�"�� �"� �����,� 5 ������������ ��� &��� �����,� �*�
�����"�)��������� A

−.
�����)�*������)�����,� 8

−.



��������� ������������� ��4� � �������� . � 0 ��������� D ���
������������)�)�)��������)/D	)D)�����������


����.
������� �����	� � 
�.
������� ,������� ��������� ���	���	��
� � � � � � � � � � � .
 )� ��
��� 
������� �������"� ���������

A� ��������+�"� � �������� ������������ h� ��������� ��������� ��!�

��� ' �� h ��!��� ��� �� ��!�����"� ����� λ 
��������� �����$���

A' = λr
 /�

2���� λ � &��� ������ ��������� �� ��
��� 	������ ������� ���
�����"� ��������� A/ V���� �� ��� ��*�������� ��!��� ' �����������

��*���������)�������� λ

=� /� �������� ��� ��� �������� �������"� ��������� ��*��������

��!���)������)��������� )��)��!������)�����
)#���������)�����,�
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� ������ *�����
 #�������� /�� ������� �+�� ��� ��� ��*�������"�
��!���� �������"� ���������� � ������ �������� ������������� � �
 /� �
��������� �*�������� � ����4��� ��!-

8' = λ' 0�
���)�)�����������)����
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Ãëàâà 22. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

§ 22.1. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

���� �� ��������� ������� ����� V������ ��� *�� ���������� ���
��� ��
 ; 0
	� ��
 K � 7�
 6��� ���������� �+� ��� ���"�� ������- ����
������)����"���������)�)���������)��4����)���������
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������ �������� �����"� ����"����
 #��������� ��� �����*� ���*���
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.� �� ��������!�� � @������ 0�D �� ��*��!�
 ��&���� �� ����4��� 
�������� ����������� �� �% ������� ���@�������!�� &��� @�����-

K ' ?'
C B

�

K B K C
K '

B

C

%
%

�

 �
 �  �

 � 
∫ ∑≈ − +
+



=

−

/ .

.

	�

N�� @������ �������� !������� �����,��� ��! !�! �� "����������!��
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§ 22.2. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé
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�� 2���� '5 ��������� ����� @��!,�� K ���
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9 ���"�� �������� ��� ���������� ������ ������� �����������
�����%������ �� ���"�� ����� � ����� ������%�����%� ��4% ���*���
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 �� �!������� ��������
4���!����%����� ���*�������������������4��� ��������� .�
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 G������ &����*�������� � ����� !�!������
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������� ������������������!��� �� � ���� �������/���
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K@��!�
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��� .� ����� ��� �� !������ ���� ���� !����%
 G��� ! ���� �� @��!,� 
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 �

&��� !����% ������� �� �����%���
 G��� �*�������% &���� ��!� ���������
���� !����% ����� α� �� ����� �����%� � ��� B d α d C
 ?� ���%���4�"�
�������� ������� α ������ ��� ��������� ������ ��
 �����


��*��� �	�.�����% �� �������������� K B� d 5� K C� k 5
 3�"�� *����
��������%��� �������� ������ � � C � ������ �� K M�� ������ ����% ���
+������ ���%!� ���! K � �
 ?�������� ��� K M� k 5
 (������ Bdαd M
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������ *���� !�!�����*��% �������� ?����� B� �� ������ �� K ?�I ����
K ?� d 5� �� ? r α r M� � �
 �
 ��� &��� ������� �� ?� 1 *����� *���� ���
����� ��������%����� ���*���� �� ��������� 
 (������� ��� ����
Z K B� Z ��������%�� ���%4�� ��� K C�� �� �����%�� ���� ���� ��� α �!��
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���
G��� � > C �)�� C < �/

G��� � > C � C > M�)�� � > �/

G��� B > C�)�� B + M > C + M


G��� B > C � � > 5�)�� BM > CM


G��� B > C � � < 5�)�� �� < C�/

G��� B > C � M > ?�)�� B + M > C + ?


G��� B > 5� C > 5� M > 5� ? > 5�)������ � > C � M > ?�)�� BM > C?/

G��� B > C > 5)� �D)�������%���)������)�� �
� > C

�
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$�,��������������������
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/ − C
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/ = B − C�
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� − / + B
/
'
� − 0 + 1 + B

� − /
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gh' + π%� = gh'�

igh' + π%� = igh'�

"�� % R ��*��),����)�����
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/
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. 0 − 5 −

ighα − 0 .
0

0
5 − 5

� � � � � � � � � �
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ghα α
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.� gh/α
α
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gh
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α α
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gh gh

gh gh
 �α β α β

α β
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gh ghα β α β
α β
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gh > ighα −ighα −ghα ghα ighα −ighα −ghα

igh > ghα −ghα −ighα ighα ghα −ghα −ighα
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gh ' = B� ' = auighB + π��

igh ' = B� ' = auiighB + π�� �D),����)�����
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− ≤ ≤π π
/ /

auicSj ' � 5 ≤ ≤auii]c' π�
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/ /

auigh ' � 5 < <auiigh ' π


auicSj � auicSj �  � �− = − − = −' ' ' 'aiui]c aiui]cπ
auigh auigh auiigh auiigh � �  � 
− = − − = −' ' ' 'π

.0
 3������)�������-

B C M
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= = �
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