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ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ êíèãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷åáíîå ðóêîâîäñòâî ïî ìåòîäàììàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ïîäãîòîâëåííîå äëÿ ñòóäåíòîâ �èçèêî-ìàòåìàòè-÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Îíî íàïèñàíî íà îñíî-âå ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð íåîäíîêðàòíî ÷èòàë ñòóäåíòàì Äàëüíåâîñòî÷íî-ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, Äàëüíåâîñòî÷íîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåð-ñèòåòà è Äàëüíåâîñòî÷íîãî òåõíè÷åñêîãî ðûáîõîçÿéñòâåííîãî óíèâåðñèòå-òà. Â íåì âûâîäÿòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ, ìîäåëèðóþùèå ðàçëè÷íûå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû, è èçëàãàþòñÿ îñíîâ-íûå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óêàçàííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Îòìåòèì äâå îñîáåííîñòè íàñòîÿùåãî ðóêîâîäñòâà. Ïåðâàÿ ñâÿçàíà ñòåì, ÷òî îíî íàïèñàíî íà îñíîâå ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ. Ñóùíîñòü ýòîé ìåòîäîëîãèè, êàê èçâåñòíî, çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäå-íèè çàäà÷è èçó÷åíèÿ êîíêðåòíîãî îáúåêòà, ïðîöåññà èëè ÿâëåíèÿ ê çàäà÷åèçó÷åíèÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî �îáðàçà� èëè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ïðè-ìåíåíèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíåé õîðîøî ðàçâèòûõ ê íàñòîÿùåìó âðå-ìåíè àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ àëãî-ðèòìîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèå ÝÂÌ, è íîâåéøèõ èí�îðìà-öèîííûõ òåõíîëîãèé. Âòîðîé îñîáåííîñòüþ ðóêîâîäñòâà, òåñíî ñâÿçàííîéñ ïåðâîé, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàðÿäó ñ èçëîæåíèåì ðÿäà ñòðîãèõ ìàòåìàòè-÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,áîëüøîå âíèìàíèå â êíèãå óäåëÿåòñÿ è �èçè÷åñêîìó àíàëèçó ïîëó÷åííûõðåøåíèé. Ïîýòîìó èçó÷åíèå äàííîãî ó÷åáíèêà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñêàê äëÿ ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûå âñåãäà áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿþò ñòðîãî-ìó îáîñíîâàíèþ ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, òàê è äëÿïðèêëàäíèêîâ. Ïîñëåäíèõ, áûòü ìîæåò, íå âñåãäà èíòåðåñóþò äåòàëè äî-êàçàòåëüñòâà òîé èëè èíîé �îðìóëû è å¼ ñòðîãîå îáîñíîâàíèå, íî âñåãäàèíòåðåñóþò òå âûâîäû î ïðîòåêàíèè èçó÷àåìîãî �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà, êî-òîðûå ìîæíî ñäåëàòü íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èçó÷åíèè�èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, áåçóñëîâíî, èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ,íàïðèìåð, ñ ìåòîäîì íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ïðåèìó-ùåñòâ ìåòîäà îòíîñÿòñÿ åãî áåçîïàñíîñòü, ýêîëîãè÷íîñòü, îòíîñèòåëüíàÿáûñòðîòà, óíèâåðñàëüíîñòü, ýêîíîìè÷íîñòü. Áîëåå òîãî, èññëåäîâàíèå íåêî-òîðûõ àêòóàëüíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåì âîçìîæíî òîëüêî íà îñíîâåìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ââèäó ãóáèòåëüíûõ ïîñëåäñòâèéïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü çàäà÷ó îãðîì-íîé âàæíîñòè, ïîñòàâëåííóþ ïåðåä ó÷åíûìè ÑÑÑ� è ÑØÀ â ñåìèäåñÿòûõãîäàõ. Îíà çàêëþ÷àëàñü â èçó÷åíèè ïîñëåäñòâèé ëîêàëüíîé ÿäåðíîé âîéíûìåæäó âîþþùèìè äåðæàâàìè, ñîñòîÿùåé èç îãðàíè÷åííîãî îáìåíà óäàðà-8



ìè ïî êðóïíûì ãîðîäàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëîé ÷àñòè ÿäåðíîãî çàðÿäàïîðÿäêà 100 ìåãàòîíí. Äî èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî îñíîâíûìè ïîðàæàþùèìè �àêòîðàìèÿäåðíîãî îðóæèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîíèêàþùàÿ ðàäèàöèÿ, ñâåòîâàÿ âñïûøêà èóäàðíûå âîëíû, ñîïðîâîæäàþùèå ÿäåðíûå âçðûâû. Îäíàêî ïðîâåäåííûå âîáåèõ ñòðàíàõ âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ìà-òåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ïîêàçàëè, ÷òî ãëàâíûì ý��åêòîì, ñîïðîâîæäà-þùèì ëîêàëüíûé ÿäåðíûé êîí�ëèêò, áóäóò íå ðàäèàöèÿ è óäàðíûå âîëíû,à áûñòðîå è äîñòàòî÷íî ñèëüíîå îõëàæäåíèå âîçäóõà íàä êîíòèíåíòàìè.Â ñëó÷àå �100 ìåãàòîííîãî êîí�ëèêòà� ïàäåíèå òåìïåðàòóðû ÷åðåç ìåñÿöìîæåò ñîñòàâëÿòü â íåêîòîðûõ ðàéîíàõ ñâûøå äåñÿòè ãðàäóñîâ [45, ñ. 225℄.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èçìåíåíèå ñðåäíåé òåìïåðàòóðû íà Çåìëå äàæå íà1�2 ãðàäóñà ìîæåò ïðèâåñòè ê êàòàñòðî�è÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì äëÿ ÷åëîâå-÷åñòâà. Òåì ñàìûì ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íàãëÿäíîïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî ÿäåðíàÿ âîéíà áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ãëîáàëü-íûìè êàòàñòðî�è÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè êëèìàòà, à ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåïðèåìëåìà äëÿ ÷åëîâå÷åñòâà.Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ê àíàëîãè÷íûì âûâîäàì ÷åëîâå÷åñòâî ïðèøëîáû è â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà, ò. å. â ðåçóëüòàòåïðîâåäåíèÿ ÿäåðíûõ óäàðîâ. Îäíàêî èçâëåêàòü óðîêè èç ñäåëàííûõ âûâî-äîâ ïðèøëîñü áû, ïî-âèäèìîìó, ëèøü íåêîòîðûì ïðåäñòàâèòåëÿì ìàëûõíàðîäíîñòåé, æèâóùèõ íà êðàéíåì Ñåâåðå, êîòîðûì, áûòü ìîæåò, óäàëîñüáû ïåðåçèìîâàòü �ÿäåðíóþ çèìó� è äîæäàòüñÿ ñëåäóþùåãî ïîòåïëåíèÿ.Ïîñëå çàñëóæåííîãî óñïåõà â ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èçó÷åíèÿ ïîñëåäñòâèé ÿäåðíîé âîéíû ñòàëî ÿñíî,÷òî â ðåøåíèè íè îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷, ñòîÿùèõ ïåðåä ÷åëîâå÷å-ñòâîì, íåëüçÿ äîáèòüñÿ ñåðüåçíîãî óñïåõà áåç èñïîëüçîâàíèÿ â òîé èëè èíîéñòåïåíè èäåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îñâîåíèå êîñìîñà è îêåàíà,îâëàäåâàíèå íîâûìè èñòî÷íèêàìè ýíåðãèè, óêðîùåíèå òåðìîÿäåðíîé ðåàê-öèè, ýêîëîãèÿ è ðàöèîíàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ, ðàçðà-áîòêà íîâûõ ëåêàðñòâåííûõ ñðåäñòâ è ïðîäëåíèå àêòèâíîé æèçíè ÷åëîâå-êà, î÷èñòêà îò çàãðÿçíåíèé âîçäóøíîãî è âîäíûõ áàññåéíîâ � âîò äàëåêîíå ïîëíûé ñïèñîê ïðîáëåì, êîòîðûå ñòîÿò è áóäóò åùå äîëãî ñòîÿòü ïåðåä÷åëîâå÷åñòâîì. �åøåíèå ýòèõ çàäà÷ íåâîçìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü áåç ìå-òîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ áåç ïðåóâåëè÷åíèÿâåëè÷àéøèì èçîáðåòåíèåì ÷åëîâå÷åñêîãî ðàçóìà.Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òàêæå ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðÿä òðàäèöèîííûõ êóðñîâ,÷èòàåìûõ â óíèâåðñèòåòàõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé ìåòîäàìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê êóðñó �Óðàâ-íåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�, âõîäÿùåìó â îáÿçàòåëüíóþ ïðîãðàììó ðÿ-äà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ èçîãëàâëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ëþáîãî ó÷åáíèêà ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé9



�èçèêè, ãäå ìîæíî íàéòè êàê âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè, òàê è ïðèìåíåíèå àáñòðàêòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ íà-õîæäåíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé,à òàêæå �èçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé. È òî, è äðóãîå,è òðåòüå ñîñòàâëÿåò îñíîâû ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Íà îñíîâå èäåîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íàïèñàí è íàñòî-ÿùèé ó÷åáíèê. Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå îí ñîñòîèò èç ñåìè ãëàâ. Â ïåðâîé ãëà-âå ïðèâîäèòñÿ âûâîä ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïè-ñûâàåìûõ êàê îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òàê èóðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìîäåëè äâèæåíèÿòî÷êè è îáðàùåíèÿ ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ,ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è äè��óçèè, ïðîöåññîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòåéè ãàçîâ, ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ðàñïðîñòðà-íåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â ïðîâîäàõ, ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïðî-ñòðàíñòâå è åùå ðÿä äðóãèõ ìîäåëåé.Áîëüøîå âíèìàíèå â ýòîé ãëàâå óäåëÿåòñÿ ïîñòàíîâêå è àíàëèçó äîïîë-íèòåëüíûõ óñëîâèé, ñëóæàùèõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ, ò. å. ïðîöåñ-ñîâ, íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, ê íèì îòíîñÿòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, çàäà-âàåìûå íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, à òàêæå óñëîâèÿ íà áåñêî-íå÷íîñòè äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà�îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå òèïû êðàåâûõ çàäà÷: Äèðèõëå, Íåéìàíà, òðåòüÿêðàåâàÿ çàäà÷à è ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåñòàöèî-íàðíûõ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà òåïëà èëè âåùåñòâà â � 4 ëèáî ðàñïðîñòðàíåíèÿâîëí â � 6 ââîäÿòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñëóæàùèå âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëî-âèÿìè äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè ãàðìîíè-÷åñêèõ çâóêîâûõ ïðîöåññîâ â � 6 ïðèâîäÿòñÿ äðóãèå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå âïðèêëàäíîé àêóñòèêå çàäà÷è. Ê íèì îòíîñÿòñÿ: çàäà÷à èçëó÷åíèÿ è çàäà÷àäè�ðàêöèè (èëè ðàññåÿíèÿ). Ïðè ðàññìîòðåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåñ-ñîâ â � 7 íàðÿäó ñ ââåäåííûìè âûøå çàäà÷àìè ðàññìàòðèâàþòñÿ åùå äâåñïåöèàëüíûå çàäà÷è: ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ êðàåâûå çàäà÷è, èãðàþ-ùèå âàæíóþ ðîëü â ýëåêòðîñòàòèêå è ìàãíèòîñòàòèêå. Îáñóæäàåòñÿ õàðàê-òåðíàÿ íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷, âûçâàííàÿ íåñâÿçíî-ñòüþ ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîé çàäà÷è, èíåîäíîñâÿçíîñòüþ îáëàñòè äëÿ ìàãíèòíîé çàäà÷è.Â ãë. 2 èçëàãàþòñÿ ýëåìåíòû êëàññè�èêàöèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà è äåòàëüíî îáñóæäàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿ-òèå êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è êàê çàäà÷è, ðåøåíèåêîòîðîé ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî, ò. å. íåïðåðûâíî çàâèñèò îòèñõîäíûõ äàííûõ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå äè�-�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ðàçáèòü íà òðè òèïà:ýëëèïòè÷åñêèé, ïàðàáîëè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé. Ïðîñòåéøèìè ïðåä-10



ñòàâèòåëÿìè êàæäîãî èç ýòèõ òèïîâ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ: óðàâíåíèå Ïóàñ-ñîíà, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è âîëíîâîå óðàâíåíèå, èìåþùèå ñîîò-âåòñòâåííî âèä
−∆u = f,
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= a2∆u+ f.Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè ìàòå-ìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ââîäèòñÿ �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêèóðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà, èçó÷àåòñÿ åå ðîëüñ òî÷êè çðåíèÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè,ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû õàðàêòåðèñòèê. Îòäåëüíûé ïàðàãðà� ïîñâÿùàåòñÿ èçó-÷åíèþ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêàâèäà

∂u

∂t
+ a · gradu = f, a · gradu = f, a = (a, b, c),îïèñûâàþùèõ ïåðåíîñ â ñðåäå êàêîé-ëèáî �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû âñëåä-ñòâèå êîíâåêöèè. Îñíîâíîå âíèìàíèå â í¼ì óäåëÿåòñÿ èçëîæåíèþ ìåòîäàõàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ è äåòàëüíîìó îáñóæäå-íèþ äâóõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé:ìåòîäó ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ è ìåòîäó, îñíîâàííîìó íà ïðèíöèïå ìàê-ñèìóìà.Â ãë. 3 èçëàãàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ïðî-öåññîâ è âîëíîâûõ óðàâíåíèé â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå R

n, n =
1, 2, 3. Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ÷àñòíûõ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R

n,�îðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à Êîøè, äîêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòüè óñòîé÷èâîñòü åå ðåøåíèÿ, âûâîäÿòñÿ ÿâíûå �îðìóëû (Äàëàìáåðà, Ïóàñ-ñîíà, Êèðõãî�à) äëÿ ðåøåíèÿ, ââîäèòñÿ �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå âîëíû,è íà îñíîâå ýòîãî ïðèâîäèòñÿ äåòàëüíûé �èçè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííûõðåøåíèé. Ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ �îðìóë Êèðõãî�à è Ïóàññîíà äåëàåòñÿ âûâîäî çíà÷èòåëüíîì îòëè÷èè â ïðîòåêàíèè âîëíîâîãî ïðîöåññà â òð¼õìåðíîìïðîñòðàíñòâå è íà ïëîñêîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï �þé-ãåíñà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âñÿêîå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, ëîêàëèçîâàííîå âïðîñòðàíñòâå, âûçûâàåò â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèå, ëîêàëèçî-âàííîå ïî âðåìåíè. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ñ ÷¼òêîâûðàæåííûìè ïåðåäíèì è çàäíèì �ðîíòàìè. Â òî æå âðåìÿ íà ïëîñêî-ñòè ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå óêàçàííîãî ïðèíöèïà. Äà¼òñÿ ìàòåìàòè÷åñêîåè �èçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ýòîìó �àêòó.Â ãë. 4 âîëíîâîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòèïðîñòðàíñòâà R
n, ëèáî åå âíåøíîñòè, à äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñîîòâåò-ñòâóþùèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ôóðüå. Õîðîøî èç-âåñòíî, ÷òî óñïåõ â ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ôóðüå îñíîâûâàåòñÿ íà âîçìîæíî-ñòè ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè è ñîîòâåòñòâó-11



þùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âîëíîâîå óðàâíåíèå ðàññìàòðè-âàåòñÿ ëèøü â êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ: îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè, ïðÿìî-óãîëüíèêå ëèáî êðóãå íà ïëîñêîñòè, à òàêæå âî âíåøíîñòè øàðà. Ïðèâîäèò-ñÿ äåòàëüíûé �èçè÷åñêèé àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Åäèíñòâåííîñòüè óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýíåðãåòè÷åñêèõíåðàâåíñòâ.Â ãë. 5 èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-íîñòè, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîñòåéøèì ïðåäñòàâèòåëåì óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷å-ñêîãî òèïà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, áåñêîíå÷íàÿ äè��åðåí-öèðóåìîñòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îá-ëàñòè è áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé. Èçëàãàþòñÿäâà îñíîâíûõ ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ è íà÷àëüíûõçàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè: ìåòîä Ôóðüå è ìåòîä èíòåãðàëü-íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äîêàçûâà-þòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.Â ãë. 6 èçëàãàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ãàð-ìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. Ââîäÿòñÿ �óíäàìåíòàëüíûå ïîíÿòèÿ ãàðìîíè÷åñêîé�óíêöèè è ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå nèçìåðåíèé. Èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ è óñòà-íàâëèâàåòñÿ åãî �èçè÷åñêèé ñìûñë ïóòåì àíàëèçà ïîòåíöèàëîâ ìîíîïîëÿ,äèïîëÿ è äðóãèõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Âûâîäÿòñÿ �îðìóëû äëÿ ïîòåíöè-àëîâ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ èñòî÷íèêàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî îáúåìó ëèáîïîâåðõíîñòè. Ýòè ïîòåíöèàëû, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíûì ïî-òåíöèàëîì ëèáî ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî èëè äâîéíîãî ñëîÿ, îïèñûâàþòñÿêðàòíûìè ëèáî ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà.Óêàçàííûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûìè â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèÿïàðàìåòðà ïðèíàäëåæàò îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èçëà-ãàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè êðàòíûõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõîò ïàðàìåòðà. Ââîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ ãàðìîíè÷å-ñêèõ �óíêöèé, îñíîâàííûé íà �îðìóëàõ �ðèíà è èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâ-ëåíèè ãëàäêîé �óíêöèè â âèäå ñóììû òðåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ:îáúåìíîãî, ïðîñòîãî ñëîÿ è äâîéíîãî ñëîÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì åãî âûâîäÿòñÿîñíîâíûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé, áëèçêèå ê ñâîéñòâàì ðåøåíèéïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé: ïðèíöèï ìàêñèìóìà, áåñêîíå÷íàÿ äè��åðåí-öèðóåìîñòü è àíàëèòè÷íîñòü âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Äåòàëüíîèçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå è âíå êðóãà, àòàêæå â øàðå è âíå øàðà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå íàõîäÿòñÿ èõ ðåøå-íèÿ, êîòîðûå äàëåå ïðåîáðàçóþòñÿ ê èíòåãðàëüíûì �îðìóëàì Ïóàññîíà.Íà îñíîâå óêàçàííûõ �îðìóë âûâîäÿòñÿ îöåíêè ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè,çàäàííîé â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, îïèñûâàþùèå åå ïîâåäåíèå íà áåñêî-íå÷íîñòè. Ôîðìóëèðóþòñÿ ÷åòûðå îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿÏóàññîíà: çàäà÷à Äèðèõëå, çàäà÷à Íåéìàíà, òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à è ñìå-12



øàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è �îðìóë �ðèíàäîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óêàçàííûõçàäà÷. Ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîé �îðìóëû Ïóàññîíà âûâîäèòñÿ ðÿääîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé.Â ãë. 7 èçëàãàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè ïîòåíöèàëà. Â � 1 âûâîäÿòñÿ îñíîâ-íûå ñâîéñòâà îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà: äîêàçûâàåòñÿ åãî íåïðåðûâíàÿ äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ïëîò-íîñòè è äâóõêðàòíàÿ íåïðåðûâíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü äëÿ ïëîòíîñòè ñîãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáúåìíûé ïîòåíöèàëÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî îïðåäå-ëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ. Â � 2 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâàïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ è, â ÷àñòíîñòè, �îðìóëû ñêà÷êàïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ëèáî íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà ïðî-ñòîãî ñëîÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Â � 3èçëàãàåòñÿ ñóùíîñòü ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûéäàëåå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ çàäà÷ Äèðèõ-ëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Â � 4 èçëàãàåòñÿ ñóùíîñòü ìåòîäà�óíêöèé �ðèíà ðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññî-íà. Óñòàíàâëèâàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà �óíêöèé �ðèíà è âûâîäÿòñÿ ÿâíûå�îðìóëû ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Îáñóæäàåòñÿ �è-çè÷åñêèé ñìûñë �óíêöèé �ðèíà. Â � 5 êðàòêî èçëàãàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèèèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íàñòîÿùóþ êíèãó ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê ââåäåíèå â îáùóþ òåîðèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �èçè÷å-ñêèõ ïðîöåññîâ. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé êîíêðåòíûé �èçè÷åñêèé ïðîöåññìîæíî ñ÷èòàòü ñîñòîÿùèì èç ðÿäà ýëåìåíòàðíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ òè-ïà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, äè��óçèè, ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, èçëó÷åíèÿçâóêà èëè ñâåòà è äð. Áîëåå òîãî, ïðîòåêàíèå êîíêðåòíîãî �èçè÷åñêîãî ïðî-öåññà íà ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî ñ÷èòàòü ñîñòîÿùèìèç ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîòåêàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñî-ñòàâëÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ. Íà ýòîì îñíîâàí õîðîøî èçâåñòíûéâ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåñ-ñàì [44℄. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå ñëîæíîãî�èçè÷åñêîãî ïðîöåññà ê èçó÷åíèþ ñîñòàâëÿþùèõ åãî ýëåìåíòàðíûõ �è-çè÷åñêèõ ïðîöåññîâ òèïà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, äè��óçèè, ðàñïðîñòðà-íåíèÿ òåïëà è èçëó÷åíèÿ âîëí, ÷åìó �àêòè÷åñêè è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿêíèãà. Êîíå÷íî, ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ �èçè÷åñêèõïðîöåññîâ âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ îá îáîñíîâàíèè äàííîãî ïîäõîäà, ò. å.îá îáîñíîâàíèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì. Ïîñëåäíååìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Îòìåòèì, ÷òî èçó÷àòü äàííóþ êíèãó ìîæíî êàê ïîñëåäîâàòåëüíî ïî èç-ëîæåííîé â îãëàâëåíèè ñõåìå, òàê è ïî äðóãîé ñõåìå, êîòîðàÿ áûñòðåå ïðè-13



âåäåò ÷èòàòåëÿ ê åãî öåëè. Îäíàêî äëÿ ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàëà ÷è-òàòåëþ ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî èçó÷èòü íåêîòîðûå ïàðàãðà�û, èìåþùèåîáùèé õàðàêòåð. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ Ââåäåíèå, � 1 ãë. 1, à òàêæå � 1 èïåðâûå òðè ïóíêòà � 2 ãë. 2. Ïîñëå îñâîåíèÿ ýòèõ ðàçäåëîâ ÷èòàòåëü ìîæåòïåðåéòè ê èçó÷åíèþ èíòåðåñóþùåé åãî ìîäåëè â ñîîòâåòñòâóþùåì ïàðà-ãðà�å ãë. 1, ãäå èçëàãàåòñÿ åå âûâîä, à äàëåå ïðèñòóïèòü ê èçó÷åíèþ òîéãëàâû, â êîòîðîé èçëàãàåòñÿ íåîáõîäèìûé åìó ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.Äàííîå ïîñîáèå íàïèñàíî äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ óíèâåðñèòåòîâ èïðè íåïîñðåäñòâåííîì èõ ó÷àñòèè. Îñîáåííî áîëüøóþ ïîìîùü àâòîðó ïðèïîäãîòîâêå è î�îðìëåíèè ïîñîáèÿ îêàçàëè àñïèðàíòû, ñòóäåíòû è âûïóñê-íèêè ÄÂ�Ó Àäîìàâè÷þñ Ý.À., Ïàíîâ Ä.Â., Ñèíüêî Â.�., Ñìûøëÿåâ À.Á.,Òåðåøêî Ä.À., Èçâåêîâà Å.�., Òåðåíòüåâ Ë.Ë., Áðèçèöêèé �.Â., ßðîâåí-êî È.Ï. è Ìàéçóê Þ.Å. Î÷åíü öåííûìè äëÿ àâòîðà áûëè ñîâåòû è êðè-òè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ ïðî�åññîðîâ À.À. Áóðåíèíà, Ï.Í. Âàáèùåâè÷à, Í.Í.Ôðîëîâà, È.À. Øèøìàðåâà, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòîâ �ÀÍ Â.Â. Âàñèíà, Â.Ï.Êîðîáåéíèêîâà è àêàäåìèêà À.À. Ñàìàðñêîãî. Ïåðâóþ ãëàâó êíèãè âíèìà-òåëüíî ïðî÷èòàë ïðî�åññîð Ëàáîðàòîðèè ÷èñëåííîãî àíàëèçà Óíèâåðñèòå-òà Ïüåðà è Ìàðèè Êþðè â Ïàðèæå G�erard Tronell âî âðåìÿ åãî ïðåáûâà-íèÿ â ã. Âëàäèâîñòîêå â àâãóñòå 2000 ã. Îí ñäåëàë ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèéî ñóùíîñòè ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñïîñîáñòâîâàëîêàçàíèþ ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîääåðæêè, íåîáõîäèìîé äëÿ ïîäãîòîâêèè î�îðìëåíèÿ äàííîé êíèãè. Îïðåäåëåííàÿ �èíàíñîâàÿ ïîìîùü íà çàâåð-øàþùåì ýòàïå ïîäãîòîâêè êíèãè áûëà îêàçàíà Ïðåäñåäàòåëåì ÏðåçèäèóìàÄÂÎ �ÀÍ ïóòåì âûäåëåíèÿ â 2002 ã. ãðàíòà ïî ïðîåêòó �Ìåòîäû ìàòåìà-òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ�. Âñå ðàñõîäû íà èçäàíèåäàííîé êíèãè, âûèãðàâøåé â 2000 ã. ãðàíò Ïåðâîãî êîíêóðñà ãðàíòîâ �åê-òîðà ÄÂ�Ó íà ïóáëèêàöèþ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ èçäàíèé, âçÿë Äàëüíå-âîñòî÷íûé óíèâåðñèòåò. Âñåì ïåðå÷èñëåííûì òîâàðèùàì è îðãàíèçàöèÿìàâòîð âûðàæàåò ñâîþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü.
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�ËÀÂÀ 1. Ñóùíîñòü ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ. Âûâîä êëàññè÷åñêèõìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé�1.Ñóùíîñòü ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ�èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû èçëîæèì êðàòêóþ ñõåìó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìà-òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðîöåññîâ.Ïðåæäå ÷åì èçëàãàòü óêàçàííóþ ñõåìó, áûëî áû âåñüìà æåëàòåëüíî äàòüñòðîãîå îïðåäåëåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî,â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî òî÷íî îïðåäåëèòü òàêèå òåðìèíû êàê �ìåòîä�,�ìàòåìàòè÷åñêèé� è �ìîäåëü�. Íî äàòü òî÷íîå îïðåäåëåíèå óêàçàííûì òåð-ìèíàì âåñüìà íåïðîñòî. Îá ýòîì ìîæíî ñóäèòü õîòÿ áû ïî ìàòåðèàëàì çàñå-äàíèÿ 3-ãî Åâðîïåéñêîãî êîíãðåññà ìàòåìàòèêîâ â ã. Áàðñåëîíå (Èñïàíèÿ)â èþëå 2000 ã., ãäå ñîñòîÿëñÿ êðóãëûé ñòîë ïî âîïðîñó: ÷òî åñòü ìàòåìà-òèêà â íàøè äíè. Áûñòðî áûë ñ�îðìóëèðîâàí �óíäàìåíòàëüíûé âîïðîñ:÷òî òàêîå ìàòåìàòèêà è ÷òî òàêîå ìàòåìàòèê? Íà÷àëñÿ îæèâëåííûé îáìåíìíåíèÿìè ìåæäó ó÷àñòíèêàìè êðóãëîãî ñòîëà, îäíàêî îíè òàê è íå ñìîãëèïðèéòè ê åäèíîìó ìíåíèþ è ðåøèòü ïðîáëåìó ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ �ìà-òåìàòèêà�. Ïðåäñòàâëÿåò òàêæå çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè îïðåäåëèòü ïî-íÿòèÿ �ìîäåëü�, �ïðîöåññ� è ò.ä. Íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñðåäå ïðèõîäèòñÿ îïåðèðîâàòü ñ ïîíÿòèåì �òåì-ïåðàòóðà�. Äàòü ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýòîãî òåðìèíà âðÿäëè âîçìîæíî.Ýòè �àêòû ãîâîðÿò î ñïåöè�è÷åñêèõ ñëîæíîñòÿõ â ðàçâèòèè íàóêè î ìà-òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé. Óêà-çàííûå ñëîæíîñòè ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èññëåäîâàòåëþ ïðèõîäèòñÿ îïåðèðîâàòü ñ äâóìÿ òè-ïàìè ïîíÿòèé. Ê ïåðâîìó îòíîñÿòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, òàêèåêàê äè��åðåíöèàëüíîå ëèáî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ñèñòåìà ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è ò. ï.,ò. å. òå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñòðîãî îïðåäåëåíû ìàòåìàòè÷åñêè. Êîâòîðîìó òèïó îòíîñÿòñÿ âñÿêîãî ðîäà �èçè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå, õèìè÷å-ñêèå è äðóãèå òåðìèíû, íå âñå èç êîòîðûõ ïîääàþòñÿ ñòðîãîìó ìàòåìàòè-÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ.Èñïîëüçîâàíèå óêàçàííûõ ïîíÿòèé âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè óñòó- äåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ, äëÿ êîòîðûõ èçëàãàåìûå íà ïåðâûõ äâóõ êóðñàõìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû îñíîâûâàëèñü íà ââåäåíèè íåêîòîðîãî êîëè-÷åñòâà òî÷íûõ îïðåäåëåíèé, àêñèîì è ïîñëåäóþùåì ïîñòðîåíèè ñîîòâåò-ñòâóþùåé òåîðèè íà îñíîâå çàêîíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Äëÿ �èçèêîâ,15



â ñâîþ î÷åðåäü, îñîáóþ òðóäíîñòü âûçûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ èçó-÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà èëè ÿâëåíèÿ èì ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòüòî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, ïîâåäåíèå êîòîðûõ ïîä÷èíÿåòñÿ ñòðîãèìçàêîíàì ìàòåìàòèêè. Ïîñëåäíåå äàæå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñíàãëÿäíûì èëè èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì î ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññåèëè ÿâëåíèè.ßñíî, ÷òî óêàçàííûå ñëîæíîñòè íîñÿò ñêîðåå îáùåíàó÷íûé ëèáî ìåòî-äîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè îáñóæäàòü â äàííîé êíèãåóêàçàííûå âîïðîñû, óñëîâèìñÿ íèæå íå êàñàòüñÿ âîïðîñà î ñòðîãîì ìàòå-ìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè èñïîëüçóåìûõ �èçè÷åñêèõ ïîíÿòèé òàê æå, êàêè ïîíÿòèé �ìîäåëü�, �ïðîöåññ� è äð., ïîíèìàÿ ïîä íèìè îáùåïðèíÿòûå â�æèòåéñêîì� ñìûñëå òåðìèíû, èçâåñòíûå, íàïðèìåð, ñî ñðåäíåé øêîëû.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ ñóùíîñòè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ è èçëîæåíèþ êðàòêîé ñõåìû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà. Ïðåæäåîòìåòèì, ÷òî îáû÷íî èññëåäóåòñÿ íå ñàì ðåàëüíûé �èçè÷åñêèé ïðîöåññ, àíåêîòîðàÿ åãî �èçè÷åñêàÿ ìîäåëü (èäåàëüíûé ïðîöåññ), îò êîòîðîé òðåáóåò-ñÿ, ÷òîáû îíà ñîõðàíÿëà îñíîâíûå ÷åðòû ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà è â òîæå âðåìÿ áûëà íàñòîëüêî ïðîñòîé, ÷òîáû ïîääàâàëàñü èçó÷åíèþ èìåþùè-ìèñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,îïèñûâàþùåé óêàçàííûé èäåàëüíûé ïðîöåññ, ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèåîñíîâíûå ýòàïû.1. Âûáèðàþòñÿ âåëè÷èíû u, v,..., õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ. Êàê ïðà-âèëî, ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò îò òî÷åê x îáëàñòè D, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿïðîöåññ, è âðåìåíè t.2. Íà îñíîâàíèè çàêîíîâ, êîòîðûì ïîä÷èíÿåòñÿ èäåàëüíûé ïðîöåññ, âû-âîäèòñÿ ñèñòåìà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí u, v, ...,ñîñòîÿùàÿ îáû÷íî èç äè��åðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ è �óíêöèîíàëü-íûõ óðàâíåíèé (èëè íåðàâåíñòâ) è íàçûâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþðàññìàòðèâàåìîãî �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà.3. Òàê êàê ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, èìååòáåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òî åå íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ êîí-êðåòíîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ,õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ. Òàêèìè óñëîâèÿìè ÷àùå âñåãî ÿâëÿþòñÿ ãðà-íè÷íûå (êðàåâûå) óñëîâèÿ, ò. å. óñëîâèÿ, çàäàííûå íà ãðàíèöå îáëàñòè D,è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè, ñ êîòîðîãî íà÷è-íàåòñÿ ïðîöåññ. Ñîâîêóïíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è äîïîëíèòåëüíûõóñëîâèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ �îðìóëèðîâêó ðàññìàòðèâà-åìîé �èçè÷åñêîé çàäà÷è è íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.4. Èññëåäóåòñÿ êîððåêòíîñòü óêàçàííîé êðàåâîé çàäà÷è, ò. å. óñòàíàâëè-âàþòñÿ óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå, ïðè êîòîðûõ åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò,åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî.5. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, àíàëèòè÷åñêèõ èëè ÷èñ-16



ëåííûõ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ÝÂÌ, íàõîäèòñÿ èñêîìîå ðåøåíèå � òî÷íîèëè ïðèáëèæåííî.6. Íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ äåëàþòñÿ âûâîäû îñâîéñòâàõ �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà (â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè).Íèæå ìû ïðèìåíèì ïðèâåäåííóþ ñõåìó ïðè âûâîäå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-äåëåé ðÿäà âàæíåéøèõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàêèõ êàê äè��óçèÿ, ðàñ-ïðîñòðàíåíèå òåïëà, äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãàçîâ, èçëó÷åíèå âîëí è äð.Îáîçíà÷èì ÷åðåç R
3 òðåõìåðíîå à��èííî-åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. ×å-ðåç x,y,... áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êè R

3, ëèáî èõ ðàäèóñ-âåêòîðû îòíîñèòåëü-íî íà÷àëà êîîðäèíàò. Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì R
3 áóäåì òàêæå ðàññìàòðè-âàòü ïëîñêîñòü R

2 ëèáî âåùåñòâåííóþ îñü R = R
1, à òàêæå ïðîèçâîëüíîå

n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R
n. Âàæíóþ ðîëü ïðè âûâîäå óêàçàííûõ ìîäåëåéáóäåò èãðàòü ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 1.1. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé S, è ïóñòüíåïðåðûâíàÿ â D �óíêöèÿ ψ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîéîãðàíè÷åííîé (êóáèðóåìîé) îáëàñòè Ω ⊂ D

∫

Ω

ψ(x)dx = 0. (1.1)Òîãäà ψ(x) ≡ 0 â D.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ψ(x) 6≡ 0. Òîãäà íàé-äåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ D, ÷òî ψ(x0) = ε 6= 0. Ïóñòü, íàïðèìåð, ε > 0. Âñèëó íåïðåðûâíîñòè ψ ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uδ = Uδ(x0) ñ öåí-òðîì â òî÷êå x0 ðàäèóñà δ, ÷òî ψ(x) ≥ ε/2 ∀x ∈ Uδ. Ïîëàãàÿ Ω = Uδ(x0),èìååì â ñèëó (1.1):
0 =

∫

Uδ

ψ(x)dx ≥ ε

2

∫

Uδ

dx =
2ε

3
πδ3 > 0.Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.�2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè ìàòåðèàëüíîéòî÷êè. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Çàêîíû ÊåïëåðàÑ ïîñòðîåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìû âñòðå÷àëèñü åùå â øêîëå,ðåøàÿ çàäà÷è ïî �èçèêå. Â íèõ îáû÷íî çàäàåòñÿ íåêîòîðàÿ �èçè÷åñêàÿñèñòåìà è îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ, â êîòîðûõ îíà íàõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì íåîá-õîäèìî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîé èäåàëèçàöèè ýòîé ñèñòåìû(íàïðèìåð, íåêîòîðîå ðåàëüíîå òåëî ðàññìàòðèâàåòñÿ â âèäå ìàòåðèàëüíîéòî÷êè), îïðåäåëèòü �èçè÷åñêèå çàêîíû, êîòîðûå íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìà-íèå ïðè åå èçó÷åíèè, è çàïèñàòü èõ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â17



ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîéñèñòåìû.2.1. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ òåëà. Â ýòîì è ñëåäóþùåìïóíêòàõ, íàïèñàííûõ ïî ìàòåðèàëàì [55, ãë. 1℄, ìû ïðèìåíèì ìåòîä ìà-òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è ìåõàíèêè:òåëó ìàññû m íà Çåìëå ñîîáùåíà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0, íàïðàâëåííàÿïîä óãëîì α ê åå ïîâåðõíîñòè; òðåáóåòñÿ íàéòè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿòåëà è âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó åå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè.Êàê è â [55℄, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î êàìíå, áðîøåííîì ñ ïî-ìîùüþ êàòàïóëüòû. Ýòî óòî÷íåíèå îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûå ðàçìåðû òåëà,åãî ìàññó è âîçìîæíóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü. Ïîñòðîèì äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îñíîâàííóþ íà ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:1) Çåìëÿ � èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà.2) Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ïîñòîÿííî.3) Êðèâèçíîé Çåìëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ñ÷èòàÿ åå ïëîñêîé è ðàñïîëî-æåííîé, íàïðèìåð, íà òðåõ êèòàõ.4) Êàìåíü ìîäåëèðóåòñÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ìàññû m, âûëåòàþùåé ñóðîâíÿ Çåìëè, ïðè÷åì äåéñòâèåì âîçäóõà íà äâèæóùèéñÿ êàìåíü ìîæíîïðåíåáðå÷ü.Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò x, y ñ öåíòðîì â ìåñòå âûëåòà êàìíÿ èç êàòà-ïóëüòû, ïðè÷åì îñü x íàïðàâèì ãîðèçîíòàëüíî â ñòîðîíó äâèæåíèÿ êàìíÿ,à îñü y � âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äâèæåíèåêàìíÿ áóäåò îïèñûâàòüñÿ èçâåñòíûì èç øêîëüíîãî êóðñà �èçèêè âòîðûìçàêîíîì Íüþòîíà, êîòîðûé ìû çàïèøåì â âèäå
ma ≡ mr̈ = f . (2.1)Çäåñü r(t) = x(t)i + y(t)j - ïîëîæåíèå êàìíÿ â ïëîñêîñòè x, y â ìîìåíò t,ãäå i è j � îðòû ââåäåííîé (ïëîñêîé) äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, a = r̈� óñêîðåíèå äâèæóùåéñÿ òî÷êè, f � âåêòîð âíåøíèõ ñèë è ··

r=
··
x i+

··
y jîáîçíà÷àåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ïðè íàøèõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ íà êàìåíü ïðè åãî äâèæåíèè äåéñòâóåò òîëüêî ìàññîâàÿ ñèëà,òî âåêòîð f îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

f = mg, (2.2)ãäå g = −gj � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (2.2)â óðàâíåíèå (2.1), çàïèñàííîå â ïðîåêöèÿõ íà îñè êîîðäèíàò, è äîáàâëÿÿíà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðèõîäèì ê èñêîìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìàò-ðèâàåìîãî ïðîöåññà, èìåþùåé âèä
mẍ = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = v0 cosα, v0 = |v0|,

mÿ = −mg, y(0) = 0, ẏ(0) = v0 sinα. (2.3)18



Ìàòåìàòè÷åñêè ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêàñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, êîòîðàÿ ýëåìåíòàðíî ðåøàåòñÿ, à åå ðå-øåíèå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èìååò âèä
x = tv0 cosα, y = tv0 sinα− gt2/2. (2.4)Ôèçè÷åñêè ñîîòíîøåíèÿ (2.4) îçíà÷àþò, ÷òî ïðîåêöèÿ êàìíÿ íà îñü x áóäåòäâèãàòüñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ vx = v0 cosα, òîãäà êàê ïðîåêöèÿ íà îñü

y áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì ay = −g, èìåÿ ñâîåé íà÷àëüíîéñêîðîñòüþ vy = v0 sinα.Âûðàæàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (2.4) âðåìÿ t ÷åðåç x è ïîäñòàâëÿÿâî âòîðîå óðàâíåíèå (2.4), ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè êàìíÿ.Îíî èìååò âèä êâàäðàòè÷íîé ïàðàáîëû (ñì. ðèñ. 2.1):
y = xtgα− x2 g

2v2
0 cos2 α

. (2.5)Óêàçàííàÿ ïàðàáîëà (ñì. ðèñ. 2.1), ïåðåñåêàåò îñü x â äâóõ òî÷êàõ: x = 0 è
x = l, ãäå

l =
2v2

0 cos2 αtgα

g
=
v2

0

g
sin 2α. (2.6)Ïåðâàÿ òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé òðàåêòîðèè, â íåé êàìåíüâûëåòàåò èç êàòàïóëüòû. Âòîðàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò ìåñòó ïàäåíèÿ êàìíÿíà çåìëþ. Ôîðìóëà (2.6) è îïðåäåëÿåò â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè èñêîìîåðàññòîÿíèå l. Ýòà �îðìóëà õîðîøî èçâåñòíà èç øêîëüíîãî ó÷åáíèêà ïî�èçèêå, ãäå îíà âûâîäèòñÿ è ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ.Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïîñòðîåíèå ìàòåìà-

l

y

O x

a

v0

�èñ. 2.1.
òè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èçíàèáîëåå ñëîæíûõ è îòâåòñòâåííûõ ýòàïîâ. Òðóä-íîñòü äàííîãî ýòàïà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí òðå-áóåò ñîåäèíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è ñïåöèàëü-íûõ çíàíèé. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî âî ìíîãèõñëó÷àÿõ ïðàâèëüíûé âûáîð ìîäåëè îçíà÷àåòïîëîâèíó ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò òîãäà,êîãäà íàøèõ çíàíèé îá èçó÷àåìîì îáúåêòå íåäîñòàòî÷íî. Â ýòîì ñëó÷àåïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèõîäèòñÿ äåëàòü äîïîëíèòåëü-íûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå íîñÿò õàðàêòåð ãèïîòåç. Âûâîäû, ïîëó÷åí-íûå â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ òàêîé ãèïîòåòè÷åñêîé ìîäåëè, íîñÿò äëÿèçó÷àåìîãî îáúåêòà óñëîâíûé õàðàêòåð. Îíè ñïðàâåäëèâû äëÿ íåãî íà-ñòîëüêî, íàñêîëüêî ïðàâèëüíû èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Äëÿ èõ ïðîâåðêè19



íåîáõîäèìî ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ñî âñåé èìåþùåé-ñÿ èí�îðìàöèåé îá èçó÷àåìîì îáúåêòå. Ñòåïåíü áëèçîñòè ðàñ÷åòíûõ è ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîçâîëÿåò ñóäèòü î êà÷åñòâå ãèïîòåòè÷åñêîé ìî-äåëè, î ñïðàâåäëèâîñòè èëè îøèáî÷íîñòè èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Òàêèìîáðàçîì, âîïðîñ ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê èçó÷åíèþðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèì âîïðîñîì èíå ìîæåò áûòü ðåøåí ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Îñíîâíûì êðèòå-ðèåì èñòèííîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíò, ïðàêòèêà â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëåýòîãî ñëîâà. Êðèòåðèé ïðàêòèêè ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü ðàçëè÷íûå ãèïîòåòè-÷åñêèå ìîäåëè è âûáðàòü èç íèõ òàêóþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîéè â òî æå âðåìÿ â ðàìêàõ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïðàâèëüíî ïåðåäàåò ñâîéñòâàèçó÷àåìîãî îáúåêòà.2.2. Óñëîæíåííàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ òåëà. Âíîâü îáðàòèìñÿ ê çà-äà÷å íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè ïîëåòà êàìíÿ, âûáðàñûâàåìîãî êàòàïóëüòîé,è ïðîäîëæèì åå èññëåäîâàíèå. Â ï. 2.1 ìû ïîñòðîèëè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-äåëü äâèæåíèÿ êàìíÿ, îñíîâàííóþ íà ÷åòûðåõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæå-íèÿõ, è ïîëó÷èëè èñõîäíóþ �îðìóëó (2.6) äëÿ äàëüíîñòè áðîñêà. Òåïåðüíàì íåîáõîäèìî îöåíèòü òî÷íîñòü ýòîé �îðìóëû è óñòàíîâèòü ïðåäåëûåå ïðèìåíèìîñòè. Äëÿ òàêîãî àíàëèçà íåò íóæäû ñòðîèòü êàòàïóëüòó ïîñîõðàíèâøèìñÿ ÷åðòåæàì è ïðîâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå íàòóðíûå ýêñïå-ðèìåíòû. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïî óêàçàííîìó ìàòåðèàëó íàêîïëåíîãðîìíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé è òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, òàê ÷òî íóæíîòîëüêî óìåëî âîñïîëüçîâàòüñÿ èì äëÿ àíàëèçà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàòàïóëüòà ìîæåò ìåòàòü êàìíè ðàçìåðîì äî 0.2 ìíà ðàññòîÿíèå äî 100 ì, äëÿ ÷åãî îíà äîëæíà ñîîáùèòü èì íà÷àëüíóþ ñêî-ðîñòü ïîðÿäêà 30 ì/ñ. Ïðè ýòîì êàìåíü ïîäíèìåòñÿ íà âûñîòó 20�30 ì èïðîáóäåò â âîçäóõå îêîëî 5 . Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïåðâûå òðè ïðåäïîëîæåíèÿâûãëÿäÿò ñîâåðøåííî îïðàâäàííûìè è íàì îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîàíàëèçèðî-âàòü ñïðàâåäëèâîñòü ÷åòâåðòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î âëèÿíèè âîçäóõà.Êàñàÿñü âîïðîñà î ïðàâîìåðíîñòè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, îòìåòèì,÷òîñîãëàñíî äàííûì ìíîãî÷èñëåííûõ îïûòîâ íà âñÿêîå òåëî, äâèæóùååñÿ ââîçäóõå, ïîñëåäíèé äåéñòâóåò ñ íåêîòîðîé ñèëîé F. Åå ìîäóëü F = |F| èíàïðàâëåíèå çàâèñÿò îò �îðìû òåëà è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Óêàçàííóþ ñèëó
F ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâå ñîñòàâëÿþùèå: ïàðàëëåëüíóþ Fr è ïåðïåíäèêó-ëÿðíóþ F⊥ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ v. Ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âîçíè-êàåò òîëüêî ïðè àñèììåòðèè òåëà ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ.Íàèáîëåå õàðàêòåðíûì åå ïðîÿâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà, äåéñòâó-þùàÿ íà êðûëî ñàìîëåòà ïðè åãî ïîëåòå, íà ÷åì îñíîâàíà âñÿ àâèàöèÿ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ñèëà ìîãëà îòîðâàòü ñàìîëåò îò çåìëè è ïîääåðæè-âàòü åãî â âîçäóõå, êðûëó ïðèäàþò ñïåöèàëüíóþ �îðìó è ðàñïîëàãàþò åãîïîä îïðåäåëåííûì óãëîì àòàêè ê íàáåãàþùåìó âîçäóøíîìó ïîòîêó (ñì.ðèñ. 2.2). 20



Îäíàêî äëÿ êàìíÿ, �îðìà êîòîðîãî áëèçêà ê ñ�åðè÷åñêîé, ïåðïåíäèêó-ëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ F⊥ ñèëû F ìàëà, è åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (äëÿ øàðàóêàçàííàÿ ñèëà â òî÷íîñòè ðàâíà íóëþ â ñèëó åãî ñèììåòðè÷íîñòè).Ïàðàëëåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Fr ñèëû F âîç-
�èñ. 2.2.íèêàåò ïðè äâèæåíèè ëþáîãî òåëà. Îíà íà-ïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâè-æåíèþ, è ñòðåìèòñÿ çàòîðìîçèòü òåëî, åå íà-çûâàþò ñèëîé ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Òàêèìîáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ìîæ-íî ñ÷èòàòü, ÷òî

F ≈ Fr. (2.7)Âîïðîñ î êîíêðåòíîì âûðàæåíèè äëÿ ñèëû Fr ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæ-íûì è òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ çàêîíîâ àýðîãèäðîäèíàìèêè. Íå èìåÿ çäåñüâîçìîæíîñòè îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïðèâåäåíèè çàêîíîâ àýðîãèäðîäèíàìèêè,êîòîðûå, ê ñëîâó ñêàçàòü, òàêæå âûâîäÿòñÿ ïóòåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ äâèæåíèÿ òåë â ñïëîøíûõ æèäêèõ èëè ãàçîîáðàçíûõñðåäàõ (ñì. îá ýòîì â � 5), îòìåòèì, ÷òî óêàçàííóþ �îðìóëó ìîæíî çàïè-ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå
Fr = a1v + a2v

2 + a3v
3 + . . . . (2.8)Çäåñü v = |v| � ìîäóëü ñêîðîñòè v, à a1, a2, . . . � êîý��èöèåíòû, êîòîðûåçàâèñÿò îò ðÿäà �àêòîðîâ: �îðìû êàìíÿ, ïàðàìåòðîâ âîçäóõà è ò. ä. ×àñòîâìåñòî �îðìóëû (2.8) ïîëüçóþòñÿ áîëåå ïðîñòîé �îðìóëîé [55, ñ. 16℄

Fr = CS
ρv2

2
, (2.9)ãäå S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òåëà, ρ � ïëîòíîñòü âîçäóõà, C � áåç-ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü, íàçûâàåìûé êîý��èöèåíòîì ëîáîâîãî ñîïðîòèâ-ëåíèÿ. Óêàçàííûé êîý��èöèåíò çàâèñèò îò �îðìû òåëà è áåçðàçìåðíîéõàðàêòåðèñòèêè Re ïðîöåññà îáòåêàíèÿ, íàçûâàåìîé ÷èñëîì �åéíîëüäñà:

C = C(Re), Re = vρd/µ. Çäåñü d � õàðàêòåðíûé ðàçìåð òåëà, ρ è µ �ïëîòíîñòü è âÿçêîñòü âîçäóõà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Re � áåçðàçìåðíàÿâåëè÷èíà, íî íà ýòîì ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.Îöåíèâàÿ âåëè÷èíó Re â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå, êîãäà ρ = 1.3 êã/ì3,
µ = 1.7 · 10−5 êã/(ì·), v = 30 ì/, d = 0.2 ì, èìååì

Re =
30 · 1.3 · 0.2
1.7 · 10−5

≈ 4.6 · 105. (2.10)Ýêñïåðèìåíòû è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ øàðà âøèðîêîì äèàïàçîíå 3 · 105 ≤ Re ≤ 7 · 106 èçìåíåíèÿ ÷èñëà �åéíîëüäñà,ñîäåðæàùåì çíà÷åíèå èç (2.10), êîý��èöèåíò C î÷åíü ñëàáî çàâèñèò îò21



ñâîåãî àðãóìåíòà, è åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì è ðàâíûì 0.15: C ≈
0.15.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî �îðìà êàìíÿ áëèçêà ê �îðìå øàðà ðàäèóñà R, è ïîëà-ãàÿ â (2.9) S = πR2, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ïðîñòîé �îðìóëå äëÿ ìîäóëÿëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ øàðà â óêàçàííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷èñëà Re:

Fr =
Cπ

2
R2ρv2. (2.11)Èç ýòîé �îðìóëû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî çàâèñèìîñòü ñèëû ëîáîâîãîñîïðîòèâëåíèÿ îò ñêîðîñòè íîñèò êâàäðàòè÷íûé õàðàêòåð.Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü âëèÿíèå ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà íà õàðàêòåðäâèæåíèÿ êàìíÿ, ñðàâíèì åãî ñ îñíîâíîé ñèëîé â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å� ñèëîé òÿæåñòè P , äåéñòâóþùåé âåðòèêàëüíî âíèç. Â ñëó÷àå, êîãäà �îðìàêàìíÿ ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêîé, ñèëà P îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé P = mg =

(4π/3)R3ρ0g. Çäåñü ρ0 = 2.3 ·103 êã/ì3 � ïëîòíîñòü êàìíÿ. Çàìåíèì â (2.11)
v2 íà lg (ïðèáëèæåííî) è ñîñòàâèì îòíîøåíèå Fr/P . Ïîëó÷èì

Fr
P

≈ CπR2ρlg/2

4πR3ρ0g/3
=

3

8
· Cρl
ρ0R

.Ïðè l = 100 ì, R = 0, 1 ì è C ≈ 0.15 ïîëó÷àåì Fr/P ≈ 0.03.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆l àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ ìû äîïóñêà-åì â îïðåäåëåíèè äàëüíîñòè áðîñêà l, åñëè ïðåíåáðå÷ü ñîïðîòèâëåíèåìâîçäóõà. Ïðè ìàëîì ñîïðîòèâëåíèè âîçäóõà (Fr/P << 1) îòíîñèòåëüíóþïîãðåøíîñòü ∆l/l ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé Fr/P ñ êîý��èöèåí-òîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïîðÿäêà åäèíèöû, ò. å. â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïà-çîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïîëó÷àåì ∆l/l ≈ 3% è, ñëåäîâàòåëüíî,
∆l = (2 − 3) ì. Åñëè íå òðåáóåòñÿ âûñîêîé òî÷íîñòè, òî òàêàÿ îøèáêà äî-ïóñòèìà, òàê ÷òî ïðèìåíåíèå ìîäåëè, ïîëó÷åííîé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé1)�4), îïðàâäàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åå ñëåäóåò çàìåíèòü áîëåå ñëîæíîéìîäåëüþ, ó÷èòûâàþùåé òðåíèå âîçäóõà.2.3. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Çàêî-íû Êåïëåðà êàê ñëåäñòâèå çàêîíà òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà. Â ðàññìîò-ðåííîé â ï. 2.1 çàäà÷å âåêòîðíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿìîæíî áûëî ðàçäåëèòü íà îòäåëüíûå ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,êàæäàÿ êîîðäèíàòà óäîâëåòâîðÿëà ñâîåìó îòäåëüíîìó äè��åðåíöèàëüíî-ìó óðàâíåíèþ, ðåøàÿ êîòîðîå ìû îïðåäåëèëè ýòó êîîðäèíàòó êàê �óíêöèþâðåìåíè. Òåïåðü æå ïîñòàâèì è ðåøèì çàäà÷ó äðóãîãî òèïà, êîãäà ñèñòåìóóðàâíåíèé äâèæåíèÿ óæå íå óäàåòñÿ ðàçáèòü ïðîñòûì ïóòåì íà îòäåëüíûåóðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé èç èñêîìûõ �óíêöèé, è èíòåãðèðîâàíèå òàêîé ñè-ñòåìû òðåáóåò áîëåå ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé. Â êà÷åñòâå óêàçàííîé çàäà÷èðàññìîòðèì àêòóàëüíóþ äëÿ ÷åëîâå÷åñòâà çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè22



(èëè, êàê ãîâîðÿò àñòðîíîìû, îðáèòû) äâèæåíèÿ ïëàíåòû îêîëî Ñîëíöà.Äàííóþ çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:1) Ñîëíöå èìååò âèä ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû µ, ðàñïîëîæåííîé âíà÷àëå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.2) Äâèæóùàÿñÿ ïëàíåòà ìîäåëèðóåòñÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ìàññû m,êîòîðàÿ â ìîìåíò t = 0 çàíèìàåò ïîëîæåíèå r0 ñ r0 = |r0| > 0, èìåÿíà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v0.3) Òåëî ìàññû µ ïðèòÿãèâàåò ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàññû m ñ ñèëîé f,îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé
f(r) = −γµm r

r3
. (2.12)Çäåñü γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ (ñì. åå çíà÷åíèå â � 3), r = xi+yj+zk� ïîëîæåíèå òî÷êè (ïëàíåòû) â ìîìåíò âðåìåíè t, ãäå i, j è k � åäèíè÷íûåîðòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â R

3, r =
√

x2 + y2 + z2.Â ìåõàíèêå óêàçàííàÿ ñèëà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé. Â ðåçóëüòàòå ìûïðèøëè ê õîðîøî èçâåñòíîé â ìåõàíèêå çàäà÷å íàõîæäåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòå-ðèàëüíîé òî÷êè (ïëàíåòû) ìàññû m ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîãî ñèëîâîãîïîëÿ (2.12). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îïÿòü âûáåðåì â êà÷åñòâå îñíîâ-íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âòîðîé çàêîí Íüþòîíà (2.1), êîòîðûé ñ ó÷åòîì(2.12) ïåðåïèøåì â âèäå:
mr̈ = f(r) ≡ −γµm

r3
r èëè r̈ = −γµ r

r3
. (2.13)Â ïðîåêöèÿõ íà îñè êîîðäèíàò óðàâíåíèå (2.13) ïðèíèìàåò âèä

ẍ = −γµ x
r3
, ÿ = −γµ y

r3
, z̈ = −γµ z

r3
. (2.14)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò (2.3) ñèñòåìà (2.14) ñîñòîèò èç òðåõ íåëèíåé-íûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Õîðî-øî èçâåñòíî, ÷òî íàõîæäåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíå-íèé â ÿâíîì âèäå âîçìîæíî òîëüêî â íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.Ê ñ÷àñòüþ, â äàííîé ñèòóàöèè ìû èìååì òîò èñêëþ÷èòåëüíûé ñëó÷àé, êî-ãäà ýòî âîçìîæíî. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.14),ïðèäåòñÿ ïðîâåñòè ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê.Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî âûâåäåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìîäåëè (2.13) äè�-�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, âûðàæàþùåå çàêîí ñîõðàíå-íèÿ ýíåðãèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â(2.14) íà ẋ, âòîðîå � íà ẏ, òðåòüå óðàâíåíèå � íà ż è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ñî-îòíîøåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ ẍẋ = (1/2)d/dt(ẋ2), xẋ = (1/2)d/dt(x2)è àíàëîãè÷íûå äëÿ y è z, ïîëó÷èì ïîñëå óìíîæåíèÿ íà m

1

2
m
d

dt
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) = −γµm1

2

1

r3

d

dt
(r2) = −γµm ṙ

r2
= γµm

d

dt
(
1

r
). (2.15)23



Èíòåãðèðóÿ (2.15), áóäåì èìåòü
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) − γµm

r
= C. (2.16)Çäåñü C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ, íàïðèìåð, èç íà÷àëüíûõóñëîâèé. Ëåâàÿ ÷àñòü (2.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ:ïåðâîå ñëàãàåìîå (1/2)m(ẋ2+ ẏ2+ ż2) â òî÷íîñòè ðàâíî êèíåòè÷åñêîé ýíåð-ãèè äâèæóùåéñÿ òî÷êè, âòîðîå ñëàãàåìîå −γµm/r èìååò ñìûñë ïîòåíöè-àëüíîé ýíåðãèè. Áîëåå ïîäðîáíî î �èçè÷åñêîì ñîäåðæàíèè ýòèõ ïîíÿòèéìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [30℄. �àâåíñòâî (2.16) âûðàæàåò çàêîí ñî-õðàíåíèÿ ýíåðãèè, à èìåííî: ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â öåí-òðàëüíîì ïîëå ñèë ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ ñóììå êèíåòè÷åñêîé è ïîòåí-öèàëüíîé ýíåðãèé, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.Êðîìå (2.16), èç óðàâíåíèé (2.14) ìîæíî âûâåñòè åùå òðè óðàâíåíèÿ1-ãî ïîðÿäêà. Îíè èìåþò âèä

yż − zẏ = C1, zẋ− xż = C2, xẏ − yẋ = C3. (2.17)Çäåñü C1, C2 è C3 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Äëÿ âûâîäà, íàïðèìåð,ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (2.17) óìíîæèì òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.14) íà
y, âòîðîå � íà z è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî. Ïîëó÷èì yz̈ − zÿ = 0, èëè
d/dt(yż− zẏ) = 0 =⇒ yż− zẏ = C1. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñèñòåìó êîîðäè-íàò ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïðè t = 0 ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàõîäèëàñüâ ïëîñêîñòè xy è ÷òîáû åå íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ëåæàëà â òîé æå ïëîñêîñòè,ò. å. ÷òîáû â äîïîëíåíèå ê 1)�3) âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ4) z(0) = 0, ż(0) = 0.Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü (yż − zẏ)|t=0 = 0, (zẋ− xż)|t=0 = 0. Ñ ó÷åòîìýòîãî è (2.17) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

yż − zẏ = 0, zẋ− xż = 0, xẏ − yẋ = k ≡ const ∀t. (2.18)Èç óðàâíåíèé (2.18) è ïðåäïîëîæåíèÿ 4) âûòåêàåò, ÷òî ïðîöåññ äâè-æåíèÿ òî÷êè ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè z = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
z(0) = 0, òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 2) ëèáî x(0) 6= 0, ëèáî y(0) 6= 0. Ïóñòü,íàïðèìåð, x(0) 6= 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà zẋ− xż = 0 âûòåêàåò, ÷òî

d

dt

(z

x

)

=
żx− zẋ

x2
= 0 =⇒ z = ax, a = const.Íî ïðè t = 0 èìååì 0 = z|t=0 = ax|t=0 = ax(0) =⇒ a = 0 =⇒ z = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z(t) ≡ 0. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé(2.14) ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû äâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé

1

2
m
(

ẋ2 + ẏ2
)

− γµm

r
= C, xẏ − yẋ = k, r =

√

x2 + y2. (2.19)24



Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.19) ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
r è θ ñ ïîìîùüþ �îðìóë x = rcosθ, y = rsinθ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ẋ2 + ẏ2 = ṙ2 + r2θ̇2, xẏ − yẋ = r2θ̇. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (2.19) ïðèõîäèìê ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿïåðåìåííûõ r è θ:

m

2
(ṙ2 + r2θ̇2) − γµm

r
= C, r2θ̇ = k. (2.20)Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ïåðâîå óðàâíåíèå â (2.20) âûðàæàåò çàêîí ñîõðà-íåíèÿ ýíåðãèè. Âûÿñíèì ñìûñë âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî [24℄,÷òî âûðàæåíèå (1/2)r2θ̇ ðàâíî ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ïëîùàäè ñåê-òîðà, îïèñûâàåìîãî ðàäèóñ�âåêòîðîì äâèæóùåéñÿ òî÷êè, ò. å. ðàâíî ñêî-ðîñòè èçìåíåíèÿ ïëîùàäè ýòîãî ñåêòîðà. Â òàêîì ñëó÷àå âòîðîå óðàâíå-íèå â (2.20) óòâåðæäàåò, ÷òî ýòà ñêîðîñòü ïîñòîÿííà. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó-÷èë íàçâàíèå âòîðîãî çàêîíà Êåïëåðà èëè çàêîíà ïëîùàäåé: ðàäèóñ�âåêòîðïëàíåòû, äâèæóùåéñÿ âîêðóã Ñîëíöà, çàìåòàåò â ðàâíûå ïðîìåæóòêèâðåìåíè ðàâíûå ïëîùàäè.Åñëè �ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé� k ðàâíà íóëþ, òî θ̇ = 0 è θ = const. Ýòîòñëó÷àé îòâå÷àåò äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è íèæå íå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ.Çàéì¼ìñÿ òåïåðü îïðåäåëåíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû îðáèòû ïëàíåòû.Äëÿ ýòîãî áóäåì ðàññìàòðèâàòü r êàê �óíêöèþ îò θ. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ(2.20) âûâîäèì, ÷òî

θ̇ =
k

r2
, ṙ ≡ dr

dt
=
dr

dθ

dθ

dt
=

k

r2

dr

dθ
.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå (2.20), ïðèõîäèì ê ñëåäó-þùåìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè r = r(θ), îïèñûâàþ-ùåé îðáèòó ïëàíåòû ïðè åå äâèæåíèè âîêðóã Ñîëíöà:

m

2

{

k2

r4

(

dr

dθ

)2

+
k2

r2

}

− γµm

r
= C ⇒

(

dr

dθ

)2

= r4

(

2C

mk2
+

2γµ

k2

1

r
− 1

r2

)

.(2.21)Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (2.21) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê:
2C

mk2
+

2γµ

k2

1

r
− 1

r2
= −

(

1

r
− γµ

k2

)2

+
γ2µ2

k4
+

2C

mk2
= −

(

1

r
− 1

p

)2

+
ε2

p2
,ãäå

1

p
=
γµ

k2
, ε2 = 1 +

2Ck2

mγ2µ2
. (2.22)25



Òîãäà äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.21) îðáèòû ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä
(

dr

dθ

)2

= r4

{

ε2

p2
−
(

1

r
− 1

p

)2
}

.Îíî óïðîñòèòñÿ, åñëè ââåñòè âìåñòî r íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ u, ãäå
u =

1

r
− 1

p
⇒ du

dθ
= − 1

r2

dr

dθ
. (2.23)Íîâàÿ èñêîìàÿ �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(

du

dθ

)2

=
ε2

p2
− u2 èëè du

dθ
=

√

ε2

p2
− u2. (2.24)Ýòî � îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàç-äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Îíî ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãîèìååì

θ − θ0 =

∫

du
√

ε2/p2 − u2
= arcsin

pu

ε
. (2.25)Çäåñü θ0 � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ. Åå ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíûìîáðàçîì, òàê êàê áåçðàçëè÷íî, îò êàêîãî �èêñèðîâàííîãî ðàäèóñ�âåêòîðàñëåäóåò îòñ÷èòûâàòü óãîë θ. Ïðèìåì θ0 = π/2, òàê ÷òî çíà÷åíèþ u = 0ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå θ = π/2. Òîãäà, âçÿâ ñèíóñ îò (2.25), èìååì ñ ó÷åòîì(2.23), ÷òî

sin(θ − π

2
) = −cosθ =

pu

ε
⇒ u = −ε

p
cosθ ⇒

1

r
− 1

p
= −ε

p
cosθ ⇒ r =

p

1 − εcosθ
. (2.26)Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî [43, ñ. 173℄, ÷òî óðàâíåíèå (2.26)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëÿðíîå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, îäèí èç�îêóñîâ êîòîðîé íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äà-åò ïåðâûé çàêîí Êåïëåðà: ïëàíåòû (è êîìåòû) äâèæóòñÿ ïî êîíè÷åñêèìñå÷åíèÿì, â îäíîì èç �îêóñîâ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ Ñîëíöå. Õîðîøî èçâåñò-íî, ÷òî ñóùåñòâóåò òðè òèïà êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà: ýëëèïñ, ãèïåðáîëà èïàðàáîëà. Äâå âîçìîæíûå â ñèëó ïåðâîãî çàêîíà Êåïëåðà ñèòóàöèè, êîãäàïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó èëè ïî ãèïåðáîëå, èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.3à è2.3á.Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà p = k2/γµ íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì êîíè÷åñêîãîñå÷åíèÿ èëè �îêàëüíûì ïàðàìåòðîì; ó ýëëèïñà è ãèïåðáîëû ïàðàìåòð pñâÿçàí ñ áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñÿìè a è b ïðîñòîé �îðìóëîé p = b2/a.26



(à) (á)�èñ. 2.3.Âåëè÷èíà ε > 0, îïðåäåëÿåìàÿ âòîðîé �îðìóëîé â (2.22), íàçûâàåòñÿýêñöåíòðèñèòåòîì. Îíà îïðåäåëÿåò �îðìó êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðîåÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì ïðè ε < 1, ïàðàáîëîé ïðè ε = 1 è ãèïåðáîëîé ïðè ε > 1.Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (2.22) ñðàçó âèäíî, ÷òî ýòè òðè ðàçëè÷íûå âîç-ìîæíîñòè çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé C, õàðàêòåðèçóþùåé ýíåðãèþ:îðáèòà áóäåò ýëëèïñîì, åñëè C < 0, ïàðàáîëîé, åñëè C = 0, è ãèïåðáîëîé,åñëè C > 0.Çàìå÷àíèå 2.1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè t = 0 ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (2.19)ïðèíèìàåò âèä
C =

1

2
mv2

0 −
γµm

r0
, (2.27)ãäå r0 = r(0) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (ïëàíåòû) äî öåíòðà (Ñîëíöà) â íà÷àëü-íûé ìîìåíò âðåìåíè, à v0 = v(0) = |v(0)| =
√

ẋ2(0) + ẏ2(0). Ïîñêîëüêó C� àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå, îïðåäåëÿþùàÿ âèäîðáèòû (ÿâëÿþùåéñÿ ýëëèïñîì, ïàðàáîëîé èëè ãèïåðáîëîé), òî èç (2.27)ñëåäóåò, ÷òî âèä îðáèòû çàâèñèò ëèøü îò íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ r0 ïëà-íåòû äî Ñîëíöà è ìîäóëÿ v0 åå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v(0), íî íå çàâèñèò îòíàïðàâëåíèÿ v(0) (ïðè èñïîëüçóåìîì íàìè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî k 6= 0). Âíåáåñíîé ìåõàíèêå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíñòàíòà C â (2.27) îòðèöàòåëüíà.Îòñþäà ñëåäóåò î÷åíü âàæíûé âûâîä î òîì, ÷òî îðáèòîé Çåìëè ÿâëÿåò-ñÿ ýëëèïñ. Íóæíî ïðèçíàòü, ÷òî çåìëÿíàì êðóïíî ïîâåçëî, ïîñêîëüêó äëÿÇåìëè ðåàëèçóåòñÿ èìåííî òà áëàãîïðèÿòíàÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ æèçíè ñè-òóàöèÿ, êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.3à.Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îñòàëîñü îïðåäåëèòü íåêîòîðûå êîëè÷å-ñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà äâèæåíèÿ ïëàíåòû è, â ÷àñòíîñòè, ïå-ðèîä åå îáðàùåíèÿ âîêðóã Ñîëíöà. Ïóñòü â ìîìåíò t0 òî÷êà çàíèìàåò ïîëî-æåíèå r0 ñ êîîðäèíàòàìè (r0, θ0), à â ìîìåíò t > t0 � ïîëîæåíèå r = (r, θ).Èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå â (2.20), çàïèñàííîå â âèäå r2dθ = kdt, èìååì
27



ñ ó÷åòîì (2.26)
θ
∫

θ0

r2dθ =

θ
∫

θ0

p2dθ

(1 − εcosθ)2
=

t
∫

t0

kdt = k(t− t0). (2.28)�àññìîòðèì âàæíûé äëÿ æèòåëåé Çåìëè ñëó÷àé, êîãäà îðáèòà èìååò âèäýëëèïñà (ò. å. C < 0). Ïóñòü t òàêîâî, ÷òî θ = θ0 ± 2π, è, ñëåäîâàòåëüíî,
r = r0. Ýòîìó ìîìåíòó îòâå÷àåò ïîëíîå îáðàùåíèå ïëàíåòû âîêðóã Ñîëíöà,ïðè÷åì âåëè÷èíà T = t−t0 èìååò ñìûñë ïåðèîäà îáðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðà.Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ñëåâà â ïðåäåëàõ îò θ0 äî θ0 ± 2π äàåò óäâîåííóþïëîùàäü îðáèòàëüíîãî ýëëèïñà [24℄, ðàâíóþ 2πab, òî èç (2.28) ïðèõîäèì ê�îðìóëå: 2πab = kT . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñòîÿííàÿ k ñâÿçàíà ñ ïîëóîñÿìè
a è b ñîîòíîøåíèåì k2/γµ = b2/a = p. Èñêëþ÷èâ èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ k,ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

T 2

a3
=

4π2

γµ
, (2.29)âûðàæàþùåå òðåòèé çàêîí Êåïëåðà, êîòîðûé ìû ïîëó÷èëè êàê ñëåäñòâèåïåðâûõ äâóõ çàêîíîâ. Ýòîò çàêîí óòâåðæäàåò: ó ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò îò-íîøåíèå êâàäðàòà ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ê êóáó áîëüøîé ïîëóîñè åñòü âåëè-÷èíà ïîñòîÿííàÿ, îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ ïëàíåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿçàäàííûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì, ò. å. ïàðîé (γ, µ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòàâåëè÷èíà íå çàâèñèò îò ìàññû m ñàìîé ïëàíåòû.Çàìå÷àíèå 2.2. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âûâåäåííûå çäåñü çàêîíû Êåïëåðà,íàçâàííûå òàê â ÷åñòü âûäàþùåãîñÿ íåìåöêîãî ó÷åíîãî è ìûñëèòåëÿ I.Kepler (1571�1630), ïîëó÷åíû íàìè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ, ò. å., îáðàçíî âûðàæàÿñü, íà êîí÷èêå ïåðà. Îäíàêî, åñëè îáðàòèòüñÿ âãëóáü âåêîâ ëåò íà 400 íàçàä, òî íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå çàêî-íû áûëè óñòàíîâëåíû È. Êåïëåðîì ñîâñåì äðóãèì ïóòåì, à èìåííî ïóòåìíåóñòàííûõ ðàçìûøëåíèé íàä îãðîìíûì ÷èñëîì ïîðàçèòåëüíî òî÷íûõ íà-áëþäåíèé î äâèæåíèÿõ ïëàíåò è Ñîëíöà, ñäåëàííûõ äàòñêèì àñòðîíîìîìÒèõî Áðàãå (T. Brahe, 1546�1601). Îòêðûòûå Êåïëåðîì çàêîíû íàõîäèëèñüâ ÿâíîì ïðîòèâîðå÷èè ñ ïðîïàãàíäèðóåìûì Öåðêîâüþ ó÷åíèåì î òîì, ÷òîíå Çåìëÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà, à, íàîáîðîò, Ñîëíöå âðàùàåòñÿ âî-êðóã Çåìëè. Èç èñòîðèè õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî öåðêîâü íåíàâèäåëà ëþäåé,íàðóøàþùèõ åå óñòîè è æåñòîêî íàêàçûâàëà èõ ÷åðåç ïóáëè÷íîå ñîææå-íèå, ïîâåøåíèå, ÷åòâåðòîâàíèå è ò. ä. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü èòàëüÿíñêîãî�èëîñî�à Äæîðäàíî Áðóíî (1548�1600), êîòîðûé áûë ïóáëè÷íî ñîææåíçà âûñêàçàííîå èì ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî èçà ïîääåðæêó èì ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû ìèðà Êîïåðíèêà, ñîçäàííîéãåíèàëüíûì ïîëüñêèì ó÷åíûì N. Kopernik (1473�1543), à òàêæå âûäàþ-ùåãîñÿ èòàëüÿíñêîãî ó÷åíîãî �àëèëåî �àëèëåÿ (1564�1642), êîòîðîìó âî28



èìÿ ñïàñåíèÿ æèçíè ïðèøëîñü ïóáëè÷íî îòðå÷üñÿ îò ó÷åíèÿ Êîïåðíèêà. Êñ÷àñòüþ, È. Êåïëåðó óäàëîñü èçáåæàòü ýòèõ íåïðèÿòíûõ ïîñëåäñòâèé. Íó,à â íàñòîÿùåå âðåìÿ, êîãäà çàêîíû Êåïëåðà ìîæíî âûâåñòè ÷èñòî ìàòå-ìàòè÷åñêèì ïóòåì, èñïîëüçóÿ èäåè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êàêýòî áûëî ïîêàçàíî âûøå, èõ ñïðàâåäëèâîñòü âðÿä ëè ó êîãî-ëèáî ìîæåòâûçâàòü ñîìíåíèå.�3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãîè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà3.1. Ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â � 2,çíàìåíèòûé íåìåöêèé ó÷åíûé Èîãàíí Êåïëåð, îáðàáàòûâàÿ íàáëþäåíèÿíå ìåíåå çíàìåíèòîãî äàòñêîãî àñòðîíîìà Òèõî Áðàãå, îòêðûë òðè çàìå-÷àòåëüíûõ çàêîíà (çàêîíû Êåïëåðà), ïî êîòîðûì ïëàíåòû ñîëíå÷íîé ñè-ñòåìû äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà. Óêàçàííûå çàêîíû õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ î÷åíüêðàñèâûìè îáëàäàþò, ê ñîæàëåíèþ, îäíèì íåäîñòàòêîì: îíè íå óêàçûâà-þò ïðè÷èíó, çàñòàâëÿþùóþ ïëàíåòû äâèãàòüñÿ âîêðóã Ñîëíöà. Â äàëüíåé-øåì âåëèêèé àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê, �èçèê, àñòðîíîì è �èëîñî�Èñààê Íüþòîí (1643�1727), îäíàæäû, îòäûõàÿ, ïî ñëîâàì èñòîðèêîâ, â ÿá-ëîíåâîì ñàäó ïîñëå ñûòíîãî îáåäà è ðàçìûøëÿÿ íàä ýòèìè çàêîíàìè, áûëâíåçàïíî ðàçáóæåí ñëåòåâøèì ñ ÿáëîíè ÿáëîêîì, è, íå óñïåâ ðàññòðîèòüñÿ,áûë îçàðåí îòêðûòèåì âåñüìà ïðîñòîãî, íî íå ìåíåå óäèâèòåëüíîãî îáúÿñ-íåíèÿ çàêîíîâ Êåïëåðà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî îáúÿñíåíèå íîñèò íàçâàíèåÇàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ è çâó÷èò òàê:Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ: Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òåëàìè âïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ èõìàññàì è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ Íüþòîí ñ÷èòàë àáñîëþò-íûìè, ò. å. áåç âñÿêèõ èñêðèâëåíèé, èçãèáàíèé è äðóãèõ ñòàâøèõ ìîäíûìèïîñëå ðàáîò Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà âåÿíèé.Çàêîíû Êåïëåðà, Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà è ñâÿçü ìåæäóíèìè ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Çäåñü æå ìû îãðàíè÷èìñÿâûâîäîì íà îñíîâå Çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Îñíîâíàÿ çàñëóãà â ïîñòðîåíèè óêàçàííîé ìîäåëèïðèíàäëåæèò �ðàíöóçñêîìó ìàòåìàòèêó, ìåõàíèêó, �èçèêó è àñòðîíîìóÏüåðó Ñèìîíó Ëàïëàñó (P.S. Laplae, 1749�1827). �àçìûøëÿÿ, êàê è ìíî-ãèå äðóãèå âèäíûå óìû ÷åëîâå÷åñòâà, íàä Çàêîíîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ,îí íèêàê íå ìîã ïîíÿòü ïðè÷èíó ïðèòÿæåíèÿ äâóõ òåë, íàïðèìåð, Çåìëèè Ñîëíöà, íàõîäÿùèõñÿ íà êîëîññàëüíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Ýòîäàëüíîäåéñòâèå âñåãäà êàçàëîñü åìó óäèâèòåëüíûì, åñëè íå ñêàçàòü, áî-ëåå òîãî, âîëøåáíûì, è â áåññèëüíîé ïîïûòêå ïîíÿòü ïðè÷èíó óêàçàííîãîäàëüíîäåéñòâèÿ, îí ïðèøåë ê ñëåäóþùåé ãèïîòåçå:29



�èïîòåçà äàëüíîäåéñòâèÿ Ëàïëàñà:Íàëè÷èå ëþáîãî ïðèòÿãèâà-þùåãî (ò. å. ñ ïîëîæèòåëüíîé ìàññîé) òåëà âëå÷åò çà ñîáîé âîçíèêíîâåíèåâî âñåì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé ñóáñòàíöèè, èíòåíñèâíîñòü u êîòîðîéâ ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x = (x, y, z) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
u(x) = γ

m

|x − x0|
. (3.1)Çäåñü m � ìàññà äàííîãî òåëà, x0 = (x0, y0, z0) � ìåñòî (òî÷êà) ðàñïîëîæå-íèÿ òåëà, γ � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå ãðàâèòàöèîí-íîé ïîñòîÿííîé, åå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå â ñèñòåìå ÑÈ ðàâíî 6.6732 ·10−11H ·ì2/êã2, íàêîíåö, |x−x0| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è x0, îïðåäåëÿåìîå�îðìóëîé

|x − x0| =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2. (3.2)Ñìûñë ñóáñòàíöèè u çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åå çíàíèå ïîçâîëÿåò âû-÷èñëèòü âåêòîð f = (fx, fy, fz) ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíûòåëà íà òåëî åäèíè÷íîé ìàññû, ðàñïîëîæåííîå â òî÷êå x, ñ ïîìîùüþ �îð-ìóëû
f = gradu. (3.3)Âåêòîð gradu â (3.3) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì �óíêöèè u. Ïî ñâîåìó ñìûñëó

gradu(x) óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå áûñòðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè u âòî÷êå x. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îðòàìè i, j, k îí îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé
gradu =

∂u

∂x
i +

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k.Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (3.3) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîìâèäå òðåõ ñêàëÿðíûõ ðàâåíñòâ äëÿ äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò fx, fy è fz:

fx =
∂u

∂x
, fy =

∂u

∂y
, fz =

∂u

∂z
. (3.4)Ïîñêîëüêó âåêòîð f îïèñûâàåò ñèëó òÿãîòåíèÿ, òî �óíêöèþ u ïðèíÿòîíàçûâàòü ïîòåíöèàëîì ïîëÿ ñèëû òÿãîòåíèÿ (ñîçäàâàåìîé â äàííîì ñëó÷àåïàðîé èëè òåëîì (x0, m)) èëè ïðîñòî ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì. Ïðèýòîì ñàì�î ïîëå òÿãîòåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåð-ïîçèöèè. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ñî-âîêóïíîñòüþ ïðèòÿãèâàþùèõ òåë, ðàâíî ñóììå ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, ñî-çäàâàåìûõ êàæäûì èç ýòèõ òåë. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ãðàâèòàöèîííûéïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî N ïàðàìè (x1, m1), (x2, m2),..., (xN , mN),îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x 6= xj �îðìóëîé

u(x) = γ

N
∑

j=1

mj

|x− xj|
. (3.5)30



Îãðîìíàÿ çàñëóãà Ëàïëàñà â äåëå äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ÿâëå-íèÿ âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïðåäëîæèë èñïîëüçî-âàòü ïðè èçó÷åíèè òÿãîòåíèÿ íå ñàì ïîòåíöèàë u, à òî äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò u. Âûâåäåì ýòî óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî,ðàññóæäàÿ äàëåå, êàê â [14, ñ. 13-15℄, âûáåðåì i-îå ñëàãàåìîå
ui(x) = γ

mi

|x − xi|
(3.6)â ñóììå (3.5) è âû÷èñëèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè ui. Ïîëàãàÿ äëÿïðîñòîòû |x − xi| = ri(x), èìååì

∂ri(x)

∂x
=
x− xi
r

,
∂ri(x)

∂y
=
y − yi
r

,
∂ri(x)

∂z
=
z − zi
r

. (3.7)Îòñþäà è èç (3.6) âûòåêàåò, ÷òî
∂ui(x)

∂x
= −γmi

x− xi
r3

,
∂ui(x)

∂y
= −γmi

y − yi
r3

,
∂ui(x)

∂z
= −γmi

z − zi
r3

.(3.8)Äè��åðåíöèðóÿ åùå ðàç, èìååì
∂2ui(x)

∂x2
= γmi

[

− 1

r3
+ 3

(x− xi)
2

r5

]

,
∂2ui(x)

∂y2
= γmi

[

− 1

r3
+ 3

(y − yi)
2

r5

]

,

∂2ui(x)

∂z2
= γmi

[

− 1

r3
+ 3

(z − zi)
2

r5

]

. (3.9)Ñêëàäûâàÿ íàéäåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì
∂2ui
∂x2

+
∂2ui
∂y2

+
∂2ui
∂z2

= 0, x 6= xi.Îòñþäà è èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî u =
N
∑

i=1

ui ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
∆u =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0, (3.10)êîòîðîìó â êàæäîé òî÷êå x îáëàñòè D ≡ R

3 \ {x1,x2, ...,xN} óäîâëåòâîðÿ-åò ïîòåíöèàë u ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Ñèìâîë ∆, ââåäåííûé â (3.10) (ñì.òàêæå (3.18)), íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, à óðàâíåíèå (3.10) ïðèíÿòîíàçûâàòü óðàâíåíèåì Ëàïëàñà.Çàñëóãà Ëàïëàñà, òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïðåäëîæèëîòêàçàòüñÿ îò ÿâíîé �îðìóëû (3.3) äëÿ ñèë ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ â ïîëüçó óðàâíåíèÿ (3.10) äëÿ ïîòåíöèàëà u. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî31



äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîñåäíè-ìè ýëåìåíòàìè ïîëÿ, òàê ÷òî ââåäåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ïîäìå-íÿåò çàäà÷ó î äàëüíîäåéñòâèè ìåæäó ðåàëüíûìè òåëàìè çàäà÷åé î �áëèçêî-äåéñòâóþùåì� âçàèìîäåéñòâèè ìåæäó ñîñåäíèìè îáëàñòÿìè ïðîñòðàíñòâà,íàïîëíåííîãî íåêîòîðîé èñêóññòâåííî ïðèäóìàííîé ãðàâèòàöèîííîé ñóá-ñòàíöèåé èíòåíñèâíîñòè u.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîòåíöèàë u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà âñþäóâ R
3, êðîìå òî÷åê xi, ãäå ñîñðåäîòî÷åíû ïðèòÿãèâàþùèå ìàññû. Íà ïðàê-òèêå îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ïîëåì òÿãîòåíèÿ, âûçâàííûì ìàñ-ñîé, ðàñïðåäåëåííîé ñ ïëîòíîñòüþ ρ ïî íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé Γ.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûâåñòè �îðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà óêàçàííîãî îáú-åìíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ. Ïðèìåíèì äëÿ ýòîãî ñëåäóþùóþ ñõåìó, íà êî-òîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà ñòàíäàðòíóþ ñõåìó ìåòîäàìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. �àçîáüåì îáëàñòü Ω íà ýëåìåíòàðíûåïîäîáëàñòè Ωi ñ îáúåìàìè ∆Vi è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîì èç íèõ ñî-ñðåäîòî÷åíà ìàññà, ðàâíàÿ ρ(xi)∆Vi, ãäå xi � íåêîòîðàÿ �ñðåäíÿÿ� òî÷êàïîäîáëàñòè Ωi. Â òàêîì ñëó÷àå ñîçäàâàåìûé óêàçàííîé òî÷å÷íîé ìàññîéïîòåíöèàë ui ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ìàññå, îïðåäåëÿåò-ñÿ â êàæäîé òî÷êå x0 6= xi �îðìóëîé γρ(xi)∆Vi/|xi − x0|. Ñóììèðóÿ ïîâñåì i = 1, 2, ..., N , ïðèõîäèì â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ê �îðìóëå

γ
N
∑

i=1

ρ(xi)∆Vi
|xi − x0|

,êîòîðàÿ ïðèáëèæåííî îïèñûâàåò ïîòåíöèàë òåëà (Ω, ρ) â ïðîèçâîëüíîé òî÷-êå x0 6= xi. Íàêîíåö, ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè íåîãðàíè÷åííîì èçìåëü-÷åíèè îáëàñòè Ω, ïðèõîäèì ïî îïðåäåëåíèþ òðîéíîãî èíòåãðàëà ê ñëåäóþ-ùåé �îðìóëå
u(x0) = γ

∫

Ω

ρ(x)dx

|x− x0|
, (3.11)êîòîðàÿ óæå òî÷íî îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òåëà (Ω, ρ)â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0, ðàñïîëîæåííîé âíå çàìûêàíèÿ Ω = Ω ∪ Γ îáëà-ñòè Ω. Çäåñü è íèæå dx îáîçíà÷àåò ýëåìåíò îáúåìà. Ôîðìóëà (3.11) íîñèòíàçâàíèå îáúåìíîãî èëè íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.Ìîæíî ïîêàçàòü (ýòèì ìû çàéìåìñÿ â ãë. 7), ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè ρ, îáëà-äàþùåé íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ, íàïðèìåð, èìåþùåé íåïðåðûâíûå ïðîèç-âîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà â R

3, ïîòåíöèàë (3.11) óäîâëåòâîðÿåò â êàæäîé òî÷êå
x ïðîñòðàíñòâà R

3 òàê íàçûâàåìîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
∆u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= −4πγρ(x), (3.12)32



íàçâàííîìó â ÷åñòü �ðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà S.D. Poisson (1781�1840). Âíåïðèòÿãèâàþùèõ ìàññ, ãäå ρ = 0, óðàâíåíèå (3.12) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèåËàïëàñà (3.10). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðàâíåíèå Ïóàññîíà (3.12) è óðàâíåíèåËàïëàñà (3.10) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè è â òî æå âðåìÿ íàèáîëåå ÿðêèìèïðåäñòàâèòåëÿìè óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñîãëàñíî îáùåïðèíÿòîéêëàññè�èêàöèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðè-âåäåííîé â ãë. 2.Çàìå÷àíèå 3.1. Èç �îðìóëû (3.8) ïðè i = 1 âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òîñèëà f ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû òåëà (x1, m1) íà òåëî (x2, m2)îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
f = −γm1m2

x2 − x1

|x2 − x1|3
⇒ f = |f | = γ

m1m2

r2
. (3.13)Âòîðàÿ �îðìóëà â (3.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíóþ èç øêîëü-íîé ìåõàíèêè �îðìóëó äëÿ âåëè÷èíû ñèëû ïðèòÿæåíèÿ äâóõ òî÷å÷íûõìàññ m1 è m2, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ x1 è x2 íà ðàññòîÿíèè r = |x1−x2|äðóã îò äðóãà.3.2. Ìîäåëè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Â �èçèêå èìååòñÿ åùå îä-íà îáëàñòü, â êîòîðîé ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ òåëàìè òàê æå,êàê è â òåîðèè òÿãîòåíèÿ, îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.13), ãäå r � ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òåëàìè. Ýòèì ðàçäåëîì ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîñòàòèêà.Ïðè ýòîì m1 è m2 èìåþò ñìûñë ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ðàññìàòðèâàåìûõìàòåðèàëüíûõ òåë, êîòîðûå â �èçèêå îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç q1 è q2,à γ èìååò ñìûñë íåêîòîðîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé îòâûáîðà ñèñòåìû åäèíèö. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (3.13)îïèñûâàþò çàêîí ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ çàðÿæåííûõòåë, êîòîðûé ÷àñòî íàçûâàþò çàêîíîì Êóëîíà ïî èìåíè �ðàíöóçñêîãî �è-çèêà S.O.Coulomb (1736�1806), îòêðûâøåãî ýòîò çàêîí. Êàê â ãðàâèòàöèîí-íîì ñëó÷àå, äëÿ îïèñàíèÿ óêàçàííîãî çàêîíà ìîæíî ââåñòè ýëåêòðîñòàòè-÷åñêèé èëè êóëîíîâ ïîòåíöèàë u, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ïóàññîíàâèäà

∆u = − ρe
ε0ε

. (3.14)Çäåñü ρe èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè çàðÿäîâ, ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöà-åìîñòü ñðåäû, ε0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ (ñì. îá ýòèõ âåëè÷èíàõ ïî-äðîáíåå â � 7).Îñíîâíîé ñèëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåò-ñÿ âåêòîð íàïðÿæåííîñòè E ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñâÿçàííûé ñ êóëîíîâûìïîòåíöèàëîì u �îðìóëîé
E = −gradu. (3.15)Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ñ êàæäûì äè��åðåíöèðóåìûìâåêòîðíûì ïîëåì E ìîæíî ñâÿçàòü ñêàëÿðíîå ïîëå divE, îïðåäåëÿåìîå â33



äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò �îðìóëîé
divE =

∂E1

∂x
+
∂E2

∂y
+
∂E3

∂z
, (3.16)è âåêòîðíîå ïîëå rotE, îïðåäåëÿåìîå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò �îð-ìóëîé

rotE =

(

∂E3

∂y
− ∂E2

∂z

)

i +

(

∂E1

∂z
− ∂E3

∂x

)

j +

(

∂E2

∂x
− ∂E1

∂y

)

k. (3.17)Çäåñü E1, E2, E3 � äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðà E. Ïðèìåíÿÿ ê (3.15)îïåðàòîð rot, ëèáî div è èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ [19, ñ. 158℄
rotgradu = 0, divgradu = ∆u, (3.18)ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì (3.14) ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî E:

divE =
ρe
ε0ε

, rotE = 0. (3.19)Óðàâíåíèÿ (3.19) òàê æå, êàê è (3.14), îáðàçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëüýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Ê ýòîìó âîïðîñó ìû åùå âåðíåìñÿ â � 7.3.3. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.14), ëèáî ñèñòåìû (3.19), íåîáõîäèìî çàäàòü äîïîë-íèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ u ëèáî E íà ãðàíèöå Γ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà u çàäàþò îäíî èç ñëåäóþùèõ ãðàíè÷íûõóñëîâèé:
u = g íà Γ, (3.20)
∂u

∂n
= g íà Γ, (3.21)

∂u

∂n
+ αu = g íà Γ. (3.22)Çäåñü g è α : Γ → R � çàäàííûå �óíêöèè íà ãðàíèöå Γ. �ðàíè÷íîåóñëîâèå (3.20) ïðèíÿòî íàçûâàòü óñëîâèåì 1-ãî ðîäà, èëè óñëîâèåì Äèðè-õëå; óñëîâèå (3.21) íàçûâàþò óñëîâèåì 2-ãî ðîäà èëè óñëîâèåì Íåéìàíà;óñëîâèå (3.22) � óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà. Ïðè ýòîì ñàìó êðàåâóþ çàäà÷ó(3.14), (3.20), ëèáî (3.14), (3.21) ëèáî (3.14), (3.22) íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåí-íî ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åé, èëè çàäà÷åé Äèðèõëå, âòîðîé êðàåâîé çàäà÷åé,èëè çàäà÷åé Íåéìàíà, íàêîíåö, òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ(3.14).Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè íà ïðàêòèêå ÷àñòî ðàññìàò-ðèâàþò è òàê íàçûâàåìóþ ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, çàêëþ÷àþùóþñÿ â34



íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (3.14), óäîâëåòâîðÿþùåãî îáùåìó ãðà-íè÷íîìó óñëîâèþ
αu + β

∂u

∂n
= g íà Γ. (3.23)Çäåñü α, β è g � çàäàííûå �óíêöèè íà ãðàíèöå Γ. Óñëîâèå (3.23), î÷åâèäíî,îáúåäèíÿåò âñå ââåäåííûå âûøå óñëîâèÿ (3.20)�(3.22). Â ÷àñòíîñòè, ïðè

α = 1, β = 0 îíî ïåðåõîäèò â (3.20), ïðè α = 0, β = 1 îíî ïåðåõîäèò â(3.21), ïðè β = 1, α 6≡ 0 îíî ïåðåõîäèò â (3.22). ×òî êàñàåòñÿ ãðàíè÷íûõóñëîâèé äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E, òî ê ýòîìó âîïðîñó ìû âåðíåìñÿ â � 7ïðè îáñóæäåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.Çàìå÷àíèå 3.2. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò âàæíûé �àêò, ÷òî ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ (3.20)�(3.23) ñòàâÿòñÿ è èìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë èìåííî äëÿýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Òàê, íàïðèìåð, óñëîâèå (3.20) ïðè g = 0�èçè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíèöà Γ ÿâëÿåòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíîé èëè çà-çåìëåííîé, ò. å. ñâîåãî ðîäà ýêðàíîì äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [38℄. ×òî êà-ñàåòñÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà u, òî îòâå÷àþùåå åìó óðàâíåíèå Ïóàñ-ñîíà (3.12) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R
3 áåç êàêèõ-ëèáîãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äåéñòâèòåëüíî, âðÿä ëè ìîæíî ñîçäàòü òàêîé ýêðàí,êîòîðûé áû ïîëíîñòüþ ýêðàíèðîâàë â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà äåé-ñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.Çàìå÷àíèå 3.3. Íèæå â ãë. 2 ìû ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå Ïóàññîíà(3.14) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðåäñòàâèòåëåì òàê íàçûâàåìîãî óðàâíåíèÿýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, òàê ÷òî (3.14), (3.23) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷å-ñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Äàííàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿâ êóðñå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ãäå ïîêà-çàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå îíàèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ïîòåíöèàë u), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò èñ-õîäíûõ äàííûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à (3.14),(3.23) êîððåêòíî ïîñòàâëåíà. Â äàííîé êíèãå ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè çà-äà÷à (3.14), (3.23) áóäåò èçó÷àòüñÿ â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ê èõ÷èñëó îòíîñèòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè òèïà êðóãà â

R
2 ëèáî øàðà â R

3. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ òî÷íîå ðåøåíèåñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.14) ñóùåñòâó-åò è, áîëåå òîãî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå. Èìåííîýòèì âîïðîñîì ìû çàéìåìñÿ äåòàëüíî â ãë. 6. ×òî êàñàåòñÿ îáùåé çàäà-÷è (3.14), (3.23) â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω, òî íàéòè åå òî÷íîå ðåøåíèåâ ÿâíîì âèäå ñðåäñòâàìè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìóäëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûåìåòîäû, íàïðèìåð, ÷èñëåííûå ìåòîäû, îðèåíòèðîâàííûå íà ÝÂÌ. Ýòî ñî-ñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå êóðñà �×èñëåííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�(ñì., íàïðèìåð, [44℄).Çàìå÷àíèå 3.4. Â ñëó÷àå, êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ,35



êàæäàÿ èç ðàññìîòðåííûõ âûøå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.14) îòíî-ñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ âíóòðåííèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷.Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü êàêîå-ëèáî ýë-ëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèí-ñòâåííîãî ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â òàêîé îáëàñòè íåîáõîäèìîçàäàâàòü, êðîìå îäíîãî èç ââåäåííûõ âûøå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, äîïîëíè-òåëüíîå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ïðè |x| → ∞. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà, ðàññìàòðèâàåìîãî âî âíåøíîñòè êîìïàêòà â R
3, óêàçàííîå óñëîâèå,îáåñïå÷èâàþùåå êîððåêòíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è, èìååò âèä

u(x) = o(1) ïðè |x| → ∞. (3.24)Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû o(1), ÷òî ïîòåíöè-àë u(x) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà
Ω = R

3, êàê ýòî èìååò ìåñòî ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ãðàâèòàöèîííî-ãî ïîòåíöèàëà, (3.24) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì, îáåñïå÷èâàþùèìêîððåêòíîñòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà â R
3 (ñì. îáýòîì â ãë. 7).Çàìå÷àíèå 3.5. Âûøå ìû ââåëè �àêòè÷åñêè äâà îïðåäåëåíèÿ îïåðà-òîðà Ëàïëàñà ∆: îäíî â âèäå ñóììû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â (3.10),äðóãîå � ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (3.18). Ïåðâîå èñïîëüçóåò äå-êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì,èáî îíî çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åìó,âòîðîå îïðåäåëåíèå íîñèò èíâàðèàíòíûé, ò. å. íå çàâèñÿùèé îò âûáîðàñèñòåìû êîîðäèíàò, õàðàêòåð, ïîñêîëüêó îíî îïðåäåëÿåò îïåðàòîð ∆ ÷å-ðåç èíâàðèàíòûå äè��åðåíöèðàëüíûå îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà: div ègrad. Âòîðîå îïðåäåëåíèå, êîíå÷íî, áîëåå óäîáíî, ïîñêîëüêó îíî ïîçâîëÿåòçàïèñûâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ∆u â ëþáîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ div è grad. Íè-æå, íàðÿäó ñ âûðàæåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ,ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü åãî âûðàæåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ (ρ, ϕ, z)è ñ�åðè÷åñêèõ (r, θ, ϕ) êîîðäèíàòàõ. Óêàçàííûå âûðàæåíèÿ, ïðèâåäåííûå,íàïðèìåð, â [19, ñ. 168-169℄, èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

∆u = ∆r,θ,ϕu ≡ 1

r2

∂

∂r

(

r2∂u

∂r

)

+
1

r2sinθ

∂

∂θ

(

sinθ
∂u

∂θ

)

+
1

r2sin2θ

∂2u

∂ϕ2
, (3.25)

∆u = ∆ρ,ϕ,zu ≡ 1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂u

∂ρ

)

+
1

ρ2

∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2
. (3.26)�4. Ìîäåëè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà òåïëà è äè��óçèè36



4.1. Ìîäåëè ïåðåíîñà òåïëà. Îäíèì èç âàæíåéøèõ æèçíåííûõ ïðî-öåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà îò îäíîãî ó÷àñòêà ðàññìàò-ðèâàåìîé ñðåäû ê äðóãèì. Óêàçàííûé ïðîöåññ âûçûâàåòñÿ íåñêîëüêèìè ìå-õàíèçìàìè, è, â ÷àñòíîñòè: ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé, ò. å. ïåðåäà÷åé êè-íåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö (ìîëåêóë è àòîìîâ), êîíâåêöèåéèëè äâèæåíèåì ñðåäû, ëó÷åèñïóñêàíèåì, õèìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è ò. ä.Íèæå ìû âûâåäåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, ó÷è-òûâàþùóþ ïåðâûé ìåõàíèçì ïåðåíîñà òåïëà, à äàëåå óñëîæíèì åå çà ñ÷åòó÷åòà âòîðîãî ìåõàíèçìà, ò. å. êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà òåïëà. Äëÿ êîíêðåò-íîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü æèäêèå ñðåäû.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî æèäêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, çàíèìàåòíåêîòîðóþ îáëàñòü D ïðîñòðàíñòâà R
3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ïðîèçâîëüíóþåå îãðàíè÷åííóþ ïîäîáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Äëÿ ìàòåìàòè-÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà òåïëà ïðèíÿòî ââîäèòü âåêòîð ïîòîêàòåïëà q = q(x, t). Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðà q çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñåãî ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî Q1 òåïëà, âíîñèìîå çà ïðîìå-æóòîê âðåìåíè îò t1 äî t2 â ïðîèçâîëüíóþ ïîäîáëàñòü Ω ðàññìàòðèâàåìîéîáëàñòè D ñî ñòîðîíû îñòàâøåéñÿ ÷àñòè Ωe = D \ Ω, ïî �îðìóëå:

Q1 = −
t2
∫

t1

dt

∫

Γ

q · ndS. (4.1)Çäåñü Γ � ãðàíèöà ìåæäó Ω è Ωe (ðèñ. 4.1), n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåéíîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ, dS � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè Γ. Çíàê �−�âûáðàí ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè íîðìàëè n.Èç øêîëüíîãî êóðñà òåðìîäèíàìèêè õî-
n

n
q

q

D Ω Ω
Γ

e

�èñ. 4.1.
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìåðîé òåïëà ÿâëÿåòñÿòåìïåðàòóðà T . Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêà-åò ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé âîïðîñ î òîì,êàê ñâÿçàòü ïîòîê òåïëà ñ òåìïåðàòóðîé
T . Îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü â òåðìîäèíà-ìèêå èãðàåò çàêîí Ôóðüå, íàçâàííûé òàêâ ÷åñòü èçâåñòíîãî �ðàíöóçñêîãî ìàòåìà-òèêà è �èçèêà S.B. Fourier (1768�1830).Óêàçàííûé çàêîí ïîñòóëèðóåò, ÷òî âåêòîð ïîòîêà òåïëà ñâÿçàí ñ òåìïåðà-òóðîé T �îðìóëîé

q = −kgradT. (4.2)Çäåñü k � ïàðàìåòð ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, íàçûâàåìûé êîý��èöèåíòîì òåïëî-ïðîâîäíîñòè, à çíàê �−� â çàêîíå Ôóðüå îòðàæàåò òîò èçâåñòíûé îïûòíûé�àêò, ÷òî òåïëî âñåãäà òå÷åò îò ãîðÿ÷åé ÷àñòè ñðåäû ê õîëîäíîé. Â ñëî-âåñíîé �îðìå çàêîí Ôóðüå âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñëîâàìè: åñëè òåì-ïåðàòóðà òåëà íå ðàâíîìåðíà, òî â íåì âîçíèêàþò òåïëîâûå ïîòîêè,37



íàïðàâëåííûå èç ìåñò ñ áîëåå âûñîêîé òåìïåðàòóðîé â ìåñòà ñ áîëååíèçêîé òåìïåðàòóðîé. �àçìåðíîñòè âåëè÷èí q, k è T â ñèñòåìå ÑÈ ïðè-âåäåíû â òàáëèöå 4.1.Íàïîìíèì, ÷òî çàíèìàþùàÿ îáëàñòü D ñðåäà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé,åñëè åå ñâîéñòâà íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé òî÷êè x ∈ D ê äðó-ãîé. Ñðåäà íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé â òî÷êå x, åñëè åå ñâîéñòâà îäèíàêîâûïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, âûõîäÿùèì èç òî÷êè x, è àíèçîòðîïíîé â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå. Åñëè ñðåäà èçîòðîïíà, òî k ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé,çàâèñÿùåé â îáùåì ñëó÷àå îò òî÷åê x ∈ D, âðåìåíè t è òåìïåðàòóðû T .Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîé ñðåäû k ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé �óíêöèåé, à âåêòîðïîòîêà òåïëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñêàëÿðíîå) ïðîèçâåäåíèå òåíçîðà k íàâåêòîð −gradT . Íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èçîòðîïíûå ñðåäû.Äëÿ òàêèõ ñðåä �îðìóëà (4.1) ïðèíèìàåò ñ ó÷åòîì (4.2) âèä
Q1 =

t2
∫

t1

dt

∫

Γ

kgradT · ndS.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî [19, ñ.192℄
∫

Ω

divvdx =

∫

Γ

v · ndS (4.3)äëÿ äè��åðåíöèðóåìîãî â Ω âåêòîðíîãî ïîëÿ v, â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëî-æèòü v = kgradT , âûðàæåíèå äëÿ Q1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
Q1 =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

div(kgradT )dx. (4.4)Ôîðìóëà (4.4) îïèñûâàåò êîëè÷åñòâî òåïëà, ïîñòóïàþùåå â îáëàñòü Ω çàïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t1 äî t2, âñëåäñòâèå ïîòîêîâ òåïëà, âûçûâàåìûõíåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû â D.Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî â îáëàñòè Ω ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè òåïëà ñîáúåìíîé ïëîòíîñòüþ F . Òîãäà êîëè÷åñòâî òåïëà Q2, âûäåëÿåìîå èìè âîáëàñòü Ω çà âðåìÿ ∆t = t2 − t1, áóäåò ðàâíî
Q2 =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

Fdx.ßñíî, ÷òî ïîëó÷àåìîå îáëàñòüþ Ω òåïëî èäåò íà íàãðåâ ñðåäû, ò. å. íàóâåëè÷åíèå åå òåìïåðàòóðû. Åñëè â ìîìåíò t1 òåìïåðàòóðà â ïðîèçâîëüíîé38



òî÷êå x îáëàñòè Ω ðàâíà T1(x), à â ìîìåíò t2 ðàâíà T2(x), òî êîëè÷åñòâîòåïëà, íåîáõîäèìîå äëÿ óêàçàííîãî óâåëè÷åíèÿ òåìïåðàòóðû, ðàâíî â ñèëóçàêîíîâ òåðìîäèíàìèêè Q, ãäå
Q =

∫

Ω

ρc(T2 − T1)dx ≡
∫

Ω

ρc

t2
∫

t1

∂T

∂t
dtdx =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

ρc
∂T

∂t
dx. (4.5)Çäåñü ïàðàìåòðû ρ (ïëîòíîñòü ñðåäû) è c (êîý��èöèåíò óäåëüíîé òåïëî-åìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè) ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿìèîò x ∈ D.Â ñèëó �óíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ òåïëà, ïðèìåíåííîãî êîáëàñòè Ω, äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ñîîòíîøåíèå: Q = Q1 +Q2, èëè

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

ρc
∂T

∂t
dx =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

div(kgradT )dx +

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

Fdx. (4.6)Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì áàëàíñà òåïëà. Â ñëîâåñíîé �îðìå ñîîòíîøå-íèå (4.6) ìîæíî âûðàçèòü òàê: èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà òåïëà â îáëàñòè Ω çàâðåìÿ ∆t = t2 − t1 (ñì. ëåâóþ ÷àñòü â (4.6)) îáóñëîâëåíî ïðèòîêîì òåïëàâ îáëàñòü Ω ÷åðåç ãðàíè÷íóþ ïîâåðõíîñòü Γ çà ñ÷åò ìîëåêóëÿðíîé äè�-�óçèè, è êîëè÷åñòâîì òåïëà, âûäåëèâøèìñÿ â Ω çà âðåìÿ ∆t â ðåçóëüòàòåäåéñòâèÿ îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ F .Ïåðåïèñàâ ñîîòíîøåíèå (4.6) â âèäå
t2
∫

t1

dt

∫

Ω

[

ρc
∂T

∂t
− div(kgradT ) − F

]

dx = 0,ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîéâ îáëàñòè D. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñîîòíîøåíèè Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ñêóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, òî òåì ñàìûì ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåì-ìû 1.1. Ñîãëàñíî ýòîé ëåììå óêàçàííàÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàâíàíóëþ âñþäó â îáëàñòè D, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ρc
∂T

∂t
= div(kgradT ) + F. (4.7)Óðàâíåíèå (4.7) è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, îïèñûâàþ-ùåé ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â îáëàñòè D. Êàê óæå óêàçûâàëîñü,êîý��èöèåíòû ρ è c â (4.7) ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå �óíêöèÿìè îò x, àêîý��èöèåíò k ê òîìó æå ìîæåò çàâèñèòü è îò t, à òàêæå ñàìîé òåìïåðà-òóðû T . Ïîýòîìó (4.7) ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì.39



Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå (4.7) èìååò âèä
ρc
∂T

∂t
=

∂

∂x

(

k
∂T

∂x

)

+
∂

∂y

(

k
∂T

∂y

)

+
∂

∂z

(

k
∂T

∂z

)

+ F. (4.8)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäà îäíîðîäíà, òàê ÷òî âåëè÷èíû ρ, c è k åñòüêîíñòàíòû, óðàâíåíèå (4.7) ïðèíèìàåò âèä
∂T

∂t
= a2∆T + f, (4.9)ãäå a =

√

k/ρc, f = F/ρc. Óðàâíåíèå (4.9) íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì óðàâ-íåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, à a2 íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì òåìïåðàòóðî-ïðîâîäíîñòè. Åñëè îáúåìíûå èñòî÷íèêè òåïëà îòñóòñòâóþò, òàê ÷òî f = 0,òî óðàâíåíèå (4.9) ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì. Óêàçàííîå óðàâíåíèå
∂T

∂t
= a2∆T (4.10)ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì è â òî æå âðåìÿ ïðîñòåéøèì ïðåäñòàâèòåëåì óðàâíå-íèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñîãëàñíî êëàññè�èêàöèè, ïðèâåäåííîé â ãë. 2.Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.7) íåîáõîäèìî çà-äàâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿòåïëà ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R

3, òàê ÷òî Ω = R
3, ðîëüòàêèõ óñëîâèé èãðàåò íà÷àëüíîå óñëîâèå

T |t=0 = T0(x), x ∈ Ω, (4.11)à çàäà÷à (4.7), (4.11) ïðè Ω = R
3 íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ(4.7). Åñëè ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîéîáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà R

3 ñ ãðàíèöåé Γ = ∂Ω, òî íà ãðàíèöå Γ ñëåäóåòçàäàâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ, èìåþùèå â îáùåì ñëó÷àå âèä (ñð. ñ (3.23)):
αT + β

∂T

∂n
= g íà Γ. (4.12)Çäåñü α, β è g � çàäàííûå íà Γ �óíêöèè. Çàäà÷à (4.7), (4.11), (4.12) íàçûâà-åòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.7): ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åéèëè çàäà÷åé Äèðèõëå ïðè β = 0, α = 1, âòîðîé êðàåâîé çàäà÷åé èëè çàäà-÷åé Íåéìàíà ïðè β = k|Γ, α = 0 è òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷åé ïðè β = k|Γ,

α 6= 0.Â �èçè÷åñêîì ïëàíå óñëîâèå Äèðèõëå (α = 1, β = 0) â (4.12) îòâå÷àåòçàäàíèþ òåìïåðàòóðû íà ãðàíèöå Γ, óñëîâèå Íåéìàíà (α = 0, β = k|Γ)â (4.12) îòâå÷àåò çàäàíèþ òåïëîâîãî ïîòîêà íà Γ, íàêîíåö, óñëîâèå 3-ãîðîäà îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöå ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ñ âíåøíåé ñðåäîé,òåìïåðàòóðà êîòîðîé èçâåñòíà. Ïîäðîáíåå î �èçè÷åñêîì ñìûñëå ðàçëè÷íûõ40



ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ òåìïåðàòóðû T ìîæíî ïðî÷èòàòü â [21, ñ.27�28℄,[22, ñ.15�16℄, [56, ñ.196�202℄.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òåìïåðàòóðà T çàâèñèò ëèøü îò êîîðäèíàò x, yè âðåìåíè t, ÷òî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿòåïëà â òîíêîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíå èëè ìåìáðàíå, (4.9) ïðèíèìàåò âèääâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
∂T

∂t
= a2

(

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)

+ f. (4.13)Íàêîíåö, äëÿ îäíîìåðíîãî îäíîðîäíîãî òåëà, íàïðèìåð, äëÿ îäíîðîäíîãîñòåðæíÿ, êîãäà T çàâèñèò òîëüêî îò x è t, (4.9) ïåðåõîäèò â îäíîìåðíîåóðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
∂T

∂t
= a2∂

2T

∂x2
+ f. (4.14)Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (4.13) è (4.14) íå ó÷èòûâàþòòåïëîîáìåí ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ïëàñòèíêè èëè ñòåðæíÿ ñ îêðóæàþùåéñðåäîé (òî÷íåå ìû ïðåíåáðåãàåì èì ïðè âûâîäå ýòèõ óðàâíåíèé).Â ðÿäå ñëó÷àåâ çàâèñèìîñòüþ òåìïåðàòóðû T îò âðåìåíè t ìîæíî ïðåíå-áðå÷ü. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ (4.7) ëèáî (4.8) ïåðåõîäèò â ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

div(kgradT ) ≡ ∂

∂x

(

k
∂T

∂x

)

+
∂

∂y

(

k
∂T

∂y

)

+
∂

∂z

(

k
∂T

∂z

)

= −F. (4.15)Â ñëó÷àå, êîãäà k = const, (4.15) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ïóàññîíà
∆T = −f, (4.16)ãäå f = F/k. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà÷àëüíîå óñëîâèå (4.11), åñòåñòâåííî, ñíèìà-åòñÿ, òàê ÷òî èçó÷åíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà òåïëà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðà-åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè (4.15) ëèáîóðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (4.16). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, îòâå÷àþùåì ðàñïðåäåëå-íèþ òåìïåðàòóðû â îäíîìåðíîì ñòåðæíå äëèíû l, óðàâíåíèå (4.16) âìåñòå ñïðîñòåéøèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì 1-ãî ðîäà â (4.12) ïðèíèìàåò âèä êðàåâîéçàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà:

d2T

dx2
= −f, T (0) = T (l) = 0. (4.17)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (4.17) îçíà÷àþò, ÷òî òåìïåðàòóðà T íà êîíöàõ ñòåðæ-íÿ, â êîòîðîì èçó÷àåòñÿ òåïëîâîé ïðîöåññ, ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.Óðàâíåíèÿ (4.7), (4.15) îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà æèäêàÿ ñðåäà íàõî-äèòñÿ â ïîêîå. Åñëè æèäêîñòü, çàíèìàþùàÿ îáëàñòü Ω, íàõîäèòñÿ â äâèæå-íèè, òî âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ìåõàíèçì ïåðåíîñà òåïëà çà ñ÷åò äâèæó-ùèõñÿ ÷àñòèö æèäêîñòè. Â �èçèêå óêàçàííûé ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ (òåï-ëîâîé) êîíâåêöèåé. Äëÿ âûâîäà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè41



ïåðåíîñà òåïëà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî òåïëà, âíîñèìîå â îá-ëàñòü Ω ñî ñòîðîíû îñòàâøåéñÿ ÷àñòè Ωe = D\Ω äâèæóùèìèñÿ ÷àñòèöàìè.Îáîçíà÷èâ ÷åðåç u = u(x, t) ñêîðîñòü æèäêîñòè â òî÷êå x â ìîìåíò t, çàìå-òèì ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ �èçè÷åñêèì ñìûñëîì ïîòîê òåïëà, ïåðåíîñèìîãîäâèæóùèìèñÿ ÷àñòèöàìè ÷åðåç ýëåìåíò dS ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω â åäèíèöóâðåìåíè, ðàâåí −Tu · ndS. Â òàêîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî òåïëà Q3, ïîñòóïà-þùåå çà âðåìÿ ∆t = t2 − t1 â îáëàñòü Ω çà ñ÷åò êîíâåêöèè, îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé
Q3 = −

t2
∫

t1

dt

∫

Γ

Tu · ndS = −
t2
∫

t1

dt

∫

Ω

div(Tu)dx. (4.18)Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàêîí ñîõðàíåíèÿ òåïëà ïðèíèìàåò âèä: Q = Q1 +Q2 +Q3èëè
t2
∫

t1

dt

∫

Ω

ρc
∂T

∂t
dx =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

div(kgradT )dx+

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

Fdx−
t2
∫

t1

dt

∫

Ω

div(Tu)dx.Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ëåììó 1.1, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
ρc
∂T

∂t
= div(kgradT ) − div(Tu) + F. (4.19)Óðàâíåíèå (4.19) ÿâëÿåòñÿ óñëîæíåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, îïè-ñûâàþùåé ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â îáëàñòè Ω çà ñ÷åò ìîëåêó-ëÿðíîé äè��óçèè, êîíâåêöèè è äåéñòâèÿ îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ òåïëà. Â÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà æèäêîñòü íåñæèìàåìà, òàê ÷òî ñêîðîñòü u óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè divu = 0, èìååì â ñèëó èçâåñòíîé �îðìó-ëû [16, ñ.311℄

div(ϕu) = u · gradϕ+ ϕdivu, (4.20)÷òî div(Tu) = u · gradT . Ñ ó÷åòîì ýòîãî (4.19) ïðèíèìàåò âèä
ρc
∂T

∂t
= div(kgradT ) − u · gradT + F. (4.21)Åñëè æå ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, òàê ÷òî ∂T/∂t =

0, òî (4.19) ïðèíèìàåò âèä
div(kgradT ) − div(Tu) = −F.Çàìå÷àíèå 4.1. Áîëåå òî÷íûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîöåññ ïåðåíî-ñà òåïëà â âÿçêîé æèäêîñòè ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåõîäîì êèíåòè÷åñêîé ýíåð-ãèè æèäêîñòè â ðàáîòó ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê ïîÿâëå-íèþ â æèäêîñòè äîïîëíèòåëüíîãî èñòî÷íèêà òåïëà, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü Fµ42



êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé [40, ñ.10℄
Fµ = 2µ

3
∑

i,j=1

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

). (4.22)Çäåñü ui � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u, µ � äèíàìè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿç-êîñòè (ñì. � 5), à �óíêöèÿ Fµ íîñèò íàçâàíèå äèññèïàòèâíîé �óíêöèè. Ñó÷åòîì ýòîãî áîëåå òî÷íàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà òåïëà â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòèèìååò âèä
ρc
∂T

∂t
= div(kgradT ) − div(Tu) + F + Fµ. (4.23)Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü u, âõîäÿùàÿ â (4.19),ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé âåêòîð-�óíêöèåé âìåñòå ñ T , (4.19) ëèáî (4.23) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé íåçàìêíóòóþ ìîäåëü îòíîñèòåëüíî �óíêöèé T è u. Âîïðîñî çàìûêàíèè ýòîé ìîäåëè áóäåò ðàññìîòðåí â � 5.4.2. Ìîäåëè êîíâåêöèè-äè��óçèè âåùåñòâà. Âûâåäåì çäåñü ìà-òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ïðîöåññ ïåðåíîñà â æèäêîñòè êàêîãî-ëèáî âåùåñòâà, íàïðèìåð, çàãðÿçíÿþùåé ïðèìåñè. Íàëè÷èå ýòîãî âåùå-ñòâà â æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ åãî êîíöåíòðàöèåé C, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü[C℄=êã/ì3 â ñèñòåìå ÑÈ. Êàê è â ñëó÷àå òåïëîïåðåíîñà, áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü ñëåäóþùèå ìåõàíèçìû ïåðåíîñà âåùåñòâà: äè��óçèþ, êîíâåêöèþ èâíóòðåííèå èñòî÷íèêè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç J âåêòîð ïîòîêà âåùåñòâà çà ñ÷åò äè��óçèè. Èçâåñò-íî, ÷òî îí ñâÿçàí ñ êîíöåíòðàöèåé çàêîíîì Ôèêà (íàçâàííîãî òàê â ÷åñòüíåìåöêîãî �èçèêà A. Fik, îòêðûâøåãî åãî â 1855 ã.), èìåþùèì âèä J =

−ηgradC. Çäåñü ïàðàìåòð η, èìåþùèé ñìûñë êîý��èöèåíòà äè��óçèè,çàâèñèò â îáùåì ñëó÷àå êàê îò òî÷åê x îáëàñòè Ω è âðåìåíè t, òàê è îòêîíöåíòðàöèè C. �àññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ï. 4.1, ïîêàçû-âàþò, ÷òî êîëè÷åñòâî R1 âåùåñòâà, ïîñòóïàþùåãî çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè
(t1, t2) â ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü Ω ñ ãðàíèöåé Γ ñî ñòîðîíû îñòàâøåéñÿ ïîä-îáëàñòè Ωe îáëàñòè Ω çà ñ÷åò äè��óçèè, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

R1 = −
t2
∫

t1

dt

∫

Γ

J · ndS = −
t2
∫

t1

dt

∫

Ω

divJdx =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

div(ηgradC)dx.Åñëè âíóòðè Ω èìåþòñÿ èñòî÷íèêè âåùåñòâà ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ FC ,âûðàáàòûâàþùèå ýòî âåùåñòâî, òî ïîëíîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà R2, âíîñè-ìîå èìè â Ω çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè (t1, t2) , à òàêæå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà
R3, ïåðåíîñèìîå â Ω çà ñ÷åò êîíâåêöèè, îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

R2 =

t2
∫

t1

∫

Ω

FCdxdt, R3 = −
t2
∫

t1

dt

∫

Γ

Cu · ndS = −
t2
∫

t1

dt

∫

Ω

div(Cu)dx.43



Â ðåçóëüòàòå ïîñòóïëåíèÿ âåùåñòâà â Ω êîíöåíòðàöèÿ åãî èçìåíÿåòñÿ, ïðè-÷åì èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà âåùåñòâà â Ω çà èíòåðâàë (t1, t2) âûðàæàåòñÿ�îðìóëîé
R =

∫

Ω

[C(x, t2) − C(x, t1)]dx =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

∂C

∂t
dx. (4.24)Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå � óðàâ-íåíèå áàëàíñà âåùåñòâà: R = R1 +R2 +R3. Â ïîäðîáíîé çàïèñè îíî èìååòâèä

t2
∫

t1

∫

Ω

∂C

∂t
dxdt =

t2
∫

t1

∫

Ω

[div(ηgradC) − div(Cu) + FC] dxdt. (4.25)Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1, èç (4.25) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
∂C

∂t
= div(ηgradC) − div(Cu) + FC. (4.26)Îíî íàçûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì êîíâåêöèè-äè��óçèè. Â ÷àñò-íîì ñëó÷àå, êîãäà η = const, à âåêòîð u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ divu = 0,óðàâíåíèå (4.26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∂C

∂t
= η∆C − u · gradC + FC. (4.27)Åñëè æå ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ïåðåíîñà (êîíâåêöèè-äè��óçèè) âåùå-ñòâà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, òàê ÷òî ∂C/∂t = 0, òî (4.26) ïðèíèìàåò âèä

div(ηgradC) − div(Cu) = −FC. (4.28)�àñïðîñòðàíåíèå âåùåñòâà â íåêîòîðûõ ñðåäàõ ñîïðîâîæäàåòñÿ õèìè÷å-ñêîé ðåàêöèåé âçàèìîäåéñòâèÿ äè��óíäèðóþùåãî âåùåñòâà ñ âåùåñòâîìîñíîâíîé ñðåäû. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîãëîùåíèþ âåùåñòâà, ïðè÷åì ñêîðîñòüïîãëîùåíèÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé êîí-öåíòðàöèè C(x, t) ñ íåêîòîðûì êîý��èöèåíòîì γ(x). Âñëåäñòâèå ÿâëåíèÿïîãëîùåíèÿ, êîëè÷åñòâî äè��óíäèðóþùåãî âåùåñòâà â ðàññìàòðèâàåìîéîáëàñòè Ω óìåíüøàåòñÿ çà ïðîìåæóòîê (t1, t2) íà âåëè÷èíó
R4 =

t2
∫

t1

dt

∫

Ω

γ(x)C(x, t)dx. (4.29)
44



×òîáû ó÷åñòü ÿâëåíèå ïîãëîùåíèÿ âåùåñòâà, äîñòàòî÷íî ïðè âûâîäå óðàâ-íåíèÿ áàëàíñà âåùåñòâà âûðàæåíèå (4.29) âû÷åñòü èç ïðàâîé ÷àñòè (4.25).Ñ ó÷åòîì ýòîãî îñíîâíûå ìîäåëè ïåðåíîñà âåùåñòâà ïðèíèìàþò âèä
∂C

∂t
= div(ηgradC) − div(Cu)− γC + FC , (4.30)

div(ηgradC) − div(Cu) − γC = −FC. (4.31)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà divu = 0, (4.30) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∂C

∂t
+ u · gradC + γC = div(ηgradC) + FC. (4.32)Íà êàæäîå èç óðàâíåíèé (4.30)�(4.32) èíîãäà ññûëàþòñÿ êàê íà óðàâíåíèåêîíâåê-öèè-äè��óçèè-ðåàêöèè.Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.26), ðàññìàòðèâà-åìîãî â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω, çàäàþòñÿ íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ.Ïåðâîå èç íèõ èìååò ñòàíäàðòíûé âèä

C|t=0 = C0(x), x ∈ Ω. (4.33)×òîáû çàäàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ãðàíèöó Γ ðàçáèâàþò íà äâà ó÷àñòêà: ΓDè ΓN . Íà ó÷àñòêå ΓD çàäàåòñÿ óñëîâèå Äèðèõëå, òîãäà êàê íà ΓN çàäàþòäè��óçèîííûé ïîòîê âåùåñòâà â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè
C = g1 íà ΓD, −η∂C

∂n
= g2 íà ΓN . (4.34)Íà÷àëüíîå óñëîâèå (4.33), îïèñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè âå-ùåñòâà â Ω â ìîìåíò t = 0, ìîäåëèðóåò, íàïðèìåð, ìãíîâåííûé âûáðîñçàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà, ÷òî ÷àñòî ïðîèñõîäèò ïðè âçðûâàõ èëè àâàðè-ÿõ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.34) ìîäåëèðóþò ïîâåäåíèå âåùåñòâà íà ðàçíûõó÷àñòêàõ ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ó÷à-ñòîê ΓN ÿâëÿåòñÿ íåïðîíèöàåìûì äëÿ âåùåñòâà, â (4.34) ñëåäóåò ïîëîæèòü

g2 = 0.Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëåé íèæå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà ðàçìåðíîñòåé ââåäåí-íûõ â ýòîì ïàðàãðà�å �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå ÑÈ.Òàáëèöà 4.1âåëè÷èíû Qi q T k ρ c u C η, a2 J γ µ F, Fµ FCðàçìåðíîñòèâ ÑÈ Q Qì2
·ñ K Qì·ñ·K êãì3

Qêã·K ìñ êãì3

ì2ñ êãì2
·ñ 1 êãì·ñ Kñ êãì3

·ñÇäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå ñîêðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñ îáîçíà÷àåò ñå-êóíäó, ì � ìåòð, Q � äæîóëü, K � Êåëüâèí (åäèíèöà òåìïåðàòóðû).45



�5. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòè èãàçîâ5.1. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷å-ñêèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Êàê èçâåñòíî, æèäêîñòü èëè ãàçïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö (ìîëåêóë, àòî-ìîâ, èîíîâ), íàõîäÿùèõñÿ â íåïðåðûâíîì õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè. Ïîýòîìóäëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàòü ñîñòîÿíèå æèäêîñòè â äàí-íûé ìîìåíò âðåìåíè, íåîáõîäèìî çàäàòü ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü êàæäîé÷àñòèöû æèäêîñòè. Èç-çà îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö ýòî ïðàêòè÷åñêèíåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü. Ñ ó÷åòîì ýòîãî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ æèä-êîñòè ïðèìåíÿþò ñïåöèàëüíûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Èç íèõ íàèáîëååðàñïðîñòðàíåíû äâà: �åíîìåíîëîãè÷åñêèé è ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêèé.Ñîãëàñíî ïåðâîìó ïîäõîäó, êîòîðûé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðåòè÷åñêîéãèäðîäèíàìèêå � íàóêå î äâèæåíèè æèäêîñòåé è ãàçîâ, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÷à-ñòèöû, ñîñòàâëÿþùèå æèäêîñòü, íåïðåðûâíûì îáðàçîì çàïîëíÿþò åå îáú-åì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî æèäêîñòü ìîäåëèðóåòñÿ ñïëîøíîé ñðåäîé, ïðè ýòîì ååîñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x â ìîìåíò t ÿâëÿþòñÿñêîðîñòü u = u(x, t), ïëîòíîñòü ρ = ρ(x, t) è äàâëåíèå p = p(x, t), èìåþ-ùèå â ñèñòåìå ÑÈ ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðíîñòè: ì/ñåê, êã/ì3 è Í/ì2, ãäåÍ=êã·ì/ñåê2 � ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå íüþòîíà êàê åäèíèöû ñèëû. Êðî-ìå óêàçàííûõ îñíîâíûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûåõàðàêòåðèñòèêè: òåìïåðàòóðà T , ýíòðîïèÿ s, ñîëåíîñòü S, êîíöåíòðàöèÿ Cçàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà â æèäêîñòè è ò. ä. �àçìåðíîñòè ýòèõ âåëè÷èí âñèñòåìå ÑÈ ìîæíî íàéòè â òàáëèöå 5.1.Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òîé èëè èíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðî-äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê âûâîäó ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ �óíêöèé u, p, ρ, . . . , îñ-íîâûâàÿñü íà òåõ �óíäàìåíòàëüíûõ çàêîíàõ, êîòîðûå îïèñûâàþò ïðîöåññäâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå óêàçàííûõ çàêîíîâ èñ-ïîëüçóþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà, ýíåðãèè è ò. ä. Â ñîîò-âåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, ìû íà÷íåì èçëîæåíèå ñ âûâîäà îáùåãî ãèä-ðîäèíàìè÷åñêîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Îí èìååò äâå �îðìû: èíòåãðàëüíóþ,îòíîñÿùóþñÿ ê ïðîèçâîëüíîìó îáúåìó, çàíèìàåìîìó æèäêîñòüþ, è äè��å-ðåíöèàëüíóþ, îòíîñÿùóþñÿ ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ðàññìàòðèâàåìîé îá-ëàñòè, è èìåþùóþ âèä ñîîòâåòñòâóþùåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ �óíêöèé.5.2. Îáùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî æèäêîñòü çàíèìà-åò íåêîòîðóþ îáëàñòü D ⊂ R
3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ïðîèçâîëüíóþ åå ïîä-îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, íåèçìåííîé âî âðåìåíè. Îáû÷íûìîáðàçîì, êàê ýòî ïðèíÿòî â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä [40℄, îïðåäåëÿþòñÿáåñêîíå÷íî ìàëûå ýëåìåíòû îáúåìà è ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ïîíÿòèå äâèæó-ùåéñÿ ÷àñòèöû. Ïóñòü ψ � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ âå-46



ëè÷èíà, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå îáúåìà. Òîãäà èíòåãðàë Ψ(t) =
∫

Ω ψ(x, t)dxáóäåò èìåòü ñìûñë êîëè÷åñòâà âåëè÷èíû ψ â îáëàñòè Ω. Â ñâîþ î÷åðåäü,íà ψ(x, t) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îáúåìíóþ ïëîòíîñòü èíòåãðàëüíîé âå-ëè÷èíû Ψ(t) â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q ïëîòíîñòüîáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ âåëè÷èíû Ψ. Â ñèëó îáùåãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïðè-ðàùåíèå âåëè÷èíû Ψ â îáëàñòè Ω çà âðåìÿ îò t äî t + ∆t ïðîèñõîäèò çàñ÷åò äåéñòâèÿ îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ, èçìåíÿþùèõ Ψ íà âåëè÷èíó
t+∆t
∫

t

dt

∫

Ω

qdx,è çà ñ÷åò ïîòîêà âåëè÷èíû Ψ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ ñî ñòîðîíû îñòàâøåéñÿ÷àñòè æèäêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè êïîâåðõíîñòè Γ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîòîê âåëè÷èíû Ψ ÷åðåç ýëåìåíò ïîâåðõ-íîñòè dS â åäèíèöó âðåìåíè â íàïðàâëåíèè íîðìàëè n ðàâåí ψu · ndS, ãäå
u � ñêîðîñòü æèäêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîê âåëè÷èíû Ψ â îáëàñòü Ω ñîñòîðîíû îñòàâøåéñÿ ÷àñòè æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ çà âðåìÿ îò t äî
t+ ∆t ðàâåí

−
t+∆t
∫

t

dt

∫

Γ

ψu · ndS = −
t+∆t
∫

t

dt

∫

Ω

div(ψu)dx.Çäåñü ïðè ïåðåõîäå îò äâîéíîãî ê òðîéíîìó èíòåãðàëó ìû âîñïîëüçîâàëèñü�îðìóëîé (4.3), à çíàê �−� âûáðàí ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè íîðìàëè n.Ñîãëàñíî îáùåìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ïðèðàùåíèå âåëè÷èíû Ψ çà âðåìÿ
∆t îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (óðàâíåíèåì áàëàíñà âåëè÷èíû Ψ â Ω):

Ψ(t+ ∆t) − Ψ(t) =

t+∆t
∫

t

dt

∫

Ω

qdx −
t+∆t
∫

t

dt

∫

Ω

div(ψu)dS. (5.1)�àçäåëèâ îáå ÷àñòè íà ∆t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0, ïîëó÷àåìóðàâíåíèå
lim

∆t→0

Ψ(t+ ∆t) − Ψ(t)

∆t
≡ dΨ

dt
=

d

dt

∫

Ω

ψdx =

∫

Ω

qdx−
∫

Ω

div(ψu)dx, (5.2)êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∫

Ω

[
∂ψ

∂t
+ div(ψu) − q]dx = 0. (5.3)47



Ñ÷èòàÿ ïîäèíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â (5.3) íåïðåðûâíîé è ïðèìåíÿÿ ëåììó1.1, ïðèõîäèì ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
∂ψ

∂t
+ div(ψu) = q. (5.4)Óðàâíåíèå (5.4) íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ âåëè-÷èíû Ψ, òîãäà êàê óðàâíåíèå (5.1) èìååò ñìûñë èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñî-õðàíåíèÿ âåëè÷èíû Ψ. Ïðèìåíÿÿ (5.4) ê êîíêðåòíûì ãèäðîäèíàìè÷åñêèìâåëè÷èíàì, òåïåðü íåòðóäíî âûâåñòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëü-ñà è ò. ä., íà îñíîâå êîòîðûõ âûâîäÿòñÿ èñêîìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëèäâèæåíèÿ æèäêîñòè.5.3. Ìîäåëè äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè. Íà÷íåì ñ âûâîäàçàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû. Ñ ýòîé öåëüþ ïîëîæèì â (5.4) ψ = ρ, q = 0 (ïî-ñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ìàññû). Â ðåçóëüòà-òå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0. (5.5)Îíî íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èëè ïðî-ñòî óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äâèæå-íèå æèäêîñòè ïðîèñõîäèò òàê, ÷òî åå ñêîðîñòü u è ïëîòíîñòü ρ â êàæäîéòî÷êå x ∈ D â ëþáîé ìîìåíò t óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.5). Âàæíî îò-ìåòèòü, ÷òî (5.5) èìååò èíâàðèàíòíûé õàðàêòåð (â òîì ñìûñëå, ÷òî â åãîçàïèñè íå ó÷àñòâóåò êîíêðåòíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò). Îäíàêî, äëÿ óïðîùå-íèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îáëàñòè D, ãäåðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå æèäêîñòè, ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäè-íàò x1 = x, x2 = y, x3 = z ñ ïðàâûì áàçèñîì i, j,k, ïðè÷åì îñü z áóäåìñ÷èòàòü íàïðàâëåííîé ââåðõ. Îáîçíà÷èâ äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðà u÷åðåç u1 = u, u2 = v, u3 = w è ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (3.16) äëÿ äèâåðãåíöèèâ äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, óðàâíåíèå (5.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂ρ

∂t
+

3
∑

i=1

∂

∂xi
(ρui) = 0. (5.6)Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê âûâîäó óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ðàñ-ñìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà æèäêîñòü. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ñèëû ïîä-ðàçäåëÿþòñÿ íà âíåøíèå è âíóòðåííèå. Âíåøíèå ñèëû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿ-þòñÿ ìàññîâûìè (ëèáî îáúåìíûìè) è îïèñûâàþòñÿ ìàññîâîé (ëèáî îáúåì-íîé) ïëîòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè f � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü âíåøíåéñèëû (ò. å. ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó ìàññû è èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòüóñêîðåíèÿ ì/ñåê2), òî ρf ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åå îáúåìíóþ ïëîòíîñòü (ò. å.ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäèíèöó îáúåìà), ρfdx � ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ýëå-ìåíòàðíûé îáúåì dx è, íàêîíåö, ∫Ω ρfdx � ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà îáëàñòü48



Ω. Âàæíûì ïðèìåðîì âíåøíèõ ñèë ÿâëÿåòñÿ ñèëà òÿæåñòè, ìàññîâàÿ ïëîò-íîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ â âûáðàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò�îðìóëîé
g = (0, 0,−g). (5.7)Çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Åãî âåëè÷èíà íà ñðåäíèõ øèðîòàõðàâíà ïðèìåðíî 9,8 ì/ñåê2. ßñíî, ÷òî ñèëà òÿæåñòè, äåéñòâóþùàÿ íà ýëå-ìåíòàðíûé îáúåì dx, ðàâíà ρgdx. Äðóãèì ïðèìåðîì âíåøíåé ñèëû, èãðà-þùåé âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îêåàíå,ÿâëÿåòñÿ ñèëà Êîðèîëèñà. �å÷ü î íåé ïîéäåò â ï. 5.6.Îáðàòèâøèñü ê àíàëèçó âíóòðåííèõ ñèë, çàìåòèì, ÷òî îíè ñóùåñòâåííîçàâèñÿò îò õàðàêòåðà æèäêîñòè. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ýòîì ïóíêòåèäåàëüíóþ æèäêîñòü, ò. å. òàêóþ ñïëîøíóþ ñðåäó, â êîòîðîé âíóòðåííèåñèëû ñâîäÿòñÿ ê äàâëåíèþ, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò òîãî, íàõîäèòñÿ ëè ñðåäàâ ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ èëè äâèæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âûäåëèòüâ æèäêîñòè íåêîòîðóþ îáëàñòü Ω, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ Γ, òî äåé-ñòâèå íà íåå îñòàëüíîé ÷àñòè æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñèëîé, íàïðàâëåííîéâ êàæäîé òî÷êå x ∈ Γ ïî âíóòðåííåé íîðìàëè. Ïðè ýòîì ñàìà âåëè÷èíà päàâëåíèÿ, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè, çàâèñèò íå îò îðèåíòàöèèòîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïëîùàäêè, ê êîòîðîé äàâëåíèå ïðèëîæåíî, à ëèøüîò åå êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè dS â èäåàëüíîéæèäêîñòè äåéñòâóåò ñèëà

−pndS = −(p cosαi + p cosβj + p cos γk)dS, (5.8)ãäå cosα, cosβ, cos γ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîðìàëè n. Çíàê�−� â (5.8) âûáðàí â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå äàâëåíèå äåéñòâóåòâ íàïðàâëåíèè âíóòðåííåé íîðìàëè. Íà âñþ îáëàñòü Ω áóäåò äåéñòâîâàòüñèëà, ðàâíàÿ ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó
−
∫

Γ

pndS = −





∫

Γ

p cosαdSi +

∫

Γ

p cosβdSj +

∫

Γ

p cos γdSk



 ,êîòîðûé ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (4.3) ìîæíî ñâåñòè ê òðîéíîìó èíòåãðàëó
−
∫

Ω

∇pdx. (5.9)Ôîðìóëà (5.9) îçíà÷àåò, ÷òî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âíóòðåííèõ ñèë â èäåàëü-íîé æèäêîñòè ðàâíà −∇p. Èç (5.9) è ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òîîáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ñèë, äåéñòâóþùèõ â èäåàëüíîé æèäêîñòè, èìååò âèä
−∇p+ ρf , (5.10)49



ãäå f � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü âñåõ âíåøíèõ ñèë (íàïðèìåð, ñèëû òÿæåñòè,ñèëû Êîðèîëèñà è ò. ä.). Â ïðîåêöèÿõ íà îñè êîîðäèíàò (5.10) èìååò âèä
− ∂p

∂xi
+ ρfi, i = 1, 2, 3. (5.11)Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè âûâåñòè óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå æèä-êîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèë ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ (5.10). Ñ ýòîé öåëüþ ïîä-ñòàâèì â (5.4) âìåñòî ψ ïðîèçâåäåíèå ρui, à âìåñòî q êîìïîíåíòó (5.11)ñèëû (5.10). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂

∂t
(ρui) + div(ρuiu) = − ∂p

∂xi
+ ρfi,êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ρ
∂ui
∂t

+ ρ

3
∑

j=1

uj
∂ui
∂xj

+

[

∂ρ

∂t
+

3
∑

j=1

∂

∂xj
(ρuj)

]

ui = − ∂p

∂xi
+ ρfi. (5.12)Â ñèëó óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (5.6) âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â(5.12) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

ρ
∂ui
∂t

+ ρ
3
∑

j=1

uj
∂ui
∂xj

= − ∂p

∂xi
+ ρfi, i = 1, 2, 3 (5.13)äëÿ êîìïîíåíò ui, ýêâèâàëåíòíûõ îäíîìó âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = −∇p+ ρf . (5.14)Çäåñü ÷åðåç (u · ∇)u îáîçíà÷åí âåêòîð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü óñêîðåíèÿ,íàçûâàåìûé â ãèäðîäèíàìèêå êîíâåêòèâíûì óñêîðåíèåì, êîìïîíåíòû êî-òîðîãî â äåêàðòîâîì áàçèñå îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

[(u · ∇)u]i =
3
∑

j=1

uj
∂ui
∂xj

, i = 1, 2, 3.Óðàâíåíèå (5.14) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì ãèäðîäèíàìèêè èäåàëü-íîé æèäêîñòè. Åãî òàêæå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ýéëåðà â ÷åñòü âûäàþùå-ãîñÿ ó÷åíîãî Ëåîíàðäî Ýéëåðà (1707�1783). Ïîñêîëüêó åãî âûâîä îñíîâàííà èíòåãðàëüíîì çàêîíå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, òî óðàâíåíèå (5.14) íàçûâà-åòñÿ òàêæå äè��åðåíöèàëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.Óðàâíåíèÿ (5.5), (5.14) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ÷åòûðåõ ñêàëÿð-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïÿòè ñêàëÿðíûõ èñêîìûõ50



�óíêöèé: êîìïîíåíò u1, u2, u3 ñêîðîñòè u, äàâëåíèÿ p è ïëîòíîñòè ρ, ò. å.îíè îáðàçóþò íåçàìêíóòóþ (íåïîëíóþ) ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Äëÿ ååçàìûêàíèÿ ê (5.5), (5.14) ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü åùå îäíî ñêàëÿðíîå óðàâ-íåíèå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè èäåàëüíîé æèäêîñòè â êà÷åñòâå òàêîãîóðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ,èìåþùåå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âèä
p = P (ρ), (5.15)ãäå P (ρ) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòå-ìó ïÿòè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (5.5), (5.14) è (5.15) äëÿ ïÿòè íåèçâåñòíûõ

u1, u2, u3, p è ρ. Óêàçàííàÿ ñèñòåìà, íàçûâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-äåëüþ èäåàëüíîé áàðîòðîïíîé æèäêîñòè, õàðàêòåðèçóåò òàê íàçûâàåìóþîäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ñðåäó, ò. å. ñðåäó, â êîòîðîé âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèåâåëè÷èíû çàâèñÿò îò îäíîãî ïàðàìåòðà, â äàííîì ñëó÷àå îò ïëîòíîñòè ρ.Áîëåå ðåàëèñòè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ñðåäû, äëÿ êî-òîðûõ âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, íà-ïðèìåð, ïëîòíîñòè ρ è ýíòðîïèè s. (Î �èçè÷åñêîì ñìûñëå ýíòðîïèè ìîæíîïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [30℄). Äëÿ òàêèõ ñðåä (5.15) ñëåäóåò çàìåíèòü óðàâ-íåíèåì
p = P (ρ, s), (5.16)à äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû (5.5), (5.14), (5.16) ñëåäóåò äîáàâèòü åùå îäíîóðàâíåíèå äëÿ ýíòðîïèè s. Óêàçàííîå óðàâíåíèå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç îá-ùåãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (5.4), â êîòîðîì ñëåäóåò ïîëîæèòü ψ = s, q = 0(ïîñëåäíåå óñëîâèå îáúÿñíÿåòñÿ îòñóòñòâèåì èñòî÷íèêîâ ýíòðîïèè â èäå-àëüíîé æèäêîñòè). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂s

∂t
+ div(su) = 0, (5.17)íàçûâàåìîìó óðàâíåíèåì àäèàáàòè÷íîñòè è îïèñûâàþùåìó �àêòè÷åñêèçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â èäåàëüíîé æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ (5.5), (5.14),(5.16) è (5.17) îáðàçóþò ìîäåëü èäåàëüíîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé æèäêî-ñòè.Íàðÿäó ñ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèìè ñðåäàìè ñóùåñòâóþò ñðåäû, â êîòîðûõäàâëåíèå çàâèñèò îò òðåõ è áîëåå ïàðàìåòðîâ. Òàê, íàïðèìåð, ìîðñêóþ âî-äó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé õèìè÷åñêèé ðàñòâîð, ñîäåðæàùèé ðàñòâîðåí-íûå ÷àñòèöû ñîëè è äðóãèõ âåùåñòâ, ìîæíî ñ÷èòàòü òðåõïàðàìåòðè÷åñêîéñðåäîé, â êîòîðîé äàâëåíèå p áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò ïëîòíîñòè ρ èýíòðîïèè s, íî è îò ñîëåíîñòè S. Ïîýòîìó äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ãèä-ðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îêåàíå óðàâíåíèå (5.16) ñëåäóåò çàìåíèòü íàóðàâíåíèå

p = P (ρ, s, S), (5.18)51



à ê ñèñòåìå (5.5), (5.14), (5.17), (5.18) ñëåäóåò äîáàâèòü åùå îäíî óðàâíåíèåäëÿ S, ïîëó÷àþùååñÿ èç (5.4) ïðè ψ = S, q = FS, è èìåþùåå âèä
∂S

∂t
+ div(Su) = FS. (5.19)Çäåñü FS � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ ñîëåé.Ïðèâåäåííûå âûøå ìîäåëè îïèñûâàþò ñïëîøíûå ñðåäû, õàðàêòåðèçó-þùèå ãàçû è ñæèìàåìûå æèäêîñòè. Ìíîãèå ñðåäû, êàê, íàïðèìåð, îáû÷-íàÿ âîäà, ïðàêòè÷åñêè íåñæèìàåìû. Ïîýòîìó äëÿ çàìûêàíèÿ ìàòåìàòè-÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ òàêèå ñðåäû, âìåñòî óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿâèäà (5.15), (5.16),(5.18) ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè æèäêî-ñòè, èìåþùåå âèä

divu = 0. (5.20)Â ñèëó (5.20) è òîæäåñòâà (4.20) óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (5.5) óïðîùàåòñÿè ïðèíèìàåò âèä
∂ρ

∂t
+ u · gradρ = 0. (5.21)Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðèðîäà óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà (5.21) òàêîâà (ñì. � 2ãë. 2), ÷òî åãî ðåøåíèÿ ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà õàðàêòåðèñòè-êàõ óðàâíåíèÿ (5.21), îïèñûâàþùèõ ïî ñâîåìó �èçè÷åñêîìó ñìûñëó òðà-åêòîðèè ÷àñòèö äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ρíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè (ò. å. âäîëüõàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (5.21)), õîòÿ è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõî-äå îò îäíîé òðàåêòîðèè ê äðóãîé. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî îáñòîÿòåëüñòâàóêàçàííóþ æèäêîñòü íàçûâàþò íåîäíîðîäíîé, à ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé (5.14), (5.20) è (5.21) íàçûâàþò ìîäåëüþ èäåàëüíîé íåñæèìàå-ìîé íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè. Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ρ = const,æèäêîñòü íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (5.21) òîæäåñòâåí-íî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ρ = const, òî ìîäåëü èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé îäíî-ðîäíîé æèäêîñòè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (5.14), (5.20)îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé u1, u2, u3 è p.Èòàê, âûøå ìû âûâåëè ïÿòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõäâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ïåðå÷èñëèì èõ: 1) ìîäåëü M1 èäåàëüíîéáàðîòðîïíîé æèäêîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç ïÿòè ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (5.5),(5.14), (5.15); 2) ìîäåëüM2 èäåàëüíîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé æèäêîñòè, ñî-ñòîÿùàÿ èç øåñòè óðàâíåíèé (5.5), (5.14), (5.16) è (5.17); 3) ìîäåëü M3èäåàëüíîé òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé æèäêîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç ñåìè óðàâíåíèé(5.5), (5.14), (5.17), (5.18) è (5.19); 4) ìîäåëü M4 èäåàëüíîé íåñæèìàåìîéíåîäíîðîäíîé æèäêîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç ïÿòè óðàâíåíèé (5.14), (5.20), (5.21)è 5) ìîäåëü M5 èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè, ñîñòîÿùàÿèç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (5.14), (5.20) ïðè ρ =onst.52



Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âñå ïÿòü ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé ñîäåðæàòäè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëèøü ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî íå ñëó÷àéíî,ïîñêîëüêó ïðè èõ âûâîäå ìû ïðåíåáðåãàëè äåéñòâèåì ý��åêòîâ âÿçêîñòè,òåïëîïðîâîäíîñòè è õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ âûðàæå-íèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïðîèçâîäíûå âòîðîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà îòèñêîìûõ �óíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîñòðîåííûå â ï. 5.3 ìîäåëè îòíî-ñÿòñÿ ê èäåàëüíîé æèäêîñòè, â êîòîðîé âíóòðåííèå ñèëû ñîñòîÿò èç ñèëäàâëåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå âñå óêàçàííûå ìîäåëè îïèñûâàþò èäåàëüíûé ãèä-ðîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ (ñð. ñ ï. 1 � 1).5.4. Ìîäåëè äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè. Ìîäåëè èäåàëüíîé æèä-êîñòè ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ïðèáëèæåííûìè, ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ æèäêîñòÿõâñåãäà ïðèñóòñòâóåò òðåíèå, âûçûâàåìîå íàëè÷èåì âÿçêîñòè â æèäêîñòè.Íàëè÷èå âÿçêîñòè â æèäêîñòè ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äîïîëíèòåëü-íîé âíóòðåíåé ñèëû (ïðåïÿòñòâóþùåé äâèæåíèþ æèäêîñòè). Åå îáú¼ìíàÿïëîòíîñòü ÷àñòî ìîäåëèðóåòñÿ âûðàæåíèåì [40℄:
µ∆u. (5.22)Çäåñü ∆u � âåêòîðíûé ëàïëàñèàí îò ñêîðîñòè u, îïðåäåëÿåìûé, â ÷àñòíî-ñòè, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò �îðìóëîé ∆u = ∆ui + ∆vj + ∆wk,

µ � ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè, èìåþùèé ðàçìåð-íîñòü êã/ì·ñåê. Â îáùåì ñëó÷àå êîý��èöèåíò µ ìîæåò çàâèñåòü êàê îòòî÷åê x ∈ D, òàê è îò íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû, íàïðèìåð, òåìïå-ðàòóðû, ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ èìååò áîëåå ñëîæíûéâèä, ÷åì â (5.22) (ñì., íàïðèìåð, [40℄). Îäíàêî ðàññìîòðåíèå áîëåå ñëîæ-íûõ ìîäåëåé âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé êíèãè. Äîáàâèâ âûðàæåíèå (5.22) âïðàâóþ ÷àñòü îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè (5.14),ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = −∇p+ µ∆u + ρf , (5.23)ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé îñíîâíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè.Îíî íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà â ÷åñòü �ðàíöóç-ñêîãî èíæåíåðà A. Navier (1785�1836) è àíãëèéñêîãî �èçèêà G.G. Stokes(1819�1903), ìíîãî ñäåëàâøèõ äëÿ ñòàíîâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ ãèäðîäèíàìèêèâÿçêîé æèäêîñòè.Çàìåíèâ â ìîäåëÿõM1 èM5 èäåàëüíûõ æèäêîñòåé óðàâíåíèå äâèæåíèÿèäåàëüíîé æèäêîñòè (5.14) óðàâíåíèåì (5.23), ìû ïîëó÷èì åùå äâå ìàòå-ìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè: ìîäåëü M6âÿçêîé áàðîòðîïíîé æèäêîñòè è ìîäåëü M7 âÿçêîé íåñæèìàåìîé îäíîðîä-íîé æèäêîñòè. Îíè îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè

ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = −∇p+ µ∆u + ρf ,

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, p = P (ρ),53



ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = −∇p+ µ∆u + ρf , divu = 0, ρ = const.Ïîñëåäíÿÿ ìîäåëü, íàçûâàåìàÿ ìîäåëüþ Íàâüå-Ñòîêñà, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçâàæíåéøèõ ìîäåëåé â ãèäðîäèíàìèêå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.Íàðÿäó ñ ïðèâåäåííûìè ìîäåëÿìè äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, ñóùå-ñòâóåò åùå áîëüøîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ, êðîìå ñèëâÿçêîãî òðåíèÿ, ó÷èòûâàþòñÿ è äðóãèå ý��åêòû, îïèñûâàåìûå äè��åðåí-öèàëüíûìè îïåðàòîðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñðåäè íèõ ðàçëè÷àþò ìîäåëèòåïëîïåðåíîñà, ó÷èòûâàþùèå äåéñòâèå â æèäêîñòè êàê ñèë òðåíèÿ, òàê èòåïëîâûõ ý��åêòîâ, ìîäåëè ìàññîïåðåíîñà, ìîäåëè âÿçêîé òîêîïðîâîäÿ-ùåé æèäêîñòè, ó÷èòûâàþùèå ý��åêòû äåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèëíà ïðîâîäÿùóþ æèäêîñòü, è ò. ä.Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïðèâåäåíèåì òðåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïåðâàÿìîäåëü îïèñûâàåò äâèæåíèå âÿçêîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé òåïëîïðî-âîäíîé æèäêîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå ãðàäèåíòà òåì-ïåðàòóðû â æèäêîñòè ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â íåé äîïîëíèòåëüíîéîáúåìíîé ñèëû. ×òîáû âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ åå ïëîòíîñòè, ðàññìîòðèìîáëàñòü D, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ æèäêîñòü ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ0 èïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé T0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå íàãðåâàíèÿ ëèáîîõëàæäåíèÿ íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Ω îáëàñòè D ïëîòíîñòü è òåìïåðàòóðàæèäêîñòè â Ω ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ρ è T . Òîãäà íà æèäêîñòü â îáëàñòè Ω ñîñòîðîíû îñòàâøåéñÿ æèäêîñòè áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà, èìåþùàÿ ñìûñë ñè-ëû ïëàâó÷åñòè, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîé ðàâíà (ρ−ρ0)g. Åñëè ðàçíîñòü

ρ− ρ0 ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ρ0, òî òåðìîäèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿæèäêîñòè ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî çàïèñàíî â âèäå ρ = ρ0 −ρ0αT (T −T0)[5, ñ.210℄, [15, ñ.264℄. Çäåñü ïàðàìåòð αT > 0, íàçûâàåìûé îáúåìíûì êîý�-�èöèåíòîì òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, èìååò ðàçìåðíîñòüK−1, ãäåK � ñîêðà-ùåííîå îáîçíà÷åíèå Êåëüâèíà êàê åäèíèöû òåìïåðàòóðû. Îí òàê íàçâàí â÷åñòü àíãëèéñêîãî �èçèêà W. Thomson (1824�1907), ïîëó÷èâøåãî â 1892ã.çà âûäàþùèåñÿ íàó÷íûå çàñëóãè òèòóë áàðîíà Êåëüâèíà (Kelvin). Ñ ó÷åòîìóêàçàííîãî ïðèáëèæåíèÿ îáúåìíóþ ïëîòíîñòü fT ñèëû ïëàâó÷åñòè ìîæíîçàïèñàòü â âèäå
fT = −ρ0αT (T − T0)g. (5.24)Âûðàæåíèå (5.24) ñëåäóåò äîáàâèòü â óðàâíåíèå (5.23), â êîòîðîì ñëåäó-åò ïîëîæèòü ρ = ρ0. Ïîñêîëüêó â (5.24) âõîäèò íåèçâåñòíàÿ â îáùåì ñëó÷àåòåìïåðàòóðà T , òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîé ìîäåëè ê ïîñòðîåííîé ñèñòå-ìå óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ïðèñîåäèíèòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ T .Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ìîæíî âçÿòü óðàâíåíèå (4.21) ïðè ρ = ρ0, c =onstè k =onst. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ìîäåëè

ρ0
∂u

∂t
+ ρ0(u · ∇)u = −∇p+ µ∆u + ρ0f − ρ0αT (T − T0)g, divu = 0,54



ρ0c
∂T

∂t
= k∆T − u · ∇T + F, ρ0 = const. (5.25)Ìîäåëü (5.25) îïèñûâàåò ïðîöåññ äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé òåïëî-ïðîâîäíîé æèäêîñòè. Óêàçàííàÿ ìîäåëü, íàçûâàåìàÿ ìîäåëüþ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà, áûëà âûâåäåíà íàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìîãî ïðè-áëèæåíèÿ Áóññèíåñêà. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèáëèæåíèþ èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòèâ æèäêîñòè, âûçûâàåìûå íàëè÷èåì ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóðû, ó÷èòûâàþòñÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ëèøü â çàïèñèäîïîëíèòåëüíîé îáúåìíîé ñèëû � ñèëû ïëàâó÷åñòè, â âèäå (5.24). Êðîìåòîãî, êîý��èöèåíòû µ, k è c ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, à äèññèïàòèâíàÿ�óíêöèÿ Fµ â (4.22), îïèñûâàþùàÿ âëèÿíèå âÿçêîñòè æèäêîñòè íà òåïëî-âûå ïðîöåññû, ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Åñëè îòáðîñèòü ïîñëåäíåå ïðåäïî-ëîæåíèå, òî óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû â (5.25) ñëåäóåò çàìåíèòü áîëååñëîæíûì óðàâíåíèåì, èìåþùèì âèä (4.23), (4.22).Â êà÷åñòâå âòîðîé ìîäåëè âûâåäåì ìîäåëü ïåðåíîñà âåùåñòâà (íàïðèìåð,çàãðÿçíÿþùåé ïðèìåñè) â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Êàê è âûøå, âîñ-ïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì Áóññèíåñêà. Ñîãëàñíî åìó êîý��èöèåíòû âÿçêî-ñòè è äè��óçèè µ è η ñ÷èòàþòñÿ êîíñòàíòàìè, òîãäà êàê ñèëà ïëàâó÷åñòè,âîçíèêàþùàÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ñðåäû, âûçûâàåìîãî íàëè÷èåìâåùåñòâà ñ êîíöåíòðàöèåé C, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé îò C. Äëÿ âû-âîäà âûðàæåíèÿ ýòîé ñèëû ðàññìîòðèì îáëàñòü D æèäêîñòè ïîñòîÿííîéïëîòíîñòè ρ0, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ âåùåñòâî ñ ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèåé

C0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé ÷àñòè Ω îáëàñòè D ïðîèçîøëî èçìå-íåíèå êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïëîòíîñòü è êîíöåíòðàöèÿïðèíÿëè çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ρ è C. Òîãäà ñî ñòîðîíû îñòàâøåéñÿ æèäêîñòèíà îáëàñòü Ω áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà ïëàâó÷åñòè, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü êî-òîðîé ðàâíà (ρ− ρ0)g. Åñëè ðàçíîñòü ρ− ρ0 ìàëà, òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ρ = ρ0 + ρ0αC(C − C0) [15, ñ.264℄. Çäåñü ïà-ðàìåòð αC > 0, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ì3/êã, íîñèò íàçâàíèå îáúåìíîãîêîý��èöèåíòà ìàññîâîãî ðàñøèðåíèÿ æèäêîñòè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáúåìíóþïëîòíîñòü fC ñèëû ïëàâó÷åñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
fC = ρ0αC(C − C0)g. (5.26)Âûðàæåíèå (5.26) ñëåäóåò äîáàâèòü â óðàâíåíèå (5.23). Ïîñêîëüêó (5.26)ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ â îáùåì ñëó÷àå êîíöåíòðàöèþ C, òî äëÿ çàìûêà-íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè ê íåé íåîáõîäèìî ïðèñîåäèíèòü óðàâíåíèåäëÿ êîíöåíòðàöèè C. Â êà÷åñòâå åãî ñëåäóåò âçÿòü óðàâíåíèå (4.27) ïðè

η =onst. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè:
ρ0
∂u

∂t
+ ρ0(u · ∇)u = −∇p+ µ∆u + ρ0f + ρ0αC(C − C0)g, divu = 0,

∂C

∂t
= η∆C − u · ∇C + FC, ρ0 = const. (5.27)55



Äàííàÿ ìîäåëü ìàññîïåðåíîñà, íàçûâàåìàÿ ìîäåëüþ Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà,îïèñûâàåò ïðîöåññ ïåðåíîñà âåùåñòâà èëè ìàññ â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà.Â ñëó÷àå, åñëè ïåðåíîñ âåùåñòâà ïðîèñõîäèò â òåïëîïðîâîäíîé æèäêî-ñòè, â êîòîðîé ñóùåñòâåííû òåïëîâûå ý��åêòû, âîçíèêàþò äâå ñèëû ïëàâó-÷åñòè: îäíà âûçûâàåòñÿ íàëè÷èåì âåùåñòâà â æèäêîñòè, à äðóãàÿ � òåìïå-ðàòóðíûìè ý��åêòàìè. Äîáàâèâ âûðàæåíèÿ (5.24) è (5.26) äëÿ óêàçàííûõñèë â óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (5.23) è ïðèñîåäèíèâ ê ïîëó÷åííîìóóðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû T è êîíöåíòðà-öèè C è óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè, ïðèõîäèì ê åùå îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîéìîäåëè, íàçûâàåìîé ìîäåëüþ òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â æèäêîñòè:
ρ0
∂u

∂t
+ ρ0(u · ∇)u = −∇p+ µ∆u + ρ0f − ρ0[αT (T − T0) − αC(C − C0)]g,

ρc
∂T

∂t
= k∆T − u · ∇T + F,

∂C

∂t
= η∆C − u · ∇C + FC, divu = 0. (5.28)Çàìå÷àíèå 5.1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿïðèâåäåííûõ çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåîáõîäèìî çàäàâàòü íà÷àëü-íûå è êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ðàçëè÷íûõ �îðìóëèðîâîêíà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óêàçàííûõ ìîäåëåé ìîæíî íàéòè â öèòèðóå-ìûõ âûøå ðóêîâîäñòâàõ ïî ãèäðîäèíàìèêå è òåïëîìàññîïåðåíîñó [30℄, [40℄,[15℄.Çàìå÷àíèå 5.2. Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ìîäåëè îïèñûâàþò íåñòàöè-îíàðíîå äâèæåíèå æèäêîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññû äâèæåíèÿ æèäêî-ñòè ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, ò. å. íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ìû ïðèõîäèìê ñòàöèîíàðíûì ìîäåëÿì äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ïðè-âåäåííûõ ìîäåëåé îòáðàñûâàíèåì â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ ñëàãàåìûõ âèäà

ρ∂u/∂t, ∂ρ/∂t, ∂s/∂t è ò. ä.5.5. Ìîäåëü ñòàöèîíàðíîãî áåçâèõðåâîãî äâèæåíèÿ íåñæèìàå-ìîé æèäêîñòè. �àññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ äâèæåíèÿ èäåàëüíîéíåñæèìàåìîé îäíîðîäíîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Îòâå-÷àþùàÿ ýòîìó ñëó÷àþ ìîäåëü M5 ïðèíèìàåò ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 5.1 èóñëîâèÿ f = g âèä
(u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ g, divu = 0, ρ = const. (5.29)Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå èç âåêòîðíîãî àíàëèçà âåêòîðíîå òîæäåñòâî

(u · ∇)u = rotu × u + ∇
(

u2

2

)

56



è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìàññîâàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé, òàê ÷òî g =
−∇G, ãäå G � ïîòåíöèàë ñèëû òÿæåñòè, ïåðåïèøåì (5.29) â âèäå

rotu × u = −∇
(

p

ρ
+

u2

2
+G

)

, divu = 0. (5.30)Ìíîãèå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ áåçâèõðåâûìè, ò. å. óäî-âëåòâîðÿþò óñëîâèþ rotu ≡ 0. Äëÿ òàêèõ òå÷åíèé ìîäåëü (5.30) ïðèíèìàåòâèä
rotu = 0, divu = 0, (5.31)

∇
(

p

ρ
+

u2

2
+G

)

= 0 ⇒ p

ρ
+

u2

2
+G = const, ρ = const. (5.32)Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü â äàííîì ñëó÷àå ðàçäå-ëèëàñü, ò. å. ñâåëàñü ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé (5.31) äëÿ ñêîðîñòè u èóðàâíåíèþ (5.32) äëÿ äàâëåíèÿ. Îíî íàçûâàåòñÿ â ãèäðîäèíàìèêå óðàâíå-íèåì Áåðíóëëè.Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [19, ñ.200℄, ÷òî òðåõìåðíàÿ îáëàñòü D íàçûâàåòñÿïîâåðõíîñòíî-îäíîñâÿçíîé (èëè ïðîñòî îäíîñâÿçíîé), åñëè äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ ⊂ D ìîæíî óêàçàòü òàêóþ îðèåíòèðóåìóþêóñî÷íî-ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü â D, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Γ. Èçâåñò-íî [19, ñ.200℄, ÷òî óñëîâèå rotu = 0 ýêâèâàëåíòíî (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îä-íîñâÿçíûõ îáëàñòåé) óñëîâèþ ïîòåíöèàëüíîñòè ïîòîêà, ò. å. ñóùåñòâîâàíèþòàêîé �óíêöèè ϕ, íàçûâàåìîé ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòè, ÷òî u = −gradϕ.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå â (5.31), ïðèõîäèì ñ ó÷å-òîì (3.18) ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

div(gradϕ) ≡ ∆ϕ = 0 (5.33)äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (5.33) îáðàçóåò ìàòåìàòè÷å-ñêóþ ìîäåëü ñòàöèîíàðíîãî áåçâèõðåâîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîé îäíîðîäíîéíåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èçó÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíî-ãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. �åøèâ åãî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõóñëîâèÿõ íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω è íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè Ω � íåîãðà-íè÷åííàÿ îáëàñòü (ñì. îá ýòîì â � 3), ìû íàéäåì èñêîìóþ ñêîðîñòü u ïî�îðìóëå u = −gradϕ. Èòàê, â ýòîì ïóíêòå ïîñòðîåí ïðèìåð åùå îäíîãî�èçè÷åñêîãî ïðîöåññà, à èìåííî: ñòàöèîíàðíîãî ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿèäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, èññëåäîâàíèå êîòîðîãî ñâîäèòñÿ ê ðå-øåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.5.6. Ñèëà Êîðèîëèñà è ýëåìåíòû äèíàìèêè îêåàíà. Äðóãèì âàæ-íûì ïðèìåðîì âíåøíåé ñèëû ÿâëÿåòñÿ ñèëà Êîðèîëèñà, íàçâàííàÿ â ÷åñòü57



�ðàíöóçñêîãî ó÷åíîãî G.G. Coriolis (1792�1842). Óêàçàííóþ ñèëó, âîçíè-êàþùóþ âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ Çåìëè, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ðàññìîò-ðåíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îêåàíå. Ñîãëàñíî òåîðèè âðàùàþ-ùèõñÿ òåë, ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü f c ñèëû Êîðèîëèñà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìó-ëîé [57, ñ.21℄
f c = −2Ω × u. (5.34)Çäåñü Ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùå-

�èñ. 5.1.

íèÿ Çåìëè, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñíàïðàâëåíèåì îñè Çåìëè (ñ þãà íà ñåâåð), àâåëè÷èíà ðàâíà ïðèìåðíî 1.46 × 10−4 ñåê−1.Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî îñü yíàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè Çåì-ëè íà ñåâåð (ñì. ðèñ. 5.1.), òîãäà êàê îñü z íà-ïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Îñü x â òàêîìñëó÷àå áóäåò íàïðàâëåíà íà âîñòîê, ïîñêîëü-êó òðîéêà åäè÷íûõ îðòîâ i, j,k îáðàçóåò ïðà-âûé áàçèñ. Èç ðèñ. 5.1 âèäíî, ÷òî óãîë ìåæäóîñüþ y è íàïðàâëåíèåì âåêòîðà Ω â òî÷êå ñøèðîòîé θ ðàâåí θ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Ω = |Ω|(0, cos θ, sin θ). (5.35)Ïðîåêöèÿ íà îñü x âåêòîðà Ω ðàâíà íóëþ, òàê êàê ïðè ëþáîì θ âåêòîð Ωëåæèò â ïëîñêîñòè yz. Ñ ó÷åòîì (5.35) ñèëó Êîðèîëèñà ìîæíî çàïèñàòü ââèäå

f c = −2|Ω| [i(w cos θ − v sin θ) + ju sin θ − ku cos θ] . (5.36)Äîáàâëåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü (5.14) ñëàãàåìîãî ρf c ïðèâîäèò ê ñëåäóþùå-ìó óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ, ó÷èòûâàþùåìó âðàùåíèå Çåìëè
ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = −∇p+ ρf + ρf c. (5.37)Óðàâíåíèå (5.37), ãäå âåêòîð f â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò îñòàëüíûå ñèëû,äåéñòâóþùèå â îêåàíå, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì äèíàìèêè îêåàíà.Ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îêåàíå ÷àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ æèäêîñòè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ãîðèçîí-òàëüíûìè, òàê ÷òî |w| << |u| è |w| << |v|. Êðîìå òîãî, âåðòèêàëüíàÿ (z)êîìïîíåíòà ñèëû Êîðèîëèñà ìíîãî ìåíüøå ñèëû òÿæåñòè, è åå ìîæíî íåó÷èòûâàòü. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðàæåíèå (5.36) ìîæíî ïðèáëèæåííî ïåðåïè-ñàòü â âèäå

f c = −2|Ω|(−iv sin θ + ju sin θ) = f(iv − ju). (5.38)58



Âåëè÷èíà f = 2|Ω| sin θ â (5.38) çàâèñèò îò øèðîòû θ. Åñëè îáëàñòü Dèìååò ìàëûå ðàçìåðû (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè Çåìëè), óêàçàííîé çàâè-ñèìîñòüþ îò θ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü, ÷òî f = const. Â ýòîì ñëó÷àå îñîîòâåòñòâóþùåì ïðèáëèæåíèè äëÿ ñèëû Êîðèîëèñà ãîâîðÿò êàê î ïðèáëè-æåíèè f -ïëîñêîñòè. Äðóãîå, áîëåå òî÷íîå, ïðèáëèæåíèå äëÿ âåëè÷èíû fçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñ÷èòàòü åå ëèíåéíîé �óíêöèåé îò y : f = f0+βy,ãäå f0 è β � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ïðèáëèæå-íèè β-ïëîñêîñòè. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòèõ è äðóãèõ ïðèáëèæåíèÿõ ìîæíîïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [57℄.�àçìåðíîñòè îñíîâíûõ âåëè÷èí è ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ýòîì ïà-ðàãðà�å ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5.1. Òàáëèöà 5.1âåëè-÷èíû u ρ p g, f c s µ T αT fT , fC k, η, ϕ F αC FS G Sðàçìåðíîñ-òè â ÑÈ ìñ êãì3

êãì·ñ2

ìñ2

êã·ì2ñ2·K êãì·ñ K K−1 êãì2
·ñ2

ì2ñ Kñ ì3êã êãì3
· ì2ñ2

êãì3�6. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà âæèäêîñòèÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû âûâåäåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþðàñïðîñòðàíåíèå â æèäêîñòè çâóêîâûõ âîëí, ò. å. ðàñïðîñòðàíåíèå â æèä-êîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ìàëîé àìïëèòóäû. Ôèçè÷åñêè çâó-êîâàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ ïîïåðåìåííîãî ñæàòèÿ èëè ðàç-ðÿæåíèÿ ñðåäû, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ òàê íàçûâàåìîé ñêîðîñòüþçâóêà âî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ îò èñòî÷íèêà çâóêà. Ñòðîãîå ìàòå-ìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå çâóêîâîé âîëíû áóäåò äàíî â � 3 ãë. 3.6.1. Ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â îäíîðîäíîé ñðåäå.ÏóñòüΩ� îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R
3 ñ ãðàíèöåé Γ, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ. Ïðè ðàññìîò-ðåíèè çâóêîâûõ ïðîöåññîâ â æèäêîñòè ëèáî â ãàçå â áîëüøèíñòâå ñëó÷à-åâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ý��åêòàìè âÿçêîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè è ñîëåíîñòè,ëèáî ó÷åñòü èõ äåéñòâèå ýìïèðè÷åñêè â âûðàæåíèÿõ äëÿ ñêîðîñòè çâóêà.Èñõîäÿ èç ýòîãî, âûáåðåì â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé àêó-ñòèêè ñëåäóþùóþ ïðîñòåéøóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü (ìîäåëü M1 èç� 5):
∂ρ

∂t
+ u · ∇ρ+ ρdivu = 0, (6.1)

ρ
∂u

∂t
+ ρ (u · ∇)u = −∇p+ ρf , (6.2)

p = P (ρ). (6.3)59



Çäåñü çàïèñàíû ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, ñîõðàíåíèÿ èì-ïóëüñà è ñîñòîÿíèÿ, ãäå u � ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü, f �ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü âñåõ âíåøíèõ ñèë, P (ρ) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ ïëîòíî-ñòè ρ.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà f = 0 è æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîêîå:
u = 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ρ è p æèäêî-ñòè ïîñòîÿííû. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èâ ýòè âåëè÷èíû â ñîñòîÿíèè ïîêîÿíóëåâûì èíäåêñîì âíèçó, èìååì èç (6.1)�(6.3), ÷òî

∂ρ

∂t
= 0 ⇒ ρ = ρ0(x), ∇p = 0 ⇒ p = p0(t), (6.4)

p = P (ρ) ⇒ p = p0 = const, ρ = ρ0 = const.�àññìîòðèì äàëåå äâèæåíèå æèäêîñòè, âîçíèêàþùåå ïðè ìàëîì âîçìó-ùåíèè óêàçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòàâèì ãèäðî-äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû æèäêîñòè â âèäå
u = u′, p = p0 + p′, ρ = ρ0 + ρ′, (6.5)ïðè÷åì âåëè÷èíû |u′|, p′ è ρ′ áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûìè âìåñòå ñ èõ ïðîèçâîä-íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ p0 è ρ0. Ïîäñòàâëÿÿ (6.5) â óðàâíåíèÿ (6.1) è (6.2),áóäåì èìåòü ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ ∂ρ0/∂t = 0, ∇p0 = 0, ÷òî

∂ρ′

∂t
+ u′ · ∇ρ′ + ρ0divu′ + ρ′divu′ = 0,

ρ0
∂u′

∂t
+ ρ′

∂u′

∂t
+ ρ0(u

′ · ∇)u′ + ρ′(u′ · ∇)u′ = −∇p′.Ïðåíåáðåãàÿ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ âåëè÷èíàìè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêàìàëîñòè, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì
∂ρ′

∂t
+ ρ0divu′ = 0, ρ0

∂u′

∂t
= −∇p′. (6.6)Â ñèëó óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (6.3) âåëè÷èíû ρ′ è p′ äîëæíû áûòü ñâÿçàíûäðóã ñ äðóãîì. ×òîáû ïîëó÷èòü óêàçàííóþ ñâÿçü, ðàçëîæèì �óíêöèþ P (ρ)â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ρ0 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêàìàëîñòè. Ó÷èòûâàÿ â ñèëó (6.4), ÷òî P (ρ0) = p0, áóäåì èìåòü

p = P (ρ0) +
dP

dρ
|ρ=ρ0

(ρ− ρ0) + O[(ρ− ρ0)
2] ≈ p0 +

dP

dρ
|ρ=ρ0

ρ′. (6.7)Âåëè÷èíà dP/dρ âñåãäà ñóùåñòâåííî ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê ïëîòíîñòü ðàñ-òåò ñ óâåëè÷åíèåì äàâëåíèÿ è íàîáîðîò. Â ñèëó ýòîãî ìîæíî ïîëîæèòü
c2 = (dP/dρ)|ρ=ρ0

. (6.8)60



Ñ ó÷åòîì (6.8) è (6.5) ðàâåíñòâî (6.7) ïðèìåò âèä
p′ = c2ρ′. (6.9)Ïîäñòàâëÿÿ (6.9) â (6.6) è îïóñêàÿ (äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé) â äàëüíåé-øåì øòðèõè íàä u′, p′ è ρ′, ïðèõîäèì ê èñêîìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé

ρ0
∂u

∂t
= −∇p, (6.10)

∂p

∂t
+ ρ0c

2divu = 0, (6.11)êîòîðàÿ è îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé, ò.å. çâóêîâûõâîëí, â æèäêîñòè.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â ñðåäå ïðèñóòñòâóþò âíåøíèå ñèëûñ ïëîòíîñòüþ εf , ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, à f èìååò �èçè÷åñêèé ñìûñëìàññîâîé ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ñðåäå.Â ýòîì ñëó÷àå, ñëåäóÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, ïðåäñòàâèì ãèäðîäèíàìè÷åñêèåïàðàìåòðû u, p è ρ â ñðåäå â âèäå u = εu′, p = p0 + εp′, ρ = ρ0 + ερ′, ãäåâåëè÷èíû u′, p′ è ρ′ èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â (6.5). Ïîäñòàâëÿÿ ýòèñîîòíîøåíèÿ â (6.1)�(6.3) è îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêîâ O(ε2) è O(ε3),ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (6.9)�(6.11) çàìåíîéóðàâíåíèÿ (6.10) óðàâíåíèåì
ρ0
∂u

∂t
= −∇p+ ρ0f . (6.12)(Ìû îïÿòü îïóñêàåì øòðèõè íàä u′, p′ è ρ′). Ïîäðîáíûé âûâîä óðàâíåíèÿ(6.12) ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3, ñ.21℄.Ñèñòåìà (6.11), (6.12) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷å-òûðåõ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé: òðåõ êîìïîíåíò u, v, w âåêòîðà u è �óíêöèè

p, è ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðî-äèíàìèêè (6.1)�(6.3). Ëèíåàðèçàöèÿ âîçìîæíà, ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðè-âàåì ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ âîçìóùåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîââ æèäêîñòè. Óêàçàííóþ ñèñòåìó (6.11), (6.12) íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêîéìîäåëüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â æèäêîñòè èëè ïðîñòî ñèñòåìîé óðàâíå-íèé ëèíåéíîé àêóñòèêè, à âåëè÷èíû u = (u, v, w), p è ρ = p/c2 íîñÿòíàçâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðà êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö, çâóêî-âîãî äàâëåíèÿ è çâóêîâîé ïëîòíîñòè.6.2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ. Ïîñòàíîâ-êà íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèñòå-ìà óðàâíåíèé (6.11), (6.12) íåóäîáíà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-ëèçà, ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèò ÷åòûðå ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ÷åòûðåõíåèçâåñòíûõ �óíêöèé, ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç êîý��èöèåíòû. Â61



ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå óäîáíåå ðàáîòàòü ñ îäíèì óðàâíåíèåì, ñîäåðæàùèìîäíó íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ, íàïðèìåð, çâóêîâîå äàâëåíèå p. ×òîáû ïîëó-÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå, ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (6.12) îïåðàöèþ
c2div, à ê (6.11) � îïåðàöèþ ∂/∂t (â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè�óíêöèé u è p) è âû÷òåì äðóã èç äðóãà ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ. Èñïîëü-çóÿ (3.18), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂2p

∂t2
= c2∆p+ F, (6.13)ãäå

F = −ρ0c
2divf . (6.14)Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðèðîäà óðàâíåíèÿ (6.13) òàêîâà, ÷òî îíî îïèñûâàåòïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí (ñì. ãë. 3.). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (6.13) íà-çûâàþò âîëíîâûì óðàâíåíèåì, îäíîðîäíûì ïðè F = 0 è íåîäíîðîäíûì âïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êîý��èöèåíò c â íåì �èçè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò â íàøåì ñëó÷àåñìûñë ñêîðîñòè çâóêà. Ââèäó ýòîãî óðàâíåíèå (6.13) ìîæíî íàçâàòü âîë-íîâûì óðàâíåíèåì àêóñòèêè. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, zóðàâíåíèå (6.13) èìååò âèä

∂2p

∂t2
= c2

(

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
+
∂2p

∂z2

)

+ F. (6.15)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çâóêîâîãî äàâëåíèÿ p ñâîäèòñÿ ê íà-õîæäåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.13), ðàññìàòðèâàåìîãî â îáëàñòè Ω ïðî-ñòðàíñòâà R
3, ãäå èçó÷àåòñÿ çâóêîâîé ïðîöåññ. Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííî-ãî ðåøåíèÿ ê óðàâíåíèþ (6.13) íåîáõîäèìî äîáàâèòü íà÷àëüíûå è êðàåâûåóñëîâèÿ. Åñëè Ω = R

3, òàê ÷òî ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà ðàññìàòðè-âàåòñÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R
3, çàäàþòñÿ ëèøü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

p|t=0 = p0(x),
∂p

∂t
|t=0 = p1(x), x ∈ Ω. (6.16)Çäåñü p0 è p1 � íåêîòîðûå çàäàííûå �óíêöèè òî÷åê x ∈ Ω, à çàäà÷à (6.13),(6.16) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (6.13). Â ñëó÷àå, êîãäà Ω 6=

R
3, ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñëåäóåò äîáàâèòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ãðàíèöå

Γ îáëàñòè Ω, èìåþùåå â îáùåì ñëó÷àå âèä
ap+ b

∂p

∂n
= g íà Γ, (6.17)ãäå a, b è g � íåêîòîðûå çàäàííûå �óíêöèè òî÷åê ãðàíèöû Γ è âðåìåíè t.Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ââåäåííîé â � 3, çàäà÷à (6.13), (6.16),(6.17) íàçûâàåòñÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé èëè çàäà÷åé Äèðèõëå62



ïðè a = 1, b = 0, âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé èëè çàäà÷åé Íåéìàíàïðè a = 0, b = 1, òðåòüåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé ïðè b = 1, a 6≡ 0 è ñìå-øàííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òàêèì îáðàçîì,èçó÷åíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è (6.13), (6.16), (6.17) ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèÿõ,�èçè÷åñêîìó àíàëèçó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è ïðèìåíåíèþ ïîëó÷åííûõ ðå-çóëüòàòîâ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Áîëåå ïîäðîáíî îáýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [3℄.Çàìå÷àíèå 6.1. Â ãë. 2 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâîå óðàâíåíèå (6.13)ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. �èïåðáîëè÷åñêàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (6.13), (6.16), (6.17) ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ â îáùåì êóðñå äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ãäå äîêàçûâàåòñÿ ååêîððåêòíîñòü ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå(ñì., íàïðèìåð, [11, 34, 35℄). Â íàñòîÿùåé êíèãå çàäà÷à (6.13), (6.16), (6.17)áóäåò èçó÷àòüñÿ â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ: â ñëó÷àå, êîãäà Ω = R
n,

n = 1, 2, 3 (ñì. ãë. 3), ëèáî â ñëó÷àå, êîãäà Ω èìååò âèä íåêîòîðîé êàíî-íè÷åñêîé îáëàñòè òèïà îòðåçêà íà âåùåñòâåííîé îñè R, ïðÿìîóãîëüíèêàëèáî êðóãà â R
2 è øàðà â R

3, à ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäåáåñêîíå÷íîãî ðÿäà Ôóðüå (ñì. ãë. 4).Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è (6.13), (6.16), (6.17) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òðèðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêà çâóêîâûõ âîëí: îáúåìíûå ñ ïëîòíîñòüþ F , ïîâåðõ-íîñòíûå ñ (ïîâåðõíîñòíîé) ïëîòíîñòüþ g è íà÷àëüíûå, îïèñûâàåìûå �óíê-öèÿìè p0 è p1. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, F = 0, g = 0, p0 = 0, p1 = 0, òî åäèíñòâåí-íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6.13), (6.16), (6.17) â ñèëó åå ëèíåéíîñòè è êîððåêò-íîñòè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ p = 0. Òàêèì îáðàçîì, â îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîââîëíîâîå ïîëå îòñóòñòâóåò, ÷òî �èçè÷åñêè ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî.6.3. Ïîòåíöèàë çâóêîâîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âîëíîâîìóóðàâíåíèþ (6.13), ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ äðóãèõ àêóñòè÷åñêèõ âåëè÷èí.Òàê, äëÿ ïëîòíîñòè ρ óêàçàííîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ
p = c2ρ äåëåíèåì óðàâíåíèÿ (6.13) íà c2 è èìååò âèä

∂2ρ

∂t2
= c2∆ρ− ρ0divf . (6.18)×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ u, ïðèìåíèì ê óðàâíå-íèþ (6.11) îïåðàöèþ (1/ρ0)grad, ê óðàâíåíèþ (6.12) � îïåðàöèþ (1/ρ0)∂/∂tè âû÷òåì äðóã èç äðóãà ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òîæ-äåñòâî âåêòîðíîãî àíàëèçà [19, .159℄

graddivu = ∆u + rotrotu, (6.19)ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
∂2u

∂t2
= c2(∆u + rotrotu) +

∂f

∂t
. (6.20)63



Åñëè, â ÷àñòíîñòè, ïîëå u ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì, ò. å.
rotu = 0 â Ω × (0, T ), (6.21)òî óðàâíåíèå (6.20) ïðèíèìàåò âèä âåêòîðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
∂2u

∂t2
= c2∆u +

∂f

∂t
. (6.22)Óêàæåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6.21).Ñ ýòîé öåëüþ ïðèìåíèì îïåðàòîð (1/ρ0)rot ê (6.12) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî-ëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî t. Ïîñêîëüêó â ñèëó (3.18) rotgradp = 0, òî áóäåìèìåòü

∂(rotu)

∂t
= rotf ⇒ rotu(x, t) = rotu(x, 0) +

t
∫

0

rotf(x, τ)dτ. (6.23)�àâåíñòâî (6.23) ïîêàçûâàåò, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âû-ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6.21), èìåþò âèä(i) rotu(x, 0) ≡ 0 â Ω, (ii) rotf ≡ 0 â Ω × (0, T ).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (6.22) íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ î÷åíüðåäêî, äà â ýòîì è íåò íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâêîëåáàòåëüíóþ ñêîðîñòü u ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç åå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë.Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì â äîïîëíåíèå ê (i), (ii), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ åùåîäíî óñëîâèå:(iii) Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü.Óñëîâèå (iii) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè Ω = R
3. Êàê óæå óêàçûâàëîñüâ ï. 5.5, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (iii) óñëîâèå (6.21) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ u [19, ñ. 200℄. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèåòàêîé �óíêöèè ϕ, íàçûâàåìîé àêóñòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ u, ÷òî

u = −gradϕ. (6.24)Ïðè ýòîì ϕ ìîæíî ââåñòè ïî �îðìóëå
ϕ(x, t) = −

∫

L

u · tds. (6.25)Çäåñü L � ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ �èêñèðî-âàííóþ òî÷êó x0 ñ ïåðåìåííîé òî÷êîé x îáëàñòè Ω, t � åäèíè÷íûé âåêòîðêàñàòåëüíîé ê êðèâîé L. ßñíî â ñèëó �îðìóëû (6.24), ÷òî ïîòåíöèàë ϕîïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè îò t.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çíàíèå àêóñòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ ïîçâîëÿåò îïðå-äåëèòü íå òîëüêî ñêîðîñòü u ïî �îðìóëå (6.24), íî è çâóêîâîå äàâëåíèå64



p. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèé (i)�(iii) ñóùåñòâóþò òàêèå �óíêöèè ψ :
Ω → R è χ : Ω × (0, T ) → R, ÷òî

u(x, 0) = −gradψ, f = −gradχ. (6.26)Ñ ó÷åòîì (6.26) óðàâíåíèå (6.12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∂u

∂t
= −∇

(

p

ρ0
+ χ

)

.Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî t, áóäåì èìåòü
u(x, t) = u(x, 0)−∇

t
∫

0

(

p

ρ0
+ χ

)

dτ = −∇



ψ +

t
∫

0

(

p

ρ0
+ χ

)

dτ



 . (6.27)Èç (6.24), (6.27) âûòåêàåò, ÷òî èñêîìûé ïîòåíöèàë ϕ îïðåäåëÿåòñÿ (ñ òî÷-íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè îò t) �îðìóëîé
ϕ = ψ +

t
∫

0

(

p

ρ0
+ χ

)

dτ. (6.28)Äè��åðåíöèðóÿ (6.28) ïî t, ïðèõîäèì ê èñêîìîé �îðìóëå
p = ρ0

(

∂ϕ

∂t
− χ

)

, (6.29)ïîçâîëÿþùåé îïðåäåëèòü äàâëåíèå p ïî ïîòåíöèàëó ϕ.Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (6.29) è (6.24), íåòðóäíî âûâåñòè äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïîòåíöèàë ϕ. Äåéñòâèòåëüíî, äè�-�åðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.29) ïî t è ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ div ê(6.24), èìååì
∂p

∂t
= ρ0

(

∂2ϕ

∂t2
− ∂χ

∂t

)

, divu = −∆ϕ. (6.30)Ïîäñòàâëÿÿ (6.30) â óðàâíåíèå (6.11), ïðèõîäèì ïîñëå äåëåíèÿ íà ρ0 êèñêîìîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ:
∂2ϕ

∂t2
= c2∆ϕ+

∂χ

∂t
. (6.31)�åøèâ óðàâíåíèå (6.31) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëî-âèÿõ, äàëåå ïî �îðìóëàì (6.24), (6.29) è (6.9) ìîæíî îïðåäåëèòü âñå àêóñòè-÷åñêèå âåëè÷èíû: u, p è ρ. Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ïîòåíöèàëà ϕ ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü âñå õàðàêòåðèñòèêè çâóêîâîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ65



ñàìîãî ïîòåíöèàëà ϕ äîñòàòî÷íî ðåøèòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñêà-ëÿðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (6.31). Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ñìûñë ââåäåíèÿïîòåíöèàëà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çâóêîâûå ïî-ëÿ, îáëàäàþùèå íåêîòîðîé ñèììåòðèåé, íàïðèìåð, íå çàâèñÿùèå îò îäíîéèëè äâóõ êîîðäèíàò. Äëÿ òàêèõ ïîëåé âîëíîâîå óðàâíåíèå (6.13) ïðèíèìàåòáîëåå ïðîñòîé âèä. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà âñå õàðàêòåðèñòèêè çâó-êîâîãî ïîëÿ çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàò x è y, âîëíîâîå óðàâíåíèå (6.13)ïðèíèìàåò âèä
∂2p

∂t2
= c2

(

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2

)

+ F. (6.32)Óðàâíåíèå (6.32), íàçûâàåìîå äâóìåðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì, îïèñûâàåòðàñïðîñòðàíåíèå äâóìåðíûõ çâóêîâûõ âîëí. Óðàâíåíèå (6.32) îïèñûâàåòòàêæå è äðóãèå äâóìåðíûå âîëíîâûå ïðîöåññû, íàïðèìåð, îíî îïèñûâàåòïðîöåññ êîëåáàíèÿ ïëîñêîé ìåìáðàíû îêîëî åå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Òî÷íî òàê æå, åñëè õàðàêòåðèñòèêè çâóêîâîãî ïîëÿ çàâèñÿò òîëüêî îòîäíîé äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû x, òî (6.13) ïðèíèìàåò âèä
∂2p

∂t2
= c2

∂2p

∂x2
+ F. (6.33)Óðàâíåíèå (6.33), íàçûâàåìîå îäíîìåðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì, îïèñû-âàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îäíîìåðíûõ çâóêîâûõ âîëí è, â ÷àñòíîñòè,çâóêîâûõ âîëí ñ òàê íàçûâàåìûì ïëîñêèì �ðîíòîì. Óðàâíåíèå (6.33) îïè-ñûâàåò òàêæå è äðóãèå îäíîìåðíûå âîëíîâûå ïðîöåññû. Â ÷àñòíîñòè, îíîîïèñûâàåò ïðîöåññ êîëåáàíèÿ ñòðóíû îêîëî ïîëîæåíèÿ ñâîåãî ðàâíîâåñèÿ(ñì. � 8).6.4. �àðìîíè÷åñêèå çâóêîâûå âîëíû. Óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà.Âàæíûì êëàññîì ðåøåíèé óðàâíåíèé (6.11), (6.12) ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷å-ñêèå çâóêîâûå âîëíû, ò. å. âîëíû ñ ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìå-íè. Äëÿ òàêèõ âîëí îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè çâóêîâîãî ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ�îðìóëàìè

f(x, t) = F(x)e−iωt, u(x, t) = v(x)e−iωt, p(x, t) = P (x)e−iωt. (6.34)Çäåñü i = +
√
−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ðàññìàòðèâàå-ìîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîöåññà, F(x), v(x) è P (x) � ñîîòâåòñòâóþùèå àì-ïëèòóäû âåêòîðíûõ ïîëåé f(x, t), u(x, t) è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ p(x, t). Êàêîáû÷íî, ïðè ðàññìîòðåíèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé �èçè÷åñêèé ñìûñëñëåäóåò ïðèäàâàòü âåùåñòâåííûì ÷àñòÿì âûðàæåíèé â (6.34). Ïîäñòàâëÿÿ(6.34) â (6.11), (6.12), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ êîìïëåêñ-íûõ àìïëèòóä v è P

P =
ρ0c

2

iω
divv, (6.35)66



v =
1

iωρ0
(∇P − ρ0F). (6.36)Óðàâíåíèÿ (6.35), (6.36) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëüãàðìîíè÷åñêîãî çâóêîâîãî ïðîöåññà. Îáû÷íûì îáðàçîì èç (6.35), (6.36)ìîæíî âûâåñòè îäíî ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ P . Äëÿ ýòîãî äî-ñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ (6.36) îïåðàöèþ (−c2ρ0/iω)div è âû÷åñòüïîëó÷åííîå âûðàæåíèå èç (6.35). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìóóðàâíåíèþ

∆P + k2P = −f. (6.37)Çäåñü âîëíîâîå ÷èñëî k è ïðàâàÿ ÷àñòü f îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
k =

ω

c
, f = −ρ0divF. (6.38)Óðàâíåíèå (6.37) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà (â ÷åñòü èçâåñòíîãîíåìåöêîãî ó÷åíîãî è åñòåñòâîèñïûòàòåëÿ H.L.F. Helmholtz, 1821�1894).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî çâóêîâîãî ïîëÿ ñâî-äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (6.37) â ðàññìàòðèâà-åìîé îáëàñòè Ω. Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �åëüì-ãîëüöà ê íåìó ñëåäóåò äîáàâèòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ãðàíèöå Γ. Îíî ïî-ëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (6.17) äëÿ p, åñëè òàì ïîëîæèòü

a(x, t) = α(x)e−iωt, b(x, t) = β(x)e−iωt, g(x, t) = γ(x)e−iωt, è èìååò âèä
αP + β

∂P

∂n
= γ íà Γ. (6.39)Çäåñü α, β è γ � ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäû ïîëåé a, b è g, çàäàííûõ íà

Γ. Çàäà÷à (6.37), (6.39) íîñèò íàçûâàíèå çàäà÷è èçëó÷åíèÿ.Ïðèâåäåííàÿ çäåñü ïîñòàíîâêà çàäà÷è èçëó÷åíèÿ îòíîñèòñÿ ê îãðàíè-÷åííîé îáëàñòè Ω. Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïîñòàíîâêà çàäà÷èèçëó÷åíèÿ îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ê êðàåâûì óñëîâèÿì (6.39) íåîáõîäèìî äî-áàâèòü óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ïîâåäåíèå äàâëåíèÿ P íà áåñêîíå÷íîñòè.Â ñëó÷àå, êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòüþ êîìïàêòà â R
3, ðîëü ýòèõ óñëî-âèé èãðàþò òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåð�åëüäà (íàçâàííûåïî èìåíè íåìåöêîãî �èçèêà è ìàòåìàòèêà A. Sommerfeld, 1868�1951). Îíèèìåþò âèä [11, ñ. 439℄

P (x) = O(|x|−1),
∂P (x)

∂|x| − ikP (x) = o(|x|−1), |x| → ∞. (6.40)Â òîì ìîäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà Ω = R
3, òàê ÷òî çâóêîâîå ïîëå ðàññìàò-ðèâàåòñÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R

3, óñëîâèÿ Çîììåð�åëüäà (6.40) âûäåëÿþòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà, ïðè÷åì ïî ñâîåìó �èçè÷å-ñêîìó ñìûñëó îíî îïèñûâàåò âîëíó, óõîäÿùóþ â áåñêîíå÷íîñòü. Àíàëî-ãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå, êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòüþ67



êîìïàêòà, ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ãðàíèöå Γ = ∂Ω çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèåÄèðèõëå èëè Íåéìàíà. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â [11, �30℄è [48, ãë. 2℄.Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè çâóêîâûõ ïðîöåññîâ â îêåàíå ïîñëåäíèéîáû÷íî ìîäåëèðóþò îáëàñòüþ òèïà òðåõìåðíîãî ñëîÿ, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðòèêàëè è íåîãðàíè÷åííîãî ïî ãîðèçîíòàëè. Äëÿ òàêèõ îáëàñòåé óñëî-âèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, âûäåëÿþùèå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþ-ùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (6.37), îòëè÷àþòñÿ îò óñëî-âèé (6.40). Ôîðìóëèðîâêó íåêîòîðûõ òàêèõ óñëîâèé ìîæíî íàéòè â [3℄ èöèòèðóåìûõ òàì ññûëêàõ.Íàðÿäó ñ çàäà÷åé èçëó÷åíèÿ çâóêà âàæ-

�èñ. 6.1.
íóþ ðîëü èãðàåò çàäà÷à äè�ðàêöèè çâóêà,êîòîðóþ ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî ñ�îðìó-ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà íåêîòî-ðîå òåëî (ïðåïÿòñòâèå), îãðàíè÷åííîå ïî-âåðõíîñòüþ Γ (ñì. ðèñ. 6.1), ïàäàåò âîëíà,èçëó÷àåìàÿ, íàïðèìåð, îáúåìíûìè èñòî÷-íèêàìè è îïèñûâàåìàÿ çâóêîâûì äàâëå-íèåì P1. Ïàäåíèå âîëíû íà òåëî ñîïðî-âîæäàåòñÿ îáðàçîâàíèåì íîâîé âîëíû Ps,ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ îò òåëà îáðàòíî â ñðå-äó, èç êîòîðîé ïðèøëà ïàäàþùàÿ âîëíà. Óêàçàííàÿ âîëíà Ps íàçûâàåòñÿîòðàæåííîé âîëíîé, à ñàìî ÿâëåíèå îáðàçîâàíèÿ îòðàæåííîé âîëíû � îò-ðàæåíèåì çâóêà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü Ps òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëíîåäàâëåíèå P = P1 + Ps, óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà (6.37) âíå
Γ, îäíîðîäíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (6.39) (ïðè γ = 0) ïðè îïðåäåëåííîìâûáîðå �óíêöèé α è β, îïèñûâàþùèõ àêóñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàíèöû Γïðåïÿòñòâèÿ, è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (6.40). Â òîì ìîäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäàíà Γ ïàäàåò âîëíà, èäóùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè, óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ äîëæíàóäîâëåòâîðÿòü òîëüêî îòðàæåííàÿ âîëíà Ps.Òåðìèí �îòðàæåíèå� çâóêà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â óçêîì ñìûñëå â òåõ ñëó-÷àÿõ, êîãäà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû óäîâëåòâîðÿåò çàêîíàì òàê íàçûâàåìîéãåîìåòðè÷åñêîé àêóñòèêè. Åñëè æå óêàçàííûå çàêîíû íå ïðèìåíèìû (íà-ïðèìåð, ðàçìåðû òåëà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû çâóêà, ëèáîèçëó÷åíèå ïðîèñõîäèò íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ), òî âìåñòî òåðìèíà �îòðàæå-íèå� ÷àñòî óïîòðåáëÿþò � òåðìèí �äè�ðàêöèÿ� èëè �ðàññåÿíèå� çâóêà, à íàñ�îðìóëèðîâàííóþ âûøå çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âîëíû Ps ññûëàþòñÿ êàê íàçàäà÷ó äè�ðàêöèè èëè çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ çâóêà.�îëü ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ çâóêîâûõ âîëí ìîæåò èãðàòü è ãðàíèöà Γs äâóõðàçëè÷íûõ ñðåä. Ïàäåíèå âîëíû íà óêàçàííóþ ãðàíèöó ñîïðîâîæäàåòñÿ(íàðÿäó ñ îòðàæåíèåì) ÿâëåíèåì îáðàçîâàíèÿ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåé-ñÿ îò ãðàíèöû âî âòîðóþ ñðåäó. Óêàçàííàÿ âîëíà íàçûâàåòñÿ ïðåëîìëåííîé68



âîëíîé, à ñàìî ÿâëåíèå îáðàçîâàíèÿ ïðåëîìëåííîé âîëíû � ïðåëîìëåíèåìçâóêà. Ôèçè÷åñêèå çàêîíû ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà íàëàãàþò îïðåäåëåííûåóñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå çâóêîâûõ ïîëåé âáëèçè ãðàíèöû Γs ðàçäåëà îáåèõñðåä. Â ñëó÷àå æèäêèõ ñðåä îíè çàêëþ÷àþòñÿ â íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèéè íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò êîëåáàòåëüíûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö ïðè ïåðåõîäå÷åðåç Γs. Ïðè ýòîì ñî ñòîðîíû ïåðâîé ñðåäû äîëæåí ó÷èòûâàòüñÿ âêëàäïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí, ñî ñòîðîíû âòîðîé ñðåäû � âêëàä ïðåëîì-ëåííîé âîëíû. Ìàòåìàòè÷åñêè óêàçàííûå óñëîâèÿ, íàçûâàåìûå óñëîâèÿìèñîïðÿæåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
P1 + Ps = P2, (v1 + vs) · n = v2 · n íà Γs. (6.41)Çäåñü v1 (ëèáî vs) � êîëåáàòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö â ïàäàþùåé (ëèáî îò-ðàæåííîé) âîëíå, P2 è v2 � çâóêîâîå äàâëåíèå è êîëåáàòåëüíàÿ ñêîðîñòü÷àñòèö âî âòîðîé ñðåäå. Â ñëó÷àå, êîãäà îáúåìíûå èñòî÷íèêè îòñóòñòâó-þò, óñëîâèÿ (6.41) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (6.36) ìåæäóêîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòüþ è çâóêîâûì äàâëåíèåì â ñëåäóþùåì âèäå
P1 + Ps = P2,

1

ρ0

∂(P1 + Ps)

∂n
=

1

ρ2

∂P2

∂n
íà Γs. (6.42)Çäåñü ρ2 � ïëîòíîñòü âòîðîé ñðåäû. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå çà-äà÷à äè�ðàêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè çâóêîâûõ äàâëåíèé Ps è P2,óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèÿì �åëüìãîëüöà â ñâîèõ îá-ëàñòÿõ, óñëîâèÿì (6.42) íà ãðàíèöå Γs è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷-íîñòè (åìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî �óíêöèÿ Ps, åñëè âòîðàÿ ñðåäàçàíèìàåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω).�àçìåðíîñòè îñíîâíûõ èñïîëüçóåìûõ çäåñü âåëè÷èí è ïàðàìåòðîâ â ñè-ñòåìå ÑÈ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 6.1. Òàáëèöà 6.1âåëè÷èíû u, v, w, c ρ, ρ′, ρ0 p′, p, p0, P , Pi, Ps ϕ, ψ f , F F χ ω kðàçìåðíîñòèâ ÑÈ ìñ êãì3 Ïà = Íì2 = êãì·ñ2

ì2ñ ìñ2

êãñ4
·ì ì2ñ2

1ñ 1ì
�7. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ7.1. Îñíîâíûå âåëè÷èíû è óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýëåêòðî-ìàãíèòíûå ïðîöåññû. Êàê è â �� 4�6, áóäåì ðàññìàòðèâàòü æèäêóþ èëè
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ãàçîîáðàçíóþ ñðåäó, çàíèìàþùóþ íåêîòîðóþ îáëàñòü Ω òðåõìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà R
3. Íå îñòàíàâëèâàÿñü çäåñü íà ñòðîãîì îïðåäåëåíèè ýëåêòðî-ìàãíèòíîãî ïðîöåññà, îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåì îãðîìíîì ìíîãîîáðàçèè ýëåê-òðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé ñóùåñòâóåò �óíäàìåíòàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå ïîíÿ-òèå, ïîçâîëÿþùåå ãîâîðèòü îá èõ åäèíîé îñíîâå. Òàêèì ïîíÿòèåì ÿâëÿ-åòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîä ýëåê-òðîìàãíèòíûì ïîëåì ìîæíî ïîíèìàòü íàáîð âåêòîð-�óíêöèé E (ëèáî D),

H (ëèáî B), J è ñêàëÿðíîé �óíêöèè ρe, íàçûâàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî âåê-òîðîì íàïðÿæåííîñòè (ëèáî èíäóêöèè) ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âåêòîðîìíàïðÿæåííîñòè (ëèáî èíäóêöèè) ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âåêòîðîì ïëîòíîñòèýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è ïëîòíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ â ñðåäå, óäî-âëåòâîðÿþùèõ â îáëàñòè Ω îïðåäåëåííûì äè��åðåíöèàëüíûì è �óíêöè-îíàëüíûì óðàâíåíèÿì.Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàÿ ãðóïïàíîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïî èìåíè âûäàþùåãîñÿ àíãëèéñêîãî�èçèêà D. Maxwell (1831�1879), êîòîðûé âïåðâûå ïîëó÷èë èõ â 19-îì âåêå.Ýòè óðàâíåíèÿ, âûâåäåííûå Ìàêñâåëëîì ïóòåì îáîáùåíèÿ èçâåñòíûõ ê òî-ìó âðåìåíè çàêîíîâ ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà è óñòðàíåíèÿ èìåþùèõñÿâ íèõ ïðîòèâîðå÷èé, â ñîâðåìåííîé çàïèñè èìåþò (â ñèñòåìå ÑÈ) âèä
divD = ρe, (7.1)
divB = 0, (7.2)

rotE = −∂B
∂t
, (7.3)

rotH =
∂D

∂t
+ J. (7.4)Óðàâíåíèå (7.1) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì ñëåäñòâèåì îñíîâíîãî çàêî-íà ýëåêòðîñòàòèêè � çàêîíà Êóëîíà (ñì. � 3) è ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿñòàòè÷åñêèõ, íî è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïîëåé. Óðàâíåíèå (7.2) ÿâëÿåòñÿìàòåìàòè÷åñêèì îòðàæåíèåì èçâåñòíîãî �èçè÷åñêîãî �àêòà îá îòñóòñòâèèìàãíèòíûõ çàðÿäîâ êàê èñòî÷íèêîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Óðàâíåíèå (7.3) ÿâëÿ-åòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ, íàçâàííîãîòàê â ÷åñòü èçâåñòíîãî àíãëèéñêîãî �èçèêà � ïåðâîîòêðûâàòåëÿ ÿâëåíèÿýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè M. Faraday (1791�1867). Cîãëàñíî ýòîìó çàêî-íó âñÿêîå ïåðåìåííîå âî âðåìåíè ìàãíèòíîå ïîëå èíäóöèðóåò ñâÿçàííîå ñíèì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (èìåþùåå â îòëè÷èå îò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïî-ëÿ âèõðåâîé õàðàêòåð) è âûðàæàåò êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó âèõðÿèíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ. Íàêîíåö, óðàâíåíèå (7.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîá-ùåíèå äè��åðåíöèàëüíîé �îðìû

rotH = J (7.5)70



èçâåñòíîãî çàêîíà Áèî-Ñàâàðà, íàçâàííîãî òàê â ÷åñòü �ðàíöóçñêèõ �èçè-êîâ J.B. Biot (1774�1862) è F. Savart (1791�1841), îòêðûâøèõ åãî â 1820 ã.Îí âûðàæàåò çàâèñèìîñòü íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò ïëîòíîñòèñîçäàþùåãî åãî òîêà. Óðàâíåíèå (7.4) îòëè÷àåòñÿ îò (7.5) äîïîëíèòåëüíûì÷ëåíîì ∂D/∂t, ââåäåííûì Ìàêñâåëëîì. Óêàçàííûé ÷ëåí èìååò ðàçìåð-íîñòü ïëîòíîñòè òîêà è íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ òîêîâ ñìåùåíèÿ. Òàêèìîáðàçîì, èç (7.4) ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò ñîçäàâàòüñÿ íå òîëü-êî ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì, íî è ïåðåìåííûì âî âðåìåíè ýëåêòðè÷åñêèì ïî-ëåì. Â ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèÿ (7.3) è (7.4) îçíà÷àþò, ÷òî íåñòàöèîíàðíûåýëåêòðè÷åñêèå èëè ìàãíèòíûå ïîëÿ íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â ïðîñòðàíñòâåîòäåëüíî, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, à îáðàçóþò ïî ñóòè äåëà äâå ñòîðîíûåäèíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îáðàçóþò àáñîëþòíî òî÷íóþóíèâåðñàëüíóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíî-ãî ïîëÿ, ò. å. àáñîëþòíî òî÷íî îïèñûâàþò ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû âëþáîé ñðåäå. Îäíàêî ñèñòåìà (7.1)�(7.4) íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, ïîñêîëü-êó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé â íåé ïðåâîñõîäèò ÷èñëî óðàâíåíèé. ×òî-áû çàìêíóòü ñèñòåìó (7.1)�(7.4), ê íåé íåîáõîäèìî ïðèñîåäèíèòü äîïîë-íèòåëüíûå óðàâíåíèÿ, âèä êîòîðûõ óæå öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâà-ìè ñðåäû, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Óêàçàííûåóðàâíåíèÿ, íàçûâàåìûå ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä (ìû çàïèøåì óêàçàííûåóðàâíåíèÿ â ñèñòåìå ÑÈ)
D = εε0E, B = µµ0H, J = σE + Jct. (7.6)Çäåñü ε0 è µ0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå�îðìóëàìè
ε0 =

1

36π
· 10−9Ôì , µ0 = 4π · 10−7�íì , (7.7)ãäå Ô è �í � ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ �àðàäû è ãåíðè êàê åäèíèö ðàçìåð-íîñòåé, ε è µ � îòíîñèòåëüíûå äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìî-ñòè ñðåäû, σ � óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñðåäû, Jct � çàäàííàÿ �óíêöèÿ,èìåþùàÿ ñìûñë ïëîòíîñòè òîêîâ, ïðîèñõîäÿùèõ îò äåéñòâèÿ ñòîðîííèõýëåêòðîäâèæóùèõ ñèë. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (7.6) ÿâëÿåòñÿ äè��åðåí-öèàëüíîé �îðìîé çàêîíà Îìà, ñâÿçûâàþùåãî ñèëó òîêà, ïðîòåêàþùåãî âýëåêòðè÷åñêîì ïðîâîäíèêå, ñ ïàäåíèåì íàïðÿæåíèÿ íà íåì. (Óêàçàííûéçàêîí îòêðûë â 1826 ã. èçâåñòíûé íåìåöêèé �èçèê G.S. Ohm, 1787�1854).Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäû âåëè÷èíû ε, µ è σ ÿâëÿþòñÿ êîí-ñòàíòàìè, ïðè÷åì ε > 0, µ > 0, σ ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âàêóóìà ε = 1,

µ = 1, σ = 0. Åñëè ñðåäà íåîäíîðîäíà, òî ε, µ è σ ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíû-ìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò òî÷åê ñðåäû, åñëè ê òîìó æå ñðåäà àíèçîòðîïíà,71



òî ýòè �óíêöèè ñòàíîâÿòñÿ òåíçîðíûìè. �àçìåðíîñòè ââåäåííûõ âåëè÷èíìîæíî íàéòè â òàáëèöå 7.1.7.2. Âåêòîðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â íåïðîâîäÿùåé ñðåäå. Óðàâ-íåíèå äè��óçèè â ñèëüíî ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Ïîäñòàâèì â (7.4) âìå-ñòî J åãî âûðàæåíèå èç çàêîíà Îìà â (7.6). Ïîëó÷èì
rotH =

∂D

∂t
+ σE + Jct. (7.8)Ïðàâàÿ ÷àñòü â (7.8) ïðåäñòàâëÿåò ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó ñóììó ïëîòíî-ñòåé òîêîâ ñìåùåíèÿ ∂D/∂t, òîêîâ ïðîâîäèìîñòè σE è òîêîâ ñòîðîííèõý.ä.ñ. Jct. Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (7.8) îïåðàòîð rot. Ïîëó÷èì

rotrotH = rot
∂D

∂t
+ rot(σE) + rotJct.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäà, çàïîëíÿþùàÿ îáëàñòü D, îäíîðîäíà è èçî-òðîïíà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì (7.3) è ïåðâûõ äâóõóðàâíåíèé â (7.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

rotrotH = −εε0µµ0
∂2H

∂t2
− σµµ0

∂H

∂t
+ rotJctèëè

∆H = σµµ0
∂H

∂t
+

1

a2

∂2H

∂t2
− rotJct, (7.9)åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ âåêòîðíûì òîæäåñòâîì (6.19). Êîíñòàíòà a2 â (7.9)îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

a2 =
1

εε0µµ0
. (7.10)Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå âûâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ E, èìå-þùåå ïðè ρe = 0 âèä

∆E = σµµ0
∂E

∂t
+

1

a2

∂2E

∂t2
+ µµ0

∂Jct

∂t
. (7.11)Õàðàêòåð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäû.Åñëè ñðåäà ÿâëÿåòñÿ íåïðîâîäÿùåé, òàê ÷òî σ = 0, èëè îáëàäàåò î÷åíü ìà-ëîé ïðîâîäèìîñòüþ σ, òàê ÷òî â (7.8) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïëîòíîñòüþ òîêîâïðîâîäèìîñòè σE ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ òîêîâ ñìåùåíèÿ ∂D/∂t, òî,îòáðàñûâàÿ â (7.9) è (7.11) �ìàëûå� ñëàãàåìûå σµµ0 ∂D/∂t è σµµ0 ∂E/∂t,ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

∂2H

∂t2
= a2∆H + F1, (7.12)72



∂2E

∂t2
= a2∆E + F2. (7.13)Çäåñü F1,F2 � çàäàííûå âåêòîð-�óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè

F1 = a2rotJct, F2 = −a2µµ0
∂Jct

∂t
. (7.14)Êàæäîå èç óðàâíåíèé (7.12), (7.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå âîëíîâîåóðàâíåíèå, â êîòîðîì âåêòîð-�óíêöèè F1 = a2rotJct è F2 = −a2µµ0∂J

ct/∂tèãðàþò ðîëü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ. Íà îñíîâàíèè ýòîãî è ñâîéñòâ âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ (ñì. � 3 ãë. 3), ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó, ÷òî â íåïðî-âîäÿùåé ñðåäå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â âèäå íåçàòóõà-þùèõ âîëí, ñêîðîñòü a êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (7.10). Óêàçàííûåâîëíû, åñòåñòâåííî, íîñÿò íàçâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, à êîíñòàíòà
a â (7.10) íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Â ÷àñòíîì ñëó-÷àå, êîãäà ñðåäà ÿâëÿåòñÿ âàêóóìîì, ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé ε = 1, µ = 1 è(7.7) äëÿ ε0 è µ0 â (7.10) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé �îðìóëå äëÿ ñêîðîñòè a0ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âàêóóìå

a0 = (ε0µ0)
−1/2 = 3 · 108 ìñåê. (7.15)Äëÿ äðóãèõ ñðåä ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îòëè-÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ a0 â (7.15) ìíîæèòåëåì (εµ)−1/2, êîòîðûé äëÿ áîëüøèí-ñòâà ñðåä è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âîçäóõà áëèçîê ê 1.Ñîãëàñíî (7.15) ñêîðîñòü a0 �àêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñâå-òà â âàêóóìå. Ýòî íå ñëó÷àéíî, à ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âîëíîâîé òåîðèèñâåòà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí îïðåäåëåííûõ ÷àñòîò. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå ðàâíàñîãëàñíî ïîñëåäíèì èçìåðåíèÿì 299792458 ì/ñåê, ÷òî íåñêîëüêî ìåíüøåâåëè÷èíû a0 â (7.15). Îäíàêî ýòî íåñîâïàäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðèâûâîäå (7.15) ìû èñïîëüçîâàëè îêðóãëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ ε0è µ0 â (7.5).Îòìåòèì, ÷òî Ìàêñâåëëó óäàëîñü âûâåñòè âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ýëåê-òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òîëüêî áëàãîäàðÿ îñåíèâøåé åãî ãåíèàëüíîé äîãàäêåââåñòè â çàêîí Áèî-Ñàâàðà (7.5) ñòðàííîå è íåïîíÿòíîå íà ïåðâûé âçãëÿäñëàãàåìîå ∂D/∂t, íàçâàííîå èì ïëîòíîñòüþ òîêîâ ñìåùåíèÿ. Â èòîãå ýòîïîçâîëèëî ñäåëàòü åìó âåëè÷àéøåå îòêðûòèå, äîêàçàâ, ÷òî íàçûâàåòñÿ, íàêîí÷èêå ïåðà, �àêò ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàí-ñòâå â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Äî âûõîäà ðàáîòÌàêñâåëëà âîëíîâûå óðàâíåíèÿ âèäà (7.12), (7.13) â ïðèíöèïå íåëüçÿ áû-ëî ïîëó÷èòü, ïîñêîëüêó âñå èññëåäîâàòåëè èñïîëüçîâàëè âìåñòî (7.4) çàêîíÁèî-Ñàâàðà (7.5).Åñëè æå ñðåäà, íàîáîðîò, îáëàäàåò áîëüøîé ïðîâîäèìîñòüþ σ, òàê ÷òî â(7.8) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïëîòíîñòüþ òîêîâ ñìåùåíèÿ ∂D/∂t ïî ñðàâíåíèþ73



ñ ïëîòíîñòüþ òîêîâ ïðîâîäèìîñòè σE, òî óðàâíåíèÿ (7.9) è (7.11) ïîñëåîòáðàñûâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ïðèíèìàþò âèä
∂H

∂t
= c2∆H + F̃1, (7.16)

∂E

∂t
= c2∆E + F̃2. (7.17)Çäåñü F̃1, F̃2 � çàäàííûå âåêòîð-�óíêöèè, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè

F̃1 =
1

σµµ0
rotJct, F̃2 = −1

σ

∂Jct

∂t
. (7.18)Êàæäîå èç óðàâíåíèé (7.16), (7.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïàðàáî-ëè÷åñêîå óðàâíåíèå äè��óçèè, â êîòîðîì âåêòîð-�óíêöèè F̃1 è F̃2 èãðàþòðîëü ïëîòíîñòåé îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ. Êîý��èöèåíò äè��óçèè cäëÿ îáîèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

c2 =
1

σµµ0
. (7.19)Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî â ñèëüíî ïðîâîäÿùåéñðåäå îñíîâíûì ìåõàíèçìîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîöåññ äè��óçèè. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà òîêè ïðîâîäèìîñòè èòîêè ñìåùåíèÿ ñðàâíèìû ïî ïîðÿäêó, óðàâíåíèÿ (7.9) è (7.11) ïðåäñòàâëÿ-þò ñîáîé óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, îïèñûâàþùèå ðàñïðîñòðàíå-íèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå â âèäå çàòóõàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí ñ çàòóõàíèåì, âûçûâàåìûì äèññèïàöèåé ýíåðãèè âñëåäñòâèå íåíóëå-âîé ïðîâîäèìîñòè ñðåäû.7.3. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàã-íèòíîãî ïîëÿ. Åñëè ñðåäà êóñî÷íî-îäíîðîäíà, òî óðàâíåíèÿ (7.9), (7.11)ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü â êàæäîì îäíîðîäíîì êóñêå ñðåäû. Íà ãðàíèöå Γsðàçäåëà äâóõ ñðåä íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ ñî-ïðÿæåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííûå óñëîâèÿ èìåþò âèä [38, . 31℄, [59, p.69℄:

n × (H2 − H1) = Js, n · (D2 −D1) = ρs íà Γs, (7.20)
n × (E2 −E1) = 0, n · (B2 −B1) = 0 íà Γs.Çäåñü èíäåêñàìè 1 è 2 îòìå÷åíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ïîëÿ ïðèïðèáëèæåíèè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, ñîîòâåòñòâåííî, ñî ñòîðîíû ñðåä 1 è2, Js è ρs � ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè òîêîâ è çàðÿäîâ íà ãðàíèöå ðàçäå-ëà, n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, íàïðàâëåííûé îò ñðåäû 1 ê ñðåäå 2.Óñëîâèÿ (7.20) ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíûõ àíàëîãîâóðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. 74



Â òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà âàæíóþ ðîëü èãðàåò ðàçáèåíèå ðàçëè÷íûõñðåä íà äâà òèïà: ïðîâîäíèêè è äèýëåêòðèêè. Ïîä ïðîâîäíèêîì ïðèíÿòîïîíèìàòü ëþáóþ ñðåäó (òâåðäóþ, æèäêóþ, ãàçîîáðàçíóþ), â êîòîðîé ñó-ùåñòâóþò çàðÿäû, ñïîñîáíûå ïåðåìåùàòüñÿ (íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå)ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Îìè÷åñêèì ïðîâîäíèêîì íàçûâàþòñðåäó, â êîòîðîé çàêîí Îìà â (7.6) âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòîé σ > 0.Èäåàëü-íûì ïðîâîäíèêîì íàçûâàþò ñðåäó ñ �î÷åíü áîëüøèì� çíà÷åíèåì êîý��è-öèåíòà ïðîâîäèìîñòè σ (σ → ∞). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð,äëÿ ìåòàëëîâ, êîòîðûå ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü èäå-àëüíûìè ïðîâîäíèêàìè. Âíóòðè èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà ýëåêòðîìàãíèòíîåïîëå ðàâíî íóëþ. Ìû òàêæå îòìåòèì, ÷òî ñóïåðïðîâîäíèêè ïî îïðåäåëåíèþîòíîñÿòñÿ ê èäåàëüíûì ïðîâîäíèêàì.Èäåàëüíûì èçîëÿòîðîì íàçûâàåòñÿ ñðåäà, â êîòîðîé σ = 0. Ñðåäà â êî-òîðîé îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû, ñïîñîáíûå íåñòè ýëåêòðè÷åñêèéòîê, íàçûâàåòñÿ äèýëåêòðèêîì. Ñðåäà íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì äèýëåêòðè-êîì, åñëè â íåé ñîîòíîøåíèå D = ε0εE âûïîëíÿåòñÿ ñ ε = const. Åñëèñðåäà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî èäåàëüíûì èçîëÿòîðîì è èäåàëüíûì äèýëåê-òðèêîì, òî â íåé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J = 0. Ñðåäà íàçûâàåòñÿ èäåàëü-íîé ìàãíèòíîé ñðåäîé, åñëè â íåé ñîîòíîøåíèå B = µ0µH âûïîëíÿåòñÿ ñ
µ = const. Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí �èäåàëüíàÿ ñðåäà� äëÿñðåäû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé.Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω ãðàíè÷èò ñ èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì, çàäà÷àíàõîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óïðîùàåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîìñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âíå Ω îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî èìååì E2 = 0,
D2 = 0, H2 = 0, B2 = 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (7.20) ïåðå-õîäÿò â ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà Γ ≡ Γs äëÿ H = H1, D = D1,
E = E1 è B = B1:

n × H = −Js, n · D = −ρs, n × E = 0, n · B = 0 íà Γ. (7.21)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî �óíêöèè Js è ρs â (7.21) â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåèç-âåñòíûìè, õîòÿ â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà îä-íà èç ýòèõ �óíêöèé, ëèáî îáå èçâåñòíû.Ïðåäïîëîæèì â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè, ÷òî îáëàñòü Ω çàïîëíåíàèäåàëüíîé ñðåäîé, òàê ÷òî ε = const, µ = const, ïðè÷åì ïëîòíîñòü ρeèçâåñòíà. Ïåðåïèñàâ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (7.6) óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà(7.1)�(7.4) òîëüêî â ïåðåìåííûõ E è B è äîáàâèâ ê íèì â êà÷åñòâå ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé ïîñëåäíèå äâà óñëîâèÿ â (7.21) è ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûåóñëîâèÿ äëÿ E è B, ìû ïîëó÷èì èñõîäíóþ íà÷àëüíî - êðàåâóþ çàäà÷ó îò-íîñèòåëüíî âåëè÷èí E è B. �åøèâ óêàçàííóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî E è
B, äàëåå îïðåäåëÿåì îñòàëüíûå âåëè÷èíû D, H è J èç (7.6), à ïîäñòàâëÿÿíàéäåííûå âåëè÷èíû H è D â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â (7.21), ìû òàêæåîïðåäåëÿåì è ãðàíè÷íûå ïëîòíîñòè Js è ρs. Ïðè òàêîì ïîäõîäå îñíîâíàÿ75



òðóäíîñòü ïàäàåò íà ðåøåíèå ñ�îðìóëèðîâàííîé âûøå íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è äëÿ ïàðû (E,B). Î ìåòîäàõ è òðóäíîñòÿõ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çà-äà÷è, à òàêæå î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, îáåñïå÷èâàþùèõ åäèíñòâåííîñòüðåøåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [59, ãë. 1℄, [60, ãë. 9℄.Èñïîëüçóÿ (7.20) è (7.21), íåòðóäíî âûâåñòè ÷àñòíûå �îðìû ãðàíè÷íûõóñëîâèé äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà Js = 0 èëè
ρs = 0, è óêàçàòü èõ �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ìîæíî òàêæå ïåðå�îðìóëèðîâàòüâñå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ëèáî âåê-òîðîâ èíäóêöèè, íî íà ýòèõ äåòàëÿõ ìû íå áóäåì çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ,îòñûëàÿ çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ, íàïðèìåð, ê [38℄, [59, ãë. 1℄.Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî ïîñêîëüêó óñëîâèÿ (7.20) è (7.21) ÿâëÿþòñÿñëåäñòâèÿìè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, òî, êàê è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îíèèìåþò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, ò. å. ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî ýëåêòðîìàã-íèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ èçëó÷åíèÿ è ðàñïðîñòðà-íåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè (7.20), (7.21) èíîãäàèñïîëüçóþò è òàê íàçûâàåìûå íåçàâèñèìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûåîáû÷íî âûðàæàþò âíåøíþþ ïðè÷èíó ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω èëè íåêîòîðîé åå ÷à-ñòè Γ1, äåéñòâóåò ñòîðîííåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, îïèñûâàåìîå çàäàííû-ìè �óíêöèÿìè Ect è Hct, òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿ ýòîãî �àêòàïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó òðåáîâàíèþ, íàëàãàåìîìó íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèéÌàêñâåëëà íà Γ1:

E = Ect, H = Hct íà Γ1. (7.22)Óðàâíåíèÿ (7.22) ïðè åñòåñòâåííîì óñëîâèè ñîâìåñòíîñòè ñ óíèâåðñàëüíû-ìè óðàâíåíèÿìè (7.20), (7.21) èãðàþò â òàêîì ñëó÷àå ðîëü âíåøíèõ èñòî÷-íèêîâ ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.7.4. �àðìîíè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ. Âàæíûé ÷àñòíûéñëó÷àé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ. Ëþ-áóþ õàðàêòåðèñòèêó U òàêîãî ïîëÿ è, â ÷àñòíîñòè, âåêòîðû E, H, J è Jctìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
U = Ũ(x)e−iωt, E = Ẽ(x)e−iωt, H = H̃(x)e−iωt,

J = J̃(x)e−iωt, Jct = J̃ct(x)e−iωt. (7.23)Çäåñü âåêòîðû Ẽ, H̃, J̃, J̃ct èìåþò ñìûñë êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ñîîòâåò-ñòâåííî âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âåêòîðà íàïðÿæåí-íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà è âåêòîðà ïëîòíîñòè ñòî-ðîííèõ òîêîâ.Ïîäñòàâëÿÿ (7.23) â (7.3) è (7.4) è îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì çíàê âîëíûíàä àìïëèòóäàìè ïîëåé, ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì (7.5) è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ρe = 0, ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä

rotE = iωµµ0H, rotH = −iωε̇ε0E + Jct. (7.24)76



Âåëè÷èíà ε̇ = ε+iσ/ωε0 â (7.24) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòüþ. Ïðèìåíÿÿ, êàê è âûøå, ê óðàâíåíèÿì â (7.24) îïåðàòîðrot, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâà âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ
E è H:

∆E + k2E = −iωµ0µJ
ct, (7.25)

∆H + k2H = −rotJct. (7.26)Çäåñü êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà k = ω
√
ε̇ε0µµ0 íîñèò íàçâàíèå êîìïëåêñíîãîâîëíîâîãî ÷èñëà, à êàæäîå èç óðàâíåíèé (7.25), (7.26) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-íûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà.Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå (7.23) â îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7.20), (7.21) èñîêðàùàÿ íà e−iωt (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè â (7.20), (7.21) òàê-æå ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿò îò âðåìåíè t), ïðèõîäèì ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìäëÿ âåêòîðíûõ àìïëèòóä, êîòîðûå �îðìàëüíî ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþ-ùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â (7.20), (7.21). Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäûâåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿàêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðíûì óðàâíåíèÿì �åëüìãîëüöà(7.25), (7.26) è âåêòîðíûì êðàåâûì óñëîâèÿì, �îðìàëüíî ñîâïàäàþùèì ñâûïèñàííûìè ðàíåå óñëîâèÿìè (7.20), (7.21). Êðîìå òîãî, ïàðàìåòðû ε̇ è

k, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (7.24)�(7.26) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì ÿâëåíèÿ äèññèïàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîéýíåðãèè â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå åå ïðîâîäèìîñòè.7.5. Ñòàòè÷åñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ. Ìîäåëü ýëåêòðîñòà-òèêè. Ýëåêòðè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Åùå îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó-÷àé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ, íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíèè, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùèå â ñèëó (7.1)�(7.4) óðàâíåíèÿì
div D = ρe, rotE = 0, (7.27)
div B = 0, rotH = J. (7.28)Åñëè, áîëåå òîãî, B = 0, H = 0 è J = 0, ò. å. ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò,òàê ÷òî óðàâíåíèÿ (7.28) àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþòñÿ, òî çàäà÷à íàõîæ-äåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òðîéêè (E,D, ρe),ëèáî òîëüêî ïàðû âåêòîðîâ E è D, åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρe èçâåñòíà, èçñîîòíîøåíèé (7.27), íàçûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ýëåêòðîñòàòèêè.Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýëåêòðîñòàòèêè íåîá-õîäèìî çàäàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. �îëü èõ ìîãóò èãðàòü êàê ìàòå-ðèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òàê è êðàåâûå óñëîâèÿ ëèáî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, àòàêæå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. �àññìîòðèì íèæå äâà ñëó÷àÿ, îòâå÷àþ-ùèå èñïîëüçîâàíèþ òåõ èëè èíûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî R

3 çàïîëíåíî èäåàëüíîé äèýëåê-òðè÷åñêîé ñðåäîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â R
3 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå D =

ε0εE  ε =onst. Êàê óæå íåîäíîêðàòíî óêàçûâàëîñü, óðàâíåíèå rotE = 077



â R
3 ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîòåíöèàëà ϕ, ñ êîòîðûì âûïîëíÿþòñÿñîîòíîøåíèÿ

E = −gradϕ =⇒ D = −ε0εgradϕ. (7.29)Ïîäñòàâëÿÿ (7.29) â ïåðâîå óðàâíåíèå ìîäåëè (7.27), ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì(3.18) ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ, èìåþùåìó âèä
∆ϕ = − ρe

ε0ε
. (7.30)(Îíî, êîíå÷íî, ñîâïàäàåò ñ âûâåäåííûì â � 3 óðàâíåíèåì (3.14)). ×òîáûâûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.30), à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàñ-ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè ýëåêòðîñòàòèêè, íàì äîñòàòî÷íî â ñîîòâåòñòâèè ñçàìå÷àíèåì 3.4 ïðèñîåäèíèòü ê (7.30) óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè, èìåþùååâèä

ϕ(x) = o(1) ïðè |x| → 0. (7.31)Èç ðåçóëüòàòîâ � 3 è ãë. 7 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå ϕ çàäà÷è (7.30), (7.31)ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈ R
3 ñïîìîùüþ îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà

ϕ(x0) =
1

4πε0ε

∫

Ω

ρe(x)dx

|x − x0|
. (7.32)Ïðè ýòîì îò ïëîòíîñòè ρe òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíîñòü. Â ÷àñòíîñòè,îíà ìîæåò áûòü êàê ãëàäêîé �èíèòíîé â R

3 �óíêöèåé, òàê è �óíêöèåé,ëèøü èíòåãðèðóåìîé ëèáî èíòåãðèðóåìîé ñ êâàäðàòîì â R
3. Îíà ìîæåòáûòü òàêæå îáîáùåííîé �óíêöèåé, ñîñðåäîòî÷åííîé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ,ëèíèÿõ èëè ïîâåðõíîñòÿõ â R

3. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èíòåãðàë â (7.32) çàìå-íÿåòñÿ ñâåðòêîé îáîáùåííîé �óíêöèè ρe è �óíêöèè 1/4π|x|, ÿâëÿþùåéñÿñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â R
3 (ñì. îá ýòîì ïîäðîáíååâ [59℄, [60℄ è â � 1 ãë. 6).2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî R

3 = Ω1∪Ω2, ãäå Ω1 � îãðàíè÷åííîå îòêðû-òîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Ω1 è Ω2 çàïîëíåíû ðàçíûìèèäåàëüíûìè ñðåäàìè äèýëåêòðè÷åñêîãî òèïà ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöà-åìîñòÿìè ε1 =onst è ε2 =onst. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-íèÿ
D1 = ε0ε1E1 â Ω1, D2 = ε0ε2E2 â Ω2. (7.33)Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Ωi, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿîäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöà ðàçäåëà

Γs ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû. Óðàâíåíèå rotEi = 0 â Ωi,
i = 1, 2, ïîçâîëÿåò ââåñòè äëÿ êàæäîé îáëàñòè Ωi ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕi,
i = 1, 2, òàê ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Ei = −gradϕi, Di = −ε0εigradϕi â Ωi, i = 1, 2. (7.34)78



Ïîëîæèì
ε =

{

ε1 â Ω1,
ε2 â Ω2,

ϕ =

{

ϕ1 â Ω1,
ϕ2 â Ω2,

E =

{

E1 â Ω1,
E2 â Ω2,

D =

{

D1 â Ω1,
D2 â Ω2.(7.35)Ïîäñòàâëÿÿ (7.34) â ïåðâîå óðàâíåíèå ìîäåëè (7.27), ðàññìàòðèâàåìîå â îá-ëàñòè Ω1, à çàòåì â Ω2, ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (7.35) ê ñëåäóþùåìóóðàâíåíèþ ñ ðàçðûâíûì êîý��èöèåíòîì ε:

ε0div (εgradϕ) = −ρe â R
3 \ Γs. (7.36)Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ê óðàâíåíèþ (7.36) ñëåäóåò äîáà-âèòü óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè (7.31), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿíà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà Γs. Îíè âûòåêàþò èç îáùèõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ(7.20), êîòîðûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ýëåêòðîñòàòèêè ñâîäÿòñÿ êóñëîâèÿì:

E2 × n −E1 × n = 0, (D2 −D1) · n = ρs íà Γs. (7.37)Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì â (7.37),îçíà÷àþùèì íåïðåðûâíîñòü òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà E ïðèïåðåõîäå ÷åðåç Γs. Çàïèñàâ ñ ó÷åòîì (7.34) óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå â âèäå
gradϕ2 × n − gradϕ1 × n = 0 íà Γs, (7.38)ïðèõîäèì ê èñêîìîé çàäà÷å äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ϕ ýëåêòðîñòàòè-÷åñêîãî ïîëÿ â R

3. Îíà ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé (7.36), (7.38) è (7.31). Îìåòîäàõ åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü â [59℄, [60℄. Ìû ëèøü îòìåòèì, ÷òîïîñëå íàõîæäåíèÿ ϕ âåêòîðû Ei è Di îïðåäåëÿþòñÿ ïî ϕi ñîîòíîøåíèÿìè(7.34). Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ D2 è D1 âî âòîðîå óðàâíåíèå (7.37), íàõîäèìïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü ρs, ÿâëÿþùóþñÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëèèñêîìîé âåëè÷èíîé.�àññìîòðèì òåïåðü â ðàìêàõ ñëó÷àÿ 2 ñèòóàöèþ, êîãäà îáëàñòü Ω2 çàïîë-íåíà èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì è ñëåäîâàòåëüíî, â Ω2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
E2 = 0, D2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãîïîëÿ â îáëàñòè Ω ≡ Ω1 ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ â îáëàñòè Ω ðåøåíèÿ ϕóðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (7.30), óäîâëåòâîðÿþùåãî êðàåâîìó óñëîâèþ

gradϕ× n = 0 íà Γ. (7.39)Îíî âûòåêàåò èç (7.38), åñëè òàì ïîëîæèòü ϕ2 = 0, ϕ1 = ϕ, Γ = Γs. Óñëî-âèå (7.39) îçíà÷àåò, ÷òî òàíãåíöèàëüíûå ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëà ϕ èñ-÷åçàþò íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë ϕ äîëæåíïðèíèìàòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà Γ. Åñëè ãðàíèöà Γ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, òîòîãäà ýòó êîíñòàíòó ìîæíî âûáðàòü ðàâíîé íóëþ, ïîëàãàÿ
ϕ = 0 íà Γ. (7.40)79



Òåì ñàìûì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà ϕ ìû ïîëó÷èëè îäíîðîäíóþ çàäà÷óÄèðèõëå (7.30), (7.40), èìåþùóþ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûåäàííûå (ïàðó Γ è ρe) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îïðåäåëèâ ïîòåíöèàë ϕ, äàëååîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì âåêòîðû E è D â Ω èç (7.29), à òàêæå ïîâåðõíîñò-íóþ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρs èç ñîîòíîøåíèÿ D · n = −ρs íà Γ, âûòåêàþùåãîèç (7.37).Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ â îáëàñòè Ω âåêòîðà E èç óñëîâèé
rotE = 0, divE =

ρe
ε0ε

â Ω, E × n = 0 íà Γ (7.41)íîñèò íàçâàíèå ýëåêòðè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó èìåííî ê íåé ñâî-äèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Eâ îáëàñòè Ω, çàïîëíåííîé èäåàëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäîé, ãðàíè÷àùåéñ èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì. Èç ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.30), (7.40) âûòå-êàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.41), íî â ïðåäïî-ëîæåíèè, ÷òî Ω � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñî ñâÿçíîé ãðàíèöåé Γ.Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàíèöà Γ ñîñòîèòèç íåñêîëüêèõ, íàïðèìåð, p + 1 ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Γ0,Γ1, ...,Γp, ãäå Γ0 �âíåøíÿÿ êîìïîíåíòà ãðàíèöû Γ (ñì. ðèñ. 7.1à, ãäå èçîáðàæåíà îáëàñòü Ωñ ãðàíèöåé Γ, ñîñòîÿùåé èç òðåõ êîìïîíåíò Γ0, Γ1 è Γ2). �àññìîòðèì äëÿýòîãî ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó
rotE = F, divE = θ â Ω, E× n = g íà Γ, (7.42)ãäå θ è g � íåêîòîðûå �óíêöèè. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåìçàäà÷è (7.41) è ïåðåõîäèò â íåå ïðè F = 0, θ = ρe/ε0ε, g = 0. Ñ ó÷å-òîì ýòîãî áóäåì ññûëàòüñÿ íà (7.42) êàê íà íåîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷óýëåêòðè÷åñêîãî òèïà.Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü èññëåäîâàíèåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.42).Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü E = E2 − E1 äâóõ âîçìîæíûõ ðåøåíèéçàäà÷è (7.42) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è
rotE = 0, divE = 0 â Ω, E × n = 0 íà Γ. (7.43)
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Ïîïûòàåìñÿ îïèñàòü êëàññ âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (7.43). Ñ ýòîéöåëüþ ðàññìîòðèì p çàäà÷ Äèðèõëå
∆ϕ = 0 â Ω, ϕ = 1 íà Γi, ϕ = 0 íà Γ\Γi, i = 1, 2, ..., p. (7.44)Ïóñòü ϕi � ðåøåíèå çàäà÷è (7.44) (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü åãî äî-êàçûâàåòñÿ â òåîðèè ïîòåíöèàëà, ñì. ãë. 7). Ââåäåì âåêòîðû

Ei = −gradϕi, i = 1, 2, ..., p. (7.45)ßñíî, ÷òî âåêòîðû Ei óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì äâóì óðàâíåíèÿì â (7.43)èáî â ñèëó (3.18) rotgradϕi = 0, divgradϕi ≡ ∆ϕi = 0. Êðîìå òîãî, òàê êàê�óíêöèÿ ϕi ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåí-òå Γj ãðàíèöû Γ, òî âåêòîð gradϕi íàïðàâëåí ïî íîðìàëè âñþäó íà Γ. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî gradϕi×n = 0 íà Γ. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé âåêòîð
Ei ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è (7.43). Ïîñêîëüêó ê òîìó æå îíèëèíåéíî íåçàâèñèìû (ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî), òî òåìñàìûì ìû ïîñòðîèëè p ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è(7.43). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíè èñ÷åðïûâàþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèéîäíîðîäíîé çàäà÷è (7.43) (ñì., íàïðèìåð, [60℄). Óêàçàííûå âåêòîðû Ei íà-çûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âåêòîðàìè ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà. Â ðåçóëüòàòåìû äîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå E íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (7.42) îïðåäåëÿåòñÿ ñòî÷íîñòüþ äî p ãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðîâ Ei ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà. Ïîä÷åðê-íåì, ÷òî ÷èñëî p âñåõ âåêòîðîâ Ei ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñâÿçíûõêîìïîíåíò ãðàíèöû Γ, ò. å. îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ãðàíèöû Γ. Åãî íàçû-âàþò âòîðûì ÷èñëîì Áåòòè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà p = 0, ò. å. Γ ñîñòîèòòîëüêî èç îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû, ðåøåíèå E çàäà÷è (7.42) åäèíñòâåí-íî. Áîëåå ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðîâ Ei,à òàêæå î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿêðàåâîé çàäà÷è (7.42) ìîæíî íàéòè â [12, ãë. 1℄ è [60, ãë. 9℄.7.6. Ìîäåëü ìàãíèòîñòàòèêè. Ìàãíèòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. �àñ-ñìîòðèì â ðàìêàõ ìîäåëè ñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëó÷àé,êîãäà

E = 0, D = 0, ρe = 0, (7.46)òàê ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòñóòñòâóåò, à ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèíèìåòâèä óðàâíåíèé (7.28), íàçûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ìàãíèòîñòàòèêè. Äëÿâûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7.28) íåîáõîäèìî çàäàòü äî-ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Êàê â ï. 7.5, ìû ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî èäåàëüíîé ìàãíèòíîéñðåäîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â R
3 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå B = µ0µH ñ

µ = const. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.28) ïðèíèìàþò âèä
rotH = J, divH = 0 â R

3. (7.47)81



Çàäà÷à (7.47) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
rotH = J, divH = θ â R

3, (7.48)çàêëþ÷àþùåéñÿ â íàõîæäåíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå R
3 ïî çà-äàííûì ðîòîðó è äèâåðãåíöèè ýòîãî ïîëÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûäå-ëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî çàäàòü ñîîòâåòñòâó-þùåå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è âî âñåìïðîñòðàíñòâå R

3 ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [59, ãë. 1℄ è [60, ãë. 9℄.2. �àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà R
3 = Ω1∪Ω2, ãäå Ω1� îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì Ω1 çàïîëíåíî èäåàëüíîé ìàã-íèòíîé ñðåäîé, à âòîðîå ìíîæåñòâî Ω2 ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì.Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â Ω2 îòñóòñòâóåò, àâ îáëàñòè Ω = Ω1 îíî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì H, óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâ-íåíèÿì ìàãíèòîñòàòèêè (7.47). Ê óðàâíåíèÿì (7.47) ñëåäóåò äîáàâèòü óñëî-âèÿ íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω, êîòîðûå ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèéè (7.21) ñâîäÿòñÿ ê äâóì óñëîâèÿì

n × H = −Js, n · H = 0 íà Γ. (7.49)Â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå ãðàíè÷íóþ �óíêöèþ Js, èìåþùóþ ñìûñëïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ íà Γ, ñëåäóåò ñ÷èòàòü íåèçâåñòíîé �óíêöè-åé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (7.47) ïðèøëîñü áû ðàññìàòðèâàòü ïðèäâóõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (7.49), ÷òî çàâåäîìî ïåðåîïðåäåëÿåò ðàññìàòðè-âàåìóþ çàäà÷ó, äåëàÿ åå íåêîððåêòíîé. Ïðèñîåäèíèâ ê óðàâíåíèÿì (7.47)âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (7.49), ïðèõîäèì ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ âåêòîðà
H èç óñëîâèé

rotH = J, divH = 0 â Ω, H · n = 0 íà Γ. (7.50)Óêàçàííàÿ çàäà÷à, íàçûâàåìàÿ ìàãíèòíîé êðàåâîé çàäà÷åé, ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-íûì ñëó÷àåì îáùåé íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è
rotH = J, divH = θ â Ω, H · n = g íà Γ. (7.51)Çäåñü θ è g � íåêîòîðûå çàäàííûå �óíêöèè. Çàäà÷ó (7.51) ïðèíÿòî íàçûâàòüíåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷åé ìàãíèòíîãî òèïà.Òàê æå, êàê è âûøå, îãðàíè÷èìñÿ çäåñü èññëåäîâàíèåì åäèíñòâåííîñòèðåøåíèÿ çàäà÷è (7.51). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü H = H2−H1 äâóõâîçìîæíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (7.51) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîéçàäà÷è
rotH = 0, divH = 0 â Ω, H · n = 0 íà Γ. (7.52)Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü Ω èìååò âèä òîðà (ñì. ðèñ. 7.1á).Êàê èçâåñòíî, òîð íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ. Îäíàêî åãî ìîæíî82



ïðåâðàòèòü â îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, ïðîâåäÿ â íåì ðàçðåç Σ âäîëü ïîïåðå÷-íîãî ñå÷åíèÿ, èìåþùèé âèä êðóãà íà ðèñ. 7.1á. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩΣ = Ω\Σñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü è ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ�óíêöèè ϕ èç óñëîâèé
∆ϕ = 0 â ΩΣ,

∂ϕ

∂n
= 0 íà Γ, (7.53)

[ϕ]Σ = C = const,

[

∂ϕ

∂n

]

Σ

= 0 íà Σ. (7.54)Çäåñü [ϕ]Σ (ëèáî [∂ϕ/∂n]Σ) îáîçíà÷àåò ñêà÷îê �óíêöèè ϕ ëèáî ∂ϕ/∂n ïðèïåðåõîäå ÷åðåç Σ, à óñëîâèÿ (7.54) èìåþò ñìûñë óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà
Σ. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [59, ãë. 1,�4℄ è ññûëêè òàì), ÷òî çàäà÷à (7.53),(7.54) èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòûðåøåíèå ϕ. Ïîëîæèì

H = gradϕ (7.55)è äîêàæåì, ÷òî âåêòîð H ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7.52). Äåé-ñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (3.18) è (7.53), èìååì
rotH = rotgradϕ = 0, divH = ∆ϕ = 0 â ΩΣ, H · n =

∂ϕ

∂n
= 0 íà Γ.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â (7.52) âûïîëíÿþòñÿ âñþäó âîáëàñòè Ω, êðîìå òî÷åê âûáðàííîãî ðàçðåçà Σ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âíóò-ðåííèìè äëÿ èñõîäíîé îáëàñòè Ω. Òåì ñàìûì îñòàåòñÿ ëèøü ïîêàçàòü, ÷òîóðàâíåíèÿ â (7.52) âûïîëíÿþòñÿ òàêæå è â òî÷êàõ ðàçðåçà Σ. Ýòî ìîæíîñäåëàòü, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (7.54) íà ðàçðåçå, íî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ äî-ïîëíèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì íà ýòîìîñòàíàâëèâàòüñÿ, íî îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáëàñòè òèïà òîðà ñóùåñòâóåò ëèøüîäèí âåêòîð H, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è (7.52). ×òîáûïîëó÷èòü ýòîò âåêòîð, íàäî ïðîâåñòè â òîðå ðàçðåç Σ, ïðåâðàòèâ åãî â îäíî-ñâÿçíóþ îáëàñòü, íàéòè ðåøåíèå ϕ çàäà÷è (7.53), (7.54) è äàëåå îïðåäåëèòüèñêîìûé âåêòîð ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (7.55).Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðèíàõîæäåíèè âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (7.52) â ïðîèçâîëüíîé ìíîãîñâÿçíîé îá-ëàñòè Ω, ò. å. îïÿòü íóæíî ïðîâåñòè ðàçðåçû Σi, ïðåâðàùàþùèå Ω â îä-íîñâÿçíóþ îáëàñòü Ω∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ðàçðåçîâ ðàâíî q.Ìû îòìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî q ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îáëàñòè Ω, ò. å. îíî íåçàâèñèò îò âèäà ðàçðåçîâ, à çàâèñèò ëèøü îò òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû îá-ëàñòè Ω. Óêàçàííîå ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ ïåðâûì ÷èñëîì Áåòòè. Ìîæíî ïî-êàçàòü, ÷òî çàäà÷à (7.52) èìååò ðîâíî q ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé Hi,

i = 1, 2, ..., q. Ïðè ýòîì Hi = gradϕi, ãäå ϕi ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è âèäà(7.53), (7.54) ïðè Σ = Σi. Óêàçàííûå âåêòîðû Hi, i = 1, 2, ..., q, íàçûâàþòñÿ83



ãàðìîíè÷åñêèìè âåêòîðàìè ìàãíèòíîãî òèïà. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåHíåîäíîðîäíîé çàäà÷è (7.51) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî q ãàðìîíè÷åñêèõâåêòîðîâ Hi ìàãíèòíîãî òèïà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà q = 0, ò. å. Ω ÿâ-ëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ, ðåøåíèå H çàäà÷è (7.51) åäèíñòâåííî. Ýòîòñëó÷àé äåòàëüíî èññëåäîâàí â [56, ñ. 408�411℄, ãäå ïðèâåäåíà ïîäðîáíàÿ ïðî-öåäóðà ïîñòðîåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.51) äëÿ îäíîñâÿçíîéîáëàñòè. Áîëåå ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ãàðìîíè÷åñêèõ âåê-òîðîâ Hi, à òàêæå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (7.51) ìîæíî ïðî÷èòàòü â [12, ãë. 1℄, [59℄, [60, ãë.9℄. Èòàê, â ýòîì ïàðàãðà�å óêàçàíû îñíîâíûå âåëè÷èíû è ïðèâåäåíû îñ-íîâíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû ïðè ïðîèç-âîëüíîé è ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. �àçìåðíîñòè óêàçàííûõâåëè÷èí â ñèñòåìå ÑÈ ïðèâåäåíû â òàáë. 7.1, ãäå A è B � îáîçíà÷àþò àìïåðè âîëüò. Òàáëèöà 7.1Âåëè÷èíû E H,Js D, ρs B J ρe σ ε0 µ0 a c2 ω k�àçìåðíîñòèâ Âì Àì À·ñì2
Â·ñì2

Àì2
À·ñì3

ÀÂ·ì À·ñÂ·ì Â·À·ì ìñ ì2ñ 1ñ 1ìñèñòåìå ÑÈ�8. Îáçîð äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåéÂ ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåì êðàòêèé âûâîä ëèáî îáçîð ðÿäà äðóãèõ ìà-òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ íåêîòîðûå âàæíûå �èçè÷åñêèå ïðî-öåññû. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèñòåì,ïîâåäåíèå êîòîðûõ çàâèñèò ëèøü îò âðåìåíè t è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåò-ñÿ îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â êà÷åñòâå ñîñðåäî-òî÷åííûõ ñèñòåì ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, êîëåáëþùóþñÿ âîêðóãïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, è êîëåáàòåëüíûé êîíòóð.8.1. Ìîäåëè êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ñîñðåäîòî÷åííûõ ñè-ñòåìàõ. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ âäîëü îñè x ïîääåéñòâèåì óïðóãîé ñèëû, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé ïîêîÿ x = 0. Êàê èçâåñò-íî, âåëè÷èíà âîçâðàùàþùåé óïðóãîé ñèëû ïðîïîðöèîíàëüíà îòêëîíåíèþ
x è, ñòàëî áûòü, ðàâíà � kx, ãäå k = const > 0 � êîý��èöèåíò óïðóãîñòè.Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿñêîðîñòè ẋ òî÷êè, íàïðàâëåííàÿ â ñòîðîíó, åé ïðîòèâîïîëîæíóþ, è, ñëå-äîâàòåëüíî, ðàâíàÿ −rẋ, ãäå r = const > 0 � êîý��èöèåíò òðåíèÿ. Ïóñòü,íàêîíåö, íà òî÷êó äåéñòâóåò åùå âíåøíÿÿ ñèëà, çàäàííàÿ êàê �óíêöèÿ F (t)84



âðåìåíè t. Òîãäà ïî çàêîíó Íüþòîíà ïðîèçâåäåíèå mẍ äîëæíî áûòü ðàâíîóïðóãîé ñèëå, ñëîæåííîé ñ ñèëîé òðåíèÿ è âíåøíåé ñèëîé. Ýòî âûðàæàåòñÿñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
mẍ+ rẋ+ kx = F (t), (8.1)êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ìîäåëüþ êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè. Äâè-æåíèå òî÷êè íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè F = 0, è âûíóæäåííûì, åñëè

F 6= 0.Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîò-
R

C
L

(t)ϕ�èñ. 8.1. Êîëåáàòåëüíûé êîíòóð
ðèì êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, èçîáðàæåí-íûé íà ðèñ. 8.1, îáëàäàþùèé èíäóê-òèâíîñòüþ L, ñîïðîòèâëåíèåì R è åì-êîñòüþ C. Êðîìå òîãî, ïóñòü íà êîí-òóð äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ý.ä.ñ. (ýëåêòðî-äâèæóùàÿ ñèëà) ϕ(t), âûçâàííàÿ, íà-ïðèìåð, ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè.Îáîçíà÷èì çàâèñÿùèé îò âðåìåíè çà-ðÿä êîíäåíñàòîðà ÷åðåç Q, ñèëó òîêà,ïðîòåêàþùåãî â êîëåáàòåëüíîì êîíòóðå, ÷åðåç I, à íàïðÿæåíèå íà åãîîáêëàäêàõ (ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ) ÷åðåç E. Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãîêóðñà �èçèêè, Q = CE, à ñèëà òîêà I ðàâíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ çàðÿ-äà íà îáêëàäêàõ êîíäåíñàòîðà, âçÿòîé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, ò. å.
I = −Q̇ = −CĖ. Ñîãëàñíî çàêîíó Îìà, ïðîèçâåäåíèå RI ðàâíî ñóì-ìàðíîé ý.ä.ñ., ò. å. ðàâíî â äàííîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèþ E ìèíóñ ý.ä.ñ.ñàìîèíäóêöèè Lİ (îíà äåéñòâóåò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè) ïëþñâíåøíÿÿ ý.ä.ñ. ϕ(t). Ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòîãî çàêîíà èìååò âèä:
RI = E −Lİ +ϕ(t) èëè −RCĖ = E +LCË +ϕ(t). �àçäåëèâ íà C, ïðèõî-äèì ê óðàâíåíèþ

LË + RĖ +
1

C
E = F (t), F (t) = C−1ϕ(t). (8.2)Â ðåçóëüòàòå äëÿ íàïðÿæåíèÿ E â êîíòóðå ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå òîãîæå òèïà, ÷òî è (8.1). �îëü ìàññû çäåñü èãðàåò èíäóêòèâíîñòü, ðîëü òðåíèÿ� ñîïðîòèâëåíèå, ðîëü óïðóãîñòè � âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ åìêîñòè, íàêîíåö,âíåøíåé ñèëå ñîîòâåòñòâóåò âíåøíÿÿ ý.ä.ñ. (óìíîæåííàÿ íà êîíñòàíòó).8.2. Ìîäåëè ïðîöåññîâ êîëåáàíèÿ ñòðóíû, ñòåðæíÿ è ìåìáðà-íû. Ñòðóíû, ñòåðæíè è ìåìáðàíû îòíîñÿòñÿ ê ðàñïðåäåëåííûì òåëàì.Ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò ï. 8.1, ïðîèñõîäÿùèå â íèõ êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññûáóäóò çàâèñåòü êàê îò âðåìåíè t, òàê è îò îäíîé èëè äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõïåðåìåííûõ. Ñòðîãèé âûâîä ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿñòðóíû è ìåìáðàíû ëèáî ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ìîæíî íàéòè âîìíîãèõ ó÷åáíèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [6,11,21,56℄. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ çäåñü,85



â îñíîâíîì, îáñóæäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé. Íà÷íåì ðàññìîòðåíèåñî ñòðóíû, çàêðåïëåííîé íà êîíöàõ. Åñëè åå âûâåñòè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíî-âåñèÿ, òî îíà íà÷íåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ, èçäàâàÿ ïðè ýòîì çâóê. Îïðå-äåëèì �èçè÷åñêóþ ìîäåëü ñòðóíû òàê: ñòðóíà åñòü óïðóãàÿ, íåâåñîìàÿ èàáñîëþòíî ãèáêàÿ íèòü. Óêàçàííûé âûáîð �èçè÷åñêîé ìîäåëè ñòðóíû ïîç-âîëÿåò ïðåíåáðå÷ü òîëùèíîé ñòðóíû, ñèëîé òÿæåñòè, à òàêæå ñèëàìè, âîç-íèêàþùèìè ïðè åå èçãèáàíèè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íàñòðóíó, âûáåðåì ñèëó íàòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó �óêà: íàòÿ-æåíèå ñòðóíû ïðîïîðöèîíàëüíî åå óäëèíåíèþ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóíà ñîâåðøàåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îêîëî ñâî-åãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîâïàäàþùåãî ñ îñüþ x. Îáîçíà÷èâ âåëè÷èíóîòêëîíåíèÿ ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå x â ìîìåíò t ÷åðåç
u(x, t), ðàññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû, ò. å. òàêèå, â êîòîðûõ ìîæ-íî ïðåíåáðå÷ü âåëè÷èíîé (ux)

2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïðîöåññ êîëåáàíèÿ ñòðóíûîïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ρ
∂2u

∂t2
= T0

∂2u

∂x2
+ F. (8.3)Çäåñü T0 � ïîñòîÿííîå íàòÿæåíèå, ρ � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñòðóíû, F �ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó äëèíû. Â ñëó÷àå êîãäà

ρ = ρ0 = const, óðàâíåíèå (8.3) ïðèíèìàåò âèä îäíîìåðíîãî âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ f, (8.4)ãäå a2 = T0/ρ0, f = F/ρ0.Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.3) ëèáî (8.4) íåîá-õîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, èìåþùèå âèä

u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψ(x), x ∈ (0, l), (8.5)è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîíöàõ ñòðóíû. Â ñëó÷àå ñòðóíû, çàêðåïëåííîé íàêîíöàõ, îíè èìåþò âèä
u|x=0 = 0, u|x=l = 0. (8.6)Åñëè îäèí èç êîíöîâ ñòðóíû, íàïðèìåð, ëåâûé, çàêðåïëåí, à ïðàâûé � ñâî-áîäåí, òî âìåñòî (8.6) èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ
u|x=0 = 0,

∂u

∂x
|x=l = 0. (8.7)86



Óðàâíåíèå (8.3) ëèáî (8.4) âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (8.5) è ñîîòâåò-ñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà÷àëüíî-êðàåâóþ çà-äà÷ó, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ çàêîíà êîëåáàíèÿ ñòðó-íû.�àññìîòðèì òåïåðü ñòåðæåíü, ðàñïîëîæåííûé âäîëü îñè x. Ââåäåì àíà-ëîãè÷íî [6, ñ. 21℄ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: S(x) � ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè x, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó x, k(x) è
ρ(x) � ìîäóëü Þíãà è ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ â ñå÷åíèè ñ àáñöèññîé x; u(x, t) �âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ âäîëü ñòåðæíÿ ñå÷åíèÿ ñ àáñöèññîé x â ìîìåíò t. Ìûïðåäïîëàãàåì, êîíå÷íî, ÷òî âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ âñåõ òî÷åê �èêñèðîâàííîãîñå÷åíèÿ îäèíàêîâà. ßñíî, ÷òî ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâà-þòñÿ �óíêöèåé u. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàëûå ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ, ò. å.òàêèå êîëåáàíèÿ, â êîòîðûõ íàòÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå êîëåáà-íèé, ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó �óêà.Ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðîöåññ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé â ñòåðæíåîïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

ρS
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(

kS
∂u

∂x

)

+ F, (8.8)ãäå F � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë. Â ñëó÷àå, êîãäà S = S0 = const,
ρ = ρ0 = const è k = k0 = const, óðàâíåíèå (8.8) ïåðåõîäèò â îäíîìåðíîåâîëíîâîå óðàâíåíèå (8.4), ãäå a2 = k0/ρ0, f = F/ρ0S0. Ïðèñîåäèíèâ ê (8.8)ëèáî (8.4) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà (8.5) è êðàåâûå óñëîâèÿ âèäà (8.6), îçíà-÷àþùèå, ÷òî ñòåðæåíü çàêðåïëåí íà îáîèõ êîíöàõ [21, ñ. 66℄, ëèáî óñëîâèÿ(8.7), åñëè ëåâûé êîíåö ñòåðæíÿ çàêðåïëåí, à ïðàâûé êîíåö ñòåðæíÿ ñâîáî-äåí, ïîëó÷èì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿíàõîæäåíèÿ çàêîíà ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåðæíÿ.�àññìîòðèì äàëåå ìåìáðàíó, ïîä êîòîðîé áóäåì ïîíèìàòü íàòÿíóòóþïëîñêóþ ïëåíêó, íå ñîïðîòèâëÿþùóþñÿ èçãèáó è ñäâèãó, íî îêàçûâàþùóþñîïðîòèâëåíèå ðàñòÿæåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåìáðàíà ñîâåðøàåò ïîïå-ðå÷íûå êîëåáàíèÿ, â êîòîðûõ ñìåùåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè x, y,ãäå íàõîäèòñÿ ìåìáðàíà â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç u(x, y, t)âåëè÷èíó ñìåùåíèÿ òî÷êè (x, y) ìåìáðàíû â ìîìåíò t, áóäåì ðàññìàòðè-âàòü ìàëûå êîëåáàíèÿ, â êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âåëè÷èíàìè u2

x è u2
yïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [6, ñ. 26℄), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàí-íûõ ïðåäïîëîæåíèé ïðîöåññ êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ρ
∂2u

∂t2
= T

(

∂2u

∂x
+
∂2u

∂y

)

+ F. (8.9)Çäåñü T � ïîñòîÿííîå íàòÿæåíèå, ρ � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìåìáðàíû,
F � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà åäèíèöó ïëîùàäè. Â ÷àñòíîì87



ñëó÷àå, êîãäà ρ = ρ0 =onst, óðàâíåíèå (8.9) ïðèíèìàåò âèä äâóìåðíîãîâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
∂2u

∂t2
= a2

(

∂2u

∂x
+
∂2u

∂y

)

+ f, (8.10)ãäå a2 = T/ρ0, f = F/ρ0. Ïðèñîåäèíèâ ê (8.9) èëè (8.10) íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå êðàåâîå óñëîâèå íà ãðàíèöå Γ, ïîëó÷èì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ u.8.3. Ìîäåëè ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîâîäàõ. Èç �èçèêèèçâåñòíî, ÷òî ïðîöåññ ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ïðîâîäå ñîïðî-âîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì â åãî îêðåñòíîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îíî âû-çûâàåò èçìåíåíèå êàê ñèëû òîêà, òàê è íàïðÿæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå â ïðîâîäåâîçíèêàåò îïðåäåëåííûé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ýòîò ïðîöåññ.Ïðîâåäåì îñü Ox âäîëü îñè ïðîâîäà, à íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì âîäèí èç åãî êîíöîâ, äëèíó ïðîâîäà îáîçíà÷èì ÷åðåç l. Ñèëó òîêà I è íà-ïðÿæåíèå v â êàæäîé òî÷êå ïðîâîäà áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèÿìè àáñöèññû xè âðåìåíè t. Â ñèëó çàêîíîâ, óïðàâëÿþùèõ ïîâåäåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ, âåëè÷èíû I è v ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûìè äè��åðåíöèàëü-íûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðè âûâîäå ýòèõ óðàâíåíèéáóäåì ïðåäïîëàãàòü, êàê â [21, ñ. 89℄, ÷òî åìêîñòü, àêòèâíîå ñîïðîòèâëå-íèå, ñàìîèíäóêöèÿ è óòå÷êà ðàñïðåäåëåíû âäîëü ïðîâîäà íåïðåðûâíî èðàâíîìåðíî, è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîíñòàíòàìè C,R, L è G, ðàñ-ñ÷èòàííûìè íà åäèíèöó äëèíû ïðîâîäà.�àññìîòðèì ÷àñòü ïðîâîäà, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó äâóìÿ ñå÷åíèÿìè x =
x1 è x = x2. Ïðèìåíÿÿ çàêîí Îìà ê ýòîé ÷àñòè ïðîâîäà, áóäåì èìåòü

R

x2
∫

x1

I(x, t)dx = v(x1, t) − v(x2, t) − L

x2
∫

x1

∂I(x, t)

∂t
dx. (8.11)Â ñëîâåñíîé �îðìå çàêîí Îìà ãëàñèò òàê: ïðîèçâåäåíèå ñîïðîòèâëåíèÿíà âåëè÷èíó òîêà, ïðîòåêàþùåãî ïî ó÷àñòêó (x1, x2) ïðîâîäà â ìîìåíò t,ðàâíî ñóììå ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íà ó÷àñòêå (x1, x2) â ìîìåíò t è ý.ä.ñ.ñàìîèíäóêöèè ó÷àñòêà (x1, x2) â ìîìåíò t (ñðàâíèòå ñ çàêîíîì Îìà äëÿñîñðåäîòî÷åííîé ñèñòåìû � êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà, ïðèâåäåííûì â ï. 8.1).Òàê êàê, ñ äðóãîé ñòîðîíû, v(x1, t)−v(x2, t) = −

∫ x2

x1

∂v(x,t)
∂x dx, òî èç (8.11)ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

∫ x2

x1

(

∂v

∂x
+ L

∂I

∂t
+ RI

)

dx = 0.88



Èç íåãî ñ ó÷¼òîì ïðîèçâîëüíîñòè x1 è x2 ñëåäóåò â ñèëó ëåììû 1.1, ÷òî
∂v

∂x
+ L

∂I

∂t
+ RI = 0. (8.12)×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî I è v, âîñïîëüçóåì-ñÿ �óíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåêòðè÷åñòâà íàó÷àñòêå (x1, x2). Ñîãëàñíî ýòîìó çàêîíó êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà I(x1, t)−

I(x2, t) = −
∫ x2

x1

∂I
∂xdx, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ðàññìàòðèâàåìûé ó÷àñòîê (x1, x2)ïðîâîäà çà åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâà ýëåêòðè÷åñòâà C ∫ x2

x1
(∂v/∂t)dx,íåîáõîäèìîãî äëÿ çàðÿäêè ýòîãî ó÷àñòêà ïðîâîäà, è êîëè÷åñòâà ýëåêòðè÷å-ñòâà G ∫ x2

x1
vdx, �óòåêàþ-ùåãî� èç ïðîâîäà, âñëåäñòâèå íåñîâåðøåíñòâà èçîëÿöèè. Ñ ó÷åòîì ýòîãîïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

∫ x2

x1

(

∂I

∂x
+ C

∂v

∂t
+Gv

)

dx = 0. (8.13)Èç íåãî, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
∂I

∂x
+ C

∂v

∂t
+Gv = 0. (8.14)Óðàâíåíèÿ (8.12), (8.14) è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èñêîìóþ ìàòåìàòè÷åñêóþìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàñïðîñòðà-íåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîâîäàõ.8.4. Òåëåãðà�íîå óðàâíåíèå. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â � 6, ñ ìàòåìà-òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíåå ðàáîòàòü ñ îäíèì ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåìîòíîñèòåëüíî îäíîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè v èëè I, íåæåëè ñ äâóìÿ óðàâíå-íèÿìè îòíîñèòåëüíî äâóõ �óíêöèé v è I. ×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùååóðàâíåíèå, ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (8.12) ïî x, à óðàâíåíèå (8.14)ïî t è çàòåì èç íàéäåííûõ âûðàæåíèé èñêëþ÷èì ïðîèçâîäíóþ ∂2I/∂x∂t.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãîïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî v:

∂2v

∂x2
= LC

∂2v

∂t2
+ (RC +GL)

∂v

∂t
+GRv.Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ñèëû òîêà I, èìåþùåå âèä

∂2I

∂x2
= LC

∂2I

∂t2
+ (RC +GL)

∂I

∂t
+GRI.Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåíèå v è ñèëà òîêà I óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èòîìó æå äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà

∂2w

∂x2
= a0

∂2w

∂t2
+ 2b0

∂w

∂t
+ c0w. (8.15)89



Çäåñü ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû a0, b0, c0 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè: a0 =
LC, 2b0 = RC +GL, c0 = GR. (8.15) íàçûâàþò òåëåãðà�íûì óðàâíåíèåì.Åñëè ââåñòè íîâóþ �óíêöèþ u, ïîëàãàÿ w = e(−b0/a0)tu, òî óðàâíåíèå(8.15) ïðèìåò áîëåå ïðîñòîé âèä

∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ b2u, (8.16)ãäå a = 1/

√
a0, b =

√

b20 − a0c0/a0. Åñëè, êðîìå òîãî, ïðåíåáðå÷ü ïîòåðÿìè÷åðåç èçîëÿöèþ è ñîïðîòèâëåíèåì òîêó, ïîëàãàÿ G = R = 0, òî (8.16)ïåðåõîäèò â îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
, (8.17)ãäå a =

√

1/LC. Èíòåðåñíî, ÷òî ê ýòîìó æå óðàâíåíèþ ñâîäèòñÿ óðàâ-íåíèå (8.16) â ñëó÷àå, êîãäà G è R íå ðàâíû íóëþ, à ñâÿçàíû ìåæäó ñî-áîé ñîîòíîøåíèåì GL = RC. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ýëåêòðè÷å-ñêèå ëèíèè íàçûâàþòñÿ ëèíèÿìè áåç èñêàæåíèÿ. Ïðèñîåäèíèâ ê (8.16)èëè (8.18) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà (8.5) è ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëî-âèÿ íà êîíöàõ ïðîâîäà x = 0 è x = l, ïðèâåä¼ííûå, íàïðèìåð â [21, .97℄, ïîëó÷èì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿíàõîæäåíèÿ èñêîìîé �óíêöèè u. Âïðî÷åì, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðîâîäÿâëÿåòñÿ íàñòîëüêî äëèííûì, ÷òî åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòèðàþùèìñÿ âîáå ñòîðîíû äî áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãîðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî çàäàòü ëèøü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà âñåé âåùåñòâåííîéîñè R (ì. îá ýòîì ïîäðîáíåå â [21, ãë. 7℄).8.5. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. �àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R
3 âíåø-íåå ïîòåíöèàëüíîå ñèëîâîå ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì V (x), x ∈ R

3. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì óêàçàííîãî ñèëîâîãî ïîëÿ äâèæåòñÿ êâàíòîâàÿ÷àñòèöà ìàññû m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ : R
3 × R

1
t âîëíîâóþ �óíêöèþ ýòîé÷àñòèöû. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ âîëíîâîé �óíêöèè âûðàæåíèå |ψ(x, t)|2dxîïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà áóäåò íàõîäèòüñÿ â îêðåñòíîñòè xâ ìîìåíò âðåìåíè t. Ìîæíî ïîêàçàòü, (ñì., íàïðèìåð, [31℄), ÷òî ïîâåäåíèå�óíêöèè ψ îïèñûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà:

ih
∂ψ

∂t
= − h2

2m
∆ψ + V ψ. (8.18)Çäåñü i =

√
−1, h = 1, 054 · 10−27ýðã.ñåê � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Â ñòàöèî-íàðíîì ñëó÷àå, êîãäà ∂ψ/∂t = 0, óðàâíåíèå (8.18) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

∆ψ − 2m

h2
V ψ = 0, (8.19)90



�îðìàëüíî ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà (6.37). Óðàâíåíèÿ (8.18)è (8.19) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, èñïîëüçó-åìûå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ íèõ �îðìó-ëèðóþòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ëèáî óðàâíåíèÿÏóàññîíà.8.6. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Åñëè äëèíà ñâîáîäíîãî ïðî-áåãà ÷àñòèö ñðåäû çíà÷èòåëüíî áîëüøå èõ ðàçìåðîâ, òî äëÿ îïèñàíèÿ ïðî-öåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñòèö âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû èñ-ïîëüçóåòñÿ äðóãîå ïðèáëèæåíèå, ïðèâîäÿùåå ê òàê íàçûâàåìîìó óðàâíå-íèþ ïåðåíîñà. Ñëåäóÿ [11, . 51℄, ïðèâåäåì çäåñü óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïðèñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: 1) Ñêîðîñòè âñåõ ÷àñòèö îäèíàêîâû è ðàâíû
v. 2) Ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö ïðåíåáðåæèìî ðåäêè. 3) ×àñòèöû ñòàëêèâàþòñÿñ íåïîäâèæíûìè ÿäðàìè ñðåäû; l(x) - èõ ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáå-ãà â òî÷êå x. 4) Ïðè ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèöû ñ íåïîäâèæíûì ÿäðîì â òî÷êå
x ïðîèñõîäèò îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé: a) ñ âåðîÿòíî-ñòüþ p1(x) ÷àñòèöà ðàññåèâàåòñÿ íà ÿäðå, îòñêàêèâàÿ îò íåãî, êàê óïðóãèéøàðèê; b) ñ âåðîÿòíîñòüþ p2(x) ÷àñòèöà çàõâàòûâàåòñÿ ÿäðîì; ) ñ âåðîÿò-íîñòüþ p3 = 1 − p1 − p2 ÷àñòèöà äåëèò ÿäðî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîÿâëÿåòñÿ
ν(x) > 1 òàêèõ æå ÷àñòèö (ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöà, ðàçäåëèâ-øàÿ ÿäðî, èñ÷åçàåò). 5) �àñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî íàïðàâëåíèÿì êàê ïîñëåðàññåÿíèÿ, òàê è ïîñëå äåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì (ò. å. èçîòðîïíûì).Îáîçíà÷èì ÷åðåç n(x, s, t) ïëîòíîñòü ÷àñòèö â òî÷êå x, ëåòÿùèõ â íà-ïðàâëåíèè s = (s1, s2, s3), |s| = 1, â ìîìåíò t, ÷åðåç F (x, s, t) - ïëîò-íîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ. Ââåä¼ì �óíêöèþ ψ = vn , çàâèñÿùóþ îò x, s,
t è íàçûâàåìóþ ïîòîêîì ÷àñòèö. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óêàçàííûõïðåäïîëîæåíèÿõ ïîâåäåíèå �óíêöèè ψ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

1

v

∂ψ

∂t
+ s · gradψ + αψ =

αh

4π

∫

S1

ψ(x, s′, t)ds′ + F, (8.20)ãäå α = 1/l, h = p1 + νp3. Óðàâíåíèå (8.20) íàçûâàåòñÿ îäíîñêîðîñòíûìóðàâíåíèåì ïåðåíîñà äëÿ ïðîöåññîâ ñ èçîòðîïíûì ðàññåÿíèåì.Åñëè ïðîöåññ ïåðåíîñà ñòàöèîíàðåí, òàê ÷òî �óíêöèè ψ è F íå çàâèñÿòîò t, òî óðàâíåíèå ïåðåíîñà (8.20) ïðèíèìàåò âèä
s · gradψ + αψ =

αh

4π

∫

S1

ψ(x, s′)ds′ + F. (8.21)Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà ÷àñòèö íåîáõîäèìî çàäàòü íà-÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà ÷àñòèö ψ â ñðåäå è ãðàíè÷íîå óñëîâèå, îïè-ñûâàþùåå ðåæèì ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà íà ãðàíèöå ýòîé ñðåäû. Íàïðèìåð,åñëè îáëàñòü Ω, ãäå ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ïåðåíîñà, âûïóêëàÿ, òî ÷àñòî èñ-ïîëüçóåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå âèäà ψ(x, s) = 0, x ∈ Γs = {x ∈ Γ : s · nx <91



0}. Ïîñòàâëåííîå ïðè êàæäîì s â òåõ òî÷êàõ ãðàíèöû Γ, ãäå s ·nx < 0, îíîâûðàæàåò îòñóòñòâèå ïàäàþùåãî ïîòîêà ÷àñòèö íà îáëàñòü Ω èç âíåøíåéñðåäû.
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�ËÀÂÀ 2. Îáùèå âîïðîñû òåîðèè óðàâíåíèéâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ�1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ1.1. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èõ ðåøåíèÿ. Â ãë. 1íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðèìåðîâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìà-òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòèðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ ëèáî êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ,óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèé Ëàïëàñà, Ïóàññîíà, �åëüìãîëüöàè äðóãèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëèáî èõ ñèñòåì. Óêàçàííûå óðàâ-íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè øèðîêîãî êëàññà ìàòåìàòè÷å-ñêèõ îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ.Â îáùåì ñëó÷àå ïîä äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ, ðàññìàòðèâàåìûì â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà R
n, ïîíè-ìàåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ u : Ω → R íåçà-âèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, · · · , xn � êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Ω è÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè u âèäà

F

(

x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
, ....,

∂k1+...+knu

∂xk1

1 ...∂x
kn

n

)

= 0. (1.1)Çäåñü F � çàäàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ïîðÿäîê ñòàðøåé ÷àñòíîéïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå (1.1), íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûì îïðåäåëåíèåì óðàâ-íåíèå (1.1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè F ÿâíî çàâèñèòõîòÿ áû îò îäíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñêàæåì r = ∂2u/∂x2
1, âòîì ñìûñëå, ÷òî ∂F/∂r 6≡ 0, ïðè÷åì F íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ áîëååâûñîêîãî ïîðÿäêà.Îáùåå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçà-âèñèìûìè ïåðåìåííûìè x è y ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

F (x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0. (1.2)Çäåñü F � çàäàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îíà ìîæåò íåçàâèñåòü îò x, y, u è îäíîé èç ïðîèçâîäíûõ p = ∂u/∂x èëè q = ∂u/∂y, íîíåïðåìåííî äîëæíà çàâèñåòü îò äðóãîé ïðîèçâîäíîé, òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå

∣

∣

∣

∣

∂F

∂p

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂F

∂q

∣

∣

∣

∣

6≡ 0.93



Àíàëîãè÷íî îáùåå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêàèìååò âèä
F (x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2
) = 0, (1.3)ãäå �óíêöèÿ F ÿâíî çàâèñèò õîòÿ áû îò îäíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè îáùèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêàóêàçàííîå ñâîéñòâî ÿâíîé çàâèñèìîñòè �óíêöèè F õîòÿ áû îò îäíîé ïðî-èçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà âñåãäà áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ âûïîëíåííûì.Î÷åíü ÷àñòî ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè èëè êâà-çèëèíåéíûìè. Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàçûâàåòñÿ êâàçèëèíåé-íûì, åñëè îíî ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îò íåèç-âåñòíîé �óíêöèè. Òàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèå

A(x, y, u, ux, uy)
∂2u

∂x2
+ B(...)

∂2u

∂x∂y
+ C(...)

∂2u

∂y2
+ F (...) = 0, (1.4)ãäå êîý��èöèåíòû B, C è ïðàâàÿ ÷àñòü F çàâèñÿò îò òåõ æå àðãóìåí-òîâ, ÷òî è A, åñòü êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî îòíîñèòåëü-íî íåèçâåñòíîé �óíêöèè è âñåõ åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàê, íàïðèìåð,óðàâíåíèå

A(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u

∂y2
+

+D(x, y)
∂u

∂x
+E(x, y)

∂u

∂y
+G(x, y)u = F (x, y)åñòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî �óíêöèè u. �åøå-íèåì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.1) â îáëàñòè Ω ⊂ R

n íàçûâàåòñÿëþáàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ íóæíîå êîëè÷åñòâî ðàç �óíêöèÿ u : Ω → R, êî-òîðàÿ, áóäó÷è ïîäñòàâëåíà â (1.1) âìåñòî íåèçâåñòíîé �óíêöèè, îáðàùàåòýòî óðàâíåíèå â òîæäåñòâî ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ãë. 1 áûë ðàññìîòðåí øèðîêèé êëàññ �èçè÷åñêèõïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ïðèìåíåíèå äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ èäåé ìàòåìàòè÷å-ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåëî íàñ �àêòè÷åñêè ê òðåì óðàâíåíèÿì âòîðîãîïîðÿäêà. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà
∆u ≡ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= −f (1.5)ìîäåëèðóåò ðàñïðåäåëåíèå ãðàâèòàöèîííîãî èëè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïî-òåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå, ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ïåðåíîñà òåïëà è äè�-�óçèè, ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè áåçâèõðåâîãî äâèæåíèÿ èäåàëüíîé94



æèäêîñòè è ðÿä äðóãèõ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-íîñòè
∂u

∂t
= a2∆u+ f (1.6)ìîäåëèðóåò íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ïåðåíîñà òåïëà è äè��óçèè âåùå-ñòâà, äè��óçèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýëåêòðîïðîâîäÿùåé ñðåäå è ò. ä.Âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
= c2∆u+ f (1.7)ìîäåëèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðîñòðàíñòâå çâóêîâûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí, ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû è ìåìáðàíû, ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ âîäíîðîäíîì ñòåðæíå, ñâîáîäíûå ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ýëåêòðè÷åñêîéëèíèè áåç èñêàæåíèé è ò. ä. Ìû òàêæå âûâåëè â ãë. 1 óðàâíåíèå �åëüì-ãîëüöà

∆u+ k2u = −f, (1.8)ìîäåëèðóþùåå ãàðìîíè÷åñêèå âîëíîâûå ïðîöåññû. Îäíàêî, êàê áóäåò äàëü-øå ïîêàçàíî, ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà áëèçêè ê ñâîéñòâàìðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ïîñêîëüêó îáà óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ ëèøüìëàäøèìè ÷ëåíàìè, èìåÿ îäíó è òó æå ãëàâíóþ ÷àñòü ∆u.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìåííî ýòè òðè óðàâíåíèÿ (1.5)�(1.7) îïðåäåëÿþò îñ-íîâíûå òèïû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòî-ðîãî ïîðÿäêà (ñì. ï. 1.2.). Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (1.5)�(1.7) ÷àñòî íàçûâàþòîñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷å-ñêîå èçó÷åíèå óêàçàííûõ óðàâíåíèé ïîçâîëèò çàëîæèòü, ñ îäíîé ñòîðîíû,îñíîâû òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ýòî ïîçâîëèò èçó÷èòü ñâîéñòâà øèðîêîãî êëàññà �èçè÷å-ñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, îïèñûâàåìûõ óêàçàííûìè óðàâíåíèÿìè.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (1.5)�(1.8) èìååò áåñ÷èñëåííîåìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé �èçè÷åñêîé çàäà÷è íåîáõî-äèìî èç âñåõ ýòèõ ðåøåíèé âûáðàòü òî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûìäîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, âûòåêàþùèì èç åå �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Êàêñëåäóåò èç ãë. 1, òàêèìè äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ÷àùå âñåãî ÿâëÿþòñÿíà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåò-ñÿ èçó÷åíèå äàííîãî �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà èëè ÿâëåíèÿ, è/èëè ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, ò. å. óñëîâèÿ, çàäàííûå íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Òà-êèì îáðàçîì, çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ñîñòîÿò â îòûñêàíèè ðå-øåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûìè/èëè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.6) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåñòàöèîíàð-íîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äè��óçèè-ðåàêöèè
∂u

∂t
− div(ηgradu) + a · gradu+ γu = f (1.9)95



ñ ïåðåìåííûì êîý��èöèåíòîì äè��óçèè η, îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíå-íèå âåùåñòâà â ñðåäå, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ a,  ó÷åòîì ý��åêòà ïî-ãëîùåíèÿ âåùåñòâà çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Ïðè γ = 0 è diva = 0óðàâíåíèå (1.9) ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñ óðàâíåíèåì ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ òåïëà (4.20) ãë. 1 â äâèæóùåéñÿ ñðåäå. Â äðóãîì âàæíîì÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ý��åêòàìè äè��óçèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâ-íåíèþ ñ êîíâåêöèåé, ïîëàãàÿ η = 0, óðàâíåíèå (1.9) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå1-îãî ïîðÿäêà
∂u

∂t
+ a · gradu+ γu = f. (1.10)Ïðè γ = 0 óðàâíåíèå (1.10) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âåùåñòâà ëèáî òåï-ëà çà ñ÷åò êîíâåêöèè è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà ëèáî óðàâíåíèåìàäâåêöèè.Óðàâíåíèå (1.10) èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ âåùåñòâà èëè òåïëà â ñðåäàõ, â êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ý�-�åêòàìè äè��óçèè. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìîñòü â èññëåäîâàíèè óðàâíå-íèÿ (1.10) âîçíèêàåò è â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ èçó÷åíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿêîíâåêöèè-äè��óçèè (1.9) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî �èçè÷åñêèìïðîöåññàì (ñì. Ââåäåíèå). Ââèäó âàæíîñòè óðàâíåíèÿ (1.10) ñëåäóþùèéïàðàãðà� áóäåò öåëèêîì ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñâîéñòâ åãî ðåøåíèé è èçó÷å-íèþ êîððåêòíûõ ïîñòàíîâîê íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.10),à òàêæå äëÿ åãî îäíîìåðíîãî ëèáî ñòàöèîíàðíîãî àíàëîãîâ. Òàì æå ìûââåäåì �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (1.10) è ïî-êàæåì, ÷òî çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.10) �àêòè÷åñêè ýêâèâà-ëåíòíà èíòåãðèðîâàíèþ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿåãî õàðàêòåðèñòèê.1.2. Òèïû óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. �àññìîòðèì óðàâíåíèå âòî-ðîãî ïîðÿäêà âèäà

n
∑

i,j=1

aij(x1, ..., xn)
∂2u

∂xi∂xj
+ f

(

x1, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn

)

= 0. (1.11)Çäåñü êîý��èöèåíòû aij � çàäàííûå �óíêöèè êîîðäèíàò x1, ..., xn òî÷êè
x ∈ Ω ⊂ R

n, f � çàäàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïðè÷åì ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî aij = aji. Âñå �óíêöèè è íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ñ÷èòàåìâåùåñòâåííûìè.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðèâåä¼ì êëàññè�èêàöèþ óðàâíåíèé âèäà (1.11)â òî÷êå. Çà�èêñèðóåì îïðåäåëåííóþ òî÷êó x0 = (x0
1, ..., x

0
n) â îáëàñòè Ω èñîñòàâèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó, äåéñòâóþùóþ ïî �îðìóëå:

n
∑

i,j=1

a0
ijtitj ≡

n
∑

i,j=1

aij(x
0
1, ..., x

0
n)titj. (1.12)96



Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà âèäà (1.12) íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-òåëüíî, ëèáî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c >
0, ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

n
∑

i,j=1

a0
ijtitj ≥ c

n
∑

i=1

t2i , ëèáî n
∑

i,j=1

a0
ijtitj ≤ −c

n
∑

i=1

t2i ∀(t1, ..., tn) ∈ R
n.Èç àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî [17, . 192℄, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ

tk =

n
∑

i=1

cikξi, (1.13)êîòîðîå ïðèâîäèò ìàòðèöó ((a0
ij)) êâàäðàòè÷íîé �îðìû (1.12) ê êàíîíè÷å-ñêîìó (äèàãîíàëüíîìó) âèäó

m
∑

i=1

±ξ2
i , 1 ≤ m ≤ n. (1.14)Ñóùåñòâóåò ìíîãî íåâûðîæäåííûõ âåùåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè-âîäÿùèõ �îðìó (1.12) ê âèäó (1.14), íî ñîãëàñíî çàêîíó èíåðöèè êâàäðà-òè÷íûõ �îðì ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ è ðàâíûõ íóëþ êîý�-�èöèåíòîâ â êàíîíè÷åñêîì âèäå êâàäðàòè÷íîé �îðìû èíâàðèàíòíî îòíî-ñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà ëèíåéíî-ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [17, . 198℄. Èç àëãåáðû òàêæå èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

|a0
ij − λδij| = 0, ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, èìååò ëèøü âåùåñòâåííûå êîð-íè, íàçûâàåìûå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû ((a0

ij)), ïðè÷åì ÷èñëî÷ëåíîâ â (1.14) ñ ïîëîæèòåëüíûìè ëèáî îòðèöàòåëüíûìè çíàêàìè ðàâíî÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ ëèáî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðè-öû ((a0
ij)).Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå (1.13) ïðèâîäèò �îðìó (1.12) ê êàíîíè÷åñêîìó âè-äó (1.14), òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðåîáðàçîâàíèå

ξk =

n
∑

i=1

ckixi (1.15)ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1.11) ê âèäó
n
∑

i,j=1

ãij(x)
∂2u

∂ξi∂ξj
+ ... = 0. (1.16)
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Çäåñü êîý��èöèåíòû ãij(x) òàêîâû, ÷òî â òî÷êå x0 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-øåíèÿ
ãij(x0) =

{

±1, åñëè i = j ≤ m,
0, åñëè i 6= j, èëè åñëè i = j > m.Ìû âûïèñàëè òîëüêî ÷ëåíû ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè îò �óíêöèè u.Âèä (1.16) óðàâíåíèÿ (1.11) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì â òî÷êå x0.Èòàê, äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ Ω ìîæíî óêàçàòü òàêîå íåâûðîæäåííîåïðåîáðàçîâàíèå (1.15) íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ïðèâîäèò óðàâíå-íèå (1.11) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â ýòîé òî÷êå. Èìåííî íà ýòîì ñâîéñòâåîñíîâàíà êëàññè�èêàöèÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ââåä¼ì ñëåäóþùååîïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 1.1. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì âòî÷êå x0 = (x0

1, ..., x
0
n), åñëè â óðàâíåíèè (1.16) ïðè x = x0 âñå êîý��è-öèåíòû ãii(x0), i = 1, ..., n, îòëè÷íû îò íóëÿ è èìåþò îäèí çíàê, ïðè-÷åì m = n. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì â òî÷êå x0,åñëè â (1.16) âñå ãii(x0) èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, çà èñêëþ÷åíèåìîäíîãî, êîòîðûé èìååò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê, ïðè÷åì m = n. Óðàâíå-íèå (1.11) íàçûâàåòñÿ óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêèì â òî÷êå x0, åñëè â (1.16)èìååòñÿ áîëüøå îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîý��èöèåíòà ãii(x0) è áîëüøåîäíîãî îòðèöàòåëüíîãî, ïðè÷åì m = n. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåòñÿ ïà-ðàáîëè÷åñêèì â øèðîêîì ñìûñëå â òî÷êå x0, åñëè ñðåäè ãii(x0) èìåþòñÿðàâíûå íóëþ, ò. å. åñëè m < n. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷å-ñêèì â óçêîì ñìûñëå èëè ïðîñòî ïàðàáîëè÷åñêèì â òî÷êå x0, åñëè òîëüêîîäèí èç êîý��èöèåíòîâ ãii(x0), ïóñòü ýòî áóäåò ãnn(x0), ðàâåí íóëþ, àäðóãèå èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, ïðè÷åì êîý��èöèåíò ïðè ∂u/∂ξn îòëè-÷åí îò íóëÿ.Â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ 1.1 âçÿòû ñâîéñòâà â òî÷êå x0 êîý��èöèåíòîâóðàâíåíèÿ (1.16), ïîëó÷åííîãî ïðåîáðàçîâàíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.11)ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðå-äåëåíèå, îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ êâàäðàòè÷íîé �îðìû (1.12). Îãðàíè-÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì ëèøü ÷èñòî ýëëèïòè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïà-ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðèâåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 1.1à. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýëëèï-òè÷åñêîãî òèïà â òî÷êå x0, åñëè â ýòîé òî÷êå êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (1.12)ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâà-åòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â òî÷êå x0, åñëè â ýòîé òî÷êåêâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (1.12) ïðè ïðèâåäåíèè åå ê ñóììå êâàäðàòîâ èìå-åò âñå êîý��èöèåíòû, êðîìå îäíîãî, îïðåäåëåííîãî çíàêà, à îñòàâøèéñÿîäèí êîý��èöèåíò-ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåò-ñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì â óçêîì ñìûñëå èëè ïðîñòî óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêî-ãî òèïà â òî÷êå x0, åñëè â ýòîé òî÷êå êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (1.12) ïðèïðèâåäåíèè åå ê ñóììå êâàäðàòîâ èìååò ëèøü îäèí êîý��èöèåíò, ðàâíûé98



íóëþ, à âñå îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.Îïðåäåëåíèå 1.2. Óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàþò óðàâíåíèåì ýëëèïòè-÷åñêîãî (ñîîòâ. ãèïåðáîëè÷åñêîãî ëèáî ïàðàáîëè÷åñêîãî) òèïà â îáëàñòè
Ω, åñëè â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ Ω îíî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî(ñîîòâ. ãèïåðáîëè÷åñêîãî ëèáî ïàðàáîëè÷åñêîãî) òèïà.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òèï óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿä-êà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êîý��èöèåíòàìè óðàâíåíèÿ, ñòîÿùèìè ïðè ñòàð-øèõ ïðîèçâîäíûõ, ò. å. ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, òèïíå çàâèñèò îò õàðàêòåðà âõîæäåíèÿ â íåãî ñàìîé �óíêöèè è åå ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ ∂u/∂xi. Ïîñëåäíèå ìîãóò äàæå îòñóòñòâîâàòü ëèáî âõîäèòüâ óðàâíåíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíûì íåëèíåéíûì îáðàçîì. Ëåãêî óáåäèòüñÿ,îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèÿõ, ÷òî â ëþáîé îáëàñòè Ω ⊂ R

nóðàâíåíèå Ëàïëàñà (ëèáî Ïóàññîíà, �åëüìãîëüöà) èìååò ýëëèïòè÷åñêèéòèï, âîëíîâîå óðàâíåíèå èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï, à óðàâíåíèå òåïëî-ïðîâîäíîñòè èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï.Êîíå÷íî, ñðåäè îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ, îïèñûâàþùèõ ðàçíîîáðàçíûå ïðîöåññû, âñòðå÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñìå-øàííîãî òèïà, ò. å. óðàâíåíèÿ, òèï êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì â ðàç-ëè÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Òàê, íàïðèìåð, â ëèíåéíîéãàçîâîé äèíàìèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Òðèêîìè
y
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. (1.17)Óðàâíåíèå (1.17) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì â ëþáîé îáëàñòè Ω ⊂ R

2, ëåæà-ùåé âûøå îñè x,òîãäà êàê â ëþáîé îáëàñòè Ω, ëåæàùåé íèæå îñè x, îíîèìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Íàêîíåö, â òî÷êàõ (x, 0), ëåæàùèõ íà îñè x,îíî èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï. Óêàçàííûå �àêòû îçíà÷àþò, ÷òî â ëþáîéîáëàñòè Ω, èìåþùåé íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ x, óðàâíåíèå (1.17) ÿâëÿ-åòñÿ óðàâíåíèåì ñìåøàííîãî òèïà. Èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèé ñìåøàííîãîòèïà ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Îäíàêî íèæå ìû íå áóäåì çàíè-ìàòüñÿ èçó÷åíèåì óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, ïîñêîëüêó ýòî âûõîäèò çàðàìêè ïðîãðàììû êóðñà �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�. Ìû òàêæåíå áóäåì çàíèìàòüñÿ óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèÿ-ìè, ïàðàáîëè÷åñêèìè â øèðîêîì ñìûñëå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì íèæå ïîäòåðìèíîì �ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ� áóäåì ïîíèìàòü òîëüêî óðàâíåíèÿ,ïàðàáîëè÷åñêèå â óçêîì ñìûñëå.Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 1.2 óðàâíåíèå (1.11) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì â îáëà-ñòè Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîý��èöèåíòû aij óäîâëåòâîðÿþò (áûòüìîæåò, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà -1) óñëîâèþ
n
∑

i,j=1

aij(x)titj ≥ α(x)

n
∑

i=1

t2i ∀x ∈ Ω, (t1, · · · , tn) ∈ R
n. (1.18)99



Çäåñü α � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ â Ω �óíêöèÿ. Åñëè, áîëåå òîãî, ñóùå-ñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû α è β, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
α

n
∑

i=1

t2i ≤
n
∑

i,j=1

aij(x)titj ≤ β
n
∑

i=1

t2i ∀x ∈ Ω, (t1, · · · , tn) ∈ R
n, (1.19)òî óðàâíåíèå (1.11) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì â Ω. ßñíî, ÷òîêàæäîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿåò-ñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì â îáëàñòè Ω. Íî íå êàæäîå ýëëèïòè÷åñêîåâ Ω óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèå Òðèêîìè (1.17), êîòîðîå, áóäó÷è ýëëèïòè÷åñêèì â ëþáîé îáëà-ñòè Ω, ëåæàùåé âûøå îñè x, íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì âóêàçàííîé îáëàñòè Ω, åñëè åå çàìûêàíèå Ω ñîäåðæèò òî÷êè îñè x.Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷-íîñòè è ïàðàáîëè÷íîñòè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñüðàññìîòðåíèåì óðàâíåíèé âèäà

∂2u

∂t2
−

n
∑

i,j=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
= F (x, t, u,∇u, ∂u

∂t
), (1.20)

∂u

∂t
−

n
∑

i,j=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
= F (x, t, u,∇u), (1.21)ãäå ∇u = (∂u/∂x1, ∂u/∂x2, ..., ∂u/∂xn). Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.2óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1.20) (ëèáî ïàðàáîëè÷íîñòè óðàâíå-íèÿ (1.21)) â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D ⊂ R
n × R

1
t ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

n
∑

i,j=1

aij(x, t)titj ≥ α(x, t)

n
∑

i=1

t2i ∀(x, t) ∈ D, (t1, · · · , tn) ∈ R
n, (1.22)ãäå α � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ òî÷åê (x, t) ∈ D. Åñëè ê òîìó æå ñóùåñòâó-þò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû α è β, ñ êîòîðûìè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

α

n
∑

i=1

t2i ≤
n
∑

i,j=1

aij(x, t)titj ≤ β

n
∑

i=1

t2i ∀(x, t) ∈ D, (t1, · · · , tn) ∈ R
n, (1.23)òî óðàâíåíèå (1.20) (ëèáî (1.21)) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì(ëèáî ïàðàáîëè÷åñêèì) â îáëàñòè D.1.3. Êîððåêòíî è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è. Âñÿêóþçàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Lu = f, u ∈ U, f ∈ F. (1.24)100



Çäåñü u � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ (ëèáî âåêòîð-�óíêöèÿ), f � çàäàííàÿ �óíê-öèÿ (ëèáî âåêòîð-�óíêöèÿ), L � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, êîòîðûéñèìâîëè÷åñêè ïîêàçûâàåò, êàêèå äåéñòâèÿ íóæíî ïðîäåëàòü ñ �óíêöèåé
u, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâóþ ÷àñòü f , U � ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì èùåò-ñÿ ðåøåíèå u, F � ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò f . Ïðîñòðàíñòâà
U è F îáû÷íî ìîæíî ñ÷èòàòü íîðìèðîâàííûìè ñ íîðìàìè ‖ · ‖U è ‖ · ‖Fñîîòâåòñòâåííî.Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî U íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì,åñëè êàæäîìó åãî ýëåìåíòó u ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåí-íîå ÷èñëî ‖u‖ (íîðìó u) òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:1) ‖u‖ ≥ 0 ∀u ∈ U , ‖u‖ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = 0;2) ‖λu‖ = |λ|‖u‖ ∀u ∈ U , λ ∈ R; 3) ‖u1 + u2‖ ≤ ‖u1‖ + ‖u2‖ ∀u1, u2 ∈ U .Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} ∈ U íàçûâàþò �óíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî ‖un+p − un‖ < ε ∀n ≥ N è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p .Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â íåì âñÿêàÿ�óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} õîäèòñÿ ê ýëåìåíòó èç ïðî-ñòðàíñòâà U . Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûìïðîñòðàíñòâîì.Ïðèâåäåì ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. ÏóñòüN={0, 1, ...} (ëè-áî N+={1, 2, ...}) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ (ëèáîâñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ) ÷èñåë. ×åðåç α = (α1, α2, ..., αn) ∈ N

n îáîçíà-÷èì ìóëüòèèíäåêñ, ò. å. âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè αi ∈ N. Äëÿ �óíêöèè f áó-äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Dαf ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà |α| = α1+ ...+αnâèäà
Dαf(x) ≡ ∂ |α|f(x1, x2, ...xn)

∂xα1

1 ∂x
α2

2 ...∂x
αn

n
.Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R

n ñ ãðàíèöåé Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Cm(Ω), m ∈ N, ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f : Ω → R, m ðàç íåïðåðûâíîäè��åðåíöèðóåìûõ â Ω. Ïðè m = 0 èìååì ïðîñòðàíñòâî C(Ω) = C0(Ω),ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ â Ω �óíêöèé. ×åðåç C∞(Ω) îáîçíà÷èì ïðî-ñòðàíñòâî �óíêöèé f : Ω → R, áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ â Ω. ×åðåç
Cm(Ω),m ∈ N (ëèáî C∞(Ω)) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî �óíêöèé èç Cm(Ω) (ëè-áî C∞(Ω)), âñå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïîðÿäêà ≤ m (ëèáî ëþáîãî ïîðÿäêà)äîïóñêàþò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà Ω.Èçâåñòíî [28℄, ÷òî â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâî Cm(Ω)ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì è, áîëåå òîãî, áàíàõîâûì ïî íîðìå

‖f‖Cm(Ω) =

m
∑

k=0

sup
|α|=k

sup
x∈Ω

|Dαf(x)|. (1.25)101



Â òî æå âðåìÿ ïðîñòðàíñòâà Cm(Ω) è C∞(Ω), â îòëè÷èå îò Cm(Ω), íå ÿâ-ëÿþòñÿ áàíàõîâûìè. Â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé Γ ïî-ëîæèì Ω = Ω ∪ Γ è óñëîâèìñÿ ïîä Cm(Ω) ïîíèìàòü ìíîæåñòâî �óíêöèéâ Ω, âñå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî ñóùåñòâóþò,îãðàíè÷åíû â Ω è äîïóñêàþò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà Ω ∪ Γ. Ìîæ-íî ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííîå ïðîñòðàíñòâî òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïîíîðìå (1.25). Äðóãèå ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áóäóò ïðèâî-äèòüñÿ íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà U è F â (1.24) ÿâëÿþòñÿ íîðìè-ðîâàííûìè ñ íîðìàìè ‖ · ‖U è ‖ · ‖F ñîîòâåòñòâåííî, ââåäåì ñëåäóþùåå�óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå.Îïðåäåëåíèå 1.3. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ u ∈ U óðàâíåíèÿ(1.24) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé íà ïàðå (F, U), åñëè: 1) ðå-øåíèå u ∈ U ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ F , 2) ðåøåíèå u ∈ Uóðàâíåíèÿ (1.24) åäèíñòâåííî â U , 3) ðåøåíèå u íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
f â òîì ñìûñëå, ÷òî ìàëîìó â íîðìå ïðîñòðàíñòâà F èçìåíåíèþ ïðàâîé÷àñòè f îòâå÷àåò ìàëîå â íîðìå ïðîñòðàíñòâà U èçìåíåíèå ðåøåíèÿ u.Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé 1) - 3), òî äàííàÿ çàäà÷àíàçûâàåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé.Ñâîéñòâî 3) íàçûâàåòñÿ òàêæå óñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî åìóäëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî δ = δ(ε), ÷òî åñëè
‖f1 − f2‖F ≤ δ è Lu1 = f1, Lu2 = f2, òî ‖u1 − u2‖U ≤ ε.Çàìå÷àíèå 1.1. Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè îïåðàòîð L îáû÷íîëèíååí, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

L(αu+ βv) = αLu+ βLv ∀u, v ∈ U è α, β ∈ R.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâ-íåíèÿ (1.24) ýêâèâàëåíòíî îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà L, ò. å. ñóùåñòâîâàíèþîáðàòíîãî îïåðàòîðà L−1. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Lu = 0 èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîýòî-ìó äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ñâîäèòñÿ ê äîêà-çàòåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè òðèâèàëüíîãî (íóëåâîãî) ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ (1.24) (ïðè f = 0). Òî÷íî òàê æå äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâî-ñòè (ëèáî íåóñòîé÷èâîñòè) ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó óñòîé÷èâîñòè (ëèáîíåóñòîé÷èâîñòè) òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýòèìè �àêòàìè ìû â äàëüíåéøåì÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâî-ñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Ïðèìåðîì êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿîáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà
y′ = f(x, y), y(x0) = y0.Çäåñü f � íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ R

2 �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-þùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y. Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ýòîé çàäà÷è,102



ò. å. ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ
y îò èñõîäíûõ äàííûõ x0 è y0, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [51, ãë. 2℄.Ñóùåñòâóþò, êîíå÷íî, è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è.Îãðàíè÷èìñÿçäåñü ïðèâåäåíèåì ïðèìåðà çàäà÷è, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò íåïðåðûâíàÿçàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ. Ïåðâûé ïðèìåð òàêîãî òèïàáûë ïîñòðîåí, ïî-âèäèìîìó, �ðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æàêîì Àäàìàðîìâ íà÷àëå 20-ãî ñòîëåòèÿ (ñì. [1℄). Îí ðàññìîòðåë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøèäëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 â R

2, u|y=0 = ϕ(x),
∂u

∂y
|y=0 = ψ(x) â R. (1.26)Â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè ϕ è ψ àíàëèòè÷íû â R, ðåøåíèå u çàäà÷èÊîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ýòî âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Êî-âàëåâñêîé (ñì. ï. 1.4). Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ϕ = ϕ1 = 0,

ψ = ψ1(x) = (1/a)sinax, ãäå a = const > 0, ðåøåíèå u çàäà÷è (1.26) èìååòâèä
u(x, y) =

1

a2
sinaxshay, (1.27)òîãäà êàê ïðè ϕ = ϕ2 = 0, ψ = ψ2 = 0 åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è(1.26) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ u ≡ 0. �àññìàòðèâàÿ äëÿ êîíêðåòíîñòè ðåøåíèå

u â ïîëîñå Ω = {−∞ < x < ∞, 0 < y < b}, b > 0, óñëîâèìñÿ îöåíèâàòüîòêëîíåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ è ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåííî â íîðìàõ ïðî-ñòðàíñòâ C(R) è C(Ω), ãäå Ω = {−∞ < x < ∞, 0 ≤ y ≤ b}. Ïîñêîëüêó ïîîïðåäåëåíèþ
‖ψ‖C(R) = sup

x∈R

|ψ(x)|, ‖u‖C(Ω) = sup
(x,y)∈Ω

|u(x, y)|,òî èìååì
‖ψ1 − ψ2‖C(R) = ‖ψ1‖C(R) ≡ sup

x∈R

|ψ1(x)| = sup
x∈R

|1
a
sinax| =

1

a
,

‖u1 − u2‖C(Ω) = ‖u1‖C(Ω) = sup
(x,y)∈Ω

|u1(x, y)| =
1

a2
sup
y∈[0,b]

shay =
1

a2
shab.Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ‖ψ1‖C(R) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíîìàëîé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a. Â òî æå âðåìÿ âåëè÷èíà ‖u1‖C(Ω), íàîáî-ðîò, ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ a.Ýòî îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è (1.26).Îòñþäà âûòåêàåò ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1.1 íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿóðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.Ïîíÿòèå êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûëî ââåäåíî â 1923 ã. ÆàêîìÀäàìàðîì, êîòîðûé âûñêàçàë ñâîþ òî÷êó çðåíèÿ î òîì, ÷òî âñÿêàÿ ìàòåìà-òè÷åñêàÿ çàäà÷à, îòâå÷àþùàÿ êàêîé-ëèáî �èçè÷åñêîé çàäà÷å, äîëæíà áûòü103



êîððåêòíîé è, â ÷àñòíîñòè, óñòîé÷èâîé. Òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿÀäàìàð ìîòèâèðîâàë òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî �èçè÷åñêèå äàííûå îïðå-äåëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ñâÿçèñ ýòèì ��èçèêàì� íàäî èìåòü óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî ðåøåíèå ðàññìàòðè-âàåìîé èìè ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé �èçè÷åñêèé ïðîöåññ,íå áóäåò ñèëüíî çàâèñåòü îò ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé. Â ñàìîì äåëå, êà-êóþ �èçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìîæåò èìåòü ðåøåíèå çàäà÷è, ó êîòîðîéñêîëü óãîäíî ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ ìîãóò îòâå÷àòü äîñòà-òî÷íî áîëüøèå èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ? Êðîìå òîãî, ê çàäà÷àì òàêîãî òèïàçàòðóäíèòåëüíî ïðèìåíÿòü ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.Äîëãîå âðåìÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ãîñïîäñòâîâàëà òî÷êà çðå-íèÿ Àäàìàðà î íåöåëåñîîáðàçíîñòè èçó÷åíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ ïîÀäàìàðó çàäà÷. Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñîõðàíÿëàñü è ïîñëå ïîÿâëåíèÿ â 1943ã. �óíäàìåíòàëüíîé ðàáîòû À.Í. Òèõîíîâà [52℄, â êîòîðîé âïåðâûå áûëàóêàçàíà ïðàêòè÷åñêàÿ âàæíîñòü íåêîððåêòíûõ ïî Àäàìàðó çàäà÷ è ñ�îð-ìóëèðîâàíû íîâûå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê èõ ïîñòàíîâêàì. Äàëü-íåéøåå èíòåíñèâíîå ïðîíèêíîâåíèå èäåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿâ ðàçíûå îáëàñòè çíàíèé è, â ÷àñòíîñòè, â ãåî�èçèêó, ãèäðî�èçèêó, áèî-�èçèêó, õèìèþ, ýêîíîìèêó, ñîöèîëîãèþ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, áóðíîå ðàç-âèòèå ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ äîñòàòî÷íîáîëüøîãî ÷èñëà ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîð-ðåêòíûìè ïî Àäàìàðó. Ê ÷èñëó òàêèõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è èíòåðïðå-òàöèè äàííûõ �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, çàäà÷è çîíäèðîâàíèÿ îêåàíà èàòìîñ�åðû, çàäà÷è ñïåêòðîñêîïèè, à òàêæå îáðàòíûå çàäà÷è, âîçíèêàþùèåâ ãåî�èçèêå, ãèäðî�èçèêå, àñòðîíîìèè, ðàäèîàñòðîíîìèè è äðóãèõ îáëà-ñòÿõ. Óêàçàííûå îáðàòíûå çàäà÷è çàêëþ÷àþòñÿ â íàõîæäåíèè íåèçâåñòíûõïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, ïëîòíîñòåé èñòî÷íèêîâ, ëèáî êîý��èöèåíòîâ óðàâ-íåíèé èëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî îïðåäåëåííîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìà-öèè î ðåøåíèè. Â ÷àñòíîñòè, âûÿñíèëîñü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ âûøå çàäà÷àÊîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ãåî�èçèêå, ïîñêîëüêóê åå èññëåäîâàíèþ ñâîäèòñÿ ðåøåíèå ðÿäà îáðàòíûõ ãåî�èçè÷åñêèõ çàäà÷.Ïîÿâëåíèå òàêîãî òèïà çàäà÷ ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ïåðåñìîòðåòüòðåáîâàíèÿ, óêàçàííûå Æ. Àäàìàðîì ê ïîñòàíîâêå ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè-÷åñêèõ çàäà÷, è ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ ïî Àäàìàðóçàäà÷. Îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü â ýòîì íàïðàâëåíèè ñûãðàëè ðàáîòû ðîñ-ñèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ À.Í. Òèõîíîâà, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà è Â.Ê. Èâàíîâà.Èìè, â ÷àñòíîñòè, áûëî ââåäåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå êîððåêòíîñòè ïîÒèõîíîâó (ñì. [53℄).Îïðåäåëåíèå 1.4. Çàäà÷à (1.24) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåí-íîé ïî Òèõîíîâó, åñëè: 1) àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå u ñóùåñòâóåòè ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó U0 â U ; 2) ðåøåíèå u åäèíñòâåí-íî; 3) áåñêîíå÷íî ìàëûì âàðèàöèÿì èñõîäíûõ äàííûõ, íå âûâîäÿùèõ ðå-104



øåíèå u èç ìíîæåñòâà U0, ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íî ìàëûå âàðèàöèèðåøåíèÿ u.Ìíîæåñòâî U0 ïîëó÷èëî íàçâàíèå ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè çàäà÷è. Íåïðå-ðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ çàäà÷è, ïîñòàâ-ëåííîé êîððåêòíî ïî Òèõîíîâó, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñóæåíèåì ìíîæåñòâàäîïóñòèìûõ èñõîäíûõ äàííûõ, ïîýòîìó òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ òàêæåóñëîâíî-êîððåêòíûìè. Òàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ðàññìîòðåííóþ âûøåçàäà÷ó Êîøè (1.26) óñëîâíî-êîððåêòíîé, äîñòàòî÷íî âûáðàòü â êà÷åñòâåìíîæåñòâà U0 ìíîæåñòâî �óíêöèé u : Ω → R, îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäó-ëþ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Ñîîòâåòñòâóþùåå àïðèîðíîå óñëîâèå íà ðåøåíèåäàííîé çàäà÷è âìåñòå ñ óñëîâèåì åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, åñòåñòâåííî, ïðèâîäèòê íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ èñõîäíûõ äàííûõ âðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å Êîøè. Áîëåå ïîäðîáíî î êîððåêòíûõ ïîñòàíîâêàõçàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòüâ êíèãå [27℄.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ â òðóäàõ À.Í. Òèõîíîâà, Ì.Ì.Ëàâðåíòüåâà è Â.Ê. Èâàíîâà òåîðèÿ óñëîâíî-íåêîððåêòíûõ çàäà÷ íå äà-¼ò îòâåòà íà âñå âîïðîñû, âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè íåêîððåêòíûõçàäà÷. Îäíàêî èç íå¼ ñëåäóåò âàæíûé âûâîä î òîì, ÷òî óêàçàííûå çàäà-÷è íå ÿâëÿþòñÿ áåçíàä¼æíî ïëîõèìè, à ìîãóò äîïóñêàòü âïîëíå ðàçóìíóþ�èçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.1.4. Òåîðåìà Êîâàëåâñêîé. Â ýòîì ïóíêòå ìû âûäåëèì äîâîëüíî îá-ùèé êëàññ çàäà÷, à èìåííî: çàäà÷ Êîøè äëÿ òàê íàçûâàåìûõ íîðìàëüíûõîòíîñèòåëüíî âðåìåíè t ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëü-íîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Íà÷íåì ñââåäåíèÿ íåêîòîðûõ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü Ω ⊂ R
n-ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü.1) Ôóíêöèÿ f : Ω → R íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0 = (x0

1, x0
2,

· · ·, x0
n) ∈ Ω, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

f(x) =
∑

|α|≥0

cα
α!

(x− x0)
α. (1.28)Çäåñü α = (α1, · · · , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, ïðè÷åì äëÿ êðàòêîñòè èñïîëüçóþò-ñÿ îáîçíà÷åíèÿ α! = α1!α2! · · ·αn!, (x−x0)

α = (x1−x0
1)
α1(x2−x0

2)
α2 · · · (xn−

x0
n)
αn. Åñëè �óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω, òî ãîâîðÿò,÷òî îíà àíàëèòè÷íà â îáëàñòè Ω.Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïåðâîå ñâîéñòâîçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðÿä (1.28) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì Òåéëîðà�óíêöèè u, àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîé-ñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì èçâåñòíûì �àêòîì, ÷òî ñòåïåííîéðÿä âíóòðè øàðà Br(x0), öåëèêîì ëåæàùåãî â îáëàñòè åãî ñõîäèìîñòè,105



ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü ñêîëü óãîäíî ðàç, ïðè÷åì ðÿä, ïî-ëó÷åííûé äè��åðåíöèðîâàíèåì èñõîäíîãî ðÿäà, áóäåò òàêæå ðàâíîìåðíîñõîäèòüñÿ â Br(x0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà u ðÿäà (1.28) áåñêîíå÷íîäè��åðåíöèðóåìà â Br(x0). Ïðèìåíÿÿ äàëåå ê (1.28) îïåðàòîð äè��åðåí-öèðîâàíèÿ Dα è ïîëàãàÿ â ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿõ x = x0, ïîëó÷èì
c0 = f(x0), cα = Dαf(x0). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ è îçíà÷àþò, ÷òî ðÿä (1.28)ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ñóììû f . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òîàíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω �óíêöèÿ f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âî âñåéîáëàñòè Ω çíà÷åíèÿìè f è âñåõ åå ïðîèçâîäíûõ â �èêñèðîâàííîé òî÷êå
x0 ∈ Ω. Â ÷àñòíîñòè, èç îáðàùåíèÿ â íóëü ñàìîé �óíêöèè f è âñåõ ååïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0 ∈ Ω âûòåêàåò, ÷òî f ≡ 0 â Ω. Ýòî óòâåðæäåíèåñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òàê íàçûâàåìîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè àíàëè-òè÷åñêèõ �óíêöèé.Äðóãèì âàæíûì ñâîéñòâîì àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîèç àíàëèòè÷íîñòè â òî÷êå x0 ∈ Ω âûòåêàåò àíàëèòè÷íîñòü åå â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà ìîæíî íàéòè â [34, ñ. 20℄.2) Ñèñòåìà N äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ N íåèçâåñòíûìè �óíê-öèÿìè u1, u2, ..., uN âèäà

∂kiui
∂tki

= Φi(x, t, u1, u2, ..., uN , ..., D
α0
t D

α
xuj, ...), i, j = 1, 2, ..., N (1.29)íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t, åñëè ïðàâûå ÷àñòè

Φi íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà âûøå ki è ïðîèçâîäíûõ ïî t ïîðÿäêàâûøå ki − 1, òàê ÷òî α0 + α1 + ... + αn ≤ ki, α0 ≤ ki − 1. Çäåñü Dα0
t D

α
xujîáîçíà÷àåò ñëåäóþùóþ ïðîèçâîäíóþ:

Dα0
t D

α
xuj(x) =

∂α0+|α|uj(x)

∂tα0∂xα1

1 ∂x
α2

2 · · · ∂xαn

n
.Íàïðèìåð, âîëíîâîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå Ëàïëàñà è óðàâíåíèå òåï-ëîïðîâîäíîñòè íîðìàëüíû îòíîñèòåëüíî êàæäîé ïåðåìåííîé xi; âîëíîâîåóðàâíåíèå, êðîìå òîãî, íîðìàëüíî îòíîñèòåëüíî t.Äëÿ íîðìàëüíîé îòíîñèòåëüíî t ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.29) ïîñòàâèì ñëå-äóþùóþ çàäà÷ó Êîøè: íàéòè ðåøåíèå (u1, u2, ..., uN) ýòîé ñèñòåìû, óäîâëå-òâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè t = t0:

∂kui
∂tk

∣

∣

∣

∣

t=t0

= ϕik(x), k = 0, 1, ..., ki − 1, i = 1, 2, ..., N. (1.30)Çäåñü ϕik � çàäàííûå �óíêöèè â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ R
n.Òåîðåìà Êîâàëåâñêîé. [11, ñ. 79℄ Åñëè âñå �óíêöèè ϕik â (1.30) àíà-ëèòè÷íû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, è âñå �óíêöèè Φi â (1.29)àíàëèòè÷íû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, t0, ..., D

αϕjα0
(x0), ...),106



òî çàäà÷à Êîøè (1.29), (1.30) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, t0) è ïðèòîì åäèíñòâåííîå â êëàññå àíàëèòè÷å-ñêèõ �óíêöèé.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà îòûñêàíèè ðåøåíèÿ (u1, u2, ..., uN)â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, t0) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà:
ui(x, t) =

∑

α0≥0,|α|≥0

Dα0
t D

α
xui(x0, t0)

α0!α!
(t− t0)α0(x−x0)

α, i = 1, 2, ..., N. (1.31)Êîý��èöèåíòûDα0
t D

α
xui(x0, t0) ýòîãî ðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëî-âèé (1.30) è óðàâíåíèé (1.29). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòüðÿäîâ (1.31) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, t0), äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿìåòîä ìàæîðàíò. Åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ â êëàññå àíàëè-òè÷åñêèõ �óíêöèé ñëåäóåò èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ�óíêöèé.Òåîðåìà Êîâàëåâñêîé íîñèò �óíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó îíàóêàçûâàåò, êàê íàäî çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàå-ìîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûäåëèòüå¼ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. �îëü ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé äëÿ íîðìàëü-íîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.29) èãðàþò óñëîâèÿÊîøè, çàäàâàåìûå ïðè t = t0. Ïîçæå â � 4 ìû åùå ðàç îáñóäèì àíàëîãè÷-íûå âîïðîñû íà ïðèìåðå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàììû ââåäåì �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-ãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è, îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå Êîâàëåâñêîé,ïîêàæåì, ÷òî äàííûå Êîøè, âûäåëÿþùèå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîæíî çàäàâàòü è íà ïðîèçâîëüíîé (àíàëèòè÷åñêîé)ïîâåðõíîñòè â R

n, íå ÿâëÿþùåéñÿ õàðàêòåðèñòèêîé.Òåîðåìà Êîâàëåâñêîé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ êðàñèâûõ òåîðåì òåîðèèóðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîçíàêîìèâ-øèñü ñ åå ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì ïî êíèãàì È.�. Ïåòðîâñêîãî [41℄ è Â.Ï.Ìèõàéëîâà [34℄. Ýòî åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó îíà áûëà äîêàçàíà ìîëîäîéòàëàíòëèâîé æåíùèíîé � íàøåé ñîîòå÷åñòâåííèöåé Ñî�üåé Êîâàëåâñêîé â1899ã. Îäíàêî óêàçàííàÿ òåîðåìà, íåñìîòðÿ íà åå äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàê-òåð, íå ðåøàåò ïîëíîñòüþ âîïðîñà î êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøèäàæå äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äåéñòâè-òåëüíî, ýòà òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøå-íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè ëèøü â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè,èëè, êàê ãîâîðÿò, â ìàëîì. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòüîáû÷íî òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ò. å., êàêãîâîðÿò, â öåëîì. Êðîìå òîãî, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íà÷àëüíûå äàííûå, àòàêæå êîý��èöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-ñêèìè �óíêöèÿìè, è â ýòèõ ñëó÷àÿõ çàâåäîìî íå ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêî-ãî ðåøåíèÿ. Íàêîíåö, äàæå åñëè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé107



çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, òî èç òåîðåìû Êîâàëåâñêîé íå âûòåêà-åò, ÷òî äàííîå ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ. Áîëååòîãî, ïðèâåäåííûé â ï. 1.3 ïðèìåð çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñàïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâûì.Ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííûõ �àêòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìà-òåìàòè÷åñêîé �èçèêè îáû÷íî ïðèõîäèòñÿ îòêàçûâàòüñÿ îò íàõîæäåíèÿ àíà-ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è çàíèìàòüñÿ ïîèñêîì ðåøåíèÿ, îáëàäàþùåãî êîíå÷-íîé ãëàäêîñòüþ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû äâà òèïà ðåøåíèé: êëàññè÷åñêîå ðå-øåíèå, îñíîâàííîå íà êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, èîáîáùåííîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà å¼ îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå.1.5. Êëàññè÷åñêîå è îáîáùåííîå ðåøåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøå-íèåì óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà (1.1) â îáëàñòè Ω ìû íàçâàëè òàêóþ �óíê-öèþ u : Ω → R, êîòîðàÿ îáðàùàåò óðàâíåíèå (1.1) â òîæäåñòâî â îáëàñòè
Ω. Ýòî îïðåäåëåíèå àâòîìàòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî �óíêöèÿ u îáëàäàåòîïðåäåëåííîé ãëàäêîñòüþ, à èìåííî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω ñóùåñòâóþòâñå å¼ ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåä-ïîëîæèòü, ÷òî óêàçàííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû âñþäó â Ω, òî òàêóþ�óíêöèþ ïðèíÿòî íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1).Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîå îïðåäåëåíèå íå íàêëàäûâàåò êàêèõ-ëèáî îãðàíè-÷åíèé íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω. Îäíàêî, åñëè óðàâíåíèå(1.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, òî â îïðå-äåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ñëåäóåòäîáàâèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè âïëîòü äî ãðàíèöû òåõ ïðîèçâîäíûõ îò�óíêöèè u, êîòîðûå âõîäÿò â êðàåâûå óñëîâèÿ. Òàê, íàïðèìåð, êëàññè÷å-ñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îãðàíè÷åííîéîáëàñòè Ω

∆u = −f â Ω, u = g íà Γ (1.32)ïðèíÿòî íàçûâàòü �óíêöèþ u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâ-íåíèþ Ïóàññîíà â (1.32) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â(1.32) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Γ. Îïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé äðóãèõêðàåâûõ çàäà÷ áóäóò ââåäåíû â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, ïîñâÿùåííûõ ñòðîãîìóìàòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-êè.Çäåñü æå îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò,÷òî êîý��èöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ òàêæå îá-ëàäàþò îïðåäåëåííîé ãëàäêîñòüþ, ñêàæåì, íåïðåðûâíû â Ω. Âìåñòå ñ òåìíà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè, êîãäà, íàïðèìåð,ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ,èìååò îïðåäåëåííûå îñîáåííîñòè â íåêîòîðûõ èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ èëèäàæå ïîäîáëàñòÿõ îáëàñòè Ω. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ îòêàçû-108



âàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ âíóòðè îáëàñòè èëè íà ãðàíèöåè ââîäèòü òàê íàçûâàåìîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷èìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ââåäåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.Â ïåðâîì ðàññìàòðèâàåìîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå óìíîæàåòñÿ íàòåñòîâóþ �óíêöèþ v èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé V , òåñíî ñâÿ-çàííîãî ñ èçó÷àåìîé çàäà÷åé, è äàëåå ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå èíòåãðèðó-åòñÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû èíòåãðèðî-âàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîçíèêà-åò èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, ñîäåðæàùåå èñêîìóþ �óíêöèþ u è íåêîòîðûååå ïðîèçâîäíûå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê âõîäÿùèõ â ýòî òîæäåñòâîñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îò �óíêöèè u ìåíüøå ïîðÿäêà äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ãëàäêîñòü �óíêöèè u,êîòîðàÿ è ïðèíèìàåòñÿ çà îáîáùåííîå ðåøåíèå. Îïèñàííûé ïîäõîä ê îïðå-äåëåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â [13, 28, 32, 34℄.Äðóãîé ïîäõîä ê ââåäåíèþ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèèîáîáùåííîé �óíêöèè, èçëàãàåòñÿ â [11℄.Íå îñòàíàâëèâàÿñü äåòàëüíî íà îáñóæäåíèè óêàçàííûõ ïîäõîäîâ, îòìå-òèì ëèøü, ÷òî öåëü ââåäåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü äîñòèã-íóòîé, åñëè â îòñóòñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óäàåòñÿäîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü îáîáùåííîãî ðå-øåíèÿ. Âàæíî òàêæå óñòàíîâèòü, ÷òî ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ðàñ-òåò ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè èñõîäíûõ äàííûõ. Èìåííî ýòè âîïðîñû èññëåäóþòñÿâ ðóêîâîäñòâàõ ïî ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå (ñì. öèòèðóåìûåêíèãè). Ìû æå â ýòîé êíèãå áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îñíîâíîì, êëàññè÷å-ñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è èññëåäîâàòü âîïðîñû ñó-ùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Áî-ëåå êîíêðåòíî, ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ èññëåäîâàíèåì êîððåêòíîñòè îñíîâ-íûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è èçó÷åíèåì êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé èêëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ èëè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèéýòèõ çàäà÷. Åùå îäíîé öåëüþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ âûâîä è àíàëèç ÿâíûõ ïðåä-ñòàâëåíèé ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ â âèäå èíòåãðàëüíûõ �îðìóë,ëèáî ðÿäîâ Ôóðüå, ëèáî èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.�2. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêàÂ ãë. 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â íåêîòîðîéîáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà R
3 ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè íàõîæäåíèÿ ðåøå-íèÿ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà:

Lu ≡ ∂u

∂t
+ a · gradu = f â Ω × (0, T ]. (2.1)109



Çäåñü u � èñêîìàÿ �óíêöèÿ, a è f � çàäàííûå â îáëàñòè Q = Ω × (0, T ]�óíêöèè. Ïåðâàÿ èç íèõ èìååò ñìûñë ñêîðîñòè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè, àâòîðàÿ îïèñûâàåò îáúåìíóþ ïëîòíîñòü âåëè÷èíû u. Â ñîîòâåòñòâèè ñ �è-çè÷åñêèì ñìûñëîì óðàâíåíèå (2.1) îïèñûâàåò êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ íåêî-òîðîé ñóáñòàíöèè (ïëîòíîñòè, ñîëåíîñòè, òåìïåðàòóðû è ò. ä.) âäîëü òðà-åêòîðèé ÷àñòèö äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè â îòñóòñòâèå ý��åêòîâ äè��óçèè.Ïîýòîìó íà óðàâíåíèå (2.1) ÷àñòî ññûëàþòñÿ êàê íà óðàâíåíèå ïåðåíîñà.Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû èññëåäóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ(2.1) è åãî ñòàöèîíàðíîãî àíàëîãà
a · gradu = f â Ω, (2.2)à òàêæå óêàæåì, êàê íàäî çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûå (íà÷àëüíûå è êðàåâûå)óñëîâèÿ, âûäåëÿþùèå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ëèáî (2.2).Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ ïðîñòåéøåãî îäíîìåðíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ (2.1).2.1. Îäíîìåðíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûì êîý��èöèåíòîì. Óñëî-âèÿ Êîøè. �àññìîòðèì ïðîñòåéøåå (îäíîìåðíîå ïî ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì) óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= 0. (2.3)Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3). Ïîä ðåøåíèåì uóðàâíåíèÿ (2.3) â íåêîòîðîé îáëàñòè Q ïëîñêîñòè (x, t) áóäåì ïîíèìàòüäè��åðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè Q �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîéòî÷êå (x, t) ∈ Q óðàâíåíèþ (2.3). ×òî êàñàåòñÿ òåðìèíà �îáùåå ðåøåíèå�,òî, êàê è â òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîä íèìáóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé (çàâèñÿùåå îò îäíîãî èëèíåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ), èç êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ÷àñòíîå ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ (2.3), óäîâëåòâîðÿþùåå îïðåäåëåííîìó êëàññó óñëîâèé.�å÷ü îá ýòèõ óñëîâèÿõ ïîéäåò íèæå.×òîáû ïîëó÷èòü �îðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3), ïðîäåëàåì,ñëåäóÿ [14, .55℄, ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Ïðîâåäåì íà ïëîñêîñòè (x, t) ïðÿ-ìûå x − t = c, ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (ñì. ðèñ. 2.1à). Ëþáóþòàêóþ ïðÿìóþ áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ (2.3). Ìû ïî-êà íå äàåì ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî âàæíîãî ïîíÿòèÿ, íî âåðíåìñÿ êíåìó â êîíöå ýòîãî ïóíêòà. ßñíî, ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå õàðàê-òåðèñòèê èìååò âèä

dx

dt
= 1. (2.4)Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c êàê áû íóìåðóþò ýòè õàðàêòåðèñòèêè. Ïîýòîìóìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ c â óðàâíåíèè ïðÿìîé x − t = c ÿâëÿåò-ñÿ �íîìåðîì� ïðÿìîé ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèåì110



(à) (á)�èñ. 2.1(2.4). Â òî æå âðåìÿ íà t ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ïàðàìåòð, êîòîðûé èçìå-íÿåòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê äàííîãî ñåìåéñòâà.�àññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ u, çàâèñÿùóþ îò äâóõ ïåðå-ìåííûõ x è t. Âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé�óíêöèåé ïàðàìåòðà t. Ïðåäïîëàãàÿ �óíêöèþ u äè��åðåíöèðóåìîé, îáî-çíà÷èì ÷åðåç du/dt åå ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó t. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëîäè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè, èìååì
du

dt
=
∂u

∂t
+
∂u

∂x

dx

dt
=
∂u

∂t
+
∂u

∂x
.Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ(2.3), òî èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò, ÷òî âäîëü ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè âû-ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå du/dt = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u ïîñòîÿííà âäîëüêàæäîé èç ýòèõ ïðÿìûõ. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå u(x, t) ðåøåíèÿ u â òî÷êå

(x, t) çàâèñèò ëèøü îò �íîìåðà� c òîé õàðàêòåðèñòèêè x−t = c, íà êîòîðîéëåæèò òî÷êà (x, t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå u îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
u(x, t) = Φ(x− t). (2.5)Çäåñü Φ � íåêîòîðàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé. Âñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî �àêòà ìîæíî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåð-êîé, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, âûòåêàþùèìè èç(2.5)

∂u

∂x
= Φ′(x− t),

∂u

∂t
= −Φ′(x− t).Èòàê, äëÿ ëþáîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé Φ �îð-ìóëà (2.5) äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3). Ôàêòè÷åñêè (2.5) ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé öåëîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3), çàâèñÿùåå îò îäíîãî �óíêöè-îíàëüíîãî ïàðàìåòðà. �îëü åãî êàê ðàç èãðàåò �óíêöèÿ Φ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî111



áóäåì ññûëàòüñÿ íèæå íà �îðìóëó (2.5) êàê íà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(2.3). ×òîáû ýòî óòâåðæäåíèå áûëî êîððåêòíûì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîñ ïîìîùüþ �îðìóëû (2.5) ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3),óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, â êà÷åñòâå êîòîðûõ áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü óñëîâèÿ Êîøè.×òîáû èõ ñ�îðìóëèðîâàòü, âûáåðåì ñíà÷àëà íà îñè x îòðåçîê [α, β] (ñì.ðèñ. 2.1a) è çàäàäèì íà ýòîì îòðåçêå äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ ϕ. Ïî-ñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè �óíêöèþ u, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (2.3) èïðèíèìàþùóþ çàäàííûå çíà÷åíèÿ ϕ(x) íà îòðåçêå [α, β], ò. å. óäîâëåòâîðÿ-þùóþ óñëîâèþ
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [α, β]. (2.6)Óñëîâèå (2.6) è íàçûâàþò (ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì) óñëîâèåì Êîøèäëÿ óðàâíåíèÿ (2.3) íà îòðåçêå [α, β], à ñàìó çàäà÷ó (2.3), (2.6) � çàäà÷åéÊîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.3). Ïîñêîëüêó óñëîâèå (2.6) çàäàíî ïðè t = 0, òîýòî óñëîâèå òàêæå íàçûâàþò íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (2.3).Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå �óíêöèè Φ â (2.5) âûáðàòü íà÷àëü-íóþ �óíêöèþ ϕ, òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ u(x, t) = ϕ(x− t)îïðåäåëÿåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2.6). Óêà-çàííîå ðåøåíèå áóäåò îïðåäåëåíî â îáëàñòè Q, ñîäåðæàùåé âñå òàêèå òî÷êè

(x, t) ïëîñêîñòè x, t, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ϕ(x− t) �óíêöèè ϕ.�îëü òàêîé îáëàñòè Q èãðàåò �õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ� ïîëîñà Π[α, β], îáðàçî-âàííàÿ âñåìè õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (2.3), ïåðåñåêàþùèìè îòðåçîê
[α, β] îñè x (ñì. ðèñ. 2.1à). Áîëåå òîãî, ðåøåíèå u çàäà÷è (2.3), (2.6) åäèí-ñòâåííî â ïîëîñå Π[α, β].Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì îò �ïðîòèâ-íîãî�, êîòîðûé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòèðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ñëåäóÿ ýòîìó ìåòîäó, ïðåäïîëî-æèì, ÷òî â ïîëîñå Π[α, β] ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ u1 è u2 çàäà÷è (2.3),(2.6). Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (2.3) èõ ðàçíîñòü u = u1 − u2áóäåò ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3), íî óäîâëåòâîðÿòüíóëåâîìó óñëîâèþ âèäà

u(x, 0) = 0, x ∈ [α, β]. (2.7)ßñíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî �óíêöèÿ u, áóäó÷è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3),ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ(2.3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (2.7) u ðàâíà íóëþ â òî÷êå (x0, 0) ëþáîéõàðàêòåðèñòèêè, ëåæàùåé â ïîëîñåΠ[α, β]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u íåîáõîäè-ìî ðàâíà íóëþ íà êàæäîé õàðàêòåðèñòèêå èç ïîëîñû Π[α, β], ò. å. u(x, t) ≡ 0â Π[α, β].Åñëè ïðîäîëæèòü íà÷àëüíóþ �óíêöèþ ϕ íà áîëüøèé îòðåçîê [α′, β ′] ⊃
[α, β], òî ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü ðåøåíèå u â áîëåå øèðîêîé ïîëîñå Π′ =112



Π[α′, β ′], ãðàíèöû êîòîðîé ïîìå÷åíû ïóíêòèðîì íà ðèñ. 2.1à. Òàê êàê òà-êîå ïðîäîëæåíèå �óíêöèè ϕ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî áåñêîíå÷íûì êîëè÷å-ñòâîì ñïîñîáîâ, òî è ðåøåíèé çàäà÷è (2.1), (2.4) â áîëåå øèðîêîé ïîëîñåáóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìåííî ïîëîñà Π[α, β] èìååòñìûñë îáëàñòè åäèíñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è Êîøè (2.3), (2.6).Óêàçàííûé�àêò ìîæíî äîêàçàòü è äðóãèì ìåòîäîì, èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ, îñíîâàí-íûå íà �óíäàìåíòàëüíîì çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ê ýòîìó âîïðîñó ìûâåðí¼ìñÿ â ï. 2.3.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè íà÷àëüíîé �óíêöèè ϕ â (2.6) ãëàä-êîñòü ðåøåíèÿ u òàêæå ðàñòåò. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, ϕ íåïðåðûâíî äè��åðåí-öèðóåìà â [α, β], òî è ðåøåíèå u ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé�óíêöèåé â Ï[α, β], ò. å. êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3) (ñîãëàñ-íî îïðåäåëåíèþ èç ï. 1.5). Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Cm(Ω), ââåäåííîãî â ï. 1.3, ñîîòâåòñòâóþùèé �àêò êðàòêî ìîæíî çàïèñàòüòàê: åñëè ϕ ∈ Cm[α, β], m = 1, 2, ..., òî u ∈ Cm(Π[α, β]).Åñëè, áîëåå òîãî, ϕ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé, òî è ðåøåíèåçàäà÷è Êîøè (2.3), (2.6) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé ïî êðàéíåéìåðå â îêðåñòíîñòè ó÷àñòêà [α, β]. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (2.3) ÿâëÿåòñÿïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñèñòåìû, íîðìàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t(êàê è x), òî óêàçàííûé �àêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Êîâàëåâñêîé(ñì. ï. 1.4). Âïðî÷åì, ýòî âûòåêàåò è èç ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå
u(x, t) = ϕ(x− t).Â êà÷åñòâå îòðåçêà, íà êîòîðîì çàäàþòñÿ äàííûå Êîøè, ìîæíî âûáðàòüè îòðåçîê [c, d] îñè t (ñì. ðèñ. 2.1á), çàäàâàÿ íà÷àëüíûå äàííûå â âèäå

u(0, t) = g(t), t ∈ [c, d], (2.8)ãäå g � íåêîòîðàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ. Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâà-åò, ÷òî ðåøåíèå u çàäà÷è (2.3), (2.8) â ïîëîñå Π[c, d], îáðàçîâàííîé âñåìèõàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (2.3), ïåðåñåêàþùèìè èíòåðâàë [c, d], ñóùå-ñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé: u(x, t) = g(t− x).Áîëåå òîãî, äàííûå Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.3) ìîæíî çàäàâàòü è íà ïðî-èçâîëüíîé ãëàäêîé êðèâîé Γ â ïëîñêîñòè (x, t) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñ êàæäîéèç õàðàêòåðèñòèê êðèâàÿ Γ ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå (ñì.ðèñ. 2.2à).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
u|Γ = ϕ, (2.9)äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü íóæíûé âèä ãëàäêîé �óíêöèè Φ â (2.5). Ýòî ìîæ-íî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ çàäàíàïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå x = xs ≡ ξ(s), t = ts ≡ η(s), s ∈ [s1, s2], ïðè-÷¼ì �óíêöèÿ ϕ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà s êðèâîé Γ. Ïðîâåäåì ÷åðåç êàæäóþ113



òî÷êó (xs, ts) ∈ Γ õàðàêòåðèñòèêó. Åå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, èìååò âèä
x− t = xs − ts = ξ(s) − η(s). (2.10)Ñðàâíèâàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ îáùèì óðàâíåíèåì õàðàêòåðèñòèêè x− t = c,

(à) (á)�èñ. 2.2ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ
c = ξ(s) − η(s). (2.11)Îíî ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s êðèâîé Γ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì �íîìå-ðîì� c õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (ξs, ηs). Ïðåäïîëîæèì, ÷òîâûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:(i) ϕ ∈ C1(Γ),Γ ∈ C1( ò.å. ξ è η ∈ C1[s1, s2]), ξ′(s)−η′(s) > 0 ∀s ∈ [s1, s2].Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èìåííî ïîñëåäíåå óñëîâèå â (i) îáåñïå÷èâàåò íàøå ïðåä-ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êðèâàÿ Γ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç õàðàêòåðèñòèê,ëåæàùåé â ïîëîñå ΠΓ, ëèøü â îäíîé òî÷êå. Â ñèëó ýòîãî óñëîâèÿ èìååì

c′s(s) ≡ ξ′(s) − η′(s) > 0 ∀s ∈ [s1, s2]. Ïîýòîìó, êîãäà ïàðàìåòð s ïðîáåãàåòèíòåðâàë [s1, s2], îòâå÷àþùèé åìó â ñèëó (2.11) �íîìåð� c, ìîíîòîííî âîç-ðàñòàÿ, ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó óñëîâèþ â (i), ïðîáåãàåò èíòåðâàë [c1, c2], ãäå
c1 = ξ(s1)− η(s1), c2 = ξ(s2)− η(s2). ßñíî, ÷òî ci îòâå÷àåò õàðàêòåðèñòèêå,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíè÷íóþ òî÷êó êðèâîé Γ, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ
si, i = 1, 2, ïàðàìåòðà s.Îáîçíà÷èì ÷åðåç s̃ : [c1, c2] → [s1, s2] �óíêöèþ, îáðàòíóþ ê �óíêöèè(2.11), ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî s̃(c) = s ∀c ∈ [c1, c2]. Èç ñâîéñòâîáðàòíûõ �óíêöèé è óñëîâèé (i) âûòåêàåò, ÷òî s̃ ∈ C1[c1, c2]. �àññìîòðèì âïîëîñå ΠΓ �óíêöèþ u, äåéñòâóþùóþ ïî �îðìóëå

u(x, t) = ϕ ◦ s̃(x− t) ≡ ϕ[s̃(x− t)]. (2.12)Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà �óíêöèè u, ñïðàâåäëèâûå ïðè âûïîëíåíèè(i): 114



1) Ôóíêöèÿ u îïðåäåëåíà â ïîëîñå ΠΓ. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà òî÷êà (x, t)ïðîáåãàåò ïîëîñó ΠΓ, ðàçíîñòü x − t = c ïðîáåãàåò èíòåðâàë [c1, c2], òîãäàêàê s̃(x− t) ïðîáåãàåò èíòåðâàë [s1, s2], ãäå îïðåäåëåíà �óíêöèÿ ϕ.2) Ôóíêöèÿ u êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèéïðèíàäëåæèò C1(ΠΓ) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.3) â êàæäîé òî÷êå ΠΓ.3) Ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
u(xs, ts) = ϕ ◦ s̃[ξ(s) − η(s)] = ϕ ◦ s̃(c) = ϕ(s) ∀s ∈ [s1, s2] ⇒ u|Γ = ϕ.Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ 1)�3) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé (i) �óíêöèÿ (2.12) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çà-äà÷è (2.3), (2.9), ïðè÷åì åäèíñòâåííûì â ïîëîñåΠΓ. Áîëåå òîãî, èç �îðìóëû(2.12) âûòåêàåò, ÷òî ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè èñõîäíûõ äàííûõ, ðîëü êîòîðûõâ äàííîì ñëó÷àå èãðàåò êàê �óíêöèÿ ϕ, òàê è ñàìà êðèâàÿ Γ, íà êîòîðîéçàäàíà �óíêöèÿ ϕ, ðàñò¼ò òàêæå è ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ u çàäà÷è (2.3), (2.9).Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i). Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðå-øåíèå u ∈ C1(ΠΓ) çàäà÷è Êîøè (2.3), (2.9) â ïîëîñå ΠΓ ñóùåñòâóåò,åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (2.12). Åñëè, áîëåå òîãî, Γ ∈ Cm(ò.å. ξ, η ∈ Cm[s1, s2]), à ϕ ∈ Cm(Γ), m = 2, 3, ..., òî u ∈ Cm(ΠΓ).Çàìå÷àíèå 2.1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå â (i) ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3), (2.9) äëÿ ïðî-èçâîëüíîé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ϕ. Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî âîáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3), (2.9) íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå ìîæ-íî äîêàçàòü åãî ñóùåñòâîâàíèå ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-íûõ ïðåäïîëîæåíèé íà ϕ. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé, êîãäà Γ ñîñòîèòèç òðåõ ó÷àñòêîâ: Γ = Γ1 ∪ Γ

′ ∪ Γ2, ïðè÷åì íà Γ1 è Γ2 ïîñëåäíåå óñëî-âèå â (i) âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà êàê íà ó÷àñòêå Γ
′ ãðàíèöû Γ, îòâå÷àþùåìèçìåíåíèþ ïàðàìåòðà s â èíòåðâàëå [s′1, s

′
2] ⊂ [s1, s2], âûïîëíÿåòñÿ óñëî-âèå: ξ′(s) − η′(s) = 0 èëè ξ(s) − η(s) =onst ∀s ∈ [s′1, s

′
2]. Ýòî óñëîâèåîçíà÷àåò â ñèëó (2.11), ÷òî ó÷àñòîê Γ′ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì õàðàêòåðèñòè-êè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.3), òàê ÷òî êðèâàÿ Γ èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íàðèñ. 2.2á. Ïîñêîëüêó ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûìíà õàðàêòåðèñòèêå, òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî �óíêöèþ ϕ íåëüçÿ çàäàâàòüïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà Γ′: íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-íèÿ çàäà÷è (2.3), (2.9) â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû �óíêöèÿ ϕâ (2.9) ïðèíèìàëà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà Γ′. Íî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿäîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì,ïðîâåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.�àçîáüåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîëîñóΠΓ íà äâå:ΠΓ1

è ΠΓ2
. Ïåðâàÿ ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîëîñó, îáðàçîâàííóþ õàðàêòåðèñòè-êàìè, ïåðåñåêàþùèìè ó÷àñòîê Γ1 êðèâîé Γ. Âòîðàÿ ïîëîñà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîëîñó, îáðàçîâàííóþ õàðàêòåðèñòèêàìè, ïåðå-115



ñåêàþùèìè ó÷àñòîê Γ2 êðèâîé Γ. ßñíî, ÷òî îáå ïîëîñû ðàçäåëÿþòñÿ ìåæ-äó ñîáîé îáùåé õàðàêòåðèñòèêîé x − t = c′, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ó÷àñòîê Γ′(ðèñ. 2.2á). Îáîçíà÷èì ñóæåíèÿ íà÷àëüíîé �óíêöèè ϕ íà Γ1 è Γ2 ÷åðåç ϕ1è ϕ2 ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì �óíêöèè u1 è u2, îïðåäåëÿåìûå â ΠΓ1
è ΠΓ2

ñîîòíîøåíèÿìè:
u1(x, t) = ϕ1(x− t), (x, t) ∈ ΠΓ1

, u2(x, t) = ϕ2(x− t), (x, t) ∈ ΠΓ2
.Èç òåîðåìû 2.1, ïðèìåíåííîé ê êàæäîé èç ïîëîñ ΠΓ1

è ΠΓ2
, ñëåäóåò, ÷òî�óíêöèÿ u1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3) â ïîëîñå ΠΓ1

óäîâëåòâî-ðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u|Γ1
= ϕ1, òîãäà êàê u2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (2.3) â ïîëîñå ΠΓ2

, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ u|Γ2
= ϕ2.×òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå u èñõîäíîé çàäà÷è (2.3), (2.9) âî âñåé ïîëîñå

ΠΓ, �ñêëåèì� �óíêöèè u1 è u2 íà îáùåé õàðàêòåðèñòèêå x− t = c′, ïîëàãàÿ
u(x, t) =

{

u1(x, t), (x, t) ∈ ΠΓ1
,

u2(x, t), (x, t) ∈ ΠΓ2
.Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.9), â òîì ÷èñëå è íàó÷àñòêå Γ′ êðèâîé Γ â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ íà �óíêöèþ ϕ, à òàêæåóðàâíåíèþ (2.3) âñþäó â ΠΓ, êðîìå îáùåé õàðàêòåðèñòèêè x− t = c′, èãðà-þùåé, òàêèì îáðàçîì, îñîáóþ ðîëü äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.9). ×òîáû �óíêöèÿ

u óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ (2.3) è íà ýòîé �îñîáîé� õàðàêòåðèñòèêå, íóæ-íî ïîòðåáîâàòü îò �óíêöèé ϕ1 è ϕ2, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè ñëåäóþùèìäâóì óñëîâèÿì
ϕ1(s

′
1) = ϕ2(s

′
2),

dϕ1(s
′
1)

ds
=
dϕ2(s

′
2)

ds
.Óêàçàííûå óñëîâèÿ ñëóæàò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíî-

(à) (á)�èñ. 2.3116



ñòè è íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ u íà îñîáîé õàðàêòå-ðèñòèêå x − t = c′, à ñëåäîâàòåëüíî, è âñþäó â ïîëîñå ΠΓ. Èõ íàçûâàþòóñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äëÿ çàäà÷èÊîøè (2.3), (2.9) äîëæíû çàäàâàòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ñëó÷àåâ: 1) êðèâàÿ
Γ, íà êîòîðîé çàäàíî óñëîâèå Êîøè, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, íî îíà ñîäåðæèòó÷àñòîê, ñîâïàäàþùèé ñ ÷àñòüþ õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.3), ëèáî ñî-äåðæèò òî÷êè, â êîòîðûõ íàïðàâëåíèå Γ ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìíàïðàâëåíèåì; 2) êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, â ýòîì ñëó÷àå óñëî-âèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñëåäóåò çàäàâàòü â êàæäîé òî÷êå êðèâîé Γ, ãäå íàðóøà-åòñÿ åå ãëàäêîñòü.Â êà÷åñòâå êðèâîé Γ ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ïðèìûêàþùèå äðóã êäðóãó îòðåçêè [0, β] îñè x è [0, d] îñè t (ñì. ðèñ. 2.3à). Ïðàâäà, ïîñêîëüêóãëàäêîñòü òàêîé êðèâîé Γ íàðóøàåòñÿ â òî÷êå (0, 0), òî ïðè ýòîì ïðèäåòñÿïîçàáîòèòüñÿ (ñ ïîìîùüþ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ) î òîì, ÷òîáû ýëåìåíòû�óíêöèè ϕ, çàäàííûå íà îòðåçêàõ [0, β] îñè x è [0, d] îñè t, îïðåäåëÿëè�óíêöèþ u â (2.5), äè��åðåíöèðóåìóþ íà õàðàêòåðèñòèêå x = t, ïðîõî-äÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, 0). Ê âîïðîñó, êàê ýòî ñäåëàòü, ìû åùå âåðíåìñÿâ ï. 2.2. À âîò îòðåçêè [α, 0] îñè x è [0, d] îñè t, êîòîðûå èçîáðàæåíû íàðèñ. 2.3á, èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè ñëåäóåò î÷åíü îñòî-ðîæíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå åñòü õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòêàê îòðåçîê [α, 0] îñè x, òàê è îòðåçîê [0, d] îñè t. Ïîñêîëüêó âäîëü êàæ-äîé òàêîé õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèå u ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, òîçàäàâàòü çíà÷åíèÿ ϕ íà óêàçàííûõ îòðåçêàõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íåëü-çÿ. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà äàííûå Êîøè çàäàþòñÿ íà îòðåçêå

(à) (á)�èñ. 2.4
AB îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê, íàïðèìåð x − t = 0 (ñì. ðèñ. 2.4à). Ïîñêîëü-êó ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) ïîñòîÿííî íà îòðåçêå AB, òî ÿñíî, ÷òî�óíêöèþ ϕ çàäàâàòü íà îòðåçêå AB ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íåëüçÿ. Áîëååòîãî, â êà÷åñòâå �óíêöèè ϕ ìîæíî çàäàòü ëèøü êîíñòàíòó. Åñëè æå �óíê-öèÿ ϕ ïîñòîÿííà, ò. å. ϕ = ϕ0 = const íà AB, òî ðåøåíèåì òàêîé çàäà÷è117



Êîøè áóäåò ÿâëÿòüñÿ �óíêöèÿ u = Φ(x − t), ãäå �óíêöèÿ Φ ïîä÷èíåíàåäèíñòâåííîìó óñëîâèþ Φ(0) = ϕ0, à â îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíà. Òàêèì îá-ðàçîì, îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè â ýòîì ñëó÷àå ñòÿãèâàåòñÿ â îäíó ïðÿìóþ(õàðàêòåðèñòèêó) x− t = 0.Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò âûâîä, ÷òî âûáîð êðèâûõ èëè îò-ðåçêîâ, íà êîòîðûõ ðàçóìíî çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íå ìîæåòáûòü ïðîèçâîëüíûì. Íóæíî ó÷èòûâàòü ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ó÷àñòêîâ îòíî-ñèòåëüíî ïðÿìûõ x − t = c, êîòîðûå èãðàþò, òàêèì îáðàçîì, îñîáóþ ðîëüäëÿ óðàâíåíèÿ (2.3). Ïîýòîìó ýòè ïðÿìûå ïîëó÷èëè îñîáîå íàçâàíèå õàðàê-òåðèñòèê óðàâíåíèÿ (2.3).Â äàëüíåéøåì, çàäàâàÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îòðåçêå îñè x â âèäå(2.6) è ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3) â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîëîñå
Π[α, β], îïèðàþùåéñÿ íà ýòîò îòðåçîê, òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé âðåìåíè t ≥ 0,ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà (2.6) êàê íà íà÷àëüíîå óñëîâèå. Åñëè æå äîïîëíè-òåëüíîå óñëîâèå çàäàåòñÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå îñè t, ò. å. ïðè x = 0, â âèäå(2.8), òî íà íåãî áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà ãðàíè÷íîå óñëîâèå.�àññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùåå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0, (2.13)ãäå a = const > 0. �àññóæäàÿ, êàê è âûøå, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óðàâíå-íèþ (2.13) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà

dx

dt
= a, x|t=t0 = x0. (2.14)Ïîñêîëüêó a = const, òî ñîãëàñíî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé [51℄ ðåøåíèå çàäà÷è (2.14) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïè-ñûâàåò ïðÿìóþ (èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ çàäà÷è (2.14))

x = a(t− t0) + x0. (2.15)Óêàçàííóþ ïðÿìóþ íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ (2.13), ïðîõî-äÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, t0). Êîãäà òî÷êà (x0, t0) ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ îá-ëàñòü â ïëîñêîñòè x, t, ïðÿìûå (2.15) ïðîáåãàþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-ìåéñòâî ïðÿìûõ x− at = const, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2.4á.�àññóæäàÿ, êàê è âûøå, ëåãêî ïîêàçûâàåì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ (2.13) èìååò âèä
u(x, t) = Φ(x− at), (2.16)ãäå Φ � ïðîèçâîëüíàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, òîãäà êàê ÷àñòíîå ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ (2.13), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.6), èìååòâèä
u(x, t) = ϕ(x− at). (2.17)118



Òî÷íî òàê æå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.13), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷-íîìó óñëîâèþ (2.8), èìååò âèä
u(x, t) = g(t− x/a). (2.18)Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå èññëåäóåòñÿ óðàâíåíèå
∂u

∂t
− a

∂u

∂x
= 0. (2.19)Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ (â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ) çàäà÷è Êîøè

dx

dt
= −a, x|t=t0 = x0íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ (2.19), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

(x0, t0). Ïîñêîëüêó a = const, òî ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ñóùåñòâóåò,åäèíñòâåííî è îïèñûâàåò ïðÿìóþ x = −a(t− t0) + x0. Êîãäà òî÷êà (x0, t0)ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ îáëàñòü, óêàçàííûå ïðÿìûå ïðîáåãàþò îäíîïàðàìåò-ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ x+at = const, èçîáðàæåííûõ âìåñòå ñ õàðàêòå-ðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (2.13) íà ðèñ. 2.4á. Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òîîáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.19), ÷àñòíîå åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùååíà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.6), è ÷àñòíîå åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðà-íè÷íîìó óñëîâèþ (2.8), èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä Φ(x + at), ϕ(x + at) è
g(t + x/a). Ïðè ýòîì ðåøåíèå, íàïðèìåð, çàäà÷è (2.19), (2.6) åäèíñòâåííîâ ïîëîñå Π−[α, β], îáðàçîâàííîé âñåìè õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (2.19),ïåðåñåêàþùèìè [α, β].2.2. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîìåðíîãî íåîäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ. �àññìîòðèì â ýòîì ïóíêòå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= f. (2.20)Çäåñü f - çàäàííàÿ �óíêöèÿ. Ïîñòàâèì çàäà÷ó: íàéòè â ïîëîñå Π[α, β] ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ (2.20), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.6).Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (2.20) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.20), (2.6)ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Ñîãëàñíî åìó, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(2.20), (2.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

u = u1 + u2. (2.21)Çäåñü u1 � ðåøåíèå çàäà÷è
∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0, u|t=0 = ϕ(x), x ∈ [α, β], (2.22)òîãäà êàê u2 � ðåøåíèå çàäà÷è

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= f, u|t=0 = 0, x ∈ [α, β]. (2.23)119



Ïîñêîëüêó ðåøåíèå u1 çàäà÷è (2.22) óæå ïîñòðîåíî â ï. 2.1 è èìååò âèä(2.17) â ïîëîñå Π[α, β], òî íàì îñòàåòñÿ íàéòè ëèøü ðåøåíèå çàäà÷è (2.23).Äëÿ íàõîæäåíèÿ u2 ïðîäåëàåì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå. Ââåäåì â ðàññìîò-
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α β(à) (á)�èñ. 2.5ðåíèå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.20). Êàê è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-íèÿ (2.13), ïîä íèìè áóäåì ïîíèìàòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå çàäà÷è Êîøè(2.14), ò. å. â äàííîì ñëó÷àå (ïðè a = const) ïðÿìûå (2.15). Âîçüìåì ïðîèç-âîëüíóþ òî÷êó (x0, t0) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîëîñû Π[α, β] äëÿ óðàâíåíèÿ(2.20) è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå õàðàêòåðèñòèêó äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ x (ñì.ðèñ. 2.5à). Óðàâíåíèå óêàçàííîé õàðàêòåðèñòèêè èìååò âèä (2.15). Âäîëüêàæäîé òàêîé õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèå u2 ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé �óíêöèåé ïà-ðàìåòðà t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç du2/dt ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäíóþ îò u2ïî t. �àññóæäàÿ, êàê â íà÷àëå ï. 2.1, èìååì
du2

dt
=
∂u2

∂t
+
∂u2

∂x

dx

dt
=
∂u2

∂t
+ a

∂u2

∂x
.Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (2.20), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âäîëü êàæ-äîé õàðàêòåðèñòèêè (2.15) óðàâíåíèå â (2.23) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó îáûê-íîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

du

dt
= f [x0 + a(t− t0), t] (2.24)äëÿ �óíêöèè u[x0 +a(t− t0), t] êàê �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé t. Èíòåãðè-ðóÿ óðàâíåíèå (2.24) íà èíòåðâàëå [0, t0], ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòèíà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â (2.23), ÷òî

u2(x0, t0) =

t0
∫

0

f [x0 + a(t− t0), t]dt =

t0
∫

0

f [x0 + a(τ − t0), τ ]dτ. (2.25)120



(Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ìû èçìåíèëè äëÿ ïîñëåäóþùåãî óäîáñòâà ïåðå-ìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ t íà τ). Ôîðìóëà (2.25) îïèñûâàåò ðåøåíèå u2 â�èêñèðîâàííîé òî÷êå (x0, t0). Åñëè òåïåðü (x, t) � ïåðåìåííàÿ òî÷êà ïîëîñû
Π[α, β], òî, çàìåíÿÿ â (2.25) (x0, t0) íà (x, t), ïðèõîäèì ê �îðìóëå

u2(x, t) =

t
∫

0

f [x+ a(τ − t), τ ]dτ, (x, t) ∈ Π[α, β]. (2.26)Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ u2 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåìçàäà÷è Êîøè (2.23). Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåð-êîé. Â ñàìîì äåëå, î÷åâèäíî, ÷òî u2(x, 0) = 0. Äè��åðåíöèðóÿ äàëåå u2 ïî
t, èìååì

∂u2(x, t)

∂t
= −a

t
∫

0

fy[x+ a(τ − t), τ)]dτ + f(x, t),ãäå ÷åðåç fy îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Ìûïðåäïîëàãàåì, êîíå÷íî, ÷òî îíà ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà. Ýòî çàâåäîìîèìååò ìåñòî, åñëè �óíêöèÿ f çàäàíà è íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìà âïîëîñå Π[α, β]. Àíàëîãè÷íî
a
∂u2(x, t)

∂x
= a

t
∫

0

fy[x+ a(τ − t), τ)]dτ.Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
∂u2(x, t)

∂t
+ a

∂u2(x, t)

∂x
= f(x, t).Èç (2.26) è (2.21) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.20), (2.6) èìååòâèä

u(x, t) = ϕ(x− at) +

t
∫

0

f [x+ a(τ − t), τ ]dτ, (x, t) ∈ Π[α, β] (2.27)ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî f è ϕ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûìè�óíêöèÿìè. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îò ïðîòèâíîãî ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òîðåøåíèå u çàäà÷è (2.20), (2.6) åäèíñòâåííî â ïîëîñå Π[α, β]. Èçëîæåííûéìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.20), (2.6) íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà õàðàêòå-ðèñòèê.Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿçàäà÷è Êîøè
∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= f, u|x=0 = g(t), t ∈ [c, d], (2.28)121



îòâå÷àþùåé ñèòóàöèè, êîãäà äàííûå Êîøè çàäàþòñÿ íà îòðåçêå [c, d] îñè
t. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x0, t0) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîëîñû Π[c, d]äëÿ óðàâíåíèÿ (2.20) è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå õàðàêòåðèñòèêó (2.15), ÿâëÿþùó-þñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.14), äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ t â òî÷êå t′0 = t0−x0/a.Âäîëü ýòîé õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèå (2.20) ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìóäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.24). Èíòåãðèðóÿ åãî íà èíòåðâàëå τ ∈
[t0 − x0/a, t], ïîëó÷èì

u(x0, t0) =

t0
∫

t0−x0/a

f [x0 + a(τ − t0), τ ]dτ.Çàìåíÿÿ (x0, t0) íà ïåðåìåííóþ òî÷êó (x, t) ïîëîñû Π[c, d], ïðèõîäèì ê �îð-ìóëå
u(x, t) =

t
∫

t−x/a

f [x+ a(τ − t), τ ]dτ, (x, t) ∈ Π[c, d]. (2.29)Ïðîñòîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî �óíêöèÿ (2.29) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è (2.28) ïðè g = 0, òîãäà êàê �óíêöèÿ
u(x, t) = g(t− x/a) +

t
∫

t−x/a

f [x+ a(τ − t), τ ]dτ, (x, t) ∈ Π[c, d] (2.30)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (2.28) ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî�óíêöèè f è g ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìèñâîèõ àðãóìåíòîâ. Óêàçàííîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî â ïîëîñå Π[c, d].�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ îáùóþ íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâ-íåíèÿ (2.20) â îáëàñòè Q = (0, l]× (0, T ]:
∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= f â Q, (2.31)

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ [0, l], u|x=0 = g(t), t ∈ [0, T ]. (2.32)Ïîñêîëüêó äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (2.31) çà-äàþòñÿ êàê ïðè t = 0, òàê è íà êîíöå x = 0 èíòåðâàëà (0, l), òî çàäà÷à(2.31)�(2.32) èìååò ñìûñë íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2.31).Äëÿ êðàòêîñòè íà íå¼ áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 1. Ïîñòàâèì öåëü: ïî-ñòðîèòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u çàäà÷è 1. Ïðèâåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèåýòîãî ïîíÿòèÿ, ðóêîâîäñòâóÿñü ñîîáðàæåíèÿìè, èçëîæåííûìè â ï. 1.5Îïðåäåëåíèå 2.1. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è 1 áóäåì íàçûâàòü�óíêöèþ u ∈ C1(Q) ∩ C0(Q), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (2.31) â êàæ-äîé òî÷êå (x, t) ∈ Q, íà÷àëüíîìó óñëîâèþ â (2.32) â êàæäîé òî÷êå x ∈
[0, l] è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â (2.32) ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t ∈ [0, T ].122



Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 2.1 êëàññè÷åñêîå ðåøå-íèå u çàäà÷è 1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé â Q �óíêöèåé,óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2.31) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ Q, â òîì ÷èñ-ëå è â òî÷êàõ (l, t) è (x, T ), ëåæàùèõ íà ïðàâîé è âåðõíåé ãðàíèöàõ Q.Íî îíî íå îáÿçàíî, âîîáùå ãîâîðÿ, óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (2.31) è áûòüíåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûì â òî÷êàõ (x, 0) íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè
Q, ãäå çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå, è â òî÷êàõ (0, t) ëåâîé ãðàíèöû, ãäå çà-äàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (2.32).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

f ∈ Cm(Q), ϕ ∈ Cm[0, l], g ∈ Cm[0, T ]. (2.33)Çäåñü m ∈ N+ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïîëîæèì
Q1 = {(x, t) ∈ Q : x > at}, Q2 = {(x, t) ∈ Q : x < at}, (2.34)

u1(x, t) = ϕ(x− at) +

t
∫

0

f [x+ a(τ − t), τ ]dτ â Q1, (2.35)
u2(x, t) = g(t− x/a) +

t
∫

t−x/a

f [x+ a(τ − t), τ ]dτ â Q2. (2.36)Èç ïðåäûäóùåãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.33)
ui ∈ Cm(Qi), i = 1, 2, ïðè÷åì �óíêöèÿ u1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.31)â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Q1 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ â (2.32), à �óíêöèÿ u2óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.31) âñþäó â Q2 è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â (2.32).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ âî âñåé îáëàñòè Q �ñêëåèì� �óíêöèè u1 è u2 íà�îñîáîé� äëÿ çàäà÷è 1 õàðàêòåðèñòèêå x = at, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç óãëîâóþòî÷êó (0, 0), ïîëàãàÿ

u(x, t) =

{

u1(x, t), (x, t) ∈ Q1,
u2(x, t), (x, t) ∈ Q2.

(2.37)ßñíî, ÷òî òàê ââåäåííàÿ �óíêöèÿ u ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Cm(Q), m ≥
1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèè u1 è u2 ñîâïàäàþò íà îñîáîé õàðàê-òåðèñòèêå x = at âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêàm âêëþ÷èòåëü-íî. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èñõîäíûåäàííûå çàäà÷è (2.31), (2.32), ò.å. �óíêöèè f, ϕ è g, óäîâëåòâîðÿëè âìå-ñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà m âêëþ÷èòåëüíî îïðåäåëåííûìóñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ â òî÷êå (0, 0). Ïðîñòåéøèå èç íèõ, èìåþùèå âèä

ϕ(0) = g(0); g′(0) + aϕ′(0) = f(0, 0), (2.38)123



ñëóæàò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîé äè�-�åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè (2.37) íà õàðàêòåðèñòèêå x = at, à ñëåäîâàòåëü-íî, è âî âñåé îáëàñòè Q. Ýòî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé ëåììû,äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.Ëåììà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.33) ïðè m = 1 è óñëî-âèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (2.38). Òîãäà �óíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (2.37),ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1(Q).Èç ëåììû 2.1 è ñâîéñòâ �óíêöèé u1, u2 âûòåêàåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî�óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.31) è íà õàðàêòåðèñòèêå x = at,à ñëåäîâàòåëüíî, è âñþäó â Q. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ u â (2.31) îáëà-äàåò âñåìè ñâîéñòâàìè, âõîäÿùèìè â îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿçàäà÷è (2.31)-(2.32). Áîëåå òîãî, u íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.31) íå òîëüêî â Q, êàê ýòî òðåáóåòñÿ â îïðåäåëåíèèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íî è âñþäó â Q, ò. å., êðîìå òîãî, è â ãðàíè÷íûõòî÷êàõ (0, t) è (x, 0) ìíîæåñòâà Q. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ëåãêî äîêàçû-âàåòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ââèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2.1. Òîãäà êëàñ-ñè÷åñêîå ðåøåíèå u çàäà÷è 1 ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó C1(Q) è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.35)-(2.37).Çàìå÷àíèå 2.2. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ �îðìóë (2.35)�(2.37) ðåøåíèå çàäà÷è 1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1(Q), ò. å. îáëàäàåòáîëåå ãëàäêèìè ñâîéñòâàìè, ÷åì óêàçàíî â îïðåäåëåíèè êëàñè÷åñêîãî ðåøå-íèÿ. Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìàòå-ìàòè÷åñêîé �èçèêè îáëàäàåò áîëåå ãëàäêèìè ñâîéñòâàìè, ÷åì ïîëàãàåòñÿêëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî îïðåäåëåíèåì, áóäåò ÷àñòîâñòðå÷àòüñÿ äàëåå ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-êè. ×òîáû îòëè÷èòü áîëåå ãëàäêîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå îò ÷èñòî êëàñ-ñè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íà ïåðâîå áóäåì îáû÷íî ññûëàòüñÿ êàê íà ðåãóëÿðíîåðåøåíèå.Èç (2.35)�(2.37), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è 1 ñïðà-âåäëèâà îöåíêà
‖u‖C(Q) ≤ max(‖ϕ‖C[0,l], ‖g‖C[0,T ]) + T‖f‖C(Q). (2.39)Çäåñü â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè ï. 1.3

‖ϕ‖C[0,l] = max
x∈[0,l]

|ϕ(x)|, ‖g‖C[0,T ] = max
t∈[0,T ]

|g(t)|, ‖f‖C(Q) = max
(x,t)∈Q

|f(x, t)|.Ïðè f = 0 ðåøåíèå u, êðîìå òîãî, ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê èóäîâëåòâîðÿåò �÷èñòîìó� ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, à èìåííî:
m ≤ u(x, t) ≤M ∀(x, t) ∈ Q. (2.40)124



Çäåñü m = min( min
x∈[0,l]

ϕ(x), min
t∈[0,T ]

g(t)); M = max(max
x∈[0,l]

ϕ(x), max
t∈[0,T ]

g(t)). Îá-ðàòèâøèñü ê îöåíêàì (2.39), (2.40), çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå îöåíêè ïîëó-÷åíû íà îñíîâå ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå (2.35)�(2.37). Îöåíêèòàêîãî ðîäà (ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì èí�îðìàöèè î ðåøåíèè), íàçû-âàþòñÿ àïîñòåðèîðíûìè. �îëü ýòèõ îöåíîê â îáùåì-òî íåâåëèêà, òàê êàêíàéòè ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ óäà¼òñÿ â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.Òàê, äëÿ óðàâíåíèÿ
∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+ γ(x, t)u = f â Q (2.41)ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷-íûì. Âàæíî, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî îöåíêè âèäà (2.39) ìîæíî ïîëó÷àòü èáåç èñïîëüçîâàíèÿ èí�îðìàöèè î òî÷íîì ðåøåíèè u, à ñ èñïîëüçîâàíèåìëèøü ñâîéñòâ ñàìîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâî-ðÿåò u. Ïîÿñíèì èäåþ òàêîãî ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê ðåøåíèÿ íàïðèìåðå áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ (2.41). Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ�èçè÷åñêèì ñìûñëîì (ñì. � 4 ãë. 1) ñëàãàåìîå γu îïèñûâàåò ïðè γ ≥ 0ý��åêò ïîãëîùåíèÿ ïåðåíîñèìîé â ñðåäå ñóáñòàíöèè, âûçâàííîãî, íàïðè-ìåð, äåéñòâèåì õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Äëÿ êðàòêîñòè íà çàäà÷ó (2.41), (2.32)áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 2.2.3. Ìåòîä ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèåïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ è íåïðåðûâíûõ íà ðàññìàòðèâàåìîìèíòåðâàëå [0, l]. Îïðåäåëèâ â íåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó ïî �îð-ìóëàì

(u, v) = (u, v)H =

∫ l

0

u(x)v(x)dx, ‖u‖ = ‖u‖H = (u, u)1/2, (2.42)ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî (èëè ïðåäãèëüáåðòîâî) ïðîñòðàíñòâî,ò. å. íåïîëíîå ïî ââåä¼ííîé íîðìå �óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà-÷èì åãî ÷åðåç H = H[0, l]. Òî÷íî òàê æå ÷åðåç G = G[0, T ] îáîçíà÷èìïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà èíòåðâàëå [0, T ] �óíêöèé ñ íîðìîé ‖g‖G =
(

∫ T

0 g2(t)dt
)1/2. Ââåäåì äàëåå äâà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà U = C[0, T ;H]è F = L1(0, T ;H), ñîñòîÿùèå èç �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò (x, t) ∈ Q, ñ íîð-ìàìè
‖u‖U = max

0≤t≤T
‖u(·, t)‖H, ‖f‖F =

∫ T

0

‖f(·, t)‖Hdt. (2.43)Ïåðâîå èç íèõ ñîñòîèò èç �óíêöèé u : Q → R, íîðìû êîòîðûõ â ïðî-ñòðàíñòâå H, çàâèñÿùèå îò t, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè îò t íàèíòåðâàëå [0, T ]. Âòîðîå ñîñòîèò èç �óíêöèé f : Q → R, íîðìû êîòîðûõâ H ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè �óíêöèÿìè íà (0, T ). Âûðàæåíèÿ â (2.43)125



óäîâëåòâîðÿþò âñåì òð¼ì óñëîâèÿì, âõîäÿùèì â îïðåäåëåíèå íîðìû (ñì.ï. 1.3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �îðìóëû â (2.43) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò íîð-ìû â ïðîñòðàíñòâàõ U è F .Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåíèå u çàäà÷è 2 ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò ïðî-ñòðàíñòâó C1(Q), ò. å. ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, óìíîæèì óðàâíåíèå (2.41) íà
u è ïðîèíòåãðèðóåì íà èíòåðâàëå (0, l). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∫ l

0

∂u

∂t
udx =

1

2

∫ l

0

d

dt
u2dx =

1

2

d

dt

∫ l

0

u2dx =
1

2

d

dt
‖u(·, t)‖2,

∫ l

0

a
∂u

∂x
udx =

a

2

∫ l

0

∂

∂x
(u2)dx =

a

2
[u2(l, t) − u2(0, t)],ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â (2.32) ê ñîîòíîøåíèþ

d

dt
‖u(·, t)‖2 + au2(l, t) − ag2(t) + 2

∫ l

0

γu2dx = 2(f, u). (2.44)Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî g(t) = 0, γ(x, t) ≥ 0. Îñòàâëÿÿ â ëåâîé ÷à-ñòè (2.44) ïåðâîå ñëàãàåìîå è ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâî Êîøè,ñîãëàñíî êîòîðîìó |(f, u)| ≤ ‖f‖‖u‖, ïîëó÷èì
d

dt
‖u(·, t)‖2 ≡ 2‖u‖ d

dt
‖u‖ ≤ 2‖f‖‖u‖.Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ‖u‖ > 0, îêðàòèì îáå ÷àñòè íà 2‖u‖ è ïðîèíòåãðèðóåìïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà èíòåðâàëå (0, t). Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå â(2.32), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

‖u(·, t)‖ ≤ ‖ϕ‖H +

∫ t

0

‖f(·, τ)‖dτ ≤ ‖ϕ‖H +

∫ T

0

‖f(·, τ)‖dτ ∀t ∈ [0, T ].Ïðè ‖u‖ = 0 ýòî íåðàâåíñòâî è òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî. Èç íåãî âûòåêàåò ñó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (2.43), ÷òî
‖u‖U ≤ ‖ϕ‖H + ‖f‖F . (2.45)Ïóñòü òåïåðü f = 0, γ ≥ 0. Èíòåãðèðóÿ (2.44) ïðè f = 0 íà (0, t),ïîëó÷èì

‖u(·, t)‖2 = ‖ϕ‖2 +a

∫ t

0

g2(τ)dτ −a
∫ t

0

u2(l, τ)dτ −2

∫ t

0

∫ l

0

γu2dxdτ. (2.46)Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (2.46) íåïîëîæèòåëü-íû, òî, îòáðàñûâàÿ èõ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
‖u(·, t)‖2 ≤ ‖ϕ‖2 + a

∫ t

0

g2(τ)dτ = ‖ϕ‖2
H + a‖g‖2

G ∀t ∈ [0, T ]. (2.47)126



Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ = 0, èç (2.47) ïðèõîäèì ê îöåíêå
‖u‖U ≤

√
a‖g‖G. (2.48)Èç (2.45) è (2.48) âûòåêàåò â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è 2 íåðàâåíñòâî

‖u‖U ≤ ‖ϕ‖H +
√
a‖g‖G + ‖f‖F . (2.49)Îíî îáîáùàåò (2.45) íà ñëó÷àé, êîãäà g(t) 6= 0. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû â âèäå ëåììû.Ëåììà 2.2. Ïóñòü �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è2, îòâå÷àþùèì òðîéêå (ϕ, g, f), è γ ≥ 0 â Q. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà(2.49).Íåðàâåíñòâî (2.49) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè γ ≥ 0 íîðìà ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ

u çàäà÷è 2 îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîñòîÿííîé, ðàâíîé ñóììå íîðì èñõîäíûõäàííûõ ϕ, g è f . Òàêèì îáðàçîì, (2.49) èãðàåò ðîëü ïðîñòåéøåé îöåíêèíà ðåøåíèå u ñâåðõó, ïðè÷åì óêàçàííàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà íå èç ïðåäñòàâëå-íèÿ ðåøåíèÿ, à èñõîäÿ ëèøü èç ñâîéñòâ ñàìîãî óðàâíåíèÿ (2.41) è ïðåäïî-ëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè è íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ.Îöåíêè òàêîãî òèïà, óñòàíàâëèâàþùèå ñîîòâåòñòâóþùóþ èí�îðìàöèþ îðåøåíèè äî åãî íàõîæäåíèÿ, íàçûâàþòñÿ àïðèîðíûìè. Â îòëè÷èå îò àïî-ñòåðèîðíûõ îöåíîê, àïðèîðíûå îöåíêè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ äîêàçàòåëüñòâàñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷.Ïðè÷åì, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ñîâåðøåííî íå èñïîëüçóåòñÿ ÿâíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå ðåøåíèÿ, òî ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî ïîëó÷àòü îöåíêè êàêäëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè èëè ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè, òàê äà-æå è äëÿ íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êîððåêòíîñòè êðàåâûõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ïî-ëó÷åíèè è èñïîëüçîâàíèè àïðèîðíûõ îöåíîê, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì àïðè-îðíûõ îöåíîê. Åãî òàêæå íàçûâàþò ìåòîäîì ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâèëè ïðîñòî ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïîñëåäíåå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî îöåíèâàåìàÿ âåëè÷èíà, â ÷àñòíîñòè, ‖u‖2, ÷àñòî èìååò ñìûñë ýíåð-ãèè ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé ñèñòåìû. Õîòÿ â íàøåì ñëó÷àå òåðìèí�ýíåðãèÿ� ñêîðåå íîñèò ìàòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð è îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó
E(t) = ‖u(·, t)‖2

H, íåçàâèñèìî îò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà ïîñëåäíåé.Â ÷àñòíîñòè, èç îöåíêè (2.49) âûòåêàåò â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è 2åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ u è óñòîé÷èâîñòü åãî â âûáðàííûõ íîðìàõ. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïóñòü �óíêöèè ui ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè çàäà-÷è 2, îòâå÷àþùèìè òðîéêàì (ϕi, gi, fi) èñõîäíûõ äàííûõ, i = 1, 2. Òî-ãäà ðàçíîñòü u1 − u2 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì, îòâå÷àþùèì òðîéêå(ϕ1 − ϕ2, g1 − g2, f1 − f2). Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2.2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖u1 − u2‖U ≤ ‖ϕ1 − ϕ2‖H +

√
a‖g1 − g2‖G + ‖f1 − f2‖F . (2.50)127



Èç (2.50), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïðàâîé ÷àñòè âíîðìå ïðîñòðàíñòâà F , íà÷àëüíîé �óíêöèè â íîðìå H è ãðàíè÷íîé �óíê-öèè â íîðìå G îòâå÷àþò ìàëûå âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ â U . Ýòî è îçíà÷àåòóñòîé÷èâîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2. Èç (2.50) òàêæå âûòåêàåò, ÷òî
u1 = u2 ïðè ϕ1 = ϕ2, g1 = g2, f1 = f2. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòüðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âè-äå òåîðåìû.Òåîðåìà 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ γ ≥ 0 â Q ðåãóëÿðíîå ðåøå-íèå u ∈ C1(Q) çàäà÷è 2 åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò èñõîäíûõäàííûõ (ϕ, g, f) â òîì ñìûñëå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (2.50).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà γ = 0, èç òåîðåì 2.1 è 2.2 âûòåêàåò ñëåäóþùååÑëåäñòâèå 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2.1 ðåãóëÿðíîå ðå-øåíèå u ∈ C1(Q) çàäà÷è 1 ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, è äëÿ íåãî âûïîë-íÿåòñÿ îöåíêà (2.49), îçíà÷àþùàÿ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ uîò äàííûõ (ϕ, g, f).Èòàê, ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøå-íèÿ çàäà÷è 1 ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îñíîâûâàëîñü íàìåòîäå õàðàêòåðèñòèê, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî �àêòè÷åñêè áûëî ïîñòðîåíîÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå (2.35)�(2.37). Â òî æå âðåìÿ ïðè äîêà-çàòåëüñòâå óñòîé÷èâîñòè è åäèíñòâåííîñòè ìû èñïîëüçîâàëè ñîâñåì äðóãîéïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ,êîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàñ-ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ìåòîäû, ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì äå-ëîì ïðè òåîðåòè÷åñêîì èçó÷åíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Îòìåòèìïðè ýòîì, ÷òî ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, èñïîëüçóåìûé ïðè âûâîäå ÿâíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñïåöè�è÷åñêèì è èñïîëüçó-åòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ëèøü íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ óðàâíåíèéìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü åìó, ìåòîä ýíåðãåòè÷åñêèõíåðàâåíñòâ, èñïîëüçóåìûé íàìè âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå åäèíñòâåííîñòèðåøåíèÿ çàäà÷è 2, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì è ñ óñïåõîì áóäåòïðèìåíÿòüñÿ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðè èññëåäîâàíèè åäèíñòâåííîñòè ðåøå-íèé äðóãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.Íàðÿäó ñ àïðèîðíûìè îöåíêàìè âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûåèíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå íåêîòîðûå èíòåãðàëü-íûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðîñòåéøèé èç íèõ äëÿçàäà÷è (2.41), (2.32) èìååò âèä (2.46). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà g(t) = 0, îíîçíà÷àåò, ÷òî ïðè f = 0 è γ ≥ 0 ýíåðãèÿ E(t) óáûâàåò ñ ðîñòîì t (òàê êàêñ ðîñòîì t óáûâàþò ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (2.46)). Ýòîåñòåñòâåííî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó óñëîâèÿ f = 0, g = 0îçíà÷àþò îòñóòñòâèå ïðèòîêà ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó. Òàê êàêïðè ýòîì ÷àñòèöû, âûõîäÿùèå èç (0, l) ÷åðåç êîíåö x = l âûíîñÿò ñ ñîáîé128



÷àñòü ýíåðãèè, òî ýíåðãèÿ ìîæåò ëèøü óáûâàòü. Ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âïðàâîé ÷àñòè (2.46) êàê ðàç è îïèñûâàþò òåðÿåìóþ çà ñ÷åò âûõîäà ÷àñòèöýíåðãèþ çà âðåìÿ t, òîãäà êàê ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò òåðÿåìóþýíåðãèþ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé. Îòáðàñûâàÿ èõ, ìû ïîëó-÷èëè âûøå àïðèîðíóþ îöåíêó (2.47), ñïðàâåäëèâóþ ïðè f = 0, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.Ïðè γ ≡ 0 çàêîí ñîõðàíåíèÿ (2.46) ïðèíèìàåò âèä
‖u(·, t)‖2

H = ‖ϕ‖2
H + a

∫ t

0

g2(τ)dτ − a

∫ t

0

u2(l, τ)dτ.Äàííîå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò çíà÷åíèÿ u â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ ëèøüíà ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà Qt = (0 < x < l, 0 < τ < t). Ýòî îáúÿñíÿ-åòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî óðàâíåíèå (2.31) èìååò äèâåðãåíòíûé âèä(òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.31) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíóþ äè-âåðãåíöèþ âåêòîðà (u, au)). Ñâîéñòâî äèâåðãåíòíîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëüïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèå ïåðåíî-ñà [44℄, [2℄.2.4. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïå-ðåíîñà â ïðÿìîóãîëüíèêå. Ïóñòü Ω = (0 < x < l, 0 < y < h) � ïðÿìî-óãîëüíèê â ïëîñêîñòè x, y. Â îáëàñòè Q = {(x, y, t), (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ]}ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà
∂u

∂t
+ a · gradu ≡ ∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
= f. (2.51)Çäåñü a è b � çàäàííûå â Q êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè a = (a, b) äâè-æóùåéñÿ æèäêîñòè, f � çàäàííàÿ â Q ïðàâàÿ ÷àñòü. Ôóíêöèè a è b áóäåìñ÷èòàòü óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:(i) a, b ∈ C1,0(Q),(ii) a|x=0 = a1(y, t) > 0, a|x=l = a2(y, t) > 0, y ∈ [0, h], t ∈ [0, T ];

b|y=0 = b|y=h = 0, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],(ii′) diva = ∂a
∂x + ∂b

∂y = 0 â Q, ∫Γ1
a1ds =

∫

Γ2
a2ds.Çäåñü C1,0(Q) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé w : Q→ R, íåïðåðûâíûõíà Q âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ∂w/∂x è ∂w/∂y.Óñëîâèÿ (ii) �èçè÷åñêè îçíà÷àþò, ÷òî æèäêîñòü âòåêàåò â îáëàñòü Ω ñëå-âà ÷åðåç ó÷àñòîê Γ1 = {(x, y), x = 0, y ∈ (0, h)}, à âûòåêàåò èç Ω ñïðàâà÷åðåç ó÷àñòîê Γ2 = {(x, y), x = l, y ∈ (0, h)}, ïðè÷åì ãîðèçîíòàëüíûå ñòåí-êè y = 0 è y = h ÿâëÿþòñÿ íåïðîíèöàåìûìè äëÿ æèäêîñòè. Ïåðâîå óñëî-âèå diva = 0 â (ii′) îçíà÷àåò, ÷òî æèäêîñòü, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïðîöåññ129



ïåðåíîñà ñóáñòàíöèè u, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì (2.51), ÿâëÿåòñÿ íåñæè-ìàåìîé. Ïîñëåäíåå óñëîâèå â (ii′) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ diva = 0 èäâóìåðíîé �îðìóëû �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî. Îíî îçíà÷àåò �èçè÷åñêè, ÷òîêîëè÷åñòâî æèäêîñòè, âòåêàþùåå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t â îáëàñòü Ω÷åðåç ó÷àñòîê Γ1, ðàâíî êîëè÷åñòâó æèäêîñòè, âûòåêàþùåé èç Ω â òîò æåìîìåíò t ÷åðåç ó÷àñòîê Γ2.Ïîëîæèì Σi = Γi×(0, T ], i = 1, 2. Óðàâíåíèå (2.51) áóäåì ðàññìàòðèâàòüïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
u|t=0 = ϕ(x), x = (x, y) ∈ Ω, u|x=0 = g(y, t), (y, t) ∈ Σ1. (2.52)Çäåñü ϕ è g � çàäàííûå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî íà óñëî-âèÿ (2.52) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà óñëîâèÿ Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ(2.51), çàäàâàåìûå íà ïîâåðõíîñòè (íîñèòåëå äàííûõ Êîøè), ñîñòîÿùåé èçíèæíåé ãðàíèöû Ω0 = {(x, t) ∈ Q : x ∈ Ω, t = 0} (îñíîâàíèÿ) ïàðàëëåëå-ïèïåäà Q è åãî áîêîâîé ëåâîé ãðàíè Σ1. Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ó÷àñòîê

Γ1 îáëàñòè Q, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì Ω0 è Σ1, èãðàåò îñîáóþ ðîëü äëÿçàäà÷è Êîøè, èáî îí ñîñòîèò èç òî÷åê, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòüíîñèòåëÿ äàííûõ Êîøè.Íèæå íà çàäà÷ó (2.51), (2.52) äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íàçàäà÷ó 3. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:(iii) ϕ ∈ C1(Ω), g ∈ C1(Σ1), f ∈ C1(Q).Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòèðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 3 èç ïðîñòðàíñòâà C1(Q) ïðè âûïîëíåíèè ââå-äåííûõ óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå è íåêîòîðûõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íàíèõ. Äëÿ ýòîãî ìû òàê æå, êàê è â ï. 2.2, ïîñòðîèì �îðìóëó, îïèñûâàþùóþÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå åå ðåøåíèÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå.Èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî [51℄,÷òî íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.51) ýêâèâàëåíòíî, ïî êðàéíåé ìåðå,äëÿ ãëàäêîé âåêòîð-�óíêöèè a, íàõîæäåíèþ åãî õàðàêòåðèñòèê. Ïîýòîìóìû íà÷íåì ñ ââåäåíèÿ ñòðîãîãî ïîíÿòèÿ õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.51).Ïóñòü (x, t) ∈ Q � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè, çàêëþ-÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè âåêòîð-�óíêöèè y â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
(x, t) èç óñëîâèé

dy

dτ
= a(y, τ), (2.53)

y|τ=t = x. (2.54)Èç [51, ãë.7℄ âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ðåøåíèå çàäà÷è(2.53), (2.54) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïî êðàéíåé ìåðå â íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè ëþáîé òî÷êè (x, t) ∈ Q. 130



Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ è òåðìèíîëîãèè. ×åðåç y = y(τ)áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå âåêòîðíîãî îáûêíîâåííîãî äè�-�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.53), ÷åðåç y = y(x, t; τ) áóäåì îáîçíà÷àòüðåøåíèå çàäà÷è (2.53), (2.54). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [51, ãë.7℄), ÷òî ïðè âû-ïîëíåíèè óñëîâèé (i) êàæäàÿ èç ýòèõ äâóõ âåêòîð-�óíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé àðãóìåíòà τ , à âòîðàÿ � y(x, t; τ),ÿâëÿåòñÿ ê òîìó æå íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé îò ïàðà-ìåòðîâ x è t. Êîãäà τ ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íà îñè t, òî÷êà
y(τ) ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ êðèâóþ â ïëîñêîñòè x, y (ýòó ïëîñêîñòü ïðè-íÿòî íàçûâàòü �àçîâîé ïëîñêîñòüþ), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðåõìåðíàÿ òî÷-êà (y(x, t; τ), τ) ïðîáåãàåò íåêîòîðóþ �ïðîñòðàíñòâåííóþ� êðèâóþ â ïðî-ñòðàíñòâå x, y, t. Ïîñëåäíþþ êðèâóþ, èìåþùóþ ñìûñë èíòåãðàëüíîé êðè-âîé óðàâíåíèÿ (2.53), áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ (2.51),à èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ çàäà÷è (2.53), (2.54) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðè-ñòèêîé óðàâíåíèÿ (2.51), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x, t). Â ñâîþ î÷åðåäü,ïåðâóþ êðèâóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ïðîåêöèåé õàðàêòåðèñòèêè íà �àçîâóþ ïëîñ-êîñòü x, y, áóäåì íàçûâàòü �àçîâîé òðàåêòîðèåé óðàâíåíèÿ (2.53). Ïîñëåä-íåå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïî-ëÿ a êàê ïîëÿ ñêîðîñòåé äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè èìåííî óðàâíåíèå (2.53)îïèñûâàåò òðàåêòîðèè, ò. å. êðèâûå, ïî êîòîðûì äâèæóòñÿ ÷àñòèöû æèä-êîñòè â ïîëå ñêîðîñòåé a.Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåê-òîðíîãî ïîëÿ a êàê ïîëÿ ñêîðîñòåé äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè âåêòîðíîå óðàâ-íåíèå (2.53) ÷àñòî íàçûâàþò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, à ðàçäåë êóðñà òåî-ðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãäå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâàäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàçûâàåòñÿ òåîðèåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

(à) (á)�èñ. 2.6Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿñâîéñòâî ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.53), (2.54) ïðè âûïîëíåíèè131



óñëîâèé (i), (ii). Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî åå ðåøåíèå, î ëîêàëüíîì ñó-ùåñòâîâàíèè êîòîðîãî áûëî ñêàçàíî âûøå, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî, ïðè-÷¼ì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, âïëîòü äî ãðàíèö îáëàñòè Q. Ïðèìåíÿÿ ýòîñâîéñòâî ê õàðàêòåðèñòèêàì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
(x, t) ∈ Q ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà óðàâíåíèÿ (2.51). Óêà-çàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà íà÷èíàåòñÿ, ò. å. âõîäèò â îáëàñòü Q, â íåêîòîðîéòî÷êå (x′, t′) ∈ Ω0 ∪Σ1 è çàêàí÷èâàåòñÿ, ò. å. âûõîäèò èç îáëàñòè Q, â íåêî-òîðîé òî÷êå (x′′, t′′) ∈ ΩT ∪Σ2. Çäåñü ΩT = {(x, t) : x ∈ Ω, t = T} � âåðõíååîñíîâàíèå ïàðàëëåëåïèïåäà Q.Ïîñêîëüêó êàæäàÿ õàðàêòåðèñòèêà íà÷èíàåòñÿ â òî÷êàõ Ω0 ∪ Σ1, òîâîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ëèáî äëÿ âñåõ τ ∈ [0, t] y(x, t; τ) 6∈ Γ1 , ëèáî
y(x, t; τ) ∈ Γ1 â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè τ ′(x, t) (0 ≤ τ ′ ≤ t). Îïðåäå-ëèì �óíêöèþ τ0, çàâèñÿùóþ îò x è t, ñ÷èòàÿ, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå îíà ðàâ-íà íóëþ, à âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå τ ′(x, t). Ïîëîæèì òàêæå
y0(x, t) = y(x, t; τ0(x, t)). Î÷åâèäíî, (τ0(x, t),y0(x, t)) � òî÷êà íà ó÷àñòêå
Ω0 ∪Σ1 ãðàíèöû îáëàñòè Q, ÷åðåç êîòîðóþ â îáëàñòü Q âõîäèò õàðàêòåðè-ñòèêà óðàâíåíèÿ (2.51), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x, t). Ôèçè÷åñêè τ0(x, t) è
y0(x, t) îáîçíà÷àþò âðåìÿ è ìåñòî ïîÿâëåíèÿ â Ω ÷àñòèöû æèäêîñòè, ïðîõî-äÿùåé â ìîìåíò t ÷åðåç òî÷êó x. Èç òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âûòåêàåò,÷òî τ0 è y0 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè òî÷åê
(x, t) ∈ Q.Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (2.51) ÿâëÿåòñÿòîò �àêò, ÷òî ðåøåíèå u îäíîðîäíîãî àíàëîãà

∂u

∂τ
+ a · gradu = 0 (2.55)óðàâíåíèÿ (2.51) ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè. (Çäåñü äëÿ åäè-íîîáðàçèÿ ñ óðàâíåíèåì (2.53) ìû îáîçíà÷àåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó îáëà-ñòè Q ÷åðåç (y, τ), ñ÷èòàÿ òåì ñàìûì, ÷òî �óíêöèÿ u çàâèñèò îò ïåðå-ìåííûõ y è τ .) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà ðàññìîòðèì �óíêöèþ Uîäíîé ïåðåìåííîé τ , çàâèñÿùóþ îò x è t êàê îò ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿå-ìóþ �îðìóëîé U(τ) = Ux,t(τ) ≡ u[y(x, t; τ), τ ]. Çäåñü u � ïðîèçâîëüíàÿíåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàÿ â Q �óíêöèÿ. Ïðè èçìåíåíèè τ â îêðåñò-íîñòè òî÷êè t òî÷êà y(x, t; τ) ïðîáåãàåò õàðàêòåðèñòèêó óðàâíåíèÿ (2.51),ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (x, t). Ïîýòîìó �óíêöèÿ U îïèñûâàåò ïîâåäåíèå�óíêöèè u âäîëü ýòîé õàðàêòåðèñòèêè. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äè��åðåíöè-ðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè è (2.53), èìååì

dUx,t

dτ
= ∇u[y(x, t; τ), τ ] · dy(x, t; τ)

dτ
+
∂u

∂τ
[y(x, t; τ), τ ] = a ·∇u+

∂u

∂τ
. (2.56)Ïóñòü òåïåðü u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.55). Òîãäàïðàâàÿ ÷àñòü (2.56) îáðàùàåòñÿ â íóëü è, ñëåäîâàòåëüíî, (2.56) ïðèíèìàåò132



âèä
dUx,t

dτ
= 0 ∀(x, t) ∈ Q.Ýòî óñëîâèå è îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå u îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.55)ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ óðàâíåíèÿ (2.51), õîòÿè ðàçíûå äëÿ ðàçíûõ õàðàêòåðèñòèê.Ââåäåì åùå îäíî âàæíîå îïðåäåëåíèå èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: �óíêöèÿ u : Q → R, íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííîêîíñòàíòå, íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.53), åñëè îíà îáðà-ùàåòñÿ â êîíñòàíòó íà ëþáîì ðåøåíèè y(τ) óðàâíåíèÿ (2.53). Â íåêîòîðûõó÷åáíèêàõ ïîä ïåðâûì èíòåãðàëîì ïîíèìàþò ñàìî ñîîòíîøåíèå
u(y, τ) = C, (2.57)ñïðàâåäëèâîå íà ëþáîì ðåøåíèè y óðàâíåíèÿ (2.53). Èç òåîðèè îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [51, . 310℄, [54, ñ.218℄) èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ u ∈ C1(Q) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâ-íåíèÿ (2.53) â îáëàñòè Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.55) â Q. Ââèäó âàæíîñòè ýòîãî �àêòà ïðèâåäåì åãîïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.53). Òîãäà,ïîäñòàâëÿÿ â (2.57) âìåñòî y êàêîå-ëèáî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.53), ïîëó-÷àåì òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî τ âèäà
u[y(τ), τ ] ≡ C. (2.58)Äè��åðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ïî τ , áóäåì èìåòü

∂u

∂τ
+ gradu · dy

dτ
= 0. (2.59)Çàìåíÿÿ â (2.59) ïðîèçâîäíóþ dy/dτ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (2.53), ïî-ëó÷èì

∂u

∂τ
+ a[y(τ), τ ] · gradu = 0. (2.60)Â ðàâåíñòâå (2.60) y(τ) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.53).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì òîæäåñòâå ïàðà (y, τ) ïðîáåãàåò òî÷êè â îáëà-ñòè Q, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ äàííîãî ðåøåíèÿ. Íîïîñêîëüêó ðåçóëüòàò äè��åðåíöèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà (2.58) íå çàâèñèò îò

C, òî ðàâåíñòâî (2.60) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òî÷åê (y, τ), ëåæàùèõ íà ëþáîéèíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (2.53), ðàñïîëîæåííîé â ðàññìàòðèâàåìîéîáëàñòè. Òàê êàê â ñèëó óñëîâèé (i) ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (y, τ) ∈ Q ïðî-õîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (2.53), òî ðàâåíñòâî (2.60) âûïîëíÿ-åòñÿ òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî (y, τ) ∈ Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.55) â Q. 133



Ïóñòü, îáðàòíî, �óíêöèÿ u : Q → R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ(2.55) â Q. Òîãäà âäîëü ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.55), ò. å. âäîëüëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (2.53), �óíêöèÿ u ïðèíèìàåò ïîñòî-ÿííîå çíà÷åíèå, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (2.58). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî�óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.53).Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû, ÿâ-ëÿþùåéñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îòðàæåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷è ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ñîîòâåòñòâóþùåé ñè-ñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî åãî õà-ðàêòåðèñòèê.Ëåììà 2.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i) è u ∈ C1(Q) � çàäàííàÿâ Q �óíêöèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:1) �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.55) â îáëàñòè Q;2) �óíêöèÿ u ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà ëþáîé õàðàêòåðè-ñòèêå óðàâíåíèÿ (2.55), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç Q;3) �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.53) â îáëàñòè
Q.Èç ëåììû 2.3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ýëåãàíòíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåøå-íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.51) (ïðè
f = 0). ×åðåç êàæäóþ òî÷êó (x, t) ∈ Q ïðîâîäèì õàðàêòåðèñòèêó y(x, t; τ).Åñëè îíà íà÷èíàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå (x0, 0) ∈ Ω0, òî âäîëü ýòîé õàðàê-òåðèñòèêè ïîëàãàåì ðåøåíèå u ðàâíûì ϕ(x0). Åñëè îíà íà÷èíàåòñÿ â íåêî-òîðîé òî÷êå (y0, t0) ∈ Σ1, òî âäîëü ýòîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëàãàåì ðåøåíèåðàâíûì g(y0, t0). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì �óíêöèþ u, îïðåäåëåííóþ âî âñåõòî÷êàõ (x, t) ∈ Q. Îñòàåòñÿ òîëüêî íàéòè óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå,ïðè êîòîðûõ ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-íî � äè��åðåíöèðóåìûì â Q ðåøåíèåì çàäà÷è 3 ïðè f = 0 è äîïóñêàåòíåïðåðûâíî � äè��åðåíöèðóåìîå ïðîäîëæåíèå íà çàìûêàíèåQ. Ê óñòàíîâ-ëåíèþ óêàçàííûõ óñëîâèé ìû âåðíåìñÿ íåñêîëüêî ïîçæå, à ïîêà îòìåòèì,÷òî íà îñíîâå ñâîéñòâà 2) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.55) (ñì. ëåììó 2.3) ëåãêîäîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 3. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåä-ïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ u1 è u2 çàäà÷è 3, òî èõ ðàçíîñòü
u = u2 −u1 áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (2.51) è îäíîðîä-íûì óñëîâèÿì â (2.52). Â òàêîì ñëó÷àå èç ñâîéñòâà ïîñòîÿíñòâà ðåøåíèÿîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.51) íà õàðàêòåðèñòèêàõ âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ
u ðàâíà íóëþ âäîëü ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îáëàñòü Q.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u ðàâíà íóëþ âñþäó â Q.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è 3 â îáùåìñëó÷àå, êîãäà f 6= 0. �àññóæäàÿ, êàê â ï. 2.2, ïîëîæèì
Q1 = {(x, t) ∈ Q : τ0(x, t) = 0,y0(x, t) 6∈ Γ1}, Q2 = {(x, t) ∈ Q : τ0(x, t) > 0},(2.61)134



u1(x, t) = ϕ[y0(x, t)] +

∫ t

0

f [y(x, t; τ), τ ]dτ â Q1, (2.62)
u2(x, t) = g[y0(x, t), τ0(x, t)] +

∫ t

τ0(x,t)

f [y(x, t; τ), τ ]dτ â Q2. (2.63)Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ∗ ∈ Q ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå õàðàêòåðèñòèêàìè (èëèòðàåêòîðèÿìè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö), âõîäÿùèìè â Q ÷åðåç ó÷àñòîê Γ1 ïðè
t = 0. Ôîðìóëû (2.61)�(2.63) ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè àíàëîãàìè �îðìóë(2.34)�(2.36), à ìíîæåñòâî Σ∗ ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì àíàëîãîì îñîáîé äëÿóðàâíåíèÿ (2.31) õàðàêòåðèñòèêè x = at. Îíî ñîñòîèò èç �îñîáûõ� õàðàêòå-ðèñòèê óðàâíåíèÿ (2.51), âõîäÿùèõ â îáëàñòü Q ÷åðåç òî÷êè îñîáîãî ìíî-æåñòâà Γ1 íîñèòåëÿ äàííûõ Êîøè çàäà÷è 3. �åîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâî Σ∗èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.6á äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå îñîáûå õàðàêòåðèñòèêè, âõî-äÿùèå â Q ÷åðåç ó÷àñòîê Γ1 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, âûõîäÿò èç Q ÷åðåçó÷àñòîê Γ2 â ìîìåíò t = T .Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè âûïîë-íåíèè óñëîâèé (i)�(iii) ui ∈ C1(Qi), i = 1, 2, ïðè÷åì �óíêöèÿ u1 óäîâëåòâî-ðÿåò óðàâíåíèþ (2.51) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ Q1 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþâ (2.52), à u2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.51) âñþäó â Q2 è ãðàíè÷íîìóóñëîâèþ â (2.52). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ u âî âñåé îáëàñòè Q �ñêëåèì��óíêöèè u1 è u2 íà õàðàêòåðèñòèêàõ, ïðèíàäëåæàùèõ �îñîáîìó� ìíîæå-ñòâó Σ∗, ïîëàãàÿ

u(x, t) =

{

u1(x, t), (x, t) ∈ Q1,
u2(x, t), (x, t) ∈ Q2.

(2.64)ßñíî, ÷òî ââåäåííàÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (2.64) �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé â Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîäîë-æåíèÿ �óíêöèé u1 è u2 íà Σ∗ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìû è ñîâïàäàþòâìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ Σ∗. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþî÷åðåäü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è 3, ò. å.�óíêöèè ϕ, g è f óäîâëåòâîðÿëè âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãîïîðÿäêà óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ â òî÷êàõ ó÷àñòêà Γ1, èìåþùèì âèä
ϕ(0, y) = g(y, 0),

∂g

∂t
+ a

∂ϕ0

∂x
+ b

∂ϕ0

∂y

∣

∣

∣

∣

x=0,t=0

= f(0, y, 0) ∀y ∈ [0, b]. (2.65)Ýòî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé ëåììû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðåäî-ñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.Ëåììà 2.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(iii) è óñëîâèÿ ñîãëàñî-âàíèÿ (2.65). Òîãäà �óíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (2.64), ïðèíàäëå-æèò ïðîñòðàíñòâó C1(Q).Èç ëåììû 2.4 è ñâîéñòâ �óíêöèé u1, u2 âûòåêàåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî�óíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (2.64), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.51)135



è â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Σ∗, à ñëåäîâàòåëüíî, è âñþäó â Q. Òàêèì îáðàçîì,�óíêöèÿ u â (2.64) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ (2.51) âñþäó â Q, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è 3.Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2.4. Òîãäà ðåãóëÿð-íîå ðåøåíèå u çàäà÷è 3 èç ïðîñòðàíñòâà C1(Q) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííîè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.62)�(2.64).Çàìå÷àíèå 2.3.Ïåðâîå óñëîâèå â (2.65) ñëóæèò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåïðå-ðûâíîñòè ðåøåíèÿ u â Q è íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî ïî-ðÿäêà. Âòîðîå óñëîâèå â (2.65), îçíà÷àþùåå âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ (2.51)â òî÷êàõ Γ1 ïðè t = 0, ñâÿçûâàåò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò íà÷àëüíûõ è ãðà-íè÷íûõ �óíêöèé â óêàçàííûõ òî÷êàõ. Îíî íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ñîãëàñîâà-íèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãîïîðÿäêîâ è �îðìóëó (2.64), ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ âòîðîãîïîðÿäêà, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ u çàäà÷è 3 ïðîñòðàí-ñòâó C2(Q), è, âîîáùå, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà.Îòìåòèì äàëåå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è 3 ñïðàâåäëèâû äâó-ìåðíûå àíàëîãè îöåíîê (2.39) è ÷èñòîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (2.40), ïîëó-÷åííûå â ï. 2.2 äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ (2.31). Áîëåå òîãî, äëÿ óðàâíå-íèÿ (2.51), à òàêæå äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ �ïîãëîùåíèåì� γ ≥ 0, èìåþ-ùåãî âèä
∂u

∂t
+ a · gradu+ γu = f, (2.66)ñïðàâåäëèâ äâóìåðíûé àíàëîã îöåíêè (2.49). Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà îáî-çíà÷èì ÷åðåçH ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõâ Ω �óíêöèé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé, îïðåäåëÿåìûìè �îð-ìóëàìè

(u, v) = (u, v)H =

∫

Ω

u(x, y)v(x, y)dxdy, ‖u‖2
H = (u, u)H. (2.67)Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ââåäåì äâà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà

U = C[0, T ;H] è F = L1(0, T ;H), ñîñòîÿùèå èç �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò
(x, y, t) ∈ Q, ñ íîðìàìè, îïðåäåëåííûìè â (2.43), ãäå ‖ · ‖H îïðåäåëåíà â(2.67).�àññìîòðèì çàäà÷ó 4, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ u óðàâíe-íèÿ (2.66), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (2.52). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåíèå
u çàäà÷è 4 ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1(Q), óìíîæèì óðàâ-íåíèå (2.66) íà u è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (ii),(ii′), ïîëó÷èì

d

dt
‖u(·, t)‖2 +

∫

Γ2

a2u
2dy −

∫

Γ1

a1g
2dy + 2

∫

Ω

γu2dxdy = 2(f, u). (2.68)136



�àññóæäàÿ äàëåå, êàê â ï. 2.3, ïðèõîäèì èç (2.68) ê ñëåäóþùåé îöåíêå
‖u‖U ≤ ‖ϕ‖H + ‖f‖F +

(
∫ T

0

∫

Γ1

a1g
2dydt

)1/2

, (2.69)ÿâëÿþùåéñÿ äâóìåðíûì àíàëîãîì îöåíêè (2.49). Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò,â ÷àñòíîñòè, åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 4 è íåïðåðûâíàÿçàâèñèìîñòü åãî îò èñõîäíûõ äàííûõ. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëü-òàò.Òåîðåìà 2.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ γ ≥ 0 â Q ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå
u ∈ C1(Q) çàäà÷è 4 åäèíñòâåííî, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.69),îçíà÷àþùàÿ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ u îò èñõîäíûõ äàííûõ �òðîéêè (ϕ, g, f ).Â ñëó÷àå, êîãäà γ = 0, çàäà÷à 4 ïåðåõîäèò â çàäà÷ó 3, ñóùåñòâîâàíèåðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.3. Ñ ó÷åòîì ýòîãîèìååìÑëåäñòâèå 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 2.4 ðåãóëÿðíîå ðå-øåíèå u ∈ C1(Q) çàäà÷è 3 ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, è äëÿ íåãî âûïîë-íÿåòñÿ îöåíêà (2.69), îçíà÷àþùàÿ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ uîò äàííûõ (ϕ, g, f).2.5. Îäíîðîäíîå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ äâóìÿ ïå-ðåìåííûìè. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè R

2. �àññìîò-ðèì â Ω îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
= 0, (2.70)ÿâëÿþùååñÿ ñòàöèîíàðíûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (2.51), ïðè÷åì áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû a è b íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t. Áóäåì ïðåäïîëàãàòüíèæå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ(j) a, b ∈ C1(Ω), (jj) a2(x, y) + b2(x, y) 6= 0 ∀(x, y) ∈ Ω.Ïîä ðåøåíèåì u óðàâíåíèÿ (2.70) áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíî äè��åðåí-öèðóåìóþ �óíêöèþ u : Ω → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.70) â êàæäîé òî÷êå

(x, y) ∈ Ω.Ôóíêöèè a è b îïðåäåëÿþò â îáëàñòè Ω ïîëå íàïðàâëåíèé (a, b). Êðèâûå,êàñàòåëüíûå â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω ê ïîëþ (a, b), íàçûâàþòñÿ èíòå-ãðàëüíûìè êðèâûìè äàííîãî ïîëÿ. Õîðîøî èçâåñòíî [54℄, ÷òî óêàçàííûåêðèâûå îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx

a(x, y)
=

dy

b(x, y)
. (2.71)Áóäåì íàçûâàòü èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êðèâûìè èëè õàðàêòåðèñòèêà-ìè óðàâíåíèÿ (2.70). Â ñèëó óñëîâèé (j), (jj) ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x, y) ∈ Ω137



ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà õàðàêòåðèñòèêà óðàâíåíèÿ (2.70). Åñëè ââåñòèïàðàìåòð t, èçìåíÿþùèéñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé, òî äè��å-ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.71) õàðàêòåðèñòèê ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
dx

dt
= a(x, y),

dy

dt
= b(x, y), (2.72)îïðåäåëÿþùåì õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.70) â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îð-ìå.Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (jj) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a > 0 â Ω, òî,ðàçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå â (2.72) íà ïåðâîå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâ-íåíèå

dy

dx
=
b(x, y)

a(x, y)
. (2.73)Óðàâíåíèå (2.73) îïðåäåëÿåò õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.70) â âèäå ãðà-�èêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (2.73) êàê �óíêöèè îò àáñ-öèññû x.Ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.70) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a = (a, b) íà âåêòîð gradu =

(

∂u
∂x
, ∂u
∂y

), ò. å. êàê ïðî-èçâîäíóþ îò �óíêöèè u ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà a. Ïîñêîëüêó óêàçàííàÿïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ â ñèëó (2.70), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (2.70) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü ëþáîé õàðàêòå-ðèñòèêè.Êàê è â ï. 2.4., áóäåì èñïîëüçîâàòü ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþóðàâíåíèÿ (2.70), ò. å. ñ÷èòàòü, ÷òî (2.70) îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûé ïðî-öåññ ïåðåíîñà íåêîòîðîé âåëè÷èíû u â ñðåäå, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
a = (a, b), êîòîðàÿ çàâèñèò îò (x, y) ∈ Ω, íî íå çàâèñèò îò âðåìåíè t. Ýòàèíòåðïðåòàöèÿ óäîáíà òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü õàðàêòåðèñòèêèóðàâíåíèÿ (2.70) (÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû) ñ �àçîâûìè òðàåêòîðè-ÿìè ñèñòåìû (2.72), êîòîðûå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìèòîêà ïîëÿ ñêîðîñòåé a â îáëàñòè Ω. Ïîñëåäíèå èìåþò íàãëÿäíûé �èçè÷å-ñêèé ñìûñë ëèíèé â îáëàñòè Ω, ïî êîòîðûì äâèæóòñÿ ÷àñòèöû æèäêîñòèâ ñòàöèîíàðíîì ïîëå ñêîðîñòåé a. Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåòð t,âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (2.72), èìååò ñìûñë âðåìåíè.Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ u : Ω → R, íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî êîíñòàíòå,íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2.71), åñëè u îáðàùàåòñÿ â êîí-ñòàíòó íà ëþáîì åå ðåøåíèè. �àññóæäàÿ, êàê è â ï. 2.4, ëåãêî óáåäèòüñÿâ òîì, ÷òî �óíêöèÿ u ∈ C1(Ω) îïèñûâàåò ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (2.71)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.70). Äðó-ãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû 2.3, óòâåðæäàþùèéýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.70) è çàäà÷èðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.71) îòíîñèòåëüíî åãî õàðàêòåðèñòèê.138



Ëåììà 2.5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (j), (jj) è u ∈ C1(Ω) � çàäàí-íàÿ â Ω �óíêöèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:1) �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.70) â îáëàñòè Ω;2) �óíêöèÿ u ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà ëþáîé õàðàêòåðè-ñòèêå óðàâíåíèÿ (2.70), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç Ω;3) �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2.71) â Ω.Â ñèëó ëåììû 2.5 íàõîæäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.70) ñâîäèòñÿ ê íà-õîæäåíèþ ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû (2.71). Ïîñëåäíèé ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé (j), (jj) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè
(x0, y0) ∈ Ω è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâî-âàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.70) â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè
(x0, y0) ∈ Ω. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ñ ðîñòîì ãëàäêîñòè �óíêöèé a è b ðàñ-òåò è ãëàäêîñòü èíòåãðàëà u ñèñòåìû (2.71), à ñëåäîâàòåëüíî, è ãëàäêîñòüðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (2.70). Â ÷àñòíîñòè, u ∈ Ck(Ω), åñëè a è b ∈ Ck(Ω),
k = 2, 3....Çàìå÷àíèå 2.4. Ïóñòü �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñè-ñòåìû (2.71) â Ω. Èç ëåììû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈ C1�óíêöèÿ

ũ(x, y) = ϕ[u(x, y)], (x, y) ∈ Ω (2.74)òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (2.71), à ñëåäîâàòåëüíî, ðå-øåíèåì óðàâíåíèÿ (2.70) Ïîñêîëüêó ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, òî ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî (2.74) îïèñûâàåò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.70). Òàêèì îá-ðàçîì, �îðìóëà (2.74) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì �îðìóëû (2.5) îáùåãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (2.3).Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.70) ââåäåì â îáëà-ñòè Ω ïðîñòóþ ãëàäêóþ êðèâóþ
Γ0 = {(x, y) ∈ Ω : x = ξ(s), y = η(s), s ∈ [s1, s2]} (2.75)è çàäàäèì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà Γ0:

u|Γ0
= U0(x, y), (x, y) ∈ Γ0. (2.76)�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.70), çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæ-äåíèè ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (2.70), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (2.76). Ïî-ëàãàÿ

u0(s) = U0[ξ(s), η(s)], s ∈ [s1, s2], (2.77)ââåäåì ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ
Γu0 = {(x, y, u) ∈ R

3 : x = ξ(s), y = η(s), u = u0(s), s ∈ [s1, s2]}. (2.78)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:(jjj) ξ, η ∈ C1[s1, s2], U0 ∈ C1(Γ0), [ξ′(s)]2 + [η′(s)]2 6= 0 ∀s ∈ [s1, s2];139



(jv) a[ξ(s), η(s)]η′(s) − b[ξ(s), η(s)]ξ′(s) 6= 0 ∀s ∈ [s1, s2].Óñëîâèå (jv), ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ â (i) â ï. 2.1, îçíà-÷àåò, ÷òî êðèâàÿ Γ0 íèãäå íå êàñàåòñÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (2.70), ò. å.ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç íèõ ïîä íåíóëåâûì óãëîì (ñì. ðèñ. 2.7).Ïîñêîëüêó �óíêöèè a è b íå çàâèñÿò îò t, òî ïàðàìåòð t â (2.72) ìîæíîçàäàòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ñëàãàåìîãî. Óäîáíî çàäàòü åãî òàê,÷òîáû òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.70) ñ êðè-âîé Γ0 îòâå÷àëà îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ t = t0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a > 0 â
�èñ. 2.7

Ω. Â òàêîì ñëó÷àå âñå õàðàê-òåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.70), âû-õîäÿùèå èç Γ0, äîñòèãíóò ãðà-íèöû Γ â íåêîòîðûå êîíå÷íûåìîìåíòû âðåìåíè t. Â ÷àñòíî-ñòè, õàðàêòåðèñòèêè Γ′ è Γ′′,âûõîäÿùèå èç êðàéíèõ òî÷åê
(x′, y′) è (x′′, y′′) êðèâîé Γ0, äî-ñòèãíóò Γ â íåêîòîðûå ìîìåíòû t′ è t′′. Ïðîùå âñåãî óáåäèòüñÿ â ýòîì ñïîìîùüþ �èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáàÿ õàðàêòåðè-ñòèêà óðàâíåíèÿ (2.70) îïèñûâàåò ëèíèþ òîêà ÷àñòèöû æèäêîñòè, äâèæó-ùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ a â îáëàñòè Ω. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà x äâèæóùåéñÿ÷àñòèöû ìîæåò ëèøü ðàñòè ñ ðîñòîì âðåìåíè t â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿâ (2.72) è óñëîâèÿ a(x, y) > 0 â Ω, òî ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè Ωêàæäàÿ ÷àñòèöà, çàíèìàþùàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = t0 ïîëîæåíèå íà Γ0,äîñòèãíåò ãðàíèö îáëàñòè Ω çà êîíå÷íîå âðåìÿ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0 ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé Γ0,õàðàêòåðèñòèêàìè Γ′ è Γ′′ è ñîîòâåòñòâóþùèì ó÷àñòêîì Γ0 ãðàíèöû Γ (ñì.ðèñ. 2.7). Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî Ω0 ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëà-ñòüþ. Ýòî çàâåäîìî èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíàÿ îáëàñòü Ω îäíî-ñâÿçíà. Âñïîìíèâ ââåäåííîå â ï. 2.1 ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîëîñûäëÿ óðàâíåíèÿ (2.3), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îáëàñòü Ω0 èìååò ñìûñë õàðàê-òåðèñòè÷åñêîé ïîëîñû ΠΓ0

äëÿ óðàâíåíèÿ (2.70). �àññóæäàÿ, êàê â ï. 2.4,ïðîâåäåì ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x, y) ∈ Ω0 õàðàêòåðèñòèêó ỹ = ỹ(x, y; x̃)óðàâíåíèÿ (2.70), ò. å. èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ óðàâíåíèÿ (2.73), óäîâëåòâî-ðÿþùóþ óñëîâèþ ỹ(x) = y. Â ñèëó ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (2.73) è óñëîâèÿ a(x, y) > 0 â Ω0 óêàçàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà âõîäèò âîáëàñòü Ω0 ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó (x0, y0) ∈ Γ0 è âûõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþòî÷êó (x0, y0) ∈ Γ0. Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè â îáëàñòè Ω0 äâå �óíêöèè:
x0 = x0(x, y) è y0 = y0(x, y). Îíè èìåþò ñìûñë êîîðäèíàò x0 è y0 òî÷êè íàíà÷àëüíîé êðèâîé Γ0, ÷åðåç êîòîðóþ â îáëàñòü Ω0 âõîäèò õàðàêòåðèñòèêà,ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x, y). Â ñèëó óñëîâèé (j) x0, y0 ∈ C1(Ω0). Êðî-140



ìå òîãî, êàæäàÿ èç �óíêöèé x0 è y0 ïîñòîÿííà íà ëþáîé õàðàêòåðèñòèêåóðàâíåíèÿ (2.70), ðàñïîëîæåííîé â Ω0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ â ñèëóëåììû 2.5 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.70) â Ω0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
a
∂x0

∂x
+ b

∂x0

∂y
= 0, a

∂y0

∂x
+ b

∂y0

∂y
= 0 â Ω0. (2.79)Äàëåå ðàññóæäàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì ñóæåíèå ỹ0 �óíê-öèè y0 íà Γ0, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì ỹ0(s) = y0[ξ(s), η(s)], s ∈ [s1, s2].Èç ñâîéñòâ �óíêöèé y0, ξ è η âûòåêàåò, ÷òî ỹ0 ∈ C1[s1, s2]. Ïðåäïîëîæèì,êðîìå òîãî, ÷òî

dỹ0(s)

ds
≡
(

∂y0

∂x

dξ

ds
+
∂y0

∂y

dη

ds

)

6= 0 íà Γ0. (2.80)Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê ỹ0 �óíêöèÿ S, ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-íîøåíèå
S[y0[ξ(s), η(s)] = s ∀s ∈ [s1, s2]. (2.81)Â òàêîì ñëó÷àå �óíêöèÿ u : Ω0 → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

u(x, y) ≡ u0{S[y0(x, y)]}, (2.82)è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.70), (2.76). Äåéñòâèòåëüíî,â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.4 ïðàâàÿ ÷àñòü â (2.82) ÿâëÿåòñÿ, êàê è y0, ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (2.70). Êðîìå òîãî, èç (2.77) è (2.81) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ (2.82)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êîøè (2.76), à èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ðåøåíèÿ íàõàðàêòåðèñòèêàõ âûòåêàåò, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷èÊîøè (2.70), (2.76). Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.80)âûïîëíÿåòñÿ ïðè a > 0 â Ω, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (jv). Ñ�îðìóëèðóåìïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü Ω � îäíîñâÿçíàÿ ïëîñêàÿ îáëàñòü, Γ0 � êðèâàÿ â
Ω, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì (2.75), è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (j), (jjj), (jv),ïðè÷åì a > 0 â Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0 ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åí-íóþ êðèâîé Γ0 è õàðàêòåðèñòèêàìè Γ′ è Γ′′, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç êðàéíèåòî÷êè (x′, y′) è (x′′, y′′) êðèâîé Γ0 (ñì. ðèñ. 2.7). Òîãäà â îáëàñòè Ω0 ðåãó-ëÿðíîå ðåøåíèå u ∈ C1(Ω0) çàäà÷è Êîøè (2.70), (2.76) ñóùåñòâóåò, åäèí-ñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (2.82). Åñëè, áîëåå òîãî, a, b ∈ Ck(Ω),
Γ0 ∈ Ck è U0 ∈ Ck(Γ0), k = 2, 3, ..., òî ðåøåíèå u ïðèíàäëåæèò ïðî-ñòðàíñòâó Ck(Ω0).�ðà�èê ðåøåíèÿ u : Ω → R óðàâíåíèÿ (2.70) ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå (x, y, u). Ýòó ïîâåðõíîñòü áóäåì íà-çûâàòü èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ óðàâíåíèÿ (2.70). Âûÿñíèì ñòðóêòóðóëþáîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè è îäíîâðåìåííî óêàæåì ïðîñòîé ñïîñîá141



ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè çàäà÷è Êîøè (2.70), (2.76). Ñ ýòîéöåëüþ çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîé õàðàêòåðèñòèêå óðàâíåíèÿ (2.70) ëþáîå åãîðåøåíèå ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿïîâåðõíîñòü óðàâíåíèÿ (2.70) íåîáõîäèìî ñîñòîèò èç åãî õàðàêòåðèñòèê,ñäâèíóòûõ ââåðõ èëè âíèç íà çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå çíà÷åíèåì ðåøåíèÿíà ýòîé õàðàêòåðèñòèêå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëü-íîé ïîâåðõíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.70), (2.76) íóæíî ÷åðåç êàæäóþòî÷êó (x0, y0) ∈ Γ0 íà÷àëüíîé êðèâîé Γ0 ïðîâåñòè õàðàêòåðèñòèêó óðàâíå-íèÿ (2.70) è ñäâèíóòü åå ââåðõ íà çíà÷åíèå u(x0, y0) > 0, ëèáî âíèç, åñëè
u(x0, y0) < 0. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç îäíîïà-ðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñäâèíóòûõ óêàçàííûì îáðàçîì õàðàêòåðèñòèêóðàâíåíèÿ (2.70), êîòîðàÿ ïî ïîñòðîåíèþ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé èíòåãðàëü-íîé ïîâåðõíîñòüþ çàäà÷è Êîøè (2.70), (2.76).Óêàçàííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êàê áû �ñøèâàåòñÿ� èç õàðàêòå-ðèñòèê óðàâíåíèÿ (2.70). Ïðè ýòîì ãëàäêîñòü èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòèâ ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, ò. å. âäîëü õàðàêòåðèñòèê, îïðåäåëÿåòñÿ ëèøüãëàäêîñòüþ êîý��èöèåíòîâ a è b óðàâíåíèÿ (2.70), òîãäà êàê ãëàäêîñòü âïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, ò. å. êà÷åñòâî �ñøèâêè�, îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîñòüþïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé Γu0. Ïîñëåäíÿÿ öåëèêîì è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-åòñÿ ãëàäêîñòüþ íà÷àëüíîé êðèâîé Γ0 ⊂ Ω â (2.75) è íà÷àëüíîé �óíêöèè
U0 â (2.76). Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.5 êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè-÷åñêèì îòðàæåíèåì óêàçàííîãî �àêòà.Çàìå÷àíèå 2.5. Óñëîâèå a(x, y) >

�èñ. 2.8

0 â Ω ïðè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé èíòåð-ïðåòàöèè îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå
a îïèñûâàåò îäíîíàïðàâëåííîå ïî îò-íîøåíèþ ê îñè x äâèæåíèå æèäêîñòè.Ïîñëåäíåå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî óãîë
ϕ ìåæäó ëþáîé ëèíèåé òîêà è îñüþ xâ êàæäîé òî÷êå (x, y) ∈ Ω, îïðåäåëÿå-ìûé èç ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(x, y) = arctg
b(x, y)

a(x, y)
,ïî ìîäóëþ ìåíüøå π/2. Îòìåòèì, ÷òîîñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.5 íåèçìåíÿòñÿ, åñëè óñëîâèå a(x, y) > 0 â Ωçàìåíèòü óñëîâèåì b(x, y) > 0 â Ω, îçíà÷àþùèì îäíîíàïðàâëåííîñòü ïîëÿñêîðîñòåé a ïî îòíîøåíèþ ê îñè y. Áîëåå òîãî, èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî áî-ëåå ñëîæíûå ðàññóæäåíèÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.5 îñòàþòñÿ ñïðà-âåäëèâûìè è â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî óñëîâèÿ a > 0 â Ω âûïîëíÿåòñÿ áîëåå142



îáùåå óñëîâèå (jj).2.6. Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ ïåðå-ìåííûìè. �àññìîòðèì â ýòîì ïóíêòå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïî-ðÿäêà
a
∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
= f, (2.83)ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îáùíîñòè, ÷òî êîý��èöèåíòû a, b è ïðàâàÿ ÷àñòü

f óðàâíåíèÿ (2.83) çàâèñÿò êàê îò êîîðäèíàò (x, y) òî÷êè x, èçìåíÿþùåéñÿâ íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ R
2, òàê è îò ðåøåíèÿ u. Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâà-þò êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Åñëèæå a è b íå çàâèñÿò îò u, à f ëèíåéíî çàâèñèò îò u, òî (2.83) íàçûâàåòñÿëèíåéíûì óðàâíåíèåì. Îíî èìååò âèä ñòàöèîíàðíîãî àíàëîãà

a(x, y)
∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ γ(x, y)u = f(x, y) (2.84)íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîãëîùåíèåì (2.66).Òîò �àêò, ÷òî �óíêöèè a, b è f çàâèñÿò îò òðåõ ïåðåìåííûõ x, y è u,îçíà÷àåò, ÷òî îíè îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé òðåõìåðíîé îáëàñòè D ⊂ Ω×R

1
u.Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íèæå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ(i) a, b, f ∈ C1(D) è a2(x, y, u) + b2(x, y, u) 6= 0 ∀(x, y, u) ∈ D.Ôóíêöèè a, b è f îïðåäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå x, y, u ïîëå íàïðàâëåíèé

(a, b, f). Êðèâûå, êàñàòåëüíûå â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D ê ïîëþ (a, b, f),íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ëèáî �àçîâûìè òðàåêòîðèÿìè äàí-íîãî ïîëÿ. Óêàçàííûå êðèâûå îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx

a(x, y, u)
=

dy

b(x, y, u)
=

du

f(x, y, u)
. (2.85)Áóäåì íàçûâàòü èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êðèâûìè èëè õàðàêòåðèñòèêà-ìè óðàâíåíèÿ (2.83). Ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòü

x, y áóäåì íàçûâàòü ïðîåêöèÿìè õàðàêòåðèñòèê. Åñëè ââåñòè ïàðàìåòð t,èçìåíÿþùèéñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé, òî äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ (2.85) õàðàêòåðèñòèê ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
dx

dt
= a(x, y, u),

dy

dt
= b(x, y, u),

du

dt
= f(x, y, u), (2.86)îïðåäåëÿþùåì õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (2.83) â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îð-ìå.Õîòÿ ïàðàìåòð t ÿâíî íå âõîäèò â ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (2.83), ìûáóäåì èñïîëüçîâàòü, êàê è â ï. 2.5, ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþóðàâíåíèÿ (2.83). Ñîãëàñíî åé óðàâíåíèå (2.83) îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûé143



ïðîöåññ ïåðåíîñà íåêîòîðîé âåëè÷èíû (ñóáñòàíöèè) u â ñðåäå, äâèæóùåéñÿâ îáëàñòè Ω ñî ñêîðîñòüþ a, çàâèñÿùåé êàê îò x, y, òàê è ñàìîé âåëè÷èíû
u. Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè t èìååò ñìûñë âðåìåíè, òîãäà êàê ïðîåêöèèõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòü x, y îïèñûâàþò ëèíèè òîêà âåê-òîðíîãî ïîëÿ a.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.70),õàðàêòåðèñòèêàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå âïëîñêîñòè x, y, õàðàêòåðèñòèêàìè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (2.83) ÿâëÿþò-ñÿ ñóùåñòâåííî ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâå
x, y, u. Óêàçàííûå õàðàêòåðèñòèêè, êàê è èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü x, y,çàâèñÿò îò ðåøåíèÿ u, ò. å. îíè ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ ðåøåíèé.Â ýòîì ñîñòîèò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå õàðàêòåðèñòèê íåëèíåéíîãî íåîäíî-ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.83) îò õàðàêòåðèñòèê ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâ-íåíèÿ (2.70). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû a è b íå çàâèñÿò îòðåøåíèÿ u, ïðîåêöèè õàðàêòåðèñòèê òàêæå íå çàâèñÿò îò u è ñîâïàäàþòñ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (2.70). Åñëè ê òîìó æå f = 0, òî èç òðå-òüåãî óðàâíåíèÿ (2.86) ñëåäóåò, ÷òî íà õàðàêòåðèñòèêàõ óðàâíåíèÿ (2.83)ðåøåíèå u ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, õîòÿ è ðàçíûå â îáùåì ñëó÷àåäëÿ ðàçíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè óðàâ-íåíèÿ (2.83) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ðàñïîëîæåíû íàïëîñêîñòÿõ u = C, ãäå C � êîíñòàíòà, ðàçíàÿ äëÿ ðàçíûõ õàðàêòåðèñòèê.Ïîä ðåøåíèåì u óðàâíåíèÿ (2.83) áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ u : Ω → R, óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.83) â êàæäîé òî÷-êå (x, y) ∈ Ω. �ðà�èê ðåøåíèÿ u : Ω → R óðàâíåíèÿ (2.83) ãåîìåòðè÷åñêèïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå (x, y, u). Ýòó ïîâåðõíîñòüáóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ óðàâíåíèÿ (2.83). Çàïèøåìóðàâíåíèå èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿ (2.83) â âèäå

F (x, y, u) ≡ u(x, y) − u = 0. (2.87)Êàê èçâåñòíî, âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè F (x, y, u) = 0 ñîâïàäàåòïî íàïðàâëåíèþ ñ âåêòîðîì (Fx, Fy, Fu) = (∂u∂x,
∂u
∂y ,−1). Ïîýòîìó óðàâíåíèå(2.83) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòèíîðìàëè ê èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî â êàæäîé òî÷êå èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîåóêàçàííûì âûøå ïîëåì íàïðàâëåíèé, íàõîäèòñÿ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòèê ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîèíòåãðèðîâàòüóðàâíåíèå (2.83) � çíà÷èò íàéòè òàêèå ïîâåðõíîñòè, êàñàòåëüíûå ïëîñêî-ñòè ê êîòîðûì â êàæäîé òî÷êå êàñàþòñÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé. Îòñþäà ñëå-äóåò âûâîä, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ (êëàññà C1) ïîâåðõíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èçîäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ, ÿâëÿåòñÿèíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ óðàâíåíèÿ (2.83).Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå. Ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü óðàâíåíèÿ144



(2.83) ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ. Â ñàìîì äåëå íà ëþáîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíî-ñòè (2.87) óðàâíåíèÿ (2.83) ìîæíî çàäàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâîêðèâûõ x = x(t), y = y(t), u = u[x(t), y(t)] ñ ïîìîùüþ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé
dx

dt
= a[x, y, u(x, y)],

dy

dt
= b[x, y, u(x, y)]. (2.88)Âäîëü êàæäîé òàêîé êðèâîé óðàâíåíèå (2.83) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ du/dt =

f . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óäîâëåòâîðÿ-åò ñîîòíîøåíèÿì (2.86) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîèò èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõêðèâûõ. Òàê êàê â ñèëó óñëîâèé (i) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.86) îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè x, y è u ïðè t = t0, ìû ïîëó÷àåìñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ëþáàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ îá-ùóþ òî÷êó ñ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, öåëèêîì ëåæèò íà ýòîé ïî-âåðõíîñòè.Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.83) ðàññìîòðèì çà-äà÷ó Êîøè. ×òîáû åå ñ�îðìóëèðîâàòü, ââåäåì â Ω ãëàäêóþ êðèâóþ (2.75)è çàäàäèì óñëîâèå Êîøè (2.76). Ââåäåì äàëåå ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ
Γu0 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.77), (2.78) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ:(ii) Γ0 ∈ C1 (ò. å. ξ, η ∈ C1[s1, s2]), U0 ∈ C1(Γ0), [ξ′(s)]2 + [η′(s)]2 6= 0 ∀s ∈

[s1, s2], (ξ(s), η(s), u0(s)) ∈ D ∀s ∈ [s1, s2].Â ñèëó óñëîâèé (ii) çàäà÷à Êîøè (2.83), (2.76) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íà-õîæäåíèÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿ (2.83), ïðîõîäÿùåé ÷åðåçêðèâóþ Γu0 .Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.83), (2.76) ïðîâåäåì ÷åðåçêàæäóþ òî÷êó (x0, y0, u0) êðèâîé Γu0 õàðàêòåðèñòèêó, ò. å. èíòåãðàëüíóþêðèâóþ ñèñòåìû (2.85). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé (i) ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðè-÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè êðèâîé
Γu0 . Ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ

x = X(s, t), y = Y (s, t), u = U(s, t), (2.89)çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà s, ïðè ýòîì âñå �óíêöèè â (2.89) èìåþò íåïðåðûâ-íûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî s è t.Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèè X, Y è U óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
dX

dt
= a(X, Y, U),

dY

dt
= b(X, Y, U),

X(s, t0) = ξ(s), Y (s, t0) = η(s), U(s, t0) = u0(s), s ∈ [s1, s2].145



Ñîñòàâèì �óíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü
∆(s, t) = Xt(s, t)Ys(s, t) − Yt(s, t)Xs(s, t) = aYs(s, t) − bXs(s, t).Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îí íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðèâîé Γ0, ò. å. ÷òîâûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∆(s, t0) ≡ a[ξ(s), η(s), u0(s)]Ys(s, t0)−b[ξ(s), η(s), u0(s)]Xs(s, t0) 6= 0 ∀s ∈ [s1, s2].(2.90)Óñëîâèå (2.90) îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé òî÷êå êðèâîé Γu0 êàñàòåëüíîå è õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîå íàïðàâëåíèÿ èìåþò ðàçëè÷íûå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü
x, y.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.90) ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â (2.89) ìîæíîëîêàëüíî, ò. å. â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ Γ0, ðàçðåøèòü îòíîñè-òåëüíî s è t. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâå íåïðåðûâíî � äè��åðåíöèðóåìûå�óíêöèè s è t îò ïåðåìåííûõ x è y. Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ïîñëåäíåå ñîîòíî-øåíèå â (2.89), ïîëó÷èì �óíêöèþ u ïåðåìåííûõ x è y, äåéñòâóþùóþ ïî�îðìóëå

u(x, y) = U [s(x, y), t(x, y)]. (2.91)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðå-øåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëîäè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè è (2.86), èìååì
du

dt
=
∂u

∂x

dx

dt
+
∂u

∂y

dy

dt
= a

∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
. (2.92)Íî du/dt = f . Îòñþäà è (2.92) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ (2.83) ëîêàëüíî, ò. å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 êðèâîé Γ0.Òîò �àêò, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.76), âûòåêàåò èç ïî-ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Íàêîíåö, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âûòå-êàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ îäíó îáùóþòî÷êó ñ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, öåëèêîì ëåæèò íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçêðèâóþ Γu0 , öåëèêîì ñîäåðæèò ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

Γu0 , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ.Îïÿòü îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü çàäà÷è Êîøè (2.83), (2.86)�ñøèâàåòñÿ� èç õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (2.83). Íî åñëè â ñëó÷àå ëèíåéíî-ãî óðàâíåíèÿ (2.70) óêàçàííûå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü êîý�-�èöèåíòàìè a è b óðàâíåíèÿ (2.70) è íå çàâèñÿò îò ðåøåíèÿ, òî â ñëó÷àåíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ åãî õàðàêòåðèñòèêè çàâèñÿò òàêæå è îò ðåøåíèÿ,òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó, åñëè äëÿ ëèíåé-íîãî óðàâíåíèÿ (2.70) äàííûå Êîøè (2.76) âëèÿþò ëèøü íà �ïîïåðå÷íóþ�ñòðóêòóðó èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè, òî â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ146



(2.83) äàííûå Êîøè âëèÿþò íà ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ êàê â �ïîïåðå÷íîì�, òàêè �ïðîäîëüíîì� íàïðàâëåíèÿõ.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ∆ ≡ 0 âñþäó íà Γ0. Â ñèëó ïðåäû-äóùèõ ðàññóæäåíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à Êîøè (2.83), (2.76) èìåëà ðå-øåíèå, êðèâàÿ Γu0 íåîáõîäèìî äîëæíà áûòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé.Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à Êîøè èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ïîñêîëüêó÷åðåç êàæäóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êðèâóþ ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî èí-òåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ëèíè-ÿìè ïåðåñå÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé � ëèíèÿìè âåòâëåíèÿ, òîãäàêàê ÷åðåç íåõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êðèâóþ íå ìîæåò ïðîõîäèòü áîëåå îäíîéèíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè.Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìûÒåîðåìà 2.6. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (ii) è (2.90). Òîãäàâ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 êðèâîé Γ0 ðåøåíèå u ∈ C1 çàäà÷èÊîøè (2.83), (2.76) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè æå ∆ = 0 íà Γ0,òî çàäà÷à Êîøè (2.83), (2.76) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ Γu0 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-ðèñòèêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé çàäà÷èÊîøè (2.83), (2.76).Çàìå÷àíèå 2.6. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òåîðåìà 2.6 â îòëè÷èå îò òåîðåìû2.5 íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó îíà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèåðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.83), (2.76) ëèøü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 êðèâîé
Γ0. Ìîæíî ïîêàçàòü ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà �óíêöèè
a, b, f è êðèâóþ Γu0 , ÷òî óêàçàííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò â îêðåñòíîñòè íåòîëüêî òî÷êè x0, íî è âñåé êðèâîé Γ0. Îá ýòîì, à òàêæå î äðóãèõ ñâîé-ñòâàõ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, êàêñ äâóìÿ, òàê è ñ n íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ìîæíî ïðî÷èòàòü â [21, ñ.40�53℄, [48, ãë. 1℄, [54, ãë. 8℄.
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�3. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿâòîðîãî ïîðÿäêà3.1. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-ðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. �àññìîòðèì â ïðîèçâîëüíîéîáëàñòè Ω ⊂ R
n ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êî-ý��èöèåíòàìè
n
∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n
∑

i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f(x1, ..., xn). (3.1)Ïîêàæåì â ýòîì ïóíêòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïå-ðåìåííûõ óðàâíåíèå (3.1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê áîëåå ïðîñòîìó (êàíîíè-÷åñêîìó) âèäó, íå ñîäåðæàùåìó ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà,à â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ëèáî ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà è ïðîèçâîäíûõ 1-ãîïîðÿäêà.Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì âìåñòî x1, ..., xn íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

ξ1, ..., ξn ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ξk =

n
∑

i=1

ckixi, k = 1, 2, ..., n. (3.2)Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (3.2) íåâûðîæäåíî, ò. å. ÷òî îïðå-äåëèòåëü |cki| = det((cki)) íå ðàâåí íóëþ. Ïðîèçâîäíûå ïî ñòàðûì ïåðå-ìåííûì âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî íîâûì ïåðåìåííûì ñëåäóþùèìè�îðìóëàìè:
∂u

∂xi
=

n
∑

k=1

cki
∂u

∂ξk
,

∂2u

∂xi∂xj
=

n
∑

k,l=1

ckiclj
∂2u

∂ξk∂ξl
. (3.3)Ïîäñòàâèâ (3.3) â óðàâíåíèå (3.1), ïîëó÷èì

n
∑

k,l=1

akl
∂2u

∂ξk∂ξl
+

n
∑

k=1

bk
∂u

∂ξk
+ cu = f1(ξ1, ..., ξn). (3.4)Çäåñü, â ÷àñòíîñòè,

akl =

n
∑

i,j=1

aijckiclj, bk =

n
∑

i=1

bicki. (3.5)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.5) êîý��èöèåíòîâïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îò �óíêöèè u ïðè çàìåíå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-148



íûõ ïî �îðìóëàì (3.2) ñîâïàäàþò ñ �îðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîý��è-öèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé �îðìû
n
∑

i,j=1

aijtitj , (3.6)åñëè â íåé ïðîèçâåñòè ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ti =

n
∑

k=1

ckiτk, (i = 1, 2, ..., n), (3.7)ïðèâîäÿùåå åå ê âèäó
n
∑

k,l=1

aklτkτl. (3.8)Êàê óæå óêàçûâàëîñü â � 1, êîý��èöèåíòû cki ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáûêâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (3.6) ïðèâåëàñü ê ñóììå êâàäðàòîâ âèäà
n
∑

k=1

λkτ
2
k . (3.9)Çäåñü êîý��èöèåíòû λk ðàâíû ±1 èëè íóëþ ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì çíà-êè êîý��èöèåíòîâ λk è îïðåäåëÿþò òèï óðàâíåíèÿ (3.1). Ïðåîáðàçîâàííîåóðàâíåíèå (3.4) ïðèíèìàåò âèä

n
∑

k=1

λk
∂2u

∂ξ2
k

+

n
∑

k=1

bk
∂u

∂ξk
+ cu = f1(ξ1, ..., ξn), (3.10)êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ åãî êàíîíè÷åñêèì âèäîì.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå λk îòëè÷íû îò íóëÿ, ò. å. ÷òî óðàâíåíèå (3.1)íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì, è ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîìîùèïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè u ìîæíî îñâîáîäèòüñÿ îò ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãîïîðÿäêà. Ñ ýòîé öåëüþ âìåñòî u ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ �óíêöèþ v ïî�îðìóëå

u = vexp

(

−1

2

n
∑

k=1

bk
λk
ξk

)

. (3.11)Ïîäñòàâèâ (3.11) â (3.10), ïîëó÷èì, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, óðàâíåíèå âè-äà
n
∑

k=1

λk
∂2v

∂ξ2
k

+ c1v = f2(ξ1, ..., ξn).149



Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âñå λk ðàâíû 1 èëè -1. Ïîýòîìó óìíîæàÿ,åñëè íàäî, îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà (-1), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
λk ðàâíû 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãîòèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ,èìåþùåìó â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ âèä

n
∑

k=1

∂2u

∂x2
k

+ c1u = f(x1, ..., xn). (3.12)Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíå-íèå (3.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè èç ïðîñòðàíñòâà R
n+1. Òîãäà, çàìåíèââ (3.1) è (3.2) n íà n+1 è ïîëàãàÿ ξn+1 = t, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âñÿêîåëèíåéíîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà-ìè ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó

∂2u

∂t2
−

n
∑

k=1

∂2u

∂x2
k

+ c2u = f(x1, ..., xn, t). (3.13)Â ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (3.1) ïåðåìåííû, äëÿ êàæäîéòî÷êè x0 = (x0
1, ..., x

0
n) îáëàñòè Ω ìîæíî óêàçàòü òàêîå íåâûðîæäåííîå ïðå-îáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðîå ïðèâîäèò óðàâíåíèå (3.1)ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â ýòîé òî÷êå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 èìååòñÿ, âî-îáùå ãîâîðÿ, ñâîå ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùååóðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; â äðóãèõ òî÷êàõ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìî-æåò íå ïðèâîäèòü óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïðèìåðû ïîêàçûâà-þò, ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõáîëüøå äâóõ (åñëè èñêëþ÷èòü ñëó÷àé ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòîâ), âîîá-ùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæíî ïðèâåñòè ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìûõïåðåìåííûõ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äàæå â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îáëàñòè. Âñëó÷àå æå äâóõ ïåðåìåííûõ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-íûõ ñóùåñòâóåò ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î êîý��èöèåíòàõóðàâíåíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïóíêòå.3.2. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-ðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. �àññìîòðèì â îáëàñòè

Ω ⊂ R
2 óðàâíåíèå, ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, âèäà:

A(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2B(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u

∂y2
+ F (x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0. (3.14)Çäåñü A,B,C ∈ C2(Ω) � çàäàííûå �óíêöèè, F � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿñâîèõ àðãóìåíòîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû A, B è C íåîáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü. Åñëè F � ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, ò. å. F =

A1(x, y)∂u/∂x + B1(x, y)∂u/∂y + C1(x, y)u + f(x, y), òî óðàâíåíèå (3.14)150



ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ïóñòü (x0, y0) ∈ Ω � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ñîïîñòàâèâóðàâíåíèþ (3.14) êâàäðàòè÷íóþ �îðìó Φ(·, x0, y0) : R
2 → R, äåéñòâóþùóþñîãëàñíî (1.12) ïî �îðìóëå

Φ(t1, t2; x0, y0) = A(x0, y0)t
2
1 + 2B(x0, y0)t1t2 + C(x0, y0)t

2
2, (3.15)âûâîäèì íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ 1.2, ÷òî óðàâíåíèå (3.14) èìååò â Ω:1) ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï, åñëè B2 − AC > 0 â Ω. Â ýòîì ñëó÷àå êâàä-ðàòè÷íàÿ �îðìà (3.15) çíàêîïåðåìåííàÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîéòî÷êè (x0, y0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò (t′1, t

′
2) ∈ R

2 òàêîé,÷òî Φ(t′1, t
′
2; x0, y0) > 0, è õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò (t′′1, t

′′
2) ∈ R

2 òàêîé, ÷òî
Φ(t′′1, t

′′
2; x0, y0) < 0;2) ïàðàáîëè÷åñêèé òèï, åñëè B2 − AC = 0 â Ω (êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà(3.15) çíàêîïîñòîÿííà), ò. å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Φ(t1, t2; x0, y0) ≥ 0 ëèáî Φ(t1, t2; x0, y0) ≤ 0 ∀(t1, t2) ∈ R
2, (x0, y0) ∈ Ω;3) ýëëèïòè÷åñêèé òèï, åñëè B2 − AC < 0 â Ω. Â ýòîì ñëó÷àå �îðìà(3.15) çíàêîîïðåäåëåíà, ò. å. ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé α > 0 âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå

Φ(t1, t2; x0, y0) ≥ α(t21+t
2
2) ëèáî Φ(t1, t2; x0, y0) ≤ −α(t21+t

2
2) ∀(t1, t2) ∈ R

2.Ïåðâîå óñëîâèå çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ïðè A > 0, âòîðîå � ïðè A < 0.Ñëó÷àè, êîãäà âûðàæåíèå B2−AC ìåíÿåò çíàê â Ω, ò. å. êîãäà óðàâíåíèå(3.14) èìååò ñìåøàííûé òèï, ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü.Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó: ñ ïîìîùüþ çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðå-ìåííûõ x, y ïðèâåñòè óðàâíåíèå (3.14) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè �èêñèðîâàííîé òî÷êè (x0, y0) ∈ Ω. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì â Ωíîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå ξ è η ïî �îðìóëàì
ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y). (3.16)Îò �óíêöèé ϕ è ψ â (3.16) ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíè áûëè äâàæäû íåïðåðûâíîäè��åðåíöèðóåìû è ÷òîáû èõ ÿêîáèàí áûë îòëè÷åí îò íóëÿ â Ω:

D ≡ D(ϕ, ψ)

D(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ψ
∂x

∂ψ
∂y

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0. (3.17)Êàê èçâåñòíî, óñëîâèå (3.17) îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîéòî÷êè (x0, y0) ∈ Ω êðèâûå ϕ(x, y) = C1 = const è ψ(x, y) = C2 = const îáðà-çóþò äâà ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, îòâå÷àþùèõ íîâûì ïåðåìåííûì
ξ è η. Êðîìå òîãî, óñëîâèå (3.17) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿïðåîáðàçîâàíèÿ x = x(ξ, η), y = y(ξ, η), îáðàòíîãî ê (3.16).151



Ïðåîáðàçóÿ ïðîèçâîäíûå ê íîâûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì
∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ϕ

∂x
+
∂u

∂η

∂ψ

∂x
,
∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ϕ

∂y
+
∂u

∂η

∂ψ

∂y
,

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂ξ2

(

∂ϕ

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ϕ

∂x

∂ψ

∂x
+
∂2u

∂η2

(

∂ψ

∂x

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ϕ

∂x2
+
∂u

∂η

∂2ψ

∂x2
,

∂2u

∂x∂y
=
∂2u

∂ξ2

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
+
∂2u

∂ξ∂η

(

∂ϕ

∂x

∂ψ

∂y
+
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂x

)

+
∂2u

∂η2

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
+
∂u

∂ξ

∂2ϕ

∂x∂y
+
∂u

∂η

∂2ψ

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂ξ2

(

∂ϕ

∂y

)2

+2
∂2u

∂ξ∂η

∂ϕ

∂y

∂ψ

∂y
+
∂2u

∂η2

(

∂ψ

∂y

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ϕ

∂y2
+
∂u

∂η

∂2ψ

∂y2
. (3.18)Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ èç (3.18) â (3.14), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

A
∂2u

∂ξ2
+ 2B

∂2u

∂ξ∂η
+ C

∂2u

∂η2
+ F (ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
) = 0, (3.19)ãäå êîý��èöèåíòû A, B è C, çàâèñÿùèå îò ξ è η, îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

A = A

(

∂ϕ

∂x

)2

+2B
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
+C

(

∂ϕ

∂y

)2

, C = A

(

∂ψ

∂x

)2

+2B
∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
+C

(

∂ψ

∂y

)2

,

B = A
∂ϕ

∂x

∂ψ

∂x
+B

(

∂ϕ

∂x

∂ψ

∂y
+
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂x

)

+ C
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂y
. (3.20)ßâíîå âûðàæåíèå F íàñ íå èíòåðåñóåò.Ïîïûòàåìñÿ âûáðàòü �óíêöèè ϕ è ψ â (3.16) òàê, ÷òîáû îáðàòèòü íåêî-òîðûå èç êîý��èöèåíòîâ A, C, B â íóëü õîòÿ áû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèòî÷êè (x0, y0) ∈ Ω. ßñíî, ÷òî âîïðîñ îá îáðàùåíèè â íóëü A è C ýêâèâàëåí-òåí âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè ñëåäóþùåãî íåëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè z

A

(

∂z

∂x

)2

+ 2B
∂z

∂x

∂z

∂y
+ C

(

∂z

∂y

)2

= 0. (3.21)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûì âûøå ïðåäïîëîæåíèåì êîý��èöèåíòû A,B è
C ïðèíàäëåæàò êëàññó C2 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) è íèãäåâ íåé íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî A 6= 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àåäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç óñëîâèé B 6= 0 èëè C 6= 0. Åñëè C 6= 0, òî,ìåíÿÿ ìåñòàìè x è y, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî A 6= 0. Åñëè æå C ≡ 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, B 6= 0, òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x′ = x+y è y′ = x−yïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñ A 6= 0. Â äàëüíåéøåì áóäåì, áîëåå òîãî, ñ÷èòàòü,152



÷òî A > 0 â ðàññìàòðèâàåìîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0). Â ñèëó óñëîâèÿ
A > 0 óðàâíåíèå (3.21) ìîæíî ïîñëå óìíîæåíèÿ íà A ïåðåïèñàòü â âèäå

[

A
∂z

∂x
+ (B +

√

B2 −AC)
∂z

∂y

] [

A
∂z

∂x
+ (B −

√

B2 −AC)
∂z

∂y

]

= 0.Ýòî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ
A
∂z

∂x
+ (B +

√

B2 − AC)
∂z

∂y
= 0, (3.22)

A
∂z

∂x
+ (B −

√

B2 − AC)
∂z

∂y
= 0. (3.23)Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé (3.22) è (3.23) ÿâëÿþòñÿ ðå-øåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.21). Óðàâíåíèÿ (3.22), (3.23) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìèóðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êàê ïîêàçàíî â � 2,îíè èíòåãðèðóþòñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûé ñâîäèò íàõîæäåíèåèõ ðåøåíèé ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé.Îñíîâûâàÿñü íà ìåòîäå õàðàêòåðèñòèê, ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâ-íåíèÿì (3.22), (3.23) ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ èõõàðàêòåðèñòèê. Îíè èìåþò âèä

dx

A
=

dy

B +
√
B2 −AC

,
dx

A
=

dy

B −
√
B2 −ACèëè

Ady − (B +
√

B2 − AC)dx = 0, (3.24)
Ady − (B −

√

B2 − AC)dx = 0. (3.25)Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ï. 2.5 ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.22), (3.23) ñâÿçàíû ñ ðå-øåíèÿìè óðàâíåíèé (3.24), (325) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
ϕ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2 (3.26)� ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé (3.24) è (3.25). Òîãäà �óíêöèè ϕ, ψ (èòîëüêî îíè) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (3.22) è (3.23) ñîîòâåòñòâåííî,à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.21). Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîåïðåäëîæåíèå èìååò ìåñòî, åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé (3.24) è (3.25)íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Ïîñëåäíåå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ âñèëó óñëîâèÿ A > 0.Õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèé (3.22) è (3.23), îïðåäåëÿåìûå êàê èíòåãðàëü-íûå êðèâûå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.24) è (3.25)ñîîòâåòñòâåííî, ìû áóäåì íàçûâàòü òàêæå õàðàêòåðèñòèêàìè èñõîäíîãî153



óðàâíåíèÿ (3.14), à óðàâíåíèÿ (3.24), (3.25) � óðàâíåíèÿìè õàðàêòåðèñòèêóðàâíåíèÿ (3.14). Ïîçæå â � 4 ìû ââåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè-êè îáùåãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå n èçìåðåíèé, èç êîòîðîãîâ êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ áóäåò âûòåêàòü ïðèâåäåííîå çäåñü îïðåäåëå-íèå õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (3.14). Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.24), (3.25)ìîãóò áûòü çàïèñàíû �îðìàëüíî â âèäå îäíîãî ëåãêî çàïîìèíàþùåãîñÿóðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê
Ady2 − 2Bdxdy + Cdx2 = 0. (3.27)Ïîâåäåíèå èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé (3.24), (3.25), à ñëåäîâàòåëüíî, è èñ-êîìûé ïðîñòåéøèé âèä óðàâíåíèÿ (3.14) çàâèñèò îò çíàêà âåëè÷èíû ∆ ≡

B2 − AC. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
B

2 −A C = (B2 −AC)

[

D(ϕ, ψ)

D(x, y)

]2

. (3.28)Ñëåäîâàòåëüíî, çíàê∆ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðà-

�èñ. 3.1
çîâàíèÿõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ óñëîâèþ (3.17).Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íàøåé çàäà÷å óïðîùåíèÿóðàâíåíèÿ (3.14), ïðè÷åì êàæäûé òèï áóäåì èçó-÷àòü â îòäåëüíîñòè.1. ∆ = B2 − AC > 0 â Ω: óðàâíåíèå (3.14)èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Âûáåðåì â êà÷å-ñòâå èñêîìûõ �óíêöèé ϕ è ψ â (3.16) ðåøåíèÿçàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (3.22) è (3.23) ñîîò-âåòñòâåííî ïðè óñëîâèè, ÷òî äàííûå Êîøè äëÿ
ϕ çàäàþòñÿ íà íåêîòîðîé ëèíèè l1, ïðîõîäÿùåé÷åðåç òî÷êó (x0, y0) è íèãäå íå êàñàþùåéñÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (3.22),òîãäà êàê äàííûå Êîøè äëÿ ψ çàäàþòñÿ íà äðóãîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèíèè
l2, íèãäå íå êàñàþùåéñÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (3.23). Åñëè ëèíèè li èçàäàííûå íà íèõ çíà÷åíèÿ �óíêöèé ϕ è ψ âûáðàòü äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè,íàïðèìåð, èç êëàññà C2, òî ñ ó÷åòîì ïðèíàäëåæíîñòè êîý��èöèåíòîâ A,Bè C ýòîìó æå êëàññó C2 ìû ïîëó÷èì â ñèëó òåîðåìû 2.5 ðåøåíèÿ ϕ è ψ,èìåþùèå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è y äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-òåëüíî. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, êðîìå òîãî, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè
ϕ íà l1 è ψ íà l2 âûáðàíû òàê, ÷òî ïðîèçâîäíûå îò ϕ ïî íàïðàâëåíèþ l1 è îò
ψ ïî íàïðàâëåíèþ l2 íå îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå (x0, y0), òî â ýòîé òî÷-êå íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè íóëþ îäíîâðåìåííî îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå�óíêöèé ϕ è ψ ïî x è y (èáî òîãäà ðàâíÿëèñü áû íóëþ ïðîèçâîäíûå â ýòîéòî÷êå îò ϕ è ψ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ). Òàê êàê A 6= 0, òî èç óðàâíåíèé154



(3.22) è (3.23) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ∂ϕ/∂y 6= 0 è ∂ψ/∂y 6= 0 â îêðåñòíîñòèòî÷êè (x0, y0) è ÷òî
∂ϕ

∂x
:
∂ϕ

∂y
=

−B −
√
B2 − AC

A
6= −B +

√
B2 − AC

A
=
∂ψ

∂x
:
∂ψ

∂y
. (3.29)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî D 6= 0 â Ω.Òàêèì îáðàçîì, âûáðàííûå óêàçàííûì ñïîñîáîì ñåìåéñòâà õàðàêòåðè-ñòèê (3.26) îáðàçóþò äâà ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, ïî êðàéíåé ìåðåâ îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè (x0, y0), à ïåðåìåííûå ξ è η â (3.16)ìîæíî ïðèíÿòü çà íîâûå êîîðäèíàòû. Êðîìå òîãî, èç (3.20) âûòåêàåò, ÷òî

A = C ≡ 0, à èç (3.28) ñëåäóåò, ÷òî B 6= 0. �àçäåëèâ (3.19) íà 2B, ïîëó÷èì
∂2u

∂ξ∂η
= F1

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)

, (3.30)ãäå F1 = −F/2B. Ýòî � êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãîòèïà.Ñóùåñòâóåò è äðóãîé êàíîíè÷åñêèé âèä, à èìåííî
∂2u

∂α2
− ∂2u

∂β2
= F̃1

(

α, β, u,
∂u

∂α
,
∂u

∂β

)

. (3.31)Îí ïîëó÷àåòñÿ èç (3.30) çàìåíîé α = (ξ − η)/2, β = (ξ + η)/2.2. ∆ = B2 − AC = 0 â Ω: óðàâíåíèå (3.14) èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï.Â ýòîì ñëó÷àå îáà óðàâíåíèÿ (3.22) è (3.23) ñîâïàäàþò è ïðèíèìàþò âèä
A
∂ϕ

∂x
+ B

∂ϕ

∂y
= 0. (3.32)Êàê è âûøå, ìû ìîæåì íàéòè òàêîå ðåøåíèå ϕ ∈ C2 óðàâíåíèÿ (3.32),äëÿ êîòîðîãî gradϕ 6= 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0). Ê ýòîé�óíêöèè ϕ ïîäáåðåì �óíêöèþ ψ ∈ C2 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ëèøü áûâûïîëíÿëîñü óñëîâèå (3.17). Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ψ(x, y) = x. Îòâå÷àþ-ùèå òàêîé �óíêöèè êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñîâïàäàþò ñ ïðÿìûìè x = const.C ó÷åòîì óêàçàííîãî âûáîðà �óíêöèé ϕ è ψ èç (3.20) ñëåäóåò, ÷òî A ≡ 0.Êðîìå òîãî, òàê êàê ∆ ≡ 0, òî èç (3.28) âûòåêàåò, ÷òî B ≡ 0. Êîý��èöèåíò

C ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
C =

1

A

(

A
∂ψ

∂x
+ B

∂ψ

∂y

)2

. (3.33)Ïîêàæåì, ÷òî C 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè C = 0 â òî÷êå (x0, y0) ∈ Ω,òî â ýòîé òî÷êå èìååì
A
∂ψ

∂x
+ B

∂ψ

∂y
= 0. (3.34)155



�àññìàòðèâàÿ (3.32) è (3.34) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé îòíîñèòåëüíî A è B, ïîëó÷èì, ÷òî D(ϕ, ψ)/D(x, y) = 0 â (x0, y0).Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ (3.17). �àçäåëèâ (3.19) íà C, ïðèõîäèìê ñëåäóþùåìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà:
∂2u

∂η2
= F2

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)

. (3.35)Çäåñü �óíêöèÿ F2 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé F2 = −F/C.3. ∆ = B2 −AC < 0 â Ω: óðàâíåíèå (3.14) èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï. Âýòîì ñëó÷àå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé (3.24), (3.25) è èõ ïåðâûå èíòåãðà-ëû (3.26) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîêîý��èöèåíòû A,B è C � àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè îò x, y â îêðåñòíî-ñòè òî÷êè (x0, y0) ∈ Ω, òî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé (3.22) è (3.23) òàêæåÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè îò x è y. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå z óðàâíåíèÿ (3.22), ó êîòîðîãî â ýòîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîäíûå
∂z/∂x è ∂z/∂y íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü. Ïðè ýòîì êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ê z �óíêöèÿ z∗ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.23).×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.22),ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.22) ïîñëå äåëåíèÿ íà A â âèäå

∂z

∂x
= − 1

A
(B +

√

B2 − AC)
∂z

∂y
, (3.36)ðàçðåøåííîì îòíîñèòåëüíî ∂z/∂x, è çàäàäèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ �óíê-öèè z íà íåêîòîðîì îòðåçêå x = x0, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó (x0, y0), ââèäå àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè z0 ïåðåìåííîé y. Â òàêîì ñëó÷àå óêàçàí-íûé �àêò âûòåêàåò èç òåîðåìû Êîâàëåâñêîé, ïðèìåíåííîé ê çàäà÷å Êîøèäëÿ óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà (3.36), íîðìàëüíîãî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé

x (ñì. ï. 1.4). Åñëè ê òîìó æå íà÷àëüíóþ �óíêöèþ z0 âûáðàòü òàê, ÷òî
dz0/dy 6= 0, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) áóäåò âûïîëíÿòüñÿóñëîâèå ∂z/∂y 6= 0. Ââåäåì äàëåå âåùåñòâåííûå �óíêöèè ϕ è ψ ïî �îðìó-ëàì ϕ = (z + z∗)/2, ψ = (z − z∗)/2i. ßñíî, ÷òî ϕ, ψ ∈ C∞, ïðè÷åì ÿêîáèàí
D(ϕ, ψ)/D(x, y) îòëè÷åí îò íóëÿ, èáî

D(ϕ, ψ)

D(x, y)
=
D(ϕ, ψ)

D(z, z∗)

D(z, z∗)

D(x, y)
=

1

2i
2

√
∆

A

∂z

∂y

∂z∗

∂y
= −

√
−∆

A

∣

∣

∣

∣

∂z

∂y

∣

∣

∣

∣

2

6= 0.Ñ ó÷åòîì ýòîãî �óíêöèè ϕ è ψ ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå èñêîìûõ â (3.16).Îñòàëîñü âûÿñíèòü, êàêîé âèä ïðèìåò óðàâíåíèå (3.14) â ýòèõ ïåðåìåí-íûõ. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ z = ϕ+ iψ ÿâëÿ-åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.21), òàê ÷òî
A

(

∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x

)2

+ 2B

(

∂ϕ

∂x
+ i

∂ψ

∂x

)(

∂ϕ

∂y
+ i

∂ψ

∂y

)

+ C

(

∂ϕ

∂y
+ i

∂ψ

∂y

)2

≡ 0.156



�àçäåëÿÿ â ýòîì òîæäåñòâå âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì
A

(

∂ϕ

∂x

)2

+ 2B
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
+ C

(

∂ϕ

∂y

)2

= A

(

∂ψ

∂x

)2

+ 2B
∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
+ C

(

∂ψ

∂y

)2

,

A
∂ϕ

∂x

∂ψ

∂x
+B

(

∂ϕ

∂x

∂ψ

∂y
+
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂x

)

+ C
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂y
= 0.Îòñþäà â ñèëó (3.20) ñëåäóåò, ÷òî B = 0, A = C, à èç (3.28) è (3.17) ñëåäóåò,÷òî A 6= 0. �àçäåëèâ óðàâíåíèå (3.19) íà A, ïîëó÷èì

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
= F3(ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
), (3.37)ãäå F3 = −F\A. Ýòî � êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òè-ïà. Èòàê, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî A, B è C � àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè òî÷åê

(x, y), ìû ïðèâåëè èñõîäíîå óðàâíåíèå (3.14) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (3.37)â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè (x0, y0), â êîòîðîé ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷å-ñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.22), (3.23) ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ïðîèçâîäíûìèïî ïåðåìåííîé y. Èñïîëüçóÿ áîëåå ñëîæíûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü,÷òî òàêîå ïðèâåäåíèå âîçìîæíî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá àíàëèòè÷íîñòè êî-ý��èöèåíòîâ A, B è C, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî A, B è C ∈ C2 (ñì. [11, ñ.66℄). �4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè. Õàðàêòåðèñòèêèóðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.�àññìîòðèì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà
n
∑

i,j=1

aij(x1, ..., xn)
∂2u

∂xi∂xj
+ f(x1, ..., xn, u,∇u) = 0. (4.1)Çäåñü êîý��èöèåíòû aij � çàäàííûå âåùåñòâåííûå �óíêöèè êîîðäèíàò x1,

x2, ..., xn òî÷êè x, èçìåíÿþùåéñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂ R
n, f � çàäàí-íàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

aij = aji, i, j = 1, 2, ..., n. Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíà ãëàäêàÿ (n− 1) � ìåð-íàÿ ïîâåðõíîñòü S (ðèñ. 4.1), è â êàæäîé òî÷êå S çàäàíî âåêòîðíîå ïîëåíàïðàâëåíèé l, íåêàñàòåëüíîå ê S è ãëàäêî èçìåíÿþùååñÿ ïðè äâèæåíèèâäîëü S. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïîëÿ ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ïîëå íîðìàëåé nê ïîâåðõíîñòè S.Íà ïîâåðõíîñòè S çàäàäèì çíà÷åíèÿ �óíêöèè u è åå ïðîèçâîäíîé ∂u/∂l:
u|S = ϕ0(x), (4.2)157



∂u

∂l

∣

∣

∣

∣

S

= ϕ1(x). (4.3)Áóäåì ññûëàòüñÿ íà (4.2), (4.3) êàê íà óñëîâèÿ Êîøè, à íà �óíêöèè ϕ0, ϕ1â (4.2), (4.3) êàê íà äàííûå Êîøè, ëèáî íà÷àëüíûå �óíêöèè. �àññìîòðèìçàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1). Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè â íåêî-òîðîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè S ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1), óäîâëåòâî-ðÿþùåãî óñëîâèÿì Êîøè (4.2), (4.3).Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå Êîøè îïðåäå-
S

n ll

�èñ. 4.1.
ëÿþò �óíêöèþ u è âñå åå ÷àñòíûå ïðî-èçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà íà ïîâåðõíîñòè S.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèå (4.1)âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈ S, ïðè-÷åì âñå êîý��èöèåíòû è ðåøåíèå u óðàâ-íåíèÿ (4.1) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóå-ìû â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè S. ßñíî,÷òî åñëè u � èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êî-øè (4.1)�(4.3) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïî-âåðõíîñòè S, òî â ýòîé îêðåñòíîñòè òàê æå, êàê íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè S,ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíûå îò u ëþáîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûåâòîðîãî ïîðÿäêà ∂2u/∂xi∂xj íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.1).Äðóãèìè ñëîâàìè óðàâíåíèå (4.1) èãðàåò ðîëü íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñîâ-ìåñòíîñòè óêàçàííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè, äàëåå, óðàâ-íåíèå (4.1) ïðîäè��åðåíöèðîâàòü îäèí èëè íåñêîëüêî ðàç, òî ïîëó÷åí-íîå óðàâíåíèå íà S áóäåò èãðàòü ðîëü íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòèäëÿ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííîãî àíàëè-çà ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: ñ ïîìîùüþóðàâíåíèÿ (4.1) è óñëîâèé Êîøè (4.2), (4.3) îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü íàïîâåðõíîñòè S âñå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêîâ îò èñ-êîìîãî ðåøåíèÿ u.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèÿ Êîøè èìåþò âèä

u|x1=x0
1
= ϕ0(x2, ..., xn),

∂u

∂x1

∣

∣

∣

∣

x1=x0
1

= ϕ1(x2, ..., xn), (4.4)ò. å. êîãäà äàííûå Êîøè çàäàíû íà ãèïåðïëîñêîñòè x1 = x0
1, à â êà÷åñòâå ïî-ëÿ l âûáðàíî ïîëå íîðìàëåé n ê ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè, íàïðàâëåííîå ïî îñè

x1. Óñëîâèÿ (4.4), î÷åâèäíî, ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïðè x1 = x0
1 ( ïîìîùüþäè��åðåíöèðîâàíèÿ �óíêöèè ϕ0 èëè ϕ1) âñå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿä-êà è âñå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, êðîìå ∂2u/∂x2

1. ×òîáû îïðåäåëèòü
∂2u/∂x2

1, íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñàìèì óðàâíåíèåì (4.1), ïîëîæèâ âíåì x1 = x0
1. Íà ýòîì ïóòè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) a11(x

0
1, x2, ..., xn) 6= 0,2) a11(x

0
1, x2, ..., xn) = 0. 158



Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ∂2u/∂x2
1íà ãèïåðïëîñêîñòè x1 = x0

1, à òàêæå ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâïóòåì äè��åðåíöèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) è óñëîâèé (4.4). Âî âòîðîì ñëó-÷àå ìû ïðèäåì ê íåâîçìîæíîìó ðàâåíñòâó èëè ïîëó÷èì òîæäåñòâî îòíîñè-òåëüíî ∂2u/∂x2
1, ò. å. ïðèäåì ê íåñîâìåñòíîñòè èëè íåîïðåäåëåííîñòè ïðèíàõîæäåíèè ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî, à òàêæå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íà ãè-ïåðïëîñêîñòè x1 = x0

1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïîñòàâëåííàÿâûøå âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ uíà ãèïåðïëîñêîñòè x1 = x0
1 ëèáî íåðàçðåøèìà, ëèáî èìååò ìíîãî ðåøåíèé.�àññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèÿ Êîøè (4.2), (4.3), ãäåïîëå l ñîâïàäàåò äëÿ êîíêðåòíîñòè ñ ïîëåì íîðìàëåé n, çàäàíû íà íåêîòî-ðîé ïîâåðõíîñòè S, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì

S = {x ∈ R
n : ψ(x) = 0, ∇ψ(x) 6= 0}. (4.5)Â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè S ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû ξ1, ξ2, .., ξn, ïîëàãàÿ

ξi = ψi(x1, ..., xn), i = 1, 2, ..., n, (4.6)ãäå ψ1 = ψ, à �óíêöèè ψ2, ..., ψn âûáåðåì òàê, ÷òîáû ÿêîáèàí ïðåîáðàçî-âàíèÿ (4.6) áûë îòëè÷åí îò íóëÿ íà S. Ïðîèçâîäíûå îò u ïî xi âûðàçÿòñÿ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî ξi ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:
∂u

∂xi
=

n
∑

l=1

∂u

∂ξl

∂ψl
∂xi

,
∂2u

∂xi∂xj
=

n
∑

l,k=1

∂2u

∂ξl∂ξk

∂ψl
∂xi

∂ψk
∂xj

+

n
∑

l=1

∂u

∂ξl

∂2ψl
∂xi∂xj

.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (4.1), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþäëÿ u â íîâûõ ïåðåìåííûõ ξ1, ..., ξn:
a(x,∇ψ(x))

∂2u(x)

∂ξ2
1

= G

(

x, u(x),∇u(x), ∂
2u(x)

∂ξi∂ξj

)

, i+ j > 2. (4.7)Çäåñü G � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, çàâèñÿùàÿ îò x, u, ∇u èâñåõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2u/∂ξi∂ξj, êðîìå ïðîèçâîäíîé ∂2u/∂ξ2
1, à êîý�-�èöèåíò a â (4.7) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

a(x,∇ψ(x)) =
n
∑

i,j=1

aij(x)
∂ψ(x)

∂xi

∂ψ(x)

∂xj
. (4.8)Èç (4.5) è (4.6) âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèÿ (4.2), (4.3) ïðè l = n ïåðåõîäÿò ïðèïðåîáðàçîâàíèè (4.6) â óñëîâèÿ Êîøè

u|ξ1=0 = ϕ̃0(ξ2, ..., ξn),
∂u

∂ξ1
|ξ1=0 = ϕ̃1(ξ2, ..., ξn)159



äëÿ óðàâíåíèÿ (4.7), çàäàííûå íà ãèïåðïëîñêîñòè ξ1 = 0 è èìåþùèå ðàñ-ñìîòðåííûé âûøå ñïåöèàëüíûé âèä. Äðóãèìè ñëîâàìè, çàìåíà (4.6) êàê áû�âûïðÿìëÿåò� ïîâåðõíîñòü S (â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ S), ïåðåâîäÿ ååâ ó÷àñòîê ãèïåðïëîñêîñòè ξ1 = 0. Â òàêîì ñëó÷àå èç ïðåäûäóùåãî àíàëèçàñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû óñëîâèÿ Êîøè íà ïîâåðõíîñòè S ïðèâîäè-ëè ê íåñîâìåñòíîñòè èëè íåîïðåäåëåííîñòè ïðè íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíûõâòîðîãî ïîðÿäêà íà S, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ ψ â (4.5)óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ
a(x,∇ψ(x)) =

n
∑

i,j=1

aij(x)
∂ψ(x)

∂xi

∂ψ(x)

∂xj
= 0 íà S. (4.9)Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîâåðõíîñòü S â R

n, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì(4.5), íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1), à ñîîòâåò-ñòâóþùåå íàïðàâëåíèå íîðìàëè ∇ψ(x0) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì,â òî÷êå x0 ∈ S, åñëè
a(x0,∇ψ(x0)) = 0, (4.10)è íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé, åñëè
a(x0,∇ψ(x0)) 6= 0. (4.11)Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ (èëèõàðàêòåðèñòèêîé) äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1), åñëè

a(x,∇ψ(x)) = 0 ∀x ∈ S. (4.12)Åñëè ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîãî j ≤ n (∂/∂xj) a(x,∇ψ(x)) 6= 0 ∀x ∈ S,òî õàðàêòåðèñòèêà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçû-âàåòñÿ êðàòíîé. Ïîâåðõíîñòü S, íå èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî íà-ïðàâëåíèÿ íîðìàëè íè â îäíîé òî÷êå x ∈ S, íàçûâàåòñÿ íåõàðàêòåðèñòè-÷åñêîé èëè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1).Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îðèåíòèðîâàí-íîé (èëè ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíîé) ïîâåðõíîñòüþ, åñëè
a(x,∇ψ(x)) > 0 ∀x ∈ S, (4.13)è âðåìåííûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàííîé (èëè âðåìåííî ïîäîáíîé) ïîâåðõ-íîñòüþ, åñëè
a(x,∇ψ(x)) < 0 ∀x ∈ S. (4.14)Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4.1 ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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1. Ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé â òî÷êå x0. Â ýòîìñëó÷àå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 óðàâíåíèå (4.7) ìîæíî çàïèñàòü â òàê íàçû-âàåìîé íîðìàëüíîé �îðìå
∂2u(x)

∂ξ2
1

= Φ

(

x, u(x),∇u(x), ∂
2u(x)

∂ξi∂ξj

)

, i+ j > 2. (4.15)Çäåñü Φ = G/a, à �óíêöèÿ G îïðåäåëåíà â (4.7). Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì,ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿçàäà÷è Êîøè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñîäåðæà-íèå òåîðåìû Êîâàëåâñêîé. Â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (4.1)-(4.3) îíà èìååò âèä(ñð. ñ åå �îðìóëèðîâêîé äëÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì â �1): åñëè S � àíàëè-òè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â îêðåñòíîñòè ñâîåé òî÷êè x0, êîý��èöèåíòû aij,ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (4.1) è äàííûå Êîøè ϕ0 è ϕ1 â (4.2), (4.3) àíà-ëèòè÷íû â ýòîé îêðåñòíîñòè, è âûïîëíåíî óñëîâèå (4.11), òî â íåêîòî-ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå u çàäà÷èÊîøè (4.1)-(4.3), êîòîðîå â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé åäèíñòâåííî.Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ òåîðåìà íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, ïî-ñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà ïðèìåíèìà ê ëþáîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè íåçàâèñèìî îò èõ òèïà(ãèïåðáîëè÷åñêîãî, ïàðàáîëè÷åñêîãî è ò. ä.), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ïðè-ìåíèìà ê óðàâíåíèÿì íå òîëüêî âòîðîãî, íî è ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ. Ïðàâäà,êàê óæå óêàçûâàëîñü â §1, ýòà òåîðåìà íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð â òîìñìûñëå, ÷òî îíà äàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ëèøü �â ìàëîì�, ò. å. â äîñòà-òî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.2. Ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé â òî÷êå x0. Â ýòîìñëó÷àå óðàâíåíèå (4.7) â ñàìîé òî÷êå x0 ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ
a(x0,∇ψ(x0))

∂2u(x0)

∂ξ2
1

= 0 = G

(

x0, u(x0),∇u(x0),
∂2u(x0)

∂ξi∂ξj

)

, i+ j > 2.(4.16)Óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åíèå íà äàííûå Êîøèâ (4.2), (4.3). Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:à) Äàííûå Êîøè â (4.2), (4.3) òàêîâû, ÷òî (ïðè l = n) âûïîëíÿåòñÿâòîðîå ðàâåíñòâî â (4.16). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå (4.1)âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå x0, ïðè÷åì â êà÷åñòâå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ∂2u/∂ξ2
1 âýòîé òî÷êå ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòîíååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèé Êîøè (4.2), (4.3) íåäîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êå x0.á) Äàííûå Êîøè â (4.2), (4.3) (ïðè l = n) íå óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìóðàâåíñòâó â (4.16). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.1) íå ìîæåò áûòü óäîâëå-òâîðåíî â òî÷êå x0, òàê ÷òî óñëîâèÿ Êîøè (4.2), (4.3) ïåðåîïðåäåëÿþò ðàñ-ñìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó Êîøè (4.1)-(4.3).161



Óðàâíåíèå (4.9) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì õàðàêòåðèñòèê èëè õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî õîòÿ (4.9)�îðìàëüíî èìååò âèä óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêàîòíîñèòåëüíî ψ, îíî ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ èì íå ÿâëÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëü-íî, óðàâíåíèå (4.9) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íå òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî
x1, ..., xn, à òîëüêî äëÿ òî÷åê x = (x1, x2, ..., xn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
ψ(x) = 0, ò.å. ëåæàùèõ íà èñêîìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.Ïîòðåáóåì òåïåðü äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû óðàâíåíèå (4.9) âûïîëíÿëîñüíå òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè S (ò. å. ïðè ψ(x) = 0), íî è òîæäåñòâåííî îòíî-ñèòåëüíî x1, ..., xn. Òîãäà ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ 1�ãî ïîðÿäêà

n
∑

i,j=1

aij(x)
∂ψ

∂xi

∂ψ

∂xj
= 0, (4.17)à èç åãî âèäà âûòåêàåò, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ψ óðàâíåíèÿ (4.17), îòëè÷íîåîò êîíñòàíòû, áóäåò äàâàòü öåëîå ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê

ψ(x1, ..., xn) = C, (4.18)ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.Çàìå÷àíèå 4.1. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå, à èìåííî: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñî-îòíîøåíèå (4.18) îïðåäåëÿëî ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòèê, çàâèñÿùèõ îò ïðî-èçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �óíêöèÿ ψ óäî-âëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ (4.17). Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü [21, . 111℄, ÷òîâñÿêóþ õàðàêòåðèñòèêó óðàâíåíèÿ (4.1) ìîæíî âêëþ÷èòü â ñåìåéñòâî âè-äà (4.18). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.17)îïðåäåëÿþò âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.4.2. Ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê. Â ýòîì ïóíêòå ìû çàé-ìåìñÿ íàõîæäåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ òðåõ îñíîâíûõòèïîâ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è íåêîòîðûõ èõ íåëèíåéíûõ àíà-ëîãîâ.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå
∂2u

∂t2
− a2∆u ≡ ∂2u

∂t2
− a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)

= f(x, y, t) (4.19)íà ïëîñêîñòè R
2 èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x, y è âåùåñòâåííîé îñè R

1
t èçìåíå-íèÿ âðåìåíè t. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (4.1), åñëè ïîëîæèòü

x1 = x, x2 = y, x3 = t, a11 = a22 = −a2, a33 = 1, aij = 0, ïðè i 6= j.(4.20)Ìû óæå çíàåì, ÷òî âîëíîâîå óðàâíåíèå (4.19) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèïâ êàæäîé òî÷êå (x, y, t) ∈ R
2 × R

1
t . Íàéäåì òåïåðü åãî õàðàêòåðèñòèêè.162



Ïîäñòàâëÿÿ (4.20) â (4.17), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ìó óðàâíåíèþ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.19):
a

(

∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
,
∂ψ

∂t

)

≡
(

∂ψ

∂t

)2

− a2

[

(

∂ψ

∂x

)2

+

(

∂ψ

∂y

)2
]

= 0 íà S. (4.21)Ïóñòü (x0, y0, t0) ∈ R
2×R

1
t � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. �àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü

S =
{

(x, y, t) : ψ(x, y, t) ≡ a2(t− t0)
2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2 = 0

}

, (4.22)ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé äâóõ êîíóñîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êå (x0, y0, t0): âåðõ-íåãî
K+(x0, y0, t0) =

{

(x, y, t) : a(t− t0) >
√

(x− x0)2 + (y − y0)2
} (4.23)è íèæíåãî

K−(x0, y0, t0) =
{

(x, y, t) : −a(t− t0) >
√

(x− x0)2 + (y − y0)2
}

, (4.24)íàçûâàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî êîíóñàìè áóäóùåãî è ïðîøëîãî (ñì. ðèñ. 4.2a).

(a) (á)�èñ. 4.2Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ ψ â (4.22) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.21)â ëþáîé òî÷êå (x, y, t), ïðèíàäëåæàùåé ïîâåðõíîñòè S ≡ Γ+(x0, y0, t0) ∪
Γ−(x0, y0, t0), ãäå Γ±(x0, y0, t0) = ∂K±(x0, y0, t0). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

∂ψ

∂t
= 2a2(t− t0),

∂ψ

∂x
= −2(x− x0),

∂ψ

∂y
= −2(y − y0), (4.25)163



òî
a

(

∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
,
∂ψ

∂t

)

= 4a2
[

a2(t− t0)
2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2
]

. (4.26)Îòñþäà è (4.22) ñëåäóåò, ÷òî
a

(

∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y
,
∂ψ

∂t

)

≡ 0 íà S ≡ Γ+(x0, y0, t0) ∪ Γ−(x0, y0, t0). (4.27)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü S, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (4.22), äëÿ ëþ-áîé òî÷êè (x0, y0, t0) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé. Íèæå áóäåì ññûëàòüñÿíà íåå êàê íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x0, y0, t0),ïðè÷åì âåðõíþþ åå ÷àñòü Γ+(x0, y0, t0) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèì êîíóñîì áóäóùåãî, à íèæíþþ ÷àñòü Γ−(x0, y0, t0) � õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèì êîíóñîì ïðîøëîãî.Îòìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì
S =

{

(x, y, z) : ψ(x, y, t) ≡ a2(t− t0)
2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2 = const 6= 0

}

,íå óäîâëåòâîðÿåò (4.21). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîé.Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ñïðàâåäëèâû è äëÿ n-ìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíå-íèÿ
∂2u

∂t2
− a2∆u ≡ ∂2u

∂t2
− a2

n
∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= f(x, t), x = (x1, x2, ..., xn), (4.28)ðàññìàòðèâàåìîãî â R
n
x × R

1
t , äëÿ êîòîðîãî îòâå÷àþùåå åìó õàðàêòåðèñòè-÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

a

(

∇ψ, ∂ψ
∂t

)

≡
(

∂ψ

∂t

)2

− a2
n
∑

i=1

(

∂ψ

∂xi

)2

= 0 íà S. (4.29)�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü âèäà
S =

{

(x, t) : ψ(x, t) ≡ a2(t− t0)
2 − |x− x0|2 = 0

}

, (4.30)ãäå x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ãðàíèöó äâóõ êîíóñîâ (òî÷-íåå ãèïåðêîíóñîâ) ñ âåðøèíàìè â òî÷êå (x0, t0): âåðõíåãî

K+(x0, t0) = {(x, t) : a(t− t0) > |x− x0|} (4.31)è íèæíåãî
K−(x0, t0) = {(x, t) : −a(t− t0) > |x− x0|} , (4.32)164



íàçûâàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî êîíóñàìè áóäóùåãî è ïðîøëîãî. Çäåñü |x −
x0| =

√

(x1 − x0
1)

2 + (x2 − x0
2)

2 + · · · + (xn − x0
n)

2.�àññóæäàÿ, êàê è âûøå, ëåãêî ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, t0) ∈
R
n × R

1
t �óíêöèÿ ψ â (4.30) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.29). Ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, t0) ïîâåðõíîñòü S, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíè-åì (4.30), ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Åå íàçûâàþò õàðàê-òåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x0, t0), ïðè÷åì âåðõíþþ åå÷àñòü Γ+(x0, t0) íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì áóäóùåãî, à íèæ-íþþ ÷àñòü Γ−(x0, t0) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì ïðîøëîãî. Êðîìå ïî-ñòðîåííîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (êîíóñîâ), âîëíî-âîå óðàâíåíèå (4.28) èìååò è äðóãîå ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõ-íîñòåé, à èìåííî: ñåìåéñòâî êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèìêîíóñàì (4.31) è (4.32). Óðàâíåíèå âòîðîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê èìååòâèä

at + (b, x) ≡ at +
n
∑

i=1

bixi = C. (4.33)Çäåñü b = (b1, b2, ..., bn), bi è C � ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì |b| = 1.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 1 (4.28) ïåðåõîäèò â îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâ-íåíèå
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t) (4.34)íà ïëîñêîñòè R

1 × R
1
t , à åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

a

(

∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂t

)

≡
(

∂ψ

∂t

)2

− a2

(

∂ψ

∂x

)2

= 0. (4.35)Çàïèñàâ óêàçàííîå óðàâíåíèå â âèäå (∂ψ/∂t+a∂ψ/∂x)(∂ψ/∂t−a∂ψ/∂x) =
0, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî �óíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.35)òîãäà, êîãäà ψ óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óðàâíåíèé

∂ψ

∂t
+ a

∂ψ

∂x
= 0 è ∂ψ

∂t
− a

∂ψ

∂x
= 0. (4.36)Èç ðåçóëüòàòîâ ï. 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ïåðâîãî (ëèáî âòîðîãî) óðàâíå-íèÿ â (4.36) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà õàðàêòåðèñòèêàõ

ψ1(x, t) ≡ x− at− C1 = 0 ëèáî ψ2(x, t) ≡ x+ at− C2 = 0, (4.37)îïèñûâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè x, t (ñì. ðèñ. 2.4á).Çäåñü C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Îòñþäà è çàìå÷àíèÿ 4.1 ïðè-õîäèì ê âûâîäó, ÷òî óêàçàííûå ïðÿìûå (4.37) è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâàèñêîìûõ ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (4.34). Ïðè ýòîì ÷åðåç ëþ-áóþ òî÷êó (x0, t0) ∈ R
1
x × R

1
t ïðîõîäÿò äâå õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿåìûå165



óðàâíåíèÿìè x− at = x0 − at0 è x + at = x0 + at0. Óêàçàííûå ïðÿìûå ÿâ-ëÿþòñÿ ãðàíèöàìè äâóìåðíîãî êîíóñà K(x0, t0) = K+(x0, t0) ∪ K−(x0, t0),èçîáðàæåííîãî íà ðèñ.4.2á.Çàìå÷àíèå 4.2. Âñå, ÷òî ãîâîðèëîñü âûøå î õàðàêòåðèñòèêàõ äëÿ n� ìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (4.28), îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ n �ìåðíîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âèäà
∂2u

∂t2
− a2

n
∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= F

(

x, t, u,∇u, ∂u
∂t

)

. (4.38)Çäåñü F � çàäàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, óðàâíå-íèå (4.38) òàê æå, êàê è (4.28), èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï â êàæäîé òî÷êå
(x, t) ∈ R

n × R
n
t , à åãî õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèåêîíóñû Γ+(x0, t0) è Γ−(x0, t0) òàê æå, êàê è ãèïåðïëîñêîñòè (4.33).Îäíàêî â ñëó÷àå áîëåå îáùåãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

∂2u

∂t2
−

n
∑

i,j=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
= F (x, t, u,∇u, ∂u

∂t
), (4.39)ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðè âûïîëíåíèè (1.22), åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-íèå èìååò âèä íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè

a(x, t, ψ,
∂ψ

∂t
,∇ψ) ≡

(

∂ψ

∂t

)2

−
n
∑

i,j=1

aij(x, t)
∂ψ

∂xi

∂ψ

∂xj
= 0. (4.40)Ïîýòîìó íàõîæäåíèå õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (4.39) â ÿâíîì âèäå âîç-ìîæíî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, õîòÿ ìîæíî ñòðîãî ïîêàçàòü, ÷òî÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0, t0) ïðîõîäÿò äâå õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ (4.39).Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îäíîìåðíîãî àíàëîãà

∂2u

∂t2
− a(x, t)

∂2u

∂x2
= F (x, t, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂t
) (4.41)óðàâíåíèÿ (4.39). Óñëîâèåì åãî ãèïåðáîëè÷íîñòè â òî÷êå (x, t) (ëèáî â îá-ëàñòè D ⊂ R × Rt) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå a(x, t) > 0 (a(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ D), àõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

(

∂ψ

∂t

)2

− a2(x, t)

(

∂ψ

∂x

)2

= 0. (4.42)Çàïèñàâ åãî â âèäå [∂ψ/∂t+ a(x, t)∂ψ/∂x][∂ψ/∂t− a(x, t)∂ψ/∂x] = 0, ïðè-õîäèì ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 4.1 ê âûâîäó, ÷òî óðàâíåíèå (4.41) èìååò äâàñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê ψ1(x, t) = C1 è ψ2(x, t) = C2. Çäåñü C1 è C2 �166



ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à �óíêöèè ψ1 è ψ2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäó-þùèõ äâóõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà
∂ψ1

∂t
+ a(x, t)

∂ψ1

∂x
= 0 è ∂ψ2

∂t
− a(x, t)

∂ψ2

∂x
= 0. (4.43)Èç ðåçóëüòàòîâ ï.2.4 è 2.5 âûòåêàåò, ÷òî íàõîæäåíèå ðåøåíèé êàæäîãî èçóðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà â (4.43) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèêäàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ êàê èíòåãðàëüíûå êðèâûåñëåäóþùèõ çàäà÷ Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= a(x, t), x|t=0 = x0,

dx

dt
= −a(x, t), x|t=t0 = x0. (4.44)Ïðè ýòîì �óíêöèÿ ψi ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì i-ãî óðàâíåíèÿ â (4.43) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòíîøåíèå ψi(x, t) = Ci îïðåäåëÿåò ïåðâûé èíòåãðàëñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ â (4.44), i = 1, 2.Èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî [51℄,÷òî â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ a íåïðåðûâíà ïî t è äè��åðåíöèðóåìà ïî

x, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (x0, t0) ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîõîäèò åäèí-ñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïåðâîé çàäà÷è Êîøè â (4.44), îïðåäåëÿþùàÿõàðàêòåðèñòèêó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (4.43), è åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿêðèâàÿ âòîðîé çàäà÷è Êîøè â (4.44), îïðåäåëÿþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó âòî-ðîãî óðàâíåíèÿ â (4.43). Óêàçàííûå õàðàêòåðèñòèêè ïî ïîñòðîåíèþ îáðà-çóþò äâà èñêîìûõ ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê äëÿ èñõîäíîãî êâàçèëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ (4.41).Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì n � ìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
∂u

∂t
− a2

n
∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= f (4.45)â ïðîñòðàíñòâå R
n × R

1
t . Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

n
∑

i=1

(

∂ψ

∂xi

)2

= 0. (4.46)Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (4.45) â R
n×R

1
t ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè ψ(x, t)

= t− const, òî åäèíñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-íîñòè (4.45) ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòè t = const.Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ n � ìåðíîãî êâàçèëèíåé-íîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà
∂u

∂t
− a2

n
∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= F

(

x, t, u,∇u, ∂u
∂t

)

, (4.47)167



à òàêæå áîëåå îáùåãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âèäà
∂u

∂t
−

n
∑

i,j=1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
= F (x, t, u,∇u, ∂u

∂t
), (4.48)ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.22). Äåéñòâèòåëüíî, åãî õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

n
∑

i,j=1

aij(x, t)
∂ψ

∂xi

∂ψ

∂xj
= 0. (4.49)ßñíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (1.22) åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.49)ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ ψ(x, t) = t−const. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (4.48),êàê è (4.45), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.22) èìåþò ñâîèìè õàðàêòåðèñòè-êàìè ãèïåðïëîñêîñòè t = const.Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R
n óðàâíåíèå Ïóàññîíà

∆u =
n
∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= −f. (4.50)Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïî-ïðåæíåìó èìååò âèä (4.46), îäíàêî,â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (4.45), åãî ñëåäóåò ðàññìàòðè-âàòü â ïðîñòðàíñòâå R
n. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî óðàâíåíèå(4.50) íå èìååò âåùåñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü èäåò îâåùåñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ óðàâíåíèÿ (4.50), îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç âå-ùåñòâåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.46). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïîëå êîì-ïëåêñíûõ ÷èñåë óðàâíåíèå (4.46) èìååò äâà ñåìåéñòâà �ìíèìûõ� ðåøåíèé,êîòîðûì îòâå÷àåò äâà ñåìåéñòâà ìíèìûõ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (4.50).Àíàëîãè÷íûé �àêò ñïðàâåäëèâ è äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà

∆u+ k2u = −f,ðàññìàòðèâàåìîãî â ïðîñòðàíñòâå R
n, à òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàçè-ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ∆u = f(x, u,∇u), ãëàâíàÿ ÷àñòü êî-òîðîãî ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà, è, êðîìå òîãî, äëÿ áîëåå îáùåãîýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

n
∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
= f(x, u,∇u)ïðè óñëîâèè, ÷òî êîý��èöèåíòû aij(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ýëëèïòè÷-íîñòè (1.18). 168



�ËÀÂÀ 3. Óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïàè âîëíîâûå ïðîöåññû â ïðîñòðàíñòâå�1. Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèåêîëåáàíèÿ ñòðóíû). Ôîðìóëà Äàëàìáåðà1.1. Íåîãðàíè÷åííàÿ ñòðóíà. Ôîðìóëà Äàëàìáåðà.Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç Rx (ëèáî Rt) âåùåñòâåííóþ îñü, íà êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåí-íàÿ ïåðåìåííàÿ x (ëèáî âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ t). �àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè
R

2 ≡ Rx × Rt ïåðåìåííûõ x è t îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
, a = const, (1.1)ìîäåëèðóþùåå, íàïðèìåð, ïðîöåññ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé áåñêîíå÷íîé îä-íîðîäíîé ñòðóíû. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) â íåêîòîðîé îáëàñòè Q ïëîñ-êîñòè R

2 íàçîâåì �óíêöèþ u : Q→ R, èìåþùóþ â Q âòîðûå ïðîèçâîäíûå
∂2u/∂t2 è ∂2u/∂x2, óäîâëåòâîðÿþùèå â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ Q óðàâíå-íèþ (1.1). Åñëè ê òîìó æå �óíêöèÿ u íåïðåðûâíà â Q âìåñòå ñî âñåìèïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî (ýòîò �àêò ñõåìàòè÷åñêèçàïèñûâàåòñÿ â âèäå: u ∈ C2(Q)), òî óêàçàííóþ �óíêöèþ u áóäåì íàçûâàòüêëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) â îáëàñòè Q.Ïîñòàâèì â ýòîì ïóíêòå ñâîåé öåëüþ âûâåñòè ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ êëàñè-÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Ñ ýòîé öåëüþ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåíèå
u ∈ C2(R2) óðàâíåíèÿ (1.1) ñóùåñòâóåò, ââåäåì íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðå-ìåííûå ξ è η è çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ U ïî �îðìóëàì

ξ = x− at, η = x+ at, U(ξ, η) = u(x, t). (1.2)Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (1.1) ïðèìåò âèä ∂2U/∂ξ∂η = 0. Ïåðå-ïèñàâ åãî â âèäå ∂/∂η(∂U/∂ξ) = 0 è èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåííîé η, ïî-ëó÷àåì, ÷òî ∂U/∂ξ = ω(ξ), ãäå ω � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò ξ. Èíòå-ãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî ξ, ðàññìàòðèâàÿ η êàê ïàðàìåòð, âûâîäèì, ÷òî
U(ξ, η) =

∫

ω(ξ)dξ + θ2(η), ãäå θ2 � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò η. Ïîëàãàÿäàëåå ∫ ω(ξ)dξ = θ1(ξ), ïîëó÷èì U(ξ, η) = θ1(ξ) + θ2(η). Âîçâðàùàÿñü êñòàðûì ïåðåìåííûì x, t, áóäåì èìåòü
u(x, t) = θ1(x− at) + θ2(x+ at). (1.3)Èòàê, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî êëàñè÷åñêîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (1.1) ñóùå-ñòâóåò, ìû äîêàçàëè, ÷òî îíî íåîáõîäèìî ïðåäñòàâëÿåòñÿ �îðìóëîé (1.3).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå, à èìåííî: �óíêöèÿ u,îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (1.3), åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1),169



åñëè θ1 è θ2 � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíê-öèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå ëåì-ìû.Ëåììà 1.1. Ôóíêöèÿ u ∈ C2(R2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâ-íåíèÿ (1.1) íà ïëîñêîñòè R
2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîé òî÷êå

(x, t) ∈ R
2 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (1.3), ãäå θ1 ∈ C2(R) è θ2 ∈ C2(R)� ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.�åøåíèå (ëèáî �îðìóëà) (1.3) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì (ëèáî �îðìóëîé)Äàëàìáåðà â ÷åñòü èçâåñòíîãî �ðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà è �è-ëîñî�à J.L. D'Elembert (1717�1783).Âûÿñíèì �èçè÷åñêèé ñìûñë ðåøåíèÿ Äàëàìáåðà. �àññìîòðèì ñíà÷àëà÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà θ2 = 0, ò. å. êîãäà ðåøåíèå (1.3), îïèñûâàþùåå îò-êëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èìååò âèä

u1(x, t) = θ1(x− at). (1.4)Ïóñòü íàáëþäàòåëü (ñòóäåíò), âûéäÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èçòî÷êè x = c ñòðóíû äâèæåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x ñî ñêî-ðîñòüþ a, ò. å. åãî àáñöèññà ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó x = c+ at (èëè x− at = c).Òîãäà äëÿ íåãî ñìåùåíèå ñòðóíû, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (1.4), áóäåò îñòà-âàòüñÿ âñå âðåìÿ ïîñòîÿííûì è ðàâíûì θ1(c). Äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðîöåññåñâîåãî äâèæåíèÿ îí áóäåò âñå âðåìÿ âèäåòü òîò æå ïðî�èëü, ÷òî è â íà÷àëü-íîé ìîìåíò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ u1 â (1.4) îïèñûâàåò ïåðåìåùåíèåïðî�èëÿ θ1 âïðàâî (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè) ñî ñêîðîñòüþ a. Ôè-çèêè â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïî ñòðóíå áåæèò (èëè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ)âïðàâî âîëíà ñ ïðî�èëåì θ1 è ñêîðîñòüþ a. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ u1îïèñûâàåò áåãóùóþ (èëè ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ) âïðàâî âîëíó ñ ïðî�èëåì
θ1 è ñêîðîñòüþ a. Òî÷íî òàê æå �óíêöèÿ u2, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

u2(x, t) = θ2(x+ at), (1.5)îïèñûâàåò âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âëåâî ñ òîé æå ñêîðîñòüþ a è ïðî-�èëåì θ2. Äëÿ ïðîñòîòû íèæå ìû áóäåì òàêæå ññûëàòüñÿ íà �óíêöèè
u1 ≡ θ1(x− at) è u2 ≡ θ2(x+ at) êàê íà ïðÿìóþ è îáðàòíóþ âîëíû.Çàìå÷àíèå 1.1. Ñòðîãî ãîâîðÿ, θ1(x − at) ÿâëÿåòñÿ íå �óíêöèåé, àçíà÷åíèåì �óíêöèè θ1 : R → R â òî÷êå x − at, ëèáî çíà÷åíèåì �óíêöèèäâóõ àðãóìåíòîâ u1 : R

2 → R â òî÷êå (x, t). Îäíàêî, ñëåäóÿ óñòîÿâøåéñÿ�èçè÷åñêîé òðàäèöèè, ìû ÷àñòî áóäåì ññûëàòüñÿ íà âûðàæåíèå θ1(x− at)êàê íà ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ.Ýòî æå ïðàâèëî áóäåò îòíîñèòüñÿ è ê
θ2(x+ at), à òàêæå ê äðóãèì àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèÿì.Íà îñíîâàíèè âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ðåøåíèå(1.3) óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó èëè ñóïåðïîçèöèþ ïðÿìîéè îáðàòíîé ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ãðà-�è÷åñêîìó ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ �îðìû ñòðóíû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t.170



Ñòðîèì êðèâûå
u1 = θ1(x), u2 = θ2(x), (1.6)îïèñûâàþùèå ïðî�èëè ïðÿìîé è îáðàòíîé âîëí â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-ìåíè t = 0, è çàòåì ïåðåäâèãàåì èõ îäíîâðåìåííî áåç èçìåíåíèÿ �îðìûíà ðàññòîÿíèå at â ðàçíûå ñòîðîíû: êðèâóþ θ1(x) � âïðàâî, à êðèâóþ θ2(x)� âëåâî. ×òîáû ïîëó÷èòü òåïåðü ãðà�èê ñòðóíû â óêàçàííûé ìîìåíò t,äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü àëãåáðàè÷åñêèå ñóììû îðäèíàò ñäâèíóòûõ êðèâûõ.Ôîðìóëà (1.3) ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ âîëíîâî-ãî óðàâíåíèÿ (1.1). Äëÿ àíàëèçà óêàçàííûõ ñâîéñòâ óäîáíî âîñïîëüçîâàòü-ñÿ ïëîñêîñòüþ R

2, êîòîðóþ íàçûâàþò ïëîñêîñòüþ ñîñòîÿíèé èëè ��àçîâîéïëîñêîñòüþ�. Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì (ñì. ãë. 2), ÷òî ïðÿìûå
x− at = const è x+ at = const (1.7)ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (1.1) ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî ëèáîâòîðîãî ñåìåéñòâà. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî �óíê-öèÿ (1.4) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü õàðàêòåðèñòèêè x − at =

const, òîãäà êàê �óíêöèÿ (1.5) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âäîëü õàðàêòåðèñòèêè
x+ at = const.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ1(x) îòëè÷íà îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà
(x1, x2) îñè x è ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Òàêóþ �óíêöèþ θ1 íàçû-âàþò �èíèòíîé ñ íîñèòåëåì suppθ1, ñîñðåäîòî÷åííûì â èíòåðâàëå (x1, x2).Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè (x1, 0) è (x2, 0) õàðàêòåðèñòèêè ïåðâîãî ñåìåéñòâà

Γ′
1 = {(x, t) : t > 0, x− at = x1} è Γ′′

1 = {(x, t) : t > 0, x− at = x2}. (1.8)Îíè ðàçáèâàþò çàìêíóòóþ ïîëóïëîñêîñòü R2
+, ãäå

R
2
+ = Rx × Rt,+ ≡ {(x, t) : −∞ < x <∞, t > 0},íà ïÿòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ: Q′, Γ′

1, Q, Γ′′
1 è Q′′ (ñì. ðèñ. 1.1à),ãäå Q′ = {(x, t) : x − at < x1}, Q = {(x, t) : x1 < x − at < x2},

Q′′ = {(x, t) : x2 < x− at}. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
R2

+ ≡ Rx × {t ∈ R : t ≥ 0} = Q′ ∪ Γ′
1 ∪Q ∪ Γ′′

1 ∪Q′′. (1.9)Óêàçàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ïðÿìîé Râ êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0:
R = D′(t) ∪ S ′(t) ∪D(t) ∪ S ′′(t) ∪D′′(t).Çäåñü D′(t), S ′(t), D(t), S ′′(t) è D′′(t) ñóòü ñå÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tñîîòâåòñòâåííî îáëàñòåé Q′, Γ′

1, Q, Γ′′
1 è Q′′ â (1.9).Èç �èíèòíîñòè �óíêöèè θ1 è (1.4) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ u1 ìîæåò áûòüîòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â îáëàñòè Q, â òî÷êàõ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå171
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x1 < x − at < x2 (äëÿ íàãëÿäíîñòè îíà çàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 1.1à). Ñó÷åòîì ýòîãî îáëàñòü Q íàçîâåì íîñèòåëåì âîëíû u1, à åå ñå÷åíèå D(t) âìîìåíò t � íîñèòåëåì âîëíû â ìîìåíò t. (Çäåñü ìû äîïóñêàåì íåòî÷íîñòü âìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå, ïîñêîëüêó ïîä íîñèòåëåì íåïðåðûâíîé �óíêöèè uìàòåìàòèêè ïîíèìàþò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, ãäå u 6= 0). Â îáëàñòÿõ
Q′ è Q′′ (ëèáî D′ è D′′ â ìîìåíò t) �óíêöèÿ u1 ðàâíà íóëþ. Ôèçè÷åñêè ýòîîçíà÷àåò, ÷òî âîëíîâîé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé �óíêöèåé (1.4), ïðîèñõîäèòâ ìîìåíò t ëèøü â îáëàñòè D, ïðè÷åì äî îáëàñòè D′′ âîëíà åùå íå äîøëà,òàê ÷òî òàì åùå íàáëþäàåòñÿ ïîêîé, à ÷åðåç îáëàñòü D′ âîëíà óæå ïðîøëà,òàê ÷òî òàì óæå íàñòóïèë ïîêîé. Â ñâîþ î÷åðåäü õàðàêòåðèñòèêà Γ′′

1 â (1.8)èìååò ñìûñë ïåðåäíåãî �ðîíòà âîëíû u1, îòäåëÿþùåãî íîñèòåëü Q âîëíû(1.4) îò �ïåðåäíåé� îáëàñòè ïîêîÿ Q′′, òîãäà êàê õàðàêòåðèñòèêà Γ′
1 èìååòñìûñë çàäíåãî �ðîíòà âîëíû u1, îòäåëÿþùåãî íîñèòåëü Q âîëíû (1.4) îò�çàäíåé� îáëàñòè ïîêîÿ Q′. Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâàîáðàòíîé âîëíû u2 ≡ θ2(x+ at) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �óíêöèÿ θ2 îòëè÷íàîò íóëÿ ëèøü â èíòåðâàëå (x1, x2). �åîìåòðè÷åñêàÿ êàðòèíà èçîáðàæåíà íàðèñ. 1.1á, ãäå îáëàñòü Q̃ èìååò ñìûñë íîñèòåëÿ âîëíû u2, Q̃′ è Q̃′′ ÿâëÿþòñÿîáëàñòÿìè ïîêîÿ, à Γ′′

2 è Γ′
2 èìåþò ñìûñë ïåðåäíåãî è çàäíåãî �ðîíòîââîëíû u2.Ïóñòü x 6∈ [x1, x2] � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Èç ïðåäûäóùåãî àíàëèçà âû-òåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé òî÷êè ñóùåñòâóåò èíòåðâàë âðåìåíè (t1, t2),â òå÷åíèå êîòîðîãî â x ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà. ×òîáû îïðåäåëèòü ãåî-ìåòðè÷åñêè óêàçàííûé èíòåðâàë, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó x ëó÷ïàðàëëåëüíî îñè t, íàéòè åãî ïåðåñå÷åíèå ñ îáëàñòüþ Q äëÿ ïðÿìîé âîëíûëèáî ñ Q̃ äëÿ îáðàòíîé âîëíû è ñïðîåêòèðîâàòü ýòî ïåðåñå÷åíèå íà îñü t.Ñõåìàòè÷åñêè óêàçàííîå ïîñòðîåíèå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.1à äëÿ x > x2 èíà ðèñ. 1.1á äëÿ x < x1.1.2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. �àñ-ñìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè172



êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (1.1) â ïîëóïëîñêîñòè R
2
+ èç ïðîñòðàí-ñòâà C2(R2

+)

∩C1(R2
+), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψ(x), x ∈ R. (1.10)Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå u ∈ C2(R2
+) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ u íåïðåðûâíàâìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â îò-êðûòîé îáëàñòè � ïîëóïëîñêîñòè R

2
+. Â òî æå âðåìÿ óñëîâèå u ∈ C1(R2

+)îçíà÷àåò, ÷òî u âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ∂u/∂t è ∂u/∂x íåïðåðûâíà â R
2
+è äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà çàìêíóòóþ ïîëóïëîñêîñòü R2

+ =

Rx × {t ∈ Rt : t ≥ 0}. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå u ∈ C1(R2
+) îáóñëîâëåíîíåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíåíèÿ ðåøåíèåì u íà÷àëüíûõ óñëîâèé (1.10) íà ãðà-íèöå t = 0 çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè R2

+. Ôèçè÷åñêè çàäà÷à (1.1), (1.10)îïèñûâàåò ïðîöåññ êîëåáàíèé áåñêîíå÷íîé ñòðóíû, âûçûâàåìûõ åå íà÷àëü-íûì îòêëîíåíèåì ϕ è íà÷àëüíûì èìïóëüñîì ψ. Ââèäó íåîãðàíè÷åííîñòèñòðóíû �óíêöèè ϕ è ψ çàäàíû íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè Rx.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå u çàäà÷è (1.1), (1.10) ñóùåñòâóåò. Òîãäà âñèëó ëåììû 1.1 îíî íåîáõîäèìî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (1.3). Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü �óíêöèè θ1 è θ2 â (1.3) òàê,÷òîáû èõ ñóììà óäîâëåòâîðÿëà îáîèì óñëîâèÿì â (1.10). Ïîäñòàâëÿÿ (1.3)â (1.10), ïîëó÷èì
θ1(x) + θ2(x) = ϕ(x), −a[θ′1(x) − θ′2(x)] = ψ(x). (1.11)Èíòåãðèðóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî, èìååì θ1(x)−θ2(x) = −1

a

∫ x

0 ψ(ξ)dξ+C, ãäåC� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñêëàäûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ïåðâûì ðàâåíñòâîìâ (1.11) ëèáî âû÷èòàÿ, ïðèõîäèì ê äâóì ñîîòíîøåíèÿì, èìåþùèì âèä:
θ1(x) =

1

2
ϕ(x) − 1

2a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ +
C

2
, θ2(x) =

1

2
ϕ(x) +

1

2a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ − C

2
.(1.12)Ïîäñòàâëÿÿ (1.12) â (1.3), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îêîí÷àòåëüíîé �îðìåðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10):

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at
∫

x−at

ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ R
2
+. (1.13)Ôîðìóëà (1.13) òàê æå, êàê è (1.3), íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Äàëàìáåðà.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (1.13) äàåò èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.10), åñëè

ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R). (1.14)173



(Çäåñü è íèæå C l(R) îáîçíà÷àåò êëàññ �óíêöèé: R → R, íåïðåðûâíûõâìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà l âêëþ÷èòåëüíî.)Èòàê, ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ u çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10),ìû ïîêàçàëè, ÷òî îíî äîëæíî ïðåäñòàâëÿòüñÿ �îðìóëîé (1.13). Îòñþäà, â÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íóëåâûì íà÷àëüíûì äàííûì ϕ = 0, ψ = 0 îòâå÷àåòëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0. Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî â ñèëó ëèíåé-íîñòè óðàâíåíèÿ (1.1) åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10).Ïîñòðîèâ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â âèäå (1.13), ìû òåì ñàìûì äîêàçàëè åãîñóùåñòâîâàíèå. Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.14). Òîãäà êëàññè÷åñêîåðåøåíèå u ∈ C2(R2
+) ∩ C1(R2

+) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10) ñóùåñòâóåò,åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (1.13).Èçëîæåííûé âûøå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10)íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí èëè ìåòîäîì õàðàêòåðè-ñòèê.Çàìå÷àíèå 1.2. Ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî íàçâàòü òîåãî ðåøåíèå u, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.10) ïðè êîí-êðåòíûõ �óíêöèÿõ ϕ è ψ. Òîãäà òîò �àêò, ÷òî ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç �îðìóëû (1.3) ïðè íàäëåæàùåì âûáî-ðå �óíêöèé θ1 è θ2 îçíà÷àåò, ÷òî �îðìóëà (1.3) îïèñûâàåò îáùåå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (1.1).Çàìå÷àíèå 1.3. Ïðîñòîé àíàëèç �îðìóëû (1.13) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèé (1.14) îáå ïðîèçâîäíûå ∂2u/∂t2 è ∂2u/∂x2, âõîäÿùèåâ óðàâíåíèå (1.1), íåïðåðûâíû â çàìêíóòîé îáëàñòè R2
+. Òàêèì îáðàçîì,ïîñòðîåííîå íàìè ðåøåíèå (1.13) îáëàäàåò äàæå á�îëüøåé ãëàäêîñòüþ, ÷åìýòî òðåáóåòñÿ â îïðåäåëåíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.10).×òîáû îòëè÷èòü (ïî ñâîéñòâó ãëàäêîñòè) ïîñòðîåííîå ðåøåíèå îò êëàññè-÷åñêîãî ðåøåíèÿ, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðâîãî ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòüçäåñü è íèæå ââåäåííûé â ï. 2.3. ãë. 2 òåðìèí ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå.Ìû áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü �ðåøåíèÿ�, îáëàäàþùèå ìåíüøåé ãëàä-êîñòüþ, ÷åì óêàçàíî â îïðåäåëåíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Íà òàêèå ðå-øåíèÿ áóäåì ññûëàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàòåðèàëàìè ï. 1.5 ãë. 2 êàê íàîáîáùåííûå ðåøåíèÿ. Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èãðàåò âàæíóþðîëü â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå. Ïåðâîå óïîìèíàíèå îá îáîá-ùåííûõ ðåøåíèÿõ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å Êîøè (1.1), (1.10) áóäåò ñäåëàíîóæå â ï. 1.3 íèæå.Èññëåäóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáùåãî ðåøåíèÿ (1.3) è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ(1.13) óðàâíåíèÿ (1.1). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì �èêñèðîâàííóþ òî÷êó

(x0, t0) ∈ R
2
+ è ïðîâåäåì èç íåå õàðàêòåðèñòèêè

x− at = x0 − at0 è x+ at = x0 + at0, (1.15)174



êîòîðûå ïåðåñåêàþò îñü x ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ
x1 = x0 − at0 è x2 = x0 + at0. (1.16)Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå îáùåãî ðåøåíèÿ u â òî÷êå (x0, t0) ðàâíî

θ1(x1) + θ2(x2), ò. å. îíî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè �óíêöèé θ1 è θ2 ñîîò-

(à) (á)�èñ. 1.2âåòñòâåííî â òî÷êàõ x1 è x2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà,îáðàçîâàííîãî äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè (1.15) è îñüþ x (ñì. ðèñ. 1.2à). Ýòîòòðåóãîëüíèê, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç K−(x0, t0), íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèì òðåóãîëüíèêîì òî÷êè (x0, t0), à óêàçàííûé �àêò îáû÷íî èíòåðïðåòè-ðóþò òàê: âîçìóùåíèå â ñòðóíå, âûçâàííîå åå íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì,ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê (1.7) óðàâíåíèÿ (1.1) ñ ïîñòî-ÿííîé ñêîðîñòüþ a (áåç èçìåíåíèÿ �îðìû). Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûéðåçóëüòàò â âèäå ëåììû.Ëåììà 1.2. Çíà÷åíèå ðåøåíèÿ (1.3) óðàâíåíèÿ (1.1) â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå (x, t) ∈ R
2
+ ðàâíî ñóììå çíà÷åíèé �óíêöèé θ1 è θ2 â (1.3) â íèæ-íèõ âåðøèíàõ (x1, 0) è (x2, 0) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà K−(x, t)òî÷êè (x, t).Îáðàòèìñÿ äàëåå ê �îðìóëå (1.13) è ïîëîæèì â íåé x = x0, t = t0.Ïåðåïèñàâ åå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (1.16) â âèäå
u(x0, t0) =

ϕ(x1) + ϕ(x2)

2
+

1

2a

x2
∫

x1

ψ(ξ)dξ, (1.17)ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó, ÷òî çíà÷åíèå u(x0, t0) ðåøåíèÿ è çàäà÷è Êî-øè (1.1), (1.10), îïèñûâàþùåå îòêëîíåíèå ñòðóíû â òî÷êå x0 â ìîìåíò
t0, çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé íà÷àëüíîé �óíêöèè (íà÷àëüíîãî îòêëî-íåíèÿ) ϕ â òî÷êàõ x1 = x0 − at0 è x2 = x0 + at0 îñè x � âåðøèíàõ õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà K−(x0, t0) òî÷êè (x0, t0), è îò çíà÷å-íèé íà÷àëüíîé �óíêöèè (íà÷àëüíîé ñêîðîñòè îòêëîíåíèÿ ñòðóíû) ψ íàó÷àñòêå (x1, x2) îñè x. 175



Íà÷àëüíûå äàííûå, çàäàííûå âíå [x1, x2], íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà çíà-÷åíèå ðåøåíèÿ u â òî÷êå (x0, t0). Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû íå íàâñåé áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé, à ëèøü íà îòðåçêå [x1, x2], òî îíè îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþò ðåøåíèå âíóòðè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, îñíîâàíè-åì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [x1, x2].Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî äâà ÷àñòíûõ ñëó-÷àÿ â çàäà÷å Êîøè (1.1), (1.10).1) Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè òî÷åê ñòðóíû ðàâíû íóëþ, à íà÷àëüíîå îòêëî-íåíèå èìååò ìåñòî ëèøü â êîíå÷íîì èíòåðâàëå (−α, α) ñòðóíû, ò. å.
ϕ(x) = 0 âíå (−α, α), ψ(x) ≡ 0 â R. (1.18)�åøåíèå (1.13) ïðèíèìàåò âèä

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
. (1.19)Èç (1.19) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ âîëí, ðàñ-ïðîñòðàíÿþùèõñÿ âïðàâî è âëåâî ñî ñêîðîñòüþ a, ïðè÷åì íà÷àëüíàÿ �îðìàîáåèõ âîëí îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé (1/2)ϕ(x), ðàâíîé ïîëîâèíå íà÷àëüíîãîñìåùåíèÿ.Äàäèì �èçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåøåíèÿ (1.19). �àññìîòðèì òî÷êó

x > α, ëåæàùóþ ïðàâåå èíòåðâàëà (−α, α). �àçîáüåì èíòåðâàë âðåìåíè
[0,∞) íà òðè:

1) 0 ≤ t ≤ t1 =
x− α

a
; 2) t1 < t < t2 =

x+ α

a
; 3) t2 ≤ t <∞.Èç (1.18) è (1.19), à òàêæå ðèñ.1.1à ïðè x2 = α ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) ≡ 0 ïðè

0 ≤ t ≤ t1. Â �èçè÷åñêîì ïëàíå ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê, ÷òî âîë-íà, âîçáóæäåííàÿ íà÷àëüíûì âîçìóùåíèåì � ïàðîé {(−α, α), ϕ}, åùå íåäîøëà äî òî÷êè x. Òî÷íî òàê æå èç (1.18) è (1.19) ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) 6≡ 0ïðè t1 < t < t2. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå èíòåðâàëà (t1, t2)âðåìåíè t òî÷êà x ñòðóíû ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ñâîåãîðàâíîâåñèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå t1 â �èçè÷åñêîì ïëàíå ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé ìîìåíò, êîãäà âîëíà äîõîäèò äî òî÷êè x, ò. å., êàê ãîâîðÿò �èçè-êè, ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ïåðåäíåãî �ðîíòà ïðÿìîé âîëíû. Íàêîíåö, â ñèëó(1.18), (1.19) èìååì, ÷òî u(x, t) ≡ 0 ïðè t ≥ t2. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òîâîëíà, âîçáóæäåííàÿ íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì ϕ, ïðîøëà â ìîìåíò t2 òî÷êó
x, îñòàâèâ ïîñëå ñåáÿ íåâîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå
t2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ çàäíåãî �ðîíòà ïðÿìîé âîëíû÷åðåç òî÷êó x.Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ñòðó-íû x < −α, ëåæàùåé ëåâåå èíòåðâàëà (−α, α), ïîêàçûâàþò, ÷òî

u(x, t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ t1 =
−α− x

a
,176



u(x, t) 6≡ 0 ïðè t1 < t < t2 =
α− x

a
è u(x, t) ≡ 0 ïðè t2 ≤ t <∞.Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ t1 è t2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîìåíòû ïðîõîæäåíèÿ ñî-îòâåòñòâåííî ïåðåäíåãî è çàäíåãî �ðîíòà îáðàòíîé âîëíû ÷åðåç òî÷êó x.Íàêîíåö, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó x âíóòðè èíòåðâàëà (−α, α) ñíà÷àëà ïðî-õîäÿò îáå âîëíû (ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ), çàòåì îäíà âîëíà (ïðÿìàÿ èëè îá-ðàòíàÿ), à çàòåì íè îäíîé âîëíû. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà â óêàçàííîéòî÷êå x ñòðóíû íàáëþäàåòñÿ ïîêîé, ò. å. u(x, t) ≡ 0. Íàãëÿäíîå ïðåä-ñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ â äàííîì ÷àñòíîì ñëó-÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ �àçîâîé ïëîñêîñòè (x, t). Ïðîâåäåì õà-ðàêòåðèñòèêè ÷åðåç òî÷êè (−α, 0) è (α, 0). Îíè ðàçáèâàþò ïîëóïëîñêîñòü

R
2
+ = (−∞ < x < ∞, t ≥ 0) íà øåñòü îáëàñòåé: Q1, Q2, Q3, Q4, Q5,

Q6 (ñì. ðèñ.1.2á). Àíàëèç �îðìóëû (1.19) äëÿ îòêëîíåíèÿ u(x, t) ñòðóíû âëþáîé òî÷êå (x, t) ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáëàñòÿõ Q1, Q3, Q5 îòêëîíåíèå ðàâ-íî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó íèæíèå âåðøèíû õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ãî òðåóãîëüíèêà ëþáîé òî÷êè (x, t) èç ýòèõ îáëàñòåé ëåæàò âíå èíòåðâàëà
(−α, α), íà êîòîðîì íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ îòëè÷íà îò íóëÿ, òî óêàçàííûé�àêò ñëåäóåò èç ëåììû 1.2. Â îáëàñòè Q2 ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ âîëíà
u = (1/2)ϕ(x− at), â îáëàñòè Q4 � îáðàòíàÿ âîëíà u = (1/2)ϕ(x+ at), à âîáëàñòè Q6 ðåøåíèå åñòü ñóììà ïðÿìîé è îáðàòíîé âîëí. �åîìåòðè÷åñêàÿèíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ (1.19) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.3a â ñëó÷àå, êîãäà
a = 1, à íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ èìååò âèä �ðàâíîáåäðåííîãî� òðåóãîëüíèêà,îïðåäåëÿåìîãî �îðìóëîé

ϕ(x) =







x+ 1, x ∈ (−1, 0),
1 − x, x ∈ (0, 1),
0, x 6∈ (−1, 1).

(1.20)Òàêîé íà÷àëüíûé ïðî�èëü ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðè t = 0 îòòÿíóòü ñòðó-íó â òî÷êå x = 0 è çàæàòü â òî÷êàõ x = −1 è x = 1. Íà ðèñ. 1.3a äàíûïðî�èëè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîëîæåíèé ñòðóíû â ìîìåíòû âðåìåíè t0 = 0,
t1 = 0.5, t2 = 1, t3 = 1.5, t4 = 2. Âèäíî, ÷òî â êàæäûé �èêñèðîâàííûéìîìåíò ti, i = 0, 1, 2, 3, 4 ïðî�èëü ñòðóíû ðàâåí ñóììå äâóõ ïðî�èëåé:�ïðàâîãî� è �ëåâîãî�, ãäå ïðàâûé (ëèáî ëåâûé) ïðî�èëü ïîëó÷àåòñÿ ñäâè-ãîì ïîëîâèíêè íà÷àëüíîãî ïðî�èëÿ (ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà) ϕ â(1.20) âïðàâî (ëèáî âëåâî) íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ïî âåëè÷èíå ti (òàê êàê
a = 1).Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ â (1.20), áó-äó÷è êóñî÷íî-àíàëèòè÷íîé, íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ ∈ C2(R). Îäíàêîýòîò ïðèìåð ïîëåçåí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèåî �èçèêå ïðîòåêàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîëíîâîãî ïðîöåññà.2) Íà÷àëüíîå ñìåùåíèå ϕ ðàâíî íóëþ, à �óíêöèÿ ψ îòëè÷íà îò íóëÿëèøü â êîíå÷íîì èíòåðâàëå (−α, α). Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñòðó-177



(à) (á)�èñ. 1.3íà èìååò ëèøü íà÷àëüíûé èìïóëüñ. �åøåíèå (1.13) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèéâèä:
u(x, t) =

1

2a

x+at
∫

x−at

ψ(ξ)dξ =
1

2a





x+at
∫

0

ψ(ξ)dξ −
x−at
∫

0

ψ(ξ)dξ



 . (1.21)Ïîëàãàÿ
1

2a

x
∫

0

ψ(ξ)dξ = Ψ(x), (1.22)ïåðåïèøåì (1.21) â âèäå
u(x, t) = Ψ(x+ at) − Ψ(x− at). (1.23)Ñîîòíîøåíèå (1.23) îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííûé íà÷àëüíûé èìïóëüñ âîçáóæ-äàåò ïî ñòðóíå äâå âîëíû: ïðÿìóþ ñ ïðî�èëåì −Ψ è îáðàòíóþ ñ ïðî�èëåì

Ψ. Èç (1.23) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ â óêàçàííîì ÷àñòíîì ñëó-÷àå ïðî�èëÿ ñòðóíû â ìîìåíò t íóæíî ñíà÷àëà ïðî�èëü Ψ ñäâèíóòü âëåâî178



íà ðàññòîÿíèå at, çàòåì âïðàâî íà òî æå ðàññòîÿíèå è âû÷åñòü ïîëó÷åííûåïðî�èëè.Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà x > α. Îïÿòü ðàçîáüåìâðåìåííîé èíòåðâàë (0,∞) íà òðè ïîäèíòåðâàëà:
1) 0 ≤ t ≤ t1 =

x− α

a
; 2) t1 < t < t2 =

x+ α

a
; 3) t2 ≤ t <∞.1. 0 ≤ t ≤ t1. Ïðè t = 0 èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ (x−at, x+at) â (1.21)âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó x, à çàòåì ñ óâåëè÷åíèåì t îí ðàñøèðÿåòñÿ â îáåñòîðîíû ñî ñêîðîñòüþ a. Ïðè t ≤ t1 îí íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ èíòåðâàëîì

(−α, α), ãäå ψ îòëè÷íà îò íóëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ψ = 0 â (x− at, x+ at) ∀t ≤ t1 =⇒ u(x, t) ≡ 0 ∀t ≤ t1.Ýòè �àêòû �èçè÷åñêè îçíà÷àþò, ÷òî âîëíà, âûçâàííàÿ íà÷àëüíûì âîç-ìóùåíèåì � ïàðîé {(−α, α), ψ}, åùå íå äîøëà äî òî÷êè x. Îòìåòèì, ÷òîïîñëåäíåå óñëîâèå u(x, t) ≡ 0 âûïîëíÿåòñÿ è â ìîìåíò âðåìåíè t1, äàæååñëè ψ(α) 6= 0.2. t1 < t < t2. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé âðåìåíè t, ò. å., íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t1 èäî ìîìåíòà t2, èíòåðâàë (x− at, x+ at) áóäåò ïåðåñåêàòü èíòåðâàë (−α, α),ãäå ψ 6≡ 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç (1.21) ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) 6≡ 0 ïðè t1 < t < t2.Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t > t1 â òî÷êó x ïðèõîäèò âîçìóùåíèå, âû-çâàííîå íåíóëåâûì íà÷àëüíûì èìïóëüñîì ñòðóíû, ïîä âëèÿíèåì êîòîðîãîòî÷êà x íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ. Ñàì æå ìîìåíò t1 åñòü ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ÷åðåç òî÷êó x ïåðåäíåãî �ðîíòà âîëíû, âûçâàííîé íà÷àëüíûì èìïóëüñîì.3. t2 ≤ t <∞. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé t èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ (x−at, x+

at) â (1.21) áóäåò öåëèêîì ñîäåðæàòü èíòåðâàë (−α, α). Òàê êàê ψ = 0 âíå
(−α, α), òî äëÿ òàêèõ t �îðìóëà (1.21) ïðèíèìàåò âèä

u(x, t) =
1

2a

α
∫

−α

ψ(ξ)dξ = const, ∀t ≥ t2. (1.24)Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t2, èìåþùåãî ñìûñë ìîìåíòà ïðî-õîæäåíèÿ ÷åðåç òî÷êó x çàäíåãî �ðîíòà âîëíû, âûçâàííîé íà÷àëüíûì èì-ïóëüñîì ñòðóíû, òî÷êà x ïåðåñòàåò êîëåáàòüñÿ è çàíèìàåò ïîëîæåíèå, îïðå-äåëÿåìîå �îðìóëîé (1.24). Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíà îñòàâëÿåò âñòðóíå ñëåä ïîñëå ñâîåãî ïðîõîæäåíèÿ.�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ (1.21) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.3áâ ñëó÷àå, êîãäà a = 1, à íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ψ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
ψ(x) =

{

1, x ∈ (−1, 1),
0, x 6∈ (−1, 1).

(1.25)179



Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ �óíêöèÿ Ψ â (1.22) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
Ψ(x) =







−1/2, x ∈ (−∞,−1),
1/2x, x ∈ [−1, 1],
1/2, x ∈ (1,+∞).

(1.26)Óêàçàííûé ïðî�èëü âìåñòå ñî ñäâèíóòûì ïðî�èëåì Ψ(x + t) èçîáðàæåííà ðèñ. 1.4, òîãäà êàê íà ðèñ. 1.3á èçîáðàæåíû â âèäå ïðåðûâèñòûõ ëèíèéïðî�èëè �óíêöèé Ψ(x + t) è Ψ(x− t) ñîîòâåòñòâåííî, à â âèäå ñïëîøíîéëèíèè ïðî�èëè îòêëîíåíèÿ ñòðóíû â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè t0, t1, t2, t3è t4, ÷òî è íà ðèñ. 1.3à. Âèäíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t > t2, ïðî�èëüîòêëîíåíèÿ ñòðóíû èìååò �îðìó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè åäèíè÷íîé âû-ñîòû, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíî ðàñøèðÿåòñÿ â îáå ñòîðîíû ñ ðîñòîì âðåìåíè.
ψ

-

x1

0.5

-0.5

-1

ψ

t
-

x1

0.5

-0.5

-1 �èñ. 1.4Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå íåíóëåâîãî íà÷àëüíîãî èìïóëüñà ψ, îïðåäåëÿ-åìîãî �îðìóëîé (1.25), ïðèâîäèò ê ñäâèãó êàæäîé òî÷êè ñòðóíû â îïðåäå-ëåííûé ìîìåíò t, çàâèñÿùèé îò x, íà åäèíè÷íîå ðàññòîÿíèå ââåðõ. Îïÿòüîòìåòèì, ÷òî õîòÿ â äàííîì ïðèìåðå �óíêöèÿ ψ äàæå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-ðûâíîé, ïðèâåäåííûé âûøå àíàëèç ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî õîðî-øåå ïðåäñòàâëåíèå î �èçèêå ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-÷àå. Èç ýòîãî ïðèìåðà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðèíöèï �þéãåíñà (ñì.áîëåå ïîäðîáíî î íåì â � 3) íå âûïîëíÿåòñÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.1.3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ê èñõîäíûì äàííûì.Îáîáùåííîå ðåøåíèå. Êàê óêàçûâàëîñü â ãë. 2, îäíèì èç âàæíåéøèõòðåáîâàíèé ïðè ïîñòàíîâêå è èññëåäîâàíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêèÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì èñõîä-íûõ äàííûõ. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ çàäà÷è Êîøè óêàçàííîå ñâîéñòâî èìååòìåñòî. Ïóñòü QT = R × (0, T ], ãäå 0 < T <∞.Òåîðåìà 1.2. (Î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòíà÷àëüíûõ äàííûõ). Ïóñòü u1 è u2 � ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10)èç êëàññà C2(R2
+) ∩ C1(R2

+) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u1|t=0 = ϕ1(x),

∂u1

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψ1(x) è u2|t=0 = ϕ2(x),
∂u2

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψ2(x), x ∈ R.180



Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ε > 0 è T > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ =
δ(ε, T ) > 0, ÷òî èç íåðàâåíñòâ |ϕ1(x) − ϕ2(x)| < δ, |ψ1(x) − ψ2(x)| < δ
∀x ∈ R ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|u1(x, t) − u2(x, t)| < ε ∀(x, t) ∈ QT ≡ R × [0, T ].Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñàâ ðåøåíèÿ u1 è u2 â âèäå (1.13) ÷åðåç èñõîä-íûå äàííûå (ϕ1, ψ1) è (ϕ2, ψ2) ñîîòâåòñòâåííî è âû÷èòàÿ, èìååì
|u1(x, t) − u2(x, t)| ≤

1

2
|ϕ1(x− at) − ϕ2(x− at)|+

+
1

2
|ϕ1(x+ at) − ϕ2(x+ at)| + 1

2a

x+at
∫

x−at

|ψ1(ξ) − ψ2(ξ)|dξ <

<
1

2
δ +

1

2
δ +

1

2a

x+at
∫

x−at

δdξ = δ + δt ≤ δ(1 + T ) ∀(x, t) ∈ QT .Ïîëàãàÿ çäåñü δ = ε/(1 + T ), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Ñîäåð-æàíèå òåîðåìû 1.2 êðàòêî ìîæíî âûðàçèòü òàê: ìàëûì èçìåíåíèÿì íà-÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10) îòâå÷àþò ìàëûå èçìåíåíèÿðåøåíèÿ.Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòåèçìåðåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Èç òåîðåìû 1.2 âûòåêà-åò âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè âûâîä î òîì, ÷òî ìàëûå ïîãðåøíîñòè â íà÷àëüíûõäàííûõ ïðèâîäÿò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì â ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè. Ýòà òåî-ðåìà óêàçûâàåò òàêæå íà îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿçàäà÷è Êîøè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ è ψ íå îáëàäàþòäîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ. �àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäàíà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ è ψ èìåþò êîíå÷íûå íîñèòåëè, ïðè÷åì
ϕ ∈ C1(R), ψ ∈ C0(R). (1.14a)Ïîñòðîèì äëÿ óêàçàííûõ �óíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} ∈ C2(R) è

{ψn} ∈ C1(R), ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ϕ è ψ. Îáîçíà÷èì÷åðåç un ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10), îòâå÷àþùåå ïàðå (ϕn, ψn).Îöåíèì ðàçíîñòü un+k− un. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé {ϕn} è {ψn} äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë ε > 0 è T > 0 íàéäåòñÿòàêîå N , ÷òî äëÿ ëþáûõ n > N è öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ k
|ϕn+k(x) − ϕn(x)| <

ε

1 + T
, |ψn+k(x) − ψn(x)| <

ε

1 + T
∀x ∈ R.Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1.2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|un+k(x, t) − un(x, t)| < ε ∀(x, t) ∈ QT , n > N, k = 1, 2, ... .181



Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} �óíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàí-ñòâå îãðàíè÷åííûõ è íåïðåðûâíûõ íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå QT �óíêöèé.Ïîñêîëüêó óêàçàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî [32℄, òî un ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿâ QT ê íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé â QT �óíêöèè u, òàê ÷òî
u(x, t) = lim

n→∞
un(x, t) = lim

n→∞







ϕn(x− at) + ϕn(x+ at)

2
+

1

2a

x+at
∫

x−at

ψn(ξ)dξ







.Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞,ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ââåäåííàÿ �óíêöèÿ u îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííûì�óíêöèÿì ϕ è ψ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Äàëàìáåðà (1.13). Èç íåå, â ÷àñòíî-ñòè, âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò îáîèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â(1.10). Îäíàêî òàê ïîñòðîåííàÿ �óíêöèÿ u óæå íå óäîâëåòâîðÿåò, âîîáùåãîâîðÿ, óðàâíåíèþ (1.1). Ïîñëåäíåå âûòåêàåò õîòÿ áû èç òîãî, ÷òî â ñëó÷àå,êîãäà �óíêöèè ϕ è ψ óäîâëåòâîðÿþò ëèøü óñëîâèÿì (1.14à), ïðîèçâîäíûõâòîðîãî ïîðÿäêà îò �ðåøåíèÿ� u, îïðåäåëÿåìîãî �îðìóëîé (1.13), â îáùåìñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó áåññìûñëåííî òðåáîâàòü îò �ðåøåíèÿ� u ÷òî-áû îíî óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ (1.1) â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ R
2
+. Òåì íåìåíåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ëèøü óñëîâèé (1.14à) è äàæåáîëåå �ñëàáûõ� óñëîâèé íà ãëàäêîñòü ϕ è ψ �óíêöèÿ (1.13) óäîâëåòâîðÿ-åò óðàâíåíèþ (1.1) â íåêîòîðîì èíòåãðàëüíîì (òàê ñêàçàòü, îáîáùåííîì)ñìûñëå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî �óíêöèþ u, îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé Äàëàìáåðà(1.13) ïî �óíêöèÿì ϕ è ψ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (1.14à), ìîæíî íà-çâàòü îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10). Íå èìåÿ âîçìîæíî-ñòè îñòàíàâëèâàòüñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà àíàëèçå ñâîéñòâ îáîáùåííûõ ðåøå-íèé, ïîðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëÿì êíèãè [28,32, 34℄, ãäå äåòàëüíî îñâåùàþòñÿñâîéñòâà îáîáùåííûõ ðåøåíèé, à òàêæå êíèãó [11℄. Â ïîñëåäíåé èçëàãàåòñÿäðóãîé ïîäõîä ê ââåäåíèþ îáîáùåííûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñò-íûõ ïðîèçâîäíûõ, îñíîâàííûé íà �óíäàìåíòàëüíîì ïîíÿòèè îáîáùåííîé�óíêöèè.1.4. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. �àñ-ñìîòðèì â ýòîì ïóíêòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî îäíîìåðíîãî âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè �óíêöèè u ∈ C2(R2

+) ∩
C1(R2

+), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ f â R

2
+ ≡ Rx × Rt,+ (1.27)è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.10). Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàõîæäå-íèÿ ðåøåíèÿ îáùåé íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (1.27), (1.10) äîñòàòî÷íî íàéòèðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.27) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 â R. (1.28)182



Äåéñòâèòåëüíî, äîáàâëÿÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.10) äëÿîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (1.13), ìû ïîëó÷èìâ ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (1.27) èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.27), (1.10).Ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ðå-øåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòüâûðàæåíî òåì èëè èíûì îáðàçîì ÷åðåç ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî èìååò ìåñòî è â ðàññìàòðè-âàåìîì ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî. �àññìîòðèì �óíêöèþ v(x, t, τ) ïåðåìåííûõ
x, t è ïàðàìåòðà τ , óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîðîäíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2v

∂t2
= a2∂

2v

∂x2
â R × (τ,∞) (1.29)è ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè t = τ :

v|t=τ = 0,
∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t=τ

= f(x, τ) â R. (1.30)Ââîäÿ âìåñòî t íîâóþ âðåìåííóþ ïåðåìåííóþ t1 = t − τ , çàìå÷àåì, ÷òî�óíêöèÿ
w(x, t1, τ) ≡ v(x, t1 + τ, τ) (1.31)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè

∂2w

∂t21
= a2∂

2w

∂x2
â R × (0,∞), w|t1=0 = 0,

∂w

∂t1

∣

∣

∣

∣

t1=0

= f(x, τ) â R.Â òàêîì ñëó÷àå �óíêöèÿ w ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ �îð-ìóëû (1.13), ïðèíèìàþùåé â äàííîì ñëó÷àå âèä
w(x, t1, τ) =

1

2a

x+at1
∫

x−at1

f(ξ, τ)dξ, x ∈ R, 0 ≤ t1 <∞. (1.32)Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé �îðìóëû äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü ñîãëàñíî òåî-ðåìå 1.1, ÷òî f ∈ C0(R2
+), ∂f/∂x ∈ C0(R2

+). Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïå-ðåìåííûì t è v, ïåðåïèøåì (1.32) â âèäå
v(x, t, τ) =

1

2a

x+a(t−τ)
∫

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ, x ∈ R, τ ≤ t <∞. (1.33)Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ u : R2
+ → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

u(x, t) ≡
t
∫

0

v(x, t, τ)dτ =
1

2a

t
∫

0

x+a(t−τ)
∫

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξdτ, (1.34)183



ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.27), (1.28). Â ñàìîì äåëå, äè��å-ðåíöèðóÿ (1.34) äâàæäû ïî x è t, èìååì ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1.30), ÷òî
∂2u(x, t)

∂x2
=

t
∫

0

∂2v(x, t, τ)

∂x2
dτ, (1.35)

∂u(x, t)

∂t
=

t
∫

0

∂v(x, t, τ)

∂t
dτ + v(x, t, t) =

t
∫

0

∂v(x, t, τ)

∂t
dτ, (1.36)

∂2u(x, t)

∂t2
=

t
∫

0

∂2v(x, t, τ)

∂t2
dτ + f(x, t). (1.37)Óìíîæèì (1.35) íà a2 è âû÷òåì èç (1.37). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v óäîâëåòâî-ðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (1.29), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî óêàçàííàÿ�óíêöèÿ u è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.27). Èç (1.34)è (1.36) ñëåäóåò, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì(1.28). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ u âûòåêàåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿçàäà÷è (1.1), (1.10). Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü f , ∂f/∂x ∈ C0(R2

+). Òîãäà �óíêöèÿ u, îïðåäåëÿ-åìàÿ �îðìóëîé (1.34), ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(R2
+)∩C1(R2

+) è ÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.27), (1.28).Çàìå÷àíèå 1.4. Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.34) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ïîâòîðíûé èíòåãðàë îò �óíêöèè f ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ìó òðåóãîëüíèêó K−(x, t) ñ öåíòðîì â òî÷êå (x, t). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåçàäà÷è Êîøè (1.27), (1.28) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, t) ∈ R
2
+ çàâèñèò ëèøüîò çíà÷åíèé f(ξ, τ) ïðàâîé ÷àñòè f â òî÷êàõ (ξ, τ), èçìåíÿþùèõñÿ âíóò-ðè K−(x, t). Äðóãèìè ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òðåóãîëüíèê K−(x, t)èìååò ñìûñë îáëàñòè çàâèñèìîñòè äëÿ ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (1.27) â òî÷-êå (x, t) îò ïðàâîé ÷àñòè f . Íèæå â �� 4 è 5 ìû åùå âåðíåìñÿ ê �îðìóëå(1.34) ïðè îáñóæäåíèè âîïðîñîâ îá îáëàñòÿõ çàâèñèìîñòè è âëèÿíèÿ äëÿãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Çàìå÷àíèå 1.5. �åøåíèå îáùåé íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (1.27), (1.10),î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at
∫

x−at

ψ(ξ)dξ +
1

2a

t
∫

0

x+a(t−τ)
∫

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξdτ.(1.38)184



1.5. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâ-íåíèÿ íà âåùåñòâåííîé ïîëóîñè. �àññìîòðèì â ýòîì ïóíêòå íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà ïîëóîñè x > 0. Ýòà çàäà÷à èìå-åò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ îòðàæåíèÿ âîëí îò ãðàíèö èñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u îäíîðîäíîãîâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
â Q = Rx,+ × Rt,+ = (0,∞)× (0,∞), (1.39)óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψ(x), 0 ≤ x <∞ (1.40)è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Äèðèõëå íà ëåâîì êîíöå x = 0, èìåþùåìó âèä
u|x=0 = g(t), 0 < t <∞. (1.41)Çäåñü ϕ, ψ è g � çàäàííûå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.�àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Äè-ðèõëå

u|x=0 = 0. (1.42)Çàäà÷à (1.39), (1.40), (1.42) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà÷àëüíîãî âîçìó-ùåíèÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñòðóíå ñ çàêðåïëåííûì ëåâûì êîíöîì x = 0.Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå äâå ëåììû î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1.1),(1.10).Ëåììà 1.3. Åñëè â çàäà÷å Êîøè (1.1), (1.10) íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ è
ψ ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè �óíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè x0,òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå â ýòîé òî÷êå x0 ðàâíî íóëþ.Ëåììà 1.4. Åñëè â çàäà÷å Êîøè (1.1), (1.10) íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ è ψÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè �óíêöèÿìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè x0, òîïðîèçâîäíàÿ ïî x ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.3. Âûáåðåì x0 çà íà÷àëî êîîðäèíàò, ò. å.ïîëîæèì x0 = 0. Òîãäà óñëîâèÿ íå÷åòíîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ çàïèøóòñÿâ âèäå

ϕ(x) = −ϕ(−x), ψ(x) = −ψ(−x) ∀x ∈ R. (1.43)Ñ ó÷åòîì (1.43) äëÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è (1.1), (1.10), îïðåäåëÿåìîãî �îðìó-ëîé Äàëàìáåðà (1.13), èìååì ïðè x = 0, ÷òî
u(0, t) ≡ ϕ(−at) + ϕ(at)

2
+

1

2a

at
∫

−at

ψ(ξ)dξ = 0. (1.44)185



Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå â (1.44) ðàâíî íóëþ â ñèëó íå÷åòíîñòè
ϕ, òîãäà êàê âòîðîå ðàâíî íóëþ â ñèëó ñâîéñòâà ðàâåíñòâà íóëþ èíòåãðà-ëà îò íå÷åòíîé �óíêöèè â ïðåäåëàõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëàêîîðäèíàò.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ëåììà 1.4. Óñëîâèÿ ÷åòíîñòè íà÷àëüíûõ äàí-íûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè x0 = 0 èìåþò âèä ϕ(x) = ϕ(−x), ψ(x) =
ψ(−x) ∀x ∈ R. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ÷åòíîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿíå÷åòíîé �óíêöèåé, òàê ÷òî ϕ′(x) = −ϕ′(−x) ∀x ∈ R. Äè��åðåíöèðóÿ(1.13) ïî x è ðàññóæäàÿ, êàê ïðè âûâîäå (1.44), èìååì, ÷òî

∂u(0, t)

∂x
=
ϕ′(−at) + ϕ′(at)

2
+

1

2a
[ψ(at) − ψ(−at)] = 0 ∀t > 0.Çàìå÷àíèå 1.6.Ïðèâåäåííîå âûøå äî-

�èñ. 1.5
êàçàòåëüñòâî �àêòè÷åñêè îïèðàåòñÿ íà �îð-ìóëó Äàëàìáåðà è íå ñâÿçàíî ñ äâóêðàò-íîé äè��åðåíöèðóåìîñòüþ �óíêöèè u. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ëåììà 1.3 âåðíà äëÿ ëþáîéíåïðåðûâíîé �óíêöèè u, ïðåäñòàâèìîé �îð-ìóëîé Äàëàìáåðà (1.13), à ëåììà 1.4 âåð-íà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè òî-ãî æå âèäà, èìåþùåé íåïðåðûâíóþ ïðî-èçâîäíóþ ∂u/∂x. Òàêèì îáðàçîì, ëåììû1.3 è 1.4 �àêòè÷åñêè âåðíû äëÿ îáîáùåí-íûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10).Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.3, òåïåðü íåñëîæíî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (1.39),(1.40), (1.42). Îòìåòèì ïðåæäå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íåëü-çÿ íåïîñðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (1.13). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî âõîäÿùàÿ â ýòó �îðìóëó ðàçíîñòü x − at ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëü-íîé (ñì. îáëàñòü Q2 íà ðèñ. 1.5), à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòàíà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ è ψ â (1.40) íå îïðåäåëåíû. Ñ ó÷åòîì ýòîãî áóäåìäåéñòâîâàòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïðîäîëæèì �óíêöèè ϕ è ψ â (1.40) íå÷åò-íûì îáðàçîì íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü (x < 0) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ è
Ψ : R → R èõ ïðîäîëæåíèÿ:

Φ(x) =

{

ϕ(x) äëÿ x > 0,
−ϕ(−x) äëÿ x < 0,

Ψ(x) =

{

ψ(x) äëÿ x > 0,
−ψ(−x) äëÿ x < 0.

(1.45)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàê ïîñòðîåííûå �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.14),ò. å. Φ ∈ C2(R), Ψ ∈ C1(R). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîë-íÿþòñÿ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿäàííûõ:
ϕ ∈ C2[0,∞), ϕ(0) = ϕ′′(0) = 0; ψ ∈ C1[0,∞), ψ(0) = 0. (1.46)186



Òîãäà ðåøåíèå U çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10), îòâå÷àþùåå ïàðå (Φ,Ψ), ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå �îðìóëû Äàëàìáåðà
U(x, t) =

Φ(x− at) + Φ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at
∫

x−at

Ψ(ξ)dξ. (1.47)�àññìîòðèì ñóæåíèå u �óíêöèè U â (1.47) íà îáëàñòü Q. Ïî ïîñòðîåíèþ�óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.40).Êðîìå òîãî, â ñèëó ëåììû 1.3 äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ êðàåâîå óñëîâèå (1.42).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàê ïîñòðîåííàÿ �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåìçàäà÷è (1.39), (1.40), (1.42), è íàì îñòàåòñÿ ëèøü çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
u ÷åðåç èñõîäíûå íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ è ψ. Ïðîñòîé àíàëèç ñ ó÷åòîìñîîòíîøåíèé (1.45) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ �îðìóëà äëÿ u èìååòâèä
u(x, t) =























ϕ(x−at)+ϕ(x+at)
2 + 1

2a

x+at
∫

x−at
ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ Q1 = {(x, t) ∈ Q : at < x},

ϕ(x+at)−ϕ(at−x)
2 + 1

2a

x+at
∫

at−x
ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ Q2 = {(x, t) ∈ Q : at > x}.(1.48)Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.46). Òîãäà �óíêöèÿ u,îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (1.48), ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(Q) è ÿâëÿåòñÿðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.39), (1.40), (1.42).Òî÷íî òàê æå, åñëè ïðè x = 0 ìû èìååì îäíîðîäíîå óñëîâèå Íåéìàíà

∂u

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0, (1.49)îòâå÷àþùåå ñâîáîäíîìó êîíöó ñòðóíû, òî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà-÷è (1.39), (1.40), (1.49) ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå ñ òåì ëèøü èçìåíå-íèåì, ÷òî íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ è ψ â (1.40) ïðîäîëæàþòñÿ íà îòðèöàòåëü-íóþ ïîëóîñü ÷åòíûì îáðàçîì. Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííîåòàêèì ïóòåì ðåøåíèå u èìååò âèä
u(x, t) =



















ϕ(x−at)+ϕ(x+at)
2 + 1

2a

x+at
∫

x−at
ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ Q1,

ϕ(x+at)+ϕ(at−x)
2 + 1

2a

[

x+at
∫

0

ψ(ξ)dξ +
at−x
∫

0

ψ(ξ)dξ

]

, (x, t) ∈ Q2.(1.50)Àíàëèç �îðìóëû (1.48) ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáëàñòè Q1, ëåæàùåé íèæåõàðàêòåðèñòèêè x = at, ðåøåíèå u çàäà÷è (1.39), (1.40), (1.42) ñîâïàäàåò187



ñ ðåøåíèåì Äàëàìáåðà (1.13) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.10). Òàêèì îáðàçîì,â ýòîé îáëàñòè îòñóòñòâóåò âëèÿíèå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (1.42), à âîëíî-âîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê è íà âñåé îñè R â îòñóòñòâèå ãðàíèöû
x = 0. Íàîáîðîò, â îáëàñòè Q2, ëåæàùåé âûøå õàðàêòåðèñòèêè x = at, ðå-øåíèå u îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ Äàëàìáåðà (1.13). Ôèçè÷åñêè ýòî ñâÿçàíîñ ïîÿâëåíèåì â Q2 íàðÿäó ñ �ïðÿìîé� âîëíîé, îïèñûâàåìîé ðåøåíèåì Äà-ëàìáåðà (1.13), îòðàæåííîé âîëíû, ïîëó÷àåìîé îòðàæåíèåì ïðÿìîé âîëíûîò êîíöà x = 0. Ñóììà ïðÿìîé è îòðàæåííîé âîëí è äàåò èñêîìîå ðåøå-íèå â îáëàñòè Q2, ñòîÿùåå â íèæíåé ÷àñòè (1.48). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿñïðàâåäëèâà è â îòíîøåíèè �îðìóëû (1.50). Áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèåýòèõ âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â [56, ñ. 68�78℄, ãäå èçëîæåííàÿ ïðîöåäóðà ïðî-äîëæåíèÿ íà÷àëüíûõ �óíêöèé ϕ è ψ íå÷åòíûì îáðàçîì â ñëó÷àå óñëîâèÿÄèðèõëå (1.42) è ÷åòíûì îáðàçîì â ñëó÷àå óñëîâèÿ Íåéìàíà (1.49) èñïîëü-çóåòñÿ òàêæå ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà îãðàíè÷åííîìèíòåðâàëå (0, l), íà êîíöàõ êîòîðîãî çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëåëèáî Íåéìàíà. Â [56℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïðî-äîëæåíèÿ íà÷àëüíûõ �óíêöèé ðåøåíèå èìååò âèä ñóììû ïðÿìîé âîëíû(1.13) è áåñêîíå÷íîé ñóììû îòðàæåííûõ âîëí, ïîëó÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëü-íûì îòðàæåíèåì ïðÿìîé âîëíû îò êîíöîâ x = 0 è x = l.�2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå è áåãóùèå âîëíû. Îáçîð�èçè÷åñêèõ ïîíÿòèé�àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R

3 ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
∂2Ψ

∂t2
= a2∆Ψ + F (x, t). (2.1)Çäåñü∆ � ñêàëÿðíûé ëàïëàñèàí, a2 = const > 0, F - çàäàííàÿ �óíêöèÿ, Ψ �íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, ïîä êîòîðîé áóäåì ïîíèìàòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëêàêîãî-ëèáî �èçè÷åñêîãî ïîëÿ. �åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) îïèñûâàþò âîëíî-âûå ïðîöåññû, ïîýòîìó åãî íàçûâàþò (ñêàëÿðíûì) âîëíîâûì óðàâíåíèåì.Ïðè F = 0 óðàâíåíèå
∂2Ψ

∂t2
= a2∆Ψ (2.2)íàçûâàþò îäíîðîäíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì.Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âîëí ðàçëè÷íîé �èçè÷åñêîé ïðèðîäû.Ñðåäè íèõ îñîáóþ ðîëü èãðàþò çâóêîâûå (àêóñòè÷åñêèå) è ýëåêòðîìàã-íèòíûå âîëíû, äàþùèå ÷åëîâåêó îñíîâíóþ ÷àñòü èí�îðìàöèè îá îêðóæà-þùåì ìèðå. �ëàâíîå ñâîéñòâî âñåõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ íåçàâèñèìî îò èõïðèðîäû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîëíû îñóùåñòâëÿþò ïåðåíîñ ýíåðãèè áåç ïåðå-íîñà âåùåñòâà (ïîñëåäíåå ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü êàê ïîáî÷íûé ý��åêò).188



Äðóãèì âàæíûì ñâîéñòâîì âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü ñêî-ðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà èñòî÷íèêè èçëó÷å-íèÿ âîëí ëîêàëèçîâàíû ïî ïðîñòðàíñòâó, ò. å. çàíèìàþò îãðàíè÷åííóþ÷àñòü ñðåäû, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü, îòäåëÿþ-ùàÿ òî÷êè, äî êîòîðûõ âîëíà åùå íå äîøëà, îò òî÷åê, êîòîðûå âîëíà óæåäîñòèãëà. Óêàçàííóþ ïîâåðõíîñòü íàçûâàþò âîëíîâîé ïîâåðõíîñòüþ èëèïåðåäíèì �ðîíòîì âîëíû. Åñëè èñòî÷íèêè ëîêàëèçîâàíû è ïî âðåìåíè, òîâ îòñóòñòâèå ãðàíèö â ïðîñòðàíñòâå R
3 ñóùåñòâóåò è çàäíèé �ðîíò âîëíû.Îí îòäåëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå âîëíà óæå ïðîøëà, îò ìíîæå-ñòâà òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå âîëíà åùå ïðîõîäèò. Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäíåìñëó÷àå èìååò ìåñòî ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñ ðåçêî âûðàæåííûìèïåðåäíèì è çàäíèì �ðîíòàìè. Óêàçàííîå ñâîéñòâî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âïðîñòðàíñòâå R

3 âïåðâûå áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî â 1678 ãîäó X. �þéãåíñîìè íîñèò íàçâàíèå ïðèíöèïà �þéãåíñà. Íåñêîëüêî äðóãàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþ-äàåòñÿ â R è R
2 (ñì. îá ýòîì áîëåå ïîäðîáíî â � 1 è � 3).2.1. Áåãóùèå âîëíû. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîä âîëíîé ñëå-äóåò ïîíèìàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.1) ëèáî (2.2), çàâè-ñÿùåå îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåòáåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé, òî ìîæíî ïðèâåñòè äîñòàòî÷íîåêîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà âîëí. Íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-ñìîòðåíèåì ëèøü òðåõ òèïîâ: ïëîñêèõ, ñ�åðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ áå-ãóùèõ âîëí.Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y, z äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈ R

3, ÷åðåç
k = (k1, k2, k3) � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü, îáðàòíóþåäèíèöå äëèíû. Ââåäåì òàêæå âåëè÷èíó ω = a|k|, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü,îáðàòíóþ åäèíèöå âðåìåíè (íàïîìíèì, ÷òî êîíñòàíòà a â (2.2) èìååò â ñîîò-âåòñòâèè ñ åå �èçè÷åñêèì ñìûñëîì ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè). Áåçðàçìåðíûåâåëè÷èíû k · x− ωt, k · x + ωt áóäåì íàçûâàòü �àçàìè. Ëåãêî ïðîâåðèòü ñïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêè, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ âèäà

Ψ1(k · x − ωt), èëè Ψ2(k · x + ωt), (2.3)çàâèñÿùàÿ îò îäíîé èç �àç, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2). Êàæäîåòàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ áåãóùåé ïëîñêîé íåèñêàæàþùåéñÿ âîëíîé.×òîáû âûÿñíèòü ñìûñë ýòîãî íàçâàíèÿ, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê,íà êîòîðîì îäíà èç �àç, ñêàæåì k ·x−ωt, ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå
d:

k · x− ωt = d. (2.4)Óðàâíåíèå (2.4) îïèñûâàåò ïëîñêîñòü â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
R

4 = R
3
x×Rt, ñîñòîÿùåì èç òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z, t). Â êàæäîé òî÷-êå ýòîé ïëîñêîñòè ðåøåíèå Ψ1 ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, ðàâíîå

Ψ1(d). �àçäåëèâ íà |k|, çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå (2.4) â âèäå n ·x = at+c,189



n = k/|k|, c = d/|k|. Ïðè �èêñèðîâàííîì t ýòî åñòü óðàâíåíèå ïëîñêî-ñòè â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R
3, ïðè÷åì âåêòîð n ñëóæèò äëÿýòîé ïëîñêîñòè âåêòîðîì åäèíè÷íîé íîðìàëè. Ñ âîçðàñòàíèåì t óêàçàííàÿïëîñêîñòü äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå R

3 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé a,ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå â íàïðàâëåíèè âåêòîðà k. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ýòîéäâèæóùåéñÿ (èëè áåãóùåé) ïëîñêîñòè ðåøåíèå Ψ1 ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîåçíà÷åíèå Ψ1(d), îïèñàííûé ïðîöåññ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðîöåññ ïåðåíî-ñà â ïðîñòðàíñòâå R
3 âîçìóùåíèÿ Ψ1(d), âîçíèêøåãî â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè t = t0 â êàæäîé òî÷êå x, ëåæàùåé íà ïëîñêîñòè k · x = ωt0 + d.Ïîñêîëüêó âîçìóùåíèå Ψ1(d) ïåðåíîñèòñÿ ïëîñêîñòüþ áåç èçìåíåíèÿ åãîâåëè÷èíû è ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a, òî îòñþäà è èäåò íàçâàíèå áåãó-ùåé ïëîñêîé íåèñêàæàþùåéñÿ âîëíû. Âìåñòî òåðìèíà íåèñêàæàþùàÿñÿâîëíà èñïîëüçóþò òàêæå òåðìèí íåäå�îðìèðóåìàÿ èëè îäíîðîäíàÿ âîëíà.Íàïðàâëåíèå âåêòîðà k íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì âîëíû, à ñàì âåêòîð kíàçûâàþò âîëíîâûì âåêòîðîì, ïîñòîÿííàÿ a íàçûâàåòñÿ (�àçîâîé) ñêîðî-ñòüþ âîëíû, �óíêöèÿ Ψ1 íîñèò íàçâàíèå �îðìû èëè ïðî�èëÿ âîëíû; íàêî-íåö, ñàìà áåãóùàÿ ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé �àçà k ·x−ωt, êàê è ðåøåíèå Ψ1,ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, íàçûâàåòñÿ �ðîíòîì âîëíû. Àíàëîãè÷íûåðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî �óíêöèÿ Ψ2(k · x + ωt) îïèñûâàåò ïëîñêóþíåèñêàæàþùóþñÿ âîëíó, áåãóùóþ áåç èçìåíåíèÿ �îðìû ñî ñêîðîñòüþ a âñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ âåêòîðà k.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò îñü xìîæíî ðàñïîëîæèòü ïåðïåíäèêóëÿðíî �ðîíòó âîëíû. Òîãäà óðàâíåíèÿ �ðîí-òîâ âîëíû è ðåøåíèé (2.3) ïðèíèìàþò âèä

kx− ωt = d, kx+ ωt = d è Ψ1(kx− ωt), Ψ2(kx+ ωt). (2.5)Çäåñü ïîñòîÿííàÿ k = ω/a, íàçûâàåìàÿ âîëíîâûì ÷èñëîì, ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð-íûì àíàëîãîì âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ôóíêöèÿ Ψ1(kx−ωt)(ëèáî Ψ2(kx+ωt))îïèñûâàåò ïëîñêóþ âîëíó, áåãóùóþ â ïîëîæèòåëüíîì (ëèáî îòðèöàòåëü-íîì) íàïðàâëåíèè îñè x, è íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé (ëèáî îáðàòíîé) ïëîñêîéâîëíîé. Âàæíî îòìåòèòü ïðè ýòîì, ÷òî êàæäàÿ èç �óíêöèé â (2.5) ÿâëÿåò-ñÿ ðåøåíèåì êàê òðåõìåðíîãî îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.2), òàêè îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
∂2Ψ

∂t2
= a2∂

2Ψ

∂x2
, (2.6)îïèñûâàþùåãî, íàïðèìåð, ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû . Òàêèì îáðàçîì,ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ áåãóùåé ïëîñêîé âîëíû è êîëåáàíèé ñòðóíûîïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå îäíîìåðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì (2.6). Óêà-çàííûé �àêò íå ñëó÷àåí, à ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì îáùåé çàêîíîìåðíîñòè,çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òî ìíîãèå ðàçëè÷íûå ïî ñâîåé ïðèðîäå âîëíîâûåïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì æå âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Íàêîíåö,190



ïåðåïèñàâ âûðàæåíèÿ Ψ1(kx − ωt) è Ψ2(kx + ωt) â âèäå Ψ1(kx − ωt) =
Ψ1[k(x− at)] ≡ θ1(x− at), Ψ2(kx+ωt) ≡ θ2(x+ at), çàêëþ÷àåì, ÷òî ëèíåé-íàÿ êîìáèíàöèÿ

Ψ1(kx− ωt) + Ψ2(kx+ ωt) ≡ θ1(x− at) + θ2(x+ at) (2.7)èìååò ñìûñë îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.6). Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç ðå-çóëüòàòîâ � 1, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ïóòåì ïîäõîäÿùåãî âûáîðà �óíêöèé θ1è θ2 ëèáî, ÷òî òî æå, �óíêöèé Ψ1 è Ψ2 â (2.7), ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.6), óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííûì íà÷àëüíûìóñëîâèÿì. Ýòîò �àêò îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðÿìîé R ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(2.6) èìååò �èçè÷åñêèé ñìûñë îäíîé èç äâóõ áåãóùèõ ïëîñêèõ âîëí, ëèáîèõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.Â ïðîñòðàíñòâàõ á�îëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé ñóùåñòâóþò è äðóãèå òèïûâîëí, â òîì ÷èñëå è áåãóùèõ. Â êà÷åñòâå âàæíîãî ïðèìåðà óêàçàííûõ âîëíîòìåòèì áåãóùóþ ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíè-åì óðàâíåíèÿ (2.2), çàâèñÿùèì îò ðàäèàëüíîé ñ�åðè÷åñêîé ïåðåìåííîé rè ðàçíîñòè kr− ωt, ëèáî ñóììû kr+ ωt. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîé âîëíûââåäåì â R
3 ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, θ, ϕ è, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ïðåä-ñòàâëåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñì. � 3 ãë. 1),çàïèøåì óðàâíåíèå (2.2) â âèäå

∂2Ψ

∂t2
= a2

[

1

r2

∂

∂r
(r2∂Ψ

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂Ψ

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2Ψ

∂ϕ2

]

.Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ψ íå çàâèñèò îò θ è ϕ, ýòî óðàâíåíèå ïîñëå óìíîæå-íèÿ íà r ìîæíî çàïèñàòü àíàëîãè÷íî (2.6) â âèäå
∂2

∂t2
(rΨ) = a2 ∂

2

∂r2
(rΨ). (2.8)(2.8) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ u = rΨ â òî÷íîñòè óäîâëåòâîðÿåò îäíîìåðíîìóâîëíîâîìó óðàâíåíèþ âèäà (1.1) ïðè x = r > 0. Èç ðåçóëüòàòîâ � 1 òîãäàâûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.8) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè

1

r
Ψ1(kr − ωt),

1

r
Ψ2(kr + ωt), k =

ω

a
, r > 0, (2.9)ãäå Ψ1 è Ψ2 � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ïîñêîëüêó�àçà kr−ωt (ëèáî kr+ωt) ñîõðàíÿåòñÿ íà ëþáîé ñ�åðå, áåãóùåé îò òî÷êè

r = 0 (ëèáî ê òî÷êå r = 0) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a, òî êàæäàÿ èç �óíêöèéâ (2.9) íàçûâàåòñÿ áåãóùåé ñ�åðè÷åñêîé âîëíîé ñ öåíòðîì â òî÷êå r = 0, àñàìà áåãóùàÿ ñ�åðà � åå �ðîíòîì. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ �óíêöèÿ â (2.9) íîñèòíàçâàíèå ðàñõîäÿùåéñÿ (ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ëèáî óõîäÿùåé) ñ�åðè÷åñêîéâîëíû. Ýòà âîëíà îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêîé âîëíû òåì, ÷òî191



åå àìïëèòóäà óáûâàåò êàê 1/r ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò öåíòðà, õîòÿ è ïîñòîÿííàâî âñåõ òî÷êàõ �ðîíòà. Âòîðàÿ �óíêöèÿ â (2.9) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ(ëèáî ïðèõîäÿùåé) ñ�åðè÷åñêîé âîëíîé. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîé âîëíûòåì, ÷òî åå àìïëèòóäà ðàñòåò êàê 1/r ïðè ïðèáëèæåíèè âîëíû ê öåíòðó.Ñîïîñòàâëÿÿ áåãóùèå ïëîñêèå è ñ�åðè÷åñêèå âîëíû, ìîæíî ñäåëàòü âû-âîä, ÷òî óêàçàííûå âîëíû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ îáùèìèñâîéñòâàìè:1) îáå âîëíû çàâèñÿò îò âðåìåíè è îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé,ïðè ýòîì �àçà êàæäîé âîëíû ñîõðàíÿåòñÿ íà åå �ðîíòàõ, ò. å. íà áåãóùèõñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ äëÿ ïëîñêèõ âîëí èêîíöåíòðè÷åñêèõ ñ�åðàõ äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ âîëí;2) âåëè÷èíà
∫

S

Ψ2
idσ, i = 1, 2,èìåþùàÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë ýíåðãèè âîëíû, ïåðåíîñèìîé ëþáûì åå �ðîí-òîì S, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (áåñêîíå÷íîé äëÿ ïëîñêîéâîëíû è êîíå÷íîé äëÿ ñ�åðè÷åñêîé âîëíû).Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò äðóãèå áåãóùèå âîëíû â R

3: öè-ëèíäðè÷åñêèå, ñ�åðîèäàëüíûå è ò. ä. Â ÷àñòíîñòè, áåãóùåé öèëèíäðè÷åñêîéðàñõîäÿùåéñÿ îò îñè ρ = 0 (ëèáî ñõîäÿùåéñÿ ê îñè ρ = 0) âîëíîé íàçû-âàåòñÿ �óíêöèÿ îò ðàäèàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé êîîðäèíàòû ρ è ðàçíîñòè
kρ− ωt (ëèáî ñóììû kρ+ ωt), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

1√
ρ
Ψ1(kρ− ωt) ( ëèáî 1√

ρ
Ψ2(kρ+ ωt)), k =

ω

a
. (2.10)Çäåñü Ψ1 è Ψ2 � ãëàäêèå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ñëåäóåò îäíàêî îòìå-òèòü, ÷òî �óíêöèè Ψ1 è Ψ2 â (2.10) íå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.2). Âýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü �óíêöèþ Ψ1 (ëèáî Ψ2) â óðàâíåíèå(2.2), çàïèñàííîå ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â öèëèíäðè-÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ρ, ϕ, z (ñì. � 3, ãë. 1) è íåçàâèñèìîñòè Ψ1 è Ψ2 îò ϕ è

z â âèäå
∂2Ψ

∂t2
= a21

ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂Ψ

∂ρ
). (2.11)Îäíàêî, åñëè, ñ÷èòàÿ ρ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïðèáàâèòü ê ïðàâîé ÷àñòè(2.11) �ìàëîå ñëàãàåìîå� � Ψ/4ρ2, è óìíîæèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà√

ρ, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
∂2(

√
ρΨ)

∂t2
= a2 ∂

2

∂ρ2
(
√
ρΨ). (2.12)Èç ðåçóëüòàòîâ � 1 òåïåðü ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî îáå �óíêöèè â (2.10) ÿâëÿþòñÿðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.12) ïðè ρ > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (2.2)192



îïèñûâàåò öèëèíäðè÷åñêèå âîëíû íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò îñè ρ = 0èëè, êàê ãîâîðÿò, àñèìïòîòè÷åñêè ïðè ρ→ ∞.Çàìå÷àíèå 2.1. Íàðÿäó ñî ñ�åðè÷åñêèìè (ëèáî öèëèíäðè÷åñêèìè)âîëíàìè ñ öåíòðîì â òî÷êå r = 0 (ëèáî îñüþ ρ = 0) ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü ñ�åðè÷åñêèå (ëèáî öèëèíäðè÷åñêèå) âîëíû ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå y (ñ îñüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó y ïàðàëëåëüíî îñè z). Óêàçàííûåâîëíû îïèñûâàþòñÿ �óíêöèÿìè
1

|x − y|Ψ(k|x− y| ∓ ωt),
1

√

|x − y|(2)

Ψ(k|x− y|(2) ∓ ωt).Çäåñü |x − y|(2) îáîçíà÷àåò �äâóìåðíîå� ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈
R

3, ò. å. ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîåêöèÿìè òî÷åê x è y íà ïëîñêîñòü z = 0.Çàìå÷àíèå 2.2. Àíàëîãè÷íî ïëîñêèì âîëíàì (2.3), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.2) êàê â ïðîñòðàíñòâå R
3, òàê è íà ïðÿìîé R, öè-ëèíäðè÷åñêèå âîëíû (2.10) ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.2) íåòîëüêî â R

3, ÷òî åñòåñòâåííî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî è íà ïëîñêîñòè
R

2, ãäå ââåäåíû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ρ, ϕ. Ïðè ïîñëåäíåé èíòåðïðåòàöèè�àçà kρ ∓ ωt ðåøåíèé (2.10) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé íà áåãóùèõ ñî ñêîðî-ñòüþ a êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ ñ öåíòðîì â òî÷êå ρ = 0. Ïîýòîìóäëÿ �óíêöèé (2.10), ðàññìàòðèâàåìûõ â R
2, âìåñòî òåðìèíà öèëèíäðè÷å-ñêàÿ âîëíà ñ îñüþ ρ = 0 èíîãäà èñïîëüçóþò òåðìèí ñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà íàïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå ρ = 0.Çàìå÷àíèå 2.3. Êðîìå áåãóùèõ âîëí ñóùåñòâóþò äðóãèå òèïû âîëí:ñòîÿ÷èå, íîðìàëüíûå, ïîâåðõíîñòíûå è ò.ä. Îá ýòèõ âîëíàõ ìîæíî ïðî÷è-òàòü, íàïðèìåð, â [3, 21℄.Çàìå÷àíèå 2.4. Óðàâíåíèå (2.1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìàòåìàòè÷å-ñêîé ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé ïðîöåññû èçëó÷åíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.Óêàçàííàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò ìíîãèå ý��åêòû, ïðîèñõîäÿùèå ïðè ðàñ-ïðîñòðàíåíèè âîëí â ðåàëüíûõ ñðåäàõ: íåîäíîðîäíîñòü è àíèçîòðîïíîñòüñðåäû, çàòóõàíèå âîëí, âûçûâàåìîå äåéñòâèåì ñèë âÿçêîñòè è òåïëîïðî-âîäíîñòè, �àçîâûå ïåðåõîäû, íåëèíåéíûå ý��åêòû è ò.ä. Òåì íå ìåíåå îíàîòðàæàåò îñíîâíûå ÷åðòû, ïðèñóùèå ìíîãèì âîëíîâûì ïðîöåññàì. Â ÷àñò-íîñòè, îíà îïèñûâàåò èçëó÷åíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí ìàëîéàìïëèòóäû â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé æèäêîé èëè ãàçîîáðàçíîé ñðåäå áåçó÷åòà ý��åêòîâ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè (ñì. �6 ãë.1).Çàìå÷àíèå 2.5. Åñëè �óíêöèÿΨ â (2.1) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé, òî óðàâíå-íèå (2.1) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Óðàâíåíèå òàêîãîòèïà âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé (ñì.�7ãë.1).Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íàãëÿäíîïîêàçûâàþò, ÷òî îäíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ êîí-êðåòíîãî âîëíîâîãî ïðîöåññà, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (2.1) èìååò áåñ÷èñëåí-193



íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëî-âèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå âîëíîâîé ïðîöåññ. Òàêèìè óñëîâèÿìè îáû÷íî ÿâëÿ-þòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
Ψ|t=t0 = Ψ0(x),

∂Ψ

∂t

∣

∣

∣

∣

t=t0

= Ψ1(x), (2.13)îòíîñÿùèåñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t0, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ, è ãðà-íè÷íûå (êðàåâûå) óñëîâèÿ, ò.å. óñëîâèÿ, çàäàííûå íà ãðàíèöå S îáëàñòè D,ãäå èçó÷àåòñÿ âîëíîâîé ïðîöåññ, åñëè, êîíå÷íî,D 6= R
3. Óêàçàííûå óñëîâèÿâ îáùåì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

a(x, t)Ψ + b(x, t)
∂Ψ

∂n
= g(x, t) íà S. (2.14)Çäåñü Ψ0, Ψ1, a, b è g � çàäàííûå �óíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Çàäà÷à(2.1), (2.13), (2.14) íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíî - êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ(2.1). Â ñëó÷àå, åñëè D = R

3, òàê ÷òî âîëíîâîé ïðîöåññ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîâñåì ïðîñòðàíñòâå R
3, êðàåâûå óñëîâèÿ (2.14), åñòåñòâåííî, îòñóòñòâóþò, àçàäà÷à (2.1), (2.13) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1).2.2. �àðìîíè÷åñêèå âîëíû. Óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà. Âàæíûìêëàññîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû, ò.å. âîë-íû ñ ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè. Äëÿ òàêèõ âîëí îáúåìíóþïëîòíîñòü F è ïîòåíöèàë Ψ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

F (x, t) = f(x)e−iωt, Ψ(x, t) = Φ(x)e−iωt, (2.15)ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ðàññìàòðèâàåìîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîöåññà, f(x)è Φ(x)- êîìïëåêñíûå (â îáùåì ñëó÷àå) àìïëèòóäû ïîëåé F è Ψ. Ïîäñòàâ-ëÿÿ (2.15) â (2.1), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè Φ:
LΦ ≡ ∆Φ + k2Φ = −f(x), (2.16)ãäå k = ω/a. Ëåâàÿ ÷àñòü â (2.16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð �åëüìãîëü-öà, ïîýòîìó óðàâíåíèå (2.16) íàçûâàþò óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà.Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.16) ïðèíèìàåò âèä Φ′′+k2Φ = −f(x),èëè

Φ′′ + k2Φ = 0 (2.17)ïðè f = 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Φ(x) =
C1e

ikx + C2e
−ikx, ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòñþäà è (2.15)ñëåäóåò, ÷òî âñå ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíå-íèÿ (2.6) îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè

Ψ1(x, t) = ei(kx−ωt), Ψ2(x, t) = e−i(kx+ωt). (2.18)194



Êàæäàÿ èç âîëí â (2.18) õàðàêòåðèçóåòñÿ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì âîëíû, èçìåíÿþùèìñÿ â äèàïàçîíå 0 < ω < ∞, àòàêæå âîëíîâûì ÷èñëîì k, öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé f , äëèíîé âîëíû λ èïåðèîäîì T . Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ω ñîîòíîøåíèÿìè
k =

ω

a
, f =

ω

2π
, λ =

a

f
=

2πa

ω
=

2π

k
, T =

1

f
=

2π

ω
=
λ

a
. (2.19)Ôóíêöèè (2.18) èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ ïðîöåñ-ñîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ u äâóõ ïåðåìåííûõ x è

t ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ åå ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë èëè ðÿä Ôóðüåâ âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí âèäà (2.18).Çàìå÷àíèå 2.6. Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ(2.15) ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îïåðèðîâàíèÿ ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè, âî-îáùå ãîâîðÿ, �óíêöèÿìè Φ, f è ò.ä. Â òî æå âðåìÿ �èçè÷åñêèå ïðîöåññûîïèñûâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, âåùåñòâåííîçíà÷íûìè �óíêöèÿìè. Ââèäó ýòîãîïîä èñêîìûìè �èçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè ñëåäóåò ïîíèìàòü íå ñàìè âûðà-æåíèÿ â (2.15), à èõ âåùåñòâåííûå èëè ìíèìûå ÷àñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè,ðåøèâ óðàâíåíèå (2.16), ëèáî (2.17), çà èñêîìîå ðåøåíèå, èìåþùåå �èçè-÷åñêèé ñìûñë, ñëåäóåò áðàòü íå ñàìó �óíêöèþ Φ, à åå âåùåñòâåííóþ (èëèìíèìóþ) ÷àñòü.2.3. Âîëíû ñ äèñïåðñèåé. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî óðàâíåíèå êîëåáàíèéñòðóíû (2.6) äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âîëí θ(x±at) ïðîèçâîëüíîé�îðìû θ. Ê ñîæàëåíèþ ýòîò çàìå÷àòåëüíûé �àêò óæå íå ñïðàâåäëèâ äëÿáîëåå îáùèõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, îïèñûâàþùèõ âîëíîâûåïðîöåññû.�àññìîòðèì îáùåå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè a, b1, b2 è c̄:
∂2v

∂t2
− a2∂

2v

∂x2
+ b1

∂v

∂t
+ b2

∂v

∂x
+ c̄v = 0. (2.20)Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè v = ueλx+µt, µ = −0.5b1, λ = −0.5b2/a

2, îíîñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ �óíêöèè u:
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
+ cu = 0, (2.21)Çäåñü c = c̄+(b1/2)2−(b2/2a)

2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè c 6= 0 óðàâíåíèå (2.21),â îòëè÷èå îò (2.6), íå äîïóñêàåò ðåøåíèé â âèäå ïðîèçâîëüíîé áåãóùåéâîëíû. Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâëÿÿ â (2.21), íàïðèìåð, âûðàæåíèå θ(x− at),íàõîäèì: a2θ′′ − a2θ′′ + cθ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè θ,÷òî c = 0.Ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ u ïåðåìåííûõ x è t, ÿâëÿþùàÿñÿ, íàïðèìåð, ðå-øåíèåì óðàâíåíèÿ (2.21), ìîæåò áûòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë195



Ôóðüå ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí âèäà (2.18).Ñêîðîñòü v, ñ êîòîðîé �àçà kx − ωt ëèáî kx + ωt âîëí â (2.18) ïåðåìå-ùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ �àçîâîé ñêîðîñòüþ âîëíû. Î÷åâèäíî,÷òî v = ω/k. Åñëè �àçîâàÿ ñêîðîñòü ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû çàâèñèò îò ÷à-ñòîòû, òî ãîâîðÿò, ÷òî âîëíîâîé ïðîöåññ ñîïðîâîæäàåòñÿ äèñïåðñèåé. Ïðèíàëè÷èè äèñïåðñèè ðàçëè÷íûå ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå âîëíû ðàñ-ïðîñòðàíÿþòñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñìåùàþòñÿ äðóãîòíîñèòåëüíî äðóãà. Ýòî ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðî-�èëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âîëíû.Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì âîëíîâîì ïðîöåñ-ñå äèñïåðñèÿ ïðèñóòñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùååâîëíîâîå óðàâíåíèå íå äîïóñêàåò ðåøåíèé â âèäå áåãóùèõ âîëí ïðîèçâîëü-íîé �îðìû. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ èìååò ìåñòî äëÿóðàâíåíèÿ (2.21) ïðè c 6= 0. Óêàçàííûé �àêò ìîæíî ïîêàçàòü è àíàëèòè÷å-ñêè. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â (2.21) ëþáóþ èç �óíêöèé â (2.18). Â ðåçóëüòàòåïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ω è k:
ω2 − a2k2 + c = 0. (2.22)Óðàâíåíèå (2.22) íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì, îòâå÷àþùåì âîë-íîâîìó óðàâíåíèþ (2.21). Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäàÿ èç �óíêöèé â (2.18) ÿâ-ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.21) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàìåòðû

ω è k ñâÿçàíû äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì (2.22). Èç (2.22) ñëåäóåò, ÷òî �à-çîâàÿ ñêîðîñòü v îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé v ≡ ω/k = ωa/
√
ω2 + c. Îòñþäàâèäíî, ÷òî ïðè c 6= 0 �àçîâàÿ ñêîðîñòü v çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Íàîáîðîò, ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèÿ c = 0, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà (2.21) ïðèíèìàåò âèä óðàâ-íåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû, �àçîâàÿ ñêîðîñòü v ðàâíà a, ò.å. íå çàâèñèò îò÷àñòîòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c = 0 äèñïåðñèÿ îòñóòñòâóåò. Ñ ó÷åòîì ýòîãîóñëîâèå c = 0 èìååò ñìûñë óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ äèñïåðñèè (èëè èñêàæåíèÿ)âîëíû.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì òåëåãðà�íîå óðàâíåíèå (ñì. �8 ãë.1)

∂2v

∂x2
= LC

∂2v

∂t2
+ (RC +GL)

∂v

∂t
+GRv. (2.23)Çäåñü R,L, C è G - êîý��èöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ, ñàìîèíäóêöèè, åìêîñòèè óòå÷êè, ðàññ÷èòàííûå íà åäèíèöó äëèíû ëèíèè. Ïîëàãàÿ v = ue−µt, ãäå

µ = 0.5(RC + GL)/CL, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ íîâîé�óíêöèè u:
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ cu, (2.24)ãäå a =

√

1/LC, c = (RC−GL)2/4 LC. Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà âûòåêàåò,÷òî ïðè c 6= 0, ò.å. ïðè RC 6= GL, èìååò ìåñòî äèñïåðñèÿ, òàê ÷òî ñèãíàë196



ïî ýëåêòðè÷åñêîé ëèíèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ èñêàæåíèåì. Ñ ó÷åòîì ýòîãîóñëîâèå
RC = GL èëè R

L
=
G

C
(2.25)åñòåñòâåííî íàçâàòü óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ èñêàæåíèÿ ñèãíàëîâ â òåëåãðà�-íîé ëèíèè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25) �óíêöèÿ u ≡ ve+µt óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèþ êîëåáàíèé ñòðóíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíà â âèäå ñóììû áåãóùèõ ïëîñêèõ âîëí. Âåðíóâøèñü ê èñõîäíîìóòåëåãðà�íîìó óðàâíåíèþ (2.23), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèÿ (2.25) òåëåãðà�íîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåøåíèÿ â âèäå çàòóõà-þùèõ áåãóùèõ ïëîñêèõ âîëí

v1(x, t) = e−γtθ1(x− at), v2(x, t) = e−γtθ2(x+ at), γ =
R

L
=
G

C
, a =

1√
LC

,ãäå θ1, θ2 - ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè. Îòñóòñòâèå èñêàæåíèÿ âîëí ïðè èõðàñïðîñòðàíåíèè ïî ýëåêòðè÷åñêîé ëèíèè, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âû-ïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25), èìååò îñîáî âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ òåëå�îííîé èòåëåãðà�íîé ñâÿçè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.�3. Îäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â R
3 è R

23.1. Òðåõìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. �åøåíèå çàäà÷è Êîøè.Ôîðìóëà Êèðõãî�à. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíî-âîãî óðàâíåíèÿ
∂2u

∂t2
= a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

) â R
4
+ ≡ R

3 × (0,∞) (3.1)è áóäåì èñêàòü åãî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûìóñëîâèÿì
u|t=0 = ϕ0(x),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x), x = (x, y, z) ∈ R
3. (3.2)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü íèæå, ÷òî

ϕ0 ∈ C3(R3), ϕ1 ∈ C2(R3). (3.3)Ïóñòü x = (x, y, z) ∈ R
3 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bat(x)(ëèáî Sat(x)) øàð (ëèáî ñ�åðó) ðàäèóñà r = at ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ÷åðåç

y = (ξ, η, ζ) îáîçíà÷èì ïåðåìåííóþ òî÷êó ñ�åðû Sat(x) (ñì. ðèñ.3.1). Ïîêà-æåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ϕ ∈ C2(R3) ïîâåðõíîñòíûé197



èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðîâ x è t, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé
u(x, t) =

1

4πa

∫

Sat(x)

ϕ(y)

r
dσr =

1

4πa2t

∫

Sat(x)

ϕ(ξ, η, ζ)dσr,y = (ξ, η, ζ) ∈ Sat(x),(3.4)ãäå r = at, dσr � ýëåìåíò ïëîùàäè ñ�åðû Sat(x), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ (3.1).

�èñ.3.1 �èñ.3.2Ïðåäñòàâèì y â âèäå
y = x + atn(y) èëè ξ = x + αat, η = y + βat,

ζ = z + γat, n(y) = (α(y), β(y), γ(y)). (3.5)Çäåñü n(y) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ñ�åðå Sat(x) â òî÷êå
y, íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû α, β è γ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
α = cosψsinθ, β = sinψsinθ, γ = cosθ, ãäå θ ∈ [0, π], ψ ∈ [0, 2π) � óãëîâûåêîîðäèíàòû òî÷êè y â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êåx. Êîãäà òî÷êà (òî÷íåå êîíåö ðàäèóñ-âåêòîðà) y ïðîáåãàåò ñ�åðó Sat(x),ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð íîðìàëè n(y) (òî÷íåå òî÷êà (α, β, γ)) ïðîáåãàåòåäèíè÷íóþ ñ�åðó S1 = S1(0) ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðè÷åì ìåæäóýëåìåíòàìè ïëîùàäåé dσr ñ�åðû Sr è dσ1 ñ�åðû S1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-øåíèå dσr = r2dσ1, ãäå dσ1 = sinθdθdψ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî äåëàÿ â èíòåãðàëå(3.4) çàìåíó

Sat ≡ Sr ∋ y → n(y) = (α, β, γ) ∈ S1, dσr = r2dσ1 ≡ (at)2dσ1, (3.6)198



ïðåîáðàçóåì åãî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èíòåãðàëó ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå S1.Ïîëó÷èì
u(x, t) =

t

4π

∫

S1

ϕ(y)dσ1 ≡
t

4π

∫

S1

ϕ(x+ αat, y + βat, z + γat)dσ1. (3.7)Èç (3.7) âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî u ∈ C l(R4), åñëè ϕ ∈ C l(R3), l =
1, 2, 3... .Äè��åðåíöèðóÿ äâàæäû (3.7) ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, èìååì

∆u(x, t) =
t

4π

∫

S1

[

∂2ϕ(y)

∂ξ2
+
∂2ϕ(y)

∂η2
+
∂2ϕ(y)

∂ζ2

]

dσ1 ≡
t

4π

∫

S1

∆ϕ(y)dσ1,(3.8)ãäå y = x + atn. Äåëàÿ â (3.8) çàìåíó, îáðàòíóþ ê (3.6), ïåðåïèøåì (3.8) ââèäå
∆u(x, t) ≡ 1

4πa2t

∫

Sat(x)

∆ϕ(y)|y=x+atndσr, y = (ξ, η, ζ) ∈ Sat(x). (3.9)Äè��åðåíöèðóÿ äàëåå (3.7) ïî t, ïîëó÷èì
∂u(x, t)

∂t
=

1

4π

∫

S1

ϕ(y)dσ1 +
at

4π

∫

S1

[

α
∂ϕ(y)

∂ξ
+ β

∂ϕ(y)

∂η
+ γ

∂ϕ(y)

∂ζ

]

dσ1,(3.10)ãäå y = x + atn. Ó÷èòûâàÿ (3.7) è äåëàÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå îáðàòíóþ ê(3.6) çàìåíó, ïåðåïèøåì (3.10) â âèäå
∂u(x, t)

∂t
=
u(x, t)

t
+

1

4πat

∫

Sat(x)

[

α
∂ϕ(y)

∂ξ
+ β

∂ϕ(y)

∂η
+ γ

∂ϕ(y)

∂ζ

]

dσr =

=
u(x, t)

t
+

1

4πat

∫

Sat(x)

gradϕ(y) · n(y)dσr. (3.11)Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî âèäà
∫

Sat(x)

gradϕ(y) · n(y)dσr =

∫

Bat(x)

div [gradϕ(y)] dξdηdζ =

=

∫

Bat(x)

∆ϕ(y)dξdηdζ ≡ I(x, t), (3.12)199



ãäå òî÷êà y âî âòîðîì è òðåòüåì èíòåãðàëàõ ïðîáåãàåò âåñü øàð Bat(x),ïåðåïèøåì (3.11) â âèäå
∂u(x, t)

∂t
=
u(x, t)

t
+
I(x, t)

4πat
. (3.13)Äè��åðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî t, ïîëó÷èì

∂2u(x, t)

∂t2
= − u

t2
+

1

t

(

u

t
+

I

4πat

)

− I

4πat2
+

1

4πat

∂I

∂t
=

1

4πat

∂I(x, t)

∂t
. (3.14)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∂I(x, t)

∂t
= a

∫

Sat(x)

∆ϕ(y)|y=x+atn dσr. (3.15)Â ñàìîì äåëå, ïåðåõîäÿ â èíòåãðàëå I ïî øàðó Bat(x) ê ñ�åðè÷åñêèì êîîð-äèíàòàì (ρ, θ, ψ) ñ öåíòðîì â òî÷êå x, ïîëàãàÿ y = x + ρn, ãäå 0 ≤ ρ < at,èìååì
I(x, t) =

at
∫

0

2π
∫

0

π
∫

0

∆ϕ(y)ρ2 sin θdθdψdρ, y = x + ρn ∈ Bat(x).Äè��åðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè t, âõîäÿùåìó â ïåðåìåííûé âåðõíèé ïðåäåëâíåøíåãî èíòåãðàëà, è ïåðåõîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ê èíòåãðàëàì ïî åäèíè÷-íîé ñ�åðå S1 è ñ�åðå Sat(x), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
∂I(x, t)

∂t
= a

2π
∫

0

π
∫

0

∆ϕ(y)a2t2 sin θdθdψ = a3t2
∫

S1

∆ϕ(y)dσ1 = a

∫

Sat(x)

∆ϕ(y)dσr,ãäå y = x + atn. Òåì ñàìûì (3.15) äîêàçàíî. Èç (3.14) è (3.15) âûòåêàåò, âñâîþ î÷åðåäü, ÷òî
∂2u(x, t)

∂t2
=

a

4π

∫

Sat(x)

∆ϕ(y)

r

∣

∣

∣

∣

y=x+atn

dσr. (3.16)Ïîäñòàâëÿÿ (3.9) è (3.16) â (3.1), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî �óíêöèÿ u,îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (3.4), óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (3.1)äëÿ ëþáîé �óíêöèè ϕ ∈ C2(R3). Èç (3.7) è (3.10), êðîìå òîãî, ñëåäóåò, ÷òî�óíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
u|t=0 = 0,

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ(x) â R
3. (3.17)200



Åñëè, äàëåå, u åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (3.17),òî â ñèëó îäíîðîäíîñòè (3.1) �óíêöèÿ v = ∂u/∂t òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (3.1), íî óäîâëåòâîðÿåò ñ ó÷åòîì (3.8) íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
v|t=0 = ϕ(x),

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

=
∂2u

∂t2

∣

∣

∣

∣

t=0

= a2∆u
∣

∣

t=0
= 0 â R

3. (3.18)Âçÿâ òåïåðü çà ϕ â ñëó÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.17) �óíêöèþ ϕ1, à â ñëó-÷àå íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.18) � �óíêöèþ ϕ0 è ñëîæèâ ñîîòâåòñòâóþùèåðåøåíèÿ, ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.2). Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ îíî îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:
u(x, t) =

1

4πa







∂

∂t

∫

Sat(x)

ϕ0(ξ, η, ζ)

r
dσr +

∫

Sat(x)

ϕ1(ξ, η, ζ)

r
dσr






. (3.19)Ôîðìóëà (3.19) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Êèðõãî�à.Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.3). Òîãäà ðåøåíèå u ∈

C2(R4
+) ∩ C1(R4

+) çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.2) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé Êèðõãî�à (3.19).Çàìå÷àíèå 3.1. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 ëåæèò òîò �àêò,÷òî �óíêöèÿ (3.4) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ(3.1) äëÿ ëþáîé ãëàäêîé �óíêöèè ϕ. Àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä äîêàçàòåëü-ñòâà òåîðåìû 3.1, íàçûâàåìûé ìåòîäîì ñ�åðè÷åñêèõ ñðåäíèõ, îñíîâàí íàèñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ òàê íàçûâàåìûõ ñ�åðè÷åñêèõ ñðåäíèõ îò ðåøåíèÿ
u, îïðåäåëÿåìûõ �îðìóëîé:

u(r,x, t) =
1

4πr2

∫

Sr(x)

u dσr.Çäåñü Sr(x) � ñ�åðà ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà r. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîììåòîäå ìîæíî ïðî÷èòàòü â [6, ñ.66℄, [56, ñ.429℄.Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðîñòîé àíàëèç �îðìóëû (3.19) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèé (3.3) âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ðåøåíèÿ u, âõîäÿùèåâ (3.1), ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå R4
+ =

{(x, t) : x ∈ R
3, 0 ≤ t < ∞}. Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè (3.3) �îðìóëàÊèðõãî�à îïèñûâàåò (ñ ó÷åòîì òåðìèíîëîãèè çàìå÷àíèÿ 1.3) ðåãóëÿðíîåðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.2). Íàîáîðîò, åñëè âìåñòî (3.3) âûïîëíÿþòñÿáîëåå îáùèå óñëîâèÿ, à èìåííî:

ϕ0 ∈ C2(R3), ϕ1 ∈ C1(R3), (3.3a)201



òî �óíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ϕ0 è ϕ1 �îðìóëîé (3.19), ïî-ïðåæíåìó óäî-âëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.2), íî óæå íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(3.1). (Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (3.3à) ïðàâàÿ ÷àñòüâ (3.19) íå îáëàäàåò âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè, âõîäÿùèìè â (3.1)). Îäíàêîìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [11, �13℄), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé âèäà (3.3à)è äàæå ãîðàçäî áîëåå îáùèõ óñëîâèé íà ϕ0 è ϕ1 �óíêöèÿ (3.19) ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1) â íåêîòîðîì îáîáùåííîì ñìûñëå. Ñ ó÷åòîì ýòî-ãî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �îðìóëà (3.19) îïèñûâàåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèé (3.3) è îáîáùåííîå ðåøåíèå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ áîëååîáùèå óñëîâèÿ, íàïðèìåð (3.3à).3.2. Âîëíîâîå óðàâíåíèå â R
2.�åøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíî-âîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì ñïóñêà. Ôîðìóëà Ïóàññîíà. Ïðåäïîëîæèì,÷òî �óíêöèè ϕ0 è ϕ1 â (3.2) íå çàâèñÿò îò z. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3.1),(3.2), îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (3.19), òàêæå íå áóäåò çàâèñåòü îò z. Â ýòîìëåãêî óáåäèòüñÿ, çàïèñàâ èíòåãðàëû â (3.19) â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �îðìóëà Êèðõãî�à (3.19) ïðè x = x′ ≡ (x, y, 0) áóäåòäàâàòü ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è Êîøè

∂2u

∂t2
= a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

) â R
3
+ = R

2 × (0,∞), (3.20)
u|t=0 = ϕ0(x, y),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x, y) â R
2. (3.21)Ôîðìóëó (3.19) íå ñîâñåì óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîéçàäà÷è (3.20), (3.21), ïîñêîëüêó (3.19) íîñèò ïðîñòðàíñòâåííûé õàðàêòåðçà ñ÷åò íàëè÷èÿ ñ�åð Sat(x). Îäíàêî â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ϕ0 è ϕ1 îò z ååìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ÷èñòî �ïëîñêóþ� �îðìóëó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëü-êó ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.19) íå çàâèñèò îò z, òî öåíòð x ñ�åðû Sat(x) ìîæíîâçÿòü â òî÷êå x′ = (x, y, 0), ëåæàùåé íà ïëîñêîñòè R

2. Â òàêîì ñëó÷àå îáå÷àñòè ýòîé ñ�åðû, ëåæàùèå íàä è ïîä ïëîñêîñòüþ R
2, ìîæíî ñïðîåêòè-ðîâàòü íà ýòó ïëîñêîñòü â âèäå êðóãà Σat = Σat(x

′) ñ öåíòðîì â òî÷êå x′ðàäèóñà at è çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ñ�åðå Sat(x′) èíòåãðèðîâàíèåìïî êðóãó Σat(x
′).Ïóñòü y = (ξ, η, ζ) � ïåðåìåííàÿ òî÷êà ñ�åðû Sat(x

′), y′ = (ξ, η, 0) � ïðî-åêöèÿ òî÷êè y íà ïëîñêîñòü R
2. Ýëåìåíò dσr ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñ�åðû

Sat(x
′) ñ öåíòðîì â y è îòâå÷àþùèé åìó ýëåìåíò ïëîùàäè dξdη ïëîñêîñòè

R
2 â òî÷êå y′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

dξdη = cosθdσr. (3.22)Çäåñü θ � óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì y è îñüþ ζ (ñì. ðèñ. 3.2). ßñíî, ÷òî
cosθ =

|y − y′|
|y − x′| =

√

|y − x′|2 − |y′ − x′|2
|y − x′| =

√

a2t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

at
.(3.23)202



Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ íèæíåé ïîëóñ�åðû.Ïîäñòàâëÿÿ (3.22), (3.23) â (3.19), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà êðóã Σat(x
′) ïðîåê-òèðóþòñÿ äâå ïîëóñ�åðû ñ�åðû Sat(x

′), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé �îðìóëå,ðåøàþùåé ïëîñêóþ çàäà÷ó (3.20), (3.21):
u(x′, t) = u(x, y, t) =

1

2πa











∂

∂t

∫

Σat(x′)

ϕ0(ξ, η)dξdη
√

(at)2 − (x− ξ)2 − (y − η)2
+

+

∫

Σat(x′)

ϕ1(ξ, η)dξdη
√

(at)2 − (x− ξ)2 − (y − η)2











. (3.24)Ôîðìóëà (3.24) íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Ïóàññîíà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî �îð-ìóëà (3.24) ÿâëÿåòñÿ �ïëîñêîé� â òîì ñìûñëå, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (3.24)ïðîèçâîäèòñÿ ïî êðóãó Σat(x
′) ðàäèóñà at ñ öåíòðîì â òî÷êå x′ = (x, y).Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 3.2) â âèäå òåî-ðåìû.Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ϕ0 ∈ C3(R2), ϕ1 ∈ C2(R2). Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðå-øåíèå u ∈ C2(R3

+) çàäà÷è Êîøè (3.20), (3.21) ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé Ïóàññîíà (3.24).Çàìå÷àíèå 3.3. Åñëè �óíêöèè ϕ0 è ϕ1 â (3.2) íå çàâèñÿò íå òîëüêîîò z, íî è îò y, òî àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê�îðìóëå
u(x, t) = u(x, t) =

ϕ0(x+ at) + ϕ0(x− at)

2
+

1

2a

x+at
∫

x−at

ϕ1(ξ)dξ, (3.25)ðåøàþùåé çàäà÷ó Êîøè â R (ýòà �îðìóëà áûëà ïîëó÷åíà â �1 äðóãèìñïîñîáîì).Çàìå÷àíèå 3.4. Äëÿ çàäà÷è Êîøè â R
4
+ è R

3
+ ñïðàâåäëèâû òåîðåìûåäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Îíè ìîãóò áûòüäîêàçàíû ìåòîäàìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, êîòîðûå áûëè ïðèìåíåíû äëÿ îä-íîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ê âîïðîñó î åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è Êîøèìû âåðíåìñÿ â �5. ×òî êàñàåòñÿ óñòîé÷èâîñòè, òî îòìåòèì, ÷òî äëÿ óñòîé-÷èâîñòè ðåøåíèé îáåèõ çàäà÷ íå äîñòàòî÷íî óñëîâèé âèäà (ñì. �1)

|ϕ̃0(x) − ϕ0(x)| < δ, |ϕ̃1(x) − ϕ1(x)| < δ ∀x ∈ R
3 ( ëèáî R

2),ãäå ϕ̃0 è ϕ̃1 � âîçìóùåííûå íà÷àëüíûå �óíêöèè. Íóæíî åùå ïîòðåáîâàòüäîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå |∇ϕ̃0(x) − ∇ϕ0(x)| < δ. Ïî-ñëåäíåå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñîãëàñíî (3.19), (3.24) ðåøåíèå u çàâèñèò íåòîëüêî îò �óíêöèé ϕ0 è ϕ1, íî è îò ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè ϕ0.203



Èçëîæåííûé âûøå ìåòîä ðåøåíèÿ ïëîñêîé (è îäíîìåðíîé) çàäà÷è Êî-øè íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà ñïóñêà. Òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðèðåøåíèè âîëíîâûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè è ïðÿìîé ìû èñõîäèì èç ðåøå-íèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è, êàê áû ñïóñêàÿñü ê ìåíüøåìó ÷èñëó ïåðåìåííûõ.Ìåòîä ñïóñêà ïðèìåíèì íå òîëüêî ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ, íî è ê äðóãèìòèïàì óðàâíåíèé è ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ èç �îðìóëû, îïðåäåëÿþùåéðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷èäëÿ óðàâíåíèÿ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.3.3. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ â R
3. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â ãë.1, âîëíîâîå óðàâíåíèå(3.1) ìîäåëèðóåò âîëíîâûå ïðîöåññû è, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññ ðàñïðîñòðà-íåíèÿ çâóêîâûõ âîëí, ò.å. ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ ãèäðîäèíàìè÷å-ñêèõ âîçìóùåíèé â æèäêîé èëè ãàçîîáðàçíîé ñðåäå. Äëÿ óêàçàííîãî ïðî-öåññà �óíêöèÿ u â (3.1) èìååò ñìûñë çâóêîâîãî äàâëåíèÿ, à îáëàñòü Dïðîñòðàíñòâà R

3, ãäå u 6= 0, õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòèöû ñðåäû â
D ñîâåðøàþò ìàëûå êîëåáàíèÿ, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêèì ìåõàíèçìîìïåðåíîñà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ñðåäû îò òî÷êè ê òî÷êå.Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Êèðõãî�à (3.19)

�èñ.3.3
(ëèáî Ïóàññîíà (3.24)) ìîæíî âûÿñíèòü �è-çè÷åñêóþ êàðòèíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêî-âûõ âîëí â ïðîñòðàíñòâå (ëèáî íà ïëîñêî-ñòè). �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé òðåõ èç-ìåðåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå �óíê-öèè ϕ0 è ϕ1 â (3.2) ñîñðåäîòî÷åíû â íåêî-òîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé
Γ, òî÷íåå, ÷òî èõ íîñèòåëè suppϕ0, suppϕ1 ñîäåðæàòñÿ â Ω, òàê ÷òî

suppϕ0 ⊂ Ω, suppϕ1 ⊂ Ω. (3.26)Èñïîëüçóÿ �èçè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ, íà òàêèå íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ0 è
ϕ1, òî÷íåå íà òðîéêó (Ω, ϕ0, ϕ1), áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà �èíèòíîå íà-÷àëüíîå âîçìóùåíèå ñðåäû â R

3. Ïóñòü x = (x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êàïðîñòðàíñòâà R
3, ðàñïîëîæåííàÿ âíå Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d1 = d1(x) è

d2 = d2(x) ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
x äî òî÷åê Γ (ñì. ðèñ.3.3).Ñîãëàñíî �îðìóëå (3.19), çíà÷åíèå ðåøåíèÿ u â òî÷êå x â ìîìåíò t îïðå-äåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà÷àëüíûõ �óíêöèé ϕ0 è ϕ1 â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íàñ�åðå Sat(x) ðàäèóñà at ñ öåíòðîì â òî÷êå x. Ïîýòîìó u(x, t) 6= 0 òîëüêî äëÿòåõ çíà÷åíèé t, äëÿ êîòîðûõ ñ�åðà Sat(x) ïåðåñåêàåò íîñèòåëè íà÷àëüíûõ�óíêöèé ϕ0 è ϕ1, ëåæàùèå â Ω. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëîæèì

t1 =
d1

a
, t2 =

d2

a
(3.27)204



è ðàçîáüåì âåñü âðåìåííîé èíòåðâàë (0,∞) íà òðè ïîäèíòåðâàëà [0, t1),
[t1, t2] è (t2,∞). Óêàçàííîå ðàçáèåíèå, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò òî÷êè x.(Îíî íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ðàçáèåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â �1.) Â ñîîò-âåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåì ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.1. 0 ≤ t < t1. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé t ñ�åðà Sat(x) åùå íå èìååò îáùèõ òî÷åêñ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ0|Sat

= ϕ1|Sat
= 0. Ïîýòîìó èç �îðìóëû (3.19) ñëåäóåò,÷òî u(x, t) ≡ 0. (Íèæå ýòîò �àêò �èçè÷åñêè áóäåò ïðîèíòåðïðåòèðîâàíòàê, ÷òî �èíèòíîå âîçìóùåíèå (Ω, ϕ0, ϕ1), âîçíèêøåå â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè t = 0, åùå íå äîøëî äî òî÷êè x).2. t1 ≤ t ≤ t2. Äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé âðåìåíè t, ò.å. íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà

t1 = d1/a è äî ìîìåíòà t2 = d2/a, ñ�åðà Sat(x) áóäåò ïåðåñåêàòü îáëàñòü
Ω, ëèáî êàñàòüñÿ åå, íàïðèìåð, ïðè t = t1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç �îðìóëû(3.19) ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) 6≡ 0 äëÿ t ∈ (t1, t2), ò.å. ÷òî â òî÷êå x èìååòñÿâîçìóùåíèå.3. t2 < t < ∞. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé t ðàäèóñ at ñ�åðû Sat(x) áîëüøå d2,è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ�åðà Sat óæå íå áóäåò èìåòü îáùèõ òî÷åê ñ îáëàñòüþ Ω(âñÿ îáëàñòü Ω ëåæèò âíóòðè Sat(x)). Ââèäó ýòîãî ìû ñíîâà ïîëó÷èì, êàêâ ñëó÷àå 1, ÷òî u(x, t) ≡ 0. Îäíàêî, ýòîò �àêò ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòüòàê, ÷òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå óæå ïðîøëî ÷åðåç òî÷êó x.Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü âàæíûé �èçè÷åñêèéâûâîä î òîì, ÷òî àêóñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå (Ω, ϕ0, ϕ1) ñðåäû, âîçíèêøåå âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ïðîñòðàíñòâà R

3, ðàñ-ïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ïðîñòðàíñòâà ñ îäíîé è òîé æå ñêî-ðîñòüþ, â òî÷íîñòè ðàâíîé êîý��èöèåíòó a óðàâíåíèÿ (3.1). Ïîýòîìó, åñëèâçÿòü ëþáóþ òî÷êó x 6∈ Ω, òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, âîçíèêøåå âΩ, ïðèäåòâ òî÷êó x â ìîìåíò t = t1, ãäå ìîìåíò t1 îïðåäåëåí â (3.27). (Áîëåå òî÷íî:â ìîìåíò t1 â òî÷êó x ïðèäóò âîçìóùåíèÿ èç òî÷åê y ∈ Ω, ðàñïîëîæåííûõíà áëèæàéøåì äëÿ òî÷åê Ω ðàññòîÿíèè d1 îò x). Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû
t > t1 â òî÷êó x áóäóò ïðèõîäèòü âîçìóùåíèÿ èç òî÷åê y ∈ Ω, ðàñïîëîæåí-íûõ îò òî÷êè x íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì at > d1. Íàêîíåö, â ìîìåíò t = t2,ãäå t2 îïðåäåëåí â (3.27), â òî÷êó x ïðèäóò âîçìóùåíèÿ èç òî÷åê y ∈ Ω,ðàñïîëîæåííûõ íà ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè d2 îò x. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðå-øåíèå � çâóêîâîå äàâëåíèå u â òî÷êå x, ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ, è,ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x ìîæåò íàáëþäàòüñÿ âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ëèøüâ ìîìåíòû âðåìåíè t èç èíòåðâàëà [t1, t2]. Ôàêòè÷åñêè æå ðåøåíèå u äîëæ-íî áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ â òî÷êå x ëèøü â ìîìåíòû âðåìåíè t ∈ (t1, t2).Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ0è ϕ1 îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω â ñèëó èõ íåïðåðûâíîñòè â
R

3, âûòåêàþùåé èç (3.3) è óñëîâèé (3.26). Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâè äëÿ òî÷åê x ∈ Ω, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ òî÷åê t1 = 0,à t2 = d2/a, ãäå d2 � ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò x äî òî÷åê y ∈ Ω.Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ âûâîäàõ, òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ââåñòè205



�óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ñîâðåìåííîé �èçèêè è ìàòåìàòèêè, à èìåííî:ïîíÿòèå âîëíû. Ýòî ïîíÿòèå èìååò äâà àñïåêòà: �èçè÷åñêèé è ìàòåìàòè-÷åñêèé.Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîä âîëíîé (â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðå-äå) ñëåäóåò ïîíèìàòü îñîáîå âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû, ïðè êîòîðîìâîçìóùåíèå, âîçíèêøåå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå y ñðåäû, ïåðåäàåòñÿ ñ ïîñòî-ÿííîé ñêîðîñòüþ a â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó x ïðîñòðàíñòâà R
3 çà êîíå÷íîåâðåìÿ, ðàâíîå îòíîøåíèþ |x− y|/a, ãäå |x− y| � ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìèòî÷êàìè. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû, êîãäà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿâîçìóùåíèé a çàâèñèò îò êîîðäèíàò òî÷êè x, ýòî âðåìÿ çaâèñèò íå òîëüêîîò ðàññòîÿíèÿ |x − y|, íî è îò ñòåïåíè íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû, âõîäÿùåé âïåðåìåííóþ ñêîðîñòü a = a(x).Â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå ïîä âîëíîé â ïðîñòðàíñòâå (â îäíîðîäíîé èçî-òðîïíîé ñðåäå áåç èñòî÷íèêîâ) áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(3.1), (3.2) äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (3.1).Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå, äëÿ êàæäîé âîëíû ìîæíî îïðåäåëèòüðÿä âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê, íàïðèìåð, íîñèòåëü âîëíû, ïåðåäíèé è çàäíèé�ðîíòû âîëíû, îáëàñòè ïîêîÿ. Ââåäåì ýòè ïîíÿòèÿ.Ïóñòü x ∈ R

3 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Åñëè u(x, t) 6= 0, òî áóäåì ãî-âîðèòü, ÷òî â òî÷êå x â ìîìåíò t ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ (èëè áåæèò) âîëíà.Îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ òî÷åê x â ìîìåíò t îáîçíà÷èì ÷åðåçD(t) è íàçîâåìîòêðûòûì íîñèòåëåì âîëíû u. Åñëè u � íåïðåðûâíàÿ ïî x, y, z �óíêöèÿ,òî D(t) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t�îðìóëîé
D(t) = {x ∈ R

3 : u(x, t) 6= 0}. (3.28)Êðîìå ìíîæåñòâà D(t), ðàññìîòðèì åùå îäíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî (íè-æå �int M � îçíà÷àåò âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà M),
D0(t) = int{x ∈ R

3 : u(x, t) = 0}, (3.29)êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàçîáüåì íà äâà ïîäìíîæåñòâà
D′′(t) = {x ∈ D0(t) : u(x, τ) ≡ 0 ïðè 0 ≤ τ ≤ t} è D′(t) = D0(t)\D′′(t).(3.30)Ìíîæåñòâî D′′(t) �èçè÷åñêè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñîâîêóïíîñòüòî÷åê â R

3, äî êîòîðûõ âîëíà u, âûçâàííàÿ íà÷àëüíûì âîçìóùåíèåì (Ω,
ϕ0, ϕ1), ê ìîìåíòó t åùå íå äîøëà è, ñëåäîâàòåëüíî, â êîòîðûõ åùå íà-áëþäàåòñÿ ïîêîé. Àíàëîãè÷íî D′(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî òî÷åêïðîñòðàíñòâà R

3, ÷åðåç êîòîðûå âîëíà u óæå ïðîøëà, è, ñëåäîâàòåëüíî,â êîòîðûõ óæå íàáëþäàåòñÿ ïîêîé. Íàðÿäó ñ (îòêðûòûìè) ìíîæåñòâàìè
D(t), D′(t) è D′′(t) ðàññìîòðèì òðè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà:
D(t) = supp u(x, t), x ∈ R

3, S ′(t) = D(t) ∩D′(t) è S ′′(t) = D(t) ∩D′′(t).Ìíîæåñòâî D(t) èìååò ñìûñë çàìêíóòîãî íîñèòåëÿ âîëíû u â ìîìåíò t:206



ìíîæåñòâî S ′′(t), èìåþùåå ñìûñë �âíåøíåé� ãðàíèöû íîñèòåëÿ D(t) âîëíû
u, íàçîâåì ïåðåäíèì �ðîíòîì âîëíû, íàêîíåö, ìíîæåñòâî S ′(t), èìåþùååñìûñë �âíóòðåííåé� ãðàíèöû íîñèòåëÿD(t), íàçîâåì çàäíèì �ðîíòîì âîë-íû.Îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâà D(t), S ′(t)è S ′′(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t. Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíîïðåäûäóùåìó àíàëèçó êàæäàÿ òî÷êà x ∈ D(t) õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òîñ�åðà Sat(x) ïåðåñåêàåò îáëàñòü Ω. Íî òàêèì ñâîéñòâîì áóäóò îáëàäàòüâñå òî÷êè ñ�åð Sat(y), ãäå y � ïåðåìåííàÿ òî÷êà îáëàñòè Ω. Åñëè ãðàíèöà
Γ îáëàñòè Ω äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî ñóùåñòâóþò äâå îãèáàþùèå óêàçàííî-ãî ñåìåéñòâà ñ�åð: âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ. Âíåøíÿÿ îãèáàþùàÿ îòäåëÿåòòî÷êè ìíîæåñòâà D′′(t), äî êîòîðûõ âîëíà u åùå íå äîøëà, îò òî÷åê îòêðû-òîãî íîñèòåëÿ D(t) âîëíû u, è, ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííàÿ îãèáàþùàÿ ñîâ-ïàäåò ñ ïåðåäíèì �ðîíòîì âîëíû. Âíóòðåííÿÿ îãèáàþùàÿ îòäåëÿåò òî÷êèîòêðûòîãî íîñèòåëÿ D(t) âîëíû u oò òî÷åê ìíîæåñòâà D′(t), ÷åðåç êîòî-ðûå âîëíà, âûçâàííàÿ íà÷àëüíûì âîçìóùåíèåì (Ω, ϕ0, ϕ1), óæå ïðîøëà,è, ñëåäîâàòåëüíî, â êîòîðûõ âíîâü âîçíèêëî ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, ïîýòîìó îíàñîâïàäàåò ñ çàäíèì �ðîíòîì âîëíû.�åçþìèðóÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò t ïðîñòðàíñòâî R

3ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïÿòè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-æåñòâ:
R

3 = D′(t) ∪ S ′(t) ∪D(t) ∪ S ′′(t) ∪D′′(t). (3.31)Çäåñü, ñîîòâåòñòâåííî, D′′(t) � ìíîæåñòâî òî÷åê, äî êîòîðûõ âîëíà u åùåíå äîøëà â ìîìåíò t, S ′′(t) � ïåðåäíèé �ðîíò âîëíû, D(t) � îòêðûòûéíîñèòåëü âîëíû, S ′(t) � çàäíèé �ðîíò âîëíû, íàêîíåö, D′(t) � ìíîæåñòâîòî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå âîëíà óæå ïðîøëà. Íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâ â (3.31)ìîãóò áûòü ïóñòûìè, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî D′(t) è çàäíèé �ðîíò âîëíû
S ′(t) ïðè ìàëûõ t. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ñàì âîëíîâîéïðîöåññ ìîæíî òðàêòîâàòü ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàê ïðîöåññèçìåíåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âñåõ óêàçàííûõ â (3.31) ìíîæåñòâ.Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì âûâîäå, ìîæíî ñ�îðìó-ëèðîâàòü ñëåäóþùèé �èçè÷åñêèé âûâîä î õàðàêòåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ (çâó-êîâûõ) âîëí â ïðîñòðàíñòâå R

3, âûçâàííûõ íà÷àëüíûì âîçìóùåíèåì, àèìåííî: íàëè÷èå �èíèòíîãî íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ (Ω, ϕ0, ϕ1) â îäíîðîä-íîé ñðåäå ïðîñòðàíñòâà R
3 ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â ïðîñòðàíñòâå R

3âîëíû, ò.å.îñîáîãî âîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû, ïðè êîòîðîì íà÷àëüíîåâîçìóùåíèå îò êàæäîé òî÷êè y íîñèòåëÿ íà÷àëüíûõ �óíêöèé ïåðåäàåòñÿ âëþáóþ äðóãóþ òî÷êó x ïðîñòðàíñòâà R
3 ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ t = |x−y|/a.Ïðè ýòîì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âîëíà èìååò ÷åòêî âûðàæåííûé ïå-ðåäíèé �ðîíò, à íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî âðåìåíè, çàâèñÿùåãî îò ðàçìåðîâîáëàñòè Ω, è çàäíèé �ðîíò. 207



Óêàçàííûé âûâîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííîå ñîäåðæàíèå ïðèí-öèïà Õ. �þéãåíñà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâå, íàçâàííîãî òàê â÷åñòü èçâåñòíîãî ãîëëàíäñêîãî ó÷åíîãî H. Huygens (1629-1695), ñ�îðìóëè-ðîâàâøåãî åãî â 1678 ã.:Ïðèíöèï �þéãåíñà: Âñÿêîå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, �èíèòíîå (èëè,êàê ãîâîðÿò �èçèêè, ëîêàëèçîâàííîå) â ïðîñòðàíñòâå R
3, âûçûâàåò âêàæäîé òî÷êå x ∈ R

3 äåéñòâèå, �èíèòíîå ïî âðåìåíè: ïðè ýòîì èìååòìåñòî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ñ ÷åòêî âûðàæåííûìè ïåðåäíèì è çàäíèì�ðîíòàìè.

(â)

(ã)�èñ. 3.4.Ïðèìåð 1. Ïóñòü îáëàñòü Ω åñòü øàð BR ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàòðàäèóñàR. Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäûäóùåì àíàëèçå, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òîâ êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ïåðåäíèé S ′′ è çàäíèé S ′ �ðîíòû âîëíû,îáðàçîâàííîé íà÷àëüíûì âîçìóùåíèåì (BR, ϕ0, ϕ1), åñòü ñ�åðû ñ öåíòðàìèâ íà÷àëå êîîðäèíàò, ðàäèóñîâ at + R è at − R ñîîòâåòñòâåííî, à íîñèòåëüâîëíû D(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàðîâîé ñëîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ýòèìèñ�åðàìè. Ïðè ýòîì çàäíèé �ðîíò âîçíèêàåò òîëüêî ïðè t > R/a. �åîìåò-208



ðè÷åñêàÿ êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíà íàðèñ.3.4à, ãäå â ìîìåíòû t = 0, t1 = R/a è t2 = 2R/a èçîáðàæåíû â âèäåçàòåìíåííîé îáëàñòè íîñèòåëü D(t) âîëíû u òàê æå, êàê è åå ïåðåäíèé èçàäíèé �ðîíòû.Ïðèíöèï �þéãåíñà âïåðâûå áûë ñ�îðìóëèðîâàí èì â 1678 ã., à äàëååáûë ðàçâèò À. Ôðåíåëåì â 1818 ã. ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåì äè�ðàêöèèâîëí. Ñòðîãàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìóëèðîâêà ïðèíöèïà �þéãåíñà âïåðâûåáûëà äàíà �. �åëüìãîëüöåì â 1859 ã. äëÿ ñòàöèîíàðíîãî è �. Êèðõãî�îìâ 1882 ã. äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àåâ. Ïîçæå â ðàáîòàõ Æ. Àäàìàðà áû-ëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðèíöèï �þéãåíñà ñïðàâåäëèâ â ïðîñòðàíñòâå R
n ïðèëþáîì íå÷åòíîì n ≥ 3 è íå ñïðàâåäëèâ ïðè n = 1 è ëþáîì ÷åòíîì n (ñì.îá ýòîì íèæå).3.4. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ â R

2. �àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (3.20), (3.21). Åå ìîæ-íî èíòåðïðåòèðîâàòü äâîÿêî: êàê çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ïðî-ñòðàíñòâå R
3 ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå íå çàâèñÿò îò z, ëèáî êàêçàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû íà ïëîñêîñòè z = 0.Êàê è âûøå, ñ÷èòàåì, ÷òî �óíêöèè ϕ0 è ϕ1 ðàâíû íóëþ âíå íåêîòî-ðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Γ, òàê ÷òîâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.26). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ñî-ñðåäîòî÷åíî: ïðè ïåðâîé èíòåðïðåòàöèè - âíóòðè áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðàñ íàïðàâëÿþùåé Γ è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè z; ïðè âòîðîé èí-òåðïðåòàöèè - âíóòðè ïëîñêîé îáëàñòè Ω. Íèæå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿâòîðîé èíòåðïðåòàöèè.Ïóñòü òî÷êà x = (x, y) ëåæèò âíå îáëàñòè Ω. Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì÷åðåç d1 è d2 ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèÿ îò x äîòî÷åê ãðàíèöû Γ. Ââåäåì ìîìåíòû t1 è t2 ïî �îðìóëå (3.27), íî, â îòëè÷èåîò ïðåäûäóùåãî, ðàññìîòðèì òîëüêî äâà ñëó÷àÿ.1. 0 ≤ t < t1. Â ýòîì ñëó÷àå êðóã Σat(x) ðàäèóñà at ñ öåíòðîì â òî÷êå

x íàõîäèòñÿ âíå Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ0 = ϕ1 ≡ 0 â Σat(x) è �îðìóëà (3.24)äàåò: u(x, t) ≡ 0. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äî òî÷êè x âîçìóùåíèå åùåíå äîøëî.2. t1 ≤ t <∞. Â ìîìåíò t1 = d1/a â òî÷êó x ïðèäåò ïåðåäíèé �ðîíò âîë-íû. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, êðóã Σat(x) è îáëàñòü Ω áóäóò èìåòü îáùóþ÷àñòü, ãäå ϕ2
0+ϕ

2
1 6≡ 0, ïðè÷åì ïðè t ≥ t2 = d2/a ýòà îáùàÿ ÷àñòü ïðîñòî ñîâ-ïàäàåò ñ Ω. Ïîýòîìó èç (3.24) ñëåäóåò, ÷òî u(x, t) 6≡ 0 ïðè t1 < t <∞. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî âîçìóùåíèå, ïîïàâ â ìîìåíò t1 = d/a â òî÷êó x, íèêîãäà íåïðåêðàòèòñÿ, êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Õîòÿ, ââè-äó íàëè÷èÿ â (3.24) âûðàæåíèÿ√(at)2 − (x− ξ)2 − (y − η)2 â çíàìåíàòåëå,ðåøåíèå u áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞, ò. å. áóäåò âûïîëíÿòü-ñÿ óñëîâèå limt→∞ u(x, t) = 0. Òàêèì îáðàçîì, àêóñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå

(Ω, ϕ0, ϕ1), âîçíèêøåå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà ïëîñêîñòè,209



ïðèâîäèò ê ðàñïðîñòðàíåíèþ íà ïëîñêîñòè âîëíû, êîòîðàÿ â êàæäûé ìî-ìåíò âðåìåíè t èìååò ÷åòêî âûðàæåííûé ïåðåäíèé �ðîíò, ïðåäñòàâëÿþùèéñîáîé íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ � îãèáàþùóþ îêðóæíîñòåé ∂Σat(y)ðàäèóñà at ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ y îáëàñòè Ω, íî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ òðåõèçìåðåíèé, íå èìååò çàäíåãî �ðîíòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà÷àëüíîå âîçìó-ùåíèå (Ω, ϕ0, ϕ1), ëîêàëèçîâàííîå íà ïëîñêîñòè R
2, âûçûâàåò â êàæäîéòî÷êå x ∈ R

2 âîçìóùåíèå, êîòîðîå óæå íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì ïîâðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïëîñêîñòè ïðèíöèï �þéãåíñà íå âûïîëíÿåò-ñÿ.Ïðè÷èíó ýòîãî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëîñ-êàÿ çàäà÷à (3.20), (3.21) �àêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõìåðíóþ çàäà-÷ó (3.1), (3.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî �óíêöèè ϕ0 è ϕ1 íå çàâèñÿò îò z, äëÿêîòîðîé íîñèòåëè �óíêöèé ϕ0 è ϕ1 ðàñïîëîæåíû â öèëèíäðå ñ íàïðàâëÿ-þùåé Γ è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè z. Ïîñêîëüêó ñ�åðè÷åñêàÿïîâåðõíîñòü Sat(x′) áóäåò ïåðåñåêàòü ýòîò öèëèíäð ïðè âñåõ t > t1, òî îáàèíòåãðàëà â èñõîäíîé òðåõìåðíîé �îðìóëå Êèðõãî�à (3.19) áóäóò, âîîáùåãîâîðÿ, îòëè÷íû îò íóëÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé t > t1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òîïðè òðåõìåðíîé èíòåðïðåòàöèè çàäà÷è (3.20), (3.21) ïåðåäíèé �ðîíò, ò.å.âíåøíÿÿ ãðàíèöà íîñèòåëÿ ðåøåíèÿ, èìååò âèä öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõ-íîñòè ñ ïàðàëëåëüíûìè îñè z îáðàçóþùèìè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî íà �óíêöèþ(3.24), ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.20), (3.21), ÷àñòî ññûëàþòñÿ êàêíà öèëèíäðè÷åñêóþ âîëíó (ñì. îá ýòîì ïîäðîáíåå â �2).Ïðèìåð 2. Ïóñòü îáëàñòü Ω â (3.26) åñòü êðóã BR ñ öåíòðîì â íà÷à-ëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R. Òîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ïåðåäíèé�ðîíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà R+at, íîñèòåëü âîëíû èìå-åò âèä ñîîòâåòñòâóþùåãî êðóãà ðàäèóñà R+at, à çàäíèé �ðîíò îòñóòñòâóåò.�åîìåòðèÿ íîñèòåëÿ D(t) òàêîé âîëíû u â ìîìåíòû t = 0 è t1 = R/a àíàëî-ãè÷íà ãåîìåòðèè íîñèòåëÿ òðåõìåðíîé âîëíû íà ðèñ.3.4à, à ïðè t2 = 2R/aâ îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, íîñèòåëü D(t2) èìååò âèä êðóãà ðàäèóñà
3R, óêàçàííîãî â âèäå çàòåìíåííîé îáëàñòè íà ðèñ.3.4.á.Çàìå÷àíèå 3.2. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ �îð-ìóëû Äàëàìáåðà (3.25) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ0 è ϕ1îòëè÷íû îò íóëÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (x1,x2) (ñì. òàêæå �1). Íåòðóäíîóáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ñëàãàåìîãî

1

2
[ϕ0(x− at) + ϕ0(x+ at)]�îðìóëû (3.25) èìååò ìåñòî ïðèíöèï �þéãåíñà, à âòîðîå ñëàãàåìîå

1

2a

x+at
∫

x−at

ϕ1(ξ)dξ210



âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî �îðìóëå (3.24), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî îíî íåñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ ∞.�4. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ4.1. Çàäà÷à Êîøè â R
3. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãîâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R

3, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè �óíêöèè u ∈
C2(R4

+) ∩ C1(R4
+) èç óñëîâèé
∂2u

∂t2
= a2∆u+ f â R

4
+ ≡ R

3 × (0,∞), (4.1)
u|t=0 = ϕ0(x),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x) â R
3. (4.2)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1), (4.2) äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (4.1) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 â R
3, (4.3)òàê êàê, äîáàâëÿÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2) äëÿ îä-íîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé Êèðõãî�à (3.19),ìû ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (4.1) èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è(4.1), (4.2).Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ñì. �1), áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèå çàäà÷èÊîøè (4.1), (4.3) ÷åðåç ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãîîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì �óíêöèþ vïåðåìåííûõ x, t è ïàðàìåòðà τ , óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîðîäíîìó âîëíîâîìóóðàâíåíèþ

∂2v

∂t2
= a2∆v â R

3 × (τ,∞) (4.4)è ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè t = τ :
v|t=τ = 0,

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t=τ

= f(x, τ) â R
3. (4.5)Ââîäÿ âìåñòî t íîâóþ ïåðåìåííóþ t1 = t − τ , çàìå÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ

w(x, t1, τ) ≡ v(x, t1 + τ, τ) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó âîëíîâîìó óðàâ-íåíèþ
∂2w

∂t21
= a2∆w â R

3 × (0,∞) (4.6)211



è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè t1=0, èìåþùèì âèä
w|t1=0 = 0,

∂w

∂t1

∣

∣

∣

∣

t1=0

= f(x, τ) â R
3. (4.7)Â òàêîì ñëó÷àå �óíêöèÿ w ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ �îð-ìóëû Êèðõãî�à (3.19), ïðèíèìàþùåé â äàííîì ñëó÷àå âèä

w(x, t1, τ) =
1

4πa

∫

Sat1
(x)

f(y, τ)

at1
dσ. (4.8)Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé �îðìóëû äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü â ñèëó òåîðå-ìû 3.1, ÷òî �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè R4

+ = R
3 × [0,∞)âìåñòå ñî âñåìè ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x1 = x, x2 = y è

x3 = z. Óêàçàííûé �àêò êðàòêî çàïèøåì â âèäå
f ∈ C0(R4

+),
∂f

∂xi
∈ C0(R4

+),
∂2f

∂xi∂xj
∈ C0(R4

+), i, j = 1, 2, 3. (4.9)Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì t è v è ââîäÿ ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïåðå-ìåííîé òî÷êè y ∈ Sat1(x) â (4.8) ñ ïîìîùüþ �îðìóë (ñì. §3)
y = x + a(t− τ)n, n = (cosψsinθ, sinψsinθ, cosθ),

dσ = a2(t− τ)2sinθdθdψ,
(4.10)ïåðåïèøåì (4.8) â âèäå

v(x, t, τ) =
1

4πa

∫

Sa(t−τ)(x)

f(y, τ)

a(t− τ)
dσ =

t− τ

4π

2π
∫

0

π
∫

0

f [x + a(t− τ)n, τ ] sinθdθdψ.(4.11)Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ u : R4
+ → R, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

u(x, t) ≡
t
∫

0

v(x, t, τ)dτ, (4.12)ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1), (4.3). Â ñàìîì äåëå, äè��åðåí-öèðóÿ (4.12) ïî x, y, z è t, èìååì
∆u(x, t) =

t
∫

0

∆v(x, t, τ)dτ, (4.13)212



∂u(x, t)

∂t
=

t
∫

0

∂v(x, t, τ)

∂t
dτ + v(x, t, t) =

t
∫

0

∂v(x, t, τ)

∂t
dτ. (4.14)(Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí â (4.14) ðàâåí íóëþ â ñèëó ïåðâîãî óñëîâèÿ â (4.5)).Äè��åðåíöèðóÿ (4.14) ïî t, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (4.5), ÷òî

∂2u(x, t)

∂t2
=

t
∫

0

∂2v(x, t, τ)

∂t2
dτ + f(x, t). (4.15)Ïîñêîëüêó v óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (4.4), òî èç(4.13), (4.15) ñëåäóåò, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ(4.1), à èç (4.12), (4.14) ñëåäóåò, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì íà÷àëü-íûì óñëîâèÿì (4.3). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèÿ (4.12) ÿâëÿåòñÿèñêîìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (4.1), (4.3).Ïîäñòàâëÿÿ â (4.12) âìåñòî �óíêöèè v åå âûðàæåíèå (4.11), ïîëó÷èì

u(x, t) =
1

4π

t
∫

0

(t− τ)dτ

2π
∫

0

π
∫

0

f [x + a(t− τ)n, τ ] sinθdθdψ. (4.16)Ââåäåì â (4.16) âìåñòî ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ τ íîâóþ ïåðåìåííóþ
r = a(t− τ). (4.17)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t− τ = r/a, τ = t− (r/a), dτ = −(dr/a), è ÷òî r ìåíÿåòñÿîò at äî 0 ïðè èçìåíåíèè τ îò 0 äî t, �îðìóëó (4.16) ìîæíî ïåðåïèñàòü ââèäå

u(x, t) =
1

4πa2

at
∫

0

2π
∫

0

π
∫

0

f(x + rn, t− r/a)

r
r2sinθdθdψdr. (4.18)Èç (4.10) è (4.17) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà r èìååò ñìûñë ðàññòîÿíèÿ ìåæäó�èêñèðîâàííîé òî÷êîé x ∈ R

3 è ïåðåìåííîé òî÷êîé y ïðîñòðàíñòâà R
3, òàê÷òî r = |x−y| =

√

(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2. Ïðè ýòîì ïðè èçìåíåíèè
r îò 0 äî at, à ïàðû (θ, ψ) ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå S1 òî÷êà y ïðîáåãàåò øàð
Bat(x) ðàäèóñà at ñ öåíòðîì â x. Ñ ó÷åòîì ýòîãî �îðìóëó (4.18) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå

u(x, t) =
1

4πa2

∫

Bat(x)

f(y, t− |x − y|/a)
|x − y| dy (dy = dξdηdζ). (4.19)213



Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (4.19), îïèñûâàþùåé ïîòåíöèàë âîë-íîâîãî ïîëÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (4.1), (4.3), íàçûâàåòñÿçàïàçäûâàþùèì ïîòåíöèàëîì. Òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çíà÷å-íèå ïîòåíöèàëà u â �èêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ R
3 â �èêñèðîâàííûé ìîìåíòâðåìåíè t > 0 îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïðàâîé ÷àñòè f óðàâíåíèÿ (4.1),îïèñûâàþùåé ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ, â òî÷êàõ y ∈ Bat(x), âçÿ-òûìè â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè τ = t−|x−y|/a. Äðóãèìè ñëîâàìè,äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà u â òî÷êå (x, t) ìû èíòåãðèðóåì ïëîòíîñòü fèñòî÷íèêîâ ïîëÿ ïî øàðó Bat(x), ïðè÷åì çíà÷åíèÿ �óíêöèè f â ïðîèçâîëü-íîé òî÷êå y ∈ Bat(x) áåðóòñÿ íå â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè t, àâ ìîìåíò t − r/a, ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíòó t. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà çàïàç-äûâàíèÿ r/a = |x − y|/a, çàâèñÿùàÿ êàê îò x, òàê è y, â òî÷íîñòè ðàâíàâðåìåíè, íåîáõîäèìîìó äëÿ ïðèõîäà âîçìóùåíèÿ èç òî÷êè y â òî÷êó x (ñîñêîðîñòüþ a). Óêàçàííûé �àêò, î÷åâèäíî, îáúÿñíÿåòñÿ êîíå÷íîñòüþ ñêîðî-ñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (4.1)ðàâíà a.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (4.9) âñå âòîðûå ïðîèç-âîäíûå îò �óíêöèè u â (4.19), âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (4.1) ñóùåñòâóþò èíåïðåðûâíû â çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå R4

+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �îðìó-ëà (4.19) îïèñûâàåò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.1), (4.3). Ñ�îðìóëèðóåìïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.9). Òîãäà �óíêöèÿ u :

R4
+ → R, îïðåäåëÿåìàÿ çàïàçäûâàþùèì ïîòåíöèàëîì (4.19), ÿâëÿåòñÿðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (4.1), (4.3).4.2. Çàäà÷à Êîøè â R

2 è R. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòèðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è Êîøè
∂2u

∂t2
= a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)

+ f(x, y, t) â R
2 × (0,∞), (4.20)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 â R
2. (4.21)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íà f âèäà (4.9) ýòî ðåøåíèå èìååò âèä [11, ñ.214℄

u(x, y, t) =
1

2πa

t
∫

0







∫

ρ≤a(t−τ)

f(ξ, η, τ)dξdη
√

a2(t− τ)2 − ρ2






dτ, (4.22)ãäå ρ � ðàññòîÿíèå ìåæäó �èêñèðîâàííîé òî÷êîé (x, y) è ïåðåìåííîé òî÷-êîé (ξ, η) ïëîñêîñòè R

2: ρ2 = (x− ξ)2 + (y − η)2.Íàêîíåö, ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è Êîøè
∂2u

∂t2
= a2∂

2u

∂x2
+ f(x, t) â R × (0,∞), (4.23)214



u|t=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0 â R (4.24)èìååò âèä (ñì. �1 è [11, ñ.214℄)

u(x, t) =
1

2a

t
∫

0







x+a(t−τ)
∫

x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ






dτ. (4.25)4.3. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ â R

3, R
2 è R. Çàéìåìñÿ êà÷åñòâåííûì àíàëèçîì ïðèâåäåí-íûõ âûøå �îðìóë äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â R

3,
R

2 è R. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì (ñì. ãë.2), ÷òî ïîâåðõíîñòü Γ(x0, t0)â ïðîñòðàíñòâå R
n+1 = R

n
x × Rt, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì Γ(x0, t0) =

{

(x, t) : a2(t− t0)
2 − |x− x0|2 = 0

}, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êîíè-÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ (èëè áîëåå êðàòêî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì)äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (4.1) ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x0, t0). Óêàçàííàÿ ïî-âåðõíîñòü Γ(x0, t0) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé êîíóñîâ
K+(x0, t0) = {(x, t) : a(t− t0) > |x− x0|} ,

K−(x0, t0) = {(x, t) : a(t0 − t) > |x− x0|} ,íàçûâàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî êîíóñàìè áóäóùåãî è ïðîøëîãî ñ âåðøèíîé â
(x0, t0).Âàæíóþ ðîëü ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è Êîøèèãðàåò êóñîê K−

n (x0, t0) êîíóñà ïðîøëîãî, îòñåêàåìûé ïëîñêîñòüþ t = 0,ò.å. ïåðåñå÷åíèå êîíóñà K−(x0, t0) ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì R
n+1
+ = R

n
x × Rt,+.Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà n = 1 èëè n = 2, ñîîòâåòñòâóþùèå êóñêè

K−
1 (x0, t0) = {(x, t) ∈ K−(x0, t0) : t > 0, a(t0 − t) > |x− x0|},

K−
2 (x0, y0, t0) = {(x, y, t) ∈ K−(x0, y0, t0) :

t > 0, a(t0 − t) >
√

(x− x0)2 + (y − y0)2}èçîáðàæåíû íà ðèñ.4.1à è ðèñ.4.1á. Äëÿ êðàòêîñòè íà êóñîê K−
n (x0, t0) áó-äåì òàêæå ññûëàòüñÿ êàê íà êîíå÷íûé êîíóñ (èëè òðåóãîëüíèê ïðè n = 1)ïðîøëîãî, à íà åãî áîêîâóþ ãðàíèöó Γ−

n (x0, t0) - êàê íà êîíå÷íûé õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèé êîíóñ (òðåóãîëüíèê ïðè n = 1) ïðîøëîãî.Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå êîíå÷íûå êîíóñû, ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó �îð-ìóë (4.19), (4.22), (4.25). Íà÷íåì èññëåäîâàíèå ñ ñàìîé íàãëÿäíîé �îðìóëû(4.25). Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â �îðìóëå (4.25)ïðîèçâîäèòñÿ â òî÷íîñòè ïî òðåóãîëüíèêó K−
1 (x, t). Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïðàâàÿ215



÷àñòü â (4.25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâòîðíûé èíòåãðàë, ê êîòîðîìó ñâîäèò-ñÿ äâîéíîé (ïî ïåðåìåííûì x, t) èíòåãðàë â �îðìóëå
u(x, t) =

1

2a

∫

K−

1 (x,t)

f(ξ, τ)dξdτ. (4.25a)

(à) (á)�èñ. 4.1.Àíàëîãè÷íûé �àêò ñïðàâåäëèâ è äëÿ �îðìóëû (4.22), ðåøàþùåé äâó-ìåðíóþ çàäà÷ó Êîøè (4.20), (4.21). Óêàçàííóþ �îðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå
u(x, y, t) =

1

2πa

∫

K−

2 (x,y,t)

f(ξ, η, τ)dξdηdτ
√

a2(t− τ)2 − (x− ξ)2 − (y − η)2
. (4.22a)Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.22) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâòîðíûéèíòåãðàë, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ òðîéíîé ïî ïåðåìåííûì x, y è t èíòåãðàëïî êîíå÷íîìó êîíóñó K−

2 (x, y, t) â ïðàâîé ÷àñòè (4.22à).×òî êàñàåòñÿ �îðìóëû (4.19), ðåøàþùåé òðåõìåðíóþ çàäà÷ó Êîøè (4.1),(4.3), òî ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî îíà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:
u(x, t) =

1

4π

∫

Γ−

3 (x,t)

(t− τ)f [x + a(t− τ)n, τ ] sinθdθdψ. (4.19a)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò �îðìóë (4.25à) è (4.22à), èíòåãðèðîâàíèå â�îðìóëå (4.19à) ïðîèçâîäèòñÿ ïî êîíå÷íîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êîíóñó
Γ−

3 (x, t), ò. å. ïî áîêîâîé ãðàíèöå êîíå÷íîãî êîíóñà K−
3 (x, t).Ôîðìóëà (4.25à) (ëèáî (4.22à)) îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ðåøåíèÿ îäíî-ìåðíîé çàäà÷è Êîøè (4.23),(4.24) â òî÷êå (x, t) (ëèáî äâóìåðíîé çàäà÷è216



Êîøè (4.20), (4.21) â òî÷êå (x, y, t)) çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè fóðàâíåíèÿ (4.23) (ëèáî (4.20)) â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà K−
1 (x, t) (ëèáî êîíóñà K−

2 (x, y, t)). Â ïðîòèâîïî-ëîæíîñòü ýòîìó çíà÷åíèå u(x, t) ðåøåíèÿ u òðåõìåðíîé çàäà÷è Êîøè (4.1),(4.3) â òî÷êå (x, t) ∈ R
4
+ çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé f(y, t) ïëîòíîñòè fâ (÷åòûðåõìåðíûõ) òî÷êàõ (y, t), ðàñïîëîæåííûõ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

Γ−
3 (x, t) êîíå÷íîãî êîíóñà K−

3 (x, t). Òàêèì îáðàçîì, êàê è â §3, ìû îïÿòüíàáëþäàåì êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ðåøåíèé îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé çàäà÷Êîøè (4.23), (4.24) è (4.20), (4.21) ñîîòâåòñòâåííî îò ðåøåíèÿ òðåõìåðíîéçàäà÷è Êîøè (4.1), (4.3) äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Óêàçàí-íîå îòëè÷èå èìååò òó æå ñàìóþ ïðèðîäó, ÷òî è äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ (ñì. §3), ò.å. îíî ñâÿçàíî ñ íàðóøåíèåì ïðèíöèïà �þéãåíñà â
R,R2, à òàêæå â ïðîñòðàíñòâå R

2n ÷åòíîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Áîëåå äåòàëü-íî ýòîò âîïðîñ îñâåùàåòñÿ â [11, �14℄ è [35, ãë.24℄.�5. Íåêîòîðûå îáùèå âîïðîñû òåîðèèðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâå R
nÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøèäëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R

n ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Îñ-íîâûâàÿñü íà ýòîé òåîðåìå è ðåçóëüòàòàõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�îâ, ìû ââå-äåì äàëåå ðÿä âàæíûõ â ìàòåìàòè÷åñêîì è �èçè÷åñêîì ïëàíàõ ïîíÿòèé,ñâÿçàííûõ ñ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ê óêàçàííûì ïî-íÿòèÿì îòíîñÿòñÿ îáëàñòü çàâèñèìîñòè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îáëàñòüâëèÿíèÿ è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà.5.1. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿ. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-ñêîé �èçèêè äîêàçûâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåçàâèñèìî îò ìåòîäà èõ ðåøå-íèÿ. Íèæå ìû ïðèâåäåì òàêîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äâóìåðíîé (äëÿ îïðåäå-ëåííîñòè) çàäà÷è Êîøè
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ f(x, y, t) â R

3
+ ≡ R

2 × (0,∞), (5.1)
u|t=0 = ϕ0(x, y),

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x, y) â R
2. (5.2)Â (5.1) ìû ñ÷èòàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî a = 1, ÷åãî ìîæíî äîñòèãíóòü, çà-ìåíÿÿ t íà t/a. Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (5.1), (5.2) èìååò åäèíñòâåííîåðåãóëÿðíîå ðåøåíèå èç êëàññà C2(R3

+).Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿ u1è u2 çàäà÷è (5.1), (5.2). Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u1 − u2, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ217



ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è Êîøè
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
â R

2 × (0,∞), (5.3)
u|t=0 = 0,

∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 â R
2. (5.4)Ïîêàæåì, ÷òî u ≡ 0 â R

2 × (0,∞). Ñ ýòîé öåëüþ âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþòî÷êó (x0, t0) = (x0, y0, t0), t0 > 0 è èç íåå, êàê âåðøèíû, ïðîâåäåì êîíóñïðîøëîãî
K−(x0, t0) = {(x, t) : t0 − t > |x− x0|} (5.5)äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ t = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ≡ K−

2 (x0, t0) îá-ëàñòü (êîíå÷íûé êîíóñ), îãðàíè÷åííóþ ÷àñòüþ Γ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êî-íóñàK−(x0, t0) è ÷àñòüþ Σ = Σ(x0, t0) ïëîñêîñòè t = 0, îòñåêàåìîé êîíóñîì
K−(x0, t0) (ñì. ðèñ.4.1á). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

2
∂u

∂t

(

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2

)

≡ ∂

∂t

[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂u

∂y

)2

+

(

∂u

∂t

)2
]

−

−2
∂

∂x

(

∂u

∂t

∂u

∂x

)

− 2
∂

∂y

(

∂u

∂t

∂u

∂y

)

. (5.6)Ïðîèíòåãðèðóåì (5.6) ïî îáëàñòè K. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøå-íèåì çàäà÷è (5.3), (5.4), òàê ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (5.6) ðàâíà íóëþ, òî ïîëó÷èì
0 =

∫

K

{

∂

∂t

[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂u

∂y

)2

+

(

∂u

∂t

)2
]

−

−2
∂

∂x

(

∂u

∂t

∂u

∂x

)

− 2
∂

∂y

(

∂u

∂t

∂u

∂y

)}

dxdydt. (5.7)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, ïðåîáðàçóåì îáúåìíûé èíòå-ãðàë â (5.7) â ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî ãðàíèöå Γ ∪ Σ îáëàñòè K. Òàêêàê â ñèëó (5.4) ∂u/∂x = ∂u/∂y = ∂u/∂t = 0 íà Σ, òî èíòåãðàë â (5.7)ïðåîáðàçóåòñÿ ëèøü â îäèí ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî Γ:
∫

Γ

{[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂u

∂y

)2

+

(

∂u

∂t

)2
]

cos(n, t)−

2
∂u

∂t

∂u

∂x
cos(n, x)− 2

∂u

∂t

∂u

∂y
cos(n, y)

}

dσ = 0. (5.8)218



Çäåñü n = (cos(n, x), cos(n, y), cos(n, t)) - åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîð-ìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êàæäîé òî÷êå (x, t) = (x, y, t) áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
Γ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ cos2(n, t) = cos2(n, x) + cos2(n, y) = 1/2. Ñ ó÷åòîìýòîãî ðàâåíñòâî (5.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∫

Γ

1

cos(n, t)

{

[

∂u

∂x
cos(n, t) − ∂u

∂t
cos(n, x)

]2

+

[

∂u

∂y
cos(n, t) − ∂u

∂t
cos(n, y)

]2
}

dσ = 0.(5.9)Ïîñêîëüêó cos(n, t) = 1/
√

2 íà Γ, òî èç (5.9) ñëåäóåò, ÷òî
∂u

∂x
cos(n, t) − ∂u

∂t
cos(n, x) = 0 íà Γ,

∂u

∂y
cos(n, t) − ∂u

∂t
cos(n, y) = 0 íà Γ.(5.10)Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

∂u/∂x

cos(n, x)
=

∂u/∂y

cos(n, y)
=

∂u/∂t

cos(n, t)
íà Γ. (5.11)�àâåíñòâà (5.11) îçíà÷àþò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå (x, t) ∈ Γ âåêòîð ∇u èâåêòîð íîðìàëè n ïàðàëëåëüíû, òàê ÷òî ñ íåêîòîðûì êîý��èöèåíòîì ïðî-ïîðöèîíàëüíîñòè λ = λ(x, t) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∇u(x, t) = λ(x, t)n(x, t) ∀(x, t) ∈ Γ. (5.12)Îáîçíà÷èì ÷åðåç l = l(x, t) åäèíè÷íûé âåêòîð îáðàçóþùåé êîíóñà âïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, t) ∈ Γ. Ó÷èòûâàÿ (5.12), èìååì
∂u

∂l
(x, t) ≡ ∇u(x, t) · l = λ(x, t)n(x, t) · l(x, t) = 0. (5.13)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (5.13) ñëåäóåò èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî âåêòîðû n(x, t) è

l(x, t) îðòîãîíàëüíû. �àâåíñòâî (5.13) îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîé îáðàçóþùåéêîíóñà u = const. Íî âî âñåõ òî÷êàõ êîíóñà, ãäå îáðàçóþùèå ïåðåñåêàþòïëîñêîñòü t = 0, ñîãëàñíî (5.4) èìååì, ÷òî u = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u = 0âäîëü êàæäîé îáðàçóþùåé êîíóñà, à ñëåäîâàòåëüíî, u = 0 è â òî÷êå (x0, t0). Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå u ∈ C2(R3
+) çàäà÷è Êîøè (5.1),(5.2) ðàâíî íóëþ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x0, t0) ∈ R

3
+, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü fóðàâíåíèÿ (5.1) ðàâíà íóëþ â êîíóñå K(x0, t0), à �óíêöèè ϕ0 è ϕ1 ðàâíûíóëþ â êðóãå Σ = Σ(x0, t0), ãäå K(x0, t0) = {(x, t) : t > 0, t0 − t > |x − x0|},

Σ(x0, t0) =
{

x ∈ R
2 : |x − x0| < at0

}. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óêàçàííûé �àêòèìååò ìåñòî íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêèå çíà÷åíèÿ (íóëåâûå èëè îòëè÷íûåîò íóëÿ) ïðèíèìàåò ïðàâàÿ ÷àñòü f âíå çàìêíóòîãî êîíóñà K, à íà÷àëüíûå219



�óíêöèè ϕ0 è ϕ1 � âíå çàìêíóòîãî êðóãà Σ. Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèÿïðàâîé ÷àñòè f âíå K è íà÷àëüíûõ �óíêöèé ϕ0 è ϕ1 âíå Σ íå âëèÿþò íàçíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ u â òî÷êå (x, t). Îáîáùàÿ óêàçàííûé ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé
n èçìåðåíèé, ïðèõîäèì ê òåîðåìå:Òåîðåìà 5.1. �àññìîòðèì äâå çàäà÷è Êîøè:
∂2u

∂t2
− a2∆u = f(x, t) â R

n × (0,∞), u|t=0 = ϕ0(x),
∂u

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ϕ1(x) â R
n,(5.14)

∂2v

∂t2
−∆v = g(x, t) â R

n×(0, T ), v|t=0 = ψ0(x),
∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= ψ1(x) â R
n. (5.15)Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:(i) f = g â êîíóñå K−

n (x0, t0) = {(x, t) : t > 0, a(t0 − t) > |x − x0|};(ii) ϕ0 = ψ0, ϕ1 = ψ1 â øàðå Σat(x0) = {x ∈ R
n : |x − x0| < at0}.Åñëè îáå çàäà÷è èìåþò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, òî ýòè ðåøåíèÿ òîæäå-ñòâåííî ñîâïàäàþò â K−

n (x0, t0).5.2. Îáëàñòü çàâèñèìîñòè, îáëàñòü âëèÿíèÿ è îáëàñòü îïðåäåëå-íèÿ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Îñíîâûâàÿñü íà óñòàíîâëåííûõ âûøå�àêòàõ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åùå ðÿä âàæíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõâ òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà è, â÷àñòíîñòè, â òåîðèè âîëíîâûõ óðàâíåíèé.Ïóñòü (x, t) ∈ R
n+1
+ ≡ R

n × (0,∞) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Îáëàñòüþçàâèñèìîñòè äëÿ òî÷êè (x, t) íàçûâàåòñÿ òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè
t = 0, äàííûå Êîøè íà êîòîðîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà÷åíèå u(x, t)ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â (5.14) ïðè f = 0. Èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëü-òàòîâ âûòåêàåò, ÷òî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ n = 1, 2, 3 îáëàñòüþ çàâèñèìîñòèäëÿ òî÷êè (x, t) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî çàìêíóòûé èíòåðâàë è çàìêíóòûéêðóã
Iat(x) = {y ∈ R : |y − x| ≤ a2t2}, Σat(x) = {y ∈ R

2 : |y − x| ≤ at}, (5.16)à ïðè n = 3 � çàìêíóòûé øàð Bat(x) = {y = (x, y, z) ∈ R
3 : |y − x| ≤ at}.Áîëåå òîãî, èç �îðìóëû Êèðõãî�à (3.19) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n = 3 îáëàñòüþçàâèñèìîñòè äëÿ òî÷êè (x, t) ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ñ�åðà

Sat(x) = {y = (x, y, z) ∈ R
3 : |y − x| = at}. (5.17)Åñëè, äàëåå, íîñèòåëåì äàííûõ Êîøè ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ îáëàñòü Ωïëîñêîñòè t = 0, òî äàííûå Êîøè â îáëàñòè Ω âëèÿþò íà ðåøåíèå âîâñåõ òî÷êàõ (y, t) ìíîæåñòâà K ⊂ R

n+1
+ äëÿ êîòîðîãî ïåðåñå÷åíèå Ω∩{y ∈

K : |y − x|2 ≤ a2t2}, x ∈ Ω íå ïóñòî. Óêàçàííîå ìíîæåñòâî K íàçûâà-åòñÿ ìíîæåñòâîì âëèÿíèÿ îáëàñòè Ω (ñì. ðèñ.5.1). Åñëè Ω ïðåäñòàâëÿåò220



ñîáîé îäíó òî÷êó: S = {x}, òî ìíîæåñòâîì âëèÿíèÿ K òî÷êè x ÿâëÿåòñÿòðåóãîëüíèê áóäóùåãî
K+

1 (x, 0) = {(y, t) ∈ R × (0,∞) : at > |y − x|}ïðè n = 1, òðåõìåðíûé (ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé) êîíóñ áóäóùåãî
K+

2 (x, 0) = {(y, t) ∈ R
2 × (0,∞) : at > |y − x|}ïðè n = 2 è ãðàíèöà êîíóñà áóäóùåãî, ò.å. õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîíóñ áóäó-ùåãî

Γ+
3 (x, 0) = ∂K+

3 (x, 0) = {(y, t) ∈ R
3 × (0,∞) : at = |y − x|}ïðè n = 3.
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x
K

�èñ.5.1 �èñ.5.2Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, t) ∈ R
n+1
+ , íà êîòîðîì ðåøåíèå u îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ ïî äàííûì Êîøè â îáëàñòè Ω, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

u(x, t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â Ω (ñì. ðèñ.5.2). Â ñëó÷àå n = 1 (ëèáî 2) îá-ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê (x, t), äëÿ êîòîðûõ îòðåçîê Iat(x)ëèáî êðóã Σat(x) â (5.16) ðàñïîëîæåíû â Ω. Ïðè n = 3 îáëàñòü îïðåäåëå-íèÿ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê (x, t) ∈ R
4
+, äëÿ êîòîðûõ ñ�åðà Sat(x) â (5.17)ðàñïîëîæåíà â Ω.Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ,êîãäà íîñèòåëåì äàííûõ Êîøè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü S ïðîñòðàíñòâåííîãîòèïà, à òàêæå íà ñëó÷àé îáùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè-÷åñêîãî òèïà. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â [11, �13, 14℄, [23℄.
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