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ВВЕДЕНИЕ 

Первое упоминание о «мнимых» числах как о квадратных корнях из 

отрицательных чисел относится еще к XVI веку. 

В 1545 году итальянский ученый Джироламо Кардано (1501-1576) 

опубликовал работу, в которой, пытаясь решить уравнение 

016123 =+− xx , 

он пришел к выражению 243− . Через это выражение представлялись дей-

ствительные корни уравнения: 221 == xx , 43 −=x . 

Таким образом, в работе Кардано мнимые числа появились как проме-

жуточные члены в вычислениях. Несомненная заслуга Кардано состояла в 

том, что он допустил существование «несуществующего» числа 1− , посту-

лировав правило умножения: 

111 −=−×− , 

все остальное стало делом техники. 

Однако еще три столетия математики привыкали к этим новым «мни-

мым» числам, время от времени пытаясь совершенно от них избавиться, «за-

крыть» их. Только с XIX века, после выхода в свет работ Карла Фридриха 

Гаусса (1777-1855), посвященных доказательству основной теоремы алгебры, 

комплексные1 числа совершенно прижились в науке. 

Замечательным свойством комплексных чисел явился тот факт, что ос-

новные математические операции над ними не выводят из области комплекс-

ных чисел (так называемое свойство замкнутости). 

В дальнейшем изучение комплексных чисел стало стремительно разви-

ваться, что привело к возникновению теории функций комплексного пере-

менного. Она представляет собой логически стройное и гармонически связ-

ное здание, и знакомство с основными вопросами этой теории, бесспорно, 

является необходимым элементом математического образования. 

                                                           
1 complexuc (лат.) – связь, сочетание. 
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Данное пособие посвящено изложению основ теории функций ком-

плексного переменного. В нем изучаются важнейшие понятия этого курса: 

предел, производная, интеграл от функций комплексного переменного, раз-

ложение этих функций в степенные ряды, различные отображения, осущест-

вляемые функциями. Выясняются основные свойства дифференцируемых 

функций комплексного переменного, называемых аналитическими. Этот 

класс функций находится в тесной связи с решением уравнения Лапласа, к 

которому приводятся многие задачи механики и физики. 

В работе приводится большое количество примеров с разобранными 

решениями. В конце пособия помещены индивидуальные задания по всем 

разделам курса. 

Для более подробного изучения курса теории функций комплексного 

переменного авторы предлагают использовать следующую литературу: 

1. И.И. Привалов, Введение в теорию функций комплексного переменного, 

изд.12, М., «Наука», 1977. 

2. А.Г. Свешников, А.Н. Тихонов, Теория функций комплексной перемен-

ной, М., «Наука», 1970. 

3. А.И Поволоцкий, Л.М. Лихтарников, Теория аналитических функций, Ле-

нинград, 1988. 

Авторы глубоко признательны старшему преподавателю Р.А. Мырки-

ной за большое число ценных советов и замечаний, учтенных при подготовке 

настоящего пособия. 

В заключение приведем несколько вспомогательных понятий, извест-

ных из математического анализа, которые потребуются в дальнейшем. 

Пусть рассматривается множество D  точек на плоскости. 

1. Точка P  называется внутренней точкой множества D , если существу-

ет круг с центром в точке P , все точки которого принадлежат множеству D . 

Например, рассматривая все точки, заключенные между двумя концен-

трическими окружностями (рис.1), мы получаем множество, состоящее из 

одних внутренних точек. Присоединяя к этому множеству точки, лежащие на 
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окружностях (на одной или обеих), мы получим, что точки окружности не 

будут внутренними для рассматриваемого множества (см. рис.2). 

 

 

 

 

 

 

 

2. Множество D  называется областью, если выполнены условия: 

а) каждая точка множества D  – внутренняя; 

б) любые две точки множества D  можно соединить ломаной, все точки 

которой принадлежат D . 

Так на рисунке 1 изображено множество, которое является областью, а 

на рисунке 2 – нет. 

3. Точка Q  называется внешней точкой области D , если существует 

круг с центром в точке Q , все точки, которого не принадлежат D  (см. рис.1) 

Отметим, что не всегда существуют внешние точки области. Так, на-

пример, совокупность всех точек плоскости, не лежащих на отрезке [ ]1;1−  

оси абсцисс, представляет область, не имеющую внешних точек. 

4. Точка M  называется граничной точкой области D , если в любом, 

сколь угодно малом круге с центром в точке 

M  содержатся как точки, принадлежащие об-

ласти D , так и не принадлежащие этой облас-

ти (см. рис.3). 

 

 

 

5. Совокупность всех граничных точек области называют ее границей. 

Рис. 1 

P 
Q

Рис. 2 

Рис. 3 

M 
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Простейшим примером границы области, очевидно, является кривая. 

Однако, граница области может состоять и из дискретного множества точек. 

Например, вся плоскость с выколотой точкой ( )0;0O  является обла-

стью с границей, состоящей из этой точки. 

6. Множество, состоящее из области D  и ее границы, называется 

замкнутой областью и обозначается D . 

7. Область, обладающая свойством: какую бы замкнутую непрерыв-

ную кривую, лежащую в этой области, мы 

не взяли, множество точек, ограниченных 

этой кривой, также принадлежит данной об-

ласти, называется односвязной (см. рис.4). 

 

 

8. Области, не обладающие этим свойством, называются многосвяз-

ными (см. рис.5). 

 

 

 

 

 

 

 

9. Если область D  целиком лежит внутри некоторого круга конечного 

радиуса, то она называется ограниченной. В противном случае - неограничен-

ной. 

Рис. 4 

Рис. 5 
Двусвязная область Трехсвязная область 
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ГЛАВА I. Комплексные числа и действия с ними 
§1. Определение комплексного числа. Арифметические действия 

с комплексными числами 

Определение 1. Комплексным числом z  называется составная величи-

на вида 

iyxz += , 

где x , y  - действительные числа, символ i  - так называемая мнимая едини-

ца, для которого 12 −=i . 

Назовем число x  - действительной или вещественной частью ком-

плексного числа z , число y  - мнимой частью, и обозначим:  

zx Re= ; zy Im= . 

Если мнимая часть 0=y , комплексные числа xixz =⋅+= 0  являют-

ся вещественными, следовательно, множество всех вещественных чисел яв-

ляется подмножеством множества комплексных чисел. При 0,0 ≠= yx  по-

лучаются числа вида iyz = , которые называются чисто мнимыми. 

Так как любое комплексное число однозначно определяется заданием 

упорядоченной пары чисел ( )yx , , то комплексным числом можно назвать эту 

упорядоченную пару. Множество вещественных чисел тогда будет задавать-

ся парами вида ( )0,x , множество чисто мнимых чисел парами вида ( )y,0 . 

При установлении основных арифметических операций над комплекс-

ными числами потребуем, чтобы они удовлетворяли аксиомам арифметики 

вещественных (действительных) чисел, тогда комплексные числа будут 

иметь универсальное применение в вопросах математического анализа. 

1). Будем считать, что два комплексных числа 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  

равны тогда и только тогда, когда равны их вещественные и мнимые час-

ти, то есть 

212121 , yyxxzz ==⇔= . 

2). Сложение чисел 1z  и 2z  определим равенством 
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( ) ( )212121 yyixxzz +++=+ . 

Для сложения имеют место: 

а) коммутативность 

1221 zzzz +=+ ; 

б) ассоциативность 

( ) ( )321321 zzzzzz ++=++ ; 

в) zz =+ 0  для любого z . 

3). Вычитание определим как действие, обратное сложению. Это означает, 

что разностью двух комплексных чисел 1z  и 2z  назовем такое число z  

( 21 zzz −= ), которое удовлетворяет равенству: 

12 zzz =+ . 

Таким образом, 

( ) ( )212121 yyixxzz −+−=− . 

4). Умножение чисел 1z  и 2z  определим равенством 

( ) ( )1221212121 yxyxiyyxxzz ++−=⋅ . 

Для умножения имеют место: 

а) коммутативность 

1221 zzzz ⋅=⋅ ; 

б) ассоциативность 

( ) ( )321321 zzzzzz ⋅⋅=⋅⋅ ; 

в) дистрибутивность 

( ) 3121321 zzzzzzz +=+ ; 

г) zz =⋅1  для любого z . 

Определение 2. Число iyxz −=  называется сопряженным к числу 

iyxz += . 

Замечание 1. Для комплексно сопряженных чисел имеют место соот-

ношения  

xzz 2=+ ; yizz 2=− ; 
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( )( ) 22 yxiyxiyxzz +=−+= . 

Замечание 2. Комплексные числа не обладают свойством упорядочен-

ности. 

5). Деление определим, как действие обратное к умножению. Это означает, 

что для двух чисел 1z  и 2z , 02 ≠z , существует и при том только одно чис-

ло z  (
2

1

z
zz = ), удовлетворяющее равенству: 

12 zzz =⋅ . 

Для нахождения частного комплексных чисел используется следующий 

прием: 

( )( )
( )( ) 2

2
2
2

2112
2
2

2
2

2121

2222

2211

22

11

2

1

yx
yxyxi

yx
yyxx

iyxiyx
iyxiyx

iyx
iyx

z
z

+
−

+
+
+

=
−+
−+

=
+
+

= . 

Пример 1. Найти значение выражения ( ) 321 2 zzz ⋅+ , 

если iz 321 += , iz 232 += , iz 253 −= . 

Решение . iz 462 2 += , 

( ) ( ) iizz 7843622 21 +=+++=+ , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) iiiizzz 19543516144025782 321 +=+−++=−+=⋅+ . 

Отв е т . i1954 + . 

Пример 2. Найти значение выражения ( )
2

321

z
zzz + , 

где iz 541 += , iz += 12 , iz 973 −= . 

Решение . ( ) ( ) ( ) ( ) iiiizz 88911797132 −=−++=−++=+ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) iiiizzz 872403240328854321 +=+−++=−⋅+=+ , 

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )
=

+
+−++

=
−+
−+

=
+
+

=
+

11
872872

11
1872

1
872

2

321 i
ii

ii
i

i
z

zzz  

ii 3240
2
6480

−=
−

= . 

Отв е т . i3240 − . 
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§2. Геометрическая интерпретация комплексного числа 

Так как любое комплексное число iyxz +=  можно определить, как 

упорядоченную пару чисел ( )yx , , то его изображают точкой на координат-

ной плоскости с соответствующими координатами. При этом ось Ox  будем 

называть действительной осью, а ось Oy  - мнимой (см. рис.1), а координат-

ную плоскость – комплексной плоскостью. 

 

 

 

 

 

 

 

Числа, изображаемые точками оси Ox , являются вещественными 

( )0=y , а числа, изображаемые точками оси Oy  являются чисто мнимыми 

( )0=x . 

Упорядоченная пара чисел определяет на координатной плоскости 

единственным образом радиус-вектор, имеющий начало в точке ( )0,0 , а ко-

нец в точке ( )yx , . Поэтому комплексное число можно представить в виде 

радиус-вектора точки ( )yx , . Длину радиус-вектора называют модулем ком-

плексного числа 
22 yxzr +== ; 

угол, который вектор образует с положительным направлением оси Ox  - ар-

гументом комплексного числа. Аргумент числа 0 не определен. Аргумент 

числа ( )yxz ,=  определяется не однозначно, а с точностью до слагаемого, 

кратного π2 . Значение аргумента из промежутка ( ]ππ ;−  называют главным 

значением аргумента, обозначают 
zarg=ϕ  

и вычисляют по формуле 

Рис. 1 

y 

0 

Y 

X

(x,y) 

x 

y 

0 

Y

X 

r

x 

Рис. 2 

ϕ
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<<−

><+

>

=

0,0,arctg

0,0,arctg

0,arctg

arg

yxесли
x
y

yxесли
x
y

xесли
x
y

z

π

π . 

Очевидны равенства: 

zzzz == ; zz argarg −= . 

Ясно, что ϕcosrx = , ϕsinry =  (см. рис. 2). 

Тогда само число z  можно записать следующим образом:  

( )ϕϕ sincos irz += . 

Это так называемая тригонометрическая форма комплексного числа. 

Свойства модуля и аргумента комплексного числа (проверьте сами): 

1. 2121 zzzz ⋅=⋅ , 

( ) 2121 argargarg zzzz +=⋅ . 

2. 
2

1

2

1

z
z

z
z

= , 

21
2

1 argargarg zz
z
z

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

3. 212121 zzzzzz +≤+≤− . 

Определим ε -окрестность точки 0z  как множество точек, удовлетво-

ряющих неравенству ε<− 0zz . Пусть iyxz += ; 000 iyxz += , тогда 

( ) ( ) ε<−+−=− 2
0

2
00 yyxxzz  

или ( ) ( ) 22
0

2
0 ε<−+− yyxx . 

Множество точек, удовлетворяющих  

последнему неравенству, есть открытый 

круг с центром в точке ( )00 , yx  радиуса ε  

(см. рис. 3). Точки окружности, ограничиваю- 

щей круг, удовлетворяют уравнению ε=− 0zz . 

0 

Y

X

Рис. 3 

ε

(x0,y0)
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Пример 1. Представить в тригонометрической форме числа и изобра-

зить их на комплексной плоскости: 

а) iz 221 −= ;  б) iz +−= 12 ;  в) iz −=3 ;  г) 44 −=z . 

Решение . Изобразим числа векторами на координатной плоскости. 

а) iz 221 −= . Следовательно, 

21 =x , 21 −=y  и  

228441 ==+=z ; 

( )
42

2arctgarg 1
π

−=
−

=z . 

Отсюда 1z  в тригонометрической 

форме имеет вид: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

4
sin

4
cos221

ππ iz . 

б) iz +−= 12 . Здесь 12 −=x , 

12 =y  и ( ) 211 22
2 =+−=z ; 

( ) 4
3

41
1arctgarg 2

ππππ =+−=+
−

=z . 

Таким образом, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
3sin

4
3cos22

ππ iz . 

в) iz −=3 . В данном случае 03 =x , 13 −=y  

( ) 110 2
3 =−+=z , так как точка ( )1;0 −  лежит на отрицательной час-

ти оси Oy , то 
2

arg 3
π

−=z  и  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=

2
sin

2
cos13

ππ iz . 

г) 44 −=z . 44 −=x , 04 =y  44 =z , так как точка ( )0;4−  лежит на от-

рицательной части оси Ox , то π=4arg z  и 

( )ππ sincos44 iz +⋅= . 

Рис. 4 

1 

0 

Y 

X1 

2 
3 
4 

2 3 4 
-1 
-2 
-3 

-1 -2 -3 -4 

z2 

z1 

z4 

z3 
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Пример 2. На координатной плоскости изобразить множество точек 

iyxz += , удовлетворяющих указанным условиям: 

1) 41 <− zz  и iz 531 −= ; 2) ( ) 2Im <iz ; 3) 
2

arg
4

ππ
≤< z . 

Решение . 1) 41 <− zz , где iz 531 −= . Вычислим 

( ) ( )531 ++−=− yixzz . Тогда ( ) ( )22
1 53 ++−=− yxzz . Подставим 

это выражение в исходное неравенство и возведем неравенство в квадрат, 

получим 

( ) ( ) 222 453 <++− yx . 

Множество точек, удовлетворяющих этому неравенству, есть открытый 

круг радиуса 4 с центром в точке ( )5;3 −  (см. рис.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) ( ) 2Im <iz . 

( ) ixyiiyxzi +−=+= .  ( ) xiz =Im . Значит, исходное неравенство 

примет вид 2<x . Множество точек, удовлетворяющих этому неравенству, 

изображено на рис. 6. 

3) 
2

arg
4

ππ
≤< z . 

Рис. 6 

0 

Y

X1 2 

Рис. 5 

0 

Y 

X1 2 3 

-3 
-4 
-5 

z1 

-1 
-2 

4 
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2
arg π

=z  имеют точки, расположен-

ные на положительной полуоси Oy , ее 

уравнение 
2
πϕ = ; 

4
arg π

=z  имеют 

точки биссектрисы первого координат-

ного угла 
4
πϕ = . Все остальные точки, 

удовлетворяющие данному неравенству, лежат на лучах между 
4
πϕ =  и 

2
πϕ =  (см. рис.7). 

Для исходного неравенства можно записать эквивалентную систему 

неравенств 
⎩
⎨
⎧

>
≥

xy
x 0

. 

 

§3. Возведение комплексных чисел в натуральную степень. 

Извлечение корня из комплексных чисел 

Для выполнения операций умножения и деления удобно использовать 

тригонометрическую форму комплексных чисел. 

На основании свойств модуля и аргумента (см. свойство 1), имеем 

( ) ( )( )21212121 sincos ϕϕϕϕ +++=⋅ irrzz , (1) 

то есть модуль произведения равен произведению модулей, а аргумент про-

изведения – сумме аргументов сомножителей. 

В случае деления комплексных чисел при 02 ≠r  аналогично можно 

получить ( ) ( )( )2121
2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ −+−= i
r
r

z
z

 (2) 

Пример 1. Найти произведение и частное комплексных чисел 1z  и 2z , 

если ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
3sin

4
3cos31

ππ iz , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
sin

2
cos22

ππ iz . 

4
π  

2
π  

Рис. 7 

0 

Y 

X
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Решение . По формулам (1) и (2) получаем 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⋅=⋅

24
3sin

24
3cos2321

ππππ izz  

2323
4

sin
4

cos6 ii +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ . 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

24
3sin

24
3cos

2
3

2

1 ππππ i
z
z  

iii 2323
4
3sin

4
3cos

2
3

4
5sin

4
5cos

2
3

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππππ
. 

Пусть ( )ϕϕ sincos irz += . Тогда из формулы (1) следует, что при на-

туральном n  справедливо соотношение 

( ) ( )( )ϕϕ ninrz nn sincos += , (3) 

которое называется формулой Муавра. 

Пример 2. Вычислить 
10

2
3

2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− i . 

Решение . Представим число 
2
3

2
1 i−  в тригонометрической форме. 

Получим ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=−

3
sin

3
cos1

2
3

2
1 ππ ii . 

Далее, по формуле Муавра вычисляем 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

3
10sin

3
10cos1

2
3

2
1 10

10
ππ ii  

2
3

2
1

3
2sin

3
2cos

3
4sin

3
4cos iii +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

ππππ . 

Определение 1. Комплексное число w   называется корнем n -ой сте-

пени из комплексного числа z , если nwz = . 

При этом пишут n zw = . 

Пусть ( )ϕϕ sincos irz += , ( )ψψρ sincos iw += . 

Имеем nwz = , следовательно, на основании формулы Муавра 
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nr ρ= , kn πϕψ 2+= , где k  - целое число. 

Отсюда, n r=ρ , 
n

kπϕ
ψ

2+
= , k  - целое число. 

Тогда 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

==
n

k
i

n
k

rzw nn πϕπϕ 2sin2cos , k  - целое число. (4) 

В силу периодичности функций синус и косинус число различных зна-

чений корня n -ой степени из комплексного числа z  равно n , поэтому для их 

вычисления в формуле (4) достаточно использовать n  значений k : 

1,,2,1,0 −= nk K . Модули этих чисел равны n r  - арифметический ко-

рень n -ой степени из вещественного числа r , а аргументы различаются на 

число, кратное 
n
π2 . 

Все корни изображаются на ком-

плексной плоскости – вершинами пра-

вильного n  - угольника (см. рис. 8), впи-

санного в окружность с центром в точке 

0=z  и радиусом n z . 

Пример 3. Решить уравнение 

16 =z . 

Решение . Решениями уравнения являются все корни 6 1=w . Пред-

ставим число 1 в тригонометрической форме 

( )0sin0cos11 i+= . 

Тогда по формуле (4) получим 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

===

−−

6
20sin

6
20cos111 666 k

i
k

w

числавенного
вещестизкорень
скийарифметиче

числаного
комплекс

изкорень

ππ
4342143421

. 

Будем придавать k  значения от 0 до 5 и вычислим 6 корней 1w , …, 6w : 

n0ϕ  
n
2π  n

2π  
n |z|

x 

Рис. 8 

y 

0 
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0=k , ( ) 10sin0cos11 =+= iw ; 

1=k , 
2
3

2
1

6
2sin

6
2cos12 iiw +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ ; 

2=k , 
2
3

2
1

6
4sin

6
4cos13 iiw +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ ; 

3=k , 1
6
6sin

6
6cos14 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ iw ; 

4=k , 
2
3

2
1

6
8sin

6
8cos15 iiw −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ ; 

5=k , 
2
3

2
1

6
10sin

6
10cos16 iiw −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ . 

Пример 4. Решить уравнение 

iz −= 32 . 

Решение . Представим число i−3  в тригонометрической форме 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−

6
sin

6
cos23 ππ ii . 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +−
+

+−
=−=

2

2
6sin

2

2
6cos23

k
i

k
iw

ππππ

. 

Положим 0=k , тогда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

12
sin

12
cos21

ππ iw . 

Положим 1=k , тогда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ππππ

12
sin

12
cos22 iw . 

Вычислим: 

( )
4

312
2
2

2
3

2
2

2
1

4
sin
3

sin
4

cos
3

cos
43

cos
12

cos +
=+⋅=+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πππππππ ; 
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( )
4

132
2
2

2
1

2
2

2
3

4
sin
3

cos
4

cos
3

sin
43

sin
12

sin −
=−⋅=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πππππππ . 

Окончательно получаем: 

( ) ( )
2
31

2
31

2
13

2
31

4
132

4
31221

−
+

+
=

−
−

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

+
= iiiw . 

2
13

2
31

12
sin

12
cos22

−
+

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= iiw ππ

. 

 

§4. Последовательности комплексных чисел. 

Бесконечно удаленная точка. 

Расширенная комплексная плоскость 

Определение 1. Последовательностью { }nz  комплексных чисел будем 

называть функцию натурального аргумента n , принимающую комплексные 

значения: ( )nfzn = , Nn∈ . 

Аналогично последовательности { }nx действительных чисел, последо-

вательность { }nz  будет задана, если известно правило f , которое позволяет 

найти любой ее элемент nz по номеру n . 

Пример 1. Найти четыре первых члена последовательностей: 

а)
n

iz
n

n 2
= ;  б) ( )nn iz −= . 

Решение . а) 
n

iz
n

n 2
= . Выбирая 4,3,2,1=n , получим 

212

1

1
iiz =

⋅
= ; 

4
1

22

2

2 −=
⋅

=
iz ; 

632

3

3
iiz −=

⋅
= ; 

8
1

42

4

4 =
⋅

=
iz . 

б) ( )nn iz −= . Подставляя 4,3,2,1=n , имеем 

( ) iiz −=−= 1
1 , ( ) 12

2 −=−= iz , ( ) iiz =−= 3
3 , ( ) 14

4 =−= iz . 

Определение 2. Комплексное число a  называют пределом последова-

тельности комплексных чисел { }nz , если для любого 0>ε  существует но-

мер 0N , такой, что для всех 0Nn >  выполняется неравенство ε<− azn . 
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Записывают: aznn
=

∞→
lim  или azn →  при ∞→n . 

Тогда определение можно записать так: 

( ) ( )( )εεε <−⇒>∀=∃>∀⇔=
∞→

azNnNNaz nnn 000 :0lim . 

Геометрический смысл предела последовательности комплексных чи-

сел заключается в том, что все точки nz , начиная с некоторого номера 0N , 

лежат в круге сколь угодно малого радиуса ε  и центром в точке a , то есть в 

ε -окрестности точки a . 

Пусть nnn iyxz += , βα ia += . 

{ }nx  - последовательность действительных частей, 

{ }ny  - последовательность мнимых частей. 

Справедливо следующее 

Утверждение (необходимое и достаточное условие сходимости после-

довательности комплексных чисел). 

Пределом последовательности { } { }nnn iyxz +=  является число 

βα ia +=  тогда и только тогда, когда α=
∞→

nn
xlim  и β=

∞→
nn

ylim . 

Определение 3. Последовательность комплексных чисел { }nz  называ-

ется сходящейся к числу a , если aznn
=

∞→
lim . 

Приведенное выше утверждение позволяет перенести свойства сходя-

щихся последовательностей действительных чисел на сходящиеся последо-

вательности комплексных чисел: 

( ) nnnnnnn
wzwz

∞→∞→∞→
±=± limlimlim ; 

( ) nnnnnnn
wzwz

∞→∞→∞→
⋅=⋅ limlimlim ; 

nn

nn

n

n
n w

z

w
z

∞→

∞→

∞→
=
lim

lim
lim , если 0lim ≠

∞→
nn

w . 

Определение 4. Последовательность комплексных чисел называется 

ограниченной, если существует такое вещественное число 0>M , что для 
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всех членов последовательности выполняется неравенство Mzn ≤  (т.е. все 

числа nz  расположены в круге радиуса M  и центром в нуле). 

Очевидно, что всякая сходящаяся последовательность комплексных 

чисел ограничена (обратное не верно). 

Частным случаем сходящейся последовательности является бесконечно 

малая последовательность. 

Определение 5. Последовательность { }nz  комплексных чисел называ-

ется бесконечно малой, если 0lim =
∞→

nn
z , то есть 

( ) εεε <⇒>∀=∃>∀ nzNnNN 000 :0 . 

Следовательно, 0lim0lim =⇔=
∞→∞→

nnnn
zz  (то есть последовательность 

{ }nz  комплексных чисел является бесконечно малой  в том и только в том 

случае, когда бесконечно малой является последовательность { }nz  действи-

тельных чисел). 

Определение 6. Если последовательность { }nz  не имеет конечного 

предела, то она называется расходящейся. 

Выделим отдельно бесконечный предел последовательности комплекс-

ных чисел. 

Определение 7. Последовательность { }nz  комплексных чисел называ-

ется бесконечно большой, если ( ) EzNnENNE n >⇒>=∃>∀ 000 :0 . При 

этом записывают ∞=
∞→

nn
zlim . 

Следовательно, все точки nz , начиная с некоторого номера 0N , будут 

располагаться вне круга сколь угодно большого радиуса E  и центром в на-

чале координат. 

Пример 2. Доказать, что ( ) 0lim 2 =
−

∞→ n
i n

n
. 
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Решение . По определению 4 имеем ( ) ε<====
−

22222
1

nn
i

n

i

n
i

n
i nnnn

. 

Найдем номер 0N , начиная, с которого данное неравенство будет выпол-

няться. Таким номером для произвольного положительного ε  станет 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

ε
1

0N , то есть в качестве 0N  возьмем целую часть числа 
ε
1 . 

Пример 3. Доказать, что ( ) ∞=+
∞→

n

n
i31lim . 

Решение . По определению 6 имеем ( ) Eii nnn
>=+=+ 23131 . 

Тогда для любого сколь угодно большого числа E , данное неравенство будет 

выполняться, начиная с номера [ ]EN 20 log= . 

Можно сказать про последовательность, стремящуюся к бесконечно-

сти, что она имеет своим пределом точку ∞=z . 

Расширим комплексную плоскость Z , добавив к ней новый элемент 

∞=z , который назовем бесконечно удаленной точкой. Объединяя комплекс-

ную плоскость с бесконечно удаленной точкой получим расширенную ком-

плексную плоскость. 

 

§5. Стереографическая проекция 

Рассмотрим в пространстве прямоугольную систему координат ζηξO  

и сферу S  радиуса 
2
1  с центром в точке ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1;0;0 . Плоскость ηξO  совместим 

с комплексной плоскостью Z .  

Уравнение сферы S  имеет вид 
4
1

2
1 2

22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++ ζηξ . 

Будем считать, что на сфере выбраны географические координаты, для 

которых 0  является южным полюсом. Точку N , диаметрально противопо-

ложную точке 0 , назовем северным полюсом сферы (рис. 1). 
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Поставим в соответствие каждой точке M  

плоскости Z  точку M~  пересечения луча NM  

и сферы. Этим устанавливается взаимно одно-

значное соответствие между точками плоскости 

и сферы, проколотой в северном полюсе (точке 

N  не соответствует ни одна точка плоскости). 

Построенное соответствие между точками 

проколотой сферы и плоскости Z : 

{ }NSZ \: →ϕ , 

называют стереографической проекцией сферы на плоскость. 

Точка M~  - сферическое изображение комплексного числа z  называет-

ся стереографической проекцией точки M  на сферу S . 

Если точка M~  сферы пробегает меридиан, то точка M  пересечения 

луча MN ~  с плоскостью Z  пробегает луч, проходящий через точку 0 ; а если 

точка M~  описывает параллель, то точка M  описывает окружность с центром 

0 . Отсюда следует, что сетка географических координат на сфере переходит 

при стереографической проекции в сетку полярных координат на плоскости 

Z . При этом как меридианы и параллели на сфере, так и координатные ли-

нии полярных координат на плоскости пересекаются друг с другом под пря-

мыми углами, то есть углы при проектировании не изменяются. 

При таком изображении комплексному числу 0=z  ставится в соответ-

ствие точка ( )0;0;0O  сферы S ; комплексным числам с одинаковыми аргу-

ментами (лучам плоскости Z , исходящим из начала координат) – «меридиа-

ны», а комплексным числам с одинаковыми значениями модуля z  (окружно-

стям плоскости Z  с центром в начале координат) – «параллели». 

При стереографической проекции северному полюсу N  не соответст-

вует ни одна точка плоскости Z . Чтобы восстановить взаимную однознач-

ность отображения, дополним плоскость бесконечно удаленной точкой. Что-

бы и она получила комплексную координату, пополним множество ком-

( )ζηξ ,,M~S 

N 
ζ 

0 
x 

y 
η 

ξ 

21  

M(x,y,0) 

Рис. 1 
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плексных чисел еще одним элементом, который обозначим ∞ .  Таким обра-

зом, ∞  - комплексная координата бесконечно удаленной точки. 

Условимся считать, что полюс N  соответствует бесконечно удаленной 

точке ∞=z . 

Окрестностями бесконечно удаленной точки являются внешние облас-

ти окружностей с центром в 0 . Наглядно можно убедиться в этом, проекти-

руя на плоскость Z  окрестности северного полюса. 

Теперь можно говорить о взаимно однозначном соответствии между 

сферой S  и расширенной комплексной плоскостью C . Сфера S  называется 

сферой комплексных чисел или сферой Римана. 

Установим связь между декартовыми координатами x  и y  точки M , 

изображающей комплексное число iyxz +=  и координатами ξ , η , ζ  ее 

сферического изображения M~  

Учитывая условие принадлежности точек ( )0,, yxM , ( )ζηξ ,,~M  и 

( )1,0,0N  одной прямой имеем: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−
=

⇒
−
−

=
−
−

=
−
−

ζ
η
ζ

ξ
ζηξ

1

1
10
0

0
0

0
0

y

x

yx
, (1) 

( )2
22

22

1 ζ
ηξ

−
+

=+ yx . (2) 

Используя условие принадлежности точки M~  сфере S : 

4
1

2
1 2

22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++ ζηξ , 

222 ζζηξ −=+ . 

Подставляя значение 22 ηξ +  из (2) имеем  

( )( ) 2222 1 ζζζ −=−+ yx , 

( )
( )2

22

1
1
ζ
ζζ

−
−

=+ yx , 
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ζ
ζ
−

=+
1

22 yx . 

Отсюда 

22

22

1 yx
yx
++

+
=ζ . (3) 

Подставляя (3) в (1), получим 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++
=

++
=

22

22

1

1

yx
y

yx
x

η

ξ
. (4) 

Окончательно имеем 

21 z
x
+

=ξ ;   21 z
y
+

=η ;   2

2

1 z
z
+

=ζ . (5) 

Формулы (5) называются формулами стереографической проекции и 

позволяют найти координаты точки M~  сферы S , зная координаты точки M , 

изображающей комплексное число iyxz += . 

Пример 1. Найти и построить стереографическую проекцию точки 

iz 31 += . 

Решение .  iz 31 += , 1=x , 3=y . 

Тогда ( ) 231 22 =+=z . Используя формулы 

(5) получим: 
5
1

=ξ , 
5
3

=η , 
5
4

=ζ . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
5
4,

5
3,

5
1~M  (см. рис.2). 

Замечание. Равенства (1) являются формулами обратного преобразова-

ния. 

Стереографическое проектирование обладает важным свойством: при 

этом отображении окружности на комплексной плоскости переходят в ок-

ружности на сфере Римана и, наоборот, окружностям на сфере Римана, не 

54  

53  51  

M~
S 

N 
ζ 

0 

x 

y 
η

ξ 

21  

Рис. 2 

1 

3  

1 
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проходящим через полюс N , соответствуют окружности на комплексной 

плоскости. Докажем это для окружности на плоскости z  с центром в начале 

координат и радиусом R : 222 Ryx =+ . 

Дока з а т е л ь с т во . 222 Ryx =+ . Отсюда 22 Rz = , Rz = . 

( )2222 1 Rx +=ξ , ( )2222 1 Ry +=η . Тогда  

( )22
2

22

1 R

R

+
=+ηξ ; 2

2

1 R
R
+

=ζ . Таким образом, искомое множество – 

кривая пересечения сферы Римана и плоскости параллельной плоскости Z . 

Особым случаем является окружность, проходящая через полюс N . 

Эта окружность – сечение сферы Римана плоскостью 0=+++ DCBA ζηξ , 

где 0=+ DC , то есть 

⎩
⎨
⎧

=++

=+++

ζζηξ

ζηξ
222

0DCBA
, где 0=+ DC . 

Используя формулы (5) получим: 

0
111 2

2

22 =+
+

+
+

+
+

D
z

z
C

z
yB

z
xA . Умножим на 21 z+ : 

( ) 02 =++++ DzDCByAx . Так как 0=+ DC , то 0=++ DByAx  - 

уравнение прямой комплексной плоскости. Таким образом, окружности сфе-

ры Римана, проходящей через полюс N  соответствует прямая комплексной 

плоскости. 

И обратно, любой прямой 0=++ DByAx  комплексной плоскости со-

ответствует окружность на сфере Римана, проходящая через полюс N . 

Пример 2. Найти и построить стереографическую проекцию множест-

ва точек комплексной плоскости, заданного неравенством 3>z . 

Рассмотрим сначала стереографическую проекцию окружности 3=z . 

Это будет окружность 
100
922 =+ηξ  ( )3,0=r , получающаяся при пересече- 
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нии сферы плоскостью 
10
9

=ζ . Следовательно, проекцией области 3>z  бу-

дет заштрихованная область сферы Римана (см. рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§6. Числовые ряды с комплексными членами 

Выражение вида 

KK ++++ nuuu 21 , (1) 

где nu  - комплексные числа, называется числовым рядом с комплексными 

членами. 

Числовые ряды с комплексными членами обладают свойствами анало-

гичными многим свойствам числовых рядов с действительными членами. 

Частичные суммы ряда (1): 

11 uS = ; 212 uuS += ; …; nn uuS ++= K1 ; … 

образуют числовую комплексную последовательность { }nS . 

Определение 1. Ряд (1) называется сходящимся, если соответствующая 

ему последовательность { }nS  сходится, то есть существует предел 

SS nn
=

∞→
lim . (2) 

Число S  называется суммой данного ряда. Если предел (2) не сущест-

вует или бесконечен, то ряд (1) называют расходящимся. 

Nζ

0 η 

ξ 

21

Рис. 3 

r 

3 
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Сходящиеся ряды можно почленно складывать и умножать на ком-

плексное число, при этом полученные ряды тоже сходятся. 

На основании понятия предела комплексной числовой последователь-

ности легко убедиться в справедливости следующей теоремы: 

Теорема 1. Ряд ∑
∞

=1n
nu  с комплексными членами сходится тогда и 

только тогда, когда сходятся два ряда с вещественными членами: ∑
∞

=1

Re
n

nu  и 

∑
∞

=1
Im

n
nu . 

Ряд K++ ++ 21 nn uu  называется n-м остатком ряда (1) и обозначают 

K++= ++ 21 nnn uur . 

Тогда для сходящегося ряда можно записать nn rSS +=  и для любого 

0>ε  можно определить такой номер N, что ε<nr  при Nn ≥ . 

Теорема 2. (необходимый признак сходимости) 

Если ряд (1) сходится, то 0lim =
∞→ nn

u . 

Дока з а т е л ь с т во  этой теоремы аналогично доказательству теоремы 

для случая числового ряда с вещественными членами. 

Из теоремы 2 следует, что если общий член ряда (1) не стремится к ну-

лю, то ряд расходится. 

Наряду с рядом (1) рассмотрим ряд, составленный из модулей его членов 

KK ++++ nuuu 21 . (3) 

Ряд (3) является числовым рядом с вещественными членами. 

Теорема 3. Если сходится ряд (3), то сходится и ряд (1), который в 

этом случае называется абсолютно сходящимся. 

Обратное утверждение неверно, так как существуют ряды сходящиеся, 

но не абсолютно. Такие ряды называют условно сходящимися. 
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Замечание 1. Если ряд сходится абсолютно, то при любой перестанов-

ке его членов новый ряд так же будет абсолютно сходящимся, причем к той 

же сумме. 

Замечание 2. Исследование сходимости ряда (3) как положительного 

числового ряда можно проводить с помощью известных достаточных при-

знаков, в частности, признаков Д’Аламбера и Коши. 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд 
( )∑

∞

=1 2n
ni

n . 

Решение .  Составим ряд из модулей членов данного ряда: 

( )∑ ∑=
∞

=

∞

=1 122n n
nn

n
i
n . 

Исследуем полученный положительный числовой ряд на сходимость с 

помощью признака Д’Аламбера. Для этого рассмотрим предел отношения 

( )1+n -ого члена ряда к n -ому члену ряда при ∞→n . В данном случае име-

ем предел ( )
2
11lim

2
1

2
21lim 1 =

+
=

⋅
⋅+

∞→+∞→ n
n

n
n

nn

n

n
. 

По признаку Д’Аламбера ряд сходится, если предел меньше 1, что име-

ет место. Тогда исходный ряд сходится, причем абсолютно (по теореме 3). 
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ГЛАВА 2       Функции комплексного переменного 
§1. Основные определения 

Понятие функции комплексного переменного определяется подобно 

тому, как это делается в случае действительного переменного. 

Определение 1. Функцией комплексного переменного называется ото-

бражение f некоторого комплексного числового множества D в комплексное 

числовое множество G. 

Если каждому значению Dz∈  соответствует лишь одно значение 

Gw∈ , то функция называется однозначной, если же некоторым z  соответст-

вует более чем одно значение w , то функция называется многозначной. 

Для обозначения функции пользуются обозначением: ( )zfw = . 

Множество D  называется областью определения функции ( )zf , а со-

вокупность соответствующих значений ( )zf  называется множеством значе-

ний функции. 

Обозначим iyxz += , а ivuw += , где vuyx ,,,  - действительные чис-

ла, тогда 

( ) ( ) ( ) ( )yxivyxuiyxfzfivuw ,, +=+==+= . (1) 

Вещественная и мнимая части функции комплексного переменного 

представляют собой функции вещественной и мнимой частей независимого 

переменного z : ( )yxuu ,=  и ( )yxvv ,= . 

Пример 1. Пусть 2zw =  и iyxz += . Найти ( )yxu ,  и ( )yxv ,  

Решение . ( ) ( ) xyiyxyxyixiyxw 22 22222 +−=−+=+= . Отсюда  

( ) 22Re, yxwyxu −== ,    ( ) xywyxv 2Im, == . 

Функции ( )zfw =  соответствуют две функции от двух вещественных 

переменных. Обратно, если заданы функции ( )yxuu ,=  и ( )yxvv ,= , то им 

соответствует функция комплексного переменного, определяемая равенством 

(1). 
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Пример 2. Найти функцию комплексного переменного, которая зада-

ется следующими функциями двух вещественных переменных: 

( ) 22,
yx

yyxu
+

= ,  ( ) 22,
yx

xyxv
+

= . 

Решение .  Так как 
2

zzx +
= , 

i
zzy

2
−

= , zzyx ⋅=+ 22 , то имеем: 

( ) ( )
z
i

ziz
z

zz

izz
i
zz

yx
xiyyxivyxuw =−=

+
+

−

=
+
+

=+=
2
222,, 22 . 

Комплексная переменная z  может быть изображена движущейся точ-

кой на комплексной плоскости ΧΟΥ . Для изображения комплексной пере-

менной ( )zfw =  воспользуемся другим экземпляром комплексной плоскости 

UOV ; будем откладывать на оси OU  вещественную часть функции ( )zf , а 

на оси OV  - мнимую часть этой функции. 

Таким образом, будем иметь две комплексные плоскости ΧΟΥ  и 

UOV . Если функция ( )zf  - однозначная, то каждой точке XOYDz ⊂∈0  со-

ответствует определенная точка UOVGw ⊂∈0  (рис. 1). 

 

 

 

 

 

 

 

Точку 0w  называют образом точки 0z  на плоскости UOV , а 0z  - прооб-

разом 0w . 

Когда комплексная переменная z  описывает кривую l , проходящую 

через 0z , а переменная w  описывает кривую L , проходящую через 0w , то 

кривую L  называют образом кривой l  в плоскости UOV , а кривую l  - про-

образом кривой L . 

y 

x0 

z0 

ℓ v

u0

w0 

L

w=f(z)

Рис. 1 
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Пример 3. Найти образ линии 2=x  на плоскости UOV  при отобра-

жении 2zw = . 

Решение .  Из примера 1 для iyxz +=  имеем: ( ) xyiyxw 222 +−= . 

Откуда 
⎩
⎨
⎧

=
−=

xyv
yxu

2

22

. Точки на линии 2=x  имеют вид iyz += 2 , поэтому: 

⎩
⎨
⎧

=
−=
yv

yu
4
4 2

. Для 02000 ⋅+=⋅+= iixz  будет ( ) 400 == zww . 

Исключим параметр y  из уравнений для u  и v , и получим 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

4

4
4

2

vy

vu
. 

Отсюда: 4
16
1 2 +−= vu . Эта кривая – парабола в плоскости UOV . 

 

 

 

 

 

 

 

Определение 2. Число А называется пределом функции ( )zfw =  в точ-

ке 0z , если для любого наперед заданного положительного числа ε  можно 

указать такое положительное число δ , зависящее от ε , что для всех z  из 

проколотой δ -окрестности точки 0z  ( )δ<−< 00 zz , выполняется неравен-

ство ( ) ε<− Azf . При этом пишут 

( ) Azf
zz

=
→ 0
lim . (2) 

Понятие предела функции комплексного переменного сводится к поня-

тию предела функции двух вещественных переменных. 

v 8 

u0 
w0

w=z2

Рис. 2 

y 

x0 
x0 
2 

4

–8 
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Справедливо следующее утверждение: 

Пусть iyxz += , 000 iyxz += , biaA +=  и ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, += . То-

гда равенство (2) имеет место тогда и только тогда, когда выполняются ра-

венства:  

( ) ayxu
yy
xx

=
→
→

,lim
0
0

,    ( ) byxv
yy
xx

=
→
→

,lim
0
0

. 

На пределы функции комплексного переменного переносятся извест-

ные свойства предела функции двух переменных. 

Если функции ( )zfw =1  и ( )zgw =2  имеют пределы в точке 0z , то 

имеют пределы алгебраическая сумма и произведение этих функций, причем 

справедливы равенства: 

( ) ( )( ) ( ) ( )zgzfzgzf
zzzzzz 000

limlimlim
→→→

±=± ; 

( ) ( )( ) ( ) ( )zgzfzgzf
zzzzzz 000

limlimlim
→→→

⋅=⋅ . 

Если   ( ) 0lim
0

≠
→

zg
zz

,    то      ( )
( )

( )

( )zg

zf

zg
zf

zz

zz

zz
0

0

0 lim

lim
lim

→

→

→
= . 

Обобщим теперь понятие предела на случай, когда z  или ( )zf  стре-

мятся к бесконечности. В этом случае надо заменить окрестности обыкно-

венных точек окрестностями бесконечно удаленной точки. 

Определение 3. Число А называется пределом функции ( )zf  при 

∞→z , если для любого 0>ε  найдется проколотая окрестность бесконечно 

удаленной точки, в которой выполняется неравенство ( ) ε<− Azf . 

( ) Azf
z

=
∞→

lim . (3) 

Очевидно, что равенство (3) верно в том и только в том случае, если  

A
z

f
z

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→

1lim
0

. 
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Определение 4. Предел функции ( )zf  равен ∞  при 0zz → , если для 

любого 0>N  найдется проколотая окрестность точки 0z , в которой выпол-

няется неравенство ( ) Nzf > . 

Очевидно, что ( ) ∞=
→

zf
zz 0

lim  в том и только в том случае, если 

( )
01lim

0
=

→ zfzz
. 

Определение 5. Предел функции ( )zf  равен ∞  при ∞→z , если для 

любого 0>N  найдется проколотая окрестность точки ∞ , в которой выпол-

няется неравенство ( ) Nzf > . 

Очевидно, что ( ) ∞=
∞→

zf
z
lim  в том и только в том случае, если 

01
1lim

0
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→

z
fz

. 

Определение 6. Функция ( )zfw =  называется непрерывной в точке 0z , 

если она определена в точке 0z  и некоторой ее окрестности и, если 

( ) ( )0
0

lim zfzf
zz

=
→

. 

Непрерывность в точке 000 iyxz +=  функции ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  

равносильна непрерывности  функций ( )yxu ,  и ( )yxv ,  в точке ( )00 , yx . 

Пусть функции ( )zf  и ( )zg  непрерывны в точке 0z , тогда их алгебраи-

ческая сумма, произведение, частное ( )( )00 ≠zg  есть функции непрерывные 

в 0z . Суперпозиция непрерывных функций в точке 0z  также функция непре-

рывная в этой точке. 

Очевидно, что если функция ( )zf  непрерывна в каждой точке некото-

рой области D, то ее можно назвать непрерывной в области D. 

Пример 4. Функция 22 yxzw +==  является непрерывной на всей 

комплексной плоскости, так как для любого 0z  

0
0

lim zz
zz

=
→

. 
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Определение непрерывности функции можно сформулировать через 

приращения функции и аргумента (сравните с определением непрерывности 

в точке функции действительного переменного). 

Определение 7. Функция ( )zf  называется непрерывной в точке 0z , ес-

ли бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно ма-

лое приращение функции в этой точке. 

 

§2. Производная функции комплексной переменной. 

Условие Коши-Римана 

Пусть ( )zfw =  является однозначной функцией комплексного пере-

менного. 

Определение 1. Производной функции ( )zf  в точке 0z  называется ко-

нечный предел отношения приращения функции к приращению независимой 

переменной величины, когда последнее стремится к нулю произвольным об-

разом, то есть 

( ) ( ) ( )
z

zfzzfzf
oz ∆

−∆+
=′

→∆

00
0 lim . 

Функция ( )zfw = , имеющая в точке 0z  производную, называется мо-

ногенной в этой точке. 

Функция называется аналитической в области, если она в каждой точке 

этой области имеет конечную производную. 

О каждой отдельной точке такой области говорят, что в ней данная 

функция аналитическая. Но тогда, если функция ( )zf  является аналитиче-

ской в точке 0z , то, по определению, она должна быть аналитической в неко-

торой окрестности точки 0z . 

Сумма, произведение, частное (за исключением тех точек, где знамена-

тель обращается в нуль) и суперпозиция аналитических функций являются 

функциями аналитическими. 
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Производная аналитической функции есть функция аналитическая. Это 

означает, что у аналитической функции существуют производные любого 

порядка. 

Правила дифференцирования произведения, суммы и частного функ-

ций, сложной и обратной функции действительного переменного остаются в 

силе и для функций комплексного переменного. Справедливо и определение 

дифференцируемости. 

Теорема 1. Для того, чтобы функция комплексного переменного 

( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  была дифференцируемой в точке 000 iyxz += , не-

обходимо и достаточно, чтобы функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  были дифференци-

руемы в точке ( )00 , yx , и чтобы в этой точке выполнялись равенства 

y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂ ,         

x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂ . (1) 

Условия (1) называются условиями Коши-Римана или Д’Аламбера-

Эйлера. 

Дока з а т е л ь с т во . 1) Необходимость. 

Пусть ( ) ( )00 zfzzff −∆+=∆ . Так как функция ( )zf  имеет производ-

ную в точке 0z , то f∆  представимо в виде 

( ) ( ) zzzBiAf ∆∆+∆+=∆ α , (2) 

где ( )0zfBiA ′=+ , ( )z∆α  - бесконечно малая более высокого порядка мало-

сти, чем z∆ . Обозначим: ( ) ( )0000 ,, yxuyyxxuu −∆+∆+=∆  

( ) ( )0000 ,, yxvyyxxvv −∆+∆+=∆  

yixz ∆+∆=∆ , 

тогда viuf ∆+∆=∆  или 

( )( ) ( ) ( ) zzyBxBiyAixAzzyixBiAf ∆∆+∆−∆+∆+∆=∆∆+∆+∆+=∆ αα . 

Это означает, что справедливы равенства: 

( )( )zzyBxAu ∆⋅∆+∆−∆=∆ αRe  (3) 

( )( )zzyAxBv ∆⋅∆+∆+∆=∆ αIm . (3*) 



 38

Из (3) и (3*) следует, что функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  дифференцируемые 

в точке ( )00 , yx . Причем в этой точке 

A
y
v

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂ ,         B

x
v

y
u

−=
∂
∂

−=
∂
∂ . (4) 

2) Достаточность. 

Пусть функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  в точке ( )00 , yx  дифференцируемы и 

справедливы равенства (1). Покажем, что ( )zfw =  дифференцируема в точке 

0z . 

Так как функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  - дифференцируемые в точке ( )00 , yx , 

то справедливы равенства 

( )( )zzy
y
ux

x
uu ∆⋅∆+∆

∂
∂

+∆
∂
∂

=∆ αRe , (5) 

( )( )zzy
y
vx

x
vv ∆⋅∆+∆

∂
∂

+∆
∂
∂

=∆ αIm . (5*) 

Обозначим A
y
v

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂ , B

x
v

y
u

=
∂
∂

−=
∂
∂  (учитываем условия (1)). Тогда 

равенства (5) и (5*) примут вид: 

( )( )zzyBxAu ∆⋅∆+∆−∆=∆ αRe , 

( )( )zzyAxBv ∆⋅∆+∆+∆=∆ αIm . 

Но тогда  

( ) ( ) ( )( ) +∆⋅∆+∆+∆+∆−∆=∆+∆=∆ zzyAxBiyBxAviuf αRe  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) zzzBiAzzyixBiAzzi ∆⋅+∆+=∆⋅∆+∆+∆+=∆⋅∆+ αααIm  

А это означает, что функция ( )zf  дифференцируема в точке 

000 iyxz += , то есть имеет производную. 

Условия Коши-Римана позволяют выразить производную функции 

( )zfw =  через частные производные функций ( )yxu ,  и ( )yxv , . В равенстве 

(2) ( ) iBAzf +=′ 0 , где А и В выражаются формулами (4). Тогда получаем, 

что 
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( ) i
y
u

y
vi

x
v

x
uzf

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′ . 

Пример 1. Доказать, что функция 2zw =  дифференцируема лишь в 

точке 00 =z  и найти ( )0w′ . 

Решение . Поскольку 222 yxzw +== , то ( ) 22, yxyxu += , 

( ) 0, =yxv . Эти функции имеют частные производные в любой точке. Но 

x
x
u 2=
∂
∂ ,  y

y
u 2=
∂
∂ , 0=

∂
∂

=
∂
∂

y
v

x
v  и поэтому условия Коши-Римана выполняют-

ся лишь в одной точке 00 =z . Сама производная ( ) 00
0
0
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=′
=
=

y
xx

vi
x
uw . 

Пример 2. Проверить выполнение условий Коши-Римана для функции 

1
1
−

=
z

w . 

Где эта функция является дифференцируемой? 

Решение . Пусть iyxz +=  любое комплексное число, кроме 1=z , 

тогда 

( )
( )
( ) ( )

( )
( ) 222222 11

1
1
1

1
1

yx
yi

yx
x

yx
iyx

iyx
w

+−
−

+
+−

−
=

+−
−−

=
+−

= , 

( )
( ) 221

1,
yx

xyxu
+−

−
= , ( )

( ) 221
,

yx
yyxv
+−

−= . 

Найдем частные производные функций ( )yxu ,  и ( )yxv , : 

( )
( )( )222

22

1
1
yx

xy
x
u

+−

−−
=

∂
∂

,  
( )

( )( )222

22

1
1
yx

xy
y
v

+−

−−
=

∂
∂

, 

( )
( )( )2221

12
yx

xy
y
u

+−

−
−=

∂
∂

,  
( )

( )( )2221
12
yx

xy
x
v

+−

−
=

∂
∂

. 

Отсюда видно, что условие Коши-Римана выполнено во всех точках 

области определения функции w  ( )1≠z , то есть во всех этих точках функция 

1
1
−

=
z

w  является дифференцируемой. 
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Пусть функция ( )zfw =  дважды непрерывно дифференцируема в об-

ласти D. В силу условий Коши-Римана функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  тоже дваж-

ды непрерывно дифференцируемы, причем для них выполняются равенства 

(1). Дифференцируя обе части первого равенства (1) по х, а второго – по у, 

получаем: 

xy
v

x
u

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

2

2

,  
yx

v
y
u

∂∂
∂

−=
∂
∂ 2

2

2

. 

Но так как в области D непрерывны частные производные 
xy
v
∂∂

∂ 2  и 

yx
v
∂∂

∂ 2 , то в ней выполняется равенство 
yx

v
xy
v

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

, а отсюда получаем: 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u . Аналогично доказывается, что 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
v . 

Итак, доказана следующая 

Теорема 2. Для того, чтобы функция ( )yxu ,  (соответственно ( )yxv , ) 

была действительной (соответственно мнимой) частью функции комплексно-

го переменного ( )zfw = , имеющей непрерывную вторую производную в об-

ласти D, необходимо, чтобы в этой области функция ( )yxu ,  (соответственно 

( )yxv , ) имела непрерывные частные производные второго порядка, удовле-

творяющие условию: 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  (6) 

(соответственно 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
v ). 

Равенство (6) является дифференциальным уравнением в частных про-

изводных второго порядка, его называют уравнением Лапласа. Функцию 

двух переменных, удовлетворяющую уравнению Лапласа называют гармони-

ческой. 
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Пример 3. Доказать, что функция ( ) 22,
yx

xyx
+

=ϕ  является гармони-

ческой на всей плоскости, кроме точки ( )0;0 . 

Решение . 

( )322

23

2

2 62
yx
xyx

x +

−
=

∂
∂ ϕ , ( )322

23

2

2 62
yx

xyx
y +

+−
=

∂
∂ ϕ , ( )322

322 26
yx

yyx
yx +

−
=

∂∂
∂ ϕ . 

Эти функции непрерывны всюду, кроме точки ( )0;0 , причем 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

yx
ϕϕ . 

Значит, ( )yx ,ϕ  - гармоническая всюду, кроме точки ( )0;0 . 

Оказывается, что в случае, когда область D – односвязна, установлен-

ные в теореме 2 условия являются не только необходимыми, но и достаточ-

ными для того чтобы ( )yxu ,  была действительной частью (соответственно 

( )yxv ,  - мнимой) дважды дифференцируемой функции комплексного пере-

менного. 

Из теоремы 2 вытекает, что ( )yxu ,  и ( )yxv ,  аналитической функции 

являются гармоническими функциями. 

Если взять за ( )yxu ,  и ( )yxv ,  две произвольные гармонические функ-

ции, то функция ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, += , вообще говоря, не будет аналитиче-

ской в области. 

В случае, если ( )zf  - аналитическая функция, то ( )yxu ,  и ( )yxv ,  назы-

ваются сопряженными или сопряженными гармоническими функциями. 

Зная одну из гармонических сопряженных функций можно восстано-

вить другую. Для того чтобы получить алгоритм восстановления функции 

( )yxv ,  по заданной функции ( )yxu ,  напомним утверждение, доказанное в 

теории функций многих переменных: 



 42

Если в односвязной области D выполняется равенство 
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂ , при-

чем частные производные 
y
P
∂
∂  и 

x
Q
∂
∂  непрерывны в D, то в D существует та-

кая функция ( )yxv , , что ( )yxP
x
v ,=
∂
∂ , ( )yxQ

y
v ,=
∂
∂ . 

Это означает, что алгоритм нахождения функции по ее полному диф-

ференциалу и алгоритм восстановления функции ( )yxv ,  по известной функ-

ции ( )yxu ,  совпадает. Покажем это на примере. 

Пример 4. Найти аналитическую функцию ( )zf , действительная часть 

( )yxu ,  которой равна 23 3xyx − . 

Решение . Из условий Коши-Римана имеем: 

y
vyx

x
u

∂
∂

=−=
∂
∂ 22 33 , 

x
vxy

y
u

∂
∂

==
∂
∂

− 6 . 

Теперь можно восстановить ( )yxv ,  с точностью до постоянной 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ++−=−=
∂
∂

= Cxyxydyyxdy
y
vyxv ϕ3222 333,  

( ) ( )∫ ∫ ++==
∂
∂

= Cyxyxydxdx
x
vyxv ψ236, . 

Сравнивая полученные выражения получим, что ( ) 0=xϕ , ( ) 3yy −=ψ . 

Окончательно имеем: ( ) Cyxyyxv +−= 323, . 

Тогда ( )zf  будет иметь вид: 

( ) ( ) ( )Cyxyixyxzf +−+−= 3223 33 , RC ∈ . 

Заменяя в этом выражении 
2

zzx +
= , 

i
zzy

2
−

=  и выполняя необходи-

мые упрощения, окончательно получаем: 

( ) Cizzf += 3 . 
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Отыскание функции ( )zf  по ее мнимой части ( )yxv , проводится анало-

гично. Функция ( )yxv ,  является действительной частью для функции ( )zif− . 

 

§3. Геометрический смысл модуля и аргумента производной 

Определение 1. Отображение 22: RRf →  в данной точке называется 

конформным (сохраняющим форму), если оно в данной точке сохраняет ве-

личину углов и обладает свойством постоянства растяжения (или сжатия) ок-

рестности точки. 

Отображение называется конформным в области, если оно конформно 

в каждой точке этой области. 

Если сохраняется не только величина углов, но и ориентация, то ото-

бражение называется конформным первого рода; если ориентация меняется 

на противоположную, то – конформным второго рода. 

Покажем, что отображение, осуществляемое аналитической функцией 

в точках, где производная отлична от нуля, является конформным первого 

рода. 

Пусть ( )zfw =  - аналитическая в области G . Выберем какую-либо 

внутреннюю точку 0z  и проведем через нее гладкую кривую G∈1l . 

 

 

 

 

 

 

 

Функция f  отображает область 2RD ⊂  в некоторую область 

WRG =⊂ 2 . При этом 0z  отображается в ( )00 zfw = , а кривая 1l  в кривую 

1L . 

Предположим, что ( ) 00 ≠′ zf . ( )0zfk ′= , ( )0arg zf ′=α . 

y 

x0 

z0 

ℓ1

Рис. 3 
D 

z0+∆z

ψ1 ϕ1 

v

u0

w0 

L1

G 

w0+∆w

Ψ1 Φ1 
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Зададим переменной 0z  приращение z∆  такое, чтобы точка 

10 l∈∆+= zzz . Тогда соответствующая точка www ∆+= 0  

будет лежать на гладкой кривой 1L . Пусть z∆= arg1ψ , w∆=Ψ arg1 . 

При 0→∆z  будет 0→∆w . Тогда углы наклона хорд будут стремиться к уг-

лам наклона касательных, то есть 101 limψϕ
→∆

=
z

; 101 limΨ=Φ
→∆w

. 

Так как ( )
z
wzf

z ∆
∆

=′
→∆ 00 lim , и zw

z
w

∆−∆=
∆
∆ argargarg , то получим 

( ) πϕπψα 1111110
22lim mm

z
+−Φ=+−Ψ=

→∆
, 1m  - целое, то есть α  - есть раз-

ность углов наклона касательных к 1L  в точке 0w  и к 1l  в точке 0z . Иначе 

говоря, α  - угол поворота при переходе от 1l  к 1L  в результате отображения. 

В этом состоит геометрический смысл аргумента производной. 

Так как кривая 1l  взята произвольным образом, то, применяя прове-

денные рассуждения для другой гладкой кривой 2l , проходящей через 0z , и 

ее образа 2L , проходящего через 0w , получим 

πϕα 222 2m+−Φ= . 

Отсюда следует, что 

2211 ϕϕ −Φ=−Φ . 

Иначе говоря, угол между кривыми 1L  и 2L  равен углу между кривы-

ми 1l  и 2l . Итак, при отображении осуществляемом аналитической функци-

ей углы между гладкими кривыми и их образами сохраняются (сохраняются 

их величина и ориентация). 

Далее рассмотрим модуль производной 

( )
z
wzfk

z ∆
∆

=′=
→∆ 00 lim . 

Тогда 

( )zk
z
w

∆+=
∆
∆

β , 

( ) zzzkw ∆⋅∆+∆⋅=∆ β . 
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Так как k  одно и то же для любых приращений z∆ , то это означает, 

что «малая окрестность 0z » при отображении f  преобразуется подобно в 

«малую окрестность 0w ». Число k  является при этом коэффициентом подо-

бия – это и есть геометрический смысл модуля производной. Если 1>k  - в 

результате отображения происходит растяжение, если 1<k , то сжатие. 

То есть мы показали, что отображение, осуществляемое аналитической 

функцией, является конформным первого рода. 

Из доказанного следует, что ( )0arg zf  есть угол поворота касательной в 

любой кривой, проведенной через точку 0z , при ее отображении при помощи 

( )zfw =  на плоскости UOV . 

Модуль ( )0zf ′  показывает, во сколько раз z∆  меньше или больше со-

ответствующего w∆ , то есть ( )0zf ′  можно рассматривать как величину 

масштаба в точке 0z  при отображении ( )zfw = . 

Если ( ) 10 >′ zf , то происходит растяжение бесконечно малого элемен-

та, выходящего из точки 0z ; если ( ) 10 <′ zf , то происходит сжатие; если 

( ) 10 =′ zf , то масштаб не меняется. 

Величину ( )0zf ′  называют коэффициентом растяжения. 

Пример 5. Найти угол поворота и коэффициент растяжения для ото-

бражения 3zw =  в точке iz += 10 . 

Решение . Так как ( ) 23zzf =′ , то ( ) ( ) iizf 613 2
0 =+=′ , ( ) 60 =′ zf , 

( )
2

arg 0
π

=′ zf . 

Поэтому угол поворота равен 
2
π , а коэффициент растяжения равен 6. 

Если взять весьма малый отрезок MM 0 , выходящий из точки 

( )iM +10 , то его образ при отображении 3zw =  будет почти совпадать с от-

резком NN 0 , выходящим из точки ( )( ) ( )iNiN 221 0
3

0 +−=+ , причем отрезок 



 46

NN 0  приближенно в 6 раз длиннее отрезка MM 0  и образует с ним прямой 

угол. 

 

§4. Ряды функций комплексного переменного 

Рассмотрим ряд вида 

( ) ( ) ( ) KK ++++ zfzfzf n21 , (1) 

где ( )zf n , n=1, 2, … - функции комплексного переменного z , определенные в 

некоторой области D . 

Ряд (1) называется функциональным рядом. 

При фиксированном значении 0zz =  ряд (1) превращается в числовой 

ряд вида 

( ) ( ) ( ) KK ++++ 00201 zfzfzf n  (2) 

Определение 1. Функциональный ряд (1) называется сходящимся в 

точке Dz ∈0 , если сходится соответствующий ему числовой ряд (2). Точка 

0z  называется точкой сходимости ряда (1). В противном случае ряд (1) на-

зывается расходящимся в точке 0z . 

Предположим, что ряд (1) сходится во всех точках некоторой области 

G , DG ⊂ . Тогда говорят, что ряд (1) сходится в области G , а сама область 

G  называется областью сходимости ряда (1). 

Каждой точке Gz∈  соответствует определенное значение суммы ряда 

(1), то есть в области G  определена функция ( )zS , которая называется сум-

мой ряда (1). 

Рассмотрим частичные суммы ряда (1) 

( ) ( ) ( ) ( )zfzfzfzS nn +++= K21 , K,2,1=n , 

которые образуют функциональную последовательность ( ){ }zS n . Сходимость 

ряда (1) в области G  означает существование предела 

( ) ( )zSzS nn
=

∞→
lim  (3) 

Равенство (3) означает, что: 
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( ) ( ) ( ) εεε <−⇒>=∃>∀ zSzSNnzNN n:,0 . 

Заметим, что в общем случае N  зависит и от ε  и от z . 

Определение 2. Функциональный ряд (1) называется равномерно схо-

дящимся в области G , если последовательность его частичных сумм сходит-

ся в G  равномерно, то есть если 

( ) ( ) ( ) εεε <−⇒>∀=∃>∀ zSzSNnNN n:0  для всех z  из области G . 

В случае равномерной сходимости удается подобрать номер ( )εN , об-

щий для всех z  из G . 

Теорема (признак Вейерштрасса равномерной сходимости) 

Если все члены ряда (1) в области D  удовлетворяют условию 

( ) nn azf ≤ , 

где na  - вещественные положительные числа, и числовой ряд ∑
∞

=1n
na  сходится, 

то данный ряд (1) сходится равномерно (и при этом абсолютно) в области D . 

Дока з а т е л ь с т во .  По условию имеем 

( ) nn azf ≤ , Dz∈∀ , K,2,1=n  

и ряд ∑
∞

=1n
na  сходится. Тогда для всех Dz∈  сходится ряд ( )∑

∞

=1n
n zf , а, значит 

сходится и ряд ( )∑
∞

=1n
n zf . Причем справедлива оценка 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε<++≤++≤++=− ++++++ KKK 212121 nnnnnnn aazfzfzfzfzSzS  

при ( )εNn ≥∀  для всех Dz∈ . 

Равномерно сходящиеся ряды обладают весьма важными свойствами: 

1). Если члены функционального ряда (1) непрерывны в некоторой области 

D  и ряд равномерно сходится в этой области к функции ( )zS , то ( )zS  

также непрерывна в D . 

2). Если функции ( )zf n  являются аналитическими в некоторой области D , 

а ряд (1) равномерно сходится в любой замкнутой подобласти G  облас- 
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ти D  к функции ( )zS , то ( )zS  является аналитической функцией в области 

D , при этом  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zSzfzf kkk =++ K21 , 

ряд ( ) ( )∑
∞

=1n

k
n zf  сходится равномерно в G . 

 

§5. Степенные ряды 

Степенным рядом называется функциональный ряд вида 

( ) ( ) KK +−++−+ n
n zzczzcc 0010 , (1) 

где 0z , 0c , 1c , … - постоянные комплексные числа. 

Очевидно, что степенной ряд (1) всегда сходится в точке 0z . 

Для определения области сходимости степенного ряда важную роль 

играет следующая теорема: 

Теорема Абеля. Если степенной ряд сходится в некоторой точке 

01 zz ≠ , то он абсолютно сходится и в любой точке z , удовлетворяющей ус-

ловию 010 zzzz −<− , причем в круге ρ≤− 0zz , 01 zz −<ρ  ряд (1) сходит-

ся равномерно (см. рис.1) 

Дока з а т е л ь с т во . Выберем произволь-

ную точку z , удовлетворяющую условию 

010 zzzz −<− , то есть z  лежит внутри круга с 

центром в точке 0z  и радиусом  01 zz −  и рас-

смотрим в этой точке ряд (1): 

( )∑ −
∞

=0
0

n

n
n zzc . 

Обозначим 010 zzqzz −=− , 1<q . 

Ряд ( )∑ −
∞

=0
01

n

n
n zzc  сходится по условию теоремы, следовательно, в силу 

необходимого условия сходимости: 

( ) 001 →− n
n zzc  при ∞→n . 

z0

ρ 

z1 

|z1-z0| 

Рис. 1 

z 
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Тогда существует такая постоянная M , что 

Mzzc n
n ≤−⋅ 01 , 

откуда получаем оценку 

nn zz
Mc

01 −
≤ . 

Тогда 

∑=∑
−

−
∑ ≤−⋅

∞

=

∞

=

∞

= 00
01

0

0
0

n

n

n
n

n

n

n
n qM

zz
zz

Mzzc . 

Ряд ∑
∞

=0n

nq , 1<q  есть сходящийся ряд геометрической прогрессии, сле-

довательно, ряд ∑ −⋅
∞

=0
0

n

n
n zzc  - сходится, а тогда исходный ряд ( )∑ −

∞

=0
0

n

n
n zzc  

сходится абсолютно. 

Покажем равномерную сходимость ряда ( )∑ −
∞

=0
0

n

n
n zzc  в круге 

ρ≤− 0zz , 01 zz −<ρ . 

Рассмотрим ряд ∑
−

∞

=0
01

n
n

n

zz
qM . Он мажорирует исходный ряд и сходит-

ся как ряд прогрессии со знаменателем, меньшим единицы. Тогда по призна-

ку Вейерштрасса степенной ряд (1) равномерно сходится в круге ρ≤− 0zz . 

Следствие 1. Если степенной ряд (1) расходится в некоторой точке 1z , 

то он расходится и во всех точках z , удовлетворяющих неравенству 

010 zzzz −>−  (см. рис. 2). 

Дока з а т е л ь с т во . Предполагая 

противное, получим, что по теореме Абеля 

ряд должен сходится в любом круге радиуса 

01 zzr −< , в частности и в точке 1z , что 

противоречит условию. 

z0

z1 

Рис. 2 
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Рассмотрим точную верхнюю грань R  расстояний 0zz −  от точки 0z  

до точек z , в которых сходится ряд (1). 

Тогда внутри круга Rzz <− 0  ряд (1) будет сходиться (и при том абсо-

лютно), вне этого круга – расходиться. В точках границы Rzz =− 0  ряд (1) 

может как сходиться так и расходиться. 

Если ряд (1) сходится лишь в точке 0z , то положим 0=R . 

Если ряд (1) сходится на всей комплексной плоскости, то положим 

∞=R . 

Таким образом, область сходимости степенного ряда (1) представляет 

собой круг  

Rzz <− 0 , ∞≤≤ R0 , (2) 

который называется кругом сходимости, а число R  - радиусом сходимости. 

Следствие 2. Внутри круга сходимости степенной ряд сходится к не-

прерывной аналитической функции. В круге сходимости ряд (1) можно диф-

ференцировать любое число раз, в результате будем получать степенные ря-

ды с тем же радиусом сходимости. 

Радиус сходимости степенного ряда (1) можно определить, применяя 

признаки Д’Аламбера и Коши к абсолютному ряду для ряда (1). 

Пусть, например, все коэффициенты ряда ( )∑ −
∞

=0
0

n

n
n zzc  отличны от ну-

ля и существует 0lim 1 ≠=+

∞→
D

c
c

n

n

n
. Тогда, применяя признак Д’Аламбера к ря-

ду ( )∑ −
∞

=0
0

n

n
n zzc , получаем, что 

( )
( ) 00

1

0

1
01 limlim zzDzz

c
c

zzc

zzc

n

n

nn
n

n
n

n
−⋅=−=

−

−
+

∞→

+
+

∞→
. 

Отсюда следует, что ряд (1) сходится (абсолютно!) при таких z , для 

которых 10 <−⋅ zzD , то есть 
D

zz 1
0 <− , и расходится при таких z , для ко-
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торых 
D

zz 1
0 >−  (в этом случае нарушится необходимое условие сходимо-

сти ряда (1)). Значит, 
D

R 1
= , откуда имеем 

1

lim
+

∞→
=

n

n

n c
c

R . (3) 

Если 0=D , то это означает, что 
( )
( )

0lim
0

1
01 =

−

− +
+

∞→ n
n

n
n

n zzc

zzc
 для любого z , то 

есть ряд (1) сходится на всей  комплексной плоскости и ∞=R . Если же 

∞=D , то 
( )
( )

∞=
−

− +
+

∞→ n
n

n
n

n zzc

zzc

0

1
01lim  при всяком 0zz ≠ , то есть ряд (1)  расходит-

ся при 0zz ≠ , и поэтому 0=R . 

Заметим, что последние два случая вполне согласуются с формулой (3). 

Замечание. Аналогично, применяя к ряду ( )∑ −
∞

=0
0

n

n
n zzc  признак Коши, 

может быть получена формула 

n
n

n c
R 1lim

∞→
= , (4) 

которая называется формулой Коши-Адамара. 

Пример 1. Найти радиус и круг сходимости ряда ( )
( )∑
+
−∞

=1
2 1n

n

n

in
iz . 

Решение .  Найдем R  по формуле (3). 

( ) ( )
( )

211lim211lim
1
11limlim

22

2

12

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+
++

==
∞→∞→

+

∞→
+

∞→ n
i

n
n

in
in

c
c

R
nnn

n

n
n

n

n
. 

Тогда 2=R , а круг сходимости 2<− iz . 

Пример 2. Найти область сходимости ряда ( )∑ −
∞

=1
1

n

nn zn . 

Решение .  Применим для нахождения R  формулу (4). 

01lim1lim1lim ====
∞→∞→∞→ nnc

R
nn nnn

n
n

. 
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Следовательно, 0=R  и данный ряд сходится в единственной точке 

1=z . 

Пример 3. Разложить в степенной ряд по степеням iz 2+  функцию 

( )
z

zf 1
=  и указать область сходимости полученного ряда. 

Решение .  Преобразуем функцию ( )
z

zf 1
=  следующим образом: 

i
iziiizz

2
21

1
2
1

22
11

+
−

⋅−=
−+

= . 

Дробь 

i
iz

2
21

1
+

−
 развернем в сходящийся ряд геометрической прогрес-

сии с первым членом равным 1 и знаменателем 
i

iz
2
2+ , при условии, что 

1
2
2

<
+

i
iz . Получим ( )

( )
( ) K+++++=+

−

2
2 2

2
12

2
11

2
21

1 iz
i

iz
i

i
iz . 

Тогда функция ( )zf  представима рядом 

( )
( )

( )
( )

( )
( )∑ +−=++−+−−=

∞

=
+

0
1

2
32 2

2
12

2
12

2
1

2
11

n

n
n iz

i
iz

i
iz

iiz
K , 

причем полученный ряд будет абсолютно сходится для всех z , для которых 

выполняется неравенство 1
2
2

<
+

i
iz  или 22 <+ iz  и расходится для всех z , 

для которых 22 >+ iz . Значит, кругом сходимости полученного ряда будет 

круг: 22 <+ iz . 

 

§6. Определение функций ze , zsin , zcos . Формулы Эйлера 

Среди элементарных функций действительного аргумента важную роль 

играют функции xe , xsin , xcos . Как известно, эти функции могут быть 

представлены своими разложениями в ряды Тейлора: 
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∑=+++=
∞

=0

2

!!2!1
1

n

n
x

n
xxxe K ; 

( )
( )∑

+
−

=−+−=
∞

=

+

0

1253

!12
1

!5!3
sin

n

nn

n
xxxxx K ; 

( )
( )∑

−
=−+−=

∞

=0

242

!2
1

!4!2
1cos

n

nn

n
xxxx K , 

причем эти ряды равномерно сходятся при любом x . 

Рассмотрим на комплексной плоскости степенные ряды 

∑
∞

=0 !n

n

n
z ; (1) 

( )
( )∑

+
−∞

=

+

0

12

!12
1

n

nn

n
z ; (2) 

( )
( )∑

−∞

=0

2

!2
1

n

nn

n
z . (3) 

Нетрудно получить, что областью сходимости рядов (1) – (3) является 

вся комплексная плоскость, то есть ряды (1) – (3) сходятся на всей комплекс-

ной плоскости к некоторым аналитическим функциям (см. следствие 2 §12). 

Условимся эти функции обозначать ze , zsin  и zcos  соответственно. 

Имеем: 

KK ++++++=
!!3!2!1

1
32

n
zzzze

n
z ; (4) 

( )
( )

KK +
+

−
+−+−=

+

!12
1

!5!3
sin

1253

n
zzzzz

nn
; (5) 

( )
( )

KK +
−

+−+−=
!2

1
!4!2

1cos
242

n
zzzz

nn
.. (6) 

Получим важнейшие соотношения, связывающие между собой эти 

функции. 

1. Заменим в ряде для ze  переменную z  на iz , тогда 

( ) ( ) ( ) ( )
++−−+=++++++=
!4!3!2!1

1
!5!4!3!2!1

1
4325432 zizzizizizizizizeiz K  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=−+ KKK

!5!3!4!2
1

!5

53425 zzzizziz
. 

Заметив, что ряд, стоящий в первых скобках определяет zcos , а ряд, 

стоящий в скобках при i  определяет zsin , получаем тождество 

zizeiz sincos += , (7) 

которое называется тождеством Эйлера. 

2. Поскольку ряд для zcos  содержит лишь четные степени z , а ряд 

zsin  - лишь нечетные  степени z , имеем 

( ) zz coscos =− ; ( ) zz sinsin −=− . 

Заменим в тождестве Эйлера z  на z− , получим 

zize iz sincos −=− . (8) 

Складывая и вычитая тождества (7) и (8), имеем: 

2
cos

iziz eez
−+

= ; (9) 

i
eez

iziz

2
sin

−−
= . (10) 

Формулы (9) и (10) так же носят имя Эйлера.  

Пример 1. Вычислить значения функций: а) 
i

e 2
π

; б) ( )icos . 

Решение . а) по формуле (7) получаем 

iie
i

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
sin

2
cos2 πππ

. 

б) по формуле (9) имеем 

1ch
22

cos
1122

=
+

=
+

=
−− eeeei

ii
. 

Замечание 1. Легко убедиться, что 1
2
1

22
cos

11
>+=

+
=

−

e
eeei , то есть 

в области комплексных чисел нарушаются известные для вещественного 

случая неравенства: 

1cos ≤z ; 1sin ≤z . 
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Замечание 2. С помощью формулы Эйлера (7) можно получить так на-

зываемую показательную форму записи комплексного числа: 

( ) ϕϕϕ ireirz =+= sincos . (11) 

 

§7. Линейная функция 

Определение 1. Линейной функцией называется функция вида: 

bkzw += , (1) 

где k  и b  - некоторые постоянные комплексные числа ( 0≠k ). 

Очевидно, что отображение (1) будет конформным во всей плоскости 

комплексного переменного z  и притом взаимно однозначным. 

Рассмотрим сначала три частных случая, причем для простоты z  и w  

будем изображать точками одной плоскости. 

1). bzw += . 

Это отображение есть сложение векторов, а, фактически, параллельный 

перенос точек плоскости на вектор b  (рис. 4). 

2). 0, == bkzw . 

Пусть αiek = , тогда zew iα= . В этом случае имеем: 

zw = , α+= zw argarg , karg=α , 

то есть точка z  переходит в точку w  при помощи поворота вектора z  около 

нулевой точки на угол α . Значит, это отображение есть поворот вокруг нача-

ла координат на угол α  (рис. 5). 
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3). 0, ≠= kkzw , k  - постоянное комплексное число (если 0=k , то все 

точки комплексной плоскости перейдут в нулевую точку). 

Запишем числа k , z  в показательной форме, тогда получим 

( ) ψρψψρ ieik =+= sincos , k=ρ , karg=ψ ; 

( ) ϕϕϕ ireirz =+= sincos , zr = , zarg=ϕ ; 

( )ψϕρ +⋅== ierkzw . 

Это означает, что длина вектора z  меняется в ρ  раз ( то есть ρ  - ко-

эффициент подобия) и к аргументу z  прибавляется угол ψ  (поворот вокруг 

начала координат на угол ψ ). 

Окончательно, получим, что отображение, осуществляемое функцией 

bkzw += , есть комбинация преобразований точек плоскости: 

1. поворот вокруг начала координат на угол равный аргументу числа k ; 

2. подобие с центром в начале координат и коэффициентом подобия ρ  рав-

ным модулю числа k ; 

3. параллельный перенос на вектор b , при котором начало координат пере-

ходит в точку ( )bA . 

Функция bkzw +=  является аналитической. 

Пример 1. Найти угол поворота и коэффициент подобия при отобра-

жении ( ) iziw 233 −+−= . 

Решение . ik −= 3 , ρ==+= 213k , 
6

arg π
−=k . Коэффициент 

подобия равен 2, угол поворота равен ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−
6
π , а точка ( )0;0O  переходит в точ-

ку ( )2;3 − . 

Пример 2. Найти образ квадрата ABCD  при отображении 

( )ziw −= 3 , если ( )0;5D , ( )0;2A , ( )3;2B , ( )3;5C . 

Решение . Найдем сначала точки, в которые переходят вершины 

квадрата 
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( ) ( ) iiAwA 232231 −=⋅−== ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )iiiBwB 2333323231 −++=+⋅−== ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )iiiCwC 5333353531 −++=+⋅−== ; 

( ) ( ) iiDwD 535531 −=⋅−== . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Область ограниченная квадратом ABCD  переходит в область, ограни-

ченную квадратом 1111 DCBA  (имеет место сохранение ориентации и углов 

между прямыми, так как отображение конформное) (рис. 6). 

При отображении, осуществляемом с помощью линейной функции, 

фигуры переходят в подобные им фигуры. 

Свойством сохранения формы обладает и преобразование 

bzkw += , 

которое называется антилинейным; оно сохраняет форму, но меняет ориен-

тацию обхода границы фигуры на противоположную ( на рис. 7 это показано 

для функции zw = ). 

Отсюда вытекает, что любое преобразование подобия задается линей-

ной или антилинейной функцией, причем, если ориентация сохраняется, 
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то оно задается линейной функцией. 

Поскольку линейная функция 

bkzw +=  определяется двумя парамет-

рами k  и b , то для ее задания нужны 

два условия. Например, можно указать-

образы 1w  и 2w  любых  двух точек 1z  и 

2z  ( )21 zz ≠ . Если известно, что  

bkzw += 11 ,  bkzw += 22 , 

то отсюда находим: ( )1212 zzkww −=−  

или 

12

12

zz
wwk

−
−

= . (2) 

Так как точка z  имеет образом точку bkzw += , то можно получить 

( )11 zzkww −=− . Подставим  в это равенство выражение для k  из формулы 

(2): 

( )1
12

12
1 zz

zz
wwww −

−
−

=−  

или 

12

1

12

1

zz
zz

ww
ww

−
−

=
−
−

. (3) 

Пример 3. Найти линейную функцию такую, что точку i−1  переводит 

в точку i32 + , а точку i42 +  - в точку i61 − . 

Решение . Воспользуемся формулой (3), положив iz −= 11 , 

iw 321 += , iz 422 += , iw 612 −= , тогда имеем: 

ii
iz

ii
iw

+−+
+−

=
−−−

−−
142

1
3261

32
. 

Совершим алгебраические преобразования и окончательно получим: 

iziw ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

26
49

26
77

13
2

13
23

. 
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x

y 

0 A1 

D1 
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B1 
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§8. Функция 
z

w 1
=  

Функция 
z

w 1
=  определена во всех точках комплексной плоскости, 

кроме 0=z . Полагая ∞=w  при 0=z  и 0=w  при ∞=z  распространим эту 

функцию на всю расширенную комплексную плоскость. Так как из 21 zz ≠  

следует, что 
21

11
zz

≠ , то функция 
z
1  взаимно однозначно отображает расши-

ренную комплексную плоскость на себя. 

Выделим вещественную и мнимую части функции 
z

w 1
=  и найдем об-

ласть аналитичности этой функции: 

( )
222222

1
yx

yi
yx

x
yx
iyx

iyx
w

+
−

+
+

=
+
−

=
+

=  (1) 

( ) 22,
yx

xyxu
+

= ,  ( ) 22,
yx

yyxv
+

−= . 

Проверим выполнение условий Коши-Римана: 

( )222

22

yx

xy
x
u

+

−
=

∂
∂

; 
( )222

22

yx

xy
y
v

+

−
=

∂
∂

; 

( )222

2
yx

xy
y
u

+

−
=

∂
∂

; 
( )222

2
yx

xy
x
v

+
=

∂
∂

. 

Очевидно, что условия Коши-Римана выполнены во всех точках ком-

плексной плоскости, кроме точки ( )0;0 . Если считать, что угол между кри-

выми 1L  и 2L  в точке ∞  равен взятому с обратным знаком углу в точке 0  

между их образами при преобразовании 
z
1

, то конформность отображения 

z
w 1
=  сохраняется и в точке 0=z . В самом деле, лучи α=zarg  и β=zarg  

переходят при этом преобразовании в лучи α−=warg  и β−=warg ,и при 

этом угол между лучами не изменяется. 
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Запись функции w  в виде (1) недостаточно наглядна. Представим w  и 

z  в показательной форме: ψieRw = , ϕierz = , тогда получим: 

ϕψ ii e
r

eR −=
1

. (2) 

Так как два комплексных числа равны в том и только в том случае, ко-

гда их модули одинаковы, а аргументы отличаются на число, кратное π2 , то 

из равенства (2) имеем, что 

r
R 1
= ,  kπϕψ 2+−= ,  k  - целое. (3) 

Отображение ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −→ ϕϕ ,1,

r
NrM  разбивается на два. Сначала точка 

( )ϕ,rM  переходит в точку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ,1

r
P . Так как при этом обе точки M  и P  

лежат на одном луче, выходящем из начала координат, а их модули связаны 

соотношением 11
=⋅

r
r , то данное преобразование является инверсией отно-

сительно окружности с центром в нуле и радиусом 1. Последующее преобра-

зование, переводящее точку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ,1

r
P  в ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ϕ,1

r
N , является симметрией от-

носительно действительной оси. 

Построим геометрически точку 
z

w 1
= , зная  точку z . Рассмотрим три 

случая: 
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1). z  лежит на окружности (рис. 8). Точки окружности переходят в точки 

этой же окружности w , симметричные z  относительно оси OX . 

2). z  лежит внутри окружности (рис. 9). 

Проведем луч через ноль и z . Восстановим перпендикуляр из точки z  

к лучу l  до пересечения с окружностью – точка A . В точке A  проведем ка-

сательную к окружности и продолжим ее до пересечения с лучом l  - полу-

чим точку 1W . Отобразим ее симметрично относительно оси OX  - W . 

3) z  лежит вне окружности (рис. 10). 

Проведем луч l  через ноль и z . Из точки z  построим касательную к 

окружности - A  - точка касания. Из A  опустим перпендикуляр на луч l  - 

получим точку 1W . Отобразим ее симметрично относительно оси OX  - W . 

Итак, преобразование 
z

w 1
=  сводится к преобразованиям: 

1. Инверсия относительно единичной окружности с центром в начале коор-

динат; 

2. Симметрия относительно действительной оси. 

Справедливо утверждение: 

Отображение 
z

w 1
=  переводит: 

1). окружности, не проходящие через 0, в окружности, не проходящие через 

0, 

2). окружности, проходящие через 0, в прямые, не проходящие через 0, 

3). прямые, не проходящие через 0, в окружности, проходящие через 0, 

4). прямые, проходящие через 0, в прямые, проходящие через 0. 

Пример 1. Найти образ прямой 4+= xy  при отображении 
z

w 1
= . 

Решение . Заменяя в уравнении прямой 
2

zzx +
=  и 

i
zzy

2
−

= , полу-

чим: 
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04
22

=+
−

−
+

i
zzzz

, то есть ( ) ( ) 08 =+−++ zzizz , 

( ) ( ) 0811 =+−++ zizi . 

Так как 
w

z 1
= , 

w
z 1
= , таким образом уравнение образа имеет вид: 

0811
=+

−
+

+
w

i
w

i
, то есть ( ) ( ) 0118 =−+++ wiwiww . 

Поскольку ivuw += , ivuw −= , 22 vuww += , то имеем: 

( ) 0228 22 =+++ vuvu . 

Это уравнение окружности 
222

24
1

8
1

8
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + vu . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Заметим, что образом прямой 4+= xy , не проходящей через точку 0 

является окружность, проходящая через точку 0. 

Пример 2. Найти образ области ABCD  при отображении 
z

w 1
= , если 

( )0;2A , ( )2;2B , ( )2;4C , ( )0;4D . 

Решение . Найдем образы точек DCBA ,,, : 

( )
2
1

1 == AwA ;    ( ) i
i

BwB
4
1

4
1

22
1

1 −=
+

== ; 

( ) i
i

CwC
10
1

5
1

24
1

1 −=
+

== ;  ( )
4
1

1 == DwD . 

8
1

−  

8
1

−

0 

y 

x 
-4 

0 

y 

Рис. 11

x 
z
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Теперь найдем образы прямых AB , BC , CD , AD  при отображении 
z
1  

аналогично тому, как это было сделано в предыдущем примере: 

AD : 0=y  →  положительная полуось OU . 

AB : 2=x  →  окружность 
2

2
2

4
1

4
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu . 

BC : 2=y  →  окружность 
22

2

4
1

4
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ vu  

CD : 4=x  →  окружность 
2

2
2

8
1

8
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu . 

Так как ориентация сохраняется, то получаем, что область ABCD  пе-

реходит в область 1111 DCBA  плоскости UOV . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§9. Дробно-рациональная функция 

Линейная функция и функция 
z
1  являются частными случаями функ-

ции вида 

dcz
bazw

+
+

= , (1) 

где dcba ,,,  - комплексные числа, причем 0,0 ≠≠− cadbc . Функции вида 

(1) называются дробно-рациональными. 

2
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4
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Выделим из дроби целую часть: 

( )
( ) ( )dczc

adbc
c
a

dczc
adadbazc

dcz
bazw

+
−

+=
+

−++
=

+
+

= . 

Отображение (1) сводится к композиции трех отображений: 

1) dczt += ,   2) 
t

q 1
= ,   3) lkqw += ,  где  

c
adbck −

= ,   
c
al = . Первое и 

третье из них являются линейными отображениями, а второе – отображение, 

изученное в предыдущем параграфе. 

Дробно-линейную функцию можно распространить на всю расширен-

ную комплексную плоскость. Так как 

c
a

dcz
baz

z
=

+
+

→∞
lim ,  ∞=

+
+

−→ dcz
baz

c
dz

lim , 

то точка ∞  переходит при этом отображении в 
c
a , а точка 

c
d

−  в ∞ . 

Если считать прямую окружностью бесконечно большого радиуса, то 

получаем, как и линейное отображение, так и отображение 
z

w 1
=  переводят в 

себя совокупность прямых и окружностей на плоскости. Отсюда вытекает, 

что при любом дробно-рациональном преобразовании совокупность прямых 

и окружностей на плоскости переходит в себя. 

Дробно-рациональная функция преображает всякую окружность в ок-

ружность. Это так называемое круговое свойство. 

Внутренняя область отображаемой окружности переходит либо во 

внутреннюю область образа, либо во внешнюю область образа. 

Функция w , определяемая из уравнения 

3

32

12

1

3

32

12

1

ww
ww

ww
ww

zz
zz

zz
zz

−
−

⋅
−
−

=
−
−

⋅
−
−  (2) 

отображает окружность, проходящую через точки 1z , 2z , 3z  плоскости 

XOY , в окружность, проходящую через точки 1w , 2w , 3w  плоскости UOV . 

Пример 1. Найти дробно-рациональную функцию, переводящую точку 

1 в точку –1, точку i  в точку 0 и точку ∞  в точку 1. 
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Решение . 11 11 −=→= wz ; 

022 =→= wiz ; 

133 =→∞= wz . 

В левой части равенства (2) для второго сомножителя справедливо: 

1lim
3

32

3
=

−
−

∞→ zz
zz

z
, поэтому заменим его на 1 и получим: 

1
10

10
1

1
1

−
−

⋅
+
+

=
−
−

w
w

i
z , 

( )( ) ( )( )1111 −+−=−− iwwz , 

iz
izw
−
−+

=
2 . 

Пример 2.  Найти образ круга 1≤z  при отображении 
z

zw −
=
1 . 

Решение . Найдем сначала образ окружности 1=z  или 122 =+ yx . 

Для этого выделим вещественную и мнимую части функции w : 

( )
2222

22

yx
yi

yx
xyxw

+
−

+
+
−−

= . 

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−=

+
+−=

22

22

,

1,

yx
yyxv

yx
xyxu

, поскольку 122 =+ yx , то имеем 

( ) 11
11 2222 =+=++⇒

⎩
⎨
⎧

=−
=+

⇒
⎩
⎨
⎧

−=
+−=

yxvu
yv

xu
yv

xu
. 

Окончательно получим, что образом окружности 1=z  является ок-

ружность 11 =−w . 

В какую область перейдет круг, ограниченный окружностью 1=z ? 

Возьмем внутреннюю точку 0=z , ее образом будет ∞ . Это означает, что об-

разом точек круга 1<z  будет внешность окружности 11 >−w . 
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§10. Степенная функция 

Определение 1. Функция 
nzw = , (1) 

где n  - натуральное число, называется степенной функцией. 

Областью определения функции является вся комплексная плоскость. 

Если 1>n , то степенная функция не является взаимно однозначной, то 

есть обратимой. Действительно, если ϕirez = , по формуле Муавра: 

( )ϕϕϕ ninrerz ninnn sincos +== . 

Отсюда вытекает, что при ( )ϕϕ sincos irz += , ( )ψψ sincos iRw +=  ра-

венство (1) имеет место в том и только в том случае, если 
nrR = , kn πϕψ 2+= , k  - целое. 

Получаем, что луч αϕ =  переходит при 

отображении (1) в луч αψ n=  (рис 2). Видно, 

что при 1>n  в точке 0=z  нарушается кон-

формность отображения (1). 

 

Рассмотрим более подробно отображение 2zw = . Так как при этом ото-

бражении аргументы z  удваиваются, то верхняя полуплоскость 0Im ≥z  пе-

реходит во всю плоскость UOV . 
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При этом лучи OA  и OB  на рис. 3 переходят в один и тот же луч плос-

кости UOV , идущий в положительном направлении оси OU . Поскольку 

удобнее иметь дело с взаимно однозначными соответствиями, условились 

разрезать плоскость вдоль положительной действительной полуоси и счи-

тать, что луч OA  плоскости XOY  переходит в верхний берег 11AO  этого 

разреза, а луч OB  - в нижний берег 11BO . 

Точно также нижняя полуплоскость 0Im ≤z  переходит в разрезанную 

плоскость UOV , причем луч OB  переходит в верхний берег, а OA  - в ниж-

ний берег. Чтобы сохранить однозначность отображения, удобно считать эти 

две разрезанные плоскости двумя различными листами. Надо склеить берега: 

OA  переходит в верхний берег первой плоскости и в нижний берег второй 

плоскости. Точно так же надо склеить нижний берег разреза первой плоско-

сти с верхним берегом разреза второй плоскости – оба эти берега являются 

образами одного и того же луча OB . 

Полученную двухлистную поверхность называют римановой поверхно-

стью для функции 2zw = . Эта функция задает взаимно однозначное отобра-

жение комплексной плоскости на построенную риманову поверхность. 

Аналогично обстоит дело для функции nzw = . Разница лишь в том, что 

получается n-листная риманова поверхность. Она состоит из n листов разре-

занной вдоль положительного действительного луча плоскости UOV . При 

этом нижний берег каждого листа, кроме последнего, склеивается с верхним 
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берегом следующего за ним листа, а нижний берег последнего листа – с 

верхним берегом первого. 

Функция nzw =  задает взаимно однозначное отображение плоскости 

XOY  на риманову поверхность. При этом отображении угол 

n
z π2arg0 ≤≤  

плоскости XOY  отображается на весь первый лист. Точно так же угол 

n
z

n
ππ 4arg2

≤≤  

отображается на второй лист и т. д. вплоть до угла 

0arg2
≤≤− z

n
π , 

который отображается на n-ный лист поверхности. Лучи, разделяющие эти 

углы, отображаются в линии, по которым склеиваются листы поверхности, а 

сами углы являются областями однолистности функции nz . 

Функцию, обратную функции nzw = , обозначают  
n zw = . 

Из формулы Муавра следует, что каждому значению z  соответствует n 

значений n z . Поэтому n zw = , рассматриваемая на комплексной плоскости, 

многозначна. Чтобы сделать ее однозначной, ее рассматривают на описанной 

выше римановой поверхности для функции nzw = . 

Пример 1. Найти образ области ограниченной треугольником ABC ; 

( )0;1−A ; ( )1;0B , ( )0;1C  при отображении 2zw = . 

Решение .  ( ) ixyyxzw +−== 222 . 

⎩
⎨
⎧

=
−=

xyv
yxu

2

22

. 

Выберем направление обхода области (рис.4). 

Найдем образы точек A , B , C  и прямых AB , 

BC , AC : 

( ) ( ) 10;1 1 ==→−= AwAA  

0 

Рис. 4

1 -1 

i 

A 

B

C 
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( ) ( ) 11;0 1 −==→= BwBB  

( ) ( ) 10;1 1 ==→= CwCC . 

xyAB += 1: . Подставим в выражение для функций u  и v : 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+=

−−=+−=
2

22

2212

211

xxxxv

xxxu
. 

Из первого уравнения выразим x  и подставим во второе уравнение (то 

есть исключим x ). 

( ) ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=+++−−=
+

++−=

−
+

=

2
1

22
1

2
1

2
11

2
1

222 uuuuuuv

ux
 

2
1

2
1

2

−=→+=
uvxy . 

Аналогично, получим образ 1: +−= xyBC ; это будет парабола 

2
1

2
1 2 +−= uv . Прямая 0: =yCA  перейдет в положительную полуось OU . 

Но так как и OC  и OA  имеют один 

образ, то разрежем по этому отрезку 

положительную полуось OU . По-

строим образы 1A , 1B , 1C . Сохра-

нение направления обхода области 

позволяет найти образ самой облас-

ти (см. рис. 5). 
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§11. Функция Жуковского 

Определение 1. Функция  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
zw 1

2
1  (1) 

называется функцией Жуковского. 

Эта функция была введена в рассмотрение русским ученым Н.Е. Жу-

ковским в теории крыла самолета и имела важные приложения, поэтому но-

сит его имя. 

Функция ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
zw 1

2
1   определена во всех точках комплексной плос-

кости, кроме точки 0=z , в которой она обращается в ∞ . 

Производная функции Жуковского равна 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′ 2

11
2
1

z
w  

существует при всех 0≠z  и равна нулю в точках 1−=z  и 1=z . 

Выделим области, в которых функция (1) обратима, то есть области од-

нолистности этой функции. 

Так как 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=−

21
12

1
1

2
212

11
2
11

2
11

2
1

zz
zz

z
z

z
zww , 

то равенство 21 ww =  может иметь место, если 21 zz =  или 121 =⋅ zz . По-

скольку равенство 121 =⋅ zz  не может выполняться в области, где 1<z , то 

эту область можно взять за область однолистности функции Жуковского. По 

тем же соображениям областями однолистности этой функции являются: 

– множество точек, для которых 1>z ; 

– верхняя полуплоскость; 

– нижняя полуплоскость. 

Представим ϕirez = , zr = , zarg=ϕ , и найдем образ z  при преобразо-

вании (1): 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += − ϕϕ

ϕ
ϕ ii

i
i e

r
re

re
rew 1

2
11

2
1

. 

Применим формулы Эйлера и отделим вещественную и мнимую части: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ϕ

ϕ

sin1
2
1

cos1
2
1

r
rv

r
ru

. (2) 

Найдем образ полярной сетки координат на плоскости XOY , то есть 

сетки, состоящей из линий Rz = , α=zarg . 

Образ окружности Rz =  при отображении (1) имеет параметрические 

уравнения: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ϕ

ϕ

sin1
2
1

cos1
2
1

R
Rv

R
Ru

, [ ]πϕ 2;0∈ . (3) 

Исключая из этих уравнений ϕ , и полагая для краткости записи 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

R
Ra 1

2
1

, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

R
Rb 1

2
1

, получаем: 

12

2

2

2
=+

b
v

a
u

. 

Если 1≠R , то образом окружности Rz =  является эллипс. Найдем 

фокусы этого эллипса: 

111
4
1 22

22 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

R
R

R
Rba , 

то есть фокусы лежат в точках 1 и –1. Этот же эллипс будет и образом ок-

ружности 
R

z 1
= . 

При 1=R  эллипс вырождается в дважды пробегаемый отрезок дейст-

вительной оси с концами –1 и 1. 
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Найдем образ луча α=zarg . При αirez =  получаем из уравнений (2): 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

α

α

sin1
2
1

cos1
2
1

r
rv

r
ru

, +∞<< r0 . (4) 

Если ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈
2
;0 πα  или ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈ 0;
2
πα , то 0cos >α  и поэтому 0>u ; а если 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ ππα ;
2

 или ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

2
ππα , то 0cos <α  и потому 0<u . 

Исключим из уравнений (4) параметр r , заметив, что  

11
4
11

4
1 22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

r
r

r
r , 

получим: 

1
sincos 2

2

2

2
=−

αα
vu

. 

Это уравнение задает гиперболу с полуосями αcos  и αsin . При 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈
2
;0 πα  лучи α=zarg  и α−=zarg  отображаются на правую ветвь этой 

гиперболы ( )0>u ; а лучи απ −=zarg  и απ +=zarg  - на ее левую ветвь. 

В результате доказали, что образом полярной сетки координат при ото-

бражении (1) является сетка на плоскости UOV , состоящая из эллипсов и 

гипербол с фокусами в точках –1 и 1 действительной оси (рис. 6). 
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Из всего сказанного вытекает, что круг 1<z  взаимно однозначно ото-

бражается на плоскость UOV , разрезанную вдоль отрезка [ ]1;1−  действи-

тельной оси. На ту же плоскость отображается и внешняя область 1>z  это-

го круга. Получаем два листа, разрезанные вдоль отрезка [ ]1;1− . Склеивая 

верхний берег первой плоскости с нижним берегом второй, а нижний берег 

первой полуплоскости с верхним берегом второй, получаем риманову по-

верхность для функции Жуковского. 

Рассмотрим окружность, проходящую через точки 1 и –1 и еще одну 

окружность, касающиеся внутренним образом в точке 1. При отображении с 

помощью функции на область, заключенную между этими окружностями по-

лучим: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Полученная область близка к профилю крыла самолета (рис. 7). В ча-

стности, если исходная окружность имеет центр в начале координат, то по-

лучаем симметричную фигуру, так называемый «руль Жуковского» (рис 8). 
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§12. Функция ze  

В предыдущей главе функция ze  была определена как сумма степенно-

го ряда 

KK ++++++=
!!3!2

1
32

n
zzzze

n
z . 

Функция определена для любого комплексного числа. Отметим неко-

торые свойства этой функции: 

1. 2121 zzzz eee +=⋅ . 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++=⋅ KKKK

!!3!2
1

!!3!2
1 2

3
2

2
2

2
1

3
1

2
1

1
21

n
zzzz

n
zzzzee

nn
zz  

( ) ( ) ( ) ( )
21

!!3!2
1 21

3
21

2
21

21
zz

n
e

n
zzzzzzzz +=+

+
++

+
+

+
+++= KK . 

2. 21
2

1 zz
z

z
e

e
e −= . 

Вытекает из свойства 1. 

3. Воспользовавшись формулами Эйлера и свойством (1) получим: 

( ) yieyeyiyeee xxxiyxz sincossincos +=+== + . 

4. Функция является аналитической на всей комплексной плоскости (как 

сумма степенного ряда), при этом: 

( )
( )

z

n n n

nnn

n

n
z e

n
z

n
z

n
nz

n
ze =∑ ∑ ∑=

−
==

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑=

′ ∞

=

∞

=

∞

=

−−∞

= 0 1 0

11

0 !!1!!
. 

( ) zz ee =
′

. 

5. Функция ze  является периодической. Для любого z  справедливо равенст-

во: 
ikzz ee π2+= , k  - целое, число iπ2  - основной период. 

Действительно, в силу свойства (1) и формул Эйлера имеем: 

( ) zzizikz eieeee =+=⋅=+ ππππ 2sin2cos22 . 
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Из периодичности следует, что отображение zew =  не является взаим-

но однозначным – все точки плоскости XOY , отличающиеся друг от друга 

слагаемым, кратным iπ2 , переходят в одну и ту же точку плоскости UOV . 

Возьмем на плоскости XOY  горизонтальные полосы вида: 

( ) ( )ππ 12Im12: +≤<− nznAn , n  - целое. 

Так как в каждой из них нет точек, разность мнимых частей которых 

кратна iπ2 , то при отображении zew =  никакие две точки полосы nA  не пе-

реходят в одну и ту же точку плоскости UOV , то есть полоса является обла-

стью однолистности для функции ze . 

Покажем, что для любого числа 00 ≠w , найдется число nAz ∈0 , что 

00 wez = . 

Пусть ϕieRw =0 , 0≠R , ( ]ππϕ ;−∈ . Положим ( )inRz πϕ 2ln0 ++= . 

Очевидно, что nAz ∈0 , причем 0
2ln0 weReeee iiniRz ==⋅⋅= ϕπϕ . 

Итак, zew =  является при любом n взаимно однозначным отображени-

ем полосы nA  на комплексную плоскость, проколотую в точке 0. 

Найдем образ прямой ( )π12Im += nz , имеющей параметрическое за-

дание: ( ) intz π12 ++= , Rt∈ ; 

( ) tiintint eeeeew −=⋅⋅== ++ πππ 212 , Rt∈ . 

Так как при изменении t  от ∞−  до ∞+  значение te  меняется от 0 до 

∞+ , то образом прямой ( )π12Im += nz  является отрицательная действи-

тельная полуось OU . Значит, для получения взаимно однозначного отобра-

жения полосы nA  с присоединенной к ней нижней границей нужно разрезать 

плоскость UOV  вдоль этой полуоси. Тогда одна из границ полосы перейдет 

в нижний берег разреза, а вторая – в верхний. 

Из сказанного вытекает, что риманова поверхность для функции ze  со-

стоит из бесконечного множества листов плоскости UOV , разрезанных 

вдоль отрицательной действительной полуоси (каждая плоскость соответст-
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вует своей полосе nA ). Верхний берег разреза каждого листа склеивается с 

нижним берегом разреза следующего за ним листа. При этом получается 

винтообразная поверхность, состоящая из бесконечного в обе стороны мно-

жества листов, склеенных указанным образом. Функция ze  задает взаимно 

однозначное отображение комплексной плоскости на эту риманову поверх-

ность. 

Выясним, во что переходит декартова сетка координат (прямые by = , 

ax = ) при отображении zew = . 

Прямая by =  имеет параметрическое задание bitz += , ( )+∞∞−∈ ;t . 

Она переходит в линию на плоскости UOV , заданную уравнением 

( )bibeew tbit sincos +== + , ( )+∞∞−∈ ;t . 

Это значит, что wb Arg∈ . Так как +∞<< te0 , то получаем множество 

точек, имеющих один и тот же аргумент b, причем модуль меняется от 0  до 

∞+ , то есть луч, выходящий из начала координат и наклоненный к действи-

тельной оси под углом b. 

Прямая ax =  имеет параметрическое задание tiaz += , ( )+∞∞−∈ ;t . 

Ее образ: 

( )titeew atia sincos +== + , ( )+∞∞−∈ ;t . 

Так как aew = , то получаем, что образом прямой ax =  служит окруж-

ность радиуса ae  с центром в начале координат. 

Итак, при отображении zew =  декартова сетка координат на комплекс-

ной плоскости XOY  переходит в полярную сетку координат на плоскости 

UOV . 

Пример 1. Найти образ отрезка xy = , ππ ≤≤− x  при отображении 

zew = . 

Решение . Любая  точка отрезка имеет комплексную координату 

ixxz += , ππ ≤≤− x . 
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Поэтому ее образом служит линия, заданная параметрическими урав-

нениями (по формулам (1)): 

xeu x cos= , xev x sin= . 

 

 

 

 

 

 

 

Это дуга логарифмической спирали (см. рис. 9). 

Пример 2. Вычислить значение zew = , при iz
4

3 π
−= . 

Решение . По формулам Эйлера и свойству 1) функции ze  получаем: 

( )ieieeee
ii

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⋅=

−−
1

2
2

4
sin

4
cos

3
3434

3 ππππ

. 

 

§13. Тригонометрические и гиперболические функции 

Функции комплексного переменного zsin  и zcos  могут быть вычис-

лены с помощью следующих формул: 

( )iziz eez −+=
2
1cos ;     ( )iziz ee

i
z −−=
2
1sin . (1) 

А гиперболические функции и остальные тригонометрические функ-

ции определяют формулы: 

z
zz

cos
sintg = ;  

z
zz

sin
cosctg = ; 

z
z

cos
1sec = ; 

z
z
sin
1cosec = ; 

( )zz eez −+=
2
1ch ;  ( )zz eez −−=

2
1sh . 

Известные соотношения между тригонометрическими функциями дей-

ствительного аргумента сохраняются и в комплексной области. В частности, 

 

x 

Рис. 9

y 

0 u 

v 

1 π-π -eπ -e-π
0' 
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( ) 212121 sincoscossinsin zzzzzz ±=± ; 

( ) 212121 sinsincoscoscos zzzzzz m=± . 

Отметим некоторые свойства функций: 

1. Отображения, осуществляемые с помощью функций zsin  и zcos , явля-

ются конформными на всей плоскости. 

2. Положив yixz +=  можно вывести следующие формулы: 

yxiyxz shsinchcoscos ⋅−⋅= ; 

yxiyxz shcoschsinsin ⋅+⋅= ; (2) 

yxiyxz sinshcoschch ⋅+⋅= ; 

yxiyxz sinchcosshsh ⋅+⋅= , 

с помощью которых легко вычисляются значения функций в различных точ-

ках комплексной плоскости. 

Пример 1. Вычислить ( )i34sin − ; ( )i34cos − . 

Решение . Воспользуемся формулами (1), (2) и получим: 

( ) ( ) ( ) =−⋅+−⋅=− 3sh4cos3ch4sin34sin ii  

( ) ( )3333

2
14cos

2
14sin eeiee −⋅++⋅= −− ; 

( ) ( ) ( ) =−⋅−−⋅=− 3sh4sin3ch4cos34cos ii  

( ) ( )3333

2
14sin

2
14cos eeiee −⋅−+⋅= −− . 

3. Формулы дифференцирования zsin  и zcos  выводятся путем почленного 

дифференцирования степенных рядов. 

( )
( )∑

+
−=

∞

=

+
+

0

12
1

!12
1sin

n

n
n

n
zz , отсюда 

( ) ( )
( )

( )
( )

=∑
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑

+
−=′

∞

=

+
+∞

=

+
+

0

12
1

0

12
1

!12
1

!12
1sin

n

n
n

n

n
n

n
z

n
zz  

( )
( )

z
n

z
n

n
n cos

!2
1

0

2
1 =∑ −=

∞

=

+ . 

Аналогично ( ) zz sincos −=′ . 
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4. Разложения функций zsh  и zch  в степенные ряды получаются из формул 

разложения показательной функции ze . Они имеют вид: 

( )∑=
∞

=0

2

!2
ch

n

n

n
zz , 

( )∑
+

=
∞

=

+

0

12

!12
sh

n

n

n
zz . 

Эти ряды сходятся на всей комплексной плоскости, а потому функции 

zsh  и zch  всюду аналитичны. 

Можно установить связь между гиперболическими и тригонометриче-

скими функциями в комплексной области: 

( ) zieei
i
eeiz zz

zizi
sh

22
sin

22

=−−=
−

= −
−

; 

( ) zeeeeiz zz
zizi

ch
2
1

2
cos

22

=+=
+

= −
−

. 

Отсюда имеем: 

ziiz shsin = ,  ziiz sinsh = , 

ziz chcos = ,                    ziz cosch = . (3) 

Пример 2. Найти isin , icos . 

Решение . По формулам (3) имеем: 

1shsin ii = ,      1chcos =i . 

 

§14. Логарифмы комплексных чисел 

Определение 1. Число w  называется (натуральным) логарифмом ком-

плексного числа z , если zew = . 

Поскольку показательная функция не принимает нулевого значения ни 

при каком комплексном значении показателя степени, нуль не имеет лога-

рифмов и в комплексной плоскости. 

Если же 0≠z , то в каждой полосе вида 

( ) ( )ππ 12Im12 +≤<− nzn  

найдется одно и только одно число w , такое, что zew =  (см. §9). При этом в 

§9 было показано, что число w  задается формулой 
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( )nzizw π2argln ++= . 

В результате получаем, что любое отличное от нуля комплексное число 

z  имеет бесконечное множество логарифмов. 

Это множество обозначают zLn , то есть 

( )nzizz π2arglnLn ++= , n  - целое. (1) 

Здесь zln  - единственный действительный логарифм положительного 

числа z . В частности, в комплексной области имеют логарифмы и отрица-

тельные числа. 

Пример 1. Найти ( )1Ln − . 

Решение . Так как 11 =− , ( ) π=− 1arg , то по формуле (1) имеем: 

( ) ( ) ( )1221ln1Ln +=++=− nini πππ , n  - целое. 

Таким образом, получили, что все логарифмы числа ( )1−  - мнимые 

числа. 

Равенство zw Ln=  определяет при каждом отличном от нуля значении 

z  бесконечное множество значений w , а потому не задает однозначную 

функцию комплексного переменного. Чтобы получить однозначную функ-

цию, надо выбрать определенное значение аргумента zArg  при фиксиро-

ванном n , например, zarg  при 0=n . Тогда получим функцию от z , обозна-

чаемую zln . Она определяется равенством: 

zizz arglnln += , (2) 

это так называемое главное значение логарифма. 

Поскольку функция zln  является обратной для показательной функ-

ции, то по правилу дифференцирования обратной функции получаем: 

( )
z

z 1ln =′ . 

Эта формула верна всюду, где функция zln  непрерывна, то есть всюду, 

кроме отрицательной полуоси. 

Пример 2. Вычислить значения ( )1ln − , ( )i22ln − . 
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Решение . Из примера 1 получим, полагая 0=n , ( ) πi=− 1ln . 

( ) ii
4

22ln22ln π
−=− . 

Если b  - действительное число, 0>a  и 1≠a . То имеет место равенство 
abb ea ln= . 

В комплексном анализе пользуются аналогичной формулой, но она уже 

будет выполнять роль определения. 

Определение 2. abb ea Ln= , где a  и b  - комплексные числа. (3) 

Пример 3. Найти значение i1 . 

Решение . По формуле (3) имеем: 
( )( ) ππ kkiiii eee 221arg1ln1Ln1 −++ === , k  - целое. 

Очевидно, что выражение i1  имеет бесконечно много различных зна-

чений. Главное значение равно 1. 

Так как ( ) ϕϕ irrei += lnln , πϕπ ≤<− , то при отображении, задавае-

мом логарифмической функцией zw ln= , комплексная плоскость, разрезан-

ная вдоль отрицательной действительной полуоси, отображается в полосу 

ππ ≤<− wIm . 

Пример 4. Найти образ фигуры er ≤≤1 , 
24
πϕπ

≤≤−  при отображении 

zw ln= . 

Решение . Так как ( ) ϕϕ irrei += lnln , то данная область отображается 

на прямоугольник, определяемый неравенствами eu ln1ln ≤≤ , 
24
ππ

≤≤− v  

(см. рис. 10). 
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ГЛАВА III. Интегрирование функций комплексного 

переменного 
§ 1. Интеграл комплекснозначной функции 

вещественного аргумента по отрезку 

Пусть на отрезке [ ]ba;  задана функция вещественного аргумента, при-

нимающая комплексные значения:  

( ) ( ) ( )tivtutfw +== , 

причем функции ( )tu  и ( )tv  непрерывны на этом отрезке.  Определим инте-

грал функции ( )tf  на этом отрезке [ ]ba;  формулой: 

( ) ( ) ( )dttvidttudttf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ += . 

Пример 1. Вычислить интеграл 

dteit∫
2

0

π

. 

Решение . По формуле Эйлера имеем titeit sincos += , тогда 

ititdttidttdteit +=−=+= ∫ ∫∫ 1cossinsincos 2
0

2
0

2

0

2

0

2

0

ππ
π ππ

. 

Очевидно, что при таком определении сохраняются свойства опреде-

ленных интегралов: 

1) ( ) ( )[ ] ( ) ( )dttgdttfdttgtf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ ±=± ; 

2) ( ) ( )dttfdttf
b

a

b

a
∫∫ = λλ , const−λ ; 
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3) ( ) ( ) ( )dttfdttfdttf
b

c

c

a

b

a
∫∫∫ += , где c  - любое число, а интегралы, 

стоящие в правой части равенства существуют; 

4) ( ) 0=∫ dttf
a

a

; 

5) ( ) ( )dttfdttf
a

b

b

a
∫∫ −= ; 

6) ( ) ( ) dttfdttf
b

a

b

a
∫∫ ≤ . 

Остается верной и формула подстановки: 

( ) ( )[ ] ( )dqqqfdttf
b

a
∫∫ ′=
β

α

ϕϕ , 

если ( )qt ϕ= , значения q  между α  и β , ( )qϕ  монотонная, дифференцируе-

мая функция и ( )αϕ=a , ( )βϕ=b . 

 

§2. Интегрирование функции комплексного переменного по кривой 

Определение 1. Кривая на плоскости называется гладкой, если она 

имеет непрерывно изменяющуюся касательную; и называется кусочно-

гладкой, если она состоит из конечного числа гладких дуг. 

Пусть ( )zfw =  - непрерывная функция комплексного аргумента z , оп-

ределенная в некоторой области D  комплексной плоскости. Возьмем произ-

вольную гладкую кривую L , лежащую в этой области, с началом в точке 

( )0zA  и концом в точке ( )nzB . Разобьем дугу AB  

(рис.1) на n  частичных дуг с помощью произволь-

но выбранных точек BzzzzA n == ,,,, 210 K , но 

расположенных последовательно в указанном по- A 

Рис. 1 

B 

z0 
z1 z2 

zn 

D 

L
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ложительном направлении вдоль кривой L . Обозначим kkk zzz −=∆ +1 , 

1,,2,0 −= nk K . 

Составим сумму произведений вида 

( )∑
−

=

∆
1

0

n

k
kk zzf . (1) 

Назовем величину { }kz∆=maxλ  рангом разбиения кривой L . Введем обо-

значения: 

kkk iyxz += , ( ) ( ) ( ) ivuyxivyxuzf kkkkkkk +=+= ,, , kkk yixz ∆+∆=∆ . 

Подставим в сумму (1) и получим: 

( ) ( )( ) ( ) +∆−∆=∆+∆+=∆ ∑ ∑∑
−

=

−

=

−

=

1

0

1

0

1

0

n

k

n

k
kkkkkkkkk

n

k
k yvxuyixivuzzf  

( )∑
−

=

∆+∆+
1

0

n

k
kkkk yuxvi . (2) 

Устремим 0→λ . Тогда обе суммы правой части последнего равенства (2) 

стремятся соответственно к пределам: 

∫ −
L

vdyudx  и ∫ +
L

udyvdx , 

следовательно, левая часть равенства (2) стремится к определенному конеч-

ному пределу, когда длины всех частичных дуг по произвольному закону 

стремятся к нулю. Этот предел и назовем интегралом от функции ( )zf  по 

кривой L  и обозначим ( )∫
L

dzzf . 

Итак, имеем 

( ) ∫∫∫ ++−=
LLL

udyvdxivdyudxdzzf , (3) 

эта формула дает выражение интеграла по комплексному переменному через 

два действительных криволинейных интеграла II рода. 
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Что касается фактического вычисления интеграла по комплексному пе-

ременному, то, предполагая уравнение кривой L , заданным в виде ( )tzz = , 

[ ]βα ,∈t , имеем: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )( ) =′+′+′−′= ∫∫∫
β

α

β

α

dttytzutxtzvidttytzvtxtzudzzf
L

 

( )[ ] ( )dttztzf ′= ∫
β

α

, 

или 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=
β

α

β

α

dttIidttRdzzf
L

, (4) 

где ( )tR  и ( )tI  - действительная и мнимая части выражения ( )( ) ( )tztzf ′ . На 

основании формулы (4) вопрос вычисления интеграла по комплексному пе-

ременному приводится к вычислению обыкновенных определенных интегра-

лов. 

Отметим простейшие свойства интеграла, вытекающие непосредственно из 

его определения: 

1. Зависимость от направления обхода кривой: ( ) ( )∫∫ −=
BAAB

dzzfdzzf ; 

2. Однородность: ( ) ( ) constdzzfdzzf
LL

−= ∫∫ λλλ , ; 

3. Аддитивность по дуге: 

Пусть L  - кусочно-гладкая кривая, то есть kLLLL ∪∪∪= K21 . То-

гда верно 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ +++=
kLLLL

dzzfdzzfdzzfdzzf K

21

. 

4. Аддитивность по функции: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ +++=+++
L

k
LLL

k dzzfdzzfdzzfdzzfzfzf KK 2121 . 
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5. Оценка модуля интеграла: 

( ) l⋅≤∫ Mdzzf
L

, (5) 

где ( ) LzMzfM ∈∀≤ ,: ; l  - длина кривой L . 

Из неравенства (5) можно получить более точное неравенство: 

( ) ( )∫∫ ≤
LL

dzzfdzzf . 

Пример 1. Вычислить ∫
L

dzz 2 , где L  - нижняя половина окружности 

{ }2: =zz  (направление обхода указано на рис.2). 

Решение . Дугу L  можно задать уравнени-

ем itez 2= , [ ]ππ 2,∈t . Тогда itiez 2=′  и потому 

имеем:  

( ) ==⋅= ∫∫∫
π

π

π

π

2
3

2
22 822 dteidtieedzz tiitit

L

 

( ) ( ) ( ) +−=−+=+= ∫ πππ
π

π
π

π

π

3sin6sin
3
83cos

3
83sin

3
83sin3cos 222

2

ititidttit

 

( ) ( )( )
3
1611

3
803cos6cos

3
8

=−−+=−+ ππ . 

Пример 2. Вычислить ∫ −
L

az
dz

, где L  - окружность с центром в точке 

a , радиуса R , пробегаемая против часовой стрелки. 

Решение . Окружность L  можно задать уравнением: iteRaz += , где 

[ ]π2,0∈t . Тогда iteiRz =′ , и потому: 

idtidt
eR
eiR

az
dz

it

it

L

π
ππ

2
2

0

2

0

===
− ∫∫∫ . 

Рис. 2 
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Аналогично можно показать, что ( ) dzaz
L

n∫ − , 1−≠n , всегда равен 0. 

Итак, получили: 

( )
⎩
⎨
⎧

−≠
−=

=−∫ 1,0
1,2

n
ni

dzaz
L

n π
. (6). 

 

§3. Теорема Коши для односвязной области и ее обобщение на 

многосвязную область 

Пусть ( )zf  - аналитическая в односвязной области D  функция. 

Теорема (Коши). Интеграл от аналитической функции ( )zf  в одно-

связной области по любому замкнутому контуру, лежащему внутри этой об-

ласти, равен 0, то есть 

( ) 0=∫
+L

dzzf . (1) 

Дока з а т е л ь с т во . Обозначим через G  

область, границей которой 

является замкнутый контур L , целиком лежащий 

в односвязной области D . По формуле (3) §2 

данной главы имеем: 

( ) ∫ ∫∫
+ ++

++−=
L LL

udyvdxivdyudxdzzf . 

К каждому из криволинейных интегралов, стоящих в правой части это-

го равенства, применим формулу Грина, тогда получим: 

( ) dxdy
y
v

x
uidxdy

y
u

x
vdzzf

GGL
∫∫∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
+

. 

Так как ( )zf  является аналитической в области D , то для ее мнимой и 

вещественной частей выполнены условия Коши-Римана, тот есть 

y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂ ; 

x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂ , 

D LG 

Рис. 3 
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значит, двойные интегралы равны 0, а, соответственно, ( ) 0=∫
+L

dzzf . Тео-

рема доказана. 

Замечание. Роль контура L  может исполнять и граница самой области 

D , если ( )zf  непрерывна на L , 

Пример 1. Вычислить интеграл ∫ −
L

z
dz
12  по окружности  

12: =− izL . 

Решение . Функция ( )
1

1
2 −

=
z

zf  является аналитической во всех 

точках комплексной плоскости, кроме точек 

11 =z , 12 −=z . Так как эти точки лежат вне ок-

ружности L , то подынтегральная функция ( )zf  

является аналитической  в области, ограничен-

ной контуром L , а в силу теоремы Коши, инте-

грал от нее по контуру L  равен 0. 

Пример 2. Вычислить ∫
L

dzz , где L  - окружность с центром в 0, радиу-

са 2. 

Решение . Контур L  имеет уравнение itez 2= , [ ]π2;0∈t . Поэтому 

itez −= 2 , itiez 2=′  и получим: 

idtidtieedzz itit

L

π
ππ

8422
2

0

2

0

==⋅= ∫∫∫ − . 

Интеграл отличен от 0. Это не противоречит теореме Коши, так как 

( ) zzf =  не является аналитической функцией. 

Следствие. Пусть функция ( )zf  является аналитической в односвяз-

ной области D  и 1L  и 2L  - кривые, лежащие в этой области и имеющие об-

щие концы (рис. 5). Тогда интегралы по этим кривым равны: 

Рис. 4 

y 

0 -1 x 

2i

1 

L 
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( ) ( )∫∫
++

=

21 LL

dzzfdzzf . 

Дока з а т е л ь с т во  непосредственно 

вытекает из теоремы Коши. 

 

 

Теорема. Пусть D  - многосвязная область, граница L  которой состоит 

из внешнего контура 0L  и внутренних контуров 1l , 2l , …, nl  (см. рис. 6). 

Справедлива формула: 

( ) ( ) ( )∫∫∫
+++

++=

nnL

dzzfdzzfdzzf
ll

K

0

. (2) 

В этом заключается обобщение теоре-

мы Коши на случай многосвязной области. 

Дока з а т е л ь с т во .  Соединим все 

контуры 0L , 1l , …, nl  гладкими непересе-

кающимися кривыми 1m , 2m , …, 1+nm . Тогда 

область D  разобьется на две области 1D  и 

2D , являющиеся односвязными и для них 

справедлива теорема Коши для функции ( )zf : 

( ) ( ) 0

2.1.

=+ ∫∫
++ DгрDгр

dzzfdzzf . 

Выберем направление обхода внешней 

границы 0L , а затем с сохранением направле-

ния укажем обход границы областей 1D  и 2D . 

Заметим, что гладкие пути 1m , 2m , …, 1+nm  

будут обходится дважды в противоположных 

направлениях и интегралы по ним 

Рис. 5 

y

0 xL2

L1 
z

z0 

D 

L0 
ℓ1

Рис. 6 

D1 D2 

ℓn

L0 
ℓ1

Рис. 7 

ℓn 

m1 

mn 



 90

будут отличаться знаком (см. рис.7). Воспользуемся свойством аддитивности 

интегралов по дуге и получим из равенства (3): 

( ) ( ) ( ) ( ) 0

210

=++++ ∫∫∫∫
++++
nL

dzzfdzzfdzzfdzzf
lll

K  

или 

( ) ( )∑ ∫∫
= ++

=
n

k
kL

dzzfdzzf
1

0 l

. 

Следствие. Пусть функция ( )zf  аналитическая в области D  и L , l  - 

лежащие в этой области контуры, ограничивающие кольцеобразную область 

D  (см. рис. 8). Тогда интегралы по контурам L  и l  равны: 

( ) ( )∫∫
++

=
l

dzzfdzzf
L

 (4) 

 

 

 

Пример 3. В примере 2 §2 данной главы доказано, что для контура L , 

заданного уравнением Raz =− , выполняется равенство 

∫ =
−

L

i
az

dz π2 . 

Из следствия вытекает, что это равенство верно для любого контура, 

один раз охватывающего точку a , например, и 

для такого, как на рисунке 9. 

 

 

 

 

 

 

ℓ 
L 

Рис. 8

Рис. 9

a
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§4. Первообразная функция 

Пусть функция ( )zf  задана в области D . 

Определение 1. Функцию ( )zF , заданную в области D , назовем пер-

вообразной для функции ( )zf , если для всех Dz ∈  выполняется равенство 

( ) ( )zfzF =′ . 

Из теоремы Коши вытекает следующая важная теорема. 

Теорема. Пусть функция ( )zf  непрерывно дифференцируема в одно-

связной области D . Тогда в этой области существует первообразная ( )zF  

для функции ( )zf . 

Дока з а т е л ь с т во . Функция ( )zf  непрерывно дифференцируема, а 

значит аналитическая в  области D . Тогда интеграл от ( )zf  не зависит от пу-

ти интегрирования, а зависит от начальной и конечной точек пути. Зафикси-

руем точку 0z , выбранную произвольным образом в области D  и рассмот-

рим функцию 

( ) ( ) ( ) ζζ dfdzzfzF
L

z

z
∫ ∫==

0

, (1) 

где ζ  - промежуточный аргумент, L  - любая кривая, соединяющая точку 0z  

с точкой z , и лежащая в области D . В силу следствия из теоремы Коши 

функция ( )zF  однозначно определена. 

Покажем, что функция ( )zF , определенная формулой (1) и есть перво-

образная для функции ( )zf . 

Возьмем приращение z∆  достаточно малым, чтобы Dzz ∈∆+ . Так как 

интеграл не зависит от пути, то соединим точки z  и zz ∆+  отрезком прямой. 

Найдем приращение функции ( )zF , соответствующее z∆ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ζζζζζζ dfdfdfzFzzFF
zz

z

z

z

zz

z
∫∫∫
∆+∆+

=−=−∆+=∆

00

. 

Оценим величину: 
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( ) ( ) ( )zfdf
z

zf
z
F

zz

z

−
∆

=−
∆
∆ ∫

∆+

ζζ1 , 

для чего запишем ( )zf  в виде: 

( ) ( ) ζdzf
z

zf
zz

z
∫
∆+

⋅
∆

=
1 , так как zd

zz

z

∆=∫
∆+

ζ , 

тогда получим по свойству (5) оценки модуля интеграла (см. §2 данной гла-

вы): 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) zzff
z

dzff
z

zf
z
F

L

zz

z

∆⋅−⋅
∆

≤−
∆

=−
∆
∆

∈

∆+

∫ ζζζ
ζ
max11 . 

По условию теоремы функция ( )zf  непрерывна, это означает, что при 

0→∆z  ( ) ( )zff →ζ , то есть величина ( ) ( ) 0max →−
∈

zff
L

ζ
ζ

. А это и означа-

ет, что ( ) ( )zfzF =′ . 

Отсюда следует и еще один факт, что существует неопределенный ин-

теграл от комплексной функции, как совокупность всех первообразных и 

обозначаемый ( ) ( ) CzFdzzf +=∫ , где С  - любая константа. 

Пример 1. Какие из функций имеют первообразные: 

а) iz 24 + ; б) z7cos ; в) z . 

Решение . а) Функция iz 24 +  непрерывно дифференцируема и пото-

му имеет первообразную izz 2
5

5
+ ; 

б) Аналогично для функции z7cos  – первообразной будет функция – 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

7
7sin z

. 

в) Функция z  не удовлетворяет условиям Коши-Римана (покажите) и 

потому не является дифференцируемой. Она не имеет первообразной. 
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Для аналитической функции комплексного переменного справедлив 

аналог формулы Ньютона-Лейбница, которая позволяет вычислить ком-

плексный интеграл от непрерывно дифференцируемой функции в односвяз-

ной области, если известна ее первообразная: 

( ) ( ) ( )0
0

zFzFdttf
z

z

−=∫ . 

Пример 2. Вычислить ∫
i

dzz

2

sin
π

. 

Решение . ( ) zzf sin= . Первообразная этой функции ( )zcos− , тогда, 

применяя формулу Ньютона-Лейбница, получим: 

( )
2

0
22

coscoscossin
1

2
2

22 −− +
=+

+
−=+−=−=∫ eeeeizdzz

ii
i

i
π

π
π

. 

 

§5. Формула Коши 

Пусть функция ( )zf  является аналитической в односвязной области D  

с границей L . Это значит, что функция ( )zf  имеет определенную конечную 

производную в каждой точке области D . Формула Коши, которая будет до-

казана, позволяет выразить значения функции ( )zf  во всякой внутренней 

точке области D  через значения этой функции на контуре L . Отсюда выте-

кает, что значения аналитической функции тесно связаны между собой, так 

как ее значения вдоль замкнутого контура L  вполне определяют ее значения 

внутри L . Эта формула имеет вид: 

( ) ( )
∫
+ −

=
L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π

 (1) 

Дока з а т е л ь с т во . Введем в рассмотрение функцию 

( ) ( ) ( )
0

0
zz

zfzfz
−
−

=ϕ . (2) 
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Эта функция является аналитической во 

всех точках области D , кроме точки 0zz = . 

Опишем около точки 0z , как центра, окруж-

ность γ  произвольно малого радиуса ρ , це-

ликом лежащую в области D  (рис. 10). 

Функция ( )zϕ  будет аналитической во всех 

точках, лежащих между контурами L  и γ , включая и сами контуры. Следо-

вательно, на основании теоремы Коши (см. §3) имеем: 

( ) ( )∫∫
++

=
γ

ϕϕ dzzdzz
L

. (3) 

Это равенство показывает, что значение ( )∫
+γ

ϕ dzz  не зависит от радиу-

са ρ  вспомогательной окружности γ , будучи постоянным числом, равным 

значению ( )∫
+L

dzzϕ . Чтобы определить это постоянное значение, заметим, 

что функция ( )zϕ  стремится к определенному конечному пределу, когда точ-

ка z  стремится к точке 0z . 

Действительно, из равенства (2) следует: 

( ) ( ) ( ) ( )0
0

0
00

limlim zf
zz

zfzfz
zz

′=
−
−

=
→→ ζ

ϕ . 

Следовательно, если принять ( )0zf ′  за значение функции ( )zϕ  в точке 

0zz = , то ( )zϕ  становится непрерывной функцией всюду в замкнутой облас-

ти D . Значит, ( )zϕ  ограничена, то есть ( ) Mz <ϕ , где M  - некоторая посто-

янная величина, какова бы ни была точка z  области D . Оценим последний 

интеграл из равенства (3): 

( ) ρπϕ
γ

2⋅<∫
+

Mdzz , 

L 

Рис. 10 

  γ 

  z0 
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отсюда следует, что ( ) 0=∫
+γ

ϕ dzz , так как ρ  можно принять сколь угодно 

малым, а значение интеграла есть постоянное число. 

Иначе из равенства (3) получим: 

( ) 0=∫
+L

dzzϕ . 

Заменяя ( )zϕ  по формуле (2) имеем: 

( ) ( ) 0
0

0 =
−
−

∫
+L

dz
zz

zfzf
 

или 

( ) ( ) 0
0

0
0

=
−

−
− ∫∫

++ LL
zz

dzzfdz
zz
zf

. (4) 

Так как в силу примера 2 §2 данной главы i
zz

dz

L

π2
0

=
−∫

+

, то формула 

(4) примет вид: 

( ) ( ) izfdz
zz
zf

L

π20
0

⋅=
−∫

+

, 

или 

( ) ( )
∫
+

−
⋅=

L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π

, 

что и требовалось доказать. 

Пример 1. Вычислить интеграл ∫
+L

dz
z

zcos
, где L  - окружность: 

а) 1=z ; б) 12 =−z . 

Решение . Запишем формулу Коши (1) так, чтобы выражен был сам 

интеграл: 
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( ) ( )0
0

2 zfidz
zz
zf

L

⋅=
−∫

+

π  (5) 

а) ( ) zzf cos= , 00 =z . Контур 1=z  охватывает точку 0, поэтому 

iidz
z

z

L

ππ 20cos2cos
=⋅=∫

+

. 

б) Контур 12 =−z  точку 0 не охватывает, следовательно, функция 

z
zcos  является аналитической в области с границей L , тогда в силу теоремы 

Коши интеграл от нее равен 0. 

0cos
=∫

+L

dz
z

z
. 

Заметим, что интеграл dx
x

x∫ cos , где x  - действительная переменная, 

является неберущимся. 

Для действительной функции действительного переменного из сущест-

вования конечной производной не следует непрерывность этой производной. 

В случае же функции комплексного переменного имеет место следующее 

важное утверждение. 

Утверждение. Если однозначная функция ( )zf  комплексного пере-

менного имеет всюду в области D  первую производную, то она имеет в этой 

области и производные всех высших порядков. 

Дока з а т е л ь с т во . Пусть 0z  - произвольная точка области D  и L  - 

кусочно-гладкий замкнутый контур, окружающий точку 0z , лежащий со все-

ми своими внутренними точками в области D . Применяя формулу Коши, 

имеем: 

( ) ( )
∫
+ −

=
L

dz
zz
zf

i
zf

0
0 2

1
π

. 
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С другой стороны, формальное дифференцирование по параметру 0z  в 

интеграле типа Коши (1) показывает, что существует производная любого 

порядка: 

( ) ( ) ( )
( )∫∫

++ −
=′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=′

LL z

dz
zz
zf

i
dz

zz
zf

i
zf 2

000
0 2

11
2
1

ππ
, 

( ) ( )
( )∫

+ −
=′′

L

dz
zz
zf

i
zf 3

0
0 2

!2
π

, ( ) ( )
( )∫

+ −
=′′′

L

dz
zz
zf

i
zf 4

0
0 2

!3
π

 и т.д. 

Здесь мы опускаем обоснование возможности дифференцирования по 

параметру 0z  под знаком интеграла. 

Итак, получили 

( ) ( ) ( )
( )∫

+
+−

=
L

n
n dz

zz
zf

i
nzf 1

0
0 2

!
π

, K,2,1=n  (6) 

или 

( )
( )

( )( )01
0 !

2 zf
n

idz
zz

zf n

L

n ⋅=
−∫

+
+

π
. (7) 

Замечание. В параграфе «Степенные ряды» этот факт был уже уста-

новлен. Формулы (6) и (7) играют важную роль в приложениях. 

Пример 2. Вычислить интеграл ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

L

dz
z

zz
3

2

sin2
π

 по контуру 

21: =−zL . 

Решение . В данном случае 
20
π

=z , и контур 21 =−z  охватывает 

точку 
2
π

, поэтому применим формулу (7) и получим: 

( ) iizzidz

z

zz
z

L

π
ππ

π π
22

2
2sin2

!2
2

3

2

sin2

2

=⋅=″−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

=+
∫ . 
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Итальянский математик Морера доказал, что верно утверждение, об-

ратное теореме Коши. 

Теорема. Если функция ( )zf , непрерывная в односвязной области D , 

удовлетворяет равенству ( ) 0=∫
+L

dzzf  для всякого кусочно-гладкого замк-

нутого контура L , лежащего в этой области, то ( )zf  является аналитической 

в области D . 

Дока з а т е л ь с т во . Действительно, мы видим (§4 данной главы), что 

при условиях этой теоремы интеграл ( ) ζζ df
z

z
∫
0

 не зависит от пути, соеди-

няющего точки 0z  и z  в области D , и определяет функцию ( )zF , аналитиче-

скую в области D , причем ( ) ( )zfzF =′ . Так как функция ( )zF ′  как произ-

водная функции, аналитической в области D , есть функция, аналитическая в 

этой области D , то ( ) ( )zFzf ′=  есть функция, аналитическая в области D . 

Теорема доказана. 
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ГЛАВА IV. Ряды Тейлора и Лорана. Вычеты и их применение 
§1. Ряд Тейлора 

В §5 главы II было показано, что сумма степенного ряда является ана-

литической функцией внутри круга сходимости. Справедливо и обратное ут-

верждение. 

Теорема. Функция ( )zf , аналитическая внутри круга Rzz <− 0 , явля-

ется в этом круге суммой степенного ряда 

( ) ( )n
n

n zzczf 0
0

−=∑
∞

=

. 

Дока з а т е л ь с т во . Пусть D  - круг: Rzz <− 0 . Рассмотрим произ-

вольную точку Dz∈ . Проведем окружность ρC  с центром 0z  и радиусом ρ , 

причем ρ  выберем так, чтобы выполнялось 

условие Rzz <<− ρ0  (см. рис.1). 

Ясно, что DC ⊂ρ . Значение функции в 

точке z  вычисляется по формуле Коши (см. 

гл. 2, §5). 

( ) ( )
∫
+

−
=

ρ

ξ
ξ
ξ

π
C

d
z

f
i

zf
2
1

. (1) 

Преобразуем дробь 
z−ξ

1
 следующим образом  

( )
0

0000 1

1111

z
zzzzzzz

−
−

−
⋅

−
=

−−−
=

−
ξ

ξξξ
. 

Поскольку 1
0

0 <
−
−

z
zz

ξ
 для ρξ C∈  (см. рис.1), выражение 

0

01

1

z
zz

−
−

−
ξ

 

можно рассматривать как сумму ряда геометрической прогрессии со знаме-

нателем по модулю меньшим единицы. Тогда  

ρ 
z 

Рис. 1 

|z-z0| 

z0 
R 

|ξ-z0|

Cρ
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n

n z
zz

zz ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
=

− 0 0

0

0

11
ξξξ

, 

причем написанный ряд равномерно сходится на ρC , так как мажорируется 

сходящимся числовым рядом ∑
∞

=
+

−

0
1
0

n
n

nzz
ρ

. Подставляя представление для 

дроби 
z−ξ

1  в формулу (1), получим: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )∫
+

+ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

−
++−

−
+

−
=

ρ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
π

C

n
n dzz

z
fzz

z
f

z
f

i
zf KK 01

0
02

002
1

. 

Очевидно, что ряд 
( )

( )
( )∑

∞

=
+ −

−0
01

0n

n
n zz

z
f

ξ
ξ

, также сходится равномер-

но по ξ , а, следовательно, его можно почленно проинтегрировать вдоль ρC  

(см       ). Тогда 

( ) ( ) ( )
( )

( ) =+−⋅
−

+
−

= ∫∫
++

K02
00 2

1
2
1 zzd

z
f

i
d

z
f

i
zf

CC ρρ

ξ
ξ

ξ
π

ξ
ξ

ξ
π

 

( )
( )

( )∑ ∫
∞

= +
+ −⋅

−
=

0
01

02
1

n

n

C

n zzd
z

f
i

ρ

ξ
ξ

ξ
π

. 

Мы получим: 

( ) ( )n
n

n zzczf 0
0

−=∑
∞

=

, (2) 

где 
( )

( )
K,2,1,0,

2
1

1
0

=
−

= ∫
+

+ nd
z

f
i

c
C

nn

ρ

ξ
ξ

ξ
π

 (3) 

Значит, ( )zf  представима в виде степенного ряда. 

Замечание 1. В силу теоремы Коши, в формуле (3) окружность ρC  

можно заменить любым замкнутым контуром C , лежащим в D  и содержа-

щим точку 0z  внутри. 
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Замечание 2. Можно доказать, что степенной ряд, представляющий 

аналитическую в некотором круге функцию, определен однозначно. 

Получим еще одно выражение для коэффициентов nc . Положим 0zz =  

в формуле (2), получим ( ) 00 czf = . 

Продифференцируем ряд (2) почленно: 

( ) ( )
1

1
0

−∞

=
∑ −⋅=′

n

n
n zznczf  

и в полученном равенстве положим 0zz = , тогда ( ) 10 czf =′ . 

Аналогично, положив 0zz =   в выражении для производной k -го по-

рядка. Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) kn

kn
n

k zzknnnczf −
∞

=

−+−−⋅=∑ 011 K , 

получим ( ) ( ) !0 kczf k
k ⋅= . Откуда 

( ) ( )
!
0

n
zfc

n

n = . (4) 

Тогда ряд (2) примет вид 

( )
( )( ) ( )∑

∞

=

−=
0

0
0

!n

n
n

zz
n

zfzf . (5) 

Ряд (5) называется рядом Тейлора. 

Сравнивая выражения (3) и (4) для коэффициентов nc , имеем 

( )
( )

( )( )
!2

1 0
1

0 n
zfd

z
f

i
c

n

C

nn =
−

= ∫
+

+ ξ
ξ

ξ
π

. 

Отсюда получаем интегральное представление для производных любо-

го порядка аналитической функции. 

( ) ( ) ( )
( )∫

+
+−

=
C

n
n

z
df

i
nzf 1

0
0 2

!
ξ

ξξ
π

, (6) 



 102

где С  - любой замкнутый контур, лежащий в области аналитичности и со-

держащий внутри точку 0z  (формула (6) была ранее получена в гл. II §5). 

Пример 1. Разложить функцию ( ) zzf ln=  в ряд Тейлора в окрестности 

точки 10 =z . 

Решение . Функция ( ) ∫==
z dzzf
1

ln
ξ
ξ

 была рассмотрена в §10 главы 

2. Ее производные: 

( )
z

zf 1
=′ ; ( ) 2

1
z

zf −=′′ ; ( ) 3
2
z

zf =′′′ ; …; ( ) ( ) ( ) ( )
n

nn

z
nzf !11 1 −

−= − . 

Вычислим коэффициенты nc  по формуле (4): 

( ) ( ) ( )
nz

n
n

c
n

z
n

n
n

1

1

1 1!11
!
1 −

=

− −
=

−
−= , K,2,1=n , 01ln0 ==c . 

Тогда 

( ) ( )∑
∞

=

−

−
−

=
1

1
11ln

n

n
n

z
n

z . (7) 

С помощью признака Д’Аламбера, применяемого к ряду, составленно-

му из модулей членов ряда (7), легко убедиться, что кругом сходимости ряда 

(7) является круг 11 <−z . 

Пример 2. Вычислить 
( )∫

+ −
C

z

iz
dze

4 , 

где C  - окружность 21 =−z . 

Решение . Так как точка iz =0  лежит внутри окружности 21 =−z , а 

функция ( ) zezf =  - аналитическая на всей комплексной плоскости, то для 

вычисления интеграла удобно применить формулу (6), считая в ней: 3=n , 

iz =0 . Имеем 
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( )
( )( ) ( ) ( )1cos1sin

3
1sin1cos

36
2

!3
2 3

4 iiieiei
iz

dze i

iz

z

C

z
+−=+===

− =+
∫

ππππ

. 

Обратимся к формулам (3) для коэффициентов степенного ряда: 

( )
( )

K,2,1,0,
2
1

1
0

=
−

= ∫
+

+ nd
z

f
i

c
C

nn ξ
ξ

ξ
π

ρ

. 

Обозначим 

( ) ( )zfzM
Cz ρ

ρ
∈

=max;0 . 

Число ( )ρ;0zM  существует, поскольку по теореме Вейерштрасса, не-

прерывная функция двух вещественных аргументов 

( ) ( ) ( )yxvyxuzf ;; 22 +=  

на замкнутом ограниченном множестве ρC  достигает своего наибольшего 

значения. 

Поскольку, на ρC  выполняется равенство ρξ =− 0z , то получаем 

оценку 

( )
( )

( )
=⋅≤

−
= ∫∫

+
+

+
+

ρρ

ξ
ρ

ρ
π

ξ
ξ

ξ
π

C

n

C

nn dzMd
z

f
i

c 1
0

1
0

;
2
1

2
1

 

( ) ( )
nn

zMzM
ρ

ρρπ
ρ

ρ
π

;2;
2
1 0

1
0 == + . 

Таким образом, мы доказали неравенства 

( )
nn

zMc
ρ

ρ;0≤ , K,2,1,0=n , (8) 

которые называются неравенствами Коши для коэффициентов степенного 

ряда. 
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Теорема Лиувилля. Если функция ( )zf  является аналитической на 

всей комплексной плоскости, а ее модуль равномерно ограничен, то она тож-

дественно равна постоянной. 

Дока з а т е л ь с т во . В условиях теоремы: 

( ) MzM =ρ;0 , для любых 0z  и ρ , причем ρ  может быть сколь угодно 

большим. Пользуясь неравенствами Коши, имеем 

nn
Mc
ρ

≤ ,    K,2,1,0=n . 

Переходя в полученном неравенстве к пределу при ∞→ρ , получим 0=nc  

для 1≥n . Следовательно 

( ) 0czf ≡ . 

Определение. Функция ( )zf  называется целой, если она является ана-

литической на всей комплексной плоскости C . 

 

§2. Нули аналитической функции 

Определение 1. Точка 0z , в которой ( ) 00 =zf , называется нулем функ-

ции ( )zf . 

Пусть ( )zf  - аналитическая в области D  функция, а ее нуль – точка 

Dz ∈0 . Тогда в окрестности точки 0z  функция ( )zf  представима степенным 

рядом (см. §1). 

( ) ( )∑
∞

=

−=
0

0
n

n
n zzczf . 

Поскольку ( ) 00 =zf , то 00 =c . Если не только коэффициент 0c , но и 

коэффициенты 1c , 2c , …, 1−kc  равны нулю, а коэффициент kc  отличен от 

нуля, то точка 0z  называется нулем порядка k . В этом случае ( )zf  предста-

вима в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) =+−+−=−= +
+

∞

=
∑ K1

0100
0

k
k

k
k

n

n
n zzczzczzczf  



 105

( ) ( )[ ]K+−+−= + 010 zzcczz kk
k . 

Функция ( ) ( ) K+−+= + 01 zzccz kkϕ  является аналитической в окре-

стности точки 0z , причем ( ) 00 ≠zϕ . 

Тогда ( ) ( ) ( )zzzzf kϕ0−= . 

В силу непрерывности функции ( )zϕ  существует окрестность точки 0z , 

в которой ( ) 0≠zϕ . Следовательно, в этой окрестности функция ( )zf  обра-

тится в нуль только в точке 0z . Это свойство называется свойством изолиро-

ванности нулей аналитической функции. На основании этого свойства можно 

доказать теорему [1]. 

Теорема 1. Если функция ( )zf  - аналитическая в области D  и ее нули 

образуют последовательность { }nz , сходящуюся к 0z , причем Dzz n ∈,0 , 

K,2,1=n , то функция ( )zf  тождественно равна нулю в D . 

Из теоремы 1 вытекает весьма важная в теории функций комплексного 

переменного теорема, так называемая теорема единственности: 

Теорема 2. Пусть функции ( )zf  и ( )zϕ  являются аналитическими в 

области D . Если в D  существует сходящаяся к некоторой точке Dz ∈0  по-

следовательность { }nz , причем ( ) ( )nn zzf ϕ= , K,2,1=n , то ( ) ( )zzf ϕ≡  в D . 

Для доказательства теоремы 2 достаточно установить, что функция 

( ) ( ) 0≡− zzf ϕ  в D . 

Следствие 1. Если функции ( )zf  и ( )zϕ , аналитические в области D , 

совпадают на некоторой кривой l , принадлежащей данной области , то 

( ) ( )zzf ϕ≡  в D . 

Следствие 2. Если функции ( )zf1  и ( )zf 2 , аналитические в областях 

1D  и 2D  соответственно, причем DDD =∩ 21 , а ( ) ( )zfzf 21 =  в D , то суще-

ствует единственная аналитическая функция ( )zF  такая, что 

( )
( )
( )⎩

⎨
⎧

∈
∈

=
22

11

,
,

Dzzf
Dzzf

zF . 
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§3. Ряд Лорана 

Рассмотрим круговое кольцо K , ограниченное двумя окружностями с 

общим центром 0z . 201: RzzRK <−< , 21 RR <  (см. рис. 1). 

Пусть функция ( )zf  - аналитиче-

ская в кольце K . Покажем, что в этом 

случае функция ( )zf  есть сумма особого 

ряда (по положительным и отрицатель-

ным степеням 0zz − ), называемого ря-

дом Лорана. 

Рассмотрим произвольную точку 

Kz∈ . Построим окружности 1C  и 2C  с центром в точке 0z  и радиусами 1r  и 

2r , удовлетворяющими условию 22011 RrzzrR <<−<<  (см. рис. 1) (ок-

ружности 1C  и 2C  лежат в кольце K , а точка z  находится внутри кольца, 

образованного этими окружностями). 

Функция ( )zf  будет аналитической в кольце между 1C  и 2C , включая 

сами окружности. Применяя формулу Коши для двусвязной области, получа-

ем 

( ) ( ) ( )
∫∫
++

−
−

−
=

12
2
1

2
1

СС

d
z

f
i

d
z

f
i

zf ξ
ξ
ξ

π
ξ

ξ
ξ

π
. (1) 

Преобразуем каждое слагаемое формулы (1). 

1) В первом интеграле формулы (1) ξ  обозначает точку окружности 2C , 

следовательно выполняется неравенство 

1
2

0

0

0 <
−

=
−
−

r
zz

z
zz

ξ
. 

Тогда 

( )

( )
( )∑∑

∞

=
+

∞

= −
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−−
=

− 0
1

0

0

0 0

0

0

0

0
0

1

1

11

n
n

nn

n z
zz

z
zz

z
z
zzz

z ξξξ
ξ

ξ
ξ

, 

z 

Рис. 1 

|z-z0|
z0 
C1 C2 
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причем полученный ряд сходится (в силу признака Вейерштрасса) равномер-

но для всех точек 2C∈ξ . Отсюда получаем 

( ) ( )
( )

( ) =−
−

=
− ∫ ∑∫

+

∞

=
+

+
2

0
01

0
2

2
1

2
1

С n

n
n

С

dzz
z

f
i

d
z

f
i

ξ
ξ

ξ
π

ξ
ξ
ξ

π
 

( )
( )

( ) ( )∑∑ ∫
∞

=

∞

= +
+ −=−⋅

−
=

0
00

0
2

1
02

1

n

n
n

n

n С

n zzczzd
z

f
i

ξ
ξ

ξ
π

, (2) 

где ( )
( )∫

+
+−

=

2

1
02

1

С

nn d
z

f
i

c ξ
ξ

ξ
π

. (3) 

2) Во втором интеграле формулы (1) 1C∈ξ , следовательно выполняется не-

равенство 

1
0

1

0

0 <
−

=
−
−

zz
r

zz
zξ

. 

Тогда 

( )

( )
( )∑∑

∞

=
+

∞

= −
−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−−

−
=

− 0
1

0

0

0 0

0

0

0

0
0

1

1

11

n
n

nn

n zz
z

zz
z

zz
zz
zzz

z
ξξ

ξξ
, 

а полученный ряд равномерно сходится на 1C . Тогда  

( ) ( ) ( )
( )

=
−
−

=
−

− ∫ ∑∫
+

∞

=
+

+

ξξξ
π

ξ
ξ
ξ

π
1

0
1

0

0

1
2
1

2
1

С n
n

n

С

d
zz
zf

i
d

z
f

i
 

( )( )
( ) ( )∑∑ ∫

∞

=

−
∞

= +
+ −

=
−

−
=

1 00
1

1
0

0

2
1

n
n

n

n С

n

n

zz
cd

zz
zf

i
ξξξ

π
, (4) 

где ( )( )∫
+

−
− −=

1

1
02

1

C

n
n dzf

i
c ξξξ

π
. (5) 

Подставляя выражения (2) и (4) в формулу (1), получаем 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

−
−

∞

=

−+−=
1

0
0

0
n

n
n

n

n
n zzczzczf , (6) 
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где nc  и nc−  определяются формулами (3) и (5) соответственно. 

Подынтегральные функции в формулах (3) и (5) являются аналитиче-

скими всюду в K , поэтому, согласно теореме Коши, интегралы не изменятся, 

если вместо 1C  и 2C  взять любую окружность в K  с центром в точке 0z  

(или любой замкнутый контур в K , охватывающий точку 0z !). 

Тогда формулы (3) и (5) можно объединить: 

( )
( )∫

+
+−

=
С

nn d
z

f
i

c ξ
ξ

ξ
π 1

02
1

, K,2,1,0 ±±=n . (7) 

Отсюда получаем 

( ) ( ) ( ) ( )n
n

n
n

n

n
n

n

n
n zzczzczzczf 0

1
0

0
0 −=−+−= ∑∑∑

+∞=

−∞=

∞

=

−
−

∞

=

. (8) 

Так как z  - произвольная точка кольца K , то ряд (8) сходится к функ-

ции ( )zf  всюду в K . Этот ряд называется рядом Лорана. 

Часть ряда Лорана, содержащая неотрицательные степени ( )0zz − , то 
есть ряд 

( )∑
∞

=

−
0

0
n

n
n zzc , 

называется его правильной частью, а та часть, которая содержит отрицатель-
ные степени ( )0zz − , то есть ряд  

( )∑
∞

=

−

−1 0n
n

n

zz
c

 

– главной частью. 
Сходимость ряда Лорана – это одновременная сходимость его правиль-

ной и главной частей. 
Рассмотрим теперь произвольный ряд Лорана: 

( )n
n

n
n zzc 0−∑

+∞=

−∞=

 

и выясним, какова его область сходимости. 
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Правильная часть – степенной ряд ( )∑
∞

=

−
0

0
n

n
n zzc  - будет, очевидно, 

абсолютно сходиться в круге 20 Rzz <− , 2R  - радиус сходимости (а в кон-

центрическом круге меньшего радиуса сходимость будет равномерной). 

Главную часть, то есть ряд 
( )∑

∞

=

−

−1 0n
n

n

zz
c

, можно так же рассматривать 

как обыкновенный степенной ряд, если положить 

z
zz

′=
− 0

1
. 

Тогда 
( ) ∑∑

∞

=
−

∞

=

− ′=
− 11 0 n

n
n

n
n

n zc
zz

c
. 

Если радиус сходимости последнего (степенного) ряда обозначить 
1

1
R

, 

то его круг сходимости: 
1

1
R

z <′ , откуда 
10

11
Rzz

<
−

, или 10 Rzz >− . Это и 

будет область сходимости главной части. 

– Если 21 RR < , то область сходимости ряда Лорана – кольцо 

201 RzzR <−< , причем внутри кольца сходимость равномерная. 

– Если 21 RR = , то ряд Лорана может сходиться лишь в точках окружности. 

– Если 21 RR > , то ряд Лорана всюду расходится. 

Замечание 1. Подобно разложению Тейлора, разложение в ряд Лорана 

для данной функции ( )zf  в данном кольце единственно. 

Замечание 2. Как и для ряда Тейлора имеют место аналогичные оценки 

коэффициентов ряда Лорана: 

( )
nn

zMc
ρ

ρ;0≤ , K,2,1,0 ±±=n  

где ( ) ( )ξρ
ξ

fzM
C∈

=max;.0 . 
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Пример 1. Рассмотрим функцию  

( )
23

1
2 +−

=
zz

zf . 

Получая корни знаменателя, представим ( )zf  в виде 

( )
( )( ) 1

1
2
1

21
1

−
−

−
=

−−
=

zzzz
zf . 

В точках 1=z  и 2=z  функция ( )zf  не определена. 

Пусть требуется разложить данную 

функцию в ряд Лорана по степеням z  

(то есть в окрестности точки 00 =z ) в областях: 

1) 1<z ; 

2) 21 << z ; 

3) 2>z  (см. рис. 2). 

Заметим, что каждую из этих областей можно считать кольцом, а ( )zf  

- аналитическая в каждой области. 

Решение . 1) 1<z  - кольцо с 01 =R  и 12 =R . 

Будем преобразовывать каждую дробь в представлении функции ( )zf  

так, чтобы привести ее к виду суммы бесконечно убывающей по модулю 

геометрической прогрессии. Имеем 

( )

2
1
2
1

1
1

2
1

1
1

1
1

2
1

zzzzzz
zf

−
−

−
=

−
−

−
=

−
−

−
= . 

Так как  1<z  и, очевидно, 1
2
<

z , то обе дроби можно разложить в 

ряд. Тогда 

( ) ∑∑∑
∞

=
+

∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

0
1

00 2
11

22
1

n

n
n

n

n

n

n zzzzf . 

x 

Рис. 2 

y 

0 
1) 

2)
3)

1 2 
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В полученном для ( )zf  ряде Лорана содержится лишь правильная 

часть, следовательно, этот ряд совпадает с рядом Тейлора для ( )zf . 

2) 21 << z  - кольцо с 11 =R  и 22 =R . 

Тогда выполняются неравенства 1
2
<

z
 и 11

<
z

. Имеем: 

( )

2
1
2
1

11

11
2
1

1
1

1
1

2
1

z
z

zzzzz
zf

−
−

−
⋅−=

−
−

−
=

−
−

−
= . 

Дроби 

z
11

1

−
 и 

2
1

1
z

−
 являются суммами сходящихся рядов бесконечно убы-

вающих (по модулю) прогрессий. Тогда  

( ) ∑−∑−=∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∞

=
+

∞

=
+

∞

=

∞

= 0 10 100 2
1

22
111

n
n

n

n
n

n

n

n

n z
z

z
zz

zf . 

Получим «полноценный» ряд Лорана, содержащий и правильную и 

главную части. 

3) 2>z  - кольцо с 21 =R  и ∞=2R . Имеем 12
<

z
. Следовательно, 

( )

z
z

z
zzz

zf 11

11
21

11
1
1

2
1

−
⋅−

−
⋅=

−
−

−
= . 

Заметим, что верно неравенство 11
<

z
, так как 121

<<
zz

. 

Получаем 

( ) ( )
∑

−
=∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞

=
+

∞

=

∞

= 0 100

121121
n

n

n

n

n

n

n

zzzzz
zf . 

Данное разложение содержит лишь главную часть ряда Лорана. 

Замечание. Можно раскладывать данную функцию ( )zf  в ряд Лорана 

и в окрестности других точек. 
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§4. Изолированные особые точки аналитической функции 

Мы называли функцию ( )zf  аналитической в точке 0z , если она ана-

литическая в некоторой окрестности 0z , то есть внутри круга с центром в 

точке 0z . Такая точка 0z  называется правильной точкой, а всякая неправиль-

ная точка называется особой. 

Например, для функции 

( ) 21
1
z

zf
+

= , 

точки iz =1  и iz −=2  являются особыми, а все точки 1: 2 −≠zz  – правиль-

ными. 

Так как степенной ряд внутри круга сходимости представляет собой 

аналитическую функцию, то все точки внутри круга сходимости являются 

правильными для функции ( )zf , представимой этим рядом. Что же касается 

границы круга сходимости, то справедлива теорема: 

Теорема 1. На границе круга сходимости степенного ряда лежит хотя 

бы одна особая точка аналитической функции ( )zf , к которой сходится дан-

ный ряд. 

С доказательством этой теоремы можно ознакомиться в работе [1]. 

Таким образом, если точка 0z  - правильная точка функции ( )zf , то эта 

функция раскладывается в степенной ряд по степеням ( )0zz − , причем ок-

ружность круга сходимости имеет центр в точке 0z  и проходит через бли-

жайшую к 0z  особую точку. Основываясь на этом выборе, можно легко по-

лучать круг сходимости степенного ряда, представляющего функцию ( )zf . 

Пример 1. Пусть дана функция 

( )
z
zzf 21 2 −+

= . 

Так как ее производная имеет вид  

( )
22

2

1
112

zz

zzf
+

−+
=′ , 
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то особыми точками этой функции являются точки 

01 =z , iz =2 , iz −=3 . 

Пусть требуется разложить данную функцию в ряд Тейлора по степе- 

ням ( )iz −− 1 , то есть iz += 10 . В этом случае 

кругом сходимости будет круг, состоящий из 

правильных точек функции, а на границе этого 

круга будет находиться ближайшая к 0z  осо-

бая точка. Этой точкой является точка iz =2  

(см. рис. 1). 

Следовательно, кругом сходимости указанного ряда будет круг 

11 <−− iz . 

Следствие. В § 3 установлено, что областью сходимости ряда Лорана 

является кольцо 

201 RzzR <−< . 

Из теоремы 1 следует, что на каждой окружности, ограничивающей 

кольцо, имеется, по крайней мере, по одной особой точке функции, являю-

щейся суммой ряда Лорана. 

Пример 2. Пусть функцию ( )
z
zzf 21 2 −+

=  (рассмотренную в при-

мере 1) требуется разложить в ряд Лорана по степеням iz −− 1 . Тогда вся 

комплексная плоскость будет разбита 

на кольца так, чтобы на границах 

этих колец находилась особая точка: 

11 <−− iz , 

211 <−−< iz , 

512 <−−< iz , 

51 >−− iz  (см. рис.2). 

 

Рис. 1 
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z2 
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5  
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z0 
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i 

-i 

1 

y 

z2

z1

z3
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В каждом из этих колец функция ( )zf  может быть разложена в ряд Ло-

рана. 

 

 

Замечание. В примерах 1 и 2 мы не приводим сами разложения функ-

ции ( )zf  в степенные ряды, а лишь рассматриваем области, где возможны 

различные разложения. 

Определение. Точка 0z  называется изолированной особой точкой 

функции ( )zf , если ( )zf  - аналитическая в некотором круге Rzz <−< 00  

(круг с выколотым центром), а в самой точке либо не определена, либо не 

дифференцируема. 

Пример 3. а) для функции ( )
z

zf
−

=
1
1

 точка 1=z  является изолиро-

ванной особой точкой; 

б) для функции ( )
z

zf
−

=
1
1  особые точки – точки окружности 1=z , 

причем никакая из них не является изолированной ( не существует окрестно-

сти особой точки, в которой ( )zf  была бы аналитической). 

Пусть точка 0z  - изолированная особая точка функции ( )zf , то есть 

существует круг Rzz <−< 00 , в котором ( )zf  - аналитическая. Так как ука-

занный круг можно считать кольцом с нулевым внутренним радиусом 

RzzK <−< 00: , то функция ( )zf  в этом круге может быть разложена в ряд 

Лорана. В зависимости от получающегося разложения вводится следующая 

классификация изолированных точек: 

1. Точка 0z  называется устранимой особой точкой функции ( )zf , если 

ряд Лорана для ( )zf  в кольце K  не содержит главной части (все 

0=nc ). 
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2. Точка 0z  называется полюсом, если главная часть ряда Лорана для 

( )zf  в кольце K  содержит конечное число отличных от нуля коэф-

фициентов. При этом, наибольшее n , при котором 0≠−nc  называ-

ется порядком полюса. При 1=n  полюс называется простым. 

3. Точка 0z  называется существенно особой, если главная часть ряда 

Лорана для ( )zf  в кольце K  содержит бесконечное число отличных 

от нуля членов. 

Пример 4. а) для функции ( )
z

zzf sin
=  точка 00 =z  является изолиро-

ванной особой. Разложение данной функции в ряд Лорана в окрестности 0z  

имеет вид 

KK +−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−=

!7!5!3
1

!7!5!3
1sin 642753 zzzzzzz
zz

z
. 

В разложении отсутствует главная часть. Следовательно, 00 =z  - уст-

ранимая особая точка. 

б) рассмотрим функцию ( ) 6
sin
z

zzf = . 

Имеем 

KK +−
⋅

+
⋅

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−=

!7
1

!5
1

!3
11

!7!5!3
1sin

35

753

66 zzz
zzzz

zz
z

. 

Значит, изолированная особая точка 00 =z  для данной функции явля-

ется полюсом пятого порядка. 

в) разложение функции ( )
z

zf 1sin=  в окрестности 00 =z  имеет вид 

K+−
⋅

+
⋅

−=
!7

1
!5

1
!3

111sin 753 zzzzz
, 

откуда вытекает, что 0z  - существенно особая точка. 

Укажем для каждого вида изолированной особой точки необходимый и 

достаточный признак существования (критерий). 
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Теорема 2. (критерий устранимой особой точки) 

Для того чтобы изолированная особая точка 0z  функции ( )zf  была 

устранимой необходимо и достаточно выполнение одного из двух условий: 

а) существует конечный предел 

( )zf
zz 0

lim
→

; (1) 

б) функция ( )zf  ограничена по модулю в проколотой окрестности точ-

ки 0z , то есть 

( ) Mzf <  при 100 Rzz <−< . (2) 

Дока з а т е л ь с т во . Покажем, что из устранимости особой точки сле-

дует условие а); из условия а) следует условие б); а из условия б) следует, что 

0z  - устранимая особая точка. 

1) Пусть 0z  - устранимая особая точка функции ( )zf . Тогда в коль-

це K  разложение ( )zf  в ряд Лорана имеет вид 

( ) ( ) ( ) K+−+−+= 2
02010 zzczzcczf . 

Переходя к пределу при 0zz → , получаем ( ) 0
0

lim czf
zz

=
→

, то есть вы-

полнено условие а). 

2) Если существует конечный предел ( ) 0
0

lim czf
zz

=
→

, то из этого, 

очевидно, следует ограниченность по модулю функции ( )zf  в окрестности 

точки 0z . Следовательно, выполнено условие б). 

3) Пусть ( ) Mzf <  в проколотой окрестности точки 0z : 

100 Rzz <−< . Воспользуемся неравенством Коши для коэффициентов ряда 

Лорана с отрицательными номерами 

nn
Mc −− <
ρ

; n
n Mc ρ<− , Nn∈ , 

где ρ  можем выбирать так чтобы окружность ρ=− 0: zzс  лежала в кольце 

100 Rzz <−< , то есть 1R<ρ . Так как nc−  не зависит от ρ , то устремляя ρ  
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к нулю, получаем, что 0=−nc  для всех Nn∈ . Следовательно, 0z  – устрани-

мая особая точка. 

Теорема полностью доказана. 

Замечание. Если доопределить функцию ( )zf  в точке 0z , полагая 

( ) 00 czf = , то получим функцию, аналитическую в круге Rzz <− 0 . Тем 

самым устранена особенность в точке 0z  (отсюда название особой точки – 

устранимая). 

Теорема 3. (критерий полюса) 

Для того, чтобы изолированная особая точка 0z  была полюсом, необ-

ходимо и достаточно, чтобы 

( ) ∞=
→

zf
zz 0

lim . (3) 

Дока з а т е л ь с т во . Необходимость. Пусть 0z  - полюс порядка n  

функции ( )zf . Следовательно, разложение этой функции в ряд Лорана в ок-

рестности точки 0z  имеет вид 

( )
( ) ( )

( ) KK +−++
−

++
−

+
−

= −
−

+−−
010

0

1
1

0

1

0
zzcc

zz
c

zz
c

zz
czf n

n
n

n , 

где 0≠−nc . Далее вынося за скобки множитель 
( )nzz 0

1
−

, получим пред-

ставление 

( )
( )

( )z
zz

zf n ϕ⋅
−

=
0

1
, 

где ( ) ( ) ( ) K+−+−+= +−+−− 0201 zzczzccz nnnϕ , причем ( ) 0lim
0

≠= −
→

nzz
czϕ . 

Тогда ( ) ( )
( )

∞=
−

=
→→ nzzzz zz

zzf
000

limlim ϕ
. 

Достаточность. Пусть ( ) ∞=
→

zf
zz 0

lim , тогда для любого числа 0>A  

можно указать такую проколотую ε -окрестность точки 0z , в которой 

( ) Azf > . Рассмотрим функцию  
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( )
( )zf

zg 1
= . 

В указанной ε -окрестности точки 0z  эта функция является аналитиче-

ской и ограниченной по модулю: 

( )
A

zg 1
< , 

причем ( ) 0lim
0

=
→

zg
zz

. 

Значит, по теореме 2 точка 0z  является устранимой особой точкой для 

функции ( )zg . Доопределим функцию ( )zg  в точке 0z , полагая ( ) 00 =zg , то-

гда функция ( )zg  - аналитическая в круге ε<− 0zz , а точка 0z  является ее 

нулем. Пусть 0z  - это нуль порядка n , тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]LK +−+−=+−+−= ∗
+

∗+∗
+

∗
010

1
010 zzcczzzzczzczg nn

nn
n

n
n , то 

есть 

( ) ( ) ( )zzzzg nψ0−= , ( ) ( ) L+−+= ∗
+

∗
01 zzccz nnψ , 0≠∗

nc . 

Тогда функция ( )
( )z

z
ψ

ϕ 1
=  - аналитическая в окрестности точки 0z , 

следовательно, представима рядом Тейлора: 

( ) ( ) K+−+= 010 zzcczϕ , 

причем ( ) ( ) 011
0

0
0 ≠=== ∗ c

сz
z

nψ
ϕ . 

И значит, справедливо равенство: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) =⋅
−

=
⋅−

== z
zzzzzzg

zf nn ϕ
ψ 00

111
 

( )
( )[ ]K+−+

−
= 010

0

1 zzcc
zz n . 

Следовательно,  

( )
( ) ( )

K+
−

+
−

= −1
0

1

0

0
nn zz

c
zz

czf . 
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Это означает, что 0z  - полюс порядка n . 

Теорема доказана. 

Замечание. Из доказательства теоремы получается важный вывод о 

связи между нулями и полюсами аналитических функций: 

Если точка 0z  является нулем порядка n  для аналитической функции 

( )zg , то она будет полюсом того же порядка для функции ( )
( )zg

zf 1
= , и на-

оборот. 

Теорема 4. (теорема Сохоцкого). 

Для того, чтобы изолированная точка 0z  была существенно особой, не-

обходимо и достаточно, чтобы для любого (конечного или бесконечного) 

комплексного числа А нашлась последовательность { }nz , сходящаяся к 0z , 

такая, что 

( ) Azf nznz
=

→ 0
lim . (4) 

Дока з а т е л ь с т во . Необходимость. Пусть 0z  - существенно особая 

точка функции ( )zf . Рассмотрим два случая: 

1. ∞=A . Функция ( )zf  не ограничена по модулю в окрестности точ-

ки 0z  (в противном случае 0z  была бы устранимой особой точкой). Следова-

тельно, в указанной окрестности найдется точка 1z , для которой ( ) 11 >zf  и 

10 01 <−< zz . 

Аналогично, найдется точка 2z , для которой ( ) 22 >zf  и 

2
10 02 <−< zz .  

И так далее. В результате построена последовательность { }nz , { } 0zzn → , та-

кая, что ( ) ∞=
→

nzz
zf

n 0
lim . 

2. Пусть ∞≠A .  
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Если сколь угодно близко к 0z  существует точка z  такая, что имеем 

( ) Azf = , то существует последовательность { }nz  такая, что условие (4)  вы-

полнено. 

Если в достаточно малой окрестности точки 0z  функция ( )zf  не равна 

A , тогда функция ( )
( )

A
zf

z −=
1ϕ  - аналитическая в этой окрестности точки 

0z , кроме самой точки 0z . Точка 0z  для функции ( )zϕ  является изолирован-

ной особой точкой, причем она не может быть ни устранимой точкой, ни по-

люсом (в противном случае, ( )zϕ  в точке 0z  имела бы конечный или беско-

нечный предел, следовательно, ( )
( )z

Azf
ϕ
1

+=  также имела бы конечный 

или бесконечный предел. Следовательно, 0z  не была бы для ( )zf  сущест-

венно особой). 

Итак, точка 0z  - существенно особая для ( )zϕ , тогда на основании до-

казанного существует последовательность { } 0zzn →  такая, что 

( ) ∞=
→

nznz
zϕ

0
lim , 

следовательно, ( ) Azf nznz
=

→ 0
lim . 

Достаточность. Пусть выполнено (4). Это означает, что в точке 0z  

функция ( )zf  не имеет ни конечного, ни бесконечного предела. Поэтому 0z  

не может быть ни устранимой точкой, ни полюсом. Значит, 0z  - существенно 

особая точка. 

Пример 5. Найти особые точки функций и указать их тип: 

а) ( )
π−

=
z

zzf sin
; б) ( )

( )( )222 11
1
−+

−
=

zz

ezf
z

; в) ( )
iz

zf
+

=
1cos . 
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Решение . а) ( )
π−

=
z

zzf sin
. Так как функция zsin  - аналитическая на 

всей комплексной плоскости, то функция ( )zf  будет иметь одну особую точ-

ку π=z . Рассмотрим 

( ) 1sinlimsinlim −=
−
−−

=
− →→ π

π
π ππ z

z
z

z
zz

. 

Применяя теорему 2, получаем, что точка π=z  является устранимой 

особой точкой для данной функции. 

б) ( )
( )( )222 11

1
−+

−
=

zz

ezf
z

. Разложим знаменатель на множители. Получим 

( )
( )( )( ) ( )22 11

1
+−−+

−
=

zziziz
ezf

z
. 

Точки iz =1 , iz −=2 , 13 =z , 14 −=z  являются изолированными осо-

быми точками для данной функции. Поскольку числитель в этих точках от-

личен от нуля, то предел рассматриваемой функции, когда z  стремится к ка-

ждой из этих точек, равен ∞ . Следовательно, все точки являются полюсами. 

Для определения порядков этих полюсов рассмотрим функцию 
( )zf
1 . 

Имеем 

( )
( )( )( ) ( )

1
111 22

−
+−−+

= ze
zziziz

zf
. 

Для рассмотрения характера точки iz =1  представим 
( )zf
1  в виде 

( )
( ) ( )( ) ( )

1
111 22

−
+−+

⋅−= ze
zziziz

zf
. 

Поскольку сомножитель 
( )( ) ( )

1
11 22

−
+−+

ze
zziz

 в точке iz =1  не обра-

щается в нуль (проверьте), точка iz =1  является нулем первого порядка для 

функции 
( )zf
1 , а значит, простым полюсом для функции ( )zf . 
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Аналогично рассуждая, получим iz −=2  - простой полюс; 

13 =z  - полюс второго порядка; 

14 −=z  - полюс второго порядка. 

в) ( )
iz

zf
+

=
1cos . 

Имеем iz −=  - изолированная особая точка. Поскольку при iz −→  ве-

личина 
iz +

1
 стремится к бесконечности, а функция zcos  является π2 - пе-

риодической, то не существует ни конечного, ни бесконечного предела 

iziz +−→

1coslim . Тогда по теореме Сохоцкого точка iz −=  является существен-

но особой. 

 

§5. Поведение аналитической функции в окрестности 

бесконечно удаленной точки 

До сих пор, исследуя поведение аналитической функции в окрестности 

изолированной особой точки, мы предполагали, что эта тоска не является 

бесконечно удаленной. В этом случае ее называют конечной. 

Окрестностью изолированной конечной особой точки 0z  мы называли 

множество всех точек z , для которых Rzz <−< 00 . 

Определение 1. Бесконечно удаленная точка комплексной плоскости 

является изолированной особой точкой аналитической функции ( )zf , если 

можно указать такое значение R , что вне круга Rz >  функция ( )zf  не име-

ет особых точек, находящихся на конечном расстоянии от точки 0=z . 

Пусть функция ( )zf  является аналитической в окрестности бесконечно 

удаленной точки, то есть при Rz > . Полагая 
w

z 1
= , получаем, что функция 

( ) ( )w
w

fzf ϕ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
1

 является аналитической в кольце 
R

w 10 << . 
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Определение 2. Назовем точку ∞=z  для функции ( )zf  устранимой 

особой, полюсом или существенно особой, если таковой является точка 

0=w  для функции ( )wϕ . 

Пример 1. Определить характер особой точки ∞=z  для функции 

( ) ze
zzf
21 +

= . 

Решение . Точка ∞=z  является изолированной особой точкой данной 

функции, так как у нее нет других особых точек, а значит, для любого поло-

жительного числа R  в круге Rz >  никаких особых точек этой функции не 

содержится. 

Рассмотрим функцию 

( )
ww ew

w

e

w
w

fw 1
2

2

1

2 1
111 +

=
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ϕ . 

Раскладывая функцию ( )wϕ  в степенной ряд в окрестности точки 

0=w , получим: 

( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−=+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−−−
K2

1

2

11

2 !2
111111
ww

e
w

ee
w

w wwwϕ  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+ K22 !2

1111
www

. 

Из полученного разложения следует, что точка 0=w  является сущест-

венно особой точкой для ( )wϕ . Следовательно, точка ∞=z  является сущест-

венно особой точкой функции ( )zf . 

Пример 2. Найти все особые точки функции ( )
( )3

5

1 z
zzf
−

=  и указать 

их характер. 

Решение . Изолированными особыми точками функции ( )zf  являют-

ся точки 1=z  и ∞=z . 
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Рассмотрим сначала точку 1=z . Так как эта точка является нулем 

третьего порядка для функции 
( )

( ) ( ) 5
3

5

3 1111
z

z
z

z
zf

⋅−=
−

= , то она будет по-

люсом третьего порядка для данной функции ( )zf . 

Для установления характера точки ∞=z  рассмотрим функцию 

( )
( ) ( )3235

3

3

5

1
1

111

1
1

−
=

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

wwww
w

w

w
w

fwϕ . 

Точка 0=w  является полюсом второго порядка для функции ( )wϕ  (так 

как она – нуль второго порядка для функции 
( )

( )32 11
−= ww

wϕ
). Следова-

тельно, для функции ( )
( )3

5

1 z
zzf
−

=  точка ∞=z  является полюсом второго 

порядка. 

 

§6. Вычеты и их приложения 

Пусть точка 0z  является изолированной особой точкой аналитической 

функции ( )zf . Тогда в проколотой окрестности точки 0z  функция ( )zf  рас-

кладывается в ряд Лорана: 

( ) ( )∑
+∞

−∞=

−=
n

n
n zzczf 0 , (1) 

где ( )
( )

ξ
ξ

ξ
π

d
z

f
i

c
C

nn ∫
+

+−
= 1

02
1 . (2) 

Определение. Вычетом функции ( )zf  в точке 0z  называется коэффи-

циент 1−c  (то есть при ( ) 10
−− zz ) в разложении этой функции в ряд Лорана. 

Обозначение: ( )zf
z0
Res , ( )zf

z0
res , ( )[ ]0,Выч zzf . 

Из формулы (2) следует 
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( ) ( ) ( )dzzf
i

df
i

czf
CC

z ∫∫
++

=== − π
ξξ

π 2
1

2
1Res 1

0
, (3) 

где C  - любой замкнутый контур (в частности – окружность), содержащий 

внутри себя точку 0z , обходимый так, что область, ограниченная этим кон-

туром, остается слева (против часовой стрелки). 

Пример 1. Найти вычет функции 

( )
( )4iz

ezf
z

−
=  

в точке iz =0 . 

Решение . Точка iz =0  является изолированной особой точкой. В си-

лу того, что 0≠ie , эта точка – полюс четвертого порядка. По формуле (3) 

имеем 

( ) ( )
dz

iz
e

iiz
e

C

zz

i ∫
+ −

=
− 44 2

1Res
π

, 

где в качестве C  можно взять, например, окружность 1=− iz . Для вычисле-

ния интеграла воспользуемся формулой Коши: 

( )
i

iz

z

C

z
eedz

iz
e

i 6
1)(

!3
1

2
1

4 =′′′=
− =+

∫π
. 

Следовательно, 
( )

( )1sin1cos
6
1

6
1Res 4 ie

iz
e i

z

i
+==

−
. 

Замечание. Вычет функции ( )zf  в точке 0z  может быть отличным от 

нуля только в том случае, если 0z  - полюс или существенно особая точка. 

В случае, когда 0z  - полюс функции ( )zf , вычет может быть найден не 

интегрированием по формуле (3), а более простым способом. 

1. Вычисление вычета в простом полюсе.  

Пусть точка 0z  - полюс первого порядка функции ( )zf  (простой по-

люс). 

Тогда ряд Лорана в окрестности этой точки имеет вид 
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( ) ( ) ( ) K+−+−++
−

= − 2
02010

0

1 zzczzcc
zz

сzf . 

Умножим обе части последнего равенства на 0zz − , получим 

( )( ) ( ) ( ) ( ) K+−+−+−+=− −
3

02
2

010010 zzczzczzcczzzf . 

Перейдем к пределу при 0zz → . Тогда 

( ) ( )( )0
0

1
0

limRes zzzfczf
zzz

−==
→

− . (4) 

Пример 2. Найти вычеты функции ( )
1

1
2 +

=
z

zf  в ее конечных особых 

точках. 

Решение . Представляя функцию ( )zf  в виде 

( )
( )( )izizz

zf
−+

=
+

=
1

1
1
2 , 

получаем, что изолированными особыми точками данной функции являются 

точки iz =1  и iz −=2 , причем обе эти точки представляют собой простые по-

люсы. Тогда по формуле (4) находим 

( )
22

11lim
1

1lim
1

1Res 22
i

iiz
iz

zz izizi
−==

+
=−

+
=

+ →→
; 

( )
22

11lim
1

1lim
1

1Res 22
i

iiz
iz

zz izizi
=−=

−
=+

+
=

+ −→−→−
. 

Можно получить еще одну формулу для вычисления вычета в простом 

полюсе. В этом случае функция ( )zf  представима в виде  

( ) ( )
( )z
zzf

ψ
ϕ

= , 

где ( )zϕ  и ( )zψ  - аналитические функции, ( ) 00 ≠zϕ , а для функции ( )zψ  точ-

ка 0z  является нулем первого порядка. Тогда из равенства (4) имеем: 

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )0
0

0

0
00

0000
limlimlimRes

z
z

zz
zz

zzz
z
zzzzfzf

zzzzzzz ψ
ϕ

ψψ
ϕ

ψ
ϕ

′
=

−
−=−=−=

→→→
. 

Таким образом, получили формулу 
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( ) ( )
( )0
0

0
Res

z
zzf

z ψ
ϕ
′

= . (5) 

Пример 3. Найти вычет функции ( ) zzf ctg=  в точке 00 =z . 

Решение . Данная функция имеет вид ( )
z
zzf

sin
cos

= . Так как 

010cos ≠= , а для функции zsin  точка 00 =z  является простым нулем (дей-

ствительно, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=−+−= KK
!5!3

1
!5!3

sin
4253 zzzzzzz ), то 0z  - простой 

полюс для zctg . Применим формулу (5) и получим: 

( )
1

0cos
0cos

sin

0cosctgRes

0

0
==

′
=

=z
z

z . 

2. Вычисление вычета в кратном полюсе. 

Пусть точка 0z  - полюс функции ( )zf  порядка n . Тогда ряд Лорана 

имеет вид 

( )
( ) ( )

( ) KK +−++
−

++
−

+
−

= −
−

+−−
010

0

1
1

0

1

0
zzcc

zz
c

zz
c

zz
czf n

n
n

n . 

Умножив обе части этого равенства на ( )nzz 0− , получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) KK +−+−++−+=−⋅ −
−+−−

nn
nn

n zzczzczzcczzzf 00
1

01010
. 

Продифференцировав последнее равенство 1−n  раз, будем в правой 

части иметь обыкновенный степенной ряд, свободный член которого: 

( )!11 −− nc . 

Переходя к пределу при 0zz → , получаем 

( )( )[ ] ( )!1lim 101

1

0
−=− −−

−

→
nczzzf

dz
d n

n

n

zz
. 

Отсюда находим: 

( )
( )( )[ ]n

n

n

zz
zzzf

dz
d

n
с 01

1

0
1 lim

!1
1

−
−

= −

−

→
− . (6) 
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Пример 4. Найти вычет функции ( )
( )32 1

1

+
=

z
zf  в точке iz −=0 . 

Решение . Точка iz −=0  является полюсом третьего порядка функции 

( )zf  (обоснуйте самостоятельно), то есть 3=n . По формуле (6) находим: 

( )
( )

( ) ( )
=

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=
″

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

″

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⋅

+
=

−→−→−→
− 43

3
321

3lim
2
11lim

2
1

1
1lim

!2
1

iziz
iz

z
c

iziziz

 

( ) ( )
i

iiziz 16
3

2
12

2
112lim

2
1

55 =
−

⋅=
−

=
−→

. 

Теорема о вычетах (основная теорема теории вычетов). Пусть функ-

ция ( )zf  является аналитической всюду в замкнутой области D  за исключе-

нием конечного числа изолированных особых точек kz , Nk ,,2,1 K= , ле-

жащих внутри области D . Тогда 

( ) ( )zfidzzf
N

k kz∑∫
=+

=
1

Res2π
γ

, (7) 

где +γ  - граница области D , проходимая в положительном направлении (об-

ласть D  остается слева) 

Дока з а т е л ь с т во . Окружим каждую точку kz , Nk ,,2,1 K=  ок-

ружностью kc  настолько малого радиуса, чтобы ограниченные ими замкну-

тые круги лежали внутри D  и попарно не пересекались (см. рис.1). 

Тогда по теореме Коши для много-

связной области имеем 

( ) ( )∑ ∫∫
= ++

=
N

k
kc

dzzfdzzf
1γ

, 

где +
kc  - окружности kc , обходимые против 

часовой стрелки. В силу формулы (3) по-

лучаем утверждение теоремы 

+
Nс

+
2с

+
1с

γ+ D 

zN

z1 
z2

Рис. 1 
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( ) ( )zfidzzf
N

k kz∑∫
=+

=
1

Res2π
γ

. 

Доказанная теорема о вычетах имеет большое практическое значение. 

Во многих случаях оказывается проще вычислить вычеты функции ( )zf  в 

особых точках, лежащих внутри контура интегрирования, чем непосредст-

венно вычислить интеграл, стоящий в левой части формулы (7). 

Пример 5. Вычислить интеграл ∫
+ −

C
z

dz
14 , 

где C  - окружность 21 =−− iz , проходимая в положительном направле-

нии. 

Решение . Представим подынтегральную функцию в виде 

( )
( )( )( )( )izizzzz

zf
+−+−

=
−

=
11
1

1
1
4 . 

Особые точки этой функции, 11 =z , 12 −=z , 

iz =3 , iz −=4 , являются простыми полюсами, 

причем внутри контура интегрирования содер-

жатся лишь две из них: 1z  и 3z  (см. рис.2). тогда 

по теореме о вычетах находим. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
=

−∫
+ 1

1Res
1

1Res2
1 4414 zz

i
z

dz
i

C

π . 

Вычислим вычеты функции ( )zf  в точках 1z  и 3z . 

( )
( )( )( ) 4

1
1

1lim1
1

1lim
1

1Res
14141

=
+−+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

−
=

− →→ izizz
z

zz zz
. 

( )
( )( )( ) 44

1
11

1lim
1

1lim
1

1Res 44
i

iizzz
iz

zz izizi
=−=

++−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

−
=

− →→
. 

Следовательно, iii
z

dz

C
224

1
4
12

14
πππ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−∫
+

. 

Рис. 2 
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Понятие вычета можно распространить на случай бесконечно удален-

ной точки. Предположим, что ∞=z  является изолированной особой точкой 

функции ( )zf  и обозначим через C  произвольный замкнутый контур, лежа-

щий целиком в окрестности этой точки, например, за C  можно взять окруж-

ность достаточно большого радиуса. 

По-прежнему, условимся называть вычетом функции ( )zf  относитель-

но бесконечно удаленной точки значение интеграла: 

( ) ( )dzzf
i

zf
C
∫
−

∞
=

π2
1Res , (8) 

с той лишь разницей, что интегрирование совершается теперь по контуру C  

в отрицательном направлении, так как контур C  нужно проходить по часо-

вой стрелке, чтобы точка ∞=z  оставалась слева. 

Тогда 

( ) ( ) ( ) 12
1

2
1Res −

+−
∞

−=−== ∫∫ cdzzf
i

dzzf
i

zf
CC

ππ
, (9) 

то есть вычет функции в бесконечно удаленной точке равен коэффициенту 

при первой отрицательной степени разложения Лорана в окрестности этой 

точки, взятому с противоположным знаком. 

Из теоремы о вычетах и формулы (9) получаем 

( ) ( ) ( )zfidzzfzfi
N

k kz ∞
+=

−== ∫∑ Res2Res2
1

ππ
γ

. 

Следовательно, 

( ) ( ) 0Res2Res2
1

=+
∞

=
∑ zfizfi
N

k kz
ππ . 

Таким образом, справедлива 

Теорема. Пусть функция ( )zf  является аналитической на комплексной 

плоскости, за исключением конечного числа изолированных особых точек kz  

( )1,,2,1 += Nk K , включая точку ∞=+1Nz . Тогда 
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( ) 0Res
1

1

=∑
+

=

zf
N

k kz
. 

Вычеты позволяют вычислять не только интегралы от функций ком-

плексного переменного, но и интегралы от функций вещественного аргумен-

та. 

В качестве примеров рассмотрим два вида интегралов. 

I. Интегралы вида 

( ) ϕϕϕ
π

dR∫
2

0

sin;cos , (10) 

где R  - рациональная функция, вычисляются с помощью замены 
ϕiez = . (11) 

В этом случае: 

ϕϕdiedz i= ; 
iz
dzd =ϕ ; 

22
cos

1−− +
=

+
=

zzee ii ϕϕ

ϕ ; 

i
zzee ii

22
sin

1−− −
=

−
=

ϕϕ
ϕ . (12) 

Тогда интеграл (10) примет вид 

( ) ϕ

π

ϕϕϕ i
C

ie
dz

i
zzzzRdR ∫∫

+

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

2
;

2
sin;cos

112

0

, (13) 

где +C  - окружность 1=z , проходимая против часовой стрелки. 

Интеграл, стоящий в правой части формулы (3) является интегралом от 

функции комплексной переменной, для вычисления которого и применяется 

теорема о вычетах. 

Пример 6. Вычислить интеграл ∫ +

π

ϕ
ϕ2

0
cos32

2 d
. 

Решение . По формулам (11), (12) получаем: 
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=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⋅
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

⋅
=

+ ∫∫∫
++

−
CC

z
ziz

dz
zziz

dzd
134

4

2
32

2
cos32

2
1

2

0

π

ϕ
ϕ

 

=
++

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

= ∫∫
++ CC

zz
dz

i
z

zz

dz
i 343

4
1334

4
2  

( )∫∫
++ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
++

=
CC zz

dz
izz

dz
i

3
133

4

1
3
43

4
2

. 

У подынтегральной функции две особые точки 31 −=z  и 
3
1

2 −=z , 

но только точка 2z  попадает в область, ограниченную контуром С  (окруж-

ность 1=z ). 

Следовательно,  

( ) ( )
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⋅⋅=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ −+

∫
3
13

1Res2
3
4

3
133

4

3
1

zz
i

izz

dz
i

C

π  

( )
ππππ 4

31
8

3
3
1
1

3
8

3
1

3
13

1lim
3
8

3
1

=
+−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⋅=
−→

z
zzz

. 

II. Несобственный вещественный интеграл вида 

( )dxxf∫
+∞

∞−

 (13) 

может быть найден с применением вычетов при выполнении некоторых ус-

ловий, накладываемых на функцию ( )xf . 

Пусть функция ( )xf  такова, что после замены вещественного аргумен-

та x  на комплексный z , получившаяся функция ( )zf  удовлетворяет услови-

ям: 
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а) ( )zf  - аналитическая в верхней полуплоскости, кроме конечного числа по-

люсов kz , Nk ,,1K= , лежащих выше вещест-

венной оси Ox ; 

б) ( ) 0lim =⋅
∞→

zfz
z

. 

Пусть D  – область, ограниченная полу-

окружностью Rz = , 0Im ≥z  и отрезком [ ]RR ;− , 

причем число R  настолько велико, что все полюсы kz , Nk ,,1K= , содер-

жатся внутри D  (см. рис.3). 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )zfidxxfdzzfdzzf
N

k kz

R

RC

∑∫∫∫
=−++

=+=
1

Res2π
γ

, (14) 

где +C - контур полукруга, а +γ  - дуга полуокружности, проходимые против 

часовой стрелки. 

Оценим ( )dzzf∫
+γ

 по модулю: 

( ) ( ) ( )zfzzfRdzzf
RzRz

⋅=≤
==

+
∫ maxmax ππ
γ

. 

При ∞→R  ∞→z , а, следовательно, в силу условия б), имеем 

( ) 0→∫
+

dzzf
γ

. 

Тогда, переходя к пределу при ∞→R  в равенстве (14), получаем: 

( ) ( )zfidxxf
N

k kz∑∫
=

+∞

∞−

=
1

Res2π . (15) 

Пример 7. Вычислить интеграл 
( )∫

∞

+0
32 1x

dx
. 

Рис. 3 

z 

0 x R 

y 

γ

-R 

z1 z2

zN 
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Решение . В силу четности подынтегральной функции имеем 

( ) ( )∫∫
+∞

∞−

∞

+
=

+
32

0
32 12

1
1 x

dx

x

dx
. 

Рассмотрим функцию ( )
( )32 1
1
+

=
z

zf . 

Точки iz =1  и iz −=2  являются полюсами третьего порядка этой 

функции, причем в верхней полуплоскости лежит лишь точка 1z . Далее вы-

числим предел: 

( )

( )
( ) ( )

0
1

limlim 32
=

+
=⋅

∞→
∞→

∞→
∞→ z

zzfz
z

z
z

z
. 

Следовательно, выполнены условия а) и б), накладываемые на функ-

цию ( )zf . Тогда по формуле (15): 

( ) ( ) ( ) ( )
=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

=
″

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

=
+ →→

∞+

∞−
∫ 433232

3lim1lim
!2

2

1
1Res2

1 iz
i

iz
i

z
i

x

dx
izizi

π
π

π  

( ) ( ) 8
3

32
12

2
1212lim 55

πππ
π ===

+
=

→ i
i

iz
i

iz
. 

Следовательно, 
( ) 16

3
10
32

π
=

+∫
∞

x

dx
. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
Индивидуальная работа №1 

З ад ание  1 . По заданным 1z  и 2z  выполнить: 

а) найти значение выражения; 

б) вычислить значения корня и изобразить их на комплексной плоско-

сти; 

в) записать число в тригонометрической и показательной форме; 

г) на комплексной плоскости изобразить множество точек z , удовле-

творяющих заданным соотношениям. 

З ад ание  2 . Найти nn
z

∞→
lim . 

З ад ание  3 . Найти и построить стереографические проекции: 

а) точки z ; б) указанной области. 

Вариан ты  з а д аний  

1 вариант 

1. iz 311 −= , iz 232 −= : 

а) 212
1

24
1 8 zz

z
izz ++ ; б) 3 1z ; в) 2z ; г) 221 <+ zz ; ( ) zzz Im2Re 2 +=− . 

2. i
n

n
n

nnzn 1
ln11 22

+
+

−−+
= . 

3. а) 1z ; б) 32 ≤< z . 

2 вариант 

1. iz 331 += , iz += 22 : 

а)
1

22
21

6
1

58
z
zzizz −+ ; б) 4 1z ; в) 2z ; 

г) 42 21 <+≤ zz ; ( )22Im2Re zzz −=+ . 

2. i
n
n

n
nz

n

n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−

=
25
23

2
. 

3. а) 2z ; б) 51 ≤< z . 
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3 вариант 

1. iz 221 −= , iz 222 +−= : 

а) 12
1

23
1 3iz

z
zz ++ ; б) 4 1z ; в) 2z ; 

г) ( ) zzi 2ReIm0 << ; 12 zzzz −=− . 

2. ( )
( )

i
nn
nnz nn 3

1
!!1
!!1
+

−+
++

= . 

3. а) 2z ; б) 35 >> z . 

4 вариант 

1. iz 881 += , iz 322 += : 

а) 
2

13
2

3
1 2iz

zzz ++ ; б) 4 1z ; в) 2z ; 

г) 75 21 <−< zz ; 11
2

21 ImReImIm zzzz −=+ . 

2. i
n
n

n
nnz

n

n

6

3

3

31
31

41
23

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−
+

= . 

3. а) 1z ; б) 3=z . 

5 вариант 

1. iz 21 −= , iz 432 −= : 

а) 
1

2
21

10
1

8
z

zizz −⋅+ ; б) 4 1z ; в) 2z ; 

г) ( ) zzz ⋅=+ 2Re1Re ; 224 >+> iz . 

2. i
n

n
n

z
n

n
1

321
4

2

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−

. 

3. а) 2z ; б) 7<z . 

6 вариант 

1. ( )121 −= iz , iz 422 += : 

а) 21
2

12
2 54 zz

z
ziz +− ; б) 4 1z ; в) 2z ; 



 137

г) ( ) 12 ImIm zzzz =+ ; 30 2 ≤+< zz . 

2. i
n
n

n

nz
n

n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−

+
=

41
21

116
1

4

4
. 

3. а) 1z ; б) 7>z . 

7 вариант 

1. iz += 11 , 222 iz −= : 

а) 21
1

24
1 2 zz

zi
ziz +
+

+ ; б) 3 2z ; в) 1z ; 

г) 522 =++− zz ; 1
2

2 ReReImRe zzzz ⋅>⋅ . 

2. i
n

n
n
nzn

1sin
1
32 2
+

+
−

= . 

3. а) 2−−= iz ; б) 21 ≤≤ z . 

8 вариант 

1. iz −−= 11 , iz 32 = : 

а) 8
2

1

2
13 z

iz
ziz +− ; б) 4 2z ; в) 1z ; 

г) ( ) zzz 22
2 Im1Re +≤+ ; ( ) 2ReIm 1 =− zz . 

2. nn i
n

nz
2
1sin

21
1
2

2
+

−
+

= . 

3. а) iz += 4 ; б) 8>z . 

9 вариант 

1. iz 21 −= , iz += 42 : 

а) 21
21

26
1 43 zz

zz
zz −
+

+ ; б) 3 1z ; в) 2z ; 

г) ( ) zzz 2
1 Im2Re =− ; 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤<

3

arg
2

1zz

z ππ
 

2. i
n

n
n

nzn
cos

13
2

2

2
+

+
−

= . 
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3. а) 7+= iz ; б) 53 ≤< z . 

10 вариант 

1. iz += 11 , iz 522 −= : 

а) 
21

2
10
1

3
zz

izz
+

−+ ; б) 3 1z ; в) 2z ; 

г) 12 ReImImRe zzzz +=+ ; 12ln <+ iz  

2. i
n
nz nn 13
12

13
1

+
−

+
+

= − . 

3. а) iz 23 −= ; б) 5=z . 

11 вариант 

1. iz 431 −= , 82 −=z : 

а) ( ) ( )izzz
z

zi 2313
21

4
1

1

2 +−+
+ ; б) 3 2z ; в) 1z ; 

г) 312 >−− zzz ; ( ) 1
2 ReImRe zzz =− . 

2. ( )innz n
n 115 −−++= . 

3. а) iz 4= ; б) 5>z . 

12 вариант 

1. iz 31 = , iz +−= 12 : 

а) 
64

22
1

2
21

8
1 −+

−+
iz

izzzz ; б) 4 1z ; в) 2z ; 

г) ( ) 1
2 ImReIm zzz =− ; 12 zzzz −>− . 

2. i
n

n
n

zn 110
4523
+
+

++= . 

3. а) iz += 5 ; б) 4>z . 

13 вариант 

1. iz 221 += , iz 312 += : 

а) 2
21

1

26
1 3 zz

z
izz ⋅−+ ; б) 3 1z ; в) 2z ; 
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г) 213 =++ iz ; zzzzzz ReReReImImIm 2112 −⋅≤+− . 

2. ( )
3

113
2 −

−−+−=
n

innz n
n . 

3. а) 2z ; б) 3=z . 

14 вариант 

1. iz 441 −= , 222 iz −= : 

а) 
2

1
21

6
1

63
z
zzizz −⋅− ; б) 4 1z ; в) 2z ; 

г) 21 1 <−< zz ; ( ) zzz Im2Im 2 −=− . 

2. i
n

nnnzn −
+−+=
2

1 . 

3. а) 12 +−= iz ; б) 
4
11 << z . 

15 вариант 

1. iz 21 −= , iz += 42 : 

а) 21
1

26
1 2

1
3 zz

z
zz −
+

+ ; б) 3 1z ; в) 2z ; 

г) ( ) 2Re 1 ≥− zz ; 421 =−− iz . 

2. i
nn

z
n

n

3111
2
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= K . 

3. а) 2z ; б) 
8
1

>z . 

16 вариант 

1. iz 31 = , iz += 12 : 

а) 
1

2
211

32
zi

izzzz
+

−+ ; б) 3 1z ; в) 2z ; 

г) 12 argargarg zzz ≤< ; ( ) zzzz 2
21 ImReRe =−− . 

2. i
n

n
n
nzn 3

32

1
350

12
13

−
−

+
+
−

= . 
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г) ( ) 4Im 2 >− zz ; 12 =−+ iz . 

2. i
n
nz n

nn

n 2
1

3
32

+
+

+
+

= . 

3. а) iz −−= 1 ; б) 6=z . 

 

Индивидуальная работа №2 

З ад ание  1 . Выделить вещественную и мнимую части данной функции. 

Найти значение функции в заданной точке. 

З ад ание  2 . Найти точки, в которых функция дифференцируема. Вычис-

лить производную в заданной точке. 

З ад ание  3 . Восстановить аналитическую функцию по заданным условиям. 

З ад ание  4 . Найти круг сходимости степенного ряда. 

Вариан ты  з а д аний  

1 вариант 

1. ( ) ( )
z

zizf 12 ++= ; ( )if 23 + . 

2. 
z

w
+

=
1
2 ; ( )iw′ . 

3. ( ) y
yx

xyxv 2, 22 −
+

= , ( ) 01 =f . 

4. ( )
∑

−
−−∞

=1 31
32

n

n

in
iz . 

2 вариант 

1. 
1

21
−

+=
z

i
z

w ; ( )2w . 

2. 22 zizw += ; ( )iw +′ 1 . 

3. ( ) ( ) yxyxyxv 2ln, 22 −++= . 

4. ∑
∞

=0
!

n

nzn . 

 

3 вариант 

1. 
( )

43
2 +−

=
iz

w ; ( )iw −1 . 

2. ( )
z

ziw
23 +

= ; ( )1w′ . 

3. ( ) 53, 32 ++−= xyyxyxu . 

4. ( )
∑

+
+∞

=0 1n

n

in
iz . 

4 вариант 

1. ( )
z

zzf 23 += ; ( )if 34 + . 

2. ( )213 −+= izw ; ( )iw −′ 1 . 

3. ( ) ( )2lncos2, yyxu x= , ( ) 20 =f . 

4. ( )
∑

+
−∞

=1 21
2

n

n

in
iz . 
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5 вариант 

1. ( ) 13 −+=
z
izzf ; ( )if 21 − . 

2. ( ) 2312 zziw −+= ; ( )iw′ . 

3. ( ) xyyxyxu ++−= 323, , 

( ) iif −= 1 . 

4. ( )
( )( )

( )∑ −
++

−∞

=1
2

21
1

n

n
n

iz
nn

. 

6 вариант 

1. ( )
z

ziw
33 +

= ; ( )iw −2 . 

2. 
( )21
2
−

=
z

w ; ( )iw 3−′ . 

3. ( ) yeyxv x cos, = , ( ) 1siniif = . 

4. ( )
∑

−
−∞

=1 1n

n

in
iz . 

7 вариант 

1. 
2
13
+

+=
z

zw ; ( )iw 24 − . 

2. ( ) ( )22 ziziw −−= ; ( )iw 71 −−′ . 

3. ( ) 22,
yx

yyxv
+

−= , ( )
π

π 1
=f . 

4. ( )
( )

∑
+
++∞

=1
2 1

12
n

n

n

in
iz . 

8 вариант 

1. ( ) ( )
i

izzf
4
12 2 +−= ; ( )if −− 7 . 

2. ( )3izw += ; ( )iw 2′ . 

3. ( ) ( )xyyxyxv −= sinch2, , 

( ) 00 =f . 

4. ( )
∑

+
−∞

=1 2n

n

in
iz . 

9 вариант 

1. ( ) iizw 414 2 +−+= ; ( )iw −− 2 . 

2. 2zzw ⋅= ; ( )0w′ . 

3. ( )
6

cos2,
44

22 yxyxyeyxv x +
−+=

4. ( )
∑

+∞

=0 5n
n

nizn . 

10 вариант 

1. ( ) ( ) ( )22 izizzf ++−= ; ( )if −− 1 . 

2. ( )3ziw −= ; ( )iw 2′ . 

3. ( ) xyxyxv −−= 22, , ( ) 01 =+ if . 

4. ∑
∞

=0 !
2

n

nn

n
z . 

11 вариант 

1. ( )223 zzw −= ; ( )iw 3 . 

2. ( )23Im zizzw −−= ; ( )1w′ . 

3. ( ) yxyxeyxv
y

2
3

2
32

cos, +−=
−

. 

12 вариант 

1. ( ) 3332 zzzf −−= ; ( )if 23 − . 

2. ( )
2
13

−
+

=
z
izf ; ( )if −′ 1 . 

3. ( ) ( ) ( ) yxyxyyxv 483sin3ch, +−= . 
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4. ∑+
∞

=1 !
8

n

n

n
z . 4. ( )

( )( )
( )∑ −

++
+∞

=1
2

21
1

n

n
n

z
nn
i . 

13 вариант 

1. ( )
z

ziw 43 2 +−= ; ( )13 −if . 

2. 21
3
z

w
+

= ; ( )iw′ . 

3. ( ) xxyyxyxv 48
2

sin
2

sh, +−= . 

4. ( )
( )∑
+
−+∞

=1 !2
32

n

n

n
iz . 

14 вариант 

1. ( ) 312 z
z
izf −+= ; ( )if 2 . 

2. ( ) 2718 zziw −+= ; ( )iw +′ 1 . 

3. ( ) 3223 236, yxyyxxyxv −−+= . 

4. ( )
∑

−∞

=0

2

!
3

n

n

n
iz . 

15 вариант 

1. ( )
z

zizf
23 −

−
= ; ( )if 25 − . 

2. ( )272 izzw +−= ; ( )iw 32 −−′ . 

3. ( ) 2
3

2

3
2sin, xyxxeyxv y +−= − . 

4. ( )
( )∑

+
+−∞

=0
2 13
12

n
n

n

n
iz . 

16 вариант 

1. ( )
z

zzf 32 −= ; ( )if 3 . 

2. ( )233 ziw −+= ; ( )iw −−′ 1 . 

3. ( ) ( ) −+= 22cos2ch, xxyyxv

122 +−− yy . 

4. ( )
∑

+
−∞

=0
2 1n

n

n
iz . 

17 вариант 

1. ( ) i
z
zzf 2

1
1

+
+
−

= ; ( )2−f . 

2. ( )21 ziw −= ; ( )iw +′ 1 . 

3. ( ) 322 32sin, xxyxeyxv y −+= . 

4. ( )
∑

+
+∞

=0 3
n

n

nn
iz . 

18 вариант 

1. ( ) zizw 32 −+= ; ( )iw 3− . 

2. 
i

z
iz

w
2

1
+

+
= ; ( )iw 3−′ . 

3. ( ) −++−= yxyxyxv 5, 22

22 yx
y
+

− , ( ) 13 −= iif . 

4. ( )
( )∑
+
−∞

=0 !1
2

n

nn

n
iz . 
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19 вариант 

1. ( ) 24
3
1 z

z
zf +

−
= ; ( )if +− 2 . 

2. ( ) zziw 23 −−= ; ( )iw 32 +′ . 

3. ( ) 1, 22 −−= yxyxv , ( ) 01 =−f . 

4. ( )
∑

⋅
++∞

=0 7
1

n
n

n

n
iz . 

 

20 вариант 

1. ( ) ( )23 3 zizzf +−= ; ( )if −1 . 

2. ( )
i

ziw
2
12 2 +−= ; ( )iw +−′ 1 . 

3. ( ) ( ) +−= yyyxeyxv x sincos,

yxyxyx +−++ 23 3shsin2 , 

( ) 00 =f . 

4. ( )
∑

−−∞

=1 3
1

n
n

nizn . 

21 вариант 

1. ( )
32 −

+
=

z
izzf ; ( )if 25 − . 

2. ( ) zizw 23 2 +−= ; ( )iw 32 +′ . 

3. ( )
( ) 221

,
yx

yyxv
++

= , 

( ) 11 =+− if . 

4. ( )
( )

∑
+
+−∞

=1 !1
32

n
n

n

ni
iz . 

22 вариант 

1. ( ) ( )223 zzzf −= ; ( )if 3 . 

2. ( )yiyew x sincos += ; ( )1w′ . 

3. ( ) 22,
yx

yyxv
+

= , ( ) 02 =f . 

4. ( )
∑

−∞

=1 2
1

n

n

n
z . 

23 вариант 

1. ( )( ) izizw 31 +−+= ; ( )1w . 

2. zzw Im= ; ( )iw′ . 

3. ( ) xyyxyxv +−= 22, , ( ) 00 =f . 

4. ∑
⋅⋅∞

=0

3!
n

n

nn

n
zn . 

24 вариант 

1. ( ) i
z
zzf +

−
+

=
1
1 ; ( )if 22 −− . 

2. ( )21 izw += ; ( )iw −′ 1 . 

3. ( ) 23 3, xyxyxv −= , ( ) iif = . 

4. ( )∑
∞

=1
cos

n

nzin . 

25 вариант 

1. 
( )21
3
−

=
z

iw ; ( )0w . 

26 вариант 

1. ( )
i
z

z
zf

2
3

3
1 +

+
−

= ; ( )if 2 . 



 148

2. 3
2 z

z
zzw ++= . 

3. ( )
x
yyxv arctg, = , ( ) 01 =f . 

4. ( )∑ −
∞

=1

22
n

nn zn . 

2. ( ) izw −+= 232 ; ( )iw +′ 1 . 

3. ( ) 22
22 5,

yx
yyxyxyxv
+

−++−=

( ) 01 =+ if . 

4. ( )
∑

−∞

=0

2

3
1

n
n

nz . 

27 вариант 

1. ( ) iz
z

zf +−
−

= 24
2
1 ; ( )if −− 2 . 

2. ( ) iziw 22 3 −+= ; ( )iw 23 −′ . 

3. ( ) ( ) ( ) yyxyxv +−= 2sh2sin2, , 

( ) 20 =f . 

4. ( )
∑

+
−∞

=1 1n

n
n

n
n

iz . 

28 вариант 

1. ( ) zzzf 23 −= ; ( )if 21 − . 

2. 
z

iw
+
−

=
2
1 ; ( )iw 31 +′ . 

3. ( ) ( ) yxyxyyeyxv x +++= sincos,

( ) 10 =f . 

4. ( )
∑

++∞

=1 25
23

n
n

n

n
iz . 

29 вариант 

1. ( ) ( ) zzizzf 32 2 −−= ; ( )if 28 − . 

2. zzw Re= ; ( )0w′ . 

3. ( ) xxyxyyxv 22
2

cos
2

ch, −−= . 

4. ∑
∞

=1n

nnzn . 

30 вариант 

1. ( )
1
221 2

+
+−

=
i

zzzf ; ( )if −3 . 

2. zzw ⋅= ; ( )iw′ . 

3. ( ) 3223 236, yxyyxxyxv −−+= , 

( ) 00 =f . 

4. ( )∑
∞

=1
sin

n

nzin . 
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Индивидуальная работа №3 

З ад ание  1 . Вычислить значение функции в заданной точке. 

З ад ание  2 . Найти и построить образ кривой или образ области при задан-

ном отображении. 

Вариан ты  з а д аний  

1 вариант 

1. 
i

e 4
π

−
; ( )i+πsin . 

2. 2xy −= ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
zw 1

2
1 . 

2 вариант 

1. ( )i55ln + ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i

3
21ch π . 

2. 7−−= xy ; 
z

w 1
= . 

3 вариант 

1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i3
3

sin π ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i3
3

sh π . 

2. 21: =++ izD ; 
1
1

−
+

=
z
zw . 

4 вариант 

1. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i2
6

cos π ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − i2
6

ch π . 

2. 22xy = ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
zw 1

2
1 . 

5 вариант 

1. ( )ei−ln ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i

3
2sin π . 

2. 32 += xy ; 
1
1

−
+

=
z
zw . 

6 вариант 

1. 
i

e 4
3π

; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3
2cos πi . 

2. 7+= xy ; 
z

w 1
= . 

7 вариант 

1. ( )i288ln − ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
8ch πi . 

2. 2xy = ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
zw 1

2
1 . 

8 вариант 

1. ii ; ( )i+1Ln . 

2. 1+= xy ; 
1
1

−
+

=
z
zw . 

9 вариант 

1. 
ii −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
2
1 . 

2. 7−= xy ; 
z

w 1
= . 

10 вариант 

1. i1 ; ( )ie −1π . 

2. 21: =−− izD ; 
1
1

−
+

=
z
zw . 
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11 вариант 

1. ( ) 11 −− ii ; i2sin . 

2. 
⎩
⎨
⎧

≤≤
∞<≤
πy

x
D

0
0

: ; zew = . 

12 вариант 

1. ( )ii+1 ; ( )i+− 3sh . 

2. π20: ≤≤ yD ; zew = . 

13 вариант 

1. ( )i1− ; ( )i+− 3ch . 

2. 1: ≤zD ; zzw −=
2
1 . 

14 вариант 

1. icos ; ( )i22ln − . 

2. 1: ≤zD ; izw += . 

15 вариант 

1. ( )i−4sh ; ( )i+3Ln . 

2. 1: ≤zD ; zzw −= . 

16 вариант 

1. ( ) ii −+ 11 ; ( )i−4ch . 

2. 1: ≤zD ; ziw = . 

17 вариант 

1. ( )i+1ln ; i32 . 

2. 1: ≤zD ; zw = . 

18 вариант 

1. 
ii +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 1

2
1 ; ( )eiln . 

2. ABCD  - квадрат: ( )0;0A , ( )0;1B , 

( )1;1C , ( )1;0D ; 3−= izw . 

19 вариант 

1. i+15 ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i

3
3cos π . 

2. 1: ≤zD ; 
2
12

−
−

=
z
zw . 

20 вариант 

1. i−110 ; ( )i25sh −− . 

2. 1: ≤zD ; 
iz
izw

+
−

= . 

21 вариант 

1. i+12 ; ( )i−− 3ch . 

2. 0,0: ≥= yxD ; 
z

w 1
−= . 

22 вариант 

1. i33 ; ( )i−− 3sin . 

2. 20,0: ≤≤= xyD ; 
z

w 1
−= . 

23 вариант 

1. ( ) 23 ; ( )i−− 3cos . 

2. 2,0: =≥ xyD ; 
z

w 1
−= . 

24 вариант 

1. ii− ; ( )i33ln −− . 

2. `1: ≤zD ; 
z

zw −
=
1 . 
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25 вариант 

1. ( )ii− ; ( )i72cos + . 

2. 9: 22 =+ yxD ; 
z

w 1
= . 

26 вариант 

1. ( ) 2i− ; ( )i44sh + . 

2. 1Im: >zD ; 
z

izw −
= . 

27 вариант 

1. i−1 ; ( )i44ch + . 

2. 122 =+ yx ; 12 += zw . 

28 вариант 

1. 21 ; ( )i44cos + . 

2. 
2
1: ≤zD ; 

iz
izw
+
−

=
2 . 

29 вариант 

1. ( ) ii +− 143 ; itg . 

2. 1: <zD ; 
iz

ziw
+
−

=
1 . 

30 вариант 

1. i4 ; ( )i44sin + . 

2. 
4

0: πϕ <<D ; 
1−

=
z

zw . 

 

Индивидуальная работа №4 

З ад ание  1 . Вычислить интеграл по кривой. 

З ад ание  2 . Вычислить интеграл по формуле Коши. 

Вариан ты  з а д аний  

1 вариант 

1. а) ∫ ⋅
L

dzzz 2Im , 0arctg,1: ≤≤−= zzL π , 

б) ( )( )∫ −+
C

dzxiy 1 , отрезок [ ]21 ; zz , 11 =z , iz =2 . 

2. а)
( )∫

+ +

−

L

z
dz

z

e
22 36
53

, ,6: ≤zL  б) ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−

L

dz
z

zz
5

3

2sin3cos5
π

, 
3
1

3
: <+

πzL . 

2 вариант 

1. а) ( )( )∫ +−
С

dzxiy 413 , C  - отрезок от iz =1  до 32 =z , 

б) ∫
C

dzzRe , 11: =−zC . 
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2. а) ( )( )∫
+ −+

−

L

dz
zz

z
31

6
2 , ,5.1: ≤zL  б) ∫

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −L

dz
z

z
5

6
5
8sin8
π

, 
4
1

6
5: <−
πzL . 

3 вариант 

1. а) ∫
+

−

i

i
z

dz3

2

, 

б) ∫
+L

dzzRe , 21: =−zL . 

2. а)
( )∫

+

−

+
−

L

zz
dz

iz
ee
7
32

, ,5.1: <zL  б)
( )∫

+ +
−

L

dz
zz

zz
22
cos3sin4

π
, π≤zL : . 

4 вариант 

1. а) ∫
−

+

i

i
z

dz23

2

, 

б) ∫
L

dzzIm , L  - отрезок от ( )0;0  до ( )1;2 . 

2. а)
( )∫

+ −
−

L

z
dz

iz
e

6

6 1
, 2: <zL ; б)

( )( )∫
+ −+

+

L

dz
zzz

z
32

1
2

3
, 4: <zL . 

5 вариант 

1. а) ∫
−i

i
z

dz1

, 

б) ∫
+L

dzzRe , 11: =−zL . 

2. а)
( )∫

+

−

−
−

L

zz
dz

z
ee
54

32
, 14: <−zL ; б) ∫

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −L

dz
z

z
4

6

3

cos
π

, 
2
1

3
: ≤−

πzL . 
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6 вариант 

1. а) ∫
+i

i
z

dz3

3

, 

б) ∫
C

dzzRe , 11: =−zC . 

2. а) 
( )( )∫

+ −
L

dz
z

z
322 2

7sin
π

, ,3: ππ <−zL  б) 
( ) ( )∫

+

−

−−
+

L

zz
dz

zz
ee

21 2 , 3: ≤zL . 

7 вариант 

1. а) ∫ −

С

dzz 1 , C  - отрезок от 11 =z  до iz −=2 , 

б) ( )∫
C

dzzz 2Im , 2: =zC . 

2. а) 
( )∫

+

−

+

+

L

zz
dz

z

ee
22 25

, ,5: ≤zL  б) ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

L

dz
z

zz
5

3
2
cos5sin3

π
, 

4
1

3
2: <+
πzL . 

8 вариант 

1. а) ∫
−

i

i

z dzze
2

, 

б) ∫
C

dzz , 2: =zC , 0Im ≤z , от точки 21 −=z  до точки 22 =z . 

2. а) ( )∫
+ −

L
zz
dz
12 , ,

2
11: ≤+zL  б)

( )∫
+ −L

dz
z

z
222

cos
π

, L : треугольник с 

вершинами в точках 4 ; i+− 4 ; i−− 4 . 

9 вариант 

1. а) ∫
−

i

i

z dzez
2

3 2
3 , 

б) ∫
C

dzzz , 2: =zC . 
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2. а) ( )( )∫
+ −++

L
zzz

dz
3122 , ,3: ≤zL  б) ∫

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +L

dz
z

z
6

6

4cos
π

, 1
6

: <+
πzL . 

10 вариант 

1. а) ∫
L

dzz , [ ]21 ,: zzL  - отрезок от iz += 11  до iz 22 = , 

б) ∫
C

dzz 3 , 1: =zC , 
3

arg0 π
≤≤ z . 

2. а)
( )∫

+ +−L zz
dz

22 45
, ,201: =−zL  б) ∫

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −L

dz
z

z
7

6

sin
π

, 1: ≤zL . 

11 вариант 

1. а) ∫
L

dzz , [ ]21 ,: zzL  - отрезок от iz += 11  до iz 22 = , 

б) ∫
C

dzz 3 , 
2
1: =zC , 

6
arg0 π

≤≤ z . 

2. а)
( ) ( )∫

+ −−
L

z

zz
dze

32 2 , ,13: ≤−zL  б) ∫
+ +

L
z

dz
42 , :L  прямоугольник с 

вершинами в точках 1 ; i31 + ; i31 +− ; 1− . 

12 вариант 

1. а) ∫
L

dzzIm , 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤=

=

,
3

0,sin

cos
: πttRy

tRx
L  

б) ∫
C

dzz 3 , 1: =zC , 
2

arg0 π
≤≤ z . 

2. а) 
( )
( )∫

+ −
− −

L

zz

zz
dzee
312

, ,11: ≤−zL  б) ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +L

dz
z

z
3

4

4

sin
π

, 2: =zL . 
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13 вариант 

1. а) ( )∫
+

−
i

i

z

dzezz
2

2

23
2

, 

б) ∫
C

dzzz , 1: =zC . 

2. а)
( ) ( )∫

+ ++
L

z

zz
dze

32 2

4
, ,3: ≤zL  б) ∫

+ +
L

z
dz
42 , 3: <zL . 

14 вариант 

1. а) ∫
C

z
dz

, 1: =zC , 

б) ∫
i

i

z

dzze
2

2

2

. 

2. а)
( )

dz
iz

e

z

z

∫
+=

−
2

4 , б)
( )( )∫

+ −+
−

L

dz
zzz

z
32

1
2 , 3: =zL . 

15 вариант 

1. а) ∫
L

dzzRe , ( )tizL += 2: , 10 ≤≤ t , 

б) ∫
L

dzzz Im , 2: =zL . 

2. а)
( )∫

+ −
L

z

zz
dze

31
, ,2: =zL  б) ∫

+ +
L

dz
z

z
4

sin
2 , 06: 22 =++ yyxL . 

16 вариант 

1. а) ∫
L

z dzze Re
2

, [ ]21 ,: zzL  - отрезок от 01 =z  до iz += 12 , 

б) ∫
C

dzz 3 , 1: =zC , 
4

arg1 π
≤≤ z . 
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2. а)
( ) ( )

dz
zzz

z

L
∫
+ ++

−
32

1
2

2
, ,4: <zL  б)

( )∫
+ −

L

z
dz

iz
e

5

3
, 2: <− izL . 

17 вариант 

1. а) ∫
L

dzz , [ ]21 ,: zzL  - отрезок от 11 −=z  до 12 =z , 

б) ( )∫ −
C

dziyx 32 , 4: =zC , 0Im ≤z  от точки 41 −=z  до точки 42 =z . 

2. а)
( ) ( )

dz
izz

z

L
∫
+ +−

−
28
3

, 8: ≤zL ,  б) ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −L

dz
z

z
5

6
5
8sin
π

, 
3
1

6
5: <−
πzL . 

18 вариант 

1. а) ( )∫ −
C

dziyx 32 , 4: =zC , 0Im ≤z  от точки 41 −=z  до точки 42 =z , 

б) ∫
C

dzzRe , 11: =−zC . 

2. а)
( )( )∫

+ +−
L

izz
dzz

3

3

2
, ,1: ≤+ izL  б) ∫

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +L

dz
zz

z

4

3sin
π

, π≤zL : . 

19 вариант 

1. а) ∫
L

dzzRe , :L  парабола АВ: ( )4,2A ; ( )9,3B  ( )2xy =  

б) ∫
L

dzzz , 5: =zL . 

2. а)
( )∫

+ +
L

z

iz
dze

3 , ,2: =zL  б)
( ) ( )∫

+ −−
+

L

dz
zzz

z
31

1
2 , 2: =zL . 

20 вариант 

1. а) ∫
L

dzz , 4: =zL , 
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б) ( )∫ −
C

dzz 13 , 1: =zC , ππ
≤≤ zarg

2
. 

2. а) ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +L

dz
z

z
6

3

7cos
π

, ;5,0
3

: <+
πzL  б)

( )∫
+ −

++

L

dz
ziz

zz
3

2 73
, 2: ≤zL . 

21 вариант 

1. а) ( )∫ +
L

dzixy 22 , :L  отрезок от iz += 11  до iz 322 += , 

б) ∫
C

dzzz Im , 1: =zC . 

2. а)
( )∫

+ +
−

L

z
dz

zz
e

3

5

1
3

, ,1: ≤zL  б)
( )∫

+ −
L

dz
z

z
6

4cos
π

, 1: <−πzL . 

22 вариант 

1. а) ( )∫ +
C

dziyx 22 , C  - отрезок АВ: ( )1,1A , ( )3,2B , 

б) ∫
L

dzzzRe , 1: =zL . 

2. а)
( )

dz
z

ee

L

zz

∫
+ +

+ −

22 9
, ,10: ≤− izL  б) ∫

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

L

dz
z

zz
4

6

cos4sin2
π

, 1
6

: ≤+
πzL . 

 
23 вариант 

1. а) ( )( )∫ −+
C

dzxiy 1 , [ ]21 ,: zzC , 11 =z  до iz =2 , 

б) ∫
C

dzz 3 , 1: =zC , 
2

arg0 π
≤≤ z . 

2. а) dz
z

z

L
∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4

3

cos
π

, ,2: ≤zL  б)
( )∫

+ −
−+

L

dz
zz

zz
3

2

1
45

, 2: ≤zL . 



 158

24 вариант 

1. а) ∫
L

dzzRe , 2: =zL , 

б) ∫
−

C

i

dzz , вдоль полуоси 1=z , 0Re ≥z . 

2. а) ( )( )
dz

zz
z

L
∫
+ −+

+
59

5
2

2
, ,1005: ≤−zL  

б) ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

L

dz
z

zz
4

3
2

7coscos3
π

, 1
3
2: <+
πzL . 

25 вариант 

1. а) ∫
C

dzzIm , C  - отрезок АВ: ( )0,1A , ( )1,0B , 

б) ∫
C

dzzz , 1: =zC . 

2. а) dz
z

z

L
∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

6

6
5
4cos
π

, 1
6
5: <−
πzL ,  б)

( ) ( )∫
+ +−

+−

L

dz
ziz
zz

22

3

2
12

, 2: ≤zL . 

26 вариант 

1. а) ∫
C

dzz , :C , отрезок от точки 11 =z  до точки 12 += iz , 

б) 
( )
∫
l

dzzz , ( ) 0Im,2: ≤= zzl  от точки 21 −=z  до точки 22 =z . 

2. а) ( )( )
dz

zz
z

L
∫
+ ++

+
21

5
2 , ,2: ≤zL  б) ∫

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −L

dz
z

z
5

3
2
7cos7
π

, 
3
1

3
2: <−
πzL . 

27 вариант 

1. а) ( )∫ −−
i

idzeiz
0

, 
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б) ( )∫
L

dzzz 2Im , 2: =zL . 

2. а)
( )∫

+ +
+ −

L

zz
dz

z
ee
61

, ,11: <+zL  б)
( )∫

+ −
−

L

dz
zz

zz
22
3sinsin3

π
, π≤zL : . 

28 вариант 

1. а) ∫
i

dzzz
0

cos , 

б) ∫
C

z
dz

, 1: =zC . 

2. а) 
( )∫

+ +
L

z
dz

iz
e

5

4
, ;3: =zL  б)

( )( )∫
+ −+

−

L

dz
zzz

z
23

1
2

4
, 4: <zL . 

29 вариант 

1. а) ∫
+ i

dzzz
1

0

cossin , 

б) ∫ −

C

dzz 1 , :C отрезок от точки 11 =z  до точки iz −=2 ,. 

2. а) ∫
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −L

dz
z

z
3

5

4

sin
π

, ,1
4

: ≤−
πzL  б)

( ) ( )∫
+ +−

− −

L

zz
dz

zz
ee

11 2 , 1: ≤zL . 

30 вариант 

1. а) ∫
i

dzzz
1

sin , 

б) ∫
L

dz
z
z

, :L  граница области 21 << z . 

2. а)
( )

dz
z

z

L
∫
+ −

322

5cos
π

, ,100: ππ <−zL  б)
( )∫

+ −
L

z
dz

z
e

4

4

9
, 19: <−zL . 
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Индивидуальная работа №5 

З ад ание  1 . Разложить данную функцию в ряд Лорана в указанных облас-

тях. 

З ад ание  2 . Найти вычеты функции ( )zf  в конечных особых точках. 

З ад ание  3 . С помощью вычетов вычислить интегралы. 

Вариан ты  з а д аний  

1 вариант 

1. ( ) ( )( )49
1
22 −−

=
zz

zf  

а) 32 << z ; б) 2<z ; в) 3>z . 

2. ( )
( )4

6

1−
=

z
zzf . 

3. ∫
−

π

ϕ
ϕ2

0 cos5.01
d . 

2 вариант 

1. ( )
( )( )21

3

−−
=

zz
zzf  

а) 120 <−< z ; б) 22 >−z ; в) 11 <−z . 

2. ( )
12

5

−
=

z
zzf . 

3. ∫
+

π

ϕ
ϕ2

0 cos3.01
d . 

3 вариант 

1. ( )
34

2
2 +−

+
=

zz
zzf  

а) 210 <−< z ; б) 21 >−z ; в) 13 >−z . 

2. ( ) 53 zz
ezf

iz

+
= . 
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3. 
( )∫
+

+∞

∞−
421 x

dx . 

4 вариант 

1. ( )
4

1
2 +

=
z

zf  

а) 2<z ; б) 420 <+< iz ; в) 42 >+ iz . 

2. ( )
iz

zf
+

=
1cos . 

3. 
( ) ( )∫

++

+∞

∞− 13 222 xx

dx . 

5 вариант 

1. ( )
( )2

4

2−
=

z
zzf  

а) 02 >−z ; б) 2<z ; в) 5<− iz . 

2. ( )
1

cos
2 +

=
z

zzf . 

3. 
( )∫

+

∞+

0
22

2

3x

dxx . 

6 вариант 

1. ( )
12 +

=
z

zzf  

а) 20 <−< iz ; б) 2>− iz ; в) 1<z . 

2. ( )
( )22 4

1

+
=

zz
zf . 

3. ∫
+

∞+

∞−
6

4

1 x
dxx . 

7 вариант 

1. ( ) ( )( )14 22 −+
=

zz
zzf  
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а) 1<z ; б) 21 << z ; в) 1>z . 

2. ( ) 3
sin

z
izzf = . 

3. ( )
( )∫

+

+∞+

∞−
22

2

1

2

x

dxx . 

8 вариант 

1. ( )
2
17

2 −+
−

=
zz

zzf  

а) 1<z ; б) 21 << z ; в) 31 >−z . 

2. ( ) ( )
1
2cos
+

=
z

izzf . 

3. 
( )∫

+

+∞

0
22 1x

dx . 

9 вариант 

1. ( )
82

3
2 +−

−
=

izz
zzf  

а) 640 <−< iz ; б) 2<z ; в) 4>z . 

2. ( )
( )2
sin
π−

=
z

zzf . 

3. ∫
+

π

ϕ
ϕ2

0 sin3
d . 

10 вариант 

1. ( )
23

1
2 −−

=
izz

zf  

а) 1<z ; б) 21 << z ; в) 2>z . 

2. ( ) 53
1

zz
zf

−
= . 

3. 
( )

dx
x

ix
∫

+

+∞

0
32

2

4
. 
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11 вариант 

1. ( )
( )( )222 14 −−

=
zz

zzf  

а) 21 << z ; б) 2>z ; в) 1<z . 

2. ( )
( )3

2

2−
=

z
zzf . 

3. 
( )∫

+

+∞

∞−
32 9x

dx . 

12 вариант 

1. ( )
82

3
2 −+

−
=

zz
zzf  

а) 620 <−< z ; б) 62 >−z ; в) 42 << z . 

2. ( ) 3zz
izzf

−
+

= . 

3. ∫
+

π

ϕ
ϕ2

0 sin1.01
d . 

13 вариант 

1. ( )
1

2
2 −

=
z

zf  

а) 103 <− iz ; б) 1<z ; в) 21 >+z . 

2. ( ) 4

4

1 z
zzf
+

= . 

3. . ∫
+

π

ϕ
ϕ2

0 cos2.01
d  

14 вариант 

1. ( ) 24
4

z
zzf

+
=  

а) 420 <−< iz ; б) 42 >− iz ; в) 42 >+ iz . 

2. ( )
( )32

1

iz
zf

+
= . 
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3. ∫
−

π2

0

2

cos45
2cos dx

x
x . 

15 вариант 

1. ( )
12

1
2 ++

=
izz

zf  

а) 3<z ; б) 730 <−< iz ; в) 73 >− iz . 

2. ( )
( )( )32

13

−+
+

=
zz

zzf . 

3. 
( )∫
+

π

ϕ
ϕ2

0
2cos45

d . 

16 вариант 

1. ( )
( )1
1
−

=
zz

zf  

а) 110 <−< z ; б) 11 >−z ; в) 1>z . 

2. ( )
52

1
2 +−

=
zz

zf . 

3. 
( )∫

++

+∞

∞−
22 134xx

dx . 

17 вариант 

1. ( ) ( )252 −
=

z
zzf  

а) 5<z ; б) 5>z ; в) 1050 <−< z . 

2. ( ) z
z

ezf
1+

= . 

3. 
( )∫

+

∞

0
42 1x

dx . 

18 вариант 

1. ( ) ( )( )91
1
22 ++

=
zz

zf  

а) 31 << z ; б) 3>z ; в) 1<z . 
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2. ( )
( )( )iziz

zzf
3

sin
−+

= . 

3. 
( ) ( )∫

++

+∞

∞− 41 222 xx

dx . 

19 вариант 

1. ( ) ( )( )91
1
22 −−

=
zz

zf  

а) 3>z ; б) 31 << z ; в) 1<z . 

2. ( )
4

cos
2 +

=
z

zzf . 

3. 
( )∫

+∞

+0
22

2

4x

dxx . 

20 вариант 

1. ( ) ( )( )14 22 −−
=

zz
zzf  

а) 21 << z ; б) 2>z ; в) 1<z . 

2. ( )
( )( )31 −−

=
zz

zzf . 

3. 
( )∫

+∞

∞− ++
22 134xx

xdx . 

21 вариант 

1. ( )
zz

zf
+

= 2
1  

а) 10 << z ; б) 1>z ; в) 11 >+z . 

2. ( )
42 +

+
=

z
iezf

z
. 

3. ∫
+∞

∞−
+ 14x

xdx . 
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22 вариант 

1. ( )
23

32
2 ++

+
=

zz
zzf  

а) 21 << z ; б) 2>z ; в) 1<z . 

2. ( )
( )21−

=
zz
ezf

z
. 

3. ∫
+∞

∞−
+ 4

2

1 x
dxx . 

23 вариант 

1. ( )
12

3

+
=

z
zzf  

а) 1<z ; б) 1>z ; в) 20 <+< iz . 

2. ( )
( )4
cos
3 +

=
zz

zzf . 

3. ∫
+∞

∞−
+ 14x

dx . 

24 вариант 

1. ( )
2

1
2 ++

=
izz

zf  

а) 30 <−< iz ; б) 3>− iz ; в) 21 << z . 

2. ( ) 2
1
+= zezf . 

3. 
( )∫

+∞

∞− +
22 4x

dx . 

25 вариант 

1. ( )
23

1
2 −−

=
izz

zf  

а) 10 <−< iz ; б) 1>− iz ; в) 21 << z . 
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2. ( )
( )1

1
2

2

−
−+

=
zz
zzzf . 

3. 
( )∫

∞

+0
32 1x

dx . 

26 вариант 

1. ( ) 21
1
z

zf
−

=  

а) 210 <−< z ; б) 21 >−z ; в) 1>z . 

2. ( ) ( )922 +
=

zz
ezf

z
. 

3. ∫
+∞

∞−
+
+ dx

x
x

1
1

4

2
. 

27 вариант 

1. ( )
32

1
2 ++

=
izz

zf  

а) 40 <−< iz ; б) 4>− iz ; в) 1<z . 

2. ( )
2
1cos3

−
=

z
zzf . 

3. ∫
+∞

∞−
+
+ dx

x
x

1
1

6

4
. 

28 вариант 

1. ( )
( )( )12

1
2 ++

=
zz

zf  

а) 21 << z ; б) 2>z ; в) 1<z . 

2. ( ) izezf +=
1

. 

3. 
( )∫

+∞

∞− +
22 5x

dx . 



 168

29 вариант 

1. ( )
6

23
2 +−

−
=

izz
zzf  

а) 520 <+< iz ; б) 52 >+ iz ; в) 2<z . 

2. ( ) ( )21
1

zz
zf

−
= . 

3. 
( ) ( )∫

+∞

∞− ++ 41 222 xx

dx . 

30 вариант 

1. ( )
23

34
2 ++

−
=

zz
zzf  

а) 110 <+< z ; б) 120 <+< z ; в) 12 >+z . 

2. ( )
( )31

2sin
+

=
z

zzf . 

3. 
( )∫

+∞

∞− +
52 1x

dx . 


