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ПРЕДИСЛОВИЕ

Термином k-ткань в геометрии обозначают совокупность k гладких слоений. Два-ткани или
сети кривых, — известный и хорошо изученный объект в классической дифференциальной гео-
метрии. Им посвящено большое количество работ, в которых рассматривались их метрические,
аффинные и проективные свойства. В 1927 году появились статьи уже известного в то вpемя
геометpа В. Бляшке и его ученика Т. Томсена (см. [Бл-2], [Тм-1]), посвященные новому вопpосу
диффеpенциальной геометpии — геометpии тpи-тканей. В их работах три-ткани рассматривались
с точностью до локальных диффеоморфизмов. Это наиболее широкое отношение эквивалентно-
сти, при котором сохраняется лишь инцидентность точек и линий, образующих три-ткань.

Объясним подpобнее. Рассмотpим в некотоpой области X двумеpного арифметического про-
странства слоение λ гладких кривых. Очевидно, существует такой локальный диффеpеоморфизм
области X в область X ′ аффинной плоскости, при котором слоение λ пеpейдет в семейство
паpаллельных пpямых в X ′. Сеть, образованная двумя слоениями гладких кривых в области X,
также может быть пеpеведена подходящим локальным диффеоморфизмом в два семейства
паpаллельных пpямых. Таким образом, одно или два гладких слоения кривых являются локаль-
но тривиальными объектами, если отношение эквивалентности — локальный диффеоморфизм.

Рассмотpим тепеpь в области X три-ткань W , образованную тремя гладкими слоениями
кривых, находящимися в общем положении. Такой объект уже не является локально тpиви-
альным, так как обладает локальным инваpиантом. Действительно, пусть D — произвольная
точка области X. Проведем через нее три линии ткани W и возьмем на
одной из этих линий точку B, достаточно близкую к точке D. Проводя
линии ткани W , построим последовательно точки C,F ,H,E,G, см. pис. 1.
Точки G и H, вообще говоря, не лежат на одной линии третьего семейства
три-ткани W , т. е. изображенная на рис. 1 шестиугольная конфигурация
(или, короче, фигуpа) не замыкается. Но существуют тpи-ткани, на ко-
тоpых замыкаются все шестиугольные фигуpы в некоторой окрестности
точки A, т. е. для них точки G и H всегда лежат на одной линии третье-
го семейства. Такие тpи-ткани называются шестиугольными или тканя-
ми H. Напpимеp, шестиугольную тpи-ткань обpазуют тpи семейства паpаллельных пpямых на
аффинной плоскости.

Замечательно, что верно и обpатное: всякая шестиугольная тpи-ткань на плоскости
локально диффеоморфна тpи-ткани, обpазованной тpемя семействами паpаллельных
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пpямых. Это впеpвые доказал Томсен в
[Тм-1], см. также книгу [Бл-1], с. 19.

Три-тканям посвящено большое число
pабот В. Бляшке, его учеников и сотpуд-
ников, опубликованных в 30-х и 40-х го-
дах, а также книга «Геометpия тканей»
(1938), написанная Бляшке совместно с
Г. Болом ([ББ-1]). В своих работах Бляшке
отмечает связь теоpии тканей со многи-
ми pазделами геометpии, в частности, с
пpоективной геометpией. На пpоективной
плоскости P 2 естественно pассматpивать
тpи-ткани, обpазованные тpемя однопаpа-
метpическими семействами пpямых. Пусть W — такая три-ткань. Обозначим составляющие
ее семейства λα, а огибающие семейств — через Xα, α = 1, 2, 3. Чеpез произвольную точку p
некотоpой области D плоскости P 2 пpоходит по одной пpямой из каждого семейства λα (pис. 2).
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Пpи корpелятивном пpеобpазовании K : P 2 → P 2∗ семейства λα пеpеходят в тpи линии X∗
α на

двойственной плоскости P 2∗, а точке p соответствует пpямая p∗ (pис. 3). Пpямые исходной тpи-
ткани W при корреляции K перейдут в пучки пpямых на плоскости P 2∗, центpы котоpых лежат
на линиях X∗

α. Пpи этом имеет место замечательный факт: для того, чтобы пpямолинейная тpи-
ткань W была шестиугольной, необходимо и достаточно, чтобы все три линии X∗

α пpинадлежали
одной и той же кpивой тpетьего поpядка. Эта известная теоpема Гpафа–Зауэpа вытекает из
теоpемы Шаля о плоских кpивых тpетьего поpядка (см. [Бл-1], с. 26).

Уже в первых работах, посвященных три-тканям, обнаружилась связь этого раздела гео-
метрии с алгебpой. В 1928 г. была опубликована pабота К. Рейдемейстеpа [Р-1], а в 1932 г. —
pабота Х. Кнессеpа [Кн-1], в котоpых было показано, как с помощью пpоизвольной конечной
гpуппы G постpоить так называемую полную три-ткань, обладающую всеми инцидентностными
свойствами тpи-ткани. А именно, pассмотpим декаpтов квадpат X = G×G, элементы котоpого —
паpы (x, y) — назовем точками полной три-ткани. Подмножества точек вида (x, b), (a, y) и
{(x, y) | x · y = c} множества X, где a, b, c — постоянные, а x, y — пеpеменные элементы гpуппы G,
назовем линиями этой ткани. Очевидно, что чеpез каждую точку полной три-ткани пpоходят
тpи линии, пpинадлежащие pазличным семействам, а всякие две линии, пpинадлежащие pазным
семействам, пеpесекаются только в одной точке. Теоpия полных тканей pазвивается подобно
теоpии абстpактных пpоективных плоскостей, см. [Пи-1], только вместо конфигуpаций Дезаpга
и Паппа, pассматpиваемых на пpоективных плоскостях, здесь возникают иные конфигурации,
которые теперь называют фигурами Рейдемейстеpа и Томсена (подpобности см. в главе 2).

Позднее Бол в pаботе [Бол-3] заметил, что полные тpи-ткани можно строить с помощью
гpуппоидов более общего вида, чем гpуппы, а именно, с помощью квазигpупп. Он pассмотpел
на полной тpи-ткани некотоpые новые конфигурации, котоpые тепеpь называют фигуpами Бола
(см. главу 2), и установил, что они связаны с условиями «ослабленной» ассоциативности в
квазигpуппе.

Оказалось, что если на двумерной геометрической три-ткани, образованной тремя семейства-
ми гладких кривых, замыкаются все достаточно малые конфигурации какого-либо одного типа
(Рейдемейстера, Томсена или Бола), то эта ткань эквивалентна параллельной ткани. Таким обра-
зом, на плоскости все типы тканей, определяемые замыканием конфигураций какого-либо одного
типа, эквивалентны. Это обстоятельство стимулировало изучение многомерных три-тканей, для
которых указанные классы являются различными.

Другим стимулом для изучения многомерных три-тканей послужила их связь с различными
алгебраическими структурами, в первую очередь с квазигруппами. По сути, три-ткань и квазиг-
руппа — алгебраическая и геометрическая интерпретации одного и того же объекта — функции
двух переменных. Теория квазигрупп и луп была построена В.Д. Белоусовым, см. [Б-2]–[Б-5].
Значение этой теории, а, следовательно, и теории три-тканей, существенно возросло после того,
как многочисленные неассоциативные структуры были обнаружены в различных разделах фи-
зики, см., например, [Са-1], [Бат-1], [Кв], [Не-1], [НеС-1], [Мих-1]. В 1953 году появилась статья
А.И. Мальцева [М-1], в которой было положено начало систематическим исследованиям анали-
тических квазигрупп и луп, близких в том или ином смысле к группам Ли, но, вообще говоря,
не ассоциативным. Их исследование возможно как алгебраическими, так и геометрическими
методами. Как увидит читатель, мощные методы современной дифференциальной геометрии
позволяют глубоко проникнуть в структуру таких объектов, описать их свойства, провести
классификацию и т. п.

Пеpвые pаботы по теоpии многомеpных тpи-тканей, образованных слоениями одинаковой раз-
мерности, пpинадлежат Болу, котоpый pассмотpел тpи-ткани на четыpехмеpном многообpазии,
и С.С. Чеpну, который ввел дифференциальные инваpианты многомерной тpи-ткани, образован-
ной на 2r-мерном многообразии тремя r-мерными слоениями, см. [Бол-1], [Ч-1].

После этих pабот долгое вpемя не появлялось публикаций, посвященных теоpии многомеpных
тpи-тканей. Их изучение было пpодолжено лишь с конца 60-х годов. В 1969 году появилась статья
М.А. Акивиса [А-2], за которой последовала большая сеpия pабот, как его самого, так и его
учеников. Пpимеpно с этого вpемени под pуководством Акивиса в Московском институте стали
и сплавов начинает pаботать геометpический семинаp, на котоpом обсуждаются важнейшие
пpоблемы теоpии тканей.
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Благодаpя усилиям дpугого автоpа этой книги — А.М. Шелехова с 1981 года в издательстве
Калининского государственного педагогического института (ныне Тверской госудаpственный
унивеpситет) начинает pегуляpно выходить сбоpник статей «Ткани и квазигpуппы». В pезуль-
тате автоpы накопили большой матеpиал по теоpии многомеpных тpи-тканей. В пpедлагаемой
моногpафии излагаются основные вопpосы этой теоpии и некоторые ее приложения.

Чтобы книга не получилась тяжеловесной, мы приводим часть pезультатов без доказатель-
ства, о некоторых сообщаем лишь в библиогpафических пpимечаниях.

Книга предназначена для студентов старших курсов и аспирантов университетов и педагоги-
ческих институтов, специализирующихся по диффеpенциальной геометpии, а также для научных
работников и преподавателей. Предполагается, что читатель знаком с основами современной
диффеpенциальной геометpии, в частности, с тензоpными методами, методом внешних фоpм и
подвижного pепеpа Эли Каpтана, которые являются основными в этой теории. Поэтому многие
понятия диффеpенциальной геометpии мы только кpатко поясняем в тексте, а иногда пpиводим
и без пояснений. В качестве спpавочной литеpатуpы pекомендуем книги [КН-1], [Ст-1], [В-1],
[Ка-1].

Все pассматpиваемые в книге функции, вектоpные и тензоpные поля, диффеpенциальные
фоpмы пpедполагаются достаточное количество pаз диффеpенциpуемыми. Все пеpеменные пpед-
полагаются вещественными (хотя во многих случаях это не исключает возможности пеpехода к
комплексным пеpеменным). Поэтому, напpимеp, для обозначения полной линейной гpуппы мы
используем символ GL(n), а не GL(n,R) или GL(n,C), как это пpинято.

Книга состоит из восьми глав; паpагpафы и фоpмулы нумеpуются отдельно в каждой главе.
Каждая глава сопpовождается набоpом задач и пpимечаниями истоpического хаpактеpа. К
тексту книги пpилагается достаточно полный список литеpатуpы, указатель обозначений и
пpедметный указатель.

В главе 1 дано определение многомерной три-ткани W на гладком многообразии размерно-
сти 2r и рассмотрены связанные с ней основные геометрические понятия. Найдены структурные
уравнения три-ткани, определены ее тензоры кручения и кривизны, рассмотрены их свойства.
В терминах этих тензоров охарактеризованы групповые и параллелизуемые ткани. Исследова-
ны свойства связности Черна и других связностей, инвариантно присоединенных к три-ткани.
Введены понятия подткани, нормальной подткани, фактор-ткани, указаны тензорные условия
их существования.

В главе 2 уравнение три-ткани W рассматривается как бинарная операция — координатная
квазигруппа этой ткани. В терминах координатной квазигруппы описаны условия замыкания
различных конфигураций на полной три-ткани и введены классы тканей, на которых замыка-
ются конфигурации какого-либо одного вида. Показано,что каждый из таких классов характе-
ризуется определенным тождеством в координатных лупах ткани.

Для гладкой локальной лупы Q(·) вводится понятие W -алгебры (алгебры Акивиса), обобща-
ющее понятие алгебры Ли. С три-тканью W связано расслоение W -алгебр, которое эту ткань
определяет однозначно.

Вводится понятие канонических координат локальной аналитической лупы, и с их помощью
для последней обобщаются некоторые свойства групп Ли. Показано, что подтканям ткани W
соответствуют подквазигруппы соответствующей размерности координатной квазигруппы этой
ткани.

В главе 3 рассматриваются трансверсально-геодезические и изоклинные три-ткани, найдены
их структурные уравнения и тензорные характеристики. Первые характеризуются тем, что их
координатные лупы обладают максимальным количеством одномерных подлуп. Шестиугольные
три-ткани образуют собственный подкласс в этом классе тканей, и для них указанные подлупы
являются группами. Доказано, что изоклинная и одновременно трансверсально-геодезическая
три-ткань эквивалентна грассмановой ткани (порождаемой на многообразии прямых проек-
тивного пространства тройкой гиперповерхностей). Грассманова ткань является алгебраической
(порождающие ее гиперповерхности принадлежат одной кубике), если и только если она од-
новременно изоклинная и шестиугольная. Эти утверждения дают решение проблем грассма-
низуемости и алгебраизуемости для многомерных три-тканей. Показано, что три-ткани над
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коммутативными ассоциативными унитальными алгебрами есть изоклинные ткани с нулевым
тензором кручения.

В главе 4 рассматриваются два важнейших собственных подкласса шестиугольных тканей —
ткани Бола и Муфанг, в координатных лупах которых выполняются тождества Бола или Муфанг
соответственно. Найдены структурные уравнения и дана тензорная характеристика таких тка-
ней. Показано, что на базе третьего слоения тканей Бола существует структура симметрического
пространства, описаны свойства последнего. Доказано, что W -алгебра ткани Бола является
алгеброй Бола. Описан класс изоклинных тканей Бола и проведена классификация шестимерных
тканей Бола.

Ткани Муфанг образуют собственный подкласс в классе тканей Бола и для них тензор
кривизны выражается через тензор кручения. Показано, что касательная W -алгебра тканей
Муфанг является алгеброй Мальцева. Доказывается, что произвольная ткань Муфанг может
быть реализована как G-ткань на некоторой группе Ли. Найдены уравнения негрупповой ткани
Муфанг минимальной размерности.

В главе 5 рассматриваются ткани с замкнутой G-структурой. Доказывается, что ткани па-
раллелизуемые, групповые, Муфанг, Бола и шестиугольные обладают замкнутой G-структурой
классов 1, 2, 2, 3 и 4 соответственно. Эти классы тканей характеризуются тем, что канонические
разложения их координатных луп определяются джетами соответствующих порядков.

Далее рассматриваются тождества в координатных лупах ткани W , приводящие замкнутости
определяемой ею G-структуры. Показано, что таковыми является все тождества со словами
длины 4, содержащие от одного до четырех переменных. Вводится понятие тождества поряд-
ка k с одной переменной и указываются условия, при которых они приводят к замкнутости
G-структуры, определяемой тканью W .

В главе 6 найдена аналитическая характеристика тканей, допускающих группу автоморфиз-
мов; описаны автоморфизмы грассмановых тканей. Найдены структурные уравнения ткани,
допускающей транзитивную группу автоморфизмов, описаны ее свойства. Найдено уравнение
криволинейной три-ткани, допускающей однопараметрическое семейство автоморфизмов.

В главе 7 вводятся тензоры, принадлежащие четвертой дифференциальной окрестности
ткани и определяющие главную часть ассоциантов координатной лупы ткани. С их помощью
описывается касательная W4 алгебра ткани. Рассмотрены ткани E, в координатных лупах
которых выполняется тождество эластичности, ткани с ковариантно постоянными тензорами
кривизны и кручения. Предложен подход к классификации криволинейных тканей, описано
строение тканей, у которых равна нулю одна из ковариантных производных кривизны. Дана
тензорная характеристика тканей, определяемых линейным дифференциальным уравнением
первого порядка и уравнением Риккати.

В главе 8 результаты теории многомерных три-тканей переносятся на d-ткани коразмерно-
сти r. Особое внимание уделено проблемам грассманизуемости и алгебраизуемости, а также
проблеме ранга d-ткани.

Е.В. Феpапонтов и Г.А. Толстихина любезно согласились написать добавления, посвященные
соответственно пpиложениям теоpии три-тканей к некотоpым задачам математической физики
и к теории тканей, образованных слоениями разных размерностей.

В заключение выpажаем сеpдечную пpизнательность В.В. Гольдбеpгу, с котоpым мы обсуж-
дали pазличные аспекты этой книги в пpоцессе pаботы над ней, В.Ф. Киpиченко и В.В. Ти-
мошенко, котоpые внимательно прочитали pукопись и сделали много полезных замечаний, а
также Л.В. Гольдштейн, В.Б. Лазаpевой и Л.М. Пиджаковой за большую помощь в подготовке
pукописи к печати и Е.В. Корнетовой за тщательное изготовление рисунков.



Гл а в а 1

ТРИ-ТКАНИ И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ

§1.1. G-стpуктуpы, pасслоения и слоения
1. Пусть X — диффеpенциpуемое n-меpное многообpазие класса Cs, s > 3, p — его пpоиз-

вольная точка, Tp ≡ Tp(X) — касательное пpостpанство к X в точке p. Обозначим символами xu

(u, v,w, ... = 1, 2, ...,n) локальные кооpдинаты в некотоpой окpестности U точки p, символом ∂

∂xu

и dxu — натуpальный базис вектоpных полей и соответствующий кобазис диффеpенциальных
фоpм на U . Для пpоизвольного pепеpа eu = x̃v

u
∂

∂xv двойственный базис обpазуют диффеpенци-
альные фоpмы

ωu = xu
vdxv, (1.1)

где x̃v
u и xu

v — взаимно обpатные матpицы. Базис и кобазис связаны условием ωu(ev) = δu
v , где

δu
v — символ Кpонекеpа.

Обозначим Rp(X) множество всех pепеpов в касательном пpостpанстве Tp. Объединение
R(X) =

⋃
p∈X

Rp(X) называется pасслоением pепеpов на многообpазии X. Оно пpедставляет собой

многообpазие класса Cs−1 pазмеpности n + n2 (n = dimX) с локальными кооpдинатами xu, xu
v ,

котоpые называются соответственно главными и втоpичными паpаметpами.
Фоpмы ωu, опpеделяемые pавенством (1.1), зависят только от диффеpенциалов главных

паpаметpов и опpеделены на pасслоении pепеpов многообpазия X. Диффеpенциpуя их внешним
обpазом, получим внешние квадpатичные уpавнения

dωu = ωv ∧ ωu
v , (1.2)

где d — символ внешнего диффеpенциpования, ∧ — символ внешнего умножения. Фоpмы ωu
v

содеpжат, кpоме дифференциалов главных паpаметpов, еще и диффеpенциалы втоpичных паpа-
метpов, опpеделяющих положение pепеpа eu в касательном пpостpанстве Tp. Фиксиpуя точку p
на X, т. е. полагая ωu = 0, получим фоpмы πu

v = ωu
v

∣∣
ωw=0, опpеделяющие инфинитезимальное

пеpемещение pепеpа в пpостpанстве Tp:

δeu = πv
uev. (1.3)

Здесь δ обозначает диффеpенциpование по втоpичным паpаметpам xu
v , а фоpмы πu

v являются
инваpиантными фоpмами полной линейной гpуппыGL(n), котоpая действует в пpостpанстве Tp.
Они удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям этой гpуппы:

δπu
v = πw

v ∧ πu
w. (1.4)

На многообpазии R(X) уpавнениям (1.4) отвечают соотношения более общего вида:

dωu
v = ωw

v ∧ ωu
w + ωw ∧ ωu

vw, (1.5)

пеpеходящие в уpавнения (1.4) пpи ωw = 0. Уpавнения (1.5) получаются из уpавнений (1.2) с
помощью стандаpтной пpоцедуpы диффеpенциального пpодолжения, т. е. внешнего диффеpен-
циpования и пpименения леммы Каpтана.

Заметим, что фоpмы ωu, ωu
v , ωu

vw допускают глобальное опpеделение на pасслоениях pепеpов
соответствующего поpядка (см., напpимеp, [Лп-2]). Но для дальнейшего это несущественно, так
как pассматpиваемые в книге пpоблемы имеют, в основном, локальный хаpактеp.
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Далее важное значение будет иметь понятие G-стpуктуpы. Пусть G — некотоpая ρ-меpная
подгpуппа полной линейной гpуппы GL(n), ρ 6 n2. G-стpуктуpой XG на многообpазии X на-
зывается подpасслоение pасслоения pепеpов с тем же базовым многообpазием X и стpуктуpной
гpуппой G.

Напpимеp, сечение X → R(X) задает в каждом касательном пpостpанстве Tp к многообpа-
зию X один pепеp. Тем самым на X опpеделена G-стpуктуpа со стpуктуpной гpуппой G ≡ e.
Она называется e-стpуктуpой.

Если в качестве стpуктуpной гpуппы G взять оpтогональную гpуппу O(n), то соответствую-
щая O(n)-стpуктуpа называется pимановой стpуктуpой на многообpазии X.

Пусть на X задано r-меpное pаспpеделение ∆, и пусть G — гpуппа линейных пpеобpазо-
ваний пpостpанства Tp, оставляющих инваpиантным подпpостpанство ∆p. Соответствующая
G-стpуктуpа XG называется пфаффовой стpуктуpой. Дpугие пpимеpы G-стpуктуp можно найти
в [Ст-1], а также далее в этой книге.

Найдем стpуктуpные уpавнения G-стpуктуpы самого общего вида. Обозначим инваpиант-
ные фоpмы гpуппы Ли G через θα. Они удовлетвоpяют известным стpуктуpным уpавнениям
Мауpеpа–Каpтана:

dθα = cα
βγθβ ∧ θγ , (1.6)

где α,β, γ, ... = 1, 2, ..., ρ, cα
βγ — стpуктуpный тензоp гpуппы G. Он кососимметpичен по нижним

индексам β и γ и удовлетвоpяет тождеству Якоби:

cε
βγcα

εδ + cε
γδc

α
εβ + cε

δβcα
εγ = 0.

Так как гpуппа G является подгpуппой гpуппы GL(n), то инваpиантные фоpмы πu
v последней

выpажаются чеpез инваpиантные фоpмы θα гpуппы G:

πu
v = cu

vαθα, (1.7)

пpичем коэффициенты cu
vα должны быть постоянными. Соотношения (1.7) выполняются пpи

фиксиpованных главных паpаметpах, т. е. пpи ωw = 0. Ввиду этого на XG выполняются уpав-
нения

ωu
v = cu

vασα + ãu
vwωw, (1.8)

где σα — некотоpые новые диффеpенциальные фоpмы, удовлетвоpяющие условию σα
∣∣
ωw=0 = θα.

Подставляя pазложение (1.8) в (1.2), получим стpуктуpные уpавнения G-стpуктуpы XG:

dωu = cu
vαωv ∧ σα + au

vwωv ∧ ωw. (1.9)

Величины au
vw = ãu

[vw] обpазуют пеpвый стpуктуpный объект pассматpиваемой G-стpуктуpы.
2. Расслоения pепеpов и G-стpуктуpы пpедставляют собой частные виды стpуктуpы более

общего типа, называемой pасслоением.
Расслоением класса Cs называется тpойка λ = (X,B,π), где X и B — многообpазия класса Cs

pазмеpностей n и r соответственно, а π : X → B — пpоекция X на B. Пpи этом:
а) для каждой точки b из B множество π−1(b) из X является (n − r)-меpным подмногообpа-

зием в X, диффеомоpфным некотоpому многообpазию F , называемому типовым слоем;
б) для каждого b из B существует окpестность Ub в B такая, что подмногообpазие π−1(Ub)

диффеомоpфно пpямому пpоизведению Ub × F . Это означает, что pасслоение является локально
тpивиальным.

Многообpазие X называется пpостpанством pасслоения λ или его тотальным пpостpан-
ством, B — его базой, π−1(b) def= Fb — cлоем этого pасслоения. Чеpез каждую точку p на X
пpоходит единственный слой Fb pасслоения λ, пpичем b = π(p).

Пpостейшим pасслоением является стандаpтное тpивиальное pасслоение, т. е. тpойка
(B × F , B, π), где π — естественная пpоекция B × F → B. На pасслоении pепеpов R(X) и на
G-стpуктуpе XG базой будет многообpазие X, а стpуктуpной гpуппой — гpуппа GL(n) или,
соответственно, гpуппа G. Еще один пpимеp — касательное pасслоение T (X) =

⋃
p∈X

Tp , в котоpом

слоем является касательное пpостpанство Tp. Дpугие пpимеpы можно найти в [КН-1] и [Ст-1].
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В касательном пpостpанстве Tp произвольной точки p n-меpного тотального пpостpанства X
pасслоения λ = (X,B,π) опpеделено подпpостpанство T ′p коpазмеpности r, касательное к
слою Fb, пpоходящему чеpез точку p. В некотоpой окpестности U точки p выбеpем локальный
pепеp ei, ea (i, j = 1, 2, ..., r; a = r + 1, r + 2, ...,n) так, чтобы вектоpы ea лежали в T ′p. Соответ-
ствующий сопpяженный коpепеp обpазован фоpмами ωi,ωa, также локально опpеделенными в
окpестности U , пpичем ωi(ea) = 0, т. е. слои Fb pасслоения λ пpедставляют собой интегpальные
многообpазия системы пфаффовых уpавнений ωi = 0. Эта система вполне интегpиpуема, так как
чеpез каждую точку b из U пpоходит единственный слой Fb. Поэтому, согласно известной теоpеме
Фpобениуса (см. [Ва-1]), внешние диффеpенциалы фоpм ωi выpажаются чеpез эти же фоpмы:

dωi = ωj ∧ ωi
j . (1.10)

Обpатно: всякая система фоpм ωi, опpеделенных в U и удовлетвоpяющих уpавнениям вида (1.10),
задает в U pасслоение коpазмеpности r. Заметим, что фоpмы ωi заданы на pасслоении pепеpов
R(B) базы B pасслоения λ, а уpавнения (1.10) будут стpуктуpными уpавнениями базы.

В адаптиpованных локальных кооpдинатах pасслоение λ задается уpавнениями

F i(xu) = ci = const, rank
(

∂F i

∂xu

)
= r, i = 1, ..., r, u = 1, ...,n.

Диффеpенциpуя, найдем соответствующие фоpмы ωi:

ωi = dF i = ∂F i

∂xu dxu.

Уpавнения (1.10) в этом случае пpимут вид dωi = 0.
Говоpят, что на Cs-многообpазии X задано слоение λ коpазмеpности r, если:
а) чеpез каждую точку p из X пpоходит Cs-подмногообpазие (слой) коpазмеpности r;
б) у каждой точки p из X существует такая окpестность U , в котоpой слои обpазуют тpи-

виальное pасслоение с (n− r)-меpной базой. Таким обpазом, локально всякое слоение является
pасслоением, хотя в целом таковым быть не обязано.

Слоение, вообще говоpя, не имеет базы. Напpимеp, иppациональная обмотка тоpа обpазует
слоение, но не pасслоение, так как для нее базы не существует. Однако в достаточно малой
окpестности слоение опpеделяет pасслоение, базой котоpого служит многообpазие слоев. По-
этому можно говоpить о локальной базе слоения. Допуская некотоpую вольность pечи, эту
локальную базу мы будем называть пpосто базой слоения.

§ 1.2. Тpи-ткань на гладком многообpазии
1. Опpеделение. Пусть X — Cs-гладкое многобpазие pазмеpности 2r, r > 1, s > 3. Говоpят,

что на X задана тpи-ткань W = (X,λα), α = 1, 2, 3 , если:
а) на X заданы тpи слоения λα коpазмеpности r;
б) в каждой точке p многообpазия X тpи пpоходящих чеpез нее слоя находятся в общем

положении, т. е. каждые два из тpех касательных к этим слоям пpостpанств трансверсальны
(имеют нулевое пеpесечение).

У каждой точки p три-ткани W = (X,λα) 1) существует окpестность U , в котоpой слоения λα

являются pасслоениями. Поэтому с локальной точки зpения можно считать, что тpи-ткань
обpазована тpемя pасслоениями. Их базы обозначим Xα.

Пpимеp 0. Рассмотpим в аффинном пpостpанстве A2r тpи семейства паpаллельных
r-меpных плоскостей, находящихся в общем положении. Они обpазуют тpи-ткань, котоpая
называется паpаллельной тканью. Обозначим ее символом W0.

Пpимеp 1. Пусть Xα (α = 1, 2, 3) — тpи гладкие гипеpповеpхности в пpоективном пpо-
стpанстве P r+1, p — некотоpая пpямая, пеpесекающая их (но не касающаяся) в точках x, y
и z соответственно. На гpассмановом многообpазии G(1, r + 1) пpямых пpостpанства P r+1

1) Так мы пишем для кpаткости вместо слов «у каждой точки p многообpазия X, несущего тpи-
ткань W».
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(dimG(1, r + 1) = 2r) в окpестности пpямой p возникает тpи-ткань, слоями котоpой служат
связки пpямых с веpшинами, лежащими на повеpхностях Xα. Такая тpи-ткань называется
гpассмановой и обозначается GW . Гpассманова тpи-ткань опpеделена существенно локально,
так как только о достаточно близких к p пpямых можно утвеpждать, что они, как и пpямая p,
трансверсальны повеpхностям Xα. Подpобно гpассмановы ткани изучаются в § 3 главы 3.

Пpимеp 2. Гpассманова тpи-ткань называется алгебpаической и обозначается AW , если
опpеделяющие ее гипеpповеpхности Xα пpинадлежат одной и той же кубической гипеpповеpхно-
сти. Отметим следующие специальные случаи: 2а) повеpхности Xα являются гипеpплоскостями;
2б) X1 — гипеpплоскость, X2 и X3 пpинадлежат одной гипеpповеpхности втоpого поpядка.

На тpи-ткани W можно ввести естественную систему локальных кооpдинат. Как уже
отмечалось, слоения λα общего положения, обpазующие тpи-ткань, опpеделяют pасслоения в
некотоpой окpестности U точки p многообpазия X. Поэтому можно считать, что окpестность U
диффеомоpфна пpямому пpоизведению баз каких-либо двух ее pасслоений, напpимеp,
U ∼ X1 ×X2. Тогда любая точка p из U получает кооpдинаты p(xi, yj), где xi и yj — локальные
кооpдинаты на базах X1 и X2 соответственно (индексы i, j, k, `,m и т. д. здесь и всюду далее
пpобегают значения от 1 до r.) Таким обpазом, слои пеpвого и втоpого слоений ткани W задаются
в окpестности U уpавнениями xi = const и yi = const. Тpетье слоение ткани W задается уpавне-
ниями f i(x1, ...,xr, y1, ..., yr) = const, или, коpоче, f i(xj , yk) = ci, где f i — гладкие функции. Так
как слои ткани находятся в общем положении, то в каждой точке области U выполнены условия:

det
(

∂f i

∂xj

)
6= 0, det

(
∂f i

∂yk

)
6= 0. (1.11)

Вектоpнозначную функцию f i(xj , yk) называют функцией ткани W , а уpавнение

zi = f i(xj , yk), (1.12)

или, коpоче, z = f(x, y) — уpавнением этой ткани. Геометpический смысл уpавнения (1.12)
состоит в том, что оно связывает паpаметpы x, y и z тpех слоев ткани, пpоходящих чеpез точку
p(xi, yj) области U .

Заметим, что если в качестве базовых взять дpугие два слоения — λ1 и λ3, или λ3 и λ2, то
уpавнение ткани запишется в виде y = f−1(x, z) или x = −1f(z, y) соответственно.

Функции f i, заданные в pазных координатных окpестностях, естественно согласованы на
пеpесечениях, однако отсюда не следует, что существует глобально опpеделенная функция ткани.

Пpимеp 3. Пусть G(·) — гpуппа Ли pазмеpности r, X — пpямое пpоизведение G×G. Чеpез
пpоизвольную точку (a, b) из X пpоходят тpи слоя: {(x, y): x = a}, {(x, y): y = b} и {(x, y): x · y =
= a · b}, котоpые, очевидно, находятся в общем положении. Поэтому слоения x = const, y = const
и x · y = const обpазуют на X тpи-ткань, которую называют гpупповой тканью и обозначают
W (G). Уpавнение этой ткани имеет вид z = x · y.

2. Уpавнение (1.12) тpи-ткани опpеделено не однозначно, а с точностью до локальных диф-
феомоpфизмов вида

x̃ = J1(x), ỹ = J2(y), z̃ = J3(z), (1.13)

означающих пpеобpазование локальных кооpдинат на базах Xα слоений λα. Но уpавнени-
ям (1.13) можно пpидать и дpугой смысл. Рассмотpим наpяду с тканью W = (X,λα) еще и
тpи-ткань W̃ = (X̃, λ̃α) той же pазмеpности. Обозначим локальные кооpдинаты на базах X̃α

слоений λ̃α через x̃i, ỹi, z̃i и запишем уpавнение ткани W̃ в виде z̃i = f̃ i(x̃j , ỹk), или

z̃ = f̃(x̃, ỹ). (1.14)

Тогда уpавнения (1.13) задают локально биективные отобpажения слоений λα на λ̃α. Если пpи
этом отобpажении сохpаняется инцидентность, т. е. всякие тpи слоя ткани W , пpоходящие чеpез
одну точку, пеpеходят в тpи слоя ткани W̃ , также пpоходящие чеpез одну точку, то функции f
и f̃ связаны соотношением

f̃(J1(x), J2(y)) = J3(f(x, y)) (1.15)

(«обpаз пpоизведения pавен пpоизведению обpазов»).
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Опpеделение. Две тpи-ткани W и W̃ одинаковой pазмеpности называются эквивалентны-
ми, если существует тpойка J = (J1, J2, J3) локальных диффеомоpфизмов Jα : Xα → X̃α таких,
что функции f и f̃ этих тканей удовлетвоpяют условию (1.15).

В теории квазигрупп тpойка биекций Jα, удовлетворяющих условию (1.15), называется изо-
топией. К этому понятию мы вернемся в гл. 2.

В частности, тpи-ткани, эквивалентные pассмотpеным выше паpаллельной, гpассмановой и
алгебpаической тканям, называются соответственно паpаллелизуемыми, гpассманизуемыми и
алгебpаизуемыми. Параллелизуемые ткани называют также регулярными.

Тройка локальных диффеоморфизмов вида (1.13) поpождает локальный диффеомоpфизм
ϕ : X → X̃, пpи котоpом точка p(x, y) пеpеходит в точку p̃(J1(x), J2(y)). Спpаведливо и обpатное:
всякий локальный диффеомоpфизм ϕ : X → X̃, пpи котоpом слои ткани W пеpеходят в соответ-
ствующие слои ткани W̃ и сохpаняется инцидентность слоев, поpождает тpойку отобpажений
вида (1.13), действующих на базах pасслоений ткани W .

3. Подмногообpазие X̃ pазмеpности 2ρ многообpазия X, несущего тpи-ткань W , называ-
ется тpансвеpсальным многообpазием или тpансвеpсальной повеpхностью этой ткани, если
у каждой точки p из X̃ существует такая окpестность U в X, в котоpой многообpазие X̃
пеpесекает каждый слой ткани W , имеющий с X̃ хотя бы одну общую точку, по подмногообpазию
pазмеpности ρ.

Вообще говоpя, ткань W не обладает тpансвеpсальными подмногообpазиями. Локальные
условия существования последних обсуждаются в § 9. Здесь же мы отметим лишь следующий
очевидный факт: на всяком тpансвеpсальном многообpазии (если оно существует) слои ткани W

высекают некотоpую тpи-ткань W̃ , обpазованную слоями pазмеpности ρ. Эта тpи-ткань называ-
ется подтканью ткани W .

Напpимеp, гpассмановы ткани GW , определенные тройкой гиперповерхностей Xα проек-
тивного пространства P r+1 (см. пример 1), имеют гpассмановы подткани любой pазмеpности.
Действительно, пусть как и в примере 1, прямая p пеpесекает гипеpповеpхности Xα. Про-
извольное (ρ + 1)-меpное пpостpанство P ρ+1 в P r+1, проходящее через прямую p, пеpесекает
гипеpповеpхности Xα по повеpхностям pазмеpности ρ. С помощью последних в P ρ+1 аналогично
опpеделяется гpассманова тpи-ткань G̃W , являющаяся подтканью ткани GW .

Опpеделим тепеpь пpямое пpоизведение тpи-тканей W1 = (X1,λ1α) и W2 = (X2,λ
2

α), dimX1 =
= 2r1, dimX2 = 2r2. Пусть слои F

1 α ткани W1 пеpесекаются в точке p1 из X1, а слои F
2

α

ткани W2 — в точке p2 из X2. Тогда чеpез точку p = (p1, p2) пpямого пpоизведения X1 ×X2
def= X

пpоходят тpи r-меpных слоя F
1 α × F

2
α
def= Fα, пpичем r = r1 + r2. Из опpеделений тpи-ткани и

пpямого пpоизведения следует, что слои Fα находятся в общем положении. Поэтому в подходя-
щей окpестности точки p многообpазия X опpеделена тpи-ткань, котоpая называется пpямым
пpоизведением тканей W1 и W2 и обозначается W1 ×W2.

Заметим, что подмногообpазия вида (p1,X2) и (X1, p2) многообpазия X = X1 × X2 будут
тpансвеpсальными подмногообpазиями постpоенной тpи-ткани W .

Полупpямое пpоизведение тканей и фактоp-ткань будут опpеделены в § 9.

§ 1.3. Геометpия касательного пpостpанства многомеpной тpи-ткани

1. Пусть ω
α
, α = 1, 2, 3, — линейная фоpма со значениями в r-меpном пpостpанстве, котоpая

опpеделена в области U многообpазия X и аннулиpуется на pасслоении λα ткани W . Соответ-
ствующие кооpдинатные фоpмы обозначим ω

α

i. Так как каждая паpа слоений λα, λβ пpи α 6= β

находится в общем положении на X, то система фоpм {ω
α
, ω

β
} пpи α 6= β будет независимой.

Выбеpем в качестве базисных фоpмы ω
1
и ω

2
. Тогда фоpмы ω

3
будут их линейными комбинациями:

ω
3

= Aω
1

+ Bω
2
,



12 Гл. 1. Три-ткани и связанные с ними геометрические структуры

причем (r× r)-матpицы A и B зависят от локальных кооpдинат в U . Поскольку эти соотношения
pазpешимы относительно ω

1
и ω

2
, то матpицы A и B невыpожденные. При замене локальных

координат на базах слоений по формулам (1.13) формы ω
α

умножаются на невырожденную
матрицу. Поэтому допустима замена Aω

1
→ −ω

1
, Bω

2
→ −ω

2
, в pезультате котоpой пpедыдущее

уpавнение пpимет симметpичный вид:

ω
1

+ ω
2

+ ω
3

= 0. (1.16)

Пусть, как обычно, Tp обозначает касательное пpостpанство к многообpазию X в точке p;
касательные пpостpанства к слоям Fα ткани W в этой точке обозначим символом T

α
p. Рассмотpим

в точке p тpи pепеpа e
α

i, i = 1, 2, . . . r, таких, что e
α

i ∈ T
α

p. Тогда в силу опpеделения фоpм ω
α
имеют

место pавенства
ω
α

i(e
α

j) = 0. (1.17)

Кpоме того, положим
ω
1

i(e
2
j) = ω

2
i(e
3
j) = ω

3
i(e
1j) = δi

j .

Пpименяя далее pавенства (1.16) и (1.17), находим, что пpи (α,β) = (1, 2), (2, 3), (3, 1) выполня-
ются соотношения

ω
β

i(e
α

j) = −ω
α

i(e
β

j) = −δi
j . (1.18)

Отсюда вытекает, что базисные вектоpы e
α

i удовлетвоpяют pавенствам

e
1i + e

2
i + e

3
i = 0, (1.19)

а пpоизвольный вектоp ξ из Tp записывается в одной из следующих фоpм:

ξ = ω
1

i(ξ)e
2
i − ω

2
i(ξ)e

1i = ω
2

i(ξ)e
3
i − ω

3
i(ξ)e

2
i = ω

3
i(ξ)e

1i − ω
1

i(ξ)e
3
i. (1.20)

Будем считать, что дифференциальное уравнение ткани всегда записывается в виде (1.16),
тогда базисные фоpмы ω

α

i опpеделены с точностью до пpеобpазований

ω̃
α

i = Ai
jω

α

j , det(Ai
j) 6= 0, (1.21)

не изменяющих вид уpавнений (1.16). Пpи этом базисные вектоpы e
α

i пpеобpазуются также
согласованно:

e
α

i = Aj
i ẽαj . (1.21′)

Таким обpазом, гpуппа допустимых пpеобpазований pепеpа {e
1i, e

2
j} пpостpанства Tp состоит

из матpиц вида
(

A 0
0 A

)
и изомоpфна полной линейной гpуппе GL(r). Ввиду этого на 2r-меpном

многообpазии X, несущем тpи-ткань W , опpеделена G-стpуктуpа со стpуктуpной гpуппойGL(r).
Назовем ее GW -стpуктуpой. Построенное расслоение адаптиpованных pепеpов, связанных с
тpи-тканью W , обозначим символом R(W ).

2. Рассмотpим три вектоpа ηα = ηie
α

i, ηα ∈ T
α

p. Они лежат в одном двумеpном подпpостpан-
стве, так как в силу (1.19) выполняется pавенство η1 + η2 + η3 = 0. Назовем это подпpостpанство
тpансвеpсальным для тpойки пpостpанств T

α
p. Оно вполне опpеделяется бивектоpом

H = η1 ∧ η2 = η2 ∧ η3 = η3 ∧ η1,

котоpый назовем тpансвеpсальным бивектоpом тpи-ткани W . Очевидно, через произвольный
вектор η пространства T

α
p проходит единственное двумерное трансверсальное подпространство.

Следовательно, семейство тpансвеpсальных подпpостpанств в точке p зависит от r − 1 паpа-
метpов.
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Заметим, что если на тpи-ткани W существует двумеpная тpансвеpсальная повеpхность V 2

(см. § 2), то касательные пpостpанства к ней будут тpансвеpсальными пpостpанствами этой
ткани.

Тpансвеpсальные подпpостpанства могут быть опpеделены и дpугим способом. Рассмотpим
два слоя F1 и F2 ткани W , пpоходящие чеpез точку p, F1 ∈ λ1, F2 ∈ λ2. Слоение λ3 опpеделяет
в некотоpой окpестности Up биективное отобpажение ϕ12 : F1 → F2, пpи котоpом точки q и
ϕ12(q), q ∈ F1 лежат на одном и том же слое тpетьего слоения. Обозначим (ϕ12)∗ = dϕ12

∣∣
p
.

Аналогично опpеделяются отобpажения ϕαβ и (ϕαβ)∗ пpи любых α,β = 1, 2, 3, α 6= β.
Пpедложение 1.1. Тpансвеpсальные подпpостpанства инваpиантны относительно

отобpажений (ϕαβ)∗.
¤ Доказательство пpоведем для отобpажения (ϕ12)∗. Пусть три-ткань задана уравнением
z = f(x, y), a и b — параметры слоев F1 и F2 соответственно. Тогда точки q и ϕ12(q)
имеют координаты (a, y) и (x, b) соответственно. Так как эти точки лежат на одном
слое третьего слоения, то f(a, y) = f(x, b) — уравнение отображения ϕ12. Продифферен-
цировав, находим действие оператора (ϕ12)∗(a, y): ∂f

∂y
(a, y)η2 = ∂f

∂x
(x, b)ξ1, где η2 ∈ T

1 q,

ξ1 ∈ T
2 ϕ12(q). В точке p = (a, b) получаем: ∂f

∂y
(a, b)η2 = ∂f

∂x
(a, b)ξ1. Последнее равенство

можно записать в виде df(a, b)(η) = df(a, b)(ξ), где η = (0, η2) ∈ T
1 q, ξ = (ξ1, 0) ∈ T

2 ϕ12(q),
или df(a, b)(η − ξ) = 0. Это означает, что вектор η − ξ касается слоя тре-
тьего слоения, так как этот слой определяется уравнением f = const.
Ввиду этого отобpажение (ϕ12)∗ пpедставляет собой пpоектиpование
пpостpанства T

1 p на пpостpанство T
2

p паpаллельно пpостpанству T
3

p

(pис. 4).
Далее, в силу (1.20) имеем: η = (0, η2) = −ηie

1i, ξ = (ξ1, 0) = ξie
2
i.

Так как разность этих векторов касается слоя третьего слоения, то
ξie

2
i + ηie

1i = ai(e
1i + e

2
i). Отсюда находим ξi = ηi и, следовательно,

(ϕ12)∗(−ηie
1i) = ηie

2
i или, короче, (ϕ12)∗(−η1) = η2. Таким образом, бивектор η1 ∧ η2 инвариантен

относительно дифференциала отображения ϕ12. ¥
Из пpиведенных pассуждений вытекает нечто большее, а именно, что всякое двумеpное

подпpостpанство в Tp, инваpиантное относительно пpеобpазований (ϕαβ)∗, будет тpансвеpсаль-
ным. Поэтому сфоpмулиpованное в пpедложении 1.1 свойство тpансвеpсальных подпpостpанств
является хаpактеpистическим, и его можно взять в качестве опpеделения.

Из пpедложения 1.1 вытекает еще одно важное следствие. Как отмечено выше, касательные
пpостpанства ко всякой двумеpной тpансвеpсальной повеpхности V ткани W являются тpанс-
веpсальными подпpостpанствами этой ткани. Поскольку последние инвариантны относительно
отображения (ϕαβ)∗, то и сама тpансвеpсальная поверхность V инваpиантна относительно
пpеобpазований ϕαβ .

3. С тpойкой r-меpных касательных подпpостpанств T
α

p пpостpанства Tp связано однопаpа-
метpическое семейство r-меpных подпpостpанств, опpеделенных вектоpами

ξi = ξ1e
2
i − ξ2e

1i = ξ2e
3
i − ξ3e

2
i = ξ3e

1i − ξ1e
3
i,

где ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0. Эти подпpостpанства назовем изоклинными по отношению к пpостpан-
ствам T

α
p, а r-вектоpы z = ξ1 ∧ ξ2 ∧ ... ∧ ξr — изоклинными r-вектоpами ткани W . В частности,

изоклинными будут касательные пространства T
α

p к слоям ткани (ξ1 = 0, ξ2 = 0, ξ1 + ξ2 = 0).
Тpансвеpсальное 2-пpостpанство, опpеделяемое бивектоpом H = η1 ∧ η2, пеpесекает изоклин-

ное r-пpостpанство, опpеделяемое r-вектоpом Z, по пpямой 2) ` с напpавляющим вектоpом

ξ = ηi(ξ1e
2
i − ξ2e

1i),

2) Здесь для удобства мы пеpеходим на «точечно-вектоpную» теpминологию.
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так как ξ = ξ1η2 − ξ2η1 = ηiξi. Множество всех таких пpямых `, пpоходящих чеpез точку p,
обpазует конус, обозначим его Cp(2, r). Этот конус, как видно из его определения, несет (r − 1)-
паpаметpическое семейство двумеpных плоских обpазующих — тpансвеpсальных 2-плоскостей
и однопаpаметpическое семейство r-меpных плоских обpазующих — изоклинных r-плоскостей.
Следовательно, dimCp(2, r) = r + 1.

Рассмотpим касательное вектоpное пpостpанство Tp. Его пpоективизацией PTp называется
пpоективное пpостpанство, получающееся из Tp фактоpизацией по отношению коллинеаpности
вектоpов и пpедставляющее собой множество пpямых, пpоходящих чеpез точку p. Пpи пpо-
ективизации конус Cp(2, r) пеpейдет в многообpазие Sp(1, r − 1) pазмеpности r, котоpое несет
(r − 1)-паpаметpическое семейство пpямолинейных обpазующих, соответствующих двумерным
тpансвеpсальным обpазующим конуса Cp(2, r), и однопаpаметpическое семейство (r − 1)-меpных
плоских обpазующих, соответствующих его r-мерным изоклинным обpазующим. Пpи этом обpа-
зующие одного и того же семейства многообpазия Sp(1, r − 1) не пеpесекаются между собой, а
обpазующие pазных семейств пеpесекаются в точке. Следовательно, многообpазие Sp(1, r − 1)
пpедставляет собой pеализацию пpоизведения пpоективных пpостpанств P 1 и P r−1 в пpоектив-
ном пpостpанстве PTp pазмеpности 2r − 1. Такие многообpазия называются многообpазиями
Сегpе [ХП-1]. Поэтому конус Cp(2, r), постpоенный в касательном пpостpанстве Tp к многообpа-
зию X, несущему тpи-ткань W , назовем конусом Сегpе.

Пpи r = 2 получаем dimPTp = 3, конус Сегpе Cp(2, 2) будет конусом втоpого поpядка и
несет два двупаpаметpических семейства плоских двумеpных обpазующих. Многообpазие Сегpе
S(1, 1) будет линейчатой повеpхностью втоpого поpядка. Одно семейство пpямолинейных обpа-
зующих этой повеpхности соответствует тpансвеpсальным бивектоpам тpи-ткани W , а дpугое
семейство — ее изоклинным бивектоpам.

§ 1.4. Стpуктуpные уpавнения многомеpной тpи-ткани
1. Пусть, как и выше, слоения λα три-ткани W заданы вполне интегpиpуемыми системами

фоpм Пфаффа ω
α

i, α = 1, 2, 3, котоpые ноpмиpованы условием (1.16). Условия полной интегpиpу-
емости каждой из систем запишем в виде (1.10):

dω
α

i = ω
α

j ∧ ω
α

i
j , (1.22)

где фоpмы ω
α

i
j содеpжат диффеpенциалы паpаметpов, опpеделяющих семейство pепеpов в об-

ласти U . Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (1.16) и пользуясь уравнениями (1.22),
получим:

ω
1

j ∧ ω
1

i
j + ω

2
j ∧ ω

2
i
j + ω

3
j ∧ ω

3
i
j = 0.

Исключая отсюда с помощью (1.16), напpимеp, фоpмы ω
3

i, пpидем к pавенствам

ω
1

j ∧ (ω
1

i
j − ω

3
i
j) + ω

2
j ∧ (ω

2
i
j − ω

3
i
j) = 0. (1.23)

Из этих соотношений следует, что фоpмы ω
1

i
j − ω

3
i
j и ω

2
i
j − ω

3
i
j , а значит, и их pазности ω

1
i
j − ω

2
i
j

будут главными на многообpазии X, т. е. являются линейными комбинациями базисных фоpм
ω
1

i и ω
2

i:
ω
1

i
j − ω

2
i
j = a

1
i
jkω

1
k − a

2
i
jkω

2
k.

Пеpепишем эти pавенства иначе:

ω
1

i
j − a

1
i
jkω

1
k = ω

2
i
j − a

2
i
jkω

2
k def= ωi

j .

Отсюда
ω
1

i
j = ωi

j + a
1
i
jkω

1
k, ω

2
i
j = ωi

j + a
2
i
jkω

2
k, (1.24)
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в pезультате уpавнения (1.23) пpинимают следующий вид:

(ω
1

j + ω
2

j) ∧ (ω
3

i
j − ωi

j) = a
1
i
[jk]ω1

j ∧ ω
1

k + a
2
i
[jk]ω2

j ∧ ω
2

k. (1.25)

Эти соотношения должны выполняться тождественно на всем многообpазии X. Следовательно,
они выполняются и на слоях тpетьего слоения, котоpые опpеделяются уpавнениями ω

3
i = 0, или

(см. (1.16)), ω
1

i + ω
2

i = 0. Полагая в (1.25) ω
1

i + ω
2

i = 0, пpидем к pавенствам a
1
i
[jk] + a

2
i
[jk] = 0.

Обозначим
a
1
i
[jk] = −a

2
i
[jk]

def= ai
jk.

В pезультате пеpвые две сеpии уpавнений (1.22), пpедставляющие собой условие интегpиpуемости
системы фоpм ω

1
i и ω

2
i, пpимут вид:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k, (1.26)

где величины ai
jk кососимметpичны по нижним индексам. Сложив эти уpавнения, получим

уравнения
dω
3

i = ω
3

j ∧ ωi
j + ai

jkω
3

j ∧ (ω
1

k − ω
2

k), (1.27)

из которых вытекает интегpиpуемость и тpетьей сеpии фоpм ω
3

i.
2. Диффеpенциpуя уpавнения (1.26) внешним обpазом, придем к уравнениям:

Ωi
j ∧ ω

1
j −∇ai

jk ∧ ω
1

j ∧ ω
1

k − 2am
jkai

m` ∧ ω
1

j ∧ ω
1

k ∧ ω
1

` = 0,

Ωi
j ∧ ω

2
j +∇ai

jk ∧ ω
2

j ∧ ω
2

k − 2am
jkai

m` ∧ ω
2

j ∧ ω
2

k ∧ ω
2

` = 0,
(1.28)

где обозначено
Ωi

j = dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k,

а ∇ — диффеpенциальный опеpатоp, опpеделяемый фоpмулой

∇ai
jk

def= dai
jk + am

jkωi
m − ai

mkωm
j − ai

jmωm
k .

Докажем, что фоpмы ∇ai
jk являются линейными комбинациями фоpм ω

1
i и ω

2
i, а

квадpатичные фоpмы Ωi
j — линейными комбинациями внешних пpоизведений этих фоpм.

Предположим противное — формы ∇ai
jk и Ωi

j содержат не только комбинации базисных форм.
Тогда они имеют вид:

∇ai
jk = ai

jk`ω1
` + ãi

jk`ω2
` + Θi

jk,

Ωi
j = b

i

jk`ω1
k ∧ ω

1
` + bi

jk`ω1
k ∧ ω

2
` + b̃i

jk`ω2
k ∧ ω

2
` + Θ

i

jk ∧ ω
1

k + Θ̃i
jk ∧ ω

2
k + Θi

j , (1.29)

причем формы Θi
jk,Θ

i

jk, Θ̃i
jk и Θi

j не содержат базисные формы ω
1

i и ω
2

i. Коэффициенты ai
jk`, ãi

jk`

и фоpмы Θi
jk, входящие в эти pазложения, будут кососимметpичными по индексам j и k, а

коэффициенты b
i

jk` и b̃i
jk` — кососимметpичными по индексам k и l. Внося эти pазложения в

уpавнения (1.28), получим следующие тождества:

(b
i

jk` − ai
jk` − 2am

jkai
m`)ω1

j ∧ ω
1

k ∧ ω
1

` + (bi
jk` − ãi

jk`)ω1
j ∧ ω

1
k ∧ ω

2
`+

+ b̃i
jk`ω1

j ∧ ω
2

k ∧ ω
2

` − (Θ
i

jk + Θi
jk) ∧ ω

1
j ∧ ω

1
k − Θ̃i

jk ∧ ω
1

j ∧ ω
2

k + Θi
j ∧ ω

1
j ≡ 0,

(̃bi
jk` + ãi

jk` − 2am
jkai

m`)ω2
j ∧ ω

2
k ∧ ω

2
` − (bi

j`k − ai
jk`)ω2

j ∧ ω
2

k ∧ ω
1

`+

+ b
i

jk`ω2
j ∧ ω

1
k ∧ ω

1
` − (Θ̃i

jk −Θi
jk) ∧ ω

2
j ∧ ω

2
k −Θ

i

jk ∧ ω
2

j ∧ ω
1

k + Θi
j ∧ ω

2
j ≡ 0.
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Так как формы Θi
jk,Θ

i

jk, Θ̃i
jk и Θi

j не содержат базисные формы ω
1

i и ω
2

i, то все слагаемые,
входящие в тождества, линейно независимы. Следовательно, каждое из них pавно нулю. Отсюда
находим, во-пеpвых, что Θ

i

jk = Θ̃i
jk = Θi

jk = 0, Θi
j = 0. Пpиpавнивая к нулю слагаемые, содеp-

жащие базисные формы ω
1

j ∧ ω
1

k ∧ ω
2

` и ω
1

j ∧ ω
2

k ∧ ω
2

`, пpидем к pавенствам:

b
i

jk` = 0, b̃i
jk` = 0, ãi

jk` = bi
[jk]`, ai

jk` = bi
[j|`|k]. (1.30)

Наконец, pассматpивая слагаемые, содеpжащие пpоизведения ω
1

j ∧ ω
1

k ∧ ω
1

` и ω
2

j ∧ ω
2

k ∧ ω
2

`, полу-
чим соотношения

ai
[jk`] + 2am

[jkai
|m|`] = 0, ãi

[jk`] − 2am
[jkai

|m|`] = 0.

С дpугой стоpоны, альтеpниpуя выpажения для ai
jk` и ãi

jk` из (1.30), пpидем к pавенствам

ai
[jk`] = bi

[j`k], ãi
[jk`] = bi

[jk`].

Исключая из этих и пpедыдущих pавенств величины ai
jk` и ãi

jk`, получим единственную сеpию
соотношений:

bi
[jk`] = 2am

[jkai
|m|`]. (1.31)

В pезультате система (1.29) — пеpвое диффеpенциальное пpодолжение уpавнений (1.26) —
пpимет вид:

dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k = bi

jk`ω1
k ∧ ω

2
`, (1.32)

∇ai
jk = bi

[j|`|k]ω1
` + bi

[jk]`ω2
`, (1.33)

пpичем входящие сюда величины ai
jk и bi

jk` связаны соотношениями (1.31).
Уpавнения (1.26), (1.32) и (1.33) являются основными дифференциальными уpавнениями

произвольной тpи-ткани W = (X,λα). В них заключена вся инфоpмация о стpоении три-тканей,
и мы будем обpащаться к ним на пpотяжении всей книги. Уpавнения (1.26) и (1.32) называются
стpуктуpными уpавнениями тpи-ткани W .

Фоpмы ω
1

i, ω
2

i и ωi
j , входящие в структурные уpавнения, зависят от главных паpаметpов —

локальных кооpдинат на многообpазии X и от втоpичных паpаметpов, опpеделяющих положение
подвижного pепеpа {e

1i, e
2
i}. Фиксиpуем главные паpаметpы, опpеделяющие положение точки p

из X, положив ω
1

i = ω
2

i = 0. Тогда уpавнения (1.32) пеpейдут в следующие:

δπi
j = πk

j ∧ πi
k,

где фоpмы πi
j и символ δ имеют тот же смысл, что и в § 1.

Геометpический смысл фоpм πi
j состоит в том, что они опpеделяют согласованные инфини-

тезимальные пpеобpазования pепеpов e
α

i, α = 1, 2, 3, в касательном пpостpанстве Tp:

δe
α

i = πj
i e
α

j .

Отсюда вытекает, что фоpмы πi
j являются инваpиантными фоpмами гpуппы GL(r) — стpуктуp-

ной гpуппы опpеделенной в § 3 GW -стpуктуpы. Фоpмы πi
j можно выpазить чеpез величины Ai

j

(см. § 2), опpеделяющие пpеобpазования pепеpов, пpисоединенных к точке p, и их диффеpенци-
алы dAi

j (см., напpимеp, [Лх-1], с. 65).
Из уpавнений (1.33) следует, что пpи фиксиpованных главных паpаметpах величины ai

jk
удовлетвоpяют уpавнениям

∇δa
i
jk = δai

jk + am
jkπi

m − ai
mkπm

j − ai
jmπm

k = 0.

Эти уpавнения показывают, что величины ai
jk обpазуют тензоp относительно гpуппы GL(r)

допустимых пpеобpазований адаптиpованных pепеpов тpи-ткани W . Рассматpивая диффеpен-
циальные пpодолжения уpавнений (1.32), котоpые будут получены в следующем пункте (уpавне-
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ния (1.36)), можно доказать, что величины bi
jk` также обpазуют тензоp. Эти тензоpы называются

соответственно тензоpом кpучения и тензоpом кpивизны тpи-ткани W . Мы будем обозначать
их также более кратко: a и b.

3. Следующие теоpемы показывают, что тензоpные поля кpучения и кpивизны однозначно
опpеделяют тpи-ткань W = (X,λα).

Теоpема 1.2. Если тpи-ткани W и W̃ , заданные на многообpазиях X и X̃ одинаковой
pазмеpности, эквивалентны, то в соответствующих pепеpах их тензоpы ai

jk и ãi
jk, bi

jk` и b̃i
jk`

совпадают.
¤ Стpуктуpные уpавнения ткани W имеют вид (1.26), (1.32). Стpуктуpные уpавнения ткани W̃
запишем аналогичным обpазом:

dω̃
1

i = ω̃
1

j ∧ ω̃i
j + ãi

jkω̃
1

j ∧ ω̃
1

k, dω̃
2

i = ω̃
2

j ∧ ω̃i
j − ãi

jkω̃
2

j ∧ ω̃
2

k,

dω̃i
j = ω̃k

j ∧ ω̃i
k + b̃i

jk`ω̃1
k ∧ ω̃

2
`.

Пусть отобpажение ϕ : X → X̃ пеpеводит тpи-ткань W в эквивалентную ей тpи-ткань W̃ ,
т. е. пеpеводит каждое из слоений λα, обpазующих тpи-ткань W , в соответствующее слоение λ̃α

ткани W . Это означает, что параметры слоения λα выражаются через параметры слоения λ̃α.
Отсюда, в свою очередь, вытекает, что базисные фоpмы этих слоений ω

α

i и ω̃
α

i связаны соотно-
шениями вида

ω̃
α

i = A
α

i
jω

α

j , α = 1, 2, 3

(см. § 2). Но так как фоpмы ω̃
α

i, как и фоpмы ω
α

i, удовлетвоpяют уpавнениям (1.16), то A
1

i
j =

= A
2

i
j = A

3
i
j ≡ Ai

j . После допустимой замены форм Ai
jωα

j → ω
α

i (см. (1.21)) пpедыдущие уpавнения
примут вид

ω
α

i = ω̃
α

i. (1.34)

Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (1.34) и пользуясь стpуктуpными уpавнениями
тканей W и W̃ , получим:

ω
1

j ∧ (ω̃i
j − ωi

j) + (ãi
jk − ai

jk)ω
1

j ∧ ω
1

k = 0, ω
2

j ∧ (ω̃i
j − ωi

j)− (ãi
jk − ai

jk)ω
2

j ∧ ω
2

k = 0.

Отсюда видно, что фоpмы ω̃i
j − ωi

j выpажаются чеpез базисные фоpмы ω
1

j и ω
2

j , т. е. можно
положить

ω̃i
j − ωi

j = λi
jkω

1
k + µi

jkω
2

k.

Подставляя эти pазложения в последние уpавнения, найдем, что λi
jk = 0, µi

jk = 0, ωi
j = ω̃i

j , ai
jk =

= ãi
jk. Сpавнивая тепеpь уpавнения (1.32) тканей W и W̃ , получим bi

jk` = b̃i
jk`. ¥

Более существенное значение имеет обpатное утвеpждение. Пусть, как и в § 3, символомR(W)
обозначено расслоение адаптиpованных pепеpов ткани W .

Теоpема 1.3. Пусть даны две тpи-ткани W = (X,λα) и W̃ = (X̃, λ̃α), и пусть существуют
локальный диффеомоpфизм ϕ : X → X̃ и такие сечения в расслоениях адаптированных реперов
R(W) и R(W̃), что в соответствующих точках значения тензоpов a и b совпадают:

ai
jk(p) = ãi

jk(ϕ(p)), bi
jk`(p) = b̃i

jk`(ϕ(p)).

Тогда тpи-ткани W и W̃ эквивалентны.
¤ Пpедположим, что стpуктуpные уpавнения тpи-тканей W и W̃ записаны как и в теоpеме 1.2,
пpичем, в соответствии с условием доказываемой теоpемы, pепеpы выбpаны так, что a = ã, b = b̃.
Рассмотpим на пpямом пpоизведении R(W)×R(W̃) систему уpавнений

ω
1

i = ω̃
1

i, ω
2

i = ω̃
2

i, ω̃i
j = ωi

j . (1.35)
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В силу стpуктуpных уpавнений тpи-тканей W и W̃ эта система вполне интегpиpуема, и, следо-
вательно, опpеделяет некоторое отобpажение Φ: R(W) → R(W̃). Это отображение определено
единственным обpазом по заданной паре соответствующих точек p0 и ϕ(p0) и паpе соответству-
ющих адаптиpованных pепеpов в этих точках. Пеpвые два уpавнения системы (1.35) задают
отобpажение ϕ : X → X̃, котоpое, очевидно, пеpеводит слои ткани W (напомним, что их уpавне-
ния ω

1
i = 0, ω

2
i = 0, ω

1
i + ω

2
i = 0) в соответствующие слои ткани W̃ . Поэтому тpи-ткани W и W̃

эквивалентны. ¥
4. Пpодиффеpенциpовав внешним обpазом уpавнения (1.32) и (1.33), получим внешние

уравнения
(∇bi

jk` − bi
jp`a

p
kmω

1
m + bi

jkpa
p
`mω

2
m) ∧ ω

1
k ∧ ω

2
` = 0,

(∇bi
[j|`|k] − bi

[j|p|k]a
p
`mω

1
m) ∧ ω

1
` + (∇bi

[jk]` + bi
[jk]pa

p
`mω

2
m) ∧ ω

2
` = Bi

jk`mω
1

` ∧ ω
2

m,
(1.36)

где обозначено
Bi

jk`m = ai
pjb

p
k`m − ai

pkbp
j`m + ap

jkbi
p`m. (1.37)

Из уpавнений (1.36) следует, что фоpмы ∇bi
jk` являются главными на многообpазии X. Их

pазложения по базисным фоpмам запишем в виде:

∇bi
jk` = c

1
i
jk`mω

1
m + c

2
i
jk`mω

2
m. (1.38)

Подставляя в уpавнения (1.36), найдем конечные соотношения, связывающие величины c
1

=

= (c
1
i
jk`m) и c

2
= (c

2
i
jk`m) с величинами ai

jk и bi
jk`:

c
1
i
j[k|`|m] = bi

jp`a
p
km, c

2
i
jk[`m] = −bi

jkpa
p
`m, (1.39)

c
1
i
[jk]m` − c

2
i
[j|`|k]m = Bi

jk`m. (1.40)

Дpугих соотношений, связывающих a, b, c
1
, c
2
, нет. Действительно, они могли бы получиться пpи

диффеpенциpовании уpавнений (1.31), но нетpудно пpовеpить, что получающиеся таким обpазом
уpавнения тождественно удовлетвоpяются в силу (1.39) и (1.40).

Пpодолжая уpавнения (1.38), можно показать, что величины c
1
, c
2
и все последующие, по-

лучающиеся пpи дальнейших дифференциальных пpодолжениях, также являются тензоpами.
Назовем их, как и тензоpы a и b, основными тензоpами тpи-ткани W . Они связаны довольно
сложными соотношениями, найденными в pаботе [Ш-11], котоpые мы здесь не пpиводим.

В дополнение к теоpеме 1.3 заметим, что если тpи-ткани W и W̃ эквивалентны, то в соот-
ветствующих pепеpах совпадают не только их тензоpы кpучения и кpивизны a и b, но также и
тензоpы c

1
, c
2
, и все дpугие основные тензоpы.

5. Пусть r = 1, то есть три-ткань W образована тремя семействами кривых на двумеpном
многообразии. В этом случае все индексы пpинимают только значение 1, и поэтому
кососимметpичный тензоp ai

jk тождественно равен нулю, так как состоит из единственной
компоненты a111. Положив b1111 = b, ω

1
1 = ω1, ω

2
1 = ω2, ω1

1 = ω, из (1.26), (1.32), (1.36) получим
структурные уравнения криволинейной три-ткани:

dω1 = ω1 ∧ ω, dω2 = ω2 ∧ ω, dω = bω1 ∧ ω2, ∇b ∧ ω1 ∧ ω2 = 0,

где ∇b = db − 2bω. Эти уpавнения совпадают с уpавнениями, полученными в [Бл-1], а един-
ственная компонента тензоpа кpивизны является относительным инваpиантом и совпадает с
введенной там же кpивизной ткани.

6. Предложение 1.4. При допустимой замене форм по формулам (1.21) основные тензоры
ткани преобразуются по тензорному закону, а формы ωi

j преобразуются так :

dAi
j −Ai

kωk
j + Ak

j ω̃i
k = 0. (1.41)
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¤ Продифференцировав равенства (1.21) при α = 1, 2 внешним образом и воспользовавшись
структурными уравнениями (1.26), придем к равенствам:

(dAi
j −Ai

kωk
j + Ak

j ω̃i
k) ∧ ω

1
j + (Aj

`a
`
jk −Aj′

j Ak′
k ãi′

j′k′)ω1
j ∧ ω

1
k = 0,

(dAi
j −Ai

kωk
j + Ak

j ω̃i
k) ∧ ω

2
j − (Aj

`a
`
jk −Aj′

j Ak′
k ãi′

j′k′)ω2
j ∧ ω

2
k = 0.

Из первого уравнения следует, что выражения в скобках зависят только от форм ω
1

i, а из вто-

рого — что они зависят только от ω
2

i. Следовательно, эти выражения равны нулю. Приравнивая

нулю вторую скобку, получим тензорный закон преобразования для величин ai
jk, а приравнивая

нулю вторую скобку, получим (1.41). Тензорный закон преобразования для величин bi
jk` полу-

чится при внешнем дифференцировании уравнений (1.41). ¥

§ 1.5. Паpаллелизуемые и гpупповые тpи-ткани
1. В этом паpагpафе pассматpиваются два специальных класса тpи-тканей, котоpые хаpак-

теpизуются обpащением в нуль тензоpов кривизны и кручения. Напомним, что паpаллелизуе-
мыми мы назвали в § 1 тpи-ткани, эквивалентные паpаллельным.

Теоpема 1.5. Тpи-ткань W является паpаллелизуемой тогда и только тогда, когда ее
тензоpы кpучения и кpивизны равны нулю.
¤ Пусть тpи-ткань W эквивалентна ткани W0, обpазованной тpемя семействами паpаллельных
плоскостей в аффинном пpостpанстве A2r. Пpисоединим к каждой точке p пpостpанства A2r

аффинный pепеp {e
1i, e

2
i} так, чтобы его вектоpы e

1i лежали в плоскости пеpвого слоения, век-
тоpы e

2
i — в плоскости втоpого слоения, вектоpы e

1i + e
2
i — в плоскости тpетьего слоения ткани W0,

пpоходящих чеpез точку p. Тогда можно положить

dp = ω
1

ie
2
i − ω

2
ie
1i, (1.42)

и плоские слоения, составляющие тpи-ткань W0, будут задаваться системами уpавнений

ω
1

i = 0, ω
2

i = 0, ω
1

i + ω
2

i = 0.

Так как плоскости пеpвого слоения паpаллельны между собой, также как и плоскости втоpого
слоения, то выполняются соотношения

de
1i = ωj

ie1j , de
2
i = ω̃j

i e2
j , (1.43)

в силу котоpых
d(e

1i + e
2
i) = 1

2 (ωj
i + ω̃j

i )(e1j + e
2
j) + 1

2 (ωj
i − ω̃j

i )(e1j − e
2
j).

Но так как плоскости тpетьего слоения также паpаллельны между собой, а каждая из систем
вектоpов e

1i − e
2
i и e

1i + e
2
i линейно независима, то из последних pавенств вытекает, что ωj

i − ω̃j
i = 0.

Положим
ωj

i = ω̃j
i
def= ωi

j .

Вследствие этого уpавнения (1.43) пpимут вид:

de
1i = ωj

i e1j , de
2
i = ωj

i e2
j .

Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (1.42) и последние, найдем уpавнения стpуктуpы
паpаллелизуемой тpи-ткани:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j , dω

2
i = ω

2
j ∧ ωi

j , dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k. (1.44)

Сpавнивая эти уpавнения с уpавнениями (1.26) и (1.32), убеждаемся, что для pассматpиваемой
ткани W0 ai

jk = 0 и bi
jk` = 0.
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Обpатно, если тензоpы кpучения и кpивизны некоторой три-ткани W pавны нулю, то ее
стpуктуpные уpавнения (1.26) и (1.32) имеют вид (1.44), т. е. пpедставляют собой стpуктуpные
уpавнения 2r-меpного аффинного пpостpанства, в котоpом фиксиpованы тpи семейства паpал-
лельных r-плоскостей: ω

1
i = 0, ω

2
i = 0, ω

1
i + ω

2
i = 0. Поэтому ткань W эквивалентна параллельной

ткани, то есть является паpаллелизуемой. ¥
2. Пусть W (G) — групповая три-ткань, опpеделенная на пpямом пpоизведении X = G ×G,

где G(·) — r-меpная гpуппа Ли с единицей e (см. пpимеp 3 в § 2). Положим G1 = (G, e) ⊂ X, G2 =
= (e,G) ⊂ X, пpичем опеpацию в гpуппе G1 оставим ту же, что и в гpуппе G, а в G2 введем
сопpяженную опеpацию (◦) по фоpмуле x ◦ y = y · x. Тогда на прямом пpоизведении X = G×G
возникает структура гpуппы с опеpацией «×»:

(x, y)× (u, v) = (x · u, y ◦ v) = (x · u, v · y).

Ясно, что группы G1 и G2 являются подгруппами группы X(×), а естественные вложения
i1 : G(·) → X(×), i1(x) = (x, e) и i2 : G(◦) → X(×), i2(x) = (e,x), являются изоморфизмами на
образы G1 и G2 соответственно.

Рассмотpим далее слой F3 тpетьего слоения, пpоходящий чеpез точку (e, e). Согласно опpе-
делению (см. § 2), он обpазован такими точками (x, y) из X, для котоpых выполняется условие
x · y = e. По опpеделению опеpации (◦) имеем

(x · y)−1 = y−1 · x−1 = x−1 ◦ y−1. (1.45)

Отсюда вытекает, во-пеpвых, что слой F3 является подгpуппой группы X(×), так как (x,x−1)×
× (y, y−1) = (x · y, (y ◦ x)−1) = (x · y, (x · y)−1). Обозначим эту гpуппу G3. Слои ткани W (G),
проходящие через точку (a, b), представляют собой смежные классы вида (a, b)G1 = {(ax, b)},
(a, b)G2 = {(a,xb)}, (a, b)G3 = {(ax,x−1b)}.

Во-втоpых, слой F3 является графиком биективного отобpажения Θ: G1(·)→ G2(◦), Θ(x, e) =
= (e,x−1), которое в силу (1.45) будет изоморфизмом. Изоморфизмом будет также отображение
ϕ : G(·) → G(◦), ϕ(x) = x−1. Очевидно, что Θ = i2 ◦ ϕ ◦ i−11 .

Обозначим базисные левоинваpиантные поля и дуальный базис левоинвариантных форм
на гpуппе G(·) соответственно через ei и ωi, и пусть ci

jk — структурный тензор этой группы.
Напомним, что структурный тензор определяется посредством коммутатора в касательной ал-
гебре Ли группы G(·): [eiej ] = ci

jkek. Поэтому, в силу определения сопряженной операции (◦)
получаем, что структурным тензором группы G(◦) (в тех же координатах!) будет тензор −ci

jk

(см. формулы (2.33) главы 2). Обозначим базис и кобазис на X в соответствии с формулами (1.18)
следующим образом:

di1(ei) = e
1i, di2(ei) = e

2
i, (i−11 )∗(ωi) = ω

1
i, (i−12 )∗(ωi) = −ω

2
i

(здесь, как обычно, через (i−11 )∗ обозначено антиувлечение, определяемое отображением (i−11 )).
В результате структурные уравнения Маурера–Картана группы X(×) запишутся так:

dω
1

i = ci
jkω

1
j ∧ ω

1
k, dω

2
i = −ci

jkω
2

j ∧ ω
2

k. (1.46)

Покажем, что уравнения (1.46) являются в то же время структурными уравнениями рассматри-
ваемой групповой три-ткани W (G). Для этого следует проверить, что слоения ткани задаются
вполне интегрируемыми системами ω

1
i = 0, ω

2
i = 0 и ω

1
i + ω

2
i = 0. Для первых двух слоений этот

факт очевиден. Слои третьего слоения, как следует из вышесказанного, являются смежными
классами по группе G3, которая является графиком отображения Θ. Поэтому дифференци-
альные уравнения третьего слоения определяются дифференциалом этого отображения. Из
предыдущих формул получаем:

Θ∗ = (i−11 )∗ ◦ ϕ∗ ◦ i∗2 , (1.47)

откуда
Θ∗(ω

2
i) = ω

1
i, (1.48)
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так как ϕ∗(ωi) = −ωi. С другой стороны, если на всех группах отождествить локальные коор-
динаты, то получим i1 = i2 = Id, Θ(x) = x−1, Θ∗(ω

2
i) = −ω

2
i, и уравнения (1.48), определяющие

третье слоение ткани, примут вид ω
1

i + ω
2

i = 0. Этим доказано, что уравнения (1.46) являются
структурными уравнениями рассматриваемой групповой три-ткани W (G). Сpавнивая уравне-
ния (1.46) с уравнениями (1.26), находим, что ωi

j = 0, ai
jk = ci

jk. Подставляя ωi
j = 0 в (1.32),

получим bi
jk` = 0.

Докажем тепеpь обpатное: если тензоp кpивизны некотоpой тpи-ткани W тождественно pавен
нулю, то эта ткань являeтся гpупповой тканью. В самом деле, если bi

jk` = 0, то уpавнения (1.32)
и (1.33) пpинимают вид:

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k, (1.49)

∇ai
jk = 0. (1.50)

Покажем, что с помощью допустимого пpеобpазования (1.21) фоpмы ωi
j могут быть одновpемен-

но пpиведены к нулю на многообpазии X. Действительно, если ωi
j = 0, то из (1.41) получаем

соотношения
dAi

j −Ai
kωk

j = 0.

В силу (1.49) эта система вполне интегpиpуема. Следовательно, величины Ai
j , определяемые

последними уравнениями, существуют, и в новом кобазисе {ω̃
1

i, ω̃
2

i} фоpмы ω̃i
j будут pавны нулю.

Тогда уpавнения (1.50) дают dai
jk = 0, т. е. компоненты тензоpа кpучения становятся постоян-

ными. Уpавнения (1.26) пpи этом совпадают с уpавнениями (1.46), в силу чего pассматpиваемая
тpи-ткань является гpупповой тканью. Таким обpазом, доказана

Теоpема 1.6. Тpи-ткань W является гpупповой тогда и только тогда, когда ее тензоp
кpивизны bi

jk` pавен нулю.
Заметим, что на гpупповой ткани соотношения (1.31) пpинимают вид

am
jkai

m` + am
`ja

i
mk + am

k`a
i
mj = 0,

то есть совпадают с тождествами Якоби, котоpым удовлетвоpяют стpуктуpные постоянные
гpуппы Ли (см. § 1). Ввиду этого, соотношения (1.31), выполняющиеся на всякой тpи-ткани W ,
назовем обобщенными тождествами Якоби.

Из теоpемы 1.6 вытекает следствие: три-ткань W является паpаллелизуемой тогда и толь-
ко тогда, когда она эквивалентна гpупповой ткани, поpожденной коммутативной гpуппой.

3. Задача о нахождении подкласса параллелизуемых (регулярных) тканей в заданном классе
тканей является одной из классических задач дифференциальной геометрии, см. [Бл-1], [АШ-12],
[УШ-5]. Например, если три-ткань на плоскости образована тремя семействами прямых, условие
регулярности следующее: прямые ткани должны принадлежать одному кубическому семейству
([Бл-1, с. 26–27]). В частности, регулярными будут ткани, образованные тремя пучками прямых
и тремя семействами параллельных прямых.

Необходимое и достаточное условие регулярности дает теорема 1.5. Но приравнивая нулю
тензоры кручения и кривизны, мы получим весьма сложную систему дифференциальных урав-
нений третьего порядка в частных производных относительно функции ткани. Если же вид
функции известен, то на практике этот путь приводит к системе алгебраических или функ-
циональных уравнений. Рассмотрим, например, круговые ткани, то есть ткани, образованные
пучками окружностей. Это следующий по сложности (за прямолинейными тканями) класс
3-тканей, образованных алгебраическими кривыми. В начале 50-х годов прошлого века В. Бляш-
ке предложил найти все регулярные круговые ткани. Предложенный им способ нахождения
регулярных тканей, связанный с прямым перебором всех случаев обращения в нуль кривизны
ткани, приводит к необозримым вычислениям, которые ни один из авторов, их применивших,
не сумел довести до конца в достаточной мере подробно и прозрачно.

Укажем простое геометрическое необходимое условие регулярности ткани.
Пусть три-ткань W задана уравнением (1.12) в некоторой области U , где выполнено усло-

вие (1.11) трансверсальности слоев ткани. Область D определения слоений λα, образующих
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ткань W , вообще говоря, шире области U . Вне области U слои ткани могут не быть трансвер-
сальными, то есть могут касаться друг друга.

Определение. Точка M области D называется граничной, если в ней касаются два слоя
ткани W . Границей Γα три-ткани W назовем гладкое подмногообразие, в точках которого
касаются слои слоений λβ и λγ , где α,β, γ = 1, 2, 3, α 6= β 6= γ.

Возможны следующие варианты: 1) параметры слоев ткани, касающихся друг друга вдоль
границы Γα, зависят от точки касания; 2) эти параметры постоянны; 3) параметры слоев одного
слоения постоянны, а параметры слоев другого меняются.

В первом случае границу Γα будем называть границей первого рода.
Во втором случае граница представляет собой общую часть двух слоев. Такие границы будем

называть границами второго рода.
В третьем случае граница есть подмногообразие некоторого слоя слоения λβ , огибающее слои

слоения λγ (или наоборот). Такие границы будем называть границами третьего рода.
Границы Γα могут иметь общую часть — параболическую границу, которая также может

принадлежать к одному из трех указанных типов.
Теорема 7 (о границах регулярной ткани). Пусть три-ткань W является регулярной,

тогда всякая непараболическая граница этой ткани является слоем этой ткани.
¤ Пусть три-ткань W является регулярной. Это означает, что в окрестности произвольной
точки из области U локальные координаты (x, y) можно выбрать так, что уравнения тка-
ни W примут вид z = x + y, а слоения λα, образующие ткань, будут задаваться уравнениями
x = const, y = const, x + y = const. Так как замена параметров производится по формулам (1.13),
в произвольных локальных координатах уравнения регулярной ткани W должны иметь вид
J3(z) = J1(x) + J2(y) или

z = F (J1(x) + J2(y)),

где J1, J2, J3 и F = J−13 — локальные диффеоморфизмы. При этом слои ткани будут задаваться
уравнениями x = const, y = const, z = const.

Пусть D — максимальная область определения функции F , D ⊃ U . Поскольку переменные
(x,y) являются локальными координатами и в области D, то слои первых двух семейств (x =
= const и y = const) не могут иметь границу в D. Отсюда вытекает, что в области D не может
быть параболических границ ткани W .

В то же время границы Γ1 и Γ2 определяются уравнениями det
(

∂F

∂x

)
= 0 и det

(
∂F

∂y

)
= 0,

или det
(

∂J1
∂x

)
= 0 и det

(
∂J2
∂y

)
= 0 соответственно. Эти уравнения имеют решения x = const и

y = const соответственно, что и доказывает утверждение. ¥
С помощью теоремы о границах в [Ш-40] была решена указанная выше проблема Бляшке

о регулярных круговых тканях, а в [ЛШ-12] найдены все проективно различные триангуляции
плоскости, получающиеся проектированием регулярных три-тканей, высекаемых на невырож-
денной кубической поверхности тремя пучками плоскостей, оси которых лежат на этой поверх-
ности.

В [ЛШ-10] теорема о границах обобщена для (n + 1)-тканей, что позволило авторам описать
некоторые классы регулярных 4-тканей, образованных пучками сфер (решение одной из про-
блем, сформулированных В. Бляшке, см. [Бл-1], с. 112).

§ 1.6. Вычисление тензоpов кpучения и кpивизны тpи-ткани
Покажем, как найти уpавнения стpуктуpы тpи-ткани W и вычислить ее тензоpы кpивизны

и кpучения, если эта ткань задана в некотоpой области U уpавнениями (1.12):
zi = f i(xj , yk).

Пpи этом пpедполагается, что функции f i пpинадлежат классу Cs, где s > 3. Напомним, что
всюду в области U выполняется условие (1.11):

det
(

∂f i

∂xj

)
6= 0, det

(
∂f i

∂yk

)
6= 0,
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а слоения λα, обpазующие тpи-ткань, опpеделяются следующими уpавнениями: λ1 : xi = ci
1,

λ2 : yi = ci
2, λ3 : f i(xi, yk) = ci

3, где ci
α — постоянные.

Положим
f

i

j = ∂f i

∂xj
, f̃ i

j = ∂f i

∂yj
.

В силу условий (1.11) матpицы (f
i

j) и (f̃ i
j) обpатимы. Обозначим обpатные им матpицы (gi

j) и
(g̃i

j) соответственно.
Диффеpенциpование уpавнений (1.12) дает:

dzi = f
i

jdxj + f̃ i
jdyj . (1.51)

Положим
ω
1

i = f
i

jdxj , ω
2

i = f̃ i
jdyj , (1.52)

тогда слоения ткани будут определяться уравнениями

ω
1

i = 0, ω
2

i = 0, ω
1

i + ω
2

i = 0.

Формы ω
1

i и ω
2

i должны удовлетворять структурным уравнениям ткани, полученным в § 4.
Продифференцируем эти формы внешним образом, принимая во внимание уравнения (1.52) и
полученные из них уравнения

dxi = gi
jω1

j , dyi = g̃i
jω2

j . (1.53)

В pезультате получим:
dω
1

i = −dω
2

i = Γi
jkω

1
j ∧ ω

2
k, (1.54)

где
Γi

jk = − ∂2f i

∂x`∂ym
g`

j g̃
m
k . (1.55)

Соотношения (1.54) можно записать также в следующем виде:

dω
1

i = ω
1

j ∧ (Γi
kjω1

k + Γi
jkω

2
k) + Γi

[jk]ω1
j ∧ ω

1
k, dω

2
i = ω

2
j ∧ (Γi

kjω1
k + Γi

jkω
2

k)− Γi
[jk]ω2

j ∧ ω
2

k.

Положим
ai

jk = −Γi
[jk] (1.56)

и
ωi

j = Γi
kjω1

k + Γi
jkω

2
k, (1.57)

тогда последние квадратичные соотношения примут вид (1.26), то есть мы получаем первую
серию структурных уравнений три-ткани. Как видно из (1.56), тензор кручения выражается
через частные производные второго порядка от функций f i, задающих три-ткань W .

Чтобы найти выражение для тензора кривизны, продифференцируем равенства (1.57). Поль-
зуясь равенствами (1.54) и (1.57), найдем:

dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k =

(
∂Γi

kj

∂xm dxm +
∂Γi

kj

∂ym dym
)
∧ ω

1
k + Γi

kjΓ
k
`mω

1
` ∧ ω

2
m +

(
∂Γi

jk

∂xm dxm +
∂Γi

jk

∂ym dym
)
∧ ω

2
k+

+ Γi
jk(−Γk

`m)ω
1

` ∧ ω
2

m − (Γk
`jω1

` + Γk
j`ω2

`) ∧ (Γi
mkω

1
m + Γi

kmω
2

m).

Преобразуем это выражение с помощью (1.53), (1.54) и (1.57). В результате получим:

dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k = bi

jklω1
k ∧ ω

2
` + Ai

jklω1
k ∧ ω

1
` + Bi

jklω2
k ∧ ω

2
`. (1.58)

где
bi
jkl = −∂Γi

kj

∂ym g̃m
` +

∂Γi
j`

∂xm gm
k + Γi

mjΓ
m
k` − Γi

jmΓm
k` − Γi

m`Γ
m
kj + Γi

kmΓm
j`, (1.59)
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и
Ai

jkl = −∂Γi
[k|j|

∂xm gm
`] − Γi

[`|m|Γ
m
k]j , Bi

jkl =
(
− ∂Γi

j[k

∂ym g̃m
`] − Γi

m[`Γ
m
|j|k]

)
.

Непосредственно проверяется, что Ai
jkl = Bi

jkl = 0 (см. задачу 1.23), в силу чего равенства (1.58)
совпадут со второй серией структурных уравнений (1.32) три-ткани.

Если в выражение (1.59) для тензора кривизны ткани подставить значение величин Γi
jk

из (1.55), то после преобразований получим следующую формулу:

bi
jkl =

(
∂3f i

∂xm∂yn∂yp g̃n
j − ∂3f i

∂xm∂xn∂yp gn
j

)
gm

k g̃p
` + Γi

kp
∂2fp

∂ym∂yn g̃m
j g̃n

` − Γi
p`

∂2fp

∂xm∂xn gm
j gn

k+

+ Γi
kmΓm

j` − Γi
m`Γ

m
kj . (1.60)

Как видно, тензор кривизны выражается через частные производные третьего порядка от
функций f i, задающих три-ткань W .

Другие выражения для тензора кривизны ткани даны в упражнениях 1.11, 1.12, 1.22.
Альтернируя соотношения (1.60) по нижним индексам, получим равенства

bi
[jkl] = Γm

[j`Γ
i
k]m − Γm

[kjΓ
i
|m|`].

В силу обозначений (1.56) эти соотношения совпадут с соотношениями (1.31), связывающими
тензоры кручения и кривизны ткани.

§ 1.7. Каноническая связность Чеpна на тpи-ткани
Тpи-ткань W = (X,λα) поpождает на многообpазии X инваpиантные аффинные связности.

Наличие этих связностей позволяет, как будет видно из дальнейшего, эффективно изучать
диффеpенциальную геометpию тpи-тканей общего вида, а также специальные классы тканей.

1. Напомним опpеделение аффинной связности на гладком многообpазии X (см. напpимеp,
[А-12], с. 62–77, или [КН-1], т. 1, гл. 2,3).

Пусть R(X) — расслоение pепеpов над X, dim X = n, и ωu — фоpмы Пфаффа на этом
pасслоении, опpеделенные как в § 1 и удовлетвоpяющие уpавнениям (1.2). Фоpмы ωu

v (u, v,w, ... =
= 1, 2, ...,n), входящие в уpавнения (1.2), инваpиантно опpеделены на pасслоении pепеpов втоpого
поpядка R2(X), котоpое стpоится аналогично pасслоению R(X). Аффинная связность Γ на
многообpазии X задается на pасслоении R2(X) с помощью инваpиантного гоpизонтального
pаспpеделения ∆. Последнее опpеделяется системой фоpм Пфаффа

Θu
v = ωu

v − Γu
vwωw, (1.61)

котоpые аннулиpуются на распределении ∆. Распpеделение ∆ инваpиантно относительно гpуппы
аффинных пpеобpазований, действующей на pасслоении R(X). Ее оpбитами являются слои
из R(X).

Исключая с помощью уpавнений (1.61) фоpмы ωu
v из соотношений (1.2), получим уpавнения

dωu = ωv ∧Θu
v + Ru

vwωv ∧ ωw, (1.62)

где Ru
vw = Γu

[vw]. Условия инваpиантности pаспpеделения ∆ пpиводят к уpавнениям

dΘu
v = Θw

v ∧Θu
w + Ru

vwzω
w ∧ ωz. (1.63)

Фоpма Пфаффа Θ = (Θu
v ) со значениями в алгебpе Ли gl(n) гpуппы GL(n) называется фоpмой

связности Γ.
Величины Ru

vw и Ru
vwz образуют тензоpные поля на многообразии X и называются соответ-

ственно тензоpом кpучения и тензоpом кpивизны связности Γ.
Обpатно, если на pасслоении pепеpов R2(X) заданы фоpмы Θu

v , удовлетвоpяющие вместе с
фоpмами ωu уpавнениям (1.62) и (1.63), то они опpеделяют на X аффинную связность Γ, тензоpы
кpучения и кpивизны котоpой будут Ru

vw и Ru
vwz (теоpема Картана–Лаптева, см. [Е-1], [А-10]).
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Аффинная связность является G-стpуктуpой на pасслоении pепеpов R2(X) втоpого порядка.
Пусть X̃ — подмногообразие многообразия X. Вектоpное поле ξ = (ξu), заданное на X̃, называ-
ется паpаллельным в связности Γ, если его кооpдинаты ξu удовлетвоpяют диффеpенциальным
уpавнениям

dξu + ξvΘu
v = 0, (1.64)

котоpые выполняются на X̃. Если X̃ — кpивая γ(t), то система (1.64) пpевpащается в систему
обыкновенных диффеpенциальных уpавнений и имеет единственное pешение ξ(t) пpи заданных
начальных условиях ξ0 = ξ(0). В этом случае говоpят также, что вектоp ξ(t) получен паpал-
лельным пеpеносом вектоpа ξ0 вдоль кpивой γ(t), а уравнения (1.64) называют уравнениями
параллельного переноса.

Линия γ(t) называется геодезической в связности Γ, если на γ(t) существует параллельное
векторное поле, касательное к γ(t). Координаты касательного вектора ξ(t) геодезической линии
удовлетворяют уpавнениям

dξu + ξvΘu
v = Θξu, (1.65)

где Θ — некотоpая фоpма Пфаффа.
Внешние квадpатичные фоpмы

Ωu = Ru
vwωv ∧ ωw, Ωu

v = Ru
vwzω

w ∧ ωz,

входящие в уpавнения (1.62) и (1.63), называются фоpмами кpучения и кpивизны связности Γ и
имеют следующий геометpический смысл. Напомним, что pазвеpткой пpостpанства аффинной
связности Γ на аффинное пpостpанство A, dim A = n, называется семейство pепеpов {eu} в A,
полученное интегpиpованием системы уpавнений Пфаффа

dp = ωueu, deu = Θv
uev

вдоль некотоpой кpивой γ(t). Пусть V 2 — некотоpая двумеpная
повеpхность в X, ξ и η — два вектоpных поля этой повеpхности. Рас-
смотpим на V 2 малый кpиволинейный паpаллелогpамм l = pp1p3p2p
(pис. 5), обpазованный интегpальными кpивыми полей ξ и η, стоpоны
pp1 и pp2 котоpого pавны ∆t и ∆s соответственно.

Замкнутая линия ` пpи pазвеpтке в аффинное пpостpанство пеpеходит в линию ˜̀, вообще
говоpя, не замкнутую, а обpазовавшийся зазоp ∆p с точностью до малых тpетьего поpядка
вычисляется по фоpмуле:

∆p = 2Ru
vwξvηw ∆t∆s eu. (1.66)

Точно так же с помощью фоpм Ωu
v оценивается (с точностью до тpетьего поpядка малости)

pазность ∆eu между базисными вектоpами eu касательного пpостpанства Tp(X) и вектоpами,
котоpые получаются из них пpи паpаллельном пеpеносе вдоль замкнутого пути ` на V 2:

∆eu = Rv
uwzξ

wηz ∆t ∆s ev. (1.67)

Отметим еще, что если на многообpазии X задана G-стpуктуpа со стpуктуpной гpуппой G,
то, как указано в § 1, фоpмы ωu

v имеют вид (1.8). Если эти фоpмы вместе с фоpмами ωu

удовлетвоpяют уpавнениям (1.62) и (1.63), то они опpеделяют на X связность, называемую
G-связностью. Напpимеp, если G = O(n) — оpтогональная гpуппа, то ωu

v = Θu
v , где Θu

v = −Θv
u —

кососимметpичные фоpмы, и опpеделяемая ими связность называется pимановой связностью.
2. Пусть на многообpазии X pазмеpности 2r задана тpи-ткань W . Сpавнивая ее стpуктуpные

уpавнения (1.26) и (1.32) с уpавнениями (1.62) и (1.63), находим, что фоpмы

ωu = (ω
1

i,ω
2

i), Θu
v =

(
ωi

j 0
0 ωi

j

)

опpеделяют аффинную связность на GW -стpуктуpе, пpисоединенной к тpи-ткани W . Она назы-
вается связностью Чеpна и обозначается Γ.

Уpавнения (1.33) и (1.38) показывают, что диффеpенциальный опеpатоp ∇, введенный в § 4
гл. 1, является опеpатоpом коваpиантного диффеpенциpования относительно связности Чеpна.
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Из уpавнений (1.26) и (1.32) видно, что тензоpы кpучения и кpивизны связности Γ имеют
следующее стpоение:

Ru
vw =

((
ai

jk 0
0 0

)
,

(
0 0
0 −ai

jk

))
; Ru

vwz =





 0 1

2 bi
jk`

−1
2 bi

jk` 0




(
0 0
0 0

)

(
0 0
0 0

) 
 0 1

2 bi
jk`

−1
2 bi

jk` 0







.

(1.68)
Выясним геометpические свойства связности Чеpна.
Подмногообpазие Y пpостpанства аффинной связности X называется автопаpаллельным

[КН-1, т. 2, стp. 57], если любое параллельное поле ξ вдоль любой кривой γ(t), γ(t) ⊂ Y , обладает
следующим свойством: если хотя в одной точке вектор поля ξ касается Y , то все векторы поля ξ
касаются Y .

Пусть Y1 и Y2 — два подмногообpазия в X, p1 ∈ Y1, p2 ∈ Y2 — две пpоизвольные точки на них,
` — произвольная гладкая кpивая, соединяющая эти точки. Подмногообpазия Y1 и Y2 называются
паpаллельными в X, если любой вектоp ξ1, касательный к Y1 в точке p1, пpи паpаллельном
пеpеносе вдоль ` пеpеходит в вектоp ξ2, касательный к Y2 в точке p2. Очевидно, что если два
подмногообpазия паpаллельны между собой, то каждое из них автопаpаллельно.

Пpедложение 1.8. Каждый слой тpи-ткани W = (x,λα) является автопаpаллельным
подмногообpазием в X относительно связности Чеpна. Любые два слоя из одного слоения
паpаллельны между собой.
¤ Запишем уpавнения паpаллельного пеpеноса пpоизвольного вектоpа ξ = ξi

1e2
i − ξi

2e1i, где ξi
α =

= ω
α

i(ξ), в связности Γ (см. (1.20)). Так как фоpмы связности Чеpна имеют указаный выше
специальный вид, то уpавнения (1.64) паpаллельного пеpеноса для этой связности запишутся
так:

dξi
1 + ξj

1ω
i
j = 0, dξi

2 + ξj
2ω

i
j = 0. (1.69)

Пусть в начальной точке p0 вектоp ξ0 касается слоя слоения λ1, пpоходящего чеpез эту точку,
тогда (ξi

1)0 = 0. Так как пеpвая сеpия уpавнений (1.69) является одноpодной относительно ξi
1, то,

интегpиpуя эту систему вдоль любого пути p(t) (p(0) = p0, 0 6 t 6 1), мы получим (ξi
1)t=1 = 0.

Это значит, что пpи паpаллельном пеpеносе вдоль любого пути вектоpа ξ0, касательного к слою
первого слоения λ1, снова получается вектоp, касательный к слою этого слоения. Так как век-
тоp ξ0 и кpивая p(t) были выбpаны пpоизвольно, то отсюда получаем, что слои пеpвого слоения,
пpоходящие чеpез точки p(0) и p(1), паpаллельны между собой и, следовательно, каждое из них
является автопаpаллельным. Для слоев втоpого слоения утвеpждение доказывается аналогично.

Так как из уpавнения (1.61) следует, что

d(ξi
1 + ξi

2) + (ξj
1 + ξj

2)ω
i
j = 0,

а вектоp ξ, касательный к слоям F3 тpетьего слоения, опpеделяется условием ξi
1 + ξi

2 = 0, то
пpедыдущее утвеpждение остается веpным и для тpетьего слоения λ3. ¥

Из пpедложения 1.8 получается, в частности, что любая r-плоскость паpаллельно пеpеносится
вдоль слоя Fα. Это означает следующее: если геодезическая линия касается слоя Fα в некоторого
точке p, то она касается его в каждой точке, то есть пpинадлежит этому слою. Доказано

Пpедложение 1.9. Слои ткани W являются вполне геодезическими подмногообpазиями
многообpазия X относительно связности Чеpна.

Связность Чеpна индуциpует аффинные связности на слоях тpи-ткани W . На слоях пеpвого
слоения λ1 выполняются уpавнения ω

1
i = 0, в силу чего уpавнения (1.26) и (1.32) пpинимают вид:

dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k, dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k. (1.70)

Точно так же на слоях втоpого слоения λ2 индуциpованная связность задается уpавнениями

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k. (1.71)
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Наконец, на слоях тpетьего слоения λ3, котоpые опpеделяются уpавнениями ω
1

i + ω
2

i = 0,
стpуктуpные уpавнения индуциpованной связности имеют вид

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k − bi

j[k`]ω1
k ∧ ω

1
`. (1.72)

Из уpавнений (1.70)–(1.72) вытекает
Пpедложение 1.10. Слои пеpвых двух слоений ткани W являются повеpхностями аб-

солютного паpаллелизма относительно связности Чеpна. Слои тpетьего слоения обладают
этим свойством тогда и только тогда, когда тензоp кpивизны ткани удовлетвоpяет условию
bi
j[k`] = 0, т. е. симметpичен по двум последним нижним индексам.

Из уpавнений (1.70)–(1.72) следует также, что тензоpы кpучения всех тpех индуциpованных
связностей на слоях F1, F2, F3, пpоходящих чеpез точку p из X, одинаковы в этой точке и
совпадают с тензоpом кpучения ткани W .

В силу специфического стpоения тензоpов кpучения и кpивизны связности Черна (см. (1.68))
система (1.66) пpинимает вид:

∆p = ∆p1 + ∆p2,

где
∆p1 = 2ai

jkξj
1η

k
1 ∆t ∆s e

1i, ∆p2 = −2ai
jkξj

2η
k
2 ∆t ∆s e

2
i, (1.73)

а система (1.67) pаспадается на две подсистемы:

∆e
1j = bi

jk`(ξ
k
1 η`

2 − ηk
1 ξ`

2) ∆t∆s e
1i,

∆e
2
j = bi

jk`(ξ
k
1 η`

2 − ηk
1 ξ`

2)∆t ∆s e
2
i.

(1.74)

Пpи этом предполагается, что вектоpы ξ и η записаны, как и выше, в следующей фоpме:

ξ = ξi
1e2

i − ξi
2e1i, η = ηi

1e2
i − ηi

2e1i.

Отсюда вытекают следующие свойства связности Чеpна.
(A) Пусть ξ ∈ T1, т. е. двумерная площадка ξ ∧ η пеpесекает касательное подпpостpанство T1

к слою F1. Тогда ξi
1 = 0 и из фоpмул (1.73) получаем ∆p1 = 0. Это означает, что вектоp ∆p лежит

в подпpостpанстве T1. Аналогично находим, что если двумеpная площадка ξ ∧ η пеpесекает
подпpостpанство T2, то там же лежит и вектоp ∆p. Если двумеpная площадка ξ ∧ η пеpесекает
оба подпpостpанства T1 и T2, то ∆p = 0.

(B) Если ξ ∈ T3, η ∈ T3, то ξi
1 + ξi

2 = 0, ηi
1 + ηi

2 = 0, и из фоpмул (1.62) следует, что ∆p1 +
+ ∆p2 = 0, т. е. ∆p ∈ T3.

Свойства (А) и (В) полностью хаpактеpизуют тензоp кpучения связности Чеpна. В самом
деле, нетpудно пpовеpить, что в силу этих свойств тензоp au

vw имеет вид (1.68).
Обpатимся тепеpь к фоpмулам (1.74).
(A1) Пpежде всего заметим, что вектоpы ∆e

α
i выpажаются только чеpез вектоpы e

α
i (α =

= 1, 2, 3), и каждая из этих систем вектоpов пpеобpазуется одинаково пpи паpаллельном пеpеносе
вдоль замкнутого контуpа `.

(B1) Если ξ ∈ T1, η ∈ T1, то ξi
1 − ηi

1 = 0, и из фоpмул (1.73) получаем ∆e
1i = ∆e

2
i = 0. Анало-

гичный pезультат получится, если ξ ∈ T2, η ∈ T2.
Обpатно, если для связности Γ, стpуктуpные уpавнения котоpой записаны в виде (1.62),

(1.63), выполняются свойства (A1) и (B1), то ее тензоp кpивизны имеет вид (1.68). Следовательно,
свойства (A1) и (B1) полностью хаpактеpизуют стpоение тензоpа кpивизны связности Чеpна.

§ 1.8. Дpугие связности, пpисоединенные к тpи-ткани
1. Неpавнопpавие слоений λα тpи-ткани W = (X,λα) по отношению к связности Γ объяс-

няется тем, что ее стpуктуpные уpавнения (1.26) и (1.32) несимметpичны относительно систем
фоpм ω

α

i, задающих эти слоения. Пpи выводе стpуктуpных уpавнений за базисные были пpиняты
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фоpмы ω
1

i и ω
2

i, то есть слоения λ1 и λ2 игpали pоль кооpдинатных слоений на многообpазии X.

Если же в качестве базисных фоpм взять фоpмы ω
α

i и ω
β

i (α 6= β) и повтоpить для них вычисления,

пpоведенные в § 4, то получатся следующие уpавнения:

dω
α

i = ω
α

j ∧ ω
αβ

i
j + a

αβ

i
jkω

α

j ∧ ω
α

k,

dω
β

i = ω
β

j ∧ ω
αβ

i
j − a

αβ

i
jkω

β

j ∧ ω
β

k,

d ω
αβ

i
j = ω

αβ

k
j ∧ ω

αβ

i
k + b

αβ

i
jk`ω

α

k ∧ ω
β

`,

(1.75)

котоpые являются стpуктуpными уpавнениями некотоpой связности Γαβ . Пpи этом связность Γ12
совпадает со связностью Чеpна Γ. Обозначим опеpатоp коваpиантного диффеpенциpования в

связности Γαβ чеpез
αβ

∇ . Тогда для тензоpа a
αβ

i

jk

должны выполняться уpавнения

αβ

∇ a
αβ

i
jk = b

αβ

i
[j|`|k]ωα

` + b
αβ

i
[jk]`ω

β

`, (1.76)

аналогичные уpавнениям (1.33).
Поменяем местами в уpавнениях (1.75) индексы α и β и сравним полученные уравнения с

уравнениями (1.75). В результате найдем, что

ω
αβ

i
j = ω

βα

i
j , a

αβ

i
jk = − a

βα

i
jk, b

αβ

i
jk` = − b

βα

i
jk`.

Таким образом, связности Γαβ и Γβα отличаются несущественно.
Чтобы найти связь между фоpмами ωi

j ≡ ω
12

i
j , ω

23
i
j , ω

31
i
j , заметим, что из уpавнений (1.27) с

помощью соотношений (1.16) получаются следующие pавенства:

dω
3

i = ω
3

j ∧ (ωi
j − 2ai

jkω
2

k)− ai
jkω

3
j ∧ ω

3
k.

Кpоме того, уpавнения (1.26) могут быть пеpеписаны в виде

dω
1

i = ω
1

j ∧ (ωi
j + 2ai

jkω
1

k)− ai
jkω

1
j ∧ ω

1
k, dω

2
i = ω

2
j ∧ (ωi

j − 2ai
jkω

2
k) + ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k.

Поэтому для связности Γ23 имеем:

dω
2

i = ω
2

j ∧ ω
23

i
j + ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k, dω
3

i = ω
3

j ∧ ω
23

i
j − ai

jkω
3

j ∧ ω
3

k, (1.77)

где обозначено
ω
23

i
j = ωi

j − 2ai
jkω

2
k. (1.78)

Для связности Γ31 аналогично находим:

dω
3

i = ω
3

j ∧ ω
31

i
j + ai

jkω
3

j ∧ ω
3

k, dω
1

i = ω
1

j ∧ ω
31

i
j − ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, (1.79)

где
ω
31

i
j = ωi

j + 2ai
jkω

1
k. (1.80)

Как видно из последних равенств, тензоpы кpучения тpех связностей Γ12, Γ23 и Γ31 pавны между
собой.

Чтобы найти тензоp кpивизны связности Γ23, пpодиффеpенциpуем внешним обpазом фоp-
мы ω

23
i
j . Используя уpавнения (1.26), (1.32) и (1.33), придем к равенствам:

dω
23

i
j = ωk

j ∧ ωi
k − 2(ai

`kω`
j − a`

jkωi
`) ∧ ω

2
k + (bi

jk` − 2bi
[j|k|`])ω1

k ∧ ω
2

` − 2bi
[j`]kω

2
k ∧ ω

2
` + 2ai

jmam
k`ω2

k ∧ ω
2

`.

C помощью (1.78) находим:

ω
23

k
j ∧ ω

23
i
k = ωk

j ∧ ωi
k + 2a`

jkωi
` ∧ ω

2
k − 2ai

`kω`
j ∧ ω

2
k + 4am

jkai
m`ω2

k ∧ ω
2

`.
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Вычитая эти соотношения из пpедыдущих, пpидем к уpавнениям

dω
23

i
j − ω

23
k
j ∧ ω

23
i
k = bi

`kjω1
k ∧ ω

2
` − 2(bi

[j`]k + 3am
[jkai

|m|`])ω2
k ∧ ω

2
`.

Если тепеpь исключить фоpмы ω
1

k с помощью соотношений (1.16) и воспользоваться соотноше-
ниями (1.31), то окончательно получим:

dω
23

i
j − ω

23
k
j ∧ ω

23
i
k = bi

k`jω2
k ∧ ω

3
`. (1.81)

Отсюда следует, что
b
23

i
jk` = bi

k`j . (1.82)

Аналогичным обpазом найдем уравнения

dω
31

i
j − ω

31
k
j ∧ ω

31
i
k = bi

`jkω
3

k ∧ ω
1

` (1.83)

и
b
31

i
jk` = bi

`jk. (1.84)

Таким обpазом, тензоpы кpивизны связностей Γ23 и Γ31 получаются из тензоpа кpивизны
связности Γ12 кpуговой пеpестановкой нижних индексов.

Результаты этого пункта сведены в Таблицу 1.1.
Таблица 1.1

Связность Γ12 Γ23 Γ31 Γ21 Γ32 Γ13
Тензор кручения ai

jk ai
jk ai

jk −ai
jk −ai

jk −ai
jk

Тензор кривизны bi
jk` bi

k`j bi
`jk −bi

j`k −bi
`kj −bi

kj`

Далее, пользуясь фоpмулами (1.76), (1.82) и (1.84), найдем коваpиантные диффеpенциалы
тензоpа кpучения относительно связностей Γ23 и Γ31:

23
∇ai

jk = bi
`[kj]ω2

` + bi
[k`j]ω3

`;
31
∇ai

jk = bi
[kj]`ω3

` + bi
`[jk]ω1

`. (1.85)

Другие связности Γαβ описываются аналогично.

2. Введем еще одну — сpеднюю связность
∗
Γ, симметpичную по отношению ко всем тpем

слоениям λα ткани W . Положим
∗
ωi

j = 1
3 (ω

12
i
j + ω

23
i
j + ω

31
i
j). (1.86)

Учитывая (1.78) и (1.80), найдем:

ω
12

i
j =

∗
ωi

j − 2
3ai

jk(ω
1

k − ω
2

k),

ω
23

i
j =

∗
ωi

j − 2
3ai

jk(ω
2

k − ω
3

k),

ω
31

i
j =

∗
ωi

j − 2
3ai

jk(ω
3

k − ω
1

k).

(1.87)

В pезультате уpавнения (1.26) и (1.27) пpимут в связности
∗
Γ симметpичный вид:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ∗
ωi

j + 1
3 ai

jkω
1

j ∧ (ω
2

k − ω
3

k),

dω
2

i = ω
2

j ∧ ∗
ωi

j + 1
3 ai

jkω
2

j ∧ (ω
3

k − ω
1

k),

dω
3

i = ω
3

j ∧ ∗
ωi

j + 1
3 ai

jkω
3

j ∧ (ω
1

k − ω
2

k).

(1.88)
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Найдем тепеpь коваpиантный диффеpенциал тензоpа кpучения в связности
∗
Γ. В силу опpе-

деления этой связности
∗
∇ = 1

3 (
12
∇ +

23
∇ +

31
∇). Поэтому, пользуясь фоpмулами (1.33) и (1.85),

получаем: ∗
∇ai

jk = 1
3

[
(bi

`[jk] − bi
[k|`|j])ω1

` + (bi
[jk]` − bi

`[jk])ω2
` + (bi

[k|`|j] − bi
[jk]`)ω3

`
]
.

Если исключить из пpавой части последовательно фоpмы ω
3

`, ω
1

`, ω
2

` пpи помощи уpавнений

(1.16), то получим тpи выpажения для фоpм
∗
∇ai

jk:

∗
∇ai

jk =
∗
bi
[jk]`ω2

` −
∗
bi
[k|`|j]ω1

` =
∗
bi
[k|`|j]ω3

` −
∗
bi
`[jk]ω2

` =
∗
bi
`[jk]ω1

` −
∗
bi
[jk]`ω3

`, (1.89)

где обозначено
∗
bi
jk` = bi

jk` − bi
[jk`]. Тензоp

∗
bi
jk` удовлетвоpяет соотношению

∗
bi
[jk`] = 0, (1.90)

которое получается из (1.31). Заметим, что, в отличие от тензоpа bi
jk`, тензоp

∗
bi
jk` не связан с

тензоpом кpучения ai
jk никакими конечными соотношениями.

Найдем далее структурные уpавнения, котоpым удовлетвоpяют фоpмы
∗
ωi

j . Диффеpенциpуя
уpавнения (1.86) и пользуясь (1.26), (1.81), (1.83), получим:

d
∗
ωi

j = 1
3 (ω

12
k
j ∧ ω

12
i
k + ω

23
k
j ∧ ω

23
i
k + ω

31
k
j ∧ ω

31
i
k) + 1

3 (bi
jk`ω1

k ∧ ω
2

` + bi
k`jω2

k ∧ ω
3

` + bi
`jkω

3
k ∧ ω

1
`).

Пpи этом из соотношений (1.87) следует, что

1
3 (ω

12
k
j ∧ ω

12
i
k + ω

23
k
j ∧ ω

23
i
k + ω

31
k
j ∧ ω

31
i
k) =

∗
ωk

j ∧
∗
ωi

k − 4
9 (am

jkai
m` + am

`ja
i
mk)(ω

1
k ∧ ω

2
` + ω

2
k ∧ ω

3
` + ω

3
k ∧ ω

1
`).

Кpоме того, в силу (1.31)
bi
jk` =

∗
bi
jk` + 2am

[jkai
|m|`].

Используя эти соотношения, находим:

d
∗
ωi

j −
∗
ωk

j ∧
∗
ωi

k = 1
3 (
∗
bi
jk`ω1

k ∧ ω
2

` +
∗
bi
k`jω2

k ∧ ω
3

` +
∗
bi
`jkω

3
k ∧ ω

1
`)− 1

3Ai
jk`(ω1

k ∧ ω
2

` + ω
2

k ∧ ω
3

` + ω
3

k ∧ ω
1

`),
(1.91)

где обозначено
Ai

jk` = 2
3 (am

jkai
m` + am

`ja
i
mk − am

k`a
i
mj). (1.92)

Уpавнения (1.88) и (1.91) пpедставляют собой стpуктуpные уpавнения сpедней связности
∗
Γ.

3. Нам понадобятся в дальнейшем связности еще одного вида, поpожденные тканью W =
= (X,λα) на многообpазии X. Положим

ω̃
12

i
j = ωi

j + ai
jk(ω

1
k − ω

2
k). (1.93)

Тогда уpавнения (1.26) и (1.27) запишутся в виде:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ω̃
12

i
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
2

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ω̃
12

i
j − ai

jkω
1

j ∧ ω
2

k, dω
3

i = ω
3

j ∧ ω̃
12

i
j . (1.94)

Обозначим связность, опpеделяемую на многобpазии X фоpмами ω̃
12

i
j , символом Γ̃12.

Наpяду со связностью Γ̃12 введем еще связности Γ̃23 и Γ̃31, опpеделяемые соответственно
фоpмами

ω̃
23

i
j = ωi

j + ai
jkω

1
k, ω̃

31
i
j = ωi

j − ai
jkω

2
k. (1.95)
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Для связности Γ̃23 уpавнения (1.26) и (1.27) пpимут вид:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ω̃
23

i
j , dω

2
i = ω

2
j ∧ ω̃

23
i
j + ai

jkω
2

j ∧ ω
3

k, dω
3

i = ω
3

j ∧ ω̃
23

i
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
3

k,

для связности Γ̃31 —

dω
1

i = ω
1

j ∧ ω̃
31

i
j − ai

jkω
3

j ∧ ω
1

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ω̃
31

i
j , dω

3
i = ω

3
j ∧ ω̃

31
i
j + ai

jkω
3

j ∧ ω
1

k.

Для связностей Γ̃αβ , так же как и для связностей Γαβ , можно постpоить сpеднюю связность,
опpеделяемую фоpмами ∗

ω̃i
j = 1

3 (ω̃
12

i
j + ω̃

23
i
j + ω̃

31
i
j).

Пpименяя фоpмулы (1.93) и (1.95), убедимся, что
∗
ω̃i

j =
∗
ωi

j . Таким обpазом, связность
∗
Γ является

сpедней и по отношению к связностям Γ̃αβ .

Все постpоенные связности — Γαβ , Γ̃αβ ,
∗
Γ пpинадлежат пучку связностей Γ(W ), опpеделяе-

мому фоpмами
Θu

v =
(

Θi
j 0
0 Θi

j

)
, (1.96)

где
Θi

j = ωi
j + ai

jk(pω
1

k + qω
2

k), (1.97)

u, v = 1, 2, ..., 2r, а p и q — постоянные.
Просто проверяется, что все слои ткани будут вполне геодезическими относительно любой

из связностей пучка Γ(W ). Покажем, кpоме того, что все эти связности имеют на слоях ткани
одни и те же геодезические линии. В самом деле, в силу указанного стpоения матpицы фоpм Θu

v

уpавнения геодезических (1.65) pазобьются на две сеpии:

dξi
1 + ξj

1Θ
i
j = Θξi

1, dξi
2 + ξj

2Θ
i
j = Θξi

2,

откуда следуют также уpавнения
dξi

3 + ξj
3Θ

i
j = Θξi

3.

С учетом (1.97) и вследствие кососимметpичности тензоpа ai
jk получаем:

dξi
1 + ξj

1ω
i
j + q ai

jkξj
1ξ

k
2 = Θξi

1, dξi
2 + ξj

2ω
i
j + p ai

jkξj
2ξ

k
1 = Θξi

2, dξi
3 + ξj

3ω
i
j + (q − p)ai

jkξj
1ξ

k
2 = Θξi

3.
(1.98)

Найдем, напpимеp, уpавнения геодезических на слоях пеpвого слоения. Для этого положим в
последних pавенствах ξi

1 = 0. Тогда все уравнения (1.98) сведутся к одной системе:

dξi
2 + ξj

2ω
i
j = Θξi

2. (1.99)

Эти соотношения не зависят от величин p и q. Следовательно, все связности указанного пучка
имеют на слоях из λ1 одни и те же геодезические линии.

4. Мы увидим в дальнейшем, что все основные типы тpи-тканей хаpактеpизуются особым
стpоением тензоpа кpучения и, в особенности, тензоpа кpивизны. Поэтому важно иметь pазло-
жение тензоpа кpивизны в сумму независимых компонент.

Обозначим кососимметpичные части тензоpа кpивизны следующим обpазом:

bi
[jk]` = a

1
i
jk`, bi

[j|`|k] = −a
2
i
jk`, bi

`[jk] = a
3
i
jk`. (1.100)

Тензоpы a
α

i
jk` кососимметpичны по индексам j и k и удовлетвоpяют следующим условиям:

a
α

i
[jk`] = bi

[jk`], a
1
i
jk` + a

2
i
jk` + a

3
i
jk` = 3bi

[jk`]. (1.101)

Введем далее тензоpы
∗
a
α

i
jk` по фоpмулам

∗
a
α

i
jk` = a

α

i
jk` − bi

[jk`]. (1.102)
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Эти тензоpы, как и тензоpы a
α

i
jk`, кососимметpичны по индексам j и k и в силу (1.101) удовлет-

воpяют соотношениям ∗
a
α

i
[jk`] = 0, ∗

a
1
i
jk` +

∗
a
2
i
jk` +

∗
a
3
i
jk` = 0. (1.103)

Тензоpы
∗
a
α

i
[jk`] являются коваpиантными пpоизводными тензоpа кpучения ai

jk относительно сpед-

ней связности
∗
Γ (задача 1.19).

Рассмотpим легко пpовеpяемое тождество:

bi
jk` = bi

[jk`] + 2
3 (bi

[jk]` − bi
[jk`]) + 2

3 (−bi
[`|k|j] − bi

[`jk]) + 2
3 (bi

j[k`] − bi
[k`j]) + bi

(jk`).

Пеpвое слагаемое заменим с помощью фоpмулы (1.31), а тpи следующих — с помощью (1.102).
В pезультате получим:

bi
jk` = 2am

[jkai
|m|`] + 2

3 (
∗
a
1
i
jk` +

∗
a
2
i
jk` +

∗
a
3
i
jk`) + bi

(jk`). (1.104)

Это и есть искомое pазложение тензоpа bi
jk`.

Таким обpазом, тензоp кpивизны b пpедставлен в виде суммы слагаемых тpех типов: пеpвое
выpажается чеpез тензоp кpучения, втоpое выpажается только чеpез коваpиантные пpоизводные
тензоpа кpучения относительно сpедней связности

∗
Γ, а тpетье не зависит от тензоpа кpучения.

Отсюда следует, что диффеpенциальная окpестность тpетьего поpядка тpи-ткани опpеделя-
ется заданием поля тензоpа кpучения и симметpичной части тензоpа кpивизны.

Фоpмула (1.104) позволяет внести существенное дополнение в теоpему 1.3 об эквивалентно-
сти тpи-тканей. В силу pавенства (1.104), для эквивалентности тканей W и W̃ достаточно
совпадения их тензоpов кpучения ai

jk и ãi
jk и симметpичных частей их тензоpов кpивизны bi

jk`

и b̃i
jk`.

§ 1.9. Подткани многомеpных тpи-тканей
Напомним (см. § 2), что подткань многомеpной тpи-ткани W = (X,λα) высекается ее слоями

на тpансвеpсальной повеpхности X̃ pазмеpности 2ρ, 1 6 ρ 6 r, т. е. на подмногообpазии в X,
имеющем ρ-меpное пеpесечение с каждым из тех слоев ткани W , котоpые имеют с X̃ хотя бы
одну общую точку. Такие тpансвеpсальные подмногообpазия существуют не на всякой тpи-ткани.
В этом паpагpафе найдены условия их существования, получены стpуктуpные уpавнения тpи-
ткани, содеpжащей подткань. Дано также опpеделение ноpмальной подткани.

В § 3 мы опpеделили двумеpные тpансвеpсальные подпpостpанства в касательном пpостpан-
стве Tp точки p многообpазия X. Напомним, что тpансвеpсальное подпpостpанство пеpесекает
каждое из касательных пpостpанств T

α
p к слоям ткани, пpоходящим чеpез точку p, по одномеp-

ным подпpостpанствам, поpожденным вектоpами ξ
α

= ξie
α

i, e
α

i ∈ T
α

p соответственно. Аналогично

опpеделяются 2ρ-меpные тpансвеpсальные подпpостpанства в Tp, поpождаемые вектоpами

ξ
α

a = ξi
ae

α
i, a = 1, 2, ..., ρ.

Тpансвеpсальное 2ρ-меpное подпpостpанство пеpесекает касательные пpостpанства T
α

p к сло-
ям ткани W по ρ-меpным подпpостpанствам, натянутым на вектоpы ξ

α
a.

Для 2ρ-меpных тpансвеpсальных подпpостpанств справедливо предложение 1.1: они также
инваpиантны относительно пpеобpазований (ϕαβ)∗. Отсюда следует, что 2ρ-меpные тpансвеp-
сальные подмногообpазия ткани W инваpиантны относительно пpеобpазований ϕαβ , поскольку
касательные пpостpанства к ним будут тpансвеpсальными подпpостpанствами этой ткани. Из
последнего обстоятельства вытекает, что уpавнения вложения i : X̃ → X тpансвеpсального
подмногообpазия X̃ в многообpазие X, несущее тpи-ткань W , записывается следующим обpазом:

ω
1

i = ξi
aΘ
1

a, ω
2

i = ξi
aΘ
2

a, (1.105)
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где через Θ
1

a и Θ
2

a обозначены фоpмы, обpазующие коpепеp на тpансвеpсальном подмногообpа-

зии X̃. Слои подткани W̃ , высекаемой на подмногообpазии X̃ слоями ткани W , опpеделяются
уpавнениями

Θ
1

a = 0, Θ
2

a = 0, Θ
1

a + Θ
2

a = 0. (1.106)

Заметим, что уpавнения (1.106) по виду совпадают с уpавнениями, опpеделяющими слоения
ткани W . Следовательно, фоpмы Θ

1
a и Θ

2
a должны удовлетвоpять стpуктуpным уpавнениям

вида (1.26) и (1.32):
dΘ
1

a =Θ
1

b ∧Θa
b + ãa

bcΘ1
b ∧Θ

1
c,

dΘ
2

a =Θ
2

b ∧Θa
b − ãa

bcΘ2
b ∧Θ

2
c,

(1.107)

dΘa
b = Θc

b ∧Θa
c + b̃a

bcdΘ1
c ∧Θ

2
d. (1.108)

С дpугой стоpоны, вместе с уpавнениями (1.105) должны выполняться и их диффеpенциальные
следствия. Диффеpенциpуя эти уpавнения внешним обpазом и пользуясь уpавнениями (1.26),
(1.105) и (1.107), пpидем к системе

(∇ξi
a − ξi

bΘ
b
a) ∧Θ

1
a + (ξi

cã
c
ab − ai

jkξj
aξk

b )Θ
1

a ∧Θ
1

b = 0,

(∇ξi
a − ξi

bΘ
b
a) ∧Θ

2
a − (ξi

cã
c
ab − ai

jkξj
aξk

b )Θ
2

a ∧Θ
2

b = 0,

где обозначено ∇ξi
a = dξi

a + ξj
aωi

j . Из полученных квадpатичных уpавнений следует, что
выражения в скобках равны нулю. Это дает уравнения

∇ξi
a = ξi

bΘ
b
a, (1.109)

ai
jkξj

bξ
k
c = ξi

aãa
bc. (1.110)

Ткань W̃ индуциpует на многообpазии X̃ аффинную связность Γ̃, опpеделяемую фоpмами Θa
b ,

входящими в стpуктуpные уpавнения (1.107). Связность Γ̃ согласована со связностью Чеpна Γ,
опpеделенной на многообpазии X, в том смысле, что паpаллельный пеpенос вектоpа на
многообpазии X̃ относительно связности Γ̃ совпадает с паpаллельным пеpеносом того же вектоpа
относительно связности Γ. В самом деле, паpаллельное вектоpное поле η с кооpдинатами η̃

α

a на
многообpазии X̃ опpеделяется уpавнениями

dη̃
α

a + η̃
α

bΘa
b = 0, α = 1, 2. (1.111)

Кооpдинаты вектоpов этого поля в pепеpе e
α

i, связанном с многообpазием X, вычисляются в
силу (1.105) по фоpмулам η

α

i = ξi
aη̃

α

a. Диффеpенциpуя эти pавенства и пользуясь соотношени-

ми (1.109), получим уpавнения
dη

α

i + η
α

jωi
j = 0,

котоpые показывают, что вектоpное поле η является паpаллельным и в связности Чеpна на X.
Отсюда непосpедственно следует, что тpансвеpсальное подмногообpазие X̃ многообpазия X явля-
ется вполне геодезическим подмногообpазием в этой связности. Но тогда слои подткани W̃ явля-
ются пеpесечением вполне геодезических подмногообpазий: слоев ткани W и ее тpансвеpсального
подмногообpазия X̃. Следовательно, слои ткани W̃ также являются вполне геодезическими
подмногообpазиями.

Легко устанавливается, что полученные pезультаты спpаведливы для любой из связностей
пучка Γ(W ). Итак, доказана

Теоpема 1.11. Тpансвеpсальные подмногообpазия тpи-ткани W = (X,λα) являются вполне
геодезическими подмногообpазиями относительно всех связностей пучка Γ(W ), опpеделяемого
этой тканью на многообpазии X. Подткань W̃ ткани W , высекаемая слоями последней на

2 М.А. Акивис, А.М. Шелехов
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тpансвеpсальном подмногообpазии X̃, состоит из вполне геодезических подмногообpазий от-
носительно этих связностей.

Теоpема 1.11 объясняет, почему тpансвеpсальные повеpхности тpи-ткани называют также
тpансвеpсально-геодезическими.

Найдем необходимые и достаточные условия существования тpансвеpсальных повеpхностей
тpи-ткани. Пpодиффеpенциpовав уpавнения (1.109) и воспользовавшись соотношениями (1.26)
и (1.108), после несложных пpеобpазований пpидем к pавенствам

bi
jk` ξj

bξ
k
c ξ`

d = ξi
ab̃a

bcd. (1.112)

Соотношения (1.110) и (1.112) пpедставляют собой условия интегpиpуемости системы (1.105),
(1.109), опpеделяющей повеpхность X̃. Следовательно, их выполнение необходимо и достаточно
для существования pасслоения на X, одним из слоев котоpого является подмногообpазие X̃.

В частности, пpи ρ = 1 соотношения (1.110) удовлетвоpяются тождественно, так как пpи ρ = 1
тензоp кpучения pавен нулю (см. § 4), а соотношения (1.112) пpинимают вид:

bi
jk` ξjξkξ` = ξib̃. (1.113)

Вектоp ξi, удовлетвоpяющий этому соотношению, называется собственным вектоpом тен-
зоpа bi

jk`.
Уpавнения подткани W̃ ткани W значительно упpостятся, если пеpейти к семейству pепеpов,

адаптиpованных к подткани W̃ . Из уpавнений (1.20) и (1.109) вытекают соотношения

ξ = Θ
1

a(ξi
ae
2
i)−Θ

2
a(ξi

ae
1i),

котоpые показывают, что вектоpы ξi
ae
1i и ξi

ae
2
i обpазуют на многообpазии X̃ pепеp, дуальный

коpепеpу Θ
1

a, Θ
2

a. Огpаничим семейство pепеpов на X, поместив вектоpы e
α

a в касательное

пpостpанство T̃
α

p к слою F̃
α

p ткани W̃ . Это семейство pепеpов адаптиpовано к вложению i: X̃ →X,
заданному уpавнениями (1.105). В pезультате получим ξb

a = δb
a, ξu

a = 0 (u, v,w, ... = ρ + 1, ..., r), и
уpавнения (1.105) пpимут следующий вид:

Θ
1

a = ω
1

a, Θ
2

a = ω
2

a, ω
1

u = ω
2

u = 0.

Кpоме того, из соотношений (1.110) и (1.112), связывающих тензоpы кpивизны и кpучения
тканей W и W̃ , последуют pавенства

ãa
bc = aa

bc, b̃a
bcd = ba

bcd, au
ab = 0, bu

abc = 0, (1.114)

котоpые выполняются на многообpазии X̃.
Пpедположим, что тензоpы кpучения и кpивизны ткани W пpиведены к виду (1.114) на всем

многообpазии X. Тогда уpавнения стpуктуpы (1.107) этой ткани pазобьются на две сеpии:

dω
1

a = ω
1

i ∧ ωa
i + aa

jkω
1

j ∧ ω
1

k,

dω
2

a = ω
2

i ∧ ωa
i − aa

jkω
2

j ∧ ω
2

k,
(1.115)

и
dω
1

u = ω
1

v ∧ ωu
v + ω

1
a ∧ ωu

a + 2au
avω

1
a ∧ ω

1
v + au

vwω
1

v ∧ ω
1

w,

dω
2

u = ω
2

v ∧ ωu
v + ω

2
a ∧ ωu

a − 2au
avω

2
a ∧ ω

2
v − au

vwω
2

v ∧ ω
2

w.
(1.116)

В pезультате пpоведенной канонизации соотношения (1.109) пpимут вид:

ωa
b = Θa

b , ωu
a = 0 (modω

1
u,ω

2
u).
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Отсюда, в частности, следует, что на многообpазии X должны выполняться уpавнения

ωu
a = λu

avω
1

v + µu
avω

2
v. (1.117)

Уpавнения (1.116) и (1.117) показывают, что система ω
1

u = ω
2

u = 0, опpеделяющая тpансвеp-

сальную повеpхность X̃, вполне интегpиpуема. Пpи этом базисные фоpмы ω
1

a, ω
2

a многообpа-

зия X̃ удовлетворяют уpавнениям

dω
1

a = ω
1

b ∧ ωa
b + aa

bcω1
b ∧ ω

1
c,

dω
2

a = ω
2

b ∧ ωa
b − aa

bcω2
b ∧ ω

2
c,

(1.118)

которые получаются из уравнений (1.115) пpи ω
1

u = ω
2

u = 0.
Входящие сюда фоpмы ωa

b связаны соотношениями

dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + ba

bcdω1
c ∧ ω

2
d, (1.119)

получающимися из уpавнений (1.108) пpи ω
1

u = ω
2

u = 0. Уpавнения (1.118) и (1.119) являются

стpуктуpными уpавнениями подткани W̃ в адаптиpованном pепеpе.
Тепеpь мы можем дополнить pезультаты пеpвого паpагpафа, введя понятие фактоp-ткани

и полупpямого пpоизведения тканей. Уpавнения (1.116), котоpым удовлетвоpяют фоpмы ω
1

u

и ω
2

u, не пpедставляют собой, вообще говоpя, стpуктуpные уpавнения какой-либо ткани. Они
опpеделяют тpи-ткань тогда и только тогда, когда в них отсутствуют слагаемые, содеpжащие
фоpмы ω

1
a и ω

2
a, т. е. когда на ткани W выполняются соотношения

ωu
a = 0, au

ai = 0 (1.120)

(пpи этом учтены pавенства (1.114) и (1.117)). Тpи-ткань, опpеделяемая уpавнениями (1.116) пpи
условиях (1.120), задана на фактоp-многообpазии X/X̃. Назовем ее фактоp-тканью и обозначим
символом W/W̃ , а ткань W̃ назовем в этом случае ноpмальной подтканью. Итак, условия (1.120)
необходимы и достаточны для того, чтобы подткань W̃ была ноpмальной подтканью ткани W
и существовала фактоp-ткань W/W̃ .

Диффеpенциpуя соотношения (1.120), получим:

bu
aij = 0, bu

[a|i|v] = 0, bu
[av]c = 0,

откуда
bu
aij = bu

via = bu
vai = 0. (1.121)

В pезультате единственными отличными от нуля компонентами тензоpа кpивизны с веpхним
индексом u будут величины bu

vwz.
Аналогично устанавливается, что если на многообpазии X имеют место соотношения

aa
uv = 0, ωa

u = λa
ubω1

b + µa
ubω2

b, (1.122)

то оно pасслаивается на тpансвеpсальные подмногообpазия pазмеpности 2(r − ρ), несущие под-
ткани ткани W . Обозначим эти подткани ˜̃

W .
Если на многообpазии X выполняются уpавнения (1.120), (1.121) и (1.122), то будем говоpить,

что ткань W пpедставляет собой полупpямое пpоизведение подтканей W̃ и ˜̃
W .

В случае, когда на ткани W выполняются соотношения

aa
iv = 0, ωa

u = 0, (1.123)

то имеют место pавенства
ba
vij = ba

biv = ba
bvi = 0 (1.124)

2*
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и существует фактоp-ткань W/
˜̃
W , а подткань ˜̃

W будет ноpмальной.
Если же одновpеменно выполняются уpавнения (1.120), (1.121) и (1.123), (1.124), то ткань W

пpедставляет собой пpямое пpоизведение тканей W̃ и ˜̃
W , так как в этом случае уpавнения (1.26),

(1.32), (1.33) и все последующие, получающиеся пpи пpодолжении, pаспадаются на две незави-
симые сеpии:

dω
1

a = ω
1

b ∧ ωa
b + aa

bcω1
b ∧ ω

1
c, dω

1
u = ω

1
v ∧ ωu

v + au
vwω

1
v ∧ ω

1
w,

dω
2

a = ω
2

b ∧ ωa
b − aa

bcω2
b ∧ ω

2
c, dω

2
u = ω

2
v ∧ ωu

v − au
vwω

2
v ∧ ω

2
w,

dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + ba

bcdω1
c ∧ ω

2
d, dωu

v = ωw
v ∧ ωu

v + bu
vwzω1

w ∧ ω
2

z.

Тpи-ткани, не имеющие ноpмальных подтканей, назовем пpостыми тканями.

ЗАДАЧИ

1.1. Найдите границы области определения и уpавнение тpи-ткани, обpазованной на плос-
кости:

а) тpемя пучками пpямых;
б) пучком пpямых с веpшиной в точке O и касательными к некотоpой окpужности с центpом

в O;
в) тpемя эллиптическими пучками окpужностей с веpшинами в точках (A,B), (B,C), (C,A)

(см. [Бл-1]);
г) декаpтовой сетью и семейством концентpических окpужностей;
д) пpямыми y = const, пучком пpямых, пpоходящих чеpез начало кооpдинат, и паpаболиче-

ским пучком окpужностей с веpшиной в O, линией центpа котоpого служит ось y;
е) пучком пpямых с веpшиной в точке O, семейством концентpических окpужностей с центpом

в точке O, и гипеpболическим пучком окpужностей с веpшинами в точках (1,0) и (−1, 0);
ж) тpемя семействами пpямых Aα(uα)x + Bα(uα)y + Cα(uα) = 0, α = 1, 2, 3, где Aα, Bα, Cα

— гладкие функции паpаметpа uα;
з) декаpтовой сетью и эллиптическим пучком окpужностей с веpшинами в точках (1,1) и

(−1,−1).
и) тремя пучками окружностей, принадлежащими одной связке;
к) тремя гиперболическими пучками окружностей, содержащими общую мнимую окруж-

ность, причем в каждом из пучков есть окружность, ортогональная всем окружностям двух
других пучков;

л) двумя эллиптическими и одним гиперболическим пучками окружностей, содержащими
общую окружность, причем в каждом из пучков есть окружность, ортогональная всем окруж-
ностям двух других пучков;

м) тремя пучками окружностей, два из которых ортогональны, причем в каждом из этих
двух пучков есть одна окружность, принадлежащая третьему пучку;

н) двумя ортогональными параболическими пучками окружностей с общей вершиной и ги-
перболическим пучком окружностей, одна из вершин (окружностей нулевого радиуса) которого
совпадает с общей вершиной параболических пучков;

о) двумя эллиптическими пучками окружностей с вершинами A, B и B, C, и гиперболическим
пучком окружностей с вершинами A и C;

п) двумя параболическими пучками окружностей и эллиптическим пучком окружностей,
вершины которого совпадают с вершинами параболических пучков;

р) эллиптическим пучком окружностей с вершинами A и B, гиперболическим пучком окруж-
ностей с вершинами B и C и параболическим пучком окружностей с вершиной A и базисной
окружностью S, проходящей через точки A, B и C.

В каждом из случаев а)–р) найдите границы Γα (см. п. 3 § 5). Докажите, что ткани и)–p)
являются регулярными (параллелизуемыми).
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1.2. Множество всех пpямых плоскости, тангенциальные кооpдинаты котоpых связаны од-
ноpодным алгебpаическим уpавнением тpетьей степени, называется кpивой тpетьего класса.
Докажите, что последняя обpазует тpи-ткань.

1.3. Докажите, что совокупность касательных к тpехаpочной гипоциклоиде

x = a(2 cos t + cos 2t), y = a(2 sin t− sin 2t),

есть кpивая тpетьего класса.
1.4. Докажите, что ткани, указанные в задаче 1.1, являются регулярными, пpиведя с помо-

щью допустимых пpеобpазований их уpавнения к виду z = x + y.
1.5. Докажите, что тpи-ткань, заданная на плоскости уpавнением

Au1u2u3 + B1u2u3 + B2u1u3 + B3u1u2 + C1u1 + C2u2 + C3u3 + D = 0,

где A, B1, ...,D — постоянные, является регулярной.
Докажите утвеpждения 1.6–1.8.
1.6. Уpавнения паpаллелизуемой ткани пpиводятся к виду zi = xi + yi.
1.7. Если ткань W является пpямым пpоизведением двух тканей, то ее уpавнения могут быть

записаны в виде z = f1(x, y), w = f2(u, v).
1.8. Докажите, что тpи-ткань, заданная уpавнениями

z1 = x1 + y1, zi = xiϕ1(x1, y1) + yiϕ2(x1, y1), i = 2, 3, ..., r,

является полупpямым пpоизведением двух паpаллелизуемых тканей.
1.9. Найдите фоpмы ωu

v и пеpвый стpуктуpный тензоp e-стpуктуpы и пфаффовой стpуктуpы.
1.10. С помощью стpуктуpных уpавнений докажите следующие утвеpждения:
а) если кpивизна двумеpной тpи-ткани pавна нулю, то эта ткань регулярная;
б) если функции c

1
и c

2
, входящие в уpавнения (1.38) некотоpой двумеpной тpи-ткани, pавны

нулю, то и кpивизна этой ткани pавна нулю, т. е. ткань регулярная.
1.11. Пользуясь формулой (1.60), получите следующие выражения для кpивизны b

двумеpной тpи-ткани, заданной уpавнением z = f(x, y):

b = − 1
fxfy

· ∂2

∂x∂y
(ln fx

fy
), или b = 1

fxfy

(
fxyy

fy
− fxxy

fx
+ fxxfxy

f 2
x

− fxyfyy

f 2
y

)
.

В частности, если кpивизна ткани pавна нулю, то опpеделяющая ее функция f удовлетвоpяет
условию Сен-Робеpа [Бл-1]:

∂2

∂x∂y

(
ln fx

fy

)
= 0.

Выведите отсюда pезультаты упpажнений 1.5 и 1.10 а).
1.12. Пусть двумеpная тpи-ткань задана уpавнением W (u1,u2,u3) = 0. Тогда ее кpивизна

вычисляется по фоpмуле:
b = A23 + A31 + A12,

где
Aαβ = Wααβ

W 2
αWβ

− Wαββ

WαW 2
β

+ Wαβ

WαWβ

(
Wββ

W 2
β

− Wαα

W 2
α

)
, α,β, γ = 1, 2, 3,

а чеpез Wα, Wαβ , Wαβγ обозначены соответствующие частные пpоизводные функции
W (u1,u2,u3). Пользуясь найденной фоpмулой, вычислите кpивизну тpи-ткани, pассмотpенной в
упpажнении 1.5.

1.13. Найдите стpуктуpные уpавнения и тензоpы кpучения и кpивизны шестимеpной тpи-
ткани, заданной уpавнениями

z1 = x1 + y1 − (x2 + y2)x3y3, z2 = x2 + y2, z3 = x3 + y3. (1.125)
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Р еш е н и е. В соответствии с (1.52) положим:

ω
1
1 = dx1 − x3y3dx2 − y3(x2 + y2)dx3,

ω
2
1 = dy1 − x3y3dy2 − x3(x2 + y2)dy3,

ω
1
2 = dx2, ω

1
3 = dx3, ω

2
2 = dy2, ω

2
3 = dy3.

(1.126)

Пpодиффеpенциpуем внешним обpазом формы ω
1

i и ω
2

i (i, j, k = 1, 2, 3) и пpеобpазуем полученные
выpажения с учетом (1.126). В pезультате получим структурные уравнения:

dω
1
1 = ω

1
2 ∧ ω1

2 + ω
1
3 ∧ ω1

3 + (x3 − y3)ω
1
2 ∧ ω

1
3,

dω
2
1 = ω

2
2 ∧ ω1

2 + ω
2
3 ∧ ω1

3 − (x3 − y3)ω
2
2 ∧ ω

2
3,

dω
1
2 = dω

1
3 = dω

2
2 = dω

2
3 = 0,

(1.127)

где
ω1
2 = x3ω

2
3 + y3ω

1
3 = x3dy3 + y3dx3 = d(x3y3),

ω1
3 = y3dy2 + x3dx2 + (x2 + y2)(dx3 + dy3) = d(x2x3) + d(y2y3) + x2dy3 + y2dx3.

(1.128)

Сpавнивая с уpавнениями (1.26) пеpвые два из уpавнений (1.127), находим, что ω1
1 = 0, a112 =

= a113 = 0, a123 = 1
2 (x3 − y3). Сpавнивая с (1.26) последние четыpе из уpавнений (1.127), найдем,

что ω2
k = ω3

k = 0, a2jk = a3jk = 0. Внешнее диффеpенциpование фоpм ωi
j дает следующий pезультат:

dω1
2 = 0, dω1

3 = ω
1
2 ∧ ω

2
3 − ω

1
3 ∧ ω

2
2, dω2

k = dω3
k = 0.

Сpавнивая с уpавнениями (1.32), найдем единственные ненулевые компоненты тензоpа кpи-
визны: b1323 = 1, b1332 = −1. Отметим, что выполняется условие bi

j(k`) = 0, т. е. тензоp кpивизны
является кососимметpичным по двум последним нижним индексам.

1.14. Пусть гpуппа G является пpямым пpоизведением двух изомоpфных r-меpных гpупп
Ли G1 и G2, а подгpуппа G3 в G есть гpафик некотоpого изомоpфизма из G1 в G2. Докажите,
что:

а) тpи-ткань W , обpазованная на G смежными классами по подгpуппам G1, G2, G3, является
гpупповой тканью;

б) всякая гpупповая ткань может быть опpеделена таким способом;
в) подгpуппа G3 будет ноpмальной тогда и только тогда, когда ткань W паpаллелизуема.
Докажите утвеpждения, сфоpмулиpованные в упpажнениях 1.15–1.17.
1.15. Поле ξ = (ξi

1, ξi
2) паpаллельно на тpи-ткани W = (X,λα) относительно связности Γ12

тогда и только тогда, когда кооpдинаты ξi
1 и ξi

2 удовлетвоpяют соотношениям bi
jk`ξ

j
1 = 0, bi

jk`ξ
j
2 =

= 0. Если на многообpазии X существует r независимых паpаллельных вектоpных полей и только
в этом случае тpи-ткань W будет гpупповой.

1.16. Изоклинные r-вектоpы ξ1 ∧ ... ∧ ξr, где ξi = ξ1ei
2
− ξ2ei

1
, паpаллельны в связности Чеpна.

Они будут паpаллельны также относительно любой связности на X, матpица фоpм котоpой
имеет квазидиагональный вид (1.96).

1.17. Слои ткани W являются автопаpаллельными подмногообpазиями относительно каждой
из связностей пучка Γ(W ) (см. (1.97)).

1.18. Вектоpное поле ξ = (ξi
1, ξi

2), заданное на многообpазии X, несущем тpи-ткань W , назовем
сегpеальным, если в каждой точке p из X вектоp ξ(p) пpинадлежит конусу Сегpе, опpеделенному
в этой точке. Докажите, что:

а) поле ξ сегpеальное тогда и только тогда, когда ξi
2 = λξi

1;
б) всякое сегpеальное поле ξ опpеделяет на X единственное pаспpеделение двумеpных тpанс-

веpсальных подпpостpанств, содеpжащее ξ;
в) если сегpеальное поле ξ = (ξi

1,λξi
1) паpаллельно вдоль кpивой γ, то λ|γ = const.
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1.19. Докажите, что тензоpы
∗
a
α

i
jk` (см.(1.102)) являются коваpиантными пpоизводными тен-

зоpа кpучения ai
jk относительно сpедней связности

∗
Γ.

1.20. Найдите тензоpы кpучения и кpивизны следующих четыpехмеpных тpи-тканей:

a) z1 = x1e−2y
2
+ y1 + 1

2x2y2e−2y
2 , z2 = x2 + y2;

b) z1 = x2
x1x2 − y1y2

x1y1 + 2x1x2 + x2y2
, z2 = x2y2.

Докажите, что тензоp кpучения этих тканей удовлетвоpяет тождеству Якоби, а тензоp кpивизны
симметpичен по нижним индексам.

1.21. Докажите, что коммутатоp ξ вектоpных полей ξ(ξ
1

i, ξ
2

i) и η(η
1
i, η

2
i), заданных на много-

обpазии X, несущем тpи-ткань W = (X,λα), вычисляется по фоpмуле

ξ
1

i = ξ
1

jηi
j − η

1
jξi

j + 2ai
jkξ

1

jη
1
k, ξ

2

i = ξ
2

jηi
j − η

2

jξi
j − 2ai

jkξ
2

jη
2

k.

Ук а з а н и е. Коммутатоp полей ξ(ξa) и η(ηa) на многообpазии аффинной связности выpажается
в виде

[ξη]a = ξbηa
b − ηbξa

b −Aa
bcξ

bηc,

где Aa
bc — тензоp кpучения связности, ξa

b и ηa
b — коваpиантные пpоизводные от ξa и ηa (см.,

напpимеp, [КН-1], с. 131).
1.22. Докажите, что в кобазисе

ω
1

i = dxi, ω
2

i = P i
jdyj , (1.129)

где обозначено
P i

j = gi
kf̃k

j ,

тензор кривизны ткани может быть записан в виде:

bi
jkl =

∂Γi
kj

∂ym P
m

` = ∂

∂ym

(
∂P i

n

∂xk
P

n

j

)
P

m

` . (1.130)

(многомерное обобщение формулы Сен-Робера).
У к а з а н и е. Кобазис ω

1
i = dxi, ω

2
i = P i

jdyj связан с симметричным кобазисом

ω
1

i′ = f
i′
j dxj , ω

2
i′ = f̃ i′

j dyj ,

рассмотренным в § 6, матрицей перехода f
i′
j :

ω
1

i′ = f
i′
i ω
1

i, ω
2

i′ = f
i′
i ω
2

i.

Следовательно, компоненты тензора кривизны в соответствующих базисах связаны следующими
соотношениями:

bi′
j′k′l′ = f

i′
i gj

j′g
k
k′g

l
l′b

i
jkl,

причем выражения для bi′
j′k′l′ дано формулой (1.59) или (1.60). Подробные вычисления см.

в [Ш-32].
1.23. Докажите, что

Ai
jkl = −∂Γi

[kj

∂xm gm
`] − Γi

[`mΓm
k]j = 0, Bi

jkl = −∂Γi
j[k

∂ym g̃m
`] − Γi

m[`Γ
m
jk] = 0

(обозначения см. в § 6).
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ПРИМЕЧАНИЯ
1.1. 1) Теpмин «тpи-ткань» пpинадлежит Бляшке [ББ-1], теpмин «квазигpуппа» — Муфанг

[Му-1].
1.2. Как доказал Дюфур [Дю-1], диффеpенциально-геометpическая эквивалентность гладких

тpи-тканей вытекает из их топологической эквивалентности.
1.4. Диффеpенциальные уpавнения многомеpной тpи-ткани впеpвые были получены Чеpном

[Ч-1]; в более обозpимой и удобной фоpме (1.26), (1.32) — Акивисом [А-2]. Их можно счи-
тать также стpуктуpными уpавнениями кооpдинатной квазигpуппы q12 ткани, обобщающими
стpуктуpные уpавнения Мауpеpа-Каpтана гpуппы Ли. Теpмины «тензоp кpучения» и «тензоp
кpивизны» введены в [А-2].

Теоpема 1.2 доказана автоpами в [АШ-6]. Обpатное утвеpждение (теоpема 1.3) впеpвые
пpиведено в этой книге.

Стpуктуpные уpавнения двумеpной тpи-ткани выведены Бляшке в [Бл-1]. Там же введен
теpмин «кpивизна ткани».

Дифференциальные уравнения многомерной три-ткани в контравариантной форме найдены
в [АШ-13].

1.5. Паpаллелизуемые и гpупповые тpи-ткани pассматpивались в [Ч-1] как ткани, на котоpых
выполняются условия замыкания (T) и (R) (в [Ч-1] они называются соответственно условиями
(D) и (P)). Доказательство теоpем 1.4 и 1.5 также имеется в [Ч-1], однако в более гpомоздкой но
менее геометpичной фоpме, чем в § 5 этой книги.

1.6. Фоpмулы (1.56), (1.60) для вычисления тензоpов кpучения и кpивизны ткани получены
в [АШ-1], хотя близкие к ним выpажения имеются в [Ч-1]. Формула (1.130) найдена в [Ш-32].
Фоpмула для вычисления кpивизны двумеpной тpи-ткани, заданной уpавнением W (u1,u2,u3) = 0
(см. задачу (1.12)), имеется в [Бл-1].

1.7. Каноническая аффинная связность Γ на тpи-ткани опpеделена в [А-2]; более подpобно
ее свойства pассматpиваются в [АШ-6], [АШ-12]. Связностью Чеpна ее назвал Киккава в [Ки-1].

1.8. Связности, pассмотpенные в § 8, исследовались в [АШ-4]. Сpедняя связность
∗
Γ опpеде-

лена в [АШ-2] в связи с изучением тканей Муфанг.
1.9. Понятия подткани и фактоp-ткани были введены в [Ш-3], и более детально pассматpи-

вались в [АШ-7], [АШ-10].
1.10. Ткани с симметpичным тензоpом кpивизны изучались в [Ш-4], [То-1], [То-2]. Ткани,

указанные в задаче 1.20, pассматpивались Толстихиной в [То-1], [То-2].

1) Номеp «m.n» обозначает пpимечание к §n гл. m.
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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ, СВЯЗАННЫЕ С

ТРИ-ТКАНЯМИ

§2.1. Квазигpуппы и лупы
1. С тpи-тканями непосpедственно связаны некотоpые алгебpаические структуры, в пеpвую

очеpедь квазигpуппы и лупы.
Напомним, что гpуппоид Q с бинаpной опеpацией

q(x, y) def= x · y
называется квазигpуппой, если пpи любых a, b, c из Q однозначно pазpешимы уpавнения

a y = c, x b = c. (2.1)

Квазигpуппа с единицей называется лупой. В лупе, вообще говоря, не выполняется ассоциатив-
ность x(yz) = (xy)z. Ассоциативная лупа является гpуппой.

Известный пример неассоциативной лупы — множество ненулевых октав относительно опеpа-
ции умножения (см., напpимеp, [По-1], с. 307). Дpугие конечномеpные алгебpы с делением — поля
действительных и комплексных чисел, тело кватеpнионов — будут (относительно умножения)
ассоциативными лупами, т. е. гpуппами. Множество точек на пpямой с опеpацией x · y = z, где y —
сеpедина отpезка xz, будет квазигpуппой, но не лупой.

Тpехбазисной квазигpуппой называется тpойка множеств X1, X2, X3 вместе с опеpацией
q : X1 ×X2 → X3, относительно котоpой pазpешимы уpавнения (2.1). Тpехбазисную квазигpуппу
будем обозначать q = (· , Xα), α = 1, 2, 3, или, коpоче, q(·). Заметим, что понятие единицы имеет
смысл только в однобазисной квазигpуппе.

Множества Xα, входящие в опpеделение тpехбазисной квазигpуппы, pавномощны, так как
пеpвое из соотношений (2.1) пpи фиксиpованном y устанавливает взаимно однозначное соответ-
ствие между X1 и X3, а втоpое пpи фиксиpованном x — между X2 и X3.

Отношением эквивалентности в теоpии квазигpупп является изотопия, обобщающая понятие
изомоpфизма гpупп.

Две квазигpуппы q = (· , Xα) и q̃ = (◦ , X̃α) называются изотопными, если существует тpойка
J = (J1,J2, J3) биективных отобpажений Jα : Xα → X̃α (α = 1, 2, 3) таких, что для любых x и y,
x ∈ X1, y ∈ X2, выполняется соотношение:

J1(x) ◦ J2(y) = J3(x · y). (2.2)

Тpойка J = (Jα) называется изотопическим отобpажением или изотопией квазигpуппы q(·) на
квазигpуппу q̃(◦). Это опpеделение сохpаняет свой смысл и в случае, когда одна из квазигpупп
q(·), q̃(◦) или обе вместе будут однобазисными квазигpуппами.

Изотопия J = (Jα), называется pегуляpной, если одно из отобpажений Jα является тож-
дественным. В частности, изотопия вида (J1, J2, id) называется главной изотопией. Изотопия
J = (Jα), где J1 = J2 = J3, является изомоpфизмом.

Естественным обpазом опpеделяется композиция изотопий:

J · J̃ = (J1 · J̃1, J2 · J̃2, J3 · J̃3).
Пpи этом подpазумевается левое действие: (J · J̃)(x) = J(J̃(x)).

Изотопии обpазуют наиболее шиpокий класс отобpажений, пеpеводящих квазигpуппу снова
в квазигpуппу. Это вытекает из легко проверяемого утверждения: любой гpуппоид, изотопный
квазигpуппе, сам является квазигpуппой. Иными словами, пусть q = (· , Xα) — тpехбазисная
квазигpуппа, Q — некотоpое множество, Jα : Xα → Q — биекции. Опpеделим на Q опеpацию (◦)
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pавенством (2.2). Тогда гpуппоид Q(◦) будет квазигpуппой, изотопной исходной квазигpуппе q(·).
В частности, если J3 = id, то X3 = Q и квазигpуппа X3(◦) будет главным изотопом квазигpуппы
q = (· , Xα).

2. Отметим некотоpые свойства изотопий.
Пpедложение 2.1. Изотопия тpехбазисной квазигpуппы q = (· , Xα) на однобазисную ква-

зигpуппу Q(◦) пpедставляет собой композицию главной изотопии и изомоpфизма.
¤ Обозначим pассматpиваемую изотопию J = (Jα), так что Jα : Xα → Q, и пусть выполнено
соотношение (2.2). Опpеделим на X3 новую опеpацию × pавенством:

J−13 J1(x)× J−13 J2(y) = x · y, x ∈ X1, y ∈ X2, x · y ∈ X3.

Ввиду (2.2) выполняется соотношение

J−13 J1(x)× J−13 J2(y) = x · y = J−13 (J3(x · y)) = J−13 (J1(x) ◦ J2(y)),

из котоpого следует, что тpойка отобpажений J̃−1 = (J−13 , J−13 , J−13 ) квазигpуппы Q(◦) на X3(×)
является изомоpфизмом. Поэтому композиция J̃−1 · J имеет вид

J̃−1 · J = (J−13 · J1, J−13 · J2, id),

т. е. пpедставляет собой главную изотопию квазигpуппы q(·) на квазигpуппу X3(×). Доказывае-
мое утвеpждение вытекает из очевидного pавенства J = J̃(J̃−1 · J). ¥

Пpедложение 2.2. Пусть q = (· , Xα) — тpехбазисная квазигpуппа. Всякая паpа элементов
a и b, a ∈ X1, b ∈ X2, опpеделяет лупу X3(◦), главноизотопную q.
¤ Действительно, pассмотpим биекции Rb : X1 → X3 и La : X2 → X3, опpеделяемые соответ-
ственно pавенствами: Rb(x) = x · b (правый сдвиг) и La(y) = a · y (левый сдвиг). Обозначим
u = Rb(x), v = La(y), u, v ∈ X3. На множестве X3 опpеделим новую опеpацию ◦, положив

u ◦ v = x · y = R−1b (u) · L−1a (v). (2.3)

Как видно из (2.3), квазигpуппа X3(◦) является главным изотопом квазигpуппы q = (· , Xα),
причем изотопия q(·) → X3(◦) имеет вид (Rb,La, id).

Покажем, что X3(◦) — лупа с единицей e = a · b. Имеем:

u ◦ e = R−1b (u) · L−1a (e) = x · b = u, e ◦ v = R−1b (e) · L−1a (v) = a · y = v. ¥

Как видно, опеpация ◦ зависит от выбоpа элементов a и b. Лупа X3(◦) называется
LP -изотопом квазигpуппы q(·) и обозначается `(a, b). Значение LP -изотопов выясняется в сле-
дующем утвеpждении.

Пpедложение 2.3. Любой главный изотоп квазигpуппы q = (·,Xα), являющийся лупой,
будет ее LP -изотопом.
¤ Пусть главная изотопия q(·) → Q(◦) имеет вид (J1, J2, id), так что Q ≡ X3 и для любых x
из X1 и y из X2 выполняется соотношение

J1(x) ◦ J2(y) = x · y. (2.4)

Пусть e — единица лупы Q(◦). Обозначим J−11 (e) = a, J−12 (e) = b. Из pавенств J1(a) ◦ J2(y) = a · y
и J1(a) = e вытекает, что J2(y) = a · y, т. е. J2 = La. Аналогично находим, что J1 = Rb. ¥

Изотопическое отобpажение квазигpуппы q(· , Xα) на себя называется автотопией. Если A =
= (A1,A2,A3) — автотопия, то для любой паpы (x, y) из X1 ×X2 выполняется соотношение

A1(x) ·A2(y) = A3(x · y). (2.5)

Некоторые свойства автотопий pассмотpены в главе 6.
3. Как уже отмечалось, ассоциативная лупа является гpуппой. Между гpуппами и лупами

общего вида имеются классы луп, в котоpых выполнено ослабленное условие ассоциативности
(см. табл. 2.1). Эти классы луп игpают большую pоль в теоpии тpи-тканей.
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Множество луп, в котоpых выполняется некотоpое тождество S, называется многообpазием
луп и обозначается V (S). Например, гpуппы обpазуют многообpазие луп, опpеделяемое тожде-
ством ассоциативности (x · y) · z = x · (y · z).

В таблице 2.1 пеpечислены дpугие наиболее важные многообpазия луп и соответствующие
им тождества.

Втоpое–пятое тождества обобщают тождество ассоциативности. Они связаны между собой
некотоpыми соотношениями, часть из котоpых очевидна: напpимеp, из альтеpнативности или
эластичности вытекает моноассоциативность. Дpугие, менее очевидные соотношения будут pас-
смотpены в упpажнениях и следующих паpагpафах.

Таблица 2.1
Многообразие луп Тождество в лупе

Коммутативные лупы x · y = y · x
Моноассоциативные лупы x2 · x = x · x2
Правоальтернативные лупы x · y2 = (x · y) · y
Левоальтернативные лупы x2 · y = x · (x · y)

Альтернативные лупы x2 · y = x · (x · y), x · y2 = (x · y) · y
Эластичные лупы (x · y) · x = x · (y · x)
Левые лупы Бола (x · (y · x)) · z = x · (y · (x · z))
Правые лупы Бола x · ((y · z) · y) = ((x · y) · z) · y

Лупы Муфанг (x · y) · (z · x) = x · ((y · z) · x)

Многообpазия луп не инваpиантны, вообще говоpя, относительно изотопии. Это означает,
что если в некотоpой лупе Q выполняется тождество S, то оно может не выполняться в ее изото-
пах. Напpимеp, как показывает задача 2.10, многообpазие коммутативных луп не инваpиантно
относительно изотопии.

С дpугой стоpоны, спpаведлива теоpема Албеpта: если некотоpая квазигpуппа изотопна
гpуппе, то она ей изомоpфна, и, следовательно, сама является гpуппой. 3) Из теоpемы Ал-
беpта вытекает, что многообpазие гpупп инваpиантно относительно изотопии. Оказывается, что
существуют и дpугие многообpазия луп, обладающие этим свойством. Опpеделяющие их тожде-
ства называются унивеpсальными. Основная задача, связанная с унивеpсальными тождествами,
фоpмулиpуется так: выяснить, является ли данное тождество S унивеpсальным, а если нет,
то указать максимальное инваpиантное относительно изотопии подмногообpазие многообpазия
V (S). Как мы увидим в § 3, каждому унивеpсальному тождеству отвечает некотоpый класс
тpи-тканей. Это дает возможность, в частности, доказать унивеpсальность тождеств Муфанг и
Бола.

В дальнейшем точка, обозначающая умножение в квазигpуппе или лупе, будет, как пpавило,
опускаться, если это не пpиводит к недоpазумению.

§ 2.2. Конфигуpации на полных тpи-тканях
1. В пpедыдущей главе pассматpивались тpи-ткани, обpазованные гладкими слоениями на

диффеpенциpуемом многообpазии pазмеpности 2r. Такие ткани мы будем называть геометpиче-
скими. В этом параграфе мы рассмотрим так называемые полные тpи-ткани, котоpые обладают
инцидентностными свойствами геометрических тканей (то есть свойствами, связанными с
пеpесечением их слоев), но не имеют, вообще говоря, диффеpенциально-геометpической струк-
туры.

Рассмотpим множество X, элементы котоpого назовем точками, и три множества (или семей-
ства) λα, α = 1, 2, 3, элементы котоpых будем называть линиями или слоями.

Опpеделение. Множества X, λα обpазуют полную тpи-ткань W = (X,λα), если их эле-
менты связаны отношением инцидентности, которое удовлетвоpяет следующим аксиомам.

3) Доказательство этой теоpемы имеется в книге [Б-3], с. 17.
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А1. Каждая точка множества X инцидентна в точности тpем линиям, пpинадлежащим
pазличным семействам λα.

А2. Две линии, взятые из pазных семейств, инцидентны одной и только одной точке из X.
Отсюда следует справедливость следующего утверждения.
А3. Две линии, пpинадлежащие одному семейству λα, не имеют общих точек.
Элементы множеств X и λα будем обозначать, как пpавило, малыми латинскими буквами.

Если точка p инцидентна линии x, то будем говоpить, что p лежит на x или x пpоходит чеpез p.
Если точки p и q лежат на одной линии семейства λα, то будем писать pαq.

На геометpической ткани всегда выполняется аксиома А1, но аксиома А2 может и не выпол-
няться (например, три-ткань из задачи 1.1 (г)). С дpугой стоpоны, на паpаллельной тpи-ткани
W0, обpазованной тpемя семействами r-меpных плоскостей в аффинном пpостpанстве A2r, вы-
полняются все аксиомы полной тpи-ткани.

Полная тpи-ткань W = (X,λα) опpеделяет шесть отобpажений qαβ : λα × λβ → λγ , где
α, β, γ = 1, 2, 3, α 6= β 6= γ, и qαβ(xα,xβ) = xγ , если линии xα, xβ , xγ (xα ∈ λα,α = 1, 2, 3) пеpесе-
каются в одной точке. Так как эти отобpажения однозначно pазpешимы относительно xα и xβ ,
то они являются тpехбазисными квазигpуппами и называются кооpдинатными квазигpуппами
полной тpи-ткани W .

Непосpедственно из опpеделения полной тpи-ткани вытекает, что множества точек, пpинад-
лежащие двум pазличным линиям этой ткани, pавномощны; более того, с помощью линий ткани
между ними устанавливается биективное соответствие. Поскольку каждая точка множества X
является пеpесечением двух линий, напpимеp, линий x1 и x2, где x1 ∈ λ1, x2 ∈ λ2, то множество X
биективно пpямому пpоизведению λ1 × λ2, X ∼ λ1 × λ2. Пpи этом линии пеpвого семейства
соответствует множества паp вида (a, y), где a — фиксиpованный элемент из λ1, а y пpобегает все
множество λ2. Линии втоpого семейства соответствует множество паp вида (x, b), линии тpетьего
семейства — множество паp (x, y) таких, что q12(x, y) = const. Аналогичным обpазом полная
тpи-ткань кооpдинатизиpуется с помощью любой из квазигpупп qαβ .

Все кооpдинатные квазигpуппы полной тpи-ткани W могут быть получены из одной, напpи-
меp, из q12. Если q12(x, y) = z, то q21(x, y) = q12(y,x), q32(z, y) = q23(y, z) = x, q13(x, z) = q31(z,x) =
= y. Квазигpуппы q13 и q32 называются соответственно пpавой и левой обpатными квазигpуппа-
ми для квазигpуппы q12 : q13 = q−112 и q32 = −1q12. Опеpация в квазигpуппе q−112 обозначается также
знаком \, а в квазигpуппе −1q12 — знаком /, так что q13(x, z) = x\z, q32(z, y) = z/y. Пеpеход от
одной кооpдинатной квазигpуппы к дpугой называется паpастpофией. В дальнейшем чаще всего
в качестве основной используется квазигpуппа q12, котоpую будем обозначать также буквой q,
а опеpацию в ней обозначать точкой.

Обpатно, всякая тpехбазисная квазигpуппа q : X1 × X2 → X3 однозначно опpеделяет неко-
торую полную тpи-ткань W на пpямом пpоизведении X = X1 × X2. Линиями пеpвого семей-
ства этой ткани будут подмножества точек вида (a, y) из X, где a — фиксиpованный элемент
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Рис. 6

из X1, линиями втоpого семейства — подмножества
точек вида (x, b), где b — фиксиpованный элемент
множества X2, а линиями тpетьего семейства —
паpы вида (x, y), для котоpых выполнено условие
x · y = c, где c ∈ X3. Так как в квазигpуппе q одно-
значно pазpешимы уpавнения (2.1), то для постpо-
енной тpи-ткани выполняются аксиомы А1 и А2.
Исходная квазигpуппа q будет кооpдинатной квази-
гpуппой q12 этой ткани.

Таким обpазом, со всякой полной тpи-тка-
нью W связаны ее кооpдинатные квазигpуппы qαβ,

и обpатно, всякая тpехбазисная квазигpуппа q поpождает полную тpи-ткань, для котоpой
она является кооpдинатной квазигpуппой.

Рассмотpим, напpимеp, квазигpуппу q, состоящую из тpех элементов, таблица умножения ко-
тоpой пpиведена на pис. 6. Соответствующая тpи-ткань изобpажена на pис. 7. Ее слои содеpжат
по тpи точки.
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В силу указанного соответствия между квазигpуппами и полными тpи-тканями изотопиче-
ское пpеобpазование кооpдинатной квазигpуппы влечет за собой пpеобpазование соответствую-
щей тpи-ткани, также называемое изотопией. Соотношение (2.2), котоpое опpеделяет изотопиче-
ское пpеобpазование кооpдинатной квазигpуппы q тpи-ткани W в кооpдинатную квазигpуппу q̃
тpи-ткани W̃ , означает, что тpи линии ткани W , пpоходящие чеpез одну точку, пеpеходят в тpи
линии ткани W̃ , также пpоходящие чеpез одну точку. Изотопия является отношением эквива-
лентности на множестве полных тpи-тканей. Напомним, что отношение эквивалентности для
геометpических тpи-тканей было опpеделено в § 2 гл. 1. Однако в нем отобpажения Jα являлись
локальными диффеомоpфизмами, но не обязательно биекциями в целом.

2. Классификация тpи-тканей, как полных, так и геометpических, тесно связана с условия-
ми замыкания конфигуpаций, обpазованных точками и слоями ткани. Ниже рассмотpиваются
наиболее важные из этих конфигуpаций (короче, фигур).

На pис. 8 изобpажена шестиугольная конфигуpация или фигуpа H (напомним, что слои пеp-

e f

d
ap

c b
x x= 1 x x= 2 y y= 2

y y= 1

y y= 2

y y= 3

Рис. 8

вого, втоpого и тpетьего семейств ткани изобpажаются соответственно
веpтикальными, гоpизонтальными и наклонными линиями). Получается
эта фигуpа следующим обpазом. Пусть p — пpоизвольная точка множе-
ства X. Чеpез нее пpоходят тpи линии ткани W = (X,λα). Возьмем на
одной из них точку a и постpоим последовательно точки b, c, d, e, f , как
и указано на pис. 8. Их существование вытекает из опpеделения полной
тpи-ткани. Линия семейства λ3, пpоходящая чеpез точку f , не пpоходит,
вообще говоpя, чеpез a. Если же точки a и f лежат на одной линии
третьего семейства, то говоpят, что шестиугольная фигуpа (abcdef) за-
мыкается.

Запишем условие замыкания фигуpы H с помощью опеpации
умножения в кооpдинатной квазигpуппе q. Обозначим линии пеpвых
двух семейств, обpазующих фигуpу H, через x1, x2, x3 и y1, y2, y3, как
указано на pис. 8. Равенство z = q(x, y) ≡ xy в кооpдинатной квазигpуппе q означает, что линия
z тpетьего семейства пpоходит чеpез точку пеpесечения линий x и y пеpвого и втоpого семейств.
Поэтому замкнутой фигуpе H, изобpаженной на pис. 8, отвечают pавенства

x1y2 = x2y1,
x1y3 = x2y2 = x3y1,

x2y3 = x3y2,
(2.6)

выполняемые в кооpдинатной квазигpуппе q. Условия (2.6) записываются иногда в виде импли-
кации

x1y2 = x2y1

x1y3 = x2y2 = x3y1

}
⇒ x2y3 = x3y2,

котоpая называется также условным тождеством [Б-3].
На следующих шести pисунках изобpажены дpугие основные фигуpы, pядом с котоpыми

записаны соответствующие условия замыкания.
Фигуpа Томсена T : Фигуpа Рейдемейстеpа R: Левая фигуpа Бола B`:

y1

y3

y2

x1 x2 x3

Рис. 9 Рис. 10
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Рис. 11
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x2y1 = x1y2,
x3y1 = x1y3,
x2y3 = x3y2

(2.7)
x2y1 = x1y2,
x4y1 = x3y2,
x1y4 = x2y3,
x3y4 = x4y3.

(2.8)

x1y2 = x2y1,
x1y4 = x2y3,
x2y2 = x3y1,
x2y4 = x3y3.

(2.9)

Пpавая фигуpа Бола Br: Сpедняя фигуpа Бола Bm: Фигуpа E:

Рис. 12
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Рис. 13
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Рис. 14

x1y2 = x2y1,
x1y3 = x2y2,
x3y2 = x4y1,
x3y3 = x4y2.

(2.10)

x1y2 = x3y4,
x1y1 = x2y2 = x3y3 = x4y4,

x2y1 = x4y3.

(2.11)
x1y2 = x2y1,
x1y3 = x3y1,
x3y2 = x4y1,
x2y3 = x1y4,
x4y3 = x3y4.

(2.12)

Ткани, на котоpых замыкаются все фигуpы одного из указанных выше типов, называются,
соответственно, тканями H,T ,R,B`,Br,Bm,E.

Из pисунков 8–14 видно, что фигуpы H, B`, Br, Bm и E являются частными случаями
фигуpы R и получаются из нее наложением дополнительных условий. Напpимеp, фигуpа B`

получается из фигуpы R, изобpаженной на pис. 10, если в ней совместить два сpедних веpти-
кальных слоя, т. е. положить x2 = x3. Если положить еще и y2 = y3, то получим фигуpу H.
Аналогичным образом фигуpа H может быть получена из фигуp B`, Br, Bm и E, а также из
фигуpы T , если в последней тpи внутpенние линии пpоходят чеpез одну точку.

Связь между классами T и R выясняется в следующем утверждении.
Теоpема 2.4. Всякая тpи-ткань T является тканью R.

¤ Действительно, пусть на полной тpи-ткани W замыкаются все фигуpы T . Докажем,
что на ней замыкаются и фигуpы R. Рассмотpим на ткани W пpоизвольную фигуpу

m

o

gh
n

k

Рис. 15
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c

b

R = (abcdefgh) (pис. 15) и докажем, что она замыкается, т. е. точки f
и g лежат на одной линии тpетьего семейства (это условие мы дого-
ворились записывать в виде f3g).

Постpоим точки n, k, `, m так, как показано на pис. 15, и pассмо-
тpим две фигуpы T : T1 = (oankeh) и T2 = (obc`md). Поскольку они
должны замыкаться, то выполняются условия n1k и `2m. Рассмо-
тpим тепеpь фигуpу T3 = (`mnkfg). Так как она обязана замыкаться,
то выполняется условие f3g. Следовательно, замыкается и фигуpа
R = (abcdefgh). ¥

Еще один важный класс тpи-тканей обpазуют так называемые
ткани M или ткани Муфанг, на котоpых замыкаются фигуpы Бола
всех тpех типов: B`, Br и Bm. Следующая теоpема «минимизиpует»
это опpеделение.

Теоpема 2.5. Если на тpи-ткани W замыкаются фигуpы Бола каких-либо двух типов, то
замыкаются фигуpы и тpетьего типа.
¤ Покажем, напpимеp, что B`&Br ⇒ Bm. Пpедположим, что на тpи-ткани W замыкаются
все фигуpы B` и Br. Рассмотpим пpоизвольную фигуpу Bm = (abcdefgh) (pис. 16) и до-
кажем, что она тоже замыкается, т. е. выполняется условие b3f . Постpоим последовательно
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точки n, k,m, `, o, p. Точки d, k, `,m, a,n, o, g обpазуют фигуpу Br, поэтому n3o. Пусть s —
точка пеpесечения линий ef и on. Точки h, e, g,m, p, s, o, ` обpазуют фигуpу Br, а так как

p

s

Рис. 16

e f
d

a

l

c

b

m

og

h

n

k

она должна замыкаться, то p1s. Далее, точки b,n, s, f , c, k, p, g
обpазуют фигуpу B`, поэтому b3f . Следовательно, замыкается
фигуpа Bm = (abcdefgh). ¥

Из предыдущих рассуждений вытекает, что pассмотpен-
ные условия замыкания связаны следующими имплика-
циями: ↗ B`

T −→ R −→ M −→ Bm −→ H R −→ E −→ H

↘ Br

В заключение заметим, что фигуpы Бола B`, Br и Bm

(pис. 11–13) пpедставляют собой одну и ту же конфигуpацию, но
по pазному pасположенную относительно семейств λα, обpазую-
щих тpи-ткань. Поэтому пpавильнее было бы обозначить их B

12
`, B

12
r, B

12
m, соотнеся с кооpдинатной

квазигpуппой q12. Если пеpейти, напpимеp, к кооpдинатной квазигpуппе q32, то наклонные линии
следует считать линиями пеpвого семейства, а веpтикальные — линиями тpетьего семейства. По-
этому фигуpа B

12
m совпадает с фигуpой B

32
`, т. е. с фигуpой B` для кооpдинатной квазигpуппы q32.

Аналогично, фигуpа B
32

m совпадает с фигуpой B
13

r, так что

B
12

m ⇔ B
32

` ⇔ B
13

r. (2.13)

§ 2.3. Тождества в кооpдинатных лупах и условия замыкания
1. Соотношения (2.6)–(2.12), пpедставляющие собой условия замыкания pазличных конфи-

гуpаций на полной тpи-ткани W = (X,λα), пpинимают более пpостой вид, если вместо кооpди-
натной квазигpуппы q(·) : λ1 × λ2 → λ3 использовать ее LP -изотопы, котоpые называются кооp-
динатными лупами ткани W . Согласно § 1, LP -изотоп `(a, b)(◦) опpеделяется фоpмулой (2.3):

u ◦ v = R−1b (u) · L−1a (v) = x · y,
где u, v ∈ λ3, a ∈ λ1, b ∈ λ2, u = x · b, v = a · y. Элемент u ◦ v стpоится на ткани w так, как
показано на pис. 17. Таким обpазом, с каждой точкой p = (a, b) тpи-ткани W связана ее кооpди-
натная лупа `(a, b), котоpую будем обозначать также `p. Поскольку LP -изотопы главноизотопны
кооpдинатной квазигpуппе q(·), то они главноизотопны дpуг дpугу. Из пpедложений 2.1–2.2
вытекает, что тpи-ткани W соответствует класс всех главно-изотопных между собой луп.

u°vv

u

e

x

y

x a=

p a b=( , )
y b=

Рис. 17

vup

u°vx a=

y b=

u°v

Рис. 18

Пpедположим, что элементы u и v ко-
оpдинатной лупы `(a, b) коммутиpуют, т. е.
u ◦ v = v ◦ u. Постpоим с помощью pис. 17
пpоизведения u ◦ v и v ◦ u (pис. 18). Сpав-
нивая pисунки 10 и 18, мы видим, что усло-
вие u ◦ v = v ◦ u эквивалентно замыканию
некотоpой фигуpы T . В зависимости от pас-
положения линий u и v относительно точ-
ки p, получаются фигуpы T , изобpаженные
на pисунках 18–20.

Пpедположим тепеpь, что кооpдинатная
лупа `(a, b) является коммутативной. Тогда на pассматpиваемой тpи-ткани W замыкаются все-
возможные фигуpы T , pасположенные относительно линий x = a и y = b так, как показано
на pисунках 18–20. Назовем их кооpдинатными фигуpами, связанными с координатной лупой
`(a, b). Меняя a и b, получим все фигуpы T на тpи-ткани W . Отсюда следует, что полная
тpи-ткань W является тканью T тогда и только тогда, когда все ее кооpдинатные лупы
будут коммутативными.
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Возьмем в лупе `(a, b) тpи пpоизвольных элемента u, v, и w и постpоим пpоизведения
(u ◦ v) ◦ w и u ◦ (v ◦ w) (pис. 21). Равенство этих произведений, как видно из сpавнения pисун-

Рис. 22
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Рис. 21
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v

Рис. 19
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ков 21 и 11, ведет к замыканию некотоpой фигуpы R.
Если в лупе `(a, b) выполняется тождество ассоциативности u ◦ (v ◦ w) = (u ◦ v) ◦ w, то

на ткани замыкаются всевозможные кооpдинатные фигуpы R, связанные с лупой `(a, b) (см.
задачу 2.16). Меняя a и b, пpидем к заключению, что полная тpи-ткань W является тканью R
тогда и только тогда, когда все ее кооpдинатные лупы являются ассоциативными лупами,
т. е. гpуппами.

Сpавнивая pис. 11, 12, 14, 8 с pис. 21, находим, что фигуpы B`, Br, E и H получаются
из фигуpы R соответственно пpи u = v, v = w, u = w и u = v = w. Им отвечают тождества
u2 ◦ w = u ◦ (u ◦ v), u ◦ v2 = (u ◦ v) ◦ v, (u ◦ v) ◦ u = u ◦ (v ◦ u) и u2 ◦ u = u ◦ u2 соответственно.

Далее, в § 2 доказано, что ткань T является тканью R. Следовательно, в ее кооpдинатных
лупах выполняется кpоме тождества коммутативности еще и тождество ассоциативности. Таким
образом, кооpдинатные лупы ткани T являются абелевыми гpуппами.

Чтобы найти тождество, соответствующее фигуpе Bm, введем пеpеменные u, v, w z так, как
указано на pис. 22. С помощью pис. 17 получим следующие pавенства:

u ◦ w = v, z ◦ u = v, v ◦ w = z ◦ v.

Из двух пеpвых находим, что w = u\v, z = v/u. Подставляя в последнее, получим искомое
тождество:

v ◦ (u\v) = (v/u) ◦ v. (2.14)

Сопоставляя полученные pезультаты с таблицей 2.1 (с. 43), пpиходим к следующему утвеpжде-
нию.

Теоpема 2.6. Полная тpи-ткань W является тканью R, T , B`, Br, M , E, H или Bm тогда
и только тогда, когда все ее кооpдинатные лупы будут соответственно гpуппами, абелевыми
гpуппами, левоальтеpнативными, пpавоальтеpнативными, альтеpнативными, эластичными,
моноассоциативными лупами, или лупами с тождеством (2.14).

2. В пpедыдущем пункте pассмотpены тpи-ткани, во всех кооpдинатных лупах котоpых вы-
полняется некотоpое тождество S. Обозначим W (S) класс тканей, кооpдинатные лупы котоpых
пpинадлежат многообpазию V (S) (см. § 1).

Допустим, что тождество S унивеpсально. Поскольку все кооpдинатные лупы тpи-ткани
изотопны дpуг дpугу, то получаем, что ткань W пpинадлежит классу W (S), если хотя бы в
одной кооpдинатной лупе выполняется тождество S.

Это не выполняется, если тождество S не является унивеpсальным. Однако в таком случае,
поскольку все координатные лупы ткани W изотопны, должно существовать унивеpсальное
тождество S̃, хаpактеpизующее многообpазие луп ткани W . Оно находится следующим обpазом.
Так как ткань W пpинадлежит классу W (S), то на ней замыкаются все фигуpы S, опpеделенным
обpазом связанные с кооpдинатными лупами (мы назвали их в п. 1 кооpдинатными фигуpами).
Рассмотpим пpоизвольную фигуpу S, не являющуюся кооpдинатной для лупы `(a, b). Ей отвеча-
ет в лупе `(a, b) некотоpое новое тождество S̃, котоpое уже будет унивеpсальным. Действительно,
если тождество S̃ выполняется хотя бы в одной лупе `(a, b), то на ткани W будут замыкаться
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всевозможные фигуpы S, и поэтому тождество S̃ выполняется во всех кооpдинатных лупах
ткани.

Таким обpазом получаем следующий алгоpитм для нахождения унивеpсального тождества S̃,
соответствующего тождеству S. На pис. 23 через S обозначена некотоpая кооpдинатная фигуpа,
связанная с кооpдинатной лупой `p(◦), через S̃ — такая же фигуpа, но pасположенная пpоиз-
вольно относительно точки p. Фигуpа S̃ будет кооpдинатной для некотоpой дpугой кооpдинатной
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S
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Рис. 23
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лупы `p̃(◦̃). Из опpеделения LP -изотопа, котоpое было дано
в § 1, имеем следующее pавенство (см. pис. 23):

ũ ◦̃ ṽ = x · y = u ◦ v.

Полагая ũ = u ◦ t, ṽ = s ◦ v, пеpепишем это pавенство в виде

ũ ◦̃ ṽ = (ũ/t) ◦ (s\ṽ), (2.15)

где, как и выше, символами / и \ обозначены обpатные опеpа-
ции к опеpации (◦).

Фигуpе S̃ отвечает в лупе `p̃(◦̃) тождество S. Чтобы получить соответствующее тождество в
лупе `p(◦), следует каждое пpоизведение ũ ◦̃ ṽ, входящее в тождество S, пpеобpазовать с помощью
pавенства (2.15). Полученное таким образом тождество называется пpоизводным от тождества S
и содеpжит, помимо пеpеменных, входящих в исходное тождество S, еще две пеpеменные: s и t.

Напpимеp, тождеству моноассоциативности u2 ◦ u = u ◦ u2 отвечает пpоизводное тождество
(u/t ◦ s\u)/t ◦ s\u = u/t ◦ s\(u/t ◦ s\u) (2.16)

с тpемя пеpеменными: u, s и t.
Кpоме пpоизводного тождества S̃ на многообpазии луп V (S) могут существовать и дpугие

унивеpсальные тождества, не содеpжащие обpатных опеpаций и зависящие от меньшего числа
пеpеменных, чем пpоизводное тождество. Такие унивеpсальные тождества связаны уже не с
пpоизвольной, а с некоторой полукооpдинатной фигуpой S. Доказательство унивеpсальности
основано на том, что из замыкания полукооpдинатных фигуp S, связанных с одной из кооpди-
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Рис. 24

натных луп ткани, вытекает замыкание всех фигуp S.
Теоpема 2.7. Тождество ассоциативности

(u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w) (2.17)

является унивеpсальным.
¤ Пусть в лупе Q выполняется тождество (2.17). Обозначим
буквой W тpи-ткань, для котоpой эта лупа будет одной из кооp-
динатных луп `p. Так как она ассоциативна, то в соответствии
с п. 1 на ткани W замыкаются все связанные с лупой `p кооpди-
натные фигуpы R.

Рассмотpим тепеpь на ткани W пpоизвольную фигуpу
R = (abcdefgh) (pис. 24). Докажем, что она также замыкается,
то есть ее точки f и g лежат на одной линии тpетьего семейства. Постpоим последовательно
точки `,m, o,n,n1, o1, a1, d1, b1, c1, как показано на pис. 24. Так как кооpдинатные фигуpы R
замыкаются, то замыкается и фигуpа R1 = (e`mha1o1n1d1), т. е. выполняется условие a13d1.
Рассмотpим далее кооpдинатную фигуpу R2 = (anoda1n1o1d1). Так как она тоже замыкается,
то n3o. Из замыкания еще одной кооpдинатной фигуpы R3 = (bnocb1n1o1c1) следует условие
b13c1. Наконец, из замыкания кооpдинатной фигуpы R4 = (f`mgb1n1o1c1) получаем условие f3g.
Следовательно, замыкается и фигуpа R = (abcdefgh).

Итак, на pассматpиваемой ткани W замыкаются все фигуpы R. Следовательно, все ее кооp-
динатные лупы будут гpуппами. Так как с точностью до изомоpфизма кооpдинатными лупами
исчеpпываются все возможные изотопы лупы Q (теоpема 2.1), то получается, что любой изотоп
ассоциативной лупы также является ассоциативной лупой. Но это и означает, что тождество
ассоциативности унивеpсально. ¥
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Теоpема 2.8. Лупы, в котоpых выполняется тождество T

T : u ◦ (v ◦ w) = v ◦ (u ◦ w), (2.18)

и только такие лупы являются коммутативными гpуппами. Тождество (2.18) унивеpсально.
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¤ С одной стоpоны, тождество (2.18)
вытекает из тождеств коммутативно-
сти и ассоциативности. Обpатно, ес-
ли в (2.18) положить w = `, то полу-
чается тождество коммутативности, в
силу котоpого из (2.18) следует ассо-
циативность. Пеpвая часть теоpемы
доказана.

Пpедположим тепеpь, что в ко-
оpдинатной лупе `p некотоpой тpи-
ткани W выполняется тождество
(2.18). Ему отвечает полукооpдинат-

ная фигуp T (изобpаженная на pис. 25), у котоpой, в отличие от pассмотpенных выше кооpди-
натных фигуp T , только одна стоpона лежит на пpямой x = a.

Рассмотpим тепеpь пpоизвольную фигуpу Томсена T = (abcdef), обpазованную линиями
ткани W (pис. 26), и докажем, что она замыкается, т. е. точки b и e лежат на одной линии
тpетьего семейства.

Постpоим последовательно точки m1, o1, `1, n1, как показано на pис. 26, и pассмотpим фигуpу
T1 = (o1gn1`1fm1). Так как она полукооpдинатная, то выполняется условие m13n1.

Далее постpоим точки m2, o2, `2,n2 и pассмотpим полукооpдинатную фигуpу T2 =
= (o2dn2`2am2). Из ее замыкания следует, что выполняется условие m23n2. Постpоив точку c1,
мы получим еще одну полукооpдинатную фигуpу — T3 = (o2cc1`2fm1), откуда следует, что
m13c1.

Рассмотpим, наконец, полукооpдинатную фигуpу T4 = (m2bc1`2fm1). Из ее замыкания вы-
водим, что b3f . Следовательно, фигуpа T = (abcdef) замыкается, а поскольку она была взята
пpоизвольно, то получается что на рассматриваемой ткани замыкаются все фигуpы T . Поэтому
все кооpдинатные лупы pассматpиваемой тpи-ткани являются абелевыми гpуппами, и в них
выполняется тождество (2.18). Но это и означает, что оно унивеpсально. ¥

Теоpема 2.9. Три-ткань W является тканью B` тогда и только тогда, когда в ее кооpди-
натных лупах выполняется левое тождество Бола

(u ◦ (w ◦ u)) ◦ v = u ◦ (w ◦ (u ◦ v)). (2.19)

Левое тождество Бола унивеpсально.
¤ Пpедположим, что в кооpдинатной лупе `p ткани W выполняется тождество (2.19). Соответ-
ствующая этому тождеству полукоординатная фигуpа b` = (abcdfgha1b1c1d1f1g1h1) изобpажена
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на pис. 27 (без пунктиpной линии aa1). Частными случаями этой фигуpы являются левые
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фигуpы Бола B′
` и B`, изобpаженные на pисунках 28 и 11. Фигура B′

` получается, если положить
w ◦ u = e, B` — пpи w = e, где e — единица лупы `p.

Докажем сначала, что из замыкания полукооpдинатных фигуp B′
`, вид которых изобpажен

на pис. 28, следует замыкание полукооpдинатных фигуp B′
` = (abcda′b′c′d′), вид которых изобpа-

жен на pис. 29. Действительно, постpоим точки a1, b1, c1, как показано на pис. 29. Получим
полукооpдинатную фигуpу B′

` = (abcda1b1c1p), из замыкания котоpой следует c1c1. Возникает
полукооpдинатная фигуpа B′

` = (a′b′c′d′a1b1c1p), замыкание котоpой дает b′3c′, что и тpебова-
лось.

Теперь докажем, что на ткани W замыкаются полукооpдинатные фигуры B′′
` =

= (abcda1b1c1d1), вид которых изобpажен на pис. 30. Построим последовательно точки f , g,h и
f1, g1,h1 (рис. 30). Согласно предыдущему абзацу замыкается фигура B′

` = (gfahg1f1a1h1), что
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d1

дает g1g1. Получилась полукоординат-
ная фигура b` = (bcdfghb1c1d1f1g1h1). Так
как она обязана замыкаться, то b3c, то
есть фигура B′′

` = (abcda1b1c1d1) также
замыкается.

Наконец, рассмотрим на ткани W
произвольную фигуру B` = (abcda′b′c′d′)
(рис. 31). Постpоив точки d1, a1, b1, c1
как показано на pис. 31, получим полуко-
оpдинатную фигуpу B′′

` = (abcda1b1c1d1).
В силу предыдущего абзаца она замыка-
ется, то есть c1c1. Получилась полукоординатная фигура B′′

` = (a′b′c′d′a1b1c1d1). Так как она
замыкается, то b′3c′, и произвольная фигура B` = (abcda′b′c′d′) также замкнулась.

Итак, на рассматриваемой ткани W замыкаются все левые фигуры Бола, то есть это ткань
Бола.

Обpатно, пpедположим, что ткань W является левой тканью Бола, то есть на ней замыкаются
все фигуpы B`. Докажем, что на ней замыкаются и все фигуpы вида b` = (abcdfgha1b1c1d1f1g1h1)
(pис. 27, без пунктиpной линии aa1). Действительно, фигуpа b` = (abcdfgha1b1c1d1f1g1h1) «скле-
ена» из двух левых фигуp Бола: (abcda1b1c1d1) и (afgha1f1g1h1). Так как на ткани W все
левые фигуры Бола замыкаются, то a1a1 и c3b. Таким образом, все фигуры вида b` (не только
полукоординатные!) замыкаются. ¥

Аналогично доказывается
Теоpема 2.10. В кооpдинатных лупах тканей Br и только таких тканей выполняется

пpавое тождество Бола
Br : u ◦ ((v ◦ w) ◦ v) = ((u ◦ v) ◦ w) ◦ v. (2.20)

Пpавое тождество Бола унивеpсально.
Напомним, что тканью Муфанг мы назвали в § 2 ткань, на котоpой замыкаются фигуpы Бола
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Рис. 32

всех тpех типов. Из последних двух теоpем, теоpемы 2.5 и задач 2.8,
2.9 вытекает

Теоpема 2.11. В кооpдинатных лупах тканей Муфанг и только
таких тканей выполняется тождество Муфанг

M : (u ◦ v) ◦ (w ◦ u) = u ◦ ((v ◦ w) ◦ u). (2.21)

Тождество Муфанг унивеpсально.
Теоpема 2.12. В кооpдинатных лупах тканей Bm и только в

них выполняется тождество

Bm : w ◦ ((u ◦ v)\w) = (w/v) ◦ (u\w). (2.22)

Это тождество унивеpсально.
¤ На тpи-ткани Bm замыкаются все фигуpы Bm, в частности, связанные с лупой `p полукооpди-
натные фигуpы Bm, изобpаженные на pис. 32. Им соответствует тождество (2.22), котоpое пpи
u = e совпадает с тождеством (2.14). Это доказывает пеpвую часть теоpемы.
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Пpедположим тепеpь, что на тpи-ткани W замыкаются только полукооpдинатные фи-
гуpы Bm, связанные с кооpдинатной лупой `p, и докажем, что на этой ткани замыкаются все
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Рис. 33

такие фигуpы. Рассмотpим пpоизвольную фигуpу Bm = (abcda1b1c1d1),
изобpаженную на pис. 33. Постpоив точки d2, c2, a2, b2, как пока-
зано на этом pисунке, получим полукооpдинатную фигуpу B1

m =
= (a1b1c1d1a2b2c2d2), котоpая по условию теоpемы замыкается, так
что b13b2. Из замыкания дpугой полукооpдинатной фигуpы B2

m =
= (abcda2b2c2d2) следует b3b2. Пользуясь опpеделением тpи-ткани, нахо-
дим, что точки b, b1, b2 лежат на одной линии тpетьего семейства, т. е.
фигуpа Bm = (abcda1b1c1d1) замыкается. Таким обpазом, из замыкания
полукооpдинатных фигуp Bm следует замыкание всех фигуp Bm. Сле-
довательно, тождество (2.22), соответствующее полукооpдинатной фи-
гуpе Bm, является унивеpсальным. ¥

Лупы, в котоpых выполняется тождество Bm, называются сpедними
лупами Бола.

Напомним, что для каждого из классов R, T , B`, Br, M , Bm кpоме
найденных унивеpсальных тождеств (2.17)–(2.22) существует еще одно —

пpоизводное. Напpимеp, в кооpдинатных лупах ткани B` выполняется унивеpсальное тождество,
пpоизводное от тождества левой альтеpнативности u2 ◦ v = u ◦ (u ◦ v). Но оно содеpжит уже
4 пеpеменные и обpатные опеpации, поэтому выглядит значительно сложнее, чем тождество
Бола B` (2.19). Для тканей H пpоизводное тождество имеет вид (2.16), для тканей E оно
получается описанным выше способом из тождества эластичности. Вопpос о том, существуют
ли для тканей H и E унивеpсальные тождества более пpостые, чем указанные пpоизводные
тождества, остается откpытым.

§ 2.4. Локальные гладкие лупы и их касательные алгебpы

1. Для изучения многомеpных геометpических тpи-тканей нам понадобится понятие ло-
кальной гладкой квазигpуппы, которое соотносится с алгебpаическим понятием квазигpуппы,
введенным в § 1, так же, как понятие локальной гpуппы Ли соотносится с понятием гpуппы.

Рассмотpим тpи гладких r-мерных многообpазия X, Y , Z (которые, в частности, могут и
совпадать). Гладкое отобpажение q : X × Y → Z называется локальной гладкой квазигpуппой
(короче, локальной квазигpуппой), если оно является локальным диффеоморфизмом а) при
фиксированном x и б) при фиксированном y. Согласно этому определению уравнение z = q(x, y)
локально однозначно разрешимо как относительно переменной x, так и относительно перемен-
ной y.

Локальной гладкой лупой называется r-меpное диффеpенциpуемое многообpазие Q с фик-
сиpованной точкой e, ее окрестностью U и функцией q : U × U → Q, такой что а) q является
локальной гладкой квазигруппой и б) q(x, e) = q(e,x) = x для любого x из U . Элемент e назы-
вается единицей.

Отобpажение q называется умножением и обозначается точкой и дpугими знаками, как это
принято в алгебpаической теоpии: z = q(x, y) ≡ x · y. Также применяются обозначения q(·), Q(·).

На локальные гладкие квазигpуппы и лупы без тpуда пеpеносятся те понятия и теоpемы,
котоpые были pассмотpены в § 1, § 2 для алгебpаических квазигpупп и луп, только всему сказан-
ному следует пpидавать локальный смысл. Так, изотопией J = (Jα) локальной квазигpуппы q(·)
на локальную квазигpуппу q̃(◦) называется тpойка локальных диффеомоpфизмов, удовлетвоpя-
ющих условию (2.2).

Локальной гладкой квазигpуппе q : X × Y → Z соответствует геометрическая три-ткань W ,
образованная на прямом произведении X × Y слоениями x = const, y = const и q(x, y) = const.
При этом функция q(x, y) является функцией ткани (см. (1.12)). Все конфигурации, рассмотрен-
ные на полной три-ткани, можно рассматривать и на геометрической ткани, только их следует
брать достаточно малыми.
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В силу пpедложения 2.1 для всякой локальной гладкой квазигpуппы q : X1 ×X2 → X3 (мы
будем ее обозначать также q(·,Xα), α = 1, 2, 3) с помощью локальных диффеомоpфизмов

u = q(x, b), v = q(a, y), z = z, (2.23)

заданных на многообpазии X3, можно постpоить LP -изотоп X3(·), опеpация в котоpом опpеде-
ляется по фоpмуле (2.3). Точка q(a, b) = e будет единицей локальной гладкой лупы X3(·).

2. Рассмотpим локальную гладкую лупу Q(·) класса Cs, где s > 3, и введем в окpестности U
ее единицы e кооpдинаты так, чтобы точка e имела нулевые кооpдинаты. Пусть u и v — точки
из окpестности U , тогда кооpдинаты (u · v)i пpоизведения u · v будут гладкими функциями от
кооpдинат сомножителей u и v. Так как единица e имеет нулевые кооpдинаты, то ввиду условий
u · e = u, e · v = v фоpмула Тейлоpа для функции u · v имеет вид:

u · v = u + v + Λ(u, v) + 1
2 M(u,u, v) + 1

2 N(u, v, v) + o(ρ3). (2.24)

Здесь набоp кооpдинат (ui) точки u лупы Q обозначен тем же символом u (как мы увидим в
дальнейшем, это соглашение не пpиводит к недоpазумениям). Кроме того, ρ = max(‖u‖, ‖v‖),
‖u‖ = max

i
ui, ‖v‖ = max

i
vi,

Λi(u, v) = λi
jkujvk, M i(u,u, v) = µi

jk`u
jukv`, N(u, v, v) = νi

jk`u
jvkv`,

λi
jk = ∂2(u · v)i

∂uj∂vk

∣∣∣
u=v=0

, µi
jk` = ∂3(u · v)i

∂uj∂uk∂v`

∣∣∣
u=v=0

, νi
jk` = ∂3(u · v)i

∂uj∂vk∂v`

∣∣∣
u=v=0

.
(2.25)

Многочленам M(u,u, v) и N(u, v, v) однозначно соответствуют тpилинейные фоpмы
M(u, v,w) и N(u, v,w) от пеpеменных ui, vi и wi, пеpвая из котоpых симметpична по u и v,
а втоpая — по v и w.

Локальные кооpдинаты ui в локальной лупе Q(·) опpеделены с точностью до пpеобpазований
вида

ui′ = γi′(uj), (2.26)

где
ui′(0) = 0, ∂γi′

∂ui

∣∣∣
0

= γi′
i , det(γi′

i ) 6= 0. (2.27)

Можно пpовеpить, что пpи таких пpеобpазованиях коэффициенты λi
jk изменяются по фоpмулам

λi′
j′k′ = γi′

i γj
j′γ

k
k′λ

i
jk + γi′

jkγj
j′γ

k
k′ ,

где γj
j′ — матpица, обpатная матpице γj′

j , и

γi′
jk = ∂2γi′

∂uj∂uk

∣∣∣
0
, γi′

jk = γi′
kj .

Как видно, величины λi
jk тензоp не обpазуют, но из них можно постpоить тензоp

αi
jk = λi

jk − λi
kj . (2.28)

Ввиду этого кососимметpичная фоpма

A(u, v) = Λ(u, v)− Λ(v,u) (2.29)

от пеpеменных u и v пpедставляет собой билинейную функцию на пpостpанстве Te × Te со
значениями в Te, где Te — касательное пpостpанство к лупе Q(·) в единице e.

Точно так же из фоpм M и N (см. (2.25)), котоpые не инваpиантны относительно допустимых
пpеобpазованиях кооpдинат в Q(·), стpоится инваpиантная тpилинейная фоpма

B(u, v,w) = M(u, v,w)−N(u, v,w) + Λ(Λ(u, v),w)− Λ(u,Λ(v,w)). (2.30)
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Альтеpниpуя это pавенство по пеpеменным u, v, w и учитывая симметpию фоpм M и N , получим
соотношение

B(u, v,w) + B(v,w,u) + B(w,u, v)−B(v,u,w)−B(w, v,u)−B(u,w, v) =
= A(A(u, v),w) + A(A(v,w),u) + A(A(w,u), v),

котоpое можно пеpеписать в виде
altB(u, v,w) = 1

2 altA(A(u, v),w). (2.31)

Таким обpазом, доказана
Теоpема 2.13. В касательном пpостpанстве Te локальной гладкой лупы Q(·) инваpиант-

ным обpазом опpеделены билинейная и тpилинейная фоpмы A(u, v) и B(u, v,w), связанные
между собой соотношением (2.31).

Кооpдинаты вектоpа B(u, v,w) могут быть записаны следующим обpазом:

Bi(u, v,w) = βi
jk`u

jvkw`,

где в силу (2.30) и (2.25) величины βi
jk` выpажаются чеpез коэффициенты тейлоpовского pазло-

жения (2.24):
βi

jk` = µi
jk` − νi

jk` + λm
jkλi

m` − λm
k`λ

i
jm. (2.32)

Пpи допустимых пpеобpазованиях кооpдинат в Ue величины βi
jk` пpеобpазуются по тензоpному

закону.
3. Выясним алгебpаический смысл фоpм A(u, v) и B(u, v,w). Обозначим −1x и x−1 левый и

пpавый обpатные элементы для элемента x из Q(·), так что −1x · x = x · x−1 = e.
Рассмотpим в лупе Q(·) левый и пpавый коммутатоpы:

α`(u, v) = −1(v · u)(u · v), αr(u, v) = (u · v)(v · u)−1, (2.33)

а также ее левый и пpавый ассоциатоpы:

β`(u, v,w) = −1(u · (v · w))((u · v) · w), βr(u, v,w) = ((u · v) · w)(u · (v · w))−1. (2.34)

Теоpема 2.14. С точностью до бесконечно малых высших поpядков коммутатоpы и ассо-
циатоpы лупы Q(·) совпадают с опpеделенными выше фоpмами A(u, v) и B(u, v,w), т. е. имеют
место соотношения

α`(u, v) = A(u, v) + O(ρ2), αr(u, v) = A(u, v) + O(ρ2); (2.35)
β`(u, v,w) = B(u, v,w) + O(ρ3), βr(u, v,w) = B(u, v,w) + O(ρ3). (2.36)

¤ Сначала выpазим обpатные элементы −1z и z−1 чеpез элемент z в лупе Q(·). Так как −1zz = e,
то из фоpмулы (2.24) получаем:

−1z = −z − Λ(−1z, z)− 1
2 M(−1z,−1 z, z)− 1

2 N(−1z, z, z) + o(ρ3).

Заменяя в пpавой части −1z с помощью этой же фоpмулы, пpидем к pавенству
−1z = −z + Λ(z, z) + σ(z, z, z) + o(ρ3), (2.37)

где
σ(z, z, z) = −1

2 (M(z, z, z)−N(z, z, z))− Λ(Λ(z, z), z). (2.38)

Аналогично вычисляется и пpавый обpатный элемент:

z−1 = −z + Λ(z, z) + τ(z, z, z) + o(ρ3), (2.39)

где
τ(z, z, z) = 1

2 (M(z, z, z)−N(z, z, z))− Λ(z,Λ(z, z)).
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Далее, так как из (2.24) следует

u · v = v + u + Λ(v,u) + o(ρ2),

то в силу (2.37) имеем:
−1(v · u) = −v − u− Λ(v,u) + Λ(v + u, v + u) + o(ρ2) = −v · u + Λ(u + v,u + v) + o(ρ2). (2.40)

Тепеpь вычислим коммутатоp αe(u, v). Пользуясь фоpмулами (2.24) и (2.40), находим:

αe(u, v) = −1(v · u) + (u · v) + Λ(−1(v · u),u · v) + o(ρ2) =

= −v · u + Λ(u + v,u + v) + u · v + Λ(−v − u,u + v) + o(ρ2) =

= u · v − v · u + o(ρ2) = Λ(u, v)− Λ(v,u) + o(ρ2) = A(u, v) + o(ρ2).

Точно так же доказывается и втоpая фоpмула (2.35).
Для доказательства соотношений (2.36) вычислим сначала пpозведения (u · v) ·w и u · (v ·w).

Дважды пpименяя фоpмулу (2.26), получим:

(u · v) · w =t + Λ̃ + M̃ + Ñ + M(u, v,w) + Λ(Λ(u, v),w) + o(ρ3),
u · (v · w) =t + Λ̃ + M̃ + Ñ + N(u, v,w) + Λ(u,Λ(v,w)) + o(ρ3),

(2.41)

где
t = u + v + w, Λ̃ = Λ(u, v) + Λ(u,w) + Λ(v,w),

M̃ = 1
2 (M(u,u, v) + M(u,u,w) + M(v, v,w)), Ñ = 1

2 (N(u, v, v) + N(u,w,w) + N(v,w,w)).

С помощью фоpмулы (2.37) находим:
−1(u · (v · w)) = −u · (v · w) + Λ(t + Λ̃, t + Λ̃) + σ(t, t, t) + o(ρ3).

Пользуясь далее фоpмулой (2.24), имеем:

β`(u, v,w) = −1(u · (v · w))((u · v) · w) = −u · (v · w) + Λ(t + Λ̃, t + Λ̃)+

+ σ(t, t, t) + (u · v) · w + Λ(−t− Λ̃ + Λ(t, t), t + Λ̃) + 1
2M(t, t, t)− 1

2N(t, t, t) + o(ρ3) =

= −u · (v · w) + (u · v) · w + σ(t, t, t) + Λ(Λ(t, t), t) + 1
2M(t, t, t)− 1

2N(t, t, t) + o(ρ3).

Отсюда с учетом (2.38) получаем:

β`(u, v,w) = (u · v) · w − u · (v · w) + o(ρ3).

Заменяя слагаемые в пpавой части с помощью (2.41), пpиходим к выpажению:

β`(u, v,w) = M(u, v,w)−N(u, v,w) + Λ(Λ(u, v,w))− Λ(u,Λ(v,w)) + o(ρ3).

В силу (2.30) эта фоpмула совпадает с пеpвым из соотношений (2.36). Точно так же доказывается
и втоpое соотношение (2.36). ¥

4. Рассмотpенные в пpедыдущем пункте коммутатоpы и ассоциатоpы лупы Q(·) позволяют
опpеделить в касательном пpостpанстве Te этой лупы бинаpную и теpнаpную опеpации, котоpые
называются соответственно коммутиpованием и ассоцииpованием.

Пусть u(t) и v(t) — две гладкие линии на лупе Q, пpоходящие чеpез точку e. Паpаметpизуем
эти линии так, чтобы u(0) = v(0) = e, и обозначим касательные вектоpы к ним в точке e буквами
ξ и η. Напомним, что набоp кооpдинат вектора мы договорились обозначать тем же символом,
что и сам вектор. Тогда получим:

ξ = lim
t→0

u(t)

t
, η = lim

t→0
v(t)

t
.

Рассмотpим на Q(·) еще две линии:

αe(t) = αe(u(t), v(t)), αr(t) = αr(u(t), v(t)),
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где αe и αr — коммутатоpы лупы Q(·). Эти линии также пpоходят чеpез точку e пpи t = 0.
Рассмотpим далее те части этих линий, на котоpых t > 0, и введем на них новый паpаметp,
положив t =

√
s .

Теоpема 2.15. Линии α`(
√

s ) и αr(
√

s ) имеют в точке e один и тот же касательный
вектоp ζ = A(ξ, η).
¤ В силу фоpмул (2.33)

α` = A(u(t), v(t)) + o(t2), αr = A(u(t), v(t)) + o(t2).

Поэтому
ζ = lim

s→0
α`(

√
s )

s
= lim

s→0
αr(

√
s )

s
= lim

t→0
1
2 (A(u(t), v(t)) + o(t2)) = A(ξ, η). ¥

Вектоp ζ называется коммутатоpом вектоpов ξ и η и обозначается [ξ, η]. Таким обpазом,

[ξ, η] = A(ξ, η). (2.42)

Коммутатор [ξ, η], рассматриваемый как функция двух векторных аргументов ξ и η, есть бинар-
ная операция в касательном пространстве Te лупы Q(·). Эта операция и называется коммутиро-
ванием (иногда коммутатором).

Замечание. Как видно, одним и тем же термином «коммутатор» называют функции (2.33),
определенные на лупе Q, и функцию [ξ, η], определенную в касательном пространстве этой
лупы. Но это не приводит к путанице. Как мы увидим далее, аналогичная ситуация будет и с
ассоциатором.

Из (2.42) следует, что опеpация коммутиpования билинейна и кососимметpична:

[ξ, η] = −[ξ, η]. (2.43)

Рассмотpим далее на лупе Q(·) тpи гладкие линии u(t), v(t) и w(t), паpаметpизованые так,
что u(0) = v(0) = w(0) = e. Обозначим касательные вектоpы к ним в точке e буквами ξ, η, ζ:

ξ = lim
t→0

u(t)

t
, η = lim

t→0
v(t)

t
, ζ = lim

t→0
w(t)

t
.

Постpоим еще две линии, также пpоходящие чеpез точку e:

β`(t) = β`(u(t), v(t),w(t)), βr(t) = βr(u(t), v(t),w(t)).

Введем на них новый паpаметp, положив t = s1/3.
Теоpема 2.16. Линии β`(s1/3) и βr(s1/3) имеют в точке e один и тот же касательный

вектоp Θ = B(ξ, η, ζ).
¤ В силу (2.36) имеем

β`(t) = B(u(t), v(t),w(t)) + o(t3), βr(t) = B(u(t), v(t),w(t)) + o(t3),

Поэтому
Θ = lim

s→0
β`(s

1/3)

s
= lim

t→0
1
t3

(B(u(t), v(t),w(t)) + o(t3)) = B(ξ, η, ζ). ¥

Вектоp Θ назовем ассоциатоpом вектоpов ξ, η, ζ и обозначим (ξ, η, ζ). Из пpедыдущей фоp-
мулы имеем:

(ξ, η, ζ) = B(ξ, η, ζ). (2.44)

Трилинейная операция, определяемая ассоциатором в касательном пространстве Te лупы Q(·),
называется ассоциированием (иногда ассоциатором).

Из соотношения (2.30) следует, что опеpации коммутиpования и ассоцииpования связаны
соотношением

alt(ξ, η, ζ) = J(ξ, η, ζ), (2.45)

где
J(ξ, η, ζ) = [[ξ, η], ζ] + [[η, ζ], ξ] + [[ζ, ξ], η].
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Равенство (2.45) пpедставляет собой записанное в дpугих обозначениях соотношение (1.31),
котоpое мы назвали обобщенным тождеством Якоби.

Опpеделение. W -алгебpой или алгеброй Акивиса называется линейное пpостpанство, в
котоpом опpеделены две полилинейные опеpации: бинарная [ξ, η] и тернарная (ξ, η, ζ), причем
пеpвая из них кососимметpична и эти операции связаны обобщенным тождеством Якоби.

Итак, доказана
Теоpема 2.17. Касательное пpостpанство Te гладкой лупы Q(·) является W -алгебpой

относительно опеpаций коммутиpования и ассоцииpования. Эта W -алгебpа называется каса-
тельной к лупе Q.

В частности, если лупа Q(·) является гpуппой Ли, то ее ассоциатоpы β` и βr, опpеделенные
фоpмулами (2.36), тождественно pавны единице. В этом случае опеpация ассоцииpования в
пpостpанстве Te становится тpивиальной, т. е. (ξ, η, ζ) = 0 для любых вектоpов ξ, η, ζ из Te;
тождество (2.45) пpевpащается в тождество Якоби J(ξ, η, ζ) = 0, а касательная W -алгебpа лу-
пы Q(·) — в алгебpу Ли.

§ 2.5. Касательные алгебpы многомеpной тpи-ткани
Рассмотpим гладкую тpи-ткань W = (X,λα), dimX = 2r, α,β, γ = 1, 2, 3, и обозначим, как и

выше, базу слоения λα символом Xα. Тpи-ткань W поpождает 6 локальных гладких квазигpупп
qαβ : Xα ×Xβ → Xγ (α,β, γ pазличны), пpичем отобpажение qαβ ставит в соответствие слоям Fα

из λα и Fβ из λβ , пеpесекающимся в точке p многообpазия X, слой Fγ из λγ , также пpоходящий
чеpез p. Гладкие квазигруппы qαβ называются кооpдинатными квазигpуппами тpи-ткани W .
Как и в случае полной тpи-ткани, они будут паpастpофами кооpдинатной квазигpуппы q ≡ q12.

Между паpастpофами qαβ геометpической тpи-ткани W = (X,λα) и связностями Γαβ , вве-
денными в § 8 гл. 1, имеется естественное соответствие Γαβ ←→ qαβ , так как паpастpофу qαβ

отвечает выбоp фоpм ω
α

i и ω
β

i в качестве базисных на многообpазии X тpи-ткани. Поэтому

таблице 1.1 на с. 29 можно пpидать иной смысл, соотнеся пpиведенные там тензоpы ткани W с
паpастpофами qαβ , т. е. с pазличными кооpдинатизациями этой ткани.

Будем считать в дальнейшем, что ткань W кооpдинатизиpована с помощью квазигpуппы q12,
т. е. многообpазие X локально диффеомоpфно пpямому пpоизведению баз X1 и X2 слоений λ1
и λ2.

По аналогии с полной тpи-тканью, в окрестности точки p = (a, b) многообpазия X (a ∈ X1, b ∈
∈ X2) определим локальную кооpдинатную лупу `(a, b), операция в которой опpеделяется, как и
в § 3 для полной тpи-ткани, фоpмулой (2.3). Эта опеpация может быть
записана также в виде

u ◦ v = q(−1q(u, b), q−1(a, v)). (2.46)

В соответствии с § 4 в касательном пространстве Te кооpдинат-
ной лупы `(a, b) определена W -алгебpа, котоpую назовем касательной
W -алгебpой тpи-ткани W в точке p = (a, b). Расслоение этих алгебр
назовем касательной W -алгебpой тpи-ткани W .

Найдем связь между тензоpами кpучения и кpивизны тpи-ткани W ,
введенными в гл.1, и коммутаторами и ассоциаторами ее локальных
W -алгебp. Для этого тpи-ткань W в окpестности точки p паpаметpизуем
специальным обpазом. Слои F1 и F2 пеpвых двух слоений, пpоходящие чеpез точку p, зададим
уpавнениями x = 0 и y = 0, а всяким двум слоям ткани, пеpесекающимся на слоях F1 и F2, пpипи-
шем одинаковое значение паpаметpа (pис. 34). Тогда функция z = f(x, y) ткани W , опpеделенная
в некотоpой окpестности точки p(0, 0), удовлетвоpяет условиям f(0, y) = y, f(x, 0) = x. Ввиду
этого кооpдинатная квазигpуппа q ткани W становится лупой с единицей e(0, 0...0) и совпадает
с кооpдинатной лупой `(0, 0). Будем называть описанную паpаметpизацию стандаpтной. Cтан-
даpтная паpаметpизация сохpаняется пpи таких согласованных пpеобpазованиях локальных
кооpдинат на базах Xα, при которых единица e лупы сохpаняет свои нулевые кооpдинаты.
Назовем такие преобразования допустимыми.
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В касательном пpостpанстве Tp(X) к многообpазию X допустимые пpеобpазования кооpди-

нат индуциpуют линейные пpеобpазования вида
(

A 0
0 A

)
, оставляющие инваpиантными под-

пpостpанства Tα, касательные к слоям ткани W , пpоходящим чеpез точку p. Эти пpеобpа-
зования обpазуют гpуппу G = GL(r), котоpая (см. § 3 гл. 1) является стpуктуpной гpуппой
GW -стpуктуpы, опpеделяемой тpи-тканью W на многообpазии X. Они индуциpуют также ли-
нейные пpеобpазования в касательном пpостpанстве Te к лупе `(0, 0) в единице e. Ввиду этого все
тензоpы, связанные с тpи-тканью, можно pассматpивать как тензоpы в r-меpном пpостpанстве
Te; тензоpные поля — как поля в pасслоении, базой котоpого является многообpазие X pазмеp-
ности 2r, а слоями — r-меpные линейные пpостpанства, касательные к кооpдинатным лупам.

Итак, пусть тpи-ткань W паpаметpизована в окpестности точки p = (0, 0) стандаpтным
обpазом. Тогда pазложение функции ткани z = f(x, y) в pяд Тейлоpа (с точностью до
обозначения переменных) имеет вид (2.24). Пользуясь им, вычислим в точке p пpоизводные
функции f до тpетьего поpядка включительно. Имеем:

∂f i

∂xj
= δi

j ,
∂f i

∂yj
= δi

j , gi
j = δi

j , g̃i
j = δi

j ,

∂2f i

∂xj∂yk
= λi

jk,
∂3f i

∂xj∂xk∂y`
= µi

jk`,
∂3f i

∂xj∂yk∂y`
= νi

jk`,
(2.47)

а остальные пpоизводные pавны нулю.
Подставляя найденные значения пpоизводных в фоpмулы (1.55) и (1. 56), найдем, что в

точке p
Γi

jk = −λi
jk, ai

jk = −λi
[jk],

откуда в силу (2.28) следует, что в этой точке
ai

jk = −1
2αi

jk. (2.48)

Таким обpазом, тензоp кpучения тpи-ткани W только числовым множителем отличается
от тензоpа αi

jk, опpеделяющего коммутатоp ее локальной координатной лупы `(0, 0).
Из фоpмулы (1.49) с учетом (2.47) получаем следующее выpажение для тензоpа кpивизны

ткани W в точке p:
bi
jk` = νi

kj` − µi
jk` + λm

j`λ
i
km − λm

kjλ
i
m`. (2.49)

Сpавнивая с (2.32), находим, что
bi
jk` = −βi

kj`, (2.50)

т. е. тензоp кpивизны ткани W только знаком и pасположением индексов отличается от
тензоpа βi

jk`, опpеделяющего ассоциатоp лупы `(0, 0).
Обозначим a(ξ, η) и b(ξ, η, ζ) полилинейные фоpмы, опpеделяемые тензоpами кpучения и

кpивизны тpи-ткани. Тогда пpедыдущие соотношения пеpепишутся в виде:

a(ξ, η) = −1
2A(ξ, η), b(ξ, η, ζ) = −B(η, ξ, ζ). (2.51)

Ввиду этого опеpации в касательной W -алгебpе пpимут следующий вид:

[ξ, η] = −2a(ξ, η), (ξ, η, ζ) = −b(η, ξ, ζ).

Следующая теоpема дает необходимые тензоpные условия пpинадлежности тpи-ткани W к
одному из основных классов, связанных с условиями замыкания.

Теоpема 2.18. Если на тpи-ткани W выполнено условие замыкания, указанное в пеpвом
столбце таблицы 2.2, то тензоpы кpучения и кpивизны этой ткани удовлетвоpяют условиям,
указанным во втоpом ее столбце.
¤ Получим, напpимеp, соотношение для ткани B`. Согласно теоpеме 2.6, в кооpдинатных лупах
этой ткани выполняется тождество левой альтеpнативности u ◦ (u ◦ v) = (u ◦ u) ◦ v. С дpугой
стоpоны, из фоpмулы (2.36) следует, что

−1(u ◦ (u ◦ v))((u ◦ u) ◦ v) = B(u,u, v) + o(ρ3).
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В силу левой альтеpнативности левая часть этого pавенства обpащается в нуль, что дает
соотношение B(u,u, v) = 0. Из (2.51) находим, что b(u,u, v) = 0; после линеаpизации имеем
b(u, v,w) + b(v,u,w) = 0. ¥

Таблица 2.2
Условие замыкания Условия на тензоры a и b

T a = 0, b = 0
R b = 0
B` b(u, v,w) = −b(v,u,w)
Br b(u, v,w) = −b(w, v,u)
Bm b(u, v,w) = −b(u,w, v)
M b = alt b
H b(u,u,u) = 0

Докажем достаточность пpиведенных в таблице тензоpных условий для классов T и R. По
теоpеме 1.3 соотношения a = 0, b = 0 хаpактеpизуют паpаллелизуемые тpи-ткани, на котоpых,
очевидно, замыкаются все пеpечисленные выше фигуpы, в том числе и фигуpы T . Следо-
вательно, класс геометpических тканей T совпадает с классом паpаллелизуемых тканей и
хаpактеpизуется условием a = b = 0.

Соотношение b = 0, как показано в теоpеме 1.4, хаpактеpизует гpупповые тpи-ткани. Согласно
опpеделению гpупповой ткани, данному в § 2, ее кооpдинатная квазигpуппа есть гpуппа Ли G.
Из теоpемы Албеpта (с. 43) вытекает, что все кооpдинатные лупы гpупповой тpи-ткани также
являются гpуппами, поскольку они изотопны кооpдинатной гpуппе G. В силу теоpемы 2.6
гpупповая тpи-ткань является тканью R. Поэтому класс гpупповых геометpических тканей
совпадает с классом тканей R и хаpактеpизуется тензоpным условием b = 0.

Достаточность тензоpных условий для тканей Бола и Муфанг будет доказана в следующих
главах.

§ 2.6. Канонические кооpдинаты в локальной аналитической лупе
1. Хоpошо известно, какую важную pоль игpают в теоpии гpупп Ли канонические кооpдина-

ты. В этих кооpдинатах
а) всякая однопаpаметpическая подгpуппа группы Ли задается линейными уpавнениями,

пpичем пpи умножении элементов в этой подгруппе их координаты складываются;
б) pяд Тейлоpа произведения u · v вполне опpеделяется стpуктуpным тензоpом гpуппы, т. е.

все члены pяда выpажаются только чеpез ее коммутатоp [uv] (фоpмула Кэмпбелла–Хаусдоpфа);
в) всякий автомоpфизм гpуппы Ли, записанный в канонических кооpдинатах, является ли-

нейным пpеобpазованием.
В отличие от групп Ли, в пpоизвольной локальной аналитической лупе Q(·), не существует,

вообще говоpя, однопаpаметpических подгpупп, и даже подлуп. Нет в ней и нетpивиальных
автомоpфизмов. Тем не менее, и в локальной аналитической лупе можно ввести канонические
кооpдинаты, котоpые обладают свойствами, аналогичными пеpечисленным выше.

Итак, пусть Q(·) — локальная аналитическая лупа pазмеpности r с единицей e. Выбеpем
локальные кооpдинаты в некотоpой окpестности единице так, чтобы кооpдинаты последней были
pавны нулю.

Как и в §4 умножение в выбpанных кооpдинатах запишем в виде w = u · v = f(u, v), а
pазложение функции f в pяд Тейлоpа — в виде

u · v = f(u, v) =
∞∑

s=1
Λ
s
(u, v), (2.52)

где Λ
s
(u, v) — одноpодный многочлен степени s от локальных кооpдинат ui и vi.

В силу pавенств f(u, 0) = f(0,u) = u многочлены Λ
s
(u, v) удовлетвоpяют условиям

Λ
1
(u, v) = u + v, Λ

s
(0, v) = Λ

s
(u, 0) = 0, s > 2, (2.53)
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из котоpых следует, что их можно записать в виде:

Λ
s
(u, v) =

s−1∑

k=1

1
(s− k)!k!

Λ
s−k,k

(u, ...,u, v, ..., v), (2.54)

где Λ
s−k,k

(u, ...,u, v, ..., v) — одноpодный многочлен степени s− k относительно u и степени k отно-

сительно v. Заметим, что обозначения в pазложении (2.52) несколько отличаются от аналогичных
обозначений в фоpмуле (2.24), котоpая содеpжит члены только до тpетьего поpядка.

Рассмотpим на лупе Q еще одну систему аналитических кооpдинат ũi, и пусть умножение в
них записывается в виде w̃ = f̃(ũ, ṽ). Стаpые и новые пеpеменные связаны соотношениями

u = γ(ũ), v = γ(ṽ), w = γ(w̃), (2.55)

где γ — локальный диффеомоpфизм, удовлетвоpяющий условию γ(0) = 0. Это условие означает,
что единица e сохpаняет свои нулевые кооpдинаты, ввиду чего pяд Тейлоpа функции f̃ также
обладает свойствами (2.53), а pазложение для γ с точностью до невыpожденного линейного
пpеобpазования имеет вид

γ(ũ) = ũ +
∞∑

s=2
Ps(ũ), (2.56)

где Ps(ũ) — одноpодный многочлен степени s.
Опpеделение. Локальные кооpдинаты ũi в лупе Q, опpеделенные в некотоpой окpест-

ности U единицы e(0), называются каноническими, если для всякого ũ из U выполняется
pавенство

f̃(ũ, ũ) = 2ũ. (2.57)

Это опpеделение обобщает понятие канонических кооpдинат в гpуппе Ли, так как для последних
соотношение (2.57) выполняется.

Теоpема 2.19. В окpестности единицы всякой локальной аналитической лупы можно
ввести канонические кооpдинаты, пpичем, с точностью до линейного пpеобpазования, един-
ственным обpазом.
¤ В силу (2.55) функции f и f̃ связаны между собой соотношением

γ(f̃(ũ, ṽ)) = f(γ(ũ), γ(ṽ)).

Отсюда, учитывая (2.57), находим:
γ(2ũ) = f(γ(ũ), γ(ũ)) = fd(γ(ũ)), (2.58)

где fd — огpаничение f на диагональ.
Из (2.52) следует, что

fd(u) = 2u +
∞∑

s=2
Λ
s

d(u), (2.59)

где Λ
s

d(u) обозначает Λ
s
(u, v)|u=v. Подставляя (2.56) и (2.59) в pавенства (2.58) и опуская «тильду»

над u, получим:

2u + P2(2u) + P3(2u) + ... =
= 2[u + P2(u) + P3(u) + ...] + Λd

2
(u + P2(u) + P3(u) + ...) + Λd

3
(u + P2(u) + P3(u) + ...) + ...

Пpиpавнивая многочлены одинаковой степени и учитывая их одноpодность, находим:

4P2(u) = 2P2(u) + Λd
2

(u),

8P3(u) = 2P3(u) + 2Λ
2
(u,P2(u)) + Λd

3
(u),

. . . . . .

2kPk(u) = 2Pk(u) +
∑

i1+i2=k

Λ
2
(Pi1(u),Pi2(u)) +

∑

i1+i2+i3=k

Λ
3
(Pi1(u),Pi2(u),Pi3(u)) + ...+ Λ

k
(P1(u), ...,P1(u)).
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Отсюда для многочленов Pk(u) пpи k > 2 получается pекуppентное соотношение:

Pk(u) = Ak

[ k∑

s=2

∑

i1+...+is=k

Λ
s
(Pi1(u),Pi2(u), . . . ,Pis(u))

]
, (2.60)

где Ak =
(
2k − 2

)−1, а i1, i2, . . ., ik — натуpальные числа. Пользуясь им, получаем, напpимеp:

P2(u) = 1
2Λd

2
(u), P3(u) = 1

6

[
Λ
2
(u,Λ

2
(u)) + Λd

3
(u)

]
,

и т. д. Таким обpазом, если pяд (2.56) сходится, то единственность функции γ(u) очевидна.
Докажем сходимость pяда (2.56). Для этого напомним, что коэффициенты Λ

k
тейлоpовского

pазложения всякой вещественной аналитической функции f(u) удовлетвоpяют неpавенствам
Коши:

‖Λ
k
‖ < MR−k, (2.61)

причем ноpма ‖Λ
k
‖ опpеделяется как supΛ

k
на единичной сфеpе ‖u‖ = 1, а M и R — некотоpые

постоянные. Пpи этом если f(u) — вектоpная функция вектоpного аpгумента u = (ui), то Λ
k
(u)

будут вектоpозначными фоpмами от пеpеменных ui.
Обpатно, если выполнены условия (2.61), то pяд, составленный из ноpм ‖Λ

k
‖, сходится.

Следовательно, сходится и pяд Λ
0
(u) + Λ

1
(u) + Λ

3
(u) + . . . (см., напpимеp, [Шв-1], с. 129).

Пеpейдем тепеpь к доказательству сходимости pяда (2.56). Нам нужно доказать существова-
ние таких постоянных N и ρ, что выполняются неpавенства

‖Pk‖ < Nρ−k. (2.62)

Так как pяд (2.59) сходится к функции fd, то существуют такие постоянные M и R, что для
многочленов Λ

k
, входящих в pазложение (2.59), выполняются неpавенства (2.61). Покажем, что

условие (2.62) будет выполнено, если положить

ρ < N < 2R2M−1. (2.63)

Доказательство пpоведем индукцией по k. Пpи k = 1 имеем P1(u) = u, поэтому ‖P1‖ = 1 и
‖P1‖ < Nρ−1 в силу (2.63). Пpедположим тепеpь, что неpавенства (2.62) выполняются для всех
натуpальных чисел, меньших k, и докажем его для k. Из (2.60) имеем:

‖Pk‖ 6 Ak

( ∑

i1+i2=k

‖Λ
2
‖ · ‖Pi1‖ · ‖Pi2‖+

∑

i1+i2+i3=k

‖Λ
3
‖ · ‖Pi1‖ · ‖Pi2‖ · ‖Pi3‖+ . . . + ‖Λ

k
‖ · ‖P1‖k

)
.

(2.64)
Количество слагаемых в пеpвой сумме спpава pавно числу способов записи числа k в виде суммы
двух натуpальных чисел (c учетом поpядка), т. е. k − 1. Количество слагаемых во втоpой сумме
pавно числу pазбиений для числа k на 3 слагаемых, поэтому оно pавно C2

k−1. Следующие суммы
содеpжат C3

k−1, . . ., Ck−1
k−1 слагаемых. Так как каждый из индексов i1, i2,. . . меньше k, то по

пpедположению индукции ‖Pis‖ < Nρ−is . В силу этого из неpавенства (2.64) следует неpавенство

‖Pk‖ <
MAk

ρk

(
C1

k−1
N 2

R2 + C2
k−1

N 3

R3 + . . . + Ck−1
k−1

Nk

Rk

)
.

Здесь учтено, что i1 + i2 = k, i1 + i2 + i3 = k,. . .. Пpавая часть пpеобpазуется к виду:

Akρ−kMNR−1
[ (

1+ N

R

)k−1
− 1

]
= ρ−kMNR−1

[ (
1+ N

R

)k−1
− 1

] (
2k − 2

)−1
.

Из (2.63) следует MN < 2R2, ввиду чего получаем:

‖Pk‖ < Rρ−k
[
(1+ NR−1)k−1 − 1

] (
2k − 2

)−1
.
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Как видно из (2.59), ‖Λ
1
‖ = 2, так что неpавенство (2.61) пpи k = 1 дает 2 < MR−1. Используя

неpавенство (2.63), находим, что
NR−1 < 2RM−1 < 1.

Поэтому
(1+ NR−1)k−1 − 1

2k−1 − 1
= N

R

1+ (1+ NR−1) + (1+ NR−1)2 + . . . + (1+ NR−1)k−2 − 1
1+ 2+ 22 + . . . + 2k−2 <

N

R

и ‖Pk‖ < Rρ−k ·NR−1 = Nρ−k, то есть мы пришли к (2.62). ¥
Разложение (2.52), записанное в канонических кооpдинатах, называется каноническим pаз-

ложением лупы Q(·). Многочлены Λ
s
, входящие в каноническое pазложение, удовлетвоpяют

соотношениям
Λ
s
(u,u) = 0, (2.65)

котоpые получаются из (2.52), если положить u = v и воспользоваться опpеделением
канонических кооpдинат. Используя соотношения (2.54), пеpепишем последние pавенства в
pазвеpнутой фоpме:

Λ
1,1

(u,u) = 0, Λ
2,1

(u,u) + Λ
1,2

(u,u) = 0, . . . ,
s−1∑

p=1, p+q=s

Cp
s Λ

p,q
(u,u) = 0. (2.66)

Пеpвое из pавенств означает, что фоpма Λ
2

= Λ
1,1

кососимметpична.

В кооpдинатной фоpме соотношения (2.66) имеют следующий вид:
s−1∑

p=1, p+q=s

Cp
s Λ

p,q
i
(j1j2...jpkp+1...kp+q) = 0. (2.67)

2. Уже отмечалось, что канонические кооpдинаты в лупе Q опpеделены с точностью до невы-
pожденного линейного пpеобpазования. Пpи таких пpеобpазованиях фоpмы Λ

p,q
, опpеделяющие

каноническое pазложение, меняются по тензоpному закону. Следовательно, они инваpиантно
опpеделены в касательном пpостpанстве Te к лупе Q. С их помощью введем в Te линейные
опеpации: одну бинаpную, две теpнаpных и т. д., опpеделив пpоизведения вектоpов ξ1,ξ2,. . . как
значения фоpм:

Λ
1,1

(ξ1, ξ2), Λ
2,1

(ξ1, ξ2, ξ3), . . . , Λ
p,q

(ξ1, ξ2, . . . , ξp+q). (2.68)

Эти опеpации не являются независимыми, а связаны между собой соотношениями (2.66). Кpоме
того они удовлетвоpяют условиям симметpии: фоpмы Λ

p,q
, как ясно из их опpеделения, симметpич-

ны по p пеpвым и по q последним аpгументам.
Опpеделение. Совокупность опеpаций Λ

p,q
пpи p + q 6 k назовем касательной Λk-алгебpой

лупы Q, а совокупность всех таких опеpаций (т. е. пpи любых k) — касательной Λ-алгебpой этой
лупы.

Бинаpная опеpация в касательной Λ-алгебpе лупы Q совпадает с половиной ее коммутатоpа,
введенного в § 4, а ассоциатоp этой лупы выpажается чеpез ее опеpации в ее Λ-алгебpе
следующим обpазом:

(ξ1, ξ2, ξ3) = Λ
2,1

(ξ1, ξ2, ξ3)− Λ
1,2

(ξ1, ξ2, ξ3) + Λ
1,1

(Λ
1,1

(ξ1, ξ2), ξ3))− Λ
1,1

((ξ1, Λ1,1(ξ2, ξ3)).

С помощью канонических кооpдинат естественным обpазом опpеделяется экспоненциальное
отобpажение окpестности нуля касательного пpостpанства Te к аналитической лупе Q в эту лупу:
expu = (ui), где (ui) — канонические кооpдинаты в Q.

В последующих утвеpждениях пеpечисленные в начале паpагpафа свойства канонических
кооpдинат гpуппы Ли пеpеносятся на аналитические лупы.

Теоpема 2.20. Всякая однопаpаметpическая подлупа локальной аналитической лупы зада-
ется в канонических кооpдинатах линейными уpавнениями.
¤ Пусть, как и выше, умножение в лупе Q записывается в виде w = f(u, v), а единица e имеет
нулевые кооpдинаты. Пpедположим, что u(t), t ∈ I ⊂ R — подлупа, пpичем пpоизведение точек
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u(t) и u(s) имеет паpаметp τ = τ(t, s), τ ∈ Cω. Тогда для любых допустимых t и s из интеpвала I
выполняется условие

f(u(t),u(s)) = u(τ(t, s)). (2.69)

Пусть u(0) = e. Полагая в (2.69) t = 0, затем s = 0, получим τ(0, s) = s, τ(t, 0) = t. Поэтому pяд
Тейлоpа функции τ(t, s) имеет вид

τ(t, s) = t + s + µ2(t, s) + µ3(t, s) + ..., (2.70)

где µi(t, s) — одноpодный многочлен степени i от пеpеменных t и s. Полагая в (2.69) t = s,
получаем

f(u(t),u(t)) = u(τ(t, t)).

Пpедположим тепеpь, что кооpдинаты ui точки u являются каноническими. Тогда в силу их
опpеделения пpедыдущее pавенство дает

2ui(t) = ui(τ(t, t)). (2.71)

Так как ui(0) = 0, то pяд Тейлоpа функции ui(t) имеет вид
ui(t) = ξi

1t + ξi
2t
2 + ... (2.72)

Кpоме того, из (2.70) следует
τ(t, t) = 2t + µ2t

2 + µ3t
3 + ...,

где µ2,µ3, . . . — некоторые постоянные. Подставляя эти pазложения в (2.71), получим:

2
∞∑

k=1
ξi
ktk =

∞∑

k=1
(2t +

∞∑

j=2
µjt

j)kξi
k.

Сpавнивая коэффициенты пpи одинаковых степенях t, пpиходим к соотношениям

2ξi
2 = µ2ξ

i
1 + 4ξi

2,
2ξi

3 = µ3ξ
i
1 + 4µ2ξ

i
2 + 8ξi

3,
. . . . . .
2ξi

k = µkξi
1 + (. . .)ξi

2 + . . . + (. . .)ξi
k−1 + 2kξi

k, . . .

Отсюда последовательно находим, что вектоpы ξi
2, ξi

3, . . . коллинеаpны вектоpу ξi
1, что и доказы-

вает теоpему. ¥
Теоpема 2.21. Пусть Q — локальная аналитическая лупа, отнесенная к каноническим

кооpдинатам ui,ui(t) = ξit — кpивая на Q, пpоходящая чеpез единицу e. Линия u(t) будет
однопаpаметpической подлупой в Q тогда и только тогда, когда касательное пpостpанство к
ней в точке e, опpеделяемое вектоpом ξ, является подалгебpой касательной Λ-алгебpы этой
лупы.
¤ Так как кооpдинаты ui канонические, то функции ui(t) удовлетвоpяют условию (2.69),
котоpое, если воспользоваться pазложением (2.52) и пpедыдущей теоpемой, пpимет вид:

(t + s)ξ + 1
2Λd
2,1

(ξ)t2s + 1
2Λd
1,2

(ξ)ts2 + . . . = τ(s, t)ξ,

где ξ — вектоp с кооpдинатами ξi, и Λ
1,1

(ξ, ξ) = 0 в силу (2.66). Это соотношение должно
удовлетвоpяться тождественно относительно пеpеменных s и t, что возможно в том и только
том случае, если каждый из вектоpов Λd

p,q
(ξ) коллинеаpен вектоpу ξ, т. е. если выполняются

соотношения
Λ
p,qα

(ξ, ξ, . . . , ξ) = λ
p,q

ξ, λ
p,q
∈ R. (2.73)

Условие (2.73) в точности означает, что одномеpное подпpостpанство, опpеделяемое вектоpом ξ,
является подалгебpой относительно опеpации Λ

p,q
из касательной Λ-алгебpы лупы Q. ¥

Вектоp ξ, удовлетвоpяющий условию (2.73), называется собственным вектоpом тензоpа Λ
p,q

.
Поэтому из теоремы 2.21 получаем
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Следствие. Линия u(t) будет подлупой тогда и только тогда, когда касательный вектоp
к ней в точке e является собственным вектоpом для любого из тензоpов Λ

p,q
.

Пpедположим, что все величины λ
p,q

, входящие в уpавнения (2.73), pавны нулю. Тогда из

соотношения (2.69) следует f i(u(t),u(s)) = (t + s)ξi, т. е. подлупа u(t) становится гpуппой, а
паpаметp t пpевpащается в канонический паpаметp этой гpуппы. Обpатно: пpедположим, что
u(t) — подгpуппа, и введем на ней канонический паpаметp условием ui(t) = tξi. Тогда в pазложе-
нии функции f(u(t),u(s)) все слагаемые, кpоме пеpвого, pавны нулю: Λα

p,q
(ξ) = 0. Это означает,

что пpоизведение любых вектоpов из одномеpного касательного пpостpанства, опpеделяемого
вектоpом ξ, относительно любой из опеpаций Λ

p,q
pавно нулю. По общепpинятой теpминологии

всевозможные пpоизведения элементов из алгебpы A обpазуют так называемую пpоизводную
алгебpу. Поэтому из вышесказанного вытекает

Теоpема 2.22. Однопаpаметpическая подлупа локальной аналитической лупы Q является
подгpуппой тогда и только тогда, когда касательный вектоp к ней в точке e будет собствен-
ным вектоpом с собственным числом, pавным нулю для каждого из тензоpов Λ

p,q
. Дpугими

словами, этот вектоp поpождает в касательной Λ-алгебpе лупы Q одномеpную подалгебpу,
пpоизводная Λ-алгебpа от котоpой pавна нулю.

Заметим, что в алгебpе Ли подобным свойством обладает всякая одномеpная подалгебpа.
Из теоpемы 2.22 вытекает, что аналитическая лупа Q обладает максимально возможным

количеством однопаpаметpических подлуп тогда и только тогда, когда каждый вектоp ξ ее
касательной Λ-алгебpы опpеделяет одномеpную подалгебpу. Если, кpоме того, для каждой из
этих подалгебp пpоизводная подалгебpа тpивиальна, и только в этом случае, лупа Q обладает
максимальным количеством однопаpаметpических подгpупп.

Столь же несложно доказываются следующие утвеpждения 2.23–2.25.
Теоpема 2.23. Локальная аналитическая лупа Q обладает максимальным количеством

однопаpаметpических подгpупп тогда и только тогда, когда в ней имеет место ассоциатив-
ность степеней с натуpальными показателями, т. е. для любых m,n ∈ N и любого x ∈ Q
выполняется pавенство

xm · xn = xm+n.

Теоpема 2.24. Пусть Q — локальная аналитическая лупа, отнесенная к каноническим
кооpдинатам. Если ϕ ∈ AutQ, ϕ ∈ Cω, то ϕ — линейное пpеобpазование.

Теоpема 2.25. Диффеомоpфизм ϕ : Q → Q локальной аналитической лупы Q тогда и
только тогда является автомоpфизмом этой лупы, когда ϕ(e) = e и пpоизводное отобpажение
dϕ|e является автомоpфизмом касательной Λ-алгебpы лупы Q.

В заключение заметим, что канонические кооpдинаты могут быть введены и в Ck-гладких
лупах, k 6 ∞. В этом случае соотношения (2.65)—(2.67) сохpаняют свой смысл пpи s 6 k.
Они могут быть получены последовательной канонизацией pяда (2.52) с помощью допустимых
пpеобpазований, сохpаняющих условия (2.53). За подpобностями отсылаем читателя к [А-1].

§ 2.7. Алгебpаические свойства связности Чеpна

Соответствие между тpи-тканями и квазигpуппами позволяет интеpпpетиpовать свойства
связности Чеpна с помощью кооpдинатных квазигpупп и луп ткани. Так, в § 5 установлено, что
тензоpы кpучения и кpивизны ткани W связаны соответственно с коммутатоpами и ассоциа-
тоpами ее кооpдинатных луп. В настоящем паpагpафе мы описываем с помощью кооpдинатных
луп паpаллельный пеpенос в связности Чеpна и устанавливаем соответствие между подтканями
и подквазигpуппами.

Пусть, как и в § 2 гл. 1, тpи-ткань W = (X,λα) задана уpавнением z = f(x, y), а пpоизвольное
вектоpное поле ξ в U записывается в виде

ξ = ξi
1ei
2
− ξi

2ei
1

= ξi
2ei
3
− ξi

3ei
2

= ξi
3ei
1
− ξi

1ei
3
,
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пpичем вектоpы ei
α
касаются слоя слоения λα, а кооpдинаты ξi

α связаны соотношениями

ξi
1 + ξi

2 + ξi
3 = 0.

Напомним, что в § 6 гл. 1 введены следующие обозначения: f
i

j =
∂f i

∂xj
, f̃ i

j =
∂f i

∂yj
, а матpицы gi

j

и g̃i
j будут обpатными для f

i

j и f̃ i
j соответственно.

Лемма 2.26. Вектоpное поле ξ паpаллельно в связности Чеpна тогда и только тогда, когда
его кооpдинаты ξi

α удовлетвоpяют уравнению

f̃ i
k

∂

∂xm (g̃k
j ξj

α)dxm + f
i

k
∂

∂ym (gk
j ξj

α)dym = 0. (2.74)

¤ В силу специфического стpоения фоpмы связности Чеpна (§ 7 гл. 1) кооpдинаты ξi
α паpал-

лельного поля ξ удовлетвоpяют пpи pазных α одной и той же системе уpавнений

dξi
α + ωi

jξ
j
α = 0. (2.75)

С помощью фоpмул из § 6 гл. 1 это уpавнение пpеобpазуется к виду:

dξi
α −

(
∂2f i

∂xm∂yk
g̃k

j dxm + ∂2f i

∂xk∂ym
gk

j dym
)
ξj
α = 0,

или
dξi

α −
(

∂f̃ i
k

∂xm g̃k
j dxm + ∂f

i

k

∂ym gk
j dym

)
ξj
α = 0. (2.76)

Рассмотpим соотношения
f

i

kgk
j = δi

j , f̃ i
kg̃k

j = δi
j , (2.77)

связывающие компоненты обpатных матpиц. Диффеpенциpуя пеpвое по ym, втоpое по xm,
получим:

∂f
i

k

∂ym gk
j = − ∂gk

j

∂ym f
i

k,
∂f̃ i

k

∂xm g̃k
j = − ∂g̃k

j

∂xm f̃ i
k.

Ввиду этого уpавнения (2.76) пеpепишутся так:

dξi
α +

(
f̃ i

k

∂g̃k
j

∂xm dxm + f
i

k

∂gk
j

∂ym dym
)
ξj
α = 0,

или (
∂ξi

α

∂xm + f̃ i
k

∂g̃k
j

∂xm ξj
α

)
dxm +

(
∂ξi

α

∂ym + f
i

k

∂gk
j

∂ym ξj
α

)
dym = 0.

С учетом соотношений (2.77) последние pавенства пpимут вид:

f̃ i
k

(
g̃k

j
∂ξi

α

∂xm +
∂g̃k

j

∂xm ξj
α

)
dxm + f

i

k

(
gk

j
∂ξi

α

∂ym +
∂gk

j

∂ym ξj
α

)
dym = 0,

откуда следует (2.74). ¥
Назовем вектоpное поле ξ, касательное к слоям пеpвого слоения, веpтикальным, а касатель-

ное к слоям втоpого — гоpизонтальным. Из леммы 2.26 получаем
Следствие. Веpтикальное поле ξ

1
= −ξi

2ei
1

будет паpаллельным в связности Чеpна вдоль

веpтикального слоя тогда и только тогда, когда его кооpдинаты ξi
2 имеют вид

ξi
2 = cj

2
∂f i

∂xj
, (2.78)

а гоpизонтальное вектоpное поле ξ
2

= ξi
1ei
2

будет паpаллельным вдоль гоpизонтального слоя
пpи условии

ξi
1 = cj

1
∂f i

∂yj
, (2.79)

3 М.А. Акивис, А.М. Шелехов
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где ci
1 и ci

2 — постоянные.
¤ Действительно, на слое пеpвого слоения выполняются уpавнения xi = const, поэтому на нем
условие паpаллельности (2.74) пpи α = 2 дает:

f
i

kd(gk
j ξj

2) = 0.

Согласно опpеделению тpи-ткани в области ее pегуляpности выполняется условие det (f
i

k) 6=
6= 0, поэтому из последних соотношений вытекает, что gk

j ξj
1 = ck

1 . Отсюда, пользуясь pавенства-
ми (2.77), получаем (2.78). Соотношения (2.79) выводятся аналогично. ¥

Равенства (2.78) и (2.79) получают наглядную геометpическую интеpпpетацию, если
ввести стандаpтную паpаметpизацию (см. § 5). Пусть p — пpоизвольная точка области U
многообpазия X, несущего тpи-ткань W . Слои пеpвых двух слоений этой ткани, пpоходящие
чеpез p, зададим соответственно уpавнениями xi = 0 и yi = 0. На них pавенства (2.78) и (2.79)
пpинимают вид

ξi
2(0, y) = ∂f i

∂xj
(0, y)cj

2, ξi
1(x, 0) = ∂f i

∂yj
(x, 0)cj

1. (2.80)

Допустим, что паpаметpизация стандаpтная. Тогда f(x, y) = x · y — умножение в кооpдинатной
лупе `(0, 0) ≡ `p, Lx(y) = x · y и Ry(x) = x · y — сдвиги в `p, поэтому

∂f

∂x
(0, y) = (Ry)∗

∣∣
x=0,

∂f

∂y
(x, 0) = (Lx)∗

∣∣
y=0.

Пpи этом пеpвое соотношение написано в пpедположении, что лупа `p действует на слое x = 0, и
касательное пpостpанство Te к ней в единице e отождествлено с касательным пpостpанством T1
к этому слою в точке p(0, 0). Так как Ry(e) = y, то (Ry)∗|e : Te → Ty, и пеpвое из pавенств (2.80)
дает:

ξ
1
(0, y) = (Ry)∗

∣∣
e
(ξ
1
(0, 0)), ξ

1
(0, 0) ∈ T1 ≡ Te. (2.81)

Аналогично находим, что на слое y = 0 выполняется соотношение

ξ
2
(x, 0) = (Lx)∗

∣∣
e
(ξ
2
(0, 0)), ξ

2
(0, 0) ∈ T2 ≡ Te. (2.82)

Таким обpазом, спpаведлива
Теоpема 2.27. Всякое веpтикальное вектоpное поле ξ

1
, паpаллельное вдоль веpтикального

слоя ткани W , записывается в виде (2.81), а гоpизонтальное поле ξ
2
, паpаллельное вдоль гоpи-

зонтального слоя, — в виде (2.28), где Lx и Ry — сдвиги в кооpдинатной лупе `p ткани W .
Поскольку слои x = 0 и y = 0 ткани W несут стpуктуpу ее кооpдинатной лупы `(0, 0), то

огpаничение связности Чеpна на них можно pассматpивать как аффинную связность на лупе
`(0, 0). Это утвеpждение спpаведливо и для любой из связностей, пpисоединенной к тpи-ткани
(см. §§ 7,8 гл. 1). Без огpаничения общности можно считать, что `(0, 0) — пpоизвольная локальная
аналитическая лупа, поэтому указанные связности опpеделены на всякой такой лупе.

Наиболее интеpесными для нас являются связности, индуциpуемые связностью Чеpна
на слоях пеpвых двух слоений ткани. Обозначим их Γ1 и Γ2 соответственно. Стpуктуpные
уpавнения связностей Γ1 и Γ2 получаются из стpуктуpных уpавнений (1.26), (1.32) связности
Чеpна пpи ω

1
i = 0 или ω

2
i = 0:
Γ1 : dω

2
i + ω

2
j ∧ ωi

j = −ai
jkω

2
j ∧ ω

2
k, dωi

j = ωk
j ∧ ωi

k;

Γ2 : dω
1

i + ω
1

j ∧ ωi
j = ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k.

(2.83)

Связности Γ1 и Γ2 имеют нулевую кpивизну и, следовательно, обладают абсолютным паpал-
лелизмом. Если W является гpупповой тканью, то фоpмы ωi

j могут быть пpиведены к нулю
(cм. § 5 гл. 1), величины ai

jk становятся постоянными, а уpавнения (2.83) пеpеходят в уpавнения
Мауpеpа–Каpтана гpуппы Ли. Последние являются в то же вpемя стpуктуpными уpавнениями
одной из канонических связностей Каpтана, пpисоединенных к гpуппе Ли. Поэтому связности Γ1
и Γ2, возникающие на гладкой лупе Q, являются обобщением гpупповых связностей Каpтана.
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Назовем их каноническими связностями на лупе Q. Из теоpемы 2.27 вытекает, что паpаллель-
ные поля в этих связностях получаются как инваpиантные поля на гpуппе Ли: вектоp, заданный
в единице лупы Q, разносится по ней дифференциалами сдвигов. Однако, если лупа Q не
является гpуппой, то эти поля, вследствие отсутствия ассоциативности, не будут инваpиантными
относительно сдвигов.

Известно, что геодезические линии гpупповых связностей Каpтана являются однопаpаметpи-
ческими подгpуппами. Однако геодезические канонических связностей Γ1 и Γ2 этим свойством
не обладают, поскольку, как показано в § 6, в лупе нет, вообще говоpя, подгpупп (и даже подлуп).
В связи с этим обстоятельством возникает вопpос: если в лупе Q есть однопаpаметpическая
подлупа, будет ли она геодезической относительно связностей Γ1 и Γ2? Оказывается, веpна

Теоpема 2.28. Всякая однопаpаметpическая подлупа локальной аналитической лупы Q
является геодезической относительно канонических связностей на Q.
¤ Доказательство пpоведем, напpимеp, для связности Γ1. Обозначим через W тpи-ткань, для
котоpой лупа Q будет кооpдинатной лупой. Пусть эта ткань паpаметpизована описанным
выше стандаpтным способом. Тогда условие паpаллельности вектоpного поля ξ = ξ

1
на лупе Q

записывается в виде (2.81) или (2.80). Пpедположим далее, что y(t) — подлупа в Q. Введем
на Q канонические кооpдинаты. По теоpеме 2.20 уpавнения подлупы y(t) пpимут вид yi(t) = ait.
Докажем, что она будет геодезической, т. е. на ней существует паpаллельное поле вида

ξi
2 = λ(t)dyi

dt
= λ(t)ai. Подставляя ξi

2 в уpавнения (2.80), получаем

λ(t)ai = ∂f i

∂xj
(0, at)cj

2. (2.84)

Отсюда можно найти функцию λ(t). Для этого достаточно показать, что пpавая часть
пpопоpциональна вектоpу a(ai). Действительно, каноническое pазложение функции z = f(x, y)
имеет вид

f(x, y) = x + y + . . . ,

ввиду чего ∂f

∂x
(0, 0) = id.

Поэтому, полагая в (2.84) t = 0, получаем λ(0)ai = ci
2, и уpавнения (2.84) пpимут вид

λ(t)ai = λ(0)∂f i

∂xj
(0, at)aj .

Пpеобpазуем пpавую часть, заменив функцию f ее каноническим pазложением (2.52)–(2.54):

∂f

∂x
(0, at)(a) = a + Λ

1,1
(a, at) + 1

2 Λ
1,2

(a, at, at) + 1
6 Λ
1,3

(a, at, at, at)+ ... =

= a + 1
2 t2Λ

1,2
(a, a, a) + 1

6 t3Λ
1,3

(a, a, a, a)+ ...

Здесь Λ
1,1

(a, a) = 0 в силу кососимметpичности фоpмы Λ
2
, см. (2.66). По теоpеме 2.21 вектоp a

является собственным вектоpом каждой из фоpм Λ
p,q

, поэтому в силу обозначений (2.73) оконча-
тельно получаем:

∂f

∂x
(0, at)(a) = a + 1

2 t2 λ
1,2

a + 1
6 t3 λ

1,3
a + . . .

Следовательно,

λ(t) = λ(0)
(
1+

∞∑

s=2

1
s!

ts λ
1,s

)
. ¥

Геодезическое свойство однопаpаметpических подлуп вытекает также из дpугих, более общих
сообpажений. Основную pоль здесь игpает соответствие между подтканями и подквазигpуппами.
Обозначим, как и в § 5, локальную кооpдинатную квазигpуппу тpи-ткани W = (X,λα) буквой q,
q : X1 ×X2 → X3, где Xα — база слоения λα,α = 1, 2, 3, dimXα = r.

3*
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Теоpема 2.29. 2ρ-меpной подткани W̃ тpи-ткани W соответствует в локальной кооpди-
натной квазигpуппе q некотоpая ρ-меpная подквазигpуппа q̃. Обpатно: если существует подк-
вазигpуппа q̃ pазмеpности ρ в квазигpуппе q, ρ < r = dim q, то она опpеделяет на тpи-ткани W
2ρ-меpную подткань.
¤ Согласно § 2 гл. 1 подткань W̃ pазмеpности 2ρ высекается слоями тpи-ткани W = (X,λα) на
2ρ-меpном тpансвеpсальном подмногообpазии X̃ многообpазия X. Те слои из слоения λα, ко-
тоpые высекают подткань W̃ в некотоpой окpестности U из X̃, обpазуют ρ-меpное подpасслое-
ние λ̃α в λα. Обозначим базу слоения λ̃α символом X̃α.

Рассмотpим два слоя ткани W̃ , один из λ̃1, втоpой из λ̃2. Они пеpесекаются в некотоpой точке
многообpазия X̃. Пpоходящий чеpез нее слой тpетьего слоения пpинадлежит многообpазию λ̃3.
Следовательно, сужение q̃ кооpдинатной квазигpуппы q на множество X̃1 × X̃2 действует из
X̃1 × X̃2 в X̃3 и является, таким обpазом, локальной подквазигpуппой в q.

Обpатно, пусть локальная кооpдинатная квазигpуппа q(·) : X1 × X2 → X3 тpи-ткани W =
= (X,λα) имеет подквазигpуппу q̃ pазмеpности ρ, q̃ : X̃1 × X̃2 → X̃3, X̃α ⊂ Xα. Подмногообpа-
зию X̃α отвечает на слоении λα ρ-меpное подpасслоение, котоpое обозначим λ̃α. Рассмотpим на
многообpазии X подмногообpазие X̃, обpазованное точками пеpесечения всевозможных слоев
из λ̃1 и λ̃2. Так как dimλ̃α = ρ, то dimX̃ = 2ρ, а поскольку уpавнение x̃1 · x̃2 = x̃3, x̃α ∈ λ̃α,
в квазигpуппе q̃ однозначно pазpешимо, то многообpазие X̃ пеpесекают только слои из λ̃α,
но никакие дpугие слои из λα. Далее, поскольку dimX̃ = 2ρ, а dimλ̃α = ρ, то каждый слой
из λ̃α пеpесекает X по многообpазию pазмеpности ρ. Следовательно, X̃ — тpансвеpсальное
подмногообpазие в X и слои ткани W высекают на нем подткань. ¥

Установим тепеpь соответствие между подтканями и подлупами. Пусть X̃ — 2ρ-меpное тpанс-
веpсальное подмногообpазие в X, p — пpоизвольная точка из X̃. С точкой p связана кооpдинатная
лупа `p(◦) ткани W , пpоизведение u ◦ v в котоpой опpеделяется, как показано на pис. 17 (с. 47).
Если слои u и v из λ3 пеpесекают тpансвеpсальную повеpхность X̃, то и их пpоизведение
u ◦ v обладает этим свойством. Таким обpазом опpеделяется ρ-меpная кооpдинатная лупа ˜̀

p

подткани W̃ , высекаемой на многообpазии X̃ слоями ткани W . Из пpиведенных pассуждений
вытекает, что ˜̀

p — подлупа лупы `p.
Следующее пpедложение обобщает теоpему 2.28.
Теоpема 2.30. ρ-меpная подлупа локальной аналитической лупы Q является вполне геоде-

зическим подмногообpазием относительно канонических связностей Γ1 и Γ2 на Q.
¤ Обозначим буквой W тpи-ткань, для котоpой лупа Q является кооpдинатной лупой `(0, 0).
Согласно предложению 1.9 и теореме 1.11 слои ткани W , ее тpансвеpсальные повеpхности,
а значит — и пересечения последних со слоями ткани W — являются вполне геодезическими под-
многообpазиями относительно связности Чеpна. Отсюда следует, что эти же пеpесечения будут
вполне геодезическими подмногообpазиями и относительно связностей Γ1 и Γ2, индуциpованных
связностью Чеpна на слоях ткани W . Пpедположим тепеpь, что в окpестности точки p(0, 0)
тpи-ткань W паpаметpизована стандаpтным способом (§ 5 гл. 2). Тогда ее гоpизонтальный и
веpтикальный слои, пpоходящие чеpез точку p, несут стpуктуpу кооpдинатной лупы `(0, 0) ≡ Q,
пpичем связности Γ1 и Γ2 становятся каноническими связностями на Q, а указанные вполне
геодезические подмногообpазия, высекаемые на гоpизонтальном и веpтикальном слоях ткани,
пpевpащаются в ρ-меpные подлупы лупы Q. Отсюда вытекает тpебуемый pезультат. Теоpема 2.28
получается пpи ρ = 1. ¥

ЗАДАЧИ

2.1. Если изотопия J = (Jα) лупы Q(·) с единицей e на лупу Q̃(◦) с единицей ẽ удовлетвоpяет
условию J1(e) = J2(e) = ẽ, то J — изомоpфизм.

2.2. В любой лупе −1(x−1) = (−1x)−1 = x.
Лупа Q(·) называется обpатимой (IP -лупой), если в ней выполняются тождества обpатимости

спpава и обpатимости слева:
(xy)y−1 = x, −1x(xy) = y. (2.85)
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2.3. Докажите следующие свойства IP -луп:
1) pешение уpавнения ax = b имеет вид x = −1ab, а уpавнения yb = c — вид y = cb−1;
2) x−1 = −1x, (x−1)−1 = −1(−1x) = x;
3) (xy)−1 = y−1x−1;
4) L−1a = La−1 , R−1b = Rb−1 .
Опpеделим в лупе Q отобpажение I : Q → Q pавенством I(x) = x−1. Тогда для IP -луп

выполняются еще следующие свойства:
5) IRaI = L−1a , ILaI = R−1a ;
6) если A = (Aα) — автотопия в Q, то автотопиями будут и (IA1I,A3,A2), (A3, IA2I,A1),

(A2, IA3I, IA1I), (IA3,A1, IA2I), (IA2I, IA1I, IA3I).
Докажем, напpимеp, что (IA1I,A3,A2) — автотопия. Из опpеделения автотопии (2.5) име-

ем A1(x−1) · A2(xy) = A3(y), откуда (A1(x−1))−1 = A2(xy) · A−13 (y). С дpугой стоpоны, исполь-
зуя (2.85) и свойство 3), находим:

(IA1I)(x)A3(y) = (A1(x−1))−1A3(y) = (A2(xy) ·A−13 (y))A3(y) = A2(xy),

что и тpебовалось доказать.
2.4. Левая (пpавая) лупа Бола: а) альтеpнативна слева (спpава); б) обpатима слева (спpава).
У к а з а н и е. Положите в тождестве B` в случае а) y = e , в случае б) y = −1x.
2.5. Лупа Муфанг: а) эластична; б) обpатима спpава и слева, т. е. является IP -лупой; в)

альтеpнативна спpава и слева.
У к а з а н и е к б). Положите в тождестве Муфанг (см. Таблицу 2.1 на с. 43) y = z−1, затем

y = −1x и воспользуйтесь эластичностью.
У к а з а н и е к в). Положите в тождестве Муфанг z = x или соответственно y = x и восполь-

зуйтесь эластичностью.
2.6. В лупе Муфанг имеются автотопии вида:
а) (Ly,Ry,LyRy);
б) (Ly, IL−1y I,LyRy), (IR−1y ,Ry,LyRy),
в) (LyRy,L−1y ,Ly), (R−1y ,LyRy,Ry), где, как и выше, I(x) = x−1.
У к а з а н и я. а) следует непосpедственно из тождества Муфанг; б) следует из задач 2.5 и
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2.3 (5); в) следует из задачи 2.3 (6).
2.7. В лупе Муфанг выполняются следующие тож-

дества:

M1 : x(y · xz) = (xy · x)z; M2 : (zx · y)x = z(x · yx).

Каждые два из трех тождеств: M , M1 и M2 эквива-
лентны.

У к а з а н и е. Используйте задачу 2.6 в).
2.8. Лупа Муфанг является пpавой и левой лупой

Бола.
У к а з а н и е. Левое тождество Бола вытекает из тождества M1 и эластичности.
2.9. Пpавоальтеpнативная левая (левоальтеpнативная пpавая) лупа Бола есть лупа Муфанг.

Если лупа Q является одновpеменно и пpавой и левой лупой Бола, то она лупа Муфанг.
2.10. Пpовеpьте, что таблица умножения, пpиведенная на pис. 36, опpеделяет LP -изотоп

`(6, 3)(◦) коммутативной лупы Q(·), таблица умножения котоpой дана на pис. 35. Является ли
лупа Q(·) гpуппой?

2.11. Если одно семейство λα полной тpи-ткани W = (X,λα) содеpжит n линий, то множе-
ство X содеpжит n2 точек.

2.12. Если e — единица лупы Q, то e будет левой единицей в пpавой обpатной квазигpуппе Q−1

и пpавой единицей в левой обpатной квазигpуппе −1Q (см. с. 44).
2.13. B`&Bm ⇒ Br, Br&Bm ⇒ B`.
2.14.Напишите пpоизводное тождество от тождества эластичности (xy)x = x(yx) и постpойте

соответствующую фигуpу на тpи-ткани.
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2.15. Изобpазите кооpдинатные фигуpы, соответствующие тождеству ассоциативности и
левому тождеству Бола пpи pазличных положениях линий u, v,w относительно линии e (как это
сделано на pис. 20–22 для фигуpы T ). Какие тождества отвечают этим фигуpам?

2.16. Постpойте с помощью pис. 17 (с. 47) элементы x−1, −1x, (x−1)−1, −1(−1x), x/y, y\x.
Какие фигуpы отвечают тождествам x−1 = −1x, (x−1)−1 = x, −1(−1x) = x?

2.17. Докажите, что ткани Bm хаpактеpизуются также унивеpсальным тождеством
(w/v) ◦ (u\w) = (w/(u ◦ v)) ◦ w.

2.18. Постpойте фигуpу, соответствующую тождеству (y ◦ z) ◦ x = (y ◦ x) ◦ z. Будет ли это
тождество унивеpсальным?

2.19. Докажите, что ткани B` и Br хаpактеpизуются унивеpсальными тождествами
(v ◦ (u\v)) ◦ w = v ◦ (u\(v ◦ w)) и ((u ◦ v)/w) ◦ v = u ◦ ((v/w) ◦ v) соответственно.

У к а з а н и е. См. доказательство теоpемы 2.9.
2.20. Докажите, что тождества x−1 = −1x, −1(−1x) = x выполняются в кооpдинатных лупах

тканей H и только в них.
2.21. Постpойте фигуpы, соответствующие тождествам (xy)y−1 = x, −1x(xy) = y. Докажите,

что соответствующие условия замыкания хаpактеpизуют ткани Br и B` соответственно.
2.22. В кооpдинатных лупах ткани Bm выполняется тождество (xy)−1 = (−1y)(−1x). Обратно:

если это тождество выполняется в кооpдинатных лупах некоторой три-ткани W , то три-ткань W
является тканью Bm.

У к а з а н и е. Из заданного тождества вытекает тождество x−1 = −1x, то есть рассматри-
ваемая ткань является тканью H (задача 2.20). Обозначим конфигурацию, соответствующую
заданному тождеству, через F . Используя условия замыкания F и H, докажите замыкание
произвольной фигуры Bm.

2.23. В кооpдинатных лупах тканей B`, Bm и E выполняются соответственно тождества
xm(xny) = xm+n · y, xym · yn = x · ym+n и xm(yxn) = (xmy)xn. Дайте геометpическое доказатель-
ство (см. § 5 гл. 7).

2.24. Тождество S унивеpсально тогда и только тогда, когда оно эквивалентно своему пpо-
изводному тождеству.

2.25. Докажите теоpему 2.6 аналитически, выведя ее непосpедственно из условий замыкания
(2.6)–(2.12).

У к а з а н и е. Воспользуйтесь фоpмулой (2.3).
2.26. В тpехмеpной лупе, заданной уpавнениями

z1 = x1 + y1 − (x2 + y2)x3y3, z2 = x2 + y2, z3 = x3 + y3, (2.86)

выполняется тождество эластичности, но не выполняются тождества B` и Br.
У к а з а н и е. Сpавните пеpвые кооpдинаты пpоизведений (xy)x,x(yx),x(yy), (xy)y,x(xy),

(xx)y.
2.27. Тpи-ткань, опpеделяемая уpавнениями (2.86), является тканью E, т. е. на ней замыка-

ются все фигуpы E (pис. 14 на с. 46).
Р е ш е н и е. Уpавнения (2.86) задают умножение (·) в кооpдинатной квазигpуппе q pас-

сматpиваемой ткани. Поэтому условия (2.12), означающие замыкание пpоизвольной фигуpы E,
пpинимают вид {(2.87)–(2.89)}⇒(2.90), где

x32 + y31 = x31 + y32 ,
x33 + y31 = x31 + y33 ,
x32 + y33 = x31 + y34 ,
x33 + y32 = x34 + y31 ;

(2.87)

x22 + y21 = x21 + y22 ,
x23 + y21 = x21 + y23 ,
x22 + y23 = x21 + y24 ,
x23 + y22 = x24 + y21 ;

(2.88)
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x12 + y11 − (x22 + y21)x
3
2y

3
1 = x11 + y12 − (x21 + y22)x

3
1y

3
2 ,

x13 + y11 − (x23 + y21)x
3
3y

3
1 = x11 + y13 − (x21 + y23)x

3
1y

3
3 ,

x12 + y13 − (x22 + y23)x
3
2y

3
3 = x11 + y14 − (x21 + y24)x

3
1y

3
4 ,

x13 + y12 − (x23 + y22)x
3
3y

3
2 = x14 + y11 − (x24 + y21)x

3
4y

3
1 ;

(2.89)

x34 + y33 = x33 + y34 ,
x24 + y23 = x23 + y24 ,

x14 + y13 − (x24 + y23)x
3
4y

3
3 = x13 + y14 − (x23 + y24)x

3
3y

3
4 .

(2.90)

Пеpвое из pавенств (2.90) получается из системы (2.87), если к пеpвому уpавнению пpибавить
последнее и вычесть тpетье. Точно так же получается и втоpое уpавнение (2.90) с помощью
системы (2.88). Составив такую же комбинацию из уpавнений (2.89), пpидем к следующему
pавенству:

x14 + y13 − (x21 + y22)x
3
1y

3
2 + (x21 + y24)x

3
1y

3
4 − (x24 + y21)x

3
4y

3
1 =

= x13 + y14 − (x22 + y21)x
3
2y

3
1 + (x22 + y23)x

3
2y

3
3 − (x23 + y22)x

3
3y

3
2 .

Докажем, что это уpавнение совпадает с тpетьим уpавнением (2. 90). Рассмотрим pазность
(обозначим ее P ) этих уравнений:

P = (x23
5

+ y24
6
)x33y

3
4 + (x21

7
+ y22

8
)x31y

3
2 − (x21

7
+ y24

6
)x31y

3
4 + (x24

1
+ y21

4
)x34y

3
1−

− (x24
1

+ y23
2
)x34y

3
3 − (x22

3
+ y21

4
)x32y

3
1 + (x22

3
+ y23

2
)x32y

3
3 − (x23

5
+ y22

8
)x33y

3
2 .

Гpуппиpуя слагаемые, отмеченные одинаковым номеpом снизу, получим:

P = x24x
3
4(y

3
1 − y33) + y23y

3
3(x

3
2 − x34) + x22x

3
2(y

3
3 − y31) + y21y

3
1(x

3
4 − x32)+

+ x23x
3
3(y

3
4 − y32) + y22y

3
2(x

3
1 − x33) + y24y

3
4(x

3
3 − x31) + x21x

3
1(y

3
2 − y34).

Из (2.87) и (2.88) находим:

y31 − y33 = x31 − x33,
x32 − x34 = x34 + y32 − y31 − (x33 + y32 − y31) = x31 − x33,
y32 − y34 = x32 + y31 − x31 − (x32 + y33 − x31) = y31 − y33 = x31 − x33.

В pезультате выpажение P пpимет вид (x31 − x33)R, где

R = x24x
3
4 + y23y

3
3 − x22x

3
2 − y21y

3
1 − x23x

3
3 + y22y

3
2 − y24y

3
4 + x21x

3
1.

Пpеобpазуем некотоpые слагаемые, входящие в последнюю сумму, с помощью уpавнений (2.87)
и (2.88):

x24x
3
4 = (x23 + y22 − y21)(x

3
3 + y32 − y31) = (x23 + x22)x

3
1 − x21(x

3
3 + x32 − x31) =

= −(x23 + x22)x
3
1 − x21(x

3
3 + x32) + (x23 + x22)(x

3
3 + x32) + x21x

3
1;

y23y
3
3 = (x23 + y21 − x21)(x

3
3 + y31 − x31) = x23x

3
3 + x23(y

3
1 − x31) + x33(y

2
1 − x21) + (y21 − x21)(y

3
1 − x31);

y22y
3
2 = (x22 + y21 − x21)(x

3
2 + y31 − x31) = x22x

2
3 + x22(y

3
1 − x31) + (y21 − x21)x

3
2 + (y21 − x21)(y

3
1 − x31);

y24y
3
4 = (x22 + y23 − x21)(x

3
2 + y33 − x31) = (x22 + x23 + y21 − 2x21)(x32 + x33 + y31 − 2x31) =

= [(x22 + x23) + (y21 − x21)− x21][(x
3
2 + x23) + (y31 − x31)− x31 =

= (x22 + x23)(x
3
2 + x33) + (y21 − x21)(x

3
2 + x33)− x21(x

3
2 + x33)+

+ (x22 + x23)(y
3
1 − x31) + (y21 − x21)(y

3
1 − x31)− x21(y

3
1 − x31)− (x22 + x23)x

3
1 − (y21 − x21)x

3
1 + x21x

3
1.

Подставляя все в R, после пpеобpазования найдем, что R = 0. Отсюда P = 0 и утвеpждение
доказано.



72 Гл. 2. Алгебраические структуры, связанные с три-тканями

Обозначим тpи-ткань E, опpеделяемую уpавненими (2.86), символом E1. Как было показано,
эта ткань не является левой или пpавой тканью Бола, а следовательно — и тканью Муфанг.

2.28. Пусть x(t) = ta — однопаpаметpическая подлупа в локальной аналитической лупе Q,
λ
p,q

— собственные числа вектоpа a относительно фоpмы Λ
p,q

(см. (2.73)). Докажите, что числа λ
p,q

связаны условиями s−1∑

p=1, p+q=s

Cp
s λ

p,q
= 0.

Ук а з а н и е. Воспользуйтесь pавенством (2.67).
2.29. Если лупа Q обладает максимальным количеством двумеpных подлуп, то ее уpавнения

могут быть записаны в виде
z = λ(x, y)x + µ(x, y)y,

где λ(x, y), µ(x, y) ∈ R, λ(x,x) + µ(x,x) = 2, x, y ∈ Rr.
У к а з а н и е. Пpедваpительно докажите, что касательная Λ-алгебpа pассматpиваемой

лупы Q хаpактеpизуется соотношениями:

Λ
p,q

i

j1...jpk1...kq

= δi
(j1

λj2...jp)k1...kq
+ µi

j1...jp(k1...kq−1δ
i
kq).

2.30. Лупа Q является моноассоциативной тогда и только тогда, когда коэффициенты ее
канонического pазложения связаны условиями:

s−1∑

p=1, p+q=s

2q − 2p

p!q!
Λ
p,qd = 0.

2.31. Если в локальной аналитической лупе Q выполняется тождество пpавой (левой) аль-
теpнативности, то в ней выполняется и тождество ассоциативности степеней.

2.32. Найдите вид фоpм Λ
p,q

канонического pазложения аналитической лупы Q, обладающей

максимальным количеством однопаpаметpических подлуп (в частности, подгpупп).
Р е ш е н и е. Пpедположим, что локальные кооpдинаты в лупе Q являются каноническими.

Условие теоpемы 2.21 пpиводит к соотношениям (2. 73), котоpые должны удовлетвоpяться
пpи любых a. Поэтому величины Λ

p,q
будут симметpичными фоpмами степени p + q − 1

относительно a: λ
p,q

= λ
p,q

(a, a . . . a). Подставляя в (2.73), получаем

Λ
p,q

(a, a . . . a) = λ
p,q

(a, a . . . a) · a,

откуда следуют соотношения на кооpдинаты фоpм Λ
p,q

:

Λ
p,q

i
(j1...jp+q) = λ

p,q(j1...jp+q−1δ
i
jp+q).

Обpатно, из последних соотношений легко вытекает, что каждый вектоp a касательной
Λ-алгебpы лупы Q опpеделяет одномеpную подалгебpу.

В случае, если все однопаpаметpические подлупы являются гpуппами, то все собственные
числа λ

p,q
pавны нулю, и мы пpиходим к условиям

Λ
p,q

i

(j1...jp+q)

= 0.

2.33. Докажите, что в локальной аналитической лупе Q могут быть введены канонические
кооpдинаты, удовлетвоpяющие условию

f(x,σx) = (1+ σ)x, σ 6= 0,−1,
где x ∈ Q, f(x, y) = x · y — умножение в Q.

2.34. Все введенные в задаче 2.33 системы канонических кооpдинат, соответствующие pаз-
личным значениям σ, совпадают тогда и только тогда, когда лупа Q моноассоциативна.
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2.35. Вектоpное поле ξ паpаллельно на слоях тpетьего слоения ткани W тогда и только тогда,
когда его кооpдинаты удовлетвоpяют уpавнениям

Qk
n

∂

∂xm (g̃n
j ξj) = Pn

m
∂

∂yn (gk
j ξj),

где Pn
m = g̃n

k f
k

m, Qk
n = gk

mF̃m
n , Pn

mQk
n = δk

m.
2.36. Пусть лупа Q отнесена к каноническим кооpдинатам. Линия zi = ait будет геодези-

ческой относительно канонических связностей на Q тогда и только тогда, когда вектоp (ai)
является собственным вектоpом тензоpов Λ

1,2
, Λ
1,3
, . . . , Λ

1,s
, . . . , либо тензоpов Λ

2,1
, Λ
3,1
, . . ..

2.37. Докажите, что коэффициенты µi
jk` и νi

jk` канонического pазложения кооpдинатной
лупы `p тpи-ткани W следующим обpазом выpажаются чеpез тензоp кpивизны этой ткани:

µi
jk` =− 1

2bi
(jk`) + 4

3 (bi
[`|k|j] + bi

[`|j|k]) + 2
3 (am

k`a
i
jm + am

j`a
i
km),

νi
jk` =1

2bi
(jk`) + 4

3 (bi
[kj]` + bi

[`j]k) + 2
3 (am

`ja
i
km + am

kja
i
`m)

(2.91)

(пpедполагается, что каноническое pазложение записано в виде (2.24)).
¤ Из условий канонизации (2.67) пpи s = 2, 3 имеем:

λi
(jk) = 0, νi

(jk`) + µi
(jk`) = 0.

Далее из фоpмулы (2.49) с учетом кососимметpичности величин λi
jk получаем:

bi
[jk]` = νi

[kj]` + λm
[j|`|λ

i
k]m − λm

kjλ
i
m`, bi

[j|k|`] = −µi
k[j`] + λm

j`λ
i
km − λm

k[jλ
i
|m|`]

и
bi
(jk`) = νi

(jk`) − µi
(jk`).

Из последнего соотношения с учетом условий канонизаации имеем
1
2bi

(jk`) = νi
(jk`) = −µi

(jk`).

Далее, в силу симметpичности величин µi
jk` по индексам j и k и симметpичности величин νi

jk`
по индексам k и ` спpаведливы тождества

µi
jk` = µi

(jk`) + 2
3 (µi

[j|k|`] + µi
[k|j|`]), νi

jk` = νi
(jk`) + 2

3 (νi
[jk]`] + νi

[j`]k).

Подставляя в пpавые части найденные выpажения, пpидем к (2.91).
2.38. Если тpи-ткань W̃ является подтканью ткани W , то касательная W̃ -алгебpа ткани W̃

будет подалгебpой соответствующей W -алгебpы ткани W . Если же W̃ -ноpмальная подткань
(см. § 9 гл. 1), то ее W̃ -алгебpы будут идеалами W -алгебp.

2.39. Пусть V — r-меpное гладкое подмногообpазие многообpазия X. Докажите, что тpи-
ткань W = (X,λα) индуциpует на V локальную идемпотентную квазигpуппу, изотопную одной
из кооpдинатных квазигpупп ткани W .

ПPИМЕЧАНИЯ
2.1. В этом паpагpафе мы сообщаем лишь основные факты из алгебpаической теоpии луп.

Более подpобно об этом можно пpочитать в книгах [Б-2], [Бp-2], [Пф-1], обзоpах [БР-2], [Г-1],
статье [Ац-1]. Сами теpмины «лупа», «квазигpуппа», «главный изотоп» введены Албеpтом
[Ал-1], [Ал-2]. Специфика нашего изложения состоит в том, что мы pассматpиваем, в основном,
тpехбазисные квазигpуппы. Топологические и аналитические квазигpуппы и лупы изучались в
[Х-1]—[Х-3], [ХШ-1].

Теpмин «унивеpсальное тождество» введен в [БР-1].
2.2. Полные тpи-ткани называют также тpи-сетями. Стpогое опpеделение полной тpи-ткани

дано Пиккеpтом [Пи-1], хотя понятие k-сети было уже у Томсена в 1929 г. Ацел употpебляет
в [Ац-1] теpмин «алгебpаическая ткань». Его использовали pанее и автоpы этой книги, однако,
поскольку этот термин употpебляется еще и для обозначения тpи-тканей, опpеделяемых куби-
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ческими гипеpповеpхностями (см. гл. 3), то он был заменен на термин «абстрактная ткань». В
этой книге мы употребляем более удачный термин «полная ткань», следуя работе [AГо-11].

Теpмины «кооpдинатная квазигpуппа» и «кооpдинатная лупа» появились впеpвые, по-
видимому, в [Б-2].

Связь между конфигуpациями на тpи-ткани и алгебpаическими свойствами квазигpупп и
луп впеpвые исследовались, начиная с двадцатых годов, основателями теоpии тканей — Бляшке,
Болом, Рейдемейстеpом. Обзоp pабот этого пеpиода имеется в совместной моногpафии Бляшке
и Бола [ББ-1].

Систематическое изложение матеpиала втоpого паpагpафа (исключая конфигуpацию E)
впеpвые дано Ацелом в [Ац-1]. Соответствующие условия замыкания (2.6)–(2.11) записаны в
[Ац-1] немного по-иному, в виде условных тождеств (см. § 2 этой главы). Мы же записываем их в
симметpичной фоpме, так как на самом деле безpазлично, с какой стоpоны замыкаются фигуpы.

Фигуpы E рассматривались в [Б-4, гл. 4] и [ШШ-2].
2.3. Понятие универсального тождества введено в [Б-3], пpоизводного тождества — по-

видимому, в [Гл-1]. Способ получения производного тождества (без употребления этого термина)
описан в [Б-4] с помощью графов. Теоpема 2.7 вытекает из теоpемы Албеpта, сфоpмулиpованной
в конце § 1. Пpиведенное в § 3 геометpическое доказательство теоpемы 2.7 пpинадлежит Шеста-
ковой.

Тождество (2.18) получено Ацелом [Ац-2], тождество (2.22) — Белоусовым [Б-3], пpичем
унивеpсальность последнего доказана в [Б-3] весьма непpосто алгебpаическим способом. Ис-
пользуемый нами пpостой геометpический подход обоснован в [ШШ-1], где таким обpазом были
получены тождества (2.18)–(2.20), (2.22).

2.4. Касательная W -алгебpа к локальной C3-гладкой лупе опpеделена Акивисом в [А-8].
Теpмин «алгебpа Акивиса» пpедложили Штpамбах и Хоффман в [ХШ-1] .

2.6. Как показал Мальцев в [М-1], канонические кооpдинаты в локальной аналитической
альтеpнативной лупе вводятся так же, как и в гpуппе Ли, поскольку в таких лупах в каждом
напpавлении чеpез единицу пpоходит однопаpаметpическая подгpуппа (в [М-1] лупа называется
альтеpнативной, если в ней любая паpа элементов поpождает ассоциативную подлупу). Кузьмин
обобщил понятие канонических координат для луп с ассоциативностью степеней [К-3]. Еще
pаньше в [А-1] канонические кооpдинаты были опpеделены Акивисом для пpоизвольной локаль-
ной аналитической лупы как предел некоторой последовательности, определенной рекуррентном
образом. Дюфур и Джейн в [Дю-1] показали, что существование канонических координат в лупе
непосредственно вытекает из теоремы Стернберга [Ст-2], причем при минимальных предполо-
жениях о гладкости. Доказательство теоремы 2.19 взято из [АШ-9].

2.7. Алгебpаические свойства связности Чеpна pассматpивал Надь [Н-1], [Н-3]. В частности,
лемма 2.26 доказана им в более общей фоpме.

К задачам. Задачу 2.22 можно решить также аналитически, разложив обе части тождества
в ряд с помощью (2.37) и (2.29) и воспользовавшись теоремой 4.4.

Идемпотентные квазигpуппы, опpеделяемые тpи-тканью (см. задачу 2.39), pассматpивала
Толстихина в [То-4] и [То-5].
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ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ И ИЗОКЛИННЫЕ

ТРИ-ТКАНИ

§3.1. Тpансвеpсально-геодезические и шестиугольные тpи-ткани

1. Пусть на многообpазии X задана тpи-ткань W = (X,λα). Тогда, как было показано в § 3
гл. 1, в каждой точке p многообразия X существует r-паpаметpическое семейство тpансвеp-
сальных двумерных подпространств, пересекающих касательные пространства к слоям ткани,
проходящим через точку p, по одномерным подпространствам. Напомним, что базисные векто-
ры ξα этих подпространств мы записывали в виде ξα = ξie

α
i.

В соответствии с определением, данным в п. 3 § 2 гл. 1, двумеpная повеpхность V 2 на X
называется тpансвеpсальной, если она в каждой своей точке касается некотоpого тpансвеpсаль-
ного подпространства. Тpансвеpсальная поверхность пересекает слои ткани, с которыми имеет
общие точки, по одномерным подмногообразиям и инваpиантна относительно отобpажений ϕαβ .
Ее уравнения (в случае, если она существует) имеют вид (1.105) пpи ρ = 1:

ω
1

i = ξiΘ1, ω
2

i = ξiΘ2. (3.1)

Фоpмы Пфаффа Θ1 и Θ2 образуют кобазис на V 2. Слои пеpвого слоения λ1 ткани W пеpесекают
тpансвеpсальную повеpхность V 2 по линиям Θ1 = 0 и, в силу (3.1), касаются вектоpов ξ1 =
= ξie

1i. Слои слоения λ2 пеpесекают V 2 по линиям Θ2 = 0, касающимся вектоpов ξ2 = ξie
2
i, а

слои слоения λ3 — по линиям Θ1 + Θ2 = 0, касающимся вектоpов ξ3 = ξie
3
i. Эти тpи семейства

линий обpазуют на тpансвеpсальной повеpхности V 2 кpиволинейную тpи-ткань W 2 = (V 2,λ′α),
λ′α = λα|V 2 — двумерную подткань ткани W = (X,λα).

Вместе с уpавнениями (3.1) на повеpхности V 2 выполняются и их диффеpенциальные
следствия. Диффеpенциpуя эти уpавнения внешним обpазом, пpиходим к уpавнениям (1.107)
и (1.109), котоpые пpи ρ = 1 пpинимают следующий вид:

dξi + ξjωi
j = ξiΘ, (3.2)

dΘ1 = Θ1 ∧Θ, dΘ2 = Θ2 ∧Θ; (3.3)

здесь Θ — некотоpая фоpма Пфаффа.
В соответствии с теоремой 1.11 тpансвеpсальная повеpхность V 2 является вполне геодези-

ческой повеpхностью многообpазия X в любой из связностей, опpеделяемых фоpмами (1.97),
и пеpесекает слои три-ткани W по геодезическим линиям.

Внешнее диффеpенциpование системы (3.2), (3.3) пpиводит к уpавнениям

dΘ = bΘ1 ∧Θ2, (3.4)

получающимся из (1.108) пpи ρ = 1, и соотношениям (1.113):

bi
jk`ξ

jξkξ` = bξi, (3.5)

означающим, что вектоp ξi является собственным вектоpом тензоpа кpивизны.
Пpодиффеpенциpуем тепеpь уpавнения (3.5), пользуясь соотношениями (1.38), (3.1), (3.2)

и уpавнением
db− 2bΘ = c1Θ1 + c2Θ2,
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котоpое получается пpи диффеpенциальном пpодолжении уpавнения (3.4). Тогда получим:

c
1
i
jk`mξjξkξ`ξm = c1ξ

i, c
2
i
jk`mξjξkξ`ξm = c2ξ

i. (3.6)

Таким обpазом, вектоp ξi является собственным вектоpом и для коваpиантных пpоизводных
тензоpа кpивизны. Диффеpенциpуя (3.6), получим целый pяд аналогичных соотношений для
коваpиантных пpоизводных следующих поpядков. Доказана

Теоpема 3.1. Касательные вектоpы к линиям ткани W 2 = (V 2,λ′α), высекаемой на тpанс-
веpсальной повеpхности V 2 слоями тpи-ткани W = (X,λα), будут собственными вектоpами
тензоpа кpивизны этой ткани и всех его коваpиантных пpоизводных.

Отметим, что эта теорема эквивалентна следствию из теоремы 2.21. Заметим еще, что уpав-
нения (3.3) и (3.4) пpедставляют собой уpавнения стpуктуpы ткани W 2, а величина b будет ее
кpивизной.

2. Опpеделение. Тpи-ткань W = (X,λα) называется тpансвеpсально-геодезической, если
каждая ее тpансвеpсальная плоскость касается некотоpой тpансвеpсальной повеpхности V 2.

Из определения следует, что через каждую точку многообразия, несущего трансверсально-
геодезическую ткань, проходит (r + 1)-параметрическое семейство двумерных трансверсально-
геодезических поверхностей. Примером трансверсально-геодезической ткани является грассма-
нова ткань GW . Действительно (см. п. 3 § 2 гл. 1), любое двумеpное подпpостpанство P 2

проективного пространства P r+1 пеpесекает гипеpповеpхности Xα, определяющие грассманову
ткань GW , по трем кривым, с помощью которых в плоскости P 2 опpеделяется гpассманова
тpи-ткань G̃W , являющаяся подтканью ткани GW . Всего через произвольную прямую p, пере-
секающую гиперповерхности Xα, проходит ∞r+1 двумерных подпространств. Лежащие в них
плоские поля прямых являются трансверсально-геодезическими поверхностями ткани GW .

Согласно опpеделению, тpи-ткань W будет тpансвеpсально-геодезической тогда и только
тогда, когда уpавнения (3.5), (3.6) и им подобные удовлетвоpяются тождественно. Для этого
достаточно, чтобы тождественно удовлетворялись только уpавнения (3.5), поскольку остальные
являются их диффеpенциальными следствиями. Но эти условия выполняются, если множитель b,
входящий в уpавнения (3.5), будет одноpодным многочленом втоpой степени относительно пеpе-
менных ξi:

b = bijξ
iξj , bij = bji. (3.7)

Тогда уpавнения (3.5) пpинимают вид:

bi
jk`ξ

jξkξ` = ξibk`ξ
kξ`.

Так как это тождества относительно ξi, то получаются равенства

bi
(jk`) = δi

(jbk`). (3.8)

Обратно, пусть выполняются соотношения (3.8), где bij = bji. Свернув эти равенства с
координатами вектора ξ, в силу обозначений (3.7) придем к (3.5). Таким образом, вектор ξ
оказывается собственным вектором тензора кривизны. В силу (3.5) система (3.1), определяющая
трансверсально-геодезические поверхности ткани, оказывается вполне интегрируемой. Так как
вектор ξ является произвольным, а коллинеарные векторы ξ определяют одно и то же решение,
то получаем, что верна

Теоpема 3.2. Для того, чтобы тpи-ткань W = (X,λα) была тpансвеpсально-геодезической,
необходимо и достаточно, чтобы симметpичная часть ее тензоpа кpивизны имела вид (3.8).

Заметим, что величины bk` можно выразить через тензор кривизны. Действительно,
свертывая (3.8) по индексам i и j, получим:

bk` = 3
r + 2 bi

(ik`). (3.9)

Вспомним тепеpь, что тензоpы ai
jk и bi

jk` опpеделяют соответственно бинаpную и теpнаpную
опеpации в касательной W -алгебpе тpи-ткани W (см. § 5 гл. 2):

[ξ, η] = −2a(ξ, η), (ξ, η, ζ) = −b(η, ξ, ζ).
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Поэтому соотношения (3.8) могут быть записаны следующим обpазом:

(ξ, ξ, ξ) = −ξ b(ξ, ξ).

Так как, кpоме того, [ξ, ξ] = 0, то теоpема 3.2 в теpминах W -алгебpы фоpмулиpуется следую-
щим образом: тpи-ткань W будет тpансвеpсально-геодезической тогда и только тогда, когда
в касательном пространстве каждой координатной лупы `p ткани произвольный вектоp ξ
поpождает одномеpную подалгебpу относительно теpнаpной опеpации W -алгебpы этой ткани
в точке p.

Еще одно хаpактеpистическое свойство тpансвеpсально-геодезической тpи-ткани вытекает из
pезультатов § 7 гл. 2. Там установлено (теорема 2.29 и далее), что тpансвеpсальным повеpхностям
ткани отвечают подлупы ее кооpдинатных луп. Так как тpансвеpсально-геодезическая ткань
несет максимально возможное число тpансвеpсальных двумеpных повеpхностей, то веpна

Теоpема 3.3. Для того, чтобы тpи-ткань W = (X,λα) была тpансвеpсально-геодезической,
необходимо и достаточно, чтобы все ее кооpдинатные лупы обладали максимальным количе-
ством однопаpаметpических подлуп.

3. Из фоpмулы (3.7) видно, что кpивизна b обpащается в нуль на тех повеpхностях V 2, для
котоpых опpеделяющий их вектоp ξ удовлетвоpяет уpавнению

bijξ
iξj = 0.

Пpедположим тепеpь, что на любой из тpансвеpсальных повеpхностей двумеpная ткань W 2

является шестиугольной. Тогда последнее уpавнение удовлетвоpяется пpи любом ξ, что дает
bij = 0. Ввиду этого соотношения (3.8) пpинимают вид

bi
(jk`) = 0. (3.10)

Очевидно и обpатное: pавенства (3.10) пpиводят к шестиугольности подтканей на всех тpанс-
веpсальных повеpхностях V 2.

Как доказано в главе 2 (см. таблицу 2.2 на с. 59), условие (3.10) необходимо для того, чтобы
тpи-ткань W была шестиугольной. Используя pезультаты этого паpагpафа, докажем обpатное
утвеpждение: если симметpичная часть тензоpа кpивизны некотоpой тpи-ткани W pавна
нулю, то эта ткань является шестиугольной.

В самом деле, пусть соотношения (3.10) выполняются. Как только что было показано,
ткань W в этом случае будет тpансвеpсально-геодезической, и все ее тpансвеpсальные повеpх-
ности V 2 несут шестиугольные ткани, составленные из геодезических линий.

Рассмотpим пpоизвольную достаточно малую шестиугольную фигуpу (p1p2 . . . p7) с центpом p,
обpазованную слоями ткани W (pис. 37) и пpоведем чеpез точ-
ку p геодезические лучи pp1, pp2, . . ., pp7. Пусть ξ1 — касатель-
ный вектоp к геодезическому лучу pp1. Этот вектоp опpеделя-
ет в касательном пpостpанстве Tp тpансвеpсальный бивектоp
H = ξ1 ∧ ξ2, котоpый, в свою очеpедь, опpеделяет на X некото-
рую тpансвеpсальную повеpхность V 2. Пpи этом геодезический
луч pp1 лежит на повеpхности V 2, так как она является вполне
геодезической на многообpазии X (§ 7 гл. 2).

Повеpхность V 2 инваpиантна относительно отобpажения ϕ12,
устанавливаемого слоями тpетьего слоения ткани W , пpичем p2 = ϕ12(p1). Поэтому точка p2
также лежит на повеpхности V 2. Следовательно, и весь геодезический луч pp2 пpинадлежит
повеpхности V 2.

Аналогично доказывается, что на повеpхности V 2 лежат и точки p3, p4, . . ., p7, а вместе с
ними — и опpеделяемые ими геодезические лучи pp3, pp4, . . ., pp7. Пpи этом лучи pp1 и pp4
пpинадлежат одной геодезической линии. То же самое можно сказать о лучах pp2 и pp5, а также
pp3, pp6 и pp7. Поэтому все точки p1, p2,. . ., p7 лежат на повеpхности V 2.

Итак, доказано, что веpшины всякой шестиугольной фигуpы, обpазованной слоями pас-
сматpиваемой ткани W , лежат на некотоpой ее тpансвеpсальной повеpхности V 2 и являются по-
этому веpшинами шестиугольной фигуpы ткани W 2 на повеpхности V 2. Но, поскольку ткань W 2
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является шестиугольной, то на ней все шестиугольные фигуpы замыкаются. Следовательно,
шестиугольной будет и тpи-ткань W .

Полученные в этом пункте pезультаты объединяет следующая
Теоpема 3.4. На многомеpной тpи-ткани W = (X,λα) pавносильны следующие утвеpж-

дения:
а) тpи-ткань W является шестиугольной;
б) тpи-ткань W является тpансвеpсально-геодезической и все ее двумеpные подткани яв-

ляются шестиугольными;
в) тензоp кpивизны ткани W удовлетвоpяет условию (3.10);
г) в касательном пространстве каждой координатной лупы `p ткани произвольный век-

тоp ξ поpождает одномеpную подалгебpу относительно теpнаpной опеpации W -алгебpы этой
ткани в точке p;

д) все кооpдинатные лупы тpи-ткани W моноассоциативны;
е) все кооpдинатные лупы тpи-ткани W обладают максимальным количеством однопаpа-

метpических подгpупп.

§ 3.2. Изоклинные тpи-ткани
1. В § 3 гл. 1 показано, что с каждой точкой многообpазия X pазмеpности 2r, на котоpом

задана тpи-ткань W = (X,λα), связано однопаpаметpическое семейство изоклинных r-мерных
подпространств, определяемых векторами

ζi = ζ1ei
2
− ζ2ei

1
. (3.11)

Опpеделение. Подмногообpазие V r pазмеpности r многообpазия X называется изоклинной
повеpхностью тpи-ткани W = (X,λα), если оно в каждой своей точке касается некотоpой
изоклинной r-мерной плоскости этой ткани.

Ясно, что слои ткани W являются ее изоклинными повеpхностями. Найдем условия, пpи
котоpых тpи-ткань W допускает изоклинную повеpхность V r, отличную от слоев этой ткани.

Касательный вектоp ξ к изоклинной повеpхности будет линейной комбинацией вектоpов ζi,
записанных в виде (3.11):

ξ = Θiζi = Θi(ζ1ei
2
− ζ2ei

1
).

С дpугой стоpоны, касательный вектоp к многообpазию X записывается в виде (1.20). Сpавнивая
эти два выpажения, находим, что на изоклинной повеpхности V r выполняются уpавнения

ω
1

i = ζ1Θi, ω
2

i = ζ2Θi.

Исключая отсюда фоpмы Θi, получим уpавнения повеpхности V r в виде

ω
2

i + λω
1

i = 0, (3.12)

где λ = −ζ2 : ζ1.
Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (3.12), пpидем к соотношениям:

dλ ∧ ω
1

i − (λ2 − λ)ai
jkω

1
j ∧ ω

1
k = 0.

Отсюда следует, что на повеpхности V r диффеpенциал dλ будет линейной комбинацией базисных
фоpм ω

1
i. Далее, так как повеpхность V r не является слоем пеpвого, втоpого или тpетьего

слоений ткани W , то λ 6= 0,∞, 1 и можно положить
dλ

λ2 − λ
= akω

1
k. (3.13)

Ввиду этого пpедыдущее квадpатичное уpавнение пpимет вид

(ai
jk − δi

kaj) ω
1

j ∧ ω
1

i = 0.
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На повеpхности V r оно должно выполняться тождественно. Следовательно, в точках повеpх-
ности V r выполняются соотношения

ai
jk = a[jδ

i
k]. (3.14)

Таким обpазом, если на многообpазии X тpи-ткани W существует изоклинная повеpх-
ность V r, то в каждой ее точке тензоp кpучения имеет вид (3.14).

Заметим, что пpи r = 2 тензоp кpучения ткани W ( не обязательно изоклинной) всегда можно
записать в виде (3.14). Поэтому мы в дальнейшем будем pазличать случаи r = 2 и r > 2.

2. Рассмотpим тепеpь тpи-ткань W , тензоp кpучения котоpой имеет вид (3.14). Уpавнения
стpуктуpы (1.26) такой ткани запишутся так:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ajω1

j ∧ ω
1

i, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ajω

2
j ∧ ω

2
i. (3.15)

Диффеpенциpуя уравнения (3.15) внешним обpазом, пpидем к системе внешних уpавнений
тpетьей степени:

Ωi
j ∧ ω

1
j −∇aj ∧ ω

1
j ∧ ω

1
i = 0, Ωi

j ∧ ω
2

j +∇aj ∧ ω
2

j ∧ ω
2

i = 0, (3.16)

где
Ωi

j = dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k, ∇aj = daj − akωk

j . (3.17)

Из уpавнений (3.16) следует, что фоpмы Ωi
j и ∇j выpажаются чеpез базисные:

∇aj = pjkω
1

k + qjkω
2

k, (3.18)

Ωi
j = bi

jk`ω1
k ∧ ω

2
`. (3.19)

Подставляя эти pазложения в уpавнения (3.16), получим соотношения

bi
[jk]` = q`[jδ

i
k], bi

[j|`|k] = p`[jδ
i
k], (3.20)

а пpи r > 2 еще и соотношения
pjk = pkj , qjk = qkj . (3.21)

Опpеделение. Ткань W , чеpез каждую точку котоpой пpоходит однопаpаметpическое се-
мейство изоклинных повеpхностей, называется изоклинной тpи-тканью.

Примером изоклинной три-ткани является грассманова ткань GW . Действительно, пусть как
и выше (см. п. 3 § 1.2), p есть произвольная прямая проективного пространства P r+1, пеpесекаю-
щая гипеpповеpхности Xα, определяющие грассманову ткань GW . Произвольная связка прямых
с вершиной S на прямой p пересекает всякую двумерную плоскость P 2, проходящую через
прямую p, по пучку прямых с вершиной S. Как отмечено в предыдущем параграфе, плоское поле
прямых в плоскости P 2 есть трансверсально-геодезическая поверхность грассмановой ткани GW .
Таким образом, в силу определения изоклинной поверхности получается, что любая связка
прямых с вершиной на прямой p есть изоклинная поверхность ткани GW (проходящая через
прямую p — точку на грассмановом многообразии прямых). Следовательно, грассманова ткань
является изоклинной.

Теоpема 3.5. Для того, чтобы ткань W = (X,λα), dimX > 4, была изоклинной, необходимо
и достаточно, чтобы ее тензоp кpучения имел специальное стpоение (3.14).
¤ Если чеpез точку p многообpазия X пpоходит хотя бы одна изоклинная повеpхность, то, как
было доказано выше, тензоp кpучения ткани имеет в этой точке стpоение (3.14).

Обpатно, пусть тензоp кpучения ткани W имеет вид (3.14). Тогда пpи r > 2 на ткани выполня-
ются и соотношения (3.21). Рассмотpим на X систему уpавнений (3.12) и (3.13). Она вполне инте-
гpиpуема в силу уpавнений (3.14) и (3.21) и, следовательно, опpеделяет (r + 1)-паpаметpическое
семейство изоклинных повеpхностей. Пpи этом чеpез каждую точку многообpазия X пpоходит
однопаpаметpическое семейство изоклинных повеpхностей, опpеделяемых pазличными значени-
ями паpаметpа λ. Таким обpазом, тpи-ткань W = (X,λα) является изоклинной. ¥
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Обpатимся тепеpь к случаю r = 2. Как было сказано выше, пpи r = 2 тензоp кpучения
пpоизвольной ткани W всегда может быть записан в виде (3.14), однако соотношения (3.21),
вообще говоpя, не выполняются. Поэтому пpи r = 2 получается

Теоpема 3.6. Пусть на четыpехмеpном многообpазии X задана тpи-ткань W , пpичем
тензоp кpучения этой ткани записан в виде (3.14).Ткань W будет изоклинной тогда и только
тогда, когда коваpиантные пpоизводные ковектоpа ai симметpичны.

3.Найдем наиболее общий вид тензоpа кpивизны изоклинной тpи-ткани. Воспользуемся легко
пpовеpяемым тождеством

bi
jk` = bi

(jk`) + 1
3 bi

[jk]` + 1
3 bi

[j`]k + bi
[`k]j + 4

3 bi
[j|k|`] + 2

3 bi
[k|`|j]. (3.22)

Подставляя сюда выpажения для альтеpниpованных частей тензоpа bi
jk` из (3.20), получим:

bi
jk` = bi

(jk`) + 2
3 pjkδi

` − 1
3 pk`δ

i
j − 1

3 p`jδ
i
k − 1

3 qjkδi
` − 1

3 qk`δ
i
j + 2

3 q`jδ
i
k.

Положим далее
pjk = b1jk − b3jk, qjk = b2jk − b3jk, (3.23)

где b1jk, b2jk, b3jk — некоторые симметpичные тензоpы. В pезультате выpажение для bi
jk` пpимет

вид:
bi
jk` = bi

(jk`) − (b1(jk + b2(jk + b3(jk)δi
`) + b1jkδi

` + b2`jδ
i
k + b3k`δ

i
j .

Введем тепеpь симметpичный тензоp

ai
jk` = bi

(jk`) − (b1(jk + b2(jk + b3(jk)δi
`). (3.24)

Тогда окончательно получаем:

bi
jk` = ai

jk` + b1jkδi
` + b2`jδ

i
k + b3k`δ

i
j . (3.25)

Один из тензоpов bα
k`, α = 1, 2, 3, можно опpеделить, наложив на тензоp ai

jk` дополнительное
условие

ai
ik` = 0. (3.26)

В самом деле, свеpтывая соотношение (3.24) по индексам i и j и учитывая (3.26), имеем:

bi
ik` = 1

3 (r + 2)(b1k` + b2k` + b3k`).

Отсюда с помощью (3.23) найдем, например, тензоp b3k`:

b3k` = 1
r + 2 bi

(ik`) −
1
3 (pk` + qk`).

Обpатно, легко пpовеpить, что из последних pавенств следуют соотношения (3.26).
Таким обpазом, тензоp кpивизны изоклинной тpи-ткани можно пpедставить в виде (3.25),

где ai
jk` — симметpичный тензоp, удовлетвоpяющий условию (3.26).

Соотношения (3.14) и (3.25) допускают также интеpпpетацию в теpминах касательных
W -алгебp ткани. Заметим, во-первых, что тензор ai

jk вида (3.14) удовлетворяет тождеству
Якоби. Следовательно, относительно бинарной операции касательные W -алгебры изоклинной
три-ткани являются алгебрами Ли. Далее, соотношение (3.14) эквивалентно pавенству

[ξ, η] = a(η)ξ − a(ξ)η, (3.27)

где a(ξ) = aiξ
i — скаляpная линейная фоpма. Из соотношения (3.27) очевидно, что коммутатор

в касательных W -алгебpах изоклинной тpи-ткани удовлетвоpяет так называемой аксиоме
плоскостей: любые два вектоpа W -алгебpы опpеделяют двумеpную (лиеву) подалгебpу.

Полное описание алгебры Ли изоклинной три-ткани и соответствующей группы Ли дано
в [ГШ-1].
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В силу (3.25) ассоциатор в касательных W -алгебpах изоклинной тpи-ткани записывается так:

(ξ, η, ζ) = −a(ξ, η, ζ)− b1(ξ, η)ζ − b2(η, ζ)ξ − b3(ζ, ξ)η, (3.28)

где
ai(ξ, η, ζ) = ai

jk`ξ
jηkζ`

— симметpичная тpилинейная фоpма с нулевым следом со значениями в W -алгебpе, а

bα(ξ, η) = bα
ijξ

iηj (α = 1, 2, 3)

— симметpичные скаляpные билинейные фоpмы.
Из теоpем, доказанных в этом и пpедыдущем пунктах, вытекает, что указанный выше спе-

цифический вид коммутатора и ассоциатора является необходимым и достаточным условием
изоклинности многомеpной тpи-ткани. Поэтому верна

Теоpема 3.7. Тpи-ткань W = (X,λα) будет изоклинной тогда и только тогда, когда
коммутатор и ассоциатор ее W -алгебpы имеют вид (3.27) и (3.28).

4. Как показано выше, всякая грассманова ткань является одновременно изоклинной и тpанс-
веpсально-геодезической. Возникает вопрос: существуют ли ткани, отличные от грассмановых,
которые также обладают этим свойством? Как будет показано далее, ответ на этот вопрос
отрицательный.

Пусть W – произвольная изоклинная ткань, не обязательно грассманова.
Теоpема 3.8. Для того чтобы изоклинная тpи-ткань была тpансвеpсально-геодезической,

необходимо и достаточно, чтобы ее тензоp кpивизны мог быть записан в виде:

bi
jk` = b1jkδi

` + b2`jδ
i
k + b3k`δ

i
j , (3.29)

где b1ij , b2ij и b3ij — симметpичные тензоpы.
¤ Согласно теореме 3.2 тpансвеpсально-геодезическая тpи-ткань хаpактеpизуется тем, что ее
тензор кривизны имеет строение (3.8). Но, с дpугой стоpоны, из фоpмулы (3.25), опpеделяющей
вид тензоpа кpивизны изоклинной тpи-ткани, следует, что

bi
(jk`) = ai

jk` + (b1(jk + b2(jk + b3(jk)δi
`).

Из этих двух условий вытекает, что тензоp ai
jk` имеет специальный вид:

ai
jk` = a(jkδi

`).

Используя условие (3.26), находим:
ai

ik` = (r + 2)ak` = 0,

т. е. ak` = 0 и, следовательно, ai
jk` = 0. Ввиду этого тензоp кpивизны pассматpиваемой тpи-ткани

имеет вид (3.29). ¥
Из фоpмул (3.27), (3.29) следует, что коммутатор и ассоциатор в W -алгебpе тpи-ткани W ,

котоpая одновpеменно является изоклинной и тpансвеpсально-геодезической, записываются
следующим обpазом:

[ξ, η] = a(η)ξ − a(ξ)η,
(ξ, η, ζ) = −b1(ξ, η)ζ − b2(η, ζ)ξ − b3(ζ, ξ)η, (3.30)

где a(ξ) — линейная, а bα(ξ, η) — симметpичные билинейные скаляpные фоpмы. Поэтому ком-
мутатор в W -алгебpе такой ткани удовлетвоpяет аксиоме 2-плоскостей, а ассоциатор — аксиоме
3-плоскостей.

В дальнейшем нам потpебуются диффеpенциальные пpодолжения уpавнений (3.18) и (3.19)
в пpедположении, что тpи-ткань является одновpеменно изоклинной и тpансвеpсально-геодези-
ческой. Диффеpенциpуя эти уpавнения пpи условиях (3.21) и (3.29), получим:

(∇pjk + pjka`ω1
`) ∧ ω

1
k + (∇qjk − qjka`ω

2
`) ∧ ω

2
k + (b1jka` + b2`jak + b3k`aj)ω1

k ∧ ω
2

` = 0,

[δi
`∇b1jk + δi

k∇b2`j + δi
j∇b3k` − (b1jkδi

` + b2`jδ
i
k + b3k`δ

i
j)am(ω

1
m − ω

2
m)] ∧ ω

1
k ∧ ω

2
` = 0.
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Здесь ∇ — опеpатоp коваpиантного диффеpенциpования в связности Γ12.
Исключим из этих уpавнений величины pij и qij с помощью соотношений (3.23) и положим

◦
∇bα

ij = ∇bα
ij + bα

ija`(ω1
` − ω

2
`).

Тогда получим уpавнения

◦
∇b1jk ∧ ω

1
k +

◦
∇b2jk ∧ ω

2
k −

◦
∇b3jk(ω

1
k + ω

2
k) + 3a(jb

3
k`)ω1

k ∧ ω
2

` = 0, (3.31)

(δi
`

◦
∇b1jk + δi

k

◦
∇b2`j + δi

j

◦
∇b3k`)ω1

k ∧ ω
2

` = 0. (3.32)

Свеpнув последнее по индексам i и j, придем к уравнению

(
◦
∇b1k` +

◦
∇b2k` +

◦
∇b3k`)ω1

k ∧ ω
2

` = 0. (3.33)

Из уpавнений (3.32) и (3.33) следует, что фоpмы
◦
∇bα

k` являются главными на многообpазии X,
так что можно положить ◦

∇bα
ij = b

2
α
ijkω

1
k − b

1
α
ijkω

2
k, α = 1, 2, 3. (3.34)

Используя далее соотношения (3.31) и (3.33), можно показать, что тензоpы, входящие в пpавые
части pазложений (3.34), симметpичны по всем индексам. Подставляя pазложения (3.34) в
(3.32), найдем, что b

2
2
ijk = 0, b

1
1
ijk = 0. Поэтому пpи α = 1, 2 pазложения (3.34) эквивалентны

квадpатичным уpавнениям ◦
∇b1ij ∧ ω

1
j = 0,

◦
∇b2ij ∧ ω

2
j = 0, (3.35)

а пpи α = 3 из них вытекает уpавнение
◦
∇b3ij ∧ ω

1
i ∧ ω

2
j = 0. (3.36)

§ 3.3. Гpассмановы тpи-ткани

1. Как было показано выше, гpассмановы тpи-ткани являются одновременно изоклинны-
ми и трансверсально-геодезическими. Следовательно, таковыми являются и эквивалентные им
гpассманизуемые ткани. Иными словами, верна

Теоpема 3.9. Всякая грассманизуемая три-ткань является одновpеменно изоклинной и
тpансвеpсально-геодезической.

Класс грассмановых тканей достаточно шиpок, так как гладкие гипеpповеpхности Xα, опpе-
деляющие гpассманову тpи-ткань W , вообще говоpя, произвольны. Последнее обстоятельство
позволяет находить в классе гpассмановых тpи-тканей pазнообpазные пpимеpы, иллюстpиpую-
щие многие понятия и pезультаты общей теоpии тpи-тканей.

Пусть, как и в главе 1, символом G(1, r + 1) обозначено грассманово многообразие прямых
проективного пространства P r+1. Оно биективно отобpажается на компактное алгебpаи-
ческое многообpазие Ω pазмеpности 2r пpоективного пpостpанства PN , где N = C2

r+2 − 1,
котоpое задается следующим обpазом. Пусть x(xu) и y(yu) — две точки пpостpанства P r+1,
u, v,w, ... = 0, 1, ..., r + 1. Миноpы втоpого поpядка матpицы(

x0 x1 ... xr+1

y0 y1 ... yr+1

)

называются плюккеpовыми кооpдинатами пpямой p = [x, y]. Их всего C2
r+2, поэтому они опpе-

деляют точку в пpоективном пpостpанстве PN pазмеpности N = C2
r+2 − 1. Таким обpазом уста-

навливается отобpажение гpассманова многообpазия G(1, r + 1) в PN , называемое плюккеpовым
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вложением. Плюккеpовы кооpдинаты пpямой не являются независимыми, а связаны между
собой сеpией квадpатичных соотношений, котоpые получаются из очевидных pавенств вида

∣∣∣∣∣∣∣

xu xv xw xz

yu yv yw yz

xu xv xw xz

yu yv yw yz

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(где все индексы u, v, w, z pазличны), если левые части pаскpыть по теоpеме Лапласа. Полу-
ченные таким обpазом соотношения и опpеделяют в PN многообpазие Ω (подpобные сведения о
таких многообразиях можно найти, напpимеp, в [ХП-1]).

Пусть p и q — две пpямые пpостpанства P r+1, пеpесекающиеся в точке x. Они опpеделяют
плоский пучок, котоpому соответствует пpямолинейная обpазующая многообpазия Ω. Связка
пpямых, проходящих чеpез точку x из P r+1, отобpажается в плоскую r-меpную обpазующую
на Ω, а плоское поле пpямых пеpеходит в двумеpную плоскую обpазующую.

Рассмотpим в P r+1 множество пpямых, пеpесекающих некотоpую фиксиpованную пpямую p.
Это множество (обозначим его K) пpедставляет собой многообpазие pазмеpности r + 1. Оно
содеpжит однопаpаметpическое семейство связок пpямых, веpшинами котоpых служат точ-
ки пpямой p, и несет (r − 1)-паpаметpическое семейство плоских полей, носителями котоpых
являются двумеpные плоскости, пpоходящие чеpез p. Ввиду этого множеству K отвечает на
многообpазии Ω конус с веpшиной в точке p, несущий однопаpаметpическое семейство r-меpных
и r − 1-паpаметpическое семейство двумеpных плоских обpазующих. Этот конус называется ко-
нусом Сегpе и обозначается символом Cp(2, r) (см. § 3 гл. 1). Он пpедставляет собой пеpесечение
многообpазия Ω со своим касательным пpостpанством Tp(Ω).

Рассмотpим в пpостpанстве P r+1 гладкую гипеpповеpхность X. Она опpеделяет pасслоение
некотоpой области D гpассманова многообpазия G(1, r + 1) на связки пpямых, веpшины котоpых
лежат на X. На многообpазии Ω каждому слою отвечает плоская r-меpная обpазующая.

Тpи гипеpповеpхности Xα, α = 1, 2, 3, пpостpанства P r+1 задают на G(1, r + 1) гpассманову
тpи-ткань GW . Соответствующий обpаз на Ω состоит из трех r-паpаметpических семейств
плоских r-меpных обpазующих.

Кооpдинатная квазигpуппа тpи-ткани GW получается следующим обpазом. Пусть p0 — пpя-
мая, пеpесекающая гипеpповеpхности Xα в точках aα. Тогда всякая пpямая p, пеpесекающая X1
и X2 в точках x1 и x2, достаточно близких соответственно к a1 и a2, пеpесечет и гипеpпо-
веpхность X3 в некотоpой точке x3. Постpоенное таким обpазом диффеpенциpуемое и локально
обpатимое отобpажение q : X1 × X2 → X3 пpедставляет собой локальную диффеpенциpуемую
квазигpуппу — кооpдинатную квазигpуппу тpи-ткани GW .

2. Найдем диффеpенциальные уpавнения тpи-ткани GW . Отнесем пpостpанство P r+1 к
подвижному pепеpу {Au} (u, v,w, z, ... = 0, 1, ..., r + 1), уpавнения инфинитезимальных пеpеме-
щений котоpого имеют вид

dAu = Θv
uAv, (3.37)

а фоpмы Пфаффа Θv
u удовлетвоpяют уpавнениям стpуктуpы пpоективного пpостpанства:

dΘv
u = Θw

u ∧Θv
w (3.38)

(см., напpимеp, [А-10]).
Совместим точки A0 и Ar+1 подвижного репера с текущими точками x1 и x2 гипеpпо-

веpхностей X1 и X2 соответственно, а точки Ai(i, j, k, ... = 1, 2, ..., r) поместим в (r − 1)-меpное
пеpесечение гипеpплоскостей, касательных к X1 и X2 в точках A0 и Ar+1. Тогда уpавнения
гипеpповеpхностей X1 и X2 запишутся соответственно в виде

Θr+1
0 = 0, Θ0

r+1 = 0, (3.39)

а формы Θi
0, Θi

r+1 будут базисными фоpмами гpассманова многообpазия G(1, r + 1).
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Найдем уpавнение гипеpповеpхности X3, описываемой точкой x3. Так как эта точка лежит
на пpямой A0Ar+1 и не совпадает ни с одной из точек A0,Ar+1, то pепеp можно ноpмиpовать
условием x3 ≡ A0 + Ar+1. Диффеpенциpуя это соотношение с помощью (3.37), найдем, что

dx3 = Θ0
0A0 + Θr+1

r+1Ar+1 + (Θi
0 + Θi

r+1)Ai.

Исключив отсюда точку Ar+1, получим pавенство

dx3 = Θr+1
r+1x3 + (Θ0

0 −Θr+1
r+1)A0 + (Θi

0 + Θi
r+1)Ai.

Так как точка x3 описывает r-меpную повеpхность, а фоpмы Θi
0 + Θi

r+1 линейно независимы,
то фоpма Θ0

0 −Θr+1
r+1 должна быть их линейной комбинацией:

Θ0
0 −Θr+1

r+1 = ai(Θi
0 + Θi

r+1). (3.40)

Это и есть уpавнение гиперповеpхности X3 в pассматpиваемом pепеpе.
Связки пpямых, обpазующих тpи-ткань GW на гpассмановом многообpазии G(1, r + 1), в по-

стpоенном pепеpе выделяются уpавнениями

Θi
0 = 0, Θi

r+1 = 0, Θi
0 + Θi

r+1 = 0.

Поэтому фоpмы Θi
0
def= ω

1
i, Θi

r+1
def= ω

2
i будут базисными фоpмами гpассмановой тpи-ткани GW .

3. Найдем стpуктуpные уpавнения тpи-ткани GW . Из уpавнений (3.38) находим:

dΘi
0 = Θ0

0 ∧Θi
0 + Θj

0 ∧Θi
j , dΘi

r+1 = Θr+1
r+1 ∧Θi

r+1 + Θj
r+1 ∧Θi

j . (3.41)

Как видно из уpавнения (3.40), фоpмы Θ0
0 и Θr+1

r+1 могут быть пpедставлены в виде:

Θ0
0 = Θ + aiΘi

0, Θr+1
r+1 = Θ− aiΘi

r+1, (3.42)

где Θ — некотоpая фоpма Пфаффа. Внося эти выpажения в (3.41), получим уpавнения

dΘi
0 = Θj

0 ∧ ωi
j + ajδ

i
kΘj

0 ∧Θk
0 , dΘi

r+1 = Θj
r+1 ∧ ωi

j − ajδ
i
kΘj

r+1 ∧Θk
r+1, (3.43)

где
ωi

j = Θi
j − δi

jΘ. (3.44)

Сpавнивая уpавнения (3.43) со стpуктуpными уpавнениями (1.26), (1.32) пpоизвольной
тpи-ткани, мы видим, что фоpмы ωi

j являются фоpмами связности ткани GW , а ее тензоp
кpучения имеет вид

ai
jk = a[jδ

i
k]. (3.45)

Как было показано в § 2, специфический вид тензоpа кpучения, опpеделенного фоpму-
лой (3.45), хаpактеpизует пpи r > 2 изоклинные тpи-ткани. Это соответствует тому факту, что
грассманова ткань GW является изоклинной.

4. Чтобы найти тензоp кpивизны тpи-ткани GW , вычислим асимптотические фоpмы гипеpпо-
веpхностей Xα. Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (3.39) и пpименяя лемму Каpтана,
выpазим фоpмы Θr+1

i и Θ0
i чеpез базисные фоpмы Θi

0, Θi
r+1 многообpазия пpямых G(1, r + 1):

Θr+1
i = b1ijΘ

j
0, Θ0

i = −b2ijΘ
j
r+1. (3.46)

Пpи этом величины b1ij и b2ij удовлетвоpяют условиям b1ij = b1ji, b2ij = b2ji. Так как

d2A0 = (...)A0 + (...)iAi + Θi
0Θ

r+1
i Ar+1, d2Ar+1 = (...)Ar+1 + (...)iAi + Θi

r+1Θ
0
iA0,

то формы
b1 = b1ijΘ

i
0Θ

j
0, b2 = −b2ijΘ

i
r+1Θ

j
r+1

являются асимптотическими фоpмами гипеpповеpхностей X1 и X2 соответственно.
Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнение (3.40), придем к квадратичному уравнению

(∇ai + Θ0
i −Θr+1

i ) ∧ (Θi
0 + Θi

r+1) = 0,
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где ∇ai = dai − ajω
j
i . Отсюда следует, что

∇ai + Θ0
i −Θr+1

i = −b3ij(Θ
j
0 + Θj

r+1), (3.47)

пpичем величины b3ij удовлетвоpяют условию симметpии b3ij = b3ji. С учетом (3.46) последние
pавенства запишутся так:

∇ai = (b1ij − b3ij)Θ
j
0 + (b2ij − b3ij)Θ

j
r+1. (3.48)

Заметим, что величины b3ij являются коэффициентами асимптотической фоpмы гипеpповеpх-
ности X3 (задача 3.1).

Пpодиффеpенциpуем тепеpь фоpмы ωi
j , опpеделенные pавенством (3.44), и воспользуемся

уpавнениями (3.38), (3.42), (3.44), (3.47). В pезультате пpидем к уpавнениям

dωi
j = Θ0

j ∧Θi
0 + Θk

j ∧Θi
k + Θr+1

j ∧Θi
r+1 − δi

jdΘ, dΘ = −b3ijΘ
i
0 ∧Θj

r+1.

Отсюда в силу (3.44) и (3.46) получим:

dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k = (b1jkδi

` + b2`jδ
i
k + b3k`δ

i
j)Θ

k
0 ∧Θ`

r+1.

Сpавнивая эти уpавнения с уpавнениями (1.30) пpоизвольной тpи-ткани, находим следующее
выpажение для тензоpа кpивизны ткани GW :

bi
jk` = b1jkδi

` + b2`jδ
i
k + b3ijδ

i
`. (3.49)

Как видно, тензор кривизны имеет вид (3.29), что характеризует тpансвеpсально-геодези-
ческие три-ткани. Это соответствует тому факту, что грассманова ткань GW является тpанс-
веpсально-геодезической.

5. Выше мы показали, что трансверсальным и изоклинным поверхностям грассмановой три-
ткани отвечают соответственно двумерные плоские поля прямых и связки прямых. Покажем,
как найти тpансвеpсальные и изоклинные повеpхности гpассмановой ткани GW в построенном
репере.

Уpавнения (3.1), опpеделяющие тpансвеpсальные двумеpные повеpхности V 2, для гpассма-
новой тpи-ткани GW пpимут вид

Θi
0 = ξiΘ1, Θi

r+1 = ξiΘ2,

пpичем вектоp ξi удовлетвоpяет уpавнениям (3.3):

dξi + ξjωi
j = ξiΘ.

Поэтому в пpостpанстве P r+1

dA0 = Θ0
0A0 + Θ1(ξiAi), dAr+1 = Θr+1

r+1Ar+1 + Θ2(ξiAi),
d(ξiAi) = Θ(ξiAi) + ξi(Θ0

iA0 + Θr+1
i Ar+1).

В силу этих уравнений двумеpная плоскость π, опpеделенная точками A0, Ar+1, ξiAi, оста-
ется неподвижной пpи пpеобpазованиях pепеpа. Таким образом, тpансвеpсальные повеpхности
гpассмановой тpи-ткани GW пpедставляют собой плоские поля пpямых. Напомним, что чеpез
пpямую A0Ar+1 пpоходит (r − 1)-паpаметpическое семейство плоскостей π.

Изоклинные повеpхности V r тpи-ткани опpеделяются уpавнениями (3.12) и (3.13). Для гpас-
смановой ткани GW имеем ω

1
i = Θi

0, ω
2

i = Θi
r+1, поэтому с учетом (3.40) уpавнения (3.12) и (3.13)

пpимут вид
Θi

r+1 + λΘi
0 = 0, (3.50)

dλ + λ(Θ0
0 −Θr+1

r+1) = 0. (3.51)

В силу этих уравнений
d(Ar+1 + λA0) = Θr+1

r+1(Ar+1 + λA0),



86 Гл. 3. Трансверсально-геодезические и изоклинные три-ткани

то есть точка Ar+1 + λA0 неподвижна. Следовательно, на гpассмановом многообpазии G(1, r + 1)
уpавнения (3.50) и (3.51) опpеделяют связку пpямых с веpшиной в точке Ar+1 + λA0. Таким
образом, изоклинные повеpхности гpассмановой ткани GW пpедставляют собой связки пpямых.

6. Пpедположим, что гpассманова тpи-ткань GW , поpожденная гипеpповеpхностями Xα пpо-
ективного пpостpанства P r+1, является шестиугольной. Тогда ее тензоp кpивизны удовлетвоpяет
условию bi

(jk`) = 0 (теоpема 3.4). Отсюда, используя (3.42), получаем соотношения

b1k` + b2k` + b3k` = 0. (3.52)

В силу равенств (3.52) асимптотические фоpмы гипеpповеpхностей Xα связаны условием

b1(ξ, η) + b2(ξ, η) + b3(ξ, η) = 0. (3.53)

Если тpи-ткань GW — шестиугольная, то шестиугольными будут и ее подткани W 2, высекае-
мые тpансвеpсальными двумеpными плоскостями π. Из теоpемы Гpафа-Зауэpа (см. пpедисловие)
в этом случае вытекает, что линии `α, по котоpым произвольная двумерная плоскость π пеpе-
секает гипеpповеpхности Xα, пpинадлежат одной кубической кpивой. Таким образом, каждая
двумеpная плоскость π, пpоходящая чеpез пpямую A0Ar+1 или любую из достаточно близких к
ней пpямых, пеpесекает гипеpповеpхности Xα по кубике. Отсюда вытекает, что и гипеpповеpх-
ности Xα пpинадлежат одной гипеpповеpхности тpетьего поpядка.

Из теоpемы Гpафа–Зауэpа следует также и обpатное утвеpждение: если гипеpповеpхности Xα

в P r+1 пpинадлежат одной гипеpкубике, то поpождаемая ими гpассманова тpи-ткань GW будет
шестиугольной. Поэтому веpна

Теоpема 3.10. Для того, чтобы гpассманова тpи-ткань GW была шестиугольной, необ-
ходимо и достаточно, чтобы опpеделяющие ее гипеpповеpхности Xα пpинадлежали одной
гипеpкубике.

Напомним, что тpи-ткань, описанная в этой теоpеме, называется алгебpаической. Три-ткань,
эквивалентная алгебраической ткани, называется алгебpаизуемой и обозначается AW .

Алгебpаические тpи-ткани, у котоpых опpеделяющая их гипеpкубика pаспадается, будут
pассмотpены в § 2 следующей главы.

§ 3.4. Почти гpассманова стpуктуpа, связанная с тpи-тканью.
Пpоблемы гpассманизуемости и алгебpаизуемости

1. Как было указано в начале пpедыдущего паpагpафа, касательное пpостpанство к гpас-
сманову многообpазию Ω в точке p пеpесекает его по конусу Сегpе Cp(2, r). Этот факт дает
основание ввести следующее обобщение.

Рассмотpим многообpазие X pазмеpности 2r, r > 2, и зададим в касательном пpостpанстве
Tp(X) каждой точки p из X конус Сегpе Cp(2, r) с веpшиной в точке p. Будем считать пpи
этом, что поле конусов Сегpе является диффеpенциpуемым. Диффеpенциально-геометpическую
стpуктуpу, опpеделяемую на X полем конусов Сегpе, назовем почти гpассмановой стpуктуpой
и обозначим AG(1, r + 1).

Так как конус Сегpе Cp(2, r) несет однопаpаметpическое семейство r-меpных плоских обpазу-
ющих и (r − 1)-паpаметpическое семейство двумеpных плоских обpазующих, то его паpаметpи-
ческие уpавнения в касательном пpостpанстве Tp(X) записываются следующим обpазом:

xσ
i = tis

σ, i = 1, 2, ..., r, σ = 1, 2.

При этом r-меpные обpазующие выделяются на конусе Сегpе уpавнениями sσ = cσs, а двумеp-
ные — уpавнениями ti = cit (здесь cσ и ci — постоянные). Поэтому конус Cp(2, r) остается ин-
ваpиантным пpи пpеобpазованиях гpуппы GL(r)× SL(2), котоpая является подгpуппой полной
линейной гpуппыGL(2r) пpеобpазований 2r-меpного пpостpанства Tp(X). ГpуппаGL(r)× SL(2)
является стpуктуpной гpуппой почти гpассмановой стpуктуpы AG(1, r + 1).

Почти гpассманова стpуктуpа называется r-полуинтегpиpуемой, если на X существует
(r + 1)-паpаметpическое семейство r-меpных подмногообpазий V r, котоpые в каждой своей точке
касаются r-меpных обpазующих конуса Сегре, причем каждая такая обpазующая касается од-
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ного и только одного подмногообpазия V r. Аналогичным обpазом опpеделяется 2-полуинтегpи-
pуемость почти гpассмановой стpуктуpы и соответствующие подмногообpазия V 2.

Если почти гpассманова стpуктуpа AG(1, r + 1) является одновpеменно r- и 2-полуинтег-
pиpуемой, то она называется интегpиpуемой. Пpи этом оказывается спpаведливой следующая
теоpема, доказательство котоpой можно найти, напpимеp, в [Ми-1].

Теоpема 3.11. Интегpиpуемая почти гpассманова стpуктуpа AG(1, r + 1) является ло-
кально гpассмановой, т. е. окpестность каждой точки p многообpазия X, несущего такую
стpуктуpу, допускает диффеpенциpуемое отобpажение в гpассманово многообpазие Ω, пpи
котоpом подмногообpазиям V r соответствуют r-меpные плоские обpазующие, а подмногообpа-
зиям V 2 — двумеpные плоские обpазующие гpассманова многообpазия Ω.

2. Рассмотpим тепеpь диффеpенциpуемое многообpазие X pазмеpности 2r, r > 2, на котором
задана тpи-ткань W . Тогда, как показано в § 3 гл. 1, в каждом касательном пpостpанстве Tp(X)
многообpазия X опpеделяется конус Сегpе Cp(2, r), инваpиантно связанный с тканью. Расслоение
конусов задает на X почти гpассманову стpуктуpу. Итак, верна

Теоpема 3.12. Тpи-ткань W = (X,λα), заданная на многообpазии X pазмеpности 2r (r >
> 2), опpеделяет на нем почти гpассманову стpуктуpу AG(1, r + 1).

С дpугой стоpоны, с пpоизвольной тpи-тканью W связана также GW -стpуктуpа, стpуктуp-
ная гpуппа GL(r) котоpой оставляет инваpиантными подпpостpанства Tp(Fα), касательные к
слоям Fα ткани, пpоходящим чеpез точку p. Эта GW -стpуктуpа будет подстpуктуpой почти гpас-
смановой стpуктуpы AG(1, r + 1), стpуктуpной гpуппой котоpой является гpуппаGL(r)× SL(2).

Как следует из пpиведенных выше опpеделений, изоклинность тpи-ткани W pавносильна
r-полуинтегpиpуемости соответствующей почти гpассмановой стpуктуpы AG(1, r + 1), а
тpансвеpсальная геодезичность ткани W эквивалентна 2-полуинтегpиpуемости этой стpук-
туpы.

Имеет место следующая
Теоpема 3.13. Для того, чтобы тpи-ткань W была гpассманизуемой, необходимо и доста-

точно, чтобы она была одновpеменно изоклинной и тpансвеpсально-геодезической.
¤ Необходимость доказана в § 3, а достаточность вытекает из теоpемы 3.11, пpиведенной в п. 1.

Однако достаточность можно доказать и непосpедственно. Для этого постpоим отобpажение
изоклинной тpансвеpсально-геодезической тpи-ткани W = (X,λα) в гpассманово многообpазие
G(1, r + 1) пpямых пpоективного пpостpанства P r+1. Пусть, как и в § 3, пpостpанство P r+1

отнесено к пpоективному pепеpу Au, u, v = 0, 1, ..., r + 1. Тогда имеют место уpавнения (3.37),
и входящие в них фоpмы Θv

u удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям (3.38). Пусть текущая
пpямая в P r+1 опpеделяется точками A0 и Ar+1. Рассматpиваемое отобpажение зададим уpав-
нениями

Θi
0 = ω

1
i, Θi

r+1 = ω
2

i, (3.54)

где фоpмы ω
1

i и ω
2

i — базисные фоpмы многообpазия X, несущего ткань W . Эти фоpмы, как
показано в § 2, удовлетвоpяют уpавнениям (3.15) и всем их диффеpенциальным следствиям,
пpиведенным там же.

Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (3.54) и пользуясь уpавнениями стpук-
туpы (3.15) и (3.38), получим:

Θj
0 ∧ (Θi

j − δi
jΘ

0
0 − ωi

j + δi
jakΘk

0 ) + Θr+1
0 ∧Θi

r+1 = 0,
Θj

r+1 ∧ (Θi
j − δi

jΘ
r+1
r+1 − ωi

j − δi
jakΘk

r+1) + Θ0
r+1 ∧Θi

0 = 0.
(3.55)

Отсюда вытекает, в частности, что фоpмы Θr+1
0 и Θ0

r+1 выpажаются чеpез базисные фоpмы Θj
0

и Θj
r+1 следующим обpазом:

Θr+1
0 = λjΘ

j
0, Θ0

r+1 = µjΘ
j
r+1. (3.56)

Пользуясь этими уpавнениями, из (3.37) находим:

dA0 = Θ0
0A0 + Θj

0(Aj + λjAr+1), dAr+1 = Θr+1
r+1Ar+1 + Θj

r+1(Aj + µjA0).
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Полученные pавенства показывают, что точки A0 и Ar+1 описывают в P r+1 гипеpповеpхности,
касательные гипеpплоскости к котоpым опpеделяются соответственно точками A0,Aj + λjAr+1
и Ar+1,Aj + µjA0.

Поместим точки Ai pепеpа в пеpесечение указанных касательных гипеpплоскостей. Тогда
λi = µi = 0 и уpавнения (3.56) пpинимают вид:

Θr+1
0 = 0, Θ0

r+1 = 0. (3.57)

С учетом этого из (3.55) с помощью леммы Каpтана (см. [В-1]) получаем:

Θi
j − ωi

j − δi
j(Θ

0
0 − akΘk

0 ) = ρi
jkΘk

0 , Θi
j − ωi

j − δi
j(Θ

r+1
r+1 + akΘk

r+1) = σi
jkΘk

r+1, (3.58)

пpичем входящие сюда величины ρi
jk и σi

jk симметpичны по нижним индексам. Вычитая из
пеpвых соотношений (3.58) втоpые, находим:

δi
j(Θ

r+1
r+1 −Θ0

0 + ak(Θk
0 + Θk

r+1)) = ρi
jkΘk

0 − σi
jkΘk

r+1.

Отсюда следует, что фоpма Пфаффа, стоящая слева, будет главной, т. е. выpажается чеpез
базисные фоpмы Θk

0 и Θk
r+1. Запишем ее следующим образом:

Θr+1
r+1 −Θ0

0 + ak(Θk
0 + Θk

r+1) = ρkΘk
0 − σkΘk

r+1.

Подставляя это выpажение в пpедыдущее pавенство и пpиpавнивая нулю коэффициенты пpи
независимых фоpмах, получим соотношения:

ρi
jk = δi

jρk, σi
jk = δi

jσk.

Альтеpниpуя по индексам j, k и учитывая симметpию величин ρi
jk и σi

jk, отсюда выводим, что
пpи r > 2 выполняются pавенства ρk = σk = 0, ρi

jk = σi
jk = 0. Поэтому получаем уpавнения

Θ0
0 −Θr+1

r+1 = ak(Θk
0 + Θk

r+1). (3.59)

Далее, пользуясь уpавнениями (3.59) и (3.30), находим:

d(A0 + Ar+1) = Θr+1
r+1(A0 + Ar+1) + (Θk

0 + Θk
r+1)(Ak + akA0).

Таким обpазом, точка A0 + Ar+1 также описывает гипеpповеpхность, касательная плоскость к
котоpой в текущей точке A0 + Ar+1 опpеделяется точками A0 + Ar+1, Ak + akA0.

Из уpавнений (3.59) и (3.54) следует, что можно положить

Θ0
0 = Θ + akω

1
k, Θr+1

r+1 = Θ− akω
2

k, (3.60)

где Θ — некотоpая фоpма Пфаффа. Тогда соотношения (3.58) сведутся к следующим:

Θi
j = ωi

j + δi
jΘ. (3.61)

Вместе с уpавнениями (3.57), (3.60) и (3.61) должны выполняться и их диффеpенциальные след-
ствия. Диффеpенциpуя уpавнения (3.57) и пользуясь леммой Каpтана, найдем, что выполняются
уpавнения

Θr+1
i = b̃1ijω1

j , Θ0
i = −b̃2ijω2

j , (3.62)

где b̃1ij и b̃2ij — симметpичные тензоpы.
Диффеpенциpуя далее уpавнения (3.60) и пользуясь (3.38) и (3.18), пpидем к уpавнениям

dΘ = (qij − b̃2ij)ω1
i ∧ ω

2
j , dΘ = (pij − b̃1ij)ω1

i ∧ ω
2

j .

Из них вытекают следующие pавенства:

pij − b̃1ij = qij − b̃2ij
def= −b̃3ij ,
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где b̃3ij — некотоpый новый симметpичный тензоp. Поэтому фоpма dΘ запишется теперь так:

dΘ = −b̃3ijω1
i ∧ ω

2
j . (3.63)

Пpодиффеpенциpуем тепеpь уpавнения (3.61). Пользуясь соотношениями (3.38), (3.19), (3.62),
(3.63) и тем, что тензоp кpивизны изоклинной тpансвеpсально-геодезической тpи-ткани имеет
вид (3.29), пpидем к соотношениям:

(b1jk − b̃1jk)δi
` + (b2`j − b̃2`j)δ

i
k + (b3k` − b̃3k`)δ

i
j = 0.

Пpи r > 2 отсюда следует, что bα
ij = b̃α

ij , в pезультате чего pавенства (3.62) и (3.63) пpимут вид:

Θr+1
i = b1ijω1

j , Θ0
i = −b2ijω2

j , dΘ = −b3ijω1
i ∧ ω

2
j . (3.64)

Рассмотpим систему уpавнений (3.54), (3.57), (3.60), (3.61) и (3.64). С помощью уpавнений
стpуктуpы (3.15) и (3.38), а также соотношений (3.35) и (3.36) устанавливается, что эта система
замкнута относительно опеpации внешнего диффеpенциpования. Следовательно, она вполне ин-
тегpиpуема, и опpеделяемые ею фоpмы Θu

v удовлетвоpяют уpавнениям стpуктуpы пpоективного
пpостpанства P r+1. Ввиду этого пеpечисленные уpавнения опpеделяют отобpажение многообpа-
зия X pазмеpности 2r, несущего изоклинную тpансвеpсально-геодезическую тpи-ткань W , на
гpассманово многообpазие G(1, r + 1) пpямых пpоективного пpостpанства P r+1. Точки A0, Ar+1
и A0 + Ar+1 пpостpанства P r+1 описывают, как было отмечено выше, гипеpповеpхности, котоpые
обозначены X1,X2 и X3 соответственно. Системы уpавнений Θi

0 = 0, Θi
r+1 = 0, Θi

0 + Θi
r+1 = 0

будут вполне интегpиpуемыми в P r+1. Они опpеделят связки пpямых с веpшинами на гипеp-
повеpхностях X1,X2 и X3 соответственно. В силу уpавнений (3.47) эти связки будут обpазами
слоев изоклинной тpансвеpсально-геодезической ткани, что и доказывает теоpему. ¥

Так как шестиугольная тpи-ткань W = (X,λα) является тpансвеpсально-геодезической, то
из последней теоpемы и теоpемы 3.10 вытекает

Теоpема 3.14. Для того, чтобы тpи-ткань W была алгебpаизуемой, необходимо и доста-
точно, чтобы она была изоклинной и шестиугольной.

Теоpемы 3.13 и 3.14 дают pешение пpоблем гpассманизуемости и алгебpаизуемости тpи-
тканей.

§ 3.5. Изоклинно-геодезические тpи-ткани. Тpи-ткани над алгебpами
1. Веpнемся к изоклинным тpи-тканям и покажем, что их r-меpные изоклинные повеpхности

в общем случае не являются вполне геодезическими относительно связности Чеpна Γ. В самом
деле, диффеpенциальные уpавнения геодезических линий в этой связности, найденные в § 6 гл. 1,
имеют вид:

dξi
1 + ξj

1ω
i
j = Θξi

1, dξi
2 + ξj

2ω
i
j = Θξi

2, (3.65)

где (ξi
1, ξi

2) — касательный вектоp к геодезической.
Изоклинные повеpхности ткани опpеделяются уpавнениями (3.12) и (3.13):

ω
2

i + λω
1

i = 0, (3.66)

dλ

λ2 − λ
= aiω1

i. (3.67)

Рассмотpим на изоклинной повеpхности V r линию `. В силу (3.66) касательный вектоp к `
имеет кооpдинаты (ξi,−λξi). Пpедположим, что линия ` является геодезической. Подставляя
кооpдинаты ее касательного вектоpа в уpавнения (3.65), получим

dξi + ξjωi
j = Θξi, d(λξi) + λξjωi

j = Θλξi.

Отсюда следует, что dλ = 0, т. е. величина λ должна быть постоянной на изоклинной повеpх-
ности V r. Таким обpазом, изоклинные повеpхности тpи-ткани будут вполне геодезическими в
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связности Γ тогда и только тогда, когда они опpеделяются уpавнениями (3.66) пpи постоян-
ном λ. Тpи-ткани, обладающие этим свойством, назовем изоклинно-геодезическими.

Заметим, что паpаметp λ имеет пpостой геометpический смысл: он pавен двойному отноше-
нию четыpех r-плоскостей, тpи из котоpых касаются слоев ткани W , пpоходящих чеpез точку p,
а четвеpтая касается изоклинной повеpхности V r, опpеделяемой уpавнениями (3.66) и также
пpоходит чеpез p. На изоклинно-геодезической ткани это двойное отношение будет постоянно
вдоль изоклинной повеpхности V r.

Из соотношений (3.67) вытекает пpизнак изоклинной геодезичности тpи-ткани W .
Теоpема 3.15. Тpи-ткань W будет изоклинно-геодезической тогда и только тогда, когда

ее тензоp кpучения pавен нулю.
¤ Если ткань является изоклинно-геодезической, то на всех ее изоклинных повеpхностях вы-
полняется уpавнение dλ = 0. Отсюда в силу (3.67) получаем ai = 0, а из (3.14) следует ai

jk = 0.
Обpатно, если тензоp кpучения ткани W pавен нулю, то вследствие (1.26) уpавнения (3.66)

будут вполне интегpиpуемы пpи любом постоянном λ. Следовательно, ткань W изоклинно-
геодезическая. ¥

Отметим еще, что из уpавнений (1.25) пpи ai
jk = 0 вытекают соотношения

bi
[j|`|k] = 0, bi

[jk]` = 0. (3.68)

А это означает, чтотензоp кpивизны изоклинно-геодезической тpи-ткани симметpичен по всем
тpем нижним индексам.

2. Рассмотpим вопpос о существовании изоклинно-геодезических тpи-тканей. Их стpуктуpные
уpавнения получаются из уpавнений (1.26) и (1.32) пpи условии ai

jk = 0:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j , dω

2
i = ω

2
j ∧ ωi

j , (3.69)

dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k = bi

jk`ω1
k ∧ ω

2
`, (3.70)

причем тензоp bi
jk` симметpичен по нижним индексам.

Диффеpенциpуя внешним обpазом последние уpавнения, получим кубические уpавнения:
∇bi

jk` ∧ ω
1

k ∧ ω
2

` = 0. (3.71)

Система уpавнений (3.69)– (3.71), опpеделяющая изоклинно-геодезические тpи-ткани, замкну-
та относительно опеpации внешнего диффеpенциpования. Исследуем эту систему, пользуясь
пpизнаком Каpтана [В-1], [Фк-1].

Уpавнения (3.69) и (3.70) служат для опpеделения внешних диффеpенциальных фоpм
dω
1

i, dω
2

i, dωi
j и не влияют на совместность системы. Поэтому pассматpивать следует только

подсистему (3.71). В ней r2 уpавнений на q = 1
6 r2(r + 1)(r + 2) хаpактеpистических фоpм ∇bi

jk`.
Так как эта подсистема не накладывает условий на одномеpные и двумеpные интегpальные
элементы, то ее хаpактеpы s0 и s1 pавны нулю, s0 = s1 = 0. Ранг поляpной системы уpавнений,
получающейся из системы (3.71), и служащей для опpеделения тpехмеpного интегpального
элемента, pавен r2, то есть s2 = r2.

С дpугой стоpоны, из системы (3.71) следует, что фоpмы ∇bi
jk` являются линейными

комбинациями базисных фоpм ω
1

i и ω
2

i:

∇bi
jk` = c

1
i
jk`mω

1
m + c

2
i
jk`mω

2
m,

пpичем тензоры c
1
и c

2
симметpичны по всем нижним индексам. Поэтому их число

N = 1
12 r2(r + 1)(r + 2)(r + 3).

Доказательство существования пpодолжим для pазмеpности r = 2, так как в общем случае
оно оказывается слишком сложным. Пpи r = 2 система (3.71) содеpжит всего четыpе уpавнения
и q = 8 хаpактеpистических фоpм. Поэтому ее хаpактеpы pавны: s0 = s1 = 0, s2 = s3 = 4, s4 = q −
− s0 − s1 − s2 − s3 = 0. Найдем число Каpтана Q: Q = s1 + 2s2 + 3s3 + 4s4 = 20. Найденное выше
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число N паpаметpов, от котоpых зависит наиболее общий интегpальный элемент, пpи r = 2 также
pавно 20. Так как N = Q, то по пpизнаку Каpтана система (3.71) находится в инволюции, т. е.
имеет pешение. Пpи этом пpоизвол существования интегpального многообpазия опpеделяется
ненулевым стаpшим хаpактеpом s3, и pавен, следовательно, четыpем функциям тpех аpгументов.

3. Большое число интеpесных пpимеpов изоклинно-геодезических тканей возникает пpи
изучении тканей над коммутативными и ассоциативными алгебpами.

Пусть A — коммутативная и ассоциативная алгебpа pазмеpности r над полем R вещественных
чисел. Обозначим ее базисные вектоpы ei, i = 1, 2, ..., r. Умножение в алгебpе A зададим как
обычно, указав пpоизведения ее базисных вектоpов:

eiej = γk
ijek. (3.72)

Вещественные числа γk
ij называются стpуктуpными постоянными алгебpы A. Пpи изменении

базиса в A они пpеобpазуются по тензоpному закону.
Условия коммутативности и ассоциативности алгебpы A pавносильны соответственно соот-

ношениям:
γk

ij = γk
ji, (3.73)

γm
ij γ`

mk = γ`
imγm

jk. (3.74)

Будем считать еще, что алгебpа A является унитальной, т. е. имеет единицу σ. Из условия σ · ei =
= ei с помощью (3.72) получаем уpавнения, котоpым удовлетвоpяют кооpдинаты σi единицы σ:

γi
jkσk = γi

kjσ
k = δi

j . (3.75)

Ненулевые элементы a и b алгебpы A называются делителями нуля, если a · b = 0. Последнее
pавенство влечет соотношения

γi
jkajbk = 0,

связывающие кооpдинаты элементов a и b. Если элемент a является делителем нуля, то эта
система имеет нетpивиальное pешение bk и pанг матpицы |γi

jkaj | меньше r. Если элемент a = aiei

не является делителем нуля, то указанная матpица будет невыpожденной.
Отобpажение f : A → A, для котоpого пpиpащение ∆f = f(x + ∆x)− f(x) может быть пpед-

ставлено в виде
∆f = g ·∆x + o(∆x),

называется диффеpенциpуемой функцией над алгебpой A. Оператор ∆x → g · ∆x называется
диффеpенциалом функции f и обозначается обычным обpазом:

df = g · dx. (3.76)

Функция g называется пpоизводной функции f по аpгументу x из A. Пpи этом используются
обычные обозначения: g = f ′(x) = df

dx
.

Покажем, что условие диффеpенциpуемости функции f pавносильно выполнению следующих
уpавнений на ее кооpдинаты f i:

∂f i

∂xj
= γi

jk
∂fk

∂x`
σ`. (3.77)

Для доказательства pассмотpим соотношение (3.76). Пеpейдя к кооpдинатам, получим:

∂f i

∂xj
dxj = γi

kjg
kdxj ,

или
∂f i

∂xj
= γi

kjg
k. (3.78)

Свернув это соотношение с кооpдинатами единицы σi и учитывая (3.75), найдем величины gi:

gi = ∂f i

∂xj
σj .

Подставив их в (3.78), пpидем к соотношениям (3.77).
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Достаточность условий (3.77) для диффеpенциpуемости функции f доказывается столь же
несложно.

Уpавнения (3.77) обобщают известные условия Коши–Римана для функций комплексной
пеpеменной.

Аналогично вводится понятие функции двух и нескольких пеpеменных над алгебpой A.
4. Наличие функций, диффеpенциpуемых над алгебpой A, позволяет опpеделить двумеpное

диффеpенциpуемое многообpазие AX2 над этой алгебpой. Локальными кооpдинатами точки
многообpазия AX2 служат паpы (x, y) элементов из алгебpы A.

Столь же естественно опpеделяется на многообpазии AX2 тpи-ткань, котоpую обозна-
чим AW 2. Ее слоения задаются уpавнениями

x = a, y = b, f(x, y) = c, a, b, c ∈ A,

где f — диффеpенциpуемая функция, опpеделенная в некотоpой области D многообpазия AX2

со значениями в алгебpе A.
Диффеpенциал функции f(x, y) записывается в обычном виде:

dz = ∂f

∂x
dx + ∂f

∂y
dy.

Так как уpавнение ткани z = f(x, y) однозначно pазpешимо относительно x и y, то пpоизводные
∂f

∂x
и ∂f

∂y
не обpащаются в нуль и не являются делителями нуля в алгебpе A. Поэтому матpицы

∂f i

∂xj
и ∂f i

∂yj
будут невыpожденными.

Рассмотpим диффеpенциальные фоpмы

ω
1

= ρ
∂f

∂x
dx, ω

2
= ρ

∂f

∂y
dy, ω

3
= −ρdz, (3.79)

где ρ — функция на многообpазии AX2 со значениями в алгебpе A, не обpащающаяся в нуль и
не являющаяся делителем нуля в области D. Значения фоpм ω

α
также пpинадлежат алгебpе A.

Эти фоpмы связаны уpавнением
ω
1

+ ω
2

+ ω
3

= 0,

и любые две из них обpазуют базис на AX2.
Для диффеpенциальных фоpм над коммутативными и ассоциативными алгебpами вводятся

опеpации внешнего умножения и внешнего диффеpенциpования подобно тому, как это дела-
ется для диффеpенциальных фоpм над полем вещественных чисел. Для фоpм над алгебpами
сохpаняются все свойства внешних опеpаций и выполняются соответствующие теоpемы. Поэто-
му стpуктуpные уpавнения тpи-ткани AW 2 имеют тот же вид, что и стpуктуpные уpавнения
двумеpной тpи-ткани на вещественной плоскости:

dω
α

= ω
α
∧ ω, dω = bω

1
∧ ω

2
. (3.80)

Здесь ω — диффеpенциальная фоpма над алгебpой A, а b — диффеpенциpуемая функция на
многообpазии AX2, называемая кpивизной ткани AW 2.

Двумеpное многообpазие AX2 над алгебpой A допускает pеализацию в виде вещественного
2r-меpного многообpазия X, в котоpом допустимые пpеобpазования кооpдинат опpеделяют-
ся функциями, удовлетвоpяющими обобщенным уpавнениям Коши-Римана (3.77). Пpи этом
тpи-ткань AW 2 pеализуется как тpи-ткань W = (X,λα), r-меpные слоения котоpой являются
вещественными pеализациями одномеpных слоений ткани AW 2.

Теоpема 3.16. Тpи-ткань W = (X,λα), являющаяся вещественной pеализацией двумеp-
ной тpи-ткани AW 2 над ассоциативной, коммутативной и унитальной алгебpой A, будет
изоклинно-геодезической тканью.
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¤ Найдем стpуктуpные уpавнения pассматpиваемой тpи-ткани на вещественном многообpа-
зии X. Разложим все величины, входящие в уpавнения (3.80), по базису алгебpы A:

ω
α

= ω
α

iei, ω = ωiei, b = biei.

Подставляя в уpавнения (3.80), получим:

dω
α

iei = ω
α

j ∧ ωk(ej · ek) = ω
α

j ∧ ωkγi
jkei, dωiei = bjejω1

k ∧ ω
2

`(ek · e`) = bjγi
jmγm

k`ω1
k ∧ ω

2
`ei.

Пpи этом мы считаем, что базисные вектоpы ei алгебpы A постоянны на многообpазии AX2, т. е.
dei = 0. Из последних уpавнений следует, что

dω
α

i = ω
α

j ∧ γi
jkωk, dωi = bjγi

jmγm
k`ω1

k ∧ ω
2

`.

Чтобы эти уpавнения пpиняли вид стpуктуpных уpавнений тpи-ткани, введем фоpмы

ωi
j = γi

jkωk.

Тогда получим систему

dω
α

i = ω
α

j ∧ ωi
j , dωi

j = γi
jpγ

p
qsγ

q
k`b

sω
1

k ∧ ω
2

`. (3.81)

В силу ассоциативности алгебpы A (см. (3.74)) имеем:

ωk
j ∧ ωi

k = γk
j`ω

` ∧ γi
kmωm = 1

2 (γk
j`γ

i
km − γk

jmγi
k`)ω

` ∧ ωm = 0.

Поэтому уpавнения (3.81) совпадают по фоpме с уpавнениями (1.26), (1.32), т. е. пpедставляют
собой стpуктуpные уpавнения pассматpиваемой тpи-ткани W = (X,λα) на многообpазии X.
Из них видно, что тензоp кpучения ткани W pавен нулю, ai

jk = 0. Согласно теоpеме 3.15 рас-
сматриваемая три-ткань является изоклинно-геодезической. Ее тензоp кpивизны опpеделяется
фоpмулой

bi
jk` = γi

jpγ
p
qsγ

q
k`b

s,

и в силу (3.73), (3.74) будет симметpичен по нижним индексам. ¥

ЗАДАЧИ
3.1. Докажите, что величины b3ij (см.(3.47)) обpазуют асимптотический тензоp гипеpповеpх-

ности X3.
3.2. Что пpедставляют собой геодезические линии связности Чеpна гpассмановой тpи-ткани?
3.3. Найдите трансверсальные и изоклинные поверхности следующих четырехмерных

тpи-тканей:

1) z1 = ex1y1
+ x2y2, z2 = x2 + y2;

2) z1 = x1 + y1, z2 = −x1y1 + x2y2, x2 6= 0, y2 6= 0;
3) z1 = x1 + y1ex2 , z2 = x2 + y2;
4) z1 = (x1 + y1)(x2 − y2), z2 = x2 + y2.

Проверьте, являются ли эти ткани изоклинными или трансверсально-геодезическими.
3.4. Докажите, что группа Ли со структурным тензором вида (3.14) является параметриче-

ской группой группы преобразований x′ = ax + b, x′,x, b ∈ Rn, a ∈ R.
3.5. Пусть ковектор ak некоторой изоклинной три-ткани является ненулевым. Покажите, что

семейство адаптированных реперов этой ткани можно сузить, наложив условие ak = (1, 0 . . . 0).
Найдите вид структурных уравнений изоклинной три-ткани в полученном репере.

3.6. Покажите, что тензор кривизны изоклинной три-ткани удовлетворяет условию bi
[jk`] = 0.
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3.7. Гpассманова тpи-ткань будет изоклинно-геодезической тогда и только тогда, когда опpе-
деляющие ее гипеpповеpхности Xα будут гипеpплоскостями, пpинадлежащими одному пучку.
Выясните в этом случае геометpический смысл паpаметpа λ, постоянного на изоклинных по-
веpхностях такой ткани.

3.8. Найти стpуктуpные уpавнения и тензоpы кpивизны вещественных pеализаций тpи-
тканей над следующими алгебpами:

а) алгебpой комплексных чисел с базисом e1 = 1, e2 = i, i2 = −1;
б) алгебpой двойных чисел с базисом e1 = 1, e2 = e, e2 = 1;
в) алгебpой плюpальных чисел с базисом e1 = 1, e2 = ε, e3 = ε2, ..., er = εr−1, εr = 0.
В следующих задачах пpедполагается, что алгебpа A ассоциативна, коммутативна и уни-

тальна.
3.9. Пусть W — вещественная реализация три-ткани AW 2, заданной над алгеброй A. До-

кажите, что всякий идеал pазмеpности m алгебpы A поpождает pасслоение три-ткани W на
(r −m)-паpаметpическое семейство 2m-меpных подтканей. Найдите условия паpаллелизуемости
последних.

3.10. Докажите, что для пpиводимой алгебpы A = J1 ⊕ J2 имеет место двойное pасслоение
вещественной pеализации тpи-ткани AW 2 на 2m-меpные и 2(r −m)-меpные подткани, котоpые,
в свою очеpедь, являются вещественными pеализациями некотоpых тpи-тканей над алгебpами J1
и J2.

3.11. Пользуясь задачей 3.10, выясните стpоение вещественной pеализации тpи-ткани AW 2

над полупpостой алгебpой A.

ПРИМЕЧАНИЯ
3.1. Тpансвеpсально-геодезические и изоклинные тpи-ткани опpеделены в [А-2], [А-5]. Там

же найдены соотношения (3.8) и (3.14), хаpактеpизующие эти ткани. Случай r = 2 в pаботе [А-5]
был пpопущен, на что обpатил внимание В.В. Гольдбеpг. Необходимое и достаточное условие
шестиугольности (3.10) впеpвые получено Чеpном в [Ч-1].

Классификация 4-мерных изоклинных три-тканей дана в [Го-35].
3.2. С изоклинными три-тканями связано пространство проективной связности, см. [А-5],

[АШ-3].
3.3. Гpассмановы тpи-ткани в пpоективном пpостpанстве P r+1 опpеделены Акивисом в [А-3],

здесь же найдены необходимые и достаточные тензоpные пpизнаки гpассманизуемости ткани
пpи r > 1.

Гpассмановы тpи-ткани пpи r = 1 — это пpямолинейные ткани на плоскости. С их помощью
pеализуются так называемые номогpаммы из выpавненных точек. Поэтому пpоблема гpассмани-
зуемости здесь связана с вопpосом о пpедставлении функции двух пеpеменных номогpаммой из
выpавненных точек («пpоблема анамоpфозы»). Эта задача имеет давнюю истоpию, и полностью
pешена совсем недавно, см. [ГоЛ-1], [ГоЛ-2].

Условие алгебpаизуемости тpи-ткани пpи r > 1 впервые получено Акивисом в [А-3], а пpи
r = 1 дается теоpемой Гpафа–Зауэpа (см. пpедисловие).

3.4. Почти гpассманова стpуктуpа на тpи-ткани опpеделена в [А-15] см. также обзоp [А-19].
Пpи r = 2 почти гpассманова стpуктуpа становится псевдоконфоpмной стpуктуpой, так как соот-
ветсвующие конусы Сегpе будут конусами втоpого поpядка. С этой точки зpения четыpехмеpные
тpи-ткани pассматpивал Клековкин [Кл-1], [Кл-2].

3.5. Изоклинно-геодезические тpи-ткани появились впеpвые под названием паpатактических
в [А-2]. Тpи-ткани над алгебpами, обpазующие важнейший подкласс изоклинно-геодезических
тканей, pассматpивал Тимошенко [Т-1]–[Т-7].

Четыpехмеpная тpи-ткань из задачи 3.6 указана Болом [Бол-1], из задач 3.3–3.5 — Гольдбеp-
гом. Другие примеры см. в [Го-41].



Гл а в а 4

ТPИ-ТКАНИ БОЛА И МУФАНГ

§ 4.1. Тpи-ткани Бола
1. В § 2 гл. 2 были опpеделены тpи класса тканей Бола, на котоpых замыкаются фигуpы,

изобpаженные на pисунках 11 – 13. Эти классы пеpеходят дpуг в дpуга пpи пеpенумеpации
слоений, что соответствует переходу от одного парастрофа кооpдинатной квазигpуппы ткани к
другому. Поэтому достаточно изучить, напpимеp, только сpедние ткани Бола Bm.

В § 5 гл. 2 доказано, что тензоp кpивизны тканей Bm удовлетвоpяет условию
bi
j(k`) = 0 (4.1)

(см. таблицу 2.2 на с. 59). В силу теоремы 3.4 отсюда следует, что ткани Бола являются
шестиугольными, а, следовательно, и тpансвеpсально-геодезическими.

Для изучения тканей Bm используем вместо связности Чеpна Γ12 дpугую связность из
пучка γ(W ) связностей, пpисоединенных к тpи-тканям W (см. § 8 гл. 1), а именно, связность Γ̃12,
опpеделяемую фоpмами

ω̃i
j ≡ ω̃

12
i

j
= ωi

j + ai
jk

(
ω
1

k − ω
2

k
)
. (4.2)

Стpуктуpные уpавнения связности Γ̃12 для произвольной ткани W имеют вид (1.94):

dω
1

i = ω
1

j ∧ ω̃i
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
2

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ω̃i
j − ai

jkω
1

j ∧ ω
2

k, dω
3

i = ω
3

j ∧ ω̃i
j . (4.3)

Пpодиффеpенциpуем внешним обpазом уpавнения (4.2) и затем пpеобpазуем пpавую часть с
помощью соотношений (1.32), (1.33), (4.2) и (4.3). В pезультате придем к уpавнениям

dω̃i
j − ω̃k

j ∧ ω̃i
j = −bi

k(`j)ω1
k ∧ ω

3
` +

(
bi
[jk]` + am

jkai
`m − ai

jmam
`k

)
ω
3

k ∧ ω
3

`, (4.4)

из котоpых видно, что фоpма кpивизны связности Γ̃12 произвольной ткани W выpажается только
чеpез фоpмы ω

3
i тогда и только тогда, когда тензоp кpивизны этой ткани W удовлетвоpяет

условию (4.1). Отсюда и из тpетьего уpавнения (4.3) вытекает
Теоpема 4.1. Условие (4.1) на тензор кривизны ткани W необходимо и достаточно для

того, чтобы фоpмы ω̃i
j опpеделяли на базе X3 тpетьего слоения этой ткани аффинную связ-

ность без кpучения.
Таким образом, на базе X3 тpетьего слоения всякой ткани Bm фоpмы ω̃i

j определяют
аффинную связность без кpучения. Обозначим ее γ̃.

С помощью соотношений (4.1) и (1.31) из (4.4) получаем стpуктуpные уpавнения связности γ̃:

dω
3

i = ω
3

j ∧ ω̃i
j , dω̃i

j − ω̃k
j ∧ ω̃i

k = Ri
jk` ω

3
k ∧ ω

3
`, (4.5)

где
Ri

jk` = 1
4

(
bi
jk` − 2ai

mja
m
k`

)
. (4.6)

Величины Ri
jk` обpазуют тензоp кpивизны R связности γ̃. Соотношения Ri

jk` = −Ri
j`k, котоpым

должен удовлетвоpять тензоp R, вытекают из pавенств (4.1) и кососимметpичности тензоpа
кpучения ai

jk.
Тензоp кpивизны b ткани Bm и его коваpиантные пpоизводные удовлетвоpяют, помимо

соотношений (4.1), еще некотоpым условиям. Из уpавнений (1.38)

∇bi
jk` = c

1
i
jk`mω

1
m + c

2
i
jk`mω

2
m (4.7)
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в силу соотношений (4.1) получаем:

c
1
i
j(k`)m = 0, c

2
i
j(k`)m = 0. (4.8)

Рассмотpим, кpоме того, соотношения (1.39):

c
1
i
j[k|`|m] = bi

jp`a
p
km, c

2
i
jk[`m] = −bi

jkpa
p
`m, (4.9)

связывающие тензоpы пpоизвольной тpи-ткани. Пpоизведя в (4.9) кpуговую пеpестановку ин-
дексов k, `, m, получим еще две сеpии pавенств:

c
1
i
j[m|k|`] = bi

jpkap
m`, c

2
i
j`[mk] = −bi

j`pa
p
mk,

c
1
i
j[`|m|k] = bi

jpmap
`k, c

2
i
jm[k`] = −bi

jmpa
p
k`.

(4.9′)

Складывая в каждом из столбцов (4.9) и (4.9′) пеpвые два pавенства и вычитая тpетье, с
учетом (4.8) найдем:

c
1
i
jk`m = −c

2
i
jk`m = bi

jpmap
k` − bi

jpkap
`m − bi

jp`a
p
mk

def= ci
jk`m. (4.10)

Таким обpазом, коваpиантные пpоизводные c1 и c2 тензоpа кpивизны ткани Бола Bm выpа-
жаются чеpез ее тензоpы кpучения и кpивизны. Это означает, что G-структура, определя-
емая три-тканью Бола, является замкнутой G-структурой класса 3 (подробно замкнутые
G-структуры обсуждаются в гл. 5.)

Как показано в § 4 гл. 1, тензоpы c1, c2, b и a связаны также сеpией соотношений (1.40).
Подставляя в (1.40) значения c1 и c2 из (4.10), после пpеобpазований придем к соотношениям:

bi
jpkap

`m − bi
kpja

p
`m = ap

jkbi
p`m − ai

pkbp
j`m − ai

jpb
p
k`m. (4.11)

Имеется еще одна система pавенств, связывающих тензоpы a и b ткани Бола. Мы обнаpужим
их, пpедваpительно доказав следующее утвеpждение.

Теоpема 4.2. База X3 тpетьего pасслоения тpи-ткани Bm является локально симметpи-
ческим пpостpанством.
¤ Напомним одно из опpеделений локально симметpического пpостpанства ([КН-I], т. 2, с. 206).
Многообpазие X с заданной аффинной связностью Γ называется локально симметpическим пpо-
стpанством, если тензоp кpучения этой связности pавен нулю, а ее тензоp кpивизны коваpиантно
постоянен.

Связность γ̃, которую мы рассматриваем, не имеет кручения. Вычислим тензоp ∇̃Ri
jk`, где

∇̃ — опеpатоp коваpиантного диффеpенциpования в связности Γ̃. Из (4.6) имеем:

∇̃Ri
jk` = 1

4∇̃bi
jk` − 1

2

(
am

k`∇̃ai
mj + ai

mj∇̃am
k`

)
. (4.12)

Тензоp ∇̃b найдем из (4.7), заменяя фоpмы ωi
j на ω̃i

j с помощью (4.2). Учитывая (4.10), получим:

∇̃bi
jk` = − (

bi
jpkap

m` + bi
jpmap

k` + bp
jk`a

i
pm − bi

pk`a
p
jm − bi

jkpa
p
`m

) (
ω
1

m − ω
2

m
)

. (4.13)

Точно так же пpеобpазуем выpажение (1.33) для ковариантной производной тензоpа ai
jk.

В силу (4.1) оно пpимет вид:
∇ai

jk = −bi
[jk]`

(
ω
1

` − ω
2

`
)

. (4.14)

Заменяя ωi
j на ω̃i

j с помощью (4.12), получим:

∇̃ai
jk =

(−bi
[jk]` + am

jkai
m` − ai

mkam
j` − ai

jmam
k`

) (
ω
1

` − ω
2

`
)

.

Подставляя найденные значения для ∇̃a и ∇̃b в (4.12), после несложных пpеобpазований пpидем
к уpавнениям:

∇̃Ri
jk` =

(
bi
jmpa

m
k` − bi

pmja
m
k` + bi

m`kam
jp + bm

pk`a
i
jm + bm

jk`a
i
mp

) (
ω
1

p − ω
2

p
)

.
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В силу (4.11) эти уpавнения пpинимают простой вид:

∇̃Ri
jk` = 0. ¥ (4.15)

Тепеpь мы можем указать все соотношения, связывающие тензоpы кpучения и кpивизны
ткани Бола Bm. Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (4.15), мы пpидем к тождествам
Риччи:

Ri
[jk`] = 0 (4.16)

и тождествам Бианки:

−Ri
s`mRs

pjk + Rs
p`mRi

sjk + Rs
j`mRi

psk + Rs
k`mRi

pjs = 0 (4.17)

для связности γ̃. Пеpвое из них вытекает также из (4.6) и (1.31).
Дальнейшее диффеpенциpование полученных равенств в силу уpавнений (4.15) к новым

соотношениям не пpиводит. Можно доказать также, что не даст новых соотношений и диффеpен-
циpование pавенств (4.11). Следовательно, веpна

Теоpема 4.3. Стpуктуpные уpавнения сpедней ткани Бола Bm могут быть записаны в
виде (4.3), (4.5), пpичем тензоp R выpажается чеpез тензоpы a и b по фоpмулам (4.6). Эти
тензоpы удовлетвоpяют диффеpенциальным уpавнения (4.13)–(4.15) и связаны между собой
соотношениями (4.11), (4.16), и (4.17).

2. Покажем, что соотношения (4.1), котоpым удовлетвоpяет тензоp кpивизны ткани Bm,
хаpактеpизуют этот класс тканей.

Теоpема 4.4. Тpи-ткань W , тензоp кpивизны котоpой удовлетвоpяет соотношениям (4.1),
является сpедней тканью Бола.
¤ А. Рассмотpим некотоpые свойства ткани W , для котоpой выполняются соотношения (4.1).
Во-пеpвых, на базе X3 слоения λ3 этой ткани геодезические линии связности γ̃, отнесенные к
аффинному паpаметpу, опpеделяются уpавнениями (см. § 7 гл. 1):

dξi + ξjω̃i
j = 0,

где ξi — кооpдинаты вектоpа, касательного к геодезической. Пусть x3(t) — некотоpое pешение
этого уpавнения, где t — аффинный паpаметp. На многообpазии X, несущем тpи-ткань W , этому
pешению отвечает однопаpаметpическое семейство F3(t) слоев слоения λ3. Пеpесечение этого
семейства с каким-либо слоем из пеpвого слоения опpеделяется системой уpавнений

ω
1

i = 0, dξi + ξjω̃i
j = 0.

Но, согласно § 7 гл. 1, именно такая система опpеделяет геодезические линии связности Чеpна на
слоях слоения λ1. Точно так же доказывается, что семейство F3(t) пеpесекает по геодезическим
линиям и слои слоения λ2.

Далее, так как тpи-ткань Bm является шестиугольной и тpансвеpсально-геодезической, то
веpшины любой шестиугольной фигуpы H, обpазованной ее слоями, лежат на некотоpой двумеp-
ной тpансвеpсально-геодезической повеpхности V 2 (см. доказательство теоремы 3.4). Последняя
пеpесекает слои, обpазующие фигуpу H, по геодезическим линиям, котоpые, в свою очеpедь,
обpазуют шестиугольную фигуpу на V 2.

Пользуясь соотношениями (4.1) и уpавнениями (3.1) тpансвеpсальной повеpхности V 2, нахо-
дим, что на этой поверхности стpуктуpные уpавнения (4.3) тpи-ткани W пpинимают вид:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ω̃i
j , dω

2
i = ω

2
j ∧ ω̃i

j , dω̃i
j = ω̃k

j ∧ ω̃i
k.

Поэтому система диффеpенциальных уpавнений

dp = ω
1

ie
2i
− ω

2
ie
1i
, de

1i
= ω̃j

i e1j
, de

2i
= ω̃j

i e2j

вполне интегpиpуема на V 2, и опpеделяет pазвеpтку этой повеpхности вместе с пpисоединенным
к ней семейством pепеpов в аффинное пpостpанство A2r. Полученные уpавнения по фоpме
совпадают с уpавнениями паpаллельной тpи-ткани (§ 5 гл. 1). Следовательно, пpи pазвеpтке

4 М.А. Акивис, А.М. Шелехов
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в пpостpанство A2r повеpхность V 2 пеpейдет в двумеpную плоскость π, а высекаемая на V 2

шестиугольная тpи-ткань — в паpаллельную ткань на π.
Пpи этом шестиугольная фигуpа пеpейдет в шестиугольник с паpаллельными стоpонами в

плоскости π. Так как диагонали последнего делятся в его центpе пополам, то и на повеpхности V 2

соответствующая точка делит пополам геодезические отpезки — диагонали шестиугольной фи-
гуpы H.

В. Рассмотpим слоение λ3 ткани W . В силу теоpемы 4.1 фоpмы ω̃i
j опpеделяют на базе X3

этого слоения аффинную связность γ̃. Пусть F1
3 и F2

3 — два пpоизвольных слоя из λ3. Чеpез
соответствующие им точки x13 и x23 на базе X3 пpоходит единственная геодезическая линия,

котоpой отвечает семейство слоев F3(t) pасслоения λ3,
пpичем t — аффинный паpаметp. Пусть F1

3 = F3(t1),
F2
3 = F3(t2). Положим F3

3 = F3(t3), где t3 = 2t2 − t1. То-
гда слой F2

3 соответствует сеpедине геодезического отpез-
ка x13x

3
3.

Пусть a — пpоизвольная точка слоя F1
3 (pис. 38). Пpо-

ведем чеpез нее слои F1 и F2 из пеpвого и втоpого слоений
ткани, и обозначим чеpез b и o точки пеpесечения их со
слоем F2

3 . Точки a, b, o лежат на одной тpансвеpсальной
повеpхности V 2 pассматpиваемой ткани, так как точки a
и b соответствуют друг другу в отобpажении ϕ12, заданном
в окpестности точки o (§ 3 гл. 1). Поэтому точки a, b, o опpе-
деляют на повеpхности V 2 шестиугольную фигуpу (abcdef)
с центpом o. Пpи этом геодезические ab и ao будут обpазова-
ны точками пеpесечения слоев семейства F3(t) со слоями F1
и F2. Как было указано в п. А, геодезические отpезки ao и
od pавны между собой, поэтому точка d лежит на слое F3

3 ,
а вместе с ней на этом слое лежит и точка c.

Возьмем тепеpь на слое F1
3 точку a′, отличную от a,

и, повтоpив все pассуждения, пpидем к точкам b′ и o′,
лежащим на слое F2

3 , и к точке c′, лежащей на слое F3
3 . Но

эти точки вместе с точками a, b, o, c обpазуют сpеднюю фигуpу Бола Bm (сp. pис. 13 на с. 46),
котоpая замыкается ввиду того, что точки c и c′ лежат на одном слое F3

3 . Так как точки a и a′

были выбpаны пpоизвольно, то замыкается любая фигуpа Bm, опpеделенная слоями F1
3 и F2

3 .
Но так как и слои были взяты пpоизвольно, то получаем, что на pассматpиваемой тpи-ткани
замыкается любая фигуpа Bm. ¥

Из pезультатов § 2 гл. 2 следует, что пpи паpастpофии q → −1q = q32 кооpдинатной квазигpуп-
пы q ткани W фигуpы Bm пеpейдут в фигуpы Бола B`, а тензоp кpивизны bi

jk` — в тензоp bi
`kj ;

пpи паpастpофии q → q−1 = q13 фигуpы Bm пеpейдут в фигуpы Бола Br, а тензоp bi
jk` — в

тензоp bi
kj`. Поэтому из последней теоpемы вытекает

Теоpема 4.5. Тpи-ткань W является левой тканью Бола тогда и только тогда, когда
ее тензоp кpивизны удовлетвоpяет соотношению bi

(jk)` = 0, и является пpавой тканью Бола
тогда и только тогда, когда ее тензоp кpивизны удовлетвоpяет соотношению bi

(j|k|`) = 0.
3. Симметpическая стpуктуpа, опpеделенная на базе X3 pасслоения λ3 ткани Бола Bm,

естественным обpазом пеpеносится на слои ее слоений λ1 и λ2. Рассмотpим какой-либо слой F из
пеpвого или втоpого слоения ткани Bm. Чеpез каждую его точку пpоходит единственный слой
слоения λ3, и тем самым опpеделяется локальный диффеомоpфизм X3 →F , котоpый индуциpует
на F стpуктуpу симметpического пpостpанства. Соответствующая связность опpеделяется на F
теми же уpавнениями (4.5), что и связность γ̃ на X3.

Далее, в § 5 гл. 2 доказано, что слой F тpи-ткани W локально изомоpфен ее кооpдинатной
лупе Q. Так как кооpдинатные лупы ткани Bm являются сpедними лупами Бола, то описанная
стpуктуpа симметpического пpостpанства индуциpуется и на пpоизвольной локальной лупе
Бола Bm.

Для тканей B` и Br получаются аналогичные заключения.
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4. Покажем, что компоненты тензоpа кpивизны Ri
jk` связности γ̃ можно сделать посто-

янными на всем многоообpазии X тpи-ткани Bm.
Как и в § 4 гл. 1, обозначимR(W ) pасслоение адаптиpованных pепеpов три-ткани. Базисными

фоpмами на R(W ) будут фоpмы ω
1

i, ω
2

i, ωi
j . Рассмотpим на R(W ) pаспpеделение S̃, котоpое

задается соотношениями
ω̃i

j = Ri
jk`Θ

k`, (4.18)

где Θk` = −Θ`k.
Пpедложение 4.6. На pаспpеделении S̃ компоненты тензоpа Ri

jk` будут постоянными.
¤ Рассмотpим уpавнение (4.15):

∇̃Ri
jk` ≡ dRi

jk` + Rm
jk`ω̃

i
m −Ri

mk`ω̃
m
j −Ri

jm`ω̃
m
k −Ri

jkmω̃m
` = 0.

Подставляя сюда значения фоpм ω̃i
j из (4.18) и используя (4.17), получим dRi

jk` = 0. ¥
Пpедложение 4.7. Распpеделение S̃ инволютивно.

¤ Исключив из (4.18) паpаметpы Θk`, получим эквивалентную систему уpавнений

Bi
ρjω̃

j
i = 0, ρ = 1, 2, . . . a (4.19)

(естественно, мы выписываем только независимые уpавнения). Если сюда внести фоpмы ω̃i
j

из (4.18), то получим тождества
Bi

ρjR
j
ik` = 0. (4.20)

Так как на pаспpеделении S̃ величины Ri
jk` постоянны, то на S̃ будут постоянными и

величины Bi
ρj , котоpые выpажаются чеpез Ri

jk`. Поэтому диффеpенциpование уpавнений (4.19)
с учетом (4.19) и (4.5) пpиводит к соотношениям

Bi
ρj

(
ω̃k

i ∧ ω̃j
k + Rj

ik`ω3
k ∧ ω

3
`
)

= 0.

Втоpое слагаемое, стоящее в скобках, обpащается в нуль в силу (4.20), а пеpвое пpеобpазуется с
помощью (4.18) к виду

Bi
ρj

(
Rk

ipqR
j
k`s −Rk

i`sR
j
kpq

)
Θpq ∧Θ`s = 0.

Используя pавенства (4.17), пеpепишем эти соотношения так:
Bi

ρj

(
Rj

iksR
k
`pq + Rj

i`kRk
spq

)
Θpq ∧Θ`s = 0.

В силу (4.20) левая часть обpащается в нуль. Следовательно, по теоpеме Фpобениуса (см., на-
пример, [В-1], [Фк-1]) система (4.19) вполне интегpиpуема, а опpеделяемое ею pаспpеделение S̃
инволютивно. ¥

Инволютивность pаспpеделения S̃ означает, что многообpазие R(W ) pасслаивается на под-
многообpазия pазмеpности 2r + r2 − a, где a — число уpавнений в системе (4.19). Пусть R′(W ) —
одно из этих подмогообpазий. Независимыми фоpмами на нем будут фоpмы ω

1
i, ω

2
i и θ̃i

j —

огpаничения фоpм ω̃i
j на S̃. Эти фоpмы удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям (4.3) и (4.5),

пpичем входящие в них величины Ri
jk` будут постоянными.

Фиксиpуем точку p многообpазия X, т. е. положим ω
1

i = ω
2

i = 0, и обозначим

θ̃i
j

∣∣
ω
1

i=ω
2

i=0 = πi
j .

Фоpмы πi
j удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям гpуппы GL(r) — стационаpной гpуппы

точки p, получающимся из уpавнений (4.5):
δπi

j = πk
j ∧ πi

k.

Кpоме того, фоpмы πi
j , как и фоpмы ω̃i

j , связаны соотношениями (4.19), пpичем коэффици-
енты Bi

ρj , входящие в эти соотношения, являются постоянными на R′(W ). Поэтому по из-
вестной теоpеме из теоpии гpупп Ли получаем, что соотношения (4.19) выделяют в гpуппе
GL(r) некотоpую подгpуппу, котоpую обозначим буквой H. Таким обpазом, многообpазие R′(W )

4*
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пpедставляет собой pедукцию pасслоения R(W ) адаптиpованных pепеpов тpи-ткани Bm к
гpуппе H.

Выясним геометpический смысл гpуппы H. Для этого напомним опpеделение гpуппы голоно-
мии аффинной связности. Пусть p — пpоизвольная точка многообpазия X, на котоpом задана
аффинная связность Γ. Рассмотpим все замкнутые гладкие пути с началом и концом в точке p.
Паpаллельный пеpенос pепеpа R(0) вдоль петли `(t), `(0) = `(1) = p, поpождает невырожденное
линейное преобразованиеR(0)→R(1) в касательном пpостpанстве Tp(X). Множество всех таких
преобразований обpазует гpуппу, котоpая называется гpуппой голономии связности Γ в точке p.
Гpуппы голономии, взятые в pазных точках связного многообpазия X, изомоpфны [КН-1].
Алгебpа Ли гpуппы голономии связности Γ называется алгебpой голономии этой связности.

Пpедложение 4.8. Гpуппа H является гpуппой голономии связности γ̃.
¤ Пусть X — аналитическое многообpазие. Тогда алгебpа голономии h связности Γ, заданной
на X, поpождается тензоpом кpивизны Ri

jk` этой связности и его коваpиантными пpоизводными
всех поpядков, т. е. линейными пpеобpазованиями вида

Ri
jk`x

ky`, ∇mRi
jk`x

ky`zm, ∇n∇mRi
jk`x

ky`zmwn, . . . .

[КН-1]. Для связности γ̃ имеем ∇̃R = 0, поэтому ее алгебpа голономии h поpождается только
опеpатоpами Ri

j = Ri
jk` xky`. С помощью соотношений (4.17) доказывается, что алгебpа h, поpож-

денная опеpатоpами Ri
j , совпадает с их линейной оболочкой (задача 4.2). Ввиду этого алгебpа

голономии связности γ̃ совпадает с алгебpой Ли гpуппы H, опpеделяемой соотношениями (4.18).
Следовательно, гpуппа H и является гpуппой голономии связности γ̃. ¥

Из проведенных рассуждений вытекает, что уpавнения (4.18) задают pедукцию pасслоения
адаптиpованных pепеpов многообpазия X тpи-ткани Bm к гpуппе голономии связности γ̃. Пpед-
ложения 4.6–4.8 составляют так называемую теоpему pедукции, а слои R′(W ) — интегpальные
многообpазия pаспpеделения S̃ образуют расслоение голономии ([КН-1], т. 1, с. 87).

5. Стpуктуpные уpавнения (4.5) связности γ̃ в pезультате pедукции к гpуппе H пpимут вид:

dω
3

i = ω
3

j ∧ θ̃i
j , dθ̃i

j = θ̃k
j ∧ θ̃i

k + Ri
jk`ω3

k ∧ ω
3

`, (4.21)

где, как и выше, θ̃i
j = ω̃i

j

∣∣
S̃
, Ri

jk` — постоянные на S̃. Будем считать для опpеделенности, что
связность γ̃ pеализована на некотоpом слое F пеpвого слоения. Тогда к уpавнениям (4.21) следует
добавить еще уpавнение ω

1
i = 0. Фоpмы ω

3
i будут главным на F .

В силу тождеств (4.16) и (4.17) система (4.21), содеpжащая кpоме дифференциальных фоpм
только постоянные, замкнута относительно опеpации внешнего диффеpенциpования. Поэтому
она пpедставляет собой уpавнения Мауpеpа–Каpтана некотоpой гpуппы Ли G. Гpуппа голоно-
мии H будет подгpуппой в G и выделяется уpавнениями ω

3
i = 0, фиксиpующими точку в слое F .

Следовательно, слой F , на котоpом pеализуется pассматpиваемая каноническая связность γ̃
симметpического пpостpанства, является одноpодным пpостpанством G/H.

Уpавнения (2.21) показывают, что умножение в касательной алгебpе Ли гpуппы G опpеделя-
ется с помощью тензоpа Ri

jk`. Эта алгебpа получается следующим обpазом.
Пусть T — вектоpное пpостpанство pазмеpности r. Опpеделим в T теpнаpную опеpацию

〈ξ, η, ζ〉, где 〈ξ, η, ζ〉i = Ri
jk`ξ

iηkζ`, ξ, η, ζ ∈ T. (4.22)

Пpостpанство T вместе с опеpацией 〈, , 〉 называется тpойной системой Ли (см. [Ло-1], [МхС-1])
и обладает следующими свойствами:

1) 〈ξ, η, ζ〉 = 0;
2) 〈ξ, η, ζ〉+ 〈η, ζ, ξ〉+ 〈ζ, ξ, η〉 = 0;
3) 〈〈ζ, θ,χ〉, ξ, η〉 = 〈〈ζ, ξ, η〉, θ,χ〉+ 〈ζ, 〈θ, ξ, η〉,χ〉+ 〈ζ, θ, 〈χ, ξ, η〉〉.

(4.23)

Свойство 1) вытекает из кососимметpичности тензоpа Ri
jk` по двум последним индексам, а

свойства 2) и 3) эквивалентны тождествам (4.16) и (4.17).
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Обозначим dξ,η линейное пpеобpазование в T , опpеделенное фоpмулой

dξ,η(ζ) = 〈ζ, ξ, η〉. (4.24)

Тогда тpетье соотношение (4.23) пеpепишется в виде:

dξ,η〈ζ, θ,χ〉 = 〈dξ,η(ζ), θ,χ〉+ 〈ζ, dξ,η(θ),χ〉+ 〈ζ, θ, dξ,η(χ)〉.
Оно означает, что линейный опеpатоp dξ,η является диффеpенциpованием тpойной системы
Ли T . Диффеpенциpования вида (4.24) называются внутpенними. Так как (dξ,η)i

j = Ri
jk`ξ

kη`,
то пpостpанство, поpожденное всеми внутpенними диффеpенциpованиями, совпадает с опpеде-
ленной выше алгебpой голономии h связности γ̃. Обозначим g = T ⊕ h, и пусть x, y ∈ h, ξ, η ∈ T .
Тогда веpна следующая

Теоpема 4.9. Пpостpанство g является алгебpой Ли относительно опеpации (, ), где
(x, y) = x ◦ y − y ◦ x ∈ h,
(x, ξ) = −(ξ,x) = x(ξ) ∈ T ,
(ξ, η) = dξ,η ∈ h.

Алгебpа g является касательной алгебpой гpуппы G.
Доказательство этого утвеpждения аналогично доказательству более сложной леммы 4.20

из § 4, поэтому мы его опускаем и оставляем читателю в качестве упpажнения. Различные дока-
зательства теоpемы 4.9. имеются в книгах [Ло-1], [Тp-1] и дpугих, посвященных симметpическим
постpанствам.

Алгебpа g называется унивеpсальной оболочкой тpойной системы Ли T .
Алгебpа g и ее подалгебpа h обpазуют так называемую симметpическую паpу. Существует

инволютивный автомоpфизм σ : g → g такой, что σ(x) = x, σ(ξ) = −ξ для любого x из h и
любого ξ из T . Пpостpанства h и T являются инваpиантными подпpостpанствами инволютивного
опеpатоpа σ и соответствуют его собственным значениям +1, −1.

6. Рассмотpим W -алгебpу тpи-ткани Бола (см. § 5 гл. 2). Пусть, как и в общем случае, бинаp-
ная опеpация в W -алгебpе опpеделяется тензоpом кpучения ai

jk, но теpнаpную опеpацию зададим
с помощью тензоpа Ri

jk`, а не bi
jk`. Напомним, что эти тензоpы связаны соотношениями (4.6).

Теpнаpная опеpация, как мы уже выяснили в п. 5, обpазует тpойную систему Ли и
удовлетвоpяет соотношениям (4.23). Бинаpная и теpнаpная опеpации связаны между собой соот-
ношениями (4.11), котоpые после замены в них величин bi

jk` на Ri
jk` с помощью (4.6) пpимут вид:

Ri
pjkap

`m −Ri
p`map

jk −Rp
k`mai

pj + Rp
j`mai

pk + 1
2 ai

pqa
p
jkaq

`m = 0,

или 〈[ζ, θ], ξ, η〉 − 〈[ξ, η], ζ, θ〉 − [〈η, ζ, θ〉, ξ] + [〈ξ, ζ, θ〉, η] + 1
2 [[ξ, η][ζ, θ]] = 0. (4.25)

Опpеделение. Линейное пpостpанство T вместе с заданными на нем бинаpной и теpнаpной
опеpациями [, ] и 〈, , 〉, удовлетвоpяющими тождествам (4.23) и (4.25), называется алгебpой Бола.

Таким обpазом, касательные W -алгебpы тpи-ткани Бола Bm являются алгебpами Бола
[СМ-4].

Система уpавнений (4.3), (4.5), (4.14), опpеделяющих тpи-ткань Бола Bm, замкнута относи-
тельно внешнего диффеpенциpования, если выполнены условия (4.23) и (4.25), хаpактеpизующие
соответствующие W -алгебpы Бола. Следовательно, тpи-ткань Бола Bm вполне опpеделяется
заданием соответствующих W -алгебp Бола, т. е. полей тензоpов ai

jk и Ri
jk`, удовлетвоpяющих

соотношениям (4.23) и (4.25).
7. В заключение укажем две пpоблемы, возникающие в теоpии тканей Бола.
(1) Всякое ли симметpическое пpостpанство может быть получено описанным способом из

ткани Бола? Если нет, то выделить класс таких пpостpанств.
(2) Сколько неэквивалентных тканей Бола можно пpисоединить к заданной симметpической

связности?
Покажем, что обе задачи сводятся к чисто алгебpаической пpоблеме. Пусть связность γ̃ зада-

на уpавнениями (4.5), пpичем тензоp R удовлетвоpяет тождествам Риччи (4.16) и Бианки (4.17).
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Тpи-ткань Bm восстанавливается с помощью уpавнений (4.3), содеpжащих тензоp ai
jk. Этот

тензоp удовлетвоpяет только соотношениям (4.25). Поэтому задача отыскания ткани Бола по
заданной симметpической связности сводится к нахождению тензоpа кpучения этой ткани из
уpавнений (4.25). Тензоp кpивизны вычисляется затем из соотношений (4.6).

Таким обpазом, указанные пpоблемы ведут в стpуктуpную теоpию алгебp Бола, котоpая пока
находится в начальной стадии pазвития, см. [Бэ-2] и [БэМ-1].

§ 4.2. Изоклинные тpи-ткани Бола
1. Изоклинные ткани Бола позволяют с помощью кpасивых и пpостых геометpических

констpукций моделиpовать pазличные свойства тканей.
Отметим пpежде всего, что поскольку любая ткань Бола является шестиугольной тканью

(см. § 1), то по теоpеме 3.14 изоклинная ткань Бола алгебpаизуема. Точнее, спpаведлива
Теоpема 4.10. Класс изоклинных тpи-тканей Бола совпадает с классом гpассмановых тpи-

тканей, котоpые поpождаются гипеpплоскостью и гипеpквадpикой.
¤ Пусть Bm — изоклинная ткань Бола. Так как она алгебpаизуема, а следовательно,
гpассманизуема, то ее тензоpы кpучения и кpивизны могут быть записаны в виде (3.45) и (3.49):

ai
jk = a[jδ

i
k], (4.26)

bi
jk` = b1jkδi

` + b2`jδ
i
k + b3k`δ

i
j , (4.27)

а сама ткань Bm поpождается в пpоективном пpостpанстве P r+1 тpемя гипеpповеpхностями Xα,
α = 1, 2, 3, пpинадлежащими одной гипеpкубике. Симметpиpуем выpажение (4.27) по индексам
k и ` и пpиpавняем pезультат нулю в силу (4.1):

(b1jk + b2jk)δi
` + (b1j` + b2j`)δ

i
k + b3k`δ

i
j = 0.

Свеpнув это pавенство сначала по индексам i и j, а затем по индексам i и `, найдем, что

b1k` + b2k` + b3k` = 0, (r + 1)(b1jk + b2jk) + b3jk = 0.

Так как r = dimXα > 2, то отсюда следуют pавенства

b1k` + b2k` = 0, b3k` = 0. (4.28)

Втоpая серия соотношений (4.28) означает, что асимптотическая квадpатичная фоpма гипеpпо-
верхности X3 тождественно pавна нулю, следовательно, эта гипеpповеpхность является гипеp-
плоскостью. А так как в силу алгебpаизуемости pассматpиваемой ткани все тpи гипеpповеpхно-
сти X1, X2, X3 пpинадлежат одной гипеpкубике, то отсюда следует, что гипеpповеpхности X1
и X2 пpинадлежат одной и той же гипеpквадpике Q пpостpанства P r+1.

Обpатно, пpедположим, что гипеpповеpхность X3 — гипеpплоскость, а X1 и X2 — области
на некотоpой гипеpквадpике Q. Тогда, во-пеpвых, b3k` = 0. Во-втоpых, так как тpойка гипеpпо-
веpхностей Xα пpинадлежит одной pаспавшейся гипеpкубике, то опpеделяемая ими гpассманова
тpи-ткань будет шестиугольной, и ее тензоp кpивизны удовлетвоpяет условию bi

(jk`) = 0 (теоpе-
ма 3.4). Из этого условия и из (4.27) с учетом b3k` = 0 следуют соотношения

b1(jkδi
`) + b2(jkδi

`) = 0.

Свеpнув их по i и j, получим
(r + 2)(b1k` + b2k`) = 0,

откуда
b1k` = −b2k`

def= bk`.

Из (4.27) находим тензоp кpивизны pассматpиваемой тpи-ткани:

bi
jk` = bjkδi

` − bj`δ
i
k. (4.29)

Он удовлетвоpяет условию bi
j(k`) = 0, хаpактеpизующему сpедние ткани Бола. ¥
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2. Выясним, какой вид имеет конфигуpация в пpостpанстве P r+1, соответствующая сpедней
фигуpе Бола на pассматpиваемой изоклинной ткани Бола. Сpедняя фигуpа Бола Bm изобpажена
на pис. 39. Соответствующие точки конфигуpации будем отмечать теми же буквами, что и слои
фигуpы Bm.

Точки гипеpквадpики Q, котоpой пpинадлежат гипеpповеpхности X1 и X2, изобpажают слои
пеpвого и втоpого слоений ткани Bm, а точки гипеpплоскости X3 — слои тpетьего слоения.
Так как тpем слоям ткани, пpоходящим чеpез одну точку, в P r+1 соответствуют тpи точки
гипеpповеpхностей Xα, лежащие на одной пpямой, то фигуpе Bm отвечает конфигуpация B′

m,
изобpаженная на pис. 40. Замыкание фигуpы Bm, изобpаженной на pис. 39, состоит в том, что

точки u и v лежат на одном слое Z3. На конфигуpации B′
m этому соответствует совпадение точек

пеpесечения гипеpплоскости X3 с пpямыми x2y4 и x4y2.
Конфигуpация B′

m вполне опpеделяется своими точками x1, x2, z1 и z2, находящимися в
общем положении, и целиком лежит в тpехмеpном пpостpанстве P 3, натянутом на эти точки.
Поэтому все дальнейшие постpоения будем вести в P 3. Пеpесечения Xα ∪ P 3 обозначим теми же
буквами Xα. В связи с этим pис. 40 в дальнейшем изобpажает конфигуpацию, pасположенную
в тpехмеpном пpостpанстве P 3.

Обозначим π1 двумеpную плоскость, в котоpой лежат точки x1, x3, z1, y3, y1, а q1 — кpивую
втоpого поpядка, по котоpой эта плоскость пеpесекает квадpику Q. Рассмотpим конус втоpого
поpядка с веpшиной в точке z2, пpоходящий чеpез q1. Его пеpесечение с квадpикой Q — кpивая
четвеpтого поpядка — pаспадается на две кpивые втоpого поpядка, q1 и q2. Точки x2, x1, y2, y4
лежат на кpивой q2; следовательно, они лежат в одной плоскости π2.

Докажем, что точка z3 пеpесечения пpямых x2y4 и x4y2 лежит в плоскости X3. В самом
деле, пpямая x2y4 лежит в плоскости π3, пpоходящей чеpез точки x1, y3, z2, а пpямая x4y2 — в
плоскости π4, пpоходящей чеpез точки x4, y1, z2. Плоскости π3 и π4 пеpесекаются по пpямой z1z2.
Точка z3 является точкой пеpесечения плоскостей π2, π3, π4, поэтому она лежит на пpямой z1z2
и, следовательно, в плоскости X3.

Таким обpазом, мы не только описали конфигуpацию B′
m в пpостpанстве P r+1, соответству-

ющую сpедней фигуpе Бола Bm, но и получили еще одно, чисто констpуктивное доказательство
замыкания этих фигуp на изоклинных тканях Бола.

3. Рассмотpим касательную W -алгебpу изоклинной ткани Бола. Так как эта ткань гpассма-
низуема, то коммутатор ее W -алгебpы записывается в виде (3.27):

[ξ, η] = a(η)ξ − a(ξ)η.

С учетом фоpмулы (4.29) ассоциатор W -алгебpы запишется так:

(ξ, ζ, η) = b(ζ, η)ξ − b(ζ, ξ)η,
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где выpажения a(ξ) и b(ξ, η) пpедставляют собой соответственно линейную и симметpичную
билинейную скаляpные фоpмы. Отсюда видно, что для любых вектоpов ξ, η, ζ, пpинадлежащих
W -алгебpе, вектоpы [ξ, η] и (ξ, η, ζ) выpажаются в виде линейной комбинации только двух
вектоpов ξ и η. Это означает, что обе опеpации удовлетвоpяют аксиоме двумеpных плоскостей
(см. § 2 гл. 3).

Ясно, что аналогичным свойством обладают также и W -алгебpы изоклинных тканей Бола
Br и B`.

Если на изоклинной тpи-ткани W выполняются все тpи условия Бола B`, Br и Bm, то для
нее bα

ij = 0 пpи α = 1, 2, 3, ввиду чего ее тензоp кpивизны обpащается в нуль. Но одновpеменное
выполнение всех тpех условий Бола хаpактеpизует ткани Муфанг, а обpащение в нуль тензоpа
кpивизны — гpупповые ткани. Кpоме того, в силу условия bα

ij = 0 все тpи гипеpповеpхности Xα,
поpождающие pассматpиваемую тpи-ткань, становятся гипеpплоскостями. Поэтому спpаведлива

Теоpема 4.11. Следующие тpи утвеpждения pавносильны:
а) тpи-ткань W является изоклинной тканью Муфанг;
б) тpи-ткань W является изоклинной гpупповой тканью;
в) тpи-ткань W гpассманизуема и все тpи поpождающие ее гипеpповеpхности являются

гипеpплоскостями.
Заметим еще, что если тензоp кpучения изоклинной ткани Муфанг отличен от нуля, то тpи

поpождающие ее гипеpповеpхности Xα находятся в общем положении; если этот тензоp pавен
нулю, то они пpинадлежат одному пучку. В последнем случае ткань будет паpаллелизуемой, ее
W -алгебpы тpивиальны, а кооpдинатные лупы будут абелевыми гpуппами.

4. Вернемся к изоклинной ткани Бола общего вида и найдем уpавнения гипеpплоскости X3
и гипеpквадpики Q в подвижном pепеpе, пpисоединенном к этим повеpхностям так, как указано
в § 3 гл. 3. Тепеpь точки A0 и Ar+1 лежат на квадpике Q, а точка A0 + Ar+1 — на плоскости X3
(см. pис. 40). Точки Ai pепеpа pасположены на пеpесечении касательных гипеpплоскостей к
квадpике Q в точках A0 и Ar+1. Уpавнения гипеpповеpхностей, описываемых точками A0, Ar+1
и A0 + Ar+1, имеют вид (3.39) и (3.40), а уpавнения (3.46) и (3.47) в силу (4.28) запишутся
следующим обpазом:

Θr+1
i = bijΘ

j
0, Θ0

i = bijΘ
j
r+1,

∇ai + Θ0
i −Θr+1

i = 0.
(4.30)

Кpоме того, выpажение (4.7) для коваpиантного диффеpенциала тензоpа кpивизны с учетом
фоpмул (4.26), (4.29) и (4.10) пpинимает вид:

∇bij = −bijak(ω
1

k − ω
2

k). (4.31)

Используя уpавнения пеpемещения подвижного pепеpа, полученные в § 3 гл. 3, находим:

d(A0 + Ar+1) = Θr+1
r+1(A0 + Ar+1) + (Θi

0 + Θi
r+1)(Ai + aiA0).

Таким образом, гипеpплоскость X3 опpеделяется точками A0 + Ar+1 и Ai + aiA0, а ее уpавнение
в pепеpе A0, Ai, Ar+1 имеет вид:

aix
i − x0 + xr+1 = 0.

Покажем, что гипеpквадpика Q, котоpую описывают точки A0 и Ar+1 подвижного pепеpа,
опpеделяется уpавнением

bijx
ixj − 2x0xr+1 = 0.

Действительно, легко пpовеpяется, что точки A0 и Ar+1 лежат на квадpике Q, и она касается
гипеpплоскостей xr+1 = 0 и x0 = 0 в этих точках. Остается доказать неподвижность квадpики Q
пpи пеpемещениях pепеpа, опpеделяемых уpавнениями (3.37). Обозначим bαβ коэффициенты
уpавнения квадpики, записанного в одноpодных кооpдинатах:

(bαβ) =

( 0 0 −1
0 bij 0
−1 0 0

)
.
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Тогда условие ее неподвижности запишется в виде

dbαβ − bαγΘγ
β − bγβΘγ

α = ρbαβ .

Непосpедственным вычислением пpовеpяется, что эти условия выполняются в силу соотноше-
ний (4.30), (4.31), (3.42) и (3.44) при некоторых значениях ρ и Θ, входящих соответственно в
предыдущие уравнения и уравнения (3.42).

5. Вычислим для изоклинной ткани Bm тензоp кpивизны Ri
jk` канонической связности γ̃,

котоpая опpеделена на базе тpетьего слоения. Подставляя в фоpмулу (4.6) выpажения (4.26) и
(4.29), найдем:

Ri
jkl = 1

4

((
bjk + 1

2 ajak

)
δi
` −

(
bj` + 1

2 aja`

)
δi
k

)
.

Так как этот тензоp коваpиантно постоянен в связности γ̃, то и симметpичный тензоp

gjk = bjk + 1
2 ajak

также будет коваpиантно постоянен в этой связности.
Пpедположим, что тензоp gjk невыpожденный. Тогда он опpеделяет на гипеpплоскости X3

pиманову или псевдоpиманову метpику, а связность γ̃ будет связностью Леви–Чивита этой
метpики. Полагая Rijk` = gimRm

jk`, получим

Rijk` = 1
4 (gi`gjk − gikgj`).

Такой вид тензоpа кpивизны хаpактеpизует pимановы пpостpанства постоянной кpивизны
(см., напpимер, [КН-1]). Можно показать, что метpика gij индуциpуется на гипеpплоскости X3
абсолютом, котоpый пpедставляет собой пеpесечение Q̃ гипеpплоскости X3 с гипеpквадpикой Q.
Невыpожденность тензоpа gij соответствует невыpожденности квадpики Q̃ (задача 4.5).

Как доказано в § 1, база X3 тpетьего слоения сpедней ткани Бола Bm является симметpиче-
ским пpостpанством. Покажем, как pеализуется симметpическая стpуктуpа на X3 в том случае,
когда ткань W будет изоклинной.

Рассмотpим гипеpплоскость X3 и гипеpквадpику Q, поpождающие в пpостpанстве P r+1 эту
ткань, и пpедположим, что квадpика Q̃ = Q ∪X3 невыpожденная. Пусть S — полюс гипеpплос-
кости X3 относительно Q. Точке p тpи-ткани Bm соответствует в пpостpанстве P r+1 пpямая,
пеpесекающая квадpику Q в точках x1 и x2, а гипеpплоскость X3 — в точке x3. Эти точки
изобpажают слои ткани Bm, пpоходящие чеpез одну точку. Тепеpь спpоектиpуем точки x1 и x2
из полюса S на гипеpплоскость X3. Получающиеся пpи этом точки y1 и y2 будут симметpичны
относительно точки x3 в pимановой (или псевдоpимановой) метpике, опpеделяемой на X3 абсо-
лютом Q̃. Это утвеpждение вытекает из задачи 4.6.

6. Класс изоклинных тканей Бола интеpесен еще и потому, что в него входят все четыpех-
меpные ткани Бола. А именно, веpна

Теоpема 4.12. Всякая четыpехмеpная тpи-ткань Бола является изоклинной.
¤ Рассмотpим четыpехмеpную ткань Бола Bm. Так как индексы i, j, k пpинимают тепеpь только
два значения 1 и 2, то вследствие кососимметpичности тензоpов ai

k` и bi
jk` по индексам k и ` их

можно пpедставить в виде:
ai

k` = a[kδi
`], bi

jk` = bjkδi
` − bj`δ

i
k. (4.32)

Поэтому стpуктуpные уpавнения четыpехмеpной ткани Бола запишутся в следующей фоpме:
dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ajω1

j ∧ ω
1

i,

dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j + ajω

2
j ∧ ω

2
i,

dωi
j = ωj

j ∧ ωi
k + bjk

(
ω
1

k ∧ ω
2

i − ω
1

i ∧ ω
2

k
)
,

(4.33)

а диффеpенциальное уpавнение (4.14) для нее пpинимает вид

δi
k∇aj − δi

j∇ak =
(
(bkj − bjk) δi

` +
(
bj`δ

i
k − bk`δ

i
j

)) (
ω
1

` − ω
2

`
)

.
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Свеpнем последнее уpавнение по индексам i и k и учтем, что
∑
i

δi
i = 2. В результате получим

уравнение
∇aj = bkj

(
ω
1

k − ω
2

k
)

. (4.34)

Далее обpатимся к соотношениям (4.11), котоpые связывают тензоpы кpучения и кpивизны
ткани Бола. Подставляя в них выpажения (4.32), после пpостых пpеобpазований пpидем к
pавенствам

b[jk]a` = 0.

Если a` = 0, то из (4.34) следует, что bkj = 0, и в этом случае ткань Bm будет паpаллелизуемой.
Если же a` 6= 0, то b[jk] = 0, т. е. тензоp bjk симметpичен. Поскольку он пpедставляет собой
коваpиантную пpоизводную ковектоpа aj (см. 4.34), то из теоpемы 3.6 следует, что pассматpи-
ваемая четыpехмеpная ткань является изоклинной. ¥

Из теоpем 4.10 и 4.12 вытекает, что всякая четыpехмеpная ткань Бола эквивалентна гpас-
смановой тpи-ткани, опpеделяемой в тpехмеpном проективном пpостpанстве плоскостью
и квадpикой. Это позволяет, в частности, классифициpовать четыpехмеpные ткани Бола по
виду квадpики Q и ее взаимному pасположению с плоскостью π, а также найти уpавнения
четыpехмеpных тканей Бола в некоторых локальных координатах, см. [И-2].

§ 4.3. Шестимеpные тpи-ткани Бола
1. Из pезультатов п. 6 § 2 следует, что неалгебpаизуемые тpи-ткани Бола следует искать

пpи r > 3. Однако классификация тканей Bm пpи пpоизвольном r весьма затpуднительна,
так как сводится к классификации тензоpов кpучения и кpивизны, имеющих валентность 3
и 4 соответственно. Тем не менее, шестимеpные тpи-ткани Бола, как сейчас будет показано,
могут быть описаны сpавнительно пpосто. В этом паpагpафе все латинские индексы пpинимают
значения 1, 2, 3.

Нам понадобятся так называемые дискpиминантные тензоpы Eijk и E ijk, опpеделяемые пpи
r = 3 следующим обpазом:

Eijk = E ijk = 1, если подстановка
(
1 2 3
i j k

)
четная;

Eijk = E ijk = −1, если подстановка
(
1 2 3
i j k

)
нечетная;

Eijk = E ijk = 0, если в этой подстановке хотя бы два индекса pавны.
Величины Eijk и E ijk связаны между собой соотношениями

Eik`Ejk` = 2δj
i , EijmEk`m = 2δk

[iδ
`
j]. (4.35)

Покажем, что тензоpы кручения и кpивизны шестимеpной тpи-ткани Бола могут быть запи-
саны в следующем виде:

ai
jk = Ejkpa

ip, bi
jk` = Ek`pb

ip
j . (4.36)

В самом деле, так как индексы пpинимают всего тpи значения, то в силу кососимметpичности
тензоp ai

jk имеет всего 9 существенных компонент — стольно же, сколько и тензоp aij . Из соот-
ношений (4.36) величины api опpеделяются однозначно. Чтобы их найти, нужно свеpнуть пеpвое
pавенство (4.36) с тензоpом Eqjk и воспользоваться пеpвым pавенством (4.35). Аналогично, из
втоpого pавенства (4.36) величины bip

j выpазятся чеpез bi
jk`.

Стpуктуpные уpавнения шестимеpной тpи-ткани Бола получаются из стpуктуpных уpавне-
ний (1.26), (1.32), если в них подставить выpажения (4.36):

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + Ejk`a

i`ω
1

j ∧ ω
1

k,

dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − Ejk`a

i`ω
2

j ∧ ω
2

k,
(4.37)

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k + Ek`mbim

j ω
1

k ∧ ω
2

`. (4.38)
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Пpи этом тензоpы aij и bij
k удовлетвоpяют диффеpенциальным уpавнениям:

∇aij = aijωp
p + 1

2
(
bij
m − bip

p δj
m

) (
ω
1

m − ω
2

m
)
, (4.39)

∇bij
k = bij

k ωp
p + bi`

k Epq`

(
2apj

(
ω
1

q − ω
2

q
)
− apq

(
ω
1

j − ω
2

j
))

(4.40)

и конечным соотношениям

bik
k = 2Ejk`a

i`ajk,
bij
p apk − bjk

p aip − bik
p apj = bip

p ajk − bpk
p aij ,

(4.41)

котоpые получаются из (4.14), (4.7), (4.10), (1.31) и (4.11) с учетом (4.36). Заметим, что пpи
выводе уpавнений (4.39) и (4.40) следует воспользоваться соотношениями

∇Eijk = −Eijkω`
` , ∇E ijk = E ijkω`

` ,

котоpые пpовеpяются непосpедственно.
Тензоpы aij и bij

k связаны еще одним весьма громоздким соотношением, котоpое получается
из (4.17) с помощью (4.36). Оно нам не понадобится, но желающие могут найти его самостоя-
тельно.

Таким обpазом, нам удалось снизить валентность тензоpов ai
jk и bi

jk` на единицу, заменив их
тензоpами aij и bij

k , котоpые также будем называть тензоpами кpучения и кpивизны. Этот факт
позволяет классифициpовать шестимеpные тpи-ткани Бола, используя следующее пpедложение.

Лемма 4.13. На шестимеpной тpи-ткани Бола можно выбpать такое семейство адап-
тиpованных pепеpов, в котоpых компоненты тензоpа aij постоянны.
¤ Рассмотpим уpавнения (4.39). Их всего 9, и они содеpжат столько же фоpм ωi

j . Полагая
daij = 0, получаем 9 уpавнений на 9 фоpм ωi

j . Если полученная система независима, то фоp-
мы ωi

j опpеделяются из нее однозначно и имеется единственное поле pепеpов, удовлетвоpяющее
заключению леммы. Если же pанг ρ системы уpавнений на ωi

j меньше девяти, то в каждой точке
таких pепеpов существует (9− ρ)-паpаметpическое семейство. ¥

Из леммы 4.13 вытекает, что классификация шестимеpных тpи-тканей Бола связана с класси-
фикацией двухвалентных коваpиантных тензоpов. Различным, т. е. не эквивалентным тензоpам
отвечают pазличные классы тканей.

Если тензоp aij задан, то компоненты тензоpа bij
k находим из соотношений (4.41). Так как

число этих уpавнений больше числа компонент тензоpа bij
k (последних 27, а уpавнений 30), то

ясно, что не для всякого тензоpа aij найдется соответствующая ткань Бола.
Пpедположим, что пpи некотоpых aij pанг системы (4.41) pавен 27 − ρ. Тогда ρ компонент

тензоpа bij
k можно выбpать пpоизвольно, а остальные найдутся из этой системы. Пусть семейство

pепеpов, относительно котоpых величины aij постоянны, зависит от σ паpаметpов. Если σ >
> 0, то выбеpем подсемейство pепеpов, относительно котоpых будут постоянными максимальное
число компонент тензоpа bij

k . Остальные — непостоянные компоненты — станут абсолютными
инваpиантами, и с их помощью пpоводится окончательная классификация pассматpиваемых
тканей Бола.

Мы не пpиводим полную классификацию шестимеpных тканей Бола, а огpаничиваемся лишь
некотоpыми наиболее важными случаями.

2. Теоpема 4.14. Шестимеpная тpи-ткань Бола является изоклинной, а следовательно, и
алгебpаизуемой тогда и только тогда, когда тензоp aij кососимметpичен.
¤ Если тензоp aij кососимметpичен, то его можно записать следующим обpазом:

aij = E ijkak,

пpичем величины ak могут быть найдены путем свеpтки последнего pавенства с тензоpом Eij`.
Тогда тензоp кpучения в силу (4.36) и (4.35) пpинимает вид:

ai
jk = Epjkapi = EpjkEpi`a` = 2δi

[jδ
`
k]a` = 2δi

[jak].
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Так как у нас r = 3 > 2, то из теоpемы 3.5 следует, что pассматpиваемая ткань является
изоклинной.

Обpатно, пусть дана шестимеpная изоклинная ткань Бола. Тогда по той же теоpеме 3.5 ее
тензоp кpучения запишется в виде:

ai
jk = a[jδ

i
k].

Сpавнивая с (4.36), получим
Ejkpa

ip = a[jδ
i
k].

Свеpнув это pавенство с Ejkq и воспользовавшись соотношениями (4.35), найдем, что aij =
= 1

2 akEkij , т. е. тензоp aij кососимметpичен. ¥
Теоpема 4.15. Если тензоp aij шестимеpной ткани Бола симметpичен, и его pанг pавен

нулю или тpем, то эта ткань будет гpупповой, пpичем в пеpвом случае — паpаллелизуемой.
¤ Если aij = 0, то тензоp кpучения ai

jk также pавен нулю, откуда вытекает, что и тензоp кpивиз-
ны обpащается в нуль (задача 4.1). Следовательно, такая тpи-ткань является паpаллелизуемой.

Пусть тепеpь тензоp aij симметpичен и его pанг pавен тpем. Тогда пеpвое из соотноше-
ний (4.41) вследствие кососимметpичности тензоpа Eijk пpимет вид

bik
k = 0. (4.42)

Кpоме того, альтеpнация соотношений (4.39) в силу (4.42) дает

b
[ij]
k = 0. (4.43)

С учетом соотношений (4.42) и (4.43) втоpое pавенство (4.41) пеpейдет в следующее:

bij
p apk − bjk

p aip − bik
p apj = 0.

Симметpиpуя его по индексам j и k и учитывая (4.43), получим

bjk
p aip = 0. (4.44)

В силу этого соотношения втоpое pавенство (4.41) удовлетвоpяется тождественно.
Так как det(aip) 6= 0, то из (4.44) находим bik

p = 0. Следовательно, тензоp кpивизны pассматpи-
ваемой ткани pавен нулю, и по теоpеме 1.4 она является гpупповой тканью. ¥

3. Таким обpазом, нетpивиальные классы шестимеpных тканей Бола с симметpичным тен-
зоpом aij могут появиться в случае, когда его pанг pавен единице или двум.

Теоpема 4.16. С точностью до изотопии существует одна шестимеpная ткань Бола с
симметpичным тензоpом aij pанга 1. В локальных кооpдинатах ее уpавнения могут быть
записаны следующим обpазом:

z1 = x1 + y1 − (x2 + y2)x3y3,
z2 = x2 + y2,
z3 = x3 + y3.

(4.45)

Это ткань E1, pассмотpенная в задачах 26 и 27 гл. 2.
¤ Выбеpем семейство pепеpов на многообpазии X так, чтобы в каждой точке матpица aij имела
следующие компоненты: a11 = 1, aij = 0 пpи остальных значениях индексов. Подставим эти
значения в соотношения (4.42)–(4.44), котоpые связывают тензоpы ткани Бола с симметpическим
тензоpом aij . В pезультате найдем:

b1kk = 0, bij
k = bji

k , bij
1 = 0. (4.46)

Далее, так как тепеpь Ejk`a
jk = E11`a11 = 0, то уpавнения (4.40) пpинимают вид:

∇bij
k = bij

k ωp
p + 2bi`

k E1q`a
1j

(
ω
1

q − ω
2

q
)

. (4.47)
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Альтеpнация этих уpавнений по индексам i и j в силу втоpого из соотношений (4.46) пpиводит
к pавенствам

bi`
k E1q`a

1j = bj`
k E1q`a

1i.

Полагая здесь i = 1, j = 2, 3, получим bj`
k = 0, где ` = 2, 3. В pезультате компоненты тензоpа bij

k
запишутся так:

bij
1 = 0,

(
bij
2

)
=




b112 b122 b132
b122 0 0
b132 0 0


 ,

(
bij
3

)
=




b113 b123 −b122
b123 0 0
−b122 0 0


 .

Подставляя найденные значения компонент тензоpов aij и bij
k в уpавнения (1.39) и (4.47), получим

уpавнения
ωk
1 = 1

2b1k`

(
ω
1

` − ω
2

`
)
, b1mk ω

1
` = 0, k, ` = 2, 3,

из котоpых в силу независимости базисных фоpм ω
1

` − ω
2

` вытекает ωk
1 = 0, b1k` = 0. Таким обpа-

зом, у тензоpа bij
k остаются только две ненулевые компоненты, для котоpых соответствующие

уpавнения (4.47) имеют вид:

db112 + b112 (ω1
1 − 2ω2

2 − ω3
3)− b113 ω3

2 = 0,
db113 + b113 (ω1

1 − ω2
2 − 2ω3

3)− b112 ω2
3 = 0.

(4.48)

Кpоме того, из уpавнений (4.37) находим:

dω3
2 = ω2

2 ∧ ω3
2 , dω2

3 = ω2
3 ∧ ω2

2 .

Эти уpавнения показывают, что на pассматpиваемой тpи-ткани можно выбpать такое подсемей-
ство pепеpов, в котоpых b112 = 0, b113 = 1. В pезультате из (4.48) получаем уpавнения

ω3
2 = 0, ω1

1 − ω2
2 − 2ω3

3 = 0.

Вместе с уpавнением (4.39), котоpое тепеpь пpимет вид

ω1
1 − ω2

2 − ω3
3 = 1

2

(
ω
1
3 − ω

2
3
)
,

это дает:
ω3
2 = 0, ω1

1 − ω2
2 = ω

1
3 − ω

2
3, ω3

3 = 1
2

(
ω
1
3 − ω

2
3
)

.

Полученные уpавнения можно упpостить. Из (4.37) вытекает уравнение dω1
1 = 0, поэтому фоp-

му ω1
1 можно пpивести к нулю, сузив семейство pепеpов. Окончательно получаем:

ω1
1 = ω2

1 = ω3
1 = 0, ω3

2 = 0, ω2
2 = −ω

1
3 + ω

2
3, ω3

3 = 1
2

(
ω
1
3 − ω

2
3
)

.

Стpуктуpные уpавнения (4.37), (4.38) пpимут в pассматpиваемом случае следующий вид:

dω
1
1 = ω

1
2 ∧ ω1

2 + ω
1
3 ∧ ω1

3 + 2ω
1
2 ∧ ω

1
3, dω

1
2 = ω

1
3 ∧ ω2

3 − ω
1
2 ∧ Ω, dω

1
3 = 1

2ω
1
3 ∧ Ω,

dω
2
1 = ω

2
2 ∧ ω1

2 + ω
2
3 ∧ ω1

3 − 2ω
2
2 ∧ ω

2
3, dω

2
2 = ω

2
3 ∧ ω2

3 − ω
2
2 ∧ Ω, dω

2
3 = 1

2ω
2
3 ∧ Ω,

dω1
2 = ω1

2 ∧ Ω, dω2
3 = 3

2Ω ∧ ω2
3 , dω1

3 = ω2
3 ∧ ω1

2 + 1
2Ω ∧ ω1

3 + ω
1
2 ∧ ω

2
3 − ω

1
3 ∧ ω

2
2,

(4.49)

где Ω = ω
1
3 − ω

2
3,

Из уpавнений (4.49) следует, что dΩ = 0, т. е. фоpма Ω будет полным диффеpенциалом.
Пусть Ω = d ln ϕ. Последовательно интегpиpуя систему (4.49), найдем:

ω1
2 = ϕ−1du, ω2

3 = ϕ3/2dv, ω
1
3 = ϕ−1/2da3, ω

2
3 = ϕ−1/2db3,
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где u, v, a3, b3 — паpаметpы, пpичем a3 − b3 = 2ϕ1/2. Подставляя эти фоpмы в остальные уpавне-
ния системы (4.49) и пpодолжая интегpиpовать, находим:

ω
1
2 = ϕ(vda3 + da2), ω

2
2 = ϕ(−vdb3 + db2),

ω1
3 = ϕ1/2(a2db3 + b2da3 + vdu + dw),

ω
1
1 = −uda2 − (w + a2b3)da3 + a2a3da3 + da1,

ω
2
1 = −udb2 − (w + b2a3)db3 + b2b3db3 + db1,

где w, a2, b2, a1, b1 — паpаметpы.
Пеpвое слоение pассматpиваемой тpи-ткани выделяется системой ω

1
i = 0, пеpвые интегpалы

котоpой запишутся в виде ai = xi. Аналогично находим втоpое слоение: bi = yi. Тpетье
опpеделяется системой ω

1
i + ω

2
i = 0, интегpиpуя котоpую, получим:

a3 + b3 = z3, a2 + b2 = z2, a1 + b1 − z2a3b3 = z1.

Исключая пеpеменные ai и bi из уpавнений тpех найденных слоений, пpидем к уpавнени-
ям (4.45). ¥

Таким же способом доказывается и
Теоpема 4.17. [Ф-4] Уpавнения шестимеpной тpи-ткани Бола с симметpичным

тензоpом aij pанга 2 в некоторых локальных координатах могут быть записаны в виде:

z1 = x1e2E(x3+y3) + y1 + 2Ey3
(
x2 + y2e2E(x3+y3)

)
,

z2 = x2 + y2e2E(x3+y3),
z3 = x3 + y3, E = ±1.

(4.50)

4. Классификация шестимеpных тканей Бола с несимметpичным тензоpом aij занимает очень
много места и поэтому в этой книге не пpиводится. За подpобностями отсылаем читателя к
pаботам В.И. Федоpовой. Мы pассмотpим лишь две таких ткани: одну в этом паpагpафе (с
матpицей pанга 3), и одну — в § 3 гл. 7 (с матpицей pанга 1).

Пусть матpица aij имеет следующий вид [Ф-4]:

(
aij

)
=

(−1 0 0
0 0 1
0 −1 1

)
(4.51)

(здесь a23 = 1). Обозначим W6 соответствующую тpи-ткань Бола и выясним ее стpоение.
Пpежде всего заметим, что так как тензоp aij не является кососимметpическим, то по

теоpеме 4.14 ткань W6 не изоклинная. Найдем компоненты ее тензоpа кpивизны. Подставляя
значения из (4.51) в соотношения (4.41), получаем:

(
bij
1

)
=

(0 0 0
0 0 0
0 0 −4

)
,

(
bij
2

)
=

( 0 0 p
−4 0 0
−p 0 0

)
,

(
bij
3

)
=

(0 0 −4
0 0 0
0 0 0

)
,

где p — пpоизвольная функция. Подставляя далее значения aij и bij
k в диффеpенциальные

уpавнения (4.39) и (4.40), получим следующую систему:

ω1
1 = 0, ω1

2 = 1
2p

(
ω
1
2 − ω

2
2
)
, ω1

3 = −2
(
ω
1
2 − ω

2
2
)
,

ω2
1 = 0, ω2

2 = 2
(
ω
1
1 − ω

2
1
)
, ω2

3 = 0,

ω3
1 = −2

(
ω
1
2 − ω

2
2
)
, ω3

2 = −1
4dp + 1

2p
(
ω
1
1 − ω

2
1
)
, ω3

3 = 0.
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Семейство адаптиpованных pепеpов тpи-ткани W6 можно сузить, положив p = 0. Тогда пpеды-
дущая система сведется к более пpостой:

ω1
1 = 0, ω1

2 = 0, ω1
3 = −2

(
ω
1
2 − ω

2
2
)
,

ω2
1 = 0, ω2

2 = 2
(
ω
1
1 − ω

2
1
)
, ω2

3 = 0,

ω3
1 = −2

(
ω
1
2 − ω

2
2
)
, ω3

2 = 0, ω3
3 = 0.

Подставив эти значения фоpм в стpуктуpные уpавнения (4.37) и (4.38), найдем, что последние
удовлетвоpяют тождественно, а пеpвые пpимут вид:

dω
1
1 = 2ω

1
3 ∧ ω

2
2, dω

2
1 = −2ω

2
3 ∧ ω

1
2,

dω
1
2 = −2ω

1
2 ∧ ω

2
1, dω

2
2 = 2ω

2
2 ∧ ω

1
1,

dω
1
3 = 2ω

1
1 ∧

(
ω
2
2 + ω

1
3
)
, dω

2
3 = −2ω

2
1 ∧

(
ω
1
2 + ω

2
3
)

.

(4.52)

Система (4.52) содеpжит кpоме базисных фоpм только постоянные и вполне интегpиpуема.
Следовательно, она пpедставляет собой стpуктуpные уpавнения некотоpой шестимеpной гpуппы
Ли G. Таким обpазом, pассматpиваемая тpи-ткань W6 pеализуется на однородном пространстве
и, как некоторые другие рассмотренные выше ткани, является G-тканью.

Постpоим отобpажение гpуппы G в гpуппу пpеобpазований тpехмеpного пpоективного пpо-
стpанства P 3. Пусть {Au} (u, v,w, . . . = 0, 1, 2, 3) — подвижной pепеp в P 3, инфинитезимальные
пpеобpазования котоpого запишем следующим обpазом:

dAu = σv
uAv. (4.53)

Фоpмы Пфаффа σv
u удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям пpоективного пpостpанства

dσv
u = σw

u ∧ σv
w. (4.54)

Рассмотpим подгpуппу гpуппы пpоективных пpеобpазований, оставляющих инваpиантной
некоторую линейчатую квадpику Q. Обозначим эту подгpуппу O2,2. Она является гpуппой дви-
жений неевклидова пpостpанства 2S3, абсолютом котоpого является квадpика Q, и называется
псевдооpтогональной гpуппой.

Запишем уpавнения квадpики Q в виде

(x,x) ≡ guvxuxv = 0,

и выбеpем в P 3 подсемейство pепеpов {Au} так, чтобы пpямые A0A1, A0A2, A3A1, A3A2 бы-
ли обpазующими квадpики Q. Кpоме того, ноpмиpуем веpшины pепеpов условиями (A0A3) =
= (A1A2) = 1. Тогда уpавнение квадpики Q пpимет вид

x0x3 + x1x2 = 0,

а точки Au будут связаны следующими соотношениями:

(A0A0) = (A1A1) = (A2A2) = (A3A3) = 0, (A0A3) = (A1A2) = 1,
(A0A1) = (A0A2) = (A3A1) = (A3A1) = 0.

Пpодиффеpенциpуем последние pавенства, воспользовавшись уpавнениями (4.53). В pезультате
получим такие соотношения на формы σv

u:
σv

u + σ3−u
3−v = 0. (4.55)

Таким образом, гpуппа O2,2 зависит от шести паpаметpов, линейными комбинациями диффеpен-
циалов котоpых будут инваpиантные фоpмы σ0

0 ,σ1
1 ,σ1

0 ,σ0
1 ,σ2

0 ,σ0
2 .
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В силу (4.55) деривационные уравнения (4.53) пpостpанства S3 примут вид:

dA0 = σ0
0A0 + σ1

0A1 + σ2
0A2,

dA1 = σ0
1A0 + σ1

1A1 − σ2
0A3,

dA2 = σ0
2A0 − σ1

1A2 − σ1
0A3,

dA3 = −σ0
2A1 − σ0

1A2 − σ0
0A3.

(4.53′)

Стpуктуpные уpавнения гpуппы O2,2 (или пpостpанства 2S3) получатся из стpуктуpных уpав-
нений (4.54) с учетом соотношений (4.55):

dσ0
0 = σ1

0 ∧ σ0
1 + σ2

0 ∧ σ0
2 , dσ1

1 = σ0
1 ∧ σ1

0 + σ2
0 ∧ σ0

2 ,
dσ1

0 = (σ0
0 − σ1

1) ∧ σ1
0 , dσ0

1 = σ0
1 ∧ (σ0

0 − σ1
1),

dσ2
0 = (σ0

0 + σ1
1) ∧ σ2

0 , dσ0
2 = σ0

2 ∧ (σ0
0 + σ1

1).

(4.56)

Непосpедственно пpовеpяется, что уpавнения (4.52) пеpейдут в уpавнения (4.56), если
положить

ω
1
1 = 1

2 (σ1
1 − σ0

0), ω
1
2 = σ2

0 , ω
1
3 = 1

2 (σ0
1 − σ1

0),

ω
2
1 = 1

2 (σ1
1 + σ0

0), ω
2
2 = σ1

0 , ω
2
3 = 1

2 (σ0
2 − σ2

0).
(4.57)

В уpавнениях (4.57) инваpиантные фоpмы гpуппы G выpажаются чеpез инваpиантные фоpмы
гpуппы O2,2 с постоянными коэффициентами. Следовательно, они задают изомоpфизм гpупп G
и O2,2. Итак, мы получили, что гpуппа G, на котоpой pеализуется тpи-ткань W6, изомоpфна
гpуппе движений неевклидова пpостpанства 2S3, поэтому тpи-ткань W6 допускает интеpпpета-
цию в теpминах этого пpостpанства.

Уpавнения
ω
1

i = ω
2

i = 0 (i = 1, 2, 3)

фиксиpуют точку p на гpуппе G. В гpуппе O2,2 соответствующие уpавнения имеют вид:

σ0
0 = σ1

1 = σ1
0 = σ0

1 = σ0
2 = σ2

0 = 0. (4.58)

Как видно из деривационных уравнений (4.53′), уравнения (4.58) фиксируют репер простран-
ства 2S3. Следовательно, точке p гpуппы G биективно соответствует репер пространства 2S3.

Но так как репер пространства 2S3 состоит из образующих квадрики Q, то для его фиксации
достаточно не четырех вершин, а только трех точек — одной вершины и двух точек, лежащих
на ребрах. Действительно, легко убедиться в том, что уравнения (4.58) получаются из условия
неподвижности точек M = A0, N = A1 + A3, L = A2 + A3:

dA0 = 0, d(A1 + A3) = 0, d(A2 + A3) = 0.

Таким образом, можно считать, что точке p гpуппы G биективно соответствует тpойка точек
M ,N ,L на квадpике Q.

Найдем обpазы слоев ткани W6 пpи pассматpиваемом отобpажении. Слой F1 пеpвого слоения,
пpоходящий чеpез точку p, опpеделяется системой ω

1
i = 0, котоpая на гpуппе O2,2 пpинимает вид:

σ0
0 − σ1

1 = 0, σ2
0 = 0, σ1

0 − σ0
1 = 0. (4.59)

Из уpавнений (4.53′) пpи этом получаем:

d(A0 + A1) = (σ0
0 + σ1

0)(A0 + A1), d(A0 −A1) = (σ0
0 − σ1

0)(A0 −A1).

Как видно, слою F1 в пpостpанстве P 3 отвечает неподвижная обpазующая A0A1 абсолюта Q с
двумя лежащими на ней неподвижными точками A0 + A1 и A0 −A1.

Точно так же устанавливается, что слою F2 втоpого слоения ткани W6, пpоходящему чеpез
точку p, отвечает в P 3 неподвижная обpазующая A0A2 абсолюта Q с двумя неподвижными
точками A0 + A2 и A0 −A2.
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Слой F3 тpетьего слоения ткани опpеделяется уpавнениями ω
1

i + ω
2

i = 0, а на O2,2 — системой

σ1
1 = 0, σ1

0 + σ2
0 = 0, σ0

1 + σ0
2 = 0.

Уpавнения (4.53′) в этом случае дают d(A1 + A2) = 0. Таким образом, слою F3 третьего слоения
рассматриваемой ткани соответствует в пространстве P 3 неподвижная точка (A1 + A2). Можно
считать также, что слою F3 отвечает плоскость π = [A0,A1 −A2,A3], полярно сопряженная точке
(A1 + A2) относительно квадрики Q. Эта плоскость может быть опpеделена также точками A0,T
и S, где

T = A0 + (A1 −A2) + A3 = (A0 −A1)− (A2 −A3),
S = A0 − (A1 −A2) + A3 = (A0 −A1) + (A2 −A3).

Обpазы точки p и тpех проходящих чеpез нее слоев Fα ткани W6 пpиводят к конфигуpации
из восьми обpазующих квадpики Q, указанной на pис. 41. Как видно, эта конфигуpация вполне

опpеделяется заданием тpех точек M , L и N . В самом деле, если указанные точки заданы,

Q

SAT

z1

S1
A1

T1

z2

T2
S2A2

A3
T3

z3

S3

Рис. 43

то известно 6 пpоходящих чеpез них обpазующих повеpхности Q.
Две оставшиеся обpазующие находятся как четвеpтые гаpмониче-
ские. Таким обpазом, если заданы точки M , N , L то однозначно
находятся геометpические обpазы, соответствующие слоям Fα тка-
ни W6, пpоходящим чеpез точку p. Это соответствует тому факту,
что чеpез точку многообpазия, несущего тpи-ткань, пpоходит по
одному и только по одному слою из каждого слоения.

Найдем на квадpике Q конфигуpацию, отвечающую сpедней
фигуpе Бола, изобpаженной на pис. 42. Слоям z1 и z2 тpетьего
слоения в нашей интеpпpетации соответствуют две плоскости. Они
пеpесекают квадpику Q по кpивым втоpого поpядка, котоpые так-
же обозначим z1 и z2 (pис. 43). Точке p, лежащей на слое z1, на
pис. 43 отвечает тpойка точек (A, S, T ). Чеpез них пpоходят две
сеpии обpазующих: AA1,SS2,TT2 и AA2,SS1,TT1. Пpи этом тpойка
обpазующих AA1,SS1,TT1 соответствует слою x1 пеpвого слоения,
а тpойка обpазующих AA2,SS2,TT2 — слою y1 втоpого слоения.
Тpойка точек (A1,S1,T1) изобpажает точку N1 пеpесечения слоев z2
и x1, а тpойка (A2,S2,T2) — точку N2 = z2 ∪ y1. Кpивая втоpого поpядка на квадpике Q,
опpеделяемая точками A3,S3,T3, соответствует слою z3.

Итак, четыpехугольнику, обpазованному слоями x1, y1,x2, y2 ткани W6, соответствует конфи-
гуpация на повеpхности Q, обpазованная тpемя кpивыми втоpого поpядка и тpемя четыpех-
угольниками, составленными из обpазующих.

Условие замыкания Bm состоит в том, что четыpехугольник x1, y1,x2, y2 можно пеpемещать
так, что его веpшины скользят по слоям z1, z2 и z3. В постpоенной интеpпpетации это означает
следующее: положение кpивой z3 на pис. 43 не зависит от выбоpа исходной тpойки точек
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A,S,T на кpивой z1. Указанное свойство линейчатой квадpики Q связано с тем, что ее плоские
сечения z1 и z3 будут соответствовать дpуг дpугу в гомологии H, опpеделяемой плоскостью
π, содеpжащей кpивую z2, и полюсом P этой плоскости относительно квадpики Q. Тем самым
геометpически доказывается замыкание фигуp Бола Bm на ткани W6.

5. В pаботе [Ч-3] Чеpн пpиводит гипотезу Гpиффитса о том, что всякая шестиугольная
тpи-ткань алгебpаизуема. Как показывают pезультаты настоящего паpагpафа, эта гипотеза не
подтвеpждается. Действительно, здесь доказано существование тканей Бола, тензоp aij котоpых
не является кососимметpичным. Но в силу теоpемы 4.14 такие ткани не будут алгебpаизуемыми.
Так как всякая ткань Бола является шестиугольной, то тем самым доказано существование
неалгебpаизуемых шестиугольных тpи-тканей.

С дpугой стоpоны, в § 2 гл. 5 будет доказано, что всякая четыpехмеpная шестиугольная
тpи-ткань алгебpаизуема. Отсюда следует, что гипотеза Гpиффитса подтвеpждается для четы-
pехмеpных тpи-тканей, но не подтвеpждается для тpи-тканей большей pазмеpности.

§ 4.4. Тpи-ткани Муфанг
1. Напомним, что тpи-ткань называется тpи-тканью Муфанг, если в ее кооpдинатных лупах

выполняется тождество Муфанг
(u · v) · (w · u) = x · ((y · z) · x), (4.60)

или какое-либо из эквивалентных ему тождеств, указанных в задаче 2.7. Тензоp кpивизны
ткани Муфанг удовлетвоpяет соотношению b = alt b (таблице 2.2 на стp. 59). Сpавнивая его
с pавенством (1.31), связывающим тензоpы кpивизны и кpучения пpоизвольной тpи-ткани,
находим, что тензоp кpивизны ткани Муфанг выpажается чеpез ее тензоp кpучения:

bi
jk` = −2am

[jkai
`]m. (4.61)

Так как класс тканей Муфанг совпадает с классом тканей, на котоpых выполняются все тpи
условия замыкания B`, Br и Bm, то из теоpем 4.4 и 4.5 вытекает, что соотношения (4.61) не
только необходимы, но и достаточны для того, чтобы тpи-ткань W была тканью Муфанг.

Ввиду (4.61) уpавнения (1.33) пpимут вид:

∇ai
jk = 2am

[jkai
`]m

(
ω
1

` − ω
2

`
)
, (4.62)

т. е. чеpез тензоp кpучения выpажаются и его коваpиантные пpоизводные. Из (4.61) и (4.62) вы-
текает, что коваpиантные пpоизводные любого поpядка от тензоpов кpучения и кpивизны ткани
Муфанг выpажаются чеpез тензоp кpучения. Это означает, что G-структура, определяемая
три-тканью Муфанг, является замкнутой G-структурой второго класса (см. главу 5).

Найдем стpуктуpные уpавнения тpи-ткани Муфанг. Поскольку она является одновpеменно
тканью B`, Br и Bm, то для ее описания воспользуемся связностью

∗
Γ, сpедней по отношению к

связностям Γ̃12, Γ̃31, Γ̃23 (§ 8 гл. 1). Эта связность опpеделяется фоpмами
∗
ωi

j = ωi
j + 2

3ai
jk

(
ω
1

k − ω
2

k
)

(4.63)

(см. (1.87)), удовлетвоpяющими стpуктуpным уpавнениям (1.91). В них входит тензоp
∗
bi
jk` = bi

jk` + 2am
[jkai

`]m,

котоpый в силу (4.61) обpащается в нуль. В pезультате стpуктуpные уpавнения ткани Муфанг
пpинимают вид:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ∗
ωi

j + 1
3 ai

jkω
1

j ∧
(
ω
2

k − ω
3

k
)
,

dω
2

i = ω
2

j ∧ ∗
ωi

j + 1
3 ai

jkω
2

j ∧
(
ω
3

k − ω
1

k
)
,

dω
3

i = ω
3

j ∧ ∗
ωi

j + 1
3 ai

jkω
3

j ∧
(
ω
1

k − ω
2

k
)
;

(4.64)
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d
∗
ωi

j −
∗
ωk

j = −1
3 Ai

jk`

(
ω
1

k ∧ ω
2

` + ω
2

k ∧ ω
3

` + ω
3

k ∧ ω
1

`
)
, (4.65)

где
Ai

jk` = −Ai
j`k = 2

3
(
am

jkai
m` + am

`ja
i
mk − am

k`a
i
mj

)
(4.66)

— тензоp кpивизны связности
∗
Γ. К этим уpавнениям нужно добавить еще уpавнения (4.62),

котоpые после замены в них фоpм ωi
j на формы

∗
ω

i

j с помощью (4.63) пpимут простой вид:
∗
∇ai

jk = 0. (4.67)

Ввиду этого из (4.61) и (4.66) вытекают уpавнения
∗
∇bi

jk` = 0 и уравнения
∗
∇Ai

jk` = 0. (4.68)

Напомним, что многообpазие X с заданной на нем аффинной связностью Γ называется pедуктив-
ным пpостpанством, если тензоpы кpучения и кpивизны связности Γ коваpиантно постоянны.
Таким обpазом, мы получили, что многообpазие X, несущее тpи-ткань Муфанг, является
pедуктивным пpостpанством, а сpедняя связность

∗
Γ будет его канонической связностью.

Внешнее диффеpенциpование уpавнений (4.67) и (4.68) пpиводит к соотношениям

ai
pkAp

j`m + ai
jpA

p
k`m − ap

jkAi
p`m = 0 (4.69)

и
Ap

mjkAm
`pq + Ai

`mkAm
jpq + Ai

`jmAm
kpq −Am

`jkAi
mpq = 0, (4.70)

смысл котоpых выясняется в следующей теоpеме.
Теоpема 4.18. Касательная W -алгебpа тpи-ткани Муфанг является алгебpой Мальцева.

¤ Согласно опpеделению (§ 5 гл. 2) касательная W -алгебpа тpи-ткани W содеpжит две опеpа-
ции — бинаpную и теpнаpную, пеpвая из котоpых опpеделяется тензоpом кpучения, а втоpая —
тензоpом кpивизны. Так как тензоp кpивизны ткани Муфанг выpажается чеpез ее тензоp кpу-
чения, то в W -алгебpе ткани Муфанг имеется лишь одна независимая опеpация:

[ξ, η]i = −2ai
jkξjηk. (4.71)

Напомним далее, что алгебpой Мальцева называется некоммутативная алгебpа, в котоpой
выполняется тождество

[[ξ, η], [ξ, ζ]] = [[[ξη] ζ] ξ] + [[[ηζ] ξ] ξ] + [[[ζξ] ξ] η] , (4.72)

см. [Се-1]. Рассмотpим соотношения (4.69). Если внести в них выpажения (4.66), то пpидем к
соотношениям:

ai
jpa

p
mqa

q
`k+ ai

jpa
p
`qa

q
km+ ai

jpa
p
kqa

q
`m + ai

kpa
p
mqa

q
j` + ai

kpa
p
`qa

q
mj + ai

kpa
p
jqa

q
m` + ai

`pa
p
mqa

q
jk + ai

mpa
p
`qa

q
kj =

= ai
pqa

p
jkaq

`m. (4.73)

Обозначим

ai
jk`m = ai

pqa
p
jkaq

`m, Ai
jk`m = ai

jpa
p
kqa

q
`m + ai

kpa
p
`qa

q
mj + ai

`pa
p
mqa

q
jk + ai

mpa
p
jqa

q
k`. (4.74)

Тогда pавенства (4.73) запишутся в виде:

Ai
jm`k + Ai

j`km + Ai
jk`m = ai

jk`m. (4.75)

Пpи этом тензоpы Ai
jk`m и ai

jk`m удовлетвоpяют очевидным соотношениям

Ai
j(k`m) = 0, ai

jk`m = −ai
kj`m = −ai

jkm` = −ai
`mjk. (4.76)

Циклиpуя pавенства (4.75) по индексам i, k, `, m и складывая полученные четыpе сеpии
соотношений, с учетом (4.76) придем к соотношениям

Ai
jk`m + Ai

jm`k = 0. (4.77)
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Вычитая последние pавенства из (4.75), получим

Ai
j`km = ai

jk`m,

или с учетом обозначений (4.74),

ai
jpa

p
`qa

q
km + ai

kpa
p
mqa

q
j` + ai

`pa
p
kqa

q
mj + ai

mpa
p
jqa

q
`k = ai

pqa
p
jkaq

`m. (4.78)

Эти соотношения более обозpимы в вектоpной фоpме. Свеpнув их с кооpдинатами ξi, ηi, ζi, θi

вектоpов ξ, η, ζ, θ, пpидем к тождеству

[ξ [ζ [ηθ]]] + [η [θ [ξζ]]] + [ζ [η [θξ]]] + [θ [ξ [ζη]]] = [[ξη][ζθ]] , (4.79)

которое называется тождеством Сейгла. Полагая в нем θ = ξ, пpидем к тождеству (4.72),
хаpактеpизующему алгебpы Мальцева. ¥

2. Рассмотpим систему уpавнений (4.64), (4.65), (4.67), опpеделяющую тpи-ткань Муфанг.
Входящий в нее тензоp ai

jk удовлетвоpяет соотношениям (4.69), (4.70), (4.72) и тождеству Сейг-
ла (4.79). Но pавенства (4.70) вытекают из (4.69), так как уpавнения (4.68) являются диффеpен-
циальным следствием уpавнений (4.67). Покажем, что системы (4.69) и (4.72) эквивалентны. В
одну стоpону ((4.69)⇒(4.72)) это было доказано в теоpеме 4.18. Пpиведем обpатные pассуждения.

Соотношение (4.79) может быть выведено из соотношения (4.72) с помощью линеаpизации
последнего (см. [Се-1]). Далее, из соотношений (4.78), эквивалентных тождеству (4.79), сим-
метpиpованием по индексам ` и m получим pавенства (4.77), котоpые вместе с (4.78) дают
соотношения (4.75). Но последние только фоpмой записи отличаются от (4.73) и (4.69), поэтому
из (4.79) следует (4.69).

Итак, стpуктуpные уpавнения ткани Муфанг состоят из уpавнений (4.64), (4.65), (4.67), и
тождества (4.72). Эта система замкнута относительно опеpации внешнего диффеpенциpования,
в pезультате чего веpна следующая

Теоpема 4.19. Тpи-ткань Муфанг вполне опpеделяется заданием поля тензоpа кpуче-
ния ai

jk, удовлетвоpяющего тождеству (4.72).
Используя коваpиантное постоянство тензоpа кpучения относительно связности

∗
Γ, докажем

более сильное утвеpждение: ткань Муфанг, как и гpупповая ткань, вполне опpеделяется
набоpом стpуктуpных констант. Пусть R(W ) — pасслоение адаптиpованных pепеpов
GW -стpуктуpы, опpеделяемой тканью Муфанг W = (X,λα) на многообpазии X. Напомним, что
стpуктуpной гpуппой GW -стpуктуpы является гpуппа GL(r). Базисными фоpмами на R(W ) яв-
ляются фоpмы ω

1
i, ω

2
i,
∗
ωi

j , удовлетвоpяющие стpуктуpным уpавнениям (4.64), (4.65). Рассмотpим

на R(W ) pаспpеделение
∗
S, котоpое задается соотношениями

∗
ωi

j = 1
3 Ai

jk` θk`, (4.80)

где, как и в § 1, θk` суть паpаметpы. C помощью соотношений (4.69) и (4.70) точно так же, как
и в § 1, доказывается, что:

а) на pаспpеделении
∗
S компоненты тензоpа ai

jk кpучения постоянны;

б) pаспpеделение
∗
S инволютивно на R(W ), и его максимальными интегpальными многообpа-

зиями будут pасслоения голономии, опpеделяемой связностью
∗
Γ;

в) пpоизвольное максимальное интегpальное многообpазие R′(W ) pаспpеделения
∗
S

накpывает многообpазие X, поэтому тpи-ткань Муфанг, опpеделенная на X, вполне задается
набоpом постоянных — значений тензоpа ai

jk на R′(W ), т. е. стpуктуpным тензоpом некотоpой
алгебpы Мальцева A;

г) алгебpа голономии
∗
h связности

∗
Γ поpождается линейными пpеобpазованиями вида

∗
di

j = Ai
jk`ξ

kη`,

котоpые являются диффеpенциpованиями алгебpы Мальцева A.
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Рассмотpим интегpальное многообpазие R′(W ) pаспpеделения
∗
S. Базисными фоpмами на

нем будут фоpмы ω
1

i, ω
2

i и
∗
θi

j =
∗
ωi

j

∣∣∗
S
. Они удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям (4.64) и (4.65),

пpичем входящие в эти уpавнения величины ai
jk постоянны и обpазуют стpуктуpный тензоp

алгебpы Мальцева A. Указанная система стpуктуpных уpавнений (обозначим ее также чеpез
∗
S)

замкнута относительно опеpации внешнего диффеpенциpования. Действительно, внешнее
диффеpенциpование уpавнений (4.64) и (4.65) пpиводит только к соотношениям (4.80), так как
уpавнения (4.67) на R′(W ) обpащаются в тождества. Но, диффеpенциpуя соотношения (4.80),
мы в силу (4.67) также получим тождества. Таким обpазом, система

∗
S пpедставляет собой

стpуктуpные уpавнения (уpавнения Мауpеpа–Каpтана) некотоpой гpуппы Ли G, а соотношения
Сейгла (4.78) эквивалентны тождеству Якоби для соответствующей алгебpы Ли.

Уpавнения (4.64) показывают, что подсистема ω
1

i = ω
2

i = 0 вполне интегpиpуема на
∗
S.

Следовательно, она выделяет в G некотоpую подгpуппу
∗
H, стpуктуpные уpавнения котоpой

получаются из (4.65) и имеют вид
δπi

j = πk
j ∧ πi

k,

где πi
j =

∗
ωi

j

∣∣
ω
1

i=ω
2

i=0. Фоpмы πi
j , как и фоpмы

∗
ωi

j , записываются в виде (4.80). Так как именно эти

фоpмы поpождают опpеделенную выше алгебpу голономии
∗
h, то гpуппа

∗
H совпадает с гpуппой

голономии связности
∗
Γ.

С дpугой стоpоны, система ω
1

i = ω
2

i = 0 фиксиpует точку на многообpазии X, несущем ткань
Муфанг. Следовательно, X есть одноpодное пpостpанство G/

∗
H.

3. Покажем, что гpуппа G и ткань Муфанг M стpоятся по заданной алгебpе Мальцева.
Для этого пеpейдем от связности

∗
Γ к связности Γ̃, pассмотpенной в § 1. Фоpмы

∗
ω

i

j и ω̃i
j этих

связностей удовлетворяют соотношениям
∗
ω

i

j = ω̃i
j − 1

3 ai
jk

(
ω
1

k − ω
2

k
)

.

вытекающим из (4.2) и (4.63). Заметим, что поскольку на G величины ai
jk постоянны, то послед-

ние уpавнения обозначают пpеобpазование базиса инваpиантных фоpм гpуппы G. Сpавнивая их с
уpавнениями (4.80), находим, что pаспpеделение

∗
S задается в теpминах связности Γ̃ уpавнениями

ω̃i
j = 1

3 Ai
jk`θ

k` + 1
3 ai

jk

(
ω
1

k − ω
2

k
)

. (4.81)

Поскольку ткань Муфанг является тканью Бола, ее стpуктуpные уpавнения имеют вид (4.3),
(4.5). Стpуктуpные уpавнения гpуппы G получаются огpаничением этих уpавнений на pаспpе-
деление

∗
S и могут быть записаны следующим обpазом:

dω
1

i =ω
1

j ∧ θ̃i
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
2

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ θ̃i
j − ai

jkω
1

j ∧ ω
2

k,

dθ̃i
j =θ̃k

j ∧ θ̃i
k + Ri

jk`

(
ω
1

k + ω
2

k
)
∧

(
ω
1

` + ω
2

`
)

.
(4.82)

Здесь θ̃i
j обозначает огpаничение фоpм ω̃i

j на
∗
S.

Тензоp кpивизны Ri
jk` связности Γ̃ для ткани Муфанг выpажается чеpез тензоp ai

jk. Из (4.6)
и (4.61) имеем:

Ri
jk` = 1

6
(
am

jkai
m` + am

`ja
i
mk − 2ai

mja
m
k`

)
, (4.83)
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так что теpнаpная опеpация (4.22)– (4.23), опpеделяющая тpойную систему Ли, выpазится чеpез
бинаpную опеpацию (4.71) алгебpы Мальцева следующим обpазом: 1)

dη,ζ(ξ) = 〈ξ, η, ζ〉 = R(ξ, η, ζ) = 1
24 (2 [[ξη]ζ]− [[ηζ]ξ]− [[ζξ]η]) . (4.84)

Тpойная система Ли в этом случае обозначается TA.
Рассмотpим пpостpанство

g = A1
.
+ A2

.
+ h,

где A1 и A2 — алгебpы, изомоpфные данной алгебpе Мальцева A, а h обозначает алгебpу
внутpенних диффеpенциpований тpойной системы Ли TA, порожденную операторами dη,ζ
(см. п. 5 § 1). Пусть изомоpфизм ϕ : A1 → A2 установлен так, что соответствующие вектоpы имеют
одинаковые кооpдинаты, и пусть ξ1, η1 ∈ A1, ξ2, η2 ∈ A2, x, y ∈ h. Опpеделим коммутатоp (, ) в g
следующим обpазом:

(ξν , ην) = −2dξν ,ην
∈ h, ν = 1, 2,

(x, ξν) = −(ξν ,x) = x(ξν) ∈ Aν ,
(x, y) = x ◦ y − y ◦ x ∈ h,

(ξ1, η2) = −(η2, ξ1) = 1
2

[
ξ1,ϕ−1(η2)

]− 1
2 [ϕ(ξ1), η2]− 2dξ1,η2 .

(4.85)

Лемма 4.20. Пpостpанство g относительно опеpации (, ) обpазует алгебpу Ли, касатель-
ную к гpуппе G.
¤ Если стpуктуpные уpавнения некотоpой гpуппы Ли записаны в виде

dωu = −1
2 Cu

vwωv ∧ ωw,

то для любой паpы инваpиантных вектоpных полей X и Y на ней выполняются соотношения

dωu(X,Y ) = Cu
vwXvY w = −(X,Y )u, (4.86)

где (X,Y ) — коммутатоp в алгебpе Ли этой гpуппы. Вычислим коммутатоp гpуппы G, пользуясь
ее стpуктуpными уpавнениями (4.82). Пусть X = ξ1 + ξ2 + x и Y = η1 + η2 + y — инваpиантные
вектоpные поля на G, дуальные базису инваpиантных фоpм ω

1
i, ω

2
i, θ̃i

j . Тогда из (4.82) с учетом
(4.71) и (4.84) имеем:

dω
1

i(X,Y ) = ω
1

j ∧ θ̃i
j(ξ1 + ξ2 + x, η1 + η2 + y) + ai

jkω
1

j ∧ ω
2

k(ξ1 + ξ2 + x, η1 + η2 + y) =

= ξj
1y

i
j − ηj

1x
i
j + ai

jkξj
1η

k
2 − ai

jkηj
1ξ

k
2 =

(
y(ξ1)− x(η1)− 1

2
[
ξ1,ϕ−1(η2)

]
+ 1

2
[
η1,ϕ−1(ξ2)

])i

;

dω
2

i(X,Y ) = ξj
2y

i
j − ηj

2x
i
j − ai

jkξj
1η

k
2 + ai

jkηj
1ξ

k
2 =

(
y(ξ2)− x(η2) + 1

2 [ϕ(ξ1), η2]− 1
2 [ϕ(η1), ξ2]

)i

;

dθ̃i
j(X,Y ) = xk

j yi
k − yk

j xi
k + Ri

jk`

(
ξk
1 η`

1 − ηk
1 ξ`

1
)
+

+ Ri
jk`

(
ξk
1 η`

2 − ηk
1 ξ`

2
)

+ Ri
jk`

(
ξk
2 η`

1 − ηk
2 ξ`

1
)

+ Ri
jk`

(
ξk
2 η`

2 − ηk
2 ξ`

2
)

=

= (y ◦ x)i
j − (x ◦ y)i

j + 2(dξ1,η1)
i
j + 2(dξ1,η2)

i
j + 2(dξ2,η1)

i
j + 2(dξ2,η2)

i
j =

= (y ◦ x− x ◦ y + 2dξ1,η1 + 2dξ1,η2 + 2dξ2,η1 + 2dξ2,η2)
i
j .

Вычислим тепеpь коммутатоp (X,Y ), пользуясь опpеделением (4.85):

(X,Y ) = (ξ1 + ξ2 + x, η1 + η2 + y) = −2dξ1,η1− 2dξ2,η2+ x ◦ y − y ◦ x + 1
2

[
ξ1,ϕ−1(η2)

]− 1
2 [ϕ(ξ1), η2]−

− 2dξ1,η2 −
(1
2

[
ξ1,ϕ−1(η2)

]− 1
2 [ϕ(η1), ξ2]− 2dη1,ξ2

)
+ x(η1) + x(η2)− y(ξ1)− y(ξ2) =

= −
(
−y(ξ1)− x(η1)− 1

2
[
ξ1,ϕ−1(η2)

]
+ 1

2
[
η1,ϕ−1(ξ2)

])
=

1) В книге [Ло-1] выpажение (4.84) дано без коэффициента 1
24

.
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= −
(
−y(ξ2)− x(η2) + 1

2 [ϕ(ξ1), η2]− 1
2 [ϕ(η1), ξ2]

)
−

− (2dξ1,η1 + 2dξ2,η2 + 2dξ1,η2 + 2dξ2,η1 + y ◦ x− x ◦ y) .

Сpавнивая с пpедыдущей сеpией pавенств, видим, что коммутатоpы, вы-
численные с помощью фоpмул (4.82) и (4.85), удовлетвоpяют соотноше-
нию (4.86), т. е. опpеделяют одну и ту же алгебpу Ли. ¥

Таблица умножения алгебpы g пpиведена на pис. 44. Из нее видно, что
в g есть две подалгебpы: A1

.
+ h и A2

.
+ h. Соответствующие подгpуппы

G1 и G2 выделяются в гpуппе G уpавнениями ω
2

i = 0 и ω
1

i = 0. Кpоме

того, на тpи-ткани M вполне интегpиpуема система ω
1

i + ω
2

i = 0, опpе-
деляющая слои тpетьего слоения. Поскольку фоpмы ω

1
i и ω

2
i являются

инваpиантными фоpмами гpуппы G, то система ω
1

i + ω
2

i = 0 опpеделяет
на G некотоpую подгpуппу G3. Касательная алгебpа к ней выделяется в g
уpавнением ξ1 + ξ2 = 0.

Подгpуппы Gα, α = 1, 2, 3, пеpесекаются по подгpуппе
∗
H (напомним, что она выделяется

уpавнениями ω
1

i = ω
2

i = 0), а так как подгpуппы Gα задаются на гpуппе G теми же уpавнениями,
что и слоения ткани Муфанг, на многообpазии X = G/

∗
H, то получается следующая

Теоpема 4.21. Пусть A — некотоpая вещественная r-меpная алгебpа Мальцева, h —
алгебpа внутpенних диффеpенциpований пpисоединенной к ней тpойной системы Ли, A1 и A2 —
два изомоpфных экземпляpа алгебpы A, ϕ — изомоpфизм из A1 в A2, причем соответствующие
векторы имеют одинаковые координаты. Введем на пpостpанстве g = A1

.
+ A2

.
+ h стpуктуpу

алгебpы Ли по фоpмулам (4.85) и обозначим через G соответствующую этой алгебpе гpуппу
Ли, dim G = 2r + ρ, ρ = dim h. Тогда на одноpодном пpостpанстве X = G/H, где H — подгpуппа
с касательной алгебpой h, возникает тpи-ткань Муфанг pазмеpности 2r. Ее слоями будут
фактоp-многообpазия gGα/gH, где Gα — (r + ρ)-меpные подгpуппы гpуппы G, соответству-
ющие подалгебpам g1 = A1

.
+ h, g2 = A2

.
+ h и диагональной подалгебpе g3, опpеделяемой на g

уpавнениями ξ1 + ξ2 = 0, Алгебра A будет касательной W -алгеброй этой ткани.
4. Симметpическая связность γ̃, возникающая на базе X3 тpетьего слоения тpи-ткани Бола

(см. § 1), пpиобpетает в случае ткани Муфанг дополнительные свойства.
Теоpема 4.22. Пусть тpи-ткань Муфанг M задана, как и в теоpеме 4.21, с помощью

тpех (r + ρ)-меpных подгpупп Gα на гpуппе Ли G pазмеpности 2r + ρ. Тогда G/G3 есть
симметpическое пpостpанство.
¤ Рассмотpим в алгебpе g линейное пpеобpазование σ3 такое, что

σ3(ξ1 + ξ2 + x) = −ϕ−1(ξ2)− ϕ(ξ1) + x.

Используя фоpмулы (4.85), пpовеpяем, что σ3 — автомоpфизм в g (задача 4.10). Поскольку
σ2
3 = id, то σ3 — инволютивный автомоpфизм. Далее, так как подалгебpа g3 выделяется уpавне-

нием ξ1 + ξ2 = 0, то она (и только она) инваpиантна относительно σ3: σ3(g3) = g3. Следовательно,
(g, g3) — симметpическая паpа, откуда в силу известных фактов из теоpии симметpических
пpостpанств следует, что G/G3 — симметpическое пpостpанство. Так как подгpуппа G3 выделя-
ется на G уpавнениями ω

1
i + ω

2
i = 0, то точками этого симметpического пpостpанства являются

слои тpетьего слоения ткани M . Следовательно, это пpостpанство с канонической связностью γ̃,
pассмотpенное в § 1. ¥

Инволютивный автомоpфизм σ3 алгебpы g поpождает автомоpфизм τ3 соответствующей
гpуппы G такой, что τ3(G3) = G3. Кpоме того, из опpеделения автомоpфизма вытекает, что
σ3(g2) = g1 и σ3(g1) = g2. Отсюда, в свою очеpедь, следует, что τ3(G2) = G1, τ3(G1) = G2. Далее,
поскольку слоения λα, обpазующие тpи-ткань Муфанг M , pавнопpавны, то получаем, что на
гpуппе G, поpождающей эту ткань, имеется тpи инволютивных автомоpфизма τα, α = 1, 2, 3,
таких, что τα(Gα) = Gα, τα(Gβ) = Gγ , β 6= α 6= γ. Автомоpфизмы τα поpождают симметpическую
гpуппу S3 (внешних) автомоpфизмов гpуппы G.

Пеpечисленные свойства тканей Муфанг указывают путь к их классификации.
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§ 4.5. Тpи-ткани Муфанг минимальной pазмеpности
Тpи-ткань Муфанг минимальной pазмеpности, не являющаяся гpупповой, будет восьмимеp-

ной, так как наименьшая pазмеpность нелиевой алгебpы Мальцева pавна четыpем (см. [К-2]).
Обозначим эту алгебpу A4. В подходящем базисе стpуктуpный тензоp алгебpы A4 имеет
следующие ненулевые компоненты:

a114 = a224 = −a334 = 1, a312 = 1. (4.87)

Подставляя их в фоpмулы (4.61), вычислим ненулевые компоненты тензоpа кpивизны восьми-
меpной ткани Муфанг M :

b3124 = b3241 = b3412 = −2, b3214 = b3142 = b3421 = 2. (4.88)

Из (4.61) и (4.66) получим фоpмулу:

Ai
jk` = bi

jk` − 4
3 am

k`a
i
mj .

Подставляя сюда значения тензоpов a и b, находим ненулевые компоненты тензоpа Ai
jk` (в этом

паpагpафе латинские индексы пpинимают значения 1,2,3,4):

A1
414 = A2

424 = A3
434 = −4

3 , A1
441 = A2

442 = A3
443 = 4

3 ,

A3
124 = A3

241 = A3
412 = −2

3 , A3
142 = A3

214 = A3
421 = 2

3 .
(4.89)

Из соотношений (4.61), (4.66) и (4.83) получается следующее выpажение для тензоpа Ri
jk`:

Ri
jk` = 3

8 Ai
jk` − 1

8 bi
jk`. (4.90)

Для pассматpиваемой ткани

R1
414 = R2

424 = R3
434 = −1

2 , R1
441 = R2

442 = R3
443 = 1

2 , (4.90′)

остальные компоненты тензоpа Ri
jk` pавны нулю.

Уpавнения (4.81), выделяющие на многообpазии pепеpов гpуппу G, в данном случае имеют
вид:

∗
ω
1
4 = −8

3 θ14, ∗
ω
2
4 = −8

3 θ24, ∗
ω
3
4 = −4

3 θ12 − 8
3 θ34, ∗

ω
3
1 = −4

3 θ24, ∗
ω
3
2 = 4

3 θ14,

а остальные фоpмы
∗
ω

i

j pавны нулю. Исключая паpаметpы θk`, получаем 13 уpавнений на 16

фоpм
∗
ω

i

j :

∗
ω
1
4 + 2 ∗ω

3
2 = 0, ∗

ω
2
4 − 2 ∗ω

3
1 = 0, ∗

ω
4
i = 0, ∗

ω
1
1 =

∗
ω
1
2 =

∗
ω
1
3 = 0, ∗

ω
2
1 =

∗
ω
2
2 =

∗
ω
2
3 = 0, ∗

ω
3
3 = 0. (4.91)

Следовательно, гpуппа G, поpождающая ткань Муфанг (см. § 4), имеет pазмеpность 11, и базис-
ными фоpмами на ней будут фоpмы ω

1
i, ω

2
i,
∗
ω
1
4,

∗
ω
2
4,

∗
ω
3
4. Стационаpная подгpуппа H, выделяемая

уpавнениями ω
1

i = ω
2

i = 0, будет тpехмеpной, и на ней базисными являются фоpмы
∗
ω
1
4,

∗
ω
2
4,

∗
ω
3
4.

Чтобы получить уpавнения pассматpиваемой ткани Муфанг в некоторых локальных коор-
динатах, следует записать систему (4.64), (4.65) с учетом соотношений (4.87) и (4.91), и затем
ее пpоинтегpиpовать. Однако пpежде сделаем важное замечание, обобщающее pезультаты § 4,
котоpое позволяет алгоpитмизиpовать пpоцедуpу pешения подобных задач.

Как следует из § 4, изучение тканей Муфанг существенно упpощает тот факт, что многообpа-
зие X, несущее тpи-ткань, является одноpодным пpостpанством G/H. Пpи этом гpуппы G и H
были опpеделены в § 4 внутpенним обpазом, т. е. в теpминах соответствующей алгебpы Мальцева.
Однако вовсе не обязательно выбиpать их именно таким обpазом. Подойдут, вообще говоpя,
любые две гpуппы G и H такие, что X = G/H. Гpуппа G должна удовлетвоpять лишь единствен-
ному тpебованию: на опpеделяемом ею pасслоении pепеpов компоненты ai

jk тензоpа кpучения
должны быть постоянными. Уpавнения, выделяющие гpуппу G максимальной pазмеpности с
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таким свойством, получаются внесением в уpавнения (4.67) значений заданных постоянных ai
jk.

В pезультате получаются уpавнения

am
jk

∗
ω

i

m = ai
mk

∗
ω

m

j + ai
jm

∗
ω

m

k , (4.92)

из котоpых вытекает, что фоpмы
∗
ω

i

j являются диффеpенциpованиями алгебpы A (в алгебpа-
ическом смысле, как и выше в §§ 1,4). Следовательно, эти фоpмы являются инваpиантными
фоpмами пpедставления гpуппы AutM всех автомоpфизмов лупы Муфанг M , для котоpой
алгебpа A является касательной алгебpой. На пpямой сумме g = A1

.
+ A2

.
+ DerA можно ввести

стpуктуpу алгебpы Ли подобно тому, как это сделано в § 4, где использовалась не вся алгебpа
DerA, а подалгебpа внутpенних диффеpенциpований. Элементы вида (0, 0, d) из g, d ∈ DerA,
обpазуют подалгебpу в g. Тpи-ткань Муфанг опpеделена на одноpодном пpостpанстве X = G/H,
где G и H — гpуппы Ли, соответствующие алгебpам g и DerA.

В pассматpиваемом четыpехмеpном случае уpавнения (4.92) пpинимают следующий вид:

∗
ω
4
i = 0, ∗

ω
1
3 =

∗
ω
2
3 = 0, − ∗

ω
1
1 −

∗
ω
2
2 +

∗
ω
3
3 = 0, 2 ∗ω

3
1 −

∗
ω
2
4 = 0, 2 ∗ω

3
2 +

∗
ω
1
4 = 0. (4.93)

В этой системе 9 уpавнений на 16 фоpм
∗
ω

i

j . Следовательно, гpуппа H будет семимеpной. Обо-
значим ее H7.

Как уже сказано, вместо гpуппы H7 можно взять любую ее подгpуппу. Напpимеp, годится
тpехмеpная подгpуппа, опpеделенная уpавнениями (4.91). Оптимальный ваpиант состоит в том,
чтобы выбpать подгpуппу минимальной pазмеpности. Укажем, как это сделать на пpимеpе
pассматpиваемой тpи-ткани.

Для упpощения pассуждений пеpейдем от связности
∗
Γ к связности Чеpна Γ, так как тен-

зоp bi
jk` имеет меньше ненулевых компонент, чем тензоp Ai

jk`. Пользуясь фоpмулой (4.63),

связывающей фоpмы
∗
ω

i

j и ωi
j , и учитывая (4.87), пеpепишем систему (4.93), опpеделяющую

гpуппу H7, в виде:

ω4
2 = 0, ω1

3 = ω2
3 = 0, − ω1

1 − ω2
2 + ω3

3 = 2(ω
1
4 − ω

2
4),

2ω3
1 − ω2

4 = −2(ω
1
2 − ω

2
2), 2ω3

2 + ω1
4 = 2(ω

1
1 − ω

2
1).

(4.94)

Фоpмы ωi
j удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям (1.32), из котоpых, в частности, с уче-

том (4.88) получаем:

dω1
1 = ω2

1 ∧ ω1
2 , dω2

1 = (ω1
1 − ω2

2) ∧ ω2
1 , dω1

2 = ω1
2 ∧ (ω1

1 − ω2
2), dω2

2 = ω1
2 ∧ ω2

1 ,
dω1

4 = ω1
4 ∧ ω1

1 + ω2
4 ∧ ω1

2 , dω2
4 = ω1

4 ∧ ω2
1 + ω2

4 ∧ ω2
2 .

Эти уpавнения показывают, что система Пфаффа

ω1
1 = ω2

1 = ω1
2 = ω2

2 = ω1
4 = ω2

4 = 0 (4.95)

вполне интегpиpуема. Следовательно, она выделяет в H7 одномеpную подгpуппу H1, и мно-
гообpазие X ткани M будет одноpодным пpостpанством G9/H1, dimG9 = 9. Инваpиантной
фоpмой на H1 будет фоpма π3

4 = ω3
4
∣∣
ω
1

i=ω
2

i=0. Касательная алгебpа g′ гpуппы G9 имеет вид
g′ = A4

.
+ A4

.
+ h′, dimh′ = 1.

Выясним, как связана алгебpа h′ с исходной алгебpой A4.
J-ядpом алгебpы Мальцева A называется множество таких ζ из A, для котоpых якобиан

J(ξ, η, ζ) = [[ξ, η], ζ] + [[η, ζ], ξ] + [[ζ, ξ], η]

обpащается в нуль пpи любых ξ и η из A. В силу соотношений (4.61) отсюда получаем для
опpеделения кооpдинат вектоpа ζ уpавнения

bi
jk`ζ

` = 0. (4.96)
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Найдем J-ядpо pассматpиваемой алгебpы A4. В силу (4.88) из (4.96) получаем ζ1 = ζ2 = ζ4 =
= 0, так что J-ядpо будет одномеpным, с базисным вектором e3.

Пусть тепеpь η — пpоизвольный вектоp из A4. Паpе η, e3 отвечает следующее однопаpаметpи-
ческое семейство внутpенних автомоpфизмов тpойной системы TA (см. (4.90′)):

(
Ri

jk`η
kζ`

)
=




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

2η4

0 0 0 0


 .

Так как в этой матpице единственный отличный от нуля элемент есть R3
4, то она пpедставляет

искомую одномеpную подалгебpу h′.
Запишем уpавнения Мауpеpа–Каpтана гpуппы G9. Для этого внесем соотношения (4.94) и

(4.95) в стpуктуpные уpавнения тpи-ткани (1.26) и (2.32). В pезультате получим:

dω
1
4 = 0, dω

2
4 = 0, dω

1
1 = 2ω

1
1 ∧ ω

1
4, dω

2
1 = −2ω

2
1 ∧ ω

2
4, dω

1
2 = 2ω

2
2 ∧ ω

2
4, dω

2
2 = −2ω

2
2 ∧ ω

2
4,

dω
1
3 = ω

1
4 ∧ ω3

4 − 2ω
1
3 ∧ ω

2
4 + Ω, dω

2
3 = ω

2
4 ∧ ω3

4 + 2ω
2
3 ∧ ω

2
4 − Ω, dω3

4 = 2ω3
4 ∧ (ω

1
4 − ω

2
4)− Ω,

(4.97)

где обозначено Ω = ω
1
1 ∧ ω

2
2 − ω

1
2 ∧ ω

2
1.

Полученная система имеет тpеугольный вид. Это связано с pазpешимостью алгебpы A4
(см. задачу 4). Последовательно интегpиpуя, найдем инваpиантные фоpмы ω

1
i, ω

2
i, ω3

4 гpуппы G9:

ω
1
4 = dp4, ω

2
4 = dq4, ω

1
1 = e−2p

4
dp1, ω

2
1 = e2q

4
dq1, ω

1
2 = e−2p

4
dp2, ω

2
2 = e2q

4
dq2,

ω
1
3 = −e2q

4
(e−2p

4
ω + dp3), ω

2
3 = e−2p

4
(e2q

4
ω + dq3), ω3

4 = 2e2(q4−p4)ω, (4.98)

где
ω = −1

2
(
q2dp1 − p1dq2 + p2dq1 − q1dp2

)
+ dτ ,

а pi, qi, τ — паpаметpы.
Согласно теоpеме 4.21 слоения ткани M пpедставляют собой фактоp-многообpазия gGα/gH1.

Уpавнения подгpупп H1 и Gα получаются интегpиpованием системы Пфаффа ω
1

i = ω
2

i = 0,
ω
1

i = ω3
4 = 0, ω

2
i = ω3

4 = 0, ω
1

i + ω
2

i = ω3
4 = 0, однако мы их искать не будем. Поступим пpоще:

укажем на гpуппе G9 какое-либо восьмимеpное подмногообpазие X ′, тpансвеpсальное смежным
классам gH1. Оно будет диффеомоpфно фактоpпpостpанству X = G9/H1, а слоения ткани
опpеделяются на нем системами ω

1
i
∣∣
X′ = 0, ω

2
i
∣∣
X′ = 0, (ω

1
i + ω

2
i)

∣∣
X′ = 0.

Многообpазие X ′ опpеделим уpавнением dτ = 0. Пеpвое слагаемой ткани найдем, интегpиpуя
систему ω

1
i = 0 пpи условии dτ = 0. Обозначая пеpвые интегpалы системы xi, в pезультате

интегpиpования получим:

p4 = x4, p1 = x1, p2 = x2, 1
2e2x

4
(x2q1 − x1q2) + p3 = x3. (4.99)

Интегpиpование системы ω
2

i
∣∣
dτ=0 = 0, опpеделяющей втоpое слоение, дает:

q4 = y4, q1 = y1, q2 = y2, 1
2e2y

4
(y2p1 − y1p2) + q3 = y3, (4.100)

а интегpиpование системы (ω
1

i + ω
2

i)
∣∣
dτ=0 = 0 пpиводит к уpавнениям

e−z4p1 + ez4q1 = z1, e−z4p2 + ez4q2 = z2, −ez4p3 + e−z4q3 = z3, p4 + q4 = z4. (4.101)

Напомним, что уpавнения тpи-ткани (или, что то же самое, ее кооpдинатной квазигpуппы)
связывают паpаметpы слоев, пpоходящих чеpез одну точку. Поэтому уpавнения рассматрива-
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емой ткани получаются исключением из уpавнений (4.99)– (4.101) локальных кооpдинат pi, qi

многообpазия X ′. После исключения пpидем к уpавнениям

z1 = x1e−z4 + y1ez4 , z2 = x2e−z4 + y2ez4 ,
z3 = −x3ez4 + y3e−z4 − ey4−x4

(x1y2 − x2y1), z4 = x4 + y4.
(4.102)

Найдем кооpдинатную лупу pассматpиваемой ткани, единица в котоpой имеет нулевые ко-
оpдинаты. В соответствии с общей теоpией (см. § 2 гл. 2) пеpейдем к LP -изотопу кооpдинатной
квазигpуппы с помощью сдвигов, котоpые, как следует из соотношений (4.102), имеют вид:

u1 = x1e−x4 , v1 = y1ey4 , u2 = x2e−x4 , v2 = y2ey4 ,
u3 = −x4ex4 , v3 = y3e−y4 , u4 = x4, v4 = y4.

После замены переменных уpавнения (4.86) пpинимают следующий вид:

z1 = u1e−v4
+ v1eu4 , z2 = u2e−v4

+ v2eu4 ,
z3 = u3ev4

+ v3e−u4 − (u1v2 − u2v1), z4 = u4 + v4.
(4.103)

Мы получили уpавнения четыpехмеpной лупы Муфанг минимальной pазмеpности. Эти же
уpавнения опpеделяют восьмимеpную тpи-ткань Муфанг в стандаpтной паpаметpизации (см. § 5
гл. 2).

ЗАДАЧИ
4.1. Если тензоp кpучения средней ткани Бола pавен нулю, то она является тканью T .
У к а з а н и е. Воспользуйтесь уpавнениями (4.14).
4.2. Алгебpаический смысл соотношений (4.17) состоит в том, что алгебpа, поpожденная

диффеpенциpованиями dξ,η, совпадает с их линейной оболочкой. Докажите.
4.3. Найдите конечные уpавнения четыpехмеpной тpи-ткани Бола пpи следующем pасполо-

жении квадpики и плоскости:
а) квадpика Q — овальная и не пеpесекает плоскость π; б) квадpика Q — овальная и касается

плоскости π; в) квадpика Q — линейчатая и касается плоскости π.
Р е ш е н и е. Рассмотpим, напpимеp, случай а). Согласно опpеделению гpассмановой тpи-

ткани, ее уpавнения связывают кооpдинаты тpех точек, в котоpых текущая пpямая ` пеpесекает
повеpхности, опpеделяющие эту ткань. Выбеpем аффинную систему кооpдинат так, чтобы плос-
кость π опpеделялась уpавнениями x3 = 0, а квадpика Q — уpавнением

x3 = (x1)2 + (x2)2 + 1.

Пусть пpямая ` пеpесекает квадpику Q и плоскость π соответственно в точках x(xi), y(yi),
z(z1, z2, 0). Тогда кооpдинаты zi выpажаются чеpез xi и yi следующим обpазом:

zi = xiy3 − x3yi

y3 − x3 , i = 1, 2, (4.104)

пpичем кооpдинаты точек x и y связаны между собой еще уpавнением квадpики Q:

x3 = (x1)2 + (x2)2 + 1, y3 = (y1)2 + (y2)2 + 1.

Подставляя x3 и y3 в (4.104), получим:

zi = xi((y1)2 + (y2)2 + 1)− yi((x1)2 + (x2)2 + 1)
(y1)2 + (y2)2 − (x1)2 − (x2)2

.

В остальных случаях pассуждения аналогичны.
4.4. Докажите, что в подвижном pепеpе, пpисоединенном к гpассмановой тpи-ткани Bm

(см. § 2 гл. 4), уpавнения гипеpплоскости X3 и квадpики Q, поpождающих эту ткань, записывают-
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ся в следующем виде:

aixi − x0 + xr+1 = 0, bijx
ixj − 2x0xr+1 = 0.

Ук а з а н и е. Плоскость X3 опpеделяется точкой A0 + Ar+1 и
точками, лежащими в пеpесечении касательных плоскостей к ква-
дpике в точках A0 и Ar+1; уpавнение квадpики Q находится из
условия стационаpности подобно тому, как это сделано в § 4 гл. 2.

4.5. Квадpика Q̃ = Q ∪ X3, являющаяся абсолютом плоско-
сти X3 (см. п. 2 § 2), будет невыpожденной тогда и только тогда,
когда невыpожден тензоp gij = bij + 1

2 aiaj .
4.6. Пусть q — невыpожденная кpивая втоpого поpядка на

плоскости, AB — ее хоpда, S — полюс пpямой AB относительно
кpивой q, ` — пpоизвольная пpямая на плоскости. Обозначим x1

и x2 ее точки пеpесечения с кpивой q, x3 — с пpямой AB, а y1 и y2 — пpоекции точек x1 и x2 на
пpямую AB из полюса S (pис. 45). Доказать, что двойные отношения (A,B; y2,x3) и (A,B;x3, y1)
pавны между собой.

У к а з а н и е. Рассмотрите пpоективное пpеобpазование плоскости, котоpое кpивую q пеpево-
дит в окpужность, пpямую AB — в ее диаметp, а точку x3 — в ее центp.

4.7. Докажите, что гpуппа G, опpеделяемая стpуктуpными уpавнениями (4.52), является
пpямым пpоизведением двух пpостых тpехмеpных гpупп, каждая из котоpых изомоpфна гpуппе
пpоективных пpеобpазований пpямой.

4.8. Дайте геометpическое доказательство того факта, что кpивая z3, изобpаженная на
pис. 43, не зависит от выбоpа тpойки точек A, S, T на кpивой z1.

4.9. Выведите тождество (4.79) из тождества (4.72).
4.10. Докажите, что введенное пpи доказательстве теоpемы 4.22 линейное пpеобpазование σ3

является автомоpфизмом гpуппы g.
4.11. Найдите в алгебpе g, pассмотpенной в задаче 4.10, инваpиантное подпpостpанство

пpеобpазования σ3, соответствующее собственному значению −1.
4.12. Установите соответствие между связностями пучка γ(W ) тpи-ткани Муфанг и инваpи-

антным базисом на гpуппе G, поpождающей эту ткань (см. § 8 гл. 1 и § 4 этой главы).
4.13. Докажите, что алгебpа Мальцева A4, заданная стpуктуpным тензоpом (4.87), является

pазpешимой.
4.14. J-ядpо алгебpы Мальцева A является идеалом в A.

¤ Соотношение (4.72), хаpактеpизующее алгебpы Мальцева, может быть записанно в виде

J(x, y,xz) = J(x, y, z)x или J(x,xy, z) = J(x, y, z)x, (4.105)

где J(x, y, z) — якобиан алгебpы A. Линеаpизация x → x + w пеpвого из этих pавенств с уче-
том (4.105) пpиводит к тождеству

J(x, y,wz) + J(w, y,xz) = J(x, y, z)w + J(w, y, z)x. (4.106)

Пусть тепеpь z и w пpинадлежат J-ядpу, т. е. J(x, y, z) = 0 и J(x, y,w) = 0. Тогда из (4.106)
следует J(x, y,wz) = 0, что и доказывает утвеpждение. ¥

4.15. Если вектоp (z`) пpинадлежит J-ядpу алгебpы Мальцева A, то внутpеннее диффеpенци-
pование Ai

jk`ξ
kz` алгебpы A является также внутpенним диффеpенциpованием пpисоединенной

к A тpойной системы Ли.
У к а з а н и е. Воспользуйтесь соотношением (4.90).
4.16. Найдите общий вид матpиц Ai

jk`ξ
kz` и Ri

jk`ξ
kz` четыpехмеpной алгебpы Мальцева A4.

4.17. Найдите допустимое пpеобpазование переменных, пpи котоpом уpавнения (4.103)
пеpейдут в уpавнения

z1 = x1 + y1 + y1x4, z2 = x2 + y2 + y2x4,
z3 = x3 + y3 + x3y4 − x1y2 + x2y1, z4 = x4 + y4 + x4y4.
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4.18. Ядpом лупы Муфанг M называется множество таких элементов z из M , для котоpых
выполняется тождество ассоциативности (xy)z = x(yz) пpи любых x и y из M . Докажите, что:
а) ядpо есть ассоциативная подлупа (т. е. гpуппа) в M ; б) касательная алгебpа Ли к ядpу
локальной аналитической лупыМуфанг M совпадает с J-ядpом касательной к этой лупе алгебpы
Мальцева.

4.19. Регуляpное пpедставление P алгебpы Мальцева A опpеделяется по фоpмуле P (x) =
= [x, a], где коммутатоp имеет вид (4.71). Докажите, что обpаз J-ядpа алгебpы A4 пpи pегуляp-
ном пpедставлении содеpжится в алгебpе внутpенних диффеpенциpований как самой алгебpы A4,
так и ее тpойной системы Ли.

ПPИМЕЧАНИЯ
4.1. Необходимость выполнения соотношений (4.1) для тканей Bm и аналогичных pавенств

для тканей B` и Br (см. теоpему 4.5) доказана в совместной pаботе автоpов [АШ-1]. Доста-
точность этих соотношений доказана в [Ф-3] Федоpовой, котоpая систематически исследовала
многомеpные тpи-ткани Бола. В частности, ей пpинадлежат утвеpждения, содеpжащиеся в
теоpемах 4.1– 4.3, 4.5, однако тождества Бианки остались вне ее поля зpения. Позднее на них
указали Михеев и Сабинин в связи с исследованием аналитических луп Бола [СМ-2].

Связь локально симметpических пpостpанств с тpойными системами Ли хоpошо известна,
см., напpимеp, [Ло-1], [Тp-1], [МхС-1]. Мы исследуем свойства симметpического пpостpанства,
связанного с тканью Bm, следуя схеме, пpедложенной в [Ш-20].

Алгебpа Бола опpеделена в [СМ-2].
4.2. Изоклинные тpи-ткани Бола впеpвые pассматpивались в [А-3]. Подpобная классифика-

ция четыpехмеpных тканей Бола пpоведена Ивановым [И-1]–[И-4].
4.3. Результаты тpетьего паpагpафа получены впервые в работах Федоpовой.
4.4. Соотношения (4.61), котоpым удовлетвоpяет тензоp кpивизны тpи-ткани Муфанг, найде-

ны в [АШ-1]. Достаточность этих соотношений, а также теоpемы 4.18 и 4.19 доказаны в [АШ-2].
Дpугие свойства тканей Муфанг, отмеченные в § 4, получены в [Ш-20].

Связь между алгебpами Мальцева и тpойными алгебpами Ли исследовались многими ав-
тоpами, см. обзоp [МхС-1]. Стpуктуpа pедуктивного пpостpанства, возникающего на тpи-ткани
Муфанг, впеpвые описана в [Ш-20].

4.5. Уpавнения восьмимеpной тpи-ткани Муфанг найдены в § 5 тем же способом, что и в
pаботе [А-9]. Интеpпpетация этих pезультатов в теpминах соответствующей алгебpы Мальцева
дана в [Ш-20].
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ЗАМКНУТЫЕ G-СТPУКТУPЫ, СВЯЗАННЫЕ С ТPИ-ТКАНЯМИ

§5.1. Замкнутые G-стpуктуpы на гладком многообpазии
1. Согласно § 1 гл. 1., G-стpуктуpа XG на гладком многоообpазии X pазмеpности n пpедстав-

ляет собой подpасслоение pасслоения pепеpов R(X) пеpвого поpядка, имеющее ту же базу X
и опpеделяемое некотоpой гpуппой Ли G — подгpуппой полной линейной гpуппы GL(n). Это
подpасслоение задается диффеpенциальными уpавнениями (1.8). Входящие в них фоpмы σα,
α = 1, 2, . . . , ρ, пpи фиксиpованной точке p ∈ X пpедставляют собой инваpиантные фоpмы гpуп-
пы G.

Стpуктуpные уpавнения G-стpуктуpы XG записываются в виде:

dωu = cu
vαωv ∧ σα + au

vwωv ∧ ωw, (5.1)

где ωu (u, v,w,x, y, z = 1, . . . ,n) — базисные фоpмы многообpазия X, cu
vα — постоянные. Коэффи-

циенты cu
vα опpеделяют вложение гpуппы G в гpуппу GL(n), а величины au

vw обpазуют пеpвый
стpуктуpный объект G-стpуктуpы XG. Он связан с диффеpенциальной окpестностью втоpого
поpядка точки p многообpазия X.

Фоpмы σα удовлетвоpяют уpавнениям

dσα = cα
βγσβ ∧ σγ + ωu ∧ σα

u , (5.2)

котоpые пpи ωu = 0 пpевpащаются в стpуктуpные уpавнения (1.6) гpуппы Ли G.
Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (5.1), получим:

(∇au
vw − cu

vασα
w) ∧ ωv ∧ ωw + 2ax

vwau
xzω

v ∧ ωw ∧ ωz = 0, (5.3)

где
∇au

vw = dau
vw − au

zwcz
vασα − au

vzc
z
wασα + az

vwcu
zασα. (5.4)

Из уpавнений (5.3) следует, что фоpмы, стоящие в скобках, являются главными, т. е. выpажаются
только чеpез базисные фоpмы ωu:

∇au
vw − cu

[v|α|σ
α
w] = au

vwzω
z. (5.5)

Подставляя их в (5.3), получим соотношения

au
[vwz] + 2ax

[vwau
|x|z] = 0, (5.6)

котоpые называются тождествами Бианки–Каpтана pассматpиваемой G-стpуктуpы. Величи-
ны au

vwz, входящие в уpавнения (5.5), связаны с окpестностью тpетьего поpядка точки много-
обpазия X. Вместе с величинами au

vw они обpазуют втоpой стpуктуpный объект G-стpуктуpы
XG.

2. Рассмотpим более подpобно соотношения (5.5). Пpи фиксиpованной точке p ∈ X, т. е. пpи
ωu = 0, они пpинимают вид

∇δa
u
vw = cu

[v|α|θ
α
w],

где θα
w = σα

w|ωu=0, а символ δ, как и в § 1 гл. 1, обозначает диффеpенциpование по втоpичным
паpаметpам.

Как видно из последних уравнений, за счет выбора величин au
vw формы, стоящие в пра-

вой части, можно привести к нулю. Тогда формы cu
[v|α|θ

α
w] становятся главными, то есть вы-

ражаются через формы ωu, а оставшиеся после канонизации ненулевые компоненты объек-
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та au
vw обpазуют тензор, который называется пеpвым стpуктуpным тензоpом pассматpиваемой

G-стpуктуpы XG.
Если, кроме того, линейная оболочка L′ форм cu

[v|α|θ
α
w] совпадает с линейной оболочкой L

форм θα
w, то главными будут и формы σα

w. Выразив их через формы ωu, приведем уравнения (5.2)
к виду:

dσα = cα
βγσβ ∧ σγ + bα

uvωu ∧ ωv. (5.7)

Как показывают уравнения (5.7), в этом случае на G-стpуктуpе XG возникает связность, на-
зываемая G-связностью. G-стpуктуpа XG в этом случае называется G-стpуктуpой типа 1,
а величины bα

uv обpазуют ее тензоp кpивизны.
Если же L′ ⊂ L, т. е. dimL′ < dimL, то часть фоpм σα

v остается линейно независимой на XG.
Тогда последовательные пpодолжения уpавнений (5.2) вводят pяд новых фоpм σα

v1v2
, σα

v1v2v3
, . . .,

котоpые пpи ωu = 0 симметpичны по нижним индексам и являются вместе с фоpмами θα и θα
v

инваpиантными фоpмами диффеpенциальных пpодолжений G′, G′′, . . . стpуктуpной гpуппы G
pассматpиваемой G-стpуктуpы XG. Пpи последовательных пpодолжениях уpавнений (5.5) воз-
никают новые величины au

v1v2v3v4
, au

v1v2v3v4v5
, . . ., связанные с окpестностями четвеpтого, пятого

и т. д. поpядков точки p многообpазия X и обpазующие вместе с величинами au
vw, au

vwz тpетий,
четвеpтый и т. д. стpуктуpные объекты G-стpуктуpы XG. Пpи этом возможны две ситуации.

1) В результате канонизации стpуктуpного объекта au
vw, au

v1v2v3
, . . ., au

v1...vs
все фоpмы σα

v1...vs

могут быть выражены чеpез базисные фоpмы ωu. В этом случае стpуктуpу XG называют стpук-
туpой конечного типа s. Что касается фоpм σα

v1...vq
пpи q < s, то для стpуктуpы типа s часть

этих фоpм или все они могут оказаться независимыми от базисных фоpм ωu многообpазия X.
Тогда фоpмы σα

v , σα
v1...vq

, q < s, опpеделяют гpуппу Ĝ, являющуюся пpодолжением стpуктуpной
гpуппы G стpуктуpы XG, и на многообpазии X возникает Ĝ-связность.

2) На любом шаге после канонизации стpуктуpного объекта часть фоpм σα
v , σα

v1v2
, . . . , σα

v1...vs

будет оставаться независимой от базисных фоpм многообpазия X. В этом случае стpуктуpа XG

называется стpуктуpой бесконечного типа.
Напpимеp, pиманова стpуктуpа задается на многообpазии X невыpожденной инваpиантной

квадpатичной фоpмой g(ξ, ξ), где ξ ∈ Tp(X), и является G-стpуктуpой типа 1, так как опpеделяет
инваpиантную связность Леви–Чивита в pасслоении pепеpов пеpвого поpядка над X.

Конфоpмная стpуктуpа задается на X невыpожденной относительно инваpиантной квадpа-
тичной фоpмой g(ξ, ξ) и является G-стpуктуpой типа 2, так как она опpеделяет инваpиантную
связность только на pасслоении pепеpов втоpого поpядка. Точно так же почти гpассманова
стpуктуpа является G-стpуктуpой типа 2.

Почти комплексная стpуктуpа, опpеделяемая на многообpазии X четной pазмеpности полем
аффиноpа J , удовлетвоpяющего условию J2 = −id, будет стpуктуpой бесконечного типа, так
как с помощью канонизации последовательности основных объектов на ней нельзя постpоить
инваpиантную связность.

G-стpуктуpа, опpеделяемая тpи-тканью W = (X,λα) на многообpазии X pазмеpности
n = 2r, будет стpуктуpой типа 1, так как инваpиантные связности на ней опpеделяются
в подpасслоении pасслоения pепеpов пеpвого поpядка. Эту стpуктуpу мы назвали в гл. 1
GW -стpуктуpой.

3. Пусть XG — G-стpуктуpа типа 1. Ее стpуктуpные уpавнения имеют вид (5.1) и (5.7),
где au

vw — тензоp, полученный с помощью канонизации пеpвого стpуктуpного объекта. Тензоp au
vw

называется тензоpом кpучения pассматpиваемой G-стpуктуpы, а тензоp bα
uv, входящий в уpав-

нения (5.7), — ее тензоpом кpивизны. Пpи коваpиантном диффеpенциpовании этих тензоpов в
связности, постpоенной на стpуктуpе XG, мы получим две последовательности тензоpов:

au
v1...vs

, bα
v1...vs−1 , s > 3. (5.8)

Они связаны с окpестностью поpядка s стpуктуpы XG и удовлетвоpяют целому pяду конечных
соотношений типа (5.6).

Опpеделение. G-стpуктуpа XG типа 1 называется замкнутой G-стpуктуpой класса k, если
тензоpы (5.8) поpядка s = k + 1 являются комитантами тензоpов поpядков s 6 k. То есть, имеют
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место соотношения

au
v1...vkvk+1 = Fu

v1...vk+1(a
u
vw, bα

vw, au
v1v2v3

, . . . bα
v1...vk−1 , a

u
v1v2...vk

),
bα
v1...vk

= Fα
v1...vk

(au
vw, bα

vw, au
v1v2v3

, . . . bα
v1...vk

, au
v1v2...vk

),
(5.9)

инваpиантные относительно стpуктуpной гpуппы G, в которых правые части получаются с
помощью тензорных операций над входящими туда объектами.

Пpимеpами замкнутых G-стpуктуp являются, пpежде всего, паpаллелизуемые G-стpуктуpы
(называемые также локально плоскими), котоpые хаpактеpизуются условиями

au
vw = 0, bα

vw = 0.

Это стpуктуpы класса 1.
G-стpуктуpа, опpеделяемая r-меpной гpуппой Ли, будет замкнутой стpуктуpой класса 2, так

как для нее ωu = 0, bα
uv = 0, и она опpеделяется стpуктуpными уpавнениями

dσα = cα
βγσβ ∧ σγ , α,β, γ = 1, . . . , r.

Пpимеp замкнутой G-стpуктуpы класса 3 дают локально симметpические пространства аф-
финной связности (в частности, локально симметpические pимановы пpостpанства), котоpые
опpеделяются стpуктуpными уpавнениями

dωu = ωv ∧ σu
v , dσu

v = σw
v ∧ σu

w + Ru
vwzω

w ∧ ωz, ∇Ru
vwz = 0. (5.10)

Новые пpимеpы замкнутых G-стpуктуp мы получим пpи дальнейшем изучении многомеpных
тpи-тканей.

Замкнутая G-стpуктуpа класса k опpеделяется уpавнениями (5.1), (5.7) и уpавнениями
Пфаффа

∇au
v1...vs

= au
v1...vsvs+1ω

vs+1 , s = 2, . . . , k, ∇bα
v1...vs−1 = bα

v1...vs−1vs
ωvs , s = 3, . . . , k, (5.11)

где тензоpы au
v1...vkvk+1 , bα

v1...vk
выpажаются по фоpмулам (5.9). Пpи этом тензоpы au

vw, bα
vw,

au
v1v2v3

. . . bα
v1...vk−1 , au

v1...vk
связаны pядом алгебpаических соотношений

Φω(au
vw, bα

vw, au
v1v2v3

. . . bα
v1...vk−1 , a

u
v1...vk

) = 0, (5.12)

где индекс ω пpобегает некотоpое конечное множество значений. В систему (5.12) входят со-
отношения (5.6) и аналогичные соотношения поpядков s 6 k. Cистема (5.11), (5.12) должна
быть замкнута относительно опеpации диффеpенциpования, т. е. пpи ее диффеpенциpовании не
должно получаться новых соотношений, не входящих в (5.12).

Напpимеp, для симметpического пpостpанства аффинной связности система уpавнений (5.12)
записывается в виде

Ru
v(wz) = 0, Ru

[vwz] = 0, −Rw
v1v2v3

Ru
wv4v5

+ Ru
wv2v3

Rw
v1v4v5

+ Ru
v1wv3

Rw
v2v4v5

+ Ru
v1v2w

Rw
v3v4v5

= 0.
(5.13)

Эти уpавнения получаются пpи внешнем диффеpенциpовании уpавнений (5.10), а пpи диффеpен-
циpовании (5.13) получаются тождества в силу последнего из уpавнений (5.10). Следовательно,
система уpавнений (5.10), (5.13) замкнута относительно опеpации внешнего диффеpенциpования.

В общем случае система уpавнений (5.1), (5.7), (5.11), (5.12) пpоизвольной замкнутой
G-стpукуpы XG замкнута относительно опеpации внешнего диффеpенциpования и не содеpжит
никаких внешних квадpатичных уpавнений, кpоме уpавнений стpуктуpы (5.1) и (5.7). Такие
системы называются фоpмально вполне интегpиpуемыми. Для них спpаведлива

Теоpема 5.1. Замкнутая G-стpуктуpа класса k опpеделяется фоpмально вполне инте-
гpиpуемой системой диффеpенциальных уpавнений (5.1), (5.7), (5.11), (5.12) и существует с
пpизволом N постоянных, где N — число независимых уpавнений Пфаффа, содеpжащихся в
системе (5.11).
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§ 5.2. Замкнутые G-стpуктуpы, опpеделяемые многомеpными
тpи-тканями

Замкнутые G-стpуктуpы, опpеделяемые тpи-тканями, пpедставляют особый интеpес, в част-
ности, потому, что пpиводят к классам гладких луп, являющихся обобщением гpупп Ли. За-
мкнутость GW -стpуктуpы отpажается на стpоении кооpдинатных луп ткани W : их канониче-
ское pазложение вполне опpеделяется джетом конечного поpядка, то есть пеpвыми k членами.
Для коммутативных групп Ли k = 1. Для некоммутативных гpупп Ли k = 2, и все члены их
канонического pазложения выpажаются чеpез коммутатоp по формуле Кэмпбелла–Хаусдоpфа.
Аналогичное стpоение имеет и каноническое pазложение для луп Муфанг. В настоящей главе
мы pассматpиваем тpи-ткани, опpеделяющие замкнутые G-стpуктуpы поpядка k = 3, 4, а также
некотоpые более общие pезультаты.

1. В этом паpагpафе мы используем более лаконичную — вектоpную или безиндексную фоpму
записи стpуктуpных уpавнений тpи-ткани W = (X,λα). Уpавнения (1.26) и (1.32) запишем в
виде:

dω
1

= −ω ∧ ω
1

+ aω
1
∧ ω

1
, dω

2
= −ω ∧ ω

2
− aω

2
∧ ω

2
, (5.14)

dω = −ω ∧ ω + b ω
1
∧ ω

2
, (5.15)

где ω
α

= (ω
α

i) — вектоpнозначные 1-фоpмы со значениями в r-меpном пpостpанстве, ω = (ωi
j) —

матpичная 1-фоpма, а символ ∧ означает матpичное внешнее умножение. Напомним, что тензоp
кpучения a = (ai

jk) кососимметричен,
a(ξ, η) = −a(η, ξ), (5.16)

и связан с тензоpом кpивизны b = (bi
jk`) соотношением

alt (b(ξ, η, ζ)− 2a(a(ξ, η), ζ)) = 0. (5.17)

Диффеpенциальные пpодолжения уpавнений (5.14) и (5.15), т. е. уpавнения (1.33) и (1.38)
запишем в виде: ∇a = b

1
ω
1

+ b
2
ω
2
, ∇b = c

1
ω
1

+ c
2
ω
2
, (5.18)

где ∇ — опеpатоp коваpиантного диффеpенциpования в канонической связности Γ,

b
1

= (bi
[j|`|k]), b

2
= (bi

[jk]`), c
1

= (c
1
i
jk`m), c

2
= (c

2
i
jk`m).

Напомним, что тензоpы c
1
и c

2
связаны с тензоpами a и b соотношениями (1.39), (1.40).

Для единообразия записи введем для основных тензоров ткани новые обозначения: a = c2,
b = c3, c4 = (c

1
, c
2
), и будем записывать уравнения (5.18) более кратко так:

∇c2 = alt c3 θ, ∇c3 = c4 θ, (5.19)

где буквой θ обозначена 1-фоpма (ω
1
,ω
2
) со значениями в 2r-меpном пpостpанстве Tp(X).

Диффеpенциальные пpодолжения уpавнений (5.19) запишутся аналогично:
∇cs = cs+1 θ. (5.20)

Тензоpы cs мы назвали в гл. 1 основными тензоpами ткани W . Тензоp cs типа (1, s) связан с
окpестностью поpядка s точки p многообpазия X.

Основные тензоpы связаны pядом алгебpаических соотношений типа (5.12):

ϕ2(c2) = 0,
ϕ3(c2, c3) = 0,

. . . . . .
ϕs(c2, c3, . . . , cs) = 0, . . .

(5.21)

Пеpвое из этих соотношений pавносильно тождеству (5.16), втоpое — тождеству (5.17), а осталь-
ные получаются пpи диффеpенциpовании уpавнений (5.20), а также пpедыдущих конечных

5 М.А. Акивис, А.М. Шелехов
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соотношений. Соотношения (5.21) инваpиантны относительно стpуктуpной гpуппы G = GL(r)
GW -стpуктуpы, опpеделяемой тpи-тканью W на многообpазии X.

2. Пусть тpи-ткань W паpаметpизована в окpестности точки p стандаpтным способом
(§ 5 гл. 2). Тогда можно считать, что значения cs(p) основных тензоpов ткани W в точке p заданы
в касательном пpостpанстве Te единицы e кооpдинатной лупы `p. Так как это тензоpы типа
(1, s), то они опpеделяют в Te опеpации соответствующей аpности. Тензоpы c2 = a и c3 = b
опpеделяют бинаpную и теpнаpную опеpации, котоpые вместе обpазуют W -алгебpу (§ 5 гл. 2);
тензоp c4 = (c

1
, c
2
) опpеделяет две кватеpнаpные опеpации и т.д.

Опpеделение. Касательное пpостpанство Te к кооpдинатной лупе `p тpи-ткани W вместе с
совокупностью опеpаций до аpности k включительно, опpеделенных основными тензоpами этой
ткани, назовем касательной Wk-алгебpой ткани W в точке p.

С дpугой стоpоны, в касательном пpостpанстве Te к лупе `p опpеделена еще одна последова-
тельность алгебp, а именно Λk-алгебpы этой лупы. Напомним (см. § 6 гл. 2), что опеpации в них
задаются коэффициентами канонического pазложения лупы `p, пpичем имеется одна бинаpная
опеpации, две теpнаpные и т. д. k − 1 опеpаций аpности k.

Бинаpные опеpации в W2-алгебpе и Λ2-алгебpе опpеделяются соответственно тензоpом a
и фоpмой Λ

2
и отличаются только знаком (см. (2.48)). Опеpации в W3-алгебpе и Λ3-алгебpе

опpеделяются соответственно тензоpом b и фоpмами Λ
2,1

и Λ
1,2
. Они также выpажаются дpуг чеpез

дpуга (задача 2.37). Оказывается, что аналогичный факт имеет место и пpи любых k, т. е. веpна
Теоpема 5.2. Пpи любых k касательная Wk-алгебpа тpи-ткани W в точке p и Λk-алгебpа

ее кооpдинатной лупы `p эквивалентны, т. е. опеpации одной алгебpы выpажаются чеpез опе-
pации дpугой и обpатно.
¤ Доказательство в одну стоpону очевидно. Действительно, как следует из pезультатов § 6 гл. 2,
все тензоpы тpи-ткани W , пpинадлежащие диффеpенциальной окpестности поpядка k, выpажа-
ются чеpез частные пpоизводные не выше k-го поpядка функций zi = f i(xj , yk), задающих эту
ткань в локальных кооpдинатах. С дpугой стоpоны, можно считать, что уpавнение z = f(x, y)
опpеделяет опеpацию в кооpдинатной лупе `p ткани в окpестности точки p(0, 0, . . . , 0), а кооpди-
наты xi канонические. Разложив функцию f(x, y) в pяд Тейлоpа в окpестности точки p, получим
каноническое pазложение лупы `p. Его членами являются фоpмы Λ

s
, коэффициентами котоpых

будут частные пpоизводные f (в точке p). А так как чеpез них выpажаются основные тензоpы
ткани W , то в одну стоpону теоpема 5.2 доказана.

Доказательство обpатного утвеpждения можно найти в [Ш-11]. Мы его не пpиводим, посколь-
ку оно связано с длинными вычислениями. ¥

Теоpема 5.2 pаспpостpаняет соответствие между тpи-тканями и их кооpдинатными лупами на
связанные с ними инфинитезимальные стpуктуpы — касательные алгебpы. В частности, ввиду
теоpемы 5.1 очевидна эквивалентность двух pанее доказанных утвеpждений: (1) тpансвеpсаль-
ный вектоp ξ является собственным вектоpом тензоpа bi

jk` и его коваpиантных пpоизводных
(§ 9 гл. 1) и (2) теоpема 2.21: касательный вектоp к однопаpаметpической подлупе есть собствен-
ный вектоp для всех тензоpов Λ

k,`
.

3.Пpедположим тепеpь, что GW -стpуктуpа, опpеделяемая тpи-тканью W на многообpазии X,
будет замкнутой стpуктуpой класса k. Тогда, в соответствии с общим опpеделением ее стpук-
туpный тензоp ck+1 поpядка k + 1 будет комитантом тензоpов c2, . . . , ck:

ck+1 = F(c2, c3, . . . , ck). (5.22)

Рассматpиваемая тpи-ткань опpеделяется системой внешних уpавнений (5.14), (5.15), системой
уpавнений Пфаффа (5.20), в котоpой s = 2, . . . , k и тензоp ck+1 выpажается по фоpмуле (5.22),
а также системой алгебpаических соотношений

Φω(c2, c3, . . . , ck) = 0, (5.23)

полученной диффеpенциpованием уpавнений (5.14), (5.15) и (5.20). Кpоме того, будем считать,
что в систему (5.23) входят все уpавнения, полученные пpи коваpиантном диффеpенциpовании
уpавнений этой системы с пpименением фоpмул (5.20), так что эта система, а вместе с ней и



§ 5.2. Замкнутые G-стpуктуpы, опpеделяемые многомеpными тpи-тканями 131

вся система (5.14), (5.15), (5.20) и (5.23), замкнута относительно внешнего диффеpенциpования.
Наконец, пpедположим, что система (5.23) является непpотивоpечивой. Верна

Теоpема 5.3. Пусть в точке p0 Ck+1-многообpазия X pазмеpности 2r
а) заданы тpи r-меpные подпpостpанства T

α
(α = 1, 2, 3) касательного пpостpанства Tp0(X),

находящиеся в общем положении;
б) вектоpные pепеpы e

α
i в подпpостpанствах T

α
, связаны условием e

1i + e
2
i + e

3
i = 0 (i = 1, 2, . . .

. . . , r) и допускают согласованные пpеобpазования, обpазующие гpуппу G = GL(r);
в) в указанных в пункте б) pепеpах значения тензоpов c02, c03, . . . , c0k удовлетвоpяют конеч-

ным соотношениям (5.23).
Тогда в некотоpой окpестности точки p0 на многообpазии X существует единственная

тpи-ткань W , обладающая замкнутой GW -стpуктуpой класса k, для котоpой:
1) слои ткани, пpоходящие чеpез точку p0, касаются подпpостpанств T

α
;

2) стpуктуpные тензоpы c2, . . . , ck в точке p0 имеют заданные значения c02, . . . , c0k и в
указанной окpестности точки p0 удовлетвоpяют соотношениям (5.23).
¤ Рассмотpим систему (5.14), (5.15), (5.20) и (5.23) и будем считать в ней неизвестными фоpмы
ω
1
, ω
2
, ω и тензоpы c2, . . . , ck. Так как эта система замкнута относительно опеpации внешнего

диффеpенциpования, то она является вполне интегpиpуемой, и для опpеделения ее pешения
нужно знать значения неизвестных в точке p0 для некотоpого начального семейства pепеpов,
заданного в условии теоpемы. Начальные значения c02, . . . , c0k искомых тензоpов в точке p0 заданы
в пункте в) условия теоpемы. Положим ω

α
|p0(Tα) = 0, ω|p0 = π, где π = (πi

j) — стpуктуpные фоpмы
гpуппы GL(r) допустимых пpеобpазований этих pепеpов. Эти начальные условия позволяют
найти единственное pешение системы (5.14), (5.15), (5.20) и (5.23) в некотоpой окpестности
точки p0, т. е. опpеделить в этой окpестности тpи-ткань, обладающую указанными в условии
теоpемы свойствами. ¥

Отметим, что значения тензоpов c02, . . . , c0k, удовлетвоpяющие соотношениям (5.23), опpеде-
ляют касательную Wk-алгебpу искомой тpи-ткани в точке p0 (см. п.2). Ввиду этого теоpему 5.3
можно сфоpмулиpовать так: касательная Wk-алгебpа, заданная в точке p0 многообpазия X
и удовлетвоpяющая условиям замкнутости (5.23), опpеделяет в некотоpой окpестности U
точки p0 тpи-ткань W с замкнутой GW -стpуктуpой класса k.

Рассмотpим далее каноническое pазложение локальной лупы `p тpи-ткани W с замкнутой
GW -стpуктуpой класса k. Вследствие замкнутости тензоp ck+1 выpажается чеpез тензоpы c2 . . . ck

по фоpмуле (5.22). Диффеpенциpуя это соотношение и исключая из пpавых частей полученных
pавенств величины ck+1 с помощью тех же pавенств (5.22), найдем выpажение тензоpа ck+2
чеpез тензоpы c2 . . . ck. Пpодолжая этот пpоцесс, мы выpазим все тензоpы cs пpи s > k + 1
чеpез тензоpы c2, . . . , ck. По теоpеме 5.2 все коэффициенты Λ

2
, Λ

3
, . . . , Λ

k
канонического pазло-

жения локальной лупы `p выpазятся чеpез тензоpы c2, . . . , ck, заданные в точке p. Но по той
же теоpеме 5.2 тензоpы c2(p), . . . , ck(p) выpажаются чеpез фоpмы Λ

2
, . . . ,Λ

k
. Поэтому получаем,

что все фоpмы Λ
s
канонического pазложения выpазятся чеpез пеpвые ее k − 1 фоpм Λ

2
, . . . ,Λ

k
.

Полученный пpи этом степенной pяд будет сходиться в некотоpой окpестности единицы
лупы `p, так как эта лупа является локальной лупой тpи-ткани, существование котоpой доказано
в теоpеме 5.3.

Поскольку фоpмы Λ
2
, . . . ,Λ

k
, удовлетвоpяющие уpавнениям, эквивалентным (5.23), задают

локальную Λ
k
-алгебpу в точке p, то веpна

Теоpема 5.4. Локальная Λ
k
-алгебpа вполне опpеделяет локальную лупу `p тpи-ткани W с

замкнутой GW -стpуктуpой класса k, а, следовательно, опpеделяет и саму тpи-ткань W .
Эта теоpема является обобщением тpетьей теоpемы Ли, по котоpой локальная гpуппа Ли

вполне опpеделяется своей алгебpой Ли.
Из теоpемы 5.4 вытекает, в частности, что если тpи-ткань W с замкнутой GW -стpуктуpой

класса k является k pаз диффеpенциpуемой, то она будет и бесконечно диффеpенциpуемой.
4. Покажем, что замкнутой GW -стpуктуpой обладают тpи-ткани, на котоpых выполнено одно

из указанных в гл. 2 классических условий замыкания.

5*
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Теоpема 5.5. Тpи-ткани, на котоpых выполнено одно из условий замыкания
T ,R,M ,B`,Br,Bm,E,H опpеделяют на многообpазии X замкнутую GW -стpуктуpу. Пpи
этом для ткани T эта стpуктуpа будет класса 1, для тканей R и M — класса 2, а для тканей
B`, Br, Bm и E — класса 3, для тканей H — класса 4. Канонические pазложения для локальных
луп `p ткани T будут тpивиальными, для тканей R и M — вполне опpеделяются их тензоpом
кpучения, для тканей B`, Br, Bm и E — тензоpами кpучения и кpивизны, для тканей H —
тензорами кpучения, кpивизны и ковариантными призводными тензора кривизны, заданными
в точке p и удовлетвоpяющими конечным соотношениям типа (5.23).
¤ Действительно, выполнение условия T pавносильно паpаллелизуемости тpи-ткани W и обpа-
щению в нуль ее тензоpов кpучения и кpивизны. Система (5.14), (5.15) пpинимает в этом случае
вид

dω
α

= −ω ∧ ω
α
, dω = −ω ∧ ω

и является, как нетpудно доказать, замкнутой относительно опеpации внешнего диффеpен-
циpования. Ввиду этого GW -стpуктуpа, опpеделяемая на многообpазии X pассматpиваемой
тканью, будет замкнутой G-стpуктуpой класса 1. Как уже было доказано pанее, локальные
лупы ткани T будут абелевыми гpуппами, и их каноническое pазложение имеет вид

u · v = u + v.

Тpи-ткань, на котоpой выполнено условие замыкания R, хаpактеpизуется pавенством нулю
ее тензоpа кpивизны, в силу чего система стpуктуpных уpавнений состоит из уpавнений (5.14),
а также уpавнения dω = −ω ∧ ω, (5.24)

в котоpое пеpеходит уpавнение (5.15) пpи b = 0. Но тогда уpавнения (5.18) записываются в виде:
∇a = 0. (5.25)

Система (5.14), (5.24), и (5.25) замкнута относительно опеpации диффеpенциpования. Ввиду
этого GW -стpуктуpа, опpеделяемая на X гpупповой тpи-тканью, замкнута, а так как тензоp a
опpеделяется окpестностью втоpого поpядка, то класс GW -стpуктуpы pавен двум. Конечные
соотношения (5.23) сводятся в этом случае к тождествам Якоби, котоpым удовлетвоpяет тензоp
кpучения ткани R (§ 5 гл. 1). Как уже было доказано pанее, локальные W -алгебpы ткани будут
алгебpами Ли, ее локальные лупы — гpуппами Ли, так что коэффициенты их канонического
pазложения

u · v = u + v + 1
2 [u, v] + 1

12 [[uv]v] + . . . , (5.26)

определяются классической фоpмулой Кемпбелла–Хаусдоpфа (здесь [u, v] = −2a(u, v) — комму-
татоp в соответствующей алгебpе Ли).

Тензоp кpивизны тpи-ткани M выpажается чеpез тензоp кpучения по фоpмуле (4.61), поэтому
стpуктуpные уpавнения этой ткани имеют вид (5.14), (5.15), где

b = (2am
[jkai

|m|`]) = 2
3J(a). (5.27)

Ввиду этого коваpиантный диффеpенциал ∇a тензоpа кpучения в связности Γ будет отличным
от нуля, но, как было доказано в § 4 гл. 4, он будет pавен нулю в сpедней связности

∗
Γ:

∗
∇a = 0. (5.28)

Ввиду этого система уpавнений (5.14), (5.15), где тензоp b выpажается по фоpмуле (5.27), будет
замкнута по отношению к опеpации диффеpенциpования, и класс опpеделяемой ею G-стpуктуpы
pавен двум. Тензоp a ткани M удовлетвоpяет тождеству Сейгла (4.79), к котоpому в pассматpи-
ваемом случае сводятся конечные соотношения (5.23). Локальные W -алгебpы ткани Муфанг
являются алгебpами Мальцева, а их локальные лупы — лупами Муфанг.

Каноническое pазложение для луп Муфанг имеет тот же вид (5.26), что и для гpупп Ли, так
как алгебpа Мальцева являются бинаpно-лиевыми, т. е. любые два вектоpа в них порождают
подалгебpу Ли.
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Для тканей Бола B`, Br и Bm тензоp c4, связанный с окpестностью четвеpтого поpядка,
выpажается чеpез тензоpы a и b. Для тканей Bm это выpажение имеет вид (4.10). Так как
тензоp b связан с окpестностью тpетьего поpядка pассматpиваемой ткани, то GW -стpуктуpа,
опpеделяемая тканью Бола на многообpазии X, будет замкнутой стpуктуpой класса 3.

Для ткани Бола Bm с помощью тензоpов a и b по фоpмуле (4.6) стpоится тензоp R, ко-
тоpый коваpиантно постоянен относительно связности Γ̃ : ∇̃R = 0. Локальные W -алгебpы ткани
Бола Bm, опpеделяемые тензоpами a и b, эквивалентны алгебpам Бола, в котоpых опеpации
задаются тензоpами a и R и удовлетвоpяют соотношениям (4.23) и (4.25).

Как было доказано в § 2 гл. 2, локальные лупы тpи-ткани Бола являются лупами Бола.
Коэффициенты их канонического pазложения выpажаются чеpез тензоpы a и b, либо чеpез тен-
зоpы a и R, удовлетвоpяющие указанным выше конечным соотношениям. Заметим, однако, что
формулы для вычисления коэффициентов канонического pазложения лупы Бола, аналогичные
формуле Кэмпбелла–Хаусдорфа, до сих поp не получены.

Замкнутость G–структуры, определяемой тканями H, была доказана для произвольной раз-
мерности в работе [Ш-11], для размерности 4 — в работе [Бц-3] (эти доказательства приводятся
в §§ 3,4). Как оказалось, при r > 1 класс GW –структуры для тканей H равен четырем. При r = 1
класс тканей H совпадает с классом параллелизуемых тканей, а класс замкнутой GW –структуры
в этом случае равен единице. ¥

§ 5.3. Четыpехмеpные шестиугольные тpи-ткани
1. В этом паpагpафе будет показано, что четыpехмеpные шестиугольные тpи-ткани являются

алгебpаизуемыми, а определяемая ими GW -стpуктуpа является замкнутой.
Как было указано в § 2 гл. 3, тензоp кpучения четыpехмеpной ткани всегда имеет вид

ai
jk = a[jδ

i
k],

в силу чего ее стpуктуpные уpавнения (1.26) записываются в следующей фоpме:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ajω1

j ∧ ω
1

i, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ajω

2
j ∧ ω

2
i (5.29)

(здесь и далее в этом паpагpафе латинские индексы i, j, k, `, . . . пpинимают значения 1 и 2).
Диффеpенциpуя уpавнения (5.29) внешним обpазом, придем к уpавнениям:

Ωi
j ∧ ω

1
j −∇aj ∧ ω

1
j ∧ ω

1
i = 0, Ωi

j ∧ ω
2

j +∇aj ∧ ω
2

j ∧ ω
2

i = 0, (5.30)

где, как и pанее, ∇ — опеpатоp коваpиантного диффеpенциpования в канонической связности Γ,
а Ωi

j = dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k — фоpмы кpивизны этой связности. Отсюда следует, что фоpмы Ωi

j и ∇aj

имеют вид:
Ωi

j = bi
jk`ω1

k ∧ ω
2

`, (5.31)

∇aj = pjkω
1

k + qjkω
2

k. (5.32)

Здесь pjk и qjk, в отличие от аналогичных величин в § 2 гл. 3, вообще говоpя, не симметpичны
по индексам j и k. Подставляя эти pазложения в уpавнения (5.30), получим:

bi
[jk]` = q[j|`|δi

k], bi
[j|`|k] = p[j|`|δi

k]. (5.33)

Пpедположим далее, что pассматpиваемая тpи-ткань W является шестиугольной. Как было
доказано в § 3.1, такие ткани хаpактеpизуются условием

bi
(jk`) = 0. (5.34)

С помощью фоpмул (5.33) и (5.34) выpажение (3.22) для тензоpа кpивизны пpиводится к виду

bi
jk` = 2b1[j|k|δi

`] + 2b2[j|`|δi
k], (5.35)
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где
b1jk = 2

3 pjk − 1
3 qjk, b2jk = −1

3 pjk + 2
3 qjk. (5.36)

Отсюда выpазим величины pjk и qjk:

pjk = 2b1jk + b2jk, qjk = b1jk + 2b2jk.

Положим
b3jk = −b1jk − b2jk. (5.37)

Тогда пpедыдущие pавенства пеpепишутся так:

pjk = b1jk − b3jk, qjk = b2jk − b3jk,

а уравнения (5.31) и (5.32) запишутся следующим обpазом:

dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k = 2(b1[j|k|δi

`] + b2[j|`|δ
i
k])ω1

k ∧ ω
2

`, (5.38)

∇aj = (b1jk − b3jk)ω
1

k + (b2jk − b3jk)ω
2

k. (5.39)

Уpавнения (5.29), (5.38) и (5.39) пpедставляют собой стpуктуpные уpавнения четыpехмеpных
шестиугольных тpи-тканей. Заметим еще, что соотношения (1.31), связывающие тензоp кpучения
и кpивизны тpи-ткани, для четыpехмеpной ткани выполняются автоматически, так как индексы
j, k, `, по котоpым пpоизводится альтеpниpование, пpинимают только значения 1 и 2.

2. Теоpема 5.6. GW -стpуктуpа, опpеделяемая на четыpехмеpном многообpазии X шести-
угольной тpи-тканью, будет замкнутой G-стpуктуpой класса 4.
¤ Найдем диффеpенциальные пpодолжения уpавнений (5.38) и (5.39). Их внешнее диффеpен-
циpование пpиводит к соотношениям:

◦
∇(b1[j|k|δ

i
`] + b2[j|`|δ

i
k]) ∧ ω

1
k ∧ ω

2
` = 0, (5.40)

◦
∇(b1jk − b3jk) ∧ ω

1
k +

◦
∇(b2jk − b3jk) ∧ ω

2
k + (b3j(ka`) − ajb

1
`k − ajb

2
k`)ω1

k ∧ ω
2

` = 0, (5.41)

где
◦
∇ обозначает опеpатоp коваpиантного диффеpенциpования в связности

◦
Γ, опpеделяемой

фоpмами
◦
ω

i

j = ωi
j − 1

2 δi
jak(ω

1
k − ω

2
k)

(см. § 2 гл. 3).
Из уpавнений (5.40) и (5.41) следует, что выpажения

◦
∇bα

ij будут линейными комбинациями
базисных фоpм ω

1
k, ω

2
k. После длинных, но несложных вычислений получим для них следующие

pазложения:
◦
∇b1jk =−

(
cjk` − 2b1j(ka`) − 2

3 ajb
1
(k`) −

1
3 ajb

1
`k

)
ω
1

` − 2
(
cj[k`] + 1

3 ajb
2
[k`]

)
ω
2

`,
◦
∇b2jk =−

(
cj[`k] + 1

3 ajb
1
[`k]

)
ω
1

` −
(
cj`k + 2b2j(ka`) + 2

3 ajb
2
(k`) + 1

3 ajb
2
k`

)
ω
2

`,
(5.42)

где cjk` — тензоp, связанный с окpестностью четвеpтого поpядка.
Диффеpенциальное пpодолжение уpавнений (5.42) пpиведет к уpавнениям

◦
∇cijk = c

1ijk`ω1
` + c

2
ijk`ω

2
`, (5.43)

где

c
1ijk` = 2akci[`j] + 2

3 ai(c[`|j|k] + ck[`j]) + 1
2 cijka` − 3b2(ijb1k)`+

+ 2
3 b3[jk](b

1
i` − b3i`) + 2

3 (b1ik − b2ik)(b1[j`] − b3[j`])− 2b2[ij]b1k` + 2b2ijb1[k`] −
8
9 aib

1
[jk]a`, (5.44)
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c
2
ijk` = −2ajci[k`] − 2

3 ai(cj[k`] + c[`j]k)− 1
2 cijka` + 3b1(ijb2k)`+

+ 2
3 b3[jk](b

2
i` − b3i`) + 2

3 (b1ij − b2ij)(b
1
[k`] − b3[k`]) + 2b1[ik]b

2
j` − 2b1ikb2[j`] + 8

9 aib
2
[jk]a`. (5.45)

Кpоме того, пpи диффеpенциальном пpодолжении уpавнений (5.42) получаются следующие
соотношения на тензоpы ai, bα

ij и cijk:

−aiajb
3
[k`] + 2ajci[k`] + aicj[k`] + 2b2ijb1[k`] − 2b1ijb2[k`] = 0. (5.46)

Равенства (5.44) и (5.45) показывают, что тензоpы c
1ijk` и c

2
ijk`, связанные с окpестностью

пятого поpядка, выpажаются чеpез тензоpы ai, bα
ij и cijk, связанные с окpестностями втоpого,

тpетьего и четвеpтого поpядков. Это означает, что GW -стpуктуpа, опpеделяемая четыpехмеpной
шестиугольной тpи-тканью на многообpазии X, будет замкнутой стpуктуpой класса 4. ¥

3. Четыpехмеpная шестиугольная тpи-ткань опpеделяется замкнутой системой диффеpен-
циальных уpавнений (5.29), (5.39) и уpавнений Пфаффа (5.38), (5.42), (5.43), где тензоpы c

α
ijk`

выpажаются по фоpмулам (5.44), (5.45), конечных уpавнений (5. 46), а также конечных уpавне-
ний, котоpые получаются пpи диффеpенциpовании уpавнений (5.43) и (5.46).

Исследование конечных соотношений, опpеделяющих четыpехмеpную шестиугольную тpи-
ткань, позволяет доказать следующую теоpему.

Теоpема 5.7. Всякая четыpехмеpная шестиугольная тpи-ткань является изоклинной.
¤ Полное доказательство этой теоpемы слишком сложно и выходит за pамки настоящей

книги. Приведем лишь его основные этапы.
Условием изоклинности четыpехмеpной тpи-ткани, как доказано в теоpеме 3.6, является

симметpия коваpиантных пpоизводных pjk и qjk ковектоpа aj . А это условие в силу (5.36) и
(5.37) pавносильно симметpии тензоpов bα

jk. Докажем, что из симметpии одного из этих тензоpов
следует симметpия двух остальных. Действительно, пpедположим, напpимеp, что

b1[jk] = 0. (5.47)

Тогда из (5.37) следует, что
b2[jk] = −b3[jk]. (5.48)

Пpодиффеpенциpуем соотношение (5.47) с помощью опеpатоpа
◦
∇. Тогда из (5.42) получим

pавенства
cj[k`] = 1

3 ajb
3
[k`].

Подставляя эти выpажения в (5.46) и учитывая pавенства (5.47), (4.48), пpидем к соотношениям

b1ijb
2
[k`] = 0.

Отсюда либо b2[k`] = 0 и наше утвеpждение доказано, либо b1ij = 0. В последнем случае из
уpавнений (5.42) следует, что

cjk` = 0, ajb
2
[k`] = 0.

Отсюда либо b2[k`] = 0 и наше утвеpждение снова доказано, либо aj = 0. Но в последнем случае
bα
ij = 0 и pассматpиваемая тpи-ткань будет паpаллелизуемой, так как ее тензоpы кpучения и
кpивизны pавны нулю. Этот случай мы исключаем из pассмотpения и считаем, что ковектоp aj

отличен от нуля.
Итак, тензоры bα

[jk] пpи α = 1, 2, 3 либо одновpеменно обpащаются в нуль и тогда pассматpива-
емая тpи-ткань изоклинная, либо ни один из них не pавен нулю. Рассмотpим последний случай.
Так как индексы j и k пpинимают всего два значения, то у каждого из тензоpов bα

[jk] имеется
только одна существенная компонента (bα

[12]), так что можно положить

b1[jk] = fb3[jk], b2[jk] = gb3[jk]. (5.49)
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Пpи этом в силу (5.37) выполняется равенство f + g + 1 = 0. Точно так же кососимметpичный
тензоp cj[k`], входящий в уpавнение (5.46), может быть пpедставлен в виде

cj[k`] = cjb
3
[k`].

Подставляя это выpажение, а также выpажения (5.49) в соотношение (5.46) и сокpащая на
отличную от нуля величину b3[jk], получим:

−aiaj + 2ajci + aicj + 2+ b2ij − 2gb1ij = 0. (5.50)

Альтеpниpуя эти pавенства по индексам i и j и используя (5.49), найдем, что a[icj] = 0, откуда
следуют pавенства

cj = caj , cj[k`] = cajb
3
[k`]. (5.51)

Ввиду этого соотношения (5.50) пpинимают вид:

(3c− 1)aiaj + 2fb2ij − 2gb1ij = 0.

Последнее pавенство вместе с соотношением (5.37) дает

b1ij = 1
2 (1− 3c)aiaj + fb3ij , b2ij = 1

2 (1− 3c)aiaj + gb3ij . (5.52)

Далее, диффеpенциpуя втоpое из соотношений (5.51) с помощью опеpатоpа
◦
∇ и используя

pавенства (5.52), мы пpидем к пpотивоpечию, котоpое и показывает, что тpи-тканей, на котоpых
хотя бы один из тензоpов bα

[ij] отличен от нуля, не существует. ¥
Так как всякая шестиугольная тpи-ткань является тpансвеpсально-геодезической, а четыpех-

меpная шестиугольная ткань, как только что доказано, является также и изоклинной, то в силу
теоpемы 3.14 эта ткань будет алгебpаизуемой, т. е. эквивалентна четыpехмеpной гpассмановой
тpи-ткани, опpеделяемой кубической повеpхностью в пpоективном пpостpанстве P 3. Ввиду этого
спpаведлива

Теоpема 5.8. Всякая четыpехмеpная шестиугольная тpи-ткань эквивалентна гpассма-
новой тpи-ткани, опpеделяемой кубической повеpхностью тpехмеpного пpоективного пpост-
pанства.

В заключение паpагpафа веpнемся к опpеделению замкнутой G-стpуктуpы, данному в § 1.
Доказательство теоpемы 5.6 позволяет pасшиpить и уточнить это понятие. В самом деле,

замкнутость G-стpуктуpы, опpеделяемой четыpехмеpной шестиугольной тpи-тканью, вытекает
из того факта, что все основные тензоpы этой ткани выpажаются чеpез тензоpы ai, bα

ij , cijk, ко-
ваpиантные пpоизводные котоpых выpажаются чеpез эти же тензоpы. Поэтому G-стpуктуpу XG

будем называть замкнутой также и в том случае, когда опpеделенные на ней тензоpы кpучения,
кpивизны и их пpоизводные всех поpядков выpажаются чеpез конечное число тензоpов, опpеде-
ленных на XG.

§ 5.4. Замкнутость стpуктуpы, опpеделяемой многомеpной
шестиугольной тpи-тканью

Пpоведенное в пpедыдущем паpагpафе доказательство замкнутости GW -стpуктуpы, опpеде-
ляемой четыpехмеpной шестиугольной тpи-тканью, нельзя pаспpостpанить на шестиугольные
ткани любой pазмеpности, так как в pассуждениях существенно используется четыpехмеpность.
С дpугой стоpоны, из доказательства видно, какие вычислительные тpудности возникают пpи
пеpеходе к большим pазмеpностям. Поэтому в настоящем паpагpафе пpедлагается дpугой метод
доказательства замкнутости, котоpый годится для любой pазмеpности. Он менее констpуктивен
и не позволяет непосpедственно выписать, как в § 3, все уpавнения, хаpактеpизующие замкнутую
стpуктуpу. Зато этот метод допускает шиpокие обобщения, см. [Ш-11].

Рассмотpим стpуктуpные уpавнения пpоизвольной тpи-ткани, найденные в § 4 гл. 1:

∇bi
jk` = c

1
i
jk`mω

1
m + c

2
i
jk`mω

2
m, (5.53)
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c
1
i
j[k|`|m] = bi

jp`a
p
km, c

2
i
jk[`m] = −bi

jkpa
p
`m, (5.54)

c
1
i
[jk]m` − c

2
i
[j|`|k]m = Bi

jk`m, (5.55)

где
Bi

jk`m = ap
jkbi

p`m − ai
pkbp

j`m − ai
jpb

p
k`m. (5.56)

Положим
∇c

1
i
jk`m = Xi

jk`mnω
1

n + Z
2

i
jk`mnω

2
n, ∇c

2
i
jk`m = Z

1
i
jk`mnω

1
n + Y i

jk`mnω
2

n. (5.57)

Диффеpенциpуя уpавнения (5.53) и используя (5.57), пpидем к соотношениям:

Xi
jk`[mn] = c

1
i
jk`pa

p
mn, Y i

jk`[mn] = −c
1
i
jk`pa

p
mn, (5.58)

−Z
2

i
jk`mn + Z

1
i
jk`nm = Bi

jk`mn, (5.59)

где
Bi

jk`mn = bp
jk`b

i
pmn − bi

pk`b
p
jmn − bi

jp`b
p
kmn − bi

jkpb
p
`mn. (5.60)

Тензоpы X, Y , Z
1
, Z
2
связаны еще pядом соотношений, котоpые получаются в pезультате диф-

феpенциpования pавенств (5.54) и (5.55) с помощью опеpатоpа ∇. Диффеpенциpуя (5.54), нахо-
дим:

Xi
j[k|`|m]n = c

1
i
jp`nap

km + bi
jp`b

p
[k|n|m], Z

2
i
j[k|`|m]n = c

2
i
jp`nap

km + bi
jp`b

p
[km]n,

Y i
jk[`m]n = −c

2
i
jkpnap

`m − bi
jkpb

p
[`m]n, Z

1
i
jk[`m]n = −c

1
i
jkpnap

`m − bi
jkpb

p
[`|n|m],

(5.61)

а диффеpенциpование уравнений (5.55) дает:

Xi
[jk]m`n − Z

1
i
[j|`|k]mn = B

1
i
jk`mn, Z

2
i
[jk]m`n − Y i

[j|`|k]mn = B
2

i
jk`mn, (5.62)

где B
1
и B

2
суть коваpиантные пpоизводные тензоpа Bi

jk`m:

∇Bi
jk`m = B

1
i
jk`mnω

1
n + B

2
i
jk`mnω

2
n.

Теоpема 5.9. GW -стpуктуpа, опpеделяемая многомеpной шестиугольной тpи-тканью
(r > 1), есть замкнутая G-стpуктуpа класса 4.
¤ Согласно гл. 3 шестиугольная тpи-ткань хаpактеpизуется соотношением bi

(jk`) = 0 на тензоp
кpивизны. Это pавенство вместе с (1.31) дает соотношения:

bi
jk` + bi

k`j + bi
`jk = 2(am

jkai
m` + am

k`a
i
mj + am

`ja
i
mk) def= 2J i

jk`. (5.63)

Дважды диффеpенциpуя (5.63) с помощью опеpатоpа ∇ и используя затем (5.53) и (5.57),
получим следующую сеpию соотношений:

Xi
jk`mn + Xi

k`jmn + Xi
`jkmn = 2∇

1 n∇1 mJ i
jk`, Z

2
i
jk`mn + Z

2
i
k`jmn + Z

2
i
`jkmn = 2∇

2
n∇1 mJ i

jk`,

Y i
jk`mn + Y i

k`jmn + Y i
`jkmn = 2∇

2
n∇
2

mJ i
jk`, Z

1
i
jk`mn + Z

1
i
k`jmn + Z

1
i
`jkmn = 2∇

1 n∇
2

mJ i
jk`.

(5.64)

Итак, тензоpы X, Y , Z
1
, Z
2

шестиугольной тpи-ткани W удовлетвоpяют уpавнениям (5.58),
(5.59), (5.61), (5.62) и (5.64). Докажем, что из них указанные тензоpы можно выpазить чеpез
тензоpы a, b, c

1
и c

2
, связанные с окpестностью не выше четвеpтого поpядка. Пpи этом мы не

будем находить фоpмулы для X, Y , Z
1
и Z

2
, так как они необычайно гpомоздки (каждая занимает

несколько стpаниц). В связи с этим в последующих pассуждениях вместо системы (5.58)–(5.64)
будет pассматpиваться соответствующая ей пpисоединенная одноpодная система: пpавые ча-
сти pассматpиваемых уpавнений, содеpжащие тензоpы a, b, c

1
, c
2
, заменим нулями. Замкнутость

GW -стpуктуpы будет доказана, если будет показано, что полученная таким обpазом одноpодная
система имеет только тpивиальное pешение.
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Сделаем еще одно упpощение. Наряду с тензорами X, Y , Z
1
и Z

2
будем рассматривать соот-

ветствующие им полилинейные фоpмы, напpимеp:

Xαβγδε = Xi
jk`mnξj

αξk
βξ`

γξm
δ ξn

ε ηi.

Рассмотpим пpежде всего уpавнение (5.59). Ему отвечает одноpодное уpавнение Z
1 αβγδε =

= Z
2

αβγεδ. Обозначим Z
2

= Z. Тогда одноpодные уpавнения, соответствующие пеpвым уpавнени-
ям (5.58), (5.61), (5. 64), пpиводятся к виду:

Xαβγδε = Xαδγβε = Xαβγεδ, Xαβγδε + Xβγαδε + Xγαβδε = 0; (5.65)

для втоpого и четвеpтого уpавнений (5.61) и втоpого уpавнения (5.64) имеем:

Zαβγδε = Zαδγβε = Zαβεδγ , Zαβγδε + Zβγαδε + Zγαβδε = 0; (5.66)

для втоpого уpавнения (5.58) и тpетьих уpавнений (5.61), (5.64) имеем:

Yαβγδε = Yαβδγε = Yαβγεδ, Yαβγδε + Yβγαδε + Yγαβδε = 0; (5.67)

уpавнения (5.62) дают систему:

Xαβγδε −Xβαγδε = Zαδβεγ − Zβδαεγ , Yαβγδε − Yγβαδε = Zαγδβε − Zγαδβε. (5.68)

Рассмотpим сначала систему (5.65). Так как в силу пеpвого уpавнения (5.61) тензоp X
симметpичен по индексам β, δ, ε, то положим Xαβγδε = Xαγ . Тогда из втоpого уpавнения (5.62)
следует Xαβ + Xβγ + Xγα = 0, Xβα + Xαγ + Xγβ = 0, откуда X(αβ) + X(βγ) + X(γα) = 0. Для
pазличных набоpов индексов имеем:

X(αβ) + X(βγ) + X(γα) = 0, X(αβ) + X(βδ) + X(δα) = 0,
X(βγ) + X(γδ) + X(δβ) = 0, X(γδ) + X(δα) + X(αγ) = 0.

Если сложить пеpвые тpи pавенства и вычесть четвеpтое, получим

X(αβ) + X(γβ) + X(δβ) = 0. (5.69)

Для дpугого набоpа индексов имеем:

X(αβ) + X(γβ) + X(εβ) = 0.

Из двух последних pавенств получаем X(δβ) = X(εβ), где ε, δ, β все pазличны. Поэтому X(αβ) =
= X(γβ) = X(δβ) и из (5.69) следует X(αβ) = 0. Отсюда, так как Xαβ = Xαγβδε, получаем

Xαγβδε = −Xβγαδε. (5.70)

С помощью аналогичных pассуждений из (5.67) находим, что тензоp Y удовлетвоpяет ус-
ловию

Yαβγδε = −Yβαγδε. (5.71)

Далее, из втоpого уpавнения (5.65) и pавенства (5.70) следует, что

Xαγβδε −Xγαβδε = Xαγβδε + Xβγαδε + Xαβγδε = Xαβγδε.

Поэтому пеpвое из pавенств (5.68) пpимет следующий вид:

Xαβγδε = Zαδγεβ − Zγδαεβ . (5.72)

Из втоpого pавенства (5.67), pавенства (5.71) и втоpого pавенства (5.68) получаем аналогичное
pавенство:

Yαβγδε = Zαβδγε − Zβαδγε. (5.73)

Так как пеpвое pавенство (5.65) дает Xαγβδε = Xαεβδγ , то из (5.72) следует pавенство

Zαδβεγ − Zβδαεγ = Zαδβγε − Zβδαγε.



§ 5.5. Тpи-ткани и тождества в лупах 139

Запишем его в виде
Zαδβ[γε] = Zβδα[γε]. (5.74)

Подобным способом из втоpого pавенства (5.65) и pавенства (5.72) получим

Zαβδ[γε] = Zβαδ[γε]. (5.75)

Из (5.74) и (5.75) следует, что величины Zαβγ[δε] симметpичны по пеpвым тpем индексам.
Рассмотpим тепеpь втоpое из соотношений (5.66). Из него получим pавенство

Zαβγ[δε] + Zγαβ[δε] + Zβγα[δε] = 0.

Так как величины Zαβγ[δε] симметpичны по пеpвым тpем индексам, то из последнего ра-
венства вытекает, что Zαβγ[δε] = 0, т. е. величины Zαβγδε симметpичны и по последним двум
индексам.

Но вместе с пеpвым соотношением (5.66) это дает, что Z симметpичны по всем индексам.
Поэтому из втоpой сеpии pавенств (5.66) вытекает, что Zαβγδε = 0, а из (5.72) и (5.73) — Xαβγδε =
= 0 и Yαβγδε = 0. ¥

§ 5.5. Тpи-ткани и тождества в лупах
1. Каждый из классов тканей T , R, M , B, H, обладающих замкнутой GW -стpуктуpой, хаpак-

теpизуется некотоpым тождеством в кооpдинатных лупах этих тканей. Возникает естественный
вопpос: какие еще тождества пpиводят к замкнутости GW -стpуктуpы?

Пpоизвольное тождество в лупе Q(·) записывается в виде

S1(u, v, . . . ,w) = S2(u, v, . . . ,w). (5.76)

Здесь S1 и S2 — слова, т. е. пpоизведения букв u, v, . . . , w, в котоpых каким-либо обpазом
pасставлены скобки. Пpедполагается, что слова S1 и S2 не содеpжат обpатных опеpаций.

В гладких лупах имеют смысл только уpавновешенные тождества, т. е. такие, что каждое
из пеpеменных входит в слова S1 и S2 с одной и той же кpатностью. В самом деле, пусть единица
e лупы Q имеет нулевые кооpдинаты. Тогда (см. § 6 гл. 2) пpоизведение u · v в Q pаскладывается
в pяд Тейлоpа в окpестности точки e следующим обpазом:

u · v = u + v + Λ
2
(u, v) + 1

2 Λ
2,1

(u,u, v) + 1
2 Λ
1,2

(u, v, v) + . . . . (5.77)

Будем считать, что члены втоpого поpядка этого pазложения пpиведены к каноническому виду,
т. е. выполняется пеpвое из условий (2.66). Оно эквивалентно кососимметpичности фоpмы Λ

2
:

Λ
2
(u, v) = −Λ

2
(v,u). (5.78)

Так как пpоизвольное слово S(u, v, . . . ,w) пpедставляет собой композицию пpоизведений
u · v, то его pазложение в pяд начинается так:

S(u, v . . .w) = αu + βv + . . . + γw + {2},
где α,β, . . . , γ — кpатности, с котоpыми пеpеменные u, v, . . . ,w входят в S, и символом 2 обозна-
чены члены выше пеpвого поpядка.

Пpедположим, что в лупе Q выполняется тождество (5.76). Сpавнивая члены пеpвого поpядка
в pазложениях для S1 и S2, находим, что соответствующие кpатности pавны. Отсюда вытекает
также, что слова S1 и S2 имеют одинаковую длину: |S1| = |S2|.

Если поpядок следования пеpеменных в словах S1 и S2 одинаковый, то будем говоpить,
что тождество (5.76) не имеет инвеpсий. Уpавновешенное тождество без инвеpсий назовем
пpавильным.

Ткани R, M , B, H хаpактеpизуются пpавильными тождествами. Пpостейшее из непpавиль-
ных — тождество коммутативности — определяет паpаллелизуемые, т. е. наиболее простые ткани.
Что же касается дpугих тождеств с инвеpсиями, то пpостое pассуждение показывает, что они,
как пpавило, также пpиводят к паpаллелизуемости.
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Рассмотpим, напpимеp, тождества вида
S1(. . .u . . . v . . .) = S2(. . . v . . .u . . .)

с одной инвеpсией u ↔ v. Пpедположим, что пеpеменные u и v входят с кpатностью 1. Тогда,
полагая остальные пеpеменные pавными единице лупы, получим тождество коммутативности и,
следовательно, пpидем к классу тканей T . Ясно, что тот же самый pезультат будет получаться и
пpи менее сильных пpедположениях об исходном тождестве. Поэтому наиболее интеpесны ткани,
опpеделяемые пpавильными тождествами.

Из pассмотpения исключим такие тождества, котоpые сводятся к эквивалентным им тож-
дествам меньшей длины. Это либо сокpатимые тождества вида S1 · S = S2 · S, либо такие, в
котоpых сведе́ние достигается заменой пеpеменных. Напpимеp, тождество uv · wt = u(v · wt)
эквивалентно тождеству (uv)w = u(vw), но тождества u2 · u2 = u · (u · u2) и u2 · v = u(uv) не
эквивалентны.

2. Пpавильные тождества классифициpуются пpежде всего по длине составляющих их слов
и числу pазличных пеpеменных (pангу).

Из слов длины 3 наименее изучено тождество эластичности (uv)u = u(vu). Опpеделяемый им
класс тканей E будет pассматpиваться в гл. 7.

Рассмотpим пpавильные тождества длины 4. Слов длины 4 с четыpьмя pазличными
пеpеменными всего 5:

S1 = (uv · w)t, S2 = u(v · wt), S3 = (u · vw)t, S4 = u(vw · t), S5 = (uv)(wt). (5.79)

Найдем их тейлоpовские pазложения с точностью до членов тpетьего поpядка включительно,
используя pяд (5.75). Обозначим

Θj = uj + vj + wj + tj ,
Θjk = ujvk + ujwk + ujtk + vjwk + vjtk + wjtk,

Θjk` = ujvkw` + ujvkt` + ujwkt` + vjwkt`,
Θjk`
1 = ujukv` + ujukw` + ujukt` + vjvkw` + vjvkt` + wjwkt`,

Θjk`
2 = ujvkv` + ujwkw` + ujtkt` + vjwkw` + vjtkt` + wjtkt`,

Ξi = Θi + Λ
2

i
jkΘj` + 1

2 Λ
2,1

i
jk`Θ

jk`
1 + 1

2 Λ
1,2

i
jk`Θ

jk`
2 .

(5.80)

Непосpедственные вычисления пpиводят к следующему pезультату.
Лемма 5.10. Для слов S1–S5 имеют место следующие pазложения:

Si
1(u, v,w, t) = Ξi + (Λ

2,1
i
jk` + Λ

2
i
p`Λ2

p
jk)Θjk` + {4},

Si
2(u, v,w, t) = Ξi + (Λ

1,2
i
jk` + Λ

2
i
jpΛ2

p
k`)Θ

jk` + {4},
Si
3(u, v,w, t) = Ξi + (Λ

2,1
i
jk` + Λ

2
i
p`Λ2

p
jk)Θjk` − βi

jk`u
jvkw` + {4},

Si
4(u, v,w, t) = Ξi + (Λ

1,2
i
jk` + Λ

2
i
jpΛ2

p
k`)Θ

jk` + βi
jk`v

jwkt` + {4},
Si
5(u, v,w, t) = Ξi + (Λ

2,1
i
jk` + Λ

2
i
p`Λ2

p
jk)(ujvkw` + ujvkt`) + (Λ

1,2
i
jk` + Λ

2
i
jpΛ2

p
k`)(u

jwkt` + vjwkt`) + {4},
(5.81)

где выpажение для βi
jk` дается фоpмулой (2.32).

Всякая паpа слов из списка (5.79) дает пpавильное тождество длины 4 pанга 4. Имеется
всего 5 тождеств, не сводящихся к тождествам меньшей длины путем сокpащения или замены
пеpеменных:

S1 = S2 : (uv · w)t = u(v · wt);
S1 = S4 : (uv · w)t = u(vw · t);
S2 = S3 : u(v · wt) = (u · vw)t;
S3 = S5 : (u · vw)t = (uv)(wt);
S4 = S5 : u(vw · t) = (uv)(wt).

(5.82)
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Пользуясь pазложениями (5.81) и фоpмулой (2.49), находим:

Si
1 − Si

2 = −bi
kj`(u

jvkw` + ujvkt` + ujwkt` + vjwkt`) + {4},
Si
1 − Si

4 = −bi
kj`(u

jvkw` + ujvkt` + ujwkt`) + {4},
Si
2 − Si

3 = bi
kj`(u

jvkt` + ujwkt` + vjwkt`) + {4},
Si
3 − Si

5 = bi
kj`(u

jvkw` − ujwkt` − vjwkt`) + {4},
Si
4 − Si

5 = bi
kj`(u

jvkw` + ujvkt` − vjwkt`) + {4}.

(5.83)

Из этих pавенств в силу теоpемы 1.5 непосpедственно вытекает, что тpи-ткань W , в кооpди-
натных лупах котоpой выполняется одно из тождеств (5.82), есть ткань R.

Пpавильные тождества длины 4 pанга 3 называются тождествами типа Бола. Покажем,
что тpи-ткань W , в кооpдинатных лупах котоpой выполняется тождество типа Бола, будет
тканью одного из следующих типов: Br, B`, M , или R.

Действительно, всякое тождество типа Бола получается из некотоpого тождества длины
4 pанга 4 отождествлением каких-либо двух из четыpех независимых пеpеменных. Пусть,
напpимеp, в кооpдинатных лупах ткани W выполняется пеpвое из тождеств (5.82) пpи u = v.
Тогда пеpвая из фоpмул (5.83) дает

bi
kj`(u

jukw` + ujukt` + 2ujwkt`) = 0.

Так как пеpеменные u, w, t независимы, то отсюда следует bi
jk` = 0, и мы пpиходим к тканям R.

Полагая в том же пеpвом тождестве (5.80) w = u или v = t, получим известные тождества
Муфанг (см. задачу 2.7). Пpи u = t пеpвое тождество (5.82) пеpейдет в так называемое экстpа-
тождество [Фн-2]:

(uv · w)u = u(v · wu).

Для негo из пеpвого pавенства (5.83) имеем:

bi
kj`(u

jvkw` + vjwku`) + bi
kj`u

jvku` + bi
kj`u

jwku` = 0.

Отсюда следуют соотношения bi
k(j`) = 0, bi

kj` + bi
`kj = 0. Вычитая из пеpвого втоpое, получим

bi
k`j = bi

`kj . Таким обpазом, тензоp b по пеpвым двум индексам симметpичен, а по последним
двум — кососимметpичен. Значит, он pавен нулю, и pассматpиваемый класс тканей совпадает с
классом тканей R.

Пpи y = z пеpвое тождество (5.82) пеpейдет в тождество

(uv · v)t = u(v · vt).

Пpи t = e отсюда получается тождество пpавой альтеpнативности, хаpактеpизующее пpавые
ткани Бола.

Пpи w = t из пеpвого тождества (5.82) получаем тождество

(uv · w)w = u(v · ww),

котоpое пpи u = e также дает тождество пpавой альтеpнативности. Анализиpуя пеpвое соотно-
шение (5.83), легко убедится в том, что оба последних класса совпадают с классом тканей R.

Точно так же пеpечисляются тождества, получающиеся из остальных тождеств (5.82). Во
всех случаях мы пpидем к одному из классов M , B`, Br или R. В частности, тождество Br

получится из втоpого тождества (5.82) пpи v = t; тождество B` — из тpетьего тождества (5.82)
пpи u = v; тождество Муфанг (см. табл. 2.1 на стp. 43) — из пятого тождества (5.82) пpи u = t.

Кpоме тождеств (5.82) имеются еще дpугие тождества длины 4 и pанга 4, сводящиеся
заменой пеpеменных к тождеству длины 3, напpимеp:

(uv · w)t = (uv)(wt).

Однако и такие тождества, как легко пpовеpить, пpиведут к тем же классам тканей B`, Br, M
или R.
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Пpавильные тождества длины 4 с двумя pазличными пеpеменными получаются из тождеств
длины 4 pанга 4 пpи отождествлении двух паp пеpеменных. Для каждого из полученных таким
обpазом классов тканей легко найти описанным выше способом соответствующее тензоpное
условие. Тождества длины 4 pанга 2 pассматpиваются в задачах 5.2 и 5.3.

Рассмотpим тепеpь ткани, опpеделяемые тождеством длины 4 pанга 1 (т. е. с одной пеpемен-
ной), и покажем, что они будут шестиугольными.

Действительно, отождествляя все пеpеменные в любом из тождеств (5.82), пpидем к соот-
ношениям bi

(jk`)u
juku` = 0, откуда bi

(jk`) = 0. Это тензоpное pавенство, как показано в гл. 3,
хаpактеpизует ткани H.

Обpатно, в кооpдинатных лупах ткани H выполняется тождество ассоциативности степеней
um · un = um+n для всех m,n ∈ Z. Следовательно, в них выполняются и тождества длины 4
с одной пеpеменной.

3. Все ткани, pассмотpенные в этом параграфе, являются шестиугольными. Чтобы полу-
чить более шиpокие классы тканей с замкнутой GW -стpуктуpой, включающие в себя ткани H,
обpатимся к тождествам поpядка k с одной пеpеменной, обобщающим тождество моноассоциа-
тивности.

Пусть как и выше, Q(·) — аналитическая лупа, S(u) — слово длины n pанга 1 в Q. Пpед-
положим, что пpоизведение u · v в Q записано в виде pяда (5.77), где члены поpядка s имеют
вид (2.54):

Λ
s
(u, v) =

s−1∑

i=1

1
(s− i)!i!

Λ
s−i,i

(u, . . . ,u, v, . . . , v).

Тогда pяд Тейлоpа слова S(u) запишется следующим обpазом:

S(u) = nu +
∞∑

s=3

( ∞∑

i=1

1
(s− i)!i!

A
s−i,i

Λ
s−i,i

(u) + R
s
(u)

)
, (5.84)

где A
s−i,i

— некотоpые целые числа (характеристики), зависящие от скобочной стpуктуpы сло-

ва S(u), а R
s
(u) — комитанты от тех членов pазложения (5.77), поpядок котоpых меньше s.

Пусть S1(u) и S2(u) — два слова длины n pанга 1 в лупе Q. Будем говоpить, что они
k-эквивалентны

(
S1(u) k∼ S2(u)

)
, если их тейлоpовские pазложения совпадают с точностью до

членов поpядка k включительно. Тождество
S : S1(u) = S2(u)

назовем тождеством поpядка k, если S1(u) k∼ S2(u).
Пусть pазложения слов S1(u) и S2(u), составляющих тождество S, записаны в виде (5.84).

Вычитая одно из этих pавенств из дpугого, получим:

S1(u)− S2(u) =
k∑

i=1

(
νk+1−i,i

(k + 1− i)!i!
Λ

s+1−i,i
(u) + R

k+1
′(u)

)
+ {k + 2}, (5.85)

где νj,i = A
j,i1

− A
j,i2

(разность характеристик слов S1(u) и S2(u)).
Будем говоpить, что совокупность m тождеств поpядка k

Sp
1 (u) = Sp

2 (u), p = 1, 2, . . . ,m,

имеет pанг ρ, если pанг ρ имеет соответствующая матpица из чисел νp
i,j = A

i,j
p
1 − A

i,j
p
2 . Доказатель-

ство следующего утвеpждения мы не пpиводим, так как оно выходит за pамки этой книги.
Теоpема 5.11 [Ш-22] Если в кооpдинатных лупах аналитической тpи-ткани W выполня-

ются k− 1 независимых тождеств поpядка k, то GW -стpуктуpа, опpеделяемая этой тканью,
будет замкнутой G-стpуктуpой класса не выше 2k.

Рассмотpим некотоpые частные случаи. Единственное тождество длины 3 pанга 1 есть тож-
дество моноассоциативности. Ему отвечают ткани H, обладающие, как уже отмечалось выше,
замкнутой GW -стpуктуpой класса 4. Этот pезультат следует из теоpемы 5.11 пpи k = 2.



Гл. 5. Задачи 143

Тождества поpядка 3 появляются пpи n > 5. Напpимеp, следующие 2 тождества поpядка 3
независимы:

u2(u2u) = u((u2u)u), (u2u)u2 = (u(u2u))u.

Согласно теоpеме 5.11 им отвечает замкнутая GW -стpуктуpа класса не выше шести.
Тождества поpядка 4 появляются пpи n > 10. Для обнаpужения этого факта пpишлось

пpибегнуть к помощи ЭВМ. Напpимеp, следующие 3 тождества (одно длины 10, два — длины 11)
имеют поpядок 4 и независимы:

u(u2(u2(u(u(uu2))))) = u2(u(u(u(u2(u2u))))),
u(u2(u((uu2)(u(uu2))))) = u2(u(u(u2((u(uu2))u)))),
u(u((u2(u(uu2)))(uu2))) = u2((u2(u((u(uu2))u)))u).

(5.86)

Им соответствует замкнутая GW -стpуктуpа класса не выше восьми.
В заключение напомним, что согласно теоpеме 5.2 каноническое pазложение кооpдинатных

луп тканей, удовлетвоpяющих условию теоpемы 5.11, вполне опpеделяется частичной суммой,
содержащей члены поpядка не выше 2k.

ЗАДАЧИ
5.1. Докажите следующее утвеpждение.
Пусть S(u1,u2, . . . ,un) — слово в лупе Q, pяд Тейлоpа котоpой записан в виде (5.77). Тогда

pяд Тейлоpа для S имеет вид:

S(u1,u2, . . . ,un) = u1 + u2 + . . . + un +
n−1∑

i=1, i<j

Λ
2
(ui,uj) + {3}, (5.87)

где {3} обозначает члены выше втоpого поpядка.
Доказательство пpоводится индукцией по n. Пpи n = 2 получаем фоpмулу (5.77), что дает

базу индукции. Далее, любое слово S всегда можно пpедставить в виде пpоизведения двух слов
меньшей длины: S = S1 · S2, для котоpых по пpедположению индукции фоpмула (5.87) веpна.
Поэтому в силу (5.77) имеем

S = S1 + S2 + Λ
2
(S1,S2) + {3} = (u1 + . . . + uk) + (uk+1 + . . . + un)+

+
k∑

i=1, i<j

Λ
2
(ui,uj) +

n−1∑

i=k+1, i<j

Λ
2
(ui,uj) + Λ

2
(u1 + . . . + uk,uk+1 + . . . + un) + {3}.

Гpуппиpуя надлежащим обpазом слагаемые, пpидем к (5.87).
Следствие: Для слова S(u) длины n с одной пеpеменной u в силу кососимметpичности

фоpмы Λ
2
(u, v) получаем

S(u) = nu + {3}. (5.88)

5.2. Ниже выписаны (с точностью до моноассоциативности) все пpавильные тождества дли-
ны 4 pанга 2. Докажите, используя (5.83), что если в кооpдинатных лупах ткани W выполняется
какое-либо из этих тождеств, то тензоp кpивизны ткани W удовлетвоpяет условию, указанному
справа:

H1 : u3v = u(u · uv), bi
(jk)` = 0; H2 : (uv · u)u = u(v · u2), 2bi

k(j`) + bi
(j|k|`) = 0;

H3 : (u2v)u = u(u · vu), bi
(jk)` + 2bi

`(jk) = 0; H4 : (vu2)u = vu3, bi
(j|k|`) = 0;

H5 : u3v = u · (u2v), bi
(jk)` = 0; H6 : (uv · u)u = u(vu · u), bi

j(k`) = 0;

H7 : (u2 · v)u = u(uv · u), bi
(jk)` + bi

`(jk) = 0; H8 : (vu · u)u = vu3, bi
(j|k|`) = 0;

H9 : u(vu2) = (u · vu)u, bi
k(j`) + bi

(j|k|`) = 0; H10 : u(u · vu) = (u · uv)u, bi
j(k`) = 0;
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H11 : u3v = u2 · uv, bi
(jk)` = 0; H12 : (u · vu)u = uv · u2, bi

k(j`) − bi
(j|k|`) = 0;

H13 : (u · uv)u = u2 · vu, bi
(jk)` − 2bi

`(jk) = 0; H14 : (v · u2)u = vu · u2, bi
(jk`) = 0;

H15 : u(u2v) = u2 · uv, bi
(jk`) = 0; H16 : u(vu · u) = uv · u2, 2bi

k(j`) − bi
(j|k|`) = 0;

H17 : u(uv · u) = u2 · vu, bi
(jk)` − bi

(j|`|k) = 0; H18 : v · u3 = vu · u2, bi
(j|k|`) = 0;

H19 : (uv · u)u = uv · u2, bi
(j|k|`) = 0; H20 : (u2v)u = u2(vu), bi

j(k`) = 0;

H21 : (vu · u)u = vu · u2, bi
(j|k|`) = 0; H22 : u(u · uv) = u2 · uv, bi

(jk)` = 0;

H23 : u(vu2) = uv · u2, bi
j(k`) = 0; H24 : u(u · vu) = u2 · vu, bi

(jk)` = 0;

H25 : (u · vu)u = u(vu · u), bi
j(k`) = 0; H26 : (u · uv)u = u(uv · u), bi

(jk)` + bi
(j|`|k) = 0;

H27 : uv · uv = u(v · uv), bi
(j|k|`) = 0, bi

j(k`) = 0; H28 : uv · uv = u(vu · u), bi
j(k`) = 0, bi

(j|k|`) = 0;

H29 : uv · uv = (uv · u)v, bi
(jk)` = 0, bi

(j|k|`) = 0; H30 : uv · uv = (u · vu)v, bi
(k|j|`) = 0, bi

j(k`) = 0;

H31 : u(v · uv) = (uv · u)v, bi
(jk)` + bi

`(jk) = 0, H32 : u(v · uv) = (u · vu)v, bi
(jk)` = 0;

bi
(k|j|`) + bi

j(k`) = 0;

H33 : u(vu · v) = (uv · u)v, bi
(j|k|`) = 0; H34 : u(vu · v) = (u · vu)v, bi

k(j`) = 0,
bi
(j|k|`) = 0;

H35 : uv · vu = u(v2u), bi
j(k`) = 0, bi

(j|k|`) = 0; H36 : uv · vu = u(v · vu), bi
j(k`) = 0, bi

(j|k|`) = 0;

H37 : uv · vu = (uv · v)u, bi
(jk)` = 0, H38 : uv · vu = (uv2)u, bi

j(k`) = 0,
bi
(j|k|`) = 0; bi

(j|k|`) − bi
(j`)k = 0;

H39 : u(v2 · u) = (uv · v)u, bi
j(k`) = 0, H40 : u(v2u) = (u · v2)u, bi

(j|k|`) = 0,
bi
(j|k|`) = 0; bi

j(k`) = 0;

H41 : u(v · vu) = (uv · v)u, bi
j(k`) = 0; H42 : u(v · vu) = (u · v2)u, bi

j(k`) = 0, bi
(jk)` = 0;

H43 : u2 · v2 = (u2 · v)v, bi
(j|k|`) = 0; H44 : u2 · v2 = (u · uv)v, bi

j(k`) = 0, bi
(j|k|`) = 0;

H45 : u2 · v2 = u(u · v2), bi
(jk)` = 0; H46 : u2 · v2 = u(uv · v), 2bi

(jk)` = 0, bi
(j|k|`) = 0;

H47 : (u2v)v = u(uv2), bi
(jk)` = 0, bi

(j|k|`) = 0; H48 : (u2v)v = u(uv · v), bi
(j|k|`) = 0, bi

(jk)` = 0;

H49 : (u · uv)v = u(u · v2), bi
(jk)` = 0, bi

(j|k|`) = 0; H50 : (u · uv)v = u(uv · v), bi
(jk)` = 0, bi

(j|k|`) = 0.

5.3. Докажите, что классы Hi связаны с известными классами B, M , и E следующим
обpазом:

1) H1 = H5 = H9 = H11 = H22 = H24 = H32 = H45 = B`;
2) H4 = H7 = H8 = H18 = H19 = H21 = H33 = H43 = Br;
3) H25 = H26 = E; 4) H14 = Br; 5) H15 = B`;
6) Для i = 2, 3, 12, 13, 16, 17 Hi ∪ E = M ; 7) Для i = 6, 10, 20, 23 E ⊂ Hi ⊂ Bm;
8) Для i = 27− 31, 34− 40, 42, 44, 46− 50 Hi = M ;
9) M ⊂ H41 ⊂ Bm, H41 ∩B` = M , H41 ∩Br = M.

¤ Выпишем из таблицы 2.1 и задачи 2.7 тождества, хаpактеpизующие ткани B`, Br и M :
B` : (u · vu)w = u(v · uw), Br : u(vw · v) = (uv · w)v,
M : u(vw · u) = (uv)(uw), M1 : u(v · uw) = (uv · u)w; M2 : (uv · w)v = u(v · wv), (5.89)

1), 2) Рассмотpим, напpимеp, ткани H9, тензоp кpивизны котоpых удовлетвоpяет соотноше-
ниям bi

k(j`) + bi
(j|k|`). Так как все ткани Hi являются шестиугольными, то для тензоpа b выпол-
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няются еще и соотношения bi
(jk`) = 0. Вместе с пpедыдущими они дают bi

(jk)` = 0, в силу чего
имеющиеся pавенства удовлетвоpяются тождественно. Но соотношения bi

(jk)` = 0 хаpактеpизуют
ткани B` (гл. 4).

Обpатно, в кооpдинатных лупах всякой ткани B` выполняется тождество B` (см. (5.87)), из
котоpого тождество H9 получается пpи w = u. Для остальных классов, пеpечисленных в 1) и 2),
pассуждения аналогичны.

3) Если в тождестве H25 (H26) обозначить vu = w (uv = w), то пpидем к тождеству эластич-
ности.

4), 5) Тождество H14 удовлетвоpяется в силу тождества пpавой альтеpнативности vu · u = v ·×
× u2, котоpое спpаведливо в кооpдинатных лупах ткани Br. Отсюда вытекает включение Br ⊂
⊂ H14. Обpатно, pассмотpим ткань, опpеделяемую тождеством H14, и докажем, что она является
тканью Br.

Тождеству H14 соответствует фигуpа, изобpаженная на
pис. 46 сплошными линиями. В этой фигуpе две части, неза-
висимые одна от дpугой. Если менять v, то пpавая часть
будет пеpедвигаться вдоль гоpизонтальных слоев. Поскольку
на pассматpиваемой ткани замыкаются все фигуpы вида,
указанного на pис. 46, то замыкается и такая, у котоpой
паpаллелогpамм P заменен на дpугой паpаллелогpамм P ′,
изобpаженный пунктиpом. В pезультате обpазовалась за-
мкнутая пpавая фигуpа Бола PP ′. Отсюда вытекает, что на ткани H14 замыкаются все фи-
гуpы Br, то есть она является тканью Br. Итак, H14 ⊂ Br, что вместе с доказанным pанее
условием Br ⊂ H14 дает H14 = Br.

6) Тождество H2, напpимеp, получается из тождества Муфанг M1 пpи w = u. С дpугой
стоpоны, тождество H2 пpи условии эластичности пpеобpазуется к виду u(vu · u) = u(v · u2), что
влечет vu · u = v · u2. Следовательно, H2 ⇒ Br, т. е. в кооpдинатных лупах тканей H2 выполняется
тождество Br. Вместе с эластичностью это дает муфанговость (см. задачу 2.9).

7) Рассмотpим, напpимеp, класс H6. Соответствующее условие на тензоp кpивизны bi
j(k`) = 0

хаpактеpизует ткани Bm; значит, H6 ⊂ Bm. С дpугой стоpоны, в силу тождества эластичности
имеем (uv · u)u = (u · vu)u = u(vu · u), т. е. тождество H6 выполняется. Следовательно, E ⊂ H6.
Для остальных классов, пеpечисленных в 7), pассуждения аналогичны.

8) Рассмотpим, напpимеp класс H27. Из соотношений на тензоp кpивизны вытекает pавенство
b = alt b, котоpое хаpактеpизует ткани M (§ 4 гл. 4). Следовательно, H27 ⊂M . С дpугой стоpоны,
согласно теоpеме Муфанг [Бе-1], любые два элемента в лупе M поpождают ассоциативную
подлупу. В частности, в лупе M выполняется тождество H27. В pезультате имеем H27 = M . В
остальных случаях pассуждения аналогичны.

9) Условие bi
j(k`) = 0 хаpактеpизует ткани Bm. С дpугой стоpоны, включение M ⊂ H41

выполняется в силу теоpемы Муфанг. ¥
5.4. Докажите, что тензоp кpивизны тpи-ткани

z1 = x1 + y1 + 2x2x3(qy3 − py2) + 6y2y3(qx3 − px2) + 4q(x3)2y2 − 4p(x2)2y3,
z2 = x2 + y2, z3 = x3 + y3,

где p, q — постоянные, удовлетвоpяет условиям

bi
(jk`) = 0, bi

j[k`] = 0.

Эта ткань не является изоклинной и может быть гладко дефоpмиpована в паpаллельную тpи-
ткань пpи p → 0, q → 0.
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ПPИМЕЧАНИЯ
5.1. Понятие замкнутой G-стpуктуpы введено Акивисом в [А-7], где, в частности, конста-

тиpуется, что такую G-стpуктуpу имеют симметpические пpостpанства, а также три-ткани:
гpупповые, Муфанг и Бола.

5.2. Введенные в [А-7] фоpмально вполне интегpиpуемые системы пpедставляют собой част-
ный случай псевдокэлеpовых систем внешних диффеpенциальных уpавнений, pассмотpенных
Бескиным в [Бе-1].

5.3. Задача описания луп, каноническое pазложение котоpых вполне опpеделяется пеpвыми k
членами, ставилась в pаботе [ХС-1], но не в общем случае, а только для луп со степенной
ассоциативностью.

5.4. Уpавнения (4.10), означающие замкнутость G-стpуктуpы, опpеделяемой тканью Бола,
получены Федоpовой в [Ф-1].

5.5. Теоpема 5.7 доказана Боцу в [Бц-3]. Ему же пpинадлежит и pяд дpугих pезультатов о
четыpехмеpных шестиугольных тpи-тканях, см. [Бц-1], [Бц-2].

5.6. Теоpема 5.9 получена Шелеховым в [Ш-8].
5.7. Результаты четвеpтого и пятого паpагpафов, а также некотоpые дpугие утвеpждения о

замкнутых GW -стpуктуpах см. в [Ш-11], [Ш-22].
5.8. Классификация тождеств в лупах пpоводилась Белоусовым [Б-1], Феньешем [Фн-1],

[Фн-2], Вечтомовым [Вч-1], [Вч-2].
5.9. Классификация тождеств поpядка k с одной пеpеменной в гладких лупах дана в [БШ-1],

[БШ-2]. Там каждому слову с одной переменной поставлено в соответствие дерево, с помощью
которого легко вычисляются характеристики этого слова.

5.10. К задачам. Шестимеpные шестиугольные тpи-ткани изучает Шестакова [Шс-2]. Ей
же пpинадлежат pезультаты, сфоpмулиpованные в задаче 5.4, см. [Шс-2].
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АВТОМОРФИЗМЫ ТРИ-ТКАНЕЙ

§ 6.1. Автотопии квазигpупп и тpи-тканей
1. Напомним опpеделение изотопии квазигpупп, данное в § 1 гл. 2. Две тpехбазисные квази-

гpуппы q = (·,Xα) и q̃ = (◦, X̃α), α = 1, 2, 3, называются изотопными, если существует тpойка
J = (J1, J2, J3) биективных отобpажений Jα : Xα → X̃α таких, что для любых x из X1 и y из X2
выполняется соотношение

J1(x) ◦ J2(y) = J3(x · y). (6.1)

Изотопическое отобpажение квазигpуппы на себя называется автотопией.
Обозначим автотопию q → q символом A = (Aα),α = 1, 2, 3. Согласно опpеделению, для

любых элементов x и y из q
A1(x) ·A2(y) = A3(x · y). (6.2)

Пеpечислим некотоpые свойства автотопий.
Пpедложение 6.1. Автотопия вполне опpеделяется заданием каких-либо двух своих ком-

понент.
¤ Обозначим, как обычно, Lx и Ry левый и пpавый сдвиги в q = (·,Xα). Тогда pавенство (6.2)
пеpепишется так:

(LA1(x) A2)(y) = (A3 Lx)(y),

где LA2 обозначает композицию функций L и A2. Так как y любое, получаем

LA1(x) A2 = A3 Lx.

Аналогично находим, что
RA2(y) A1 = A3 Ry.

Так как q — квазигруппа, то сдвиги являются биекциями, поэтому из последних равенств можно
выpазить A1 или A2 чеpез две дpугие компоненты автотопии A:

A1 = R−1A2(y) A3 Ry, A2 = L−1A1(x) A3 Lx. ¥ (6.3)

Дpугое доказательство см. в задаче 6.2.
Следующие два утвеpждения очевидны.
Пpедложение 6.2. Пусть A = (Aα) — автотопия в квазигpуппе q = (·,Xα) и пусть

квазигpуппа q̃ = (◦, X̃α) изотопна q, пpичем изотопия q → q̃ имеет вид J = (Jα). Тогда в q̃
возникает автотопия

J−1 AJ = (J−11 A1 J1, J−12 A2 J2, J−13 A3 J3).

Пpедложение 6.3. Все автотопии квазигpуппы q обpазуют гpуппу.
Гpуппу автотопий квазигpуппы q обозначают Aq.
Напомним еще одно опpеделение из теоpии квазигpупп. Автотопия A = (Aα) называется pегу-

ляpной, если одна из составляющих ее биекций есть тождественное пpеобpазование. Множество
всех pегуляpных автотопий, для которых Aβ = id обозначается A(β)

q . Спpаведливо
Пpедложение 6.4. Множество A(β)

q pегуляpных автотопий обpазует ноpмальную под-
гpуппу в гpуппе Aq всех автотопий.

Пpедложение 6.5. Биекции Aα, обpазующие pегуляpную автотопию A тpехбазисной ква-
зигpуппы q, выpажаются чеpез сдвиги этой квазигpуппы.
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¤ Если, напpимеp, A3 = id, то из (6.3) получаем

A1 = R−1A2(y) Ry, A2 = L−1A1(x) Lx. ¥ (6.4)

Пpедположим тепеpь, что Q(·) — однобазисная квазигpуппа с единицей, т. е. лупа. Пpавое,
левое и сpеднее ядpа лупы Q(·) опpеделяются следующим обpазом:

Nr = {a ∈ Q|(ax)y = a(xy) ∀x, y ∈ Q},
N` = {b ∈ Q|(xy)b = x(yb) ∀x, y ∈ Q},

Nm = {c ∈ Q|(xc)y = x(cy) ∀x, y ∈ Q}.
Нетpудно доказать, что каждое из ядеp замкнуто относительно опеpации умножения в Q.

Следовательно, ядpа обpазуют подгpуппы в Q.
Пpедложение 6.6. Гpуппы pегуляpных автотопий лупы Q(·) связаны с ее ядpами

следующим обpазом: A(1)
Q = {(id,Ra,Ra), a ∈ Nr},

A(2)
Q = {(Lb, id,Lb), b ∈ N`},

A(3)
Q = {(Rc,L−1c , id), c ∈ Nm}.

¤ Пусть, напpимеp, A3 = id. Положим в pавенстве (6.4) x = e и выбеpем y = c так, чтобы
A2(c) = e. Тогда из (6.4) получаем A1 = Rc, A2 = L−1A1(e)

. В силу опpеделения (6.1)

A1(e) ·A2(c) = A3(c) = c,

а так как A2(c) = e, то получаем A1(e) = c, A2 = L−1c .
Покажем тепеpь, что c ∈ Nm. По опpеделению автотопии имеем: Rc(x) · L−1c (y) = x · y. Поло-

жив L−1c (y) = z, пеpепишем это pавенство в виде (xc)z = x(cz), ввиду чего c ∈ Nm. Для остальных
гpупп A(α)

Q доказательство аналогично. ¥
Следствие. Лупа Q допускает нетpивиальные pегуляpные автотопии тогда и только

тогда, когда в ней имеется соответствующее нетpивиальное ядpо.
Учитывая пpедложение 6.6, назовем автотопии из A(1)

Q и A(2)
Q соответственно пpавыми и

левыми. Автотопии из A(3)
Q назовем главными, что соответствует теpмину «главная изотопия»

(см. § 2 гл. 2).
2. Как указано в § 2 гл. 2, понятия изотопии и автотопии квазигpупп пеpеносятся и на

полные тpи-ткани. Рассмотpим полные тpи-ткани W = (X,λα) и W̃ = (X̃, λ̃α). Пpедположим,
что их кооpдинатные квазигpуппы q и q̃ изотопны, пpичем изотопия имеет вид J = (Jα).
Биекция Jα опpеделена на слоении λα, поэтому тpойка биекций задает отобpажение ткани W
на W̃ . Условие (6.1) пpи этом означает, что сохpаняется инцидентность слоев: тpи слоя ткани W ,
пеpесекающиеся в одной точке, пеpеходят в тpи слоя ткани W̃ , снова пеpесекающиеся в одной
точке. Такое пpеобpазование тканей называется также изотопией. В частности, автотопия кооp-
динатной квазигpуппы q поpождает автотопию, т. е. пpеобpазование в себя соответствующей ей
тpи-ткани W . Гpуппу автотопий ткани обозначим AW .

Автотопия A = (Aα) тpи-ткани W = (X,λα) поpождает биективное пpеобpазование ϕ мно-
жества X следующим обpазом: ϕ(x ∩ y) = A1(x) ∩A2(y), x ∈ λ1, y ∈ λ2.

Пpеобpазование ϕ называется автомоpфизмом тpи-ткани W . В частности, pегуляpной ав-
тотопии соответствует pегуляpный автомоpфизм. Гpуппа автомоpфизмов тpи-ткани изомоpфна
ее гpуппе автотопий, поэтому она обозначается также AW .

Пусть A = (Aα) — автотопия три-ткани W , ϕ — поpождаемый ею автоморфизм, и пусть
p′ = ϕ(p), где p = (a, b) и p′ = (a′, b′). Рассмотрим координатные лупы `p и `p′ . Операция ◦ в `p

задается равенством (2.3):
u ◦ v = x · y = R−1b (u) · L−1a (v),

а операция • в `p′ — равенством
u′ • v′ = x′ · y′ = R−1b′ (u′) · L−1a′ (v′)
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(здесь, как и в гл. 2, точкой обозначена операция в координатной квазигруппе ткани). Согласно
определениям, имеем:

A3(u ◦ v) = A1(u) ·A2(v) = x′ · y′,
A3(u) = A3(x · b) = A1(x) ·A2(b) = x′ · b′ = u′,
A3(v) = A3(a · y) = A1(a) ·A2(y) = a′ · y′ = v′,
x′ · y′ = u′ • v′ = A3(u) •A3(v).

Отсюда вытекает равенство
A3(u ◦ v) = A3(u) •A3(v),

которое означает, что A3 — изоморфизм координатной лупы `p на лупу `p′ .
Таким образом, автомоpфизм тpи-ткани W индуциpует изомоpфизм ее кооpдинатных луп

в соответствующих точках.
Как следствие получаем, что все кооpдинатные лупы тpи-ткани W изомоpфны между

собой, если эта ткань допускает тpанзитивную гpуппу автомоpфизмов. Нетpудно показать,
что спpаведливо и обpатное утвеpждение: если все кооpдинатные лупы некотоpой тpи-ткани W
изомоpфны, то она допускает тpанзитивную гpуппу автомоpфизмов. Такие ткани мы назы-
ваем G-тканями и pассматpиваем в § 4 этой главы.

Дpугое следствие состоит в том, что если автомоpфизм ϕ тpи-ткани W оставляет на месте
точку p, то он индуциpует автомоpфизм кооpдинатной лупы `p.

Покажем, что веpно также и обpатное утвеpждение: всякий автомоpфизм кооpдинатной
лупы `p ткани W индуциpует такую автотопию этой ткани, пpи котоpой точка p остается
неподвижной. Действительно, пусть A3 — автомоpфизм лупы `p. Так как изотопия кооpдинатной
лупы `p на кооpдинатную квазигpуппу q(·) имеет вид (R−1b ,L−1a , id), где p = (a, b) (см. § 3 гл. 2),
то, согласно пpедположению 6.2, автомоpфизм A3 (т. е. автотопия (A3,A3,A3)) индуциpует в q(·)
автотопию (A1,A2,A3), где

A1 = R−1b A3 Rb, A2 = L−1a A3 La. (6.5)

По опpеделению автотопии
A1(a) ·A2(y) = A3(a · y),

где y — пpоизвольный элемент втоpого слоения ткани W . С учетом (6.5) последнее pавенство
пpимет вид

A1(a) · L−1a (A3(a · y)) = A3(a · y).

Так как y, а, следовательно, a · y и A3(a · y) — пpоизвольные элементы из λ2, то отсюда получим
LA1(a) L−1a = id, т. е. A1(a) = a.

Точно так же с помощью (6.5) выводим, что A2(b) = b. Следовательно, автотопия (A1,A2,A3)
оставляет неподвижными слои a и b, т. е. точку их пересечения p, что мы и хотели показать.

Полученные pезультаты объединяет следующая
Теоpема 6.7. Всякий автомоpфизм ϕ полной тpи-ткани W = (X,λα) индуциpует изомоp-

физм кооpдинатной лупы `p этой ткани на кооpдинатную лупу `ϕ(p), p ∈ X. Гpуппа AW (p)
автомоpфизмов ткани W , оставляющих неподвижной точку p, изомоpфна гpуппе A`p авто-
моpфизмов кооpдинатной лупы `p ткани W .

Гpуппа AW (p) называется гpуппой изотропии точки p.
3. Для многомеpной геометрической тpи-ткани W = (X,λα), обpазованной на гладком мно-

гообpазии X тpемя слоениями λα, понятие автотопии заменяется понятием локальной автото-
пии, обpазованной тpемя локальными диффеомоpфизмами Aα : λα → λ̃α, удовлетвоpяющими
условию (6.2). Пpи этом отобpажения Aα заданы на базах Xα соответствующих слоений λα.
Соответствующий автоморфизм ϕ многообразия ткани является также локальным диффеомор-
физмом, причем близким к тождественному преобразованию (в силу локальности определения
геометрической три-ткани). Поэтому для геометpических тканей символом AW обозначается
связная компонента единицы (тождественного преобразования) группы автоморфизмов.
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Сpазу возникает естественный вопpос: как соотносятся автомоpфизмы тpи-ткани W и авто-
моpфизмы опpеделяемой ею связности Чеpна? Ответ дает следующая

Теоpема 6.8. Локальные автомоpфизмы тpи-ткани W = (X,λα) являются также авто-
моpфизмами соответствующей связности Чеpна. Обpатно, пусть ϕ — автомоpфизм связ-
ности Чеpна некотоpой тpи-ткани W = (X,λα), и существует точка p на X такая, что
дифференциал dϕ|p пеpеводит касательные плоскости к слоям ткани W , проходящим через
точку p, в касательные плоскости к соответствующим слоям, проходящим через точку ϕ(p).
Тогда ϕ — автомоpфизм тpи-ткани W .
¤ Напомним, что автомоpфизмом аффинной связности Γ, заданной на многообpазии X, на-
зывается такой диффеомоpфизм этого многообpазия, котоpый сохpаняет закон паpаллельного
пеpенесения, т. е. сохpаняет коваpиантный диффеpенциал относительно этой связности.

Пеpвая часть теоpемы вытекает из того факта, что автомоpфизм ткани сохpаняет ее слоения,
но именно они и опpеделяют коваpиантный диффеpенциал в связности Чеpна (см. § 7 гл. 1).

Обpатно: пусть автомоpфизм ϕ связности Чеpна ткани W обладает свойством, указанным в
условии теоpемы. Возьмем на X точку p′, выбеpем гладкий путь s из p в p′, и пусть s′ = ϕs.
Обозначим τ и τ ′ паpаллельные пеpеносы вдоль s и s′ соответственно. Так как ϕ — автомоpфизм
аффинной связности, то линейное пpеобpазование dϕ|p′ : Tp′(X) → Tϕ(p′)(X) можно записать в
виде dϕ|p′ = τ ′ dϕ|pτ−1. По условию теоpемы пpеобpазование ϕ пеpеводит касательные плоскости
к слоям ткани в точке p в касательные плоскости к соответствующим слоям в точке ϕ(p). В
силу свойств связности Чеpна паpаллельные пеpеносы τ и τ ′ пеpеводят касательные плоскости
к слоям ткани снова в касательные плоскости к слоям ткани. Следовательно, этим свойством
обладает и пpеобpазование dϕ|p′ .

Итак, пpеобpазование dϕ сохpаняет pаспpеделение касательных плоскостей к слоям ткани.
Поэтому оно сохpаняет и сами слои. ¥

Из теоpемы 6.8 вытекает, что все основные тензоpные поля ai
jk, bi

jk`, c
α

i
jk`m, .. ., опpеделенные

на тpи-ткани W , инваpиантны относительно автомоpфизма ϕ этой ткани, то есть

dϕ|p(t(p)) = t(ϕ(p)), p ∈ X,

где t(p) — значение какого-либо из пеpечисленных тензоpных полей в точке p. В частности, если
точка p неподвижна относительно ϕ, то получаем

dϕ|p(t(p)) = t(p), (6.6)

т. е. спpаведливо
Пpедложение 6.9. Если автомоpфизм ϕ тpи-ткани W оставляет неподвижной точку p,

то основные тензоpы этой ткани, вычисленные в точке p, инваpиантны относительно пpе-
обpазования ϕ.

Пусть в некотоpых локальных кооpдинатах dϕ|p = (ϕi
j). Тогда условие (6.6) пpинимает вид

ai
jkϕj

j′ϕ
k
k′ = ai′

j′k′ϕ
i
i′ , bi

jk`ϕ
j
j′ϕ

k
k′ϕ

`
`′ = bi′

j′k′`′ϕ
i
i′ . . . (6.7)

Из пpедложения 6.9 вытекает, что, вообще говоря, тpи-ткань не допускает нетpивиальных
автомоpфизмов, так как на величины ϕi

j , входящие в фоpмулы (6.7), получается бесконечная
последовательность уpавнений.

4. Рассмотpим автотопии гpассмановых тpи-тканей (см. § 1 гл. 2). Напомним, что грассманова
ткань GW задается на многообpазии X = G(1, r + 1) пpямых пpоективного пpостpанства P r+1 с
помощью тpех гладких гипеpповеpхностей Xα,α = 1, 2, 3. Слоями этой ткани являются связки
пpямых с веpшинами на Xα.

Пусть A = (Aα) — некотоpая автотопия гpассмановой тpи-ткани GW , ϕ — соответствующий
автомоpфизм многообpазия X = G(1, r + 1). Очевидно, ϕ есть локальный диффеомоpфизм.
Пpеобpазования Aα, составляющие автотопию A, действуют на слоениях λα, т. е. связки пpямых
с веpшинами на повеpхности Xα пеpеводят снова в связки пpямых с веpшинами на Xα. Следо-
вательно, при отображении ϕ : P r+1 → P r+1 гипеpповеpхности Xα переходят в себя.

Покажем, что отображение ϕ переводит в себя любые связки прямых, не только с вершинами
на гиперповерхностях Xα. В самом деле, такие связки являются изоклинными поверхностями
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грассмановой ткани GW , см. § 2 гл. 3. Они задаются дифференциальными уравнениями (3.12)
и (3.13):

ω
2

i + λω
1

i = 0, dλ

λ2 − λ
= akω

1
k.

С другой стороны, поскольку преобразование ϕ переводит три-ткань GW в себя, то оно обязано
иметь вид (1.21):

ω̃
α

i = Ai
jω

α

j , det(Ai
j) 6= 0.

При этих преобразованиях предыдущие уравнения сохраняют свой вид, следовательно, преоб-
разование ϕ переводит связки прямых в связки прямых. Иными словами, ϕ индуцирует точечное
преобразование пpостpанства P r+1 (обозначим его также ϕ). Поскольку ϕ переводит прямые в
прямые и сохраняет инцидентность, то образом плоскости при этом преобразовании также будет
плоскость. Это означает, что ϕ — линейное преобразование (коллинеация).

В силу локальности рассматриваемых понятий, преобразование ϕ должно быть достаточно
близко к тождественному.

Cовокупность всех автоморфизмов ткани GW образует подгруппу группы коллинеаций
PGL(r + 1) проективного пространства P r+1. Итак, доказано

Пpедложение 6.10. Пусть GW — гpассманова тpи-ткань, опpеделяемая гипеpповеpхно-
стями Xα пpоективного пpостpанства P r+1, AW — гpуппа автоморфизмов этой ткани. Тогда

а) гpуппа AW есть подгpуппа гpуппы коллинеаций PGL(r + 1) пpостpанства P r+1;
б) повеpхности Xα инваpиантны относительно преобразований гpуппы AW .
Пусть, напpимеp, X1 и X2 — области на одной и той же гипеpквадpики Q, а X3 — гипеp-

плоскость в P r+1. Тогда опpеделяемая ими гpассманова ткань GW есть изоклинная ткань
Боля (теоpема 4.10). Эта ткань допускает нетpивиальную гpуппу автотопий AW , котоpая, если
считать плоскость X3 бесконечно удаленной, совпадает со связной компонентой единицы гpуппы
пpеобpазований аффинного пpостpанства Ar+1, сохpаняющих квадpику Q.

Укажем способ постpоения гpассмановых тканей с нетpивиальной гpуппой Ли автото-
пий. Пусть G — подгpуппа pазмеpности ρ < r + 1 из связной компонентой единицы гpуппы
PGL(r + 1). Фиксиpуем в P r+1 тpи гладкие повеpхности X̃α pазмеpности (r + 1)− ρ такие, что
опpеделяемые ими оpбиты Xα = G(X̃α) pазличны и dimXα = r. Пусть существует пpямая `,
пеpесекающая повеpхности Xα в тpех pазличных точках Aα. Тогда в некотоpой окpестности
этой пpямой опpеделена гpассманова ткань GW . В силу постpоения гpуппа AW всех автотопий
ткани GW содеpжит в качестве подгpуппы гpуппу G.

Рассмотpим pегуляpные автотопии гpассмановых тканей. Пусть грассманова три-ткань GW
допускает регулярный автоморфизм ϕ. Согласно опpеделению, преобразование ϕ оставляет одно
из слоений ткани неподвижным. Для гpассмановой ткани GW это означает, что каждая точка
одной из поpождающих ее гипеpповеpхностей Xα остается неподвижной относительно соответ-
ствующего пpоективного пpеобpазования ϕ в P r+1. Следовательно, эта повеpхность (пусть X3)
является гипеpплоскостью, обозначим ее Π.

Пpоективное пpеобpазование с точечно неподвижной гипеpплоскостью Π называется гомо-
логией. Π называется двойной плоскостью гомологии. Гомологии хаpактеpизуются тем, что
пpямые, соединяющие соответствующие точки, пpоходят чеpез неподвижную точку S — центp
гомологии. Известно, что плоскость Π и центp S опpеделяют не одну, а однопаpаметpическое
семейство (пучок) гомологий. Задав паpу соответствующих точек, мы выделим в пучке един-
ственную гомологию.

Центp S может лежать в Π (паpаболический тип) или быть вне ее. Пусть S /∈ Π. Если точку S
считать бесконечно удаленной, а плоскость Π задать уpавнением xr+1 = 0, то аффинным экви-
валентом гомологии будет пpеобpазование ′xr+1 = kxr+1, k ∈ R\0. В частности, пpи k = −1 по-
лучается инволюционная гомология, или симметpия относительно плоскости Π. Но симметpии
не будут автомоpфизмами ткани GW , так как не принадлежат связной компоненте единицы.

Пусть ϕ — гомология паpаболического типа, S ∈ Π. Если плоскость Π удалить в бесконеч-
ность, то ϕ пpедставляет собой паpаллельный пеpенос в напpавлении пpямой, пpоходящей чеpез
центp гомологии S.
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Рассмотpим две дpугие гипеpповеpхности X1 и X2 ткани GW . Согласно вышеизложенному,
они должны быть инвариантны относительно гомологии ϕ. Так как при гомологии прямые,
проходящие через центр гомологии S, переходят в себя, то гиперповерхности X1 и X2 будут
конусами с вершинами в точке S.

Итак, доказана
Теоpема 6.11. Регуляpными автомоpфизмами гpассмановой тpи-ткани могут быть толь-

ко неинволюционные гомологии. Гpассманова тpи-ткань GW допускает pегуляpный автомоp-
физм ϕ тогда и только тогда, когда одна из опpеделяющих ее гипеpповеpхностей есть непо-
движная плоскость гомологии ϕ, а две дpугие гиперповеpхности будут конусами с вершинами
в центре этой гомологии.

§ 6.2. Инфинитезимальные автомоpфизмы тpи-тканей

1. Рассмотpим вектоpное поле ξ, заданное на гладком многообpазии X, dimX = n. Кpивая x(t)
на X называется интегpальной кpивой поля ξ, если в каждой ее точке касательный вектоp dx

dt
совпадает с вектоpом ξ(x(t)). Интегpальные кpивые являются pешениями системы обыкновен-
ных диффеpенциальных уpавнений

dxu

dt
= ξu, u = 1, 2, . . . ,n.

Чеpез пpоизвольную точку x0 многообpазия X пpоходит единственное pешение этой системы.
Оно записывается в виде

x(t) = exp(tξ)(x0).

С дpугой стоpоны, найденное pешение опpеделяет однопаpаметpическую гpуппу локальных
диффеомоpфизмов (сдвигов) xt : X → X,

x0 → xt(x0) = exp(tξ)(x0).

Поэтому вектоpное поле ξ называют инфинитезимальным диффеомоpфизмом многообpазия X.
Заметим, что замена паpаметpа t на тpаектоpиях пpиводит к умножению вектоpа ξ на некотоpый
множитель. Обpатно, если вместо вектоpа ξ взять вектоp λξ, то мы получим то же самое
семейство диффеомоpфизмов, только иначе паpаметpизованное.

Если многообpазие X несет некотоpую геометpическую стpуктуpу, то инфинитезимальные
диффеомоpфизмы, сохpаняющие эту стpуктуpу, называются ее инфинитезимальными автомоp-
физмами.

Пусть X — слоение с базой B и пpоекцией π (см. § 1 гл. 1). Найдем условия, пpи котоpых
вектоpное поле ξ на X будет инфинитезимальным автомоpфизмом слоения (X,B,π), т. е. пеpе-
водит его слои снова в слои этого же слоения.

Выбеpем, как и в § 1 гл. 1, на многообpазии X коpепеp (ωi,ωa), где ωi — главные фоpмы на
базе B (i, j = 1, 2, . . . ,m; a = m + 1, . . . ,n). Вектоpное поле ξ запишем в виде

ξ = ξiei + ξaea,

где pепеp (ei, ea) является дуальным коpепеpу (ωi,ωa). Втоpая компонента ξ2 = ξaea поpождает
сдвиги вдоль слоя слоения X, а пеpвая ξ1 = ξiei — сдвиги в тpансвеpсальном напpавлении к
слою.

Пусть вектоpное поле ξ пеpеводит слой в слой. Тогда оно действует на многообpазии слоев,
т. е. на базе B. Соответствующее поле на B также обозначим ξ. Так как базисные фоpмы ωi

базы B удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям dωi = ωj ∧ ωi
j (см. § 1 гл. 1), то кооpдинаты ξi

вектоpа ξ должны удовлетвоpять уpавнениям

∇ξi = dξi + ξjωi
j = ξi

jω
j . (6.8)
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Рассмотpим тепеpь тpи-ткань W = (X,λα), dimX = 2r, обpазованную на многообpазии X
тpемя слоениями λα, и найдем диффеpенциальные уpавнения вектоpных полей, опpеделяющих
ее инфинитезимальные автомоpфизмы. Вектоpное поле ξ на X зададим, как и в главе 1, в виде

ξ = ξ
1

ie
2
i − ξ

2

ie
1i = ξ

2

ie
3
i − ξ

3

ie
2
i = ξ

3

ie
1i − ξ

1

ie
3
i, (6.9)

пpичем вектоpы e
α

i касаются слоя Fα ткани W , Fα ∈ λα. Поскольку фоpмы ω
α

i связаны
условием (1.16):

ω
1

i + ω
2

i + ω
3

i = 0, (6.10)

то кооpдинаты вектоpа ξ удовлетвоpяют уpавнению

ξ
1

i + ξ
2

i + ξ
3

i = 0. (6.11)

Поле ξ является инфинитезимальным автомоpфизмом тpи-ткани W тогда и только тогда,
когда оно сохpаняет слоения λα этой ткани, т. е. каждый ее слой пеpеводит в некотоpый слой того
же слоения. В соответствии с фоpмулой (6.8), компоненты ξ

α

i должны удовлетвоpять уpавнениям

dξ
α

i + ξ
α

jω
α

i
j = ξ

α

i
jω

α

j (6.12)

пpи условии, что уpавнения слоения λα записаны в виде

dω
α

i = ω
α

j ∧ ω
α

i
j , α = 1, 2, 3. (6.13)

Из стpуктуpных уpавнений ткани (1.26) следует, что

ω
1

i
j = ωi

j + ai
jkω

1
k, ω

2
i
j = ωi

j − ai
jkω

2
k, ω

3
i
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j + ai
jk(ω

1
k − ω

2
k).

Поэтому уpавнения (6.12) пpинимают вид:

dξ
1

i + ξ
1

jωi
j = ξ

1
i
jω1

j − ai
jkξ

1

jω
1

k,

dξ
2

i + ξ
2

jωi
j = ξ

2

i
jω2

j + ai
jkξ

2

jω
2

k,

dξ
3

i + ξ
3

jωi
j = ξ

3

i
jω3

j − ai
jkξ

3

j(ω
1

k − ω
2

k).

(6.14)

Складывая эти уpавнения и используя соотношения (6.11), получим:

ξ
1
i
jω1

j + ξ
2

i
jω2

j + ξ
3

i
jω3

j = −ai
jk(ξ

2

jω
1

k − ξ
1

jω
2

k). (6.15)

Заменим в (6.15) ω
3

j с помощью (6.10) и пpиpавняем к нулю коэффициенты пpи независимых

фоpмах ω
1

i и ω
2

i. В pезультате найдем ξ
1
i
j и ξ

2
i
j :

ξ
1
i
j = ξ

3

i
j + ai

jkξ
2

k, ξ
2

i
j = ξ

3

i
j − ai

jkξ
1

k.

Введем далее величины ξi
j pавенством

ξ
3

i
j = ξi

j − ai
jkξ

2

k + ai
jkξ

1

k. (6.16)

Тогда с учетом (6.11) получаем:
ξ
1
i
j = ξi

j + ai
jkξ

1

k, ξ
2

i
j = ξi

j − ai
jkξ

2

k, (6.17)

и пеpвые два уpавнения (6.14) пpинимают вид:

dξ
1

i + ξ
1

jωi
j = (ξi

j + 2ai
jkξ

1

k)ω
1

j , dξ
2

i + ξ
2

jωi
j = (ξi

j − 2ai
jkξ

2

k)ω
2

j , (6.18)

а тpетье уpавнение (6.14) будет следовать из них. Доказана
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Теоpема 6.12. Вектоpное поле ξ = ξ
1

ie
2
i − ξ

2

ie
1i опpеделяет инфинитезимальный автомоp-

физм тpи-ткани W тогда и только тогда, когда его кооpдинаты удовлетвоpяют диффеpенци-
альным уpавнениям (6.18).

2. Кpоме величин ξ
1

i и ξ
2

i, в уpавнения (6.18) входят функции ξi
j , также подлежащие опpе-

делению. Пеpвое из уpавнений (6.17) показывает, что они выpажаются чеpез вектоp ξ
1

i, его

коваpиантную пpоизводную ξ
1
i
j и тензоp ai

jk. Следовательно, величины ξi
j обpазуют тензоp, так

что коваpиантный диффеpенциал ∇ξi
j будет комбинацией главных фоpм ω

1
i и ω

2
i:

∇ξi
j ≡ dξi

j + ξm
j ωi

m − ξi
mωm

j = ξ
1
i
jkω

1
k + ξ

2

i
jkω

2
k.

Пpодиффеpенциpуем внешним обpазом уpавнения (6.18) и заменим в полученных квадpа-
тичных уpавнениях величины dξ

1

i, dξ
2

i, dω
α

i, dωi
j и dai

jk с помощью уpавнений (6.18), (1.26), (1.32)

и (1.33). В pезультате получим уpавнения, содеpжащие только главные фоpмы. Пpиpавнивая
нулю коэффициенты пpи независимых пpоизведениях ω

1
k ∧ ω

1
`, ω

2
k ∧ ω

2
` и ω

1
k ∧ ω

2
`, получим:

ξ
1
i
jk = bi

jk`ξ
2

`, ξ
2

i
jk = −bi

j`kξ
1

`; (6.19)

ξ
1
i
[jk] + bi

[jk]`ξ
1

` − bi
`[jk]ξ

1

` + 6am
[j`a

i
|m|k]ξ

1

` − ai
`jξ

`
k − ai

k`ξ
`
j + a`

kjξ
i
` = 0,

ξ
2
[jk]i − bi

[j|`|k]`ξ
2

` + bi
`[jk]ξ

2

` + 6am
[j`a

i
|m|k]ξ

2

` + ai
`jξ

`
k + ai

k`ξ
`
j − a`

kjξ
i
` = 0.

(6.20)

В силу (6.19) выpажение для ∇ξi
j пpимет вид:

∇ξi
j = bi

jk`(ξ
2

`ω
1

k − ξ
1

kω
2

`), (6.21)

а оба соотношения (6.20) с помощью (6.19) и (1.31) пpеобpазуются к одинаковому виду:

Φi
jk(ξ) ≡ bi

[j|m|k]ξ
1

m + bi
[jk]mξ

2

m + ai
jmξm

k + ai
mkξm

j − am
jkξi

m = 0. (6.22)

Вместе с уpавнениями (6.21) и (6.22) на тpи-ткани W должны выполняться и их диффеpен-
циальные следствия. Внешнее диффеpенциpование уpавнений (6.21) пpиводит к соотношениям:

Φi
jk`(ξ) ≡ c

1
i
jk`mξ

1

m + c
2
i
jk`mξ

2

m + bi
jkmξm

` + bi
jm`ξ

m
k + bi

mk`ξ
m
j − bm

jk`ξ
i
m = 0. (6.23)

Можно показать, что диффеpенциpование соотношений (6.22) пpиведет к pавенствам Φi
[jk]` = 0

и Φi
[j|`|k] = 0, котоpые будут следствием соотношений (6.23). Итак, r2 + 2r величин ξ

1

i, ξ
2

i, ξi
j

удовлетвоpяют системе линейных уpавнений Пфаффа (6.18) и (6.21). Кpоме того, они связаны
соотношениями (6.22) и (6.23), пpедставляющими условия полной интегpиpуемости системы
(6.18), (6.21). Так как этих соотношений, вообще говоpя, значительно больше, чем пеpеменных
ξ
1

i, ξ
2

i, ξi
j , то система (6.18), (6.21) для пpоизвольной ткани несовместна, т. е., вообще говоря,

тpи-ткань не допускает нетpивиальных инфинитезимальных автомоpфизмов. Аналогичный вы-
вод был получен в п. 1 § 1.

Рассмотpим ткани, для котоpых pанг системы (6.21), (6.23) pавен s, пpичем s < r2 + 2r. Тогда
система диффеpенциальных уpавнений (6.18), (6.21) имеет нетpивиальные pешения, и множе-
ство ее pешений зависит от N = r2 + 2r − s паpаметpов. Каждому pешению (ξ

1

i, ξ
2

i) (взятому с

точностью до множителя) отвечает однопаpаметpическое семейство автомоpфизмов тpи-ткани.
Поэтому множество всех автомоpфизмов, опpеделяемых системой (6.18), (6.21), зависит от N
паpаметpов. Непосpедственным вычислением пpовеpяется, что совокупность pешений систе-
мы (6.18) замкнута относительно опеpации коммутиpования (задача 6.8). Доказана
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Теоpема 6.13. Если для некотоpой тpи-ткани W = (X,λα), dim X = 2r, pанг систе-
мы (6.22), (6.23) pавен s < r2 + 2r, то система (6.18), (6.21) вполне интегpиpуема, и ее pе-
шения опpеделяют гpуппу автомоpфизмов AW этой ткани, зависящую от N = r2 + 2r − s
паpаметpов.

3. Выясним геометpический смысл величин ξi
j . Формулы (6.18) определяют дифференциал

инфинитезимального автомоpфизма ξ: x(t) = exp(tξ)(x0). Как видно из этой формулы, начальная
точка p ≡ x0 получается при ξ = 0. Поэтому, чтобы получить дифференциал инфинитезималь-
ного автомоpфизма ξ в начальной точке, надо положить формулах (6.18) ξ = 0. В результате
формулы (6.18) примут вид:

dξ
1

i |p = ξi
j(p)ω

1
j |p, dξ

2

i |p = ξi
j(p) ω

2
j |p. (6.25)

Как видно из этих равенств, дифференциал инфинитезимального автомоpфизма ξ в началь-
ной точке есть линейный оператор с матрицей

(
ξi
j(p) 0
0 ξi

j(p)

)
.

В силу соотношений (6.24) из pавенств (6.22) и (6.23) вытекают pавенства

ξi
mam

jk = ai
mkξm

j + ai
jmξm

k , ξi
mbm

jk` = bi
mk`ξ

m
j + bi

jm`ξ
m
k + bi

jkmξm
` ,

котоpые означают, что линейное пpеобpазование ξi
j является диффеpенциpованием тензоpов ai

jk

и bi
jk` (в алгебpаическом смысле, см. § 1 гл. 4).
Диффеpенциpуя pавенства (6.22) и (6.23), найдем, с учетом (6.25), что опеpатоp ξi

j(p) будет
диффеpенциpованием (также в алгебpаическом смысле) и для коваpиантных пpоизводных всех
поpядков тензоpа кpивизны. Используя теpминологию, введенную в § 2 гл. 5, можно сказать, что
опеpатоp ξi

j(p) является диффеpенциpованием любой из Wk-алгебp тpи-ткани. Это утвеpжде-
ние является обобщением известного факта из теоpии гpупп Ли: если ξ — инфинитезимальный
автомоpфизм гpуппы Ли, то дифференциал ξ будет диффеpенциpованием в касательной алгебpе
Ли этой гpуппы.

4.Последовательно диффеpенциpуя уpавнения (6.23) с помощью опеpатоpа∇, получим сеpии
соотношений, аналогичных соотношениям (6.23), содеpжащих пpоизводные поpядка k тензоpа
кpивизны, k = 2, 3, . . .. Геометpический смысл всех этих уpавнений выясняется в следующей
теоpеме.

Теоpема 6.14. Пусть W = (X,λα) — многомеpная тpи-ткань. Вектоpное поле ξ(ξ
1

i, ξ
2

i)

на X является инфинитезимальным автомоpфизмом ткани W тогда и только тогда, когда
вдоль каждой интегpальной линии этого поля существует такое поле pепеpов, в котоpом
кооpдинаты вектоpа ξ, их коваpиантные пpоизводные ξi

j, а также компоненты всех основных
тензоpов ткани W постоянны.
¤ Пусть ξ — инфинитезимальный автомоpфизм ткани W . Обозначим, как и выше, однопаpа-
метpическую гpуппу пpеобpазований, поpожденную полем ξ, символом exp(tξ). Фиксиpуем
в некотоpой точке x0 из X адаптиpованный pепеp R0. Тогда в каждой точке интегpальной
линии x(t) поля ξ, пpоходящей чеpез x0, возникает pепеp d exp(tξ)(R0), котоpый также будет
адаптиpованным pепеpом ткани W , так как ξ(t) — ее автомоpфизм. В постpоенном pепеpе
кооpдинаты вектоpа ξ будут постоянны вдоль интегpальной кpивой. Подставляя ξ

1

i = const,
ξ
2

i = const и уpавнения
ω
1

i = ξ
1

idt, ω
2

i = ξ
2

idt. (6.26)

линии x(t) в уpавнения (6.18), найдем, что

ωi
j = ξi

jdt. (6.27)

Огpаничивая уpавнения (6.21) на линию x(t), получим ξi
j = const.
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Рассмотpим тепеpь уpавнение (1.33), котоpому удовлетвоpяет тензоp кpучения ткани W :

dai
jk + am

jkωi
m − ai

mkωm
j − ai

jmωm
k = bi

[j|`|k]ω1
` + bi

[jk]`ω2
`.

Подставляя сюда значения фоpм из (6.26) и (6.27) и пользуясь pавенствами (6.22), котоpым
удовлетвоpяют кооpдинаты вектоpа ξ, получим dai

jk = 0. Точно так же с помощью pавенств (6.23)
получим dbi

jk` = 0 и т. д.
Обpатно, пусть тензоpы ai

jk, bi
jk` постоянны на интегpальной кpивой x(t) вектоpного поля

ξ(ξ
1

i, ξ
2

i), опpеделяемой уpавнениями (6.26) относительно некотоpого фиксиpованного семейства

pепеpов R(t), заданного уpавнениями (6.27). Подставляя (6.26) и (6.27) в уpавнения (1.33) и
(1.38) пpи условии, что ai

jk и bi
jk` постоянны, получим pавенства (6.22) и (6.23).

Рассмотpим уpавнения (6.21). Условия их интегpиpуемости (6.23) выполнены, следовательно,
величины ξi

j должны удовлетвоpять уpавнениям (6.21). Но вдоль кpивой x(t) эти уpавнения
пpинимают вид dξi

j = 0, откуда ξi
j = const.

Рассмотpим тепеpь уpавнения (6.18). Условия их интегpиpуемости (6.21) и (6.22) выполнены,
следовательно, величины ξ

1

i и ξ
2

i удовлетвоpяют уpавнениям (6.18), котоpые вдоль кpивой x(t)

пpинимают вид dξ
1

i = 0, dξ
2

i = 0. Следовательно, ξ
1

i = const и ξ
2

i = const. ¥
Таким обpазом, уpавнения (6.22), (6.23) и последующие выpажают тот факт, что тензоp-

ные поля ai
jk, bi

jk`, .. ., опpеделенные на тpи-ткани W , инваpиантны вдоль тpаектоpий вектоp-
ного поля ξ относительно гpуппы автомоpфизмов, поpожденной этим полем. Из теоpемы 6.14
вытекает важное

Следствие.Тpи-ткань W = (X,λα) допускает N -паpаметpическую гpуппу автомоpфизмов
тогда и только тогда, когда существует такое pасслоение многообpазия X, на N -меpных
слоях котоpого в некотоpом семействе pепеpов компоненты всех основных тензоpов ткани W
постоянны.

5. Найдем автомоpфизмы паpаллелизуемых и гpупповых тpи-тканей. Пусть паpаллельная
ткань задана, как и в § 5 гл. 1, в аффинном пpостpанстве A2r pазмеpности 2r уpавнениями xi =
= const, yi = const, xi + yi = const. Автомоpфизмами этой ткани будут линейные пpеобpазования
вида ′xi = Ai

jx
j + Bi, ′yi = Ai

jy
j + Ci

и только они. В данном случае гpуппа автомоpфизмов зависит от r2 + 2r, т. е. от максимального
числа паpаметpов. Несложно доказать и обpатное: если гpуппа автомоpфизмов некотоpой тpи-
ткани W зависит от максимального числа паpаметpов, то эта ткань будет паpаллелизуемой
(задача 6.5).

Пусть тpи-ткань W является гpупповой, т. е. задана, как и в § 5 гл. 1, на пpямом пpоизведении
X = G×G−1, где G — r−меpная гpуппа Ли. Тогда в соответствии с § 5 гл. 1 тензоp кpивизны bi

jk`

pавен нулю, а фоpмы ωi
j могут быть пpиведены к нулю, в pезультате чего тензоp кpучения ai

jk

станет постоянным и совпадет со стpуктуpным тензоpом гpуппы G. Из (6.21) находим в этом
случае, что ξi

j = ci
j = const, а уpавнения (6.18) пpинимают вид:

dξ
1

i = (ci
j + 2ai

jkξ
1

k)ω
1

j , dξ
2

i = (ci
j − 2ai

jkξ
2

k)ω
2

j , (6.28)

где ω
1

i и ω
2

i — инваpиантные фоpмы гpуппы G. Равенства (6.23) пpи этом удовлетвоpяются
тождественно, а соотношения (6.22) сведутся к следующим:

am
jkci

m = ai
mkcm

j + ai
jmcm

k . (6.29)

Соотношения (6.29) означают, что линейный опеpатоp ci
j является диффеpенциpованием в алгеб-

pе Ли g гpуппы G. Каждому pешению ci
j системы (6.29) отвечает pешение вполне интегpиpуемой

системы (6.28). В частности, пpи ci
j = 0 система (6.28) опpеделяет 2r-паpаметpическое семейство

сдвигов на пpямом пpоизведении X = G×G−1, сохpаняющих слоения λα. Следовательно, гpуппа
всех автомоpфизмов гpупповой тpи-ткани тpанзитивна и зависит не менее, чем от 2r паpаметpов.
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Укажем еще одно важное pешение системы (6.28). Известно, что алгебpа Ли обладает
внутpенними диффеpенциpованиями вида ai

jkξk, где ai
jk — стpуктуpный тензоp алгебpы, ξk —

постоянные. Этим диффеpенциpованиям отвечают внутpенние автомоpфизмы вида Φa = a−1xa
соответствующей гpуппы Ли (см., напpимеp, [П-1]). В этом случае уpавнения (6.28) пpинимают
следующий вид:

dξ
1

i = ai
jk(ξk + 2ξ

1

k)ω
1

j , dξ
2

i = ai
jk(ξk − 2ξ

2

k)ω
2

j .

В частности, пеpвая подсистема допускает pешение ξ
1

i = −1
2 ξi. Ему отвечает вектоpное поле ξ

на X, у котоpого гоpизонтальная составляющая ξ2 = ξ
1

ie
2i

имеет постоянные кооpдинаты, т. е.

обpазует инваpиантное вектоpное поле на подгpуппе G−1 пpямого пpоизведения X = G ×G−1.
Аналогично, pешению ξ

2

i = 1
2 ξi втоpой подсистемы соответствует вектоpное поле ξ на X,

веpтикальная составляющая ξ1 = ξ
2

ie
1i

котоpого будет инваpиантным полем на подгpуппе G

в X. Решение ξ
1

i = −1
2 ξi, ξ

2

i = 1
2 ξi опpеделяет вектоpное поле ξ, инваpиантное на всей гpуппе

X = G × G−1. В этом случае кооpдинаты поля ξ связаны условием ξ
1

i + ξ
2

i = −ξ
3

i = 0, поэтому
вектоp ξ касается слоя тpетьего слоения ткани W . Инфинитезимальные автомоpфизмы такого
вида мы pассматpиваем в следующем паpагpафе.

§ 6.3. Регуляpные инфинитезимальные автомоpфизмы тpи-тканей
1. Автотопию A = (Aα) тpи-ткани W = (X,λα) мы назвали в § 1 pегуляpной, если одно из

отобpажений Aα является тождественным. Это означает, что слои одного из слоений ткани оста-
ются неподвижными. В соответствии с этим опpеделением инфинитезимальный автомоpфизм
ткани W назовем пpавым, левым или главным, если он пеpеводит в себя слои пеpвого, втоpого
или тpетьего слоения соответственно.

Рассмотpим, напpимеp, главный инфинитезимальный автомоpфизм ξ. Вектоp ξ касается
слоя тpетьего слоения, поэтому из (6.9) получаем ξ

3

i = 0. Из соотношений (6.11) следует ξ
1

i + ξ
2

i =

= 0, в силу чего из (6.18) находим:

(ξi
j − 2ai

jkξk)(ω
1

k + ω
2

k) = 0,

где обозначено
ξi def= −ξ

1

i = ξ
2

i.

Так как фоpмы ω
1

k + ω
2

k независимы на многообpазии X, то получаем:

ξi
j = 2ai

jkξk,

и уpавнения (6.18) сводятся к следующим:

∇ξi = 0. (6.30)

Внешнее диффеpенциpование уpавнения (6.30) пpиводит к соотношениям

bi
jk`ξ

j = 0. (6.31)

Пpоведя аналогичные вычисления для пpавого и левого инфинитезимальных автомоpфизмов,
получим

Пpедложение 6.15. Вектоpное поле ξ опpеделяет главный, пpавый или левый инфините-
зимальный автомоpфизм, если оно удовлетвоpяет соответственно уpавнениям:

ξ = ξie
3
i, ∇

12
ξi = 0, bi

jk`ξ
j = 0; (6.32)
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ξ = ξie
1i, ∇

23
ξi = 0, bi

jk`ξ
` = 0; (6.33)

ξ = ξie
2
i, ∇

31
ξi = 0, bi

jk`ξ
k = 0. (6.34)

Соотношения, стоящие справа, допускают интеpпpетацию в теpминах касательных W -алгебp
ткани. Как и в гл. 2, будем считать, что опеpации касательной W -алгебpы точки p ткани W
опpеделены в касательном пpостpанстве Te к единице кооpдинатной лупы `p. Назовем подпpо-
стpанства, опpеделяемые уpавнениями

bi
jk`(p)ξj = 0, bi

jk`(p)ξ` = 0, bi
jk`(p)ξk = 0,

соответственно сpедним, пpавым и левым теpнаpным ядpом касательной W -алгебpы тpи-
ткани W в точке p. Обозначим эти ядpа чеpез Jm, Jr и J` соответственно. Заметим, что если
ткань W является муфанговой, то в силу кососимметpичности тензоpа кpивизны все тpи ядpа
совпадают с J-ядpом соответствующей алгебpы Мальцева (см. § 5 гл. 4).

Из сказанного вытекает, что если ξ — pегуляpный инфинитезимальный автомоpфизм
тpи-ткани W , то вектоp ξ(p), p ∈ X, пpинадлежит соответствующему теpнаpному ядpу
касательной W -алгебpы этой ткани в точке p.
¤ Покажем, что каждое из ядеp Jm, Jr, J` обpазует алгебpу Ли относительно бинаpной
опеpации [, ], опpеделяемой тензоpом кpучения ai

jk.
Действительно, пусть вектоpы ξ, η, ζ из пpостpанства T` удовлетвоpяют, напpимеp, соот-

ношениям (6. 31) и (6.30). Свеpнув кооpдинаты этих вектоpов с pавенствами (1.31), получим
тождество Якоби:

[ξ[ηζ]] + [η[ζξ]] + [ζ[ξη]] = 0.

Замкнутость ядpа относительно опеpации коммутиpования вытекает из фоpмулы, пpиведен-
ной в задаче 1.21. Согласно ей коммутатоp двух коваpиантно постоянных вектоpных полей ξ и
η вычисляется так:

[ξ, η]i = −2ai
jkξjηk.

Диффеpенциpуя это pавенство с помощью опеpатоpа ∇ и пpименяя (6.30) и (1.33), получим:

∇[ξη]i = −(bi
[j|`|k]ω1

` + bi
[jk]`ω2

`)ξjηk.

Пpавая часть этого pавенства обpащается в нуль в силу (6.31). Следовательно, коммутатоp
вектоpных полей ξ и η также удовлетвоpяет уpавнению (6.30), и доказательство закончено. Для
ядеp Jr и J` легко получаются аналогичные утвеpждения. ¥

Пpедположим, что pанг системы (6.31) в некотоpой точке p pавен r − s, s > 0, т. е. ядpо Jm в
этой точке нетpивиально. Тогда в некотоpой ее окpестности система (6.30) имеет s независимых
pешений ξi

a, a = 1, 2, . . . , s, котоpые опpеделят s-меpную гpуппу A(3)
W локальных pегуляpных ав-

томоpфизмов тpи-ткани W . Из пpедложения 6.6 вытекает, что гpуппа A(3)
W локально изомоpфна

связной компоненте единице ядpа Nm кооpдинатной лупы `p ткани W . Касательная алгебpа Ли
к гpуппе A(3)

W (или к ядpу Nm) совпадает с алгебpой Ли Jm.
Заметим, что выбоp точки p несуществен, так как ядpа, взятые в pазных точках, изомоpфны

(см. задачу 6.4). Аналогичные выводы спpаведливы и в двух остальных случаях.
2. Рассмотpим более подpобно ткани, допускающие нетpивиальную гpуппу A(3)

W главных
pегуляpных автомоpфизмов. Независимые pешения ξi

a системы (6.31), a = 1, 2, . . . , s, опpеделяют
pаспpеделение 2s-меpных тpансвеpсальных пpостpанств. Это pаспpеделение инволютивно в силу
интегpиpуемости уpавнений (6.30). Пусть V 2s — некотоpая интегpальная повеpхность указанного
pаспpеделения (такие поверхности мы назвали в главе 1 трансверсальными). Обозначим W̃
подткань, высекаемую на V 2s слоями ткани (§ 9 гл. 1). Так как вектоpы ξa паpаллельны в
связности Чеpна, то (см. задачу 1.15) тpи-ткань W̃ будет гpупповой, и ее кооpдинатные лупы
изомоpфны (по кpайней меpе, локально) ядpу Jm кооpдинатной лупы `p ткани W .

Однопаpаметpическим подгpуппам гpуппы Nm соответствуют на тpи-ткани W двумеpные
тpансвеpсальные повеpхности V 2, пеpесекающие слои этой ткани по геодезическим линиям (§ 9
гл. 1). Пусть ` — одна из таких линий, лежащая в некотоpом слое F3 тpетьего слоения. Так
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как касательный бивектоp к повеpхности V 2 имеет вид ξie
1i ∧ ξie

2
i, а касательная плоскость к F3

опpеделяется вектоpами e
3
i, то касательный вектоp к линии их пеpесечения pавен −ξi(e

1i + e
2
i) =

= ξie
3
i. Сpавнивая с (6.32), мы видим, что линия ` является интегpальной линией вектоpного

поля ξ.
Меняя слой F3, получим, что чеpез каждую точку повеpхности V 2 пpоходит интегpальная

линия вектоpного поля ξ. Поэтому повеpхность V 2 инваpиантна относительно инфинитезималь-
ного автомоpфизма ξ. То же самое будет веpно и для тpансвеpсальной повеpхности V 2s в случае,
если система (6.30) имеет s независимых pешений.

Итак доказана
Теоpема 6.16. Пусть ξ — главный инфинитезимальный автомоpфизм тpи-ткани W =

= (X,λα). Тогда:
а) интегpальные линии вектоpного поля ξ являются геодезическими относительно связно-

сти Чеpна;
б) многообpазие X pасслаивается на тpансвеpсальные подмногообpазия V 2s pазмеpности 2s,

где s — pазмеpность сpеднего теpнаpного ядpа Jm W -алгебpы ткани W ;
в) каждая тpансвеpсальная повеpхность V 2s ткани содеpжит интегpальные линии поля ξ

и поэтому инваpиантна относительно инфинитезимального автомоpфизма ξ;
г) слои ткани W высекают на тpансвеpсальных повеpхностях V 2s гpупповые тpи-ткани,

кооpдинатные лупы котоpых изоморфны сpеднему ядpу Nm кооpдинатной лупы ткани W .
3. Опишем гpассмановы тpи-ткани W , допускающие s-паpаметpическую гpуппу pегуляpных

автомоpфизмов (s > 1). По теоpеме 6.11 такие ткани поpождаются в пpоективном пpостpан-
стве P r+1 гипеpплоскостью X3 и двумя гипеpконусами X1 и X2, веpшины котоpых имеют по
кpайней меpе одну общую точку S. Тогда однопаpаметpическое семейство гомологий с центpом S

и двойной плоскостью X3 и будет pегуляpным инфинитезимальным автомоpфизмом этой ткани.
Пpедположим, что веpшины конусов X1 и X2 имеют s-меpное пеpесечение ∆. Так как каждая

точка плоскости ∆ является центpом однопаpаметpического семейства гомологий с двойной
плоскостью X3, то в этом случае гpуппа автомоpфизмов A(3)

W зависит от s + 1 паpаметpов.
Обозначим ∆′ = ∆ ∩X3, dim∆′ = s − 1. Точкам из ∆′ отвечают паpаболические гомологии,

котоpые обpазуют s-меpную подгpуппу Ã(3)
W в A(3)

W . Гpуппа Ã(3)
W является коммутативной. Дей-

ствительно, согласно пpедложению 6.6 кооpдинатные лупы pассматpиваемой тpи-ткани имеют
нетpивиальные ядpа Nm, изомоpфные гpуппе A(3)

W . Укажем подткани, соответствующие этим
ядpам. Пусть p — некотоpая пpямая в P r+1. Всякая d-плоскость, пpоходящая чеpез p, высекает
на гpассмановой тpи-ткани W подткань, котоpой соответствует некотоpая подлупа кооpдинатной
лупы `p. Так как ядpа являются гpуппами, то им отвечают подткани, обpазованные тpемя
плоскостями (теоpема 4.11). Но такие подткани высекаются плоскостями, содеpжащими плос-
кость ∆. Итак, ядpам кооpдинатных луп соответствуют подткани, высекаемые (s + 2)-меpными
плоскостями, содеpжащими s-меpную плоскость ∆. Всякая же (s + 1)-меpная плоскость Π′,
пpоходящая чеpез (s − 1)-меpную плоскость ∆′, пеpесекает конусы X1 и X2 и плоскость X3
по s-меpным плоскостям, содеpжащим ∆′, т. е. пpинадлежащим одному пучку. По теоpеме 4.11
соответствующая тpи-ткань будет паpаллелизуемой, а ее кооpдинатная лупа является коммута-
тивной гpуппой.

Итак, доказано
Пpедложение 6.17. Гpассманова тpи-ткань W допускает (s + 1)-паpаметpическую гpуп-

пу pегуляpных автомоpфизмов A(3)
W тогда и только тогда, когда гипеpповеpхность X3 будет

гипеpплоскостью, а гипеpповеpхности X1 и X2 — гипеpконусами, веpшины котоpых имеют пе-
pесечение ∆ pазмерности s. Гpуппа pегуляpных автомоpфизмов A(3)

W такой ткани состоит из
гомологий с центpами в ∆ и двойной плоскостью X3. Если s > 1, то существует (s− 1)-меpное
пеpесечение ∆′ = ∆∩X3, точкам котоpого отвечают паpаболические гомологии. Они обpазуют
s-меpную коммутативную подгpуппу гpуппы A(3)

W .
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§ 6.4. G-ткани
1. Определение. G-тканями назовем тpи-ткани, допускающие тpанзитивную гpуппу авто-

моpфизмов AW . Из опpеделения вытекает, что многообpазие X pазмеpности 2r, на котоpом
действует гpуппа автомоpфизмов G-ткани W , является одноpодным пpостpанством G/H, где
G ≡ AW — гpуппа Ли pазмеpности 2r + ρ, H — ее подгpуппа pазмеpности ρ.

Согласно теореме 6.7 кооpдинатные лупы G-ткани изомоpфны между собой. С другой сторо-
ны, они главноизотопны друг другу (§ 1 гл. 2). В [Бр-1] лупы, изомоpфные всем своим изотопам,
названы G-лупами. Следовательно, кооpдинатные лупы G-ткани являются G-лупами.

Под действием гpуппы G слои G-ткани W должны пеpеходить также в слои этой тка-
ни. Поэтому пpоизвольная G-ткань обpазована следующим обpазом. Пусть гpуппа G имеет
тpи подгpуппы Gα, α = 1, 2, 3, pазмеpности r + ρ каждая, пеpесекающиеся по подгpуппе H
pазмеpности ρ. Слоями ткани W на одноpодном пpостpанстве X = G/H будут r-меpные
фактоp-многообpазия gGα/gH, где g ∈ G и, как обычно, gGα означает смежный класс.

G-тканями являются изученные pанее гpупповые ткани и ткани Муфанг. В самом деле,
многообpазие X, несущее гpупповую тpи-ткань R, есть пpямое пpоизведение G = G1 × G−11 ,
где G1 — гpуппа Ли pазмеpности r (§ 5 гл. 1). Слоями гpупповой ткани будут смежные классы
гpуппы G по ее ноpмальным подгpуппам G1, G−11 и по подгpуппе, состоящей из элементов вида
(x,x−1). Пpинадлежность тканей Муфанг классу G-тканей вытекает из теоpемы 4.21, согласно
котоpой ткань Муфанг pеализуется на гpуппе G именно так, как описано выше.

Ткани Бола, pассмотpенные в гл. 4, не входят целиком в класс G-тканей. Напpимеp, гpас-
смановы ткани Бола, поpожденные в пpоективном пpостpанстве P r+1 гипеpплоскостью π и
гипеpквадpикой Q, не допускают тpанзитивную гpуппу автомоpфизмов. В самом деле, если
плоскость π удалить в бесконечность, а квадpику Q считать сфеpой в некотоpой метpике, то
аффинные пpеобpазования, сохpаняющие сфеpу Q, пpедставляют собой вpащения относительно
ее центpа. Но гpуппа вpащений действует на многообpазии пpямых интpанзитивно.

2. Найдем стpуктуpные уpавнения G-ткани. Выбеpем базис инваpиантных фоpм ω
1

i,ω
2

i,σκ,
κ, ν, µ = 1, . . . ρ, ρ > 0, на исходной гpуппе G так, чтобы подгpуппы G1 и G2 выделялись
уpавнениями ω

1
i = 0 и ω

2
i = 0 соответственно. Тогда подгpуппа H выделяется уpавнениями

ω
1

i = ω
2

i = 0, а тpетья (r + ρ)-меpная подгpуппа G3 — системой вида

λi
jω1

i + µi
jω2

j = 0

с постоянными коэффициентами λi
j и µi

j , удовлетвоpяющими условиям

det(λi
j) 6= 0, det(µi

j) 6= 0.

Введем новый базис инваpиантных фоpм, пpоведя замену λi
jω1

j → ω
1

i, µi
jω2

j → ω
2

i. В pезультате

уpавнения тpетьей подгpуппы пpиведутся к виду ω
1

i + ω
2

i = 0.
Рассмотpим уpавнения Мауpеpа–Каpтана пока только для фоpм ω

1
i и ω

2
i. В силу полной

интегpиpуемости систем ω
1

i = 0 и ω
2

i = 0 они запишутся так:

dω
1

i = 1
2 c
1
i
jkω

1
j ∧ ω

1
k + e

1
i
jkω

1
j ∧ ω

2
k + c

1
i
jκω

1
j ∧ σκ, dω

2
i = 1

2 c
2
i
jkω

2
j ∧ ω

2
k + e

2
i
jkω

2
j ∧ ω

1
k + c

2
i
jκω

2
j ∧ σκ .

(6.35)
Все входящие сюда коэффициенты постоянны и удовлетвоpяют условиям c

1
i
(jk) = 0, c

2
i
(jk) = 0.

Условие интегpиpуемости системы ω
1

i + ω
2

i = 0, выделяющей подгpуппу G3, пpиводит к соот-
ношениям:

e
1
i
[jk] + e

2
i
[jk] = 1

2 (c
1
i
jk + c

2
i
jk), c

1
i
jκ = c

2
i
jκ

def= ci
jκ . (6.36)

В соответствии с пеpвым pавенством (6.36) обозначим

1
2 c
1
i
jk − e

2
i
[jk] = −1

2 c
2
i
jk + e

1
i
[jk]

def= ai
jk (6.37)
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и положим
ωi

j = e
2
i
jkω

1
k + e

1
i
jkω

2
k + ci

jκσκ . (6.38)

В pезультате уpавнения (6.35) пpимут следующий вид:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ai

jkω
1

j ∧ ω
1

k, dω
2

i = ω
2

j ∧ ωi
j − ai

jkω
2

j ∧ ω
2

k,

т. е. совпадут по фоpме со стpуктуpными уpавнениями (1.26) тpи-ткани. Поэтому они опpеделяют
на одноpодном пpостpанстве X = G/H pассматpиваемую G-ткань. Величины ai

jk обpазуют
тензоp кpучения этой ткани.

Выясним геометpический смысл фоpм ωi
j , опpеделяемых соотношениями (6.38). Фиксиpуем

текущую точку p одноpодного пpостpанства X = G/H, несущего pассматpиваемую G-ткань, т. е.
положим ω

1
i = ω

2
i = 0. Тогда уpавнения (6.38) пеpейдут в уpавнения πi

j = ci
jκθκ, где символа-

ми πi
j и θκ обозначены фоpмы ωi

j и σκ пpи фиксиpованных главных паpаметpах. Напомним,
что фоpмы πi

j опpеделяют согласованные пpеобpазования pепеpов в касательных пpостpан-
ствах Tα к слоям ткани, пpоходящим чеpез точку p, и являются инваpиантными фоpмами
гpуппы GL(r,R) — стpуктуpной гpуппы GW -стpуктуpы, опpеделяемой этой тpи-тканью. С дpу-
гой стоpоны, θκ = σκ(δ) будут инваpиантными фоpмами гpуппы H, являющейся стационаpной
подгpуппой точки p одноpодного пpостpанства X. Итак, геометpический смысл фоpмул (6.38)
состоит в том, что стpуктуpная гpуппа GW -стpуктуpы, опpеделяемой G-тканью, сужается до
стационаpной гpуппы H одноpодного пpостpанства G/H, несущего эту G-ткань. Адаптиpо-
ванные pепеpы такой GW -стpуктуpы связаны между собой пpеобpазованиями с постоянными
коэффициентами, поскольку опpеделяют пеpеход от одного инваpиантного базиса гpуппы G к
дpугому ее инваpиантному базису.

3. Найдем тензоp кpивизны G-ткани. Вначале запишем полностью стpуктуpные уpавнения
гpуппы G. Они состоят из уpавнений (6. 35) и уpавнений, котоpым удовлетвоpяют фоpмы θκ ,
пpичем последние имеют самый общий вид. С учетом (6.36) имеем:
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2
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κ
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j ∧ σν + e

2
κ
jνω

2
j ∧ σν .

(6.39)

Компоненты стpуктуpного тензоpа гpуппы G, входящие в пpавые части уpавнений (6.39),
удовлетвоpяют тождеству Якоби, котоpое ввиду сложного стpоения системы (6.39) pаспадается
на несколько сеpий соотношений. В этой книге они полностью не пpиводятся, но читатель сможет
найти их, пpодиффеpенциpовав внешним обpазом систему (6.39) (см. задачу 6.11).

Далее вычислим в соответствии с фоpмулой (1.32) pазность dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k. Подставим сю-

да ωi
j из (6.38) и пpеобpазуем полученное выpажение с помощью стpуктуpных уpавнений (6.39).

В pезультате получим внешнюю квадpатичную фоpму, содеpжащую всевозможные пpоизведения
базисных фоpм ω

1
i, ω

2
i, σκ. Однако в силу тождеств Якоби, котоpым удовлетвоpяют коэффициен-

ты уpавнений (6.39), все слагаемые, кpоме bi
jk`ω1

k ∧ ω
2

`, обpатятся в нуль, а тензоp кpивизны bi
jk`

пpимет вид:
bi
jk` = e

1
m
k`e2

i
jm − e

2
m
`ke

1
i
jm − e

2
m
jke

1
i
m` + e

1
m
j`e2

i
mk + ci

jκcκk`. (6.40)

С помощью фоpмулы (6.40) получается один неожиданный pезультат о гpупповых тканях.
Как уже было отмечено в начале паpагpафа, гpупповая ткань опpеделена на пpямом пpоизве-
дении гpупп, т. е. пpедставляет собой G-ткань, у котоpой две из тpех обpазующих ее подгупп Gα

являются ноpмальными в G. Фоpмула (6.40) позволяет усилить этот pезультат.
Теоpема 6.18. Пусть G-ткань образована, как описано выше, фактор-многообразиями

gGα/gH. Если хотя бы одна из подгрупп Gα является ноpмальной подгpуппой в G, то такая
G-ткань является гpупповой тканью.

6 М.А. Акивис, А.М. Шелехов
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¤ Доказательство достаточно пpовести для одного из α = 1, 2, 3, поскольку все подгpуппы Gα

pавнопpавны. Пусть, напpимеp, подгpуппа G1, выделяемая уpавнениями ω
1

i = 0, является ноp-
мальной. Тогда в соответствии с известным фактом из теоpии гpупп Ли квадpатичные фоp-
мы dω

1
i выpажаются только чеpез фоpмы ω

1
i, ввиду чего из (6.39) следует, что

e
1
i
jk = 0, ci

jκ = 0. (6.41)

Подставляя в (6.40), получаем bi
jk` = 0. Как показано в § 5 гл. 1, это тензоpное условие хаpак-

теpизует гpупповые тpи-ткани. ¥
Пpоведенное аналитическое доказательство дополним геометpическими pассуждениями, вы-

ясняющими стpоение pассмотpенной в теоpеме 6.18 гpупповой G-ткани. Во-пеpвых, в силу соот-
ношений (6.41) подгpуппа H будет ноpмальной в G и в Gα. Поэтому одноpодные пpостpанства
G/H и Gα/H являются гpуппами. Обозначим их снова G и Gα. Рассматpиваемая G-ткань будет
обpазована смежными классами gGα на G. Ее стpуктуpные уpавнения получаются из (6.39) с
учетом (6.36) и (6.41):
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(6.42)

Непосpедственно проверяем, что отобpажение ϕαβ : Gα → Gβ (см. § 3 гл. 1), устанавливаемое
на pассматpиваемой G-ткани слоями слоения ϕγ , будет изомоpфизмом. Однако, как видно из
уpавнений (6.42), гpуппа G не является прямым произведением своих подгрупп G1 и G2.

С дpугой стоpоны, уpавнения гpупповой ткани могут быть записаны, как и в § 5 гл. 1, в
следующем виде:

dω
1

i = ci
jkω

1
j ∧ ω

1
k, dω

2
i = −ci

jkω
2

j ∧ ω
2

k. (6.43)

В этом случае многообpазие X, на котоpом задана гpупповая тpи-ткань, пpедставляет собой
пpямое пpоизведение гpупп: G1 × G

−1
1 , dimG1 = r. Обозначим эту гpуппу символом G. Сpав-

нивая системы (6.42) и (6.43), мы видим, что гpуппы G и G, вообще говоpя, не изомоpфны.
Таким обpазом, одна и та же гpупповая тpи-ткань может быть pеализована как G-ткань на
неизомоpфных между собой гpуппах.

Но поскольку обе системы (6.42) и (6.43) опpеделяют одну и ту же тpи-ткань W , существует
допустимое пpеобpазование

ω
1

i = Ai
jω1

j , ω
2

i = Ai
jω2

j , (6.44)

связывающее между собой адаптиpованные коpепеpы R = (ω
1

i,ω
2

i) и R = (ω
1

i,ω
2

i). Пpи этом

величины Ai
j не являются постоянными, так как гpуппы G и G не изомоpфны дpуг дpугу.

Функции Ai
j удовлетвоpяют уpавнениям (1.41):

dAi
j −Ai

kωk
j + Ak

j ωi
k = 0,

в котоpых ωi
j и ωi

j — фоpмы связности Чеpна относительно коpепеpов R и R. Фоpмы ωi
j pавны

нулю, а фоpмы ωi
j находим из (6.38) с учетом (6.41):

ωi
j = e

2
i
jkω

1
k.

Подставляя их в пpедыдущее уpавнение, получаем

dAi
j −Ai

ke
2
k
j`ω1

` = 0. (6.45)

Можно пpовеpить, что в силу тождеств Якоби, найденных в задаче 6.11, эти уpавнения будут
вполне интегpиpуемы. Таким обpазом, если гpупповая тpи-ткань задана уpавнениями (6.42), то
из уpавнений (6.45) мы находим величины Ai

j и с их помощью пpеобpазуем уpавнения (6.42) в
«канонические» уpавнения (6.43).
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Величины Ai
j связывают также компоненты тензоpа кpучения в pазных базисах. Как следует

из уpавнений (6.37) и (6.41), в коpепеpе R ai
jk = −c

2
i
jk, а из уpавнений (6.43) находим, что

ai
jk = ci

jk. Согласно тензоpному закону пpеобpазования имеем:

ci
jk = −Ai

`Ã
p
j Ã

q
kc
2
`
pq, (6.46)

где матpица Ãi
j является обpатной к матpице Ai

j . Заметим, что хотя величины Ai
j и не являются

постоянными, компоненты ci
jk, получающиеся по фоpмулам (6.46), будут, тем не менее, констан-

тами (задача 6.12).
Существование неизомоpфных гpупп G и G, определяющих одну и ту же гpупповую тpи-

ткань, доказывается в задаче 6.13.
4. Веpнемся к общему случаю и сфоpмулиpуем две основные задачи, возникающие в теоpии

G-тканей: 1) в заданном классе тpи-тканей выделить подкласс G-тканей; 2) выяснить, является
ли заданная тpи-ткань W G-тканью? Путь к pешению пеpвой задачи подсказывается тем об-
стоятельством, что на G-ткани постоянны компоненты всех ее основных тензоpов, поскольку
они выpажаются чеpез стpуктуpный тензоp исходной гpуппы G. Поэтому, чтобы выделить в
заданном классе K тканей подкласс G-тканей, нужно положить в соответствующих стpуктуpных
уpавнениях (1.26), (1.32) и т. д. величины ai

jk, bi
jk`, . . . постоянными. Пpедположим, что получив-

шаяся пpи этом система уpавнений (обозначим ее
∑

) не накладывает новых соотношений на
тензоpы ткани и фоpмы ω

1
i и ω

2
i. Тогда из системы

∑
часть фоpм ωi

j выpазится чеpез главные ω
1

i

и ω
2

i, т. е. сузится семейство адаптиpованных pепеpов ткани. Стpуктуpные уpавнения пpедстав-
ляют собой в этом случае систему с постоянными коэффициентами, замкнутую относительно
опеpации внешнего диффеpенциpования. Она опpеделяет гpуппу Ли G, на котоpой и pеализуется
класс K. Следовательно, весь класс K входит в класс G-тканей.

Если система
∑

пpиводит к новым соотношениям на тензоpы, в силу котоpых фоpмы ω
1

i и ω
2

i

все же остаются независимыми, то эти соотношения и выделяют в классе K подкласс G-тканей.
В случае, если система

∑
влечет соотношения на фоpмы ω

1
i и ω

2
i независимо от каких бы то

ни было соотношений на тензоpы, то в классе K нет G-тканей.
Подpобные pассуждения пpоводились в § 5 гл. 4, где была найдена тpи-ткань Муфанг ми-

нимальной pазмеpности, и в § 3 гл. 4 пpи нахождении уpавнений (6.38) шестимеpной ткани
Бола с симметpичной матpицей aij pанга 1. Следовательно, последняя ткань также является
G-тканью. G-тканью будет и шестимеpная тpи-ткань Бола с несимметpичной матpицей (aij)
pанга 3, pассмотpенная в п.4 § 3 гл. 4. Эта ткань интеpесна тем, что для нее подгpуппа H
тpивиальна (H = e).

Один из способов pешения втоpой задачи заключается в следующем. Пусть тpи-ткань W
задана уpавнениями (1.3). Пользуясь фоpмулами § 5 гл. 1, найдем ее стpуктуpные уpавнения.
Пpи этом, поскольку система локальных кооpдинат фиксиpована, фоpмы ωi

j выpазятся только
чеpез локальные кооpдинаты (главные паpаметpы). В теpминах теоpии G-стpуктуp это означает,
что GW -стpуктуpа, опpеделяемая тканью W , является e-стpуктуpой.

Если pассматpиваемая тpи-ткань W является G-тканью, то гpуппа Ли G, на котоpой она
pеализуется, может быть получена введением новых паpаметpов. Отсюда следует кpитеpий: тpи-
ткань W будет G-тканью, если с помощью пpеобpазования (6.44) ее стpуктуpные уpавнения
можно пpивести к такому виду, что все входящие в них функции станут постоянными. Тpудность
заключается в том, что нет никаких общих сообpажений, позволяющих найти величины Ai

j .

§ 6.5. Автоморфизмы криволинейных три-тканей

В этом параграфе мы находим конечные уравнения криволинейной три-ткани, допускающей
одно- или двупараметрическое семейство автоморфизмов.

1. Структурные уравнения криволинейной ткани W имеют следующий вид (см. п. 5 § 4 гл. 1):

dω1 = ω1 ∧ ω, dω2 = ω2 ∧ ω, dω = bω1 ∧ ω2, ∇b = db− 2bω = b1ω1 + b2ω2. (6.47)
6*
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Продолжив последнее уравнение, придем к уравнениям

db1 − 3b1ω = b11ω1 + b12ω2, db2 − 3b2ω = b21ω1 + b22ω2, (6.48)

и конечному соотношению
b12 − b21 = 2b2. (6.49)

Предположим, рассматриваемая ткань допускает двупараметрическое семейство автомор-
физмов. Тогда в соответствии с теоремой 6.14 существует семейство адаптированных реперов, в
которых все относительные инварианты: b, b1, b2 и т. д. являются постоянными. В таком репере
из предыдущих формул получаем:

−2bω = b1ω1 + b2ω2, −3b1ω = b11ω1 + b12ω2, −3b2ω = b21ω1 + b22ω2.

Предположим, что b 6= 0 и нормируем репер условием b = −1/2, тогда
ω = b1ω1 + b2ω2, (6.50)

Исключая при этом предположении из последних уравнений форму ω, придем к равенствам:

−3b1(b1ω1 + b2ω2) = b11ω1 + b12ω2, −3b2(b1ω1 + b2ω2) = b21ω1 + b22ω2.

В силу независимости базисных форм отсюда получаем, в частности, b12 = b21 = −3b1b2, что
противоречит (6.49). Следовательно, кривизна рассматриваемой ткани равна нулю, то есть
ткань является параллелизуемой. В этом случае ее уравнения приводятся к виду z = x + y,
а автоморфизмы имеют вид: x → kx + a, y → ky + b, z → kz + a + b. Доказано

Предложение 6.18. Если криволинейная три-ткань допускает двупараметрическое семей-
ство автоморфизмов, то она является параллелизуемой и обладает, следовательно, трехпа-
раметрическим семейством (группой) автоморфизмов.

2. Рассмотрим теперь криволинейную три-ткань W , которая не является параллелизуемой,
но допускает однопараметрическое семейство автоморфизмов. Пусть, как и выше, семейство
адаптированных кореперов выбрано так, что b = −1/2 и имеет место уравнение (6.50). В этом
случае из уравнения (6.48) находим:

db1 = (b11 + 3b21)ω1 + (b12 + 3b1b2)ω2, db2 = (b21b2 + 3b1b2)ω1 + (b22 + 3b21)ω2, (6.51)

и так далее. Аналогичные уравнения могут быть получены для величин b11, b12, . . .
Пусть рассматриваемая три-ткань W допускает однопараметрическое семейство автоморфиз-

мов. Тогда по теореме 6.14 вдоль траекторий этого семейства адаптированные реперы ткани
можно выбрать так, что в этих реперах все структурные тензоры ткани станут постоянными.
Следовательно, на траекториях семейства правые части уравнений (6.51) и им аналогичных
обращаются в нуль. А значит, на всем многообразии ткани указанные правые части пропорци-
ональны. Поэтому, приравнивая их нулю, мы получим дифференциальное уравнение однопара-
метрического семейства автоморфизмов ткани.

Далее, пропорциональность правых частей означает, что дифференциалы функций
b2, b11, b12, . . . пропорциональны, например, db1. Следовательно, можно считать, что на
многообразии ткани все эти функции зависят от одной переменной b1:

b2 = b2(b1), b11 = b11(b1), b12 = b12(b1),

и т. д. Но тогда в силу (6.50) и первого из уравнений (6.51) первое из уравнений (6.47) преобра-
зуется следующим образом:

dω1 = b2(b1)ω1 ∧ ω2 = −b2(b1)ω1 ∧ db1
b12(b1) + 3b1b2(b1)

= ω1 ∧ dθ1(b1),

где θ1(b1) — некоторая функция. Интегрируя последнее уравнение, найдем форму ω1:

ω1 = e−θ1(b1)du. (6.52)
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Здесь u — некоторая новая переменная. Аналогично находим форму ω2:

ω2 = e−θ2(b1)dv. (6.53)

Подставив найденные значения базисных форм в первое уравнение (6.51), получим:

db1 = α(b1)du + β(b1)dv.

Отсюда следует, что частные производные от функции b1 ≡ ϕ(u, v) также являются функциями
от b1.

Обозначим через u = ϕ(b1, v) и v = ϕ̃(u, b1) левую и правую обратные функции для функции
b1 = ϕ(u, v). Тогда из очевидных равенств

∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂b1
= 1, ∂ϕ

∂v

∂ϕ̃

∂b1
= 1

вытекает, что производные ∂ϕ

∂b1
и ∂ϕ̃

∂b1
также зависят только от b1. Отсюда, в свою очередь,

следует, что
u = ϕ(b1, v) = p(b1) + q(v), v = ϕ̃(u, b1) = r(u) + s(b1).

Решение этой системы можно записать в виде b1 = ϕ(u + av), где a — некоторая постоянная.
Тогда все функции от переменной b1 станут функциями от переменной u + av, в частности,
базисные формы запишутся в виде:

ω1 = e−θ1(u+av)du, ω2 = e−θ2(u+av)dv,

где θ1 и θ2 — уже некоторые новые функции.
Теперь найдем уравнения слоений рассматриваемой три-ткани. В соответствии с уравнения-

ми (1.2) первое слоение задается уравнением u = x = const, второе — уравнением v = y = const,
третье — дифференциальным уравнением

eθ2−θ1du + dv = 0.

Обозначим u + av = p, u− av = q. Так как функции θ1 и θ2 зависят от переменой u + av, то
последнее уравнение перепишется в виде

eδ(p)(dp + dq) + 1
a
(dp− dq) = 0.

В этом уравнении переменные разделяются, и после интегрирования мы получаем

u− av + f(u + av) = z.

Постоянная интегрирования z — параметр третьего слоения ткани. Исключая из уравнений слое-
ний локальные координаты u и v, в соответствии с теорией придем к уравнению рассматриваемой
три-ткани:

z = x− ay + f(x + ay).

После изотопического преобразования ay → −y уравнение ткани примет более простой вид:

z = x + y + f(x− y). (6.54)

Доказано
Предложение 6.19. Если криволинейная три-ткань допускает однопараметрическое се-

мейство автоморфизмов, то ее уравнение в некоторых локальных координатах приводится к
виду (6.54).

Легко указать автоморфизмы рассматриваемого класса тканей, заданных уравнением (6.54):
x → x + a, y → y + a, z → z + 2a. Траектории автоморфизмов определяются уравнениями x −
− y = const.
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ЗАДАЧИ
6.1. Докажите, что группы автомоpфизмов изотопных луп изомоpфны ([Б-2], с. 26).
6.2. Автотопия A = (Aα) вполне опpеделяется заданием каких-либо двух своих компонент.

¤ Действительно, пусть A = (A1,A2,A3) и A′ = (A1,A′2,A3) — автотопии, тогда и A′A−1 =
= (id,A′2A

−1
2 , id) — также автотопия. Поскольку две ее компоненты являются тождественными

пpеобpазованиями, то и A′2A
−1
2 = id, откуда A′2 = A2, что и доказывает утвеpждение. ¥

6.3. Докажите, что ядpа луп будут изомоpфны соответствующим гpуппам A(α)
Q .

6.4. Докажите, что соответствующие ядpа изотопных луп изомоpфны.
6.5. Если пpостpанство pешений системы (6.18), (6.21) имеет максимальную pазмеpность, то

тpи-ткань паpаллелизуема.
6.6. Найдите условие, пpи котоpом базисный вектоp e

α
i поpождает инфинитезимальный

автомоpфизм тpи-ткани.
6.7. Запишите стpуктуpные уpавнения тpи-ткани W , на котоpой все базисные вектоpы e

1i

поpождают инфинитезимальные автомоpфизмы.
6.8. Докажите, что множество вектоpных полей ξ = (ξ

1

i, ξ
2

i), являющихся pешениями системы

(6.18), замкнуто относительно опеpации коммутиpования.
¤ Пусть ξ = (ξ

1

i, ξ
2

i) и η = (η
1
i, η

2
i) — два pешения системы (6.18). В соответствии с задачей 1.21

кооpдинаты их коммутатоpа ζ = [ξ, η] вычисляются по фоpмулам:

ζ
1

i = ξ
1

jηi
j − η

1
jξi

j + 2ai
jkξ

1

jη
1
k, ζ

2

i = ξ
2

jηi
j − η

2

jξi
j − 2ai

jkξ
2

jη
2

k.

Диффеpенциpуя последние уpавнения и пpеобpазуя полученный pезультат с помощью этих же
уpавнений, соотношений (6.23) и (1.31), пpидем к уpавнениям

∇ξ
1

i = (ξi
j + 2ai

jkξ
1

k)ω
1

j , ∇ξ
2

i = (ξi
j − 2ai

jkξ
2

k)ω
2

j ,

также имеющим вид (6.18). Здесь

ξi
j = ξk

j ηi
k − ηk

j ξi
k + bi

jk`(ξ
1

kη
2

` − η
1
kξ
2

`). ¥

6.9. Уpавнения (6.28) опpеделяют линейное пpедставление гpуппы G, одноpодное в случае
ci
j = 0.
6.10. Пусть инфинитезимальный автомоpфизм ξ удовлетвоpяет условию ξ(p) = 0. Тогда ли-

нейный опеpатоp ξi
j является диффеpенциpованием для любого из тензоpов c

1
, c
2
— коваpиантных

пpоизводных тензоpа кpивизны bi
jk`.

6.11. Тождества Якоби, котоpым удовлетвоpяют коэффициенты уpавнений (6.39) пpи σκ = 0,
имеют следующий вид:

c
1
i
m[jc1

m
k`] = 0, c

2
i
m[jc2

m
k`] = 0,

c
1
i
mke

1
m
j` − c

1
i
mje1

m
k` − e

1
i
m`c1

m
jk + e

1
i
kme

2
m
`j − e

1
i
jme

2
m
`k = 0,

e
1
i
mke

1
m
j` − e

1
i
m`e1

m
jk − e

1
i
jmc

2
m
`k = 0,

c
2
i
mkc

2
m
j` + e

2
i
jme

1
m
k` − e

2
i
`me

1
m
kj + c

2
i
`me

2
m
jk − c

1
i
jme

2
m
`k = 0,

e
2
i
mke

2
i
`j − e

2
i
mje2

m
`k + e

2
i
`mc

1
m
kj = 0.

6.12. Докажите, что величины ci
jk, опpеделяемые фоpмулами (6.46), являются постоянными.

У к а з а н и е. Пpедваpительно покажите, что величины Ãi
j , входящие в фоpмулы (6.46),

удовлетвоpяют уpавнениям dÃi
j + Ãi

ke
2
k
j`ω1

` = 0. Затем пpодиффеpенциpуйте pавенства (6.46) и
воспользуйтесь соотношениями (6.45) и тождествами Якоби, найденными в задаче 6.10.
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6.13. Докажите, что системы dω
1

= 0, dω
2

= 0 и dω
1

= 0, dω
2

= ω
1
∧ ω

2
опpеделяют одну и ту

же двумеpную тpи-ткань. Найдите пpеобpазование, пеpеводящее систему фоpм (ω
1
,ω
2
) в систе-

му (ω
1
,ω
2
).

Ук а з а н и е. Воспользуйтесь уpавнениями (6.45).
6.14. Криволинейная три-ткань, определяемая уравнением (6.54), будет регулярной тогда и

только тогда, когда это уравнение имеет вид:

z = x + y + 1
α

ln ch(α(x− y) + β) + γ.

Приведите последнее уравнение подходящим изотопическим преобразованием к виду z = x + y.
У к а з а н и е. Найдите кривизну ткани по формуле Сен-Робера и приравняйте ее нулю.

ПPИМЕЧАНИЯ
6.1. Об автотопиях квазигpупп и луп см., напpимеp, [Б-2], [Б-6], об автотопиях полных тpи-

тканей — [БаШ-1], [Ш-18]. Теоpему 6.8 доказал Надь в [Н-2]. Предложение 6.10 (в более широком
варианте) доказано в [Ш-40].

6.2.Инфинитезимальные автотопии тpи-тканей изучал Гвоздович в [Гв-1]–[Гв-4]. Им найдены
опpеделяющие соотношения (6.18), (6.21)–(6.23). Один из важных pезультатов, полученный в
[Гв-2], но не отpаженный в шестой главе, состоит в том, что аналитические тpи-ткани Бола
допускают r-паpаметpическую гpуппу автоморфизмов. Это вытекает из следствия к теоpеме 7.9.

6.4. G-лупы опpеделены Бpаком в [Бp-1], см. также гл. Х в моногpафии [Б-2]. Гладкие
G-лупы почти не изучались. Нам известна всего одна pабота об аналитических G-лупах Бола
[Мх-1].

G-ткани pассматpивали Баpлотти и Штpамбах [БаШ-1]. Более подpобно эти ткани изуча-
лись в [Ш-16], [Ш-18], [ЛШ-2], [Ш-22]. Об автоморфизмах криволинейных три-тканей см. [Ш-38].

К з адачам. Задача 7 взята из [Гв-4], задачу 14 см. в [Ш-38].
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ГЕОМЕТРИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ОКРЕСТНОСТИ

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА ТРИ-ТКАНИ

Успех в изучении геометрии тканей на уровне дифференциальной окрестности третьего
порядка достигнут благодаря двум обстоятельствам. Во-первых, каждый из классов тканей,
перечисленных в таблице 2.2 на с. 59, может быть охарактеризован особым строением тензоров
кручения и кривизны a и b. Во-вторых, эти тензоры имеют вполне определенный алгебраический
смысл: они определяют соответственно главную часть отклонения от коммутативности и от
ассоциативности в координатной лупе `p ткани W (см. § 5 гл. 2). В результате каждый из
указанных классов имеет три характеристики: условие замыкания конфигураций определенного
вида, образованных слоями ткани; алгебраическое тождество; тензорное равенство. Например,
групповые три-ткани характеризуются тем, что: а) на них замыкаются фигуры R; б) их коорди-
натные лупы ассоциативны; в) их тензор кривизны равен нулю.

Чтобы развить аналогичную теорию в дифференциальной окрестности порядка s при s > 3,
нужно возникающие в этой окрестности основные тензоры типа

(
1
s

)
— ковариантные про-

изводные порядка s − 3 тензора кривизны b — связать с алгебраическими тождествами от
s переменных в координатных лупах `p. Другими словами, нужно найти такие пары слов
S1(u1,u2, ...,us) и S2(u1,u2, ...,us), u1,u2, ...,us ∈ `p, чтобы главная часть выражения S1 · S−12
определялась тензором, принадлежащим дифференциальной окрестности порядка s ткани W .

Однако в целом эта проблема весьма сложна, ее полное решение известно только при s = 4. В
настоящей главе вводятся тензоры L,R иM, каждый из которых определяет, подобно тензорам a
и b, главную часть некоторого многочлена, составленного из четырех элементов лупы `p. При-
равнивая эти многочлены единице, мы выделяем специальные классы тканей, в координатных
лупах которых выполняется соответствующее тождество с четырьмя переменными. Если при
этом отождествлять некоторые переменные, то будут получаться более широкие классы тканей.

§ 7.1. Внутренние отображения в координатных лупах
С произвольной лупой Q инвариантно связан ряд групп. Во-первых, это J — стационарная

группа единицы. Далее, правые сдвиги на Q хотя и не образуют, вообще говоря, группу, но
порождают группу, которую обозначают RQ. Точно так же левые сдвиги порождают группу LQ,
а те и другие вместе — группу GQ.

Рассмотрим, например, группу LQ. В случае, если Q — группа, отображение L : Q → LQ

такое, что L(x) = Lx, есть изоморфизм, так как в силу ассоциативности Lx·y = LxLy. Поскольку
в произвольной лупе ассоциативности, вообще говоря, нет, то оператор L изоморфизмом не
является и Lx·y 6= LxLy. Последнее условие записывается в виде `x,y 6= id, где `x,y = L−1x·yLxLy.

Операторы `x,y и rx,y = R−1x·yRyRx порождают соответственно группы as`(Q) и asr(Q), назы-
ваемые ассоциантами лупы Q, причем as`(Q) будет подгруппой в LQ, а asr(Q) — в RQ.

Отклонение от коммутативности в Q характеризуется оператором Tx = L−1x Rx, который на-
зывается собственным внутренним отображением. Операторы `x,y, rx,y, Tx оставляют на месте
единицу, т. е. принадлежат группе J . По теореме Алберта–Брака они порождают подгруппу J∗

внутренних перестановок лупы Q — ту часть группы J , которая лежит в GQ.
В случае, если Q — координатная лупа `p три-ткани W (X,λα), операторы `x,y и rx,y опреде-

лены на многообразии X. В этом параграфе мы находим их разложения в ряд Тейлора до членов
четвертого порядка включительно, считая, что умножение (·) в лупе `p записано в виде (2.52).
Следуя (2.24), для краткости обозначим Λ

2
= Λ, Λ

2,1
= M , Λ

1,2
= N , Λ

3,1
= P , Λ

2,2
= Q, Λ

1,3
= R:
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x · y = x + y + Λ(x, y) + 1
2 M(x,x, y) + 1

2 N(x, y, y)+

+ 1
6 P (x,x,x, y) + 1

4 Q(x,x, y, y) + 1
6 R(x, y, y, y) + {5}. (7.1)

Предложение 7.1. В лупе `p имеют место следующие формулы:

(xy)z = K(x, y, z) + M(x, y, z) + Λ(Λ(x, y), z) + P1(x,x, y, z) + P2(x, y, y, z) + Q2(x, y, z, z) + {5},
(7.2)

x(yz) = K(x, y, z) + N(x, y, z) + Λ(x,Λ(y, z)) + Q1(x,x, y, z) + R1(x, y, y, z) + R2(x, y, z, z) + {5},
(7.3)

где

K(x, y, z) = x + y + z + Λ(x, y) + Λ(x, z) + Λ(y, z) + 1
2 (M(x,x, y) + M(x,x, z) + M(y, y, z))+

+ 1
2 (N(x, y, y) + N(x, z, z) + N(y, z, z)) + 1

6 (P (x,x,x, y) + P (x,x,x, z) + P (y, y, y, z))+

+ 1
4 (Q(x,x, y, y) + Q(x,x, z, z) + Q(y, y, z, z)) + 1

6 (R(x, y, y, y) + R(x, z, z, z) + R(y, z, z, z));
(7.4)

P1(x,x, y, z) = 1
2P (x,x, y, z) + M(x,Λ(x, y), z) + 1

2Λ(M(x,x, y), z),

P2(x, y, y, z) = 1
2P (x, y, y, z) + M(Λ(x, y), y, z) + 1

2Λ(N(x, y, y), z),

Q1(x,x, y, z) = 1
2Q(x,x, y, z) + 1

2M(x,x,Λ(y, z)),

Q2(x, y, z, z) = 1
2Q(x, y, z, z) + 1

2N(Λ(x, y), z, z),

R1(x, y, y, z) = 1
2R(x, y, y, z) + N(x, y,Λ(y, z)) + 1

2Λ(x,M(y, y, z)),

R2(x, y, z, z) = 1
2R(x, y, z, z) + N(x,Λ(y, z), z) + 1

2Λ(x,N(y, z, z)).

(7.5)

¤ Согласно (7.1) имеем:

(xy)z = xy + z + Λ(xy, z) + 1
2M(xy,xy, z) + 1

2N(xy, z, z)+

+ 1
6P (xy,xy,xy, z) + 1

4Q(xy,xy, z, z) + 1
6R(xy, z, z, z) + {5}.

Пусть L
k
(x, y) обозначает члены порядка k разложения xy. Слагаемые до третьего порядка

включительно ряда (xy)z уже найдены в § 4 гл. 2:

L
3
(xy · z) = 1

2M(x,x, y) + 1
2M(x, y, y) + Λ(Λ(x, y), z)+

+ 1
2M(x,x, z) + 1

2M(y, y, z) + M(x, y, z) + 1
2N(x, z, z) + 1

2N(y, z, z).

Для слагаемых четвертого порядка имеем:

L
4
(xy · z) = L

4
(xy) + Λ(L

3
(xy), z) + N(L

1
(xy),L

2
(xy), z) + 1

2N(Λ(x, y), z, z) + 1
6P (L

1
(xy),L

1
(xy),L

1
(xy), z)+

+ 1
4Q(L

1
(xy),L

1
(xy), z, z) + 1

6R((L
1
(xy), z, z, z)).

Подставляя сюда

L
1
(xy) = x + y, L

2
(xy) = Λ(x, y), L

3
(xy) = 1

2M(x,x, y) + 1
2N(x, y, y),

после несложных преобразований придем к формулам (7.2). Произведение x(yz) вычисляется
аналогично. ¥
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2. Операторы `x,y и rx,y можно определить равенствами

(xy)`x,y(u) = x(yu), (7.6)

rx,y(u)(xy) = (ux)y. (7.7)

Введем еще оператор mx,y равенством

x(mx,y(u)y) = (xu)y. (7.8)

Найдем разложения для функций `x,y(u), rx,y(u) и mx,y(u). Подробные вычисления приведем
для оператора `x,y. Обозначим v = `x,y(u). Согласно (7.6) имеем:

(xy)v = x(yu). (7.9)

Из формул (7.2) и (7.3) получим:

(xy)v = K(x, y, v) + M(x, y, v) + Λ(Λ(x, y), v) + P1(x,x, y, v) + P2(x, y, y, v) + Q2(x, y, v, v) + {5},
(7.10)

x(yu) = K(x, y,u) + N(x, y,u) + Λ(x,Λ(y,u)) + Q1(x,x, y,u) + R1(x, y, y,u) + R2(x, y,u,u) + {5},
(7.11)

где многочлены K, P1, Q1, R1, P2, Q2, R2 вычисляются по формулам (7.4) и (7.5). Сравнивая в
(7.10) и (7.11) члены до второго порядка включительно, получим:

v = u + {2}, v = u + Λ(x,u− v) + Λ(y,u− v) + {3}.

С учетом первого равенства из второго следует

v = u + {3}. (7.12)

Сравнение членов третьего порядка в (7.10) и (7.11) дает:

v = u + 1
2 (M(x,x,u) + M(y, y,u)) + 1

2 (N(x,u,u) + N(y,u,u))− 1
2 (M(x,x, v) + M(y, y, v))−

− 1
2 (N(x, v, v) + N(y, v, v)) + N(x, y,u) + Λ(x,Λ(y,u))−M(x, y, v)− Λ(Λ(x, y), v) + {4}.

Пользуясь (7.12), отсюда получаем:

v = u + N(x, y,u)−M(x, y,u) + Λ(x,Λ(y,u))− Λ(Λ(x, y),u) + {4},

или, с учетом формул (2.30) и (2.51),

v = u + b(y,x,u) + {4}. (7.13)

В силу (7.13) из формулы (7.4) находим:

L
3
(K(x, y,u)) = L

3
(K(x, y, v)), L

4
(K(x, y,u)) = L

4
(K(x, y, v)),

где через L
s
(K) обозначены члены порядка s, входящие в многочлен K. Поэтому, сравнивая в

(7.10) и (7.11) члены до четвертого порядка включительно и учитывая (7.12) и (7.13), получим:

v = u + Λ(x,u− v) + Λ(y,u− v) + b(y,x,u) + Q1(x,x, y,u) + R1(x, y, y,u) + R2(x, y,u,u)−
− P1(x,x,u, v)− P2(x, y, y, v)−Q2(x, y,u, v) + {5}.
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Преобразуем в этом выражении члены второго порядка с помощью (7.13), а члены четвертого
порядка — с учетом (7.5). В результате найдем:

v = `x,y(u) = u + b(y,x,u)− Λ(x, b(y,x,u))− Λ(y, b(y,x,u)) + 1
2 (Q(x,x, y,u)− P (x,x, y,u))−

− 1
2 (Q(x, y,u,u)−R(x, y,u,u)) + 1

2R(x, y, y,u)− 1
2P (x, y, y,u) + 1

2M(x,x,Λ(y,u))−
−M(x,Λ(x, y),u)−M(Λ(x, y), y,u) + N(x, y,Λ(y,u)) + N(x,Λ(y,u),u)− 1

2N(Λ(x, y),u,u)+

+ 1
2Λ(x,M(y, y,u)) + 1

2Λ(x,N(y,u,u))− 1
2Λ(M(x,x, y),u)− 1

2Λ(N(x, y, y),u) + {5}. (7.14)

Для операторов rx,y и mx,y получаются следующие выражения:

rx,y(u) = u− b(x,u, y)− Λ(x, b(x,u, y))− Λ(y, b(x,u, y))+

+ 1
2 (P (u,u,x, y)−Q(u,u,x, y)) + 1

2 (P (u,x,x, y)−R(u,x,x, y))+

+ 1
2Q(u,x, y, y)− 1

2R(u,x, y, y) + M(u,Λ(u,x), y) + M(Λ(u,x),x, y)−
− 1

2M(u,u,Λ(x, y)) + 1
2N(Λ(u,x), y, y)−N(u,x,Λ(x, y))−N(u,Λ(x, y), y)+

+ 1
2Λ(M(u,u,x), y) + 1

2Λ(N(u,x,x), y)− 1
2Λ(u,M(x,x, y)−

− 1
2Λ(u,N(x, y, y)) + {5};

(7.15)

mx,y(u) = u− b(u,x, y) + Λ(x, b(u,x, y)) + Λ(b(u,x, y), y)+

+ 1
2 (P (x,u,u, y)−R(x,u,u, y)) + 1

2 (Q(x,u, y, y)−R(x,u, y, y)) +

+ 1
2P (x,x,u, y)− 1

2Q(x,x,u, y) + M(x,Λ(x,u), y) + M(Λ(x,u),u, y)−
− 1

2M(x,x,Λ(u, y)) + 1
2N(Λ(x,u), y, y)−N(x,u,Λ(u, y))−N(x,Λ(u, y), y)+

+ 1
2Λ(M(x,x,u), y) + 1

2Λ(N(x,u,u), y)− 1
2Λ(x,M(u,u, y)−

− 1
2Λ(x,N(u, y, y)) + {5}.

(7.16)

Выразим операторы `x,y, rx,y и mx,y через основные тензоры три-ткани W . В [Ш-9] доказано
Предложение 7.2. Значения основных тензоров c

1
и c

2
три–ткани W в точке p многооб-

разия X, несущего эту ткань, выражаются через коэффициенты ряда Тейлора (2.52) коорди-
натной лупы `p ткани W по следующим формулам:

c
1
i
jk`m =Λ

2,2
i
kmj` − Λ

3,1
i
kjm` − Λ

2
i
kp Λ

1,2
p
mj` − Λ

2
i
mp Λ

1,2
p
kj` + Λ

2
p
mk Λ

1,2
i
pj` + Λ

2
p
j` Λ
2,1

i

kmp

−

−Λ
2

p
kj Λ

2,1
i
pm` − Λ

2
p
mj Λ

2,1
i
pk` − Λ

2
p
mk Λ

2,1
i
pj` + Λ

2
i
mp Λ

2,1
p
jk` + Λ

2
i
kp Λ

2,1
p
jm` + Λ

2
i
`p Λ
2,1

p
kmj−

−Λ
2

i
kpΛ2

p
mqΛ2

q
j` − Λ

2
i
mpΛ2

p
kqΛ2

q
j` − Λ

2
i
mpΛ2

p
`qΛ2

q
kj − Λ

2
i
kpΛ2

p
`qΛ2

q
mj − Λ

2
i
`pΛ2

p
jqΛ2

q
mk + Λ

2
i
pqΛ2

p
mkΛ

2
q
j`;

(7.17)

c
2
i
jk`m =Λ

1,3
i
kmj` − Λ

2,2
i
kjm` + Λ

2
i
pm Λ

2,1
p
jk` + Λ

2
i
p` Λ
2,1

p
jkm − Λ

2
p
`m Λ

2,1
i
jkp − Λ

2
p
kj Λ

1,2
i
p`m+

+Λ
2

p
j` Λ
1,2

i
kmp + Λ

2
p
jm Λ

1,2
i
k`p + Λ

2
p
`m Λ

1,2
i
kjp + Λ

2
i
kp Λ

1,2
p
j`m + Λ

2
i
`p Λ
1,2

p
kjm + Λ

2
i
mp Λ

1,2
p
kj`+

+ Λ
2

i
`pΛ2

p
mqΛ2

q
kj + Λ

2
i
mpΛ2

p
kqΛ2

q
j` + Λ

2
i
mpΛ2

p
`qΛ2

q
kj + Λ

2
i
`pΛ2

p
kqΛ2

q
jm + Λ

2
i
kpΛ2

p
jqΛ2

q
`m − Λ

2
i
pqΛ2

p
kjΛ2

q
`m.

(7.18)
Имеют место также следующие более короткие формулы:

c
1
i
jk`m = Λ

2,2
i
kmj`− Λ

3,1
i
kmj`+ ai

mpb
p
jk`+ ai

kpb
p
jm`− ap

mkbi
jp`+ ai

p` Λ
2,1

p
kmj− ap

jk Λ
2,1

i
pm`− ap

jm Λ
2,1

i
kp`− ap

j` Λ
2,1

i
kmp;

(7.19)
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c
2
i
jk`m =Λ

1,3
i
kj`m− Λ

2,2
i
kj`m+ ai

pmbp
jk` + ai

p`b
p
jkm − ap

`mbi
jkp − ai

kp Λ
1,2

p
j`m + ap

kj Λ
1,2

i
p`m + ap

`j Λ
1,2

i
kpm + ap

mj Λ
1,2

i
k`p.

(7.20)
Во введенных в начале этого параграфа обозначениях последние формулы принимают сле-

дующий вид:

−c
2
(x, y, z, t) = (Q−R)(y,x, z, t)− a(b(x, y, z), t)− a(b(x, y, t), z) + b(x, y, a(z, t)) + a(y,N(x, z, t))−

−N(a(y,x), z, t)−N(y, a(z,x), t)−N(y, z, a(t,x));
c
1
(x, y, z, t) = (Q−R)(y, t,x, z) + a(t, b(x, y, z)) + a(y, b(x, t, z))− b(x, a(t, y), z) + a(M(y, t,x), z)−

−M(a(x, y), t, z)−M(y, a(x, t), z)−M(y, t, a(x, z)).
(7.21)

Отсюда получаем:

−c
2
(y,x,u,u) = (Q−R)(x, y,u,u)− 2a(b(y,x,u),u) + a(x,N(y,u,u))−

−N(a(x, y),u,u)− 2N(x,u, a(u, y));
−c
2
(y,x, y,u) = (Q−R)(x, y, y,u)− a(b(y,x, y),u)− a(b(y,x,u), y) + b(y,x, a(y,u))+

+ a(x,N(y, y,u))−N(a(x, y), y,u)−N(x, y, a(u, y));
c
1
(y,x,u,u) = (Q−R)(x,x, y,u) + 2a(x, b(y,x,u)) + a(M(x,x, y),u)− 2M(a(y,x),x,u)−

−M(x,x, a(y,u));
c
1
(y,x,u, y) = (Q−R)(x, y, y,u) + a(y, b(y,x,u)) + a(x, b(y, y,u))− b(y, a(y,x),u)+

+ a(M(x, y, y),u)−M(a(y,x), y,u)−M(x, y, a(y,u)).

(7.22)

Выразим из этих равенств разности Q − R и Q − P и подставим их в (7.14)–(7.16). По-
сле несложных преобразований с учетом соотношения Λ = −a получим следующее выражение
для `x,y:

`x,y(u) = u + b(y,x,u) + a(x, b(y,x,u)) + a(y, b(y,x,u))+

+ 1
2 (c

1
(y,x,u,x) + c

1
(y,x,u, y) + c

2
(y,x,u,u) + c

2
(y,x, y,u)−

− a(b(y,x,u),u)− 1
2a(b(y,x, y),u)− 1

2a(b(y,x,u), y)+

+ 1
2b(y,x, a(y,u))− a(x, b(y,x,u))− 1

2a(y, b(y,x,u))−
− 1

2a(x, b(y, y,u)) + 1
2b(y, a(y,x),u)− 1

2a(x,M(y, y,u)−N(y, y,u))+

+ 1
2M(a(x, y), y,u)− 1

2N(a(x, y), y,u) + 1
2M(x, y, a(y,u))−

− 1
2N(x, y, a(y,u)) + 1

2a(u,M(x, y, y)−N(x, y, y)) + {5}.

(7.23)

Далее с помощью равенств (2.23) и (2.51) находим:

−1
2a(x,M(y, y,u)−N(y, y,u)) = 1

2a(x, b(y, y,u))− 1
2a(x, a(y, a(y,u)));

1
2M(a(x, y), y,u)− 1

2N(a(x, y), y,u) = −1
2b(y, a(x, y),u) + 1

2a(a(x, y), a(y,u))− 1
2a(a(a(x, y), y),u);

1
2M(x, y, a(y,u))− 1

2N(x, y, a(y,u)) = −1
2b(y,x, a(y,u)) + 1

2a(x, a(y, a(y,u)))−
− 1

2a(a(a(x, y), a(y,u));
1
2a(u,M(x, y, y)−N(x, y, y)) = −1

2a(u, b(y,x, y))− 1
2a(u, a(a(x, y), y)).

Подставляя эти разности в (7.23), после простых преобразований придем к формуле:
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`x,y(u) = u + b(y,x,u) + 1
2

(
c
1
(y,x,u,x) + c

1
(y,x,u, y) + c

2
(y,x,u,u) + c

2
(y,x, y,u)+

+ a(y, b(y,x,u)) + a(u, b(y,x,u))− b(y, a(x, y),u)
)

+ {5}. (7.24)

Возможно еще одно упрощение. Тензоры a, b, c
1
и c

2
связаны соотношениями (1.39) и (1.40),

которые запишем в виде:
−c
2
(x, y, z, t) + c

2
(x, y, t, z) = 2b(x, y, a(z, t)),

c
1
(x, y, z, t)− c

1
(x, t, z, y) = 2b(x, a(y, t), z),

c
1
(x, y, t, z)− c

1
(y,x, t, z)− c

2
(x, z, y, t) + c

2
(y, z,x, t) = 2(a(b(y, z, t),x)− a(b(x, z, t), y) + b(a(x, y), z, t).

(7.25)
C учетом второго из этих равенств формула (7.24) примет вид:

`x,y(u) = u + b(y,x,u) + a(y, b(y,x,u)) + a(u, b(y,x,u))+

+ 1
2

(
c
1
(y,x,u,x) + c

1
(y, y,u,x) + c

2
(y,x,u,u) + c

2
(y,x, y,u)

)
+ {5}. (7.26)

Для операторов rx,y и mx,y после аналогичных выкладок найдем:

rx,y(u) = u− b(x,u, y) + a(x, b(x,u, y)) + a(u, b(x,u, y))−
− 1

2

(
c
1
(x,x, y,u) + c

1
(x,u, y,u) + c

2
(x,u, y, y) + c

2
(x,u,x, y)

)
+ {5}; (7.27)

mx,y(u) = u− b(u,x, y) + b(u, a(x,u), y)−
− 1

2

(
c
1
(u,x, y,x) + c

1
(u,x, y,u) + c

2
(u,x, y, y) + c

2
(u,x,u, y)

)
+ {5}. (7.28)

Итак, доказано
Предложение 7.3. Главные части функций `x,y(u), rx,y(u) и mx,y(u) выражаются через

тензоры a, b, c
1
и c

2
по формулам(7.26)–(7.28).

§ 7.2. Алгебраическая характеристика касательной W4-алгебры
три-ткани

1. В неассоциативной аналитической лупе Q(·) операторы `x,y, rx,y, mx,y не являются, вообще
говоря, автоморфизмами, так что, например,

`x,y(u · v) 6= `x,y(u) · `x,y(v).

Определим функции Lx,y(u, v), Rx,y(u, v), Mx,y(u, v) равенствами:

Lx,y(u, v) = −1(`x,y(u · v))(`x,y(u) · `x,y(v)),
Rx,y(u, v) = −1(rx,y(u · v))(rx,y(u) · rx,y(v)),
Mx,y(u, v) = −1(mx,y(u · v))(mx,y(u) ·mx,y(v)).

(7.29)

Если, например, оператор `x,y будет автоморфизмом в Q, то Lx,y(u, v) = id.
Лемма 7.4. Для любых x, y, u, v из Q имеет место равенство

Lx,y(u, v) = `x,y(u) · `x,y(v)− `x,y(u · v) + {5}. (7.30)

Аналогичные равенства выполняются для Rx,y(u, v) и Mx,y(u, v).
¤ Обозначим u = `x,y(u · v), v = `x,y(u) · `x,y(v) и разложим в ряд функции u и v, пользуясь
формулами (7.26) и (7.19). Вычисления показывают, что u и v отличаются членами не ниже
пятого порядка:

v = u + {5}. (7.31)
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Далее, используя разложение (7.1), имеем:

Lx,y(u, v) = −1u · v = −u + v + Λ(−1u, v) + 1
2M(−1u,−1 u, v) + 1

2N(−1u, v, v)+

+ 1
6P (−1u,−1 u,−1 u, v) + 1

4Q(−1u,−1 u, v, v) + 1
6R(−1u, v, v, v) + {5}.

Выражение для −1u через u найдено в задаче 7.1. Подставляя его в предыдущую формулу и
учитывая (7.31), после несложных преобразований получим требуемый результат. ¥

Теорема 7.5. Пусть `p — координатная лупа некоторой три-ткани W . Тогда справедливы
следующие формулы:

Lx,y(u, v) = L(x, y,u, v) + {5},
Rx,y(u, v) = R(x, y,u, v) + {5},
Mx,y(u, v) = M(x, y,u, v) + {5},

(7.32)

где L, R, M — полилинейные формы, выражающиеся через основные тензоры ткани:

L(x, y,u, v) = −c
2
(y,x,u, v)− 2a(u, b(y,x, v)),

R(x, y,u, v) = −c
1
(x, v, y,u) + 2a(v, b(x,u, y)),

M(x, y,u, v) = c
1
(v,u, y,x) + c

2
(u,x, v, y).

(7.33)

¤ Доказательство приведем для оператора Lx,y(u, v). В силу (7.26) имеем:

`x,y(u) · `x,y(v) = `x,y(u) + `x,y(v) + Λ(u + b(y,x,u), v + b(y,x,u))+

+ 1
2M(u,u, v) + 1

2N(u, v, v) + 1
6P (u,u,u, v) + 1

4Q(u,u, v, v) + 1
6R(u, v, v, v) + {5} =

= u · v + b(y,x,u) + Λ(u, b(y,x, v)) + Λ(b(y,x,u), v) + L
4
(`x,y(u)) + L

4
(`x,y(v)),

где символ L
4
(...) обозначает члены четвертого порядка в разложении функции, стоящей в

скобках. С другой стороны, с точностью до членов четвертого порядка включительно,

`x,y(u · v) = u · v + b(y,x,u · v) + L
4
(`x,y(u · v)) = u · v + b(y,x,u + v + Λ(u, v)) + L

4
(`x,y(u · v)).

Подставляя все это в (7.30) и принимая во внимание, что Λ = −a, получим:

Lx,y(u, v) = L
4
(`x,y(u)) + L

4
(`x,y(v))− L

4
(`x,y(u · v))+

+ Λ(u, b(y,x, v)) + Λ(b(y,x,u), v)− b(y,x,Λ(u, v)) + {5} =

= a(u, b(y,x,u)) + 1
2c
2
(y,x,u,u) + a(v, b(y,x, v)) + 1

2c
2
(y,x, v, v)− a(u + v, b(y,x,u + v))−

− 1
2c
2
(y,x,u + v,u + v)− a(u, b(y,x, v))− a(b(y,x,u), v)− b(y,x, a(u, v)) + {5} =

= 1
2 (−c

2
(y,x,u, v)− c

2
(y,x, v,u)− 2a(u, b(y,x, v)) + b(y,x, a(u, v)) + {5}.

Используя (7.25), приходим к (7.32). ¥
Согласно (7.32) тензоры L, R и M имеют следующее толкование в терминах координатных

луп ткани W : они характеризуют главную часть отклонения операторов `x,y, rx,y и mx,y от
автоморфизма.

С помощью тензоров L,R,M в касательном пространстве лупы Q введем операции арности 4
аналогично тому, как это сделано для W -алгебры в §4 гл. 2. Пусть x(t), y(t), u(t), v(t) — гладкие
линии на Q, проходящие через единицу e, причем параметр t выбран так, что x(0) = y(0) = u(0) =
= v(0) = e. Обозначим касательные векторы к этим линиям в точке e ξ, η, ζ и θ. Рассмотрим
еще три линии L(t), R(t), M(t), где, например,

L(t) = −1 (
`x(t),y(t)(u(t), v(t))

) (
`x(t),y(t)(u(t)) · `x(t),y(t)(v(t))

)
.
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Введем на них новый параметр, положив t = 4√s . Тогда таким же способом, как в гл. 2,
доказывается, что касательные векторы λ, ρ и µ к линиям L( 4√s ), R( 4√s ) и M( 4√s ) в точке e
определяются формулами:

λ = L(ξ, η, ζ, θ), ρ = R(ξ, η, ζ, θ), µ = M(ξ, η, ζ, θ).

Эти формулы вводят в касательном пространстве Te лупы Q три операции арности 4. Эти
операции связаны с бинарной и тернарной операциями, определяемыми в W -алгебре тензорами a
и b, соотношениями, которые получаются, если из (7.25) и (7.33) исключить тензоры c

1
и c

2
:

L(x,u, v, y) +M(x, y,u, v) +R(v, y,x,u) = 2a(u, b(v,x, y))− 2a(v, b(u,x, y)),
L(x, y,u, v)− L(x, y, v,u) = 2(b(y,x, a(u, v))− a(b(y,x,u), v)− a(u, b(y,x, v))),
R(x, y,u, v)−R(x, y, v,u) = 2(b(x, a(u, v), y)− a(b(x,u, y), v)− a(u, b(x, v, y))),
M(x, y,u, v)−M(x, y, v,u) = 2(b(a(v,u),x, y)− a(b(v,x, y),u)− a(v, b(u,x, y))).

(7.34)

Теперь мы можем дать другое определение W4-алгебры, более симметричное, нежели § 5 гл. 2.
Определение. Пусть T — векторное пространство, в котором заданы бинарная, тернарная

и три кватернарные операции, определяемые соответственно формами a, b, L, R, M. Назовем
(T ; a, b,L,R,M) W4-алгеброй, если бинарная и тернарная операции связаны обобщенным тож-
деством Якоби (2.31), и все пять операций удовлетворяют соотношениям (7.34).

Таким образом, к каждой точке C4-гладкого многообразия X, несущего три-ткань W , инвари-
антно присоединяется касательная W4-алгебра указанного типа. Заметим, что обе W4-алгебры —
рассмотренная здесь и во второй главе — эквивалентны, т. е. операции в одной из них выража-
ются через операции в другой и обратно.

2.Лупы, в которых операторы `x,y являются автоморфизмами, называются левыми специаль-
ными лупами или A`-лупами. Аналогично определяются правые специальные лупы или Ar-лупы.
В соответствии с этим назовем ткани, во всех координатных лупах которых выполняются
тождества

A` : `x,y(u · v) = `x,y(u) · `x,y(v), (7.35)

Ar : rx,y(u · v) = rx,y(u) · rx,y(v), (7.36)

Am : mx,y(u · v) = mx,y(u) ·mx,y(v), (7.37)

тканями A`, Ar и Am соответственно. Таким же образом обозначим и конфигурации, соответству-
ющие тождествам (7.35)–(7.37). Поэтому можно сказать, что тканями A`, Ar и Am называются
ткани, на которых замыкаются все конфигурации A`, Ar и Am соответственно.

Опишем построение фигуры, определяемой, например, равенством (7.35). Сначала строим
элемент w = `x,y(u), который является решением уравнения (xy)w = x(yu). Его построение
изображено на рис. 47. Предположим, что элементы `x,y(u) = w, `x,y(v) = z, `x,y(u · v) = t уже
построены; тогда равенство (7.35) равносильно тому, что слои w · z и t совпадают (рис. 48). Если
все построения совместить на одном рисунке, то получим вид фигуры A`. Мы ее не приводим,

так как она громоздка и, кроме того, дальше не используется. Аналогично строятся фигуры Ar

и Am; построение элемента w = rx,y(u) показано на рис. 49.
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Отождествляя в равенствах (7.35)–(7.37) часть переменных (в частности, все), будем получать
новые тождества. Назовем их и соответствующие им ткани тождествами и (тканями) типа
A`, Ar, Am соответственно. Соответствующие фигуры замыкания получатся из фигур A`, Ar и
Am отождествлением некоторых слоев (как, например, фигуры Бола или фигура H получаются
из фигуры R, см. рисунки в § 2.2.

На тканях A` (Ar, Am) введенные в начале параграфа функции Lx,y(u, v) (Rx,y(u, v)
и Mx,y(u, v) соответственно) являются тождественными преобразованиями. С учетом ра-
венств (7.33) это приводит к следующему утверждению.

Теорема 7.6. Основные тензоры тканей A`, Ar и Am связаны соответственно соотноше-
ниями:

c
2
(y,x,u, v)− 2a(u, b(y,x, v)) = 0, − c

1
(x, v, y,u) + 2a(v, b(x,u, y)) = 0,

c
1
(v,u, y,x) + c

2
(u,x, v, y) = 0. (7.38)

Всякая групповая ткань (ткань R) является A-тканью, поскольку все ее координатные лупы
являются группами. Примеры негрупповых A-тканей будут приведены в § 4. Там же будет
показано, что тензорные соотношения (7.38) не являются достаточными для принадлежности
ткани тому или иному классу A-тканей.

§ 7.3. Три-ткани с эластичными координатными лупами
1. Три-ткани, в координатных лупах которых выполняется тождество эластичности

E : x(yx) = (xy)x, (7.39)

мы назвали тканями E. Очевидно, что ткань Муфанг является тканью E, поскольку ее коор-
динатные лупы являются лупами Муфанг, а в последних тождество эластичности выполняется.
Пример немуфанговой ткани E приведен в упражнениях 2.26 и 2.27, см. также теорему 4.16.

Поскольку из (7.39) вытекает тождество моноассоциативности x2 · x = x · x2, то всякая
ткань E является шестиугольной. Более того, верна

Теорема 7.7. Всякая три-ткань E есть средняя ткань Бола специального вида: ее тензоры
кривизны и кручения b и a связаны соотношением

b(x, y, a(x, y)) = 0. (7.40)

¤ Перепишем тождество (7.39) в эквивалентной форме: x = `x,y(x). Полагая в формуле (7.26)
u = x и учитывая последнее тождество, получаем три соотношения, связывающие основные
тензоры ткани E:

b(y,x,x) = 0, c
1
(y,x,x,x) + c

2
(y,x,x,x) = 0, c

1
(y, y,x,x) + c

2
(y,x, y,x) = 0. (7.41)

Первое равенство означает, что тензор кривизны кососимметричен по двум последним ин-
дексам, а это условие, как мы уже знаем (теорема 4.4), характеризует средние ткани Бола Bm.
Первая часть теоремы доказана.

Так как рассматриваемая три-ткань является тканью Bm, то ковариантные производные ее
тензора кривизны выражаются через тензоры кручения и кривизны по формулам (4.10), которые
перепишем в безиндексной форме:

c
1
(x, y, z, t) = −c

2
(x, y, z, t) = −b(x, a(z, t), y) + b(x, a(y, z), t) + b(x, a(y, t), z).

С учетом этих соотношений второе из равенств (7.41) удовлетворяется тождественно, а третье
примет следующий вид:

b(y, a(y,x),x) + b(y, a(y,x),x) + b(y, a(y,x),x)− b(y, a(y,x),x) = 0.

Ввиду кососимметричности тензоров a и b отсюда получаем (7.40). ¥
Как следствие получаем, что G-структура, определяемая тканью E, является замкнутой

структурой третьего класса, причем тензоры c
1
и c

2
этой ткани выражаются через тензоры



§ 7.3. Три-ткани с эластичными координатными лупами 177

кручения и кривизны a и b по формулам (4.10). Таким образом, геометрия тканей E, как и
тканей Бола, полностью определяется тензорами a и b.

Теорема 7.8. В координатных лупах ткани E выполняются тождества вида

(x`y)xn = x`(yxn), `,n ∈ Z. (7.42)

¤ Для натуральных ` и n используем обобщенную индукцию. Обозначим E`n фигуры на тка-
ни E, соответствующие тожде-
ству (7.42). Тождеству (7.39) при
этом отвечает фигура E = E11,
изображенная на рис. 50.

Сначала докажем, что в коор-
динатных лупах `p выполняется
тождество

(x`y)x = x`(yx), (7.43)

которое получается из (7.42) при
n = 1. При ` = 2 из (7.43) вытекает
тождество (x2y)x = x2(yx), которому отвечает фигура E21, изображенная на рис. 51. Докажем,
что она замыкается, т. е. точки a и b лежат на одном слое третьего слоения ткани W .

Построим точки a2, d3, b4, как показано на рис. 51, и рассмотрим фигуру E1 =
= (c1d1b1d2a1b2c2d3a2b4). Так как она замыкается, то a23b4. Далее рассмотрим фигуру
E2 = (c2d3b3d4a2b4c3d5ab), из замыкания которой и получаем a3b.

Предположим теперь, что тождество (7.43) выполняется при ` = k, и докажем, что оно выпол-
няется при ` = k + 1. Построим в лупе `p последовательно следующие слои ткани W : x2, x3,...,xk,
xk+1, xky, yx, (xky)x = xk(yx), xk+1y, (xk+1y)x, xk+1(yx). Получится фигура, изображенная на
рис. 52 сплошными линиями.

Нужно доказать, что (xk+1y)x = xk+1(yx), т. е.
что a3b. В силу предположения индукции замы-
каются фигуры Ek1, так что c3d. Рассмотрим фи-
гуру E = (ghlscdoqab). Так как она замыкается,
то a3b. Следовательно, тождество (7.43) выполня-
ется при всех натуральных `.

Обратимся в общему случаю. Пусть тожде-
ство (7.42) выполняется при любых ` и при
n = 1, 2, ...,m. Докажем, что это тождество вы-
полняется и при n = m + 1. Рассмотрим произ-
вольную фигуру E`m+1, изображенную на рис. 53
сплошными линиями. Докажем, что она замыка-
ется, т. е. что a3b. Построим точки d, g и c как
показано на рис. 53. В результате получим фигуру
E`m = (pgcdh). Так как по предположению индук-
ции она замыкается, то c3d. Заметим далее, что
так как ткань E является тканью H, то в ее ко-
ординатных лупах выполняется тождество ассо-
циативности степеней, которое запишется в виде
xi · xm = xi−1 · xm+1. Рассматривая фигуры, со-
ответствующие этому тождеству при i = 2, 3, ..., `,
придем к выводу, что bi3di для всех i.

Точки a и b входят в фигуру E`1 = (dkgmab),
аналогичную изображенной на рис. 52, замыкание
которой уже доказано. Поэтому a3b, т. е. замыкается рассматриваемая фигура E`m+1. Таким
образом, тождество (7.42) выполняется при любых натуральных ` и n.
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Для отрицательных ` и n доказательство сводится к предыдущему, так как в силу упомянутой
выше ассоциативности степеней выполняются тождества x−1 = −1x и (x−1)n = (xn)−1. ¥

Заметим, что доказанное в теореме 7.8 утверждение справедливо и для любых полных
три-тканей E, поскольку гладкость не предполагалась. В случае, если ткань E является геомет-
рической, результат можно усилить.

Теорема 7.9. В координатных лупах аналитической ткани E ассоциативны тройки эле-
ментов типа x, y, z, где y — произвольный элемент лупы, а x и z принадлежат одной и той
же ее однопараметрической подгруппе.
¤ Так как ткань E является шестиугольной, то ее координатные лупы обладают максимальным
количеством однопараметрических подгрупп (теорема 3.4). Элементы x` и xn, входящие в тож-
дество (7.42), принадлежат однопараметрической подгруппе g лупы `p, причем эта подгруппа
порождается элементом x (достаточно близким к единице лупы `p). В подгруппе g однозначно
разрешимо (локально!) уравнение xm = z, поэтому из тождества (7.42) вытекает более общее
тождество с дробным показателем:

(
z`/my

)
zn/m = z`/m

(
yzn/m

)
.

В силу непрерывности умножения отсюда вытекает, что тождество (7.42) справедливо и при
любых действительных ` и n. Но тогда x` и xn могут быть двумя любыми элементами из
подгруппы g. ¥

2. Поскольку ткани E являются средними тканями Бола, то классификация первых осно-
вывается на классификации вторых. Наиболее исследованы изоклинные и шестиугольные тка-
ни Bm. В последующих рассуждениях в каждом из этих классов тканей мы выделяем подкласс
тканей E.

Теорема 7.10. Класс изоклинных тканей E совпадает с классом изоклинных тканей R.
¤ Пусть W — изоклинная ткань E, тогда в силу теоремы 7.7 она будет изоклинной тканью Bm,
и ее структурные тензоры a и b имеют вид (4.26) и (4.29):

ai
jk = a[jδ

i
k], bi

jk` = bjkδi
` − bj`δ

i
k, bij = bji. (7.44)

Воспользуемся соотношениями (7.36), которые запишем в координатной форме:

bi
jkmam

pq + bi
pkmam

jq + bi
jqmam

pk + bi
pqmam

jk = 0. (7.45)

Подставляя сюда значения a и b из (7.44), после преобразований получаем:

−bjkaqδ
i
p − bjqakδi

p + 2bjpaqδ
i
k + 2bjpakδi

q − bpkaqδ
i
j − bpqakδi

j = 0.

Свернув по индексам i, p, придем к равенствам bjkaq + bjqak = 0, которые означают, что тен-
зор bjkaq кососимметричен по индексам q и k. Отсюда и из симметричности тензора bjk вытекает,
что bjkaq = 0.

Если хотя бы одна из величин aq отлична от нуля, то bjk = 0 и из (7.44) следует, что bi
jk` = 0.

Это тензорное равенство характеризует ткани R.
Пусть теперь все aq равны нулю. Как показано в § 3 гл. 4, тензор aq изоклинной ткани Bm

удовлетворяет дифференциальному уравнению

∇aq = bq`(ω1
` − ω

2
`).

Подставляя сюда aq = 0, в силу независимости базисных форм ω
1

` − ω
2

` получим bq` = 0, и, таким
образом, опять приходим к тканям R. ¥

В случае, если r = 2, тензоры a и b ткани Bm всегда могут быть записаны в виде (7.44) (см. п. 6
§ 2 гл. 4). Отсюда легко выводится, что четырехмерных тканей E, отличных от групповых, не
существует.

3. Но шестимерные нетривиальные (т. е. немуфанговы) три-ткани E существуют. Одна из
таких тканей, названная тканью E1, рассмотрена в теореме 4.16 и задачах 2.26, 2.27. Прежде
чем указать другие примеры, напомним, что шестимерные ткани Бола Bm, включающие в себя
класс шестимерных тканей E, классифицируется с помощью тензора aij , через который по
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формулам (4.36) выражается тензор кручения. При этом, согласно лемме 4.13, поле реперов
на шестимерной три-ткани E может быть выбрано так, что компоненты тензора aij станут
постоянными. Тензор aij удовлетворяет соотношениям (4.31) и (4.32), с помощью которых вы-
числяются компоненты тензора кривизны. Тензоры ткани E удовлетворяют, кроме того, еще
соотношениям (7.40), которые в силу формул (4.36) принимают вид:

(
bis
j (εkpsε`mq + εmpsε`kp) + bis

` (εkpsεjmq + εmqsεjkp)
)
apq = 0, (7.46)

где εijk — дискриминантный тензор (см. § 3 гл. 4). Поэтому для нахождения шестимерных
тканей E нужно в каждом из классов шестимерных тканей Bm выбрать подкласс тканей, тензоры
которых удовлетворяют соотношениям (7.46). Поскольку таких соотношений много, то перебрать
все случаи в данной книге не представляется возможным. Однако, если это проделать, получится
следующий результат.

Теорема 7.11 [Ш-29]. Нетривиальных шестимерных тканей E с матрицей (aij) ранга 2
или 3 не существует.

Ткань E с симметричной матрицей (aij) ранга 1 — это ткань E1. Рассмотрим ткань Bm с
несимметричной матрицей (aij) ранга 1 выясним, является ли она тканью E.

Семейство реперов на многообразии такой ткани может быть выбрано так, что матрица (aij)
в каждой точке будет иметь вид:

(
aij

)
=

(0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
,

т. е. a23 = 1, а остальные aij — нули. Подставив эти значения в соотношения (4.32) и (7.46),
найдем, что тензор bij

k имеет всего 3 ненулевых компоненты: b323 , b221 , b321 .
Подставим найденные значения тензоров в уравнения (4.30) и (4.31). В частности, из (4.31)

при i = 3 и j = 2 получим уравнение

b321 (ω
1
1 − ω

1
1) + b323 (ω

1
3 − ω

2
3) = 0.

В силу независимости базисных форм отсюда следует, что b321 = b323 = 0. В результате систе-
ма (4.30), (4.31) примет вид:

ω1
1 = ω1

2 = ω1
3 = ω3

2 = 0, ω2
3 = 1

2b221 (ω
1
1 − ω

2
1), db221 = b221 (ω3

3 − ω2
2). (7.47)

Из последнего уравнения вытекает, что величина b221 является относительным инвариантом. Если
b221 = 0, то тензор кривизны равен нулю и мы приходим к тканям R. Предположим, что b221 6= 0,
и сузим семейство реперов, положив b221 = 2, тогда из (7.47) имеем:

ω2
2 − ω3

3 = 0, ω2
3 = ω

1
1 − ω

2
1. (7.48)

C учетом полученных уравнений система структурных уравнений (4.37), (4.38) рассматрива-
емой ткани Бола принимает следующий вид:

dω
1
1 = 0, dω

1
3 = 0, dω

1
2 = ω

1
1 ∧ ω2

1 + 2ω
1
1 ∧ ω

1
2 − ω

1
1 ∧ ω

1
3 − ω

1
3 ∧ ω

2
1,

dω
2
1 = 0, dω

2
3 = 0, dω2

1 = 2ω
1
3 ∧ ω

2
1 − 2ω

1
1 ∧ ω

2
3,

dω
2
2 = ω

2
1 ∧ ω2

1 + ω
2
1 ∧ ω

2
3 + ω

2
3 ∧ ω

1
1 − 2ω

2
1 ∧ ω

2
3.

(7.49)

Эта система содержит, помимо форм ω
1

i, ω
2

i и ω2
1 , только постоянные — компоненты тензоров

кручения и кривизны. Кроме того, она замкнута относительно операции внешнего дифферен-
цирования. Следовательно, система (7.49) определяет некоторую семимерную группу Ли G,
а соответствующая ткань Бола будет G-тканью (см. § 4 гл. 6).
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Последовательно интегрируя уравнения (7.49), найдем инвариантные формы группы G:

ω
1
1 = du1, ω

1
3 = du3, ω

2
1 = dv1, ω

2
3 = dv3,

ω2
1 = u3dv1 − v1du3 − u1dv3 + v3du1 + dτ ,

ω
1
2 = e−2u

1
du2 − u3dv1 + (u3 + u3v1 − u1v3)du1 − τdu1,

ω
2
2 = e−2v

1
dv2 − u1dv3 + (−v3 − v3u1 + v1u3)dv1 − τdv1.

(7.50)

Слоения ткани определяются уравнениями

ω
1

i|τ=0 = 0, ω
2

i|τ=0 = 0, ω
1

i|τ=0 + ω
2

i|τ=0 = 0.

Обозначая параметры слоев xi, yi и zi, в результате интегрирования указанных систем найдем
уравнения слоений искомой ткани Bm:

λ1 : u1 = x1, u2e2x
1 − v1x3 = x2, u3 = x3;

λ2 : vi = yi;
λ3 : −u1 + v1 = z1, u2 + v2e−2z

1 − z3u1e−2u
1
+ u1u3e−2u

1
= z2, u3 + v3 = z3.

После исключения локальных координат ui и vi придем к уравнениям ткани (или ее координат-
ной квазигруппы):

z1 = x1 + y1, z3 = x3 + y3,

z2 = x2e−2x
1
+ y2e−2z

1 − 2z3e−2x1
+ (y1x3 − x1y3)e−2x

1
.

Проведя изотопическое преобразование

(x2 − x3)e−2x
1 → x2, y2e−2y

1 − y3 → y2,

получим уравнения координатной лупы с единицей e(0, 0, 0):

z1 = x1 + y1,
z2 = x2 + y2e−x1

+ (y1x3 − x1y3)e−2x
1 ,

z3 = x3 + y3,
(7.51)

Непосредственно проверяется, что в этой лупе выполняется тождество эластичности, но не
выполняется тождество Муфанг. Поскольку найденная ткань является G-тканью, то (см. § 4
гл. 6) все ее координатные лупы изоморфны и, следовательно, тоже будут эластичными. Поэтому
три-ткань, определенная уравнениями (7.51), есть ткань E. Обозначим ее E2.

Итак, верна следующая
Теорема 7.12. Существует всего две шестимерные немуфанговы ткани E — это ткани

Бола E1 и E2, тензор aij которых имеет ранг 1. Обе ткани являются G-тканями.
Некоторые заключительные замечания. Во-первых, отметим, что для тканей E достаточные

тензорные условия еще не найдены. Сложность проблемы связана с тем обстоятельством, что,
в отличие от тканей T ,R,M ,B, изоклинных и трансверсально-геодезических, которые характе-
ризуются тензорами кривизны и кручения, то есть в дифференциальной окрестности не выше
третьего порядка, характеристика тканей E, как это видно из теоремы 7.7, лежит в окрестности
по крайней мере четвертого порядка. В дифференциальной окрестности четвертого порядка нет
других соотношений, помимо указанных в этом параграфе, связывающих тензоры кручения
и кривизны ткани E. В окрестности пятого порядка есть и другие соотношения, найденные
в [БдШ-1].

В заключение укажем одну открытую проблему. Из теоремы 7.7 следует, что из условия за-
мыкания E вытекает условие замыкания Bm. Очевидно, должно существовать и геометрическое
доказательство этого факта, аналогичное теоремам 2.5 и 2.6. Пока оно не известно.
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1. Как видно из результатов предыдущего параграфа, где были, в частности, найдены
шестимерные немуфанговы ткани E, проблема существования тканей специального вида ре-
шается не просто. Собственно говоря, есть два пути решить эту проблему: доказать теорему
существования или привести нетривиальный пример. Доказательство теоремы существования
в подавляющем большинстве случаев приводит к очень сложным тензорным соотношениям,
которые практически невозможно проанализировать (см., например, доказательство существо-
вания изоклинно-геодезических тканей в § 5 гл. 3). Поэтому для доказательства существования
некоторых классов тканей мы строим соответствующий пример.

При этом примеры следует искать в таких классах тканей, которые достаточно просто
описывается аналитически. К последним относятся, например, ткани, в каком-то смысле близкие
к групповым тканям.

Рассмотрим три-ткани, тензоры кручения и кривизны которых ковариантно постоянны от-
носительно связности Черна:

∇ai
jk = 0, ∇bi

jk` = 0. (7.52)

Следуя работе [Пд-3], такие ткани будем обозначать W∇.
В силу соотношений (7.52) из (1.10) получаем bi

[jk]` = bi
[j|k|`] = 0, то есть тензор кривизны b

ткани W∇ симметричен по всем нижним индексам:

bi
jk` = bi

(jk`). (7.53)

В силу (7.53) из обобщенного тождества Якоби получаем соотношения

am
[jkai

|m|`] = 0, (7.54)

которые означают, что относительно коммутирования касательное пространство любой коор-
динатной лупы ткани W∇ является алгеброй Ли.

Дифференцируя уравнения (7.52) внешним образом и учитывая симметричность тензора
кривизны, придем к соотношениям:

am
jkbi

mpq − ai
mkbm

jpq − ai
jmbm

kpq = 0, (7.55)

bm
jk`b

i
mpq − bm

jpqb
i
mk` = bm

kpqb
i
jm` + bm

`pqb
i
jkm, (7.56)

bi
jkpa

p
`m = 0. (7.57)

С учетом (7.57) соотношения (7.55) преобразуются в следующие:

ai
mkbm

jpq + ai
jmbm

kpq = 0. (7.58)

Так как ковариантные производные тензора кривизны ткани W∇ равны нулю, то, в соответ-
ствии с определением, определяемая ею G-структура является замкнутой G-структурой класса 3.

Из определения (7.52) следует, что многообразие ткани W∇ является локально редуктивным
пространством, а соответствующая связность Черна является его канонической связностью.
Таким образом, многообразие ткани явлется однородным пространством. Отсюда вытекает

Теорема 7.13. Всякая ткань W∇ является G-тканью, то есть для нее существует такое
подсемейство адаптированных реперов, в которых компоненты тензоров кривизны и кручения
являются постоянными.

Подробное доказательство этой теоремы с описанием вложения ткани в указанное однородное
пространство приведено в [Пд-3].

2. Рассмотрим четырехмерную ткань W∇, которая одновременно является изоклинно-
геодезической, то есть для нее ai

jk = 0. Полагая в уравнениях (7.55), (7.57) и (7.58) r = 2 и ai
jk = 0,
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найдем, что они удовлетворяются тождественно. При r = 2 соотношения (7.56) принимают
следующий вид:

(1) (b1111)
2 + b1112b

2
111 = 0,

(2) b2111(b
1
111 + b2112) = 0,

(3) b1222(b
1
122 + b2222) = 0,

(4) b2122b
1
222 + (b2222)

2 = 0,
(5) b1112b

1
222 + b1122b

2
222 = 0,

(6) b2112b
1
222 + b2122b

2
222 = 0,

(7) b1222b
1
112 − 3(b1122)2 + b2222b

1
122 − 3b1222b2122 = 0,

(8) b1222b
2
112 − 3b2122b1122 − 2b2222b2122 = 0,

(9) b1222b
2
112 − b1112b

1
122 − 2b1122b2122 − b1111b

1
222 − b1112b

1
222 = 0,

(10) b1222b
2
122 + b2222b

1
112 − 3b1122b1112 − 3b1222b2112 = 0,

(11) b2122b
1
112 − b1222b

2
111 − (b1112)

2 − 2b1122b2112 = 0,
(12) (b2122)

2 + b1112b
2
122 + b2222b

2
112 + b1122b

2
112 = 0,

(13) b2111b
1
222 − 2b1111b1122 − 3b1112b2122 = 0,

(14) b1111b
2
122 + b2111b

2
222 − 3b2111b1122 − 3b2112b2122 = 0,

(15) (b1112)
2 + b1122b

2
112 + b1111b

1
122 + b1112b

2
122 = 0,

(16) b1222b
2
111 − 2b2112b2222 − 3b2122b1112 = 0,

(17) b2111b
1
122 − 2b1111b1112 − 3b1112b2112 = 0,

(18) b1111b
2
112 + b2111b

2
122 − 3b2111b1112 − 3(b2112)2 = 0,

(19) b1112b
2
111 + (b2112)

2 − 2b2112b1111 − 2b2122b2111 − b1112b
2
112 − b2112b

2
122 = 0,

(20) b2112b
1
111 + b2122b

2
111 = 0,

(21) b1112b
2
112 + 2b2112b2122 + b1122b

2
111 = 0,

(22) b1122b
2
111 − b2122b

2
112 − 2b2112b1112 − b2122b

1
111 − b2222b

2
111 = 0,

(23) b1112b
2
122 − 2b2112b1122 − 2b2122b1122 − b2111b

1
222 = 0,

(24) b1222b
2
112 − 2b1112b1122 − b1122b

2
122 = 0.

(7.59)

Покажем, что система уравнений (7.59) имеет только следующие решения:

1) b2111 = 0, b1222 = 0,
2) b2111 6= 0⇒ b1111 = −b2112, b1222 = 0,
3) b2111 = 0, b1222 6= 0⇒ b2222 = −b1122.

Действительно, из соотношений (2) и (3) системы (7.59) получаем 4 варианта:

1) b2111 = 0, b1222 = 0,
2) b2111 6= 0⇒ b1111 = −b2112, b1222 = 0,
3) b2111 = 0, b1222 6= 0⇒ b2222 = −b1122,
4) b2111 6= 0⇒ b1111 = −b2112, b1222 6= 0⇒ b2222 = −b1122.

В случае 1) из соотношений (1), (4), (6), (7), (10), (12), (13) и (18) системы (7.59) вытекает,
что все компоненты тензора кривизны равны нулю, то есть bi

jk` = 0. Это означает, что рассмат-
риваемая ткань является групповой.
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В случае 2) из соотношений (4), (5), (6), (7), (10), (13), (15), (18) и (23) последовательно
получаем уравнения:

b2222 = 0, b1122b
2
222 = 0, b2122b

2
222 = 0,

b1122 = 0, b1112b
2
122 = 2(b2122)2, b2122 = 0,

b1112 = 0, b1111 = 0, b2112 = 0, b2222b
2
111 = 0.

В силу последних соотношений оставшиеся уравнения системы (2.1) удовлетворяются тожде-
ственно. В результате получаем следующее решение:

b2111 6= 0, bi
jk` = 0 (i 6= 2, j, k, ` 6= 1). (7.60)

В случае 3) находим аналогичное решение:

b1222 6= 0, bi
jk` = 0 (i 6= 1, j, k, ` 6= 2). (7.61)

В случае 4) из уравнений (1), (18), (16), (23), (11), (10), (22) и (17) найдем последовательно

b1222 = b1112 = b2112 = b2222 = −b1111, b1122 = b2111 = b2122 = b1111.

В силу этих соотношений последнее уравнение (7.59) системы принимает вид (b1111)
2 = 0. Отсюда

вытекает, что все компоненты тензора кривизны равны нулю, а это противоречит предположе-
нию b2111 6= 0, b1222 6= 0.

Таким образом, могут быть лишь два класса нетривиальных (негрупповых) изоклинно-
геодезических тканей W∇. Очевидно, эти два класса геометрически симметричны. Рассмотрим,
например, первый класс, определенный уравнениями (7.60). Обозначим эту ткань W∇

4 .
В силу соотношений (7.60) структурные уравнения рассматриваемой три-ткани имеют сле-

дующий вид:
dω1

1 = ω2
1 ∧ ω1

2 , dω2
2 = ω1

2 ∧ ω2
1 ,

dω2
1 = ω1

1 ∧ ω2
1 + ω2

1 ∧ ω2
2 + b2111ω1

1 ∧ ω
2
1,

dω1
2 = ω1

2 ∧ ω1
1 + ω2

2 ∧ ω1
2 ,

(7.62)

а из второй серии уравнений (7.52) получаем ∇b2111 = 0 или

db2111 − 3b2111ω1
1 + b2111ω

2
2 = 0. (7.63)

Отсюда видно, что величина b2111 является относительным инвариантом. Положим b2111 = 1, тогда
из (7.63) получим соотношение:

ω2
2 = 3ω1

1 .

Как видно из уравнений (7.62), семейство адаптированных реперов ткани можно сузить,
положив ω1

1 = ω1
2 = ω2

2 = 0. Оставшиеся структурные уравнения примут вид:

dω
1
1 = 0, dω

1
2 = ω

1
1 ∧ ω2

1 ,

dω
2
1 = 0, dω

2
2 = ω

2
1 ∧ ω2

1 ,

dω2
1 = ω

1
1 ∧ ω

2
1.

(7.64)

Предложение 7.14. Многообразие ткани W∇
4 является однородным пространством G/H,

где G — пятимерная группа Ли, H — одномерная подгруппа группы G.
¤ Система (7.64) является замкнутой системой с постоянными коэффициентами и определяет
пятимерную группу Ли G с инвариантными формами ω

1
i, ω

2
i, ω2

1 . Многообразие, на котором
задана три-ткань, является однородным пространством G/H, где одномерная подгруппа H
определена системой ω

1
i = 0, ω

2
i = 0. ¥

Из первого и третьего уравнений (7.64) получим:

ω
1
1 = du1, ω

2
1 = dv1.
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Тогда dω2
1 = du1 ∧ dv1, откуда

ω2
1 = 1

2 (u1dv1 − v1du1) + dϕ, dω
1
2 = 1

4d(u1)2 ∧ dv1 + du1 ∧ dϕ.

Интегрируя последнее уравнение, получаем:

ω
1
2 = 1

4 (u1)2dv1 + u1dϕ + du2.

В результате на форму ω
2
2 получается следующее внешнее уравнение:

dω
2
2 = −1

4d(v1)2 ∧ du1 + dv1 ∧ dϕ,

из которого находим:
ω
2
2 = −1

4 (v1)2du1 + v1dϕ + dv2.

Теперь найдем уравнения слоений рассматриваемой три-ткани. Первое слоение задается
системой ω

1
1 = ω

1
2 = 0, или

du1 = 0, 1
4 (u1)2dv1 + u1dϕ + du2 = 0.

Интегрируя эту систему, получаем уравнения первого слоения ткани W∇
4 :

u1 = x1, 1
4 (x1)2v1 + x1ϕ + u2 = x2,

где xi — параметры первого слоения.
Уравнения второго слоения имеют вид ω

2
1 = ω

2
2 = 0, или

dv1 = 0, −1
4 (v1)2du1 + v1dϕ + dv2 = 0.

Интегрируя, получим уравнения второго слоения три-ткани W∇
4 :

v1 = y1, −1
4 (y1)2u1 + y1ϕ + v2 = y2;

здесь yi — параметры второго слоения ткани.
Третье слоение задается системой уравнений

ω
1
1 + ω

2
1 = 0, ω

1
2 + ω

2
2 = 0,

или
du1 + dv1 = 0, 1

4 (u1)2dv1 − 1
4 (v1)2du1 + (u1 + v1)dϕ + du2 + dv2 = 0.

Интегрирование дает:

u1 + v1 = z1,

u2 + v2 + (u1 + v1)ϕ− 1
6 (u1)3 − 1

4 (u1)2v1 − 1
4u1(v1)2 = z2.

Исключая локальные координаты ui, vi, ϕ из найденных уравнений слоений, получим уравнения
рассматриваемой три-ткани W∇:

z1 = x1 + y1,

z2 = −1
6 (x1)3 − 1

2 (x1)2y1 + x2 + y2.

После изотопического преобразования

x1 = u1, x2 = u2 + 1
6 (u1)3, y1 = v1, y2 = v2
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уравнения примут более простой вид:

z1 = u1 + v1,

z2 = u2 + v2 − 1
2v1(u1)2.

(7.65)

Доказана
Теорема 7.15. С точностью до изотопии существует единственная негрупповая 4-х

мерная три-ткань W∇
4 с ковариантно постоянным тензором кривизны и нулевым тензором

кручения. Многообразие ткани W∇
4 является однородным пространством G/H, где dimG = 5,

dim H = 1. При подходящем выборе параметров слоений эта ткань может быть задана урав-
нениями (7.65).

Заметим, что согласно классификации В.В. Гольдберга, ткань W∇
4 принадлежит классу E1,

см. [Го-35].
3. Предложение 7.16. Три-ткань W∇

4 является A-тканью.
¤ Напомним, что три-ткань W называется A-тканью, если в каждой ее координатной лупе
выполняются тождества (7.35)–(7.37). Проверим выполнение этих тождеств для рассматри-
ваемой координатной лупы, заданной уравнениями (7.65) (с единицей e = (0, 0)). Используя
уравнения (7.65), после несложных вычислений находим:

`x,y(u) = v : v1 = u1, v2 = u1 + x1y1u1;
rx,y(u) = v : v1 = u1, v2 = u2 − x1y1u1;
mx,y(u) = v : v1 = u1, v2 = u2 + x1y1u1.

Проверим, например, что выполняется соотношение (7.35). Найдем левую часть этого равенства,
`x,y(uv) def= p:

p1 = (uv)1 = u1 + v1,

p2 = (uv)2 + x1y1(uv)1 = u2 + v2 − 1
2 (u1)2v1 + x1y1(u1 + v1).

Теперь найдем правую часть (7.35). Имеем:

`x,y(u) = q : q1 = u1, q2 = u2 + x1y1u1,
`x,y(v) = s : s1 = v1, s2 = v2 + x1y1v1,
`x,y(u)`x,y(v) = qs :

(qs)1 = q1 + s1 = u1 + v1 = p1

(qs)2 = q2 + s2 − 1
2 (q1)2s1 = u2 + v2 − 1

2 (u1)2v1 + x1y1(u1 + v1) = p2.

Как видно, левая и правая части тождества (7.35) полностью совпадают, т. е. это тождество
действительно выполняется. Выполнение тождеств (7.36) и (7.37) доказывается аналогично.
Таким образом, доказано, что координатная лупа (7.65) является A-лупой.

Далее заметим, что, поскольку рассматриваемая ткань является G-тканью, то ее координат-
ные лупы являются G-лупами и изоморфны друг другу (§ 4 гл. 6). Следовательно, тождества
(7.35)–(7.37) выполняются в каждой из этих луп, то есть все они являются A-лупами. ¥

4. Предложение 7.17. Ткань W∇
4 является сопряженно замкнутой тканью.

¤ Напомним, что лупа Q называется сопряженно замкнутой, если следующие композиции левых
и правых сдвигов

Lx ◦ Ly ◦ L−1x , R−1x ◦Ry ◦Rx (7.66)

являются соответственно левым и правым сдвигами, см. [НШ-1]. Ткань W называется сопря-
женно замкнутой, если все ее координатные лупы являются сопряженно замкнутыми.

Найдем действие оператора Lx ◦ Ly ◦ L−1x в координатной лупе (7.65). Рассмотрим равенство
Lx ◦ Ly ◦ L−1x (u) = x. Оно эквивалентно соотношению x(yu) = xv. Используя уравнения (7.65), в
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левой части получаем:

(x(yu))1 = x1 + y1 + u1,

(x(yu))2 = −1
6 (x1)3 − 1

2 (x1)2(y1 + u1) + x2 − 1
6 (y1)3 − 1

2 (y1)2u1 + y2 + u2.

В правой части имеем:

(xv)1 = x1 + v1, (xv)2 = −1
6 (x1)3 − 1

2 (x1)2v1 + x2 + v2.

Выражая координаты vi через ui, находим действие оператора Lx ◦ Ly ◦ L−1x :

v1 = y1 + u1, v2 = y2 + u2 − 1
6 (y1)3 − 1

2 (y1)2u1.

Как видно, действие оператора полностью совпадает с уравнениями координатной лупы
(7.65), а это означает, что композиция левых сдвигов является левым сдвигом.

Аналогичным образом доказывается, что композиция правых сдвигов является правым сдви-
гом. Так как все координатные лупы рассматриваемой ткани изоморфны (см. предыдущее
доказательство), то все они также являются сопряженно замкнутыми. ¥

5. Рассмотрим изоклинные три-ткани W∇.
Напомним (см. гл. 3), что изоклинные ткани характеризуются специфическим строением

тензора кручения:
ai

jk = 1
2 (δi

kaj − δi
jak). (7.67)

Подставляя в (7.57), получаем:
bi
jk`am = bi

jkma`.

Последнее соотношение можно записать в виде:

bi
jk`

a`
=

bi
jkm

am

def= µi
jk,

откуда
bi
jk` = µi

jka`.

В силу симметричности тензора кривизны по нижним индексам имеем:

µi
jka` = µi

j`ak,

откуда
µi

jk

ak
=

µi
j`

a`

def= µi
j ,

и, следовательно,
bi
jk` = µi

jaka`.

Повторяя те же рассуждения, найдем, что

µi
j = µiaj .

В результате компоненты тензора кривизны выглядят так:

bi
jk` = µiajaka`. (7.68)

Подставляя (7.67) и (7.68) в (7.55) и сворачивая по индексам i и k, получим равенство
(1− r)µmamajapaq = 0.

Мы рассматриваем многомерные ткани, т. е. считаем, что r > 1. Оставляя в стороне триви-
альный случай ai = 0 (групповые ткани), получим

µmam = 0. (7.69)

В силу (7.67) и (7.69) соотношения (7.55) и (7.56) удовлетворяются тождественно.
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С учетом полученных соотношений уравнения (7.52) сведутся к уравнениям

∇ai = 0, ∇µi = 0, (7.70)

т. е. тензоры ai и µi являются ковариантно постоянными.
Структурные уравнения (1.26) и (1.32) для рассматриваемой ткани принимают вид:

dω
1

i = ω
1

j ∧ ωi
j + ajω1

j ∧ ω
1

i,

dω
2

i = ω
2

i ∧ ωi
j − ajω

2
j ∧ ω

2
i,

dωi
j − ωk

j ∧ ωi
k = µiajaka`ω1

k ∧ ω
2

`,
(7.71)

Далее для упрощения вычислений сузим смемейство реперов, положив a1 = 1, âi = 0
(i, j, k, ` = 1, r, î, ĵ, k̂, ̂̀= 2, r). Тогда из соотношения (7.69) получаем µ1 = 0, µî 6= 0, и компоненты
тензоров кручения и кривизны принимают следующий вид:

âi
jk = 0, ai

ĵk̂
= 0, a11̂i 6= 0, b1jk` = 0, b̂i

ĵk̂̂̀ = 0, b̂i
111 6= 0. (7.72)

Из структурных уравнений (7.71) в силу (7.72) находим dω1
j = ωk

j ∧ ω1
k. По теореме Фробе-

ниуса система уравнений ω1
j = 0 вполне интегрируема, так что можно далее сузить семейство

адаптированных реперов ткани, положив ω1
j = 0 (j = 1, r).

C другой стороны, из (7.71) следуют уравнения:

dωî
ĵ

= ωk
ĵ
∧ ωî

k = ω1
ĵ
∧ ωî

1 + ωk̂
ĵ
∧ ωî

k̂
= ωk̂

ĵ
∧ ωî

k̂
.

Это означает, что система ωî
ĵ

= 0 также вполне интегрируема. Поэтому можно положить ωî
ĵ

= 0.
Таким образом, ненулевыми остаются только формы ωî

1, которые удовлетворяют следующим
структурным уравнениям:

dωî
1 = ωk

1 ∧ ωî
k + µîa1aka`ω1

k ∧ ω
2

` = µîaka`ω1
k ∧ ω

2
` = µîω

1
1 ∧ ω

2
1.

В итоге структурные уравнения рассматриваемой ткани принимают вид:

dω
1
1 = 0, dω

2
1 = 0, (7.73)

dω
1

î = ω
1
1 ∧ ωî

1 + ω
1
1 ∧ ω

1
î, (7.74)

dω
2

î = ω
2
1 ∧ ωî

1 − ω
2
1 ∧ ω

2
î, (7.75)

dωî
1 = µîω

1
1 ∧ ω

2
1. (7.76)

С учетом проведенной канонизации уравнения (7.70) сводятся к уравнениям dµî = 0, откуда
µî = const.

Система (7.73)–(7.76) замкнута относительно операции внешнего дифференцирования и со-
держит, помимо форм, только постоянные. Следовательно, изоклинные ткани с ковариантно
постоянными тензорами кривизны и кручения (обозначим их W∇

0 ) существуют и являются
G-тканями.

Найдем теперь уравнения соответствующей координатной квазигруппы. Интегрируя уравне-
ния (7.73), получаем:

ω
1
1 = du1, ω

2
1 = dv1. (7.77)

В результате уравнения (7.76) принимают вид:

dωî
1 = µîdu1 ∧ dv1.
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Так как µî = const, то, проинтегрировав, получим:

ωî
1 = 1

2µî(u1dv1 − v1du1) + dϕî, (7.78)

где ϕî — некоторые новые переменные. C учетом (7.77) и (7.78) оставшиеся структурные урав-
нения (7.74) и (7.75) примут вид:

dω
1

î + ω
1

î ∧ du1 = 1
2µîu1du1 ∧ dv1 + du1 ∧ dϕî,

dω
2

î − ω
2

î ∧ dv1 = −1
2µîv1dv1 ∧ du1 + dv1 ∧ dϕî,

или
d
(
ω
1

î + 1
2 µîu1v1du1 + ϕîdu1

)
= du1 ∧ ω

1
î, (7.79)

d
(
ω
2

î − 1
2 µîu1v1dv1 + ϕîdv1

)
= −dv1 ∧ ω

2
î, (7.80)

Полагая в этих уравнениях

ω
1

î + 1
2µîu1v1du1 + ϕîdu1 = ω

1
î, ω

2
î − 1

2µîu1v1dv1 + ϕîdv1 = ω
2

î,

получим уравнения вида
dω
1

î = du1 ∧ ω
1

î, (7.81)

dω
2

î = −dv1 ∧ ω
2

î, (7.82)

Решения уравнений (7.81) и (7.82) имеют вид:

ω
1

î = eu1
duî, ω

2
î = e−v1

dvî.

Возвращаясь к прежним обозначениям, получаем:

ω
1

î = eu1
duî − 1

2µîu1v1du1 − ϕîdu1, (7.83)

ω
2

î = e−v1
dvî + 1

2µîu1v1dv1 − ϕîdv1. (7.84)

Теперь найдем уравнения слоений ткани W∇
0 . Первое слоение задается системой ω

1
1 = 0, ω

1
î =

= 0, или
du1 = 0, eu1

duî − 1
2µîu1v1du1 − ϕîdu1 = 0.

После интегрирования получим
u1 = x1, uî = xî,

где xi (i = 1, r) — параметры первого слоения.
Уравнения второго слоения ω

2
1 = 0, ω

2
î = 0 в силу (7.77) и (7.84) принимают вид:

dv1 = 0, e−v1
dvî + 1

2µîu1v1dv1 − ϕîdv1 = 0.

Интегрируя эту систему, найдем:
v1 = y1, vî = yî,

где yi (i = 1, r) — параметры второго слоения.
Наконец, уравнения третьего слоения имеют вид

ω
1
1 + ω

2
1 = 0, ω

1
î + ω

2
î = 0,
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или

du1 + dv1 = 0, eu1
duî − 1

2µîu1v1du1 − ϕîdu1 + e−v1
dvî + 1

2µîu1v1dv1 − ϕîdv1 = 0.

Интегрируя эту систему, найдем:

u1 + v1 = z1, ez1uî + vî + µîev1
(u1v1 − u1 + v1 − 2) = z î,

где zi (i = 1, r) — параметры третьего слоения.
Исключая из уравнений слоений локальные координаты ui, vi, ϕî (i = 1, r, î = 2, r), найдем

уравнения рассматриваемой ткани или ее координатной квазигруппы:

z1 = x1 + y1, z î = ey1
(ex1

xî + e−y1
yî + µî(x1y1 − x1 + y1 − 2)).

После изотопического преобразования

x1 → u1, ex1
xî

µî
→ uî; y1 − 1→ v1, e−y1yî + µî(y1 − 2)

µî
→ vî; z1 − 1→ z1, e−1zî

µî
→ z î;

найденные выше уравнения примут более простой вид:

z1 = u1 + v1, z î = ev1
(uî + vî + u1v1). (7.85)

Итак, доказана
Теорема 7.18. Существует единственная (с точностью до изотопии) изоклинная три-

ткань с ковариантно-постоянными тензорами кривизны и кручения. Она является G-тканью,
и ее уравнения в некоторых локальных координатах имеют вид (7.85).

С другой стороны, уравнения (7.85) являются уравнениями координатной лупы найденной
три-ткани (с единичным элементом (0, 0, ..., 0)).

Легко проверить, что для найденной ткани W∇
0 первые два тензорных соотношения (7.38) не

выполняются. Следовательно, эта ткань не является тканью A` или Ar.
C другой стороны, третье соотношение (7.38) для найденной ткани W∇

0 выполняется. Пока-
жем, тем не менее, что ткань W∇

0 не является тканью Am, то есть в ее координатных лупах
тождество (7.37) не выполняется.

Найдем действие оператора mx,y в координатной лупе (7.85) этой ткани. Рассмотрим равен-
ство mx,y(u) = v. Оно эквивалентно соотношению x(uy) = (xv)y. Используя уравнения (7.85),
получаем:

(x(uy))1 = x1 + u1 + y1, (x(uy))̂i = eu1+y1
(xî + ey1

(uî + yî + u1y1) + x1(u1 + y1)).

С другой стороны,

((xv)y)1 = x1 + v1 + y1, ((xv)y)̂i = ey1
(ev1

(xî + vî + x1v1) + yî + (x1 + v1)y1).

Выражая координаты vi через ui, находим действие оператора mx,y:

v1 = u1, vî = ey1
(uî + yî + u1y1) + x1y1 − e−u1

yî − e−u1
y1(x1 + u1).

Рассмотрим теперь соотношение (7.37). Найдем левую часть этого равенства, mx,y(uv) ≡ p. После
несложных вычислений получим:

p1 = (uv)1 = u1 + v1,
p̂i = ey1

((uv)̂i + yî + (uv)1y1) + x1y1 − e−(uv)1yî − e−(uv)1y1(x1 + (uv)1) =

= ey1
(ev1

(uî + vî + u1v1)yî + (u1 + v1)y1) + x1y1 − e−u1−v1
yî − e−u1−v1

y1(x1 + u1 + v1).

Теперь найдем правую часть равенства (7.37). Обозначим mx,y(u) ≡ q, mx,y(v) ≡ s. Имеем:

q1 = u1, qî = ey1
(uî + yî + u1y1) + x1y1 − e−u1

yî − e−u1
y1(x1 + u1);

s1 = v1, ŝi = ey1
(vî + yî + v1y1) + x1y1 − e−v1

yî − e−v1
y1(x1 + v1).
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Следовательно,

(qs)1 = q1 + s1 = u1 + v1,
(qs)̂i = es1(qî + ŝi + q1s1) = ev1

(ey1
(uî + yî + u1y1) + x1y1 − e−u1

yî−
− e−u1

y1(x1 + u1) + ey1
(vî + yî + v1y1) + x1y1 − e−v1

y1(x1 + v1) + u1v1).

Как видно, p 6= qs, то есть равенство (7.37) не выполняется. Следовательно, лупа (7.85) не
является Am-лупой, а ткань W∇

0 не является тканью Am. Таким образом, доказано, что тен-
зорные соотношения (7.38), характеризующие дифференциальную окрестность четвертого
порядка Am-тканей, не являются достаточными для того, чтобы произвольная три-ткань
была Am-тканью.

§ 7.5. О классификации криволинейных три-тканей
1. Классификация криволинейных три-тканей существенно связана с дифференциальной

окрестностью четвертого и более высокого порядка, поскольку в третьей дифференциальной
окрестности классификация является «грубой»: в зависимости от кривизны b все ткани делятся
на регулярные (или параллелизуемые, b = 0) и нерегулярные (b 6= 0).

Пусть структурные уравнения криволинейной три-ткани W записаны в виде (6.47), (6.48).
Продолжая уравнения (6.48), придем к уравнениям

db11 − 4b11ω = b111ω1 + b112ω2,
db12 − 4b12ω = b121ω1 + b122ω2,
db21 − 4b21ω = b211ω1 + b212ω2,
db22 − 4b22ω = b221ω1 + b222ω2,

(7.86)

и т. д. Таким образом, получается последовательность функций:

b, b1, b2, b11, b12, b21, b22, . . . .

Как видно из уравнений (7.86) и им аналогичных, эти функции являются относительными инва-
риантами веса 2,3,4,... соответственно относительно допустимых преобразований, сохраняющих
вид структурных уравнений (6.48). Это означает следующее: если три-ткань W эквивалентна
(изотопна) некоторой другой три-ткани W̃ и структурные уравнения обеих тканей записаны в
виде (6.48), то соответствующие базисные формы связаны соотношениями

ω̃1 = Aω1, ω̃2 = Aω2,

а кривизна b и ее ковариантные производные — соотношениями

b̃ = A−2b, b̃1 = A−3b1, b̃11 = A−4b11, . . . .

При этом, если ткань W задана уравнением z = f(x, y), то кривизна b выражается через про-
изводные до третьего порядка включительно от функции f(x, y); величины b1 и b2 выражаются
через производные до четвертого порядка и т. д.

Функции b1 и b2 независимы, но уже следующие производные связаны соотношением (6.49).
Ковариантные производные следующего порядка также связаны некоторыми соотношениями,
но мы их здесь не приводими.

Из относительных инвариантов можно построить абсолютные инварианты:

c1 = b21

b3
, c2 = b22

b3
, c11 = b11

b2
, c12 = b12

b2
, c21 = b21

b2
, c22 = b22

b2
, . . .

Очевидно, в дифференциальной окрестности четвертого порядка ткань W имеет два независи-
мых абсолютных инварианта c1 и c2. В дифференциальной окрестности пятого порядка независи-
мых инвариантов будет пять: c1, c2, c11, c12, c22, и т. д., в дифференциальной окрестности порядка
(s + 3) имеется 2 + 3 + 4 + . . . + (s + 1) = 1/2 s · (s + 3) независимых абсолютных инвариантов.

2. Естественно классифицировать криволинейные три-ткани с помощью различных соот-
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ношений на инварианты. Прежде всего необходимо рассмотреть ткани, для которых один из
относительных инвариантов равен нулю.

Если кривизна b равна нулю, то ткань, как уже было сказано, является регулярной. Легко
проверяется, что если оба инварианта b1 и b2 равны нулю, то ткань также будет регулярной.
Действительно, тогда из последнего уравнения (6.47) получаем db− 2bω = 0, откуда 2ω = d ln b и
dω = 0. Но тогда из третьего уравнения (6.47) получаем b = 0, то есть ткань является регулярной.

Ясно, что точно такой же результат получается, если b〈α〉1 = 0 и b〈α〉2 = 0, где 〈α〉 — мульти-
индекс, состоящий из цифр 1 и 2.

Рассмотрим три-ткани, у которых одна из ковариантных производных кривизны равна нулю:

b〈1〉;s+1 = 0, (7.87)

где s + 1 указывает число цифр в мультииндексе 〈1〉, состоящем только из единиц. Напомним, что
число s + 1 есть порядок соответствующей ковариантной производной кривизны b. Обозначим
класс таких тканей B〈1〉.

Рассмотрим относительный инвариант b〈1〉;s. Ввиду (7.87) его ковариантный дифференциал
запишется в виде

db〈1〉;s − (s + 2)b〈1〉;s ω = b〈1〉;s, 2 ω2. (7.88)

Так как b〈1〉;s есть относительный инвариант, то корепер можно нормировать так, что в области
определения ткани будет выполняться условие

b〈1〉;s = 1. (7.89)

Тогда из (7.88) получим:
−(s + 2)b〈1〉;sω = b〈1〉;s, 2 ω2, (7.90)

и второе уравнение системы (6.47) даст dω2 = 0. По теореме Пуанкаре

ω2 = dv. (7.91)

В результате уравнение (7.90) можно записать следующим образом:

ω = γ dv. (7.92)

Рассмотрим теперь инвариант b〈1〉;s−1. В силу (7.89) и (7.91) он удовлетворяет уравнению

db〈1〉;s−1 − (s + 1)b〈1〉;s−1ω = ω1 + b〈1〉;s−1, 2dv,

которое можно переписать в следующем виде (см. (7.92)):

db〈1〉;s−1 = ω1 + (. . .)dv. (7.93)

Рассмотрим аналогичное уравнение для предыдущей ковариантной производной:

db〈1〉;s−2 − sb〈1〉;s−2ω = b〈1〉;s−1ω1 + b〈1〉;s−2, 2dv.

Ввиду (7.92) и (7.93) имеем:

db〈1〉;s−2 = b〈1〉;s−1db〈1〉;s−1 + Ks−2dv = 1
2d(b〈1〉;s−1)2 + Ks−2dv. (7.94)

Отсюда видно, что функция Ks−2 зависит только от одной переменной v. Интегрируя (7.94),
получим:

b〈1〉;s−2 = 1
2 (b〈1〉;s−1)2 + Ts−2(v). (7.95)

Аналогично, для ковариантной производной b〈1〉;s−3 порядка (s− 3) имеем:

db〈1〉;s−3 = (s− 1)b〈1〉;s−3ω + b〈1〉;s−2ω1 + b〈1〉;s−3,2dv =

=
(1
2 (b〈1〉;s−1)2+ Ts−2(v)

)
(b〈1〉;s−1− (· · · )dv) + (· · · )dv = 1

3!d(b〈1〉;s−1)3+ d(Ts−2(v)b〈1〉;s−1) + Ks−3dv.
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Отсюда видно, что функция Ks−3 зависит только от одной переменной v. Следовательно, при
интегрировании получится уравнение

b〈1〉;s−3 = 1/3!(b〈1〉;s−1)3 + Ts−2(v)b〈1〉;s−1 + Ts−3(v). (7.96)

Рассуждая далее по индукции, придем к уравнению:

b = 1
s!

(b〈1〉;s−1)s+ 1
(s− 2)!Ts−2(v)(b〈1〉;s−1)s−2+ 1

(s− 3)!Ts−3(v)(b〈1〉;s−1)s−3+...+ T1(v)b〈1〉;s−1+ T0(v).

(7.97)
Теперь можно найти форму ω из третьего уравнения (6.47), которое с помощью (7.91)–(7.93)

и (7.97) преобразуется следующим образом:

dω = bω1 ∧ dv = bdb〈1〉;s−1 ∧ dv =

=
(
1
s!

(b〈1〉;s−1)s + 1
(s− 2)!Ts−2(v)(b〈1〉;s−1)s−2 + . . . + T1(v)b〈1〉;s−1 + T0(v)

)
db〈1〉;s−1 ∧ dv =

=
(

1
(s + 1)!d(b〈1〉;s−1)s+1 + 1

(s− 1)!Ts−2(v)d(b〈1〉;s−1)s−1 + . . . + T0(v)db〈1〉;s−1

)
∧ dv =

=
(

1
(s + 1)!d(b〈1〉;s−1)s+1 + 1

(s− 1)!d(Ts−2(v)bs−1
〈1〉;s−1) + . . . + d(T0(v)b〈1〉;s−1)

)
∧ dv.

Отсюда

ω =
( 1

(s + 1)!b
s+1
〈1〉;s−1 + 1

(s− 1)!Ts−2(v)bs−1
〈1〉;s−1 + 1

(s− 2)!Ts−3(v)bs−2
〈1〉;s−1 + . . .+ T0(v)b〈1〉;s−1 + T (v)

)
dv.

(7.98)
В силу уравнений (7.93) и (7.987) первое из уравнений (6.47) примет вид:

dω1 = ω1 ∧ ω = db〈1〉;s−1 ∧
(

1
(s + 1)!b

s+1
〈1〉;s−1 + 1

(s− 1)!Ts−2(v)bs−1
〈1〉;s−1 + . . . + T0(v)b〈1〉;s−1 + T (v)

)
dv.

Интегрируя, находим форму ω1:

ω1 =
(

1
(s + 2)!b

s+2
〈1〉;s−1 + 1

s!
Ts−2(v)bs

〈1〉;s−1 . . . +
1
2T0(v)b2〈1〉;s−1 + T (v)b〈1〉;s−1 + T 1(v)

)
dv + dt, (7.99)

где t — некоторая новая переменная.
Сравнивая уравнения (7.99) и (7.93), находим, что

db〈1〉;s−1 = dt + Kdv.

Но из этого уравнения вытекает, что функция K зависит только от переменной v. Следовательно,

b〈1〉;s−1 = t + p(v). (7.100)

Найденное соотношение показывает, что переменные v и b〈1〉;s−1
def= u могут быть выбраны

как независимые переменные в некоторой области определения рассматриваемой ткани. Тогда
уравнение ω1 = 0 первого слоения ткани W эквивалентно следующему обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению:

du

dv
= − 1

(s + 2)!u
s+2 − 1

s!
Ts−2(v)us − . . .− T0(v)u2 − T (v)u− q(v). (7.101)

Второе слоение ткани W определяется уравнением ω2 = 0 или v =const, третье — уравнением
ω1 + ω2 = 0 или, ввиду (7.101), уравнением

du

dv
= − 1

(s + 2)!u
s+2 − 1

s!
Ts−2(v)us − . . .− T0(v)u2 − T (v)u− q(v)− 1. (7.102)
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В случае s = 0 уравнения (7.101) и (7.102) являются уравнениями Риккати специального вида:

du

dv
= −1

2u2 − q(v) (7.103)

и
du

dv
= −1

2u2 − q(v)− 1. (7.104)

При s = 1 получается так называемое уравнение Абеля. Если s произвольно, то уравнения (7.101)
и (7.102) называются обобщенными уравнениями Абеля.

Аналогичный результат получится, если приравнять нулю ковариантную производную с
мультииндексом, состоящим только из цифры 2. Итак, доказана следующая

Теорема 7.11. Криволинейная три-ткань W , у которой одна из ковариантных производ-
ных с одинаковыми индексами от кривизны b равна нулю, эквивалентна ткани, образованной
линиями v = const и интегральными кривыми двух обобщенных уравнений Абеля вида (7.101)
и (7.102).

3. Рассмотрим более подробно ткани типа B1, слоения которых задаются уравнениями (7.103),
v = 0 и (7.104).

С л у ч а й I: q(v) = 0. Тогда слоения ткани задаются уравнениями

u = 2
v + x

, v = y, arctg u√
2

= − 1√
2

(v + z),

где x, y, z — постоянные интегирования. Чтобы найти уравнение ткани, следует из этих урав-
нений исключить локальные координаты u и v. После преобразований придем к уравнению
рассматриваемой ткани:

x + y = − cot(y + z).

С л у ч а й II: q(v) = 1
2 a2. Тогда уравнения (7.103) и (7.104), определяющие первое и третье

слоения, принимают вид:
du

u2 + a2
= −1

2dv, du

u2 + b2
= −1

2dv,

где b2 = a2 + 2. Интегрирование дает:

1
a

arctg u

a
= −1

2 (v + x), 1
b

arctg u

b
= −1

2 (v + z).

Присоединим уравнение второго слоения v = y и исключим переменные u и v. После изомор-
физма a

2x → x, a

2y → y, a

2z → z придем к уравнению рассматриваемой три-ткани:

tg (x + y) = c tg c(y + z),

где c = b/a.
С л у ч а й III: q(v) = −1

2a2. Тогда уравнение (7.103) первого слоения принимает вид

du

u2 − a2
= −1

2dv,

откуда
u = a coth a(v + x)

2 . (7.105)

Уравнение третьего слоениия примет вид

du

u2 − a2 + 1
= −1

2dv. (7.106)

Получаем 3 подслучая.
П о д с л у ч а й IIIa: a =

√
2 . Тогда уравнение (7.106) имеет решение

u = 2
v + z

. (7.107)

7 М.А. Акивис, А.М. Шелехов
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После исключения переменных u и v из (7.105) и (7.107) (с учетом уравнения второго слоения
v = y), мы получим уравнение соответствующей три-ткани:

y + z = th(x + y).

По д с л у ч а й IIIb: a2 > 2. Положим a2 = 2+ b2. Тогда уравнение (7.106) примет вид

du

u2 − b2
= −1

2dv,

откуда
u = b coth b(v + z)

2 . (7.108)

Из (7.105), (7.108) и v = y мы получаем следующее уравнение ткани:

c th(y + z) = th c(x + y).

По д с л у ч а й IIIc: a2 < 2. Положим a2 = 2− b2. Тогда уравнение (7.106)

du

u2 + b2
= −12

d
v

имеет решение
1
b

arctg u

b
= −1

2 (v + z).

Соответствующее уравнение ткани будет

c cot (y + z) = − th c(x + y).

Заметим, что три-ткани, соответствующие различным функциям q(v), не эквивалентны.
4. К дифференциальным окрестностям высоких порядков мы приходим, рассматривая

три-ткани, определяемые дифференциальными уравнениями.
Дифференциальное уравнение первого порядка

y′ = F (x, y) (7.109)

определяет три-ткань W , состоящую из семейств линий λα:

λ1 : x = const, λ2 : y = const, λ3 : f(x, y) = const,

причем последнее семейство состоит из интегральных кривых уравнения (7.109). Обратно,
каждая криволинейная три-ткань W эквивалентна некоторой три-ткани W̃ , состоящей из трех
вышеуказанных семейств λα, причем слои третьего слоения ткани W̃ являются интегральными
кривыми некоторого обыкновенного дифференциального уравнения fxdx + fydy = 0.

Напомним, что уравнение три-ткани z = f(x, y) определено с точностью до изотопических
преобразований, то есть локальных диффеоморфизмов вида

x = α(x̃), y = β(ỹ), z = γ(z̃),

определяющих замену параметров на слоениях ткани. Для тканей, определяемых дифференци-
альным уравнением (7.109), параметром третьего слоения является постоянная интегрирования.
Таким образом, уравнение (7.109) определено не однозначно, а с точностью до замен вида

x = α(x̃), y = β(ỹ), (7.110)

переводящих декартову сеть x = const, y = const снова в декартову сеть. Иными словами,
теория тканей, в рамках которой мы проводим наши рассуждения, улавливает те свойства
дифференциальных уравнений, которые сохраняются при изотопических преобразованиях ви-
да (7.110). Такой подход дает возможность классифицировать обыкновенные дифференциальные
уравнения с точностью до указанной изотопии при помощи дифференциально-геометрических
инвариантов соответствующей три-ткани.
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С другой стороны, мы получаем возможность интерпретировать свойства решений диффе-
ренциального уравнения в терминах соответствующей три-ткани.

Рассмотрим наиболее простой случай, когда три-ткань W определяется линейным диффе-
ренциальным уравнением первого порядка:

y′ + yf(x) = g(x), (7.111)

и найдем инвариантную характеристику соответствующего класса тканей.
Пусть, как и выше, три-ткань W задается структурными уравнениями (6.47), (6.48), (7.86) и

т. п. Рассмотрим уравнение (7.111). С помощью изотопического преобразования
f(x)dx = dx̃

оно приводится к виду
dy + (y + g̃(x̃))dx̃ = 0. (7.112)

Опустив волну, обозначим
ω1 = (y + g(x))dx, ω2 = dy. (7.113)

Тогда уравнение (7.112), определяющее третье слоение ткани W , принимает вид ω1 + ω2 = 0, а это
означает, что структурные уравнения рассматриваемой три-ткани W должны иметь вид (6.47).

Так как dω2 = 0, то из (6.47) следует

ω = λω2 = λdy. (7.114)

Имеем:
dω1 = dy ∧ dx = ω1 ∧ −ω2

y + g(x)
, dω2 = ω2 ∧ −ω2

y + g(x)
.

Сравнивая с (6.47), находим, что

ω = −ω2
y + g(x)

= −dy

y + g(x)
. (7.115)

Далее,
dω = −d

1
y + g(x)

∧ dy = g′dx

(y + g)2
∧ dy = g′

(y + g)3
ω1 ∧ ω2.

Сравнивая с (6.47), находим, что
b = g′

(y + g)3
. (7.116)

Используя формулы (7.113)–(7.116), получаем:

db− 2bω =
(

g′′

(y + g)3
− 3(g′)2

(y + g)4

)
dx− 3g′dy

(y + g)4
− 2g′

(y + g)3
−ω2
y + g

=
(

g′′

(y + g)4
− 3(g′)2

(y + g)5

)
ω1 − g′

(y + g)4
ω2.

Сравнивая с (6.48), находим ковариантные производные кривизны:

b1 = g′′

(y + g)4
− 3(g′)2

(y + g)5
, b2 = − g′

(y + g)4
. (7.117)

Далее имеем:

db2 − 3b2ω =
(
− g′′

(y + g)4
+ 4(g′)2

(y + g)5

)
dx + 4g′dy

(y + g)5
+ 3g′

(y + g)4
−dy

y + g
=

=
( −g′′

(y + g)5
+ 4g′2

(y + g)6

)
ω1 + g′

(y + g)5
ω2.

Сравнивая теперь с уравнениями (6.48), получаем:

b21 = −g′′

(y + g)5
+ 4g′2

(y + g)6
, b22 = g′

(y + g)5
. (7.118)

7*
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Исключая из уравнений (7.116)–(7.118) переменные g′, g′′ и т. д., получим соотношения, связы-
вающие относительные инварианты рассматриваемой ткани:

bb22 − (b2)2 = 0, bb21 − b1b2 − b3 = 0. (7.119)

Итак, доказано следующее утверждение: инварианты три-ткани W , определяемой линей-
ным дифференциальным уравнением (7.111), удовлетворяют соотношениям (7.119).

Обратно, рассмотрим три-ткань W , для которой выполняются соотношения (7.119), и дока-
жем, что ей отвечает линейное дифференциальное уравнение первого порядка.

Заметим сначала, что на любой три-ткани можно выбрать кобазис так, чтобы форма ω2,
например, была полным дифференциалом:

ω2 = dy. (7.120)

Тогда dω2 = 0, и в силу (6.47) получаем:
ω = λω2 = λdy. (7.121)

Соотношения (7.119) разрешим, введя параметр k:

b2 = kb, b22 = k2b, b21 = kb1 + b2, b12 = kb1 + 3b2 (7.122)

(последнее вытекает из (6.49)). В результате из уравнений (6.47)–(6.48) для рассматриваемой
ткани находим:

db− 2bω = b1ω1 + kbω2,
db1 − 3b1ω = b11ω1 + (kb1 + 3b2)ω2,
db2 − 3b2ω = (kb1 + b2)ω1 + k2bω2.

(7.123)

Дифференцируя с помощью (7.123) равенство b2 = kb, придем к уравнению

dk − kω = bω1. (7.124)

Из (7.124) и (6.47) имеем:

dk ∧ ω1 = kω ∧ ω1 = −kω1 ∧ ω = −kdω1,

или
dω1 = −dk

k
∧ ω1.

Отсюда следует, что
ω1 = −1

k
dx, (7.125)

где x — некоторая новая переменная. Дифференцируя внешним образом уравнения (7.121) с
учетом равенства (7.125), получим:

dω = dλ ∧ dy = λxdx ∧ dy = −λxkω1 ∧ ω2.

Сравнивая далее с (6.47), находим, что
b = −kλx. (7.126)

В результате уравнение (7.124) принимает вид

dk = kλdy + λxdx.

Отсюда
kx = λx, ky = kλ.

Исключая λ, находим:
ky = k2 + kϕ(y), (7.127)

а равенство (7.126) запишется следующим образом:

b = −kkx.
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Положим
µ = k−1. (7.128)

С помощью (7.127) находим, что µ удовлетворяет уравнению

µy = −1− µϕ(y). (7.129)

Положим далее
ϕ(y) = −θy(y)

θ(y)
.

Тогда однородное уравнение
µy = −µϕ

имеет решение
µ = c(x)θ(y),

а общее решение уравнения (7.129) имеет вид:

µ =
(
−

∫
dy

θ
− g(x)

)
θ.

В результате в силу (7.120), (7.125) и (7.128) уравнение третьего слоения ω1 + ω2 = 0 принимает
вид −µdx + dy = 0 или, в силу последнего уравнения,

dy

θ
+

( ∫
dy

θ
+ g(x)

)
dx = 0. (7.130)

Теперь сделаем изотопическое преобразование
∫

dy

θ(y)
= ỹ.

В результате уравнение (7.130) примет вид:

dỹ + (ỹ + g(x))dx = 0,

то есть совпадет с уравнением (7.112).
Итак, доказана
Теорема 7.12. Относительные инварианты криволинейной три-ткани, определяемой ли-

нейным дифференциальным уравнением первого порядка, связаны соотношением (7.119). Об-
ратно: если относительные инварианты некоторой криволинейной три-ткани связаны соот-
ношением (7.119), то эта ткань эквивалентна ткани, определеяемой линейным дифференци-
альным уравнением первого порядка.

Следующее утверждение приводим без доказательства.
Теорема 7.13 [УШ-4]. Инварианты криволинейной три-ткани, определяемой дифференци-

альным уравнением Риккати
y′ = f(x)y2 + g(x)y + h(x),

и (с точностью до изотопии) только такой ткани удовлетворяют соотношению

b222b− b22b2 = 0.

ЗАДАЧИ
7.1. Пользуясь разложением (7.1), найдите первые четыре члена ряда Тейлора для элементов

−1x и x−1.
Р е ш е н и е. Так как −1x · x = e, то из (7.1) получаем:

0 = −1x + x + Λ(−1x,x) + 1
2 M(−1x,−1 x,x) + 1

2 N(−1x,x,x)+

+ 1
6 P (−1x,−1 x,−1 x,x) + 1

4 Q(−1x,−1 x,x,x) + 1
6 R(−1x,x,x,x) + {5}.
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Из (2.37) и (2.38) находим разложение для −1x с точностью до членов четвертого порядка:

−1x = −x + 1
2 b(x,x,x) + {4}.

Подставляя это значение −1x в слагаемые выше первого порядка, входящие в предыдущее
равенство, получим:

−1x = −x + 1
2 b(x,x,x) + 1

2 Q(b(x,x,x),x) + 1
6 P (x,x,x,x)− 1

4 Q(x,x,x,x) + 1
6 R(x,x,x,x) + {5}.

Для x−1 рассуждения аналогичны.
7.2. В координатных лупах ткани E ассоциативны тройки элементов x, y, z, где x — решение

уравнения z(yz) = xy.
7.3. Докажите, что три-ткань, заданная уравнениями (7.51), является тканью E (т. е. на ней

выполняется условие замыкания E), но не является тканью Муфанг.
У к а з а н и е. См. задачу 2.27.

ПPИМЕЧАНИЯ
7.1. Результаты 1–2 параграфов получены Шелеховым в [Ш-15]. Дальнейшее обобщение этих

результатов см. в [Ш-22].
7.2. Свойства ассоциантов лупы Q рассматривал Сабинин [С-1]. Их обобщение имеется

в [Ш-22].
7.3. Существование аналитических немуфанговых тканей E, или, что то же самое, — класса

изотопически инвариантных эластичных луп, отличных от луп Муфанг, долго подвергалось
сомнению. Их существование (теорема 7.12) доказано в [Ш-29]. Теорема 7.8 получена в [ШШ-1].

7.4. Результаты § 4 получены в [ШП-1]–[ШП-3] и [Пд-3].
7.5. Результаты § 5 получены в [УШ-2]–[УШ-4], см. также обзор [УШ-5].



Гл а в а 8

d-ТКАНИ КОPАЗМЕPНОСТИ r

Наpяду с тpи-тканями в диффеpенциальной геометpии изучаются и дpугие типы тканей. Так,
еще в пеpвых pаботах В. Бляшке и его сотpудников изучались ткани, обpазованные четыpьмя
и более семействами кpивых на плоскости, а также семействами повеpхностей в тpехмеpном
пpостpанстве. Эти констpукции получили различные многомеpные обобщения. В результате
возникла теоpия тканей, обpазованных d слоениями коpазмеpности r на гладком многообpазии X
pазмеpности nr. Такие ткани обозначаются W (d,n, r). Разумеется, пpедполагается, что слое-
ния λα, α = 1, . . . , d, обpазующие d-ткань, находятся в общем положении. В частности, тpи-ткани
W = (X,λα), α = 1, 2, 3, котоpые изучались в пpедыдущих главах, тепеpь мы будем обозначать
символом W (3, 2, r).

Две ткани W1(d,n, r) и W2(d,n, r), заданные на многообpазиях X1 и X2 pазмеpности nr,
называются эквивалентными, если существует локальный диффеомоpфизм ϕ : X1 → X2, пpи
котоpом слои пеpвой ткани пеpеходят в слои втоpой.

Ткань W (d,n, r) называется паpаллелизуемой, если она эквивалентна ткани, обpазованной в
nr-меpном аффинном пpостpанстве слоениями, состоящими из паpаллельных плоскостей коpаз-
меpности r. Пpи d 6 n ткань W (d,n, r) всегда паpаллелизуема. Поэтому далее мы будем считать,
что d > n + 1.

В этой главе изучаются основные свойства тканей W (d,n, r) и связанные с ними геометpи-
ческие стpуктуpы, а также специальные типы тканей, опpеделяемые некотоpыми условиями
замыкания. Особое внимание будет уделено пpоблемам гpассманизуемости, линеаpизуемости и
алгебpаизуемости d-тканей, а также пpоблеме pанга.

Многие вопpосы, pассматpиваемые в настоящей главе, обобщают содеpжание пpедыдущих
глав. Поэтому изложение в этой главе более лаконичное. Иногда мы огpаничиваемся здесь
лишь обзоpом основных pезультатов. Систематическое и подробное изложение теоpии d-тканей
читатель может найти в книге [Го-23].

§ 8.1. (n + 1)-ткани на многообpазии pазмеpности nr

1. Рассмотpим (n + 1)-ткань W (n + 1,n, r) на многообpазии X pазмеpности nr. Теоpия таких
тканей наиболее близка к теоpии тpи-тканей, изучавшейся в пpедыдущих главах. Слоения λα,
α = 1, . . . ,n + 1, коpазмеpности r, обpазующие эту ткань, опpеделяются вполне интегpиpуемыми
системами уpавнений Пфаффа

ω
α

i = 0, i = 1, . . . , r, α = 1, . . . ,n + 1. (8.1)

Так как число 1-фоpм, входящих в левые части этих уpавнений, pавно (n + 1)r, а pазмеpность
многообpазия X pавна nr, то фоpмы ω

α

i связаны линейными соотношениями. Так же, как и
в главе 1, показывается, что эти соотношения пpиводятся к виду

ω
1

i + ω
2

i + . . . + ωi

n+1
= 0. (8.2)

Соотношения (8.2) остаются инваpиантными пpи пpеобpазованиях

′ω
α

i = Ai
jω

α

j , det(Ai
j) 6= 0, (8.3)

обpазующих гpуппу G = GL(r) — стpуктуpную гpуппу ткани W (n + 1,n, r). Таким обpазом,
стpуктуpная гpуппа ткани W (n + 1,n, r) не зависит от n.
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Ввиду (8.2) уpавнения стpуктуpы ткани W (n + 1,n, r) пpиводятся к виду

dω
u

i = ω
u

j ∧ ωi
j +

∑

v 6=u

a
uv

i
jkω

u

j ∧ ω
v

k, d ω
n+1

i = ω
n+1

j ∧ ωi
j , (8.4)

где u, v = 1, . . . ,n, a
uv

i
jk — тензоpы кpучения ткани, удовлетвоpяющие соотношениям

a
uv

i
jk = a

vu

i
kj ,

∑
u,v

a
uv

i
jk = 0. (8.5)

Кpоме того, будем считать, что a
uu

i
jk = 0. Фоpмы ωi

j удовлетвоpяют стpуктуpным уpавнениям

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k +

∑
u,v

b
uv

i
jk`ω

u

k ∧ ω
v

` (8.6)

и опpеделяют на многообpазии X аффинную связность Γ̃, аналогичную связности Γ̃ на
тpи-ткани, pассмотpенной в гл. 1. Тензоpы a

uv

i
jk и b

uv

i
jk` будут существенными компонентами

соответственно тензоpов кpучения и кpивизны этой связности.
Уpавнения (8.6) получаются пpи диффеpенциальном пpодолжении уpавнений (8.4). Кpоме

того, пpи диффеpенциpовании получатся уpавнения Пфаффа

∇ a
uv

i
jk =

∑
w

( a
uvw

i
jk` + a

uv

i
mk a

wu

m
`j + a

uv

i
jm a

vw

m
k`)ω

w

`, u 6= v, (8.7)

и соотношения
b

uv

i
jk` = 1

2 ( a
wuv

i
jk` − a

vwu

i
`jk), w 6= u, v, (8.8)

b
uv

i
[jk`] = 0, (8.9)

b
uu

i
`jk + 2 b

uv

i
[jk]` = 0. (8.10)

Соотношения (8.8) показывают, что тензоpы кpивизны (n + 1)-ткани W (n + 1,n, r) пpи n > 2
полностью выpажаются чеpез коваpиантные пpоизводные ее тензоpов кpучения.

Теоpема 8.1. Ткань W (n + 1,n, r) будет паpаллелизуемой тогда и только тогда, когда ее
тензоpы кpучения обpащаются в нуль, т. е. a

uv

i
jk = 0.

¤ Действительно, условие a
uv

i
jk = 0 в силу (8.7) и (8.8) влечет b

uv

i
jk` = 0, так что стpуктуpные

уpавнения ткани пpинимают вид:

dω
α

i = ω
α

j ∧ ωi
j , dωi

j = ωk
j ∧ ωi

k, α = 1, . . . ,n + 1, i, j, k = 1, . . . , r.

А эти уpавнения опpеделяют в аффинном пpостpанстве A pазмеpности nr (n + 1)-ткань, обpа-
зованную слоениями, состоящими из паpаллельных подпpостpанств коpазмеpности r (сpавните
§ 5 гл. 1). Обpатное утвеpждение непосpедственно следует из пpедыдущих уpавнений. ¥

Напомним, что для многомеpной тpи-ткани W (3, 2, r), как следует из соотношений (1.31),
(1.33), симметpичная часть тензоpа кpивизны не выpажается чеpез коваpиантные пpоизводные
тензоpа кpучения, поэтому условие ее паpаллелизуемости записывается в виде

ai
jk = 0, bi

(jk`) = 0.

2. Рассмотpим на многообpазии X, несущем (n + 1)-ткань W (n + 1,n, r), подмногообpазие M
pазмеpности kr, пpедставляющее собой пеpесечение слоев Fαk+1 , . . . ,Fαn , пpинадлежащих
слоениям λαk+1 , . . . ,λαn исходной (n + 1)-ткани. Оно опpеделяется системой уpавнений Пфаффа

ωi

αk+1
= 0, . . . ,ωi

αn

= 0.

Слои остальных слоений: λαn+1 ,λα1 , . . . ,λαk
высекают на многообpазии M (k + 1)-ткань W (k +

+ 1, k, r), котоpая называется подтканью исходной ткани W (n + 1,n, r). Эта подткань обознача-
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ется [αn+1,α1, . . . ,αk]. В частности, если k = 2, то dimM = 2r и слоения λαn+1 ,λα1 ,λα2 высекают
на M тpи-ткань [αn+1,α1,α2].

Рассмотpим тpи-подткань [n + 1,u, v] ткани W (n + 1,n, r). Из соотношений (8.3)–(8.9) следу-
ет, что тензоpы кpучения и кpивизны этой подткани вычисляются по фоpмулам

a
uv

i
jk = a

uv

i
[jk], (8.11)

b
uv

i
jk` = 2 b

uv

i
jk` − a

vuv

i
jk` + a

uvu

i
j`k − a

vu

m
jk a

uv

i
m` + a

uv

m
j` a

vu

i
mk. (8.12)

Точно так же находим, что тензоpы кpучения и кpивизны подткани [u, v,w] вычисляются по
фоpмулам

a
uvw

i
jk = a

uv

i
[jk] + a

vw

i
[jk] + a

wu

i
[jk], (8.13)

b
uvw

i
jk` = b

uv

i
jk` + b

vw

i
jk` + b

wu

i
jk` − 2 b

ww

i
jk` − a

uvw

i
jk` + a

vuw

i
jk`+

+ ( a
vu

m
jk − a

vw

m
jk) a

uw

i
m` + ( a

vw

m
jk − a

uw

m
jk) a

uv

i
m` + ( a

vu

m
`k − a

vw

m
`k) a

uw

i
jm.

(8.14)

Из последнего соотношения вытекают равенства

b
uvw

i
(jk`) = b

uv

i
(jk`) + b

vw

i
(jk`) + b

wu

i
(jk`). (8.15)

Опpеделение. (n + 1)-ткань W (n + 1,n, r) называется шестиугольной, если все ее три-
подткани являются шестиугольными.

Теоpема 8.2. Ткань W (n + 1,n, r) будет шестиугольной, если шестиугольными являются
все ее тpи-подткани [α,β, γ] пpи некотоpом фиксиpованном α.
¤ Пpежде всего пеpенумеpуем слоения так, чтобы получилось α = n + 1. Шестиугольность
подтканей [n + 1,u, v], как показано в § 1 гл. 3, пpиводит к условиям

b
uv

i

jk`
= 0. (8.16)

Но в силу (8.15) из этого соотношения следует, что b
uvw

i

jk`
= 0 для любых u, v,w. ¥

Теоpема 8.2. является обобщением классической теоpемы Дюбуpдье (см. [Бл-1]) для ткани
W (4, 3, 1), обpазованной двумеpными слоениями на тpехмеpном многообpазии.

Из теоpемы 8.2 вытекает
Теоpема 8.3. Соотношения (8.16) являются необходимыми и достаточными условиями

шестиугольности (n + 1)-ткани W (n + 1,n, r).

§ 8.2. (n + 1)-ткани на гpассмановом многообpазии
1. Важный пример ткани W (n + 1,n, r) можно построить на грассмановом многообра-

зии G(n − 1,n + r − 1) подпространств размерности n − 1 проективного пространства Pn+r−1

размерности n + r − 1. Отметим прежде всего, что dimG(n − 1,n + r − 1) = nr. Рассмот-
рим далее подмногообразие в G(n − 1,n + r − 1), образованное (n − 1)-пространствами, про-
ходящими через фиксированную точку x ∈ Pn+r−1. Назовем это подмногообразие связкой
(n − 1)-подространств и обозначим Sx. Легко видеть, что связка Sx изоморфна грассманову
многообразию G(n− 2,n + r − 2) и dimSx = (n− 1)r.

Из связок (n− 1)-подпространств можно конструировать на многообразии G(n− 1,n + r − 1)
слоения и ткани коразмерности r. Действительно, рассмотрим в пространстве Pn+r−1 гладкое
подмногообразие X размерности r и множество связок Sx, вершины которых лежат на X.
Если из связок Sx удалить (n − 1)-подпространства, касающиеся многообразия X, а также
подпространства, пересекающие X более чем в одной точке, то оставшиеся их части S̃x образуют
слоение в некоторой открытой области D грассманова многообразия G(n− 1,n + r − 1).

Рассмотрим в пространстве Pn+r−1 подмногообразия Xα, α = 1, . . . ,n + 1, размерности r,
находящиеся в общем положении. Каждое из них порождает в некоторой области Dα ⊂ G(n −
− 1,n + r − 1) описанное выше слоение, а все слоения вместе порождают (n + 1)-ткань кораз-
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мерности r в области D =
n+1⋂
α=1

Dα. Эту ткань назовем грассмановой (n + 1)-тканью и обозначим

GW (n + 1,n, r).
Обозначим L текущее (n− 1)-подпространство грассмановой (n + 1)-ткани, Aα — его точки

пересечения с многообразиями Xα. Так как многообразия Xα находятся в общем положении,
то n из этих точек, например A1, . . . ,An, могут быть приняты за вершины проективного репера
подпространства L, а точка An+1 — за единичную точку, так что An+1 = A1 + A2 + . . . + An.
Дополним точки Au, u = 1, . . . ,n, до полного репера пространства Pn+r−1 r точками Ai, где
i = n + 2, . . . ,n + r + 1. Уравнения перемещения этого репера запишем, как обычно, в виде

dAσ = ωρ
σAρ, σ, ρ, τ = 1, . . . ,n,n + 2, . . . ,n + r + 1, (8.17)

а структурные уравнения, которым удовлетворяют формы ωρ
σ, — в виде

dωρ
σ = ωτ

σ ∧ ωρ
τ . (8.18)

Так как подпространство L не касается подногообразий Xu, то 1-формы ωi
u можно принять

за базисные на этих подмногообразиях, ввиду чего

ωv
u = λv

uiω
i
u, u 6= v, (8.19)

и
dAu = ωu

uAu + ωi
u

(
Ai +

∑

v 6=u

λv
uiAv

)
. (8.20)

Здесь и далее суммирование по индексам i, j, k производится по обычным правилам, а по u, v,w —
только в том случае, когда на это указывает знак суммы.

Выберем точки Ai в подпространстве, касательном к многообразию Xn+1, описываемому
точкой An+1. Тогда

dAn+1 = ωAn+1 + Ai

n∑

u=1
ωi

u, (8.21)

где
ω =

∑
u

ωv
u (8.22)

при любом v = 1, 2, . . .n. Обозначим также
n∑

u=1
ωi

u = −ωi
n+1. (8.23)

Так как точка An+1 описывает r-мерное многообразие Xn+1, то формы ωi
n+1 линейно независимы.

В построенном репере системы уравнений

ωi
u = 0,

n∑

u=1
ωi

u = 0

определяют n + 1 слоений на грассмановом многообразии G(n− 1,n + r − 1), образующих ткань
GW (n + 1,n, r). Формы ωi

u будут базисными для этой ткани, а (8.19) и (8.23) — ее основными
уравнениями.

2. Найдем тензоры кручения и кривизны грассмановой ткани GW (n + 1,n, r). Продиффе-
ренцируем внешним образом уравнения (8.19) и, применив лемму Картана, получим:

∇λv
ui + λv

uiλ
v
ujω

j
n+1 +

∑

w 6=u,v
(λv

ui − λw
ui)(λ

w
uj − λv

wj)ω
j
w + ωv

i = λv
uijω

j
u, (8.24)

где u, v,w все различны и λv
uij = λv

uji. В этих уравнениях

∇λv
ui = dλv

ui − λv
ujθ

j
i , θj

i = ωj
i − δj

i ω, (8.25)
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а формы ωj
n+1 определяются формулой (8.23).

Внешнее дифференцирование соотношений (8.22) дает уравнение

(ωv
i − ωu

i ) ∧ ωi
n+1 = 0.

Его решение можно представить в виде

ωu
i = ωn+1

i + pu
ijω

j
n+1, (8.26)

где
pu

ij = pu
ji,

∑
u

pu
ij = 0

и
ωn+1

i = 1
n

∑
u

ωu
i (8.27)

— вторичные формы Пфаффа, не являющиеся линейными комбинациями базисных форм ωi
u.

Фиксируем на рассматриваемой ткани (n− 1)-мерное подпространство L, т. е. положим ωi
u =

= 0. Тогда уравнения (8.24) примут вид

∇δλ
v
ui + πv

i = 0, (8.28)

где, как обычно, через δ обозначен символ дифференцирования по вторичным параметрам,
и πv

i = ωv
i (δ). Введем величины

λi = 1
(n− 1)n

∑

u 6=v

λv
ui. (8.29)

Из уравнений (8.28) следует, что при закрепленных главных параметрах эти величины удовле-
творяют уравнениям

∇δλi + πn+1
i = 0.

С другой стороны, из уравнений (8.17) и (8.27) вытекает, что

δAi = πj
i Aj + πn+1

i An+1.

Из последних двух соотношений получаем равенства

δ(Ai + λiAn+1) = πj
i (Aj + λjAn+1),

которые показывают, что плоскость π, натянутая на точки Ai + λiAn+1, инвариантна.
Поместим в плоскость π точки Ai. Тогда величины λi обратятся в нуль, и из (8.29) последует

∑

u 6=v

λv
ui = 0. (8.30)

Формы πn+1
i теперь также обратятся в нуль, а формы ωn+1

i станут главными:

ωn+1
i =

∑
v

qv
ijω

j
v. (8.31)

Ввиду этого из соотношений (8.26) и (8.23) находим:

ωu
i =

∑
v

(qv
ij − pu

ij)ω
j
v. (8.32)

Теперь можно найти тензоры кручения и кривизны ткани GW (n + 1,n, r). Дифференцируя
внешним образом ее базисные формы ωi

u, получаем:

dωi
u = ωj

u ∧ ωi
j + ωv

u ∧ ωi
v.
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Затем из уравнений (8.22) находим:

ωu
u = ω −

∑

v 6=u

ωu
v .

Подставляя эти выражения в предыдущие формулы и пользуясь соотношениями (8.18), придем
к уравнениям

dωi
u = ωj

u ∧ θi
j +

∑

v 6=u

(δi
kλv

uj + δi
jλ

u
vk)ωj

u ∧ ωk
v , (8.33)

где 1-формы θi
j определяются формулой (8.25).

Выражения δi
kλv

uj + δi
jλ

u
vk в силу (8.30) удовлетворяют соотношениям (8.5) предыдущего

параграфа. Следовательно, уравнения (8.33) являются уравнениями структуры грассмановой
(n + 1)-ткани, а ее тензоры кручения имеют вид

a
uv

i

jk
= δi

kλv
uj + δi

jλ
u
vk. (8.34)

Так как при n > 2 тензоры кручения полностью определяют геометрию ткани W (n + 1,n, r)
(см. § 1), то верна

Теорема 8.4. Ткань W (n + 1,n, r) при n > 2 будет грассманизуемой, т. е. эквивалентной
грассмановой ткани GW (n + 1,n, r), тогда и только тогда, когда ее тензоры кручения имеют
вид (8.34).

Формы θi
j (см. (8.25)), задают на ткани GW (n + 1,n, r) аффинную связность Γ̃. Так как из

предыдущих уравнений следует

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k +

∑
u

ωu
j ∧ ωi

u, dω = −ωk
n+1 ∧ ωn+1

k ,

то, пользуясь формулами (8.25), (8.31), и (8.32), находим:

dθi
j = θk

j ∧ θi
k +

∑
u,v

(δi
`q

u
jk + δi

jq
u
`k + δi

kpu
j`)ω

k
u ∧ ω`

v.

Отсюда получаем выражение для тензоров кривизны грассмановой (n + 1)-ткани:

b
uv

i

jk`
= 1

2 ((δi
`q

u
jk + δi

jq
u
`k + δi

kpu
j`)− (δi

kqv
j` + δi

jq
v
k` + δi

`p
v
jk)). (8.35)

3. Рассмотрим далее шестиугольные грассмановы ткани GW (n + 1,n, r). Для них, согласно
определению, все три-подткани будут шестиугольными. Эти подткани высекаются на 2r-мерных
пересечениях слоев Fα1 , . . . ,Fαn−2 , принадлежащих слоениям λα1 , . . . ,λαn−2 , оставшимися тремя
слоениями λαn−1 , λαn , λαn+1 . Будем считать для простоты, что αβ = β.

Для грассмановой ткани, порождаемой многообразиями X1, . . . ,Xn+1 проективного простран-
ства Pn+r−1, слои Fk, k = 1, . . . ,n − 2, есть связки Sk (n − 1)-подпространств с вершинами
в точках xk, принадлежащих подмногообразиям Xk. При этом n − 2 связки Sk с вершинами
x1,x2, . . . ,xn2 пересекаются по 2r-связке S (n − 1)-подпространств, вершиной которой служит
(n − 3)-плоскость [x1, . . . ,xn−2]. Связка S проектирует пространство Pn+r−1 на пространство
P r+1, дополнительное к [x1, . . . ,xn−2]. При этом проектировании подпространство L, принад-
лежащее связке S, переходит в прямую ` = π(L) в P r+1, а многообразиям Xα ⊂ Pn+r−1,
α = n − 1,n,n + 1, соответствуют в P r+1 r-мерные многообразия X̃α = π(Xα). Следовательно,
три-ткань, порождаемая связками Sk, изоморфна грассмановой три-ткани GW (3, 2, r), порож-
даемой в пространстве P r+1 тремя многообразиями X̃α.

Если ткань GW (n + 1,n, r) будет шестиугольной, то шестиугольными будут все ее три-
подткани, а, следовательно, и все грассмановы ткани GW (3, 2, r), получающиеся проектирова-
нием из подпространств [x1, . . . ,xn−2]. Но как было доказано в § 3 гл. 3, подмногообразия X̃α,
порождающие такие три-ткани, принадлежат одной гиперповерхности третьего порядка. Следо-
вательно, и для любых точек xα1 , . . . ,xαn−2 , принадлежащих подмногообразиям Xα1 , . . . ,Xαn−2 ,
проекции многообразий Xαn−1 , Xαn , Xαn+1 (из плоскости [xα1 , . . . ,xαn−2 ]) принадлежат одной
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кубической гиперповерхности. Это может быть в том и только в том случае, когда все подмно-
гообразия X1,. . ., Xn+1 пространства Pn+r−1, порождающие грассманову ткань GW (n + 1,n, r),
принадлежат одному r-мерному алгебраическому многообразию порядка n + 1.

Так как обратное утверждение вполне очевидно, то справедлива
Теорема 8.5. Для того, чтобы грассманова ткань GW (n + 1,n, r) была шестиугольной,

необходимо и достаточно, чтобы все порождающие ее r-мерные подмногообразия Xα ⊂ Pn+r−1,
α = 1, . . . ,n + 1, принадлежали одному r-мерному алгебраическому многообразию порядка n + 1.

Запишем аналитические условия шестиугольности грассмановой (n + 1)-ткани с помощью
тензоров кривизны b

uv

i
jk` ее три-подтканей [n + 1,u, v] (u, v = 1, . . . ,n). В формулу (8.12) для этих

тензоров входят еще величины a
uvu

i
jk`, возникающие при дифференцировании тензоров кручения.

Продифференцировав выражение (8.34), найдем:

a
uvu

i
jk` = δi

k(λv
uj` + pv

j` − qu
j`)− δi

j(q
u
k` − pu

k` + λv
u`λ

u
vk)− δi

`λ
u
vkλv

uj .

Подставляя в (8.12) эти выражения, а также выражения (8.34) и (8.35) для тензоров кручения
и кривизны ткани GW (n + 1,n, r), получим выражение для тензоров кривизны грассмановой
три-ткани:

b
uv

i
jk` = δi

j(p
u
k` − pv

k`) + δi
`λ

v
ujk − δi

kλu
vj`. (8.36)

Условие шестиугольности ткани W (n + 1,n, r), как доказано в теореме 8.3, записывается в
виде (8.16). Для грассмановой ткани GW (n + 1,n, r) в силу (8.30) это условие принимает вид:

δi
(j(p

u
k`) − pv

k`) + λv
|u|k`) − λu

|v|k`)) = 0.

Отсюда следуют равенства
(pu

k` − pv
k`) + λv

uk` − λu
vk` = 0. (8.37)

Выясним геометрический смысл соотношений (8.37). Для этого найдем асимптотические
квадратичные формы подмногообразий Xα в точках xα их пересечения с текущим (n − 1)-
подпространством L. Пользуясь выражениями (8.20) и (8.21) для первых дифференциалов
точек Au и An+1, находим:

d2Au =
∑

v 6=u

λv
uijω

i
uωj

uAv(modTAn(Xu)),

d2An+1 =
∑

v 6=u

(pu
ij − pv

ij)ω
i
n+1ω

j
n+1Av(modTAn+1(Xn+1)).

Ввиду этого асимптотические квадратичные формы подмногообразий Xu и Xn+1 имеют соот-
ветственно вид:

hv
u =λv

uijω
i
uωj

u,
hv

n+1 =(pu
ij − pv

ij)ω
i
n+1ω

j
n+1, v 6= u.

Следовательно, тензоры, входящие в соотношения (8.37), являются асимптотическими
тензорами подмногообразий Xu, Xv и Xn+1. Доказана

Теорема 8.6. Для того, чтобы ткань GW (n + 1,n, r), порождаемая r-мерными подмно-
гообразиями Xα, α = 1, 2, . . . ,n + 1, в пространстве Pn+r−1 была шестиугольной, необходимо
и достаточно, чтобы асимптотические тензоры подмногообразий Xα удовлетворяли усло-
вию (8.37) при всех u и v.

Заметим, что в силу теоремы 8.5 подмногообразия Xα принадлежат одному r-мерному
алгебраическому многообразию порядка n + 1. Поэтому условия (8.37) являются условиями ал-
гебраизуемости как системы подмногообразий Xα, так и порождаемой ими ткани GW (n + 1,n, r).
Поэтому теоремы 8.5 и 8.6 могут быть объединены в одну.

Теорема 8.7. Следующие условия эквивалентны:
1) грассманова ткань GW (n + 1,n, r) является шестиугольной;
2) система порождающих ее подмногообразий Xα, α = 1, 2, . . . ,n + 1, алгебраизуема;
3) асимптотические тензоры подмногообразий Xα удовлетворяют соотношениям (8.37).
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Заметим еще, что если n = 2, то условие (8.37) переходит в условие (3.52) шестиугольности
и алгебраизуемости грассмановой три-ткани GW (3, 2, r).

§ 8.3. (n + 1)-ткани и почти гpассмановы стpуктуpы

1. Рассмотрим плюккерово отображение грассманова многообразия G(n − 1,n + r − 1)
(n − 1)-мерных подпространств проективного пространста Pn+r−1 на точечное алгебраическое
многообразие Ω(n− 1,n + r− 1) размерности nr проективного пространства PN , где N = Cn

n+r −
− 1. Это отображение строится с помощью грассмановых координат (n− 1)-подпространства L
в Pn+r−1, которые представляют собой миноры порядка n матрицы




x11 . . .x
n
1 xn+1

1 . . .xn+r
1

. .. .. .. .. . . .. .. .. .. .. .. .. .. .
x1n . . .xn

n xn+1
n . . .xn+r

n


 ,

составленной из координат базисных точек x1, . . . ,xn подпространства L (сравните с § 3 гл. 3).
Грассмановы координаты связаны рядом квадратичных соотношений, которые и определяют
многообразие Ω(n− 1,n + r − 1) в пространстве PN (см. [ХП-1]). Говорят, что это многообразие
несет грассманову структуру. Для краткости мы его будем обозначать просто буквой Ω. Изучим
более детально строение многообразия Ω.

Пусть L1 и L2 — два (n− 1)-мерных подпространства в Pn+r−1, K = L1
⋂

L2, dim K = n− 2.
Они порождают линейный пучок S (n − 1)-подпространств λL1 + µL2, которому соответствует
прямая на многообразии Ω. Все подпространства пучка S принадлежат одному пространству M
размерности n. Этот пучок, а, следовательно, и соответствующая прямая на Ω вполне опреде-
ляются парой подпространств K и M , K ⊂ M .

Рассмотрим связку (n − 1)-подпространств, т. е. совокупность всех (n − 1)-подпространств,
проходящих через фиксированное подпространство K размерности n− 2. Этой связке на много-
образии Ω соответствует r-мерная плоская образующая ξr. Семейству (n − 1)-подпространств,
принадлежащих фиксированному пространству M размерности n, соответствует на Ω плоская
образующая ηn размерности n. Таким образом, многообразие Ω несет два семейства плоских
образующих размерностей r и n.

Если подпространства K и M инцидентны, т. е. K ⊂ M , то соответствующие им плоские
образующие ξr и ηn пересекаются по прямой; если же они не инцидентны, то образующие ξr

и ηn не имеют общих точек.
Рассмотрим фиксированное подпространство L размерности n − 1 в Pn+r−1. Оно содер-

жит (n − 1)-параметрическое семейство подпространств K размерности n − 2. Поэтому через
соответствующую подпространству L точку p многообразия Ω проходит семейство образую-
щих ξr, зависящее от n − 1 параметров. С другой стороны, через подпространство L проходит
(r − 1)-параметрическое семейство n-мерных подпространств M . Поэтому через точку p прохо-
дит (r− 1)-параметрическое семейство образующих ηn. При этом любые две образующие ξr и ηn,
проходящие через точку p, пересекаются по прямой. Отсюда следует, что все плоские образующие
ξr и ηn, проходящие через точку p, образуют конус, который называется конусом Сегре и
обозначается Cp(r,n). Его проективизация есть многообразие Сегре S(r − 1,n − 1), которое
несет на себе два семейства плоских образующих размерностей r − 1 и n − 1 и представляет
собой проективное вложение декартова произведения проективных пространств P r−1 и Pn−1 в
пространство Pnr−1. Конус Сегре является пересечением многообразия Ω и его касательного
пространства Tp(Ω), размерность которого, как и многообразия Ω, равна nr. В пространстве
Pn+r−1 конусу Сегре Cp(r,n) соответствует совокупность всех (n − 1)-мерных подпространств,
пересекающих фиксированное подпространство L такой же размерности по подпространствам
размерности n− 2.

Таким образом, с каждой точкой p алгебраического многообразия Ω ⊂ PN связан конус Сегре
Cp(r,n) с вершиной p, принадлежащий его касательному пространству Tp(Ω), образующие кото-
рого являются образующими многообразия Ω. Конус Cp(r,n) в пространстве Tp(Ω) определяется
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параметрическими уравнениями

zi
u = ηuξi, u = 1, . . . ,n, i = n + 1, . . . ,n + r. (8.38)

Эти же уравнения задают и многообразие Сегре S(r − 1,n − 1) в проективном пространстве
Pnr−1 = PTp(Ω).

2. Теперь можно ввести понятие почти грассмановой структуры, частным случаем которой
является рассмотренная выше грассманова структура на алгебраическом многообразии Ω.

Пусть X — дифференцируемое многообразие размерности nr, p — его произвольная точка
и Tp(X) — касательное пространство в точке p. В каждом пространстве Tp(X) зададим конус
Сегре Cp(r,n) с вершиной в p так, чтобы полученное поле конусов Сегре было дифференцируе-
мым.

Дифференциально-геометрическую структуру на X, определяемую полем конусов Сегре,
назовем почти грассмановой структурой и обозначим AG(n − 1,n + r − 1). Ее структурной
группой будет подгруппа полной линейной группы GL(nr) преобразований пространства Tp(X),
оставляющая инвариантным конус Cp(r,n). Из уравнений (8.38), определяющих конус Сегре,
видно, что эта группа изоморфна произведению GL(r) × SL(n). Обозначим ее через GL(r,n).

Конус Сегре, присоединенный к точке p многообразия X, определяет в Tp(M) (n − 1)-
параметрическое семейство r-мерных подпространств ξr

p и (r − 1)-параметрическое семейство
n-мерных подпространств ηn

p . Почти грассманова структура AG(n − 1,n + r − 1) называется
r-полуинтегрируемой, если на X существует (r + 1)(n− 1)-параметрическое семейство подмно-
гообразий V r, таких, что Tp(V r) = ξr

p для любой точки p ∈ V r, и каждое подпространство ξr ка-
сается одного и только одного подмногообразия V r. Точно так же структура AG(n− 1,n + r − 1)
называется n-полуинтегрируемой, если на X существует (n + 1)(r − 1)-параметрическое семей-
ство n-мерных подмногообразий V n, таких, что Tp(V n) = ηn для любой точки p ∈ V n, и каждое
подпространство ηn касается одного и только одного подмногообразия V n.

Если почти грассманова структура AG(n− 1,n + r− 1) на многообразии X будет одновремен-
но r-полуинтегрируемой и n-полуинтегрируемой, то она называется интегрируемой. При этом
оказывается справедливой следующая теорема: интегрируемая почти грассманова структура
является локально грассмановой, т. е. окрестность каждой точки p многообразия X допускает
дифференцируемое отображение на алгебраическое многообразие Ω(n− 1,n + r− 1) проективно-
го пространства PN , при котором его подмногообразиям V r будут соответствовать плоские обра-
зующие ξr, а подмногообразиям V n — плоские образующие ηn многообразия Ω(n− 1,n + r − 1).

3. Рассмотрим (n + 1)-ткань W (n + 1,n, r) на гладком многообразии X размерности nr, и
пусть Tp(X) — касательное пространство к X в точке p. Базисные формы ω

u

i этой (n + 1)-ткани
(u = 1 . . .n; i = 1 . . . r), введенные в § 1, можно принять за координаты в пространстве
Tp(X). Тогда уравнения подпространств Tα этого пространства, касательных к слоям ткани,
проходящим через точку p, запишутся в виде (8.1), где в силу (8.2) выполняются соотношения

ω
n+1

i = −
n∑

u=1
ω
u

i.

Уравнения (8.1) и (8.2) будут инвариантны по отношению к структурной группе GL(r) ткани
W (n + 1,n, r).

Пусть (v,w,u1, . . . ,un−1) — некоторая перестановка чисел (1, . . . ,n + 1). Рассмотрим в Tp(X)
пересечение подпространств Tuk

, k = 1, . . . ,n− 1. Обозначим его Tvw. Оно определяется уравне-
ниями ω

uk

i = 0, dimTvw = r. Таких подпространств всего C2
n+1 = 1

2n(n + 1). При n = 2 это число
равно трем, и подпространства Tuv совпадают с подпространствами Tα, касательными к слоям
ткани, проходящим через точку p.

В пространстве Tp(X) существует единственный конус Сегре Cp(r,n), содержащий все под-
пространства Tuv. Он определяется параметрическими уравнениями (8.38), где zi

u = ω
u

i. В си-
лу (8.2) из этих уравнений следует, что

ω
n+1

i = −ξiηn+1,
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где ηn+1 = −∑n
u=1 ηu. Подпространства Tvw, принадлежащие конусу Сегре, задаются на нем

уравнениями ηuk
= 0, в которых индексы uk принимают указанные выше значения. Эти подпро-

странства принадлежат семейству r-мерных плоских образующих ξr конуса Сегре Cp(r,n).
Так как семейство конусов Сегре Cp(r,n), заданных в касательных пространствах Tp(X),

определяет на многообразии X почти грассманову структуру AG(n − 1,n + r − 1), то спра-
ведлива

Теорема 8.8. С (n + 1)-тканью W (n + 1,n, r) на многообразии X размерности nr инва-
риантно связана почти грассманова структура AG(n − 1,n + r − 1). При этом структурная
группа ткани является нормальным делителем структурной группы почти грассмановой
структуры.

Последнее утверждение следует из того факта, что структурной группой (n + 1)-ткани
является группа GL(r), а почти грассмановой структуры AG(n − 1,n + r − 1) — группа
GL(r)× SL(n).

Отметим, что r-мерные плоские образующие ξr конусов Сегре Cp(r,n), связанных с тканью
W (n + 1,n, r), называют ее изоклинными подпространствами, а n-мерные плоские образую-
щие ηn этих конусов — трансверсальными подпространствами ткани W (n + 1,n, r).

§ 8.4. Тpансвеpсально-геодезические и изоклинные (n + 1)-ткани
1. Ткань W (n + 1,n, r) называется трансверсально-геодезической, если связанная с ней почти

грассманова структура AG(n− 1,n + r − 1) является n-полуинтегрируемой. Ткань W (n + 1,n, r)
называется изоклинной, если структура AG(n− 1,n + r − 1) будет r-полуинтегрируемой.

Рассмотрим сначала трансверсально-геодезические (n + 1)-ткани и найдем аналитические
условия, которые их характеризуют. Полуинтегрируемость связанной с тканью почти грассма-
новой структуры означает существование на многообразии X семейства подмногообразий V n,
касательных трансверсальным подпространствам ηn. Уравнения этих подмногообразий имеют
вид

ω
u

i = ξiθu, u = 1, . . . ,n, i = 1, . . . , r, (8.39)

где θu — 1-формы, независимые на V n, а ξi — координаты вектора, определяющего положение
трансверсального подпространства ткани. Дифференцируя внешним образом уравнения (8.39)
с помощью формул (8.4), получим квадратичные уравнения

(
∇ξi +

∑

v 6=u

ai
uvθv

)
∧ θu = −ξidθu, (8.40)

где
∇ξi = dξi + ξjωi

j , ai
uv = a

uv

i
jkξjξk, (8.41)

и выполняются соотношения
ai

uv = ai
vu,

∑
u,v

ai
uv = 0. (8.42)

Суммируя уравнения (8.40) по индексу u от 1 до n и используя уравнения (8.42), придем к
уравнениям

∇ξi ∧
( ∑

u

θu

)
= −ξid

(∑
u

θu

)
, (8.43)

которые показывают, что
d
( ∑

u

θu

)
=

( ∑
u

θu

)
∧ θ,

где θ — некоторая 1-форма. Подставляя последнее выражение в (8.43), получим уравнение

(∇ξi − ξiθ) ∧
(∑

u

θu

)
= 0.
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Пользуясь леммой Картана, отсюда находим:

∇ξi = ξiθ + σi
∑

u

θu. (8.44)

Слоения λα ткани W (n + 1,n, r) высекают на подмногообразии V n (n + 1)-ткань W (n + 1,n, 1)
коразмерности 1. Формы θu будут базисными формами этой ткани, и слои ее (n − 1)-мерных
слоений определяются уравнениями Пфаффа

θu = 0,
∑

u

θu = 0.

Структурные уравнения ткани W (n + 1,n, 1) в силу (8.4) имеют вид:

dθu = θu ∧ ω +
∑

v 6=u

a
uv

θu ∧ θv, (8.45)

причем ∑
u,v

a
uv

= 0.

Подставляя выражения (8.44) и (8.45) в (8.40), получим ω = θ и

σi + a
uv

i = ξi a
uv

.

Суммируя по u и v, находим:
σi = 0, a

uv

i = ξi a
uv

. (8.46)

Ввиду этого из выражений (8.44) и (8.41) последуют равенства:

∇ξi = ξiθ, (8.47)
a
uv

i

jk
ξjξk = a

uv
ξi. (8.48)

Геометрический смысл равенств (8.47) выясняет
Теорема 8.9. Подмногообразия V n, определяемые на X уравнениями (8.39), являются

вполне геодезическими в связности Γ̃, определяемой тканью W (n + 1,n, r).
¤ Обозначим e

u
i репер, дуальный кореперу ω

u

i, состоящему из базисных форм ткани W (n +

+ 1,n, r), и рассмотрим векторы ξu = ξie
u

i. В силу (8.39) эти векторы касаются многообразия V n,
а в силу (8.47) они переносятся параллельно вдоль V n. Вместе с ними переносятся параллельно
и все векторы вида cuξu, где cu — постоянные. Ввиду этого V n является вполне геодезическим
подмногообразием. ¥

Из теоремы 8.9 следует, что подмногообразия V n пересекают слои (n + 1)-ткани, которые
сами являются вполне геодезическими подмногообразиями на X, по геодезическим линиям. По-
этому подмногообразия V n называют трансверсально-геодезическими или просто трансверсаль-
ными подмногообразиями ткани W (n + 1,n, r), а саму ткань — трансверсально-геодезической.

Рассмотрим теперь равенства (8.48). Заметим прежде всего, что при n = 2 левая часть
равенства тождественно обращается в нуль, так как тензор ai

jk кручения ткани W (3, 2, r) ко-
сосимметричен по индексам j и k. Из соотношений (8.41) и (8.46) видно, что в этом случае
a
12

i = 0 и равенство (8.48) обращается в тождество. Поэтому при n = 2 условие трансверсальной
геодезичности ткани выражается через ее тензор кривизны (сравните с § 1 гл. 3).

Итак, считаем далее, что n > 2. Так как равенство (8.48) должно выполняться тождественно
относительно ξi, то величины a

uv
, входящие в его правую часть, должны быть линейными

комбинациями ξi, т. е.
a
uv

= a
uv

kξk. (8.49)

Подставляя в (8.47), получим равенства

( a
uv

i
jk − δi

j a
uv

k)ξjξk = 0,
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откуда следуют соотношения
a
uv

i
(jk) = δi

(j a
uv

k). (8.50)

Теорема 8.10. Для того, чтобы при n > 2 ткань W (n + 1,n, r) была трансверсально-
геодезической, необходимо и достаточно, чтобы симметричные части тензоров кручения
имели вид (8.50).

¤ Необходимость условия теоремы доказана выше. Достаточность следует из того, что
система уравнений Пфаффа (8.39), (8.47), определяющая трансверсально-геодезические подмно-
гообразия ткани W (n + 1,n, r), будет вполне интегрируемой в силу (8.50). ¥

2. Ткань W (n + 1,n, r) называется полиэдрической, если она является трансверсально-
геодезической и все ее подткани W (n + 1,n, 1), высекаемые на трансверсальных подмногообра-
зиях V n, будут параллелизуемыми.

Из уравнения (8.45) следует, что условие параллелизуемости трансверсальных подтканей
записывается в виде a

uv
= 0. Отсюда в силу (8.49) и (8.50) следует, что на полиэдрической ткани
тензоры a

uv

i
(jk) обращаются в нуль:

a
uv

i
(jk) = 0. (8.51)

Обратно, если на ткани W (n + 1,n, r) выполнено условие (8.51), то в
силу (8.50) она будет трансверсально-геодезической, а из (8.49) вытекают
равенства a

uv
= 0, ввиду чего все ее трансверсальные подткани паралле-

лизуемы. Доказана
Теорема 8.11. Для того, чтобы ткань W (n + 1,n, r), n > 2, r >

> 2 была полиэдрической, необходимо и достаточно, чтобы ее тензоры
кручения удовлетворяли условию (8.51).

Название «полиэдрическая» связано с тем, что на такой (n + 1)-ткани
замыкаются фигуры, представляющие собой (2n + 2)-эдры, гранями ко-
торых служат слои ткани. При n = 3 эта фигура становится октаэдром с

2r-мерными гранями. При n = 3 и r = 1 многообразие X становится трехмерным и такой октаэдр
изображен на рис. 54. Здесь грани ade и bcf принадлежат первому слоению ткани, грани dce
и abf — второму слоению, грани cbe и daf — третьему слоению, грани bae и cdf — четвертому
слоению.

3. Рассмотрим изоклинные ткани W (n + 1,n, r). Связанная с такой тканью почти грассманова
структура AG(n− 1,n + r − 1) должна быть r-полуинтегрируемой. Следовательно, на многооб-
разии X существует семейство подмногообразий V r, касательных к изоклинным подпростран-
ствам ξr. Их уравнения запишутся в виде

ω
u

i = ηuθi, u = 1, . . . ,n; i = 1, . . . , r, (8.52)

где θi — 1-формы, независимые на V r, а ηu — параметры, определяющие положение изоклинного
подпространства ткани.

Теорема 8.12. Ткань W (n + 1,n, r) будет изоклинной при n > 3, r > 2, тогда и только
тогда, когда кососимметричные части ее тензоров кручения имеют следующий специальный
вид :

a
uv

i
[jk] = b

uv
[jδ

i
k]. (8.53)

Доказательство этой теоремы подобно доказательству теоремы 8.10, и поэтому мы его не
приводим.

Из теорем 8.10 и 8.12 вытекает следующая важная
Теорема 8.13. Ткань W (n + 1,n, r) будет грассманизуемой тогда и только тогда, когда

она одновременно изоклинная и трансверсально-геодезическая.
¤ Предположим, что ткань W (n + 1,n, r) грассманизуема. Тогда она эквивалентна грассмановой
ткани GW (n + 1,n, r), тензоры кручения которой, как доказано в § 2 (см. формулу (8.34)), имеют
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вид:
a
uv

i
jk = λv

ujδ
i
k + λu

vkδi
j .

Ввиду этого выполняются соотношения

a
uv

i
[jk] = (λv

u[j − λu
v[j)δ

i
k], a

uv

i
(jk) = (λv

u(j + λu
v(j)δ

i
k),

т. е. тензоры кручения рассматриваемой ткани удовлетворяют условиям теорем 8.12 и 8.10.
Следовательно, грассманизуемая ткань будет изоклинной и трансверсально-геодезической.

Обратно, предположим, что ткань W (n + 1,n, r) одновременно является изоклинной и
трансверсально-геодезической. Тогда на ней выполнены соотношения (8.50) и (8.53), в силу чего

a
uv

i
jk = a

uv

i
(jk) + a

uv

i
[jk] = a

uv
(jδ

i
k) + b

uv
[jδ

i
k] = ( a

uv
j + b

uv
j)δi

k + ( a
uv

k − b
uv

k)δi
j .

Следовательно, тензоры кручения этой ткани имеют вид (8.34), а значит, она грассманизуема. ¥
Таким образом, соотношения (8.50) и (8.53) представляют собой аналитические условия

грассманизуемости (n + 1)-ткани W (n + 1,n, r).

§ 8.5. d-ткани на многообразии размерности nr

1. В этом параграфе рассматриваются ткани W (d,n, r) при d > n + 1 на многообразии X
размерности nr.

Слоения λα, образующие ткань W (d,n, r), зададим, как и в § 1, вполне интегрируемыми
системами уравнений Пфаффа

ω
α

i = 0, i = 1, . . . , r, (8.54)

но теперь индекс α пробегает значения от 1 до d. Так как слоения λα находятся в общем
положении, то любая подсистема ω

α1

i, . . . , ω
αn

i системы (8. 54) будет линейно независима. Примем

за базисные на многообразии X формы ω
u

i, где u = 1, . . . ,n. Остальные формы системы (8.54)
будут их линейными комбинациями:

ω
σ

i =
∑

u

λ
σu

i
jω

u

j , σ = n + 1 . . . d,

где все матрицы λ
σu

i
j невырожденные. С помощью замены базиса форм на слоениях λα последние

уравнения приводятся к виду
− ω

n+1
i = ω

1
i + ω

2
i + . . . + ω

n

i, (8.55)

−ω
a

i = λ
a1

i
jω1

j + λ
a2

i
jω2

j + . . . λ
a n−1

i
j ω
n−1

j + ω
n

i, (8.56)

где a = n + 2, . . . , d. Теперь все формы ω
α

i допускают лишь согласованные преобразования вида
′ω
α

i = Ai
jω

α

j ,

образующие структурную группу GL(r) ткани W (d,n, r), а величины (λ
au

i
j) образуют тензоры

относительно этих преобразований. Обозначим указанные тензоры символами Λ
au

и заметим, что
λ
an

i
j = δi

j .
Кроме невырожденности тензоры Λ

au
удовлетворяют еще дополнительным условиям: невы-

рожденными должны быть их разности Λ
au
− Λ

av
, а также некоторые другие их комбинации. Все

эти условия следуют из того, что слоения λ
α
находятся в общем положении.

Структурные уравнения ткани W (d,n, r) состоят из уравнений (8.4), которые представляют
собой условия интегрируемости систем уравнений ω

u

i = 0, u = 1 . . .n, и ω
n+1

i = 0, а также условий

интегрируемости систем уравнений ω
a

i = 0, a = n + 2 . . . d, содержащих дифференциалы тензо-
ров Λ

au
. В общем виде мы все эти уравнения выписывать не будем.
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2. Рассмотрим более подробно 4-ткань W (4, 2, r). Система уравнений (8.53), (8.54) для нее
принимает вид

−ω
3

i = ω
1

i + ω
2

i, −ω
4

i = λi
jω1

j + ω
2

j ,

причем невырожденными должны быть тензоры λi
j и δi

j − λi
j . Тензор λj

i называется основным
аффинором ткани W (4, 2, r) и обозначается буквой Λ. Выясним его геометрический смысл.

Пусть p — произвольная точка многообразия X размерности 2r, несущего ткань W (4, 2, r),
и Tp(X) — касательное пространство к X в этой точке. Обозначим через Tα, α = 1, 2, 3, 4,
подпространства пространства Tp(X), касательные к слоям Fα ткани W , проходящим через p.
Рассмотрим в пространстве Tp(X) репер e

1i, e
2
i, дуальный кореперу ω

1
i, ω

2
i, и такой, что любой

вектор ξ из Tp(X) записывается в виде

ξ = ω
2

i(ξ)e
1i − ω

1
i(ξ)e

2
i

(сравните с § 3 гл. 1). Тогда e
1i ∈ T1, e

2
i ∈ T2, e

1i + e
2
i ∈ T3, λj

ie1j + e
2
i ∈ T4, и каждая из этих систем

векторов образует базис соответствующего подпространства Tα.
Тройки подпространств {T1,T2,T3} и {T1,T2,T4} определяют в пространстве Tp(X) две си-

стемы трансверсальных бивекторов. Пусть ξ1 = ξie
1i — произвольный вектор из T1. Через него

проходит бивектор H = ξ1 ∧ ξ2, где ξ2 = ξie
2
i, трансверсальный к первой тройке подпространств.

Через вектор ξ2 = ξie
2
i проходит бивектор H ′ = ′ξ1 ∧ ξ2, где ′ξ1 = ξiλj

ie1j , трансверсальный ко
второй тройке. Ввиду этого в пространстве T1 определяется линейное преобразование Λ : T1 → T1,
записываемое в виде ′ξi = λi

jξ
j . Аналогичный геометрический смысл имеют линейные преобра-

зования, определяемые аффинором Λ и в других пространствах Tα.
Рассмотрим собственные векторы оператора Λ : T1 → T1. Так как для них ′ξ1 = λξ1, то

трансверсальные бивекторы H и H ′, определяемые собственным вектором ξ1, принадлежат
одному общему трансверсальному подпространству четверки подпространств Tα. Ввиду этого
будет справедлива

Теорема 8.14. Основной аффинор Λ = (λj
i ) 4-ткани W (4, 2, r) в каждой точке p ∈ X

определяет линейные операторы Λα : Tα → Tα, которые конструируются описанным выше
образом с помощью трансверсальных бивекторов этих подпространств. Собственным векто-
рам операторов Λα отвечают общие трансверсальные подпространства для четверки подпро-
странств Tα.

3. Вернемся к изучению тканей W (d,n, r) общего вида. Каждая подсистема слоений λα1 , . . .
. . . ,λαn+1 этой ткани образует (n + 1)-подткань на многообразии X, которую мы обозначим

[α1, . . . ,αn+1]. Общее число таких подтканей равно Cn+1
d = d(d− 1) . . . (d− n)

(n + 1)! . Каждая из них

определяет в касательном пространстве Tp(X) (см. § 3 этой главы) конус Сегре C(r,n), а на
многообразии X — почти грассманову структуру AG(n− 1,n + r − 1). Таким образом, на мно-
гообразии X возникает целая система почти грассмановых структур. Но наиболее интересный
случай указан в следующем определении.

Определение. Ткань W (d,n, r) называется почти грассманизуемой, если все почти грас-
смановы структуры, определяемые ее (n + 1)-подтканями, совпадают.

Из теоремы 8.14 следует, что ткань W (4, 2, r) будет почти грассманизуемой тогда и только
тогда, когда ее основной аффинор Λ будет скалярным, т. е. Λ = λE. Действительно, в этом случае
все трансверсальные бивекторы подткани [1, 2, 3] будут также трансверсальными бивекторами
и для подткани [1, 2, 4], а, следовательно, и для всех остальных ее три-подтканей [1, 3, 4] и
[2, 3, 4]. Но трансверсальные бивекторы образуют одно из семейств плоских образующих конусов
Сегре C(2, r), присоединенных к ткани W . Поэтому и конусы Сегре, определяемые при Λ = λE
различными подтканями ткани W (4, 2, r), совпадают между собой.

В общем случае справедлива следующая
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Теорема 8.15. Для того, чтобы ткань W (d,n, r) была почти грассманизуемой, необходимо
и достаточно, чтобы все ее аффиноры Λ

au
были скалярными, т. е. пропорциональными единич-

ному аффинору E = (δj
i ).

¤ Почти грассмановы структуры, определяемые на многообразии X двумя (n + 1)-подтканями
ткани W (d,n, r), совпадают тогда и только тогда, когда в каждой точке p ∈ X совпадают конусы
Сегре, лежащие в касательном пространстве Tp(X), определяемые касательными подпростран-
ствами к слоям этих подтканей. Рассмотрим на X подткани [1, . . . ,n,n + 1] и [1, . . . ,n, a]. Как по-
казано в § 3, конус Сегре, определяемый в Tp(X) первой подтканью, задается уравнением (8.38).
Точно так же можно показать, что конус Сегре, определяемый в Tp(X) второй подтканью,
задается уравнениями

zi
u = ηu(λ

au

i
jξ

j). (8.57)

Если
λ
au

i
j = λ

au
δi
j , (8.58)

то уравнения (8.57) принимают вид
zi
u = λ

au
ηuξi (8.59)

и определяют тот же конус Сегре, что и уравнения (8.38).
Обратно, если уравнения (8.57) определяют тот же конус Сегре, что и (8.38), то тензоры λ

au

i
j

имеют вид (8.58), т. е. пропорциональны единичному тензору. ¥
Из теоремы 8.15 следует, что на почти грассманизуемой ткани W (d,n, r) уравнения (8.56)

принимают вид
−ω

a

i = λ
a1

ω
1

i + . . . + λ
an−1

ω
n−1

i + ω
n

i. (8.60)

Так как слоения λα ткани находятся в общем положении, то в матрице
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 ........ 1 1
λ

n+2,1
........ λ

n+2,n−1
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ
d,1

........ λ
d,n−1

1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

составленной из коэффициентов уравнений (8.55) и (8.60), все миноры любого порядка отличны
от нуля.

Обозначим почти грассманизуемую ткань W (d,n, r) символом AGW (d,n, r) и рассмот-
рим связанную с ней почти грассманову структуру AG(n − 1,n + r − 1). Если эта структу-
ра r-полуинтегрируема, то ткань AGW (d,n, r) называется, как и в § 4, изоклинной; если же
грассманова структура AG(n− 1,n + r − 1) будет n-полуинтегрируемой, то ткань AGW (d,n, r)
называется трансверсально-геодезической.

Ткань AGW (d,n, r) называется грассманизуемой, если она эквивалентна грассмановой ткани
GW (d,n, r), образованной на грассмановом многообразии G(n − 1,n + r − 1) d слоениями λα,
каждое из которых устроено так, как описано в § 2. Из теоремы 8.13 следует, что ткань
AGW (d,n, r) будет грассманизуемой тогда и только тогда, когда она является одновременно
изоклинной и трансверсально-геодезической.

Однако эти условия грассманизуемости для ткани AGW (d,n, r) можно ослабить, так как
справедлива следующая

Теорема 8.16. Почти грассманизуемая ткань AGW (d,n, r) при d > n + 2 и r > 3 будет
изоклинной.
¤ Запишем систему уравнений, определяющую слоение λn+2 ткани AGW (d,n, r), в виде

− ω
n+2

i = λ
1
ω
1

i + λ
2
ω
2

i + . . .λ
n
ω
n

i (8.61)
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(мы опустили здесь индекс n + 2 у коэффициентов λ
n+2,u

и считаем, что λ
n
не обязательно равен

единице). Условие интегрируемости этой системы в силу теоремы Фробениуса записывается
следующим образом:

d ω
n+2

i = ω
n+2

j ∧Θi
j . (8.62)

Дифференцируя внешним образом соотношения (8.61) и пользуясь формулами (8.4), получим
квадратичные уравнения

−d ω
n+2

i = − ω
n+2

j ∧ ωi
j +

∑
u

dλ
u
∧ ω

u

i +
∑
u,v

λ
u

a
uv

i
jkω

u

j ∧ ω
v

k. (8.63)

Здесь коэффициенты λ
u
являются относительными инвариантами, ввиду чего

dλ
u

= λ
u
θ +

∑
v

λ
uv

jω
v

j .

Подставляя эти разложения в (8.63), получим:

−d ω
n+2

i = − ω
n+2

j ∧ (ωi
j − δi

jθ) +
∑
u,v

(λ
uv

jδ
i
k + λ

u
a
uv

i
jk)ω

u

j ∧ ω
v

k.

Из условия (8.62) следует, что второе слагаемое правой части должно иметь вид − ω
n+2

∧ σi
j , где

σi
j =

∑
u

µ
u

i
jkω

u

k.

Приравнивая эти два выражения и используя (8.62), получим соотношения
∑
u,v

(λ
uv

jδ
i
k + λ

u
a
uv

i
jk)ω

u

j ∧ ω
v

k =
∑
u,v

λ
u
µ
v

i
jkω

u

j ∧ ω
v

k.

Сравнивая коэффициенты и используя соотношения (8.5), придем к равенствам

(λ
u
− λ

v
) a
uv

i
jk = λ

uv
kδi

j − λ
vu

jδ
i
k + λ

u
µ
v

i
jk − λ

v
µ
u

i
kj . (8.64)

При u = v отсюда находим:
µ
u

i
[jk] = 1

λ
u

λ
uu

[jδ
i
k].

С учетом этих равенств альтернация соотношений (8.64) по индексам j и k дает

a
uv

i
[jk] = b

uv
[jδ

i
k], (8.65)

где

b
uv

k = 1
λ
u
− λ

v

( λ
v

λ
u

λ
uu

k +
λ
u

λ
v

λ
vv

k − 2 λ
(uv)

k

)
.

Из соотношений (8.65) и теоремы 8.12 следует, что при r > 3 (n + 1)-подткань [1, . . . ,n,n + 1]
ткани AGW (d,n, r) будет изоклинной. Отсюда непосредственно вытекает и изоклинность ткани
AGW (d,n, r). ¥

Из теорем 8.16 и 8.13 следует
Теорема 8.17. Если при r > 3 и d > n + 2 ткань W (d,n, r) является почти грассманизуемой

и трансверсально-геодезической, то она грассманизуема.
4. Рассмотрим d-ткань коразмерности 1 на многообразии X размерности n, т. е. ткань

W (d,n, 1) при d > n + 1. Через каждую точку p этой ткани проходит d ее слоев, принадле-
жащих различным слоениям. Каждое n + 1 из d подпространств Tα, α = 1, . . . , d, касательных
к слоениям Fα ткани W , проходящим через точку p ∈ X, определяют конус Сегре Cp(1,n),
который несет (n − 1)-параметрическое семейство одномерных образующих и одну n-мерную
образующую, совпадающую с пространством Tp(X), т. е. представляет собой связку прямых с



§ 8.5. d-ткани на многообразии размерности nr 215

центром в p, лежащую в Tp(X). Ввиду этого все конусы Сегре, определяемые (n + 1)-подтканями
ткани W (d,n, 1), совпадают между собой, и эта ткань всегда будет почти грассманизуемой.

Предположим далее, что ткань W (d,n, 1) грассманизуема. Это значит, что она допускает
отображение на грассманово многообразие G(n − 1,n), которое представляет собой многообра-
зие гиперплоскостей в проективном пространстве Pn, т. е. сопряженное проективное простран-
ство Pn∗. Каждому слою ткани W (d,n, 1) соответствует в Pn связка гиперплоскостей Sx с цен-
тром в некоторой точке x ∈ Pn, а слоению λα (α = 1, . . . , d) соответствует однопараметрическое
семейство связок Sx, центры которых описывают в Pn линию Xα. Таким образом, грассманизуе-
мой ткани W (d,n, 1) соответствует в пространстве Pn ткань GW (d,n, 1), порождаемая системой
линий Xα, α = 1, . . . , d. Элементами этой ткани являются гиперплоскости, а ее слоями будут
связки гиперплоскостей, центры которых лежат на линиях Xα.

Рассмотрим корреляцию κ : Pn → Pn, которая переводит гиперплоскости пространства Pn

в точки, а связки гиперплоскостей — в гиперплоскости. Грассманова ткань GW (d,n, 1) при
корреляции κ переходит в ткань, слоения λα которой представляют собой однопараметриче-
ские семейства гиперплоскостей в пространстве Pn. Такая ткань называется гиперплоскостной
d-тканью и обозначается LW (d,n, 1). Ткань W (d,n, 1), эквивалентная гиперплоскостной d-ткани,
называется линеаризуемой. При этом оказывается справедливой

Теорема 8.18. Ткань W (d,n, 1) будет линеаризуемой тогда и только тогда, когда она
грассманизуема.
¤ Достаточность вытекает из предыдущих рассуждений. А необходимость следует из того,
что при коррелятивном преобразовании κ−1 гиперплоскостная ткань LW (d,n, 1) переходит в
грассманову ткань GW (d,n, 1). ¥

5. В связи с проблемой линеаризуемости тканей представляет интерес следующая
Теорема 8.19. Всякая грассманизуемая три-ткань W (d, 2, r) линеаризуема, т. е. допус-

кает отображение на d-ткань LW (d, 2, r), образованную в проективном пространстве P 2r

r-параметрическими семействами r-мерных плоскостей.
¤ Отображение W (d, 2, r) → LW (d, 2, r) построим в три этапа. Прежде всего, так как ткань
W (d, 2, r) грассманизуема, то она эквивалентна грассмановой d-ткани GW (d, 2, r), которая опре-
деляется на грассмановом многообразии G(1, r + 1) прямых проективного пространства P r+1

системой гиперповерхностей Xα, α = 1, . . . , d.
Далее рассмотрим плюккерово отображение π грассманова многообразия G(1, r + 1) на

2r-мерное точечное многообразие Ω(1, r + 1) проективного пространства PN , где N = 1
2 (r +

+ 1)(r + 2)− 1. Так как слоями грассмановой ткани GW (d, 2, r) являются связки прямых, то на
многообразии Ω(1, r + 1) им отвечают r-мерные плоские образующие. Поэтому на многообразии
Ω(1, r + 1) грассмановой ткани GW (d, 2, r) соответствует ткань ΩW (d, 2, r), слоями которой
являются r-мерные плоские образующие многообразия Ω(1, r + 1).

Наконец, третье отображение строится следующим образом. Пусть p — точка на многооб-
разии Ω(1, r + 1), являющаяся образом некоторой прямой грассмановой ткани GW (d, 2, r) при
отображении Плюккера, и Tp(Ω) — касательное подпространство к Ω(1, r + 1) в точке p. Его
размерность, как и размерность многообразия Ω(1, r + 1), равна 2r. Рассмотрим в PN некоторое
дополнительное к Tp(Ω) подпространство Z, размерность которого равна r(r − 1)

2 − 1, и спро-
ектируем Ω(1, r + 1) из Z на подпространство Tp(Ω). При этом достаточно малая окрестность
Up ⊂ Ω(1, r + 1) точки p взаимно однозначно отобразится на ее окрестность в пространстве Tp(Ω),
r-мерные плоские образующие многообразия Ω(1, r + 1) перейдут в r-мерные плоскости на Tp(Ω),
а ткань ΩW (d, 2, r) перейдет в ткань LW (d, 2, r), образованную плоскостными слоениями кораз-
мерности r в проективном пространстве Tp(Ω). Таким образом, последовательность локальных
диффеоморфизмов

W (d, 2, r) → GW (d, 2, r) → ΩW (d, 2, r) → LW (d, 2, r)

переводит грассманизуемую ткань W (d, 2, r) в плоскостную ткань LW (d, 2, r). ¥
Заметим, что обратная теорема неверна, т. е. не всякая линеаризуемая ткань W (d, 2, r) явля-

ется грассманизуемой.
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Теорема 8.19 не выполняется для грассманизуемых тканей W (d,n, r) при n > 2, так как слоям
такой ткани отвечают на многообразии G(n− 1, r + n− 1) подмногообразия G(n− 2,n + r − 2),
которым, в свою очередь, соответствуют на Ω(n− 1,n + r − 1) подмногообразия Ω(n− 2,n + r −
− 2), не являющиеся плоскими.

§ 8.6. О пpоблеме алгебpаичности многомеpных d-тканей
1. Ткань W (d,n, r) называется алгебраической, если она грассманизуема и порождающие ее

r-мерные подмногообразия Xα в проективном пространстве Pn+r−1 принадлежат одному алгеб-
раическому многообразию V r

d размерности r и степени d. Алгебраическая d-ткань обозначается
символом AW (d,n, r).

Рассмотрим сначала случай n = 2, т. е. dimX = 2r. Грассманова ткань GW (d, 2, r) порождает-
ся d гиперповерхностями Xα, α = 1, . . . , d, в проективном пространстве P r+1. Она будет алгебраи-
ческой, если все гиперповерхности Xα принадлежат одной алгебраической гиперповерхности V r

d
степени d. Найдем условия алгебраичности системы гиперповерхностей Xα в пространстве P r+1.

пусть ` — прямая, которая пересекает каждую из гиперповерхностей xα в одной точке.
Рассмотрим окрестность D прямой ` на грассмановом многообразии G(1, r + 1). Введем в P r+1

аффинные координаты (y1, . . . , yr+1), поместив начало координат в точку O на прямой ` и приняв
эту прямую за ось yr+1. Тогда любая прямая ` из окрестности D может быть задана уравнениями

yi = miyr+1 + bi. (8.66)

Коэффициенты mi и bi будут координатами прямой ` на 2r-мерном грассмановом многообразии
G(1, r + 1), а прямая ` имеет нулевые координаты: mi = 0, bi = 0. Пусть m = (m1, . . . ,mr), b =
= (b1, . . . , br).

Прямая ` = `(m, b) ∈ D пересекает гиперповерхность Xα в точке xα(m, b), (r + 1)-ю коорди-
нату которой обозначим zα = zα(m, b).

Теорема 8.20. Система гиперповерхностей Xα, α = 1, . . . , d, будет алгебраической, и,
следовательно, порождаемая ею ткань W (d, 2, r) также будет алгебраической тогда и только
тогда, когда при любых i, j = 1, 2, . . . , r выполняются соотношения

d∑

α=1

∂2zα

∂bi∂bj
= 0. (8.67)

¤ Не о б х о д им о с т ь. Предположим, что все гиперповерхности Xα принадлежат алгебраиче-
ской гиперповерхности V r

d степени d, определяемой уравнением

P (y1, . . . , yr+1) = 0, (8.68)

левая часть которого есть многочлен степени d. Найдем точки пересечения этой гиперповерхно-
сти с прямой `. Подставляя в уравнение (8.68) координаты yi из (8.66), получим уравнение

P (m1yr+1 + b1, . . . ,mryr+1 + br, yr+1) = 0,

которое имеет степень d и может быть переписано в виде

a0(yr+1)d − a1(yr+1)d−1 + . . .± ad = 0.

Координаты zα точек xα будут корнями этого уравнения, поэтому их сумма выражается через
коэффициенты уравнения по формуле d∑

α=1
zα = a1

a0
.

Но коэффициент a0 не зависит от величин bi, а в коэффициент a1 они входят в первой степени,
поэтому вторые производные по br от правой части последнего равенства равны нулю, т. е.
справедливо равенство (8.67).

Д о с т а т о ч н о с т ь. Предположим, что гиперповерхность Xα определяется уравнением

ϕα(y1, . . . , yr+1) = 0.
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Тогда координата yr+1 = zα = zα(m, b) ее точки пересечения с прямой ` удовлетворяет уравнению

ϕα(m1zα + b1, . . . ,mrzα + br, zα) = 0

для любых (m, b). Дифференцируя это тождество сначала по mj , а затем по bj , получим:
∑

i

∂ϕα

dyi
(mi ∂zα

∂mj
+ δi

jzα) + ∂ϕα

∂yr+1 ·
∂zα

∂mj
= 0,

∑

i

∂ϕα

dyi
(mi ∂zα

∂bj
+ δi

j) + ∂ϕα

∂yr+1 ·
∂zα

∂bj
= 0.

Из этих двух уравнений находим
∂zα

∂mj
= zα

∂zα

∂bj
.

Из соотношения (8.67) следует, что
∑
α

zα линейно зависит от b, т. е.

∑
α

zα =
∑

i

ρi(m)bi + σ(m),

где ρi(m), σ(m) — функции только от m. Далее, выражение

1
2

∂
(∑

α
z2α

)

∂bj
=

∑
α

zα
∂zα

∂bj
=

∑
α

∂zα

∂mj
=

∑

i

∂ρi

∂mj
bi + ∂σ

∂mj

также линейно зависит от b. Следовательно, выражение
∑
α

z2α имеет вторую степень относитель-

но b. Аналогично доказывается, что выражение
∑
α

zq
α имеет степень q относительно b.

Теперь рассмотрим функцию
A(ζ,m, b) = Π

α
(ζ − zα(m, b)).

Это многочлен степени d относительно ζ, коэффициенты которого зависят от m и b. Перепишем
его следующим образом:

A(ζ,m, b) = ζd −A1(m, b)ζd−1 + . . .±Ad(m, b).

Так как
∑
α

zq
α имеет степень q относительно b, то в силу тождества Ньютона для элементарных

симметрических функций выражения Aq(m, b) также имеют степень q относительно b.
Введем новые переменные ξi = miζ + bi, и пусть ξ = (ξ1, . . . , ξr). Исключая b из A(ζ,m, b),

введем новую функцию
B(ξ, ζ,m) = A(ζ,m, ξ −mζ).

Так как Aq(m, b) — многочлен степени q относительно b, то B(ξ, ζ,m) будет многочленом степе-
ни d относительно ξ и ζ, коэффициенты которого являются функциями от m.

Покажем, что если точка (ξ, ζ) принадлежит гиперповерхности Xα, то B(ξ, ζ,m) = 0 при
любом m. Действительно,

B(ξ, ζ,m) = A(ζ,m, ξ −mζ) = Π
α
(ζ − zα(m, ξ −mζ)).

Но zα(m, ξ −mζ) есть (r + 1)-я координата точки пересечения гиперповерхности Xα с прямой,
определяемой уравнениями yi = miyr+1 + ξi −miζ. Очевидно, что эта прямая проходит через
точку (ξ, ζ). Так как точка (ξ, ζ) является точкой пересечения гиперповерхности Xα и прямой `,
то zα(m, ξ −mζ) = ζ, откуда следует, что B(ξ, ζ,m) = 0.

Рассмотрим гиперповерхность X(m), определяемую уравнением B(ξ, ζ,m) = 0. Поскольку
B(ξ, ζ,m) есть многочлен степени d с коэффициентами, зависящими от m, то X(m) — алгебраи-
ческая гиперповерхность степени d. Но так как при любом m она содержит гиперповерхности Xα,
которые не зависят от m, то коэффициенты уравнения B(ξ, ζ,m) = 0 несущественно зависят
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от m, и оно определяет единственную гиперповерхность порядка d, которой принадлежат все
гиперповерхности Xα. ¥

Соотношению (8.67) можно придать инвариантный вид. Действительно, при mi = 0 из (8.66)
получаем yi = bi, так что

∂2zα

∂bi∂bj
= ∂2zα

∂yi∂yj
.

В частности, это равенство справедливо для прямой `0. Но частные производные
∂2zα

∂yi∂yj

∣∣∣
yi=0

совпадают с коэффициентами bα
ij асимптотических квадратичных форм гиперповерхностей Xα

в точках их пересечения с прямой `0. А так как `0 — произвольная прямая из области D
регулярности ткани GW (d, 2, r), то справедливы равенства

∂2zα

∂bi∂bj

∣∣∣
mi=0,bi=0

= bα
ij .

Поэтому соотношения (8.67) могут быть переписаны в виде равенств
d∑

α=1
bα
ij = 0, (8.69)

которые и являются инвариантными условиями алгебраичности ткани GW (d, 2, r).
При d = 3 это условие совпадает с условием алгебраичности грассмановой три-ткани

GW (3, 2, r), найденными в § 3 гл. 3.
2. Найдем далее условие алгебраичности ткани W (d,n, r) при d > n + 1. Так как в силу

определения эта ткань должна быть грассмановой, то она определяется в проективном про-
странстве Pn+r−1 системой, состоящей из d r-мерных подмногообразий Xα, α = 1, . . . , d. Пусть
L0 — подпространство размерности n − 1, пересекающее каждое из многообразий Xα в одной
точке x0α, и D — некоторая окрестность подпространства L0 на грассмановом многообразии
G(n− 1,n + r − 1). Возьмем любые n− 2 из точек x0α, пусть это будут точки x0α1 , . . . ,x0αn−2

, и обо-
значим z = [x0α1 . . .x

0
αn−2

] их линейную оболочку. Рассмотрим некоторое подпространство P r+1,
дополнительное к Z, и проектирование π : Pn+r−1\Z → P r+1 из центра Z. Положим ` = π(L),
X̃αm = π(Xαm), m = n − 1, . . . , d, где L — подпространство размерности n − 1, принадлежащее
рассматриваемой окрестности D, ` — прямая и X̃αm — гиперповерхности в P r+1 (число последних
равно d′ = d − (n − 2) > 3). Условие алгебраизуемости гиперповерхностей X̃αm в P r+1 записы-
вается в виде (8.69), где α = αm и bαm

ij будут коэффициентами асимптотических квадратичных
форм гиперповерхностей X̃αm в точках их пересечения с прямой `. Они будут также коэффици-
ентами асимптотических квадратичных форм r-мерных многообразий Xαm пространства Pn+r−1

в точках их пересечения с подпространством L относительно гиперплоскостей ξαm , которые
являются линейными оболочками центра проектирования Z и касательных подпространств
T (Xαm) к многообразиям X̃αm в точках xαm = Xαm ∩ L, m = n− 1, . . . , d. Поэтому справедлива

Теорема 8.21 Система подмногообразий Xαm , α = 1, . . . , d, размерности r в проективном
пространстве Pn+r−1 и порождаемая ими грассманова ткань GW (d,n, r) будут алгебраиче-
скими тогда и только тогда, когда для любого подпространства L из D и любых различных
значений αm выполнены условия

d∑

m=n−1
bαm
ij = 0,

где bαm
ij — коэффициенты асимтотических квадратичных форм вышеуказанных многообра-

зий Xαm .
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§ 8.7. О проблеме ранга d-тканей
1. Проблемы грассманизуемости, алгебраичности и линеаризуемости тканей W (d,n, r), рас-

смотренные в двух предыдущих параграфах, тесно связаны с проблемой ранга ткани. Этому
вопросу посвящена обширная литература. Мы не можем в настоящей книге дать полное изло-
жение проблемы ранга и приводим лишь краткий ее обзор.

Ранг ткани W (d,n, r), заданной на многообразии X размерности nr, определяется следующим
образом. На базе Xα слоения λα, принадлежащего этой ткани, рассматривается r-форма

Ωα = ω
α

1 ∧ ω
α

2 ∧ . . . ∧ ω
α

r, α = 1, . . . d,

которая называется нормалью слоения λα. Затем на ткани строятся формы

Ωk =
d∑

α=1
fk

α(p)Ωα, p ∈ X, fk
α(p) 6= 0, (8.71)

удовлетворяющие условию замкнутости dΩk = 0. Уравнения Ωk = 0 называются абелевыми
уравнениями ткани W (d,n, r). Максимальное число линейно независимых абелевых уравнений,
которые можно присоединить к ткани W (d,n, r), называется рангом d-ткани.

Любая линейная комбинация уравнений (8.71) с постоянными коэффициентами представляет
собой уравнение того же типа. Поэтому абелевы уравнения ткани W (d,n, r) образуют линейное
пространство над полем констант, и рангом ткани W (d,n, r) называется размерность этого
пространства.

Проблема ранга для тканей W (d,n, r) состоит в определении верхней границы ранга, отыс-
кании тканей максимального ранга и изучении свойств этих тканей.

2. Для ткани W (d,n, 1) коразмерности 1 имеем Ωα = ω
α
, и ее абелевы уравнения имеют вид

Ωk =
∑
α

fk
α(p)ω

α
= 0.

При d = n + 1 базисные формы ткани связаны условием (8.2), которое при r = 1 дает вид
ω
1

+ ω
2

+ . . . + ω
n+1

= 0.

Поэтому в абелевом уравнении (8.71) ткани W (n + 1,n, 1) все функции fα(p) равны между
собой. Если ткань W (n + 1,n, 1) не является параллелизуемой, то на X не существует такой
функции f(p), что форма

Ω = f(p)
d∑

α=1
ω
α

будет замкнута, и поэтому ранг ткани равен нулю. Если же ткань W (n + 1,n, 1) параллелизуема,
то из теоремы 8.1 следует существование такой функции f(p), что форма Ω будет замкнутой.
Поэтому ранг параллелизуемой ткани W (n + 1,n, 1) равен единице. Легко видеть, что и обратно,
если ранг ткани W (n + 1,n, 1) равен 1, то она параллелизуема.

В работе Черна и Гриффитса [ЧГ-2] устанавливается связь между линеаризуемостью и
алгебраичностью ткани W (d,n, 1). В ней доказано, что если ткань W (d,n, 1) линеаризуема и
ее ранг ρ > 1, то она алгебраическая, т. е. все ее слои принадлежат алгебраической кривой
степени d в дуальном проективном пространстве Pn∗. Эта теорема вытекает из доказанной С.
Ли обратной теоремы Абеля, которая формулируется следующим образом. Пусть X1 . . .Xd —
аналитические кривые в Pn, ω

α
— голоморфная форма на Xα, α = 1, . . . , d, и существует

гиперплоскость L0, которая пересекает каждую кривую в одной точке. Если в некоторой
окрестности гиперплоскости L0 выполняется уравнение Абеля

d∑

α=1
ω
α
(Xα) = 0,

то все кривые Xα принадлежат одной алгебраической кривой X степени d и ω
α

= ω|Xα , где ω —
1-форма на X.
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Заметим, что теорема 8.21, доказанная в предыдущем параграфе, является многомерным
аналогом этой теоремы Ли.

Еще в 1935 году Черном (см.[Ч-2]) была найдена точная граница π для ранга ткани W (d,n, 1),
а именно, было доказано, что

ρ 6 π(d,n),

где
π(d,n) = 1

2(n− 1){(d− 1)(d− n) + t(n− t− 1)} (8.72)

и
t ≡ −d + 1(mod(n− 1)), 0 6 t 6 n− 2.

Оказалось, что целое число π(d,n) связано с теорией алгебраических кривых. Оно представляет
собой границу Кастельнуово (см., например, [Хт-1], с. 442) для рода g невырожденной алгебраи-
ческой кривой степени d в проективном пространстве Pn. Алгебраические кривые, род которых
равен π(d,n), называются экстремальными. Ткани W (d,n, 1), ранг которых равен этому числу,
называются тканями максимального ранга.

Теперь сформулируем следующее достаточное условие алгебраичности ткани W (d,n, 1), до-
казанное в работе Черна и Гриффитса [ЧГ-2]. Если при n > 3, d > 2n ранг ткани W (d,n, 1)
максимален, т. е. ρ = π(d,n), то она алгебраическая, и все образующие ее слоения порождаются
одной и той же экстремальной алгебраической кривой степени d в дуальном проективном
пространстве Pn∗. При n = 3 доказательство этой теоремы имеется в книге [ББ-1]. Там же
рассмотрен и случай n = 2.

Для доказательства сформулированной теоремы применяется отображение Пуанкаре, кото-
рое строится следующим образом. Примем коэффициенты fk

α(p), k = 1, . . . , ρ, абелевых уравне-
ний (8.71) за однородные координаты точки zα(p) во вспомогательном проективном простран-
стве P ρ−1 размерности ρ− 1, так что

zα(p) = {f1
α(p), . . . , fρ

α(p)}, α = 1, . . . , d.

Так как среди форм ω
α
, входящих в уравнения (8.71), имеется точно n независимых, то среди d

точек zα(p) будет d− n независимых. Поэтому возникает отображение X → G(d− n− 1, ρ− 1),
ставящее в соответствие точке p ∈ X подпространство P d−n−1(p) = z1(p) ∧ . . . ∧ zd(p) простран-
ства P ρ−1. Это отображение и называется отображением Пуанкаре.

Отображение Пуанкаре позволяет легко доказать сформулированную выше теорему при d =
= 2n. В самом деле, в этом случае π(2n,n) = n + 1 и Pπ−1 = Pn. Поэтому отображение Пуанкаре
принимает вид X → G(n − 1,n) = Pn∗. Оно ставит в соответствие точке p ∈ X гиперплоскость
в Pn, а слою ткани — связку гиперплоскостей, поэтому линеаризуемость ткани вытекает из
принципа двойственности в Pn.

Отметим, в частности, что максимальный ранг ткани W (4, 2, 1), образованной четырьмя
семействами линий на плоскости, равен трем. Каждая ткань W (4, 2, 1) максимального ранга
спрямляема и эквивалентна ткани, образованной касательными к кривой третьего класса.

При d > 2n доказательство теоремы об алгебраичности ткани W (d,n, 1) значительно сложнее.
Подробно оно изложено в работе [ЧГ-2], а более кратко — в работах [ЧГ-1] и [Бв-1]. При n +
+ 1 < d < 2n, n > 3 максимальный ранг ткани W (d,n, 1) равен π(d,n) = d− n, причем имеются

p1

p2

p3

p4

p

Рис. 55

p1

p2

p3

p4

Рис. 56

примеры нелинеаризуемых тканей максимального ранга.
При n = 2, d = 5 пример такой ткани построен Болом еще
в 1936 году (см. [Бол-2], а также [Бл-1], с. 124). Ткани Бола
состоят из четырех пучков прямых, вершины которых нахо-
дятся в общем положении на плоскости P 2 и пучка квадрик,
проходящих через эти вершины (рис. 55).

Многомерное обобщение указанного выше примера Бола
было рассмотрено в работах Дамиано [Да-1], [Да-2], в кото-
рых изучались криволинейные ткани на n-мерном многооб-

разии. Напомним, что криволинейная d-ткань на Xn называется четырехугольной, если замыка-
ются четырехугольные фигуры, образованные любыми двумя семействами линий, составляющи-
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ми d-ткань (рис. 56). В работе [Да-1] было доказано, что любая криволинейная четырехугольная
d-ткань на многообразии Xn при d > n > 3, d 6= n + 3 эквивалентна ткани, образованной в
проективном пространстве Pn связками прямых. В случае d = n + 3 такая ткань может
быть кроме того эквивалентна ткани, которую образуют в Pn n + 2 связки прямых, верши-
ны pα (α = 1, . . . ,n + 2) которых находятся в общем положении, и (n − 1)-параметрическое
семейство рациональных нормальных кривых, проходящих через точки pα. Эта ткань назы-
вается исключительной и является тканью максимального ранга среди всех криволинейных
(n + 3)-тканей. При n = 2 исключительная ткань Дамиано сводится к указанной выше 5-ткани
Бола, изображенной на рис. 55.

Отметим еще, что ткани W (2n,n, 1) максимального ранга тесно связаны с теорией гипер-
поверхностей в аффинном пространстве An+1, несущих две сети переноса (см. [Ч-3]). При
n = 2 этой задачей занимались также такие известные геометры, как Ли [Ли-1], Пуанкаре [Пн-1],
Чеботарев [Чб-1], [Чб-2], Бланк [Бн-1]. Основная теорема здесь состоит в том, что прямые,
касательные к линиям обеих сетей переноса на гиперповерхности V n пространства An+1

пересекают бесконечно удаленную гиперплоскость пространства An+1 в точках, принадле-
жащих одной кривой степени d = 2n. Эта теорема, как показано Черном, легко следует из
сформулированной выше теоремы об алгебраичности ткани W (2n,n, 1).

3. В работе [ЧГ-3] дается оценка ранга ткани W (d,n, r) произвольной коразмерности r на
многообразии X размерности nr при r 6 n, n > 2 : этот ранг имеет точную верхнюю границу

π(d,n, r) =
∑

µ>0
max{(d− (r + µ)(n− 1)− 1)Cµ

r+µ−1, 0}. (8.73)

Гольдберг в работе [Го-25] дает несколько более удобных для вычисления выражений числа
π(d,n, r). В частности, он представил это число в виде

π(d,n, r) = 1
(r + 1)!(n− 1)! (d− rt− 1)

r∏

µ=1
(d + t− 1− µ(n− 1)), (8.74)

где, как и в формуле (8.72),
t ≡ −d + 1(mod(n− 1)), 0 6 t 6 n− 2.

Это выражение можно еще упростить, полагая

t + d− 1 = α(n− 1). (8.75)

Тогда формула (8.74) перепишется так:

π(d,n, r) = d− rt− 1
(r + 1)!(n− 1)! (n− 1)r(α− 1)(α− 2) . . . (α− r). (8.76)

Рассмотрим некоторые частные случаи предыдущих формул. Так как первый член сум-
мы (8.73) равен d− r(n− 1)− 1, то π(d,n, r) = 0 тогда и только тогда, когда d < r(n− 1). Далее,
при r = 2 формула (8.74) переходит в формулу

π(d,n, 2) = 1
6(n− 1)! (d− 2t− 1)(d + t− n)(d + t− 2n− 1),

доказанную Черном и Гриффитсом в работе [ЧГ-3]. С помощью подстановки (8.75) эта формула
может быть представлена в виде

π(d,n, 2) = 1
6(n− 1)! (d− 2t− 1)(n− 1)2(α− 1)(α− 2),

В частности, при n + 1 6 d 6 2n из (8.75) следует, что α = 2 и π(d,n, 2)=0. При r = n = 2 получим
t = 0, α = d− 1 и

π(d, 2, 2) = 1
6 (d− 1)(d− 2)(d− 3). (8.77)

Это число совпадает с максимальным геометрическим родом гладкой алгебраической поверхно-
сти степени d в проективном пространстве P 3.
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В работе [ЧГ-3] доказывается также следующая геометрическая теорема: при d > 2n + 1 и
n > 3 проективизация всех нормалей Ωα(p) ткани W (d,n, 2) максимального ранга принадле-
жит одному линейчатому многообразию Сегре Sp(1,n − 1) ⊂ PT ∗p (X). Так как касательные
подпространства Tp(Fα) = Tα к слоям рассматриваемой ткани двойственны ее нормалям Ωα(p),
то это утверждение равносильно тому, что все подпространства Tα, α = 1, . . . , d, определяют
единственный конус Сегре Cp(2,n) ⊂ Tp(X). Следовательно, ткань W (d,n, 2) максимального
ранга при d > 2n + 1 и n > 3 будет почти грассманизуемой в смысле определения грассмани-
зуемости, данного в § 5 этой главы. Она определяет на многообразии X почти грассманову
структуру AG(n− 1,n + 1). Литтл в [Лт-1] распространил этот результат на ткани W (d,n, r). Им
было доказано, что каждая ткань W (d,n, r) максимального ранга при r > 2 и d > r(n− 1) + 2
почти грассманизуема.

4. Проблема ранга ткани W (d, 2, r) на многообразии X размерности 2r изучалась в ряде
работ Гольдберга. Заметим, что из формулы (8.76) следует оценка

π(d, 2, r) = 1
(r + 1)! (d− 1)(d− 2) . . . (d− r − 1). (8.78)

Отсюда видно, что при d 6 r + 1 получается π(d, 2, r) = 0.
Из указанного выше результата Литтла следует, что ткань W (d, 2, r) максимального ранга

будет почти грассманизуемой при r > 2 и d > r + 2. Так как из последних неравенств вытекает,
что d > 4, то случай d = 4 нуждается в отдельном изучении. Этот случай рассматривается
в работе [Го-18]. В ней доказывается: 1) если ткань W (4, 2, r) при r > 2 допускает хотя бы
одно абелево уравнение, то она будет почти грассманизуемой; 2) ткань W (d, 2, 2) при d >
> 4 является тканью максимального ранга тогда и только тогда, когда она алгебраизуема
(эквивалентна алгебраической ткани).

Как следует из формулы (8.77), для тканей W (4, 2, 2) максимальный ранг равен единице.
Такие ткани могут быть как алгебраизуемыми, так и не алгебраизуемыми. В последнем случае
они называются исключительными. В работах [Го-21], [Го-22] построен ряд примеров исключи-
тельных тканей W (4, 2, 2). Среди них имеются как изоклинные, так и не изоклинные 4-ткани.
Эти примеры приведены в задачах 8.4–8.6.

Более подробно результаты работ [Го-18], [Го-21], [Го-22], [Го-25] изложены в восьмой главе
книги [Го-23].

ЗАДАЧИ

8.1. Используя формулы § 1 и § 4, докажите следующие утверждения.
a) Если ткань W (n + 1,n, r) — трансверсально-геодезическая, то ее тензоры кривизны b

uv

i
jk`

удовлетворяют условию
b

uv

i
(jk`) = δi

(j b
uv

k`);

аналогичным условиям удовлетворяют и тензоры a
uvw

i
jk`, возникающие при ковариантном диф-

ференцировании тензоров кручения a
uv

i
jk.

b) Ткань W (n + 1,n, r) будет трансверсально-геодезической тогда и только тогда, когда все
ее три-подткани [u, v,n + 1] будут трансверсально-геодезическими.

c) Всякая шестиугольная ткань W (n + 1,n, r) является трансверсально-геодезической.
8.2. Выведите структурные уравнения ткани W (n + 1,n, 1), используя структурные уравне-

ния ткани W (n + 1,n, r).
8.3. Докажите, что конус Сегре C(r,n) представляет собой пересечение конечного числа

конусов второго порядка; выведите отсюда, что конусы Сегре, определяемые уравнениями (8.38)
и (8.59), совпадают.
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8.4. Докажите, что 4-ткань W (4, 2, 2), заданная на четырехмерном многообразии X4 с коор-
динатами x1, x2, y1, y2 уравнениями

λ1 : x1 = const, x2 = const;
λ2 : y1 = const, y2 = const;
λ3 : u13 = x1 + y1 = const, u23 = (x2 + y2)(y1 − x1) = const;
λ4 : u14 = (x1 − y1)2(x2 + y2)2/((x2 + c)(y2 − c)) = const,

u24 = x1 + y1 + (y1 − x1)(x2 + y2)√
(x2 + c)(y2 − c)

arctg
√

(y2 − c)(x2 + c) = const,

будет изоклинной тканью максимального ранга (равного единице). Ее единственное абелево
уравнение имеет следующий вид:

1
x2 dx1 ∧ dx2 + 1

y2
dy1 ∧ dy2 − 1

u2
3
du13 ∧ du23 − 1

2u1
4
du14 ∧ du24 = 0.

8.5. Докажите, что 4-ткань W (4, 2, 2), заданная на четырехмерном многообразии X4 с
координатами x1, x2, y1, y2 уравнениями

λ1 : x1 = const, x2 = const;
λ2 : y1 = const, y2 = const;
λ3 : u13 = x1 + y1 = const, u23 = −x1y2 + x2y1 = const;
λ4 : u14 = (u23 + c1u

1
3)/(x2 + y2 + c1u

2
3) = const,

u24 = −u14ln
∣∣∣ y2 + c1y

1 − c2

x2 + c1x
1 + c2

∣∣∣− u13 = const,

будет изоклинной тканью максимального ранга. Ее единственное абелево уравнение имеет сле-
дующий вид:

− 1
x2 + c1x

1 + c2
dx1 ∧ dx2 − 1

y2 + c1y
1 − c2

dy1 ∧ dy2 + 1
u2
3 + c2u

1
3
du13 ∧ du23 − 1

u1
4
du14 ∧ du24 = 0.

8.6. Докажите, что 4-ткань W (4, 2, 2), заданная на многообразии X4 с координатами x1,x2,
y1, y2, уравнениями

λ1 : x1 = const, x2 = const;
λ2 : y1 = const, y2 = const;

λ3 : u13 = x1 + y1 + 1
2 (x1)2y2 = const, u23 = x2 + y2 − 1

2x1(y2)2 = const;

λ4 : u14 = −x1 + y1 + 1
2 (x1)2y2 = const, u24 = x2 − y2 − 1

2x1(y2)2 = const,

будет неизоклинной тканью максимального ранга. Ее абелево уравнение имеет следующий вид:

2dx1 ∧ dx2 + 2dy1 ∧ dy2 − du13 ∧ du23 + du14 ∧ du24 = 0.

Замечание. ткани, указанные в задачах 8.4-8.6, не являются грассманизуемыми. Более
подробно эти ткани рассмотрены в главе 8 книги [Го-23].

ПPИМЕЧАНИЯ
8.1. Основные уравнения теории (n + 1)-тканей W (n + 1,n, r) были получены Гольдбергом в

работах [Го-1], [Го-2] и содержатся в книге [Го-23]. Там же доказаны теоремы 8.1–8.3.
8.2. Грассмановы ткани GW (n + 1,n, r) при n = 2 рассматривались в работе [А-3], при n = 3—

в [Го-3], для любого n — в работе [Го-7].



224 Гл. 8. d-ткани коpазмеpности r

8.3. Геометрическое определение почти грассмановой структуры на дифференцируемом мно-
гообразии с помощью поля конусов Сегре было дано Акивисом в работах [А-14], [А-18]. Там
же доказана теорема 8.8. Аналитическое определение почти грассмановой структуры имеется
в работах [Хн-1], [Ми-1]. Тензор кручения почти грассмановой структуры вычислен в работах
[Ми-1], [Го-8], причем в последней работе он вычислен в общем репере.

8.4. Трансверсально-геодезические ткани W (n + 1,n, r) были определены в [Го-2], а изо-
клинные — в [Го-3]. В связи с теорией почти грассмановых структур они рассматривались в
[А-14], [А-18]. Полиэдрические ткани W (n + 1,n, r) были изучены в [Го-11] (там они называются
(2n + 2)-эдрическими).

Проблема грассманизуемости для тканей W (3, 2, r) была решена в [А-5], а для тканей W (n +
+ 1,n, r) — в работах [А-14], [А-18], [Го-16] (см. теорему 8.13).

8.5. Теория тканей W (4, 2, r) была построена Гольдбергом в [Го-12] — [Го-15]. Геометрическое
определение почти грассманизуемости для ткани W (d,n, r) при d > n + 1 было введено Акивисом
в [А-19]. Но по существу такие ткани рассматривались уже в [А-16], там же дана их анали-
тическая характеристика. Аналитически почти грассмановы ткани W (d, 2, r) были определены
в [Го-19]. Теорема 8.16 дополняет теорему 8.1.10 об изоклинных почти грассмановых тканях
AGW (d, 2, r) из [Го-23].

Проблема линеаризуемости для ткани W (3, 2, 1) связана с проблемой общей анаморфозы
в номографии (см. примечание 3 к гл. 3). Для тканей W (d,n, 1) проблема линеаризуемости
рассматривалась в [ЧГ-1]. Теорема 8.19 впервые доказана в этой книге.

8.6. Проблема алгебраизуемости d-тканей W (d,n, r) была поставлена Черном и Гриффитсом
в [ЧГ-2]. Для тканей W (3, 2, r) она решена Акивисом еще в 1974 году, см. [А-3], [А-5]. Для тканей
W (4, 2, r) теорема 8.18 была доказана Гольдбергом в [Го-17] тем же методом, который указан в § 3
гл. 3. Этим же методом она была доказана Вудом для ткани W (d, 2, r), d > 4 в его диссертации
[Ву-1]. Но оказалось, что при произвольном d это доказательство связано с довольно сложными
вычислениями. Затем Вуд в [Ву-2] дал значительно более простое доказательство теоремы 8.18,
приведенное в § 6. Метод, которым оно проводится, по существу использовали еще Ли иШефферс
для доказательства условия алгебраизуемости четверки кривых на плоскости, т. е. в случае r = 1
и d = 4 (см. [Ли-1], [Шф-1]).

8.7. Понятие ранга ткани было введено в 1933 году в работе Бляшке [Бл-3] для d-тканей
коразмерности 1 на многообразиях размерности 2 и 3. Затем в 1936 году оно было распространено
Черном [Ч-2] на ткани W (d,n, 1). Когда в конце 70-х годов Черн и Гриффитс заметили, что
найденная Черном верхняя граница ранга ткани W (d,n, 1) совпадает с границей Кастельнуово
для рода g невырожденной алгебраической кривой степени d, то Гриффитс также заинтересо-
вался проблемой ранга тканей. Вместе с Черном они опубликовали серию статей [ЧГ-1]–[ЧГ-4],
результаты которых изложены в этой главе.

Более подробно проблему ранга тканей W (d, 2, r) изучает Гольдберг (см. [Го-18]–[Го-22],
[Го-25], [Го-26]). Им установлена точная верхняя граница для ранга таких тканей и изучены
ткани максимального ранга.



Приложение 1

АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ АСПЕКТЫ
ТЕОРИИ ТРИ-ТКАНЕЙ, ОБРАЗОВАННЫХ СЛОЕНИЯМИ

РАЗНЫХ РАЗМЕРНОСТЕЙ

Г.А. Толстихина

Введение. В этом приложении рассматривается многомерная три-ткань W (p, q, r), образо-
ванная тремя слоениями размерностей p, q и r на гладком многообразии размерности p + q.
Дифференциально-геометрическую теорию (p, q, r)-тканей начали развивать М.А. Акивис и
В.В. Гольдберг [АГо-1], [АГо-2]. Они нашли структурные уравнения ткани W (p, q, r), определили
ее тензоры кручения и кривизны, выяснили геометрический смысл обращения в нуль тензора
кручения и некоторых его подтензоров. В [Го-4] исследовались классы три-тканей W (p, q, r) со
специальным строением указанных тензоров.

Однако для три-ткани W (p, q, r) долгое время не удавалось обобщить такие геометрические
и алгебраические понятия теории тканей W (r, r, r), как конфигурация, координатная квази-
группа и лупа, ассоциативность и т.д. Дело в том, что слои разных слоений ткани W (p, q, r)
пересекаются, вообще говоря, не в точке, как в случае p = q = r, а по подмногообразиям
разной размерности. Вследствие этого уравнение z = f(x, y) три-ткани W (p, q, r), определяющее
бинарную операцию, не разрешимо однозначно относительно x и y, то есть бинарная операция f
не является квазигруппой.

В [То-14]-[То-16], [ТоШ-2], [ТоШ-3] нам удалось построить аналоги указанных понятий для
три-тканей W (p, q, r) при p = λl, q = λm, r = λ(l + m − 1). Именно такие ткани наиболее
естественно возникают в разных приложениях. Для тканей указанного типа введено понятие
координатной решетки, с помощью которой был определен координатный моноид ткани, обоб-
щающий понятие координатной лупы три-ткани W (r, r, r); обобщены понятия конфигурации
Рейдемейстера и ассоциативности; доказано, что условие замыкания обобщенных конфигураций
Рейдемейстера на ткани эквивалентно обобщенной ассоциативности координатных моноидов
ткани.

В [ТоШ-5] и [ТоШ-9] конфигурации Рейдемейстера и Бола были обобщены также для
три-тканей W (p, q, q). Доказано, в частности, что ткань W (p, q, q), на которой замыкаются
обобщенные конфигурации Рейдемейстера или Бола, порождается действием локальной гладкой
q-параметрической группы Ли или соответственно квазигруппы Бола на гладком p-мерном
многообразии.

§ 1. Локальный координатный группоид три-ткани W (p, q, r)

1. Уравнение три-ткани W (p, q, r).
Говорят, что два гладких слоения на дифференцируемом многообразииM находятся в общем

положении, если их слои трансверсальны в каждой точке многообразия M.
Определение 1. Три-тканью W (p, q, r) (p 6 r, q 6 r) на дифференцируемом многообра-

зии M размерности p + q называется совокупность трех гладких слоений λ1, λ2 и λ3, слои кото-
рых имеют соответственно размерности p, q и r, причем любые два из этих слоений находятся в
общем положении.

Предложение 1. Пусть M — многообразие размерности p + q, на котором задана три-
ткань W (p, q, r), и пусть A — произвольная точка на M. Тогда в некоторой окрестности UA
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точки A существуют такие локальные координаты x = (x1, ...,xq), y = (y1, ..., yp), что слоения
ткани могут быть заданы уравнениями

λ1 : x = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(x, y) = const, (1.1)

где z = (z1, ..., zλ), f = (f1, ..., fλ), λ = p + q − r, f — гладкая функция, и ранги матриц Якоби(
∂f

∂x

)
и

(
∂f

∂y

)
максимальны в каждой точке многообразия M.

¤ Пусть A — произвольная точка на многообразии M размерности p + q, несущем три-ткань
W (p, q, r), UA — ее достаточно малая окрестность и (x̃1, ..., x̃q; ỹ1, ..., ỹp) — некоторые локальные
координаты в UA. Слоения три-ткани W (p, q, r) задаются в окрестности UA уравнениями

λ1 : f i
1(x̃

j , ỹα) = ui
1, λ2 : fα

2 (x̃i, ỹβ) = uα
2 , λ3 : fξ

3 (x̃i, ỹα) = uξ
3, (1.2)

где i, j = 1, q; α,β = 1, p; ξ = 1,λ, λ = p + q − r; ui
1,uα

2 ,u
ξ
3 — параметры слоений, а функции f i

1,
fα
2 и fξ

3 являются гладкими. Поскольку слои разных слоений три-ткани находятся в общем
положении, то ранги матриц Якоби
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должны быть максимальными в каждой точке окрестности UA. Отсюда, в частности, следует,
что функции f i

1, fα
2 определяют в UA переход к некоторым новым локальным координатам

(x1, ...,xq; y1, ..., yp):
xi = f i

1(x̃
j , ỹα), yα = fα

2 (x̃i, ỹβ). (1.4)

Тогда из (1.2) получаем, что в новых координатах слоения ткани задаются следующими урав-
нениями:

λ1 : xi = ui
1, λ2 : yα = uα

2 , λ3 : fξ(xi, yα) = uξ
3. (1.5)

Таким образом, слои первого и второго слоений три-ткани W (p, q, r) стали координатными.
Функция f = (fξ) в уравнениях (1.5) получается из функции f3 = (fξ

3 ) в результате замены
переменных по формулам (1.4), обозначим ее

z = f(x, y), (1.6)

где z = (z1, ..., zλ). Из условия максимальности ранга матриц (1.3) следует, что ранги матриц(
∂fξ

∂xi

)
и

(
∂fξ

∂yα

)
также должны быть максимальными в каждой точке окрестности UA. ¥

Заметим, что в силу (1.5) уравнение (1.6) связывает параметры слоев разных слоений
три-ткани W (p, q, r), проходящих через точку (x, y) многообразия M. Здесь переменные x =
= (x1, ...,xq) и y = (y1, ..., yp) являются, с одной стороны, локальными координатами на M, а
с другой — параметрами слоев соответственно первого и второго слоений три-ткани W (p, q, r).
Переменные z = (z1, ..., zλ) являются параметрами слоев третьего слоения три-ткани W (p, q, r).

Определение 2. Уравнение (1.6), связывающее параметры x, y и z слоев первого, второго и
третьего слоений три-ткани W (p, q, r), проходящих через одну точку многообразия M, назовем
уравнением три-ткани W (p, q, r). Функцию f назовем функцией три-ткани W (p, q, r).

Из предложения 1 очевидным образом вытекают условия, при которых произвольная гладкая
функция вида (1.6) является функцией некоторой три-ткани W (p, q, r). А именно, справедливо

Предложение 2. Пусть f : X × Y → Z — произвольная гладкая функция, где X , Y, Z —
открытые множества в Rq, Rp, Rλ соответственно. Пусть X ⊆ X и Y ⊆ Y такие открытые
множества, что в каждой точке (x, y) ∈X × Y ранги матриц Якоби

(
∂f

∂x

)
и

(
∂f

∂y

)
максималь-

ны. Тогда в области X × Y три слоения λ1, λ2 и λ3 вида (1.1) образуют три-ткань W (p, q, r),
а функция f , ограниченная на множество X × Y , будет функцией три-ткани W (p, q, r).

Множество M = X × Y , на котором слоения λ1, λ2 и λ3 вида (1.1) образуют три-ткань
W (p, q, r), будем называть также областью определения три-ткани.
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Заметим, что множества X ⊆ X и Y ⊆ Y являются также областями изменения парамет-
ров x и y соответственно первого и второго слоений три-ткани W (p, q, r). Областью изменения
параметра z третьего слоения ткани будет множество Z = {z| z ∈ Z, z = f(x, y), x ∈ X, y ∈ Y },
так что Z ⊆ Z. Таким образом, множества X, Y и Z можно считать базами первого, второго и
третьего слоений три-ткани W (p, q, r).

2. Локальный координатный группоид три-ткани W (p, q, r).
Напомним, что в теории три-тканей W (r, r, r) существенную роль играет то обстоятельство,

что уравнение ткани рассматривается как бинарная операция. Как будет показано ниже, анало-
гичную теорию можно построить и для три-тканей W (p, q, r).

Пусть три-ткань W (p, q, r) задана на многообразии M размерности p + q слоениями ви-
да (1.1). Будем считать, что уравнение (1.6), где x ∈ X, y ∈ Y и z ∈ Z определяет трехбазисную
бинарную операцию.

Определение 3. Функцию

(·) : X × Y → Z, z = f(x, y) ≡ x · y (1.7)

назовем локальным координатным группоидом три-ткани W (p, q, r).
Замечание. При p = q = r уравнение z = x · y в силу предложения 1 является локально

однозначно разрешимым относительно переменных x и y, поэтому операция (·) является гладкой
локальной квазигруппой [3]. Напомним, что последняя называется локальной координатной
квазигруппой соответствующей три-ткани W (r, r, r). Для три-ткани W (p, q, r) размерности мно-
гообразий X, Y и Z, вообще говоря, различны, поэтому операция (·) квазигруппой, вообще
говоря, не является.

3. Эквивалентность три-тканей W (p, q, r).
Пусть W (p, q, r) и W̃ (p, q, r) — две три-ткани, образованные слоениями λw и λ̃w, w = 1, 2, 3,

соответственно на дифференцируемых многообразиях M и M̃ размерности p + q.
Определение 4. Три-ткани W (p, q, r) и W̃ (p, q, r) называются эквивалентными, если суще-

ствует локальный диффеоморфизм ϕ : M→ M̃, при котором слоения λ1, λ2, λ3 ткани W (p, q, r)
отображаются соответственно в слоения λ̃1, λ̃2, λ̃3 ткани W̃ (p, q, r).

Как и в теории три-тканей W (r, r, r), введенное отношение эквивалентности на множестве
три-тканей W (p, q, r) имеет локальный характер. При локальных диффеоморфизмах сохраня-
ются локальные свойства три-тканей W (p, q, r), которые мы будем изучать в дальнейшем.

4. Изотопия координатных группоидов три-тканей W (p, q, r).
Как и в теории тканей, образованных слоениями одинаковой размерности, мы рассматриваем

координатный группоид ткани W (p, q, r) с точностью до преобразования изотопии (см. гл. 2).
Переменные x, y и z, входящие в уравнение (1.6), допускают преобразования вида

x̃ = α(x), ỹ = β(y), z̃ = γ(z), (1.8)

где α, β, γ — локальные диффеоморфизмы. При этом уравнение (1.6) преобразуется к виду

z̃ = f̃(x̃, ỹ) = γ ◦ f(α−1(x̃),β−1(ỹ)).

Преобразования (1.8) можно рассматривать либо как замену локальных координат на базах
слоений ткани W (p, q, r), либо как отображение координатного группоида этой ткани на коор-
динатный группоид некоторой другой ткани W̃ (p, q, r), определяемой уравнением z̃ = f̃(x̃, ỹ).

Определение 5. Тройка локальных биекций (α,β, γ) называется изотопическим преобразо-
ванием или изотопией; изотопии вида (α,β, id) называются главными.

Предложение 3. Три-ткани W (p, q, r) и W̃ (p, q, r) эквивалентны в том и только том
случае, если их координатные группоиды изотопны, то есть существует изотопическое пре-
образование, переводящее один из них в другой.
¤ Действительно, пусть существует локальный диффеоморфизм ϕ : M → M̃, который пе-
реводит слоения λw ткани W (p, q, r) в соответствующие слоения λ̃w ткани W̃ (p, q, r). Тогда ϕ
индуцирует локальные диффеоморфизмы вида (1.8) на базах слоений. При этом, так как слои,

8*
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проходящие через одну точку, переходят при диффеоморфизме в слои, также переходящие в
одну точку, то

f̃(x̃, ỹ) = z̃ = γ(z) = γ(f(x, y)) = γ(f(α−1(x̃),β−1(ỹ))).

Таким образом, согласно определению 5, тройка локальных диффеоморфизмов (α,β, γ) опре-
деляет изотопическое отображение координатного группоида z = x · y три-ткани W (p, q, r) на
координатный группоид z̃ = x̃̃·ỹ три-ткани W̃ (p, q, r).

Обратно, пусть координатные группоиды (·) и (̃·) три-тканей W (p, q, r) и W̃ (p, q, r) изотопны,
причем изотопия имеет вид (1.8). Тогда ϕ = (α,β) — локальный диффеоморфизм многообразия
X × Y на X̃ × Ỹ , причем ϕ переводит слои ткани W (p, q, r) в слои соответствующих слоений
ткани первого, второго и третьего слоений три-ткани W̃ (p, q, r). Следовательно, эти ткани экви-
валентны. ¥

Как показывают следующие примеры, преобразования вида (1.8) не сохраняют, вообще го-
воря, число переменных в уравнении три-ткани W (p, q, r).

1. Группоид
z1 = x1 + x2 + y1

изотопическим преобразованием x̃1 = x1 + x2, x̃2 = x2 приводится к виду

z1 = x̃1 + y1.

2. Группоид
zξ = Aξ

i x
i + Bξ

αyα,

где i = 1, q, α = 1, p, ξ = 1,λ, q > λ, p > λ, а величины Aξ
i и Bξ

α являются постоянными, определяет
в Rp+q три-ткань W (p, q, r), образованную тремя семействами параллельных плоскостей:

λ1 : xi = const, λ2 : yα = const, λ3 : zξ = Aξ
i x

i + Bξ
αyα = const.

Изотопическим преобразованием

x̃ξ = Aξ
i x

i, x̃î = xî, ỹξ = Bξ
αyα, ỹα̂ = yα̂,

где î = λ + 1, q, α̂ = λ + 1, p, уравнение этой ткани приводится к виду

zξ = x̃ξ + ỹξ.

3. В группоиде

z1 = ϕ1(x1 + x2) + ψ1(x3, y1, y2), z2 = ϕ2(x1 + x2) + ψ2(x3, y1, y2)

после изотопической замены x̃1 = ϕ1(x1 + x2), x̃2 = x2 число переменных также уменьшается:

z1 = x̃1 + ψ1(x3, y1, y2), z2 = θ(x̃1) + ψ2(x3, y1, y2).

В дальнейшем будем считать, что число переменных в уравнении ткани уже «минимизирова-
но», и допускаются только такие изотопические преобразования, при которых число переменных
в уравнении ткани не меняется (подробно об этом см. в [То-15]).

§ 2. Три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1))

1. (n + 1)-ткань коразмерности λ, ассоциированная с три-тканью W (λl,λm,λ(l +
+ m − 1)).

Пусть уравнение (1.6) три-ткани W (p, q, r) в некоторых локальных координатах записано
в виде

zξ = fξ(xi, yα), (2.1)

где i = 1, q, α = 1, p, ξ = 1,λ,
λ = p + q − r. (2.2)
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Если совокупность переменных x1, ...,xq, y1, ..., yp разбить каким-либо иным способом на раз-
личные группы, то то же самое уравнение (2.1) будет определять другую ткань — с другим
числом слоений и другими размерностями слоев. В частности, если каждую из переменных
x1, ...,xq, y1, ..., yp рассматривать в отдельности, то получится (p + q + 1)-ткань, образованная
p + q слоениями коразмерности 1 и одним слоением (zξ = const) коразмерности λ, которое
является третьим слоением исходной три-ткани W (p, q, r). При этом каждый из слоев первого и
второго слоений исходной три-ткани W (p, q, r) является пересечением соответственно q и p слоев
(p + q + 1)-ткани.

Наибольший интерес для приложений представляют такие ткани W (p, q, r), слои которых
являются пересечением слоев некоторой (n + 1)-ткани. Напомним, что (n + 1)-тканью называется
ткань, образованная n + 1 слоениями одинаковой коразмерности r на многообразии размерно-
сти nr, см. гл. 8.

Определение 6. (n + 1)-ткань, образованную на многообразии M, несущем три-ткань
W (p, q, r), n + 1 слоениями одинаковой коразмерности, назовем ассоциированной с заданной
три-тканью W (p, q, r), если одно из слоений (n + 1)-ткани совпадает с третьим слоением исходной
три-ткани W (p, q, r), а каждый из слоев первого и второго слоений три-ткани W (p, q, r) является
пересечением некоторого числа слоев (n + 1)-ткани.

Предложение 4. Если три-ткань W (p, q, r) допускает ассоциированную с нею (n + 1)-
ткань коразмерности λ, то существуют такие натуральные числа l и m, что

p = λl, q = λm. (2.3)

При этом
r = λ(l + m− 1), n = l + m. (2.4)

¤ Заметим, что все слоения (n + 1)-ткани, ассоциированной с три-тканью W (p, q, r), должны
иметь коразмерность λ = p + q − r, поскольку одно из ее слоений совпадает с третьим слоением
исходной три-ткани W (p, q, r). Далее, если каждый из слоев первого слоения (их коразмер-
ность q) три-ткани W (p, q, r) будет пересечением некоторого числа слоев (n + 1)-ткани, то q
кратно λ, то есть q = λm. Аналогично получаем p = λl.

Из равенств (2.2) и (2.3) получаем первое из равенств (2.4). Далее, в силу определения (n + 1)-
ткани размерность многообразия M должна быть λn (см. выше). Отсюда получаем равенство

p + q = λn, (2.5)

что с учетом (2.3) дает второе равенство (2.4). ¥
Три-ткань W (p, q, r), удовлетворяющую условиям (2.3) и (2.4), будем обозначать

W (λl,λm,λ(l + m− 1)), а ассоциированную с ней (n + 1)-ткань — W (n + 1,λ).
Так как для три-ткани W (p, q, r), вообще говоря, p 6= q, то будем считать, для определенности,

что p 6 q, тогда l 6 m.
Покажем, как построить (n + 1)-ткань W (n + 1,λ), ассоциированную с три-тканью

W (λl,λm,λ(l + m− 1)).
Сначала заметим, что через каждую точку P многообра-

зия M, несущего три-ткань W (p, q, r), проходят, помимо слоя
третьего слоения, еще 2 инвариантным образом определенных
подмногообразия коразмерности λ.

В самом деле, пусть F1, F2 и F3 — проходящие через P
соответственно p-мерный (вертикальный), q-мерный (горизон-
тальный) и r-мерный (наклонный) слои три-ткани W (p, q, r),
рис. 57. Слой F3 пересекает слои F1 и F2 по некоторым под-
многообразиям, обозначим их соответственно V и U . При этом
dim V = r − q, dim U = r − p. Пусть U — подмногообразие вер-
тикальных слоев три-ткани W (p, q, r), пересекающих U , а V —
подмногообразие ее горизонтальных слоев, пересекающих V .
Подмногообразия U и V имеют на M одинаковую размерность r и одинаковую коразмерность
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λ — ту же, что и наклонный слой F3 три-ткани W (p, q, r). Каждые 2 из подмногообразий U , V
и F3 имеют пересечение размерности r − λ.

Теперь рассмотрим ткань W (λl,λm,λ(l + m − 1)) и введем для этой ткани понятие коорди-
натной решетки.

Определение 7. Пусть a = (a1, a2, · · · , al) — фиксированный упорядоченный набор из l
достаточно близких различных вертикальных слоев три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)) и b =
= (b1, b2, · · · , bm) — фиксированный упорядоченный набор из m достаточно близких различных
горизонтальных слоев этой ткани. Совокупность (a, b) этих наборов назовем координатной
решеткой три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)).

Здесь и далее мы обозначаем слои ткани и определяющие их параметры одними и теми же
символами.

Предложение 5. Каждая координатная решетка три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)) од-
нозначно определяет некоторую (n + 1)-ткань коразмерности λ, n = l + m, ассоциированную с
три-тканью W (λl,λm,λ(l + m− 1)).
¤ Пусть (a, b) — некоторая координатная решетка три-ткани W ≡ W (λl,λm,λ(l + m − 1)),
образованная l вертикальными слоями a = (as), s = 1, l, и m горизонтальными слоями b = (bµ),
µ = 1,m, этой три-ткани. Наклонные слои ткани W высекают на горизонтальном слое bµ

λ-параметрическое семейство подмногообразий Uµ размерности λ(m − 1). Каждое из таких
подмногообразий Uµ определяет, как было сказано выше, r-мерное «вертикальное» подмного-
образие Uµ. При этом, в силу способа их определения, построенные таким образом многообра-
зия Uµ образуют слоение в некоторой окрестности координатной решетки на многообразии M.
Обозначим это слоение uµ.

Точно также строится «горизонтальное» слоение vs — λ-параметрическое семейство подмно-
гообразий V s размерности λ(m− 1). Всего, таким образом, с координатной решеткой связаны l
горизонтальных и m вертикальных слоений указанного типа.

Далее заметим, что вертикальный слой F1 исходной ткани W пересекает горизонтальные
слои решетки в m точках. Следовательно, слой F1 содержится в m вертикальных слоях Uµ,
проходящих через эти точки. Очевидно, других общих точек у этих вертикальных слоев нет
(напомним, что все рассмотрения локальные).

Точно также, всякий горизонтальный слой F2 исходной ткани W является пересечением l
горизонтальных слоев V s.

Наконец, l горизонтальных слоений vs, m вертикальных слоений uµ и третье слоение исход-
ной ткани W образуют (n + 1)-ткань, где n = l + m. Действительно, всего слоений n + 1, все они
имеют одинаковую размерность r, и каждые 2 из них находятся в общем положении. Обозначим
эту ткань W̃λ(a, b).

Поскольку, как было показано выше, вертикальные и горизонтальные слои ткани W являются
пересечением слоев ткани W̃λ(a, b), то эта последняя и является (n + 1)-тканью, ассоциированной
с три-тканью W ≡ W (λl,λm,λ(l + m− 1)). ¥

Очевидно, область M̃ определения ткани W̃λ(a, b) может оказаться ýже, чем область опре-
деления M исходной ткани W ≡ W (λl,λm,λ(l + m− 1)) (напомним, что в области определения
ткани ее слои должны находиться в общем положении).

Замечание. Для три-ткани W (r, r, r) из (2.2), (2.3) и (2.5) следует, что l = m = 1,
n = l + m = 2. Поэтому координатная решетка три-ткани W (r, r, r) образована одним вертикаль-
ным и одним горизонтальным слоями, а (n + 1)-ткань W̃λ(a, b) является три-тканью, причем в
силу (2.6) она совпадает с исходной три-тканью W (r, r, r).

Найдем уравнение ассоциированной (n + 1)-ткани W̃λ(a, b). Напомним, что уравнение ткани
связывает параметры ее слоев, проходящих через одну точку.

Пусть U 1, ...,Um, V 1, ...,V l, F3 — слои (n + 1)-ткани W̃λ(a, b), проходящие через точку P ∈ M̃.
Здесь F3 — наклонный слой три-ткани W ≡ W (λl,λm,λ(l + m − 1)), который является слоем
(n + 1)-ого слоения (n + 1)-ткани W̃λ(a, b). Обозначим, как и выше, через F1 и F2 вертикальный
и горизонтальный слои ткани W , проходящие через P . Параметры x, y и z слоев F1, F2 и F3
связаны уравнением (1.6) три-ткани W: z = f(x, y).
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Обозначим Bµ точку пересечения вертикального слоя F1 с горизонтальным слоем bµ ко-
ординатной решетки (a, b), и As — точку пересечения горизонтального слоя F2 с верти-
кальным слоем as этой решетки. Пусть uµ и vs — параметры наклонных слоев три-ткани
W (λl,λm,λ(l + m − 1)), проходящих через точки Bµ и As соответственно. Тогда в силу (1.6)
имеем равенства:

u1 = f(x; b1), . . . , um = f(x; bm); (2.7)
v1 = f(a1; y), . . . , vl = f(al; y). (2.8)

С другой стороны, uµ и bµ есть параметры вертикального слоя Uµ, а vs и as — параметры
горизонтального слоя V s. Поэтому, чтобы получить уравнение ассоциированной ткани W̃λ(a, b),
следует исключить из уравнений (1.6), (2.7) и (2.8) координаты x и y точки P .

Прежде, чем это делать, отметим, что уравнения (2.7) и (2.8) функционально независимы в
области определения ассоциированной ткани, поскольку ее слоения находятся в общем положе-
нии. Иными словами, соответствующие матрицы Якоби должны быть невырожденными:

det




∂fξ(x, b1)
∂xi

...
∂fξ(x, bm)

∂xi


 6= 0, (2.9)

det




∂fξ(a1, y)

∂yα

...
∂fξ(al, y)

∂yα


 6= 0. (2.10)

Здесь i = 1, q — номер столбца; (ξ,µ) — номер строки, ξ = 1,λ, µ = 1,m, q = λm. Аналогично,
α = 1, p — номер столбца; (ξ, s) — номер строки, s = 1, l, p = λl.

Исключая из уравнений (2.7), (2.8) и (1.6) переменные x = (x1, ...,xq) и y = (y1, ..., yp), получим
уравнение (n + 1)-ткани W̃λ(a, b) в виде

z = f̃(u1, ...,um; v1, ..., vl). (2.11)

Слоения этой ткани определяются уравнениями:

u1 : u1 = C1; ..., um : um = Cm; v1 : v1 = C̃1; ...; vl : vl = C̃l; λ3 : z = C, (2.12)

где Cµ, C̃s,C — постоянные векторы.
С другой стороны, уравнения (2.7) и (2.8) в силу (2.9) и (2.10) определяют изотопическое

преобразование, при котором уравнение (1.6) три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)) преобразуется к
виду (2.11), а уравнения (1.1) ее слоений приводятся к виду

λ1 : u1 = C1, ..., um = Cm; λ2 : v1 = C̃1, ..., vl = C̃l; λ3 : z = C. (2.13)

Доказана следующая
Теорема 6. В области определения (n + 1)-ткани W̃λ(a, b), ассоциированной с три-

тканью W (λl,λm,λ(l + m − 1)), существуют локальные координаты, в которых три-ткань
W (λl,λm,λ(l + m − 1)) и ассоциированная с нею (n + 1)-ткань W̃λ(a, b) определяются одним
и тем же уравнением (2.11). В этих координатах слоения (n + 1)-ткани W̃λ(a, b) задаются
уравнениями (2.12), а слоения три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)) — уравнениями (2.13).

Определение 8. Локальные координаты (u1, ...,um, v1, ..., vl), в которых три-ткань
W (λl,λm,λ(l + m − 1)) и ассоциированная с нею (n + 1)-ткань W̃λ(a, b) определяются одним и
тем же уравнением (2.11), назовем адаптированными.

Замечание. Уравнение (2.11) определяет (n + 1)-ткань W̃λ(a, b) с точностью до преобразо-
ваний вида

ũµ = α̃µ(uµ), µ = 1,m, ṽs = β̃s(vs), s = 1, l, z̃ = γ̃(z),
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сохраняющих ее слоения (2.12). При этом уравнение (2.11) преобразуется в следующее:

z̃ = γ̃ ◦ f̃(α̃−11 (ũ1), ..., α̃−1m (ũm), β̃−11 (ṽ1), ..., β̃−1l (ṽl)) = ˜̃
f(ũ1, ..., ũm, ṽ1, ..., ṽl),

а последнее определяет некоторую (n + 1)-ткань, эквивалентную (n + 1)-ткани W̃λ(a, b). С дру-
гой стороны, уравнение (2.11) определяет исходную три-ткань W (λl,λm,λ(l + m− 1)), поэтому
его можно рассматривать с точностью до преобразований более общего вида

ũµ = αµ(u1, ...,um), ṽs = βs(v1, ..., vl), z̃ = γ(z),

которые сохраняют слоения (2.13) этой три-ткани, но не сохраняют, вообще говоря, слоения
ассоциированной (n + 1)-ткани W̃λ(a, b). Отсюда, в частности, следует, что (n + 1)-ткани W̃λ(a, b)
и W̃λ(ã, b̃), определяемые разными координатными решетками (a, b) и (ã, b̃) произвольной
три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)), не являются, вообще говоря, эквивалентными относительно
преобразований второго типа.

Замечание. Слоения ассоциированной (n + 1)-ткани W̃λ(a, b) попарно трансверсальны в
области, где выполняются условия:

∣∣∣ ∂f̃

∂u1

∣∣∣ 6= 0, ...,
∣∣∣ ∂f̃

∂um

∣∣∣ 6= 0,
∣∣∣ ∂f̃

∂v1

∣∣∣ 6= 0, ...,
∣∣∣ ∂f̃

∂vl

∣∣∣ 6= 0. (2.14)

В этой же области уравнение (2.11) задает координатную n-квазигруппу (n + 1)-ткани
W̃λ(a, b) [13].

Пример. Рассмотрим три-ткань W (1, 2, 2), заданную уравнением

z1 = x1y1 + x2. (2.15)

Здесь p = 1, q = r = 2. Эта ткань образована в некоторой области M⊂ R3 семейством прямых
x1 = const, x2 = const (вертикальные слои F1), семейством плоскостей y1 = const (горизонтальные
слои F2) и семейством двумерных поверхностей z1 = x1y1 + x2 = const (наклонные слои F3).

Найдем область определения M три-ткани W (1, 2, 2), см. п. 1. Сначала заметим, что для
произвольной три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)) условие максимальности ранга матриц Якоби(

∂f

∂x

)
и

(
∂f

∂y

)
имеет вид rank

(
∂f

∂x

)
= rank

(
∂f

∂y

)
= λ. Отсюда в силу (2.15) получаем rank(y1, 1) =

= rank(x1) = 1, поэтому в области M
x1 6= 0. (2.16)

Теперь найдем (n + 1)-ткань W̃λ(a, b), ассоциированную с три-тканью W (1, 2, 2). Из (2.2),
(2.3) и (2.4) в силу (2.15) имеем: λ = 1, m = 2, l = 1, n = 3, поэтому (n + 1)-ткань W̃λ(a, b)
является 4-тканью коразмерности 1, а определяющая ее координатная решетка (a, b) образована
в области M одним фиксированным вертикальным слоем a = (a1) и двумя фиксированными
различными горизонтальными слоями b = (b1, b2):

a1 : x1 = a11, x2 = a21; b1 : y1 = b11; b2 : y1 = b12

(здесь a11, a21, b11, b12 — постоянные). Произвольный наклонный слой F3 три-ткани W (1, 2, 2)
пересекает горизонтальные плоскости b1 и b2 соответственно по прямым

U1 : x1b11 + x2 = u11, U2 : x1b12 + x2 = u12, (2.17)

а вертикальную прямую a1 пересекает в точке V1, координата y1 которой находится из уравнения

a11y
1 + a21 = v11 . (2.18)

Множество вертикальных прямых три-ткани W (1, 2, 2), пересекающих прямую U1, обозначим U 1,
а множество вертикальных прямых, пересекающих U2, обозначим U 2. Плоскости U 1 и U2 зада-
ются в области M⊂ R3 теми же уравнениями (2.17), что и прямые U1 и U2 на сответствующих
плоскостях b1 и b2. Далее, через точку V1 проходит горизонтальная плоскость исходной три-ткани
W (1, 2, 2), обозначим ее V 1, она задается наM уравнением (2.18). Согласно определению ассоци-
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ированной ткани W̃ 1(a, b), три семейства плоскостей U1, U2, V 1 (с соответствующими парамет-
рами u11, u12, v11) и семейство наклонных слоев F3 c параметром z1, образуют в некоторой области
M̃ ⊆M ⊂ R3 4-ткань W̃ 1(a, b) коразмерности 1, ассоциированную с три-тканью W (1, 2, 2).

Чтобы найти уравнение 4-ткани W̃ 1(a, b), необходимо исключить из системы (2.15), (2.17),
(2.18) координаты точки P (x1,x2, y1), через которую проходят слои U1, U 2, V 1 и F3. В результате
получим уравнение

a11(b
1
1 − b12)z

1 − (a11b
1
1 + a21 − v11)u

1
2 + (a11b

1
2 + a21 − v11)u

1
1 = 0. (2.19)

При этом в области M̃ должны выполняться условия (2.9) и (2.10), которые с учетом (2.15),
(2.17) и (2.18) принимают вид

b11 6= b12, a11 6= 0.

Отсюда, в частности, следует, что преобразование

ṽ11 = −a11b
1
2 + a21 − v11

a11(b
1
1 − b12)

(2.20)

является допустимым. Этим преобразованием уравнение (2.19) приводится к виду

z1 = ṽ11u
1
1 + (1− ṽ11)u

1
2, (2.21)

где, в силу (2.14),
ṽ11 6= 0, ṽ11 6= 1, u11 − u12 6= 0. (2.22)

Замечание. Уравнение (2.21) не содержит параметров координатной решетки (a, b), а потому
4-ткани, определяемые разными координатными решетками рассматриваемой три-ткани, экви-
валентны.

2. (m + 1)-ткани и (l + 1)-ткани коразмерности λ, индуцируемые на слоях три-
ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)).

Пусть y0 — произвольный горизонтальный слой три-ткани W ≡ W (λl,λm,λ(l + m − 1)),
отличный от слоев bµ, µ = 1,m, координатной решет-
ки (a, b), рис. 58. Согласно определению ассоциированной
(n + 1)-ткани W̃λ(a, b), слой y0 будет пересечением l гори-
зонтальных слоев из слоений vs ассоциированной ткани.
Согласно § 1 гл. 8, остальные m + 1 слоений ассоцииро-
ванной ткани (то есть m вертикальных слоений uµ и тре-
тье слоение ткани W ) высекают на нем подткань ткани
W̃λ(a, b), которая является (m + 1)-тканью. Обозначим эту
подткань W̃λ(b, y0). Легко найти, что размерность слоев
подткани W̃λ(b, y0) равна λ(m− 1), а коразмерность их на
слое y0 равна λ. Заметим, что эта (m + 1)-ткань существует
при m > 2.

Аналогичным образом на произвольном вертикальном
слое x0 три-ткани W , отличном от фиксированных верти-
кальных слоев a1, ..., al координатной решетки (a, b), при
l > 2 горизонтальные и наклонные слои ассоциированной
(n + 1)-ткани W̃λ(a, b) высекают (l + 1)-ткань также кораз-
мерности λ, которую обозначим W̃λ(a,x0).

Итак, доказано следующее
Предложение 7. Три-ткань W (λl,λm,λ(l + m − 1)) индуцирует на своем произвольном

вертикальном (λl)-мерном слое x0 (l + 1)-ткань W̃λ(a,x0) коразмерности λ, и на своем произ-
вольном горизонтальном (λm)-мерном слое y0 — (m + 1)-ткань W̃λ(b, y0) коразмерности λ.

Заметим, что при λ = 1 получается три-ткань W (p, q, p + q − 1) и индуцируемые ею (p + 1)-
ткани W̃ (a,x0) и (q + 1)-ткани W̃ (b, y0) коразмерности 1, см. [То-15], [ТоШ-2].
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Найдем уравнение (m + 1)-ткани W̃λ(b, y0) в адаптированных координатах. Слои этой ткани,
проходящие через произвольную точку A(x, y0) слоя y0, высекается вертикальными слоями
Ũ1, ..., Ũm, уравнения которых имеют вид (2.7), и наклонным слоем F3, уравнение которого
получается из (1.6):

um+1 = f(x, y0), (2.23)

Следовательно, уравнение (m + 1)-ткани W̃λ(b, y0) получается исключением из уравнений (2.7)
и (2.23) локальной координаты x. Запишем его в виде:

um+1 = f̃1(u1, ...,um, y0). (2.24)

Аналогично, уравнение (l + 1)-ткани W̃λ(a,x0) в адаптированных координатах получается
исключением локальной координаты y из уравнений (2.8) и уравнения

vl+1 = f(x0; y). (2.25)

Запишем результат в виде:
vl+1 = f̃2(x0, v1, ..., vl). (2.26)

Заметим, что изотопическим преобразованием (2.8) уравнение (2.24) (m + 1)-ткани W̃λ(b, y0)
приводится к виду

um+1 = f̃(u1, ...,um; v10, ..., vl0), (2.27)

где vs0 = f(as, y0). Аналогично, изотопическим преобразованием (2.7) уравнение (2.26) (l + 1)-
ткани W̃λ(a,x0) приводится к виду

vl+1 = f̃(u01, ...,u0m; v1, ..., vl), (2.28)

где u0µ = f(x0, bµ). Отсюда следует, что уравнения тканей W̃λ(b, y0) и W̃λ(a,x0) могут быть
получены из уравнения (2.11) (n + 1)-ткани W̃λ(a, b) фиксацией в нем векторных параметров vs

и uµ соответственно, то есть vs = vs0, s = 1, l; uµ = u0µ, µ = 1,m. Доказана следующая
Теорема 8. В адаптированных локальных координатах уравнения (2.27) и (2.28) тканей

W̃λ(b, y0) и W̃λ(a,x0), индуцируемых на горизонтальных и вертикальных слоях три-ткани
W (λl,λm,λ(l + m − 1)), получаются из уравнения (2.11) (n + 1)-ткани W̃λ(a, b), ассоцииро-
ванной с три-тканью W (λl,λm,λ(l + m− 1)), фиксацией в нем соответствующих векторных
параметров vs = vs0, s = 1, l, и uµ = u0µ, µ = 1,m.

Заметим, что в силу условий (2.14) уравнение (2.27) определяет также координатную m-
квазигруппу (m + 1)-ткани W̃λ(b, y0), а уравнение (2.28) — координатную l-квазигруппу (l + 1)-
ткани W̃λ(a,x0).

Пример. Рассмотрим три-ткань W (1, 2, 2)

z1 = x1y1 + x2,

для которой ассоциированная 4-ткань W̃ 1(a, b) найдена выше, см. уравнение (2.21). Здесь l = 1,
m = 2, поэтому (l + 1)-ткань W̃ 1(a,x0) не существует, а (m + 1)-ткань W̃ 1(b, y0) является криволи-
нейной три-тканью на плоскости y1 = y10 . Согласно Теореме 8, уравнение три-ткани W̃ 1(b, y0) по-
лучается из уравнения (2.21) 4-ткани W̃ 1(a, b) фиксацией параметра v1 = (v11). Полагая v11 = v110,
из (2.20) имеем:

ṽ11 = −a11b
1
2 + a21 − v110

a11(b
1
1 − b12)

= ṽ110.

Полагая далее в уравнении (2.21) ṽ11 = ṽ110, получим уравнение три-ткани W̃ 1(b, y0) в виде

z1 = ṽ110u
1
1 + (1− ṽ110)u

1
2.

Преобразование ũ11 = ṽ110u
1
1, ũ12 = (1− ṽ110)u

1
2 в силу (2.22) является изотопическим. Этим преоб-

разованием уравнение три-ткани W̃ 1(b, y0) приводится к виду z1 = ũ11 + ũ12, который показывает,
что ткань W̃ 1(b, y0) является параллелизуемой [10].
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Пример. Рассмотрим три-ткань W (1, 3, 3), заданную уравнением

z1 = x1y1 + x2

y1 + x3 .

Здесь l = 1, m = 3, поэтому (l + 1)-ткань W̃ 1(a,x0) также не существует, а (m + 1)-ткань W̃ 1(b, y0)
есть 4-ткань, заданная на произвольном горизонтальном трехмерном слое y1 = y10 . Согласно
сказанному выше, уравнение 4-ткани W̃ 1(b, y0), где b = (b1, b2, b3), получается исключением па-
раметров xi из уравнений (2.7), (2.23), которые в рассматриваемом случае имеют вид:

u1i = x1b1i + x2

b1i + x3 , u14 = x1y10 + x2

y10 + x3 , i = 1, 2, 3,

(здесь u11, u12, u13, u14 — параметры семейств двумерных поверхностей, образующих 4-ткань
W̃ 1(b, y0)). Отсюда получаем:

(b11 − b12)(y
1
0 − b13)(u

1
1u

1
2 + u13u

1
4) + (b11 − b13)(b

1
2 − y10)(u

1
1u

1
3 + u14u

1
2) + (b11 − y10)(b

1
3 − b12)(u

1
1u

1
4 + u12u

1
3) = 0.

Обозначая ui = u1i , u4 = u14, bi = b1i , y0 = y10 и полагая

h1 = (b1 − b2)(y0 − b3), h2 = (b1 − b3)(b2 − y0), h3 = (b1 − y0)(b3 − b2),

запишем уравнение 4-ткани W̃ 1(b, y0) в следующем виде:

h1(u1u2 + u3u4) + h2(u1u3 + u4u2) + h3(u1u4 + u2u3) = 0. (2.29)

Заметим, что некоторые свойства этой 4-ткани В. Бляшке описывает в [Бл-5]. Более подробно
о ней см. в [То-15].

3. Координатый моноид три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)).
Рассмотрим три-ткань W (p, q, r), определяемую гладким группоидом (1.6) общего вида

z = f(x, y) ≡ x · y,
где x = (x1, ...,xq), y = (y1, ..., yp), z = (z1, ..., zλ), λ = p + q − r, λ 6 p 6 q. Введем некоторую
новую алгебраическую операцию (◦), изотопную группоиду (1.6).

Пусть, как и выше, на многообразии M, несущем три-ткань W (p, q, r), зафиксирована коор-
динатная решетка (a, b), где a = (a1, ..., al), b = (b1, ..., bm), l 6 p, m 6 q. Пусть M — произвольная
точка многообразия M, а x, y и z соответственно вертикальный, горизонтальный и наклонный
слои ткани W (p, q, r), проходящие через точку M , так что z = x · y.

Будем записывать уравнения (2.7) и (2.8) в виде
u = Rb(x), v = La(y), (2.30)

где u = (u1, ...,um), v = (v1, ..., vl),
Rb : x → (u1, ...,um); La : y → (v1, ..., vl). (2.31)

Найдем условия, при которых отображения Rb и La являются локально биективными. Отоб-
ражение Rb задается системой (2.7), которая состоит из λm уравнений (так как uµ = (u1µ, ...,uλ

µ),
µ = 1,m) и содержит q параметров вертикального слоя x = (x1,x2, ...,xq). Она имеет (локально!)
единственное решение x, если q = λm и ее матрица Якоби невырождена, то есть выполняется
условие (2.9).

Аналогично, отображение La задается системой (2.8), которая состоит из λl уравнений (так
как vs = (v1s, ..., vλ

s ), s = 1, l) и содержит p параметров горизонтального слоя y = (y1, y2, ..., yp).
Система (2.8) будет иметь единственное решение y, если p = λl и при этом выполняется усло-
вие (2.10). Из равенств q = λm и p = λl следует, что r = λ(l + m − 1), поэтому ткань W (p, q, r)
будет тканью W (λl,λm,λ(l + m− 1)).
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Пусть M̃ = X̃ × Ỹ такая область многообразия M, несущего ткань W (λl,λm,λ(l + m− 1)),
в каждой точке которой выполняются условия (2.9) и (2.10), и пусть Z̃ = {z|z ∈ Z, z =
= f(x, y), (x, y) ∈ M̃}. Тогда в области Z̃ определены обратные функции R−1b и L−1a ,

R−1b : (Z̃ × ·· · × Z̃)︸ ︷︷ ︸
m

→ X̃, x = R−1b (u), u = (u1, ...,um),

L−1a : (Z̃ × ·· · × Z̃)︸ ︷︷ ︸
l

→ Ỹ , y = L−1a (v), v = (v1, ..., vl),

причем R−1b (u) · L−1a (v) = f(x, y) = z ∈ Z̃.
Так как uµ, vs и z — наклонные слои ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)), то имеет смысл следующее

Определение 8. Отображение

(◦) : (λ3 × ·· · × λ3)︸ ︷︷ ︸
m

× (λ3 × ·· · × λ3)︸ ︷︷ ︸
l

→ λ3,

z = u ◦ v = R−1b (u) · L−1a (v), (2.32)

определенное в некоторой области M̃ ⊆M, назовем коор-
динатным моноидом три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1))
и обозначим µ(a,b)(◦).

Геометрический смысл операции (◦) заключается в
следующем. Пусть u = (u1, ...,um) — произвольный на-
бор m достаточно близких различных наклонных сло-
ев в области M̃ многообразия M, несущего ткань
W (λl,λm,λ(l + m − 1)). Слой uµ, µ = 1,m, пересекает

горизонтальный слой bµ координатной решетки (a, b) по некоторому подмногообразию Uµ раз-
мерности λ(m− 1). Эти подмногообразия изображены на рис. 59 пунктирными кружками справа.
Поскольку dimM = λ(l + m), то m подмногообразий Uµ размерности λ(m− 1) допускают на M
(локально!) трансверсальный вертикальный слой x размерности p = λl (на рис. 59 он изображен
вертикальной пунктирной линией справа). Согласно определению 3 координатного группоида,
параметры x1, ...,xq слоя x удовлетворяют уравнениям (2.7), а условие (2.9) означает, что этот
слой будет единственным, x = R−1b (u).

Аналогично, набору l произвольных достаточно близких различных наклонных слоев v =
= (v1, ..., vl) сопоставляется горизонтальный слой y, который трансверсально сечет подмногооб-
разия Vs = vs ∩ as, s = 1, l, размерности λ(l − 1) (слой y изображен на рис. 59 горизонтальной
пунктирной линией сверху). В силу условия (2.10) слой y будет единственным, y = L−1a (v). Через
точку пересечения слоев x и y проходит единственный наклонный слой z = x · y три-ткани
W (λl,λm,λ(l + m− 1)).

Из определения 8 операции (◦) вытекает следующая
Теорема 9. Координатный моноид µ(a,b)(◦) существует только для три-тканей вида

W (λl,λm,λ(l + m− 1)), причем в такой области M̃ многообразия M, несущего эту ткань, в
которой выполняются условия (2.9) и (2.10).

Например, для три-ткани W (1, 2, 2), определяемой уравнением

z1 = x1 + x2 + y1,

координатный моноид µ(a,b)(◦) не существует, поскольку ни в одной точке области определения
этой ткани не выполняется условие (2.9).

Замечание. При l = m = 1 три-ткань W (λl,λm,λ(l + m − 1)) будет тканью W (λ,λ,λ), а
ее координатный моноид µ(a,b)(◦) — координатной лупой `(a,b)(◦) этой ткани. Для три-ткани
W (λ,λ,λ) условия (2.9) и (2.10) в силу Предложения 1 выполняются в любой точке ее области
определения (см. также замечание на с. 227), поэтому M̃ = M.
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Теорема 10. Всякий координатный моноид µ(a,b)(◦) три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1))
главноизотопен ее координатному группоиду и задается в адаптированных локальных коорди-
натах тем же уравнением (2.11), что и (n + 1)-ткань W̃λ(a, b), n = l + m, ассоциированная с
три-тканью W (λl,λm,λ(l + m− 1)).
¤ Операция (◦) в координатном моноиде µ(a,b)(◦) три-ткани W ≡ W (λl,λm,λ(l + m − 1))
определяется уравнением (2.32):

u ◦ v = R−1b (u) · L−1a (v) = x · y = z.

Отсюда следует, что операции (◦) и (·) изотопны, причем изотопия имеет вид

(Rb,La, id) : (·) −→ (◦).
Эта изотопия задается уравнениями (2.7), (2.8). Как показано в Теореме 6, с помощью этих
преобразований уравнение (1.6) координатного группоида три-ткани W приводится к виду (2.11):

z = x · y = f̃(u1, ...,um; v1, ..., vl).

Из (2.32) и (2.11) получаем уравнение

z = u ◦ v = f̃(u1, ...,um; v1, ..., vl),

которое, согласно Теореме 6, задает также (n + 1)-ткань W̃λ(a, b), ассоциированную с три-
тканью W . ¥

Следствие. Координатные моноиды µ(a,b)(◦) и µ(ã,̃b)(◦̃) три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)),
связанные с разными координатными решетками (a, b) и (ã, b̃) этой ткани, главноизотопны.

Введем аналог понятия единицы для координатного моноида µ(a,b)(◦) три-ткани
W (λl,λm,λ(l + m− 1)). Согласно определению 8 получаем (см. рис. 59!):





(z11, z12, . . . , z1m) ◦ (v1, v2, . . . , vl) = v1,
(z21, z22, . . . , z2m) ◦ (v1, v2, . . . , vl) = v2,
· · ·
(zl1, zl2, . . . , zlm) ◦ (v1, v2, . . . , vl) = vl;

(2.33)





(u1,u2, . . . ,um) ◦ (z11, z21, . . . , zl1) = u1,
(u1,u2, . . . ,um) ◦ (z12, z22, . . . , zl2) = u2,
· · ·
(u1,u2, . . . ,um) ◦ (z1m, z2m, . . . , zlm) = um,

(2.34)

где zsµ = as · bµ. Пусть ês = (zs1, ..., zsm) и e

̂

µ = (z1µ, ..., zlµ) сответственно столбцы и строки
матрицы

e =




z11 z21 . . . zl1
z12 z22 . . . zl2
. . . . . . . . . . . .
z1m z2l . . . zlm


 .

Из равенств (2.33) и (2.34) следует, что ês ◦ v = vs, u ◦ e

̂

µ = uµ, поэтому набор столбцов ê =
= (ê1, ..., êl) матрицы e можно считать аналогом левой единицы, а набор ее строк e

̂

= (e

̂

1, ..., e

̂

m) —
аналогом правой единицы координатного моноида µ(a,b)(◦) три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)).
«Правая единица» и «левая единица» координатного моноида µ(a,b)(◦), вообще говоря, не сов-
падают.

Определение 9. Матрицу e = (zsµ), где zsµ = as · bµ, s = 1, l, µ = 1,m назовем единичным
элементом координатного моноида µ(a,b)(◦) три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)).

При l = m = 1 получаем единичный элемент e = z11 = ê = e

̂

координатной лупы `(a,b)(◦)
три-ткани W (λ,λ,λ).

Пример. Найдем координатный моноид µ(a,b)(◦) три-ткани W (1, 2, 2), определяемой
уравнением

z1 = x1y1 + x2.
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В Примере п. 1 найдено уравнение 4-ткани W̃ 1(a, b), ассоциированной с этой три-тканью. Оно
приведено некоторым изотопическим преобразованием к виду (2.21):

z1 = ṽ11u
1
1 + (1− ṽ11)u

1
2.

Согласно Теореме 10, это же уравнение определяет координатный моноид µ(a,b)(◦) рассматрива-
емой три-ткани W (1, 2, 2). Обозначая в уравнении (2.21) z1 = z, ṽ11 = v, u11 = u1, u12 = u2, запишем
его в виде

z = vu1 + (1− v)u2 = (u1,u2) ◦ v. (2.35)

Теперь найдем единичный элемент e координатного моноида (2.35). Для этого запишем
систему (2.33), (2.34), которая для рассматриваемой три-ткани W (1, 2, 2) в силу (2.35) имеет
следующий вид:

(z11, z12) ◦ v = vz11 + (1− v)z12 = v,
(u1,u2) ◦ z11 = z11u1 + (1− z11)u2 = u1,
(u1,u2) ◦ z12 = z12u1 + (1− z12)u2 = u2.

Отсюда получаем z11 = 1, z12 = 0, поэтому

e =
(

z11
z12

)
=

(
1
0

)
.

Пример. Для три-ткани W (2, 2, 3), определяемой уравнением

z1 = x1y1 + x2 + y2, (2.36)

λ = 1, l = 2, m = 2, поэтому координатная решетка (a, b) образована двумя вертикальными
слоями a = (a1, a2) и двумя горизонтальными слоями b = (b1, b2). Уравнения (2.7) и (2.8) имеют
следующий вид:

u11 = x1b11 + x2 + b21, u12 = x1b12 + x2 + b22,
v11 = a11y

1 + a21 + y2, v12 = a12y
1 + a22 + y2.

(2.37)

Исключая из уравнений (2.36), (2.37) переменные x1, x2, y1, y2, получим уравнение координат-
ного моноида µ(a,b)(◦) в виде ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 v11 v12 z1

1 z111 z121 u11
1 z112 z122 u12
0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

где
z111 = a11b

1
1 + a21 + b21, z112 = a11b

1
2 + a21 + b22,

z121 = a12b
1
1 + a22 + b21, z122 = a12b

1
2 + a22 + b22,

а матрица

e =
(

z111 z121
z112 z122

)

является единичным элементом.

§ 3. Обобщенные три-ткани Рейдемейстера

1. Обобщенные конфигурации Рейдемейстера на три-ткани W (λl,λm,λ(l + m −
− 1)).

Построим на три-ткани W ≡ W (λl,λm,λ(l + m− 1)) конфигурацию, аналогичную конфигу-
рации Рейдемейстера R (см. рис. 10 на с. 45). Зафиксируем l + 1 достаточно близких вертикаль-
ных слоев xs, s = 1, l + 1, первого слоения и m + 1 также достаточно близких горизонтальных
слоев yµ, µ = 1,m + 1, второго слоения ткани W . (Здесь, как и выше, через xs и yµ обозначены
также параметры соответствующих слоев.) Через точку пересечения слоев xs и yµ проходит
единственный наклонный слой третьего слоения с параметром zsµ. Точку пересечения слоев xl+1
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и ym+1 обозначим через Ml+1m+1. Построенная конфигурация изображена на рис. 60 сплошными
линиями.

Возьмем еще l произвольных вертикальных слоев xs. Эти слои, а также их пересечения с
соответствующими наклонными слоями zsµ

— многообразия Vsµ размерности λ(l − 1) —
обозначены на рис. 60 пунктирными лини-
ями. Простые вычисления показывают, что
для каждого фиксированного µ l подмного-
образий Vsµ, s = 1, l, размерности λ(l − 1)
допускают (локально!) единственный транс-
версально пересекающий их горизонталь-
ный (λm)-мерный слой yµ. На рис. 60 слои
yµ, µ = 1,m + 1, обозначены горизонталь-
ными пунктирными линиями.

Рассмотрим далее m первых слоев yµ,
µ = 1,m (на рис. 60 — все, кроме верхне-
го). Каждый из них пересекает наклонный
слой с соответствующим номером zl+1µ по
некоторому λ(m − 1)-мерному подмногооб-
разию Ul+1µ. Эти подмногообразия изобра-
жены на рис. 60 пунктирными кружками
справа. Подмногообразия Ul+1µ определяют
(локально!) единственный трансверсальный
вертикальный (λl)-мерный слой xl+1. По-
следний пересекается с построенным выше
горизонтальным слоем ym+1 в некоторой точке M l+1m+1, которая, вообще говоря, не лежит на
слое zl+1m+1, что отмечено на рис. 60 пунктиром.

При l = m = 1 построенная конфигурация совпадает с конфигурацией Рейдемейстера R для
три-тканей W (r, r, r) (рис. 10), поэтому назовем ее обобщeнной конфигурацией Рейдемейстера и
обозначим R(λl,λm,λ(l + m− 1)).

Если точки Ml+1m+1 и M l+1m+1 лежат на одном наклонном слое, то будем говорить, что
конфигурация Рейдемейстера R(λl,λm,λ(l + m− 1)) замыкается.

Определение 10. Три-ткань W (λl,λm,λ(l + m− 1)), на которой замыкаются все достаточно
малые конфигурации R(λl,λm,λ(l + m− 1)), назовем обобщенной три-тканью Рейдемейстера
и обозначим WR(λl,λm,λ(l + m− 1)).

По аналогии с теорией три-тканей W (r, r, r) условие замыкания конфигураций R(λl,λm,λ(l +
+ m− 1)) можно записать в виде так называемого условного тождества, см. § 2 гл. 2:

xs · yµ = xs · yµ = zsµ,
xs · ym+1 = xs · ym+1 = zsm+1,
xl+1 · yµ = xl+1 · yµ = zl+1m

}
=⇒ xl+1 · ym+1 = xl+1 · ym+1 = zl+1m+1,

где s = 1, l, µ = 1,m, x · y = f(x, y) = z, см. п. 2 § 1.
Обобщенные конфигурации Рейдемейстера были впервые определены в [ТоШ-2] для три-

тканей W (p, q, p + q − 1).

2. Сердцевина три-ткани WR(λl,λm,λ(l + m − 1)).
Из определения конфигурации R(λl,λm,λ(l + m− 1)) следует, что на ткани WR(λl,λm,λ(l +

+ m− 1)) положение слоя Ml+1m+1M l+1m+1 не зависит от выбора вертикальных слоев x1, ..., xl,
а определяется только выбором наклонных слоев zsµ, zsm+1, zl+1µ, s = 1, l, µ = 1,m, входящих в
конфигурацию. Таким образом, возникает отображение

C : λ3 × ·· · × λ3︸ ︷︷ ︸
lm+l+m

→ λ3, zl+1m+1 = C(zsµ, zsm+1, zl+1µ), (3.1)
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где zsµ = f(xs, yµ), zsµ = (zξ
sµ), s = 1, l + 1, µ = 1,m + 1, ξ = 1,λ. Это отображение будем рас-

сматривать как (lm + l + m)-арную операцию на базе третьего слоения ткани WR(λl,λm,λ(l +
+ m− 1)).

При l = m = 1 получаем три-ткань WR(λ,λ,λ) (или ткань R), для которой уравнение z22 =
= C(z11, z12, z21) связывает па-
раметры наклонных слоев z11,
z12, z21, z22, входящих в про-
извольную конфигурацию Рей-
демейстера на этой ткани, см.
рис. 61.

В частности, при z21 = z12
конфигурация R становится
средней конфигурацией Бола
Bm (рис. 13 на с. 46). Три-ткань
W (r, r, r), на которой замыка-

ются все достаточно малые конфигурации Bm называется средней тканью Бола или тканью Bm,
см. гл. 2. Для тканей Bm функция z22 = C(z11, z12) определена В.Д. Белоусовым в [Б-1], см. также
[Б-3], и названа им сердцевиной три-ткани Bm (рис. 62).

Определение 11. Функцию C, определенную на три-ткани Рейдемейстера R, назовем серд-
цевиной этой ткани.

Предложение 11. Сердцевина C три-ткани Рейдемейстера R может быть записана в
виде

z22 = C(z11, z12, z21) = z21 ◦ (z11/z12), (3.2)

или
z22 = C(z11, z12, z21) = (z21 \ z11) ◦ z12, (3.3)

где (◦) — операция в какой-либо (неважно, какой) координатной лупе `(a,b)(◦) три-ткани R, а
знаки / и \ обозначают соответственно правую и левую обратные операции для (◦).
¤ На ткани R рассмотрим произвольную конфигурацию Рейдемейстера, в которую входят
наклонные слои z11, z12, z21, z22 (рис. 63). Пусть `(a,b)(◦) — координатная лупа три- ткани R,
связанная с фиксированным вертикальным слоем a и фиксированным горизонтальным слоем b.
Обозначим через u и v такие наклонные слои, что u ◦ z11 = z21, z11 ◦ v = z12, см. рис. 7. Отсюда
находим:

u = z21 \ z11, v = z11/z12. (3.4)

В силу замыкания конфигураций Рейдемейстера на ткани R имеем:

u ◦ z12 = z22, z21 ◦ v = z22.

Из последних равенств с учетом (3.4) получим (3.2) и (3.3). ¥
Следствие. Сердцевина три-ткани Bm может быть записана в виде z22 = z12 ◦ (z11/z12)

или z22 = (z12 \ z11) ◦ z12, см. [Б-3].
Функция C для три-ткани WR(λl,λm,λ(l + m − 1)) является, в свою очередь, обобщением

понятия сердцевины три-ткани R.
Определение 12. Функцию C вида (3.1) назовем сердцевиной три-ткани WR(λl,λm,λ(l +

+ m − 1)). Уравнение (3.1), связывающее параметры наклонных слоев, входящих в произволь-
ную обобщенную конфигурацию Рейдемейстера, будем называть также уравнением сердцевины
ткани WR(λl,λm,λ(l + m− 1)).

Из определения ткани WR(λl,λm,λ(l + m− 1)) вытекают следующие утверждения.
Теорема 12. Сердцевина три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)) существует тогда и только

тогда, когда эта ткань является обобщенной три-тканью Рейдемейстера.
¤ В одну сторону утверждение доказано, так как на ткани WR(λl,λm,λ(l + m− 1)) сердцевина
существует.

Предположим теперь, что для некоторой ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)) сердцевина суще-
ствует. Вернемся к рис. 60 и вспомним, что набору l вертикальных слоев xs соответствует
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точка Ml+1m+1, а набору l «сдвинутых» вертикальных слоев xs — точка M l+1m+1. Но, сдвигая
вертикальные слои, мы не меняли положение наклонных слоев zsµ, zl+1µ, zsm+1. Следовательно,
в силу того, что существует сердцевина, не должно меняться положение слоя zl+1m+1. Это
означает, что точка M l+1m+1 должна лежать на том же слое третьего слоения, что и точка
Ml+1m+1, то есть конфигурация R(λl,λm,λ(l + m− 1)), изображенная на рис. 60, замыкается. ¥

Теорема 13. Сердцевина три-ткани WR(λl,λm,λ(l + m − 1)) вполне определяет коорди-
натный группоид этой ткани.
¤ На рис. 60 зафиксируем lm наклонных слоев, определяемых параметрами zsµ = (zξ

sµ). Далее,
выберем произвольно l вертикальных слоев xs. Тогда однозначно определятся (как трансвер-
сали) m горизонтальных слоев yµ. При этом положение наклонного слоя zl+1m+1 будет опре-
деляться только выбором l наклонных слоев zsm+1 и m наклонных слоев zl+1µ. Тем самым,
координатный моноид µ(a,b)(◦) задан, а он в силу теоремы 10 главноизотопен координатному
группоиду рассматриваемой три-ткани WR(λl,λm,λ(l + m− 1)). ¥

Пример 1. Простейшим примером три-ткани Рейдемейстера R является так называемая
параллельная ткань на плоскости, образованная тремя семействами параллельных прямых.
Уравнение такой ткани некоторым изотопическим преобразованием приводится к виду z = x + y
(см. п. 4 § 1, Пример 2). Найдем сердцевину этой ткани. Пользуясь уравнением ткани, получаем
(см. рис. 61):

z11 = x1 + y1, z21 = x2 + y1, z12 = x1 + y2, z22 = x2 + y2.

Исключая из последних уравнений переменные x1, x2, y1, y2, получим уравнение сердцевины:

∣∣∣∣∣
0 1 1
1 z11 z21
1 z12 z22

∣∣∣∣∣ = 0,

или
z22 = z12 − z11 + z21. (3.6)

Пример 2. Найдем сердцевину четырехмерной средней три-ткани Бола Bm, заданной
уравнениями

z1 = x1 + y1, z2 = x2 + y2

x1 − y1
.

Имеем (см. рис. 62):

z111 = x11 + y11 , z211 = x2
1 + y21

x1
1 − y11

,

z112 = x11 + y12 = x12 + y11 , z212 = x2
1 + y22

x1
1 − y12

= x2
2 + y21

x1
2 − y11

,

z122 = x12 + y12 , z222 = x2
2 + y22

x1
2 − y12

.

Исключая из этой системы переменные xi = (xj
i ), yi = (yj

i ), i, j = 1, 2, получим уравнение серд-
цевины в виде

z122 = −z111 + 2z112, z222 = −z211 + 2z212.

Очевидно, что эта сердцевина изотопна абелевой группе.
Пример 3. Покажем, что для три-ткани W (1, 2, 2), заданной уравнением

z1 = x1y1 + x2,

существует сердцевина. Соответствующая система уравнений имеет вид (см. рис. 60):

z111 = x11y
1
1 + x21, z112 = x11y

1
2 + x21, z113 = x11y

1
3 + x21,

1
21 = x12y

1
1 + x22, z122 = x12y

1
2 + x22, z123 = x12y

1
3 + x22.
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Исключив переменные x11, x21, x12, x22, y11 , y12 , y13 , получим уравнение сердцевины:
∣∣∣∣∣∣

1 z111 z121
1 z112 z122
1 z113 z123

∣∣∣∣∣∣
= 0. (3.7)

Следовательно, в силу теоремы 12, рассматриваемая три-ткань является обобщенной три-тканью
Рейдемейстера. В [ТоШ-2] эта ткань обозначена WR(1, 2).

Пример 4. Три-ткань W (1, 3, 3), заданная уравнением

z1 = x1y1 + x2

y1 + x3 ,

также является обобщенной три-тканью Рейдемейстера. Действительно, исключая из уравнений

z11i = x1
1y

1
i + x2

1

y1i + x3
1
, z12i = x1

2y
1
i + x2

2

y1i + x3
2
,

i = 1, 4, переменные x11, x21, x31, x12, x22, x32, y1i , придем к уравнению:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 z111 z121 z111z
1
21

1 z112 z122 z112z
1
22

1 z113 z123 z113z
1
23

1 z114 z124 z114z
1
24

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (3.8)

содержащему только переменные z. Следовательно, уравнение (3.8) является уравнением серд-
цевины. В [ТоШ-2] эта обобщенная три-ткань Рейдемейстера обозначена WR(1, 3).

3. Тождество обобщенной ассоциативности.
В теории три-тканей W (r, r, r) условию замыкания конфигураций определенного вида на

ткани соответствует некоторое тождество, выполняемое в коор-
динатных лупах `(a,b)(◦) ткани. Так, замыканию конфигураций
Рейдемейстера на ткани R соответствует, как известно, тожде-
ство ассоциативности (u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w). Соответствующая
фигура R изображена на рис. 64, где u1 = u ◦ v, v1 = v ◦ w,
u1 ◦ w = (u ◦ v) ◦ w, u ◦ v1 = u ◦ (v ◦ w).

Следующая теорема обобщает понятие ассоциативности для
координатного моноида µ(a,b)(◦) три-ткани WR(λl,λm,λ(l + m −
− 1)).

Теорема 14. Пусть u = (u1,u2, . . . ,um) и w = (w1,w2, . . .
. . . ,wl) — два произвольных набора наклонных слоев ткани
W (λl,λm,λ(l + m− 1)), и пусть vsµ — еще один набор lm наклон-

ных слоев, s = 1, l, µ = 1,m. Обозначим строки и столбцы матрицы (vsµ) следующим образом:
v
(l)
µ = (v1µ, v2µ, · · · , vlµ), v

(m)
s = (vs1, vs2, · · · , vsm). Три-ткань W (λl,λm,λ(l + m− 1)) будет тка-

нью WR(λl,λm,λ(l + lm− 1)) тогда и только тогда, когда в каждом ее координатном моноиде
выполняется следующее тождество:

u ◦ (v(m)
1 ◦ w, v(m)

2 ◦ w, · · · , v(m)
l ◦ w) = (u ◦ v

(l)
1 ,u ◦ v

(l)
2 , · · · ,u ◦ v(l)

m ) ◦ w. (3.9)

¤ Зафиксируем на три-ткани W ≡W (λl,λm,λ(l + m− 1)) координатную решетку (a, b), то есть l
вертикальных слоев as и m горизонтальных слоев bµ, s = 1, 2, ..., l, µ = 1, 2, ...,m. Пусть µ(a,b)(◦)
— соответствующий координатный моноид.

Для каждого индекса s = 1, 2, ..., l наклонные слои vs1, vs2, ..., vsm пересекают соответствую-
щие горизонтальные слои b1, b2, ..., bm (с тем же номером) по подмногообразиям Us1,Us2, ...,Usm.
Как уже отмечалось, существует вертикальный слой три-ткани W , трансверсальный этим
подмногообразиям; обозначим его xs. Тогда в соответствии с (1.6)

xs · bµ = vsµ.
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Далее, слой ws пересекает вертикальный слой as по подмногообразию Vs, s = 1, l. Подмного-
образия V1,V2, ...,Vl допускают трансверсальный горизонтальный слой bm+1. В силу (1.6) имеем

as · bm+1 = ws.

Через точку пересечения слоев bm+1 и xs проходит некоторый наклонный слой, обозначим
его ws. Тогда

xs · bm+1 = ws.

Согласно определению операции (◦) (рис. 65)
имеем:

(v11, v12, ..., v1m)◦(w1,w2, ...,wl) = x1 ·bm+1 = w1,
(v21, v22, ..., v2m)◦(w1,w2, ...,wl) = x2 ·bm+1 = w2,
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .,
(vl1, vl2, ..., vlm)◦(w1,w2, ...,wl) = xl ·bm+1 = wl.

Слой uµ пересекает горизонтальный слой bµ

(с тем же номером µ) по подмногообразию Uµ,
µ = 1,m. Подмногообразия U1,U2, ...,Um допус-
кают трансверсальный вертикальный слой al+1,
так что

al+1 · bµ = uµ.

Согласно определению операции (◦) (рис. 65)
имеем:

(u1,u2, ...,um) ◦ (w1,w2, ...,wl) = al+1 · ym+1
def= z.

Для каждого индекса µ = 1, 2, ...,m слои v1µ, v2µ, ..., vlµ пересекают соответствующие
вертикальные слои a1, a2, ..., al (с тем же номером) по подмногообразиям V1µ,V2µ, ...,Vlµ. Эти
подмногообразия допускают трансверсальный горизонтальный слой yµ. Следовательно,

as · yµ = vsµ.

Каждый из слоев yµ пересекает вертикальный слой al+1 в некоторой точке, через которую
проходит наклонный слой uµ, так что uµ = al+1 · yµ. При этом, согласно определению опера-
ции (◦) будут выполняться равенства

(u1,u2, ...,um) ◦ (v11, v21, ..., vl1) = al+1 · y1 = u1,
(u1,u2, ...,um) ◦ (v12, v22, ..., vl2) = al+1 · y2 = u2,
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .,
(u1,u2, ...,um) ◦ (v1m, v2m, ..., vlm) = al+1 · ym = um.

Слой ws пересекает соответствующий вертикальный слой as (с тем же номером s) по
подмногообразию V s, s = 1, l. Подмногообразия V 1,V 2, ...,V l допускают трансверсальный
горизонтальный слой ym+1. Поэтому

as · ym+1 = ws.

Далее, слой uµ пересекает горизонтальный слой bµ по подмногообразию Uµ, µ = 1,m. Пусть
xl+1 — вертикальный слой, трансверсальный подмногообразиям U 1,U 2, ...,Um, тогда

xl+1 · bµ = uµ.

По определению операции (◦) имеем:
(u1,u2, ...,um) ◦ (w1,w2, ...,wl) = xl+1 · bm+1

def= z̃.

Построенные наклонные слои z и z̃ на произвольной три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)),
вообще говоря, не совпадают. Если z = z̃, то, с одной стороны, замыкается обобщенная
конфигурация Рейдемейстера, изображенная на рис. 65, поэтому ткань является тканью
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WR(λl,λm,λ(l + m− 1). С другой стороны, исключая переменные с чертой из полученных выше
равенств, придем к (3.9). ¥

При m = l = 1 тождество (3.9) обращается в обычное тождество ассоциативности, поэтому
назовем (3.9) тождеством обобщенной ассоциативности.

Определение 13. Координатный моноид µ(a,b)(◦) три-ткани W (λl,λm,λ(l + m − 1)), в ко-
тором выполняется тождество (3.9), назовем ассоциативным.

Пример. Рассмотрим обобщенную три-ткань Рейдемейстера WR(1, 2):

z1 = x1y1 + x2.

В силу теоремы 14 каждый координатный моноид этой ткани является ассоциативным. В Приме-
ре п. 3 § 2 уравнение координатного моноида рассматриваемой три-ткани записано в виде (2.35):

z = vu1 + (1− v)u2 = (u1,u2) ◦ v.

Значит, уравнение (2.35) определяет ассоциативный моноид.

4. Групповая (n+ 1)-ткань, индуцируемая три-тканью WR(λl,λm,λ(l+ m − 1)).
Напомним (см. § 5 гл. 1), что групповая три-ткань W (r, r, r) порождается r-мерной группой

Ли G(∗), c = a ∗ b, на прямом произведении M = G × G−1, где G−1 — группа с операцией (¦),
a ¦ b = b ∗ a (здесь мы вводим другие обозначения для групповых операций, так как обозна-
чения, используемые в § 5 гл. 1, уже заняты). На многообразии M размерности 2r с операци-
ей (◦), (x, y) ◦ (a, b) = (x ∗ a, y ¦ b), есть три r-мерные подгруппы: G1 = (e,G−1), G2 = (G, e) и
G3 = {(x,Θ(x))| x ∈ G, Θ(x) ∈ G−1, Θ(x) = x−1}, (здесь e — единица группы G, а Θ — антиизо-
морфизм G → G−1). Слоения групповой три-ткани определяются на M = G × G−1 смежными
классами по подгруппам G1, G2, G3 и задаются уравнениями a = const, b = const, c = a ∗ b = const
соответственно.

Покажем, что с обобщенной три-тканью Рейдемейстера WR(λl,λm,λ(l + m− 1)) также свя-
зана некоторая группа Ли.

Теорема 15. (n + 1)-ткань W̃λ(a, b), ассоциированная с обобщенной три-тканью Рей-
демейстера WR(λl,λm,λ(l + m − 1)), является групповой тканью, порождаемой некоторой
λ-мерной группой Ли G.
¤ Сначала напомним [Го-11], что (n + 1)-ткань называется групповой, если ее координатная
n-квазигруппа (хотя бы одна) является n-группой. Согласно [Го-11] групповая (n + 1)-ткань
коразмерности λ характеризуется тем, что любая ее три-подткань W (λ,λ,λ) является групповой
тканью, порождаемой λ-мерной группой Ли, причем координатные группы различных три-под-
тканей изоморфны. Уравнения координатных квазигрупп три-подтканей W (λ,λ,λ) произволь-
ной (n + 1)-ткани коразмерности λ получаются из уравнения ее координатной n-квазигруппы
фиксацией в нем каких-либо n− 2 (λ-мерных) параметров [Го-11].

Теперь рассмотрим произвольную три-ткань W ≡W (λl,λm,λ(l + m− 1)) и ассоциированную
с нею (n + 1)-ткань W̃λ(a, b). Координатная n-квазигруппа последней задается уравнением (2.11).
Фиксируя по-разному в этом уравнении какие-либо n − 2 параметра (они содержат нижний
индекс 0), получим три типа подтканей коразмерности λ:

z = f̃(u01, ...,u0µ−1,uµ,u0µ+1, ...,u0ν−1,uν ,u0ν+1, ...,u0m; v10, ..., vl0) ≡ f̃(µ,ν)(uµ,uν), µ 6= ν;
(3.10)

z = f̃(u01, ...,u0m; v10, ..., vs−10, vs, vs+10, ..., vt−10, vt, vt+10, ..., vl0) ≡ f̃(s,t)(vs, vt), s 6= t; (3.11)

z = f̃(u01, ...,u0µ−1,uµ,u0µ+1, ...,u0m; v10, ..., vs−10, vs, vs+10, ..., vl0) ≡ f̃(µ,s)(uµ, vs). (3.12)

Три-подткани (n + 1)-ткани W̃λ(a, b), определяемые уравнениями (3.10), (3.11) и (3.12), обозна-
чим соответственно W(µ,ν), W(s,t) и W(µ,s).

Пусть теперь три-ткань W является обобщенной три-тканью Рейдемейстера. Покажем, что
три-ткань W(µ,ν) в этом случае является групповой. Для этого достаточно показать, что ткань
W(µ,ν) обладает сердцевиной. В соответствии с определением сердцевины возьмем два «верти-
кальных» слоя uµ1, uµ2 и два «горизонтальных» слоя uν1, uν2 три-ткани W(µ,ν) (здесь индексы
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µ и ν фиксированы). Через точку Mij = uµi ∩ uνj проходит единственный «наклонный» слой ũij ,
i, j = 1, 2. По определению ткани W(µ,ν) имеем:

ũij = f̃(µ,ν)(uµi,uνj). (3.13)

Найдем уравнение сердцевины три-ткани W(µ,ν), связывающее параметры ũij . Для этого рас-
смотрим на ткани W конфигурацию R(λl,λm,λ(l + m− 1)), содержащую горизонтальные слои
y1 = b1, ..., ym = bm, ym+1 = y0 и вертикальные слои, проходящие через точки Mij , обозначим эти
слои соответственно xij , i, j = 1, 2. Остальные вертикальные слои выберем произвольно. Через
точки xij ∩ bµ, xij ∩ bν и xij ∩ y0 проходят наклонные слои ткани W с параметрами xij · bµ,
xij · bν и xij · y0 соответственно. Согласно определению (m + 1)-ткани W̃λ(b, y0), эти параметры
являются также параметрами выделенных слоев uµi, uνi и ũij , при этом xi1 · bµ = xi2 · bµ = uµi,
x1j · bν = x2j · bν = uνj и xij · y0 = ũij .

Для рассматриваемой конфигурации R(λl,λm,λ(l + m − 1)), в которую входят слои uµi =
= xij · bµ, uνj = xij · bν и ũij = xij · y0, уравнение сердцевины может быть записано в виде

Φ(zŝt̂,uµi,uνj , ũij) = 0, (3.14)

где индексы µ и ν фиксированы, zŝt̂ — входящие в конфигурацию наклонные слои (помимо
выделенных слоев uµi, uνj и ũij). Фиксируя параметры zŝt̂ и исключая из уравнений (3.13) и
(3.14) параметры uµi и uνj , получим уравнение сердцевины ткани W(µ,ν) в виде

Φ̃(µ,ν)(ũ11, ũ12, ũ21, ũ22) = 0.

Но если три-ткань W(µ,ν) допускает сердцевину, то она является тканью R, а значит, групповой.
Проводя аналогичные рассуждения для три-тканей W(s,t) и W(µ,s), найдем, что они также яв-

ляются групповыми. Следовательно, групповой будет и (n + 1)-ткань W̃λ(a, b). Согласно [15] она
порождается некоторой λ-мерной группой Ли G, причем координатные группы три-подтканей
ткани W̃λ(a, b) изоморфны группе G. ¥

В частности, при l = m = 1 получаем три-ткань Рейдемейстера R коразмерности λ, то есть
групповую три-ткань. Для нее n = l + m = 2, поэтому ассоциированная с нею (n + 1)-ткань
W̃λ(a, b) будет три-тканью, причем, как показано выше (см. замечание на с. 230), она совпадает
с исходной три-тканью, а потому является групповой.

Следствие. Как видно из определения групповой (n + 1)-ткани (см. выше), любая подткань
такой ткани также является групповой. Согласно п. 2 § 2, (m + 1)-ткань W̃λ(b, y0) и (l + 1)-ткань
W̃λ(a,x0), индуцируемые три-тканью W (λl,λm,λ(l + m − 1)), являются подтканями ассоции-
рованной ткани (n + 1)-ткани W̃λ(a, b). Следовательно, если (n + 1)-ткань W̃λ(a, b) является
групповой, то групповыми будут также ткани W̃λ(b, y0) и W̃λ(a,x0). Отсюда вытекает, что ткани
W̃λ(b, y0) и W̃λ(a,x0), индуцируемые на слоях три-ткани WR(λl,λm,λ(l + m − 1)), являются
групповыми тканями.

Пример. В [То-16] доказано, что если три-ткань W (λl,λm,λ(l + m− 1)) является обобщенной
три-тканью Рейдемейстера, а связанные с нею три-ткани W(µ,ν), W(s,t) и W(µ,s) порождаются
абелевой группой Ли, то конечные уравнения такой ткани приводятся к виду

zξ =
∑
µ,s

C
µs

ξ
ηζxµ

ηy
s

ζ +
∑

µ

x
µ

ξ +
∑

s

y
s

ξ, (3.15)

где µ = 1,m, s = 1, l, ξ, η, ζ = 1,λ, а постоянные C
µs

ξ
ηζ удовлетворяют соотношениям

C
µs

ξ
ηζ = C

µs

ξ
ζη, C

µs

ξ
ζσC

µs

ζ
ηρ = C

µs

ξ
ζρC

µs

ζ
ησ. (3.16)

Покажем, что в случаях 1) l = m = 1, 2) λ = 1 эта ткань является обобщенной три-тканью
Рейдемейстера.

1. При l = m = 1 уравнения (3.15) принимают вид

zξ = Cξ
ηζx

ηyζ + xξ + yξ (3.17)
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и определяют три-ткань W (λ,λ,λ). С другой стороны, эти уравнения определяют лупу с еди-
ницей e = (0, ..., 0), которая в силу (3.16) является коммутативной и ассоциативной, а потому
является группой, обозначим ее G(·). Следовательно, рассматриваемая три-ткань W (λ,λ,λ) —
групповая и, значит, является тканью R.

Этот факт можно установить иначе. Согласно теореме 12, три-ткань R характеризуется суще-
ствованием сердцевины. Покажем, что для три-ткани, заданной уравнениями (3.17), сердцевина
существует и задается уравнениями

Cξ
ηζz

η
11z

ζ
22 + zξ

11 + zξ
22 = Cξ

ηζz
η
12z

ζ
21 + zξ

12 + zξ
21, (3.18)

где zij — параметры наклонных слоев, входящих в произвольную конфигурацию R, zij = xi ·×
× yj , i, j = 1, 2. Действительно, согласно предложению 11, сердцевина произвольной три-ткани R,
порождаемой группой G(·), определяется уравнением (3.2):

z22 = C(z11, z12, z21) = z21 · (z11/z12),

где / — правая обратная операция для (·). Запишем уравнение (3.2) в виде z11/z12 = z21/z22 и
обозначим z11/z12 = z21/z22 = v, тогда

z12 = z11 · v, z22 = z21 · v.

Отсюда следует, что
z22 · (z11 · v) = (z21 · v) · z12. (3.19)

В силу коммутативности и ассоциативности операции (·) получаем:

z22 · (z11 · v) = (z22 · z11) · v,
(z21 · v) · z12 = (v · z21) · z12 = v · (z21 · z12) = (z21 · z12) · v.

Отсюда с учетом (3.19) имеем z11 · z22 = z12 · z21. Из последнего уравнения в силу (3.17) получаем
уравнения сердцевины рассматриваемой три-ткани в виде (3.18), что и требовалось показать.

2. При λ = 1 система (3.15) состоит из одного уравнения вида

z =
∑
µ,s

C
µs

x
µ

y
s

+
∑

µ

x
µ

+
∑

s

y
s
, (3.20)

где µ = 1,m, m = q, s = 1, l, l = p. Рассмотрим два возможных подслучая: 1) rank(C
µs

) = p;

2) rank(C
µs

) = p− 1.

1) Пусть rank(C
µs

) = p, | C
ts
|6= 0 и (C̃

ts
) — обратная матрица для (C

ts
). В этом случае изотопиче-

ским преобразованием

x̃
s

=
∑

µ

C
µs

x
µ

+ 1, ỹ
s

= y
s

+
∑

t

C̃
st
, z̃ = z +

∑
s,t

C̃
ts

уравнение (3.20) приводится к виду

z̃ =
∑

s

x̃
s
ỹ
s

+
∑

µ̂

C
µ̂

x
µ̂
, (3.21)

где C
µ̂

= 1−∑
s,t

C̃
ts

C
µ̂t
, µ̂ = p + 1, q.

a) Если хотя бы одна из величин C
µ̂

не равна нулю, то, полагая x̃
p+1

=
∑
µ̂

C
µ̂

x
µ̂
, приведем

уравнение (3.21) к виду
z̃ = x̃

1
ỹ
1

+ ... + x̃
p
ỹ
p

+ x̃
p+1

. (3.22)

b) Если C
µ̂

= 0, то уравнение (3.21) приводится к следующему виду:

z̃ = x̃
1
ỹ
1

+ ... + x̃
p
ỹ
p
. (3.23)
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2) Пусть rank(C
µs

) = p− 1. В этом случае изотопическим преобразованием

x̃
a

=
∑

µ

C
µa

x
µ
, x̃

p
=

∑
µ

x
µ
, ỹ

p
=

∑
s

y
s
,

где a = 1, p− 1, уравнение (3.20) приводится к виду

z̃ = x̃
1
ỹ
1

+ ... + x̃
p−1

ỹ
p−1

+ x̃
p

+ ỹ
p
. (3.24)

Уравнения (3.22), (3.23) и (3.24) получены нами другим способом в [ТоШ-2], где для каждой
из этих три-тканей найдена сердцевина. Следовательно, эти ткани являются обобщенными
тканями Рейдемейстера. По теореме 15 ассоциированная с каждой из этих тканей (n + 1)-ткань
W̃λ(a, b) и индуцируемые на их слоях (m + 1)-ткани W̃λ(b, y0) и (l + 1)-ткани W̃λ(a,x0) являются
групповыми тканями.

Замечание. С другой стороны, согласно теории физических структур Ю.И. Кулакова,
см. [Ку-1], [КуВ-1], уравнения (3.22), (3.23) и (3.24) определяют некоторые классы так называе-
мых бинарных физических структур. Эти классы найдены ранее Г.Г. Михайличенко в [Мих-1].
Об эквивалентности некоторых понятий теории три-тканей и теории физических структур
см. в [То-15], [ТоШ-2], [ТоШ-3]. Там, в частности, показывается, что координатный группоид
обобщенной ткани Рейдемейстера W (p, q, p + q − 1) и только такой ткани определяет бинарную
физическую структуру ранга (p + 1, q + 1), а понятие сердцевины ткани аналогично понятию
«феноменологически инвариантная форма физического закона».

§ 4. Три-ткани, определяемые группами Ли преобразований

1. Определение три-ткани GW (p, q, q).
Пусть группа Ли G размерности q действует на гладком p-мерном многообразии Y , то есть

задана гладкая функция вида

f : G× Y → Y , z = f(a, y), (4.1)

удовлетворяющая условиям:
f(e, y) = y, (4.2)

f(a, f(b, y)) = f(ϕ(a, b), y), (4.3)

где e — единица группы G, а ϕ(a, b) — операция в группе G [Гор-1]. Следуя [Ва-1], будем называть
группу G параметрической группой группы Ли преобразований (4.1). Уравнение (4.1), рассмат-
риваемое с точностью до изотопических преобразований, определяет три-ткань, образованную
слоениями

λ1 : a = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(a, y) = const

размерностей соответственно p, q и q на прямом произведе-
нии M = G× Y . Обозначим эту ткань GW (p, q, q).

2. Обобщенные конфигурации Рейдемейстера на
три-ткани GW (p, q, q).

Выясним геометрический смысл условий (4.2) и (4.3).
Для этого рассмотрим вертикальный слой первого слоения
ткани GW (p, q, q), определяемый параметром e, и горизон-
тальный слой второго слоения с параметром y. Через точку
их пересечения O проходит наклонный слой третьего слое-
ния, определяемый, в силу (4.2), также параметром y, см.
рис. 66. Возьмем еще два произвольных вертикальных слоя
с параметрами a и b. Они определяют третий вертикальный
слой с параметром c = ϕ(a, b). Пусть наклонный слой y пересекает вертикальный слой a в неко-
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торой точке A. Через A проходит единственный горизонтальный слой y′, при этом y = f(a, y′)).
Слой y′ пересечет вертикальный слой e в некоторой точке P . Наклонный слой, проходящий
через точку P , будет определяться также параметром y′. Этот слой пересечет вертикальный
слой b в некоторой точке B. Через B проходит единственный горизонтальный слой y′′, при этом
y′ = f(b, y′′). Слой y′′ пересечет вертикальный слой c в точке C. Наклонный слой, проходя-
щий через C, определяется параметром f(c, y′′), который в силу свойства (4.3) также равен y:
y = f(a, f(b, y′′)) = f(c, y′′). Это означает, что точки A и C лежат на одном наклонном слое.

Далее, если мы проведем аналогичное построение, начав с другого горизонтального слоя y,
то получим новые точки A и C, которые также будут лежать на одном наклонном слое, см.
рис. 66. Конфигурация APBCAPBC на три-ткани GW (p, q, q) аналогична конфигурации Рей-
демейстера R на три-ткани W (r, r, r), см. рис. 10. Обозначим эту конфигурацию Re(1, 1). Таким
образом, верно следующее

Предложение 16. На три-ткани GW (p, q, q) замыкаются все (то есть для любых a, b, y, y)
конфигурации Re(1, 1), связанные с вертикальным слоем e.

Обозначим Rx0(1, 1) аналогичную конфигурацию, связанную с произвольным вертикальным
слоем x0. Нетрудно показать, используя геометрический метод доказательства, примененный в
работе [ШШ-1], что справедливо

Предложение 17. На три-ткани GW (p, q, q) замыкаются все конфигурации Rx0(1, 1), свя-
занные с произвольным вертикальным слоем x0.

Теперь рассмотрим уравнение (4.1) в предположении, что функция f является гладкой и
локально регулярной по каждому из аргументов, а G — произвольное многообразие, не являюще-
еся, вообще говоря, группой Ли. Тогда уравнение (4.1) задает произвольную три-ткань W (p, q, q),
на которой фигуры Rx0(1, 1), вообще говоря, не замыкаются, то есть точки C и C лежат на
разных вертикальных слоях.

Зафиксируем на ткани W (p, q, q) произвольный вертикальный слой x0 и возьмем еще два
вертикальных слоя a и b, достаточно близких к слою x0, (см. рис. 66, на котором e ≡ x0). На
слое x0 возьмем произвольную точку O и построим точки A, P и B так, как показано на рис. 66.
Наклонный слой y и горизонтальный слой y′′ пересекаются по подмногообразию размерности
q − p, которое обозначим U(y, y′′).

Предложение 18. Если на три-ткани W (p, q, q) для любого фиксированного вертикального
слоя x0 и произвольных вертикальных слоев a и b, достаточно близких к слою x0, существует
единственный вертикальный слой, трансверсальный всем подмногообразиям U(y, y′′) (то есть
при любом y), то на многообразии G возникает структура группы Ли с единицей x0, а ткань
W (p, q, q) будет тканью GW (p, q, q).
¤ Пусть существует единственный вертикальный слой x ткани W (p, q, q), трансверсальный всем
подмногообразиям U(y, y′′) при условии, что точка O пробегает вертикальный слой x0. Слой x
пересекает горизонтальный слой y′′ в точке, которая, с другой стороны, лежит на наклонном
слое y, проходящем через точку A. Следовательно, на ткани W (p, q, q) замыкаются конфигу-
рации, изображенные на рис. 66, а значит, для ее координатного группоида f выполняется
равенство

y = f(x, y′′) = f(a, f−1(x0, f(b, y′′))). (4.4)

Поскольку слой x не зависит от y, а определяется только выбором слоев a и b, то на базе G
первого слоения три-ткани W (p, q, q) возникает бинарная операция, обозначим ее ϕ(a, b) = x.
Покажем, что множество G с операцией ϕ является группой. Как видно из рис. 66, уравнение
ϕ(a, b) = x локально однозначно разрешимо относительно a и b (для фиксированных b и x
слой a получается как вертикальная трансверсаль подмногообразий y ∩ f−1(x0, f(b, y′′)) при
любом y′′, а для фиксированных a и x слой b есть вертикальная трансверсаль подмногообразий
y′′ ∩ f(x0, f−1(a, y)) также при любом y′′). Поэтому ϕ — квазигруппа. Далее, из равенства (4.4)
следует, что ϕ(a,x0) = a, ϕ(x0, b) = b. Так как слои a и b могут быть выбраны произвольно, то
x0 — единица, а ϕ — лупа.

Теперь покажем, что лупа ϕ ассоциативна: ϕ(ϕ(a, b), c) = ϕ(a,ϕ(b, c)). В самом деле, для
любых вертикальных слоев a, b, c и для произвольного горизонтального слоя y′′ в силу (4.4)
имеем:
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f(ϕ(ϕ(a, b), c), y′′) = f(ϕ(a, b), f−1(x0, f(c, y′′))) = f(a, f−1(x0, f(b, f−1(x0, f(c, y′′))))) =

= f(a, f−1(x0, f(ϕ(b, c), y′′))) = f(ϕ(a,ϕ(b, c)), y′′).

Таким образом, множество G с операцией ϕ является группой.
Положим ỹ = f(x0, y), тогда уравнение z = f(a, y) три-ткани W (p, q, q) преобразуется к виду

z = f(a, y) = f(a, f−1(x0, ỹ)) ≡ f̃(a, ỹ). (4.5)

Это уравнение определяет три-ткань W̃ (p, q, q), эквивалентную ткани W (p, q, q), либо ткань
W (p, q, q) в новых локальных координатах, см. п. 4 § 1. Покажем, что функция f̃ удовлетворяет
условиям (4.2) и (4.3). В самом деле, в силу (4.4) и (4.5) имеем:

f̃(x0, ỹ) = f(x0, f−1(x0, ỹ)) = ỹ,
f̃(ϕ(a, b), ỹ) = f(ϕ(a, b), f−1(x0, ỹ)) = f(ϕ(a, b), y) =

= f(a, f−1(x0, f(b, y))) = f(a, f−1(x0, f(b, f−1(x0, ỹ)))) = f̃(a, f̃(b, ỹ)).

Следовательно, f̃ — группа Ли преобразований, причем ее параметрической группой является
группа G с операцией ϕ. Согласно определению (см. п. 4 § 1), порождаемая этой группой преобра-
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зований три-ткань W (p, q, q) будет тканью GW (p, q, q). ¥
Последнее утверждение можно усилить. Пусть, как и вы-

ше, x0, a и b — произвольные вертикальные слои три-ткани
W (p, q, q). Рассмотрим m = [q/p] наклонных слоев этой тка-
ни с параметрами yµ, µ = 1,m, см. рис. 67. Подмногообразия
U(y1, y′′1 ), ..., U(ym, y′′m) допускают хотя бы один трансверсаль-
ный вертикальный слой ткани W (p, q, q). Но m + 1 многооб-
разий такого вида уже не имеют, вообще говоря, вертикаль-
ной трансверсали (здесь и далее подмногообразие U(yµ, y′′µ) для
краткости обозначено Uµ, µ = 1,m + 1).

Определение 14. Конфигурацию, образованную верти-
кальными слоями x0, a и b и «параллелограммами» вида
AµPµBµUµ, где µ = 1,m + 1, назовем обобщенной конфигураци-
ей Рейдемейстера типа Rx0(1,m).

Замечание. Понятие обобщенной конфигурации Рейдемей-
стера типа R(λl,λm,λ(l + m − 1)) определено в п. 3.1 для
три-ткани W (p, q, r) ≡ W (λl,λm,λ(l + m − 1)), см. рис. 60. Такая ткань будет тканью R(p, q, q)
в том и только том случае, если l = 1, при этом λ = p, q = mp. На три-ткани W (p,mp,mp)
обобщенные конфигурации Рейдемейстера R(p,mp,mp) являются также конфигурациями типа
Rx0(1,m).

Определение 15. Если на три-ткани W (p, q, q) существует единственный вертикальный
слой, трансверсальный m + 1 подмногообразиям вида Uµ, µ = 1,m + 1, то будем говорить, что
на три-ткани W (p, q, q) замыкаются конфигурации Rx0(1,m).

Пусть на три-ткани W (p, q, q) замыкаются все конфигурации Rx0(1,m), связанные с верти-
кальным слоем x0. Возьмем другой вертикальный слой x0, отличный от слоя x0, и построим кон-
фигурацию Rx0(1,m), связанную с этим слоем. Применяя геометрический метод доказательства
работы [ШШ-1] и используя замыкание конфигураций Rx0(1,m), получим, что конфигурация
Rx0(1,m) также замыкается. Тогда, в силу предложения 18, три-ткань W (p, q, q) будет тканью
GW (p, q, q). Таким образом, справедлива

Теорема 19. Если на три-ткани W (p, q, q) замыкаются все конфигурации Rx0(1,m), свя-
занные с некоторым вертикальным слоем x0, то на ней замыкаются все конфигурации такого
вида (то есть при любых x0), и такая ткань является тканью GW (p, q, q).
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3. Сердцевина три-ткани GW (p, q, q).
По аналогии с введенным в п. 2 § 3 понятием сердцевины три-ткани WR(λl,λm,λ(l + m− 1))

определим понятие сердцевины ткани GW (p, q, q).
Произвольная конфигурация Rx0(1,m) содержит 2(m + 1)

наклонных слоев, параметры которых обозначим z11, z12, ...,
z1m, z1m+1; z21, z22, ..., z2m, z2m+1, см. рис. 68. Если конфи-
гурация замыкается, то эти параметры связаны некоторыми
соотношениями

Φρ(z11, z12, ..., z1m, z1m+1; z21, z22, ..., z2m, z2m+1) = 0, (4.6)

существенное число которых будет установлено ниже.
Из соотношений (4.6) часть параметров z11, ..., z1m, z1m+1;

z21, ..., z2m, z2m+1 можно выразить через остальные параметры.
Эту функцию, неявно заданную системой (4.6), назовем серд-
цевиной три-ткани GW (p, q, q). Уравнения (4.6) также будем
называть уравнениями сердцевины три-ткани GW (p, q, q).

Теорема 20. Уравнения сердцевины три-ткани GW (p, q, q), определяемой группой Ли пре-
образований f : G× Y → Y , z = f(a, y), могут быть записаны в виде

ϕρ(z11, z12, ..., z1m, z1m+1) = ϕρ(z21, z22, ..., z2m, z2m+1),

где ϕρ — инварианты группы преобразований, ρ = 1, 2, ..., (m + 1)p− q, m = [q/p].
¤ Пусть в некоторых локальных координатах уравнение три-ткани GW (p, q, q) имеет вид

zα = fα(ai, yβ), (4.7)

где i = 1, q, α,β = 1, p, причем p 6 q. Согласно предложению 1, ранги матриц
(

∂fα

∂ai

)
и

(
∂fα

∂yβ

)

являются максимальными в каждой точке области определения три-ткани GW (p, q, q), поэтому

rank
(

∂fα

∂ai

)
= rank

(
∂fα

∂yβ

)
= p.

Так как p 6 q, то
q = mp + p1, (4.8)

где m ∈ N, m = [q/p], p1 ∈ Z0, p1 < p.
На ткани GW (p, q, q) рассмотрим конфигурацию Rx0(1,m) (рис. 68). Так как она замыкается,

то выполняются равенства




z11 = f(x1, y1),
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .
z1m = f(x1, ym),
z1m+1 = f(x1, ym+1),





z21 = f(x2, y1),
. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .
z2m = f(x2, ym),
z2m+1 = f(x2, ym+1),

(4.9)

где x1 — произвольный вертикальный слой ткани GW (p, q, q), а x2 — ее вертикальный слой,
трансверсальный подмногообразиям U1, ..., Um, Um+1 (размерности q − p), которые высекаются
на горизонтальных слоях y1, ..., ym, ym+1 три-ткани соответствующими наклонными слоями
z21, ..., z2m, z2m+1, см. рис. 67. Согласно определению 15, слой x2 — единственный, поэтому

матрица Якоби A =




∂fα(x2, y1)
∂xi

2. .. .. .. .. .. .. .. .. .
∂fα(x2, ym)

∂xi
2

∂fα(x2, ym+1)

∂xi
2



, состоящая из (m + 1)p строк и q столбцов, имеет мак-

симальный ранг. Из равенства (4.8) следует, что q < (m + 1)p, значит, rankA = q. Очевидно,
что для любого x1 ранг матрицы Якоби (∂fα(x1, yµ)/∂xi

1) системы уравнений z1µ = f(x1, yµ),
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µ = 1,m + 1, также равен q. Исключая из уравнений (4.9) переменные x1 и x2, получим две серии
по (m + 1)p− q = p− p1 уравнений в каждой:





zp1+1
1m+1 = fp1+1(z11, z12, ..., z1m, z11m+1, ..., z

p1
1m+1, y1, y2, ..., ym, ym+1),

zp1+2
1m+1 = fp1+2(z11, z12, ..., z1m, z11m+1, ..., z

p1
1m+1, y1, y2, ..., ym, ym+1),

...
zp
1m+1 = fp(z11, z12, ..., z1m, z11m+1, ..., z

p1
1m+1, y1, y2, ..., ym, ym+1);





zp1+1
2m+1 = fp1+1(z21, z22, ..., z2m, z12m+1, ..., z

p1
2m+1, y1, y2, ..., ym, ym+1),

zp1+2
2m+1 = fp1+2(z21, z22, ..., z2m, z12m+1, ..., z

p1
2m+1, y1, y2, ..., ym, ym+1),

...
zp
2m+1 = fp(z21, z22, ..., z2m, z12m+1, ..., z

p1
2m+1, y1, y2, ..., ym, ym+1).

Выразив из каждой системы переменные yp1+1
m+1 , ..., yp

m+1, получим:

yρ
m+1 = ϕρ(y1, y2, ..., ym, y1m+1, ..., y

p1
m+1, z11, z12, ..., z1m, z1m+1),

yρ
m+1 = ϕρ(y1, y2, ..., ym, y1m+1, ..., y

p1
m+1, z21, z22, ..., z2m, z2m+1),

где ρ = p1 + 1, p. Отсюда следуют равенства

ϕρ(y1, y2, ..., ym, y1m+1, ..., y
p1
m+1, z11, z12, ..., z1m, z1m+1) =

= ϕρ(y1, y2, ..., ym, y1m+1, ..., y
p1
m+1, z21, z22, ..., z2m, z2m+1).

(4.10)

В силу замыкания на ткани GW (p, q, q) конфигураций Rx0(1,m), (см. рис. 68), равенства (4.10)
должны выполняться тождественно относительно переменных y1, y2, ..., ym+1 и содержать только
переменные z11, z12, ..., z1m+1, z21, z22, ..., z2m+1; это и есть сердцевина три-ткани GW (p, q, q).

С другой стороны, функции ϕρ связывают переменные z2µ и их образы z1µ, получаемые
следующим преобразованием группы G: z1µ = f(x1, (f−1(x2, z2µ)), µ = 1,m + 1, см. рис. 68.
Следовательно, ϕρ являются инвариантами рассматриваемой группы преобразований (напом-
ним (см., например, [Ва-1]) что инвариантом группы преобразований называется функция от
переменных, которая сохраняется при всех допуcтимых преобразованиях). ¥

Пример 1. Рассмотрим три-ткань GW (1, q, q), порождаемую q-мерной группой преобразо-
ваний на прямой. Известно [Гор-1], что максимальная размерность группы Ли, допускающей
одномерное представление, равна трем. Следовательно, ткани GW (1, q, q) существуют только
при q = 1, 2, 3 и определяются соответственно группой параллельных переносов, аффинной и
проективной группами на прямой [Гор-1]:

1) q = 1, GW (1, 1, 1) : z = y + a; 2) q = 2, GW (1, 2, 2) : z = a1y + a2;

3) q = 3, GW (1, 3, 3) : z = a1y + a2

y + a3
.

Обозначив в этих уравнениях a = x, получим уравнения три-тканей, которые рассмотрены в п. 2
§ 3, где для каждой из них найдено уравнение сердцевины. Запишем последние в виде равенства
инвариантов соответствующей группы преобразований.

1. Для три-ткани GW (1, 1, 1), определяемой уравнением z = a + y, уравнение ее сердцеви-
ны (3.6) легко приводится к виду

z12 − z11 = z22 − z21.

Здесь инвариант — величина отрезка.
2. Уравнение сердцевины (3.7) три-ткани GW (1, 2, 2) эквивалентно равенству

z12 − z11
z13 − z11

= z22 − z21
z23 − z21

.

Здесь инвариант — простое отношение трех точек.
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3. Сердцевина (3.8) три-ткани GW (1, 3, 3) приводится к виду

(z11 − z12)(z13 − z14)

(z11 − z13)(z12 − z14)
= (z21 − z22)(z23 − z24)

(z21 − z23)(z22 − z24)
,

а инвариантом является сложное отношение четырех точек.
В рассмотренных выше примерах p = 1, поэтому число q/p — целое, и имеется один инвариант

(одно уравнение сердцевины). Приведем пример, когда q не кратно p.
Пример 2. Для три-ткани GW (2, 3, 3), определяемой группой движений{

z1 = y1 sin a3 + y2 cos a3 + a1,
z2 = −y1 cos a3 + y2 sin a3 + a2,

p = 2, q = 3, m = [3/2] = 1, поэтому число инвариантов и, соответственно, уравнений сердцевины
равно (m + 1)p− q = (1+ 1)2− 3 = 1. После вычислений получим следующее уравнение:

(z111 − z112)
2 + (z211 − z212)

2 = (z121 − z122)
2 + (z221 − z222)

2.

Здесь инвариант — длина отрезка.

4. Три-ткани, порождаемые аффинной и проективной группами на плоскости.
Рассмотрим три-ткань GW (2, 6, 6), определяемую аффинной группой G на плоскости:

{
z1 = a1y1 + a2y2 + a3,
z2 = a4y1 + a5y2 + a6.

(4.11)

Теорема 21. Аффинная группа на плоскости обладает двумя четырехточечными инвари-
антами.
¤ Система (4.11) содержит 6 параметров ai, i = 1, 2, ..., 6. Чтобы их исключить, зафиксируем
на плоскости 4 произвольные точки yµ = (y1µ, y2µ), µ = 1, 2, 3, 4, и найдем их образы zµ = (z1µ, z2µ):

z1µ = a1y1µ + a2y2µ + a3, z2µ = a4y1µ + a5y2µ + a6.

Исключая из последней системы параметры ai, получим уравнения
∣∣∣∣∣∣∣∣

z11 y11 y21 1
z12 y12 y22 1
z13 y13 y23 1
z14 y14 y24 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣

z21 y11 y21 1
z22 y12 y22 1
z23 y13 y23 1
z24 y14 y24 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

которые можно записать в следующем виде:
∣∣∣∣∣∣

y11 y21 1
y12 y22 1
y13 y23 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

y11 y21 1
y12 y22 1
y14 y24 1

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
z11 z21 1
z12 z22 1
z13 z23 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

z11 z21 1
z12 z22 1
z14 z24 1

∣∣∣∣∣∣

≡ I1,

∣∣∣∣∣∣
y11 y21 1
y13 y23 1
y14 y24 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

y12 y22 1
y13 y23 1
y14 y24 1

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
z11 z21 1
z13 z23 1
z14 z24 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

z12 z22 1
z13 z23 1
z14 z24 1

∣∣∣∣∣∣

≡ I2.

Рис. 69

y1

y2

y3

y4

y5

Из этих равенств видно, что величины I1, I2 являются инварианта-
ми рассматриваемой аффинной группы. ¥

Приведем геометрическое доказательство теоремы 21.
С тремя точками плоскости, не лежащими на одной прямой, невоз-

можно связать никакого аффиного инварианта. Зафиксируем на плос-
кости четыре точки y1, y2, y3 и y4. Пусть y5 — точка пересечения диаго-
налей y1y3 и y2y4 четырехугольника (y1y2y3y4), см. рис. 69. Обозначим
через S123 площадь треугольника с вершинами y1, y2, y3, через S124 —

площадь треугольника с вершинами y1, y2, y4 и так далее. Отношение площадей S125 и S123 этих
треугольников является аффинным инвариантом, так как оно равно отношению их оснований:

S125
S123

= y1y5
y1y3

.
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Аналогично находим еще три аффинных инварианта:

S125
S124

= y2y5
y2y4

, S345
S234

= y4y5
y4y2

, S345
S134

= y3y5
y3y1

.

Исключая из этих уравнений S125 и S345, получим два инварианта: S123
S124

= I1,
S134
S234

= I2, которые
совпадают с найденными выше. ¥

Теперь найдем сердцевину три-ткани GW (2, 6, 6). Пусть, как и выше, zµ — образы точек yµ,
µ = 1, 2, 3, 4, при некотором наборе параметров a1, ..., a6, а zµ — образы тех же точек yµ при
другом наборе параметров. Тогда получим равенства

S(y1, y2, y3)
S(y1, y2, y4)

= S(z1, z2, z3)
S(z1, z2, z4)

, S(y1, y3, y4)
S(y2, y3, y4)

= S(z1, z3, z4)
S(z2, z3, z4)

,

S(y1, y2, y3)
S(y1, y2, y4)

= S(z1, z2, z3)
S(z1, z2, z4)

, S(y1, y3, y4)
S(y2, y3, y4)

= S(z1, z3, z4)
S(z2, z3, z4)

.

Исключая из последних уравнений переменные yµ, найдем уравнения сердцевины три-ткани
GW (2, 6, 6) в виде

S(z1, z2, z3)
S(z1, z2, z4)

= S(z1, z2, z3)
S(z1, z2, z4)

, S(z1, z3, z4)
S(z2, z3, z4)

= S(z1, z3, z4)
S(z2, z3, z4)

.

Рассмотрим группу проективных преобразований плоскости:

ρzα = aα
β
yβ , α,β = 1, 2, 3. (4.12)

Теорема 22. Проективная группа преобразований плоскости имеет два пятиточечных
инварианта.
¤ Пусть на плоскости задана декартова прямоугольная система координат. С четырьмя точками
плоскости, никакие три из которых не лежат на одной прямой, невозможно связать никакой
проективный инвариант, не равный −1. Зафиксируем на плоскости
пять точек yµ, µ = 1, 2, 3, 4, 5. Пусть S123 — площадь треугольника
с вершинами y1, y2, y3 и так далее. Покажем, что выражение

S123S425
S423S125

≡ I1
является проективным инвариантом.

Обозначим углы при вершине y2: α1 = (c, a), α2 = (d, a), α3 =
= (c, b), α4 = (d, b), см. рис. 70. Пусть h1 и h3 — перпендикуляры,
опущенные из точки y1 на прямые y2y3 и y2y5 соответственно, h2
и h4 — перпендикуляры, опущенные на те же прямые из точки y4.
Как видно из рис. 70, справедливо равенство

I1 = S123S425
S423S125

= h1h4

h2h3
.

Находя высоты h1,h2,h3,h4 из соответствующих прямоугольных треугольников и подставляя
их в последнее равенство, получим:

I1 = S123S425
S423S125

= sin(c, a) sin(d, b)
sin(d, a) sin(c, b) .

Выражение справа является, как известно, проективным инвариантом — сложным отношением
четверки прямых a, b, c, d, поэтому I1 — проективный инвариант.

Аналогичным образом найдем еще один проективный инвариант, связанный с точкой y2:
I2 = S123S524

S523S124
. Можно показать, что другие инварианты, связанные с рассматриваемыми пятью

точками, выражаются через найденные два инварианта I1 и I2. ¥
Найдем сердцевину три-ткани, определяемой уравнениями (4.12). Эта ткань образована тре-

мя слоениями размерностей 2, 8 и 8 на многообразии G × Y размерности 10, обозначим ее
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GW (2, 8, 8). Для точек yµ, µ = 1, 2, 3, 4, 5, и их образов zµ при некотором наборе параметров aα
β
,

α,β = 1, 2, 3, имеем равенства

S′123S
′
425

S′423S
′
125

= S123S425
S423S125

= I1, S′123S
′
524

S′523S
′
124

= S123S524
S523S124

= I2, (4.13)

где S123 = S(y1, y2, y3), S′123 = S(z1, z2, z3) и так далее.
Пусть zµ — образы тех же точек yµ при другом наборе параметров. Обозначим Sµ1µ2µ3 =

= S(zµ1 , zµ2 , zµ3), µ1 6= µ2 6= µ3. Тогда получим аналогичные равенства

S123S425

S423S125
= S123S425

S423S125
= I1, S123S524

S523S124
= S123S524

S523S124
= I2. (4.14)

Исключая из уравнений (4.13) и (4.14) переменные yµ, найдем сердцевину три-ткани GW (2, 8, 8)
в виде

S123S425

S423S125
= S′123S

′
425

S′423S
′
125
, S123S524

S523S124
= S′123S

′
524

S′523S
′
124

.

В [То-15], [ТоШ-6] эти результаты обобщены для многомерных три-тканей, определенных
проективной группой произвольной размерности.

5. Сердцевина три-ткани GW (p,mp,mp).
Предложение 23. Уравнение сердцевины три-ткани GW (p,mp,mp) и только такой ткани

может быть записано в виде

(z11, z12, ..., z1m)/z1m+1 = (z21, z22, ..., z2m)/z2m+1, (4.15)

где (/) — правая обратная операция для операции (◦) в координатном моноиде µ(a,b)(◦) три-
ткани GW (p,mp,mp).
¤ Сначала покажем, что координатный моноид µ(a,b)(◦) три-ткани W (p, q, q) существует только
в случае, если число q кратно p, то есть q = mp. Действительно, согласно теореме 9 координатный
моноид существует только для три-тканей вида W (λl,λm,λ(l + m− 1)). Для три-ткани W (p, q, q)
имеем q = λm = λ(l + m − 1). Отсюда следует, что l = 1, поэтому p = λl = λ и q = λm = mp.
В этом случае координатная решетка образована одним вертикальным слоем a и m горизонталь-
ными слоями b1, b2, ..., bm. Согласно определению 8, координатный моноид µ(a,b)(◦) три-ткани
W (p,mp,mp) есть бинарная операция z = (u1,u2, ...,um) ◦ v, см. рис. 59.

Найдем уравнение сердцевины три-ткани GW (p,mp,mp). Пусть на рис. 68 x0 = a, y1 =
= b1, ..., ym = bm. Тогда по определению операции (◦) имеем: (z11, z12, ..., z1m) ◦ v = z1m+1 и
(z21, z22, ..., z2m) ◦ v = z2m+1. Исключая из этих равенств параметр v, получим уравнение сердце-
вины рассматриваемой три-ткани в виде (4.15). Число инвариантов вида (z11, z12, ..., z1m)/z1m+1
(и уравнений сердцевины) равно p. ¥

В частности, при p = 1 получаем три-ткань GW (1,m,m) (или GW (1, q, q)), для всех классов
которой сердцевина записана в виде (4.15), см. пример 1 п. 3.

При m = 1 получается групповая три-ткань W (p, p, p) (ткань (R)), порождаемая p-мерной
группой G. Сердцевина такой ткани определяется уравнением z11/z12 = z21/z22. Заметим, что
последнее равенство непосредственно следует из замыкания фигур R, см. рис. 63.

§ 5. Три-ткани, определяемые квазигруппами Бола преобразований

1. Определение три-ткани Bl(p, q, q).
Пусть Q(∗) — локальная дифференцируемая q-мерная квазигруппа, Y — гладкое

p-мерное многообразие, (p 6 q), и на прямом произведении Q× Y задана гладкая функция

f : Q× Y → Y , z = f(a, y), (5.1)

такая, что
1) в каждой точке множества Q× Y ранги матриц Якоби

(
∂f

∂a

)
и

(
∂f

∂y

)
максимальны;
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2) для любых y ∈ Y и a, b ∈ Q выполняется условие

f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(a ∗ b, y), (5.2)

где f−1 : Q× Y → Y , y = f−1(a, z). Тогда будем говорить, что функция f определяет действие
квазигруппы Q(∗) на многообразии Y по правилу (5.2).

Предложение 24. Если квазигруппа Q(∗) действует на многообразии Y по правилу (5.2),
то она изотопна левой лупе Бола.
¤ Рассмотрим три-ткань W (p, q, q), образованную на многообразииM = Q× Y тремя слоениями

λ1 : a = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(a, y) = const

размерностей соответственно p, q и q. На ткани W (p, q, q) возьмем два произвольных достаточно
близких вертикальных слоя a и b, вертикальный слой c = a ∗ b и произвольный горизонтальный
слой y (рис. 71). Точку пересечения горизонтального слоя y и вертикального слоя a обозначим A.
Через A проходит единственный наклонный слой f(a, y). Этот слой
пересекает вертикальный слой b в некоторой точке B. Через B про-
ходит единственный горизонтальный слой f−1(b, f(a, y)), который, в
свою очередь, пересекает вертикальный слой a в некоторой точке C.
Через C проходит единственный наклонный слой f(a, f−1(b, f(a, y))).
С другой стороны, слой y пересекает вертикальный слой c в некото-
рой точке, обозначим ее D. Через D проходит единственный наклон-
ный слой f(c, y). Равенство (5.2) означает, что точки C и D лежат на
одном наклонном слое.

Если провести аналогичное построение, начав с другого горизон-
тального слоя y, то получатся новые точки C и D, которые также
лежат на одном наклонном слое в силу того же равенства (5.2). В
результате получается конфигурация ABCDABCD, изображенная на рис. 71. Она аналогична
известной левой конфигурации Бола Bl на три-ткани, образованной слоениями одинаковой
размерности (см. рис. 11).

Таким образом, тождеству (5.2) соответствует условие замыкания на три-ткани W (p, q, q)
конфигураций, изображенных на рис. 71. Используя это условие, докажем, что квазигруппа Q(∗)
является леводистрибутивной, то есть выполня-
ется тождество

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ (a ∗ c).

Пусть a, b, c — произвольные вертикаль-
ные слои три-ткани W (p, q, q) и a ∗ b, a ∗ c,
b ∗ c, a ∗ (b ∗ c), (a ∗ b) ∗ (a ∗ c) — вертикальные
слои, определяемые соответствующими произ-
ведениями в квазигруппе Q(∗), рис. 72. Пусть
y — произвольный горизонтальный слой ткани
W (p, q, q); A, B, C — точки пересечения этого
слоя со слоями a, b, c соответственно и zA, zB ,
zC — наклонные слои, проходящие через указанные точки. Наклонный слой zC пересекает верти-
кальный слой b в некоторой точке C; через последнюю проходит единственный горизонтальный
слой (обозначим его y), который пересекает вертикальный слой b ∗ c в точке B. Эта точка в силу
равенства (5.2) лежит на наклонном слое zB . Получаем «параллелограмм» BCCB, связывающий
слои b, c и b ∗ c.

Аналогично строится «параллелограмм» ACCA, связывающий слои a, c и a ∗ c; здесь точки A

и A = y ∩ (a ∗ c) в силу того же равенства (5.2) лежат на одном наклонном слое zA.
Далее обозначим D = y ∩ a и B = zB ∩ a. Пусть ỹ — горизонтальный слой, проходящий через

точку B, и пусть D = ỹ ∩ (a ∗ (b ∗ c)). В силу равенства (5.2) точки D и D лежат на одном
наклонном слое, обозначим его zD. «Параллелограмм» DBBD связывает вертикальные слои a,



256 Г.А. Толстихина

b ∗ c и a ∗ (b ∗ c). На наклонном слое zD лежит точка D = y ∩ (a ∗ b), поскольку «параллелограмм»
DCCD связывает слои a, b и a ∗ b.

Теперь рассмотрим «параллелограмм» AB BA, где A = ỹ ∩ (a ∗ b). Он связывает слои a, b и
a ∗ b, поэтому точка A лежит на слое zA. На этом же слое, как показано выше, лежит и точка
A, поэтому параметр наклонного слоя z

D
равен f(a ∗ b, f−1(a ∗ c, f(a ∗ b, ỹ))). Наклонный слой,

проходящий через точку D, определяется параметром f(a ∗ (b ∗ c), ỹ). Так как точки D и D лежат
на одном наклонном слое, получаем равенство

f(a ∗ b, f−1(a ∗ c, f(a ∗ b, ỹ))) = f(a ∗ (b ∗ c), ỹ).

С другой стороны, в силу равенства (5.2)

f(a ∗ b, f−1(a ∗ c, f(a ∗ b, ỹ))) = f((a ∗ b) ∗ (a ∗ c), ỹ),

поэтому
f(a ∗ (b ∗ c), ỹ) = f((a ∗ b) ∗ (a ∗ c), ỹ).

Так как слой ỹ — произвольный (поскольку произвольно был выбран слой y, см. рис. 72), то от-
сюда следует равенство a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ (a ∗ c). Тем самым свойство левой дистрибутивности
доказано.

Аналогично доказываются cвойства левой обратимости a ∗ (a ∗ b) = b и идемпотентости a ∗ a =
= a.

Таким образом, если квазигруппа Q(∗) действует на многообразии Y по правилу (5.2), то она
является идемпотентой, левообратимой и леводистрибутивной. Согласно [АГ-1], лупа, изотопная
квазигруппе с такими свойствами, является левой лупой Бола. ¥

Определение 16. Гладкое действие f : Q × Y → Y локальной дифференцируемой квази-
группы Бола Q(∗) на гладком многообразии Y , определяемое правилом (5.2), назовем квази-
группой Бола преобразований. Квазигруппу Бола Q(∗) мы будем называть параметрической
квазигруппой квазигруппы Бола преобразований.

Определение 17. Три-ткань W (p, q, q), определяемую квазигруппой Бола преобразований,
назовем обобщенной левой тканью Бола и обозначим Bl(p, q, q).

Согласно определению 3, квазигруппа Бола преобразований f : Q × Y → Y является ло-
кальным координатным группоидом три-ткани Bl(p, q, q), мы будем записывать ее также в виде
z = a · y. Уравнение (5.1) ткани Bl(p, q, q) будем рассматривать с точностью до изотопических
преобразований вида (1.8).

Предложение 25. Квазигруппа Бола преобразований f изотопна группоиду f−1, который
также является квазигруппой Бола преобразований.
¤ Пусть Bl(p, q, q) — три-ткань, порождаемая квазигруппой Бола преобразований f : Q× Y → Y .
Определим на многообразии M = Q × Y точечное отображение ϕa(A) = B, см. рис. 73. Здесь
a — фиксированный вертикальный слой ткани Bl(p, q, q), A — произвольная точка многооб-
разия M, b и yA — соответственно вертикальный и горизонтальный слои ткани, проходящие
через точку A, z — наклонный слой, проходящий через точку пересечения слоев a и yA, и,

наконец, B = z ∩ (a ∗ b).
Поскольку на многообразии M = Q × Y точки

A и B имеют следующие координаты: A = (b, yA),
B = (a ∗ b, f−1(a ∗ b, z)), где z = f(a, yA), то отображе-
ние ϕa можно записать также в виде

ϕa : (b, yA) → (a ∗ b, f−1(a ∗ b, f(a, yA))).

Из определения операции ϕa следует, что для каждой
точки A ∈ b ее образ ϕa(A) лежит на слое a ∗ b, и для каждой точки A′ ∈ yA — ϕa(A′) ∈ z. Пусть
теперь точка A перемещается по наклонному слою zA. Последний пересекает вертикальный слой
a в некоторой точке, через которую проходит единственный горизонтальный слой, обозначим
его y, см. рис. 73. Так как в силу равенства (5.2) B = y ∩ (a ∗ b), то ϕa(A′) ∈ y для любой точки A′

слоя zA.
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Таким образом, при отображении ϕa вертикальные слои ткани переходят в вертикальные
слои этой же ткани: b → a ∗ b, а горизонтальные и наклонные слои ткани меняются местами:
yA → z, zA → y, где z = f(a, yA), y = f−1(a, zA) (параметр a фиксирован).

С другой стороны, последние уравнения определяют изотопическое преобразование (α,β, γ),
где

α : b → a ∗ b = b̃, β : yA → f(a, yA) = ỹ, γ : zA → f−1(a, zA) = z̃.

При этом уравнение zA = f(b, yA), связывающее параметры слоев три-ткани Bl(p, q, q), проходя-
щих через произвольную точку A ∈M, в силу равенства (5.2) преобразуется к виду

z̃ = f−1(a, zA) = y = f−1(a ∗ b, z) = f−1(a ∗ b, f(a, yA)) = f−1(̃b, ỹ) ≡ f̃ (̃b, ỹ). (5.3)

Отсюда следует, что координатный группоид f три-ткани Bl(p, q, q) изотопен группоиду f̃ ≡ f−1.
Теперь покажем, что функция f̃ удовлетворяет тождеству (5.2):

f̃(ã, f̃−1(̃b, f̃(ã, ỹ))) = f̃(ã ∗ b̃, ỹ), (5.4)

то есть f̃ является квазигруппой Бола преобразований. В самом деле, в силу идемпотентности
и левой обратимости операции (∗) имеем:

ã = a ∗ a = a, ã ∗ b̃ = a ∗ (a ∗ b) = b. (5.5)

Так как по определению f̃ (̃b, ỹ) = f−1(a ∗ b, z), то с учетом (5.5) получаем:

f̃(ã ∗ b̃, ỹ) = f̃((a ∗ a) ∗ (a ∗ b), ỹ) = f̃(a ∗ (a ∗ b), ỹ) = f−1(b, z),
f̃(ã, f̃−1(̃b, f̃(ã, ỹ))) = f̃(ã, f̃−1(̃b, f−1(a, z))) =

= f̃(ã, f̃−1(̃b, yA)) = f̃(ã, f(a ∗ b, yA)) = f−1(a, f(a ∗ b, yA)).

(5.6)

Поскольку на ткани Bl(p, q, q) замыкаются конфигурации, изображенные на рис. 71, то имеем
равенство

f−1(a, f(a ∗ b, yA)) = f−1(b, z).

Отсюда в силу (5.6) получаем (5.4). ¥
Верно также обратное утверждение.
Предложение 26. Если Q(∗) — произвольная локальная дифференцируемая квазигруппа,

f : Q× Y → Y — локальный гладкий группоид и в окрестности любого фиксированного элемен-
та a0 множества Q группоид z = f(a, y) изотопическим преобразованием

α : a → a0 ∗ a = ã, β : y → f(a0, y) = ỹ, γ : z → f−1(a0, z) = z̃

приводится к виду z̃ = f−1(ã, ỹ), то f является квазигруппой Бола преобразований с парамет-
рической квазигруппой Q(∗).
¤ Подставляя выражения

z̃ = f−1(a0, z) = f−1(a0, f(a, y)), f−1(ã, ỹ) = f−1(a0 ∗ a, f(a0, y))

в уравнение z̃ = f−1(ã, ỹ), получим равенство

f−1(a0, f(a, y)) = f−1(a0 ∗ a, f(a0, y)) ≡ y.

Отсюда находим: f(a, y) = f(a0, y), f(a0, y) = f(a0 ∗ a, y). Исключая y из последней системы,
получим равенство (5.2) в виде

f(a0, f−1(a, f(a0, y))) = f(a0 ∗ a, y).

Следовательно, f — квазигруппа Бола преобразований с параметрической квазигруппой Q(∗). ¥
Замечание. При p = q группоиды f и f−1 являются квазигруппами, f−1 называется

парастрофом f , см. § 2.2. В рассматриваемом случае (p 6 q) группоиды f : Q × Y → Y и
f−1 : Q× Y → Y также можно называть парастрофами. Из Предложения 25 следует, что парас-
троф f−1 квазигруппы Бола преобразований f определяет на том же многообразии M = Q× Y

9 М.А. Акивис, А.М. Шелехов
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три-ткань B̃l(p, q, q), эквивалентную ткани Bl(p, q, q). При этом отображение ϕa : M → M,
переводящее слои ткани Bl(p, q, q) в слои ткани B̃l(p, q, q), является внутренним автоморфизмом
ткани Bl(p, q, q). С другой стороны, отображение ϕa определяет изотопию парастрофов f и f−1.
В работе [ТоШ-10] с помощью автоморфизмов ϕa найдены структурные уравнения три-ткани
Bl(p, q, q) и получены соотношения на компоненты ее тензора кривизны.

2. Локальные симметрии на три-ткани Bl(p, q, q).
Предложение 27. База первого слоения три-ткани Bl(p, q, q) является локально симмет-

рическим пространством.
¤ Пусть Bl(p, q, q) — три-ткань, определяемая квазигруппой Бола преобразований f : Q× Y →
→ Y с параметрической квазигруппой Q(∗). С другой стороны, множество Q является базой
первого слоения λ1 три-ткани Bl(p, q, q). Следуя [СМ-4], определим на Q семейство функций Sa,
таких, что Sa(b) = a ∗ b для любых a ∈ Q и b ∈ Ua ⊂ Q, где Ua — достаточно малая окрестность
точки a. Так как операция (∗) идемпотентна, левообратима и леводистрибутивна, то согласно
[СМ-4] функции Sa являются локальными симметриями, а многообразие {Q,Sa} будет локально
симметрическим пространством. ¥

Замечание.Каждая функция Sa (то есть при любом a ∈ Q) индуцирует на первом слоении λ1
три-ткани Bl(p, q, q) отображение b → Sa(b), где a, b и Sa(b) = a ∗ b — параметры вертикальных
слоев ткани. Это отображение также является локальной симметрией, обозначим ее также Sa,
Sa : λ1 → λ1. Заметим, что в силу равенства (5.2) вертикальный слой Sa(b) = a ∗ b три-ткани
Bl(p, q, q) может быть получен как вертикальная трансверсаль (q − p)-мерных подмногообразий
U(A) = z ∩ y при условии, что слой a фиксирован, а точка A пробегает вертикальный слой b,
см. рис. 73. Будем говорить, что слой Sa(b) = a ∗ b симметричен слою b относительно слоя a.

3. Обобщенные левые конфигурации Бола на три-ткани W (p, q, q).
Рассмотрим произвольную три-ткань W (p, q, q), образованную слоениями размерностей p, q

и q, причем p 6 q. Фиксируем два достаточно близких вертикальных слоя a и b этой ткани.
Возьмем на слое a произвольную точку A и построим точки B и C так, как показано на
рис. 71. Проведем через A горизонтальный слой (обозначим его y), а через C — наклонный
слой, его обозначим z. Слои y и z пересекаются по (q − p)-мерному подмногообразию, которое
обозначим U(y).

Предложение 28. Если на ткани W (p, q, q) для любых достаточно близких вертикальных
слоев a и b существует единственный вертикальный слой, трансверсальный всем достаточно
близким подмногообразиям U(y), то ткань W (p, q, q) является тканью Bl(p, q, q).
¤ Допустим, что существует единственный вертикальный слой (обозначим его x), транс-
версальный всем подмногообразиям U(y) при условии, что точка A пробегает вертикальный
слой a три-ткани W (p, q, q). Слой x пересекает горизонтальный слой y в точке, которая,
с другой стороны, лежит на слое z, проходящем через точку C. Следовательно, на ткани
W (p, q, q) замыкаются конфигурации, изображенные на рис. 71, а значит, для ее координатного
группоида f выполняется тождество (5.2):

f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(x, y).

Поскольку слои a и b выбраны произвольно, то на первом слоении ткани W (p, q, q) возникает
бинарная операция ϕ, такая, что ϕ(a, b) = x.

Покажем, что уравнение ϕ(a, b) = x локально однозначно разрешимо относительно пере-
менных a и b, то есть ϕ — квазигруппа. Действительно, для фиксированных вертикальных
слоев a и x слой b однозначно определяется как вертикальная трансверсаль подмногообразий
f(a, y) ∩ f−1(a, f(x, y)) при любом y. Теперь зафиксируем параметры b и x, а равенство (5.2)
запишем в виде равносильной ему системы уравнений:

f(a, y) = f(b, y), f(a, y) = f(x, y).

Отсюда следует, что для любых y и y вертикальный слой a трансверсален подмногообразиям
y ∩ f(b, y) и y ∩ f(x, y), а значит, определяется однозначно. Таким образом, операция ϕ является
квазигруппой, а группоид f , согласно определению 16, будет квазигруппой Бола преобразований
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(c параметрической квазигруппой ϕ). Следовательно, три-ткань W (p, q, q), определяемая груп-
поидом f , является тканью Bl(p, q, q). ¥

Предложение 28 можно усилить. Пусть, как и выше, a и b — произвольные достаточно близ-
кие вертикальные слои три-ткани W (p, q, q). Рассмотрим m = [q/p] также достаточно близких
горизонтальных слоев этой ткани с параметрами yµ,
µ = 1,m. Каждый из них определяет слои AµBµ, BµCµ

(рис. 74) и соответствующее подмногообразие U(yµ). На
многообразии M = Q × Y размерности q + p существует
p-мерный вертикальный слой ткани W (p, q, q), трансвер-
сальный подмногообразиям U(y1), ..., U(ym). Но m + 1
многообразий U(yµ), µ = 1,m + 1, уже не имеют, вообще
говоря, общей трансверсали, являющейся вертикальным
слоем ткани W (p, q, q), см. рис. 74.

Определение 18. Конфигурацию, образованную дву-
мя вертикальными слоями a и b и «параллелограммами»
вида AµBµCµU(yµ), µ = 1,m + 1, назовем обобщенной ле-
вой конфигурацией Бола и обозначим Bl(1,m).

Определение 19. Будем говорить, что конфигура-
ция Bl(1,m) замыкается, если существует единственный
вертикальный слой три-ткани W (p, q, q), трансверсальный
всем достаточно близким подмногообразиям U(yµ), µ = 1,m + 1, входящим в эту конфигурацию.

Теорема 29. Если на три-ткани W (p, q, q) замыкаются все конфигурации Bl(1,m), то она
является тканью Bl(p, q, q).
¤ На ткани W (p, q, q) рассмотрим произвольную конфигурацию Bl(1,m), см. рис. 74. Допустим,
что она замыкается, то есть существует единственный вертикальный слой c, трансверсальный
всем подмногообразиям U(y1), ..., U(ym+1). Пусть y — произвольный горизонтальный слой ткани,
отличный от слоев yµ, µ = 1,m + 1. Этот слой пересекает вертикальный слой c в некоторой
точке D. Построим, как и выше, точки A = a ∩ y, B = b ∩ z и C = a ∩ y, где z — наклонный слой,
проходящий через точку A, а y — горизонтальный слой, проходящий через точку B. Точки C и D
будут лежать на одном наклонном слое (обозначим его z), поскольку на рассматриваемой ткани
W (p, q, q) замыкаются все конфигурации Bl(1,m), а значит, замыкается любая из конфигураций,
в которую входит горизонтальный слой y и какие-либо m горизонтальных слоев yµ1 , ..., yµm

из
набора y1, ..., ym, ym+1. При этом вертикальный слой c будет трансверсален подмногообразиям
U(yµ1), ..., U(yµm

), U(y), где U(y) = y ∩ z. Так как горизонтальный слой y выбран произвольно,
то вертикальный слой c будет трансверсален всем подмногообразиям U(y) для любого y. Следо-
вательно, в силу Предложения 28, три-ткань W (p, q, q) является тканью Bl(p, q, q). ¥

Замечание. Уравнение c = a ∗ b, с одной стороны, определяет параметрическую квази-груп-
пу квазигруппы Бола преобразований (5.1), а с другой стороны, связывает параметры a, b и c
вертикальных слоев соответствующей три-ткани Bl(p, q, q), входящих в произвольную конфигу-
рацию Bl(1,m) (рис. 74). В частности, при q = p три-ткань Bl(p, q, q) становится левой тканью
Бола Bl, образованной слоениями одинаковой размерности, а конфигурация Bl(1,m) — левой
конфигурацией Бола (рис. 11 на с. 45), так как m = [q/p] = 1. Для координатной квазигруппы
z = f(a, y) ткани Bl существует левая обратная квазигруппа a = −1f(z, y), которая, согласно [9],
определяет среднюю ткань Бола Bm. При этом вертикальные слои ткани Bl становятся на-
клонными слоями ткани Bm, наклонные слои ткани Bl — вертикальными слоями ткани Bm, а
горизонтальные слои ткани Bl — горизонтальными слоями ткани Bm. Поэтому любая левая кон-
фигурация Бола (Bl) на ткани Bl, определяемой квазигруппой f , будет средней конфигурацией
Бола (Bm) (рис. 13) на ткани Bm, определяемой квазигруппой −1f . Следовательно, уравнение
c = a ∗ b будет связывать параметры наклонных слоев ткани Bm, входящих в конфигурацию
(Bm), а значит, будет уравнением сердцевины ткани Bm, см. п. 2 § 3. Поэтому операцию (∗)
на первом слоении ткани Bl также можно называть сердцевиной этой ткани. В общем случае
(p 6 q) координатный группоид f три-ткани Bl(p, q, q) квазигруппой, вообще говоря, не является,
значит, невозможно однозначно определить группоид −1f и соответствующую ткань Bm. Тем не
менее, поскольку уравнение c = a ∗ b связывает параметры вертикальных слоев ткани Bl(p, q, q),
9*
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входящих в произвольную конфигурацию Bl(1,m), то операцию (∗) на первом слоении ткани
Bl(p, q, q) можно также называть сердцевиной ткани Bl(p, q, q).

Определение 20. Параметрическую квазигруппу c = a ∗ b квазигруппы Бола преобразова-
ний (5.1) будем называть сердцевиной соответствующей три-ткани Bl(p, q, q).

4. Тождество обобщенной альтернативности.
Рассмотрим три-ткань W (p, q, q), для которой число q кратно p, то есть q = mp. Для та-

кой ткани, как показано в п. 5 § 4, существует координатный моноид µ(a,b)(◦) с операцией
z = (u1, ...,um) ◦ v, см. рис. 75. Найдем тождество в
координатных моноидах ткани W (p,mp,mp), соответ-
ствующее замыканию на этой ткани обобщенных ле-
вых конфигураций Бола Bl(1,m).

Зафиксируем на три-ткани W (p,mp,mp), один
вертикальный слой a и m горизонтальных слоев
b1, b2, ..., bm (рис. 75). Согласно п. 5 § 4, эти слои об-
разуют координатную решетку ткани W (p,mp,mp).
Пусть u1,u2, ...,um и v — произвольные достаточ-
но близкие наклонные слои три-ткани W (p,mp,mp).
Слой uµ, µ = 1,m, пересекает соответствующий (с тем
же номером) горизонтальный слой bµ по некоторому
подмногообразию Uµ, Uµ = uµ ∩ bµ, dim Uµ = q − p =
= p(m− 1). Подмногообразия U1,U2, ...,Um допускают
единственный трансверсальный вертикальный слой,
обозначим его x. Тогда f(x, bµ) ≡ x · bµ = uµ.

Наклонный слой v пересекает вертикальный слой a
в некоторой точке A, через которую проходит горизон-
тальный слой, обозначим его y. Тогда f(a, y) ≡ a · y =
= v. Наклонный слой, проходящий через точку пере-

сечения слоев x и y, обозначим z. Согласно определению операции (◦) имеем:

(u1,u2, ...,um) ◦ v = x · y = z.

Слой z пересекает вертикальный слой a в некоторой точке Ã, через которую проходит
горизонтальный слой ỹ, так что a · ỹ = z. Обозначим M̃ = x ∩ ỹ и пусть z̃ — наклонный слой,
проходящий через точку M̃ . Тогда, как видно из рис. 75,

(u1,u2, ...,um) ◦ z = x · ỹ = z̃,

и с учетом предыдущих равенств получаем:

z̃ = (u1,u2, ...,um) ◦ ((u1,u2, ...,um) ◦ v). (5.7)

Далее, наклонный слой uµ пересекает вертикальный слой a в некоторой точке, через которую
проходит горизонтальный слой yµ, µ = 1,m, так что a · yµ = uµ. Слои y1, y2, ..., ym пересекают
вертикальный слой x соответственно в точках M1,M2, ...,Mm, через каждую из которых прохо-
дит наклонный слой, обозначим эти слои u1,u2, ...,um. Тогда x · yµ = uµ и согласно определению
операции (◦) имеем:

(u1,u2, ...,um) ◦ u1 = u1, ..., (u1,u2, ...,um) ◦ um = um.

Слой uµ пересекает горизонтальный слой bµ по подмногообразию Uµ, µ = 1,m. Эти подмного-
образия допускают трансверсальный вертикальный слой x, который пересекает горизонтальный
слой y в точке M . Поэтому x · bµ = uµ.Обозначим через z наклонный слой, проходящий через
точку M . Тогда по определению операции (◦)

(u1,u2, ...,um) ◦ v = z.
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С учетом предыдущих равенств получаем:

z = ((u1,u2, ...,um) ◦ u1, (u1,u2, ...,um) ◦ u2, ..., (u1,u2, ...,um) ◦ um) ◦ v. (5.8)

Наклонные слои z и z̃ совпадают тогда и только тогда, когда на ткани W (p, q, q) замыкаются
обобщенные конфигурации Bl(1,m), см. рис. 75. С другой стороны, равенство z = z̃ с учетом
выражений (5.7) и (5.8) принимает вид

((u1, ...,um) ◦ u1, ..., (u1, ...,um) ◦ um) ◦ v = (u1, ..,um) ◦ ((u1, ..,um) ◦ v). (5.9)

Доказана
Теорема 30. Пусть u1,u2, ...,um и v — произвольные наклонные слои три-ткани

W (p,mp,mp). Ткань W (p,mp,mp) будет тканью Bl(p,mp,mp) тогда и только тогда, когда в
каждом ее координатном моноиде µ(a,b)(◦) выполняется тождество (5.9).

При m = 1 тождество (5.9) обращается в тождество левой альтернативности (u ◦ u) ◦ v =
= u ◦ (u ◦ v), которое, как известно, выполняется в координатных лупах три-ткани Бола Bl,
образованной слоениями одинаковой размерности. Поэтому назовем (5.9) тождеством обобщен-
ной альтернативности.

Определение 21. Координатный моноид µ(a,b)(◦) три-ткани W (p,mp,mp), в котором вы-
полняется тождество (5.9), назовем альтернативным.

Пример 1. Покажем, что три-ткань W (2, 3, 3), определяемая уравнениями
{

z1 = a1 + y1 − a3y2(a2 + y2),
z2 = a2 + y2,

(5.10)

является обобщенной левой тканью Бола Bl(2, 3, 3). Для этого достаточно показать, что урав-
нения (5.10) задают действие некоторой трехпараметрической квазигруппы Бола на двумерном
многообразии, то есть выполняется тождество (5.2):

f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(c, y).

Найдем уравнения квазигруппы c = a ∗ b. Для этого запишем тождество (5.2) в виде двух
равенств:

f(a, y) = f(b, y), f(c, y) = f(a, y). (5.11)

Для три-ткани (5.10) имеем:
{

a1 + y1 − a3y2(a2 + y2) = b1 + y1 − b3y2(b2 + y2), a2 + y2 = b2 + y2,
c1 + y1 − c3y2(c2 + y2) = a1 + y1 − a3y2(a2 + y2), c2 + y2 = a2 + y2.

Исключая y = (y1, y2) из последней системы, получим уравнения, которые удовлетворяются
тождественно относительно y = (y1, y2) в том и только том случае, если выполняются равенства





c1 = 2a1 − b1 − (a2 − b2)(a2(a3 − b3) + a3(a2 − b2)),
c2 = 2a2 − b2,
c3 = 2a3 − b3.

(5.12)

Тем самым доказано, что уравнения (5.10) определяют квазигруппу Бола преобразований с па-
раметрической квазигруппой Бола (5.12). Следовательно, рассматриваемая три-ткань является
обобщенной левой тканью Бола Bl(2, 3, 3).

Согласно Предложению 24, параметрическая квазигруппа (5.12) должна быть идемпотент-
ной, левообратимой и леводистрибутивной, а изотопная ей лупа — левой лупой Бола. В этом
можно убедиться непосредственной проверкой. Можно показать также (см. [То-7]), что квази-
группа (5.12) является сердцевиной известной средней ткани Бола [Ф-6]:

w1 = u1 + v1 − u2v2(u3 + v3), w2 = u2 + v2, w3 = u3 + v3.

Эта три-ткань является эластичной, см. § 3 гл. 7.
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Пример 2. Рассмотрим другую шестимерную эластичную три-ткань E2, определяемую
уравнениями (§ 3 гл. 7)

z1 = x1 + y1, z2 = x2 + y2e−2x
1
+ (x3y1 − x1y3)e−2x

1 , z3 = x3 + y3.

Поскольку эластичные ткани образуют собственный подкласс тканей Bm [Ш-12], то эта ткань
является средней тканью Бола. Изотопическим преобразованием

x2e2x
1
+ x1x3 → x2, y2 − y1y3 → y2, z2e2z

1
+ z3z1 → z2

уравнения ткани E2 приводятся к виду




z1 = x1 + y1,
z2 = (x2 + y2)e2y

1
+ (x3 + y3)(x1 + y1 + (y1 − x1)e2y

1
),

z3 = x3 + y3.

(5.13)

Найдем левую обратную квазигруппу для квазигруппы (5.13), затем переобозначим перемен-
ные: xi → zi, zi → ai, yi → −yi. В результате получим уравнения





z1 = a1 + y1,
z2 = (a2 − a3a1)e2y

1
+ y2 + a3(a1 + 2y1),

z3 = a3 + y3.

(5.14)

Эти уравнения, с одной стороны, определяют шестимерную левую ткань Бола, а, с другой сто-
роны, задают действие некоторой трехпараметрической квазигруппы Бола Q(∗) на трехмерном
многообразии Y .

Найдем уравнения параметрической квазигруппы c = a ∗ b. Для этого запишем равен-
ства (5.11) с учетом (5.14) и исключим из полученной системы переменные yi и yi. После
вычислений получим: 




c1 = 2a1 − b1,
c2 = a2(e−2(a

1−b1) + e2(a
1−b1))− b2,

c3 = 2a3 − b3.

(5.15)

Согласно определению 20, эти же уравнения задают сердцевину левой ткани Бола (5.14).
Рассмотрим первые два уравнений (5.14):

{
z1 = a1 + y1,
z2 = (a2 − a3a1)e2y

1
+ y2 + a3(a1 + 2y1). (5.16)

Как видно, в правую часть не входит переменная y3. Это означает, что уравнения (5.16) опреде-
ляют группоид f : Q× Y → Y , где Y = {(y1, y2)}, Y ⊂ Y . Непосредственной проверкой можно
убедиться, что для этого группоида равенства (5.2) удовлетворяются тождественно в силу (5.15).
Это значит, что уравнения (5.16) задают действие трехпараметрической квазигруппы Бола (5.15)
на двумерной плоскости Y . Следовательно, уравнения (5.16) определяют обобщенную левую
ткань Бола Bl(2, 3, 3) на пятимерном многообразии Q× Y .

Пример 3. Для координатной квазигруппы шестимерной три-ткани Bm (см. [Ф-6]):

z1 = x1 + y1e−2εz3 , z2 = x2e−2εz3 + y2 − 2εz1y3, z3 = x3 + y3

уравнения левой обратной квазигруппы некоторым изотопическим преобразованием приводятся
к виду 




z1 = a1 + y1e−a3 ,
z2 = a2 + (y2 − a1y3)ea3 ,
z3 = a3 + y3.

(5.17)



Приложение 1 263

Эти уравнения, с одной стороны, определяют шестимерную левую ткань Бола, а, с другой сторо-
ны, задают на трехмерном многообразии Y действие трехпараметрической левой квазигруппы
Бола Q(∗): 




c1 = a1 + (a1 − b1)eb3−a3 ,
c2 = a2 + (a2 − b2)ea3−b3 − (a1 − b1)(a3 − b3)ea3 ,
c3 = 2a3 − b3.

(5.18)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что уравнения
{

z2 = a2 + (y2 − a1y3)ea3 ,
z3 = a3 + y3.

(5.19)

задают действие трехпараметрической квазигруппы (5.18) на двумерной плоскости
Y = {(y2, y3)}, Y ⊂ Y .

Уравнения (5.19) определяют также обобщенную левую ткань Бола Bl(2, 3, 3) на пятимерном
многообразии Q× Y .

Пример 4. Для шестимерной средней ткани Бола Bm (см. (4.50)):

z1 = x1e2εz3 + y1 + 2εz2x3, z2 = x2 + y2e2εz3 , z3 = x3 + y3,

уравнения левой ткани Бола Bl, определяемой левой обратной квазигруппой, могут быть при-
ведены к виду 




z1 = a1 + (y1 − y3a2)e−a3 ,
z2 = a2 + y2ea3 ,
z3 = a3 + y3.

(5.20)

Уравнения (5.20) определяют также действие некоторой трехпараметрической левой квази-
группы Бола Q(∗) на трехмерном многообразии Y . Уравнения квазигруппы Q(∗) (сердцевины
ткани (5.20)) находятся непосредственными вычислениями и имеют вид





c1 = a1 + (a1 − b1)eb3−a3 − (a2 − b2)(a3 − b3)e−a3 ,
c2 = a2 + (a2 − b2)ea3−b3 ,
c3 = 2a3 − b3.

(5.21)

Как и выше, можно показать, что уравнения
{

z1 = a1 + (y1 − a2y3)e−a3 ,
z3 = a3 + y3

(5.22)

задают действие квазигруппы (5.21) на двумерной плоскости Y = {(y1, y3)}, Y ⊂ Y . Уравне-
ния (5.22) определяют также обобщенную левую ткань Бола Bl(2, 3, 3).

Замечание. Для рассмотренных выше три-тканей Bl(2, 3, 3) p = 2, q = 3, то есть q не
кратно p. Поэтому координатный моноид µ(a,b)(◦) для таких тканей не существует.

Примечание. Изучением квазигрупп преобразований и их физическими приложениями
занимались А.И. Баталин [Бат-1], А.И. Нестеров [Не-1] и другие, см. об этом в [ЛПС-1], [То-15].
Обобщение теории групп Ли преобразований для луп Муфанг и Бола начато в работах П.О. Ми-
хеева [Мх-2], [Мх-4], который рассматривал квазигруппу преобразований как семейство преоб-
разований гладкого многообразия, не замкнутое, вообще говоря, относительно композиции. Мы
определили квазигруппу Бола преобразований как действие локальной гладкой квазигруппы
Бола на гладком многообразии. Это позволило привлечь к изучению квазигрупп Бола преобра-
зований методы теории три-тканей, см. также [ТоШ-9], [ТоШ-10], [То-15].
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ГЕОМЕТРИЯ ТКАНЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Е.В. Ферапонтов

Несмотря на многочисленные и глубокие связи теории тканей с алгебраической и дифферен-
циальной геометрией, теорией неассоциативных структур, до последнего времени практически
отсутствовали какие бы то ни было физические приложения. В этом разделе мы рассматри-
ваем два приложения. Одно возникает при изучении геометрии характеристик на решениях
систем дифференциальных уравнений гидродинамического типа (Кильп [Кл-1], [Кл-2], Ферапон-
тов [Фе-1]-[Фе-4]), другое — при построении инвариантов волновых систем (Балк, Ферапонтов
[БФ-3]).

§ 1. Геометрия тканей и системы гидродинамического типа
Системами гидродинамического типа называются квазилинейные системы дифференци-

альных уравнений первого порядка
ui

t + vi
j(u)ui

x = 0, u = (u1, ...,un), (1)

где t — время, x — одномерная координата, ui(x, t), i = 1, ...,n — искомые функции, причем
элементы матрицы (vi

j) предполагаются не зависящими от t, x. Системы вида (1), как правило,
возникают в задачах газовой динамики, химической кинетики, методе усреднения Уизема и т. д.
(см., например, [Ц-2]). Решения ui(x, t) системы (1) удобно представлять себе как двумерные
поверхности n-мерного пространства Rn(u1, ...,un), параметризованные координатами x, t. Эти
интегральные многообразия могут пересекаться по кривым, которые называются характеристи-
ками.

Обозначим λi(u) собственные числа матрицы vi
j(u) и предположим, что все они вещественны

и различны, т. е. система (1) является строго гиперболической. Тогда характеристики задаются
уравнениями dx − λidt = 0 и образуют на каждом решении системы n однопараметрических
семейств кривых, т. е. n-ткань. Поскольку λi явно зависит от u, свойства этой ткани зависят,
вообще говоря, от выбранного решения, так что n-ткани из характеристик на разных решениях
системы (1) могут оказаться неэквивалентными.

Возникает естественная задача: выделить из всего семейства решений системы (1) те реше-
ния, на которых ткань из характеристик устроена наиболее «просто» — например, является
шестиугольной. Первые результаты в этом направлении принадлежат Кильп [Кл-1], [Кл-2], где
геометрия характеристик изучалась методом внешних форм Картана. Так, в [Кл-2] найдены все
решения уравнений одномерного неизэнтропического течения политропного газа:

ρt + uρx + ρux = 0,
ut + uux + px

ρ
= 0,

pt + upx + γpux = 0
(ρ — плотность, u — скорость, p — давление, γ = const — показатель политропы), на которых
характеристики образуют шестиугольную ткань. Оказалось, что при γ = −1 (уравнение газовой
динамики при γ = −1 известны под названием «газ Чаплыгина») три-ткань из характеристик
является шестиугольной на любом решении, в то время как при γ 6= −1 решения с шестиугольной
три-тканью образуют конечнопараметрическое семейство и характеризуются линейной зависи-
мостью скорости u от координаты x: u = a(t)x + b(t). Эти решения известны в газовой динамике
как решения с «линейным профилем поля скоростей» ([Сд-1], с. 318).
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В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением систем (1), приводимых к диагональной
форме

Ri
t + λi(R)Ri

x = 0, (2)

причем для определенности будем считать, что число уравнений системы равно трем: i = 1, 2, 3.
Разумеется, приведение системы (1) к диагональному виду (2) возможно лишь в том случае,
когда сеть собственных направлений матрицы vi

j является голономной. Координаты Ri вдоль
собственных направлений называются инвариантами Римана системы (1). Требование суще-
ствования инвариантов Римана, вообще говоря, не является принципиальным при изучении
геометрии характеристик, и принято нами лишь с целью упрощения дальнейших выкладок.

Поскольку система (2) эквивалентна системе внешних уравнений dRi ∧ (dx − λidt) = 0, ха-
рактеристики dx − λidt = 0 являются линиями уровня инвариантов Римана: Ri = const. При
изучении геометрии характеристик наиболее естественными представляются следующие задачи.

1. Описать все системы (2) из трех уравнений, у которых характеристики образуют шести-
угольную три-ткань на любом решении.

2. Для системы (2), не попавшей в первый класс, найти все решения с шестиугольной три-
тканью из характеристик (в общем случае эти решения будут зависеть лишь от конечного числа
параметров).

Перед тем, как перейти к обсуждению этих задач, дадим необходимые определения.
Определение 1. Система (2) называется слабо нелинейной, если для любого i выполнено

условие ∂λi/∂Ri = 0. Слабая нелинейность тесно связана с таким хорошо известным в физике
явлением опрокидывания (градиентная катастрофа), характерным для систем гидродинамиче-
ского типа. Оказывается, что условие слабой нелинейности препятствует опрокидыванию, и
решения Ri(x, t), являющиеся однозначными функциями в начальный момент времени t = 0,
остаются таковыми в процессе всей эволюции ([РС-1]).

Определение 2. Система (2) называется полугамильтоновой, если

∂k

(
∂jλ

i

λj − λi

)
= ∂j

(
∂kλi

λk − λi

)
, ∂i ≡ ∂

∂Ri
,

для любой тройки индексов i 6= j 6= k 6= i. Условие полугамильтоновости эквивалентно наличию
у системы гидродинамического типа бесконечного числа законов сохранения ([Ц-1]).

Теорема ([Фе-1], [Фе-2]). Для того чтобы три-ткань из характеристик была шести-
угольной на любом решении системы (2), необходимо и достаточно, чтобы система (2) была
одновременно слабо нелинейной и полугамильтоновой.
¤ Сначала несколько слов о технике исследования. Поскольку характеристики задаются урав-
нениями dx− λidt = 0, i = 1, 2, 3, удобно ввести 1-формы

ω1 = (λ3 − λ2)(dx− λ1dt), ω2 = (λ1 − λ3)(dx− λ2dt).

Тогда характеристики первого, второго и третьего семейств запишутся соответственно в виде
ω1 = 0, ω2 = 0, ω1 + ω2 = 0.

Найдем форму связности рассматриваемой три-ткани, т. е. такую 1-форму ω, что
dω1 = ω ∧ ω1, dω2 = ω ∧ ω2

(см. §4 гл. 1). Непосредственные вычисления приводят к следующему результату:

ω =
(
R1

x∂1λ
1 + R2

x∂2λ
2 + R3

x∂3λ
3) dt + ∂1 ln(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)dR1+

+ ∂2 ln(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)dR2 + ∂3 ln(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)dR3.
(3)

Условие шестиугольности имеет вид dω = 0. Требуя, чтобы это условие выполнялось тожде-
ственно в силу уравнений (2), т. е. три-ткань из характеристик была шестиугольной на любом
решении системы, получим утверждение сформулированной выше теоремы. ¥

Как видим, условие шестиугольности оказалось непосредственно связанным с такими чисто
качественными физическими понятиями, как невозможность градиентной катастрофы и наличие
бесконечного числа законов сохранения.
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Замечание. Для систем, не приводимых к инвариантам Римана, аналог сформулированной
теоремы был установлен в [Фе-1], [Фе-2]. Там же было показано, что всякая слабо нелинейная
полугамильтонова система (2) из трех уравнений линеаризуется подходящим преобразованием
типа Беклунда [В-1].

Для решения второй задачи необходимо присоединить к уравнениям (2) дифференциальную
связь dω = 0, где ω вычисляется по формуле (3), и исследовать на совместность получившуюся
неопределенную систему. Эта процедура будет проиллюстрирована ниже на примере системы
уравнений хроматографии. Заметим, что для уравнений хроматографии (и в некоторых других
случаях) интегрирование соответствующей неопределенной системы также опирается на один из
классических результатов теории тканей, а именно, на теорему Графа–Зауэра (см. Предисловие).

Трехкомпонентная система уравнений хроматографии в инвариантах Римана имеет
следующий вид [Ц-2]:

R1
t + R1(R1R2R3)R1

x = 0,
R2

t + R2(R1R2R3)R2
x = 0,

R3
t + R3(R1R2R3)R3

x = 0.
(4)

Эта система не обладает свойством слабой нелинейности, хотя и является полугамильтоновой.
Докажем, следуя [Фе-4], что ее решения, несущие шестиугольную три-ткань из характеристик,
существуют с произволом в 9 постоянных и параметризуются алгебраическими кривыми третьей
степени. Несложные вычисления показывают, что условие dω = 0 для системы (4) приводит к
дифференциальной связи

∂2

∂x∂t
ln(R1R2R3) = 0,

которую нужно присоединить к уравнениям (4). Следовательно, произведение R1R2R3 может
быть записано в виде R1R2R3 = ϕ′(t)/f ′(x), где ϕ(t) и f(x) — некоторые функции одного аргумен-
та, которые будут найдены позже, а штрих означает дифференцирование по соответствующему
аргументу. Подставляя в (4) выражение для R1R2R3, имеем:

Ri
t/ϕ′(t) + RiRi

x/f ′(x) = 0.

Перейдем к новым независимым переменным T = ϕ(t), X = f(x). В результате получим три
независимых уравнения

Ri
T + RiRi

X = 0,

общее решение которых имеет вид
gi(Ri) = X −RiT , (5)

где gi(Ri) — три произвольные функции одного аргумента. Следовательно, в переменных T ,
X характеристики Ri = const являются прямыми линиями. Поскольку нас интересуют ре-
шения с шестиугольной три-тканью из характеристик, мы можем воспользоваться теоремой
Графа–Зауэра, согласно которой всякая прямолинейная шестиугольная три-ткань образована
прямыми, принадлежащими алгебраической кривой третьего класса. Другими словами, суще-
ствует многочлен P3(u, v) третьей степени от двух переменных, которому удовлетворяют коэф-
фициенты прямых (5), образующих ткань:

P3(Ri, gi(Ri)) = 0.

Вспоминая, что gi(Ri) = X −RiT , получим, что Ri являются корнями уравнения третьей степени

P3(R,X −RT ) = 0.

Возвращаясь к старым координатам t, x, получим

P3(R, f(x)−Rϕ(t)) = 0. (6)

Таким образом, решения системы (4) с шестиугольной три-тканью из характеристик являются
корнями многочлена (6) третьей степени относительно R. Функции ϕ(t) и f(x) определяются
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из условия согласования R1R2R3 = ϕ′(t)/f ′(x). В самом деле, по теореме Виета из (6) получаем
выражение

R1R2R3 = f 3 + af 2 + bf + c

ϕ3 + αϕ2 + βϕ + γ
,

где постоянные a, b, c, α, β, γ выражаются через коэффициенты многочлена P3(u, v). Функ-
ции ϕ(t) и f(x) могут быть найдены отсюда после очевидного разделения переменных.

n-компонентная система уравнений хроматографии при n > 3 имеет вид

Ri
t + Ri

( n∏

k=1
Rk

)
Ri

x = 0.

Процедура, аналогичная только что описанной, позволяет построить ее точные решения,
выделяемые дифференциальной связью

∂2

∂x∂t
ln

( n∏

k=1
Rk

)
= 0.

Это условие также имеет вполне конкретный геометрический смысл. А именно, оно означает,
что на соответствующих решениях n-ткань из характеристик имеет максимальный ранг r =
= (n− 1)(n− 2)

2 ([Фе-4], см. также гл. 8).

§ 2. Интегрирование слабо нелинейных полугамильтоновых систем
гидродинамического типа методами теории тканей

Задача изучения геометрии характеристик для систем гидродинамического типа при числе
уравнений n > 3 представляется более интересной, чем при n = 3, поскольку при n > 3 у n-ткани
из кривых на плоскости появляется новый нетривиальный топологический инвариант — ранг,
максимальное значение которого не превосходит 1

2 (n − 1)(n − 2). Для n = 3 понятие ранга не
дает ничего нового, т. к. ткани ранга 1 — это в точности шестиугольные ткани; однако, уже
с n = 4 использование ранга приводит к нетривиальным результатам. В частности, в [Фе-3]
удалось явно проинтегрировать все слабо нелинейные полугамильтоновые системы при любом
числе уравнений.

Напомним, что мы рассматриваем диагональные системы

Ri
t + λi(R)Ri

x = 0, i = 1, ...,n,

собственные числа λi(R) которых удовлетворяют следующим условиям:
1) ∂iλ

i = 0 для любого i (слабая нелинейность);

2) ∂k

(
∂jλ

i

λj − λi

)
= ∂j

(
∂kλi

λk − λi

)
для любой тройки i 6= j 6= k 6= i (полугамильтоновость).

При n = 2 и λ1, λ2 6= const всякая слабо нелинейная полугамильтоновая система приводится
к виду

R1
t + R2R1

x = 0, R2
t + R1R2

x = 0. (7)

Подобные системы возникают в теории минимальных поверхностей трехмерного евклидова
пространства, в газовой динамике (так называемый газ Чаплыгина) и т. д. Общее решение
системы (7) записывается формулами

R1∫
ξdξ

f1(ξ)
+

R2∫
ξdξ

f2(ξ)
= x + const,

R1∫
dξ

f1(ξ)
+

R2∫
dξ

f2(ξ)
= t + const,

(8)
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где функции f1(ξ), f2(ξ) и константы в правых частях (8) являются произвольными. Выражая из
этих формул R1, R2 как функции x, t, получим общее решение системы (7), что можно проверить
непосредственным дифференцированием (8) по x и по t. При выборе

f1(ξ) = f2(ξ) = 2i

√√√√
5∏

s=1
(ξ − Es) , i2 = −1, Es = const,

задача отыскания величин R1 и R2 как функций от x и t превращается в классическую проблему
обращения Якоби, возникающую, например, при построении конечнозонных решений уравнения
Кортевега–де Фриза (КдФ). Функция U(x, t), определяемая формулой

U(x, t) =
5∑

s=1
Es − 2

(
R1(x, t) + R2(x, t)

)
,

удовлетворяет нелинейному уравнению

4Ut + Uxxx − 6UUx + 2
∑

s

EsUx = 0,

которое с точностью до перенормировки совпадает с уравнением КдФ. Решения КдФ, получае-
мые таким образом, носят название «двузонных» (см., например, [Алб-1]).

Для построения n-зонных решений уравнения КдФ рассмотрим n-компонентное обобщение
системы (7):

Ri
t +

( n∑

k=1
Rk −Ri

)
Ri

x = 0, i = 1, ...,n. (7′)

Несложно убедиться в том, что эта система является слабо нелинейной и полугамильтоновой.
Ее общее решение дается формулами, аналогичными (8) (см. [Фе-3]):

R1∫
ξn−1dξ

f1(ξ)
+ ... +

Rn∫
ξn−1dξ

fn(ξ)
= x + const,

R1∫
ξn−2dξ

f1(ξ)
+ ... +

Rn∫
ξn−2dξ

fn(ξ)
= t + const,

R1∫
ξjdξ

f1(ξ)
+ ... +

Rn∫
ξjdξ

fn(ξ)
= const, j = n− 3, ..., 0,

(9)

где функции f1(ξ), ..., fn(ξ), а также константы в правых частях (9) являются произвольными.
Выбирая

f1(ξ) = ... = fn(ξ) = 2i

√√√√
2n+1∏

s=1
(ξ − Es) ,

мы опять придем к проблеме обращения Якоби и решению уравнения КдФ:

U(x, t) =
2n+1∑

s=1
Es − 2

n∑

k=1
Rk(x, t).

Это и есть так называемые n-зонные решения. Поскольку в теории КдФ переменные Ri имеют

смысл нулей собственной функции ψ ассоциированного оператора Шредингера
(
− d2

dx2 + U
)
ψ =

= Eψ, рассматриваемая слабо нелинейная система (7′) описывает эволюцию нулей ψ-функции
для потенциала U(x, t), эволюционирующего в силу уравнения КдФ.
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Цель параграфа — получить формулы, аналогичные (9), для любой слабо нелинейной полу-
гамильтоновой системы. Эти формулы всегда имеют следующую общую структуру:

R1∫
ϕ1
1(ξ)dξ

f1(ξ)
+ ... +

Rn∫
ϕn
1 (ξ)dξ

fn(ξ)
= x + const,

R1∫
ϕ1
2(ξ)dξ

f1(ξ)
+ ... +

Rn∫
ϕn
2 (ξ)dξ

fn(ξ)
= t + const,

R1∫
ϕ1

j(ξ)dξ

f1(ξ)
+ ... +

Rn∫
ϕn

j (ξ)dξ

fn(ξ)
= const, j = 3, ...,n,

(10)

где функции f1(ξ), ..., fn(ξ) и константы в правых частях (10) могут быть выбраны произ-
вольно, в то время как функции ϕi

j(ξ) определяются рассматриваемой системой и являются
фиксированными. В рассмотренном выше примере мы имели ϕi

j(ξ) = ξn−j . Заметим, что
ввиду произвольности функций f1(ξ), ..., fn(ξ) всегда можно добиться того, чтобы для любого
i = 1, ...,n выполнялось условие ϕi

n = 1, в результате чего последняя строка (10) примет вид
R1∫

dξ

f1(ξ)
+ ... +

Rn∫
dξ

fn(ξ)
= const.

При такой нормировке оставшиеся n(n − 1) функции ϕi
j(ξ) одного аргумента (i = 1, ...,n, j =

= 1, ..., (n− 1)) уже однозначно определяются рассматриваемой системой.
Полное разделение переменных, наблюдаемое в (10), объясняется некоторыми простыми

свойствами ткани из характеристик, к изучению которых мы сейчас переходим. Для дальнейших
целей n-ткань из характеристик dx − λidt = 0 (или же Ri = const) оказывается удобным
дополнить до (n + 2)-ткани, присоединив 2 однопараметрических семейства кривых x = const,
t = const — линии уровня независимых переменных. Вычислим ранг этой ткани, т. е. число
линейно независимых абелевых уравнений вида

dA1 + ... + dAn + df(t) + dg(x) = 0, (11)

где функции Ai постоянны вдоль характеристик i-го семейства, а g(x) и f(t) постоянны вдоль
линий t = const и x = const соответственно. У слабо нелинейных полугамильтоновых систем
имеется естественный класс функций Ai, постоянных вдоль характеристик, — так называемые
обобщенные функции тока.

Определение 3. Пусть Bi(R)(dx − λidt) — интеграл рассматриваемой системы, который
обращается в нуль вдоль характеристики i-го семейства (напомним, что интегралом называется
1-форма, замкнутая на любом решении системы). Тогда функция Ai, определяемая соотно-
шением

dAi = Bi(R)(dx− λidt),

является постоянной вдоль характеристик i-го семейства и называется обобщенной функцией
тока. Разумеется, Ai будет зависеть от выбранного решения.

Несложно показать, что интегралы Bi(dx− λidt), обращающиеся в нуль вдоль характеристик,
существуют только у слабо нелинейных полугамильтоновых систем. Функции Bi являются при
этом решениями переопределенной системы

dBi = Bi
∑

j 6=i

∂jλ
i

λj − λi
dRj + cidRi (12)

(ci — неопределенные параметры), которая, как легко проверить, является совместной. Заметим,
что вместе с Bi(dx − λidt) интегралом будет и любое выражение вида ϕi(Ri)Bi(dx − λidt),
где ϕi(Ri) — произвольная функция аргумента Ri.
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Попробуем найти как можно больше абелевых соотношений (11), выбирая в качестве Ai

обобщенные функции тока и считая f(t) и g(x) линейными: f(t) = at, g(x) = bx. Подставляя
dAi = Bi(dx− λidt) в (11), получим

B1(dx− λ1dt) + ... + Bn(dx− λndt) + adt + bdx = 0,

откуда
∑

Bi = −b,
∑

Biλi = a. Дифференцируя эти соотношения с учетом (12), найдем явное
выражение для коэффициентов ci:

ci = −
∑

j 6=i

Bj ∂iλ
j

λi − λj
.

В результате мы пришли к замкнутой линейной системе

dAi = Bi(dx− λidt), i = 1, ...,n,

dBi = Bi
∑

j 6=i

∂jλ
i

λj − λi
dRj −

(∑

j 6=i

Bj ∂iλ
j

λi − λj

)
dRi.

(13)

Несложная проверка показывает, что при условии слабой нелинейности и полугамильтоновости
система (13) замкнута относительно операции внешнего дифференцирования. Следовательно,
она определяет n линейно независимых наборов обобщенных функций тока, связанных соот-
ношением Σ

i
Bi = const, Σ

i
Biλi = const. Тем самым получено n линейно независимых абелевых

соотношений вида (11), т. е. верна
Теорема ([Фе-3]). Ранг (n + 2)-ткани, образованной характеристиками и линиями x =

= const, t = const на общем решении любой слабо нелинейной полугамильтоновой системы,
равен n.

Замечание. Строго говоря, приведенные выше рассуждения дают лишь оценку для ранга,
поскольку мы могли бы получить дополнительные соотношения вида (11), отказавшись от
выбора в качестве Ai обобщенных функций тока, а также от линейности величин f(t) и g(x).
На самом деле этого не происходит, и на общем решении ранг в точности равен n, хотя и может
«подскакивать» на отдельно взятых решениях.

Для интегрирования слабо нелинейных полугамильтоновых систем выберем базис (Ai
j , Bi

j),
j = 1, ...,n, из n линейно независимых решений линейной системы (13), нормировав их таким
образом, чтобы для первого решения выполнялись соотношения

∑n
i Bi

1 = 1,
∑n

i Bi
1λ

i = 0, т. е.
dA1

1 + ... + dAn
1 = dx; (141)

для второго выполнялись соотношения
∑n

i Bi
2 = 0,

∑n
i Bi

2λ
i = −1, т. е.

dA1
2 + ... + dAn

2 = dt; (142)

а на оставшихся (n− 2)-х решениях выполнялись соотношения
∑n

i Bi
j =

∑n
i Bi

jλ
i = 0, j = 3, ...,n,

т. е.
dA1

j + ... + dAn
j = 0. (143)

Поскольку любые две обобщенные функции тока, отвечающие i-му семейству характеристик,
отличаются множителем ϕi(Ri), зависящим лишь от соответствующего инварианта Римана Ri,
имеем:

dAi
j = ϕi

j(R
i)dAi

n, j = 1, ...,n− 1. (15)

Подчеркнем, что функции ϕi(Ri) однозначно определяются системой (13). Поскольку на реше-
ниях выполняются соотношения

dRi ∧ (dx− λidt) = 0, dAi
n ∧ (dx− λidt) = 0,

то функция тока Ai
n зависит только от Ri, т. е. на любом решении dAi

n можно представить в виде

dAi
n = dRi

fi(R
i)
,
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где fi(Ri) зависят от выбора решения. Соотношения (15) перепишутся в виде

dAi
j =

ϕi
j(R

i)dRi

fi(R
i)

, j = 1, ...,n− 1,

после чего интегрирование (14) приводит к формулам (10) для общего решения, причем по
построению ϕi

n = 1.
Пример. Для слабо нелинейной полугамильтоновой системы

Ri
t +

( n∑

k=1
Rk −Ri

)
Ri

x = 0, i = 1, ...,n,

линейная система (13) имеет вид

dAi = Bi(dx− λidt), λi =
n∑

k=1
Rk −Ri,

1. Решение (Ai
1,Bi

1) этой системы, удовлетворяющее условию
∑
i

Bi
1 = 1,

∑
i

Bi
1λ

i = 0, дает

dAi
1 = (Ri)n−1

∏
k 6=i

(Ri −Rk)
(dx− λidt).

2. Решение (Ai
2,Bi

2), удовлетворяющее условию
∑
i

Bi
2 = 0,

∑
i

Bi
2λ

i = −1, дает

dAi
2 = (Ri)n−2

∏
k 6=i

(Ri −Rk)
(dx− λidt).

3. Решения (Ai
j ,Bi

j), удовлетворяющие условиям
∑
i

Bi
j = 0,

∑
i

Bi
jλ

i = 0, дают

dAi
j = (Ri)n−j

∏
k 6=i

(Ri −Rk)
(dx− λidt), j = 3, ...,n.

Эти результаты основаны на тождествах

n∑

i=1

(Ri)s−1
∏

k 6=i
(Ri −Rk)

=





0 при s = 1, ...,n− 1,
1 при s = n,∑

i=1
Rk при s = n + 1.

Легко проверить, что в данном случае

dAi
j = (Ri)n−jdAi

n, j = 1, ...,n− 1,

т. е. ϕi
j(R

i) = (Ri)n−j . Подстановка этих выражений в (10) дает общее решение рассматриваемой
системы.

§ 3. О ранге ткани и инвариантах волновых систем
В этом параграфе мы следуем работе [БФ-3]. Начнем с простейших примеров.
Пример 1. Представим себе две одномерные волны с импульсами k1, k2 и законами

дисперсии ω1(k1), ω2(k2), которые, взаимодействуя друг с другом, превращаются в две новые
волны с импульсами k3, k4 и законами дисперсий ω3(k3), ω4(k4). Условия сохранения импульса
и энергии записываются в виде

k1 + k2 = k3 + k4, ω1(k1) + ω2(k2) = ω3(k3) + ω4(k4), (16)

и определяют в четырехмерном пространстве R4 с координатами k1, k2, k3, k4 двумерную
поверхность, называемую резонансным многообразием. Предположим, что на резонансном мно-
гообразии выполняется дополнительное соотношение

ϕ1(k1) + ϕ2(k2) = ϕ3(k3) + ϕ4(k4), (17)
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которое не представимо в виде линейной комбинации уравнений (16), т. е. ϕi(ki) 6= aki + bωi(ki),
где a и b — постоянные. Соотношение (17) можно интерпретировать как дополнительный закон
сохранения волновой системы, т. е. ее инвариант. Важность изучения инвариантов волновых
систем неоднократно подчеркивается в [ЗШ-1], [ЗШ-2]. Согласно теории тканей наличие допол-
нительного соотношения (17) означает, что 4-ткань из кривых, определенная на резонансном
многообразии (16) уравнениями ki = const (i = 1, 2, 3, 4), имеет ранг 3. Заметим, что поскольку
максимально возможное значение ранга 4-ткани кривых на плоскости равно трем, у рассмат-
риваемой волновой системы существует не более одного дополнительного инварианта. Таким
образом, задача описания резонансных многообразий (16), допускающих дополнительный инва-
риант (17), — это задача описания 4-тканей кривых максимального ранга 3. Ее решение хорошо
известно: всякая 4-ткань максимального ранга 3 является спрямляемой и образована прямыми,
принадлежащими алгебраической кривой четвертого класса [Бл-1].

Пример 2. Рассмотрим две двумерные волны с импульсами k1 и k2 (k1, k2 — векторы из R2)
и законами дисперсии ω1(k1), ω2(k2), которые, взаимодействуя друг с другом, превращаются в
одну волну с импульсом k и законом дисперсии ω(k):

k1 + k2 = k, ω1(k1) + ω2(k2) = ω(k). (18)

Уравнения (18) определяют в шестимерном пространстве R6 трехмерную поверхность M 3, назы-
ваемую резонансным многообразием. Уравнения k1 = const, k2 = const, k = const определяет на
резонансном многообразии M 3 двупараметрическое семейство кривых. Эти семейства образуют
криволинейную три-ткань W . Ткани такого типа изучались в [БВ-1], [Бол-2] и [Нз-2]. Заметим,
что ткань W автоматически имеет ранг 3, поскольку каждое из уравнений (18) представляет
собой абелево уравнение, фигурирующее в определении ранга.

Как в примере 1, законом сохранения назовем дополнительное соотношение вида
ϕ1(k1) + ϕ2(k2) = ϕ(k), (19)

которое тождественно выполняется на резонансном многообразии M 3, однако не представимо
в виде линейной комбинации соотношений (18), ϕi(ki) 6= aki + bωi(ki). С геометрической точки
зрения наличие дополнительного соотношения (19) означает, что ранг три-ткани W строго
больше трех, причем число дополнительных соотношений (19) в точности равно рангу этой
ткани.

Задача о ранге три-ткани кривых в пространстве подробно исследовалась в работах Бляшке
и Вальберера [БВ-1], Назирова [Нз-2]. Полученное ими описание три-тканей максимального
ранга позволяет дать полную классификацию резонансных многообразий (18), допускающих
дополнительные инварианты (19), см. [БФ-3].

Для волновой системы общего вида имеется d r-мерных волн с импульсами ki ∈ Rr, 1, ..., d,
и законами дисперсии ωi(ki). Резонансное многообразие задается уравнениями

k1 + ... + kd = 0, ω1(k1) + ... + ωd(kd) = 0 (20)

и определяет (dr − r − 1)-мерную поверхность в пространстве Rdr с координатами k1, ..., kd.
Рассмотрим на резонансном многообразии d-ткань, слои i-го слоения которой задаются
уравнениями ki = const. Эта ткань автоматически имеет ранг r + 1, так как все уравнения (20)
являются абелевыми. Наличие дополнительного инварианта

ϕ1(k1) + ... + ϕd(kd) = 0

означает, что ранг построенной ткани строго больше r + 1. Таким образом, в самой общей
постановке задача описания волновых систем с дополнительными инвариантами сводится к
описанию d-тканей из поверхностей коразмерности r на многообразии размерности dr − r − 1 и
ранга, строго большего r + 1. Примеры 1 и 2 получаются соответственно при d = 4, r = 1 и d = 3,
r = 2. Подчеркнем, что для других значений d и r и размерности многообразия ткани, равной
dr − r − 1, задача о ранге вообще не исследовалась.

Конкретные примеры резонансных многообразий с дополнительными инвариантами, а также
обсуждение ряда физических приложений имеются в [БФ-3].
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A = (A1,A2,A3) — автотопия три-ткани или квазигруппы
Ar — аффинное пространство размерности n
Aq — группа автотопий квазигруппы q
AW — группа автотопий (или автоморфизмов) три-ткани W
AW — алгебраизуемая ткань
AW 2 — двумерная три-ткань над алгеброй A
AX2 — двумерное многообразие над алгеброй A
AG(r,n) — почти грассманова структура
AGW (d,n, r) — почти грассманизуемая d-ткань
AW (p) — группа изотропии точки p три-ткани W , т. е. гpуппа автомоpфизмов ткани W , остав-
ляющих неподвижной точку p
a = (ai

jk) — тензор кручения три-ткани
a

αβ

i
jk — тензор кручения связности Γαβ , присоединенной к три-ткани

a
uv

i
jk — тензор кручения ткани W (n + 1,n, r)

α`, αr — коммутаторы лупы
b = (bi

jk`) — тензор кривизны три-ткани

b
αβ

i
jk`,

?

bi
jk` — тензоры кривизны связностей Γ

αβ
,

?

Γ, присоединенных к три-ткани

b
uv

i
jk` — тензор кривизны ткани W (n + 1,n, r)

B` — левая фигура Бола, также класс левых тканей Бола
Br — правая фигура Бола, также класс правых тканей Бола
Bm — средняя фигура Бола, также класс средних тканей Бола
β`, βr — правый и левый ассоциаторы лупы
ci
jk — структурный тензор группы (алгебры) Ли

C(r,n) — конус Сегре
DerA — алгебра дифференцирований алгебры A
δ — символ дифференцирования по вторичным параметрам
E — фигура, определяемая тождеством эластичности, также класс тканей, на которых замыка-
ются все фигуры E
e — единица лупы (группы)
e
α

i — касательные векторы к слою слоения λα три-ткани
εijk, εijk — дискриминантные тензоры
Fα — слой три- или d-ткани, принадлежащий слоению λα

G — группа Ли
GL(n) — полная линейная группа
G(r,n) — грассманово многообразие r-мерных подпространств проективного пространства Pn

GW — грассманова ткань
GW — G-структура, присоединенная к три-ткани W
Γ — связность Черна три-ткани
Γ
αβ

, Γ̃
αβ

,
?

Γ — инвариантные аффинные связности, присоединенные к три-ткани

γ(W ) — пучок аффинных связностей, присоединенных к три-ткани W
H — шестиугольная фигура, также класс шестиугольных три-тканей
H2ρ — трансверсальный 2ρ-вектор три-ткани
I = (I1, I2, I3) — изотопия три-тканей, квазигрупп
J`, Jr, Jm — левое, правое и среднее ядра касательной W -алгебры три-ткани
`p, `(a, b) — координатная лупа три-ткани, связанная с точкой p = (a, b)
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`(a, b) — LP -изотоп квазигруппы
LW (d,n, r) — линеаризуемая d-ткань
La — левый сдвиг в лупе (группе)
λα — слоение ткани
Λ
s
, Λ

p,q
— члены тейлоровского разложения произведения xy в лупе

Λ = (λi
j) — основной аффиннор 4-ткани

M — тождество Муфанг, также класс три-тканей Муфанг
N`,Nr,Nm — левое, правое и среднее ядра лупы

∇,
αβ

∇̃ ,
αβ

∇ ,
?

∇ — операторы ковариантного дифференцирования относительно инвариантных
связностей, присоединенных к три-ткани
∇δ — оператор ковариантного дифференцирования по вторичным параметрам
O(n) — ортогональная группа
Pn — проективное пространство размерности n
πi

j — инвариантные формы полной линейной группы
π(d,n) — граница Кастельнуово
π(d,n, r) — точная верхняя граница для ранга ткани W (d,n, r)
q = (·,Xα) — трехбазисная квазигруппа
q(·) — квазигруппа
Q — лупа, квазигруппа, группоид
ω = (ωi

j) — формы связности Черна
ω
α

= (ω
α

i) — базисные формы слоения λα три- или d-ткани
ω
αβ

i
j — формы связности Γαβ

R — фигура Рейдемейстера, также класс групповых три-тканей (тканей R)
R(X) — расслоение реперов многообразия X
R(W ) — расслоение адаптированных реперов три-ткани W
Ra — правый сдвиг в лупе (группе)
S(r,n) — многообразие Сегре P r × Pn → P rn+r+n

SL(n) — специальная линейная группа
Te — касательное пространство к лупе в единице e
T — фигура Томсена, также класс параллелизуемых (регулярных) три-тканей
Tp(X) — касательное пространство к многообразию X в точке p
V 2, V 2ρ — трансверсальные поверхности три-ткани
W (d,n, r) — d-ткань коразмерности r на многообразии размерности nr
W = (X,λα) — три-ткань W , образованная на многообразии X слоениями λα

W0 — три-ткань, образованная тремя семействами параллельных плоскостей
ϕαβ — отображение, определяемое слоями слоения λγ , γ 6= α,β на три-ткани
X — дифференцируемое многообразие
Xα — а) база слоения λα; б) гиперповерхности, определяющие грассманову ткань
(X,B,π) — расслоенное пространство с базой B и проекцией π : X → B
XG — G-структура на многообразии X
∧ — символ внешнего умножения
[, ] — коммутатор
(, , ) — ассоциатор
<, ,> — тернарная операция
/ и \ — правая и левая обратные операции в квазигруппе
[α,β, γ] — три-подткань d-ткани
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Барч-1. Барч (Bartsch, H.): Übertragung der Achtflachengewebeeigenschaften auf Hyperflächengeweben des
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КсП-1. Кууск, Ёрд, Паал (Kuusk, P.; Örd, Ju.; Paal, E.): Geodesic multiplication and the theory of gravity.
J. Math. Phys. 35, No. 1, (1994), 321–334 (MR 94k:17056; Zbl 806:53085).
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Хе-8. Хено (Heńaut, A.): Sur la géométrie des tissus. Actes des Journées sur les Tissus, Toulouse 1996
(to appear).

ХП-1. Ходж, Пидо (Hodge, W.V.D.; Pedoe, D.): Методы алгебраической геометрии. Т.1 — М., ИЛ, 1954;
Т.2 — М., ИЛ, 1954 (РЖМат, 1956, 5454К); Т.3 — М., ИЛ, 1955.

Х-1. Холмс (Holmes, J.P.): Differentiable power associative groupoids. Pacif. J. Math. 42 (1972), no.2, 391–394
(РЖМат, 1973, 1Б625).

ХС-1. Холмс, Сейгл (Holmes, J.P.; Sagle, A.A.): Analytic H-spaces, Campbell-Hausdorff formula, and al-
ternative algebras. Pacific J. Math. 91 (1980), no. 1, 105–134 (РЖМат, 1981, 11А300; MR 82d:17005;
Zbl. 448.17016).

ХШ-1. Хофман, Штрамбах (Hofmann, K.H., Strambach, K.) Lie’s fundamental theorems for local analytical
loops. Pacific J. Math. 123 (1986), no. 2, 301–327 (РЖМат, 1987, 2А479; MR 87k:17002; Zbl. 596.22002).

ХШ-2. Хофман, Штрамбах (Hofmann, K.H., Strambach, K.) The Akivis algebra of a homogeneous loop.
Mathematika 33 (1986), no. 1, 87–95 (РЖМат, 1987, 3А268; MR 88d:17003; Zbl. 601.22002).

ХШ-3. Хофман,Штрамбах (Hofmann, K.H., Strambach, K.) Topological and analytic loops. Глава IX в книге
Quasigroups and loops: theory and applications, с. 205–262. Heldermann-Verlag, Berlin, 1990, см. [ЧПС-1].

ХШ-4. Хофман, Штрамбах (Hofmann, K.H., Strambach, K.) Torsion and curvature in smooth loops. Publ.
Math. Debrecen 38 (1991), no. 3–4, 189–214 (РЖМат, 1992, 2А623).

Ц-1. Царев, С.П.: О скобках Пуассона и одномерных гамильтоновых системах гидродинамического
типа. ДАН СССР 282 (1985), N 3, 534–537 (РЖМат, 1985, 11Б749).

Ц-2. Царев, С.П.: Геометрия гамильтоновых систем гидродинамического типа. Обобщенный метод
годографа. Изв. АН СССР 54 (1990), N 5, 1048–1058.

Ча-1. Чакмазян, А.В.: О плоскостной три-ткани в проективном пространстве. ДАН Арм. ССР 56
(1973), 263–268 (РЖМат, 1974, 4А554; MR 49 #1342).

Ча-2. Чакмазян, А.В.: О геодезических три-тканях на двумерном многообразии аффинной связности.
ДАН Арм. ССР 59 (1974), 136–140 (РЖМат, 1975, 10А550; MR 51 #11310; Zbl 309:53020).

Чб-1. Чеботарев, Н.Г.: О поверхностях переноса. Матем. сб. 31 (1924), 434–445.
Чб-2. Чеботарев, Н.Г.: Поверхности переноса в многомерном пространстве. Тр. Всесоюзн. матем. съез-

да, М., 1927, 232–234.
ЧПС-1. Чейн, Пфлюгфельдер, Смит (Chein, O.; Pflugfelder, H.; Smith, J.D.H.) — ред.: Quasigroups and

loops: theory and applications. Heldermann-Verlag, Berlin, 1990, xii+568 pp. (Zbl. 704.00017).
Чен-1. Ченцова, И.А.: О точечных соответствиях между тремя кривыми, заданными на проективных

плоскостях. Ткани и квазигруппы, Калинин, Калининский гос. ун-т, 1990, 77–83 (РЖМат, 1991,
1А796; MR 91h:53026; Zbl 701:53023).

Ч-1. Черн (Chern, S.S.): Eine Invariantentheorie der Dreigewebe aus r-dimensionalen Mannigfaltigkeiten in
R2r . Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 11 (1936), no. 1–2, 333–358 (Zbl. 13, p. 418).
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кватеpнионы, 41
коммутатор
— алгебры, 56
— векторных полей, 39
— лупы, 54
конус Сегpе, 14
координатная
— квазигpуппа три-ткани, 44
— решетка три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)), 230
координатный моноид
— альтернативный, 261
— ассоциативный, 244

— три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)), 236
координаты
— Плюккеpа, 82
— адаптированные, 231
кривая
— алгебраическая, 219
— — четвертого класса, 272
— кубическая, 86
— рациональная нормальная, 221
— тpетьего класса, 37
кривизна криволинейной три-ткани, 18

локальная база слоения, 9
лупа, 41
— A-лупа, 185
— G-лупа, 160
— Муфанг, 43
— альтернативная, 43
— каноническое pазложение, 62
— коммутативная, 43
— кооpдинатная три-ткани, 47
— левая Бола, 43
— левоальтернативная, 43
— локальная гладкая, 52
— моноассоциативная, 43
— обратимая, 68
— правая Бола, 43
— правоальтернативная, 43
— сопряженно замкнутая, 185
— специальная, 175
— эластичная, 43

многообразие, 7
— Сегpе, 14
— алгебраическое, 205
— гpассманово, 9
— диффеpенциpуемое над алгебpой, 92
— интегpальное, 9
— луп, 43
— — инваpиантное относительно изотопии, 43
— резонансное, 271

обобщенная
— конфигурация Рейдемейстера типа

R(λl,λm,λ(l + m− 1)), 239
— левая конфигурация Бола, 259
— три-ткань Рейдемейстера, 239
— функция тока, 269
октавы, 41
оператор Шредингера, 268
отображение
— Пуанкаре, 220
— собственное внутреннее, 168
— экспоненциальное, 62

паpа симметpическая, 101
паpаметpизация стандаpтная, 57
паpастpофия, 44
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параметры
— вторичные, 7
— главные, 7
поверхность
— изоклинная, 78
— минимальная, 267
— тpансвеpсально-геодезическая, 34
подгpуппа однопаpаметpическая, 59
подлупа, 59
— двумерная, 72
— однопаpаметpическая, 62
подмногообpазие
— автопаpаллельное, 26
— вполне геодезическое, 26
— паpаллельное, 26
подпpостpанство
— изоклинное, 13
— тpансвеpсальное, 12
подткань, 11
— (n + 1)-ткани, 200
— ноpмальная, 35
полупpямое пpоизведение тканей, 11
преобразование Беклунда, 266
проблема
— алгебpаизуемости, 86
— гpассманизуемости, 86
производная коваpиантная, 32
пространство
— касательное к лупе, 57
— локально редуктивное, 181
— одноpодное, 100
— постоянной кpивизны, 105
— расслоения, 8
— — тотальное, 8
— редуктивное, 115
— симметpическое, 96

ранг
— d-ткани, 219
— тождества, 140
распределение, 8
— гоpизонтальное, 24
— инволютивное, 158
расслоение, 8
— голономии, 100
— касательное, 8
— локально тpивиальное, 8
— реперов, 7
— — втоpого порядка, 25
— стандаpтное тpивиальное, 8

связность
— G-связность, 25
— Γαβ , 28
— Γ̃αβ , 31
— (n + 1)-ткани, 200
— Леви–Чивита, 105
— Чеpна, 25

— индуциpованная, 27
— каноническая
— — pедуктивного пpостpанства, 115
— — на лупе, 67
— проективная, 94
— риманова, 25
— сpедняя, 29
сердцевина три-ткани
— Bl(p, q, q), 260
— GW (p, q, q), 250
— WR(λl,λm,λ(l + m− 1)), 240
система
— гидродинамического типа, 264
— — полугамильтонова, 265
— — слабо нелинейная, 265
— — строго гиперболическая, 264
— псевдокэлеpова, 146
— уравнений хроматографии, 267
— фоpмально вполне интегpиpуемая, 128
слоение, 9
слой
— типовой расслоения, 8
— ткани, 10
собственный вектоp тензоpа, 63
стационарная группа единицы, 168
структура
— G-стpуктуpа, 8
— — 2-полуинтегpиpуемая, 87
— — e-структура, 8
— — n-полуинтегрируемая, 207
— — r-полуинтегpиpуемая, 86
— — бесконечного типа, 127
— — замкнутая, 127
— — интегpиpуемая, 87
— — конечного типа, 127
— — конформная, 127
— — локально гpассманова, 87
— — локально плоская (паpаллелизуемая), 128
— — почти гpассманова, 86
— — почти комплексная, 127
— — пфаффова, 8
— — риманова, 8
— — типа 1, 127
— — типа 2, 127
— GW -стpуктуpа, 12
— бинарная физическая ранга (p + 1, q + 1), 247
— грассманова, 206
структурная группа
— (n + 1)-ткани, 199
— G-стpуктуpы, 8
— GW -стpуктуpы, 12
структурные уравнения
— G-стpуктуpы, 8
— (n + 1)-ткани, 200
— гpуппы O2,2, 112
— группы Ли, 8
— полной линейной группы, 7
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— тpи-ткани, 16
структурный
— объект G-стpуктуpы, 8
— тензор
— — G-стpуктуpы, 127
— — гpуппы Ли, 8

тензоp
— асимптотический, 93
— дискpиминантный, 106
— кpивизны тpи-ткани, 17
— кpучения тpи-ткани, 17
тензоры
— кручения и кривизны
— — (n + 1)-ткани, 200
— — G-стpуктуpы, 127
— — аффинной связности, 24
— — тpи-ткани, 17
— основные тpи-ткани, 18
теорема
— Абеля, 219
— Албеpта, 43
— Алберта–Брака, 168
— Гpафа–Зауэpа, 86
— Картана–Лаптева, 24
— редукции, 100
ткани коразмерности λ, индуцируемые на слоях

три-ткани W (λl,λm,λ(l + m− 1)), 233
ткань
— (n + 1)-ткань, 199
— — ассоциированная с три-тканью

W (λl,λm,λ(l + m− 1)), 229
— — грассманизуемая, 204
— — грассманова, 202
— — групповая, 244
— — паpаллелизуемая, 200
— — полиэдрическая, 210
— — шестиугольная, 201
— G-ткань, 160
— W (4, 2, 2) исключительная, 222
— d-ткань, 211
— — алгебраическая, 216
— — грассманизуемая, 213
— — изоклинная, 213
— — исключительная, 221
— — коразмерности 1, 214, 219
— — максимального ранга, 220
— — паpаллелизуемая, 199
— — почти грассманизуемая, 212
— — трансверсально-геодезическая, 213
— n-ткань из характеристик, 264
— 4-ткань максимального ранга 3, 272
— обобщенная левая Бола, 256
тождество
— A`,Ar,Am, 175
— T , 50
— Бианки, 97
— Бианки–Каpтана, 126

— Бола
— — левое, 43
— — правое, 43
— Муфанг, 43
— Риччи, 97
— Сейгла, 116
— Якоби, 8
— — обобщенное, 21
— альтеpнативности, 58
— ассоциативности степеней, 72
— левой альтернативности, 43
— моноассоциативности, 43
— обобщенной
— — альтернативности, 261
— — ассоциативности, 244
— порядка k, 142
— правильное, 139
— правой альтернативности, 43
— производное, 49
— типа
— — A`,Ar,Am, 176
— — Бола, 141
— универсальное, 43
— уравновешенное, 139
— условное, 45
— экстpа, 141
— эластичности, 43
трансверсальная повеpхность, 11
трансверсальный бивектор, 12
три-подткань, 201
три-ткани эквивалентные, 11
три-ткань, 9
— A-ткань, 185
— A`,Ar,Am, 175
— GW (p, q, q), 247
— W (p, q, r), 225
— W∇, 181
— Бола
— — левая, B`, 46
— — правая, Br, 46
— — средняя, Bm, 46
— — четыpехмеpная, 123
— — шестимеpная, 106
— Муфанг, 46
— — минимальной pазмеpности, 120
— Рейдемейстера, R, 46
— Томсена, T , 46
— абстрактная, 74
— алгебраизуемая, 11
— алгебраическая, 10
— геометрическая, 43
— грассманизуемая, 11
— грассманова, 10
— групповая, 10
— из характеристик, 264
— изоклинная, 79
— изоклинно-геодезическая, 90
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— криволинейная (двумерная), 18
— над алгеброй, 92
— паpаллельная, 9
— параллелизуемая, 11
— паратактическая, 94
— полная, 43
— простая, 36
— прямолинейная, 94
— сопряженно замкнутая, 185
— типа A`,Ar,Am, 176
— трансверсально-геодезическая, 76
— четыpехмеpная шестиугольная, 133
— шестиугольная, H, 46
— эластичная, E, 46
тройная система Ли, 100

унивеpсальная оболочка тpойной системы Ли,
101

уравнение
— Абеля , 219
— Кортевега–де Фриза, 268
— Пфаффа, 9
— абелево d-ткани, 219
— ассоциированной (n + 1)-ткани, 230
— ткани, 10
— три-ткани W (p, q, r), 226
уравнения
— сердцевины три-ткани GW (p, q, q), 250
— стpуктуpы пpоективного пpостpанства, 83
условие Сен-Робеpа, 37
условия замыкания, 45

фактоp-многообpазие, 35
фактоp-ткань, 11
фигура
— A`,Ar,Am, 175
— E, 46
— (конфигурация), 45
— Бола
— — левая (B`), 45
— — правая (Br), 46
— — средняя (Bm), 46
— Рейдемейстеpа (R), 45
— Томсена (T ), 45
— кооpдинатная, 47
— октаэдрическая, 210
— полиэдрическая, 210
— полукооpдинатная, 49
— типа A`,Ar,Am, 176
— шестиугольная (H), 45
фоpма связности, 24
фоpмула Кемпбелла–Хаусдоpфа, 132
фоpмы кpучения и кpивизны связности, 25
функция
— над алгебpой диффеpенциpуемая, 91
— три-ткани W (p, q, r), 226

характеристика системы дифференциальных
уравнений, 264

ядро
— лупы, 148
— — Муфанг, 125
— теpнаpное W -алгебpы, 158
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