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Ïðåäèñëîâèå

Îá ýëëèïñîèäå ä�îëæíî ãîâîðèòü. . . ãèïåðáîëàìè.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîíîãðà�èÿ ïîñâÿùåíà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ñòàòè÷å-

ñêèõ è íèçêî÷àñòîòíûõ ïîëåé ýëëèïñîèäàëüíîãî òåëà. Ïî ñðàâíåíèþ ñ íà-

øåé ïåðâîé êíèãîé [518℄, âûøåäøåé â 1976 ãîäó è ðàññìàòðèâàâøåé òîëü-

êî íüþòîíîâû (êóëîíîâû) ïîòåíöèàëû íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà, â äàí-

íîé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ è ïîëÿ ýëëèïñîèäà, íàõîäÿùåãîñÿ âî âíåøíåì

íåîäíîðîäíîì ñòàòè÷åñêîì (ýëåêòðè÷åñêîì) èëè êâàçèñòàòè÷åñêîì (àêóñòè-

÷åñêîì èëè ýëåêòðîìàãíèòíîì) ïîëå.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè èçëîæåíèå ïîñòðîåíî íà

èñïîëüçîâàíèè äåêàðòîâûõ (à íå êðèâîëèíåéíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ

1

) êîîð-

äèíàò. Ìîòèâû òàêîãî âûáîðà ïîÿñíåíû âî Ââåäåíèè.

Êíèãà ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, ïÿòè ÷àñòåé è Ïðèëîæåíèé. Â ïåðâûõ òðåõ

÷àñòÿõ ðå÷ü èäåò î ñòàöèîíàðíûõ ïîëÿõ è èõ èñòî÷íèêàõ (çàðÿäàõ è ýëåê-

òðè÷åñêèõ òîêàõ), ïðè÷åì îïèñûâàþùèå èõ �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Â äâóõ ïîñëåäíèõ ÷àñòÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íèçêî÷àñòîòíûå ïîëÿ, êîòîðûå

îïèñûâàþòñÿ â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Âàæíûå âñïîìîãàòåëüíûå

âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî è �èçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, à òàêæå òàáëèöû ðàç-

ìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà âûíåñåíû â Ïðèëîæåíèÿ. Äîâîëü-

íî áîëüøîé (íå ïðåòåíäóþùèé íà ïîëíîòó) ñïèñîê ëèòåðàòóðû, êîòîðûé

ïîñòðîåí ïî àë�àâèòíîìó ïðèíöèïó, âêëþ÷àåò è ðàáîòû, âûïîëíåííûå â

ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, è ïîçâîëÿåò, ïî ìíåíèþ àâòîðà, ñîñòàâèòü

ïðåäñòàâëåíèå î âêëàäå â äàííóþ ïðîáëåìàòèêó ïðåäñòàâèòåëåé ðàçëè÷íûõ

ýïîõ è ñòðàí, à òàêæå î íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ìîòèâàõ, ïîáóäèâøèõ èõ ê ó÷à-

ñòèþ â ýòîé äåÿòåëüíîñòè. Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ÷àñòåé, â êíèãå ïðèíÿòà

ñïëîøíàÿ íóìåðàöèÿ ãëàâ è ïàðàãðà�îâ. Íîìåð �îðìóëû ¾ïðèâÿçàí¿ ê

íîìåðó ïàðàãðà�à.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííî ïåðåðàáîòàííûé è îá-

íîâëåííûé ìàòåðèàë êíèãè [518℄. Ïîñêîëüêó íüþòîíîâû ïîòåíöèàëû è êâà-

çèñòàòè÷åñêèå ïîëÿ ýëëèïñîèäà âûðàæàþòñÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ÷åðåç òàê

íàçûâàåìûå âíóòðåííèå è âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà,

ÿâëÿþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè, òî èçëîæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ óñòà-

íîâëåíèÿ ñâîéñòâ ýòèõ �àêòîðîâ. Ñþäà îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðåêóððåíò-

íûå è àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, êîòîðûå äàíû êàê äëÿ òðåõîñíîãî ýëëèï-

1

Êàê èçâåñòíî, êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà ñî�

�îêóñíûõ ýëëèïñîèäîâ è îäíîïîëîñòíûõ è äâóïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ. Ó÷èòûâàÿ ýòî,

íåòðóäíî óëîâèòü èãðó ñëîâ, ïðèñóòñòâóþùóþ â ýïèãðà�å. Èñïîëüçîâàííûé â êà÷åñòâå

ýïèãðà�à à�îðèçì ïðèíàäëåæèò �èçèêó (è ìóçûêàëüíîìó êîìïîçèòîðó) Þ.Â. Áîãîìî�

ëîâó, êîòîðûé, êàê è àâòîð êíèãè, ÿâëÿåòñÿ ó÷åíèêîì Ì.Ë. Ëåâèíà (ñì. [526℄).

11
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ñîèäà, òàê è äëÿ åãî âûðîæäåííûõ (ñ�åðîèä) è ïðåäåëüíûõ (ýëëèïòè÷åñêèé

öèëèíäð, ýëëèïòè÷åñêèé äèñê) �îðì. ×òî êàñàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñàìèõ

ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà, òî îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî òåì èç íèõ, êîòîðûå

ñîçäàþòñÿ ñòåïåíí�ûìè îáúåìíûìè (̺ ∼ xαyβzγ) èëè ñîîòâåòñòâóþùèìè

èì ïîâåðõíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè èñòî÷íèêîâ. Òàêèå ïîòåíöèàëû ìû

íàçûâàåì �åððåðñîâûìè ïî èìåíè èõ ïåðâîãî èññëåäîâàòåëÿ. Ôåððåðñîâû

ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäà îáúåìíûõ, ïîâåðõíîñòíûõ (ïðîñòîé ñëîé) è ïîâåðõ-

íîñòíûõ (äâîéíîé ñëîé) ðàñïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ çäåñü

ïî îòäåëüíîñòè: ïîòåíöèàëàì êàæäîãî èç óêàçàííûõ òðåõ âèäîâ ðàñïðåäå-

ëåíèé îòâåäåíà ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ãëàâà. Ïîïóòíî â èçëîæåíèå âêëþ÷åíû è

ïîòåíöèàëû ïðåäåëüíûõ �îðì ýëëèïñîèäà, ïðè÷åì â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî

äèñêà äàíû äàæå �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ, îáóñëîâëåííûõ ðàñïðåäåëåíè-

ÿìè êâàäðóïîëåé.

Âòîðàÿ ÷àñòü êíèãè èìååò äåëî ñ ïîòåíöèàëàìè ñòàöèîíàðíûõ ïîëåé â

òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ âíå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå ðàñïðå-

äåëåíû èñòî÷íèêè. Êàê èçâåñòíî, òàêèå ïîòåíöèàëû (ãðàâèòàöèîííûé, ñêà-

ëÿðíûé ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé èëè ïñåâäîñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé) ìîæíî îïè-

ñûâàòü èõ ìóëüòèïîëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ëþáûõ �îð-

ìóë, âûðàæåííûõ â òåðìèíàõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, ñâÿçàíà ñ óíèâåð-

ñàëüíîñòüþ

1

ýòèõ �îðìóë. Â äàííîé êíèãå, áëàãîäàðÿ îïðåäåëåíèþ ìóëü-

òèïîëüíûõ ìîìåíòîâ íà îñíîâå îïåðàòîðà Å�èìîâà, óêàçàííûå ðàçëîæå-

íèÿ âûðàæåíû íå, êàê îáû÷íî ïðàêòèêóåòñÿ, â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è

�óíêöèÿõ, à ïðèâîäÿòñÿ â òåíçîðíîì âèäå. Îäíàêî íàèáîëåå ëþáîïûòíûì

ðåçóëüòàòîì, âïåðâûå èçëàãàåìîì â êíèæíîé ëèòåðàòóðå, ÿâëÿåòñÿ òåî�

ðèÿ ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà. Îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ïîìèìî ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà, êîòîðîå â ñëó÷àå

ýëëèïñîèäà âñåãäà äàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì, äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñïðå�

äåëåíèé

2

èñòî÷íèêîâ ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ �îðìóëà çàïèñè íàðóæíîãî ïî-

òåíöèàëà ýëëèïñîèäà, âûðàæåííàÿ â òåðìèíàõ êîíå÷íîãî (çàâèñÿùåãî îò

ñòåïåíè ïîëèíîìà) ÷èñëà ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, à çíà÷èò, ñîñòîÿùàÿ èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð ýòà �îð-

ìóëà ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèïîëüíûì ðàçëîæåíèåì ïîòåíöèàëà øàðà, êîòîðîå,

êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ äàåòñÿ

êîíå÷íûì ðÿäîì.

Òðåòüÿ ÷àñòü ìîíîãðà�èè � ýòî äåìîíñòðàöèÿ íà ïðèìåðå ñòàöèîíàð-

íûõ çàäà÷ îá ýëëèïñîèäå òîãî, êàê ¾ðàáîòàåò¿ òåîðèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â

ïåðâûõ äâóõ ÷àñòÿõ. Âî-ïåðâûõ, çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçíûõ âàðèàí-

òàõ çàäà÷à î äèýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïñîèäå â íåîäíîðîäíîì âíåøíåì ñòàòè÷å-

ñêîì ïîëå. Âíåøíåå ïîëå � ýòî íåâîçìóùåííîå ïîëå ïåðâè÷íûõ èñòî÷íèêîâ

(çàðÿäîâ). Ïîýòîìó çàðÿäû ìîãóò íàõîäèòüñÿ íå òîëüêî âíå, íî è âíóòðè

òåëà (ñëó÷àé çàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà). Òàêèå çàäà÷è, ðàâíî êàê è ìíîãèå

çàäà÷è ïîñëåäóþùèõ ÷àñòåé êíèãè, óäîáíî ðåøàòü, îáðàùàÿñü ê èíòåãðàëü-

íûì óðàâíåíèÿì ýëåêòðîäèíàìèêè, áîëüøèì ïðîïîâåäíèêîì è ýíòóçèàñòîì

èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðûõ áûë Í.À. Õèæíÿê [561,562℄. �åøåíèÿ íåêîòîðûõ èç

ïðåäñòàâëåííûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîñòîé çàìåíîé ýëåêòðè÷åñêèõ

âåëè÷èí ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàãíèòíûìè âåëè÷èíàìè äàþò ðåøåíèÿ àíàëî-

1

Óíèâåðñàëüíîñòü, ïðàâäà, íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõî�

äà îò òðåõìåðíûõ �îðìóë ê äâóìåðíûì, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèïîëüíûå

ìîìåíòû ââîäÿòñÿ ïî-ðàçíîìó (ñì. � 67).

2

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè ñòåïåíí�ûõ ðàñïðåäåëåíèé.



Ïðåäèñëîâèå 13

ãè÷íûõ ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷

1

. Âî-âòîðûõ, â ýòîé ÷àñòè ïðèìåíèòåëü-

íî ê ýëëèïñîèäó âïåðâûå ðàññìîòðåí êðóã çàäà÷ (âûäâèíóòûõ â ñâîå âðåìÿ

ß.È. Ôðåíêåëåì [101, 102℄) îá àäåêâàòíûõ, èëè ýêâèâàëåíòíûõ, èñòî÷íè�

êàõ. Òàê íàçûâàþò íåîäèíàêîâûå èñòî÷íèêè, ñîçäàþùèå ñîâïàäàþùèå íà-

ðóæíûå ïîëÿ. �åøåíèå óêàçàííûõ çàäà÷ (äëÿ çàðÿäîâ è òîêîâ â ýëëèïñîèäå)

îáîñíîâûâàåòñÿ è ñòðîèòñÿ íà îñíîâå òåîðèè, èçëîæåííîé âî âòîðîé ÷àñòè

ìîíîãðà�èè.

×åòâåðòàÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà ðàññåÿíèþ çâóêà. Â íåé äàí âû-

âîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé àêóñòèêè íåîäíîðîäíîé èäåàëüíîé æèäêîñòè,

ðàññìîòðåíû èõ ìîäè�èêàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì íà

ãðàíèöå îáúåìíîãî ðàññåèâàòåëÿ (çâóêîïðîíèöàåìîå, àêóñòè÷åñêè æåñòêîå

è àêóñòè÷åñêè ìÿãêîå òåëà) è ïëîñêîãî ðàññåèâàòåëÿ (àêóñòè÷åñêè æåñòêèé

è àêóñòè÷åñêè ìÿãêèé äèñêè). Åñëè, êàê â íàøåì ñëó÷àå, ðàññåèâàåìàÿ âîë-

íà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, òî âåñüìà ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ñâîéñòâà

àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ: òåîðåìó âçàèìíîñòè, îïòè÷åñêóþ òåîðåìó è îáîáùåí-

íóþ îïòè÷åñêóþ òåîðåìó. Âåñü ýòîò àðñåíàë ïðèìåíÿåòñÿ ñíà÷àëà äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ îáùèõ ¾ðàáî÷èõ¿ �îðìóë äëÿ çàäà÷ íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè,

à çàòåì âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè ïåðâîé ÷àñòè êíèãè ïðèâëåêàåòñÿ ê ðàññìîò-

ðåíèþ êîíêðåòíûõ ñêàëÿðíûõ çàäà÷ Í× ðàññåÿíèÿ çâóêà íà ýëëèïñîèäå.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ïðè íèçêî÷àñòîòíîì âîçäåéñòâèè çâóêîâîãî

ïîëÿ íà îáúåìíîå ïðåïÿòñòâèå âîçìîæåí ðåçîíàíñ (ìîíîïîëüíûé), îòäåëü-

íàÿ ãëàâà îòâåäåíà ðàññìîòðåíèþ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (ïóëüñàöèé) ýëëèï-

ñîèäà.

Àêóñòè÷åñêàÿ (ñêàëÿðíàÿ) äè�ðàêöèÿ ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàåòñÿ áîëåå ïðî-

ñòîé â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äè�ðàêöèåé âåêòîðíûõ

(ýëåêòðîìàãíèòíûõ èëè ýëàñòîäèíàìè÷åñêèõ) âîëí. Ïðèìåðîì ñëóæèò ðàñ-

ñìîòðåííûé â � 80 ýêñòðåìàëüíî ïðîñòîé ñëó÷àé Í× ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïñî-

èäå. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ýëåêòðî- è ýëàñòîäèíàìèêè àêóñòèêà íå îáëàäàåò

ñòàòè÷åñêèì ïðåäåëîì, ÷òî çàòðóäíÿåò �îðìóëèðîâêó îáùåãî îïðåäåëåíèÿ

åå ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ. Èìåííî ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì îáúÿñíÿåòñÿ

òî, ÷òî ðàññåÿííîå ïîëå â �îðìóëàõ ýòîé ÷àñòè êíèãè, áóäó÷è �àêòè÷åñêè

ìóëüòèïîëüíûì, îñòàëîñü íå âûðàæåííûì ÷åðåç ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû.

Ïÿòàÿ ÷àñòü êíèãè ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷åòâåðòîé îòëè÷àåòñÿ á�îëüøèì ðàç-

íîîáðàçèåì îáñóæäàåìûõ çàäà÷ î ðàññåÿíèè íèçêî÷àñòîòíîãî (íà ýòîò ðàç

ýëåêòðîìàãíèòíîãî) ïîëÿ íà ýëëèïñîèäàëüíîì òåëå. Ñíà÷àëà îáñóæäàåòñÿ

êâàçèñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î ìàãíèòíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ïðîâîäÿùåãî òåëà,

íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîðîäíîì ïåðèîäè÷åñêîì âíåøíåì ïîëå

2

. Â ðàìêàõ êâà-

çèñòàöèîíàðíîñòè ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ýòîé çàäà÷è

äëÿ ýëëèïñîèäà óäàåòñÿ (÷òî è ñäåëàíî) â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðåäåëü-

íûõ ñëó÷àÿõ ìàëûõ è áîëüøèõ ÷àñòîò. Äàëåå ðàññìîòðåíà çàäà÷à �ýëåÿ�

Ñòèâåíñîíà î Í× ðàññåÿíèè ïëîñêîé âîëíû ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà íà

ýëëèïñîèäå, äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè êîòîðîãî îòëè-

÷àþòñÿ îò èõ çíà÷åíèé â îêðóæàþùåé ñðåäå. Çàòåì ïåðåõîä ê ïðåäåëüíûì

(µ→ 0, ε→∞) çíà÷åíèÿì ïðîíèöàåìîñòåé âåùåñòâà ýëëèïñîèäà äîñòàâëÿ-

åò ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà. Íàêîíåö, ïðåäåëüíûé ïåðå-

1

Åñëè ïîä ïîòåíöèàëîì ïîíèìàòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé, òî íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ñî�

îòâåòñòâóþò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷å îáòåêàíèÿ òâåðäîãî ýëëèïñîèäà íåîäíîðîäíûì

ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè.

2

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ øàðà áûëî äàíî M.A. Äèâèëüêîâñêèì [453℄

(ñì. òàêæå [484℄ � 59).
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õîä ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ îäíîé èç îñåé ýëëèïñîèäà äàåò ðåçóëüòàòû ïî Í×

ðàññåÿíèþ íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå.

Îòäåëüíî èññëåäóåòñÿ ðàññåÿíèå Í× ïîëÿ íà ìàëîì ýëëèïñîèäàëüíîì

íåèäåàëüíîì ïðîâîäíèêå. Îñîáåííîñòè ýòîé çàäà÷è ñâÿçàíû ñ êîìïëåêñíî-

ñòüþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è ó÷åòîì äèñïåðñèè. Äëÿ íàâîäèìûõ

â ýëëèïñîèäå ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ íàéäåíû

àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ íèçêî÷àñòîòíûõ ðàçëî-

æåíèé, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ìîìåíòà ïàðàìåòðîì

ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ÷àñòîòû ê ïðîâîäèìîñòè, à äëÿ ìàãíèò-

íîãî ìîìåíòà � êâàäðàò îòíîøåíèÿ ðàçìåðà òåëà ê òîëùèíå ñêèí-ñëîÿ.

Âû÷èñëåíû è êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðè÷åñêîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåí-

òà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà ïîíäåðîìîòîðíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà ýëëèïñîèä â ïîëå ïëîñêîé âîëíû.

Ïÿòàÿ ÷àñòü âêëþ÷àåò òàêæå ïðèáëèæåííóþ òåîðèþ äè�ðàêöèè íà ìà-

ëûõ òåëàõ, íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòÿõ, ãäå âîçáóæäàþùåå ïîëå ïðîõîäèò ÷å-

ðåç íóëü è ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíî. Ïðèìåðîì òàêîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ

ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à äè�ðàêöèè âîëíîâîäíûõ ïîëåé íà ýêðàííûõ ïðåïÿò-

ñòâèÿõ (ìàëûõ äèñêàõ è îòâåðñòèÿõ â ïåðåãîðîäêàõ). �åøåíèå ïðîáëåìû

äîñòèãàåòñÿ òåì, ÷òî õîðîøî èçâåñòíûì èç òåîðèè âîçáóæäåíèÿ âîëíîâîäîâ

îáùèì �îðìóëàì (ñïðàâåäëèâûì äëÿ òåë ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ è �îð-

ìû) äëÿ àìïëèòóä âîëí âòîðè÷íîãî ïîëÿ óäàåòñÿ, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû

ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå â íåîäíîðîäíîì ïîëå, ïðèäàòü

âïîëíå êîíêðåòíûé âèä, ó÷èòûâàþùèé êàê �îðìó è îðèåíòàöèþ ðàññåèâà-

òåëÿ, òàê è ñòðóêòóðó ðàññåèâàåìîãî ïîëÿ. Èëëþñòðàöèåé ìåòîäà ñëóæèò

ðàçáîð êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ðàññåÿíèÿ âîëí â âîëíîâîäàõ ñ ïðÿìîóãîëü-

íûì è êðóãîâûì ñå÷åíèÿìè íà ìåòàëëè÷åñêîì ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå èëè íà

ýëëèïòè÷åñêîì îòâåðñòèè â èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïåðåãîðîäêå.

Íàêîíåö, â ïîñëåäíåé ãëàâå ýòîé ÷àñòè ïîñòðîåíà îáùàÿ òåîðèÿ, îïè-

ñûâàþùàÿ ñîáñòâåííûå è âûíóæäåííûå êâàçèñòàòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îäíî-

ðîäíîãî è èçîòðîïíîãî ïëàçìåííîãî ñãóñòêà, èìåþùåãî �îðìó òðåõîñíîãî

ýëëèïñîèäà. Äëÿ êîëåáàíèé äèïîëüíîãî, êâàäðóïîëüíîãî è îêòóïîëüíîãî

òèïîâ ïîëó÷åíû çàìêíóòûå àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ÷àñòîò, ðà-

äèàöèîííûõ ïîñòîÿííûõ çàòóõàíèÿ è ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, âêëþ÷àÿ

ìàãíèòíûå è òîðîèäíûé ìîìåíòû ïîëÿðèçàöèîííûõ òîêîâ, îáóñëîâëåííûå

íåñ�åðè÷íîñòüþ ñãóñòêà. Íàéäåíà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñãóñòîê â ïîëå

ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû, è ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå äâîéíîãî ðåçîíàíñà ýòà

ñèëà èìååò áîêîâóþ ñîñòàâëÿþùóþ òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ïðîäîëüíàÿ.

Áîëåå äåòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîäåðæàíèè è ñòðóêòóðå êíèãè ìîæíî

ïîëó÷èòü, îçíàêîìèâøèñü ñ äîâîëüíî ïîäðîáíûì îãëàâëåíèåì.

Êíèãà (â îñîáåííîñòè ïåðâûå òðè åå ÷àñòè, ãäå äàíû òî÷íûå ðåøåíèÿ, è

Ïðèëîæåíèÿ) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è â ñïðàâî÷íûõ öåëÿõ. Ýòîìó, íàðÿäó

ñ îãëàâëåíèåì, îò÷àñòè ïîìîãàþò, âûïîëíÿÿ íàâèãàöèîííûå �óíêöèè, ñïè-

ñîê òàáëèö è ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü.

Â äàííîé ìîíîãðà�èè çíà÷èòåëüíîå ìåñòî çàíèìàåò èçëîæåíèå ðåçóëü-

òàòîâ (âêëþ÷àÿ íåäàâíèå), â ïîëó÷åíèè êîòîðûõ ó÷àñòâîâàë åå àâòîð. Ìíî-

ãîëåòíèì çàíÿòèåì ýòîé ïðîáëåìàòèêîé áëàãîäàðíûé àâòîð îáÿçàí ñâîåìó

ó÷èòåëþ è ñîàâòîðó ðÿäà êëþ÷åâûõ ïóáëèêàöèé � Ìèõàèëó Ëüâîâè÷ó Ëå-

âèíó (1921 � 1992).
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Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Á.Ì. Áîëîòîâñêîìó çà î÷åíü ïîëåçíûå îá-

ñóæäåíèÿ âîïðîñîâ, ïîëó÷èâøèõ îñâåùåíèå â êíèãå, à òàêæå À. �. Âèíîãðà-

äîâó è Ñ.Ï. Å�èìîâó çà íåîäíîêðàòíîå è ïîó÷èòåëüíîå ñîòðóäíè÷åñòâî,

÷òî íàøëî îòðàæåíèå íå òîëüêî â ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ, íî è âî âñåõ

ïÿòè ÷àñòÿõ ìîíîãðà�èè.

�. Ìóðàòîâ
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Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

a, b, c � ïîëóîñè áàçèñíîãî ýëëèïñîèäà

a(i) � ïîëóîñü ýëëèïñîèäà, ëåæàùàÿ íà îñè êîîðäèíàòû xi

c � ñêîðîñòü ñâåòà

D ≡ D(x, y) =

√
1− (x/a)

2 − (y/b)
2

D̂ = 2 r(r∇)− r2∇+ r � îïåðàòîð Ñ.Ï. Å�èìîâà

D̂ ≡ a2 + u

a2
∂2

∂x2
+
b2 + u

b2
∂2

∂y2
+
c2 + u

c2
∂2

∂z2

d̂
(αβγ)
ij k ≡

(
∂

∂x

)α−2i (
∂

∂y

)β−2j (
∂

∂z

)γ−2k

i! j! k! (α− 2i)! (β − 2j)! (γ − 2k)!

∂̂a ≡ −
∂

∂a

( . . .
a

)
=

1

a2
− 1

a

∂

∂a

F̂ (k) = k + 2−
〈
x
∂

∂x

〉
� îïåðàòîð Ôåððåðñà

Ii1...in � òåíçîð ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿ n-ãî ðàíãà

I � âåêòîð íàìàãíè÷åíèÿ

i, j, k, l, m, n, p, q, r � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà

i � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü òîêà

i
(ν)
j 1... jλ

� òåíçîð ïàðöèàëüíûõ ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿

ãîìåîèäà

ij 1... jν ≡ i
(ν)
j 1... jν

� ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé òåíçîð

ïàðöèàëüíûõ ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿ ãîìåîèäà

ĩ
(ν)
j 1... jλ

� òåíçîð ïàðöèàëüíûõ ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿

ýëëèïñîèäà

ĩj 1... jν ≡ ĩ
(ν)
j 1... jν

� ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé òåíçîð

ïàðöèàëüíûõ ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿ ýëëèïñîèäà

j � ïëîòíîñòü òîêà

L00(ξ) � ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð ýëëèïòè÷åñêîãî
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öèëèíäðà

M
(i,e)
lmn � ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà:

Mlmn ≡M (i)
lmn� âíóòðåííèå (i)

Mlmn(ξ) ≡M (e)
lmn� âíåøíèå (e)

Ma ≡M100,

Mb ≡M010,

Mc ≡M001





� ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû ýëëèïñîèäà

M0 ≡M000

M � ïðîäîëüíûé ðàçìàãíè÷èâàþùèé �àêòîð ñ�åðîèäà

M
(i,e)
lm � ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà:

Mlm ≡M (i)
lm � âíóòðåííèå (i)

Mlm(ξ) ≡M (e)
lm � âíåøíèå (e)

M � âåêòîð ìàãíèòíîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà

Mi1...in � òåíçîð ìàãíèòíîãî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà

n-ãî ðàíãà

mi1...iν ≡ m
(ν)
i1...iν

m
(ν)
i1...il

� ïàðöèàëüíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ýëëèïñîèäà

m̃i1...iν ≡ m̃
(ν)
i1...iν

m̃
(ν)
i1...il

� ïàðöèàëüíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

îáúåìíûõ òîêîâ ýëëèïñîèäà

Nlm � âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

Nlmn(ξ) � âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

P � âåêòîð ïîëÿðèçàöèè

P (r, u) ≡ 1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u

p =

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

p 2 =

(
x2

a4
+
y2

b4

)−1/2

Q(u) =
√
(a2 + u)(b2 + u)(c2 + u)

Q � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà
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Qi1...in � òåíçîð ýëåêòðè÷åñêîãî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà

n-ãî ðàíãà
q(u)=

√
(a2+u) (b2+u)

qj 1... j ν
≡ q (ν)

j 1... j ν

q
(ν)
j 1... j λ

� òåíçîð ïàðöèàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ìóëüòèïîëüíîãî

ìîìåíòà ãîìåîèäà

q̃j 1... j ν
≡ q̃ (ν)

j 1... j ν

q̃
(ν)
j 1... j λ

� òåíçîð ïàðöèàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ìóëüòèïîëüíîãî

ìîìåíòà ýëëèïñîèäà

R ≡ | r− r′|

Si,j,...,k =
(−2)i+j+...+k

(2i)! (2j)! · · · (2k)!
α, β, γ, λ, µ, ν � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà

∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆2 ≡
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
� äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà

δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà

εklm � ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ïñåâäîòåíçîð

θi1...in(r) � ÿäðî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà (ñèììåòðè÷íûé

íåïðèâîäèìûé òåíçîð n-ãî ðàíãà)

κα,β; 2ν+1(x, y) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðóïîëåé

íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

ξ � ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà

Πlmn = (2l− 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!!

̺(r) � ïëîòíîñòü îáúåìíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

̺αβγ(r) = ̺ 0 (x/a)
α
(y/b)

β
(z/c)

γ

̺(ν)(r) � ïàðöèàëüíàÿ ïëîòíîñòü îáúåìíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

σ(r) � ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî (ïðîñòîé ñëîé)

ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

σαβγ(r) = ̺ 0 (x/a)
α
(y/b)

β
(z/c)

γ
p

σ(ν)(r) � ïàðöèàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

τ(r) � ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî (äâîéíîé ñëîé)

ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ

ταβγ = τ0 (x/a)
α
(y/b)

β
(z/c)

γ

ϕi1...iν (r) � òåíçîð-ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà

Φ � ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî
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îáúåìíûì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäà

Φαβγ(r) =

∫

V

̺αβγ(r
′)

|r− r′| dV
′

Φ(ν)
� ïàðöèàëüíûé ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà

Φ̃ � ïñåâäîñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ïîðîæäåííîãî îáúåìíûì ðàñïðåäåëåíèåì

ñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

Φ̃(ν)
� ïàðöèàëüíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà

Ξ � ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðóïîëåé

(íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå)

Υ � ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòíîãî (äâîéíîé ñëîé)

ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ

Ψ � ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòíîãî (ïðîñòîé ñëîé)

ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

Ψαβγ(r)=

∫

S

σαβγ(r
′)

|r− r′| dS
′

Ψ(ν)
� ïàðöèàëüíûé ïîòåíöèàë ãîìåîèäà

Ψ̃ � ïñåâäîñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ,

ïîðîæäåííîãî ïîâåðõíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì

ñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

Ψ̃(ν)
� ïàðöèàëüíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ãîìåîèäà

ψi1...iν (r) � òåíçîð-ïîòåíöèàë ãîìåîèäà

∇ � îïåðàòîð �àìèëüòîíà

∇k ≡
∂

∂xk

[K] � öåëàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà K
〈
. . .
〉
� îïåðàòîð öèêëè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ (ñóììà òðåõ ÷ëåíîâ

öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè)

〈〈. . .〉〉 � îïåðàòîð ñïåöèàëüíîé ñèììåòðèçàöèè

⊜ � ñèìâîë, çàìåíÿþùèé çíàê ðàâåíñòâà â òàê íàçûâàåìûõ

¾óñëîâíûõ ðàâåíñòâàõ¿
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1. Òðè ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêà

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íåêîòî-

ðîå êëàññè÷åñêîå �èçè÷åñêîå (ãðàâèòàöèîííîå, ýëåêòðè÷åñêîå, ìàãíèòíîå,

àêóñòè÷åñêîå, ýëåêòðîìàãíèòíîå,...) ïîëå, ïîðîæäàåìîå çàäàííûìè èñòî÷-

íèêàìè, êîòîðûå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû â íåêîòîðîé çàäàííîé êîíå÷-

íîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Äàííîñòü òàêîâà, ÷òî ãåîìåòðè÷å-

ñêè íàèáîëåå ñëîæíîé ãðàíèöåé óêàçàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, äîïóñêà-

þùåé (ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé) ðåøåíèå ïðîáëåìû,

ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà. ×òî êàñàåòñÿ èñòî÷íèêîâ, òî

îíè ìîãóò áûòü ñêàëÿðíûìè (ïëîòíîñòü ìàññû èëè çàðÿäà) èëè âåêòîðíû-

ìè (ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà), ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû ïî îáúåìó è

(èëè) ïî ïîâåðõíîñòè (ïðîñòîé èëè äâîéíîé ñëîé) ýëëèïñîèäà, ìîãóò áûòü

ïåðâè÷íûìè èëè âòîðè÷íûìè, ìîãóò, íàêîíåö, áûòü ïîñòîÿííûìè èëè ïå-

ðåìåííûìè âî âðåìåíè. Ê ýòîìó ñëåäóåò äîáàâèòü äîâîëüíî áîëüøîå ðàç-

íîîáðàçèå äîïóñòèìûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ (îò

îäíîðîäíîãî è ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî-

ëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò).

Ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà è ïîñâÿùåíà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëîâ è

ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ èñòî÷íèêàìè, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè â ýëëèï-

ñîèäàëüíîì îáúåêòå. Ïðè ýòîì ðå÷ü èäåò îá îäèíî÷íîì ýëëèïñîèäå, íàõî-

äÿùåìñÿ â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàåòñÿ ñâîáîäíûì îò

ïðèñóòñòâèÿ èíûõ òåë. Âñå îáñóæäàåìûå çàäà÷è � ëèíåéíû.

Êðóã âîïðîñîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â êíèãå, âîñõîäèò ê ÷åòûðåì êëàññè-

÷åñêèì çàäà÷àì (ìàòåìàòè÷åñêîé) �èçèêè. Äâå èç íèõ îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè

ïîòåíöèàëà (çàäà÷à î íüþòîíîâîì ïîòåíöèàëå ýëëèïñîèäà è çàäà÷à îá ýë-

ëèïñîèäàëüíîì ìàãíåòèêå âî âíåøíåì ñòàòè÷åñêîì ïîëå), à äâå äðóãèå � ê

òåîðèè äè�ðàêöèè íà ìàëûõ òåëàõ (çàäà÷à î íèçêî÷àñòîòíîì ðàññåÿíèè çâó-

êîâîé âîëíû íà ýëëèïñîèäàëüíîì îáúåêòå è àíàëîãè÷íàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ

çàäà÷à). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ïåðå÷èñëå íû çàäà÷è, ñîîòâåòñòâó-

åò ëîãè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó íèìè è õðîíîëîãè÷åñêîìó ïîðÿäêó ïóáëèêàöèè

èõ ïåðâîíà÷àëüíûõ ðåøåíèé.

Ñèììåòðèçîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà îäíîðîäíîãî

ýëëèïñîèäà, âïåðâûå íàéäåííîå �îäðèãîì [299℄

1

, áûëî èñïîëüçîâàíî Ïóàñ-

ñîíîì [279℄ äëÿ ðåøåíèÿ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå â îäíî-

ðîäíîì âíåøíåì ïîëå. Â ñâîþ î÷åðåäü �ýëåé [351℄, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû

Ïóàññîíà â èçëîæåíèè Ìàêñâåëëà [239℄, äàë (â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè) ðåøå-

1

Ñèëó òÿãîòåíèÿ ðàíåå îïðåäåëèë �àóññ [106℄.

21
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íèÿ îáåèõ çàäà÷ î íèçêî÷àñòîòíîì ðàññåÿíèè íà ýëëèïñîèäå. Òàêèì îáðàçîì,

óæå â ýòèõ òðåõ ñòàòüÿõ XIX âåêà áûëà óñòàíîâëåíà òåñíàÿ ñâÿçü, ñ îäíîé

ñòîðîíû, ìåæäó ¾âàêóóìíûìè¿ è ìàêðîñêîïè÷åñêèìè çàäà÷àìè òåîðèè ïî-

òåíöèàëà [279℄ è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåæäó ìàêðîñêîïè÷åñêèìè çàäà÷àìè

òåîðèè ïîòåíöèàëà è òåîðèè íèçêî÷àñòîòíîãî ðàññåÿíèÿ [351℄, ïðèâåäøàÿ

â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà ê ïîëó÷åíèþ çàìêíóòûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ

(òî÷íûõ � â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå è ïðèáëèæåííûõ � â äè�ðàêöèîííîì ñëó-

÷àå). Îáðàòèì âíèìàíèå è íà òî, ÷òî â óêàçàííûõ ðàáîòàõ øëà ðå÷ü î ãðàâè-

òàöèîííîì, ìàãíèòîñòàòè÷åñêîì, àêóñòè÷åñêîì è ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëÿõ

òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà. Åñëè, êàê èíîãäà ïðàêòèêóåòñÿ, èñïîëüçîâàòü äëÿ

õàðàêòåðèñòèêè ðàáîò [279,299,351℄ íàáîð êëþ÷åâûõ ñëîâ, òî â íåãî âîéäóò

òåðìèíû: ¾ýëëèïñîèä¿, ¾ñòàòèêà¿, ¾îäíîðîäíûé¿.

2. Ñïåöè�èêà

Îòìåòèì åùå äâå îñîáåííîñòè, êàñàþùèåñÿ óïîìÿíóòûõ ðàáîò è èìåþ-

ùèå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê äàííîé êíèãå. Âî-ïåðâûõ, â íèõ ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå [279,299℄ èëè êâàçèñòàöèîíàðíûå [351℄ ïîëÿ, ïîýòî-

ìó âíå ýëëèïñîèäà ïåðâè÷íûå ïîëÿ â [299℄ èëè âòîðè÷íûå ïîëÿ â [279,351℄

ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïîëüíûìè ïîëÿìè. Ïðè ýòîì â îòëè÷èå, ñêàæåì, îò îäíî-

ðîäíîãî øàðà äàæå ñòàòè÷åñêîå ïîëå âíå îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà âñåãäà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ïîëåé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îòëè÷íûõ îò

íóëÿ ñòàòè÷åñêèõ ìóëüòèïîëåé. Â äàííîé êíèãå âàðèàíòû îïèñàíèÿ ñòàòè-

÷åñêèõ ìóëüòèïîëüíûõ ïîëåé ýëëèïñîèäà è èñïîëüçîâàíèå èõ ñâîéñòâ � ýòî

ïðåäìåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Âî-âòîðûõ, è ýòî óæå ìåòîäè÷åñêèé àñïåêò, â ðàáîòàõ [279,299,351℄ èññëå-

äîâàíèå ïîëåé ýëëèïñîèäà ïðîâåäåíî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â ñëó÷àå

ðàáîò [279, 299℄ èíîãî è íå ìîãëî áûòü, ïîñêîëüêó ýëëèïñîèäàëüíûå êîîð-

äèíàòû è ýëëèïñîèäàëüíûå ñïåö�óíêöèè áûëè ââåäåíû ïîçäíåå, áëàãîäàðÿ

èññëåäîâàíèÿì Ëàìå [200, 201℄. Ñ òåõ ïîð èñïîëüçîâàíèå ýëëèïñîèäàëüíûõ

êîîðäèíàò è �óíêöèé Ëàìå â çàäà÷àõ òåîðèè ïîòåíöèàëà, à ïîçäíåå è ýë-

ëèïñîèäàëüíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé â ñêàëÿðíûõ çàäà÷àõ òåîðèè äè�ðàêöèè

ïîëó÷èëî øèðîêîå (ìîæíî ñêàçàòü � ïðåèìóùåñòâåííîå) ðàñïðîñòðàíåíèå.

Ìåæäó òåì ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü è íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ñòàòè÷å-

ñêèå è äè�ðàêöèîííûå çàäà÷è î òðåõîñíîì ýëëèïñîèäå ðàññìàòðèâàþòñÿ

â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðèìåðàìè âûñîêîé ïðîäóêòèâíîñòè ¾êàðòå-

çèàíñêîãî¿ ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ Ôåððåðñà [99℄

1

, Äàéñîíà [88℄,

Ñòèâåíñîíà [343℄, ×àíäðàñåêõàðà, ïîäûòîæåííûå â åãî êíèãå [56℄, è äðóãèå.

Âñå ðåçóëüòàòû (êàê ñòàðûå, òàê è íîâûå) âîøåäøèå â ïðåäëàãàåìóþ êíèãó,

òàêæå äîáûòû ñ ïîìîùüþ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Îáðàùåíèå ê ïîñëåäíèì

îñâîáîæäàåò îò çíà÷èòåëüíûõ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ðàññìîòðåíèåì ãðî-

ìîçäêèõ è âñå åùå íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (âîçíèêà-

þùèõ ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ Ëàïëàñà èëè �åëüìãîëüöà

â ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

2

èëè èõ âûðîæäåííûõ �îðìàõ), ïîçâîëÿ-

åò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ñèììåòðèè çàäà÷è, â ÷àñòíî-

ñòè, ðàâíîïðàâèå äåêàðòîâûõ íàïðàâëåíèé, äåëàåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì

1

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ [99℄ âûøëà êíèãà Ôåððåðñà [100℄, â êîòîðîé

ïðèòÿæåíèå íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ è â òåðìèíàõ �óíêöèé Ëàìå.

2

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (âåêòîðíîå óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà) â ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîð�

äèíàòàõ íå ðàçäåëÿþòñÿ [252℄.
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ïåðåõîä îò �îðìóë äëÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ê àíàëîãè÷íûì �îðìóëàì

äëÿ åãî ÷àñòíûõ è ïðåäåëüíûõ �îðì (ñîõðàíÿÿ åäèíîîáðàçíîé �îðìó ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ), îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü â íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ

(íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìóëüòèïîëüíîãî îïèñàíèÿ) ïðèáåãàòü ê ñòàí-

äàðòíîé òåíçîðíîé çàïèñè

1

.

Îòêàç îò èñïîëüçîâàíèÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàò ïîòðåáîâàë â íà-

øåì ñëó÷àå íåêîòîðûõ êîìïåíñèðóþùèõ óñîâåðøåíñòâîâàíèé, â ÷àñòíîñòè,

ââåäåíèÿ òðåõèíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ îïèñàíèÿ èññëåäóåìûõ âåëè÷èí.

Ñ ïîìîùüþ òàêèõ îáîçíà÷åíèé îáëåã÷àåòñÿ ïîëó÷åíèå è çàïèñü àíàëèòè÷å-

ñêèõ ðåçóëüòàòîâ â îáùåì âèäå, óïðîùàåòñÿ ó÷åò ñâîéñòâ ñèììåòðèè çàäà÷è,

íàïðèìåð, áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè öèêëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé çàìåíû ýòèõ

èíäåêñîâ. Òðåõèíäåêñíàÿ çàïèñü ïðèãîäíà è èñïîëüçóåòñÿ è äëÿ òåíçîðíûõ

âåëè÷èí, íî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ëèøü ïî îòíîøåíèþ ê òîé ñîâîêóï-

íîñòè òåíçîðíûõ èíäåêñîâ, ïî êîòîðûì òåíçîð ñèììåòðè÷åí. Òðåõèíäåêñ-

íîå îïèñàíèå íàðóæíûõ íüþòîíîâûõ (êóëîíîâûõ) ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà

ïðèâåëî ê îáíàðóæåíèþ èõ òàê íàçûâàåìîãî � ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâ�

ëåíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ¾ñëîâàðíûé çàïàñ¿ (ýëëèïñîèä, ìóëüòèïîëè, ñòà-

òèêà, äèíàìèêà, îäíîðîäíûé, íåîäíîðîäíûé) êëþ÷åâîé òåðìèíîëîãèè, îò-

íîñÿùåéñÿ ê äàííîé ìîíîãðà�èè, äîïóñêàåò êà÷åñòâåííî íîâûå ñëîâîñî÷å-

òàíèÿ (¾ñòàòèêà � íåîäíîðîäíûé¿, ¾ìóëüòèïîëè � ñòàòèêà¿, ¾äèíàìèêà �

îäíîðîäíûé¿, ¾äèíàìèêà � íåîäíîðîäíûé¿ è ¾ìóëüòèïîëè � äèíàìèêà¿), ñ

êîòîðûìè ñâÿçàíî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé ìîíîãðà�èè.

3. Ýëëèïñîèäàëüíàÿ ìîäåëü

Íà÷èíàÿ ñ Íüþòîíà, ê ðàçëè÷íûì ïîñòàíîâêàì çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå

îáðàùàëîñü áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàòåëåé. Ñðåäè íèõ, ïîìèìî óæå íàçâàí-

íûõ, íåìàëî èìåí êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ è åñòåñòâîèñïûòàòåëåé XVIII�

XX ââ. Ïðè÷èíû ñòîëü íàñòîé÷èâîãî è íåóâÿäàþùåãî èíòåðåñà ê ýëëèïñîè-

äó êàê ê ìîäåëè ðåàëüíîãî îäíîñâÿçíîãî òåëà ñëåäóåò èñêàòü, ïî-âèäèìîìó,

íå òîëüêî â óæå îòìå÷àâøåéñÿ ¾àíàëèòè÷íîñòè¿ ýòîé ìîäåëè è â åå ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ äîñòîèíñòâàõ: �àêòè÷åñêîé (íåâûðîæäåííîé) òðåõìåðíîñòè,

âûðàæàåìîé òðåìÿ îñÿìè (¾äëèíà¿, ¾øèðèíà¿, ¾âûñîòà¿) è ìíîãîîáðàçèè

îõâàòûâàåìûõ ýòîé ìîäåëüþ îáúåìíûõ è ïëîñêèõ �èãóð (ýëëèïòè÷åñêèé

öèëèíäð, êðóãëûé öèëèíäð, ýëëèïòè÷åñêàÿ ¾èãëà¿, áåñêîíå÷íî äëèííàÿ ïî-

ëîñà íóëåâîé òîëùèíû è êîíå÷íîé øèðèíû, âûòÿíóòûé ñ�åðîèä, øàð, ñïëþ-

ùåííûé ñ�åðîèä, ýëëèïòè÷åñêèé äèñê, êðóãëûé äèñê), âêëþ÷àþùèì è äâó-

ìåðíûå òåëà, è òåëà ñ ðåáðàìè. Ñèììåòðèÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, ãëàä-

êîñòü åãî ïîâåðõíîñòè è àíèçîòðîïèÿ �îðìû äåëàþò åãî õîðîøåé ìîäåëüþ

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåàëüíîãî îáúåêòà, ïðè÷åì ìîäåëüþ âîñòðåáîâàííîé ñ

ïîñòîÿííî ðàñøèðÿþùåéñÿ ¾îáëàñòüþ ïîòðåáëåíèÿ¿. Ïðè ýòîì ïðîñòðàí-

1

Ñêàçàííîå íå ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê àíòàãîíèñòè÷åñêîå ïðîòèâîïîñòàâëåíèå äâóõ

âîçìîæíîñòåé îïèñàíèÿ. Ýëëèïñîèäàëüíûå êîîðäèíàòû íåçàìåíèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå�

çóëüòàòîâ îáùåìàòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ âîçíèêàþùèõ ñïåö�

�óíêöèé. Ñ èõ ïîìîùüþ, â ÷àñòíîñòè, áûëè óñòàíîâëåíû �îðìóëû Ëèóâèëëÿ [7, 220℄.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ÷àñòî óäîáíåå ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïðèâëåêàòåëüíîñòü äåêàðòîâîãî îïèñàíèÿ ïîáóäèëà Íèâåíà [264℄ ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàòû

Ëàìå [201℄ (ïîëóâåêîâîé äàâíîñòè) â òåðìèíàõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Òåîðèÿ ýëëèïñîè�

äàëüíûõ ãàðìîíèê Íèâåíà âîøëà â àâòîðèòåòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðóêîâîäñòâà [146,401℄.

Åå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè è â íåäàâíåé êíèãå [72℄.
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ñòâåííûå ìàñøòàáû, íà êîòîðûõ â ñîâðåìåííîé �èçèêå ¾ïðèìåðÿþò¿ ýëëèï-

ñîèäàëüíóþ ìîäåëü, ïðîñòèðàþòñÿ îò ¾ìåøêà¿ äëÿ êâàðêîíèÿ (¾ellipsoidal

bag model for heavy quark system¿) [274,392℄ äî ðàçìåðîâ Âñåëåííîé [52℄. Íå

áóäåì çàáûâàòü, îäíàêî, ÷òî çäåñü íàñ èíòåðåñóåò âîñòðåáîâàííîñòü óêàçàí-

íîé ìîäåëè â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèÿìè ïîòåíöèàëà è íèçêî÷àñòîòíîé

äè�ðàêöèè

1

.

Âîçâðàùàÿñü ê àíàëèòè÷íîñòè ýëëèïñîèäàëüíîé ìîäåëè, ïîä÷åðêíåì,

÷òî â îòëè÷èå îò äðóãèõ òåë

2

, ýëëèïñîèä óíèêàëåí â òîì îòíîøåíèè, ÷òî

åãî íüþòîíîâû ïîòåíöèàëû â îáëàñòè, çàíèìàåìîé ñîçäàþùèìè èõ èñòî÷-

íèêàìè (ïëîòíîñòè êîòîðûõ ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿò îò äåêàðòîâûõ êîîðäè-

íàò), ñàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè �óíêöèÿìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

(ñâîéñòâî, îòêðûòîå Ôåððåðñîì [99℄ â 1877 ã).

Ïðîùå âñåãî ðåàëèçîâàòü íàøå çíàíèå òî÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ ïîëèíî-

ìèàëüíûõ íüþòîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà, åñëè ïðè ðåøåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà èëè íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè èñ-

õîäèòü èç ñîîòâåòñòâóþùèõ èì èíòåãðàëüíûõ (èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ)

óðàâíåíèé. Îáðàùåíèå ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì äàåò ðÿä ïðåèìóùåñòâ.

Âî-ïåðâûõ, ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íå òðåáóåò ïðè íàõîæäå-

íèè âíóòðåííèõ ïîëåé îäíîâðåìåííîãî îòûñêàíèÿ íàðóæíûõ ïîëåé è ïîñëå-

äóþùåãî ñøèâàíèÿ îáîèõ ðåøåíèé íà ãðàíèöå. Â èòîãå ñóùåñòâåííî óìåíü-

øàåòñÿ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Âî-âòîðûõ, âíóòðåííÿÿ îáëàñòü, ê êîòîðîé èí-

òåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå

ñòàòè÷åñêèõ ïîëåé êàê ðàç òîé îáëàñòüþ, ãäå ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäà ïîëè-

íîìèàëüíû. Ïîýòîìó, åñëè çàäàííîå ïåðâè÷íîå ïîëå òîæå ïîëèíîìèàëüíî,

òî ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíèõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûìè â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ,

îïèñûâàþùèõ âíóòðåííåå ïîëå. Â-òðåòüèõ, ïî èçâåñòíîìó âíóòðåííåìó ïî-

ëþ, ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ êâàäðàòóð, âû÷èñëÿåòñÿ ïîëå ñíàðóæè. Ïðè ýòîì

ðàñ÷åò íàðóæíûõ ïîëåé â ïîòåíöèàëüíûõ çàäà÷àõ è êâàçèñòàòè÷åñêèõ ïî-

ëåé áëèæíåé çîíû â äè�ðàêöèîííûõ çàäà÷àõ îáëåã÷àåòñÿ áëàãîäàðÿ èñ-

ïîëüçîâàíèþ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ âíåøíèõ íüþòîíîâûõ

ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà, çàïèñü êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò �îðìóë äëÿ âíóò-

ðåííèõ ïîòåíöèàëîâ ëèøü çàìåíîé âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ íà

âíåøíèå �àêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò òî÷êè íàáëþäåíèÿ.

×òî êàñàåòñÿ äè�ðàêöèîííûõ ïîëåé äàëüíåé çîíû, òî îíè äàþòñÿ åùå áîëåå

ïðîñòûìè èíòåãðàëàìè îò âíóòðåííåãî ïîëÿ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê óêàçàíèþ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé, äëÿ êîòî-

ðûõ ýëëèïñîèäàëüíàÿ ìîäåëü àêòóàëüíà, ïîäåëèìñÿ äâóìÿ íàáëþäåíèÿìè.

à) Îáû÷íî ó÷åò àíèçîòðîïèè òåëà ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäàëüíîé ìîäåëè

óòî÷íÿåò (íå ìåíÿÿ ïîðÿäêà âåëè÷èíû) îöåíêó êàêîãî-ëèáî ý��åêòà, ïîëó-

÷åííóþ íà ìîäåëè øàðà. Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, íåìàëî ïðèìåðîâ, ÷àñòü èç

êîòîðûõ îáñóæäàåòñÿ â êíèãå, êîãäà â îòëè÷èå îò ýëëèïñîèäà ìîäåëü øàðà

îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíîé äàæå äëÿ ãðóáîé îöåíêè ÿâëåíèÿ.

á) Íåðåäêî ðàññìîòðåíèå êàêîé-ëèáî ñîâåðøåííî êîíêðåòíîé çàäà÷è îá

ýëëèïñîèäå ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì èññëåäîâàíèåì, ïðèâîäÿùåì

1

Ïîýòîìó ïðèìå÷àòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå ýëëèïñîèäà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðåàëèñòè÷íî�

ãî ïîðòðåòà À.Ñ. Ïóøêèíà [468℄ ëåæèò, ê ñîæàëåíèþ, âíå ïðîáëåìàòèêè äàííîé êíèãè.

2

Íàïðèìåð, ýêçîòè÷åñêèõ êîí�èãóðàöèé, îáðàçóþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ êî�

îðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò, â êîòîðûõ ðàáî�

òàåò ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [68℄.
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ê óñòàíîâëåíèþ íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èëè �èçè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ îáùåãî

õàðàêòåðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óêàæåì íà ðàáîòû [99,207,342,343,529℄.

4. Íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé

1. Óæå â Êíèãå [261℄, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ ðîäîíà÷àëüíèöåé òåîðåòè÷åñêîé

�èçèêè è â êîòîðîé ñ�îðìóëèðîâàíû çàêîíû äèíàìèêè, çàêîí âñåìèðíîãî

òÿãîòåíèÿ è èññëåäóþòñÿ òðàåêòîðèè ïëàíåò è êîìåò, ïîäíèìàþòñÿ âîïðîñû

î ãðàâèòàöèîííîì ïðèòÿæåíèè ýëëèïñîèäàëüíîãî íåáåñíîãî òåëà (Çåìëè) è

î âîçìîæíûõ ðàâíîâåñíûõ �îðìàõ íåáåñíûõ òåë (â ðàìêàõ ìîäåëè âðàùà-

þùåéñÿ ãðàâèòèðóþùåé æèäêîñòè). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîíà÷àëüíûé èí-

òåðåñ ê ïðèòÿæåíèþ ýëëèïñîèäà èñõîäèë (â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé òåîðèè

�èãóð ðàâíîâåñèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè) îò íåáåñíîé ìåõàíèêè è

ãèäðîäèíàìèêè. �àçâèòèå ýòîé òåîðèè (â òîì ÷èñëå ïðèìåíèòåëüíî ê ýë-

ëèïñîèäàëüíûì �èãóðàì ðàâíîâåñèÿ) ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Ìàêëîðåíà [228℄,

ßêîáè [160℄, �èìàíà [294℄, Ëèóâèëëÿ [220℄, Äèðèõëå [82℄, Äåäåêèíäà [75℄,

Ïóàíêàðå [277℄, Ëÿïóíîâà [507℄, Ñòåêëîâà [337, 338℄ è ìíîãèõ äðóãèõ (ñì.,

íàïðèìåð, [424℄). Óêàçàííîé ïðîáëåìàòèêå ïîñâÿùåíî íåìàëî êíèã (èëè çíà-

÷èòåëüíûõ èõ �ðàãìåíòîâ) è îáçîðîâ: äàâíî èçâåñòíûõ [23, 278, 357, 358℄,

íå ñòîëü äàâíèõ [7, 8, 164, 199, 219, 225, 276, 547℄ è ñðàâíèòåëüíî íåäàâíèõ

[29,56, 128,206,412,477℄.

Â ðàáîòàõ ïîñëåäíåãî âðåìåíè â ýòîì êëàññå çàäà÷ ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿ-

íèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ [172,176,479,565,566℄, ñòðîÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-

ëè [564℄. Ñîâðåìåííûå àñòðî�èçè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýëëèïñî-

èäàëüíîé ãåîìåòðèåé, ïîñâÿùåíû ýëëèïñîèäàëüíîé ìîäåëè Âñåëåííîé [52℄,

ýëëèïòè÷åñêèì ãàëàêòèêàì [80,81,95℄, ýëëèïñîèäàëüíîé ìàãíèòîïàóçå [364℄.

Íàðÿäó ñ òåîðèåé ðàâíîâåñíûõ �îðì ãðàâèòèðóþùåé æèäêîñòè òåïåðü ðàç-

âèâàåòñÿ è òåîðèÿ ðàâíîâåñíûõ �îðì (â òîì ÷èñëå ýëëèïñîèäàëüíûõ) ãðàâè-

òèðóþùåé ñæèìàåìîé ñðåäû [382, 424,445,539℄, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì

êîëëåêòèâíûõ ý��åêòîâ. �îäñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ êàñàþòñÿ ëàáîðàòîð-

íîé (çàðÿæåííîé èëè íåéòðàëüíîé) ïëàçìû ýëëèïñîèäàëüíîé êîí�èãóðà-

öèè [86,482℄.

2. Òåîðèÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ �èãóð ðàâíîâåñèÿ îïèðàåòñÿ, åñòåñòâåííî,

íà �îðìóëû, îïèñûâàþùèå èõ íüþòîíîâû ïîòåíöèàëû. Ïåðâîíà÷àëüíî

ðå÷ü øëà îá îäíîðîäíûõ òåëàõ, à îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàê îò÷àñòè óæå

óêàçûâàëîñü, ïðèíàäëåæàò Ìàêëîðåíó [228℄, Àéâîðè [158℄, �àóññó [106℄, �î-

äðèãó [299℄, Ïóàññîíó [281℄, Ëåæàíäðó [207℄, Äèðèõëå [82℄. Èçëîæåíèå òåî-

ðèè ïîòåíöèàëà îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ìîæíî íàéòè â ìíîãî÷èñëåííûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ è �èçè÷åñêèõ ðóêîâîäñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [174, 179, 257,

354,396,456,464,508,512,548,567℄).

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ïîòåíöèàëàì íåîäíî�

ðîäíîãî ýëëèïñîèäà.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèÿì ïîòåíöèàëîâ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ïîëîæè-

ëà ðàáîòà �ðèíà [121℄. Âîïðîñ î ïðèòÿæåíèè ýëëèïñîèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â

íåé â âåñüìà îáùåé ïîñòàíîâêå: çàêîí ïðèòÿæåíèÿ âûáðàí â �îðìå îáðàò-

íîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðîèçâîëüíîé öåëîé ñòåïåíè ðàññòîÿíèÿ, ýëëèï-

ñîèä çàäàí â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ ïðåäñòàâëåíà

êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé, èç êîòîðûõ ïåðâûé � ïðîñòàÿ àë-

ãåáðàè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü íà ãðàíèöå ýëëèïñîèäà, à

âòîðîé � öåëàÿ ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Õîòÿ ïðåä-
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ëîæåííàÿ �ðèíîì îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìà çàïèñè ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà

âïîñëåäñòâèè íå óòâåðäèëàñü, åãî ðàáîòà ñîõðàíÿåò íå òîëüêî èñòîðè÷åñêóþ

öåííîñòü

1

.

Ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà âî âíåøíåé è âíóò-

ðåííåé îáëàñòÿõ áûëè âû÷èñëåíû Ïóàññîíîì [282℄. Èçó÷åíèþ ãðàâèòàöèîí-

íûõ ñâîéñòâ çàìêíóòûõ ñëîåâ (òàê íàçûâàåìûõ ¾ãîìåîèäîâ¿), îáðàçîâàí-

íûõ ïîäîáíûìè è ïîäîáíî ðàñïîëîæåííûìè ýëëèïñîèäàëüíûìè ïîâåðõíî-

ñòÿìè, è èõ ñâÿçè ñ ïðèòÿæåíèåì ñïëîøíîãî ýëëèïñîèäà ïîñâÿùåíà ðàáîòà

Øàëÿ [60℄

2

, îïóáëèêîâàííàÿ â 1840 ã. Óïîìÿíåì òàêæå [103℄.

Ñëåäóþùåé ðàáîòîé, â êîòîðîé èçó÷àåòñÿ ïðèòÿæåíèå íåîäíîðîäíîãî ýë-

ëèïñîèäà, áûë ìåìóàð Êåëè [55℄, ãäå, êàê è ó �ðèíà, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíî-

ãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà è âûâîäÿòñÿ �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ íåêîòîðûõ

âèäîâ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ïðè îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå

çàêîíà ïðèòÿæåíèÿ.

Â öèêëå ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ïîòåíöèàëû íåîäíîðîäíîãî ýë-

ëèïñîèäà, âàæíåéøåé ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ Ôåððåðñà [99℄, âûøåäøàÿ â 1877 ã.

Íå óâëåêàÿñü n-ìåðíûìè îáîáùåíèÿìè è îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû Àéâî-

ðè, Ïóàññîíà è òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, Ôåððåðñ ñòðîèò ïðîñòîé

è ïëîäîòâîðíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ íüþòîíîâñêèõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñî-

èäàëüíîãî òåëà, ïëîòíîñòü êîòîðîãî èìååò âèä ñòåïåííîé �óíêöèè êîîð-

äèíàò. Åãî ðàáîòà íàñûùåíà êðàñèâûìè èäåÿìè, ý��åêòèâíûìè ïðàâèëà-

ìè, íåîæèäàííûìè àíàëîãèÿìè ìåæäó ïîòåíöèàëàìè òåë ðàçëè÷íîé �îð-

ìû èëè ìåæäó ïîòåíöèàëàìè òåëà è åãî ãîìîòåòè÷åñêîé îáîëî÷êè è ñîäåð-

æèò ìíîãî÷èñëåííûå êîíêðåòíûå ïðèìåðû. Ïî ñóùåñòâó, òåîðèÿ Ôåððåðñà

îõâàòûâàåò ïî÷òè âñå ñëó÷àè îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå â îáëàñòè, çàíèìàåìîé èñòî÷íèêàìè, ïðèâîäÿò ê ïîëè�

íîìèàëüíîñòè íüþòîíîâñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Â ðàáîòå Ôåððåðñà, îäíàêî, íå

ïðèâîäèòñÿ íè îêîí÷àòåëüíàÿ îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà

ïðè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò åãî ïëîòíîñòè, íè

� òåì áîëåå � åùå áîëåå îáùàÿ �îðìóëà, äàþùàÿ ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà

ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû.

Çàñëóãà â ïîëó÷åíèè òàêîé �îðìóëû ïðèíàäëåæèò Äàéñîíó [88℄. Â ðå-

çóëüòàòå ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ Äàéñîí ¾óãàäûâàåò¿ èñêîìîå

ðåøåíèå, à çàòåì ïîäòâåðæäàåò åãî íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Îêîí÷à-

òåëüíûå �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì èñòî÷íèêîâ ïðåäñòàâëåíû â òåðìèíàõ ââåäåííûõ Äàéñîíîì îïåðàòî-

ðîâ äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ÷òî îáåñïå÷èëî êîìïàêòíîñòü çàïèñè. �àáîòàìè

Ôåððåðñà è Äàéñîíà çàäà÷à ñâåäåíèÿ èñõîäíûõ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ, îïè-

ñûâàþùèõ ïîòåíöèàëû íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà, ê ñóììå îäíîêðàòíûõ

èíòåãðàëîâ (â îáùåì ñëó÷àå � ýëëèïòè÷åñêèõ) áûëà â ïðèíöèïå ðåøåíà.

Ñðåäè äðóãèõ ñòàòåé ýòîãî ïåðèîäà, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîòåí-

öèàëû íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà, îòìåòèì ðàáîòû Íèâåíà [263℄ è �îáñî-

íà [144℄, ïîñâÿùåííûå âû÷èñëåíèþ íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè è

îáúåìó ýëëèïñîèäà è ïðèìåíåíèþ èõ äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà â ðÿäû,

à òàêæå ðàáîòû �îáñîíà [145℄ è �àóñà [306℄ , áëèçêèå ïî õàðàêòåðó ñâîèõ

îáîáùåíèé ê [55,121℄. �àóñó [307℄ ïðèíàäëåæèò òàêæå ïåðâîå ñèñòåìàòè÷å-

1

Ñì. ñíîñêó 2 íà ñòð. 28

2

Ïîòåíöèàëû ¾�îêàëîèäà¿, ò. å. ñëîÿ, îáðàçîâàííîãî ñî�îêóñíûìè ýëëèïñîèäàìè, ðàñ�

ñìàòðèâàëèñü â ðÿäå ðàáîò. Óêàæåì, íàïðèìåð, [62℄.
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ñêîå èçëîæåíèå òåîðèè ïîòåíöèàëîâ òÿãîòåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà,

âêëþ÷àþùåå ðåçóëüòàòû Ôåððåðñà è Äàéñîíà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî �îðìóëû Ôåððåðñà è Äàéñîíà, âûðàæàþùèå ïî-

òåíöèàë ýëëèïñîèäà, íåñìîòðÿ íà èõ ýñòåòè÷åñêèå äîñòîèíñòâà è êîìïàêò-

íîñòü, íåóäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Ýòî íåóäîáñòâî îò÷àñòè

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè íàáëþäåíèÿ ðàçáðîñàíû ïî

ðàçëè÷íûì ñîìíîæèòåëÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé. Âïîëíå ïðèåìëå-

ìîé ÿâëÿåòñÿ �îðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå îäíîðîä-

íîãî ýëëèïñîèäà áûëà (ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé) ïðåäëîæåíà �îäðèãîì:

Φ(r)=2π̺ 0

{
M000(ξ)−M100(ξ)x

2−M010(ξ) y
2−M001(ξ) z

2
}
.

Çäåñü ξ > 0 � ïàðàìåòð, ¾ïåðåáèðàþùèé¿ íàðóæíûå (êîîðäèíàòíûå) ýë-

ëèïñîèäû,

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1,

ñî�îêóñíûå áàçîâîìó, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ξ = 0.
Ïðåîáðàçîâàíèå �îðìóë Ôåððåðñà è Äàéñîíà ê ïðàêòè÷åñêè óäîáíîìó

âèäó (ïîäîáíîãî ïðåäëîæåííîìó �îäðèãîì), îòíîñÿùååñÿ ê ñëó÷àþ ïðîèç-

âîëüíîé ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýëëèïñîèäà îò äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàò (̺ ∼ xlymzn), äàíî â [209, 491, 516, 517℄. Âûâîä àíàëîãè÷-
íûõ �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ (ïîòåíöèàëîâ íåîäíîðîäíîãî

ãîìåîèäà) ïðåäñòàâëåí â êíèãå [518℄. Âñå óêàçàííûå �îðìóëû âûðàæåíû â

òåðìèíàõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà, äëÿ

êîòîðûõ ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ [492℄. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-

òàòû ïîëó÷åíû äëÿ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà è åãî ãîìîòå-

òè÷åñêîé îáîëî÷êè [517,518℄.

Íàéäåííûå ïîïóòíî íåêîòîðûå ïîëåçíûå êîìáèíàòîðíûå ñëåäñòâèÿ òåî-

ðèè Ôåððåðñà îòðàæåíû â [493, 516, 518℄, à òàêæå â ïðèëîæåíèè ê [524℄.

Óæå ïîñëå âûõîäà êíèãè [518℄ áûëè íàéäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèà-

ëîâ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî äâîéíîãî ñëîÿ [520℄, à òàêæå ïîëó÷å-

íû �îðìóëû äëÿ íüþòîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî

äèñêà [495,497℄

1

.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âíåøíèå è âíóòðåííèå ñòàòè÷åñêèå è êâàçèñòàòè-

÷åñêèå ïîëÿ ýëëèïñîèäà âûðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç âíåøíèåMlmn(ξ)
è âíóòðåííèå Mlmn = Mlmn(0) ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà, êîòî-

ðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ �îðìóë âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû (êîý��èöèåíòû äåïîëÿðèçàöèè) ýëëèï-

ñîèäà: Ma ≡ M100, Mb ≡ M010 è Mc ≡ M001. Èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ïî-

òåíöèàëüíûõ è ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà ïîñâÿùåíû ðà-

áîòû [27,66, 266,328,344,405,417,421,492℄.

Íîâûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà íå ñâîäÿòñÿ ê îä-

íîìó òîëüêî ñîâåðøåíñòâîâàíèþ �îðìóë Ôåððåðñà è Äàéñîíà. Áûëè îáíà-

ðóæåíû [521℄, íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìûå ìóëüòèïîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

íàðóæíûõ íüþòîíîâûõ (êóëîíîâûõ) ïîòåíöèàëîâ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñî-

èäà è ïðîñòîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ (ãîìåîèäà) è ïîñòðîåíà îáùàÿ òåî-

ðèÿ [460�462,525℄ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîçäíåå áûëè îáíàðóæåíû [529,532℄

1

Â 2001 ã. ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ [286℄, çíà÷èòåëüíûé îáúåì êîòîðîé âêëþ÷àåò ðåçóëüòàòû

ðàáîò [210,492,495,497,518,525℄ áåç ññûëîê íà ýòè ðàáîòû.
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àíàëîãè÷íûå ìóëüòèïîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïñåâäîñêàëÿðíûõ ïîòåíöè-

àëîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî îáúåìíûìè èëè ïîâåðõíîñòíûìè ýëåê-

òðè÷åñêèìè òîêàìè â ýëëèïñîèäàëüíîì òåëå. Îáùèå �îðìóëû ìóëüòèïîëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà äàíû â [529℄. Ïîïóò-

íî îòìåòèì ðàáîòû, àíàëèçèðóþùèå ìàãíèòîñòàòè÷åñêèå [311, 543℄ è ýëåê-

òðîñòàòè÷åñêîå [142℄ ïîëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà.

Óêàæåì òàêæå íà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíè-

åì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò

1

. Òàê, äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî òåëà â [152,

394, 395℄ ïîòåíöèàëû ñ�åðîèäà âûðàæåíû â ñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ,

à â [248℄ ïîòåíöèàëû òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýëëèïñî-

èäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. �àçëîæåíèå ïîòåíöèàëà ïî ýëëèïñîèäàëüíûì ãàð-

ìîíèêàì îáñóæäàåòñÿ â ðàáîòàõ [105, 115, 129, 143, 222, 335℄. Ýòè ãàðìîíèêè

(�óíêöèè Ëàìå), ââåäåííûå â ñòàòüÿõ [200,201℄

2

, èçëàãàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ

âî ìíîæåñòâå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [10,11,21,24,46�50,67,69,72,125,146,149,

182,222,230,264,295,296,332,334,352,359,387,401,465℄).

Ìàòåìàòèêîâ òðàäèöèîííî èíòåðåñóåò òàêæå ïðîáëåìà îáîáùåíèÿ òåî-

ðèè íüþòîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà íà èíûå ãåîìåòðèè (ñì., íàïðè-

ìåð, [94℄) è ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà [171,322℄, ïðè ýòîì îñîáîå âíèìàíèå

ïðîÿâëÿåòñÿ ê êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòàì [51, 177, 418, 427, 475℄. Ïðîäîëæàþò

ñâîå ðàçâèòèå ïîäõîäû, îñíîâàííûå êàê íà àíàëèòè÷åñêèõ (ñèìâîëüíûõ)

ìåòîäàõ [363℄, òàê è íà ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ [61,218,542℄.

3. Â òåîðèè óñêîðèòåëåé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö äëÿ óïðîùåíèÿ ó÷å-

òà ñîáñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî çàðÿäà ïó÷êà àïïðîêñèìèðóþò ïëîòíûå

ñãóñòêè óñêîðÿåìûõ ÷àñòèö çàðÿæåííûìè ýëëèïñîèäàìè [439℄ èëè ýëëèï-

òè÷åñêèìè öèëèíäðàìè [472℄. Â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé ïðèíèìàåòñÿ â ðàñ-

÷åò íåîäíîðîäíîñòü ñãóñòêà [310℄, âåäåòñÿ ïîèñê ñàìîñîãëàñîâàííûõ ðåøå-

íèé [25, 426, 440, 536℄, èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå íåîäíîðîäíûõ âíåøíèõ ìàãíèò-

íûõ ïîëåé [58,419℄, èçó÷àþòñÿ è äðóãèå ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû (ñì., íàïðè-

ìåð, [2, 89, 256,324,362,415,416,568,569℄).

4. Íüþòîíîâû (êóëîíîâû) ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäà íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ

è â �èçèêå àòîìíîãî ÿäðà. Â 1950 ã. Äæåéìñîì �åéíóîòåðîì [290℄ (ñì.

òàêæå [291℄) áûëà ïðåäëîæåíà ñ�åðîèäàëüíàÿ ìîäåëü ÿäðà

3

. Âêëþ÷åíèå â

òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ó÷åòà äå�îðìàöèè ÿäðà êàê öåëîãî, íàðÿäó ñ ó÷å-

òîì îñîáåííîñòåé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÿäðà è äðóãèõ òåîðåòè÷åñêèõ

òîíêîñòåé [33,254℄, ïîçâîëèëî îáúÿñíèòü ìíîãèå èç íàêîïèâøèõñÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Íàõîæäåíèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ñèë âíóòðè âîçìóùåííûõ ÿäåð â ðàì-

êàõ êàïåëüíîé ìîäåëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [170, 301, 302℄. Äëÿ âûòÿíóòûõ

(ýëëèïñîèäàëüíûõ è ñ�åðîèäàëüíûõ) ÿäåð ðàññìîòðåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

è íà íåñòàòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ (ìóëüòèïîëüíûå ðåçîíàíñû) [163℄.

1

Çàìåòèì, ÷òî ñàìè ýëëèïñîèäàëüíûå êîîðäèíàòû ââîäÿòñÿ ïî-ðàçíîìó, ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ðàçíîëèêîñòè âîçíèêàþùèõ ñïåö�óíêöèé. Ìîæíî ðàçëè÷àòü ¾�ðàí�

öóçñêèå¿ [7,201,220,278℄ è ¾àíãëèéñêèå¿ [100,146,401℄ ïðåäïî÷òåíèÿ, ÷òî, ê ñîæàëåíèþ,

âûçûâàåò òðóäíîñòè ¾ïåðåâîäà¿, ò. å. ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

2

Çäåñü óìåñòíî ïðèâåñòè âûñêàçûâàíèå Ôåððåðñà î ðàáîòå �ðèíà [121℄, ñîäåðæàùååñÿ

â íà÷àëå ãë. 6 êíèãè [100℄ è êàñàþùååñÿ ýòèõ �óíêöèé: ¾They have been treated of by

Lam�e, in his Le�ons sur les fontions inverses des transendantes et les fontions isothermes,

and were virtually introdued by Green, in his memoir On the Determination of the Exterior

and Interior Attrations of Ellipsoids of Variable Densities¿.

3

Ïåðâîå óêàçàíèå íà âîçìîæíóþ íåñ�åðè÷íîñòü âîçìóùåííûõ ÿäåð ñîäåðæèòñÿ â ðà�

áîòå Í. Áîðà è Äæ. Óèëåðà [34℄.
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5. Ê çàäà÷å îá ýëëèïñîèäàëüíîì òåëå, ïîìåùåííîì âî âíåøíåå

ñòàòè÷åñêîå ïîëå, êàê óæå óêàçûâàëîñü, ïåðâûì îáðàòèëñÿ Ïóàññîí [279℄.

Îí ðàññìîòðåë ñëó÷àé, êîãäà âåùåñòâî ýëëèïñîèäà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì

èçîòðîïíûì ìàãíåòèêîì, ïðè÷åì âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå òîæå îäíîðîäíî.

Äæîíñ [167℄ îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò

1

íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíîãî äèýëåêòðèêà

(ñì. òàêæå [3, 327℄). Îäíîðîäíûé äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä â íåîäíîðîä-

íîì (ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåì îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò) âíåøíåì ïîëå

ðàññìîòðåí â [494℄ (ñì. òàêæå [495℄). Â [494℄ ðàçáèðàåòñÿ è ñëó÷àé ¾ñàìîïî-

ëÿðèçàöèè¿ ýëëèïñîèäà ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî åãî

îáúåìó çàðÿäîâ. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è î ñëîèñòî�íåîäíîðîäíîì äèýëåêòðè-

÷åñêîì ýëëèïñîèäå, ãäå ãðàíèöû ñëîåâ ñî�îêóñíû, à êàæäûé ñëîé îäíîðî-

äåí è èìååò ñîáñòâåííóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü, èññëåäîâàëèñü

â [521,522℄ (ñì. òàêæå [15,326,406℄). Îñîáåííîñòè çàäà÷è î �åððèòíîì ýëëèï-

ñîèäå âî âíåøíåì ïîëå, ñâÿçàííûå ñî ñïåöè�è÷åñêèìè ñâîéñòâàìè âåùåñòâà

òåëà, ðàññìàòðèâàþòñÿ â [214,388℄

2

.

Âêëþ÷åííûå â äàííóþ êíèãó ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå è ìàãíèòîñòàòè÷åñêèå

çàäà÷è óêàçàííîãî òèïà ñëóæàò è èëëþñòðàöèåé èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè íüþ-

òîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà â �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

6. �îäñòâåííûìè ê êðóãó çàäà÷, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü â ï. 5, ÿâëÿ-

þòñÿ (íå ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ìîíîãðà�èè) ïðîáëåìû ñòàòè÷åñêîé

òåîðèè óïðóãîñòè (ýëàñòîñòàòèêè). Ñþäà îòíîñèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ êîí�

òàêòíàÿ çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ �. �åðöåì [140℄

3

. Äðóãèå îòíîñÿùèåñÿ ñþäà

ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ ìåõàíèêîé ðàçðóøåíèÿ è êàñàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ êîí-

öåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ó ýëëèïñîèäàëüíûõ äå�åêòîâ è âêëþ÷åíèé â óïðó-

ãîé ñðåäå. Ñîîòâåòñòâóþùèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû â ðàáîòàõ [1, 13, 92,

93, 109, 112, 181, 226, 260, 287, 288, 297, 341, 390, 391, 399, 474, 505, 538℄. Â ÷àñò-

íîñòè, Ýøåëáè [92,93℄ ïîñòðîèë ý��åêòèâíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ

ýëëèïñîèäàëüíûõ âêëþ÷åíèé íà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàíííîå ñîñòîÿíèå

óïðóãèõ èçîòðîïíûõ ñðåä, îõâàòûâàþùèé ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå (èãëî-

îáðàçíûå, äèñêîîáðàçíûå è ïîðîîáðàçíûå) äå�åêòû.

�åçóëüòàòû ýëàñòîñòàòèêè íàõîäÿò ý��åêòèâíîå ïðèìåíåíèå â äèíàìè-

÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè (ñì., íàïðèìåð, [104,243,244,393℄).

7. Ê îïèñàííîìó â ï. 5 êëàññó çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêè ïðèìûêàþò (íå

ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ìîíîãðà�èè) èçâåñòíûå ïðèìåðû ïðèâëå÷åíèÿ

�îðìóë äëÿ íüþòîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ: î

ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè âîêðóã ýëëèï-

ñîèäà (ñì. [199℄, �� 103�116; [63℄), î ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà

ìåäëåííî äâèæóùèéñÿ â âÿçêîé æèäêîñòè ýëëèïñîèä ( [199℄, � 339), î âîë-

íîâîì ñîïðîòèâëåíèè ýëëèïñîèäà, äâèæóùåãîñÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ òÿæåëîé

æèäêîñòè ( [549℄, ñ. 474), î âðàùàþùåìñÿ ýëëèïñîèäå [247℄. Äîïîëíèì ýòîò

ïåðå÷åíü òàêæå îòíîñÿùèìèñÿ ñþäà ðàáîòàìè [16,165,178,355,543℄.

Äèíàìèêà çàðÿæåííîé êàïëè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî â ñâÿçè ñ

óïîìÿíóòîé âûøå êàïåëüíîé ìîäåëüþ ÿäðà, íî è êàê ïðîáëåìà ýëåêòðîãèä-

1

�åøåíèÿ îäíîòèïíûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ è ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ îáñóæäàåìî�

ãî âèäà ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî îáîçíà÷åíèÿìè, à ñëó÷àé ïðîâîäÿùåãî òåëà ïîëó÷àåòñÿ èç

ðåøåíèÿ äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (ε→∞).
2

�îäñòâåííûå ïðîáëåìû ýëåêòðî- è ìàãíèòîñòàòèêè îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [96, 169,

270,273,340,444,552℄.

3

Ñì. òàêæå [485℄ � 9.
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ðîäèíàìèêè. Òàêîãî ðîäà âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â [303,304,448,

572℄.

8. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ðàçðàáàòûâàåìûé êðóã ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷,

ñîñòàâëÿþò çàäà÷è, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå àäåêâàòíûõ èñ�

òî÷íèêîâ. Àäåêâàòíûìè, èëè ýêâèâàëåíòíûìè, íàçûâàþò íåñîâïàäàþùèå

ñèñòåìû èñòî÷íèêîâ, ñîçäàþùèå ñîâïàäàþùèå âíåøíèå ïîëÿ. �åøåíèå ëþ-

áîé òàêîãî ðîäà çàäà÷è åäèíñòâåííî, åñëè ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè ïî-

âåðõíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ, àäåêâàòíîãî çàäàííîìó îáúåìíî-

ìó èëè èíîìó ïîâåðõíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòà-

òû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàñïðåäåëåíèÿì èñòî÷íèêîâ â ýëëèïñîèäàëüíûõ è øàðî-

âûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà, îïóáëèêîâàíû â [523, 524, 527, 528, 532℄ è ïðåä-

ñòàâëåíû â äàííîé êíèãå. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà îñíîâå èñïîëüçîâà-

íèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà è ìóëüòèïîëü-

íûõ ðàçëîæåíèé ïîòåíöèàëîâ øàðà.

9. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ïîòåíöèàëà ýë-

ëèïñîèäà â íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èíòåðåñ

ê ïðîáëåìàì íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè âûçâàí ðÿäîì îáñòîÿòåëüñòâ.

Âî-ïåðâûõ, ìàëî÷èñëåííîñòüþ ñëó÷àåâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷, �îðìó-

ëèðóåìûõ íà îñíîâå ñêàëÿðíîãî èëè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà.

Ñàìè ýòè ðåøåíèÿ, íàéäåííûå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷íûå ðÿäû ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé

êðàåâîé çàäà÷è, õîðîøî ñõîäÿùèåñÿ ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ ÷àñòîòàõ.

Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé äëÿ áîëüøèíñòâà êîí�èãóðà-

öèé äè�ðàãèðóþùèõ òåë, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àè øàðà è êðóãëîãî öèëèíäðà, çà-

òðóäíÿþò ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îò âîëíîâîãî ÷èñëà,

à â ñëó÷àå òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà � åùå è íåäîñòàòî÷íàÿ ðàçðàáîòàííîñòü

ñàìîé òåîðèè ýëëèïñîèäàëüíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíî-

âÿòñÿ àêòóàëüíûìè, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðèáëèæåííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äè�ðàêöèè íà êîíêðåòíûõ òåëàõ â ñëó÷àÿõ, êîãäà

îêàçûâàþòñÿ ìåíåå ý��åêòèâíûìè èëè îòêàçûâàþò âîîáùå ìåòîäû òî÷íîãî

ðåøåíèÿ

1

, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòûñêàíèå òàêèõ ïðèåìîâ èññëåäîâàíèÿ, êî-

òîðûå, íå áóäó÷è ¾ïðèâÿçàííûìè¿ ê êîíêðåòíîé ãåîìåòðèè, ïîçâîëÿëè áû

âûÿâëÿòü íåêèå îáùèå äè�ðàêöèîííûå ñâîéñòâà ðàññåèâàòåëåé. Ýòè îáùå-

òåîðåòè÷åñêèå çàïðîñû îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì óäîâëåòâîðèòü óæå â ðàì-

êàõ òåîðèè íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè.

Âî-âòîðûõ, íèçêèå ÷àñòîòû ÿâëÿþò ñîáîé òîò äèàïàçîí, â êîòîðîì åùå íå

òåðÿþò ñâîåãî çíà÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ è çàêîíîìåðíîñòè, õàðàêòåðíûå äëÿ

ñòàòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, è â òî æå âðåìÿ óæå äåéñòâóþò äèíàìè÷åñêèå çàêîíû

âîëíîâîé �èçèêè. Òàêîé ñèìáèîç îòêðûâàåò èíòåðåñíûå âîçìîæíîñòè ïðè

ðåøåíèè äè�ðàêöèîííûõ çàäà÷ è â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñïîñîáñòâóåò óïðîùå-

íèþ àíàëèçà è îáëåã÷àåò èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ. Åñëè ïîêà íå êàñàòü-

ñÿ îñîáûõ è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ ñèòóàöèé, â êîòî-

ðûõ �îðìèðîâàíèå êâàçèñòàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàññåèâàòåëÿ ïðèíöè-

ïèàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ �àêòîðîâ (íàïðèìåð, ìîíî-

ïîëüíûå ðåçîíàíñû � â àêóñòèêå, òîêè Ôóêî èëè ìóëüòèïîëüíûå ðåçîíàíñû

� â ýëåêòðîäèíàìèêå), òî ðåøåíèå çàäà÷è äè�ðàêöèè ñâîäèòñÿ ìàòåìàòè-

÷åñêè ê ïîñòðîåíèþ äëÿ èñêîìîé �óíêöèè ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ñòå-

1

Êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà òðåõîñíîì ýëëèïñî�

èäå, êîãäà, êàê ïîêàçàë Ì¼ãëèõ [252℄, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íå ðàçäåëÿþòñÿ â ýëëèïñîè�

äàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.
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ïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà kL (k � âîëíîâîå ÷èñëî, L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð

ðàññåèâàþùåãî îáúåêòà), ïðè÷åì êîý��èöèåíòû ðÿäà íàõîäÿòñÿ íà îñíî-

âå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó, íàðÿäó

ñ èññëåäîâàíèåì îòìå÷åííûõ âûøå ñóãóáî äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, ñòàíîâèòñÿ

àêòóàëüíûì ðàñøèðåíèå êðóãà êîíêðåòíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷, ïîääàþùèõ-

ñÿ òî÷íîìó èëè, õîòÿ áû, ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü îñîáóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü òåîðèè â ðåøåíèè ïðî-

áëåì íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå, î÷åâèäíûå äîñòî-

èíñòâà êîòîðîé ñâÿçàíû ñ áîëüøîé îáùíîñòüþ, âûñîêîé èí�îðìàòèâíîñòüþ

è âîçìîæíîñòüþ íàäåæíîãî �èçè÷åñêîãî èñòîëêîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå îáåñïå÷èâàåò âåñüìà ïîëåçíîé êà÷å-

ñòâåííîé èí�îðìàöèåé, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ÷èñòî ÷èñëåííûìè

ìåòîäàìè.

Ñâîèì âîçíèêíîâåíèåì â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçäåëà îáùåäè-

�ðàêöèîííîé òåîðèè íèçêî÷àñòîòíàÿ äè�ðàêöèÿ îáÿçàíà ïèîíåðñêèì èñ-

ñëåäîâàíèÿì �ýëåÿ, ê êîòîðûì, êðîìå óæå íàçâàííîé ñòàòüè [351℄, îòíîñÿò-

ñÿ áîëåå ðàííèå ðàáîòû [348�350℄. Çàñëóãà �ýëåÿ ñîñòîèò íå òîëüêî â òîì,

÷òî îí ïåðâûì ïîñòàâèë è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðåøèë äâóìåðíûå è òðåõ-

ìåðíûå, àêóñòè÷åñêèå è ýëåêòðîìàãíèòíûå çàäà÷è î ðàññåÿíèè íà ìàëîì

îòâåðñòèè (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå � ýëëèïòè÷åñêîì) â áåñêîíå÷íî òîíêîì

ïëîñêîì ýêðàíå è íà ìàëîì òåëå (ýëëèïòè÷åñêîì öèëèíäðå è ýëëèïñîèäå),

ïîêàçàâ ñâÿçü ýòèõ çàäà÷ ñ èõ àíàëîãàìè â ýëåêòðîñòàòèêå èëè â ãèäðîäèíà-

ìèêå îáòåêàíèÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîáëåìàì íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè

ïðèîðèòåò �ýëåÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà îáíàðóæåíèå ñîîòâåòñòâèÿ (áîëåå

ïîçäíèå, îáùèå è ñòðîãèå �îðìóëèðîâêè êîòîðîãî èçâåñòíû êàê òåîðåìà

Áàáèíå, èëè ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè) ìåæäó ðàññåÿíèåì íà äèñêå è ðàññå-

ÿíèåì íà àíàëîãè÷íîé �îðìû îòâåðñòèè â ýêðàíå, è íà óñïåøíîå èñïîëü-

çîâàíèå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äåòàëüíûé îáçîð âêëàäà �ýëåÿ â

òåîðèþ ðàññåÿíèÿ äàí Òâåðñêèì [367℄.

Äåÿòåëüíîñòü ïðîäîëæàòåëåé äåëà �ýëåÿ â îáëàñòè Í× äè�ðàêöèè ìîæ-

íî ïîäðàçäåëèòü (ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøàåìûìè öåëåâûìè çàäà÷àìè) íà ñëå-

äóþùèå ãðóïïû:

a. Èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ ïîñòðîåíà îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà âîçìóùå�

íèé, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü âûñøèå ïðèáëèæåíèÿ â ðåøåíèè äè�ðàêöè�

îííîé çàäà÷è. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì äè�ðàêöèè íà ìàëîì îòâåðñòèè

â ýêðàíå òàêàÿ ñõåìà âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Áàóêàìïîì êàê â àêóñòè-

÷åñêîì [38℄, òàê è â ýëåêòðîìàãíèòíîì ñëó÷àå [40, 41℄. Ìåòîäèêà Áàóêàìïà

ñòðîèëàñü íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê ýòîìó æå � ýêðàí-

íîìó � öèêëó ñëåäóåò îòíåñòè ðàáîòû [28,91, 97, 234,289,451℄.

Îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé çàäà÷è äè�ðàêöèè íà ìàëîì

îáúåìíîì ðàññåèâàòåëå êàê ïðîíèöàåìîì, òàê è èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ïî-

ñòðîåí â ñòàòüå Ñòèâåíñîíà [342℄. Ýòîò ìåòîä ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâ-

íåíèé Ìàêñâåëëà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå. Íåêîòîðûå ïîãðåøíîñòè, îá-

íàðóæåííûå â [342℄ è êàñàþùèåñÿ, âî-ïåðâûõ, ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ èäå-

àëüíîãî ïðîâîäíèêà è, âî-âòîðûõ, âîïðîñà î ïðîäîëæåíèè ïîëåé èç êâàçè-

ñòàòè÷åñêîé çîíû â âîëíîâóþ, áûëè ñêîððåêòèðîâàíû Êëåéíìàíîì â ðà-

áîòàõ [185℄ è [186℄. Íèçêî÷àñòîòíîå ðàññåÿíèå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíû íà (ε, µ)� ýëëèïñîèäå ðàññìîòðåíî Ñòèâåíñîíîì â [343℄

1

.

1

Ñì. òàêæå [166,271,553℄.
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Äàññèîñ [70℄ ïîêàçàë, ÷òî ìåòîäîì, àíàëîãè÷íûì ìåòîäó Ñòèâåíñîíà,

ìîæíî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà, è ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó Í×

ðàññåÿíèÿ íà çâóêîïðîíèöàåìîì îáúåìíîì ðàññåèâàòåëå. Èëëþñòðàöèåé ìå-

òîäà ñëóæèò â [70℄ ðåøåíèå â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ çàäà÷è î òðåõîñ-

íîì ýëëèïñîèäå

1

. Áîëåå ïðîñòûå ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ íà òåëàõ

ñ àêóñòè÷åñêè ìÿãêîé (óñëîâèå Äèðèõëå) è àêóñòè÷åñêè æåñòêîé (óñëîâèå

Íåéìàíà) ãðàíèöåé îïèñàíû â [253℄ è [183℄.

Ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé âìåñòî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èíòåãðàëü-

íûå, èìååò âàæíûå ïðåèìóùåñòâà: óìåíüøåíèå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, ïîëè-

íîìèàëüíîñòü (â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ) èñêîìûõ �óíêöèé è äð. Â àá-

ñòðàêòíîé îïåðàòîðíîé �îðìå èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé è îñîáåííîñòåé

ìåòîäà âîçìóùåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì òåîðèè äè-

�ðàêöèè ïðîâåäåíî â [265℄ (ñì. òàêæå [120, 147℄). Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ðàññåÿíèÿ íà ìà-

ëîì ïðîíèöàåìîì òåëå ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìàêðîñêîïè÷å-

ñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà è ñîäåðæà-

ùèõ îáúåìíûå èíòåãðàëû, áûë ðàçâèò Í.À. Õèæíÿêîì [559�562℄. Àíàëî-

ãè÷íàÿ ìåòîäèêà äëÿ ñêàëÿðíûõ çàäà÷, èñïîëüçóþùàÿ èíòåãðàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ àêóñòèêè íåîäíîðîäíîé èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïîñòðîåíà À. �. Âèíî-

ãðàäîâûì è àâòîðîì [435℄, ïðè ýòîì âûÿâëåí íå èìåþùèé àíàëîãà â ýëåê-

òðîäèíàìèêå ñëó÷àé, êîãäà íåçàâèñèìî îò êîí�èãóðàöèè ðàññåèâàòåëÿ íà-

õîæäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñòàíîâèòñÿ ýëåìåíòàðíûì [436℄.

Èëëþñòðàöèåé ìåòîäà ñëóæèò ïðèâåäåííîå â [530℄ ðåøåíèå çàäà÷è î çâóêî-

ïðîíèöàåìîì òðåõîñíîì ýëëèïñîèäå. �åøåíèå çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå ñ àêó-

ñòè÷åñêè ìÿãêîé ãðàíèöåé äàíî â [531℄.

Äî ñèõ ïîð ïåðå÷èñëÿëèñü ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàññåèâàþùèå òåëà ñ÷èòà-

ëèñü íåïîãëîùàþùèìè. Â çàäà÷àõ äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñëó-

÷àé ðàññåèâàòåëÿ ñ êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ èíòåðåñåí íå òîëüêî ñ òî÷êè

çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ó÷åòà ïîòåðü, íî è êàê òðåáóþùèé îòäåëüíîãî ðàññìîò-

ðåíèÿ ïðèìåð ïðîñòåéøåé äèñïåðãèðóþùåé ñðåäû ðàññåèâàòåëÿ, îïèñûâàå-

ìîé êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε(ω). �åøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êâàçèñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î øàðå â ïåðåìåííîì ïîëå ïîñòðîåíî

M.A. Äèâèëüêîâñêèì [453℄. Îáîáùåíèå Í× ìåòîäà Ñòèâåíñîíà íà ñëó÷àé

ó÷åòà êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè ðàññåèâàòåëÿ äàë Âàí Áëàäýë [371,376℄. Ïîä-

õîä, ñâÿçàííûé ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ðàçâèò Ì.Ë. Ëåâèíûì è àâ-

òîðîì [496℄. Â óêàçàííîé ñòàòüå, êîòîðîé ïðåäøåñòâîâàë ðàñ÷åò ìàãíèòíîé

ïîëÿðèçóåìîñòè ýëëèïñîèäà [487,515℄ (ñì. òàêæå [551℄), ðàññìîòðåíà çàäà÷à

î ïðîâîäÿùåì ýëëèïñîèäå â Í× ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

2

.

ßäðîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ìåòîä âîç-

ìóùåíèé â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ, âñåãäà ñëóæèò �óíêöèÿ �ðèíà ñâî-

áîäíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà, à ÿäðîì ðå-

çóëüòèðóþùèõ � êâàçèñòàòè÷åñêèõ � óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ, åñòåñòâåííî,

àíàëîãè÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Êëåéíìàí [183℄ (ñì. òàê-

æå [9, 14℄) âûâåë èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò èíòåãðàëû

ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó âíå ðàññåèâàòåëÿ è ÿäðîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòà-

òè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáóåìûì óñëîâèÿì íà ãðà-

1

Î íåêîòîðûõ íåòî÷íîñòÿõ, äîïóùåííûõ â [70℄ ñì. â � 79.

2

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è äè�ðàêöèè íà ïîãëîùàþùåì

òåëå �àêòè÷åñêè äåëàåò èçâåñòíûì è ðåøåíèå çàäà÷è î �ëóêòóàöèîííîì òåïëîâîì ïîëå

ñîîòâåòñòâóþùåãî òåëà [500℄.
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íèöå òåëà. �åøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ñâîäèò âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ

÷ëåíîâ íèçêî÷àñòîòíîãî ðàçëîæåíèÿ ê ïðîñòîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå,

íå ñâÿçàííîé ñî ñâîéñòâåííûì äðóãèì ìåòîäàì ÷åðåäóþùèìñÿ ðàçäåëüíûì

ðàññìîòðåíèåì êâàçèñòàòè÷åñêèõ è âîëíîâûõ ïîëåé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Êëåé-

íìàíà [183℄, Ñëèìàí [329�331℄ ðàññìîòðåë Í× ðàññåÿíèå çâóêà íà ýëëèïñî-

èäàëüíîì ïðåïÿòñòâèè ñ ìÿãêîé ãðàíèöåé. Óñïåøíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà

Êëåéíìàíà ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîæíûõ êîíêðåòíûõ ïðîáëåì îñóùåñòâëåíà

â ðàáîòàõ [131,132℄.

Îòìåòèì áîëüøîé âêëàä â òåîðèþ Í× äè�ðàêöèè Âàí Áëàäýëà [376,378℄,

Ñåíèîðà [315�319℄ è Äàññèîñà [71, 73℄.

×òî êàñàåòñÿ çàäà÷ î Í× ðàññåÿíèè íà ýëëèïñîèäå, òî îáîáùåíèÿ è ó÷åò

íîâûõ �àêòîðîâ ïðè èõ ïîñòàíîâêå êàñàëèñü âèäà ïàäàþùåé âîëíû [59,216,

272℄, àíèçîòðîïèè âåùåñòâà ðàññåèâàòåëÿ è îêðóæàþùåé ñðåäû [150, 151,

162, 231, 284, 409, 410, 506℄, ýêçîòè÷åñêèõ (ïîëèäèñïåðñíîñòü, êèðàëüíîñòü è

äð.) îñîáåííîñòåé ðàññåèâàòåëÿ [196�198,283℄.

b. �àáîòû, â êîòîðûõ óïðîùåíèå àíàëèçà íèçêî÷àñòîòíûõ ïðîáëåì äî�

ñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåì âçàèìíîñòè ýëåêòðîñòàòèêè è ñòàöèîíàð�

íîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ òåîðåì ïîëåçíî â äâóõ îòíî-

øåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, îáùàÿ (íå ñâÿçàííàÿ ñ êîíêðåòíîé ãåîìåòðèåé òåëà)

�îðìóëèðîâêà òåîðåì âçàèìíîñòè ïðè ïðèìåíåíèè åå ê îáùèì �îðìóëàì

òåîðèè Í× äè�ðàêöèè ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ðàññåè-

âàòåëÿ ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòû Âàí Áëàä-

ýëà [372�374℄, ïîñâÿùåííûå íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè çâóêà íà îòâåðñòèè

â ìÿãêîì èëè æåñòêîì ýêðàíå è íà íåïðîíèöàåìîì îáúåìíîì ïðåïÿòñòâèè.

Âî-âòîðûõ, ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà èëè òåõ

êâàçèñòàòè÷åñêèõ çàäà÷, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ íàõîæäåíèå ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïðèáëèæåíèé â äè�ðàêöèîííîé ïðîáëåìå, óäà÷íîå èñïîëüçîâàíèå òåî-

ðåì âçàèìíîñòè ñóùåñòâåííî óïðîùàåò êàê ïðîìåæóòî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå

âûêëàäêè, òàê è îêîí÷àòåëüíûé âèä ðåçóëüòàòà. Ñêàçàííîå èëëþñòðèðóþò

ðàáîòû Ì.Ë. Ëåâèíà è àâòîðà [495,496℄.

. �àáîòû, â êîòîðûõ óïðîùåíèå èññëåäîâàíèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ ïðî�

áëåì äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòà�

òîâ òåîðèè ðàññåÿíèÿ. �å÷ü èäåò î òðåõ ¾æåì÷óæèíàõ¿ òåîðèè ðàññåÿ-

íèÿ � òåîðåìå âçàèìíîñòè, îïòè÷åñêîé òåîðåìå è îáîáùåííîé îïòè÷åñêîé

òåîðåìå, ÿâëÿþùèõñÿ ïî ñóùåñòâó àíàëèòè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè ÿâëåíèÿ

èíòåð�åðåíöèè ïàäàþùèõ è äè�ðàãèðîâàííûõ âîëí è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè. Êàê è ñòàòè÷åñêèå òåîðåìû âçàèìíîñòè, òåîðåìû òåîðèè ðàññåÿ-

íèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü îáùèå ðåçóëüòàòû, íî â îòëè÷èå îò ïåðâûõ, îíè

îïèñûâàþò ñâîéñòâà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ è ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìûõ

íèçêî÷àñòîòíûõ çàäà÷àõ ¾ðàáîòàþò¿ íå â áëèæíåé, à â âîëíîâîé çîíå. Ïðè-

ìåíåíèå îïòè÷åñêîé òåîðåìû óïðîùàåò ïîëó÷åíèå Í× ðàçëîæåíèÿ äëÿ ïîë-

íîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ, â îñîáåííîñòè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðÿä ïî ñòåïåíÿì

k äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíîâ íóëåâîé ñòåïåíè [404,531℄.

Ñîâìåñòíîå æå ïðèìåíåíèå îáîáùåííîé îïòè÷åñêîé òåîðåìû è òåîðåìû âçà-

èìíîñòè â çàäà÷àõ Í× äè�ðàêöèè íà òåëå, èìåþùåì öåíòð ñèììåòðèè, ïîç-

âîëÿåò [70, 366,459℄ íåïîñðåäñòâåííî íàõîäèòü ÷åòíûå ÷ëåíû êâàçèñòàòè÷å-

ñêîãî ðÿäà äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, åñëè èçâåñòíû ïðåäûäóùèå.

d. �àáîòû, â êîòîðûõ àíàëèçèðóþòñÿ ñèòóàöèè, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëÿ�

þùåé ðîëüþ ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ íà êàðòèíó ðàññåÿíèÿ

è åãî õàðàêòåðèñòèêè. Ñþäà îòíîñÿòñÿ ñòàòüè, èññëåäóþùèå êâàçèñòàòè-
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÷åñêèå ðåçîíàíñû: ìîíîïîëüíûå [345, 402, 407, 499, 544℄ � â àêóñòèêå, ìóëü-

òèïîëüíûå [210,223,233,389,420,422,442,443,488�490,494,498,504℄ � â ýëåê-

òðîäèíàìèêå.

Ê ýòîé ãðóïïå îòíåñåì òàêæå ðàáîòû [189, 375℄, êîòîðûå ïîñâÿùåíû

îñîáåííîñòÿì ðàññåÿíèÿ, âûçâàííûì äèíàìèêîé (â îáû÷íîì ìåõàíè÷åñêîì

ñìûñëå ñëîâà) ñàìîãî äè�ðàãèðóþùåãî òåëà, ò. å. åãî âîçâðàòíî�ïîñòóïà-

òåëüíûì èëè âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì.

e. �àáîòû, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ âîçìîæíîñòè èëè äåìîíñòðèðóåò�

ñÿ ý��åêòèâíîñòü âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ. Â îáùåäè�ðàêöèîííûõ îáçîðàõ

[40,148℄ âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ê çàäà÷àì ðàññåÿíèÿ � â ÷àñòíîñòè, ìåòîä

ñòàöèîíàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ëåâèíà è Øâèíãå-

ðà [211�213℄) � îáñóæäàþòñÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî. Ïîêàçàòåëüíî, ÷òî óæå

â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ ¾îòëàäêà¿ ìåòîäà ïðîèçâîäèëàñü íà îñíîâå

íèçêî÷àñòîòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â äàííîé ìîíîãðà�èè âàðèàöèîííàÿ òåõíèêà

íå èñïîëüçóåòñÿ, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ëèøü óêàçàíèåì íåêîòîðûõ

ðàáîò [4, 65, 403,481,540,556,558℄, â êîòîðûõ âàðèàöèîííûå ìåòîäû ïðèâëå-

êàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê íèçêî÷àñòîòíûì çàäà÷àì.

f. �àáîòû, ïîñâÿùåííûå íàõîæäåíèþ ïåðâîãî ÷ëåíà íèçêî÷àñòîòíîãî

ðàçëîæåíèÿ. Ê ýòîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ñòàòüè [78, 173, 187, 190, 191, 217, 317,

318,320,339℄, â êîòîðûõ ðàññåÿíèå àêóñòè÷åñêîé èëè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-

íû ïðåäëîæåíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ òåíçîðîâ (ïîëÿðèçóåìîñòè èëè ïðèñî-

åäèíåííûõ ìàññ) è ñêàëÿðîâ, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ãåîìåòðèè ðàññåèâàòåëÿ.

Òåì ñàìûì äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðàññåèâàþùèõ òåë ðåøåíèå äè�ðàêöè-

îííîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ (àíàëèòè÷åñêîìó èëè ÷èñëåííîìó)

ýòèõ ñêàëÿðíûõ è òåíçîðíûõ âåëè÷èí. Ñþäà æå îòíîñèòñÿ èññëåäîâàíèå

òàêèõ ñèòóàöèé, êîãäà ñòàíîâÿòñÿ íåïðèìåíèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿ [28℄ î

ðàññåÿííîì ïîëå êàê î ïîëå ïåðåèçëó÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî

äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, èíäóöèðîâàííûõ â ðàññåèâàòåëå ïåðâè÷íîé âîëíîé.

Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ðàññìîòðåííàÿ Ì.Ë. Ëåâèíûì è àâòîðîì [495℄

äè�ðàêöèÿ âîëíîâîäíûõ ïîëåé íà ìàëûõ äèñêàõ, íàõîäÿùèõñÿ â ¾óçëîâûõ¿

îáëàñòÿõ ïîëÿ. Íàêîíåö, ê ýòîé æå ãðóïïå èññëåäîâàíèé îòíåñåì ðàáîòû,

â êîòîðûõ äàíî ñîïîñòàâëåíèå ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ íà ïðÿìîóãîëüíûõ

(ïëîñêèõ èëè îáúåìíûõ) ïðåïÿòñòâèÿõ ñ ðàññåÿíèåì íà ïðåïÿòñòâèÿõ îâàëü-

íûõ [78, 90, 138, 139, 289℄, à òàêæå ðàáîòû, àíàëèçèðóþùèå ðîëü îáîëî÷êè

ðàññåèâàòåëÿ íà �îðìèðîâàíèå äè�ðàêöèîííîé êàðòèíû [141,191℄.

g. �àáîòû, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ Í× ðàññåÿíèå óïðóãèõ âîëí. Ìû îãðà-

íè÷èìñÿ çäåñü óêàçàíèåì ëèøü íåñêîëüêèõ ðàáîò (ñì. [74, 124, 202, 203℄),

èìåÿ â âèäó, ÷òî ñ áîëåå ïîäðîáíîé áèáëèîãðà�èåé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ,

îáðàòèâøèñü ê ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå, èí�îðìàöèÿ î êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ

â ñëåäóþùåì ïîäïóíêòå.

h. Îáçîðíûå ðàáîòû, äèññåðòàöèè, ìîíîãðà�èè, ñïðàâî÷íèêè. Ïîñëåäî-

âàâøèé çà ðàáîòîé �ýëåÿ [351℄ ïîòîê ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèé, ïðîäîë-

æàþùèéñÿ è â íàøè äíè, òðåáîâàë ñèñòåìàòèçàöèè íàêîïëåííûõ ðåçóëüòà-

òîâ, îáîáùàþùåãî àíàëèçà ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäèê, êîððåêòèðîâêè íàïðàâ-

ëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèáëèîãðà�èÿ ïðåä-

ñòàâëåíà îáçîðàìè [40, 184, 188, 192, 367, 371, 376, 408℄, äèññåðòàöèÿìè (íà-

ïðèìåð, [119, 293, 514, 520, 573℄), ñáîðíèêàìè [42, 45, 194, 384℄, ìîíîãðà�èÿ-

ìè [20,73,77,84,148,175,250,380,381,478℄, àêóñòè÷åñêèìè, äè�ðàêöèîííûìè,

ðàäèîëîêàöèîííûìè è îïòè÷åñêèìè ñïðàâî÷íèêàìè [42,76,135�137,305,308℄.
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Îòìåòèì, ÷òî [73,384℄ âêëþ÷àþò ñâåäåíèÿ î Í× ðàññåÿíèè óïðóãèõ âîëí.

×òî êàñàåòñÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé äè�ðàêöèè íà òðåõîñíîì ýëëèï-

ñîèäå, òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå óêàçàííûõ (â ýòîì ïîäïóíêòå) èñ-

òî÷íèêîâ îíè íå ïðåäñòàâëåíû, ÷òî è ïîáóäèëî íàñ ñïåöèàëüíî óêàçûâàòü

ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè â ïðåäûäóùèõ ïîäïóíêòàõ.

i. �àáîòû, ñâÿçàííûå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ïðèáëèæåíèÿ

íèçêèõ ÷àñòîò â òåîðèè äè�ðàêöèè, è èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ñïåö�óíê�

öèé. Äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ðàäèóñà ñõîäèìîñòè íèçêî-

÷àñòîòíûõ ðàçëîæåíèé (ïîìèìî ðàáîò Ìàãíóñà, Âåéëÿ, Ìþëëåðà, Ëåéñà è

Âåðíåðà, îòìå÷åííûõ â îáçîðàõ [40, 183℄) ìîæíî íàéòè è â áîëåå ïîçäíèõ

ñòàòüÿõ [9, 14, 184,397℄, íî ýòè äîêàçàòåëüñòâà îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê íåïðîíè-

öàåìûì ðàññåèâàòåëÿì. Ïðèìåð òî÷íîé îöåíêè ðàäèóñà ñõîäèìîñòè äàí â

ðàáîòå Äàðëèíãà è Ñåíèîðà [68℄.

Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äè�ðàêöèè, ðåøàåìûå â ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, íóæäàþòñÿ â îòâå÷àþùèõ ãåî-

ìåòðèè çàäà÷ ñïåöèàëüíûõ �óíêöèÿõ. Óêàæåì íåêîòîðûå ëèòåðàòóðíûå èñ-

òî÷íèêè, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ýëëèïñîèäàëüíûå [12,17,18,332,554,555℄ è

ñ�åðîèäàëüíûå [215,242,347,476℄ âîëíîâûå �óíêöèè.

Çàâåðøàÿ áåãëûé îáçîð ðàáîò ïî Í× äè�ðàêöèè, îòìåòèì, ÷òî â íåì

îñîçíàííî ïî÷òè íå ïðåäñòàâëåíû äâóìåðíûå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ïîñêîëüêó

îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ è â äàííîé êíèãå.

5. Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

Óæå óêàçûâàëîñü, ÷òî â äàííîé ìîíîãðà�èè âñå îáñóæäàåìûå âîïðîñû,

âêëþ÷àÿ íèçêî÷àñòîòíîå ðàññåÿíèå, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíû ñ îäèíî÷íûì

ýëëèïñîèäàëüíûì òåëîì. Ýòî íå îçíà÷àåò, îäíàêî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå äëÿ îäèíî÷íîãî òåëà, íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà, êîãäà ðå÷ü èäåò î

íåñêîëüêèõ òåëàõ èëè äàæå îá àíñàìáëå òàêèõ òåë. Òàê, ðåçóëüòàòû òåîðèè

íèçêî÷àñòîòíîãî ðàññåÿíèÿ íà îäèíî÷íîì ïðåïÿòñòâèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè

ïîñòðîåíèè áîëåå ñëîæíûõ òåîðèé, îïèñûâàþùèõ ðàññåÿíèå íà àíñàìáëå

íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (ñì., íàïðè-

ìåð, [381,541,570℄).

Ïîýòîìó â ìíîãî÷èñëåííûõ è ðàçíîîáðàçíûõ �èçè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ

ïðèëîæåíèÿõ, â êîòîðûõ ýëåêòðîìàãíèòíûå èëè àêóñòè÷åñêèå âîëíû (ãåíå-

ðèðóåìûå åñòåñòâåííûìè èëè èñêóññòâåííûìè èñòî÷íèêàìè, à çàòåì ðàñ-

ñåÿííûå íåêèìè ïðåïÿòñòâèÿìè) èñïîëüçóþòñÿ â äèàãíîñòè÷åñêèõ öåëÿõ,

ðåçóëüòàòû �ýëåÿ è èõ îáîáùåíèÿ íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Íàïðè-

ìåð, òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ðàññåÿíèÿ ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ èñïîëüçó-

åòñÿ â àñòðî�èçèêå ïðè èçó÷åíèè ðàññåÿíèÿ ñâåòà çâåçä ìåæçâåçäíîé è

ìåæïëàíåòíîé ïûëüþ [381℄ è ïðè èññëåäîâàíèè àòìîñ�åð ïëàíåò ( [414℄,

ãë. 8) ; â �èçèêå àòìîñ�åðû â ñâÿçè ñ ìåòåîðîëîãè÷åñêèìè ïðîáëåìà-

ìè èçó÷åíèÿ òóìàíà, äîæäÿ è îáëàêîâ, à òàêæå àýðîçîëåé âóëêàíè÷åñêèõ

èçâåðæåíèé è ëåñíûõ ïîæàðîâ ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêèõ ñðåäñòâ è ðàäèîëî-

êàöèè [35, 122, 298, 381, 425, 467, 469℄; â �èçèêå ìîðÿ ïðè ðàçðàáîòêå îï-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìîðñêîé âîäû [571℄; â ðàäèîëîêàöèè è

òåõíèêå ÑÂ×

1

â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèåì ìàëûõ çîíäîâ è ýëëèïòè÷åñêèõ

1

Íèçêî÷àñòîòíûì çàäà÷àì äè�ðàêöèè ðîäñòâåííû òåîðèè èçëó÷åíèÿ ìàëûõ òåë (íà�

ïðèìåð, òåîðèÿ òîíêèõ è ùåëåâûõ àíòåíí [486,501,502℄).
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àïåðòóð [255, 308℄; â �èçè÷åñêîé õèìèè ïðè èçó÷åíèè ðàññåÿíèÿ ñâåòà

êîëëîèäàëüíûìè è ìàêðîìîëåêóëÿðíûìè ñèñòåìàìè [175℄.

�åçóëüòàòû ñêàëÿðíîé òåîðèè Í× äè�ðàêöèè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ãèä�

ðîàêóñòèêå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óêàæåì íà ýõîëîêàöèþ ñêîïëåíèé êîñÿêîâ

ðûá [157, 398℄, ãäå îñíîâíîé âêëàä â ðàññåÿíèå îáóñëîâëåí ðûáüèìè ïóçû-

ðÿìè. Äðóãîé ïðèìåð � èíòåðåñ, ïðîÿâëÿåìûé ê ðàññåÿíèþ çâóêà íà âîç-

äóøíûõ ïóçûðüêàõ (ñì. [157,398℄, à òàêæå [383℄).

�åçóëüòàòû ïî Í× äè�ðàêöèè íà ýëëèïñîèäå àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â

áèîëîãèè è ìåäèöèíå. �å÷ü èäåò îá èçó÷åíèè âîçäåéñòâèÿ Í× ýëåêòðî-

ìàãíèòíûõ ïîëåé íà îðãàíèçì âçðîñëîãî ÷åëîâåêà [87,133,235,236℄ è ðåáåí-

êà [267℄, î ïðèìåíåíèè îïòè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà áèîëîãè÷åñêèõ æèäêî-

ñòåé (ñþäà îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, èññëåäîâàíèå ýðèòðîöèòîâ â êðîâè [64,246℄

èëè ìàãíèòíûõ áàêòåðèé â âÿçêîé æèäêîñòè [336℄). Íåîáõîäèìîñòü ðàñøè-

ðåíèÿ àðñåíàëà äèàãíîñòè÷åñêîé àïïàðàòóðû àêòèâèçèðîâàëà èññëåäîâàíèÿ

âîëíîâîãî âîçäåéñòâèÿ è íà îòäåëüíûå îðãàíû (íàïðèìåð, íà æåëóäîê [156℄)

èëè ÷àñòè òåëà (íàïðèìåð, íà ãîëîâó [32,126℄) â òîì ÷èñëå â ðàìêàõ ýëëèï-

ñîèäàëüíîé ìîäåëè (ñì. òàêæå [110,155,323℄).

Ê ÷èñëó íîâåéøèõ ïðèìåíåíèé òåîðèè ñòàòè÷åñêèõ è êâàçèñòàòè÷åñêèõ

ïîëåé ýëëèïñîèäà îòíîñèòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè ïðè

ðàçðàáîòêå è ñîçäàíèè íîâûõ êîìïîçèòíûõ è ìåòàìàòåðèàëîâ. Ñîçäà-

íèå òàêîãî ðîäà ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ âåñüìà âîñòðåáîâàííûìè íåîáû÷-

íûìè è óíèêàëüíûìè (èíîãäà � ýêçîòè÷åñêèìè) ìåõàíè÷åñêèìè (ïðî÷íîñòü,

æåñòêîñòü, òðåùèíîñòîéêîñòü è ò. ï.) è ýëåêòðîìàãíèòíûìè (ïðîâîäèìîñòü,

ý��åêòèâíûå äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè, îïòè÷åñêèå ïà-

ðàìåòðû è ò. ï.) õàðàêòåðèñòèêàìè, ñòèìóëèðóåòñÿ ïîòðåáíîñòÿìè ñîâðå-

ìåííîé òåõíèêè. Èç îòíîñÿùåéñÿ ê ýòîé ïðîáëåìàòèêå îáøèðíîé ëèòåðà-

òóðû ìû îãðàíè÷èìñÿ óêàçàíèåì ëèøü íåáîëüøîãî ñïèñêà èñòî÷íèêîâ (ñì.

[85,123,134,168,229,232,240,241,249,292,321,385,423,431,433,434,437,534℄),

äîïîëíèâ ýòîò ñïèñîê ðàáîòàìè, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà íàíî÷à�

ñòèö ýëëèïñîèäàëüíîé �îðìû è ìåòàìàòåðèàëîâ, èñïîëüçóþùèõ òàêèå

÷àñòèöû â êà÷åñòâå âêëþ÷åíèé (ñì. [98, 111, 113, 127, 130, 224, 227, 258, 269,

284,293,325,386,432,504,551,553℄).

Óêàæåì åùå îäèí òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî àêòèâíî èçó÷àåìûé

íåîáû÷íûé ìàêðîñêîïè÷åñêèé êâàíòîâûé îáúåêò � êîíäåíñàò Áîçå�Ýéí�

øòåéíà (ñì., íàïðèìåð, [275,471,537℄). Â òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè [368�

370℄ êîíäåíñàòà Áîçå�Ýéíøòåéíà ýëëèïñîèäàëüíîé �îðìû, ïîñòðîåííîì ñ

ó÷åòîì äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû íüþòîíîâà ïî-

òåíöèàëà íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà. Êîíäåíñàòû Áîçå�Ýéíøòåéíà èíîãäà

íàçûâàþò ïÿòûì (íàðÿäó ñ òâåðäûì, æèäêèì, ãàçîîáðàçíûì è ïëàçìåííûì)

ñîñòîÿíèåì âåùåñòâà. Óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî �îðìóëû, îïèñûâàþùèå ïîëÿ

ýëëèïñîèäà, îêàçûâàþòñÿ âîñòðåáîâàííûìè äëÿ âñåõ ýòèõ ñîñòîÿíèé.

Çàâåðøèì Ââåäåíèå äâóìÿ çàìå÷àíèÿìè. Âî-ïåðâûõ, óêàçàííûìè íà-

ïðàâëåíèÿìè èññëåäîâàíèé è îáëàñòÿìè ïðèìåíåíèÿ (ãðàíèöû ìåæäó êî-

òîðûìè íå âñåãäà âíÿòíû), êîíå÷íî æå, íå èñ÷åðïûâàåòñÿ èõ ïîëíûé ïå-

ðå÷åíü. À âî-âòîðûõ, ñèñòåìàòè÷åñêîå íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ äåñÿòèëåòèé

âîçíèêíîâåíèå íîâûõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ, ïîðîæäàåìîå ðàçâèòèåì íàóêè

è òåõíèêè, îáúÿñíÿåò ñòîëü äîëãî ñîõðàíÿþùèéñÿ èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé

ê ïðîáëåìàòèêå, êîòîðîé ïîñâÿùåíà ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà.
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�ëàâà 1

Ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

� 1. �åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ýëëèïñîèäà

1.1. Ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà ξ

Íà ïðîòÿæåíèè áîëüøåé ÷àñòè êíèãè ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ óåäèíåí-

íûì ñèììåòðè÷íûì çàäàííûì òåëîì (ýëëèïñîèäîì èëè åãî âûðîæäåííûìè

è ïðåäåëüíûìè �îðìàìè). Ïîýòîìó ðàñïîëîæåíèå è îðèåíòàöèþ äåêàðòî-

âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò áóäåì âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óðàâíåíèå

ãðàíèöû òåëà èìåëî êàíîíè÷åñêóþ �îðìó. Ñàìî çàäàííîå òåëî áóäåì íàçû-

âàòü áàçèñíûì

1

.

Â êàíîíè÷åñêîé �îðìå óðàâíåíèå ãðàíèöû áàçèñíîãî ýëëèïñîèäà ñ ïî-

ëóîñÿìè a, b, c èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. (1.1)

Ñåìåéñòâî ýëëèïñîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, ñî�îêóñíûõ ñ ýëëèïñîèäîì (1.1),

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1, (1.2)

ñîäåðæàùèì âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð ξ, êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå

çíà÷åíèå â äèàïàçîíå

−min{a2, b2, c2} 6 ξ <∞. (1.3)

Ïðè ξ=0 ïîâåðõíîñòü (1.2) ñîâïàäàåò ñ áàçèñíûì ýëëèïñîèäîì (1.1). Ëþ-

áàÿ ïîâåðõíîñòü (1.2), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ξ > 0 , íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ïðî-

ñòðàíñòâà, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíîìó ýëëèïñîèäó. Îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ ξ, ëåæàùèå â èíòåðâàëå 0 > ξ >−min{a2, b2, c2} ñîîòâåòñòâóþò

ýëëèïñîèäàì, ñî�îêóñíûì ñ áàçèñíûì ýëëèïñîèäîì è ðàñïîëîæåííûì âî

âíóòðåííåé îáëàñòè ïîñëåäíåãî. Íàêîíåö, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

ξ=−min{a2, b2, c2}
1

Ïðè ýòîì, êàê �èçè÷åñêèé îáúåêò, áàçèñíîå òåëî ìîæåò áûòü ¾îâåùåñòâëåííûì¿

(ãàç, æèäêîñòü, òâåðäîå òåëî, ïëàçìà) è íåîâåùåñòâëåííûì (ïîëîñòü â ñðåäå, îáúåì èëè

ïîâåðõíîñòü ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ èëè òîêîâ).
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ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåíèþ ýëëèïñîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè â ïëîñêèé ýëëèï-

òè÷åñêèé äèñê. Òàê, åñëè ìèíèìàëüíîé èç ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà (1.1) ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóîñü c, òî ïðåäåëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé äèñê äàåòñÿ �îðìóëàìè

x2

a2 − c2 +
y2

b2 − c2 = 1, z = 0. (1.4)

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííûé �îðìóëàìè (1.2) è (1.3) ïàðàìåòð ξ ïîëíîñòüþ

èäåíòè÷åí îäíîé èç òðåõ îðòîãîíàëüíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàò (ñì.,

íàïðèìåð, [24℄). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïàðàìåòð ξ áóäåì íàçûâàòü ýëëèï�

ñîèäàëüíîé êîîðäèíàòîé.

1.2. �àññòîÿíèå îò öåíòðà äî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

Óäîáíî ââåñòè �óíêöèþ

P (r, u) ≡ 1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u
. (1.5)

Óðàâíåíèå

P (r, u) = 0, (1.6)

åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå u êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ξ èç äèàïàçîíà (1.3), ò. å.

çàäàòü ïîëóîñè ýëëèïñîèäà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïî-

ñëåäíåãî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Åñëè æå ñ÷èòàòü çàäàííîé ïðîèçâîëü-

íóþ òî÷êó (x, y, z) ïðîñòðàíñòâà, òî (1.6) ñòàíîâèòñÿ êóáè÷åñêèì óðàâíå-

íèåì îòíîñèòåëüíî u, ïðè÷åì íàèáîëüøèé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàä-

ëåæàùèé êàê ðàç äèàïàçîíó (1.3), ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòîé

ξ òî÷êè (x, y, z).
�àññìîòðèì ýëëèïñîèäàëüíóþ ïîâåðõíîñòü (1.2) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

P (r, ξ) = 0). Åñëè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé ýòîé ïîâåðõíîñòè
è õàðàêòåðèçóåìîé ðàäèóñîì-âåêòîðîì r = {x, y, z}, ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü, òî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà p (ξ), îïóùåííîãî èç öåíòðà ýëëèïñî-
èäà íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, î÷åâèäíî, ðàâíà

p (ξ) = rn(ξ), (1.7)

ãäå n(ξ) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè

(à çíà÷èò, è ê ïîâåðõíîñòè (1.2)) â òî÷êå r.

Ïîñêîëüêó ãðàäèåíò

∂ξ

∂r
ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè (1.2) ïîñòîÿííî-

ãî çíà÷åíèÿ ξ è (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè äè��åðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíîé
�óíêöèè) ðàâåí

∂ξ

∂r
= − ∂P

∂r

/
∂P

∂ξ
=

{
2x

(a2 + ξ)P ′
ξ

,
2y

(b2 + ξ)P ′
ξ

,
2z

(c2 + ξ)P ′
ξ

}
, (1.8)

ãäå

P ′
ξ ≡

∂P

∂ξ
=

x2

(a2 + ξ)2
+

y2

(b2 + ξ)2
+

z2

(c2 + ξ)2
, (1.9)

òî

n(ξ)=− ∂ξ

∂r

/∣∣∣∣
∂ξ

∂r

∣∣∣∣=





x

(a2+ξ)
√
P ′
ξ

,
y

(b2+ξ)
√
P ′
ξ

,
z

(c2+ξ)
√
P ′
ξ



 . (1.10)
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Òàêèì îáðàçîì, èç (1.7) ñ ó÷åòîì (1.2) ïîëó÷àåì

p (ξ) =
1√
P ′
ξ

=

[
x2

(a2 + ξ)2
+

y2

(b2 + ξ)2
+

z2

(c2 + ξ)2

]−1/2

. (1.11)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áàçèñíîãî ýëëèïñîèäà (1.1) ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî êàñà-

òåëüíîé ïëîñêîñòè ðàâíî

p ≡ p (0) =
(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

, (1.12)

à åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè (1.1) â òî÷êå (x, y, z) åñòü

n ≡ n(0) =
{ x
a2
p ,

y

b2
p ,

z

c2
p
}
. (1.13)

Âûðàæåíèå (1.11) ïîçâîëÿåò ïðèäàòü �îðìóëå (1.8) îêîí÷àòåëüíûé âèä

∂ξ

∂r
= 2p (ξ)n(ξ) =

{
2x

a2 + ξ
p2(ξ),

2y

b2 + ξ
p2(ξ),

2z

c2 + ξ
p2(ξ)

}
. (1.14)

1.3. Ñðåäíèé êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ

îò öåíòðà äî ïîâåðõíîñòè

Íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òðåõîñíîãî ýë-

ëèïñîèäà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Ê èõ ÷èñëó îòíî-

ñèòñÿ, íàïðèìåð, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè a > b > c,
õàðàêòåðèçóåìàÿ èçâåñòíîé �îðìóëîé Ëåæàíäðà

1

:

S = 2πc2 +
2πb√
a2 − c2

[
c2F (ψ,κ) + (a2 − c2)E(ψ,κ)

]
, (1.15)

ãäå

F (ψ,κ) =

ψ∫

0

dχ√
1− κ

2 sin2 χ

, E(ψ,κ)=

ψ∫

0

√
1− κ

2 sin2 χdχ (1.16)

� íåïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû (ñì., íàïðèìåð, [161,447℄) ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, ìîäóëü κ è àðãóìåíò ψ êîòîðûõ ðàâíû

κ =
a

b

√
b2 − c2
a2 − c2 , ψ = arccos

c

a
. (1.17)

Êëþ÷åâóþ ðîëü â ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ïîëåé ýëëèïñîèäà èãðàåò

äðóãàÿ õàðàêòåðèñòèêà, òàêæå èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ïëîùàäè. �å÷ü èäåò

îá óñðåäíåííîì ïî òåëåñíîìó óãëó êâàäðàòå ðàäèóñà-âåêòîðà òî÷êè, ëåæà-

ùåé íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà. Îáîçíà÷èì ýòó õàðàêòåðèñòèêó ïîñðåä-

ñòâîì M0. Òàê ÷òî

M0 =
1

4π

∫
r2dΩ. (1.18)

1

Ñì. äàëåå (2.8).
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1.18) âûðàçèì r2 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

1

r2
=

sin2 θ cos2 ϕ

a2
+

sin2 θ sin2 ϕ

b2
+

cos2 θ

c2
. (1.19)

Áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè ýëëèïñîèäà è ÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè,

èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì ñâîäèòñÿ ê îäíîìó îêòàíòó.

M0 =
2

π

π/2∫

0

dθ sin θ

π/2∫

0

[(
cos2 ϕ

a2
+

sin2 ϕ

b2

)
sin2 θ +

cos2 θ

c2

]−1

dϕ.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû w=tgϕ ïîëó÷àåì

M0 =
2

π

π/2∫

0

dθ sin θ

∞∫

0

[(
cos2 θ

c2
+

sin2 θ

b2

)
w2 +

cos2 θ

c2
+

sin2 θ

a2

]−1

dw =

=

π/2∫

0

[(
cos2 θ

c2
+

sin2 θ

a2

)(
cos2 θ

c2
+

sin2 θ

b2

)]−1/2

sin θ dθ.

Ïîñëåäóþùàÿ çàìåíà u= c2 tg2 θ ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå äëÿ

M0 ê îêîí÷àòåëüíîìó ñèììåòðè÷íîìó âèäó

M0 =
abc

2

∞∫

0

du

Q(u)
, (1.20)

ãäå

Q(u) ≡
√
(a2 + u)(b2 + u)(c2 + u). (1.21)

Ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë (1.20) íåòðóäíî ïðèâåñòè ê íîðìàëüíîé ëåæàí-

äðîâîé �îðìå. Òàê, ïðè a > b > c

M0 =
abc√
a2 − c2

F (ψ, k), (1.22)

ãäå íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

F (ψ, k) =

ψ∫

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

, (1.23)

ïðè÷åì

k =

√
a2 − b2
a2 − c2 , ψ = arccos

c

a
. (1.24)

Òàêèì îáðàçîì, â èíòåãðàëå (1.22) ìîäóëü k íå ñîâïàäàåò, à àðãóìåíò ψ
ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè (1.17).

Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà M0 ÿñíî, ÷òî â ñëó÷àå øàðà

1 (c = b = a)

M0 = a2. (1.25)

1

Çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ âèä M0 ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â ñ�åðîèä. Ñîîòâåòñòâó�

þùèå âûðàæåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò èç �îðìóë (2.10), (2.11), (2.13) è (2.15).
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Îñîáîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû M0 äëÿ çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî îíà èãðàåò ðîëü ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè, íà îñíîâå êîòîðîé â òåîðèþ

ââîäèòñÿ öåëûé êëàññ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, íåîáõîäèìûõ äëÿ êî-

ëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëîâ è ïîëåé ýëëèïñîèäà.

� 2. �àçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû ýëëèïñîèäà

2.1. Òðåõîñíûé ýëëèïñîèä

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

∂̂a = − ∂

∂a

( . . .
a

)
, ∂̂b = −

∂

∂b

( . . .
b

)
, ∂̂c = −

∂

∂c

( . . .
c

)
. (2.1)

Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðîâ (2.1) íà âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò a, b
è c, íå ïðèâîäèò ê íóëåâîìó ðåçóëüòàòó. Îäíîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ê (1.20)

îäíîãî èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðèâîäèò ê íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëàì

Ma =
abc

2

∞∫

0

du

(a2 + u)Q(u)
, Mb =

abc

2

∞∫

0

du

(b2 + u)Q(u)
,

Mc =
abc

2

∞∫

0

du

(c2 + u)Q(u)
.

(2.2)

Ñîãëàñíî ñëîæèâøåéñÿ òåðìèíîëîãèè, âåëè÷èíû Ma, Mb, Mc íàçûâàþò

ðàçìàãíè÷èâàþùèìè �àêòîðàìè (èëè êîý��èöèåíòàìè äåïîëÿðèçàöèè) ýë�

ëèïñîèäà.

Èç �îðìóë (2.2) ñëåäóåò, ÷òî �àêòîðû Ma, Mb, Mc ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿí-

íûìè ïîëîæèòåëüíûìè áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè, çàâèñÿùèìè îò �îð-

ìû, íî íå îò îáúåìà ýëëèïñîèäà.

Èç (2.2) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

0 < Ma < Mb < Mc < 1 ïðè a > b > c . (2.3)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ è áîëåå ñèëüíûå íåðàâåíñòâà

aMa < bMb < cMc ïðè a > b > c . (2.4)

Ñëåäóþùèé àíàëîãè÷íûé øàã � è, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, íåðàâåíñòâà

èçìåíÿþò íàïðàâëåíèå:

a2Ma > b2Mb > c2Mc ïðè a > b > c . (2.5)

Êàê è M0, èíòåãðàëû (2.2) äëÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà ÿâëÿþòñÿ ýëëèï-

òè÷åñêèìè. Ïðåäñòàâëåíèå ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà ÷åðåç

ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà â íîðìàëüíîé ëåæàíäðî-

âîé �îðìå îñóùåñòâëåíî ñàìèì Ëåæàíäðîì

1

â ðàáîòå [207℄ è èìååò âèä

Ma =
abc√

a2 − c2 (a2 − b2)
{F (ψ, k)− E(ψ, k)} ,

1

Òî÷íîñòè ðàäè, îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû, ñ êîòîðûìè îïåðèðîâàë Ëåæàíäð, ìíî�

æèòåëåì 4π îòëè÷àþòñÿ îò èñïîëüçóåìûõ çäåñü Ma, Mb è Mc.
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Mb = −
abc F (ψ, k)√

a2 − c2 (a2 − b2)
+
abc
√
a2 − c2E(ψ, k)

(a2 − b2)(b2 − c2) −
c2

b2 − c2 , (2.6)

Mc = −
abcE(ψ, k)√

a2 − c2 (b2 − c2)
+

b2

b2 − c2 ,

åñëè a > b > c. Ïðè ýòîì ìîäóëü k è àðãóìåíò ψ íåïîëíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

èíòåãðàëîâ F (ψ, k) è

E(ψ, k) =

ψ∫

0

√
1− k2 sin2 ϕdϕ (2.7)

äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (1.24). Ôîðìóëû (2.6) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ðàçìàã-

íè÷èâàþùèå �àêòîðû ýëëèïñîèäà, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ òàáëèöû íåïîëíûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ.

Ýòè �îðìóëû ïîëåçíû è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â òåðìèíàõ Ma, Mb, Mc

æåëàòåëüíî âûðàçèòü èíûå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëëèïñîèäà, äëÿ

êîòîðûõ èçâåñòíû ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç ëåæàíäðîâû ýëëèïòè÷åñêèå èíòå-

ãðàëû. Íàïðèìåð, äëÿ ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè a> b> c ïëîùàäü ïîâåðõ-

íîñòè (1.15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [487℄

1

S = 2π
{
(a2 + b2)Ma + (a2 + c2)M b + (b2 + c2)M c

}
. (2.8)

Çäåñü Ma, M b, Mc � ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû âñïîìîãàòåëüíîãî ýë-

ëèïñîèäà, ïîëóîñè êîòîðîãî ā = a, b̄ = ac/b, c̄ = c ñâÿçàíû òàêèìè æå

íåðàâåíñòâàìè ā> b̄>c̄ , ÷òî è a, b, c. Ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ýëëèïñî-
èäà âûçâàíî îòìå÷åííûì âûøå ðàçëè÷èåì ìîäóëåé κ è k ýëëèïòè÷åñêèõ

èíòåãðàëîâ (1.15) è (2.6).

Áåçðàçìåðíîñòü ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà, èõ ñëîæíàÿ

çàâèñèìîñòü (2.6) îò F (ψ, k) è E(ψ, k), äåëàþò öåëåñîîáðàçíûì ñîçäàíèå

òàáëèö íåïîñðåäñòâåííî ñàìèõ êîý��èöèåíòîâ Ma, Mb, Mc. Ïîäîáíûå òàá-

ëèöû è ãðà�èêè, åñòåñòâåííî, ñóùåñòâóþò [266, 344, 405, 518℄. Ïîäðîáíûå

òàáëèöû ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà äàíû â Ïðèëîæåíèè H

ê äàííîé êíèãå.

Ìåæäó ðàçìàãíè÷èâàþùèìè �àêòîðàìè ýëëèïñîèäà ñóùåñòâóþò ïðî-

ñòûå ñîîòíîøåíèÿ

Ma +Mb +Mc = 1 , (2.9)

a2Ma + b2Mb + c2Mc =M0 , (2.10)

êîòîðûå â èíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âïåðâûå áûëè óñòàíîâëåíû Ëåæàíäðîì â óïî-

ìèíàâøåéñÿ óæå ðàáîòå [207℄.

�àâåíñòâî (2.9) íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ �îðìóëû (2.6).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.10) çàìåòèì, ÷òî âõîäÿùèé â âûðàæåíèå (1.20)

èíòåãðàë

I ≡
∞∫

0

du

Q(u)
=

2

abc
M0

1

Èíòåðåñ ê ÷èñëåííîìó âû÷èñëåíèþ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òðåõîñíîãî (è äàæå

n�îñíîãî) ýëëèïñîèäà ñîõðàíÿåòñÿ [154,208℄.
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ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé (ñòåïåíè −1/2) �óíêöèåé ïåðåìåííûõ a2, b2, c2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ �óíêöèÿõ, èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî

a2
∂I

∂a2
+ b2

∂I

∂b2
+ c2

∂I

∂c2
= −1

2
I.

Âûïîëíÿÿ äè��åðåíöèðîâàíèå è çàïèñûâàÿ ðåçóëüòàò íà îñíîâå (1.20) è

(2.2) â òåðìèíàõ M0, Ma, Mb è Mc, ïîëó÷àåì (2.10).

Åñëè îäíà èç îñåé ýëëèïñîèäà âåëèêà èëè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëü-

íûìè, òî âìåñòî (2.6) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ. Òàê,

äëÿ ñèëüíî âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà (a≫ b ∼ c) èìåþò ìåñòî �îðìóëû

Ma ≈
bc

a2

(
ln

4a

b+ c
− 1

)
,

Mb ≈
c

b+ c
− bc

2a2
ln

4a

b+ c
+
bc (3b+ c)

4a2(b + c)
,

ïðè÷åì âûðàæåíèå äëÿ Mc ïîëó÷àåòñÿ âçàèìíîé çàìåíîé b↔c â ïîñëåäíåì
ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå.

Äëÿ ñèëüíî ñïëþùåííîãî ýëëèïñîèäà, êîãäà a > b ≫ c , ïðèáëèæåííûå
�îðìóëû èìåþò âèä

Ma ≈
c

a

√
1−k2
k2

(K−E)− c2

a2
,

Mb ≈
c

a

E − (1−k2)K
k2
√
1−k2

− c2

a2
1

1−k2 ,

Mc ≈ 1− cE

a
√
1−k2

+
c2

a2
2−k2
1−k2 ,

(2.11)

ãäå K è E � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

ñîîòâåòñòâåííî, ìîäóëü k êîòîðûõ ðàâåí k =
√
1− (b/a)2.

Äëÿ ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà ïî÷òè ñ�åðè÷åñêîé �îð-

ìû (06 1−b/a≪1, 06 1−c/a≪1) èìåþò ìåñòî ïðèáëèæåííûå �îðìóëû

Ma =
1

3
+

2

15a
(b+ c− 2a)−

− 1

105a2
(
10a2 + 9b2 + 9c2 − 10ab− 10ac− 8bc

)
+ . . . ,

Mb =
1

3
+

2

15a
(a+ c− 2b)+

+
1

105a2
(
5a2 + 18b2 − 9c2 − 32ab+ 22ac− 4bc

)
+ . . . .

Âûðàæåíèå äëÿ Mc ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ Mb ñ ïîìîùüþ âçàèì-

íîé çàìåíû b↔ c.
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2.2. Ñ�åðîèäû è øàð

Åñëè äâå îñè ýëëèïñîèäà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî îí ñòàíîâèòñÿ òåëîì

âðàùåíèÿ, íàçûâàåìûì ñ�åðîèäîì. Äëÿ ñ�åðîèäà èíòåãðàëû (2.2) ïåðå-

ñòàþò áûòü ýëëèïòè÷åñêèìè è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè.

Áóäåì íàçûâàòü ïðîäîëüíûì ðàçìàãíè÷èâàþùèì �àêòîðîì ñ�åðîèäà M
òîò èç êîý��èöèåíòîâ Ma, Mb, Mc, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îñè âðàùåíèÿ.

Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ðàâíû äðóã äðóãó, è, â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.9), èõ

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïðîäîëüíûé ðàçìàãíè÷èâàþùèé �àêòîð:

M⊥ =
1

2
(1−M). (2.12)

Äëÿ ñïëþùåííîãî ñ�åðîèäà (a=b>c) ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì

e =

√
1− c2

a2
(2.13)

ïðîäîëüíûé ðàçìàãíè÷èâàþùèé �àêòîð Mc ðàâåí

M =
1

e2

(
1−
√
1− e2
e

arcsin e

)
=

1 + e2

e3
(e− arctg e). (2.14)

Â ñëó÷àå ñèëüíî ñïëþùåííîãî ñ�åðîèäà (ε ≡ c/a≪ 1)

M =

(
1 + 2 ε2 +

8

3
ε4 +

16

5
ε6 +

128

35
ε8 + . . .

)
−

− πε

2

(
1 +

3

2
ε2 +

15

8
ε4 +

35

16
ε6 +

315

128
ε8 + . . .

)
.

Åñëè �îðìà ñïëþùåííîãî ñ�åðîèäà áëèçêà ê ñ�åðè÷åñêîé (e≪ 1), òî

M =
1

3
+

2e2

15

(
1 +

4

7
e2 +

8

21
e4 + . . .

)
. (2.15)

Äëÿ âûòÿíóòîãî ñ�åðîèäà (a > b = c) ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì (2.13) ïðî-

äîëüíûé ðàçìàãíè÷èâàþùèé �àêòîð Ma ðàâåí

M =
1− e2
2e3

(
ln

1 + e

1− e − 2e

)
=

1− e2
e3

(Arth e− e). (2.16)

Åñëè ñ�åðîèä ñèëüíî âûòÿíóò (ε ≡ c/a≪ 1), òî

M = ε2
[(

1 +
3

2
ε2 +

15

8
ε4 +

35

16
ε6 + . . .

)
ln

2

ε
−

−
(
1 +

5

4
ε2 +

47

32
ε4 +

319

192
ε6 + . . .

)]
.

Åñëè æå �îðìà âûòÿíóòîãî ñ�åðîèäà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò øàðà (e≪ 1), òî

M =
1

3
− 2e2

15

(
1 +

3

7
e2 +

5

21
e4 + . . .

)
. (2.17)
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�èñ. 1.

Íà ðèñ. 1 äàí ãðà�èê çàâèñèìîñòè M îò e, ïîñòðîåííûé ïî �îðìóëàì
(2.14) è (2.16).

Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð (a= b= c), êîãäà, ïî ñîîáðàæåíè-
ÿì ñèììåòðèè, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà Ma = Mb = Mc , èç (2.9)

ïîëó÷àåì

M = 1/3 . (2.18)

� 3. Âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå

�àêòîðû ýëëèïñîèäà

3.1. Òðåõîñíûé ýëëèïñîèä

Áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè ýëëèïñîèäà

âåëè÷èíû

1

Mlmn =
(
∂̂a

)l (
∂̂ b

)m(
∂̂c

)n
M0 . (3.1)

Çäåñü îïåðàòîðû ∂̂a, ∂̂b è ∂̂c îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (2.1), à l, m, n �

öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ñóììó l + m + n , õàðàêòåðèçóþùóþ ðàç-

ìåðíîñòü �àêòîðà, íàçîâåì âåñîì ïîòåíöèàëüíîãî �àêòîðà. Â ÷àñòíîñòè,

�àêòîðû åäèíè÷íîãî âåñà M100 = Ma, M010 = Mb, M001 = Mc ñóòü

îáû÷íûå ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû ýëëèïñîèäà, à �àêòîð íóëåâîãî âåñà

M000 =M0.

Î÷åâèäíî, ÷òî

Mlmn = Πlmn
abc

2

∞∫

0

du

Q(u)(a2 + u)l(b2 + u)m(c2 + u)n
, (3.2)

1

Èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû [209,492℄.
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ãäå

Πlmn = (2l − 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!! , (3.3)

à Q(u) äàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.21).

×åðåç âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû (3.2) è ðàññìàòðèâàåìûå â

ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà âûðà-

æàþòñÿ ïîòåíöèàëû è ïîëÿ âíóòðè è ñíàðóæè ýëëèïñîèäà. Äëÿ �àêòè÷å-

ñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ è ïîëåé íóæíî çíàòü çíà÷å-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ðåêóððåíòíûõ �îðìóë, ïîçâîëÿþùèõ âûðàçèòü âñå ïîòåíöèàëüíûå

�àêòîðû ÷åðåç çàòàáóëèðîâàííûå ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû Ma, Mb,

Mc .

Òàê, äëÿ �àêòîðîâ ñ âåñîì 2 èç îïðåäåëåíèÿ (3.2) ñëåäóþò �îðìóëû

1

(
a2−b2

)
M110=M010−M100 ,

(
b2−c2

)
M011=M001−M010 ,

(
c2−a2

)
M101=M100−M001 .

(3.4)

Åñëè ïðèìåíèòü îïåðàòîð

(
∂̂a

)l(
∂̂b

)m(
∂̂c

)n
ê ñîîòíîøåíèÿì (2.9), (2.10)

è (3.4) è ó÷åñòü, ÷òî

(
∂̂ a

)l
a2Mij k=−2lMi+l−1,j, k + a2Mi+l,j, k,(

∂̂ b

)m
b2Mij k = − 2mMi,j+m−1, k + b2Mi,j+m,k ,(
∂̂ c

)n
c2Mij k =−2nMi,j, k+n−1+ c2Mi,j, k+n ,

(3.5)

òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó îáùèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

Ml+1,m,n +Ml,m+1,n +Ml,m,n+1 =
Πlmn

a2lb2mc2n
, (3.6)

a2Ml+1,m,n + b2Ml,m+1,n + c2Ml,m,n+1 = (2l+2m+2n+1)Mlmn , (3.7)

(
a2 − b2

)
Ml+1,m+1,n = (2l+ 1)Ml,m+1,n − (2m+ 1)Ml+1,m,n , (3.8)

(
b2 − c2

)
Ml,m+1,n+1 = (2m+ 1)Ml,m,n+1 − (2n+ 1)Ml,m+1,n , (3.9)

(
c2 − a2

)
Ml+1,m,n+1 = (2n+ 1)Ml+1,m,n − (2l + 1)Ml,m,n+1 . (3.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî �îðìóëû (3.8)�(3.10) íå ¾ðàáîòàþò¿ â ñëó÷àå �àêòîðîâ

âèäà Mk00, ó êîòîðûõ äâà èç òðåõ èíäåêñîâ ðàâíû íóëþ. Òàêèå �àêòîðû

íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâûâàòü ñ ïîìîùüþ (3.6) èëè (3.7).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé âíóòðåííèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð ýë-

ëèïñîèäà Mlmn ìîæåò áûòü âûðàæåí â êîíå÷íîì ñ÷åòå ÷åðåç ðàçìàãíè÷è-

âàþùèå �àêòîðû.

1

Ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå (3.4), âñòðå÷àþòñÿ ó �àóñà [307℄ è èñïîëüçîâàëèñü Ñòè�

âåíñîíîì [343℄ íàðÿäó ñ �îðìóëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñîîòíîøåíèé

(3.6)�(3.10) äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ, ìàêñèìàëüíûé âåñ êîòîðûõ ðàâåí äâóì. Â

èíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÷àñòíûå ñëó÷àè íåêîòîðûõ �îðìóë (3.6)�(3.10) äàíû â êíèãå ×àíäðà�

ñåêõàðà [56℄.
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3.2. Ñèëüíî ñïëþùåííûé ýëëèïñîèä

�àññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî âîïðîñ î ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðàõ ñèëüíî

ñïëþùåííîãî ýëëèïñîèäà [495℄. �å÷ü èäåò î ïîëó÷åíèè äëÿ Mlmn ðàçëîæå-

íèé, îáîáùàþùèõ ïðè c≪ min{a, b} �îðìóëû (2.11).

Íà÷íåì ñ �àêòîðà âèäàMlm0. Åãî âûðàæåíèå (ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé

èíòåãðèðîâàíèÿ u = t2−c2 â (3.3)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå

Mlm0 = Πlm0 abc

∞∫

c

(a2+ t2− c2)−l− 1
2 (b2+ t2− c2)−m− 1

2 dt . (3.11)

�àçëîæåíèÿ áèíîìîâ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì c2 ïåðåâî-
äÿò (3.11) â

Mlm0 =

∞∑

j=0

∞∑

k=0

c2j+2k+1

(2j)!! (2k)!!
Ql+j,m+k(c) , (3.12)

ãäå

Qlm(c) = Πlmo ab

∞∫

c

(a2 + t2)−l−
1
2 (b2 + t2)−m− 1

2 dt . (3.13)

Â ñâîþ î÷åðåäü ðàçëîæåíèå Qlm(c) èìååò âèä

Qlm(c) = Nlm − c Tlm +
c3

6
(Tl+1,m + Tl,m+1)−

− c5

40
(Tl+2,m + 2Tl+1,m+1 + Tl,m+2) +O(c7) . (3.14)

Çäåñü

Tlm =
Πlm0

a2lb2m
, (3.15)

à Nlm � ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, ïî îïðåäåëåíèþ

(ïîäðîáíåå ñì. � 5), ðàâíûå

Nlm = Πlm0 ab

∞∫

0

(a2 + t2)−l−
1
2 (b2 + t2)−m− 1

2 dt . (3.16)

Ïîäñòàíîâêà (3.14) â (3.12) ïðèâîäèò îêîí÷àòåëüíî ê ñëåäóþùåìó ðàçëîæå-

íèþ:

Mlm0 = cNlm − c2Tlm +
c3

2
(Nl+1,m +Nl,m+1)−

− c4

3
(Tl+1,m + Tl,m+1) +

c5

4!!
(Nl+2,m + 2Nl+1,m+1 +Nl,m+2)−

− c6

5!!
(Tl+2,m + 2Tl+1,m+1 + Tl,m+2) + . . . . (3.17)
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Èç (3.17) è ñîîòíîøåíèÿ (3.6) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àòü ðàçëî-

æåíèÿ è äëÿMlmn ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ïîñëåäíèìè èíäåêñàìè. Íàïðèìåð,

Mlm1 = Tlm − c(Nl+1,m +Nl,m+1) + c2(Tl+1,m + Tl,m+1)−

− c3

2
(Nl+2,m + 2Nl+1,m+1 +Nl,m+2) +

c4

3
(Tl+2,m + 2Tl+1,m+1 + Tl,m+2)−

− c5

4!!
(Nl+3,m + 3Nl+2,m+1 + 3Nl+1,m+2 +Nl,m+3) + . . . , (3.18)

Mlm2 = c−2Tlm − (Tl+1,m + Tl,m+1) + c(Nl+2,m + 2Nl+1,m+1 +Nl,m+2)−

− c2(Tl+2,m + 2Tl+1,m+1 + Tl,m+2) +
c3

2
(Nl+3,m + 3Nl+2,m+1 + 3Nl+1,m+2 +

+ Nl,m+3)−
c4

3
(Tl+3,m + 3Tl+2,m+1 + 3Tl+1,m+2 + Tl,m+3) + . . . . (3.19)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.6) åñòü ñòàðøèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äëÿ

Mlmn ïðè n>1.
Íèæå äëÿ íåñêîëüêèõ âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ Mlmn (âåñà

l+m+n6 3 ) ñèëüíî ñïëþùåííîãî ýëëèïñîèäà ïðèâîäÿòñÿ èõ ðàçëîæåíèÿ

ïî ñòåïåíÿì c.

Òàáëèöà ðàçëîæåíèé Mlmn ïðè c≪ min{a, b}

M000 = cN00 − c2 +
c3

2
(N10 +N01)−

c4

3

(
1

a2
+

1

b2

)
,

M100 = cN10 −
c2

a2
+
c3

2
(N20 +N11)−

c4

3

(
3

a4
+

1

a2b2

)
,

M001 = 1− c (N10 +N01) + c2
(

1

a2
+

1

b2

)
−

− c3

2
(N20 + 2N11 +N02) +

c4

3

(
3

a4
+

2

a2b2
+

3

b4

)
,

M110 = cN11 −
c2

a2b2
+
c3

2
(N21 +N12) ,

M101 =
1

a2
− c (N20 +N11) + c2

(
3

a4
+

1

a2b2

)
− c3

2
(N30 + 2N21 +N12) ,

M200 = cN20 − 3
c2

a4
+
c3

2
(N30 +N21) ,

M002 =
1

c2
−
(

1

a2
+

1

b2

)
+ c (N20 + 2N11 +N02)−

− c2
(

3

a4
+

2

a2b2
+

3

b4

)
+
c3

2
(N30 + 3N21 + 3N12 +N03) ,



50 �ë. 1. Ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

M111 =
1

a2b2
− c (N21 +N12) +

3c2

a2b2

(
1

a2
+

1

b2

)
− c3

2
(N31 + 2N22 +N13) ,

M210 = cN21 −
3c2

a4b2
+
c3

2
(N31 +N22) ,

M201 =
3

a4
− c (N30 +N21) +

3c2

a4

(
5

a2
+

1

b2

)
− c3

2
(N40 + 2N31 +N22) ,

M102 =
1

a2c2
− 1

a2

(
3

a2
+

1

b2

)
+ c (N30 + 2N21 +N12)−

− 3c2

a2

(
5

a4
+

2

a2b2
+

1

b4

)
+
c3

2
(N40 + 3N31 + 3N22 +N13) ,

M300 = cN30 − 15
c2

a6
+
c3

2
(N40 +N31) ,

M003 =
3

c4
− 1

c2

(
1

a2
+

1

b2

)
+

(
3

a4
+

2

a2b2
+

3

b4

)
−

− c (N30 + 3N21 + 3N12 +N03) + 3c2
(

5

a6
+

3

a4b2
+

3

a2b4
+

5

b6

)
−

− c3

2
(N40 + 4N31 + 6N22 + 4N13 +N04) .

Íåäîñòàþùèå �îðìóëû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç âûïèñàííûõ ïåðåñòà-

íîâêîé èíäåêñîâ è îäíîâðåìåííîé çàìåíîé a↔ b.

3.3. Ñ�åðîèä è øàð

Åñëè ýëëèïñîèä âûðîæäàåòñÿ â ñ�åðîèä (a = b 6= c), òî, êàê âèäíî èç

îïðåäåëåíèÿ (3.2),

Mlmn =Mmln . (3.20)

Äðóãîå ñîîòíîøåíèå

Ml+1,m,n

2l+ 1
=
Ml,m+1,n

2m+ 1
(3.21)

ñëåäóåò èç (3.8). �åøàÿ ñîâìåñòíî ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.6), (3.7) è (3.21)

îòíîñèòåëüíî Ml+1,m,n, Ml,m+1,n, Ml,m,n+1, íàõîäèì

2
l+m+1

2l+1
(a2−c2)Ml+1,m,n=−

Πlmn
a2l+2mc2n−2

+ (2l+2m+2n+1)Mlmn, (3.22)

(a2−c2)Ml,m,n+1 =
Πlmn

a2l+2m−2c2n
− (2l+2m+2n+1)Mlmn. (3.23)

Âûðàæåíèå äëÿ Ml,m+1,n â ñèëó (3.20) ïîëó÷àåòñÿ èç (3.22) âçàèìíîé çà-

ìåíîé l ↔ m. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû (3.20), (3.22) è (3.23) ïîçâîëÿþò

â êîíå÷íîì ñ÷åòå âûðàçèòü âíóòðåííèå �àêòîðû Mlmn ÷åðåç ïðîäîëüíûé
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ðàçìàãíè÷èâàþùèé �àêòîð ñ�åðîèäà M=M001. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âíóòðåí-

íèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ñ âåñîì, ðàâíûì 2 è 3, áóäåì èìåòü

M101 =
3M − 1

2(a2−c2) , M110 =
3a2(1−M)− 2c2

8a2(a2−c2) ,

M200 = 3M110 , M002 =
a2 − 3c2M

c2(a2−c2) ;

(3.24)

M111 =
−7a2 + 2c2 + 15a2M

8a2(a2−c2)2 , M102 =
2a2 + 3c2 − 15c2M

2c2(a2−c2)2 ,

M210 =
15a4(1 −M) + 8c4 − 18a2c2

16a4(a2−c2)2 , M201 = 3M111 ,

M300 = 5M210 , M003 =
3

c4
− 2M102 .

(3.25)

Â ñëó÷àå c= b = a èç (3.6), (3.7) ñðàçó ïîëó÷àåì îáùóþ �îðìóëó äëÿ

âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ øàðà

Mlmn =
(2l − 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!!

2l+ 2m+ 2n+ 1
a−2(l+m+n−1) . (3.26)

� 4. Âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

ýëëèïñîèäà

4.1. Òðåõîñíûé ýëëèïñîèä

�àññìîòðåííûå âûøå ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ âíóòðåííèõ ïîòåíöè-

àëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíîå ïðîÿâëå-

íèå áîëåå îáùèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ âåëè÷èíû

Mlmn(ξ) = Πlmn
abc

2

∞∫

ξ

du

Q(u) (a2+ u)l (b2+ u)m (c2+ u)n
, (4.1)

îòëè÷èå êîòîðûõ îò (3.2) ñîñòîèò ëèøü â çàìåíå íèæíåãî (íóëåâîãî) ïðå-

äåëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ýëëèïñîèäàëüíóþ êîîðäèíàòó ξ > 0, êîòîðàÿ, íà-
ïîìèíàåì, åñòü íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.6). Êàê áóäåò ïîêàçàíî

â ñëåäóþùåé ãëàâå, âåëè÷èíû Mlmn(ξ) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íüþ-

òîíîâà (êóëîíîâà) ïîòåíöèàëà âíå ýëëèïñîèäà, ÷òî ïîçâîëÿåò íàçûâàòü èõ

âíåøíèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè ýëëèïñîèäà. Ýëëèïñîèä

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1, (4.2)

ñîîòâåòñòâóþùèé ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòå ξ, áóäåì íàçûâàòü êîîðäè�

íàòíûì. Ïðè ξ=0 êîîðäèíàòíûé ýëëèïñîèä ïåðåõîäèò â áàçèñíûé (2.1), à

âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ñîâïàäàþò ñ âíóòðåííèìè:

Mlmn(0) =Mlmn . (4.3)
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Ôîðìóëà (4.3) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé �îðìóëû, óñòà-

íàâëèâàþùåé ñâÿçü ìåæäó âíåøíèìè è âíóòðåííèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àê-

òîðàìè ýëëèïñîèäà. Âûâîäèòñÿ ýòà îáùàÿ �îðìóëà ýëåìåíòàðíî. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè â èíòåãðàëå (4.1) ïðîèçâåñòè çàìåíó u=u′+ξ, òî ïîëó÷èì

Mlmn(ξ) =
abc

a′b ′c ′
M ′
lmn , (4.4)

ãäå

a′=
√
a2 + ξ , b′=

√
b2 + ξ , c′=

√
c2 + ξ , (4.5)

à M ′
lmn � âíóòðåííèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð êîîðäèíàòíîãî (ñ ïîëóîñÿ-

ìè a′, b ′
è c ′

) ýëëèïñîèäà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ çíà÷åíèÿõ l, m, n îòíîøåíèå Mlmn(ξ)/M
′
lmn áåçðàçìåðíî è ðàâíî

îòíîøåíèþ îáúåìîâ áàçèñíîãî è êîîðäèíàòíîãî ýëëèïñîèäîâ. Åñëè, ñëåäóÿ

òðàäèöèè, îáîçíà÷àòü ðàçìåðíîñòü êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè, òî ðàçìåðíîñòü

ïîòåíöèàëüíîãî �àêòîðà ýëëèïñîèäà åñòü

[Mlmn(ξ)] = [Mlmn] = L−2l−2m−2m+2 = L−2k+2 , (4.6)

ãäå k= l+m+n � âåñ ïîòåíöèàëüíîãî �àêòîðà.

Ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå (4.4) èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîëó÷åíèè ðåêóð-

ðåíòíûõ �îðìóë äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ. Ýòî äîñòèãàåò-

ñÿ, åñëè ðàâåíñòâà (3.6)�(3.10) çàïèñàòü ïðèìåíèòåëüíî ê êîîðäèíàòíîìó

ýëëèïñîèäó ñ ïîëóîñÿìè (4.5) è âíóòðåííèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè

M ′
lmn, ïîñëå ÷åãî, èñïîëüçóÿ (4.4), ïåðåéòè ê Mlmn(ξ). Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñè-

ñòåìà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ïðèîáðåòàåò âèä

1

Ml+1,m,n+Ml,m+1,n+Ml,m,n+1=
Πlmn abc

(a2+ξ)l+
1
2 (b2+ξ)m+ 1

2 (c2+ξ)n+
1
2

, (4.7)

(a2 + ξ)Ml+1,m,n + (b2 + ξ)Ml,m+1,n + (c2 + ξ)Ml,m,n+1 =

= (2l + 2m+ 2n+ 1)Mlmn , (4.8)

(
a2−b2

)
Ml+1,m+1,n=(2l+ 1)Ml,m+1,n−(2m+ 1)Ml+1,m,n ,

(
b2−c2

)
Ml,m+1,n+1=(2m+ 1)Ml,m,l+1−(2n+ 1)Ml,m+1,n ,

(
c2−a2

)
Ml+1,m,n+1=(2n+ 1)Ml+1,m,n−(2l+ 1)Ml,m,n+1 .





(4.9)

Êîìáèíèðóÿ (4.7) è (4.8), íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

a2Ml+1,m,n + b2Ml,m+1,n + c2Ml,m,n+1 =

= (2l+ 2m+ 2n+ 1)Mlmn −
Πlmn abc

(a2+ξ)l+
1
2 (b2+ξ)m+ 1

2 (c2+ξ)n+
1
2

ξ , (4.10)

ïðèìåíÿòü êîòîðîå èíîãäà óäîáíåå, ÷åì (4.8).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíûé âíåøíèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð ýëëèï-

ñîèäà âûðàæàåòñÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ÷åðåç �àêòîðû åäèíè÷íîãî âåñà M100(ξ),

1

Ñîîòíîøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå (4.7) è (4.8) äëÿ l=m= n= 0, ò. å. �àêòîðàì åäè�

íè÷íîãî âåñà, óñòàíîâëåíû Ïóàññîíîì [281℄.
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M010(ξ) è M001(ξ), à �îðìóëà (4.4) ïîçâîëÿåò ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü òàá-

ëèöó ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà

ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

Mlmn(ξ) =
(
∂̂a

)l (
∂̂b

)m (
∂̂c

)n
M000(ξ) , (4.11)

àíàëîãè÷íàÿ (3.1), ïðè îáÿçàòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè

âåëè÷èíà ξ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ.

4.2. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû

Íà áîëüøîì óäàëåíèè îò ýëëèïñîèäà, êîãäà íàðÿäó ñ r≫ max{a, b, c}
èìååò ìåñòî (â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.2)) è íåðàâåíñòâî ξ ≫ max{a2, b2, c2},
òî÷íûå �îðìóëû äëÿ Mlmn(ξ) ìîæíî çàìåíèòü èõ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàç-

ëîæåíèÿìè. Ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ íàõîäèòñÿ ýëåìåí-

òàðíî. Òàê êàê ïðè ξ→∞ âûïîëíÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà a2+ξ ≈
≈ b2+ξ ≈ c2+ξ ≈ ξ, òî, ñîãëàñíî (4.2), èìååò ìåñòî è ξ≈r2. Ïîýòîìó

Mlmn(ξ) ≈ Πlmn
abc

2

∞∫

r2

du

ul+m+n+ 3
2

=
Πlmn

2(l+m+n)+1

abc

r2(l+m+n)+1
. (4.12)

Ïðåæäå, ÷åì èñêàòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿMlmn(ξ), íàéäåì àíà-
ëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ ñàìîé ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòû ξ, èñïîëüçóÿ
�îðìóëó Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè ξ = ξ(a2, b2, c2). Åñëè äëÿ ïðîèçâîäíûõ ââå-
ñòè îáîçíà÷åíèå

ξlmn
(
a2, b2, c2

)
≡ ∂ l+m+n

∂(a2)l ∂(b2)m ∂(c2)n
ξ
(
a2, b2, c2

)
,

òî íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèþ

ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà L6/r4 âêëþ÷èòåëüíî (L � õàðàêòåðíûé

ðàçìåð ýëëèïñîèäà), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ξ
(
a2, b2, c2

)
≈ ξ000(0, 0, 0) +

〈
a2ξ100(0, 0, 0)

〉
+

1

2

〈
a4ξ200(0, 0, 0)

〉
+

+
〈
a2b2ξ110(0, 0, 0)

〉
+

1

6

〈
a6ξ300(0, 0, 0)

〉
+

1

2

〈
a4b2ξ210(0, 0, 0)

〉
+

+
1

2

〈
a4c2ξ201(0, 0, 0)

〉
+ a2b2c2ξ111(0, 0, 0) ,

ãäå óãëîâûìè ñêîáêàìè 〈. . .〉 îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ öèêëè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ,
ò. å. ñóììà òðåõ ñëàãàåìûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè, îäíî èç êîòîðûõ çà-

êëþ÷åíî â ñêîáêè. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå �óíêöèè ξ, çàäàííîé â íåÿâíîì
âèäå óðàâíåíèåì (4.2), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

ξ
(
a2, b2, c2

)
= r2 −

〈
a2n2

x

〉
+ r−2

(〈
a4n2

x

〉
−
〈
a2n2

x

〉2)−

− r−4
(〈
a6n2

x

〉
+ 2

〈
a2n2

x

〉3 − 3
〈
a4n2

x

〉 〈
a2n2

x

〉)
+O

(
L8/r6

)
, (4.13)
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ãäå n = r/r = {x/r, y/r, z/r}, à L = max{a, b, c}.
Âîçâðàùàÿñü ê �àêòîðàì Mlmn(ξ), çàìåòèì, ÷òî çàìåíà u = 1/v2 ïåðå-

ìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â (4.1) äàåò

Mlmn(ξ) = Πlmn abc Jlmn(ε) .

Çäåñü

Jlmn(ε) =

ε∫

0

v2l+2m+2n dv

(a2v2 + 1)l+
1
2 (b2v2 + 1)m+ 1

2 (c2v2 + 1)n+
1
2

, (4.14)

ε = ξ −1/2 . (4.15)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r âåëè÷èíà ε ìàëà, òàê ÷òî ìîæíî ðàçëîæèòü èí-

òåãðàë (4.14) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε:

Mlmn(ξ) = Πlmn abc
∞∑

k=0

ε2k+1

(2k + 1)!
J
(2k+1)
lmn (0) .

Ýòîò ðÿä ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå ñòåïåíè ε, ò. ê. ïðè ε = 0 ïðîèçâîäíûå

÷åòíîãî ïîðÿäêà J
(2k)
lmn (0) = 0.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàçëîæåíèåì Mlmn(ξ) äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà r−7
âêëþ-

÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç (4.12), ìû ïîëó÷èì ïîïðàâêè ê âûðàæå-

íèþ (4.12) ëèøü äëÿ �àêòîðîâ âåñà l+m+n 6 2.
Èç âûðàæåíèé (4.15) è (4.13) ïîëó÷àåì

ε ≈ 1

2r

[
2 +

〈
a2n2

x

〉

r2
+

1

r4

(
7

2

〈
a2n2

x

〉2 −
〈
a4n2

x

〉)
+

+
1

r6

(
33

8

〈
a2n2

x

〉3 − 9

2

〈
a4n2

x

〉 〈
a2n2

x

〉
+
〈
a6n2

x

〉)]
,

ε3 ≈ 1

r3

[
1 +

3

2r2
〈
a2n2

x

〉
+

3

2r4

(
9

4

〈
a2n2

x

〉2 −
〈
a4n2

x

〉)]
,

ε5 ≈ 1

r5

(
1 +

5

2r2
〈
a2n2

x

〉)
, ε7 ≈ 1

r7
.

Ïîëó÷àþùèåñÿ èç (4.15) çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ J
(2k+1)
lmn (ε) ïðè ε = 0

äàþòñÿ �îðìóëàìè

J
(1)
lmn(0) =





1, l+m+n=0,

0, l+m+n>0,

J
(3)
lmn(0) =





−〈a2〉, l+m+n=0,

2, l+m+n=1,

0, l+m+n>1,
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J
(5)
lmn(0) =





3
(
3
〈
a4
〉
+ 2

〈
a2b2

〉)
, l+m+n=0,

−12(a2 + b2 + c2), l=1, m+n=0,

4! , l+m+n=2,

0, l+m+n>2,

J
(7)
lmn(0) =





−45
(
5
〈
a6
〉
+3
〈
a4b2

〉
+3
〈
a4c2

〉
+2a2b2c2

)
, l+m+n=0,

90
[
3
(
4a4 +

〈
a4
〉)

+ 2
(
3
〈
a2b2

〉
− 2b2c2

)]
, l=1, m+n=0,

−3 · 5!
(
4a2 +

〈
a2
〉)
, l=2, m=n=0,

−3 · 5!
(
3
〈
a2
〉
− 2c2

)
, l=m=1, n=0,

6! , l+m+n=3,

0, l+m+n>3.

Îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ î�îðìëåíû êàê

Òàáëèöà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Mlmn

M000(ξ) =
abc

2

{
2

r
+

1

r3

(〈
a2n2

x

〉
− 1

3

〈
a2
〉)

+
1

r5

(
7

4

〈
a2n2

x

〉2 −
〈
a4n2

x

〉
+

+
3

20

〈
a4
〉
+

〈
a2b2

〉

10
−
〈
a2
〉

2

〈
a2n2

x

〉
)

+
1

r7

[
33

8

〈
a2n2

x

〉3− 9

2

〈
a4n2

x

〉 〈
a2n2

x

〉
+

+
〈
a6n2

x

〉
−
〈
a2
〉

2

(
9

4

〈
a2n2

x

〉2 −
〈
a4n2

x

〉)
+

〈
a2n2

x

〉

8

(
3
〈
a4
〉
+ 2

〈
a2b2

〉)
−

− 1

56

(
5
〈
a6
〉
+ 3

〈
a2b2(a2 + b2)

〉
+ 2a2b2c2

)]}
+O

(
L11/r9

)
; (4.16)

M100(ξ) =
abc

3r3
+
abc

2r5

(〈
a2n2

x

〉
− 1

5

〈
a2
〉
− 2

5
a2
)
+
abc

4r7

[
9

2

〈
a2n2

x

〉2−

− 2
〈
a4n2

x

〉
−
〈
a2n2

x

〉 (〈
a2
〉
+ 2a2

)
+

3

14

(〈
a4
〉
+ 4a4

)
+

+
1

7

(
3
〈
a2b2

〉
− 2b2c2

)]
+O

(
L9/r9

)
; (4.17)

M110(ξ) =
abc

5r5
+
abc

2r7

(〈
a2n2

x

〉
− 3

7

〈
a2
〉
+

2

7
c2
)
+O

(
L7/r9

)
, (4.18)

M200(ξ) =
3abc

5r5
+

3abc

2r7

(〈
a2n2

x

〉
− 1

7

〈
a2
〉
− 4

7
a2
)
+O

(
L7/r9

)
. (4.19)

Âûðàæåíèÿ äëÿ M010, M001, M011, M101, M020 è M002 ïîëó÷àþòñÿ èç

(4.17), (4.18) è (4.19) ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.
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4.3. Ñ�åðîèä è øàð

Äëÿ ñ�åðîèäà (a = b 6= c) ðåêóððåíòíûå �îðìóëû òàêîâû:

2l+ 2m+ 2

2l+ 1
(a2−c2)Ml+1,m,n = − Πlmn a

2c

(a2 + ξ)l+m+1(c2 + ξ)n−
1
2

+

+ (2l+ 2m+ 2n+ 1)Mlmn , (4.20)

Mlmn = Mmln , (4.21)

(a2−c2)Ml,m,n+1 =
Πlmn a

2c

(a2 + ξ)l+m(c2 + ξ)n+
1
2

−(2l+2m+2n+1)Mlmn , (4.22)

ãäå

ξ=
1

2

{
x2+y2+z2−a2−c2+

√
(a2−c2−x2−y2+z2)2 + 4(x2+y2)z2

}
. (4.23)

Íàêîíåö, äëÿ øàðà (c = b = a), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ξ = r2 − a2 , (4.24)

ãäå r2 = x2+y2+z2, ïîëó÷àåì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ

�àêòîðîâ

Mlmn(ξ) =
Πlmn

2l + 2m+ 2n+ 1

a3

r2l+2m+2n+1
. (4.25)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð ïðèáëèæåí-

íàÿ �îðìóëà (4.12) ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé � (4.25). Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå ê

øàðó ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû â (4.16)�(4.19) îáðàùàþòñÿ â íóëü.

� 5. Ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

5.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Ýëëèïòè÷åñêèé äèñê, èëè ýëëèïòè÷åñêàÿ ïëàñòèíà íóëåâîé òîëùèíû,

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ýëëèïñîèäà, êîãäà îäíà èç åãî îñåé (ïóñòü

ýòî áóäåò îñü, èìåþùàÿ äëèíó 2c) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Îïðåäåëèì âíåøíèå Nlmn(ξ) è âíóòðåííèå Nlm ïîòåíöèàëüíûå �àêòî-

ðû ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

1

�îðìóëàìè:

Nlmn(ξ) = lim
c→ 0

Mlmn(ξ)

c
, Nlm = lim

c→ 0

Mlm0

c
. (5.1)

Âíóòðåííÿÿ îáëàñòü äèñêà � ýòî ñàìà åãî ïîâåðõíîñòü x2
/
a2+y2

/
b2 = 1,

ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè z = 0. Ïîñêîëüêó âíóòðåííèé ïîòåíöèàë äèñêà íå

çàâèñèò îò z, òî äëÿ åãî îïèñàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïîòåíöèàëüíûå

�àêòîðû ñ íóëåâûì òðåòüèì èíäåêñîì. Ýòî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ìàðêè-

ðîâêó âíóòðåííèõ �àêòîðîâ äèñêà äâóìÿ èíäåêñàìè.

1

Èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû [495,497℄.
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Êàê âèäíî èç (5.1) è (4.6), ðàçìåðíîñòè ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ (îäè-

íàêîâîãî âåñà) ýëëèïñîèäà è ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà íèêîãäà íå ñîâïàäàþò.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñðåäè ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

íåò áåçðàçìåðíûõ.

Èç îïðåäåëåíèé (5.1) è âûðàæåíèé (3.2), (4.1) ñëåäóåò, ÷òî

Nlm = Πlm0
ab

2

∞∫

0

(a2+ u)−l−
1
2 (b2+ u)−m− 1

2 u−
1
2 du , (5.2)

Nlmn(ξ) = Πlmn
ab

2

∞∫

ξ

(a2+ u)−l−
1
2 (b2+ u)−m− 1

2 u−n−
1
2 du , (5.3)

ãäå ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà ξ îïðåäåëÿåòñÿ òåïåðü êàê ïîëîæèòåëü-

íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

x2

a2+ ξ
+

y2

b2+ ξ
+
z2

ξ
= 1 .

Åñëè â èíòåãðàëàõ (5.2) è (5.3) ïðîèçâåñòè çàìåíó u = t2, òî äëÿ Nlm
ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå (3.16), à äëÿ Nlm0(ξ)� ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå

Nlm0(ξ) = Qlm(
√
ξ) , (5.4)

ãäå �óíêöèÿ Qlm îïðåäåëåíà �îðìóëîé (3.13).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n = 0 è ξ = 0

Nlm0(0) = Nlm . (5.5)

Âíåøíèå �àêòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âíóòðåííèå ïî-

òåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

Nlmn(ξ) =
ab

a′b ′c ′
M ′
lmn , (5.6)

ãäå �àêòîð M ′
lmn ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñîèäó ñ ïîëóîñÿìè a′=

√
a2+ ξ, b ′=

=
√
b2+ ξ, c ′ =

√
ξ. Ñîîòíîøåíèå (5.6) ñëåäóåò èç (4.4) è (5.1).

5.2. �åêóððåíòíûå �îðìóëû

�åêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ âíóòðåííèõ Nlm è âíåøíèõ Nlmn(ξ) ïî-

òåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðå-

äåëüíîãî ïåðåõîäà (5.1) èç ñîîòíîøåíèé (3.7), (3.8), âçÿòûõ ïðè n = 0, è
ñîîòíîøåíèé (4.7)�(4.9) è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

a2Nl+1,m + b2Nl,m+1 = (2l + 2m+ 1)Nlm , (5.7)

(
a2−b2

)
Nl+1,m+1 = (2l + 1)Nl,m+1 − (2m+ 1)Nl+1,m , (5.8)

Nl+1,m,n + Nl,m+1,n + Nl,m,n+1 =
Πlmn ab

(a2 + ξ)l+
1
2 (b2 + ξ)m+ 1

2 ξn+
1
2

, (5.9)
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(a2 + ξ)Nl+1,m,n + (b2 + ξ)Nl,m+1,n + ξNl,m,n+1 =

= (2l+ 2m+ 2n+ 1)Nlmn , (5.10)

(
a2 − b2

)
Nl+1,m+1,n = (2l + 1)Nl,m+1,n − (2m+ 1)Nl+1,m,n , (5.11)

a2Nl+1,m,n+1 = (2l+ 1)Nl,m,n+1 − (2n+ 1)Nl+1,m,n , (5.12)

b2Nl,m+1,n+1 = (2m+ 1)Nl,m,l+1 − (2n+ 1)Nl,m+1,n . (5.13)

Åñëè âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç íåïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû (ýòî âèäíî èç �îðìóë (5.6)

è (2.6)), òî âíóòðåííèå åãî �àêòîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëíûå ýëëèïòè-

÷åñêèå èíòåãðàëû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè a > b èç (2.6), (1.21), (1.23) è (5.1)

ïîëó÷àåì

N00 = bK , N10 =
b

a2k2
(K−E) , N01 =

1

bk2
(E− b

2

a2
K) , (5.14)

ãäå K è E � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû (ñì., íàïðèìåð, [161,447℄)

ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, ìîäóëü êîòîðûõ ðàâåí ýêñöåíòðèñèòåòó äèñêà

k=
√
1−(b/a)2.

5.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû

�àññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àê-

òîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà. Âáëèçè äèñêà, êîãäà ξ≪ min
{
a2, b2

}
, èìååò

ìåñòî ðàçëîæåíèå

Nlm0(ξ) = Nlm −
√
ξ

[
Tlm −

ξ

6
(Tl+1,m + Tl,m+1)+

+
ξ2

40
(Tl+2,m + 2Tl+1,m+1 + Tl,m+2)− . . .

]
, (5.15)

âûòåêàþùåå èç (5.4) è (3.14). Àíàëîãè÷íûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ Nlmn(ξ) ñ íåíó-
ëåâûì ïîñëåäíèì èíäåêñîì ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ (5.9) è (5.15). Ïåð-

âûé ÷ëåí òàêîãî ðàçëîæåíèÿ èìååò âèä

Nlmn(ξ) ≈
Πl,m,n−1

a2l b2m ξn−
1
2

(n > 1) . (5.16)

Ïðè r2 = x2+y2+z2 ≫ max
{
a2, b2

}
, ò. å. íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò

äèñêà, èç (5.1) è (4.12) ïîëó÷àåì

Nlmn(ξ) ≈
Πlmn

2(l +m+ n) + 1

ab

r2(l+m+n)+1
. (5.17)

Èñïîëüçóÿ (4.16)�(4.19), íåòðóäíî ïîëó÷èòü è áîëåå òî÷íûå àñèìïòîòè÷å-

ñêèå �îðìóëû, ó÷èòûâàþùèå çàâèñèìîñòü Nlmn îò íàïðàâëåíèÿ íà òî÷êó

íàáëþäåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî åäèíè÷íûì âåêòîðîì n = r/r. Íàïðèìåð,

N001(ξ) =
ab

3r3
+

ab

2r5

(
a2n2

x + b2n2
y −

1

5
a2 − 1

5
b2
)
+

+
ab

4r7

[
9

2

(
a2n2

x + b2n2
y

)2 − 2a4n2
x − 2b4n2

y +
1

7
a2b2+

+
3

14

(
a4+ b4

)
+
(
a2+ b2

) (
a2n2

x + b2n2
y

)]
+O

(
L8

r9

)
, (5.18)
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N011(ξ) =
ab

5r5
+

ab

2r7

(
a2n2

x + b2n2
y −

1

7
a2 − 3

7
b2
)
+O

(
L6

r9

)
, (5.19)

N002(ξ) =
3ab

5r5
+

3ab

2r7

(
a2n2

x + b2n2
y −

1

7
a2 − 1

7
b2
)
+O

(
L6

r9

)
. (5.20)

Ìû îãðàíè÷èëèñü çäåñü ñëó÷àÿìè ñ íåíóëåâûì ïîñëåäíèì èíäåêñîì ó Nlmn.

5.4. Êðóãëûé äèñê

Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà â êðóãëûé (a = b) èíòåãðàëû

(5.2) è (5.3) ïåðåñòàþò áûòü ýëëèïòè÷åñêèìè. Â ÷àñòíîñòè, âíóòðåííèå ïî-

òåíöèàëüíûå �àêòîðû êðóãëîãî äèñêà äàþòñÿ �îðìóëîé

Nlm = π
(2l − 1)!! (2m− 1)!! (2l + 2m− 1)!!

2 l+m+1 (l +m)! a2l+2m−1
. (5.21)

�åêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ êðóãëî-

ãî äèñêà ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (5.1) èç

ðåêóððåíòíûõ �îðìóë (4.20)�(4.22) äëÿ ñ�åðîèäà. �åçóëüòàò èìååò âèä

2(l+m+1)

2l + 1
a2Nl+1,m,n=(2l+2m+2n+1)Nlmn−

Πlmn a
2

(a2+ξ)l+m+1ξn−
1
2

, (5.22)

Nlmn = Nmln , (5.23)

a2Nl,m,n+1 =
Πlmn a

2

(a2 + ξ) l+m ξ n+
1
2

− (2l + 2m+ 2n+ 1)Nlmn , (5.24)

ãäå

ξ =
1

2

[(
r2−a2

)
+

√
(r2−a2)2 + 4a2z2

]
.

Ïðèìåíÿÿ ýòè �îðìóëû ê âûðàæåíèþ

N000(ξ) = a arctg

(
a√
ξ

)
, (5.25)

ÿâëÿþùåìóñÿ ñëåäñòâèåì (5.6) è �îðìóë (2.10), (2.12) è (2.14) äëÿ ñïëþùåí-

íîãî ñ�åðîèäà, ìîæíî íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ �àêòîðîâ íåíóëåâîãî âåñà. Â

÷àñòíîñòè,

N100 =
1

2

(
1

a
arctg

a√
ξ
−
√
ξ

a2 + ξ

)
, N001 =

1√
ξ
− 1

a
arctg

a√
ξ
. (5.26)

� 6. Ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

6.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Óðàâíåíèå ãðàíèöû

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (6.1)
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ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1.1) ýëëèïñîèäàëüíîé

ïîâåðõíîñòè ïðè c→∞.

Ñ àíàëîãè÷íûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ñâÿçàíî è îïðåäåëåíèå ïîòåí-

öèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Èìåííî áóäåì íàçûâàòü

1

,

âíóòðåííèìè Mlm ≡ M
(i)
lm è âíåøíèìè Mlm(ξ) ≡ M

(e)
lm ïîòåíöèàëüíûìè

�àêòîðàìè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà âåëè÷èíû

M
(i,e)
lm = lim

c→∞
M

(i,e)
lm0 = Πlm0

ab

2

∞∫

0, ξ

du

(a2 + u)l+
1
2 (b2 + u)m+ 1

2

. (6.2)

Çäåñü ξ � íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
= 1 , (6.3)

èëè � â ÿâíîì âèäå �

ξ =
1

2

{
x2+y2−a2−b2 +

√
(x2−y2−a2+b2)2 + 4x2y2

}
.

Íàðÿäó ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ïðåäåëîì (6.2), èìååò ìåñòî è íóëåâîé:

lim
c→∞

M
(i,e)
lmn = 0 ïðè n > 0 . (6.4)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (3.2) è (4.1).

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ÷àñòî ïîëåçíà �îðìóëà

lim
c→∞

c2nM
(i,e)
lmn = (2n− 1)!!M

(i,e)
lm (l +m > 1) , (6.5)

ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì ìíîãîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ (3.10) ñ ó÷åòîì (6.2)

è (6.4).

Îñîáåííîñòüþ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ðàñõî-

äèìîñòü èíòåãðàëîâ

M
(i,e)
00 =

ab

2

∞∫

0, ξ

du√
(a2+u) (b2+u)

=ab ln(
√
a2+u+

√
b2+u)

∣∣∣∣
∞

0, ξ

, (6.6)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòåíöèàëüíûì �àêòîðàì ñ íóëåâûì âåñîì. Â äàëüíåé-

øåì âìåñòî äâóõ òàêèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

ñ äâóìÿ íóëåâûìè èíäåêñàìè ìû ïðåäïî÷òåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäèí �

ëîãàðè�ìè÷åñêèé �àêòîð ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-

áîé èõ ðàçíîñòü

L00(ξ) ≡M00 −M00(ξ) =
ab

2

ξ∫

0

du√
(a2 + u)(b2 + u)

=

= ab ln

√
a2 + ξ +

√
b2 + ξ

a+ b
. (6.7)

1

Èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû [517,518℄.
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Â îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà èíòåãðàëû (6.2) âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè. Íàïðèìåð,

M10 =
b

a+ b
; M20 =

b (2a+ b)

a2 (a+ b)2
, M11 = (a+ b)−2 ;

M30 =
b (8a2 + 9ab+ 3b2)

a4 (a+ b)3
, M21 =

3a+ b

a2 (a+ b)3
.

(6.8)

Ôîðìóëû äëÿ Mml ïîëó÷àþòñÿ èç Mlm âçàèìíîé çàìåíîé a↔ b. Ïåðâàÿ èç
�îðìóë (6.8) äëÿ �àêòîðà ñ åäèíè÷íûì âåñîì îïèñûâàåò áåçðàçìåðíûé, êàê

è â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà, �àêòîð ðàçìàãíè÷èâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.

Ïðèâåäåì òàêæå îáùóþ �îðìóëó äëÿ �àêòîðîâ âèäà Ml0:

Ml0 = (2l − 1)!! ab

∞∫

b

(a2 − b2 + t2)−l−
1
2 dt =

=
(2l − 1)!! ab

(a2 − b2)l
l−1∑

k=0

(−1)kCkl−1

2k + 1

(
1− b2k+1

a2k+1

)
(l > 1) . (6.9)

Ìåæäó âíåøíèìè è âíóòðåííèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè ýëëèïòè-

÷åñêîãî öèëèíäðà ñóùåñòâóåò ñâÿçü

Mlm(ξ) =
ab

a′b ′
M ′
lm , (6.10)

ÿâëÿþùàÿñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè c→∞ â (4.4). Çäåñü

M ′
lm � âíóòðåííèé �àêòîð ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ ïîëóîñÿìè

a′ =
√
a2+ξ è b

′

=
√
b2+ξ.

6.2. �åêóððåíòíûå �îðìóëû

Ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ïîòåí-

öèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà äàåòñÿ �îðìóëàìè

Ml+1,m +Ml,m+1 =
(2l − 1)!! (2m− 1)!!

a2l b2m
, (6.11)

a2Ml+1,m + b2Ml,m+1 =





ab, l +m = 0,

2(l+m)Mlm, l +m > 0,

(6.12)

(
a2 − b2

)
M

(i,e)
l+1,m+1 = (2l + 1)M

(i,e)
l,m+1 − (2m+ 1)M

(i,e)
l+1,m , (6.13)

Ml+1,m(ξ) + Ml.m+1(ξ) =
(2l − 1)!! (2m− 1)!! ab

(a2 + ξ)l+
1
2 (b2 + ξ)m+ 1

2

, (6.14)

(a2+ξ)Ml+1,m(ξ)+(b2+ξ)Ml,m+1(ξ)=





ab, l+m=0,

2(l +m)Mlm(ξ), l+m>0.

(6.15)
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Ýòè îáùèå �îðìóëû ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

ïðè c→∞ èç àíàëîãè÷íûõ ñîîòíîøåíèé (3.6)�(3.8) è (4.7)�(4.9) äëÿ ýë-

ëèïñîèäà, åñëè ó÷åñòü (6.4). Ñîîòíîøåíèå (6.12) äëÿ �àêòîðîâ åäèíè÷íîãî

âåñà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. À àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà (6.15) ñëåäóåò

èç íåãî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâÿçüþ (6.10).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî

öèëèíäðà, íàðÿäó ñ èíòåãðàëüíûì (ïî �îðìóëå (6.2)) è àëãåáðàè÷åñêèì (ïî

�îðìóëàì (6.11)�(6.15)) ìåòîäàìè, ñóùåñòâóåò è äè��åðåíöèàëüíûé ìåòîä,

ñâÿçàííûé ñ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðîâ ∂̂a è ∂̂b (ñì. (2.1)). Îí îñíîâûâàåòñÿ
íà î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâàõ

M
(i,e)
l+1,m+1 = ∂̂aM

(i,e)
l,m+1 = ∂̂ bM

(i,e)
l+1,m = ∂̂ la∂̂

m+1
b M

(i,e)
10 = ∂̂ l+1

a ∂̂mb M
(i,e)
01 ,

ïðè÷åì ïðèìåíèòåëüíî ê âíåøíèì ïîòåíöèàëüíûì �àêòîðàì âåëè÷èíó ξ
ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñòîÿííóþ.

6.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû

�àññìîòðèì âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ

ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Áóäåì îáîçíà÷àòü ðàññòîÿíèå îò îñè öèëèíäðà

(öèëèíäðè÷åñêèé ðàäèóñ) ïîñðåäñòâîì r. Òàê ÷òî r =
√
x2 + y2. Åñëè

r≫max{a, b} (â ýòîì ñëó÷àå è ξ≫max{a2, b2}), òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îð-
ìóëà äëÿ ξ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, î÷åâèäíî, èç (4.13), â êîòîðîé ñëåäóåò

èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îò z è ñ÷èòàòü r öèëèíäðè÷åñêèì ðàäèóñîì. Òà-

êèì îáðàçîì,

ξ
(
a2, b2

)
= r2 − a2n2

x − b2n2
y + r−2

[
a4n2

x + b4n2
y −

(
a2n2

x + b2n2
y

)2]−

− r−4
[
a6n2

x + b6n2
y + 2

(
a2n2

x + b2n2
y

)3−
−3
(
a4n2

x + b4n2
y

) (
a2n2

x + b2n2
y

)]
+O

(
L8/r6

)
. (6.16)

Èñïîëüçóÿ (6.16) äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ �àêòî-

ðà L00(ξ), ïîëó÷àåì

L00(ξ) = ab ln
2r

a+ b
+

ab

4r2
[
a2+b2−2

(
a2n2

x+b
2n2
y

)]
− ab

32r4
[
a4+b4+

+4a2b2+22
(
a2n2

x+b
2n2
y

)2−16
(
a4n2

x+b
4n2
y

)
− 6

(
a2+b2

)(
a2n2

x+b
2n2
y

)]
+

+
ab

32 r6

{
a6 + b6 +

1

2

(
a2 + b2

) (
a4 + b4

)
+ 6

(
a2 + b2

) (
a2n2

x + b2n2
y

)2
+

+12
(
a2n2

x+b
2n2
y

)3
+

1

6

[
a2+b2−2

(
a2n2

x+b
2n2
y

)]3−16
(
a6n2

x+b
6n2
y

)
+

− 6
[
a4n2

x + b4n2
y −

(
a2n2

x + b2n2
y

)2] [
10
(
a2n2

x + b2n2
y

)
− a2 − b2

]
−

−
(
a2n2

x + b2n2
y

) (
5a4 + 5b4 + 2a2b2

)}
+O

(
L10/r8

)
. (6.17)
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Äëÿ �àêòîðîâ Mlm(ξ) ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿåòñÿ áåç òðó-
äà è ðàâåí

Mlm(ξ) ≈ Πlm0
ab

2

∞∫

r2

u−l−m−1 du =
(2l − 1)!! (2m− 1)!!

2(l+m)

ab

r2(l+m)
, (6.18)

ãäå l+m > 0. ×òîáû íàéòè ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, ïðåäñòàâèì

Mlm(ξ), ïåðåéäÿ â (6.2) ê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ v = u−1/2
, â âèäå

Mlm(ξ) = (2l − 1)!! (2m− 1)!! ab Ilm(ε) ,

ãäå ε = ξ−1/2, à

Ilm(ε) =

ε∫

0

v2(l+m)−1 dv

(a2v2 + 1)l+
1
2 (b2v2 + 1)m+ 1

2

l+m>0 .

�àçëîæåíèå ýòîãî èíòåãðàëà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ïðèâîäèò ê

�îðìóëå

Mlm(ξ) = (2l − 1)!! (2m− 1)!! ab

∞∑

k=1

ε2k

(2k)!
I
(2k)
lm (0) ,

ñîäåðæàùåé òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè ε, òàê êàê ïðè ε = 0 ïðîèçâîäíûå

íå÷åòíîãî ïîðÿäêà I
(2k−1)
lm (0) = 0.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàçëîæåíèåì Mlm(ξ) äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà r−6
âêëþ-

÷èòåëüíî, òî ïîïðàâêè ê (6.18) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ëèøü íà �àêòîðû ñ âåñîì

l+m62. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ε2 ≈ 1

r2
+

1

r4
(
a2n2

x + b2n2
y

)
+

1

r6

[
2
(
a2n2

x + b2n2
y

)2 −
(
a4n2

x + b4n2
y

)]
,

ε4 ≈ 1

r4
+

2

r6
(
a2n2

x + b2n2
y

)
, ε6 ≈ 1

r6

è ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ I
(2k)
lm (ε) ïðè ε=0 ðàâíû

I
(2)
lm (0) =





1, l+m=1,

0, l+m>1,

I
(4)
lm (0) =





−3(3a2+b2), l=1, m=0,

6, l+m = 2,

0, l+m > 2,

I
(6)
lm (0) =





45
(
5a4+b4+2a2b2

)
, l=1, m = 0,

−60(5a2 + b2), l = 2, m=0,

−180(a2+b2), l=m=1,

120 , l+m = 3,

0, l+m > 3,

ïðèõîäèì îêîí÷àòåëüíî ê ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì �îðìóëàì:

M10(ξ) =
ab

2r2

{
1 +

1

r2

[
a2n2

x + b2n2
y −

1

4
(3a2 + b2)

]
+

1

r4

[
2(a2n2

x +

+ b2n2
y)

2 − a4n2
x − b4n2

y −
1

2

(
3a2 + b2

) (
a2n2

x + b2n2
y

)
+

+
1

8

(
5a4 + b4 + 2a2b2

)]}
+O(L8/r8) ; (6.19)



64 �ë. 1. Ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

M20(ξ) =
ab

4r4

{
3 +

1

r2
[
6
(
a2n2

x + b2n2
y

)
− 5a2− b2

]}
+O(L6/r8) , (6.20)

M11(ξ) =
ab

4r4

{
1 +

1

r2
[
2
(
a2n2

x + b2n2
y

)
− a2− b2

]}
+O(L6/r8) . (6.21)

Âûðàæåíèÿ äëÿ M01 è M02 ïîëó÷àþòñÿ èç (6.19) è (6.20) â ðåçóëüòàòå

âçàèìíîé çàìåíû a↔b.

6.4. Êðóãëûé öèëèíäð

Âíóòðåííèå è âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû êðóãëîãî öèëèíäðà (b=a),
êàê ñëåäóåò èç (6.11), (6.12) è (6.14), (6.15), à òàêæå (6.7), äàþòñÿ �îðìóëà-

ìè

Mlm =
(2l− 1)!! (2m− 1)!!

2(l +m)
a−2(l+m−1) (l +m > 0) , (6.22)

Mlm(ξ) =
(2l − 1)!! (2m− 1)!!

2(l+m)

a2

r2(l+m)
(l +m > 0) , (6.23)

L00(ξ) = a2 ln
r

a
, (6.24)

ãäå

ξ + a2 = r2 = x2 + y2 . (6.25)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â êðóãëûé

ïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà (6.18) ïåðåõîäèò â òî÷íóþ � (6.23). Ïîýòîìó â ñëó-

÷àå êðóãëîãî öèëèíäðà ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû â (6.19)�(6.21) îáðàùàþòñÿ â

íóëü. Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî è ñ àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëîé (6.17) äëÿ

ëîãàðè�ìè÷åñêîãî �àêòîðà L00(ξ), êîòîðàÿ â ñëó÷àå êðóãëîãî öèëèíäðà

ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷íóþ �îðìóëó (6.24).
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� 7. Ýëëèïñîèäàëüíûå ñëîè

Ïîä ýëëèïñîèäàëüíûì ñëîåì ìû ïîäðàçóìåâàåì îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà,

çàêëþ÷åííóþ ìåæäó äâóìÿ ýëëèïñîèäàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Áåñêîíå÷íî

òîíêèé ñëîé, îáðàçîâàííûé äâóìÿ ïîäîáíûìè è ïîäîáíî ðàñïîëîæåííûìè

êîíöåíòðè÷åñêèìè ýëëèïñîèäàìè, áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì ãîìåîè�

äîì. Àíàëîãè÷íûé ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû íàçîâåì òîëñòûì ãîìåîèäîì.

Íàêîíåö, áåñêîíå÷íî òîíêèé ñëîé, îãðàíè÷åííûé äâóìÿ ñî�îêóñíûìè ýë-

ëèïñîèäàìè, áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì �îêàëîèäîì

1

.

�àññìîòðèì áåñêîíå÷íî òîíêèé ýëëèïñîèäàëüíûé ñëîé, ïîëóîñè âíóò-

ðåííåé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàâíû a, b, c, à ïîëóîñè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè
ñóòü a + da, b + db, c + dc ñîîòâåòñòâåííî. Îáùèé öåíòð îáîèõ ýëëèïñîè-

äîâ, îáðàçóþùèõ ýòîò ñëîé, âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïóñòü

r è r+dr � ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ëó÷à, èñõî-

äÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ñ âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòÿìè ñëîÿ

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè r è r+dr ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíûå
ê ñîîòâåòñòâóþùèì ýëëèïñîèäàì. Äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç

öåíòðà íà ýòè êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç p è

p+dp. Î÷åâèäíî, ÷òî dp � òîëùèíà ñëîÿ â òî÷êå r. Åñëè òî÷êà r ñîâïà-

äàåò ñ âåðøèíîé ýëëèïñîèäà, òî òîëùèíà dp ñîâïàäàåò ñ dr= |dr| è ðàâíà
ïðèðàùåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëóîñè da, db èëè dc.

Èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåãî (â ñîîò-

âåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ïîäîáíûõ �èãóð) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

da

a
=
db

b
=
dc

c
=
dp

p
=
dr

r
= dk, (7.1)

ãäå dk � áåçðàçìåðíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ. �àññìàòðèâàÿ îáú-

åì ýëëèïñîèäà V (a, b, c) = 4
3 πabc êàê �óíêöèþ åãî ïîëóîñåé è âû÷èñëÿÿ

1

Òåðìèíû ¾ãîìåîèä¿ è ¾�îêàëîèä¿ áûëè ââåäåíû Êåëüâèíîì è Òåéòîì [357℄ ïðèìå�

íèòåëüíî ê áåñêîíå÷íî òîíêèì ñëîÿì, ïðè ýòîì óñëîâèå ñîâïàäåíèÿ öåíòðîâ îáðàçóþùèõ

ýëëèïñîèäîâ íå íàêëàäûâàëîñü. �àóñ [307℄ ââåë òåðìèí ¾òîëñòûé ãîìåîèä¿.
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äè��åðåíöèàë dV , ïîëó÷àåì îáúåì ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà ðàâíûì

dV = 4π abc dk. (7.2)

Â ñëó÷àå ýëåìåíòàðíîãî �îêàëîèäà èìååì (a + da)2 = a2 + dξ, (b +
db)2 = b2 + dξ, (c + dc)2 = c2 + dξ èëè (ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî

ïîðÿäêà ìàëîñòè)

a da = b db = c dc = p dp =
1

2
dξ. (7.3)

Ïîýòîìó îáúåì ýëåìåíòàðíîãî �îêàëîèäà äàåòñÿ �îðìóëîé

dVf =
2π

3

(
bc

a
+
ca

b
+
ab

c

)
dξ. (7.4)

Äîáàâèì ê ãåîìåòðèè íåìíîãî �èçèêè. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî îáúåì áåñ-

êîíå÷íî òîíêîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ çàïîëíåí ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì

ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ̺0. Òîãäà ýëåìåíòó îáúåìà dV =dp dS ñîîòâåòñòâóåò

ýëåìåíò çàðÿäà

dq = ̺0 dp dS. (7.5)

Åñëè îïåðèðîâàòü ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà

dσ = ̺0 dp , (7.6)

òî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü â ñëó÷àå ýëåìåíòàðíîãî

ãîìåîèäà

dσ = ̺0 p dk , (7.7)

ïðîïîðöèîíàëüíà p, à â ñëó÷àå ýëåìåíòàðíîãî �îêàëîèäà

dσ = ̺0
dξ

2p
, (7.8)

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå p.
Ïåðåõîä ê ïîâåðõíîñòíîìó çàðÿäó �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ìû óæå

èìååì äåëî íå ñ îáúåìîì ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ, à ëèøü ñ åãî âíåøíåé

ãðàíèöåé, íà êîòîðîé dk â ñëó÷àå (7.7) èëè dξ â ñëó÷àå (7.8) ÿâëÿþòñÿ

êîíñòàíòàìè. Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè) òàêèå æå

êîíñòàíòû ñîäåðæàòñÿ â êà÷åñòâå ìíîæèòåëåé â ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîòåí-

öèàëàõ ðàñïðåäåëåíèé (7.7) è (7.8). Èçúÿâ ýòè êîíñòàíòû èç ðàñïðåäåëåíèé

(7.7) è (7.8) è èõ ïîòåíöèàëîâ, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü âìåñòî áåñêî-

íå÷íî ìàëûõ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ è èõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîòåíöèàëîâ

¾ðàáîòàòü¿ ñ êîíå÷íûìè ïîâåðõíîñòíûìè çàðÿäàìè ïëîòíîñòè

σ = ̺0 p (7.9)

èëè

σ = A̺0/(2p) (7.10)

è ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíå÷íûìè ïîòåíöèàëàìè. Çäåñü A � ïîñòîÿííàÿ,

èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà äëèíû.

Â òåîðèè ïîòåíöèàëà íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêàëÿðíûõ èñòî÷íè-

êîâ (çàðÿäà èëè ìàññû) ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò ¾ïðîñòûì ñëî-

åì¿, à åãî ïîòåíöèàë � ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ. Òàê ÷òî ïîòåíöèàëû
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ðàñïðåäåëåíèé (7.9) è (7.10) ñóòü ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî

ñëîÿ. Ìû, îäíàêî, ïîòåíöèàëû ðàñïðåäåëåíèé âèäà σ = ̺L p , àíàëîãè÷íî-
ãî (7.9), ãäå îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ̺L ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé (ñòåïåíè L)
�óíêöèåé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, áóäåì äëÿ êðàòêîñòè è â ñèëó òðàäèöèè

èìåíîâàòü ïîòåíöèàëàìè ãîìåîèäà, íåñìîòðÿ íà íóëåâóþ òîëùèíó òàêîãî

ïðîñòîãî ñëîÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëû ðàñïðåäåëåíèé âèäà (7.10) òàêæå

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòåíöèàëû ãîìåîèäà, íî â îòëè÷èå îò (7.9), ãäå

σ/p åñòü ïîëèíîì íóëåâîé ñòåïåíè, â (7.10) îòíîøåíèå σ/p åñòü ïîëèíîì

âòîðîé ñòåïåíè.

� 8. Òåîðåìà Íüþòîíà è

ïîòåíöèàë âíóòðè ãîìåîèäà

Òåîðåìà Íüþòîíà ãëàñèò: âî âñåõ òî÷êàõ ïîëîñòè îäíîðîäíî çàðÿæåííî-

ãî ýëåìåíòàðíîãî (èëè òîëñòîãî) ãîìåîèäà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ ðàâíà íóëþ

1

. Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåð-

æäåíèÿ.

Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïîëîñòè. Âûáåðåì ýòó òî÷êó â êà÷å-

ñòâå âåðøèíû êîíóñà ñ òåëåñíûì óãëîì dΩ è ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèåì

îáðàçóþùåé (ñì. ðèñ. 2). Ïóñòü K, L, M , N � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáðà-

çóþùåé êîíóñà ñ ýëëèïñîèäàëüíûìè ãðàíèöàìè ñëîÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòü

îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî êîíóñà, ëåæàùàÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò åãî âåðøèíû

è èìåþùàÿ âûñîòó h, ñîçäàåò â âåðøèíå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

dE =

h∫

0

dq

r2
=

h∫

0

̺ 0r
2 dr dΩ

r2
= ̺ 0h dΩ,

1

Îòìåòèì èíòåðåñ ê ýòîé òåîðåìå, ïðîÿâëåííûé â ðàáîòàõ [83,195℄.
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ãäå ̺ 0 � ïîñòîÿííàÿ ïëîòíîñòü îáúåìíîãî çàðÿäà. Ïîýòîìó íàïðÿæåííîñòü

ïîëÿ â òî÷êå P , îáóñëîâëåííîãî ýëåìåíòàìè KL è MN òîëñòîãî ãîìåîèäà,

ðàâíà ïî âåëè÷èíå

dE = ̺ 0(KL−MN) dΩ, (8.1)

Ïðîâåäåì òåïåðü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç õîðäó KN è öåíòð O
ýëëèïñîèäà. Ïîñòðîèì â ýòîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàòíûå îñè x è y, èñõîäÿ-
ùèå èç ò. O , ïðè÷åì òàê, ÷òîáû îñü x øëà ïàðàëëåëüíî KN (ñì. ðèñ. 2).

Òîãäà óðàâíåíèÿ ýëëèïñîâ, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèåì ãðàíèö òîëñòîãî ãî-

ìåîèäà ïëîñêîñòüþ Oxy, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ax2 + 2Bxy + Cy2 +D1 = 0, (8.2)

Ax2 + 2Bxy + Cy2 +D2 = 0, (8.3)

à óðàâíåíèåì ïðÿìîé KN ñëóæèò

y = d. (8.4)

Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (8.2) è (8.4) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

Ax2 + 2Bdx+ (Cd2 +D1) = 0,

êîðíè êîòîðîãî ñóòü àáñöèññû òî÷åê K è N . Òàêèì îáðàçîì, ñåðåäèíà õîð-

äû KN èìååò àáñöèññó, ðàâíóþ −Bd/A. Òî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ íå çàâèñèò îò

D1 îçíà÷àåò, ÷òî ñåðåäèíû õîðä KN è LM ñîâïàäàþò, ò. å. KL = MN .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (8.1) è èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó,

óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Íüþòîíà.

Èç òåîðåìû Íüþòîíà ñëåäóåò, ÷òî â ïîëîñòè îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî òîë-

ñòîãî ãîìåîèäà ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí. Ïðîùå âñåãî åãî âû÷èñëèòü â öåíòðå.

Êàê èçâåñòíî, ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ çàðÿäà îáúåìíîé ïëîòíîñòè ̺(r) ðàâåí

Φ(r) =

∫
̺(r′) dV ′

R
, (8.5)

ãäå R = |r− r′| � ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà îáúåìà dV ′
äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ

r. Íàéäåì ñíà÷àëà ïîòåíöèàë â öåíòðå ñïëîøíîãî îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî

ýëëèïñîèäà. Ïîëàãàÿ ̺(r) = ̺0 è ââîäÿ ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, íà÷àëî

êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â öåíòðå ýëëèïñîèäà, ïîëó÷àåì

Φ(0) = ̺0

∫
r dr dΩ =

̺0
2

∫
r2(θ, ϕ) dΩ. (8.6)

Èíòåãðàë îò êâàäðàòà ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ïî

âñåìó òåëåñíîìó óãëó ðàññìîòðåí âûøå (ñì. ðàçäåë 1.3), òàê ÷òî îêîí÷à-

òåëüíî èìååì

Φ(0) = π̺ 0 abc

∞∫

0

du

Q(u)
= 2π̺ 0M0, (8.7)

ãäå ñîõðàíåíû îáîçíà÷åíèÿ ðàçäåëà 1.3.
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Åñëè ñëîæèòü ïîòåíöèàë â öåíòðå ýëëèïñîèäà (ñ ïîëóîñÿìè a, b, c è

ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ̺ 0) ñ ïîòåíöèàëîì â öåíòðå äðóãîãî ýëëèïñîèäà (ñ ïî-

ëóîñÿìè κa, κb, κc, ãäå 0<κ<1, è ïëîòíîñòüþ çàðÿäà −̺ 0), òî â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè ðåçóëüòàòîì áóäåò âåëè÷èíà ïîòåíöèàëà

â öåíòðå (à çíà÷èò, â ëþáîé òî÷êå ïîëîñòè) òîëñòîãî ãîìåîèäà, ò. å.

Φ(i) = 2π̺ 0

(
1− κ

2
)
M0 =

3

2

q

abc

1−κ2

1−κ3
M0 . (8.8)

Çäåñü q � ïîëíûé çàðÿä ñëîÿ.

×òîáû â (8.8) ïåðåéòè ê ñëó÷àþ áåñêîíå÷íî òîíêîãî ñëîÿ, ó÷òåì, ÷òî äëÿ

ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà, ñîãëàñíî (7.1), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ (1−κ)→ dk.
Ïîýòîìó ïîòåíöèàë â ïîëîñòè îäíîðîäíî (ïî îáúåìó) çàðÿæåííîãî ýëåìåí-

òàðíîãî ãîìåîèäà ðàâåí

dΦ(i) =
dq

abc
M0 , (8.9)

ãäå dq = 4π̺ 0 abc dk � ïîëíûé çàðÿä ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà. Çàðÿäó dq
ñîîòâåòñòâóåò (ñì. (7.7)) ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü dσ= ̺ 0 p dk. Ïîñêîëüêó
äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà âåëè÷èíà dk ïîñòîÿííà, òî, î÷åâèäíî, ÷òî ïî-

òåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ (ïîòåíöèàë ãîìåîèäà), ñîçäàâàåìûé ïîâåðõíîñòíûì

çàðÿäîì q = 4π̺ 0 abc, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ðàâíà

σ=̺ 0 p =
q

4π abc

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

, (8.10)

èìååò âèä

1

Ψ(i) =
q

abc
M0 . (8.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà (8.10), îáåñïå÷èâà-

þùåå ïîñòîÿíñòâî ïîòåíöèàëà âî âñåì îáúåìå òåëà, ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå

ïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà. Ïîýòîìó èç (8.11) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðîñòà-

òè÷åñêàÿ åìêîñòü ýëëèïñîèäà åñòü

C =
abc

M0
. (8.12)

� 9. Òåîðåìà âçàèìíîñòè Àéâîðè è

ïîòåíöèàë âíå ãîìåîèäà

Ìåæäó òî÷êàìè, ïðèíàäëåæàùèìè äâóì ðàçëè÷íûì ýëëèïñîèäàëüíûì

ïîâåðõíîñòÿì, ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Òî÷êè

P (x, y, z) è P ′(x ′, y ′, z ′), ðàñïîëîæåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà ýëëèïñîèäàõ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (9.1)

è

x ′2

a ′2
+
y ′2

b ′2
+
z ′2

c ′2
= 1, (9.2)

1

Â ýòîé êíèãå ïîòåíöèàëû îáúåìíûõ, ïîâåðõíîñòíûõ (ïðîñòîé ñëîé) è ïîâåðõíîñòíûõ

(äâîéíîé ñëîé) ðàñïðåäåëåíèé îáîçíà÷àþòñÿ ïîñðåäñòâîì Φ(r), Ψ(r) è Υ(r) ñîîòâåò�

ñòâåííî.
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áóäåì íàçûâàòü âçàèìíûìè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

x

a
=
x ′

a ′
,

y

b
=
y ′

b ′
,

z

c
=
z ′

c ′
. (9.3)

Ïîñòðîèì â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê P è P ′
äâå ýëåìåíòàðíûå ïëîùàäêè

dS è dS ′
òðåóãîëüíîé �îðìû òàêèå, ÷òîáû âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ,

â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå áûëè âçàèìíûìè òî÷êàìè. Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì

r1, r2, r3 è r1
′
, r2

′
, r3

′
ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ dS è dS ′

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå âçàèìíûì òî÷êàì îòâå÷àþò ðàäèóñ-âåêòîðû, ïîìå÷åí-

íûå îäèíàêîâûìè öè�ðîâûìè èíäåêñàìè. Ïóñòü äàëåå p è p′ � äëèíû

ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, êàñàòåëü-

íûå ê ýëåìåíòàì ïîâåðõíîñòè dS è dS ′
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

ðàâåíñòâà (9.3), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îáúåìû òåòðàýäðîâ (òðåóãîëüíûõ

ïèðàìèä), èìåþùèõ ñâîèìè îñíîâàíèÿìè dS è dS ′
è îáùóþ âåðøèíó â

íà÷àëå êîîðäèíàò, îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó êàê

p dS

p ′ dS ′
=

abc

a ′b ′c ′
. (9.4)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñòðîåííûé îêîëî òî÷êè P òåò-

ðàýäð. Åãî îáúåì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàâåí (1/3)p dS. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

îí ñîñòàâëÿåò îäíó øåñòóþ ÷àñòü îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî

íà âåêòîðàõ r1, r2, r3. Îáúåì æå ïîñëåäíåãî, êàê èçâåñòíî èç âåêòîðíîé

àëãåáðû, äàåòñÿ ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì

1

r1 [r2 r3] =

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
.

Òàêèì îáðàçîì,

p dS =
1

2

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
.

Òàê êàê àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà èìååò ìåñòî è äëÿ øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí,

òî îòñþäà ñ ó÷åòîì (9.3) ñëåäóåò (9.4).

Â îòíîøåíèè (9.4) ïîëåçíû äâà çàìå÷àíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, ñîîòíîøåíèå (9.4) ñïðàâåäëèâî äëÿ ýëåìåíòîâ ïîâåðõíîñòè

dS è dS ′
ïðîèçâîëüíîé �îðìû, ëèøü áû ãðàíèöû èõ áûëè îáðàçîâàíû

âçàèìíûìè òî÷êàìè.

Âî-âòîðûõ, âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå (9.3) ìîæíî óñòàíàâëèâàòü ìåæäó

ïðîèçâîëüíûìè ýëëèïñîèäàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Íàïðèìåð, ìåæäó ýë-

ëèïñîèäîì (ñ ïîëóîñÿìè a, b, c ) è ñ�åðîé ðàäèóñà a ′
. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîò-

íîøåíèå (9.4) ïðèîáðåòàåò âèä

p dS =
abc

a ′2
dS ′ = abc dΩ ′, (9.5)

ãäå dΩ ′
� ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó dS ′

ñ�åðè-

÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

1

×òîáû íå âîçíèêàë âîïðîñ î çíàêå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

âåêòîðû r1, r2, r3 îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.
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Äëÿ âçàèìíûõ òî÷åê ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ëåììà Àé�

âîðè): åñëè r, r′ è r1, r1
′
� ðàäèóñ-âåêòîðû äâóõ ïàð âçàèìíûõ òî÷åê,

ëåæàùèõ íà ýëëèïñîèäàõ (9.1) è (9.2), ïðè÷åì ýòè ýëëèïñîèäû ñî�îêóñíû,

ò. å.

a′
2− a2=b ′2− b2=c ′2− c2 = ξ > 0, (9.6)

òî

|r1′ − r| = |r1 − r′| . (9.7)

Èíûìè ñëîâàìè: ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè, ëåæà-

ùèìè íà äâóõ ñî�îêóñíûõ ýëëèïñîèäàõ, ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ

òî÷êàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ âçàèìíûìè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîíà÷àëüíûì.

�àâåíñòâî (9.7) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì:

(r1
′−r)2−(r1−r′)2=(x1

′−x)2+(y1
′−y)2+(z1

′−z)2−(x1−x′)2−

−(y1−y′)2−(z1−z′)2=
(
a ′

a
x1−x

)2

+

(
b ′

b
y1−y

)2

+

(
c ′

c
z1−z

)2

−

−
(
x1−

a ′

a
x

)2

−
(
y1−

b ′

b
y

)2

−
(
z1−

c ′

c
z

)2

=

(
a ′2

a2
− 1

)
x21 +

+

(
b ′2

b2
− 1

)
y21 +

(
c ′2

c2
− 1

)
z21 −

(
a ′2

a2
− 1

)
x2 −

(
b ′2

b2
− 1

)
y2−

−
(
c ′2

c2
− 1

)
z2=ξ

(
x21
a2

+
y21
b2

+
z21
c2

)
−ξ
(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)
=0.

�àçâèòûå Àéâîðè ïðåäñòàâëåíèÿ î âçàèìíûõ òî÷êàõ ñî�îêóñíûõ ýëëèï-

ñîèäîâ ïîìîãàþò íàéòè ïîòåíöèàë âíå ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà, åñëè âíóò-

ðåííèé åãî ïîòåíöèàë èçâåñòåí.

Ïðåæäå âñåãî (â ñâÿçè ñ (9.4)) îòìåòèì ñëåäóþùåå. Èç òîãî, ÷òî òîë-

ùèíà ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà ïðîïîðöèîíàëüíà p, ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå
âçàèìíûõ ýëåìåíòîâ îáúåìà äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ åñòü âåëè÷èíà

ïîñòîÿííàÿ è ê òîìó æå ñîâïàäàþùàÿ ñ îòíîøåíèåì ïîëíûõ îáúåìîâ óêà-

çàííûõ ãîìåîèäîâ. Ïîýòîìó åñëè äâà ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäà èìåþò òàêèå

òîëù�èíû, ÷òî èõ îáúåìû ðàâíû, òî ó òàêèõ áåñêîíå÷íî òîíêèõ ñëîåâ ðàâíû

è ëþáûå èõ âçàèìíûå ýëåìåíòû îáúåìà.

�àññìîòðèì òåïåðü äâà ñî�îêóñíûõ ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäà

1

îäèíàêî-

âîãî îáúåìà. Íà âíåøíåé ãðàíèöå âíóòðåííåãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà âû-

áåðåì ïðîèçâîëüíî äâå òî÷êè r è r1. Òî÷êè, ëåæàùèå íà âíåøíåé ïîâåðõ-
íîñòè âíåøíåãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà è ÿâëÿþùèåñÿ äëÿ r è r1 âçà-

èìíûìè, îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì r′ è r1
′
ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî óñòà-

íîâëåííîìó âûøå, èç ðàâåíñòâà ïîëíûõ îáúåìîâ ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ

ñëåäóåò ðàâåíñòâî âçàèìíûõ ýëåìåíòîâ îáúåìà, ïðèëåãàþùèõ ê òî÷êàì r è

r ′
. Ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå r ýëåìåíò çàðÿäà ̺(r) dV ñîçäàåò â òî÷êå r1

′

ïîòåíöèàë

dΦ(r1
′) =

̺(r) dV

|r1′ − r| .

1

Ñî�îêóñíûìè íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûå ãîìåîèäû, ó êîòîðûõ ñî�îêóñíû âíåøíèå ýë�

ëèïñîèäàëüíûå ãðàíèöû.
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Àíàëîãè÷íî ïîòåíöèàë â òî÷êå r1, îáóñëîâëåííûé ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå

r ′
ýëåìåíòîì çàðÿäà ̺ ′(r ′) dV ′

, ðàâåí

dΦ ′(r1) =
̺ ′(r ′) dV ′

|r1 − r ′| .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè

̺(r) = ̺ ′(r ′), (9.8)

òî, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (9.7) è dV =dV ′
, èìååò ìåñòî

dΦ(r1
′) = dΦ ′(r1) . (9.9)

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü (9.9) ïî ïîëíîìó îáúåìó âíóòðåííåãî ýëåìåí-

òàðíîãî ãîìåîèäà (÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ îäíîâðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèåì

ïðàâîé ÷àñòè ïî ïîëíîìó îáúåìó âíåøíåãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà), ïðè-

õîäèì ê âàæíîìó ðåçóëüòàòó (òåîðåìå âçàèìíîñòè Àéâîðè): ïîòåíöèàë ýëå-

ìåíòàðíîãî ãîìåîèäà â ïðîèçâîëüíîé âíåøíåé òî÷êå r ′
ðàâåí ïîòåíöèàëó

ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç r ′
ñî�îêóñíîãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà ðàâíîãî îáúå-

ìà âî âçàèìíîé âíóòðåííåé òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé ïåðâîìó ýëåìåíòàðíîìó

ãîìåîèäó, ïðè óñëîâèè, ÷òî îáúåìíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà âî âçàèìíûõ òî÷êàõ

ñîâïàäàþò

1

.

Íàì îñòàëîñü ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âíåøíåãî ïîòåíöèàëà îä-

íîðîäíî (ïî îáúåìó) çàðÿæåííîãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà. Ïóñòü âíåøíåé

ãðàíèöåé ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà ñëóæèò ïîâåðõíîñòü (9.1). Ïðåäñòàâèì

ñåáå, ÷òî ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó r ′= {x ′, y ′, z ′} âíå ðàññìàòðèâàåìîãî
ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà, â êîòîðîé ìû õîòèì îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë, ïðî-

õîäèò âíåøíÿÿ ãðàíèöà äðóãîãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà, ñî�îêóñíîãî ïåð-

âîìó. Óðàâíåíèå ýòîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

x ′2

a2 + ξ
+

y ′2

b2 + ξ
+

z ′2

c2 + ξ
= 1. (9.10)

Ïðè çàäàííûõ x ′
, y ′

, z ′
óðàâíåíèå (9.10) � ýòî óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå

ýëëèïñîèäàëüíóþ êîîðäèíàòó ξ > 0 òî÷êè r ′
. Èíòåðåñóþùèé íàñ ïîòåí-

öèàë dΦ(e)(r ′) ðàâåí ïîòåíöèàëó dΦ(i)
âíåøíåãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà,

óäîâëåòâîðÿþùåãî òðåáîâàíèÿì òåîðåìû âçàèìíîñòè, â ïðîèçâîëüíîé âíóò-

ðåííåé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (8.9), ïîëó÷àåì

dΦ(e) =
dq

2

∞∫

0

du′√
(a2 + ξ + u′)(b2 + ξ + u′)(c2 + ξ + u′)

.

Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ u′=u−ξ îêîí÷àòåëüíî äàåò

dΦ(e) =
dq

abc
M000(ξ) = 2πabc̺ 0 dk

∞∫

ξ

du√
(a2+u)(b2+u)(c2+u)

, (9.11)

ãäå M000(ξ) � âíåøíèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð ýëëèïñîèäà (íóëåâîãî âåñà).

1

Óñëîâèå (9.8), èñïîëüçóåìîå â òåîðåìå âçàèìíîñòè, ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è â ñëó�

÷àå íåîäíîðîäíî çàðÿæåííûõ ñëîåâ. Íàïðèìåð, åñëè ïëîòíîñòü çàðÿäà èìååò âèä

̺ = ̺ (x/a, y/b, z/c).
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Èç (9.11) âèäíî, ÷òî ýêâèïîòåíöèàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè îäíîðîäíî çà-

ðÿæåííîãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà ÿâëÿþòñÿ âî âíåøíåé îáëàñòè ñî�îêóñ-

íûå ñ íèì ýëëèïñîèäû. Èç (9.11) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïîòåíöèàëû äâóõ ñî�î-

êóñíûõ ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå îáúåìû è ïëîòíî-

ñòè çàðÿäà ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé âî âñåõ òî÷êàõ îáùåãî äëÿ îáîèõ ñëîåâ

íàðóæíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïåðåõîäÿ îò áåñêîíå÷íî ìàëûõ ê êîíå÷íûì ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäàì (ñð.

ïåðåõîä îò (8.9) ê (8.11)), âìåñòî âûðàæåíèÿ (9.11) áóäåì èìåòü

Ψ(e) =
q

abc
M000(ξ) =

q

2

∞∫

ξ

du√
(a2+u)(b2+u)(c2+u)

. (9.12)

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí âíåøíèé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ

(ïîòåíöèàë ãîìåîèäà), ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà êîòîðîãî äàåòñÿ

�îðìóëîé (8.10). Ýòîò ïîòåíöèàë åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîòåíöèàë âíå ïðî-

âîäÿùåãî ýëëèïñîèäà, ïîëíûé çàðÿä êîòîðîãî ðàâåí q.
Ïîòåíöèàëó (9.12) ñîîòâåòñòâóåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

E = −∂Ψ
(e)

∂r
= −dΨ

(e)

dξ

∂ξ

∂r
=
q p (ξ)

Q(ξ)
n(ξ) , (9.13)

âñþäó îðòîãîíàëüíîå ïîâåðõíîñòÿì êîîðäèíàòíûõ ýëëèïñîèäîâ. Çäåñü

Q(ξ)=
√
(a2+ξ)(b2+ξ)(c2+ξ)

� ïðîèçâåäåíèå ïîëóîñåé êîîðäèíàòíîãî ýëëèïñîèäà (9.10), n(ξ) � åäèíè÷-

íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè (9.10) è èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû (1.11) è

(1.14). Â ÷àñòíîñòè, íà ïîâåðõíîñòè çàðÿæåííîãî ïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà

En =
q p

ab c
. (9.14)

� 10. Ïîòåíöèàë îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî

ýëëèïñîèäà

�àññìîòðèì ýëëèïñîèä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (10.1)

îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà êîòîðîãî ïîñòîÿííà è ðàâíà ̺ 0, è íàéäåì åãî

ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé âíåøíåé òî÷êå r, ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà

ξ>0 êîòîðîé îòíîñèòåëüíî (10.1) åñòü íàèáîëüøèé èç êîðíåé óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1. (10.2)

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ýëëèïñîèä (10.1) ðàññëîåí íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-

íî êàêîé-íèáóäü èç íèõ. Î÷åâèäíî, ïîëóîñè âíåøíåé è âíóòðåííåé ãðàíèö

âûáðàííîãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî κa, κb, κc è
(κ − dκ)a, (κ − dκ)b, (κ − dκ)c, ãäå κ � ÷èñëî, çàêëþ÷åííîå ìåæäó 0 è 1.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.11), ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíòàðíûé ãîìåîèä ñîçäà-

åò â òî÷êå r ïîòåíöèàë, ðàâíûé

dΦ(e) = 2πabc̺ 0 κ
2dκ

∞∫

ν

du′√
(κ2a2+u′)(κ2b2+u′)(κ2c2+ u′)

. (10.3)

Çäåñü ν � ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè r îòíîñèòåëüíî âíåøíåé ãðà-
íèöû ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà, ò. å. ìàêñèìàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

x2

κ
2a2 + ν

+
y2

κ
2b2 + ν

+
z2

κ
2c2 + ν

= 1.

Â ðåçóëüòàòå çàìåí u′ = κ
2t, ν = κ

2u âûðàæåíèå (10.3) ïðèíèìàåò áîëåå
ïðîñòîé âèä

dΦ(e) = 2πabc̺ 0 κdκ

∞∫

u

dt

Q(t)
, (10.4)

ãäå u � íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

x2

a2 + u
+

y2

b2 + u
+

z2

c2 + u
= κ

2. (10.5)

Ïîòåíöèàë îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî ñïëîøíîãî ýëëèïñîèäà (10.1) âî âíåø-

íåé òî÷êå r ïîëó÷àåòñÿ, î÷åâèäíî, èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (10.4) ïî

κ (�àêòè÷åñêè ïî κ
2
) â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1:

Φ(e)(r) = πabc

1∫

0

̺ 0 dκ
2

∞∫

u

dt

Q(t)
. (10.6)

Â (10.6) óäîáíî ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî κ
2
ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî

u. �àññìàòðèâàÿ (10.5) êàê �îðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ �óíêöèþ κ
2(u), è çà-

ìå÷àÿ, ÷òî íèæíåìó è âåðõíåìó ïðåäåëàì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî κ
2
îòâå÷àþò

çíà÷åíèÿ u, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî ∞ è ξ, ïîëó÷àåì

Φ(e)(r) = −π̺ 0 abc

∞∫

ξ

dκ2

du
ϕ(u) du , (10.7)

ãäå

ϕ(u) ≡
∞∫

u

dt

Q(t)
. (10.8)

Ïîñêîëüêó ϕ(∞) = 0, òî èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèÿ (10.7) ïî ÷àñòÿì

äàåò

Φ(e)(r) = π̺ 0 abc

∞∫

ξ

P (r, u)
du

Q(u)
, (10.9)

ãäå

P (r, u) ≡ 1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u
. (10.10)



� 10. Ïîòåíöèàë îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà 75

Áóäó÷è âûðàæåííûì ÷åðåç âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû (4.1), ïî-

òåíöèàë ñíàðóæè îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà èìååò âèä

Φ(e)(r)=2π̺ 0

{
M000(ξ)−M100(ξ)x

2−M010(ξ) y
2−M001(ξ) z

2
}
. (10.11)

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî îäíîêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå Φ(e)(r) (íàïðèìåð,

ïðè âû÷èñëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ) ìîæíî ïðîèçâîäèòü, îáðàùàÿñü ñ âå-

ëè÷èíîé ξ êàê ñ ïîñòîÿííîé. Ýòî ñëåäóåò èç �îðìóëû (10.9) è îïðåäåëåíèÿ

ξ, ñîãëàñíî êîòîðîìó P (r, ξ) = 0.
Åñëè òî÷êà íàáëþäåíèÿ r âûáðàíà íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà (10.1),

ò. å. ξ =0, òî ïîòåíöèàë (10.11) ñòàíîâèòñÿ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé êîîð-

äèíàò

Φ(r)=π̺ 0 abc

∞∫

0

(
1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u

)
du

Q(u)
=

=2π̺ 0

(
M000−M100 x

2−M010 y
2−M001 z

2
)
, (10.12)

ãäå êîý��èöèåíòû M100, M010, M001 ñóòü ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû

ýëëèïñîèäà, à M000 � åãî âíóòðåííèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð íóëåâîãî âåñà.

×òîáû íàéòè ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà (10.1) â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå

r, ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ÷åðåç íåå ïðîõîäèò ýëëèïñîèäàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü,

óðàâíåíèå êîòîðîé åñòü

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= κ

2 (0 6 κ < 1). (10.13)

Òîãäà â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè èñêîìûé ïîòåíöèàë äîëæåí ðàâ-

íÿòüñÿ ñóììå

Φ(i)(r)=Φ1+Φ2, (10.14)

ãäå Φ1 � ïîòåíöèàë â ïîëîñòè îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî (ñ ïëîòíîñòüþ ̺ 0)

òîëñòîãî ãîìåîèäà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè (10.1) è (10.13), à Φ2 �

ïîòåíöèàë íà ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî (ñ òîé æå ïëîòíîñòüþ)

ýëëèïñîèäà (10.13). Òàê êàê Φ1 äàåòñÿ �îðìóëîé (8.8), à Φ2, â ñîîòâåòñòâèè

ñ (10.12), èìååò âèä

Φ2 = π̺ 0 abc

∞∫

0

(
κ
2 − x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u

)
du

Q(u)
,

òî ñóììà (10.14) ðàâíà

Φ(i)(r)=2π̺ 0

(
M000−M100 x

2−M010 y
2−M001 z

2
)
. (10.15)

ßâëÿÿñü êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé êîîðäèíàò, âíóòðåííèé ïîòåíöèàë ýëëèï-

ñîèäà, êàê è äîëæíî áûòü, ñîâïàäàåò íà ãðàíèöå (10.1) ñî çíà÷åíèåì âíåø-

íåãî ïîòåíöèàëà (10.12), à öåíòðå ýëëèïñîèäà ñ íàéäåííûì ðàíåå çíà÷åíèåì

(8.7).

Ïîòåíöèàëàì (10.11) è (10.15) îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà (10.1)

ñîîòâåòñòâóþò ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, äåêàðòîâû êîìïîíåíòû êîòîðûõ ðàâíû

E(e)
x (r)=4π̺ 0M100(ξ)x, E(e)

y (r)=4π̺ 0M010(ξ) y,

E(e)
z (r)=4π̺ 0M001(ξ) z, (10.16)

E(i)
x (r)=4π̺ 0Ma x, E(i)

y (r)=4π̺ 0Mb y, E(i)
z (r)=4π̺ 0Mc z. (10.17)
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Ïîòåíöèàë �îêàëîèäà

�àññìîòðèì ñî�îêóñíûå ýëëèïñîèäû

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (11.1)

è

x2

a′2
+
y2

b′2
+
z2

c′2
= 1, (11.2)

ãäå

a′
2 − a2 = b′

2 − b2 = c′
2 − c2 = ξ > 0. (11.3)

Ïóñòü r � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè (11.1), à r ′
� âçàèìíàÿ

åé òî÷êà ïîâåðõíîñòè (11.2). Ïðåäïîëàãàÿ ïëîòíîñòè çàðÿäîâ îáîèõ ýëëèï-

ñîèäîâ ïîñòîÿííûìè è ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé, ñîïîñòàâèì ïîëå E(e)(r ′)
âíóòðåííåãî ýëëèïñîèäà â òî÷êå r ′

ñ ïîëåì E(i)(r) âíåøíåãî ýëëèïñîèäà â
òî÷êå r. Èç (10.16), (10.17) ïîëó÷àåì

Ex(r
′)

E′
x(r)

=
M100(ξ)x

′

M ′
100 x

, (11.4)

ãäå M ′
100 ��àêòîð ðàçìàãíè÷èâàíèÿ ýëëèïñîèäà (11.2). Ïîäñòàâëÿÿ â (11.4)

ñîîòíîøåíèå (6.10) è èñïîëüçóÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (9.3), áóäåì èìåòü

Ex(r
′)

E′
x(r)

=
bc

b ′c ′
,

Ey(r
′)

E′
y(r)

=
ca

c ′a′
,

Ez(r
′)

E′
z(r)

=
ab

a′b ′
. (11.5)

Ïîñëåäíèå äâå �îðìóëû ïîëó÷åíû èç ïåðâîé ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïå-

ðåñòàíîâêè. Ñîîòíîøåíèÿ (11.5) âûðàæàþò òåîðåìó Àéâîðè: ïîëÿ, ñîçäà-

âàåìûå êàæäûì èç äâóõ ñî�îêóñíûõ ýëëèïñîèäîâ íà ïîâåðõíîñòè äðóãîãî,

òàêîâû, ÷òî èõ äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âî âçàèìíûõ òî÷êàõ ïðîïîðöèîíàëü-

íû ïëîùàäÿì ãëàâíûõ ñå÷åíèé ýëëèïñîèäîâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê íàïðàâ-

ëåíèþ êîìïîíåíò ïîëÿ.

Âûÿñíèì òåïåðü, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ïîòåíöèàëû äâóõ ñî�îêóñíûõ ýëëèï-

ñîèäîâ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå r, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáîèì ýëëèïñîè-

äàì. Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïåðâîìó ýëëèïñîèäó, áóäåì îòìå÷àòü èíäåê-

ñîì 1, à îòíîñÿùèåñÿ ê âòîðîìó ýëëèïñîèäó, � èíäåêñîì 2. Òîãäà, ñîãëàñíî

(10.11), ïîòåíöèàë ïåðâîãî ýëëèïñîèäà â òî÷êå r ðàâåí

Φ
(e)
1 (r)=2π̺1

{
M

(1)
000(ξ1)−M

(1)
100(ξ1)x

2−M
(1)
010(ξ1) y

2−M
(1)
001(ξ1) z

2
}
, (11.6)

ãäå ξ1 � ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè r îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ýëëèï-
ñîèäà. Çàìåíÿÿ â (11.6) âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû Mlmn ñ ïîìîùüþ

�îðìóëû (4.4), ïîëó÷àåì

Φ
(e)
1 (r)=

2π̺1 a1b1c1√
(a21+ξ1)(b

2
1+ξ1)(c

2
1+ξ1)

(
M ′

000−M ′
100 x

2−M ′
010 y

2−M ′
001 z

2
)
,

(11.7)
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ãäå M ′
lmn � âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè√

a21+ξ1,
√
b21+ξ1,

√
c21+ξ1. Ïîòåíöèàë âòîðîãî ýëëèïñîèäà â òîé æå òî÷êå

r åñòü, î÷åâèäíî,

Φ
(e)
2 (r)=

2π̺2 a2b2c2√
(a22+ξ2)(b

2
2+ξ2)(c

2
2+ξ2)

(
M ′′

000−M ′′
100 x

2−M ′′
010 y

2−M ′′
001 z

2
)
,

(11.8)
ãäå M ′′

lmn � âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè√
a22+ξ2,

√
b22+ξ2,

√
c22+ξ2 , à ξ2 � ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè

r îòíîñèòåëüíî âòîðîãî ýëëèïñîèäà. Óñëîâèÿ ñî�îêóñíîñòè ýëëèïñîèäîâ

îçíà÷àþò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a21+ξ1 = a22+ξ2, b
2
1+ξ1 = b22+ξ2,

c21+ ξ1 = c22+ ξ2. Ïîýòîìó M ′
lmn = M ′′

lmn. Â ðåçóëüòàòå èç (11.7) è (11.8)

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå ñîîòíîøåíèå

Φ
(e)
1 (r)

Φ
(e)
2 (r)

=
̺1 a1b1c1
̺2 a2b2c2

=
q1
q2
, (11.9)

âûðàæàþùåå òåîðåìó Ìàêëîðåíà: âíåøíèå ïîòåíöèàëû ñî�îêóñíûõ îäíî-

ðîäíî çàðÿæåííûõ ýëëèïñîèäîâ ïðîïîðöèîíàëüíû èõ ïîëíûì çàðÿäàì.

Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ñî�îêóñíûõ îäíîðîäíî çàðÿæåííûõ ýëåìåíòàð-

íûõ ãîìåîèäîâ óæå îòìå÷àëîñü ïðè îáñóæäåíèè �îðìóëû (9.11). Òåîðåìà

Ìàêëîðåíà ñïðàâåäëèâà è äëÿ íàðóæíûõ ïîòåíöèàëîâ ñî�îêóñíûõ ãîìåî-

èäîâ (ïðîñòûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ ñëîåâ), ÷òî ñëåäóåò èç (9.12).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ìàêëîðåíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíåøíåãî ïîòåí-

öèàëà ýëåìåíòàðíîãî �îêàëîèäà, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà êîòîðîãî ïî-

ñòîÿííà. Ïóñòü â (11.9) èìååò ìåñòî ̺1= ̺2= ̺0. Ñâîéñòâà ïðîïîðöèè ïîç-

âîëÿþò ïåðåïèñàòü (11.9) â âèäå

Φ
(e)
2 (r) − Φ

(e)
1 (r)

Φ
(e)
1 (r)

=
q2 − q1
q1

, (11.10)

ãäå, îïèðàÿñü íà ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ïîëåé, ìîæíî òðàêòîâàòü ÷èñëè-

òåëü ëåâîãî îòíîøåíèÿ êàê ïîòåíöèàë, à ÷èñëèòåëü ïðàâîãî îòíîøåíèÿ êàê

ïîëíûé çàðÿä �îêàëîèäà. Ïîíÿòíî, ÷òî (11.10) ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê áåñêî-

íå÷íî òîíêîìó ñëîþ (ýëåìåíòàðíîìó �îêàëîèäó), è ê òîëñòîìó �îêàëîèäó.

Â ñëó÷àå ýëåìåíòàðíîãî �îêàëîèäà âíåøíèé ïîòåíöèàë ðàâåí

dΦ
(e)
f (r) =

dVf
V

Φ(e)(r) =

= 2π̺ 0
dVf
V

{
M000(ξ)−M100(ξ)x

2−M010(ξ)y
2−M001(ξ)z

2
}
. (11.11)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå (10.11) äëÿ ïîòåíöèàëà Φ(e)(r) ýëëèïñî-

èäà. Âõîäÿùåå â (11.11) îòíîøåíèå îáúåìà (7.4) ýëåìåíòàðíîãî �îêàëîèäà

ê îáúåìó, îõâàòûâàåìîãî èì ýëëèïñîèäà (10.1), ðàâíî

dVf
V

=
1

2

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
dξ . (11.12)

Îòìåòèì, ÷òî, êàê âèäíî èç (11.10), òåîðåìà Ìàêëîðåíà ñïðàâåäëèâà è

äëÿ ñî�îêóñíûõ �îêàëîèäîâ (êàê ýëåìåíòàðíûõ, òàê è òîëñòûõ).
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×òîáû íàéòè ïîòåíöèàë âíóòðè �îêàëîèäà, áóäåì ðàññìàòðèâàòü âíóò-

ðåííèé ïîòåíöèàë (10.15) îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà êàê �óíêöèþ

àðãóìåíòîâ a2, b2, c2 è âû÷èñëèì äè��åðåíöèàë

dΦ(i)(r) =
∂Φ(i)

∂a2
da2 +

∂Φ(i)

∂b2
db2 +

∂Φ(i)

∂c2
dc2. (11.13)

Åñëè ïðèðàùåíèÿ âñåõ àðãóìåíòîâ â (11.13) ðàâíû îäíîé è òîé æå âåëè÷èíå

dξ [ñð. (7.3)℄, òî äè��åðåíöèàë dΦ(i)(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ýëå-
ìåíòàðíîãî �îêàëîèäà

dΦ
(i)
f (r) =

(
∂

∂a2
+

∂

∂b2
+

∂

∂c2

)
Φ(i)(r) dξ. (11.14)

Ïðîèçâîäíûå âûðàæåíèÿ (10.15) óäîáíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ îïåðàòî-

ðîâ (2.1). Î÷åâèäíî, ÷òî

∂

∂a2
=

1

2

(
1

a2
− ∂̂a

)
,

∂

∂b2
=
1

2

(
1

b2
− ∂̂b

)
,

∂

∂c2
=
1

2

(
1

c2
− ∂̂c

)
. (11.15)

Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (10.15) â (11.14) è èñïîëüçóÿ �îðìóëó (3.1),

áóäåì èìåòü

dΦ
(i)
f (r) =

1

2

(
1

a2
+

1

b2
+

1

c2

)
dξΦ(i)(r)−

− π̺ 0 dξ
{
M100+M010+M001− (M200+M110+M101)x

2−
− (M110+M020+M011) y

2− (M101+M011+M002) z
2
}
.

Âõîäÿùèå ñþäà ñóììû âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà

äàþòñÿ �îðìóëîé (3.6). Ó÷èòûâàÿ òàêæå (11.12), íàõîäèì, ÷òî âíóòðåííèé

ïîòåíöèàë ýëåìåíòàðíîãî �îêàëîèäà åñòü

dΦ
(i)
f (r) =

dVf
V

Φ(i)(r)− π̺ 0 dξ

(
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2

)
. (11.16)

� 12. Ïîòåíöèàëû ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî

ýëëèïñîèäà

Ïîä ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñïëîøíîé ýëëèïñîèä, ñî-

ñòàâëåííûé èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà áåñêîíå÷íî

òîíêèõ êîíöåíòðè÷åñêèõ ñ áàçèñíûì ýëëèïñîèäîì îäíîðîäíî çàðÿæåííûõ

ýëëèïñîèäàëüíûõ ñëîåâ, òàê ÷òî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ìîæåò èçìå-

íÿòüñÿ òîëüêî ïðè ïåðåõîäå èç îäíîãî ñëîÿ â äðóãîé. �àññìàòðèâàåìûå â

ýòîé è ñëåäóþùåé ãëàâàõ ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûå ýëëèïñîèäû ñîñòàâëåíû èç

ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ.

Ïóñòü èìååòñÿ ñåìåéñòâî ýëëèïñîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, äàâàåìîå óðàâ-

íåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= κ

2, (12.1)
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ãäå ïàðàìåòð κ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, çàêëþ÷åííûå â äèàïàçîíå

0 6 κ 6 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, ýëëèïñîèä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (12.2)

ÿâëÿåòñÿ ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûì, åñëè îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â íåì çà-

âèñèò òîëüêî îò κ
2
, ò. å.

̺ = ̺
(
κ
2
)
. (12.3)

Âíåøíèé ïîòåíöèàë ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà íàéäåì òåì æå

ñïîñîáîì, êàêèì áûëà ïîëó÷åíà �îðìóëà (10.9) äëÿ ïîòåíöèàëà îäíîðîäíî

çàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè ïî-

òåíöèàë ñïëîøíîãî ýëëèïñîèäà åñòü ñóììà (â íàøåì ñëó÷àå � èíòåãðàë)

ïîòåíöèàëîâ ñîñòàâëÿþùèõ åãî ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ. Ïîýòîìó äëÿ èñ-

êîìîãî ïîòåíöèàëà âî âíåøíåé òî÷êå r ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (10.6), â êî-
òîðîé òîëüêî âìåñòî ̺ 0 ñëåäóåò òåïåðü ïèñàòü ̺

(
κ
2
)
. Òàêèì îáðàçîì,

Φ(e)(r) = πabc

1∫

0

̺
(
κ
2
)
dκ2

∞∫

u

dt

Q(t)
, (12.4)

ãäå u � íàèáîëüøèé èç êîðíåé óðàâíåíèÿ

x2

a2 + u
+

y2

b2 + u
+

z2

c2 + u
= κ

2 (12.5)

è

Q(t) =
√
(a2 + t)(b2 + t)(c2 + t) . (12.6)

Ïåðåéäåì â (12.4) îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî κ
2
ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî u.

�àññìàòðèâàÿ (12.5) êàê �îðìóëó, îïðåäåëÿþùóþ �óíêöèþ κ
2(u), è ââîäÿ

�óíêöèè

f(κ2) =

κ
2∫

0

̺(w) dw (12.7)

è

ϕ(u) =

∞∫

0

dt

Q(t)
, (12.8)

áóäåì èìåòü

Φ(e)(r) = − πabc
∞∫

ξ

df

dκ2

dκ2

du
ϕ(u) du = − πabc

∞∫

ξ

df [κ2(u)]

du
ϕ(u) du =

= − πabc
{
f [κ2(u)]ϕ(u)

}∣∣∣∣
∞

ξ

+ πabc

∞∫

ξ

f [κ2(u)] ϕ′(u) du =

= − πabc [f(0)ϕ(∞)− f(1)ϕ(ξ)]− πabc
∞∫

ξ

f [κ2(u)]
du

Q(u)
.
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Çäåñü ξ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1. (12.9)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ(∞)=0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Φ(e)(r) = πabc

∞∫

ξ

{
f(1)− f [κ2(u)]

} du

Q(u)
. (12.10)

Íà ïîâåðõíîñòè ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà �îðìóëà (12.10) ïðè-

íèìàåò âèä, â êîòîðîì íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ξ=0 . Â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòè ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå òåëà òàêîé æå �îðìóëîé äîëæåí îïèñû-

âàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà è âíóòðåííèé ïîòåíöèàë, ò. å.

Φ(i)(r) = πabc

∞∫

0

{
f(1)− f [κ2(u)]

} du

Q(u)
. (12.11)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âûðàæåíèå (12.11) ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ïîòåíöèàë ñëî-

èñòî-íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà íå òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè, íî è â åãî âíóò-

ðåííåé îáëàñòè.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî çíàòü ðåçóëüòàò âîç-

äåéñòâèÿ íà �óíêöèþ Φ(i)(r) îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó-

÷àåì

∂Φ(i)

∂x
= −2πabc

∞∫

0

x

a2 + u
̺ [κ2(u)]

du

Q(u)
, (12.12)

∂2Φ(i)

∂x2
= −2πabc

∞∫

0

̺ [κ2(u)]

a2+u

du

Q(u)
− 4π abc

∞∫

0

x2

(a2+u)
2

d̺ [κ2(u)]

dκ2

du

Q(u)
,

(12.13)
Ïîýòîìó

∆Φ(i) = − 2πabc

∞∫

0

(
1

a2+u
+

1

b2+u
+

1

c2+u

)
̺ [κ2(u)]

du

Q(u)
−

−4πabc
∞∫

0

[
x2

(a2+u)
2 +

y2

(b2+u)
2 +

z2

(c2+u)
2

]
d̺ [κ2(u)]

dκ2

du

Q(u)
= − 4π̺

(
κ
2
)
.

Çäåñü âî âòîðîì èíòåãðàëå ó÷òåíî, ÷òî

dκ2

du
= −

[
x2

(a2+u)
2 +

y2

(b2+u)
2 +

z2

(c2+u)
2

]
,

è âûïîëíåíî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∂Φ(e)/∂x íà ãðàíèöå ýëëèïñîèäà äàåòñÿ òîé æå

�îðìóëîé (12.12), ÷òî è ∂Φ(i)/∂x. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè î÷åâèäíî, ÷òî
àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà
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è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé Φ(e)
è Φ(i)

ïî êîîðäèíàòàì y è z. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíûõ

ïðîèçâîäíûõ Φ(e)
è Φ(i)

.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ Φ(i)(r) óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó óðàâíåíèþ

Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïëîòíîñòè çàðÿäà (12.3), à íà ãðàíèöå ýëëèï-

ñîèäà ýòà �óíêöèÿ è åå íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâåí-

íî ñ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì è åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ñëåäîâàòåëüíî,

�óíêöèÿ (12.11) è åñòü âíóòðåííèé ïîòåíöèàë ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ýë-

ëèïñîèäà.

Äëÿ âîïðîñîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ñëåäóþùåé ãëàâå, êëþ÷åâóþ ðîëü

èãðàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé �îðìóë (12.10), (12.11) äëÿ ïîòåíöèàëà ñëîèñòî-

íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà, ñîîòâåòñòâóþùèé ïëîòíîñòè çàðÿäà

̺ (r)=̺ (κ2)=̺ 0

(
1−κ2

)n
=̺ 0

(
1−x

2

a2
− y

2

b2
− z

2

c2

)n
(n > 0). (12.14)

Ïðè ýòîì �óíêöèÿ (12.7) ðàâíà

f(κ2)=
̺ 0

n+ 1

[
1−

(
1−κ2

)n+1
]
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà èìååò âèä

Φ(i,e)(r) =
πabc

n+ 1
̺ 0

∞∫

0, ξ

(
1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u

)n+1
du

Q(u)
, (12.15)

ãäå íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè ξ â çàâèñè-

ìîñòè îò òîãî, âíóòðè (i) èëè ñíàðóæè (e) ýëëèïñîèäà âûáðàíà òî÷êà íà-

áëþäåíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò èíîãäà íàçûâàþò òåîðåìîé Ïóàññîíà, ïîñêîëüêó

èìåííî Ïóàññîí [282℄ äàë âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ

ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà.

� 13. Ïîòåíöèàëû ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî

ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð, ãðàíèöà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (13.1)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýëëèïñîèäàëüíîé ïîâåðõíî-

ñòè (12.2) ïðè c→∞. Â ýòîé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ çàðÿäà â öèëèíäðå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû

z. Ïîýòîìó îáñóæäàåìàÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à åñòü äâóìåðíûé àíàëîã çàäà÷è îá
ýëëèïñîèäå.

Ïî àíàëîãèè ñ � 12 ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûé ýë-

ëèïòè÷åñêèé öèëèíäð õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ̺ åãî

çàðÿäà çàâèñèò ëèøü îò ïàðàìåòðà κ
2
, ò. å.

̺ = ̺
(
κ
2
)
, (13.2)
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ãäå òåïåðü

κ
2 =

x2

a2
+
y2

b2
(0 6 κ 6 1). (13.3)

Ïåðåõîäÿ â �îðìóëàõ (12.10) è (12.11) ê ïðåäåëó ïðè c→∞ è âû÷èòàÿ

èç îáîèõ ðåçóëüòàòîâ áåñêîíå÷íóþ ïîñòîÿííóþ

πab

∞∫

0

f(1)
du√

(a2+u) (b2+u)
,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèí-

äðà:

Φ(i) = −πab
∞∫

0

f [κ2(u)]
du

q(u)
, (13.4)

Φ(e) = −πab
ξ∫

0

f(1)
du

q(u)
− πab

∞∫

ξ

f [κ2(u)]
du

q(u)
. (13.5)

Çäåñü

f(κ2)=

κ
2∫

0

̺(w) dw, q(u)=
√
(a2+u) (b2+u) , κ

2=
x2

a2+u
+

y2

b2+u
,

à ξ � íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
= 1.

Ïîòåíöèàëàì (13.4), (13.5) ñîîòâåòñòâóåò íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ, îáóñëîâëåííàÿ ñëîèñòî-íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðè÷åñêî-

ãî çàðÿäà â ýëëèïòè÷åñêîì öèëèíäðå è ðàâíàÿ

E(i, e) = 2π ab

∞∫

0, ξ

(
x

a2 + u
i+

y

b2 + u
j

)
̺
[
κ
2(u)

] du

q(u)
, (13.6)

ãäå i, j � åäèíè÷íûå âåêòîðû äåêàðòîâûõ îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî.
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Íåîäíîðîäíîå

ðàñïðåäåëåíèå îáúåìíîãî

çàðÿäà

� 14. Ôåððåðñîâû (̺∼xαyβzγ) ïîòåíöèàëû

ýëëèïñîèäà

�åçóëüòàòû ïðåäûäóùåé ãëàâû ïîçâîëÿþò â áëèæàéøèõ òðåõ ãëàâàõ ïå-

ðåéòè ê áîëåå óäîáíîé äëÿ íàñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçëîæåíèÿ òåîðèè ïî-

òåíöèàëà ýëëèïñîèäà, ó÷èòûâàþùåé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà. Ïîòåíöè-

àëû îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ (ïðîñòîé è äâîéíîé ñëîé) ðàñïðåäåëåíèé

çàðÿäà áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ïî îòäåëüíîñòè.

Ïðîñòåéøèì è íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûì äëÿ ïðèëîæåíèé íåîäíîðîä-

íûì ðàñïðåäåëåíèåì îáúåìíîãî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå, õàðàêòåðè-

çóþùååñÿ ñòåïåíí�îé çàâèñèìîñòüþ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Ïðèìåíèòåëü-

íî ê ýëëèïñîèäó îáùèé (èñêëþ÷èòåëüíî èçîáðåòàòåëüíûé) ìåòîä ñâåä�åíèÿ

òðîéíûõ èíòåãðàëîâ

Φαβγ(r) =

∫

V

̺αβγ(r
′)

|r− r′| dV
′ , (14.1)

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîòíîñòè çàðÿäà

̺αβγ(r
′) = ̺ 0

(
x′

a

)α(
y′

b

)β(
z′

c

)γ
, (14.2)

ê îäíîêðàòíûì (ýëëèïòè÷åñêèì) èíòåãðàëàì ïîñòðîåí Ôåððåðñîì [99℄. Â

(14.1), (14.2) èíäåêñû (ïîêàçàòåëè ñòåïåíè) α, β, γ ñóòü íåîòðèöàòåëüíûå

öåëûå ÷èñëà. Ìåòîä Ôåððåðñà îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå îáñóæäàâøåéñÿ

âûøå �îðìóëû (12.15) äëÿ ïîòåíöèàëà ñëîèñòî-íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà,

à òàêæå íà óñòàíîâëåííûå Ôåððåðñîì òåîðåìó è �îðìóëó, ê ðàññìîòðåíèþ

êîòîðûõ ìû ïåðåõîäèì.

83
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14.1. Òåîðåìà Ôåððåðñà

Òåîðåìà Ôåððåðñà ãëàñèò: åñëè Φ(r) � ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ïðîèç-

âîëüíûì íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè çàðÿäà ̺ (r), ïðè÷åì íà

ãðàíèöå òåëà ̺ (r)|S = 0, òî ïîòåíöèàë òîãî æå òåëà â òîé æå òî÷êå, îáó-

ñëîâëåííûé ¾ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäà¿ âèäà ∂̺/∂x, ðàâåí ∂Φ/∂x.

Äîêàçàòåëüñòâî ýëåìåíòàðíî. Äåéñòâèòåëüíî,

∂Φ

∂x
=

∫

V

̺ (r′)
∂

∂x

(
1

R

)
dV ′=−

∫

V

̺ (r′)
∂

∂x′

(
1

R

)
dV ′=

=−
∮

S

̺ (r′)

R
cos(n′, x) dS′+

∫

V

1

R

∂̺

∂x′
dV ′=

∫

V

1

R

∂̺

∂x′
dV ′.

Çäåñü n′
� åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ýëåìåíòó dS′

ïîâåðõíî-

ñòè S òåëà, V � îáúåì òåëà, dV ′=dx′dy′dz′, R= |r−r′|.
Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî åñëè íà ãðàíèöå òåëà âìåñòå ñ ïëîòíîñòüþ

̺ (r) îáðàùàþòñÿ â íóëü è âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî (m−1)-ãî ïî-

ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ¾ïëîòíîñòè çàðÿäà¿

∂ α+β+γ̺

∂xα∂yβ∂zγ
, ãäå α+β+γ 6 m, ðàâåí

∂ α+β+γΦ

∂xα∂yβ∂zγ
.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà Ôåððåðñà ïðèìåíèìà ê òåëàì ïðîèçâîëü-

íîé �îðìû è ñïðàâåäëèâà äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ êàê âíóò-

ðè, òàê è âíå òåëà.

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà óñëîâèÿì òåîðåìû Ôåððåðñà óäîâëåòâîðÿåò ðàñ-

ñìîòðåííîå âûøå ðàñïðåäåëåíèå (12.14), ïðè÷åì åñëè n � íåîòðèöàòåëüíîå

öåëîå ÷èñëî (à çäåñü ðàçáèðàåòñÿ òîëüêî ýòîò ñëó÷àé), òî òåîðåìà ïðèìå-

íèìà ê ëþáîé ïðîèçâîäíîé ïëîòíîñòè (12.14) çàðÿäà äî (n−1)-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî.

14.2. Ôîðìóëà Ôåððåðñà

Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü çàðÿäà (14.2) â âèäå ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (12.14) è åãî ïðîèçâîäíûõ. �åàëèçàöèÿ ýòîé

çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäúÿâëåííîé Ôåððåðñîì [99℄ �îðìó-

ëû

1

, êîòîðàÿ â ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

xs =
1

2s

[s/2]∑

k=0

Cks
(−1)k

(s− 2k)!

ds−2k

dxs−2k
(x2 − h2)s−k , (14.3)

ãäå s � ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, h � ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ, Cks � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç s ïî k , ñèìâîëîì [A] îáîçíà÷àåòñÿ

öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà A. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà Ôåððåðñà ïîçâîëÿåò ïðåä-

ñòàâèòü öåëóþ ñòåïåíü ïåðåìåííîé x â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðî-

èçâîäíûõ îò öåëûõ ñòåïåíåé êâàäðàòíîãî äâó÷ëåíà x2 − h2, ïðè÷åì íè â

îäíîì èç ñëàãàåìûõ ýòîé êîìáèíàöèè ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé íå ïðåâîñõîäèò

âåëè÷èíû ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè.

1

Ôîðìóëà (14.3), ÿâëÿÿñü êëþ÷åâîé äëÿ ðàáîòû Ôåððåðñà [99℄, äàíà â íåé áåç äîêàçà�

òåëüñòâà è ñîäåðæèò îïå÷àòêó, ñîõðàíèâøóþñÿ â ïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ.
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Âîñïðîèçâåäåì äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (14.3), äàííîå â [518℄

1

.

Îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè ïðàâóþ ÷àñòü �îðìóëû (14.3) ÷åðåç θ(x), áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü âõîäÿùóþ â íåå �óíêöèþ f(x) ≡ (x2 − h2)s−k êàê àíà-

ëèòè÷åñêóþ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó Êîøè

f(x) =
1

2πi

∫

C

f(z)

z − x dz ,

ãäå òî÷êà x ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, îõâàòûâàåìîé çàìêíóòûì êîíòóðîì C,
ìîæíî çàïèñàòü

θ(x) =
1

2s+1πi

[s/2]∑

k=0

Cks
(−1)k

(s− 2k)!

ds−2k

dxs−2k

∫

C

(z2 − h2)s−k
z − x dz .

Âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü íà s, ò. ê. �àêòîðèàë
(s − 2k)! â çíàìåíàòåëå îáåñïå÷èâàåò îáðàùåíèå â íóëü äîïîëíèòåëüíûõ

ñëàãàåìûõ. Âûïîëíÿÿ äè��åðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷àåì

θ(x) =
1

2πi

s∑

k=0

(−1)k
2s

Cks

∫

C

(z2 − h2)s−k
(z − x)s+1−2k

dz .

Òåïåðü îáðàùåíèå â íóëü äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà îáåñïå÷èâàåòñÿ òåî-

ðåìîé Êîøè, èáî ïðè k > [s/2] ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé.

Äàëåå, ñâîðà÷èâàÿ ñóììó ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà, íàõîäèì

θ(x) =
1

2πi

∫

C

dz
(z2 − h2)s

2s(z − x)s+1

s∑

k=0

Cks (−1)k
[
(z − x)2
z2 − h2

]k
=

=
1

2πi

1

2s

∫

C

(2zx− x2 − h2)s
(z − x)s+1

dz .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî s-àÿ ïðîèçâîäíàÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè äàåòñÿ �îðìóëîé

ϕ(s)(x) =
s!

2πi

∫

C

ϕ(z)

(z − x)s+1
dz ,

ãäå â íàøåì ñëó÷àå ϕ(z) = (2zx− x2 − h2)s, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

θ(x) =
1

2s s!
ϕ(s)(x) = xs .

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (14.3) óñòàíîâëåíà.

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â îáîáùåíèè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ñëó÷àé òðåõ

ïåðåìåííûõ. �àññìàòðèâàÿ ïåðåìåííóþ x êàê äåêàðòîâó êîîðäèíàòó, çàìå-
íÿÿ h2 íà h2−y2−z2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ïîâîðîòå êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû
ïðîèçîéäóò çàìåíû

x→ p x+ q y + r z√
p2+q2+r2

,
∂

∂x
→

p ∂
∂x + q ∂∂y + r ∂∂z√
p2+q2+r2

, (14.4)

1

Äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû Ôåððåðñà ïðèâîäÿòñÿ â [205,457℄.
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à âåëè÷èíà x2+ y2+z2 îñòàíåòñÿ ïðè ýòîì ïîñòîÿííîé êàê èíâàðèàíòíàÿ

ïðè ïîâîðîòàõ, íàõîäèì

(p x+ q y + r z)s =

[s/2]∑

k=0

(−1)k Cks
2s (s− 2k)!

(p2+q2+ r2)k ×

×
(
p
∂

∂x
+ q

∂

∂y
+ r

∂

∂z

)s−2k

(x2+ y2+z2−h2)s−k. (14.5)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â (14.4) è (14.5) íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïðåäíà-

ìåðåííî ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ êîìïîíåíò p, q, r íååäèíè÷íîãî âåêòîðà.
Â äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ïîëèíîìè�

àëüíàÿ �îðìóëà

(a1 + a2 +. . .+ ak)
n =

∑

n1+n2+...+nk=n

n!

n1!n2! . . . nk!
a1
n1a2

n2 . . . ak
nk . (14.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ â êàæäîé èç ñóìì, îáðàçóþùèõ (k−
1)-êðàòíóþ ñóììó (14.6), ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî �àê-

òîðèàë îò îòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïî ìîäó-

ëþ âåëè÷èíà, ìîæíî âî âñåõ ñóììàõ â (14.6) �îðìàëüíî ïèñàòü îäèíàêîâûå

ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ: îò −∞ äî +∞. Èìåííî òàêîé ñìûñë èìåþò âñòðå-

÷àþùèåñÿ äàëåå ñóììû

∑
i,j,k,...

áåç óêàçàííûõ ïðåäåëîâ ñóììèðîâàíèÿ

1

.

�àñêðûâàÿ ñ ïîìîùüþ (14.6) âñå ñêîáêè â (14.5), ñîäåðæàùèå p, q, r, è
ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ,

ñòîÿùèå ïðè pα qβ rγ , ãäå
α+ β + γ = s , (14.7)

ïîëó÷àåì

xα yβ zγ =
α!β!γ!

(−2)s
∑

i,j,k

d̂
(αβγ)
ij k

(s−i−j−k)! (h
2−x2−y2−z2)s−i−j−k . (14.8)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

d̂
(αβγ)
ij k ≡

(
∂

∂x

)α−2i (
∂

∂y

)β−2j (
∂

∂z

)γ−2k

i! j! k! (α− 2i)! (β − 2j)! (γ − 2k)!
. (14.9)

Çàìåíû x→ h(x/a), y → h(y/b), z → h(z/c) ïðåîáðàçóþò (14.8) ê ñëåäóþ-

ùåìó îêîí÷àòåëüíîìó âèäó:

(x
a

)α (y
b

)β (z
c

)γ
=

=
α!β!γ!

(−2)s
∑

i,j,k

aα−2ibβ−2jcγ−2k

(s− i− j − k)! d̂
(αβγ)
ij k

(
1−x

2

a2
− y

2

b2
− z

2

c2

)s−i−j−k
. (14.10)

1

Âðåìåííûé ïåðåõîä ê �îðìàëüíî áåñêîíå÷íûì ïðåäåëàì ñóììèðîâàíèÿ â êðàòíûõ

ñóììàõ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïðèáåãàòü ê èõ óïðîùåííîé çàïèñè, íî � ÷òî ãîðàçäî ñóùå�

ñòâåííåé � ïðåäîñòàâëÿåò óäîáíóþ âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíî èçìåíÿòü ïîðÿäîê ñëåäî�

âàíèÿ ñóìì, íå îáðàùàÿ ïðè ýòîì âíèìàíèÿ íà ïîâåäåíèå ðåàëüíûõ ïðåäåëîâ ñóììèðî�

âàíèÿ.
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14.3. Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ â òåðìèíàõ P (r, u)

Ôîðìóëà (14.10), îáåñïå÷èâàÿ ïðåäñòàâëåíèå ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

çàðÿäà (14.2) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà, ïîòåíöè-

àëû êîòîðûõ èçâåñòíû áëàãîäàðÿ (12.15) è òåîðåìå Ôåððåðñà, ïîçâîëÿåò íà

îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ñðàçó íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïîòåí-

öèàëîâ Φ
(i,e)
αβγ (r), ñîîòâåòñòâóþùèõ (14.2). Îíî èìååò âèä

Φ
(i,e)
αβγ (r)

π̺ 0 abc
=
α!β! γ!

(−2)s
∑

i,j,k

aα−2ibβ−2jcγ−2k

(s−i−j−k+1)!
d̂
(αβγ)
ij k

∞∫

0, ξ

P s−i−j−k+1(r, u)
du

Q(u)
,

(14.11)
ãäå ξ � ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè r, s = α+ β + γ,

P (r, u) = 1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u
. (14.12)

Âíåñåì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð d̂
(αβγ)
ij k ïîä çíàê èíòåãðàëà â

(14.11). Â ñëó÷àå �îðìóëû äëÿ âíåøíåãî ïîòåíöèàëà, â êîòîðîé íèæíèé

ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ξ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé êîîðäèíàò òî÷êè íàáëþäå-

íèÿ, çàêîííîñòü ïîäîáíîé ïðîöåäóðû òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ.

Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíèìàíèå, âî-ïåðâûõ, íà òî, ÷òî îïåðàòîð d̂
(αβγ)
ij k

ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà κ = s−2(i+ j+k), âî-âòîðûõ, íà òî,

÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè s−i−j−k+1 âåëè÷èíû P (r, u) áîëüøå ÷èñëà κ
ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó, è â-òðåòüèõ, íà òî, ÷òî ïðè u = ξ ïîäûíòå-

ãðàëüíîå âûðàæåíèå â (14.11) îáðàùàåòñÿ â íóëü (èáî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòû P (r, ξ) = 0). Âûøåñêàçàííîå â ñî÷åòàíèè ñ

ó÷åòîì ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà, êîãäà åãî ïðåäåëû çàâèñÿò

îò ïàðàìåòðà, äîêàçûâàåò ïðàâîìî÷íîñòü îáñóæäàåìîé ïðîöåäóðû. Â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ó

P è ÷èñëîì κ íå ìåíüøå åäèíèöû, âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ îäíîêðàò-

íàÿ âîçìîæíîñòü, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ñàìîãî ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà,

ïðîâîäèòü äè��åðåíöèðîâàíèå íåïîñðåäñòâåííî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà èëè,

èíà÷å ãîâîðÿ,

ïðè îäíîêðàòíîì äè��åðåíöèðîâàíèè

ïîòåíöèàëà Φαβγ(r) êîîðäèíàòó ξ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíñòàíòó.



 (14.13)

Åñëè â (14.11) âûïîëíèòü äè��åðåíöèðîâàíèå, èñïîëüçóÿ �îðìóëó

1

(
∂

∂x

)n
f(x2) =

∑

i

n!

i! (n− 2i)!
(2x)n−2i

(
∂

∂x2

)n−i
f(x2) ,

è ïîëó÷àþùóþñÿ øåñòåðíóþ ñóììó âíîâü ïðåîáðàçîâàòü â òðîéíóþ ñ ïîìî-

ùüþ ñîîòíîøåíèÿ

∑

i

l!

i! (l − i)!

(
− a2

a2 + u

)l−i
=

(
1− a2

a2 + u

)l
=

(
u

a2 + u

)l
,

1

Ñì. [447℄, 0.432 1.
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òî âîçíèêàþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ñîäåðæèò ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

ïîëèíîì îò P (r, u) è èìååò âèä

Φ
(i,e)
αβγ (r) = π̺ 0 abc α!β! γ!×

×
∞∫

0,ξ

du

Q(u)

∑

l,m,n

(
ax

a2+u

)α−2l (
by

b2+u

)β−2m(
cz

c2+u

)γ−2n

4l+m+n l!m!n! (α−2l)! (β−2m)! (γ−2n)! (l+m+n+1)!
×

× P l+m+n+1(r, u) u l+m+n

(a2+u)l (b2+u)m (c2+u)n
. (14.14)

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [99℄ Ôåððåðñ, óñòàíîâèâ �îðìóëó (14.10), îáùèõ

âûðàæåíèé (14.11) èëè (14.14) íå ïðèâîäèò, îãðàíè÷èâøèñü ðàçáîðîì ÷àñò-

íûõ ñëó÷àåâ äëÿ α+β+γ62. Òàêîãî ðîäà ÷àñòíûå �îðìóëû (â áîëåå êîì-

ïàêòíîé çàïèñè �àóñà [307℄) ìû ïðèâîäèì ïðèìåíèòåëüíî ê

aαbβcγ

̺ 0
Φ

(i)
αβγ

(äëÿ α+β+γ63 ) â âèäå òàáëèöû èíòåãðàëîâ.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà

(â òåðìèíàõ P ≡ P (r, u) è Q ≡ Q(u))

∫
dV ′

| r− r′| = π abc

∫
P du

Q
,

∫
x′

| r− r′| dV
′ = π a3bc x

∫
P du

(a2 + u)Q
,

∫
x′ 2

| r− r′| dV
′ = π a3bc

∫ {
1

4
uP 2 +

a2x2P

a2 + u

}
du

(a2 + u)Q
,

∫
x′y′

| r− r′| dV
′ = π a3b3c xy

∫
P du

(a2 + u)(b2 + u)Q
,

∫
x′

3

| r− r′| dV
′ = π a5bc x

∫ {
3

4
uP 2 +

a2x2P

a2 + u

}
du

(a2 + u)2Q
,

∫
x′

2
y′

| r− r′| dV
′ = π a3b3c y

∫ {
1

4
uP 2 +

a2x2P

a2 + u

}
du

(a2 + u)(b2 + u)Q
,

∫
x′y′z′

| r− r′| dV
′ = π a3b3c3 xyz

∫
P du

Q3
.

Â ýòîé òàáëèöå ó âñåõ èíòåãðàëîâ ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà âåðõíèé

ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ åñòü ∞, à íèæíèé ïðåäåë ðàâåí íóëþ èëè ξ ñîîò-

âåòñòâåííî òîìó, âíóòðè èëè âíå ýëëèïñîèäà âûáðàíà òî÷êà íàáëþäåíèÿ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ïî îáúåìó, ñîäåðæàùèõ â ÷èñëèòåëÿõ ïîäûí-

òåãðàëüíûõ äðîáåé y, z, y2, z2, yz, zx, y3, z3, y2z, z2x, x2z, y2x è z2y ,
ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå �îðìóë ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé çàìå-

íû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ëèáî (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ x2z, y2x è

z2y ) ïóòåì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.
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14.4. Çàïèñü â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ

Âûðàæåíèÿì äëÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ ýë-

ëèïñîèäà öåëåñîîáðàçíî ïðèäàòü óäîáíûé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâà-

íèÿ âèä, ñîäåðæàùèé ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà. Äëÿ ýòîãî âíîâü

îáðàòèìñÿ ê (14.11)

1

. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñêðîåì âûðàæåíèå P s−i−j−k+1

ïî ïîëèíîìèàëüíîé �îðìóëå è â ïîëó÷åííîì ðåçóëüòàòå âûäåëèì âíóòðåí-

íèå M
(i)
lmn ≡ Mlmn è âíåøíèå M

(e)
lmn ≡Mlmn(ξ) ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

ýëëèïñîèäà â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ îïðåäåëåíèÿìè (3.2) è (4.1). Áóäåì èìåòü

Φ
(i,e)
αβγ (r)

2π̺ 0
=
α!β! γ!

(−2)s ×

×
∑

i,j, k,l,m,n

(−1)i+j+k aα−2l bβ−2m cγ−2n M
(i,e)
ij k d̂

(αβγ)
lmn x2i y2j z2k

(s−i−j−k−l−m−n+1)! i! j! k! (2i−1)!! (2j−1)!! (2k−1)!! .

Äåëàÿ çàìåíû i → i− l, j → j−m, k → k−n èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ è

âûïîëíÿÿ äè��åðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

2

Φ
(i,e)
αβγ (r) = 2π̺ 0

α!β! γ!

(−2)s ×

×
∑

i,j, k

(−2)i+j+k x2i−α y2j−β z2k−γ
(s−i−j−k+1)! (2i−α)! (2j−β)! (2k−γ)! K

(αβγ)
ij k , (14.15)

ãäå

K
(αβγ)
ij k ≡

≡
[α/2]∑

l=0

[β/2]∑

m=0

[γ/2]∑

n=0

(−2)−l−m−n aα−2l bβ−2m cγ−2n

l!m!n!(α− 2l)! (β − 2m)! (γ − 2n)!
M

(i,e)
i−l,j−m,k−n . (14.16)

Èç îáùèõ âûðàæåíèé (14.15), (14.16) ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ áîëåå óäîáíûå

�îðìóëû, ó÷èòûâàþùèå ÷åòíîñòü ïîêàçàòåëåé α, β è γ. Ýòè �îðìóëû, â

êîòîðûõ âîññòàíîâëåíû ðåàëüíûå ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ âñåõ ñóìì, èìåþò

âèä

3

:

Φ
(i,e)
2λ,2µ,2ν = ̺ 0

8π

4σ
(2λ)! (2µ)! (2ν)! ×

×
σ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

Sijk x
2i y2j z2k

(σ−i−j−k)! Γ
(λµν)
ij k , (14.17)

1

Åñòåñòâåííàÿ ïîïûòêà èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿ (14.14), íå ñîäåðæàùåãî ïðîöåäóð

äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ïðèâîäèò, îäíàêî, ê äåâÿòèêðàòíîé ñóììå è íåîáõîäèìîñòè èñïîëü�

çîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ äëÿ ñâåä�åíèÿ ðåçóëüòàòà ê øåñòèêðàòíîé ñóììå.

2

Â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìûõ ¾èíäåêñíûõ ñèìâîëîâ¿ (ñì. [56℄) âûðàæåíèÿ äëÿ âíóò�

ðåííèõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà Φ
(i)
αβγ

äëÿ ñëó÷àÿ α+β+γ=1 ñíà÷àëà áûëè íàéäåíû

Ëåáîâèöåì [204℄ ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà �óíêöèé Ëàìå, à çàòåì äëÿ ñëó÷àåâ α+β+γ6 3
áûëè ïîëó÷åíû ×àíäðàñåêõàðîì è Ëåáîâèöåì [57℄ ìåòîäîì Ôåððåðñà.

3

Âûðàæåíèÿ (14.17)�(14.24) äëÿ âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëîâ áûëè ïîëó÷åíû Ì. Ë. Ëå�

âèíûì è àâòîðîì (ñì. [209℄) ìåòîäîì, îòëè÷íûì îò èçëîæåííîãî çäåñü. Äëÿ âíåøíèõ

ïîòåíöèàëîâ ýòè �îðìóëû äàíû â [517℄.
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ãäå

Γ
(λµν)
ij k ≡

λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Slmn a
2lb2mc2n

(λ− l)! (µ−m)! (ν − n)! M
(i,e)
i+l,j+m,k+n ; (14.18)

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν = ̺ 0

8π

4σ
(2λ+ 1)! (2µ)! (2ν)!×

×
σ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

Sij k x
2i+1 y2j z2k

(σ−i−j−k)! (2i+ 1)
X

(λµν)
ij k , (14.19)

ãäå

X
(λµν)
ij k ≡

λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Slmn a
2l+1b2mc2n

(λ−l)! (µ−m)! (ν−n)! (2l+ 1)
M

(i,e)
i+l+1,j+m,k+n ;

(14.20)

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν = ̺ 0

8π

4σ
(2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν)!×

×
σ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

S ij k x
2i+1 y2j+1 z2k

(σ−i−j−k)! (2i+1) (2j+1)
Y

(λµν)
ijk , (14.21)

ãäå

Y
(λµν)
ij k ≡

λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Slmn
(λ−l)! (µ−m)! (ν−n)! ×

× a2l+1b2m+1c2n

(2l+1) (2m+1)
M

(i,e)
i+l+1,j+m+1,k+n ; (14.22)

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν+1 = ̺ 0

8π

4σ
(2λ+1)! (2µ+1)! (2ν+1)!×

×
σ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

Sij k x
2i+1 y2j+1 z2k+1

(σ−i−j−k)! (2i+1) (2j+1) (2k+1)
Z

(λµν)
ij k , (14.23)

ãäå

Z
(λµν)
ij k ≡

λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Slmn
(λ−l)! (µ−m)! (ν−n)!×

× a2l+1b2m+1c2n+1

(2l+1) (2m+1) (2n+1)
M

(i,e)
i+l+1,j+m+1,k+n+1 . (14.24)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ýòèõ �îðìóë ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

σ ≡ λ+µ+ν+1 , (14.25)

Sij k ≡
(−2)i+j+k

(2i)! (2j)! (2k)!
. (14.26)
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Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Φ
(i,e)
2λ,2µ+1,2ν , Φ

(i,e)
2λ,2µ,2ν+1, Φ

(i,e)
2λ,2µ+1,2ν+1 è

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν+1 ïîëó÷àþòñÿ èç (14.19)�(14.22) ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðå-

ñòàíîâêè êîîðäèíàò (ëèáî ïóòåì âçàèìíîé çàìåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîð-

äèíàò).

Èç �îðìóë (14.17)�(14.24) ñëåäóåò, ÷òî:

1. Ïîëèíîìèàëüíîìó (ñòåïåíè n) ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäà â ýëëèïñîèäàëü-

íîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé æå (ñòåïåíè n + 2) âíóò-
ðåííèé ïîòåíöèàë. Ýòî � ðåçóëüòàò Ôåððåðñà. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé

âèäà (12.14) ñ öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè n îí áûë èçâåñòåí óæå

Ïóàññîíó.

2. Ôîðìóëû äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóë äëÿ âíóò-

ðåííèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîé çàìåíîé âñåõ âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ

�àêòîðîâ âíåøíèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè ñ òåìè æå èíäåêñà-

ìè. Íà ëþáîé ýëëèïñîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè, âíåøíåé è ñî�îêóñíîé ïî

îòíîøåíèþ ê áàçèñíîìó ýëëèïñîèäó, ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì

ñòåïåíè, ñîâïàäàþùåé ñî ñòåïåíüþ âíóòðåííåãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó

�åððåðñîâû ïîòåíöèàëû äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ âíå

áàçèñíîãî ýëëèïñîèäà, ïîçâîëèòåëüíî íàçûâàòü ¾ïñåâäîïîëèíîìèàëü�

íûìè¿.

3. Ïîòåíöèàëû Φ
(i,e)
αβγ (r) ñ ÷åòíûì (íå÷åòíûì) èíäåêñîì α (β, γ) ÿâëÿ-

þòñÿ ÷åòíîé (íå÷åòíîé) �óíêöèåé êîîðäèíàòû x (y, z). Ýòî ñâîéñòâî
ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (14.1), åñëè ó÷åñòü, ÷òî â

ñëó÷àå ýëëèïñîèäà êàæäûé èç òðåõ âõîäÿùèõ â (14.1) îïðåäåëåííûõ

èíòåãðàëîâ èìååò ñèììåòðè÷íûå ïðåäåëû.

4. Êîý��èöèåíòû ïðè ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðàõ ýëëèïñîèäà â ñóììàõ

(14.18), (14.20), (14.22), (14.24) íå çàâèñÿò îò i, j, k. Ýòî � ðåçóëüòàò

íàøèõ (ñîäåðæàùèõ �àêòîðèàëû Πlmn) îïðåäåëåíèé (3.2) è (4.1).

5. Ïîñêîëüêó ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ λ, µ è ν ïðåäåëû ñóììèðî-

âàíèÿ â �îðìóëàõ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Φ
(i,e)
2λ,2µ,2ν , Φ

(i,e)
2λ+1,2µ,2ν , Φ

(i,e)
2λ,2µ+1,2ν ,

Φ
(i,e)
2λ,2µ,2ν+1, Φ

(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν , Φ

(i,e)
2λ,2µ+1,2ν+1, Φ

(i,e)
2λ+1,2µ,2ν+1, Φ

(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν+1

ñîâïàäàþò, òî ïðè ýòîì ó âñåõ âîñüìè òèïîâ ïîòåíöèàëîâ îäèíàêîâî è

÷èñëî ñëàãàåìûõ.

6. Ïîòåíöèàëû â öåíòðå ýëëèïñîèäà îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü äëÿ ðàñïðåäå-

ëåíèé ̺= ̺ 2λ,2µ,2ν(r), ÿâëÿþùèõñÿ ÷åòíûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò,

è ðàâíû

Φ
(i)
2λ,2µ,2ν(0) = ̺ 0

2π (2λ)! (2µ)! (2ν)!

4λ+µ+ν (λ+ µ+ ν + 1)!
×

×
λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Slmn a
2lb2mc2n

(λ− l)! (µ−m)! (ν − n)! Mlmn (14.27)

7. Ó ïîòåíöèàëîâ ðàñïðåäåëåíèé âèäà ̺=̺ 2λ,2µ,2ν(r) âåëè÷èíà êàæäîãî

èç òðåõ èíäåêñîâ ëþáîãî ïîòåíöèàëüíîãî �àêòîðà ðàâíà ïîëóñóììå

ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ó ñîîòâåòñòâóþùèõ äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû è

ïîëóîñè ýëëèïñîèäà.
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8. Ìàêñèìàëüíûé âåñ �àêòîðîâ, âõîäÿùèõ â �îðìóëû äëÿ Φ
(i,e)
αβγ ðàâåí

α+ β + γ + 1.

Íèæå â �îðìå òàáëèöû èíòåãðàëîâ ïðèâåäåíû ðàçâåðíóòûå âûðàæå-

íèÿ äëÿ

(
aαbβcγ

/
̺ 0

)
Φ

(i)
αβγ , ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì

�îðìóë (14.17)�(14.24).

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà

(â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ)

∫
dV ′

R
= 2π

(
M000 −M100x

2 −M010y
2 −M001z

2
)
,

∫
x′

R
dV ′ = 2πa2x

(
M100 −

1

3
M200x

2 −M110y
2 −M101z

2

)
,

∫
x′y′

R
dV ′ =

2

3
πa2b2xy

(
3M110 −M210x

2 −M120y
2 − 3M111z

2
)
,

∫
x′y′z′

R
dV ′ =

2

3
πa2b2c2xyz

(
3M111 −M211x

2 −M121y
2 −M112z

2
)
,

∫
x

′2

R
dV ′ = πa2

[
1

2

(
M000 − a2M100

)
−
(
M100 − a2M200

)
x2−

−
(
M010 − a2M110

)
y2 −

(
M001 − a2M101

)
z2 +

(
M110 − a2M210

)
x2y2+

+
(
M011−a2M111

)
y2z2+

(
M101−a2M201

)
x2z2+

1

6

(
M200−a2M300

)
x4+

+
1

6

(
M020 − a2M120

)
y4 +

1

6

(
M002 − a2M102

)
z4
]
,

∫
x

′2y
′

R
dV ′ =

π

3
a2b2y

[
3

2

(
M010 − a2M110

)
− 3

(
M110 − a2M210

)
x2−

−
(
M020 − a2M120

)
y2 − 3

(
M011 − a2M111

)
z2 +

(
M120 − a2M220

)
x2y2+

+
(
M021−a2M121

)
y2z2+3

(
M111−a2M211

)
x2z2+

1

2

(
M210−a2M310

)
x4+

+
1

10

(
M030 − a2M130

)
y4 +

1

2

(
M012 − a2M112

)
z4
]
,

∫
x

′2y
′

z
′

R
dV ′=

π

3
a2b2c2yz

[
3

2

(
M011−a2M111

)
−3
(
M111−a2M211

)
x2−

−
(
M021−a2M121

)
y2−

(
M012−a2M112

)
z2+

(
M121−a2M221

)
x2y2+

+
1

3

(
M022−a2M122

)
y2z2+

(
M112−a2M212

)
x2z2+

1

2

(
M211−a2M311

)
x4+

+
1

10

(
M031−a2M131

)
y4 +

1

10

(
M013−a2M113

)
z4
]
,
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∫
x

′3

R
dV ′=

π

3
a4x

[
3

2

(
3M100−a2M200

)
−
(
3M200−a2M300

)
x2−

− 3
(
3M110−a2M210

)
y2− 3

(
3M101−a2M201

)
z2+

(
3M210−a2M310

)
x2y2+

+3
(
3M111−a2M211

)
y2z2+

(
3M201−a2M301

)
x2z2+

1

10

(
3M300−a2M400

)
x4+

+
1

2

(
3M120−a2M220

)
y4+

1

2

(
3M102−a2M202

)
z4
]
,

∫
x

′3y
′

R
dV ′=

π

3
a4b2xy

[
3

2

(
3M110−a2M210

)
−
(
3M210−a2M310

)
x2−

−
(
3M120−a2M220

)
y2−3

(
3M111−a2M211

)
z2+

1

3

(
3M220−a2M320

)
x2y2+

+
(
3M121−a2M221

)
y2z2+

(
3M211−a2M311

)
x2z2+

1

10

(
3M310−a2M410

)
x4+

+
1

10

(
3M130−a2M230

)
y4+

1

2

(
3M112−a2M212

)
z4
]
,

∫
x

′3y
′

z
′

R
dV ′=

π

3
a4b2c2xyz

[
3

2

(
3M111−a2M211

)
−

−
(
3M211−a2M311

)
x2 −

(
3M121−a2M221

)
y2 −

(
3M112−a2M212

)
z2+

+
1

3

(
3M221−a2M321

)
x2y2 +

1

3

(
3M122−a2M222

)
y2z2+

+
1

3

(
3M212−a2M312

)
x2z2 +

1

10

(
3M311−a2M411

)
x4+

+
1

10

(
3M131−a2M231

)
y4+

1

10

(
3M113−a2M213

)
z4
]
.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ â òî÷êàõ r íà-

áëþäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ îáúåìó ýëëèïñîèäà. Â òàáëèöó íå âêëþ÷åíû

èíòåãðàëû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå ñ ïîìîùüþ öèê-

ëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò. Äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ,

íàõîäÿùèõñÿ âíå ýëëèïñîèäà, ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðè-

âåäåííûõ, åñëè ïðîèçâåñòè çàìåíó Mlmn →Mlmn. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè

â òàáëèöå óïîòðåáëåíî îáîçíà÷åíèå

R ≡ | r− r′| =
√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2. (14.28)

Ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî èíòåãðàëû ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà âèäà

∫
x

′ky
′lz

′mRn dV ′

ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíî, à ïðè íå÷åòíûõ n
ñâîäÿòñÿ ê îäíîêðàòíûì áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó

R =
R2

R
=

(x − x′)2
R

+
(y − y′)2

R
+

(z − z′)2
R

.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïðîñòåéøåãî ñèììåò-

ðè÷íîãî (íå íàðóøàþùåãî ðàâíîïðàâèÿ äåêàðòîâûõ íàïðàâëåíèé) èíòåãðà-

ëà. Òàê, äëÿ òî÷êè íàáëþäåíèÿ, íàõîäÿùåéñÿ âíå ýëëèïñîèäà,

∫
R dV ′ = π

[〈
a2

2

(
b2 + c2

)
M100

〉
+
〈(

M000 − a2M100

)
x2
〉
−

−
〈(

M100−b2M110

)
x2y2

〉
− 1

2

〈(
M100−

1

3
a2M200

)
x4
〉]

+
πabc ξ2

2Q(ξ)
.

(14.29)

Âûðàæåíèå ýòîãî æå èíòåãðàëà äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëó÷à-

åòñÿ èç (14.29) â ðåçóëüòàòå çàìåíû Mlmn →Mlmn è îòáðàñûâàíèÿ ïîñëåä-

íåãî ñëàãàåìîãî (ξ = 0). Çäåñü óãëîâûìè ñêîáêàìè
〈
. . .
〉
îáîçíà÷åíà ñóììà

òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè. Òàê, íàïðèìåð,

〈
a2M100 x

2
〉
≡ a2M100 x

2 + b2M010 y
2 + c2M001 z

2.

� 15. Äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà

ïîòåíöèàëîâ Φαβγ(r)

Íåîáû÷àéíàÿ ¾àíàëèòè÷åñêàÿ ïëàñòè÷íîñòü¿ ýëëèïñîèäà ïðîÿâëÿåòñÿ,

â ÷àñòíîñòè, â äè��åðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâàõ åãî íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà.

Ñêàçàííîå èëëþñòðèðóþò, íàïðèìåð, óäèâèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [99℄,

êîòîðûå âûðàæàþò â îäíîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëà ÷åðåç ïðîèç-

âîäíóþ îáúåìíîé ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ (ñì. òåîðåìó Ôåððåðñà â � 14), à â

äðóãîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ÷åðåç ïîòåíöèàë îáúåìíûõ èñòî÷íè-

êîâ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû îäíîêðàòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ (ñì. ïðàâèëî

Ôåððåðñà â � 20). È õîòÿ ýòè ðåçóëüòàòû íîñÿò îáùèé õàðàêòåð, Ôåððåðñ

ý��åêòèâíî ïðèìåíèë èõ èìåííî ê ïîòåíöèàëàì ýëëèïñîèäà

1

.

Â äàííîì ïàðàãðà�å ïðèìåíèòåëüíî ê ýëëèïñîèäó ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðî-

èçâîäíûå ïîòåíöèàëîâ Φ
(i,e)
αβγ (r) ñòåïåííûõ ðàñïðåäåëåíèé, óñòàíàâëèâàþòñÿ

ïîëåçíûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ �îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ

2

, ïîç-

âîëÿþùèå ïðîëèòü ñâåò íà ñâÿçü, â îäíèõ ñëó÷àÿõ, ìåæäó ïðîèçâîäíûìè

âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëîâ, à, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, � ìåæäó ïðî-

èçâîäíûìè ïîòåíöèàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè �óíêöèÿìè

êîîðäèíàò.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî íàïîìíèì óæå óñòàíîâëåííûå �àêòû. Òàê, âûðàæå-

íèÿ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ âíåøíåé òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ

èç âûðàæåíèé �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè íàáëþäå-

íèÿ ïðîñòîé çàìåíîé â íèõ âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïñî-

èäà ñîîòâåòñòâóþùèìè âíåøíèìè (ñì. (14.15), (14.16)). Ñèìâîëè÷åñêè ýòî

1

Ïî ñóùåñòâó, òåîðåìà è ïðàâèëî Ôåððåðñà ÿâëÿþòñÿ ñâîåãî ðîäà ¾�îðìóëàìè�òðàíñ�

ëÿòîðàìè¿, ïðåîáðàçóþùèìè èçâåñòíûå ðåøåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ â ãîòîâûå ðå�

øåíèÿ íîâûõ çàäà÷. Íåñìîòðÿ íà ñîëèäíûé âîçðàñò ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, îíè îñòàëèñü âíå

ïîëÿ çðåíèÿ ó÷åáíèêîâ è çàäà÷íèêîâ ïî ýëåêòðîìàãíåòèçìó.

2

Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî

îíè, íàðÿäó ñ ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y, z, çàâèñÿò îò íèõ è

íåÿâíî � ÷åðåç ýëëèïñîèäàëüíóþ êîîðäèíàòó ξ, ÿâëÿþùóþñÿ íåîòðèöàòåëüíûì êîðíåì

êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.2).
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ìîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ
(e)
αβγ(r) =

{
Φ

(i)
αβγ(r)

}
M→M

. (15.1)

Èñïîëüçóÿ òàêóþ ñèìâîëèêó, óòâåðæäåíèå (14.13), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî è

äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ, ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå

∂

∂x
Φ

(e)
αβγ(r) =

{
∂

∂x
Φ

(i)
αβγ(r)

}

M→M

. (15.2)

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ è ïðîèçâîäíûå ïî y èëè z.
Îïóñêàÿ âûâîä, ïðèâåäåì òàêæå ñèìâîëè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ âòîðûõ

ïðîèçâîäíûõ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì.

∂ 2

∂x2
Φ

(e)
αβγ(r) =

{
∂ 2

∂x2
Φ

(i)
αβγ(r)

}

M→M

+

+ 4π̺ 0
p2(ξ)

Q(ξ)

aα+1 bβ+1 cγ+1 xα+2 yβ zγ

(a2 + ξ)
α+2

(b2 + ξ)
β
(c2 + ξ)

γ
, (15.3)

∂ 2

∂x ∂y
Φ

(e)
αβγ(r) =

{
∂ 2

∂x ∂y
Φ

(i)
αβγ(r)

}

M→M

+

+ 4π̺ 0
p2(ξ)

Q(ξ)

aα+1 bβ+1 cγ+1 xα+1 yβ+1 zγ

(a2 + ξ)
α+1

(b2 + ξ)
β+1

(c2 + ξ)
γ
. (15.4)

Çäåñü p2(ξ) =
〈
x2
/(
a2 + ξ

)2〉−1

, Q2(ξ) = (a2+ξ)(b2+ξ)(c2+ξ) è, êàê îáû÷íî,

óãëîâûìè ñêîáêàìè 〈. . .〉 îáîçíà÷åí îïåðàòîð öèêëè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ. Âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî äðóãèì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷àþòñÿ

èç (15.3), (15.4) ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé (èëè âçàèìíîé) çàìåíû êîîðäèíàò.

Òàê êàê ñíàðóæè ýëëèïñîèäà △Φ
(e)
αβγ(r) = 0, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ �îð-

ìóëîé (15.3) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

{
△Φ

(i)
αβγ(r)

}
M→M

= −4π̺ 0 abc

Q(ξ)

(
ax

a2 + ξ

)α(
by

b2 + ξ

)β(
cz

c2 + ξ

)γ
, (15.5)

êîòîðîå ïðè ξ=0 ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèàëà âíóòðè

ýëëèïñîèäà.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëîâ ïî äåêàðòîâûì

êîîðäèíàòàì. Ìåæäó òåì, ïîòåíöèàëû Φ
(i,e)
αβγ (r) ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî �óíê-

öèÿìè r, íî è �óíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ a, b, c, ïðè÷åì â ñëó÷àå âíåøíèõ

ïîòåíöèàëîâ ìû âíîâü âñòðå÷àåìñÿ ñ òåì, ÷òî ýòà çàâèñèìîñòü � íà ýòîò

ðàç îò a, b, c � íîñèò êàê ÿâíûé, òàê è íåÿâíûé (÷åðåç êîîðäèíàòó ξ)
õàðàêòåð. Ñóùåñòâåííî, îäíàêî, ÷òî ñâîéñòâî, âûðàæàåìîå ñèìâîëè÷åñêèì

ðàâåíñòâîì (15.2), íå ñâÿçàíî ñ êîíêðåòíûì âèäîì ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé

âåäåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèå. Òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû ýëëèïñîèäàëüíàÿ êî-

îðäèíàòà áûëà �óíêöèåé ýòîé ïåðåìåííîé è ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü
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ðàâåíñòâî P (r, ξ) = 0 . Ïîýòîìó ïðè îäíîêðàòíîì äè��åðåíöèðîâàíèè ïî

a ñâîéñòâî, âûðàæàåìîå óòâåðæäåíèåì (14.13) èëè �îðìóëàìè (15.1),(15.2),

ìîæíî ïåðåïèñàòü â �îðìå

∂̂aΦ
(e)
αβγ(r) =

{
∂̂aΦ

(i)
αβγ(r)

}
M→M

, (15.6)

ãäå

∂̂a = − ∂

∂a

( . . .
a

)
=

1

a2
− 1

a

∂

∂a

� îïåðàòîð, êîòîðûé áûë ââåäåí â � 2. Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå �îðìóëû

èìåþò ìåñòî è ïðè îäíîêðàòíîì äè��åðåíöèðîâàíèè ïî b èëè c.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðîèçâîäíîé ïîòåí-

öèàëà Φ
(i,e)
αβγ (r) ïî êàêîé-ëèáî èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è åãî ïðîèçâîäíîé

ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé êîîðäèíàòå ïîëóîñè ýëëèïñîèäà. Áóäåì èñõîäèòü

èç (14.1), (14.2)

Φ
(i,e)
αβγ (r) = ̺ 0

∫
(x′/a)α (y′/b)β (z′/c)γ

R
dV ′ , (15.7)

ãäå

R = |r− r′|. (15.8)

Ïåðåõîäÿ íà âðåìÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ

x′ = ax̄, y′ = bȳ, z′ = cz̄,

áóäåì èìåòü

Φ
(i,e)
αβγ (r) = ̺ 0 abc

∫
x̄α ȳβ z̄γ

R
dx̄ dȳ dz̄ . (15.9)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îáúåìó åäèíè÷íîãî øàðà, ò. å.

îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ a, b, c.
Äàëåå

R2 = (x− ax̄)2 + (y − bȳ)2 + (z − cz̄)2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∂

∂a

(
1

R

)
= − x̄ ∂

∂x

(
1

R

)
,

∂

∂b

(
1

R

)
= − ȳ ∂

∂y

(
1

R

)
,

∂

∂c

(
1

R

)
= − z̄ ∂

∂z

(
1

R

)
.

(15.10)

Ñîîòíîøåíèÿ (15.10) îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëîâ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂

∂x
Φ

(i,e)
αβγ (r) = a ∂̂a Φ

(i,e)
α−1,β,γ(r),

∂

∂y
Φ

(i,e)
αβγ (r) = b ∂̂bΦ

(i,e)
α,β−1,γ(r),

∂

∂z
Φ

(i,e)
αβγ (r) = c ∂̂c Φ

(i,e)
α,β,γ−1(r).

(15.11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê �îðìóëàì, êîòîðûå ñâÿçûâàþò äðóã ñ äðóãîì

ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëîâ ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè è ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèà-

ëîâ ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè.
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Ïðèâåäåì ïðèìåð ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ðåêóðñèè. Äîïó-

ñòèì, ÷òî íàì èçâåñòíî âûðàæåíèå äëÿ Φ
(i,e)
2λ,2µ,2ν(r) â òåðìèíàõ ïîòåí-

öèàëüíûõ �àêòîðîâ è òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν(r), Φ

(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν(r) è Φ

(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν+1(r). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν(r) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåé êîîðäèíàòû x è, â ÷àñòíîñòè,

âíóòðåííèé ïîòåíöèàë îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x=0, èç ïåðâîãî ñîîòíîøå-
íèÿ (15.11) â èíòåãðàëüíîé �îðìå

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν(r) = a

x∫

0

∂̂aΦ
(i,e)
2λ,2µ,2ν(r) dx (15.12)

è âûðàæåíèé (14.17), (14.18) ñðàçó ïîëó÷àåì (14.19), (14.20). Ïîâòîðíûå

àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñ îñòàâøèìèñÿ êîîðäèíàòàìè, îïðåäåëÿåìûå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ �îðìóë

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν+1(r) = c

z∫

0

∂̂cΦ
(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν(r) dz =

= c

z∫

0

∂̂c


b

y∫

0

∂̂bΦ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν(r) dy


 dz, (15.13)

ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì äëÿ îñòàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ñ íå÷åòíûìè èíäåê-

ñàìè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ñëó÷àå âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ íà ïðîòÿæåíèè âñå-

ãî öèêëà âû÷èñëåíèé ïî �îðìóëàì (15.12), (15.13) áëàãîäàðÿ ÷åðåäîâàíèþ

îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîæíî � â ñîîòâåòñòâèè

ñ (15.2) è (15.6) � ýëëèïñîèäàëüíóþ êîîðäèíàòó ξ ðàññìàòðèâàòü êàê ïî-

ñòîÿííóþ.

� 16. Î �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëàõ øàðà

Ôîðìóëû (14.17)�(14.24) âûðàæàþùèå �åððåðñîâû ïîòåíöèàëû ýëëèï-

ñîèäà â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øåñòè-

êðàòíóþ ñóììó ïî ñòåïåíÿì

1 x, y, z, a, b è c. Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà
â øàð c=b=a â âûðàæåíèÿõ (14.17)�(14.24), ó÷èòûâàÿ (3.26) è (4.25), ìîæ-

íî âûäåëèòü ÷èñòî ÷èñëîâûå ñóììû (òðîéíóþ äëÿ âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëîâ

è äâîéíóþ äëÿ âíåøíèõ). Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìíî-

ãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñóìì â àíàëèòè÷åñêîì âèäå îñòàåòñÿ ïîêà îòêðûòûì.

Íåêîòîðûå îáùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ øàðà, îáëåã÷à-

þùèå ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ, îäíàêî, âîçìîæíû è îïèðàþòñÿ íà ñîîòíîøå-

íèÿ äëÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñóìì, äîêàçàííûå â Ïðèëîæåíèè À. ×òîáû

íå ïèñàòü èçëèøíå ãðîìîçäêèõ �îðìóë, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðî-

ñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, îñòàâëÿÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ëèøü ñõåìàòè÷åñêîå

óêàçàíèå ïóòè ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðîùåíèÿ.

1

Èñòèííî ñòåïåííûìè ýòè ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî îòíîñèòåëüíî x, y, z è òîëüêî

âíóòðè ýëëèïñîèäà.
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Ïîëîæèì â (14.17) µ = ν = 0. Òîãäà σ = λ + 1, è âûðàæåíèå äëÿ

ïîòåíöèàëà ïðèîáðåòàåò âèä

Φ
(i)
2λ,0,0 = 2π̺ 0 a

2 (2λ)!

4λ
×

×
∑

i,j,k,l

(−2)i+l (2i+ 2l− 1)!! Ijk x̄
2i ȳ2j z̄2k

(2i)! (2l)! (λ− l)! [2(i+ j + k + l) + 1] (σ − i − j − k)! , (16.1)

ò. å. ñîäåðæèò ÷åòûðåõêðàòíîå ñóììèðîâàíèå. Çäåñü è â ïîñëåäóþùèõ �îð-

ìóëàõ ýòîãî ïàðàãðà�à èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

x̄ = x/a, ȳ = y/b, z̄ = z/c, Ijk =
(−1)j+k
j! k!

, (16.2)

à òàêæå

∑

i,j,k,l

≡
σ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

λ∑

l=0

.

Èñïîëüçóÿ (À.23) è (À.26), ìîæíî ïðèâåñòè (16.1) ê âèäó

Φ
(i)
2λ,0,0 = 2π̺ 0 a

2 (2λ)!

2λ

{
2λ+1

[
1

(4λ+ 3)!!
− 1

(2λ+ 2)!

]
x̄2λ+2 +

+

λ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

4i (i+ j + k)!(2i + 2j + 2k − 1)!! Ijk x̄
2i ȳ2j z̄2k

(2i)! (j+k)! [2(λ+i+j+k)+1]!! (σ−i−j−k)!

}
, (16.3)

ñîäåðæàùåìó òðåõêðàòíîå ñóììèðîâàíèå.

Äðóãîé ïðèìåð. Ïðè µ = ν = 0, ò. å. σ = λ + 1, èç (14.19), (14.20) è
(3.26) èìååì âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà øàðà

Φ
(i)
2λ+1,0,0 = 8π̺ 0 a

2 (2λ+ 1)!

4λ
×

×
∑

i,j,k,l

(−2)i+l (2i+ 2l+ 1)!! Ijk x̄
2i+1 ȳ2j z̄2k

(2i+ 1)! (2l + 1)! (λ− l)! [2(i+ j + k + l) + 3] (σ − i− j − k)! ,

êîòîðîå ñ ïîìîùüþ �îðìóë (À.24) è (À.27) ïðåîáðàçóþòñÿ â òðåõêðàòíóþ

ñóììó

Φ
(i)
2λ+1,0,0 = 2π̺ 0 a

2 (2λ+ 1)!

2λ

{
2λ+1

[
1

(4λ+ 5)!!
− 1

(2λ+ 3)!

]
x̄2λ+3+

+
λ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

4i (i+j+k)! (2i+2j+2k+1)!! Ijk x̄
2i+1 ȳ2j z̄2k

(2i+1)! (j+k)! [2(λ+i+j+k)+3]!! (σ−i−j−k)!

}
. (16.4)

Èñïîëüçîâàíèå �îðìóë (À.23)�(À.26) äëÿ óïðîùåíèÿ îáùèõ âûðàæå-

íèé äëÿ ïîòåíöèàëà íåîäíîðîäíîãî øàðà, ïîëó÷àþùèõñÿ èç (14.17)�(14.24),

ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ i 6 λ, ïðè êîòîðîì ¾ðàáîòàþò¿ òðåõ-

ïàðàìåòðè÷åñêèå �îðìóëû. Îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî,

íàïðèìåð, ïóòåì ðàçáèåíèÿ íà òðè ¾ñëàãàåìûõ¿ òðîéíîé ñóììû

σ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

=

λ∑

i=0

σ−i∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

+

σ∑

i=λ+1

µ∑

j=0

σ−i−j∑

k=0

+

σ∑

i=λ+1

σ−i∑

j=µ+1

σ−i−j∑

k=0
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â êàæäîé èç �îðìóë (14.17), (14.19), (14.21), (14.23). Â ðåçóëüòàòå èñõîäíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ, ñîäåðæàùèå øåñòèêðàòíûå ñóììû, ïðåäñòàþò

â âèäå òðåõ ïÿòèêðàòíûõ ñóìì.

� 17. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëëèïñîèäà

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ W îáúåìíîé ñèñòåìû çàðÿäîâ äàåòñÿ õîðî-

øî èçâåñòíîé �îðìóëîé

W =
1

2

∫
̺(r)Φ(r) dV. (17.1)

Äëÿ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ âíóòðè ýëëèïñîèäà ïî ñòåïåííîìó çàêîíó

(14.2), èíòåãðèðîâàíèå â (17.1) îáëåã÷àåò �îðìóëà Ëàãðàíæà (ñì. Ïðèëî-

æåíèå À)

∫
x2l y2m z2ndV = 4π

(2l − 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 3)!!
a2l+1 b2m+1 c2n+1 .

(17.2)
Îáîçíà÷àÿ ïîñðåäñòâîì Wαβγ ýíåðãèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàñïðåäåëåíèþ

(14.2), è ïîäñòàâëÿÿ â (17.1) âíóòðåííèå ïîòåíöèàëû (14.17), (14.19), (14.21),

(14.23), ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

W2λ,2µ,2ν = ̺20
16π2

4σ
(2λ)! (2µ)! (2ν)! ×

×
∑

i,j,k

(2λ+2i−1)!! (2µ+2j−1)!! (2ν+2k−1)!! Sijk
(σ−i−j−k)! [2(σ+i+j+k)+1]!!

a2i+1 b2j+1 c2k+1Γ
(λµν)
ij k ,

(17.3)

W2λ+1,2µ,2ν = ̺20
16π2

4σ
(2λ+ 1)! (2µ)! (2ν)! ×

×
∑

i,j,k

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j − 1)!! (2ν + 2k − 1)!! Sijk
(σ−i−j−k)! [2(σ+i+j+k)+3]!! (2i+1)

×

× a2i+2 b2j+1 c2k+1X
(λµν)
ij k , (17.4)

W2λ+1,2µ+1,2ν = ̺20
16π2

4σ
(2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν)! ×

×
∑

i,j,k

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j + 1)!! (2ν + 2k − 1)!! Sijk
(σ−i−j−k)! [2(σ+i+j+k)+5]!! (2i+1) (2j+1)

×

× a2i+2 b2j+2 c2k+1Y
(λµν)
ij k , (17.5)
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Òàáëèöà 1

Ýíåðãèÿ îáúåìíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ

α β γ Ýíåðãèÿ Wαβγ ýëëèïñîèäà Ýíåðãèÿ øàðà

0 0 0 16
5!!

π2̺20 abcM000
16
5!!

π2̺20 a
5

1 0 0 16
7!!

π2̺20 a
3bcM100

16
3·7!!

π2̺20 a
5

1 1 0 16
9!!

π2̺20 a
3b3cM110

16
5·9!!

π2̺20 a
5

1 1 1 16
11!!

π2̺20 a
3b3c3 M111

16
7·11!!

π2̺20 a
5

2 0 0 16
9!!

π2̺20 abc
(
3M000 − 3a2M100 + a4M200

)
13
5
·

16
9!!

π2̺20 a
5

2 1 0 16
11!!

π2̺20 ab
3c

(
3M010 − 3a2M110 + a4M210

)
29
35

·

16
11!!

π2̺20 a
5

2 1 1 16
13!!

π2̺20 ab
3c3

(
3M011 − 3a2M111 + a4M211

)
53
105

·

16
13!!

π2̺20 a
5

3 0 0 16
11!!

π2̺20 a
3bc

(
27M100 − 9a2M200 + a4M300

)
201
35

·

16
11!!

π2̺20 a
5

3 1 0 16
13!!

π2̺20 a
3b3c

(
27M110 − 9a2M210 + a4M310

)
109
35

·

16
13!!

π2̺20 a
5

3 1 1 16
15!!

π2̺20 a
3b3c3

(
27M111 − 9a2M211 + a4M311

)
171
77

·

16
15!!

π2̺20 a
5
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W2λ+1,2µ+1,2ν+1 = ̺20
16π2

4σ
(2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν + 1)! ×

×
∑

i,j,k

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j + 1)!! (2ν + 2k + 1)!! Sijk
(σ−i−j−k)! [2(σ+i+j+k)+7]!! (2i+1) (2j+1) (2k+1)

×

× a2i+2 b2j+2 c2k+2Z
(λµν)
ij k , (17.6)

Â (17.3)�(17.6), êàê è â � 14, σ ≡ λ+µ+ν+1, Sij k ≡ (−2)i+j+k

(2i)! (2j)! (2k)! , à Γ
(λµν)
ij k ,

X
(λµν)
ij k , Y

(λµν)
ij k è Z

(λµν)
ij k äàþòñÿ �îðìóëàìè (14.18), (14.20), (14.22) è (14.24).

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëëèïñîèäà ïðè ñòåïåííîì

ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âíóòðåííèå ïîòåíöèàëü-

íûå �àêòîðû Mlmn.

Êàê è â � 16, ìû âíîâü âñòðå÷àåìñÿ ñ âîçìîæíîñòüþ âûäåëåíèÿ â øåñòè-

êðàòíûõ ñóììàõ ÷èñòî ÷èñëîâûõ ñóìì (â äàííîì ñëó÷àå � òðåõêðàòíûõ).

È õîòÿ ïðè ëþáîì êîíêðåòíîì âûáîðå ïîêàçàòåëåé α, β, γ âûðàæåíèå

äëÿ ýíåðãèè Wαβγ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, ÷åðåäóÿ ïðèâåäåíèå ïî-

äîáíûõ ÷ëåíîâ è èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (3.7), óïðîùåíèå âûðàæåíèé

(17.3)�(17.6) â îáùåì âèäå ïîêà íå îñóùåñòâëåíî.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè ýëëèïñîèäà è øàðà, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñòåïåííûì ðàñïðåäåëåíèÿì çàðÿäà â èõ îáúåìàõ. Ýòè âûðà-

æåíèÿ ïîëó÷åíû èç (17.3)�(17.6) äëÿ λ+µ+ν61.

� 18. Ôîðìóëû Äàéñîíà

äëÿ ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà

18.1. Äàéñîíîâà �îðìà çàïèñè ïîòåíöèàëîâ Ôåððåðñà

Îáîáùåíèå �îðìóë äëÿ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà íà ñëó-

÷àé, êîãäà îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà îïèñûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé

êîîðäèíàò, ïðèíàäëåæèò Äàéñîíó [88℄. Åìó óäàëîñü ïðåîáðàçîâàòü òðîéíîé

èíòåãðàë Φ=
∫
(̺/R) dV ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà â îäíîêðàòíûé. ßâëÿþùè-

åñÿ îáðàçöîì òåîðåòè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ êîìïàêòíûå �îðìóëû Äàéñîíà íå

ïîëó÷èëè, îäíàêî, øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî, âîçìîæíî, ñî ñëîæ-

íîñòüþ èõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïðåîáðàçóåì ñíà÷àëà ê �îðìå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ, ðàçðàáîòàí-

íîé Äàéñîíîì, ïîòåíöèàëû Φ
(i,e)
αβγ (r), ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè çàðÿäà

̺αβγ(r
′) = ̺ 0

(
x′

a

)α(
y′

b

)β(
z′

c

)γ
. (18.1)
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Áóäåì èñõîäèòü èç (14.14)

Φ
(i,e)
αβγ (r) = π̺ 0 abc α!β! γ!×

×
∞∫

0,ξ

du

Q(u)

∑

l,m,n

(
ax

a2+u

)α−2l (
by

b2+u

)β−2m(
cz

c2+u

)γ−2n

4l+m+n l!m!n! (α−2l)! (β−2m)! (γ−2n)! (l+m+n+1)!
×

× P l+m+n+1(r, u) u l+m+n

(a2+u)l (b2+u)m (c2+u)n
. (18.2)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèþ (18.1) ñîîòâåòñòâîâàë áû �ðàã-

ìåíò ñëàãàåìîãî

(
ax

a2+u

)α−2l(
by

b2+u

)β−2m(
cz

c2+u

)γ−2n

â ïîäûíòåãðàëüíîé ñóììå (18.2), åñëè áû íå îòðèöàòåëüíûå äîáàâêè ê ïî-

êàçàòåëÿì ñòåïåíè, ñîäåðæàùèå èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ. Ýòè äîáàâêè ìîæ-

íî, îäíàêî, óïðÿòàòü â ïðîöåäóðó äè��åðåíöèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå (18.2)

ïðèîáðåòàåò âèä

Φ
(i,e)
αβγ

π̺ 0 abc
=

∞∫

0,ξ

du

Q(u)

∑

k

P k+1ukD̂k

4kk!(k + 1)!

(
ax

a2+u

)α(
by

b2+u

)β(
cz

c2+u

)γ
, (18.3)

ãäå ââåäåííûé Äàéñîíîì äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

D̂ ≡ a2 + u

a2
∂2

∂x2
+
b2 + u

b2
∂2

∂y2
+
c2 + u

c2
∂2

∂z2
. (18.4)

Çàìåòèì, ÷òî âõîæäåíèå ýòîãî îïåðàòîðà â (18.3) â �îðìå ñòåïåíí�îé �óíê-

öèè ¾ïîãëîòèëî¿ ïîïóòíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëèíîìèàëüíîé �îðìóëîé (14.6)

è äâóêðàòíîå ñóììèðîâàíèå. Òàê ÷òî â (18.3) ñîõðàíèëîñü ñóììèðîâàíèå

ëèøü ïî îäíîìó èíäåêñó.

18.2. Ïîòåíöèàëû ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

�àññìîòðèì òåïåðü ýëëèïñîèäàëüíûé îáúåì, ðàñïðåäåëåííûé çàðÿä â

êîòîðîì õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ

̺(r) = ̺ 0 f
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
, (18.5)

ãäå f(x̄, ȳ, z̄) � ïðîèçâîëüíàÿ (áåçðàçìåðíàÿ) �óíêöèÿ àðãóìåíòîâ x̄=x/a,
ȳ=y/b, z̄=z/c, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

x̄ 6 1, ȳ 6 1, z̄ 6 1. (18.6)

Åñëè ýòà �óíêöèÿ ðàçëîæèìà â ðÿä Ìàêëîðåíà

f
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
=
∑

l,m,n

(x/a) l−m(y/b)m−n(z/c)n

(l−m)! (m−n)!n!
∂ lf(0, 0, 0)

∂x̄ l−m ∂ȳm−n ∂z̄n
, (18.7)
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òî ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà (18.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ñóïåðïîçèöèþ ïîòåíöèàëîâ âèäà (18.3), ò. å. ñ÷èòàòü ðàâíûì

Φ(i,e)(r)=π̺ 0 abc

∞∫

0,ξ

du

Q(u)

∑

k

P k+1 ukD̂k

4k k! (k + 1)!
×

×
∑

l,m,n

(
ax

a2+u

)l−m(
by

b2+u

)m−n(
cz

c2+u

)n

(l−m)! (m−n)!n!
∂ lf(0, 0, 0)

∂x̄ l−m ∂ȳm−n ∂z̄n
, (18.8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îòíîøåíèÿ

ax

a2+u
6 1,

by

b2+u
6 1,

cz

c2+u
6 1,

ò. å. óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì (18.6), è èñïîëüçóÿ ðÿä (18.7)

íà ýòîò ðàç äëÿ óêàçàííûõ îòíîøåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê íîâûå àðãó-

ìåíòû �óíêöèè f , çàïèøåì (18.8) â ñëåäóþùåì îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

Φ(i,e)=π̺ 0 abc

∞∫

0,ξ

du

Q(u)

∞∑

k=0

P k+1 ukD̂k

4k k! (k + 1)!
f

(
ax

a2+u
,
by

b2+u
,
cz

c2+u

)
. (18.9)

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðîäåëàííûõ �îðìàëüíûõ âûêëàäîê ìîæíî ïîäòâåð-

äèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ðåçóëüòàòà (18.9). Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

âûðàæåíèå äëÿ Φ(i)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà. Âûíåñåì â âûðà-

æåíèè (18.9) äëÿ Φ(i)
çíàê ñóììû çà çíàê èíòåãðàëà. Òîãäà

Φ(i)=π̺ 0 abc
∑

k

∞∫

0,ξ

du

Q(u)

P k+1 ukD̂k

4k k! (k + 1)!
f̃ , (18.10)

Çäåñü �óíêöèÿ f

(
ax

a2+u
,
by

b2+u
,
cz

c2+u

)
íîâûõ, ïî ñðàâíåíèþ ñ (18.5), àð-

ãóìåíòîâ îáîçíà÷åíà äëÿ êðàòêîñòè ïîñðåäñòâîì f̃ . �àññìîòðèì ðåçóëüòàò

âîçäåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ íà îáùèé ÷ëåí ðÿäà (18.10). Èìååì

∆

∞∫

0

du

Q(u)

P k+1 uk

4k k! (k + 1)!
D̂
kf̃ =

∞∫

0

du

Q(u)

uk

4k k! (k + 1)!
×

×
{
(D̂kf̃)∆P k+1+2

∂P k+1

∂r

∂(D̂kf̃)

∂r
+P k+1∆(D̂kf̃)

}
, (18.11)

Ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ â �èãóðíûõ ñêîáêàõ óðàâíå-

íèÿ (18.11) ñâÿçàíî ñ ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

∆P k+1 = 4(k + 1)Q
∂

∂u

(
P k

Q

)
, (18.12)

∆(D̂kf̃)=

(
D̂− u∂D̂

∂u

)
D̂
kf̃=

[
D̂
k+1 − u

k + 1

(
∂D̂ k+1

∂u

)]
f̃ . (18.13)
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Â îòíîøåíèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî î÷åâèäíî, ÷òî

2
∂P k+1

∂r

∂(D̂kf̃)

∂r
= −4(k + 1)P k

〈
x

a2+u

∂

∂x

〉
D̂
kf̃ , (18.14)

ãäå 〈. . .〉 � îïåðàòîð öèêëè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

D̂
k

(
x
∂f̃

∂x

)
=x

∂

∂x
D̂
kf̃ + 2k

a2 + u

a2
D̂
k−1 ∂

2f̃

∂x2
. (18.15)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü (18.14) â âèäå

2
∂P k+1

∂r

∂(D̂kf̃)

∂r
=

= − 4(k+1)P kD̂k

〈
x

a2+u

∂f̃

∂x

〉
+8k(k + 1)P kD̂k−1

〈
1

a2
∂2f̃

∂x2

〉

èëè

2
∂P k+1

∂r

∂(D̂kf̃)

∂r
= 4(k + 1)P kD̂k ∂f̃

∂u
+ 8(k + 1)P k

(
∂D̂k

∂u

)
f̃ . (18.16)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (18.12), (18.13) è (18.16) â (18.11), ïîëó÷àåì

∆

∞∫

0

du

Q(u)

uk P k+1

4k k! (k + 1)!
D̂
kf̃ = vk + wk, (18.17)

ãäå

vk =

∞∫

0

du

Q(u)

uk P k+1

4k k! (k + 1)!

(
D̂
k+1 − u

k+1

∂D̂ k+1

∂u

)
f̃ =

=

∞∫

0

du

Q(u)

P k+1

4k [(k + 1)!]2

[(
∂uk+1

∂u

)
D̂
k+1 − u k+1 ∂D̂

k+1

∂u

]
f̃ , (18.18)

wk =

∞∫

0

du
4uk

4k (k!)2

[(
D̂
kf̃
) ∂

∂u

(
P k

Q

)
+

+
P k

Q
D̂
k

(
∂f̃

∂u

)
+ 2

P k

Q

(
∂D̂k

∂u

)
f̃

]
. (18.19)

Â ÷àñòíîñòè,

w0 = 4

∞∫

0

du

[
f̃
∂

∂u

(
1

Q

)
+

1

Q

∂f̃

∂u

]
= 4

∞∫

0

du
∂

∂u

(
f̃

Q

)
=

= 4

f

(
ax

a2 + u
,

by

b2 + u
,

cz

c2 + u

)

√
(a2 + u)(b2 + u)(c2 + u)

∣∣∣∣∣∣∣∣

∞

0

= − 4

abc
f
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
. (18.20)
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé (18.18) è (18.19) ÿâëÿåòñÿ

vk−1 + wk =
4

4k (k!)2

∞∫

0

∂

∂u

[
ukP k

Q(u)
D̂
kf̃

]
du = 0 .

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∆Φ(i)=π̺ 0 abc

[
w0 +

∞∑

k=1

(vk−1 + wk)

]
= −4π̺ 0 f

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
. (18.21)

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (18.9) äëÿ Φ(i)
óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó óðàâ-

íåíèþ Ïóàññîíà.

Ïðèìåíèì òåïåðü îïåðàòîð Ëàïëàñà ê âûðàæåíèþ (18.9) äëÿ Φ(e)
, çà-

ïèñàâ (18.9) â âèäå

Φ(e)=π̺ 0 abc

∞∫

ξ

U(u) du , (18.22)

ãäå

U(u) =
1

Q(u)

∑

k

P k+1 ukD̂k

4k k! (k + 1)!
f

(
ax

a2+u
,
by

b2+u
,
cz

c2+u

)
. (18.23)

Ñíà÷àëà áóäåì èìåòü

∆Φ(e)

π̺ 0 abc
=

∞∫

ξ

∆U(u) du− 2
∂U(ξ)

∂r

∂ξ

∂r
− ∂U(ξ)

∂ξ

(
∂ξ

∂r

)2
− U(ξ)∆ξ. (18.24)

Ñîäåðæàùèåñÿ â (18.24) ïðîèçâîäíûå ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòû ξ
óæå ðàññìàòðèâàëèñü â � 1. Â ÷àñòíîñòè, èç �îðìóëû (1.14)

∂ξ

∂r
= 2p (ξ)n(ξ) =

{
2x

a2 + ξ
p2(ξ),

2y

b2 + ξ
p2(ξ),

2z

c2 + ξ
p2(ξ)

}
(18.25)

ñëåäóåò, ÷òî (
∂ξ

∂r

)2
= 4p2(ξ), (18.26)

ãäå

1

p2(ξ)
=

〈
x2

(a2 + ξ)2

〉
. (18.27)

Ïîñêîëüêó äè��åðåíöèðîâàíèå ïî x âûðàæåíèÿ

∂ξ

∂x
=

2 p2(ξ)x

a2 + ξ
(18.28)

äàåò ðàâåíñòâî

1

p2(ξ)

∂2ξ

∂x2
+

4 x

(a2 + ξ)2
∂ξ

∂x
− 2

〈
x2

(a2 + ξ)3

〉(
∂ξ

∂x

)2
=

2

a2 + ξ
,
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òî î÷åâèäíî, ÷òî

∆ξ = 2

〈
1

a2 + ξ

〉
p2(ξ). (18.29)

Ñîîòíîøåíèÿ (18.25), (18.26) è (18.29) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü �îðìóëó

(18.24) â âèäå

∆Φ(e)

π̺ 0 abc
=

∞∫

ξ

∆U(u) du − 4p2(ξ)

(〈
x

a2 + ξ

∂U(ξ)

∂x

〉
+
∂U(ξ)

∂ξ

)
−

− 2p2(ξ)

〈
1

a2 + ξ

〉
U(ξ). (18.30)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∞∫

ξ

∆U(u) du = w̃0 +

∞∑

k=1

(ṽk−1 + w̃k),

ãäå ṽk è w̃k îòëè÷àþòñÿ îò (18.18) è (18.19) òîëüêî çàìåíîé íèæíåãî (íó-

ëåâîãî) ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ξ, à òàêæå, ÷òî

w̃0 = 4

∞∫

ξ

du
∂

∂u

(
f̃

Q(u)

)
= − 4

˜̃
f

Q(ξ)

è

ṽk−1 + w̃k =
4

4k (k!)2

∞∫

ξ

∂

∂u

[
ukP k

Q(u)
D̂
kf̃

]
du = 0 ïðè k > 1,

íàõîäèì

∞∫

ξ

∆U(u) du = − 4
˜̃
f

Q(ξ)
. (18.31)

Ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòà (18.31) èñïîëüçîâàëîñü ðàâåíñòâî

P (r, ξ)=0, (18.32)

ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèþ ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòû. Êðàòêàÿ çàïèñü

˜̃
f òåïåðü çàìåíÿåò f

(
ax

a2 + ξ
,

by

b2 + ξ
,

cz

c2 + ξ

)
.

Âû÷èñëåíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (18.30) ñóùåñòâåííî óïðî-

ùàþò ëåãêî óñòàíàâëèâàåìûå ðàâåíñòâà:

p2(ξ)

(〈
x

a2 + ξ

∂P (r, ξ)

∂x

〉
+
∂P (r, ξ)

∂ξ

)
= −1 , (18.33)

(〈
x

a2 + ξ

∂

∂x

〉
+

∂

∂ξ

)
˜̃
f = 0 , (18.34)

êîòîðûå âìåñòå ñ (18.32) ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó

−4p2(ξ)
(〈

x

a2 + ξ

∂U(ξ)

∂x

〉
+
∂U(ξ)

∂ξ

)
= 4

˜̃
f

Q(ξ)
.
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Íàêîíåö, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (18.30) ðàâíî íóëþ â ñèëó

(18.32). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (18.9) äëÿ Φ(e)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ Ëàïëàñà.

Èç âûðàæåíèé (18.9) íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî íà ãðàíèöå áàçèñíîãî

ýëëèïñîèäà âûðàæåíèÿ äëÿ Φ(e)
è Φ(i)

ñîâïàäàþò. Áåç òðóäà ïðîâåðÿåòñÿ

è íåïðåðûâíîñòü íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ âûðàæåíèé íà ãðàíèöå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî âûðàæåíèÿ (18.9) äåéñòâèòåëüíî

îïèñûâàþò ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà, íåñóùåãî ðàñïðåäåëåííûé çàðÿä (18.5).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Äàéñîíà [88℄ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ áîëåå ïðè÷óäëèâàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ (18.5) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

çàðÿäà â ýëëèïñîèäå, êîòîðàÿ äàåòñÿ �îðìóëîé

̺(r) = ̺ 0

(
1− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2

)α−1

f
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
(α > 0). (18.35)

Çäåñü f(x̄, ȳ, z̄) � ïðîèçâîëüíàÿ (áåçðàçìåðíàÿ) �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàþò âûðàæåíèÿ

Φ(i,e)

π̺ 0 abc
=

∞∫

0,ξ

du

Q(u)

∞∑

k=0

Γ(α)Pα+k ukD̂k

4k k! Γ(α+k+1)
f

(
ax

a2+u
,
by

b2+u
,
cz

c2+u

)
, (18.36)

ãäå Γ(α) � ãàììà-�óíêöèÿ. Êàê è àâòîð ýòîãî ðåçóëüòàòà � Äàéñîí, ìû

íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà åãî äîêàçàòåëüñòâå, êîòîðîå, âïðî÷åì, ìîæíî

íàéòè â [518℄.

�àóñ [307℄ îòìå÷àåò ñëåäóþùèå äâå ïðèìå÷àòåëüíûõ îñîáåííîñòè �îð-

ìóë Äàéñîíà

1

: à) ýòè �îðìóëû ñîäåðæàò ëèøü äè��åðåíöèàëüíîå âîçäåé-

ñòâèå íà �óíêöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà; á) âñÿ çàâèñèìîñòü

îò êîîðäèíàò, íå âîøåäøàÿ â �óíêöèþ, õàðàêòåðèçóþùóþ ïëîòíîñòü çàðÿ-

äà, ¾óïðÿòàíà¿ â ñòåïåíè P .

� 19. Ïîòåíöèàëû ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

Ïîòåíöèàëû Φ
(i,e)
αβ (r) ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, â êîòîðîì îáúåìíàÿ

ïëîòíîñòü çàðÿäà ðàâíà

̺ = ̺ 0

(x
a

)α(y
b

)β
, (19.1)

ãäå α è β � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé

(14.17)�(14.22) ïðè ν=0 ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè c→∞. Åñëè

îáà ïîêàçàòåëÿ α è β ñóòü ÷åòíûå ÷èñëà, ò. å. ïîãîííûé çàðÿä öèëèí-

äðà íå ðàâåí íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàëû ñîäåðæàò áåñêîíå÷íóþ

ïîñòîÿííóþ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ M00 (ñì. � 6). ×òîáû óäîâëåòâîðèòü òðå-

áîâàíèþ îãðàíè÷åííîñòè ïîòåíöèàëà âî âíóòðåííåé îáëàñòè öèëèíäðà, ýòó

ïîñòîÿííóþ, êîòîðàÿ ïðè α=2λ è β=2µ ðàâíà

2π̺ 0
(2λ− 1)!! (2µ− 1)!!

2λ+µ (λ+ µ+ 1)!
M00 ,

1

Íåñìîòðÿ íà äîñòîèíñòâà �îðìóë Äàéñîíà, ïðèìåðû èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ëèòåðàòóðå

âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî. Àâòîðó èçâåñòíû ëèøü äâà òàêèõ ñëó÷àÿ [209,286℄.
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íåîáõîäèìî âû÷åñòü èç �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëà, êàê è ïðè âûâîäå (13.4) è

(13.5).

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ (6.2), (6.7) è ñâîéñòâî (6.5), ïðèäåì ê îêîí÷à-

òåëüíûì �îðìóëàì

Φ
(i)
2λ,2µ

2π̺ 0
=

(2λ)!(2µ)!

4λ+µ
×

×
∑

i,j, l,m
(i+j+l+m 6=0)

Sij lm a
2l b2m x2i y2j

(σ − i− j)! (λ − l)! (µ−m)!
Mi+l,j+m , (19.2)

Φ
(e)
2λ,2µ

2π̺ 0
= − (2λ− 1)!(2µ− 1)!

2λ+µ σ!
L00(ξ) +

+
(2λ)! (2µ)!

4λ+µ

∑

i,j, l,m
(i+j+l+m 6=0)

Sij lm a
2l b2m x2i y2j

(σ−i−j)! (λ−l)! (µ−m)!
Mi+l,j+m(ξ) , (19.3)

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ

2π̺ 0
=

(2λ+ 1)! (2µ)!

4λ+µ
×

×
∑

i,j, l,m

Sij lm a
2l+1 b2m x2i+1 y2j

(σ − i− j)! (λ − l)! (µ−m)! (2i+ 1) (2l+ 1)
M

(i,e)
i+l+1,j+m , (19.4)

Φ
(i,e)
2λ+1,2µ+1

2π̺ 0
=

(2λ+ 1)! (2µ+ 1)!

4λ+µ
×

×
∑

i,j, l,m

Sij lm a
2l+1 b2m+1 x2i+1 y2j+1M

(i,e)
i+l+1,j+m+1

(σ−i−j)! (λ−l)! (µ−m)! (2i+1) (2j+1) (2l+1) (2m+1)
, (19.5)

ãäå ξ � íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
= 1,

L00(ξ) � ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð (6.7) ýëëèïòè÷åñêîãî

öèëèíäðà,

∑
i,j, l,m

≡
σ∑
i=0

σ−i∑
j=0

λ∑
l=0

µ∑
m=0

, σ = λ+µ+1, Sij lm ≡
(−2)i+j+l+m

(2i)!(2j)!(2l)!(2m)!
.

Ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè �îðìóë (19.2)�(19.5) äàíû â òàáëèöå.

Òàáëèöà îáúåìíûõ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ

ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

(â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ)

Φ
(i)
00 = −2π̺ 0

(
M10 x

2 +M01 y
2
)
,
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Φ
(e)
00 = −2π̺ 0

(
L00 + M10 x

2 + M01 y
2
)
;

Φ
(i,e)
10 = 2π̺ 0 ax

(
M

(i,e)
10 − 1

3
M

(i,e)
20 x2 −M (i,e)

11 y2
)
;

Φ
(i,e)
11 =

2

3
π̺ 0 abxy

(
3M

(i,e)
11 −M (i,e)

21 x2 −M (i,e)
12 y2

)
;

Φ
(i)
20 = −π̺ 0

[
1

2
a2M10 +

(
M10 − a2M20

)
x2 +

(
M01 − a2M11

)
y2−

−
(
M11 − a2M21

)
x2y2 − 1

6

(
M20−a2M30

)
x4− 1

6

(
M02 − a2M12

)
y4
]
,

Φ
(e)
20

π̺ 0
= −1

2

(
L00 + a2M10

)
−
(
M10 − a2M20

)
x2−

(
M01 − a2M11

)
y2+

+
(
M11 − a2M21

)
x2y2 +

1

6

(
M20−a2M30

)
x4+

1

6

(
M02 − a2M12

)
y4;

Φ
(i,e)
21

π̺ 0
=
by

3

[
3

2

(
M

(i,e)
01 −a2M

(i,e)
11

)
− 3

(
M

(i,e)
11 −a2M

(i,e)
21

)
x2−

−
(
M

(i,e)
02 −a2M

(i,e)
12

)
y2+

(
M

(i,e)
12 −a2M

(i,e)
22

)
x2y2+

+
1

2

(
M

(i,e)
21 −a2M

(i,e)
31

)
x4+

1

10

(
M

(i,e)
03 −a2M

(i,e)
13

)
y4
]
;

Φ
(i,e)
30

π̺ 0
=
ax

3

[
3

2

(
3M

(i,e)
10 −a2M

(i,e)
20

)
−
(
3M

(i,e)
20 −a2M

(i,e)
30

)
x2−

− 3
(
3M

(i,e)
11 −a2M

(i,e)
21

)
y2 +

(
3M

(i,e)
21 −a2M

(i,e)
31

)
x2y2+

+
1

10

(
3M

(i,e)
30 −a2M

(i,e)
40

)
x4+

1

2

(
3M

(i,e)
12 −a2M

(i,e)
22

)
y4
]
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Φ01, Φ02, Φ12 è Φ03 ïîëó÷àþòñÿ èç ñîäåð-

æàùèõñÿ â òàáëèöå ïóòåì âçàèìíîé çàìåíû êîîðäèíàò x ↔ y, ïîäðàçóìå-

âàþùåé è îäíîâðåìåííóþ çàìåíó M
(i,e)
kl →M

(i,e)
lk .
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� 20. Ïðàâèëî Ôåððåðñà

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïîòåíöèàëû ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà, ðàñïðå-

äåëåííîãî íà ãðàíèöå ýëëèïñîèäà. Â òåîðèè ïîòåíöèàëà ïîâåðõíîñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñêàëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ íàçûâàþò ¾ïðîñòûì ñëîåì¿. Óäîáíî èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîâåðõíîñòíûõ èñòî÷íèêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîå

îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü ýòî áóäåò Ψ. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ

èíòåãðàëû

Ψ(r) =

∫

S

σ(r′)

|r− r′| dS
′ , (20.1)

ãäå σ(r) � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà. ×òî êàñàåòñÿ îáëàñòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, òî ïîâåðõíîñòü S ìîæåò áûòü êàê çàìêíóòîé (íàïðèìåð, â ñëó÷àå

ýëëèïñîèäà), òàê è íåçàìêíóòîé (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äèñ-

êà).

Ôåððåðñó [99℄, ïðèíàäëåæèò âàæíûé îáùèé ðåçóëüòàò, óñòàíàâëèâàþ-

ùèé ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîòåíöèàëîì Φ(r) òåëà, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çà-

ðÿäà â êîòîðîì åñòü îäíîðîäíàÿ (ñòåïåíè k) �óíêöèÿ êîîðäèíàò, è ïîòåí-
öèàëîì Ψ(r) çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííîãî íà ãðàíèöå òîãî æå òåëà ñ ïîâåðõ-

íîñòíîé ïëîòíîñòüþ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íàõîäèòñÿ â îïðåäåëåííîì

ñîîòâåòñòâèè ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà òåëà. Ýòîò ðåçóëüòàò íå êîí-

êðåòèçèðóåò �îðìó òåëà è ñïðàâåäëèâ äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ, âûáðàííûõ

êàê âíóòðè, òàê è âíå òåëà. Âîñïðîèçâåäåì çäåñü âûâîä ýòîãî ðåçóëüòàòà

(òàê íàçûâàåìîãî ¾ïðàâèëà Ôåððåðñà¿), ïðåäëîæåííûé â [518℄ è íåñêîëüêî

îòëè÷àþùèéñÿ îò äàííîãî â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [99℄.

Áóäåì ñ÷èòàòü ãðàíèöó òåëà ãëàäêîé è âûïóêëîé è âûáåðåì íà÷àëî êî-

îðäèíàò âíóòðè òåëà. Ïîòåíöèàë òåëà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå r äàåòñÿ �îð-

110
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ìóëîé

Φ(r) =

∫

V

̺(r′)

|r− r′| dV
′ ,

ãäå V � îáúåì òåëà, ̺(r′) � ïëîòíîñòü çàðÿäà. Ïîòåíöèàë òîãî æå òåëà â

òî÷êå λr ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Φ(λr) = λk+2

∫

V

̺(r′)

|r− r′| dV
′ = λk+2Φ(r) . (20.2)

Çäåñü λ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, V � îáúåì òåëà, ãðàíèöà êîòîðîãî

ïîäîáíà ãðàíèöå èñõîäíîãî òåëà è ðàñïîëîæåíà â λ ðàç áëèæå ê íà÷àëó

êîîðäèíàò, à Φ(r) � ïîòåíöèàë çàðÿäîâ ïëîòíîñòè ̺(r′), çàïîëíÿþùèõ
îáúåì V . Ïðè âûâîäå (20.2) èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ̺(λr′) = λk̺(r′) .

Ïîëîæèì òåïåðü λ = 1 + ε, ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Òîãäà ãðàíèöû îáúåìîâ V è V îáðàçóþò ãîìîòåòè÷åñêóþ

1

îáîëî÷-

êó, òîëùèíà êîòîðîé â ïðîèçâîëüíîé åå òî÷êå ðàâíà dp = p ε. Çäåñü p �

ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê îáîëî÷êå â

òîé æå òî÷êå.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, ïîòåíöèàë îáîëî÷êè åñòü ðàçíîñòü

ìåæäó ïîòåíöèàëàìè îãðàíè÷èâàþùèõ åå òåë ïðè óñëîâèè, ÷òî â îáúåìå,

îáùåì äëÿ îáîèõ òåë, ïëîòíîñòè èõ çàðÿäîâ ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,

ïîòåíöèàë áåñêîíå÷íî òîíêîé îáîëî÷êè ñ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîâåðõíîñòíîé

ïëîòíîñòüþ çàðÿäà dσ = ̺ dp = ̺ p ε ðàâåí

dΦ=Φ(r)−Φ(r)=Φ(r)−(1+ε)−k−2Φ(r+ε r)=[(k+2)Φ−r ·∇Φ]ε. (20.3)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, äëÿ îáîëî÷êè íóëåâîé òîëùèíû ñ

êîíå÷íîé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà

σ(r′) = ̺(r′) p(r′) (20.4)

áóäåì èìåòü ïîòåíöèàë

Ψ(r) = (k + 2)Φ(r)− r
∂Φ

∂r
. (20.5)

Ôîðìóëà (20.5) è åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïðàâèëà Ôåððåðñà, ñâÿ-

çûâàþùåãî îáúåìíûé ïîòåíöèàë Φ(r) òåëà ñ ïîòåíöèàëîì Ψ(r) åãî ïðî-

ñòîãî ñëîÿ, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïëîòíîñòè çàðÿäà ñâÿçàíû óñëîâèåì

(20.4).

Âõîäÿùèé â �îðìóëó (20.5) äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

F̂ (k) = k + 2−
〈
x
∂

∂x

〉
(20.6)

áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì Ôåððåðñà. Çäåñü k � ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè

�óíêöèè, îïèñûâàþùåé ïëîòíîñòü ̺ çàðÿäà.

1

�îìîòåòè÷åñêèì íàçûâàþò ñëîé, âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè êî�

òîðîãî ïîäîáíû è ïîäîáíî ðàñïîëîæåíû.
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� 21. Ôåððåðñîâû (σ/p∼xαyβzγ) ïîòåíöèàëû

ãîìåîèäà

21.1. Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ â òåðìèíàõ P (r, u)

Ïðèìåíèòåëüíî ê ýëëèïñîèäó (ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â åãî öåíòðå) �îð-

ìóëà (20.3) âûðàæàåò ïîòåíöèàë ýëåìåíòàðíîãî ãîìåîèäà, à (20.5) îòíîñèò-

ñÿ ê ïîòåíöèàëó ýëëèïñîèäàëüíîãî ïðîñòîãî ñëîÿ, èëè � áîëåå êðàòêî (â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé â � 7) � ê ïîòåíöèàëó ãîìåîèäà.

Òàêèì îáðàçîì, â ¾ñâÿçêå¿ ñ ýëëèïñîèäîì ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ̺ âûñòóïà-

åò ãîìåîèä ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ = ̺p, ïîñêîëüêó èõ ïîòåíöèàëû
îáúåäèíåíû ïðàâèëîì Ôåððåðñà (20.5).

Ïðàâèëî Ôåððåðñà äîïóñêàåò è èíóþ �îðìóëèðîâêó, êîòîðàÿ èìååò îò-

íîøåíèå ê ïðåäñòàâëåíèÿì (14.14) ïîòåíöèàëîâ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ ïî ñòå-

ïåíÿì P (r, u) = 1− 〈x2/(a2 + u)〉.
Çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò ñëàãàåìûõ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â

(14.14) îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âèäà

xiyjzlPm , (21.1)

ãäå i, j, l,m � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì

i+ j + l + 2m = k + 2 . (21.2)

Ïðèìåíèì (20.5) ê âûðàæåíèþ (14.14). Â ñèëó (14.13) îïåðàöèÿ r(∂/∂r)
ìîæåò áûòü âíåñåíà ïîä çíàê èíòåãðàëà è ïîýòîìó âîçäåéñòâóåò íåïîñðåä-

ñòâåííî íà (21.1), ÷òî äàåò

r
∂

∂r
(xiyjzlPm) = (i + j + l)Pmxiyjzl + 2mxiyjzl(Pm−Pm−1)

èëè, ó÷èòûâàÿ (21.2),

(k + 2)xiyjzlPm − r
∂

∂ r
(xiyjzlPm) = 2mxiyjzlPm−1 . (21.3)

Ñðàâíèâàÿ (21.1) è (21.3), ïðèõîäèì ê ñäåëàííîìó Ôåððåðñîì çàêëþ÷åíèþ,

÷òî

ïîòåíöèàë ãîìåîèäà ìîæíî âûâåñòè èç âûðàæåíèÿ

äëÿ ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà ïóòåì äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ (14.14) ïî P êàê ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

è ïîñëåäóþùåãî óäâîåíèÿ ðåçóëüòàòà.





(21.4)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé �îðìóëèðîâêå ïðàâèëà Ôåððåðñà (â îòëè÷èå îò (20.5))

îòñóòñòâóåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè �óíêöèè, õàðàêòåðèçóþùåé

ïëîòíîñòü çàðÿäà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà Ψ
(i,e)
αβγ (r)=

∮
σαβγ(r

′)

R
dS′

, ïî-

âåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà êîòîðîãî åñòü

σαβγ(r
′) = ̺ 0 (x′/a)

α
(y′/b)

β
(z′/c)

γ
p′ , (21.5)
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ãäå

p′ ≡ p(r′) =
(
x′

2
/a4 + y′

2
/b4 + z′

2
/c4
)−1/2

, (21.6)

ñ ïîìîùüþ (21.4) èç (14.11) íàõîäèì

Φ
(i,e)
αβγ (r)

π̺ 0 abc
=− α!β! γ!

(−2)s−1

∑

i,j,k

aα−2ibβ−2jcγ−2k

(s−i−j−k)! d̂
(αβγ)
ij k

∞∫

0, ξ

P s−i−j−k(r, u)
du

Q(u)
,

(21.7)
ãäå s=α+ β + γ, à èç (14.14) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

Ψ
(i,e)
αβγ (r) = 2π̺ 0 abc α!β! γ!

∞∫

0,ξ

du

Q(u)
×

×
∑

l,m,n

(
ax

a2 + u

)α−2l(
by

b2 + u

)β−2m(
cz

c2 + u

)γ−2n

4l+m+n l!m!n! (α− 2l)! (β − 2m)! (γ − 2n)! (l +m+ n)!
×

× P l+m+n(r, u) u l+m+n

(a2 + u)l (b2 + u)m (c2 + u)n
. (21.8)

Âûòåêàþùèå èç (21.8) ÷àñòíûå ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå α+β+γ 6 3,

äàíû äëÿ

(
aαbβcγ

/
̺ 0

)
Ψ

(i)
αβγ â âèäå òàáëèöû èíòåãðàëîâ.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

(â òåðìèíàõ P ≡ P (r, u) è Q ≡ Q(u))

∮
p′ dS′

| r− r′| = 2π abc

∫
du

Q
,

∮
x′

| r− r′| p
′ dS′ = 2π a3b c x

∫
du

(a2 + u)Q
,

∮
x′

2

| r− r′| p
′ dS′ = 2π a3bc

∫ {
1

2
uP +

a2x2

a2 + u

}
du

(a2 + u)Q
,

∮
x′y′

| r− r′| p
′ dS′ = 2π a3b3c xy

∫
du

(a2 + u)(b2 + u)Q
,

∮
x′

3

| r− r′| p
′ dS′ = 2π a5bc x

∫ {
3

2
uP +

a2x2

a2 + u

}
du

(a2 + u)2Q
,

∮
x′

2
y′

| r− r′| p
′ dS′ = 2π a3b3c y

∫ {
1

2
uP +

a2x2

a2 + u

}
du

(a2 + u)(b2 + u)Q
,

∮
x′y′z′

| r− r′| p
′ dS′ = 2π a3b3c3 xyz

∫
du

Q3
.

Â ýòîé òàáëèöå ó âñåõ èíòåãðàëîâ ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà âåðõíèé

ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ åñòü ∞, à íèæíèé ïðåäåë ðàâåí íóëþ èëè ξ ñî-

îòâåòñòâåííî òîìó, âíóòðè èëè âíå ýëëèïñîèäà âûáðàíà òî÷êà íàáëþäå-

íèÿ. Âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùèõ â ÷èñëèòå-

ëÿõ ïîäûíòåãðàëüíûõ äðîáåé y, z, y2, z2, yz, zx, y3, z3, y2z, z2x, x2z,
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y2x è z2y , ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå �îðìóë ñ ïîìîùüþ âçà-

èìíîé çàìåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò ëèáî (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ

x2z, y2x è z2y ) ïóòåì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

21.2. Çàïèñü â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ

Ïðàâèëî Ôåððåðñà â �îðìå (20.5) ïîçâîëÿåò áåç òðóäà ïîëó÷èòü âûðàæå-

íèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ãîìåîèäà Ψ
(i,e)
αβγ (r)=

∮
σαβγ(r

′)

R
dS′

, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà

σαβγ(r
′)=̺ 0 (x′/a)

α
(y′/b)

β
(z′/c)

γ
p′. (21.9)

Òàê, èç (14.15) äëÿ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ ãîìåîèäà ïîëó÷àåì

Ψ
(i,e)
αβγ (r) = 4π̺ 0

α!β! γ!

(−2)α+β+γ ×

×
∑

i,j, k

(−2)i+j+k x2i−α y2j−β z2k−γ
(α+β+γ−i−j−k)! (2i−α)! (2j−β)! (2k−γ)! K

(αβγ)
ij k , (21.10)

ãäå K
(αβγ)
ij k äàåòñÿ ïðåæíåé �îðìóëîé (14.16).

Âûðàæåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ÷åòíîñòü ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé â (21.9), ñðàçó

ñëåäóþò èç (14.17)�(14.24) è èìåþò âèä

1

:

Ψ
(i,e)
2λ,2µ,2ν = ̺ 0

4π

4δ
(2λ)!(2µ)!(2ν)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

Sij k x
2i y2j z2k

(δ−i−j−k)! Γ
(λµν)
ijk , (21.11)

Ψ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν = ̺ 0

4π

4δ
(2λ+ 1)!(2µ)!(2ν)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

Sij k x
2i+1 y2j z2k

(δ−i−j−k)! (2i+ 1)
X

(λµν)
ij k , (21.12)

Ψ
(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν = ̺ 0

4π

4δ
(2λ+ 1)!(2µ+ 1)!(2ν)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

Sij k x
2i+1 y2j+1 z2k

(δ−i−j−k)! (2i+ 1)(2j + 1)
Y

(λµν)
ij k , (21.13)

Ψ
(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν+1 = ̺ 0

4π

4δ
(2λ+ 1)!(2µ+ 1)!(2ν + 1)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

Sijk x
2i+1 y2j+1 z2k+1

(δ−i−j−k)! (2i+ 1)(2j + 1)(2k + 1)
Z

(λµν)
ijk , (21.14)

1

Âûðàæåíèÿ (21.11)�(21.14) äëÿ Ψ
(i,e)
αβγ

ïîëó÷åíû â [518℄.
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Çäåñü δ = λ+ µ+ ν, à âåëè÷èíû Γ
(λµν)
ijk , X

(λµν)
ijk , Y

(λµν)
ijk , Z

(λµν)
ijk è Sijk

äàþòñÿ ïðåæíèìè �îðìóëàìè (14.18), (14.20), (14.22), (14.24) è (14.26).

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ψ
(i,e)
2λ,2µ+1,2ν , Ψ

(i,e)
2λ,2µ,2ν+1, Ψ

(i,e)
2λ,2µ+1,2ν+1 è

Ψ
(i,e)
2λ+1,2µ,2ν+1 ïîëó÷àþòñÿ èç (21.11)�(21.14) ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé (ëèáî

âçàèìíîé) ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.

Èç �îðìóë (21.11)�(21.14) ñëåäóåò, ÷òî:

1. Âíóòðè ýëëèïñîèäà ïîòåíöèàëû Ψ
(i)
αβγ(r) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòå-

ïåíè α+β+γ. Ýòîò ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí Ôåððåðñîì.

2. Ôîðìóëû äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóë äëÿ âíóò-

ðåííèõ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîé çàìåíîé âñåõ âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ

�àêòîðîâ âíåøíèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè ñ òåìè æå èíäåê-

ñàìè. Íà ëþáîé âíåøíåé ýëëèïñîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè, ñî�îêóñíîé

ñ áàçèñíûì ýëëèïñîèäîì, ïîòåíöèàë ãîìåîèäà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì

ñòåïåíè, ñîâïàäàþùåé ñî ñòåïåíüþ âíóòðåííåãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòî-

ìó �åððåðñîâû ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäàëüíîãî ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ òî-

÷åê íàáëþäåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ âíå áàçèñíîãî ýëëèïñîèäà, ïîçâî-

ëèòåëüíî íàçûâàòü ¾ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûìè¿.

3. Ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ λ, µ è ν ïðåäåëû ñóììèðîâà-

íèÿ â �îðìóëàõ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ψ
(i,e)
2λ,2µ,2ν , Ψ

(i,e)
2λ+1,2µ,2ν , Ψ

(i,e)
2λ,2µ+1,2ν ,

Ψ
(i,e)
2λ,2µ,2ν+1, Ψ

(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν ,Ψ

(i,e)
2λ,2µ+1,2ν+1, Ψ

(i,e)
2λ+1,2µ,2ν+1, Ψ

(i,e)
2λ+1,2µ+1,2ν+1

ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ó âñåõ (âîñüìè) òèïîâ ïîòåíöèàëîâ îäèíàêîâî è

÷èñëî ñëàãàåìûõ.

4. Ó ïîòåíöèàëîâ Ψ
(i,e)
αβγ (r) âåëè÷èíà êàæäîãî èç òðåõ èíäåêñîâ ëþáî-

ãî ïîòåíöèàëüíîãî �àêòîðà ðàâíà ïîëóñóììå ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ó

ñîîòâåòñòâóþùèõ äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû è ïîëóîñè ýëëèïñîèäà.

5. Ìàêñèìàëüíûé âåñ �àêòîðîâ, âõîäÿùèõ â �îðìóëû äëÿ Ψ
(i,e)
αβγ , ðàâåí

α+ β + γ.

6. Ïîòåíöèàëû Ψ
(i)
αβγ(0) â öåíòðå ýëëèïñîèäà îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü â

ñëó÷àå ÷åòíûõ ïîêàçàòåëåé α, β, γ è ðàâíû

Ψ
(i)
2λ,2µ,2ν(0) = ̺ 0

4π (2λ)! (2µ)! (2ν)!

4λ+µ+ν (λ+ µ+ ν)!
×

×
λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Slmn a
2lb2mc2n

(λ− l)! (µ−m)! (ν − n)! Mlmn . (21.15)

Ïðè λ=µ=ν=0 çíà÷åíèå

Ψ
(i)
000(r)=̺ 0 4πM000 , (21.16)

äàâàåìîå (21.15), ïîääåðæèâàåòñÿ, êàê âèäíî èç (21.11), âî âñåì îáúåìå ýë-

ëèïñîèäà, ò. å. ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå çàðÿæåííîãî ïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà

(ñì. òàêæå (8.11)). Ñîîòâåòñòâóþùèé íàðóæíûé ïîòåíöèàë åñòü

Ψ
(e)
000(r) = ̺ 0 4πM000(ξ). (21.17)
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Â ïðèâîäèìîé íèæå òàáëèöå äàíû ðàçâåðíóòûå âûðàæåíèÿ èíòåãðàëîâ(
aαbβcγ

/
̺ 0

)
Ψ

(i)
αβγ , ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì �îðìóë

(21.11)�(21.14).

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

(â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ)

∮
p′dS′

R
= 4πM000 ,

∮
x′ p′dS′

R
= 4πa2 xM100 ,

∮
x′y′ p′dS′

R
= 4πa2b2 xyM110 ,

∮
x′y′z′ p′dS′

R
= 4πa2b2c2 xyzM111 ,

∮
x

′2

R
p′dS′ = 2πa2

[(
M000 − a2M100

)
−
(
M100 − a2M200

)
x2−

−
(
M010 − a2M110

)
y2 −

(
M001 − a2M101

)
z2
]
,

∮
x

′2y
′

R
p′dS′ = 2πa2b2y

[(
M010 − a2M110

)
−
(
M110 − a2M210

)
x2 −

− 1

3

(
M020 − a2M120

)
y2 −

(
M011 − a2M111

)
z2
]
,

∮
x

′2y
′

z
′

R
p′dS′ = 2πa2b2c2yz

[(
M011−a2M111

)
−
(
M111−a2M211

)
x2−

−1

3

(
M021 − a2M121

)
y2 − 1

3

(
M012 − a2M112

)
z2
]
,

∮
x

′3

R
p′dS′ = 2πa4x

[(
3M100 − a2M200

)
− 1

3

(
3M200 − a2M300

)
x2−

−
(
3M110 − a2M210

)
y2 −

(
3M101 − a2M201

)
z2
]
,

∮
x

′3y
′

R
p′dS′ = 2πa4b2xy

[(
3M110−a2M210

)
− 1

3

(
3M210−a2M310

)
x2−

−1

3

(
3M120 − a2M220

)
y2 −

(
3M111 − a2M211

)
z2
]
,

∮
x

′3y
′

z
′

R
p′dS′ =

2

3
πa4b2c2 xyz

[
3
(
3M111 − a2M211

)
−

−
(
3M211−a2M311

)
x2−

(
3M121−a2M221

)
y2−

(
3M112−a2M212

)
z2
]
.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ â òî÷êàõ r íà-

áëþäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ îáúåìó ýëëèïñîèäà. Â òàáëèöó íå âîøëè èíòå-

ãðàëû, êîòîðûå ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêè êîîð-

äèíàò ìîæíî ïîëó÷èòü èç èìåþùèõñÿ â òàáëèöå. Äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ,
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íàõîäÿùèõñÿ âíå ýëëèïñîèäà, ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðè-

âåäåííûõ, åñëè ïðîèçâåñòè çàìåíó Mlmn →Mlmn. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè

â òàáëèöå óïîòðåáëåíî îáîçíà÷åíèå

R ≡ | r− r′| =
√
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2. (21.18)

Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà âèäà

∮
x

′ky
′lz

′mRn p′dS′

ïðè ÷åòíîì n âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíî, à ïðè íå÷åòíîì n ñâîäÿòñÿ ê

îäíîêðàòíûì áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó

R =
R2

R
=

〈
(x − x′)2

R

〉
.

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ñèììåòðè÷íûå ïðèìåðû. Äëÿ ÷åòíûõ ñëó÷àåâ

∮
R2p′dS′ = 4πabc

(
〈x2〉+ 1

3
〈a2〉

)
,

∮
R4p′dS′ = 4πabc

(
〈x2〉2 + 2

3
〈a2〉〈x2〉+ 4

3
〈a2x2〉+ 1

5
〈a4〉+ 2

15
〈a2b2〉

)
.

Äëÿ íå÷åòíîãî ñëó÷àÿ è òî÷êè íàáëþäåíèÿ, íàõîäÿùåéñÿ âíå ýëëèïñîèäà,

∮
R p′dS′ = 2π

[〈
a2 + x2

〉
M000 −

〈(
a2 + x2

)
a2M100

〉
+
abc ξ2

Q(ξ)

]
. (21.19)

Âûðàæåíèå èíòåãðàëà (21.19) äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëó÷à-

åòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû Mlmn → Mlmn è îòáðàñûâàíèÿ ïîñëåäíåãî ñëà-

ãàåìîãî (ξ = 0). Çäåñü óãëîâûìè ñêîáêàìè

〈
. . .
〉
îáîçíà÷åíà ñóììà òðåõ

÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

21.3. Îäíîêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîòåíöèàëà Ψ
(e)
αβγ

Çàâåðøàÿ ïàðàãðà�, ïðèâåäåì �îðìóëó, îáëåã÷àþùóþ îäíîêðàòíîå äè�-

�åðåíöèðîâàíèå ïîòåíöèàëà Ψ
(e)
αβγ ïî êîîðäèíàòàì. Îíà èìååò âèä

∂

∂z
Ψ

(e)
αβγ(r) =

{
∂

∂z
Ψ

(i)
αβγ(r)

}

M→M

−

− 4π̺ 0
p2(ξ)

Q(ξ)

aα+1 bβ+1 cγ+1 xα yβ zγ+1

(a2 + ξ)
α
(b2 + ξ)

β
(c2 + ξ)

γ+1
. (21.20)

Â (21.20) óïîòðåáëåíà òà æå ñèìâîëèêà, ÷òî è â �îðìóëàõ (15.1)�(15.6).

Â îòëè÷èå îò ïîòåíöèàëîâ Φ
(e)
αβγ îáúåìíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ

îäíîêðàòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîòåíöèàëîâ Ψ
(e)
αβγ íå ñâîäèòñÿ ëèøü ê

ñëàãàåìûì, ïîëó÷àþùèìñÿ â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿíñòâà ξ (â (21.20) îíè

çàêëþ÷åíû â �èãóðíûå ñêîáêè), íî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíî-

ãî ÷ëåíà, îáóñëîâëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèåì íèæíåãî ïðåäåëà â ïåðâîì

(l=m=n=0) ñëàãàåìîì ñóììû (21.9).

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî x è y ïîëó÷àþòñÿ èç (21.20) ñ ïîìîùüþ

öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.
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� 22. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãîìåîèäà

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ W çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííîãî ïî çàìêíó-

òîé ïîâåðõíîñòè, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî ïëîòíîñòü σ(r) è ñîçäàâàåìûé èì

ïîòåíöèàë Ψ(r) èíòåãðàëîì

W =
1

2

∮
σ(r)Ψ(r) dS . (22.1)

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé σαβγ(r), èìåþ-
ùèõ âèä (21.9), èíòåãðèðîâàíèå ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè îáëåã÷àåò �îð-

ìóëà

∮
x2ly2mz2n p dS=4π

(2l−1)!!(2m−1)!!(2n−1)!!
(2l+ 2m+ 2n+ 1)!!

a2l+1b2m+1c2n+1, (22.2)

ÿâëÿþùàÿñÿ ¾ïîâåðõíîñòíûì¿ àíàëîãîì �îðìóëû Ëàãðàíæà (17.2) (ñì.

Ïðèëîæåíèå B).

Îáîçíà÷àÿ ïîñðåäñòâîì Wαβγ(r) ýíåðãèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàñïðåäå-

ëåíèþ (21.9), è ïîäñòàâëÿÿ â (22.1) âûðàæåíèÿ (21.11)�(21.14) äëÿ âíóòðåí-

íèõ ïîòåíöèàëîâ ãîìåîèäà, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

W2λ,2µ,2ν = ̺20
8π2

4δ
(2λ)!(2µ)!(2ν)!×

×
∑

i,j,k

(2λ+ 2i− 1)!! (2µ+ 2j − 1)!! (2ν + 2k − 1)!!Sijk
(δ−i−j−k)! [2(δ + i+ j + k) + 1]!!

×

× a2i+1 b2j+1 c2k+1 Γ
(λµν)
ij k , (22.3)

W2λ+1,2µ,2ν = ̺20
8π2

4δ
(2λ+ 1)!(2µ)!(2ν)! ×

×
∑

i,j,k

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j − 1)!! (2ν + 2k − 1)!! Sijk
(δ−i−j−k)! [2(δ + i+ j + k) + 3]!! (2i+ 1)

×

× a2i+2 b2j+1 c2k+1X
(λµν)
ij k , (22.4)

W2λ+1,2µ+1,2ν = ̺20
8π2

4δ
(2λ+ 1)!(2µ+ 1)!(2ν)! ×

×
∑

i,j,k

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j + 1)!! (2ν + 2k − 1)!! Sijk
(δ−i−j−k)! [2(δ + i + j + k) + 5]!! (2i+ 1) (2j + 1)

×

× a2i+2 b2j+2 c2k+1 Y
(λµν)
ij k , (22.5)

W2λ+1,2µ+1,2ν+1 = ̺20
8π2

4δ
(2λ+ 1)!(2µ+ 1)!(2ν + 1)! ×

×
∑

i,j,k

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j + 1)!! (2ν + 2k + 1)!! Sijk
(δ−i−j−k)! [2(δ + i + j + k) + 7]!! (2i+ 1) (2j + 1) (2k + 1)

×

× a2i+2 b2j+2 c2k+2 Z
(λµν)
ij k , (22.6)
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1
1
9

Òàáëèöà 2

Ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ

α β γ Ýíåðãèÿ Wαβγ ãîìåîèäà Ýíåðãèÿ ñ�åðû

0 0 0 8π2̺20 abcM000 8π2̺20 a
5

1 0 0 8
3
π2̺20 a

3bcM100
8
9
π2̺20 a

5

1 1 0 8
5!!

π2̺20 a
3b3cM110

1
5
·

8
5!!

π2̺20 a
5

1 1 1 8
7!!

π2̺20 a
3b3c3 M111

1
7
·

8
7!!

π2̺20 a
5

2 0 0 8
5!!

π2̺20 abc
(
2M000 − 2a2M100 + a4M200

)
29
15

·

8
5!!

π2̺20 a
5

2 1 0 8
7!!

π2̺20 ab
3c

(
2M010 − 2a2M110 + a4M210

)
73
105

·

8
7!!

π2̺20 a
5

2 1 1 8
9!!

π2̺20 ab
3c3

(
2M011 − 2a2M111 + a4M211

)
47
105

·

8
9!!

π2̺20 a
5

3 0 0 8
7!!

π2̺20 a
3bc

(
18M100 − 6a2M200 + a4M300

)
243
35

·

8
7!!

π2̺20 a
5

3 1 0 8
9!!

π2̺20 a
3b3c

(
18M110 − 6a2M210 + a4M310

)
283
105

·

8
9!!

π2̺20 a
5

3 1 1 8
11!!

π2̺20 a
3b3c3

(
18M111 − 6a2M211 + a4M311

)
149
77

·

8
11!!

π2̺20 a
5
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Çäåñü δ = λ + µ + ν, à âåëè÷èíû Γ
(λµν)
ij k , X

(λµν)
ij k , Y

(λµν)
ij k , Z

(λµν)
ij k è Sij k

îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (14.18), (14.20), (14.22), (14.24) è (14.26).

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè ãîìåîèäà è ñ�åðû, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïðîñòåéøèì ðàñïðåäåëåíèÿì σαβγ(r) âèäà (21.9).

� 23. Ôîðìóëû Äàéñîíà

äëÿ ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà

Ôîðìóëû äëÿ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ ãîìåîèäà äîïóñêàþò îáîáùå-

íèå [88℄ íà ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà îïèñûâàåòñÿ ïðî-

èçâîëüíîé �óíêöèåé. Ïîëó÷èòü ýòè �îðìóëû ìîæíî, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäå-

íèÿ, ïðèâåäøèå â ðàçäåëå 18.2 ê âûðàæåíèÿì (18.9) äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðîèç-

âîëüíîãî îáúåìíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà â ýëëèïñîèäå. Â íàøåì ñëó÷àå,

îäíàêî, ëó÷øå èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîé è êðàòêèé ñïîñîá, ïðèìåíÿÿ ïðà-

âèëî Ôåððåðñà â �îðìå (21.4) íåïîñðåäñòâåííî ê �îðìóëàì (18.9). Ïðàâî-

ìî÷íîñòü ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ñïîñîáà, îïèðàåòñÿ íà ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

è íà îòìå÷àâøóþñÿ óæå íåçàâèñèìîñòü �îðìóëèðîâêè (21.4) îò ïîêàçàòåëÿ

ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè �óíêöèè f(x, y, z), õàðàêòåðèçóþùåé ðàñïðåäåëåíèå
îáúåìíîãî çàðÿäà ýëëèïñîèäà.

Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèé, ïðåäïèñûâàåìûõ ïðàâèëîì (21.4), èç âûðàæåíèé

(18.9), ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåìíîé ïëîòíîñòè ̺(r) = ̺ 0f
(
x
a ,

y
b ,

z
c

)
, ïîëó÷àåì

ïîòåíöèàëû ãîìåîèäà

Ψ(i,e)=2π̺ 0 abc

∞∫

0,ξ

du

Q(u)

∞∑

k=0

P k ukD̂k

4k (k!)2
f

(
ax

a2+u
,
by

b2+u
,
cz

c2+u

)
, (23.1)

îáóñëîâëåííûå ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì ïëîòíîñòè

σ(r′)=̺ 0 f

(
x′

a
,
y′

b
,
z′

c

)
p′. (23.2)

Ïðàâèëüíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîäòâåðæäàåò íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà

(ñì. [88℄ èëè [518℄), êîòîðàÿ ââèäó ïîëíîé àíàëîãèè ñ âûêëàäêàìè, ñîäåð-

æàùèìèñÿ â ðàçäåëå 18.2, çäåñü îïóùåíà.

� 24. Ïîòåíöèàëû ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

Ïðè c→ 0 ïîâåðõíîñòü x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 =1 ýëëèïñîèäà ïåðåõîäèò

â íåçàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè

z=0 è îãðàíè÷åííîãî â íåé ýëëèïñîì

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (24.1)

Òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïî îáúåìó èëè ïî ãðà-

íèöå èñõîäíîãî ýëëèïñîèäà áûë ðàñïðåäåëåí çàðÿä) ïðèâîäèò ê ïîâåðõíîñò-

íîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäà íà äèñêå.

Ñîîòâåòñòâåííî è âûðàæåíèÿ äëÿ íüþòîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïòè÷å-

ñêîãî äèñêà ìîæíî âûâåñòè, èñõîäÿ ëèáî èç ïîòåíöèàëîâ îáúåìíîãî çàðÿäà
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ýëëèïñîèäà, ëèáî èç ïîòåíöèàëîâ ãîìåîèäà. Ê ïåðâîìó èç óêàçàííûõ ñïî-

ñîáîâ îáðàùàëèñü Ôåððåðñ [100℄, íàõîäÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòåéøèõ ðàñïðåäå-

ëåíèé íà äèñêå, è Äàéñîí [88℄ ïðè âûâîäå îáùåé �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà

äèñêà, ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì (18.9). Âûÿñíèëîñü [497℄, îäíàêî, ÷òî âòîðîé

ñïîñîá îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè â ñðàâíåíèè ñ ïåðâûì. Â

÷àñòíîñòè, îáùèå �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, ïîëó÷à-

åìûå èç ïîòåíöèàëîâ ãîìåîèäà, âêëþ÷àþò êëàññ ðåøåíèé (ðåàëèçóþùèéñÿ â

ñëó÷àå ïðîâîäÿùåãî òåëà) ñ õàðàêòåðíîé ñòàòè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ çàðÿäà íà êðàþ äèñêà, íåäîñòóïíûé, åñëè èñõîäèòü èç �åððåðñîâûõ

ïîòåíöèàëîâ Φ
(i,e)
αβγ (r) ýëëèïñîèäà äëÿ îáúåìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà (14.2).

Èòàê, áóäåì èñõîäèòü èç �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ψ
(i,e)
αβγ (r) ãîìåîèäà,

ïðè÷åì (â ýòîé ãëàâå) òîëüêî  ÷åòíûìè ïîêàçàòåëÿìè γ = 2ν. Ïîñêîëüêó
ïðè c→ 0 èìååò ìåñòî

p′ → c/D′ , (24.2)

ãäå

D′ ≡ D(x′, y′) =

√
1− (x′/a)

2 − (y′/b)
2
, (24.3)

à íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà (z′/c)2 =D′2
, òî ïðè îäíîâðåìåííîì ñòðåì-

ëåíèè ̺ 0→∞ òàêîì, ÷òî 2c̺ 0 = σ0, ðàñïðåäåëåíèå σα,β,2ν(r
′), äàâàåìîå

(21.5), ïåðåõîäèò â ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ íà äèñêå (ïðîñòîé ñëîé) ñ ïëîò-

íîñòüþ

σα,β; 2ν−1(x
′, y′) = σ0

(
x′

a

)α(
y′

b

)β
D 2ν−1(x′, y′) . (24.4)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ñóììàõ (14.18),

(14.20) è (14.22), âõîäÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî â (21.11), (21.12) è (21.13), îñòà-

íóòñÿ ëèøü ÷ëåíû ñ n = 0. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäà (24.4) íà ýëëèï-

òè÷åñêîì äèñêå ñîîòâåòñòâóþò �åððåðñîâû ïîòåíöèàëû

Ψ
(e)
2λ,2µ;2ν−1 = σ0

π (2λ)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sijklm x2i y2j z2k a2l b2m

(δ − i− j − k)!(λ − l)! (µ−m)!
Ni+l,j+m,k(ξ) , (24.5)

Ψ
(e)
2λ+1,2µ;2ν−1 = σ0

π (2λ+ 1)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sijklm x2i+1 y2j z2k

(δ − i− j − k)!(2i+ 1)
×

× a2l+1 b2m

(λ− l)! (µ−m)! (2l+ 1)
Ni+l+1,j+m,k(ξ) , (24.6)
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Ψ
(e)
2λ+1,2µ+1; 2ν−1 = σ0

π (2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν − 1)!!

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sijklm x2i+1 y2j+1 z2k

(δ − i− j − k)!(2i+ 1)(2j + 1)
×

× a2l+1 b2m+1

(λ− l)! (µ−m)! (2l + 1)(2m+ 1)
Ni+l+1,j+m+1,k(ξ) , (24.7)

ãäå

δ = λ+ µ+ ν , Sij...m =
(−2)i+j+...+m

(2i)!(2j)! . . . (2m)!
, (24.8)

à âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû Nlmn(ξ) ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà äàþòñÿ

�îðìóëîé (5.3) (ñì. òàêæå (5.6)).

Åñëè òî÷êà íàáëþäåíèÿ r ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

(ξ = 0, z = 0), òî ïîòåíöèàëû (24.5)�(24.7) ñòàíîâÿòñÿ ïîëèíîìàìè îò x è

y, ïðèíèìàÿ âèä:

Ψ
(i)
2λ,2µ;2ν−1 = σ0

π (2λ)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sij lm x
2i y2j a2l b2m

(δ − i− j)!(λ− l)! (µ−m)!
Ni+l,j+m , (24.9)

Ψ
(i)
2λ+1,2µ; 2ν−1 = σ0

π (2λ+ 1)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sij lm x
2i+1 y2j

(δ − i− j)!(2i+ 1)
×

× a2l+1 b2m

(λ− l)! (µ−m)! (2l + 1)
Ni+l+1,j+m , (24.10)

Ψ
(i)
2λ+1, 2µ+1; 2ν−1 = σ0

π (2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν − 1)!!

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sij lm x
2i+1 y2j+1

(δ − i− j)!(2i+ 1)(2j + 1)
×

× a2l+1 b2m+1

(λ− l)! (µ−m)! (2l + 1)(2m+ 1)
Ni+l+1,j+m+1 , (24.11)

ãäå Nlm � âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû (5.2) ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà â êðóãëûé (b = a) èç
�îðìóë (24.5)�(24.7), (24.9)�(24.11) âûòåêàþò ðåçóëüòàòû ðàáîò [37, 39, 91℄.

Ïîä÷åðêíåì òàêæå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà

σ0, 0;−1(x
′, y′) = σ0/D

′, (24.12)

îáåñïå÷èâàÿ, êàê âèäíî èç (24.9), ïîñòîÿíñòâî ïîòåíöèàëà íà äèñêå, à âíå

åãî ñîçäàâàÿ ïîòåíöèàë

Ψ
(e)
0, 0;−1(r) = 2πσ0N000(ξ), (24.13)
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ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå çàðÿæåííîãî ïðîâîäÿùåãî ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, ýëåê-

òðè÷åñêàÿ åìêîñòü êîòîðîãî ðàâíà, î÷åâèäíî,

C = ab/N00 . (24.14)

Íèæå â �îðìå òàáëèöû ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïðèâîäÿòñÿ ïðîñòåé-

øèå ÷àñòíûå ñëó÷àè �îðìóë (24.5)�(24.7), â êîòîðûõ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïè-

ñè ïîëîæåíî σ0=1.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

∫
dS′

D′| r− r′| = 2πN000 ,

∫
x′ dS′

D′| r− r′| = 2πa2N100 x ,

∫
x′y′ dS′

D′| r− r′| = 2πa2b2N110 xy ,

∫
x

′2 dS′

D′| r− r′| = πa2
[(

N000 − a2N100

)
−
(
N100 − a2N200

)
x2−

−
(
N010 − a2N110

)
y2 −

(
N001 − a2N101

)
z2
]
,

∫
x

′2y
′

dS′

D′| r− r′| = πa2b2y

[(
N010 − a2N110

)
−
(
N110 − a2M210

)
x2 −

− 1

3

(
N020 − a2N120

)
y2 −

(
N011 − a2N111

)
z2
]
,

∫
x

′3 dS′

D′| r− r′| = πa4x

[(
3N100 − a2N200

)
− 1

3

(
3N200 − a2N300

)
x2−

−
(
3N110 − a2N210

)
y2 −

(
3N101 − a2N201

)
z2
]
,

∫
x

′3y
′

dS′

D′| r− r′| = πa4b2xy

[(
3N110 − a2N210

)
− 1

3

(
3N210 − a2N310

)
x2−

−1

3

(
3N120 − a2N220

)
y2 −

(
3N111 − a2N211

)
z2
]
;

∫
D′ dS′

| r− r′| = π
(
N000 −N100 x

2 −N010 y
2 −N001 z

2
)
,

∫
x′D′ dS′

| r− r′| = πa2 x

(
N100 −

1

3
N200 x

2 −N110 y
2 −N101 z

2

)
,
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∫
x′y′D′ dS′

| r− r′| = πa2b2 xy

(
N110 −

1

3
N210 x

2 − 1

3
N120 y

2 −N111 z
2

)
,

∫
x

′2D′ dS′

| r− r′| =
π

2
a2
[
1

2

(
N000 − a2N100

)
−
(
N100 − a2N200

)
x2−

−
(
N010 − a2N110

)
y2 −

(
N001 − a2N101

)
z2 +

(
N110 − a2N210

)
x2y2+

+
(
N011−a2N111

)
y2z2+

(
N101−a2N201

)
x2z2+

1

6

(
N200−a2N300

)
x4+

+
1

6

(
N020 − a2N120

)
y4 +

1

6

(
N002 − a2N102

)
z4
]
,

∫
x

′2y′D′ dS′

| r− r′| =
π

2
a2b2y

[
1

2

(
N010 − a2N110

)
−
(
N110 − a2N210

)
x2−

−
(
N020 − a2N120

)
y2 −

(
N011 − a2N111

)
z2 +

1

3

(
N120 − a2N220

)
x2y2+

+
1

3

(
N021−a2N121

)
y2z2+

(
N111−a2N211

)
x2z2+

1

6

(
N210−a2N310

)
x4+

+
1

30

(
N030 − a2N130

)
y4 +

1

6

(
N012 − a2N112

)
z4
]
,

∫
x

′3D′ dS′

| r− r′| =
π

2
a4x

[
1

2

(
3N100 − a2N200

)
− 1

3

(
3N200 − a2N300

)
x2−

−
(
3N110 − a2N210

)
y2−

(
3N101 − a2N201

)
z2+

1

3

(
3N210 − a2N310

)
x2y2+

+
(
3N111−a2N211

)
y2z2+

1

3

(
3N201−a2N301

)
x2z2+

1

30

(
3N300−a2N400

)
x4+

+
1

6

(
3N120 − a2N220

)
y4 +

1

6

(
3N102 − a2N202

)
z4
]
.

Åñëè òî÷êà íàáëþäåíèÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè äèñêà, òî â �îðìóëàõ

òàáëèöû ñëåäóåò ïîëîæèòü z = 0 è çàìåíèòü Nlm0 íà Nlm.

� 25. Ýíåðãèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ W ïîâåðõíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî ïëîòíîñòü σ(r) è ñîçäàâàåìûé èì ïîòåíöèàë Ψ(r)
èíòåãðàëîì

W =
1

2

∫
σ(r)Ψ(r) dS . (25.1)

Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé σα,β;2ν−1(r), îïðå-
äåëÿåìûõ �îðìóëîé (24.4), èíòåãðàë (25.1) óäîáíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ

âûòåêàþùóþ èç (22.2) ïðè ïåðåõîäå ê äèñêó �îðìóëó (ñì. Ïðèëîæåíèå B)

∫
x2ly2mD2n−1 dS = 2π

(2l− 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!!

(2l+ 2m+ 2n+ 1)!!
a2l+1b2m+1, (25.2)
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1
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5

Òàáëèöà 3

Ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ

α β 2ν − 1 Ýíåðãèÿ Wα,β;2ν−1 ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà Ýíåðãèÿ êðóãëîãî äèñêà

0 0 −1 2π2σ2
0 abN00 π3σ2

0 a
3

1 0 −1 2
3
π2σ2

0 a
3bN10

1
6
π3σ2

0 a
3

1 1 −1 2
5!!

π2σ2
0 a

3b3 N11
3
8
·

1
5!!

π3σ2
0 a

3

2 0 −1 2
5!!

π2σ2
0 ab

(
2N00 − 2a2N10 + a4N20

)
17
8
·

1
5!!

π3σ2
0 a

3

2 1 −1 2
7!!

π2σ2
0 ab

3
(
2N01 − 2a2N11 + a4N21

)
19
16

·

1
7!!

π3σ2
0 a

3

3 0 −1 2
7!!

π2σ2
0 a

3b
(
18N10 − 6a2N20 + a4N30

)
111
16

·

1
7!!

π3σ2
0 a

3

0 0 1 4
5!!

π2σ2
0 abN00

2
5!!

π3σ2
0 a

3

1 0 1 4
7!!

π2σ2
0 a

3bN10
1
7!!

π3σ2
0 a

3

1 1 1 4
9!!

π2σ2
0 a

3b3N11
3
4
·

1
9!!

π3σ2
0 a

3

2 0 1 4
9!!

π2σ2
0 ab

(
3N00 − 3a2N10 + a4N20

)
21
4
·

1
9!!

π3σ2
0 a

3
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Îáîçíà÷àÿ ïîñðåäñòâîì Wα,β;2ν−1 ýíåðãèþ, îòâå÷àþùóþ ðàñïðåäåëå-

íèþ (24.4), è ïîäñòàâëÿÿ â (25.1) âûðàæåíèÿ (24.9)�(24.11), â ðåçóëüòàòå

èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

W2λ,2µ;2ν−1 = σ2
0

π2(2λ)! (2µ)! [(2ν − 1)!!]2

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

(2λ+ 2i− 1)!! (2µ+ 2j − 1)!!Sij lm
(δ − i − j)! [2(δ + i+ j) + 1]!!

×

× a2i+2l+1 b2j+2m+1

(λ− l)! (µ−m)!
Ni+l,j+m , (25.3)

W2λ+1,2µ; 2ν−1 = σ2
0

π2 (2λ+ 1)! (2µ)! [(2ν − 1)!!]2

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j − 1)!!Sij lm
(δ − i− j)! [2(δ + i+ j) + 3]!!

×

× a2i+2l+3 b2j+2m+1

(λ− l)! (µ−m)! (2i+ 1) (2l+ 1)
Ni+l+1,j+m , (25.4)

W2λ+1, 2µ+1; 2ν−1 = σ2
0

π2 (2λ+ 1)! (2µ+ 1)! [(2ν − 1)!!]2

4λ+µ 2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

(2λ+ 2i+ 1)!! (2µ+ 2j + 1)!!Sij lm
(δ − i− j)! [2(δ + i+ j) + 5]!!

×

× a2i+2l+3 b2j+2m+3

(λ− l)! (µ−m)! (2i+ 1)(2j + 1)(2l+ 1)(2m+ 1)
Ni+l+1,j+m+1 . (25.5)

Íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòèõ �îðìóë ïîñëå óïðîùåíèé ñ

ïîìîùüþ (5.7) è (5.21) ñâåäåíû â òàáë. 3.

Èç �îðìóë äàííîãî ïàðàãðà�à âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ è ãîìåîèäà, è ýëëèï-

òè÷åñêîãî äèñêà ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå âíóòðåííèå

ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû.

� 26. Ïîòåíöèàëû ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî

öèëèíäðà ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî èç �îðìóë (21.11)�(21.13) äëÿ ãîìåîèäà

äëÿ ν = 0 ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè c → ∞ , ëèáî, ïðèìåíÿÿ

ïðàâèëî Ôåððåðñà (20.5) ê �îðìóëàì (19.2)�(19.5) äëÿ ïîòåíöèàëîâ çàðÿ-

æåííîãî ïî îáúåìó ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Ñëåäóåò òîëüêî èìåòü â âèäó,

÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ψ
(i,e)
2λ,2µ ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè íåîáõî-

äèìî îáåñïå÷èòü îãðàíè÷åííîñòü âî âíóòðåííåé îáëàñòè (êàê ýòî ñäåëàíî â

� 19), à âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ïîòåíöèàëîâ îáúåìíûõ

ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà â öèëèíäðå ìîæíî ñ÷èòàòü �îðìàëüíî âåëè÷èíó ξ
ïîñòîÿííîé.
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Îïóñêàÿ âûêëàäêè, ïðèâîäèì îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû. �àñïðåäåëåí-

íûé íà ïîâåðõíîñòè

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (26.1)

ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà çàðÿä ïëîòíîñòè

σαβ(r
′) = ̺ 0

(
x′

a

)α(
y′

b

)β
p′2 , (26.2)

ãäå

p′2 ≡ p 2(r
′) =

(
x′

2

a4
+
y′

2

b4

)−1/2

, (26.3)

ñîçäàåò �åððåðñîâ ïîòåíöèàë Ψ
(i,e)
αβ (r), îïèñûâàåìûé �îðìóëàìè:

Ψ
(i)
2λ,2µ = 4π̺ 0

(2λ)!(2µ)!

4λ+µ
×

×
∑

i,j, l,m
(i+j+l+m 6=0)

Sij lm a
2l b2m x2i y2j

(δ−i−j)! (λ−l)! (µ−m)!
Mi+l,j+m , (26.4)

Ψ
(e)
2λ,2µ = −4π̺ 0

(2λ− 1)!(2µ− 1)!

2λ+µ (λ+ µ)!
L00(ξ)+

+ 4π̺ 0
(2λ)! (2µ)!

4λ+µ

∑

i,j, l,m
(i+j+l+m 6=0)

Sij lm a
2l b2m x2i y2j

(δ−i−j)! (λ−l)! (µ−m)!
Mi+l,j+m(ξ) , (26.5)

Ψ
(i,e)
2λ+1,2µ = 4π̺ 0

(2λ+ 1)! (2µ)!

4λ+µ
×

×
∑

i,j, l,m

Sij lm a
2l+1 b2m x2i+1 y2j

(δ − i− j)! (λ− l)! (µ−m)! (2i+ 1) (2l+ 1)
M

(i,e)
i+l+1,j+m , (26.6)

Ψ
(i,e)
2λ+1,2µ+1 = 4π̺ 0

(2λ+ 1)! (2µ+ 1)!

4λ+µ
×

×
∑

i,j, l,m

Sij lm a
2l+1 b2m+1 x2i+1 y2j+1

(δ − i− j)! (λ − l)! (µ−m)! (2i+ 1) (2j + 1) (2l+ 1) (2m+ 1)
×

×M (i,e)
i+l+1,j+m+1 . (26.7)

Çäåñü

δ = λ+ µ (26.8)

è â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

∑

i,j, l,m

≡
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

.



128 �ë. 4. Íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà

Ïîòåíöèàë

Ψ
(e)
00 (r) = −4π̺ 0 L00(ξ) (26.9)

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïðîâîäÿùåãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ïîãîííûé,

ò. å. ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó äëèíû, çàðÿä êîòîðîãî ðàâåí

q = 2π̺ 0 ab. (26.10)

Òàáëèöà ïîâåðõíîñòíûõ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ

ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

(â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ)

Ψ
(i)
00 = 0 , Ψ

(e)
00 = −4π̺0L00 ;

Ψ
(i,e)
10 = 4π̺0a xM

(i,e)
10 ; Ψ

(i,e)
11 = 4π̺0ab xyM

(i,e)
11 ;

Ψ
(i)
20 = −2π̺0

[
a2M10 +

(
M10 − a2M20

)
x2 +

(
M01 − a2M11

)
y2
]
,

Ψ
(e)
20 = −2π̺0

[(
L00 + a2M10

)
+
(
M10 − a2M20

)
x2+

(
M01 − a2M11

)
y2
]
;

Ψ
(i,e)
21

2π̺0by
=M

(i,e)
01 −a2M

(i,e)
11 −

(
M

(i,e)
11 − a2M

(i,e)
21

)
x2− 1

3

(
M

(i,e)
02 − a2M

(i,e)
12

)
y2;

Ψ
(i,e)
30 = 2π̺0ax

[(
3M

(i,e)
10 − a2M (i,e)

20

)
−

−1

3

(
3M

(i,e)
20 − a2M (i,e)

30

)
x2 −

(
3M

(i,e)
11 − a2M (i,e)

21

)
y2
]
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ψ01, Ψ02, Ψ12 è Ψ03 ïîëó÷àþòñÿ èç ñîäåð-

æàùèõñÿ â òàáëèöå ïóòåì âçàèìíîé çàìåíû êîîðäèíàò x↔ y.
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äâîéíîãî ñëîÿ

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [550℄), ïîòåíöèàë äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ñëîÿ, ïîêðûâàþùåãî ïîâåðõíîñòü S è õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ âåêòîðîì

äèïîëüíîãî ìîìåíòà τ (r′) = τn′
åäèíèöû ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ �îð-

ìóëîé

Υ(r) =

∫

S

τ(r′)n′ · ∂
∂r′

(
1

|r− r′|

)
dS′ , (27.1)

ãäå n′
� åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè (äëÿ çàìêíóòîé ïîâåðõ-

íîñòè � âíåøíåé íîðìàëè) ê S â òî÷êå r′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

n′ · ∂
∂r′

(
1

|r− r′|

)
= −n′ · ∂

∂r

(
1

|r− r′|

)
= − div

(
n′

|r− r′|

)
,

ìîæíî ïåðåïèñàòü (27.1) â âèäå [452℄

Υ(r) = − div

∫

S

τ(r′)n′

|r− r′| , (27.2)

ïðåäñòàâëÿþùåì ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ êàê ñóììó ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ

ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ.

Äëÿ ïîòåíöèàëà çàìêíóòîãî äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïîñòîÿííîé ïîâåðõíîñòíîé

ïëîòíîñòüþ τ(r′) = τ0 èç (27.1) ïîëó÷àåì

Υ0(r) =

∮

S

τ0n
′ · grad′

(
1

|r− r′|

)
dS′ =

= τ0

∫

V

div′ grad′
(

1

|r− r′|

)
dV ′ = −4πτ0

∫

V

δ(r− r′) dV ′ ,

129
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ò. å. õîðîøî èçâåñòíîå ñâîéñòâî ýòîãî ïîòåíöèàëà: îáðàùåíèå åãî â íóëü âñþ-

äó âíå ñëîÿ è ïîñòîÿíñòâî åãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî −4πτ0, âî âñåé âíóòðåííåé
îáëàñòè, îõâàòûâàåìîé ñëîåì. Çäåñü δ(r− r′) � δ-�óíêöèÿ Äèðàêà.

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîãî äâîéíîãî ñëîÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

n′ =

{
x′

a2
p′,

y′

b2
p′,

z′

c2
p′
}
, (27.3)

èñïîëüçóÿ (27.2) è âûðàæåíèÿ (21.11)�(21.14) äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ψ
(i,e)
αβγ (r)

ãîìåîèäà, à òàêæå �îðìóëó (21.20) îäíîêðàòíîãî èõ äè��åðåíöèðîâàíèÿ,

ïîëó÷àåì ïîòåíöèàëû Υ
(i,e)
αβγ (r), ïîðîæäàåìûå ïîâåðõíîñòíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì äèïîëåé ñî ¾ñòåïåíí�îé¿ ïëîòíîñòüþ

ταβγ = τ0

(
x′

a

)α(
y′

b

)β(
z′

c

)γ
. (27.4)

Îïóñêàÿ äëèííûå ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûå, ê

ñîæàëåíèþ, ãðîìîçäêèå âûðàæåíèÿ. Äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ âíå ýëëèïñîèäà

�åððåðñîâû ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäàëüíîãî äâîéíîãî ñëîÿ

Υ
(e)
2λ,2µ,2ν = −τ0

4π

4δ
(2λ)! (2µ)! (2ν)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Sij klmnx
2iy2jz2ka2lb2mc2n

(δ − i− j − k)! (λ − l)! (µ−m)! (ν − n)! ×

×
(
2λ+ 1

2l+ 1
Mi+l+1,j+m,k+n +

2µ+ 1

2m+ 1
Mi+l,j+m+1,k+n+

+
2ν + 1

2n+ 1
Mi+l,j+m,k+n+1

)
+

+ τ0
4π abc

Q(ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ(
by

b2 + ξ

)2µ(
cz

c2 + ξ

)2ν
, (27.5)

Υ
(e)
2λ+1,2µ,2ν = −τ0

4π

4δ
(2λ+ 1)! (2µ)! (2ν)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Sij kmnx
2i+1y2jz2kb2mc2n

(δ − i− j − k)! (2i+ 1) (µ−m)! (ν − n)! ×

×
[

Mi+1,j+m,k+n

λ! a
−

λ∑

l=0

(−2)la2l+1

(λ− l)!(2l+ 1)!

(
λ+ 1

l + 1
Mi+l+2,j+m,k+n+

+
2µ+ 1

2m+ 1
Mi+l+1,j+m+1,k+n +

2ν + 1

2n+ 1
Mi+l+1,j+m,k+n+1

)]
+

+ τ0
4π abc

Q(ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ+1(
by

b2 + ξ

)2µ(
cz

c2 + ξ

)2ν
, (27.6)
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Υ
(e)
2λ+1,2µ+1,2ν = τ0

4π

4δ
(2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

ν∑

n=0

Sij knx
2i+1y2j+1z2kc2n

(δ − i− j − k)! (2i+ 1) (2j + 1) (ν − n)! ×

×
[

µ∑

m=0

(−2)m b2m+1Mi+1,j+m+1,k+n

λ! (µ−m)!(2m+ 1)!a
+

λ∑

l=0

(−2)l a2l+1Mi+l+1,j+1,k+n

(λ− l)!µ!(2l + 1)!b
−

−
λ∑

l=0

µ∑

m=0

(−2)l+m a2l+1 b2m+1

(λ− l)!(µ−m)!(2l + 1)!(2m+ 1)!

(
λ+ 1

l+ 1
Mi+l+2,j+m+1,k+n+

+
µ+ 1

m+ 1
Mi+l+1,j+m+2,k+n +

2ν + 1

2n+ 1
Mi+l+1,j+m+1,k+n+1

)]
+

+ τ0
4π abc

Q(ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ+1(
by

b2 + ξ

)2µ+1(
cz

c2 + ξ

)2ν
, (27.7)

Υ
(e)
2λ+1,2µ+1,2ν+1 = τ0

4π

4δ
(2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν + 1)!×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

Sij kx
2i+1y2j+1z2k+1

(δ − i− j − k)! (2i+ 1) (2j + 1) (2k + 1)
×

×
[

µ∑

m=0

ν∑

n=0

(−2)m+n b2m+1c2n+1Mi+1,j+m+1,k+n+1

λ! (µ−m)! (ν − n)! (2m+ 1)! (2n+ 1)! a
+

+
λ∑

l=0

ν∑

n=0

(−2)l+n a2l+1c2n+1Mi+l+1,j+1,k+n+1

(λ − l)!µ! (ν − n)! (2l + 1)! (2n+ 1)! b
+

+

λ∑

l=0

µ∑

m=0

(−2)l+m a2l+1 b2m+1 Mi+l+1,j+m+1,k+1

(λ− l)! (µ−m)! (2l + 1)! (2m+ 1)! c
−

−
λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

Slmn a
2l+1 b2m+1 c2n+1

(λ− l)!(µ−m)!(ν − n)!(2l + 1)(2m+ 1)(2n+ 1)
×

×
(
λ+ 1

l + 1
Mi+l+2,j+m+1,k+n+1 +

µ+ 1

m+ 1
Mi+l+1,j+m+2,k+n+1+

+
ν + 1

n+ 1
Mi+l+1,j+m+1,k+n+2

)]
+

+ τ0
4π abc

Q(ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ+1(
by

b2 + ξ

)2µ+1(
cz

c2 + ξ

)2ν+1

. (27.8)

Â �îðìóëàõ (27.5)�(27.8) èñïîëüçîâàíû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â � 21.

Ïîòåíöèàëû Υ
(i)
2λ,2µ,2ν , Υ

(i)
2λ+1,2µ,2ν , Υ

(i)
2λ+1,2µ+1,2ν , Υ

(i)
2λ+1,2µ+1,2ν+1 âíóò-

ðè äâîéíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç (27.5)�

(27.8), åñëè îòáðîñèòü ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ

ýëëèïñîèäà, è çàìåíèòü âíåøíèå �àêòîðû Mlmn íà âíóòðåííèå Mlmn. Íà

ãðàíèöå äâîéíîãî ñëîÿ ðàçðûâ ïîòåíöèàëà õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé

[
Υ

(e)
αβγ(r)−Υ

(i)
αβγ(r)

]∣∣∣∣
ξ=0

= 4πτ0

(x
a

)α (y
b

)β (z
c

)γ
,
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ê êîòîðîé ïðè ξ → 0 ñòðåìÿòñÿ ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â (27.5)�(27.8) è

êîòîðàÿ, êàê è äîëæíî áûòü, ñîãëàñóåòñÿ ñ (27.4).

Óïðîùåíèå âûðàæåíèé (27.5)�(27.8), ñâÿçàííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì �îð-

ìóë (4.7) è (4.2), â îáùåì âèäå çàòðóäíèòåëüíî. Ýòî ñäåëàíî äëÿ ïðîñòåéøèõ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, à ðåçóëüòàòû ïðèâîäÿòñÿ â âèäå òàáëèöû èíòåãðàëîâ.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

∮
∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =

{
0 (e),

−4π (i),

∮
x′

∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =

{
4πM100(ξ)x (e),

−4π(1−M100)x (i),

∮
x′

2 ∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =





4πa2
(
M200x

2 + M110y
2+

+ M101z
2 −M100

)
(e),

−4πa2
[
M100 −

(
M200 − a−2

)
x2−

−M110y
2 −M101z

2
]

(i),

∮
x′y′

∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =

{
4π(a2 + b2)M110(ξ)xy (e),

−4π
[
1− (a2 + b2)M110

]
xy (i),

∮
x′

3 ∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =





6πa2x
{
M100 − a2M200 − 1

3 (M200−
− a2M300

)
x2 −

(
M110 − a2M210

)
y2−

−
(
M101 − a2M201

)
z2
}

(e),

−4πx3 + 6πa2x
{
M100 − a2M200 − 1

3 (M200−
−a2M300

)
x2 −

(
M110 − a2M210

)
y2−

−
(
M101 − a2M201

)
z2
}

(i),

∮
x′

2
y′

∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =





2πa2y
{
M010 − (a2 + 2b2)M110 − [M110−

− (a2 + b2)M210

]
x2 − 1

3 [M020−
−(a2 + b2)M120

]
y2 − [M011−

−(a2 + b2)M111

]
z2
}

(e),

2πa2y
{
M010 − (a2 + 2b2)M110 − [M110−

− (a2 + b2)M210

]
x2 − 1

3 [M020−
−(a2 + b2)M120

]
y2 − [M011−

−(a2 + b2)M111

]
z2
}
− 4πx2y (i),
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∮
x′y′z′

∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =

{
4π〈a2b2〉M111(ξ)xyz (e),

−4π
[
1− 〈a2b2〉M111

]
xyz (i).

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â �îðìóëàõ òàáëèöû ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

R = |r− r′| . (27.9)

� 28. Ïîòåíöèàëû ðàñïðåäåëåíèé äèïîëåé

è êâàäðóïîëåé íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå

Â ñëó÷àå ïëîñêîé �èãóðû, ëåæàùåé, ñêàæåì, â ïëîñêîñòè z=0, �îðìóëà
(27.1) äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ïðèîáðåòàåò âèä

Υ(r) =

∫

S

τ(x′, y′)

[
∂

∂z′

(
1

|r− r′|

)]

z′=0

dS ′ , (28.1)

à âìåñòî (27.2) èìååì

Υ(r) = − ∂

∂z

∫

S

τ(x′, y′)

|r− r′| dS
′ . (28.2)

Âûðàæåíèå (28.2) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íóþ �îðìóëó äëÿ ïîòåíöè-

àëîâ Υαβ; 2ν−1(r) ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, îáóñëîâëåííûõ ïîâåðõíîñòíûì

ðàñïðåäåëåíèåì äèïîëåé ïëîòíîñòè

ταβ; 2ν−1(x
′, y′) = τ 0

(
x′

a

)α (
y′

b

)β
D2ν−1(x′, y′). (28.3)

Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå â (28.2) ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ îá-

ëåã÷àåò �îðìóëà

∂

∂z
Ψ

(e)
αβ; 2ν−1(r) =

{
∂

∂z
Ψ

(e)
αβ; 2ν−1(r)

}
−

− 2πσ0
ab√

(a2 + ξ) (b2 + ξ)

(
ax

a2 + ξ

)α(
by

b2 + ξ

)β
p2(ξ) z

ξ3/2
δν0 , (28.4)

âûòåêàþùàÿ èç (21.20) ïðè γ = 2ν â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

ïðè c→ 0. Çäåñü, êàê è â � 24, ÷åðåç Ψαβ; 2ν−1 îáîçíà÷åíû ïîòåíöèàëû

ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, ïîðîæäàåìûå ðàñïðåäåëåíèåì (24.4). Â �èãóðíûå

ñêîáêè çàêëþ÷åí ðåçóëüòàò äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì ýëëèïñîè-

äàëüíàÿ êîîðäèíàòà ξ, îïðåäåëÿåìàÿ â äàííîì ñëó÷àå êàê ïîëîæèòåëüíûé

êîðåíü óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+
z2

ξ
= 1 , (28.5)

ðàññìàòðèâàåòñÿ �îðìàëüíî êàê êîíñòàíòà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â (28.4)

δν0�ñèìâîë Êðîíåêåðà, à

1

p2(ξ)
=

x2

(a2 + ξ)2
+

y2

(b2 + ξ)2
+
z2

ξ2
. (28.6)
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Îêîí÷àòåëüíûå �îðìóëû äëÿ �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ Υ
(e)
αβ; 2ν−1, ïî-

ëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ (28.2) è âûðàæåíèé (24.5)�(24.7), èìåþò ñëåäóþùèé

âèä:

Υ
(e)
2λ,2µ; 2ν−1 = τ0

π (2λ)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ−1 2ν
×

×
∑

i,j, k,l,m

Sijklm x2i y2j z2k+1 a2l b2m

(ε− i− j − k)!(2k + 1) (λ− l)! (µ−m)!
Ni+l,j+m,k+1+

+ τ0
2π ab√

(a2 + ξ)(b2 + ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ (
by

b2 + ξ

)2µ
p2(ξ) z

ξ3/2
δν 0 , (28.7)

Υ
(e)
2λ+1,2µ; 2ν−1 = τ0

π (2λ+ 1)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ−1 2ν
×

×
∑

i,j, k,l,m

Sijklm x2i+1 y2j z2k+1

(ε− i− j − k)!(2i + 1) (2k + 1)
×

× a2l+1 b2m

(2l + 1) (λ− l)! (µ−m)!
Ni+l+1,j+m,k+1+

+ τ0
2π ab√

(a2 + ξ)(b2 + ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ+1 (
by

b2 + ξ

)2µ
p2(ξ) z

ξ3/2
δν 0 , (28.8)

Υ
(e)
2λ+1,2µ+1; 2ν−1 = τ0

π (2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν − 1)!!

4λ+µ−1 2ν
×

×
∑

i,j, k,l,m

Sijklm x2i+1 y2j+1 z2k+1

(ε− i− j − k)!(2i+ 1) (2j + 1) (2k + 1)
×

× a2l+1 b2m+1

(2l+ 1) (2m+ 1) (λ− l)! (µ−m)!
Ni+l+1,j+m+1,k+1 +

+ τ0
2π ab√

(a2 + ξ)(b2 + ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ+1(
by

b2 + ξ

)2µ+1
p2(ξ) z

ξ3/2
δν 0 , (28.9)

Â ýòèõ �îðìóëàõ ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∑

i,j, k,l,m

=

ε∑

i=0

ε−i∑

j=0

ε−i−j∑

k=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

,

ε = λ+ µ+ ν − 1 . (28.10)

Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ ταβ; 2ν−1(x
′, y′), îïèñûâàåìîå

�îðìóëîé (28.3), ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ν, çà èñêëþ÷åíèåì

ν=0, îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðàþ äèñêà. Ñëó÷àé ν=0 ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé

èíòåðåñ íå òîëüêî èç-çà õàðàêòåðíîé ñòàòè÷åñêîé îñîáåííîñòè íà êðàþ äèñ-

êà, íî è ïîòîìó, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âèäà (28.3) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ðàñïðåäåëåíèé ταβ;−1(x
′, y′) (è ñîîòâåòñòâåííî

âûðàçèòü èõ ïîòåíöèàëû).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ξ→ 0 ïîòåíöèàëû Υ
(e)
αβ;−1(r) èìåþò ó êðàÿ äèñêà

îñîáåííîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ îñîáåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ταβ;−1(x
′, y′).
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�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïÿòèêðàòíûå ñóììû, âõîäÿùèå â �îðìóëû (28.7)�(28.9).

Âñå óêàçàííûå ñóììû ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèå z2k+1Nα,β,k+1(ξ), êîòîðîå
ïðè ξ → 0 (â ýòîì ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâèè ñ (28.5)

z√
ξ
→ ±D(x, y) , (28.11)

à ïîâåäåíèå Nα,β,γ îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà (5.16)) èìååò

ïðåäåëîì

z2k+1
Nα,β,k+1(ξ)→ ±

(2α− 1)!! (2β − 1)!! (2k − 1)!!

a2α b2β
D2k+1(x, y), (28.12)

ò. å. îòëè÷íóþ îò íóëÿ âåëè÷èíó. Åñëè (28.12) ïîäñòàâèòü â �îðìóëû (28.7)�

(28.9), òî ñóììû ïî l è m â êàæäîé èç ïÿòèêðàòíûõ ñóìì îáðàçóþò ïðîèç-

âåäåíèå ÷èñòî ÷èñëîâûõ, òàê íàçûâàåìûõ ïóàññîíîâûõ, ñóìì (ñì. �îðìóëû

(À.4), (À.5) Ïðèëîæåíèÿ À1). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ν=0 èç ïðåäåëîâ

ñóììèðîâàíèÿ ïî i, j è k â �îðìóëàõ (28.7)�(28.9) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

i+ j 6 λ+ µ− 1− k,

êîòîðîå � â ñîîòâåòñòâèè ñ (À.4)�(À.6) � îáåñïå÷èâàåò îáðàùåíèå â íóëü õî-

òÿ áû îäíîé èç ïóàññîíîâûõ ñóìì, à ñëåäîâàòåëüíî, è êàæäîé ïÿòèêðàòíîé

ñóììû. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ν=0 ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëîâ (28.7)�(28.9)

ïðè ξ → 0 îïðåäåëÿþò ïîñëåäíèå ÷ëåíû ýòèõ �îðìóë, íå ñîäåðæàùèå ïî-

òåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ äèñêà. Èç (28.6) è (28.11) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ξ → 0
èìååò ìåñòî

p2(ξ)/ξ → D−2(x, y) . (28.13)

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

Υ
(e)
αβ;−1(r)→ τ 02π

(x/a)α(y/b)β

D(x, y)
ïðè ξ → 0, z → ±0. (28.14)

Ïðèâåäåì òåïåðü òàáëèöó èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîñòåéøèì

÷àñòíûì ñëó÷àÿì �îðìóë (28.7)�(28.9).

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

dS′

D′
= 2π

ab z p2(ξ)√
(a2 + ξ)(b2 + ξ)ξ3

,

∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

x′ dS′

D′
= 2π

a3b xz p2(ξ)√
(a2 + ξ)3(b2 + ξ)ξ3

,

∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

x′y′ dS′

D′
= 2π

a3b3 xyz p2(ξ)√
(a2 + ξ)3(b2 + ξ)3ξ3

,

∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

x′2 dS′

D′
= 2π a2 z

[
N100(ξ) +

a3b x2 p2(ξ)√
(a2 + ξ)5(b2 + ξ)ξ3

]
;

∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

D′ dS′ = 2π zN001 ,
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∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

x′D′ dS′ = 2π a2 xzN101 ,

∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

x′y′D′ dS′ = 2π a2b2 xyzN111 ,

∫ [
∂

∂z′

(
1

R

)]

z′=0

x′
2
D′ dS′=πa2z

[
N100−(N200−2N101)x

2−N110y
2−N101z

2
]
.

Çäåñü R è D′
äàþòñÿ �îðìóëàìè (27.9) è (24.3). Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïåð-

âûå òðè �îðìóëû òàáëèöû âîîáùå íå ñîäåðæàò ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ

ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé ν > 1 �îðìóëû (28.7)�(28.9), êàê ïî-

êàçàíî â [497℄, ìîæíî âûâåñòè, èñõîäÿ ëèáî èç ïîòåíöèàëîâ Ψ
(e)
α,β, 2ν+1(r)

ãîìåîèäà ïðè c→ 0 (ïðè ýòîì

τα,β; 2ν+1(x
′, y′) = lim

c→0
σα,β, 2ν+1 2z

′ = τ 0(x
′/a)α(y′/b)βD2ν+1(x′, y′) ,

ãäå τ 0 = 2c2ρ0), ëèáî èñõîäÿ èç ïîòåíöèàëîâ Υ
(e)
α,β, 2ν+1(r) äâîéíîãî

ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ è âûïîëíÿÿ òîò æå (c → 0) ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

(ïðè ýòîì τα,β; 2ν+1(x
′, y′) = limc→0 2τα,β, 2ν+1(x

′, y′, z′)).

Åñëè æå èñõîäèòü èç ïîòåíöèàëîâ Υ
(e)
α,β,γ(r) äâîéíîãî ýëëèïñîèäàëü-

íîãî ñëîÿ ñ ÷åòíûìè çíà÷åíèÿìè γ (γ = 2ν), òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîð

äèïîëüíîé ïëîòíîñòè τ îðèåíòèðîâàí âäîëü n′
, â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà ïðè c → 0 ìû ïîëó÷èì ïëîñêèé äèñê êâàäðóïîëåé, ðàñïðåäåëåí-

íûõ ñ ïëîòíîñòüþ

κα,β; 2ν+1(x
′, y′)= lim

c→0
τα,β, 2ν 2z

′=κ 0

(
x′

a

)α(
y′

b

)β
D2ν+1(x′, y′) , (28.15)

ãäå κ 0 =2cτ 0. Ôîðìóëû (27.5)�(27.7) äàþò äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ξ
(e)
α,β;2ν+1(r)

¾÷åòâåðíîãî¿ ñëîÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèÿì (28.15), ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ:

Ξ
(e)
2λ,2µ;2ν+1(r) = −κ0

2π(2λ)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ2ν
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sij klmx
2iy2jz2ka2lb2m

(δ − i− j − k)! (λ − l)! (µ−m)!
×

×
(
2λ+ 1

2l+ 1
Ni+l+1,j+m,k +

2µ+ 1

2m+ 1
Ni+l,j+m+1,k + (2ν + 1)Ni+l,j+m,k+1

)
+

+ κ0
2π ab√

(a2 + ξ)(b2 + ξ)ξ

(
ax

a2 + ξ

)2λ(
by

b2 + ξ

)2µ
δ0 ν , (28.16)
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Ξ
(e)
2λ+1,2µ;2ν+1(r) = κ0

π(2λ+ 1)! (2µ)! (2ν − 1)!!

4λ+µ2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

µ∑

m=0

Sij kmx
2i+1y2jz2kb2m

(δ − i− j − k)! (2i+ 1) (µ−m)!

[
Ni+1,j+m,k

λ! a
−

−
λ∑

l=0

(−2)la2l+1

(λ− l)!(2l + 1)!

(
λ+ 1

l + 1
Ni+l+2,j+m,k+

+
2µ+ 1

2m+ 1
Ni+l+1,j+m+1,k + (2ν + 1)Ni+l+1,j+m,k+1

)]
+

+ κ0
2π ab√

(a2 + ξ)(b2 + ξ)ξ

(
ax

a2 + ξ

)2λ+1(
by

b2 + ξ

)2µ
δ0 ν , (28.17)

Ξ
(e)
2λ+1,2µ+1;2ν+1(r) = κ0

π(2λ+ 1)! (2µ+ 1)! (2ν − 1)!

4λ+µ2ν−1
×

×
δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

δ−i−j∑

k=0

Sij kx
2i+1y2j+1z2k

(δ − i− j − k)! (2i+ 1) (2j + 1)
×

×
[

µ∑

m=0

(−2)m b2m+1Ni+1,j+m+1,k

λ! (µ−m)!(2m+ 1)! a
+

λ∑

l=0

(−2)l a2l+1Ni+l+1,j+1,k

(λ− l)!µ!(2l + 1)! b
−

−
λ∑

l=0

µ∑

m=0

(−2)l+m a2l+1 b2m+1

(λ− l)!(µ−m)!(2l + 1)!(2m+ 1)!

(
λ+ 1

l + 1
Ni+l+2,j+m+1,k+

+
µ+ 1

m+ 1
Ni+l+1,j+m+2,k + (2ν + 1)Ni+l+1,j+m+1,k+1

)]
+

+ κ0
2π ab√

(a2 + ξ)(b2 + ξ)ξ

(
ax

a2 + ξ

)2λ+1(
by

b2 + ξ

)2µ+1

δ0 ν . (28.18)

� 29. Ïîòåíöèàëû ðàñïðåäåëåíèé äèïîëåé

íà ýëëèïòè÷åñêîì öèëèíäðå

Ôåððåðñîâû ïîòåíöèàëû äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ, ïîêðûâàþùåãî

ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð (26.1) è õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-

íîñòüþ äèïîëåé

ταβ = τ0

(
x′

a

)α(
y′

b

)β
, (29.1)

îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (27.5)�(27.7) ïðè ν =0
â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè c→∞ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà (6.5) è
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èìåþò âèä

Υ
(e)
2λ,2µ = −τ0

4π

4δ
(2λ)! (2µ)!

δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

λ∑

l=0

µ∑

m=0

Sij lmx
2iy2ja2lb2m

(δ − i− j)! (λ− l)! (µ−m)!
×

×
(
2λ+ 1

2l+ 1
Mi+l+1,j+m +

2µ+ 1

2m+ 1
Mi+l,j+m+1

)
+

+ τ0
4π ab√

(a2 + ξ)(b2 + ξ)

(
ax

a2 + ξ

)2λ(
by

b2 + ξ

)2µ
,

(29.2)

Υ
(e)
2λ+1,2µ=− τ0

4π

4δ
(2λ+ 1)! (2µ)!

δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

µ∑

m=0

Sijmx
2i+1y2jb2m

(δ−i−j)! (2i+1) (µ−m)!
×

×
[

Mi+1,j+m

λ! a
−

λ∑

l=0

(−2)la2l+1

(λ− l)! (2l+ 1)!

(
λ+ 1

l + 1
Mi+l+2,j+m+

+
2µ+1

2m+1
Mi+l+1,j+m+1

)]
+ τ0

4π ab√
(a2+ξ)(b2+ξ)

(
ax

a2+ξ

)2λ+1(
by

b2+ξ

)2µ
,

(29.3)

Υ
(e)
2λ+1,2µ+1=τ0

4π

4δ
(2λ+1)! (2µ+1)!

δ∑

i=0

δ−i∑

j=0

(−2)i+jx2i+1y2j+1

(δ−i−j)! (2i+ 1)! (2j + 1)!
×

×
[

µ∑

m=0

(−2)m b2m+1Mi+1,j+m+1

λ! (µ−m)! (2m+ 1)! a
+

λ∑

l=0

(−2)l a2l+1Mi+l+1,j+1

(λ− l)!µ! (2l+ 1)! b
−

−
λ∑

l=0

µ∑

m=0

(−2)l+m a2l+1 b2m+1

(λ− l)! (µ−m)! (2l + 1)! (2m+ 1)!

(
λ+ 1

l + 1
Mi+l+2,j+m+1+

+
µ+1

m+1
Mi+l+1,j+m+2

)]
+ τ0

4π ab√
(a2+ξ)(b2+ξ)

(
ax

a2+ξ

)2λ+1(
by

b2+ξ

)2µ+1

.

(29.4)

Çäåñü (ñîãëàñíî (6.4) è (26.8))

ξ=
1

2

{
x2+y2−a2−b2+

√
(x2−y2−a2+b2)2 + 4x2y2

}
è δ=λ+µ.

Çàìåòèì, ÷òî íàðóæíûå ïîòåíöèàëû äâîéíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ,

êàê è äîëæíî áûòü, ëîãàðè�ìè÷åñêîãî �àêòîðà L00(ξ) íå ñîäåðæàò.

Ïîòåíöèàëû Υ
(i)
2λ,2µ(r), Υ

(i)
2λ+1,2µ(r) è Υ

(i)
2λ+1,2µ+1(r) âíóòðåííåé îá-

ëàñòè ñëîÿ îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç (29.2)�(29.4) â
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ðåçóëüòàòå îòáðàñûâàíèÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî è çàìåíû âíåøíèõ ïîòåí-

öèàëüíûõ �àêòîðîâ Mlm(ξ) ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ñîîòâåòñòâóþùèìè

âíóòðåííèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè Mlm.

×àñòíûå ñëó÷àè ïîòåíöèàëîâ öèëèíäðè÷åñêîãî äâîéíîãî ñëîÿ ïðèâîäÿò-

ñÿ â âèäå òàáëèöû èíòåãðàëîâ.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà

∮
∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =

{
0 (e),

−4π (i),

∮
x′

∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =

{
4πM10(ξ)x (e),

−4π(1−M10)x (i),

∮
x′

2 ∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =





4πa2
(
M20x

2 + M11y
2−

−M10) (e),

−4πa2
[
M10 −

(
M20 − a−2

)
x2−

−M11y
2
]

(i),

∮
x′y′

∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =

{
4π(a2 + b2)M11(ξ)xy (e),

−4π
[
1− (a2 + b2)M11

]
xy (i),

∮
x′

3 ∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =





6πa2x
{
M10 − a2M20 − 1

3 (M20−
− a2M30

)
x2 −

(
M11 − a2M21

)
y2
}

(e),

−4πx3 + 6πa2x
{
M10 − a2M20 − 1

3 (M20−
−a2M30

)
x2 −

(
M11 − a2M21

)
y2
}

(i),

∮
x′

2
y′

∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ =





2πa2y
{
M01 − (a2 + 2b2)M11 − [M11−

− (a2 + b2)M21

]
x2 − 1

3 [M02−
−(a2 + b2)M12

]
y2
}

(e),

2πa2y
{
M01 − (a2 + 2b2)M11 − [M11−

− (a2 + b2)M21

]
x2 − 1

3 [M02−
−(a2 + b2)M12

]
y2
}
− 4πx2y (i),

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå R = |r− r′| äëÿ ìîäóëÿ ðàçíîñòè äâóìåðíûõ
ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ.





×àñòü II

ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ

ÌÓËÜÒÈÏÎËÈ
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Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå

ïîòåíöèàëà ñèñòåìû çàðÿäîâ

� 30. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïðîáëåìà ðàçëîæåíèÿ ïî ìóëüòèïîëÿì ïîòåíöèàëà âíå ñîçäàþùåé åãî

îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ ðàññìàòðèâà-

åòñÿ âî ìíîãèõ êíèãàõ ïî ýëåêòðîäèíàìèêå (ñì., íàïðèìåð, [101,159,314,346,

483℄), à òàêæå â [31, 300, 353, 386, 411℄. Áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì ïî ñòåïå-

íÿì êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ðàçëîæåíèå âíåøíåãî ïîòåíöèàëà ñëóæèò îòíîøå-

íèå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà R ñèñòåìû çàðÿäîâ (îáû÷íî ýòî ðàäèóñ ñ�åðû,

îõâàòûâàþùåé âñå çàðÿäû) ê ðàññòîÿíèþ r= |r| äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, îò-

ñ÷èòûâàåìîìó îò öåíòðà ñ�åðû. Ïîñêîëüêó óêàçàííûé ïàðàìåòð ìåíüøå

åäèíèöû, òî ïîëó÷àþùèéñÿ ðÿä

ϕ = ϕ(0) + ϕ(1) + ϕ(2) + . . .+ ϕ(n) + . . . , (30.1)

ãäå òàê íàçûâàåìûé ïîòåíöèàë 2n�ïîëÿ ϕ(n)
ïðîïîðöèîíàëåí 1/rn+1

, äîë-

æåí ñõîäèòüñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Òåîðåòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ðÿäà (30.1) ñâÿçàíî ñ ââåäåíèåì ñïåöèàëüíûõ

òåíçîðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû çàðÿäîâ (ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ)

íà îñíîâå èõ ñòðîãîãî àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ

1

. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë

ϕ(n)
âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç òåíçîð 2n�ïîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Ïðèìå÷àòåëüíûì êà÷åñòâîì ðÿäà (30.1) ÿâëÿåòñÿ åãî óíèâåðñàëüíîñòü: áó-

äó÷è âûðàæåí ÷åðåç ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ðÿä (30.1) èìååò ñîâåðøåííî

îäèíàêîâûé âèä äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (îãðàíè÷åííûõ â ïðîñòðàíñòâå) ñèñòåì

çàðÿäîâ, êàê äèñêðåòíî, òàê è íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ

2

.

�àâåíñòâî (30.1) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â íà÷àëå êîîðäèíàò (öåíòðå ñ�åðû,

îõâàòûâàþùåé ñèñòåìó çàðÿäîâ) ðàñïîëîæèòü òî÷å÷íûå ìóëüòèïîëè, ìî-

ìåíòû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòà-

ìè ñèñòåìû çàðÿäîâ, òî â ïðîñòðàíñòâå âíå ñ�åðû îáå ñèñòåìû èñòî÷íèêîâ

õàðàêòåðèçóþòñÿ îäèíàêîâûìè ïîòåíöèàëàìè.

1

Ïðàâäà, ÷èñòî òåíçîðíîå îïèñàíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îãðàíè÷èâàåòñÿ îáû÷�

íî [159,314,346,483℄ òîëüêî äèïîëüíûì è êâàäðóïîëüíûì ýëåêòðè÷åñêèìè ìîìåíòàìè,

òîãäà êàê îáùåå îïðåäåëåíèå 2n�ïîëüíîãî ìîìåíòà äàåòñÿ â òåðìèíàõ ñ�åðè÷åñêèõ êî�

îðäèíàò è �óíêöèé.

2

Âñÿ êîíêðåòíàÿ êîëè÷åñòâåííàÿ èí�îðìàöèÿ, îòëè÷àþùàÿ îäíó ñèñòåìó çàðÿäîâ îò

äðóãîé, ¾óïðÿòàíà¿ â ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, âñå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ñèñòåìû çàðÿäîâ, çà èñêëþ-

÷åíèåì åå ïîëíîãî çàðÿäà (ìîíîïîëÿ), çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ìîìåíò 2n�ïîëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò, ò. å. îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî, òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå 2l�ïîëüíûå ìîìåíòû ñèñòåìû

çàðÿäîâ, ãäå 0 6 l 6 n−1, ðàâíû íóëþ (ñì., íàïðèìåð, [79℄).

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû çàðÿäîâ, ò. å. ïðè r≫R, êàæäûé
ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (30.1) ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì, òàê

÷òî ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ïåðâûì îòëè÷íûì îò íóëÿ ÷ëåíîì

ýòîãî ðÿäà.

Ñêàçàííûì ìû ïîïûòàëèñü ñõåìàòè÷åñêè êðàòêî îáðèñîâàòü êðóã âîïðî-

ñîâ, òðàäèöèîííî èçëàãàåìûé â ëèòåðàòóðå â ñâÿçè ñ ìóëüòèïîëüíûì ðàç-

ëîæåíèåì ïîòåíöèàëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû çàðÿäîâ, îïóñêàÿ çäåñü

äåòàëè, îòíîñÿùèåñÿ, ñêàæåì, ê ñâîéñòâàì äèïîëüíûõ è êâàäðóïîëüíûõ ïî-

ëåé.

Ïî ïðè÷èíàì, îáóñëîâëåííûì öåëÿìè äàííîé êíèãè, óïîòðåáëåííûé â

íåé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ ïðîáëåìû ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåí-

öèàëà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò òðàäèöèîííîãî. �àçëè÷èÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäó-

þùåìó.

1. Ïîñòðîåíèå ðàçëîæåíèÿ (30.1), âêëþ÷àþùåå àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëå-

íèå ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ñèñòåìû, âåäåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî â ðàìêàõ

òåíçîðíîãî îïèñàíèÿ. Èçëîæåíèå ýòîãî âîïðîñà îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû,

äîñòèãíóòûå, â ÷àñòíîñòè, â [511℄ è [458℄. Â äàííîé êíèãå îáðàùåíèå ê òåí-

çîðíîìó îïèñàíèþ � ýòî íå ïðèõîòü, à îáóñëîâëåííîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ íåîá-

õîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ �îðìóë I-îé ÷àñòè, âûðàæåííûõ â òåðìèíàõ äå-

êàðòîâûõ êîîðäèíàò.

2. �ÿä (30.1) òðàêòóåòñÿ çäåñü íå ñòîëüêî êàê ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî

àñèìïòîòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòå-

ìû çàðÿäîâ, ñêîëüêî êàê îäíà èç ìîäè�èêàöèé òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà (Ëàïëàñà) äëÿ îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê

ñèñòåìå çàðÿäîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äàííîé êíèãå äëÿ âñåõ çàäà÷ î

ñòàöèîíàðíûõ ïîëÿõ îòûñêèâàþòñÿ òîëüêîòî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Òàêèå ðåøåíèÿ, åñòåñòâåííî, äîëæíû ñîäåðæàòü òî÷íûå âûðàæåíèÿ ìóëü-

òèïîëüíûõ ìîìåíòîâ. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïëîòíîñòüþ,

è îãðàíè÷åííûé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû) íàáîð òåë: øàð

(� 37) è ýëëèïñîèä.

3. Ïàðàëëåëüíî ñ îáùåïðèíÿòûìè îáîçíà÷åíèÿìè òåíçîðîâ è òåíçîðíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ òåíçîðíûõ èíäåêñîâ, ìû èñïîëüçóåì òàêæå (ïðè÷åì

ïî íåîáõîäèìîñòè, à íå òîëüêî ýêîíîìíîãî íàïèñàíèÿ ðàäè) òàê íàçûâàåìóþ

òðåõèíäåêñíóþ çàïèñü êàê ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí, òàê è òåíçîðîâ (â ïîñëåä-

íåì ñëó÷àå òàêàÿ âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà ñîâîêóïíîñòü

èíäåêñîâ, ïî êîòîðûì òåíçîð ñèììåòðè÷åí) è ñîñòàâëåííûõ èç íèõ ñîîòíî-

øåíèé

1

.

1

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè èçëîæåíèè âîïðîñà î ïðåäñòàâëåíèè çàðÿäîâûõ ñèñòåì ïðè

ïîìîùè ìóëüòèïîëåé â [101℄ èñïîëüçîâàëñÿ òðåõèíäåêñíûé ñïîñîá íàïèñàíèÿ. Ïðàâäà, ñ

åäèíñòâåííîé öåëüþ � ïðèäàòü �îðìóëàì ìåíåå ãðîìîçäêèé âèä.
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Èíòåãðàëû, âûðàæàþùèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå îáúåìíûå

Φ(r) =

∫
̺(r′) dV ′

|r−r′| (31.1)

èëè ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû

Ψ(r) =

∫
σ(r′) dS′

|r−r′| , (31.2)

ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ïîäûíòåãðàëüíîãî ÿäðà âåëè÷èíó 1/ |r−r′|. Ïîñëåäíÿÿ,
êàê èçâåñòíî, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∆
1

|r−r′| = − 4π δ(r−r′), (31.3)

ãäå δ(r−r′) � òðåõìåðíàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë

1

(â òî÷êå r ) åäèíè÷íîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ðàñïî-
ëîæåííîãî â òî÷êå r′ .

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó äëÿ ðÿäà Òåéëîðà

f(r−r′) =
∞∑

n=0

(−1)n
n!

x′i1 · · · x′in ∇i1 · · · ∇inf(r), (31.4)

çàïèøåì ïîòåíöèàë 1/ |r−r′| â âèäå ðÿäà ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì r

1

|r−r′| =
∞∑

n=0

(−1)n
n!

x′i1 · · · x′in ∇i1 · · · ∇in
1

r
. (31.5)

Â ýòèõ �îðìóëàõ ∇i≡
∂

∂xi
� äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî îïåðàòîðà

�àìèëüòîíà ∇. Êðîìå òîãî, çäåñü è âñþäó äàëåå ïî êàæäîé ïàðå âñòðå÷àþ-

ùèõñÿ â ¾îäíî÷ëåííîì¿ âûðàæåíèè ñîâïàäàþùèõ (òàê íàçûâàåìûõ íåìûõ)

òåíçîðíûõ èíäåêñîâ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì íåìîé èí-

äåêñ (íàïðèìåð, i èëè il) ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
x, y, z).

Ïåðåïèøåì (31.5) â âèäå

1

|r−r′| =
∞∑

n=0

x′i1 · · · x′in
n! r2n+1

θi1...in(r) , (31.6)

ãäå

θi1...in(r) = r2n+1 (−∇i1) · · · (−∇in)
1

r
(n = 0, 1, 2, . . .). (31.7)

Îïðåäåëåííûé �îðìóëîé (31.7) òåíçîð n-ãî ðàíãà θi1...in(r) áóäåì íàçûâàòü

ÿäðîì 2n-ïîëüíîãî ìîìåíòà.

1

Îòìåòèì ñèììåòðèþ ïîòåíöèàëà 1/ |r− r′|, ñîñòîÿùóþ â âîçìîæíîñòè âçàèìíîé çà�

ìåíû r↔r′ òî÷êè íàáëþäåíèÿ r è òî÷êè èñòî÷íèêà r′ .
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Èç (31.7) âèäíî, ÷òî òåíçîð θi1...in(r) ñèììåòðè÷åí ïî ëþáîé ïàðå èí-

äåêñîâ, à êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè n. Ó÷èòû-

âàÿ òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ 1/r óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∇ 2 1

r
= 0,

çàêëþ÷àåì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà θi1...in(r) � ýòî íå

òîëüêî îäíîðîäíûé, íî è ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì

1

, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òî

ñâåðòêà (óïðîùåíèå) òåíçîðà θi1...in(r) ïî ëþáûì äâóì èíäåêñàì (ïîíÿòíî,

÷òî ïðè ýòîì n > 2) ðàâíà íóëþ2

.
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Ñ.Ï. Å�èìîâûì [458℄ áûë âûÿâëåí âåêòîðíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþò ðåêóððåíòíóþ ñâÿçü ìåæäó ÿä-

ðàìè (31.7) ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ðàçëè÷íûõ ðàíãîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò

ïîëó÷åí áëàãîäàðÿ îáðàùåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ èíâåðñèè.

Íà÷èíàÿ ñ ¾Òðàêòàòà îá ýëåêòðè÷åñòâå¿ [238℄ Ìàêñâåëëà, îïèðàþùèéñÿ

íà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìåòîä èíâåðñèè îñâåùàåòñÿ âî ìíîãèõ ðóêîâîäñòâàõ

ïî ýëåêòðîìàãíåòèçìó (ñì., íàïðèìåð, [159,221,450,484℄) êàê îäèí èç ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè, ïîçâîëÿþùèé ïî èçâåñòíîìó ðåøåíèþ

îäíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è íàõîäèòü ðåøåíèå äðóãîé. Ñëåäóÿ Ñ.Ï. Å�èìîâó,

ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíâåðñèè íå â ïîëíîì îáúåìå, ïîñêîëüêó â äàí-

íîì ñëó÷àå ðå÷ü íå èäåò î ðåøåíèè êàêîé-ëèáî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è.

Èíâåðñèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè ðàäèóñà-âåêòîðà, ò. å.

â çàìåíå

r =
R2

r̃2
r̃ èëè xk =

R2

r̃2
x̃k. (32.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîäóëè ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

r =
R2

r̃
. (32.2)

Çäåñü R � òàê íàçûâàåìûé ðàäèóñ èíâåðñèè

3

, ÿâëÿþùèéñÿ ïîñòîÿííîé âå-

ëè÷èíîé.

Óêàæåì âàæíûå äëÿ íàøèõ öåëåé ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè.

1. Åñëè ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè ê îäíîðîäíîìó ïîëèíîìó

Hn(r) ñòåïåíè n:

Hn(r) = Hn

(
R2

r̃2
r̃

)
=
R2n

r̃2n
Hn(r̃), (32.3)

òî, êàê âèäíî èç (32.3), ïîëèíîì ïðåîáðàçóåòñÿ ñàì â ñåáÿ, ïîïóòíî ïðèîá-

ðåòàÿ ìíîæèòåëü R2n
/
r̃2n.

2. Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ (â ñèëó (32.1)) ñîâïàäà-

þò:

ni =
xi
r

=
x̃i
r̃

= ñi. (32.4)

1

Îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü øàðîâû�

ìè �óíêöèÿìè.

2

Òåíçîðû, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü ïðè ñâåðòûâàíèè ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ, íàçûâà�

þòñÿ íåïðèâîäèìûìè: èç íèõ íåâîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè îáðàçîâàòü òåíçîð áîëåå

íèçêîãî ðàíãà.

3

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, (32.2) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè íà ñ�åðå ðàäè�

óñà R ñ öåíòðîì èíâåðñèè, ðàñïîëîæåííîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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3. Ïðîèçâîäíàÿ ∂xk/∂x̃i ðàâíà

∂xk
∂x̃i

=
R2

r̃2
(δik − 2ñiñk) . (32.5)

4. Ïîýòîìó äåêàðòîâà êîìïîíåíòà îïåðàòîðà �àìèëüòîíà åñòü

∇k≡
∂

∂xk
=
∂x̃i
∂xk

∂

∂x̃i
=
R2

r2
(δik−2nink)

∂

∂x̃i
=
R2

r2
(δik−2ñiñk) ∇̃i. (32.6)

Â âåêòîðíîì âèäå (32.6) ïðèîáðåòàåò âèä

∇ =
1

R2

(
r̃2∇̃− 2 r̃(r̃ ∇̃)

)
. (32.7)

5. Ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè (32.1) è îäíîâðåìåííàÿ çàìåíà ¾ñòàðîãî¿

ïîòåíöèàëà ϕ ¾íîâûì¿ ϕ̃ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé

ϕ̃(r̃) =
R

r̃
ϕ

(
R2

r̃2
r̃

)
(32.8)

îáåñïå÷èâàåò èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Èñïîëüçóÿ (32.7) è (32.8), ïîëó÷àåì

R3∇2
kϕ=∇k

(
r̃2δik−2x̃ix̃k

)
∇̃i (r̃ϕ̃)=∇k

(
r̃3∇̃kϕ̃− r̃x̃kϕ̃−2 r̃x̃ix̃k∇̃iϕ̃

)
.

Âíîâü èñïîëüçóÿ (32.7), áóäåì èìåòü

R5∇2
kϕ=

(
r̃2δkm−2x̃kx̃m

)
∇̃m

(
r̃3∇̃kϕ̃− r̃x̃kϕ̃−2 r̃x̃ix̃k∇̃iϕ̃

)
=

=
(
r̃2δkm−2x̃kx̃m

)(
r̃3∇̃k∇̃mϕ̃− 2 r̃x̃ix̃k∇̃i∇̃mϕ̃+ 3 r̃x̃m∇̃kϕ̃−

−2 x̃ix̃kx̃m
r̃
∇̃iϕ̃− 3r̃x̃k∇̃mϕ̃− 2 r̃δkmx̃i∇̃iϕ̃−

x̃kx̃m
r̃

ϕ̃− δkmr̃ϕ̃
)
.

Íàêîíåö, ïåðåìíîæàÿ âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∆ϕ=
r̃5

R5
∆̃ϕ̃. (32.9)

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∆ϕ=0, òî è ∆̃ϕ̃=0 (è íàîáîðîò).

� 33. Îïåðàòîð Ñ.Ï. Å�èìîâà

Â ðåçóëüòàòå èíâåðñèè ïîòåíöèàë

1

|r−r′| â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé

(32.8) ïðèîáðåòàåò âèä

R

r̃ | (R2/ r̃2) r̃−r′| . Ïðåîáðàçóþòñÿ è ïðàâûå ÷àñòè âû-
ðàæåíèé (31.5) è (31.6). Òàê, êàæäîìó ñëàãàåìîìó ¾ïîëóïðåîáðàçîâàííîé¿

ïðàâîé ÷àñòè (31.5) óäàåòñÿ ïðèäàòü �àêòîðèçîâàííûé âèä:

R

r̃ | (R2/ r̃2) r̃−r′| =
1

R

∞∑

n=0

x′i1 · · · x′in
n!

(
−1

r̃
∇i1 r̃

)
· · ·
(
−1

r̃
∇in r̃

)
. (33.1)
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Ñîìíîæèòåëè, âõîäÿùèå â ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ â (33.1), ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñóòü êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî äè��åðåí-

öèàëüíîãî îïåðàòîðà [458℄

˜̂
D = −R

2

r̃
∇r̃. (33.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàòîð

˜̂
D âîçäåéñòâóåò íà �óíêöèþ èíâåðòèðîâàííîé êî-

îðäèíàòû, è èñïîëüçóÿ (32.7), óñòàíàâëèâàåì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà:

˜̂
D = 2 r̃(r̃ ∇̃)− r̃2∇̃+ r̃. (33.3)

Äåéñòâèòåëüíî,

˜̂
Dif(r̃) = −

R2

r̃
∇ir̃f(r̃) = −

1

r̃

(
r̃2δik − 2 x̃ix̃k

) ∂

∂x̃k
(r̃f(r̃)) =

=

(
2x̃i(r̃∇̃)− r̃2 ∂

∂x̃i
+ x̃i

)
f(r̃).

Ïåðåïèøåì (33.1), èñïîëüçóÿ (33.2). �åçóëüòàò èìååò âèä

R

r̃ | (R2/ r̃2) r̃−r′| =
1

R2n+1

∞∑

n=0

x′i1 · · · x′in
n!

˜̂
Di1 · · ·

˜̂
Din1. (33.4)

×òî êàñàåòñÿ ïðåîáðàçîâàííîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç (31.6),

òî îíî, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî (32.3), èìåþùåå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê

êîìïîíåíòàì òåíçîðà θi1...in(r), ïðèîáðåòàåò âèä

R

r̃ | (R2/ r̃2) r̃−r′| =
1

R2n+1

∞∑

n=0

x′i1 · · · x′in
n!

θi1...in(r̃). (33.5)

Ñîïîñòàâëåíèå (33.4) è (33.5) ïðèâîäèò ê âàæíîìó ðåçóëüòàòó:

θi1...in(r) = D̂i1 · · · D̂in1, (33.6)

êîòîðûé çàïèñàí íå äëÿ èíâåðòèðîâàííûõ, à äëÿ èñõîäíûõ êîîðäèíàò. Òàê

÷òî çäåñü � â ñîîòâåòñòâèè ñ (33.3) � îïåðàòîð D̂ åñòü

D̂ = 2 r(r∇)− r2∇+ r. (33.7)

�àâåíñòâî (33.6) îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð D̂ îïðåäåëÿåò ðåêóðñèþ ÿäåð

ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ:

θi1...in(r) = D̂inθi1...in−1
(r). (33.8)

Ëþáûå äâå êîìïîíåíòû îïåðàòîðà Ñ.Ï. Å�èìîâà D̂i êîììóòèðóþò (ïå-

ðåñòàíîâî÷íû):

D̂iD̂j = D̂jD̂i. (33.9)

Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. À âîò åãî îòñóòñòâèå îçíà-

÷àëî áû íåñîâìåñòèìîñòü � êàê ýòî ñëåäóåò èç (33.6) � ñ óæå óñòàíîâëåííûì

ñâîéñòâîì ñèììåòðèè òåíçîðà θi1...in(r) ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ.
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Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò è òî, ÷òî êâàäðàò âåêòîðíîãî

îïåðàòîðà D̂ ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó Ëàïëàñà:

D̂2 = r4∆. (33.10)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñî ñâîéñòâîì ¾íåïðèâîäèìîñòè¿ ÿäðà θi1...in
ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà, ò. å. ñ îáðàùåíèåì â íóëü ñâåðòêè ýòîãî òåíçî-

ðà ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ.

� 34. ßâíûé âèä òåíçîðà θi1...in(r)

Ôîðìóëû (33.6) è (33.7) ïîçâîëÿþò îáðàòèòüñÿ ê âîïðîñó î ÿâíîì âèäå

ÿäðà 2n-ïîëüíîãî ìîìåíòà.
Äëÿ ÿäåð ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûì çíà-

÷åíèÿì n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, íåïîñðåäñòâåííûé ðàñ÷åò ïî ëþáîé èç �îðìóë

(31.7) èëè (33.6) äàåò

θ(0)= 1, θi= xi, θij = 3xixj − r2δij ,
θijk = 3(5xixjxk − r2 〈〈δijxk〉〉),

θijkl=3(35xixjxkxl−5r2 〈〈δijxkxl〉〉+r4 〈〈δijδkl〉〉),
θijklm=15(63xixjxkxlxm−7r2 〈〈δijxkxlxm〉〉+r4 〈〈δijδklxm〉〉).





(34.1)

Çäåñü è äàëåå äâîéíûìè óãëîâûìè ñêîáêàìè (¾êàâû÷êàìè¿) 〈〈. . .〉〉 îáî-
çíà÷åíà îïåðàöèÿ ñïåöèàëüíîé ñèììåòðèçàöèè. Îíà ñîñòîèò â ïðèáàâëåíèè

ê òåíçîðó, çàêëþ÷åííîìó â êàâû÷êè, âñåõ ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåãî íåñîâïà-

äàþùèõ òåíçîðîâ ïðè âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâêàõ åãî èíäåêñîâ. Òàê íà-

ïðèìåð,

〈〈δijxk〉〉 ≡ δijxk + δikxj + δjkxi, 〈〈δijδkl〉〉 ≡ δijδkl + δikδjl + δilδjk,

〈〈δijxkxl〉〉 ≡ δijxkxl + δikxjxl + δjkxixl + δilxjxk + δjlxixk + δklxixj .

Âõîäÿùèå â (34.1) �îðìóëû äëÿ òåíçîðîâ θi1...in(r) ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ

ðàíãîâ ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî îáîáùàþùèìè èõ äâóìÿ �îðìóëà-

ìè:

θi1i2...i2l =

l∑

k=0

(−1)k(4l−2k−1)!! r2k
〈〈←→

δ
(2k)←→x (2l−2k)

〉〉
(l = 0, 1, . . .),

(34.2)

θi1i2...i2l+1
=

l∑

k=0

(−1)k(4l−2k+1)!! r2k
〈〈←→

δ
(2k)←→x (2l−2k+1)

〉〉
(l = 0, 1, . . .),

(34.3)
ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóåòñÿ âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå

←→
δ

(2p)←→x (q) ≡ δi1i2δi3i4 · · · δi2p−1i2pxi2p+1
xi2p+2

· · ·xi2p+q
. (34.4)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (34.2) è (34.3) â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî çàìåíèòü

îäíîé �îðìóëîé

θi1...in =

[n2 ]∑

k=0

(−1)k(2n−2k−1)!! r2k
〈〈
δi1i2 · · · δi2k−1i2kxi2k+1

· · ·xin
〉〉
, (34.5)
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íå çàâèñÿùåé îò ÷åòíîñòè òåíçîðíîãî ðàíãà. Çäåñü [A] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñ-

ëà A. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ñóììà

〈〈←→
δ

(2p)←→x (q)
〉〉

ñîäåðæèò, î÷åâèäíî,

(2p+ q)!

2p p ! q!
ñëàãàåìûõ.

Íàøà çàäà÷à � äîêàçàòü, ÷òî �îðìóëà (34.5) âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, à íå òîëüêî äëÿ ïðèìåðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ íàáîð

(34.1). Ñäåëàåì ýòî [460℄, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (34.5) ñïðàâåäëèâà äëÿ òåíçîðà ïðåäûäóùåãî ðàíãà,

ò. å.

θi1...in−1
=

[n−1

2 ]∑

k=0

(−1)k(2n−2k−3)!! r2k
〈〈←→

δ
(2k)←→x (n−1−2k)

〉〉
, (34.6)

è ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîêàæåì, ÷òî âîçäåéñòâèå íà (34.6) îïåðàòîðà D̂in

ïðèâîäèò ê (34.5), êàê ýòî è äîëæíî áûòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (33.8).

Îïåðàòîð D̂in óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ

D̂in = D̂
(1)
in

+ D̂
(2)
in
, (34.7)

ãäå

D̂
(1)
in

= xin

(
1 + 2 xj

∂

∂xj

)
, D̂

(2)
in

= − r2 ∂

∂xin
. (34.8)

Ïðèìåíåíèå D̂
(1)
in

äàåò

D̂
(1)
in
θi1...in−1

=(2n− 1)!!xi1 · · ·xin+

+

[n−1

2 ]∑

k=1

(−1)k(2n−1)(2n−2k−3)!! r2kxin
〈〈←→
δ

(2k)←→x (n−1−2k)
〉〉
, (34.9)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñóììû ïî k ïðåäñòàâëåíî ñàìîñòîÿòåëüíî. �åçóëüòàò

âîçäåéñòâèÿ D̂
(2)
in

åñòü

D̂
(2)
in
θi1...in−1

=

[n−1

2 ]∑

k=1

(−1)k+12k(2n−2k−3)!! r2kxin
〈〈←→
δ

(2k)←→x (n−1−2k)
〉〉

+

+

[n−1

2 ]∑

k=0

(−1)k+1(2n−2k−3)!! r2k+2
〈〈
δi1i2 · · · δi2k−1i2kδi2k+1inxi2k+2

· · ·xin−1

〉〉
.

(34.10)

Âòîðàÿ ñóììà ïî k â (34.10) âîçíèêëà â ðåçóëüòàòå äè��åðåíöèðîâàíèÿ

ïî xin ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò, çàêëþ÷åííûõ â ñêîáêè-êàâû÷êè âûðàæå-

íèÿ (34.6). Ïîýòîìó íà èíäåêñ in âî âòîðîé ñóììå â (34.10) � îí âûäåëåí

ïîëóæèðíûì øðè�òîì � îïåðàöèÿ ñèììåòðèçàöèè 〈〈. . .〉〉 íå ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñà in ó êîîðäèíàò âíóòðè ñêîáîê-êàâû÷åê

âî âòîðîé ñóììå áûòü íå ìîæåò.
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Ñêëàäûâàÿ (34.9) è (34.10) è îäíîâðåìåííî çàìåíÿÿ âî âòîðîé ñóììå

(34.10) èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k→ k − 1, ïîëó÷àåì

D̂in θi1...in−1
= (2n− 1)!!xi1 · · ·xin+

+

[n−1

2 ]∑

k=1

(−1)k(2n− 2k −1)!! r2kxin
〈〈←→
δ

(2k)←→x (n−1−2k)
〉〉

+

+

[n−1

2 ]+1∑

k=1

(−1)k(2n−2k−1)!! r2k
〈〈
δi1i2 · · · δi2k−3i2k−2

δi2k−1inxi2k · · ·xin−1

〉〉
. (34.11)

Çàêëþ÷èòåëüíóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà óäîáíî ïðîâîäèòü, ðàññìàòðèâàÿ

ñëó÷àè íå÷åòíûõ è ÷åòíûõ n ïî îòäåëüíîñòè.

Ïóñòü n = 2l+ 1. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â ñóììå (34.6) ïîñëåäíèé

÷ëåí íå ñîäåðæèò êîîðäèíàò âíóòðè ñêîáîê-êàâû÷åê. Åãî äè��åðåíöèðî-

âàíèå ïî êîîðäèíàòå ïðèâîäèò, ñëåäîâàòåëüíî, ê íóëþ. Ïîýòîìó ðåàëüíûé

âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ âî âòîðîé ñóììå â (34.10) (à çíà÷èò, è â ïî-

ñëåäíåé ñóììå â (34.11)) íà åäèíèöó ìåíüøå óêàçàííîãî. Òàêèì îáðàçîì, èç

(34.11) íàõîäèì

D̂i2l+1
θi1...i2l = (4l + 1)!!xi1 · · ·xi2l+1

+

+

l∑

k=1

(−1)k(4l− 2k +1)!! r2kxi2l+1

〈〈←→
δ

(2k)←→x (2l−2k)
〉〉

+

+

l∑

k=1

(−1)k(4l−2k+1)!! r2k
〈〈
δi1i2 · · · δi2k−3i2k−2

δi2k−1i2l+1
xi2k · · ·xi2l

〉〉
.

(34.12)

Âíåñåíèå âåëè÷èíû xi2l+1
â ïåðâîé ñóììå â (34.12) âíóòðü ñêîáîê-êàâû÷åê

1

è ïîñëåäóþùåå îáúåäèíåíèå ïåðâîé è âòîðîé ñóìì ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü

ðåçóëüòàò â âèäå

D̂i2l+1
θi1...i2l = (4l + 1)!!xi1 · · ·xi2l+1

+

+

l∑

k=1

(−1)k(4l−2k+1)!! r2k
〈〈←→

δ
(2k)←→x (2l−2k+1)

〉〉
, (34.13)

â êîòîðîì âûäåëåíèå èíäåêñà i2l+1 óòðàòèëî ñìûñë, à ñàìà �îðìóëà (34.13)

îòëè÷àåòñÿ îò (34.3) ëèøü òåì, ÷òî ñëàãàåìîå ñóììû (34.3), ñîîòâåòñòâó-

þùåå k = 0, çàïèñàíî â (34.13) îòäåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (34.3)

äîêàçàíà.

1

Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ïðîöåäóðà ñèììåòðèçàöèè íà èíäåêñ i2l+1 íå äîëæíà ðàñïðî�

ñòðàíÿòüñÿ, òàê ÷òî â ïåðâîé ñóììå â (34.12) ýòîò � âûäåëåííûé � èíäåêñ ó ñèìâîëîâ

Êðîíåêåðà íå âîçíèêíåò.
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Ïóñòü òåïåðü n = 2l. Ïåðåïèøåì (34.11), ïðè÷åì â ïîñëåäíåé ñóììå

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâèì ñàìîñòîÿòåëüíî. Áóäåì èìåòü

D̂i2l θi1...i2l−1
=

= (4l − 1)!!xi1 · · ·xi2l +
l−1∑

k=1

(−1)k(4l− 2k −1)!! r2kxi2l
〈〈←→
δ

(2k)←→x (2l−1−2k)
〉〉
+

+

l−1∑

k=1

(−1)k(4l−2k−1)!! r2k
〈〈
δi1i2 · · · δi2k−3i2k−2

δi2k−1i2lxi2k · · ·xi2l−1

〉〉
+

+ (−1)l (2l − 1)!! r2l
〈〈
δi1i2 · · · δi2k−3i2k−2

δi2k−1i2l

〉〉
. (34.14)

Îñòàþùèåñÿ äåéñòâèÿ, â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íûå íå÷åòíîìó ñëó÷àþ, ñâîäÿò-

ñÿ ê âíåñåíèþ êîîðäèíàòû xi2l â ïåðâîé ñóììå â (34.14) âíóòðü ñêîáîê-

êàâû÷åê, îáúåäèíåíèþ ïåðâîé è âòîðîé ñóìì, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îïåðà-

öèÿ ñèììåòðèçàöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà èíäåêñ i2l, è êîíñòàòàöèè ñîâ-

ïàäåíèÿ ïîëó÷åííîãî ñ �îðìóëîé (34.2). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî

îáùåé �îðìóëû (34.5).

Êàê ÿâñòâóåò èç �îðìóëû (34.5) (èëè èç åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (34.13) è

(34.14)),

òåíçîð θi1...in åñòü ñóììà, ñëàãàåìûå êîòîðîé ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò è ñèìâîëîâ

Êðîíåêåðà, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî (ïåðâîãî) ñëàãà-

åìîãî, âîîáùå íå ñîäåðæàùåãî ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà.





(34.15)

Íèæå äàåòñÿ òàáëèöà äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò ÿäåð ìóëüòèïîëüíûõ ìî-

ìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåííûì â (34.1).

Òàáëèöà äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò òåíçîðà θi1...in(r)

θ(0)= 1; θx= x; θxx = 2x2−y2−z2, θxy = 3xy;

θxxx=3x
(
2x2−3y2−3z2

)
, θxxy=3y

(
x2−y2−z2

)
, θxyz=15xyz;

θxxxx = 3
(
8x4+ 3y4+ 3z4− 24x2y2− 24x2z2+ 6y2z2

)
,

θxxyy = −3
(
4x4+ 4y4− z4− 27x2y2+ 3x2z2+ 3y2z2

)
,

θxxxy = 15xy
(
4x2−3y2−3z2

)
, θxxyz = 15yz

(
x2− y2− z2

)
;

θxxxxx = 15x
(
8x4+ 15y4+ 15z4− 40x2y2− 40x2z2+ 30y2z2

)
,

θxxxyy = −15x
(
4x4+ 18y4− 3z4− 41x2y2+ x2z2+ 15y2z2

)
,

θxxxxy = 45y
(
8x4+ y4+ z4− 12x2y2− 12x2z2+ 2y2z2

)
,

θxxxyz = 315xyz
(
2x2− y2− z2

)
.
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� 35. Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

è ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, íàïîìíèì âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî óæå

óñòàíîâëåííûå ðåçóëüòàòû. �å÷ü èäåò î �îðìóëå (31.6)

1

|r−r′| =
∞∑

n=0

x′i1 · · · x′in
n! r2n+1

θi1...in(r) , (35.1)

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (34.5)

θi1...in = (2n− 1)!!xi1 · · ·xin+

+

[n2 ]∑

k=1

(−1)k(2n− 2k −1)!! r2k
〈〈←→
δ

(2k)←→x (n−2k)
〉〉
, (35.2)

ïðè÷åì òåíçîð θi1...in � íåïðèâîäèì, ò. å. åãî ñâåðòêà ïî ëþáîé ïàðå èíäåê-

ñîâ ðàâíà íóëþ.

Ôîðìóëà (35.2), çàïèñàííàÿ äëÿ øòðèõîâàííûõ êîîðäèíàò, ïîçâîëÿåò

ïðèäàòü ðàçëîæåíèþ (35.1) ñèììåòðè÷íóþ �îðìó [458℄

1

|r−r′| =
∞∑

n=0

θi1...in(r
′) θi1...in(r)

n! (2n− 1)!! r2n+1
=

∞∑

n=0

2n

(2n)!

θi1...in(r
′) θi1...in(r)

r2n+1
. (35.3)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî, ñîãëàñíî (34.15), âñå ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ θi1...in(r
′),

êðîìå ïåðâîãî, ñîäåðæàò ñâîðà÷èâàåìûå ñ θi1...in(r) ñèìâîëû Êðîíåêåðà è

÷òî δi1i2θi1i2...in(r) ýêâèâàëåíòíî ñâåðòêå θjji3...in(r), êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ.

Îñíîâûâàÿñü íà òåõ æå ñîîáðàæåíèÿõ, ìîæíî òåïåðü âìåñòî θi1...in(r)
îñòàâèòü â (35.3) ëèøü ïåðâîå (íå ñîäåðæàùåå ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà) ñëàãà-

åìîå, äàâàåìîå (35.2). Òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî èìååì

1

|r−r′| =
∞∑

n=0

θi1...in(r
′)

n! r2n+1
xi1 · · · xin . (35.4)

Íàì îñòàëîñü ïîäñòàâèòü (35.4) â ëþáóþ èç �îðìóë (31.1), (31.2), ÷òîáû

ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíîå âûðàæåíèå

Φ(r)

Ψ(r)



 =

∞∑

n=0

1

n!
Qi1...in

xi1 · · · xin
r2n+1

, (35.5)

ãäå

Qi1...in =





∫
̺(r)θi1...in(r) dV,

∫
σ(r)θi1...in(r) dS

(n = 0, 1, 2, . . .) (35.6)
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ñîîòâåòñòâåííî

1

.

�àçëîæåíèå (35.5) � ýòî è åñòü ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà

ñèñòåìû ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, à �îðìóëû (35.6) è òà, ÷òî äàíà â ïðèìå-

÷àíèè, � ýòî îïðåäåëåíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ñèñòåìû çàðÿäîâ. Ýòè

îïðåäåëåíèÿ ïðîÿñíÿþò, â ÷àñòíîñòè, ïî÷åìó òåíçîð θi1...in(r) áûë íàçâàí

â � 31 ÿäðîì 2n-ïîëüíîãî ìîìåíòà.
Èç ýòèõ æå îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî áóäó÷è ñèììåòðè÷íûì è íåïðèâî-

äèìûì òåíçîð θi1...in(r) íàäåëÿåò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè è òåíçîð ìóëü-
òèïîëüíîãî ìîìåíòà (ðå÷ü èäåò èìåííî î òåíçîðàõ, ò. å. êîãäà ðàíã n > 2).

Åñëè â �îðìóëû (35.6) ïîäñòàâèòü ñóììó (35.2), òî áóäåì èìåòü

Qi1...in = (2n− 1)!! Ii1...in +

[n/2]∑

s=1

〈〈δi1i2 . . . δi2s−1i2sKi2s+1...in〉〉 , (35.7)

ãäå

Ii1...in =





∫
̺(r)xi1 · · · xin dV,

∫
σ(r)xi1 · · · xin dS

(35.8)

� ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿ òåëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòÿì ̺ è σ. Åñëè ýòè

ïëîòíîñòè òðàêòîâàòü êàê îòíîñÿùèåñÿ ê ìàññàì (à íå çàðÿäàì), òî òðåõèí-

äåêñíûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ (35.8), íàçûâàåìûå ¾ìîìåíòàìè èíåðöèè n-ãî
ïîðÿäêà¿, èñïîëüçóþòñÿ [456℄ â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà ïî ñòåïåíÿì R−1

.

Ëåãêî óñòàíàâëèâàåìàÿ �îðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ òåíçîð

←→
K , íàì íå ïîíàäî-

áèòñÿ.

Êàæäîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå â (35.7) ïîä çíàêîì ñèììåòðèçàöèè â ñóì-

ìå ïî s, ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ñèìâîë Êðîíåêåðà δij . Ïîñêîëüêó ñâåðòêà
íåïðèâîäèìîãî òåíçîðà ñ òåíçîðîì δij ïî îáîèì èíäåêñàì ïîñëåäíåãî ðàâíà

íóëþ, òî ïðè ïîëíîé ñâåðòêå òåíçîðà Qi1...in ñ ïðîèçâîëüíûì íåïðèâîäèìûì
òåíçîðîì Γi1...in èç (35.7) ñëåäóåò ïîëåçíîå ðàâåíñòâî

Qi1...inΓi1...in = (2n− 1)!!Ii1...inΓi1...in , (35.9)

ñâÿçûâàþùåå ìîìåíòû

←→
Q è

←→
I îäèíàêîâîãî ðàíãà îäíîé è òîé æå ïðîèç-

âîëüíîé ñèñòåìû çàðÿäîâ. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîñòü êàê ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ãåîìåòðèè îáëàñòè çàðÿäîâ, òàê è âèäà �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþ-

ùèõ èõ ïëîòíîñòè ̺ è σ.

� 36. Òåíçîðû θi1...in(r) è Qi1...in

â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè

Åñëè òåíçîð ñèììåòðè÷åí ïî âñåì èíäåêñàì, òî, î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ ëþáîé åãî êîìïîíåíòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü çàïèñü, â êîòîðîé ñíà-

1

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íå ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé êíèãå äèñêðåòíîé ñèñòåìû

òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîñëåäíåé äàåòñÿ òîé æå ïðàâîé ÷àñòüþ

(35.5), îäíàêî òåïåðü èíòåãðàëû (35.6) çàìåíÿþòñÿ ñóììîé ïî âñåì çàðÿäàì

Qi1...in =
∑

a

eaθi1...in (ra),

ãäå ea � âåëè÷èíà a-ãî çàðÿäà, à ra � åãî ðàäèóñ-âåêòîð.
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÷àëà ïðåäñòàâëåíû òîëüêî èíäåêñû x, çàòåì òîëüêî èíäåêñû y, à â êîíöå
òîëüêî èíäåêñû z. Èìåííî òàêîå íàïèñàíèå ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ óäîáíî
ïðåîáðàçîâàòü â òðåõèíäåêñíóþ çàïèñü. Â ÷åì îíà çàêëþ÷àåòñÿ, ïîíÿòíî èç

ïðèìåðà:

θklm ≡ θ x . . . x︸ ︷︷ ︸
k ðàç

y . . . y︸ ︷︷ ︸
l ðàç

z . . . z︸ ︷︷ ︸
m ðàç

, (36.1)

ïðè ýòîì ñóììà

k+l+m=n (36.2)

óêàçûâàåò ðàíã òåíçîðà.

Òðåõèíäåêñíàÿ çàïèñü îïåðàöèè ñâåðòêè ïðîèçâîëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà

←→α (i+j+k+2)
ðàíãà i+j+k+2 èìååò âèä

αi+2,j,k + αi,j+2,k + αi,j,k+2. (36.3)

Îòìåòèì, ÷òî ó âñåõ òðåõ êîìïîíåíò òåíçîðà

←→α , ó÷àñòâóþùèõ â ñâåðòêå,

ñîâïàäàåò ÷åòíîñòü ïåðâûõ (àíàëîãè÷íî � âòîðûõ èëè òðåòüèõ) èíäåêñîâ

òðåõèíäåêñíîé çàïèñè.

Òåíçîðû θi1...in(r) è Qi1...in íåïðèâîäèìû. Ïîýòîìó

θi+2,j,k + θi,j+2,k + θi,j,k+2 = 0 (i+j+k+2=n), (36.4)

êàê è äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî íåïðèâîäèìîãî òåíçîðà.

Îáðàòèìñÿ ê �îðìóëå (33.6), êîòîðàÿ â òðåõèíäåêñíîì íàïèñàíèè ïðè-

îáðåòàåò âèä

θαβγ(x, y, z) =
(
D̂x

)α (
D̂y

)β (
D̂z

)γ
· 1 (α+β+γ=n). (36.5)

Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ �óíêöèÿ (åäèíèöà), íà êîòîðóþ âîçäåéñòâóþò êîì-

ïîíåíòû âåêòîðíîãî îïåðàòîðà D̂j, ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé êàæäîé èç

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè íà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ

f(x, y, z), èìåþùóþ îïðåäåëåííóþ (ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷åòíîñòè) çàâèñèìîñòü

îò êàæäîé èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y, z, îäíîêðàòíî ïîäåéñòâîâàòü

êàêîé-ëèáî äåêàðòîâîé êîìïîíåíòîé âåêòîðíîãî îïåðàòîðà D̂, íàïðèìåð,

ñîîòâåòñòâóþùåé x-íàïðàâëåíèþ

D̂x = 2x

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z

)
− r2 ∂

∂x
+ x, (36.6)

òî ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ó ðåçóëüòèðóþùåé �óíêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ

f(x, y, z) èçìåíèòñÿ ÷åòíîñòü ïî êîîðäèíàòå x è ñîõðàíèòñÿ ÷åòíîñòü ïî

êîîðäèíàòàì y è z . Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

÷åòíîñòü ÷èñëà νi ó ïðîèçâîëüíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà

θν1ν2ν3(x1, x2, x3) â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè âñåãäà ñîâïàäà-

åò ñ ÷åòíîñòüþ çàâèñèìîñòè �óíêöèè θν1ν2ν3(x1, x2, x3)
îò ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû xi, ãäå i=1, 2, 3.





(36.7)

Íåñêîëüêî èíà÷å ãîâîðÿ, êîìïîíåíòà òåíçîðà θi1...il(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ÷åò-
íîé èëè íå÷åòíîé �óíêöèåé x ñîîòâåòñòâåííî òîìó, ÷åòíîå èëè íå÷åòíîå
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÷èñëî ðàç ñðåäè èíäåêñîâ i1, . . ., il âñòðå÷àåòñÿ èíäåêñ x . Ïîíÿòíî, ÷òî ñêà-
çàííîå ïðèìåíèìî è ê y, è ê z.

Èëëþñòðàöèåé ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëóæàò ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå â òàáëè-

öå, êîòîðîé çàêàí÷èâàåòñÿ � 34. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, èñïîëüçîâàíèå óòâåð-

æäåíèÿ (36.7) ñóùåñòâåííî óïðîùàåò àíàëèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå êðàåâûõ

çàäà÷ î òàê íàçûâàåìûõ àäåêâàòíûõ, èëè ýêâèâàëåíòíûõ, èñòî÷íèêàõ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè âûðàæåíèÿ (35.6) ïðåîáðà-

çóþòñÿ â

Qαβγ =





∫
̺(r)θαβγ(r) dV,

∫
σ(r)θαβγ(r) dS

(α+β+γ=n). (36.8)

�àññìîòðèì òåïåðü ñâåðíóòîå ïî âñåì èíäåêñàì ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñî-

âåðøåííî ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ, íàïðèìåð,

(←→α (ν)←→x (ν)
) ≡ αi1... iν xi1 · · · xiν . (36.9)

ãäå êàæäûé èç èíäåêñîâ in ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 èëè x, y, z. Ïðî-
èçâîëüíîå ñëàãàåìîå ñóììû (36.9), îòâå÷àþùåå íåêîòîðîé êîíêðåòíîé ðå-

àëèçàöèè ñîâîêóïíîñòè èíäåêñîâ i1, . . . , iν , èìååò â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè

âèä

αklm x
kylzm (k + l +m = ν). (36.10)

Ïðè �èêñèðîâàííûõ k è l ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ èíäåêñîâ i1, . . . , iν â

ñóììå (36.9), ïðèâîäÿùèõ â ñèëó ñèììåòðèè ñâîðà÷èâàåìûõ òåíçîðîâ ê âû-

ðàæåíèþ (36.10) (èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëî ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ âèäà (36.10) â ñóììå

(36.9)) ðàâíî

ν!

k! l!m!
. Ïîýòîìó

αi1... iν xi1 · · · xiν =
∑

k+l+m=ν

ν !

k ! l !m !
αk lm x

kylzm . (36.11).

Ôîðìóëà (36.11) èãðàåò ðîëü ñâîåîáðàçíîãî òðàíñëÿòîðà äëÿ ïåðåõîäà îò

îáû÷íîé òåíçîðíîé çàïèñè ê òðåõèíäåêñíîé è íàîáîðîò. Â ÷àñòíîñòè, ìóëü-

òèïîëüíîå ðàçëîæåíèå â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè ïðèîáðåòàåò âèä òðîéíîé

ñóììû

Φ(r)

Ψ(r)



 =

∞∑

n=0

1

n! r2n+1

∑

k+l+m=n

n !

k ! l !m !
Qk lm x

kylzm. (36.12)

� 37. Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå

ïîòåíöèàëà øàðà

Çàâåðøàÿ ãëàâó, ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé, èëëþñòðèðó-

þùèé ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà â óñëîâèÿõ, êîãäà ïëîòíîñòü

çàðÿäà (îáúåìíîãî èëè ïîâåðõíîñòíîãî) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé �óíêöè-

åé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, à ñàì çàðÿä çàïîëíÿåò îáúåì èëè ðàñïðåäåëåí ïî

ïîâåðõíîñòè øàðà.
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Ïóñòü óðàâíåíèå ãðàíèöû S øàðà èìååò âèä

x2+y2+z2=a2, (37.1)

à îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ðàâíà

1

̺L = PL(x, y, z), (37.2)

ãäå PL(x, y, z) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè L.
Êàê èçâåñòíî (ñì, íàïðèìåð, [146℄, ï. 96), òàêîé ìíîãî÷ëåí ìîæíî ðàçëî-

æèòü ïî øàðîâûì �óíêöèÿì. Â äàííîé êíèãå øàðîâûìè (ñòåïåíè ν) �óíê-
öèÿìè Yν(x, y, z) íàçâàíû îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû. Óêàçàííîå

ðàçëîæåíèå èìååò âèä

PL(x, y, z) =

L∑

k=0

[k/2]∑

l=0

r2l Yk−2l(x, y, z), (37.3)

ãäå [K] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà K è r2=x2+y2+z2.
Âû÷èñëèì (â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè) ýëåêòðè÷åñêèé 2m-ïîëüíûé ìîìåíò

äëÿ çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííîãî ñîãëàñíî (37.2) âíóòðè øàðà (37.1), äëÿ çíà-

÷åíèé

m > L. (37.4)

Â � 31 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ÿäðà θαβγ(r) 2m-ïîëüíîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ìîìåíòà ÿâëÿåòñÿ øàðîâîé �óíêöèåé Ym(x, y, z) ñòåïåíè

m = α + β + γ. Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðõíåé �îðìóëîé (36.8)

èìååì

Q
(̺)
αβγ=

∫
̺L(r)θαβγ(r) dV =

L∑

k=0

[k/2]∑

l=0

∫
r2lYk−2l(x, y, z)Ym(x, y, z) dV. (37.5)

Åñëè ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = a x̃, y = a ỹ, z = a z̃, (37.6)

¾îáåçðàçìåðèòü¿ ðàäèóñ-âåêòîð è, ââåäÿ åäèíè÷íûé âåêòîð

ñ =
r̃

r̃
, (37.7)

ïåðåéòè â (37.5) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îáúåìó øàðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà,

ïðè ýòîì dV = dr dS = a3r̃2dr̃ dΩ, òî áóäåì èìåòü

Q
(̺)
αβγ=

L∑

k=0

[k/2]∑

l=0

am+k+3

1∫

0

r̃m+k+2dr̃

∮
Yk−2l(ñx, ñy, ñz)Ym(ñx, ñy, ñz) dΩ.

(37.8)
Çàìåòèì, ÷òî øàðîâûå �óíêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå íà åäèíè÷íîé ñ�å-

ðå, íàçûâàþòñÿ ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, à èíòåãðàë îò èõ ïðîèçâåäåíèÿ

ïî ïîâåðõíîñòè ñ�åðû (èëè, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå òî æå ñàìîå, ïî âñåìó

1

Ñëó÷àé ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà îáñóæäàåòñÿ íèæå.
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òåëåñíîìó óãëó) â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (ñì., íàïðèìåð, [146℄, ï. 93),

óñòàíîâëåííîé Ëàïëàñîì, ðàâåí

∮
Yk Yl dΩ = 0 ïðè k 6= l. (37.9)

Â ñèëó óñëîâèÿ (37.4) è óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (37.9) ñ�åðè÷åñêèõ

�óíêöèé âñå èíòåãðàëû ïî ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñ�åðû, âõîäÿùèå â ñóì-

ìó (37.8), ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìóëüòèïîëüíûõ

ìîìåíòîâ øàðà, ðàíã êîòîðûõ ïðåâûøàåò ñòåïåíü ïîëèíîìà, õàðàêòåðèçó-

þùåãî ïëîòíîñòü çàðÿäà, îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìóëüòèïîëüíîå

ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà øàðà ñ ïîëèíîìèàëüíîé (ñòåïåíè L) ïëîòíîñòüþ
çàðÿäà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ïðèíèìàÿ âìåñòî (35.5) âèä

Φ(r) =
L∑

n=0

1

n!
Qi1...in

xi1 · · · xin
r2n+1

. (37.10)

Ñëó÷àé, êîãäà çàðÿä íà ñ�åðå (37.1) çàäàí ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ

σL = TL(x, y, z) =

L∑

k=0

[k/2]∑

l=0

a2l Yk−2l(x, y, z), (37.11)

ãäå TL(x, y, z) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè L, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõî-
æå ñî ñëó÷àåì îáúåìíîãî çàðÿäà. Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ íèæíåé �îðìóëîé

(36.8) èìååì

Q
(σ)
αβγ=

∮
σL(r)θαβγ(r) dS=

L∑

k=0

[k/2]∑

l=0

∮
a2lYk−2l(x, y, z)Ym(x, y, z)dS, (37.12)

ãäå m = α+ β + γ. Äëÿ ïîâåðõíîñòè øàðà çàìåíà ïåðåìåííûõ (37.6) ýêâè-
âàëåíòíà

x = a ñx, y = a ñy, z = a ñz (37.13)

è ïðåîáðàçóåò (37.12) ê âèäó

Q
(σ)
αβγ=

L∑

k=0

[k/2]∑

l=0

am+k+2

∮
Yk−2l(ñx, ñy, ñz)Ym(ñx, ñy, ñz) dΩ. (37.14)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ñ�åðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Äëÿ m > L âñå

ýëåêòðè÷åñêèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû â ñîîòâåòñòâèè ñ (37.9) îáðàùàþò-

ñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà ñ�åðû ñ

ïîëèíîìèàëüíîé (ñòåïåíè L) ïëîòíîñòüþ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ñîäåðæèò,

êàê è ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå (37.10) ïîòåíöèàëà îáúåìíîãî çàðÿäà øà-

ðà, êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ïðèíèìàÿ âèä

Ψ(r) =

L∑

n=0

1

n!
Qi1...in

xi1 · · · xin
r2n+1

. (37.15)

Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû (37.10) è (37.15) ÿâëÿþò ñîáîé ìîäè�èêàöèþ

òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïîëèíîìèàëüíî çàðÿæåííîãîøàðà, ñïðà-

âåäëèâóþ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê øàðó îáëàñòè ïðî-

ñòðàíñòâà.
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Òðåõèíäåêñíàÿ çàïèñü âûðàæåíèé (37.10) è (37.15) äàåòñÿ �îðìóëîé

Φ(r)

Ψ(r)



 =

L∑

n=0

1

n! r2n+1

∑

k+l+m=n

n !

k ! l !m !
Qk lm x

kylzm. (37.16)

Åñëè îáúåìíûé (ïëîòíîñòè ̺L ) è ïîâåðõíîñòíûé (ïëîòíîñòè σL ) çà-
ðÿäû øàðà èìåþò ñîâïàäàþùèé íàáîð ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, òî, êàê

âèäíî èç (37.16), íàðóæíûå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîëÿ îáåèõ ýëåêòðè÷åñêèõ

ñèñòåì ñîâïàäàþò. Äëÿ ïîñòîÿííûõ ïëîòíîñòåé (L = 0) ýòîò ðåçóëüòàò èç-
âåñòåí øêîëüíèêàì.



�ëàâà 7

Ìóëüòèïîëüíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ

ýëëèïñîèäà è ãîìåîèäà

� 38. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû

ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæå-

íèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà øàðà ñ ïîëèíîìèàëüíîé îáúåìíîé èëè

ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ åãî çàðÿäà èìååò âèä ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà

ñëàãàåìûõ. Â îòëè÷èå îò øàðà äëÿ ýëëèïñîèäà ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî-ëèáî

ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà íåâîçìîæíî áåç ñîïóòñòâóþùåãî ñóùåñòâîâàíèÿ

è âñåõ âûñøèõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, èìåþùèõ òåíçîðíûé ðàíã òàêîé

æå ÷åòíîñòè. Ïîýòîìó ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà

� ýòî âñåãäà áåñêîíå÷íûé ðÿä.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå òî÷íûõ �îðìóë

äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà, ïîðîæäàåìûõ åãî ïîëèíîìèàëüíû�

ìè (îáúåìíûìè è/èëè ïîâåðõíîñòíûìè

1

) ïëîòíîñòÿìè çàðÿäà, êîòîðîå, êàê

è îòìå÷åííîå âûøå ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà øàðà, èìååò

âèä ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëåííîé èç ïðîèçâåäåíèé êîì-

ïîíåíò ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ íà íåêîòîðûå òåíçîðíûå �óíêöèè? Ìî-

æåò âîçíèêíóòü è êîíòðâîïðîñ: çà÷åì, óæå ðàñïîëàãàÿ òî÷íûìè àíàëèòè÷å-

ñêèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà ñî ñòåïåíí�ûìè

ïëîòíîñòÿìè îáúåìíîãî è ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà, èñêàòü íîâûå ìîäè�èêà-

öèè âíåøíèõ ðåøåíèé?

Óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ìîæíî äàòü (ïîêà â ïðåäâà-

ðèòåëüíîé �îðìå), óêàçàâ íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ, â

êîòîðûõ èñêîìàÿ ñóììà ñâîäèòñÿ òîëüêî ê îäíîìó ñëàãàåìîìó.

Òàê, ýëëèïñîèä, íåñóùèé ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä ïëîòíîñòè

σ000 = ̺0 p (38.1)

1

Ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà σ ýëëèïñîèäà ìû íàçûâàåì ïîëèíîìèàëüíîé, åñëè

ïîëèíîìîì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå σ/p .

159
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è èìåþùèé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé çàðÿä, ðàâíûé

Q = 4πabc ̺0, (38.2)

õàðàêòåðèçóåòñÿ âíåøíèì ïîòåíöèàëîì (21.17), êîòîðûé ñ ó÷åòîì (38.2)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ψ
(e)
000 = Q

M000(ξ)

abc
, (38.3)

ãäå ξ � íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü êóáè÷åñêîãî (îòíîñèòåëüíî ξ) óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1. (38.4)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (36.8) è �îðìóëó (Â.15) ïðèëîæåíèÿ,

íåòðóäíî �åððåðñîâû ïîòåíöèàëû ãîìåîèäà Ψ
(e)
αβγ , ñîîòâåòñòâóþùèå ïî-

âåðõíîñòíûì ïëîòíîñòÿì

σαβγ(r)=̺ 0

(x
a

)α (y
b

)β (z
c

)γ
p, (38.5)

â êîòîðûõ êàæäûé èç ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè α, β è γ íå ïðåâîñõîäèò åäèíè-

öû, çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ êîìïîíåíò ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì

Ψ
(e)
100 = 3Qx

M100(ξ)

abc
x, (38.6)

ãäå

Qx =
4π

3
a2bc ̺0;

Ψ
(e)
110 = 5Qxy

M110(ξ)

abc
xy, (38.7)

ãäå

Qxy =
4π

5
a2b2c ̺0;

Ψ
(e)
111 = 7Qxyz

M111(ξ)

abc
xyz, (38.8)

ãäå

Qxyz =
4π

7
a2b2c2̺0.

Âûðàæåíèÿ äëÿ Ψ
(e)
010, Ψ

(e)
001 è Ψ

(e)
011, Ψ

(e)
101 ïîëó÷àþòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòà-

íîâêîé èç (38.6) è (38.7) ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íîãî ðîäà îäíî÷ëåííûå ïñåâäîñòåïåíí�ûå ïîòåíöèàëû ìîæíî

íàïèñàòü è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

x2

ã2
+
y2

b̃2
= 1, (38.9)

ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè z = 0 è íåñóùåãî çàðÿä ïëîòíîñòè (ñì.(24.4))

σα,β;−1(x, y) = σ0

(
x

ã

)α(
y

b̃

)β
D−1(x, y) , (38.10)
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ãäå D =

√
1−x2/ã2−y2/b̃2, à α è β ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1.

Áåðÿ îäíî÷ëåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

èç òàáëèöû èíòåãðàëîâ â � 24 è èñïîëüçóÿ �îðìóëó (B.18) ïðèëîæåíèÿ ïðè

âû÷èñëåíèè ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, áóäåì èìåòü

Ψ
(e)
00;−1 = Q

N000(λ)

ãb̃
, (38.11)

ãäå

Q = 2πãb̃ σ0;

Ψ
(e)
10;−1 = 3Qx

N100(λ)

ãb̃
, (38.12)

ãäå

Qx =
2π

3
ã2b̃ σ0;

Ψ
(e)
11;−1 = 5Qxy

N110(λ)

ãb̃
xy, (38.13)

ãäå

Qxy =
2π

5
ã2b̃2 σ0.

Çäåñü λ � ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî

äèñêà (â îòëè÷èå îò îáùåãî ñëó÷àÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà (ñì. � 5)) îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

x2

ã2+ λ
+

y2

b̃2+ λ
+
z2

λ
= 1 . (38.14)

Âûðàæåíèå äëÿ Ψ
(e)
01;−1 ïîëó÷àåòñÿ èç (38.12) ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé ïåðåñòà-

íîâêè x↔ y.
�àññìîòðåííûå ïðèìåðû óêàçûâàþò íà ñóùåñòâîâàíèå ìóëüòèïîëüíûõ

ïðåäñòàâëåíèé ïîòåíöèàëîâ, ñîçäàâàåìûõ ýëëèïñîèäàëüíûìè ðàñïðåäåëå-

íèÿìè çàðÿäîâ. Ïðåæäå ÷åì îòâå÷àòü íà âòîðîé âîïðîñ (î öåëåñîîáðàçíîñòè

òàêîãî ðîäà ïðåäñòàâëåíèé ïîòåíöèàëîâ), ðàññìîòðèì âõîäÿùèå â �îðìóëû

(38.3), (38.6)�(38.8) îòíîøåíèÿ âèäà

Mlmn(ξ)

abc
, óæå îáñóæäàâøèåñÿ âûøå

(ñì. (4.4)). Îíè äàþòñÿ èíòåãðàëîì

Mlmn(ξ)

abc
=

Πlmn
2

∞∫

ξ

du

(a2+ u)l+
1
2 (b2+ u)m+ 1

2 (c2+ u)n+
1
2

. (38.15)

Åñëè çà�èêñèðîâàòü òî÷êó íàáëþäåíèÿ (ïðè ýòîì åå ýëëèïñîèäàëüíàÿ êî-

îðäèíàòà ξ îòíîñèòåëüíî áàçèñíîãî ýëëèïñîèäà

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1 (38.16)

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé), à ïîëóîñè a, b, c ïîä÷èíèòü ðàâåíñòâàì

a2 = ă2 + ζ, b2 = b̆2 + ζ, c2 = c̆2 + ζ, (38.17)
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ãäå ζ � ïàðàìåòð, ïîçâîëÿþùèé íàðÿäó ñ (38.16) ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå

áàçèñíûõ ñî�îêóñíûå ýëëèïñîèäû ñ ïîëóîñÿìè ă, b̆, c̆, òî èíòåãðàë (38.15)
ïðèîáðåòàåò âèä

Mlmn(ξ)

abc
=

Πlmn
2

∞∫

ξ

du

(ă2+ζ+u)l+
1
2 (b̆2+ζ+u)m+1

2 (c̆2+ζ+u)n+
1
2

. (38.18)

Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ u′=u+ζ ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (38.18)
â �îðìå ðàâåíñòâà

Mlmn(ξ)

abc
=

Mlmn(θ)

ăb̆c̆
, (38.19)

ãäå

θ = ξ + ζ. (38.20)

Çàìåòèì, ÷òî (38.17) è (38.20) èçìåíÿþò è óðàâíåíèå ãðàíèöû êîîðäè-

íàòíîãî ýëëèïñîèäà (38.4), êîòîðîå ïðèíèìàåò òåïåðü âèä

x2

ă2 + θ
+

y2

b̆2 + θ
+

z2

c̆2 + θ
= 1, (38.21)

ïðè÷åì θ � ýëëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà ïðåæíåé òî÷êè íàáëþäåíèÿ îò-

íîñèòåëüíî íîâîãî áàçèñíîãî ýëëèïñîèäà

x2/ă2 + y2/b̆2 + z2/c̆2 = 1, (38.22)

ñî�îêóñíîãî ïîâåðõíîñòè (38.16).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè a > b > c è, ñëåäîâàòåëüíî, ă > b̆ > c̆, òî
ïðè ζ = c 2 ýëëèïñîèä (38.22) âûðîæäàåòñÿ â ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñåìåéñòâà

ñî�îêóñíûõ ïîâåðõíîñòåé � ýëëèïòè÷åñêèé äèñê (38.9), ïîëóîñè êîòîðîãî

ã=
√
a2 − c2 è b̃=

√
b2 − c2. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî (38.19) ìîæíî ðàñøèðèòü:

Mlmn(ξ)

abc
=

Mlmn(θ)

ăb̆c̆
=

Nlmn(λ)

ãb̃
. (38.23)

Çäåñü

Nlmn(λ) = Πlmn
ãb̃

2

∞∫

ξ

(ã2+ u)−l−
1
2 (b̃2+ u)−m− 1

2 u−n−
1
2 du

� âíåøíèé ïîòåíöèàëüíûé �àêòîð ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà (38.9), à λ � ýë-

ëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà (ñì. (38.14)) âñå òîé æå òî÷êè íàáëþäåíèÿ, íî

òåïåðü îòíîñèòåëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà (38.9).

Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ �èêñèðîâàííîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ îòíîøåíèå

Mlmn(ξ)/ abc ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðè ïåðåõîäå

îò îäíîé ýëëèïñîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè ê ëþáîé

äðóãîé, ñî�îêóñíîé ïåðâîé, âêëþ÷àÿ ïðåäåëüíûé

ñëó÷àé ýòîãî ñåìåéñòâà � ýëëèïòè÷åñêèé äèñê.





(38.24)
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Ýòà èíâàðèàíòíîñòü ïåðåíîñèòñÿ, åñòåñòâåííî, è íà ìóëüòèïîëüíûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ (38.3), (38.6)�(38.8) ãîìåîèäà. Åñëè ê òîìó æå ïðè-

íÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî è ñàìè àääèòèâíûå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû, îáëà-

äàþò ñâîéñòâîì ¾âáèðàòü¿ â ñåáÿ âñþ ¾êîíêðåòèêó¿ (íàïðèìåð, êîý��èöè-

åíòû ïîëèíîìà, õàðàêòåðèçóþùåãî ïëîòíîñòü çàðÿäà), òî ìóëüòèïîëüíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ïðèîáðåòàþò ñòàòóñ óíè�èöèðîâàííîé îáîá-

ùåííîé çàïèñè òî÷íûõ ðåøåíèé â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, âíåøíåé ïî îòíî-

øåíèþ ê ñèñòåìå èñòî÷íèêîâ. Â ýòîì è óñìàòðèâàåòñÿ ïðèâëåêàòåëüíîñòü

ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ (ýòî è îòâåò íà êîíòðâîïðîñ,

çàäàííûé â íà÷àëå ïàðàãðà�à).

Âñå ïðèìåðû ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûå áûëè äàíû â ýòîì

ïàðàãðà�å, îòíîñèëèñü òîëüêî ê ïîòåíöèàëàì ïðîñòîãî ñëîÿ. Àíàëîãè÷íûå

ïðèìåðû íåòðóäíî ïîñòðîèòü è äëÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà, îáóñëîâëåí-

íûõ îáúåìíûì çàðÿäîì. Äëÿ êðàòêîñòè ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îäíèì ïðè-

ìåðîì � ìóëüòèïîëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîòåíöèàëà ñíàðóæè îäíîðîäíî

(ñ ïëîòíîñòüþ ̺= ̺0) çàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà (38.16), êîòîðîå ñðàçó ñëå-
äóåò èç (10.11) è èìååò âèä

Φ
(e)
000(r)=

3

2
Q

{
M000(ξ)

abc
−M100(ξ)

abc
x2−M010(ξ)

abc
y2−M001(ξ)

abc
z2
}
, (38.25)

ãäå ïîëíûé çàðÿä

Q =
4

3
πabc̺ 0.

� 39. Ïàðöèàëüíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà

è èõ ïîòåíöèàëû

Ïåðåõîäÿ ê èçëîæåíèþ òåîðèè ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöè-

àëîâ ýëëèïñîèäà [460�462, 525℄, óêàæåì, ÷òî ¾êèðïè÷èêàìè¿, èç êîòîðûõ

îíà ñòðîèòñÿ, ñëóæàò ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàåìûå òàê íàçûâàåìûìè ¾ïàð-

öèàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè¿ ïëîòíîñòè çàðÿäà. Ñïåöè�è÷åñêèå ñâîéñòâà

ïàðöèàëüíûõ ïëîòíîñòåé ïðîÿâëÿþòñÿ â õàðàêòåðèçóþùèõ èõ ìóëüòèïîëü-

íûõ ìîìåíòàõ. Ñïåöè�è÷åñêèå ñâîéñòâà ïàðöèàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ñâÿçàíû

ñ õàðàêòåðèçóþùèìè èõ ýòàëîííûìè òåíçîðíûìè �óíêöèÿìè. Ñîâìåñòíîå

èñïîëüçîâàíèå óêàçàííûõ ñâîéñòâ âåäåò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ê ìóëüòèïîëüíî-

ìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîòåíöèàëà.

Êàê îáû÷íî, áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì Φ ïîòåíöèàë îáúåìíîãî çà-

ðÿäà, õàðàêòåðèçóåìîãî ïëîòíîñòüþ ̺, à áóêâîé Ψ � ïîòåíöèàë ïðîñòîãî

ñëîÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè σ. Òàêèì îáðàçîì,

Φ =

∫
̺

R
dV, (39.1)

Ψ =

∫
σ

R
dS, (39.2)

ãäå R � ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà èíòåãðèðîâàíèÿ dV èëè dS äî òî÷êè íà-

áëþäåíèÿ. Îáëàñòÿìè èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ â (39.1) îáúåì ýëëèïñîèäà

ñ ïîëóîñÿìè a, b, c, à â (39.2) åãî ïîâåðõíîñòü, óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1. (39.3)
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Ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà óäîáíî ïèñàòü â �îðìå

σ = ̺ p, (39.4)

ïðåäóñìàòðèâàþùåé âîçìîæíîñòü ñîïîñòàâëåíèÿ ñ èñòî÷íèêàìè îáúåìíîãî

ïîòåíöèàëà. Çäåñü p=
〈
x2/a4

〉−1/2
� äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî

èç öåíòðà ýëëèïñîèäà íà ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ê ýëåìåíòó dS. Óãëîâû-
ìè ñêîáêàìè îáîçíà÷àåòñÿ ñóììà òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

Äàëåå áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå âèäû �óíêöèè ̺, äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áóêâó ̺ ìû áóäåì ñíàáæàòü îïðåäåëåííûìè èíäåêñàìè.

Óñëîâèìñÿ òàêèìè æå èíäåêñàìè ìàðêèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòü

çàðÿäà σ è ïîòåíöèàëû Φ è Ψ.
Ïóñòü ̺ èìååò ñïåöèàëüíûé âèä

̺(ν) = Yν

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
, (39.5)

ãäå Yν(x, y, z) � îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì (øàðîâàÿ �óíêöèÿ)

ñòåïåíè ν. Îáúåìíóþ ̺(ν) è ïîâåðõíîñòíóþ σ(ν)
ïëîòíîñòè çàðÿäà è èõ ïî-

òåíöèàëû Φ(ν)
è Ψ(ν)

áóäåì íàçûâàòü ïàðöèàëüíûìè. Ñìûñë ýòîãî íàçâà-

íèÿ è âûáîð àðãóìåíòîâ ó Yν â âèäå, óêàçàííîì â (39.5), ìîæíî ïîÿñíèòü,

îáðàòèâøèñü ê ïëîòíîñòè çàðÿäà âèäà ̺L = PL

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
, ãäå PL � ïðî-

èçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè L. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà
ïî øàðîâûì �óíêöèÿì [107,146℄, áóäåì èìåòü

̺L =

L∑

k=0

[k/2]∑

l=0

〈
x2

a2

〉l
̺(k−2l), (39.6)

ãäå [K] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà K. Åñëè (39.6) ïîäñòàâèòü â (39.4), èñïîëüçî-

âàòü ïðèìåíèìîå â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñâÿçè (39.3) è ó÷åñòü, ÷òî ñóììà

øàðîâûõ �óíêöèé îäèíàêîâîé ñòåïåíè åñòü øàðîâàÿ �óíêöèÿ òîé æå ñòåïå-

íè, òî äëÿ ïëîòíîñòè σL è (íà îñíîâå (39.2)) äëÿ ïîòåíöèàëà ΨL ïîëó÷àåì

σL =

L∑

ν=0

σ(ν), (39.7)

ΨL =

L∑

ν=0

Ψ(ν). (39.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü åñòü ñóììà ïàð-

öèàëüíûõ, à ïîòåíöèàë ΨL ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ïàðöèàëüíûõ

ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ. Äëÿ îáúåìíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ïîòåíöèàëîâ

ñîîòíîøåíèÿ òèïà (39.7), (39.8) èìåþò ìåñòî, î÷åâèäíî, ëèøü â òîì ÷àñòíîì

ñëó÷àå, êîãäà

̺L = ̺ΓL ≡ ΓL(x/a, y/b, z/c), (39.9)

ãäå ΓL � ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì íåîáõîäèìû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ øàðîâûõ �óíê-

öèé (39.5), ïðè÷åì â òåíçîðíîì âèäå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïåðñïåêòèâå êîý��è-

öèåíòû ïîëèíîìà (39.5), âõîäÿùèå â Φ(ν)
è Ψ(ν)

, äîëæíû áûòü çàìåíåíû íà
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êîìïîíåíòû òåíçîðà ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùå-

ñòâóåò (ñð. [463℄, � 45) è èìååò âèä

1

̺(ν) = αi1... iν
xi1
a(i1)

· · · xiν
a(iν)

, (39.10)

ãäå αi1... iν � òåíçîð ñîâåðøåííî ñèììåòðè÷íûé è íåïðèâîäèìûé, ò. å. åãî

ñâåðòêà ïî ëþáûì äâóì èíäåêñàì (íàïðèìåð, i1 è i2 ) ðàâíà íóëþ:

αjj i3... iν = 0. (39.11)

Òî, ÷òî îäíîðîäíûé ïîëèíîì (39.10) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà â

êîîðäèíàòàõ x/a, y/b, z/c, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà (39.11) è ëåãêî

ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ïîòåíöèàë Φ(ν)
, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîìó (39.10), ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïî-

çèöèåé �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ Φαβγ , ñîçäàâàåìûõ ñòåïåííûìè ðàñïðå-

äåëåíèÿìè

̺αβγ = ̺ 0 (x/a)
α(y/b)β(z/c)γ . (39.12)

ßâíûé âèä ïîòåíöèàëîâ Φαβγ èçâåñòåí (ñì. (14.17)�(14.24)), íî çàâèñèò îò

÷åòíîñòè ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè α, β, γ. Âîñïîëüçîâàòüñÿ�îðìóëàìè äëÿ Φαβγ
ìîæíî ëèøü ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (39.10) ê âèäó, â êîòîðîì

íåïîñðåäñòâåííî ïðåäñòàâëåíû ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé êîîðäèíàò.

Â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè, íåîáõîäèìûå ñâ�åäåíèÿ î êîòîðîé äàíû â � 36,

ïàðöèàëüíàÿ ïëîòíîñòü (39.10) ïðèîáðåòàåò (ñð. ñ (36.11)) âèä

̺(ν) =
∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αklm

̺klm
̺ 0

. (39.13)

Ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ â äâîéíîé ñóììå (39.13) îïðåäåëÿþòñÿ �àêòîðèà-

ëàìè â çíàìåíàòåëå ýòîé �îðìóëû è óñëîâèåì ν=k+l+m. ×òîáû ïîëó÷èòü

�îðìóëû, àíàëîãè÷íûå (39.13), äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè è îáúåìíîãî

èëè ïîâåðõíîñòíîãî ïîòåíöèàëîâ äîñòàòî÷íî (â ñèëó ëèíåéíîñòè ñîîòíîøå-

íèé (39.4), (39.1), (39.2)) ïðîñòî çàìåíèòü â (39.13) âñå ̺ , êðîìå ̺ 0, íà σ ,
Φ èëè Ψ ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð,

Φ(ν) =
∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αklm

Φklm
̺ 0

. (39.14)

Òðåõèíäåêñíàÿ çàïèñü ïðîèçâîëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

←→α (ν)
ïîç-

âîëÿåò îòñëåæèâàòü, ÷�åòåí (E) èëè íå÷�åòåí (O) ëþáîé èç òðåõ åãî èí-

äåêñîâ. ×òî êàñàåòñÿ ñàìîãî òåíçîðà

←→α (ν)
, òî åãî óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â

çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè åãî ðàíãà â âèäå îäíîé èç ñóìì

←→α (2ε)
=←→α (2ε)

EEE +
〈←→α (2ε)

OOE

〉
, ←→α (2ε+1)

=
〈←→α (2ε+1)

OEE

〉
+←→α (2ε+1)

OOO (39.15)

÷åòûðåõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå êîìïî-

íåíòû èñõîäíîãî òåíçîðà ñ èíäåêñàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ÷åòíîñòè, à îñòàëü-

íûå êîìïîíåíòû ïîëîæåíû ðàâíûìè íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíûé òåí-

çîð íåïðèâîäèì, òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ çà êàæäûì òåíçîðîì-ñëàãàå-

ìûì, òàê êàê óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè (39.11) ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà â

1

Çäåñü è äàëåå ïîëóîñü ýëëèïñîèäà, ëåæàùàÿ íà îñè êîîðäèíàòû xi, îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç a(i). Íåòåíçîðíûå èíäåêñû çàêëþ÷åíû â ñêîáêè. Ïî äâàæäû âñòðå÷àþùèìñÿ òåí�

çîðíûì èíäåêñàì âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.
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òðåõèíäåêñíîì íàïèñàíèè èìååò (ñð. ñ (36.4)) âèä

αk+2,l,m + αk,l+2,m + αk,l,m+2 = 0 , (39.16)

ñîõðàíÿþùèé ÷åòíîñòü êàæäîãî èíäåêñà.

Èç �îðìóëû (39.14) â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ν ïîëó÷àåì

Φ(2ε) = Φ
(2ε)
EEE+ < Φ

(2ε)
OOE > , (39.17)

Φ(2ε+1) =< Φ
(2ε+1)
OEE > +Φ

(2ε+1)
OOO , (39.18)

ãäå

1

Φ
(2ε)
EEE =

∑

l+m+n=ε

(2ε)!α2l,2m,2nΦ2l,2m,2n

(2l)!(2m)!(2n)! ̺ 0
(ε > 0) , (39.19)

Φ
(2ε)
OOE =

∑

l+m+n=ε−1

(2ε)!α2l+1,2m+1,2nΦ2l+1,2m+1,2n

(2l + 1)!(2m+ 1)!(2n)! ̺ 0
(ε > 1) , (39.20)

Φ
(2ε+1)
OEE =

∑

l+m+n=ε

(2ε+ 1)!α2l+1,2m,2nΦ2l+1,2m,2n

(2l + 1)!(2m)!(2n)! ̺ 0
(ε > 0) , (39.21)

Φ
(2ε+1)
OOO =

∑

l+m+n=ε−1

(2ε+ 1)!α2l+1,2m+1,2n+1 Φ2l+1,2m+1,2n+1

(2l + 1)!(2m+ 1)!(2n+ 1)! ̺ 0
(ε > 1). (39.22)

Ïîäîáíî (36.11), �îðìóëû òèïà (39.13) èëè (39.14), ðàâíî êàê è èõ ÷àñò-

íûå ñëó÷àè òèïà (39.19)�(39.22), èãðàþò ðîëü ñâîåîáðàçíîãî òðàíñëÿòîðà

äëÿ ïåðåõîäà îò îáû÷íîé òåíçîðíîé çàïèñè ê òðåõèíäåêñíîé è íàîáîðîò.

Â ñëó÷àå çàðÿäà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ

σ(ν) = αi1... iν
xi1
a(i1)

· · · xiν
a(iν)

p =
∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αklm

σklm
̺ 0

(39.23)

àíàëîãè÷íîãî ðîäà �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ èìåþò âèä

Ψ(ν) =
∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αklm

Ψklm
̺ 0

, (39.24)

à òàêæå (ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè)

Ψ(2ε) = Ψ
(2ε)
EEE+ < Ψ

(2ε)
OOE > , (39.25)

Ψ(2ε+1) =< Ψ
(2ε+1)
OEE > +Ψ

(2ε+1)
OOO , (39.26)

ãäå

Ψ
(2ε)
EEE =

∑

l+m+n=ε

(2ε)!α2l,2m,2nΨ2l,2m,2n

(2l)!(2m)!(2n)! ̺ 0
(ε > 0) , (39.27)

Ψ
(2ε)
OOE =

∑

l+m+n=ε−1

(2ε)!α2l+1,2m+1,2nΨ2l+1,2m+1,2n

(2l + 1)!(2m+ 1)!(2n)! ̺ 0
(ε > 1) , (39.28)

1

Âñÿêèé ðàç, êîãäà âñòðå÷àåòñÿ íàáîð �îðìóë, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷å�

ñêîé ïåðåñòàíîâêîé (âçàèìíîé çàìåíîé) êîîðäèíàò è èíäåêñîâ, ìû ïðèâîäèì ëèøü îäíó

èç òàêèõ �îðìóë.
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Ψ
(2ε+1)
OEE =

∑

l+m+n=ε

(2ε+ 1)!α2l+1,2m,2nΨ2l+1,2m,2n

(2l + 1)!(2m)!(2n)! ̺ 0
(ε > 0) , (39.29)

Ψ
(2ε+1)
OOO =

∑

l+m+n=ε−1

(2ε+ 1)!α2l+1,2m+1,2n+1 Ψ2l+1,2m+1,2n+1

(2l + 1)!(2m+ 1)!(2n+ 1)! ̺ 0
(ε > 1).

(39.30)

� 40. Îïåðàòîðíàÿ ñòðóêòóðà

ïîòåíöèàëîâ Φαβγ, Φ(ν)
, Ψαβγ è Ψ(ν)

40.1. Ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäà

Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ �îðìóë (39.19)�(39.22), âåäóùèå ê ïîëó÷å-

íèþ îáùèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàíû ñ ïîäñòàíîâêîé â íèõ âìåñòî ÿâíûõ âû-

ðàæåíèé äëÿ Φαβγ (ñì. (14.17)�(14.24)) ýêâèâàëåíòíûõ èì ïðåäñòàâëåíèé â

ñèìâîëè÷åñêîé �îðìå, ñîäåðæàùåé ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðû. Ýòè îïåðàòîð-

íûå �îðìóëû èìåþò âèä

1

:

Φ2l,2m,2n

̺ 0
= 8π

(2l)! (2m)! (2n)!

4κκ! l!m!n!
t̂ la t̂

m
b t̂nc

(
1−

〈
Ĵx µ̂a

〉)
κ

M000(ξ) , (40.1)

Φ2l+1,2m,2n = (2l + 1)Îx Îa µ̂a Φ2l,2m,2n , (40.2)

Φ2l+1,2m+1,2n = (2m+ 1)Îy Îb µ̂bΦ2l+1,2m,2n , (40.3)

Φ2l+1,2m+1,2n+1 = (2n+ 1)Îz Îc µ̂c Φ2l+1,2m+1,2n , (40.4)

ãäå κ = l+m+n+1. Â ïðàâûå ÷àñòè (40.2)�(40.4) ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíî

ïîäñòàâëÿòü, èäÿ ñíèçó ââåðõ, âñå âûðàæåíèÿ, äàâàåìûå âûøåñòîÿùèìè

�îðìóëàìè âïëîòü äî (40.1). Ïðè çàìåíå M000(ξ) íà M000 �îðìóëû (40.1)�

(40.4) îïèñûâàþò âíóòðåííèå ïîòåíöèàëû.

Â (40.1)�(40.4) ïðåäñòàâëåíû èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû

Îa =

a∫

0

(. . .)da , Ĵa = aÎa, (40.5)

êîòîðûå, ïî îïðåäåëåíèþ, íå äåéñòâóþò íà Mlmn(ξ). Î÷åâèäíî, ÷òî

Ĵ la · 1 = a2l
/
(2l − 1)!!. (40.6)

Âìåñòî a â (40.5), (40.6) ìîãóò �èãóðèðîâàòü òàêæå b, c, x, y, z.
Íàïðîòèâ, äåéñòâèå îïåðàòîðîâ µ̂a, µ̂b, µ̂c , ïî îïðåäåëåíèþ, ðàñïðîñòðà-

íÿåòñÿ òîëüêî íà Mlmn (ξ) è ñîñòîèò â óâåëè÷åíèè íà åäèíèöó èíäåêñîâ l,
m, n ñîîòâåòñòâåííî

2

, ò. å.

µ̂ la µ̂
m
b µ̂nc M000(ξ)=Mlmn(ξ). (40.7)

1

Ôîðìóëû (40.1)�(40.4) ïðèâîäÿòñÿ áåç âûâîäà, íî â èõ òîæäåñòâåííîñòè ÿâíûì âû�

ðàæåíèÿì (14.17)�(14.24), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàñêðûâ äåéñòâèå âñåõ îïåðàòîðîâ.

2

Ââåäåíèå îïåðàòîðîâ µ̂a, µ̂b, µ̂c âûâîäèò M èç ïðîöåäóðû ñóììèðîâàíèÿ ïî øå�

ñòè èíäåêñàì, êàê ýòî ïðåäïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìè (14.17)�(14.24), ïåðåàäðåñîâûâàÿ ýòè

èíäåêñû îïåðàòîðàì, ïðè÷åì, êàê âèäíî èç (40.7) â �àêòîðèçîâàííîé �îðìå. Â èòîãå

äîñòèãàåòñÿ ¾ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ¿ íà óðîâíå îïåðàòîðîâ.
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Ñðàâíèâàÿ (40.7) ñ (4.11), îòìå÷àåì, ÷òî

ðåçóëüòàòû âîçäåéñòâèÿ íà Mlmn(ξ) îïåðàòîðà

µ̂a è äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∂̂a ñîâïà-

äàþò, åñëè ξ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ.



 (40.8)

Èç ïÿòíàäöàòè óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ ëþáûå äâà (çà èñêëþ÷åíèåì Î

è Ĵ ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè) ïåðåñòàíîâî÷íû. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè

ââåäåíî òàêæå îáîçíà÷åíèå

t̂a = 1− Ĵa µ̂a.

Ïðåäñòàâèì â îïåðàòîðíîì âèäå è òåíçîð αijk, âõîäÿùèé â �îðìóëû

(39.19)�(39.22). Äëÿ ýòîãî ïî àíàëîãèè ñ µ̂a, µ̂b, µ̂c ââåäåì îïåðàòîðû α̂a,
α̂b, α̂c, îïðåäåëåííûå òàê, ÷òî äåéñòâèå èõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà òåí-
çîð αij k è ñâîäèòñÿ ê óâåëè÷åíèþ íà äâå åäèíèöû ÷èñëîâûõ èíäåêñîâ i, j, k
ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî îïåðàòîðû α̂ êîììóòèðóþò ñî âñåìè ââåäåííûìè

âûøå îïåðàòîðàìè. Ôîðìóëà (39.16) â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ α̂ ïðèíèìàåò

âèä

〈α̂a〉αklm = 0 . (40.9)

Åñëè òåïåðü â (39.19) ïîäñòàâèòü (40.1) è îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå

α2l,2m,2n = α̂ la α̂
m
b α̂nc α000, (40.10)

òî ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîé �îðìóëû (ñì. (14.6))

(A+B + C)ε =
∑

l+m+n=ε

ε!

l!m!n!
AlBmCn

ïîëó÷àåì

Φ
(2ε)
EEE = 4π

(2ε−1)!!
(2ε+2)!!

〈
α̂a

(
1−Ĵaµ̂a

)〉ε
α000

(
1−

〈
Ĵxµ̂a

〉)ε+1

M000 (ξ) .

(40.11)
Çàìå÷àÿ äàëåå, ÷òî â ñèëó (40.9) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈
α̂a

(
1− Ĵaµ̂a

)〉ε
αijk = (−1)ε

〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε
αijk , (40.12)

ïîëó÷àåì èñêîìîå îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå â ñëåäóþùåé îêîí÷àòåëüíîé

�îðìå:

Φ
(2ε)
EEE = −4π (2ε−1)!!

(2ε+2)!!

〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε
α000

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε+1

M000 (ξ) . (40.13)

Îòìåòèì âàæíóþ ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò îïåðàòîðíàÿ �îðìóëà (40.12), îáåñ-

ïå÷èâàÿ óïðîùåíèå âûðàæåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà (â òîì ÷èñëå

è ïîñëå âîçâðàòà îò îïåðàòîðíîé èõ çàïèñè ê îáû÷íîé).

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âûâîäó (40.13) �îðìóëà äëÿ Φ
(2ε)
OOE ïîëó÷àåòñÿ

ïðè ïîäñòàíîâêå â (39.20) âûðàæåíèé (40.1)�(40.3), îïåðàòîðíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ

α2l+1,2m+1,2n = α̂ la α̂
m
b α̂nc α110
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è ó÷åòà ñâîéñòâà (4.12). �åçóëüòàò èìååò âèä

Φ
(2ε)
OOE=−4π (2ε−1)!!

(2ε−2)!! ÎxÎaµ̂aÎy Îbµ̂b
〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε−1

α110

(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε

M000 (ξ) .

(40.14)
Òàêèì æå îáðàçîì èç (39.21) è (39.22) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ îïå-

ðàòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Φ
(2ε+1)
OOO =−4π (2ε+1)!!

(2ε−2)!! ÎxÎaµ̂aÎy Îbµ̂bÎz Îcµ̂c×

×
〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε−1

α111

(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε

M000 (ξ) , (40.15)

Φ
(2ε+1)
OEE =−4π (2ε+1)!!

(2ε+2)!!
ÎxÎaµ̂a

〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε
α100

(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε+1

M000 (ξ) .

(40.16)
Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâåäøèå ê (40.13)�(40.16), íå âîçäåé-

ñòâîâàëè íà ξ. Ïîýòîìó óêàçàííûå �îðìóëû, åñëè â íèõ çàìåíèòü M000 (ξ)
íà M000, îïèñûâàþò îïåðàòîðíóþ ñòðóêòóðó ïîòåíöèàëîâ âíóòðè ýëëèïñî-

èäà.

40.2. Ïîòåíöèàëû ãîìåîèäà

Ôåððåðñîâû Ψlmn è ïàðöèàëüíûå Ψ(ν)
ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäàëüíî-

ãî ïðîñòîãî ñëîÿ òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå, ñîäåð-

æàùåì ââåäåííûå â ï. 40.1 îïåðàòîðû. �àññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ýòèì

îïåðàòîðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ïîâòîðÿþò ïðîâåäåííûå â ï. 40.1. Ìû îãðà-

íè÷èìñÿ ïîýòîìó ïðåäúÿâëåíèåì îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ôåððåðñîâû ïîòåíöèàëû ãîìåîèäà (ñì. (21.11)�(21.14)), îáóñëîâëåííûå

ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì ïëîòíîñòè

σlmn = ̺ 0 (x/a)
l(y/b)m(z/c)n p, (40.17)

ïðèîáðåòàþò â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèé âèä:

Ψ2l,2m,2n

̺ 0
= π

(2l)! (2m)! (2n)!

4δ−1δ! l!m!n!
t̂ la t̂

m
b t̂nc

(
1−

〈
Ĵx µ̂a

〉)δ
M000(ξ) , (40.18)

Ψ2l+1,2m,2n = (2l + 1)Îx Îa µ̂aΨ2l,2m,2n , (40.19)

Ψ2l+1,2m+1,2n = (2m+ 1)Îy Îb µ̂bΨ2l+1,2m,2n , (40.20)

Ψ2l+1,2m+1,2n+1 = (2n+ 1)Îz Îc µ̂cΨ2l+1,2m+1,2n , (40.21)

ãäå δ = l+m+n. Ïðè çàìåíå M000(ξ) íà M000 �îðìóëû (40.18)�(40.21)

îïèñûâàþò âíóòðåííèå ïîòåíöèàëû.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïàðöèàëüíûå ïîòåíöèàëû ãîìåîèäà äàþòñÿ ñëåäóþùè-

ìè îïåðàòîðíûìè �îðìóëàìè:

Ψ
(2ε)
EEE = 4π

(2ε− 1)!!

(2ε)!!

〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε
α000

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε

M000 (ξ) , (40.22)
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Ψ
(2ε)
OOE = 4π

(2ε)!

[(2ε− 2)!!]
2×

× Îx Îa µ̂aÎy Îb µ̂b
〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε−1

α110

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε−1

M000 (ξ) , (40.23)

Ψ
(2ε+1)
OOO = 4π

(2ε+1)!

[(2ε− 2)!!]
2 Îx Îa µ̂aÎy Îb µ̂bÎz Îc µ̂c×

×
〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε−1

α111

(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε−1

M000 (ξ) , (40.24)

Ψ
(2ε+1)
OEE = 4π

(2ε+1)!

[(2ε)!!]
2 Îx Îa µ̂a

〈
α̂aĴaµ̂a

〉ε
α100

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε

M000 (ξ) .

(40.25)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâåäøèå ê (40.22)�(40.25), íå çàòðàãèâàëè ξ. Ïîýòîìó,
åñëè â �îðìóëàõ (40.22)�(40.25) çàìåíèòü M000 (ξ) íà M000, òî îíè îïèñû-

âàþò îïåðàòîðíóþ ñòðóêòóðó ïîòåíöèàëîâ âíóòðè ýëëèïñîèäà.

� 41. Òåíçîð-ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà

è åãî ñâîéñòâà

41.1. Îïåðàòîðíàÿ ñòðóêòóðà

Åñëè â �îðìóëàõ (40.13)�(40.16) ðàñêðûòü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ α̂a, α̂b,

α̂c è Ĵa, Ĵb, Ĵc, à òàêæå (åñëè îíè âñòðå÷àþòñÿ) îïåðàòîðîâ Îa, Îb, Îc, òî
ýòèì �îðìóëàì ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé âèä:

Φ
(2ε)
EEE = (4ε−1)!!

∑

l+m+n=ε

(2ε)! ĩ 2l,2m,2n ϕ2l,2m,2n

(2l)! (2m)! (2n)!
, (41.1)

Φ
(2ε)
OOE = (4ε−1)!!

∑

l+m+n=ε−1

(2ε)! ĩ 2l+1,2m+1,2n ϕ2l+1,2m+1,2n

(2l + 1)! (2m+ 1)! (2n)!
, (41.2)

Φ
(2ε+1)
OOO = (4ε+1)!!

∑

l+m+n=ε−1

(2ε+1)! ĩ 2l+1,2m+1,2n+1 ϕ2l+1,2m+1,2n+1

(2l+ 1)! (2m+ 1)! (2n+ 1)!
, (41.3)

Φ
(2ε+1)
OEE = (4ε+1)!!

∑

l+m+n=ε

(2ε+ 1)! ĩ 2l+1,2m,2n ϕ2l+1,2m,2n

(2l+ 1)! (2m)! (2n)!
. (41.4)

Âûðàæåíèÿ (41.1)�(41.4) ïîäîáíû (39.19)�(39.22) è, êàê ïîñëåäíèå (ñì.

(39.14)), îõâàòûâàþòñÿ åäèíîé �îðìóëîé

Φ(ν) = (2ν − 1)!!
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
ĩij k ϕij k, (41.5)

ñïðàâåäëèâîé êàê äëÿ ÷åòíûõ, òàê è äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé ν.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçúÿñíåíèÿìè, äàííûìè â � 36 (ñì. (36.11)), òðåõèí-

äåêñíàÿ çàïèñü (41.5) ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé òåíçîðíîé çàïèñè

Φ(ν) = (2ν − 1)!! ĩj1...j ν
ϕj1...j ν

, (41.6)

ñîäåðæàùåé ñâåðòêó ïî âñåì èíäåêñàì äâóõ ñîâåðøåííî ñèììåòðè÷íûõ òåí-

çîðîâ ĩj1...j ν
è ϕj1...j ν

. ×òî êàñàåòñÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ýòèõ òåíçîðîâ,

ñ�îðìèðîâàâøèõñÿ ïðè âûâîäå �îðìóë (41.1)�(41.4), òî

ĩi1... iν = 4π
ν!

(2ν + 3)!!
abc a(i1) · · · a(iν) αi1... iν , (41.7)

à çàâèñÿùèå îò ÷åòíîñòè èíäåêñîâ òðåõèíäåêñíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà

←→ϕ (ν)

äàþòñÿ �îðìóëàìè

ϕ2l,2m,2n = − (4ε+ 3)(4ε+ 1)

(2ε)!(2ε+ 2)!! abc
µ̂ la µ̂

m
b µ̂

n
c

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε+1

M000 (ξ)

(ε= l+m+n > 0), (41.8)

ϕ2l+1,2m+1,2n = − (4ε+ 3)(4ε+ 1) Îxµ̂a Îyµ̂b
(2ε)!(2ε)!! abc

µ̂ la µ̂
m
b µ̂

n
c ×

×
(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε

M000 (ξ) (ε−1= l+m+n> 0), (41.9)

ϕ2l+1,2m,2n = − (4ε+ 5)(4ε+ 3) Îxµ̂a
(2ε+ 1)!(2ε+ 2)!! abc

µ̂ la µ̂
m
b µ̂

n
c ×

×
(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε+1

M000 (ξ) (ε= l+m+n > 0) , (41.10)

ϕ2l+1,2m+1,2n+1 = − (4ε+ 5)(4ε+ 3) Îxµ̂aÎyµ̂bÎzµ̂c
(2ε+ 1)!(2ε)!! abc

µ̂ la µ̂
m
b µ̂

n
c ×

×
(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε

M000 (ξ) (ε−1= l+m+n > 0). (41.11)

41.2. Íåïðèâîäèìîñòü

Âõîäÿùèå â (41.6) âåëè÷èíû (41.8)�(41.11) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê

îáúåìíûì ïîòåíöèàëàì ýëëèïñîèäà òåìè ýòàëîííûìè òåíçîðíûìè �óíêöè-

ÿìè, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü â íà÷àëå � 39. Òåíçîð ϕi1...iν áóäåì íàçûâàòüòåí�
çîð-ïîòåíöèàëîì ýëëèïñîèäà. Ñóùåñòâåííî, ÷òî âíåøíèé (ò. å. äëÿ òî÷åê

íàáëþäåíèÿ, ëåæàùèõ âíå èëè íà ïîâåðõíîñòè (38.16)) òåíçîð-ïîòåíöèàë

ýëëèïñîèäà ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ðà-

âåíñòâ:

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)
κ

〈µ̂a〉M000 (ξ) =

(〈
x2

ã 2

〉
− 1

)
κ

abc

ãb̃c̃
, (41.12)
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Îxµ̂a

(〈
x2

ã 2

〉
− 1

)
κ

abc

ãb̃c̃
=

x

ã 2

(〈
x2

ã 2

〉
− 1

)
κ

abc

ãb̃c̃
, (41.13)

ãäå κ � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ã =
√
a2 + ξ , b̃ =

√
b2 + ξ , c̃ =

√
c2 + ξ .

Óäîñòîâåðèìñÿ ñíà÷àëà â ïðàâèëüíîñòè (41.12).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (4.7)

〈µ̂a〉M000 (ξ) = 〈M100 (ξ)〉 = abc
/
(ãb̃c̃) .

Îñòàëüíûå îïåðàòîðû µ̂a, µ̂b, µ̂c, âõîäÿùèå â (41.12), çàìåíÿåì ñîîòâåò-

ñòâåííî íà ∂̂a, ∂̂b, ∂̂c, òàê êàê âîçäåéñòâèå ïîñëåäíèõ íà Mlmn (ξ) èäåíòè÷-
íî âîçäåéñòâèþ ïåðâûõ (ñì. (40.8)). �àñêðûâàÿ ïî ïîëèíîìèàëüíîé �îð-

ìóëå îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå

(〈
Ĵx∂̂a

〉
− 1
)
κ
(
abc
/
(ãb̃c̃)

)
, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

(Ĵx∂̂a)
l(a/ã) = (x/ã)2l(a/ã), è âíîâü èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëüíóþ �îðìó-

ëó äëÿ ñâîðà÷èâàíèÿ ñóììû, ïîëó÷àåì ïðàâóþ ÷àñòü (41.12). Àíàëîãè÷-

íî íåïîñðåäñòâåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì (µ̂a = ∂̂a) è èíòåãðèðîâàíèåì(
Îx =

x∫
0

(. . .)dx

)
óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (41.13).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âíåøíèé òåíçîð-ïîòåíöèàë íåïðèâîäèì. Áóäåì ïðè-

ìåíÿòü òðåõèíäåêñíóþ çàïèñü òåíçîðà

←→ϕ , à åãî ñâåðòêó (ïî àíàëîãèè ñ ëå-

âîé ÷àñòüþ (40.9)) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈ϕ̂a〉ϕlmn. �àññìîòðèì ñëó÷àè

ðàçëè÷íûõ (ïî ÷åòíîñòè) íàáîðîâ èíäåêñîâ.

Â EEE-ñëó÷àå èç (41.8) ïîëó÷àåì

〈ϕ̂a〉ϕ2l,2m,2n = A µ̂ la µ̂
m
b µ̂nc

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε+2

〈µ̂a〉M000 (ξ) ,

ãäå ε= l+m+n, à A � íå ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñà ïîñòîÿííàÿ. Èñïîëüçóÿ

(41.12) è çàìåíÿÿ îñòàâøèåñÿ îïåðàòîðû µ̂ íà ∂̂, áóäåì èìåòü

〈ϕ̂a〉ϕ2l,2m,2n = A ∂̂ la ∂̂
m
b ∂̂ nc

(〈
x2

ã2

〉
− 1

)ε+2
abc

ãb̃c̃
.

Îïåðàòîðó ∂̂ la∂̂
m
b ∂̂ nc ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ, ïîðÿäîê (ε) êîòîðîé ìåíü-

øå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ó âåëè÷èíû

(〈
x2/ã2

〉
− 1
)ε+2

. Ïîýòîìó ïîñëå äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ ñîõðàíèòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü

(〈
x2/ã2

〉
− 1
)2
, êîòîðûé äëÿ

òî÷åê íàáëþäåíèÿ íà è âíå ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà (38.16) â ñîîòâåòñòâèè

ñ îïðåäåëåíèåì ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòû (38.4) ðàâåí íóëþ.

Äëÿ ñâåðòêè â OEE-ñëó÷àå èç (41.10), èñïîëüçóÿ (41.12), èìååì

〈ϕ̂a〉ϕ2l+1,2m,2n ∼ ∂̂ la ∂̂
m
b ∂̂ nc Îxµ̂a

(〈
x2

ã2

〉
− 1

)ε+2
abc

ãb̃c̃
. (41.14)

Ê (41.14) ïðèìåíèìî ðàâåíñòâî (41.13), ïðàêòè÷åñêè ñâîäÿùåå äåëî ê óæå

ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ. Òàê ÷òî 〈ϕ̂a〉ϕ2l+1,2m,2n = 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâåðòêà ðàâíà íóëþ è äëÿ êîìïîíåíò

(41.9) è (41.11), ò. å. òåíçîð

←→ϕ äåéñòâèòåëüíî íåïðèâîäèì.
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41.3. ßâíûå âûðàæåíèÿ

ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âíåøíåãî òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèï-

ñîèäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü, åñëè ðàñêðûòü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ â (41.8)�

(41.11). Îíè äàþòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

ϕ2l,2m,2n = (−1)ε (4ε+3)(4ε+1)

(2ε)! abc
×

×
ε+1∑

i=0

ε+1−i∑

j=0

ε+1−i−j∑

k=0

(−1)i+j+k x2iy2jz2k Mi+l,j+m,k+n(ξ)

[2(ε+1−i−j−k)]!! (2 i)! (2j)! (2k)! , (41.15)

ϕ2l+1,2m+1,2n = (−1)ε+1 (4ε+3)(4ε+1)

(2ε)! abc
xy×

×
ε∑

i=0

ε−i∑

j=0

ε−i−j∑

k=0

(−1)i+j+k x2iy2jz2k Mi+l+1,j+m+1,k+n (ξ)

[2(ε−i−j−k)]!! (2i+1)! (2j+1)! (2k)!
, (41.16)

ϕ2l+1,2m,2n=(−1)ε (4ε+5)(4ε+3)

(2ε+1)! abc
x×

×
ε+1∑

i=0

ε+1−i∑

j=0

ε+1−i−j∑

k=0

(−1)i+j+kx2iy2jz2kMi+l+1,j+m,k+n (ξ)

[2(ε+1−i−j−k)]!! (2i+1)! (2j)! (2k)!
, (41.17)

ϕ2l+1,2m+1,2n+1 = (−1)ε+1 (4ε+5)(4ε+3)

(2ε+ 1)! abc
xyz×

×
ε∑

i=0

ε−i∑

j=0

ε−i−j∑

k=0

(−1)i+j+k x2iy2jz2kMi+l+1,j+m+1,k+n+1(ξ)

[2(ε−i−j−k)]!! (2i+1)! (2j+1)! (2k+1)!
. (41.18)

Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â �îðìóëàõ (41.15) è (41.17) âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî ε = l+m+n > 0, à â �îðìóëàõ (41.16) è (41.18) âûïîëíÿåòñÿ
ε−1 = l+m+n > 0.

Íèæå â �îðìå òàáëèöû äàíû ðàçâåðíóòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ϕlmn, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïðîñòåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì �îðìóë (41.15)�(41.18).

Òàáëèöà äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò

òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà

ϕ000 =
3

2 abc

(
M000 −M100 x

2 −M010 y
2 −M001 z

2
)
;

ϕ100 ≡ ϕx =
15

2 abc

(
M100 −

1

3
M200 x

2 −M110 y
2 −M101 z

2

)
x ;
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ϕ200 ≡ ϕxx = − 35

8 abc

[
1

6
M100 −M200 x

2 −M110 y
2 −M101 z

2+

+
1

6

(
M300 x

4 + M120 y
4 + M102 z

4
)
+

+ M210 x
2y2 + M111 y

2z2 + M201 x
2z2
]
,

ϕ110 ≡ ϕxy =
35

4 abc

(
M110 −

1

3
M210 x

2 − 1

3
M120 y

2 −M111 z
2

)
xy ;

ϕ300 ≡ ϕxxx = − 7

8 abc

[
3

2
M200 −M300 x

2 − 3M210 y
2 − 3M201 z

2+

+
1

2

(
1

5
M400 x

4 + M220 y
4 + M202 z

4

)
+

+ M310 x
2y2 + 3M211 y

2z2 + M301 x
2z2
]
x,

ϕ120 ≡ ϕxyy = − 7

8 abc

[
3

2
M110 −M210 x

2 − 3M120 y
2 − 3M111 z

2+

+
1

2

(
1

5
M310 x

4 + M130 y
4 + M112 z

4

)
+

+ M220 x
2y2 + 3M121 y

2z2 + M211 x
2z2
]
x,

ϕ111 ≡ ϕxyz =
7

4 abc

(
3M111 −M211 x

2 −M121 y
2 −M112 z

2
)
xyz ;

ϕ400 ≡ ϕxxxx =
11

128 abc

[
M200 − 3

(
M300 x

2 + M210 y
2 + M201 z

2
)
+

+ M400 x
4+M220 y

4+M202 z
4+6

(
M310 x

2y2+M211 y
2z2+M301 x

2z2
)
−

− 1

15

(
M500 x

6+M230 y
6+M203 z

6
)
−M410 x

4y2−M221 y
4z2−M302 x

2z4−

−M401 x
4z2−M320 x

2y4−M212 y
2z4−6M311 x

2y2z2
]
,

ϕ310 ≡ ϕxxxy = − 11

32 abc

[
3

2
M210 −M310 x

2 −M220 y
2 − 3M211 z

2+

+
1

10

(
M410 x

4 + M230 y
4 + 5M212 z

4
)
+

+
1

3
M320 x

2y2 + M221 y
2z2 + M311 x

2z2
]
xy,

ϕ220 ≡ ϕxxyy =
11

128 abc

[
M110 − 3

(
M210 x

2 + M120 y
2 + M111 z

2
)
+

+ M310 x
4+M130 y

4+M112 z
4+6

(
M220 x

2y2+M121 y
2z2+M211 x

2z2
)
−

− 1

15

(
M410 x

6+M140 y
6+M113 z

6
)
−M320 x

4y2−M131 y
4z2−M212 x

2z4−

−M311 x
4z2−M230 x

2y4−M122 y
2z4−6M221 x

2y2z2
]
,
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ϕ112 ≡ ϕxyzz = −
11

32 abc

[
3

2
M111 −M211 x

2 −M121 y
2 − 3M112 z

2+

+
1

10

(
M311 x

4 + M131 y
4 + 5M113 z

4
)
+

+
1

3
M221 x

2y2 + M122 y
2z2 + M212 x

2z2
]
xy,

Â ýòó òàáëèöó íå âêëþ÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîð-ïîòåí-

öèàëà ýëëèïñîèäà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé èëè âçà-

èìíîé çàìåíû êîîðäèíàò èç âûðàæåíèé, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå.

41.4. Îáùàÿ �îðìóëà

Èíîãäà, îñîáåííî ïðè ïîïûòêàõ óñòàíîâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáùåãî õà-

ðàêòåðà, âìåñòî �îðìóë (41.15)�(41.18) óäîáíåå èñïîëüçîâàòü îáîáùàþùóþ

èõ åäèíóþ �îðìóëó, ñïðàâåäëèâóþ äëÿ èíäåêñîâ ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîñòè.

Òàêîãî ðîäà îáùàÿ �îðìóëà äëÿ òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà èìååò ñëå-

äóþùèé âèä:

ϕαβγ =

∞∫

ξ

duAαβγ
∑

i,j, k

(−4)−i−j−k xα−2i y β−2j z γ−2k

i! j! k! (α− 2i)! (β − 2j)! (γ − 2k)! (i+ j + k + 1)!
×

× P i+j+k+1

ā 2α−2i+1 b̄ 2β−2j+1 c̄ 2γ−2k+1
, (41.19)

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Aαβγ = − α!β! γ!

(α+ β + γ)!
(2α+ 2β + 2γ + 3)(2α+ 2β + 2γ + 1), (41.20)

ā =
√
a2 + u, b̄ =

√
b2 + u, c̄ =

√
c2 + u, (41.21)

P (r, u) ≡ 1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u
= 1−

〈
x2

ā2

〉
.

Íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ â (41.19) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíàÿ êî-

îðäèíàòà ξ òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ðàâíàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, íåîòðèöàòåëüíîìó

êîðíþ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 〈x2/(a2 + u)〉 = 1, òàê ÷òî

P (r, ξ) = 0. (41.22)

Â (41.19) è âñòðå÷àþùèõñÿ äàëåå ñóììàõ áåç óêàçàííûõ ïðåäåëîâ ñóì-

ìèðîâàíèÿ ïîñëåäíèå ìîæíî �îðìàëüíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûìè: îò −∞ äî

+∞. Èñòèííûå æå � êîíå÷íûå � ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ ëåãêî óñòàíîâèòü,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî �àêòîðèàë îò îòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà åñòü áåñêîíå÷íî

áîëüøàÿ ïî ìîäóëþ âåëè÷èíà.

Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü âûðàæåíèÿ (41.19) ìîæíî, ðàññìàòðèâàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíî âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè �èêñèðîâàííîé ÷åòíîñòè ó ÷èñåë α,
β, γ è ïðåîáðàçóÿ âûðàæåíèå (41.19) äî åãî ñîâïàäåíèÿ ñ îäíîé èç �îðìóë

(41.15)�(41.18). Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîòèïíû äëÿ êàæäîãî (ïî ÷åòíîñòè)

íàáîðà α, β, γ , ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî îäíîãî
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ñëó÷àÿ: α = 2λ+1, β = 2µ, γ = 2ν, ãäå λ, µ, ν � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå

÷èñëà. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

ϕ̃αβγ = ϕαβγ /Aαβγ (41.23)

è ε = λ+ µ+ ν, çàïèøåì (41.19) â âèäå

ϕ̃ 2λ+1,2µ,2ν = (−4)−ε−1×

×
∑

i,j, k

(−4) i+j+k x2i+1 y 2j z 2k

(ε+ 1− i− j − k)! (2i+ 1)! (2j)! (2k)! (λ− i)! (µ− j)! (ν − k)! ×

×
∞∫

ξ

P ε+1−i−j−k du

ā 2λ+2i+3 b̄ 2µ+2j+1 c̄ 2ν+2k+1
, (41.24)

ãäå ïðîèçâåäåíû çàìåíû i→λ− ī, j→µ− j̄, k→ ν− k̄, ïîñëå ÷åãî îïóùåíû
÷åðòî÷êè íàä íîâûìè èíäåêñàìè ñóììèðîâàíèÿ.

�àñêðûâàÿ òåïåðü âûðàæåíèå P ε+1−i−j−k
ïî ïîëèíîìèàëüíîé �îðìóëå

P σ=
∑

l,m,n

σ ! (−1) l+m+n

l !m !n ! (σ−l−m−n)! (x /ā )
2l (

y
/
b̄
)2m

(z /c̄ )
2n
,

äåëàÿ î÷åðåäíûå çàìåíû l→ l̄−i, m→m̄−j, n→ n̄−k è âíîâü îïóñêàÿ ÷åð-

òî÷êè íàä íîâûìè èíäåêñàìè ñóììèðîâàíèÿ, à çàòåì ââîäÿ â ïîëó÷àþùååñÿ

âûðàæåíèå âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà

Mij k(ξ) = (2i−1)!! (2j−1)!! (2k−1)!! abc
2

∞∫

ξ

du

ā2i+1 b̄ 2j+1 c̄ 2k+1
,

ïåðåïèøåì (41.24) â âèäå

ϕ̃ 2λ+1,2µ,2ν = 2 (−4)−ε−1×

×
∑

l,m, n

(−1) l+m+n S 1(λ, l) S 2(µ,m) S 2(ν, n)

(ε+1−l−m−n)! (2λ+2l+1)!! (2µ+2m−1)!! (2ν+2n−1)!!×

× x2l+1y2mz2n

abc
Mλ+l+1, µ+m, ν+n(ξ). (41.25)

Âõîäÿùèå ñþäà äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ÷èñëîâûå ñóììû

S 1(λ, l)≡
∑

i

4i

(2i+1)!(λ−i)!(l−i)! , S 2(λ, l)≡
∑

i

4i

(2i)!(λ−i)!(l−i)! ,

êàê ïîêàçàíî â Ïðèëîæåíèè A3, ðàâíû

S 1(λ, l) =
2λ+l (2λ+2l+1) !!

(2λ+1)! (2l+1)!
, S 2(λ, l) =

2λ+l (2λ+2l−1) !!
(2λ) ! (2l) !

. (41.26)
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Åñëè òåïåðü â (41.25) ïîäñòàâèòü (41.26), (41.23) è (41.20), òî ïîëó÷èì îêîí-

÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

ϕ 2λ+1,2µ,2ν =
(4ε+ 5)(4ε+ 3)

(2ε+ 1)!
×

×
ε+1∑

l=0

ε+1−l∑

m=0

ε+1−l−m∑

n=0

(−1) ε+l+m+n x2l+1y2mz2n

[2(ε+1−l−m−n)]!! (2l+1)! (2m)! (2n)!
×

× Mλ+l+1, µ+m, ν+n

abc
(ε = λ+µ+ν), (41.27)

èäåíòè÷íîå (41.17). Â (41.27) ìû ïåðåøëè îò �îðìàëüíî áåñêîíå÷íûõ ïðå-

äåëîâ ñóììèðîâàíèÿ ê ïðåäåëàì, �àêòè÷åñêè èìåþùèì ìåñòî.

Ñîâåðøåííî òàê æå (ñ èñïîëüçîâàíèåì îáåèõ èëè îäíîé èç ñóìì S1 è

S2 ) ïðîâåðÿåòñÿ ïðàâèëüíîñòü (41.19) äëÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ ÷åòíîñòè ÷èñåë

α, β, γ.

41.5. Äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà, ¾ãàðìîíè÷íîñòü¿

Êàê âèäíî èç (41.19), êàæäàÿ êîìïîíåíòà òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà

íàðÿäó ñ ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ îò êîîðäèíàò x, y, z çàâèñèò îò íèõ è íåÿâíî

� ÷åðåç ýëëèïñîèäàëüíóþ êîîðäèíàòó ξ, âõîäÿùóþ â íèæíèé ïðåäåë èíòå-

ãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ, íàïðèìåð ∂ϕαβγ /∂x , ñëåäó-
åò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé

1

∂ϕαβγ
∂x

=

(
∂ϕαβγ
∂x

)

ξ

− Fαβγ(r, ξ)
∂ξ

∂x
, (41.28)

ãäå Fαβγ(r, u) � ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (41.19), à

(
∂ϕαβγ
∂x

)

ξ

=

∞∫

ξ

∂Fαβγ(r, u)

∂x
du .

Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå Fαβγ(r, ξ) = 0, ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå òðîé-

íîé ñóììû, âõîäÿùåé â Fαβγ(r, u), ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ïîëîæè-
òåëüíóþ ñòåïåíü âåëè÷èíû P (r, u), êîòîðàÿ ïðè u = ξ îáðàùàåòñÿ â íóëü

â ñîîòâåòñòâèè ñ (41.22). Òàêèì îáðàçîì, ïðè îäíîêðàòíîì äè��åðåíöèðî-

âàíèè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà ïî ëþáîé èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

âåëè÷èíó ξ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñòîÿííóþ, ò. å. âìåñòî (41.28) ëó÷-

øå ïîëüçîâàòüñÿ óêîðî÷åííûì ðàâåíñòâîì

∂ϕαβγ
∂x

=

(
∂ϕαβγ
∂x

)

ξ

, (41.29)

è òåìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (41.29) â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòà-

íîâêè.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñ (41.29) âûðàæåíèå (41.19),

çàìåíèâ ïðåäâàðèòåëüíî β íà β+1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî

1

Çäåñü è äàëåå áóêâà ξ ïîä ñêîáêàìè óêàçûâàåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïðè ïîñòî�

ÿííîì çíà÷åíèè ξ.
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x çàòðàãèâàåò â (41.19) ëèøü ñóììó ïî i è ÷òî ïðè áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ

ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî ïðîèçâîëüíî âûáèðàòü î÷åðåäíîñòü ñëåäîâàíèÿ ñóìì

ïî i , j , k , ïîëó÷àåì

∂ϕα, β+1,γ

∂x
=Aα, β+1,γ

∞∫

ξ

du
∑

j, k

(−4)−j−k−1 y β−2j+1 z γ−2k

j! k! (β+1−2j)! (γ−2k)! b̄ 2β−2j+3 c̄ 2γ−2k+1
×

×
{∑

i

(−4)−i xα−2i−1 P i+j+k+1

i ! (α− 2i− 1) ! (i+ j + k + 1) ! ā 2α−2i+1
−

− 2
∑

i

(−4)−i xα−2i+1 P i+j+k

i ! (α− 2i) ! (i + j + k) ! ā 2α−2i+3

}
. (41.30)

Ñäåëàåì çàìåíó i→ i−1 â ïåðâîé èç ñóìì ïî i â (41.30), çàòåì, îáúåäèíèâ
ñóììû ïî i, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû è âîññòàíîâèì èñõîäíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñóììèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå èìååì

∂ϕα, β+1,γ

∂x
= Bαβγ ×

×
∑

i,j, k

(−4)−i−j−k xα−2i+1 y β−2j+1 z γ−2k

i! j! k! (i+ j + k) ! (α+ 1− 2i)! (β + 1− 2j)! (γ − 2k)!
×

×
∞∫

ξ

P i+j+k+1du

ā 2α−2i+1 b̄ 2β−2j+3 c̄ 2γ−2k+1
, (41.31)

ãäå

Bαβγ = − (α+1)! (β+1)! γ!

2 (α+β+γ+1)!
(2α+2β+2γ+5) (2α+2β+2γ+3).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (41.31) íå èçìåíÿåò âèäà

ïðè îäíîâðåìåííîé âçàèìíîé çàìåíå x↔ y è α↔ β. Ýòî îçíà÷àåò ñóùå-

ñòâîâàíèå ðàâåíñòâà

∂ϕα, β+1,γ

∂x
=
∂ϕα+1, β,γ

∂y
, (41.32)

à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâåíñòâ

∂ϕα, β,γ+1

∂y
=
∂ϕα, β+1,γ

∂z
,

∂ϕα+1, β,γ

∂z
=
∂ϕα, β,γ+1

∂x
, (41.33)

âûòåêàþùèõ èç (41.32) â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

Åùå îäíî ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå êàñàåòñÿ ñóììû

Sαβγ ≡
∂ϕα+1, β,γ

∂x
+
∂ϕα, β+1,γ

∂y
+
∂ϕα, β,γ+1

∂z
, (41.34)

êîòîðóþ, èñïîëüçóÿ (41.33), ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâîäíóþ ïî z îò

ñâåðòêè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ïî äâóì (òåíçîðíûì) èíäåêñàì:

Sαβγ =
∂

∂z
(ϕα+2, β,γ−1 + ϕα, β+2,γ−1 + ϕα, β,γ+1) . (41.35)
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Â (41.35) ýòà ñâåðòêà äàíà â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè. Òàê êàê ó íåïðèâîäèìûõ

òåíçîðîâ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ òåíçîð-ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà, ñâåðòêà ïî

ëþáûì äâóì èíäåêñàì, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíà íóëþ, òî

∂ϕα+1, β,γ

∂x
+
∂ϕα, β+1,γ

∂y
+
∂ϕα, β,γ+1

∂z
= 0. (41.36)

Ìû äîêàçàëè, ÷òî (41.36) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ

÷èñåë α, β, γ, êðîìå ñëó÷àÿ γ=0, ïðè êîòîðîì íåêîòîðûå èíäåêñû â (41.35)

îêàçûâàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, ÷òî ëèøåíî ñìûñëà. Ïðè γ=0 ñóììà (41.34)
ñ ïîìîùüþ (41.32) è ëåâîé �îðìóëû (41.33) ïðåäñòàâèìà â âèäå

Sαβ0 =
∂

∂y
(ϕα+2, β−1, 0 + ϕα, β+1, 0 + ϕα, β−1, 2) ,

ãäå îïÿòü �èãóðèðóåò ïðîèçâîäíàÿ îò ñâåðòêè òåíçîðà

←→ϕ . Çíà÷èò, ïðè

γ = 0 ðàâåíñòâî (41.36) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ

çíà÷åíèé α è β , êðîìå β = 0. Àíàëîãè÷íî ïðè γ = β = 0 ñóììà (41.34) ñ

ïîìîùüþ (41.32) è ïðàâîé �îðìóëû (41.33) âíîâü ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ïðîèçâîäíàÿ îò ñâåðòêè:

Sα00 =
∂

∂x
(ϕα+1, 0, 0 + ϕα−1, 2, 0 + ϕα−1, 0, 2) .

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (41.36) äîêàçàíî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

öåëûõ α, β, γ, êðîìå ñëó÷àÿ1, êîãäà îäíîâðåìåííî γ=β=α=0.
Ýòîò ñëó÷àé ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Èç �îðìóëû (41.17) ïðè

l=m=n=0 ïîëó÷àåì

ϕ100 =
15

2 abc

(
M100 −

1

3
M200 x

2 −M110 y
2 −M101 z

2

)
x.

Ïîýòîìó

S000 =

〈
∂ϕ100

∂x

〉
=

15

2 abc

〈
M100 −M200 x

2 −M110 y
2 −M101 z

2
〉
=

=
15

2 abc

{
〈M100〉 −

〈
(M200 + M110 −M101)x

2
〉}

, (41.37)

ãäå âíóòðè óãëîâûõ ñêîáîê ìû èñïîëüçîâàëè âîçìîæíîñòü öèêëè÷åñêîé çà-

ìåíû. Ïðèìåíåíèå ê (41.37) �îðìóëû (4.7)

Ml+1,m,n + Ml,m+1,n + Ml,m,n+1 =
(2l− 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!! abc

ã 2l+1 b̃ 2m+1 c̃ 2n+1

è ðàâåíñòâà (41.22) äàåò îêîí÷àòåëüíî

S000 =
15

2 ã b̃ c̃
P (r, ξ) = 0 ,

ãäå, ïîäîáíî (41.21), äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

ã =
√
a2 + ξ, b̃ =

√
b2 + ξ, c̃ =

√
c2 + ξ. (41.38)

1

Äîêàçàòåëüñòâî, îïèðàþùååñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ñâåðòêè, âîçìîæíî, åñëè ÷èñëî òåí�

çîðíûõ èíäåêñîâ (ðàíã òåíçîðà) íå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå äâóõ.
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Èòàê, äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (41.36) äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë α, β, γ çàâåðøåíî.

Äè��åðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (41.32), (41.33) è (41.36) ìîæíî çàïè-

ñàòü è â îáû÷íîì òåíçîðíîì âèäå:

∂ϕj i1... iκ
∂xk

− ∂ϕk i1... iκ
∂xj

= 0 , (41.39)

∂ϕj i1... iκ
∂xj

= 0 (κ = 0, 1, . . .). (41.40)

Òàêèì îáðàçîì, ê ñèììåòðèè è íåïðèâîäèìîñòè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèï-

ñîèäà äîáàâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà (41.39) è (41.40), êîòîðûå

ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàâåíñòâî íóëþ ðîòîðà è äèâåðãåíöèè ýòîãî òåíçîð-

ïîòåíöèàëà. Îòñþäà ñëåäóåò, ó÷èòûâàÿ îïåðàòîðíîå âåêòîðíîå òîæäåñòâî

∇× (∇× . . . ) = ∇ (∇ · . . . )−∆(. . .), (41.41)

÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè-

÷åñêîé �óíêöèåé.

� 42. Òåíçîð-ïîòåíöèàë ãîìåîèäà

è åãî ñâîéñòâà

42.1. Îïåðàòîðíàÿ ñòðóêòóðà

Â äàííîì ïàðàãðà�å îáñóæäàåòñÿ òîò æå êðóã âîïðîñîâ, ÷òî è â ïðåäû-

äóùåì, íî òåïåðü ïðèìåíèòåëüíî ê ãîìåîèäó. Ïîýòîìó áëèçêà ê ïðèíÿòîé

â � 41 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.

Åñëè â �îðìóëàõ (40.22)�(40.25) ðàñêðûòü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ α̂a, α̂b,

α̂c è Ĵa, Ĵb, Ĵc, à òàêæå (åñëè îíè âñòðå÷àþòñÿ) îïåðàòîðîâ Îa, Îb, Îc, òî
ýòè �îðìóëû ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå ñëåäóþùèõ äâîéíûõ

ñóìì:

Ψ
(2ε)
EEE = (4ε−1)!!

∑

l+m+n=ε

(2ε)! i 2l,2m,2n ψ2l,2m,2n

(2l)! (2m)! (2n)!
, (42.1)

Ψ
(2ε)
OOE = (4ε−1)!!

∑

l+m+n=ε−1

(2ε)! i 2l+1,2m+1,2n ψ2l+1,2m+1,2n

(2l + 1)! (2m+ 1)! (2n)!
, (42.2)

Ψ
(2ε+1)
OOO = (4ε+1)!!

∑

l+m+n=ε−1

(2ε+1)! i 2l+1,2m+1,2n+1 ψ2l+1,2m+1,2n+1

(2l+ 1)! (2m+ 1)! (2n+ 1)!
, (42.3)

Ψ
(2ε+1)
OEE = (4ε+1)!!

∑

l+m+n=ε

(2ε+ 1)! i 2l+1,2m,2n ψ2l+1,2m,2n

(2l + 1)! (2m)! (2n)!
. (42.4)

Âìåñòî âûðàæåíèé (42.1)�(42.4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü åäèíóþ îáùóþ�îð-

ìóëó ëèáî â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè

Ψ(ν) = (2ν − 1)!!
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
iij k ψij k, (42.5)
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ëèáî â îáû÷íîé òåíçîðíîé

Ψ(ν) = (2ν − 1)!! ij1...jνψj1...jν , (42.6)

ñïðàâåäëèâîé êàê äëÿ ÷åòíûõ, òàê è äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé ν. Çäåñü

ij1...jν = (2ν + 3)̃ij1...jν =
4π ν!

(2ν + 1)!!
abc a(j1) · · · a(jν) αj1...jν , (42.7)

à çàâèñÿùèå îò ÷åòíîñòè èíäåêñîâ òðåõèíäåêñíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà

←→
ψ

(ν)

äàþòñÿ �îðìóëàìè

ψ2l,2m,2n =
4ε+ 1

(2ε)! (2ε)!! abc
µ̂ la µ̂

m
b µ̂

n
c

(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε

M000 (ξ)

(ε= l+m+n > 0), (42.8)

ψ 2l+1,2m+1,2n =
4ε+1

(2ε)!(2ε−2)!! abc Îx Îy µ̂
l+1
a µ̂m+1

b µ̂nc ×

×
(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε−1

M000 (ξ) (ε−1= l+m+n> 0), (42.9)

ψ 2l+1,2m,2n =
4ε+3

(2ε+1)!(2ε)!! abc
Îx µ̂

l+1
a µ̂mb µ̂

n
c ×

×
(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε

M000 (ξ) (ε= l+m+n > 0) , (42.10)

ψ 2l+1,2m+1,2n+1 =
4ε+ 3

(2ε+1)!(2ε−2)!! abc ÎxÎy Îz µ̂
l+1
a µ̂m+1

b µ̂n+1
c ×

×
(〈
Ĵxµ̂a

〉
−1
)ε−1

M000 (ξ) (ε−1= l+m+n > 0). (42.11)

Ôèãóðèðóþùèé â �îðìóëàõ (42.1)�(42.6) è îïðåäåëåííûé ÿâíî îïåðà-

òîðíûìè âûðàæåíèÿìè (42.8)�(42.11) òåíçîð ψj1...jν áóäåì íàçûâàòü òåí�

çîð-ïîòåíöèàëîì ãîìåîèäà. Îáñóæäåíèþ ñâîéñòâ ýòîé âàæíîé âåëè÷èíû è

ïîñâÿùåí äàííûé ïàðàãðà�.

42.2. Íåïðèâîäèìîñòü

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî âíå ýëëèïñîèäà

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

ñâåðòêà òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà ðàâíà íóëþ, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-

ñòâó íåïðèâîäèìîñòè òåíçîðà ϕj1...jν .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òðåõèíäåêñíóþ çàïèñü ψlmn òåíçîðà

←→
ψ è ââåäåì

óïðîùàþùèå íàïèñàíèå ïîñëåäóþùèõ �îðìóë îïåðàòîðû ψ̂a, ψ̂b, ψ̂c, êî-
òîðûå âîçäåéñòâóþò òîëüêî íà òåíçîð ψlmn, óâåëè÷èâàÿ ïðè ýòîì ñîîòâåò-

ñòâóþùèé (ïåðâûé, âòîðîé èëè òðåòèé) åãî èíäåêñ íà äâå åäèíèöû. Òàêèì
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îáðàçîì, ñâåðòêà òåíçîðà

←→
ψ â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè

1

åñòü < ψ̂a > ψlmn.
�àññìîòðèì ñëó÷àè ðàçëè÷íûõ ïî ÷åòíîñòè íàáîðîâ èíäåêñîâ.

Â EEE-ñëó÷àå ïðèìåíåíèå < ψ̂a > ê (42.8) ñ ó÷åòîì êîììóòàöèîííûõ

ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ µ̂ äàåò

<ψ̂a> ψ2l,2m,2n = C1 µ̂
l
a µ̂

m
b µ̂nc

(〈
Ĵxµ̂a

〉
− 1
)ε+1

〈µ̂a〉M000 (ξ) ,

ãäå ε= l+m+n, à C1 � íå ïðåäñòàâëÿþùèé èíòåðåñà ïîñòîÿííûé ìíîæè-

òåëü. Èñïîëüçóÿ (40.8) è (41.12), ïîëó÷àåì

<ψ̂a> ψ2l,2m,2n = C1 ∂̂
l
a ∂̂

m
b ∂̂ nc

(〈
x2

ã2

〉
− 1

)ε+1
abc

ãb̃c̃
.

Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó ∂̂ la ∂̂
m
b ∂̂ nc , ðà-

âåí ε, ò. å. ìåíüøå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ó âåëè÷èíû
(〈
x2
/
ã2
〉
−1
)ε+1

, òî ó ðå-

çóëüòàòà äè��åðåíöèðîâàíèÿ îñòàåòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü âèäà

〈
x2
/
ã2
〉
−1,

êîòîðûé äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ âíå ýëëèïñîèäà (38.16) ðàâåí íóëþ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (38.4) ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòû.

Â OEE-ñëó÷àå èç (42.10), èñïîëüçóÿ (41.12), ïîëó÷àåì

<ψ̂a> ψ2l+1,2m,2n = C2 ∂̂
l
a ∂̂

m
b ∂̂ nc Îx µ̂a

(〈
x2

ã2

〉
− 1

)ε+1
abc

ãb̃c̃
, (42.12)

ãäå C2 � ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò. Ê (42.12) ïðèëîæèìî ðàâåíñòâî (41.13),

èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî ñâîäèò äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ê òîìó æå, ÷òî

òîëüêî ÷òî îáñóæäàëîñü â EEE-ñëó÷àå. Òàê ÷òî < ψ̂a > ψ2l+1,2m,2n = 0.
Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ëåãêî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî îáðàùàþòñÿ â íóëü è

ñâåðòêè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà â OOO- è OOE-ñëó÷àÿõ, ò. å. òåíçîð←→
ψ äåéñòâèòåëüíî íåïðèâîäèì.

42.3. ßâíûå âûðàæåíèÿ

�àñêðûâàÿ äåéñòâèå îïåðàòîðîâ â (42.8)�(42.11), íàõîäèì âûðàæåíèÿ

äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà-ïîòåíöèàëà

←→
ψ ãîìåîèäà â ñëåäóþùåì ÿâíîì âè-

äå:

ψ2l,2m,2n = (−1)ε 4ε+1

(2ε)! abc
×

×
ε∑

i=0

ε−i∑

j=0

ε−i−j∑

k=0

(−1)i+j+k x2iy2jz2k Mi+l,j+m, k+n(ξ)

[2(ε−i−j−k)]!! (2 i)! (2j)! (2k)! , (42.13)

ψ2l+1,2m+1,2n = (−1)ε+1 4ε+1

(2ε)! abc
xy×

×
ε−1∑

i=0

ε−1−i∑

j=0

ε−1−i−j∑

k=0

(−1)i+j+k x2iy2jz2k Mi+l+1,j+m+1, k+n (ξ)

[2(ε−1−i−j−k)]!! (2i+1)! (2j+1)! (2k)!
, (42.14)

1

Ñð. ñ (40.9).
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ψ2l+1,2m,2n=(−1)ε 4ε+3

(2ε+1)! abc
x×

×
ε∑

i=0

ε−i∑

j=0

ε−i−j∑

k=0

(−1)i+j+kx2iy2jz2kMi+l+1,j+m,k+n (ξ)

[2(ε−i−j−k)]!! (2i+1)! (2j)! (2k)!
, (42.15)

ψ2l+1,2m+1,2n+1 = (−1)ε+1 4ε+3

(2ε+ 1)! abc
xyz×

×
ε−1∑

i=0

ε−1−i∑

j=0

ε−1−i−j∑

k=0

(−1)i+j+k x2iy2jz2kMi+l+1,j+m+1,k+n+1(ξ)

[2(ε−1−i−j−k)]!! (2i+1)! (2j+1)! (2k+1)!
. (42.16)

Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â �îðìóëàõ (42.13) è (42.15) âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî ε = l+m+n > 0, à â �îðìóëàõ (42.14) è (42.16) âûïîëíÿåòñÿ
ε−1 = l+m+n > 0.

Íèæå â �îðìå òàáëèöû äàíû ðàçâåðíóòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ψ lmn, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïðîñòåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì �îðìóë (42.13)�(42.16).

Òàáëèöà äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò

òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà

ψ000 =
1

abc
M000;

ψ100 ≡ ψx =
3

abc
M100 x;

ψ200 ≡ ψxx = − 5

4 abc

(
M100 −M200 x

2 −M110 y
2 −M101 z

2
)
,

ψ110 ≡ ψxy =
5

2 abc
M110 xy;

ψ300 ≡ ψxxx = − 7

12 abc

(
M200−

1

3
M300 x

2−M210 y
2−M201 z

2

)
x,

ψ120 ≡ ψxyy = − 7

12 abc

(
M110−

1

3
M210 x

2−M120 y
2−M111 z

2

)
x,

ψ111 ≡ ψxyz =
7

6 abc
M111 xyz;

ψ400 ≡ ψxxxx =
3

32 abc

[
1

2
M200 −M300 x

2 −M210 y
2 −M201 z

2+

+
1

6

(
M400 x

4 + M220 y
4 + M202 z

4
)
+

+ M310 x
2y2 + M211 y

2z2 + M301 x
2z2
]
,

ψ310 ≡ ψxxxy = −
3

16 abc

(
M210−

1

3
M310 x

2− 1

3
M220 y

2−M211 z
2

)
xy,
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ψ220 ≡ ψxxyy =
3

32 abc

[
1

2
M110 −M210 x

2 −M120 y
2 −M111 z

2+

+
1

6

(
M310 x

4 + M130 y
4 + M112 z

4
)
+

+ M220 x
2y2 + M121 y

2z2 + M211 x
2z2
]
,

ψ112 ≡ ψxyzz = −
3

16 abc

(
M111−

1

3
M211 x

2− 1

3
M121 y

2−M112 z
2

)
xy.

Â ýòó òàáëèöó íå âêëþ÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîð-ïîòåí-

öèàëà ãîìåîèäà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé èëè âçàèì-

íîé çàìåíû êîîðäèíàò èç âûðàæåíèé, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå.

42.4. Îáùàÿ �îðìóëà

Åäèíóþ îáùóþ �îðìóëó äëÿ òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà, ïîäîáíóþ

(41.19) è ñïðàâåäëèâóþ (â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè) äëÿ èíäåêñîâ ïðîèçâîëü-

íîé ÷åòíîñòè, ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ôåððåðñà (20.5).

Ýòî ïðàâèëî (ñì. � 20) ïîçâîëÿåò ïî èçâåñòíîìó îáúåìíîìó ïîòåíöèàëó ðàñ-

ïðåäåëåííûõ â òåëå çàðÿäîâ ïëîòíîñòè ̺, ãäå ̺ � îäíîðîäíàÿ (ñòåïåíè ν)
�óíêöèÿ êîîðäèíàò x, y, z, íàõîäèòü ïîòåíöèàë ðàñïðåäåëåííûõ íà ïî-

âåðõíîñòè òîãî æå òåëà çàðÿäîâ ïëîòíîñòè σ = ̺p.
Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîãî òåëà ïðàâèëî Ôåððåðñà (20.5) íåïîñðåäñòâåí-

íî ïðèìåíèìî ê ïàðöèàëüíîìó ïîòåíöèàëó Φ(ν)
ýëëèïñîèäà, äàâàÿ â ðåçóëü-

òàòå ïàðöèàëüíûé ïîòåíöèàë ãîìåîèäà

Ψ(ν) = F̂ (ν)Φ(ν). (42.17)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Ôåððåðñà F̂ (ν)
(ñì. (20.6)) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äè��å-

ðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì, òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (42.17) âûðàæåíèé (42.6)

è (41.6) è ñ ó÷åòîì ïðîïîðöèîíàëüíîé ñâÿçè (42.7) òåíçîðîâ ij1...jν è ĩj1...jν

ñðàçó âîçíèêàåò ñîîòíîøåíèå

ψj1...jν =
1

2ν + 3
F̂ (ν)ϕj1...jν , (42.18)

èëè â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè

ψαβγ =
1

2ν + 3
F̂ (ν)ϕαβγ (ν = α+ β + γ) . (42.19)

Ó÷èòûâàÿ (41.29) è çàìå÷àÿ (ñð. (21.4)), ÷òî âîçäåéñòâèå îïåðàòîðà F̂ (ν)
íà

ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (41.19) ðàâíîñèëüíî óäâîåííîìó ðåçóëüòàòó

äè��åðåíöèðîâàíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî P êàê ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé, èç (41.19) è (42.18) íåòðóäíî ïîëó÷èòü �îðìóëó

ψαβγ =

∞∫

ξ

duCαβγ
∑

i,j, k

(−4)−i−j−k xα−2i y β−2j z γ−2k

i! j! k! (α− 2i)! (β − 2j)! (γ − 2k)! (i+ j + k)!
×

× P i+j+k

ā 2α−2i+1 b̄ 2β−2j+1 c̄ 2γ−2k+1
, (42.20)
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ñïðàâåäëèâóþ, êàê è (41.19), äëÿ èíäåêñîâ ëþáîé ÷åòíîñòè. Çäåñü äëÿ ñî-

êðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Cαβγ = − α!β! γ! (2α+ 2β + 2γ + 1)

2 (α+ β + γ)!

è, êàê è â (41.19),

ā =
√
a2 + u, b̄ =

√
b2 + u, c̄ =

√
c2 + u, (42.21)

P (r, u) ≡ 1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u
= 1−

〈
x2

ā2

〉
.

Ôîðìóëà (42.20) îáëåã÷àåò óñòàíîâëåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ òåí-

çîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà.

42.5. Äè��åðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà, ¾ãàðìîíè÷íîñòü¿

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî x âûðàæåíèÿ (42.20), ñëåäóåò èìåòü â âèäó,

÷òî â îòëè÷èå îò (41.28) â àíàëîãè÷íîé �îðìóëå äëÿ ψ

∂ψαβγ
∂x

=

(
∂ψαβγ
∂x

)

ξ

− ∂ξ

∂x
fαβγ(r, ξ)

âòîðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè òåïåðü îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëà-

ãàåìîå (i = j = k = 0) ñóììû, âõîäÿùåé â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

fαβγ(r, u) â (42.20), íå ñîäåðæèò P (r, u). Òàêèì îáðàçîì,

∂ψαβγ
∂x

=

(
∂ψαβγ
∂x

)

ξ

− 2ν+1

ν!

p2(ξ)xα+1 y β zγ

ã 2α+3 b̃ 2β+1 c̃ 2γ+1
(ν = α+ β + γ) , (42.22)

ãäå

p2(ξ) =
〈
x2
/
ã 4
〉−1

. (42.23)

Åñëè â (42.22) çàìåíèòü β íà β+1, òî âòîðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè ñòàíî-
âèòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîé âçàèìíîé çàìåíû x↔y
è α↔β. Â òîì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ïðèñóùå è ïåðâîìó ñëàãàåìîìó,

ò. å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (∂ψα, β+1,γ/∂x)ξ = (∂ψα+1, β,γ/∂y)ξ , ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ïîâòîðÿÿ ïðè âû÷èñëåíèè (∂ψα, β+1,γ/∂x)ξ òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ,

êîòîðûå ñîïðîâîæäàëè ïîëó÷åíèå �îðìóë (41.30) è (41.31). Èç ñêàçàííîãî

ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà ñóùåñòâóþò

òàêèå æå äè��åðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

∂ψα, β+1,γ

∂x
=
∂ψα+1, β,γ

∂y
,

∂ψα, β,γ+1

∂y
=
∂ψα, β+1,γ

∂z
,

∂ψα+1, β,γ

∂z
=
∂ψα, β,γ+1

∂x
,

(42.24)

êàêèå ñâÿçûâàþò êîìïîíåíòû òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà.

Èç ýòîé àíàëîãèè ñðàçó ñëåäóåò �îðìóëà

∂ψα+1, β,γ

∂x
+
∂ψα, β+1,γ

∂y
+
∂ψα, β,γ+1

∂z
= 0 . (42.25)



186 �ë. 7. Ìóëüòèïîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà

ïîäîáíàÿ (41.36). Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé îïèðàëîñü íà �îðìóëû (41.32),

(41.33), èñïîëüçîâàëî ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñî-

èäà è òðåáîâàëî ïðîâåðêè â ñëó÷àå α= β = γ = 0. Äëÿ òåíçîð-ïîòåíöèàëà

ãîìåîèäà íåîáõîäèìûå ðàâåíñòâà (42.24) è ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè èìåþò

ìåñòî, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè (42.25) äëÿ ëþáûõ íåîòðè-

öàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë α, β, γ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âûïîëíåíèÿ (42.25)

ïðè α=β=γ=0. Ñäåëàåì ýòó ïðîâåðêó.

Èç (42.20) ïîëó÷àåì

ψ100 =
3

2

∞∫

ξ

x du

ā3b̄c̄
=

3

abc
M100 x .

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (42.22),

〈
∂ψ100

∂x

〉
=

3

abc
〈M100〉 −

3

ãb̃c̃
p2(ξ)

〈
x2
/
ã 4
〉
= 0 ,

ãäå îáðàùåíèå â íóëü îáíàðóæèâàåòñÿ ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ (4.7) è ó÷åòà

(42.23). Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (42.25) âåðíà äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

èíäåêñîâ α, β, γ.

Äè��åðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (42.24) è (42.25) â îáû÷íîì òåíçîðíîì

âèäå äàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî �îðìóëàìè:

∂ψj i1... iν
∂xk

− ∂ψk i1... iν
∂xj

= 0 , (42.26)

∂ψj i1... iν
∂xj

= 0 (ν = 0, 1, . . .). (42.27)

Òàêèì îáðàçîì, ê ñèììåòðèè è íåïðèâîäèìîñòè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåî-

èäà äîáàâëÿþòñÿ îáùèå ñâîéñòâà (42.26) è (42.27), êîòîðûå ìîæíî òðàêòî-

âàòü êàê ðàâåíñòâî íóëþ ðîòîðà è äèâåðãåíöèè ýòîãî òåíçîð-ïîòåíöèàëà.

Îòñþäà ñëåäóåò, ó÷èòûâàÿ îïåðàòîðíîå âåêòîðíîå òîæäåñòâî

∇× (∇× . . . ) = ∇ (∇ · . . . )−∆(. . .),

÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å-

ñêîé �óíêöèåé.

� 43. Ïàðöèàëüíûå ìîìåíòû ýëëèïñîèäà

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü îáùèìè îïðåäåëåíèÿìè ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

(35.6)

Qj1...jλ =





∫
̺(r)θj1...jλ(r) dV,

∮
σ(r)θj1...jλ(r) dS

(43.1)
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è ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿ (35.8)

Ij1...jλ =





∫
̺(r)xj1 · · · xjλ dV,

∮
σ(r)xj1 · · · xjλ dS

, (43.2)

ïðèìåíÿÿ èõ ê ýëëèïñîèäàëüíîìó îáúåêòó, óðàâíåíèå ãðàíèöû êîòîðîãî

åñòü 〈
x2/a2

〉
= 1. (43.3)

Åñëè â (43.1) è (43.2) ïîäñòàâèòü ïàðöèàëüíûå ïëîòíîñòè (ñì. (39.10) è

(39.4))

̺(ν) = αi1... i ν
xi1
a(i1)

· · · xiν
a(iν)

, (43.4)

σ(ν) = ̺(ν)p , (43.5)

òî âîçíèêàþùèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

q̃
(ν)
j 1... j λ

=

∫
̺(ν) θj1...jλ dV , (43.6)

q
(ν)
j 1... jλ

=

∮
̺(ν) θj1...jλ

p dS (43.7)

è ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿

ĩ
(ν)
j 1... jλ

=

∫
̺(ν) xj 1

. . . xj λ
dV , (43.8)

i
(ν)
j 1... jλ

=

∮
̺(ν) xj 1

. . . xj λ
p dS (43.9)

áóäåì íàçûâàòü ïàðöèàëüíûìè. Â ñèëó (43.5) ìåæäó èíòåãðàëàìè (43.6) è

(43.7), à òàêæå (43.8) è (43.9) ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü (ñì. (43.13),

(43.14)), êîòîðóþ óäîáíî èñïîëüçîâàòü è êîòîðàÿ ïîòðåáîâàëà ðàçëè÷èÿ â

îáîçíà÷åíèè ïàðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ, äàâàåìûõ îáúåìíûìè è ïîâåðõíîñò-

íûìè èíòåãðàëàìè.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = a x′, y = b y′, z = c z′ (43.10)

ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ â (43.6) è (43.8) ïî îáúåìó, à â (43.7) è (43.9)

ïî ïîâåðõíîñòè øàðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Åñëè ââåñòè åäèíè÷íûé âåêòîð

n′ = r′/r′ ðàäèóñà-âåêòîðà r′, ñîîòâåòñòâóþùåãî áåçðàçìåðíûì êîîðäèíà-

òàì x′, y′, z′, òî â ñëó÷àÿõ (43.6) è (43.8) ñîîòíîøåíèÿ (43.10) çàìåíÿþòñÿ

íà

x = ar′n′
x, y = br′n′

y, z = cr′n′
z , dV = abc r′

2
dr′ dΩ′ , (43.11)

à â ñëó÷àÿõ (43.7) è (43.9) � íà

x = an′
x, y = bn′

y, z = cn′
z, p dS = abc dΩ′ , (43.12)
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ãäå dΩ′
� ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà (ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñ�åðû).

Âûïîëíÿÿ óêàçàííûå çàìåíû è èíòåãðèðóÿ (43.6) è (43.8) ïî r′ îò 0 äî 1,

ïîëó÷àåì

q̃
(ν)
j 1... j λ

=
q
(ν)
j 1... jλ

λ+ ν + 3
, (43.13)

ĩ
(ν)
j 1... j λ

=
i
(ν)
j 1... jλ

λ+ ν + 3
, (43.14)

q
(ν)
j 1... j λ

= abc αi1... i ν

∮
n′
i1 . . . n

′
iνθ

0
j 1... j λ

dΩ′ , (43.15)

i
(ν)
j 1... j λ

= abc αi1... i νa(j1) . . . a(jλ)

∮
n′
i 1 . . . n

′
iνn

′
j1 . . . n

′
jλdΩ

′ , (43.16)

ãäå

θ 0
j 1... jλ

=

[λ/2]∑

s=0

(−1)s(2λ− 2s− 1)!!〈a2n′2
x〉
s×

×〈〈δj1j2 . . . δj 2s−1j2sa(j 2s+1)n
′
j 2s+1

. . . a(jλ)n
′
jλ〉〉 . (43.17)

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [159,483℄), èíòåãðàë ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó

îò ïðîèçâåäåíèÿ êîìïîíåíò åäèíè÷íîãî âåêòîðà îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü â

ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé è ïðè ýòîì ðàâåí

∮
n′
i1 . . . n

′
i2l
dΩ′ =

4π

(2l+ 1)!!
〈〈δi1i2 . . . δi2l−1j2l〉〉 . (43.18)

Ïîýòîìó íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïàðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ (43.13)�(43.16) âîç-

ìîæíû ëèøü ïðè ñîâïàäåíèè ÷åòíîñòè ÷èñåë λ è ν. Íî è ïðè îäèíàêîâîé

÷åòíîñòè λ è ν ïàðöèàëüíûå ìîìåíòû ðàâíû íóëþ, åñëè λ < ν. Òàê, èç
(43.16) è (43.18) ïðè λ < ν ïîëó÷àåì

i
(ν)
j 1...jλ

=
4πabc

(λ+ν+1)!!
αi1... iνa(j1) . . . a(jλ) ×

×〈〈δi1j1 . . . δiλjλδiλ+1iλ+2
. . . δiν−1iν 〉〉 .

Ëþáîå ñëàãàåìîå ýòîé �îðìóëû, âõîäÿùåå â îïåðàöèþ ñèììåòðèçàöèè, ñî-

äåðæèò õîòÿ áû îäèí ñèìâîë Êðîíåêåðà, îáà èíäåêñà êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò

i-ñåìåéñòâó, ÷òî ïðèâîäèò ê ñâåðòêå íåïðèâîäèìîãî òåíçîðà ←→α ïî ýòèì èí-

äåêñàì, ò. å. ê íóëþ. Àíàëîãè÷íî èç (43.15), (43.17) è (43.18) âûòåêàåò, ÷òî

ïðè λ < ν îáðàùàþòñÿ â íóëü è òåíçîðû q
(ν)
j 1... j λ

. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì

(43.13) è (43.14) èìååì

q̃
(ν)
j 1... jλ

= q
(ν)
j 1... j λ

= ĩ
(ν)
j 1... j λ

= i
(ν)
j 1... j λ

= 0 ïðè λ < ν. (43.19)

Ïóñòü òåïåðü

λ = ν + 2k (k = 0, 1, 2, . . .). (43.20)

Òîãäà èç (43.16) è (43.18) ïîëó÷àåì

i
(ν)
j 1... jλ

=
4πabc

(λ+ ν + 1)!!
αi1... i νa(j1) . . . a(jλ)×
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×〈〈δi1j1 . . . δiνjν δjν+1jν+2
. . . δjλ−1jλ〉〉 .

Ñðåäè ñëàãàåìûõ ýòîé �îðìóëû íåò òàêèõ, ó êîòîðûõ îáà èíäåêñà êàêîãî-

íèáóäü ñèìâîëà Êðîíåêåðà ïðèíàäëåæàò i-ñåìåéñòâó, èáî, êàê îáúÿñíÿëîñü
âûøå, òàêèå ÷ëåíû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó

←→α ìîæíî âíåñòè âíóòðü ëîìàíûõ

ñêîáîê, ïðè ýòîì óìíîæàÿ ðåçóëüòàò íà ν!, ÷òî ó÷èòûâàåò ñèììåòðè÷íîñòü
òåíçîðà

←→α . Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî

i
(ν)
j 1... jλ

=
4πν! abc

(λ+ν+1)!!
a(j1) . . . a(jλ)〈〈αj1... j ν

δjν+1jν+2
. . . δjλ−1jλ〉〉. (43.21)

Èòàê, íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (43.20) ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿ i
(ν)
j 1... j λ

, à çíà÷èò, â ñèëó (43.14), è ĩ
(ν)
j 1... j λ

îòëè÷íû îò íóëÿ. Íàêîíåö, òî, ÷òî ïðè óñëîâèè (43.20) íå ðàâíû íóëþ ïàð-

öèàëüíûå ìóëüòèïîëè q
(ν)
j 1... jλ

è q̃
(ν)
j 1... j λ

, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî

âûâîäà è ðàâåíñòâà (35.9), çàïèñàííîãî äëÿ ïàðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ.

Ñðåäè íåíóëåâûõ ïàðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ ëþáîãî èç âèäîâ (43.6)�(43.9)

îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå, ó êîòîðûõ ïðè �èêñèðîâàííîì ν ìèíè-

ìàëåí ðàíã λ. Èç òîëüêî ÷òî ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ýòèõ (ïåðâûõ íåèñ÷åçàþùèõ, èëè íèçøèõ íåíóëåâûõ) ïàðöèàëüíûõ ìîìåí-

òîâ λ = ν. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàöèÿ 〈〈. . .〉〉 íàä ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì äàåò

ñàì ýòîò òåíçîð, èç (43.21) è (43.14) äëÿ ïåðâûõ íåèñ÷åçàþùèõ ïàðöèàëüíûõ

¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿ ïîëó÷àåì

1

ij 1... j ν
=

4πν! abc

(2ν + 1)!!
a(j1) . . . a(jν)αj1... j ν

, (43.22)

ĩj 1... j ν
=

4πν! abc

(2ν + 3)!!
a(j1) . . . a(jν)αj1... j ν

. (43.23)

Çàìåòèì, ÷òî òåíçîðû ij 1... j ν
è ĩj 1... j ν

, áëàãîäàðÿ èõ ïðÿìîìó âûðàæåíèþ

÷åðåç ñèììåòðè÷íûé íåïðèâîäèìûé òåíçîð αj1... j ν
, èìåþò, êàê è òåíçîðû

qj 1... j ν
è q̃j 1... j ν

, ïî 2ν + 1 íåçàâèñèìîé êîìïîíåíòå.

� 44. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ Φ(ν)
è Ψ(ν)

Â íàéäåííûõ â � 41 è � 42 âûðàæåíèÿõ (41.6) è (42.6) äëÿ ïàðöèàëüíûõ

ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà

Φ(ν) = (2ν − 1)!! ĩj 1...j ν
ϕj1...j ν

(44.1)

è ãîìåîèäà

Ψ(ν) = (2ν − 1)!! ij 1...j ν
ψj1...j ν

(44.2)

òåíçîðíûå âåëè÷èíû ĩj 1...j ν
è ij 1...j ν

�îðìóëàìè (41.7) è (42.7) áûëè ââåäå-

íû êàê îáîçíà÷åíèÿ, ñîêðàùàþùèå çàïèñü. Ñîâïàäàþùèå ñ (41.7) è (42.7)

1

Ïðè λ=ν âåðõíèé èíäåêñ ν, èñïîëüçóåìûé äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïàðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ

(43.6)�(43.9), ñòàíîâèòñÿ èçëèøíèì è â ìàðêèðîâêå ïåðâûõ íåèñ÷åçàþùèõ ìîìåíòîâ íå

èñïîëüçóåòñÿ.
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âûðàæåíèÿ (43.23) è (43.22) � ðåçóëüòàò ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ íåèñ-

÷åçàþùèõ ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿. Òåì ñàìûì îïðàâäàíî èñïîëüçîâàíèå îäè-

íàêîâûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ ïî-ðàçíîìó ââåäåííûõ òåíçîðîâ è îáåñïå÷åíî �è-

çè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå âåëè÷èí (41.7) è (42.7).

Îñîáåííîñòüþ ïðåäñòàâëåíèé (44.1) è (44.2) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè çàìåíå

â íèõ âñåõ Mlmn (ξ) íà âíóòðåííèå �àêòîðû Mlmn îíè äàþò ïîòåíöèàëû

Φ(ν)
è Ψ(ν)

âíóòðè ýëëèïñîèäà. Ìîæíî áûëî áû óñîìíèòüñÿ â ñïðàâåä-

ëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ïðåäñòàâëåíèþ (44.2), êîòî-

ðîå ïîëó÷åíî êàê àêò âîçäåéñòâèÿ íà (44.1) äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

F̂ (ν)
, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò âîâëå÷åíèå â ïðîâîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèé

Mlmn (ξ), íåÿâíî çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàò. Îäíàêî èçâåñòíî (ñì. (14.13)),

÷òî ïðè îäíîêðàòíîì äè��åðåíöèðîâàíèè îáúåìíûõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñî-

èäà ïîëó÷àþùèéñÿ ðåçóëüòàò òàêîâ æå, êàê åñëè áû ξ ðàññìàòðèâàëàñü ïðè
äè��åðåíöèðîâàíèè êàê ïîñòîÿííàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè �îðìóëàì (44.1) è (44.2) ñîîò-

âåòñòâóþò

Φ(ν) = (2ν − 1)!!
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
ĩij k ϕij k (44.3)

è

Ψ(ν) = (2ν − 1)!!
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
iij k ψij k . (44.4)

Òàê êàê äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ Φ(ν)
è Ψ(ν)

âõîäÿùèå â �îðìóëû

(44.1) è (44.2) òåíçîð-ïîòåíöèàëû ϕj1...j ν
è ψj1...j ν

ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìû-

ìè, òî, èñïîëüçóÿ (35.9)

Qi1...inΓi1...in = (2n− 1)!!Ii1...inΓi1...in , (44.5)

ìîæíî ïåðåéòè â (44.1) è (44.2) îò ¾ìîìåíòîâ èíåðöèè¿ ê ìóëüòèïîëüíûì

ìîìåíòàì. Äëÿ ýòîãî â �îðìóëå (44.5), âçÿòîé ïðè n = ν, ñëåäóåò îòîæäå-

ñòâèòü Γj1...jν ñ ϕj1...j ν
èëè ψj1...j ν

, Ij1...j ν
ñ ĩj1...j ν

èëè ij1...j ν
è, ñëå-

äîâàòåëüíî, Qj1...j ν
ñ q̃j1...j ν

èëè qj1...j ν
, à ðåçóëüòàòû íóæíî ïîäñòàâèòü

â (44.1) èëè (44.2) ñîîòâåòñòâåííî. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ìóëüòèïîëüíîìó

ïðåäñòàâëåíèþ âíåøíèõ ïàðöèàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ:

Φ(ν) = q̃j1...j ν
ϕj1...j ν

, (44.6)

Ψ(ν) = qj1...j ν
ψj1...j ν

. (44.7)

Âàæíî îòìåòèòü (ñì. (38.24)), ÷òî äëÿ �èêñèðîâàííîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ

îòíîøåíèå Mlmn (ξ) /abc èíâàðèàíòíî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ýëëèïñîèäà

ê ëþáîìó äðóãîìó, ñî�îêóñíîìó ñ íèì. Ïîýòîìó �àêòè÷åñêè â ïðåäñòàâ-

ëåíèÿõ (44.1), (44.2) è (44.6), (44.7) äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ îòñóòñòâóåò

(áóäó÷è ¾ïîãëîùåííîé¿ ìîìåíòàìè èíåðöèè èëè ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòà-

ìè) èí�îðìàöèÿ î ðàçìåðàõ ýëëèïñîèäà (43.3) è î êîíêðåòíîì âèäå (êîý�-

�èöèåíòàõ) ïîëèíîìà, õàðàêòåðèçóþùåãî èñòî÷íèêè. Òàêèì îáðàçîì, ýòè

ïðåäñòàâëåíèÿ çàâèñÿò ëèøü îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ñòåïåíè ïîëèíîìà, îïè-

ñûâàþùåãî èñòî÷íèêè, è ðàçìåðîâ è îðèåíòàöèè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà �

ïðåäåëüíîé �èãóðû ñåìåéñòâà ñî�îêóñíûõ ýëëèïñîèäîâ.
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� 45. Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ ΨL

÷åðåç ïîëíûå ìîìåíòû

Ïåðåõîäÿ ê ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîòåíöèàëàì ΨL ýëëèïñîèäàëüíîãî ïðî-
ñòîãî ñëîÿ, ñîçäàâàåìûì ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σL çàðÿäà, ïåðåïèøåì

åå âûðàæåíèå (39.7) â âèäå

σL =

K∑

l=0

σ(2l) +

N∑

l=0

σ(2l+1) , (45.1)

ãäå

K =

[
L

2

]
, N =

[
L− 1

2

]
, (45.2)

à ñóììû ñîñòàâëåíû èç ïàðöèàëüíûõ ïëîòíîñòåé σ(ν)
ñ îäèíàêîâîé ÷åòíî-

ñòüþ ÷èñåë ν. Èç (39.8) ñ ó÷åòîì �îðìóëû (44.2) ïîëó÷àåì

ΨL =

L∑

ν=0

(2ν − 1)!! ij1...j ν
ψj1...j ν

. (45.3)

Íàøà öåëü � òàê ïðåîáðàçîâàòü (45.3) (ëèáî óêàçàòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþ-

ùèé ýòîãî äîáèòüñÿ), ÷òîáû â èòîãîâîé �îðìóëå âìåñòî ïàðöèàëüíûõ ¾ìî-

ìåíòîâ èíåðöèè¿ �èãóðèðîâàëè ïîëíûå, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùèå âñåé ïîëè-

íîìèàëüíîé ïëîòíîñòè σL, ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿

Ij1...jλ =

∮
σL xj1 ...xjλ dS.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíþþ �îðìóëó âûðàæåíèå (45.1) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

äëÿ σ(ν)
, ó êîòîðûõ ÷åòíîñòü ν íå ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ λ, èíòåãðàëû ðàâíû

íóëþ, ïîëó÷àåì

Ij 1...j 2l
=

min(K, l)∑

n=0

i
(2n)
j 1...j 2l

, Ij 1...j 2l+1
=

min(N, l)∑

n=0

i
(2n+1)
j 1...j 2l+1

, (45.4)

ãäå âåðõíèå ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ (43.19). Èìåÿ â âèäó, ÷òî

íàì íå òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿ áîëåå âûñîêîãî ðàíãà,

÷åì âõîäÿùèå â (45.3), è ðàçðåøàÿ ðàâåíñòâà (45.4) îòíîñèòåëüíî ij1...jλ ,

íàõîäèì

ij 1...j 2l
=Ij 1...j 2l

−
l−1∑

n=0

i
(2n)
j 1...j 2l

, ij 1...j 2l+1
=Ij 1...j 2l+1

−
l−1∑

n=0

i
(2n+1)
j 1...j 2l+1

. (45.5)

Çàìåòèì, ÷òî èç (43.21) è (43.22) ñëåäóåò âûïîëíÿþùàÿñÿ ïðè óñëîâèè

(43.20) �îðìóëà

i
(ν)
j 1...jλ

=
(2ν + 1)!!

(λ+ ν + 1)!!
〈〈 ij 1...j ν

κj ν+1j ν+2
. . .κj λ−1jλ

〉〉 , (45.6)

ãäå

κij ≡ a(i)a(j)δij =
{
a2(i) i = j

0 i 6= j
. (45.7)
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Ïîäñòàâëÿÿ (45.6) â ïðàâûå ÷àñòè �îðìóë (45.5), ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíûì

òåíçîðíûì ñîîòíîøåíèÿì

ij 1...j 2l
= Ij 1...j 2l

−
l−1∑

n=0

(4n+ 1)!!

(2l + 2n+ 1)!!
〈〈 ij 1...j 2n

κj 2n+1j 2n+2
. . .κj 2l−1j 2l

〉〉,

(45.8)

ij 1...j 2l+1
=Ij 1...j 2l+1

−
l−1∑

n=0

(4n+ 3)!!

(2l+2n+3)!!
〈〈 ij 1...j 2n+1

κj 2n+2j 2n+3
. . .κj 2lj 2l+1

〉〉,

ïîñëåäîâàòåëüíîå (îò l = 0 äî l = K èëè l = N â çàâèñèìîñòè îò ÷åò-

íîñòè ðàíãà òåíçîðà

←→
i ) ïðèìåíåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò â êîíå÷íîì ñ÷åòå

ïåðåéòè â (45.3) îò ïàðöèàëüíûõ ê ïîëíûì ¾ìîìåíòàì èíåðöèè¿. Âî èçáå-

æàíèå îøèáîê ïðè ðàáîòå ñ ðåêóððåíòíûìè òåíçîðíûìè �îðìóëàìè (45.8)

è òåìè, ÷òî âñòðåòÿòñÿ íèæå, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî çàìåíà ïàðöèàëü-

íûõ ìîìåíòîâ ïîëíûìè â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ ëèøü

ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñèììåòðèçàöèè. Ïðåäñòàâëåíèå ΨL ÷åðåç ïîë-

íûå ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿, äîñòèãàåìîå íà îñíîâå (45.3), (45.8), ñïðàâåäëèâî

è âíå, è âíóòðè ýëëèïñîèäà (43.3) ïðè óñëîâèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû â

òåíçîð-ïîòåíöèàëå âíåøíèõ �àêòîðîâ Mlmn (ξ) íà âíóòðåííèå Mlmn.

Îäíàêî âî âíåøíåé îáëàñòè, ãäå òåíçîð-ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäè-

ìûì, öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè îò ïðåäñòàâëåíèÿ ΨL, èñïîëüçóþùåãî ïîëíûå
¾ìîìåíòû èíåðöèè¿, ê ïðåäñòàâëåíèþ ÷åðåç ïîëíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåí-

òû Qj 1...jλ =
∮
σL θj1...jλ

dS, êîòîðûå ïî ñðàâíåíèþ ñ Ij 1...jλ èìåþò, âîîáùå

ãîâîðÿ, ãîðàçäî ìåíüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Ïåðåõîä ê ìóëüòè-

ïîëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ îò (45.3), (45.8) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (35.9)

è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì èòîãîâûì �îðìóëàì:

ΨL =
L∑

ν=0

qj1...j ν
ψj1...j ν

, (45.9)

qj 1...j 2l
⊜ Qj 1...j 2l

− (4l − 1)!!
l−1∑

n=0

4n+ 1

(2l+ 2n+ 1)!!
×

×〈〈qj 1...j 2n
κj 2n+1j 2n+2

. . .κj 2l−1j 2l
〉〉,

(45.10)

qj 1...j 2l+1
⊜ Qj 1...j 2l+1

− (4l + 1)!!

l−1∑

n=0

4n+ 3

(2l+ 2n+ 3)!!
×

×〈〈qj 1...j 2n+1
κj 2n+2j 2n+3

. . .κj 2lj 2l+1
〉〉.

Âûòåêàþùèå èç (45.10) ÷àñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ ìóëüòèïîëüíûõ

ìîìåíòîâ âïëîòü äî ïÿòîãî ðàíãà ïðèâîäÿòñÿ â � 47 (ñì. �îðìóëû (47.13)�

(47.24)).

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå îò (45.8) �îðìóëû (45.10) íå ÿâëÿ-

þòñÿ òî÷íûìè ðàâåíñòâàìè. Îäíàêî òåíçîðû, âûðàæàþùèå ðàçëè÷èå ìåæ-

äó ïðàâûìè è ëåâûìè ÷àñòÿìè ýòèõ �îðìóë, òàêîâû, ÷òî ïîëíàÿ ñâåðòêà èõ

ñ ëþáûì íåïðèâîäèìûì òåíçîðîì òàêîãî æå ðàíãà ðàâíà íóëþ (ñîâåðøåííî
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àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìåëà ìåñòî ïðè ïåðåõîäå îò (35.7) ê (35.9)). Òàêèì

îáðàçîì, îøèáêè íå ïðîèçîéäåò ïðè óñëîâèè, ÷òî ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé

íà îñíîâå (45.10), áóäåò âíåñåí â (45.9). Ñîîòíîøåíèÿ òèïà (45.10), ïðåäíà-

çíà÷åííûå èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè â �îðìóëû äëÿ

âíåøíåãî ïîòåíöèàëà, ãäå îíè èãðàþò ðîëü òî÷íûõ ðàâåíñòâ, áóäåì íàçû-

âàòü óñëîâíûìè ðàâåíñòâàìè, à âìåñòî çíàêà ðàâåíñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü

â íèõ ñèìâîë ⊜.
Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ΨL áûëè

âïåðâûå îáíàðóæåíû â [521℄.
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L

÷åðåç ïîëíûå ìîìåíòû

Âñÿêèé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó îä-

íîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Ïîýòîìó ïëîòíîñòü âèäà ̺ΓL =

= ΓL

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
, ãäå ΓL(x, y, z) � ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì, ìîæíî, ïîäîáíî

(45.1), çàïèñàòü êàê ñóììó ïàðöèàëüíûõ ïëîòíîñòåé

̺ΓL =
L∑

ν=0

̺(ν) =
K∑

l=0

̺(2l) +
N∑

l=0

̺(2l+1).

Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (44.1) ìîæíî â âèäå, àíàëîãè÷íîì (45.3), ïðåäñòàâèòü

è ïîòåíöèàë ΦΓ
L:

ΦΓ
L =

L∑

ν=0

(2ν − 1)!! ĩj1...j ν
ϕj1...j ν

. (46.1)

Ïåðåõîä â (46.1) ê ïîëíûì ¾ìîìåíòàì èíåðöèè¿

Ij1...jλ
=

∫
̺ΓL xj1 ...xjλ dV

îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëàëîñü â ïðåäûäóùåì

ïàðàãðà�å. Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî �îðìóëû (45.4) è (45.5), íî ñ òèëü-

äàìè íàä i. Â ñèëó (43.14) �îðìóëà (45.6) çàìåíÿåòñÿ íà

ĩ
(ν)
j 1...jλ

=
(2ν + 3)!!

(λ+ ν + 3)!!
〈〈 ĩj 1...j ν

κj ν+1j ν+2
. . .κj λ−1jλ

〉〉 .

Ïîýòîìó âìåñòî (45.8) ïîëó÷àåì

ĩj 1...j 2l
= Ij 1...j 2l

−
l−1∑

n=0

(4n+ 3)!!

(2l+ 2n+ 3)!!
〈〈 ĩj 1...j 2n

κj 2n+1j 2n+2
. . .κj 2l−1j 2l

〉〉,

(46.2)

ĩj 1...j 2l+1
=Ij 1...j 2l+1

−
l−1∑

n=0

(4n+ 5)!!

(2l+2n+5)!!
〈〈 ĩj 1...j 2n+1

κj 2n+2j 2n+3
. . .κj 2lj 2l+1

〉〉.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ΦΓ
L ÷åðåç ïîëíûå ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿, äàâà-

åìîå (46.1), (46.2), ñïðàâåäëèâî êàê âíå, òàê è âíóòðè ýëëèïñîèäà (43.3),
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ãäå ïîòåíöèàë ΦΓ
L ñðîäíè áèãàðìîíè÷åñêîìó è ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèì ïðè

âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èçëîæåííîìó â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å ñòðîèò-

ñÿ è ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ΦΓ
L ÷åðåç ïîëíûå

ìîìåíòû

Qj1...jλ =

∫
̺ΓL θj1...jλ dV,

ïðèâîäÿ ê ñëåäóþùèì îêîí÷àòåëüíûì �îðìóëàì:

ΦΓ
L =

L∑

ν=0

q̃j1...j ν
ϕj1...j ν

, (46.3)

q̃j 1...j 2l
⊜Qj 1...j 2l

− (4l− 1)!!

l−1∑

n=0

(4n+ 1)(4n+ 3)

(2l+ 2n+ 3)!!
×

×〈〈q̃j 1...j 2n
κj 2n+1j 2n+2

. . .κj 2l−1j 2l
〉〉,

(46.4)

q̃j 1...j 2l+1
⊜Qj 1...j 2l+1

− (4l+ 1)!!

l−1∑

n=0

(4n+ 3)(4n+ 5)

(2l+ 2n+ 5)!!
×

×〈〈q̃j 1...j 2n+1
κj 2n+2j 2n+3

. . .κj 2lj 2l+1
〉〉.

Çäåñü (46.4) � óñëîâíûå ðàâåíñòâà, ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðûõ ïðåä-

íàçíà÷åíû òîëüêî äëÿ ïîäñòàíîâêè â (46.3).

Â ÷àñòíîñòè, èç âåðõíåé �îðìóëû (46.4) äëÿ ìîìåíòîâ ÷åòíîãî ðàíãà

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

q̃ = Q, (46.5)

q̃ ij ⊜ Qij −
3

5
q̃ a(i)a(j)δ ij , (46.6)

q̃ ij kl ⊜ Qijkl − 3 q̃ a(i)a(j)a(k)a(l) (δ ijδ kl + δ ikδ j l + δ ilδj k)−

− 35

9

[
q̃ ij a(k)a(l)δ kl + q̃ ik a(j)a(l)δj l + q̃ il a(j)a(k)δj k+

+q̃j k a(i)a(l)δ il + q̃ j l a(i)a(k)δ ik + q̃ kl a(i)a(j)δ ij
]
. (46.7)

Âî èçáåæàíèå îøèáîê çàìåíó â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (46.4) âåëè-

÷èí q̃j 1...j ν
ïîëíûìè ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè Qj 1...j ν

ñëåäóåò ñîâåð-

øàòü ëèøü ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñèììåòðèçàöèè 〈〈. . .〉〉.
Ïîëó÷àþùèåñÿ èç �îðìóë (46.5)�(46.7) âûðàæåíèÿ äåêàðòîâûõ êîìïî-

íåíò òåíçîðà q̃j 1...j2λ ÷åðåç êîìïîíåíòû ïîëíûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

Qj 1...j2λ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

q̃ = Q; (46.8)

q̃xx ⊜ Qxx −
3

5
Qa2, q̃xy = Qxy; (46.9)
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q̃xxxx ⊜ Qxxxx −
70

3
Qxxa

2 + 5Qa4,

q̃xxxy ⊜ Qxxxy −
35

3
Qxya

2,

q̃xxyy ⊜ Qxxyy −
35

3

(
Qxxb

2 +Qyya
2
)
+ 11Qa2b2,

q̃xyzz ⊜ Qxyzz −
35

9
Qxyc

2.





(46.10)

Àíàëîãè÷íî èç íèæíåé �îðìóëû (46.4) äëÿ ìîìåíòîâ íå÷åòíîãî ðàíãà

ïîëó÷àåì

q̃i = Qi, (46.11)

q̃ ijk ⊜ Qijk −
15

7

(
q̃i a(j)a(k)δjk + q̃j a(i)a(k)δik + q̃k a(i)a(j)δij

)
, (46.12)

q̃ ij klm ⊜ Qijklm − 15
[
q̃i a(j)a(k)a(l)a(m) (δjkδlm + δjlδ km + δjmδlk)+

+ q̃i a(j)a(k)a(l)a(m) (δj kδlm + δj lδ km + δjmδlk)+

+ q̃j a(i)a(k)a(l)a(m) (δikδlm + δilδkm + δimδkl)+

+ q̃k a(i)a(j)a(l)a(m) (δijδlm + δilδjm + δimδj l)+

+ q̃m a(i)a(j)a(k)a(l) (δijδkl + δikδj l + δilδjk)
]
−

− 63

11

(
q̃ ijk a(l)a(m)δ lm + q̃ijl a(k)a(m)δkm + q̃ ikl a(j)a(m)δj m+

+ q̃j kl a(i)a(m)δ im + q̃ijm a(k)a(l)δ kl + q̃ jkm a(i)a(l)δ il + q̃ ikm a(j)a(l)δ jl+

+ q̃jlm a(i)a(k)δik + q̃ ilm a(j)a(k)δjk + q̃klm a(i)a(j)δij
)
. (46.13)

Âûðàæåíèÿ ÷åðåç ïîëíûå ìîìåíòû äàþòñÿ �îðìóëàìè

q̃x = Qx; (46.14)

q̃xxx ⊜ Qxxx −
45

7
Qxa

2, q̃xxy ⊜ Qxxy −
15

7
Qya

2, q̃xyz = Qxyz; (46.15)

q̃xxxxx ⊜ Qxxxxx −
630

11
Qxxxa

2 +
1575

11
Qxa

4,

q̃xxxxy ⊜ Qxxxxy −
378

11
Qxxya

2 +
315

11
Qya

4,

q̃xxxyy ⊜ Qxxxyy −
63

11
Qxxxb

2 − 189

11
Qxyya

2 +
315

11
Qxa

2b2,

q̃xxxyz ⊜ Qxxxyz −
189

11
Qxyza

2,

q̃xxyyz ⊜ Qxxyyz −
63

11
Qxxzb

2 − 63

11
Qyyza

2 +
105

11
Qza

2b2.





(46.16)

Öèêëè÷åñêàÿ èëè âçàèìíàÿ ïåðåñòàíîâêà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â �îð-

ìóëàõ (46.9), (46.10), (46.14)�(47.16) äàåò íåäîñòàþùèå âûðàæåíèÿ.
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� 47. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ΦL

�àññìîòðèì òåïåðü ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë

ΦL =

∫
̺L
dV

R
, (47.1)

ñîçäàâàåìûé ñíàðóæè ýëëèïñîèäà

〈
x2/a2

〉
= 1 (47.2)

ïðîèçâîëüíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ̺L = PL(x/a, y/b, z/c).
Èíòåãðèðîâàíèå ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà â (47.1) áóäåì âåñòè ñëåäóþùèì ñïå-

öèàëüíûì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ýëëèïñîèä (47.2) áåñêîíå÷íîé ñè-

ñòåìîé ñî�îêóñíûõ ñ íèì ýëëèïñîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçáèò íà áåñêî-

íå÷íî òîíêèå ýëëèïñîèäàëüíûå ñëîè (�îêàëîèäû). Òîãäà îáúåìíûé ïîòåí-

öèàë (47.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ïîòåíöèàëîâ ñîñòàâëÿ-

þùèõ åãî �îêàëîèäîâ è òåì ñàìûì ñâåñòè âû÷èñëåíèå ê èíòåãðèðîâàíèþ

ñíà÷àëà ïî êàêîé-ëèáî èç ñî�îêóñíûõ ïîâåðõíîñòåé, õàðàêòåðèçóåìîé ýë-

ëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòîé ξ, à çàòåì ïî ñàìîé êîîðäèíàòå ξ. Ïðè ýòîì

ýëåìåíò îáúåìà â (47.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

(ñì. � 7)

dV = dp dS =
1

2 p
dξ dS =

1

2
dξ 〈x2/a4〉 p dS, (47.3)

ãäå p = 〈x2/a4〉−1/2
, ïðè÷åì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èñïîëüçîâàíî â (47.3) äëÿ

¾ïåðåáðîñêè¿ p â ÷èñëèòåëü. Ïîäñòàâèâ (47.3) â (47.1), ïîëó÷èì

ΦL =
1

2

∫
dξ

∮
σL+2

dS

R
, (47.4)

ãäå

σL+2 = PL+2

(
x

a
,
y

b
,
z

c

)
p = PL

(
x

a
,
y

b
,
z

c

)
〈x2/a4〉 p , (47.5)

à ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ξ çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçìåðàìè
ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà (òàê, ïðè a> b>c èíòåãðàë áåðåòñÿ îò −c2 äî 0). Â
ðåçóëüòàòå ïîòåíöèàë �îêàëîèäà

dΦL =
1

2
dξ

∮
̺L

dS

pR
,

à çíà÷èò, è ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà ΦL =
∫
dΦL, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè

çàðÿäà ̺L, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èçó÷åííûé íàìè ïîòåíöèàë ãîìåîèäà

ΨL+2 =

∮
σL+2

dS

R
,

1

�îðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé ñâåðõó îòìå÷åíû êîîðäèíàòû x, y, z, ξ òî÷êè èíòåãðèðî�

âàíèÿ, à òàêæå âåëè÷èíû p, σL, PL, dS, a =

√
a2 + ξ, b =

√
b2 + ξ, c =

√
c2 + ξ,

îòíîñÿùèåñÿ ê ïîâåðõíîñòè ξ = onst < 0.
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ñîîòâåòñòâóþùèé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè σL+2 = PL+2 p , ó êîòîðîé ñòå-

ïåíü ïîëèíîìà PL+2 íà äâå åäèíèöû âûøå ñòåïåíè ïîëèíîìà ̺L.
Çàìåíÿÿ â (47.4) ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë åãî ïðåäñòàâëåíèåì, äàâàåìûì

�îðìóëîé (45.3), áóäåì èìåòü

1

ΦL =

L+2∑

ν=0

(2ν − 1)!! tj 1...j ν
ψj 1...j ν

, (47.6)

ãäå òåíçîð

tj 1...j ν
=

1

2

∫
ij 1...j ν

dξ

ââåäåí äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, à ïàðöèàëüíûå ìîìåíòû ij 1...j ν
ñîîòâåòñòâó-

þò ïàðöèàëüíûì ïëîòíîñòÿì σ(ν)
, èç êîòîðûõ ñêëàäûâàåòñÿ

σL+2 =

L+2∑

ν=0

σ(ν) =

K+1∑

l=0

σ(2l) +

N+1∑

l=0

σ(2l+1) , (47.7)

ãäå ÷èñëà K è N òå æå, ÷òî è â (45.2). Ïîëíûå ¾ìîìåíòû èíåðöèè¿ ýëëèï-

ñîèäà, èìåþùåãî ïëîòíîñòü ̺L, ðàâíû

Ij 1... jλ =

∫
̺L xj 1

. . . xj λ
dV =

1

2

∫
dξ

∮
σL+2 xj 1

. . . xjλ
dS . (47.8)

Êàê è ïðè âûâîäå (45.8), èç (47.7), (47.8) è (45.6) ïîëó÷àåì

tj 1...j 2l
=Ij 1...j 2l

− 1

2

l−1∑

n=0

(4n+ 1)!!

(2l + 2n+ 1)!!
×

×
∫
〈〈 ij 1...j 2n

κj 2n+1j 2n+2
. . .κj 2l−1j 2l

〉〉 dξ ,

(47.9)

tj 1...j 2l+1
=Ij 1...j 2l+1

− 1

2

l−1∑

n=0

(4n+ 3)!!

(2l + 2n+ 3)!!
×

×
∫
〈〈 ij 1...j 2n+1

κj 2n+2j 2n+3
. . .κj 2lj 2l+1

〉〉 dξ ,

ãäå κij = a(i)a(j)δij . Äëÿ ñî�îêóñíûõ ýëëèïñîèäîâ a 2
(i) = a2(i)+ ξ, ïîýòîìó

κij = κij + ξ δij . Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé (47.9) â �îðìóëó (47.6) äëÿ

âíåøíåãî ïîòåíöèàëà, ñîäåðæàùóþ íåïðèâîäèìûå òåíçîð-ïîòåíöèàëû ãî-

ìåîèäà

←→
ψ , âñå κij ìîæíî çàìåíèòü íà κij , òàê êàê ñâåðòêà èõ ðàçíîñòè

ξ δij ñ íåïðèâîäèìûì òåíçîðîì ðàâíà íóëþ. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî

ñòðîãèõ ðàâåíñòâ (47.9) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ óñëîâíûìè ðàâåíñòâàìè

tj 1...j 2l
⊜ Ij 1...j 2l

−
l−1∑

n=0

(4n+ 1)!!

(2l+ 2n+ 1)!!
〈〈tj 1...j 2n

κj 2n+1j 2n+2
. . .κj 2l−1j 2l

〉〉,

(47.10)

tj 1...j 2l+1
⊜Ij 1...j 2l+1

−
l−1∑

n=0

(4n+ 3)!!

(2l+2n+3)!!
〈〈tj 1...j 2n+1

κj 2n+2j 2n+3
. . .κj 2lj 2l+1

〉〉,

1

Òåíçîð-ïîòåíöèàë ãîìåîèäà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òî÷êè íàáëþäåíèÿ è ïðè èíòåãðè�

ðîâàíèè ïî èñòî÷íèêàì ìîæåò áûòü âûíåñåí çà çíàê èíòåãðàëà, êàê è ñäåëàíî â (47.6).
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ñîâïàäàþùèìè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (45.8), åñëè â ïîñëåäíèõ çàìåíèòü i íà t.
Íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà ΦL ÷åðåç ïîëíûå ¾ìîìåíòû èíåð-

öèè¿ ñïðàâåäëèâî òîëüêî âíå ýëëèïñîèäà (47.2), ãäå áîëåå óäîáíî ìóëü-

òèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, èñïîëüçóþùåå ìåíüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èí-

òåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê òåëà. Ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ ΦL ÷åðåç ïîë-

íûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû Qj 1...jλ =
∫
̺L θj 1...jλdV îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê

îáû÷íî, ñ ïîìîùüþ (35.9), à ðåçóëüòàò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ΦL =
L+2∑

ν=0

qj 1...j ν
ψj 1...j ν

. (47.11)

Çäåñü ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

qj 1...j ν
=

1

2

∫
qj 1...j ν

dξ,

à ïàðöèàëüíûå ìóëüòèïîëè qj 1...j ν
ñîîòâåòñòâóþò ïàðöèàëüíûì ïëîòíîñòÿì

σ(ν)
, âõîäÿùèì â (47.7). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû qj 1...j ν

, êàê è tj 1...j ν
â

(47.6), ïàðöèàëüíûìè ìîìåíòàìè ýëëèïñîèäà íå ÿâëÿþòñÿ. Òåì íå ìåíåå

ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ qj 1...j ν
èìåþò âèä

qj 1...j 2l
⊜ Qj 1...j 2l

− (4l − 1)!!

l−1∑

n=0

4n+ 1

(2l+ 2n+ 1)!!
×

×〈〈qj 1...j 2n
κj 2n+1j 2n+2

. . .κj 2l−1j 2l
〉〉,

(47.12)

qj 1...j 2l+1
⊜ Qj 1...j 2l+1

− (4l + 1)!!

l−1∑

n=0

4n+ 3

(2l+ 2n+ 3)!!
×

×〈〈qj 1...j 2n+1
κj 2n+2j 2n+3

. . .κj 2lj 2l+1
〉〉,

ñîâïàäàþùèé ñ (45.10), è èõ ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê óñëîâíûå ðàâåíñòâà,

ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè â (47.11).

Â ÷àñòíîñòè, èç âåðõíåé �îðìóëû (47.12), à çíà÷èò, è èç âåðõíåé �îð-

ìóëû (45.10), äëÿ ìîìåíòîâ ÷åòíîãî ðàíãà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

q = Q, (47.13)

q ij ⊜ Qij − q a(i)a(j)δ ij , (47.14)

q ij kl ⊜ Qijkl − 7q a(i)a(j)a(k)a(l) (δ ijδ kl + δ ikδ j l + δ ilδj k)−
− 5

[
q ij a(k)a(l)δ kl + q ik a(j)a(l)δj l + q il a(j)a(k)δj k+

+qj k a(i)a(l)δ il + q j l a(i)a(k)δ ik + q kl a(i)a(j)δ ij
]
. (47.15)

Âî èçáåæàíèå îøèáîê çàìåíó â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (47.12) èëè

(45.10) âåëè÷èí qj1...j ν
ïîëíûìè ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè Qj1...j ν

ñëå-

äóåò ñîâåðøàòü ëèøü ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñèììåòðèçàöèè 〈〈. . .〉〉.
Ïîëó÷àþùèåñÿ èç �îðìóë (47.13)�(47.15) âûðàæåíèÿ äåêàðòîâûõ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà qj1...j2λ ÷åðåç êîìïîíåíòû ïîëíûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

Qj1...j2λ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

q = Q; (47.16)
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qxx ⊜ Qxx −Qa2, qxy = Qxy; (47.17)

qxxxx ⊜ Qxxxx − 30Qxxa
2 + 9Qa4,

qxxxy ⊜ Qxxxy − 15Qxya
2,

qxxyy ⊜ Qxxyy − 5
(
Qxxb

2 +Qyya
2
)
+ 3Qa2b2,

qxyzz ⊜ Qxyzz − 5Qxyc
2.





(47.18)

Àíàëîãè÷íî èç íèæíèõ �îðìóë (47.12) è (45.10) äëÿ ìîìåíòîâ íå÷åòíîãî

ðàíãà ïîëó÷àåì

qi = Qi, (47.19)

q ijk ⊜ Qijk − 3
(
qi a(j)a(k)δjk + qj a(i)a(k)δik + qk a(i)a(j)δij

)
, (47.20)

q ij klm ⊜ Qijklm − 27
[
qi a(j)a(k)a(l)a(m) (δjkδlm + δjlδ km + δjmδlk)+

+ qi a(j)a(k)a(l)a(m) (δjkδlm + δjlδ km + δjmδlk)+

+ qj a(i)a(k)a(l)a(m) (δikδlm + δilδkm + δimδkl)+

+ qk a(i)a(j)a(l)a(m) (δijδlm + δilδjm + δimδjl)+

+ qm a(i)a(j)a(k)a(l) (δijδkl + δikδjl + δilδjk)
]
−

− 7
(
q ijk a(l)a(m)δ lm + qijl a(k)a(m)δkm + q ikl a(j)a(m)δj m+

+ qj kl a(i)a(m)δ im + qijm a(k)a(l)δ kl + q jkm a(i)a(l)δ il + q ikm a(j)a(l)δ jl+

+ qjlm a(i)a(k)δik + q ilm a(j)a(k)δjk + qklm a(i)a(j)δij
)
. (47.21)

Âûðàæåíèÿ ÷åðåç ïîëíûå ìîìåíòû äàþòñÿ �îðìóëàìè

qx = Qx; (47.22)

qxxx ⊜ Qxxx − 9Qxa
2, qxxy ⊜ Qxxy − 3Qya

2, qxyz = Qxyz; (47.23)

qxxxxx ⊜ Qxxxxx − 70Qxxxa
2 + 225Qxa

4,

qxxxxy ⊜ Qxxxxy − 42Qxxya
2 + 45Qya

4,

qxxxyy ⊜ Qxxxyy − 7Qxxxb
2 − 21Qxyya

2 + 45Qxa
2b2,

qxxxyz ⊜ Qxxxyz − 21Qxyza
2,

qxxyyz ⊜ Qxxyyz − 7Qxxzb
2 − 7Qyyza

2 + 15Qza
2b2.





(47.24)

Öèêëè÷åñêàÿ èëè âçàèìíàÿ ïåðåñòàíîâêà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â �îð-

ìóëàõ (47.17), (47.18), (47.22)�(47.24) äàåò íåäîñòàþùèå âûðàæåíèÿ.
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Çàâåðøàÿ ãëàâó, îñòàíîâèìñÿ íà îñîáåííîñòÿõ, õàðàêòåðèçóþùèõ åå ðå-

çóëüòàòû.
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1. Ìóëüòèïîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåìíûõ ΦL è ïîâåðõíîñòíûõ ΨL ïî-

òåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîòíîñòÿì çàðÿäîâ ̺L è σL,
óíèâåðñàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîòåíöèàëû ΨL+2, äàâàåìûå �îð-

ìóëàìè (45.9), (45.10) è (42.13)�(42.16), íåîòëè÷èìû îò ïîòåíöèàëîâ

ΦL (L = 0, 1, . . .), îïèñûâàåìûõ �îðìóëàìè (47.11), (45.10) è (42.13)�

(42.16). Òàêèì îáðàçîì, ïî âíåøíåìó ïîòåíöèàëó ýëëèïñîèäà íåâîç-

ìîæíî óñòàíîâèòü, êàêèìè çàðÿäàìè (îáúåìíûìè ïëîòíîñòè ̺L, ïî-
âåðõíîñòíûìè ïëîòíîñòè σL+2 èëè èõ êîìáèíàöèåé) îí ïîðîæäåí.

2. Óíèâåðñàëüíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ òàêæå â òîì, ÷òî äëÿ �èêñèðîâàííîé

òî÷êè íàáëþäåíèÿ ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èíâàðèàíòíî ïðè

ïåðåõîäå îò îäíîãî ýëëèïñîèäà ê ëþáîìó äðóãîìó, ñî�îêóñíîìó ñ íèì.

Ýòà èíâàðèàíòíîñòü � ñëåäñòâèå àíàëîãè÷íîé èíâàðèàíòíîñòè òåíçîð-

ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà (ñì. (38.24)) è èíâàðèàíòíîñòè ñâåðòêè κij ψij... k

â ñëó÷àå, åñëè òåíçîð

←→
ψ íåïðèâîäèì. Òàêèì îáðàçîì, âíåøíèé ïîòåí-

öèàë ýëëèïñîèäà �àêòè÷åñêè íå ñîäåðæèò èí�îðìàöèè íè î ðàçìåðàõ

ýëëèïñîèäà

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1,

íè î êîíêðåòíîì âèäå (êîý��èöèåíòàõ) ïîëèíîìà, îïèñûâàþùåãî ðàñ-

ïðåäåëåíèå çàðÿäà ̺ èëè σ, íî çàâèñèò îò ñòåïåíè L ýòîãî ïîëèíîìà,

à òàêæå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ è îò ðàçìåðîâ è îðèåíòàöèè ýëëèïòè-

÷åñêîãî äèñêà � ïðåäåëüíîé �èãóðû ñåìåéñòâà ñî�îêóñíûõ ýëëèïñî-

èäîâ.

3. Îòìå÷åííàÿ â ï. 1 óíèâåðñàëüíîñòü àíàëèòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ �îðìó-

ëîé

ΦL−2(r) =

∫
̺L−2

R
dV

ΨL(r) =

∮
σL
R
dS




=

L∑

κ=0

q i1...iκψi1...iκ (r),
(L=2, 3, . . .),

(L=0, 1, . . .),
(48.1)

ãäå òåíçîð q i1...iκ äàåòñÿ ëþáîé èç äâóõ, êàê îêàçàëîñü, ñîâïàäàþ-

ùèõ ïàð �îðìóë (45.10) è (47.12), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò îäíîçíà÷íîå

ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî òåíçîðà ÷åðåç ïîëíûå ìóëüòèïîëüíûå

ìîìåíòû ýëëèïñîèäà.

Ôîðìóëà (48.1) óêàçûâàåò è íà ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííîé àñèììåò�

ðèè: ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû Ψ0(r) è Ψ1(r) ïðèíöèïèàëüíî íå

ìîãóò áûòü çàìåíåíû ïîòåíöèàëàìè êàêèõ-ëèáî îáúåìíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé çàðÿäà â ýëëèïñîèäå. Íàïîìíèì, ÷òî ó ïîòåíöèàëîâ øàðà òàêîé

àñèììåòðèè íåò.

4. Â îòëè÷èå îò �åððåðñîâûõ ïîòåíöèàëîâ Φαβγ ýëëèïñîèäà (� 14) è

Ψαβγ ãîìåîèäà (� 21), îáóñëîâëåííûõ ñòåïåííûìè ïëîòíîñòÿìè çàðÿ-

äîâ ̺ ∼ xαyβzγ è σ/p ∼ xαyβzγ ñîîòâåòñòâåííî, ìóëüòèïîëüíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ ΦL(r) è ΨL(r) ïðèìåíèìû òîëüêî ê îáëàñòè âíå ýë-

ëèïñîèäà, íî çàòî ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïëîòíî-

ñòåé ̺L è σL/p . Èäåíòè÷íîñòü ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, îáó-

ñëîâëåííàÿ èõ óíèâåðñàëüíîñòüþ è èíâàðèàíòíîñòüþ, äåëàåò óäîáíûì
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èõ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ âíåøíåé îáëà�

ñòè. Òåì áîëåå, ÷òî äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà âû-

÷èñëåíèå ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ýëëèïñîèäà íå âûçûâàåò çàòðóä-

íåíèé.

5. Äëÿ ïîòåíöèàëîâ ΦΓ
L ýëëèïñîèäà, ïëîòíîñòü ̺ΓL çàðÿäà êîòîðîãî åñòü

ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ïåðåìåííûõ x/a, y/b, z/c, ïîìèìî óíèâåð-

ñàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èñïîëüçóþùåãî òåíçîð-ïîòåíöèàë ãîìåîèäà,

ñóùåñòâóåò ñïåöè�è÷åñêîå ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, èñïîëüçóþ-

ùåå òåíçîð-ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà (41.15)�(41.18) è äàâàåìîå �îðìó-

ëàìè (46.3), (46.4). Ýòî ñïåöè�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå áîëåå ¾ýêîíî-

ìè÷íî¿, èáî îïåðèðóåò ñ ìóëüòèïîëÿìè, ìàêñèìàëüíûé ðàíã êîòîðûõ

íà äâå åäèíèöû íèæå, ÷åì â óíèâåðñàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè. Âíåøíèå

ïîòåíöèàëû ΦΓ
L òîæå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ïðè ñî�îêóñíîì ïðåîá-

ðàçîâàíèè ýëëèïñîèäîâ.

6. Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð îáà ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëå-

íèÿ ïåðåõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùåå îáû÷íîå ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæå-

íèå.

7. Óíèâåðñàëüíîñòü ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé íå áåçãðàíè÷íà. Òàê,

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ìóëüòèïîëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîòåíöèàëîâ

ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà íå îñóùåñòâèì ïðîñòûì óñòðåìëåíèåì ê

áåñêîíå÷íîñòè îäíîé èç îñåé òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà â âûðàæåíèÿõ äëÿ

ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîòåíöèàëîâ ãîìåîèäà èëè ýëëèïñîèäà.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû öèëèíäðà íå ÿâëÿ-

þòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäåëàìè ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ýëëèï-

ñîèäà è íóæäàþòñÿ â íåçàâèñèìîì (ñàìîñòîÿòåëüíîì) îïðåäåëåíèè.

Ñêàçàííîå â îòíîøåíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê öèëèíäðó îòíîñèòñÿ,

ðàçóìååòñÿ, è ê îáû÷íîìó ìóëüòèïîëüíîìó ðàçëîæåíèþ ïîòåíöèàëà

ýëëèïñîèäàëüíîé ñèñòåìû çàðÿäîâ.
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Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå

ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà

ñèñòåìû ýëåêòðè÷åñêèõ

òîêîâ

� 49. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ òî-

êîâ, öåëèêîì çàïîëíÿþùèõ íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ (îãðàíè÷åííóþ âî âñåõ íà-

ïðàâëåíèÿõ) îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà

1

. Êàê è â äâóõ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, íàñ

èíòåðåñóåò ïîëå (â äàííîì ñëó÷àå ìàãíèòíîå) âíå îáëàñòè, çàíèìàåìîé èñ-

òî÷íèêàìè. �àñïðåäåëåíèå òîêà, õàðàêòåðèçóåòñÿ åãî îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ

j(r), òàê ÷òî â ýòîé êíèãå ìû âïåðâûå áóäåì èìåòü äåëî ñ âåêòîðíûìè èñ�

òî÷íèêàìè ïîëÿ. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ

ñâîäèòñÿ ê

div j = 0 (49.1)

è îáåñïå÷èâàåò íà ãðàíèöå S îáëàñòè ñ òîêàìè âûïîëíåíèå êðàåâîãî óñëî-

âèÿ

2

jn
∣∣
S
= 0, (49.2)

ãäå n � âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê S. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ñëó÷àå ñêà-

ëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ (çàðÿäîâ) áûëî äîñòàòî÷íî îïåðèðîâàòü òîëüêî ñ èõ

ïëîòíîñòüþ ̺, òî â ñëó÷àå òîêîâ íà èõ ïëîòíîñòü íàëàãàþòñÿ äîïîëíè-

òåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (49.1) è (49.2). Ýòèì, ê ñîæàëåíèþ, íå èñ÷åðïûâàåò-

ñÿ ïåðå÷åíü óñëîæíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ òîêîâîé çàäà÷åé. Òàê, ñóùåñòâåííîå

óñëîæíåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ñêàëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî, â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, çàíÿòîé òîêàìè, âåêòîð íàïðÿæåííîñòè

1

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [483, 511℄), â ìèêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñòà�

öèîíàðíîñòü çàäà÷è ðåàëèçóåòñÿ ëèøü â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ âåëè÷èí ïî âðåìåíè. Â

ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, ïîëó÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïî �èçè÷å�

ñêè áåñêîíå÷íî ìàëûì îáúåìàì, ñòàöèîíàðíûå ýëåêòðè÷åñêèå òîêè ñóùåñòâóþò è áåç

äîïîëíèòåëüíîãî óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè òîêîâ è ïîëåé.

2

Ïîñêîëüêó çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü S îõâàòûâàåò îáëàñòü ñ òîêàìè, òî âíåøíåå ïðî�

ñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðîâîäÿùèì.

202
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ìàãíèòíîãî ïîëÿ H íå ïîòåíöèàëåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè òîêîâûõ

èñòî÷íèêîâ ìàãíèòíîå ïîëå H íåëüçÿ îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî

ïîòåíöèàëà (òî÷íåå, ïñåâäîñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà, ïîñêîëüêó H ÿâëÿåòñÿ

àêñèàëüíûì âåêòîðîì). Îäíàêî è â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, âíåøíåé ïî îò-

íîøåíèþ ê òîêàì, ãäå ââåäåíèå ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà Φ̃ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

(â ñèëó rotH=0) âïîëíå çàêîííî è äàåòñÿ �îðìóëîé

H = − grad Φ̃, (49.3)

íåêîòîðûå óñëîæíåíèÿ îñòàþòñÿ. Îíè ïðîÿâëÿþòñÿ â òîì, ÷òî åñëè îáëàñòü

ñ òîêàìè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé, òî ïîòåíöèàë Φ̃ îêàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷-

íîé �óíêöèåé

1

.

Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A, ÷òî îäèíà-
êîâî äîïóñòèìî êàê â îáëàñòè ñ òîêàìè, òàê è âî âíåøíåé îáëàñòè, è ïðè-

ãîäíî êàê äëÿ îäíîñâÿçíûõ, òàê è äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ òîêîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ âíå òîêîâîé ñèñòåìû, ãäå, êàê è â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ

(ãë. 6), áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ðàçìå-

ðîâ ñèñòåìû ê ðàññòîÿíèþ äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, òåïåðü ñëåäóåò èñõîäèòü

èç âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

A = A(1) +A(2) + . . .+A(n) + . . . . (49.4)

È õîòÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ïîðîæäàþùèå åãî èñòî÷íèêè (õàðàêòåðèçóå-

ìûå ïëîòíîñòÿìè òîêà) ñóòü èñòèííûå âåêòîðû ðÿä (49.4) îïåðèðóåò ñ ìàã�

íèòíûìè ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïñåâäîòåíçîðàìè.

Ïðè ýòîì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(n)
âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç òåíçîð 2n�

ïîëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Îòìåòèì, ÷òî ââèäó îòñóòñòâèÿ â ïðèðîäå

ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ ðÿä (49.4) íå ñîäåðæèò A(0)
è íà÷èíàåòñÿ ñ âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà A(1)
, ñîçäàâàåìîãî ìàãíèòíûì äèïîëåì.

Ïîäîáíî ýëåêòðè÷åñêèì ìóëüòèïîëÿì, ìàãíèòíûé ìîìåíò 2n�ïîëÿ íå

çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò, ò. å. îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè âñå 2l�ïîëüíûå ìàãíèòíûå ìîìåíòû òîêîâîé ñèñòåìû, ãäå

1 6 l 6 n−1, ðàâíû íóëþ. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû çàðÿäîâ

êàæäûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (49.4) ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì, òàê ÷òî

âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ïåðâûì îòëè÷íûì îò íóëÿ

÷ëåíîì ýòîãî ðÿäà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ìíîãî÷èñëåííûõ

ó÷åáíèêîâ, ðóêîâîäñòâ è ìîíîãðà�èé (ñì., íàïðèìåð, [101,159,346,378,483,

533, 550℄) îáñóæäåíèå âîïðîñà î ïîëå ñèñòåìû òîêîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì ïîëÿ ìàãíèòíîãî äèïîëÿ. È õîòÿ î ìàãíèòíûõ ìóëüòèïîëÿõ

âûñøèõ ðàíãîâ â îòäåëüíûõ êíèãàõ [31, 159, 300℄ ðå÷ü è èäåò, íî, êàê ïðà-

âèëî, òîëüêî â ñâÿçè ñ èçëó÷åíèåì. Íàì èçâåñòíî ëèøü îäíî èñêëþ÷åíèå

� êíèãà Á.Â.Ìåäâåäåâà [511℄, ðÿä ìåòîäè÷åñêèõ íàõîäîê êîòîðîé èñïîëü-

çóåòñÿ â ýòîé êíèãå. ×òî êàñàåòñÿ æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèé, îòìåòèì ñòà-

òüè [22,43, 44, 54, 114,116,117,313,333,356,413℄.

1

Ñðàçó ïîä÷åðêíåì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå, ãäå îáëàñòüþ ñ òîêàìè ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèä

(è òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå åìó øàð, ñ�åðîèä, ýëëèïòè÷åñêèé è êðóãëûé äèñêè),

ò. å. îäíîñâÿçíîå òåëî, ïðîáëåìà ìíîãîçíà÷íîñòè ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà íå âîçíèêàåò.
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ñèñòåìû òîêîâ

Êàê èçâåñòíî, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ îáúåìíûõ

òîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

Aj(r) =
1

c

∫
jj(r

′)

|r− r′| dV
′. (50.1)

Ïîäñòàâèì â (50.1) ðÿä (31.5). Áóäåì èìåòü

Aj(r) =

∞∑

l=0

(−1)l
l !

ri1...il
1

c

∫

V

jj(r
′)x′i1 · · · x′il dV ′, (50.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáúåìó V , çàíèìàåìîìó òîêàìè, è äëÿ ñî-

êðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî òåíçîðíîå îáîçíà÷åíèå

ri1... il ≡ ∇i1 · · · ∇il
1

r
. (50.3)

Ïîêàæåì, ÷òî â ñóììå (50.2) ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå l = 0, îòñóò-
ñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ xmjk ïî xk
äàåò

∂

∂xk
(xmjk) = δkmjk + xm div j = jm, (50.4)

ãäå èñïîëüçîâàíî óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (49.1). Òàêèì îáðàçîì,

jj =
∂

∂xk
(xjjk)

è èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ïåðâûé ÷ëåí ñóììû (50.2), ðàâåí

∫

V

jj dV =

∮

S

xjjn dS = 0 . (50.5)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà âåêòîðíàÿ òåîðåìà Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà (ïðè÷åì S
� ýòî ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíèöåé îáúåìà V , çàíèìàåìîãî òîêàìè)
è ó÷òåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (49.2).

Òàêèì îáðàçîì, â ñîãëàñèè ñ (49.4) èìååì

Aj(r) =

∞∑

l=1

(−1)l
l !

ri1...il
1

c

∫

V

jj(r
′)x′i1 · · · x′il dV ′. (50.6)

Êàê ïîêàçàíî â [511℄, �îðìóëà (50.4) äîïóñêàåò âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî

îáîáùåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî

∂

∂xk
(xi1· · ·xil xjjk)=xi1· · ·xil δkjjk+xi1· · ·xil xj div j+xjjk

∂

∂xk
(xi1· · ·xil) .

Ó÷èòûâàÿ (49.1), ïîëó÷àåì

∂

∂xk
(xi1· · ·xil xjjk) = xi1· · ·xil jj + xj

〈〈
xi1· · ·xil−1

jil
〉〉
. (50.7)
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Çäåñü äâîéíûìè óãëîâûìè ñêîáêàìè (¾êàâû÷êàìè¿) 〈〈. . .〉〉 îáîçíà÷åíà óæå
âñòðå÷àâøàÿñÿ âûøå (ñì. � 34) îïåðàöèÿ ñïåöèàëüíîé ñèììåòðèçàöèè, ñî-

ñòîÿùàÿ â ïðèáàâëåíèè ê òåíçîðó, çàêëþ÷åííîìó â êàâû÷êè, âñåõ ïîëó÷à-

þùèõñÿ èç íåãî íåñîâïàäàþùèõ òåíçîðîâ ïðè âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâêàõ

åãî èíäåêñîâ.

Ïîäñòàâèì â (50.6) âûðàæåíèå äëÿ x′i1· · ·x′il jj , ïîëó÷àþùååñÿ èç (50.7),
è èñïîëüçóåì �îðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà. Áóäåì èìåòü

Aj(r) =

∞∑

l=1

(−1)l
l !

ri1...il
1

c





∮

S

x′i1· · ·x′ilxj′ jn′ dS′−

−
∫

V

xj
′
〈〈
x′i1· · ·x′il−1

jil(r
′)
〉〉
dV ′



 =

= −
∞∑

l=1

(−1)l
l !

ri1...il
1

c

∫

V

〈〈
x′i1· · ·x′il−1

jil(r
′)
〉〉
xj
′ dV ′.

Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè èñ÷åç â ñèëó (49.2). Êàæäîå èç l ñëàãàåìûõ, âõî-
äÿùèõ â ñîñòàâ

〈〈
x′i1· · ·x′il−1

jil(r
′)
〉〉
, ïðè ñâåðòêå ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçî-

ðîì ri1...il ïðèâîäèò ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó. Ïîýòîìó

Aj(r) = −
∞∑

l=1

(−1)l
l !

ri1...il
1

c

∫

V

l x′i1· · ·x′il−1
xj
′ jil(r

′) dV ′. (50.8)

Ìû ðàñïîëàãàåì òåïåðü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè âûðàæåíèÿìè (50.6) è (50.8)

äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà Aj(r) è ðàññ÷èòûâàåì, ñîñòàâëÿÿ èõ ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ, ïîëó÷èòü åùå îäíî � òðåòüå � âûðàæåíèå, îáëàäàþùåå îïðå-

äåëåííîé àíòèñèììåòðèåé. Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âûðà-

æåíèÿ (50.6) åñòü ñóììà ïðàâîé ÷àñòè òîãî æå âûðàæåíèÿ (50.6), âçÿòîé

ñ êîý��èöèåíòîì α, è ïðàâîé ÷àñòè (50.8), âçÿòîé ñ êîý��èöèåíòîì β.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñóììà ââîäèìûõ íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ åñòü

α+ β = 1. (50.9)

Îáñóæäàåìàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �àêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

x′i1 · · · x′il jj(r′) = αx′i1 · · · x′il jj(r′)− β l x′i1· · ·x′il−1
jil(r

′)xj
′ (50.10)

ìåæäó âåëè÷èíàìè, íàõîäÿùèìèñÿ ïîä çíàêàìè ñóììû è èíòåãðàëà. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ îñòàþùèìñÿ (ïîñëå óñëîâèÿ (50.9)) ïðîèçâîëîì â âûáîðå êîý�-

�èöèåíòîâ α è β è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü (50.10) ñòàëà àíòèñèì-

ìåòðè÷íîé ïî èíäåêñàì j è il. Ýòî äàåò α = βl, à çíà÷èò,

α =
l

l + 1
, β =

1

l+ 1
.

Â ðåçóëüòàòå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïðèîáðåòàåò âèä

Aj(r) =
∞∑

l=1

(−1)l
l !

l

l+1
ri1...il

1

c

∫

V

x′i1· · ·x′il−1
(x′il jj − xj′ jil) dV ′ =

=

∞∑

l=1

(−1)ll
(l+1)!

ri1...il
1

c

∫

V

x′i1· · ·x′il−1
εkilj εkmpxm

′jp dV
′.
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Èëè îêîí÷àòåëüíî

Aj(r) =

∞∑

l=1

(−1)ll
(l+1)!

ri1...il
1

c

∫

V

x′i1· · ·x′il−1
εkilj [r

′j]k dV
′. (50.11)

Çäåñü εklm � ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ïñåâäîòåíçîð.

� 51. Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå

ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà

Ïåðåõîä îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A ê ñêàëÿðíîìó ïîòåíöèàëó Φ̃ ñâÿ-

çàí ñ ïðîìåæóòî÷íûì âû÷èñëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ H. Ïðèì�åíèì ê (50.11)

îïåðàöèþ rot. Áóäåì èìåòü

Hi = rotiA = εimj
∂Aj
∂xm

=

=

∞∑

l=1

(−1)ll
(l+1)!

rmi1...il εimj εkilj
1

c

∫

V

x′i1· · ·x′il−1
[r′j]k dV

′.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

rmi1...il εimj εkilj=rmi1...il (δikδmil−δiilδkm)=−rmi1...il δiilδkm=−rki1...il−1i,

èáî

rmi1...il δmil = rmi1...il−1m = 0

â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè (âî âíåøíåé îáëàñòè) òåíçîðà (50.3), ïîëó÷àåì

Hi = −
∞∑

l=1

(−1)ll
(l+1)!

riki1 ...il−1

1

c

∫

V

x′i1· · ·x′il−1
[r′j] k dV

′. (51.1)

Îïðåäåëåíèå (50.3) òåíçîðà ri1... il ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü (51.1) â âèäå

H = −∇Φ̃, (51.2)

ãäå ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

Φ̃ =

∞∑

l=1

(−1)l
(l+1)!

ri1...il
l

c

∫

V

x′i1· · ·x′il−1
[r′j] il dV

′. (51.3)

Ïðè ïîëó÷åíèè �îðìóëû (50.08), êàê óêàçûâàëîñü, áûëî ïðèìåíåíî ñî-

îòíîøåíèå

ri1...il
〈〈
x′i1· · ·x′il−1

jil(r
′)
〉〉

= l ri1...il x
′
i1· · ·x′il−1

jil(r
′), (51.4)

êîòîðîå, åñëè çàìåíèòü â íåì jil íà [r′j] il è èñïîëüçîâàòü ¾ñïðàâà íàëåâî¿,

ïîçâîëÿåò ïðèäàòü âûðàæåíèþ (51.3) âèä

Φ̃ =
∞∑

l=1

(−1)l
(l+1)!

ri1...il
1

c

∫

V

〈〈
x′i1· · ·x′il−1

[r′j] il
〉〉
dV ′. (51.5)
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Î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

〈〈
x′i1· · ·x′il−1

[r′j] il
〉〉

= [r′j] k
∂

∂x′k

(
x′i1· · ·x′il

)

ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (51.5) â èíîé �îðìå

Φ̃ =

∞∑

l=1

(−1)l
(l+1)!

ri1...il
1

c

∫

V

[r′j] k
∂

∂x′k

(
x′i1· · ·x′il

)
dV ′. (51.6)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ íåïðèâîäèìîñòü òåíçîðà ri1...il è èñïîëüçóÿ �îðìóëó

(35.2)

θi1...il = (2l − 1)!!x′i1 · · ·x′il+

+

[ l
2 ]∑

k=1

(−1)k(2l − 2k −1)!! r′2k
〈〈←→
δ

(2k)←→
x′

(l−2k)
〉〉
,

ìîæíî ââåñòè â âûðàæåíèå (51.6) ÿäðî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà θi1...il .
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîé �îðìóëå

Φ̃ =
∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

Mi1...il ∇i1· · ·∇il
1

r
=

∞∑

l=1

1

l!
Mi1...il

xi1 · · · xil
r2l+1

, (51.7)

ãäå

Mi1...il =
1

(l + 1)c

∫

V

[r′j] k
∂

∂x′k
θi1...il(r

′) dV ′. (51.8)

Ôîðìóëà (51.7) è åñòü ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî

ïîòåíöèàëà Φ̃ îáúåìíûõ òîêîâ, à èõ èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè Mi1...il

ñóòü, ïî îïðåäåëåíèþ, òåíçîðíûå êîìïîíåíòû 2l-ïîëüíîãî ìàãíèòíîãî ìî-
ìåíòà.

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì Ψ̃, ïîýòîìó �îðìóëà (51.7) çàìåíÿåòñÿ

íà

Ψ̃ =

∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

Mi1...il ∇i1· · · ∇il
1

r
=

∞∑

l=1

1

l!
Mi1...il

xi1 · · · xil
r2l+1

, (51.9)

ãäå, ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ïëîòíîñòè i, î÷åâèäíî,
ðàâíû

Mi1...il =
1

(l + 1)c

∫

S

[r′i] k
∂

∂x′k
θi1...il(r

′) dS′. (51.10)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ (51.8) è (51.10) ìàãíèòíûõ ìóëüòè-

ïîëüíûõ ìîìåíòîâ ¾îòíîðìèðîâàíû¿ (â ÷àñòíîñòè, ïóòåì âêëþ÷åíèÿ äåëè-

òåëÿ l + 1) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ (51.7) è (51.9)

ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ñîâïàäàþò ñ ðàçëîæåíèÿìè ýëåêòðîñòà-

òè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (35.5) (ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû âñåõ ýëåêòðè÷åñêèõ

ìîìåíòîâ Qi1...il èõ ìàãíèòíûìè àíàëîãàìè Mi1...il ). Ïðàâäà, çàìåíÿòü
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â (35.5) çàðÿä Q íå÷åì ââèäó îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, òàê ÷òî ñóì-

ìèðîâàíèå â (51.7) è (51.9) íà÷èíàåòñÿ íå ñ íóëÿ, êàê â (35.5), à ñ åäèíèöû.

Â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ñêàëÿðíîãî ìàãíèò-

íîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä

Φ̃(r)

Ψ̃(r)



 =

∞∑

l=1

1

l! r2l+1

∑

α+β+γ=l

l !

α !β ! γ !
Mαβγ x

αyβzγ , (51.11)

ãäå

Mαβγ=





1

(l + 1)c

∫

S

〈
[r′j]x

∂

∂x′

〉
θαβγ(r

′) dV ′,

1

(l + 1)c

∫

S

〈
[r′i]x

∂

∂x′

〉
θαβγ(r

′) dS′,

(α + β + γ = l). (51.12)

Ôîðìóëà (51.11) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç (36.12) â ñèëó òîëüêî ÷òî

óêàçàííîé àíàëîãèè ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé (35.5) è (51.7) èëè (51.9).

� 52. Ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å îïðåäåëåíèåì òåí-

çîðà ìàãíèòíîãî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà

Mi1...il =





1

(l + 1)c

∫

V

[r′j] k
∂

∂x′k
θi1...il(r

′) dV ′,

1

(l + 1)c

∫

S

[r′i] k
∂

∂x′k
θi1...il(r

′) dS′,

(l = 1, 2, . . .). (52.1)

ïîñëåäíèé (ïðè l > 2) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ñèììåòðè÷íûì è íåïðèâîäèìûì.

Ýòî ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ âõîäÿùåãî â (52.1) òåíçîðà θi1...il .
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â âåðõ-

íåé �îðìóëå (52.1), äëÿ êîòîðîãî ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå

µi1...il(r
′) = [r′j] k

∂

∂x′k
θi1...il(r

′). (52.2)

Èç ïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, î÷åâèäíî, ÷òî

µi1...il =
∂

∂x′k
([r′j] kθi1...il(r

′))− θi1...il(r′) div[r′j]. (52.3)

Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü (52.3) âìåñòî ïðàâîé ÷àñòè (52.2) â âåðõíþþ �îð-

ìóëó (52.1) è èñïîëüçóåì �îðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-�àóññà. Áóäåì èìåòü

Mi1...il =
1

(l+1)c





∮

S

n′
k ([r

′j] kθi1...il(r
′)) dS′−

∫

V

θi1...il(r
′) div[r′j]dV ′



 .

(52.4)
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Åñëè ñ÷èòàòü, êàê ýòî äåëàåòñÿ â [511℄, ÷òî â (52.4) ïîâåðõíîñòü S îõâàòû-

âàåò îáëàñòü ñ òîêàìè, ïðîõîäÿ âñþäó âíå åå, òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

îáðàùàåòñÿ â íóëü è ìû ïîëó÷àåì, íàðÿäó ñ (51.8), åùå îäíî îïðåäåëåíèå

ìîìåíòîâ ìàãíèòíûõ ìóëüòèïîëåé

1

Mi1...il = −
1

(l+ 1)c

∫

V

θi1...il(r
′) div[r′j] dV ′. (52.5)

Äëÿ öåëåé äàííîé êíèãè, ãäå îïðåäåëåíèå ìîìåíòà ìóëüòèïîëÿ ñëóæèò ¾ðà-

áî÷èì¿ ïîíÿòèåì, ïî êîòîðîìó âåäåòñÿ ðàñ÷åò äëÿ êîíêðåòíûõ ãåîìåòðè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ, �îðìóëà (52.5) íåïðèåìëåìà. Óêàæåì äâå ïðè÷èíû: 1)

â (52.5) âõîäèò äèâåðãåíöèÿ div[r′j], ñîäåðæàùàÿ ïðîèçâîäíûå ðàçðûâíîé

�óíêöèè; 2) íåî÷åâèäåí àíàëîã �îðìóëû (52.5) äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè S îõâàòûâàåò òîëüêî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, çàíÿòóþ

òîêàìè, òî â (52.4), âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü îáà ñëàãàåìûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îïðåäåëåíèÿ (52.1).

Âûðàæåíèå (52.2) äëÿ òåíçîðà µi1...il ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó, ñõîä-
íîìó ñ (34.5). Ïðè÷åì äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñàìî âûðàæåíèå (34.5). Ïîñëå-

äîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

µi1...il(r) = [rj] k
∂

∂xk
θi1...il(r) =

=[rj] k
∂

∂xk

[ l
2 ]∑

s=0

(−1)s(2l−2s−1)!! r2s
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2sxi2s+1

· · ·xil
〉〉

=

=

[ l
2 ]∑

s=0

(−1)s(2l−2s−1)!! [rj] k
∂

∂xk

{
x2sm
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2sxi2s+1

· · ·xil
〉〉}

.

Âõîäÿùàÿ ñþäà ñâåðòêà ðàâíà

[rj] k
∂

∂xk

{
x2sm
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2sxi2s+1

· · ·xil
〉〉}

=

= 2s r2s−1[rj] k xk
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2sxi2s+1

· · ·xil
〉〉
+

+ r2s
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2s [r j]i2s+1

xi2s+2
· · ·xil

〉〉
,

ïðè÷åì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè â ñèëó [rj]r=0 îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì

2

µi1...il =

[ l−1

2 ]∑

s=0

(−1)s(2l−2s−1)!! r2s
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2s [r j]i2s+1

xi2s+2
· · ·xil

〉〉
(52.6)

1

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è �óíêöèé äàíî

â [159℄ ñì. (9.172) (â èçäàíèè íà ðóññêîì ÿçûêå � �îðìóëà (16.96)).

2

Îòìåòèì èçìåíåíèå âåðõíåãî ïðåäåëà ñóììèðîâàíèÿ, âûçâàííîå ïðîöåäóðîé äè��å�

ðåíöèðîâàíèÿ.
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è ñîîòâåòñòâåííî

Mi1...il =
1

(l + 1)c
×

×
∫ [ l−1

2 ]∑

s=0

(−1)s(2l−2s−1)!! r2s
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2s [r j]i2s+1

xi2s+2
· · ·xil

〉〉
dV.

(52.7)

Â ÷àñòíîñòè

1

,

Mi =
1

2c

∫
[r j] i dV ; (52.8)

Mij =
1

c

∫
{[r j] ixj + [r j] jxi} dV ; (52.9)

Mijk =
3

4c

∫ {
[r j] i(5xjxk − r2δjk)+

+[r j] j(5xixk − r2δik) + [r j] k(5xixj − r2δij)
}
dV ; (52.10)

Mijkl =
3

c

∫ {
[r j] i

(
7xjxkxl − r2(xjδkl + xkδjl + xlδjk)

)
+

+ [r j] j
(
7xixkxl − r2(xiδkl + xkδil + xlδik)

)
+

+ [r j] k
(
7xixjxl − r2(xiδjl + xjδil + xlδij)

)
+

+[r j] l
(
7xixjxk − r2(xiδjk + xjδik + xkδij)

)}
dV. (52.11)

Òàáëèöà äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò òåíçîðà Mi1...il

Mx =
1

2c

∫
(yjz − zjy)dV ; (52.12)

Mxx =
2

c

∫
x(yjz − zjy)dV, (52.13)

Mxy =
1

c

∫
{xzjx − yzjy + (y2 − x2)jz}dV ; (52.14)

Mxyy =
3

4c

∫
{10 xyzjx+(x2+ z2− 4y2)zjy +(4y2− 11x2− z2)yjz}dV, (52.15)

Mxyz =
15

4c

∫
{(z2 − y2)xjx + (x2 − z2)yjy + (y2 − x2)zjz}dV ; (52.16)

Mxxxy =
3

c

∫ {(
4x2−3y2−3z2

)
xzjx − 3

(
6x2−y2−z2

)
yzjy+

+(21x2y2−4x4−3y4+3x2z2−3y2z2)jz
}
dV, (52.17)

1

Õîòÿ, íàâåðíîå, âûðàæåíèÿ (52.8)�(52.11) ëåã÷å ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç (52.1).
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Mxxyy =
6

c

∫ {(
6x2−y2−z2

)
yzjx−

−
(
6y2−x2−z2

)
xzjy + 5

(
y2−x2

)
xyjz

}
dV, (52.18)

Mxxyz =
3

c

∫ {(
6x2z2−6x2y2+y4−z4

)
jx+

+
(
6x2−y2−15z2

)
xyjy +

(
15y2−6x2+y2

)
xyjz

}
dV. (52.19)

Êàê îáû÷íî, ìû ïðèâîäèì â òàáëèöå ìèíèìóì âûðàæåíèé. Îñòàëüíûå ïî-

ëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ ëèáî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò, ëèáî

èõ âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêîé (ïðè ýòîì ó ïñåâäîâåëè÷èí, ê êàêîâûì îòíîñÿò-

ñÿ Mij...k, íåîáõîäèìî èçìåíÿòü çíàê), ëèáî, íàêîíåö, îáðàùàÿñü ê ñîîò-

íîøåíèÿì, âûðàæàþùèì ðàâåíñòâî íóëþ ñâåðòêè òåíçîðà

←→
M ïî ëþáîé

ïàðå èíäåêñîâ.

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ, ïîëó-

÷àþùèåñÿ èç (52.7)�(52.19) â ðåçóëüòàòå çàìåíû j dV → idS.
Â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè âûðàæåíèå (52.2) äëÿ òåíçîðà µi1...il(r) ïðèîá-

ðåòàåò âèä

µαβγ = [r j]∇ θαβγ . (52.20)

Èëè â ðàçâåðíóòîé �îðìå

µαβγ = −j [r∇] θαβγ = jx

(
z
∂

∂y
− y ∂

∂z

)
θαβγ+

+ jy

(
x
∂

∂z
− z ∂

∂x

)
θαβγ + jz

(
y
∂

∂x
− x ∂

∂y

)
θαβγ . (52.21)

Ýòà �îðìóëà ïîìîæåò íàì ïîçäíåå, íàðÿäó ñ ïðàâèëîì (36.7), ðàçîáðàòüñÿ

â òîì, êàêàÿ (÷åòíàÿ èëè íå÷åòíàÿ) çàâèñèìîñòü îò êàæäîé èç äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò èìååò ìåñòî ó êàæäîé èç äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò ïëîòíîñòè òîêà.

� 53. Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå

âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

Íàì íàäëåæèò çàâåðøèòü ïðîâåäåííîå â � 50 ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà è ïîëó÷èòü äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå. Â

� 50 ýòîò ïðîöåññ áûë âðåìåííî ïðåðâàí, ïîñêîëüêó òðåáîâàëîñü äàòü îïòè-

ìàëüíîå îïðåäåëåíèå ìàãíèòíûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, äëÿ ÷åãî è áûë

ñîâåðøåí ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîìó ìàãíèòíîìó ïîòåíöèàëó è åãî ñîïîñòàâëå-

íèå ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî (ñð. ñ (51.4))

l ri1...il x
′
i1· · ·x′il−1

[r′j]il = ri1...il [r
′j]k

∂

∂x′k

(
x′i1· · ·x′il−1

x′il
)
, (53.1)

ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (50.11)

Aj(r) =
∞∑

l=1

(−1)l
(l+1)!

ri1...il
1

c
εkilj

∫

V

[r′j]m
∂

∂x′m

(
x′i1· · ·x′il−1

x′k
)
dV ′.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåíçîð ri1...il íåïðèâîäèì, çàìåíèì â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìó-

ëîé (35.2) ïðîèçâåäåíèå x′i1· · ·x′il−1
x′k ÿäðîì θi1...il−1k(r

′) ìóëüòèïîëüíîãî
ìîìåíòà. Ïîëó÷àåì

Aj(r) =

∞∑

l=1

(−1)l
(l+1)!(2l−1)!! ri1...il

1

c
εkilj

∫

V

[r′j]
∂

∂r′
θi1...il−1k(r

′) dV ′. (53.2)

Ïîäñòàâèì òåïåðü â (53.2) â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ îïðåäåëåíèåì (51.8) ìàãíèò-

íûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû, ÷òîáû ïðèéòè ê èòîãîâîé �îðìóëå

Aj(r) =

∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

εkilj Mi1...il−1k ri1...il , (53.3)

ãäå, íàïîìèíàåì, ri1... il ≡ ∇i1 · · · ∇il
1

r
.

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë (51.7)

Φ̃ =
∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

Mi1...il ri1... il (53.4)

è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (53.3) ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå âûðàæåíèþ

äëÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê òîêàì

îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Èç (53.4) ïîëó÷àåì

Hm = −∇mΦ̃ = −
∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

Mi1...il ri1... ilm. (53.5)

Âû÷èñëåíèå rotA äàåò

Hm=rotmA=εmpq
∂Aq
∂xp

=

∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

εmpq εilqkMi1...il−1k ri1...ilp =

= −
∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

Mi1...il−1k ri1...il−1km +

∞∑

l=1

(−2)l
(2l)!

Mi1...il−1m ri1...ilil .

Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ (â ñèëó ri1...ilil = 0), òî îáà ðåçóëüòàòà
âû÷èñëåíèé ïîëÿ H ñîâïàäàþò.

� 54. Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå

ïîòåíöèàëà øàðà

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðåäúÿâèì òðåáóåìûå �îðìóëû ñðàçó. Êàê è â � 37,

çäåñü ðå÷ü èäåò î ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëàõ Φ̃(r) è Ψ̃(r), ñîçäàâàåìûõ ïîëè�
íîìèàëüíî (ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè L > 1) çàâèñÿùèìè îò äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò èñòî÷íèêàìè, íî òåïåðü ýòî ïëîòíîñòè îáúåìíûõ j è ïîâåðõíîñòíûõ
i òîêîâ â øàðå ñîîòâåòñòâåííî.

Â ÷àñòíîñòè, äåêàðòîâû êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè îáúåìíûõ òîêîâ èìåþò

âèä

jx =
∑

16l+m+n6L

Almn x
lymzn, jy =

∑

16l+m+n6L

Blmn x
lymzn,
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jz =
∑

16l+m+n6L

Clmn x
lymzn, (54.1)

a êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêîâ, òåêóùèõ ïî ïîâåðõíîñòè øàðà

x2 + y2 + z2 = a2 , (54.2)

ìîæíî çàäàòü �îðìóëàìè

ix =
L∑

l=L−1

∑

i+j+k=l

αijk x
iyjzk, iy =

L∑

l=L−1

∑

i+j+k=l

βijk x
iyjzk,

iz =

L∑

l=L−1

∑

i+j+k=l

γijk x
iyjzk (L > 1), (54.3)

çàïèñàííûìè â ñèììåòðè÷íîì (ñîõðàíÿþùåì ðàâíîïðàâèå äåêàðòîâûõ íà-

ïðàâëåíèé) âèäå. Óêàçàííûå òîêè, êîòîðûå, íàïîìèíàåì, äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü óñëîâèÿì (49.1) è (49.2), ñîçäàþò âíå øàðà (54.2) ìàãíèòíîå ïîëå,

ñêàëÿðíûå ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Φ̃(r)

Ψ̃(r)



 =

L∑

n=1

1

n!
Mi1...in

xi1 · · · xin
r2n+1

, (54.4)

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (51.8) è (51.10) ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

Mi1...in =
1

(n+ 1)c





∫

V

[r′j] k
∂

∂x′k
θi1...in(r

′) dV ′,

∫

S

[r′i] k
∂

∂x′k
θi1...in(r

′) dS′.

(54.5)

Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóë (54.4) ìîæíî ñòðîèòü ïîäîáíî äàííîìó â � 37

äîêàçàòåëüñòâó �îðìóë (37.10) è (37.15), ò. å. ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.

Ìû, îäíàêî, îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ÷èñòî �èçè÷åñêîé àðãóìåíòàöèåé.

Äëÿ ýòîãî íàì óäîáíî ñíà÷àëà ñ�îðìóëèðîâàòü èçâåñòíûå �èçè÷åñêèå

óòâåðæäåíèÿ, íà êîòîðûå, ñòðîÿ ñâîè ðàññóæäåíèÿ, ìû áóäåì ññûëàòüñÿ.

Èìåþòñÿ â âèäó ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1. Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå óíèâåðñàëüíî. Â ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòè-

÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî íå çàâèñèò îò òîãî äèñêðåò-

íû çàðÿäû èëè íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû, îò ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìû

îáëàñòè, çàíÿòîé çàðÿäàìè, îò òîãî ïî îáúåìó, ïîâåðõíîñòè èëè äà-

æå âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè ðàñïðåäåëåíû çàðÿäû è, íàêîíåö, îò òîãî

ñâîáîäíûìè èëè ñâÿçàííûìè çàðÿäàìè ñîçäàåòñÿ ïîëå. Â ñëó÷àå ïñåâ-

äîñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî ¾áåçðàç-

ëè÷íî¿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé êîí�èãóðàöèè îáëàñòè

1

ïðîñòðàíñòâà (èëè

1

Áóäåì, îäíàêî, ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà îáëàñòü îäíîñâÿçíà.
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ïîâåðõíîñòè), çàíÿòîé òîêàìè, ê òîìó, ÿâëÿþòñÿ ëè òîêè ìîëåêóëÿð-

íûìè (àìïåðîâûìè) òîêàìè èëè òîêàìè ïðîâîäèìîñòè èëè èõ îïèñà-

íèå âåäåòñÿ â òåðìèíàõ ïóàññîíîâûõ ìàãíèòíûõ (ñâÿçàííûõ) çàðÿäîâ

1

.

Îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà áóäåò ïðîäîëæåíî â � 59 (ï. 59.2).

Íàêîíåö, ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ �îð-

ìàëüíî ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèïîëüíûì ðàçëîæåíèåì ýëåêòðè÷åñêè íåé-

òðàëüíîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû (ñì. � 51), îòëè÷àÿñü îò ïîñëåä-

íåé ëèøü çàìåíîé

Φ→ Φ̃, Ψ→ Ψ̃, Qi1...in →Mi1...in (n > 1). (54.6)

2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

divB = 0, rotH = 0 (54.7)

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ê íèì

B1n = B2n, H1t = H2t, (54.8)

îïðåäåëÿþùèõ ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðè÷åñêèõ èëè ïðî-

âîäÿùèõ (â îòñóòñòâèå òîêîâ ïðîâîäèìîñòè) íå�åððîìàãíèòíûõ

ìàãíåòèêàõ, �îðìàëüíî ñîâïàäàåò (ñì., íàïðèìåð, [484℄ � 29) ñ ñèñòå-

ìîé óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðè-

êàõ (â îòñóòñòâèå ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ), îòëè÷àÿñü îò íèõ ëèøü çàìå-

íîé

E→ H, D→ B. (54.9)

Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ðåøåíèÿìè óêàçàííûõ êëàññîâ çàäà÷ ýëåêòðî�

è ìàãíèòîñòàòèêè (ïðèìåíèòåëüíî ê îäíîìó è òîìó æå ãåîìåòðè÷å-

ñêîìó òåëó) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ñêàçàííîå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîäîáíûõ

ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðàâîìåðíû èñïîëüçîâàíèå âî âñåì ïðî-

ñòðàíñòâå ïñåâäîñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è èíòåðïðåòàöèÿ,

îïèðàþùàÿñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå î ñâÿçàííûõ ¾ìàãíèòíûõ çàðÿäàõ¿

[346,480℄ (ñì. òàêæå � 56).

3. Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå � ýòî �îðìà òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ, îòíîñÿùååñÿ ê ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ

ê èñòî÷íèêàì.

4. Êàê îòìå÷àëîñü â � 30 è íåïîñðåäñòâåííî âèäíî èç �îðìóë (35.5) è

(51.7), (51.9), ÷ëåíû ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà, ñîäåð-

æàùèå êîìïîíåíòû òåíçîðà 2n-ïîëüíîãî ìîìåíòà (ýëåêòðè÷åñêîãî èëè
ìàãíèòíîãî), ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ r îò ñèñòåìû èñòî÷íèêîâ óáû-

âàþò ïðîïîðöèîíàëüíî 1/rn+1
(òàêîâî èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäå�

íèå).

5. Âàæíûì ñâîéñòâîì ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ èõ àääèòèâ�

íîñòü.

1

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñì., íàïðèìåð, [346℄ è Ïðèëîæåíèå ê [557℄.
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6. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [346℄), ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à î äè-

ýëåêòðè÷åñêîì øàðå â íåîäíîðîäíîì ñòàòè÷åñêîì ïîëå èìååò ñðàâíè-

òåëüíî ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàæäîé

ñ�åðè÷åñêîé ãàðìîíèêå ïîòåíöèàëà âíåøíåãî ïîëÿ îòâå÷àåò ïîëÿðè-

çàöèîííûé ïîòåíöèàë ñ òîé æå óãëîâîé çàâèñèìîñòüþ. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, êàæäîé ñ�åðè÷åñêîé ãàðìîíèêå ïîëÿðèçàöèîííîãî ïîòåíöèàëà

ñîîòâåòñòâóåò ñîâåðøåííî îïðåäåëåííàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà ýëåêòðè-

÷åñêîãî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà îïðåäåëåííîãî ðàíãà. Èíûìè ñëîâà-

ìè, åñëè ïîòåíöèàë âíåøíåãî ïîëÿ åñòü îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé

ïîëèíîì (ñòåïåíè L > 1), òî â ìóëüòèïîëüíîì ðàçëîæåíèè ïîòåíöèà-

ëà øàðà îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå êîìïîíåíòû

2L-ïîëüíîãî ìîìåíòà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñîáñòâåííî ðàññóæäåíèþ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî îä-

íîðîäíûé äèýëåêòðè÷åñêèé øàð íàõîäèòñÿ â íåîäíîðîäíîì âíåøíåì ýëåê-

òðîñòàòè÷åñêîì ïîëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî åñòü îäíîðîäíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ

ïîëèíîìèàëüíàÿ, ò. å. øàðîâàÿ, (ñòåïåíè L > 1) �óíêöèÿ äåêàðòîâûõ êî-

îðäèíàò (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáðàíî â öåíòðå

øàðà). Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [494℄ èëè ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòå-

ðèàë â ãë. 10 äàííîé ìîíîãðà�èè), ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëÿðèçàöèè íà ãðàíè-

öå øàðà âîçíèêàþò ïîâåðõíîñòíûå ñâÿçàííûå çàðÿäû, (ïîëÿðèçàöèîííûé)

ïîòåíöèàë

1

êîòîðûõ âíóòðè äèýëåêòðèêà èìååò âèä ïîëèíîìà òîé æå ñòå-

ïåíè L. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè � 21 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâÿçàííûé

çàðÿä, âîçíèêàþùèé íà ïîâåðõíîñòè øàðà, õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëèíîìèàëü-

íîé ïëîòíîñòüþ âñå òîé æå ñòåïåíè L. Ñóùåñòâåííî, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ
óòâåðæäåíèåì ï. 6, ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåí-

öèàëà øàðà â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ âûðàæàåòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûìè,

ñîäåðæàùèìè êîìïîíåíòû 2L-ïîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Äàëåå, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ï. 2 (î âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè),

èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíûé øàð èç ìàãíåòèêà, íàõîäÿùèéñÿ

â ïîñòîÿííîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé øàðîâóþ (ñòåïåíè L> 1) �óíêöèþ, ïðèîáðåòàåò ïîëÿðèçàöèîííûé
(ñâÿçàííûé) ìàãíèòíûé çàðÿä è åãî ïñåâäîñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöè-

àë, ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå êîòîðîãî ñîäåðæèò òîëüêî êîìïîíåíòû 2L-
ïîëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Ñêàçàííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ è óíèâåðñàëüíî-

ñòüþ (ï. 1 è â îñîáåííîñòè (54.6)), è àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì (ï. 4)

ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñâÿçàííîãî ìàãíèò-

íîãî çàðÿäà åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè L. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè áû ïîòåíöèàë âíåø-

íåãî ïîëÿ áûë íå øàðîâîé �óíêöèåé, à îáû÷íûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè L,
òî, ïîñêîëüêó âñÿêèé ïîëèíîì ðàçëîæ�èì ïî øàðîâûì �óíêöèÿì [146℄ (ñð.

(37.3)), òî ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ïîëÿðèçàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ñîäåð-

æàëî áû êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè ðàçëè÷íûõ

ðàíãîâ, íå ïðåâûøàþùèõ ðàíãà L, ò. å. èìåëî áû âèä íèæíåé �îðìóëû

(54.4). Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñâÿçàííîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà îñòàâàëàñü

áû ïðè ýòîì ïîëèíîìîì ñòåïåíè L.

1

Ïîòåíöèàë ïîëÿðèçîâàííîãî îäíîðîäíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà äàåòñÿ �îðìóëîé

Φσ′ =

∮
P(r′)n′

R
dS′ ,

ãäå P � âåêòîð ïîëÿðèçàöèè, à σ′=Pn′ � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ.
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Îñòàëîñü ñäåëàòü îêîí÷àòåëüíîå çàêëþ÷åíèå. Â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè

(ï. 1) ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå øàðà íå èçìåíèò ñâîåãî âèäà è ïðè çà-

ìåíå ïîâåðõíîñòíîãî ñâÿçàííîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà îáúåìíûì çàðÿäîì èëè

äàæå òîêàìè ïðîâîäèìîñòè (õîòü îáúåìíûìè, õîòü ïîâåðõíîñòíûìè) ëèøü

áû ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè îñòàâàëèñü ïîëèíîìàìè âñå òîé æå ñòåïåíè

L. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (54.4) ïîäòâåðæäåíà. ×òî êà-

ñàåòñÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ (âòîðè÷íûõ) èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, òî ñâÿçü îáúåìíîé

è ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòåé ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ ñ íàìàãíè÷åíèåì I âûðà-

æàþò �îðìóëû

˜̺ = − divI, σ̃ =
Ir

a
(54.10)

(a � ðàäèóñ øàðà) ñîîòâåòñòâåííî. Âìåñòî ïñåâäîñêàëÿðíûõ ïëîòíîñòåé ˜̺
îáúåìíîãî è σ̃ ïîâåðõíîñòíîãî ñâÿçàííîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà ìîæíî îïå-

ðèðîâàòü (ñì. � 59) ñ àìïåðîâûìè îáúåìíûì òîêîì ïëîòíîñòè

j
A

= c rotI. (54.11)

è ïîâåðõíîñòíûì òîêîì ïëîòíîñòè

i
A

= cRotI = −c [rI]
a
. (54.12)

Òðåõèíäåêñíàÿ çàïèñü âûðàæåíèé (54.4) äàåòñÿ �îðìóëîé

Φ̃(r)

Ψ̃(r)



 =

L∑

n=1

1

n! r2n+1

∑

α+β+γ=n

n !

α !β ! γ !
Mαβγ x

αyβzγ . (54.13)

Åñëè îáúåìíûé è ïîâåðõíîñòíûé òîêè â øàðå èìåþò ñîâïàäàþùèé íàáîð

ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, òî, êàê âèäíî èç (54.13), íàðóæíûå ìàãíèòíûå

ïîëÿ îáåèõ òîêîâûõ ñèñòåì ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì ðå÷ü ìîæåò èäòè íå îáÿ-

çàòåëüíî îá îäíîì è òîì æå øàðå. Øàðû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ,

íî îáÿçàòåëüíî äîëæíû èìåòü îáùèé öåíòð.



�ëàâà 9

Ìóëüòèïîëüíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ

ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà

ïîâåðõíîñòíûõ è îáúåìíûõ

òîêîâ ýëëèïñîèäà

� 55. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Â äàííîé ãëàâå íàì íàäëåæèò ïîëó÷èòü òî÷íûå �îðìóëû, ïðåäñòàâ-

ëÿþùèå â òåðìèíàõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ âíåøíèé ïñåâäîñêàëÿðíûé

ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî ýëåêòðè÷åñêèìè òîêàìè ýëëèï-

ñîèäàëüíîãî òåëà. Òîêè ìîãóò áûòü îáúåìíûìè èëè ïîâåðõíîñòíûìè, à èõ

ïëîòíîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè

1

; ÷òî êàñàåòñÿ òåëà, òî ïîä

íèì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëèáî íåîâåùåñòâëåííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, ëèáî

ìàãíåòèê óêàçàííîé �îðìû.

Ìàòåðèàë è ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû òåñíî ñâÿçàíû ñ ñîäåðæàíèåì

ñåäüìîé ãëàâû. Íàïîìíèì, êàêîé âèä èìåþò ìóëüòèïîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà. Åñëè ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîè-

äà çàäàíà óðàâíåíèåì x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1, òî îäíî èç ìóëüòèïîëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ñîîòâåòñòâóåò îáúåìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà

̺(r) = ̺Γ
L ≡ ΓL(x/a, y/b, z/c), L = 0, 1, . . . (55.1)

è äàåòñÿ �îðìóëîé

ΦΓ
L(r) ≡

∫
̺Γ
L

R
dV =

L∑

κ=0

q̃ i1...iκϕi1...iκ (r), (55.2)

à äðóãîå ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ îáúåìíûõ çàðÿäîâ ïëîòíîñòè

̺(r) = ̺L ≡ PL(x, y, z), L = 0, 1, . . . , (55.3)

1

Ìû íàçûâàåì ïîâåðõíîñòíûå òîêè ýëëèïñîèäà ïîëèíîìèàëüíûìè, åñëè âñå òðè äå�

êàðòîâû êîìïîíåíòû îòíîøåíèÿ âåêòîðà ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè òîêà i ê p ÿâëÿþòñÿ

ïîëèíîìàìè.
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òàê è äëÿ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ íà ãðàíèöå ýëëèïñîèäà ñ ïîâåðõíîñòíîé

ïëîòíîñòüþ σ(r) = σL+2, ãäå

σL ≡ ̺L p, L = 0, 1, . . . , (55.4)

è îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ΦL−2(r) ≡
∫
̺L−2

R
dV

ΨL(r) ≡
∮
σL
R
dS




=

L∑

κ=0

q i1...iκψi1...iκ (r),




L = 2, 3, . . . ,

L = 0, 1, . . .
(55.5)

Â ïðåäñòàâëåííûõ �îðìóëàõ ΓL è PL � ïîëèíîìû ñòåïåíè L, ïðè÷åì ΓL

� ãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ; p =
〈
x2
/
a4
〉−1/2

(óãëîâûìè

ñêîáêàìè, êàê è âñþäó â êíèãå, îáîçíà÷àåòñÿ ñóììà òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷å-

ñêîé ïåðåñòàíîâêè); R � ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà èíòåãðèðîâàíèÿ dV èëè

dS äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ âíå ýëëèïñîèäà. Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ q̃ i1...iκ è

q i1...iκ , èãðàþùèå ðîëü êîý��èöèåíòîâ â (55.2) è (55.5), ëèíåéíî âûðàæà-

þòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ýëåêòðè÷åñêèõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

ýëëèïñîèäà (ïîäðîáíåå ñì. ãë. 7). Ñèììåòðè÷íûå íåïðèâîäèìûå òåíçîðû

ϕi1...iκ (r) è ψi1...iκ (r) � ýòî òåíçîð-ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäà è ãîìåîèäà ñî-

îòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîëèíîìèàëüíîå îáúåìíîå ðàñïðåäåëåíèå (â òîì

÷èñëå è (55.1)) èìååò ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà â âèäå (55.5),

ïðè÷åì ãàðìîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (55.1) îáëàäàåò åùå è äîïîëíèòåëü-

íûì (èñïîëüçóþùèì ìóëüòèïîëè áîëåå íèçêîãî ðàíãà) ïðåäñòàâëåíèåì ñâî-

åãî ïîòåíöèàëà â âèäå (55.2). Çàòî ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (55.5) íî-

ñèò áîëåå îáùèé õàðàêòåð, áóäó÷è ñïðàâåäëèâûì íå òîëüêî äëÿ îáúåìíûõ,

íî è äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà. Ïðè ýòîì

äâà âèäà ïîâåðõíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ýëëèïñîèäå, à èìåííî σ0 è σ1
èìåþò ìóëüòèïîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èõ ïîòåíöèàëîâ, íå âîñïðîèçâîäèìûå

íèêàêèìè îáúåìíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè çàðÿäà.

Âîçâðàùàÿñü ê èíòåðåñóþùåìó íàñ çäåñü ìàãíèòíîìó ïîòåíöèàëó òîêîâ

ýëëèïñîèäà, îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå �îðìóëû (55.2) è (55.5) ïîä-

ñêàçûâàþò, êàêîé âèä äîëæíû èìåòü ìóëüòèïîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî

ïîòåíöèàëà. Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå â � 54, â ÷àñòíî-

ñòè, ï. 1 îá óíèâåðñàëüíîñòè ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ è çàìåíàõ (54.6), à

òàêæå ïï. 2�4, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî âî âíåøíåé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà òîêè

ýëëèïñîèäà ìîãóò ñîçäàâàòü ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé â çàâèñèìîñòè

îò ñâîéñòâ ýòèõ òîêîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèÿìè

L∑
κ=1

m̃ i1...iκϕi1...iκ (r)

èëè

L∑
κ=1

m i1...iκψi1...iκ (r). Î÷åâèäíûå îòëè÷èÿ îò (55.2) è (55.5) çàêëþ÷à-

þòñÿ, âî-ïåðâûõ, â íèæíåì (åäèíè÷íîì, à íå íóëåâîì) ïðåäåëå ñóììèðî-

âàíèÿ (îòñóòñòâèå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ) è, âî-âòîðûõ, â çàìåíå ýëåêòðè÷å-

ñêèõ ìóëüòèïîëåé ìàãíèòíûìè, ÷òî îòìå÷åíî ïîÿâëåíèåì òåíçîðîâ m̃ i1...iκ

è m i1...iκ âìåñòî q̃ i1...iκ è q i1...iκ ñîîòâåòñòâåííî. ×òî êàñàåòñÿ ðåêóððåíò-

íûõ ñîîòíîøåíèé, âûðàæàþùèõ (ïîäîáíî (45.10) è (46.4)) òåíçîðû m̃ i1...iκ

è m i1...iκ ÷åðåç ïîëíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû, òî èõ ïðåä-

ñòîèò óñòàíîâèòü. Êðîìå òîãî, ïðåäñòîèò âûÿñíèòü, êàê ¾âûãëÿäÿò¿ òîêè,

ñîçäàþùèå îáúåìíûå Φ̃ è ïîâåðõíîñòíûå Ψ̃ ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû.
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� 56. Ïàðöèàëüíûå òîêè ýëëèïñîèäà

56.1. Îáúåìíûå òîêè

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â îáúåìå ýëëèïñîèäà

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1 (56.1)

èìååòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Ïóñòü äåêàðòîâû êîìïîíåíòû jx, jy, jz îáú-

åìíîé ïëîòíîñòè j ýòîãî òîêà ñóòü îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû

(øàðîâûå �óíêöèè) îäèíàêîâîé ñòåïåíè, ïåðåìåííûìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

îòíîøåíèÿ x/a, y/b, z/c. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà ìîæ-

íî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

:

j
(ν)
x

a
=

∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αx; klm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
, (56.2)

j
(ν)
y

b
=

∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αy; klm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
, (56.3)

j
(ν)
z

c
=

∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αz; klm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
. (56.4)

Êîý��èöèåíòû αx; j1,...,jν , αy; j1,...,jν , αz; j1,...,jν , êîòîðûå âõîäÿò â ïîëèíîìû
(56.2)�(56.4), îáðàçóþò òåíçîð (ν+1)-ãî ðàíãà, ñèììåòðè÷íûé (ïðè ν > 2)
ïî âñåì èíäåêñàì, êðîìå ïåðâîãî. Îí îòäåëåí îò îñòàëüíûõ èíäåêñîâ òî÷-

êîé ñ çàïÿòîé. Â (56.2)�(56.4) äëÿ ñèììåòðè÷íûõ èíäåêñîâ ýòîãî òåíçîðà

(êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü v-òåíçîðîì) èñïîëüçîâàíà òðåõèíäåêñíàÿ çà-
ïèñü. Ïðè ýòîì ãàðìîíè÷íîñòü êàæäîé êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà îáåñïå-

÷èâàåòñÿ íåïðèâîäèìîñòüþ (ïî ñèììåòðè÷íûì èíäåêñàì) ñîîòâåòñòâóþùåé

¾âåêòîðíîé¿ êîìïîíåíòû v-òåíçîðà (ñð. (39.16)):

αx; k+2,l,m + αx; k,l+2,m + αx; k,l,m+2 = 0, (56.5)

αy; k+2,l,m + αy; k,l+2,m + αy; k,l,m+2 = 0, (56.6)

αz; k+2,l,m + αz; k,l+2,m + αz; k,l,m+2 = 0. (56.7)

Êàê è âñÿêèé ñòàöèîíàðíûé òîê, ñóùåñòâóþùèé â îáúåìå, êîòîðûé îãðà-

íè÷åí çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S, ïàðöèàëüíûé òîê (56.2)�(56.4) äîëæåí

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (49.1), (49.2):

div j (ν) = 0, (56.8)

j(ν)n

∣∣
S
= 0, (56.9)

ãäå âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê S â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè

(56.1) ðàâåí

n =
{ x
a2
p ,

y

b2
p ,

z

c2
p
}
. (56.10)

1

Çàìåòèì, ÷òî â �îðìóëàõ (56.2)�(56.4) è ïîñëåäóþùèõ ν > 1. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð,
èç ïðèâîäèìûõ íèæå ñîîòíîøåíèé (56.14).
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Òîê, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ïëîòíîñòüþ (56.2)�(56.4) è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-

âèÿì (56.5)�(56.7) è (56.8), (56.9), áóäåì íàçûâàòü ïàðöèàëüíûì îáúåìíûì

òîêîì ýëëèïñîèäà

1

.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (56.2)�(56.4) â óðàâíåíèå (56.8) (è

çàìåíû èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ â êàæäîé èç òðåõ âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì

ñóìì ñ òåì, ÷òîáû âî âñåõ ñóììàõ ìîæíî áûëî âûäåëèòü ïðîèçâåäåíèå

(x/a)k(y/b)l(z/c)m) âûÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîý��èöè-
åíòàìè:

αx; k+1,l,m + αy; k,l+1,m + αz; k,l,m+1 = 0 (k+l+m+1=ν>1). (56.11)

Óñëîâèå (56.9) ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî (56.10) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

〈
x

a

j
(ν)
x

a

〉∣∣∣∣∣
S

= 0. (56.12)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (56.2)�(56.4) è âíîâü çàìåíÿÿ â âîçíèêàþùèõ

ñóììàõ èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, â êîíå÷íîì ñ÷åòå ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíî

ñîîòíîøåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ. Îíî èìååò âèä

k αx; k−1,l,m+l αy; k,l−1,m+mαz;k,l,m−1=0 (k+l+m−1=ν>1). (56.13)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè ïîëèíîìîâ (56.2)�(56.4) äàåò

ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðà αx; j1,...,jν , αy; j1,...,jν , αz; j1,...,jν òîëüêî

ïî ñèììåòðè÷íûì èíäåêñàì, òî óñëîâèÿ (56.8), (56.9) ñâÿçûâàþò êîìïîíåí-

òû òåíçîðà òîëüêî ïî ïåðâîìó èíäåêñó.

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè (56.13) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

αx; 000 = αy; 000 = αz; 000 = 0, (56.14)

αx; k00 = αy; 0l0 = αz; 00m = 0, (56.15)

k αx; k−1, l,0 + l αy; k, l−1,0 = 0,

l αy; 0, l−1,m +mαz; 0, l,m−1 = 0,

mαz; k,0,m−1 + k αx; k−1,0,m = 0.





(56.16)

Êàæäàÿ èç ¾âåêòîðíûõ¿ êîìïîíåíò αx; j1,...,jν , αy; j1,...,jν , αz; j1,...,jν v-
òåíçîðà, ñàìà ÿâëÿÿñü ñîâåðøåííî ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ν-ãî ðàíãà ïî
îñòàâøèìñÿ èíäåêñàì, ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõèíäåêñíîé çàïèñè (αx; klm,
αy; klm, αz; klm) ïîçâîëÿåò îòñëåæèâàòü, ÷�åòåí (E) èëè íå÷�åòåí (O) ëþáîé

èç èíäåêñîâ k, l, m (k+l+m=ν). Òåíçîðû ←→α (ν)
x; ,
←→α (ν)

y; è

←→α (ν)
z; â çàâèñèìî-

ñòè îò ÷åòíîñòè íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà ν (ðàíãà òåíçîðà) ìîæíî,

ïîäîáíî (39.15), ïðåäñòàâëÿòü â âèäå îäíîé èç ñóìì

←→α (2ε)
i; =←→α (2ε)

i;EEE +←→α (2ε)
i;OOE +←→α (2ε)

i;EOO +←→α (2ε)
i;OEO ,

(56.17)

←→α (2ε+1)
i; =←→α (2ε+1)

i;OEE+
←→α (2ε+1)

i;EOE+
←→α (2ε+1)

i;EEO+
←→α (2ε+1)

i;OOO

1

Íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïîëóìèêðîñêîïè÷åñêîì ïîäõîäå è ïðîëèâà�

þùèå ñâåò íà âûáîð èìåííî òàêîãî âèäà ïàðöèàëüíûõ òîêîâ, äàíû â Ïðèëîæåíèè D.
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÷åòûðåõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå êîì-

ïîíåíòû èñõîäíîãî òåíçîðà ñ èíäåêñàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ÷åòíîñòè, â òî

âðåìÿ êàê îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëîæåíû â íåì ðàâíûìè íóëþ. Íàïîì-

íèì (ñì. (39.16)), ÷òî ïðè ýòîì êàæäûé èç òåíçîðîâ-ñëàãàåìûõ îñòàåòñÿ

íåïðèâîäèìûì. Â �îðìóëàõ (56.17) èíäåêñ i ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ x,
y èëè z.

Àíàëîãè÷íîå (ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè ν) ðàçáèåíèå ïåðåíîñèòñÿ, åñòåñòâåííî,
íà êîìïîíåíòû (56.2)�(56.4) ïëîòíîñòè òîêà:

j
(2ε)
i =j

(2ε)
i;EEE + j

(2ε)
i;OOE + j

(2ε)
i;EOO + j

(2ε)
i;OEO (i = x, y, z), (56.18)

j
(2ε+1)
i =j

(2ε+1)
i;OEE + j

(2ε+1)
i;EOE + j

(2ε+1)
i;EEO + j

(2ε+1)
i;OOO (i = x, y, z). (56.19)

Çäåñü

j
(2ε)
i;EEE

a(i)
=

∑

l+m+n=ε

(2ε)!αi; 2l,2m,2n
(2l)!(2m)!(2n)!

(x
a

)2l(y
b

)2m(z
c

)2n
, (56.20)

j
(2ε)
i;OOE

a(i)
=

∑

l+m+n=ε−1

(2ε)!αi; 2l+1,2m+1,2n

(2l+1)!(2m+1)!(2n)!

(x
a

)2l+1(y
b

)2m+1(z
c

)2n
, (56.21)

j
(2ε+1)
i;OOO

a(i)
=

∑

l+m+n=ε−1

(2ε+1)!αi; 2l+1,2m+1,2n+1

(2l+1)!(2m+1)!(2n+1)!

(x
a

)2l+1(y
b

)2m+1(z
c

)2n+1

,

(56.22)

j
(2ε+1)
i;OEE

a(i)
=
∑

l+m+n=ε

(2ε+1)!αi; 2l+1,2m,2n

(2l+1)!(2m)!(2n)!

(x
a

)2l+1(y
b

)2m(z
c

)2n
. (56.23)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (56.14) äëÿ �îðìóëû (56.20) èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî ε>0. Äëÿ �îðìóëû (56.23) ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî ε>0, à îáå �îð-
ìóëû (56.21) è (56.22) ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîìó íåðàâåíñòâó ε>1. Ôîðìóëû äëÿ

j
(2ε)
i;EOO/a(i), j

(2ε)
i;OEO/a(i) ïîëó÷àþòñÿ èç (56.21), à �îðìóëû äëÿ j

(2ε+1)
i;EOE /a(i),

j
(2ε)+1
i;EEO /a(i) ïîëó÷àþòñÿ èç (56.23) ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíîé öèêëè÷åñêîé ïåðå-

ñòàíîâêè.

Âûïîëíÿÿ âû÷èñëåíèÿ, èíîãäà ïðèõîäèòñÿ âõîäÿùèå â (56.18) èëè (56.19)

ñëàãàåìûå ðàññìàòðèâàòü ïî îòäåëüíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ðå÷ü èäåò, ê

ïðèìåðó, î j
(2ε+1)
x;OOO, â êà÷åñòâå j

(2ε+1)
y è j

(2ε+1)
z ñëåäóåò áðàòü, êàê ýòî âèäíî

èç (56.11) è (56.13), j
(2ε+1)
y;EEO è j

(2ε+1)
z;EOE . Äëÿ óäîáñòâà âñå âîçìîæíûå íàáî-

ðû âàðèàíòîâ (èõ âîñåìü) ÷åòíî-íå÷åòíîé çàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí

ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 4.

56.2. Ïîâåðõíîñòíûå òîêè

�àññìîòðèì òåïåðü ïîâåðõíîñòíûå òîêè. Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà ïîëèíî-

ìèàëüíûå ïîëÿ â åãî âíóòðåííåé îáëàñòè ñîçäàþòñÿ òîêàìè, ïîâåðõíîñòíàÿ

ïëîòíîñòü êîòîðûõ èìååò âèä

i = T(x, y, z) p, (56.24)
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Òàáëèöà 4

Òàáëèöà ÷åòíîñòè

j
(ν)
x ; i

(ν)
x /p j

(ν)
y ; i

(ν)
y /p j

(ν)
z ; i

(ν)
z /p div j(ν); in/p

∣∣∣
S

div[rj(ν)]; Φ̃(ν)

E E E O O E O E O O E E E O O

E O O O E O O O E O O O E E E

O E O E O O E E E E E O O O E

O O E E E E E O O E O E O E O

O O O E E O E O E E O O O E E

O E E E O E E E O E E E O O O

E O E O E E O O O O O E E E O

E E O O O O O E E O E O E O E
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ãäå êàæäàÿ äåêàðòîâà êîìïîíåíòà âåêòîðà T(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì,

à ïîñðåäñòâîì p, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà

p =

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

.

Ïîëèíîìèàëüíîñòü âíóòðåííåãî ïîëÿ î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëû

Ψ =
∮
(σ/R) dS ïðîñòîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ, ðàññìîòðåííûå â ãë. 4, è

äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A =
∮
(i/R) dS ìàòåìàòè-

÷åñêè îäíîòèïíû.

Ïëîòíîñòü i ïîâåðõíîñòíîãî òîêà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü àíàëîãè÷íîìó
(56.9) óñëîâèþ

1

p
in
∣∣
S
=

〈
x

a

ix
a

〉∣∣∣∣
S

= 0 (56.25)

íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà.

Ïóñòü êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà T(x, y, z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàðî-

âóþ �óíêöèþ ñòåïåíè ν ïåðåìåííûõ x/a, y/b, z/c. Â êà÷åñòâå âåêòîðà T,
îáëàäàþùåãî òàêèìè ñâîéñòâàìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåêòîð j (ν)(x, y, z),
ðàññìîòðåííûé â ï. 56.1. Òàê ÷òî �îðìóëà (56.24) çàìåíÿåòñÿ íà

1

i (ν)
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
= j (ν)

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
p. (56.26)

Äåéñòâèòåëüíî, îäíîðîäíîñòü è ãàðìîíè÷íîñòü ïîëèíîìîâ i
(ν)
x /p, i

(ν)
y /p

è i
(ν)
z /p ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì (56.5)�(56.7), à óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷-

íîìó óñëîâèþ (56.25) � ê ñîîòíîøåíèþ (56.13).

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è ñîîòíîøåíèå (56.11). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì

ñåáå, ÷òî âåñü îáúåì ýëëèïñîèäà (56.1) ðàçáèò (ïîäîáíûìè åãî ïîâåðõíîñòè,

ïîäîáíî ðàñïîëîæåííûìè è êîíöåíòðè÷åñêèìè ñ íèì ýëëèïñîèäàëüíûìè

ïîâåðõíîñòÿìè) íà áåñêîíå÷íî òîíêèå ýëëèïñîèäàëüíûå ñëîè. Òàêèì îáðà-

çîì, ìû ïðåäñòàâëÿåì òåëî ýëëèïñîèäà ñîñòîÿùèì èç âëîæåííûõ äðóã â

äðóãà (ïîäîáíî ìàòð�åøêå) ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ (ñì. � 7). Ïîíÿòíî, ÷òî

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè Sκ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ýëåìåíòàðíîãî ãîìåî-

èäà èìååò âèä 〈
x2

κ
2a2

〉
= 1 (0 < κ < 1). (56.27)

Ïóñòü äàëåå òîê â îáúåìå ýëëèïñîèäà õàðàêòåðèçóåòñÿ �îðìóëàìè (56.2)�

(56.4) ñ êîý��èöèåíòàìè, ïîä÷èíåííûìè (56.5)�(56.7) è (56.11). Êîìïîíåí-

òà ýòîãî òîêà, íîðìàëüíàÿ ê ïðîèçâîëüíîé ýëëèïñîèäàëüíîé ïîâåðõíîñòè

(56.27), âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

1

pκ
jn
∣∣
Sκ

=
1

κ
2

〈
x

a

jx
a

〉∣∣∣∣
Sκ

, (56.28)

ãäå ïàðàìåòð κ íà ïîâåðõíîñòè Sκ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Îòëè÷èå âûðà-

æåíèÿ (56.28) ÷åðåç êîý��èöèåíòû αx; j1,...,jν , αy; j1,...,jν , αz; j1,...,jν îò àíà-

ëîãè÷íîãî âûðàæåíèÿ ëåâîé ÷àñòè (56.12) ñîñòîèò ëèøü â íàëè÷èè ïîñòî-

ÿííîãî ìíîæèòåëÿ 1/κ2
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

jn
∣∣
Sκ

= 0. (56.29)

1

Ñð. ñ (39.4).
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Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îáúåìíûé òîê íå ïðîíèêà-

åò ÷åðåç ãðàíèöû ýëåìåíòàðíûõ ãîìåîèäîâ, ò. å. ¾ïåðåìåøèâàíèÿ¿ òîêîâ,

ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì (â òîì ÷èñëå ñîñåäíèì) ñëîÿì, íå ïðîèñõîäèò. Ïî-

ýòîìó óñëîâèå div j (ν)=0 ¾ðàáîòàåò¿ âíóòðè ñëîÿ è åãî èñïîëüçîâàíèå äàåò

ñâÿçü (56.11), ñïðàâåäëèâóþ äëÿ òîêà â êàæäîì áåñêîíå÷íî òîíêîì ãîìåîè-

äå, à çíà÷èò, è äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî òîêà i (ν)(x, y, z). Òàêèì îáðàçîì, ïîêà-

çàíî, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû αx; j1,...,jν , αy; j1,...,jν , αz; j1,...,jν ,
õàðàêòåðèçóþùèå ïëîòíîñòè îáúåìíîãî è ïîâåðõíîñòíîãî òîêà â ýëëèïñî-

èäå, ïîä÷èíÿþòñÿ îäíèì è òåì æå ñîîòíîøåíèÿì (56.5)�(56.7), (56.11) è

(56.13).

Ïîâåðõíîñòíûé òîê ýëëèïñîèäà, îïðåäåëåííûé �îðìóëàìè (56.26) ñ êî-

ý��èöèåíòàìè ïîëèíîìîâ αx; j1,...,jν , αy; j1,...,jν , αz; j1,...,jν , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèìè óðàâíåíèÿì (56.5)�(56.7), (56.11) è (56.13), áóäåì íàçûâàòü ïàðöèàëü�

íûì.

56.3. Íåçàâèñèìûå êîý��èöèåíòû

òîêîâûõ ïîëèíîìîâ

Ñóùåñòâîâàíèå ñîîòíîøåíèé (56.5)�(56.7), (56.11), (56.13), ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, îçíà÷àåò, ÷òî äàëåêî íå âñå êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ (56.2)�(56.4)

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü çà-

ëîæåííóþ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ðåêóðñèþ äëÿ âûÿâëåíèÿ íåçàâèñèìûõ êî-

ý��èöèåíòîâ.

Ïðè k=0 èç (56.13) ñëåäóåò âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (56.16)

l αy; 0,l−1,m +mαz; 0,l,m−1 = 0. (56.30)

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîñëå çàìåíû k → k+1 èç (56.13) ïîëó÷àåì

−αx;klm =
l

k+1
αy; k+1,l−1,m +

m

k+1
αz; k+1,l,m−1 (k+l+m>0). (56.31)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè l=0 èç (56.31) ïîëó÷àåòñÿ òðåòüå èç ñîîòíîøåíèé (56.16)

−αx; k0m =
m

k + 1
αz; k+1,0,m−1. (56.32)

Çàìåíà k → k−1 ïåðåâîäèò (56.11) â ñîîòíîøåíèå

−αx;klm = αy; k−1,l+1,m + αz; k−1,l,m+1 (k+l+m>1). (56.33)

Èç (56.31) è (56.33) ïðè l 6=0 îáðàçóåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

αy; k+1,l−1,m =
k+1

l
αy; k−1,l+1,m +

k+1

l
αz; k−1,l,m+1−

− m

l
αz; k+1,l,m−1 (k+l+m>1), (56.34)
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äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå êîòîðîãî äëÿ çàìåíû αy â åãî æå ïðàâîé ÷àñòè

ïðåâðàùàåò (56.34) â äëèííîå ðàâåíñòâî

αy; k+1,l−1,m =
(k+1)(k−1)(k−3)

l(l+2)(l+4)
αy; k−5,l+5,m+

+

{
(k+1)(k−1)(k−3)

l(l+2)(l+4)
αz; k−5,l+4,m+1 +

(k+1)(k−1)
l(l+2)

αz; k−3,l+2,m+1+

+
k+1

l
αz; k−1,l,m+1

}
−
{
(k+1)(k−1)m
l(l+2)(l+4)

αz; k−3,l+4,m−1+

+
(k+1)m

l(l+2)
αz; k−1,l+2,m−1 +

m

l
αz; k+1,l,m−1

}
. (56.35)

Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäïîëàãàþò âûáîð êîíêðåòíîé ÷åòíîñòè

èíäåêñîâ. Èç âîñüìè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íàáîðîâ (ïî ÷åòíîñòè) èíäåêñîâ,

ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 4, ìû (ïî ïðè÷èíàì ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêîñòè

ðàñ÷åòà è îäíîòèïíîñòè ðàññóæäåíèé) çäåñü è äàëåå (ñì. � 58) îãðàíè÷èìñÿ

ðàññìîòðåíèåì ëèøü îäíîãî èç íèõ. Ïóñòü ýòî áóäåò k = 2l′+1, l = 2m′+1,
m = 2n′+1 (ïÿòàÿ ñòðîêà òàáëèöû 4). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (56.35) è

îïóñêàÿ øòðèõè ó íîâûõ èíäåêñîâ, áóäåì èìåòü

αy; 2l+2,2m,2n+1 =
(2l+2)2l(2l−2)

(2m+1)(2m+3)(2m+5)
αy; 2l−4,2m+6,2n+1+

+

{
(2l+2)2l(2l−2)

(2m+1)(2m+3)(2m+5)
αz; 2l−4,2m+5,2n+2+

+
(2l+2)2l

(2m+1)(2m+3)
αz; 2l−2,2m+3,2n+2 +

2l+2

2m+1
αz; 2l,2m+1,2n+2

}
−

−
{

(2l+2)2l(2n+1)

(2m+1)(2m+3)(2m+5)
αz; 2l−2,2m+5,2n+

+
(2l+2)(2n+1)

(2m+1)(2m+3)
αz; 2l,2m+3,2n +

2n+1

2m+1
αz; 2l+2,2m+1,2n

}
. (56.36)

Îòìåòèì, ÷òî â �îðìóëå (56.36) ó âåëè÷èí αy; ijk ïîñëåäíèé èíäåêñ (k)
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ïîñòîÿííà è ñóììà ïåðâûõ äâóõ (i+ j) èíäåêñîâ.

Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è âåëè÷èíû αz; ijk âíóòðè êàæäîé èç �è-

ãóðíûõ ñêîáîê. Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ïðèäàòü âûðàæåíèþ (56.36) âèä

αy; 2l+2,2m,2n+1 =
(2l+2)!!(2m−1)!!
(2l+2m+1)!!

αy; 0,2l+2m+2,2n+1+

+

{
(2l+2)!!(2m−1)!!
0!!(2l+2m+1)!!

αz; 0,2l+2m+1,2n+2+

+
(2l+2)!!(2m−1)!!
2!!(2l+2m−1)!! αz; 2,2l+2m−1,2n+2 + . . .+

(2l+2)!!(2m−1)!!
(2l)!!(2m+1)!!

×

× αz; 2l,2m+1,2n+2

}
−(2n+1)

{
(2l+2)!!(2m−1)!!
2!!(2l+2m+1)!!

αz; 2,2l+2m+1,2n+

+
(2l+2)!!(2m−1)!!
4!!(2l+2m−1)!! αz; 4,2l+2m−1,2n +

(2l+2)!!(2m−1)!!
(2l+2)!!(2m+1)!!

αz; 2l+2,2m+1,2n

}
.
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Âûðàæàÿ αy; 0,2l+2m+2,2n+1 ñ ïîìîùüþ (56.30) ÷åðåç αz; 0,2l+2m+3,2n, ïîëó-

÷àåì âîçìîæíîñòü íîâîé çàïèñè:

αy; 2l,2m,2n+1 =
l−1∑

i=0

(2l)!!(2m−1)!!
(2i)!!(2l+2m−2i−1)!! αz; 2i,2l+2m−2i−1,2n+2−

− (2n+1)

l∑

i=0

(2l)!!(2m−1)!!
(2i)!!(2l+2m−2i+1)!!

αz; 2i,2l+2m−2i+1,2n, (56.37)

ãäå ïîïóòíî ïðîèçâåäåíà çàìåíà l→ l−1.
Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû (56.11) è (56.13) ïîçâîëÿþò âñå αx; ijk è αy; ijk

âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç αz; ijk. Â ñâÿçè ñ ýòèì óìåñòíî ïåðåéòè ê áîëåå ïðî-

ñòîìó îáîçíà÷åíèþ

γijk ≡ αz; ijk. (56.38)

Íî êîý��èöèåíòû γijk � ýòî åùå íå íåçàâèñèìûå êîý��èöèåíòû. Òåïåðü

ïðåäñòîèò èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (56.7).

Ââåäåì â ñâÿçè ñ ýòèì îïåðàòîðû γ̂a, γ̂b, γ̂c òàêèå, ÷òî èõ âîçäåéñòâèå

âîçìîæíî òîëüêî íà âåëè÷èíû γijk è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: γ̂a óâå-

ëè÷èâàåò íà äâå åäèíèöû ïåðâûé èíäåêñ (i), γ̂b äåëàåò òî æå ñî âòîðûì

èíäåêñîì (j), à γ̂c � ñ òðåòüèì (k). Ïîýòîìó ðàâåíñòâó (56.7) â òåðìèíàõ
ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâî

(γ̂a + γ̂b + γ̂c) γijk = 0. (56.39)

Òàê ÷òî äîëæíà áûòü ïîíÿòíîé ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

γ2i,2j+1,2k = γ̂iaγ̂
j
b γ̂
k
c γ010 = (−γ̂b − γ̂c)i γ̂jb γ̂kc γ010 =

= (−1)i
i∑

s=0

i!

s!(i− s)! γ̂
s+j
b γ̂i−s+kc γ010 =

= (−1)i
i∑

s=0

i!

s!(i − s)! γ0,2s+2j+1,2i+2k−2s. (56.40)

Â ðåçóëüòàòå �îðìóëå (56.37) ìîæíî ïðèäàòü âèä

αy; 2l,2m,2n+1 =

=

l−1∑

i=0

i∑

s=0

(2l)!! (2m−1)!! (−1)i i!
(2i)!! (2l+2m−2i−1)!! s! (i−s)! γ0,2(s+l+m−i)−1,2(i+n−s+1)−

− (2n+1)

l∑

i=0

i∑

s=0

(2l)!!(2m−1)!! (−1)i i!
(2i)!!(2l+2m−2i+1)!! s! (i−s)! γ0,2(s+l+m−i)+1,2(i+n−s).
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À ó÷èòûâàÿ, ÷òî (2i)!! = 2i i!, è ââîäÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû s→ i−s′ íîâûé
èíäåêñ s′ ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

αy; 2l,2m,2n+1 =

=

l−1∑

i=0

i∑

s=0

(2l)!! (2m−1)!!
(−2)i (2l+2m−2i−1)!! s! (i−s)! γ0,2(l+m−s)−1,2(s+n+1)−

− (2n+1)

l∑

i=0

i∑

s=0

(2l)!!(2m−1)!!
(−2)i (2l+2m−2i+1)!! s! (i−s)! γ0,2(l+m−s)+1,2(s+n).

(56.41)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (56.41) øòðèõ ó s′ îïóùåí.

Âñëåäñòâèå ïðîâåäåííîé çàìåíû èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ i íå �èãóðèðóåò
áîëåå â èíäåêñàõ âåëè÷èí γ â (56.41). Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü â �îðìóëå

(56.41) âûäåëèòü ÷èñëîâóþ ñóììó. Äëÿ ýòîãî èçìåíèì ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ

ñóìì. Ïðè ýòîì ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì ñõåìàòè-

÷åñêèì ðàâåíñòâàì:

l−1∑

i=0

i∑

s=0

=
l−1∑

s=0

l−1∑

i=s

è

l∑

i=0

i∑

s=0

=
l∑

s=0

l∑

i=s

.

Òàê ÷òî

αy; 2l,2m,2n+1 =

=

l−1∑

s=0

l−1∑

i=s

(2l)!! (2m−1)!!
s! (−2)i (2l+2m−2i−1)!! (i−s)! γ0,2(l+m−s)−1,2(s+n+1)−

− (2n+1)

l∑

s=0

l∑

i=s

(2l)!!(2m−1)!!
s! (−2)i (2l+2m−2i+1)!! (i−s)! γ0,2(l+m−s)+1,2(s+n).

Ïåðåéäåì ê íîâûì èíäåêñàì ñóììèðîâàíèÿ s′ è i′ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåí-
ñòâàìè s = l−s′ è i = l−i′. Ýòî äàåò

αy; 2l,2m,2n+1 =

=
l∑

s=1

(2l)!! (2m−1)!!
(l−s)!(−2)l γ0,2(s+m)−1,2(l+n−s+1)

s∑

i=1

(−2)i
(s−i)! (2m+2i−1)!!−

− (2n+1)

l∑

s=0

(2l)!!(2m−1)!!
(l−s)!(−2)l γ0,2(s+m)+1,2(l+n−s)

s∑

i=0

(−2)i
(s−i)! (2m+2i+1)!!

.

Åñëè òåïåðü òîëüêî â ïåðâîé (ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà) ñòðî÷êå ïðîèçâåñòè

çàìåíû s = s′+1 è i = i′+1, ïðè÷åì, êàê âñåãäà, îïóñêàÿ ñðàçó íàïèñàíèå
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ñàìèõ øòðèõîâ, òî áóäåì èìåòü

αy; 2l,2m,2n+1 =

= −
l−1∑

s=0

2(−1)l l! (2m−1)!!
(l−s−1)! T (s,m) γ0,2(s+m)+1,2(l+n−s)−

− (2n+1)

l∑

s=0

(−1)l l! (2m−1)!!
(l−s)! T (s,m) γ0,2(s+m)+1,2(l+n−s) =

=

l−1∑

s=0

(−1)l+1 l! (2m−1)!! (2l−2s+2n+1)

(l−s)! T (s,m) γ0,2(s+m)+1,2(l+n−s)+

+ (−1)l+1 l! (2m−1)!! (2n+1)T (l,m) γ0,2(l+m)+1,2n,

ãäå ïîñðåäñòâîì T (s,m) îáîçíà÷åíà ÷èñëîâàÿ ñóììà

T (s,m) ≡
s∑

i=0

(−2)i
(s− i)! (2m+ 2i+ 1)!!

. (56.42)

Â âûðàæåíèè äëÿ αy; 2l,2m,2n+1 ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå òîæå ìîæíî ââåñòè ïîä

îáùèé çíàê ñóììû

αy; 2l,2m,2n+1 =

=

l∑

s=0

(−1)l+1 l! (2m−1)!! (2l−2s+2n+1)

(l−s)! T (s,m) γ0,2(s+m)+1,2(l+n−s).

(56.43)

Â Ïðèëîæåíèè À-4 äîêàçàíî, ÷òî

(2m−1)!! T (s,m) =
1

s! (2m+2s+1)
. (56.44)

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî

αy; 2l,2m,2n+1 =

=

l∑

s=0

(−1)l+1 l! (2l−2s+2n+1)

s! (l−s)! (2m+2s+1)
γ0,2(s+m)+1,2(l+n−s). (56.45)

Åñëè âåðíóòüñÿ ê (56.35) è îñòàíîâèòüñÿ íà èíîì (ïî ÷åòíîñòè) íàáîðå

èíäåêñîâ ó αx; klm, ñêàæåì k = 2l′+1, l = 2m′+1, m = 2n′
(÷åòâåðòàÿ

ñòðîêà òàáëèöû 4), òî âìåñòî (56.37) ñ ó÷åòîì (56.38) áóäåì èìåòü

αy; 2l,2m,2n = (2l)!! (2m−1)!!×

×
{
l−1∑

i=0

γ2i,2(l+m−i)−1,2n+1

(2i)!! (2l+2m−2i−1)!! − 2n

l∑

i=0

γ2i,2(l+m−i)+1,2n−1

(2i)!! (2l+2m−2i+1)!!

}
. (56.46)

Ôîðìóëà (56.40) òåïåðü çàìåíèòñÿ íà

γ2i,2j+1,2k+1 =

i∑

s=0

(−1)i i!
s! (i− s)! γ0,2s+2j+1,2i+2k−2s+1 , (56.47)
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à âìåñòî (56.45) èìååò ìåñòî

αy; 2l,2m,2n =

= 2(−1)l+1l!

l∑

s=0

l+n−s
s! (l−s)! (2m+2s+1)

γ0,2(s+m)+1,2(l+n−s)−1. (56.48)

� 57. Ïàðöèàëüíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå

ìîìåíòû ýëëèïñîèäà è ãîìåîèäà

57.1. Ìóëüòèïîëè ýëëèïñîèäà

Ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû m̃
(ν)
i1...iλ

ïàðöèàëüíûõ îáúåìíûõ òî-

êîâ (áóäåì íàçûâàòü èõ ïàðöèàëüíûìè ìàãíèòíûìè ìóëüòèïîëüíûìè ìî�

ìåíòàìè ýëëèïñîèäà) ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé (56.2)�(56.4)

äëÿ îáúåìíîé ïëîòíîñòè ïàðöèàëüíîãî òîêà â (52.7). Íàñ èíòåðåñóåò òà

÷àñòü ýòèõ ìîìåíòîâ, êîòîðàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ïîëíîé ñâåðòêå òåí-

çîðà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñ ëþáûì íåïðèâîäèìûì òåíçîðîì òîãî æå ðàíãà.

Ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâíîå ðàâåíñòâî äàåòñÿ �îðìóëîé

m̃
(ν)
i1...iλ

⊜
(2λ− 1)!!

c (λ + 1)

〈〈∫
[rj(ν)]i1xi2 · · ·xiλ dV

〉〉
=

=
(2λ− 1)!!

c (λ+ 1)

〈〈∫
εi1klxkj

(ν)
l xi2 · · ·xiλ dV

〉〉(i)
. (57.1)

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ i, çàêëþ÷åííûé â êðóãëûå ñêîáêè, óêàçûâàåò, ÷òî â

îïåðàöèè ñèììåòðèçàöèè ó÷àñòâóþò òîëüêî èíäåêñû ñåìåéñòâà ik.
Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = a x′, y = b y′, z = c z′ (57.2)

ïåðåéäåì â (57.1) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îáúåìó øàðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

Åñëè ââåñòè åäèíè÷íûé âåêòîð n′ = r′/r′ ðàäèóñà-âåêòîðà r′, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì x′, y′, z′, òî ñîîòíîøåíèÿ (57.2) çàìåíÿ-
þòñÿ íà

x= ar′n′
x, y= br′n′

y, z= cr′n′
z, dV = abc r′

2
dr′ dΩ′ , (57.3)

ãäå dΩ′
� ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà (ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñ�åðû).

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîé çàìåíû è èñïîëüçîâàíèÿ âûðàæåíèé (56.2)�(56.4) â

òåíçîðíîé çàïèñè óñëîâíîå ðàâåíñòâî (57.1) ïðèîáðåòàåò âèä

m̃
(ν)
i1...iλ

⊜
(2λ−1)!!
c (λ+1)

〈〈
εi1kl a(k)a(i2) · · · a(iλ)a(l) αl; j1,...,jνabc×

×
1∫

0

r′
λ+ν+2

dr′
∮
n′
kn

′
j1 · · ·n′

jνn
′
i2 · · ·n′

iλ
dΩ′

〉〉(i)
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1

∮
n′
i1 . . . n

′
i2l
dΩ′ =

4π

(2l+ 1)!!
〈〈δi1i2 . . . δi2l−1j2l〉〉 , (57.4)

ïîëó÷àåì

m̃
(ν)
i1...iλ

⊜
4πabc (2λ−1)!!

c (λ+1) (λ+ν+3)!!
×

×
〈〈
εi1kla(k)a(i2) · · ·a(iλ)a(l)αl; j1,...,jν ×

×
〈〈
δkj1δi2j2 · · · δiνjν δiν+1iν+2

· · · δiλ−1iλ

〉〉(i,j)〉〉(i)
. (57.5)

Èç (57.4) ñëåäóåò, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ìóëüòèïîëåé,

êîìïîíåíòû ïàðöèàëüíûõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ïðè

ñîâïàäåíèè ÷åòíîñòè ÷èñåë λ è ν. Íî è ïðè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè λ è ν
ïàðöèàëüíûå ìîìåíòû ðàâíû íóëþ, åñëè λ < ν, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì âñåãäà

îáðàçóåòñÿ ñâåðòêà v-òåíçîðà αl; j1,...,jν ïî åãî ñèììåòðè÷íûì èíäåêñàì.

Òàê ÷òî, êàê è â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå, îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû

m̃
(ν)
i1...iλ

ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ

λ = ν + 2k (k = 0, 1, 2, . . .). (57.6)

Â �îðìóëå (57.5) îïåðàöèÿ ñèììåòðèçàöèè âî ¾âíóòðåííèõ êàâû÷êàõ¿

âûïîëíÿåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âûâîäó �îðìóëû (43.21), ÷òî ïðèâî-

äèò ê âûðàæåíèþ

m̃
(ν)
i1...iλ

⊜
4πabc ν! (2λ−1)!!
c (λ+1) (λ+ν+3)!!

×

×
〈〈
εi1kla(k)a(i2) · · · a(iλ)a(l) αl; k,i2,...,iν δiν+1iν+2

· · · δiλ−1iλ

〉〉(i)
. (57.7)

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî εi1kl èíäåêñ k ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî òåíçîðó
αl; k,i2,...,iν . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âìåñòî (57.7) ìû èìåëè áû íåñîâìåñòèìîå

ðàâåíñòâî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà m̃
(ν)
i1...iλ

àíòèñèììåòðè÷íîìó (ïî èíäåêñàì

i1, il) âûðàæåíèþ ñïðàâà, ñîäåðæàùåìó òåíçîð εi1ill.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà λ = ν, ïîëó÷àåì äëÿ ïåðâûõ íåèñ÷åçàþùèõ

ïàðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ

m̃i1...iν ⊜
4πabc ν! (2λ−1)!!
c (ν+1) (2ν+3)!!

〈〈
εi1kla(k)a(i2) · · · a(iν)a(l) αl; k,i2,...,iν

〉〉(i)
. (57.8)

Åñëè (57.8) ïîäñòàâèòü â (57.7), òî áóäåì èìåòü

m̃
(ν)
i1...iλ

⊜
(2λ−1)!! (ν + 1) (2ν+3)!!

(λ+1) (λ+ν+3)!! (2ν−1)!!
〈〈
m̃i1...iν δiν+1iν+2

· · · δiλ−1iλ

〉〉
. (57.9)

Ïàìÿòóÿ î òîì, ÷òî òåíçîð αl; k,i2,...,iν ñèììåòðè÷åí ïî âñåì èíäåêñàì,

îòäåëåííûì îò l òî÷êîé ñ çàïÿòîé, è èñïîëüçóÿ â îòíîøåíèè ñèììåòðè÷íûõ

1

Ñì. (43.18).
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èíäåêñîâ òðåõèíäåêñíóþ çàïèñü, ïðèäàäèì (57.8) âèä

m̃ijk ⊜
4πabc ν! (2ν− 1)!!

c (ν+1) (2ν+3)!!
ai+1bj+1ck+1×

×
{
i

a2
(αz; i−1,j+1,k − αy; i−1,j,k+1) +

j

b2
(αx; i,j−1,k+1 − αz; i+1,j−1,k)+

+
k

c2
(αy; i+1,j,k−1 − αx; i,j+1,k−1)

}
, (57.10)

ãäå ν = i+j+k.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç äâóõ ïàð �îðìóë (56.7), (56.11) è (56.6),

(56.11) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþò ðàâåíñòâà

αx; i,j−1,k+1 − αz; i+1,j−1,k = αz; i−1,j+1,k − αy; i−1,j,k+1,

αy; i+1,j,k−1 − αx; i,j+1,k−1 = αz; i−1,j+1,k − αy; i−1,j,k+1.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òðè âûðàæåíèÿ â (57.10), ñîäåðæàùèå α â êðóãëûõ

ñêîáêàõ, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü �îðìóëó (57.10) áîëåå

êîìïàêòíî. Íàïðèìåð, òàê:

m̃ijk ⊜
4πabc ν! (2ν− 1)!!

c (ν+1) (2ν+3)!!
×

×
(
i

a2
+

j

b2
+
k

c2

)
ai+1bj+1ck+1 (αz; i−1,j+1,k − αy; i−1,j,k+1) , (57.11)

ãäå ν = i+j+k.

57.2. Ìóëüòèïîëè ãîìåîèäà

Ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû m
(ν)
i1...il

ïàðöèàëüíûõ ïîâåðõíîñò-

íûõ òîêîâ (áóäåì èìåíîâàòü èõ ïàðöèàëüíûìè ìàãíèòíûìè ìóëüòèïîëü�

íûìè ìîìåíòàìè ãîìåîèäà) äàþòñÿ �îðìóëîé, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ïîäñòà-

íîâêå ïàðöèàëüíîé ïëîòíîñòè òîêà (56.26) â âûðàæåíèå

Mi1...iλ =
1

(λ+ 1)c
×

×
∮ [λ−1

2 ]∑

s=0

(−1)s(2λ−2s−1)!! r2s
〈〈
δi1i2 · · · δi2s−1i2s [r i]i2s+1

xi2s+2
· · ·xiλ

〉〉
dS,

(57.12)

àíàëîãè÷íîå (52.7). Äëÿ íàñ âàæíà òà ÷àñòü ïîëó÷àþùåãîñÿ âûðàæåíèÿ

äëÿ òåíçîðà ïàðöèàëüíîãî ìîìåíòà, êîòîðàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè åãî

ïîëíîé ñâåðòêå ñ ëþáûì íåïðèâîäèìûì òåíçîðîì òîãî æå ðàíãà. Èñêîìîå

óñëîâíîå ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (57.1) è ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîìó (s = 0)
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ñëàãàåìîìó â (57.12), èìååò âèä

m
(ν)
i1...iλ

⊜
(2λ− 1)!!

c (λ+ 1)

〈〈∮
[ri(ν)]i1xi2 · · ·xiλ dS

〉〉
=

=
(2λ− 1)!!

c (λ+ 1)

〈〈∮
εi1klxki

(ν)
l xi2 · · ·xiλ dS

〉〉(i)
=

=
(2λ− 1)!!

c (λ + 1)

〈〈∮
εi1klxkj

(ν)
l xi2 · · ·xiλ p dS

〉〉(i)
. (57.13)

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ (57.2) è ââîäÿ åäèíè÷íûé âåêòîð n = r′/r′

ðàäèóñà-âåêòîðà r′, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèäàòü �îðìóëàì (57.2) âèä

x = an′
x, y = bn′

y, z = cn′
z, p dS = abc dΩ′ , (57.14)

ïåðåõîäèì â (57.13) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî òåëåñíîìó óãëó. Ïîëó÷àåì

m
(ν)
i1...iλ

⊜
(2λ−1)!!
c (λ+1)

〈〈
εi1kl a(k)a(i2) · · · a(iλ)a(l) αl; j1,...,jνabc×

×
∮
n′
kn

′
j1 · · ·n′

jνn
′
i2 · · ·n′

iλ
dΩ′

〉〉(i)
.

Èëè îêîí÷àòåëüíî

m
(ν)
i1...iλ

⊜
4πabc (2λ−1)!!

c (λ+1) (λ+ν+1)!!
×

×
〈〈
εi1kla(k)a(i2) · · ·a(iλ)a(l)αl; j1,...,jν ×

×
〈〈
δkj1δi2j2 · · · δiνjν δiν+1iν+2

· · · δiλ−1iλ

〉〉(i,j)〉〉(i)
. (57.15)

Ñðàâíèâàÿ (57.15) è (57.5), óñòàíàâëèâàåì ñîîòíîøåíèÿ

m̃
(ν)
i1...iλ

=
m

(ν)
i1...iλ

λ+ ν + 3
, m̃ i1...iν =

m i1...iν

2ν + 3
, (57.16)

àíàëîãè÷íûå (43.13).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû m
(ν)
i1...iλ

òàêæå ïîä÷èíÿ-

þòñÿ óñëîâèþ (57.6). Êðîìå òîãî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþò ìåñòî óñëîâíûå

ðàâåíñòâà

m
(ν)
i1...iλ

⊜
4πabc ν! (2λ−1)!!
c (λ+1) (λ+ν+1)!!

×

×
〈〈
εi1kla(k)a(i2) · · ·a(iλ)a(l) αl; k,i2,...,iν δiν+1iν+2

· · · δiλ−1iλ

〉〉(i)
, (57.17)

mi1...iν ⊜
4πabc ν! (2λ−1)!!
c (ν+1) (2ν+1)!!

〈〈
εi1kla(k)a(i2) · · · a(iν)a(l) αl; k,i2,...,iν

〉〉(i)
, (57.18)

m
(ν)
i1...iλ

⊜
(2λ−1)!! (ν + 1) (2ν+1)!!

(λ+1) (λ+ν+1)!! (2ν−1)!!
〈〈
mi1...iν δiν+1iν+2

· · · δiλ−1iλ

〉〉(i)
, (57.19)
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mijk ⊜
4πabc ν! (2ν− 1)!!

c (ν+1) (2ν+1)!!
×

×
(
i

a2
+

j

b2
+
k

c2

)
ai+1bj+1ck+1 (αz; i−1,j+1,k − αy; i−1,j,k+1) , (57.20)

àíàëîãè÷íûå �îðìóëàì (57.7), (57.8), (57.9) è (57.11) ñîîòâåòñòâåííî.

� 58. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ïàðöèàëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ Φ̃(ν)

Êàê óæå óêàçûâàëîñü (ñì. ï. 56.3), ïî ïðè÷èíå áîëüøîãî îáúåìà è ãðî-

ìîçäêîñòè âû÷èñëåíèé ìû îãðàíè÷èëè ðàññìîòðåíèå ïàðöèàëüíîãî ñêàëÿð-

íîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà îáúåìíûõ òîêîâ ñëó÷àåì, êîòîðûé (ïî ÷åòíî-

ñòè) ñîîòâåòñòâóåò Φ̃
(2ε+1)
OEE . Ìû èñõîäèì èç åñòåñòâåííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ,

÷òî ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà Φ̃
(2ε+1)
OEE äîëæíî â òðåõèí-

äåêñíîé çàïèñè èìåòü âèä

Φ̃
(2ε+1)
OEE =

∑

l+m+n=ε

(2ε+1)!

(2l+1)! (2m)! (2n)!
m̃2l+1,2m,2n ϕ2l+1,2m,2n , (58.1)

ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîðíîìó íàïèñàíèþ (44.6). Çäåñü ε=0, 1, 2, . . ., òåíçî-
ðû m̃ijk � ïåðâûå íåèñ÷åçàþùèå ïàðöèàëüíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå

ìîìåíòû (ðàíãà i+j+k), à ϕijk � òåíçîð-ïîòåíöèàë (òîãî æå ðàíãà) ýë-

ëèïñîèäà. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî èìåííî ê âûðàæåíèþ (58.1) ìîæíî

ïðèéòè, åñëè èñõîäèòü èç èñòî÷íèêîâ (ïëîòíîñòè òîêà) è âåêòîðíîãî ïîòåí-

öèàëà. Íàì óäîáíåå âûïîëíèòü ýòî, èäÿ èç êðàéíèõ ïóíêòîâ âî âñòðå÷íûõ

íàïðàâëåíèÿõ.

Ñíà÷àëà áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü (58.1). Ïîäñòàâèì â (58.1) âûðàæåíèå

äëÿ m̃2l+1,2m,2n, äàâàåìîå (57.11). Áóäåì èìåòü

Φ̃
(2ε+1)
OEE =

2πabc (2ε+1)! (4ε+1)!!

c (ε+1) (4ε+5)!!
×

×
∑

l+m+n=ε

(2ε+1)! a2l+2b2m+1c2n+1

(2l+1)! (2m)! (2n)!

(
2l+ 1

a2
+

2m

b2
+

2n

c2

)
×

× (αz; 2l,2m+1,2n − αy; 2l,2m,2n+1) ϕ2l+1,2m,2n. (58.2)

×òîáû â ðåçóëüòàòå âñòðå÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïàðöèàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ

ñîñòîÿëàñü ¾ñòûêîâêà¿, �îðìóëû äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îäèíàêî-

âûé íàáîð íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí. Òàê, â (58.2) òðåáóþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,

âåäóùèå ê âûðàæåíèþ, â êîòîðîì ïðåäñòàâëåíû òîëüêî íåçàâèñèìûå êîì-

ïîíåíòû òåíçîðà-ïîòåíöèàëà ϕijk. Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì, ââåäåì îïåðàòîðû

ϕ̂a, ϕ̂b, ϕ̂c, òàêèå (ñð. ñ (56.40)), ÷òî

ϕ̂iaϕ̂
j
bϕ̂

k
cϕlmn = ϕ2i+l,2j+m,2k+n . (58.3)

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ ñâîéñòâî íåïðèâîäèìîñòè òåíçîðà-ïîòåí-

öèàëà âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

(ϕ̂a + ϕ̂b + ϕ̂c)ϕlmn = 0,
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÷òî ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà:

ϕ2l+1,2m,2n = ϕ̂la ϕ1,2m,2n = (−1)l (ϕ̂b + ϕ̂c)
l ϕ1,2m,2n =

= (−1)l
l∑

i=0

l!

i! (l − i)! ϕ1,2i+2m,2(l−i+n). (58.4)

Ïîäñòàâèì (58.4) â (58.2). Ïîëó÷èì

Φ̃
(2ε+1)
OEE

W
=

ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

ε−m−n∑

i=0

(−1)ε−m−n (ε−m−n)! (2ε+1)!

(2ε−2m−2n+1)! (2m)! (2n)! i! (ε−m−n−i)!×

×
(
2ε−2m−2n+1

a2
+

2m

b2
+

2n

c2

)
a2(ε−m−n+1)b2m+1c2n+1×

×
(
αz; 2(ε−m−n),2m+1,2n − αy; 2(ε−m−n),2m,2n+1

)
ϕ1,2(m+i),2(ε−m−i), (58.5)

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

W ≡ 2πabc (2ε+1)! (4ε+1)!!

c (ε+1) (4ε+5)!!
. (58.6)

Áëàãîäàðÿ (56.40) è (56.45), ðàçíîñòü αz;...− αy;... òàêæå âûðàæàåòñÿ

÷åðåç íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû:

αz; 2(ε−m−n),2m+1,2n − αy; 2(ε−m−n),2m,2n+1 =

= (−1)ε−m−n 2(ε+1) (ε−m−n)!
ε−n∑

s=m

γ0,2s+1,2ε−2s

(s−m)! (ε−n−s)! (2s+1)
. (58.7)

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó i→ i−m èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ â (58.5) è ïîäñòàâëÿÿ

â (58.5) âûðàæåíèå (58.7), áóäåì èìåòü

Φ̃
(2ε+1)
OEE

W
=

ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

ε−n∑

i=m

[(ε−m−n)!]2 (2ε+2)! a2(ε−m−n+1)b2m+1c2n+1

(i−m)! (ε−n−i)! ×

×
(

1

(2ε−2m−2n)! (2m)! (2n)! a2
+

1

(2ε−2m−2n+1)! (2m−1)! (2n)! b2 +

+
1

(2ε−2m−2n+1)! (2m)! (2n−1)! c2
)
ϕ1,2i,2(ε−i)×

×
ε−n∑

s=m

γ0,2s+1,2ε−2s

(s−m)! (ε−n−s)! (2s+1)
, (58.8)

Òåïåðü èçìåíèì â (58.8) ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ïåðâûõ òðåõ ñóìì

1

â ñîîò-

âåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé ñõåìîé:

ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

ε−n∑

i=m

=

ε∑

m=0

ε∑

i=m

ε−i∑

n=0

=

ε∑

i=0

i∑

m=0

ε−i∑

n=0

. (58.9)

1

Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, èçìåíÿþòñÿ è ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ.
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�åçóëüòàò ïðèîáðåòàåò âèä

Φ̃
(2ε+1)
OEE

W (2ε+ 2)!
=

ε∑

i=0

ϕ1,2i,2(ε−i)

i∑

m=0

ε−i∑

n=0

ε−n∑

l=m

[(ε−m−n)!]2
(i−m)! (ε−n−i)!×

× γ0,2l+1,2(ε−l) Γmn

(l−m)! (ε−n−l)! (2l+1)
, (58.10)

â êîòîðîì íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû òåíçîð-ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà �èãó-

ðèðóþò â ïåðâîé ñóììå. Çäåñü

Γmn ≡
a2(ε−m−n)b2m+1c2n+1

(2ε−2m−2n)! (2m)! (2n)!
+

a2(ε−m−n+1)b2m−1c2n+1

(2ε−2m−2n+1)! (2m−1)! (2n)!+

+
a2(ε−m−n+1)b2m+1c2n−1

(2ε−2m−2n+1)! (2m)! (2n−1)! . (58.11)

Ïåðåìåñòèì òåïåðü â (58.10) ñóììó ïî l (à âìåñòå ñ íåé è íåçàâèñèìûå

âåëè÷èíû γ0,2l+1,2(ε−l)) ñ ÷åòâåðòîãî ìåñòà íà âòîðîå. �åàëèçàöèÿ ýòîãî ñâÿ-

çàíà ñ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñóìì â

ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé ñõåìîé:

i∑

m=0

ε−i∑

n=0

ε−n∑

l=m

=

i∑

m=0

(
i∑

l=m

ε−i∑

n=0

+

ε∑

l=i+1

ε−l∑

n=0

)
=

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

+

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

.

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ:

Φ̃
(2ε+1)
OEE

W (2ε+ 2)!
=

ε∑

i=0

ϕ1,2i,2(ε−i)×

×
{

i∑

l=0

γ0,2l+1,2(ε−l)

2l + 1

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

[(ε−m−n)!]2 Γmn
(i−m)! (ε−n−i)! (l−m)! (ε−n−l)! +

+

ε∑

l=i+1

γ0,2l+1,2(ε−l)

2l+ 1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

[(ε−m−n)!]2Γmn
(i−m)! (ε−n−i)! (l−m)! (ε−n−l)!

}
. (58.12)

Òåì ñàìûì ïðîéäåíà ïîëîâèíà ïóòè � îò êîíöà äî ñåðåäèíû. Òàê ÷òî âû-

ðàæåíèå (58.12) âñå-òàêè íå îêîí÷àòåëüíîå, à ïðîìåæóòî÷íîå.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê àáçàöó â ï. 56.3, ñëåäóþùåìó çà �îðìóëîé (56.35), ãäå

áûëè âûáðàíû ÷åòíîñòè èíäåêñîâ ó òðåõèíäåêñíûõ êîìïîíåíò v-òåíçîðà←→α , ñîîòâåòñòâóþùèå ïÿòîé ñòðîêå òàáëèöû 4. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î

ñîçäàþùèõ ïîòåíöèàë Φ̃
(2ε+1)
OEE òîêàõ, êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè êîòîðûõ â ñî-

îòâåòñòâèè ñ (56.22), (56.23) ñóòü

j
(2ε+1)
x

a
=

∑

l+m+n=ε−1

(2ε+1)!αx; 2l+1,2m+1,2n+1

(2l+1)!(2m+1)!(2n+1)!

(x
a

)2l+1(y
b

)2m+1(z
c

)2n+1

,

(58.13)

j
(2ε+1)
y

b
=
∑

l+m+n=ε

(2ε+1)!αy; 2l,2m,2n+1

(2l)!(2m)!(2n+1)!

(x
a

)2l(y
b

)2m(z
c

)2n+1

, (58.14)
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j
(2ε+1)
z

c
=
∑

l+m+n=ε

(2ε+1)!αz; 2l,2m+1,2n

(2l)!(2m+1)!(2n)!

(x
a

)2l(y
b

)2m+1(z
c

)2n
. (58.15)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë òîêîâ (58.13)�(58.15) äàåòñÿ �îðìóëîé

A(2ε+1) =
1

c

∫
j(2ε+1)

R
,

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà. Ëþáóþ äåêàðòîâó êîìïîíåíòó A
(2ε+1)
i âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé èíòåãðàë ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà, ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾ñêàëÿðíûé¿ ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ¾çàðÿäàìè¿

îáúåìíîé ïëîòíîñòè j
(2ε+1)
i

/
c. Ïîýòîìó äåêàðòîâû êîìïîíåíòû A

(2ε+1)
i , ïî-

äîáíî (41.3), (41.4), âî âíåøíåé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâèìû â âèäå,

ñîäåðæàùåì òåíçîð-ïîòåíöèàëû ýëëèïñîèäà, ò. å.

A
(2ε+1)
x

T
=

∑

l+m+n=ε−1

(2ε+1)! a2l+2b2m+1c2n+1

(2l+1)! (2m+1)! (2n+1)!
×

× αx; 2l+1,2m+1,2n+1 ϕ2l+1,2m+1,2n+1 , (58.16)

A
(2ε+1)
y

T
=

∑

l+m+n=ε

(2ε+1)! a2lb2m+1c2n+1

(2l)! (2m)! (2n+1)!
α y; 2l,2m,2n+1 ϕ2l,2m,2n+1 , (58.17)

A
(2ε+1)
z

T
=

∑

l+m+n=ε

(2ε+1)! a2lb2m+1c2n+1

(2l)! (2m+1)! (2n)!
α z; 2l,2m+1,2n ϕ2l,2m+1,2n , (58.18)

ãäå

T ≡ 4πabc (2ε+1)! (4ε+1)!!

c (4ε+5)!!
. (58.19)

Îòñþäà äëÿ êîìïîíåíòû Bx =
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
ïîëó÷àåì

1

B
(2ε+1)
x

T (2ε+1)!
=

∑

l+m+n=ε

a2lb2m+1c2n+1

(2l)! (2m+1)! (2n+1)!
×

×
[
(2n+1)α z; 2l,2m+1,2n

∂ϕ2l,2m+1,2n

∂y
− (2m+1)α y; 2l,2m,2n+1

∂ϕ2l,2m,2n+1

∂z

]
.

Åñëè òåïåðü â âûðàæåíèè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñíà÷àëà èñêëþ÷èòü ∂/∂y
ñ ïîìîùüþ (41.36), çàòåì çàìåíèòü ∂/∂z íà ∂/∂x â ñîîòâåòñòâèè ñ (41.33)

è èñïîëüçîâàòü (56.13) äëÿ èñêëþ÷åíèÿ α y; 2l,2m,2n+1, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò

B(2ε+1)
x = −∂Φ̃

(2ε+1)

∂x
,

1

Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî x-êîìïîíåíòó ìàãíèòíîé èíäóêöèè
âíå ýëëèïñîèäà.
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ãäå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë Φ(2ε+1)
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâåí

2

Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
=

∑

l+m+n=ε

a2lb2m+1c2n+1

(2l)! (2m+1)! (2n+1)!
×

× [(2n+1)α z; 2l,2m+1,2n ϕ2l+1,2m,2n − 2l αx; 2l−1,2m+1,2n+1 ϕ2l−1,2m,2n+2] .
(58.20)

Çàïèøåì äâîéíóþ ñóììó (58.20) ñ óêàçàíèåì ðåàëüíûõ ïðåäåëîâ ñóì-

ìèðîâàíèÿ è, èñïîëüçóÿ óñëîâèå l +m+ n = ε, èñêëþ÷èì èíäåêñ l. Áóäåì
èìåòü

Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
=

ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

a2(ε−m−n)b2m+1c2n+1

(2ε−2m−2n)! (2m+1)! (2n)!
×

× α z; 2(ε−m−n),2m+1,2n ϕ2(ε−m−n)+1,2m,2n−

−
ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

a2(ε−m−n)b2m+1c2n+1

(2ε−2m−2n−1)! (2m+1)! (2n+1)!
×

× αx; 2(ε−m−n)−1,2m+1,2n+1 ϕ2(ε−m−n)−1,2m,2n+2. (58.21)

Ïðîèçâåäåì òåïåðü âî âòîðîé èç äâîéíûõ ñóìì (58.21) çàìåíó n → n − 1
èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
=

ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

a2(ε−m−n)b2m+1c2n+1

(2ε−2m−2n)! (2m+1)! (2n)!
×

× α z; 2(ε−m−n),2m+1,2n ϕ2(ε−m−n)+1,2m,2n−

−
ε∑

m=0

ε−m+1∑

n=1

a2(ε−m−n+1)b2m+1c2n−1

(2ε−2m−2n+1)! (2m+1)! (2n−1)!×

× αx; 2(ε−m−n)+1,2m+1,2n−1 ϕ2(ε−m−n)+1,2m,2n. (58.22)

Â ñóììå ïî n âòîðîé äâîéíîé ñóììû (58.22) íèæíèé ïðåäåë ìîæíî çàìå-

íèòü íà íóëåâîé (áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â çíàìåíàòåëå �àêòîðèàëà (2n−1)!), à
âåðõíèé ïðåäåë � íà ε−m (áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ â çíàìåíàòåëå �àêòîðèàëà

(2ε−2m−2n+1)!). Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî â (58.22) òåíçîð-ïîòåíöèàëû èìåþò

ñîâïàäàþùèå èíäåêñû, ìîæíî (58.22) ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
=

ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

ϕ2(ε−m−n)+1,2m,2nKmn, (58.23)

ãäå

Kmn ≡
b2m+1

(2m+1)!

{
a2(ε−m−n)c2n+1

(2ε−2m−2n)! (2n)! α z; 2(ε−m−n),2m+1,2n−

− a2(ε−m−n+1)c2n−1

(2ε−2m−2n+1)! (2n−1)! αx; 2(ε−m−n)+1,2m+1,2n−1

}
. (58.24)

2

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî âûðàæåíèå (58.20) äëÿ Φ̃(2ε+1)
è âûðàæåíèå (58.12) äëÿ Φ̃

(2ε+1)
OEE

,

ñîâïàäàþò. È ïîêà äîêàçàòåëüñòâî íå çàâåðøåíî, ýòè âåëè÷èíû îáîçíà÷àþòñÿ ïî-ðàçíîìó.
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Èñïîëüçóÿ (58.4), ïåðåõîäèì ê íåçàâèñèìûì êîìïîíåíòàì òåíçîðà

←→ϕ è îä-

íîâðåìåííî â ñîîòâåòñòâèè ñ i → i−m çàìåíÿåì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ.

Ôîðìóëà (58.23) ïðèîáðåòàåò âèä

Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
=

ε∑

m=0

ε−m∑

n=0

ε−n∑

i=m

ϕ1,2i,2ε−2i
(−1)ε−m−n(ε−m−n)!

(i−m)! (ε−n−i)! Kmn. (58.25)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â (58.25) ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñóìì è èõ ïðåäå-

ëû ñóììèðîâàíèÿ ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ÷åðòàìè ïåðâûõ òðåõ ñóìì â

(58.8). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò è ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñóììèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé (58.9). Ïîýòîìó

Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
=

ε∑

i=0

ϕ1,2i,2ε−2i

i∑

m=0

ε−i∑

n=0

(−1)ε−m−n(ε−m−n)!
(i−m)! (ε−n−i)! Kmn. (58.26)

Çàéìåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Kmn. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ (56.33) èñêëþ÷àåì

αx; 2(ε−m−n)+1,2m+1,2n−1, çàòåì, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (56.38), âûðàæàåì ñ

ïîìîùüþ (56.40) è (56.45) Kmn â òåðìèíàõ íåçàâèñèìûõ γ. Ïîëó÷àåì

Kmn =
b2m+1

(2m+1)!

{[
a2(ε−m−n)c2n+1

(2ε−2m−2n)! (2n)! +
a2(ε−m−n+1)c2n−1

(2ε−2m−2n+1)! (2n−1)!

]
×

×
ε−m−n∑

s=0

(−1)ε−m−n(ε−m−n)!
s! (ε−m−n−s)! γ0,2s+2m+1,2ε−2m−2s−

− a2(ε−m−n+1)c2n−1

(2ε−2m−2n+1)! (2n−1)!×

×
ε−m−n∑

s=0

(−1)ε−m−n(ε−m−n)! (2ε−2m−2s−1)
s! (ε−m−n−s)!(2m+2s+3)

γ0,2s+2m+3,2ε−2m−2s−2

}
.

Äëÿ óêîðî÷åíèÿ çàïèñè çàìåíèì ñîãëàñíî s→ s−m èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ.

Ïîïóòíî ñäåëàåì ïåðåîáîçíà÷åíèå: s→ l. Áóäåì èìåòü

Kmn =

ε−n∑

l=m

b2m+1

(2m+1)!

{[
a2(ε−m−n)c2n+1

(2ε−2m−2n)! (2n)!+

+
a2(ε−m−n+1)c2n−1

(2ε−2m−2n+1)! (2n−1)!

]
(−1)ε−m−n(ε−m−n)!

(l−m)! (ε−n−l)! γ0,2l+1,2ε−2l−

−a
2(ε−m−n+1)c2n−1(−1)ε−m−n(ε−m−n)! (2ε−2l−1)
(2ε−2m−2n+1)! (2n−1)! (l−m)! (ε−l−n)! (2l+3)

γ0,2l+3,2ε−2l−2

}
.

(58.27)

Åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü (58.27) â (58.26), òî âîçíèêàþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü è ïðåäåëû ñóìì ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è ïðåäåëàìè

ñóìì â (58.9). Ïîýòîìó ýòó âîçíèêøóþ ÷åòâåðíóþ ñóììó ìîæíî â ñîîòâåò-
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ñòâèè ñî ñõåìîé, ïðèâåäåííîé ïåðåä �îðìóëîé (58.12), çàïèñàòü â âèäå

Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
=

=

ε∑

i=0

ϕ1,2i,2ε−2i

(
i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

+

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

)
[(ε−m−n)!]2

(ε−n−i)! (ε−n−l)!×

× b2m+1

(i−m)! (l−m)! (2m+1)!

{
a2(ε−m−n)c2n+1

(2ε−2m−2n)! (2n)! γ0,2l+1,2ε−2l+

+
a2(ε−m−n+1)c2n−1

(2ε−2m−2n+1)! (2n−1)! γ0,2l+1,2ε−2l−

− a2(ε−m−n+1)c2n−1(2ε−2l−1)
(2ε−2m−2n+1)! (2n−1)! (2l+3)

γ0,2l+3,2ε−2l−2

}
. (58.28)

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü

R =
Φ̃

(2ε+1)
OEE

W (2ε+ 2)!
− Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
(58.29)

âûðàæåíèé (58.12) è (58.28), ãäå W (2ε+ 2)! = T (2ε+1)!, ðàâíà íóëþ. Çàïè-
øåì äëÿ ýòîãî óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå â (58.29) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ̃
(2ε+1)
OEE

W (2ε+ 2)!
=

6∑

k=1

Sk,
Φ̃(2ε+1)

T (2ε+1)!
= σ1−σ2+σ3+σ4−σ5+σ6, (58.30)

ãäå

S1 =

ε∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n)! (2m)! (2n)!

×

× a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! ,

S2 =

ε∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m−1)! (2n)!×

× a2(ε−m−n+1) b2m−1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! =
ε∑

i=1

i∑

l=1

l−1∑

m=0

ε−i∑

n=0

ϕ γ

(i−m−1)! (l−m−1)!×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! (2ε−2m−2n−1)! (2m+1)! (2n)!
, (58.31)

S3 =

ε∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m)! (2n−1)!×

× a2(ε−m−n+1) b2m+1 c2n−1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! =
ε−1∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i−1∑

n=0

ϕ γ

(i−m)! (l−m)!
×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i−1)! (ε−n−l−1)! (2ε−2m−2n−1)! (2m)! (2n+1)!
,

(58.32)
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S4 =

ε∑

i=0

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n)! (2m)! (2n)!

×

× a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! ,

S5=

ε∑

i=0

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m−1)! (2n)!×

× a2(ε−m−n+1) b2m−1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! =
ε∑

i=1

ε∑

l=i+1

i−1∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ

(i−m−1)! (l−m−1)!×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! (2ε−2m−2n−1)! (2m+1)! (2n)!
, (58.33)

S6=
ε∑

i=0

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m)! (2n−1)!×

× a2(ε−m−n+1) b2m+1 c2n−1

(2l+1) (ε−n−i)! (ε−n−l)! =
ε−1∑

i=0

ε−1∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l−1∑

n=0

ϕ γ

(i−m)! (l−m)!
×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i−1)! (ε−n−l−1)! (2ε−2m−2n−1)! (2m)! (2n+1)!
,

(58.34)

σ1 =

ε∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n)! (2m+1)! (2n)!

×

× a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(ε−n−i)! (ε−n−l)! ,

σ2=

ε∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

ϕ γ0,2l+3,2(ε−l−1) (2ε−2l−1) [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m+1)! (2n−1)!×

× a2(ε−m−n+1) b2m+1 c2n−1

(2l+3) (ε−n−i)! (ε−n−l)! =
ε−1∑

i=0

i+1∑

l=1

l−1∑

m=0

ε−i−1∑

n=0

ϕ γ

(i−m)! (l−m−1)! ×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i−1)! (ε−n−l)! (2ε−2m−2n−1)! (2m+1)! (2n+1)!
,

(58.35)
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σ3=

ε∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m+1)! (2n−1)!×

× a
2(ε−m−n+1) b2m+1 c2n−1

(ε−n−i)! (ε−n−l)! =

ε−1∑

i=0

i∑

l=0

l∑

m=0

ε−i−1∑

n=0

ϕ γ

(i−m)! (l−m)!
×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(ε−n−i−1)! (ε−n−l−1)! (2ε−2m−2n−1)! (2m+1)! (2n+1)!
, (58.36)

σ4 =

ε∑

i=0

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n)! (2m+1)! (2n)!

×

× a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(ε−n−i)! (ε−n−l)! ,

σ5=

ε∑

i=0

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ0,2l+3,2(ε−l−1) (2ε−2l−1) [(ε−m−n)!]2
(i−m)!(l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m+1)!(2n−1)!×

× a2(ε−m−n+1) b2m+1 c2n−1

(2l+3) (ε−n−i)! (ε−n−l)! =
ε−1∑

i=0

ε∑

l=i+2

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ

(i−m)! (l−m−1)! ×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(2l+1) (ε−n−i−1)! (ε−n−l)! (2ε−2m−2n−1)! (2m+1)! (2n+1)!
,

(58.37)

σ6=

ε∑

i=0

ε∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l∑

n=0

ϕ γ [(ε−m−n)!]2
(i−m)! (l−m)! (2ε−2m−2n+1)! (2m+1)!

×

× a2(ε−m−n+1) b2m+1 c2n−1

(2n−1)! (ε−n−i)! (ε−n−l)! =
ε−1∑

i=0

ε−1∑

l=i+1

i∑

m=0

ε−l−1∑

n=0

ϕ γ

(i−m)! (l−m)!
×

× [(ε−m−n−1)!]2 a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1

(ε−n−i−1)! (ε−n−l−1)! (2ε−2m−2n−1)! (2m+1)! (2n+1)!
. (58.38)

Çäåñü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

ϕ ≡ ϕ1,2i,2ε−2i, γ ≡ γ0,2l+1,2ε−2l. (58.39)

Â �îðìóëàõ (58.31)�(58.38) ñ ïîìîùüþ çàìåíû îòäåëüíûõ èíäåêñîâ ñóììè-

ðîâàíèÿ áûëî îáåñïå÷åíî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïîëóîñåé ýëëèïñî-

èäà ïðèîáðåëî îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ äâåíàäöàòè ñóìì îò S1 äî S6 è îò

σ1 äî σ6 âèä a2(ε−m−n) b2m+1 c2n+1
. Ïîïóòíî â (58.35) è (58.37) âåëè÷èíû

γ0,2l+3,2(ε−l−1) îáðàùåíû â γ.
Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñóììû S4, S5, S6 è σ2, σ4,

σ6 â âèäå Sp=S′
p+S

′′
p , ãäå p = 4, 5, 6, è σq = σ′

q+σ
′′
q , ãäå q = 2, 4, 6. Çäåñü

ðàçáèåíèå âñåõ ñóìì âûïîëíåíî ñîâåðøåííî îäèíàêîâûì îáðàçîì: S′
p (èëè

σ′
q) � ýòî ÷åòâåðíàÿ ñóììà Sp (èëè σq), èç êîòîðîé èçúÿòî çíà÷åíèå l= i+1.
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Ñîîòâåòñòâåííî S′′
p (èëè σ′′

q ) � ýòî òðîéíàÿ ñóììà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç Sp
(èëè σq) ïðè l= i+1. Òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñ (58.29), (58.30) ðàçíîñòü R
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

R = {S1 + S2 + S3 − σ1 + σ′
2 − σ3}+

+ {S′
4 + S′

5 + S′
6 − σ′

4 + σ5 − σ′
6}+ {S′′

4 + S′′
5 + S′′

6 + σ′′
2 − σ′′

4 − σ′′
6 }.

Íåòðóäíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî êàæäîå èç âûðàæåíèé, âõîäÿùèõ â �èãóðíûå

ñêîáêè, îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (58.1) óñòàíîâëåíà. Çíà-

÷èò, ñïðàâåäëèâû è �îðìóëû äëÿ Φ̃
(2ε+1)
EEO è Φ̃

(2ε+1)
OEE , ïîëó÷àþùèåñÿ èç (58.1)

â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè. Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü ðàññìîò-

ðåíû ñëó÷àè äðóãèõ íàáîðîâ ÷åòíîñòè, ïðèâîäÿùèå ê ìóëüòèïîëüíûì ïðåä-

ñòàâëåíèÿì ïîòåíöèàëîâ Φ̃
(2ε+1)
OOO , Φ̃

(2ε)
OOE , Φ̃

(2ε)
EOO, Φ̃

(2ε)
OEO è Φ̃

(2ε)
EEE .

Ïðèâåäåì íàïîñëåäîê àíàëîãè÷íóþ (44.6) îáùóþ (ñïðàâåäëèâóþ äëÿ

èíäåêñîâ ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîñòè) �îðìóëó ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ïàðöèàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà îáúåìíûõ òîêîâ ýëëèïñîèäà. Ýòà,

îáîáùàþùàÿ (58.1), �îðìóëà â òðåõèíäåêñíîé è òåíçîðíîé çàïèñÿõ èìååò

âèä

Φ̃(ν) =
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
m̃ij k ϕij k = m̃j1...j ν

ϕj1...j ν
. (58.40)

� 59. Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòâåòñòâèÿ

êëàññè÷åñêîé ìàãíèòîñòàòèêè

×òîáû óïðîñòèòü ïîñëåäóþùåå ðàññìîòðåíèå ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ïñåâäîñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà è ãîìåîèäà, öå-

ëåñîîáðàçíî ïðåäâàðèòåëüíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íåêîòîðûìè ïîëåçíûìè äëÿ

äàëüíåéøåãî ìàãíèòîñòàòè÷åñêèìè ñîîòâåòñòâèÿìè îáùåãî õàðàêòåðà, óñòà-

íîâëåííûìè â [529℄.

59.1. Ïðàâèëî Ôåððåðñà äëÿ ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ

Îáíàðóæåííàÿ â ðàáîòå [99℄ ñâÿçü (20.5) (ïðàâèëî Ôåððåðñà) ìåæäó ïî-

òåíöèàëàìè îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñêàëÿðíûõ (ìàññû, çàðÿäû) èñ-

òî÷íèêîâ ïîçâîëèëà ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âûâîä �îðìóë äëÿ íüþòîíîâà

ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíèòü, ðàñïðîñòðàíÿåò-

ñÿ ëè ïðàâèëî Ôåððåðñà íà ñòàöèîíàðíûå ìàãíèòíûå ïîëÿ. Ýòîò âîïðîñ ìû

ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íûì ïðèâåäåííûì

â � 20 ïðè äîêàçàòåëüñòâå �îðìóëû (20.5).

Ïóñòü íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà (èìå-

íóåìàÿ â äàëüíåéøåì òåëîì) õàðàêòåðèçóåòñÿ îáúåìîì V , â êîòîðîì öèð-

êóëèðóþò òîêè ïëîòíîñòè j (r). Êàê è â � 20, áóäåì ñ÷èòàòü çàìêíóòóþ ïî-

âåðõíîñòü S, îõâàòûâàþùóþ V , ãëàäêîé è âûïóêëîé, è âûáåðåì íà÷àëî

êîîðäèíàò âíóòðè V . Â îáëàñòè, çàíèìàåìîé òîêàìè, âåêòîð ìàãíèòíîé

èíäóêöèè B íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Ïîýòîìó ïñåâäîñêàëÿðíûé ïî-

òåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå èìååò ïðÿìîãî âûðàæåíèÿ ÷åðåç ïëîòíîñòè
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òîêà j (r) èëè i (r), ïîäîáíîãî âûðàæåíèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöè-

àëà (31.1) èëè (31.2) ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè çàðÿäà. Îñòàåòñÿ

èñïîëüçîâàòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë

1

AT (r) =
1

c

∫

V

j (r′)

|r− r′| dV
′. (59.1)

Êàæäóþ äåêàðòîâó êîìïîíåíòó îáúåìíîé ïëîòíîñòè òîêà áóäåì ñ÷èòàòü

îäíîðîäíîé (ñòåïåíè k) �óíêöèåé êîîðäèíàò, òàê ÷òî

j (λ r) = λk j (r), (59.2)

ãäå λ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë òîãî æå òåëà â

òî÷êå λ r, î÷åâèäíî, ðàâåí

AT (λ r) =
λk+2

c

∫

V

j(r′)

|r− r′| dV
′ = λk+2A

T
(r), (59.3)

ãäå V � îáú¼ì òåëà, ãðàíèöà êîòîðîãî ïîäîáíà è ðàñïîëîæåíà ïîäîáíî ãðà-

íèöå èñõîäíîãî òåëà, íî íàõîäèòñÿ â λ ðàç áëèæå ê íà÷àëó êîîðäèíàò,

à A
T
(r) îòëè÷àåòñÿ îò AT (r) òîëüêî òåì, ÷òî îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ

A
T
(r) ÿâëÿåòñÿ íå V , à V . Ïðè âûâîäå (59.3) èñïîëüçîâàëèñü çàìåíà ïåðå-

ìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ r′→λ r′ è ñâîéñòâî (59.2).
Ïîëîæèì òåïåðü λ = 1 + ε, ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî. Òîãäà ãðàíèöû îáúåìîâ V è V îáðàçóþò ãîìîòåòè÷åñêóþ îáîëî÷êó,

òîëùèíà êîòîðîé â ïðîèçâîëüíîé åå òî÷êå ðàâíà dp = p ε. Çäåñü p � ðàññòî-

ÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê îáîëî÷êå â òîé æå

òî÷êå. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îáîëî÷êè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó âåêòîðíûìè ïîòåíöèàëàìè îãðàíè÷è-

âàþùèõ åå òåë ïðè óñëîâèè, ÷òî â îáúåìå, îáùåì äëÿ îáîèõ òåë, ïëîòíîñòè

èõ òîêîâ ñîâïàäàþò. Ñêàçàííîå, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâî è â îòíîøåíèè

ëþáîé äåêàðòîâîé êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Â ÷àñòíîñòè, êîì-

ïîíåíòà dAx âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà áåñêîíå÷íî òîíêîé îáîëî÷êè ñ áåñêî-

íå÷íî ìàëîé ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ òîêà di = j dp = j p ε ðàâíà

dAx = ATx (r)−A
T

x (r) =

= ATx (r)−(1+ε)−k−2ATx (r+ε r)=
[
(k+2)ATx −r ·∇ATx

]
ε. (59.4)

Â âåêòîðíîé çàïèñè ýòîò ðåçóëüòàò èìååò âèä

dA =
{
(k+2)AT (r) − (r∇)AT (r)

}
ε.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε � ïîñòîÿííîå (õîòÿ è ñêîëü óãîäíî ìàëîå) ÷èñëî, çàêëþ-

÷àåì, ÷òî ïîâåðõíîñòíîìó òîêó ñ êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ

i(r′) = j(r′) p(r′), r′ ∈ S, (59.5)

1

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàçëè÷àòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë AT (r) îáúåìíûõ òîêîâ

è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r) ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ îäíîãî è òîãî æå òåëà.
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öèðêóëèðóþùåìó â îáîëî÷êå íóëåâîé òîëùèíû, ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíûé

ïîòåíöèàë

A(r) = (k+2)AT (r) − (r∇)AT (r) . (59.6)

Â �îðìóëå (59.6) òî÷êà íàáëþäåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà êàê âíóòðè, òàê

è âíå îáúåìà V .
�àññìîòðèì òåïåðü ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ B=rotA, â ÷àñòíîñòè, êàêóþ-

ëèáî èç åå äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò, íàïðèìåð, Bz . Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷à-
åì

Bz =
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
= (k+1)BTz − x

∂BTz
∂x
− y ∂B

T
z

∂y
− z ∂B

T
z

∂z
, (59.7)

ãäå äëÿ Ax è Ay èñïîëüçîâàíû âûðàæåíèÿ, äàâàåìûå (59.6), è BT =rotAT .

Âíå îáúåìà V âåêòîð BT
ïîòåíöèàëåí: BT = −∇Φ̃. Ýòî ïîçâîëÿåò

ïðåäñòàâèòü (59.7) â âèäå

Bz = −(k+1)
∂Φ̃

∂z
+ x

∂2Φ̃

∂x∂z
+ y

∂2Φ̃

∂y∂z
+ z

∂2Φ̃

∂z2
.

Çäåñü Φ̃� âíåøíèé ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ öèðêóëèðóþùèõ

â òåëå îáúåìíûõ òîêîâ ïëîòíîñòüþ j (r). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂

∂z

(
z
∂Φ̃

∂z

)
=
∂Φ̃

∂z
+ z

∂2Φ̃

∂z2
,

èìååì îêîí÷àòåëüíî

Bz = −(k+2)
∂Φ̃

∂z
+

∂

∂z

(
x
∂Φ̃

∂x
+ y

∂Φ̃

∂y
+ z

∂Φ̃

∂z

)
. (59.8)

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà â (59.8) äàåò àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ Bx
è By, òàê ÷òî ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ è â âåêòîðíîì âèäå

B = −∇Ψ̃ , (59.9)

ãäå ìàãíèòíûé ïñåâäîñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë îáîëî÷êè åñòü

1

Ψ̃ = (k+2)Φ̃− r
∂Φ̃

∂r
. (59.10)

Ôîðìóëû (59.6) è (59.10) âûðàæàþò ïðàâèëî Ôåððåðñà äëÿ ìàãíèòíûõ

ïîëåé ïîñòîÿííûõ òîêîâ, ïðè÷åì åñëè ïåðâàÿ ¾ðàáîòàåò¿ âî âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå, òî âòîðàÿ � òîëüêî âíå îáëàñòè ñ òîêàìè.

59.2. Î âçàèìíîì èíòåãðàëüíîì ñîîòâåòñòâèè

ïóàññîíîâûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ è

àìïåðîâûõ ìîëåêóëÿðíûõ òîêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ,

êàñàþùèåñÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ (èìåâøèõ ìåñòî â èñòîðèè ìàãíåòèçìà) òîëêî-

âàíèé ïðîèñõîæäåíèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé ìàãíåòèêîâ (íå�åððîìàãíèòíûõ).

1

Ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ, âîçíèêàþùóþ ïðè íàøåì âûâîäå (59.10), ïîëîæèì ðàâ�

íîé íóëþ. Òàê ÷òî îáà ïîòåíöèàëà è Φ̃(r), è Ψ̃(r) ïðè r→∞ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîãî ðîäà ìàãíåòèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå îä-

íîñâÿçíîå òåëî, íàõîäÿùååñÿ â íåìàãíèòíîé ñðåäå è èñïûòûâàþùåå âîçäåé-

ñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà òàêîãî ìàãíåòèêà,

êàê èçâåñòíî, õàðàêòåðèçóåò âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè I. Èíòåðåñóþùèé íàñ

çäåñü âîïðîñ � ýòî ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû òåëà, îïåðèðîâàòü ñ

êîòîðûìè áóäåì íà îñíîâå ïîëóìèêðîñêîïè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

2

èñòî÷íèêîâ.

Ïóàññîí [237,279,400℄ îáúÿñíÿë ïðîèñõîæäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèñóò-

ñòâèåì ñâÿçàííûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ (�ëþèäîâ, äâóõ ñîðòîâ ìàãíèòíîé

æèäêîñòè), îáúåìíàÿ ˜̺ è ïîâåðõíîñòíàÿ σ̃ ïëîòíîñòü êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ

�îðìóëàìè

˜̺ = − divI, σ̃ = In (59.11)

ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè �îðìóëû àíàëîãè÷íû âûðàæåíèþ ïëîòíîñòåé ñâÿçàí-

íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ÷åðåç âåêòîð ïîëÿðèçàöèè P. Â ñâîåì Òðàêòàòå

( [239℄ ï. 430) Ìàêñâåëë îòêëîíèë êàê ïðîòèâîðå÷àùèé ýêñïåðèìåíòó êîí-

êðåòíûé ìåõàíèçì íàìàãíè÷åíèÿ, ïðåäëîæåííûé Ïóàññîíîì. Ïðèìå÷àòåëü-

íû, îäíàêî, çàâåðøàþùèå ýòîò ïóíêò ñëîâà:¾Of ourse the value of Poisson's

mathematial investigations remains unimpaired, as they do not rest on his hypothesis,

but on the experimental fat of indued magnetization¿

1

.

Àìïåð [5,6,239℄ èñòî÷íèêîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàãíåòèêîâ ñ÷èòàë ìîëåêó-

ëÿðíûå òîêè, ñâÿçü êîòîðûõ ñ íàìàãíè÷åííîñòüþ õàðàêòåðèçóþò �îðìóëû

j
A

= c rotI, i
A

= cRotI. (59.12)

Çäåñü j
A

è i
A

� îáúåìíàÿ è ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòè ìîëåêóëÿðíûõ (àì-

ïåðîâûõ) òîêîâ ñîîòâåòñòâåííî, à òàê íàçûâàåìûé ïîâåðõíîñòíûé ðîòîð

âåêòîðà I åñòü (ñì., íàïðèìåð, [550℄)

RotI = [n(I2 − I1)] = −[nI]. (59.13)

Åäèíè÷íûé âåêòîð n âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S òåëà íàïðàâëåí èç

ñðåäû 1, â êîòîðîé I1 = I, â ñðåäó 2, ãäå â íàøåì ñëó÷àå I2 = 0. Çàìåòèì,
÷òî óñëîâèÿì (49.1) è (49.2) àìïåðîâû òîêè óäîâëåòâîðÿþò àâòîìàòè÷åñêè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìóëüòèïîëüíûå ñèñòåìû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ êàê çà-

ðÿäàìè, òàê è òîêàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ñîîòíîñÿòñÿ

ìåæäó ñîáîé ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ïóàññîíîâûõ ìàãíèòíûõ

çàðÿäîâ (59.11) è ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû àìïåðîâûõ ìîëåêó-

ëÿðíûõ òîêîâ (59.12)? Ïðè ýòîì ðå÷ü èäåò, ðàçóìååòñÿ, îá îäíîì è òîì

æå òåëå ñ íàìàãíè÷åííîñòüþ I. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð I � ýòî ñðåäíÿÿ

ïëîòíîñòü ìàãíèòíîãî (äèïîëüíîãî) ìîìåíòà â �èçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìà-

ëîì îáúåìå, ò. å. ìàãíèòíûé ìîìåíò òåëà ðàâåí

M =

∫
I dV. (59.14)

2

Ïîä ïîëóìèêðîñêîïè÷åñêîé çàïèñüþ çàêîíîâ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè

ïîíèìàåòñÿ çàïèñü, â êîòîðîé �èãóðèðóþò íå ÷åòûðå, à òîëüêî äâà ïîëÿ: E è B, ïðè

ýòîì òåïåðü ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ è ïëîòíîñòü ñâÿçàííîãî (ïîëÿðè�

çàöèîííîãî) çàðÿäà ρ
ñâ

= − divP, à ïëîòíîñòü òîêà j ìîæåò áûòü äîïîëíåíà ïëîòíîñòüþ

àìïåðîâûõ (ìîëåêóëÿðíûõ) òîêîâ j
A

= c rotI.
1

¾Íî, êîíå÷íî, ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåòñÿ çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ

èññëåäîâàíèé Ïóàññîíà, èáî îíè îñíîâàíû íå íà åãî ãèïîòåçå, à íà ýêñïåðèìåí�

òàëüíîì �àêòå íàëè÷èÿ èíäóöèðîâàííîé íàìàãíè÷åííîñòè¿. (Öèòèðóåòñÿ ïî ðóñ�

ñêîìó ïåðåâîäó [239℄).
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Ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ îïðåäåëÿþòñÿ

�îðìóëàìè

Mi1...il =





∫
˜̺(r) θi1...il(r) dV,

∮
σ̃(r) θi1...il(r) dS,

(l = 1, 2, . . .) (59.15)

ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëîãàìè (35.6).

Ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû àìïåðîâûõ òîêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ

(51.8) è (51.10) äàþòñÿ �îðìóëàìè

Mi1...il =





1

(l+1)c

∫

V

[r j
A

] k
∂

∂xk
θi1...il(r) dV,

1

(l+1)c

∮

S

[r i
A

] k
∂

∂xk
θi1...il(r) dS.

(l = 1, 2, . . .) (59.16)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáå òî÷êè çðåíèÿ (è Ïóàññîíà, è Àìïåðà) îäíîâðåìåí-

íî íåïðîòèâîðå÷èâî ñîñóùåñòâîâàëè, âûðàæåíèÿ (59.15) è (59.16) äîëæíû,

î÷åâèäíî, ïðèâîäèòü ê ñîâïàäàþùèì ðåçóëüòàòàì. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî è

ïîñâÿùåí äàííûé ðàçäåë.

Ïðåæäå, îäíàêî, ïðîâåðèì, íàñêîëüêî äèïîëüíûå ìîìåíòû àìïåðîâûõ

îáúåìíûõ òîêîâ

MV =
1

2c

∫
[r j

A

] dV =
1

2

∫
[r rotI] dV (59.17)

è äèïîëüíûå ìîìåíòû àìïåðîâûõ ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ

MS =
1

2c

∮
[r i

A

] dS =
1

2

∮
[r RotI] dS (59.18)

ñîãëàñóþòñÿ ñ �îðìóëîé (59.14), îïðåäåëÿþùåé íàìàãíè÷åííîñòü. �àññìîò-

ðèì óäâîåííóþ ñóììó (59.17) è (59.18).

2M=

∫
[r rotI]dV +

∮
[rRotI]dS=

∫
[r rotI] dV −

∮
[r[nI]] dS, (59.19)

ãäå ó÷òåíî (59.13). Äëÿ x-êîìïîíåíòû ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â îáú-

åìíîì èíòåãðàëå ïîëó÷àåì

[r rotI]x = y rotz I− z roty I =

= −
(
y
∂

∂y
+ z

∂

∂z

)
Ix +

∂

∂x
(yIy + zIz) =

= − ∂

∂y
(yIx)−

∂

∂z
(zIx) +

∂

∂x
(yIy + zIz) + 2Ix.

Èëè

[r rotI]x − 2Ix =
∂

∂x
(rI)− div (Ix r) . (59.20)



� 59. Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòâåòñòâèÿ ìàãíèòîñòàòèêè 247

Èíòåãðèðóÿ (59.20) ïî îáúåìó òåëà è èñïîëüçóÿ �îðìóëó Îñòðîãðàäñêî-

ãî��àóññà, íàõîäèì

∫
([r rotI]x − 2Ix) dV =

∮
nx(rI) dS −

∮
Ix(rn) dS. (59.21)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [r [nI]] = n(rI)−I(rn), ïåðåïèøåì (59.21) â âåêòîðíîì âèäå

∫
[r rotI] dV = 2

∫
I dV +

∮
[r [nI]] dS. (59.22)

Ïîäñòàâëÿÿ (59.22) â (59.19), óáåæäàåìñÿ â âûïîëíåíèè (59.14), à òàêæå â

òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè àääèòèâíûõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàí-

íûõ ñ òîêàìè (âêëþ÷àÿ ìîëåêóëÿðíûå òîêè), íå ñëåäóåò çàáûâàòü î âêëàäå,

âíîñèìîì ïîâåðõíîñòíûìè òîêàìè, åñëè îíè åñòü. Ê òàêèì õàðàêòåðèñòè-

êàì îòíîñèòñÿ, ðàçóìååòñÿ, íå òîëüêî ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò, íî è

ìîìåíòû âûñøèõ ìàãíèòíûõ ìóëüòèïîëåé

1

.

Òî, ÷òî äèïîëüíûé ìîìåíò ïóàññîíîâûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ (59.11) òî-

æå ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëå (59.14) ñ íàìàãíè÷åíèåì, ìû ïðîâåðÿòü íå áó-

äåì. Ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå î ñîâïàäåíèè ìàãíèòíûõ ìóëü-

òèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà ñèñòåìû ìîëåêóëÿðíûõ òîêîâ

(59.12) è ñèñòåìû ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ (59.11), îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó è òîìó

æå òåëó-ìàãíåòèêó ñ íàìàãíè÷åíèåì I.

Áóäåì èñõîäèòü èç âûðàæåíèé (59.16) äëÿ òåíçîðà ìàãíèòíîãî ìóëüòè-

ïîëüíîãî ìîìåíòà l-ãî ðàíãà, ðàññìàòðèâàÿ ñíà÷àëà ïî îòäåëüíîñòè âêëàä

M
(V )
i1...il

=
1

(l+1)c

∫

V

[rj
A

]k
∂

∂xk
θi1...il dV =

1

l+1

∫

V

[r rotI]k
∂

∂xk
θi1...il dV

(59.23)
â ýòîò ìîìåíò, äàâàåìûé îáúåìíûìè òîêàìè ïëîòíîñòè j

A

=c rotI, è âêëàä

M
(S)
i1...il

=
1

(l+1)c

∮

S

[ri
A

]k
∂

∂xk
θi1...il dS=− 1

l+1

∮

S

[r[nI]]k
∂

∂xk
θi1...il dS

(59.24)
ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ïëîòíîñòè i

A

= cRotI=−c [nI] (ñì. �îðìóëû (59.12),

(59.13)).

Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (59.23). Ïîñëåäîâàòåëüíî

ïîëó÷àåì

[r rotI]k
∂θ

∂xk
= εkpm xp εmnr

∂Ir
∂xn

∂θ

∂xk
= εkpm εnrm xp

∂Ir
∂xn

∂θ

∂xk
=

= (δknδpr − δkrδpn) xp
∂Ir
∂xn

∂θ

∂xk
= xp

∂Ip
∂xk

∂θ

∂xk
− xp

∂Ik
∂xp

∂θ

∂xk
. (59.25)

Çäåñü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ó òåíçîðà θi1...il îïóùåíû âñå òåíçîðíûå èí-

äåêñû i1, . . . , il, êàê íå ó÷àñòâóþùèå â ïðîâîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ïåðå-
ïèøåì êàæäîå èç ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ (59.25). Áóäåì èìåòü

xp
∂Ip
∂xk

∂θ

∂xk
=

∂

∂xk

(
xpIp

∂θ

∂xk

)
− Ip

∂θ

∂xp
− xpIp∆θ, (59.26)

1

Â íåêîòîðûõ êíèãàõ ïî ýëåêòðîäèíàìèêå (ñì., íàïðèìåð, [484℄) �îðìóëà, ñîîòâåò�

ñòâóþùàÿ (59.19), ïðèâîäèòñÿ áåç ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà, íî ïîâåðõíîñòíûå òîêè â

íåé íåÿâíî ó÷òåíû, èáî ïðè ýòîì îãîâîðåíî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ëþáîìó îáú�

åìó, âûõîäÿùåìó çà ïðåäåëû òåëà.
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xp
∂Ik
∂xp

∂θ

∂xk
=

∂

∂xp

(
xpIk

∂θ

∂xk

)
− 3Ip

∂θ

∂xp
− Ikxp

∂

∂xp

∂θ

∂xk
. (59.27)

Ó÷òåì òåïåðü (ñì. � 31), ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà θi1...il(r) ÿâëÿåòñÿ
øàðîâîé �óíêöèåé, ò. å. îäíîðîäíûì ãàðìîíè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè l.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (59.26) îáðàùàåòñÿ â

íóëü, èáî ∆θ = 0, à, âî-âòîðûõ, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (59.27) äîïóñêàåò

ïðèìåíåíèå ê �óíêöèè ∂θ/∂xk òåîðåìû Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ �óíêöèÿõ,

÷òî äàåò

1 xp
∂

∂xp

∂θ

∂xk
= (l−1) ∂θ

∂xk
. Â ðåçóëüòàòå (59.25) ïðèîáðåòàåò âèä

[r rotI]k
∂θ

∂xk
=

∂

∂xk

(
xpIp

∂θ

∂xk

)
− Ik

∂θ

∂xk
−

− ∂

∂xp

(
xpIk

∂θ

∂xk

)
+ 3Ik

∂θ

∂xk
+ (l − 1)Ik

∂θ

∂xk
.

Èëè

[r rotI]k
∂θ

∂xk
=

∂

∂xk

(
xpIp

∂θ

∂xk

)
− ∂

∂xp

(
xpIk

∂θ

∂xk

)
+ (l+1)Ik

∂θ

∂xk
=

=
∂

∂xk

(
rI

∂θ

∂xk

)
− ∂

∂xp

(
xpIk

∂θ

∂xk

)
+ (l+1)

∂

∂xk
(Ikθ)− (l+1)θ divI .

(59.28)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âûðàæåíèå (59.28) â îáúåìíûé èíòåãðàë (59.23) è

òðèæäû èñïîëüçóÿ �îðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà, ïðèõîäèì ê îêîí÷à-

òåëüíîìó âûðàæåíèþ

M
(V )
i1...il

=
1

l+1

∮

S

rI
∂

∂n
θi1...il dS −

1

l+1

∮

S

(rn)Ik
∂

∂xk
θi1...il dS+

+

∮

S

(In)θi1...il dS −
∫

V

θi1...il divI dV . (59.29)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê èíòåãðàëó (59.24). �àñêðûâàÿ â íåì äâîéíîå âåêòîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå [r [nI]] = n(rI)−I(rn), ïðèõîäèì ê �îðìóëå

M
(S)
i1...il

=− 1

l+1

∮

S

nk(rI)
∂

∂xk
θi1...il dS +

1

l+1

∮

S

Ik(rn)
∂

∂xk
θi1...il dS,

ñëîæåíèå êîòîðîé ñ (59.29) âûðàæàåò ïîëíûé ìóëüòèïîëüíûé ìîìåíò

Mi1...il =

∫
˜̺θi1...il dV +

∮
σ̃ θi1...il dS

òîëüêî ÷åðåç ïëîòíîñòè (59.11) ìàãíèòíîãî ñâÿçàííîãî çàðÿäà.

1

Èìåííî ïðåäñòîÿùåå èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû Ýéëåðà ïîáóäèëî íàñ âòîðóþ ïðîèçâîä�

íóþ

∂2θ

∂xp ∂xk

ñòàðîìîäíî îáîçíà÷èòü êàê

∂

∂xp

∂θ

∂xk

.
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé î ñâÿçàííûõ ìàãíèòíûõ

çàðÿäàõ ïðè ðàñ÷åòå ïîëíûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, ó÷èòûâàþùèõ ñóì-

ìàðíûé âêëàä îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ èñòî÷íèêîâ, íàõîäèòñÿ â êîëè-

÷åñòâåííîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè, îñíîâàííûìè íà èñïîëüçîâàíèè àì-

ïåðîâûõ òîêîâ. Ýòîò âûâîä, êîòîðûé, ñëåäóÿ Ìàêñâåëëó, ìû ðàññìàòðèâà-

åì êàê ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé, ïîëåçåí òåì, ÷òî îí ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàí êàê ñâÿçóþùåå çâåíî ìåæäó ìóëüòèïîëüíûìè �îðìóëàìè ýëåêòðîñòà-

òèêè è ìàãíèòîñòàòèêè. Äåéñòâèòåëüíî, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìàãíèòíû-

ìè çàðÿäàìè (â òîì ÷èñëå ñâÿçàííûìè) äàåòñÿ çàêîíîì Êóëîíà, â êîòîðîì

ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû çàìåíåíû ìàãíèòíûìè, íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî

ïîëÿ è åãî ïñåâäîñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èõ èñòî÷íèêè

(ìàãíèòíûå çàðÿäû èëè íàìàãíè÷åííîñòü) â òî÷íîñòè òàêèìè æå �îðìó-

ëàìè, ÷òî è ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü è åå ïîòåíöèàë ÷åðåç ýëåê-

òðè÷åñêèå èñòî÷íèêè (çàðÿäû èëè ïîëÿðèçàöèþ)

1

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè

íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ (ñ ïîëíûì çàðÿäîì,

ðàâíûì íóëþ) çàìåíèòü àíàëîãè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàãíèòíûõ èñòî÷íè-

êîâ, òî âíåøíèé ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë, âûðàæåííûé ÷åðåç ìóëü-

òèïîëüíûå ìîìåíòû, ïåðåéäåò ïðè çàìåíå ýëåêòðè÷åñêèõ ìóëüòèïîëüíûõ

ìîìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàãíèòíûìè â âûðàæåíèå ïñåâäîñêàëÿðíîãî

ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â òåðìèíàõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ìàãíèòíûõ

çàðÿäîâ. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå, åñëè ðå÷ü èäåò î ñâÿçàííûõ çàðÿäàõ, âûðàæà-

þùèõñÿ ÷åðåç ïîëÿðèçàöèþ P è íàìàãíè÷åííîñòü I, ìû âïðàâå ñ÷èòàòü,

ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû äàííîãî ïîäðàçäåëà, ÷òî ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå

ìîìåíòû îáóñëîâëåíû àìïåðîâûìè òîêàìè. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ìåæäó

ïðî÷èì, ÷òî óòâåðæäåíèå ï. 2 (� 54), ïðèâîäÿùåå ê çàìåíàì (54.9), ìîæíî

äîïîëíèòü çàìåíàìè

P→ I, Qi1...il →Mi1...il , Φ(r)→ Φ̃(r), Ψ(r)→ Ψ̃(r). (59.30)

Ñëåäóþùèé øàã â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ îñíîâûâàåòñÿ íà óíèâåðñàëüíî-

ñòè ìóëüòèïîëüíûõ �îðìóë. Ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû íå ¾÷óâ-

ñòâèòåëüíû¿ ê òîìó ÿâëÿþòñÿ ëè îïðåäåëÿþùèå èõ òîêè òîêàìè ìîëåêó-

ëÿðíûìè èëè òîêàìè ïðîâîäèìîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñòðóêòóðà òîêîâ

ïðîâîäèìîñòè è èõ êîîðäèíàòíàÿ çàâèñèìîñòü èäåíòè÷íû ñòðóêòóðå è êîîð-

äèíàòíîé çàâèñèìîñòè àìïåðîâûõ òîêîâ, âêëþ÷àÿ óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèÿì

(49.1), (49.2), òî èäåíòè÷íû è �îðìóëû, îïèñûâàþùèå èõ ïñåâäîñêàëÿðíûå

ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû.

Âñå ñêàçàííîå îòíîñèòñÿ, åñòåñòâåííî, è ê ìàãíèòíîìó ïîòåíöèàëó ýë-

ëèïñîèäà, çàïèñàííîìó äëÿ íàðóæíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà â �îðìå ìóëü-

òèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè, â òåîðèè ìóëüòèïîëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ïñåâäîñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà ¾öåíòð òÿ-

æåñòè¿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåíîñèòñÿ îò óñòàíîâëåíèÿ âèäà ìóëüòèïîëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ê óñòàíîâëåíèþ âèäà åãî òîêîâûõ èñòî÷íèêîâ.

Â äàííîé ãëàâå êíèãè ìû èíòåðåñóåìñÿ ìàãíèòíûìè ïîëÿìè ãëàâíûì

îáðàçîì â òî÷êàõ íàáëþäåíèÿ, íàõîäÿùèõñÿ âíå òîêîâîé îáëàñòè. Ïî îò-

íîøåíèþ ê òàêèì òî÷êàì ðàçáèåíèå òîêîâ íà îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå

ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîé ìåðå óñëîâíûì, ïîñêîëüêó îáúåìíûå òîêè âñåãäà

ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíûìè ïîâåðõíîñòíûìè. Â ýòîì óáåæäàåò ñëåäó-

þùåå ðàññóæäåíèå. Ïóñòü âñå ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî ñâåðõïðîâîäíèêîì,

1

Ñì., íàïðèìåð, [193,473,480℄.
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â êîòîðîì èìååòñÿ ïîëîñòü, è â ýòîé ïîëîñòè öèðêóëèðóåò ñòàöèîíàðíûé

ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Ïîñêîëüêó â òîëùå ñâåðõïðîâîäíèêà ìàãíèòíîå ïîëå

âñåãäà îòñóòñòâóåò, òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàííîå îáúåìíûìè òîêàìè ïîëîñòè, ¾ãàñèòñÿ¿

ìàãíèòíûì ïîëåì ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ, íàâåäåííûõ íà ãðàíèöå ïîëîñòè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òîêè íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè, âçÿòûå ñ ïðîòèâîïîëîæ-

íûì çíàêîì, ýêâèâàëåíòíû îáúåìíûì òîêàì.

� 60. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ïîâåðõíîñòíûõ ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ Ψ̃(ν)

Â � 56�58 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïàðöèàëüíûé îáúåìíûé òîê ýëëèïñîèäà,

ïëîòíîñòü êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ âûðàæåíèÿìè

j
(ν)
x

a
=

∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αx; klm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
, (60.1)

j
(ν)
y

b
=

∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αy; klm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
, (60.2)

j
(ν)
z

c
=

∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αz; klm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
, (60.3)

ãäå ν > 1, è êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (56.5)�(56.9), ñîçäàåò âî âíåø-
íåì ïðîñòðàíñòâå ìàãíèòíîå ïîëå, ïñåâäîñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë êîòîðîãî

èìååò ñëåäóþùåå ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

Φ̃(ν) = m̃j1...j ν
ϕj1...j ν

=
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
m̃ij k ϕij k (ν > 1). (60.4)

Ïîñêîëüêó ýëëèïñîèäàëüíàÿ ãðàíèöà îáëàñòè ñ òîêàìè è çàâèñèìîñòü

òîêîâ (60.1)�(60.3) îò êîîðäèíàò (îäíîðîäíîñòü ñòåïåíè ν) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòè ïðàâèëà Ôåððåðñà (ñì. ï. 59.1), âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé

âîçìîæíîñòüþ. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð ýëëèïñîèäà, à äåêàðòî-

âû îñè ñîâìåñòèì ñ îñÿìè ýëëèïñîèäà. Ïðè ýòîì �èãóðèðóþùàÿ â ïðàâèëå

Ôåððåðñà âåëè÷èíà p ðàâíà

p =

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

. (60.5)

Â íàøåì ñëó÷àå ïðàâèëî Ôåððåðñà (59.10), èìåþùåå âèä

Ψ̃(ν) = F̂ (ν)Φ̃(ν) , (60.6)

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (20.6) îïåðàòîð Ôåððåðñà

F̂ (ν) = ν + 2−
〈
x
∂

∂x

〉
, (60.7)
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ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïàðöèàëüíîãî ïîòåíöèà-

ëà Ψ̃(ν)
ïîâåðõíîñòíîãî òîêà, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ñîãëàñíî (59.5) ðàâíà

i(ν)(r) = j(ν)(r) p(r). (60.8)

Çäåñü j(ν) � ïëîòíîñòü îáúåìíîãî ïàðöèàëüíîãî òîêà, îïðåäåëåííàÿ �îð-

ìóëàìè (60.1)�(60.3).

Ïîäñòàâëÿÿ â (60.6) âûðàæåíèå (60.4), ïîëó÷àåì

Ψ̃(ν) =
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
m̃ij k F̂

(ν)ϕij k. (60.9)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (42.19)

ψij k =
1

2ν + 3
F̂ (ν)ϕij k (ν = i+ j + k) ,

âûðàæàþùåé òåíçîð-ïîòåíöèàë ãîìåîèäà ÷åðåç òåíçîð-ïîòåíöèàë ýëëèïñî-

èäà. Ôîðìóëà (60.9) ïðèîáðåòàåò âèä

Ψ̃(ν) = (2ν + 3)
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
m̃ij k ψij k. (60.10)

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ âòîðóþ èç �îðìóë (57.16)

m̃j 1... j ν
=

mj 1... j ν

2ν + 3
, (60.11)

ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ

Ψ̃(ν) = mj1...j ν
ψj1...j ν

=
∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
mij k ψij k (ν > 1), (60.12)

êîòîðîå äàíî êàê â òåíçîðíîé, òàê è â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè.

� 61. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

îáúåìíûõ ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ Φ̃Γ
L

Ïóñòü â îáúåìå ýëëèïñîèäà öèðêóëèðóåò òîê, ó êîòîðîãî ëþáàÿ äåêàðòî-

âà êîìïîíåíòà âåêòîðà ïëîòíîñòè jΓL (x/a, y/b, z/c) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì
ïîëèíîìîì (ñâîèõ àðãóìåíòîâ) ñòåïåíè L. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò òîê,

êàê è ëþáîé òîê â îãðàíè÷åííîì îáúåìå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (49.1),

(49.2). Ïîñêîëüêó âñÿêèé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì åñòü ñóììà îäíîðîäíûõ

ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, òî

jΓL

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
=

L∑

ν=1

j(ν)
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
, (61.1)

ãäå êîìïîíåíòû ïàðöèàëüíûõ òîêîâ j(ν)(x/a, y/b, z/c) äàþòñÿ �îðìóëàìè

(60.1)�(60.3) ïðè îáÿçàòåëüíîì âûïîëíåíèè è ñîîòíîøåíèé (56.5)�(56.9).

Òåì ñàìûì îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèå (49.1), (49.2).
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Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè èç �îðìóë (61.1) è (60.4) ñëåäóåò, ÷òî

Φ̃Γ
L =

L∑

ν=1

Φ̃(ν) =

L∑

ν=1

m̃j1...j ν
ϕj1...j ν

=

L∑

ν=1

∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
m̃ij k ϕij k . (61.2)

Ìû ïîëó÷èëè ¾ìàãíèòíûé¿ àíàëîã �îðìóëû (46.3) ñ îòñóòñòâóþùèì, êàê

è äîëæíî áûòü, çíà÷åíèåì ν=0.
Êàê è â � 46, íàñ èíòåðåñóþò �îðìóëû, âûðàæåííûå ÷åðåç ïîëíûå ìóëü-

òèïîëüíûå (íà ýòîò ðàç ìàãíèòíûå) ìîìåíòû

Mi1...iν =
1

(ν+1)c

∫

V

[r′jΓL ] k
∂

∂x′k
θi1...iν (r

′) dV ′ (ν=1, 2, . . . , L). (61.3)

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ãðîìîçäêèé ïðÿìîé âûâîä ñîîòíîøåíèé, ñâÿ-

çûâàþùèõ ïàðöèàëüíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ñ ïîëíûìè, à

âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè, èçëîæåííûìè â ï. 59.2. Â ñîãëàñèè ñ ýòèìè ðå-

çóëüòàòàìè óñëîâíûå òåíçîðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàãíèòíûõ

ìîìåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ èç (46.4) çàìåíîé ýëåêòðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ìàãíèòíûìè è ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ ìîíîïîëüíûõ ìîìåíòîâ,

ïðèíèìàÿ âèä

m̃j 1...j 2l+1
⊜ Mj 1...j 2l+1

− (4l+ 1)!!

l−1∑

n=0

(4n+ 3)(4n+ 5)

(2l+ 2n+ 5)!!
×

×〈〈m̃j 1...j 2n+1
κj 2n+2j 2n+3

. . .κj 2lj 2l+1
〉〉 (l = 0, 1, 2, . . .),

(61.4)

m̃j 1...j 2l
⊜ Mj 1...j 2l

− (4l− 1)!!

l−1∑

n=1

(4n+ 1)(4n+ 3)

(2l+ 2n+ 3)!!
×

×〈〈m̃j 1...j 2n
κj 2n+1j 2n+2

. . .κj 2l−1j 2l
〉〉 (l = 1, 2, 3, . . .),

ãäå

κij ≡ a(i)a(j)δij =
{
a2(i) i = j

0 i 6= j
. (61.5)

Íàïîìíèì, ÷òî (61.4) � óñëîâíûå ðàâåíñòâà, ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ êî-

òîðûõ ïðåäíàçíà÷åíû òîëüêî äëÿ ïîäñòàíîâêè â (61.2). Âî èçáåæàíèå îøè-

áîê çàìåíó âåëè÷èí m̃j 1...j ν
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (61.4) ïîëíûìè

ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè Mj 1...j ν
ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü ëèøü ïîñëå âû-

ïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñèììåòðèçàöèè 〈〈. . .〉〉.
Èç �îðìóë (61.4) ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

m̃i = Mi, (61.6)

m̃ ij = Mij , (61.7)

m̃ ijk ⊜ Mijk −
15

7

(
m̃i a(j)a(k)δjk + m̃j a(i)a(k)δik + m̃k a(i)a(j)δij

)
, (61.8)

m̃ ij kl ⊜ Mijkl −
35

9

[
m̃ ij a(k)a(l)δ kl + m̃ ik a(j)a(l)δj l + m̃ il a(j)a(k)δj k+

+m̃j k a(i)a(l)δ il + m̃ j l a(i)a(k)δ ik + m̃ kl a(i)a(j)δ ij
]
. (61.9)
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m̃ ij klm ⊜ Mijklm − 15
[
m̃i a(j)a(k)a(l)a(m) (δjkδlm + δjlδ km + δjmδlk)+

+ m̃i a(j)a(k)a(l)a(m) (δj kδlm + δj lδ km + δjmδlk)+

+ m̃j a(i)a(k)a(l)a(m) (δikδlm + δilδkm + δimδkl)+

+ m̃k a(i)a(j)a(l)a(m) (δijδlm + δilδjm + δimδj l) +

+ m̃m a(i)a(j)a(k)a(l) (δijδkl + δikδj l + δilδjk)
]
−

− 63

11

(
m̃ ijk a(l)a(m)δ lm + m̃ijl a(k)a(m)δkm + m̃ ikl a(j)a(m)δj m+

+ m̃j kl a(i)a(m)δ im + m̃ijm a(k)a(l)δ kl + m̃ jkm a(i)a(l)δ il + m̃ ikm a(j)a(l)δ jl+

+ m̃jlm a(i)a(k)δik + m̃ ilm a(j)a(k)δjk + m̃klm a(i)a(j)δij
)
. (61.10)

Ôîðìóëàì (61.6)�(61.10) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äåêàðòî-

âûõ êîìïîíåíò òåíçîðà m̃j 1...j l
÷åðåç êîìïîíåíòû ïîëíûõ ìóëüòèïîëüíûõ

ìîìåíòîâ Mi 1...i λ :

m̃x = Mx; (61.11)

m̃xx ⊜ Mxx, m̃xy = Mxy; (61.12)

m̃xxx ⊜ Mxxx−
45

7
Mxa

2, m̃xxy ⊜Mxxy−
15

7
Mya

2, m̃xyz = Mxyz; (61.13)

m̃xxxx ⊜ Mxxxx −
70

3
Mxxa

2,

m̃xxxy ⊜ Mxxxy −
35

3
Mxya

2,

m̃xxyy ⊜ Mxxyy −
35

3

(
Mxxb

2 +Myya
2
)
,

m̃xyzz ⊜ Mxyzz −
35

9
Mxyc

2.





(61.14)

m̃xxxxx ⊜ Mxxxxx −
630

11
Mxxxa

2 +
1575

11
Mxa

4,

m̃xxxxy ⊜ Mxxxxy −
378

11
Mxxya

2 +
315

11
Mya

4,

m̃xxxyy ⊜ Mxxxyy −
63

11
Mxxxb

2 − 189

11
Mxyya

2 +
315

11
Mxa

2b2,

m̃xxxyz ⊜ Mxxxyz −
189

11
Mxyza

2,

m̃xxyyz ⊜ Mxxyyz −
63

11
Mxxzb

2 − 63

11
Myyza

2 +
105

11
Mza

2b2.





(61.15)

Öèêëè÷åñêàÿ èëè âçàèìíàÿ ïåðåñòàíîâêè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â �îðìó-

ëàõ (61.11)�(61.15) äàþò íåäîñòàþùèå âûðàæåíèÿ.
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� 62. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ïîâåðõíîñòíûõ ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ Ψ̃L

Â ýòîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàãíèòíûå ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå ïî-

âåðõíîñòíûì òîêîì (ïëîòíîñòè i) ýëëèïñîèäà, â êîòîðîì îòíîøåíèÿ äå-

êàðòîâûõ êîìïîíåíò i ê p ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû L-îé ñòåïåíè.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññìîòðåíèÿ, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûìè

ýòèõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿþòñÿ íå ñàìè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, à îòíîøåíèÿ x/a,
y/b, z/c. Èìåÿ â âèäó, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü

ïî îäíîðîäíûì ãàðìîíè÷åñêèì ïîëèíîìàì [107,146℄, ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò

òðåõ òàêèõ ïîêîìïîíåíòíûõ ðàçëîæåíèé êàê âåêòîðíîå âûðàæåíèå

iL =

L∑

k=1

[k/2]∑

l=0

〈
x2

a2

〉l
i(k−2l), (62.1)

ãäå [K] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà K è ãäå ó÷òåíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

〈x2/a2〉 = 1. Ïîñêîëüêó ñóììà ïàðöèàëüíûõ òîêîâ ñ ñîâïàäàþùèìè âåðõíè-
ìè èíäåêñàìè (óêàçûâàþùèìè ñòåïåíü îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà) åñòü òîæå

ïàðöèàëüíûé òîê ñ òåì æå âåðõíèì èíäåêñîì, òî �îðìóëå (62.1) ìîæíî

ïðèäàòü áîëåå êîìïàêòíûé âèä

iL =
L∑

ν=1

i(ν). (62.2)

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü òîêà iL ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà ïàðöèàëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ i(ν). Åñ-
ëè òàêîå ðàçëîæåíèå âûïîëíåíî, òî òîê iL àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ñòàöèîíàðíîñòè div (iL /p ) = 0 è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (iLn)
∣∣
S
= 0

íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà.

Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè èç �îðìóëû (62.2) ñëåäóåò, ÷òî íàðóæ-

íûé ïîòåíöèàë Ψ̃L ìàãíèòíîãî ïîëÿ ãîìåîèäà ðàâåí

Ψ̃L =
L∑

ν=1

Ψ̃(ν) =
L∑

ν=1

mj1...j ν
ψj1...j ν

=
L∑

ν=1

∑

i+j+k=ν

ν!

i! j! k!
mij k ψij k . (62.3)

Ìû ïîëó÷èëè ¾ìàãíèòíûé¿ àíàëîã �îðìóëû (45.9), â êîòîðîì ñóììèðîâà-

íèå, êàê è äîëæíî áûòü, íà÷èíàåòñÿ íå ñ ν=0, à ñ ν=1.
Êàê è â � 45, íàñ èíòåðåñóþò �îðìóëû, âûðàæåííûå ÷åðåç ïîëíûå ìóëü-

òèïîëüíûå ìîìåíòû

Mi1...il =
1

(l + 1)c

∮

S

[r′iL] k
∂

∂x′k
θi1...il(r

′) dS′, (l = 1, 2, . . .). (62.4)

Ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ïàðöèàëüíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ ñ ïîëíûìè ìîìåíòàìè, ìû íàéäåì, êàê è â ïðåäû-

äóùåì ïàðàãðà�å, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ï. 59.2. Â ñîãëàñèè

ñ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè óñëîâíûå òåíçîðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ èç (45.10) çàìåíîé ýëåêòðè÷åñêèõ ìîìåí-

òîâ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàãíèòíûìè è ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ ìîíîïîëüíûõ
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ìîìåíòîâ. Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì �îðìóëàì:

mj 1...j 2l+1
⊜ Mj 1...j 2l+1

− (4l + 1)!!
l−1∑

n=0

4n+ 3

(2l + 2n+ 3)!!
×

×〈〈mj 1...j 2n+1
κj 2n+2j 2n+3

. . .κj 2lj 2l+1
〉〉 (l = 0, 1, 2, . . .),

(62.5)

mj 1...j 2l
⊜ Mj 1...j 2l

− (4l − 1)!!

l−1∑

n=1

4n+ 1

(2l + 2n+ 1)!!
×

×〈〈mj 1...j 2n
κj 2n+1j 2n+2

. . .κj 2l−1j 2l
〉〉 (l = 1, 2, 3, . . .).

Çäåñü

κij ≡ a(i)a(j)δij =
{
a2(i) i = j

0 i 6= j
. (62.6)

Îòìåòèì, ÷òî (62.5) � óñëîâíûå ðàâåíñòâà, ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ êî-

òîðûõ ïðåäíàçíà÷åíû òîëüêî äëÿ ïîäñòàíîâêè â (62.3).

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî âûòåêà-

þùèå èç �îðìóë (62.5).

mi = Mi, (62.7)

m ij ⊜ Mij , (62.8)

m ijk ⊜ Mijk − 3
(
mi a(j)a(k)δjk +mj a(i)a(k)δik +mk a(i)a(j)δij

)
, (62.9)

m ij kl ⊜ Mijkl − 5
[
m ij a(k)a(l)δ kl +m ik a(j)a(l)δj l +m il a(j)a(k)δj k+

+mj k a(i)a(l)δ il +m j l a(i)a(k)δ ik +m kl a(i)a(j)δ ij
]
. (62.10)

m ij klm ⊜ Mijklm − 27
[
mi a(j)a(k)a(l)a(m) (δjkδlm + δjlδ km + δjmδlk)+

+mi a(j)a(k)a(l)a(m) (δjkδlm + δjlδ km + δjmδlk)+

+mj a(i)a(k)a(l)a(m) (δikδlm + δilδkm + δimδkl)+

+mk a(i)a(j)a(l)a(m) (δijδlm + δilδjm + δimδjl)+

+ mm a(i)a(j)a(k)a(l) (δijδkl + δikδjl + δilδjk)
]
−

− 7
(
m ijk a(l)a(m)δ lm +mijl a(k)a(m)δkm +m ikl a(j)a(m)δj m+

+mj kl a(i)a(m)δ im +mijm a(k)a(l)δ kl +m jkm a(i)a(l)δ il +m ikm a(j)a(l)δ jl+

+ mjlm a(i)a(k)δik +m ilm a(j)a(k)δjk +mklm a(i)a(j)δij
)
. (62.11)

Âî èçáåæàíèå îøèáîê çàìåíó â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (62.5) âå-

ëè÷èí mj1...j ν
ïîëíûìè ìóëüòèïîëüíûìè ìîìåíòàìè Mj1...j ν

ñëåäóåò ñîâåð-

øàòü ëèøü ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñèììåòðèçàöèè 〈〈. . .〉〉.
Ïîëó÷àþùèåñÿ èç �îðìóë (62.7)�(62.11) âûðàæåíèÿ äåêàðòîâûõ êîìïî-

íåíò òåíçîðà mj1...jν ÷åðåç êîìïîíåíòû ïîëíûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

Mj1...jν èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

mx = Mx; (62.12)

mxx ⊜ Mxx, mxy = Mxy; (62.13)
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mxxx ⊜ Mxxx − 9Mxa
2, mxxy ⊜ Mxxy − 3Mya

2, mxyz = Mxyz; (62.14)

mxxxx ⊜ Mxxxx − 30Mxxa
2,

mxxxy ⊜ Mxxxy − 15Mxya
2,

mxxyy ⊜ Mxxyy − 5
(
Mxxb

2 +Myya
2
)
,

mxyzz ⊜ Mxyzz − 5Mxyc
2;





(62.15)

mxxxxx ⊜ Mxxxxx − 70Mxxxa
2 + 225Mxa

4,

mxxxxy ⊜ Mxxxxy − 42Mxxya
2 + 45Mya

4,

mxxxyy ⊜ Mxxxyy − 7Mxxxb
2 − 21Mxyya

2 + 45Mxa
2b2,

mxxxyz ⊜ Mxxxyz − 21Mxyza
2,

mxxyyz ⊜ Mxxyyz − 7Mxxzb
2 − 7Myyza

2 + 15Qza
2b2.





(62.16)

Öèêëè÷åñêàÿ èëè âçàèìíàÿ ïåðåñòàíîâêè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â �îð-

ìóëàõ (62.12)�(47.16) äàþò íåäîñòàþùèå âûðàæåíèÿ.

� 63. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

îáúåìíûõ ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ Φ̃L

Ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà èñòî÷íèêîì ìàãíèòíîãî

ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òîê ïëîòíîñòè

jL = P(L)
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
, (63.1)

öèðêóëèðóþùèé â îáúåìå ýëëèïñîèäà

〈
x2/a2

〉
= 1. (63.2)

Çäåñü ñèìâîëîì P(L)(x/a, y/b, z/c) îáîçíà÷åí âåêòîð, êàæäàÿ äåêàðòîâà

êîìïîíåíòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ïîëèíîìîì L-îé ñòåïåíè ñâî-
èõ àðãóìåíòîâ. Ïðè ýòîì, êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òîê jL óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ ñòàöèîíàðíîñòè

div jL = 0

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(jLn)
∣∣
S
= 0 (63.3)

íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà.

Òîêó (63.1) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë

AL(r) =
1

c

∫

V

jL (r′)

R
dV ′. (63.4)



� 63. Ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ Φ̃L 257

Êàê è â � 47, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëëèïñîèä (63.2) áåñ÷èñëåííîé ñèñòåìîé

ñî�îêóñíûõ ñ íèì ýëëèïñîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé

1

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1, ãäå max{−a2,−b2,−c2} < ξ < 0,

ðàçáèò íà áåñêîíå÷íî òîíêèå ýëëèïñîèäàëüíûå ñëîè (�îêàëîèäû). Â ðåçóëü-

òàòå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (63.4) ïðåäñòàåò êàê ñóïåðïîçèöèÿ âåêòîðíûõ

ïîòåíöèàëîâ ñîñòàâëÿþùèõ åãî �îêàëîèäîâ, à âû÷èñëåíèå îáúåìíîãî èí-

òåãðàëà ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñíà÷àëà ïî êàêîé-ëèáî èç ñî�îêóñíûõ

ïîâåðõíîñòåé, õàðàêòåðèçóåìîé ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòîé ξ, à çàòåì ïî

ñàìîé êîîðäèíàòå ξ. Ïðè ýòîì ýëåìåíò îáúåìà â (63.4) ïðåîáðàçóåòñÿ, êàê

â � 47:

dV = dp dS =
1

2 p
dξ dS =

1

2
dξ 〈x2/a4〉 p dS. (63.5)

Ôîðìóëà (63.5) ïîÿñíÿåò, ïî÷åìó èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòè �îêàëî-

èäà ξ = const ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïîâåðõíîñòè ãîìåîèäà,

ïîâûñèâ ïðè ýòîì íà äâå åäèíèöû ñòåïåíü ïîëèíîìèàëüíîñòè òîêîâ.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî òîê (63.1), ñîçäàþùèé ìàãíèòíîå ïîëå, ÿâëÿåòñÿ

òîêîì íàìàãíè÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñîãëàñèè ñ ïåðâîé èç �îðìóë (59.12)

jL = c rotI,

êàæäàÿ äåêàðòîâà êîìïîíåíòà âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè I ÿâëÿåòñÿ ïîëè-

íîìîì (L+1)-îé ñòåïåíè. Ýòó æå íàìàãíè÷åííîñòü äîïóñòèìî òðàêòîâàòü

è â òåðìèíàõ ïóàññîíîâûõ ñâÿçàííûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ ïëîòíîñòè

˜̺L = − divI,

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïîëèíîì L-îé ñòåïåíè. Ïîñëåäíÿÿ òðàêòîâêà õîðî-

øà òåì, ÷òî ê íåé ïðèìåíèìî èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

(47.11) äëÿ âíåøíåãî ïîòåíöèàëà îáû÷íûõ çàðÿäîâ ñ çàìåíîé ñèììåòðè÷-

íûõ ¾ýëåêòðè÷åñêèõ¿ òåíçîðîâ qj 1...j ν
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèììåòðè÷íûìè

¾ìàãíèòíûìè¿ ïñåâäîòåíçîðàìè mj 1...j ν
è ñ çàïðåòîì äëÿ ν ïðèíèìàòü

çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïñåâäîñêàëÿðíîãî ìàã-

íèòíîãî ïîòåíöèàëà Φ̃L îáðåòàåò âèä

Φ̃L =

L+2∑

ν=1

mj 1...j ν
ψj 1...j ν

, (63.6)

1

�îðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé ñâåðõó áóäåì îòìå÷àòü êîîðäèíàòû x, y, z, ξ òî÷êè èíòå�

ãðèðîâàíèÿ, à òàêæå âåëè÷èíû p, PL, dS, a =

√
a2 + ξ, b =

√
b2 + ξ, c =

√
c2 + ξ,

îòíîñÿùèåñÿ ê ïîâåðõíîñòè ξ = onst.
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ãäå, êàê ñëåäñòâèå �îðìóë (47.12), èìåþò ìåñòî ðåêóððåíòíûå óñëîâíûå

ðàâåíñòâà

mj 1...j 2l+1
⊜ Mj 1...j 2l+1

− (4l + 1)!!

l−1∑

n=0

4n+ 3

(2l+ 2n+ 3)!!
×

×〈〈mj 1...j 2n+1
κj 2n+2j 2n+3

. . .κj 2lj 2l+1
〉〉 (l = 0, 1, 2, . . .),

(63.7)

mj 1...j 2l
⊜ Mj 1...j 2l

− (4l − 1)!!
l−1∑

n=1

4n+ 1

(2l+ 2n+ 1)!!
×

×〈〈mj 1...j 2n
κj 2n+1j 2n+2

. . .κj 2l−1j 2l
〉〉 (l = 1, 2, 3, . . .).

Çäåñü

κij ≡ a(i)a(j)δij =
{

a2(i), i = j,

0, i 6= j.

Ïîñêîëüêó óñëîâíûå ðàâåíñòâà (63.7) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ (62.5), òî âû-

òåêàþùèå èç (63.7) ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (62.7)�(62.16) è ïîýòîìó çäåñü

íå äóáëèðóþòñÿ.

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî ïîòåíöèàë (63.6) � ýòî ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà, íà-

ìàãíè÷åííîñòü êîòîðîãî ìîæíî ñâÿçûâàòü íå òîëüêî ñ ïóàññîíîâûìè ìàã-

íèòíûìè çàðÿäàìè ïëîòíîñòè ˜̺L, íî è ñ àìïåðîâûìè ìîëåêóëÿðíûìè òîêà-
ìè ïëîòíîñòè jL. Ó÷èòûâàÿ æå, ÷òî �îðìóëà (63.6) � ýòî ìóëüòèïîëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà (à ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû íå çàâèñÿò îò òîãî

ìîëåêóëÿðíûìè òîêàìè èëè òîêàìè ïðîâîäèìîñòè îíè îáóñëîâëåíû), ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå (63.6) � ýòî è åñòü íàðóæíûé

ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà, îáóñëîâëåííûé òîêàìè (63.1).
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�ëàâà 10

Ýëëèïñîèä

â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå

� 64. Îäíîðîäíûé äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä

64.1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè

Òðåõìåðíàÿ çàäà÷à î äèýëåêòðè÷åñêîì òåëå â íåîäíîðîäíîì ñòàòè÷å-

ñêîì ïîëå èìååò ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ëèøü â âûðîæäåííîì ñëó-

÷àå øàðà, êîãäà êàæäîé ñ�åðè÷åñêîé ãàðìîíèêå ïîòåíöèàëà âíåøíåãî ïî-

ëÿ îòâå÷àåò ïîëÿðèçàöèîííûé ïîòåíöèàë ñ òîé æå óãëîâîé çàâèñèìîñòüþ.

Îäíàêî èç-çà ñèëüíîãî âûðîæäåíèÿ ýòî ðåøåíèå íå ìîæåò îïèñàòü ðÿä õà-

ðàêòåðíûõ ý��åêòîâ, îáóñëîâëåííûõ íåøàðîâîé ãåîìåòðèåé ðåàëüíûõ òåë.

Äîñòàòî÷íî åìêîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ òðåõîñíûé ýëëèïñîèä, äëÿ êîòîðîãî

õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [251,484℄) ðåøåíèå çàäà÷è â ÷àñòíîì ñëó÷àå

îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ïîëÿ. Ñàìî ñóùåñòâîâàíèå è âèä ýòîãî ðåøåíèÿ îáó-

ñëîâëåíû òåì, ÷òî êóëîíîâ (íüþòîíîâ) ïîòåíöèàë îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî

ýëëèïñîèäàëüíîãî îáúåìà îïèñûâàåòñÿ âíóòðè ýòîãî îáúåìà êâàäðàòè÷íîé

�óíêöèåé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë îäíîðîä-

íî ïîëÿðèçîâàííîãî ýëëèïñîèäà åñòü ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò, òàê ÷òî

ïîëÿðèçàöèîííîå ïîëå îäíîðîäíî âíóòðè ýëëèïñîèäà. Ïîýòîìó ïîäáîðîì

êîý��èöèåíòîâ ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ìàòåðèàëüíûì óðàâíåíèÿì âî âñåõ

òî÷êàõ ýëëèïñîèäàëüíîãî òåëà, ÷òî è äîñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî âíåøíåãî ïîëÿ åãî ïîòåíöèàë â îáëàñòè,

çàíèìàåìîé òåëîì, ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì äåêàðòî-

âûõ êîîðäèíàò. Íî, êàê ïîêàçàë Ôåððåðñ [99℄ (ñì. � 14 äàííîé ìîíîãðà�èè),

ïîëèíîìèàëüíîé (ñòåïåíè n) ïëîòíîñòè çàðÿäà â ýëëèïñîèäàëüíîé îáëàñòè
ñîîòâåòñòâóåò âíóòðè ýòîé îáëàñòè ïîëèíîìèàëüíûé æå ïîòåíöèàë (ñòåïå-

íè n+2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íåîäíîðîäíîé

ïîëÿðèçàöèè âíóòðè ýëëèïñîèäà îòâå÷àåò ïîëèíîì ïîòåíöèàëà

1

(ñî ñòåïå-

íüþ íà åäèíèöó áîëüøå), òàê ÷òî ðåøåíèå èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è ñíîâà

1

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (64.3), (64.5) ïîòåíöèàë ïîëÿðèçîâàííîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà

äàåòñÿ �îðìóëîé

Φσ′ =

∮
P(r′)n′

R
dS′ = −div

∫
P(r′)

R
dV ′ .
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ñâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé ïðîöåäóðå ïîäáîðà êîý��èöèåíòîâ äëÿ óäîâëå-

òâîðåíèÿ ìàòåðèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

�åøåíèå çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå â íåîäíîðîäíîì ïîëå èìååò íå òîëüêî

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå (ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå) çíà÷åíèå

1

, íî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷å-

âûì äëÿ ðÿäà àêòóàëüíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Ñþäà îò-

íîñÿòñÿ, íàïðèìåð, äè�ðàêöèÿ âîëíîâîäíûõ èëè ðåçîíàòîðíûõ ýëåêòðîìàã-

íèòíûõ ïîëåé íà ìàëûõ òåëàõ (èëè îòâåðñòèÿõ), ðàñïîëîæåííûõ â óçëîâûõ

îáëàñòÿõ ïîëÿ, âûñîêî÷àñòîòíîå óäåðæàíèå è íàãðåâ äèàìàãíèòíûõ (èëè

ìåòàëëè÷åñêèõ) òåë â ìàãíèòíîì ïîëå, èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ êâàçèñòà-

òè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïëàçìåííûõ ñãóñòêîâ.

Èìåÿ â âèäó ýòè ïðèëîæåíèÿ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ â

÷åòâåðòîé ÷àñòè, ìû ðàññìîòðèì çäåñü, ñëåäóÿ ðàáîòàì [494, 495, 520℄, ïðî-

ñòåéøèå çàäà÷è ñ îäíîðîäíûì, ëèíåéíûì è êâàäðàòè÷íûì âíåøíèì ïîëåì.

Åñëè íå âûäåëÿòü ïîëÿðèçàöèîííûé ïîòåíöèàë, à èñêàòü ñðàçó ïîòåíöè-

àë ïîëíîãî ïîëÿ â ïðèñóòñòâèè äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà, òî óêàçàííóþ âûøå

àëãåáðàè÷åñêóþ ïðîöåäóðó ïîäáîðà êîý��èöèåíòîâ ïðîùå âñåãî ïðîèçâî-

äèòü, èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîëóìèêðîñêî-

ïè÷åñêîé çàïèñè çàêîíîâ ýëåêòðîñòàòèêè.

Ïóñòü

Φ0(r) =

∫
̺ 0(r

′)

R
dV ′ (64.1)

çàäàííûé âíåøíèé (âàêóóìíûé) ïîòåíöèàë ïîëÿ â îòñóòñòâèå äèýëåêòðè÷å-

ñêîãî òåëà, à Φ(r) � ïîòåíöèàë ïîëíîãî ïîëÿ. Âåêòîð ïîëÿðèçàöèè âíóòðè

òåëà

P =
ε−1
4π

E =
ε−1
4πε

D , E = −∇Φ , (64.2)

ãäå ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü òåëà, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü íå

çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò. Òîãäà ïîëÿðèçàöèè P ñîîòâåòñòâóþò îáúåìíûå

(ïëîòíîñòè ̺ ′
) è ïîâåðõíîñòíûå (ïëîòíîñòè σ ′

) çàðÿäû

̺ ′ = − divP =
1−ε
ε

̺ 0 , σ ′ = Pn , (64.3)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü íà ãðàíèöå òåëà. Î÷åâèäíî,

Φ = Φ0 +Φ̺ ′ +Φσ ′ , (64.4)

Φ̺ ′(r) =

∫
̺ ′(r′)

R
dV ′ ,

(64.5)

Φσ ′(r) =

∮
σ ′(r′)

R
dS′ = −ε− 1

4π

∮
∂Φ(i)

∂n′

dS′

R
= −ε− 1

4πε

∮
∂Φ(e)

∂n′

dS′

R
,

ãäå, êàê îáû÷íî, èíäåêñû i è e îáîçíà÷àþò âíóòðåííþþ è âíåøíþþ

îáëàñòè.

1

Åñëè ïîä Φ ïîíèìàòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé, òî ñëó÷àþ ε=0 ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à

îá îáòåêàíèè òâåðäîãî òåëà íåîäíîðîäíûì ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè.
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Åñëè âñå èñòî÷íèêè ̺ 0 âíåøíåãî ïîëÿ íàõîäÿòñÿ âíå òåëà, òî ̺ ′ = 0,
Φ̺ ′ = 0 è èç (64.4) ñëåäóåò

Φ(r) +
ε− 1

4π

∮
∂Φ(i)(r′)

∂n′

dS′

R
= Φ0(r) . (64.6)

Åñëè æå âñå èñòî÷íèêè ̺ 0 íàõîäÿòñÿ âíóòðè òåëà, òî Φ̺ ′ = 1−ε
ε Φ0 è

Φ(r) +
ε− 1

4π

∮
∂Φ(i)(r′)

∂n′

dS′

R
=

1

ε
Φ0(r) . (64.7)

Äëÿ òî÷åê r, ïðèíàäëåæàùèõ îáúåìó òåëà, êîãäà Φ(r) = Φ(i)(r), óðàâíå-
íèÿ (64.6) è (64.7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà Φ(i)(r)
ïîëíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó (64.6) è (64.7) ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü èí�

òåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ýëåêòðîñòàòèêè. Èç íèõ ïðåäåëüíûì ïåðåõî-

äîì (ñì. [273,378℄) ìîæíî ïîëó÷èòü ¾íàñòîÿùèå¿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

(òî÷êè íàáëþäåíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îáëà-

ñòè), íî ïîñëåäíèå íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ. Äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ, ëåæàùèõ

âíå òåëà, �îðìóëû (64.6) è (64.7) ïðåâðàùàþòñÿ â ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþ-

ùèå ïîòåíöèàë Φ(r)=Φ(e)(r) ïîëíîãî ïîëÿ èëè ïîòåíöèàë

Φ
ind

(r)=Φ(e)(r)−Φ0(r)

èíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ ÷åðåç íàéäåííîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû

ïîëíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå òåëà.

Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (64.6) è (64.7) ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âèäà

J(f) ≡ 1

4π

∮
∂f

∂n′

dS′

R
(64.8)

â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå ýëëèïñîèäà è ñòåïåíí�ûõ f(x′, y′, z′) �àêòè÷å-

ñêè ðàññìîòðåíû â � 21. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ëèíåéíûìè, êâàäðàòè÷íûìè

è êóáè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå �îðìóëû

1

, îò-

íîñÿùèåñÿ ê âíóòðåííèì òî÷êàì ýëëèïñîèäà:

J(x′) = xM100 , J(x′y′) = (a2 + b2)xyM110 ,

J(x′
2
) =M000 − a2M100 − (M100 − a2M200)x

2−
− (M010 − a2M110)y

2 − (M001 − a2M101)z
2 ,

J(x′
3
) =

3

2
a2x[3M100 − a2M200 −

1

3
(3M200 − a2M300)x

2−

− (3M110 − a2M210)y
2 − (3M101 − a2M201)z

2] , (64.9)

J(x′y′
2
) =

2a2 + b2

2
x[M100 − b2M110 −

1

3
(M200 − b2M210)x

2−

− (M110 − b2M120)y
2 − (M101 − b2M111)z

2] ,

1

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, èç ãðóïïû ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè�

÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èëè çàìåíîé êîîðäèíàò, ìû áóäåì âûïèñûâàòü òîëüêî îäíî.
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J(x′y′z′) = 〈a2b2〉xyz M111 .

Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé âåñ �àêòîðîâ Mlmn, âõîäÿùèõ â �îðìóëû

äëÿ J(f), ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ ïîëèíîìà f(x′, y′, z′). Äëÿ òî÷åê íàáëþ-

äåíèÿ ñíàðóæè ýëëèïñîèäà èíòåãðàëû J(f) òàêæå îïèñûâàþòñÿ âûðàæå-

íèÿìè (64.9), â êîòîðûõ, îäíàêî, âíóòðåííèå �àêòîðû Mlmn çàìåíåíû íà

âíåøíèå Mlmn.

64.2. Íåçàðÿæåííûé ýëëèïñîèä â íåîäíîðîäíîì ïîëå

Çäåñü è â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èñòî÷íèêè

âàêóóìíîãî ïîëÿ Φ0 íàõîäÿòñÿ ñíàðóæè äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà. Òîãäà Φ0

ãàðìîíè÷íî âî âíóòðåííåé îáëàñòè, à Φ óäîâëåòâîðÿåò â íåé óðàâíåíèþ

(64.6), êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

ν
J(Φ(i)) + Φ(i) = Φ0 , ν =

1

ε− 1
. (64.10)

64.21. Îäíîðîäíîå âàêóóìíîå ïîëå (ëèíåéíûé ïîòåíöèàë)

�àññìîòðèì ñíà÷àëà õîðîøî èçâåñòíûé ñëó÷àé (ñì., íàïðèìåð, [346,484℄),

êîãäà âíåøíåå ïîëå îäíîðîäíî è ðàâíî E0. Âíóòðè ýëëèïñîèäà

〈
x2/a2

〉
=1

ïîòåíöèàë âàêóóìíîãî ïîëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Φ0 = −E0r = −〈E0x x〉 . (64.11)

Ïîòåíöèàë Φ(i)
ïîëíîãî ïîëÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà (2.1) áóäåò, î÷åâèäíî,

èìåòü àíàëîãè÷íûé âèä

Φ(i) = ν 〈αa x〉 , (64.12)

ãäå ìíîæèòåëü ν ââåäåí äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ �îðìóë.

Ïîäñòàâëÿÿ Φ(i)
è Φ0 â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (64.10) è èñïîëüçóÿ

�îðìóëû (64.9), â ðåçóëüòàòå ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè îäèíàêî-

âûõ êîîðäèíàòàõ ìû ïîëó÷àåì

αa = − E0x

ν +M100
. (64.13)

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíîå ïîëå âíóòðè ýëëèïñîèäà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

E(i)
x = −ναa =

E0x

1 + (ε− 1)M100
(64.14)

è òåìè, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ èç (64.14) ïîñëå öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

Îäíîðîäíîìó ïîëþ ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ

Px =
ε− 1

4π
E(i)
x (64.15)

è ïîâåðõíîñòíûé ñâÿçàííûé çàðÿä ïëîòíîñòè

σ ′=Pn=
ε−1
4π

〈
E(i)
x

x

a2

〉
p=

ε−1
4π

〈
E0x

1+(ε−1)M100

x

a2

〉
p . (64.16)



� 64. Îäíîðîäíûé äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä 265

Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå σ ′/p åñòü ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ

�óíêöèÿ ïåðåìåííûõ x/a, y/b è z/c, òî ðå÷ü èäåò î ïàðöèàëüíîé ïîâåðõ-

íîñòíîé ïëîòíîñòè ñâÿçàííîãî çàðÿäà. Ñîçäàâàåìûé ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì

çàðÿäà âíåøíèé ïàðöèàëüíûé ïîòåíöèàë (ãîìåîèäà) â ñîîòâåòñòâèè ñ �îð-

ìóëàìè (44.7) è (46.11) èëè (46.14) ðàâåí

Φ
ind

=Φ(e)−Φ0 = 〈qxψx〉 =
3

abc
〈qxM100(ξ)〉 , (64.17)

ãäå ïîñðåäñòâîì q = {qx, qy, qz} îáîçíà÷åí äèïîëüíûé ìîìåíò ýëëèïñîèäà.

Ïðè ýòîì x-êîìïîíåíòà ìîìåíòà ñ ó÷åòîì (64.15) åñòü

qx = V Px =
abc

3

ε−1
1 + (ε−1)M100

E0x. (64.18)

64.22. Ëèíåéíîå âàêóóìíîå ïîëå (êâàäðàòè÷íûé ïîòåíöèàë)

Çàïèøåì Φ0 â âèäå

Φ0 =
1

2

〈
A200 x

2
〉
+ 〈A011 yz〉 . (64.19)

Èç ãàðìîíè÷íîñòè ïîòåíöèàëà Φ0 ñëåäóåò, ÷òî 〈A200〉 = 0 . Ïîòåíöèàë

Φ(i)
ïîëíîãî ïîëÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà áóäåò èìåòü òó æå ñòðóêòóðó

1

Φ(i) = ν

(
1

2

〈
α200 x

2
〉
+ 〈α011 yz〉

)
. (64.20)

Ïîäñòàâëÿÿ Φ(i)
è Φ0 â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (64.10) è èñïîëü-

çóÿ �îðìóëû (64.9), ìû ïîëó÷èì ïîñëå ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè

îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ êîîðäèíàò îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ

α011, α101, α110 [(
b2 + c2

)
M011 + ν

]
α011 = A011 (64.21)

è ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ α200, α020, α002

(
a2M200 + ν

)
α200 + b2M110 α020 + c2M101 α002 = A200 . (64.22)

�åøåíèå ñèñòåìû (64.22) èìååò âèä

α200=
1

∆(ν)

{[
ν+1−

(
b2+c2

)
M011

]
A200+c

2M101A020+b
2M110A002

}
,

(64.23)
∆(ν) = (ν+1)2 − (ν+1)

〈(
a2+b2

)
M110

〉
+
〈
a2b2

〉
〈M011M101〉 . (64.24)

Äëÿ ïîòåíöèàëà èíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ ñíàðóæè ýëëèïñîèäà

Φ
ind

= Φ(e) − Φ0 = − 1

ν
J(Φ(i)) (64.25)

1

Ñòðîãî ãîâîðÿ, â êðóãëûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (64.20) îïóùåíî ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå

α000, ðàâíîå, êàê ëåãêî ïîêàçàòü,

α000 =
1

6ν

〈
a2A200

〉
−

1

6

〈
a2α200

〉

è îáðàùàþùååñÿ â íóëü â ñëó÷àå øàðà.



266 �ë. 10. Ýëëèïñîèä â ñòàòè÷åñêîì ïîëå

â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (64.20) â (64.25) è èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ

�îðìóë (64.9) ñ �àêòîðàìè Mlmn(ξ) âìåñòî Mlmn ïîëó÷èì ïîñëå óïðî-

ùåíèé

Φ
ind

(r) = −
〈
α011

(
b2 + c2

)
M011 yz

〉
+

+
1

2

〈
a2α200

(
M100 −M200x

2 −M110y
2 −M101z

2
)〉
. (64.26)

Ôîðìóëû (64.20), (64.21), (64.23), (64.24), (64.26) è äàþò ðåøåíèå çàäà÷è î

äèýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïñîèäå âî âíåøíåì ïîëå ñ êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèà-

ëîì. Çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû,

ñëåäóåò, êàê è äîëæíî áûòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè 〈A200〉 = 0 âûïîëíÿåòñÿ

è 〈α200〉 = 0.
Èìåòü òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿ èëè ïîòåíöèàëà âíå òåëà òðåáóåò-

ñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé ïîëå ñíàðóæè òåëà íàäî

çíàòü èëè íåïîñðåäñòâåííî íà ãðàíèöå (íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè òåíçîðà

íàòÿæåíèé), èëè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò òåëà. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà E (èëè â ìàãíèòîñòàòè÷åñêîì âàðèàíòå � âåêòîðà H)

íàõîäÿòñÿ ñðàçó èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âî âòîðîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî íàéòè

ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðàñïðåäåëå-

íèþ ïîâåðõíîñòíûõ σ′
è îáúåìíûõ ̺ 0 + ̺ ′ = (1/ε)̺ 0 çàðÿäîâ (åñëè îíè

åñòü).

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå íåçàðÿæåííîãî ýëëèïñîèäà îòëè÷íà îò

íóëÿ òîëüêî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿäîâ, ðàâíàÿ

σ′ = Pn = − 1

4πν

∂Φ(i)

∂n
. (64.27)

Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî Φ0, à, çíà÷èò, è Φ(i)
, îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî êîì-

ïîíåíòû êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà

Qij =

∮ (
3xixj − r2δij

)
σ′dS (64.28)

è âñåõ âûñøèõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ òîé æå ÷åòíîñòè. Âûïîëíÿÿ èíòå-

ãðèðîâàíèå (64.28), äëÿ êîìïîíåíò ïàðöèàëüíîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

qxx = − 2
15 abc

(
3a2α200 −

〈
a2α200

〉)
,

qxy = − 1
5 abc

(
a2 + b2

)
α110 .

(64.29)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (45.9), (47.17) è ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå � 42 âûðà-

æåíèÿìè äëÿ êîìïîíåíò òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà (âòîðîãî ðàíãà), ðàñ-

ñìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ îòâå÷àåò òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ Φ
ind

èìåþùàÿ âèä

Φ
ind

= qijψij =
5

4 āb̄c̄

{
4 〈qxy M110(ξ)xy〉 −

〈
qxx
[
M100(ξ) −

−M200(ξ)x
2 −M110(ξ) y

2 −M101(ξ) z
2
]〉}

. (64.30)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî �îðìóëû (64.26) è (64.30) ñîâïàäàþò.
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64.23. Êâàäðàòè÷íîå âàêóóìíîå ïîëå (êóáè÷åñêèé ïîòåíöèàë)

Óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà êóáè÷åñêèé ïîòåíöèàë âàêóóì-

íîãî ïîëÿ çàïèøåì â âèäå

Φ0 =

〈
−1

3
(A120 +A102)x

3 + A120xy
2 +A102xz

2

〉
+A111xyz . (64.31)

Â âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëíîãî ïîëÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà ìîãóò áûòü

íàðÿäó ñ êóáè÷åñêèìè è ëèíåéíûå ÷ëåíû, òàê ÷òî

Φ(i) = ν

[〈
−1

3
(α120 + α102)x

3 + α120xy
2 + α102xz

2

〉
+

+ α111xyz + 〈α100x〉
]
. (64.32)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (64.31) è (64.32) â (64.10) äàåò

α111 = A111

/[〈
a2b2

〉
M111 + ν

]
, (64.33)

ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ α120 è α102

(2ν + l120)α120 +m102 α102 = 2A120,

m120 α120 + (2ν + l102)α102 = 2A102



 (64.34)

è ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå α100 ñ α120 è α102,

(ν +M100)α100 = −1

2
(n120 α120 + n102 α102) . (64.35)

Çäåñü

l120 =
(
a2 − b2

)
M110 − a4M210 + b2

(
2a2 + b2

)
M120 ,

m120 =
(
a2 − b2

)
M101 − a4M201 + b2

(
2a2 + b2

)
M111 , (64.36)

n120 = a2 −
(
a2 − b2

)
M100 −

(
a2 + b2

)2
M110 − a4M101.

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî â ñëó÷àå øàðà m120 = m102 = 0, n120 = n102 = 0,
l120 = l102 = 6/7,

〈
a2b2

〉
M111 = 3/7 è

Φ(i) =
ν

ν + 3/7
Φ0 =

7

3ε+ 4
Φ0 . (64.37)

Íî â îáùåì ñëó÷àå ýëëèïñîèäà n120 è n102 îòëè÷íû îò íóëÿ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, êâàäðàòè÷íîå âíåøíåå ïîëå (êóáè÷åñêèé ïîòåíöèàë Φ0) íàâîäèò

âíóòðè òåëà íå òîëüêî êâàäðàòè÷íîå, íî è îäíîðîäíîå ïîëå.

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (64.34), îïðåäåëèòåëü êîòîðîé

△100(ν) = 4ν2 + 2ν(l120 + l102) + (l120l102 −m120m102) , (64.38)

ïîëó÷àåì

α120 =
2

△100(ν)
[(2ν + l102)A120 −m102A102] ,

α102 =
2

△100(ν)
[(2ν + l120)A102 −m120A120] .

(64.39)
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Ôîðìóëû (64.32), (64.33), (64.39) âìåñòå ñ (64.35) è ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå

âíóòðåííåé çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå â ïîëå ñ êóáè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì.

Äëÿ êóáè÷åñêîãî Φ0 èç �îðìóëû (64.32) ñëåäóåò, ÷òî âñå qij = 0, íî
îòëè÷åí îò íóëÿ

1

q̃x =
abc

15

[(
a2 − b2

)
α120 +

(
a2 − c2

)
α102 − 5α100

]
. (64.40)

Â Ïðèëîæåíèè E ïîêàçàíî, ÷òî âûðàæåíèå (64.40) äîïóñêàåò ñóùåñòâåííîå

óïðîùåíèå, ïðèîáðåòàÿ âèä

q̃x =
1

15

abc

ν+M100

[(
a2−b2

)
A120 +

(
a2−c2

)
A102

]
. (64.41)

×òî êàñàåòñÿ îêòóïîëüíîãî ìîìåíòà, âû÷èñëÿåìîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ

(35.6), (34.1) ïî îáùåé �îðìóëå

Qij k = 3

∮ [
5xixjxk − r2 (xiδjk + xjδki + xkδij)

]
σ′dS ,

òî îí äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

2

Qxyz = −
abc

7

〈
a2b2

〉
α111 ,

Qxyy = −
abc

35

{(
9a4 + 9a2b2 + 12b4 + a2c2 − b2c2

)
α120 +

+
(
a2−c2

) (
9a2+ 3c2−4b2

)
α102−7

(
3a2+ c2−4b2

)
α100

}
.





(64.42)

Âûðàæåíèå äëÿ Qxzz ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäíåé �îðìóëû ïåðåñòàíîâ-

êîé b ↔ c, α120 ↔ α102, à êîìïîíåíòà Qxxx íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

Qxxx + Qxyy + Qxzz = 0, ÿâëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì îáùåãî îïðåäåëåíèÿ îê-

òóïîëüíîãî òåíçîðà.

Äëÿ ïîëÿ âäàëè îò òåëà îêòóïîëüíûå ÷ëåíû äàþò ìàëûå ïîïðàâêè, êî-

òîðûìè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ó÷åò ýòèõ ÷ëåíîâ íåîá-

õîäèì òîëüêî â âûðîæäåííîì ñëó÷àå øàðà, êîãäà q̃ = 0 è îêòóïîëü ÿâëÿ-

åòñÿ ïåðâûì îòëè÷íûì îò íóëÿ ìóëüòèïîëüíûì ìîìåíòîì. Â ýòîì ñëó÷àå

Qxyz = − 3
7 a

7α111, Qxyy = − 6
7 a

7α120, Qxzz = − 6
7 a

7α102.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà, íàõîäÿùåãîñÿ âî âíåøíåì

ïîëå ñ êóáè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì Φ0, â øàð âòîðè÷íîå ïîëå âäàëè îò òåëà

ðåçêî óìåíüøàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè âîëíîâûõ çàäà÷ î äè�ðàêöèè

íà ìàëîì òåëå, ðàñïîëîæåííîì â óçëå

3

âíåøíåãî ïîëÿ, âòîðè÷íîå ðàññåÿí-

íîå ïîëå äëÿ øàðà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû â (kL)2 ðàç ìåíüøå (k � âîëíîâîå

1

Äèïîëüíûé ïàðöèàëüíûé ìîìåíò, âîçíèêàþùèé â êâàäðàòè÷íîì ïîëå, áóäåì � â

îòëè÷èå îò ïàðöèàëüíîãî ìîìåíòà (64.18), ñâÿçàííîãî ñ îäíîðîäíûì âíåøíèì ïîëåì, �

îòìå÷àòü òèëüäîé.

2

Îêòóïîëüíûé ìîìåíò ñîçäàåòñÿ íå òîëüêî êóáè÷åñêèìè, íî è ëèíåéíûìè, êàê âèä�

íî èç (64.42), ÷ëåíàìè ïîòåíöèàëà (64.32), ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ ïàðöèàëüíûì. Ïîýòîìó è

ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷åí.

3

Èìååòñÿ â âèäó êâàäðàòè÷íûé ïî ïîëþ óçåë, êàê, íàïðèìåð, ïîëå â îêðåñòíîñòè îñè

êðóãëîé òðóáû, âäîëü êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà ñ âåêòîðîì �åðöà, ïðîïîðöèîíàëü�

íûì J3(κr) cos 3ϕ, ãäå J3 � �óíêöèÿ Áåññåëÿ.
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÷èñëî, L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð òåëà), ÷åì äëÿ ýëëèïñîèäà. Ïîýòîìó â îò-

ëè÷èå îò îáû÷íîãî ðýëååâñêîãî ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé èëè êâàçèïëîñêîé âîëíû

ìîäåëü øàðà íåïðèãîäíà çäåñü äàæå äëÿ ãðóáîé îöåíêè äè�ðàêöèîííûõ

ý��åêòîâ (ñì. ïîäðîáíåå ãë. 20).

Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëó (64.32) ñîîòâåòñòâóåò ñâÿçàííûé ïîâåðõíîñòíûé

çàðÿä (64.27), ó êîòîðîãî îòíîøåíèå σ′/p åñòü êóáè÷åñêèé ïîëèíîì, òî ñî-

ãëàñíî (45.9), (47.22), (47.23) òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ èíäóöèðîâàííîãî ïîòåí-

öèàëà èìååò âèä

Φ
ind

= q̃iψi + qijkψijk =

= 〈q̃xψx〉+
〈(
Qxxx − 9q̃xa

2
)
ψxxx

〉
+ 3

〈(
Qxxy − 3q̃ya

2
)
ψxxy

〉
+

+ 3
〈(
Qxxz − 3q̃za

2
)
ψxxz

〉
+ 6Qxyzψxyz. (64.43)

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [450℄), ïîëå ñíàðóæè äèýëåêòðèêà ñ ε→∞
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è î ìåòàëëè÷åñêîì òåëå, à ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

ε → 0 äîñòàâëÿåò ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è (ïîñëå çàìåíû E → H) îá

èäåàëüíîì ïðîâîäíèêå â ìàãíèòíîì ïîëå. Îáå ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êëþ÷å-

âûìè äëÿ ðÿäà ïðîáëåì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåîðèè íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàê-

öèè íà ìåòàëëè÷åñêèõ òåëàõ, ãäå êàê ðàç îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò

ïåðâûå îòëè÷íûå îò íóëÿ ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû. Ñîîòâåòñòâóþùèå �îð-

ìóëû äëÿ òåëà, ðàñïîëîæåííîãî â óçëå ïîëÿ, äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè, ïðèâå-

äåííûìè â ýòîì è ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëàõ, åñëè â íèõ ïîëîæèòü ε=∞,

ò. å. ν=0 (ýëåêòðè÷åñêîå âíåøíåå ïîëå), èëè ε=0, ò. å. ν=−1 (ìàãíèòíîå

âíåøíåå ïîëå).

64.3. �åçîíàíñíûå ÷àñòîòû ïëàçìåííîãî ýëëèïñîèäà

Ïîëó÷åííûå â ïîäðàçäåëàõ 64.21�64.23 ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèýëåêòðè÷å-

ñêîì ýëëèïñîèäå âî âíåøíåì ïîëå ïîçâîëÿþò ñðàçó íàéòè çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðà ν = 1/(ε− 1), ïðè êîòîðûõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñîáñòâåííîå ïîëå

â îòñóòñòâèå âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ. Ýòèì çíà÷åíèÿì ν ñîîòâåòñòâóþò ñîá-

ñòâåííûå êâàçèñòàòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (ðåçîíàíñû) ïëàçìåííîãî ýëëèïñîè-

äà, ó êîòîðîãî

ε = 1− ω2
0

ω2
, ò. å. − ν =

ω2

ω2
0

≡ Ω2 , (64.44)

Çäåñü ω0 � ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà ïëàçìû.

Äëÿ ïðîñòåéøèõ êîëåáàíèé äèïîëüíîãî òèïà (ïîëÿðèçàöèÿ îäíîðîäíà)

òðè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äàþòñÿ �îðìóëàìè [488℄

Ω2
a =Ma . (64.45)

Äëÿ êâàäðóïîëüíûõ êîëåáàíèé (ïîëÿðèçàöèÿ � ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ êî-

îðäèíàò) ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïÿòü. Èç íèõ òðè îïèñûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ óðàâíåíèÿìè (64.21) �îðìóëàìè

Ω2
a = (b2 + c2)M011 , (64.46)

à åùå äâå íàõîäÿòñÿ èç êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ∆ = 0, ãäå ∆ åñòü âûðàæå-

íèå (64.24). Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èñïîëüçóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ
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(3.6)�(3.10), �îðìóëà äëÿ ýòèõ äâóõ ÷àñòîò ïðèíèìàåò âèä

Ω2
±=1− 1

2

〈(
a2+b2

)
M110

〉
± 1

3

√
〈a4〉−〈a2b2〉

(
〈M011〉−

〈
a2
〉
M111

)
. (64.47)

Íàêîíåö, îêòóïîëüíûì êîëåáàíèÿì (êâàäðàòè÷íàÿ ïîëÿðèçàöèÿ) ñîîò-

âåòñòâóþò ñåìü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ïîëó÷àåìûõ ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ çíà-

ìåíàòåëåé â âûðàæåíèÿõ (64.33), (64.39).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ÷àñòîòó

Ω2 =
〈
a2b2

〉
M111 (64.48)

è åùå òðè ïàðû ÷àñòîò, îïðåäåëÿåìûå êâàäðàòíûìè óðàâíåíèÿìè

∆a = 0, ∆b = 0, ∆c = 0. �åøåíèå óðàâíåíèÿ ∆a = 0 ïîñëå äîâîëüíî

ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü � ïîäîáíî (64.47) � çàïèñàíî â

âèäå ëèíåéíîé �îðìû îò ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ

2Ω2
a± = 1 + 6M100 + 2a2

(
a2M300 − 5M200

)
−
〈
a2b2

〉
M111±

±1

2

√
4(b2 − c2)2 + (a2 − b2)(a2 − c2) [M110 +

+M101 −
(
6a2 + b2 + c2

)
M111 + 2a4M211

]
.

(64.49)

Ïðè âûðîæäåíèè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà â ñ�åðîèä ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷-

íîå âûðîæäåíèå ÷àñòîò, è âûðàæåíèÿ (64.46)�(64.49) ïåðåõîäÿò â �îðìóëû

äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñ�åðîèäà, ïîëó÷åííûå â [488℄ èç ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ëàïëàñà â ñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

64.4. Îäíîðîäíî çàðÿæåííûé äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñî�

èä

Äî ñèõ ïîð ìû âñå âðåìÿ ñ÷èòàëè, ÷òî èñòî÷íèêè âíåøíåãî ïîëÿ íà-

õîäÿòñÿ ñíàðóæè ýëëèïñîèäà. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ñ

âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè: äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä, ïî îáúåìó êîòîðî-

ãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ̺ 0.

Âàêóóìíûé ïîòåíöèàë òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé (10.15)

Φ0(r) = 2π̺ 0

(
M000 −M100x

2 −M010y
2 −M001z

2
)
. (64.50)

Ôîðìóëà (64.50) îòíîñèòñÿ ê òî÷êàì âíóòðè ýëëèïñîèäàëüíîãî îáúåìà, ïðè

ïåðåõîäå ê íàðóæíûì òî÷êàì âñå Mlmn äîëæíû çàìåíÿòüñÿ íà Mlmn(ξ).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà ïîëíîãî ïîëÿ Φ(i)

âíóòðè ýëëèïñîèäà âîñ-

ïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (64.7), ïåðåïèñàâ åãî â âèäå

Φ(i) +
1

ν
J
(
Φ(i)

)
=

ν

ν + 1
Φ0 . (64.51)

Ïîëàãàÿ òåïåðü

Φ(i) = 2π̺ 0

(
α000 − ν

〈
α200x

2
〉)
, (64.52)

ìû ïîëó÷èì ïîñëå ïîäñòàíîâêè (64.52) â (64.51)

α000 =M000

(
ν

ν + 1
+ 〈α200〉

)
−
〈
a2M100 α200

〉
, (64.53)
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à äëÿ êîý��èöèåíòîâ α200, α020 è α002 ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(
a2M200 + ν

)
α200 + b2M110 α020 + c2M101 α002 =M100 . (64.54)

�åøåíèå ñèñòåìû (64.54) èìååò âèä

1

α200 =
1

∆(ν)

[
(ν + 1)M100 −

(
b2 + c2

)
M011M100 − b2M110 (1−M001)−

−c2M101 (1−M010) +
b2c2

ν + 1
〈M011M101〉

]
, (64.55)

ãäå ∆(ν) äàåòñÿ �îðìóëîé (64.24).

Âîçäåéñòâèå îïåðàòîðîì öèêëè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ 〈. . .〉 ñïåðâà íà (64.54),
à çàòåì íà ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ (64.54) è a2 ïðèâîäèò ïîñëå óïðîùåíèé

ñ ïîìîùüþ �îðìóë (3.6) è (3.7) ê ñîîòíîøåíèÿì

〈α200〉 =
1

ν + 1
, ν

〈
a2α200

〉
+ 3

〈
a2M100 α200

〉
=M000 , (64.56)

ïîçâîëÿþùèì ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå (64.53) äëÿ êîý��èöèåíòà α000 â

áîëåå ïðîñòîé �îðìå

α000 =
2

3
M000 +

ν

3

〈
a2α200

〉
. (64.57)

Çíàÿ α200, ìû ìîæåì, âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (64.51), çàïèñàòü Φ(i)

êàê

Φ(i) =
ν

ν + 1
Φ0 + 2π̺ 0

〈
α200J(x

2)
〉
. (64.58)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà J(x2) èç (64.9) è ó÷èòûâàÿ ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé

(64.56), êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü è èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ Φ(i)
, îêîí-

÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Φ(i) = 2π̺ 0

[
M000 −

〈
M100x

2
〉
−

−
〈
a2α200

(
M100 −M200x

2 −M110y
2 −M101z

2
)〉]

. (64.59)

Òàêàÿ çàïèñü õîðîøà òåì, ÷òî ïðè çàìåíå âñåõ Mlmn íà âíåøíèå �àê-

òîðû Mlmn(ξ) îíà äàåò ïîòåíöèàë Φ(e)
ñíàðóæè çàðÿæåííîãî äèýëåêòðè-

÷åñêîãî ýëëèïñîèäà.

Òàê êàê 3M100 = a2M200 + b2M110 + c2M101, òî ïðè ε → ∞ (ν = 0)
ñèñòåìó óðàâíåíèé (64.54) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

a2M200(α200 − 1/3) + b2M110(α020 − 1/3) + c2M101(α002 − 1/3) = 0. (64.60)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α200 = α020 = α002 = 1
3 . Òî-

ãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûðàæåíèå (64.59) â ñîãëàñèè ñ îáùåé òåîðåìîé

(ñì. [450℄) ïåðåõîäÿò â �îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà çàðÿæåííîãî ìåòàëëè÷å-

ñêîãî ýëëèïñîèäà

Φ(i) =
4π̺ 0

3
M000 , Φ(e) =

4π̺ 0

3
M000(ξ) , (64.61)

ñîãëàñóþùèåñÿ ñ (8.11) è (9.12).

1

Ïðèâåäåííîå â [494℄ ðåøåíèå çäåñü èñïðàâëåíî.
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äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä

65.1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîëèíîìèàëüíîé çà-

âèñèìîñòè ïîòåíöèàëà âíåøíåãî ïîëÿ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïîòåíöèàë

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì

òîé æå ñòåïåíè. Ýòî âêëþ÷àåò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, õîðîøî èçâåñòíîå ñâîé-

ñòâî îäíîðîäíîñòè âíóòðåííåãî ïîëÿ äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà, ïîìå-

ùåííîãî â îäíîðîäíîå âíåøíåå ñòàòè÷åñêîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Âîçíèêàåò

âîïðîñ: ìîæíî ëè ñîõðàíèòü ñâîéñòâî ïîëèíîìèàëüíîñòè ïîëÿ âíóòðè äè-

ýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà, åñëè ïîñëåäíèé îêðóæåí îäíîðîäíîé îáîëî÷-

êîé èç äðóãîãî äèýëåêòðèêà? Óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ âîçìî-

æåí ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à î äâóõñëîéíîì ýëëèïñîèäå â

ïîëèíîìèàëüíîì âíåøíåì ïîëå èìååò òî÷íîå ðåøåíèå. Ïðåäëàãàåìîå çäåñü

ðåøåíèå [521,522℄ � â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ â ýëëèï-

ñîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (ñì., íàïðèìåð, [35℄) � îïèðàåòñÿ íà èíòåãðàëüíûå

óðàâíåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè è, êàê ïîâñþäó â äàííîé ìîíîãðà�èè, èñïîëüçóåò

äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Íàëè÷èå âòîðîãî ñëîÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî ñàìîñòî-

ÿòåëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè è �èçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, ïðèâîäèò, ðàçó-

ìååòñÿ, ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà è óñëîæíåíèþ âèäà �îðìóë, äàþùèõ ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è (ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé îá îäíîðîäíîì ýëëèïñîèäå). Êàê è â

� 64, ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ, êîãäà ïî-

òåíöèàë âíåøíåãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé (ëèíåéíîé, êâàäðàòè÷íîé èëè

êóáè÷åñêîé) �óíêöèåé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå

â íåîäíîðîäíîì ïîëå ëåãëè â îñíîâó òåîðåòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ

ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ (ñì., íàïðèìåð, [495,498℄). Ñîîòâåòñòâåííî è çàäà÷à î

íåîäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå â íåîäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå, ïðîñòåéøèé âà-

ðèàíò êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîì ïàðàãðà�å, èìååò êëþ÷åâîå (âû-

õîäÿùåå çà ðàìêè ñîáñòâåííî ýëåêòðîñòàòèêè) çíà÷åíèå äëÿ ðÿäà ìàãíèòî-

ñòàòè÷åñêèõ, äè�ðàêöèîííûõ, ïëàçìåííî-êîëåáàòåëüíûõ è äðóãèõ ïðîáëåì.

�àññìîòðèì äâóõñëîéíîå äèýëåêòðè÷åñêîå òåëî, ñîñòîÿùåå èç îäíîðîä-

íîãî ÿäðà è îêðóæàþùåé åãî îäíîðîäíîé îáîëî÷êè. Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ

ê îáëàñòè ÿäðà è îáîëî÷êè, áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñàìè ¾1¿ è ¾2¿ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Òàê, εk � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ k-ãî ñëîÿ (k = 1, 2), Sk �
åãî âíåøíÿÿ îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü, nk � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåø-

íåé íîðìàëè ê íåé, Vk � îáúåì ñëîÿ.

Ïóñòü Φ0 � çàäàííûé âíåøíèé (âàêóóìíûé) ïîòåíöèàë ïîëÿ â îòñóò-

ñòâèå äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà, ñîçäàâàåìûé èñòî÷íèêàìè, êîòîðûå íàõîäÿò-

ñÿ âíå îáúåìà V1 + V2. Åñëè Φ � ïîòåíöèàë ïîëíîãî ïîëÿ, òî âåêòîð ïîëÿ-

ðèçàöèè â k-ì ñëîå ðàâåí

Pk =
1− εk
4π

∇Φ (k = 1, 2). (65.1)

Âåêòîðàì (65.1) ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå ïîëÿðèçàöèîííûå çàðÿäû

ïëîòíîñòè

σ′
1 = (n1,P1 −P2) íà S1 , (65.2)
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σ′
2 = (n2,P2) =

1− ε2
4π

∂Φ2

∂n2
íà S2 . (65.3)

à îáúåìíûå çàðÿäû ̺′k =− divPk â íàøåì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò.

Òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âíóòðè äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà íåò ñâîáîä-

íûõ çàðÿäîâ, òî èõ íåò è íà ãðàíèöå S1, íà êîòîðîé ïîýòîìó ñîáëþäàåòñÿ

óñëîâèå ε1(∂Φ1/∂n1)=ε2(∂Φ2/∂n1), ïîçâîëÿþùåå ïðåäñòàâèòü σ1 â âèäå

1

σ′
1 =

ε2 − ε1
4πε2

∂Φ1

∂n1
. (65.4)

Ïî çàêîíàì ýëåêòðîñòàòèêè

Φ = Φ0 +

∮
σ′
1

R
dS +

∮
σ′
2

R
dS. (65.5)

Ïîäñòàâëÿÿ â (65.5) âûðàæåíèÿ (65.3) è (65.4) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

µ = (ε1 − ε2)/ε2, ν = ε2 − 1,

ïîëó÷àåì

Φ+
µ

4π

∮

S1

∂Φ1

∂n1

dS

R
+

ν

4π

∮

S2

∂Φ2

∂n2

dS

R
= Φ0. (65.6)

Äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ, ëåæàùèõ âíóòðè òåëà, ò. å. ïðèíàäëåæàùèõ ëèáî

ÿäðó, ëèáî îáîëî÷êå, óðàâíåíèå (65.6) è èãðàåò êàê ðàç ðîëü èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (òî÷íåå, ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Φ1 è Φ2). Ïîä-

÷åðêíåì, ÷òî âõîäÿùèå â (65.6) ïîòåíöèàëû Φ0 è Φ âî âíóòðåííåé îáëàñòè

òåëà ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. Ïî íàéäåííûì â ðåçóëüòàòå

ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è ïîòåíöèàëàì Φ1 è Φ2 (à ñëåäîâàòåëüíî, è âòî-

ðè÷íûì èñòî÷íèêàì σ′
1 è σ′

2 ) óðàâíåíèå (65.6) â �îðìå (65.5) ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë Φ
ind

= Φ−Φ0 èíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ â ëþáîé òî÷êå,

íàõîäÿùåéñÿ âíå äâóõñëîéíîãî äèýëåêòðèêà.

65.2. Ïîëå âíóòðè äâóõñëîéíîãî ýëëèïñîèäà

Áóäåì ñ÷èòàòü òåïåðü, ÷òî ïîâåðõíîñòè S1 è S2 äâóõñëîéíîãî äèýëåê-

òðèêà ýëëèïñîèäàëüíû è äàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (65.7)

x2

ā2
+
y2

b̄2
+
z2

c̄2
= 1 (65.8)

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ïîëóîñè a, b, c êîðî÷å ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóîñåé ā, b̄,
c̄. Îñòàþùèìñÿ ïðîèçâîëîì â ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïîëóîñÿìè ýëëèïñîèäîâ

(65.7) è (65.8) ðàñïîðÿäèìñÿ ïîçæå. Åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé

ê S1 è S2, î÷åâèäíî, ðàâíû

n1 =
{ x
a2
p,

y

b2
p,

z

c2
p
}
, n2 =

{ x
ā2
p̄,

y

b̄2
p̄,

z

c̄2
p̄
}
,

1

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà Φ ðàçëè÷àþòñÿ ïî ðàç�

íûå ñòîðîíû îò ãðàíèö S1 è S2, ïðèõîäèòñÿ, êàê ýòî ñäåëàíî â �îðìóëàõ (65.3), (65.4)

è äðóãèõ íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ, ñíàáæàòü ïîòåíöèàë èíäåêñîì ïðèíàäëåæíîñòè ê ñîîò�

âåòñòâóþùåìó ñëîþ.
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ãäå p =
〈
x2/a4

〉−1/2
, p̄ =

〈
x2/ā4

〉−1/2
. Çäåñü, êàê è ïîâñþäó, óãëîâûå ñêîáêè

îáîçíà÷àþò ñóììó òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

�åøàÿ óðàâíåíèÿ (65.6), áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ÿâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè

(ñì. � 21) íüþòîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ

Ψlmn ≡
∮

S1

xlymzn
p dS

R
(65.9)

ïðîñòîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ñëîÿ, ãäå l, m, n � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå

÷èñëà. Äëÿ òî÷åê âíóòðè ýëëèïñîèäà (65.7) ñïðàâåäëèâû, â ÷àñòíîñòè, ñëå-

äóþùèå �îðìóëû:

Ψ000 = 4πM000, Ψ100 = 4πa2M100 x, Ψ110 = 4πa2b2M110 xy,

(65.10)

Ψ200 = 2πa2
[(
M000 − a2M100

)
−
(
M100 − a2M200

)
x2−

−
(
M010 − a2M110

)
y2 −

(
M001 − a2M101

)
z2
]
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ Ψ010, Ψ001, Ψ011, Ψ101, Ψ020, Ψ002 ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ

�îðìóë â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé çàìåíû.

Äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ âíå ýëëèïñîèäà (65.7) ïîòåíöèàëû (65.9) òàêæå

îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (65.10), â êîòîðûõ òîëüêî âíóòðåííèå �àêòîðû

Mlmn çàìåíåíû íà âíåøíèå Mlmn(ξ). Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíèå îòëè÷àþò-
ñÿ îò

Mlmn = Πlmn
abc

2

∞∫

0

(a2 + u)−l−
1
2 (b2 + u)−m− 1

2 (c2 + u)−n−
1
2 du, (65.11)

òåì, ÷òî íèæíèé (íóëåâîé) ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíåí ýëëèïñîèäàëü-

íîé êîîðäèíàòîé ξ òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, íåîò-

ðèöàòåëüíûì êîðíåì êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1. (65.12)

Â (65.11) äëÿ êðàòêîñòè ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå

Πlmn = (2l− 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!! .

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëû Ψlmn âíóòðè ýëëèïñîèäà (65.7) ÿâëÿþòñÿ

ïîëèíîìàìè (l+m+n)-é ñòåïåíè, à âíå ýòîãî ýëëèïñîèäà èç-çà çàâèñèìîñòè
Mlmn îò ξ ñòàíîâÿòñÿ ïñåâäîïîëèíîìàìè òîé æå ñòåïåíè. Äëÿ äàëüíåéøåãî
ñóùåñòâåííî, îäíàêî, ÷òî íà êàæäîé �èêñèðîâàííîé (ξ=onst) ïîâåðõíîñòè
ñåìåéñòâà ñî�îêóñíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (65.12) ïîòåíöèàëû,

íå îòëè÷àþòñÿ îò ïîëèíîìîâ.

Îáñóäèì òåïåðü ñõåìó ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (65.6) ïðèìå-

íèòåëüíî ê äâóõñëîéíîìó ýëëèïñîèäó. Ïóñòü Φ0 � îäíîðîäíûé ïîëèíîì

ñòåïåíè N
Φ0 =

∑

l+m+n=N

Almn x
lymzn.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðè ÿäðà (îáúåì V1) ïîòåíöèàë Φ1 òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëèíîìîì N -é ñòåïåíè, ò. å.

Φ1 =
∑

l+m+n6N

αlmn x
lymzn, (65.13)

ãäå ïîñòîÿííûå αlmn ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Íà ïîâåðõíîñòè (65.7)

∂Φ1

∂n1
=

〈
n1x

∂Φ1

∂x

〉
=

〈
x

a2
∂Φ1

∂x

〉
p ,

òàê ÷òî âõîäÿùèé â (65.6) èíòåãðàë

∮

S1

∂Φ1

∂n1

dS

R
=

∑

l+m+n6N

(
l

a2
+
m

b2
+
n

c2

)
αlmnΨlmn (65.14)

è ïîýòîìó â îáëàñòè V1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì N -é ñòåïåíè. ×òîáû â

V1 è ïîñëåäíèé ÷ëåí ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (65.6) áûë ïîëèíîìîì

N -é ñòåïåíè, èñïîëüçóåì èìåþùèéñÿ ïðîèçâîë â âûáîðå ýëëèïñîèäàëüíîé

ïîâåðõíîñòè (65.8).

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå âíå ÿäðà (â

÷àñòíîñòè, â îáúåìå V2 îáîëî÷êè) èíòåãðàë (65.14) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëè-

íîìîì N -é ñòåïåíè. Ïîýòîìó â îáëàñòè V2 åñòåñòâåííî èñêàòü ïîòåíöèàë

ïîëíîãî ïîëÿ â âèäå

Φ2 =
∑

l+m+n≤N

βlmn(ξ)x
lymzn, (65.15)

ãäå βlmn(ξ) � ïîäëåæàùèå íàõîæäåíèþ íåèçâåñòíûå �óíêöèè. ×òîáû íà

ïîâåðõíîñòè (65.8) ïîòåíöèàë Φ2 âåë ñåáÿ êàê ïîëèíîì, ïîâåðõíîñòü (65.8)

äîëæíà áûòü ñî�îêóñíîé ñ (65.7), ò. å. äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

ā2 = a2 + ξ0, b̄2 = b2 + ξ0, c̄2 = c2 + ξ0,

â êîòîðûõ ξ0 � çíà÷åíèå êîîðäèíàòû ξ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîâåðõíîñòè (65.8).
Ïðè óêàçàííîì âûáîðå ïîâåðõíîñòè S2 èíòåãðàë

∮

S2

∂Φ2

∂n2

dS

R
=

∑

l+m+n6N

flmn(ξ0)

∮

S2

xlymzn
p̄ dS

R
, (65.16)

ãäå

flmn(ξ0) ≡
(
l

ā2
+
m

b̄2
+
n

c̄2

)
βlmn(ξ0) + 2β ′

lmn(ξ0).

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ïîòåíöèàëîâ (65.9) èíòåãðàë (65.16) ÿâ-

ëÿåòñÿ â îáëàñòè V1 + V2 ïîëèíîìîì, à âíå ýòîé îáëàñòè ïñåâäîïîëèíî-

ìîì N -îé ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

î äâóõñëîéíîì äèýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïñîèäå ñâÿçàíà ñ ïðåäïîëîæåíèåì î

ñî�îêóñíîñòè ãðàíèö ñëîåâ. Ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��è-

öèåíòîâ αlmn è �óíêöèé βlmn(ξ) ðàññìîòðèì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.
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65.21. Îäíîðîäíîå âàêóóìíîå ïîëå

Ïîòåíöèàëó

Φ0 = 〈A100 x〉 (65.17)

çàäàííîãî îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþò â îáëàñòÿõ V1 è V2
ïîòåíöèàëû

Φ1 = 〈α100 x〉 , Φ1 = 〈β100(ξ)x〉 . (65.18)

Ïîäñòàâëÿÿ (65.17) è (65.18) â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (65.6) è èñïîëüçóÿ

�îðìóëû (65.14), (65.16) è (65.10), ïîëó÷àåì äëÿ òî÷åê r ∈ V1
〈α100 x〉 + µ 〈α100M100 x〉+ ν

〈
ā2f100(ξ0)M100 x

〉
= 〈A100 x〉 , (65.19)

à äëÿ òî÷åê r ∈ V2
〈β100(ξ)x〉 + µ 〈α100M100(ξ)x〉+ ν

〈
ā2f100(ξ0)M100 x

〉
= 〈A100 x〉 , (65.20)

ãäå ÷åðåç M lmn îáîçíà÷åíû âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñî-

èäà (65.8).

Ïðèðàâíèâàÿ â êàæäîì èç óðàâíåíèé (65.19) è (65.20) êîý��èöèåíòû

ïðè x, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ α100 è β100(ξ)

α100 + µM100α100 = A100 − νā2f100(ξ0)M100, (65.21)

β100(ξ) + µM100(ξ)α100 = A100 − νā2f100(ξ0)M100. (65.22)

�àâåíñòâî ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (65.21) è (65.22) ïîçâîëÿåò âûðà-

çèòü èñêîìóþ �óíêöèþ β100(ξ) ÷åðåç èñêîìûé êîý��èöèåíò (è èçâåñòíóþ

�óíêöèþ)

β100(ξ) = α100 [1 + µR100(ξ)] , (65.23)

ãäå ââåäåíî èñïîëüçóåìîå è äàëåå îáîçíà÷åíèå

Rlmn(ξ) =Mlmn −Mlmn(ξ)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Mlmn(ξ0) = gM lmn,

∂Mlmn(ξ0)

∂ξ
= −Πlmn

g

2ā2lb̄2mc̄2n
, (65.24)

ãäå g = abc/(āb̄c̄), ëåãêî íàõîäèì

ā2f100 = (1 + µg + µR100)α100. (65.25)

Çäåñü è äàëåå

Rlmn ≡ Rlmn(ξ0) =Mlmn − gM lmn.

Ïîäñòàâëÿÿ (65.25) â (65.21), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

α100 = A100[(1 + µR100)(1 + νM100) + gµ(ν + 1)M100]
−1. (65.26)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è íå íàðóøàåò åå ñèììåòðèè (ðàâíîïðà-

âèÿ äåêàðòîâûõ íàïðàâëåíèé) è ïîýòîìó ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êàê öèê-

ëè÷åñêóþ, òàê è âçàèìíóþ ïåðåñòàíîâêó êîîðäèíàò. Òàê, âûðàæåíèÿ äëÿ

α010, α001 è β010(ξ), β001(ξ) ìîæíî ïîëó÷èòü èç (65.26) è (65.23) ñ ïîìî-

ùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.
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65.22. Ëèíåéíîå âàêóóìíîå ïîëå

Ïîòåíöèàëó

Φ0 =
〈
A200x

2
〉
+ 〈A110xy〉 (65.27)

çàäàííîãî ëèíåéíîãî âíåøíåãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèàëû

Φ1 =
〈
α200x

2
〉
+ 〈α110xy〉+ α000 , (65.28)

Φ2 =
〈
β200(ξ)x

2
〉
+ 〈β110(ξ)xy〉+ β000(ξ) , (65.29)

Èç ãàðìîíè÷íîñòè ïîòåíöèàëîâ (65.27) è (65.28) ñëåäóåò ñîîòâåòñòâåí-

íî, ÷òî 〈A200〉 = 0 è 〈α200〉 = 0, ïðè÷åì åñëè ïåðâîå ðàâåíñòâî ñ÷èòàåòñÿ

çàäàííûì, òî âòîðîå äîëæíî áûòü ïîäòâåðæäåíî ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ �îðìóëû (65.27)�(65.29) â (65.6) è èñïîëüçóÿ (65.14), (65.16)

è (65.10), ïðèõîäèì (àíàëîãè÷íî ïîëó÷åíèþ (65.19) è (65.20)) ê äâóì óðàâíå-

íèÿì: ¾êâàäðàòè÷íîìó¿ (äëÿ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè V1) è ¾ïñåâäî-
êâàäðàòè÷íîìó¿ (äëÿ òî÷åê îáëàñòè V2). Ïðèðàâíèâàíèå â ýòèõ óðàâíåíèÿõ
êîý��èöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê ñèñòåìàì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà (65.21), (65.22) äëÿ αlmn è βlmn(ξ), ðåøåíèÿ êî-
òîðûõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

α200 = − 1

∆
[A020(ε1 − q102 − q012 − q021) +A002(ε1 − q120 − q012 − q021)],

∆ = ε21 − ε1 〈q120 + q102〉+ 〈q120q201 + q102q021 + q021q201〉 ,

q210 = µa2M110 + νā2M110+

+ νµa2(gM110 + ā2M110R200 + b̄2M020R110 + c̄2M011R101),

α110 = A110

{[
1 + µ(a2 + b2)R110

] [
1 + ν(ā2 + b̄2)M110

]

+gµ(1 + ν)(a2 + b2)M110

}−1
,

3α000 =
〈
a2(A200 − α200)

〉
=
〈
ā2(A200 − α200)

〉
,

β200(ξ) = α200 + µ
[
α200a

2
R200(ξ) + α020b

2
R110(ξ) + α002c

2
R101(ξ)

]
,

β110(ξ) = α110

[
1 + µ(a2 + b2)R110(ξ)

]
,

β000(ξ) = α000 − µ
〈
α200a

2
R100(ξ)

〉
.

Ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé çàìåíû ëåãêî èç ïðèâåäåííûõ

çäåñü âûðàæåíèé äëÿ òðåõèíäåêñíûõ âåëè÷èí αlmn, βlmn(ξ), qlmn ïîëó-

÷èòü âûðàæåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí äëÿ äðóãèõ ñî÷åòàíèé (òî÷íåå, ïåðåñòàíî-

âîê) èíäåêñîâ. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå äëÿ q120 ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû äëÿ

q210, åñëè â ïîñëåäíåé ñäåëàòü çàìåíó a↔ b, ā ↔ b̄ è îäíîâðåìåííî ó âñåõ

òðåõèíäåêñíûõ âåëè÷èí ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðâûå äâà èíäåêñà.
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65.23. Êâàäðàòè÷íîå âàêóóìíîå ïîëå

Êâàäðàòè÷íîìó âàêóóìíîìó ïîëþ ñîîòâåòñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåí-

öèàë Φ0, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîðîäíûì êóáè÷åñêèì ïîëèíîìîì, ò. å.

Φ0 =
〈
A300x

3 +A120xy
2 + A102xz

2
〉
+A111xyz. (65.30)

Â âûðàæåíèè äëÿ èñêîìîãî ïîòåíöèàëà ïîëíîãî ïîëÿ â îáëàñòè V1 íàðÿäó

ñ êóáè÷åñêèìè ìîãóò áûòü è ëèíåéíûå ÷ëåíû

Φ1 =
〈
α300x

3 + α120xy
2 + α102xz

2
〉
+ α111xyz + 〈α100x〉 . (65.31)

Ïî àíàëîãèè ñ (65.31) çàïèøåì è èñêîìûé ïîòåíöèàë â îáëàñòè V2:

Φ2=
〈
β300(ξ)x

3+β120(ξ)xy
2+β102(ξ)xz

2
〉
+β111(ξ)xyz+〈β100(ξ)x〉 . (65.32)

Èç ãàðìîíè÷íîñòè ïîòåíöèàëîâ (65.31) è (65.32) ñëåäóåò ñîîòâåòñòâåííî,

÷òî

3A300 +A120 +A102 = 0 (65.33)

è

3α300 + α120 + α102 = 0, (65.34)

ïðè÷åì åñëè (65.33) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, òî (65.34) äîëæíî áûòü ïîäòâåð-

æäåíî ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ (65.30)�(65.32) â (65.6) è èñïîëüçóÿ ïðè âû÷èñëåíèè âõîäÿ-

ùèõ â (65.6) ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ èõ òàáëèöó, ïðèâåäåííóþ â ðàçäå-

ëå 21.2, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé. Ïðèðàâíèâàíèå â ïîñëåäíèõ

êîý��èöèåíòîâ, ñòîÿùèõ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò

�îðìèðóåò ñëåäóþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî αlmn è βlmn(ξ):

α111 + µ
〈
a2b2

〉
M111α111 + νā2b̄2c̄2f111M111 = A111 ,

β111(ξ) + µ
〈
a2b2

〉
M111(ξ)α111 + νā2b̄2c̄2f111M111 = A111 ;



 (65.35)

3α300 −
µ

2

[
3a2α300M

a
200 + b2α120

(
M b

200 − 2a2M210

)
+

+c2α102

(
M c

200 − 2a2M201

)]
− ν

2
Γ200 = 3A300, (65.36)

3β300(ξ)−
µ

2

[
3a2α300M

a
200(ξ) + b2α120

(
M

b
200(ξ)− 2a2M210(ξ)

)
+

+c2α102

(
M

c
200(ξ)− 2a2M201(ξ)

)]
− ν

2
Γ200 = 3A300, (65.37)

α120 −
µ

2

[
3a2α300M

a
110 + b2α120

(
M b

110 − 2a2M120

)
+

+c2α102

(
M c

110 − 2a2M111

)]
− ν

2
Γ110 = A120, (65.38)
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β120(ξ)−
µ

2

[
3a2α300M

a
110(ξ) + b2α120

(
M

b
110(ξ) − 2a2M120(ξ)

)
+

+c2α102

(
M

c
110(ξ) − 2a2M111(ξ)

)]
− ν

2
Γ110 = A120, (65.39)

α102 −
µ

2

[
3a2α300M

a
101 + b2α120

(
M b

101 − 2a2M111

)
+

+c2α102

(
M c

101 − 2a2M102

)]
− ν

2
Γ101 = A102, (65.40)

β102(ξ)−
µ

2

[
3a2α300M

a
101(ξ) + b2α120

(
M

b
101(ξ) − 2a2M111(ξ)

)
+

+c2α102

(
M

c
101(ξ) − 2a2M102(ξ)

)]
− ν

2
Γ101 = A102, (65.41)

α100 +
µ

2

[
3a2α300M

a
100 + b2α120

(
M b

100 − 2a2M110

)
+

+c2α102

(
M c

100 − 2a2M101

)
+ 2α100M100

]
+
ν

2
Γ100 = 0, (65.42)

β100(ξ) +
µ

2

[
3a2α300M

a
100(ξ) + b2α120

(
M

b
100(ξ) − 2a2M110(ξ)

)
+

+c2α102

(
M

c
100(ξ)− 2a2M101(ξ)

)
+ 2α100M100

]
+
ν

2
Γ100 = 0. (65.43)

�àñøè�ðóåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â (65.35)�(65.43). Äëÿ îïðå-

äåëåííûõ êîìáèíàöèé ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ââåäåíû ñëåäóþùèå îáî-

çíà÷åíèÿ, ñîäåðæàùèå äîïîëíèòåëüíûé âåðõíèé èíäåêñ:

T almn≡Tlmn − a2Tl+l,m,n,

T blmn≡Tlmn − b2Tl,m+l,n,

T clmn≡Tlmn − c2Tl,m,n+l,

(65.44)

ãäå â êà÷åñòâå Tlmn ìîãóò âûñòóïàòü Mlmn, Mlmn, M lmn, Rlmn è Rlmn.
Êðîìå òîãî, ïîñðåäñòâîì Γlmn îáîçíà÷åíû

Γ200 ≡ ā4f300
(
M

ā

200 + 2M200

)
+ ā2b̄2f120M

b̄

200 + ā2c̄2f102M
c̄

200,

Γ110 ≡ ā4f300
(
M

ā

110 + 2M110

)
+ ā2b̄2f120M

b̄

110 + ā2c̄2f102M
c̄

110,

Γ100 ≡ ā4f300
(
M

ā

100 + 2M100

)
+ ā2b̄2f120M

b̄

100+

+ ā2c̄2f102M
c̄

100 + 2ā2f100M100.

�åøåíèå óðàâíåíèé (65.35)�(65.43) äàåòñÿ �îðìóëàìè

α111=
A111

(1+µ 〈a2b2〉R111)
(
1+ν

〈
ā2b̄2

〉
M111

)
+µg(1+ν) 〈a2b2〉M111

, (65.45)
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β111(ξ) =
[
1+µ

〈
a2b2

〉
R111

]
α111, (65.46)

ā2b̄2c̄2f111 =
[
µg
〈
a2b2

〉
+
〈
ā2b̄2

〉 (
1+µ

〈
a2b2

〉
R111

)]
α111; (65.47)

β300(ξ) = α300 −
µ

6

[
3a2R a

200α300 + b2
(
R
b
200 − 2a2R210

)
α120+

+ c2
(
R

c
200 − 2a2R201

)
α102

]
, (65.48)

ā4f300 = −µ
2

{
3a2

[
− 2

µ

ā2

a2
+ g

(
1− 5

a2

ā2

)
+ ā2R a

200

]
α300+

+ b2
[
g

(
1− 2a2 + b2

b̄2

)
+ ā2

(
R b

200 − 2a2R210

)]
α120+

+c2
[
g

(
1− 2a2 + c2

c̄2

)
+ ā2

(
R c

200 − 2a2R201

)]
α102

}
, (65.49)

β120(ξ) = α120 −
µ

2

[
3a2R a

110α300 + b2
(
R
b
110 − 2a2R120

)
α120+

+ c2
(
R

c
110 − 2a2R111

)
α102

]
, (65.50)

ā2b̄2f120 = −µ
2

{
3a2

[
g

(
1− 3

a2

ā2

)
+
(
2ā2 + b̄2

)
R a

200

]
α300+

+ b2
[
− 2

µ

2ā2+ b̄2

b2
+ g

(
1−32a

2+b2

b̄2

)
+
(
2ā2+ b̄2

)(
R b

110−2a2R120

)]
α120+

+c2
[
g

(
1− 2a2 + c2

c̄2

)
+
(
2ā2+ b̄2

) (
R c

110 − 2a2R111

)]
α102

}
, (65.51)

β100(ξ) = α100 +
µ

2

[
3a2R a

100α300 + b2
(
R
b
100 − 2a2R110

)
α120+

+ c2
(
R
c
100 − 2a2R101

)
α102 + 2R100α100

]
, (65.52)

ā2f100 = (1 + µg + µR100)α100 +
µ

2

{
3a2

[
g

(
1− 3

a2

ā2

)
+R a

100

]
α300+

+ b2
[
g

(
1− 2a2 + b2

b̄2

)
+R b

100 − 2a2R110

]
α120+

+c2
[
g

(
1− 2a2 + c2

c̄2

)
+R c

100 − 2a2R101

]
α102

}
, (65.53)

α120 =
1

∆100
[(q403 − q601)A120 + (q610 − q412)A102] , (65.54)

∆100 = q430q403 − q421q610 − q412q601 − q421q412 + q430q601 + q403q610. (65.55)
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Êîý��èöèåíò α102 äàåòñÿ âûðàæåíèåì, ïîëó÷àþùèìñÿ èç (65.54) â ðåçóëü-

òàòå âçàèìíîé çàìåíû b↔ c, ÷òî âêëþ÷àåò âçàèìíóþ çàìåíó äâóõ ïîñëåä-

íèõ èíäåêñîâ ó âñåõ òðåõèíäåêñíûõ âåëè÷èí. Êîý��èöèåíò α300 îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïîñëå ýòîãî èç ñîîòíîøåíèÿ (65.34), à êîý��èöèåíò α100 � èç ñîîòíî-

øåíèÿ

5α100 + 3a2α300 + b2α120 + c2α102 =
3a2A300 + b2A120 + c2A102

1+µM100+νM100 (1+µg+µR100)
.

(65.56)

Âûðàæåíèÿ äëÿ β120(ξ) è ā2b̄2f120 ïîëó÷àþòñÿ èç (65.50) è (65.51) âçà-

èìíîé çàìåíîé b↔ c.

Íàêîíåö, óêàæåì îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â (65.54) è (65.55).

q610 =
µ

2
a2
{
Ma

110 +
ν

2

[(
M

ā

110 + 2M110

)( 2

µ

ā2

a2
+ 2g

a2

ā2
− ā2Ra200

)
−

−M b̄

110

(
2ā2 + b̄2

)
Ra110 −M

c̄

110

(
2ā2 + c̄2

)
Ra101

]}
, (65.57)

q430 = 1− µb2

2

(
M b

110 − 2a2M120

)
+

+
µνb2

4

{
ā2
(
M

ā

110 + 2M110

) (
Rb200 − 2a2R210

)
−

−M b̄

110

[
2

µ

2ā2 + b̄2

b2
+ 2g

2a2 + b2

b̄2
−
(
2ā2 + b̄2

) (
Rb110 − 2a2R120

)]
+

+M
c̄

110

(
2ā2 + c̄2

) (
Rb101 − 2a2R111

)}
, (65.58)

q412 = −µc
2

2

(
M c

110 − 2a2M111

)
+

+
µνc2

4

{
ā2
(
M

ā

110 + 2M110

) (
Rc200 − 2a2R201

)
−

−M c̄

110

[
2

µ

2ā2 + c̄2

c2
+ 2g

2a2 + c2

c̄2
−
(
2ā2 + c̄2

) (
Rc101 − 2a2R102

)]
+

+M
b̄

110

(
2ā2 + b̄2

) (
Rc110 − 2a2R111

)}
, (65.59)

Âçàèìíàÿ çàìåíà b↔ c â (65.57)�(65.59) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì äëÿ q601,
q403 è q421.

Èòàê, íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû α300, α120, α102, α111, α100, âõîäÿùèå

â (65.31), è íåèçâåñòíûå �óíêöèè β300(ξ), β120(ξ), β102(ξ), β111(ξ), β100(ξ),
âõîäÿùèå â (65.32), ðàâíî êàê è ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ ïóòåì öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêè êîý��èöèåíòû è �óíêöèè îïðåäåëåíû.

Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ Φ1 è Φ2 è äàþò ðåøåíèå âíóòðåííåé çà-

äà÷è î äâóõñëîéíîì äèýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïñîèäå â ñëó÷àÿõ îäíîðîäíîãî,

ëèíåéíîãî èëè êâàäðàòè÷íîãî âàêóóìíîãî ïîëÿ.
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65.3. Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

è âíåøíåå èíäóöèðîâàííîå ïîëå

Çíàÿ ïîòåíöèàëû Φ1 è Φ2 ïîëíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè

ýëëèïñîèäà, à çíà÷èò, è ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿ-

äîâ (65.4) è (65.3), ìîæíî âû÷èñëèòü äèïîëüíûé

pi =

∮

S1

σ′
1xi dS +

∮

S2

σ′
2xi dS, (65.60)

êâàäðóïîëüíûé

Qij =

∮

S1

σ′
1(3xixj − r2δij) dS +

∮

S2

σ′
2(3xixj − r2δij) dS, (65.61)

îêòóïîëüíûé

Qij k = 3
2∑

κ=1

∮

Sl

[
5xixjxk − r2 (xiδjk + xjδki + xkδij)

]
σ′
κ
dS (65.62)

è ëþáûå âûñøèå 2l-ïoëüíûe ýëåêòðè÷åñêèå ìîìåíòû ýòèõ çàðÿäîâ.

Òàê â ýëëèïñîèäå, íàõîäÿùåìñÿ â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå, îïèñûâàå-

ìîì ïîòåíöèàëîì (65.17), âîçíèêàåò äèïîëüíûé ìîìåíò, x-êîìïîíåíòà êî-
òîðîãî ðàâíà

qx = − āb̄c̄
3
α100 [(1 + ν)µg + ν(1 + µR100)] . (65.63)

Ôîðìóëû äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò âåêòîðà q ïîëó÷àþòñÿ èç (65.63) ïóòåì

öèêëè÷åñêîé çàìåíû. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïîëå ïîòåíöèàëà (65.17)

âñå âûñøèå 2l-ïîëüíûå ìîìåíòû, îòâå÷àþùèå ÷åòíûì l, ðàâíû íóëþ, à

ìîìåíòû ñ íå÷åòíûìè l â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà, íàïðîòèâ, îòëè÷íû îò íóëÿ,

îáðàùàÿñü â íóëü ëèøü ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð.

Ëèíåéíîå âíåøíåå ïîëå, äàâàåìîå ïîòåíöèàëîì (65.27), âîçáóæäàåò â ýë-

ëèïñîèäå âñå ýëåêòðè÷åñêèå ìóëüòèïîëè ñ ÷åòíûìè l, êðîìå ìîíîïîëÿ. Â
÷àñòíîñòè, êîìïîíåíòû (ïåðâîãî èç íèõ è åäèíñòâåííîãî, êîòîðûé íå èñ÷å-

çàåò ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð) êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ðàâíû

qxx = −4

5
āb̄c̄

{
α200

[
(1+ν)µga2+νā2

]
− 1

3

〈
α200a

2 [(1+ν)µg + ν]
〉
+

+µν
[
ā2
(
α200a

2R200+α020b
2R110+α002c

2R101

)
−
〈
α200a

2R100

〉]}
,

(65.64)

qxy = − āb̄c̄
5
α110

{
(1+ν)µg

(
a2+b2

)
+ν
(
ā2+ b̄2

) [
1+µ

(
a2+b2

)
R110

]}
.

(65.65)
Îñòàëüíûå �îðìóëû äàåò öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà.
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Â êâàäðàòè÷íîì âíåøíåì ïîëå íà ãðàíèöàõ S1 è S2 íàâîäÿòñÿ ïîëÿðè-

çàöèîííûå çàðÿäû ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè

σ′
1 = − µ

4π

〈
3

a2
α300x

3 +
2a2 + b2

a2b2
α120xy

2+

+
2a2 + c2

a2c2
α102xz

2 +
1

a2
α111xyz +

1

a2
α100x

〉
p , (65.66)

σ′
2 = − ν

4π

(〈
f300x

3 + f120xy
2 + f102xz

2 + f100x
〉
+ f111xyz

)
p̄. (65.67)

Ýòè çàðÿäû îòâåòñòâåííû çà ïîÿâëåíèå âñåõ, íà÷èíàÿ ñ äèïîëüíîãî, ìóëüòè-

ïîëüíûõ òåíçîðîâ íå÷åòíîãî ðàíãà. Â ÷àñòíîñòè, x-êîìïîíåíòû äèïîëüíûõ

ìîìåíòîâ, îáóñëîâëåííûõ σ′
1 è σ′

2, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

q̃(1)x = − µ

15
abc
(
5α100 + 3a2α300 + b2α120 + c2α102

)
, (65.68)

q̃(2)x = − ν

15
āb̄c̄
(
5ā2f100 + 3ā4f300 + ā2b̄2f120 + ā2c̄2f102

)
. (65.69)

Ñ ïîìîùüþ (65.49), (65.51), (65.53) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

5ā2f100 + 3ā4f300 + ā2b̄2f120 + ā2c̄2f102 =

= (1 + µg + µR100)
(
5α100 + 3a2α300 + b2α120 + c2α102

)
. (65.70)

Ýòî îçíà÷àåò, åñëè ê òîìó æå èìåòü â âèäó (65.56), ÷òî êàæäûé èç äè-

ïîëüíûõ ìîìåíòîâ q̃(1)
è q̃(2)

, à çíà÷èò, è èõ ñóììà q̃ âûðàæàþòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî ÷åðåç êîý��èöèåíòû çàäàííîãî ïîòåíöèàëà Φ0. Â ÷àñòíîñòè,

q̃x = − āb̄c̄
15

[(1 + ν)µg + ν(1 + µR100)]
(
3a2A300 + b2A120 + c2A102

)

1+µM100+νM100 (1+µg+µR100)
. (65.71)

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïîëó÷àþòñÿ èç (65.71) ñ ïîìî-

ùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè. Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð äè-

ïîëüíûé ìîìåíò â ñèëó (65.33) îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (65.62) îêòóïîëüíîãî ìîìåíòà ýëëèï-

ñîèäà äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû Qxyz è Qxyy. �åçóëüòàòû èìåþò

âèä

Qxyz = −
āb̄c̄

7

[
µg(1 + ν)

〈
a2b2

〉
+ ν

〈
ā2b̄2

〉 (
1+µ

〈
a2b2

〉
R111

)]
A111

(1+µ 〈a2b2〉R111)
(
1+ν

〈
ā2b̄2

〉
M111

)
+µg(1+ν) 〈a2b2〉M111

,

(65.72)

Qxyy = Q(1)
xyy +Q(2)

xyy, (65.73)

ãäå

Q(1)
xyy = µ

abc

35

[
3a2α300

(
9a2−4b2+c2

)
− b2α120

(
13a2+12b2−c2

)
+

+ c2α102

(
7a2−4b2+3c2

)
+ 7α100

(
3a2−4b2+c2

)]
, (65.74)
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Q(2)
xyy = ν

āb̄c̄

35

[
3ā4f300

(
5ā2−4b̄2+ c̄2

)
+ ā2b̄2f120

(
3ā2−12b̄2+ c̄2

)
+

+ ā2c̄2f102
(
3ā2−4b̄2+3c̄2

)
+ 7ā2f100

(
3ā2−4b̄2+ c̄2

)]
. (65.75)

Âûðàæåíèÿ äëÿ Qxzz, Q
(1)
xzz è Q

(2)
xzz ïîëó÷àþòñÿ èç (65.73)�(65.75) ñîîòâåò-

ñòâåííî ïóòåì âçàèìíîé çàìåíû y ⇔ z, b⇔ c. Ôîðìóëû äëÿ Qxxx, Q
(1)
xxx è

Q
(2)
xxx îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

Qxxx +Qxyy +Qxzz = 0, Q(κ)
xxx +Q(κ)

xyy +Q(κ)
xzz = 0 (κ = 1; 2).

Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû îêòóïîëüíîãî ìîìåíòà îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíè-

ÿìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç íàéäåííûõ ïîñðåäñòâîì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-

êè.

Òåïåðü, êîãäà ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû íàéäåíû, âòîðè÷íîå ïîëå ñíàðó-

æè äâóõñëîéíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà îïèñûâàåòñÿ óæå èçâåñòíû-

ìè ìóëüòèïîëüíûìè �îðìóëàìè ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à. Òàê, îäíîðîäíî-

ìó (65.17), ëèíåéíîìó (65.27) è êâàäðàòè÷íîìó (65.30) ïåðâè÷íûì (âàêóóì-

íûì) ïîëÿì ñîîòâåòñòâóþò èíäóöèðóåìûå (âòîðè÷íûå) ïîëÿ, îïèñûâàåìûå

ïîòåíöèàëàìè

Φ
ind

= qiψi = 〈qxψx〉 , (65.76)

Φ
ind

= qijψij = 〈qxxψxx〉+ 2 〈qxyψxy〉 , (65.77)

Φ
ind

= q̃iψi + qijkψijk =

= 〈q̃xψx〉+
〈(
Qxxx − 9q̃xa

2
)
ψxxx

〉
+ 3

〈(
Qxxy − 3q̃ya

2
)
ψxxy

〉
+

+ 3
〈(
Qxxz − 3q̃za

2
)
ψxxz

〉
+ 6Qxyzψxyz. (65.78)

Åñëè ïîòåíöèàë ïåðâè÷íîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì ïîëèíî-

ìîì, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé, ñêàæåì, ñóïåðïîçèöèþ ïîòåíöèàëîâ (65.17), (65.27)

è (65.30), òî, ïîíÿòíî, ÷òî ïîòåíöèàë èíäóöèðîâàííîãî ýëëèïñîèäîì âòî-

ðè÷íîãî ïîëÿ åñòü ñóììà âûðàæåíèé (65.76)�(65.78). Ïðåäïî÷òèòåëüíåå, îä-

íàêî, ïðåäñòàâèòü ðåçóëüòàò â âèäå

Φ
ind

= 〈Qxψx〉+ 〈qxxψxx〉+ 2 〈qxyψxy〉+
+
〈(
Qxxx − 9Qxa

2
)
ψxxx

〉
+ 3

〈(
Qxxy − 3Qya

2
)
ψxxy

〉
+

+ 3
〈(
Qxxz − 3Qza

2
)
ψxxz

〉
+ 6Qxyzψxyz, (65.79)

âûðàæåííîì òîëüêî ÷åðåç ïîëíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû. Çäåñü Q � ýòî

ñóììà q è q̃, à îêòóïîëüíûé ìîìåíò � ñóììà ìîìåíòà, âõîäÿùåãî â (65.78),

è îêòóïîëüíîãî ìîìåíòà, ñîçäàâàåìîãî îäíîðîäíûì ïîëåì.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáîáùåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîñòàòèêè â

�îðìå (65.5) èëè (65.6) íà ñëó÷àé N -ñëîéíîãî äèýëåêòðèêà íå ïðåäñòàâëÿåò

òðóäà. Ñòîëü æå î÷åâèäíà ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ

íà ñëó÷àé N -ñëîéíîãî (ñ ñî�îêóñíûìè ãðàíèöàìè ñëîåâ) äèýëåêòðè÷åñêî-

ãî ýëëèïñîèäà ðàçâèòîé çäåñü ìåòîäèêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à âî-

ïðîñ î ïîëèíîìèàëüíîñòè ïîëÿ â öåíòðàëüíîì ñëîå ñîõðàíÿåò ñèëó è äëÿ

ìíîãîñëîéíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà.
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� 66. Ñëîèñòî íåîäíîðîäíî çàðÿæåííûé

äâóõñëîéíûé äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä

66.1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ è òî÷íîìó ðåøåíèþ êîíêðåòíîé è, íà ïåðâûé

âçãëÿä, äîâîëüíî ýêçîòè÷åñêîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷è î ïîëå çàðÿæåí-

íîãî äâóõñëîéíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà, ó êîòîðîãî è ïëîòíîñòü

çàðÿäà, è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èìåþò â ïðåäåëàõ êàæäîãî ñëîÿ

íåêîòîðûå çàäàííûå ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ. Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòà

çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé óñêîðåíèÿ ìàêðî÷àñòèö

(ñì., íàïðèìåð, [449,546℄), â êà÷åñòâå êîòîðûõ èñïûòûâàþòñÿ è ïîëûå (ñëî-

èñòîñòü!), è æèäêèå (íåñ�åðè÷íîñòü!) îáúåêòû, íåñóùèå ýëåêòðè÷åñêèé çà-

ðÿä. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî â çàðÿæåííîì äèýëåêòðèêå ïîëÿðèçàöèîííûé (èíäóöèðî-

âàííûé) çàðÿä ñîçäàåòñÿ íå òîëüêî íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà äèýëåêòðèêà, íî è

â åãî òîëùå, òàê ÷òî èñòî÷íèêàìè âòîðè÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî

è ïîâåðõíîñòíûå, è îáúåìíûå ïëîòíîñòè ïîëÿðèçàöèîííîãî çàðÿäà.

�àññìîòðèì äâóõñëîéíîå äèýëåêòðè÷åñêîå òåëî, ñîñòîÿùåå èç îäíîðîä-

íîãî ÿäðà è îêðóæàþùåé åãî îäíîðîäíîé îáîëî÷êè. Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ

ê îáëàñòè ÿäðà è îáîëî÷êè, áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñàìè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òàê, εk � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ k-ãî ñëîÿ (k = 1, 2), Sk � åãî

âíåøíÿÿ îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü, nk � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê

íåé, Vk � îáúåì ñëîÿ.

Ïóñòü Φ0 � çàäàííûé âíåøíèé (âàêóóìíûé) ïîòåíöèàë ïîëÿ â îòñóò-

ñòâèå äèýëåêòðè÷åñêîãî òåëà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò ïîòåíöèàë ñîçäàåòñÿ

èñòî÷íèêàìè ïëîòíîñòè ̺0(r), çàïîëíÿþùèìè îáúåì V1 + V2 , è ðàâåí

Φ0 =

∫

V1+V2

̺0 dV

R
. (66.1)

Åñëè Φ � ïîòåíöèàë ïîëíîãî ïîëÿ, òî âåêòîð ïîëÿðèçàöèè â k-ì ñëîå

ðàâåí

Pk =
1− εk
4π

∇Φ (k = 1, 2). (66.2)

Âåêòîðàì (66.2) ñîîòâåòñòâóþò ïîëÿðèçàöèîííûå îáúåìíûå ˜̺k è ïî-

âåðõíîñòíûå σ̃k çàðÿäû ïëîòíîñòè

˜̺k = − divPk =
1− εk
εk

̺0(r) â Vk , (66.3)

σ̃1 = (n1,P1 −P2) íà S1 , (66.4)

σ̃2 = (n2,P2) =
1− ε2
4π

∂Φ2

∂n2
íà S2 . (66.5)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íà ãðàíèöàõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ òåëà íåò ñâîáîä-

íûõ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ. Ïîýòîìó íà S1 ñîáëþäàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå
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ε1(∂Φ1/∂n1)=ε2(∂Φ2/∂n1), ïîçâîëÿþùåå ïðåäñòàâèòü σ̃1 â âèäå
1

σ̃1 =
ε2 − ε1
4πε2

∂Φ1

∂n1
. (66.6)

Ïî çàêîíàì ýëåêòðîñòàòèêè

Φ = Φ0 +

∫ ˜̺1
R
dV +

∫ ˜̺2
R
dV +

∮
σ̃1
R
dS +

∮
σ̃2
R
dS. (66.7)

Ïîäñòàâëÿÿ â (66.7) âûðàæåíèÿ (66.3), (66.5), (66.6) è (66.1), ïðèõîäèì

ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Φ +
µ

4π

∮

S1

∂Φ1

∂n1

dS

R
+

ν

4π

∮

S2

∂Φ2

∂n2

dS

R
= Θ, (66.8)

ãäå

µ = (ε1 − ε2)/ε2, ν = ε2 − 1, (66.9)

Θ(r) =
1

ε1

∫

V1

̺0(r)

R
dV +

1

ε2

∫

V2

̺0(r)

R
dV. (66.10)

Ìû ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (66.8) òàêîãî æå òèïà, ÷òî è (65.6),

íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî òåïåðü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ

�óíêöèåé Θ, óæå íå ÿâëÿåòñÿ â îáëàñòè V1 +V2 ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé,

êàê, âïðî÷åì, è ïîòåíöèàë ïîëíîãî ïîëÿ Φ. Íåòðóäíî âèäåòü, îäíàêî, ÷òî
çàìåíà

Φ = Θ+Φ (66.11)

ïåðåâîäèò (66.8) â óðàâíåíèå òîãî æå òèïà

Φ +
µ

4π

∮

S1

∂Φ1

∂n1

dS

R
+

ν

4π

∮

S2

∂Φ2

∂n2

dS

R
= Φ0, (66.12)

íî ñ ãàðìîíè÷åñêèìè ¾ïîòåíöèàëàìè¿ Φ è

Φ0 = − µ

4π

∮

S1

∂Θ1

∂n1

dS

R
− ν

4π

∮

S2

∂Θ2

∂n2

dS

R
(66.13)

â îáëàñòè V1 + V2 .

66.2. Ïîëå âíóòðè äâóõñëîéíîãî ýëëèïñîèäà

Áóäåì ñ÷èòàòü òåïåðü, ÷òî ïîâåðõíîñòè S1 è S2 äâóõñëîéíîãî äèýëåê-

òðèêà ýëëèïñîèäàëüíû è äàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (66.14)

1

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîòåíöèàëà Φ ðàçëè÷àþòñÿ ïî ðàç�

íûå ñòîðîíû îò ãðàíèö S1 è S2, òî ïðèõîäèòñÿ, êàê ýòî ñäåëàíî â �îðìóëàõ (66.5),

(66.6) è äðóãèõ íåîáõîäèìûõ ñëó÷àÿõ, ñíàáæàòü ïîòåíöèàë èíäåêñîì ïðèíàäëåæíîñòè ê

ñîîòâåòñòâóþùåìó ñëîþ.
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x2

ā2
+
y2

b̄2
+
z2

c̄2
= 1 (66.15)

ñîîòâåòñòâåííî. Åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåé ê S1 è S2, î÷åâèä-

íî, ðàâíû

n1 =
{(
x/a2

)
p,
(
y/b2

)
p,
(
z/c2

)
p
}
,

n2 =
{(
x/ā2

)
p̄,
(
y/b̄2

)
p̄,
(
z/c̄2

)
p̄
}
,

ãäå p =
〈
x2/a4

〉−1/2
, p̄ =

〈
x2/ā4

〉−1/2
. Êàê âñåãäà, óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà-

÷àþò ñóììó òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

Ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (66.12) (òî÷íåå, ñèñòåìû

äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Φ1 è Φ2) âî âíóòðåííåé îáëàñòè äâóõñëîéíî-

ãî ýëëèïñîèäà èçëîæåí â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ãäå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçà-

íî, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè ñî�îêóñíîñòè ïîâåðõíîñòåé

S1 è S2 , ò. å. ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé

ā2 = a2 + ξ0, b̄2 = b2 + ξ0, c̄2 = c2 + ξ0 (66.16)

äëÿ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäîâ. Çäåñü ξ0 � çíà÷åíèå ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäè-

íàòû ξ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîâåðõíîñòè (66.15). Ñàìà æå ýëëèïñîèäàëüíàÿ

êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåòñÿ ξ êàê íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ

〈
x2/(a2 + ξ)

〉
= 1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ íàðÿäó ñ (66.16)

òðåáóåòñÿ òàêæå, ÷òîáû ïëîòíîñòü ̺0(r) èñòî÷íèêîâ â ïðåäåëàõ êàæäîãî

èç ñëîåâ V1 è V2 ýëëèïñîèäà îïèñûâàëàñü ïîëèíîìèàëüíîé �óíêöèåé äå-

êàðòîâûõ êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, çäåñü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñòóïåí÷àòîé

�óíêöèè

̺0(r) =

{
̺1 = const1 r ∈ V1,
̺2 = const2 r ∈ V2.

(66.17)

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (66.12) èñïîëüçóþòñÿ ïðèâåäåííûå â � 14 è � 21

ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íüþòîíîâûõ îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëîâ

ýëëèïñîèäà, ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ ̺ è σ = ̺p êîòîðûõ òàêîâû, ÷òî ̺
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé �óíêöèåé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

Âû÷èñëèì âõîäÿùèå â (66.12) �óíêöèè Θ(r) è Φ0(r), ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàñïðåäåëåíèþ (66.17). Ïåðåïèñûâàÿ (66.10) â âèäå

Θ(r) = δ

∫

V1

dV

R
+ (̺2/ε2)

∫

V1+V2

dV

R
, (66.18)

ãäå

δ = ̺1/ε1 − ̺2/ε2 ,
íàõîäèì

Θ(r) =





Θ1 = 2π

[
δ
(
M000 −

〈
M100x

2
〉)

+

+
̺2
ε2

(
M000 −

〈
M100x

2
〉)]

r ∈ V1, (66.19)

Θ2 = 2π

{
δ
[
M000(ξ)−

〈
M100(ξ)x

2
〉]

+

+
̺2
ε2

(
M000 −

〈
M100x

2
〉)}

r ∈ V2, (66.20)

Θ(e) = 2πΓ0

[
M 000(λ)−

〈
M 100(λ)x

2
〉]
. (66.21)
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Çäåñü Mlmn � âíóòðåííèå è Mlmn(ξ) � âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

ýëëèïñîèäà (66.14), M lmn � âíóòðåííèå è M lmn(λ) � âíåøíèå ïîòåíöè-

àëüíûå �àêòîðà ýëëèïñîèäà (66.15),

λ = ξ − ξ0, (66.22)

Γ0 = gδ + ̺2/ε2, (66.23)

g =
abc

āb̄c̄
. (66.24)

Ïðè âûâîäå �îðìóëû (66.21) èñïîëüçîâàëîñü ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì

ñî�îêóñíîñòè ïîâåðõíîñòåé S1 è S2 ñîîòíîøåíèå

Mlmn(ξ) = gM lmn(λ). (66.25)

Ïîäñòàíîâêà (66.19) â (66.20) è (66.13) äàåò äëÿ Φ0 âûðàæåíèå

Φ0 = µ

〈
Γa

∮

S1

x2

a2
p dS

R

〉
+ νΓ0

〈
M100

∮

S2

x2

ā2
p̄ dS

R

〉
, (66.26)

ãäå

Γa = δM100 + (̺2/ε2)M100. (66.27)

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â (66.26) ïîëó÷àåì

Φ0 =

{
2π
(
A0 +

〈
Aax

2
〉)

r ∈ V1, (66.28)

2π
[
A0(ξ) +

〈
Aa(ξ)x

2
〉]

r ∈ V2, (66.29)

ãäå

A0 = µ
[
(̺1/ε1)M000 −

〈
Γaa

2M100

〉]
+ νΓ0

(
M000 −

〈
ā2M

2

100

〉)
,

Aa = −µ
(
̺1
ε1
M100 − Γa a

2M200 − Γb b
2M110 − Γc c

2M101

)
−

− νΓ0

(
M100 − ā2M100M200 − b̄2M010M110 − c̄2M001M101

)
,

A0(ξ) = A0 − µ
[
(̺1/ε1)R000(ξ)−

〈
Γa a

2
R100(ξ)

〉]
,

Aa(ξ)=Aa+ µ

(
̺1
ε1

R100(ξ)− Γa a
2
R200(ξ) − Γb b

2
R110(ξ)− Γc c

2
R101(ξ)

)
,

Rlmn(ξ) =Mlmn −Mlmn(ξ).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì ¾ïîòåíöèàëà¿ Φ0(r) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñêî-

ìûé ¾ïîòåíöèàë¿ Φ(r) äàåòñÿ �îðìóëàìè: â îáúåìå V1

Φ1 = 2π
(〈
α200x

2
〉
+ α000

)
, (66.30)

à â îáúåìå V2
Φ2 = 2π

[〈
β200(ξ)x

2
〉
+ β000(ξ)

]
, (66.31)
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Çàìåòèì, ÷òî èç ãàðìîíè÷íîñòè Φ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

〈α200〉 = 0. (66.32)

Ïîäñòàâëÿÿ (66.30), (66.31) â (66.12) è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó-

÷àåì äëÿ r ∈ V1
〈
α200x

2
〉
+ α000 − µ

〈
α200

[
a2M100 +

(
M100 − a2M200

)
x2+

+
(
M010 − a2M110

)
y2 +

(
M001 − a2M101

)
z2
]〉

= T, (66.33)

à äëÿ r ∈ V2
〈
β200(ξ)x

2
〉
+ β000(ξ) − µ

〈
α200

[
a2M100 +

(
M100 − a2M200

)
x2+

+
(
M010 − a2M110

)
y2 +

(
M001 − a2M101

)
z2
]〉

+

+ µ
[
(̺1/ε1)R000(ξ)−

〈
Γa a

2
R100(ξ)

〉]
− µ 〈 (̺1/ε1)R100(ξ)−

− Γa a
2
R200(ξ)− Γb b

2
R110(ξ)− Γc c

2
R101(ξ)

〉
= T, (66.34)

ãäå

T = A0 +
〈
Aax

2
〉
− ν

2

〈
ā2f200(ξ0)

[
M000 − ā2M100 −

(
M100 − ā2M200

)
x2−

−
(
M010 − ā2M110

)
y2 −

(
M001 − ā2M101

)
z2
]〉
− 2νβ′

000(ξ0)M000, (66.35)

flmn(ξ0) ≡
(
l

ā2
+
m

b̄2
+
n

c̄2

)
βlmn(ξ0) + 2β′

lmn(ξ0). (66.36)

Ïðèðàâíèâàíèå â êàæäîì èç óðàâíåíèé (66.33) è (66.34) êîý��èöèåíòîâ

ïðè x2 ïðèâîäèò ê äâóì óðàâíåíèÿì äëÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò α200,

α020, α002 è òðåõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé β200(ξ), β020(ξ) è β002(ξ):

α200 + µ
(
a2M200α200 + b2M110α020 + c2M101α002

)
= Ta, (66.37)

β200(ξ) + µ
[
a2M200(ξ)α200 + b2M110(ξ)α020 + c2M101(ξ)α002

]
−

− µ
(
̺1
ε1

R100(ξ)− Γa a
2
R200(ξ) − Γb b

2
R110(ξ)− Γc c

2
R101(ξ)

)
= Ta,

(66.38)

ãäå

Ta = Aa +
ν

2

[〈
ā2f200(ξ0)

〉
M100 − ā4f200(ξ0)M200−

−b̄4f020(ξ0)M110 − c̄4f002(ξ0)M101

]
. (66.39)

Íåäîñòàþùèå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ òèïà (66.37), (66.38) ïîëó÷àþòñÿ èç ïî-

ñëåäíèõ ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè è ïîýòîìó íå ïðèâîäÿòñÿ.

Èç (66.37) è (66.38) ñ ó÷åòîì (66.32) íàõîäèì, ÷òî

β200(ξ) = α200 + µ
[
a2α200R200(ξ) + b2α020R110(ξ) + c2α002R101(ξ)

]
+

+ µ

(
̺1
ε1

R100(ξ)− Γa a
2
R200(ξ)− Γb b

2
R110(ξ) − Γc c

2
R101(ξ)

)
, (66.40)
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1

2
ā2f200(ξ0) = α200 + µ

[
̺1
ε1

(
R100 +

g

2

)
+ a2(α200 − Γa)R200+

+ b2(α020 − Γb)R110 + c2(α002 − Γc)R101

]
+

+ µg
a2

ā2
(α200 − Γa) +

µg

2

〈
a2

ā2
(α200 − Γa)

〉
, (66.41)

ãäå

Rlmn ≡ Rlmn(ξ0) =Mlmn − gM lmn.

Ïîäñòàâëÿÿ (66.41) â (66.37) è èñïîëüçóÿ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó,

ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1

q300 α200 + q120 α020 + q102 α002 = A200, (66.42)

â êîòîðîé

A200 = µ

(
−̺1
ε1
M100 + a2ΓaM200 + b2ΓbM110 + c2ΓcM101

)
+

+ µνg

(
−̺1
ε1
M100 + a2ΓaM200 + b2ΓbM110 + c2ΓcM101

)
+

+ νΓ0

(
−M100 + ā2M100M200 + b̄2M010M110 + c̄2M001M101

)
−

− µν ̺1
ε1

(
ā2R100M200 + b̄2R010M110 + c̄2R001M101

)
+

+ µνā2M200

(
a2ΓaR200 + b2ΓbR110 + c2ΓcR101

)
+

+ µνb̄2M110

(
a2ΓaR110 + b2ΓbR020 + c2ΓcR011

)
+

+ µνc̄2M101

(
a2ΓaR101 + b2ΓbR011 + c2ΓcR002

)
,

q210 = µa2M110 + νā2M110+

+ µνa2
(
gM110 + ā2M110R200 + b̄2M020R110 + c̄2M011R101

)
,

q300 = ε1 − q210 − q201.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî 〈A200〉 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé

(66.42) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (äëÿ êîíêðåòèçèðîâàííîãî A200) àëãåá-

ðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ðåøåíèå êîòîðîé äàíî â ïîäðàçäåëå 65.22 è èìååò âèä

α200=−∆−1 [A020 (ε1 − q102 − q012 − q021)+A020 (ε1 − q120 − q012 − q021)] ,

∆ = ε21 − ε1 〈q120 + q102〉+ 〈q120 q201 + q102 q021 + q021 q201〉 .
Ïðèðàâíèâàíèå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿõ (66.33) è (66.34) ïðèâî-

äèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ α000 è β000(ξ):

α000 − µ
〈
a2M100α200

〉
= T0, (66.43)

β000(ξ)− µ
〈
a2M100(ξ)α200

〉
+ µ

[
̺1
ε1

R000(ξ)−
〈
Γaa

2
R100(ξ)

〉]
= T0, (66.44)

1

Êàê îáû÷íî, ìû ïðèâîäèì ëèøü îäíî óðàâíåíèå èëè âûðàæåíèå, åñëè îñòàëüíûå

ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííîãî ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé ïåðåñòàíîâîê.
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ãäå

T0 = A0 −
ν

2

〈
f200

(
M000 − ā2M100

)〉
− 2νβ′

000(ξ0)M000.

Èç (66.43), (66.44) ñëåäóåò, ÷òî

β000(ξ) = α000 − µ
[
(̺1/ε1)R000(ξ) +

〈
(α200 − Γa) a

2
R100(ξ)

〉]
,

2β′
000(ξ0) = −µg

[
̺1/ε1 +

〈
(a/ā)2 (α200 − Γa)

〉]
,

3α000 = 2

(
µ
̺1
ε1
M000 + νΓ0M000 + µνg

̺1
ε1
M000

)
−
〈
ā2α200

〉
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëû Φ1(r) è Φ2(r) ïîëíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêî-

ãî ïîëÿ âíóòðè çàðÿæåííîãî äâóõñëîéíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà

îïðåäåëåíû.

66.3. Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû è âíåøíåå ïîëå

Ñîãëàñíî �îðìóëàì (66.5) è (66.6), íàéäåííûì ïîòåíöèàëàì Φ1 è Φ2

ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿäîâ

σ̃1 = −µ
〈
(α200 − Γa)

x2

a2

〉
p ,

σ̃2 = −ν
{〈[

1

2
ā2f200(ξ0)− Γ0M100

]
x2

ā2

〉
+ β′

000(ξ0)

}
p̄ .

Ïîñêîëüêó èçâåñòíû è ïëîòíîñòè îáúåìíîãî ïîëÿðèçàöèîííîãî çàðÿäà

(ñì. �îðìóëû (66.3) è (66.17)), òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì, îáðàùàÿñü ê

(66.7), îïðåäåëèòü ïîòåíöèàë Φ
ind

= Φ(e) − Φ
(e)
0 èíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ

ñíàðóæè äâóõñëîéíîãî ýëëèïñîèäà. Çäåñü íàðóæíûé ïîòåíöèàë ïåðâè÷íîãî

ïîëÿ

Φ
(e)
0 =

∫

V1

̺1 − ̺2
R

dV +

∫

V1+V2

̺2
R
dV =

3

2

Q

āb̄c̄

[
M 000(λ) −

〈
M 100(λ)x

2
〉]
, (66.45)

ãäå Q � ïîëíûé çàðÿä.

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â (66.7), ïðèâîäèò

ê âåñüìà ãðîìîçäêîé �îðìóëå äëÿ Φ
ind

. Óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ìóëüòèïîëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Φ
ind

, ïîçâîëÿþùåå ¾óïðÿòàòü¿ ìíîãî÷èñëåííûå ãåî-

ìåòðè÷åñêèå (a, b, c, ā, b̄, c̄) è �èçè÷åñêèå (ε1, ε2, ̺1, ̺2) ïàðàìåòðû çàäà÷è

â ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé ìóëüòèïîëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà (ñì. ãë. 7) ïîòåíöèàëû, ñîçäà-

âàåìûå ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ, èìåþùåé âèä îäíîðîäíîãî

ïîëèíîìà 2-é ñòåïåíè, è ïîñòîÿííîé îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ, âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëíûé çàðÿä è òåíçîð ïîëíîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà

ýëëèïñîèäà. Òàê êàê ïîëíûé ïîëÿðèçàöèîííûé çàðÿä âñåãäà ðàâåí íóëþ

è, êðîìå òîãî, â íàøåì ñëó÷àå ðàâíû íóëþ (ýòî î÷åâèäíî èç ñîîáðàæåíèé

ñèììåòðèè) íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà, òî áó-

äåì èìåòü

Φ
ind

= − 5

4āb̄c̄

〈
Dxx

[
M 100(λ)−M 200(λ)x

2−M 110(λ) y
2−M 101(λ) z

2
]〉
,

(66.46)
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ãäå êîìïîíåíòà Dxx òåíçîðà êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ïîëÿðèçàöèîííûõ

çàðÿäîâ ýëëèïñîèäà ðàâíà

Dxx = D(σ)
xx + D̄(σ)

xx +D(̺)
xx + D̄(̺)

xx ,

D(σ)
xx =

∮

S1

(
3x2 −

〈
x2
〉)
σ̃1 dS =

1

5
µV1

{
(̺1/ε1)

(
3a2 −

〈
a2
〉)

+

+2
[
3a2Γa − δM000 − (̺2/ε2)

(
M000 − ξ0

)
− 3a2α200 +

〈
a2α200

〉]}
,

D̄(σ)
xx =

∮

S2

(
3x2−

〈
x2
〉)
σ̃2 dS =

1

5
ν (V1+V2)

{(
3ā2−

〈
ā2
〉)[

Γ0 − 5β′
000(ξ0)−

−1

2

〈
ā2f200(ξ0)

〉]
+2Γ0

(
3ā2M100−M000

)
−3ā4f200(ξ0) +

〈
ā4f200(ξ0)

〉}
,

D(̺)
xx =

∫

V1

(
3x2 −

〈
x2
〉)
˜̺1 dV = −ε1 − 1

5 ε1
̺1V1

(
3a2 −

〈
a2
〉)
,

D̄(̺)
xx =

∫

V2

(
3x2 −

〈
x2
〉)
˜̺2 dV = −ε2 − 1

5 ε2
̺2V2

(
3ā2 −

〈
ā2
〉)
.

Âûâîä ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâà

3ā2 −
〈
ā2
〉
= 3a2 −

〈
a2
〉
,

ÿâëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé (66.16).

Ïðèñóòñòâèå â �îðìóëàõ (66.45) è (66.46) îòíîøåíèé M lmn(λ)/āb̄c̄ íå

îçíà÷àåò çàâèñèìîñòè ýòèõ �îðìóë îò ðåàëüíûõ ðàçìåðîâ ýëëèïñîèäà, ò. ê.

äëÿ �èêñèðîâàííîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ (x, y, z) îòíîøåíèå M lmn(λ)/āb̄c̄ èí-
âàðèàíòíî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ýëëèïñîèäà ê ëþáîìó äðóãîìó, ñî�îêóñ-

íîìó ñ ïåðâûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáîáùåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîñòàòèêè â

�îðìå (66.7), (66.8) èëè (66.12) íà ñëó÷àé N -ñëîéíîãî äèýëåêòðèêà íå ïðåä-

ñòàâëÿåò òðóäà. Ñòîëü æå î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàííûé çäåñü ìåòîä òî÷íî-

ãî ðåøåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî ïðèãîäåí è äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîñëîéíîãî (ñ ñî�î-

êóñíûìè ãðàíèöàìè ñëîåâ) äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà, ó êîòîðîãî âíóò-

ðè êàæäîãî ñëîÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷å-

íèå, à ïëîòíîñòü çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé �óíêöèåé äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò.

Ïîëó÷åííîå â äàííîì ïàðàãðà�å ðåøåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðàçëè÷-

íûå �èçè÷åñêèå ñèòóàöèè, õàðàêòåðèçóåìûå êîíêðåòíûì íàáîðîì ïàðàìåò-

ðîâ {̺1, ε1; ̺2, ε2}. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç îòíîñÿùèõñÿ ñþäà ñëó÷àåâ: îäíî-

ðîäíî çàðÿæåííûé îäíîðîäíûé äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä {̺, ε; ̺, ε} èëè
{̺, ε; 0, 1}; ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûé äâóõñëîéíûé äèýëåêòðèê ñ íóëåâûì

ïîëíûì çàðÿäîì {̺, ε1;−̺g/(1− g), ε2}; çàðÿæåííîå ïðîâîäÿùåå ÿäðî â çà-
ðÿæåííîé {̺1,∞; ̺2, ε} èëè íåéòðàëüíîé {̺,∞; 0, ε} äèýëåêòðè÷åñêîé îáî-

ëî÷êå; ïîëûé çàðÿæåííûé äèýëåêòðèê {0, 1; ̺, ε}.
Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ïîëåé ïîçâîëÿåò èç ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ â äàí-

íîì è ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�àõ, ñêîìáèíèðîâàòü ðåøåíèå áîëåå îáùåé çà-

äà÷è î íåîäíîðîäíî çàðÿæåííîì äâóõñëîéíîì äèýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïñîèäå

â íåîäíîðîäíîì ïîëå íàðóæíûõ èñòî÷íèêîâ.
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� 67. Äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

âî âíåøíåì ïîëå

Äâóìåðíóþ çàäà÷ó î äèýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïòè÷åñêîì öèëèíäðå âî âíåø-

íåì ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê è òðåõìåðíóþ çàäà÷ó îá ýëëèïñîèäå,

èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîñòàòèêè. Â íàøåì ñëó÷àå, îä-

íàêî, ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè â ýòîé ãëàâå ðåøåíèÿìè àíà-

ëîãè÷íûõ çàäà÷ îá ýëëèïñîèäå è ïðîèçâåñòè â íèõ ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè

c → ∞. Äâóìåðíîñòü çàäà÷è ïîçâîëÿåò îáõîäèòüñÿ äâóõèíäåêñíûì îáîçíà-

÷åíèåì êîý��èöèåíòîâ è �óíêöèé ïîäîáíî îáîçíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíûõ

�àêòîðîâ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà (ñì. � 6). Âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ âû-

ïîëíåíèåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà çäåñü îïóùåíû. Ïîä÷åðêíåì ëèøü îñîáóþ

ïîëåçíîñòü �îðìóëû (6.5).

67.1. Íåçàðÿæåííûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

Âíåøíåå ïîëå, îïèñûâàåìîå ãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

Φ0 = −A10x−A01y −
1

2
A20x

2 +
1

2
A20y

2 −A11xy−

+
1

3
A12x

3 +
1

3
A21y

3 −A12xy
2 −A21x

2y, (67.1)

íàâîäèò âíóòðè äèýëåêòðè÷åñêîãî öèëèíäðà ïîëíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå,

ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë êîòîðîãî åñòü

Φ(i) = −ν
(
α00 + α10x+ α01y +

1

2
α20x

2 − 1

2
α20y

2 + α11xy−

−1

3
α12x

3 − 1

3
α21y

3 + α12xy
2 + α21x

2y

)
. (67.2)

Çäåñü

να00 =
ab
(
a2 − b2

)

2 [(a+ b)2ν + 2ab]
A20, (67.3)

να10 =
a+ b

(a+ b)ν + b

{
A10 −

ab(a+ b)(a− b)2
2 [(a+ b)3ν + b (3a2 + b2)]

A12

}
, (67.4)

να20 =
(a+ b)2

(a+ b)2ν + 2ab
A20, (67.5)

να11 =
(a+ b)2

(a+ b)2ν + a2 + b2
A11, (67.6)

να12 =
(a+ b)3

(a+ b)3ν + b (3a2 + b2)
A12. (67.7)

Ñîäåðæàâøèåñÿ ïåðâîíà÷àëüíî â �îðìóëàõ (67.3)�(67.7) âíóòðåííèå ïî-

òåíöèàëüíûå �àêòîðû Mlm ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà çàìåíåíû èõ ÿâíû-

ìè âûðàæåíèÿìè (6.8). Âûðàæåíèÿ äëÿ α01 è α21 ïîëó÷àþòñÿ èç (67.4) è

(67.7) ñîîòâåòñòâåííî â ðåçóëüòàòå âçàèìíîé çàìåíû a↔ b è Alm ↔ Aml.
Ïîëå ñíàðóæè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà áóäåò ïðèâåäåíî íèæå ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ � äâóõñëîéíîãî öèëèíäðà.
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67.2. Îäíîðîäíî çàðÿæåííûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

Ïîñòîÿííîé îáúåìíîé ïëîòíîñòè ̺0 çàðÿäà ñîîòâåòñòâóåò âàêóóìíûé

ïîòåíöèàë

Φ0 = −2π̺0
(
M10x

2 +M01y
2
)
, (67.8)

ïîëå êîòîðîãî âìåñòå ñ èíäóöèðîâàííûì âíóòðè äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèï-

òè÷åñêîãî öèëèíäðà ïîëåì îáðàçóåò ïîëíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, õàðàêòåðè-

çóåìîå ïîòåíöèàëîì

Φ(i) = Φ0 − 2π̺0
[
α20a

2
(
M10 −M20x

2 −M11y
2
)
+

+α02b
2
(
M01 −M11x

2 −M02y
2
)]
. (67.9)

Çäåñü

α20 =
b[ν(a+ b) + a]

(ν + 1)[ν(a+ b)2 + 2ab]
, α20 + α02 =

1

ν + 1
, (67.10)

à ÿâíûé âèä âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ Mlm äàåòñÿ �îðìóëàìè

(6.8).

Ñíàðóæè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ïîòåíöèàë ïîëíîãî ïîëÿ èìååò âèä

Φ(e) = 2π̺0
[
L00 −M10x

2 −M01y
2 − α20a

2
(
M10 −M20x

2 −M11y
2
)
−

−α02b
2
(
M01 −M11x

2 −M02y
2
)]
. (67.11)

67.3. Äâóõñëîéíûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

â íåîäíîðîäíîì ïîëå

Ïóñòü â âàêóóìíîå ïîëå, îïèñûâàåìîå ãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì

Φ0 = Aax+ Aby +
1

2

(
A20 x

2 +A02 y
2
)
+A11 xy, (67.12)

ãäå

A20 +A02 = 0, (67.13)

ïîìåùåí äâóõñëîéíûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð, ó êîòîðîãî â ïðåäåëàõ êàæ-

äîãî ñëîÿ äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè ε1 è ε2 ïîñòîÿííû, à ýëëèïñû

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

x2

ā2
+
y2

b̄2
= 1,

ñå÷åíèÿ ãðàíèö ñî�îêóñíû, ò. å. ā2 = a2+ξ0, b̄
2 = b2+ξ0. Êàê è â � 65, âíóò-

ðåííåå òåëî (ÿäðî) áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì ¾1¿, à âíåøíåå òåëî (îáîëî÷êó)

� èíäåêñîì ¾2¿.

Ïîòåíöèàë ïîëíîãî âíóòðåííåãî (â ÿäðå è îáîëî÷êå) ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ äàåòñÿ �îðìóëàìè

Φ1 = αax+ αby +
1

2

(
α20 x

2 + α02 y
2
)
+ α11 xy + α00, (67.14)

Φ2 = βa(ξ)x+ βb(ξ)y +
1

2

[
β20(ξ)x

2 + β02(ξ) y
2
]
+ β11(ξ)xy + β00(ξ). (67.15)
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Çäåñü

αa = Aa
[
ε2µgM10 + (1 + µR10)

(
1 + νM10

)]−1
, (67.16)

g = ab/(āb̄), Rlm =Mlm − gM lm,

α11=
A11

ε2µg (a2+b2)M11+[1+µ (a2+b2)R11]
[
1+ν

(
ā2+ b̄2

)
M11

] , (67.17)

α20 = −α02 = A20 (ε1 − q21 − q12)−1
, (67.18)

q12 = µb2M11 + νb̄2M11 + µνb2
(
gM11 + ā2M20R11 + b̄2M11R02

)
,

α00 = α20
āb̄

2

{
µg
a− b
a+ b

[
1 +

2νāb̄

(ā+ b̄)2

]
+

+ν
ā− b̄
ā+ b̄

[
1 + µg

a2 + b2

(ā+ b̄)2

]}
, (67.19)

βa(ξ) = αa {1 + µ [M10 −M10(ξ)]} , (67.20)

β11(ξ) = α11

{
1 + µ

(
a2 + b2

)
[M11 −M11(ξ)]

}
, (67.21)

β20(ξ) = α20

{
1 + µa2 [M20 −M20(ξ)] − µb2 [M11 −M11(ξ)]

}
, (67.22)

β00(ξ) = α00 − α20
µ

2

{
a2 [M10 −M10(ξ)] − b2 [M01 −M01(ξ)]

}
. (67.23)

Âûðàæåíèÿ äëÿ αb, α02, q21, βb è β02 ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ âû-

ðàæåíèé äëÿ αa, α20, q12, βa è β20 ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé

çàìåíû a ↔ b. Íàïîìíèì, ÷òî êðèâîëèíåéíàÿ êîîðäèíàòà ξ â ñëó÷àå ýë-

ëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü êâàä-

ðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
= 1 . (67.24)

Ïîñðåäñòâîì ξ â äàííîì ïàðàãðà�å îáîçíà÷àåòñÿ êîîðäèíàòà îòíîñèòåëüíî

ÿäðà. Àíàëîãè÷íóþ êîîðäèíàòó îòíîñèòåëüíî âñåãî äâóõñëîéíîãî öèëèíäðà

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç λ. Íàêîíåö, ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ÿäðà îáîçíà-

÷åíû êàê Mlm è Mlm(ξ), à âñåãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà � êàê M lm è

M lm(λ).
Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë èíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ ñíàðóæè äâóõ-

ñëîéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ìîæíî ïîëó÷èòü, âû÷èñëÿÿ ïðåäåë ïðè

c → ∞, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ ïîòåíöèàë (65.79) äâóõñëîéíîãî ýëëèïñî-

èäà. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå ñ êîìïîíåíòàìè îêòóïîëüíîãî ìîìåíòà ñëåäóåò

îòáðîñèòü, ïîñêîëüêó â äàííîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé

âàêóóìíûé ïîòåíöèàë. Ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò ïðèîáðåòàåò âèä

Φ
èíä

=
1

āb̄

{
3d̃xM 10(λ)x + 3d̃yM 01(λ)y + 5D̃xyM 11(λ)xy +

+
5

4
Q̃xx

[
M 20(λ)x

2 + M 11(λ)y
2 −M 10(λ)

]
+

+
5

4
Q̃yy

[
M 11(λ)x

2 + M 02(λ)y
2 −M 01(λ)

]}
, (67.25)



296 �ë. 10. Ýëëèïñîèä â ñòàòè÷åñêîì ïîëå

ãäå

d̃α = lim
c→∞

qα
c
, Q̃αβ = lim

c→∞

qαβ
c

(α, β = 1, 2), (67.26)

à qα è qαβ � êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî è êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòîâ ýëëèï-

ñîèäà, äàâàåìûå �îðìóëàìè (65.63)�(65.65). Â ÷àñòíîñòè,

d̃x = −αa
āb̄

3
[ε2µg + ν (1 + µR10)] , (67.27)

Q̃xy = −α11
āb̄

5

{
ε2µg

(
a2+b2

)
+ν
(
ā2+ b̄2

) [
1+µ

(
a2+b2

)
R11

]}
. (67.28)

×òî êàñàåòñÿ äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò êâàäðóïîëüíîãî òåíçîðà, òî íåîá-

õîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå. Â �îðìóëó (65.79) äëÿ ïîòåíöè-

àëà ýëëèïñîèäà ýòè êîìïîíåíòû âõîäÿò â âèäå 〈qxxψxx〉. Âûðàæåíèÿ (ñì.

(65.64)) âñåõ òðåõ äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò êâàäðóïîëüíîãî òåíçîðà ñîäåð-

æàò ñîâïàäàþùèå (íå èçìåíÿþùèåñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå) ñëàãà-

åìûå, êîòîðûå ìîæíî âûíåñòè çà óãëîâûå ñêîáêè 〈qxxψxx〉. Îñòàþùàÿñÿ âå-
ëè÷èíà 〈ψxx〉 îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñèëó íåïðèâîäèìîñòè òåíçîð-ïîòåíöèàëà
ãîìåîèäà (ñì. � 42). Òàêèì îáðàçîì, öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå �ðàãìåíòû,

îáùèå äëÿ âñåõ òðåõ äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò êâàäðóïîëüíîãî òåíçîðà, íå

äàþò âêëàäà â ïîòåíöèàë ýëëèïñîèäà, è èõ ìîæíî íå ïðèíèìàòü â ðàñ÷åò.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âû÷èñëåíèå ïðåäåëà (67.26) äàåò

Q̃xx ⊜ −α20
2āb̄

5

{
µga2 + νā2 + µνā2

[
2ab

(a+ b)
2 + g

a2+b2
(
ā+ b̄

)2

]}
. (67.29)

Âûðàæåíèå äëÿ Q̃yy, òàêæå íå ó÷èòûâàþùåå îáùèå ñ Q̃xx öèêëè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåòñÿ èç (67.29) â ðåçóëüòàòå âçàèìíîé çàìåíû

a↔ b. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå öèêëè÷åñêàÿ çàìåíà

ñâîäèòñÿ ê âçàèìíîé çàìåíå x↔y, a↔b, ααβ↔αβα, à öèêëè÷åñêàÿ ñóììà �
ýòî ñóììà äâóõ âûðàæåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà âçàèìíîé çàìåíîé

x↔y, a↔b, ααβ↔αβα. Ïîñêîëüêó, êàê ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (6.14) èëè íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ �îð-

ìóë (6.10), (6.8), ñóììà äâóõ âûðàæåíèé, ñòîÿùèõ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â

(67.25) ðàâíà íóëþ, òî è â äâóìåðíîì ñëó÷àå íåíóëåâîé âêëàä â ïîòåíöèàë

äàþò ñëàãàåìûå äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò êâàäðóïîëüíîãî òåíçîðà, íå ñâÿ-

çàííûå äâóìåðíîé öèêëè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Óñëîâíîå ðàâåíñòâî (67.29) è

àíàëîãè÷íîå äëÿ Q̃yy ïðåäíàçíà÷åíû òîëüêî äëÿ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè

â (67.25).

Íàì îñòàëîñü ïðåäñòàâèòü ïîòåíöèàë Φ
èíä

÷åðåç ïîãîííûå äâóìåðíûå

ýëåêòðè÷åñêèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû (ñì. Ïðèëîæåíèå F). Â ñëó÷àå äâóõ-

ñëîéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ ïîâåðõíîñòíûìè çàðÿäàìè íà ãðàíè-

öàõ ñëîåâ �îðìóëû (F.4) è (F.5) çàìåíÿþòñÿ êîíòóðíûìè èíòåãðàëàìè

dα =

∮

L1

σ1xα dl +

∮

L2

σ2xα dl, (67.30)

Qαβ =

∮

L1

σ1(2xαxβ − r2δαβ) dl +
∮

L2

σ2(2xαxβ − r2δαβ) dl, (67.31)
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ãäå â íàøåì ñëó÷àå

σ1 = − µ

4π

[
αa

x

a2
+ αb

y

b2
+ α20

(
x2

a2
− y2

b2

)
+ α11

a2 + b2

a2b2
xy

]
p (1),

σ2 = − ν

4π

[
fa(ξ0)x+ fb(ξ0)y + f20(ξ0)x

2 + f02(ξ0)y
2+

+ f11(ξ0)xy + f00(ξ0)
]
p (2),

p (1) =
(
x2/a4 + y2/b4

)−1/2
, p (2) =

(
x2/ā4 + y2/b̄4

)−1/2
,

fa(ξ0) =
αa
ā2

(1 + µg + µR10),

f11(ξ0) =
α11

ā2b̄2

{(
ā2+ b̄2

) [
1 + µ

(
a2+b2

)
R11

]
+ µg

(
a2+b2

)}
,

f20(ξ0) =
α20

ā2

[
1 + µ

(
a2R20 − b2R11

)
+
µg

2

(
3
a2

ā2
− b2

b̄2

)]
,

f00(ξ0) = −α20
µg

2

(
a2

ā2
− b2

b̄2

)
.

Èíòåãðèðîâàíèå â (67.30), (67.31) ïî êîíòóðàì ýëëèïñîâ ñå÷åíèÿ (ÿäðà è

îáîëî÷êè) ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà îáëåã÷àåò �îðìóëà (Â.27) Ïðèëîæå-

íèÿ B, ïðèâîäÿ ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:

dx = −αa
āb̄

4
(ε2µg + ν + µνR10) , (67.32)

Qxy = −α11
āb̄

8

{
(1 + ν)µg

(
a2+b2

)
+

+ν
(
ā2+ b̄2

)
[
1 + µ− 2µ

ab

(a+ b)2
− µg

(
a2+b2

)

(ā+ b̄)2

]}
, (67.33)

Qxx= −α20
āb̄

8

{
µg
(
a2+b2

)
+

+ν
(
ā2+ b̄2

)
[
1+

2µab

(a+b)
2 +

µg(a2+b2)
(
ā+ b̄

)2

]}
. (67.34)

Åñëè èç âûðàæåíèé Qxx è Qyy èçúÿòü îáùèå äëÿ íèõ öèêëè÷åñêè ñèì-

ìåòðè÷íûå ñëàãàåìûå, òî îñòàâøèåñÿ ÷àñòè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè ñîîòâåò-

ñòâåííî âûðàæåíèþ (67.29) è àíàëîãè÷íîìó âûðàæåíèþ äëÿ Q̃yy, óìíîæåí-
íûì íà

5
8 . Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïîòåíöèàë (67.25) â ñëåäóþùåì (âûðà-

æåííîì â òåðìèíàõ äâóìåðíûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ) îêîí÷àòåëüíîì

âèäå:

Φ
èíä

= dxψx + dyψy +Qxxψxx +Qyyψyy + 2Qxyψxy, (67.35)
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ãäå ψα è ψαβ ñóòü êîìïîíåíòû òåíçîð-ïîòåíöèàëà ¾äâóìåðíîãî ãîìåîèäà¿

� ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, ðàâíûå

ψx =
4

āb̄
M 10 x, (67.36)

ψxx =
2

āb̄

[
M 20(λ)x

2 + M 11(λ) y
2 −M 10(λ)

]
, (67.37)

ψxy =
4

āb̄
M 11(λ)xy. (67.38)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ψy è ψyy ïîëó÷àþòñÿ èç (67.36) è (67.37) ñ ïîìîùüþ âçà-

èìíîé çàìåíû x↔y.
Êàê ïîêàçûâàåò ðàññìîòðåííûé ïðèìåð, íàðóæíûå ïîòåíöèàëû ýëëèï-

òè÷åñêîãî öèëèíäðà òàêæå îáëàäàþò ìóëüòèïîëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì.
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Èçâåñòíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ñèñòåìû çàðÿäîâ ìîãóò ñîçäàâàòü âî âíåøíåé

îáëàñòè îäèíàêîâîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå. Èñòî÷íèêè, îáëàäàþùèå óêà-

çàííûì ñâîéñòâîì, áóäåì íàçûâàòü àäåêâàòíûìè. Ñóùåñòâîâàíèå àäåêâàò-

íûõ èñòî÷íèêîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ òî÷íûìè �îðìóëàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ãàð-

ìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîëÿ, ñïðàâåäëèâûìè êàê äëÿ äèñêðåòíûõ, òàê è

äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ïðîèçâîëüíîé êîí�èãóðàöèè.

Íàïðèìåð, èç ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà (35.5)

Φ(r)

Ψ(r)



 =

∞∑

n=0

1

n!
Qi1...in

xi1 · · · xin
r2n+1

, (68.1)

ãäå Qi1...in � òåíçîð 2n-ïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû çàðÿäîâ, âèäíî, ÷òî

âíåøíåå ïîëå ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ñóììàðíûì ïîëåì âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ

â (68.1) òî÷å÷íûõ ìóëüòèïîëåé, ïîìåùåííûõ â íà÷àëî êîîðäèíàò. Â ñëó÷àå

øàðà (ñì. (37.10) è (37.15)) ñ îáúåìíîé ̺(r)=Pm(x, y, z) èëè ïîâåðõíîñòíîé
σ(r)=Tm(x, y, z) ïëîòíîñòüþ çàðÿäà, ãäå Pm è Tm � ïîëèíîìû ñòåïåíè m,
ðÿä (68.1) êîíå÷åí è ñîäåðæèò ñëàãàåìûå ñ ìóëüòèïîëüíûìè òåíçîðàìè íå

âûøå m-ãî ðàíãà, ïðè÷åì ñîâïàäåíèå âñåõ ýòèõ òåíçîðîâ äëÿ ̺ è σ îçíà÷à-

åò, ÷òî óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ̺ è σ àäåêâàòíû.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè

̺ =
3Q

4πa3
èëè σ =

Q

4πa2
,

ãäå a � ðàäèóñ øàðà, â ðàçëîæåíèè (68.1) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ïåð-

âîå (n = 0) ñëàãàåìîå, à ñîîòâåòñòâóþùèå íàðóæíûå ïîëÿ øàðà è ñ�åðû

èäåíòè÷íû è ñîâïàäàþò ñ ïîëåì òî÷å÷íîãî çàðÿäà Q, ïîìåùåííîãî â öåíòð
øàðà.

Äðóãîé ïðèìåð. Åñëè ñèñòåìà çàðÿäîâ çàêëþ÷åíà â îáúåìå V , îõâàòû-
âàåìîì çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S ñ âíåøíåé íîðìàëüþ n, òî â òî÷êå íà-
áëþäåíèÿ r, âçÿòîé âíå V , ïîòåíöèàë ñèñòåìû Φ(r) =

∫
(̺/R) dV ðàâåí

(ñì., íàïðèìåð, [159,548℄)

Φ(r) = − 1

4π

∮
∂Φ

∂n

dS

R
+

1

4π

∮
Φ
∂

∂n

(
1

R

)
dS . (68.2)
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Çäåñü R � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íàáëþäåíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåìíûé ïîòåíöèàë Φ èñòî÷íèêîâ ̺ ìîæíî çàìåíèòü ñóì-

ìîé ïîòåíöèàëà Ψ(r) =

∮
σ

R
dS ïðîñòîãî ñëîÿ èñòî÷íèêîâ σ = − 1

4π

∂Φ

∂n

è ïîòåíöèàëà Υ(r) =

∮
τ
∂

∂n

(
1

R

)
dS äâîéíîãî ñëîÿ èñòî÷íèêîâ τ =

Φ

4π
,

ãäå ïëîòíîñòè σ è τ îòíîñÿòñÿ ê ïîâåðõíîñòè S.

Òàê, â ñëó÷àå îäíîðîäíî çàðÿæåííîãî (̺= ̺0) ýëëèïñîèäà, îãðàíè÷åí-

íîãî ïîâåðõíîñòüþ

x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1 , (68.3)

áóäåì èìåòü

Φ = 2π̺0
(
M000 −

〈
M100 x

2
〉)

;

σ = − 1

4π

∂Φ

∂n

∣∣∣∣
S

= ̺0

〈
M100

x2

a2

〉
p ,

Ψ = 2π̺0
[
M000 −

〈
M100 x

2
〉
−

−
〈
a2M100

(
M100 −M200 x

2 −M110 y
2 −M101 z

2
)〉]

;

τ =
1

4π
Φ
∣∣
S
=

1

2
̺0
(
M000 −

〈
M100 x

2
〉)
,

Υ = 2π̺0
〈
a2M100

(
M100 −M200 x

2 −M110 y
2 −M101 z

2
)〉
.

Çäåñü Mlmn è Mlmn � âíóòðåííèå è âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

ýëëèïñîèäà, ξ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

〈
x2/(a2 + ξ)

〉
= 1, óãëî-

âûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà ñóììà òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè,

âåëè÷èíà p =
〈
x2a−4

〉−1/2
. Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà (68.3) â øàð ðàäè-

óñà a ïîëó÷àåì σ=
1

3
̺0 a=

Q

4πa2
, Φ=Ψ=

Q

r
, Υ=0, õîòÿ τ =

Q

4πa
6= 0. Ïî

ñóùåñòâó, ìû âûøëè íà ïðèìåð, óæå ðàññìîòðåííûé â ñâÿçè ñ �îðìóëîé

(68.1). Ïîýòîìó ïîíÿòíî, ÷òî âíå øàðà Υ = 0, èáî ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè

τ=Q/(4πa) ñ�åðè÷åñêîãî äâîéíîãî ñëîÿ àäåêâàòíû òî÷å÷íûå çàðÿäû Q è

−Q, ïîìåùåííûå â öåíòðå øàðà.
�àññìîòðåííûå ïðèìåðû âûçûâàþò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, êàêèì

îáðàçîì â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà ñ ïðîèçâîëüíîé ïîëèíîìèàëüíîé îáúåìíîé

ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ̺ ïîäîáðàòü àäåêâàòíóþ ïëîòíîñòü σ íà åãî ïîâåðõíî-

ñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ¾äèïîëüíûõ¿ èñòî÷íèêîâ τ . Î÷åâèäíî, ÷òî �îðìóëû
(68.1) è (68.2) îòâåòó íå ïîìîãóò, ïîñêîëüêó äëÿ ýëëèïñîèäà ðÿä (68.1) âñå-

ãäà áåñêîíå÷åí, à �îðìóëà (68.2), êàê ìû âèäåëè, äàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ

τ è Υ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ âîïðîñà ìîæíî, êîíå÷íî, èñïîëüçóÿ ýëëèïñîèäàëü-
íûå êîîðäèíàòû, ðàçëîæèòü ïî ïðîèçâåäåíèÿì �óíêöèé Ëàìå âíåøíèå ïî-

òåíöèàëû çàäàííîãî îáúåìíîãî è èñêîìîãî ïîâåðõíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèé

çàðÿäîâ, à çàòåì, ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé, ñâåñòè äåëî ê

ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íåïðèâëåêàòåëü-

íîñòü òàêîãî ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ òðóäîåìêîñòüþ ïîëó÷åíèÿ Ëàìå-ðàçëîæåíèé

è óòðàòîé äåêàðòîâîé ñèììåòðèè ðåøåíèé.
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Çäåñü îïèñûâàåòñÿ ïðÿìîé ìåòîä [523, 524℄ íàõîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ

èñòî÷íèêîâ, àäåêâàòíûõ ïîëèíîìèàëüíûì îáúåìíûì ðàñïðåäåëåíèÿì çàðÿ-

äà, êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà òî÷íûå �îðìóëû ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

(ñì. ãë. 7) âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèïñîèäà è âïîëíå àíàëîãè÷åí èñïîëü-

çîâàíèþ (37.10), (37.15) äëÿ óñòàíîâëåíèÿ àäåêâàòíîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ

îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà â øàðå. Èç òåîðèè, èçëî-

æåííîé â ãë. 7, ñëåäóåò, ÷òî â ýëëèïñîèäå ïîâåðõíîñòíûå èñòî÷íèêè ïëîòíî-

ñòè σL+2 àäåêâàòíû îáúåìíûì èñòî÷íèêàì ïëîòíîñòè ̺L, ãäå ̺L(x, y, z) è
σL(x, y, z)/p � ïîëèíîìû ñòåïåíè L, åñëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé ñîîòâåòñòâó-

þùèå ðàñïðåäåëåíèÿì ̺L è σL+2 ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû Qi1...il , ïðè-
÷åì l = 0, 1, . . . , L + 2. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ è

ïðèðàâíèâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðè÷åñêèõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

çàäàííîãî ̺L è èñêîìîãî σL+2 ðàñïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ â ýëëèïñîèäå

è ðåøåíèþ ïîëó÷àþùåéñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

äàþùåìó âûðàæåíèå êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà σL+2/p ÷åðåç çàäàííûå âå-
ëè÷èíû. Ïðè÷åì â ýòîé ïðîöåäóðå íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè íå òîëüêî

îáðàùåíèÿ ê ýëëèïñîèäàëüíûì ñïåö�óíêöèÿì, íî è âîîáùå ê íàõîæäåíèþ

ïîëÿ, è óäàåòñÿ ñîõðàíèòü äåêàðòîâó ñèììåòðèþ ðåøåíèé.

69.1. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà

Îáîñíîâàíèå ïðèíöèïèàëüíîé ðåàëèçóåìîñòè ìåòîäà ìóëüòèïîëüíûõ ìî-

ìåíòîâ è åäèíñòâåííîñòè äîñòàâëÿåìîãî èì ðåøåíèÿ ñâÿçàíî ñ ïîäñ÷åòîì

÷èñëà óðàâíåíèé è ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, êîíñòàòàöèåé ðàâåíñòâà ýòèõ ÷èñåë è

äîêàçàòåëüñòâîì íåðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå � ýòî íåçàâèñèìûå

êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà σL+2/p, ïîýòîìó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìîâ.

Î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà

Ïðèâîäèìûå â ýòîì ïîäðàçäåëå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, ðàâíî êàê è ââå-

äåííûå çäåñü îáîçíà÷åíèÿ, ñóùåñòâåííû äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Ó ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà L-é ñòåïåíè

PL(x, y, z) =
∑

06 l+m+n6L

Almnx
lymzn =

L∑

l=0

L− l∑

m=0

L− l−m∑

n=0

Almnx
lymzn (69.1)

âñå êîý��èöèåíòû Almn íåçàâèñèìû, à èõ îáùåå ÷èñëî N
(P )
L ðàâíî ÷èñëó

ñëàãàåìûõ â ñóììå (69.1), ò. å.

N
(P )
L =

L∑

l=0

L− l∑

m=0

(L− l −m+ 1) =

=
1

2

L∑

l=0

(L− l + 1)(L− l + 2) =
1

6
(L + 1)(L+ 2)(L+ 3). (69.2)
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Îäíîðîäíûé ïîëèíîì HL(x, y, z) ñòåïåíè L õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì

N
(H)
L íåçàâèñèìûõ êîý��èöèåíòîâ, ðàâíûì, î÷åâèäíî,

N
(H)
L = N

(P )
L −N (P )

L−1 =
1

2
(L+ 1)(L+ 2). (69.3)

�àðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ΓL(x, y, z) îòëè÷àåòñÿ îò PL(x, y, z) òåì, ÷òî

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆ΓL = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîý�-

�èöèåíòû ïîëèíîìà ∆ΓL, ÷èñëî êîòîðûõ åñòü N
(P )
L−2, ðàâíû íóëþ. Â ñâîþ

î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà ΓL óäîâëåòâîðÿþò íà-

ëàãàåìûì íà íèõ ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì

1

, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî N
(P )
L−2.

Òàêèì îáðàçîì, ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ΓL èìååò

N
(Γ)
L = N

(P )
L −N (P )

L−2 = (L + 1)2 (69.4)

íåçàâèñèìûõ êîý��èöèåíòîâ.

Íàêîíåö, ó îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà YL(x, y, z) ÷èñëî íåçà-
âèñèìûõ êîý��èöèåíòîâ, î÷åâèäíî, ðàâíî

N
(Y )
L = N

(Γ)
L −N (Γ)

L−1 = 2L+ 1. (69.5)

×èñëî íåèçâåñòíûõ

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé, èçëîæåííîé â ãë. 7, â

ñëó÷àå ýëëèïñîèäà àäåêâàòíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïëîòíîñòè ̺L ìîæåò áûòü

òîëüêî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü σL+2(x, y, z), ãäå σL+2/p � ïîëèíîì (L+
2)-é ñòåïåíè. Çàìåòèì, ÷òî ïîä ñòåïåíüþ ïîëèíîìà, ðàññìàòðèâàåìîãî íà

ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà, ïîíèìàåòñÿ ñòåïåíü ýòîãî ïîëèíîìà ïî ñîâîêóï-

íîñòè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñòåïåíü ïîëèíîìà, ïî-

ëó÷àþùåãîñÿ èç èñõîäíîãî â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ íà îñíîâå (68.3) ÷åòíûõ

ñòåïåíåé êàêîé-ëèáî èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (íàïðèìåð, z) è ïðèâåäåíèÿ
ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì σL+2/p ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

σL+2/p =

L+2∑

l=0

L+2− l∑

m=0

Blm0 x
lym +

L+1∑

l=0

L+1− l∑

m=0

Blm1 x
lymz , (69.6)

ãäå âñå êîý��èöèåíòû íåçàâèñèìû. Èõ îáùåå ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì

ñëàãàåìûõ â ñóììàõ (69.6) è ðàâíî

N
(σ)
L+2 =

L+2∑

l=0

(L + 3− l) +
L+1∑

l=0

(L + 2− l) = (L+ 3)2.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è ïî-äðóãîìó. Êàê ïîêàçàíî â ãë. 7, ïî-

ëèíîì σL+2/p â ïåðåìåííûõ x/a, y/b, z/c ìîæíî ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêèì,

ò. å. σL+2/p = ΓL+2(x/a, y/b, z/c). Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ (69.4) èìååì

N
(σ)
L+2 = N

(Γ)
L+2 = (L+ 3)2 . (69.7)

1

Ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýòèõ ñîîòíîøå�

íèé. Åãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [146℄.
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Íåçàâèñèìûå êîý��èöèåíòû èñêîìîãî ïîëèíîìà σL+2/p è ÿâëÿþòñÿ òå-

ìè íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå �èãóðèðóþò â ñèñòåìå àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó N
(σ)
L+2 è åñòü ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Îíî æå õà-

ðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

1

ñðåäè ïîëèíîìîâ σl/p, ãäå
0 6 l 6 L+2. Â êà÷åñòâå òàêèõ áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå

òîëüêî ñòåïåííûå îäíî÷ëåíû, âõîäÿùèå â (69.6), íî è, íàïðèìåð, îäíîðîä-

íûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû (øàðîâûå �óíêöèè), ñîñòàâëÿþùèå ñóììó

σL+2/p = ΓL+2(x/a, y/b, z/c) =
L+2∑

l=0

l∑

m=−l

αlm Y
m
l (x/a, y/b, z/c). (69.8)

Çäåñü è äàëåå øàðîâûå �óíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè,

ò. å.

1

abc

∮
Y ml

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
Y m

′

l′

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
p dS = δll′δmm′ . (69.9)

Òàê, äëÿ 0 6 l 6 3 èõ ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, â âèäå

Y 0
0 =

√
1

4π
; Y −1

1 =

√
3

4π
ȳ , Y 0

1 =

√
3

4π
z̄ , Y 1

1 =

√
3

4π
x̄ ;

Y −2
2 =

√
15

4π
x̄ȳ , Y −1

2 =

√
15

4π
ȳz̄ , Y 0

2 =
1

4

√
5

π

(
2z̄2−x̄2−ȳ2

)
,

Y 1
2 =

√
15

4π
x̄z̄ , Y 2

2 =
1

4

√
15

π

(
x̄2−ȳ2

)
; Y −3

3 =

√
35

8π
ȳ
(
ȳ2−3x̄2

)
,

Y −2
3 =

√
105

4π
x̄ȳz̄, Y −1

3 =
1

4

√
21

2π
ȳ
(
4z̄2−x̄2−ȳ2

)
,

Y 0
3 =

1

4

√
7

π
z̄
(
2z̄2−3x̄2−3ȳ2

)
, Y 1

3 =
1

4

√
21

2π
x̄
(
4z̄2−x̄2−ȳ2

)
,

Y 2
3 =

1

4

√
105

π
z̄
(
x̄2−ȳ2

)
Y 3
3 =

√
35

8π
x̄
(
x̄2−3ȳ2

)
,

ãäå

x̄ = x/a, ȳ = y/b, z̄ = z/c. (69.10)

×èñëî óðàâíåíèé

Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå êàæäîå óðàâíåíèå åñòü ðåçóëüòàò ïðèðàâíèâà-

íèÿ îäèíàêîâûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêèõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ çàäàííîé îáúåìíîé ̺L è èñêîìîé ïîâåðõíîñòíîé σL+2 ïëîò-

íîñòÿì çàðÿäà, òî ÷èñëî óðàâíåíèé, îáðàçóþùèõ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó,

ðàâíî ÷èñëó íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ó ñîâîêóïíîñòè ìóëüòèïîëüíûõ òåí-

çîðîâ îò íóëåâîãî äî (L+2)-ãî ðàíãà. Ïîñêîëüêó (ñì. Ïðèëîæåíèå C) òåí-
çîð 2l-ïîëüíîãî ìîìåíòà, êàê âñÿêèé ñèììåòðè÷íûé íåïðèâîäèìûé òåíçîð

l-ãî ðàíãà, èìååò 2l+1 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, òî óêàçàííàÿ ñîâîêóïíîñòü

ìóëüòèïîëüíûõ òåíçîðîâ ñîäåðæèò

N
(Q)
L+2 =

L+2∑

l=0

(2l + 1) = (L + 3)2 (69.11)

1

Èíà÷å ãîâîðÿ, N
(σ)
L+2 ðàâíî ðàçìåðíîñòè ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî ñî�

âîêóïíîñòüþ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ σl/p, ñòåïåíü l êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà L+ 2.
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íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Ñðàâíèâàÿ (69.11) è (69.7), óáåæäàåìñÿ â ñîâïàäå-

íèè ÷èñëà óðàâíåíèé ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ.

Îá îïðåäåëèòåëå ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ïîëó÷èì òåïåðü èíòåðåñóþùóþ íàñ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèé ̺L è σL+2 îïðåäåëÿþòñÿ (â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (35.6)) �îðìóëàìè

Q
(̺ )
i1... il

=

∫
̺L(x, y, z) θi1... il(x, y, z) dV , (69.12)

Q
(σ )
i1... il

=

∫
σL+2(x, y, z) θi1... il(x, y, z) dS , (69.13)

ãäå, êàê ïîêàçàíî â ãë. 6, ÿäðî θi1... il 2
l
-ïîëüíîãî ìîìåíòà � ñèììåòðè÷íûé

íåïðèâîäèìûé òåíçîð, èìåþùèé 2l+1 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, ïðè÷åì êàæ-

äàÿ åãî êîìïîíåíòà åñòü îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì. Ïðèðàâíèâàÿ

(69.12) è (69.13), ïîëó÷àåì

∮
σL+2(x, y, z) θi1... il(x, y, z) dS = Q

(̺ )
i1... il

(0 6 l 6 L+ 2) , (69.14)

ãäå σL+2(x, y, z) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ, Q
(̺ )
i1... il

� èçâåñòíûå âåëè÷èíû, ïðè-

÷åì íåçàâèñèìûì êîìïîíåíòàì òåíçîðà θi1... il(x, y, z) ñîîòâåòñòâóþò, î÷å-

âèäíî, íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû Q
(̺ )
i1... il

. Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îòáîðà èç ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé (69.14)

òîëüêî òåõ, êîòîðûå ñîäåðæàò íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ θi1... il
(0 6 l 6 L+2). Ïåðåõîä ê èñïîëüçóåìîìó íèæå ìàòðè÷íîìó îïèñàíèþ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé òðåáóåò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ óïîòðåáëÿåìûõ â íèõ ìíîãîèí-

äåêñíûõ âåëè÷èí â îäíîèíäåêñíûå. Òàê, ïåðåíóìåðîâàâ íåçàâèñèìûå êîì-

ïîíåíòû òåíçîðîâ θi1... il è Q
(̺ )
i1... il

ñîîòâåòñòâåííî, èç (69.14) ïîëó÷àåì

∮
σL+2(x, y, z) θi(x, y, z) dS = Q

(̺ )
i (i = 1, 2, . . . , (L+3)2) . (69.15)

Èñïîëüçóÿ è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ øàðîâûõ �óíêöèé Y ml

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
íå äâà, à

îäèí èíäåêñ, âìåñòî (69.8) áóäåì èìåòü

σL+2(x, y, z)/p =

(L+3)2∑

n=1

αn Y
(n)
(x
a
,
y

b
,
z

c

)
. (69.16)

Ïîäñòàâëÿÿ (69.16) â (69.15), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

(L+3)2∑

n=1

αn

∮
Y (n)

(x
a
,
y

b
,
z

c

)
θi(x, y, z) p dS = Q

(̺ )
i

(
i = 1, 2, . . . , (L+3)2

)
(69.17)

ñ íåèçâåñòíûìè αn.
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Íà ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñ�åðû

〈
x̄2
〉
= 1 îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå

ïîëèíîìû (øàðîâûå �óíêöèè) θi(x̄, ȳ, z̄) ñòàíîâÿòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ñ�å-
ðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. Ââåäåì îäíîèíäåêñíûå âåëè÷èíû gi (x̄, ȳ, z̄), ãäå
i = 1, 2, . . . , (L + 3)2, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äðóãîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ �óíêöèé

1

: x̄iȳj , x̄lȳmz̄, ãäå i+j = 0, 1, . . . , L+2; l+m = 0, 1, . . . , L+1.
Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

θi(x̄, ȳ, z̄) =

(L+3)2∑

j=1

Aij gi (x̄, ȳ, z̄) (i = 1, 2, . . . , (L+ 3)2) , (69.18)

ïðè÷åì î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ Aij íåâûðîæäåííàÿ, ò. å.

åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, îò áàçèñíûõ �óíêöèé

gi (x̄, ȳ, z̄) ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé Y (k)(x̄, ȳ, z̄), èñ-
ïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ

gi(x̄, ȳ, z̄) =

(L+3)2∑

k=1

Bjk Y
(k)(x̄, ȳ, z̄) (i = 1, 2, . . . , (L+ 3)2) , (69.19)

êîý��èöèåíòû êîòîðûõ îáðàçóþò íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ‖Bjk‖. Ïîñëå
ýòèõ çàìå÷àíèé îáðàòèìñÿ âíîâü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (69.17). Çàìåíà ïåðå-

ìåííûõ x, y, z íà x̄, ȳ, z̄ ïî �îðìóëàì (69.10) ïåðåâîäèò èíòåãðèðîâàíèå

ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà â èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîãî

øàðà, ïðè ýòîì p dS → abc dΩ, ãäå dΩ � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè øàðà. Â

ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (69.17) ïðèîáðåòàåò âèä

(L+3)2∑

n=1

αn

∮
Y (n)(x̄, ȳ, z̄) θi(ax̄, bȳ, cz̄) dΩ =

Q
(̺ )
i

abc
(
i = 1, 2, . . . , (L+ 3)2

)
. (69.20)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü øàðîâûõ �óíêöèé

θi(x, y, z) îáåñïå÷åíà ñîîòâåòñòâóþùèì èõ ïîäáîðîì, òî äëÿ ïîëó÷àþ-

ùèõñÿ èç íèõ ïîñëå çàìåíû (69.10) îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ θi(ax̄, bȳ, cz̄)
ñîõðàíåíèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåî÷åâèäíûì. Ñî-

âåðøåííî î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

θi(ax̄, bȳ, cz̄) =

(L+3)2∑

j=1

Aij gj(ax̄, bȳ, cz̄)
(
i = 1, 2, . . . , (L+ 3)2

)
, (69.21)

îòëè÷àþùååñÿ îò (69.18) ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì äåêàðòîâûõ àðãóìåíòîâ ó

�óíêöèé θi è gj. Òàê êàê �óíêöèè gj ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè îäíî÷ëåíàìè,
òî

gj(ax̄, bȳ, cz̄) =

(L+3)2∑

k=1

Gjk gk(x̄, ȳ, z̄)
(
j = 1, 2, . . . , (L+ 3)2

)
, (69.22)

ãäå ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ Gjk äèàãîíàëüíà (ïðè÷åì âñå åå äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ) è ïîòîìó íåâûðîæäåíà.

1

Ñð. ñ (69.6).
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Åñëè òåïåðü ïîî÷åðåäíî ïîäñòàâëÿòü â (69.20) ðàçëîæåíèÿ (69.21) è (69.22),

à çàòåì, èñïîëüçóÿ (69.19), âûðàçèòü gk(x̄, ȳ, z̄) ÷åðåç Y (l)(x̄, ȳ, z̄), òî, ó÷è-
òûâàÿ óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè â âèäå

∮
Y (l)(x̄, ȳ, z̄)Y (n)(x̄, ȳ, z̄) dΩ = δln

(
l, n = 1, 2, . . . , (L+ 3)2

)
,

ïîëó÷àþùåìñÿ èç (69.9) â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ (69.10) è çàìå-

íû äâóõèíäåêñíûõ �óíêöèé Y ml îäíîèíäåêñíûìè Y (n)
, à òàêæå ó÷èòûâàÿ

ñîîòíîøåíèå

(L+3)2∑
n=1

αnδln = αl, îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

(L+3)2∑

l=1

Cilαl = Q
(̺ )
i

(
i = 1, 2, . . . , (L+ 3)2

)
. (69.23)

Ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ Cil = abc
(L+3)2∑
j=1

(L+3)2∑
k=1

AijGj kBkl, âõîäÿùèõ â (69.23),

íåâûðîæäåííàÿ, òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ íåâûðîæäåííûõ ìàò-

ðèö îòëè÷åí îò íóëÿ. Êàê è âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ‖Cik‖ èìå-
åò åäèíñòâåííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó. Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (69.23), à ñëå-

äîâàòåëüíî, è ýêâèâàëåíòíîé (69.23) ñèñòåìû èñõîäíûõ óðàâíåíèé (69.15).

69.2. Ó÷åò ñèììåòðèè

Ïðèâåäåííîå âûøå îáñóæäåíèå ïðèíöèïèàëüíîé ðåàëèçóåìîñòè ìåòîäà

ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ â çàäà÷å îá àäåêâàòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ èñòî÷íè-

êîâ â ýëëèïñîèäå íå ïîòðåáîâàëî ïðèâëå÷åíèÿ ñâîéñòâ ñèììåòðèè çàäà÷è.

Ìåæäó òåì ó÷åò ýòèõ ñâîéñòâ â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ñóùåñòâåííî óïðî-

ùàåò ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ.

Îáåñïå÷åíèå ðàâíîïðàâèÿ äåêàðòîâûõ íàïðàâëåíèé

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ñîõðàíÿþùàÿ ðàâíîïðàâèå íàïðàâëåíèé äåêàðòîâûõ

îñåé, óäîáíà óæå òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü öèêëè÷åñêóþ è âçàèìíóþ

ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò â âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ

âûðàæåíèÿõ. Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèå è îðèåíòàöèÿ ýëëèï-

ñîèäà (68.3) ñîõðàíÿåò ðàâíîïðàâèå äåêàðòîâûõ íàïðàâëåíèé, òî ñâîéñòâà

ñèììåòðèè ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êîíêðåòíûì âèäîì çàäàííîé ïîëèíîìè-

àëüíîé ïëîòíîñòè ̺L(x, y, z) çàðÿäà
1

. ×òîáû ýòó èñõîäíóþ ñèììåòðèþ ìîæ-

íî áûëî áåç ïîìåõ ó÷åñòü â ïðîöåññå ðåøåíèÿ, ñëåäóåò îïòèìàëüíî ðàñïî-

ðÿäèòüñÿ èìåþùèìñÿ ïðîèçâîëîì â âûáîðå ñèñòåìû áàçèñíûõ �óíêöèé, ïî

êîòîðûì ðàñêëàäûâàåòñÿ èñêîìûé ïîëèíîì σL+2/p. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ,

ëó÷øå îòêàçàòüñÿ îò âûáîðà â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé xiyj , xiyjz èëè

Y ml (x/a, y/b, z/c), ïî êîòîðûì äàíû ðàçëîæåíèÿ (69.6) è (69.8) è êîòîðûå

ïðè i+j > 2 èëè l > 2 ÿâëÿþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì

�óíêöèÿìè àñèììåòðè÷íûìè, ò. å. íàðóøàþùèìè ðàâíîïðàâèå ñîîòâåòñòâó-

þùèõ íàïðàâëåíèé.

1

Ëèíåéíîñòü òåîðèè (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ïîëåé) ïîçâîëÿåò âìåñòî ïîëèíîìà ̺L
îáùåãî âèäà ðàññìàòðèâàòü ñíà÷àëà ñîñòàâëÿþùèå åãî îäíîðîäíûå ïîëèíîìû, à âìåñòî

ïîñëåäíèõ � ñîñòàâëÿþùèå èõ îäíî÷ëåíû.
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Ïîäõîäÿùóþ äëÿ íàøèõ öåëåé ¾äåêàðòîâî¿ ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ íà ïîâåðõíîñòè (68.3) ýë-

ëèïñîèäà, ïî êîòîðûì ñëåäóåò ðàñêëàäûâàòü ïîëèíîì σL+2/p, îáðàçóþò
îäíî÷ëåíû xiyjzk, ãäå L+ 1 6 i+ j + k 6 L+ 2. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëî-
æåíèå

σL+2/p =

L+2∑

l=L+1

∑

i+j+k=l

αijk x
iyjzk (69.24)

ñîäåðæèò òîëüêî íåçàâèñèìûå êîý��èöèåíòû αijk, à èõ îáùåå ÷èñëî â ñî-

îòâåòñòâèè ñ (69.3) ðàâíî N
(H)
L+1+N

(H)
L+2 = (L+3)2, ÷òî, êàê è äîëæíî áûòü,

ñîâïàäàåò ñ (69.7). Â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè L �îðìóëó (69.24) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â îäíîì èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ

1

:

σ2ε+2/p = HEEE

2ε+2 +
〈
HEOO

2ε+2

〉
+
〈
HEEO

2ε+1

〉
+HOOO

2ε+1 ,

σ2ε+3/p =
〈
HEEO

2ε+3

〉
+HOOO

2ε+3 +HEEE

2ε+2 +
〈
HEOO

2ε+2

〉
,

(69.25)

ãäå îäíîðîäíûå ïîëèíîìû

HEEE

2ε+2 =
∑

i+j+k=ε+1

α2i,2j,2k x
2iy2jz2k (ε > 0), (69.26)

HEOO

2ε+2 =
∑

i+j+k=ε

α 2i,2j+1,2k+1 x
2iy2j+1z2k+1 (ε > 0), (69.27)

HEEO

2ε+1 =
∑

i+j+k=ε

α 2i,2j,2k+1 x
2iy2jz2k+1 (ε > 0), (69.28)

HOOO

2ε+1 =
∑

i+j+k=ε−1

α 2i+1,2j+1,2k+1 x
2i+1y2j+1z2k+1 (ε > 1). (69.29)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì σL+2/p âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû íå áîëåå âîñüìè îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ òàêîé æå è íà åäèíèöó ìåíüøåé

ñòåïåíè, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ �èêñèðîâàíà ÷åòíîñòü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè

êàæäîé èç òðåõ êîîðäèíàò.

�àñùåïëåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (69.23)

Âîïðîñ, ê îáñóæäåíèþ êîòîðîãî ìû ïåðåõîäèì, äåìîíñòðèðóåò íå òîëüêî

óäîáñòâî, íî è ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ òðåõèíäåêñíîé çàïèñè. Â ÷àñò-

íîñòè, èíòåðåñóþùèå íàñ çäåñü �îðìóëû (69.12) è (69.13) â òðåõèíäåêñíîé

çàïèñè èìåþò âèä

Q
(̺)
αβγ =

∫
̺L(x, y, z) θαβγ(x, y, z) dV ,

Q
(σ)
αβγ =

∮
σL+2(x, y, z) θαβγ(x, y, z) dS .

(α+ β + γ = l) (69.30)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà èíòåãðàëû (69.30) îòëè÷íû îò íóëÿ,

åñëè ïîäûíòåãðàëüíûå ïîëèíîìû ̺L θαβγ è θαβγ σL+2/p ÿâëÿþòñÿ ÷åòíû-

ìè �óíêöèÿìè êàæäîé èç òðåõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. ×òî êàñàåòñÿ ÿäðà

1

Êàê è â � 39, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóþòñÿ ëàòèíñêèå

áóêâû ¾E¿ (even) è ¾O¿ (odd) ñîîòâåòñòâåííî.
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θαβγ ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà, òî, êàê óñòàíîâëåíî â � 36 (ñì. (36.7)), ÷åò-

íîñòü ÷èñåë α, β, γ ó ëþáîé, ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé êîìïîíåíòû òåíçîðà

θαβγ(x, y, z) â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè âñåãäà ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ çàâèñè-

ìîñòè ÿäðà îò êîîðäèíàò x, y, z ñîîòâåòñòâåííî.

×òî êàñàåòñÿ ïîëèíîìà ̺L=PL(x, y, z), äàâàåìîãî (69.1), òî åãî â îáùåì
ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîäîáíî (69.25) â âèäå ñóììû âîñüìè ïîëèíîìîâ:

̺L = PEEE

2[L/2] +
〈
PEOO

2[(L−2)/2]+2

〉
+
〈
PEEO

2[(L−1)/2]+1

〉
+ POOO

2[(L−3)/2]+3 , (69.31)

ãäå

PEEE

2[L/2] =
∑

06i+j+k6[L/2]

A2i,2j,2k x
2i y2j z2k , (69.32)

PEOO

2[(L−2)/2]+2 =
∑

06i+j+k6[(L−2)/2]

A2i,2j+1,2k+1 x
2i y2j+1 z2k+1 , (69.33)

PEEO

2[(L−1)/2]+1 =
∑

06i+j+k6[(L−1)/2]

A2i,2j,2k+1 x
2i y2j z2k+1 , (69.34)

POOO

2[(L−3)/2]+3 =
∑

06i+j+k6[(L−3)/2]

A2i+1,2j+1,2k+1 x
2i+1 y2j+1 z2k+1 . (69.35)

Êâàäðàòíûå ñêîáêè â �îðìóëàõ (69.31)�(69.35) îáîçíà÷àþò, ÷òî îò çàêëþ-

÷åííîãî â íèõ ÷èñëà áåðåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü.

Ñëåäñòâèåì äâóõ îòìå÷åííûõ âûøå îáñòîÿòåëüñòâ, à èìåííî ÷åòíîñòè

ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé â (69.30) è ñâîéñòâà òåíçîðà θαβγ(x, y, z), ñîñòî-
ÿùåãî â ñîâïàäåíèè ÷åòíîñòè åãî èíäåêñà ñ ÷åòíîñòüþ çàâèñèìîñòè ïîëè-

íîìà îò ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå ìóëüòèïîëüíûå

êîìïîíåíòû Q
(̺)
αβγ èëè Q

(σ)
αβγ , ó êîòîðûõ ÷åòíîñòü èíäåêñîâ α, β, γ ñîîòâåò-

ñòâóåò îäíîìó èç âîñüìè âîçìîæíûõ íàáîðîâ EEE, EOO, OEO, OOE, EEO,

EOE, OEE, OOO (íàïðèìåð, EEE), îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ïîëèíîìàìè Pk
èëè Hk+2, âõîäÿùèìè â (69.31) è (69.25) è èìåþùèìè òàêîé æå íàáîð âåðõ-

íèõ èíäåêñîâ (â íàøåì ïðèìåðå EEE). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà óðàâíåíèé (69.23)

åñòü ðåçóëüòàò ïðèðàâíèâàíèÿ Q
(̺)
αβγ è Q

(σ)
αβγ , âûøåñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî

â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (69.23) ðàñùåïëÿåòñÿ íà âîñåìü ñàìîñòîÿòåëüíûõ

ïîäñèñòåì.

Ïîäñ÷åò ÷èñëà íåèçâåñòíûõ (à çíà÷èò, è ðàâíîãî åìó, êàê äîêàçàíî äëÿ

îáùåãî ñëó÷àÿ â ðàçä. 69.1, ÷èñëà óðàâíåíèé) â êàæäîé òàêîé ïîäñèñòåìå

ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ñóììàõ (69.26)�(69.29). Çàé-

ìåìñÿ ýòèì, íàéäÿ ïðåäâàðèòåëüíî êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â íåîäíîðîäíûõ

ïîëèíîìàõ (69.32)�(69.35). Òàê êàê ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå îïðåäåëÿåò-

ñÿ ëèøü ïðåäåëàìè ñóììèðîâàíèÿ, òî ÷èñëà ñëàãàåìûõ KEEE

2[L/2] â (69.32),

KEOO

2[(L−2)/2]+2 â (69.33), KEEO

2[(L−1)/2]+1 â (69.34) è KOOO

2[(L−3)/2]+3 â (69.35) ñîâ-

ïàäàþò ñ äàâàåìûìè �îðìóëîé (69.2) ÷èñëàìè N
(P )
[L/2], N

(P )
[(L−2)/2], N

(P )
[(L−1)/2]

è N
(P )
[(L−3)/2] ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

KEEE

2ε = KEEO

2ε+1 = N (P )
ε =

1

6
(ε+ 1)(ε+ 2)(ε+ 3), (69.36)

KEOO

2ε = KOOO

2ε+1 = N
(P )
ε−1 =

1

6
ε(ε+ 1)(ε+ 2). (69.37)
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Ôîðìóëû (69.36), (69.37) äëÿ ÷èñåë ñëàãàåìûõ â (69.26)�(68.29) ïðèâîäÿò ê

ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì:

NEEE

2ε+2 = KEEE

2ε+2 −KEEE

2ε =
1

2
(ε+ 2)(ε+ 3), (69.38)

NEOO

2ε+2 = KEOO

2ε+2 −KEOO

2ε =
1

2
(ε+ 1)(ε+ 2), (69.39)

NEEO

2ε+1 = KEEO

2ε+1 −KEEO

2ε−1 =
1

2
(ε+ 1)(ε+ 2), (69.40)

NOOO

2ε+1 = KOOO

2ε+1 −KOOO

2ε−1 =
1

2
ε(ε+ 1). (69.41)

Êàê îáû÷íî, çäåñü îïóùåíû �îðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïðèâåäåííûõ ñ

ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

�àññìîòðèì òåïåðü êîíêðåòíûé ïðèìåð, ïîçâîëÿþùèé îöåíèòü ïîëåç-

íîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Ïóñòü îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ̺
çàäàíà ïîëèíîìîì ñòåïåíè L = 5. Òîãäà îïðåäåëåíèå àäåêâàòíîé ïîâåðõ-

íîñòíîé ïëîòíîñòè σ7 ñâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (69.7) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

64 àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ 64 íåèçâåñòíûìè. Ôàêòè÷åñêè æå, îäíàêî,

êàê ñëåäóåò èç âòîðîé �îðìóëû (69.25) è �îðìóë (69.38)�(69.41),

N
(σ)
7 =

〈
NEEO

7

〉
+NOOO

7 +NEEE

6 +
〈
NEOO

6

〉
= 3 · 10 + 6 + 10 + 3 · 6,

ò. å. óêàçàííàÿ ñèñòåìà ðàñùåïëÿåòñÿ íà ÷åòûðå ñèñòåìû ïî 10 óðàâíåíèé è

åùå íà ÷åòûðå ñèñòåìû ïî 6 óðàâíåíèé, ïðè÷åì ðåøåíèþ â àíàëèòè÷åñêîì

âèäå ïîäëåæàò äâå ñèñòåìû ïî 10 óðàâíåíèé è äâå ñèñòåìû ïî 6 óðàâíå-

íèé, ðåøåíèÿ æå îñòàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ èç íàéäåííûõ ñ

ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

� 70. Ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû ýëëèïñîèäà,

àäåêâàòíûå åãî æå îáúåìíîìó çàðÿäó

Äëÿ èëëþñòðàöèè èçëîæåííîé âûøå òåîðèè íàéäåì ïîâåðõíîñòíóþ ïëîò-

íîñòü çàðÿäà íà ýëëèïñîèäå

〈
x2
/
a2
〉

= 1, àäåêâàòíóþ çàäàííîìó â íåì

îáúåìíîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäà ̺(x, y, z), ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëèíîìîì 2-é

ñòåïåíè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòó ïëîòíîñòü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

̺(r) = ̺0 +
〈
̺a
x

a

〉
+
〈
̺ab

xy

ab

〉
+

〈
̺aa

x2

a2

〉
, (70.1)

ãäå âñå âåëè÷èíû ̺, èìåþùèå èíäåêñû, ñóòü çàäàííûå êîíñòàíòû, îáëàäà-
þùèå ðàçìåðíîñòüþ ïëîòíîñòè çàðÿäà. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ïîçâîëÿåò

çàìåíèòü ýòó çàäà÷ó ðàññìîòðåíèåì ÷åòûðåõ áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷.

70.1. Ïîñòîÿííàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà

Ïðè

̺ = PEEE

0 = ̺0 (70.2)
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àäåêâàòíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü èùåòñÿ â âèäå

σ/p = HEEE

2 = ̺0
〈
α200 x

2/a2
〉
. (70.3)

Èñïîëüçóÿ (69.30), âû÷èñëÿåì è ïðèðàâíèâàåì äðóã äðóãó ñîîòâåòñòâóþùèå

êîìïîíåíòû Q, Qxx, Qyy ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ ðàñïðå-

äåëåíèÿì (70.2) è (70.3). Ïðè ýòîì èíòåãðàëû îò ñòåïåíåé êîîðäèíàò ïî

îáúåìó èëè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ îáùèõ �îðìóë

Ëàãðàíæà (B.11) è (B.15) Ïðèëîæåíèÿ B.

Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþùóþñÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ

êîý��èöèåíòîâ α200, α020, α002 ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

〈α200〉 = 1 ,
2a2α200 − b2α020 − c2α002 = 0 ,
a2α200 − 2b2α020 + c2α002 = 0 .





�åøåíèå ñèñòåìû äëÿ α200 äàåò çíà÷åíèå

α200 = a−2
〈
a−2

〉−1
, (70.4)

à âûðàæåíèÿ äëÿ α020 è α002 ïîëó÷àþòñÿ èç (70.4) ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêè.

Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð (c = b = a) âîçíèêàþò ðàâåíñòâà

α200 = α020 = α002 = 1/3, ïðåâðàùàþùèå (ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè

ñ�åðû

〈
x2
〉
=a2) ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè (70.3) â êîíñòàíòó σ = 1

3̺0a.

70.2. Ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà

Ïðè

̺ = POEE

1 = ̺a x/a (70.5)

àäåêâàòíàÿ σ èùåòñÿ â âèäå

σ

p
= HOEE

3 = ̺a
x

a

(
α300

x2

a2
+ α120

y2

b2
+ α102

z2

c2

)
. (70.6)

�åøàÿ âîçíèêàþùóþ â ðåçóëüòàòå ïðèðàâíèâàíèÿ ñîçäàâàåìûõ ðàñïðåäåëå-

íèÿìè (70.6) è (70.5) ìóëüòèïîëüíûõ êîìïîíåíò Qx, Qxyy è Qxzz ñèñòåìó

óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì

α300 =
(〈
a−2

〉
+ 2a−2

)−1
a−2, α120 =

(〈
a−2

〉
+ 2a−2

)−1
b−2 , (70.7)

à êîý��èöèåíò α102 íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ α120 ïóòåì âçàèìíîé

çàìåíû b↔ c.

Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð �îðìóëû (70.7) ïåðåõîäÿò â ðàâåí-

ñòâà α300 = α120 = α102 = 1
5 , à êóáè÷åñêèé ïîëèíîì (70.6) ïðåâðàùàåòñÿ â

ëèíåéíóþ �óíêöèþ σ = 1
5 ̺ax, ïîäîáíóþ (70.5).

Î÷åâèäíî, ÷òî �îðìóëû, îòíîñÿùèåñÿ ê îáúåìíûì ïëîòíîñòÿì çàðÿäà

âèäà ̺ = ̺b y/b èëè ̺ = ̺c z/c, ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóë äàííîãî ïîäðàçäåëà
ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.
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70.3. Áèëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà

Ïðè

̺ = POOE

2 = ̺ab
x

a

y

b
(70.8)

èñêîìûé ïîëèíîì

σ

p
= HOOE

4 = ̺ab
x

a

y

b

(
α310

x2

a2
+ α130

y2

b2
+ α112

z2

c2

)
. (70.9)

Ïðèðàâíèâàÿ ìóëüòèïîëüíûå êîìïîíåíòû Qxy, Qxxxy, Qxyyy ðàñïðåäåëå-

íèé (70.9) è (70.8) è ðåøàÿ ïîëó÷àþùóþñÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, áóäåì èìåòü

α310 = η−1
c

(
25a−2− 12b−2− 4c−2

)
, α112 = η−1

c

(
11c−2− 4a−2− 4b−2

)
,

(70.10)
ãäå η ≡ 3

〈
a−2

〉
− 2c−2

, à âûðàæåíèå äëÿ α130 íàõîäèòñÿ èç α310 âçàèìíîé

çàìåíîé a ↔ b. Äëÿ øàðà èç (70.10) ïîëó÷àåì α310 = α130 = α112 = 9
7 , à

ïîëèíîì (70.9) ñòàíîâèòñÿ áèëèíåéíîé �óíêöèåé σ = 9
7 ̺ab xy/a.

Ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ̺ = ̺bc
y

b

z

c
èëè ̺ = ̺ac

x

a

z

c
, ïîëó÷àþòñÿ èç

�îðìóë äàííîãî ïîäðàçäåëà ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

70.4. Êâàäðàòè÷íàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà

Ïóñòü òåïåðü

̺ = PEEE

2 = ̺aa
x2

a2
. (70.11)

Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà èùåòñÿ â âèäå

σ

p
= HEEE

4 = ̺aa

(
αa400

x4

a4
+ αa040

y4

b4
+ αa004

z4

c4
+

+αa220
x2y2

a2b2
+ αa022

y2z2

b2c2
+ αa202

x2z2

a2c2

)
. (70.12)

�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå ïðèðàâíèâàíèÿ

ìóëüòèïîëüíûõ êîìïîíåíò Q, Qyy, Qzz, Qxxyy, Qyyzz è Qxxzz ðàñïðåäå-
ëåíèé çàðÿäà (70.11) è (70.12), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå

αa400 = a−2
〈
a−2

〉−1 [
1− 2a−2δ−1

(
a−4 + 6b−4+

+6c−4 + 7a−2b−2 + 7a−2c−2 + 36b−2c−2
)]
,

αa040 = 2a−2b−4
〈
a−2

〉−1
δ−1

(〈
a−2

〉
+ 4c−2

)
, (70.13)

αa220 = b−2
〈
a−2

〉−1 [
1− 4a−2δ−1

(
3b−4 + 3c−4+

+3a−2b−2 + a−2c−2 + 18b−2c−2
)]
, (70.14)

αa022 = 4a−2b−2c−2
〈
a−2

〉−1
δ−1

(
3
〈
a−2

〉
− 2a−2

)
,

ãäå

δ ≡ 3
〈
a−6

〉
+ 21

〈
a−2

〉 〈
a−2b−2

〉
+ 47 a−2b−2c−2,
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à âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ αa004 è αa202 äàåò âçàèìíàÿ ïåðåñòàíîâêà

b↔c â �îðìóëàõ (70.13) è (70.14). Âûðîæäåíèå ýëëèïñîèäà â øàð ïåðåâîäèò
(70.12) â ïîëèíîì 2-é ñòåïåíè σ =̺aa(105a)

−1
(
17x2+2y2+2z2

)
.

Ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ñëó÷àè ̺=̺bb y
2
/
b2 èëè ̺=̺cc z

2
/
c2 , ïîëó÷à-

þòñÿ èç (70.12) è íàéäåííûõ âûðàæåíèé äëÿ αalmn ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé

çàìåíû, çàòðàãèâàþùåé è âåðõíèé èíäåêñ êîý��èöèåíòîâ αalmn.

70.5. Çàìå÷àíèÿ

1. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ êóëîíîâñêèõ ïîëåé, íåïîñðåä-

ñòâåííî ïðèìåíèìû äëÿ ïîëåé íüþòîíîâñêèõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìåíàõ

ïëîòíîñòåé çàðÿäà íà ïëîòíîñòè ìàññû, îòìåòèì ñëåäóþùåå.

Â ðàáîòå [462℄ âûñêàçûâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî â çàäà÷àõ íåáåñ-

íîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûõ ñ ó÷åòîì íåñ�åðè÷íîñòè òåëà â ðàìêàõ ýëëèïñîè-

äàëüíîé ìîäåëè, ìîæåò îêàçàòüñÿ ý��åêòèâíûì èñïîëüçîâàíèå ïîëèíîìè-

àëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïëîòíîñòè ðåàëüíîãî íåáåñíîãî òåëà. Èç äîêàçàííîé

â äàííîì ïàðàãðà�å âîçìîæíîñòè çàìåíû ïðîèçâîëüíîé ïîëèíîìèàëüíîé

îáúåìíîé ïëîòíîñòè ̺L ýëëèïñîèäàëüíîãî òåëà àäåêâàòíîé ïîâåðõíîñòíîé

ïëîòíîñòüþ σL+2 íà åãî ãðàíèöå, ãäå σL+2 /p � ïîëèíîì (L + 2)-é ñòåïå-

íè, à òàêæå èç �îðìóë (69.2) è (69.7) äëÿ ÷èñåë N
(P )
L è N

(σ)
L+2 íåçàâèñèìûõ

êîý��èöèåíòîâ ó ïîëèíîìîâ ̺L è σL+2 /p ñëåäóåò î÷åâèäíàÿ ïðàêòè÷å-

ñêàÿ ðåêîìåíäàöèÿ: èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå îáúåìíîé ïëîòíîñòè ̺ àï-

ïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà ̺L óäîáíî ïðè 0 6 L 6 5, òàê êàê ïðè ýòîì

N
(P )
L < N

(σ)
L+2; åñëè æå L > 6, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò N

(P )
L > N

(σ)
L+2, òî öåëåñî-

îáðàçíî ïåðåéòè îò ̺L ê àäåêâàòíîìó ïîâåðõíîñòíîìó ïîëèíîìó σL+2 /p .

2. Êàê ñëåäóåò èç �îðìóëû (68.1), ó ëþáûõ àäåêâàòíûõ ñèñòåì èñòî÷-

íèêîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû âñåõ ðàíãîâ ñîâïàäàþò

ìåæäó ñîáîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ àäåêâàòíîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé èñòî÷íèêîâ â øàðå (̺L è σL ) èëè ýëëèïñîèäå (̺L è σL+2 )

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîâïàäàëî êîíå÷íîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïî-

ëåé (â ñëó÷àå øàðà � âñå ìîìåíòû äî L-ãî ðàíãà, â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà � âñå

ìîìåíòû äî (L + 2)-ãî ðàíãà). Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òàêèõ ðàñïðå-

äåëåíèé ðàâåíñòâî ìåæäó ñîáîé óêàçàííîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìóëüòèïîëåé

ñâèäåòåëüñòâóåò î ñîâïàäåíèè è áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îñòàëüíûõ ìîìåíòîâ

ðàñïðåäåëåíèé ̺L è σL èëè ̺L è σL+2, ïðè÷åì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ó

øàðà âñå âûñøèå ìóëüòèïîëè ðàâíû íóëþ, òîãäà êàê ó ýëëèïñîèäà áåñ÷èñ-

ëåííîå êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ îòëè÷íî îò íóëÿ.

� 71. Ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû ýëëèïñîèäà,

àäåêâàòíûå çàðÿäó ñî�îêóñíîãî ýëëèïñîèäà

71.1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ê ÷èñëó ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûõ çàäà÷ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîñòà-

òèêè îòíîñèòñÿ ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü â íåêîòîðîì çàçåìëåííîì ïðîâîäÿùåì

òåëå èìååòñÿ çàìêíóòàÿ ïîëîñòü, óðàâíåíèå ãðàíèöû S̄ êîòîðîé äàíî. Âíóò-

ðè ïîëîñòè â îáúåìå, îõâàòûâàåìîì äðóãîé çàäàííîé ïîâåðõíîñòüþ S, èëè
ïî ñàìîé S ðàñïðåäåëåí çàðÿä, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü ρ(r) èëè σ(r)
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êîòîðîãî òîæå çàäàíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü η̄(r) èí-

äóöèðîâàííîãî íà S̄ çàðÿäà.

Ó îïèñàííîé çàäà÷è èìååòñÿ ¾äâîéíèê¿ â ýëåêòðîñòàòèêå âàêóóìà. Ìû

èìååì â âèäó, ÷òî çàäà÷ó î ïîëîì ïðîâîäíèêå ìîæíî ñ÷èòàòü ðåøåííîé

( [102℄, ñ. 524), åñëè ðåøåíà âçàèìíî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé çàäà÷à îá àäåêâàò-

íûõ

1

ñèñòåìàõ çàðÿäîâ. Â ïîñëåäíåé çàäàíû òå æå ïëîòíîñòü ρ èëè σ è

ïîâåðõíîñòè S è S̄ , ÷òî è â ïåðâîé çàäà÷å, íî òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâî-
áîäíîå îò ìàòåðèàëüíûõ ñðåä ïðîñòðàíñòâî è èùåòñÿ ïëîòíîñòü σ̄(r) ðàñ-

ïðåäåëåííîãî ïî S̄ çàðÿäà, àäåêâàòíàÿ çàäàííîìó èñõîäíîìó ðàñïðåäåëå-

íèþ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷ ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì (η̄ = −σ̄),
äàëåå îáñóæäàåòñÿ òîëüêî çàäà÷à îá àäåêâàòíûõ èñòî÷íèêàõ. Â ïðèíöèïè-

àëüíîì ïëàíå âîçìîæíûå ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ ðàññìîòðåíû â [101℄. Òàì

æå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S è S̄ ñëèâàþòñÿ â îäíó ñ�åðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü,

íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå σ̄, àäåêâàòíîå çàäàííîé ïëîòíîñòè ρ.
Â äàííîì ðàçäåëå çàäà÷à îá àäåêâàòíûõ çàðÿäàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè-

ìåíèòåëüíî ê ñî�îêóñíûì ýëëèïñîèäàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì S è S̄, îïèñû-
âàþùèìñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (71.1)

x2

ā2
+
y2

b̄2
+
z2

c̄2
= 1, (71.2)

ãäå ïîëóîñè ýëëèïñîèäîâ ïîä÷èíåíû ðàâåíñòâàì

2

ā2 − a2= b̄2 − b2= c̄2 − c2=λ. (71.3)

Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî èñõîäíûé çàðÿä íà S èëè â îãðàíè÷åííîì åþ

îáúåìå çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèÿìè σ(x, y, z)/p èëè ρ(x, y, z), ÿâ-
ëÿþùèìèñÿ ïîëèíîìàìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

Â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îñóùåñòâèìî ñòðîãîå îäíîçíà÷íîå

ðåøåíèå çàäà÷è íà îñíîâå ìåòîäà ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, îïèñàííîãî â

� 69.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ñóùåñòâåííû ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ, âûòåêàþ-

ùèå èç èçëîæåííîé â ãë. 7 òåîðèè è ñïðàâåäëèâûå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñî-

�îêóñíûõ ýëëèïñîèäîâ (71.1) è (71.2): à) ðàñïðåäåëåííûé ïî ïîâåðõíîñòè

(71.2) çàðÿä ïëîòíîñòè σ̄L àäåêâàòåí çàäàííîìó íà ïîâåðõíîñòè (71.1) çà-

ðÿäó ïëîòíîñòè σL, åñëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðå-

äåëåíèÿì σL è σ̄L ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû Q
(σ)
i1...il

è Q̄i1...il , òåíçîðíûé
ðàíã l êîòîðûõ çàêëþ÷åí â äèàïàçîíå 0 6 l 6 L; á) ðàñïðåäåëåííûé ïî

ïîâåðõíîñòè (71.2) çàðÿä ïëîòíîñòè σ̄L+2 àäåêâàòåí çàäàííîìó â îáúåìå V
ýëëèïñîèäà (71.1) çàðÿäó ïëîòíîñòè ρL, åñëè ðàâíû ìåæäó ñîáîé âñå ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿì ρL è σ̄L+2 ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû Q
(ρ)
i1...il

1

Èõ íàçûâàþò òàêæå ¾ýêâèâàëåíòíûìè¿.

2

Ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷ î ïîëîì ïðîâîäíèêå è àäåêâàòíûõ çàðÿäàõ, âåëè÷èíà λ â

óñëîâèè ñî�îêóñíîñòè (71.3) ýëëèïñîèäîâ (71.1) è (71.2) åñòü çàäàííîå íåîòðèöàòåëüíîå

÷èñëî. Îäíàêî, èìåÿ äåëî ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, ïîçâîëèòåëüíî ðàññìàòðèâàòü

(71.2) è (71.3) êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ñåìåéñòâà ñî�îêóñíûõ ýëëèïñîèäîâ, ãäå ïðè

c=min{a, b, c} çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ëåæàò â äèàïàçîíå −c2 6 λ <∞. Ýòà âîçìîæíîñòü

èñïîëüçóåòñÿ ïðè àíàëèçå ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ.
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è Q̄i1...il , ðàíã êîòîðûõ çàêëþ÷åí â äèàïàçîíå 0 6 l 6 L + 2. Çäåñü è äàëåå

σL/p, ρL è σ̄L/p̄ � ïîëèíîìû ñòåïåíè L, p̄=
〈
x2/ā4

〉−1/2
.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ è ïðèðàâíèâàíèþ äðóã

äðóãó êîíå÷íîãî ÷èñëà (çàâèñÿùåãî îò ñòåïåíè L ïîëèíîìà) íåçàâèñèìûõ

êîìïîíåíò ìóëüòèïîëüíûõ òåíçîðîâ çàäàííîãî σL (èëè ρL ) è èñêîìîãî

σ̄L (èëè σ̄L+2 ) ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà è ðåøåíèþ ïîëó÷àþùåéñÿ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âûðàæàþùåé êîý��èöèåíòû ïîëèíî-

ìà σ̄L/p̄ (èëè σ̄L+2/p̄) ÷åðåç çàäàííûå âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì íå âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòè â âû÷èñëåíèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è óäàåòñÿ ñî-

õðàíèòü è èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâó ñèììåòðèþ ðåøåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â � 69 îáîñíîâàíèå ìåòîäà ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ è

åäèíñòâåííîñòè äîñòàâëÿåìîãî èì ðåøåíèÿ çàäà÷è îá àäåêâàòíûõ èñòî÷íè-

êàõ äàíî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ îáú-

åìíîé ïëîòíîñòüþ, à ïîâåðõíîñòè (71.1) è (71.2) ñîâïàäàþò. Ýòî àëãåáðà-

è÷åñêîå îáîñíîâàíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà ÷èñëà

íåèçâåñòíûõ (êîý��èöèåíòîâ èñêîìîãî ïîëèíîìà) ÷èñëó óðàâíåíèé (íåçà-

âèñèìûõ êîìïîíåíò ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ) è íåðàâåíñòâà íóëþ îïðåäå-

ëèòåëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîõðàíÿåò ñèëó, êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, è äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü îáîáùåíèé çàäà÷è.

71.2. Àäåêâàòíûå ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû

Â ýòîì ðàçäåëå ðå÷ü ïîéäåò î íàõîæäåíèè ïëîòíîñòè σ̄L ïîâåðõíîñòíîãî

çàðÿäà íà ýëëèïñîèäå (71.2), àäåêâàòíîé ïëîòíîñòè σL, çàäàííîé íà ïîâåðõ-
íîñòè (71.1). �îâîðÿ î ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèÿõ σL/p è σ̄L/p̄, íàïîìíèì,
÷òî ñòåïåíüþ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèíîìà, ðàññìàòðèâàåìîãî íà ãðàíèöå ýë-

ëèïñîèäà (íàïðèìåð, íà ïîâåðõíîñòè (71.1)), íàçûâàþò ñòåïåíü ïîëèíîìà,

ïîëó÷àþùåãîñÿ èç èñõîäíîãî â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ (71.1)

÷åòíûõ ñòåïåíåé êàêîé-ëèáî èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò è ïðèâåäåíèÿ ïîäîá-

íûõ ÷ëåíîâ. Ýòè ïîëèíîìû ìû áóäåì çàïèñûâàòü â ñëåäóþùåì ñèììåòðè÷-

íîì âèäå:

σL/p =

L∑

m=0

σ(m)/p =

L∑

m=0

∑

i+j+k=m

αijk (x/a)
i(y/b)j(z/c)k, (71.4)

ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàíîâëåííîé â � 39 âîçìîæíîñòüþ òðàêòîâàòü

σ(m)/p êàê ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ïåðåìåííûõ x/a, y/b, z/c , êîý�-
�èöèåíòû αijk ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè

1

(i+2)(i+1)αi+2,j,k + (j+2)(j+1)αi,j+2,k + (k+2)(k+1)αi,j,k+2=0. (71.5)

Èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ ¾ïàðöèàëüíûõ¿ ïëîòíîñòåé σ(m)
çàðÿäà

óäîáíî òåì, ÷òî, êàê ïîêàçàíî â � 43, âñå ýëåêòðè÷åñêèå 2l-ïoëüíûe ìîìåí-

1

Óêàæåì åùå îäíî (ñîõðàíÿþùåå ðàâíîïðàâèå äåêàðòîâûõ íàïðàâëåíèé) ïðåäñòàâëå�

íèå (ñð. (69.24)) òàêèõ ïîëèíîìîâ

σL/p =
L∑

l=L−1

∑

i+j+k=l

κijk (x/a)i(y/b)j (z/c)k .

Îíî îêàçàëîñü ïîëåçíûì, â ÷àñòíîñòè, â âûêëàäêàõ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ê ðåçóëü�

òàòàì äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.
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òû, îáóñëîâëåííûå ðàñïðåäåëåíèåì σ(m)
è óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

l< m, ðàâíû íóëþ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êîíêðåòíîìó ïðèìåðó, â êîòîðîì èñõîäíàÿ ïëîò-

íîñòü çàðÿäà ñîîòâåòñòâóåò ïîëèíîìó âòîðîé ñòåïåíè

σ =

(
α 000 +

〈
α 100

x

a

〉
+
〈
α 110

xy

ab

〉
+

〈
α 200

x2

a2

〉)
p , (71.6)

ïðè÷åì â ñîãëàñèè ñ (71.5)

〈α 200〉 = 0 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì ¾à¿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ñîîáðàæåíè-

ÿìè ñèììåòðèè è èçáðàííîé �îðìîé çàïèñè ¾ïîâåðõíîñòíûõ¿ ïîëèíîìîâ

èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè (71.2) èìååò àíàëîãè÷íûé

âèä

σ̄ =

(
β 000 +

〈
β 100

x

ā

〉
+
〈
β 110

xy

āb̄

〉
+

〈
β 200

x2

ā2

〉)
p̄, (71.7)

ãäå

〈β 200〉 = 0. (71.8)

Âû÷èñëèì è ïðèðàâíÿåì äðóã äðóãó ïîëíûå çàðÿäû Q(σ) =
∮
α 000 p dS

è Q̄ =
∮
β 000 p̄ dS̄, äèïîëüíûå êîìïîíåíòû Q

(σ)
x è Q̄x, êâàäðóïîëüíûå êîì-

ïîíåíòû Q
(σ)
xy è Q̄xy, à òàêæå êâàäðóïîëüíûå êîìïîíåíòû Q

(σ)
xx è Q̄xx, îò-

âå÷àþùèå ðàñïðåäåëåíèÿì (71.6) è (71.7). Ïðè âû÷èñëåíèè ìóëüòèïîëüíûõ

ìîìåíòîâ ïîëåçíà �îðìóëà Ëàãðàíæà (ñì. (Â.15)).

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ äåéñòâèé ïîëó÷àåì äëÿ β 000, β 100, β 110 îêîí-

÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ

β 000 = gα 000 , (71.9)

β 100 = g
a

ā
α 100, (71.10)

β 110 = g
ab

āb̄
α 110, (71.11)

ãäå

g =
abc

āb̄c̄
,

à äëÿ êîý��èöèåíòîâ β 200, β 020, β 002 âòîðîå, íàðÿäó ñ (71.8), óðàâíåíèå

2ā2β 200 − b̄2β 020 − c̄2β 002 = g
(
2a2α 200 − b2α 020 − c2α 002

)
. (71.12)

Òðåòüå óðàâíåíèå, çàìûêàþùåå ñèñòåìó, íàõîäèòñÿ èç (71.12) ñ ïîìîùüþ

öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè. Â êà÷åñòâå íåãî ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

ā2β 200 − 2b̄2β 020 + c̄2β 002 = g
(
a2α 200 − 2b2α 020 + c2α 002

)
. (71.13)

Åùå îäíî óðàâíåíèå, öèêëè÷åñêè ñâÿçàííîå ñ (71.12), óæå íå áóäåò íåçàâè-

ñèìûì, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (71.12) è (71.13). �åøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé (71.8), (71.12) è (71.13) äàåò äëÿ β 200 çíà÷åíèå, êîòîðîå

ñ ó÷åòîì 〈α 200〉 = 0 çàïèøåì â âèäå

β 200 = g
〈
ā2b̄2

〉−1 [〈
a2b2

〉
α 200 + λ

(
3a2α 200 −

〈
a2α 200

〉)]
. (71.14)
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Âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ β 010, β 001, β 011, β 101, β 020 è β 002

ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóë (71.10), (71.11) è (71.14) â ðåçóëüòàòå öèêëè÷åñêîé

çàìåíû. Òàêèì îáðàçîì, �îðìàëüíîå ðàññìîòðåíèå ïðèìåðà çàâåðøåíî.

Åñëè îäíàêî, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñíîñêîé 2 â ðàçä. 71.1 ñ÷èòàòü (71.7) ïà-

ðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé,

àäåêâàòíûõ (âõîäÿùåìó â ýòî ñåìåéñòâî ïðè λ=0) ïîâåðõíîñòíîìó çàðÿäó
(71.6), òî íåáåçûíòåðåñíî óçíàòü, âî ÷òî ïðåâðàùàåòñÿ (71.7) â ðåçóëüòàòå

ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè λ→−c2 (c̄ → 0), ò. å. ïðè âûðîæäåíèè ýëëèï-

ñîèäà (71.2) â ëåæàùèé â ïëîñêîñòè (x, y) ýëëèïòè÷åñêèé äèñê. Òàê êàê

ïðè λ → −c2 èìååò ìåñòî p̄ → c̄/D(x, y), à íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

z/c̄ → ±D(x, y), ãäå D(x, y) =
√
1−(x/ad)2−(y/bd)2 è ad = (a2 − c2)1/2,

bd = (b2 − c2)1/2 � ïîëóîñè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â

ïðåäåëå ðàñïðåäåëåíèå (71.7) ¾ðàñùåïëÿåòñÿ¿ íà äâå ñèñòåìû çàðÿäîâ. Èõ

îáðàçóþò ïðîñòîé ñëîé ñ ïëîòíîñòüþ

σd= lim
λ→−c2

2σ̄2=
2abc

adbdD

{
α000+a

−2
d b−2

d

[(〈
a2b2

〉
−3c4

)
α 002+

+c2
〈
a2α 200

〉]
+ α 100

ax

a2d
+ α 010

by

b2d
+ α 110

abxy

a2db
2
d

+

+ a−2
d b−2

d

[(〈
a2b2

〉
−3a2c2

)
α 200 +

(
3c4−

〈
a2b2

〉)
α 002

]
x2/a2d +

+ a−2
d b−2

d

[(〈
a2b2

〉
−3b2c2

)
α 020 +

(
3c4−

〈
a2b2

〉)
α 002

]
y2/b2d

}
(71.15)

è ïîâåðõíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äèïîëåé (äâîéíîé ñëîé) ñ ïëîòíîñòüþ

τd= lim
λ→−c2

2zσ̄2=
2abc2D

adbd

(
α 001 + α 101

ax

a2d
+ α 011

by

b2d

)
. (71.16)

Óäîñòîâåðèòüñÿ â àäåêâàòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (71.6) è äâîéíîé ñèñòåìû

çàðÿäîâ (71.15), (71.16) ìîæíî, ñîïîñòàâëÿÿ ëèáî èõ âû÷èñëåííûå ïîòåíöèà-

ëû (ñì. �� 21, 24, 28), ëèáî ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû èõ ìóëüòèïîëüíûõ

ìîìåíòîâ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàñ÷åò èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè-

÷åñêîãî äèñêà îáëåã÷àåò �îðìóëà (B.18) Ïðèëîæåíèÿ Â.

Ïðè ñîâïàäåíèè ïîâåðõíîñòåé (71.1) è (71.2), ò. å. ïðè λ=0, ðàñïðåäå-
ëåíèå (71.7), êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïåðåõîäèò â (71.6) â ñèëó åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è îá àäåêâàòíîì ïîâåðõíîñòíîì çàðÿäå.

Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ýëëèïñîèäû (71.1) è (71.2) âûðîæäàþòñÿ

â êîíöåíòðè÷åñêèå ñ�åðû, òàê ÷òî

a = b = c = p = r0, ā = b̄ = c̄ = p̄ = R0, (71.17)

îòíîøåíèå ëþáîãî êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ (71.7) ê ñîîòâåòñòâóþùåìó

êîý��èöèåíòó ðàñïðåäåëåíèÿ (71.6) äàåòñÿ îáùåé �îðìóëîé

βijk/αijk = (r0/R0)
i+j+k+3 .

71.3. Ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû, àäåêâàòíûå îáúåìíûì

�àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð, â êîòîðîì çàðÿä ýëëèïñîèäà (71.1) çàäàí

îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëèíîìîì ïåðâîé ñòåïåíè

ρ = ρ0 + 〈ρax/a〉 . (71.18)
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì ¾á¿ ðàçä. 71.1 ïëîòíîñòü σ̄′
çàðÿäà íà

ïîâåðõíîñòè (71.2), àäåêâàòíàÿ ðàñïðåäåëåíèþ (71.18), äîëæíà èìåòü âèä

σ̄′=

[
γ000 +

〈
γ200

x2

ā2

〉
+

〈(
γ100 + γ300

x2

ā2
+ γ120

y2

b̄2
+ γ102

z2

c̄2

)
x

ā

〉]
p̄,

(71.19)
ãäå îòñóòñòâèå ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàò xy, yz, xz è xyz î÷åâèäíî èç ñî-
îáðàæåíèé ñèììåòðèè, à êîý��èöèåíòû γijk, ñîãëàñíî (71.5), ñâÿçàíû ðà-

âåíñòâàìè

〈γ200〉 = 0, (71.20)

3γ300 + γ120 + γ102 = 0, (71.21)

è òåìè, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ èç (71.21) ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ

Q̄i1...il =

∮
σ̄′ θi1...il(x, y, z) dS, (71.22)

Q
(ρ)
i1...il

=

∮
ρ θi1...il(x, y, z) dV, (71.23)

è ïðèâëåêàÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ýëëèïñîèäà �îðìóëû

Ëàãðàíæà (Â.15) è (Â.11), ïðèðàâíÿåì ïîëíûå çàðÿäû Q̄ = Q(ρ)
è êàêèå-

íèáóäü äâå äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû êâàäðóïîëüíûõ òåíçîðîâ (íàïðèìåð,

Q̄xx = Q
(ρ)
xx è Q̄yy = Q

(ρ)
yy ) ðàñïðåäåëåíèé (71.19) è (71.18). Ýòî ïðèâîäèò ê

ñèñòåìå óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ (71.20), äëÿ êîý��èöèåíòîâ γ000, γ200, γ020 è

γ002, ðåøåíèå êîòîðîé äàåòñÿ �îðìóëàìè

γ000 =
1

3
ρ0g, γ200 = γ000

(
3ā−2

〈
ā−2

〉−1− 1
)

(71.24)

è òåìè, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ èç (71.24) ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå.

Ïðèðàâíèâàíèå äèïîëüíûõ Q̄x = Q
(ρ)
x è ëþáûõ äâóõ îêòóïîëüíûõ

êîìïîíåíò ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì èíäåêñîâ x (íàïðèìåð, Q̄xyy = Q
(ρ)
xyy è

Q̄xzz = Q
(ρ)
xzz ) äàåò âìåñòå ñ (71.21) ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ

γ100, γ300, γ120 è γ102. �åøåíèå ïîñëåäíåé èìååò âèä

γ100 = 1
5 ρaga/ā, γ300 = γ100

(
5ā−2

κ
−1
a − 1

)
,

γ120 = γ100
(
5b̄−2

κ
−1
a − 1

)
, γ102 = γ100

(
5c̄−2

κ
−1
a − 1

)
,

(71.25)

ãäå κa =
〈
ā−2

〉
+ 2ā−2

.

Âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â (71.19), ïî-

ëó÷àþòñÿ èç (71.25) ïóòåì öèêëè÷åñêîé çàìåíû.

�àññìàòðèâàÿ (71.19) êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòíûõ çà-

ðÿäîâ, àäåêâàòíûõ ðàñïðåäåëåíèþ (71.18), âûïîëíèì, êàê â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ýëëèïòè÷åñêîìó äèñêó. �åçóëüòàò ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ïëîòíîñòè (71.18) àäåêâàòíà íà ñî�îêóñíîì äèñêå äâîéíàÿ ñèñòåìà

çàðÿäîâ: ïðîñòîé ñëîé ñ ïëîòíîñòüþ

σ′
d= lim

λ→−c2
2σ̄′

3=
2abcD

adbd

(
ρ 0 + ρa

ax

a2d
+ ρb

by

b2d

)
(71.26)
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è äâîéíîé ñëîé ñ ïëîòíîñòüþ

τ ′d= lim
λ→−c2

2zσ̄′
3=

2

3

abc2

adbd
ρcD

3 . (71.27)

Ñðàâíåíèå ýòèõ �îðìóë ñ èõ íàéäåííûìè âûøå àíàëîãàìè îáíàðóæè-

âàåò ïðèìå÷àòåëüíîå ðàçëè÷èå. Òàê, åñëè ðàñïðåäåëåíèå (71.26) ñîäåðæèò

ìíîæèòåëü D â ïåðâîé ñòåïåíè, ò. å. îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êðàþ äèñêà, òî

â (71.15) âåëè÷èíà D âõîäèò â îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè, îáóñëîâëèâàÿ õà-

ðàêòåðíóþ ñòàòè÷åñêóþ îñîáåííîñòü íà êðàþ äèñêà, èìåíóåìóþ â òåîðèè

äè�ðàêöèè êàê ¾óñëîâèå íà ðåáðå¿. Ïî-ðàçíîìó âåäóò ñåáÿ íà êðàþ äèñêà,

õàðàêòåðèçóÿñü ¾íóëÿìè¿ ðàçíîãî ïîðÿäêà, è äèïîëüíûå ïëîòíîñòè (71.16)

è (71.27). Óêàçàííûå ðàçëè÷èÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîÿâëåíèåì ñâîåîáðàçíîé àñèì-

ìåòðèè, ïðèñóòñòâóþùåé è â óòâåðæäåíèÿõ ¾à¿ è ¾á¿. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ëþáîãî îáúåìíîãî çàðÿäà âñåãäà ñóùåñòâó-

åò àäåêâàòíîå ïîâåðõíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, îáðàòíîå â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà. Çàòî ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð

ëþáîìó ïîâåðõíîñòíîìó çàðÿäó ñîîòâåòñòâóåò è óæå íå îäíî àäåêâàòíîå

îáúåìíîå ðàñïðåäåëåíèå, à èõ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, îäíîðîä-

íî çàðÿæåííîé ñ�åðå àäåêâàòíî ëþáîå ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðàñïðå-

äåëåíèå òîãî æå ïîëíîãî çàðÿäà â îáúåìå êîíöåíòðè÷åñêîãî ñ íåé øàðà

ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà

Îòìåòèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîëó÷åííûõ â ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòîâ. Ïðè

ā = a, b̄ = b, c̄ = c, ò. å. ïðè ñëèÿíèè ïîâåðõíîñòåé (71.1) è (71.2) ðàñïðåäåëå-
íèå (71.19) ïðèíèìàåò âèä, ñîãëàñóþùèéñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè �îðìóëàìè

� 70, ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ èìåííî ýòîò ñëó÷àé.

Åñëè ïîâåðõíîñòè (71.1) è (71.2) ïðåâðàùàþòñÿ â êîíöåíòðè÷åñêèå ñ�å-

ðû (71.17), òî èç âñåõ êîý��èöèåíòîâ γijk îòëè÷íûìè îò íóëÿ îñòàþòñÿ

ëèøü γ000, γ100, γ010, γ001. Â ðåçóëüòàòå êóáè÷åñêèé ïîëèíîì (71.19) îáðà-

ùàåòñÿ â ðàñïðåäåëåíèå

σ̄′ =

(
r0
R0

)3 [
ρ0R0

3
+

r0
5R0

(ρax+ ρby + ρcz)

]
,

ÿâëÿþùååñÿ ïîäîáíî (71.18) ïîëèíîìîì ïåðâîé ñòåïåíè.

71.4. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

�àñïîëàãàÿ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è îá àäåêâàòíûõ çàðÿäàõ

ýëëèïñîèäà, íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü èõ íà ïðåäåëüíûé ñëó÷àé � àíàëî-

ãè÷íóþ äâóìåðíóþ çàäà÷ó îá ýëëèïòè÷åñêîì öèëèíäðå. Äëÿ ýòîãî áóäåì

ñ÷èòàòü òåïåðü c íàèáîëüøåé ïîëóîñüþ ýëëèïñîèäà, ïîëîæèì â (71.6) è

(71.18) âñå êîý��èöèåíòû ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ z ðàâíûìè íóëþ

(â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ñîîòíîøåíèÿõ òèïà (71.5) èñ÷åçàåò òðåòüå ñëàãàåìîå,

óïðîùàåòñÿ, ñâîäÿñü ëèøü ê äâóì èíäåêñàì, è ìàðêèðîâêà ñàìèõ êîý��è-

öèåíòîâ α) è âûïîëíèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè c→∞ â �îðìóëàõ (71.1),

(71.2), (71.7) è (71.19).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðåâðàùàåò ïîâåðõíîñòè (71.1) è (71.2) â ãðàíèöû

ñî�îêóñíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðîâ

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (71.28)
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x2

ā2
+
y2

b̄2
= 1, (71.29)

ãäå ā2 − a2= b̄2 − b2=λ.
Çàäàííîìó íà (71.28) ïîâåðõíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

σ =

(
α 00 + α 10

x

a
+ α 01

y

b
+ α 11

xy

ab
+ α 20

x2

a2
+ α 02

y2

b2

)
p ,

â êîòîðîì α 20 + α 02 = 0, îêàçûâàåòñÿ àäåêâàòíûì ðàñïðåäåëåííûé ïî ïî-

âåðõíîñòè (71.29) çàðÿä ïëîòíîñòè

σ̄ =
ab

āb̄

[
α 00 + α 10

ax

ā2
+ α 01

by

b̄2
+ α 11

abxy

ā2b̄2
+

+
a2 + b2

ā2 + b̄2

(
α 20

x2

ā2
+ α 02

y2

b̄2

)]
p̄ , (71.30)

ãäå p = (x2/a4 + y2/b4)−1/2
, p̄ = (x2/ā4 + y2/b̄4)−1/2

.

×òî êàñàåòñÿ îáúåìíîãî çàðÿäà ïëîòíîñòè

ρ = ρ0 + ρa
x

a
+ ρb

y

b
,

çàäàííîãî â öèëèíäðå (71.28), òî åìó íà ïîâåðõíîñòè (71.29) àäåêâàòíî ðàñ-

ïðåäåëåíèå

σ̄′=

(
γ00+γ20

x2

ā2
+γ02

y2

b̄2
+ γ10

x

ā
+ γ30

x3

ā3
+ γ12

xy2

āb̄2
+

+γ01
y

b̄
+ γ21

x2y

ā2b̄
+ γ03

y3

b̄3

)
p̄ , (71.31)

Çäåñü

γ00 =
ρ0ab

2āb̄
, γ20 = −γ02 = γ00

b2 − a2
ā2 + b̄2

,

γ10 =
ρaa

2b

4ā2b̄
, 3γ30 = −γ12 = 3γ10

b2 − a2
ā2 + 3b̄2

,

(71.32)

à âûðàæåíèÿ äëÿ γ01, γ03, γ21 ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóë (71.32) ïóòåì âçàèì-

íîé çàìåíû a↔ b è îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ó êîý��èöèåí-

òîâ γ.
Ïðè λ → −b2 (b̄ → 0), êîãäà ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð (71.29) âûðîæ-

äàåòñÿ â ñî�îêóñíóþ ñ íèì áåñêîíå÷íóþ ïðÿìîëèíåéíóþ ïîëîñó øèðèíîé

2as = 2
√
a2 − b2, ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè (x, z), êàæäîå èç äâóõ ñàìîñòîÿòåëü-

íûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé (71.30) è (71.31) ðàñùåïëÿåò-

ñÿ â ïðåäåëå íà äâå ñèñòåìû çàðÿäîâ. Òàê, äëÿ (71.30) àäåêâàòíûì ïðåäåëîì

îêàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ

σ̄s= lim
λ→−b2

2σ̄2=
2ab√
a2s − x2

[
α 00 + α 10

ax

a2s
− α 20

a2 + b2

a2s

(
1− 2

x2

a2s

)]

è äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ

τ̄s= lim
λ→−b2

2yσ̄2=
2ab2

a2s

√
a2s − x2

(
α 01 + α 11

ax

a2s

)
,
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à ðàñïðåäåëåíèå (71.31) ïåðåõîäèò â àäåêâàòíóþ åìó êîìáèíàöèþ ïðîñòîãî

ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ

σ̄′
s= lim

λ→−b2
2σ̄′

3=
2ab

a2s

√
a2s − x2

(
ρ0 + ρa

ax

a2s

)

è äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ

τ̄ ′s= lim
λ→−b2

2yσ̄′
3=

2ab2

3a4s
ρb(a

2
s − x2)3/2.

Â ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííûõ â ýòîì ðàçäåëå âûðàæåíèé äëÿ àäåêâàò-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà ìîæíî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëÿÿ è ñðàâíèâàÿ ëèáî

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàëû ýëëèïòè÷åñêèõ öèëèíäðîâ, ëèáî ñîîòâåòñòâó-

þùèå êîìïîíåíòû ïîãîííûõ äâóìåðíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ 2n-ïîëüíûx ìîìåí-
òîâ

q
(ρ)
i1...in

=

∫
ρ(x, y) θ

(2)
i1...in

dS, q
(σ)
i1...in

=

∮
σ(x, y) θ

(2)
i1...in

dl, (71.33)

ãäå êîìïîíåíòàìè ÿäðà θ
(2)
i1...in

äâóìåðíûõ ìîìåíòîâ òåïåðü ñëóæàò (ñì.

Ïðèëîæåíèå F1) âûðàæåíèÿ

θ(2)x = x, θ(2)xx = x2− y2, θ(2)xy = 2 xy, θ(2)xxx=−θ(2)xyy = x3− 3xy2.

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ (71.33) ïî ïîâåðõíîñòè èëè êîíòóðó ïîïå-

ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ïîëåçíû äâóìåðíûå �îðìóëû

Ëàãðàíæà

1

∫ (x
a

)2l (y
b

)2m
dS = 2π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!

(2l + 2m+ 2)!!
ab ,

∮ (x
a

)2l (y
b

)2m
p 2 dl = 2π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!

(2l + 2m)!!
ab.

.

� 72. Àäåêâàòíûå ñòàöèîíàðíûå òîêè â øàðå

72.1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è.

Ìåòîä ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ

Ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷ îá àäåêâàòíûõ ñòàöèîíàðíûõ òî-

êàõ. Â ÷àñòíîñòè, â äàííîì ïàðàãðà�å ðå÷ü ïîéäåò î çàäà÷å [528℄, â êîòîðîé

¾ïåðâè÷íûå¿ òîêè çàäàíû â îáúåìå íåêîòîðîãî øàðà ðàäèóñà a, à íà êîí-
öåíòðè÷åñêîé ñ�åðå ðàäèóñà R òðåáóåòñÿ íàéòè àäåêâàòíûå òîêè. Çàäà÷à

ðàññìàòðèâàåòñÿ íå â ñ�åðè÷åñêèõ, à â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, äàáû â

äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðàíèòü èñïîëüçóåìóþ çäåñü ¾òåõíîëîãèþ¿ íà ãåîìåò-

ðè÷åñêè áîëåå îáùèå çàäà÷è. �åøåíèå çàäà÷è ïðèìåíèòåëüíî ê ïåðâè÷íîìó

òîêó, äåêàðòîâû êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè êîòîðîãî çàäàíû êàê ïîëèíîìèàëü-

íûå �óíêöèè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, äîñòèãàåòñÿ ìåòîäîì ìóëüòèïîëüíûõ

1

Ñì. �îðìóëû (Â.24) è (Â.27) Ïðèëîæåíèÿ Â.
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ìîìåíòîâ, êîòîðûé, êàê è â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ èñòî÷íèêîâ, ïîçâîëÿåò èçáå-

æàòü ãðîìîçäêîé ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ïîëåé.

Êàê èçâåñòíî, â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, âíåøíåé ïî îòíîøå-

íèþ ê ñòàöèîíàðíûì ýëåêòðè÷åñêèì òîêàì, ìîæíî îïåðèðîâàòü ñ ïñåâäî-

ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì èõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ìàãíèòíûì ïîòåíöèàëîì)

è åãî ìóëüòèïîëüíûì ðàçëîæåíèåì. Ïîñëåäíåå â ñëó÷àå øàðîâîé îáëàñòè

ñ ïîëèíîìèàëüíîé (ñòåïåíè L) ïëîòíîñòüþ òîêà (îáúåìíîé j èëè ïîâåðõ-

íîñòíîé i) èìååò âèä êîíå÷íîãî ðÿäà1

Φ̃(r)

Ψ̃(r)



 =

L∑

l=1

1

l!
Mi1...il

xi1 · · · xil
r2l+1

, (72.1)

èëè â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè

Φ̃(r)

Ψ̃(r)



 =

L∑

l=1

1

l! r2n+1

∑

α+β+γ=l

l !

α !β ! γ !
Mαβγ x

αyβzγ . (72.2)

Âõîäÿùèå â (72.1) âåëè÷èíûMi1...il ñóòü êîìïîíåíòû òåíçîðà l-ãî ðàíãà, îá-
ðàçóþùèå â ñîâîêóïíîñòè ìàãíèòíûé ìóëüòèïîëüíûé ìîìåíò l-ãî ïîðÿäêà.

Â äàëüíåéøåì íàì íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëè M
(j)
i1...il

îáúåìíûõ òîêîâ, õàðàêòåðèçóåìûõ ïëîòíîñòüþ j(r), è ìàãíèòíûå ìóëüòè-

ïîëè M
(i)
i1...il

ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ, õàðàêòåðèçóåìûõ ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-

íîñòüþ i(r). Ýòè ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû äàþòñÿ �îðìóëàìè

M
(j)
i1...il

=
1

(l + 1)c

∫
[rj]∇θi1...il dV, (72.3)

M
(i)
i1...il

=
1

(l + 1)c

∮
[ri]∇θi1...il dS. (72.4)

ßäðà θi1...il ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ (ñì. � 34) ïðèíèìàþò, â ÷àñòíîñòè,
çíà÷åíèÿ

θx = x; θxx = 2x2 − y2 − z2, θxy = 3xy;

θxyy = 3x(4y2 − x2 − z2), θxyz = 15xyz.

Òàê ÷òî

2

Mx =
1

2c

∫
(yjz − zjy)dV ; (72.5)

Mxx =
2

c

∫
x(yjz − zjy)dV, (72.6)

Mxy =
1

c

∫
{xzjx − yzjy + (y2 − x2)jz}dV ; (72.7)

1

Ñì. (54.4). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò âûáðàíî â öåíòðå øàðà.

2

Çäåñü è äàëåå âñÿêèé ðàç, êîãäà âñòðå÷àåòñÿ íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé (óðàâíåíèé),

ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èëè âçàèìíîé çàìåíîé êîîðäè�

íàò, ìû âûïèñûâàåì òîëüêî îäíî ñîîòíîøåíèå (óðàâíåíèå). Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â

âèäó, ÷òî ïðè âçàèìíîé çàìåíå êîîðäèíàò ïñåâäîâåëè÷èíû èçìåíÿþò çíàê íà ïðîòèâîïî�

ëîæíûé.
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Mxyy=
3

4c

∫
{10xyzjx+ (x2+z2−4y2)zjy+ (4y2−11x2−z2)yjz}dV, (72.8)

Mxyz=
15

4c

∫
{(z2−y2)xjx+(x2−z2)yjy+ (y2−x2)zjz}dV. (72.9)

�àçëîæåíèå (72.1) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ìóëüòèïîëüíîìó ðàçëîæåíèþ

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì: â ñóììå (72.1) îò-

ñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå l=0 (ìàãíèòíîìó çàðÿäó).

Òåïåðü � îá îáùåé ïîñòàíîâêå è ìåòîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïóñòü â îáúåìå

øàðà ðàäèóñà a çàäàí ýëåêòðè÷åñêèé òîê, äåêàðòîâû êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè L: 1

jx =
∑

16l+m+n6L

Almn x
lymzn, jy =

∑

16l+m+n6L

Blmn x
lymzn,

jz =
∑

16l+m+n6L

Clmn x
lymzn. (72.10)

Âõîäÿùèå â (11) êîý��èöèåíòû A, B, C çàäàííûõ ïîëèíîìîâ ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèÿìè, âûòåêàþùèìè èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè òîêà

div j = 0 (72.11)

è êðàåâîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå øàðà

jn
∣∣
S
= 0. (72.12)

Òðåáóåòñÿ íàéòè àäåêâàòíûé òîêó (72.10) ïîâåðõíîñòíûé òîê íà êîíöåíòðè-

÷åñêîé ñ øàðîì ñ�åðå ðàäèóñà R.
Ñõåìà ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ âñå

íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû ìàãíèòíûõ ìóëüòèïîëåéM
(j)
i1...il

, ðàíã êîòîðûõ çà-

êëþ÷åí â äèàïàçîíå 1 6 l 6 L. Îáùåå ÷èñëî òàêèõ êîìïîíåíò ðàâíî

N
(M)
L =

L∑

l=1

(2l + 1) = L(L+ 2). (72.13)

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ëþáàÿ äåêàðòîâà êîìïîíåíòà ïîäëåæàùåãî íà-

õîæäåíèþ àäåêâàòíîãî ïîâåðõíîñòíîãî òîêà òàêæå äîëæíà áûòü ïîëèíî-

ìîì ñòåïåíè L. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ñòåïåíüþ ïîëèíîìà, ðàññìàòðèâàåìîãî

íà ïîâåðõíîñòè øàðà

x2 + y2 + z2 = R2 , (72.14)

ïîíèìàåòñÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç èñõîäíîãî â ðåçóëüòàòå

èñêëþ÷åíèÿ íà îñíîâå (72.14) ÷åòíûõ ñòåïåíåé êàêîé-ëèáî èç äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàò (íàïðèìåð, z) è ïîñëåäóþùåãî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Ýòè
ïîëèíîìû ìîæíî çàïèñûâàòü â ðàçëè÷íûõ ýêâèâàëåíòíûõ �îðìàõ (ïîäðîá-

íåå ñì. [524℄). Çäåñü ìû áóäåì çàïèñûâàòü èõ â ñèììåòðè÷íîì (ñîõðàíÿþùåì

ðàâíîïðàâèå äåêàðòîâûõ íàïðàâëåíèé) âèäå:

ix =

L∑

l=L−1

∑

i+j+k=l

αijk x
iyjzk, iy =

L∑

l=L−1

∑

i+j+k=l

βijk x
iyjzk,

1

Â çàïèñè ïîëèíîìîâ (72.10) ó÷òåíî, ÷òî ñâîáîäíûå êîý��èöèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ñëàãàåìûì ñ x0y0z0, ðàâíû íóëþ.
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iz =
L∑

l=L−1

∑

i+j+k=l

γijk x
iyjzk. (72.15)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïîâåðõíîñòíîãî òîêà åñòü ñóììà îä-

íîðîäíûõ ïîëèíîìîâ (L−1)-îé è L-îé ñòåïåíåé, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ

ïîäëåæàò íàõîæäåíèþ. Ïîñêîëüêó ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ N
(H)
L îäíîðîäíî-

ãî ïîëèíîìà ñòåïåíè L ðàâíî

N
(H)
L =

1

2
(L + 1)(L+ 2),

òî ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ â êàæäîì èç ïîëèíîìîâ (72.15)

N (L) = N
(H)
L +N

(H)
L−1 = (L+ 1)2, (72.16)

à èõ îáùåå ÷èñëî âî âñåõ òðåõ ïîëèíîìàõ (72.15), äàþùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ

â íàøåé çàäà÷å, åñòü

N = 3N (L) = 3(L+ 1)2. (72.17)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè L = 3 êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ðàâíî 48, â òî âðåìÿ êàê

â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å î ñêàëÿðíûõ èñòî÷íèêàõ â øàðå íåèçâåñòíûõ âòðîå

ìåíüøå.

Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ÷èñëî ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èìåþ-

ùèõñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ

(72.15). Ïðåæäå âñåãî ñþäà âõîäÿò íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ, âîçíèêàþùèå

â ðåçóëüòàòå ïðèðàâíèâàíèÿ îäèíàêîâûõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ

ìàãíèòíûõ ìóëüòèïîëåé (îò ïåðâîãî äî L-ãî ðàíãîâ), ñîçäàâàåìûõ òîêàìè
(72.10) è (72.15). Ïîñêîëüêó âñÿêèé ñèììåòðè÷íûé íåïðèâîäèìûé òåíçîð l-
ãî ðàíãà, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è òåíçîð ìàãíèòíîãî ìóëüòèïîëÿ òîãî æå ðàíãà,

èìååò 2l + 1 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò, òî ÷èñëî ïîëó÷àåìûõ íåîäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

N
(M)
L =

L∑

l=1

(2l+ 1) = (L+ 1)2 − 1. (72.18)

Óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü íà ïîâåðõíîñòè øàðà (72.14) íîðìàëüíîé êîì-

ïîíåíòû ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîãî òîêà :

in
∣∣
S̄
= (ri)

∣∣
S̄
= xix + yiy + ziz = 0, (72.19)

óâåëè÷èâàÿ íà åäèíèöó, êàê âèäíî èç (72.19), ñòåïåíü õàðàêòåðèçóþùèõ òîê

ïîëèíîìîâ, äîáàâëÿåò ê (72.18)

NS̄ = N (L+1) = (L+ 2)2 (72.20)

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ïîâåðõíîñòíîãî òîêà

div i = 0, (72.21)

ïîíèæàåò íà åäèíèöó ñòåïåíü ïîëèíîìà, äîáàâëÿÿ åùå

Ndiv = N (L−1) = L2 (72.22)

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî óðàâíåíèé N
(M)
L + NS̄ + Ndiv âñåãäà íà åäèíèöó

ïðåâûøàåò ÷èñëî íåèçâåñòíûõ N : ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíî èç îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.
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72.2. Ïðèìåð àäåêâàòíûõ òîêîâ

Äëÿ èëëþñòðàöèè ìåòîäà îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà êîìïîíåíòû òîêîâ

(72.10) è (72.15) ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Êàê óæå óêàçûâàëîñü,

ýòîìó ñëó÷àþ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâóåò 48 ïîäëåæàùèõ íàõîæäåíèþ

íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ (72.15). Ê ñ÷àñòüþ, êàê è â àíà-

ëîãè÷íîé çàäà÷å ñî ñêàëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè (ñì. �� 69,70), ðåøåíèå ñóùå-

ñòâåííî óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó âîçíèêàþùàÿ ñèñòåìà 48 ëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àêòè÷åñêè ðàñùåïëÿåòñÿ íà âîñåìü ñàìîñòîÿòåëü-

íûõ ïîäñèñòåì. Ê òîìó æå, êàê è â çàäà÷å ñî ñêàëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè,

áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè (îáåñïå÷èâàþùåé ðàâíîïðàâèå äåêàðòîâûõ íàïðàâëå-

íèé), äîñòàòî÷íî íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëèøü ÷åòûðåõ ïîäñèñòåì,

ïîëó÷àÿ îñòàëüíûå ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè â óæå íàéäåííûõ

ðåøåíèÿõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âìåñòî ðàñ-

ñìîòðåíèÿ âñåõ ïÿòíàäöàòè íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ìàãíèòíûõ ìóëüòè-

ïîëüíûõ ìîìåíòîâ M, Mij , Mij k ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþ-

ùèìè: 1) Mx, Mxyy, Mxzz; 2) Mxx, Myy; 3) Mxy; 4) Mxyz. Ýòè êîìïîíåíòû

ðàçáèòû íà ÷åòûðå ãðóïïû, ðàññìîòðåíèå êàæäîé èç êîòîðûõ ïðèâîäèò ê

ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîäñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ âõîäÿùèõ â íèõ êîý��èöèåí-

òîâ ¾òîêîâûõ¿ ïîëèíîìîâ.

Òàê, ïðèðàâíèâàÿ êîìïîíåíòû M
(i)
x , M

(i)
xyy, M

(i)
xzz, âû÷èñëåííûå ïî �îð-

ìóëàì

1

(72.5) è (72.8), ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì îáúåìíûõ òîêîâM
(j)
x ,

M
(j)
xyy, M

(j)
xzz è äîáàâëÿÿ ê ïîëó÷åííûì íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì òðåáó-

åìûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ, âûòåêàþùèå èç (72.19) è (72.21), ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ çàìêíóòóþ ïîäñèñòåìó ñåìè óðàâíåíèé:

3γ030 + γ210 + γ012 − 3β003 − β021 − β201 =
15c

2πR6
M

(j)
x ,

5α111 + 3β003 − 4β021 + β201 + 12γ030 − 11γ210 − γ012 =
35c

2πR8
M

(j)
xyy ,

α111 + 2β021 + 2γ012 = 0 , α111 + β201 + γ210 = 0 , β003 + γ012 = 0 .

Çäåñü

M
(j)
x =

2π

15c
a5
{
C010−B001−

1

7
a2(B201−C210 + 4B021−4C012)

}
, (72.23)

M
(j)
xyy =

8π

315c
a9(4B201 − 14B021 + C210 − 11C012) . (72.24)

Âûðàæåíèÿ (72.23), (72.24) âîçíèêëè â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî �îð-

ìóëàì (72.5), (72.8) è ïîñëåäóþùåãî óïðîùåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûòåêà-

þùèõ èç (72.11) è (72.12) ñîîòíîøåíèé ìåæäó êîý��èöèåíòàìè A, B è C:

A111 + 2B021 + 2C012 = 0 , A111 +B201 −B003 + C201 − C012 = 0 ,

B021 −B003 + C030 − C012 = 0 , B001 + a2B003 + C010 + a2C012 = 0 .

1

Â íèõ j dV çàìåíåíî íà i dS
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�åøåíèå ïåðâîé ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé (äëÿ íåèçâåñòíûõ α111, β201, β021,
β003, γ210, γ030 è γ012) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

α111 =
7c

12πR8
(M(j)

xyy −M
(j)
xzz) , (72.25)

γ030 = −β021 =
c

4πR6
(3M(j)

x +
7

6R2
M

(j)
xyy) , (72.26)

γ210 =
c

4πR6
(3M(j)

x −
7

2R2
M

(j)
xyy −

7

6R2
M

(j)
xzz) . (72.27)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðèðàâíèâàíèå âû÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ (72.6)

ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðóïîëüíûõ êîìïîíåíò M
(i)
xx, M

(i)
yy è M

(j)
xx, M

(j)
yy , íà-

ðÿäó ñ èñïîëüçîâàíèåì (72.19) è (72.21), ïðèâîäèò ê òðåì óðàâíåíèÿì, ñî-

ñòàâëÿþùèì âòîðóþ ïîäñèñòåìó:

γ110 − β101 =
15c

8πR6
M

(j)
xx , 〈α011〉 = 0 ,

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (72.6)

M
(j)
xx =

8π

105c
a7(C110 −B101), (72.28)

ïðè÷åì 〈A011〉 = 0. Çäåñü è âñþäó äàëåå óãëîâûìè ñêîáêàìè 〈...〉 îáîçíà÷åíà
ñóììà òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

�åøåíèå âòîðîé ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé (äëÿ íåèçâåñòíûõ α011, β101 è

γ110) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

α011 =
5c

8πR6
(M(j)

xx + 2M(j)
yy) =

a7

7R6
A011 . (72.29)

Ïðèðàâíèâàíèå êâàäðóïîëüíûõ êîìïîíåíò M
(i)
xy è M

(j)
xy äàåò çíà÷åíèå

êîý��èöèåíòà γ002 è ïðèâîäèò ê òðåòüåé ïîäñèñòåìå èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé
äëÿ îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ α101, β011, γ200 è γ020:

α101 − β011 − 2γ200 + 2γ020 =
15c

4πR6
M

(j)
xy ,

α101 + γ200 = 0 , α101 + β011 = 0 ,

ãäå

M
(j)
xy =

8π

35c
a7A101 , (72.30)

ïðè÷åì

C002 = 0 , A101 = −B011 = −C200 = C020.

Èñêîìûå êîý��èöèåíòû îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè

γ002 = 0 , (72.31)

α101 = γ020 =
5c

8πR6
M

(j)
xy =

a7

7R6
A101 . (72.32)
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Ïðèðàâíèâàíèå äðóã äðóãó âû÷èñëåííûõ íà îñíîâå (72.9) ìàãíèòíûõ

îêòóïîëüíûõ êîìïîíåíò M
(i)
xyz è M

(j)
xyz äàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ äëÿ α300, β030

è γ003 è ïðèâîäèò ê ÷åòâåðòîé ïîäñèñòåìå èç øåñòè óðàâíåíèé:

〈α102 − α120〉 =
7c

2πR8
M

(j)
xyz, β210 + γ201 = 0, α120 + β210 = 0

äëÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ α120, α102, β210, β020, γ201, è γ021. Çäåñü

M
(j)
xyz =

4π

63c
a9 〈A102〉 , (72.33)

ïðè÷åì

〈A100〉 = 0 , A120 −A102 +B210 −B012 + 2C003 − C021 − C201 = 0 ,

A300 −A102 + C003 − C201 = 0 , 3A300 +B210 + C201 = 0 ,

A100 + a2A102 + C001 + a2C201 = 0 , C001 + a2C003 = 0 .

Âû÷èñëåíèÿ äàþò

α300 = 0 , (72.34)

α102 =
7c

12πR8
M

(j)
xyz =

a9

27R8
〈A102〉 . (72.35)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðåøåíà, èáî âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîý�-

�èöèåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé ïåðåñòàíîâ-

êè êîîðäèíàò â �îðìóëàõ (72.25)�(72.27), (72.29), (72.31), (72.32), (72.34) è

(72.35).

�àññìîòðåííûé ïðèìåð âêëþ÷àåò â ñåáÿ â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ òî-

êè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïîëèíîìîâ L = 2 è

L=1. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòåéøèå àäåêâàòíûå òîêè, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïåðâîé ñòåïåíè, ìîæíî ïðåäúÿâèòü, íàïðèìåð, â ñëå-

äóþùåì âèäå:

jx = 0 , jy = B001z , jz = −B001y ; (72.36)

ix = 0 , iy =
a5

5R4
B001z , iz = −

a5

5R4
B001y . (72.37)

Çàâåðøèì ïàðàãðà� äâóìÿ çàìå÷àíèÿìè.

1. �àñùåïëåíèå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ïîëèíîìèàëü-

íûõ êîý��èöèåíòîâ ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ íà òðè (ïðè L = 1), ñåìü (ïðè

L = 2) èëè âîñåìü (ïðè L > 3) ñàìîñòîÿòåëüíûõ ïîäñèñòåì, óïðîùàÿ ïðîöå-
äóðó ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ, îçíà÷àåò îäíîâðåìåííî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì

L ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî (3, 7 èëè 8) íåçàâèñèìûõ òîêîâûõ

ñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòâåòñòâåííà çà ïîðîæäåíèå òîëüêî ¾ñâîèõ¿

êîìïîíåíò òåíçîðà ìàãíèòíîãî 2L-ïîëÿ.
2. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî øàðîâîé îáúåì ðàäèóñà a ñ çàäàííûìè òîêàìè

j (r) êîíöåíòðè÷åñêè ¾âëîæåí¿ â ñ�åðè÷åñêóþ ïîëîñòü ðàäèóñà R > a â

òîëùå ìàññèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà. Òðåáóåòñÿ çíàòü, êàêèå òîêè i′(r) íàâî-
äÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè. Åñëè îáñóæäåííàÿ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à

î ïîâåðõíîñòíûõ òîêàõ i (r), àäåêâàòíûõ çàäàííûì îáúåìíûì òîêàì j (r),
ðåøåíà, òî òåì ñàìûì ðåøåíà è çàäà÷à î ñâåðõïðîâîäíèêå. Èìåííî,

i′(r) = −i(r).
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� 73. Ïðîñòåéøèå àäåêâàòíûå òîêè

ýëëèïñîèäàëüíîãî òåëà

73.1. Çàäàííûå îáúåìíûå òîêè è

èõ ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü â îáúåìå ýëëèïñîèäà, îãðàíè÷åí-

íîì ïîâåðõíîñòüþ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (73.1)

çàäàíî ïðîñòåéøåå ðàñïðåäåëåíèå òîêà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíî-

ñòüþ

jx = 0, jy = B001
z

c
, jz = C010

y

b
, (73.2)

ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàò. Òðåáóåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè (73.1) íàéòè

ïëîòíîñòü i(r) òîêà, àäåêâàòíîãî îáúåìíîìó òîêó (73.2).

Âñÿêèé ïîñòîÿííûé îáúåìíûé òîê äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñòà-

öèîíàðíîñòè

div j = 0 (73.3)

è êðàåâîìó óñëîâèþ

jn
∣∣
S
= 0 (73.4)

íà ãðàíèöå S ýëëèïñîèäà. Ïîñëåäíåå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýëëèïñîè-

äàëüíîé ãðàíèöû (73.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

p
〈nxjx〉

∣∣∣∣
S

=
〈 x
a2
jx

〉∣∣∣∣
S

= 0. (73.5)

Çäåñü p =
〈
x2/a4

〉−1/2
� äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç öåíòðà ýë-

ëèïñîèäà íà ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ê åãî ïîâåðõíîñòè â òî÷êå, õàðàêòåðè-

çóåìîé åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè n, à óãëîâûìè ñêîáêàìè 〈. . .〉 âñþäó
îáîçíà÷àåòñÿ ñóììà òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè.

Óñëîâèþ (73.3) òîê (73.2) óäîâëåòâîðÿåò àâòîìàòè÷åñêè. À èç óðàâíåíèÿ

(73.5) ñëåäóåò, ÷òî

cB001 = −b C010 . (73.6)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ëàãðàíæà (Â.15)

∫ (x
a

)2l (y
b

)2m(z
c

)2n
dV = 3

(2l − 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 3)!!
V , (73.7)

âû÷èñëèì òåïåðü ìàãíèòíûå äèïîëüíûé M
(j)

è îêòóïîëüíûé M
(j)
klm ìî-

ìåíòû ýëëèïñîèäà

1

, îáóñëîâëåííûå òîêîì (73.2). Áóäåì èìåòü

M
(j)
x =

1

2 c

∫
[rj ]x dV =

V

5 c
b C010 , M

(j)
y = M

(j)
z = 0; (73.8)

1

×òî êàñàåòñÿ êâàäðóïîëüíîãî è âûñøèõ ìîìåíòîâ òàêîé æå ÷åòíîñòè, òî îíè, î÷å�

âèäíî, ðàâíû íóëþ.
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M
(j)
xyy =

3

4 c

∫ {
10xyzjx + (x2+z2− 4y2)zjy + (4y2− 11x2−z2)yjz

}
dV =

= − 9V

7!! c
b C010

(
3a2 − 4b2 + c2

)
, (73.9)

M
(j)
xzz = −

9V

7!! c
b C010

(
3a2 + b2 − 4c2

)
, (73.10)

M
(j)
xxx = −M(j)

xyy −M
(j)
xzz. (73.11)

Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû îêòóïîëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà òîêà (73.2)

ðàâíû íóëþ.

73.2. Èñêîìûå ïîâåðõíîñòíûå òîêè è

èõ ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

Êàê âèäíî èç �îðìóë (63.6) è (62.3), ðàñïðåäåëåííîìó â ýëëèïñîèäå îáú-

åìíîìó òîêó, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé (ñòåïåíè L)
�óíêöèåé êîîðäèíàò, íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà àäåêâàòåí òîê ïëîòíîñòè

i, ó êîòîðîãî ëþáàÿ äåêàðòîâà êîìïîíåíòà i/p � ïîëèíîì ñòåïåíè L+ 2. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðà i íà ãðà-

íèöå (73.1) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå êóáè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Êðîìå òîãî, èç

ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè (ñì. òàáëèöó 4 â � 56) ñëåäóåò, ÷òî ix äîëæíà áûòü

íå÷åòíîé �óíêöèåé âñåõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, iy � ÷åòíîé �óíêöèåé x
è y è íå÷åòíîé �óíêöèåé z , à iz � ÷åòíîé �óíêöèåé x è z è íå÷åòíîé

�óíêöèåé y. Ïîýòîìó èñêîìûé ïîâåðõíîñòíûé òîê ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ix
p

= α111
xyz

abc
,

iy
p

=

(
β201

x2

a2
+ β021

y2

b2
+ β003

z2

c2

)
z

c
,

iz
p

=

(
γ210

x2

a2
+ γ030

y2

b2
+ γ012

z2

c2

)
y

b
.





(73.11)

Äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî òîêà ãðàíè÷íîå óñëîâèå (73.5) ïðèíèìàåò âèä

〈 x
a2
ix

〉∣∣∣∣
S

= 0. (73.12)

Ïîäñòàíîâêà â (73.12) âûðàæåíèé (73.11) è ïîñëåäóþùåå ïðèðàâíèâàíèå êî-

ý��èöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ êîîðäèíàò ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

α111

a
+
β201
b

+
γ210
c

= 0 ,
β021
b

= −γ030
c

,
β003
b

= −γ012
c

. (73.13)

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî âåñü ýëëèïñîèä (73.1) ðàçáèò (ïîäîáíûìè

åìó, ïîäîáíî ðàñïîëîæåííûìè è êîíöåíòðè÷åñêèìè ñ íèì) ýëëèïñîèäàëüíû-

ìè ïîâåðõíîñòÿìè íà áåñêîíå÷íî òîíêèå ýëëèïñîèäàëüíûå ñëîè

1

, òî íåòðóä-

íî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå îáúåìíîãî òîêà, îòëè÷àþùåãîñÿ îò (73.11) ëèøü

1

Òàêèå ñëîè íàçûâàþò ãîìåîèäàìè.
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îòñóòñòâèåì �àêòîðà p, ðàâåíñòâà (73.13) íå ïîçâîëÿþò òàêîìó òîêó ïåðå-
ñåêàòü ãðàíèöû ñëîåâ. Ïîýòîìó äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî òîêà i óñëîâèå ñòàöèî-
íàðíîñòè (73.3) ïðèîáðåòàåò âèä

div

(
i

p

)
=

〈
∂

∂x

ix
p

〉
= 0 , (73.14)

äîïîëíÿÿ (73.13) âûòåêàþùèì èç (73.14) ðàâåíñòâîì

α111

a
+ 2

β021
b

+ 2
γ012
c

= 0 . (73.15)

Îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ÷åòûðåõ ñîîòíîøåíèé (73.13), (73.15) èç ñåìè èñ-

êîìûõ êîý��èöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ïîëèíîìû (73.11), íåçàâèñèìûõ êîý�-

�èöèåíòîâ îñòàåòñÿ òðè. ×åðåç ýòè òðè êîý��èöèåíòà, â êà÷åñòâå êîòîðûõ

âûáåðåì γ030, γ012 è γ210, ìîæíî âûðàçèòü, â ÷àñòíîñòè, ìóëüòèïîëüíûå

ìîìåíòû ïîâåðõíîñòíîãî òîêà (73.11).

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ëàãðàíæà (B.15)

∮ (x
a

)2l (y
b

)2m(z
c

)2n
p dS = 3

(2l − 1)!! (2m− 1)!! (2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 1)!!
V , (73.16)

âû÷èñëÿåì ìàãíèòíûå äèïîëüíûé M
(i)

è îêòóïîëüíûé M
(i)
klm ìîìåíòû ýë-

ëèïñîèäà, îáóñëîâëåííûå òîêîì (73.11). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (73.13) è

(73.15) ïîëó÷àåì

1

M
(i)
x =

1

2 c

∮
[ri ]x dS =

V b

5 c
(γ012 + γ210 + 3γ030) , M

(i)
y = M

(i)
z = 0; (73.17)

M
(i)
xyy =

3

4 c

∮ {
10 xyz ix+(x2+z2−4y2)z iy+(4y2−11x2−z2)y iz

}
dS =

= −3V b

35 c

{(
5a2 − 20b2 + 3c2

)
γ030 +

(
7a2 − 4b2 + 3c2

)
γ012+

+
(
9a2 − 4b2 + c2

)
γ210

}
, (73.18)

M
(i)
xzz = −

3V b

35 c

{(
25a2 + 5b2 − 12c2

)
γ030 −

(
13a2 − b2 + 12c2

)
γ012+

+
(
9a2 + b2 − 4c2

)
γ210

}
, (73.19)

M
(i)
xxx = −M(i)

xyy −M
(i)
xzz. (73.20)

Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû îêòóïîëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ïîâåðõíîñò-

íîãî òîêà (73.11) ðàâíû íóëþ.

73.3. Àäåêâàòíûå òîêè è ïðîâåðêà ðåøåíèÿ

Èç ïðåäñòàâëåííûõ â (73.17)�(73.20) îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò äè-

ïîëüíîãî è îêòóïîëüíîãî ìîìåíòîâ íåçàâèñèìû (â ñèëó (73.20)) òðè. Ýòî

1

Â �îðìóëå (73.19) ïåðåä ñëàãàåìûì, ñîäåðæàùèì γ012, ïîñòàâëåí çíàê ¾−¿. Ýòî
óñòðàíÿåò äîñàäíóþ îïå÷àòêó, äîïóùåííóþ àâòîðàìè â �îðìóëå (32) ðàáîòû [532℄.
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ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ (73.11). Ïî-

ýòîìó ïðèðàâíèâàíèå

M
(i)
x = M

(j)
x , M

(i)
xyy = M

(j)
xyy, M

(i)
xzz = M

(j)
xzz (73.21)

äàåò ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèõ íàéòè èñêîìûå êî-

ý��èöèåíòû. �åøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

γ030
c

= −β021
b

=
a2(2a2 + c2)

δa

C010

c
,

γ012
c

= −β003
b

=
a2(2a2 + b2)

δa

C010

c
,

γ210 =
b2(2a2 + c2)

δa
C010 ,

β201
b

= −c
2(2a2 + b2)

δa

C010

c
,

α111

a
= −2a2(b2 − c2)

δa

C010

c
,





(73.22)

ãäå

δa ≡ 8a4 + 3a2b2 + 3a2c2 + b2c2. (73.23)

Ïîñêîëüêó èç �îðìóë (63.6) äëÿ Φ̃L è (62.3) äëÿ Ψ̃L ñëåäóåò, ÷òî ñ ó÷å-

òîì ñîîòíîøåíèé (62.7), (62.9) íàðóæíûå ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû Φ̃1 è Ψ̃3

ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (73.21) ñîâïàäàþò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõ-

íîñòíûé òîê (73.11) ñ êîý��èöèåíòàìè (73.22) àäåêâàòåí îáúåìíîìó òîêó

(73.2). Ïðîâåðèì ýòî.

Ïðåæäå âñåãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáúåìíûé òîê (73.2) ÿâëÿåòñÿ ïàðöèàëü-

íûì, èñïîëüçóåì ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (58.40), èìåþùåå â íàøåì

ñëó÷àå âèä

Φ̃(r) = M
(j)
x ϕx. (73.24)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàãíèòíîìó ïîëþ òîêà (73.11) ñîîòâåòñòâóåò ìóëüòè-

ïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (62.3)

Ψ̃(r) = M
(i)
x ψx +

(
M

(i)
xxx − 9M(i)

x a
2
)
ψxxx+

+ 3
(
M

(i)
xyy − 3M(i)

x b
2
)
ψxyy + 3

(
M

(i)
xzz − 3M(i)

x c
2
)
ψxzz, (73.25)

ãäå ïðèíÿòû âî âíèìàíèå âûðàæåíèÿ (62.12), (62.14) ïàðöèàëüíûõ ìîìåíòîâ

÷åðåç ïîëíûå ìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå â òàáëèöå (â êîíöå � 41) âûðàæåíèå äëÿ ϕx è

ïðèâåäåííûå â òàáëèöå (â êîíöå � 42) âûðàæåíèÿ äëÿ ψx, ψxxx è ψxyy,
íåòðóäíî óñòàíîâèòü �îðìóëó

ϕx = ψx +
18

7

(
a2−b2

)
ψxyy +

18

7

(
a2−c2

)
ψxzz . (73.26)

Ïîäñòàâëÿÿ (73.26) â (73.24) è ó÷èòûâàÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (73.8), áóäåì

èìåòü

Φ̃ = K

[
ψx +

18

7

(
a2−b2

)
ψxyy +

18

7

(
a2−c2

)
ψxzz

]
, (73.27)
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ãäå

K ≡M
(j)
x =

V

5 c
b C010.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäñòàâëÿÿ â (73.25) âûðàæåíèÿ (73.17)�(73.20) äëÿ êîì-

ïîíåíò ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî íóëþ

ñâåðòêè òåíçîð-ïîòåíöèàëà ãîìåîèäà, ò. å. ñîîòíîøåíèå

ψxxx = −ψxyy − ψxzz,

ïîëó÷àåì

C010

K
Ψ̃ = (γ012 + γ210 + 3γ030)

[
ψx + 9

(
a2−b2

)
ψxyy + 9

(
a2−c2

)
ψxzz

]
−

− 3

7

[(
5a2−20b2+3c2

)
γ030 +

(
7a2−4b2+3c2

)
γ012+

+
(
9a2−4b2+c2

)
γ210

]
(4ψxyy + ψxzz)−

− 3

7

[(
25a2+5b2−12c2

)
γ030 −

(
13a2−b2+12c2

)
γ012+

+
(
9a2+b2−4c2

)
γ210

]
(ψxyy + 4ψxzz). (73.28)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñîäåðæàùèåñÿ â (73.22) âûðàæåíèÿ äëÿ γ030, γ012 è γ210
è ïðîèçâîäÿ óïðîùåíèÿ, óáåæäàåìñÿ â âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà

Ψ̃ = Φ̃.

Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà (73.1) â øàð (c= b= a) ïëîòíîñòü îáúåì-

íîãî òîêà (73.2) ñ ó÷åòîì (73.6) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â âûðàæåíèÿ

jx = 0, jy = −C010
z

a
, jz = C010

y

a
,

à àäåêâàòíûé ïîâåðõíîñòíûé òîê (73.11) óïðîùàåòñÿ, êàê è äîëæíî áûòü

(ñð. ñ (72.36) è (72.37)), ê âèäó

ix = 0, iy = −1

5
C010 z , iz =

1

5
C010 y .
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íåîäíîðîäíîé èäåàëüíîé æèäêîñòè

74.1. Àêóñòè÷åñêè ïðîíèöàåìûé ðàññåèâàòåëü

Ïóñòü âíå íåêîòîðîãî îáúåìà V èäåàëüíàÿ æèäêîñòü îäíîðîäíà è õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ ̺ è àäèàáàòè÷åñêîé ñæèìàåìîñòüþ β. Âíóòðè
V ýòè âåëè÷èíû èìåþò çíà÷åíèÿ ˜̺(r), β̃(r), çàâèñÿùèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îò
êîîðäèíàò. Òîãäà óðàâíåíèÿ àêóñòèêè [470℄

∇p+ ˜̺ ∂v
∂t

= 0 , ∇ · v + β̃
∂p

∂t
= 0

ìîæíî â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëåé (e−iωt) ïåðåïèñàòü â âèäå

∇P − ik v = −ik g , ∇ · v − ikP = −ikh , (74.1)

ãäå k = ω/c, P = p/(̺c), c = (β̺)−1/2
� ñêîðîñòü çâóêà â îäíîðîäíîé

æèäêîñòè, à

g(r) =

(
1− ˜̺

̺

)
v , h(r) =

(
1− β̃

β

)
P , (74.2)

òàê ÷òî ñíàðóæè V �óíêöèè g è h ðàâíû íóëþ.

Óðàâíåíèÿì (74.1) ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

∆P + k2P = −ik∇ · g + k2h , (74.3)

∇(∇ · v) + k2v = −ik∇h+ k2g . (74.4)

Åñëè èñòî÷íèê ïåðâè÷íîé çâóêîâîé âîëíû íàõîäèòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿ-

íèè îò îáúåìà V , òî ïðàâûå ÷àñòè (74.3) è (74.4) äîëæíû áûòü äîïîëíåíû

çàäàííûìè �óíêöèÿìè f(r) è q(r), õàðàêòåðèçóþùèìè ñâîéñòâà èñòî÷íè-
êà.

333
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Ïîñòðîèì �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (74.3) è (74.4), ñ÷èòàÿ èõ ïðà-

âûå ÷àñòè çàäàííûìè �óíêöèÿìè. Ýòè ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé �ðèíà îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ óðàâíåíèÿ

(74.3) ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà, êàê èçâåñòíî

1

, åñòü

G(r, r′) = G(R) = − 1

4πR
eikR , (74.5)

ãäå R = r− r′.

Óðàâíåíèþ (74.4) ñîîòâåòñòâóåò òåíçîðíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà

←→
Γ (r, r′), êî-

òîðóþ ëåãêî íàéòè ìåòîäîì, äàííûì â [213℄. Ýòà �óíêöèÿ, âñå êîìïîíåíòû

êîòîðîé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ

∇
(
∇ ·←→Γ (r, r′)

)
+ k2
←→
Γ (r, r′) =←→ε δ(R) , (74.6)

ãäå

←→ε � åäèíè÷íûé à��èíîð. Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå òîæäåñòâî

∇(∇· ) = ∇× (∇× ) + ∆( )

è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

k2 ∇×←→Γ (r, r′) = ∇×←→ε δ(R) ,

ÿâëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì (74.6), ïîëó÷àåì

(
∆+ k2

)←→
Γ (r, r′) =

[
←→ε − 1

k2
∇× (∇×←→ε )

]
δ(R) . (74.7)

�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (74.7), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ

←→
Γ (r, r′) =

[
←→ε − 1

k2
∇× (∇×←→ε )

]
G(R) . (74.8)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (74.3), (74.4) òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

P (r) = P0(r) + k2
∫
G(R)h(r′) dV ′ − ik

∫
G(R) div′g(r′) dV ′ , (74.9)

v(r) = v0(r) +
(
k2 − rot rot

) ∫
G(R)g(r′) dV ′−

− i

k

(
k2 − rot rot

) ∫
G(R) grad′ h(r′) dV ′ , (74.10)

ãäå ̺ cP0 è v0 � äàâëåíèå è ñêîðîñòü â ïåðâè÷íîé çâóêîâîé âîëíå

2

.

×ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå �óíêöèé g è h, ìîæíî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü ïî ÷àñòÿì ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé

∂
∂r′ = − ∂

∂r . Âûíîñÿ çàòåì
∂
∂r çà

1

Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ñ÷èòàòü îáëàñòü, çàíÿòóþ æèäêîñòüþ, íåîãðàíè÷åííîé.

2

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èñòî÷íèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ îò îáúåìà V íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè,

P0 =
∫
Gf(r′) dV ′

, v0 =
∫ ←→

Γ q(r′) dV ′
.
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çíàê èíòåãðàëà è çàìåíÿÿ g è h èõ ÿâíûìè âûðàæåíèÿìè, îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì

P (r) = P0(r) + k2
∫

V

Qβ G(R)P (r
′) dV ′ − ik div

∫

V

Q̺G(R)v(r
′) dV ′ , (74.11)

v(r) = v0(r) +
(
k2 − rot rot

) ∫

V

Q̺G(R)v(r
′) dV ′−

− ik grad
∫

V

Qβ G(R)P (r
′) dV ′ , (74.12)

ãäå Q̺ = 1 − ˜̺/̺, Qβ = 1 − β̃/β. Äëÿ òî÷åê r, ïðèíàäëåæàùèõ îáúåìó

V, �îðìóëû (74.11) è (74.12) è îáðàçóþò ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

àêóñòèêè.

Äëÿ âíåøíèõ òî÷åê �îðìóëû (74.11) è (74.12) ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè, âûðàæàþùèìè ïîëÿ P
s

= P −P0 è v
s

= v−v0 ðàññåÿí-

íîé çâóêîâîé âîëíû ÷åðåç ïîëÿ âíóòðè îáúåìà V . Òàêèì îáðàçîì,

P
s

= k2Ψ− ik divΠ, v
s

=
(
k2 − rot rot

)
Π− ik gradΨ, (74.13)

ãäå

Ψ =

∫

V

Qβ G(R)P (r
′) dV ′ (74.14)

è

Π =

∫

V

Q̺G(R)v(r
′) dV ′ (74.15)

� ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ¾àêóñòè÷åñêèå ïîòåíöèàëû �åðöà¿.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (74.11), (74.12) ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå (74.1),

÷òî âèäíî èç ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ñóìì ∇P − ikv è ∇ · v − ikP ïî �îð-

ìóëàì (74.11), (74.12). �àññìàòðèâàÿ âõîäÿùèå â (74.11), (74.12) èíòåãðàëû

(74.14), (74.15) êàê ãåëüìãîëüöåâû ïîòåíöèàëû îáúåìíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñ-

òî÷íèêîâ, ó÷èòûâàÿ (ñì., íàïðèìåð, [438℄), ÷òî ýòè ïîòåíöèàëû è èõ ïåðâûå

ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû íà ãðàíèöå S îáúåìà V , èç (74.11) ñðàçó ïîëó-

÷àåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ

P (i) = P (e)
íà S. (74.16)

�ðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû v îïðåäåëÿåòñÿ â (74.12),

î÷åâèäíî, ÷ëåíîì

(
k2 − rot rot

)
Π =

(
∆+ k2

)
Π− graddivΠ =

∫

V

Q̺ v(r
′) δ(R) dV ′+

+ grad

∮

S

Q̺G(R) v
(i)
n′ (r

′) dS′ − grad

∫

V

G(R) div′ {Q̺ v(r′)} dV ′.
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Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà δ-�óíêöèè è ðàçðûâíûå ñâîéñòâà íîðìàëüíîé ïðîèç-

âîäíîé ãåëüìãîëüöåâà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ, óáåæäàåìñÿ â ðàâåíñòâå

v(i)n = v(e)n íà S . (74.17)

Óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ ðàññåÿííûå ïîëÿ (74.13) óäîâëåòâîðÿþò àâòîìàòè÷åñêè,

áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè �ðèíà (74.5).

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (74.11), (74.12) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì

(74.1), äîïîëíåííûì óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå è óñëîâèÿìè èçëó÷åíèÿ, ÷òî

îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîé çàäà÷è

äè�ðàêöèè.

74.2. Àêóñòè÷åñêè íåïðîíèöàåìûé ðàññåèâàòåëü

Ïðåîáðàçóåì (74.11), (74.12) ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ïåðåõîäà ê èíòåãðàëü-

íûì óðàâíåíèÿì â ñëó÷àå àêóñòè÷åñêè íåïðîíèöàåìîãî îáúåìà V , äëÿ ÷åãî
èñêëþ÷èì â íèõ ñ ïîìîùüþ (74.1), (74.2) îòíîøåíèÿ β̃/β è ˜̺/̺. Áóäåì
èìåòü

P (r) = P0(r) + k2
∫

V

G(R)P (r′) dV ′ + div

∫

V

G(R) grad′ P (r′) dV ′+

+ ik

∫

V

G(R) div′v(r′) dV ′ − ik div
∫

V

G(R)v(r′) dV ′ , (74.18)

v(r) = v0(r) +

∫

V

[
v(r′)− 1

ik
grad′ P (r′)

]
δ(R) dV ′−

− ik grad
∫

V

G(R)P (r′) dV ′ +
1

ik
graddiv

∫

V

G(R) grad′ P (r′) dV ′+

+ grad

∫

V

G(R) div′v(r′) dV ′ − graddiv

∫

V

G(R)v(r′) dV ′ . (74.19)

Ïðåîáðàçóÿ (74.19), ìû èñïîëüçîâàëè òîæäåñòâî rot rot = graddiv−∆ è

óðàâíåíèå

(
∆+ k2

)
G(R) = δ(R) . (74.20)

Âíåñåì îïåðàöèþ div â (74.18) ïîä çíàê èíòåãðàëà è ó÷òåì, ÷òî

div{G(R)q(r′)} = −q(r′) grad′G(R).

Äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â (74.18) ñâîðà÷èâàþòñÿ ïðè ýòîì â

ik

∫

V

div′ [G(R)v(r′)] dV ′ = ik

∮

S

G(R) v
(i)
n′ (r

′) dS′ ,
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à ñëàãàåìîå

div

∫

V

G(R) grad′ P (r′) dV ′ =

= −
∫

V

div
[
P (r′) grad′G(R)

]
dV ′ +

∫

V

P (r′) div′ grad′G(R) dV ′ =

= −
∮

S

P (i)(r′)
∂

∂n′
G(R) dS′ +

∫

V

P (r′) δ(R) dV ′ − k2
∫

V

P (r′)G(R) dV ′ .

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (74.18) ïðèîáðåòàåò âèä

P (r) = P0(r) +

∫

V

P (r′) δ(R) dV ′−

−
∮

S

P (i)(r′)
∂

∂n′
G(R) dS′ + ik

∮

S

v
(i)
n′ (r

′)G(R) dS′ . (74.21)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò âìåñòî (74.19)

v(r) = v0(r) +

∫

V

v(r′) δ(R) dV ′−

− 1

ik
grad

∮

S

P (i)(r′)
∂

∂n′
G(R) dS′ + grad

∮

S

v
(i)
n′ (r

′)G(R) dS′ . (74.22)

Äëÿ òî÷êè r, ëåæàùåé âíå V , èíòåãðàëû ñ δ-�óíêöèÿìè îáðàùàþòñÿ â
íóëü, è ðàññåÿííûå ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè

P
s

(r) = −
∮

S

P (e)(r′)
∂

∂n′
G(R) dS′ + ik

∮

S

v
(e)
n′ (r′)G(R) dS′ ,

v
s

(r) =
1

ik
gradPsc(r) .

(74.23)

Ôîðìóëû (74.23) âûðàæàþò ðàññåÿííûå ïîëÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ïîëíîãî ïîëÿ

íà ãðàíèöå.

Äëÿ àêóñòè÷åñêè ìÿãêîãî òåëà, êîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

P (e)(r) = P0(r) + P
s

(r) = 0 (r ∈ S) , (74.24)

âìåñòî (74.23) ïîëó÷àåì

P
s

(r) =

∮

S

G(R)
∂P (e)(r′)

∂n′
dS′. (74.25)

Åñëè òî÷êà íàáëþäåíèÿ r ðàñïîëîæåíà íà S, òî (74.25) ñ ó÷åòîì (74.24) ïðå-
îáðàçóåòñÿ â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà äëÿ íåèçâåñòíîé �óíê-

öèè

∂P (e)(r)

∂n
:

P0(r) = −
∮

S

G(R)
∂P (e)(r′)

∂n′
dS′ (r ∈ S) . (74.26)
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Â ñëó÷àå àêóñòè÷åñêè æåñòêîãî òåëà, ò. å. äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé

v(e)n (r) = v0n + (v
s

)n = 0 (r ∈ S) , (74.27)

âìåñòî (74.23) ïîëó÷àåì

P
s

(r) = −
∮

S

P (e)(r′)
∂G(R)

∂n′
dS′ , (74.28)

v
s

(r) = − 1

ik
grad

∮

S

P (e)(r′)
∂

∂n′
G(R) dS′ . (74.29)

Åñëè óðàâíåíèå (74.29) óìíîæèòü íà åäèíè÷íûé âåêòîð n âíåøíåé íîðìàëè

ê S è ó÷åñòü (74.27), òî äëÿ òî÷åê r, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè S, áóäåì
èìåòü

v 0n(r) =
1

ik

∂

∂n

∮

S

P (e)(r′)
∂

∂n′
G(R) dS′ (r ∈ S) (74.30)

èëè, ïåðåéäÿ îò v ê P ,

∂P0(r)

∂n
=

∂

∂n

∮

S

P (e)(r′)
∂

∂n′
G(R) dS′ (r ∈ S) . (74.31)

Ýòî èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ èñêîìîé �óíêöèè P (e)(r).
Ôîðìóëû (74.25), (74.26) è (74.28), (74.31) äëÿ îáúåìíûõ ðàññåèâàòåëåé

íåñëîæíî ïðåîáðàçîâàòü äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê òåëàì, ëèøåííûì îáúåìà (äèñ-

êàì). Èíòåãðàë ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè çàìåíÿåòñÿ ñóììîé èíòåãðàëîâ

ïî ðàçíûì ñòîðîíàì äèñêà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ó íèõ ïðîòèâîïî-

ëîæíû íàïðàâëåíèÿ âíåøíèõ íîðìàëåé. Âûáèðàÿ îäíî èç ýòèõ íàïðàâëåíèé

â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè z è îòìå÷àÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ

ñòîðîíó äèñêà èíäåêñîì ¾+¿, à ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó èíäåêñîì ¾−¿,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì îêîí÷àòåëüíûì �îðìóëàì.

Äëÿ àêóñòè÷åñêè ìÿãêîãî äèñêà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (74.26) ïðèíè-

ìàåò âèä

P0(r) = −
∫

S

ψ(r′)G(R) dS′ (r ∈ S) , (74.32)

à âìåñòî âûðàæåíèÿ (74.25) èìååì

P
s

(r) =

∫

S

ψ(r′)G(R) dS′ , (74.33)

ãäå S � ïîâåðõíîñòü äèñêà,

ψ(r) =

(
∂P

∂z

)

+

−
(
∂P

∂z

)

−

(r ∈ S) . (74.34)

Â ñëó÷àå àêóñòè÷åñêè æåñòêîãî äèñêà èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå (74.31) ïðåîáðàçóåòñÿ â

∂P0(r)

∂z
=

∂

∂z

∫

S

ϕ(r′)
∂

∂z′
G(R) dS′ (r ∈ S) , (74.35)
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à �îðìóëà (74.28) ïðèîáðåòàåò âèä

P
s

(r) = −
∫

S

ϕ(r′)
∂

∂z′
G(R) dS′ , (74.36)

ãäå

ϕ(r′) = P+(r)− P−(r) (r ∈ S) . (74.37)

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ïîêàçàíî, ÷òî õîðîøî èçâåñòíûå (ñì., íàïðèìåð,

[148℄) �îðìóëû (74.25), (74.26); (74.28), (74.31); (74.32), (74.33) è (74.35),

(74.36) ìîæíî âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé àêó-

ñòèêè.

� 75. ¾Öåïî÷êè¿ óðàâíåíèé

íèçêî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèÿ

75.1. Àêóñòè÷åñêè ïðîíèöàåìûé

îäíîðîäíûé ðàññåèâàòåëü

Âñÿêèé êîíêðåòíûé ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåõìåðíîé çà-

äà÷è íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè îá àíà-

ëèòè÷íîñòè �óíêöèé, îïèñûâàþùèõ èñêîìûå äè�ðàêöèîííûå ïîëÿ, ïðè äî-

ñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà k. Ïðåäïîëîæåíèå îá àíàëèòè÷-
íîñòè äè�ðàêöèîííûõ ïîëåé

1

ýêâèâàëåíòíî ïðåäïîëîæåíèþ î âîçìîæíîñòè

èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ñõîäÿùèìèñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè ïî k è âîçìîæíîñòè

ïî÷ëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèõ ðÿäîâ.

×òîáû íå èìåòü äåëà ñ âåêòîðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (74.12),

ïðåîáðàçóåì (74.11), èñêëþ÷èâ èç íåãî ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî èç óðàâíåíèé

(74.1) ñêîðîñòü

v =
1

ikδ
gradP , (75.1)

ãäå δ = ˜̺/̺. Åñëè â ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

P (r)=P0(r)−
Q̺
δ

div

∫

V

G(R) grad′ P (r′) dV ′+k2Qβ

∫

V

G(R)P (r′) dV ′ , (75.2)

ïîäñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå ðàçëîæåíèÿ çàäàííûõ è èñ-

êîìûõ �óíêöèé ïî ñòåïåíÿì k, ò. å.

P0(r) =

∞∑

m=0

(ik)m P
(m)
0 (r) , (75.3)

G(R) = − 1

4π

∞∑

m=0

(ik)m

m!
Rm−1 , (75.4)

P (r) =
∞∑

m=0

(ik)m P (m)(r) , (75.5)

1

Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, åñòåñòâåííî, ÷òî ïåðâè÷íàÿ âîëíà àíàëèòè÷íà ïðè ìàëûõ k.
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òî ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè

îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ k ïðèõîäèì ê ¾öåïî÷êå¿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

P (m)(r) = P
(m)
0 (r) +

Q̺
4πδ

div

∫

V

1

R
grad′ P (m)(r′) dV ′+

+
1

4π

m∑

l=2


Q̺
l! δ

div

∫

V

R l−1 grad′ P (m−l)(r′) dV ′+

+
Qβ

(l − 2)!

∫

V

R l−3 P (m−l)(r′) dV ′


 (m = 0, 1, . . .). (75.6)

Êðîìå òîãî, èç (75.1) è (75.5) ñëåäóåò, ÷òî

v(r) =

∞∑

m=0

(ik)m v(m)(r) (75.7)

ãäå

v(m)(r) =
1

δ
gradP (m+1)(r), gradP (0)(r) = 0 (m = 0, 1, . . .), (75.8)

à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (74.1) àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

P (m)(r) =
1

η
div v(m+1)(r), div v(0)(r) = 0 (m = 0, 1, . . .), (75.9)

ãäå, îòíîøåíèå η = β̃/β, êàê è δ, èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, à r ∈ V , êàê
è â (75.8).

Öåïî÷êà óðàâíåíèé (75.6) ñïðàâåäëèâà âñþäó â áëèæíåé çîíå. È åñëè

äëÿ r ∈ V îíà ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëíîå ïîëå âíóòðè ðàññåèâàòåëÿ, òî äëÿ

íàðóæíûõ òî÷åê íàáëþäåíèÿ îíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü òàêîå æå, êàê è äëÿ

âíóòðåííåãî ïîëÿ, êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ Í×-ðàçëîæåíèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ

P
s

(r) =

∞∑

m=0

(ik)m P (m)
s

(r), P (m)
s

= P (m)−P (m)
0 , v

s

=
gradPsc

ik
. (75.10)

Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå ïàäàþùåé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ âîëíà åäè-

íè÷íîé àìïëèòóäû

1

P0(r) = e ikκκκr , v0(r) = κκκ e ikκκκr , (75.11)

òàê ÷òî

P
(m)
0 (r) =

1

m!
(κκκr)m . (75.12)

×òîáû ïî èçâåñòíîìó âíóòðåííåìó ïîëþ íàéòè ïîëå â äàëüíåé çîíå, ñëå-

äóåò â èíòåãðàëû (74.14), (74.15), äàþùèå îáùåå âûðàæåíèå (74.13) ðàññå-

ÿííîãî ïîëÿ, ïîäñòàâèòü ïðè r →∞ àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó

G(R) ≈ −e
ikr

4π r
e−ikνr

′

(ν = r/r) (75.13)

1

Ââåäåíèå âìåñòî äàâëåíèÿ p âåëè÷èíû P = p/(̺c) âûðàâíèâàåò íå òîëüêî ðàçìåð�

íîñòè ¾äàâëåíèÿ¿ è ñêîðîñòè, íî è èõ àìïëèòóäû â ïëîñêîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ

â îäíîðîäíîé ñðåäå.
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è ó÷åñòü, ÷òî ñ òîé æå òî÷íîñòüþ

∂

∂r
G(R) = − ∂

∂r′
G(R) ≈ −ik ν

(
−e

ikr

4π r
e−ikνr

′

)
. (75.14)

Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

P
s

= k2(Ψ + νΠ) =
e ikr

r
A(κκκ,ν) , v

s

= ν P
s

, (75.15)

ãäå

Ψ = −Qβ e
ikr

4π r

∫

V

P (r′) e−ikνr
′

dV ′ , (75.16)

Π = −Q̺ e
ikr

4π r

∫

V

v(r′) e−ikνr
′

dV ′ , (75.17)

à àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

A(κκκ,ν) = − k2

4π

∫

V

[Qβ P (r
′) +Q̺ νv(r

′)] e−ikνr
′

dV ′ . (75.18)

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïîëó-

÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èç ïåðâîé �îðìóëû (74.23) è èìååò

âèä

A(κκκ,ν) = − 1

4π

∮

S

[
ik ν P (r′) +

1

δ
grad′ P (r′)

]
n′ e−ikνr

′

dS′ . (75.19)

Í×-ðàçëîæåíèå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ

A(κκκ,ν) =
∞∑

m=2

(ik)mAm(κκκ,ν) (75.20)

íåòðóäíî íàéòè, ïîäñòàâëÿÿ (75.5), (75.7) è ðàçëîæåíèå e−ikνr
′

â âûðàæå-

íèÿ (75.18) è (75.19), ÷òî äàåò ñîîòâåòñòâåííî

Am(κκκ,ν) =
1

4π

m−2∑

l=0

(−1)l
l!

∫

V

[
QβP

(m−l−2)(r′) +

+
Q̺
δ

ν grad′ P (m−l−1)(r′)

]
(νr′)l dV ′ , (75.21)

Am(κκκ,ν) =
1

4π

m−1∑

l=0

(−1)l+1

l!

∮

S

[
νP (m−l−1)(r′) +

+
1

δ
grad′ P (m−l)(r′)

]
(νr′)l n′ dS ′ , (75.22)

ãäå èñïîëüçîâàíû òàêæå (75.8) è (75.9).
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×àñòíûé ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ ïëîòíîñòè ðàññåèâàòåëÿ ñ ïëîòíîñòüþ

îêðóæàþùåé ñðåäû äàåò ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå. Ïðè ýòîì âìåñòî èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (75.2) èìååì

P (r)=P0(r) −
k2

4π
Qβ

∫

V

eikR

R
P (r′) dV ′ , (75.23)

à öåïî÷êà êâàçèñòàòè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (75.6) âûðîæäàåòñÿ â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë

P (l)(r) = P
(l)
0 (r)+

+
Qβ
4π

l∑

m=2

1

(m− 2)!

∫

V

Rm−3 P (l−m)(r′) dV ′ (l = 0, 1, . . .), (75.24)

êîòîðûå äëÿ òî÷åê r ∈ V ñâîäÿò ðåøåíèå çàäà÷è ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ

îò èçâåñòíûõ �óíêöèé, à äëÿ âíåøíèõ òî÷åê r ïîçâîëÿþò ïîñëå ïîâòîð-

íîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íàéòè ðàññåÿííîå çâóêîâîå ïîëå â áëèæíåé

çîíå. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ Í×-ðÿäà (75.20) â äàëüíåé çîíå òàê-

æå óïðîùàþòñÿ è âìåñòî (75.21) ïðèîáðåòàþò âèä

Am(κκκ,ν) =
Qβ
4π

m−2∑

l=0

(−1)l
l!

∫

V

P (m−l−2)(r′) (νr′)l dV ′ . (75.25)

75.2. Àêóñòè÷åñêè æåñòêèé ðàññåèâàòåëü

Ïîäñòàíîâêà (75.3)�(75.5) â (74.31) ïðèâîäèò ê öåïî÷êå êâàçèñòàòè÷å-

ñêèõ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

− 4π
∂P

(m)
0 (r)

∂n
=

∂

∂n

∮

S

P (m)(r′)
∂

∂n′

(
1

R

)
dS′+

+

m∑

l=2

1

l!

∂

∂n

∮

S

P (m−l)(r′)
∂Rl−1

∂n′
dS′ (m = 0, 1, . . .) , (75.26)

ñïðàâåäëèâûõ äëÿ òî÷åê r , ïðèíàäëåæàùèõ ïîâåðõíîñòè S ðàññåèâàòåëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (75.26) ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà çàìêíóòîé ïî-

âåðõíîñòè S. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü î ñëàãàåìûõ ñóììû
∑
l

â (75.26), ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ÷åòíûì çíà÷åíèÿì l, èáî

∂

∂n′
R2l+1 = (2l + 1)R2l ∂R

∂n′
= −(2l+ 1)R2l+2 ∂

∂n′

(
1

R

)
.

Ñëàãàåìûå æå ñ íå÷åòíûìè l âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðè ýòîì ó÷è-

òûâàåòñÿ, ÷òî

∂

∂n′
R2l =

∂

∂n′

(
R2
)l

= lR2l−2 ∂

∂n′
R2 = −2lR2l−2 〈n′

x(x− x′)〉 .



� 75. ¾Öåïî÷êè¿ óðàâíåíèé íèçêî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèÿ 343

Êàê èçâåñòíî, íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íåïðå-

ðûâíà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ñëîÿ. Ïîýòîìó èíîãäà (íàïðèìåð, â ñëó-

÷àå ýëëèïñîèäàëüíîãî ðàññåèâàòåëÿ) âû÷èñëåíèå ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ïî íîð-

ìàëè óäîáíåå ïðîèçâîäèòü íà îñíîâå âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëîâ äâîéíîãî

ñëîÿ, õîòÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ äè�ðàêöèÿ íà íåïðîíèöàåìîì òåëå.

Îïðåäåëèâ èç (75.26) ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ P (m)(r), ìîæíî âû÷èñëèòü

çàòåì íàðóæíîå êâàçèñòàòè÷åñêîå ïîëå (75.10) ïî �îðìóëàì

4πP (m)
s

(r) =

∮

S

P (m)(r′)
∂

∂n′

(
1

R

)
dS′+

+

m∑

l=2

1

l!

∮

S

P (m−l)(r′)
∂

∂n′
Rl−1 dS′ (m = 0, 1, . . .) , (75.27)

ïîëó÷àþùèìñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (75.4) è (75.5) â (74.28).

Ïîäñòàíîâêà æå â (74.28) àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû (75.14) è ðàçëîæå-

íèé (75.5) è exp{−ik νr′} ïðèâîäèò ê ïðåäâàðèòåëüíîé �îðìóëå äëÿ àìïëè-
òóäû ðàññåÿíèÿ

A(κκκ,ν) =
ν

4π

∞∑

m=1

(ik)m
m−1∑

l=0

(−1)l+1

l!

∮

S

(νr′)lP (m−l−1)(r′) n′ dS′ . (75.28)

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ P
(0)
0 (r) = 1, äàâàåìîìó (75.12),

ñîîòâåòñòâóåò ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ (ñì. � 27) ðå-

øåíèå (75.26), èìåþùåå âèä P (0)(r) = const. Âíåøíèé ïîòåíöèàë äâîé-

íîãî ñëîÿ ïðè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè äèïîëüíûõ èñòî÷íèêîâ íà çàìêíó-

òîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó (75.27) äàåò P
(0)
s

(r) = 0. Îòñþäà

P (0)(r) = P
(0)
0 (r) + P

(0)
s

(r) = P
(0)
0 (r) = 1. Ïîäñòàíîâêà P (0)(r) = 1 â (75.28)

äàåò äëÿ m = 1 ÷ëåí, ñîäåðæàùèé èíòåãðàë

∮
S

n′ dS′ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü ðàçëîæåíèå (75.20) ñ

Am(κκκ,ν) =
1

4π

m−1∑

l=0

(−1)l+1

l!
ν

∮

S

(νr′)l P (m−l−1)(r′)n′ dS ′ . (75.29)

Êàê è äîëæíî áûòü, òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè δ→∞ èç �îðìóëû

(75.22).

75.3. Àêóñòè÷åñêè ìÿãêèé ðàññåèâàòåëü

Îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè

ψ(r) =
∂P (e)(r)

∂n
(r ∈ S) (75.30)

è ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (75.3), (75.4) è

ψ(r) =

∞∑

m=0

(ik)m ψ(m)(r) (75.31)
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â (74.26) è (74.25), ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî öåïî÷êó èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-

íèé

∮

S

ψ(m)(r′)

R
dS′ = 4π P

(m)
0 (r)−

−
m∑

l=1

1

l!

∮

S

ψ(m−l)(r′)Rl−1 dS′ (r ∈ S; m = 0, 1, . . .) (75.32)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë

P (m)
s

= − 1

4π

m∑

l=0

1

l!

∮

S

ψ(m−l)(r′)Rl−1 dS′ (m = 0, 1, . . .) (75.33)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðàññåÿííîãî ïîëÿ (75.10).

Äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ èç (74.25) âûòåêàåò âûðàæåíèå

A(κκκ,ν) = − 1

4π

∮

S

ψ(r′) e−ik νr′ dS′ , (75.34)

Í×-ðàçëîæåíèå êîòîðîãî åñòü

A(κκκ,ν) =

∞∑

m=0

(ik)mAm(κκκ,ν) , (75.35)

ãäå

Am(κκκ,ν) = − 1

4π

m∑

l=0

(−1)l
l!

∮

S

(νr′)l ψ(m−l)(r′) dS′. (75.36)

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò àêóñòè÷åñêè ïðîçðà÷íîãî èëè æåñòêîãî ðàññå-

èâàòåëÿ, êîãäà ðÿä (75.20) íà÷èíàåòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîãî ïî k ÷ëåíà, Í×-

ðàçëîæåíèå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ íà àêóñòè÷åñêè ìÿãêîì ïðåïÿòñòâèè íà-

÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíîâ íóëåâîé ñòåïåíè.

75.4. Àêóñòè÷åñêè ìÿãêèé äèñê

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîäñòàíîâêà Í× ðàçëî-

æåíèé, âêëþ÷àÿ ðàçëîæåíèå (75.31) äëÿ ðàçíîñòè (74.34), â (74.32) è (74.33)

äàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ψ(m)(r)

∫

S

ψ(m)(r′)

R
dS′ = 4π P

(m)
0 (r)−

−
m∑

l=1

1

l!

∫

S

ψ(m−l)(r′)Rl−1 dS′ (r ∈ S; m = 0, 1, . . .) (75.37)

è �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ áëèæíåãî ðàññåÿííîãî ïîëÿ

P (m)
s

(r) = − 1

4π

m∑

l=0

1

l!

∫

S

ψ(m−l)(r′)Rl−1 dS′ (m = 0, 1, . . .) (75.38)
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Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ äàåòñÿ ðÿäîì (75.35), ãäå

Am(κκκ,ν) =
1

4π

m∑

l=0

(−1)l+1

l!

∫

S

(νr′)l ψ(m−l)(r′) dS′. (75.39)

75.5. Àêóñòè÷åñêè æåñòêèé äèñê

Öåïî÷êó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íèçêî÷àñòîòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ âûâåäåì, ñëåäóÿ Áàóêàìïó [38℄. Ïîäñòàíîâêà â

(74.35) Í×-ðÿäîâ (75.3), (75.4) è

ϕ(r) =

∞∑

m=1

(ik)m ϕ(m)(r) (75.40)

ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé

−4π ∂P
(m)
0 (r)

∂z
=

∂

∂z

m−1∑

l=0

1

l!

∫

S

ϕ(m−l)(r′)
∂Rl−1

∂z′
dS′ (r ∈ S; m=1, 2, . . .).

(75.41)
Ïåðåõîäÿ â (75.41) îò äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî z′ ê äè��åðåíöèðîâàíèþ

ïî z, ïîëó÷àåì

∂2

∂z2

∫

S

ϕ(m)(r′)

R
dS′ = 4π

∂P
(m)
0 (r)

∂z
−

−
m−1∑

l=2

1

l!

∂2

∂z2

∫

S

ϕ(m−l)(r′)R l−1 dS′ (r ∈ S; m=1, 2, . . .). (75.42)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â (75.42), êàê è â èñõîäíîì óðàâíåíèè (74.35), ñëåäóåò

(ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâàíèÿ) ïðîèçâåñòè ïåðåõîä

ê ïðåäåëó ïðè z → 0 (z′ → 0). Çíàêè ïðåäåëîâ çäåñü áûëè îïóùåíû â

öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè.

Âñå ñëàãàåìûå ñóììû ïî l, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (75.42), ìîæíî ïðî-

äè��åðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ïîñêîëüêó

∂2

∂z2
R l−1 = (l − 1)R l−3 + (l − 1)(l − 3)R l−5z2 ,

à ÷ëåí ñ z2 íå äàåò âêëàäà â ïðåäåë ïðè z → 0, òî âìåñòî (75.42) ïîëó÷àåì

∂2

∂z2

∫

S

ϕ(m)(r′)

R
dS′ = 4π

∂P
(m)
0 (r)

∂z
−

−
m−1∑

l=2

l − 1

l!

∫

S

ϕ(m−l)(r′)R l−3 dS′ (r ∈ S; m = 1, 2, . . .). (75.43)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â (75.43) èíòåãðàëû âèäà

∫
S

ϕ(m)(r′)R−1 dS′
óäîâëåòâî-

ðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ìîæíî îïåðàöèþ ∂2/∂z2 çàìåíèòü íà −∆2 , ãäå
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∆2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2, ò. å. ïåðåéòè ê òàíãåíöèàëüíûì ïðîèçâîäíûì. Â

ðåçóëüòàòå îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè z → 0. Öå-
ïî÷êà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä:

∆2

∫

S

ϕ(m)(r′)

R
dS′ = − 4π

∂P
(m)
0 (r)

∂z
+

+

m−1∑

l=2

l − 1

l!

∫

S

ϕ(m−l)(r′)R l−3 dS′ (r ∈ S; m = 1, 2, . . .). (75.44)

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [148℄), îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (óñëîâèÿ íà ðåáðå), õàðàêòåðèçó-

þùåãî äîïóñòèìûå îñîáåííîñòè ïîëÿ íà êðàþ äèñêà (ñð. � 24). Ýòî óñëîâèå

òðåáóåò êîíå÷íîñòè ϕ(m)(r) è äîïóñêàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðàþ äèñêà

ðîñò gradϕ(m)(r) ïî çàêîíó d−1/2
, ãäå d � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäå-

íèÿ äî êðàÿ äèñêà.

Äëÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðàññåÿííîãî ïîëÿ èç (74.36) ñëåäóåò

P
s

(r) =

∞∑

m=1

(ik)m P (m)
s

(r), (75.45)

ãäå

P (m)
s

(r) =

∫

S

ϕ(m)(r′)
∂

∂z′

(
1

R

)
dS′−

− z

4π

m−1∑

l=2

l − 1

l!

∫

S

ϕ(m−l)(r′)R l−3 dS′ (m = 1, 2, . . .). (75.46)

À äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ

A(κκκ,ν) = − 1

4π
ik νz

∫

S

ϕ(r′) e−ikνr
′

dS′ (75.47)

ïîëó÷àåì Í×-ðÿä (75.20) ñ

Am(κκκ,ν) =
νz
4π

m−2∑

l=0

(−1)l+1

l!

∫

S

ϕ(m−l−1)(r) (νr)l dS . (75.48)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àêóñòè÷åñêè æåñòêîãî äèñêà âû÷èñëåíèå ðàññåÿííî-

ãî ïîëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé ñõåìîé ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïîòåí-

öèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ íà äèñêå.

� 76. Ñâîéñòâà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ

�åøåíèå çàäà÷ Í× äè�ðàêöèè ñâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè

ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ñíà÷àëà ê íàõîæäåíèþ ñ ïîìîùüþ öåïî÷êè èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé òðåáóåìîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ Í× ðÿäà äëÿ âåëè÷èí, õà-

ðàêòåðèçóþùèõ âòîðè÷íûå èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ, à çàòåì ê âû÷èñëåíèþ
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íà èõ îñíîâå ðàññåÿííîãî ïîëÿ êàê êâàçèñòàòè÷åñêîãî, òàê è âîëíîâîãî. Ê

ñîæàëåíèþ, ýòà ïðèíöèïèàëüíî ðåàëèçóåìàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ íà ïðàêòèêå

ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå êàæäîãî ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ çíà÷èòåëü-

íûì óâåëè÷åíèåì îáúåìà âû÷èñëåíèé è ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòàþùåé ãðî-

ìîçäêîñòüþ ñàìèõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîëåçíû ïîýòîìó âñÿ÷åñêèå

äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû, âåäóùèå ê èñêîìûì �îðìóëàì öåíîé ìåíüøèõ

óñèëèé.

Íåêîòîðûå èç òàêèõ ïðèåìîâ ïðèìåíèìû, êîãäà â êà÷åñòâå ïåðâè÷íîé

âîëíû, êàê â íàøåì ñëó÷àå, âûñòóïàåò ïëîñêàÿ çâóêîâàÿ âîëíà. Îíè ñâÿçà-

íû ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, âûðàæàåìûìè òðåìÿ èíòåð-

�åðåíöèîííûìè òåîðåìàìè òåîðèè ðàññåÿíèÿ: òåîðåìîé âçàèìíîñòè [108℄

A(κκκ,ν) = A(−ν,−κκκ) , (76.1)

îïòè÷åñêîé òåîðåìîé [211℄ äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ

σ =
4π

k
ImA(κκκ,κκκ) (76.2)

è îáîáùåííîé îïòè÷åñêîé òåîðåìîé [365℄

1

2i
[A(κκκ,ν)−A∗(ν,κκκ)] =

k

4π

∫
A(κκκ, τ )A∗(ν, τ ) dΩ(τ ) , (76.3)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïîëíûé òåëåñíûé óãîë. Êðîìå òî-

ãî, åñëè äè�ðàêöèîííàÿ çàäà÷à îáëàäàåò ñèììåòðèåé ïî îòíîøåíèþ ê ïðå-

îáðàçîâàíèþ èíâåðñèè r → −r (÷òî â ñëó÷àå óåäèíåííîãî ðàññåèâàòåëÿ

ïðåäïîëàãàåò ñîâìåùåíèå öåíòðà ñèììåòðèè, êîòîðûì îí äîëæåí îáëàäàòü,

ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò), òî, î÷åâèäíî,

A(κκκ,ν) = A(−κκκ,−ν) . (76.4)

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñëåä-

ñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç (76.1)�(76.4) â íèçêî÷àñòîòíîì ñëó÷àå. Ñâîéñòâî óðàâ-

íåíèé àêóñòèêè â êîìïëåêñíîé �îðìå

1

ïðèíèìàòü âåùåñòâåííûé âèä ïðè

÷èñòî ìíèìûõ çíà÷åíèÿõ k ïîäñêàçûâàåò �îðìó ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé,

óæå îïðîáîâàííóþ â (75.3)�(75.5), (75.20) è (75.35), â êîòîðîé êîý��èöèåí-

òû ïðè ñòåïåíÿõ ik ïîçâîëèòåëüíî ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûìè. Â ÷àñòíîñòè,

äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåííîñòü âåëè÷èí Am(κκκ,ν).

Èç-çà ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðàçëîæåíèÿìè (75.20) è (75.35) ìû îòäåëüíî ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àè ìÿãêîãî è àêóñòè÷åñêè ïðîíèöàåìîãî ðàññåèâàòåëåé. Ïðè

ýòîì ìû îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå òîëüêî îáúåìíûìè îáúåêòàìè è áóäåì

ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå (76.4), ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ (76.1) äàåò

A(κκκ,ν) = A(ν,κκκ) , (76.5)

à îáîáùåííóþ îïòè÷åñêóþ òåîðåìó (76.3) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü â âèäå

ImA(κκκ,ν) =
k

4π

∫
A(κκκ, τ )A∗(ν, τ ) dΩ(τ ) . (76.6)

1

È ñâÿçàííûõ ñ íèìè äðóãèõ ñîîòíîøåíèé (íàïðèìåð, (76.3)).
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76.1. Àêóñòè÷åñêè ìÿãêèé ðàññåèâàòåëü

Ïîäñòàâëÿÿ (75.35) â �îðìóëû (76.5), (76.2) è (76.6), ñîîòâåòñòâåííî ïî-

ëó÷àåì

Am(κκκ,ν) = Am(ν,κκκ) (m = 0, 1, . . . ) , (76.7)

σ = 4π

∞∑

l=0

(−1)l k2lA2l+1(κκκ,κκκ) , (76.8)

A2n+1(κκκ,ν) =
1

4π

2n∑

l=0

(−1)l
∫
A2n−l(κκκ, τ )Al(ν, τ ) dΩ(τ )

(n = 0, 1, . . . ) . (76.9)

Â ãðîìîçäêèõ ðàñ÷åòàõ, ñîïðîâîæäàþùèõ ðåøåíèå çàäà÷ Í× äè�ðàêöèè,

�îðìóëà (76.7) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê îäèí èç òåñòîâ ïðîâåðêè èõ

ïðàâèëüíîñòè, íàðÿäó, ñêàæåì, ñ ïðîâåðêîé ðàçìåðíîñòè.

Ôîðìóëà (76.9) ïîëåçíà óæå òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîñòûì óñðåäíåíèåì

ïî óãëàì íàõîäèòü ÷åòíûå ÷ëåíû Í× ðÿäà äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ (îíè

èìåþò íå÷åòíûå èíäåêñû), åñëè èçâåñòíû âñå ïðåäûäóùèå åãî ÷ëåíû. Òàêèì

îáðàçîì, â îòëè÷èå îò (75.36), òðåáóþùåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ A2n+1(κκκ,ν)
çíàíèÿ ψ(0)

, ψ(1), . . . , ψ(2n+1)
, �îðìóëà (29.9) äàåò A2n+1(κκκ,ν), îáõîäÿñü

áåç ψ(2n+1)
. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëåçåí è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ

ðàññåÿíèÿ ïî �îðìóëå (76.8).

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðâîå óðàâíåíèå öåïî÷êè (75.32)

∮

S

ψ(0)(r′)

R
dS′ = 4π (r ∈ S) , (76.10)

ãäå ó÷òåíî (75.12), è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó âûðàæåíèå (75.36) äëÿ m = 0

A0(κκκ,ν) = −
1

4π

∮

S

ψ(0)(r) dS . (76.11)

Â ýëåêòðîñòàòèêå ïðîâîäíèêîâ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ (76.10) ÿâëÿåòñÿ óðàâ-

íåíèå ∮

S

ψ(0)(r′)

R
dS′ = Φ0 (r ∈ S) (76.12)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ψ(0)(r) çàðÿäà ïðè çàäàííîì

çíà÷åíèè ïîòåíöèàëà ïðîâîäíèêà Φ0 = q/C, ãäå q =
∮
S ψ

(0)(r) dS � ïîëíûé

çàðÿä, à C � åìêîñòü ïðîâîäíèêà â ãàóññîâûõ åäèíèöàõ. Ïîýòîìó

1

A0(κκκ,ν) = −
1

4π

∮

S

ψ(0)(r) dS = −C , (76.13)

è ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (76.9) è (76.8), èìååì

A1(κκκ,ν) =
1

4π

∫
A0(κκκ, τ )A0(ν, τ ) dΩ(τ ) = C 2 , (76.14)

1

Êàê è (75.36), ýòîò ðåçóëüòàò íå ñâÿçàí ñ êîíêðåòíûì âûáîðîì íà÷àëà êîîðäèíàò.
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σ = 4πC 2 +O(k2) . (76.15)

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî (76.14) ñïðàâåäëèâî äëÿ ðàññåèâàòåëÿ ïðîèçâîëü-

íîé (íå îáÿçàòåëüíî èìåþùåé öåíòð ñèììåòðèè) �îðìû, ñëåäóåò óðàâíåíèå

(75.32) äëÿ m = 1 óìíîæèòü íà ψ(0)(r) è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî S. Ïðè
ýòîì ïîëó÷àåòñÿ

∮

S

dS ψ(0)(r)

∮

S

dS′

R
ψ(1)(r′) = 4πκκκ

∮

S

rψ(0)(r) dS −



∮

S

ψ(0)(r) dS



2

.

Èçìåíåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå ó÷åò

(76.10) è (76.13) äàåò

∮

S

ψ(1)(r) dS = − 4πC2 + κκκ

∮

S

rψ(0)(r) dS . (76.16)

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (75.36), A1(κκκ,ν) ðàâíî

A′
1(κκκ,ν) = −

1

4π





∮

S

ψ(1)(r) dS − ν

∮

S

r ψ(0)(r) dS



 , (76.17)

òî ïðè ïîäñòàíîâêå (76.16) â (76.17) áóäåì èìåòü

A′
1(κκκ,ν) = C2 − 1

4π
(κκκ − ν)

∮

S

r ψ(0)(r) dS , (76.18)

ãäå îáùèå (íå ñâÿçàííûå ñî ñïåöèàëüíûì âûáîðîì íà÷àëà êîîðäèíàò) âû-

ðàæåíèÿ (76.17) è (76.18) îòìå÷åíû øòðèõîì ó âåëè÷èíû A1(κκκ,ν) . Åñëè
æå íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ (ïîëüçóÿñü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé òåðìèíî-

ëîãèåé) ¾öåíòðîì çàðÿäîâ¿ ψ(0)(r), ðàäèóñ-âåêòîð êîòîðîãî åñòü

r0 =

∮

S

rψ(0)(r) dS

/∮

S

ψ(0)(r) dS , (76.19)

òî èìååò ìåñòî (76.14).

Êàê ïîêàçàë Óèëüÿìñ [404℄, ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí

A21+1(κκκ,κκκ), âõîäÿùèõ â (75.9), áîëåå ýêîíîìè÷íàÿ, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè

(76.9). Â ÷àñòíîñòè, Óèëüÿìñ îáíàðóæèë, ÷òî, çíàÿ ψ(0)(r), ìîæíî íàéòè

íå òîëüêî ïåðâûé 4π A1(κκκ,κκκ), íî è âòîðîé − 4πk2A3(κκκ,κκκ) ÷ëåí Í×

ðÿäà äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ. Åãî �îðìóëà äëÿ A3(κκκ,κκκ) èìååò âèä

16π2A3(κκκ,κκκ) = 16π2C4 + 4πC

∮

S

(κκκr)2ψ(0)(r) dS+

+
1

6

∮

S

∮

S

ψ(0)(r)ψ(0)(r′)R2 dS′ dS − C
∮

S

∮

S

ψ(0)(r)ψ(0)(r′)RdS′ dS (76.20)

è ñïðàâåäëèâà äëÿ ðàññåèâàþùèõ òåë ïðîèçâîëüíîé �îðìû, íî ïðè óñëîâèè

ñîâìåùåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò ñ òî÷êîé, õàðàêòåðèçóåìîé (76.19).
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Ñëåäóÿ [531℄, âûâåäåì ìåòîäîì Óèëüÿìñà âûðàæåíèå äëÿ A5(κκκ,κκκ). Ñíà-
÷àëà â ñîîòâåòñòâèè ñ (75.36) ïðåäñòàâèì A5(κκκ,κκκ) â âèäå

4πA5(κκκ,κκκ) = Π0 −Π1 +Π2 , (76.21)

ãäå

Πl =

∮

S

[
ψ(l)(r)

(5− l)! (κκκr)
(5−l) − ψ(5−l)(r)

l!
(κκκr)l

]
dS . (76.22)

Óñëîâèìñÿ íà âðåìÿ îáîçíà÷àòü óðàâíåíèå (75.32) äëÿ m = p ïîñðåä-

ñòâîì (W-p). Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (W-5) íà ψ(0)(r) è ïðîèíòå-

ãðèðóåì ïî S. Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ

(W-0), íàõîäèì

4πΠ0 = Γ0Γ4 +

∮

S

ψ(0)(r)

∮

S

3∑

l=0

ψ(l)(r′)

(5 − l)! R
4−l dS′ dS . (76.23)

Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñ ïàðàìè óðàâíåíèé (W-4), (W-1) è (W-3), (W-2)

äàþò ñîîòâåòñòâåííî

4πΠ1 = Γ1Γ3 − Γ0Γ4 +

∮

S

ψ(1)(r)

∮

S

2∑

l=0

ψ(l)(r′)

(4 − l)! R
3−l dS′ dS , (76.24)

4πΠ2 = Γ2
2 − Γ1Γ3 +

1

2

∮

S

∮

S

{
1

3
ψ(0)(r)ψ(2)(r′)R2 +

+
[
ψ(2)(r)ψ(1)(r′)− ψ(3)(r)ψ(0)(r′)

]
R

}
dS′ dS , (76.25)

ãäå

Γn ≡
∮

S

ψ(n)(r) dS . (76.26)

�àññìàòðèâàÿ ïàðû óðàâíåíèé (W-4), (W-0) è (W-1), (W-0), òàêèì æå îá-

ðàçîì ïîëó÷àåì

Γ4 =
1

4!

∮

S

(κκκr)4 ψ(0)(r) dS − 1

4π
Γ0Γ3−

− 1

4π

∮

S

ψ(0)(r)

∮

S

2∑

l=0

1

(4 − l)! ψ
(l)(r′)R3−l dS′ dS , (76.27)

Γ1 = − 1

4π
Γ2
0 + κκκ

∮

S

rψ(0)(r) dS . (76.28)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â òî÷êå r0, äàâàåìîé
�îðìóëîé (76.19), òàê ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (76.28) ðàâíî íóëþ.
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Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (76.23)�(76.25), (76.27) è (76.28) â �îðìóëó

(76.21), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

16 π2A5(κκκ,κκκ) = Γ 2
2 +

1

3
π C

∮

S

(κκκr)4 ψ(0)(r) dS+

+
1

5!

∮

S

∮

S

ψ(0)(r)ψ(0)(r′)R4 dS′ dS − 1

6

∮

S

∮

S

ψ(1)(r)ψ(1)(r′)R2 dS′ dS−

− 2C

∮

S

ψ(0)(r)

∮

S

2∑

l=0

ψ(l)(r′)

(4− l)! R
3−l dS′ dS . (76.29)

Òàêèì îáðàçîì, òðåòèé ÷ëåí Í× ðàçëîæåíèÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ

íà àêóñòè÷åñêè ìÿãêîì ïðåïÿòñòâèè ïðîèçâîëüíîé �îðìû ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü, åñëè èçâåñòíû ëèøü òðè ÷ëåíà ðÿäà (75.31).

76.2. Àêóñòè÷åñêè ïðîíèöàåìûé ðàññåèâàòåëü

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ (75.20) â (76.5), (76.2) è (76.6)

äàåò ñîîòâåòñòâåííî

Am(κκκ,ν) = Am(ν,κκκ) (m = 2, 3, . . . ) , (76.30)

σ = 4π
∞∑

l=1

(−1)l k2lA2l+1(κκκ,κκκ) , (76.31)

A2n+1(κκκ,ν) =
1

4π

2n−2∑

l=2

(−1)l
∫
A2n−l(κκκ, τ )Al(ν, τ ) dΩ(τ )

(n = 1, 2, . . . ) . (76.32)

Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

A3(κκκ,ν) = 0 (76.33)

äëÿ ëþáîãî ðàññåèâàòåëÿ, èìåþùåãî öåíòð ñèììåòðèè, ïðè óñëîâèè ðàñïî-

ëîæåíèÿ â ýòîì öåíòðå íà÷àëà êîîðäèíàò. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä âû÷èñëåíèÿ

÷åòíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (75.20), îñíîâàííûé íà �îðìóëå (76.32), áûë ïðåäëî-

æåí Òâåðñêèì [366℄ (ñì. òàêæå [70℄). Îòìåòèì åùå, ÷òî äëÿ àêóñòè÷åñêè

ïðîíèöàåìûõ è æåñòêèõ ðàññåèâàòåëåé ïðîöåäóðà Óèëüÿìñà ïðè âû÷èñëå-

íèè ÷ëåíîâ ðÿäà (76.31) îêàçûâàåòñÿ (êàê óêàçûâàåò è ñàì Óèëüÿìñ) íåý�-

�åêòèâíîé, óñòóïàÿ â ïðîñòîòå ïðÿìîìó ðàñ÷åòó ïî �îðìóëå

σ =

∫
|A(κκκ,ν)|2 dΩ(ν) =

=

∞∑

n=2

k2n
2n−2∑

l=2

(−1)l+n
∫
A2n−l(κκκ,ν)Al(κκκ,ν) dΩ(ν) . (76.34)
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76.3. Òðàíñëÿöèîííûå ñâîéñòâà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ

�àññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ïðè

ïåðåíîñå íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî, çàäàâàÿ ïàäàþùóþ

âîëíó â âèäå (75.11), ìû òåì ñàìûì ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò

(íåçàâèñèìî îò åãî �àêòè÷åñêîãî âûáîðà) áûëî îäíîâðåìåííî è �àçîâûì

öåíòðîì, ò. å. òî÷êîé, â êîòîðîé íà÷àëüíàÿ �àçà ïàäàþùåé âîëíû ðàâíà

íóëþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò:

îäíó � ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è èñõîäÿùèì èç íåãî ðàäèóñîì-âåêòîðîì r, à
äðóãóþ � ñ íà÷àëîì â òî÷êå O′

è èñõîäÿùèì èç íåãî ðàäèóñîì-âåêòîðîì ̺.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà èìååì

̺ = r+ a , (76.35)

ãäå a =
−−→
O′O. Â êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì (â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì

ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ) óðàâíåíèÿ àêóñòèêè è âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ðàñ-

ñåÿíèÿ èìåþò èíâàðèàíòíûé âèä. Íàïðèìåð, îáðàùàÿñü äëÿ ïðîñòîòû ê

ñëó÷àþ àêóñòè÷åñêè ìÿãêîãî ïðåïÿòñòâèÿ, áóäåì èìåòü â ñèñòåìå ñ íà÷à-

ëîì â òî÷êå O′
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

−
∮

S

G(R)ψ(̺′) dS′ = eikκκκ̺ , (76.36)

êîòîðîå â ñèñòåìå ñ íà÷àëîì â òî÷êå O, ñîãëàñíî (74.26), (75.11), (75.30),

èìååò âèä

−
∮

S

G(R)ψ(r′) dS′ = eikκκκr . (76.37)

Ïîäñòàâëÿÿ â (76.36) ðàâåíñòâî (76.35) è ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ (76.37), ïî-

ëó÷àåì

ψ(r+ a) = ψ(r) eikκκκa . (76.38)

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå ñ íà÷àëîì â òî÷êå O′
äàåòñÿ âûðàæåíèåì

A′(κκκ,ν) = − 1

4π

∮

S

ψ(̺′) eikκκκ̺′

dS′ , (76.39)

êîòîðîå ïîñëå çàìåíû (76.35), èñïîëüçîâàíèÿ (76.38) è ñîïîñòàâëåíèÿ ñ (75.34)

ïðèâîäèò ê èñêîìîé îêîí÷àòåëüíîé �îðìóëå

A′(κκκ,ν) = eik(κκκ−ν)aA(κκκ,ν) . (76.40)

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ (76.40) ñïðàâåäëèâ íå òîëüêî äëÿ àìïëèòóäû ðàñ-

ñåÿíèÿ íà àêóñòè÷åñêè ìÿãêîì ïðåïÿòñòâèè, íî è â îáùåì ñëó÷àå àêóñòè÷å-

ñêè ïðîçðà÷íîãî ðàññåèâàòåëÿ, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì

ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé àêóñòèêè è èñïîëüçîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìó-

ëû (75.13). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðåìû (76.1)�(76.3) ñîõðàíÿþò ñèëó è äëÿ

ïðåîáðàçîâàííîé àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ A′(κκκ,ν).
Ïîäñòàíîâêà â (76.40) Í× ðÿäîâ äëÿ eik(κκκ−ν)a

è (75.35) èëè (75.29) äàåò

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ àêóñòè÷åñêè ìÿãêîãî ðàññåèâàòåëÿ

A′
m(κκκ,ν) =

m∑

l=0

1

l!
[(κκκ − ν)a]lAm−l(κκκ,ν) (m = 0, 1, . . . ) , (76.41)
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à äëÿ àêóñòè÷åñêè ïðîíèöàåìîãî ðàññåèâàòåëÿ

A′
m(κκκ,ν) =

m−2∑

l=0

1

l!
[(κκκ − ν)a]lAm−l(κκκ,ν) (m = 2, 3, . . . ) . (76.42)

Èç (76.41), â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

A′
1(κκκ,ν) = A1(κκκ,ν) + (κκκ − ν)aA0(κκκ,ν) ,

÷òî ïåðåõîäèò â (76.18), åñëè ó÷åñòü (76.14), (76.13) è ïîëîæèòü a ðàâíûì

(76.19). À èç (76.42) ñëåäóåò, ÷òî

A′
3(κκκ,ν) = A3(κκκ,ν) + (κκκ − ν)aA2(κκκ,ν) .

Òàê ÷òî A′
3(κκκ,ν) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, äàæå åñëè A′

3(κκκ,ν) = 0, êàê â

ñëó÷àå òåëà ñ öåíòðîì ñèììåòðèè.



�ëàâà 13

�àññåÿíèå

çâóêîïðîíèöàåìûì

ýëëèïñîèäîì

� 77. Çâóêîâîå ïîëå âíóòðè ýëëèïñîèäà

Èçëîæåííàÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîé çàäà-

÷è Í× äè�ðàêöèè íà ïðåïÿòñòâèè ïðîèçâîëüíîé �îðìû ïðèìåíÿåòñÿ çäåñü

êàê ê îáùåìó ñëó÷àþ îäíîðîäíîãî àêóñòè÷åñêè ïðîçðà÷íîãî ýëëèïñîèäàëü-

íîãî ðàññåèâàòåëÿ, òàê è ê òîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñîâïàäåíèåì ïëîòíîñòåé ðàññåèâàòåëÿ è îêðóæàþùåé åãî ñðåäû. Çàìåòèì,

÷òî ñðåäè àêóñòè÷åñêèõ çàäà÷ îá ýëëèïñîèäå îáà ýòèõ ñëó÷àÿ ÿâëÿþòñÿ ¾ýêñ-

òðåìàëüíûìè¿ (ò. å. íàèáîëåå ñëîæíûì è íàèáîëåå ïðîñòûì) ïî òðóäîåì-

êîñòè.

Ïîäîáíî ðàññìîòðåíèþ â ãë. 10 çàäà÷è î äèýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïñîèäå

âî âíåøíåì ñòàòè÷åñêîì ïîëå, áóäåì èñõîäèòü èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

(â äàííîì ñëó÷àå àêóñòèêè), êàê áîëåå ýêîíîìè÷íûõ, ïîñêîëüêó îíè ñâî-

äÿò ðåøåíèå çàäà÷è ê îäíîé ëèøü � âíóòðåííåé � îáëàñòè. Áóäåì òàêæå

¾ðàáîòàòü¿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ÷òîáû, ó÷èòûâàÿ ïîëèíîìèàëüíîñòü

âíóòðåííèõ çâóêîâûõ ïîëåé â çàäà÷àõ Í× äè�ðàêöèè, îïèðàòüñÿ âìåñòî àï-

ïàðàòà �óíêöèé Ëàìý íà ðåçóëüòàòû òåîðèè, ðàçâèòîé â ïåðâîé ÷àñòè. Ê

òîìó æå, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðîùå ó÷èòûâàåòñÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå Í× çâóêîâîãî ïîëÿ âíóòðè ýëëèïñîèäà, ãðàíèöà êîòîðîãî

äàåòñÿ óðàâíåíèåì x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1, òðåáóåò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

öåïî÷êè (75.6) ñ ó÷åòîì (75.12), ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå ïëîñ-

êîé âîëíû (75.11). Îòìåòèì, ÷òî çàìåíà δ ⇒ 1/ε è ïðåîáðàçîâàíèå âòîðîãî

÷ëåíà ïðàâîé ÷àñòè ïåðåâîäÿò êâàçèñòàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (75.6) â óðàâíå-

íèÿ òèïà (64.6), (64.7). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è ñ ìàòå-

ìàòè÷åñêîé, è ñ �èçè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè

ïîëåçíîñòü îòìå÷åííîãî îáñòîÿòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàòðèöû ñèñòåì

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ êîý��èöèåíòû èñêîìûõ ïîëè-

íîìèàëüíûõ (ñòåïåíè m) �óíêöèé P (m)(r), ïåðåõîäÿò ïðè çàìåíå δ ⇒ 1/ε
â ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿì (64.6), (64.7). Óäîáíî, â ÷àñòíî-

ñòè, äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ èñïîëüçîâàòü èäåíòè÷íûå

îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ �èçèêè îòìå÷åííîå âûøå îáñòîÿòåëüñòâî ïîëåçíî òåì,

354
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÷òî ñíàáæàåò Í× àêóñòèêó ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì àíàëîãîì, îáúÿñíÿÿ, â ÷àñò-

íîñòè, ïî÷åìó ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå òåîðåìû âçàèìíîñòè ìîæíî ïðèìåíÿòü

â àêóñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðàññåÿíèÿ èëè ïî÷åìó ðàññåÿíèþ íà àêóñòè÷åñêè

æåñòêîì ïðåïÿòñòâèè ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòîñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à îá èäåàëü-

íîì ïðîâîäíèêå âî âíåøíåì ïîëå.

Çàìåòèâ ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî èç (75.6), (75.12) è (75.8) ñðàçó ñëåäóåò

P (0)(r) = 1 , (77.1)

áóäåì, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì, èñêàòü ðåøåíèÿ (75.6), (75.12) â

âèäå

1

P (1)(r) = δ〈αxx〉 , (77.2)

P (2)(r) = δ

(
1

2
〈α200x

2〉+ 〈α110xy〉
)
+ α000 , (77.3)

P (3)(r) = δ

(
1

3
〈α300x

3〉+ 〈α120xy
2〉+ 〈α102xz

2〉+

+ α111xyz + 〈α100x〉
)
+

1

3
Qβabc . (77.4)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ öåïî÷êè (75.6),

èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî îáúåìó ýëëèïñîè-

äà âèäà

∫
x′
l
y′
m
z′
n
R−1 dV ′

, íàéäåííûå â � 14, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ αx, αy, αz è α lmn. Åå ðå-
øåíèå åñòü

αx = κx /(δ +Q̺M100) , (77.5)

α110 = κxκy

/[
δ +Q̺(a

2 + b2)M110

]
, (77.6)

α200 =
1

H

{
µa −Q̺

[
(b2 + c2)M011µa + c2M101(η − µb)+

+b2M110(η − µc)
]
+Q2

̺ η b
2c2 〈M110M101〉

}
, (77.7)

6α000 = 2QβM000 +
〈
a2κ2

x

〉
− δ

〈
α200a

2
〉
, (77.8)

α111 = κxκyκz

/(
δ +Q̺

〈
a2b2

〉
M111

)
, (77.9)

α120 =
αx
Na

{(
1

2
δQ̺ηA210 + Λ201

)
(2δ +Q̺l102)−

−
(
1

2
δQ̺ ηA201 + Λ210

)
Q̺m102

}
, (77.10)

α300 =
1

2
δ ηαx − α120 − α102 , (77.11)

1

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â (77.2)�(77.4) îïóùåíû ñëàãàåìûå (íàïðèìåð, êâàäðàòè÷�

íûå â (77.4)), êîý��èöèåíòû ïðè êîòîðûõ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè

íóëþ.
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2 (δ +Q̺M100)α100 =
1

2
αx
[
Q̺
(
M000 − a2M100

)
+ 2δ Qβ a

2M100−

−δ Q̺ η a2
(
M100 − a2M200

)]
−Q̺ (n120 α120 + n102 α102) , (77.12)

ãäå l120,m120, n120 äàþòñÿ �îðìóëàìè (64.36). Êðîìå òîãî, äëÿ ñîêðàùåíèÿ

çàïèñè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

H = 1−Q̺
〈(
a2 + b2

)
M110

〉
+Q2

̺

〈
a2b2

〉
〈M110M101〉 ,

Na = 4δ2 + 2δQ̺ (l102 + l120) +Q2
̺ (l120 l102 −m120m102) ,

µa = κ
2
x −QβM100 , A210 = a2

(
M110 − a2M210

)
,

Λ201 = κ
2
y (δ + Q̺ M100)−

1

2
Q̺
(
M010 − a2M110

)
− δQβ a2M110 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå P (r) ≈
3∑

m=0
(ik)mP (m)(r) âíóòðè ýëëèïñîèäà âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû Mlmn ýëëèïñîèäà, ïðè-

÷åì ìàêñèìàëüíûé âåñ �àêòîðîâ, âõîäÿùèõ â P (m)(r) ðàâåí m.

� 78. Ïîëå ðàññåÿíèÿ â áëèæíåé çîíå

Â áëèæíåé çîíå (kr ≪ 1) ðàññåÿííîå ïîëå äàåòñÿ �îðìóëàìè (75.10),

ãäå âåëè÷èíû P
(m)
s

(r) äî m = 3 ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû

� 77, ïî �îðìóëàì (75.6), îòáðîñèâ â íèõ ïåðâûå ÷ëåíû ïðàâûõ ÷àñòåé.

Ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé äëÿ íàðóæíûõ íüþòîíîâûõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèï-

ñîèäà (ñì. � 14) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì: P
(0)
s

= 0,

P (1)
s

= −Q̺ 〈αx M100 x〉 , (78.1)

2P (2)
s

= QβI000 + Q̺
〈
α200a

2
M100 −

(
α200a

2
M200 + α020b

2
M110 +

+α002c
2
M101

)
x2 − 2α110

(
a2 + b2

)
M110xy

〉
, (78.2)

P (3)
s

= Qβ
abc

3
+

1

2
δQβ

〈
αxa

2x I100
〉
+

1

4
Q̺
〈
αxx

(
I000 − a2 I100

)〉
−

− Q̺ α111

〈
a2b2

〉
M111xyz −

1

2
Q̺
〈
x
[
α300a

2
(
I100 − a2 I200

)
+

+α120 b
2 I120 + α102 c

2 I102 + 2α100 M100

]〉
. (78.3)

Çäåñü ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

I000 = M000 −
〈
M100x

2
〉
, (78.4)

I100 = M100 −
1

3
M200x

2 −M110y
2 −M101z

2 , (78.5)

I200 = M200 −
1

3
M300x

2 −M210y
2 −M201z

2 , (78.6)
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I120 = M010 − 3a2M110 −
(
M110 − a2M210

)
x2−

−
(
M020 − 2M110 − 3a2M120

)
y2 −

(
M011 − 3a2 M111

)
z2 . (78.7)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññåÿííîå ýëëèïñîèäîì çâóêîâîå ïîëå

P
s

(r) ≈
3∑

m=1

(ik)mP (m)
s

(r)

âûðàæàåòñÿ â áëèæíåé çîíå ÷åðåç âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû Mijk(ξ),

ïðè÷åì ìàêñèìàëüíûé âåñ �àêòîðîâ, âõîäÿùèõ â P
(m)
s

(r) ðàâåí m.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî �îðìóëû äàííîãî ïàðàãðà�à íå ñâÿçàíû ñ

âûâîäîì ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû.

� 79. Àìïëèòóäà è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû Am(κκκ,ν), âõîäÿùåé â Í×-ðàçëîæåíèå (75.20)
àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, íåîáõîäèìî (â ñîîòâåòñòâèè ñ (75.21)) çíàòü âåëè-

÷èíû P (0)(r), . . . , P (m−1)(r), ñîñòàâëÿþùèå Í×-ðÿä ïîëíîãî ïîëÿ âíóò-

ðè ðàññåèâàòåëÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ýëëèïñîèäó, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì � 77,

ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå ïî �îðìóëå (75.21) âåëè÷è-

íà Aj(κκκ,ν) áóäåò ñîäåðæàòü âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû Mlmn

ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì, ðàâíûì j−1. Òàêèì îáðàçîì, ñòðåìëåíèå óòî÷íèòü

Í×-ðàçëîæåíèå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ âñå íîâûõ âåëè-

÷èí Aj(κκκ,ν) , ñîîòâåòñòâóþùèõ á�îëüøèì çíà÷åíèÿì íîìåðîâ j, ñîïðÿæåíî
ñ ñîïóòñòâóþùèì âîçðàñòàíèåì âåñà �èãóðèðóþùèõ âíóòðåííèõ ïîòåíöè-

àëüíûõ �àêòîðîâ Mlmn, ÷òî çàòðóäíÿåò ïåðåõîä ê çàòàáóëèðîâàííûì �àê-

òîðàì ðàçìàãíè÷èâàíèÿ. Ê òîìó æå îäíîâðåìåííî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò-

ñÿ êàê ñàì ðàñ÷åò, òàê è àíàëèòè÷åñêèé âèä îêîí÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðàâäà, ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èí Aj(κκκ,ν) ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè ñè-

òóàöèÿ íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ ââèäó âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü �îðìóëó

(76.32). Íî ýòà âîçìîæíîñòü äîñòóïíà ëèøü ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññåÿíèÿ

ïëîñêîé âîëíû. Áîëåå ý��åêòèâíûì ñðåäñòâîì ïðåîäîëåíèÿ îòìå÷åííûõ

òðóäíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå ê ýëåêòðîñòà-

òè÷åñêîé òåîðåìå âçàèìíîñòè, ïðè÷åì äëÿ ðàññåèâàåìîãî ïîëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî âèäà.

Â íàøåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (75.21) ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

Ëàãðàíæà (B.11) ïî èçâåñòíûì P (0)(r), P (1)(r), P (2)(r), P (3)(r) äàåò

A2(κκκ,ν) =
V

4π
(Qβ +Q̺ 〈αxνx〉) , (79.1)

A3(κκκ,ν) = 0 , (79.2)

A4(κκκ,ν) =
V

4π

{
Qβ

(
w − 1

5
δ
〈
a2αxνx

〉
+

1

10

〈
a2ν2x

〉)
+Q̺

[
〈wxνx〉+

+
1

10

〈
a2ν2x

〉
〈αxνx〉 −

1

5

〈
α200a

2ν2x
〉
− 1

5

〈
α110

(
a2 + b2

)
νxνy

〉]}
. (79.3)
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Çäåñü V � îáúåì ýëëèïñîèäà,

w = α000 +
1

10
δ
〈
a2α200

〉
, (79.4)

wx = α100 +
1

5

(
a2α300 + b2α120 + c2α102

)
. (79.5)

Â òàêîì âèäå ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [530℄. Âûðàæåíèå (79.5), îäíà-

êî, ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ïîäñòàâèòü â íåãî (77.10)�(77.12) è âîñïîëüçî-

âàòüñÿ òîæäåñòâîì (E.7). Îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

wx =
αx
10

{
(δη − 1)a2 +

〈
a2κ2

x

〉
+

Q̺
δ +Q̺M100

[
2M000 − a2M100 +

+
δQβ
Q̺

a2 (1 + 2M100) + δηa2 (1−M100)

]}
. (79.6)

Ïåðåïèøåì òåïåðü (79.1) è (79.3) â âèäå, â êîòîðîì ñâîéñòâî (76.30) âû-

ðàæåíî ÿâíî. �åçóëüòàò (äîñòèãàåìûé â ñëó÷àå (79.3) ïóòåì ãðîìîçäêèõ

âûêëàäîê) äàåòñÿ �îðìóëàìè

A2(κκκ,ν) = B + 〈B100κxνx〉 , (79.7)

A4(κκκ,ν) = D +
〈
D100κ

2
xν

2
x

〉
+
〈
D200

(
κ
2
x + ν2x

)〉
+ 〈F100κxνx〉+

+
1

10

〈
a2
(
κ
2
x + ν2x

)〉
〈B100κxνx〉+ 〈B110κxκyνxνy〉 , (79.8)

ãäå

B =
abc

3
Qβ , (79.9)

B100 =
abc

3

Q̺
δ +Q̺M100

, (79.10)

B110 =
abc

15

Q̺
(
a2 + b2

)

δ +Q̺ (a2 + b2)M110
, (79.11)

D =
abc

45

{
5Q2

βM000 +
δQ2

β

3Q̺

〈
a2
〉
+
δQ2

β

H

[
M000 +

〈
a2
〉

3

(
2
〈
a2M110

〉
−

− 1

Q̺

)]
−
δQ̺Q

2
β

3H

〈
a2b2

〉
〈M110〉+

Q̺Qβ(δη − 1) + 3Q2
̺η

H

〈
a2b2M110

〉
−

− 3Q̺
H

(1− δη)2a2b2c2 〈M110M101〉
}
, (79.12)

D100 =
abc

15H
Q̺
(
Q̺
〈
a2b2

〉
M011 − a2

)
, (79.13)

D200 =
abc

45

{
Qβa

2

[
5

2
+

1

H

(
3Q̺M100 + 2Q̺

〈
a2M110

〉
− 1
)]
−

−
Q2
̺

H

(
Qβ
〈
a2b2

〉
+ 3ηb2c2

)
M011

}
, (79.14)
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F100 =
1

10
B100B200 , B200 =

3δη − 1− δ − δ2η
Q̺

a2+

+
Q̺

δ +Q̺M100

[
2M000−a2M100+

δQβ
Q̺

a2(1+2M100) + δη a2(1−M100)

]
,

(79.15)

Èìåÿ âûðàæåíèÿ (79.7) è (79.8) è ó÷èòûâàÿ (79.2), íåòðóäíî ñ ïîìîùüþ

óñðåäíåíèé, ïðåäïèñûâàåìûõ �îðìóëîé (76.32), íàéòè âåëè÷èíû A5(κκκ,ν)
è A7(κκκ,ν), ñ êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ðàçëîæåíèå â Í× ðÿä ìíèìîé ÷àñòè àì-

ïëèòóäû ðàññåÿíèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ A5(κκκ,ν) ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò

A5(κκκ,ν) = B2 +
1

3

〈
B2

100 κxνx
〉
, (79.16)

íàéäåííûé Òâåðñêèì [366℄, à äëÿ A7(κκκ,ν) � âûðàæåíèå

A7(κκκ,ν) = 2B

(
D +

1

3
〈D200〉

)
+B

〈(
1

3
D100 +D200

)(
κ
2
x + ν2x

)〉
+

+
1

75

〈
B2

100

(
5B200+ 2a2+

〈
a2
〉)

κxνx
〉
+

1

30

〈
a2
(
κ
2
x + ν2x

)〉 〈
B2

100κxνx
〉
.

(79.17)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàøà �îðìóëà (79.17) íå ñîîòâåòñòâóåò âûðàæå-

íèþ äëÿ A7(κκκ,ν), ïîëó÷åííîìó â ðàáîòå [70℄. Ýòî ðàçëè÷èå ñîõðàíÿåò ñèëó
è â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà δ=1. Òàê, �îðìóëà Äàññèîñà äëÿ A7(κκκ,ν) îá-

ëàäàåò ñâîéñòâåííîé ìîíîïîëüíîìó èçëó÷åíèþ íåçàâèñèìîñòüþ îò íàïðàâ-

ëåíèé κκκ è ν, òîãäà êàê (79.17) ñîõðàíÿåò çàâèñèìîñòü îò íàïðàâëåíèé ïà-

äàþùåé è ðàññåÿííîé âîëí. �åçóëüòàò Äàññèîñà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè δ=1 íå

äîëæåí çàâèñåòü îò κκκ è êîý��èöèåíò ïðè k6 â Í×-ðàçëîæåíèè ïîëíîãî

ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ. Âû÷èñëåíèå æå äâóõ ÷ëåíîâ ðÿäà (76.34) òðåáóåò çíà-

íèÿ ëèøü A2(κκκ,ν) è A4(κκκ,ν), íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ïðè
δ = 1 íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ïîäðîáíî ñëó÷àé δ = 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ â

ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å. Åãî ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â âûðàæåíèå äëÿ

A7(κκκ,ν) ðàáîòû [70℄ (â òîì ÷èñëå è ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â ñ�åðîèä)

çàêðàëàñü íåòî÷íîñòü.

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïðè âûðîæäå-

íèè ýëëèïñîèäà â øàð

1 (c = b = a) ìîæíî, ó÷èòûâàÿ (3.26), ïðåäñòàâèòü â

âèäå

ReA(z0,ν) = −k2A2(z0,ν) + k4A4(z0,ν) +O(k6), (79.18a)

ImA(z0,ν) = k5A5(z0,ν)− k7A7(z0,ν) +O(k9), (79.18b)

ãäå

A2(z0,ν) = a3
(
Qβ
3

+
Q̺

1 + 2δ
νz

)
, (79.19)

A4(z0,ν) = a5
[
1

45

(
9− 15η + 5η2 + δη2

)
+

+
3

5

Q̺ − δ2Qβ
(1 + 2δ)2

νz +
Q̺

9(2 + 3δ)

(
1− 3ν2z

)]
, (79.20)

1

Â ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîëîæèòü κκκ = z0, ãäå z0 � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ

îñè z.
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A5(z0,ν) =
a6

9

[
Q2
β +

3Q2
̺

(1 + 2δ)
2 νz

]
, (79.21)

A7(z0,ν)=
2

5
a8

[
Qβ
27

(
9− 15η + 5η2 + δη2

)
+
Q̺
(
Q̺ − δ2Qβ

)

(1 + 2δ)3
νz

]
, (79.22)

Ê òàêèì æå �îðìóëàì ïðèâîäèò è òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è äè�ðàêöèè íà

øàðå.

1

Ïîëíîå ý��åêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñ òî÷íîñòüþ, âêëþ÷àþùåé ÷ëå-

íû ïîðÿäêà k6, ìîæíî âû÷èñëèòü ëèáî èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ A2(κκκ,ν)
è A4(κκκ,ν) ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî �îðìóëå (76.34), ëèáî ïîëàãàÿ ν=κκκ â âû-

ðàæåíèÿõ äëÿ A5(κκκ,ν) è A7(κκκ,ν), ïî �îðìóëå (76.31), �àêòè÷åñêîå ñóì-
ìèðîâàíèå â êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ, î÷åâèäíî, ñ l = 2. Äëÿ òðåõîñíîãî ýë-

ëèïñîèäà ìû ïðèâîäèì çäåñü äâà ýêâèâàëåíòíûõ âûðàæåíèÿ

2

äëÿ ñå÷åíèÿ

ðàññåÿíèÿ:

σ =
1

12π
k4V 2

{
3Q2

β +Q2
̺

〈
α2
x

〉
− 2k2

[
Q2
β

(
3w +

1

10

〈
a2
〉)

+

+Q2
̺

〈
wxαx +

1

50
α2
x

(
2a2 +

〈
a2
〉)〉
− 1

5
Q̺Qβ

〈(
δα2

x + α200

)
a2
〉]}

,

(79.23a)

σ = 4πk4
{
B2 +

1

3

〈
B2

100κ
2
x

〉
− k2

[
2B

(
D +

1

3
〈D200〉

)
+

+ 2B

〈(
1

3
D100 +D200

)
κ
2
x

〉
+

1

75

〈
B2

100

(
5B200 + 2a2 +

〈
a2
〉)

κ
2
x

〉
+

+
1

15

〈
B2

100κ
2
x

〉 〈
a2κ2

x

〉]}
. (79.23b)

� 80. Ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ ïëîòíîñòåé ̺ è ˜̺
Ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, ÷òî åñëè ñðåäà ðàññåèâàòåëÿ îòëè÷àåòñÿ îò

âíåøíåé ñðåäû òîëüêî ñæèìàåìîñòüþ, òî ðåøåíèå çàäà÷è Í× ðàññåÿíèÿ

ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè δ = 1 èíòåãðàëü-

íûå óðàâíåíèÿ Í× öåïî÷êè (à ñëåäîâàòåëüíî, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñè-

ñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé) ¾èñ÷åçàþò¿, çàìåíÿÿñü ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ ðåêóððåíòíûõ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (75.24), ãäå ñëåäóåò èìåòü

â âèäó è (75.12), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ðàññåèâàòåëÿ

P (0)(r) = 1, P (1)(r) = κκκ r. (80.1)

1

Ïðèâåäåííîå â [70℄ âûðàæåíèå äëÿ A7(κκκ,ν), îòíîñÿùååñÿ ê øàðó, íå óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ (76.32), íà îñíîâå êîòîðîãî áûëî âûâåäåíî. Ñîäåðæàùååñÿ â [70℄ óòâåðæäå�

íèå î òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê àêóñòè÷åñêè æåñòêîìó øàðó ïîëó÷àþùèåñÿ ðåçóëüòàòû

ïîäòâåðæäàþòñÿ �îðìóëàìè ñïðàâî÷íèêà [42℄, íåêîððåêòíî, èáî ÷ëåíû ñîîòâåòñòâóþùå�

ãî ïîðÿäêà ëåæàò çà ïðåäåëàìè òî÷íîñòè �îðìóë, ïðèâåäåííûõ â [42℄.

2

Ïåðâîå äàíî â îáîçíà÷åíèÿõ � 77 è (79.4)�(79.6), âòîðîå � â îáîçíà÷åíèÿõ

(79.9)�(79.15).
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíîñòü çâóêîâîãî ïîëÿ âíóòðè ýë-

ëèïñîèäà î÷åâèäíà â ñèëó (80.1) è ïîòåíöèàëüíîé ñòðóêòóðû èíòåãðàëîâ,

ñîäåðæàùèõ íå÷åòíûå ñòåïåíè R â (75.24). Äëÿ ÷åòíûõ ñòåïåíåé R èí-

òåãðàëû â (75.24) âû÷èñëÿþòñÿ áåç òðóäà ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Ëàãðàíæà

(B.11).

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé P (l)(r) ïî �îðìóëå (75.24) äëÿ r ∈ V ,
äîïîëíÿþùèå (80.1) äî ïåðâûõ øåñòè ïðèáëèæåíèé:

1

P (2)(r) =
1

2
(κκκr)2 +

Qβ
2

(
M000 −

〈
M100 x

2
〉)
,

P (3)(r) =
(κκκr)3

6
+
Qβ
3
abc+

Qβ
2

〈
κxa

2

(
M100 −

− 1

3
M200x

2 −M110y
2 −M101z

2

)
x

〉
,

P (4)(r) =
(κκκr)4

24
+
Qβ
8

{
1

2

〈
a2
(
b2 + c2

)
M100

〉
+
〈(
M000 − a2M100

)
x2
〉
−

−
〈(
M100 − b2M110

)
x2y2

〉
− 1

2

〈(
M100 −

1

3
a2M200

)
x4
〉
+

+

〈(
κ
2
x −M100

)
a2
[
1

2

(
M000 − a2M100

)
−
(
M100 − a2M200

)
x2−

−
(
M010 − a2M110

)
y2 −

(
M001 − a2M101

)
z2 +

(
M110 − a2M210

)
x2y2+

+
(
M011 − a2M111

)
y2z2 +

(
M101 − a2M201

)
x2z2 +

1

6

(
M200 − a2M300

)
x4+

+
1

6

(
M020 − a2M120

)
y4 +

1

6

(
M002 − a2M102

)
z4
]〉}

+

+
Qβ
2

〈
κxκya

2b2xy

(
M110 −

1

3
M210x

2 − 1

3
M120y

2 −M111z
2

)〉
+

+
Q2
β

4
M000

(
M000 −

〈
M100x

2
〉)
,

P (5)
ev

(r) =
Qβ
90

abc
(
5
〈
x2
〉
+
〈
a2
〉
+3
〈
a2κ2

x

〉
+27QβM000−15Qβ

〈
M100x

2
〉)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè �îðìóëû â (75.25), ïðèõîäèì â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî ðàñ-

÷åòà, íå ñâÿçàííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîé îïòè÷åñêîé òåîðåìû, ê

1

Äëÿ P (5)(r) ìû ïðèâîäèì òîëüêî ÷àñòü âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþùóþñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé

êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó ëèøü îíà äàåò âêëàä à àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ, âû÷èñëåííóþ â òîì

æå ïðèáëèæåíèè.
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ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ:

A(κκκ,ν) = −k2Qβ
4π

V

{
1− k2

10

[
4QβM000 +

〈
(κx − νx)2a2

〉]
− ik3Qβ

4π
V +

+
k4

70

[
1

4

〈
(κx − νx)2a2

〉2 − 4Qβ
〈
κxνxa

4M100

〉
+ 6Qβ

〈
a2
(
b2 + c2

)
M100

〉
+

+Qβ
〈(
κ
2
x + ν2x −M100

)
a2
(
3M000 − a2M100

)〉
+ 14Q2

βM
2
000

]
+

+ ik5
Qβ
40π

V

[
2

3

〈
a2
〉
+
〈(
κ
2
x + ν2x

)
a2
〉
+ 8QβM000

]}
+O

(
k8
)
. (80.2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M000=
〈
a2M100

〉
, îòìå÷àåì, ÷òî �àêòè÷åñêè (80.2) óæå ïðåä-

ñòàâëåíà â òåðìèíàõ �àêòîðîâ ðàçìàãíè÷èâàíèÿ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ (80.2) ñîîòâåòñòâóåò ïîë-

íîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

σ = k4
Q2
β

4π
V 2

{
1− k2

5

[
4QβM000 +

〈(
κ
2
x +

1

3

)
a2
〉]

+

+
k4

5

[
1

35

(
3
〈
κ
2
xa

2
〉2

+ 6
〈
κ
2
xa

4
〉
+

3

5

〈
a4
〉
+

12

5

〈
a2b2

〉
− 2

〈
κ
2
xa

2b2
〉)

+

+
Qβ
7

(〈
a4M100

(
M100 − κ

2
x

)〉
− 3M2

000 +
29

5
M000

〈
κ
2
xa

2
〉
+

119

15
M000

〈
a2
〉
−

− 19

3

〈
a4M100

〉)
− 6

5
Q2
βM

2
000

]}
+O(k10) . (80.3)

Ôîðìóëû (80.2) è (80.3) â ñëó÷àå øàðà ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷à-

þùèìèñÿ èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì, ÷òî äàííûé ïàðàãðà�

íàïèñàí íà îñíîâå ðàáîòû [436℄.
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� 81. Êâàçèñòàòè÷åñêîå ðàññåÿííîå ïîëå

Îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Í× äè�ðàêöèè

ïðèìåíèì ëèøü ê àêóñòè÷åñêè ïðîçðà÷íûì ðàññåèâàòåëÿì. Åñëè, îäíàêî,

ïîëå, ðàññåÿííîå ïðîíèöàåìûì ïðåïÿòñòâèåì óæå íàéäåíî â àíàëèòè÷åñêîì

âèäå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δ è η, òî, óñòðåìèâ â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ

ñíà÷àëà îòíîøåíèå ñæèìàåìîñòåé η = β̃ /β ê íóëþ, à çàòåì � îòíîøå-

íèå ïëîòíîñòåé δ = ˜̺/̺ ê áåñêîíå÷íîñòè, ìîæíî ïðèéòè ê �îðìóëàì äëÿ

íåñæèìàåìîãî çàêðåïëåííîãî (ò. å. àêóñòè÷åñêè æåñòêîãî) ýëëèïñîèäà.

1

Ýòà

ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íà ïåðåõîäó îò ïðîçðà÷íîãî äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ ê èäåàëüíî ïðîâîäÿùåìó ðàññåèâàòåëþ â ýëåêòðîäèíàìèêå [342℄.

Òàêèì îáðàçîì â áëèæíåé çîíå äëÿ ïîëÿ, ðàññåÿííîãî íåñæèìàåìûì

çàêðåïëåííûì ýëëèïñîèäîì, ïîëó÷àåì [530℄

P
s

(r) ≈
3∑

m=1

(ik)mP (m)
sc (r) , (81.1)

P (1)
s

= 〈γxM100x〉 , (81.2)

P (2)
s

=
1

2
I000 −

1

2

〈
γ200 a

2
M100 −

(
γ200 a

2
M200 + γ020 b

2
M110+

+γ002 c
2
M101

)
x2 − γ110

(
a2 + b2

)
M110 xy

〉
, (81.3)

P (3)
s

=
abc

3
+

1

2

〈
γx a

2xI100
〉
− 1

4

〈
γx x

(
I000 − a2 I100

)〉
+

+ γ111
〈
a2b2

〉
M111xyz +

1

2

〈
x
[
γ120

(
b2I120 − a2I100 + a4I200

)
+

+ γ102
(
c2I102 − a2I100 + a4I200

)
+ 2 γ100 M100

]〉
, (81.4)

1

Ïðåäñòàâëÿþùèé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ ìåòîä ïðÿìîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, íå

ñâÿçàííûé ñ óêàçàííûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, äàí â � 83.

363
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ãäå ñâÿçü íîâûõ êîý��èöèåíòîâ γ ñ ââåäåííûìè â � 77 êîý��èöèåíòàìè

α, èìåþùèìè òàêèå æå èíäåêñû, õàðàêòåðèçóåòñÿ îáùèì ïðàâèëîì

γ = lim
δ→∞

{
lim
η→0

(δα)

}
, (81.5)

òàê ÷òî

1

γx = κx

/
(1−M100) ; (81.6)

γ110 = κxκy

/[
1−

(
a2 + b2

)
M110

]
; (81.7)

γ200 =
1

∆

[(
b2 + c2

)
M011νa − c2M101ν b − b2M110νc

]
,

νa = κ
2
x −M100, ∆ =

〈
a2b2

〉
〈M101M110〉 ; (81.8)

γ111 = κxκyκz

/(
1−

〈
a2b2

〉
M111

)
; (81.9)

γ120 =
1

∆a
γx (2Γ201 − Γ201l102 + Γ210m102) ,

Γ201 = κ
2
y (1−M100) +

1

2

(
M010 − 3a2M110

)
,

∆a = 4− 2 (l102 + l120) + l120l102 −m120m102 ; (81.10)

2 (1−M100) γ100 =
γx
2

(
3a2M100 −M000

)
+ n120γ120 + n102γ102 . (81.11)

Êðîìå òîãî, â (81.3), (81.4) èñïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíû Ilmn, îïðåäåëåííûå
�îðìóëàìè (78.4)�(78.7), à â (81.10) è (81.11) ñîäåðæàòñÿ âåëè÷èíû l120,
m120, n120, äàâàåìûå �îðìóëàìè (64.36).

� 82. Àìïëèòóäà è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

Â ñëó÷àå àêóñòè÷åñêè æåñòêîãî ýëëèïñîèäà âåëè÷èíû Am(κκκ,ν), âõîäÿ-
ùèå â Í× ðàçëîæåíèå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ

A(κκκ,ν) =

∞∑

m=2

(ik)mAm(κκκ,ν), , (82.1)

ïî-ïðåæíåìó äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (79.7), (79.8), (79.16) è (79.17), îäíà-

êî, çàêëþ÷åííûå â íèõ êîý��èöèåíòû â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

η → 0, δ →∞ ïðèîáðåòàþò âèä

B =
abc

3
, (82.2)

B100 = − abc

3(1−M100)
, (82.3)

B110 =
abc
(
a2 + b2

)

15 [1− (a2 + b2)M110]
, (82.4)

1

Ñðàâíåíèå ñ �îðìóëàìè � 64 äàåò ∆ = ∆(ν)
∣∣
ν=−1

, ∆a = ∆100(ν)
∣∣
ν=−1

.



� 83. Ìåòîä ïðÿìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 365

D =
abc

135

(
15M000 −

〈
a2
〉
+ 〈M110〉

/
〈M110M101〉

)
, (82.5)

D100 =
abcM011

15 〈M110M101〉
, (82.6)

D200 =
abc

45

(
5

2
a2 −M110

/
〈M110M101〉

)
, (82.7)

F100 =
B100B200

10
, B200 = a2 +

a2 + 3a2M100 − 2M000

1−M100
, (82.8)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ �îðìóë âî âòîðîå èç âûðàæåíèé (79.23) äàåò ïîëíîå

ý��åêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà àêóñòè÷åñêè æåñòêîì

ýëëèïñîèäå.

� 83. Ìåòîä ïðÿìîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ðåçóëüòàòû §§ 81, 82 ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåí-

íî èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ öåïî÷êè (75.26) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé (75.27) è (75.29). Ïðè ýòîì ðàññìîòðåíèå îãðàíè÷åíî ëèøü

äîñòàòî÷íûì äëÿ èëëþñòðàöèè ìåòîäà ÷èñëîì ïðèáëèæåíèé.

Òàê êàê åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå ýëëèïñîèäà ðàâåí

n =
{ x
a2
p,
y

b2
p,
z

c2
p
}
,

ãäå p =
〈
x2
/
a4
〉−1/2

, òî äëÿ âîëíû (75.11) óðàâíåíèÿ (75.26), ïîçâîëÿþùèå

íàéòè P (1)(r) è P (2)(r), ïðèíèìàþò âèä

−4π
〈 x
a2

κx

〉
=

〈
x

a2
∂

∂x

〉∮

S

P (1)(r′)
∂

∂n′

(
1

R

)
dS′ (r ∈ S), (83.1)

− 4π
〈 x
a2

κx

〉
〈xκx〉 =

〈
x

a2
∂

∂x

〉∮

S

P (2)(r′)
∂

∂n′

(
1

R

)
dS′+

+
1

2

〈
x

a2
∂

∂x

〉∮

S

∂R

∂n′
dS′ (r ∈ S). (83.2)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî (ñì. � 75) P (0)(r)=1. Áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå �óíêöèè

â âèäå ïîëèíîìîâ

P (1)(r) = 〈β100x〉 , (83.3)

P (2)(r) =

〈
β200

x2

a2
+ β110xy

〉
+ β000 , (83.4)

ãäå βlmn � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîíñòàíòû.



366 �ë. 14. �àññåÿíèå æåñòêèì ýëëèïñîèäîì

×åòíûå ñòåïåíè êîîðäèíàò â (83.4) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

〈
x2
/
a2
〉
= 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óãîäó ñèììåòðèè â (83.4) ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé êîý�-

�èöèåíò. Íàéäåì äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ. Èñêëþ-

÷åíèå z2 â (36.4) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ïðèâîäèò

ê íåñèììåòðè÷íîé çàïèñè

zP
(2)(r) = (β200 − β002)

x2

a2
+ (β020 − β002)

y2

b2
+ 〈β110xy〉+ β002 + β000 .

Î÷åâèäíî, ÷òî

〈
zP

(2)(r)
〉
= 3P (2)(r). Â ÷àñòíîñòè, 〈β002 + β000〉 = 3β000,

ò. å.

〈β200〉 = 0 . (83.5)

Ýòî è åñòü äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå.

Ïîäñòàâëÿÿ ìíîãî÷ëåíû (83.3), (83.4) â óðàâíåíèÿ (83.1), (83.2), èñïîëü-

çóåì ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ âèäà

∮
x′
α
y′
β
z′
γ ∂

∂n′

(
1

R

)
dS′,

ðàññìîòðåííûå â � 27. Çàòåì (ïîñëå âûïîëíåíèÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ) èñ-

êëþ÷èì â (83.2) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

〈
x2
/
a2
〉
= 1 êâàäðàò îäíîé èç êîîð-

äèíàò. Ïðèðàâíèâàÿ äàëåå êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ êîîð-

äèíàò, ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì (83.5) ê çàìêíóòîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ βlmn, â êîòîðîé íå ïðåäñòàâëåí ëèøü êîý��èöèåíò
β000. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðèâîäèò äëÿ êîý��èöèåíòîâ

β100 è β110 ê âûðàæåíèÿì (81.6) è (81.7) ñîîòâåòñòâåííî, à äëÿ β200 äàåò

β200 =
(M101+2M011)(M010 − κ

2
y)+(M110+2M011)(M001−κ2

z)

6 〈M011M101〉
. (83.6)

Ïîäñòàâëÿÿ â (75.27) äëÿ m = 1 è m = 2 âûðàæåíèÿ (83.3) è (83.4) è

èñïîëüçóÿ �îðìóëû � 27 äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ äâîéíîãî ýëëèïñîèäàëü-

íîãî ñëîÿ, ïîëó÷àåì äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ (75.10) áëèæíåé çîíû â ñëó÷àå

P
(1)
s

(r) âûðàæåíèå (81.2), à â ñëó÷àå P
(2)
s

(r) âûðàæåíèå

P (2)
s

(r) =
1

2

(
M000 −

〈
M100 x

2
〉)

+
〈
β200

(
M200 x

2+

+M110 y
2 + M101 z

2 −M100

)
+ β110

(
a2 + b2

)
M110 xy

〉
, (83.7)

ýêâèâàëåíòíîå áîëåå ñëîæíîìó âûðàæåíèþ (81.3), õîòÿ äîêàçàòåëüñòâî ýê-

âèâàëåíòíîñòè è íåïðîñòî. Êîý��èöèåíò β000 ìîæíî íàéòè, åñëè ïðèðàâ-

íÿòü (íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà) âûðàæåíèå (83.4) ñóììå

1
2 〈κxx〉

2
+P

(2)
s

(r),

ãäå P
(2)
s

(r) äàåòñÿ �îðìóëîé (83.7), â êîòîðîé âíåøíèå �àêòîðû Mlmn çà-

ìåíåíû âíóòðåííèìè ïîòåíöèàëüíûìè �àêòîðàìè Mlmn ýëëèïñîèäà.

Íàêîíåö, ðàñ÷åò âåëè÷èí Am(κκκ,ν) ïî �îðìóëàì (75.29) ñ ïîìîùüþ

(B.15) ïðèâîäèò äëÿ A2 è A3 ê âûðàæåíèÿì, ñîâïàäàþùèì ñ íàéäåííûìè

â � 82.

� 84. �àññåÿíèå íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå

�åøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà àáñîëþòíî æåñòêîì äèñêå, ëåæàùåì â

ïëîñêîñòè z = 0 è îãðàíè÷åííîì ýëëèïñîì x2
/
a2 + y2

/
b2 = 1, ìîæíî
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ïîëó÷èòü èç ðåçóëüòàòîâ �� 81, 82 ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ïðè c → 0. Ïðè
ýòîì ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåêòî-

ðà κκκ, äîëæíî, î÷åâèäíî, îáëàäàòü ñèììåòðèåé ïðè âçàèìíîé çàìåíå x↔ y
(a↔ b).

Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü âû÷èñëåíèåì àìïëèòóäû è ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ.

Óêàçàííûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç òðóäà ñ ïîìîùüþ �îð-

ìóë (3.17)�(3.19) è ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-

íèé (5.7), (5.8) äëÿ âíóòðåííèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ Nlm ýëëèïòè÷å-

ñêîãî äèñêà. Â ðåçóëüòàòå èç êîý��èöèåíòîâ (82.2)�(82.8) äëÿ ýëëèïòè÷å-

ñêîãî äèñêà íå ðàâíûìè íóëþ îêàçûâàþòñÿ ëèøü B001, B011, B101 è F001,

à îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ Í× ðàçëîæåíèé (79.18) äåéñòâèòåëüíîé è

ìíèìîé ÷àñòåé àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â (79.18)

ðàâåíñòâ

A2(κκκ,ν) = −
abκzνz
3NE

, (84.1)

A4(κκκ,ν) =
abκzνz
15NE

[
N00

NE
− a2

2

(
κ
2
x + ν2x

)
− b2

2

(
κ
2
y + ν2y

)
+

+
a2κxνx

1 +N10/NE
+

b2κyνy
1 +N01/NE

]
, (84.2)

A5(κκκ,ν) =
a2b2 κzνz
27N2

E

, (84.3)

A7(κκκ,ν)=
a2b2 κzνz
135N2

E

[
a2+b2

5
− 2N00

NE
+
a2

2

(
κ
2
x+ν

2
x

)
+
b2

2

(
κ
2
y+ν

2
y

)]
. (84.4)

Äëÿ ïîëíîãî ý��åêòèâíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ âû÷èñëåíèå (íàïðèìåð,

ïî âòîðîìó èç âûðàæåíèé (79.23)) äàåò [530℄

σ =
4πa2b2 κ2

z

27N2
E

k4
[
1− k2

5

(
a2 + b2

5
− 2N00

NE
+ a2κ2

x + b2κ2
y

)]
+O(k8) . (84.5)

Â �îðìóëàõ (84.1)�(84.5) äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

NE ≡ N10 +N01 . (84.6)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.14) ñâÿçü N00 è NE ñ ïîëíûìè

ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè K è E ìîäóëÿ

e =

√
1− min {a2, b2}

max {a2, b2} (84.7)

îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè

N00 = min{a, b}K, NE =
E

min{a, b} . (84.8)

�àññìîòðèì òåïåðü, êàê ðåøàåòñÿ çàäà÷à Í× ðàññåÿíèÿ íà àêóñòè÷åñêè

æåñòêîì ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå íà îñíîâå öåïî÷êè óðàâíåíèé (75.44). Ìû



368 �ë. 14. �àññåÿíèå æåñòêèì ýëëèïñîèäîì

îãðàíè÷èìñÿ ïðè ýòîì ðåøåíèåì çàäà÷è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Ïåðâîå èç

óðàâíåíèé (75.44) â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)∫

S

ϕ(1)(x′, y′)

R
dS′ = −4πκz . (84.9)

�åøåíèÿ íàäî èñêàòü â âèäå

1 ϕ(m)(x, y) =

√
1− x2

a2
− y2

b2
χ(m−1)(x, y), ãäå

χ(m)(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. Â ÷àñòíîñòè,

ϕ(1)(x, y) =

√
1− x2

a2
− y2

b2
α00 . (84.10)

Èíòåãðàëû òèïà ∫

S

√
1− x2

a2
− y2

b2
x′αy′β

R
dS′ (84.11)

äëÿ òî÷åê r, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè S äèñêà, êàê ïîêàçàíî â � 24, âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû Nlm ýëëèïòè÷åñêîãî

äèñêà. Â ÷àñòíîñòè, èç (84.9), (84.10) ïîëó÷àåì

α00 =
2κz
NE

. (84.12)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ äâîéíîãî ñëîÿ, ñîçäà-

âàåìîãî èñòî÷íèêàìè íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà (ñì. � 28), èç

(75.45), (75.46) è (84.10) ïîëó÷àåì äëÿ áëèæíåé çîíû

P
s

= ik
κz

NE
N001(ξ)z +O(k2) . (84.13)

Íàêîíåö, ïåðâûé ÷ëåí Í× ðÿäà (75.20) äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, êàê

ïîêàçûâàåò âû÷èñëåíèå A2(κκκ,ν) ïî �îðìóëå (75.48), ðàâåí

A(κκκ,ν) =
1

3
k2ab

κzνz
NE

. (84.14)

Ýòî ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé (84.1), ïîëó÷åííîé ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Çàâåðøàÿ ãëàâó, çàìåòèì ñëåäóþùåå. Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ñòðî-

ãîå êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå (òåîðåìà Áàáèíå) ìåæäó ðåøåíèåì çàäà÷è

ðàññåÿíèÿ íà äèñêå è ðåøåíèåì äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷è äè�ðàêöèè íà îò-

âåðñòèè â ýêðàíå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà àêóñòè÷åñêè ìÿãêèé ýêðàí (íóëåâîé

òîëùèíû) ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì (x2
/
a2 + y2

/
b2 = 1) ïàäàåò ïëîñêàÿ

âîëíà P0 = exp{ikκκκr}, ãäå κz > 0, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Áàáèíå (ñì., íàïðè-
ìåð, [148℄), ïîëå äè�ðàãèðîâàííîé âîëíû P

dif

äëÿ z > 0 ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì
P
s

ðàññìîòðåííîé çäåñü çàäà÷è î æåñòêîì äèñêå ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

P
dif

= −P
s

(z > 0) , (84.15)

à ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîõîæäåíèÿ τ , î÷åâèäíî, ðàâíî

τ =
1

2
σ , (84.16)

1

Ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå íà ðåáðå.
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ãäå σ äàåòñÿ �îðìóëîé (84.5).

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ íèçêî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè íà ñ�åðîèäå èëè íà êðóã-

ëîì îòâåðñòèè â ýêðàíå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå

(ñì. [26, 315℄).



�ëàâà 15

�àññåÿíèå àêóñòè÷åñêè

ìÿãêèì ýëëèïñîèäîì

� 85. �åøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Í× öåïî÷êè

Çàäà÷à Í× ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà àêóñòè÷åñêè ìÿãêîì ðàññåè-

âàòåëå, êàê ïîêàçàíî â � 75, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

öåïî÷êè (75.32)

∮

S

ψ(m)(r′)

R
dS′ =

4π

m!
(κκκr)m −

m∑

l=1

1

l!

∮

S

ψ(m−l)(r′)Rl−1 dS′ , (85.1)

ãäå m = 0, 1, . . . ; r ∈ S; à ψ(r) =
∂P (e)(r)

∂n
. Âõîäÿùèå â (85.1) ïîâåðõíîñò-

íûå èíòåãðàëû îòíîñÿòñÿ ê óæå âñòðå÷àâøåìóñÿ íàì (ñì. (64.8)) òèïó. Ýòî

ïîäñêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîãî

(〈
x2/a2

〉
= 1
)
ðàññåèâàòåëÿ

ðåøåíèå óðàâíåíèé (85.1) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ψ(l)(r) = f (l)(r) p , (85.2)

ãäå f (l)(r) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè l, à p =
〈
x2/a4

〉−1/2
.

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ çàäà÷è, ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåíû f (l)(r) â âèäå1

f (0)(r) = α000, (85.3)

f (1)(r) = 〈β100 x〉+ β000, (85.4)

f (2)(r) =
〈
γ200 x

2/a2
〉
+ 〈γ110 xy〉+ γ000. (85.5)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ÷àñòü ìíîãî÷ëåíà f (3)(r), ÿâëÿ-

þùàÿñÿ ÷åòíîé �óíêöèåé êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èâ åå f̃ (3)(r), ïîëîæèì

f̃ (3)(r) =
〈
δ200 x

2/a2
〉
+ δ000. (85.6)

1

Â (85.5) îïóùåíû ñëàãàåìûå 〈γ100 x〉, òàê êàê â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îáíàðóæèâàåòñÿ,
÷òî γ100 = 0.

370
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Êîý��èöèåíòû α000, βlmn, γlmn, δlmn ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Ïîñêîëüêó îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f (l)(r) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-

íîñòü ýëëèïñîèäà, ìåæäó ÷åòíûìè ñòåïåíÿìè êîîðäèíàò â (85.5) è (85.6)

ñóùåñòâóåò ñâÿçü

〈
x2
/
a2
〉
= 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â óãîäó ñèììåòðèè â (85.5)

è (85.6) ââåäåíû äîïîëíèòåëüíûå êîý��èöèåíòû. Íåòðóäíî íàéòè ñîîòíî-

øåíèÿ, êîòîðûì îíè óäîâëåòâîðÿþò. Íàïðèìåð, èñêëþ÷åíèå z2 â (85.5) ïðè-

âîäèò ê íåñèììåòðè÷íîé çàïèñè

zf
(2)(r) = A

(z)
200 x

2
/
a2 +A

(z)
020 y

2
/
b2 + 〈γ110 xy〉+A(z) ,

ãäå

A(z) = γ000 + γ002 . (85.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî

〈
zf

(2)(r)
〉
= 3f (2)(r). Â ÷àñòíîñòè,

〈
A(z)

〉
= 3γ000. Îòñþäà,

ó÷èòûâàÿ (85.7), ïîëó÷àåì

〈γ200〉 = 0 . (85.8)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

〈δ200〉 = 0 . (85.9)

Ïîäñòàâëÿÿ ìíîãî÷ëåíû (85.3)�(85.6) â ïåðâûå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ öå-

ïî÷êè (85.1), èñïîëüçóåì ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà∮
x′ly′mz′nR−1p′ dS′

, íàéäåííûå â ðàçäåëå 21.2. Çàòåì, èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèÿ ãðàíèöû ýëëèïñîèäà ÷åòíûå ñòåïåíè îäíîé èç êîîðäèíàò, ïîëó÷à-

åì (ñ ó÷åòîì (85.8) è (85.9)) çàìêíóòóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé äëÿ èñêîìûõ êîý��èöèåíòîâ. Åå ðåøåíèå èìååò âèä

α000 = C
/
(abc) ; (85.10)

β000 = −C
2

abc
, β100 =

κx

a2M100
; (85.11)

γ000 =
C

abc

(
C2 +

C

3abc

〈
a4M100

〉
− 1

3

〈
a2
〉
+

1

6

〈
κ
2
xa

2
〉)

, (85.12)

γ110 =
κxκy

a2b2M110
, (85.13)

γ200 =
1

F

[(
l110 −

2

3

〈
a2b2M110

〉)
(m010 −m100)+

+

(
l101 −

2

3

〈
a2b2M110

〉)
(m001 −m100)

]
,

F = 3 〈l110l101〉 − 4M000

〈
a2b2M110

〉
; (85.14)

δ000 = −C
2

abc

(
C2 +

2

3

C

abc

〈
a4M100

〉
− 5

9

〈
a2
〉
+

1

6

〈
κ
2
xa

2
〉)

. (85.15)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

C = abc
/〈
a2M100

〉
(85.16)
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(ñîãëàñíî (8.12) ýòî ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü ýëëèïñîèäà â ãàóññîâûõ åäèíè-

öàõ),

l110 = c2M001 + a2b2M110, m100 = a2
(
κ
2
x −

1

2
+
a2M100

2M000

)
. (85.17)

Ê îñòàëüíûì êîý��èöèåíòàì, êàê îáû÷íî, ïðèâîäèò öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòà-

íîâêà êîîðäèíàò.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåíû f (l)(r) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âíóòðåííèå ïî-

òåíöèàëüíûå �àêòîðû Mijk ýëëèïñîèäà.

� 86. Ïîëå ðàññåÿíèÿ â áëèæíåé çîíå

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à, ìîæíî âû÷èñëèòü ïåð-

âûå òðè ÷ëåíà Í× ðÿäà (75.10) äëÿ ïîëÿ ðàññåÿíèÿ â áëèæíåé çîíå. Âõî-

äÿùèå â ýòîò ðÿä âåëè÷èíû P
(m)
s

(r) äàþòñÿ èíòåãðàëàìè (75.33), êîòîðûå

â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà, êîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (85.2), ñâîäÿòñÿ ê ïîòåí-

öèàëàì ñíàðóæè ãîìåîèäà, ðàññìîòðåííûì â � 21. Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê

ñëåäóþùèì îêîí÷àòåëüíûì �îðìóëàì:

P (0)
s

= −M000

/
M000 , (86.1)

P (1)
s

= −C +
C 2

abc
M000 −

〈
κxxM100

M100

〉
, (86.2)

P (2)
s

= C 2 − γ000M000 −
〈
κxκyxyM110

M110

〉
−

− C

4abc

[(〈
x2 + a2

〉
+ ξ
)
M000 −

〈(
x2 + a2 + ξ

)
a2M100

〉]
+

+
1

2

〈
γ200a

2
(
M100 −M200x

2 −M110y
2 −M101z

2
)〉
. (86.3)

Òàêèì îáðàçîì, â áëèæíåé çîíå ðàññåÿííîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ

âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà Mlmn.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû, îò-

íîñÿùèåñÿ ê àìïëèòóäå è ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ, ñ ñîäåðæàíèåì äàííîãî ïàðà-

ãðà�à íå ñâÿçàíû.

� 87. Àìïëèòóäà è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷ëåíû Í× ðàçëîæåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ (75.35)

âû÷èñëÿþòñÿ áåç òðóäà ïî èçâåñòíûì ψ(l)(r) ñ ïîìîùüþ �îðìóë (75.36)

è (B.15). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé Am(κκκ,ν) ñ ó÷åòîì

(85.2)�(85.6) ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíûõ âûðàæåíèé (85.10), (85.11) ïîëó÷àåì

A0(κκκ,ν) = −C, (87.1)

A1(κκκ,ν) = C 2, (87.2)

A2(κκκ,ν) = −
abc

3

(
3 γ000 + 〈γ200〉+

C

2abc

〈
a2ν2x

〉
−
〈
κxνx
M100

〉)
,
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A3(κκκ,ν) =
1

6
C 2
〈
a2ν2x

〉
− abc

(
δ000 +

1

3
〈δ200〉

)
.

Ñîîòíîøåíèÿ (85.8), (85.9) ïîçâîëÿþò íàéòè A2(κκκ,ν) è A3(κκκ,ν), íå èñ-

ïîëüçóÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ γ200 è δ200. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî

A2(κκκ,ν) = −
C

3

[
3C 2 +

C

abc

〈
a4M100

〉
−
〈
a2
〉
+

+
1

2

〈
a2
(
κ
2
x + ν2x

)〉
− abc

C

〈
κxνx
M100

〉]
, (87.3)

A3(κκκ,ν) = C 2

[
C 2+

2C

3abc

〈
a4M100

〉
− 5

9

〈
a2
〉
+

1

6

〈
a2
(
κ
2
x+ν

2
x

)〉]
, (87.4)

ãäå ó÷òåíû (85.12) è (85.15). Ïîëó÷åííûå çäåñü çíà÷åíèÿ äëÿ Am(κκκ,ν) �

ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (85.1) è ðàñ-

÷åòà ïî �îðìóëå (75.36) ïðèìåíèòåëüíî ê ýëëèïñîèäàëüíîìó ðàññåèâàòåëþ

� íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ îáùèìè ðåçóëüòàòàìè (76.13), (76.14) è (76.9).

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü ïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà äà-

åòñÿ �îðìóëîé (85.16), çàêëþ÷àåì, ÷òî â äàëüíåé çîíå ðàññåÿííîå ïîëå äî

÷ëåíîâ ïîðÿäêà k3 âêëþ÷èòåëüíî âûðàæàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ðàç-

ìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû ýëëèïñîèäà.

Í× ðàçëîæåíèå ý��åêòèâíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ íà àêóñòè÷åñêè ìÿã-

êîì ðàññåèâàòåëå (76.8)

σ = 4π
∞∑

l=0

(−1)l k2lA2l+1(κκκ,κκκ) , (87.5)

ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêîé òåîðåìû, óêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ýëëèï-

ñîèäà ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðÿäà (87.5) �àêòè÷åñêè îïðåäåëåíû, èáî, ñîãëàñíî

(87.2) è (87.4),

A1(κκκ,κκκ) = C 2, (87.6)

A3(κκκ,κκκ) =
C 2

3

(
3C 2 +

2C

abc

〈
a4M100

〉
− 5

3

〈
a2
〉
+
〈
a2κ2

x

〉)
. (87.7)

Ýêâèâàëåíòíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [404℄ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ

Ëàìý è ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé.

Âûâåäåííàÿ â � 76 íà îñíîâå ïðîöåäóðû Óèëüÿìñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

àêóñòè÷åñêè ìÿãêîãî ðàññåèâàòåëÿ �îðìóëà (76.29) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü

A5(κκκ,κκκ) ïðèìåíèòåëüíî ê ýëëèïñîèäó, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû � 85. Îïóñêàÿ

ïðîìåæóòî÷íûå (äîâîëüíî ãðîìîçäêèå) âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíè-

åì èíòåãðàëîâ â (76.29), ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíóþ �îðìóëó:

A5(κκκ,κκκ) =
C 2

3

[
3C 4 +

4C 3

abc

〈
a4M100

〉
+

C 2

a2b2c2
〈
a4M100

〉2 − 3C 2
〈
a2
〉
+

+
76

45
Cabc− 14C

9abc

〈
a6M100

〉
− 11

75

〈
a2
〉2

+
164

225

〈
a4
〉
+

+

(
C 2 +

2C

3abc

〈
a4M100

〉
− 26

45

〈
a2
〉)〈

a2κ2
x

〉
+

+
2

15

〈
a2κ2

x

〉2
+

1

15

〈
a4κ2

x

〉
+
a2b2c2

9C 2

〈
κ
2
x

M2
100

〉]
. (87.8)
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Ñóùåñòâåííî, ÷òî A5(κκκ,κκκ) òàêæå âûðàæàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ðàç-

ìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû ýëëèïñîèäà.

� 88. �àññåÿíèå íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå

�åøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà àêóñòè÷åñêè ìÿãêîì äèñêå, ëåæàùåì â

ïëîñêîñòè z = 0 è îãðàíè÷åííîì ýëëèïñîì x2
/
a2 + y2

/
b2 = 1, ìîæíî ïîëó-

÷èòü èç ðåçóëüòàòîâ �� 86, 87 ïóòåì ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè c→ 0. Â îáùåì

ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà κκκ â çàäà÷å îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâ-

íîïðàâèå íàïðàâëåíèé äåêàðòîâûõ îñåé x è y, à åå ðåøåíèå èíâàðèàíòíî
ïðè âçàèìíîé çàìåíå x↔ y (a↔ b).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

1

M100 ≈ cN10, M010 ≈ cN01, M001 ≈ 1− cNE , (88.1)

ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (3.17) è (3.18), ïðèâîäÿ ê ñëåäóþùèì �îð-

ìóëàì äëÿ àìïëèòóäû è ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå:

A(κκκ,ν) = −C + ikC 2 +
k2C

3

[
3C 2 − abCNE +

a2

2

(
κ
2
x + ν2x

)
+

+
b2

2

(
κ
2
y + ν2y

)
− ab

C

(
κxνx
N10

+
κyνy
N01

)]
− ik3C 2

[
C 2 − 2

3
abCNE+

+
1

9
(a2 + b2) +

a2

6

(
κ
2
x + ν2x

)
+
b2

6

(
κ
2
y + ν2y

)]
+O(k4) , (88.2)

σ

4πC 2
= 1− k2

3

(
3C 2 − 2abCNE +

a2

3
+
b2

3
+ a2κ2

x + b2κ2
y

)
+

+
k4

3

{
3C 4 − 4 abC3NE + a2b2 C 2N2

E + C 2(a2 + b2)− 4

9
ab(a2 + b2)CNE +

+
2

75
(a2 + b2)2 +

22

225
a2b2 +

[
C 2 − 2

3
abCNE +

4

45
(a2 + b2)

] (
a2κ2

x + b2κ2
y

)
+

+
2

15

(
a2κ2

x+b
2
κ
2
y

)2
+

1

15

(
a4κ2

x+b
4
κ
2
y

)
+
a2b2

9C 2

(
κ
2
x

N2
10

+
κ
2
y

N2
01

)}
, (88.3)

ãäå C = ab/N00 � ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà. Ïåðâûå

äâà ÷ëåíà Í× ðàçëîæåíèÿ (88.3) íàéäåíû Óèëüÿìñîì [404℄. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî ðåçóëüòàòû ïî Í× ðàññåÿíèþ íà ìÿãêîì ýëëèïñîèäå è ýëëèïòè÷åñêîì

äèñêå, ïðèâåäåííûå â �� 85�88, ïîëó÷åíû â ðàáîòå àâòîðà è Ñ.Ï. Å�èìîâà

[531℄.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê çàäà÷à Í× ðàññåÿíèÿ íà ìÿãêîì ýëëèïòè÷åñêîì

äèñêå ðåøàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå óðàâíåíèé (75.37)�(75.39). Îãðà-

íè÷èìñÿ íàõîæäåíèåì òîëüêî ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ íåãî (75.37) ïðè-

íèìàåò âèä ∫

S

ψ(0)(r′)

R
dS′ = 4π (r ∈ S) . (88.4)

1 NE äàåòñÿ �îðìóëîé (84.6).
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Ïîëàãàÿ

ψ(0)(r) =
α00√

1− (x/a)2 − (y/b)2
, (88.5)

ãäå α00 � ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ êîíñòàíòà, è èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëü-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà

∫

S

x′αy′β√
1− (x′/a)2 − (y′/b)2

dS′

R
,

íàéäåííûå â � 24, ïîëó÷àåì

α00 = 2/N00. (88.6)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé ñëåäóåò ψ(m)(r) èñêàòü â âèäå

ψ(m)(r) = χ(m)(x, y)
/√

1− (x/a)2 − (y/b)2 , ãäå χ(m)(x, y) � ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíè m, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Íàéäÿ ψ(m)(r) è èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ ýëëèï-

òè÷åñêîãî äèñêà (ñì. � 24), à òàêæå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ (B.18), íåòðóäíî â

ñîîòâåòñòâèè ñ (75.38) ðàññ÷èòàòü ðàññåÿííîå ïîëå â áëèæíåé çîíå. Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àåì

P (0)
s

= −N000

/
N000 . (88.7)

Ñòîëü æå ïðîñòî íà îñíîâå (75.39) ïðè èñïîëüçîâàíèè (B.18) âû÷èñëÿåòñÿ

àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ, äëÿ êîòîðîé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåòñÿ âû-

ðàæåíèå (76.13) ñ ýëåêòðè÷åñêîé åìêîñòüþ ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, ðàâíîé

(24.14).

�åçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðà�à áëàãîäàðÿ òåîðåìå Áàáèíå ðàñïðîñòðà-

íÿþòñÿ è íà ðåøåíèå çàäà÷è äè�ðàêöèè íà ýëëèïòè÷åñêîì îòâåðñòèè â àêó-

ñòè÷åñêè æåñòêîì ïëîñêîì ýêðàíå íóëåâîé òîëùèíû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà

òàêîé ýêðàí ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà P0 = exp{ikκκκr}, ãäå κz > 0, òî ïîëå

äè�ðàãèðîâàííîé âîëíû P
dif

(z > 0) è ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîõîæäåíèÿ

τ ñâÿçàíû ñ ïîëåì ðàññåÿíèÿ P
dif

è ïîëíûì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ σ ðàñ-

ñìîòðåííîé çäåñü çàäà÷è î ìÿãêîì äèñêå ñîîòíîøåíèÿìè (84.15), (84.16).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ïðè ïåðåõîäå ê

÷àñòíûì ñëó÷àÿì ñ�åðîèäà, øàðà è êðóãëîãî äèñêà ïîäòâåðæäàþòñÿ èç-

âåñòíûìè �îðìóëàìè ðàáîò [40, 315℄ (ïîäðîáíåå ñì. [531℄).
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Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ýëëèïñîèäàëüíî-

ãî îáúåìà ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â îêðóæàþùåé åãî æèäêîé ñðåäå. �å÷ü èäåò

íå î ïåðåìåùåíèÿõ ýëëèïñîèäà êàê öåëîãî, à î åãî ïóëüñàöèÿõ, èëè ìî-

íîïîëüíûõ êîëåáàíèÿõ, ïðè êîòîðûõ èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ îñåé ýëëèïñîèäà

ñîïðîâîæäàþòñÿ è èçìåíåíèåì åãî îáúåìà.

Â ýëåêòðîäèíàìèêå ñðåäè ñîáñòâåííûõ ìóëüòèïîëüíûõ êîëåáàíèé ýë-

ëèïñîèäà, ðàññìîòðåííûõ, íàïðèìåð, â ïîñëåäíåé ãëàâå äàííîé ìîíîãðà�èè

â ðàìêàõ ìîäåëè ïëàçìåííîãî ñãóñòêà, îòñóòñòâóþò èìåííî ìîíîïîëüíûå,

÷òî îáúÿñíÿåò äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ ê íèì ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè íèç-

êî÷àñòîòíîé äè�ðàêöèè.

�àçîâûé ïóçûðü â æèäêîñòè èìååò íåñ�åðè÷åñêóþ �îðìó, åñëè äëÿ ïî-

âåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íàðóøåíû óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè. Ýòî ìîæåò èìåòü

ìåñòî êàê à íåîäíîðîäíîé (â îáëàñòè ïóçûðüêà) æèäêîñòè, òàê è â îäíîðîä-

íîé æèäêîñòè: íàïðèìåð, ïðè âñïëûòèè ïóçûðüêà, êîòîðûé â ñèëó çàêî-

íà Áåðíóëëè ïðèíèìàåò �îðìó ñïëþñíóòîãî ñ�åðîèäà. Íàêîíåö, ýëëèïñîè-

äàëüíàÿ �îðìà ãàçîâîãî ïóçûðÿ ìîæåò îáåñïå÷èâàòüñÿ ñïåöèàëüíîé îáîëî÷-

êîé (ñð. ðûáüè ïóçûðè). Äëÿ íàñ ñóùåñòâåííî ïðè ýòîì, ÷òîáû óïðóãîñòü

îáîëî÷êè áûëà ìàëà è åå âêëàä â ýíåðãåòè÷åñêèé ìåõàíèçì êîëåáàíèé íå

ó÷èòûâàëñÿ.

Çàäà÷à î äâèæåíèè íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè, âûçâàííîì ïóëü-

ñàöèÿìè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, (89.1)

áûëà ðåøåíà åùå Áüåðêíåñîì [30℄, ïîñòðîèâøèì îáùóþ ñõåìó íàõîæäåíèÿ

ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè æèäêîñòè ñíàðóæè ýëëèïñîèäà (89.1) ïðè çàäàííîì

çàêîíå èçìåíåíèÿ åãî ïîëóîñåé a(t), b(t), c(t). Èìåÿ â âèäó ðàçëè÷íûå ãèä-
ðî�èçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ýòîé çàäà÷è, íàéäåì ñíà÷àëà, îïèðàÿñü íà ðå-

çóëüòàòû Áüåðêíåñà, ìàòðèöó ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ, ñâÿçûâàþùóþ êèíåòè-

÷åñêóþ ýíåðãèþ æèäêîñòè ñî ñêîðîñòÿìè ȧ, ḃ, ċ.

376
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Ïðè èçìåíåíèè ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðî-

ñòè òî÷êè íà åãî ãðàíèöå ðàâíà

vΓn =

(
x2

a2
ȧ

a
+
y2

b2
ḃ

b
+
z2

c2
ċ

c

)
p ≡

〈
x2

a2
ȧ

a

〉
p, (89.2)

ãäå p =
〈
x2
/
a4
〉−1/2

, à óãëîâûå ñêîáêè, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àþò ñóììó

òðåõ ÷ëåíîâ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè. Ïîýòîìó äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè

(v=∇Φ) æèäêîñòè ñíàðóæè ïóëüñèðóþùåãî ýëëèïñîèäà áóäåì èìåòü âíåø-

íþþ êðàåâóþ çàäà÷ó Íåéìàíà

∆Φ = 0,

(
∂Φ

∂n

)

Γ

=

〈
ȧ

a

x2

a2

〉
p, (89.3)

ãäå n � íîðìàëü, íàïðàâëåííàÿ â æèäêîñòü, íå èìåþùóþ èíûõ ãðàíèö,

êðîìå ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà (89.1).

�åøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðî-

ñòîãî ñëîÿ

Φ =

∮
σ

R
dS, σ = − 1

4π

〈
νa
x2

a2

〉
p,

ãäå ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè σ íà ãðàíèöå ýëëèïñîèäà âûáðàíà

â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (89.3), a νa, νb, νc � ïîäëåæàùèå íàõîæäåíèþ

âåëè÷èíû.

Òàê êàê (ñì. � 21) ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü σa =
1

2π

x2

a2
p ïîðîæäàåò

ñíàðóæè ýëëèïñîèäà ïîòåíöèàë

Ψa=M0−a2Ma−(Ma−a2M200)x
2−(Mb−a2M110)y

2−(Mc−a2M101)z
2, (89.4)

òî

Φ{σ} = −1

2
〈νaΨa〉. (89.5)

Çäåñü Mlmn(ξ) � âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà, à ξ � ýë-

ëèïñîèäàëüíàÿ êîîðäèíàòà âíåøíåé òî÷êè (x, y, z), îïðåäåëÿåìàÿ êàê ïî-

ëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

〈
x2/(a2+ ξ)

〉
= 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè

ââåäåíû ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ: M000 = M0, M100 = Ma, M010 = Mb,

M001=Mc.

Âûïîëíÿÿ äè��åðåíöèðîâàíèå è ïîëàãàÿ çàòåì ξ = 0, íàéäåì îêîí÷à-

òåëüíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

∂Ψa
∂n

=−2p
[
(1+Ma−a2M200)

x2

a2
+(Mb−a2M110)

y2

b2
+(Mc−a2M101)

z2

c2

]
,

(89.6)
ãäå Mlmn=Mlmn(0) ñóòü âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà.

Â ÷àñòíîñòè, Ma, Mb, Mc � îáû÷íûå �àêòîðû äåïîëÿðèçàöèè (ðàçìàãíè-

÷èâàíèÿ), ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì 〈Ma〉 = 1. Âñå îñòàëüíûå Mlmn ñ ïî-

ìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç Ma, Mb,

Mc. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ, íàïðèìåð, �îðìóëà

a2Ma + b2Mb + c2Mc =M0 =
abc

C
, (89.7)
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ãäå C � ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ åìêîñòü ìåòàëëè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà, ãðàíèöà

êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (89.1).

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âûðàæåíèÿ (89.6) â �îðìóëó äëÿ íîðìàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè (89.5) è ïðîèçâîäÿ ïåðåãðóïïèðîâêó ÷ëåíîâ,

ïîëó÷àåì

(
∂Φ

∂n

)

Γ

=

〈[
νa(1+Ma−a2M200)+νb(Ma−b2M110)+νc(Ma−c2M101)

]x2
a2

〉
p.

Ñðàâíåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ (89.3) äîñòàâëÿåò ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí νa, νb, νc:

(1+Ma−a2M200)νa + (Ma−b2M110)νb + (Ma−c2M101)νc = ȧ/a ,

(Mb−a2M110)νa + (1+Mb−b2M020)νb + (Mb−c2M011)νc = ḃ/b ,

(Mc−a2M101)νa + (Mc−b2M011)νb + (1+Mc−c2M002)νc = ċ/c .

(89.8)

Ñîîòíîøåíèÿ (89.3)�(89.8) â îñíîâíîì èñ÷åðïûâàþò íóæíûå äëÿ äàëüíåé-

øåãî ðåçóëüòàòû Áüåðêíåñà, èçëîæåííûå çäåñü â îáîçíà÷åíèÿõ ñîâðåìåííîé

òåîðèè ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà.

Èç �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ Mlmn ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà

ñèñòåìû óðàâíåíèé (89.8) ñèììåòðè÷íà. Áîëåå òîãî, îíà ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè-

÷åñêîé [441℄ ìàòðèöåé: ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé åå ñòðîêè (èëè ñòîëáöà)

ðàâíà åäèíèöå, îòêóäà ñðàçó âèäíî, ÷òî 〈νa〉=〈ȧ/a〉. Ýòèì ïðîñòûì óðàâíå-

íèåì ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå èç èñõîäíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû, ÷òî, êîíå÷íî,

ñóùåñòâåííî óïðîùàåò åå ðåøåíèå. Ïîñëåäíåå èìååò âèä

νa = τa/τ, νb = τb/τ, νc = τc/τ,

ãäå

τ =
〈
a2b2

〉
〈M011M101〉 ,

τa = b2c2 〈M011M101〉
〈
ȧ

a

〉
+
(
b2M110 − c2M101

)
(
Mc

ḃ

b
−Mb

ċ

c

)
+

+
[(
b2 + c2

)
M011 + c2M101

]
(
Mb

ȧ

a
−Ma

ḃ

b

)
+

+
[(
b2 + c2

)
M011 + b2M110

] (
Mc

ȧ

a
−Ma

ċ

c

)
.

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà a, b, c â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè äàåò �îðìóëû

äëÿ τb è τc.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ȧ/a = ḃ/b = ċ/c = ẇ (ïðè ïóëüñàöèè ýëëèïñîèä

îñòàåòñÿ ïîäîáíûì ïåðâîíà÷àëüíîìó), ðåøåíèå èìååò âèä

νa = νb = νc = ẇ.

Òîãäà Φ = − 1
2 ẇ〈Ψa〉 è ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ

Mlmn(ξ) ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ïðèíèìàåò âèä Φ = −ẇM0(ξ), ò. å. çàâèñèò
ëèøü îò îäíîé ýëëèïñîèäàëüíîé êîîðäèíàòû ξ.



� 89. Ìàòðèöà ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ 379

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíûõ

ȧ

a
= ẇa,

ḃ

b
= ẇb,

ċ

c
= ẇc, (89.9)

íàéäåì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ æèäêîñòè

T =
ρ

2

∫
(∇Φ)2dV =

ρ

2

∫
div(Φv)dV = −ρ

2

∮
Φ vΓn dS,

èáî v = ∇Φ, div v = 0, à íà áåñêîíå÷íîñòè Φ è v îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîä-

ñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå �îðìóëû (89.2) è (89.5), â ïîñëåäíåé èç êîòîðûõ

νa, νb, νc çàìåíåíû ëèíåéíûìè �îðìàìè îò ẇa, ẇb, ẇc, ïîëó÷àåìûìè èç

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (89.8), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî (ñì. (B.15))

∮
x2ly2mz2np dS = 3

(2l − 1)!!(2m− 1)!!(2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 1)!!
V a2lb2mc2n,

ãäå V = 4
3πabc � îáúåì ýëëèïñîèäà, ïîñëå äîëãèõ âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóþ-

ùèõ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Mlmn, îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

T =
m

30

∑

a,b

µabẇaẇb =
1

2

∑

a,b

mabvavb =
m

2

∑

a,b

κabvavb. (89.10)

Çäåñü m = ρV � ìàññà æèäêîñòè, çàíèìàþùåé îáúåì ýëëèïñîèäà,

maa = mκaa =
m

15a2
µaa, mab = mκab =

m

15ab
µab

è ò. ä. � êîìïîíåíòû ìàòðèöû ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ, à

µaa = 5M0 − a2 − 1
3 〈a2〉+

M011 +
1
3 〈M011〉

〈M011M101〉
,

µab = 5M0 − c2 + 2
3 〈a2〉+

M110 − 2
3 〈M011〉

〈M011M101〉
.

(89.11)

Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû µ̂ ïîëó÷àþòñÿ èç (89.11) öèêëè÷åñêîé çàìå-

íîé. Îáå ìàòðèöû m̂ è µ̂ ñèììåòðè÷íûå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå.

Áîëåå òîãî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ìàòðèöà µ̂ îáëàäàåò ñòîõàñòè÷åñêè-

ìè ñâîéñòâàìè: ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè (èëè ñòîëáöà) îäíà è òà æå

è ðàâíà 15M0. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò

óäîáíî áðàòü ìàëûå îòíîñèòåëüíûå èçìåíåíèÿ ïîëóîñåé wa= δa/a= ȧ δt/a,
wb= δb/b= ḃ δt/b, wc= δc/c= ċ δt/c, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíû (89.9) ÿâëÿþòñÿ

îáîáùåííûìè ñêîðîñòÿìè.

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (a = b), êîãäà Ma = Mb =
1
2 (1−Mc) è

âñå âõîäÿùèå â (89.11) âåëè÷èíû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïðîäîëüíûé

�àêòîð ðàçìàãíè÷èâàíèÿ Mc≡M , ýëåìåíòû ìàòðèöû κ̂ äàþòñÿ �îðìóëà-
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ìè

κaa = κbb =
1

5

{
1+

(
1− c

2

a2

)[
M(2−5M)

3M−1 +
2

3M+1−2c2/a2
]}

,

κcc =
1

5

(a
c

)2 [
1+

(
1− c

2

a2

)
M(3−5M)

3M−1

]
,

κab =
1

5

{
2+

(
1− c

2

a2

)[
M(2−5M)

3M−1 − 2

3M+1−2c2/a2
]}

,

κac = κbc =
a

5c

[
2−
(
1− c

2

a2

)
M(5M−1)
3M−1

]
,

(89.12)

ãäå äëÿ ñïëþñíóòîãî (a = b > c) ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e =
√
1− c2/a2 è

âûòÿíóòîãî (a= b< c) ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e=
√
1− a2/c2 ñ�åðîèäîâ ïðî-

äîëüíûé �àêòîð M äàåòñÿ �îðìóëàìè (2.14) è (2.16) ñîîòâåòñòâåííî.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû κ̂ äëÿ ñ�åðîèäà Òàáëèöà 5

c/a a/c κaa κab κca κcc

0,1 0,063 0,041 0,441 5,955

0,2 0,119 0,077 0,415 2,834

0,3 0,170 0,110 0,393 1,805

0,4 0,216 0,141 0,373 1,298

0,5 0,256 0,169 0,355 0,998

0,6 0,296 0,196 0,339 0,801

0,7 0,331 0,221 0,325 0,663

0,8 0,364 0,245 0,312 0,561

0,9 0,394 0,267 0,300 0,483

1,0 1,0 0,422 0,289 0,289 0,422

0,9 0,452 0,312 0,278 0,368

0,8 0,485 0,338 0,265 0,315

0,7 0,525 0,371 0,251 0,263

0,6 0,573 0,411 0,234 0,214

0,5 0,631 0,461 0,214 0,166

0,4 0,705 0,527 0,191 0,121

0,3 0,805 0,618 0,162 0,079

0,2 0,950 0,757 0,126 0,043

0,1 1,211 1,013 0,078 0,014

Äëÿ øàðà (a=b=c) �îðìóëû (89.12) ïåðåõîäÿò â

κaa=κbb=κcc=19/45,

κab=κbc=κca=13/45.

Äëÿ ñèëüíî ñïëþñíóòîãî (c≪a) ñ�åðîèäà (êðóãëûé äèñê):

κaa≈
17π

80

c

a
, κcc≈

π

5

a

c
, κab≈

11π

80

c

a
, κac≈

3π

20
,
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à äëÿ î÷åíü âûòÿíóòîãî (c≫a) ñ�åðîèäà (èãëà):

κaa≈
2

5
Λ, κcc≈

3a2

5c2

(
Λ− 2

3

)
, κab≈

2

5

(
Λ− 1

2

)
, κac≈

a

5c
(Λ+1),

ãäå Λ = ln 2c/a−1. Çíà÷åíèÿ �óíêöèé (89.12) ïðèâåäåíû â òàáë. 5. Àíà-

ëîãè÷íàÿ òàáëèöà äëÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà çàíÿëà áû ñëèøêîì ìíîãî

ìåñòà, ïîýòîìó, èìåÿ â âèäó ðàññìàòðèâàåìûé íèæå ïðèìåð, óêàæåì, ÷òî

ïðè îòíîøåíèè ïîëóîñåé a : b : c = 10 : 6 : 3

κaa = 0, 1270, κbb = 0, 3370, κcc = 1, 3214,

κab = 0, 1342, κbc = 0, 4923, κca = 0, 2764.
(89.13)

� 90. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ

�àññìîòðèì òåïåðü ãàçîâûé ïóçûðü, îãðàíè÷åííûé òîíêîé óïðóãîé íåîä-

íîðîäíîé ïëåíêîé, íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñèè ñ îêðóæàþùåé åãî èäåàëü-

íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ñàìîé óïðóãîñòüþ ïëåíêè áóäåì ïðåíåáðå-

ãàòü; äëÿ íàñ ñóùåñòâåííà ëèøü îòíîñèòåëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü åå ñâîéñòâ,

îáåñïå÷èâàþùàÿ ýëëèïñîèäàëüíóþ �îðìó ãàçîâîãî îáúåìà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè

ïóëüñàöèÿõ ýëëèïñîèäàëüíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, ìû ïðèäåì ê ìîäåëüíîé çàäà÷å

î ñèñòåìå ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýòîé ñèñòåìû

äàåòñÿ âûðàæåíèåì (89.10), à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îáóñëîâëåíà óïðóãî-

ñòüþ ãàçà è äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé èìååò âèä U = 1
2K〈wa〉2, K = γP0V , ãäå

γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, P0 � ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå ãàçà (êàê îáû÷íî,

ñ÷èòàåì ïóçûðü äîñòàòî÷íî ìàëûì, òàê ÷òî äàâëåíèå è ïëîòíîñòü âíóòðè

ïóçûðÿ âñå âðåìÿ îäíîðîäíû). Òîãäà â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ wa, wb,
wc ìàëûå êîëåáàíèÿ ïóçûðÿ âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïèñûâàþòñÿ

óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà

µaaẅa + µabẅb + µacẅc = − 15
mK〈wa〉 ,

µbaẅa + µbbẅb + µbcẅc = − 15
mK〈wa〉 ,

µcaẅa + µcbẅb + µccẅc = − 15
mK〈wa〉 .





(90.1)

Èç ñòîõàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòðèöû µ̂ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð (1, 1, 1) ÿâ-

ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (90.1)

wa=wb=wc=w exp(iωt)

è, òàê êàê µaa+µab+µac=15M0, òî

ω2≡ω2
abc=3K/mM0=3KC/(mabc) = 4πγP0C/m, (90.2)

ò. å. ìû ïðèøëè ê èçâåñòíîé îáùåé �îðìóëå (ñì. òàêæå [345,407℄), êîòîðàÿ

ñâÿçûâàåò ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé ãàçîâîãî ïóçûðÿ ñ åãî ýëåêòðî-

ñòàòè÷åñêîé åìêîñòüþ C. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ øàðîâîãî ïóçûðÿ a = b = c = R,
C = R è

ω2
R = 3K/(mR2).
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Äâà äðóãèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà ìàòðèöû µ̂ îðòîãîíàëüíû âåêòîðó

(1, 1, 1), ò. å. äëÿ íèõ wa+wb+wc=0 è U=0 (îáúåì íå ìåíÿåòñÿ). Ïîýòîìó

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðàâíû íóëþ.

Êðîìå èñòèííî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò (íàïðèìåð, â

ñëó÷àå ðûáüèõ ïóçûðåé) è ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû, îáóñëîâëåííûå äîïîëíè-

òåëüíûìè ñâÿçÿìè. Ïóñòü, ñêàæåì, �èêñèðîâàíà ïîëóîñü c (wc = ẇc = 0).
Äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû óðàâíåíèÿ Ëàãðàí-

æà èìåþò âèä

µaaẅa + µabẅb=−
15K

m
(wa+wb), µbaẅa + µbbẅb=−

15K

m
(wa+wb),

è ÷àñòîòà ïàðöèàëüíîãî êîëåáàíèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

ω2
ab=

15K

m

µaa+µbb−2µab
µaaµbb−µ2

ab

=
K

ma2b2
a2κaa+b

2
κbb−2abκab

κaaκbb−κ2
ab

.

Ñðàâíèâàÿ ωab ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé øàðà òîãî æå îáúåìà (R3=abc), ò. å.
ââîäÿ âåëè÷èíó Ω=ω/ωR, áóäåì èìåòü

Ω2
ab=

c2

3R4

a2κaa+b
2
κbb−2abκab

κaaκbb−κ2
ab

.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (a=b)

Ω2
ab=

2

3

( c
a

) 2
3

(κaa + κab)
−1,

Ω2
ac=

1

3

( c
a

) 2
3 a2κaa+c

2
κcc−2acκac

c2 (κaaκcc−κ2
ac)

.

(90.3)

Ïóñòü òåïåðü íà êîëåáàíèÿ ýëëèïñîèäà íàëîæåíû äâå ñâÿçè: �èêñèðî-

âàíû ïîëóîñè a è b (wa =wb = ẇa = ẇb = 0), ò. å. â ïëîñêîñòè ab ïóçûðü

æåñòêî ñâÿçàí ñ íåïîäâèæíûì ýëëèïòè÷åñêèì îáîäîì. Òîãäà íàøà ìîäåëü

èìååò ëèøü îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

µccẅc = −
15K

m
wc,

îòêóäà

Ω2
c =

ω2
c

ω2
R

=
R2

3c2
κ
−1
cc .

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (a = b)

Ω2
a = Ω2

b =
1

3

( c
a

) 2
3

κ
−1
aa , Ω2

c=
1

3

(a
c

) 4
3

κ
−1
cc . (90.4)

Â òàáë. 6 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïàðöèàëüíûõ ÷àñòîò Ωab,
Ωac=Ωbc, Ωa=Ωb, Ωc ñ�åðîèäà (a=b), âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëàì (90.3) è

(90.4). Â ïîñëåäíåé êîëîíêå âûïèñàíû äëÿ ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ

÷àñòîò Ωabc, ãðà�èê êîòîðûõ áûë äàí åùå â [398℄. Òàáë. 6 óñòðîåíà òàê

æå, êàê è òàáë. 5: åå âåðõíÿÿ ïîëîâèíà îòíîñèòñÿ ê ñïëþñíóòîìó ñ�åðîèäó

(â ñòîëáöå àðãóìåíòîâ � c/a < 1), íèæíÿÿ � ê âûòÿíóòîìó (â ñòîëáöå

àðãóìåíòîâ � a/c<1).
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Äëÿ øàðà Ωab =Ωbc =Ωca=
√

15
16 =0, 968 , Ωa =Ωb=Ωc =

√
15
19 =0, 889.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äèñêà (c≪ a) Ωab ≈ 0, 779
(a
c

) 1
6

, Ωac ≈ 0, 773
(a
c

) 1
6

,

Ωa≈0, 707
(a
c

) 1
6

, Ωc≈0, 728
(a
c

) 1
6

, à â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå

(c≫a) (èãëà)

Ω2
ab≈

10

3

( c
a

) 2
3

(4Λ−1)−1, Ω2
ac≈

5

3

( c
a

) 2
3

(3Λ−4)(5Λ2−6Λ−1)−1,

Ω2
a≈

5

6Λ

( c
a

) 2
3

, Ω2
c≈

5

3

( c
a

) 2
3

(3Λ−2)−1.

Ïàðöèàëüíûå ÷àñòîòû ñ�åðîèäà Òàáëèöà 6

c/a a/c Ωab Ωac Ωa Ωc Ωabc

0,1 1,177 1,168 1,068 1,098 1,207

0,2 1,077 1,070 0,978 1,003 1,106

0,3 1,032 1,026 0,936 0,959 1,061

0,4 1,007 1,002 0,916 0,934 1,036

0,5 0,992 0,987 0,903 0,917 1,021

0,6 0,982 0,978 0,895 0,907 1,011

0,7 0,976 0,973 0,891 0,899 1,006

0,8 0,972 0,970 0,889 0,894 1,003

0,9 0,969 0,968 0,888 0,891 1,001

1,0 1,0 0,968 0,968 0,889 0,888 1,000

0,9 0,968 0,969 0,890 0,887 1,001

0,8 0,969 0,971 0,893 0,886 1,002

0,7 0,972 0,975 0,897 0,887 1,006

0,6 0,976 0,982 0,904 0,889 1,012

0,5 0,984 0,992 0,916 0,893 1,022

0,4 0,998 1,010 0,933 0,901 1,038

0,3 1,023 1,038 0,962 0,918 1,066

0,2 1,068 1,092 0,987 0,952 1,118

0,1 1,180 1,218 1,130 1,037 1,242

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì òðåõîñíûé ýëëèïñîèä ñ îò-

íîøåíèåì ïîëóîñåé a : b : c = 10 : 6 : 3 (Ma=0, 139, Mb=0, 274, Mc=
=0, 587). Ïîëüçóÿñü çíà÷åíèÿìè κ, äàííûìè â (89.13), îêîí÷àòåëüíî íà-

õîäèì Ωab = 1, 020, Ωbc = 1, 009, Ωca = 1, 017, Ωa = 0, 915, Ωb = 0, 936,
Ωc=0, 945, Ωabc=1, 048.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò ïðèâû÷íîé äëÿ àêóñòèêè ñêà-

ëÿðíîé ïðèñîåäèíåííîé ìàññû ê ìàòðèöå ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ îáóñëîâëåí

îïèñàíèåì ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû îñöèëëèðóþùåãî òåëà (êàê ïðè

ñâîáîäíûõ, òàê è ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ) íå îäíèì, à íåñêîëüêèìè

ïàðàìåòðàìè, ñâÿçü ìåæäó êîòîðûìè çàðàíåå íå ïðåäîïðåäåëåíà. Â ÷àñò-

íîñòè, òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, è â çàäà÷å î ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèÿõ íåñ�åðè÷åñêîãî ãàçîâîãî ïóçûðÿ â æèäêîñòè, åñëè ó÷èòûâàòü

â áàëàíñå ñèë íåîäíîðîäíóþ è àíèçîòðîïíóþ óïðóãîñòü îãðàíè÷èâàþùåé

ýòîò ïóçûðü ïëåíêè.



384 �ë. 16. Ïóëüñàöèè ãàçîâîãî ýëëèïñîèäà â æèäêîñòè

Íàêîíåö, íàïîñëåäîê ñäåëàåì ïðèìå÷àíèå âû÷èñëèòåëüíîé íàïðàâëåí-

íîñòè. Ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòðèöû µ̂, ò. å. ðàâåíñòâà

µaa + µab + µac = 15M0, . . . , (90.5)

î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå, ïîçâîëÿþò â êà÷åñòâå ïîáî÷íîãî ðåçóëüòàòà

ïîëó÷àòü ïîëåçíûå òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü èòîãîâûé âèä íåêî-

òîðûõ ïåðâîíà÷àëüíî ãðîìîçäêèõ �îðìóë. Ýòè òîæäåñòâà ïîëó÷àþòñÿ, â

÷àñòíîñòè, ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé (89.11) â ðàâåíñòâà (90.5). Òàê, îä-

íî èç óêàçàííûõ òîæäåñòâ, èìååò âèä

〈M011M101〉
(
〈a2〉 − 3a2

)
+ 3 (1− 3Ma)M011 − 〈(1− 3Ma)M011〉 = 0.

Ïðèâåäåíèåì ýòîãî ïðèìåðà ìû è îãðàíè÷èìñÿ.





×àñòü V

Í× �ÀÑÑÅßÍÈÅ

ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î

ÏÎËß
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� 91. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêîâ Ôóêî, èíäóöèðóåìûõ â ïðîâîäÿùåì òåëå âíåø-

íèì ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì, íàäî, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàññìàòðèâàòü

ïîëíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó êâàçèñòàöèîíàðíîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ò. å. ñøèâàòü

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∆f + κ
2f = 0 , (91.1)

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðû ïîëÿ âíóòðè òåëà, ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà äëÿ âíåøíåé îáëàñòè. Çäåñü κ=(1+i)/δ, δ= c/
√
2πσω � ãëóáèíà

ïðîíèêíîâåíèÿ (µ = 1), à çàâèñèìîñòü ïîëåé îò âðåìåíè âûáðàíà â âèäå

exp{−iωt}.
Òàêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ðåøàåòñÿ äëÿ øàðà è êðó-

ãîâîãî öèëèíäðà, ïîìåùåííûõ â îäíîðîäíîå âíåøíåå ïîëå (ñì., íàïðèìåð,

[453,484℄). Ïåðåõîä ê òåëàì áîëåå ñëîæíîé �îðìû ñîïðÿæåí ñî çíà÷èòåëü-

íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè; äàæå äëÿ ýëëèïñîèäà çàäà÷à ìîæåò

áûòü ðåøåíà, ïî ñóùåñòâó, òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñèëü-

íîãî ñêèí-ý��åêòà, êîãäà ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî

âñåìè õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè òåëà: δ ≪ l. Òîãäà ïîëå âî âíåøíåé îáëà-

ñòè â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ ïîëåì ñíàðóæè ñâåðõïðîâîäÿùåãî

òåëà òîé æå �îðìû. Íàéäÿ ýòî ïîëå èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è

ìàãíèòîñòàòèêè, ìû ìîæåì çàòåì ïî �îðìóëàì ïëîñêîãî ñêèí-ý��åêòà âû-

÷èñëèòü ïîëÿ è òîêè â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ïðîâîäÿùåãî òåëà [484℄. Òàêèì

îáðàçîì, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå δ ≪ l îáùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à �àêòè÷åñêè

âûðîæäàåòñÿ â çàäà÷ó äëÿ îäíîé (âíåøíåé) îáëàñòè.

Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå δ ≫ l
(ñëó÷àé íèçêèõ ÷àñòîò) íàõîæäåíèå òîêîâ Ôóêî òàêæå ìîæåò áûòü ñâåäåíî

ê çàäà÷å äëÿ îäíîé (íà ýòîò ðàç âíóòðåííåé) îáëàñòè. Â äàííîé ãëàâå ìû

ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ çàäà÷ó îá ýëëèïñîèäå â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïî-

ëå, äëÿ êîòîðîé íàø ïðèáëèæåííûé ìåòîä, ñîñòîÿùèé â ðàçëîæåíèè ðåøå-

387
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íèÿ óðàâíåíèÿ (91.1) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà l2/δ2, ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ïðîñòûå çàìêíóòûå �îðìóëû äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ìàãíèòíîé

ïîëÿðèçóåìîñòè òåëà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè �îðìóëû, ðàâíî êàê è ñàìà ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è, ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ òåë. Îíè âåðíû è â áîëåå

îáùåì ñëó÷àå, êîãäà àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòè ε âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, è èíäóöèðóåìûé ìàã-

íèòíûé ìîìåíò îáóñëîâëåí êàê òîêàìè ïðîâîäèìîñòè, òàê è ïîëÿðèçàöèîí-

íûìè òîêàìè. Äëÿ ïåðåõîäà ê ýòîìó îáùåìó ñëó÷àþ íàäî, î÷åâèäíî, âî âñåõ

óðàâíåíèÿõ ïðîñòî çàìåíèòü ïðîâîäèìîñòü σ íà − iω
4π (ε − 1), à κ

2
ïèñàòü â

âèäå

κ
2 = k2(ε− 1) ≈ k2ε , k = ω/c. (91.2)

Ïðè ýòîì ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà δ ∼ (k
√
|ε|)−1

.

� 92. Ïîëÿðèçóåìîñòü ýëëèïñîèäà

íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ (δ≫ l)

�àññìîòðèì îäíîðîäíûé ïðîâîäÿùèé ýëëèïñîèä , óðàâíåíèå ãðàíèöû êî-

òîðîãî èìååò âèä x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòíûå îñè
ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ýëëèïñîèäà, òåíçîð ìàãíèòíîé ïîëÿðèçóåìîñòè áóäåò

äèàãîíàëüíûì. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü âíåøíåå îäíîðîäíîå

ïîëå H0 ïàðàëëåëüíûì îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, ñêàæåì, îñè z.
Åñëè ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ δ âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òåëà,

òî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè òåëà ñîâïàäàåò ñ íåâîç-

ìóùåííûì âíåøíèì ïîëåì H0. �åøàÿ çàäà÷ó ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïðèáëèæåíèé, ìû ïîëó÷èì, ÷òî íàâîäèìûé ýòèì ïîëåì òîê j 1 óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèÿì

rot j 1 = ikσH0 , div j 1 = 0 (92.1)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

j1n = 0 (92.2)

íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà.

Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà H0 îäíîðîäíî è ïàðàëëåëüíî îñè z, ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (92.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (90.2), íàõîäèòñÿ áåç òðóäà è èìååò

âèä

j1x = − ikσH0

a2 + b2
a2y , j1y =

ikσH0

a2 + b2
b2x , j1z = 0 . (92.3)

Âû÷èñëÿÿ ìàãíèòíûé ìîìåíò M, ñîçäàâàåìûé ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì òî-

êîâ, è ââîäÿ îòíåñåííûé ê åäèíèöå îáúåìà êîý��èöèåíò ìàãíèòíîé ïîëÿ-

ðèçóåìîñòè [484℄ αz= α
′

z+ iα
′′

z

M =
1

2c

∫
[rj ] dV , M = αzV H0 , (92.4)

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

α 1z =
i

10πδ2
a2b2

a2+ b2
=

κ
2

20π

a2b2

a2+ b2
. (92.5)
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ìåòàëëà ó÷åò ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëÿ-

åò íàéòè òîëüêî ìíèìóþ ÷àñòü ïîëÿðèçóåìîñòè, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåé-

ñòâèòåëüíîé ÷àñòè íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè.

Óðàâíåíèÿ ýòîãî ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, î÷åâèäíî, èç (92.1)

è (92.2) çàìåíîé èíäåêñîâ 0→ 1 è 1→ 2. Ïðè ýòîì ìàãíèòíîå ïîëå H1 åñòü

ïîëå òîêîâ j 1. Åãî ìîæíî âû÷èñëèòü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè µ=1 âûïîëíÿåòñÿ
H1=B1=rotA1, ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

A1(r) =
1

c

∫

V

j1 (r
′)

R
dV ′ , (92.6)

ãäå ðàäèóñ-âåêòîð R íàïðàâëåí èç dV ′ = dx′ dy′ dz′ â òî÷êó íàáëþäåíèÿ r.
Êîìïîíåíòû A1 âûðàæàþòñÿ èíòåãðàëàìè

A1x = − ika2σH0

c(a2 + b2)

∫

V

y′

R
dV ′, A1y =

ikb2σH0

c(a2 + b2)

∫

V

x′

R
dV ′, A1z = 0,

ðàññìîòðåííûìè â � 14. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëå âíóòðè ýëëèïñîèäà

äàåòñÿ �îðìóëàìè

H1x = 2TM101xz, H1y = 2TM011yz, H1z = T [(Ma +Mb)−

−(M200 +M110)x
2 − (M110 +M020)y

2 − (M101 +M011)z
2
]
,

(92.7)

ãäå

T ≡ κ
2H0

2

a2b2

a2 + b2
.

Íàõîæäåíèå òîêîâ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â ðåøåíèè ñèñòåìû

(92.1), (92.2), â êîòîðîé ìàãíèòíîå ïîëå H0 çàìåíåíî íà H1. Êîìïîíåí-

òû ïëîòíîñòè ýòèõ òîêîâ åñòåñòâåííî èñêàòü â �îðìå ïîëèíîìîâ íå âûøå

òðåòüåé ñòåïåíè. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî j 2x äîëæíà áûòü
íå÷åòíîé �óíêöèåé y è ÷åòíîé �óíêöèåé x è z, j 2y � íå÷åòíîé �óíêöèåé x
è ÷åòíîé �óíêöèåé y è z, íàêîíåö, j 2z � íå÷åòíîé �óíêöèåé x, y è z. Òàêèì
îáðàçîì, èñêîìûå òîêè âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

j2x =

(
Ax2 +Bz2 − A+B

3
y2
)
y + Cy + T

ωκ2

12πkb2
y3,

j2y =

(
Āy2 + B̄z2 − Ā+ B̄

3
x2
)
x+ C̄x− T ωκ2

12πka2
x3 ,

j2z = −2(A+ Ā)xyz .





(92.8)

Âûðàæåíèÿ (92.8) ñîäåðæàò øåñòü ïîêà åùå íå îïðåäåëåííûõ âåëè÷èí

A, B, C è Ā, B̄, C̄. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûì óñëî-

âèåì j 2n = 0 íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà è óðàâíåíèÿìè rot j 2 = ikσH1

è div j 2 = 0. Â ñîâîêóïíîñòè îíè äàþò êàê ðàç øåñòü íåçàâèñèìûõ ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé, ðåøàÿ êîòîðûå ìû è íàéäåì èíòåðåñóþùèå íàñ âåëè÷èíû.

Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå (äîâîëüíî ãðîìîçäêèå) âûêëàäêè, ïðèâåäåì îêîí-

÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ (îòíåñåííîãî ê åäèíèöå îáúåìà) êîý��èöèåíòà

ïîëÿðèçóåìîñòè

α 2z =
1

70π

κ
4a4b4

(a2 + b2)2
(1−Mc) , (92.9)
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ïîëó÷àåìîå ïîäñòàíîâêîé òîêà j 2 â îáùèå �îðìóëû (92.4).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìåòàëëè÷åñêîãî ïðîâîäíèêà ïðè δ ≫ l

α
′

z = −
2

35π

a4b4

δ4(a2 + b2)2
(1−Mc) , α

′′

z =
1

10π

a2b2

δ2(a2 + b2)
, (92.10)

à �îðìóëû äëÿ αx è αy ïîëó÷àþòñÿ èç (92.10) î÷åâèäíîé öèêëè÷åñêîé ïå-

ðåñòàíîâêîé.

Â ñëó÷àå øàðà (92.10) ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ, ïðèâåäåííûå

â [484℄. Äëÿ ñ�åðîèäà (a = b 6= c, αz = α‖, αx = αy = α⊥) èìååì

α
′

‖ = − 1

70π

(a
δ

)4
(1−M), α

′′

‖ =
1

20π

(a
δ

)2
,

α
′

⊥=− 1

35π

a4c4

δ4(a2+ c2)2
(1+M), α

′′

⊥ =
1

10π

a2c2

δ2(a2+ c2)
,





(92.11)

ãäå M = Mc � êîý��èöèåíò ðàçìàãíè÷èâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé îñè ñèì-

ìåòðèè âðàùåíèÿ ñ�åðîèäà.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíî âûòÿíóòîãî ñ�åðîèäà (¾èãëà¿) �îðìóëû

4πa2c

3
α‖ è

4πa2c

3
α⊥, äàâàåìûå (92.11), ïåðåõîäÿò, êàê è ñëåäîâàëî îæè-

äàòü, â âûðàæåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ñ ðåçóëüòàòîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïîãîííûõ

ïîëÿðèçóåìîñòåé ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà âäîëü îñè ¾èãëû¿ (ïîäðîáíåå

ñì. � 94).

� 93. Ïîëÿðèçóåìîñòü ýëëèïñîèäà

íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ (δ≪ l)

Ïðè δ≪ l ìàãíèòíîå ïîëå âî âíåøíåé îáëàñòè â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

ñîâïàäàåò ñ ïîëåì ñíàðóæè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà. Ïîýòîìó â ýòîì

ïðèáëèæåíèè êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëÿðèçóåìîñòè (îòíåñåííîãî ê åäèíèöå

îáúåìà) ðàâíû (ñì., íàïðèìåð, [484℄)

α0x= −
1

4π(1−Ma)
, α0y= −

1

4π(1−Mb)
, α0z= −

1

4π(1−Mc)
, (93.1)

ò. å. ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè âåëè÷èíàìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíèìîé ÷àñòè

ïîëÿðèçóåìîñòè íóæíî, êàê èçâåñòíî, âû÷èñëèòü äæîóëåâû ïîòåðè âíåøíå-

ãî ïîëÿ â òåëå. Äëÿ âíåøíåãî ïîëÿ, îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëüíî îäíîé èç

îñåé ýëëèïñîèäà, ýòè ïîòåðè Q ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîý��èöèåíòîì

ïîëÿðèçóåìîñòè ñîîòíîøåíèåì [484℄

Q =
1

2
ωV α

′′ |H0|2 ,

ïðè÷åì â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

Q =
c

8π
ζ

′

∮
|H

sup

|2dS.

Çäåñü ζ
′

� âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà

ζ =
1√
ε
= ζ

′

+ i ζ
′′

,
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à H
sup

� ïîëå íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà.

Òàê êàê

H
sup

=
H0

1−M sin ν

(ãäå ν � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà è íàïðàâëåíèåì

âíåøíåãî ïîëÿ H0; M � ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó íàïðàâëåíèþ êîý��èöè-

åíò ðàçìàãíè÷èâàíèÿ), òî îêîí÷àòåëüíî

α
′′

1 =
ζ′

4πkV (1 −M)2

∮
sin2 ν dS . (93.2)

Çàïèñûâàÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âõîäÿùåãî â (93.2) èíòåãðàëà, íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî �îðìóëû äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà

←→α
′′

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

α
′′

1x =
ζ′

4πkV (1−Ma)2
a
∂S

∂a
, α

′′

1y =
ζ′

4πkV (1 −Mb)2
b
∂S

∂b
,

(93.3)

α
′′

1z =
ζ′

4πkV (1−Mc)2
c
∂S

∂c
,

ãäå S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà, ðàññìàòðèâàåìàÿ (ñì. (1.15),

(2.8)) êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, c

S = 2πc2 +
2πb√
a2 − c2

[c2F (ψ, κ) + (a2 − c2)E(ψ, κ)] .

Çäåñü F (ψ, κ), E(ψ, κ) � íåïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû, ìîäóëü è àð-

ãóìåíò êîòîðûõ ñóòü

κ =
a

b

√
b2 − c2√
a2 − c2

, ψ = arccos
c

a
, (93.4)

ïðè÷åì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèíÿòî, ÷òî a > b > c.
Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ óäîáíî âûðàçèòü âõîäÿùèå â (93.3) âåëè÷èíû

÷åðåç ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû Ma, Mb, Mc, äëÿ êîòîðûõ åñòü ïîäðîá-

íûå òàáëèöû (ñì. Ïðèëîæåíèå H) è ãðà�èêè [266, 344℄. Îäíàêî �îðìóëû

äëÿ �àêòîðîâ ðàçìàãíè÷èâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ýëëèïñîèäà ñîäåðæàò ýë-

ëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû, ìîäóëü è àðãóìåíò êîòîðûõ íå ñîâïàäàþò ñ (93.4).

Âûðàæåíèÿì (93.4) ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïñîèä ñ ïîëóîñÿìè ā = a, b̄ = ac/b,
c̄ = c. Îáîçíà÷àÿ ðàçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû ýòîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ýë-

ëèïñîèäà ÷åðåç Ma, Mb, Mc (åñëè a > b > c, òî è ā > b̄ > c̄), áóäåì
èìåòü

a ∂S∂a = 2π
[
a2 + (b2 + c2 − a2)M c

]
,

b ∂S
∂b

= 2π
[
b2 + (c2 + a2 − b2)M b

]
,

c ∂S
∂c

= 2π
[
c2 + (a2 + b2 − c2)Ma

]
.





(93.5)

Ó÷åò êîíå÷íîé ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ äàåò íå òîëüêî ìíèìóþ ÷àñòü

ïîëÿðèçóåìîñòè, íî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîïðàâêè òîãî æå ïîðÿäêà ê
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åå âåùåñòâåííîé ÷àñòè. �àññìîòðèì ýòîò âîïðîñ â îáùåì ñëó÷àå òåëà ïðî-

èçâîëüíîé �îðìû. Ïóñòü

H
sup

= rotA
sup

, (A
sup

)
tan

= 0

ìàãíèòíîå ïîëå è åãî âåêòîð-ïîòåíöèàë ñíàðóæè ñâåðõïðîâîäÿùåãî òåëà.

Äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíûõ ïîëåé èH
sup

, èA
sup

ìîæíî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûìè.

Åñëè ïîâåðõíîñòíûé èìïåäàíñ òåëà íå ðàâåí íóëþ, íî ìàë (|ζ| ≪ 1), òî
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëå ñíàðóæè òåëà èìååò âèä

H = H
sup

+H1 , H1 = rotA1, (93.6)

ïðè÷åì A1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

A1 tan =
iζ

k
[nH

sup

] . (93.7)

Òàê êàê �óíêöèÿ �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà âåùåñòâåííà, òî èç

(93.6) è (93.7) ñëåäóåò, ÷òî ïîëå H èìååò ñòðóêòóðó

H = H
sup

+ iζG,

ãäå è H
sup

, è G � âåùåñòâåííûå ïîëÿ. Ïîëþ H ñîîòâåòñòâóåò êâàçèïîâåðõ-

íîñòíûé òîê

i = i
sup

+ iζη ,

ãäå i
sup

è η òàêæå âåùåñòâåííû.

Âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà òåëà îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

I =

∫
[ rj ] dV , (93.8)

âçÿòûì âíóòðè òåëà ïî îáëàñòè, çàíèìàåìîé òîêàìè. Âõîäÿùàÿ ñþäà îáúåì-

íàÿ ïëîòíîñòü òîêà j ñâÿçàíà ñ êâàçèïîâåðõíîñòíûì òîêîì i ñîîòíîøåíèåì

j = −iκ i exp {iκs} ,

ãäå s � ðàññòîÿíèå îò ãðàíèöû òåëà, à κ = k/ζ � âîëíîâîå ÷èñëî äëÿ ìàòå-

ðèàëà òåëà. Ïîäñòàâëÿÿ ýëåìåíò îáúåìà dV â âèäå dV = dS ds , à r â âèäå
r = R+ns (R � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ãðàíèöû; n � íîðìàëü âíóòðü òåëà),

ìû ìîæåì ïðîèçâåñòè â (93.8) èíòåãðèðîâàíèå ïî s è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

ïî ζ ïîëó÷àåì

I =

∮
[Ri

sup

] dS + iζ

{∮
[Rη] dS +

1

k

∮
[ni

sup

] dS

}
. (93.9)

Ïåðâîìó ÷ëåíó (93.9) ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíûé ìîìåíò ñâåðõïðîâîäÿ-

ùåãî òåëà. Èç âèäà âòîðîãî ÷ëåíà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïîïðàâêà ∆α
′

ê âå-

ùåñòâåííîé ÷àñòè ïîëÿðèçóåìîñòè è åå ìíèìàÿ ÷àñòü α
′′

îòíîñÿòñÿ äðóã ê

äðóãó êàê −ζ ′′

ê ζ
′

. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìåòàëëà ζ
′

= −ζ ′′

è ∆α
′

= α
′′

.
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Âîçâðàùàÿñü ê ìàãíèòíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ýëëèïñîèäà íà âûñîêèõ ÷à-

ñòîòàõ, ò. å. ñîáèðàÿ âûðàæåíèÿ (93.1), (93.3) è (93.5), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëü-

íûå ïðèáëèæåííûå �îðìóëû

V αx = − V

4π(1−M100)

{
1− i2π

[
a2 + (b2 + c2 − a2)M001

]

κV (1 −M100)

}
,

V αy = − V

4π(1−M010)

{
1− i2π

[
b2 + (c2 + a2 − b2)M010

]

κV (1 −M010)

}
,

V αz = −
V

4π(1−M001)

{
1− i2π

[
c2 + (a2 + b2 − c2)M100

]

κV (1−M001)

}
.





(93.10)

� 94. Ïîëÿðèçóåìîñòü

ñèëüíî âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà

Ñëó÷àé ñèëüíî âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà èíòåðåñåí òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ åìó ìàãíèòíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü V←→α , ãäå V = 4π
3 abc � îáúåì ýëëèï-

ñîèäà, ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà êàê íà îñíîâå �îðìóë äëÿ ýëëèïñîèäà, òàê

è íà îñíîâå �îðìóë äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà. Â ýòîì ñìûñëå ðàññìàò-

ðèâàåìûé ñëó÷àé ñëóæèò ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó çàäà÷àìè äâóìåðíîé

è òðåõìåðíîé ãåîìåòðèé. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñêàçàííîå äåéñòâèòåëüíî èìååò

ìåñòî, íà ïðèìåðå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, ïðèîáðåòàåìîãî òåëîì ñ µ=1 â îä-

íîðîäíîì ïåðèîäè÷åñêîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ

δ≫L è δ≪L.

Ïðè δ≫L ìàãíèòíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü αx ýëëèïñîèäà, îòíåñåííàÿ ê åäè-
íèöå îáúåìà, â ñîîòâåòñòâèè ñ (92.5) è (92.9) ðàâíà

αx =
κ
2b2c2

20π(b2 + c2)

[
1 +

2κ2b2c2

7(b2 + c2)
(1−Ma)

]
. (94.1)

Âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò äàåò öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà.

Åñëè ýëëèïñîèä ñèëüíî âûòÿíóò (a ≫ b & c), òî ïðè ýòîì (ñì. � 2.)

Ma ≈ 0, Mb ≈ c/(b+ c), Mc ≈ b/(b+ c) è âìåñòî (94.1) áóäåì èìåòü

αx =
κ
2b2c2

20π(b2 + c2)

[
1 +

2κ2b2c2

7(b2 + c2)

]
,

αy =
κ
2c2

20π

[
1 +

2κ2bc2

7(b+ c)

]
, αz =

κ
2b2

20π

[
1 +

2κ2b2c

7(b+ c)

]
.

(94.2)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå δ ≫ L êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîãîííîé ìàã-

íèòíîé ïîëÿðèçóåìîñòè S
←→̃
α , ãäå S=πb̃c̃, èçîòðîïíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî öè-
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ëèíäðà y2/b̃2 + z2/c̃2 = 1 äàþòñÿ �îðìóëàìè [515℄

Sα̃x =
κ
2b̃3c̃3

16(b̃2 + c̃2)

[
1 +

κ
2b̃2c̃2

3(b̃2 + c̃2)

]
,

Sα̃y =
κ
2b̃c̃3

16

[
1 +

κ
2b̃c̃2

3(b̃+ c̃)

]
, Sα̃z =

κ
2b̃3c̃

16

[
1 +

κ
2b̃2c̃

3(b̃+ c̃)

]
.

(94.3)

Èíòåãðèðóÿ ïîëÿðèçóåìîñòè Sα̃x, Sα̃y, Sα̃z âäîëü áîëüøîé îñè ñèëüíî âû-

òÿíóòîãî ýëëèïñîèäà, ïðåäâàðèòåëüíî ïîëîæèâ â íèõ

1

b̃ = b
√
1− x2/a2, c̃ = c

√
1− x2/a2 , (94.4)

ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ V αx, V αy, V αz, â êîòîðûõ êîìïîíåíòû òåíçîðà←→α ñíîâà äàþòñÿ �îðìóëàìè (94.2).

Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ δ≪L.
Çàìå÷àÿ, ÷òî ñèëüíî âûòÿíóòîìó ýëëèïñîèäó (a ≫ b & c) ñîîòâåò-

ñòâóåò ñèëüíî ñïëþùåííûé âñïîìîãàòåëüíûé ýëëèïñîèä

2 (ā & b̄≫ c̄), ðàç-
ìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû êîòîðîãî ñóòü

3 M100 ≈ cN10, M010 ≈ cN01,

M001 ≈ 1− c(N10 +N01), íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç (93.10) áîëåå ïðîñòûå çàìå-
íÿþùèå èõ âûðàæåíèÿ

V αx = − V
4π

[
1− i2πa

2cNE

κV

]
,

V αy = −V (b+ c)

4πb

[
1− i2πa

2(b+ c)cN01

κV b

]
,

V αz = −
V (b + c)

4πc

[
1− i2πa

2(b+ c)N10

κV

]
.





(94.5)

Çäåñü N10, N01 � âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïòè÷åñêîãî

äèñêà ñ ïîëóîñÿìè ā = a, b̄ = ac/b, à NE âûðàæàåòñÿ ÷åðåç N10 è N01 â

ñîîòâåòñòâèè ñ (84.6).

Êîìïîíåíòû òåíçîðà ìàãíèòíîé ïîëÿðèçóåìîñòè èçîòðîïíîãî ýëëèïòè-

÷åñêîãî öèëèíäðà ïðè δ ≪ L ðàâíû [515℄

Sα̃x = − b̃c̃
4

[
1− i4E(e)

πκc̃

]
,

Sα̃y = −
c̃(b̃ + c̃)

4


1− i

4
(
b̃2E(e)− c̃2K(e)

)

πκ b̃c̃(b̃ − c̃)


 ,

Sα̃z = −
b̃(b̃ + c̃)

4

[
1− i4 (K(e)−E(e))

πκ(b̃ − c̃)

]
,





(94.6)

1

Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ïåðåõîäèò â ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà.

2

Î êîòîðîì øëà ðå÷ü â � 93, à òàêæå â � 2.

3

Ñì. (3.17), (3.18) èëè (2.11).
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ãäå K è E � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñî-

îòâåòñòâåííî, e =
√
1− (c̃/b̃2) � ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ñå÷åíèÿ öèëèíäðà

y2/b̃2+ z2/c̃2 = 1. Èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ ïîãîííûõ ïîëÿðèçóåìîñòåé âäîëü

áîëüøîé îñè ñèëüíî âûòÿíóòîãî ýëëèïñîèäà ñ ó÷åòîì (94.4) äàåò îêîí÷à-

òåëüíî

V αx = 2
a∫
0

Sα̃x dx = − V
4π

[
1− i2πabE(e)

κV

]
,

V αy=2
a∫
0

Sα̃y dx = −V (b+c)

4πb

{
1−i2πa

[
b2E(e)−c2K(e)

]

κV (b − c)

}
,

V αz = 2
a∫
0

Sα̃z dx = −V (b+ c)

4πc

{
1− i2πabc[K(e)−E(e)]

κV (b − c)

}
.





(94.7)

Ýòî ñîâïàäàåò ñ (94.5), åñëè èñïîëüçîâàòü (5.14) äëÿ N10 è N01 , à òàêæå

ó÷åñòü, ÷òî áëàãîäàðÿ (94.4) ýêñöåíòðèñèòåòû ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà è

âñïîìîãàòåëüíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà ñîâïàäàþò.

Çàâåðøàÿ ãëàâó, îòìåòèì, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü ýëëèïñîèäà,

îáóñëîâëåííàÿ òîêàìè Ôóêî, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ íåêîòîðûõ �èçèêî-

òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Óêàæåì, â êà÷åñòâå ïðèìåðà, íà ìèêðîýëåêòðî-

ìåõàíèêó (ñì., íàïðèìåð, [503,510℄).
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ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à �ýëåÿ�Ñòèâåíñîíà î ðàññåÿíèè

ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïðîíèöàåìîì

äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàëîì ýëëèïñîèäàëüíîì ïðåïÿòñòâèè. �àáîòû

Ñòèâåíñîíà [342, 343℄ ÿâèëèñü ñóùåñòâåííûì ïðîðûâîì â ðàçâèòèè ìåòî-

äîâ Í× äè�ðàêöèè è äåìîíñòðàöèè èõ ý��åêòèâíîñòè, ÷òî çàñëóæåííî

îòìå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ êíèãàõ è îáçîðàõ ïî òåîðèè äè�ðàêöèè. Îñîáóþ öåí-

íîñòü àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Ñòèâåíñîíà ïî ðàññåÿíèþ íà ýëëèïñîèäå

ïðèîáðåòàþò ââèäó íåâîçìîæíîñòè äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ïîëó÷èòü

òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âåêòîðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ýëëèïñî-

èäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

1

.

×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå, òî Ñòèâåíñîíîì, ïî-âèäèìîìó, â

áîëüøåé ìåðå ðóêîâîäèëî æåëàíèå èñïûòàòü âîçìîæíîñòè ðàçâèòîãî èì

ìåòîäà íà åå ïðèìåðå, íåæåëè ïðèäàòü ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è âèä, íàèáîëåå

ïðèãîäíûé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Íàâåðíîå, ïîýòîìó â [343℄:

âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé âíóòðè ýëëèïñîèäà è â áëèæíåé çîíå ïðèâîäÿòñÿ íå

ïîëíîñòüþ (õîòÿ è óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â èõ ïðàâèëüíîñòè ìîæíî óäîñòîâå-

ðèòüñÿ ïîäñòàíîâêîé â ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ); âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ-

ñåÿííûõ ïîëåé â äàëüíåé çîíå äàíû â âèäå, òðåáóþùåì äîïîëíèòåëüíîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì; èññëåäîâàíèå ðàññåÿíèÿ íà

ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå (è ýëëèïòè÷åñêîì îòâåðñòèè â ïëîñêîì èäåàëüíî ïðî-

âîäÿùåì ýêðàíå) íå äîâåäåíî äî êîíöà, à îêîí÷àòåëüíûå �îðìóëû, îòíîñÿ-

ùèåñÿ ê Í× ðàññåÿíèþ ïëîñêîé âîëíû ïðè íàêëîííîì ïàäåíèè íà êðóãëûé

äèñê, êàê ïîêàçàíî â [91℄, ñîäåðæàò íåòî÷íîñòè.

Çàäà÷à íèçêî÷àñòîòíîãî ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïñîèäå ðåøàåòñÿ çäåñü íà îñ-

íîâå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè

2

, ý�-

1

Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ãëàâàì ýòîé ÷àñòè ìîíî�

ãðà�èè

2

Èõ âûâîä äëÿ ëèíåéíûõ ñðåä â îòñóòñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè äàí Í.À.

Õèæíÿêîì [559, 561℄ (ñì. òàêæå [36, 562℄). Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëåê�

òðîäèíàìèêè ìîæíî ïðåîáðàçîâûâàòü â ðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíòíûå �îðìû. Òàê, â [259℄

396
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�åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ â çàäà÷àõ Í× äè�ðàêöèè ïîêàçàíà â

[560,561℄.

Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ (exp {−iωt}) ïîëåé ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè [561℄ (ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà, äî-

ïîëíåííûì ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è óñëî-

âèÿìè èçëó÷åíèÿ) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

E(r) = E0(r)−
ik

νµ
rot

∫

V

G(R)H(r′) dV ′−

− 1

νε

(
k2 + graddiv

) ∫

V

G(R)E(r′) dV ′ , (95.1)

H(r) = H0(r) +
ik

νε
rot

∫

V

G(R)E(r′) dV ′−

− 1

νµ

(
k2 + graddiv

) ∫

V

G(R)H(r′) dV ′ , (95.2)

ãäå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî îáúåìó V òåëà, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ ïîñòîÿííû-

ìè äèýëåêòðè÷åñêîé ε è ìàãíèòíîé µ ïðîíèöàåìîñòÿìè, E0 è H0 � ýëåê-

òðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïåðâè÷íîé (íåâîçìóùåííîé) âîëíû, R = r− r′,
à ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ñîãëàñíî (74.5) ðàâíà

G(R) = − 1

4πR
eikR . (95.3)

Êðîìå òîãî, k=
ω

c
( c � ñêîðîñòü ñâåòà â ïóñòîòå), νε=

1

ε−1 , νµ=
1

µ−1 .
�åøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà òåëå, ðàçìåðû êîòîðîãî ìàëû ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ äëèíîé âîëíû (êàê â ïóñòîòå, òàê è â ìàòåðèàëå òåëà), ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ öåïî÷êè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå

ïîäñòàíîâêè â (95.1), (95.2) Í× ðàçëîæåíèé èñêîìûõ

E(r) =

∞∑

m=0

(ik)mE(m)(r), H(r) =

∞∑

m=0

(ik)mH(m)(r) (95.4)

è èçâåñòíûõ �óíêöèé E0(r), H0(r) è G(R). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî â äàííîé ãëàâå ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé âîëíû åäèíè÷íîé àìïëèòóäû

E0 = e eikκκκr, H0 = h eikκκκr, (95.5)

ãäå e2 = h2 = κκκ
2 = 1, e = −[κκκh], h = [κκκe], ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ E(m)(r) èìåþò âèä [561℄:

E(0)(r) = e+
1

4πνε
graddiv

∫

V

E(0)(r′)
dV ′

R
, (95.6)

èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äàíû â �îðìå, íå ñîäåðæàùåé ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ

ïîëåé E è H.
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E(1)(r)=(κκκr)e+
1

4πνµ
rot

∫

V

H(0)(r′)
dV ′

R
+

1

4πνε
graddiv

∫

V

E(1)(r′)
dV ′

R
, (95.7)

E(2)(r) =
1

2
(κκκr)2e+

1

4πνµ
rot

∫

V

H(1)(r′)
dV ′

R
− 1

4πνε

∫

V

E(0)(r′)
dV ′

R
+

+
1

8πνε
graddiv

∫

V

E(0)(r′)RdV ′ +
1

4πνε
graddiv

∫

V

E(2)(r′)
dV ′

R
. (95.8)

Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ ñèòóàöèé

µ(ω) ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû1

, îñòàâëåíèå çà ìàãíèòíîé ïðî-

íèöàåìîñòüþ åå áóêâåííîãî îáîçíà÷åíèÿ â �îðìóëàõ îáåñïå÷èâàåò ñîõðà-

íåíèå (E,H)�ñèììåòðèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (à çíà÷èò, è èõ ðåøåíèé),

à òàêæå âîçìîæíîñòü ïðîñòûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì (µ → 0, ε → ∞)
îõâàòèòü è ñëó÷àé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî ðàññåèâàòåëÿ. (E,H)�ñèììåòðèÿ
îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî öåïî÷êà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ H(m)(r) ïî-
ëó÷àåòñÿ èç (95.6)�(95.8) â ðåçóëüòàòå çàìåí

E→ H, H→ −E, ε↔ µ, e→ h, h→ −e . (95.9)

Ôîðìóëû (95.6)�(95.8) ñïðàâåäëèâû âñþäó â áëèæíåé çîíå. Äëÿ òî÷åê r,
íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè òåëà, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ E(m)(r) è H(m)(r).

� 96. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

âíóòðè ýëëèïñîèäà

Äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî

(〈
x2
/
a2
〉
= 1
)
ðàññåèâàòåëÿ òåõíèêà ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé (95.6)�(95.8) àíàëîãè÷íà òîé, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è â �� 77�79. Ê òîìó æå, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(95.6) äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ E(0)(r), îòâå÷àþùåãî ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ
k = 0 (ñòàòèêà!), íàì �àêòè÷åñêè èçâåñòíî (ñì. ðàçä. 64.2). Ïðè m > 1
âåêòîðíûå ïîëÿ E(m)(r) óæå íå ÿâëÿþòñÿ áåçâèõðåâûìè. Îäíàêî â îòëè-

÷èå îò äè��åðåíöèàëüíîãî ìåòîäà Ñòèâåíñîíà èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé íå ïðåäóñìàòðèâàåò îáÿçàòåëüíîãî ðàçáèåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ

íà ïîòåíöèàëüíûå è ñîëåíîèäàëüíûå �ðàãìåíòû

2

.

×òîáû ðåøàòü óðàâíåíèÿ (95.6)�(95.8) öåïî÷êè Í× ïðèáëèæåíèÿ, íóæíî

äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E(m)(r) è H(m)(r) ñ÷èòàòü ïîëèíîìèàëü-
íûìè (ñòåïåíè m) �óíêöèÿìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâûå

òðè ÷ëåíà Í× ðÿäîâ äëÿ E
(m)
x (r) è H

(m)
x (r) ìîæíî èñêàòü â âèäå

3

:

E(0)
x = νεα100, (96.1)

E(1)
x = νε(α300x+ α210y + α201z), (96.2)

1

Ñì., íàïðèìåð, [484℄ ñòð. 298 è � 79.

2

Õîòÿ, êîãäà ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì, è íå ïðåïÿòñòâóåò, êàê ïîêàçàíî â ñëåäó�

þùåé ãëàâå, òàêîìó ðàçáèåíèþ.

3

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ñâÿçàíî ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïðàâèëîì çàìåí (95.9),

äëÿ åãî îïèñàíèÿ óäîáíî ââåñòè ñàìîñòîÿòåëüíûå êîý��èöèåíòû βlmn.
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E(2)
x = νε

(α500

2
x2 +

α320

2
y2 +

α302

2
z2+

+ α410xy + α401xz + α311yz + α200

)
, (96.3)

H(0)
x = νµβ100, (96.4)

H(1)
x = νµ(β300x+ β210y + β201z), (96.5)

H(2)
x = νµ

(
β500
2
x2 +

β320
2
y2 +

β302
2
z2+

+ β410xy + β401xz + β311yz + β200

)
, (96.6)

ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ñëàãàåìûå, êîý��èöèåíòû ïðè êîòîðûõ â ðå-

çóëüòàòå ðåøåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ, îïóùåíû.

Ïîäñòàâëÿÿ (96.1)�(96.5) â (95.6)�(95.8), èñïîëüçóÿ çàòåì ïîëèíîìèàëü-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëîâ âèäà

∫
V

x′ly′mz′nR−1 dV ′
, ïðèâåäåííûå â � 14

(ðàçä. 14.4), è ðåøàÿ âîçíèêàþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ αlmn, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

α100 = ex/(νε +M100) , (96.7)

α300=
1

∆(νε)

{[
νε+1−

(
b2+c2

)
M011

]
exκx + c2M011eyκy + b2M110ezκz

}
,

(96.8)

α210 =

(νµ+M001)exκy+

(
M010+

νµ+1

νε
a2M110

)
(exκy−eyκx)

(νµ +M001) [νε + (a2 + b2)M110]
, (96.9)

α140=
1

∆100(νε)
[(2νε+l102) (K120+Λ120)−m102 (K102−Λ102)] , (96.10)

α320 = α140 −
νµ + 1

νε
β012, (96.11)

α500 = −α140 − α104, (96.12)

4(νε +M100)α200 = −n120α140 − n102α104 −
(
M000 + a2M100

)
α100+

+ b2
[
2M010 +

νµ + 1

νε

(
M100 − b2M110

)]
β012−

− c2
[
2M001 +

νµ + 1

νε

(
M100 − c2M101

)]
β021 . (96.13)

Âñòðå÷àþùèåñÿ â ýòèõ �îðìóëàõ âåëè÷èíû ∆(νε), ∆100(νε), l120, m120, n120

áûëè ââåäåíû â � 64 è äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (64.24), (64.38) è (64.36). Íî-

âîââåäåííûìè ÿâëÿþòñÿ

K120 = 2eyκxκy −
(
M010 − a2M110

)
α100 , (96.14)
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Λ120 =

[
2M110 −

νµ + 1

νε

(
M110 − b2M120

)]
b2β012+

+
νµ + 1

νε

(
M110 − c2M111

)
c2β021 . (96.15)

Âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ αlmn âûòåêàþò èç âûðàæå-

íèé (96.7)�(96.13) ïóòåì ëèáî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè, ëèáî âçàèìíîé çà-

ìåíû êîîðäèíàò. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñëåäóåò èçìåíÿòü

çíàê ó ïñåâäîâåëè÷èí: h, βlmn, Λlmn. Âûðàæåíèÿ äëÿ βlmn ïîëó÷àþòñÿ èç

âûðàæåíèé äëÿ αlmn â ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîé çàìåíû

1

e→ h, h→ − e, νε ↔ νµ, αlmn → βlmn, βlmn → −αlmn. (96.16)

Òàêèì îáðàçîì, âî âíóòðåííåé îáëàñòè âåêòîðû E(m)(r) è H(m)(r) âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïñîèäà, ìàêñè-

ìàëüíûé âåñ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò m.

� 97. Ïîëå ðàññåÿíèÿ â áëèæíåé çîíå

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ðàññåÿííîå ýëëèïñîèäîì, îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíî-

ñòÿìè E
s

= E(r)−E0(r), H
s

= H(r)−H0(r). Â áëèæíåé çîíå àíàëîãè÷íî

(95.4) åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

E
s

=

∞∑

m=0

(ik)mE(m)
s

, H
s

=

∞∑

m=0

(ik)mH(m)
s

, (97.1)

ïðè÷åì E
(m)
s

äëÿ m = 0, 1, 2 äàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ÷ëåíàìè �îðìóë

(95.6)�(95.8), êîòîðûå ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé äëÿ íüþòîíîâñêèõ ïîòåíöèà-

ëîâ ñíàðóæè íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà (� 14) ïðèâîäÿòñÿ ê îêîí÷àòåëüíîé

�îðìå

2

:

E(0)x = − ∂

∂x
〈α100 xM100〉 , (97.2)

E(1)x =
∂

∂x

〈
1

2
a2α300

(
M100 − x2 M200 − y2 M110 − z2 M101

)
−

−
(
a2α120 + b2α210

)
xyM110

〉
+ β010 zM001 − β001 yM010 , (97.3)

E(2)x = − α100

2
I000 +

∂

∂x

〈
x

[
α100

4

(
I000−a2I100

)
− a

2α500

4

(
I100−a2I200

)
+

+ b2α320

(
I100 − b2I210

)
+ c2α302

(
I100 − c2I201

)
− 2a2α140b

2J210−

− 2a2α104c
2J201 + 4α200M100

]〉
− ∂

∂x

(〈
b2c2α311

〉
xyzM111

)
−

− a2β102xyM110 +
(
b2β030 − c2β003

)
yzM011+

+ a2β120xzM101 +
b2β012

2
J010 −

c2β021
2

J001 . (97.4)

1

Îáóñëîâëåííîé îñîáåííîñòÿìè (E,H)�ñèììåòðèè.
2

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå E = {Ex, Ey , Ez} ≡ E
s

.
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Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

J100 = I100 −
2

3
M200 x

2 , (97.5)

J210 = M110 −
1

3
M210 x

2 − M120 y
2 − M111 z

2 , (97.6)

à âåëè÷èíû Ilm0 äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (78.4)�(78.7).

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ E
(m) ≡ E

(m)
s

ïîëó÷àþòñÿ èç (97.2)�

(97.4) ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè, à âåêòîðû H
(m)
s

ñâÿçàíû ñ

E
(m)
s

ïðàâèëîì çàìåí (95.9). Ìàêñèìàëüíûé âåñ âíåøíèõ ïîòåíöèàëüíûõ

�àêòîðîâ ýëëèïñîèäà, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ E
(m)
s

è H
(m)
s

ðàâåí m.

� 98. Àìïëèòóäà è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

Âõîäÿùèå â èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (95.1), (95.2) ìàêðîñêîïè÷åñêîé

ýëåêòðîäèíàìèêè èíòåãðàëû

Πε(r)=
1

4πνε

∫

V

eikR

R
E(r′) dV ′, Πµ(r)=

1

4πνµ

∫

V

eikR

R
H(r′) dV ′, (98.1)

êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü [561℄ êàê ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé

ïîòåíöèàëû �åðöà ñîîòâåòñòâåííî, ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ðàññåÿííîå äè-

�ðàãèðóþùèì òåëîì ïîëå â ïðîèçâîëüíîé âíåøíåé òî÷êå íåïîñðåäñòâåííî

÷åðåç ïîëíûå ïîëÿ âíóòðè ðàññåèâàòåëÿ:

E
s

=
(
graddiv+k2

)
Πε + ik rotΠµ,

H
s

=
(
graddiv+k2

)
Πµ − ik rotΠε.

(98.2)

Ñóùåñòâåííî, ÷òî â äàëüíåé çîíå, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè-

÷åñêàÿ �îðìóëà

1

eikR

R
≈ eikr

r
e−ikνr

′

,

ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð ν = r/r, âìåñòî (98.2) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæå-
íèÿìè

E
s

= k2 ([ν [Πεν]] + [Πµν]) , H
s

= [νE
s

] , (98.3)

íå ñîäåðæàùèìè îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâàíèÿ.

Íèçêî÷àñòîòíûå ðàçëîæåíèÿ ïîëåé (98.3) ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå

â íèõ Í× ðàçëîæåíèé ïîòåíöèàëîâ �åðöà

Πε =
∞∑

m=0

(ik)mΠ(m)
ε , Πµ =

∞∑

m=0

(ik)mΠ(m)
µ , (98.4)

âîçíèêàþùèõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè âíåñåíèè â (98.1) ðÿäîâ (95.4). Â ðàññìàò-

ðèâàåìîì ñëó÷àå, êîãäà íà íåïîãëîùàþùåì (ε, µ)�ýëëèïñîèäå ðàññåèâàåò-
ñÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííàÿ ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, äëÿ ïåðâûõ

1

Ñì. (75.13), (75.14).
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òðåõ ÷ëåíîâ ðÿäîâ (98.4) ïîëó÷àåì

Π(0)
ε x =

eikr

3r
γe100 , Π(1)

ε = 0,

Π(2)
ε x=

eikr

30r

[
δ e100+γ

e
100

〈
a2ν2x

〉
−2
(
a2γe300νx + b2γe210νy + c2γe201νz

)]
;

(98.5)

Π(0)
µx =

eikr

3r
γm100, Π(1)

µ = 0,

Π(2)
µx =

eikr

30r

[
δm100 + γm100

〈
a2ν2x

〉
− 2

(
a2γm300νx + b2γm210νy + c2γm201νz

)]
.

(98.6)

Çäåñü

γelmn = abc αlmn , γmlmn = abc βlmn , (98.7)

δ e100 = abc
(
10α200 + a2α500 + b2α320 + c2α302

)
. (98.8)

Âõîäÿùàÿ â (98.8) êîìáèíàöèÿ êîý��èöèåíòîâ αlmn ñâÿçàíà, êàê ëåãêî

ïðîâåðèòü, ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì, âîçáóæäàåìûì â ýëëèïñîèäå êâàäðà-

òè÷íûì ïî êîîðäèíàòàì âíåøíèì ïîëåì

1

, è ìîæåò áûòü óïðîùåíà ñ ïîìî-

ùüþ òîæäåñòâà

2

(E.7) ê âèäó

δ e100
abc

=

〈
a2exκx

〉
κx −

(
3M000 + a2M100

)
α100

νε +M100
−

−
b2 (νµ+M001−3M010)

[
eyκxκy−exκ2

y −
(
M010 +

νε+1
νµ

c2M011

)
α100

]

(νε +M100) [νµ + (b2 + c2)M011]
−

−
c2 (νµ+M010−3M001)

[
ezκxκz−exκ2

z −
(
M001 +

νε+1
νµ

b2M011

)
α100

]

(νε +M100) [νµ + (b2 + c2)M011]
.

(98.9)

Âûðàæåíèå äëÿ δm100 ïîëó÷àåòñÿ èç (98.9) â ðåçóëüòàòå çàìåí (96.16).

Ïî ñóùåñòâó, �îðìóëû (98.3)�(98.9) âîñïðîèçâîäÿò â áîëåå óäîáíîé äëÿ

ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ �îðìå ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå Ñòèâåí-

ñîíó.

Ñëåäóþùèé ÷ëåí Í× ðàçëîæåíèÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ â äàëüíåé çîíå, ñâÿ-

çàííûé ñ Π
(3)
ε è Π

(3)
µ , ìîæíî íàéòè, ïðèâëåêàÿ èíòåð�åðåíöèîííûå òåîðå-

ìû òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ðàññåÿíèÿ: òåîðåìó âçàèìíîñòè è îáîáùåí-

íóþ îïòè÷åñêóþ òåîðåìó. Äëÿ ýòîãî âìåñòî óíèâåðñàëüíîãî (ñïðàâåäëèâîãî

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïåðâè÷íîãî ïîëÿ) ïðåäñòàâëåíèÿ (98.3) âîñïîëüçóåìñÿ

âûðàæåíèåì ðàññåÿííîãî ïîëÿ

E
s

=
eikr

r
ae(κκκ,ν) , H

s

=
eikr

r
[νae(κκκ,ν)] (98.10)

÷åðåç àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ ae(κκκ,ν), ñïðàâåäëèâîå ëèøü â ñëó÷àå ïàäåíèÿ
ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé ïëîñêîé âîëíû (95.5) äëÿ áîëüøèõ (r → ∞) ðàñ-
ñòîÿíèé îò ðàññåèâàòåëÿ.

1

Ñð. (64.40).

2

Ñì. Ïðèëîæåíèå E.
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Äëÿ ëèíåéíûõ ñðåä êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ñâÿçàíà ñ âåêòî-

ðîì e ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

ae(κκκ,ν) =
←→
A (κκκ,ν)e , (98.11)

ãäå

←→
A (κκκ,ν) � òåíçîð àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé òðåáîâàíè-

ÿì òåîðåìû âçàèìíîñòè [312,378℄

←→
A (κκκ,ν) =

←̃→
A (−ν,−κκκ) (98.12)

è îáîáùåííîé îïòè÷åñêîé òåîðåìû [262,312℄, êîòîðàÿ â îòñóòñòâèå ïîãëîùå-

íèÿ ïðèíèìàåò âèä

1

2ik

[←→
A (κκκ,ν)−←→A †(κκκ,ν)

]
=

1

4π

∫ ←→
A †(ν, τ )

←→
A (κκκ, τ ) dΩ(τ ) . (98.13)

Çäåñü çíà÷êàìè ˜ è † îáîçíà÷åíû îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ è ýðìèòîâà

ñîïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Èíòåãðèðîâàíèå â (98.13) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà

ïîëíûé òåëåñíûé óãîë.

Ñëåäñòâèåì ñèììåòðèè çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ èíâåð-

ñèè r→ −r ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî

←→
A (κκκ,ν) =

←→
A (−κκκ,−ν), êîòîðîå â ñî÷åòàíèè

ñ (98.12) äàåò

←̃→
A (κκκ,ν) =

←→
A (ν,κκκ) . (98.14)

Ñ ó÷åòîì (98.14) îáîáùåííàÿ îïòè÷åñêàÿ òåîðåìà òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â

Im
←→
A (κκκ,ν) =

k

4π

∫ ←̃→
A (ν, τ )

←→
A ∗(κκκ, τ ) dΩ(τ ) . (98.15)

Íèçêî÷àñòîòíûå ðàçëîæåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ è åå òåíçîðà èìåþò

âèä

ae(κκκ,ν)=

∞∑

m=2

(ik)ma(m)
e (κκκ,ν),

←→
A (κκκ,ν)=

∞∑

m=2

(ik)m
←→
A (m)(κκκ,ν), (98.16)

ïðè÷åì âåùåñòâåííîìó âåêòîðó e ñîîòâåòñòâóþò âåùåñòâåííûå æå a
(m)
e è←→

A (m)
, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì a

(m)
e (κκκ,ν) =

←→
A (m)(κκκ,ν) e. Ïîäñòàâëÿÿ Í×

ðÿä äëÿ

←→
A (κκκ,ν) â (98.15) è ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

k, ïîëó÷àåì ←→
A (3)(κκκ,ν) = 0 , (98.17)

←→
A (5)(κκκ,ν) =

1

4π

∫ ←̃→
A (2)(ν, τ )

←→
A (2)(κκκ, τ ) dΩ(τ ), (98.18)

←→
A (7)(κκκ,ν)=

1

4π

∫ [←̃→
A (2)(ν, τ )

←→
A (4)(κκκ, τ )+

←̃→
A (4)(ν, τ )

←→
A (2)(κκκ, τ )

]
dΩ(τ ).

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â àêóñòèêå, â çàäà÷àõ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ðàññåÿ-

íèÿ íà òåëå, èìåþùåì öåíòð ñèììåòðèè, êîòîðûé ñîâìåùåí ñ íà÷àëîì êî-

îðäèíàò, Í× ðàçëîæåíèå ìíèìîé ÷àñòè àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ

÷ëåíîâ ïîðÿäêà k5.
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×òîáû ñ ïîìîùüþ (98.18) âû÷èñëèòü a
(5)
e (κκκ,ν), äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü

âåêòîð a
(2)
e (κκκ,ν). Ïîñëåäíèé â �îðìå, ó÷èòûâàþùåé ïîïåðå÷íîñòü ïåðâè÷-

íîé âîëíû

1

, èìååò âèä

a(2)e x(κκκ,ν) = A(2)
xx (κκκ,ν)ex +A(2)

xy (κκκ,ν)ey +A(2)
xz (κκκ,ν)ez , (98.19)

ãäå

A(2)
xx = −αa

(
1− κ

2
x

) (
1− ν2x

)
−

− αbκxκyνxνy − αcκxκzνxνz − βbκzνz − βcκyνy, (98.20)

A(2)
xy = αaκxκy

(
1− ν2x

)
+ αb

(
1− κ

2
y

)
νxνy − αcκyκzνxνz + βcκxνy . (98.21)

Çäåñü αa, αb, αc è βa, βb, βc � ïðîïîðöèîíàëüíûå îáúåìó V ýëëèïñîè-

äà êîìïîíåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé è ìàãíèòîñòàòè÷åñêîé ïîëÿðèçóåìîñòè

ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè,

αa =
V

4π (νε +M100)
, βa =

V

4π (νµ +M100)
. (98.22)

Âûðàæåíèÿ äëÿ a
(2)
e y , a

(2)
e z è îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Â(2)

ïîëó÷àþò-

ñÿ èç (98.19)�(98.21) ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé çàìåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîð-

äèíàò.

Óñðåäíÿÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ (98.18), ñâåðòêó

˜̂
A (2)(ν, τ ) Â(2)(κκκ, τ ) ïî âñåì

íàïðàâëåíèÿì τ , íàõîäèì ìàòðèöó Â(5)(κκκ,ν), äëÿ êîòîðîé, êàê ðàíåå äëÿ
Â(2)(κκκ,ν), ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ ëèøü äâóõ åå ýëåìåíòîâ:

A(5)
xx =

2

3

[
α2
a

(
1− κ

2
x

) (
1− ν2x

)
+

+α2
bκxκyνxνy + α2

cκxκzνxνz + β2
bκzνz + β2

cκyνy
]
, (98.23)

A(5)
xy = −2

3

[
α2
aκxκy

(
1− ν2x

)
+ α2

b

(
1− κ

2
y

)
νxνy − α2

cκyκzνxνz + β2
cκxνy

]
.

(98.24)
Óìíîæåíèå Â(5)(κκκ,ν) íà e äàåò ïîñëå óïðîùåíèé [459℄

ae(κκκ,ν) =
2

3
([ [νqe]ν] + [qmν]) , (98.25)

ãäå qex = α2
aex, qmx = β 2

a hx. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ qe è qm

íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäñòàâëåíèþ (98.3), (98.4), îêîí÷àòåëüíî èìååì

Π
(3)
ε x = − 2

27

eikr

r

(
abc

νε +M100

)2

ex ,

Π
(3)
µx = − 2

27

eikr

r

(
abc

νµ +M100

)2

hx .

(98.26)

1

Ó÷åò â ÿâíîì âèäå ïîïåðå÷íîñòè ïåðâè÷íîé è ðàññåÿííîé âîëí îáåñïå÷èâàåò âûïîë�

íåíèå òåîðåìû âçàèìíîñòè (98.12). Äëÿ ýòîãî â ñëó÷àå ïàäàþùåé âîëíû äîñòàòî÷íî âû�

ïîëíèòü çàìåíó e→ [[κκκe]κκκ].
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�àñ÷åò ïîëíîãî ý��åêòèâíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ σ ïî �îðìóëå

σ =

∫
| ae(κκκ,ν)|2 dΩ(ν) (98.27)

äàåò íà÷àëüíûå äâà ÷ëåíà Í× ðàçëîæåíèÿ

σ =
8π

27
k4
(〈
γe 2100

〉
+
〈
γm 2
100

〉)
− 8π

135
k6
[
1

5

〈
γe 2100

(
a2 + 2b2 + 2c2

)〉
+

+
1

5

〈
γm 2
100

(
a2 + 2b2 + 2c2

)〉
+ 〈γe100δe100〉+ 〈γm100δm100〉 −

−
〈
γe100

(
c2γm021 − b2γm012

)〉
−
〈
γm100

(
b2γe012 − c2γe021

)〉]
+O(k8) , (98.28)

ïåðâûé èç êîòîðûõ ïîäòâåðæäàåòñÿ è ðàñ÷åòîì ïî îïòè÷åñêîé òåîðåìå [379℄

σ =
4π

k
Imae(κκκ,κκκ)e (98.29)

íà îñíîâå (98.25). �åçóëüòàò (98.28) ýêâèâàëåíòåí ïîëó÷åííîìó â ðàáîòå

[343℄.

� 99. �àññåÿíèå íà

èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ýëëèïñîèäå

Åñëè â �îðìóëàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàññåÿíèþ íà (ε, µ)�òåëå, ïîëîæèòü
µ = 0 (νµ = −1), à çàòåì óñòðåìèòü ε → ∞ (νε = 0), òî, êàê ïîêàçàíî

â [342℄, ðåçóëüòèðóþùèå �îðìóëû áóäóò îïèñûâàòü ðàññåÿíèå íà èäåàëüíîì

ïðîâîäíèêå òîé æå �îðìû

1

.

Òàêèì ïóòåì, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû �� 97, 98, ïðîùå âñåãî èññëåäîâàòü

Í× ðàññåÿíèå íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ýëëèïñîèäå. Ìû ïðèâåäåì çäåñü

òîëüêî âûðàæåíèÿ äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ â äàëüíåé çîíå, ïîëó÷àþùèåñÿ èç

�îðìóë (98.5)�(98.9), (98.26) ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Îíè èìåþò âèä

E
s

= k2 ([ν [Πεν]] + [Πµν]) , H
s

= [νE
s

] , (99.1)

Πε x =
eikr

3r

{
γe100 −

k2

10

[
δ e100 + γe100

〈
a2ν2x

〉
− 2

(
a2γe300νx+

+b2γe210νy + c2γe201νz
)]

+
2

9
ik3δ e200 +O(k4)

}
, (99.2)

Πµx =
eikr

3r

{
γm100 −

k2

10

[
δm100 + γm100

〈
a2ν2x

〉
− 2

(
a2γm300νx+

+b2γm210νy + c2γm201νz
)]

+
2

9
ik3δm200 +O(k4)

}
, (99.3)

1

Ïðè ýòîì (E,H)�ñèììåòðèÿ çàäà÷è, åñòåñòâåííî, óòðà÷èâàåòñÿ.
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ãäå

γe100 = abc ex/M100 , (99.4)

γe300=
abc
{[
1−
(
b2+c2

)
M011

]
exκx+c

2M101eyκy+b
2M110ezκz

}

1− 〈(a2 + b2)M110〉+ 〈a2b2〉 〈M011M101〉
, (99.5)

γe210 = γe120 =
abc (M100exκy +M010eyκx)

(a2 + b2)M110 (1−M001)
, (99.6)

δe100 =
abc

M100

{〈
a2exκx

〉
κx −

(
3M000 + a2M100

) ex
M100

−

− b2 M100 + 4M010

1− (b2 + c2)M011

[
hzκy −

(
M010 − c2M011

) ex
M100

]
+

+ c2
M100 + 4M001

1− (b2 + c2)M011

[
hyκz +

(
M001 − b2M011

) ex
M100

]}
, (99.7)

δe200 = a2b2c2 ex
/
M2

100 , (99.8)

γm100 = −abc hx/(1−M100) , (99.9)

γm300 = − abc
[(
b2 + c2

)
M011hxκx − c2M101hyκy − b2M110hzκz

]

〈a2b2〉 〈M011M101〉
, (99.10)

γm210 = − abc
[
M001hxκy +

(
M010 − a2M110

)
(hxκy − hyκx)

]

M001 [1− (a2 + b2)M110]
, (99.11)

δm100 = − abc

1−M100

{〈
a2hxκx

〉
κx +

(
3M000 + a2M100

) hx
1−M100

+

+
b2 (M001−3M010)−c2 (M010−3M001)

(b2 + c2)M011 (1−M100)
(M010eyκz+M001ezκy)

}
, (99.12)

δm200 =
a2b2c2

(1−M100)
2 hx. (99.13)

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â (98.28) äàåò �îðìóëó äëÿ ïîëíîãî ý��åê-

òèâíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ýëëèïñîèäå.

�åçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðà�à ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðå-

çóëüòàòàìè ðàáîòû [343℄ ïðè èñïðàâëåíèè äîïóùåííîé â íåé îøèáêè (ñì.

[316℄).

� 100. �àññåÿíèå íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå

�åøåíèå çàäà÷è Í× äè�ðàêöèè íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì äèñêå

1

, ëåæà-

ùåì â ïëîñêîñòè z = 0 è îãðàíè÷åííîì ýëëèïñîì x2
/
a2 + y2

/
b2 = 1, ìû

ïîëó÷èì, ñîâåðøèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè c→ 0 â �îðìóëàõ ïðåäûäó-

ùåãî ïàðàãðà�à. Ïðè ýòîì ðàçðóøàåòñÿ ðàâíîïðàâèå äåêàðòîâûõ íàïðàâ-

ëåíèé: èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü öèêëè÷åñêîé èëè âçàèìíîé ïåðåñòàíîâêè

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü (x, y)�ñèììåòðèÿ, äîïóñêàþùàÿ
âçàèìíóþ çàìåíó x↔ y.

1

Ìàòåðèàëîì äëÿ ýòîãî ïàðàãðà�à ïîñëóæèëà ðàáîòà [519℄.
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�àññåÿííîå ýëëèïòè÷åñêèì äèñêîì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äàåòñÿ â äàëü-

íåé çîíå �îðìóëàìè (99.1), ãäå òåïåðü Πε z = Πµx = Πµ y = 0,

Πε x =
eikr

3r

{
γe100 −

k2

10

[
δ e100 + γe100

(
a2ν2x + b2ν2y

)
−

−2
(
a2γe300νx + b2γe210νy

)]
+

2

9
ik3δ e200 +O(k4)

}
, (100.1)

Πµ z =
eikr

3r

{
γm100 −

k2

10

[
δm100 + γm100

(
a2ν2x + b2ν2y

)
−

−2
(
a2γm300νx + b2γm210νy

)]
+

2

9
ik3δm200 +O(k4)

}
, (100.2)

à Πε y ïîëó÷àåòñÿ èç (100.1) ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé çàìåíû x↔ y, ïðè÷åì
âõîäÿùèå â ýòè �îðìóëû êîý��èöèåíòû ðàâíû

γe100 = ab ex/N10 , (100.3)

γe300 =
ab3

3

N02exκx −N11eyκy
3N10N01 −N00N11

, (100.4)

γe210 =
ab

a2 + b2
N10exκy +N01eyκx

N11NE
, (100.5)

δ e100 =
ab

N10

{
a2exκ

2
x + b2eyκxκy −

(
a2 +

3N00

N10

)
ex+

+b2
(
1 +

2N01

NE +N01

)(
N01

N10
ex + exκ

2
y − eyκxκy

)}
, (100.6)

δe200 = a2b2 ex
/
N2

10 , (100.7)

γm001 = −ab hz/NE , (100.8)

γm102 = −ab NEhzκx −N10hxκz
N01 (N10 +NE)

, (100.9)

δm001 = − ab

NE

{
a2hxκxκz + b2hyκyκz +

3N00

NE
hz+

+

(
a2 + 3b2

)
NE − 4

(
a2 + b2

)
N10

(a2 + b2)N11NE
(N10exκy +N01eyκx)

}
, (100.10)

δm002 = a2b2 hz
/
N2
E . (100.11)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåèçëó÷åííîå äèñêîì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âûðàæà-

åòñÿ â äàëüíåé çîíå ÷åðåç âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû ýëëèïòè÷å-

ñêîãî äèñêà Nlm
1

.

1

Íàïîìíèì, ÷òî NE îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (84.6).
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êðóãëîãî äèñêà (b = a), êîãäà Nlm äàþòñÿ �îðìóëîé

(5.21), âûðàæåíèÿ (100.1), (100.2) ïðèíèìàþò âèä

Πε x =
4a3eikr

9πr

{
3ex +

k2a2

10

[
8ex + 5exκ

2
x − 2ezκxκz + 3exν

2
z+

+(3exκx−eyκy) νx+2 (exκy+eyκx) νy]+i
8

3π
k3a3ex+O(k

4)

}
, (100.12)

Πµ z =
2a3eikr

9πr

{
−3hz +

k2a2

10

[
12hz − 3hzκ

2
z − 3hzν

2
z−

−4 (2hzκx−hxκz) νx−4 (2hzκy−hyκz) νy]+i
4

3π
k3a3hz+O(k

4)

}
, (100.13)

ïîäòâåðæäàÿ (ïðè ïåðåõîäå ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è êîìïîíåíòàì) è

äîïîëíÿÿ ðåçóëüòàòû Ýããèìàííà [42,91℄.

Ïîëíîå ý��åêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå îïðå-

äåëÿåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèé (100.3)�(100.10) â âûòåêàþùóþ èç

(98.28) �îðìóëó

σ =
8π

27
k4
(
γe 2100 + γe 2010 + γm 2

001

)
−

− 8π

135
k6
{
1

5

[(
a2 + 2b2

)
γe 2100 +

(
2a2 + b2

)
γe 2010 + 2

(
a2 + b2

)
γm 2
001

]
+

+ γe100δ
e
100 + γe010δ

e
010 + γm001δ

m
001 + b2γe100γ

m
012−

− a2γe010γm102 − γm001
(
a2γe120 − b2γe210

)}
+O(k8) . (100.14)

Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå Áàáèíå, ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îïèñàíèÿ äè�ðàãèðîâàííîãî ïîëÿ â äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷å äè�ðàêöèè

ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû íà ýëëèïòè÷åñêîì îòâåðñòèè â áåñêîíå÷-

íî òîíêîì èäåàëüíî ïðîâîäÿùåì ïëîñêîì ýêðàíå. Èìåííî [40,148℄, åñëè íà

òàêîå îòâåðñòèå (x2
/
a2 + y2

/
b2 = 1) â ýêðàíå, ëåæàùåì â ïëîñêîñòè z = 0,

ïàäàåò

1

âîëíà

E0 = −h eikκκκr , H0 = e eikκκκr (κz > 0) , (48.15)

òî ïîëå äè�ðàãèðîâàííîé âîëíû E
dif

, H
dif

ñâÿçàíî ñ ïîëåì ðàññåÿíèÿ íà

ýëëèïòè÷åñêîì äèñêå

2

ðàâåíñòâàìè

E
dif

= H
s

, H
dif

= −E
s

(z > 0). (100.16)

1

Ñð. (95.5).

2

Íàïðèìåð, ñ âîëíîâûìè ïîëÿìè äàëüíåé çîíû (99.1), (100.1), (100.2).
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Ïðîâîäÿùèé ýëëèïñîèä

â íèçêî÷àñòîòíîì ïîëå

� 101. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

�àçâèòûé Ñòèâåíñîíîì [342, 343℄ ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷

Í× äè�ðàêöèè îïèðàåòñÿ íà ðàçëîæåíèå ïîëåé â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì âîë-

íîâîãî ÷èñëà k = ω/c è ïðèâîäèò â ñëó÷àå äèýëåêòðè÷åñêèõ òåë ê ïîÿâ-

ëåíèþ ìàëîãî ïàðàìåòðà òåîðèè L/λ, ãäå L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð òåëà,

λ � äëèíà âîëíû. Äëÿ ïîëÿ ñíàðóæè òåëà ýòîò ïàðàìåòð ñîõðàíÿåòñÿ è

ïðè �îðìàëüíîì ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå µ= 0, ε=∞, êîòîðîìó â ñîãëàñèè

ñ îáùåé òåîðèåé [450℄ ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíûé ïðîâîäíèê. Ïî-âèäèìîìó, ñ

ýòèì ñâÿçàíî óáåæäåíèå â áåçîãîâîðî÷íîé ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà Ñòèâåí-

ñîíà è â ñëó÷àå ïðîâîäÿùèõ òåë (ñì., íàïðèìåð, [235, 236, 371℄), ó êîòîðûõ

êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü

ε(ω) = ε′ + i
4πσ

ω
(101.1)

âåëèêà ïî ìîäóëþ ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òåîðèÿ ñîäåðæèò äâà ïàðàìåò-

ðà ðàçëîæåíèÿ: ω/σ è L2/δ2, ãäå δ � êëàññè÷åñêàÿ òîëùèíà ñêèí-ñëîÿ.

Ïîýòîìó ìåòîä Ñòèâåíñîíà ý��åêòèâåí ëèøü ïðè L≪δ è îòêàçûâàåò ïðè

L > δ. Òîëüêî, êîãäà δ≪L, ìû ñíîâà ìîæåì ïîëó÷èòü íàäåæíûé ðåçóëüòàò,

áåðÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèå äëÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî

òåëà è íàõîäÿ ê íåìó ïîïðàâêó ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì âîçìóùåíèé (ïðèáëè-

æåíèå ñèëüíîãî ñêèí-ý��åêòà). Ñêàçàííîå îò÷àñòè èëëþñòðèðóåò äàííîå â

ãë. 17 èññëåäîâàíèå ìàãíèòíîé ïîëÿðèçóåìîñòè ýëëèïñîèäà.

Â ðàáîòàõ [235, 236, 371℄ ìåòîä Ñòèâåíñîíà ïðèìåíÿëñÿ ê óðàâíåíèÿì

Ìàêñâåëëà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü çàäà-

÷è î ïðîâîäÿùåì ýëëèïñîèäå óäîáíåå èñõîäèòü èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè [36,561℄

1

, çàïèñàâ èõ â �îðìå, ïîëó÷à-

þùåéñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì èñïîëüçîâàíèè è âåêòîðíîãî, è ñêàëÿðíîãî ïî-

òåíöèàëîâ. Ïóñòü â ïåðâè÷íîå ïîëå â âàêóóìå E0, H0 (çàâèñèìîñòü îò âðå-

ìåíè e−iωt) âíåñåíî îäíîðîäíîå ïðîâîäÿùåå òåëî ñ ε(ω) è µ = 1. Åñëè E,
H � ïîëíîå ïîëå âíóòðè òåëà, òî êîìïëåêñíîé ïîëÿðèçàöèè P= 1

4π (ε−1)E
1

Ñì. � 95.

409
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ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä (ñâîáîäíûé è ñâÿçàííûé) ñ ïëîòíî-

ñòüþ Pn è îáúåìíûé òîê (ïðîâîäèìîñòè è ïîëÿðèçàöèîííûé) ñ ïëîòíîñòüþ

−iωP. Ïîýòîìó âòîðè÷íîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ïîëÿðèçàöèåé P, îïèñûâàåòñÿ
ïîòåíöèàëàìè

AP = −ik
∫

G(R)P dV ′ , ΦP =

∮
G(R)P dS′,

ãäå dS = n dS, n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå òåëà,

à G(R) = eikR/R � �óíêöèÿ �ðèíà ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà

1

. Ïîäñòàâëÿÿ

òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé

EP = −∇ΦP + ikAP HP = rotAP

â î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ E = E0 + EP , H = H0 +HP è çàìåíÿÿ â íèõ

P íà

1
4π (ε−1)E, ìû è ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè

(
1−iτ k

κ

)(
grad

∮
GE dS′−k2

∫
GE dV ′

)
=4πi

k

κ

(E−E0) , (101.2)

(
1− iτ k

κ

)
rot

∫
GE dV ′ =

4π

κ

(H−H0) , (101.3)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

4πσ

c
= κ , ε′ − 1 = τ , (101.4)

òàê ÷òî äëÿ ε(ω), äàâàåìîé �îðìóëîé (101.1),

ε− 1 = i
κ

k

(
1− i τ k

κ

)
. (101.5)

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð rot ê óðàâíåíèþ (101.2), ïîëó÷àåì

rot

{
E−E0 − i

kκ

4π

(
1− iτ k

κ

)∫
GE dV ′

}
= 0. (101.6)

Òàê êàê rotE = ikH, rotE0 = ikH0, òî (101.6) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

(101.3), êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, åñòü ñëåäñòâèå (101.2) è äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

� 102. Óðàâíåíèÿ

íèçêî÷àñòîòíûõ ïðèáëèæåíèé

Âñå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò k, ðàçëîæèì â ñòåïåííûå ðÿäû

F =

∞∑

l=0

(ik)lF (l) .

1

Çäåñü âìåñòî �óíêöèè (ñì. (95.3)) G(R) = −eikR/(4πR), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâ�

íåíèþ △G + k2G = δ(R), èñïîëüçóåòñÿ G(R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ △G+
+k2G = −4πδ(R).
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ �óíêöèè �ðèíà ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà

G
(0) =

1

R
, G

(1) = 1 , . . . (102.1)

Òàê êàê òåëî îäíîðîäíî, òî âî âñåõ ïðèáëèæåíèÿõ divE(m)=0, divE
(m)
0 =0.

Êðîìå òîãî, â 1-îì ïðèáëèæåíèè ïåðâè÷íîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî: rotE
(0)
0 =0,

rotH
(0)
0 = 0 è (çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ ñëó÷àåâ òèïà èíòåð�åðåíöèîííûõ

óçëîâ)

E
(0)
0 = e , H

(0)
0 = h , (102.2)

ãäå e è h � ïîñòîÿííûå âåêòîðû.

Èç óðàâíåíèé (101.2), (101.3) ñðàçó ñëåäóåò î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò: â ïåð-

âîì ïðèáëèæåíèè (ñòàòèêà!) âíóòðè ïðîâîäÿùåãî òåëà

E(0) = 0 , H(0) = H
(0)
0 . (102.3)

Ñ ó÷åòîì (102.3) óðàâíåíèå (101.2) äëÿ ïîëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèíè-

ìàåò âèä

∇
∮

G
(0)(R)E(1)(r′) dS′ = −4π

κ

E
(0)
0 . (102.4)

Ïðåäñòàâèì E(1)
â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëüíîãî (p) è ÷èñòî ñîëåíîèäàëü-

íîãî (s) ïîëåé:

E(1) = E(1p) +E(1s) , divE(1p) = divE(1s) = 0 ,

E(1p) = −∇Φ(1) , E(1s) · n = 0 íà S .

Òîãäà

∇
∮
∂Φ(1)

∂n′

dS′

R
=

4π

κ

E
(0)
0 = − 4π

κ

∇Φ(0)
0 ,

ãäå Φ
(0)
0 � ïîòåíöèàë ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðâè÷íîãî ïîëÿ. Òàêèì îáðà-

çîì, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû

1

4π

∮
∂Φ(1)

∂n′

dS′

R
= − 1

κ

Φ
(0)
0 . (102.5)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàëüíóþ ÷àñòü ïîëÿ. Äëÿ ñîëåíîèäàëüíîé

÷àñòè óðàâíåíèå (101.6) äàåò

E(1s) = E
(1)
0 −∇f (1), divE(1s) = 0, E(1s) · n = 0 íà S , (102.6)

òî åñòü ïðèâîäèò ê êðàåâîé çàäà÷å

∆f (1) = 0,
∂f (1)

∂n
= E

(1)
0 · n íà S.

Åñëè ïîëå E(1) = E(1p) +E(1s)
íàéäåíî, òî ñîãëàñíî (101.3)

H(1) = H
(1)
0 +

κ

4π
rot

∫
E(1)(r′)

dV ′

R
. (102.7)
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Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (101.2) ÷ëåíû ïîðÿäêà k2, ïîëó÷àåì

∇
∮ (

G
(0) E(2) + G

(1) E(1) − τ

κ

G
(0) E(1)

)
dS′ = −4π

κ

(
E

(1)
0 −E(1)

)
.

Òàê êàê G
(1)

íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò òî÷êè íàáëþäåíèÿ, òî ñ ó÷åòîì (102.4)

ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

∇
∮

G
(0)(R)E(2)(r′) dS′ = −4π

κ

(
E

(1)
0 −E(1) +

τ

κ

E
(0)
0

)
. (102.8)

�àçáèâàÿ îïÿòü E(2)
íà ïîòåíöèàëüíîå E(2p) = −∇Φ(2)

è ÷èñòî ñîëåíîè-

äàëüíîå E(2s)
ïîëÿ, ìû ïîëó÷àåì èç (102.8) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé

1

4π

∮
∂Φ(2)

∂n′

dS′

R
=

1

κ

(
Φ(1) + f (1) − τ

κ

Φ
(0)
0

)
. (102.9)

Äëÿ ñîëåíîèäàëüíîãî æå ïîëÿ E(2s)
èìååì èç (101.6)

E(2s) = E
(2)
0 +

κ

4π

∫
E(1)(r′)

dV ′

R
−∇f (2),

(102.10)

divE(2s) = 0, E(2s) · n = 0 íà S.

Åñëè E(2)
íàéäåíî, òî ñîãëàñíî (101.3) è (102.7)

H(2) = H
(2)
0 +

κ

4π
rot

∫
E(2)(r′)

dV ′

R
+

τ

κ

(
H

(1)
0 −H(1)

)
. (102.11)

� 103. Ïðîâîäÿùèé ýëëèïñîèä

â ïðîèçâîëüíîì âíåøíåì ïîëå

Äëÿ òåë ýëëèïñîèäàëüíîé �îðìû ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-

ìà ïåðâîãî ðîäà âèäà (102.5) èëè (102.9) àíàëîãè÷åí ðåøåíèþ óðàâíåíèé

âòîðîãî ðîäà, äåòàëüíî îïèñàííîìó â � 64, ïîýòîìó ïîäðîáíîñòè ðàñ÷åòà

çäåñü îïóñêàþòñÿ. Êàê îáû÷íî, äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò x, y, z îðèåí-

òèðîâàíà ïî îñÿì 2a, 2b, 2c ýëëèïñîèäà, öåíòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì
êîîðäèíàò.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (102.5) ïðè Φ
(0)
0 = −er èìååò âèä Φ(1) = −E(1p)r,

ãäå îäíîðîäíîå ïîëå E(1p)
â íàøåì ñëó÷àå (ñð. (E.5)) ðàâíî

E(1p)
x = − ex

κM100
. (103.1)

Òàê êàê rotE
(1)
0 = h, òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (102.6) íàõîäèòñÿ áåç òðóäà

è èìååò âèä [487℄

E(1s)
x = a2

(
z

c2+ a2
hy −

y

a2+ b2
hz

)
. (103.2)
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëþ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ikE(1)
ñîîòâåòñòâóþò äæîóëåâû

ïîòåðè

W =
1

2
k2σV

(
1

κ
2

〈
e2x
M2

100

〉
+

1

5

〈
b2c2

b2 + c2
h2x

〉)
, (103.3)

ãäå V � îáúåì ýëëèïñîèäà.

Ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé äèïîëüíûå ìîìåíòû òåëà

Q =

∫
P dV, M = − ik

2

∫
[rP] dV,

âû÷èñëåííûå ïî ïîëþ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ, îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè

Qz =
V

4π

(
1− i τ k

κ

)
ez
M001

,

Mz = i
V

20π
k κ

a2b2

a2 + b2

(
1− i τ k

κ

)
hz ,

(103.4)

ïðè÷åì, î÷åâèäíî, Q îáóñëîâëåí ïîëåì E(1p)
, à M � ïîëåì E(1s)

.

Â óðàâíåíèè òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ (102.9) Φ(1)
è Φ

(0)
0 � ëèíåéíûå

�îðìû êîîðäèíàò, à f (1)
� êâàäðàòè÷íàÿ. Ïîýòîìó ðåøåíèå (102.9) åñòü

ñóììà ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé �îðì Φ(2) = ΦI +ΦII
, ãäå

1

4π

∮
∂ΦI

∂n′

dS′

R
=

1

κ

(
Φ(1)− τ

κ

Φ
(0)
0

)
,

1

4π

∮
∂ΦII

∂n′

dS′

R
=

1

κ

f (1).

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó èìååì

ΦI = −EIr, EI
x = − ex

κ
2M100

(
1

M100
+ τ

)
, (103.5)

à âòîðîå óðàâíåíèå ïðè

f (1) =
1

2

〈
A200 x

2
〉
+ 〈A110 xy〉 (103.6)

äàåò (ñì. (64.19)�(64.24)):

ΦII =
1

κ

(
1

2

〈
α200 x

2
〉
+ 〈α110 xy〉

)
, (103.7)

ãäå

α110 =
A110

(a2 + b2)M110
, (103.8)

à α200, α020, α002 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

a2M200 α200 + b2M110 α020 + c2M101 α002 = A200 . (103.9)

Îäíîðîäíîìó ïîëþ EI
ñîîòâåòñòâóåò (ìû óäåðæèâàåì ëèøü ÷ëåí ïî-

ðÿäêà k) äîáàâîê ê äèïîëüíîìó ýëåêòðè÷åñêîìó ìîìåíòó

Q I
z = i

k

κ

V

4π

(
1

M001
+ τ

)
ez
M001

.
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Ïðèáàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå ê (103.4), áóäåì èìåòü

Qz =
V

4π

(
1 + i

k

κ

1

M001

)
ez
M001

, (103.10)

òàê ÷òî â ¾äâó÷ëåííîì¿ ïðèáëèæåíèè Q íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âåëè÷è-

íû τ = ε′ − 1. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [371℄ ïîëå âíóòðè òåëà îïèñûâàåòñÿ

êâàçèñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì rotH = (4π/c)σE . Ïîýòîìó â ïðèâåäåí-

íûõ â [371℄ ðåøåíèÿõ äëÿ øàðà è ïîëîãî öèëèíäðà óäåðæàíèå ïîïðàâî÷íûõ

÷ëåíîâ ïîðÿäêà k/κ ÿâëÿåòñÿ ïðåâûøåíèåì òî÷íîñòè.

Ïîëå EII = −∇ΦII
åñòü ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò. Îíî íå âíîñèò

âêëàäà â ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò, íî äàåò äîáàâîê ê ìàãíèòíîìó

ìîìåíòó

M
II
z = k2α110

V

40π

(
a2 − b2

)
, (103.11)

èñ÷åçàþùèé ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â øàð. Êðîìå òîãî, ýòî ïîëå ïðè-

âîäèò ê ïîÿâëåíèþ êâàäðóïîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ìîìåíòà

1

Qij =

∫
[3 (Pixj + Pjxi)− 2 (Pr) δij ] dV

ñ êîìïîíåíòàìè

Qzz = ik
V

10π

(
2c2α002 − a2α200 − b2α020

)
,

Qxy = ik
3V

20π

(
a2 + b2

)
α110.

(103.12)

Çäåñü, êàê è ïðè âû÷èñëåíèè QI
, óäåðæàíû ëèøü ÷ëåíû ïîðÿäêà k.

Ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå E(2s)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (102.10), êîòîðûå

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

j(2s) = σ
(
E
(2) −∇f (2)

)
, div j(2s) = 0 , j(2s)n = 0 ,

E
(2) = E

(2)
0 +

κ

4π
E(1p)

∫
dV ′

R
+

κ

4π

∫
E(1s)(r′)

dV ′

R
,

(103.13)

ãäå ìû ïðåíåáðåãëè ïîëÿðèçàöèîííûì òîêîì, èìåþùèì â ýòîì ïðèáëèæå-

íèè ïîðÿäîê k3. Óðàâíåíèÿ (103.13) ñóòü îáû÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèî-

íàðíûõ òîêîâ â ìàññèâíîì ïðîâîäíèêå, âîçáóæäàåìûõ çàäàííûì ñòîðîííèì

ïîëåì E(2)
. Çäåñü ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü äîâîëüíî ãðîìîçäêîå ðåøåíèå

ýòîé êðàåâîé çàäà÷è, à îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì ñîçäàâàåìîãî òîêàìè j(2s)

ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Åãî ìîæíî íàéòè, è íå çíàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ j(2s),
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé âçàèìíîñòè (ñì. Ïðèëîæåíèå Å) äëÿ ñòàöè-

îíàðíûõ òîêîâ ∫
Ej(2s) dV =

∫
E
(2)j dV , (103.14)

ãäå j � ïëîòíîñòü òîêà, âîçáóæäàåìîãî â òîì æå òåëå íåêîòîðûì ñòîðîííèì

ïîëåì E .

1

Ñì. �îðìóëó (F.11) Ïðèëîæåíèÿ F.
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Â êà÷åñòâå ýòîãî äðóãîãî ñòîðîííåãî ïîëÿ âîçüìåì E ñ êîìïîíåíòàìè

Ex = −y, Ey = x, Ez = 0 .

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (103.14) ïåðåéäåò â

∫ (
xj(2s)y −yj(2s)x

)
dV , ò. å. â âûðàæå-

íèå, îïðåäåëÿþùåå M
(2s)
z . Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàöèîíàð-

íîãî òîêà â ìàññèâíîì ïðîâîäíèêå çàâèñèò, î÷åâèäíî, íå îò ñàìîãî ñòîðîí-

íåãî ïîëÿ E, à îò rotE . Â íàøåì ñëó÷àå rotE = 2 z0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

j = σE, ãäå ïîëå E îïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìè (103.2), åñëè ïîëîæèòü â íèõ

hx = hy = 0, hz=2. Òàêèì îáðàçîì,

jx = −2σ a2

a2 + b2
y , jy = 2σ

b2

a2 + b2
x , jz = 0

è

M
(2s)
z =

κ

4π(a2 + b2)

∫ (
b2xE(2)y − a2yE(2)x

)
dV . (103.15)

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â âûðàæåíèè (103.13) äëÿ E
(2)

ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷-

íûìè �óíêöèÿìè êîîðäèíàò. Ïîýòîìó îíè íå äàþò âêëàäà â M
(2s)
z , è ïðè

âû÷èñëåíèè (103.15) âìåñòî E
(2)

ìîæíî ïèñàòü îäèí òðåòèé ÷ëåí

E
(2s) =

κ

4π

∫
E(1s)(r′)

dV ′

R
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ (103.2), âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå è óïðîùàÿ

ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ �îðìóë (3.7) è ñîîòíîøåíèÿ (2.9), îêîí-

÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

1

M
(2s)
z =

κ
2

70π

a4b4

(a2 + b2)2
(1−M001) V hz. (103.16)

Èòàê, ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, èìååì

Q = Q(0) + ikQ(1) , M = ikM(1) − k2M(2), (103.17)

ãäå

Q(0)
z =

V

4π

ez
M001

, Q(1)
z =

V

4πκ

ez
M2

001

, (103.18)

M
(1)
z =

κV

20π

a2b2

a2 + b2
hz, M

(2)
z = M

(2s)
z +M

(2τ)
z +M

(2p)
z ,

M
(2τ)
z = − τV

20π

a2b2

a2+ b2
hz, M

(2p)
z = − V

40πM110

a2− b2
a2+ b2

A110.

(103.19)

Çäåñü M
(2s)
z îáóñëîâëåí ñîëåíîèäàëüíûìè òîêàìè òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ

(�îðìóëà (103.16)), M
(2τ)
z � ïîëÿðèçàöèîííûìè òîêàìè (âòîðîé ÷ëåí â

(103.4)), à M
(2p)
z � ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì EII

. Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå äëÿ

1

Ñîäåðæàíèå ýòîé ãëàâû îñíîâûâàåòñÿ íà ðàáîòå [496℄ Ì.Ë. Ëåâèíà è àâòîðà. Ïðÿìîé

âûâîä �îðìóëû (103.16), ïîëó÷åííîé ïåðâîíà÷àëüíî â [488℄, âîñïðîèçâåäåí â � 92 (ñì.

�îðìóëó (92.9)).
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EII
åñòü ñëåäñòâèå (103.11) è (103.8). Íàêîíåö, êîìïîíåíòû òåíçîðà êâàä-

ðóïîëüíîãî ìîìåíòà (103.12)

←→
Q = ik

←→
Q

(1)
ìîæíî ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

(103.9) ïðåäñòàâèòü â âèäå

Q(1)
zz =

V

10π△
[
3c2A002−

〈
a2A200

〉
−
〈
a2b2

〉
(3M110A002−〈M011A200〉)

]
,

△ = 1−
〈(
a2 + b2

)
M110

〉
+
〈
a2b2

〉
〈M011M101〉 , (103.20)

Q(1)
xy =

3V

20 πM110
A110.

Èç �îðìóë (103.18) ñðàçó âèäíî, ÷òî ïàðàìåòðîì ðàçëîæåíèÿ ýëåêòðè-

÷åñêîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå k/κ = ω/(4πσ). Òàê êàê

k κ = 2/δ 2
(δ � òîëùèíà ñêèí-ñëîÿ), òî, ñîãëàñíî (103.16)�(103.19),

M

Q
∼ L2

δ 2
,

kM(2s)

M(1)
∼ L2

δ 2

è òàêîé æå ïîðÿäîê èìååò îòíîøåíèå ñîëåíîèäàëüíûõ ïîëåé (âèõðåâûõ

òîêîâ) òðåòüåãî è âòîðîãî ïðèáëèæåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (103.1) è

(103.2) ñëåäóåò, ÷òî óæå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè E(1s)/E(1p) ∼ κL, à ñî-

ãëàñíî (103.16) è (103.19) îòíîøåíèå ïåðâîãî ÷ëåíà M
(2s)

ê äâóì ïîñëåäó-

þùèì M
(2τ)

è M
(2p)

ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî (κL)2. Äëÿ ìåòàëëîâ

κ ∼ 108 ñì−1
, äëÿ ÷åëîâå÷åñêîãî òåëà [235℄ κ ≈ 2 ñì−1

. Ïîýòîìó îáû÷íî

κL ≫ 1, è âíóòðè ïðîâîäÿùåãî òåëà äîìèíèðóþùóþ ðîëü èãðàþò âèõðå-

âûå ïîëÿ, äëÿ êîòîðûõ ïàðàìåòð ìàëîñòè òåîðèè åñòü L2/δ2.
Â ðàáîòàõ [235,236℄ èññëåäîâàëîñü ïîãëîùåíèå ìîùíîãî ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî èçëó÷åíèÿ â áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòàõ, êîòîðûå ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíà-

ëèçå ìîäåëèðîâàëèñü ýëëèïñîèäîì. �àñ÷åò ïîãëîùåíèÿ ïðîâîäèëñÿ ïî �îð-

ìóëàì âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ, ÿâëÿþùèìñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (103.3). Äëÿ

êðóïíûõ îáúåêòîâ ïðèâåäåííûå â [235,236℄ òåîðåòè÷åñêèå äàííûå, ïî-âèäè-

ìîìó, íå èìåþò ñìûñëà, òàê êàê, ñêàæåì, äëÿ ÷åëîâåêà íà ÷àñòîòå 25 Ì�ö

ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ δ≈15 ñì è, ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüå ïðèáëèæåíèå îòíþäü

íå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì.

� 104. Ýëëèïñîèä

â ïîëå ïëîñêîé âîëíû

Ïóñòü òåïåðü âíåøíåå ïîëå åñòü ïëîñêàÿ âîëíà

E0 = e eikνr , H0 = h eikνr , (104.1)

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð, e= [h ν], h= [νe]. Äëÿ ýòîãî ïîëÿ E
(1)
0 =(νr)e è

èç (102.6) è (103.2) ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíòû êâàäðàòè÷íîé �îðìû (103.6)

èìåþò âèä

A200 = νxex , A110 =
a2νxey + b2νyex

a2 + b2
. (104.2)

Â ïîëå ïëîñêîé âîëíû íà òåëî äåéñòâóåò óñðåäíåííàÿ ïîíäåðîìîòîðíàÿ

ñèëà

F = w(S
s

+ S
abs

)ν −Π . (104.3)
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Çäåñü w = h2/(8π) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè âîëíû, S
s

è S
abs

� ý��åêòèâ-

íûå ïîïåðå÷íèêè ðàññåÿíèÿ è ïîãëîùåíèÿ, Π � ïîòîê èìïóëüñà, óíîñèìûé

ðàññåÿííûì ïîëåì. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññåèâàþùåå òåëî ìàëî [430, 489℄ (ñì.

Ïðèëîæåíèå G),

Π =
k4

3
Re [Q∗

M]+
k5

30
Im
(
Q∗←→Q

)
+ . . . . (104.4)

Äëÿ ïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà ïðè δ ≫ L èç (103.3) ñëåäóåò

S
abs

=
k2κV

h2

(
1

κ
2

〈
e2x
M2

100

〉
+

1

5

〈
b2c2

b2 + c2
h2x

〉)
. (104.5)

Òàê êàê ãëàâíûé ÷ëåí ðàññåÿííîãî ïîëÿ åñòü èçëó÷åíèå äèïîëÿ Q(0)
, òî,

ñîãëàñíî (103.18),

S
s

=
k4V 2

6πh2

〈
e2x
M2

100

〉
(104.6)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

S
s

S
abs

<
1

6π
k2κV =

2

3

V

λδ2
≪ 1 .

Ïîäñòàíîâêà (103.17), (103.20) â (104.4) äàåò

Π = −k
6

3

{
[Q(0)

M
(2)]− [Q(1)

M
(1)]+

1

10

(←→
Q

(1)
Q(0)

)}
. (104.7)

Åñëè κL . 1, òî â ýòîì âûðàæåíèè íàäî ó÷èòûâàòü âñå ÷ëåíû, ïðè κL≫ 1
ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí

Π ≈ −k
6

3
[Q(0)

M
(2)] . (104.8)

Â íàøåì ñëó÷àå âåëè÷èíà Π ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â

�îðìóëå (104.3): èõ îòíîøåíèå èìååò ïîðÿäîê k3V (L/δ)2. Îäíàêî èìåííî
Π ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ áîêîâîé ñèëû, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ýòà áîêîâàÿ ñèëà F
lat

èñ÷åçàåò ëèøü ïðè ñîâïà-

äåíèè íàïðàâëåíèÿ ν ñ îäíîé èç îñåé ýëëèïñîèäà.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì èäåàëüíî ïðîâîäÿùèé ýëëèïñîèä ñ òåìè æå

ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïàäàþùàÿ âîë-

íà íàâîäèò â íåì

1

òîò æå ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò Q(0)
è ìàãíèòíûé ìîìåíò

M
(0)
:

M
(0)
z = − V

4π

hz
1−M001

. (104.9)

Â ýòîì ñëó÷àå S
abs

= 0,

S
s

=
k4V 2

6πh2

(〈
e2x
M2

100

〉
+

〈
h2x

(1−M001)2

〉)
,

Π =
k4

3
[Q(0)

M
(0)],

1

Ñì., íàïðèìåð, (98.22) ïðè νε=0, νµ=−1.
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òàê ÷òî îáà ÷ëåíà â (104.3) èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê, è Π âíîñèò ñóùå-

ñòâåííûé âêëàä è â ëîáîâóþ (frn) ñèëó. Îòìå÷àÿ îòíîñÿùèåñÿ ê èäåàëüíî

ïðîâîäÿùåìó ýëëèïñîèäó âåëè÷èíû çíà÷êîì ∼, áóäåì, î÷åâèäíî, èìåòü

F
frn

≫ F̃
frn

∼ F̃
lat

≫ F
lat

.

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå îáùåãî õàðàêòåðà. Â òåîðèè ðàñ-

ñåÿíèÿ íà ìàëûõ òåëàõ ïîñëåäíèå îáû÷íî îïèñûâàþòñÿ òåíçîðàìè ýëåê-

òðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïîëÿðèçóåìîñòè, îïðåäåëÿåìûìè èç ðåøåíèÿ êâà-

çèñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ î òåëå â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå. Ïðè δ ≫ L äëÿ

ïðîâîäÿùåãî ýëëèïñîèäà ýòè òåíçîðû, ñîãëàñíî (103.16)�(103.19), èìåþò âèä

αez =
V

4πM001

(
1 +

i

M001

k

κ

)
,

αmz = − V

10π

a2b2

δ 2(a2 + b2)

[
4a2b2

7δ 2(a2 + b2)
(1−M001)−τ

k

κ

− i
]
. (104.10)

Îäíàêî ïðè òàêîì îïèñàíèè âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü

←→α m
íå âêëþ÷àåò ìàã-

íèòíîãî ìîìåíòà M
(2p)

. Òàê êàê e = [hν], òî âûðàæåíèå (104.2) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â �îðìå

A110 =

(
a2

a2 + b2
− ν2y

)
hz + νyνzhy

è, ñëåäîâàòåëüíî, M
(2p)

çàâèñèò íå òîëüêî îò âåêòîðà h, íî è îò íàïðàâ-

ëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ò. å. èìååò ìåñòî ý��åêò ïðîñòðàíñòâåííîé

äèñïåðñèè, êîòîðûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè κL ≫ 1. Êàê óæå îòìå÷àëîñü,
äëÿ øàðà âñåãäà M

(2p) = 0.
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Ýëëèïñîèä â óçëå

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

� 105. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðèáëèæåííàÿ òåîðèÿ äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ìàëûõ òå-

ëàõ èëè íà ìàëûõ îòâåðñòèÿõ â ìåòàëëè÷åñêèõ ýêðàíàõ îïèðàåòñÿ, êàê èç-

âåñòíî, íà ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ î òåëå èëè äîïîë-

íèòåëüíîé ïëàñòèíå èñ÷åçàþùåé òîëùèíû â îäíîðîäíûõ âíåøíèõ ïîëÿõ.

Èç ýòèõ ðåøåíèé íàõîäÿòñÿ èíäóöèðóåìûå â ðàññåèâàòåëå ýëåêòðè÷åñêèé

è ìàãíèòíûé äèïîëüíûå ìîìåíòû, ÿâëÿþùèåñÿ èñòî÷íèêàìè âòîðè÷íîãî

äè�ðàêöèîííîãî ïîëÿ â ðýëååâñêîì ïðèáëèæåíèè.

Â ñëó÷àå ïîëåé âîëíîâîäíîãî òèïà òàêîé ïðîñòîé ïîäõîä ñòàíîâèòñÿ

íåïðèìåíèìûì, åñëè ðàññåèâàþùèé îáúåêò ðàñïîëîæåí â ¾óçëîâîé¿ îáëà-

ñòè ïåðâè÷íîãî ïîëÿ, ãäå äàæå â ìàëîì îáúåìå, çàíèìàåìîì òåëîì, âíåø-

íåå ïîëå ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíî. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ òðåáóåòñÿ, î÷åâèäíî,

çíàòü ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ î òåëå

(èëè ïëàñòèíå) âî âíåøíåì ïîëå ñ êâàäðàòè÷íûì, êóáè÷åñêèì è ò. ä. ïîòåí-

öèàëîì.

Äëÿ îäíîðîäíûõ òåë ýëëèïñîèäàëüíîé �îðìû àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

ýòèõ êëþ÷åâûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ äàíî â ðàçä. 64.1, 64.2, â êîòîðûõ íàé-

äåíû è ïîëå âíóòðè òåëà, è îáóñëîâëåííûå ïîëÿðèçàöèåé ìóëüòèïîëüíûå

ìîìåíòû. Îäíàêî â òèïè÷íûõ âîëíîâîäíûõ ïðîáëåìàõ óäîáíåå ðàáîòàòü

íåïîñðåäñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïîëÿðèçàöèåé P è íàìàãíè÷åíèåì I,

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå òîêè j e = −iωP, jm = −iωI, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ èñòî÷íèêàìè âòîðè÷íîãî äè�ðàêöèîííîãî ïîëÿ. Ýòî ïîëå ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóïåðïîçèöèè íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âîëí

òðóáû, àìïëèòóäû êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíû (ñì., íàïðèìåð, [428℄) èíòå-

ãðàëàì âîçáóæäåíèÿ ∫ (
Ẽj e − H̃jm

)
dV ,

ãäå Ẽ, H̃� ïîëå íîðìèðîâàííîé ñîáñòâåííîé âîëíû äàííîãî òèïà, íî âñòðå÷-

íîãî íàïðàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íîðìèðîâêå âñåõ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ

ñîáñòâåííûõ âîëí (ò. å. âîëí, ó êîòîðûõ ÷àñòîòà îòñå÷êè ìåíüøå ðàáî÷åé)

íà åäèíè÷íûé ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ñå÷åíèå òðóáû �îðìóëû äëÿ àìïëèòóä

419
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âîëí âòîðè÷íîãî ïîëÿ ïðèíèìàþò âèä

Q = − iω
4

∫ (
ẼP− H̃I

)
dV = − iω

4
(E −M) . (105.1)

Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ P è I ñàìè ïîðîæäåíû íîðìèðîâàííîé åäèíè÷íîé

âîëíîé, òî âåëè÷èíû |Q|2 áóäóò, î÷åâèäíî, ïðîñòî ýíåðãåòè÷åñêèìè êîý�-

�èöèåíòàìè òðàíñ�îðìàöèè ïàäàþùåé âîëíû â âîëíû ðàçíûõ òèïîâ. Ñþäà

îòíîñÿòñÿ, êîíå÷íî, è îáû÷íûå êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ.

Ôîðìóëà (105.1) ÿâëÿåòñÿ îáùåé è ñïðàâåäëèâà äëÿ òåë ëþáîé �îðìû

è ëþáûõ ðàçìåðîâ. Çàéìåìñÿ òåïåðü åå êîíêðåòèçàöèåé ïðèìåíèòåëüíî ê

ìàëîìó ýëëèïñîèäó, ðàñïîëîæåííîìó â óçëîâîé îáëàñòè âíåøíåãî ïîëÿ, ãäå

îíî èìååò êâàçèñòàòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

� 106. Ýëëèïñîèä â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïîëå

Â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïîëÿðèçàöèÿ P è íàìàãíè÷åíèå I

íàõîäÿòñÿ íåçàâèñèìî è îäíîòèïíî. Ïîýòîìó äàëüøå ìû áóäåì âûïèñûâàòü

òîëüêî ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå

ìàãíèòíûå �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòîé çàìåíîé E→ H, P→ I, ε→ µ.
Ïóñòü, êàê îáû÷íî, öåíòð äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà ñ ïîëóîñÿìè a,

b, c ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, îðèåíòèðîâàííîé

ïî îñÿì íàøåãî ýëëèïñîèäà. Ïðîñòåéøåå óçëîâîå ïîëå E0 =−∇Φ0 îïèñû-

âàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèàëîì âèäà (64.19). Êàê ïîêàçàíî â ðàçä. 64.2,

ýòî ïîëå íàâîäèò â ýëëèïñîèäå ïîëÿðèçàöèþ P = − 1

4π
∇Π, ãäå

Π(x, y, z) =
1

2

〈
α200 x

2
〉
+ 〈α011 yz〉 . (106.1)

Ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå α200, α011 ñ A200, A011 , äàíû â ðàçä. 64.2 (ñì.

(64.21), (64.23)). Çäåñü ìû íå ïðèâîäèì èõ, òàê êàê äàëüøå íàñ áóäåò èíòå-

ðåñîâàòü ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ïëîñêîãî äèñêà.

Åñëè ïîëå ¾âñòðå÷íîé¿ âîëíû Ẽ îïèñûâàåòñÿ â îáëàñòè ýëëèïñîèäà ïî-

òåíöèàëîì

Φ̃ =
1

2

〈
Ã200 x

2
〉
+
〈
Ã011 yz

〉
,

òî, êàê ëåãêî âèäåòü,

E =

∫
ẼP dV =

abc

15

〈(
Ã200 α200 + Ã110 α110 + Ã101 α101

)
a2
〉
. (106.2)

Ïðè âûðîæäåíèè ýëëèïñîèäà â ýëëèïòè÷åñêèé äèñê (c → 0) èíòåãðàë

(106.2), âîîáùå ãîâîðÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ îáúåìîì òåëà. Èñêëþ÷å-

íèå ñîñòàâëÿþò äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: ε = ∞ è ε = 0. Ïåðâîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ìåòàëëè÷åñêèé äèñê â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, âòîðîìó (ïîñëå ïåðåõîäà

îò ýëåêòðè÷åñêîé çàäà÷è ê ìàãíèòíîé) � ñâåðõïðîâîäÿùèé äèñê â ìàãíèò-

íîì ïîëå.

Èç îáùèõ �îðìóë (64.21), (64.23) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ε = 0 ïðè

c → 0 îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè ëèøü âåëè÷èíû cα011 è cα101. Òîãäà âûðà-

æåíèå (106.2) ïåðåõîäèò â

E0 =
ab

15

(
Ã011 α

0
011b

2 + Ã101 α
0
101a

2
)
, (106.3)
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ãäå çäåñü è äàëüøå α = lim
c→0

cα, à âåðõíèé èíäåêñ óêàçûâàåò, ÷òî �îðìóëà

îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ ε = 0. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä c→ 0 â óðàâíåíèÿõ (64.21)

äàåò ïðè ε = 0

α 0
011 = − A011

V − b2N11
, α 0

101 = − A101

V − a2N11
, (106.4)

ãäå V = 1
2

[
3(N10 +N01) + (a2 + b2)N11

]
, à Nlm � ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà. Îáîçíà÷àÿ

√
ab = ̺ è ââîäÿ áåçðàçìåðíûå �óíêöèè

v(a, b) = ̺V, n(a, b) = ̺3N11, (106.5)

ïåðåïèøåì (106.4) â âèäå

α 0
011 = −̺ A011

v − (b/a)n
, α 0

101 = −̺ A101

v − (a/b)n
. (106.6)

Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ε = ∞ ïðè c → 0 îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè

cα200, cα020, cα002 è cα110, òàê ÷òî (106.2) ïåðåõîäèò â

E∞ =
ab

15

[
Ã200 α

∞
200a

2 + Ã020 α
∞
020b

2 + Ã110 α
∞
110

(
a2 + b2

)]
, (106.7)

ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå

α∞
200 = ̺

[
fA200 −

b

a
g (2A200 +A020)

]
,

α∞
020 = ̺

[
fA020 −

a

b
g (2A020 +A200)

]
,

α∞
110 =

̺3

a2 + b2
A110

n
, (106.8)

ãäå

f(a, b) =
v

3u
, g(a, b) =

n

3u
, (106.9)

à u(a, b) = ̺2 (3N10N01 −N00N11). Âñå �óíêöèè (106.5) è (106.9) íå ìåíÿ-

þòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå a↔ b. Äëÿ êðóãëîãî äèñêà (b = a)

n =
3π

16
, v =

15π

16
, f =

10

3π
, g =

2

3π
, (106.10)

à ïðè b≪ a â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

n =

√
b

a
, v = 2

√
a

b
, f =

1

3Λ

(a
b

)3/2
, g =

1

6Λ

√
a

b
, (106.11)

ãäå Λ = ln 4a
b − 3

2 .

Óçëîâîìó ïîëþ E0 ñ êóáè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì îáùåãî âèäà (64.31) îò-

âå÷àåò ïîëÿðèçàöèîííûé ïîòåíöèàë

Π =

〈
−1

3
(α120 + α102)x

3 + α120xy
2 + α102xz

2

〉
+ α111xyz + 〈α100x〉 ,

(106.12)
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ëèíåéíîå âûðàæåíèå êîý��èöèåíòîâ êîòîðîãî ÷åðåç êîý��èöèåíòû ïîòåí-

öèàëà (64.31) äàåòñÿ �îðìóëàìè (64.33), (64.35) è (64.39)

1

. Ïðè âûðîæäåíèè

ýëëèïñîèäà â äèñê (c→ 0) â ñëó÷àå ε =∞ îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè âåëè÷èíû

α120, α102, α100 è α012, α210, α010, à â ñëó÷àå ε = 0 îñòàþòñÿ α201, α021,

α001 è α111.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü îáùèõ âûðàæåíèé äëÿ èíòåãðàëîâ âîç-

áóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûõ (106.2) èëè (106.3) è (106.7), òàê êàê à ðàññìàòðè-

âàåìûõ äàëåå âîëíîâîäíûõ çàäà÷àõ íàì âñòðåòÿòñÿ ëèøü ÷àñòíûå �îðìû

êóáè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. Èìåííî, â ñëó÷àå ε =∞:

Φ120 = −A120

(
x3

3
− xy2

)
, Φ102 = −A102

(
x3

3
− xz2

)
, (106.13)

à â ñëó÷àå ε = 0:

Φ201 = −A201

(
z3

3
− zx2

)
. (106.14)

Ïóñòü âñòðå÷íàÿ âîëíà èìååò òó æå ñòðóêòóðó ïîòåíöèàëà, ÷òî è ïåðâè÷íîå

ïîëå. Òîãäà â ïðåäåëå ïðè c → 0 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ âîçáóæäåíèÿ êðóãëîãî äèñêà (b = a):

E∞120 =
256

225

a7

7π
Ã120A120 , E∞102 =

116

225

a7

7π
Ã102A102 ,

E0201 =− 22

75

a7

7π
Ã201A201,

(106.15)

ãäå èíäåêñû ó E ñîîòâåòñòâóþò ìàðêèðîâêå ïîòåíöèàëîâ (106.13), (106.14).

Â ñëó÷àå óçëîâîãî ïîëÿ E0 ñ êóáè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì èíäóöèðîâàííàÿ

ïîëÿðèçàöèÿ P áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, âîçáóæäàòü â òðóáå è ¾íåóçëîâûå¿

âîëíû, ó êîòîðûõ ïîëå â îáëàñòè, çàíÿòîé òåëîì, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

îäíîðîäíî. Èíòåãðàëû âîçáóæäåíèÿ äëÿ ýòèõ âîëí ïðîùå âñåãî íàõîäèòü

ñ ïîìîùüþ ñòàòè÷åñêèõ òåîðåì âçàèìíîñòè, èç êîòîðûõ ñëåäóåò ñîîòíîøå-

íèå

2

: ∫
ẼP dV =

∫
E0P̃ dV , (106.16)

ãäå P̃ � ïîëÿðèçàöèÿ, íàâåäåííàÿ ïîëåì Ẽ. Ïîýòîìó äëÿ òðåõîñíîãî ýë-

ëèïñîèäà ñ ó÷åòîì (64.40) è (64.41) áóäåì èìåòü

E = −abc
15

(ε− 1)

〈
Ã100

[(
a2 − b2

)
A120 +

(
a2 − c2

)
A102

]

1 + (ε− 1)M100

〉
. (106.17)

Äëÿ øàðà âñåãäà E=0, äëÿ êðóãëîãî äèñêà ñ ε=∞ è ñ ε=0

E∞=− 4a5

15 π

(
Ã100A102+Ã010A012

)
, E0=− 2a5

15 π
Ã001 (A201+A021) .

(106.18)

1

Ñì. òàêæå �îðìóëó (E.6) Ïðèëîæåíèÿ E.

2

Ñì. �îðìóëó (E.3) Ïðèëîæåíèÿ Å.
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� 107. �àññåÿíèå íà ìåòàëëè÷åñêîì äèñêå

Ïóñòü íà îñè ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà ðàñïîëîæåí ìàëûé èäåàëüíî

ïðîâîäÿùèé ýëëèïòè÷åñêèé äèñê. Ñèñòåìà êîîðäèíàò x, y, z ñâÿçàíà, êàê
è ðàíüøå, ñ äèñêîì, êîîðäèíàòû æå (äåêàðòîâû) ξ, η, ζ � ñ âîëíîâîäîì.

Äëÿ ïàäàþùåé H11-âîëíû ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

Hζ ∼ sin pξ sin qη exp[i(ωt− hζ)]

áóäåò â îêðåñòíîñòè îñè ìàëîé âåëè÷èíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðîé ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü. Ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò

îïèñûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ïîòåíöèàëàìè

Φe0 =
k

2h
C p q

(
ξ2 − η2

)
, Φm0 = C p q ξ η , (107.1)

ãäå äëÿ íîðìèðîâàííîé íà åäèíè÷íûé ïîòîê ýíåðãèè âîëíû

C 2 =
32 p q

πωκ2
h , κ

2 = p2 + q2 . (107.2)

Åñëè äèñê ëåæèò â ïëîñêîñòè η, ζ (ξ = z, η = x, ζ = y), òî â îáùåé �îð-
ìóëå (64.19) Ae002 =−Ae200 = k

h Cp q, A
m
101 =Cp q, à âñå îñòàëüíûå êîý��è-

öèåíòû ðàâíû íóëþ. Ïðè íàõîæäåíèè êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ âñòðå÷íàÿ

âîëíà ñîâïàäàåò ñ ïàäàþùåé. Òîãäà, ñîãëàñíî (106.7) è (106.3),

E∞ =
a3b

15
Ae200 α

∞
200 , M0 =

a3b

15
Am101 α

0
101.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â îáùóþ �îðìóëó (105.1) è èñïîëüçóÿ ñîîòíî-

øåíèÿ (106.8), (106.4) è (107.2), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì äëÿ êîý��èöèåíòà

îòðàæåíèÿ

Q = − 8i

15π

a2̺3

κ
2
hp3q3

[
k2

h2

(
f − 2

b

a
g

)
+
(
v − a

b
n
)−1

]
. (107.3)

Åñëè áû ìû èñêàëè íå êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ, à êîý��èöèåíò ðàññåÿíèÿ

âïåðåä, òî ó îäíîãî èç ïîòåíöèàëîâ (107.1) ñëåäîâàëî áû èçìåíèòü çíàê.

Òîãäà è ÷ëåíû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (107.3) áóäóò èìåòü ðàçíûå çíàêè.

Äëÿ äèñêà, ëåæàùåãî â ξη-ïëîñêîñòè (ξ = x, η = y, ζ = z), âîçáóæ-
äåíèå îáóñëîâëåíî, î÷åâèäíî, ëèøü ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì âîëíû. Äëÿ íåãî

Ae200 = −Ae020 = k
h Cp q è

Q = − 8i

15π
̺5
k2p3q3

hκ2

[(
a

b
+
b

a

)
f − 2g

]
, (107.4)

ïðè÷åì òåïåðü Q õàðàêòåðèçóåò ïîëå, ðàññåÿííîå êàê íàçàä, òàê è âïåðåä.

Â ñëó÷àå ïàäàþùåé íîðìèðîâàííîé E11-âîëíû ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â

îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò åñòü ñóììà îäíîðîäíîãî ïðîäîëüíîãî ïîëÿ

Ẽζ = −i κ
2

h C è ïîëÿ, îïèñûâàåìîãî êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèàëîì

Φe0 =
1

2
C
(
p2ξ2 + q2η2 − κ

2ζ2
)
.
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Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî òåëà âòîðè÷íîå ïîëå ñîçäàåòñÿ â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè äèïîëüíûì ìîìåíòîì, íàâåäåííûì îäíîðîäíûì ïîëåì (ðýëå-

åâñêîå ïðèáëèæåíèå). Íî â ñëó÷àå ìåòàëëè÷åñêîãî äèñêà â ξη-ïëîñêîñòè
ýòîò äèïîëüíûé ìîìåíò îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè c → 0, è ðàññåÿíèå èìååò

êâàäðóïîëüíóþ ïðèðîäó. Òîãäà Ae200 = p2C, Ae020 = q2C, Ae002 = −κ2C, è
êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí

Q = − 8i

15π
̺5
hpq

κ
2

[(
a

b
p4 +

b

a
q4
)
f − 2

(
κ
4 − p2q2

)
g

]
. (107.5)

Ïðè ýòîì âîçáóæäàåòñÿ è H11-âîëíà. Ñîîòâåòñòâóþùèé êîý��èöèåíò òðàíñ-

�îðìàöèè (âïåðåä èëè íàçàä) åñòü

QEH = − 8i

15π
̺5
hp2q2

κ
2

[(
a

b
p2 − b

a
q2
)
f −

(
p2 − q2

)
g

]
. (107.6)

Â êðóãëîé òðóáå, ãäå èñïîëüçóþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, ϕ, ζ
( ξ = r cosϕ, η = r sinϕ), ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áåññåëåâû�óíêöèè Jn(κr)
è èõ ïðîèçâîäíûå. Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé E0-âîëíû ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò åñòü ñóììà ïðîäîëüíîãî îäíîðîäíîãî ïîëÿ è ïîëÿ

ñ êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèàëîì

Φe0 =
1

2
C0

(
ξ2 + η2 − 2ζ2

)
,

ïðè÷åì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

C2
0 =

2h

ωR4

ν2

[J ′
0(ν)]

2 .

Çäåñü R � ðàäèóñ òðóáû, ν = κR � ñîîòâåòñòâóþùèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

J0(ν) = 0. Ïîýòîìó äëÿ äèñêà â ξη-ïëîñêîñòè êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ ðà-
âåí

Q = − iω
60
C 2

0 ̺
5

[(
a

b
+

b

a

)
f − 6g

]
. (107.7)

�àññåÿíèå E1- è H1-âîëí îïèñûâàåòñÿ äèïîëüíûìè �îðìóëàìè (ðý-

ëååâñêîå ïðèáëèæåíèå), à äëÿ E2-âîëíû (Eζ ∼ cos 2ϕ) è H2-âîëíû

(Hζ ∼ sin 2ϕ) ñîîòâåòñòâåííî èìååì

ΦeE =
1

2
C2

(
ξ2 − η2

)
, ΦmE =

k

h
C2ξη ,

ΦeH =
1

2

k

h
C̆2

(
ξ2 − η2

)
, ΦmH = C̆2ξη ,

ãäå

C 2
2 =

h

ωR4

ν2

[J ′
2(ν)]

2 , C̆ 2
2 =

h

ωR4

ν̃4

(ν̃2 − 4)J2
2 (ν̃)

.

Çäåñü ν è ν̃ � êîðíè óðàâíåíèé J2(ν) = 0 è J ′
2(ν̃) = 0.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè âûðàæåíèÿìè, ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü âñå êîý��èöè-

åíòû òðàíñ�îðìàöèè äëÿ ëþáîé îðèåíòàöèè äèñêà. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü

çäåñü �îðìóë äëÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äëÿ ðàññåÿíèÿ

âïåðåä íåêîòîðûå èç íèõ îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ
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ðàáî÷åé ÷àñòîòû. Ýòîò ý��åêò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ÷àñòè÷íîé êîìïåíñàöèè

âòîðè÷íîãî ïîëÿ â íàïðàâëåíèè âïåðåä ïðè ðýëååâñêîì ðàññåÿíèè íà ïðî-

âîäÿùåì òåëå â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.

Êðóãëàÿ òðóáà èíòåðåñíà òåì, ÷òî â íåé ìîæíî ñîçäàâàòü ¾óçëîâûå¿ ïî-

ëÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Òàê, E3-âîëíå ñ Eζ ∼ sin 3ϕ è H3-âîëíå ñ Hζ ∼ cos 3ϕ
ñîîòâåòñòâóþò ïîòåíöèàëû

ΦeE = C3

(η
3
− ηξ2

)
, ΦmE =

k

h
C3

(
ξ3

3
− ξη2

)
,

ΦeH =
k

h
C̆3

(
η3

3
− ηξ2

)
, ΦmH = C̆3

(
ξ3

3
− ξη2

)
,

ãäå

C 2
3 =

h

16ωR 6

ν4

[J ′
3(ν)]

2 , C̆ 2
3 =

h

16ωR 6

ν̃6

(ν̃2 − 9)J2
3 (ν̃)

.

Ýòè �îðìóëû âìåñòå ñ âûðàæåíèÿìè (106.15), (106.17) è àíàëîãè÷íûìè èì

ïîçâîëÿþò íàéòè àìïëèòóäû âñåõ âòîðè÷íûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñ-

ñåÿíèè E3- è H3-âîëí íà äèñêå. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êðóãëîãî äèñêà â ηζ-
ïëîñêîñòè, êîý��èöèåíò îòðàæåíèÿ E3-âîëíû ðàâåí

Q(E3, E3) = −
iω

450

a7

7π
C 2

3

(
58 + 33

k2

h2

)
. (107.8)

Ôîðìóëà äëÿ êîý��èöèåíòà ðàññåÿíèÿ òîé æå âîëíû âïåðåä îòëè÷àåòñÿ îò

íàïèñàííîé ïåðåìåíîé çíàêà âíóòðè ñêîáîê. Ïîýòîìó ïðè h2 = 33
58 k

2
ýòîò

êîý��èöèåíò îáðàùàåòñÿ â íóëü. Íî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îñíîâíîå

ðàññåÿíèå ñâÿçàíî, î÷åâèäíî, ñî âòîðè÷íûìè E1- è H1-âîëíàìè, ó êîòîðûõ

ïîëÿ êâàçèîäíîðîäíû â îáëàñòè äèñêà è ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû

ïðîïîðöèîíàëüíû íå a7, à a5. Òîëüêî â âûðîæäåííîì ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå

êðóãëîãî äèñêà â ξη-ïëîñêîñòè íå ïðîèñõîäèò âîçáóæäåíèÿ E1- è H1-âîëí.
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Åñëè ðåãóëÿðíûé âîëíîâîä ïåðåãîðîæåí èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïîïåðå÷-

íîé ïëåíêîé, â êîòîðîé ïðîðåçàíî îòâåðñòèå, òî îòûñêàíèå äè�ðàêöèîííîãî

ïîëÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è î ðàññåÿíèè íà òîíêîé

ïëàñòèíå ñ ε=0 è µ=∞, ðàñïîëîæåííîé íà ìåñòå ïåðâîíà÷àëüíîãî îòâåð-

ñòèÿ (ñð. [509℄). Ïóñòü

E = E
in

+E′, H = H
in

+H′

åñòü ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïëàñòèíû. Òîãäà â äè�ðàêöèîííîé çàäà÷å äëÿ

îòâåðñòèÿ ïîëå çà ïåðåãîðîäêîé ðàâíî

E+ = −E′, H+ = −H′,

à ïîëå ïåðåä ïåðåãîðîäêîé åñòü

E− = E
in

+E
ref

+E′, H− = H
in

+H
ref

+H′,

ãäå E
ref

, H
ref

� ïîëå, îòðàæåííîå ñïëîøíîé ïåðåãîðîäêîé.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàëîå ýëëèïòè÷åñêîå îòâåðñòèå â öåíòðå

ïåðåãîðîäêè â êðóãëîé òðóáå. E0-, E1-, H1-âîëíàì ñîîòâåòñòâóåò, êàê ëåã-

êî âèäåòü, äèïîëüíîå (ðýëååâñêîå) âîçáóæäåíèå, ðàññìîòðåííîå â [509℄. Äëÿ

âñåõ äðóãèõ òèïîâ âîëí ïîëå, âîçáóæäàþùåå îòâåðñòèå, îïèñûâàåòñÿ ïîòåí-

öèàëàìè âòîðîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ, è ðåøåíèå èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è

ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò èçëîæåíèå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ñ çàìåíîé ξ↔µ
è E↔H. Òàê, äëÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ñèììåòðè÷íîé H0-âîëíû

÷åðåç ýëëèïòè÷åñêîå îòâåðñòèå ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå

Q = − iω
60
C̆ 2

0 ̺
5

[(
a

b
+

b

a

)
f − 6g

]
, (108.1)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò �îðìóëû (107.7) äëÿ êîý��èöèåíòà îòðàæåíèÿ

E0-âîëíû îò ìåòàëëè÷åñêîãî äèñêà ëèøü çíà÷åíèåì êîíñòàíòû C̆ 2
0 :

C̆ 2
0 =

2h

ωR 4

ν̃2

J 2
0 (ν̃)

, J ′
0(ν̃) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì,

Q = − i

30

ν̃3

J 2
0 (ν̃)

h

κ

( ̺
R

)5 [(a
b
+

b

a

)
f − 6g

]
. (108.2)

Ïðè b = a, â ñîîòâåòñòâèè ñ (106.10), âûðàæåíèå (108.2) ïåðåõîäèò â ðå-

çóëüòàò ðàáîòû [429℄, ãäå ïîñëåäíèé ïîëó÷åí ìåòîäîì, ñóùåñòâåííî îïèðà-

þùèìñÿ íà ïîëíóþ êðóãîâóþ ñèììåòðèþ çàäà÷è. Ïðè b ≪ a èç (108.2)

ñëåäóåò, ÷òî óçêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ùåëü äëèíû 2a ýêâèâàëåíòíà êðóãëîìó

îòâåðñòèþ ðàäèóñà a′, åñëè

( a
a′

)5
=

8

π

(
ln

4a

b
− 3

2

)
.

Òàê íàïðèìåð, ïðè a=25 b áóäåò a≈ 1, 5a′, òàê ÷òî ïåðèìåòðû îòâåðñòèé

ïî÷òè ñîâïàäàþò, íî ïëîùàäü ýëëèïòè÷åñêîé ùåëè ñîñòàâëÿåò âñåãî 9% îò

ïëîùàäè ýêâèâàëåíòíîãî êðóãà.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñàìà çàäà÷à î âîçáóæäåíèè ìàëîãî îòâåð-

ñòèÿ íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðà�à

ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà îòâåðñòèå ñâÿçûâàåò óçëîâûå ïîëÿ äâóõ

âîëíîâîäîâ ðàçíîãî ñå÷åíèÿ èëè ðåçîíàòîðà è âîëíîâîäà.

Äàííàÿ ãëàâà íàïèñàíà íà îñíîâå ðàáîòû [495℄, âûïîëíåííîé àâòîðîì

ñîâìåñòíî ñ Ì.Ë. Ëåâèíûì.
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Ïðè âçàèìîäåéñòâèè âûñîêî÷àñòîòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ìà-

ëûì ïëàçìåííûì ñãóñòêîì îñîáóþ ðîëü èãðàþò ðåçîíàíñíûå ý��åêòû, ïðî-

ÿâëÿþùèåñÿ òåì ñèëüíåå, ÷åì ìåíüøå ðàçìåðû ñãóñòêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëè-

íîþ âîëíû âíåøíåãî ïîëÿ. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòèõ ý��åêòîâ

1

íåîáõîäèìî

ïðåæäå âñåãî èññëåäîâàòü ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñãóñòêà, ò. å. íàéòè èõ ÷à-

ñòîòû, äåêðåìåíòû çàòóõàíèÿ è ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû. Òàêàÿ çàäà÷à

ïîêà ñòðîãî ðåøåíà ëèøü äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè îäíîðîäíîãî ïëàçìåííî-

ãî øàðà [443℄. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå ìàëûõ ñãóñòêîâ õîðîøî ðàáî-

òàåò ïðèáëèæåííàÿ êâàçèñòàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ [420,422℄, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé

â [422℄ áûëè ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ âåùåñòâåííûõ ñîá-

ñòâåííûõ ÷àñòîò ïëàçìåííîãî ñ�åðîèäà. Â ñ�åðîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (è

�óíêöèÿõ) âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìóëüòèïîëüíûõ êîëåáàíèé

ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà íàéäåíû â [488℄

2

.

Ìîäåëü ñ�åðîèäà, à òåì áîëåå øàðà, èç-çà ïðèñóùåé åé ñèììåòðèè (ãåî-

ìåòðè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ) ìîæåò ñêðàäûâàòü, îäíàêî, íåêîòîðûå îñîáåí-

íîñòè, õàðàêòåðíûå äëÿ ñãóñòêîâ ïðîèçâîëüíîé �îðìû. Äîñòàòî÷íî åìêèì

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì òàêèõ ñãóñòêîâ ÿâëÿåòñÿ òðåõîñíûé ýëëèïñîèä ñ

ïðîèçâîëüíûì îòíîøåíèåì îñåé. Òåîðèÿ ðåçîíàíñíûõ ý��åêòîâ â îäíîðîä-

íîì èçîòðîïíîì ïëàçìåííîì ýëëèïñîèäå è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå äàííîé

ãëàâû.

Çäåñü ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáùèì ìåòîäîì ðàññìîòðå-

íèÿ êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïëàçìåííûõ ñãóñòêîâ ïðîèçâîëüíîé �îð-

ìû. Ïóñòü P(r, t) � ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿðèçàöèè âíóòðè ñãóñòêà, v(r, t)
� ïîëå ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ ïëàçìû, êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü îäíîðîä-

íîé, èçîòðîïíîé è õîëîäíîé (íåò ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè). Òîãäà, î÷å-

âèäíî, Ṗ = nev, ãäå n � êîíöåíòðàöèÿ, e � çàðÿä ýëåêòðîíà. Ïîëÿðè-

1

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëîâ ýòîé ãëàâû îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàáîò [498℄ è îò÷àñòè

[520℄.

2

Ñì. òàêæå [489℄.

427
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çàöèÿ P ñîçäàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå EP , êîòîðîå â ðàìêàõ êâàçèñòàòè÷å-
ñêîé òåîðèè åñòü ïðîñòî êóëîíîâî ïîëå îáúåìíûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ çàðÿäîâ

ρ=− divP è ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ σ=Pn, ãäå n �âíåøíÿÿ íîðìàëü ê

ïîâåðõíîñòè ñãóñòêà.

Åñëè êðîìå ñîáñòâåííîãî ïîëÿ ñãóñòêà EP åñòü åùå ïîëå âíåøíèõ èñ-

òî÷íèêîâ E
ext

(r, t), òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

P̈+ ν
ef f

Ṗ =
ω2
0

4π
(EP +E

ext

), (109.1)

ãäå ω0 = (4πne2/m)1/2 � ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà, ν
ef f

� ý��åêòèâíàÿ ÷à-

ñòîòà ñîóäàðåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ν
ef f

= 0 è E
ext

= 0 óðàâíåíèå (109.1)

ïåðåõîäèò â êâàçèñòàòè÷åñêîå óðàâíåíèå

(
ω2
0/4π

)
EP = −ω̄2P,

îïðåäåëÿþùåå è âåùåñòâåííûå ÷àñòîòû ω̄, è ðàñïðåäåëåíèÿ P(r) ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé. Äëÿ íèõ âåêòîðû v è EP ñäâèíóòû ïî �àçå íà π/2, è äèíà-
ìèêà ñîáñòâåííûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñîñòîèò â ïåðåêà÷êå ýíåðãèè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ UE = U0
E cos2(ω̄t+ψ) â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèö

K(t) = K0 sin2(ω̄t+ ψ) è îáðàòíî. Çäåñü

U0
E = Ui + Ue =

1

8π

∫

Vi

|EP |2 dV +
1

8π

∫

Ve

|EP |2 dV,

K0 =
nm

2

∫

Vi

|v|2 dV =
1

8π

ω2
0

ω̄2

∫

Vi

|EP |2 dV = 2π
ω̄2

ω2
0

∫
|P|2 dV

� ïèêîâûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ýíåðãèé. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáà-

íèé, äîëæíî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå K0 = U0
E , îòêóäà [360,361,443℄

ω̄2 =

∫
Vi

ω2
0(r)|EP |2 dV

∫
Vi

|EP |2 dV +
∫
Ve

|EP |2 dV
,

ò. å. ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ìåíüøå óñðåäíåííîé

1

ïî îáúåìó ñãóñòêà Vi
ëåíãìþðîâñêîé ÷àñòîòû, ñîâïàäàÿ ñ ïîñëåäíåé ëèøü â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ

ëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàíèé, êîãäà â îáúåìå Ve ñíàðóæè ñãóñòêà ïîëå ðàâíî

íóëþ. Â îáùåì ñëó÷àå, ââîäÿ áåçðàçìåðíóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó Ω = ω̄/ω0,

áóäåì èìåòü

K0 = 2πΩ2

∫
|P|2 dV, Ui = Ω2K0, UE = (1 − Ω2)K0, (109.2)

ïðè÷åì K0
åñòü ïîëíàÿ (ïèêîâàÿ êèíåòè÷åñêàÿ) ýíåðãèÿ ñîáñòâåííîãî êî-

ëåáàíèÿ.

Òàê êàê êâàçèñòàòè÷åñêèå ïîëÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïîòåíöèàëüíû:

P = −∇Π, EP = −∇Φ è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà

Φ =

∫
ρ dV

R
+

∮
σ dS

R
=

∫

Vi

∇2Π
dV

R
−
∮
∂Π

∂n

dS

R
,

1

Âåñîâîé �óíêöèåé óñðåäíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ |EP |
2
.
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òî, ââîäÿ îïåðàòîð

L{f} = 1

4π



∮
∂f

∂n

dS

R
−
∫

Vi

∇2f
dV

R


 , (109.3)

ìû ìîæåì ïåðåéòè îò âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ EP = −4πΩ2P ê ñòàíäàðòíî-

ìó ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

L{Π} = Ω2Π . (109.4)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàíèé, êîãäà Ω < 1, äèýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïëàçìû ε= 1−Ω−2

îòëè÷íà îò íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëÿ ãàðìîíè÷íû: ∇ 2Π = 0, òàê ÷òî îïåðàòîð L ñîäåðæèò ëèøü ïîâåðõ-

íîñòíûé èíòåãðàë.

Åñëè çàäà÷à (109.4) ðåøåíà, òî äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëå-

áàíèé îñòàåòñÿ òîëüêî íàéòè ïîñòîÿííûå çàòóõàíèÿ. Ó÷åò ïîòåðü íà ñòîëê-

íîâåíèÿ äàåò, î÷åâèäíî, γ
ol

= 1/2 νef f. Â ñëó÷àå æå áåññòîëêíîâèòåëüíîé

ïëàçìû íàäî ó÷èòûâàòü è ìàëûå ïîòåðè íà èçëó÷åíèå, ïðèâîäÿùèå ê ïîÿâ-

ëåíèþ ðàäèàöèîííîé ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ γ
rad

. Îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà,

êàê ýòî áûëî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â [488℄, èç ïðîñòûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîáðà-

æåíèé. Îñöèëëèðóþùåé ïîëÿðèçàöèè P exp(−iωt) ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðèçà-
öèîííûé òîê j =−iωP, ñîçäàþùèé â âîëíîâîé çîíå ñâîáîäíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà (ìåòîä ðàáîòàåò è â ñëó÷àå îáëàñòåé ñ ãðàíèöàìè) ïîëå èçëó÷åíèÿ

H = k2
eikr

r
[νW] , E = [Hν] ,

ãäå k = ω/c, ν � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íà òî÷êó íàáëþäåíèÿ, à

W � èíòåð�åðåíöèîííûé âåêòîð:

W(ν) =

∫
P(r)e−ikνrdV =

=

∫
P dV − ik

∫
(νr)P dV − k2

2

∫
(νr)2P dV + . . . , (109.5)

ïðè÷åì â ñèëó ìàëîñòè ðàçìåðîâ ñãóñòêà íàäî ó÷èòûâàòü ëèøü ïåðâûé îò-

ëè÷íûé îò íóëÿ ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (109.5). Èçëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü åñòü

1

J =
c

8π

∮
|H|2dSr =

ck4

2

∮
|[νW]|2 dΩ

4π
=

ck4

2
|[νW]|2, (109.6)

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî òåëåñíîìó óãëó. Âû÷èñëèâ J , ìû ñðàçó

íàéäåì è ðàäèàöèîííóþ ïîñòîÿííóþ çàòóõàíèÿ γ
rad

= J
/
(2K0) , ãäå K0

äàåòñÿ �îðìóëîé (109.2).
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110.1. Îáùåå ðàññìîòðåíèå

Äëÿ òåëà ïðîèçâîëüíîé �îðìû ðåøåíèå �óíêöèîíàëüíîãî (èíòåãðîäè�-

�åðåíöèàëüíîãî) óðàâíåíèÿ (109.4) âîçìîæíî ëèøü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

1

Ïîäðîáíåå ñì. Ïðèëîæåíèå G.



430 �ë. 21. Ìóëüòèïîëüíûå êîëåáàíèÿ ïëàçìåííîãî ýëëèïñîèäà

Ñèòóàöèÿ, îäíàêî, êàðäèíàëüíî óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà, êîãäà,

êàê ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Ôåððåðñà, èçëîæåííûõ â ãë. 3 è 4, ïîëè-

íîìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ �óíêöèè f(x, y, z) ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèå

L{Π}, èìåþùåå âèä ïîëèíîìà òîé æå ñòåïåíè, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ñî-

äåðæàò âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû (ñì. (3.2))

Mlmn = Πlmn
abc

2

∞∫

0

du

Q(u)(a2 + u)l(b2 + u)m(c2 + u)n
.

Â � 64, îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû Ôåððåðñà, ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó î äè-

ýëåêòðè÷åñêîì ýëëèïñîèäå â íåîäíîðîäíîì ñòàòè÷åñêîì ïîëå è íàøëè íåêî-

òîðûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïëàçìåííîãî ýëëèïñîèäà. Ýòè çàäà÷è ðåøàëèñü

â � 64 ¾â ëîá¿: èññëåäîâàëèñü ëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ êî-

ý��èöèåíòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé Π(x, y, z), âîçíèêàþùèå ïðè
ïîäñòàíîâêå ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé â óðàâíåíèÿ âèäà (109.4). Ïðè òàêîì ëî-

áîâîì ïîäõîäå âûêëàäêè âåñüìà ãðîìîçäêè, à êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû ïîðîé

èçëèøíå ñëîæíû. Ê ñ÷àñòüþ, îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêèé àðñåíàë XIX-ãî âåêà

ñîäåðæèò, ïî ñóùåñòâó, ãîòîâîå ðåøåíèå èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è. Èìåí-

íî, èç �îðìóë Ëèóâèëëÿ [7,220℄ äëÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíê-

öèé Ëàìå ñëåäóåò, ÷òî âíóòðåííèå ãàðìîíèêè Ëàìå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

�óíêöèÿìè óðàâíåíèÿ (109.4). Õîòÿ è �îðìóëû Ëèóâèëëÿ, è ñàìè ãàðìî-

íèêè Ëàìå òðàäèöèîííî çàïèñûâàþòñÿ â ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ,

èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü è â äåêàðòîâûõ ïåðåìåííûõ, â êîòîðûõ, êàê ïîêà-

çàë Íèâåí [264, 401℄, �óíêöèè Ëàìå èìåþò ïîëèíîìèàëüíóþ ñòðóêòóðó è

îïèñûâàþòñÿ ñõåìîé





x xy

1 y yz xyz

x xy




· 1 ·Θ1 ·Θ2 . . .Θk , (110.1)

ãäå êàæäîå Θi åñòü

Θi = 1− αix2 − βiy2 − γiz2 ,

αi =
1

a2 − θi
, βi =

1

b2 − θi
, γi =

1

c2 − θi
, (110.2)

à çíà÷åíèÿ âåëè÷èí θi , íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ãàðìîíè÷íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî
çàïèñü (110.2) îòëè÷àåòñÿ îò [264, 401℄ ïåðåìåíîé çíàêà ó âåëè÷èí θi, ÷òî
äåëàåò ïîñëåäíèå ïîëîæèòåëüíûìè. Äàëåå, èç �îðìóë Ëèóâèëëÿ âûòåêàåò

ñëåäóþùåå îáùåå âûðàæåíèå

Ω2 =
abc

2

[
dR(u)

du

]

u=0

∞∫

0

du

R(u)Q(u)
(110.3)

äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé óðàâíåíèÿ (109.4), ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåí-

íûì �óíêöèÿì â çàïèñè (110.1). Çäåñü R(u) åñòü ïðîèçâåäåíèå �àêòîðîâ

(a2+u), (b2+u), (c2+u), êàæäûé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò x, y è z â �èãóðíûõ

ñêîáêàõ ñõåìû (110.1), è �àêòîðîâ (θi+u)
2
, îòâå÷àþùèõ âõîäÿùèì â (110.1)

êâàäðàòè÷íûì �óíêöèÿì Θi.
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Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà êîëåáàíèÿõ äèïîëüíîãî, êâàäðóïîëüíîãî è

îêòóïîëüíîãî òèïîâ, èñïîëüçóÿ äëÿ èõ ìàðêèðîâêè êðîìå ïîäõîäÿùèõ èí-

äåêñîâ è ñïëîøíóþ íóìåðàöèþ: 1�3 � äèïîëüíûå, 4�8 � êâàäðóïîëüíûå,

9�15 � îêòóïîëüíûå. Äàëåå, íàðÿäó ñ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòîé Ω=ω/ω0 ââå-

äåì áåçðàçìåðíóþ ïîñòîÿííóþ çàòóõàíèÿ Γ=γ/ω0, è âñå ïîëÿðèçàöèîííûå

ïîòåíöèàëû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé áóäåì ïèñàòü ñ íóëåâîé ðàçìåðíîñòüþ.

Òîãäà âñå �àêòîðû

L =

∫
|P|2 dV =

∫
(∇Π)2 dV

áóäóò èìåòü ðàçìåðíîñòü äëèíû.

110.2. Äèïîëüíûå êîëåáàíèÿ

Êîëåáàíèÿì äèïîëüíîãî òèïà (îíè áûëè ðàññìîòðåíû åùå â [488℄) ñîîò-

âåòñòâóåò îäíîðîäíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Òàêèõ êîëåáàíèé � òðè, è îíè îïèñû-

âàþòñÿ ïîëÿðèçàöèîííûìè ïîòåíöèàëàìè

Π1 = Πa = −x/a , Π2 = Πb = −y/b , Π3 = Πc = −z/c .

Äëÿ ïîòåíöèàëà Πa â ðàçëîæåíèè (109.5) îòëè÷åí îò íóëÿ óæå ïåðâûé ÷ëåí

Wx = V/a, ðàâíûé ïîëíîìó äèïîëüíîìó ìîìåíòó ñãóñòêà. Â ýòîì ñëó÷àå

La=V/a2, R(u) = a2+u, òàê ÷òî äëÿ êîëåáàíèÿ ñ ïîòåíöèàëîì Π1 áóäåì

èìåòü

J1
ω

=
1

3

k3V 2

a2
, Ω2

1 = Ω2
a =Ma , Γa =

Ω2
a

12π
k30V, (110.4)

ãäå k0 = ω0/c. Öèêëè÷åñêàÿ çàìåíà äàñò âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ îñòàëüíûõ

äèïîëüíûõ êîëåáàíèé.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñ�åðîèäà (a=b 6=c) �îðìóëû (110.4) ïåðåõîäÿò â

Ωa = Ωb =

√
1−M
2

, Γa = Γb =
a2c

18
(1−M)k30 ;

Ωc =
√
M , Γc =

a2c

9
Mk30 ,

(110.5)

ãäå M � ïðîäîëüíûé �àêòîð ðàçìàãíè÷èâàíèÿ.

Äëÿ øàðà (a = b = c) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà [443℄

Ωa = Ωb = Ωc =
1√
3
, Γa = Γb = Γc =

(k0a)
3

27
.

110.3. Êâàäðóïîëüíûå êîëåáàíèÿ

Èç ïÿòè êîëåáàíèé êâàäðóïîëüíîãî òèïà òðè îïèñûâàþòñÿ ïîòåíöèàëà-

ìè

Π4 = Πab = −
xy

ab
, Π5 = Πbc = −

yz

bc
, Π6 = Πca = −zx

ca
. (110.6)

Äëÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (109.5) ðàâåí íóëþ, à âòî-

ðîé ÷ëåí, êàê è äðóãèå èíòåãðàëû îò ñòåïåíåé êîîðäèíàò ïî îáúåìó ýëëèï-

ñîèäà, âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äàííîé â Ïðèëîæåíèè B îáùåé �îðìóëû



432 �ë. 21. Ìóëüòèïîëüíûå êîëåáàíèÿ ïëàçìåííîãî ýëëèïñîèäà

Ëàãðàíæà (B.11). Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â (109.6) è óñðåäíÿÿ

ïî òåëåñíîìó óãëó, äëÿ ïîòåíöèàëà Π4 = Πab áóäåì èìåòü

J4
ω

=
k5V 2

500

(
a2+ b2

)2

a2b2
+
k5V 2

300

(
a2− b2

)2

a2b2
, (110.7)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî êâàäðóïîëÿ, êîì-

ïîíåíòû òåíçîðà êîòîðîãî äàþòñÿ îáùåé �îðìóëîé

Qij =

∫
P∇

(
3xixj − r2δij

)
dV ,

ïðè÷åì â íàøåì ñëó÷àå îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü

Qxy = Qyx = 3V (a2 + b2)/(5ab) .

Âòîðîé æå ÷ëåí åñòü èçëó÷åíèå ñîçäàâàåìîãî ïîëÿðèçàöèîííûìè òîêàìè

j = −iωP ìàãíèòíîãî äèïîëÿ M = − 1
2 ik

∫
[rP] dV , ó êîòîðîãî îòëè÷íàÿ îò

íóëÿ êîìïîíåíòà åñòü

Mz = −
ikV

10

a2 − b2
ab

.

Äàëåå, äëÿ Π4 = Πab , êàê íåòðóäíî âèäåòü,

L4 =
V

5a2b2
(
a2+ b2

)
, R(u) = (a2+ u)(b2+ u) ,

òàê ÷òî

Ω2
4 = Ω2

ab =
(
a2+b2

)
M110 , Γab =

Ω4
ab

300π
k50V

2a4+2b4−a2b2
a2+ b2

. (110.8)

Ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (110.7) è (110.8), äëÿ êîëåáàíèé Π5 è Π6 ïîëó÷à-

þòñÿ öèêëè÷åñêîé çàìåíîé.

Åùå äâà êîëåáàíèÿ êâàäðóïîëüíîãî òèïà îïèñûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè

âèäà

Π = 1− αx2 − βy2 − γz2, (110.9)

ãäå α, β è γ èìåþò ñòðóêòóðó (110.2) (θi = θ). Óñëîâèå ãàðìîíè÷íîñòè
∇2Π = 0 äàåò ñâÿçü 〈α〉≡α+β+γ=0, îòêóäà ñëåäóåò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
äëÿ θ:

θ2 − 2

3

〈
a2
〉
θ +

1

3

〈
b2c2

〉
= 0 , (110.10)

ãäå ëîìàíûå ñêîáêè, êàê âñåãäà â ýòîé êíèãå, îáîçíà÷àþò ñóììó òðåõ ÷ëåíîâ

öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè. Êîðíè óðàâíåíèÿ (110.10) äàþòñÿ �îðìóëàìè

θ+ =
1

3

(〈
a2
〉
+∆

)
, θ− =

1

3

(〈
a2
〉
−∆

)
, ∆2 =

〈
a4
〉
−
〈
b2c2

〉
.

Êîðíÿì θ+ è θ− ñîîòâåòñòâóþò äâà íàáîðà α+
, β+

, γ+ è α−
, β−

, γ−,
äàþùèå äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ: Π+ = Π7 è Π− = Π8 çàäà÷è (109.4).

Â äàëüíåéøåì ìû èíîãäà áóäåì îïóñêàòü èíäåêñû ¾+¿ è ¾−¿, ïîìíÿ, ÷òî
êàæäîìó âûðàæåíèþ áåç ýòèõ èíäåêñîâ îòâå÷àþò äâå �îðìóëû, îòíîñÿùè-

åñÿ ê êîëåáàíèÿì Π+
è Π−

.
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Èç (110.2) ñëåäóåò

a2α = 1 + θα, b2β = 1 + θβ, c2γ = 1 + θγ, (110.11)

òàê ÷òî äëÿ êîý��èöèåíòîâ α, β, γ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

〈
a2α

〉
= 3,〈

a2α2
〉
= θ

〈
a2
〉
, óïðîùàþùèå äàëüíåéøèå âûêëàäêè.

Äëÿ êîëåáàíèé ñ ïîòåíöèàëàìè Π7 è Π8 ðàçëîæåíèå (109.5) òîæå íà÷è-

íàåòñÿ ñî âòîðîãî ÷ëåíà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïî-

íåíòû êâàäðóïîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òåíçîðà

Dxx =
12

5
V θα, Dyy =

12

5
V θβ, Dzz =

12

5
V θγ,

à ìàãíèòíûé ìîìåíò ïîëÿðèçàöèîííûõ òîêîâ ðàâåí íóëþ. Äàëåå, â ýòîì

ñëó÷àå L≡
∫
|P|2 dV =4/5V θ

〈
a2
〉
, R(u)=(θ+u)2, òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî

J

ω
=

2

125
k5V 2θ2

〈
a2
〉
, (110.12)

Ω2 = abc θ

∞∫

0

du

(θ + u)2Q(u)
=

〈
a2Ma

a2−θ

〉
, (110.13)

Γ =
Ω4

200π
k50V θ. (110.14)

Ôîðìóëó (110.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå [520℄

(Ω±)2 = 1−
〈
a2M110

〉
±∆

〈
a2M100

(a2−b2) (c2−a2)

〉
. (110.15)

Äðóãàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ (110.15), çàïèñü, áîëåå óäîáíà äëÿ ïåðåõîäà ê

÷àñòíûì ñëó÷àÿì ñ�åðîèäà èëè øàðà. Îíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè îáðàòíîì ïåðå-

õîäå íà îñíîâå (3.6)�(3.10) îò ïîòåíöèàëüíûõ �àêòîðîâ åäèíè÷íîãî âåñà ê

�àêòîðàì ñ á�îëüøèì âåñîì è èìååò óæå âñòðå÷àâøèéñÿ íàì (ñì. (64.47))

âèä:

(Ω±)2 = 1− 1

2

〈(
a2 + b2

)
M110

〉
± 1

3
∆
(
〈M011〉−

〈
a2
〉
M111

)
. (110.16)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñ�åðîèäà (a = b 6= c) âûðàæåíèÿ (110.8), (110.16) è

(110.14) ïåðåõîäÿò â

(Ω+)2=





3

2

a2−(a2+2c2)M

a2 − c2 ,

Ω2
ab=

2c2−3a2(1−M)

4(c2 − a2) ,

Γ+=





a2c(a2+2c2)

450
k50(Ω

+)4 , a > c

Γab =
a4c

150
k50(Ω

+)4 ; a < c

(110.17)

(Ω−)2=





Ω2
ab=

3a2(1−M)−2c2
4(a2 − c2) ,

3

2

(a2 + 2c2)M − a2
c2 − a2 ,

Γ−=





Γab =
a4c

150
k50(Ω

−)4 , a > c

a2c(a2+2c2)

450
k50(Ω

−)4 ; a < c

(110.18)
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Ω2
ac=Ω2

bc=
(a2+c2)(3M−1)

2(a2−c2) , Γac=Γbc=
a2c(2a4−a2c2+2c4)

225 (a2 + c2)
k50Ω

4
ac.

(110.19)

Ω

�èñ. 3. Äèïîëüíûå è êâàäðóïîëüíûå

÷àñòîòû ïëàçìåííîãî ýëëèïñîèäà (b = 2c)

Ïåðâîíà÷àëüíî �îðìóëû ïåðâàÿ èç (110.8) è (110.16) áûëè ïîëó÷åíû â

ðàáîòå [494℄. Äëÿ ïëàçìåííîãî øàðà ïîëó÷àåòñÿ [443℄

Ωab = Ωbc = Ωac = Ω± =
1√
2, 5

,

Γab = Γbc = Γac =Γ± =
2

1875
(k0a)

5 .

(110.20)

110.4. Îêòóïîëüíûå êîëåáàíèÿ

Íàêîíåö, èç ñåìè êîëåáàíèé îêòóïîëüíîãî òèïà øåñòü îïèñûâàþòñÿ òðå-

ìÿ ïàðàìè ïîòåíöèàëîâ: Π9 = Π+
aaa, Π10 = Π−

aaa; Π11 = Π+
bbb, Π12 = Π−

bbb è
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Π13 = Π+
ccc, Π14 = Π−

ccc, ãäå, ñêàæåì,

Πaaa =
x

a

(
1− αax2 − βay2 − γaz2

)
, (110.21)

à αa, βa, γa äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (110.2), â êîòîðûõ θi = θa. Èç óñëîâèÿ
ãàðìîíè÷íîñòè ∇2Πaaa = 0 ñëåäóåò ñâÿçü 3αa+βa+γa = 0, äîñòàâëÿþùàÿ
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

θ2a − 2/5
(
a2 + 2b2 + 2c2

)
θa + 1/5

(
a2b2 + a2c2 + 3b2c2

)
= 0, (110.22)

êîðíè êîòîðîãî ñóòü

θ±a =
1

5
(a2 + 2b2 + 2c2 ±∆a)

è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

∆2
a = 4(b2 − c2)2 + (a2 − b2)(a2 − c2).

Èç �îðìóë âèäà (110.11) ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

3a2αa + b2βa + c2γa = 5, 3a2α2
a + b2β2

a + c2γ2a = θaǫa,

3a4α2
a + b4β2

a + c4γ2a = 5+ θ2aǫa, ǫa = 3α2
a + β2

a + γ2a,

ñóùåñòâåííî óïðîùàþùèå âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ îêòóïîëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ðàç-

ëîæåíèå (109.5) íà÷èíàåòñÿ ñ òðåòüåãî ÷ëåíà, è èçëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü äëÿ

ïîòåíöèàëà (110.21) äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Jaaa
ω

=
12k7V 2θ2a
(7!!)3 a2

{
ǫa(2a

2+θa)
2+

7

4

[
2ǫa(a

2−θa)2 − 15
]
+105

}
. (110.23)

Çäåñü ïåðâîìó ÷ëåíó â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèå ýëåê-

òðè÷åñêîãî îêòóïîëÿ (ñì. (F.10) è (34.1))

Qijk = 3

∫
P∇

[
5xixjxk − r2(xiδjk + xjδki + xkδij)

]
dV,

ó êîòîðîãî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòëè÷íû îò íóëÿ êîìïîíåíòû

(Qxxx, Qxyy, Qxzz) =
9V

7a
θa(2a

2+θa) (3αa, βa, γa) .

Âòîðîìó ÷ëåíó ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèå ìàãíèòíîãî êâàäðóïîëÿ, ñîçäàâàå-

ìîãî ïîëÿðèçàöèîííûìè òîêàìè j = −i ωP. Åãî ìîìåíò (52.9)

Mij =
1

c

∫
{[rj ]ixj + [rj ]jxi} dV

èìååò â íàøåì ñëó÷àå îòëè÷íûå îò íóëÿ òåíçîðíûå êîìïîíåíòû

Myz = Mzy = −2ikV

35

θa
a

(
θa − a2

)
(βa − γa).

Òðåòèé ÷ëåí â (110.23) îáÿçàí èçëó÷åíèþ òàê íàçûâàåìîãî òîðîèäíîãî,

èëè àíàïîëüíîãî, ìîìåíòà (ïîäðîáíåå ñì. Ïðèëîæåíèå G è óêàçàííóþ â íåì

ëèòåðàòóðó)

τ =
1

10c

∫ {
(rj)r − 2r2j

}
dV,
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Ω

�èñ. 4. Êâàäðóïîëüíûå è îêòóïîëüíûå ÷à�

ñòîòû ïëàçìåííîãî ýëëèïñîèäà (b = 2c)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî èçëó÷åíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ ñ ìîìåíòîì

pequ = −(1/c)τ̇ = ikτ .

Äëÿ òîêîâ j = iω∇Πaaa îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü êîìïîíåíòà

p equx = (2k2V/35)(θa/a).

Ïîòåíöèàëó Πaaa ñîîòâåòñòâóåò

Laaa =
2V θa
35a2

(
2a2 + θa

)
ǫa, R(u) = (a2+ u)(θa+ u)2,
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òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

1

Ω2
aaa =

(
2a2 + θa

)(a2M200

a2 − θa
+
b2M110

b2 − θa
+
c2M101

c2 − θa

)
, (110.24)

Γaaa =
3Ω6

aaa

8π(7!!)2
k70V θa

2ǫa(5a
4 + 3θ2a − 2a2θa) + 105

ǫa (2a2 + θa)
. (110.25)

Äåëàÿ öèêëè÷åñêóþ çàìåíó èíäåêñîâ è ðàññòàâëÿÿ øòðèõè, ïîëó÷àåì ïîë-

íîå îïèñàíèå øåñòè îêòóïîëüíûõ êîëåáàíèé 9�14.

Äëÿ ñåäüìîãî îêòóïîëüíîãî êîëåáàíèÿ ïîëÿðèçàöèîííûé ïîòåíöèàë èìå-

åò âèä Π15 = Πabc =−xyz/(abc) è

Jabc
ω

=
6k7V 2

(7!!)3a2b2c2

{〈
a2b2

〉2
+

7

4

〈
a4
(
b2−c2

)2〉
}
, (110.26)

ãäå ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî îêòóïîëÿ

Qxyz =
3V

7abc

〈
a2b2

〉
,

à âòîðîìó � ìàãíèòíîãî êâàäðóïîëÿ

{Mxx,Myy,Mzz} = −
2ikV

abc

{
a2
(
b2−c2

)
, b2
(
c2−a2

)
, c2
(
a2−b2

)}
.

Òîðîèäíûé ìîìåíò â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí íóëþ

2

.

Äëÿ Πabc èìååì

Labc =
V

35 a2b2c2
〈
a2b2

〉
, R(u) = (a2+ u)(b2+ u)(c2+ u),

òàê ÷òî

Ω2
15 = Ω2

abc =
〈
a2b2

〉
M111,

Γabc =
3Ω6

abc

4π(7!!)2
k70V

3
〈
a4b4

〉
− a2b2c2

〈
a2
〉

〈a2b2〉 .

(110.27)

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà â ñ�å-

ðîèä (a= b 6= c). Íàñ èíòåðåñóþò âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ïî-

ñòîÿííûå ðàäèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ. Ïðè ýòîì ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ÷àñòîò

óäîáíî âìåñòî (110.24) èñõîäèòü èç ìîäåðíèçîâàííîãî âûðàæåíèÿ (64.49):

2 (Ω±
aaa)

2 = 1 + 6M100 + 2a2
(
a2M300 − 5M200

)
−

−
〈
a2b2

〉
M111 ±∆a

(
M011 − 4a2M111 + a4M211

)
.

(110.28)

Ïîëó÷àþùèåñÿ èç �îðìóë (110.28) è (110.27) îêîí÷àòåëüíûå âûðàæå-

íèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îêòóïîëüíûõ êîëåáàíèé ïëàçìåííîãî ñ�åðîèäà

1

Ïðåäñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ÷åðåç âíóòðåííèå ïîòåíöèàëüíûå �àêòîðû

Mlmn â �îðìóëàõ (110.13) è (110.24) ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ñî�

îòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé Íèâåíà�Ëàìå â óðàâíåíèå (109.4).

2

Èçëó÷åíèå ìàãíèòíûõ è òîðîèäíûõ ìîìåíòîâ, ñîçäàâàåìûõ ïîòåíöèàëüíûìè ïîëÿ�

ðèçàöèîííûìè òîêàìè, íå áûëî, ê ñîæàëåíèþ, ó÷òåíî â [487, 520℄ ïðè âû÷èñëåíèè ðàäè�

àöèîííûõ ïîñòîÿííûõ.
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(a=b 6=c) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(Ω±
aaa)

2=(Ω±
bbb)

2=





15a4(1−M)− 2c2(9a2 − 4c2)

16(a2 − c2)2 , a ≷ c

(11a2+4c2)
[
3a2(1−M)+2c2(1−6M)

]

16(a2 − c2)2 ; a ≶ c

(110.29)

(Ω±
ccc)

2 =





Ω2
abc =

(a2 + 2c2)(2c2 − 7a2 + 15a2M)

8(a2 − c2)2 , a ≷ c

(a2 + 4c2)
[
3(3a2 + 2c2)M − 5a2

]

4(a2 − c2)2 . a ≶ c

(110.30)

Çäåñü âåðõíåìó (+) èç âåðõíèõ èíäåêñîâ ± ó Ω±
ñîîòâåòñòâóåò âåðõíèé èç

çíàêîâ íåðàâåíñòâà ó íåðàâåíñòâ a≷c èëè a≶c, à íèæíåìó � íèæíèé.

Ôîðìóëû (110.25) è âòîðàÿ èç (110.27) äàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ

ðàäèàöèîííûõ ïîñòîÿííûõ ñ�åðîèäà:

Γ±
aaa=Γ±

bbb=





2a6c

(7!!)2
k70(Ω

±
aaa)

6 , a ≷ c

2a2c(a2+4c2)(16a4−10a2c2+9c4)

5(7!!)2(11a2+4c2)
k70(Ω

±
aaa)

6 ; a ≶ c

(110.31)

Γ±
ccc =





Γabc =
a4c(3a4 − 2a2c2 + 5c4)

(7!!)2(a2 + 2c2)
k70Ω

6
abc , a ≷ c

2a2c(3a2+2c2)(3a4−4a2c2+6c4)

5(7!!)2(a2 + 4c2)
k70(Ω

±
ccc)

6. a ≶ c

(110.32)

Äëÿ ïëàçìåííîãî øàðà â ñîãëàñèè ñ [443℄ ïîëó÷àåì

Ω±
aaa = Ω±

bbb = Ω±
ccc = Ωabc =

√
3

7
,

Γ±
aaa = Γ±

bbb = Γ±
ccc =Γabc =

2

(7!!)2

(
3

7

)3

(k0a)
7 .

(110.33)

Íà ðèñ. 3 è 4 äàíû ãðà�èêè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïëàçìåííîãî ýëëèïñî-

èäà ñ îòíîøåíèåì ïîëóîñåé b/c = 2, ïðè÷åì äèïîëüíûå è êâàäðóïîëüíûå

÷àñòîòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3, à êâàäðóïîëüíûå è îêòóïîëüíûå � íà ðèñ. 4.

Íà îñè àáñöèññ îòëîæåíû îòíîøåíèÿ b/a (ëåâûå ïîëîâèíû ðèñóíêîâ) è a/b
(ïðàâûå ïîëîâèíû). Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïðèâåäåííûõ ñîáñòâåí-

íûõ ÷àñòîò Ω ïðîñòèðàåòñÿ îò 0 äî 1 è ïîëíîñòüþ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.

Íà ðèñ. 4 äàíà ëèøü íàèáîëåå âàæíàÿ ÷àñòü ýòîãî äèàïàçîíà, ñîäåðæàùàÿ

âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ. Ìàðêèðîâêà êðèâûõ òà æå, ÷òî è â òåêñòå.

Âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå, ðàçãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòè I, II, III, ñîîòâåòñòâóþò

âûðîæäåíèþ ýëëèïñîèäà â ñ�åðîèä a=b èëè a=c.
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W

�èñ. 5. Äèïîëüíûå, êâàäðóïîëüíûå è îêòóïîëüíûå

÷àñòîòû ïëàçìåííîãî ñ�åðîèäà (a = b 6= c)

Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì âûðîæäåíèè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà â ñ�åðîèä ïðî-

èñõîäèò âûðîæäåíèå (ñîâïàäåíèå) ÷àñòîò íåêîòîðûõ ìóëüòèïîëüíûõ êîëå-

áàíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì äèïîëüíûõ, êâàä-

ðóïîëüíûõ è îêòóïîëüíûõ êîëåáàíèé, òî âìåñòî 15-òè ÷àñòîòíûõ êðèâûõ,

õàðàêòåðíûõ äëÿ ýëëèïñîèäà, â ñëó÷àå ñ�åðîèäà îñòàåòñÿ òîëüêî 9. Ýòî

ïîçâîëÿåò âñå ÷àñòîòíûå êðèâûå ðàçìåñòèòü íà îäíîì ðèñ. 5, ñîäåðæàùåì

âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ.

� 111. �åçîíàíñíîå âîçáóæäåíèå

ïëàçìåííîãî ýëëèïñîèäà

Ýëëèïñîèäàëüíûå ãàðìîíèêè Ëàìå � Íèâåíà, ïðîñòåéøèå èç êîòîðûõ

áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îáëàäàþò ñâîéñòâîì îðòîãîíàëü-

íîñòè

∫
∇Πr∇Πs dV =

∫
PrPs dV = 0 ïðè r 6= s. (111.1)

Ýòî ìîæíî äîêàçàòü â îáùåì âèäå, åñëè âåðíóòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé çà-

ïèñè Ëàìå âñåõ Πs â ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ðàçîáðàííûõ

æå íàìè 15-òè ïîòåíöèàëîâ, çàïèñàííûõ â ïîëèíîìèàëüíîé �îðìå Íèâåíà,

ñïðàâåäëèâîñòü (111.1) óñòàíàâëèâàåòñÿ íåñëîæíîé ïðîâåðêîé. Äëÿ áîëü-

øèíñòâà ïàð Pr, Ps îðòîãîíàëüíîñòü óñìàòðèâàåòñÿ ñðàçó æå èç íå÷åò-

íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êîîðäèíàò.
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Íåòðèâèàëüíûå ñëó÷àè äîñòàâëÿþò ïàðû âèäà Πa = Π1, Πaaa = Π9,10,

îðòîãîíàëüíîñòü êîòîðûõ ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

3a2αa + b2βa + c2γa = 5,

è ïàðû âèäà Π′ = Π7 , Π′′ = Π8 è Π′
aaa = Π9, Π′′

aaa = Π10, äëÿ êîòîðûõ

îðòîãîíàëüíîñòü åñòü ñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé

〈α′α′′〉 = 0, 3α′
aα

′′
a + β′

aβ
′′
a + γ′aγ

′′
a = 0, (111.2)

âûòåêàþùèõ èç îïðåäåëåíèé (110.2) è óðàâíåíèé (110.9) è (110.14).

Êàê èçâåñòíî, ãàðìîíèêè Ëàìå îáðàçóþò â êëàññå ãàðìîíè÷åñêèõ �óíê-

öèé ïîëíóþ ñèñòåìó, òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿðèçàöèè âíóòðè ýëëèïñî-

èäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P(r, t) =
∑

s

fs(t)Ps(r). (111.3)

Òîãäà èç v = Ṗ /(ne) è (111.1) ñëåäóåò, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñãóñòêà

ðàâíà ñóììå ïàðöèàëüíûõ ýíåðãèé:

K(t) =
2π

ω2
0

∑

s

Lsḟ
2
s , Ls =

∫
|Ps|2 dV.

Íà ñóììó ïàðöèàëüíûõ ýíåðãèé ðàñïàäàåòñÿ è ïîëíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ:

UE(t) = 2π
∑

s

LsΩ
2
sf

2
s .

Áîëåå òîãî, áóäåò àääèòèâíîé è äèññèïàòèâíàÿ �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ

âíóòðåííèå ïîòåðè èç-çà ñòîëêíîâåíèé, ïîñêîëüêó ìîùíîñòü ýòèõ ïîòåðü

åñòü 2 ν
e�

K(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïàäàåòñÿ âìåñòå ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãè-
åé íà ñóììó ïàðöèàëüíûõ ïîòåðü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îòâëå÷üñÿ îò ïîòåðü,

ñâÿçàííûõ ñ èçëó÷åíèåì, òî ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ýëëèïñîèäà îáëàäàþò

âñåìè ñâîéñòâàìè íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé àíàëèòè÷åñêîé äèíàìèêè è ìî-

ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Òàê êàê äëÿ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðíûõ �óíêöèé Ps, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå EP {Ps}=−4πΩ2
sPs, òî ïîä-

ñòàíîâêà (111.3) â îáùåå óðàâíåíèå (109.1) äàåò

∑

s

(
f̈s + ν

e�

ḟs + ω2
sfs

)
Ps =

ω2
0

4π
E
ext

, ωs = ω0Ωs,

îòêóäà, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåçàâèñè-

ìûõ óðàâíåíèé

f̈s + νsḟs + ω2
sfs = ω2

0Es, Es =
1

4πLs

∫
E
ext

Ps dV (111.4)

ãäå �îðìàëüíàÿ çàìåíà

ν
e�

→ νs = ν
e�

+ 2γ
rad

= ν
e�

+ 2ω0Γs

ïîçâîëÿåò ó÷åñòü â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî âíåøíåãî ïîëÿ (e−iωt), ÷à-
ñòîòà êîòîðîãî áëèçêà ê ðåçîíàíñíîé, è ðàäèàöèîííûå ïîòåðè. Òàê ìîæíî,

êîíå÷íî, ïîñòóïàòü ëèøü äëÿ èçîëèðîâàííîãî ðåçîíàíñà íà îäíîé ìîäå.
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Åñëè æå ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ b/a, c/a ïðîèñõîäèò ñîâ-

ïàäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äâóõ ìîä, òî â âûðàæåíèè äëÿ ïîëíîé ìîùíî-

ñòè èçëó÷åíèÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ñìåøàííûé ÷ëåí è âìåñòî ðàíåå íàéäåííûõ

ðàäèàöèîííûõ ïîñòîÿííûõ çàòóõàíèÿ ïîÿâÿòñÿ íîâûå, îïðåäåëÿåìûå èç ðå-

øåíèÿ çàäà÷è î äâóõ îñöèëëÿòîðàõ ñ ìàëîé äèññèïàòèâíîé ñâÿçüþ. Çäåñü

ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì âîïðîñå, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì

äàëåå íîâîì ïîíäåðîìîòîðíîì ý��åêòå ðàäèàöèîííûå ïîòåðè àääèòèâíû.

Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â êëàññå äèïîëüíûõ è êâàäðóïîëüíûõ ìîä òàêèõ ñìå-

øàííûõ ïîòåðü íåò äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïàð, êîëåáëþùèõñÿ íà îäíîé ÷à-

ñòîòå, à äëÿ îêòóïîëüíûõ ìîä ñìåøàííûå ïîòåðè âîçíèêàþò â ïàðàõ (9,

10), (11, 12), (13, 14), òàê êàê â êàæäîé èç ýòèõ ïàð åñòü îäèíàêîâûå êîìïî-

íåíòû òåíçîðà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è âåêòîðà òîðîèäíîãî ìîìåíòà. Êðîìå

òîãî, ó ïàð (9, 1), (10, 1); (11, 2), (12, 2); (13, 3), (14, 3) áóäóò ñìåøàííûå

ïîòåðè, îáóñëîâëåííûå ïðîèçâåäåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîãî äèïîëüíîãî (òîðî-

èäíîãî) ìîìåíòà îêòóïîëüíîé ìîäû è äèïîëüíîãî ìîìåíòà äèïîëüíîé ìîäû.

Åñëè ñòîëêíîâåíèÿ ðåäêè è äëÿ âñåõ èíòåðåñóþùèõ íàñ ìîä ν
e�

≪ γ
rad

(äëÿ âûñøèõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîä ýòî íåðàâåíñòâî ðàíî èëè ïîçäíî íàðóøà-

åòñÿ), òî ïðè òî÷íîì ðåçîíàíñå ω = ωs

fs = i
ω2
0

ωsνs
Es =

iEs
2ΩsΓs

è ïåðåèçëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü ðàâíà

|fs|2Js =
πω0

Γs
Ls|Es|2.

Ïóñòü âíåøíåå ïîëå åñòü ïëîñêàÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà åäè-

íè÷íîé àìïëèòóäû

E
ext

= e exp(ikκκκr) = e{1 + ik(κκκr)− 1/2 k
2(κκκr)2 + . . .},

ãäå e è κκκ � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðû. Òîãäà äëÿ äè-

ïîëüíûõ, êâàäðóïîëüíûõ è îêòóïîëüíûõ ìîä âõîäÿùèé â Es èíòåãðàë ïðè-

íèìàåò ñîîòâåòñòâåííî âèä

(ePs)V (s = 1� 3),

ik

∫
(ePs) (κκκr) dV (s = 4� 8),

−k
2

2

∫
(ePs) (κκκr)

2 dV (s = 9� 15).

Òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ ïîïåðå÷íèêà ðàññåÿíèÿ S , ïåðåèçëó÷àåìàÿ
ìîùíîñòü åñòü cwS (w � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïàäàþùåé âîëíû,

ðàâíàÿ â íàøåì ñëó÷àå w = 1/8π), òî ïðè òî÷íîì îäèíî÷íîì ðåçîíàíñå

ω = ωs èìååì

Ss =
8π2k0
Γs

Ls|Es|2 =
λ2s
2 π

σs. (111.5)

Çäåñü λs = 2π/ks = 2π/(k0Ωs) � ðåçîíàíñíûå äëèíû âîëí, à �óíêöèè σs
çàâèñÿò òîëüêî îò îòíîøåíèé îñåé ýëëèïñîèäà è åãî îðèåíòàöèè. Â ÿâíîé
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�îðìå

σ1 = 3e2x , σ4 = 15

(
a2κxey + b2κyex

)2

2a4 + 2b4 − a2b2 , σ7, 8 = 10
〈ακxex〉2

τ
,

σ9, 10 = 105
[
ex + exθa(αaκ

2
x + βaκ

2
y + γaκ

2
z) + 2a2(αaκxex+

+βaκyey + γaκzez)]
2 [2τa(5a4 + 3θ2a − 2a2θa) + 105

]−1
,

σ15 = 105

〈
a2b2κxκyez

〉2

3 〈a4b4〉 − a2b2c2 〈a2〉 ,

(111.6)

à îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé äëÿ σ1, σ4, σ9, 10 öèêëè÷åñêîé çà-

ìåíîé.

Â ñëó÷àå îäèíî÷íîãî ðåçîíàíñà íà ñãóñòîê â ïîëå ïàäàþùåé âîëíû äåé-

ñòâóåò ñèëà Fs=wSsκκκ. Åñëè æå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äâóõ ìîä ñîâïàäàþò,

òî

F = wS
tot

κκκ −Π, (111.7)

ãäå S
tot

� ñóììàðíûé ïîïåðå÷íèê ðàññåÿíèÿ, à Π � ïîëíûé ïîòîê èì-

ïóëüñà, óíîñèìûé ðàññåÿííûì ïîëåì, êîòîðûé â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ìóëü-

òèïîëüíûõ èçëó÷àòåëåé, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷åí îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â

âîëíîâîé çîíå (r≫λ)

dΠ =
dSr
16π

(
|E|2 + |H|2

)
ν

è, ïîñêîëüêó |E| = |H|,
Π =

∮
ν|H|2 dSr

8π
, (111.8)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ñ�åðå ðàäèóñà r. Äëÿ âîëíîâîé çîíû ìóëüòèïîëüíîå

ðàçëîæåíèå ìàãíèòíîãî âåêòîðà èìååò âèä

1

H = k2
eikr

r

[
ν,

(
Q− ik

6
D− k2

90
O+

[
M− ik

6
D,ν

])]
. (111.9)

Çäåñü Q � ïîëíûé ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò (âêëþ÷àÿ pequ, îáó-
ñëîâëåííûé òîðîèäíûì ìîìåíòîì), à âåêòîðû D, O è D ñâÿçàíû ñ òåíçî-

ðàìè ýëåêòðè÷åñêèõ êâàäðóïîëüíîãî è îêòóïîëüíîãî ìîìåíòîâ Qij , Qij k
è ìàãíèòíîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà Mij ñîîòíîøåíèÿìè Di = νjQji,
Oi = νjνkQjki, Di = νjMji. Ïîäñòàâëÿÿ (111.9) â (111.8) è óñðåäíÿÿ ïî

òåëåñíîìó óãëó dΩ = dSr/r
2
, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Πl =
k4

3
Re [Q∗

M]l +
k5

30
Im (Q∗

iQil +M
∗
iMil)+

+
k6

540
Re (εlijQ

∗
ikMjk) +

2k7

14175
Im
(
Q∗
ijQijl

)
, (111.10)

ãäå εijk � ñîâåðøåííî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ïñåâäîòåíçîð.

Èç (111.10) ñðàçó âèäíî, ÷òî Π
res

ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè ñîâïàäåíèè

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ëèøü ó ïàðû äèïîëüíîé è êâàäðóïîëüíîé ìîä èëè ó

1

Âûâîä �îðìóë äëÿ ìîùíîñòè è èìïóëüñà, èçëó÷àåìûõ ñèñòåìîé òîêîâ, äàí â Ïðèëî�

æåíèè G.
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ïàðû êâàäðóïîëüíîé è îêòóïîëüíîé ìîä. Äëÿ òàêèõ ïàð íåò ñìåøàííûõ

ïîòåðü ïî ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, è ïîýòîìó ìîæíî áåç îãîâîðîê ïîëüçîâàòü-

ñÿ âñåìè ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à. Îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ

âàðèàíòîâ äîâîëüíî âåëèêî. Òàê, èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè

b = 2c åñòü 9 ïåðåñå÷åíèé äèïîëüíûõ (1� 3) è êâàäðóïîëüíûõ (4� 8) êðèâûõ,
äëÿ êîòîðûõ âåêòîð

Πl =
k4

3
Re[Q∗

M]l +
k5

30
Im(Q∗

iQil) (111.11)

îòëè÷åí îò íóëÿ. ×èñëî êâàäðóïîëüíî-îêòóïîëüíûõ ïåðåñå÷åíèé íà ðèñ. 4

ãîðàçäî áîëüøå.

Ïîýòîìó çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îäíèì ïðèìåðîì, êîãäà Ωb = Ωab.
Òîãäà ó äèïîëüíîé ìîäû Qy = (V/b)f2, à ó êâàäðóïîëüíîé

Mz = −
ikV

10

a2 − b2
ab

f4, Qxy =
3V

5ab

(
a2 + b2

)
f4.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â (111.11) äàåò ïðè ðåçîíàíñå

Π = w
λ2

2π
σΠ, σΠ = 3(4a2 − b2)ey

a2κxey + b2κyex
2a4 + 2b4 − a2b2 x0, (111.12)

òàê ÷òî

F = wσλ2/(2π), σ = (σ2 + σ4)κκκ − σΠ. (111.13)

Ïðè b = 2c êðèâûå 2 è 4 íà ðèñ. 3 ïåðåñåêàþòñÿ ïðè a ≈ 2b, è, ñëå-
äîâàòåëüíî,

σ4 = 1/2 (4κxey + κxey)
2 , σΠ = 3/2 (4κxey + κxey) eyx0.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ýëëèïñîèä îðèåíòèðîâàí òàê, ÷òî åãî îñè íàïðàâëåíû ïî

¾áèññåêòðèñàì¿ îêòàíòîâ, îáðàçîâàííûõ âåêòîðàìè E, H è κκκ ïàäàþùåé

âîëíû. Òîãäà ïðè κx = κy = κz = ex = −ey = ez = 1/
√
3 èìååì σ = 1/2,

σΠ =
(√

3/2
)
x0. Åñëè æå ïîâåðíóòü ýëëèïñîèä îòíîñèòåëüíî îñè x0 íà π/2,

òî κx=−κy =κz = ex=−ey=−ez=1/
√
3 è σ4 = 25/18, σΠ =

(
5/2
√
3
)
x0.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ äëÿ óñêîðÿþùåé (ïàðàëëåëüíîé κκκ) è

áîêîâîé ñèë áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâåííî σ‖ = 1, σ⊥ = 1/
√
2 è σ‖ = 14/9,

σ⊥ = 5
√
2/6.

� 112. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïîäâîäÿ èòîãè, îòìåòèì ý��åêòû, èñ÷åçàþùèå ïðè âûðîæäåíèè ýëëèï-

ñîèäà â øàð. Â ñëó÷àå øàðà ïîëÿðèçàöèîííûå òîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàä-

ðóïîëüíûì è îêòóïîëüíûì ìîäàì, óæå íå ñîçäàþò íè ìàãíèòíûõ, íè òî-

ðîèäíîãî ìîìåíòîâ

1

. Ïîýòîìó ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ íåñêîëüêèõ

ìîä íà îäíîé ÷àñòîòå íå ñîäåðæèò ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, âñå ìîäû áóäóò íåçàâèñèìûìè ìåæäó ñîáîé è ïî ðàäèàöèîííûì ïîòå-

ðÿì. Òàê êàê äëÿ øàðà êîëåáàíèÿ ñ îäèíàêîâûì ðàíãîì ìóëüòèïîëüíîñòè l

1

Ýòî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [443℄.
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èìåþò îäíó îáùóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó Ωl = (2+ 1/l)−1/2
, òî ìåæìóëüòè-

ïîëüíûé ðåçîíàíñ íà ìîäàõ ñîñåäíåé ìóëüòèïîëüíîñòè (� 111) íåâîçìîæåí

è ðåçîíàíñíûé ïîòîê èìïóëüñà Π ðàâåí íóëþ.

Ñäåëàåì åùå îäíî îáùåå çàìå÷àíèå. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

êâàçèñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé îäíîðîäíîãî ñãóñòêà ïëàçìû ìîæíî ñâåñòè ê

ìàêðîñêîïè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â äâóõ îáëàñòÿõ

∆Φi = 0, ∆Φe = 0, ΦiΓ = ΦeΓ , εi

(
∂Φi

∂n

)

Γ

=

(
∂Φe

∂n

)

Γ

, (112.1)

êîòîðàÿ èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îòðèöà-

òåëüíûõ çíà÷åíèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñãóñòêà εi = 1 − Ω−2
i .

Ïðè εe = 1/εi ýòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, è ðåøåíèÿìè çàäà÷è, îò-

ëè÷àþùåéñÿ îò (112.1) çàìåíîé âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà

(
∂Φi/∂n

)
Γ
= εe (∂Φ

e/∂n)Γ ,

ò. å. çàäà÷è î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé ïëàçìû, âíóòðè êîòîðîé

åñòü âàêóóìíàÿ ïîëîñòü òîé æå �îðìû, ÷òî è ñãóñòîê â ïåðâîíà÷àëüíîé

çàäà÷å. Òàê êàê εe = 1 − Ω−2
e , òî óñëîâèå εiεe = 1 ñðàçó äàåò ñîîòíîøå-

íèå Ω2
i +Ω2

e = 1, ñâÿçûâàþùåå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé îäèíàêîâîé

ñòðóêòóðû äëÿ ýòèõ äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷.

Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî èçëîæåííàÿ â äàííîé ãëàâå

1

òåîðèÿ,

îïèðàþùàÿñÿ íà ìîäåëü ìàëîãî îäíîðîäíîãî ïëàçìåííîãî (ñ íåïîäâèæíûìè

èîíàìè) ýëëèïñîèäà ñ ðåçêîé ãðàíèöåé è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ

(64.44)

ε(ω) = 1− ω2
0

ω2
, (112.2)

ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðåæäå âñåãî äëÿ èçó÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ñâîéñòâ òâåð-

äîòåëüíûõ ÷àñòèö, ê êîòîðûì â íàèáîëüøåé ìåðå ïðèìåíèìà óêàçàííàÿ

èäåàëèçàöèÿ (ñì., íàïðèìåð, [269,309,360,361℄).

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì �îðìóëû äëÿ ¾ïëàçìîííûõ ÷àñòîò êîëåáà-

íèé òðåõîñíîãî íàíîýëëèïñîèäà¿ [127℄ ïðèìåíèòåëüíî ê äèïîëüíûì, êâàä-

ðóïîëüíûì è îêòóïîëüíûì êîëåáàíèÿì îáÿçàíû ñîâïàäàòü ñ ñîáñòâåííûìè

÷àñòîòàìè, íàéäåííûìè â [494, 498℄ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ýëåêòðîñòàòèêè è ðàçâèòîé â [209,518℄ òåîðèåé ïîòåíöèàëà ýëëèïñîèäà

2

.

1

À òàêæå â ï. 64.3 ïàðàãðà�à 64.

2

Ê ñîæàëåíèþ, ðàáîòû [494,498℄ â [127℄ íå óïîìèíàþòñÿ.



Ï�ÈËÎÆÅÍÈß

À. Íåêîòîðûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ñóììû,

âîçíèêàþùèå â òåîðèè ïîòåíöèàëà

À1. ¾Ïóàññîíîâû¿ ñóììû [493℄

Åñëè â óðàâíåíèå Ïóàññîíà

(
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂y2

)
Φ2λ+1,2µ,2ν = −4π̺0

(x
a

)2λ+1(y
b

)2µ(z
c

)2ν
(A.1)

ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ Φ
(i)
2λ+1,2µ,2ν(r), äàâàåìîå �îðìóëàìè (14.19),

(14.20), à çàòåì (ïîñëå âûïîëíåíèÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ) ïðîèçâåñòè çàìå-

íû i→ i+1 â ïåðâîì, j → j+1 âî âòîðîì, k→ k+1 â òðåòüåì ñëàãàåìûõ

ëåâîé ÷àñòè (À.1) è, íàêîíåö, èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèé ñîîòíîøåíèå

(3.6), òî â ðåçóëüòàòå ïðèðàâíèâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-

ïåíÿõ xαyβzγ ïîëó÷èì

λ∑

l=0

µ∑

m=0

ν∑

n=0

(−2)l+m+n (2i+2l+1)!! (2j+2m−1)!! (2k+2n−1)!!
(2l+ 1)! (2m)! (2n)! (λ− l)! (µ−m)! (ν − n)! =

= (−2)λ+µ+νδiλ δjµ δkν , (A.2)

ãäå δiλ - ñèìâîë Êðîíåêåðà. Èç (14.19) ñëåäóåò, ÷òî (À.2) ñïðàâåäëèâî ïðè

óñëîâèè

λ+ µ+ ν > i+ j + k > 0 . (A.3)

Î÷åâèäíî, ýòà ñóììà åñòü ïðîñòî òðîéíîå ïðîèçâåäåíèå îäíîêðàòíûõ ñóìì

âèäà

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l− 1)!!

(2l)! (λ− l)! = (−2)λδiλ , (A.4)

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l+ 1)!!

(2l + 1)! (λ− l)! = (−2)λδiλ , (A.5)

ãäå

λ > i . (A.6)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñóììû (À.4) è (À.5) ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåíèåì ñóììû (À.2)

ïðè λ=µ=0 è µ=ν=0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî ñïîñîáó ïîëó÷åíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì ýòè ñóììû

¾ïóàññîíîâûìè¿.

445
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À2. Òðåõïàðàìåòðè÷åñêèå ñóììû [493℄

�àññìîòðèì ñóììû

S(λ, i, p) =
λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l− 1)!!

(2l)! (λ− l)! (2p+ 2l+ 1)
(p > i) , (A.7)

T (λ, i, p) =

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l+ 1)!!

(2l + 1)! (λ− l)! (2p+ 2l+ 1)
(p > i) , (A.8)

çàâèñÿùèå îò òðåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ λ, i, p.
Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ïðè i6 λ ýòè ñóììû âû÷èñëÿþòñÿ â îáùåì âèäå.

Òàê êàê

1

2p+ 2l+ 1
= 1− 2p

2p+ 2l+ 1
− 2l

2p+ 2l+ 1

èëè

1

2p+ 2l + 1
= 1− 2p− 1

2p+ 2l+ 1
− 2l + 1

2p+ 2l+ 1
,

òî âìåñòî (À.7) è (À.8) ìîæíî çàïèñàòü

(2p+ 1)S(λ, i, p) +

λ∑

l=1

(−2)l(2i+ 2l − 1)!!

(2l− 1)! (λ− l)! (2p+ 2l+ 1)
= (−2)λ δiλ , (A.9)

2p T (λ, i, p) +

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l+ 1)!!

(2l)! (λ− l)! (2p+ 2l+ 1)
= (−2)λ δiλ , (A.10)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè �îðìóëû (À.4) è (À.5) äëÿ ïóàññîíîâûõ ñóìì. Äàëåå

ðàçáèåíèå

(2i+ 2l + 1)!! = (2i+ 1)(2i+ 2l− 1)!! + 2l(2i+ 2l − 1)!!

ïðèâîäèò (À.10) ê âèäó

2p T (λ, i, p) + (2i+ 1)S(λ, i, p)+

+
λ∑

l=1

(−2)l(2i+ 2l− 1)!!

(2l − 1)! (λ− l)! (2p+ 2l+ 1)
= (−2)λ δiλ . (A.11)

Òåïåðü èç (À.9) è (À.11) ñðàçó ñëåäóåò

(p− i)S(λ, i, p) = p T (λ, i, p) . (A.12)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè i=0
S(λ, 0, p) = T (λ, 0, p) . (A.13)

Àíàëîãè÷íî òîæäåñòâî

(2i+ 2l + 1)!! = 2i(2i+ 2l − 1)!! + (2l + 1)(2i+ 2l − 1)!!

ïåðåâîäèò (À.8) â

T (λ, i, p) = 2 i T (λ, i− 1, p) + S(λ, i, p) . (A.14)
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Âìåñòå �îðìóëû (À.12) è (À.14) ïðèâîäÿò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøå-

íèþ

S(λ, i, p) = −2(p− i+ 1)S(λ, i− 1, p) , (A.15)

i-êðàòíîå èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî äàåò

S(λ, i, p) = (−2)i p !

(p− i)! S(λ, 0, p) . (A.16)

Åñëè â (À.9) ïðîèçâåñòè çàìåíó l→ l + 1, òî áóäåì èìåòü

(2p+ 1)S(λ, i, p) = (−2)λ δiλ + 2T (λ− 1, i, p+ 1) . (A.17)

Îòñþäà ïðè i=0 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (À.13) íàõîäèì

S(λ, 0, p) =
2λ (2p− 1)!!

(2λ+ 2p− 1)!!
S(0, 0, p+ λ) . (A.18)

Òàê êàê ïðè λ = i = 0 ñóììà (À.7) ñîñòîèò ëèøü èç îäíîãî ñëàãàåìîãî,

ðàâíîãî

S(0, 0, p) =
1

2p+ 1
, (A.19)

òî èç (À.16), (À.18), (À.19) äëÿ S(λ, i, p) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l− 1)!!

(2l)! (λ− l)! (2p+ 2l+ 1)
=

2λ(−2)ip !(2p− 1)!!

(p− i)!(2λ+ 2p+ 1)!!
(p > i) , (A.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà T (λ, i, p) â ñîîòâåòñòâèè ñ (À.12) ðàâíà

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l+ 1)!!

(2l + 1)! (λ− l)! (2p+ 2l + 1)
=

2λ(−2)i(p− 1)!(2p− 1)!!

(p− i− 1)!(2λ+ 2p+ 1)!!
(p > i) .

(A.21)
Êðîìå òîãî, èç (À.9) è (À.10) èìååì ñîîòâåòñòâåííî

λ∑

l=1

(−2)l(2i+ 2l− 1)!!

(2l − 1)! (λ− l)! (2p+ 2l + 1)
=

= (−2)λ δiλ −
2λ(−2)ip !(2p+ 1)!!

(p− i)!(2λ+ 2p+ 1)!!
(p > i) , (A.22)

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l+ 1)!!

(2l)! (λ− l)! (2p+ 2l + 1)
=

= (−2)λ δiλ +
2λ(−2)i+1p !(2p− 1)!!

(p− i− 1)!(2λ+ 2p+ 1)!!
(p > i) . (A.23)

Âûâåäåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïóàññîíîâûõ ñóìì �îðìóëû (À.20)�(À.23)

ñïðàâåäëèâû ïðè óñëîâèè i 6 λ.
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Ñëåäñòâèåì �îðìóë (À.21) è (À.23), âçÿòûõ ïðè i=λ, ÿâëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî

λ∑

l=0

(−2)l(2i+ 2l+ 3)!!

(2l + 1)! (λ− l)! (2p+ 2l+ 1)
=

= (−2)λ
[
1− 2λ+1(p− 1)!(2p− 1)!!

(p− λ− 2)!(2λ+ 2p+ 1)!!

]
(p > λ+2) . (A.24)

À3. Äâå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ñóììû [525℄

�àññìîòðèì ñóììû

S 1(λ, l) =
∑

i

4i

(2i+ 1)! (λ− i)! (l − i)! , (A.25)

S 2(λ, l) =
∑

i

4i

(2i)! (λ− i)! (l − i)! , (A.26)

çàâèñÿùèå îò äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ λ è l.
Îòìåòèì ñðàçó î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ñóìì (À.25), (À.26) :

Sn(λ, l) = Sn(l, λ) (n = 1, 2) , (A.27)

S1(0, 0) = 1 , (A.28)

âûòåêàþùèå èç èõ îïðåäåëåíèÿ. Åñëè ìíîæèòåëü (2i + 1)−1
, âõîäÿùèé â

âûðàæåíèå (À.25), ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó

1

2i+ 1
= 1 + 2

l − i
2i+ 1

− 2l
1

2i+ 1
,

òî âìåñòî (À.25) ïîëó÷àåì

S1(λ, l) = S2(λ, l) + 2S1(λ, l − 1)− 2lS1(λ, l) ,

èëè

(2l+ 1)S1(λ, l) = S2(λ, l) + 2S1(λ, l − 1) , (A.29)

(2λ+ 1)S1(λ, l) = S2(λ, l) + 2S1(λ− 1, l) , (A.30)

ãäå ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê (À.29) ñâîéñòâà ñèììåò-

ðèè (A.27).

Âíîâü îáðàùàÿñü ê �îðìóëå (À.25), ñäåëàåì â íåé çàìåíó i→ i−1, ïîñëå
÷åãî âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû óìíîæèì íà åäèíèöó, ïðåäñòàâëåííóþ

êàê

1 = 2
l+ 1

2i
− 2

l + 1− i
2i

.

Â èòîãå îïÿòü áóäåì èìåòü äâå �îðìóëû:

S1(λ, l) =
l + 1

2
S2(λ+ 1, l+ 1)− 1

2
S2(λ+ 1, l) , (A.31)

S1(λ, l) =
λ+ 1

2
S2(λ+ 1, l+ 1)− 1

2
S2(λ, l + 1) , (A.32)



À. Íåêîòîðûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ñóììû 449

ïðè÷åì (À.32) âûòåêàåò èç (À.31), åñëè ó÷åñòü (A.27).

Â ðåçóëüòàòå çàìåí λ → λ − 1, l → l − 1 �îðìóëà (À.31) ïðèîáðåòàåò

âèä

l S2(λ, l) = S2(λ, l − 1) + 2S1(λ− 1, l− 1) ,

à çàìåíà l → l − 1 â (À.30) äàåò

2S1(λ− 1, l− 1) = (2λ+ 1)S1(λ, l − 1)− S2(λ, l − 1) .

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî

S2(λ, l) =
2λ+ 1

l
S1(λ, l − 1) . (A.33)

Ïîäñòàâëÿÿ (A.33) â (À.29), ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó

S1(λ, l) =
2λ+ 2l+ 1

l(2l+ 1)
S1(λ, l − 1) , (A.34)

l-êðàòíîå èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

S1(λ, l) =
(2λ+ 2l+ 1)!!

(2λ+ 1)!! (2l+ 1)!! l!
S1(λ, 0) . (A.35)

Ñèììåòðèÿ (A.27) ïîçâîëÿåò âìåñòî (A.34) íàïèñàòü ðåêóððåíòíîå ñîîò-

íîøåíèå

S1(λ, l) =
2λ+ 2l+ 1

λ(2λ+ 1)
S1(λ− 1, l) ,

êîòîðîå ïðè l = 0 ñâîäèòñÿ ê

S1(λ, 0) =
1

λ
S1(λ− 1, 0) .

λ-êðàòíîå ïðèìåíåíèå ïîñëåäíåé �îðìóëû äàåò

S1(λ, 0) =
1

λ !
S1(0, 0) =

1

λ !
, (A.36)

ãäå ó÷òåíî (A.28).

Åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü (A.36) â (A.35) è óìíîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìå-

íàòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ äðîáè íà 2λ+l, òî ïîëó÷àåì

S 1(λ, l) =
2λ+l (2λ+ 2l+ 1) !!

(2λ+ 1) ! (2l+ 1) !
. (A.37)

Äåëàÿ (A.37) çàìåíó l→ l − 1 è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (A.33), íàõîäèì

S 2(λ, l) =
2λ+l (2λ+ 2l− 1) !!

(2λ) ! (2l) !
. (A.38)
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À4. Åùå îäíà äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñóììà

�àññìîòðèì ñóììó

T (s,m) =
s∑

i=0

(−2)i
(s− i)! (2m+ 2i+ 1)!!

. (A.39)

Åñëè ìíîæèòåëü (2m+2i+1)−1
, âõîäÿùèé â âûðàæåíèå (À.39), ïðåäñòàâèòü

êàê ñóììó

1

2m+ 2i+ 1
= 1− 2m

2m+ 2i+ 1
+

2(s−i)
2m+ 2i+ 1

− 2s

2m+ 2i+ 1
,

òî âìåñòî (À.39) áóäåì èìåòü

T (s,m) = T (s,m−1)− 2mT (s,m) + 2T (s−1,m)− 2s T (s,m)

èëè

(2m+2s+1)T (s,m) = T (s,m−1) + 2T (s−1,m) . (A.40)

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû i→ i+ 1 �îðìóëà (A.39) ïðèíèìàåò âèä

T (s,m) =
s−1∑

i=−1

(−2)i+1

(s−1−i)! (2m+ 2i+ 3)!!
.

Âûäåëèì èç ýòîé ñóììû è çàïèøåì îòäåëüíî ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå

i=−1. Ýòî äàåò

T (s,m) =
1

s ! (2m+ 1)!!
− 2T (s−1,m+1) . (A.41)

Çàìåíà m→ m−1 ïîçâîëÿåò ïðèäàòü (À.41) âèä

1

s ! (2m− 1)!!
= T (s,m−1) + 2T (s−1,m) . (A.42)

Èç ðàâåíñòâà ïðàâûõ ÷àñòåé �îðìóë (À.42) è (À.40) ñëåäóåò ðàâåíñòâî èõ

ëåâûõ ÷àñòåé. Òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

T (s,m) =
1

s! (2m− 1)!! (2m+ 2s+ 1)
. (A.43)
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B. Íåêîòîðûå îáúåìíûå, ïîâåðõíîñòíûå

è êîíòóðíûå èíòåãðàëû

Â ýòîì ïðèëîæåíèè (â ïîäðàçäåëàõ B1�B5, ïîñâÿùåííûõ òðåõìåðíîìó

ñëó÷àþ) ïðèìåíèòåëüíî ê ýëëèïñîèäó è åãî âûðîæäåííûì è ïðåäåëüíûì

ãåîìåòðè÷åñêèì �îðìàì âû÷èñëÿþòñÿ îáúåìíûå, ïîâåðõíîñòíûå è êîíòóð-

íûå èíòåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ñòåïåíåé äåêàðòîâûõ êîîð-

äèíàò

1 xlymzn (÷àñòü óêàçàííûõ �îðìóë âïåðâûå ðàññìàòðèâàëàñü Ëàãðàí-
æåì). Â îñíîâíîì òåêñòå ìîíîãðà�èè ýòè èíòåãðàëû èñïîëüçóþòñÿ óæå êàê

òàáëè÷íûå (ïðè ðàñ÷åòå ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ èëè ðåøåíèè èíòåãðàëü-

íûõ óðàâíåíèé).

Îñòàþùèåñÿ ïîäðàçäåëû (íà÷èíàÿ ñ B6) îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó äâóõ

èçìåðåíèé. �àññìîòðåííûå â íèõ èíòåãðàëû ïðèâëåêàþòñÿ â îñíîâíîì òåê-

ñòå äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾ïîãîííûõ¿ (ò. å. ñîîòâåòñòâóþùèõ

åäèíèöå äëèíû) ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ â ïëîñêèõ çàäà÷àõ.

B1. Èíòåãðàë ïî ñ�åðå

�àññìîòðèì èíòåãðàë

J ≡
∮

exp(qr) dS

ïî ïîâåðõíîñòè ñ�åðû ðàäèóñà r0  öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ââåäÿ ñ�å-

ðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñ ïîëÿðíîé îñüþ, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó q = {α, β, γ},
áóäåì èìåòü

J=r20

∫
exp(r0q cos θ) dΩ=2πr20

1∫

−1

exp(r0q cos θ) d(cos θ)=4π
r0
q
sh(r0q),

ãäå dΩ = sin θ dθ dϕ � ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ãè-

ïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà shx â áåñêîíå÷íûé ðÿä ïî ñòåïåíÿì x, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì ∮

exp(qr) dS = 4πr20

∞∑

i=0

(r20q
2)i

(2 i+ 1)!
, (B.1)

ãäå

q2=α2+β2+γ2. (B.2)

Ñëåäóÿ Íèâåíó [263℄, áóäåì îïåðèðîâàòü äàëåå ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöè-

åé f(r), ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ìàêëîðåíà êîòîðîé ïðåâîñõîäèò r0. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ �óíêöèè f(r) ìîæíî ïðåäñòàâèòü, èñïîëü-
çóÿ àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè, â ñëåäóþùåì

ñèìâîëè÷åñêîì âèäå:

f(r) = exp{r∇}f(0),
ãäå ∇≡ ∂/∂r= {∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z} � îïåðàòîð �àìèëüòîíà. Ïîýòîìó ðÿäó

(B.1) �îðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâî

∮
f(r) dS = 4πr20

∞∑

i=0

r2i0
(2i+ 1)!

∆i f(r), (B.3)

1

Ìû îòâëåêàåìñÿ îò ïîäûíòåãðàëüíûõ âåñîâûõ �óíêöèé-ìíîæèòåëåé, íåèçáåæíî âîç�

íèêàþùèõ â ñëó÷àå íåñ�åðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è íåêðóãîâûõ êîíòóðîâ.
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ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Â ïðàâîé ÷àñòè (Â.3) ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ

îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòü x=y=z=0.
Ïóñòü, â ÷àñòíîñòè, �óíêöèÿ f(r) èìååò èíòåðåñóþùèé íàñ âèä

f(r) = x2ly2mz2n. (B.4)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëèíîìèàëüíîé �îðìóëîé îïåðàòîð

∆i
ðàâåí

∆i ≡
(
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

)i
=

∑

p+q+r=i

i!

p! q! r!

∂2p+2q+2r

∂x2p∂y2q∂z2r
(B.5)

è ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â (Â.3), áåðóòñÿ â íà÷àëå êîîðäè-

íàò (öåíòðå øàðà), êîíñòàòèðóåì, ÷òî äëÿ �óíêöèè (B.4) òðîéíàÿ ñóììà ïî

i, p, q â (B.3) �àêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ñëàãàåìîìó ñ ïðîèçâîä-
íîé

∂2l+2m+2nf

∂x2l∂y2m∂z2n
= (2l)! (2m)! (2n)!.

Òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî

∮
x2ly2mz2n dS = 4π

(2l− 1)!!(2m− 1)!!(2n− 1)!!

(2l+ 2m+ 2n+ 1)!!
r
2(l+m+n+1)
0 . (B.6)

B2. Èíòåãðàë ïî îáúåìó øàðà

�àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë

∫
f(r) dV ïî îáúåìó øàðà ðàäèóñà R ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì R.
Çäåñü f(r) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ìàêëîðåíà

êîòîðîé ïðåâîñõîäèò R.
Ïðèâëåêàÿ (Â.3), íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∫
f(r) dV =

R∫

0

dr0

∮
f(r) dS = 4π

∞∑

i=0

∆i f(r)

(2i+ 1)!

R∫

0

r2i+2
0 dr0.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî

∫
f(r) dV = 4πR3

∞∑

i=0

R2i

(2i+ 3)(2i+ 1)!
∆if(r). (B.7)

Â ïðàâîé ÷àñòè (B.7) ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ äè��åðåíöèðîâàíèé ñëåäóåò

ïîëîæèòü x=y=z=0.
Äëÿ �óíêöèè (B.4) èç �îðìóëû (B.7), êàê è ïðè âûâîäå (B.6), ïîëó÷àåì

∫
x2ly2mz2n dV = 4π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!(2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 3)!!
R2l+2m+2n+3. (B.8)

B3. Èíòåãðàë ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà

�àññìîòðèì èíòåãðàë

∫
(x/a)2l(y/b)2m(z/c)2n dV (B.9)
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ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. (B.10)

Ïåðåéäåì â (B.9) ê íîâûì ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ x = ax, y = by,
z = cz:

∫
(x/a)2l(y/b)2m(z/c)2n dV = abc

∫
x2ly2mz2n dx dy dz.

Â ïåðåìåííûõ x, y, z èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îáúåìó åäèíè÷íîãî øàðà, à åãî

âåëè÷èíà äàåòñÿ �îðìóëîé (B.8), â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëîæèòü R=1. Òàêèì
îáðàçîì, ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ (�îðìóëà Ëàãðàíæà) ïðèîáðåòàåò âèä

∫ (x
a

)2l(y
b

)2m(z
c

)2n
dV =4π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!(2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 3)!!
abc. (B.11)

B4. Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

Âû÷èñëèì òåïåðü èíòåãðàë

∮ (x
a

)2l (y
b

)2m (z
c

)2n
p dS (B.12)

ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, �îðìóëó �àóññà�Îñòðî-

ãðàäñêîãî ∮
(nA) dS =

∫
divA dV. (B.13)

Â ýòèõ �îðìóëàõ (ñì. (1.12) è (1.13))

p =

(
x2

a4
+
y2

b4
+
z2

c4

)−1/2

, (B.14)

n =
{ x
a2
p ,

y

b2
p ,

z

c2
p
}
.

×òîáû ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (nA), âõîäÿùåå â ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë
â (B.13), èìåëî â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé ãðàíèöû âèä

(x/a)2l(y/b)2m(z/c)2np,

âåêòîð A ìîæíî âûáðàòü ðàâíûì, íàïðèìåð,

A = i a
(x
a

)2l−1(y
b

)2m(z
c

)2n
,

ãäå i � îðò îñè x. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ A â ïðàâóþ ÷àñòü (B.13),

âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ è èñïîëüçóÿ (B.11), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∮ (x
a

)2l(y
b

)2m(z
c

)2n
p dS = 4π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!(2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 1)!!
abc. (B.15)
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B5. Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

Ïðè c → 0 ïîâåðõíîñòü (B.10) ýëëèïñîèäà ïåðåõîäèò â íåçàìêíóòóþ

ïîâåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè z=0 è îãðàíè-

÷åííîãî â íåé ýëëèïñîì

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (B.16)

Òàê êàê ïðè c→0 èç (B.10) è (B.14) ñëåäóåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

z/c = ±D(x, y) è p→ c/D(x, y),

ãäå

D(x, y) =
√
1− (x/a)2 − (y/b)2, (B.17)

òî, äåëÿ îáå ÷àñòè (B.15) íà c è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

lim
c→0

∮ (x
a

)2l (y
b

)2m (z
c

)2n p
c
dS = 2

∫ (x
a

)2l (y
b

)2m
D2n−1dS,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∫ (x
a

)2l (y
b

)2m
D2n−1dS = 2π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!(2n− 1)!!

(2l + 2m+ 2n+ 1)!!
ab. (B.18)

B6. Êîíòóðíûé èíòåãðàë ïî îêðóæíîñòè

Âû÷èñëèì êîíòóðíûé èíòåãðàë

I ≡
∮

exp(qr) dl

ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r0, ñ÷èòàÿ, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ åå

öåíòðîì, à âåêòîðû r= {x, y} è q= {qx, qy} ëåæàò â ïëîñêîñòè xy. Ââîäÿ
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû è ðàçëàãàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä, ïîëó÷àåì

∮
exp(qr) dl = r0

2π∫

0

exp(qr0 cosϕ) dϕ = r0

∞∑

i=0

1

i!

2π∫

0

(qr0 cosϕ)
i dϕ.

Ïðè ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå íå÷åòíûå ñòå-

ïåíè cosϕ, èñ÷åçàþò. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

π/2∫

0

cos2m ϕdϕ =
(2m−1)!!
(2m)!!

π

2
,

áóäåì èìåòü ∮
exp(qr) dl = 2πr0

∞∑

k=0

(qr0)
2k

4k(k!)2
. (B.19)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(x, y), ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ðÿäà Ìàêëîðåíà êîòîðîé ïðåâîñõîäèò r0, ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

∮
f(x, y) dl = 2πr0

∞∑

k=0

r2k0
4k(k!)2

∆k
2f(x, y), (B.20)
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ãäå äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆2 ≡
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (B.20) íåîáõîäèìî

ïîëîæèòü x=y=0.
Äëÿ f(x, y) = x2ly2m â ðåçóëüòàòå ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ñîäåðæà-

ùèìñÿ â B1, ïîëó÷àåì

∮
x2ly2m dl = 2π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!

(2l+ 2m)!!
r2l+2m+1
0 . (B.21)

B7. Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè êðóãà

�àññìîòðèì èíòåãðàë

∫
f(x, y) dS ïî ïîâåðõíîñòè êðóãà ðàäèóñà R ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì R.
Çäåñü f(r) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ìàêëîðåíà

êîòîðîé ïðåâîñõîäèò R.
Î÷åâèäíî, ÷òî

∫
f(x, y) dS =

R∫

0

dr0

∮
f(x, y) dl = 2π

∞∑

k=0

∆k
2f(x, y)

4k(k!)2

R∫

0

r2k+1
0 dr0,

ãäå èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå (B.20). Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî

∫
f(x, y) dS = 2πR2

∞∑

k=0

R2k

(2k)!!(2k + 2)!!
∆k

2f(x, y). (B.22)

Â ïðàâîé ÷àñòè (B.22) ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâà-

íèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòü x=y=0.
Äëÿ f(x, y) = x2ly2m èç (B.22) ñëåäóåò, ÷òî

∫
x2ly2m dS = 2π

(2l− 1)!!(2m− 1)!!

(2l+ 2m+ 2)!!
R2l+2m+2. (B.23)

B8. Åùå èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà

�àññìîòðèì èíòåãðàë

∫ (x
a

)2l (y
b

)2m
dS

ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà ñ ïîëóîñÿìè a, b, îãðàíè÷åííîãî êîí-
òóðîì

x2/a2 + y2/b2 = 1.

Ïîñòóïàÿ ïî àíàëîãèè ñ ïóíêòîì B3, ò. å. ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå èíòå-

ãðèðîâàíèÿ x = ax, y = by è èñïîëüçóÿ äëÿ èíòåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè êðóãà
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà �îðìóëó (Â.23), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

∫ (x
a

)2l (y
b

)2m
dS = 2π

(2l− 1)!!(2m− 1)!!

(2l+ 2m+ 2)!!
ab. (B.24)
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B9. Êîíòóðíûé èíòåãðàë ïî ýëëèïñó

Îáðàòèìñÿ âíîâü ê �îðìóëå �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî (B.13), â êîòîðîé

èíòåãðèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíî íà ïîâåðõíîñòü è îáúåì ýëëèïñîèäà, òîëüêî

òåïåðü âåêòîð A âûáåðåì íå çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàòû z è èìåþùèì âèä

A = i a
(x
a

)2l−1(y
b

)2m
.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ äëÿ A �îðìóëà �àóññà�Îñòðî-

ãðàäñêîãî ïðèîáðåòàåò âèä

∮ (x
a

)2l(y
b

)2m
p dS = (2l− 1)

∫ (x
a

)2l−2(y
b

)2m
dV. (B.25)

Ïîñêîëüêó ïðè c→∞ ýëëèïñîèä òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèé

öèëèíäð, à ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (B.25) îò z íå çàâèñÿò, òî äîëæ-

íî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç (B.25) ïðè èñêëþ÷åíèè èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî z è èìåþùåå, î÷åâèäíî, âèä

∮ (x
a

)2l(y
b

)2m
p 2 dl = (2l − 1)

∫ (x
a

)2l−2(y
b

)2m
dS. (B.26)

Çäåñü êîíòóðíûé èíòåãðàë ïî ïåðèìåòðó ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà âûðàæåí

÷åðåç èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî äèñêà, à

p 2 = (x2/a4 + y2/b4)−1/2.

Èñïîëüçóÿ (B.24), ïîëó÷àåì èç (B.26) îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

∮ (x
a

)2l (y
b

)2m
p 2 dl = 2π

(2l − 1)!!(2m− 1)!!

(2l + 2m)!!
ab. (B.27)

B10. Èíòåãðàë ïî îòðåçêó ïðÿìîé

�àññìîòðèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ýëëèïñà ê îòðåçêó ïðÿìîé, îñóùåñòâ-

ëÿåìûé, ñêàæåì, ïîñðåäñòâîì b→0. Òàê ÷òî ýëëèïòè÷åñêèé äèñê

x2/a2 + y2/b2 = 1

òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê äëèíîé 2a. Òîãäà èìåþò ìåñòî
�îðìóëû

p 2 → b
/√

1− x2/a2 , y/b = ±
√
1− x2/a2. (B.28)

Ïîýòîìó, äåëÿ îáå ÷àñòè (B.27) íà b è ïðèâëåêàÿ (B.28), ïðèõîäèì ê èñêî-

ìîìó îäíîêðàòíîìó èíòåãðàëó

a∫

−a

(x
a

)2l (
1− x2

a2

)m−1/2

dx = π
(2l−1)!! (2m−1)!!

(2l + 2m)!!
a. (B.29)
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Ñ. Î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò

ñèììåòðè÷íîãî íåïðèâîäèìîãî òåíçîðà

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîð l-ãî ðàíãà èìååò 3 l êîìïîíåíò. Ñó-
ùåñòâîâàíèå êàêèõ-ëèáî íåçàâèñèìûõ ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó

êîìïîíåíòàìè óìåíüøàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò íà ÷èñëî óðàâíå-

íèé ñâÿçè. Ïóñòü αi1...il � íåïðèâîäèìûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, à L �

÷èñëî åãî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò. Î÷åâèäíî, ÷òî

L = 3 l −N − S, (C.1)

ãäå N è S � ÷èñëà óðàâíåíèé ñâÿçè, âûòåêàþùèõ èç óñëîâèÿ íåïðèâîäè-

ìîñòè è óñëîâèÿ ñîâåðøåííîé ñèììåòðèè òåíçîðà, ñîîòâåòñòâåííî.

×èñëî ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñâÿçè âèäà αjj i3...il = 0, îáåñïå÷èâàþùèõ
íåïðèâîäèìîñòü òåíçîðà

←→α , ðàâíî, î÷åâèäíî, ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç l ïî 2,
ò. å.

N = C2
l =

l(l− 1)

2
. (C.2)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óñëîâèþ ñèììåòðèè òåíçîðà αi1...il . Êàæäûé èç èí-
äåêñîâ i1, . . . , il ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ x, y, z. Ïîýòîìó ëþáóþ êîí-

êðåòíóþ ðåàëèçàöèþ ñîâîêóïíîñòè ýòèõ èíäåêñîâ ìîæíî óñëîâíî çàïèñàòü

â âèäå

xmynzl−m−n. (C.3)

Ïðè �èêñèðîâàííûõ m è n ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ èíäåêñîâ i1, . . . , il,
îõâàòûâàåìûõ ïðåäñòàâëåíèåì (Ñ.3), î÷åâèäíî, ðàâíî

l!

m!n! (l −m− n)! . (C.4)

Ïîíÿòíî, ÷òî (Ñ.4) åñòü ÷èñëî êîìïîíåíò òåíçîðà

←→α , ñâÿçàííûõ óñëîâè-

åì ñèììåòðèè ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé ðåàëèçàöèè ñîâîêóïíîñòè

èíäåêñîâ. Ýòîìó ÷èñëó ñèììåòðè÷íûõ êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóåò íà åäèíèöó

ìåíüøåå ÷èñëî óðàâíåíèé ñâÿçè. Îáùåå æå ÷èñëî óðàâíåíèé ñâÿçè, äàâàå-

ìûõ óñëîâèåì ñèììåòðèè, ðàâíî

S =
l∑

m=0

l−m∑

n=0

(
l!

m!n! (l −m− n)! − 1

)
. (C.5)

Ïåðâûé ÷ëåí â ñêîáêàõ â (C.5) � ýòî ïîëèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò,

âõîäÿùèé â �îðìóëó (ñì. (14.6))

(A+B + C)l =
l∑

m=0

l−m∑

n=0

l!

m!n! (l −m− n)! A
mBnCl−m−n. (C.6)

Ïîëàãàÿ â (C.6) A=B=C=1 è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (C.5), ïîëó÷àåì

S = 3 l −
l∑

m=0

l−m∑

n=0

1. (C.7)
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Äâîéíàÿ ñóììà â (C.7) ðàâíà, î÷åâèäíî, ÷èñëó åå ñëàãàåìûõ, ò. å.

l∑

m=0

l−m∑

n=0

1 =
(l + 2)(l + 1)

2
.

Ïîýòîìó èç (C.1) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

L = 2 l+ 1.



D. Î ïàðöèàëüíûõ èñòî÷íèêàõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýëëèïñîèäà 459

D. Î ïàðöèàëüíûõ èñòî÷íèêàõ

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýëëèïñîèäà

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü, ñóùåñòâóþùàÿ ìåæäó ïàðöèàëüíûìè îáú-

åìíûìè ïëîòíîñòÿìè çàðÿäîâûõ è òîêîâûõ èñòî÷íèêîâ ýëëèïñîèäàëüíîãî

òåëà. Ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó çàðÿäàìè (ìàãíèòíûìè) è òîêàìè (àìïå-

ðîâûìè) ñëóæèò âåêòîð íàìàãíè÷åíèÿ I.

Ïóñòü äåêàðòîâû êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíî-

ðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû (îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò x̄ = x/a, ȳ = y/b,
z̄ = z/c) ñòåïåíè ν+1 è äàþòñÿ �îðìóëàìè

I
(ν+1)
x =

∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

k! l!m!
κx; klm x̄

kȳ lz̄m, (D.1)

I
(ν+1)
y =

∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

k! l!m!
κy; klm x̄

kȳ lz̄m, (D.2)

I
(ν+1)
z =

∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

k! l!m!
κz; klm x̄

kȳ lz̄m. (D.3)

Âõîäÿùèå ñþäà êîý��èöèåíòû κx; klm, κy; klm è κz; klm ïîëèíîìîâ îáðàçó-

þò òåíçîð (ν+2)-ãî ðàíãà, ñèììåòðè÷íûé ïî âñåì èíäåêñàì, êðîìå ïåðâîãî

(îí îòäåëåí îò îñòàëüíûõ òî÷êîé ñ çàïÿòîé), ïðè÷åì äëÿ ñèììåòðè÷íûõ

èíäåêñîâ èñïîëüçîâàíà òðåõèíäåêñíàÿ çàïèñü. ×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ ãàðìî-

íè÷íîñòè ïîëèíîìîâ, òî â äàííîì ñëó÷àå îíî îáåñïå÷èâàåòñÿ (ñð. ñ (39.16))

íåïðèâîäèìîñòüþ v-òåíçîðà ←→κ ïî ñèììåòðè÷íûì èíäåêñàì, ò. å. ñîîòíî-

øåíèÿìè:

κx; k+2,l,m + κx; k,l+2,m + κx; k,l,m+2 = 0, (D.4)

κy; k+2,l,m + κy; k,l+2,m + κy; k,l,m+2 = 0, (D.5)

κz; k+2,l,m + κz; k,l+2,m + κz; k,l,m+2 = 0, (D.6)

âûðàæàþùèìè â òðåõèíäåêñíîé çàïèñè îáðàùåíèå â íóëü ñâåðòêè òåíçîðà←→
κ ïî ëþáîé ïàðå ñèììåòðè÷íûõ èíäåêñîâ.

Âûáðàííîìó âèäó íàìàãíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò, ïî Ïóàññîíó, îáúåìíàÿ

ïëîòíîñòü (ñâÿçàííîãî) ìàãíèòíîãî çàðÿäà, ðàâíàÿ

˜̺ = − divI =−
∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

(k−1)! l!m!

κx; klm

a
x̄k−1ȳ lz̄m−

−
∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

k! (l−1)!m!

κy; klm

b
x̄kȳ l−1z̄m−

−
∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

k! l! (m−1)!
κz; klm

c
x̄kȳ lz̄m−1.

Çàìåíà èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ (k → k+1 â ïåðâîé, l → l+1 âî âòîðîé è

m→ m+1 â òðåòüåé ñóììàõ ñîîòâåòñòâåííî) äàåò (ñð. ñ (39.13), (39.12))

˜̺ =
∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
αklm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
,
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ãäå òðåõèíäåêñíûå êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîãî ïî âñåì èíäåêñàì òåíçîðà←→α ( ν-òîãî ðàíãà) îïðåäåëåíû �îðìóëîé

αklm
ν+1

≡ −κx; k+1,l,m

a
− κy; k,l+1,m

b
− κz; k,l,m+1

c
. (D.7)

Çàìåòèì, ÷òî ñîâåðøåííî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

←→α íåïðèâîäèì. Äåéñòâè-

òåëüíî, åãî ñâåðòêà ïî ëþáûì äâóì èíäåêñàì ðàâíà íóëþ. Òðåõèíäåêñíàÿ

�îðìà çàïèñè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èìååò âèä

αk+2,l,m + αk,l+2,m + αk,l,m+2 = 0,

è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà

1

a
(κx; k+3,l,m + κx; k+1,l+2,m + κx; k+1,l,m+2)+

+
1

b
(κy; k+2,l+1,m + κy; k,l+3,m + κy; k,l+1,m+2)+

+
1

c
(κz; k+2,l,m+1 + κz; k,l+2,m+1 + κz; k,l,m+3) = 0,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòñÿ â ñèëó (D.4)�(D.6).

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî òåíçîð

←→α íåïðèâîäèì, ïîëèíîì ˜̺(x/a, y/b, z/c)
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì è, çíà÷èò, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ðàññìàòðèâàåìî-

ãî ñâÿçàííîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïàðöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ, ò. å.

˜̺ = ˜̺(ν).
Íàìàãíè÷åíèþ (D.1)�(D.3) ñîîòâåòñòâóåò ïëîòíîñòü àìïåðîâûõ (ìîëå-

êóëÿðíûõ) òîêîâ

jA = c rotI. (D.8)

Â ÷àñòíîñòè,

(jA)x
c

=
∂Iz
∂y
− ∂Iy

∂z
=

∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

k! (l−1)!m!

κz; klm

b
x̄k ȳ l−1z̄m−

−
∑

k+l+m=ν+1

(ν+1)!

k! l! (m−1)!
κy; klm

c
x̄kȳ lz̄m−1.

Çàìåíà èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ ( l→ l+1 â ïåðâîé è m→ m+1 âî âòîðîé
ñóììàõ ñîîòâåòñòâåííî) ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü ñóììû

(jA)x
c

=
∑

k+l+m=ν

ν!

k! l!m!
βx;klm

(x
a

)k (y
b

)l (z
c

)m
,

ãäå

βx;klm
ν+1

≡ κz; k,l+1,m

b
− κy; k,l,m+1

c
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç íåïðèâîäèìîñòè ïî ñèììåòðè÷íûì èíäåêñàì y- è z-
êîìïîíåíò v-òåíçîðà ←→κ ñëåäóåò íåïðèâîäèìîñòü x-êîìïîíåíòû v-òåíçîðà←→
β . Äåéñòâèòåëüíî,

1

ν+3
(βx; k+2,l,m+βx;k,l+2,m+βx;k,l,m+2) =

=
1

b
(κz; k+2,l+1,m + κz; k,l+3,m + κz; k,l+1,m+2)−

− 1

c
(κy; k+2,l,m+1 + κy; k,l+2,m+1 + κy; k,l+1,m+3) = 0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò è y-êîìïîíåíòà, è z-

êîìïîíåíòà v-òåíçîðà
←→
β .

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü jA àìïåðîâà òîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîãëàñíî

(D.8) íàìàãíè÷åíèþ (D.1)�(D.3), ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ïàðöèàëüíîãî òîêà,

ò. å. jA = j(ν).

E. Òåîðåìû âçàèìíîñòè

E1. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå òåîðåìû âçàèìíîñòè

Ïóñòü îãðàíè÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà, õàðàêòåðèçóåìîå ïëîòíîñòüþ

̺1(r), ñîçäàåò â íåîãðàíè÷åííîì ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

E0
1, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò âàêóóìíûé ïîòåíöèàë Φ0

1. Ïóñòü òåì æå èñ-

òî÷íèêàì ̺1(r) â íåîãðàíè÷åííîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå ñ ε = ε(r) ñîîò-

âåòñòâóåò ïîòåíöèàë Φ1, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E1 = −∇Φ1 è ýëåêòðè÷åñêàÿ

èíäóêöèÿ D1 = εE1. Àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíû (ïîòåíöèàëû, íàïðÿæåííîñòè

ïîëåé è ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ), ïîðîæäàåìûå èñòî÷íèêàìè ̺2(r) â âà-

êóóìå (ëèáî â óæå ðàññìîòðåííîé äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå) áóäåì îòìå÷àòü

èíäåêñîì 2. Òîãäà õîðîøî èçâåñòíûì òåîðåìàì âçàèìíîñòè

∫
Φ0

2 ̺1 dV =

∫
Φ0

1 ̺2 dV ,

∫
Φ2 ̺1 dV =

∫
Φ1 ̺2 dV

ìîæíî ïðèäàòü ¾ïîëåâóþ¿ �îðìó

∫
E0

2D1 dV =

∫
E0

1 D2 dV , (E.1)

∫
E0

2 E1 dV =

∫
E0

1 E2 dV (E.2)

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå âî âñåõ ÷åòûðåõ �îðìóëàõ èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî

âñåìó ïðîñòðàíñòâó. �àçíîñòü æå ìåæäó (E.1) è (E.2) ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà

4π äàåò ñîîòíîøåíèå

∫
P1 E

0
2 dV =

∫
P2 E

0
1 dV , (E.3)

ãäå P1 è P2 � âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè, íàâîäèìûå â äèýëåêòðèêå âàêó-

óìíûìè ïîëÿìè E0
1 è E0

2 ñîîòâåòñòâåííî, à èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî

îáëàñòè, â êîòîðîé ε(r)− 1 6= 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäíîðîäíîãî äèýëåêòðè-

÷åñêîãî òåëà îáúåìà V èç (E.3) ñëåäóåò

∫

V

∇Φ0
2 · ∇Φ1 dV =

∫

V

∇Φ0
1 · ∇Φ2 dV . (E.4)

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî ýëëèïñîèäà, ïîäñòàâëÿÿ â (E.4)

â êà÷åñòâå Φ0
1 è Φ1 âûðàæåíèÿ (64.31) è (64.32) ñîîòâåòñòâåííî, à â êà÷å-

ñòâå Φ0
2 è Φ2 ïîòåíöèàëû

Φ0
2 = 〈A100 x〉 , Φ2 = ν

〈
A100

ν +M100
x

〉
, (E.5)
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îòâå÷àþùèå �îðìóëàì (64.11), (64.12) è (64.13) çàäà÷è îá ýëëèïñîèäå â îä-

íîðîäíîì ïîëå, è èíòåãðèðóÿ ñ ïîìîùüþ (B.11), îáíàðóæèâàåì, ÷òî âõî-

äÿùàÿ â �îðìóëó (64.40) êîìáèíàöèÿ α120, α102 è α100 âûðàæàåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç A120 è A102 :

(a2 − b2)α120 + (a2 − c2)α102 − 5α100 =

=
1

ν +M100

[
(a2 − b2)A120 + (a2 − c2)A102

]
. (E.6)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (64.35) è (64.39) â (E.6) è ïîñëå-

äóþùåå ïðèðàâíèâàíèå êîý��èöèåíòîâ ïðè A120 è A102 ïðèâîäÿò ê

òîæäåñòâó

2

∆100(ν)

{[
(a2 − b2)(ν +M100) +

5
2 n120

]
(2ν + l102)−

−
[
(a2 − c2)(ν +M100) +

5
2 n102

]
m120

}
= a2 − b2

(E.7)

è ê òîæäåñòâó, ïîëó÷àþùåìóñÿ èç (E.7) â ðåçóëüòàòå âçàèìíîé çàìåíû b↔ c
(÷òî âêëþ÷àåò è âçàèìíóþ çàìåíó äâóõ ïîñëåäíèõ èíäåêñîâ ó âñåõ òðåõèí-

äåêñíûõ âåëè÷èí). Îòìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òîæ-

äåñòâ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ Mlmn âåñüìà òðóäîåìêî.

E2. Òåîðåìà âçàèìíîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ

Ïóñòü â òåëå ñ ïîñòîÿííîé óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ σ è îáúåìîì V ñòî-

ðîííåå ïîëå EA âîçáóæäàåò òîê ïëîòíîñòè jA, à ñòîðîííåå ïîëå EB âîçáóæ-

äàåò â òîì æå òåëå òîê ïëîòíîñòè jB. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Îìà

(ñì., íàïðèìåð, [428,545℄), èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

jA = σ(EA −∇ΦA), jB = σ(EB −∇ΦB). (E.8)

Êðîìå òîãî, êàæäûé èç òîêîâ jA è jB óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èõ ñòàöèî-

íàðíîñòè

div j = 0 (E.9)

è óñëîâèþ íà ãðàíèöå ïðîâîäíèêà

jn = 0. (E.10)

Åñëè òåïåðü âûïîëíèòü ïåðåêðåñòíîå ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ïåðâîãî èç

óðàâíåíèé (E.8) íà jB, à âòîðîãî íà jA, ïîñëå ÷åãî âû÷åñòü èç îäíîãî ðå-
çóëüòàòà äðóãîé, òî áóäåì èìåòü

EAjB − EBjA = jB∇ΦA − jA∇ΦB

èëè

EAjB − EBjA = div(jBΦA − jAΦB). (E.11)

Èíòåãðèðîâàíèå (E.11) ïî îáúåìó ïðîâîäÿùåãî òåëà è èñïîëüçîâàíèå �îð-

ìóëû Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà è óñëîâèÿ (E.10) äàåò îêîí÷àòåëüíî

∫
EAjB dV =

∫
EBjA dV. (E.12)
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F. Äîïîëíèòåëüíûå ñâ�åäåíèÿ

î ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòàõ

F1. Ñòàòè÷åñêèå äâóìåðíûå

ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû

Â äàííîì ïîäðàçäåëå Ïðèëîæåíèÿ â ñïðàâî÷íûõ öåëÿõ ïðèâîäÿòñÿ (áåç

äîêàçàòåëüñòâà) �îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå äâóìåðíûå ñòàòè÷åñêèå ìóëüòè-

ïîëüíûå ìîìåíòû çàðÿäîâ.

Ïóñòü xα � êîìïîíåíòû äâóìåðíîãî ðàäèóñà-âåêòîðà r = {x, y}. Çäåñü
ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2. Ïóñòü εαβ � àíòèñèììåòðè÷-

íûé åäèíè÷íûé ïñåâäîòåíçîð, ò. å.

εαβ =

(
0 1
−1 0

)
. (F.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî

εαβεγδ = δαγδβδ − δαδδβγ , εαγεγβ = −δαβ ,

ò. å. ìàòðèöà (F.1) ñõîäíà ñ ìíèìîé åäèíèöåé.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíûé âåêòîð

zα = xα + iεαβxβ . (F.2)

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî âåêòîðà ïîãîííûé ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé 2l-ïîëüíûé ìî-

ìåíò îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

Qα1α2...αl
=

∫
Re (zα1

zα2
· · · zαl

) ̺(r) dS, (F.3)

ãäå ̺(r) � ïëîòíîñòü îáúåìíîãî çàðÿäà, à èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè

ñå÷åíèÿ öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ (x, y).
Â ÷àñòíîñòè, äâóìåðíûå ïîãîííûå äèïîëüíûé, êâàäðóïîëüíûé è îêòó-

ïîëüíûé ìîìåíòû äàþòñÿ �îðìóëàìè

Qα =

∫
xα̺ dS, (F.4)

Qαβ =

∫ (
2xαxβ − r2δαβ

)
̺ dS, (F.5)

Qαβγ =

∫ [
4xαxβxγ − r2 (xαδβγ + xβδγα + xγδαβ)

]
̺ dS (F.6)

ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ìóëüòèïîëüíûå òåíçîðû, ðàíã êîòîðûõ l > 2, ÿâëÿþòñÿ
ñèììåòðè÷íûìè, à èõ ñâåðòêà ïî ëþáîé ïàðå èíäåêñîâ ðàâíà íóëþ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè çàðÿä ðàñïðåäåëåí íå ïî îáúåìó, à ïî ïîâåðõíî-

ñòè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà, òî â �îðìóëàõ (F.3)� (F.6) ñëåäóåò çàìåíèòü∫
. . . ̺ dS íà

∮
. . . σ dl, ãäå σ(r) � ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà, à êðèâî-

ëèíåéíûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ýëëèïñó, îáðàçîâàííîìó ñå÷åíèåì öèëèíäðà

ïëîñêîñòüþ (x, y).
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F2. Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ Pn,

âûðàæàåìûå èíòåãðàëàìè ïî îáúåìó

Îáúåêòîì íàøåãî âíèìàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çäåñü îäíîðîäíîå äèýëåêòðè÷åñêîå

(ε=const) òåëî. Åñëè òåëî íå çàðÿæåíî (̺0=0), òî â ñîãëàñèè ñ (64.3)

̺′ = − divP = 0, (F.7)

òàê ÷òî ñâÿçàííûé çàðÿä õàðàêòåðèçóåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òîëüêî

åãî ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ (σ′=Pn).
Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ îïðåäåëÿþòñÿ íèæíåé

�îðìóëîé (35.6), ò. å. äàþòñÿ âûðàæåíèåì

Qi1...ik =

∮
Pn(r) θi1...ik(r) dS, (F.8)

ãäå ÿäðî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà åñòü (ñì. (34.5))

θi1...in =

[n2 ]∑

k=0

(−1)k(2n−2k−1)!! r2k
〈〈
δi1i2 · · · δi2k−1i2kxi2k+1

· · ·xin
〉〉
. (F.9)

Ïåðåõîäÿ â (F.8) ñ ïîìîùüþ �îðìóëû �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî îò ïîâåðõ-

íîñòíîãî èíòåãðàëà ê îáúåìíîìó, áóäåì èìåòü

Qi1...ik =

∫
P l(r)

∂ θi1...ik(r)

∂xl
dV, (F.10)

ãäå ó÷òåíî (F.7).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÿâíûå âûðàæåíèÿ (34.1), â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

Qij =

∫
[3(Pixj + Pjxi)− 2(Pr)δij ] dV, (F.11)

Qijk = 3

∫
{5(Pixjxk + Pjxkxi + Pkxixj)−

− 2(Pr)(xiδjk + xjδki + xkδij)− r2(Piδjk + Pjδki + Pkδij)} dV. (F.12)
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G. Èçëó÷åíèå îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû

ñèíóñîèäàëüíûõ òîêîâ

G1. �àçëîæåíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ìóëüòèïîëÿì

�àññìîòðèì

1

ñèñòåìó ñèíóñîèäàëüíûõ òîêîâ j(r) e−iωt, ðàñïðåäåëåííûõ
â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì îáúåìå V . Ýòè òîêè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

íåïðåðûâíîñòè

div j = iω̺, (G.1)

à ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë åñòü

A(r) =
1

c

∫
j(r′)

eikR

R
dV ′,

ãäå R = |r− r′|.
Â äàëüíåé çîíå (r≫λ=2π/k), ãäå âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

R ≈ r − νr′, àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ A èìååò âèä

A =
eikr

cr

∫
j(r′) e−ikνr

′

dV ′ (ν = r/r). (G.2)

�àñêëàäûâàÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ ýêñïîíåíòó ïî ñòåïåíÿì kr′ è îãðàíè÷èâà-
ÿñü òðåìÿ ÷ëåíàìè ðÿäà, ïîëó÷àåì

A =
eikr

r

[
I0 − ikI1 − k2I2

]
, (G.3)

ãäå

I0 =
1

c

∫
j dV ′, (G.4)

I1 =
1

c

∫
j (ν · r′) dV ′, (G.5)

I2 =
1

2c

∫
j (ν · r′)2 dV ′. (G.6)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî îáúåìó V ìîæíî â íàøåì ñëó÷àå çàìå-

íèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî îáúåìó V̄ , îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòüþ S̄, êîòî-
ðàÿ îõâàòûâàåò îáúåì V è ïðîõîäèò âñþäó âíå åãî, âûðàçèì èíòåãðàëû I0,
I1 è I2 ÷åðåç ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû. Çàîäíî ïðåêðàòèì ¾øòðèõîâàòü¿

êîîðäèíàòû òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðåäñòàâëÿÿ j â (G.4) ñîãëàñíî òîæäåñòâó

jk =
∂

∂xi
(jixk)− xk div j,

èñïîëüçóÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî V̄ �îðìóëó �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî è ïå-

ðåõîäÿ îò j ê ̺ íà îñíîâàíèè (G.1), ïîëó÷àåì

I0 = −ik
∫
̺ r dV = −ikp, (G.7)

1

Èçëîæåíèå îïèðàåòñÿ íà ìàòåðèàë, èñïîëüçîâàííûé â [498℄. Ñì. òàêæå [19℄.
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ãäå p � ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò, îïðåäåëÿåìûé ýëåêòðîñòàòè÷å-

ñêîé �îðìóëîé.

Âõîäÿùèé â (G.5) òåíçîð xijk ïðåäñòàâèì êàê ïîëóñóììó ñèììåòðè÷íîãî

sik = xijk + xkji è àíòèñèììåòðè÷íîãî aik = xijk − xkji òåíçîðîâ. Òîãäà,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî

sik = xijl
∂

∂xl
xk + xkjl

∂

∂xl
xi =

∂

∂xl
(xixkjl)− xixk

∂j l
∂xl

,

aik = xljm(δilδkm − δklδim) = εikpεlmpxljm = εikp [rj]p,

è èñïîëüçóÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî V̄ �îðìóëó �àóññà�Îñòðîãðàäñêîãî, áó-

äåì èìåòü

I1 = − 1

2c

∫
(ν · r)r ∂j l

∂xl
dV − 1

2c

∫
[ν[rj]] dV =

= − ik
2

∫
̺(ν · r)r dV − [νM],

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàãíèòîñòàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ââåäåí ìàãíèòíûé

äèïîëüíûé ìîìåíò M=(2c)−1
∫
[rj] dV . Ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå â A ñëàãàå-

ìûõ, ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðó ν, íå âëèÿåò íà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äàëü-

íåé çîíû, ïîïåðå÷íîå ê ν, òî âûðàæåíèå äëÿ I1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

I1 ⊜ −[νM]− ik

6

∫
{3(ν · r)r− r2ν} ̺ dV = −[νM]− ik

6
D, (G.8)

ãäå âåêòîð D ñâÿçàí ñ òåíçîðîì ýëåêòðè÷åñêîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà

Qlm=
∫
̺ (3xlxm−r2δlm) dV �îðìóëîé Dl= νmQml, à çíàêîì ⊜ îòìå÷åíî,

÷òî (G.8) ÿâëÿåòñÿ ¾óñëîâíûì¿ ðàâåíñòâîì, ïðèâîäÿùèì ê âåðíîìó ðåçóëü-

òàòó òîëüêî ïðè ïîäñòàíîâêå â âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé â äàëüíåé çîíå.

Îáðàòèìñÿ ê (G.6). Ôîðìóëà äëÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

[ν[rj]] = r(ν · j)− j(ν · r) ïîçâîëÿåò ïðèäàòü I2 âèä

I2 =
1

2c

∫
(ν · r)(ν · j)r dV − 1

2c

[
ννi

∫
xi[rj] dV

]
.

Åñëè òåíçîð xi[rj]k, ñòîÿùèé ïîä çíàêîì ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà, ïðåäñòàâèòü
êàê ïîëóñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ, òî èíòåãðàë

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

νi

∫
xi[rj]k dV =

c

2
νiMik+

+
1

2
νi

∫
{xi[rj]k − xk[rj]i} dV =

c

2
Dk −

1

2

[
ν

∫
[r[rj]] dV

]

k

,

ãäå âåêòîð Dk = νmMmk, à òåíçîð ìàãíèòíîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (52.9)

Mij =
1

c

∫
{[r j]ixj + [r j]jxi} dV. (G.9)

Â ðåçóëüòàòå I2 ïðèíèìàåò âèä

I2 = T− 1

4
[νD] +

1

4c

[
ν

[
ν

∫
[r[rj]] dV

]]
,
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ãäå

Tl ≡
1

2c

∫
νiνjxixljj dV.

�àññìàòðèâàÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí â âûðàæåíèè äëÿ I2 êàê äâîéíîå âåêòîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå, ñîñòàâëåííîå èç âåêòîðîâ ν, ν è èíòåãðàëà ïî îáúåìó,

ðàñêðûâàÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå è îòáðàñûâàÿ ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ν,

ïîëó÷àåì

I2 ⊜ T− 1

4
[νD]− 1

4c

∫
[r[rj]] dV. (G.10)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Tl =
1

2c

∫
νiνjxixljk

∂xj
∂xk

dV è

νiνj
∂

∂xk
(xixjxljk) = νiνj

{
xjxljk

∂xi
∂xk

+ xixljk
∂xj
∂xk

+ xixjjk
∂xl
∂xk

+

+ xixjxl div j

}
= 2νiνjxixljk

∂xj
∂xk

+ (ν · r)2jl + iω̺ νiνjxixjxl ,

áóäåì èìåòü

Tl = −
1

2
(I2)l −

ik

4
νiνj

∫
̺ xixjxl dV, (G.11)

ãäå ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáúåìó V̄ èñïîëüçîâàëàñü �îðìóëà �àóññà�Îñò-

ðîãðàäñêîãî è áûëè ïðèíÿòû âî âíèìàíèå (G.1) è (G.6). Åñëè ê ïðàâîé ÷àñòè

(G.11) äîáàâèòü (è èõ æå, ðàçóìååòñÿ, âû÷åñòü) ñëàãàåìûå, äîïîëíÿþùèå

èíòåãðàë â åå ïîñëåäíåì ÷ëåíå äî îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî îêòóïîëüíî-

ãî ìîìåíòà (ñì. (34.1))

Qijk = 3

∫
̺{5xixjxk − r2(δijxk + δikxj + δjkxi)} dV, (G.12)

òî ïîëó÷èì

Tl = −
1

2
(I2)l −

ik

60
νiνj

{
Qijl + 3

∫
̺ r2(δijxl + δilxj + δjlxi) dV

}
.

Â ýòîì âûðàæåíèè ìîæíî îòáðîñèòü ñëàãàåìûå δilxj è δjlxi ïîä çíàêîì

èíòåãðàëà, èáî èì ñîîòâåòñòâóþò äîáàâêè ê T (à çíà÷èò, è ê I2), ïàðàë-
ëåëüíûå âåêòîðó ν. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê �îðìóëå

Tl ⊜ −
1

2
(I2)l −

ik

60
Ol −

ik

20

∫
̺ r2xl dV,

ãäå âåêòîð Ol = νiνjQijl. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (G.10) äàåò îêîí-
÷àòåëüíî

I2 ⊜ − 1

6
[νD]− ik

90
O− 1

6c

∫
[r[rj]] dV − ik

30

∫
̺ r2r dV. (G.13)

Îáðàòèì âíèìàíèå, íà òî, ÷òî íåñìîòðÿ íà ìíîæèòåëè ik, ñòîÿùèå ïåðåä
âòîðûì è ÷åòâåðòûì ñëàãàåìûìè â (G.13), âñå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè

(G.13) ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè îäíîãî ïîðÿäêà, èáî ðàçëîæåíèå ïî k áûëî
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óæå ïðîèçâåäåíî ðàíåå (ñì. (G.3)). Çäåñü æå ïîÿâëåíèå ìíîæèòåëåé ik îáó-
ñëîâëåíî ïåðåõîäîì îò òîêîâ ê çàðÿäàì â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì íåïðå-

ðûâíîñòè (G.1), ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè êîòîðîãî ïðè çàäàííûõ òîêàõ ÿâëÿ-

þòñÿ, åñòåñòâåííî, âåëè÷èíàìè îäíîãî ïîðÿäêà. Íåòî÷íîñòè, ñâÿçàííûå ñ

ýòèì çàìå÷àíèåì, äîïóùåíû, ê ñîæàëåíèþ, â ðàáîòàõ [377,378℄.

Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñêàçàííîãî íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì

òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ÷ëåíîâ â (G.13). Òðåòèé ÷ëåí, î÷åâèäíî, ðàâåí

− 1

6c

∫
[r[rj]] dV =

1

6c

∫
r2j dV − 1

6c

∫
r(rj) dV, (G.14)

à ÷åòâåðòûé ÷ëåí ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ (G.1) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

ïî îáúåìó V̄ ïðèîáðåòàåò âèä

− ik
30

∫
̺ r2r dV =

1

30c

∫
r2j dV +

1

15c

∫
r(rj) dV, (G.15)

ò. å. ñîñòîèò èç òåõ æå èíòåãðàëîâ, ÷òî è òðåòèé. Ñóììà ðàâåíñòâ (G.14) è

(G.15), âçÿòàÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì, ïðèâîäèò ê âåëè÷èíå

τ =
1

10c

∫ {
(rj)r − 2r2j

}
dV, (G.16)

ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå òîðîèäíîãî äèïîëüíîãî, èëè àíàïîëüíîãî, ìîìåíòà

(ñì. [455,466℄, à òàêæå [118,454,511,513,563℄).

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ A, âîçíèêàþùåå â ðå-

çóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (G.7), (G.8) è (G.13) â (G.3), ïðèîáðåòàåò âèä

A = −ik e
ikr

r

{
Q− ik

6
D− k2

90
O+

[
M− ik

6
D,ν

]}
. (G.17)

Çäåñü Q = p+ ikτ � ïîëíûé ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò, âêëþ÷àþ-

ùèé äîáàâîê, îáóñëîâëåííûé òîðîèäíûì ìîìåíòîì.

Ñïðàâåäëèâàÿ êàê äëÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé, òàê è äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé

ýëåêòðîäèíàìèêè �îðìóëà (G.17) óäîáíà òåì, ÷òî êàæäûé åå ÷ëåí îòëè÷à-

åòñÿ èíäèâèäóàëüíîé óãëîâîé çàâèñèìîñòüþ, õàðàêòåðèçóåìîé ñîîòâåòñòâó-

þùèì íàáîðîì âåêòîðîâ ν è îïðåäåëÿþùåé åãî ìóëüòèïîëüíóþ ïðèíàäëåæ-

íîñòü.

Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèþ (G.17) ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â äàëüíåé

çîíå, ãäå ¾ðàáîòàåò¿ ïðàâèëî ∂/∂r = ikν, äàåòñÿ �îðìóëàìè

H = ik[νA] = k2
eikr

r

[
ν,Q− ik

6
D− k2

90
O+

[
M− ik

6
D,ν

]]
, (G.18)

E = [Hν], (G.19)

ãäå, êàê è â (G.2) è (G.18), îïóùåí ìíîæèòåëü exp(−iωt).

G2. Îá èìïóëüñå è ìîùíîñòè, èçëó÷àåìûõ ñèñòåìîé

ìóëüòèïîëåé â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå

Óñðåäíåííàÿ ïî âðåìåíè ïëîòíîñòü ïîòîêà èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ, èçëó÷àåìîãî íåêîòîðîé ñèñòåìîé, äàåòñÿ, êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð,

[483℄), ìàêñâåëëîâñêèì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé

Tik =
1

16π

{(
|E|2 + |H|2

)
δik − 2EiE

∗
k − 2HiH

∗
k

}
, (G.20)
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òàê ÷òî ïîòîê èìïóëüñà dΠ â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà ν ðàâåí

dΠi = Re Tikνk dS =

=
dS

16π

{(
|E|2 + |H|2

)
νi − 2Re [Ei(E

∗ν) +Hi(H
∗ν)]

}
.

(G.21)

Åñëè ïîëÿ ïîïåðå÷íû ê íàïðàâëåíèþ ν, ò. å. ïðåäñòàâèìû â âèäå

H = [ν[Hν]], E = [Hν], (G.22)

òî

dΠ =
dS

16π

(
|E|2 + |H|2

)
ν =

dS

8π
|H|2ν . (G.23)

Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò, â ÷àñòíîñòè, ïîëÿ (G.18), (G.19) â âîëíî-

âîé çîíå, èçëó÷àåìûå ñèñòåìîé ìóëüòèïîëåé ñ ñîâïàäàþùèìè ÷àñòîòàìè.

Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ñâÿæåì ñ ïîëÿìè (G.18), (G.19). Âûáèðàÿ â êà-

÷åñòâå dS ýëåìåíò ñ�åðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò, ïåðåïèøåì (G.23) â âèäå

dΠ =
1

8π
r2|H|2ν dΩ(ν). (G.24)

Èñïîëüçóÿ (G.18), ðàñïèøåì âõîäÿùóþ â (G.24) âåëè÷èíó r2|H|2. Áóäåì
èìåòü

k−4r2|H|2 =

{{
[νQ][νQ∗] + [ν[Mν]][ν[M∗ν]] +

ik

6
([νQ][ν[D∗ν]]−

− [νQ∗][ν[Dν]])+
ik

6
([ν[Mν]][νD∗]− [ν[M∗ν]][νD])+

+
k2

36
([νD][νD∗] + [ν[Dν]][ν[D∗ν]])− k2

90
([νQ][νO∗] + [νQ∗][νO])+

+
ik3

540
([νO∗][ν[Dν]]− [νO][ν[D∗ν]]) +

k4

2700
[νO][νO∗]

}}
+

+

{
([νQ][ν[M∗ν]] + [νQ∗][ν[Mν]]) +

ik

6
([νQ][νD∗]− [νQ∗][νD])+

+
ik

6
([ν[Mν]][ν[D∗ν]]− [ν[M∗ν]][ν[Dν]]) +

k2

36
([νD][ν[D∗ν]]+

+ [νD∗][ν[Dν]])− k2

90
([νO][ν[M∗ν]] + [νO∗][ν[Mν]])+

+
ik3

540
([νD][νO∗]− [νD∗][νO])

}
, (G.25)

ãäå â îäèíàðíûå �èãóðíûå ñêîáêè {. . .} çàêëþ÷åíû ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå

ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé νi, à â äâîéíûå ñêîáêè {{. . .}}
� ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé νi.
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Ïîñëå óïðîùåíèé (G.25) ïðèîáðåòàåò âèä

k−4r2|H|2 =

{{
|Q|2 − |νQ|2 + |M|2 − |νM|2 + k

3
Im(ν[Q∗

D])+

+
k

3
Im(ν[DM

∗]) +
k2

36

(
|D|2−|νD|2+|D|2−|νD|2

)
− k2

45
Re(Q∗O−

−(νQ∗)(νO)) +
k3

270
Im(ν[OD

∗]) +
k4

2700

(
|O|2 − |νO|2

)}}
+

+

{
2Re(ν[Q∗

M]) +
k

3
Im(Q∗D−(νQ∗)(νD) +M

∗
D−(νM∗)(νD))+

+
k2

18
Re(ν[DD

∗]) +
k2

45
Re(ν[MO∗]) +

k3

270
Im(D∗O− (νD∗)(νO))

}
.

(G.26)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (G.24) ïîëíûé èìïóëüñ, èçëó÷àåìûé ñèñòåìîé ïî âñåì

íàïðàâëåíèÿì ν, ðàâåí

Π =
1

8π

∫
r2|H|2ν dΩ(ν), (G.27)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåñü òåëåñíûé óãîë. Èíòåãðèðîâà-

íèå ïî dΩ(ν) ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ ïî íàïðàâëåíèÿì ν â ñîîòâåòñòâèè ñ

(43.18). Âûïèøåì ïåðâûå òðè ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ �îðìóëû (43.18):

νiνj ≡
1

4π

∫
νiνj dΩ(ν) =

1

3
δij ,

νiνjνkνl ≡
1

4π

∫
νiνjνkνl dΩ =

1

15
(δijδkl + δikδjl + δilδjk) ,

νiνjνkνlνmνn =
1

105
(δijδklδmn + δijδkmδln + δijδknδlm + δikδjlδmn+

+ δikδjmδln + δikδjnδlm + δilδjkδmn + δilδjmδkn + δilδjnδkm+

+δimδjkδln + δimδjlδkn + δimδjnδkl + δinδjkδlm + δinδjlδkm + δinδjmδkl) .

Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé ν âñåãäà

ðàâåí íóëþ, òî, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

ν{{. . .}} = 0 è {. . .} = 0,

ãäå �èãóðíûå ñêîáêè � ýòî âûðàæåíèÿ èç �îðìóë (G.25) èëè (G.26), â

êîòîðûõ ó÷òåíû ðàâåíñòâà

Dl=νmQml, Dk = νmMmk, Ol = νiνjQijl.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (G.27) ïîëíûé èçëó÷àåìûé èìïóëüñ ïîëó-

÷àåì ðàâíûì

Π =
1

2
ν r2|H|2 =

k4

2
ν {. . .},
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÷òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ Qii = 0, Mii = 0, Qiij = 0, εiklQkl = 0, εiklMkl = 0
è εiklQjkl = 0 äàåò îêîí÷àòåëüíî1

Πl =
k4

3
Re [Q∗

M]l +
k5

30
Im (Q∗

iQil +M
∗
iMil)+

+
k6

540
Re (εlijQ

∗
ikMjk) +

2k7

14175
Im
(
Q∗
ijQijl

)
. (G.28)

Ñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ

2 Σ ìóëüòèïîëüíîé ñèñòå-

ìû äàåòñÿ èíòåãðàëîì îò êîìïëåêñíîãî âåêòîðà Ïîéíòèíãà (ñì., íàïðè-

ìåð, [428℄)

Σ =
c

8π

∮
Re[EH∗] dS =

c

8π

∫
r2|H|2 dΩ(ν) = ck4

2
{{. . .}},

ò. å. ðàññ÷èòûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èòîãîâûé ðåçóëüòàò èìååò âèä

Σ =
ck4

3

{
|Q|2 + |M|2 + k2

120

(
|Qij |2 + |Mij |2

)
+

k4

70875
|Qijk|2

}
. (G.29)

H. Òàáëèöà

ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà

Ïðèâîäèìûå òàáëèöû áîëåå ïîäðîáíû è òî÷íû, ÷åì èõ ïåðâîíà÷àëüíûé

âàðèàíò [421,518℄, ñîñòàâëåííûé Â.Í. Áåëîîçåðîâûì è àâòîðîì. Äàþòñÿ çíà-

÷åíèÿ äâóõ �àêòîðîâ

3 Ma è Mb äëÿ àðãóìåíòîâ b/a è c/a, èçìåíÿþùèõñÿ

1

×àñòíûå ñëó÷àè ýòîé �îðìóëû èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [430,489℄ Ì.Ë. Ëåâè�

íà è àâòîðà.

2

Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò òàêæå ïîòîêîì ýíåðãèè.

3

×òî êàñàåòñÿ òðåòüåãî �àêòîðà, òî îí ðàâåí Mc=1−Ma−Mb.
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îò 0,005 äî 1,000 ÷åðåç 0,005 â èíòåðâàëå 0,005�0,100 è ÷åðåç 0,05 â èíòåðâà-

ëå 0,10�1,00. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì óñëîâèåì c/a 6 b/a 6 1 ïàðàìåòð

b/a ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò c/a (êîòîðîå �èêñèðîâàíî äëÿ êàæäîãî íàáîðà

çíà÷åíèé b/a è âûäåëåíî â òàáëèöå ïîëóæèðíûì øðè�òîì) äî 1,00. �å-

çóëüòàòû âû÷èñëåíèé îêðóãëåíû äî ñåìè çíàêîâ.

Òàáëèöà 7

�àçìàãíè÷èâàþùèå �àêòîðû ýëëèïñîèäà

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,005 0,0001248 0,4999376 0,900 0,0037960 0,0044445

0,010 0,0002293 0,3332228 0,950 0,0038511 0,0041585

0,015 0,0003224 0,2498481 1,000 0,0039021 0,0039021

0,020 0,0004076 0,1998112

0,025 0,0004868 0,1664440 0,010 0,0004299 0,4997851

0,030 0,0005612 0,1426033 0,015 0,0006114 0,3997018

0,035 0,0006315 0,1247170 0,020 0,0007789 0,3329605

0,040 0,0006983 0,1108007 0,025 0,0009352 0,2852734

0,045 0,0007621 0,0996637 0,030 0,0010824 0,2494962

0,050 0,0008231 0,0905483 0,035 0,0012218 0,2216597

0,055 0,0008818 0,0829493 0,040 0,0013545 0,1993824

0,060 0,0009382 0,0765169 0,045 0,0014813 0,1811487

0,065 0,0009927 0,0710012 0,050 0,0016028 0,1659480

0,070 0,0010453 0,0662190 0,055 0,0017196 0,1530807

0,075 0,0010962 0,0620330 0,060 0,0018321 0,1420472

0,080 0,0011456 0,0583379 0,065 0,0019407 0,1324809

0,085 0,0011934 0,0550520 0,070 0,0020456 0,1241069

0,090 0,0012399 0,0521108 0,075 0,0021471 0,1167150

0,095 0,0012850 0,0494626 0,080 0,0022455 0,1101417

0,100 0,0013290 0,0470657 0,085 0,0023410 0,1042578

0,150 0,0017132 0,0315713 0,090 0,0024337 0,0989601

0,200 0,0020229 0,0236054 0,095 0,0025239 0,0941650

0,250 0,0022805 0,0187488 0,100 0,0026116 0,0898039

0,300 0,0024994 0,0154774 0,150 0,0033790 0,0611276

0,350 0,0026881 0,0131243 0,200 0,0039978 0,0460503

0,400 0,0028529 0,0113513 0,250 0,0045127 0,0367441

0,450 0,0029979 0,0099683 0,300 0,0049503 0,0304265

0,500 0,0031267 0,0088601 0,350 0,0053277 0,0258579

0,550 0,0032418 0,0079529 0,400 0,0056570 0,0224019

0,600 0,0033453 0,0071973 0,450 0,0059470 0,0196980

0,650 0,0034387 0,0065587 0,500 0,0062046 0,0175263

0,700 0,0035235 0,0060124 0,550 0,0064347 0,0157453

0,750 0,0036008 0,0055400 0,600 0,0066416 0,0142594

0,800 0,0036715 0,0051279 0,650 0,0068284 0,0130020

0,850 0,0037363 0,0047655 0,700 0,0069980 0,0119251

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.



H. Òàáëèöà ðàçìàãíè÷èâàþùèõ �àêòîðîâ ýëëèïñîèäà 473

ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,750 0,0071526 0,0109931 0,020 0,0014430 0,4992785

0,800 0,0072939 0,0101793 0,025 0,0017451 0,4435857

0,850 0,0074236 0,0094631 0,030 0,0020313 0,3990142

0,900 0,0075430 0,0088284 0,035 0,0023036 0,3625320

0,950 0,0076532 0,0082625 0,040 0,0025637 0,3321176

1,000 0,0077551 0,0077551 0,045 0,0028129 0,3063717

0,050 0,0030522 0,2842943

0,015 0,0008762 0,4995619 0,055 0,0032826 0,2651523

0,020 0,0011222 0,4280210 0,060 0,0035048 0,2483958

0,025 0,0013528 0,3743469 0,065 0,0037195 0,2336041

0,030 0,0015707 0,3325853 0,070 0,0039272 0,2204502

0,035 0,0017775 0,2991634 0,075 0,0041284 0,2086758

0,040 0,0019747 0,2718076 0,080 0,0043235 0,1980741

0,045 0,0021634 0,2490020 0,085 0,0045129 0,1884780

0,050 0,0023445 0,2296971 0,090 0,0046970 0,1797504

0,055 0,0025186 0,2131431 0,095 0,0048761 0,1717782

0,060 0,0026864 0,1987904 0,100 0,0050504 0,1644673

0,065 0,0028484 0,1862263 0,150 0,0065777 0,1149102

0,070 0,0030050 0,1751357 0,200 0,0078113 0,0877776

0,075 0,0031567 0,1652731 0,250 0,0088389 0,0706442

0,080 0,0033037 0,1564449 0,300 0,0097124 0,0588410

0,085 0,0034464 0,1484961 0,350 0,0104661 0,0502178

0,090 0,0035851 0,1413013 0,400 0,0111239 0,0436454

0,095 0,0037199 0,1347577 0,450 0,0117034 0,0384736

0,100 0,0038511 0,1287806 0,500 0,0122180 0,0343009

0,150 0,0049997 0,0888531 0,550 0,0126779 0,0308662

0,200 0,0059266 0,0674162 0,600 0,0130913 0,0279920

0,250 0,0066983 0,0540292 0,650 0,0134648 0,0255535

0,300 0,0073541 0,0448730 0,700 0,0138038 0,0234605

0,350 0,0079199 0,0382171 0,750 0,0141126 0,0216459

0,400 0,0084136 0,0331630 0,800 0,0143952 0,0200588

0,450 0,0088485 0,0291972 0,850 0,0146544 0,0186601

0,500 0,0092346 0,0260047 0,900 0,0148930 0,0174191

0,550 0,0095797 0,0233816 0,950 0,0151133 0,0163114

0,600 0,0098899 0,0211898 1,000 0,0153172 0,0153172

0,650 0,0101701 0,0193327

0,700 0,0104245 0,0177404 0,025 0,0021158 0,4989421

0,750 0,0106562 0,0163611 0,030 0,0024680 0,4533284

0,800 0,0108682 0,0151557 0,035 0,0028038 0,4153009

0,850 0,0110627 0,0140942 0,040 0,0031251 0,3831100

0,900 0,0112417 0,0131529 0,045 0,0034333 0,3555058

0,950 0,0114069 0,0123132 0,050 0,0037296 0,3315715

1,000 0,0115599 0,0115599 0,055 0,0040152 0,3106197

0,060 0,0042908 0,2921246

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.



474 Ïðèëîæåíèÿ

ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,065 0,0045572 0,2756771 0,250 0,0129906 0,1020095

0,070 0,0048151 0,2609542 0,300 0,0142973 0,0854302

0,075 0,0050651 0,2476978 0,350 0,0154252 0,0732012

0,080 0,0053076 0,2356984 0,400 0,0164101 0,0638142

0,085 0,0055432 0,2247851 0,450 0,0172779 0,0563869

0,090 0,0057727 0,2148163 0,500 0,0180486 0,0503685

0,095 0,0059950 0,2056743 0,550 0,0187375 0,0453969

0,100 0,0062119 0,1972599 0,600 0,0193569 0,0412246

0,150 0,0081148 0,1394429 0,650 0,0199165 0,0376761

0,200 0,0096534 0,1072021 0,700 0,0204245 0,0346239

0,250 0,0109358 0,0866261 0,750 0,0208874 0,0319729

0,300 0,0120263 0,0723530 0,800 0,0213107 0,0296507

0,350 0,0129675 0,0618745 0,850 0,0216993 0,0276014

0,400 0,0137890 0,0538592 0,900 0,0220570 0,0257809

0,450 0,0145129 0,0475345 0,950 0,0223871 0,0241541

0,500 0,0151556 0,0424204 1,000 0,0226927 0,0226927

0,550 0,0157301 0,0382033

0,600 0,0162466 0,0346691 0,035 0,0037380 0,4981310

0,650 0,0167133 0,0316671 0,040 0,0041765 0,4646015

0,700 0,0171368 0,0290877 0,045 0,0045982 0,4352495

0,750 0,0175227 0,0268492 0,050 0,0050046 0,4093386

0,800 0,0178757 0,0248900 0,055 0,0053968 0,3862958

0,850 0,0181997 0,0231621 0,060 0,0057760 0,3656689

0,900 0,0184979 0,0216281 0,065 0,0061431 0,3470961

0,950 0,0187731 0,0202581 0,070 0,0064988 0,3302842

1,000 0,0190279 0,0190279 0,075 0,0068440 0,3149936

0,080 0,0071791 0,3010262

0,030 0,0028838 0,4985581 0,085 0,0075049 0,2882169

0,035 0,0032811 0,4599179 0,090 0,0078219 0,2764270

0,040 0,0036619 0,4267829 0,095 0,0081305 0,2655391

0,045 0,0040276 0,3980530 0,100 0,0084311 0,2554533

0,050 0,0043796 0,3729028 0,150 0,0110740 0,1844325

0,055 0,0047191 0,3507013 0,200 0,0132165 0,1434823

0,060 0,0050471 0,3309576 0,250 0,0150046 0,1168263

0,065 0,0053643 0,3132840 0,300 0,0165265 0,0980926

0,070 0,0056716 0,2973705 0,350 0,0178405 0,0842113

0,075 0,0059695 0,2829660 0,400 0,0189881 0,0735197

0,080 0,0062588 0,2698651 0,450 0,0199996 0,0650377

0,085 0,0065398 0,2578979 0,500 0,0208978 0,0581503

0,090 0,0068131 0,2469232 0,550 0,0217009 0,0524511

0,095 0,0070791 0,2368219 0,600 0,0224229 0,0476613

0,100 0,0073382 0,2274935 0,650 0,0230754 0,0435829

0,150 0,0096129 0,1625790 0,700 0,0236676 0,0400712

0,200 0,0114547 0,1257515 0,750 0,0242073 0,0370185

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.
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ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,800 0,0247010 0,0343425 0,075 0,0085105 0,3709507

0,850 0,0251541 0,0319792 0,080 0,0089352 0,3557781

0,900 0,0255712 0,0298786 0,085 0,0093484 0,3417661

0,950 0,0259562 0,0280005 0,090 0,0097506 0,3287860

1,000 0,0263125 0,0263125 0,095 0,0101425 0,3167277

0,100 0,0105245 0,3054960

0,040 0,0046711 0,4976645 0,150 0,0138908 0,2246891

0,045 0,0051473 0,4680407 0,200 0,0166277 0,1766906

0,050 0,0056067 0,4416958 0,250 0,0189153 0,1448775

0,055 0,0060504 0,4181128 0,300 0,0208642 0,1222465

0,060 0,0064798 0,3968780 0,350 0,0225481 0,1053309

0,065 0,0068956 0,3776564 0,400 0,0240194 0,0922167

0,070 0,0072989 0,3601739 0,450 0,0253165 0,0817599

0,075 0,0076903 0,3442042 0,500 0,0264689 0,0732341

0,080 0,0080707 0,3295584 0,550 0,0274994 0,0661559

0,085 0,0084405 0,3160781 0,600 0,0284260 0,0601907

0,090 0,0088005 0,3036291 0,650 0,0292635 0,0550995

0,095 0,0091510 0,2920970 0,700 0,0300237 0,0507072

0,100 0,0094926 0,2813839 0,750 0,0307167 0,0468824

0,150 0,0124994 0,2051054 0,800 0,0313506 0,0435244

0,200 0,0149404 0,1604461 0,850 0,0319323 0,0405551

0,250 0,0169791 0,1311064 0,900 0,0324679 0,0379126

0,300 0,0187151 0,1103588 0,950 0,0329624 0,0355476

0,350 0,0202145 0,0949172 1,000 0,0334201 0,0334201

0,400 0,0215242 0,0829843

0,450 0,0226788 0,0734933 0,050 0,0067491 0,4966255

0,500 0,0237043 0,0657706 0,055 0,0072923 0,4725764

0,550 0,0246212 0,0593695 0,060 0,0078186 0,4507029

0,600 0,0254457 0,0539824 0,065 0,0083291 0,4307217

0,650 0,0261908 0,0493899 0,070 0,0088246 0,4123967

0,700 0,0268671 0,0454317 0,075 0,0093061 0,3955297

0,750 0,0274835 0,0419878 0,080 0,0097744 0,3799528

0,800 0,0280474 0,0389666 0,085 0,0102301 0,3655230

0,850 0,0285648 0,0362967 0,090 0,0106739 0,3521177

0,900 0,0290412 0,0339222 0,095 0,0111065 0,3396313

0,950 0,0294810 0,0317981 0,100 0,0115283 0,3279721

1,000 0,0298881 0,0298881 0,150 0,0152497 0,2432660

0,200 0,0182796 0,1922593

0,045 0,0056766 0,4971617 0,250 0,0208144 0,1581655

0,050 0,0061876 0,4706195 0,300 0,0229749 0,1337723

0,055 0,0066817 0,4467199 0,350 0,0248424 0,1154637

0,060 0,0071601 0,4250860 0,400 0,0264745 0,1012248

0,065 0,0076238 0,4054092 0,450 0,0279138 0,0898433

0,070 0,0080736 0,3574350 0,500 0,0291926 0,0805454

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.



476 Ïðèëîæåíèÿ

ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,550 0,0303362 0,0728137 0,080 0,0113821 0,4230467

0,600 0,0313647 0,0662890 0,085 0,0119207 0,4080456

0,650 0,0322944 0,0607140 0,090 0,0124456 0,3940382

0,700 0,0331383 0,0558996 0,095 0,0129575 0,3809285

0,750 0,0339076 0,0517037 0,100 0,0134570 0,3686328

0,800 0,0346114 0,0480172 0,150 0,0178747 0,2776893

0,850 0,0352573 0,0447553 0,200 0,0214823 0,2215276

0,900 0,0358520 0,0418509 0,250 0,0245056 0,1833874

0,950 0,0364011 0,0392501 0,300 0,0270854 0,1558000

1,000 0,0369093 0,0369093 0,350 0,0293171 0,1349287

0,400 0,0312685 0,1185986

0,055 0,0078836 0,4960582 0,450 0,0329902 0,1054835

0,060 0,0084568 0,4740676 0,500 0,0345204 0,0947285

0,065 0,0090130 0,4538995 0,550 0,0358892 0,0857572

0,070 0,0095533 0,4353359 0,600 0,0371206 0,0781665

0,075 0,0100785 0,4181921 0,650 0,0382337 0,0716663

0,080 0,0105896 0,4023106 0,700 0,0392445 0,0660424

0,085 0,0110871 0,3875565 0,750 0,0401659 0,0611328

0,090 0,0115718 0,3738137 0,800 0,0410089 0,0568131

0,095 0,0120444 0,3609813 0,850 0,0417828 0,0529861

0,100 0,0125053 0,3489714 0,900 0,0424953 0,0495747

0,150 0,0165772 0,2609104 0,950 0,0431532 0,0465168

0,200 0,0198975 0,2071926 1,000 0,0437622 0,0437622

0,250 0,0226774 0,1709946

0,300 0,0250483 0,1449519 0,065 0,0103218 0,4948391

0,350 0,0270984 0,1253262 0,070 0,0109489 0,4760480

0,400 0,0288906 0,1100163 0,075 0,0115591 0,4585906

0,450 0,0304713 0,0977494 0,080 0,0121532 0,4423295

0,500 0,0318761 0,0877088 0,085 0,0127322 0,4271453

0,550 0,0331325 0,0793464 0,090 0,0132966 0,4129342

0,600 0,0342626 0,0722801 0,095 0,0138472 0,3996052

0,650 0,0352842 0,0662356 0,100 0,0143846 0,3870786

0,700 0,0362117 0,0610108 0,150 0,0191432 0,2936638

0,750 0,0370571 0,0564533 0,200 0,0230353 0,2352986

0,800 0,0378306 0,0524464 0,250 0,0262998 0,1953651

0,850 0,0385406 0,0488987 0,300 0,0290872 0,1663306

0,900 0,0391943 0,0457379 0,350 0,0314993 0,1442809

0,950 0,0397978 0,0429062 0,400 0,0336092 0,1269786

1,000 0,0403564 0,0403564 0,450 0,0354711 0,1130510

0,500 0,0371262 0,1016086

0,060 0,0090758 0,4954621 0,550 0,0386070 0,0920492

0,065 0,0096769 0,4751996 0,600 0,0399393 0,0839508

0,070 0,0102610 0,4564866 0,650 0,0411437 0,0770084

0,075 0,0108291 0,4391513 0,700 0,0422375 0,0709962

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.
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ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,750 0,0432347 0,0657435 0,400 0,0381821 0,1431587

0,800 0,0441471 0,0611186 0,450 0,0403224 0,1277060

0,850 0,0449847 0,0570188 0,500 0,0422257 0,1149651

0,900 0,0457559 0,0533620 0,550 0,0439291 0,1042895

0,950 0,0464680 0,0500827 0,600 0,0454620 0,0952230

1,000 0,0471272 0,0471272 0,650 0,0468482 0,0874343

0,700 0,0481072 0,0806770

0,070 0,0116181 0,4941910 0,750 0,0492552 0,0747640

0,075 0,0122695 0,4766677 0,800 0,0503057 0,0695507

0,080 0,0129040 0,4603049 0,850 0,0512702 0,0649235

0,085 0,0135225 0,4449905 0,900 0,0521584 0,0607920

0,090 0,0141258 0,4306268 0,950 0,0529786 0,0570833

0,095 0,0147144 0,4171274 1,000 0,0537379 0,0537379

0,100 0,0152891 0,4044166

0,150 0,0203840 0,3088890 0,080 0,0143486 0,4928257

0,200 0,0245574 0,2485373 0,085 0,0150441 0,4773760

0,250 0,0280611 0,2069474 0,090 0,0157229 0,4628284

0,300 0,0310545 0,1765569 0,095 0,0163857 0,4491060

0,350 0,0336460 0,1533920 0,100 0,0170331 0,4361404

0,400 0,0359135 0,1351632 0,150 0,0227864 0,3372893

0,450 0,0379149 0,1204569 0,200 0,0275132 0,2735337

0,500 0,0396944 0,1083529 0,250 0,0314887 0,2289998

0,550 0,0412868 0,0982257 0,300 0,0348894 0,1961460

0,600 0,0427195 0,0896355 0,350 0,0378361 0,1709258

0,650 0,0440150 0,0822637 0,400 0,0404160 0,1509712

0,700 0,0451915 0,0758739 0,450 0,0426943 0,1348030

0,750 0,0462642 0,0702868 0,500 0,0447209 0,1214489

0,800 0,0472458 0,0653641 0,550 0,0465349 0,1102435

0,850 0,0481469 0,0609976 0,600 0,0481675 0,1007156

0,900 0,0489767 0,0571008 0,650 0,0496440 0,0925220

0,950 0,0497429 0,0536046 0,700 0,0509852 0,0854072

1,000 0,0504522 0,0504522 0,750 0,0522083 0,0791766

0,800 0,0533276 0,0736796

0,075 0,0129613 0,4935193 0,850 0,0543553 0,0687976

0,080 0,0136355 0,4770999 0,900 0,0553017 0,0644363

0,085 0,0142929 0,4616995 0,950 0,0561757 0,0605195

0,090 0,0149342 0,4472258 1,000 0,0569849 0,0569849

0,095 0,0155602 0,4335975

0,100 0,0161716 0,4207422 0,085 0,0157771 0,4921114

0,150 0,0215981 0,3234155 0,090 0,0164927 0,4775203

0,200 0,0260498 0,2612732 0,095 0,0171915 0,4637337

0,250 0,0297905 0,2181533 0,100 0,0178744 0,4506866

0,300 0,0329882 0,1864915 0,150 0,0239498 0,3505523

0,350 0,0357579 0,1622709 0,200 0,0289486 0,2853441

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.



478 Ïðèëîæåíèÿ

ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,250 0,0331568 0,2395036 0,300 0,0404049 0,2235391

0,300 0,0367586 0,2055318 0,350 0,0438751 0,1956253

0,350 0,0398811 0,1793649 0,400 0,0469166 0,1733692

0,400 0,0426159 0,1586068 0,450 0,0496045 0,1552252

0,450 0,0450315 0,1417523 0,500 0,0519970 0,1401643

0,500 0,0471807 0,1278078 0,550 0,0541396 0,1274741

0,550 0,0491048 0,1160905 0,600 0,0560688 0,1166458

0,600 0,0508367 0,1061154 0,650 0,0578142 0,1073063

0,650 0,0524032 0,0975288 0,700 0,0594001 0,0991755

0,700 0,0538263 0,0900661 0,750 0,0608467 0,0920392

0,750 0,0551241 0,0835259 0,800 0,0621709 0,0857306

0,800 0,0563119 0,0777518 0,850 0,0633870 0,0801181

0,850 0,0574026 0,0726208 0,900 0,0645071 0,0750964

0,900 0,0584071 0,0680346 0,950 0,0655416 0,0705802

0,950 0,0593348 0,0639139 1,000 0,0664996 0,0664996

1,000 0,0601937 0,0601937

0,100 0,0202859 0,4898571

0,090 0,0172444 0,4913778 0,150 0,0272994 0,3870475

0,095 0,0179787 0,4775522 0,200 0,0330952 0,3183031

0,100 0,0186965 0,4644487 0,250 0,0379878 0,2691079

0,150 0,0250892 0,3632433 0,300 0,0421834 0,2321802

0,200 0,0303569 0,2967280 0,350 0,0458256 0,2034610

0,250 0,0347955 0,2496799 0,400 0,0490188 0,1805066

0,300 0,0385969 0,2146595 0,450 0,0518417 0,1617569

0,350 0,0418939 0,1875956 0,500 0,0543549 0,1461682

0,400 0,0447825 0,1660709 0,550 0,0566059 0,1330158

0,450 0,0473347 0,1485583 0,600 0,0586331 0,1217805

0,500 0,0496059 0,1340452 0,650 0,0604674 0,1120806

0,550 0,0516395 0,1218332 0,700 0,0621342 0,1036290

0,600 0,0534702 0,1114248 0,750 0,0636548 0,0962057

0,650 0,0551264 0,1024563 0,800 0,0650468 0,0896392

0,700 0,0566310 0,0946550 0,850 0,0663252 0,0837940

0,750 0,0580034 0,0878130 0,900 0,0675028 0,0785615

0,800 0,0592595 0,0817685 0,950 0,0685906 0,0738535

0,850 0,0604130 0,0763940 1,000 0,0695979 0,0695979

0,900 0,0614754 0,0715877

0,950 0,0624566 0,0672672 0,150 0,0371548 0,4814226

1,000 0,0633651 0,0633651 0,200 0,0454052 0,4068208

0,250 0,0524309 0,3508202

0,095 0,0187480 0,4906260 0,300 0,0584933 0,3072705

0,100 0,0195001 0,4774873 0,350 0,0637807 0,2724675

0,150 0,0262055 0,3753975 0,400 0,0684331 0,2440450

0,200 0,0317388 0,3077075 0,450 0,07255578 0,2204200

0,250 0,0364055 0,2595435 0,500 0,0762385 0,2004928

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.
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ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,550 0,0795417 0,1834754 1,000 0,1481793 0,1481793

0,600 0,0825212 0,1687882

0,650 0,0852210 0,1559953 0,300 0,0953701 0,4523150

0,700 0,0876772 0,1447628 0,350 0,1047942 0,4106858

0,750 0,0899202 0,1348303 0,400 0,1131699 0,3751842

0,800 0,0919755 0,1259918 0,450 0,1206574 0,3445868

0,850 0,0938646 0,1180823 0,500 0,1273858 0,3179738

0,900 0,0956060 0,1109682 0,550 0,1334604 0,2946399

0,950 0,0972156 0,1045399 0,600 0,1389681 0,2740356

1,000 0,0987069 0,0987069 0,650 0,1439812 0,2557264

0,700 0,1485602 0,2393643

0,200 0,0558210 0,4720895 0,750 0,1527565 0,2246673

0,250 0,0647588 0,4132408 0,800 0,1566136 0,2114047

0,300 0,0725156 0,3662218 0,850 0,1601689 0,1993857

0,350 0,0793111 0,3278335 0,900 0,1634546 0,1884516

0,400 0,0853119 0,2959351 0,950 0,1664985 0,1784689

0,450 0,0906475 0,2690389 1,000 0,1693248 0,1693248

0,500 0,0954202 0,2460786

0,550 0,0997123 0,2262699 0,350 0,1153595 0,4423203

0,600 0,1035904 0,2090231 0,400 0,1247759 0,4059738

0,650 0,1071096 0,1938859 0,450 0,1332141 0,3743808

0,700 0,1103157 0,1805059 0,500 0,1408126 0,3466981

0,750 0,1132467 0,1686045 0,550 0,1476853 0,3222690

0,800 0,1159352 0,1579584 0,600 0,1539266 0,3005742

0,850 0,1184086 0,1483866 0,650 0,1596156 0,2811980

0,900 0,1206905 0,1397408 0,700 0,1648186 0,2638036

0,950 0,1228011 0,1319987 0,750 0,1695922 0,2481157

1,000 0,1247580 0,1247580 0,800 0,1739846 0,2339065

0,850 0,1780371 0,2209866

0,250 0,0754072 0,4622964 0,900 0,1817856 0,2091968

0,300 0,0846963 0,4135695 0,950 0,1852609 0,1984028

0,350 0,0928675 0,3730968 1,000 0,1884901 0,1884901

0,400 0,1001073 0,3389858

0,450 0,1065626 0,3098797 0,400 0,1351463 0,4324268

0,500 0,1123504 0,2847805 0,450 0,1444599 0,4001849

0,550 0,1175658 0,2629376 0,500 0,1528630 0,3717527

0,600 0,1222865 0,2437756 0,550 0,1604765 0,3465204

0,650 0,1265768 0,2268460 0,600 0,1674011 0,3239999

0,700 0,1304905 0,2117941 0,650 0,1737214 0,3037961

0,750 0,1340729 0,1983360 0,700 0,1795090 0,2855856

0,800 0,1373622 0,1862413 0,750 0,1848247 0,2691016

0,850 0,1403912 0,1753216 0,800 0,1897209 0,2541220

0,900 0,1431881 0,1654211 0,850 0,1942424 0,2404605

0,950 0,1457771 0,1564100 0,900 0,1984281 0,2279596

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.
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ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,950 0,2023119 0,2164853 0,850 0,2461312 0,3020499

1,000 0,2059232 0,2059232 0,900 0,2518337 0,2876932

0,950 0,2571399 0,2744082

0,450 0,1545803 0,4227099 1,000 0,2620870 0,2620870

0,500 0,1637276 0,3937615

0,550 0,1720287 0,3679440 0,650 0,2273217 0,3863391

0,600 0,1795894 0,3447992 0,700 0,2355186 0,3659874

0,650 0,1864992 0,3239526 0,750 0,2430832 0,3473167

0,700 0,1928339 0,3050953 0,800 0,2500814 0,3301399

0,750 0,1986584 0,2879700 0,850 0,2565704 0,3142957

0,800 0,2040284 0,2723613 0,900 0,2626002 0,2996446

0,850 0,2089918 0,2580872 0,950 0,2682145 0,2860654

0,900 0,2135903 0,2449930 1,000 0,2734522 0,2734522

0,950 0,2178604 0,2329464

1,000 0,2218337 0,2218337 0,700 0,2441105 0,3779448

0,750 0,2520462 0,3590556

0,500 0,1735640 0,4132180 0,800 0,2593931 0,3416458

0,550 0,1825035 0,3869793 0,850 0,2662103 0,3255594

0,600 0,1906567 0,3633647 0,900 0,2725491 0,3106606

0,650 0,1981169 0,3420196 0,950 0,2784548 0,2968311

0,700 0,2049638 0,3226491 1,000 0,2839674 0,2839674

0,750 0,2112656 0,3050063

0,800 0,2170809 0,2888826 0,750 0,2603308 0,3698346

0,850 0,2224605 0,2741010 0,800 0,2680064 0,3522345

0,900 0,2274487 0,2605103 0,850 0,2751331 0,3359467

0,950 0,2320838 0,2479807 0,900 0,2817639 0,3208393

1,000 0,2363999 0,2363999 0,950 0,2879453 0,3067970

1,000 0,2937184 0,2937184

0,550 0,1920364 0,4039818

0,600 0,2007417 0,3800168 0,800 0,2759916 0,3620042

0,650 0,2087161 0,3582864 0,850 0,2834106 0,3455494

0,700 0,2160426 0,3385092 0,900 0,2903175 0,3302665

0,750 0,2227922 0,3204482 0,950 0,2967598 0,3160430

0,800 0,2290262 0,3039021 1,000 0,3027798 0,3027798

0,850 0,2347978 0,2886994

0,900 0,2401535 0,2746924 0,850 0,2911058 0,3544471

0,950 0,2451337 0,2617540 0,900 0,2982738 0,3390167

1,000 0,2497740 0,2497740 0,950 0,3049633 0,3246391

1,000 0,3112174 0,3112174

0,600 0,2099618 0,3950191

0,650 0,2184169 0,3729927 0,900 0,3056890 0,3471555

0,700 0,2261926 0,3528940 0,950 0,3126128 0,3326469

0,750 0,2333625 0,3344954 1,000 0,3190890 0,3190890

0,800 0,2399903 0,3176029

ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòð.
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ïðîäîëæåíèå

b/a Ma Mb b/a Ma Mb

0,950 0,3197587 0,3401206

1,000 0,3264458 0,3264458 1,000 0,3333333 0,3333333
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