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ВВЕДЕНИЕ  
 
Математическую формулировку законов электромагнитного поля дал Максвелл, полностью вос-

принявший идеи Фарадея. Теория Максвелла объединяла все известные в то время законы электромаг-
нетизма и содержала гениальные предположения о глубокой связи, существующей между электриче-
скими и магнитными явлениями. Именно эти предположения дополнили теорию электромагнитного 
поля новой идеей о существовании токов смещения и привели к созданию системы уравнений Максвел-
ла, справедливых для любых электромагнитных полей в любых средах. 

Подобно веществу электромагнитное поле обладает энергией, массой, количеством движения (им-
пульсом) и моментом количества движения, т.е. теми универсальными свойствами материи, которые 
подчиняются всеобщим законам сохранения и обусловлены несотворимостью и неуничтожимостью ма-
терии и ее движения. 

Электромагнитное поле в макроскопическом масштабе наблюдения характеризуется непрерывно-
стью его распределения в пространстве. С те-чением времени происходит распространение поля в про-
странстве. Распространяющееся электромагнитное поле называют электромагнитной волной. Посколь-
ку объемная плотность массы электромагнитного поля весьма мала, то в вакууме при отсутствии силь-
ных гравитационных полей скорость распространения электромагнитного поля в свободном простран-
стве всегда постоянна и равна скорости света, которая близка к 8103 ⋅ м/с. 

Классическая (макроскопическая) электродинамика приписывает полю лишь волновые свойства, а 
элементарным частицам – корпускулярные. 

Электромагнитное поле есть особый вид материи, отличающийся непрерывным распределением в 
пространстве (электромагнитные волны, поле заряженных частиц) и обнаруживающий дискретность 
структуры (фотоны), характеризующийся в свободном состоянии способностью распространения в ва-
кууме (при отсутствии сильных гравитационных полей) со скоростью, близкой к 8103 ⋅  м/с, оказываю-
щий на заряженные частицы силовое воздействие, зависящее от их скорости. 

Электрический заряд есть свойство частиц материи (вещества) или тел, характеризующее их взаи-
мосвязь с собственным электромагнитным полем и их взаимодействие с внешним электромагнитным 
полем; имеет два вида, известные как положительный заряд (заряд протона, позитрона и др.) и отрица-
тельный заряд (заряд электрона и др.); количественно определяется по силовому взаимодействию тел, 
обладающих электрическими зарядами. 

Ярче всего торжество теории электромагнитного поля проявилось в изобретении радиосвязи нашим 
соотечественником А. С. Поповым (1895 г.), которое привело к широкому практическому использова-
нию электромагнитного поля. 

Глава 1   ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ И УРАВНЕНИЯ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

 
1.1   Законы электромагнитного поля 

 
Из физики известны следующие законы электромагнитного поля, найденные экспериментально-

опытным путем: 
 

Наименова-
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Второй закон 
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Продолжение табл. 
 

Наименова-
ние Интегральная форма Дифференциальная 

форма 
Переменное электромагнитное поле 
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закон полного 
тока 
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Переход от интегральной формы к дифференциальной форме записи законов выполняется с помо-

щью теоремы Стокса ∫∫ =
sl

sdEldE rot  и теоремы Гаусса ∫ ∫=
s v

dvEsdE div . 

Закон Кулона определяет направление и величину силы эF  электростатического взаимодействия 
между двумя точечными, неподвижными относительно наблюдателя, электрическими зарядами q1 и q, а 
закон Ампера – силы 12мFd  магнитного взаимодействия, с которой элемент тока 11 ldI  действует на эле-
мент тока 22 ldI  (рис. 1.1). 

Напряженностью E  электрического поля называется сила эF , с которой электрическое поле дейст-
вует на точечное тело с единичным положительным зарядом q1, внесенное в рассматриваемую точку 
поля. Она определяется из закона Кулона 
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Рис. 1.1 

Магнитная индукция B  численно равна силе мF , с которой магнитное поле действует на единичный 
элемент тока мА1 ⋅=Idl , расположенный перпендикулярно к направлению этого поля 

[ ]
∫π

µ
==

S r
rlId
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м

4
. 

Для наглядного представления пользуются графическим изображением поля. Силовые линии E  и 
H  проводят так, чтобы касательные к ним указывали направление вектора E  или H , а их густота была 
прямо пропорциональна его абсолютному значению. 

В случае замкнутой поверхности S, окружающей заряд q, согласно теореме Гаусса для вакуума, 
полный поток вектора ,E  проходящий через эту поверхность, равен величине заряда q, деленной на ди-
электрическую проницаемость ε0. Линии вектора D  электрического смещения, связанного с зарядами, 
начинаются и заканчиваются на этих зарядах. 

Линии вектора магнитной индукции B  всюду непрерывны, так как магнитных зарядов не сущест-
вует и полный поток вектора B , проходящий через замкнутую поверхность, равен нулю, т.е. 

∫ =
S

SdB 0 . 

В случае неоднородной и анизотропной среды теорема Гаусса не применима. В этом случае следует 
пользоваться постулатом Максвелла 

∫ =
S

qSdD , 

имеющим более общий характер. 
Из закона сохранения заряда следует, что количество электричества, выходящего за некоторый 

промежуток времени через замкнутую поверхность S, ограничивающую объем V, равно величине 
уменьшения находящегося в объеме заряда за тот же промежуток времени  

dt
dqSdJI

S

−== ∫ пр , 

где вектор прJ  – плотность тока проводимости в какой-либо точке этой поверхности, определяется как 
вектор, направленный вдоль линии тока, проходящей через эту точку, и равный 
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S
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Токи, создаваемые генераторами, условились называть сторонними электрическими токами Iст или 
токами возбуждения, а токи, создаваемые полем в проводящей среде – токами проводимости Iпр. Кроме 
токов проводимости и сторонних токов, существуют токи смещения Iсм. 

Связь между электрическим током и напряженностью магнитного поля устанавливается законом 
полного тока. 

В общем случае на основании обобщенного закона полного тока циркуляция вектора напряженно-
сти магнитного поля определяется тремя токами Iст, Iпр и Iсм . 

Вторая связь определяет электрическое поле, возникающее при изменении во времени магнитного 
поля. 

Циркуляция вектора напряженности электрического поля на основании закона электромагнитной 
индукции по любой замкнутой регулярной кривой равна скорости уменьшения по времени магнитного 
потока 

t∂
∂

−
Ф  через любую поверхность, опирающуюся на эту кривую. Полный поток может меняться во 

времени, а также из-за деформации контура и изменения магнитной проницаемости. 



 

При всяком изменении магнитного потока через проводящий контур в этом контуре возникает 
электрический ток. Индуцированный ток всегда имеет такое направление, при котором его магнитное 
поле уменьшает или компенсирует изменение магнитного потока, являющееся причиной возникновения 
этого тока. 

 
1.2   Интегральные уравнения электромагнитного поля 

 
Основными уравнениями макроскопической теории электромагнитного поля являются уравнения, 

изложенные Дж. Максвеллом в 1873 г. в труде «Трактат об электричестве и магнетизме». Эти уравне-
ния, получившие название уравнений Максвелла, математически связывают векторы поля друг с дру-
гом, а также с токами и зарядами. 

Дж. Максвелл, проанализировав основные опытные законы электрического и магнитного поля, ввел 
понятие о плотности тока смещения 

t
DJ
∂
∂

=см , как производной вектора электрического смещения по 

времени, теорему Гаусса распространил на любой диэлектрик с ε , а закон полного тока обобщил на 
случай переменных электромагнитных полей и показал, что связь между векторами поля, токами и за-
рядами определяется четырьмя основными уравнениями: 
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и тремя вещественными уравнениями 

ED ε= , HB µ= , EJ прпр γ= . 
В основе первого уравнения – обобщенный закон полного тока, второго – закон электромагнитной 

индукции, третьего – теорема Гаусса, четвертого – аналогичная теореме Гаусса, но только для потока 
магнитной индукции через замкнутую поверхность, а «вещественных» уравнений – закон Ома в диффе-
ренциальной форме. 

Первое уравнение Максвелла в интегральной форме определяет суммарный эффект циркуляции 
вектора H от потоков плотностей стороннего тока, тока проводимости, тока смещения через поверх-
ность, ограниченную циркуляцией, второе уравнение – циркуляции вектора E  от потока плотности 

магнитного тока 
t
B
∂
∂ , третье и четвертое – потоков векторов D  и B  через замкнутые поверхности от со-

вокупности зарядов, имеющихся внутри объемов, ограниченных замкнутыми поверхностями. 

Плотность тока смещения 
t
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t
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t
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= 0см  определяется движущимся электрическим полем 
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и движением электрических зарядов, связанных в микросистемах 
t
P
∂
∂ , где P  – вектор поляризованности 

веществ, Кл/м2, EP 0χε= , χ – относительная электрическая восприимчивость. 
Все остальные закономерности электромагнитного поля могут быть определены из этой системы 

уравнений. В качестве примера покажем, что основные законы электротехники, как закон Ома, первый 
и второй законы Кирхгофа, являются следствием основных уравнений. 

Так при изменении векторов поля по гармоническому закону Dj
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∂  для резистивного, 

емкостного и магнитного элементов цепи длиной dl с поперечным сечением dS с параметрами γпр, ε, µ и 



 

векторами BDJ ,, , направленными вдоль элементов dl, из трех вещественных уравнений после умно-

жения на отношение 
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соответствующие закону Ома, из второго уравнения Максвелла (1.2) 
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закон Ома для индуктивного элемента. 
Первый закон Кирхгофа можно получить из первого уравнения Максвелла (1.1), если взять цирку-

ляцию вектора H  по одному и тому же бесконечно малому контуру в узле в двух противоположных на-
правлениях 
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где S – бесконечно малая поверхность сферы, образованная двумя полусферами, опирающимися на 
один и тот же бесконечно малый контур L . 

Второй закон Кирхгофа является следствием второго уравнения Максвелла (1.2) 
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где ∑
=

n

i
i

1
Ф  – суммарный поток, пронизывающий контур, созданный как токами контура, так и токами со-

седних контуров; Li – собственная и взаимная индуктивности. 
Циркуляцию вектора E  по оси замкнутой цепи можно представить в виде суммы напряжений на 

отдельных участках контура с сосредоточенными интегральными параметрами R, С и напряжений ис-
точников. 

 
1.3   Дифференциальные уравнения электромагнитного поля 

 
Переход от интегральных уравнений к дифференциальным, представляющим связь между вектора-

ми поля в данной точке, осуществляется путем уменьшения контура циркуляции векторов H  и E  в 
первом и во втором уравнениях Максвелла (1.1), (1.2) и объема внутри замкнутой поверхности в треть-
ем и четвертом уравнениях Максвелла (1.3), (1.4) до бесконечно малых величин [12]. 

При этом принимается во внимание, что предел, к которому стремится отношение циркуляции век-
тора к величине поверхности ∆S, охватываемой малым замкнутым контуром ∆l, равен составляющей 
ротора этого вектора, ориентированной по направлению единичной нормали n1  к поверхности S , т.е.  
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а предел отношения потока вектора через малую замкнутую поверхность ∆S к объему ∆V, находящему-
ся внутри замкнутой поверхности ∆S, равен дивергенции вектора, т.е. 
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где n1 – единичная нормаль к поверхности ∆S; EH nn rot,rot  – составляющие ротора, ориентированные по 

направлению единичной нормали n1  к поверхности ∆S ; 
t

Bn

∂
∂ , nJ , 

t
Dn

∂
∂  – составляющие векторов 

t
B
∂
∂  и 

J , 
t
D
∂
∂ , ориентированные по n1 . 

«Дивергенция» по-латыни значит расхождение или расходимость. Те точки поля вектора D , в кото-
рых 0div ≠D , принято называть истоками этого поля, численно величина Ddiv  называется силой или 
обильностью истоков поля.  

Первое уравнение Максвелла в дифференциальной форме (1.5) устанавливает связь между магнит-
ным полем и его изменением в пространстве с плотностью тока в этой точке, при этом все виды токов 
независимо от причин их возникновения являются равноценными в смысле возбуждения ими магнит-
ных полей. 

Второе уравнение Максвелла (1.6) определяет связь между электрическим полем и его изменением 
в пространстве с изменением магнитного поля во времени. При этом изменяющееся во времени магнит-
ное поле создает вихревое электрическое поле, т.е. наряду с электрическим полем зарядов может суще-
ствовать вихревое электрическое поле. 

Третье и четвертое уравнения Максвелла (1.7), (1.8) выражают принцип непрерывности в диффе-
ренциальной форме тока и магнитного потока. Отличие от нуля дивергенции электрического смещения 
отражает то обстоятельство, что линии электрического поля начинаются и заканчиваются на зарядах, по 
сравнению с линиями магнитного поля, не имеющих ни начала, ни конца. 

Уравнения Максвелла в дифференциальной форме определяют связь векторов BDJHE ,,,, между 
собой. Для определения дифференциального уравнения, которому самостоятельно удовлетворяет каж-
дый из векторов поля, применим операцию ротор к первому и второму уравнениям и в них вместо Erot  
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t
B
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Векторное тождество HHH 2divgradrotrot ∇−= , где ∇2 – оператор Лапласа позволяет уравнения (1.9) 
привести к обобщенным неоднородным векторным волновым уравнениям: 
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При изменении векторов поля во времени по гармоническому закону, в комплексной форме как 
,tje ω  первая и вторая производные (1.10) равны 
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где 







ω

γ
−εµω=ε′µω=γ прj  – коэффициент распространения поля; 

ω

γ
−ε=ε′ прj  – комплексная диэлек-

трическая проницаемость. 
Волновые уравнения (1.10) для комплексных амплитуд векторов поля переходят в уравнения 

Гельмгольца 
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В случае, когда используются процессы распространения электромагнитных волн в сторонние токи 
стJ , возбуждающие поле, находятся за пределами анализируемой части пространства, неоднородные 

уравнения Гельмгольца переходят в однородные уравнения вида 
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ОБЩИМИ РЕШЕНИЯМИ КОТОРЫХ ДЛЯ ПЛОСКИХ ВОЛН В ДЕКАРТОВОЙ СИСТЕМЕ 

КООРДИНАТ ЯВЛЯЮТСЯ ФУНКЦИИ ВИДА 
 

( )( ) ( )rγωtjzγyγxγωtj ee zyx ±++± = , 
для цилиндрических волн в цилиндрической системе координат 

( ) ( )rjBKrjAI nn γ+γ  
 
и для сферических волн в сферической системе координат 
 

( )

n

rγωtj

r
e m

, 

где ( ) ( )rjKrjI nn γγ ,  – модифицированные функции Бесселя I и II рода  
n-порядка аргумента jγr. 

В комплексной форме полная система дифференциальных уравнений приводится к виду  
 
I                                 EjH && ε′ω=rot ; 
II                                HjE && ωµ−=rot ; ED && ε= ;  
III                              0div =D& ;             HB && µ= ;                              (1.13) 
IV                              0div =B& ;            EJ &&

прпр γ= . 
 
В дальнейшем в (1.13) не будем ставить точки над векторами. 

 
1.4   Векторные и скалярные потенциалы 

 
Векторные и скалярные потенциалы вводят для упрощения решения векторных неоднородных вол-

новых уравнений (1.10). 
Вместо решения двух уравнений для векторов E  и H определяется одно для векторного потенциала 

A  (или A ′ ), связанного следующими простыми соотношениями с векторами поля: 
                 AB rot= ; AE ′= rot ;    
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∂
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−= grad
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AE ;  мпр gradν−′γ+
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′∂

ε= A
t

AH ,  

 
где A  – векторный электрический потенциал; A ′  – векторный магнитный потенциал; ν, νм – скалярные 
потенциалы электрического и магнитного поля. 

Векторные и скалярные потенциалы удовлетворяют неоднородным волновым уравнениям 
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Между векторными и скалярными потенциалами существует связь в виде соотношений: 
 
 

  (1.14) 



 

t
A

∂
ν∂

µε−νµγ−= прdiv ;  
ω
ν

γ−=
&& jAdiv ; 

t
A

∂
ν∂

µ=′ мdiv ;  мdiv νωµ=′ && jA , 

(1.16) 
а напряженности E  и H  через векторные потенциалы определяются как 
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2 .   (1.17) 

 
В качество доказательства правильности выражений (1.14) – (1.17), например для E&  и H& , подста-

вим значения E  и H  в I уравнение Максвелла (1.5) 
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затем воспользуемся тождеством 
 

AAA 2divgradrotrot ∇−=  
и сгруппируем слагаемые так 
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ЧТО С УЧЕТОМ (1.15) И (1.16) ПОЛУЧАЕМ РАВЕНСТВО НУЛЮ КАК ЛЕВОЙ, ТАК И ПРА-

ВОЙ ЧАСТЕЙ. 
Для стационарных полей 0=







∂
∂
t

 неоднородные волновые уравнения (1.15) переходят в уравнения 

Пуассона 

ст
2 JA µ−=∇ ;   

ε
ρ

=ν∇2                                  (1.18) 

и уравнения Лапласа 
0=′∇A ;   0м

2 =ν∇ .                                    (1.19) 
 

1.5   Граничные условия для векторов поля 
 
Уравнения Максвелла в дифференциальной форме, содержащие производные от составляющих 

векторов поля JBHDE ,,,,  по координатам, теряют смысл в точках разрыва на границах раздела сред с 
различными параметрами ε, µ, γпр. 

Для определения граничных условий предполагают, что граница 
раздела двух сред обладает некоторой малой толщиной, в пределах 
которой происходит непрерывный переход от параметров первой 
среды к параметрам второй среды. Такое же непрерывное изменение 
происходит и с векторами поля. Далее, устремляя толщину границы 
раздела к нулю, осуществляют предельный переход и получают гра-
ничные условия, определяющие поведение векторов поля на границе 
раздела. 

Рассмотрим границу раздела двух сред (рис. 1.2) при отсутствии 
на ней сторонних зарядов. 

Допустим, что толщина границы раздела равна .d∆  За основу 
вывода примем уравнения Максвелла в интегральной форме. Цирку-
ляцию векторов E  и H  определим по бесконечно малому контуру 
abcd, а потоки векторов  JBD ,, через замкнутую поверхность беско-

нечно малого объема V∆  высотой d∆  найдем, устремив толщину границы к нулю, т.е. 
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Кроме того, определим разность двух циркуляций вектора H  по контурам элементов поверхность 
dS1 и dS2. 
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В результате на границе раздела двух сред непрерывны тангенциальные составляющие векторов 

E , H : 
 

 
ττ = 21 HH , ττ = 21 EE                                           ( 1.20 ) 

и нормальные составляющие векторов B , 
dt
DdJ +пр , :D  

nn BB 21 = ,
t

DJ
t

DJ n
n

n
n ∂

∂
+=

∂
∂

+ 2
2

1
1 , nn DD 21 =                        (1.21) 

 
при равенстве нулю поверхностной плотности заряда ,повσ  так как в общем случае .пов21 σ=− nn DD  

 Соответственно разрыв на границе претерпевают нормальные составляющие H  и E  и тангенци-

альные составляющие B , ,пр dt
DdJ +  .D  

 
 

1.6   Закон сохранения энергии электромагнитного поля 
 
Выделим в электромагнитном поле некоторый объем V , ограниченный поверхностью S , и составим 

уравнение баланса энергии  в нем. Для этого второе уравнение Максвелла (1.6) умножим скалярно на 
вектор H , а первое уравнение Максвелла (1.5) – на вектор E  и вычтем из первого произведения второе: 
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С учетом векторного тождества [ ] Пdivrotrotdiv =−= HEEHHE  находим 
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Это уравнение называют теоремой Пойтинга в дифференциальной форме для мгновенных значений 

векторов поля. 
Проинтегрируем выражение по объему V и, используя теорему Остроградского-Гаусса, на основа-

нии которой 
 

∫ ∫=
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получаем теорему Пойтинга в интегральной форме для мгновенных значений векторов поля 
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где интегралы ∫
S

SdП  – поток вектора плотности мощности электромагнитного поля П  через замкнутую 

поверхность S, охватывающую объем V, [ ] 
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мощность электромагнитного поля, сосредоточенная в объеме V. 

Сумма мощностей источников сторонних токов, тепловых потерь, магнитного и электрического по-
лей, сосредоточенных в объеме, и мощности электромагнитного поля, проходящего через поверхность S 
объема V, равна нулю, что позволяет рассматривать выражение (1.23) в качестве уравнения баланса 
мгновенных мощностей в пространстве объема V, ограниченном поверхностью. 

Для определения баланса комплексных, активных и реактивных мощностей в пространстве второе 
уравнение Максвелла (1.13) для комплексных амплитуд векторов поля умножим скалярно на сопряжен-
ное значение комплексной амплитуды вектора *H& (у которой обратный знак мнимой части H& ), а первое 
уравнение Максвелла для сопряженных комплексных амплитуд – на вектор E& и вычтем из первого про-
изведения второе, т.е. 
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EEjEEEjHHjHEEH &&&&&&&&&&&& **
пр
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С учетом векторного тождества [ ] *** rotrotdiv HEEHHE &&&&&& −= , а также значений 
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mEEEE == &&& , 2
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mHHHH == &&&  получаем  

[ ] 0)(div 222
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* =ε−µω+γ++ mmm EHjEEJHE &&& ,                  (1.24) 
а после интегрирования по объему V , деления всего выражения на 2 и использования теоремы Остро-
градского-Гаусса – 
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Выражения (1.24) называют теоремой Пойнтинга в диффе-
ренциальной и (1.25) в интегральной формах для комплексных 
амплитуд векторов поля. 

Величины  22
пр ,,,,, mm HEεµωγ  являются действительными, поэтому третий интеграл в (1.25), пред-

ставляющий собой усредненную за период колебаний мощность тепловых потерь, всегда величина дей-
ствительная, а четвертый интеграл – представляющий мощность, затраченную на создание магнитного 
и электрического полей в объеме V – всегда величина мнимая. 

Разделяя действительные и мнимые части в (1.25), напишем отдельно баланс активных и реактив-
ных мощностей в пространстве: 
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Рассмотрим баланс мощностей в частных случаях. 
1   В объеме V отсутствуют источники сторонних электрических токов: 
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(1.28) 
В этом случае, как видно из баланса мощностей (1.28), тепловые потери компенсируются за счет 

притока действительной части потока электромагнитной энергии в объем V , а реактивная мощность, 
затрачиваемая на создание магнитного поля и электрического поля токов смещения в объеме V – за счет 
притока мнимой части потока. 

2   В объеме V отсутствуют источники сторонних электрических токов и тепловые потери (γпр = 0), 
как, например, в объемном резонаторе: 
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mm dVEHSdHE
222

1Im
22

*&& .                     (1.29) 

Реактивная мощность, затрачиваемая на создание электромагнитного поля в объемном резонаторе, 
компенсируется за счет притока мнимой части потока электромагнитного поля, которая может иметь 
как индуктивный при 22

mm EH ε>µ , так и емкостной характер при 22
mm EH ε<µ . При резонансе, когда энергия 

магнитного поля равна энергии электрического поля токов смещения, мнимая часть потока стремится к 
нулю. 

3   При распространении плоских волн в воздухе, т.е. в среде без потерь, удельные энергии 
22
mm EH ε=µ , ε=µ mm EH , баланс активных и реактивных мощностей тождественно равен нулю, т.е. 0 = 

0. Поэтому распространение плоских волн в прозрачных средах ( 0пр →γ ) происходит без затраты энер-
гии. 

4   При распространении плоских волн в проводниках 
ω

γ
<<ε пр , т.е. в среде с потерями, токами сме-

щения можно пренебречь по сравнению с токами проводимости. Тогда при отсутствии источников сто-
ронних электрических токов баланс мощностей следующий 
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т.е. электромагнитные волны в объеме затухают, отдавая часть 
энергии на нагрев проводников, реактивная часть мощности 
потока энергии при этом идет на компенсацию затрат поля по 
созданию вихревого магнитного поля и имеет индуктивный 
характер, проявляется так называемый поверхностный эффект. 
Подобный баланс мощностей можно записать для устройств 
электротермической закалки, нагрева. 



 

 
 

Глава 2   ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ПОЛЯ. МЕТОДЫ ИХ РАСЧЕТА 
 

2.1   Потенциальные поля. Основные особенности 
 
Основным признаком потенциальности поля в дифференциальной форме является равенство нулю 

ротора вектора напряженности поля, а в интегральной форме – циркуляции вектора по замкнутому кон-
туру, т.е. 

0rot =E   или  0=∫
L

ldE для электрического поля; 

0rot =H   или 0=∫
L

ldH  для магнитного поля. 

В этом случае вектор напряженности поля может быть определен через градиент скалярного потен-
циала, так как ротор от градиента тождественно равен нулю, т.е. 0gradrot =U или UE grad−= , 

mUH grad−= , а разность потенциалов определяется как 
 

∫=ν−ν
b

a
ba ldE ,  ∫=ν−ν

b

a
ba ldHмм .                            (2.1) 

По размерности ν определяется в вольтах, νм  – в амперах. 
К потенциальным полям относятся и их свойства определяют: 
− электростатические (магнитостатические) поля, законы Кулона и теорема Гаусса; 
− электрическое поле постоянного тока в проводниках, законы Ома, Кирхгофа, Джоуля-Ленца; 
− магнитное поле постоянного тока в области, где плотность тока проводимости равна нулю, зако-

ны Ампера, Био-Савара. 
Источниками потенциальных полей в случае электро- и магнитостатических полей являются заря-

ды, ρ=Ddiv  или qSdD
S

=∫ , в остальных случаях, плотности тока проводимости,        

 
 

0div пр =J ;   0div =B ;   ∫ =
S

SdJ 0пр ;   ∫ =
S

SdB 0 . 

Силовые линии напряженностей статических полей начи-
наются и заканчиваются на зарядах, а электрического и маг-
нитного поля постоянного тока всегда замкнуты, не имеют ни 
начала, ни конца. 

Система интегральных и дифференциальных уравнений для потенциальных полей может быть по-

лучена из (1.1) – (1.8), принимая ,0=
∂
∂

t
D  0=

∂
∂

t
B , т.е для электростатического поля: 

 
II           0=∫

L

ldE ,  0rot =E ,  ν−= gradE ; 

III          qSdD
S

=∫ , ρ=Ddiv ,  ρ=ν− gradεdiv , 
ε
ρ

−=ν∇2 , 

 
для электрического поля постоянного тока в проводящей среде: 

 
II           0=∫

L

ldE ,  0rot =E ,   ν−= gradE ; 

I            ∫ =
S

SdJ 0пр ,  0div пр =J ,  0graddiv 2 =ν∇=ν , 

для магнитного поля постоянного тока: 
 

(2.2)

(2.3)



 

I             0=∫
L

ldH ,  0rot =H ,  мgradν−=H ;     

IV          ∫ =
S

SdB 0 ,   0div =B ,   0graddiv м
2

м =ν∇=ν , 

 
Потенциальные поля имеют пространственное распределение. Удельные объемные плотности энер-

гии электростатического и магнитного поля постоянного тока на основании (1.23) равны 
2

,
2

22 HE µε , а 

удельная мощность тепловых электрических потерь – 2
прEγ . Вся энергия электростатического и маг-

нитного поля постоянного тока и вся мощность тепловых электрических потерь, сосредоточенные в 

пространстве, определяются объемными интегралами ∫ 
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пр , где E, H –  

результирующие напряженности электрического и магнитного поля  
в объеме dV. 

Любой объем V можно представить в виде суммы бесконечно малых объемов ldSddV = c ldSd ⊥ и 
ESd ||  или H . 
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     (2.5) 

где Ri, Ci, Li – интегральные параметры пространства: сопротивление, емкость и индуктивность объема 
dV, в котором ldSd ⊥ , ESd ||  при определении Ri и ESd ⊥  и H  при определении Ci и Li, т.е. 
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i
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== , 

для уединенных проводников 

ν
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∫
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Потенциальные поля – силовые поля, поэтому широко ис-
пользуются на практике, в частности, в системах ориентации и 
стабилизации для подвеса шарового ротора гироскопа, в элек-
тронно-лучевых трубках для ускорения и отклонения элек-
тронного пучка. 

Суммарная сила F , действующая на движущийся заряд, определяется силой Лоренца 
[ ]( )BVEqFFF +=+= эмэ .                                  (2.6) 

Так в электростатическом однородном поле E  жесткий диполь за счет возникающего электриче-
ского момента M  поворачивается по направлению поля, как показано на рис. 2.1: 

[ ]EPEPqlEM ээ 1sin1sin =ϑ=ϑ= ϑϑ ,                           (2.7) 
а в неоднородном поле совершает дополнительное поступательное движение 

(2.4)
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EdlEEE grad=
∂
∂

=−′=∆ . 

В частности аналогичное яв-
ление в магнитостатике использу-
ется для подъема металлических 
предметов с помощью постоянных 
магнитов и для магнитного подве-
са ротора гироскопа. 

В лучевой трубке электрон за 
счет электрического поля ,E  соз-

данного между катодом и экраном (анодом), испытывает сило-
вое воздействие EeF −=э  по оси трубки и приобретает скорость 

V  (рис. 2.2), а за счет магнитного поля 1B  отклоняется в горизонтальной плоскости, а за счет 2B  – в вер-
тикальной плоскости. 

При воздействии магнитного поля B  на контур с постоянным током I воз-никает сила F  в соответствии 
с законом Ампера, действующая на элемент :lId  
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которая вызывает перемещение или деформацию контура, со-
провождаемые изменением магнитного потока, пронизываю-
щего площадку, охватываемую контуром (рис. 2.3). 

Bn – стремится растянуть (сжать) контур, Bτ – развернуть его так, чтобы ττ1|| BSd . 
2.2   МАТЕМАТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

РАЗЛИЧНЫХ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ 
 
Математическую аналогию дифференциальных уравнений и ее применение к некоторым задачам 

расчета рассмотрим на примере трех потенциальных полей (табл. 2.1). 
Таблица 2.1 
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Математическая аналогия дифференциальных уравнений различных потенциальных полей позволя-
ет проводить их моделирование как физическое с использованием, например, метода электромоделиро-
вания в электролитических ваннах или с помощью проводящей бумаги, так и математическое с исполь-
зованием ЭВМ. 

 
2.3   Уравнение Пуассона. Решения для скалярного  

и векторного потенциалов 
 
Для расчета полей в однородных средах при известном распределении зарядов или токов в рассмат-

риваемом объеме исходным является уравнение Пуассона (1.18): 

ε
ρ

−=ν∇2 ;    пр
2 JA µ−=∇ .                                (2.8) 

Частным решением неоднородного уравнения Пуассона для точечного, объемного ρ, поверхностно-
го σ  и линейного τ зарядов является сумма интегралов [9] 
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Так, потенциал бесконечно малого заряда q равен 
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а q заряд можно представить в виде объемного, поверхностного или линейного интегралов. 
Векторное уравнение Пуассона в декартовой системе координат эквивалентно трем скалярным 

уравнениям: 
( )zzyyxxzzyyxx JJJAAAA 111111 прпрпр

2222 ++µ−=∇+∇+∇=∇ ;  (2.10)  

xx JA пр
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2 µ−=∇ ;  zz JA пр
2 µ−=∇ , 

решениями которых по аналогии с потенциалом U служат интегралы 
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а так как zzyyxx AAAA 111 ++= , то 
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Формулы (2.9) и (2.11) дают возможность по заданному распределению зарядов и токов найти ска-
лярный U и векторный потенциалы A  и затем определить DE ,  и HB ,  из соотношений 

;,grad EDE ε=ν−=     AHAB rot1,rot
µ

== . 

Как и в случае линейного распределения зарядов при линейных токах, когда поперечные размеры 
проводников пренебрежимо малы по сравнению с длиной и расстоянием r до точки наблюдения, фор-
мула (2.11) упрощается и соответствует закону Био-Савара: 
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2.4   Методы решения уравнения Лапласа 



 

 
Существует несколько методов решения уравнения Лапласа 02 =ν∇ . Подробно известные методы 

описаны, например, в учебнике для студентов вузов [2]. 
Условия, при выполнении которых решение уравнения, полученное каким-либо методом, можно 

считать единственным, определяются теоремой единственности. 
Она формулируется следующим образом. 
Из множества функций, являющихся решениями уравнения Лапласа, существует только одна, удов-

летворяющая граничным условиям, т.е. если каким-то путем удалось найти решение граничной задачи, 
то оно и только оно является искомым решением. Из теоремы единственности следует также, что если 
две функции, представляющие собой решения уравнения Лапласа, совпадают на поверхности S, ограни-
чивающей объем V, то они совпадают во всем объеме V. 

Рассмотрим некоторые методы решения уравнения Лапласа на конкретных примерах. 
1   Метод разделения переменных применительно к определению магнитного поля полой стальной 

сферической оболочки, расположенной в однородном магнитном поле. 
Полую стальную сферическую оболочку с внутренним r1 и внешним r2 радиусами поместим в од-

нородное магнитное поле с напряженностью H0, например, в поле Земли H0гор = 40 А/м, В0гор = 5,0 ⋅ 10-5 
Тл  (рис. 2.4). 

В этом случае скалярный потенциал магнитного поля Uм, внутри и в стенке оболочки, а также во 
внешней среде удовлетворяет уравнению Лапласа, которое в сферической системе координат с учетом 
независимости потенциала от угла ϕ  из-за симметрии системы состоит из двух слагаемых 
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После замены νм произведением двух функций  X(ϑ)Y(r), т.е. Uм = 
= X(ϑ) Y(r), каждая из которых зависит только от одной координаты ϑ  или r , и разделения переменных 
уравнение (2.13) переходит в два равенства 
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Рис. 2.4 
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где λ – постоянная величина. 

Первое равенство из этой системы называется уравнением Эйлера, решением которого [10] являет-
ся сумма 

( ) ( )1+−+= n
n

n
n rBrArY ,                                     (2.14) 

где An, Bn – постоянные величины; n = 0, 1, 2, 3, ...; ( )1+=λ nn . 
Второе равенство при ( )1+=λ nn  приводит к уравнению Лежандра [10], решением которого служит 

полином Лежандра от аргумента  сosϑ, т.е. X(ϑ) = Pn(сosϑ). 
Общее решение для скалярного потенциала представляется в виде суммы 
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Истинным решением уравнения Лапласа для исследуемой задачи из этой суммы является слагаемое 
при n = 1, так как только оно удовлетворяет граничным условиям  



 

( ) ( ) ( ) ϑ+=ϑ+= −− coscos 2
1

2
м BrArPBrArU .                (2.16) 

При n = 0 решение 1
1м

−+=ν BrAr  не удовлетворяет исследуемой задаче, так как при 0→r  внутри 
сферы νм0  стремится к бесконечности, при n = 2, 3, ...  полиномы Pn(сosϑ) не обеспечивают граничные 
условия. 

Принимая внутри оболочки при r = 0 потенциал νм0  = 0, для потенциала и напряженностей в каж-
дой из трех сред находим 
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На внутренней r = r1 и внешней r = r2 поверхностях сферы должны выполняться граничные усло-

вия, т.е. равенства нормальных составляющих индукции и равенства тангенциальных составляющих 
напряженности магнитного поля: 

при r = r1                                          при r = r2  
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Решая систему равенства относительно А3, находим коэффициенты А1, А2, В2, В3 . 
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Для определения A3 устремим радиус r к бесконечности. Напряженность магнитного поля H3 при 
этом совпадает с напряженностью Н0  внешнего однородного поля, т.е. 
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а поэтому A3 = – H0. 
Внутри сферы магнитное поле всюду однородно, вектор напряженности 1H  направлен параллельно 

0H  и равен: 
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в теле сферической оболочки: 

03
21

21
3

3
1

21

21
3

3
1

2
131sin

2
11cos

2
21 H

Ar
r

r
rH rr µ









ϑ







µ+µ
µ−µ

−+ϑ







µ+µ
µ−µ

+−= , 

во внешней среде равен геометрической сумме векторов напряженностей внешнего однородного поля H0 
и поля эквивалентного магнитного диполя: 
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За счет сферической оболочки во внешней среде создается дополнительное поле, определяемое 
вторым слагаемым в выражении 3H . При равенстве магнитных проницаемостей µ1 = µ2 = µ3 дополни-
тельного поля не существует, второе слагаемое обращается в нуль. 

Дополнительное поле подобно полю эквивалентного магнитного диполя с моментом Рм, ориенти-
рованным вдоль однородного внешнего поля 0H  и равным 
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Для практики представляет определенный интерес сравне-
ние магнитных моментов двух вариантов конструкций метал-
лических сферических оболочек: сплошной и полой. 

В случае сплошной металлической сферы µ1 = µ3 << µ2 
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а во втором случае тонкой металлической оболочки µ1 = µ3 << µ2 

 

( )
( )

xx HrH

r
r

r
r

rP 1414

2
21

1

2 0
3
2303

2
32

2
32

3
2

3
1

3
2

3
1

32

323
2полаям πµ≅πµ

µ+µ
µ−µ

−

−

µ+µ
µ−µ

=  

или .полаямсплошм PP ≅  
Следовательно, в этих двух случаях во внешней среде магнитные поля полностью совпадают как по 

величине, так и по конфигурации, т.е. легкая тонкая металлическая оболочка с внешним радиусом r2 
эквивалентна по внешнему воздействию на поле Земли сплошной металлической сфере того же радиуса 
r2. 

Внутри сферы всегда магнитное поле H1 слабее H0 при µ2 >> µ3 
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Сферические и другой конструкции металлические обо-

лочки широко используются в технике в качестве электромаг-
нитных экранов. 

За счет сферической оболочки во внешнем поле, кроме горизонтальной составляющей Hx вектора 
напряженности магнитного поля, возникает вертикальная составляющая Hy, равная для металлической 
оболочки 
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Внутри сферы поле однородное. 
 
2   Метод зеркальных изображений 
Метод зеркальных изображений применяется для расчета электрических и магнитных полей, в ко-

торых заряды или токи расположены вблизи поверхностей раздела нескольких сред. Он состоит в том, 
что путем введения фиктивных зарядов qq ′′′,   или токов II ′′′ ,  сложную задачу сводят к ряду простых, 
имеющих те же граничные условия; расположение и величину фиктивных зарядов или токов определя-
ют из условия сохранения граничных условий. 

Так расчет электрического поля точечного заряда q, расположенного в среде с диэлектрической 
проницаемостью ε1 , на расстоянии h от плоской поверхности раздела с другой диэлектрической средой 
с проницаемостью ε2, сводится к двум простым задачам (рис. 2.5). 



 

Для расчета поля в первой среде вторая среда заменяется первой и рассматривается электрическое 
поле в однородной среде c ε1, от двух зарядов q и ,q′  расположенных симметрично относительно плос-
кости раздела. Для расчета поля во второй среде первая среда заменяется второй и рассматривается 
электрическое поле в однородной среде c ε2, создаваемое точечным зарядом ,q ′′  помещенным в точку, в 
которой в реальной задаче находится заряд q. 

На основании закона Кулона напряженности электрического поля точечных зарядов qqq ′′′,,  равны 
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Из граничных условий E1τ = E2τ и D1n = D2n при r = r1 = r2 = r3  и ϕ = ϕ1 = = ϕ2 = ϕ3 находим 

3
2

2
1

1
1

cos
4

cos
4

cos
4

ϕ
πε
′′

=ϕ
πε
′

+ϕ
πε

qqq ,    qqq ′′
ε
ε

=′+
2

1 ; 

,sin
4

sin
4

sin
4 3

2

2
2

1

1
1

1

1 ϕ
πε

′′ε
=ϕ

πε
′ε

+ϕ
πε
ε qqq     qqq ′′+′=  

или                                  qq
21

21

ε+ε
ε−ε

=′ ;    qq
21

22
ε+ε

ε
=′′ .                           (2.17) 

Расчет электрического поля линейных зарядов, параллельных плоским поверхностям раздела двух 
сред с ε1 и ε2, производится аналогично расчету точечного заряда с заменой q на r, 
т.е.                                 τ

ε+ε
ε−ε

=τ′
21

21 ;    τ
ε+ε

ε
=τ ′′

21

22 . 

Расчет магнитного поля бесконечно длинного провода с током I, расположенного параллельно пло-
ской поверхности раздела двух однородных сред с магнитными проницаемостями µ1, µ 2 может быть 
произведен аналогично расчету электрического поля линейных зарядов по принципу обратного соот-
ветствия, т.е. с заменой τ на I и ε на 

µ
1 . Тогда 
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3   Метод конформных преобразований 
Метод конформных преобразований, используя свойства функций комплексного переменного, по-

зволяет упростить расчет плоскопараллельного поля сложной конфигурации, изображаемого в ком-
плексной плоскости z = x + jy, сводя эту задачу к простому расчету однородного поля в другой системе 
координат – вещественной U или мнимой ν. 

Комплексный потенциал W = U + qν, с помощью которого осуществляется указанное преобразова-
ние, представляет собой комплексную функцию, вещественной (или мнимой) частью которой является 
потенциал  
ν(х, у), а мнимой (или вещественной) – функция потока ( ) Ulyx =Ψ , , которая представляет собой поток 
вектора напряженности поля ( )HE , отнесенный к единице длины ( ) Edayxd =Ψ ,  (рис. 2.6). 

Уравнение ν(x, y) = const является уравнением эквипотенциальных линий, уравнение ( ) const, =Ψ yx  
уравнением силовых линий; те и другие образуют ортогональную сетку. Из полного дифференциала от 
комплексного потенциала 
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приравнивая вещественные и мнимые части, находим, что по-
тенциал и функция потока связаны между собой условиями 
Коши-Римана, т.е. 
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Продифференцируем первое равенство (2.18) по у, а второе по х и просуммируем их  

2

22

yyx
U

∂
ν∂

=
∂∂

∂  ;  
yx

U
x ∂∂

∂
−=

∂
ν∂ 2

2

2
 ; 2

2

2

2

xy ∂
ν∂

+
∂
ν∂ ; 02 =ν∇ , 

т.е. функция ν удовлетворяет уравнению Лапласа. Продифференцировав первое равенство (2.18) по х, а 
второе по у, после их сложения находим, что и функция U удовлетворяет уравнению Лапласа. 

Величина вектора напряженности поля равна модулю про-
изводной комплексного потенциала:  

dZ
dWE = , 

 

так как         
dz

dW
y

j
xy

Uj
x
UjEEE yx =

∂
ν∂

+
∂
ν∂

−=
∂
∂

−
∂
∂

−=+= . 

Хотя метод конформных преобразований чрезвычайно упро-
щает задачу расчета поля, его основным недостатком является 
отсутствие общего способа нахождения комплексного потенциа-
ла. Лишь для полей, ограниченных ломаной прямой, существует 
формула Кристоффеля-Шварца, определяющая комплексный по-
тенциал [10]. 

Для примера рассмотрим расчет поля двух заряженных про-
водящих плоскостей, образующих угол α, но не соприкасающих-
ся и имеющих потенциалы ν1 и ν2 (рис. 2.7). 

Это поле может быть преобразовано в однородное в координатной плоскости U , ν  с помощью 
комплексного потенциала вида 

W = k ln z + c = U + jν, 
где k и с определяются из граничных условий.  

В цилиндрической системе координат  
α= jrez ,   а   rjz lnln +α= . 

Тогда 
( ) ν+=+++α= jUjccrjkW 21ln  

 
 

Рис. 2.7 

Рис. 2.6 



 

или после приравнивания вещественных и мнимых частей 
Uczkck =+ν=+α 12 ln, . 

При α = 0  1ν=ν  или 12 ν=c , при α = α0 2ν=ν  или 210 ν=ν+α k  т.е. 
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Эквипотенциальные линии (ν) представляют собой лучи, так как v  зависит только от α, а силовые 
линии – дуги концентрических окружностей (U = ln z). Напряженность поля равна  
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Полученные результаты могут быть перенесены на аналогичную задачу расчета магнитного поля в 
воздушном зазоре магнитопровода, считая, что плоскости магнитопровода, ограничивающие этот зазор, 
имеют магнитные потенциалы νм1 и νм2, находим 

r
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α
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4   Графический метод (метод сеток) 
Графический метод расчета плоскопараллельных полей 

состоит в построении силовых линий и линий равного потен-
циала по заданным граничным условиям. Он является в неко-
торой мере приближенным и применяется для предваритель-
ного ориентировочного решения задачи. 

Графическую картину потенциального поля строят по определенным правилам: 
1   Силовые линии E  должны быть непрерывными, начинаться и заканчиваться на электродах, так 

как в исследуемой области  0div =E , а линии H  – замкнутыми. 
2   Силовые линии должны быть перпендикулярны эквипотенциальным линиям, т.е. линиям равно-

го потенциала, так как ,gradν−=E  мgradν=H . 
3   Ячейки, полученные при пересечении эквипотенциальных и силовых линий, должны быть по-

добными, т.е. отношение линейных размеров двух прилегающих сторон каждой ячейки 
n
a

∆
∆  – должно 

быть постоянным для всей картины поля. При этом обеспечиваются условия (2.18) Коши-Римана, по-
тенциалы удовлетворяют уравнению Лапласа, а напряженность поля может быть определена из отно-
шения  

n
E

∆
ν∆

= . 

Проводники имеют один и тот же потенциал, поэтому силовые линии E  должны быть перпендику-
лярными к контурам, ограничивающим сечения проводников. 

Графическую картину рисуют вначале ориентировочно, стремясь удовлетворить ортогональность 
силовых и эквипотенциальных линий, а также силовых линий к поверхности проводника, затем исправ-
ляют так, чтобы удовлетворить подобие ячеек, т.е. const=

∆
∆

n
a . Обычно для облегчения построения кар-

тины выбирают до na ∆=∆ . 
На рис. 2.8 для примера показаны картины поля двухпро-

водной линии а), коаксиального кабеля б) и полосковой линии 
в). 

По картине поля определяют емкость, внешнюю индуктивность и сопротивление утечки конструк-
ции длиной l: 
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Рис. 2.8 

 
 
 
 
 

( ) la
n

m
n

amEl
Ealnmn

I
EV

I
PR 111

пр
2

пр

2

пр2
2

пр2
теп

∆
∆

γ
=

∆γ
γ∆∆=γ== , 

 
где Wэ, Wм  – энергия электрического и магнитного поля в объеме V;  
n ⋅ m  – общее число ячеек; n – число эквипотенциальных промежутков;  
m – число трубок. 

Глава 3   ПЕРЕМЕННЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ПОЛЯ.  
РАСПРОСТРАНЕНИЕ, ИЗЛУЧЕНИЕ, ЭКРАНИРОВАНИЕ 

 
3.1   Волновые уравнения 

 
Для решения уравнений переменного электромагнитного поля обычно их приводят к волновым 

уравнениям. Волновыми называют такие дифференциальные уравнения второго порядка в частных 
производных, которые описывают распространение колебаний в среде. Они содержат наряду с про-
странственными производными второго порядка также вторые производные по времени.   

От уравнений Максвелла можно перейти, как это показано в 1.3, к однородным волновым уравнени-
ям для векторов электромагнитного поля 

EE 22 γ−=∇ ;   HH 22 γ−=∇  
и для векторных и скалярных потенциалов  

а) 

б) в) 



 

AA 22 γ−=∇ ;  νγ−=ν∇ 22 ;  AA ′γ−=′∇ 22 ; м
2

м
2 νγ−=ν∇ , 

когда сторонние токи, возбуждающие поле, находятся за пределами анализируемой части пространства. 
Волновые уравнения при ω = 0 переходят в уравнения Лапласа, описывающие потенциальные поля. 
Волновые уравнения записаны в общей форме, пригодной для любой системы координат. Для их 

решения следует раскрыть оператор Лапласа 2∇  в конкретной системе координат и заменить векторные 
уравнения системой скалярных уравнений. Наиболее простой вид оператор Лапласа имеет в декартовой 
системе координат в случае плоских волн. 

Любая задача теории электромагнитного поля сводится к определению поведения в пространстве и 
времени векторов E  и H , удовлетворяющих волновым уравнениям при заданных начальных и гранич-
ных условиях. 

 
3.2   Плоские волны. Основные свойства 

 
Плоской называют волну, распространяющуюся вдоль какой-либо линейной координаты и неиз-

менную в каждый фиксированный момент времени в плоскости, перпендикулярной этой координате. 
Предположим, что плоская волна распространяется вдоль оси z декартовой системы координат (рис. 
3.1), вектор напряженности электрического поля направлен по оси х, т.е. 

( )Ztj
mxx eEE γ−ω= , Ey = Ez = 0 . 

где µεω=γ  – коэффициент распространения. 
Отметим основные свойства плоских волн. 
1   Составляющая Ez  удовлетворяет уравнению Гельмгольца 
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2  Вектор напряженности магнитного поля H  направлен перпендикулярно E , т.е. по оси у. На ос-

новании второго уравнения Максвелла (1.13) имеем 
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или                                          µ=ε′ yx HE . 

 
3   Отношение  Ом,

A
B

H
E

y

x →   называется  характеристическим  сопротивлением среды Zc 
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Для воздуха 12

3

0

0
c 1085,8

104
−
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⋅
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=
ε
µ

=Z = 377 Ом,   ϕz = 0; 

для металлов 4

прпр
c

π

γ
µω

=
γ−

µω
=

j
e

j
Z , т.е. вектор напряженности электрического поля Ex на угол 

4
π

=ϕz  

опережает Hy. 
 



 

4  Векторы HE ,  и П  – ортогональны, взаимно перпендикулярны П⊥⊥HE ,  
[ ] [ ] zyxyyyx HEHEHE 111П === .  

 
5   Коэффициент распространения – величина комплексная 

 
 

α−β=
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γ
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γ
−εµω=γ

εα−
jejj

j
2прпр ,          (3.3) 

где αε – угол электрических потерь, 
εω

γ
=αε

прarctg ; β – фазовая пос-  

тоянная, 
2

cosпр εα
ω

γ
−εµω=β j ; α – постоянная затухания, 

2
sinпр εα

ω

γ
−εµω=α j ;  

( )ztjz
mxx eEE β−ω+α−= ; xy EH

µ
ε′

= . 

6   Длина волны λ – расстояние, на котором фаза волны изменяется на 2π, т.е. 

π=βλ 2 ,     

2
cos

112

пр εα
ω

γ
−εµ

=
β
π

=λ

j
f

.                 (3.4) 

В среде без потерь αε = 0, 
µε

=λ
f

1 , для воздуха 
f
c

f
=

εµ
=λ

00

1 , 

для хороших проводников 
2
π

=αε , 
ω

γ
<<ε пр , ∆π=

ωµγ
π

=λ 222

пр
. 

7   Явление поверхностного эффекта заключается в неравномерном распределении переменного 
электромагнитного поля в проводящей среде из-за затухания электромагнитной волны. Это влечет за 
собой неравномерное распределение плотности тока и магнитной индукции; в установившемся режиме 
эти величины имеют максимальные значения у поверхности проводника. 

В большинстве случаев поверхностный эффект вреден, увеличивая сопротивление переменному то-
ку и магнитное сопротивление переменному магнитному потоку. Поверхностный эффект может быть и 
полезен, например, в установках для индукционного поверхностного нагрева и закалки, в электромаг-
нитных экранах. 

При распространении электромагнитного поля вдоль проводника (рис. 3.2) часть основного потока 
из внешней среды проникает в проводник практически перпендикулярно к его поверхности для компен-
сации в нем тепловых потерь, затрачиваемых на прохождение тока. 

Глубина проникновения волны ∆  – расстояние, на котором обеспечивается затухание напряженно-
стей Е и Н поля в е = 2,718 раз, т.е. 1=α∆ . 
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Для хороших проводников 
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8  Фазовая скорость – скорость перемещения фиксиро-

ванного значения фазы const=β−ω zt  вдоль направления 

распространения волны z, т.е. 
dt
dz

=νф  

 
или 0=β−ω dzdt , 

β
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В среде без потерь 
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ф ; в хороших проводниках 
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ф
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9   Вектор Пойтинга  
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ВП ⋅

=→= HE  

определяет поток электромагнитной энергии, проходящий в единицу времени 1 с через единицу по-
верхности 1 м2 в направлении распространения волны. 
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мгновенное значение. Среднее за период значение  
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где Wэ = Wм – удельные энергии электрического и магнитного поля. 
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10   Поляризация волны – закон изменения направле-
ния и величины вектора напряженности электрического 
поля в данной точке пространства за период колебания. 

Пусть направление распространения плоской гармо-
нической волны совпадает с осью z. Разложим вектор E в 
плоскости xy по двум взаимно перпендикулярным направ-
лениям 

( )11 cos ϕ−ω= taEx , ( )22 cos ϕ−ω= taEy . 

Здесь 
фν

−=
ztr ; a1, a2, ϕ1, ϕ2 – постоянные действи-

тельные амплитуды и фазы ортогональных проекций век-
тора E . 

Исключая из Ex, Еу временной множитель, получим уравнение эллипса 

( ) ( )21
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EE
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a
E yxyx . 

При nπ+π
±=ϕ−ϕ

221  оси эллипса совпадают с осями координат. Если a1 = a2 – эллипс вырождается в 

окружность, при 021 =ϕ−ϕ  – в прямую, т.е. эллиптическая поляризация волн становится круговой или 
линейной. 

Обозначая главные оси эллипса через a и b, а через ϕ  – угол, который составляет большая ось эл-
липса с осью, легко найти следующие соотношения 

2
1

2
1

22 baba +=+ ;  ( )12cos2tg2tg ϕ−ϕχ=ϕ ;  ( )12sin2sin2sin ϕ−ϕχ=α , 

где 
a
b

±=αtg ,  
1

2tg
a
a

±=χ . 

 
3.3   Распространение электромагнитных волн вдоль проводника 

 
Рассмотрим распространении цилиндрической электромагнитной волны вдоль круглого бесконечно 

длинного проводника радиуса r0, с параметрами γпр1, ε1, µ1, γ1, расположенного в среде γпр2, ε2, µ2, γ2, по 
которому проходит ток zjIe γ− . Решение проведем в цилиндрической системе координат r, ϕ, z (рис. 3.4), 
предполагая, что в любой точке вектор напряженности магнитного поля H  направлен по касательной к 
окружности с центром на оси проводника, проходящей через исследуемую точку пространства, т.е. 

ϕϕ= 1HH , 0== zr HH , а вектор электрического поля поляризован в плоскости r z, т.е. 
zzrr EEE 11 += , 0=ϕE . 

Кроме этого, необходимо предположить, что Er, Ez и Нϕ в силу осевой симметрии электромагнитного 
поля относительно центра проводника не зависят от угла ϕ, а также изменяются пропорционально zje γ− , 
где γz – коэффициент распространения волны вдоль проводника. 

В этом случае уравнение Гельмгольца zz EE 22 γ−=∇ , т.е. 
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РИС. 3.4 



 

с учетом 01
2

2

2
=

ϕ∂
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∂ , переходит в уравнение Бесселя 
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∂
∂

∂
∂

zz
z E

r
Er

rr
,                            (3.7) 

решением которого являются модифицированные функции Бесселя: ( )10 ρI  – первого рода нулевого поряд-
ка от аргумента 2

1
2

1 γ−γ=ρ zr  для проводника; при 01 →ρ , ( ) II →ρ10  и ( )20 ρK  – второго рода нулевого по-
рядка от аргумента 2

2
2

2 γ−γ=ρ zr  для внешней среды; при 02 →ρ , ( ) 020 →ρK , т.е. ( )1011 ρ= IAEz , 
( )202 ρ= BKEz . 

Из первого уравнения Максвелла (1.13) EjH ε′ω=rot , приравнивая составляющие по r, находим  

rEj
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или с учетом найденной зависимости Er и Нϕ, получаем 
r
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=ϕ 22 . 

Таким образом, внутри проводника  
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При 0rr = , на границе раздела 21 ϕϕ = HH , так как являются тангенциальными составляющими 
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Кроме этого на границе раздела равны тангенциальные составляющие электрического поля, т.е. 
21 zz EE = : 
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Так как левая часть равенства определяет сопротивление проводника на единицу длины 
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где емкость проводника определяется из выражения 
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а коэффициент распространения  
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( )100
~

1
ρ

= γ−

I
IeRA zz ;   

( )200
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а составляющие Ez, Hϕ, Er равны: 



 

             внутри проводника                           во внешней среде 
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Электромагнитное поле бесконечно длинного проводника, как видно из (3.9), обладает следующи-

ми особенностями. 
Рассмотрим два случая. 
I случай. Частота ω стремится к нулю – длинные волны. Аргументы цилиндрических функций ρ при 
0→ω  по модулю I<<ρ , а сами функции могут быть приняты равными первым членам их разложений в 

ряд, т.е. 
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В этом случае расчеты сопротивления, емкости и индуктивности линии на единицу длины анало-
гичны постоянному току, т.е. 
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а поэтому внутри проводника tjzj
z

zIeRE ω+γ−
==1 постоянна по всему сечению проводника; 
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zzγ  раз меньше Er1. 

Внутренняя индуктивность самого проводника 
π
µ

=
8внL  не зависит от его радиуса. Вектор Пойтинга 

[ ]HE=П , перпендикулярный HE , , направлен по радиусу внутрь проводника. Поток электромагнитной 
энергии входит в проводник с поверхности из внешней среды для того, чтобы скомпенсировать тепло-
вые потери в нем, возникающие при протекании тока (рис. 3.5). 
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Рис. 3.5 

 
Нормальная составляющая Еr электрического поля на границе раздела, т.е. на поверхности провод-

ника испытывает скачок, равный 
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Основной поток энергии электромагнитного поля во внешней среде распространяется вдоль про-
водника 222 ReReП ϕ⋅= HErz  у его поверхности, а часть 222 ReReП ϕ⋅= HEzz  идет внутрь проводника для 
компенсации тепловых потерь 
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= γ−  – обратно пропорционален квадрату радиуса, т.е. поток как бы при-

жимается к поверхности проводника. 
Коэффициент распространения zγ  представим через ~~ ,CR  и ~L  как ~~~~
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или ( ) ~~~ CjRLjz ω+ω−=γ подобен коэффициенту распространения длинной линии с распределенными па-

раметрами (рис. 3.6) с входным сопротивлением 
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В рассматриваемом случае характеристическое сопротивление линии при RL >>ω  
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Рис. 3.6 
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Одиночный проводник имеет большую погонную индуктивность внL  и малую емкость С, а, следо-
вательно, высокие характеристическое и входное сопротивления. Поэтому направляющие системы, та-
кие как двухпроводная и полосковая линии, коаксиальный кабель, состоят из двух проводников. При 
этом внешняя индуктивность линии уменьшается, а емкость возрастает за счет концентрации поля меж-
ду проводниками, за счет этого уменьшаются характеристическое и входное сопротивления линии. По-
стоянная распространения в этом случае равна 

( )( )~~2~1~ CjRRLjz ω−++ω=γ , 



 

где ~1R  и ~2R  – погонные сопротивления проводников. 
II случай – высокие частоты или короткие волны. Аргументы I>>ρ  и отношения функций Бесселя 

могут быть приняты равными 
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Тогда для ~~ , CR и ~L  можно написать  
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где ∆ – глубина проникновения; 
2

1пр1γωµ
=∆ . 

Внутри проводника проявляется поверхностный эффект, при этом индуктивность самого проводни-
ка уменьшается, вещественная часть ~R  возрастает за счет неравномерного распределения электриче-
ского поля в проводнике, что эквивалентно уменьшению сечения проводника. 

Из равенства (3.8) находим zγ  
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21 , например, для медного проводника. 

Поэтому с повышением частоты электромагнитное поле распространяется вдоль проводника с по-
стоянной распространения, близкой к коэффициенту распространения внешней среды. Внешняя индук-
тивность и емкость проводника в этом случае комплексные величины: 
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На высоких частотах емкостное и индуктивное сопротивления становятся фактически комплексны-
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т.е. происходит излучение электромагнитного поля в пространство. Поэтому на СВЧ вместо открытых 
линий передачи широко используют закрытые волноводы. 

 
3.4   Электромагнитное поле электрического и магнитного диполей. Излучение электромагнит-

ных волн 
 
Элементарный электрический диполь или вибратор представляет собой прямолинейный провод ма-

лой длины λ<<dl , по которому протекает переменный ток I (рис. 3.7). 
Векторный электрический потенциал диполя, рассматривая диполь как бесконечно малый отрезок 

бесконечно длинного проводника с потенциалом 
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(3.10) 
В сферической системе координат векторный потенциал zA  имеет две состав-

ляющие, т.е. 
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Напряженности магнитного и электрического полей диполя могут быть опре-

делены из выражения (1.14), (1.17), т.е. 
 

AB rot= ;  
 

ν−ω−=








γ
+ω−= raddivgrad1

2
dAjAAjE . 

Пользуясь выражением в сферической системе координат, находим: 
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так как zA  и ϑA  не зависят от координаты ϕ , а 0=ϕA ; 
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Отметим основные свойства электромагнитного поля диполя. 
1 Векторы E  и H  в любой точке пространства взаимно перпендикулярны, ϕϕ= 1HH , а 

ϑϑ+= 11 EEE rr . 
2 Составляющие rEH ,ϕ  и ϑE  – не зависят от координаты ϕ , т.е. поле является симметричным от-

носительно оси, проходящей через ось диполя. 
3 Фазы ( )rjβ  составляющих векторов поля не зависят от полярного угла ϑ , а только лишь от рас-

стояния r , а поэтому поверхностями равных фаз являются сферические поверхности с центром в точке 
расположения середины диполя. 

4 Линиями вектора напряженности магнитного поля ϕϕ= 1HH  являются концентрические окруж-
ности, параллельные экваториальной плоскости ХОY, с центрами на оси диполя. 

5 Силовые линии вектора ϑϑ+= 11 EEE rr  лежат в меридиальных плоскостях. 
6 Комплексный вектор Пойтинга имеет две составляющие ϑП&  и rП& :  
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Составляющая ϑП  лежит в меридиальной плоскости, rП направлена радиально. Они равны 
 
 

( ) ( )
ϑ

ε′ω
β+α+

π
==

α−

ϕϑ 2sin1
32
1

2
1П

22

52

222
*

j
rr

r
edlIHE

r
m

r
&&& ; 

 
 

z

ϑ

dl

r
ϕH

ϑE

E
ϑ1

r1

zA

ϑA

РИС. 3.7 



 

( ) ( ) ( )
ϑ









µε′ω
β+α+

+ωβ+α+ω
π

==
α−

ϕϑ
2

2

22

52

222
* sin11

32
1

2
1П

rj
rrrrj

r
edlIHE

r
m

r
&&& . 

В МЕРИДИАЛЬНОМ НАПРАВЛЕНИИ ПРИ РАСПОЛОЖЕНИИ ДИПОЛЯ В СРЕДЕ БЕЗ 
ПОТЕРЬ, Т.Е. γПР= 0, ε=ε′ , ИЗЛУЧЕНИЕ ЭНЕРГИИ НЕ ПРОИСХОДИТ, ТАК КАК 0ПRe =ϑ

& , А 
ИМЕЕТ МЕСТО ЕЕ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ПУЛЬСАЦИЯ, 0П ≠ϑ

&
mI , РЕАКТИВНАЯ ЧАСТЬ 

УДЕЛЬНОЙ МОЩНОСТИ ПОТОКА ИМЕЕТ ЕМКОСТНОЙ ХАРАКТЕР 
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m&  – величина действительная, энергия электромагнитного поля 

переходит в тепловую. Основной поток ϑП&  – проходит в непосредственной близости к диполю и факти-
чески полностью затухает на расстояниях r, равных глубине проникновения ∆, т.е. ∆≤r . 

Радиальная составляющая ϑП&  всегда имеет действительную и  
мнимую части. В проводящих средах  ϑП&   фактически полностью затуха- 
ет на ∆≤r . В средах без потерь реактивная часть удельной мощности потока имеет емкостной характер 
при Ir <<γ  и индуктивный при Ir >γ . 

Вещественная часть ϑП&  определяет плотность энергии излучения. Полная мощность, которую из-
лучает электрический диполь в окружающее пространство, определяется всем выходящим потоком 

ϑПRe &  через замкнутую сферическую поверхность, т.е. 
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Как всякую активную мощность, мощность излучения можно представить в виде произведения 
квадрата действующего значения тока на сопротивление излучателя  
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7  Направленность излучения антенны вообще, диполя в частности, характеризуют коэффициентом 
направленного действия Da, (рис. 3.8), который определяется как отношение плотности потока мощно-
сти в направлении ( ) rПRe, &ϕϑ  к плотности потока мощности, создаваемого гипотетической ненаправ-
ленной антенной мощности излучения обеих антенн 
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8   В ближней зоне ( λ<<r  или 1<<γr ) напряженность магнитного поля соответствует закону Био-
Савара 
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РИС. 3.8 
А ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ АНАЛОГИЧНО ПОЛЮ ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕ-
СКОГО ДИПОЛЯ В СРЕДАХ БЕЗ ПОТЕРЬ ИЛИ ПОЛЮ ДИПОЛЯ ПО-
СТОЯННОГО ТОКА В ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ, ТАК КАК 
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10   Поле магнитного диполя подобно электрическому при замене E  на H  и наоборот. Основные 

характеристики диполей для сравнения приведены в табл. 3.1.  
Таблица 3.1 
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3.5   Электромагнитное поле диполей в многослойных средах.  

Боковые и нормальные волны 
 
Рассмотрим электромагнитное поле вертикальных и горизонтальных электрических и магнитных 

элементарных диполей, расположенных в k слое плоскопараллельной среды, состоящей из n + 1 одно-
родных изотропных слоев, показанных  на  рис. 3.9.  
В любой точке среды векторные потенциалы AA ′,  удовлетворяют векторным однородным уравнениям 
Гельмгольца 

AA 22 γ−=∇ ;   AA ′γ−=′∇ 22 . 
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Рис. 3.9



 

В прямоугольной системе координат x, y, z каждое векторное уравнение разделяется на три незави-
симые скалярные уравнения 

xx AA γ−=∇2 ;   yy AA γ−=∇2 ;   zz AA γ−=∇2 ; 

xx AA ′γ−=′∇ 22 ;   yy AA ′γ−=′∇ 22 ;   zz AA ′γ−=′∇ 22 . 
Общее решение скалярного уравнения в любом слое l определим в виде интеграла 
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l
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,                         (3.14) 

где ll ff ′,  – функции, определяемые из граничных условий 
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ll γ−λ=µ ,    22 yxr += ,    

y
xarctg=ϕ . 

Для проверки подставим (3.14), например при п = 0, в оператор Лапласа скалярного уравнения 
 

( ) ( ) ( )∫∫ ∫
∞

µ±
∞ ∞

µ±µ± =λλ−
∂
∂

+λλ−
∂
∂

+λλ−
∂
∂

0
0

0 0
20202 drJfe

z
drJfe

y
drJfe

x
lll zzz  

 

( ) ( ) ( ) ( ) λ







λ−µ+λ−

λ
−λ−′λ−λ−′λ−= ∫

∞
µ± drJrJ

rr
yrJ

r
xrJfe l

z l

0
0

2
12

2

1
2

2

2

1
2 , 

 
а так как ( ) ( ) ( )
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µ−µ− λλ−ϕ′+∆
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2 cos drJnefef n
z

l
z

l
ll  оператора Лапласа от интеграла (3.14) равен правой части скаляр-

ного уравнения, а, следовательно, выражение (3.14) является его решением. 
Векторные потенциалы диполей также можно представить в виде интеграла подобного (3.14), так 

как 
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( )∫
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=
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drJe
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hhzrj kkm

,                   (3.15) 

где h – расстояние диполя от ближайшей верхней границы, hk–1 – расстояние k слоя до верхней границы 
среды. 

Моменты вертикальных диполей ориентируем по оси z, горизонтальных – по y. 
Функции f0 и nf ′  для верхнего и нижнего слоев многослойной среды примем равными нулю, так как 

при z  стремящемся к бесконечности 0
0

µ−zef  и nz
nef µ′  беспредельно возрастают, в то время как поле 

должно ослабляться. 
При извлечении квадратного корня 2

c
2 γ−λ±=µ l  вещественная часть его должна быть положитель-

ной. 
Подынтегральные функции fl и lf ′  находим из системы 2π уравнений, обеспечивающих равенство 

тангенциальных составляющих векторов напряженности электрического и магнитного поля на каждой 
границе раздела n многослойной среды. 

ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПЕРВОГО РОДА ЗАМЕНЯ-
ЮТСЯ МОДИФИЦИРОВАННЫМИ ФУНКЦИЯМИ БЕССЕЛЯ ВТОРОГО РОДА 

( ) ( ) ( )[ ]rjKrjKjrJ λ−−λ
π

−=λ− 000
1 ,                      (3.16) 

и каждый интеграл представляется в виде суммы из двух интегралов. 
В первом интеграле суммы исходный путь интегрирования Г0  

(рис. 3.10) деформируется в путь Г′  во втором квадранте комплексной плоскости, а во втором интегра-
ле суммы – Г0 в путь Г в четвертом квадранте комплексной плоскости. 



 

В результате вычисление интегралов (3.14), (3.15) сводится к вычислению интегралов по новым пу-

тям интегрирования Г и Г′ , определяющих поле двух боковых волн, распространяющихся в верхнем 
( 0γ ) и нижнем )( nγ  слоях, и к сумме вычетов в затронутых полюсах подынтегрального выражения, оп-
ределяющих поле нормальных волн, распространяющихся в каждом из внутренних слоев многослойной 
среды. Полюса Sρλ  находятся из равенства нулю главных определителей ∆  и ∆′  многослойной среды, 
показанных на рис. 3.11. 
 
 

При деформировании пути Г0 оказались затронутыми разрезы bl = 0 в первом квадранте и al = 0 в 
третьем квадранте комплексной плоскости, где bl и al определяют lll ba +=µ . 

Сумма интегралов вдоль разрезов по верхнему и нижнему листам римановой поверхности обраща-
ется в нуль, так, при bm= 0 как на верхнем, так и на нижнем листе, то же и при am= 0, только mm b=µ . 
Поэтому пути интегрирования Г и Г' в точках mmm jba +=µ  просто переходят с одного листа на другой. 

В результате общее решение скалярных волновых уравне-
ний приводится к виду 
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где первое слагаемое определяет поле нормальных волн дис-
кретного спектра, а второе слагаемое – поле боковых волн 
сплошного спектра. 

Значения C, Р(µ), B(λ), a для разных диполей, а также для бесконечно длинного проводника приве-
дены в табл. 3.2. 

Напряженность поля определяется из выражений (1.14), (1.17): 
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Таблица 3.2 
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где l,, , kck AA ′′  – алгебраические дополнения главных определителей ∆′∆, ; ( )µ′F  – подобно ( ),µF  только в них 
коэффициенты отражения V заменяются на V'  ; ( )µΦ′  – подобно ( ),µΦ  только V заменяются на V' и наоборот 
V' на V. 

Напряженности поля, как и в случае расположения диполей в безграничных средах, определяются 
через векторные потенциалы: 

AH rot1
µ

= ;    






 ′
γ

+′ε′ω−= AAjH divgrad1
2 ; 









γ

+ω−= AAjE divgrad1
2 ;   AE ′= rot . 

Анализ полученных решений электромагнитного поля ди-
полей, расположенных в многослойных средах, показывает: 

– границы раздела существенно влияют на поле диполей, так диаграмма направленности горизон-
тального электрического диполя в дальней зоне поворачивается на 

2
π  по сравнению с диаграммой на-

правленности диполя в безграничной среде, линейно поляризованное поле приобретает эллиптическую 
поляризацию; 

– в слоях распространяются нормальные волны с горизонтальной и вертикальной поляризацией, 
определяемые соответственно из равенств нулю главных определителей ∆ = 0 и ∆' = 0, постоянные рас-

пространения волн p-мода равны 
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cp  при 0≠p , чем выше номер моды, тем быстрее затуха-

ет волна; 
 – нормальных волн нулевого мода с горизонтальной по-

ляризацией не существует; 
– дальнее распространение волны с вертикальной поляризацией нулевого мода происходит в слоях 

с наименьшей удельной проводимостью с постоянной распространения 
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В трехслойной среде внутри слоя распространяются нормальные волны, а вдоль границ в верхней и 
нижней средах – две боковые волны  
(рис. 3.11, а). Дальность распространения волн зависит от их тепловых потерь энергии и не превышает 



 

2π∆l, где ∆l – глубина проникновения для данной среды. Так при ∆слоя << ∆внеш на расстояния r>> ∆внеш 
поле определяется в основном боковыми волнами, как например, в случае подземных антенн, а при ∆слоя 
>> ∆внеш – нормальными волнами. Так, например, происходит при распространении воля в воздушном 
волноводе грунт – воздух – ионосфера от наземных антенн. В результате интерференции нормальных и 
боковых волн, прошедших до данной точки разные пути, т.е. имеющих разные фазы, амплитуды за счет 
отражения и преломления и разные направления, результирующее поле, как, например, показано на рис. 
3.11, б магнитное поле подземного кабеля, на поверхности Земли становится эллиптически поляризо-
ванным. 

 
3.6   Электромагнитное экранирование 

 
Электромагнитные экраны применяют для защиты отдельных элементов, блоков, устройств и це-

лых комплексов различных электротехнических систем от внешнего электромагнитного поля или защи-
ты внешнего пространства от внутреннего помехонесущего поля. В качестве экранов используют ме-
таллические оболочки. Общий метод расчета экранов состоит в определении электрического и магнит-
ного поля во внешней среде, стенке и внутри экрана и относится к числу труднейших задач электроди-
намики. В окончательном виде решение возможно только для оболочек, совпадающих по конфигурации 
с одной из известных координатных систем. Рассмотрим экранирующее действие металлической обо-
лочки на примере бесконечно длинного полого тонкостенного цилиндра, представленной на рис. 3.12 
при воздействии плоских электромагнитных волн с вертикальной xj
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В каждой среде решения для векторов A′  и A , имеющих в нашем случае только составляющие по 
оси z, находим в виде сумм 
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Зная zA′  и zA , определяем составляющие Er, Hz, Eϕ и Hr, Ez, Hϕ из выражений (1.14 ) в цилиндриче-
ских координатах  
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Рис. 3.12 

для внешней среды, в стенке и внутри оболочки. Постоянную b для внутренней полости принимаем 
равной нулю, так как Kp(jγr) при r = 0 стремится к бесконечности, а остальные постоянные a и b опре-
деляем из граничных условий на внутренней (r = r2) и внешней поверхностях (r = r1) экрана, обеспечи-
вающих равенство тангенциальных составляющих векторов E  и H , т.е. Eϕ, Hz и Hϕ, Ez на границах раз-
дела сред. 



 

В результате после вычислений внутри экрана составляю-
щие векторов напряженностей электрического и магнитного 
поля равны 
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За счет толщины стенки металлической оболочки ослабление поля происходит в ( )211 rrje −γ−  раз, как 

это видно из выражений для a2 и 2a′ . Поэтому при |γ1(r1 – r2)| >> I внешнее электромагнитное поле не 
проникает внутрь экрана, а, следовательно, если источник будет расположен внутри экрана, то очевидно 
его поле во внешней среде будет значительно ослаблено. 

Коэффициенты a2p, pa2′  при р = 0 для трехслойной среды воздух – металл – воздух равны 
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для волн с горизонтальной поляризацией. 
Как видно, внутри цилиндра Eϕ и Нϕ не зависят от угла ϕ, их силовые линии в виде замкнутых кон-

центрических окружностей, при r = 0, Hϕ = Eϕ = 0 (рис. 3.12). По сравнению с падающими волнами Eϕ и 
Нϕ внутри экрана, кроме ослабления за счет стенки цилиндра, уменьшены в γ2r раза. 

Практически без изменения, кроме ослабления в ( )211 rrje −γ−  раз, во внутреннюю полость экрана про-
никают составляющие Hz, и Ez, параллельные образующим цилиндра. 

 
Глава 4   ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ, НАПРАВЛЯЕМЫЕ  

РЕГУЛЯРНЫМИ ЛИНИЯМИ ПЕРЕДАЧИ 
 

4.1   Введение в теорию волн, направляемых  
регулярными линиями передачи 

 
4.1.1   Линии передачи и их классификация   

 
Устройство, ограничивающее область, в которой распространяются электромагнитные волны, и на-



 

правляющее поток электромагнитной энергии в заданном направлении (например, от генератора к ан-
тенне), называют линией передачи. Линия передачи имеет границы раздела, вдоль которых и происхо-
дит распространение направляемых ею электромагнитных волн. Данная глава посвящена теории регу-
лярных линий передачи, у которых в продольном направлении неизменны поперечное сечение и элек-
тромагнитные свойства заполняющих линию сред [1,2, 3, 4]. 

Основные типы регулярных линий передачи (рис. 4.1) можно разделить на две группы – открытые 
линии и волноводы. Поперечное сечение открытой линии не имеет замкнутого проводящего  (металли-
ческого)  кон- 
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Рис. 4.1 

 
тура, охватывающего снаружи область распространения электромагнитной энергии. Поэтому в откры-
тых линиях поле направляемой волны не экранировано снаружи и существует в пространстве, окру-
жающем линию. Основными типами этих линий передачи являются: симметричная двухпроводная ли-
ния, выполненная из круглых проводов (рис. 4.1, а); полосковая линия, состоящая из металлических по-
лосок, разделенных диэлектрической прокладкой (там же, б); однопроводная линия в виде круглого 
провода (в) и провода с диэлектрическим покрытием (г); диэлектрическая линия, представляющая собой 
стержень из диэлектрика (д). 

Поперечное сечение волновода имеет замкнутый проводящий контур, охватывающий снаружи об-
ласть распространения электромагнитной энергии. Поэтому в случае волноводов поле направляемой 
волны не существует в пространстве, окружающем линию передачи. Основными типами волноводов 
являются коаксиальный круглый волновод, состоящий из соосных круглых провода и экрана (рис 4.1, 
е); прямоугольный (там же, ж), круглый (з), П-образный, Н-образный (и, к) и эллиптический (л) волно-
воды. 

Отметим, что симметричную двухпроводную линию целесообразно применять на метровых и более 
длинных волнах, коаксиальный круглый волновод – на дециметровых и более длинных волнах, полос-
ковые и однопроводные линии – на дециметровых и сантиметровых волнах, прямоугольный, круглый и 
эллиптический волноводы – на сантиметровых и миллиметровых волнах, диэлектрическую линию – на 
миллиметровых и более коротких волнах. 

 
4.1.2   Решение уравнений Максвелла для регулярных линий передачи 

 
Электромагнитные поля, которые могут существовать в регулярной линии передачи, определяются 

решением однородных уравнений Максвелла для комплексных амплитуд: 



 

,rot,~rot HiEEiH aа
&&&& ωµ−=εω=                              (4.1) 

которое удовлетворяет на цилиндрических поверхностях раздела граничным условиям, присущим ис-
следуемой линии передачи. 

Для нахождения этого решения следует рассматривать задачу в такой системе координат, в которой 
каждая поверхность раздела совпадает с координатной поверхностью либо с частями нескольких коор-
динатных поверхностей. Например, при изучении поля прямоугольного волновода следует выбрать де-
картову систему координат (х, y, z), ось z которой направлена вдоль волновода (рис. 4.1, ж). При изуче-
нии общих свойств полей в регулярных линиях передачи целесообразно рассмотреть решение уравне-
ний (4.1) в обобщенной цилиндрической ортогональной системе координат ),,( zu υ . 

Любая регулярная линия передачи обладает неизменным поперечным сечением и прямолинейной, 
продольной осью z, вдоль которой может распространяться электромагнитная волна. Вследствие этого 
зависимость поля от поперечных координат u  и υ  должна быть одинаковой во всех поперечных сече-
ниях, а с изменением z могут изменяться лишь фазы и амплитуды векторов поля: 

 

zeuEzuE γυ=υ m& ),(),,( 0 ; 

 

zeuHzuH γυ=υ m&&& ),(),,( ,                                   (4.2) 
 
где коэффициент распространения γ  есть в общем случае комплексная величина: β+α=γ i ; α –  коэф-
фициент затухания; β – коэффициент фазы. При наличии у β мнимой части зависимость от z вида ze γ−  
описывает падающие волны (распространяющиеся в направлении +z0), зависимость ze γ+  –  отраженные 
волны (распространяющиеся в направлении  z0). 

1   Поле, векторы Е и Н которого имеют поперечные и продольные составляющие. Подставив (4.2) в 
первое из уравнений (4.1) и воспользовавшись равенством 0grad zee zz γγ γ= mm m , получим после сокраще-
ния на ze γm соотношение 

[ ] 00
0

0
~rot EiHzH &m&
αεω=γ .                                 (4.3) 

Разложим комплексные векторы 0E&  и 0H&  на поперечные и продольные составляющие: 
),(),(),(),,(),(),( 0

0
000

0
00 υ+υ=υυ+υ=υ ⊥⊥ uHzuHuHuEzuEuE zz

&&&&&& , 
(4.4) 

где                           ),(),(),( 0
0

0
0

0 υ+υ=υ υ⊥ uEvuEuuE u
&&& ; 

 
 

),(),(),( 0
0

0
0

0 υ+υ=υ υ⊥ uHvuHuuH u
&& .                        (4.5) 

Приняв во внимание, что 0rot 0 =z  и zH0
& не зависит от координаты z, получим: 

 
[ ] [ ],,gradrot,grad)(rot 0

0
0

0
0

0
0

0 zHzHzHzH zzzz
&&&&

⊥=+=          (4.6) 
 

где градиент по поперечным координатам zH0grad &
⊥  является вектором, лежащим в поперечном сечении. 

Подставляя (4.4) в (4.3) и учитывая (4.6) и тождество [ ] 000 =zz , имеем 
 

[ ] [ ] 0
000

00
00

~ω~ω,gradrot zEεiEεiHzzHH zaaz
&&m&& +=γ+ ⊥⊥⊥⊥ .     (4.7) 

 
Приравняем слева и справа в (4.7) поперечные и продольные составляющие. Поскольку продольная 

составляющая вектора ⊥0H&  равна нулю и он не зависит от координаты z, ⊥0rot H&  имеет только продоль-
ную составляющую. Таким образом, 

 



 

[ ] [ ] ⊥⊥⊥⊥ += 000
00

0 ε~ωε~ωγ,grad EiEiHzzH aaz
&&m& ;             (4.8) 

 
0

00
~rot zEiH za
&& εω=⊥ .                                     (4.9) 

 
Аналогичным путем из второго уравнения системы (4.1) получим: 
 

[ ] [ ] ⊥⊥⊥ =γ 00
00

0 ωµ,grad HiEzzE az
&&m& ;                        (4.10) 

0
00rot zHiE za
&& ωµ−=⊥ .                                   (4.11) 

 
Выразив ⊥0H& из (4.10), подставив его в (4.8), найдем с учетом zEz 00 grad/ &

⊥  и 0)( 0
0 =⊥Ez , что 

[ ]
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ℵ
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= ⊥⊥⊥
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0020 ,gradgrad zHiEE z
a

z
&&m& ,               (4.12) 

где 
222 ~
γ+=ℵ k ,                                         (4.13) 

aak µεω= ~~
2

2  и aµ  – параметры однородной среды, в которой определяется поле. 
Выразив ⊥0E& из (4.8) и подставив в (4.10), аналогично получим 

[ ]








γ
ωε

ℵ
γ

= ⊥
α

⊥⊥
0

0020 ,gradgrad zEiHH zz
&m&m&  .               (4.14) 

В вытекающих из уравнений Максвелла (4.1) формулах (4.12) и (4.14) поперечные составляющие 
поля в регулярной линии передачи выражаются через продольные. Верхние знаки в этих формулах со-
ответствуют зависимости от z вида ze γ− , нижние – вида  ze γ+ . 

Для нахождения уравнений, которые определяют продольные составляющие поля zE0
&  и zH0

& , 
вспомним, что в однородной среде без сторонних источников комплексные амплитуды (4.2) удовлетво-
ряют векторным однородным уравнениям Гельмольца: 

 
;0;0 2222 =+∇=+∇ EkEHkH &&&&  

aak µεω= 22 . 
При этом продольные (декартовы) составляющие z

zz eEE γ= m&&
0  и z

zz eHH γ= m&&
0  удовлетворяют скаляр-

ному уравнению 0
~22 =ϕ+ϕ∇ k . Подставив zE&  и zH&  в это уравнение и учитывая, что zE0

&  и zH0
&  не зави-

сят от координаты z, а γme не зависит от поперечных координат, получим после сокращения на γme : 
.0,0 0

2
0

2
0

2
0

2 =ℵ+⊥∇=ℵ+⊥∇ zzzz HHEE &&&&          (4.15) 
 Здесь ϕ⊥=ϕ⊥∇ graddiv2  – двумерный оператор Лапласа по поперечным координатам от скалярной 

функции. 
Для определения поля в линии передачи нужно удовлетворить граничным условиям на поверхно-

стях раздела. 
2  Поле, векторы E  и H  которого имеют только поперечные составляющие. Существует еще одно 

решение уравнений (4.1), определяющее поле Т, векторы которого лежат в поперечных сечениях линии 
передачи, т.е. удовлетворяют условиям 

0,0 == zz HE .                                       (4.16) 
Условия (4.16) выполняются только в том случае, если линия передачи имеет идеально проводящие 

поверхности раздела, причем каждая векторная линия Н охватывает такой проводник. Действительно, в 
однородной среде, заполняющей волновод или окружающей открытую линию передачи, в силу уравне-
ний 0div =H  и 0=zH  линии Н замкнуты и лежат в поперечных сечениях. Применим закон полного тока 
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DildH
SL
∫∫ 








∂
∂

+δ== полн  к контуру L, совпадающему с любой лини- 

ей Н. При этом ∫ ≠
L

ldH 0и, следовательно, 0см ≠+ ii , где смi  и i  – ток смещения и ток, образованный 

движением свободных зарядов, сквозь ограниченную контуром L поперечную поверхность S. Посколь-
ку, однако, согласно (4.16) 0=zE , то 0см =i  и ток проводимости сквозь поверхность S также равен нулю 

)0( пр =σ=δ zz E . В рассматриваемом случае для удовлетворения закона полного тока линии Н должны ох-
ватывать идеальные проводники, по которым текут поверхностные продольные токи.  



 

Решение уравнений (4.1) при выполнении условий (4.16) легко получить, положив в приведенных 
выше формулах 0,0 00 == zz HE && . При этом вместо (4.8) и (4.10) имеем: 

[ ] ⊥⊥ εω=γ 00
0 ~ EiHz a

&m ; 
[ ] ⊥⊥ µω−=γ 00

0 HiEz a
&m .                                 (4.17) 

 
Второе соотношение (4.17) позволяет найти ⊥0H& , если известны ⊥0E  и коэффициент распростране-

ния γ : 
[ ]⊥⊥ ωµγ±= 0

0
0 )/( EziH a

&& .                               (4.18) 
 

При подстановке ⊥0H  из (4.18) в первое уравнение (4.17) получим равенство 00
2 =ℵ ⊥E& . Следова-

тельно, у поля Т параметр 02 =ℵ  и согласно (4.13) коэффициент распространения 

аakik µεω==−ℵ=γ ~i
~~22 .                          (4.19) 

Наметим теперь путь определения вектора ),(0 υ⊥ uE . В соответствии с (4.11) и условием 00 =zH&  этот 
вектор удовлетворяет уравнению 0rot 0 =⊥E& , т.е. является потенциальным и может быть выражен через 
скалярный потенциал ϕ : 

ϕ−= ⊥⊥ &grad0E .                                     (4.20) 
В формуле (4.20) учтено, что, поскольку вектор ⊥0E&  не имеет продольной составляющей и не зави-

сит от координаты z, его потенциал ϕ&  также не зависит от координаты z и 
 

ϕ=ϕ ⊥ && gradgrad . 
 

Для нахождения уравнения, определяющего потенциал ϕ , учтем, что комплексная амплитуда 
zeuEEE γ

⊥⊥ υ== m&&& ),(0  удовлетворяет в однородной среде первому из уравнений 0div,0div == HE &r&r , кото-
рое при учете условия 0=zE&  принимает вид 0div 0 =⊥⊥E& . Подставив (4.20) в это уравнение, получим ска-
лярное двумерное уравнение Лапласа для потенциала ϕ&  

02 =ϕ∇ ⊥ & .                                           (4.21) 
Согласно граничным условиям вектор ⊥0E&  перпендикулярен к идеально проводящим цилиндриче-

ским поверхностям раздела, т.е. перпендикулярен к каждой замкнутой кривой pL⊥ , образованной этими 
поверхностями в поперечном сечении линии передачи. В соответствии с (4.20) это означает, что кривые 

pL⊥  являются линиями постоянного значения потенциала: 
),...,2,1(наconst npL pp ==ϕ=ϕ ⊥&& .                   (4.22) 

В математике доказывается, что краевая задача (4.21) – (4.22) для волноводов (замкнутая кривая 1⊥L  
охватывает снаружи область существования поля) имеет отличное от нуля решение и, следовательно, 
существует поле Т в тех случаях, когда, во-первых, поперечное сечение ограничено контуром, состоя-
щим из нескольких замкнутых кривых pL⊥ , т.е. является многосвязной областью (например, коаксиаль-
ный волновод), и, во-вторых, потенциал ϕ&  принимает на этих кривых постоянные, но различные значения. 

 
4.1.3   Классификация направляемых волн 

 
Поле, определяемое в регулярной линии передачи соотношениями (4.21) и (4.22), представляет со-

бой сумму полей магнитного Н и электрического Е классов. У поля магнитного класса наряду с попе-
речными составляющими ⊥E  и ⊥H  существует продольная составляющая напряженности магнитного 
поля )0( ≠zH и отсутствует продольная составляющая напряженности электрического поля )0( =zE ;  у 
поля электрического класса наряду с 0≠⊥E  и 0≠⊥H , наоборот 0≠zE  и 0=zH . Выражения для полей 
обоих этих классов легко получить, полагая в (4.12) и (4.14) либо 00 =zE& , либо 00 =zH& . 

Соотношения (4.16), (4.18) – (4.22) определяют поле поперечного электромагнитного класса Т. 



 

Волноводы и двухпроводная симметричная линия имеют 
только хорошо проводящие поверхности раздела, которые об-
разованы границей металла и однородного диэлектрика. При 
определении электромагнитного поля этих линий, существую-
щего в диэлектрической среде, идеализируют задачу, заменяя 
реальный металл идеальным проводником. Эта идеализация 

 
позволяет легко найти поле, которое мало отличается от дей-
ствительно существующего. Конечные значения электриче-
ской проводимости металла учитывают только при определе-
нии тепловых потерь в металле с помощью приближенных 
граничных условиям Леонтовича-Щукина. 

В волноводах с идеально проводящими стенками граничным условиям могут удовлетворять поля 
магнитного и электрического классов независимо друг от друга. Следовательно, поля этих двух классов 
порознь удовлетворяют уравнениям Максвелла и граничным условиям и поэтому могут существовать в 
волноводе раздельно. Таким образом, в регулярных волноводах, имеющих поперечные сечения в виде 
двусвязных или многосвязных областей (например, коаксиальный круглый волновод), полное поле в 
самом общем случае представляет собой сумму независимых друг от друга полей классов Т, Н и Е. 

В симметричной двухпроводной линии (открытая линия передачи) с идеально проводящими прово-
дами канализация энергии может осуществляться только с помощью класса Т. 

В открытых линиях передачи, обладающих осевой симметрией и имеющих поверхности раздела, 
которые нельзя заменять идеально проводящими границами (например, круглая диэлектрическая линия, 
круглая однопроводная линия любого типа), в общем случае удовлетворяют граничным условиям поля, 
векторы Е и Н которого имеют отличные от нуля поперечные составляющие ⊥⊥ HE ,  и обе продольные 
составляющие zz HE , . Эти поля называют гибридными, обозначают буквами НЕ и ЕН и именно они мо-
гут распространяться в рассматриваемых открытых линиях передачи. Исключение составляют лишь об-
ладающие цилиндрической симметрией поля классов Н и Е, которые порознь удовлетворяют гранич-
ным условиям и, следовательно, могут существовать в открытых линиях передачи раздельно.  

 
4.2   Общая теория волн, направляемых регулярными волноводами 

 
4.2.1   Граничные условия для продольных составляющих поля 

 
ОБЫЧНО ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ ПРОИЗВОДИТСЯ ДЛЯ 

ИДЕАЛИЗИРОВАННОГО СЛУЧАЯ ВОЛНОВОДОВ БЕЗ ПОТЕРЬ, Т.Е. В ПРЕДПОЛОЖЕНИИ 
ИДЕАЛЬНОЙ ПРОВОДИМОСТИ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СТЕНОК И ОТСУТСТВИЯ ПОТЕРЬ В 

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ЗАПОЛНЕНИИ. 
Согласно граничным условиям в комплексной форме для 

нормальных составляющих поля на поверхности идеального 
проводника формулы имеют вид: 

 
[ ] 0, 0

21 =nE& ;  [ ] η= && 0
21, nH     или     0=τiE& ; η=τ

&&
1H . 

Касательные составляющие E&  обращаются в нуль на идеально проводящих цилиндрических по-
верхностях раздела, т.е. на контуре ⊥L  области, представляющем собой поперечное сечение волновода. 
В общем случае контур ⊥L  поперечного сечения волновода может состоять из нескольких замкнутых 
кривых pL⊥ , причем одна из них (внешняя) охватывает остальные. Касательными к цилиндрическим 
поверхностям составляющими являются z

zz euEE γυ= m&& ),(0  и компонента поперечного вектора 
zeuEE γ

⊥⊥ υ= m),(0 , тангенциальная к контуру ⊥L . Из условия 0=zE&  сразу же следует граничное условие 
для составляющей zE0

& :  
⊥= LE z на00

& .                                        (4.23) 



 

z

Введем нормальный к контуру ⊥L  орт 0n , направленный внутрь металла, и тангенциальный орт 0t , 
направленный таким образом, чтобы 000 ,, ztn  образовали правую тройку векторов (рис. 4.2). Разложим 
лежащий в поперечном сечении вектор zE0grad &

⊥  (и zH0grad &
⊥ ) на составляющие по ортам 00 и tn : 
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где 
t

z

n

z

l
E

l
E

∂
∂

∂
∂ 00 ,

&&
 – соответственно производные функций zE0

&  по направлениям нормали 0n  и касатель-

ной 0t  к контуре ⊥L . Согласно 000 ][ ntz −=  и (4.24) имеем 
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С помощью (4.12) получим выражение для тангенциальной к контуру компоненты вектора ⊥0E& , ко-
торая равна  
нулю: 
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Поскольку из условия (4.23) сразу же следует равенство 00 =
∂
∂

t

z

l
E&  на ⊥L , то это приводит к следую-

щему граничному условию для составляющей zH0 : 

⊥=
∂
∂ L

l
H

n

z на00 .                                           (4.27) 

В случае поля класса Е соотношение (4.2) выполняется автоматически и 
граничное условие имеет вид (4.26); в случае поля класса Н автоматически вы-
полняется соотношение (4.26). Таким образом, в волноводах с идеально прово-
дящими поверхностями раздела граничные условия могут быть удовлетворены 
полями электрического и магнитного классов независимо друг от друга, что 
приводит к возможности раздельного, независимого существования полей этих 
классов. При этом функция zE0

& или zH 0
&  определяется путем решения двумерно-

го уравнения Гельмгольца при соответствующих граничных условиях: 
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Условия (4.28) и (4.29) определяют две краевые задачи, называемые соответственно задачей Дирих-
ле и задачей Неймана. В математике доказывается в общем виде, а в следующей главе показывается на 
частных примерах, что внутри замкнутого контура ⊥L  (волновод) отличное от нуля решение задачи 
(4.28) или (4.29) возможно не при любом 2ℵ , а лишь при строго определенных дискретных веществен-
ных положительных значениях 
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1 ℵℵℵ                                      (4.30) 

 
которые называют собственными числами краевой зада чи. Собственные числа определяются формой и 
размерами контура ⊥L , образуют бесконечную последовательность величин, возрастающих от некото-
рого наименьшего значения до бесконечности. Далее они обозначаются через 2

νℵ . Каждому собствен-

z 
z0 

n0 
t0 
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ному числу 2
νℵ  соответствует, по крайней мере, одна функция, удовлетворяющая условию (4.28) или 

(4.29) и называемая собственной функцией краевой задачи. Следовательно, собственные функции 
zE0

& или zH 0
&  также образуют бесконечную последовательность частных решений краевой задачи. Каж-

дая собственная функция согласно (4.12) и (4.14) определяет поле конкретного типа класса Е или Н, ко-
торое, как будет показано далее, обладает только ему свойственной картиной векторных линий Е и Н. 

Из (4.13) следует, что каждому собственному числу 2
νℵ  соответствует свое значение коэффициента 

распространения 
22 k−ℵ=γ νν ,                                          (4.31) 

где aaaak µεµεω= и,22  – параметры среды без потерь )0( =σ , заполняющей волновод. 
Поскольку поле каждого типа удовлетворяет линейным уравнениям Максвелла и граничным усло-

виям на идеально проводящих поверхностях раздела, то результирующее поле в волноводе в общем 
случае представляет собой бесконечную сумму полей всех возможных типов. 

 
4.2.2   Поля магнитного и электрического классов,  

их свойства и параметры 
 
Положив в (4.12) и (4.14) 00 =zE&  во всех точках поперечного сечения волновода без потерь, полу-

чим следующие выражения для поля произвольного типа класса Н: 
zz HzH 0

0
0 =& ;                                           (4.32а) 
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Здесь введено обозначение  
 

νν γωµ= ah iZ ;                                        (4.33) 
 

zH 0
&  и 2

νℵ  определяются из решения краевой задачи (4.29). 
Положив в (4.12) и (4.14) 00 =zH& , получим выражения для поля произвольного типа класса Е: 
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где                                               ae iZ ωεγ= νν / ;                                        (4.35) 

zE0
&  и 2

νℵ  определяются из решения краевой задачи (4.28). 
Фигурирующий в формулах (4.32) и (4.34) коэффициент распространения νγ  находят из (4.31); в 

этих формулах и всюду в дальнейшем верхние знаки соответствуют зависимости комплексных ампли-
туд (4.2) от z вида ze νγ− , нижние – вида ze νγ . 

В соотношениях (4.32б) и (4.34б) поперечные комплексные векторы ⊥0H&  и ⊥0E&  выражены через од-
ноноименные продольные составляющие. Формулы (4.32в) и (4.34в) устанавливают связь между попе-
речными векторами ⊥0H&  и ⊥0E&  и переходят друг в друга. Эти векторные формулы при подстановке в 
них (4.5) распадаются на два скалярных равенства: 

νυνυ =±= c00c0 ; ZHEZHE uou m&&&& ,                        (4.36) 
где νcZ  есть νhZ  или νeZ . Разные знаки отношений υ00 / HE u

&&  и uHE 00 / &&
υ  обусловлены тем, что согласно 

(4.32в) и (4.34в) ⊥0E& , ⊥0H&  и продольный орт 0z  (при ze γ− ) или 0z−  (при zeγ ) образуют правую ортого-
нальную тройку векторов. Величину νcZ , определяющую согласно (4.36) отношение комплексных ам-



 

плитуд взаимно перпендикулярных поперечных составляющих напряженностей электрического и маг-
нитного полей и имеющую размерность сопротивления, называют характеристическим сопротивлением 
поля рассматриваемого типа. 

Каждому собственному числу краевой задачи 2
νℵ  соответствует вещественный положительный па-

раметр νℵ , значение которого определяется формой и размерами поперечного сечения волновода, клас-
сом поля и его типом. 

Плоские бегущие волны либо местные затухающие поля. В волноводе без потерь согласно (4.31) 
коэффициент распространения νγ  может быть либо мнимым числом, либо вещественным, что, в свою 
очередь, приводит к существованием соответственно либо бегущих волн, либо затухающих полей. 

При νk ℵ>  νγ  является мнимой величиной: =−ℵ=γ νν
22 k  νν β=ℵ−= iki 22 , где νβ  – коэффициент 

фазы. В этом случае согласно (4.2) и формулы )(Re)( tieAtA ω= &&  в выражение для фазы векторов поля вре-
мя t и координата z входят в виде линейной комбинации )/( νν υω=βω ztzt mm , где 

νν βω=υ / ,                                          (4.37) 
и уравнение постоянного значения фазы имеет вид const/ =υνzt m . Отсюда следует, что в волноводе су-
ществует плоская волна, поверхности одинаковой фазы const=z  которой распространяются вдоль оси z 
в направлении 0z+  (падающая волна) или 0z−  (отраженная волна) с фазовой скоростью (4.37). По-
скольку амплитуды векторов поля этой волны изменяются от точки к точке на волновых поверхностях 

const,=z  то она является неоднородной плоской волной. При νν β=γ i  амплитуды векторов поля не зату-
хают в направлении распространения волны, что и следовало ожидать в волноводе без потерь. 

При νν β=γ i  характеристические сопротивления полей (4.33) и (4.35) оказываются вещественными: 
aeah ZZ ωεβ=βωµ= νννν /,/ .                        (4.38) 

В этом случае мгновенные значения поперечных векторов ⊥E  и ⊥H  связаны между собой соотно-
шениями, аналогичными (4.32в) и (4.34в): 

],[ 0
c zHZE ±= ⊥ν⊥ ; 

],[1 0

c
⊥

ν
⊥ ±= Ez

Z
H .                                    (4.39) 

Отсюда следует, что в каждой точке поперечного сечения волновода компоненты поля ⊥E  и ⊥H  
имеют одинаковую фазу колебаний, взаимно перпендикулярны и образуют с направлением распростра-
нения волны правую ортогональную тройку векторов. Это означает, что волна переносит электромаг-
нитную энергию вдоль оси z. Таким образом, при νν β=γ i  в волноводе существует неоднородная плоская 
бегущая волна.  

При νν γℵ<k  является вещественной величиной; ννν α=−ℵ=γ 22 k , где να  – коэффициент затухания. В 
этом случае каждый из векторов поля имеет в любой момент времени фазу, одинаковую во всех точках 
волновода; амплитуды векторов поля затухают в направлениях 0z±  по экспоненциальному закону ze ναm . 

При νν α=γ  характеристическое сопротивление (4.33) или (4.35) оказывается мнимым, причем для 
полей класса Н оно имеет индуктивный характер, для полей класса Е – емкостный: 

νν αωµ= /ah iZ , 
ae iZ ωεα= νν / .                                         (4.40) 

Согласно (4.36) в случае мнимого νcZ  мгновенные значения взаимно перпендикулярных попереч-
ных составляющих uE  и υH  оказываются сдвинутыми по фазе друг относительно друга на 2/π , что 
приводит к колебательному характеру движения энергии вдоль оси z, т.е. к отсутствию ее переноса 
вдоль волновода. 

Соответствующий значению νν α=γ  электромагнитный процесс называют местным полем. Экспо-
ненциальное затухание вдоль оси z местных полей не связано с потерей электромагнитной энергии 
(рассматривается волновод без потерь), а отражает тот факт, что местные поля не распространяются 
вдоль волновода. Они существуют как локальные поля вблизи различных нерегулярностей, которые 
имеются в реальной линии передачи. 



 

Критические волновое число, частота и длина волны. Волновое число λπ=µεπ=µεω= /22 aaaa fk , 
скорость aaµε=υ /1  и длина волны fT /υ=υ=λ  представляют собой параметры волны частоты f, сво-
бодно распространяющейся в безграничной среде (проницаемости aε  и aµ  которой совпадают с прони-
цаемостями среды, заполняющей волновод). 

Известно, что значение вещественного положительного параметра νℵ  определяется только формой 
и размерами поперечного сечения волновода, классом и типом поля. Значение волнового числа νℵ=крk , 
соответствующее границе двух различных электромагнитных процессов в волноводе без потерь ( νℵ>k  
– бегущая волна, νℵ<k  – местное поле), называют критическим волновым числом поля рассматривае-
мого типа. Критическому волновому числу νℵ  соответствует критическая частота поля рассматривае-
мого типа νкрf , которая определяется из соотношения aaf µεπ=ℵ νν кр2  и зависит от значения νℵ  и пара-
метров среды, заполняющей волновод: 

aaf µεπℵ= νν 2/кр .                                    (4.41) 
Критическая длина волны поля рассматриваемого типа определяется формулой: 

ℵπ=υ=λ νν 2/ кркр f ,                                     (4.42) 
и, следовательно, зависит от геометрических параметров поперечного сечения волновода, класса и типа 
поля и не зависит от частоты f  электромагнитного процесса и параметров среды aa µε , , заполняющей 
волновод. 

Если выполняются условия 
νν λ<λ> кркр .е.т,ff ,                                 (4.43) 

то νℵ>k  и тип поля, характеризуемый параметрами ννν λℵ кркр и, f , представляет собой на частоте f  
распространяющуюся вдоль волновода плоскую бегущую волну. При выполнении обратных неравенств 

νν λ>λ< кркр .е.т,ff ,                              (4.44) 
имеем νℵ<k  и поле рассматриваемого типа на частоте f  вдоль волновода не распространяется. 

Фазовая скорость и длина волны в волноводе. В случае выполнения условий (4.43) при учете ра-
венств λπ= /2k  и νν λπ=ℵ кр/2  имеем  
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откуда фазовая скорость плоской бегущей волны 

( ) ( )2кр
2

кр /1/1 ff ννν
ν
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υ
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λλ−

υ
=

β
ω

=υ .               (4.46) 

Из (4.46) следует, что фазовая скорость υ>υν . Таким образом, в волноводах бегущие волны клас-
сов Н и Е являются ускоренными. 

Фазовая скорость (4.46) зависит от частоты колебаний f  (рис. 4.3). Поскольку с увеличением f  фа-
зовая скорость уменьшается, то в волноводе распространение волны любого типа классов Н и Е харак-
теризуется ее нормальной дисперсией. Каждый тип плоской бегущей волны частоты f  обладает своей 
длиной волны в волноводе νΛ  определяемой расстоянием вдоль волновода, на котором фаза электро-

магнитной волны изменяется на π2 . Согласно этому определению π=
υ
ω

=β ν
ν

νν 2ΛΛ , откуда 
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2

кр /1/1

2T
ff ννν

νν
−

λ
=

λλ−

λ
=

β
π

=υ=Λ .     (4.47) 

 
Из (4.47) следует, что длина волны в волноводе λ>νΛ . 
 
 
 

  

νv

νэvνv

aaµε
1

 
νэν νν 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4.3 

 
4.2.3   Поле поперечного электромагнитного класса,  

его свойства и параметры 
 
В регулярном волноводе без потерь коэффициент распространения поля класса Т определится соот-

ношением (4.19) при aa ε=ε~ : 
ikii aa =µεω=β=γ .                                    (4.48) 

Подставив (4.48) в (4.18), выразим ⊥0H&  через ⊥0E& : 

[ ]⊥
λ

⊥ ±= 0
0

0 ,1 Ez
Z

H && ,                                    (4.49) 

где 
aaa kZ εµ=ωµ=λ // .                                 (4.50) 

Верхний знак, как и всюду, соответствует зависимости комплексных амплитуд (4.2) от z  вида 
zβ−γ− = iz ee  (падающая волна), нижний – вида zβγ = iz ee  (отраженная волна). 

Комплексный вектор ⊥0E&  выражается через скалярный потенциал ϕ&  соотношением (4.20). Потен-
циал ϕ&  есть решение краевой задачи (4.21), (4.22), которое отлично от нуля, для поперечных сечений в 
виде многосвязанных областей. Поскольку это решение не распадается на множество частных решений, 
то поле класса Т и поле типа Т синонимы. 

Коэффициент распространения (4.48) на любой частоте является мнимой величиной и равен коэф-
фициенту распространения в безграничном диэлектрике с параметрами aε  и aµ . Следовательно, в вол-
новоде без потерь на всех частотах поле класса Т существует в виде направляемых плоских неоднород-
ных волн, которые распространяются вдоль оси z без затухания с фазовой скоростью 

 
aak µε=ω=βω=υ /1// ,                             (4.51) 

 
равной скорости волны в безграничном диэлектрике, и имеют длину волны 

 
λ=βπ=υ= /2TΛ ,                                     (4.52) 

 
равную длине волны в безграничном диэлектрике. Фазовая скорость (4.51) не зависит от частоты коле-
баний, вследствие чего дисперсия Т-волн отсутствует. 

Соотношение (4.49) аналогично формуле (4.34в). Следовательно, для направляемых Т-волн спра-
ведливы выражения (4.36), причем характеристическое сопротивление этих волн на всех частотах веще-
ственно: c/ ZZ aa =εµ=λ  – и равно характеристическому сопротивлению волны в безграничной среде. 
При этом согласно (4.49) в каждой точке поперечного сечения волновода мгновенные значения Е и Н 
связаны между собой теми же соотношениями, что и в однородной плоской волне в среде без потерь, 
т.е. Е и Н взаимно перпендикулярны, отличаются друг от друга по величине в cZ  раз, колеблются в 

fFкрν 

νэν 

νν 



 

одинаковой фазе и образуют с направлением распространения волны 0z±  правую ортогональную трой-
ку векторов. Это означает, что на всех частотах направляемая Т-волна переносит электромагнитную 
энергию вдоль оси z  и представляет собой неоднородную плоскую бегущую волну. Возможность су-
ществования плоской бегущей  
Т-волны на любой частоте обусловлена тем, что у поля класса Т параметр 0=ℵ  и, следовательно, 

0, кркр =∞=λ f . При описании Т-волн в волноводах (например, в коаксиале), а также в открытых линиях 
передачи, образованных хорошими проводниками можно однозначно ввести понятия напряжения и то-
ка и измерить эти величины. Поскольку в соответствии с (4.20) электрическое поле ikzeEE m&&

⊥⊥ = 0  имеет в 
каждом поперечном сечении (при const=ikzem ) потенциальный характер, то электрическое напряжение 
U& между проводниками вводится соотношением 
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Здесь принадлежащие различным проводникам точки 1 и 2 и сам путь интегрирования лежат в од-

ном и том же поперечном сечении. Линейный интеграл ∫ ⊥

2

1
0 dIE  равен разности потенциалов двух про-

водников и не зависит от пути интегрирования в поперечном сечении. При его вычислении удобно со-
вместить этот путь с электрической силовой линией. 

Электрический ток I&  в одном из проводников рассматриваемой линии передачи определим по за-
кону полного тока, вычислив циркуляцию вектора kzeHH m&&

⊥⊥ = 0  вдоль контура L , который охватывает 
этот проводник и лежит в поперечном сечений. Выбрав в качестве L  одну из векторных линий ⊥H  и усло-
вившись считать положительным обход контура в направлении вектора ⊥H  падающей волны, при учете 
(4.49) и (4.20) получим 
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Появление перед экспонентой знаков «±» объясняется тем, что при одинаковых направлениях век-
торов ⊥E  падающей и отраженной волн векторы ⊥H  будут иметь противоположные направления  

Отношение напряжения )(zU+
&  к току )(zI+

&  падающей бегущей волны [или взятое со знаком минус 
отношение )(zU−

&  к )(zI−&  отраженной бегущей волны] называют волновым сопротивлением линии пере-
дачи: 
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Волновое сопротивление вZ  зависит от геометрических параметров линии передачи и отличается от 
характеристического сопротивления  
Т-волны cZZ =λ . 

 
4.2.4   Мощность, переносимая вдоль волновода бегущей волной 

 
Среднее за период значение мощности cpνP , переносимой вдоль волновода без потерь бегущей вол-

ной произвольного типа в направлении распространения 0z± , определится выражением: 
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(4.56) 
где ⊥S  – площадь поперечного сечения волновода.  



 

Учитывая, что при ][][ 00
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Заменив здесь векторные произведения согласно (4.32в), (4.34в) или (4.49), получим вместо (4.56) 

два равноценных выражения: 
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где νcZ  – характеристическое сопротивление волны рассматриваемого типа. 
Из (4.58) видно, что увеличение переносимой мощности сопровождается увеличением напряженно-

сти электрического поля. Однако эта напряженность не может быть сделана сколь угодно большой – ее 
ограничивает предельное значение предE , которое характеризует электрическую прочность диэлектрика, 
заполняющего волновод. Если наибольшая амплитуда напряженности электрического поля в волноводе 
превысит предE , то возникнет высокочастотный пробой диэлектрика. Разрядный промежуток обладает 
большой проводимостью и шунтирует собой волновод, что вызывает значительное отражение падаю-
щей волны к генератору. Нормальная передача мощности прекращается; появление отраженной волны 
может привести к выходу из строя генератора. Значение предE  зависит от вида диэлектрика, частоты ко-
лебаний и ряда других причин. Например, для сухого воздуха в диапазоне сантиметровых волн при нор-
мальных атмосферном давлении и начальной ионизации имеем В/м103cм/кВ30 6

пред ⋅==E . 
Подстановка в (4.58) вместо наибольшей амплитуды электрического поля величины предE  позволяет 

определить предельную (наибольшую) мощность предP , которую может переносить вдоль данного регу-
лярного волновода бегущая волна рассматриваемого типа. В реальном волноводе в общем случае суще-
ствует отраженная волна. Вследствие этого при передаче одинаковой мощности вдоль регулярного и 
вдоль реального волноводов в последнем максимальная напряженность электрического поля оказывает-
ся больше. Это означает, что передаваемая вдоль реального волновода наибольшая мощность, которую 
называют допустимой рабочей мощностью допP  должна быть меньше, чем предP . 

 
4.2.5   Скорость распространения энергии вдоль волновода.  

Групповая скорость 
 
Если волновод заполнен воздухом (близким по своим свойствам к вакууму), то c=µε=υ 00/1  и фа-

зовая скорость (4.46) полей магнитного и электрического классов превышает скорость света в вакууме 
с. Этот результат не противоречит теории относительности, так как фазовая скорость определяет ско-
рость распространения вдоль волновода поверхности постоянной фазы и в данном случае не идентична 
скорости распространения энергии или сигнала. 

Средняя скорость распространения энергии, переносимой гармонической бегущей волной произ-
вольного типа вдоль волновода без потерь, определится соотношением 

dSWP
S
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ννν ′=υ cpcpэ ,                                      (4.59) 

где cpνP  выражается формулой (4.58), а ∫
⊥

ν′
S

dSW cp  – среднее за период значение электромагнитной энер-

гии, приходящейся на единицу длины волновода. Из (4.59) для волны произвольного типа класса Н или 
Е с помощью соотношений (4.2) можно получить выражения 
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2
э )/(1)/(1/ ff−υ=λλ−υ=υυ=υ ννν              (4.60) 

и 2
э υ=υυ νν . Таким образом, в волноводе скорость переноса энергии гармонической волной любого ти-

па классов Н и Е всегда меньше скорости aaµε=υ /1  волны, свободно распространяющейся в безгра-
ничной среде. Для гармонической бегущей Т-волны из (4.59) получается выражение υ=υэ , т.е. в волно-
воде скорость переноса энергии этой волной равна фазовой скорости (и скорости волны в безграничной 
среде). 



 

Обсудим теперь вопрос о скорости распространения в волноводе сигнала. Поскольку передать ин-
формацию с помощью установившейся чисто гармонической волны невозможно (из-за ее однородности 
во времени и пространстве), то сигналом является только негармоническая волна, которую всегда мож-
но представить суперпозицией гармонических волн с разными частотами. Далее ограничимся важным 
для практики случаем узкополосных сигналов, у которых все составляющие их гармонические волны 
занимают полосу частот Ω2 , малую по сравнению со средней (несущей) частотой 0ω . Распространение 
таких сигналов в линии передачи рассмотрим на простом примере амплитудно-модулированной одним 
тоном волны. Полученные при этом результаты можно обобщить на любые узкополосные сигналы. 

В некоторой точке поперечного сечения линии 0=z  мгновенное значение любой компоненты век-
тора Е волны, модулированной одним тоном, можно представить суперпозицией трех гармонических 
составляющих с разными частотами: 
                
               +ω=ωΩ+= tEttmEtE mm 00 coscos)cos1()0,(  
 

cos
2

mmE
+ ])cos[(

2
])[( 00 tmEt m Ω−ω+Ω+ω ,               (4.61) 

 
где 0ω  – несущая частота; m,Ω  – частота модуляции и коэффициент модуляции соответственно. Рас-
пространение всех гармонических составляющих сигнала осуществляется вдоль волновода волнами од-
ного и того же типа. Поэтому при распространении гармонических составляющих (4.61) в направлении, 
например, 0z+  имеем для соответствующей точки произвольного поперечного сечения z следующее 
выражение: 
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νβ−Ω+ω+ ,                                           (4.62) 

 
где )(),(),( 020100 Ω−ωβ=βΩ+ωβ=βωβ=β νννννν  – значения коэффициента фазы волн одного и того же ти-
па на различных частотах. 

Рассмотрим случай, когда эти волны относятся к классу Н или Е, т.е. характеризуются дисперсией, 
и νβ  определяется соотношением (4.45). Для узкополосных сигналов 0ω<<Ω  и функция )( 0 Ω±ωβν  мо-
жет быть представлена тремя первыми членами ряда Тейлора: 
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где 
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ω
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=η . При этом zzzz 2
0 Ωη+Ωξ±β=β νν . Если ограничиться такими значениями 

z, для которых величина  12 <<Ωη z , то ее можно отбросить в аргументе косинусов формулы (4.62). Это 
означает, что для указанных значений z в интервале частот от Ω−ω0  до Ω+ω0  коэффициент фазы мож-
но аппроксимировать линейной функцией частоты: 

Ωξ±β=Ω±ωβ νν 00 )( .                                 (4.64) 
 

Пока остается справедливой аппроксимация (4.64) для коэффициентов фазы всех гармонических 
волн, составляющих сигнал, эти достаточно близкие по частоте волны образуют так называемую группу 
волн и сигнал распространяется вдоль линия без изменения своей формы с групповой скоростью. 

Действительно, подставив (4.64) в (4.62), получим 
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)(cos)]}(cos[1{ 00 ztztmEm νβ−ωξ−Ω+= .                   (4.65) 
 

Выражение (4.65) можно интерпретировать как плоскую волну частоты 0ω , которая распространя-
ется в направлении 0z+  и амплитуда которой изменяется по закону 

 
 

)]}(cos[1{),( ztmEztE mm ξ−Ω+= ,  
(4.66) 

 
 

определяющему форму огибающей группы волн. Построенное 
по формуле (4.65) для фиксированного момента времени 
распределение вдоль оси z  изображено на рис. 4.4. 

С течением времени плоскости постоянной фазы, определяемые уравнением const00 =β−ω ν zt , рас-
пространяются вдоль оси z  с фазовой скоростью 

2
кр000 )/(1)(/ ννν λλ−υ=ωβω=υ ,                      (4.67) 

 
где 00 / fυ=λ . Скорость распространения постоянного значения огибающей группы волн (например, ее 
максимума) называют групповой скоростью νu . Согласно (4.66) уравнение постоянного значения оги-
бающей имеет вид const=ξ− zt , откуда групповая скорость 
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Поскольку νν υ<u , то происходит специфическое «проскальзывание» высокочастотного заполнения 

относительно огибающей (см. рис. 4.3). 
Если полоса частот, занимаемая сигналом, достаточно узка, то формула (4.64) остается справедли-

вой для значительных расстояний z в линии с дисперсией и соответственно огибающая группы волн пе-
ремещается без заметного изменения своей формы (сигнал распространяется без искажения) на значи-
тельные расстояния. Поскольку понятие групповой скорости применимо только к узкополосным сигна-
лам, то эта скорость оказывается по величине равной средней скорости распространения энергии (4.60), 
переносимой гармонической волной на несущей частоте 0ω . 

Фазовая (4.67) и групповая (4.68) скорости связаны между собой соотношением 2υ=υ ννu . Скорость 
распространения узкополосного сигнала (4.68) меньше скорости aaµε=υ /1 . 

При распространении сигнала вдоль волновода без потерь волнами Т дисперсия отсутствует и ко-
эффициент фазы (4.48) всегда является линейной функцией частоты: 

Ωµε±β=µεΩ±ω=Ω±ωβ aaaa 000 )()( . Следовательно, понятие группы волн применимо в любой полосе 
частот и при любых значениях z, произвольный сигнал распространяется без искажения на любые рас-
стояния с групповой скоростью aau µε= /1 . Проверить это можно, например, подставив в (4.62) соот-
ветствующие выражения для )(ωβ . Таким образом, при отсутствии дисперсии фазовая (4.51) и группо-
вая скорости совпадают и равны скорости волны aaµε=υ /1  в безграничной среде. 

4.2.6   Затухание электромагнитных волн в волноводе,  

РИС. 4.4

Uν
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обусловленное потерями в металлическиx стенках 

 
В п. 4.2.1 – 4.2.5 рассматривались волноводы без потерь, в которых бегущие волны распространя-

ются без затухания )( νν β=γ i . В действительности, однако, в металлических стенках волновода наблю-
дается сильный поверхностный эффект, который сопровождается поглощением металлом части мощно-
сти, переносимой вдоль волновода. Кроме того, электрическая проводимость реальной диэлектрической 
среды, заполняющей волновод, все же не равна нулю, вследствие чего происходят потери мощности и в 
этой среде. Если, однако, волновод заполнен воздухом при нормальном давлении, то для большинства 
частот диэлектрические потери в нем весьма малы и практически их можно вообще не учитывать. 

При определении коэффициента затухания να , обусловленного потерями мощности в металличе-
ских стенках, приближенно полагают, что распределение поля в поперечном сечении волновода с не-
идеально проводящими стенками отличается от распределения поля соответствующего типа в попереч-
ном сечении волновода без потерь лишь в непосредственной близости от стенок, где добавляется не-
большая касательная составляющая вектора E определяемая с помощью граничных условий Леонтови-
ча-Щукина. 

Пусть бегущая волна определенного типа распространяется в волноводе с неидеально проводящими 
стенками. При 0>αν  вместо (4.58) имеем следующую формулу для средней мощности, переносимой 
этой волной через поперечное сечение волновода: 
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где )0(cpνP  – мощность, переносимая вдоль волновода без потерь. 
Очевидно, что справедливо равенство 

 

)()()( ср.пcpcp zPzzPzP ννν ∆=∆+− ,                        (4.70) 
где )(ср.п zPν∆  – средняя мощность тепловых потерь, поглощаемая в стенках на отрезке волновода длиной 

z∆ . Разделив (4.70) на z∆  и взяв предел при 0→∆ z , получим следующее выражение для средней мощ-
ности )(ср.п

)1( zPν , поглощаемой в стенках на единице длины волновода: 
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Подставив (4.69) в (4.71), получим )(2)( cpп.ср
)1( zPzP ννν α= , откуда 

)(2/)( cp
)1(
п.ср zPzP ννν =α .                              (4.72) 

При наличии в стенках линии передачи сильного поверхностного эффекта величина )()1(
п.ср zPν  опре-

делится соотношением 
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, 

где τH&  – тангенциальная составляющая напряженности магнитного поля на элементе dS ; 
σωµ=σ=σωµ= aaS ddr /2,/12/ , σµa  – параметры проводящего тела. Произведя в последнем выражении 

согласно (4.2) замену zeHH να−
ττ = 22

0
2 && , подставляя zdlddS =  и интегрируя затем по всему контуру ⊥L  

поперечного сечения, получим выражение для мощности тепловых потерь, поглощаемой на отрезке 
волновода: 
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Имеем  
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Подставив (4.69) и (4.74) в (4.72), получим искомую формулу 
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где να  дано в 1/м; 2
0τH&  определяется из решения задачи для линии без потерь; cpνP  находится из соот-

ношения (4.58); активное поверхностное сопротивление 222 2//1 σωµ=σ= aS dr  ( 22 , σµ a  – параметры ме-
талла стенок). 

Из (4.75) следует, что να  зависит от формы и размеров поперечного сечения волновода, типа волны, 
частоты колебаний и материала стенок.  

При учете равенства zt HzHtH 0
0

0
0

0 +=τ
&&  получим вместо (4.75)  

формулу 
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4.2.7   Графическое изображение структуры поля 

 
Графическое изображение структуры поля определенного типа строится для фиксированного мо-

мента времени. При построении картины поля в линии передачи нужно учитывать, что векторные ли-
нии Н образуют замкнутые петли, а линии Е либо оканчиваются на поверхности идеально проводящих 
стенок (точнее, на поверхностных зарядах стенок), либо также образуют замкнутые петли. Если линии 
Е оканчиваются на поверхности стенок, то согласно тому, что 02 =E , получаем следующее граничное 
условие  

0][ 0
211 =nE&    или   01 =τE , 

 
они ориентированы перпендикулярно к ней. В изотропной среде, примыкающей к идеальному провод-
нику согласно тому, что граничное условие принимает вид  

00
211 =nH  или 01 =пH , 

линии Н у поверхности стенок ориентированы по касательным к ней. 
У поля класса Н линии Е лежат только в поперечных сечениях и представляют собой плоские кри-

вые, а линии Н являются, вообще говоря, трехмерными пространственными кривыми. У поля класса Е, 
наоборот, линии Н (замкнутые) лежат только в поперечных сечениях, а линии Е являются трехмерными 
кривыми. Как правило, изображение структуры поля удобнее начинать с построения более простых 
векторных линий, лежащих только в поперечных сечениях. 

В дальнейшем нас будет интересовать, главным образом, построение структуры поля бегущих волн 
( νν β=γ i ). В этом случае в каждой точке поперечного сечения волновода взаимно перпендикулярные по-
перечные компоненты ⊥E  и ⊥H  образуют с направлением распространения волны правую тройку век-
торов (см. пп. 4.2, 4.3). Поскольку ⊥E  и ⊥H  имеют одинаковую фазу колебаний, то они принимают экс-
тремальные значения в одних и тех же поперечных сечениях линии, где продольная составляющая zE  
или zH  равна нулю (так как имеет сдвиг по фазе на 2/π относительно поперечных составляющих). 

Для удобства будем изображать структуру поля в таких сечениях волновода (поперечных и про-
дольных), для которых трехмерные в общем случае векторные линии оказываются плоскими и лежа-
щими в этих сечениях или перпендикулярными к ним. Лежащие в плоскости рисунка векторные линии 
Е принято изображать сплошными, векторные линии Н – штриховыми. Линии Е и Н, перпендикулярные 
плоскости рисунка, представляются точками, если направлены на наблюдателя, и крестиками, если на-
правлены от наблюдателя. Густота векторных линий пропорциональна величине вектора. 



 

4.2.8   Поля основного и высших типов 
 
Согласно (4.42) критические длины волн полей различных типов классов Е и Н образуют бесконеч-

ную последовательность дискретных величин, убывающих от некоторого наибольшего значения до ну-
ля. Поле типа Т характеризуется критической длиной волны ∞=λкр . Полем основного (низшего) типа 
называют поле, которое имеет в данной линии передачи наибольшую критическую длину волны (наи-
меньшую критическую частоту). Например, в волноводах с многосвязным поперечным сечением полем 
основного типа является поле Т. Поля остальных типов называют полями высших типов. 

Для существования при заданном значении λ  (т.е. частоты λυ= /f ) в волноводе бегущей волны 
только основного типа и местных затухающих полей всех высших типов необходимо выбрать размеры 
поперечного сечения таким образом, чтобы согласно (4.43) и (4.44) одновременно удовлетворялись не-
равенства: 

λ<λλ<λ 2кр1кр , .                                   (4.77) 
Здесь 1крλ  и 2крλ  – соответственно критические длины волн полей основного типа и первого высше-

го типа, который имеет наибольшее значение крλ  после поля основного типа. 
Если во всей полосе частот, занимаемой сигналом, удовлетворяются неравенства (4.76), то имеет 

место одноволновый режим. Линию передачи, в которой существует этот режим, называют одноволно-
вой. Наибольший коэффициент перекрытия рабочего диапазона частот (или длин волн), в котором со-
храняется одноволновый режим, определяется согласно (4.76) соотношением 

2кр1крminmax // λλ==η ff .                            (4.78) 
Если размеры поперечного сечения линии допускают в пропускаемой полосе частот существование 

бегущих волн более чем одного типа, то имеет место многоволновый режим и линию передачи называ-
ют многоволновой. 

 

4.2.9   Требования, предъявляемые к линии передачи 
 
1 Во всей полосе частот, занимаемой сигналом, передача мощности вдоль линии должна осущест-

вляться бегущими волнами только одного типа (называемого рабочим). В самом деле, сигналы, переда-
ваемые волнами различных типов, переносились бы вдоль линии с различными груп- 
повыми скоростями и вместо одновременного поступления в точку приема имели бы сдвиг во времени, 
что привело бы к искажению суммарного  
сигнала. 

2 Линия передачи должна пропускать необходимую мощность без пробоя. 
3 При большой длине линии передачи затухание волн в ней должно быть минимальным. 
4 Размеры поперечного сечения и масса линии должны быть минимальными. 
Первое требование удовлетворяется автоматически, если в линии осуществлен одноволновый ре-

жим. Именно этот режим и используют на практике в коаксиальном круглом волноводе и, как правило, 
в прямоугольном волноводе (4.3). Однако иногда одноволновый режим или не может быть обеспечен в 
заданном диапазоне частот, или вступает в противоречие с отпеченными выше другими требованиями, 
что заставляет переходить к многоволновому режиму. 

Например, в волноводах минимальным затуханием обладает волна типа 01H  круглого волновода 
(см. 4.37), являющаяся волной высшего типа, причем это затухание минимально лишь при достаточно 
больших отношениях λ/a  (а – радиус волновода). Вследствие этого для передачи сигнала на большие 
расстояния было бы целесообразно использовать круглый волновод с рабочей волной типа 01H  при зна-
чениях 4...3/ >λa  (см. 4.1). 

При использовании многоволнового режима возникает опасность возникновения в линии передачи 
наряду с бегущими волнами рабочего типа бегущих волн других типов, являющихся нежелательными, 
паразитными волнами. Дело в том, что любая реальная линия передачи неизбежно имеет случайные не-
регулярности (разнообразные деформации стенок, ступеньки в местах соединения соседних отрезков 
волновода, искривления оси), на которых происходит частичное (обычно незначительное) преобразова-
ние волн рабочего типа в бегущие волны паразитных типов, отнимающие часть мощности у волн рабо-



 

чего типа. Поэтому в многоволновой линии требуется принимать специальные меры по снижению по-
терь мощности на преобразование волн рабочего типа в паразитные волны. 

В многоволновом волноводе на нерегулярностях происходит и обратное преобразование ранее воз-
никших паразитных волн в волны рабочего типа. В результате этого возникает так называемый попут-
ный поток, который может привести к недопустимым искажениям передаваемого сигнала. Действи-
тельно, поскольку различные паразитные волны одной и той же частоты f  распространяются в волно-
воде с разными скоростями, то возникшие при обратных преобразованиях волны рабочего типа накла-
дываются на главную рабочую волну частоты f  со случайными сдвигами по фазе, что и приводит к ис-
кажениям сигнала. Для ослабления попутного потока в волноводе специальными способами должно 
быть обеспечено сильное затухание волн паразитных типов. 

4.3   ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ И КРУГЛЫЕ ВОЛНОВОДЫ  
 

Волновод представляет собой полую металлическую трубу 
произвольного сечения, внутри которой распространяются 
электромагнитные волны. Наиболее часто применяют волно-
воды прямоугольного (рис. 4.6) и круглого (рис. 4.5) сечений, 
реже – волноводы более сложного сечения, например, П-
образные и Н-образные. 

В волноводах с идеально проводящими стенками и однородным заполнением могут распростра-
няться волны электрического типа (Е), у которых 0≡zH& , 0≠zE&  (направление оси z совпадает с про-
дольной осью волновода), и волны магнитного типа (Н), у которых 0≡zE& , а 0≠zH& . 

Анализ волн в волноводах производят посредством решения уравнений Гельмгольца для состав-
ляющих zE&  или zH&  при равенстве нулю тангенциальной составляющей вектора электрического поля на 
стенках волновода. 

Предположим, что волновод заполнен диэлектриком с относительной диэлектрической проницае-
мостью ε  и магнитной проницаемостью 1=µ . Каждый конкретный тип волны в волноводе может рас-
пространяться в том случае, если 

кр
0 λ<
ε

λ ,                                           (4.79) 

где 0λ  – длина волны генератора; крλ  – критическая длина волны, которая определяется размерами и 
формой поперечного сечения волновода. 

Для волн типа mnE  и mnH  в прямоугольном волноводе 
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где ba,  – размеры поперечного сечения волновода (см. рис. 4.5). 
Для волн типа mnE  в круглом волноводе 

mn

a
ν
π

=λ
2

кр ,                                            (4.81) 

где a  – радиус волновода; mnν  – n-й корень уравнения ( ) 0=xJm . 
 
 
 
 
 
 

 
Для волн типа mnH  в круглом волноводе 

mn

a
µ
π

=λ
2

кр ,                                           (4.82) 

где mnµ  – n-й корень уравнения ( ) 0=′ xJ m . 
Значения корней mnν  и mnµ  приведены в [9, 10, 13]. 

                      Рис. 4.5                       Рис. 4.6 
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Фазовая скорость волны в волноводе определяется величиной продольного волнового числа: 
 

22 gh −εβ= ,                                      (4.83) 

где 
0

2
λ
π

=β ;  
кр

2
λ
π

=g  – поперечное волновое число. 

Если выполняется условие (4.79), то 22 g>εβ , значение h действительное и данный тип волны рас-
пространяется. Если условие (4.79) не выполняется, то 22 g<εβ , значение h мнимое и данный тип волны 
затухает, не распространяясь. В этом случае формула (4.83) позволяет определить коэффициент ослаб-
ления волны. 

Для нахождения фазовой скорости и длины волны в волноводе можно воспользоваться соотноше-
нием 

фв

2
υ
ω
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λ
π

=h ,                                            (4.83) 

где вλ  – длина волны в волноводе. 
Из (4.83) получаем расчетные формулы для фазовой скорости, длины волны и групповой скорости. 
Фазовая скорость 
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Длина волны в волноводе 

2

кр

0

0

в

11 








λ
λ

ε
−

ε
λ

=λ .                                  (4.85) 
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где с – скорость света в свободном пространстве. 
Решая уравнение Гельмгольца, можно получить следующие выражения для составляющих векторов 

напряженностей электрического и магнитного полей волн типа mnE  в прямоугольном волноводе: 
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0=zH& . 
Низшей из волн электрического типа является волна 

11E . Картина силовых линий поля волны 11E  изображена на рис. 4.7. 
Выражения для составляющих векторов 

напряженностей полей волн типа mnH  в прямоугольном волноводе 
записываются в виде 
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Рис. 4.7 
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Основным типом волн в прямоугольном волноводе при ba >  является волна 10H , для которой 
a2кр =λ , ближайшими высшими типами – волны 20H , 01H , 

11H . Картина силовых линий поля простейших волн магнит-
ного типа изображена на рис. 4.8.  

Наибольшее практическое значение имеет волна типа 
10H  в прямоугольном волноводе. Составляющие векторов 

поля этой волны описываются выражениями:  
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Составляющие векторов поля волны типа mnE  в круглом волноводе имеют вид 
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Низшей среди волн электрического типа в круглом волноводе является волна 01E , для которой 
a613,2кр =λ , ближайшим высшим типом – волна 11E . Картина силовых линий поля волн типов 01E  и 11E  

изображена на рис. 4.9. 
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Выражения для составляющих векторов поля волн типа mnH  в круглом волноводе имеют вид 
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Основным типом волны в круглом волноводе, имеющей наибольшую критическую длину, является 
волна типа 11H , для которой a41,3кр =λ . Из других волн магнитного типа в круглом волноводе часто ис-
пользуют волну 01H , для которой a640,1кр =λ . Картина силовых линий поля волн типов 11H  и 01H  изо-
бражена на рис. 4.10. 

Характеристическим сопротивлением 0Z  волновода называется отношение поперечных состав-
ляющих векторов Е и Н. Для волн электрического типа 
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Для волн магнитного типа 
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где 0Z  – характеристическое сопротивление плоской волны в свободном пространстве. 
Мощность, переносимую волной любого типа в волноводе, определяют интегрированием вектора 

Пойнтинга по поперечному сечению волновода: 
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Подставляя выражения для составляющих векторов поля (4.89) в (4.94), получим формулу для рас-
чет мощности, переносимой волной типа 10H  в прямоугольном волноводе: 
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где 0E  – максимальная амплитуда напряженности электрического поля в волноводе. 
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Аналогично выводится формула расчета мощности, переносимой волной типа 11H  в круглом волно-
воде: 
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Максимальная переносимая мощность в волноводе определяется максимально допустимой (про-
бивной) напряженностью электрического поля в волноводе. Для сухого воздуха при атмосферном дав-
лении 

см
кВ30max =E . 

Затухание волн в волноводах зависит от потерь в металлических станках и в материале, заполняю-
щем волновод. Результирующий коэффициент ослабления волны в волноводе равен сумме коэффици-
ентов ослаблений, вызванных потерями в металлических стенках и в диэлектрике: 

дмобщ α+α=α . 
Коэффициент ослабления вследствие потерь в металлических стенках для любой волны в волноводе 

произвольного сечения 
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где 
σ

ωµ
=

2
a

SR  – поверхностное сопротивление металла; τH&  – составляющая магнитного полы, танген-

циальная к поверхности металла. 
Интеграл в числителе выражения (4.97) берут по контуру сечения волновода, интеграл в знаменате-

ле – по его поперечному сечению. 
Подставляя соотношение для составляющих векторов поля в общее выражение (4.97), получим рас-

четные формулы для коэффициентов ослабления конкретных типов волн в волноводах: 
для волн типа 10H  в прямоугольном волноводе 
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для волн типа mnH  в прямоугольном волноводе (n ≥ 1)  
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для волн типа mnE  в прямоугольном волноводе 
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для волн типа mnH  в круглом волноводе 
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для волн типа mnE  в круглом волноводе 
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Расчетные формулы (4.96), (4.97), (4.99) – (4.102) получены в предположении, что волновод имеет 
воздушное заполнение. Если волновод заполнен диэлектриком, то в эти формулы вместо 0λ  следует 

подставить значение длины волны в диэлектрике 
ε

λ0 . 

Для расчета коэффициента ослабления за счет потерь в диэлектрике можно воспользоваться фор-
мулой (4.83), где вместо ε  следует подставить комплексную проницаемость диэлектрика )tg1(~

эδ−ε=ε j . 
В результате получим 

( )[ ]2
э

2
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При условии 1tg э <<δ  формула (4.103) может быть упрощена: 
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4.4   ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ С ВОЛНАМИ ТИПА т 

 
Электромагнитные волны, векторы напряженности электрического и магнитного полей которых 

лежат в плоскости, перпендикулярной направлению распространения, называют поперечными электро-
магнитными волнами или волнами типа Т. 

Волна типа Т в отличие от волн типа Е и Н распространяется в линии при любой частоте (ωкр Т = 0), 
что важно для практики. 

Для волн типа Т поперечное волновое число g = 0, поэтому продольное волновое число h оказыва-
ется таким же, как и в случае однородной плоской волны. Для линии без потерь 

,aah µεω=β=                                     (4.106) 
откуда фазовая скорость волны 

aa
v

µε
=

1
ф ;                                       (4.107) 

 
λ=λв ,                                             (4.108) 

где α – длина однородной плоской волны в заполняющем диэлектрике с параметрами εa, µa; λв – длина 
волны в волноводе. 

Характеристическое сопротивление волны типа Т в линии без потерь, обозначаемое ZcТ и равное от-
ношению поперечной составляющей напряженности электрического поля и поперечной составляющей 
напряженности магнитного поля бегущей волны, совпадает с аналогичной величиной, вычисленной для 
однородной плоской волны в неограниченном пространстве: 

 
.cc aaT ZZ εµ==                                 (4.109) 

Комплексные амплитуды полей волны типа Т в поперечной плоскости удовлетворяют векторным 
уравнениям Лапласа: 

.0,0 0
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0
2 =∇=∇ ⊥⊥ HE                                (4.110) 

Распределение электрического и магнитного полей вдоль продольной оси z можно записать в виде 
бегущей волны: 

для линии с потерями 
,, 00

zjzj eHHeEE γ−γ− ==                          (4.111) 
где � = � – j � – коэффициент распространения; 0E  и 0H  определяются уравнениями (4.110). 

Электрические и магнитные поля волны типа Т в плоскости поперечного сечения линии передачи 
по структуре будут такими же, как и постоянные во времени электрические и магнитные поля, сущест-
вующие в системе при тех же граничных условиях. Это означает, что распространение волны типа Т 



 

возможно лишь в линиях, которые могут быть использованы для передачи постоянного тока (двухпро-
водные, коаксиальные, полосковые и др.). 

СТАТИЧЕСКИЙ ХАРАКТЕР ПОПЕРЕЧНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ПОЛЯ ПОЗВОЛЯЕТ ОПРЕДЕЛИТЬ РАЗНОСТЬ ПОТЕНЦИАЛОВ МЕЖДУ ПРОВОДНИКАМИ 

ЛИНИИ (РИС. 4.11): 
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,
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не зависящую от выбора пути интегрирования L в поперечной плоскости.  
Ток вдоль проводников 

∫ η=
l

ldI э
&                                             (4.113) 

находят интегрированием вектора эη  плотности поверхностного электрического тока по контуру сече-
ния проводника l. 

Линии передачи с волной типа Т характеризуются волновым сопротивлением Zв, равным отноше-
нию комплексных амплитуд напряжения и тока в режиме бегущих волн и выражающимся через погон-
ные индуктивность L1 и емкость C1 линии следующим образом: 

.11в CLZ =                                         (4.114) 
Фазовая скорость в линии передачи с волной типа Т: 
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Мощность, переносимая волной по линии передачи: 
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ГДЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ВЕДЕТСЯ ПО ПОПЕРЕЧНОМУ СЕЧЕНИЮ ЛИНИИ. 
Коэффициент ослабления � волны в линии передачи складывается из коэффициента �д, учитывающе-

го потери в диэлектрике, и коэффициента �м, описывающего потери в металле: 
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где RS  – поверхностное сопротивление металла. 
Интегрирование в числителе ведется по контуру сечения линии, в знаменателе – по поперечному 

сечению линии. 
Двухпроводные линии передачи. Двухпроводная линия образована системой из двух параллель-

ных проводников, окруженных однородным веществом с параметрами �a и �a. 
На рис. 4.12 показана симметричная двухпроводная линия 

передачи из одинаковых проводников круглого сечения. Рас-
смотрим основные расчетные соотношения для этой линии. 

Комплексные амплитуды тока I&  и напряжения U&  для бесконечной линии без потерь: 
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                       РИС. 4.12                                                        РИС. 4.13 

Погонные параметры двухпроводной линии передачи: 
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Волновое сопротивление 
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Картина силовых линий электромагнитного поля показана на рис. 4.13. Мощность, переносимая вол-
ной типа Т в двухпроводной линии передачи: 
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Напряженность электрического поля максимальна на участках поверхности, которые наиболее близ-
ки друг к другу. Приближенно при d / D < 0,4 
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Диэлектрик способен выдержать без электрического пробоя некоторое предельное значение напря-
женности электрического поля Eпред, которое и определяет предельную переносимую мощность. 

Коэффициент ослабления волны за счет потерь в диэлектрике определяется формулой (4.119). Ко-
эффициент ослабления, обусловленный сопротивлением проводников: 
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Здесь квадратный корень учитывает повышение ослабления вследствие неравномерного распреде-
ления тока; при d < D / 3 этой поправкой можно пренебречь. 

Коаксиальные линии передачи. Коаксиальная линия передачи представляет собой систему из 
двух соосных металлических цилиндров с диаметрами d и D, разделенных слоем диэлектрика с прони-
цаемостями �a и �a (рис. 4.14). 

Комплексная амплитуда вектора E&  бегущей волны в коаксиальной линии передачи без потерь 
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где U&  – комплексная амплитуда напряжения (разности потенциалов) между внутренним и внешним 
проводниками в сечении z = 0. 

Для линии без потерь 
Ом,/120/с εµπ=εµ= aaTZ .                         (4.129) 

Погонные параметры коаксиальной линии передачи: 
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Волновое сопротивление коаксиальной линии передачи 
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Переносимая мощность 
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Поскольку 
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выражение (4.133) можно представить в виде 
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Коэффициент ослабления волны типа Т в коаксиальной линии передачи, учитывающий потери в 
диэлектрике, определяется формулой (4.119). Коэффициент ослабления, обусловленный потерями в ме-
талле: 
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где RS1 и RS2 – поверхностные сопротивления металла внутреннего и внешнего цилиндров соответствен-
но. 

В коаксиальной линии передачи волны электрического и магнитного типов являются высшими ти-
пами волн. Обычно они не используются для передачи, но могут возникать как паразитные. Для подав-
ления волн высших типов достаточно, чтобы частота колебаний удовлетворяла неравенству 

.
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Полосковые линии передачи. В технике СВЧ широко применяют направляющие системы, 
называемые полосковыми линиями передачи, которые особенно удобны в печатных и инте-
гральных схемах СВЧ. На рис. 4.15, а и б изображены полосковые линии передачи несиммет-
ричного и симметричного типов. Эти линии либо заполнены воздухом, либо имеют основание из 
твердого диэлектрика. 

Строгая теория полосковых линий довольно сложна. Так называемая квази-Т-волна в этих линиях 
может существовать, если ширина токонесущего проводника и расстояние между ним и заземленной 
пластиной меньше половины длины волны в линии передачи. При этом электрическое и магнитное поля 
сосредоточены в основном в пространстве между проводником и заземленной пластиной. Электриче-
ское поле в поперечной плоскости может быть описано уравнением Лапласа (4.110). 

В полосковых линиях передачи с диэлектрическим основанием волны типа Т не могут распростра-
няться в чистом виде из-за неоднородности диэлектрика. Однако теория и опыт показывают, что поля и 
поток мощности сосредоточиваются главным образом в диэлектрике между токонесущим проводником 
и заземленной пластиной. Поэтому можно принять допущение об однородности диэлектрика, заполняю-
щего всю линию передачи. 

Картины силовых линий электромагнитного поля в полосковых линиях передачи приведены на рис. 
4.16, а и б. Для практических расчетов удобны следующие приближенные соотношения, которые хоро-
шо согласуются с опытными данными [8]. 

Погонные емкости (Ф/м) рассчитывают по формулам: 
– для несимметричной полосковой линии передачи (см. рис. 4.15, а) 
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– для симметричной полосковой линии передачи (см. рис. 4.4.5, б)  
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Волновые сопротивления с учетом толщины токонесущего проводника t рассчитывают по форму-
лам: 

– для несимметричной линии передачи 
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– для симметричной линии передачи 
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Волновые сопротивления без учета толщины проводника определяются соотношениями: 
– для несимметричной линии передачи 
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Z
+ε

µ
=                                      (4.148) 

– для симметричной линии передачи 

.
/1

216
в db

Z
+ε

µ
=                                      (4.149) 

Передаваемая мощность в несимметричной полосковой линии передачи 

Вт,,ln1044,8 22
0

4

A

B

r
rdEP

µ
ε

⋅= −                         (4.150)  

где Е0 – амплитуда напряженности поля в центре линии, В/м. 
Значения коэффициентов rA и rB в зависимости от отношения b / d определяют по табл. 4.1. 
При b / d ≥  1 в формуле (4.150) можно принять, что 

,ln B
A

B r
r
r

≈                                           (4.151) 

в результате чего она упрощается: 

Вт.,1044,8 22
0

4
BrdEP

µ
ε

⋅= −                           (4.152) 

Предельная мощность в полосковых линиях передачи ограничивается условиями пробоя и допус-
тимым нагревом диэлектрика. Если пробой диэлектрика определяет предел мощности в импульсе, то 
нагрев ограничивает передаваемую мощность при непрерывной работе или среднюю мощность в им-
пульсном режиме. 

Предельная мощность полосковых линий передачи, обусловленная условиями электрического про-
боя, ограничивается максимально допустимой величиной напряженности электрического поля у края 
проводника, так как поле внутри линии неравномерно: 

./2 н0max kEE =                                    (4.153) 
где kн учитывает неравномерность распределения напряженности электрического поля в плоскости по-
перечного сечения несимметричной полосковой линии. 

ДЛЯ НЕСИММЕТРИЧНОЙ ПОЛОСКОВОЙ ЛИНИИ ПЕРЕДАЧИ 

.422н d
t

d
tk +≈                                  (4.154) 

При малых значениях t / d 

.22н d
tk ≈                                       (4.155) 

Для несимметричной полосковой линии передачи, учитывая выражения (4.152), (4.153) и заменяя 
Emax на Eпред, получим 

Вт.,
4

1044,8 2
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н2

пред
4

пред BrdkEP
µ
ε

⋅= −                       (4.156)  



 

На основании неравенства (4.155) формулу (4.156) можно упростить: 

Вт.,1088,16 22
пред

4
пред Brd

tdEP
µ
ε

⋅= −                       (4.157) 

Передаваемая мощность в симметричной полосковой ли-
нии передачи  
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коэффициент, учитывающий неравномерность распределения напряженности электрического поля в 
плоскости поперечного сечения. Значения rс для различных отношений b / d приведены в табл. 4.1. 

Таблица 4.1 
 
b / d 1 1,2 1,4 1,6 2,0 3,0 4,0 
rс 0,89

0 
0,920 0,945 0,948 0,98

0 
0,99
0 

0,990
9 

b / d 5,0 6,0 9,0 14,0 20 
rс 0,99

9 
0,9996 0,999

9 
0,9999

9 
0,999999 

 
Если геометрические размеры удовлетворяют неравенствам t / d < 0,3; b / d > 1, то выражение 

(4.158) можно преобразовать к виду 

)./4)(/1,0(104,5 22
0

3 dbdtdEP ++
µ
ε

⋅= −                    (4.160) 

Предельная мощность в симметричной полосковой линии передачи 

Вт.),/4)(/1,0(104,5 22
пред

3
пред dbdtdEP ++

µ
ε

⋅= −       (4.161) 

Коэффициент ослабления, обусловленный потерями в проводящих пластинах несимметричной по-
лосковой линии передачи:  

.
)/ln(
)2/ln(

120
н

м
AB

AS

rr
kr

d
R

µ
ε

π
=α                                 (4.162) 

Здесь коэффициент kн определяют по соотношению (4.154) или (4.155). 
Коэффициент ослабления, обусловленный потерями в проводящих пластинах симметричной полоско-

вой линии передачи (при t / d < 0,3, b / d > 1): 

.м,
)/4)(/1,0(2,3

//507
120

1
м

−

++
+−

µ
ε

π
=α

dbdt
dbdt

d
RS              (4.163) 

В формулах (4.162), (4.163) Rs – поверхностное сопротивление металла. 
Коэффициент ослабления волны типа Т в полосковой линии передачи за счет потерь в диэлектрике 

определяется соотношением (4.119). 
 

Примеры решения типовых задач 
 

1  Рассчитать волновое сопротивление и коэффициент ослабления симметричной двухпро-
водной линии передачи. Диаметр проводов линии  
d = 3 мм, расстояние между проводами D = 200 мм. Проводники линии выполнены из меди, ди-
электрик – воздух. Рабочая частота 108 Гц. 

Р е ш е н и е.  В соответствии с формулой (4.124) волновое сопротивление 

Ом.586
3

32002ln1202ln120в =





 −⋅

=





 −

ε
µ

=
d

dDZ  

Коэффициент ослабления в двухпроводной линии передачи определяется только сопротивлением 
проводников, так как потери в диэлектрике отсутствуют. Согласно выражению (4.127) 
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Вычисляя 
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находим коэффициент ослабления 
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2   Найти отношение между внешним и внутренним диаметрами коаксиальной линии передачи с 
волной типа Т, при котором будет минимальное затухание, считая, что потери в диэлектрике отсутст-
вуют. Внутренний и внешний цилиндры выполнены из одного материала. 

Р е ш е н и е.  Согласно выражению (4.119) � = �м, �д = 0. Коэффициент ослабления �м в коаксиальной 
линии передачи определяем согласно формуле (4.136). Поскольку RS1 = RS2 = RS, находим 

.
)/ln(

/1/1
120 dD

DdRS +
πµ

ε
=α  

Преобразуем последнее выражение так, чтобы в него входило в явном виде отношение D / d: 

.
)/ln(
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D
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Для нахождения экстремума следует решить уравнение  

0
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1ln
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=
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x
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dx
d       или     .1ln

x
xx +

=  

Полученное уравнение является трансцендентным. Из графических построений (рис. 4.17) имеем ко-
рень х = 3,6, откуда D / d = 3,6. Таким образом, минимальное затухание волны типа Т в коаксиальной 
линии передачи получается при отношении D / d = 3,6.  

3 Центрирование внутреннего цилиндра воздушной коаксиальной линии передачи осуществляют с 
помощью диэлектрических шайб (рис. 4.18). Рассчитать диаметр D внешнего цилиндра и глубину выто-
чек h в нем, исходя из условия отсутствия отражений. Волновое сопротивление линии Zв = 70 Ом, диа-
метр внутреннего цилиндра линии d = 4,5 мм, диаметр отверстия в шайбе  
dm = 3,0 мм, относительная диэлектрическая проницаемость материала шайбы � = 2,3. Потерями в линии 
пренебречь. 

Р е ш е н и е.  Воздушную коаксиальную линию передачи с шайбами можно рассматривать как кас-
кадное соединение отрезков регулярных линий. Поскольку в плоскости стыка шайбы и воздушной ли-
нии напряжение U является непрерывной функцией координаты z, мощность может быть целиком пе-
редана из одной линии в другую без отражения, если Zв1 = Zв2, где Zв2 – волновое сопротивление той 
части, где расположена шайба. 

Согласно выражению (4.132) 
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ln601в =
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откуда D = 14,45 мм. Далее находим 

.
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Приравнивая Zв1 и Zв2, получаем уравнение 

,
0,3

245,14ln56,3970 






 +
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h  

или                                          ,77,1
0,3

245,14ln =
+ h  

корень которого h = 1,58 мм. 
Полученное решение является приближенным, поскольку не учитываются локальные возмущения 

поля из-за скачков диаметров проводников. 

 
Рис. 4.18 



 

4  Рассчитать волновое сопротивление, погонные емкость и индуктивность, а также предельную пе-
редаваемую мощность в несимметричной полосковой линии передачи с воздушным заполнением. Па-
раметры линии: ширина проводника b = 5 мм, расстояние между проводником и заземленной пластиной 
d = 1 мм, толщина проводника t = 0,025 мм (см. рис. 4.15, а), предельно допустимое значение напряжен-
ности электрического поля в воздухе Eпред = 30 кВ/см. 

Р е ш е н и е. Волновое сопротивление несимметричной полосковой линии передачи определяется 
выражением (4.144) или (4.145) в зависимости от отношения b / d. В нашем случае b / d > 2, поэтому 
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Полосковая линия передачи заполнена воздухом, для которого � = 1, � = 1. Тогда 
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+=Z  

Волновое сопротивление можно определить и по формуле (4.148), так как в рассматриваемом слу-
чае t / d = 0,025 << 1: 

 

Ом.333,52
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db

Z  

 
Погрешность при этом не превышает 2,5 %. Погонную емкость находим по формуле (4.138): 

 
,пФ/м6,63)1/51(1006,1)/1(1006,1 1111

1 =+⋅=+ε⋅= −− dbC  
 

а погонную индуктивность – по формуле 
 

,/ 11в CLZ =  
откуда 1

2
в1 СZL =  или после численных подстановок L1 = 0,173 � 10-6 Гн/м. 

Предельная передаваемая мощность в несимметричной полосковой линии передачи вычисляется по 
формуле (4.157). При отношениях b / d = 5 и t / d = 0,025 по табл. 4.1 находим, что rB = 14,56. Тогда Рпред 
= 5,53 кВт. 

5  Рассчитать коэффициент ослабления в симметричной полосковой линии передачи с твердым ди-
электриком. Параметры линии: ширина проводника b = 1,2 мм, расстояние между проводником и за-
земленной пластиной d = 1 мм, толщина l = 0,05 мм (см. рис. 4.15, б). Проводники выполнены из меди. 
Параметры диэлектрика: � = 1, � = 2,55, tg �э = 8 � 10–4. Рабочая частота 6 � 109 Гц. 

Р е ш е н и е.  Согласно выражению (4.118) коэффициент ослабления волны 
.мд α+α=α  

Коэффициент ослабления �д за счет потерь в диэлектрике определяется формулой (4.119). Так как 

,
103 800 ⋅
εµ

=µεεµ=µε aa  

то                     14
8

9
д м798,0108

103
1155,21062

2
1 −− =⋅⋅

⋅
⋅⋅⋅π=α . 

Коэффициент ослабления �м, обусловленный потерями в проводящих пластинах, согласно (4.163) 
равен 0,0979 м–1. 

Суммарный коэффициент ослабления 
 

.м17777,00798,00979,0 1
дм

−=+=α+α=α  

Глава 5   ПОВЕРХНОСТНЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ  
И ЗАМЕДЛЯЮЩИЕ СТРУКТУРЫ 

 
Поверхностными называют волны, распространяющиеся вдоль так называемых замедляющих структур 

(линий передачи поверхностных волн). Фазовая скорость этих волн меньше скорости света. Сущест-
вует большое число разнообразных видов линий передачи поверхностных волн; наибольшее распро-



 

странение получили диэлектрическая пластина, Н-образная металлодиэлектрическая линия переда-
чи, диэлектрический стержень, гребенчатая структура, диафрагмированный волновод и спираль. 

 
5.1   Диэлектрическая пластина 

 
Бесконечная диэлектрическая пластина (рис. 5.1) является простейшей 

замедляющей структурой. Вдоль нее могут распространяться волны типов 
Е и Н. 

Поле волны типа Е описывается уравнением Гельмгольца. Имеются 
следующие выражения для составляющих векторов поля:  

– вне пластины (|x| > a) 
;01
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& ;                                       (5.1) 
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& ; 
0111 === yzx EHH &&& , 

где р – поперечное волновое число в воздухе, причем 
00

222 µεω−= hp ;                                         (5.2) 
– внутри пластины (|x| < a): 
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                     (5.3) 

где g – поперечное волновое число в диэлектрике, 
2

0
22 hg a −µεω= ;                                        (5.4) 

aε  – диэлектрическая проницаемость пластины). 
На границах раздела воздуха и диэлектрика х = а и х = –а тангенциальные составляющие поля 

должны удовлетворять граничным условиям: 
21 zz EE && = , 21 yy HH && = .                                     (5.5) 

Все типы волн диэлектрической пластины можно разбить на две группы: четные волны Е1, Е3, Е5, 
..., для которых А = 0, В≠  0 и поперечные составляющие поля описываются четными функциями коор-
динаты х; нечетные волны Е2, E4, Е6, ..., для которых А ≠ 0, В = 0 и поперечные составляющие поля опи-
сываются нечетными функциями координаты х. 
Подставляя выражения (5.1) и (5.3) в граничные условия (5.5), получим характеристические уравнения: 

– для четных волн 
gagapa tg1

ε
= ;                                       (5.6) 

– для нечетных волн 
gagapa ctg1

ε
= ,                                     (5.7) 

где ε  – относительная диэлектрическая проницаемость пластины.  
Кроме того, волновые числа р и g удовлетворяют соотношению 

( ) ( ) ( ) ( )1222 −εβ=+ agapa .                            (5.8) 
Анализ волн типа Н производят аналогично. Решая уравнение Гельмгольца для составляющей Hz, 

получим выражения для составляющих векторов поля: 
– вне пластины 
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– внутри пластины 

a−

a

x

y

z

 
Рис. 5.1 
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                 (5.10) 

Подстановка выражений (5.9) и (5.10) в граничные условия (5.5) дает характеристические уравне-
ния  

pa = ga tg ga – для четных волн (H1, H3, …);             (5.11) 
pa = – ga ctg ga – для нечетных волн (H2, H4, …).         (5.12) 

Характеристические уравнения часто решают графически. Искомые значения ра и gа, например, 
для четных волн типа Н находят как координаты точки пересечения кривой, определяемой уравнением 
(5.11), с окружностью, описываемой уравнением (5.8) (рис. 5.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5.3 

 
 
Характеристические уравнения решают и численными ме-

тодами.  
После того как найдено решение характеристического уравнения, с помощью выражений (5.2) или 

(5.4) можно определить продольное волновое число h, а затем фазовую скорость и длину волны в ли-
нии. 
Модификациями рассматриваемой замедляющей структуры являются диэлектрическая пластина на ме-

таллической подложке (рис. 5.3) и Н-об-разная металлодиэлектрическая линия передачи (рис. 5.4). 
Поле в диэлектрической пластине на металлической подложке должно удовлетворять граничным 

условиям на поверхности металла. Из  волн типа Е в такой структуре могут существовать только четные 
волны, а из волн типа Н – только нечетные. 
Н-образная металлодиэлектрическая линия передачи (см. рис. 5.4) представляет собой диэлектрическую 

пластину, ограниченную с двух сторон металлическими плоскостями. Здесь поле должно удовлетво-
рять граничным условиям на поверхности металлических пластин: 

0|,0| 00 ==
=
=

=
=

by
yz

by
yx EE .                                      (5.13) 

Основной волной Н-образной линии передачи является волна магнитного типа Н10, вектор Е которой 
имеет единственную составляющую, причем все составляющие векторов поля не зависят от координаты 

y. Эта волна полностью аналогична основной волне магнитного типа 
диэлектрической пластины; в частности, она имеет такую же фазо-
вую скорость, как и волна типа Н, диэлектрической пластины. 

Все остальные типы волн  
Н-образной линии передачи имеют одну или несколько вариаций 
вдоль оси у. Характеристические уравнения для этих типов волн 
оказываются более сложными. 

5.2   Гребенчатая структура 
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Гребенчатая замедляющая структура, или гребенка, представлена на рис. 5.5. Рассмотрим распро-
странение поверхностных электромагнитных волн вдоль такой структуры в направлении координаты z. 

Строгий анализ волн в гребенке достаточно сложен, ограничимся приближенным решением, пред-
полагая, что шаг а гребенки мал по сравнению с длиной волны, а толщина зуба d значительно меньше 
величины шага. 
Поле поверхностной волны над гребенкой имеет экспоненциально убывающий характер: 
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Пазы гребенки можно рассматривать как закороченные на конце отрезки плоского волновода дли-
ной l. Поле в пазах имеет две составляющие: 

( )

( ).cos

,sin

0
lx

Z
BjH

lxBE

y

z

−β=

−β=
&

&

                                   (5.15) 

При выводе характеристического уравнения обычно пользуются понятием поверхностного импеданса  
.yz HEZ &&=  

Приравнивая импедансы поля над гребенкой и поля в пазах в плоскости х = 0, получим характери-
стическое уравнение вида  

.tg lp ββ=                                               (5.16) 
Для существования поверхностной волны необходимо, чтобы выполнялось условие р > 0. Это воз-

можно, например, при 2π<βl  или 40λ<l . 
На основании уравнения (5.16) можно найти выражение для коэффициента замедления 

lc β=υ cosф . 

 
5.3   Металлическая спираль 

 
Спираль представляет собой проводник, навитый на круглый цилиндр 

радиусом а с постоянным шагом d (рис. 5.6). Если диаметр про-
вода мал по сравнению с диаметром спирали, то ее можно при-
ближенно рассматривать как анизотропный цилиндр, проводи-
мость которого бесконечна в направлении витков спирали и 

равна нулю в перпендикулярном направлении.  
Для симметричных волн, когда поле не зависит от угла ϕ , продольные составляющие Еz и Нz изме-

няются пропорционально цилиндрическим функциям I0(pr) внутри спирали и K0(pr) вне спирали. Попе-
речные составляющие поля описываются производными ( )prI0′  и ( )prK0′ . 
При подстановке составляющих векторов поля в граничные условия получается характеристическое 

уравнение 
( ) ( )
( ) ( )paIpaK

paIpaK
p

00

11

tgα
β

= ,                                   (5.17) 

где ad π=α 2tg  – тангенс угла наклона витков спирали. 
При pa >> 1, что соответствует малым углам намотки спирали, подкоренное выражение в (5.17) 

близко к единице и характеристическое уравнение значительно упрощается: 
αβ≈ ctgp .                                               (5.18) 

Таким образом, 
α≈υ sinф c .                                            (5.19) 

Чтобы найти более точное решение характеристического уравнения (5.17), значение р, вычисленное 
по формуле (5.18), следует подставить в правую часть уравнения (5.17). Полученное при этом уточнен-
ное значение р можно снова подставить в уравнение (5.17) и т.д. до тех пор, пока результаты не будут 
различаться на достаточно малую величину. 
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5.4   Примеры решения задач 
 
5.4.1   Найти фазовую скорость двух низших волн магнитного типа, распространяющихся вдоль ди-

электрической пластины толщиной 2 см с относительной проницаемостью ε  = 2,9. Длина волны генера-
тора 3,2 см. Построить графики распределения поперечных составляющих векторов поля в направле-
нии, перпендикулярном пластине. 

Р е ш е н и е.  Определим фазовую скорость волны типа Н1. Для этого решим характеристическое 
уравнение (5.11) совместно с (5.8). Вычислим 706,21 =−εβa . Применяя метод интерполяции, найдем 
значения  
ра = 2,456 и ga = 1,137, откуда  р = 245,6 м–1, g = 113,7 м–1.  

С помощью формулы (5.2) определим продольное волновое число h: 
122 м4,314 −=+β= ph  

и наконец, найдем фазовую скорость волны типа H1: 
8

ф 10874,1 ⋅=ω=υ h м/c. 
Аналогичным путем определим параметры волны типа Н2: pa = 1,582; ga = 2,195; p = 158,2 м–1; g = 

219,5 м–1; h = 252,15 м–1; 8
ф 10336,2 ⋅=υ  м/с. 

Перейдем к построению графиков распределения поперечных составляющих векторов поля. Рас-
пределение поля вдоль оси х описывается выражениями (5.9), (5.10). Для волны типа Н1, которая явля-
ется четной, в (5.10) следует положить А = 0. Упрощая запись выражений для составляющих поля и 
опуская множитель е–jhz, для волны типа Н1 получим 

.пластинывнутриcos
,пластинывне

−=
−= −

gxBE
CeE

y

px
y                         (5.20) 

Коэффициенты С и В характеризуют амплитуду напряженности поля; они связаны друг с другом 
граничными условиями (5.5), откуда  

gaBCe pa cos=− .                                        (5.21) 
Положим для определенности С = 1, найдем В из условия (5.21) и, подставляя вычисленные ранее 

значения р и g, построим в соответствии с выражениями (5.20) график распределения составляющей Ey 
(рис. 5.7). Составляющая Нx имеет такой же характер распределения. 

Построение распределения составляющих векторов поля волны типа Н2 производится аналогично. 
Полагая в (5.10) B = 0 и упрощая выражения для составляющих поля, получим 

.пластинывнутриsin
;пластинывне

−=
−= −

gxAE
CeE

y

px
y                          (5.22) 

При этом коэффициенты С и А удовлетворяют условию 
.sin gaACe pa =−                                          (5.23) 

График распределения составляющей Ey, построенный на основании выражений (5.22) и (5.23), 
приведен на рис. 5.7. 
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5.4.2   Определить значения фазовой скорости волн электрического типа, которые могут распро-
страняться в диэлектрической пластине на металлической подложке (см. рис. 5.3). Толщина пластины а 
= 15 мм, относительная диэлектрическая проницаемость ε= 2,25. Частота поля 10 ГГц. 

Р е ш е н и е.  В диэлектрической пластине на металлической подложке могут распространяться только 
четные волны электрического типа Е1, Е3, ...., у которых критическая частота меньше частоты поля. Это 
возможно при выполнении условия (см. рис. 5.2) ( ) 211 π−>−εβ na , где n – индекс волны. 

Отсюда                             ( )
14

1
кр

−ε
−

=
a

cnf . 

Подставляя численные данные, найдем значения критических частот для основных типов волн: 
для волны E1  fкр = 0, т.е. волна может распространяться при любой частоте поля; 
для волны E1  fкр = 8,944 ГГц, т.е. волна может распространяться при заданных условиях; 
для волны E1  fкр = 17,89 ГГц критическая частота выше частоты поля, следовательно, волна не мо-

жет распространяться. 
Определим фазовые скорости волн E1 и E3, решая характеристическое уравнение (5.6) совместно с 

(5.8). Можно применить любой численный метод, например метод половинного деления. Решая эти урав-
нения, получаем: 

для волны Е1    ga = 1,3827,  pa = 3,2288; 
для волны Е3   ga = 3,4722,  pa = 0,5296. 
С помощью формулы (5.2) определяем продольное волновое число 

22 ph +β=  
и находим фазовую скорость     hω=υф . 

Подставляя численные данные, получаем: 

для волны Е1  
8

ф 10092,2 ⋅=υ м/с; 

для волны Е3  
8

ф 10958,2 ⋅=υ м/с. 

 

Глава 6   МНОГОПОЛЮСНЫЕ СХЕМЫ СВЧ 

 

6.1   Делители мощности 

 

К многополюсным схемам СВЧ относятся устройства, у которых более двух входов. Простейшими 
из них являются шестиполюсники – устройства с тремя входами, представляющие собой разветвление 
одной линии на две и применяющиеся для деления мощности. 

На рис. 6.1 изображено коаксиальное разветвление – коаксиальный тройник.  На рис.  6.2 представ-
лен  волноводный тройник в плоскости  Н.  

                           

 

 

 

РИС. 6.1   
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Рис. 6.2   Разветвление  
волноводов в плоскости Н 

Рис. 6.3   Разветвление  
волноводов в плоскости Е 
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Продольный ток, текущий по волноводу 1, разветвляется на два и переходит в плечи 2 и 3. Следова-
тельно, все волноводы включены здесь параллельно. При подключении генератора к плечу 3 поля в 
плечах 1 и 2 будут одинаковы по амплитуде и фазе. 

На рис. 6.3 изображен волноводный тройник в плоскости Е. В этом соединении волновод 3 включен 
в волновод 1–2 последовательно, так как продольный ток волновода 1–2 обтекает волновод 3. Мощ-
ность из плеча 3 делится на равные части в плечах 1 и 2, причем поля в них противофазны. 

Все линейные пассивные шестиполюсные устройства без активных потерь обладают одним общим 
свойством, а именно: они не могут быть согласованы одновременно со всех трех плеч. Это свойство 
можно доказать в общем виде, исходя из унитарности матрицы рассеяния реактивной шестиполюсной 
схемы. Доказательство проведем методом «от противного». Пусть схему удалось согласовать со всех 
входов. Тогда матрица рассеяния будет иметь вид 
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Применив свойство унитарности матрицы [S] , получим 
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В последних равенствах положим S12 = 0. Это немедленно приводит к следующим значениям эле-
ментов матрицы рассеяния: 
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Получившаяся матрица S является матрицей рассеяния трехплечевого циркулятора. Таким образом, 
условие согласования со всех входов привело к направленной передаче электромагнитных волн. Следо-
вательно, наше допущение об одновременном согласовании всех плеч неверно. 

Определим матрицу рассеяния симметричного разветвления любой линии передачи. В этом раз-
ветвлении все входы совершенно равноправны и условия связи любых двух плеч одинаковы в силу 
симметрии схемы, что приводит к следующим равенствам элементов матрицы: S11 = S22 = S33;  
S12 = S21 = S13 = S31 = S23 = S32. Матрица S теперь имеет только два различных элемента: 
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Если пренебречь высшими типами волн, возникающими в тройнике, то его можно представить как 
параллельное соединение трех одинаковых линий. Коэффициент отражения от любого плеча будет ра-
вен 
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=S . Далее, используя унитарность матрицы [S], можно найти элемент S12; 12 2
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Матрица S будет 
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В последнем выражении не учтена электрическая длина каждого входа. Полученная матрица S по-
казывает, что при подключении генератора к любому плечу 

9
1  подводимой мощности отражается и по 

9
4  поступает в два других плеча, если они нагружены на согласованные нагрузки. 

Можно изготовить делитель мощности, согласованный с одного плеча, что широко применяется на 
практике. Для этого необходимо, чтобы волновые сопротивления выходных плеч узла были в 2 раза 
больше волнового сопротивления входного плеча (параллельное соединение линий). Однако при пере-
ключении генератора к другому плечу система будет рассогласована. 

Общим недостатком рассмотренных делителей мощности является сильная связь между выходны-
ми плечами. Действительно, если в выходном плече появится отраженная волна, то она обязательно по-
падает в два другие плеча, что видно, например, из формулы для матрицы рассеяния. Подобные тройники 
получили название ненаправленных делителей мощности. 

От этого недостатка свободно разветвление полосковых линий, в которое специально введено ак-
тивное сопротивление. Схема разветвления приведена на рис. 6.4. На рисунке изображена только по-
лоска симметричной или несимметричной линии. Генератор подключается к плечу 1 и его мощность 
делится пополам в плечи 2 и 3. Чтобы вход делителя был согласован, волновое сопротивление кольце-
вой линии должно быть равно WW 21 = . Действительно, входное сопротивление одного полукольца, 

нагруженного на сопротивление W, 
W

WR
2

1
вх = . Оба полукольца включены параллельно, отсюда W

W
W

=
2

1

2
1 . 

Между выходными плечами 2 и 3 включено активное сопротивле- 
ние R. При согласовании выходов плечи 3 и 2 находятся под одинаковыми потенциалами и ток через 
сопротивление R не течет. 

Если в одном из плеч, например 2, появится отраженная волна, то она будет распространяться по 
кольцу и через сопротивление R . Так как длина кольца равна 2лλ , то в плечо 3 придут две волны c 
противоположными фазами. Чтобы поле не распространялось в плечо 3, эти две волны должны иметь 
одинаковую амплитуду. Подбор амплитуд этих волн осуществляется величиной сопротивления R. Не-
обходимо, чтобы половина амплитуды отраженной волны поглощалась сопротивлением R , а половина 
– входным сопротивлением плеча 1 со стороны кольца. Но входное сопротивление полукольца равно 

W
W

WR 2
2

вх == . Следовательно, величина сопротивления должна быть R = 2W. При этом условии мощ-

ность отраженной в плечах 2 или 3 волны делится пополам, половина уходит в плечо 1, а половина по-
глощается сопротивлением R. Выходные плечи 2 и 3 оказываются изолированными друг от друга. Доля 
просочившейся из плеча 2 в 3 мощности из-за неточности изготовления делителя не превышает 20 дБ в 
полосе частот 30 … 35 %. 

Зная, как разделяется мощность между каналами, нетрудно написать матрицу рассеяния этого дели-
теля мощности. Плечи 2–3 не связаны, следовательно, S23 = S32 = 0. Система согласована со всех плеч, 
что приводит к равенствам S11 = S22 = S33 = 0. Наконец фаза всех выходных волн отличается от фазы 
входных на 2π  за счет длины полукольца 4лλ . Матрица рассеяния будет иметь следующий вид:  
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Отметим, что эта матрица уже не подчиняется условию унитарности, так как в разветвлении есть 
поглощающее сопротивление. Если возьмем сумму квадратов элементов по второй или третьей строке, 
то получим не единицу, а 

2
1 . Недостающая половина мощности поглотилась внутри разветвления в со-

противлении R. Устройство, изображенное на рис. 6.4, обеспечивает одинаковые мощности в выходных 
плечах P2 = P3 . Путем подбора волновых сопротивлений отдельных участков схемы можно обеспечить 
деление мощности в заданном отношении.  

На рис. 6.5 изображена топология одного из возможных типов микрополоcкового направленного 
делителя с неравным делением мощности в выходных плечах ( )32

3

22 PP
P
P

k >= . Неравномерность деления 

обеспечивается разными значениями волновых сопротивления W2 и W3. Линии с волновыми сопротив-
лениями W1, W4, W5 являются четвертьволновыми согласующими трансформаторами. 

Применив методику, по которой рассчитывалось волновое сопротивление делителя с равным деле-
нием мощности, можно определить волновые сопротивления отдельных участков схемы. Отличие будет 
заключаться в том, что здесь необходимо рассчитывать условия согласования каждого полукольца в от-
дельности. Окончательные формулы имеют следующий вид: 
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Длины участков линий с волновыми сопротивлениями W1, W2, W3, W4, W5 равны четверти длины 
волны в линии. 

Описываемый делитель мощности может обеспечить неравномерность деления на 52 ≤k . При 
больших значениях k2 волновое сопротивление оказывается слишком большим, что приводит к малой 
ширине полоски линии 2, трудно получаемой существующими методами технологии изготовления мик-
рополосковых линий. Так, расчет по формулам (6.3) при  
W0 = 50 Ом, k2 = 5 приводит к следующим значениям волновых сопротивлений: W1 = 39,6; W2 = 143,5; W3 
= 28,7; W4 = 74,5; W5 = 33,6; R = 134 Ом. 

 

6.2   Направленные ответвители и мостовые схемы 

 

Направленный ответвитель и его частный случай – мостовая схема являются взаимным, реактив-
ным воcьмиполюсным устройством, в котором плечи попарно развязаны. Схема восьмиполюсника по-
казана на рис. 6.6. Матрица рассеяния взаимных систем симметрична, т.е. S12 = S21; S13 = S31; S14 = S41; S23 
= S32; S34 = S43. 

Большинство ответвителей имеет две плоскости симметрии. Симметрия относительно плоскости I 
приводит к равенству следующих элементов матрицы: S13 = S24; S11 = S22; S33 = S44, а симметрия относи-

Рис. 6.5   Кольцевой делитель  



 

тельно плоскости II добавляет еще равенства S12 = S34; S11 = S33; S22 = S44; S14 = S23. В результате матрица 
рассеяния взаимного реактивного восьмиполюсника с двумя плоскостями симметрии приобретает вид  
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Взаимный реактивный восьмиполюсник обладает следующими свойствами: если он является на-
правленным ответвителем, то согласуется со всех четырех плеч. Справедливо и обратное: если восьми-
полюсник согласован со всех плеч, то он является ответвителем. Это свойство восьмиполюсной схемы 
доказывается в общем виде из унитарности его матрицы рассеяния. Докажем вторую часть этого свой-
ства восьмиполюсника на примере матрицы (6.4). Положим S11 = 
0 и применим к (6.4) свойство унитарности в развернутом 
виде: 
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2
12 =++ SSS        (6.5а) 

 
;013

*
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*

13 =+ SSSS      (6.5б) 

;012141412

**
=+ SSSS                                             (6.5в) 

;012131312

**
=+ SSSS                                             (6.5г) 

Найдем из (6.5в) величину 12
*
S  и подставим ее в (6.5г). В результате получим S12(S14 S13 – S13 S14) = 0. 

Выражение 014131314

**
≠− SSSS , так как это противоречит (6.5б). Следовательно, S12 = 0, т.е. согласование 

всех входов (S11 = 0) привело к тому, что передачи из плеча 1 в 2 и из плеча 3 в 4 нет. Матрица рассея-
ния устройства становится следующей: 
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Получили первый тип направленного ответвителя, схема которого изображена на рис. 6.7, а. В нем 
мощность, подводимая к плечу 1 делится в плечах 3 и 4 в соответствии 2

13S  и 2
13

2
14 1 SS −= . Из (6.5б) следу-

ет, что  
( ) ( ) 014131413

14131413 =+ ψ−ψ−ψ−ψ jj eSSeSS ; 

( ) 0cos 1413 =ψ−ψ ; 
21413
π

=ψ−ψ . 

Поля в плечах 3 и 4 сдвинуты по фазе на 2π . Отметим, что если ответвитель имеет одну плоскость 
симметрии, то поля в выходных плечах либо синфазны, либо противофазны. 

Второй тип ответвителя показан на рис. 6.7, б. В нем изолированы друг от друга плечи 1–4 и 2–3 (S14 
= 0). В третьем типе ответвителя, изображенном на рис. 6.7, в, отсутствует связь между плечами 1–3 и 2–
4 (S13 = 0). 

Любой ответвитель характеризуется двумя основными параметрами: переходным затуханием С и 
направленностью D. 

Переходное затухание С для ответвителя первого типа будет 

2
14

14
1lg10

S
C = .                                           (6.7) 

 

 

РИС. 6.6  
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Рис. 6.7   Три типа направленных ответвителей 

Переходное затухание определяет долю мощности, ответвляющуюся из плеча 1 в плечо 4. Зависи-
мость величины С от частоты является частотной характеристикой ответвителя. 

Для ответвителя первого типа направленность определяется следующим образом: 

2
12

2
14lg10

S
S

D = ;                                            (6.8) 

этот параметр характеризует долю мощности, просачивающейся в плечо 2. 
Наличие плоскостей симметрии у восьмиполюсников позволяет существенно упростить расчет их 

матриц рассеяния, через элементы которых находятся все необходимые параметры. При этом задача 
расчета восьмиполюсника сводится к задаче расчета двух четырехполюсников. Метод заключается в 
синфазном и противофазном возбуждении входов восьмиполюсника. 

Пусть восьмиполюсник имеет плоскость симметрии I (см. рис. 6.6). Подадим на вход 1 волну 
21
aa = , 

на вход 2 – волну 
22
aa −= , а входы 3 и 4 согласованы. В силу симметрии схемы при подобном противо-

фазном возбужденни в плоскости симметрии 1 будет нуль напряжения и здесь можно разместить ме-
таллическую плоскость. Восьмиполюсник распался на два несвязанных четырехполюсника. Обозначим 
их матрицу рассеяния как  
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С помощью этой матрицы рассеяния определим выходные волны как 

;
2
1

111 aSb −+−+ =    ;
2
1

112 aSb −+−+ −=  

;
2
1

213 aSb −+−+ =    .
2
1

214 aSb −+−+ −=  

Теперь возбудим входы 1–2 синфазно: aa
2
1

1 = ; aa
2
1

2 = . При этом в плоскости I устанавливается 

пучность напряжения (режим холостого хода) и схема разделяется идеальной магнитной плоскостью на 
два одинаковых четырехполюсника. Матрица рассеяния четырехполюсника запишется так: 
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 Выходные волны b теперь будут следующими: 

aSb ++++ = 111 2
1 ;   aSb ++++ = 112 2

1 ;    aSb ++++ = 213 2
1 ;   aSb ++++ = 214 2

1 . 

Суперпозиция обоих режимов приводит к возбуждению восьмиполюсника только с входа 1 волной 
а1 – а . Далее суммируем выходные волны: 

3  1 

4  2 4  2

3  11

2

3
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( )aSSbbb −+++++−+ +=+= 1111111 2
1 , 

отсюда искомый элемент матрацы рассеяния S11 будет следующий: 

( )−+++ += 111111 2
1 SSS . 

Аналогично находим другие элементы матрицы: 

( )−+++ −= 111121 2
1 SSS ;   ( )−+++ += 212131 2

1 SSS ;   ( )−+++ −= 212141 2
1 SSS . 

Если восьмиполюсник имеет две плоскости симметрии I и II, то все элементы матрицы S известны. 
Если же симметрии в плоскости II нет, то необходимо рассмотреть дополнительно возбуждение со сто-
роны входа 3 или 4. В результате получим недостающие элементы матрицы S взаимного восьмиполюс-
ника: 

( )−+++ += 222233 2
1 SSS ;     ( )−+++ −= 222234 2

1 SSS . 

Особенно плодотворные результаты метод синфазного и противофазного возбуждения дает при 
расчете направленных ответвителей на связанных линиях. 

Конструктивно направленный ответвитель представляет собой две линии передачи, соединенные 
элементами связи. Так как эта система реактивная, то отсутствие передачи между плечами может про-
исходить только за счет взаимной комплексации двух или более волн. 

Простейший тип ответвителя изображен на рис. 6.8. Это два волновода с общей узкой стенкой, в 
которой прорезаны два отверстия связи, расположенные на расстоянии 4лλ . Если генератор подключен 
к плечу 1, то в плечо 2 проходят две волны с одинаковой амплитудой и противоположными фазами. В 
результате суммарное поле здесь оказывается равным нулю. Величина направленности D зависит от 
точности изготовления ответвителя. Величина переходного затухания С определяется степенью связи, 
т.е. диаметром отверстий. Ответвители с двумя элементами используются редко, так как они имеют 
очень узкую полосу частот. Чаще используются многоэлементные ответвители. Подбирая диаметр от-
верстий и их число, можно обеспечить нужную частотную характеристику переходного затухания. Ча-

ще всего используются чебышевская 
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hS , здесь h и S – амплитудный и 

масштабный коэффициенты; θ  – электрическое расстояние между отвер-
стиями связи; k – число отверстий. 

Направленный ответвитель можно построить не только на сосредото-
ченных элементах связи, но и на связи распределенной. Примером такого 

ответвителя является ответвитель на связанных полосковых и микрополосковых линиях, схема которого 
изображена на рис. 6.9. На участке связи длиною l, которая равна 4лλ , линия 2–4 близко расположена 
около линии 1–3 и связана с ней электромагнитным полем. В линии 1–3 слева направо распространяется 
бегущая волна (генератор подключен к плечу 1). Эта волна в линии 2–4 возбуждает две волны. Первая 
волна возбуждается электрическим полем линии, она синфазна полю линии 1–3, а другая возбуждается 
магнитным полем. Согласно второму уравнению Максвелла 

t
BE
∂
∂

−=rot  эта волна противофазна полю 

линии 1–3. Фазовые соотношения между этими двумя волнами оказываются такими, что в плечо 4 они 
приходят в противофазе, а в плечо 2 – в фазе. Таким образом, ответвитель на связанных линиях являет-
ся ответвителем второго типа, здесь изолированы плечи 1–4 и 2–3. Величина связи между линиями мало 
зависит от частоты, поэтому с точки зрения направленности и согласования ответвитель на связанных 
линиях является весьма широкополосным устройством с полосой в октаву. Количественное значение 

 
 

Рис. 6.8 Волновод-



 

направленности определяется точностью изготовления и согласованием выходных плеч. Реальная вели-
чина D составляет около 20 дБ. 

Полоса рабочих частот ответвителя определяется переходным затуханием С12: чем меньше величина 
переходного затухания, тем шире полоса частот. 

В связанных линиях величина переходного затухания С зависит в первую очередь от зазора между 
полосками S (рис. 6.9). В микрополосковых линиях получить значение С12 < 6 дБ не удается из-за тех-
нологических трудностей обеспечения необходимой величины S. По этой причине такие ответвители 
получили название ответвителей со слабой связью. 

Для увеличения связи применяются гребенчатые (многосвязные) структуры. Пример топологии та-
кого ответвителя изображен на рис. 6.10. Число полосок n, образующих гребенчатую структуру, опре-
деляется по формуле 

kk
kn
−

=
0

0

2
2 ,                                            (6.9) 

 
 
 
 
 

где 20
0 10

C

k
−

=  – эквивалентный коэффициент связи; С – заданная величина переходного затухания, дБ; k 
– коэффициент связи между соседними полосками гребенчатой структуры. Число полосок n в гребенча-
той структуре может принимать значения 4 < п < 10. При п > 10 ширина полоски оказывается очень ма-
лой. Длина перемычек, соединяющих полоски гребенчатой структуры для выравнивания их потенциа-
лов, должна быть минимальной; их число равно 2 – 3. 

Направленные ответвители такого вида обеспечивают в рабочей  
полосе частот с коэффициентом перекрытия minmax ff = 2 величины  
С1 ≥  2,5дБ; D ≥  15 дБ,  KCB ≤  1,5.  

Для увеличения переходного затухания С12 в ответвителях на связанных линиях применяется также 
каскадное включение нескольких ответвителей с более слабой связью. Пример каскадного включения 
двух ответвителей представлен на рис. 6.11. Длина участка фазирования 

2
лλ=l . При технически дости-

жимых зазорах s микрополосковых ответвителей общая величина переходного затухания С ≥ 2,5 дБ. 
При величине переходного затухания С12 = 3 дБ величины переходных затуханий в отдельных от-

ветвителях составляют С = 7,7 дБ. 

Достоинствами ответвителей на связанных полосковых и микрополосковых линиях являются их 
малые габариты и массы. 

В микрополосковых линиях широко применяются также шлейфные направленные ответвители. По 
сравнению с ответвителями на связанных линиях они имеют большие габариты и более узкую полосу 
частот, однако получение сильных связей в них не представляет технологических трудностей. Тополо-
гия четырехшлейфного ответвителя приведена на рис. 6.12. 

Волновые проводимости всех выходов одинаковы Y0. Величины проводимостей Yш и Y определяют-
ся числом шлейфов и заданной величиной переходного затухания С14. Матрица рассеяния ответвителя 
описывается формулой (6.6). Для четырехшлейфного ответвителя выполняется условие Y1 = Y2 = Y0 = Y3;  
Yш1 = Yш4;  Yш2 = Yш3. 

РИС. 6.10   
МНОГО

РИС. 6.11   
КАСКАДНОЕ
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Рис. 6.12   Четырехшлейфный направленный ответвитель 

 

Волновые проводимости определяются по формулам 
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= ,                                      (6.11) 

где 
0

0
1

Y
W =  –  волновое сопротивление входов; 

2010
C

k
−

=  –                                            (6.12)  

 

коэффициент связи плеч 1–4, выраженный через переходное затухание С  
в дБ; длины всех участков Y и Yш равны 4лλ . 

Направленные ответвители широко применяются в измерительной технике для раздельного изме-
рения падающей и отраженной волн. Ответвитель на связанных линиях под названием рефлектомер был 
разработан еще в сороковых годах для измерения КБВ в открытых двухпроводных линиях. 

Очень широкое применение в технике СВЧ имеют мостовые схемы. Мост – это направленный от-
ветвитель, в котором мощность, подводимая к одному из плеч, в выходных плечах делится пополам. 
Мостовую схему часто называют трехдецибельным направленным ответвителем. Рассмотрим наиболее 
употребительные мостовые схемы. 

Волноводно-щелевой мост состоит из двух волноводов с общей узкой стенкой. В этой стенке про-
резано окошко связи длиною l (рис. 6.13).  
В волноводно-щелевом мосте развязаны плечи 1–2 и 3–4. Принцип работы моста заключается в сле-
дующем. Во всех входах может распространяться только волна Н10. В том месте, где прорезано окно 
связи, размер волновода увеличивается вдвое и волновод становится докритическим для двух волн Н10 
и Н20, которые и возникают в начале окна. Причиной, вызывающей возникновение волны Н20, является 
острое ребро, расположенное в пучности поля Е волны Н10. В начале окна в волноводе 1–3 обе волны в 
фазе, а в волноводе 2–4 – в противофазе. По этой причине в плече 2 суммарное поле равно нулю и плечо 
2 оказывается развязанным от плеча 1. Далее обе волны распространяются вдоль окна. Поле на входах 
плеч 3 и 4 будет определяться фазовыми соотношениями волн Н10 и Н20. Чтобы система была мостом, 



 

необходимо, чтобы разность фазовых набегов волн Н10 и 
Н20 на длине окна l равнялась 

2
π . Последнее поясняется 

векторными диаграммами в начале и конце окна связи, 
приведенными на рис. 6.14. Если разность фазовых на-
бегов равна 

2
π , то поля в выходах 3 и 4 одинаковы по 

амплитуде и сдвинуты по фазе на 2π . Из векторных 
диаграмм  
рис. 6.14  видно, что если разность фазовых  набегов  
волн  Н10 и Н20  будет 

 

отличаться от 2π , то суммарные векторы поля в пле-
чах 3 и 4 будут неодинаковыми, т.е. система переста-
нет быть мостом. В частности, если разность фазовых 
набегов составит 180°, то из плеча 1 вся энергия пе-
рейдет в плечо 4, т.е. плечи 1–3 окажутся развязан-
ными. Такую систему называют мостом с полной свя-
зью. На острых ребрах окна связи возникают волны 
высших типов, вызывающие рассогласование моста. 
Для его настройки в середине окна связи в верхней 
стенке волновода ставится емкостной винт. Чтобы 
уменьшить возможность возбуждения волны Н30, в 
месте окна делается небольшое сужение волноводов. 

Волноводно-щелевой мост – система достаточно 
широкополосная. Полоса рабочих частот моста с емкостным винтом на уровне 5,03±  дБ составляет 12 
… 20 %; направленность моста при этом D > 20 дБ. 

Волноводно-щелевой мост является ответвителем первого типа, и его матрица рассеяния описыва-
ется формулой (6.6). Определим элементы матрицы S моста и с помощью этой матрицы проанализиру-
ем его работу. При этом выясним области применения мостовых схем. В мостовой схеме мощности в 
выходных плечах одинаковы, поэтому |S13| = |S14|. Из условия унитарности 12

14
2
13 =+ SS , 013141413

**
=+ SSSS  

определим эти элементы: 
2

1
1413 == SS ; 21413 π=ψ−ψ , отсюда матрица рассеяния будет  
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В (6.3) ψ  – набег фазы на участке от входа до начала окна связи; этот набег фазы одинаков для всех 
плеч и мы его опустим, т.е. плоскости отсчета расположим близко к окну связи. 

Напишем уравнение [b] = [S] [a] в развернутом виде: 
( ) ( )

( ) ( ).
2

1;
2

1

;
2

1;
2

1

214432

213431

ajabajab

ajabajab

+=+=

+=+=
                          (6.14) 

 
Проанализируем с помощью (6.14) различные случаи работы моста. 
1   В плечо 1 включен генератор, создающий волну а1 = а. Все остальные плечи нагружены на со-

гласованные нагрузки а2 = a3 = а4 = 0. Из (6.14) имеем 
23

ajb = , 
24

ab = . Поля в плечах 3 и 4 имеют оди-

наковые амплитуды. Поле в плече 3 опережает по фазе поле в плече 4 на 90°. В этом режиме мост рабо-
тает как делитель мощности. Достоинством такого делителя мощности по сравнению с обычными трой-
никами является отсутствие связи между выходными плечами 3 и 4. 

 

 

Рис. 6.13   Волноводно-щелевой мост
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2   К плечам 1 и 2 подключены два генератора, создающие на входах одинаковые синфазные поля а1 

= а2 = а; а3 = а4 = 0. Тогда ( )jab += 1
23 ; ( )jab += 1

24 . Мощности генераторов сложились и сумма подели-

лась поровну между плечами 3 и 4. Поля в выходных плечах в фазе и сдвинуты на 45° по отношению к 
входных волнам. Влияния одного генератора на другой нет, так как плечи 1 и 2 развязаны. 

3   Ко входам 1 и 2 снова подключены два генератора, создающие одинаковые по амплитуде, но 
сдвинутые по фазе на 90° поля а1 = а; a2 = ja; а3 = а4 = 0 . Из (6.14) следует, что 

( )
2

2
2

1
3

ajaab =+= ;   ( ) 0
2

1
4 =−= aab .                  (6.15) 

Теперь в плече 3 поля сложились в фазе, а в плече 4 – в противофазе. 

Мощность обоих генераторов проходит только в плечо 3. Такой режим работы мостовой схемы 
очень широко применяется на практике, например для сложения мощности двух генераторов в общей 
нагрузке, особенно в микроэлектронике. Мощности современных СВЧ-полупровод-никовых приборов 
пока невелики. Зачастую требуются значительно большие мощности, чем может обеспечить один тран-
зисторный или диодный генератор СВЧ; в этом случае системы суммирования мощностей нескольких 
генераторов строятся на основе мостовых схем. 

Из равенств (6.5) видно, что в плече 3 образуется сумма полей, в плече 4 – их разность. Это позво-
ляет на основе моста строить различные балансные схемы: балансные смесители, балансные детекторы, 
фазовые детектора. С помощью мостовых схем удобно сравнивать сигналы двух изолированных друг от 
друга источников. Если поддерживать разность фаз двух сигналов равной 2π , то их можно сравнить по 
амплитуде. Уравняв их амплитуды – осуществить сравнение по фазе. 

Если изменить фазы входных сигналов так, чтобы а1 = ja; а2 = a, то аналогично получим 
2

24
ajb = , 

b3 =0. Энергия теперь поступает только в плечо 3. Изменяя сдвиг фаз между сигналами а1 и a2 в преде-
лах 2π± , можно мощности в выходных плечах разделить в любом отношении. 

4   Фазовращатель на основе волноводно-щелевого моста. Поместим в выходных плечах 3, 4 корот-
козамыкающие поршни. Поршни расположены на одинаковом рас-
стоянии от окна связи и перемещаются совместно  
(рис. 6.15). Теперь выходные волны b3 и b4 будут отражаться от 
поршней и тем самым образуют входные волны а3 и а4, равные 

θ−= 2
33

jeba ; θ−= 2
44

jeba , где θ  – электрическая длина участка от окна 
связи до поршня. Теперь найдем выходные волны b1 и b2. Из (6.14) 
получим 

( )22
21 ;0 π−θ== jaebb .    (6.16) 

Из (6.16) следует, что фаза выходной волны будет линейно изме-
няться при перемещении поршней.  Устройство  превратилось  в  ме-

ханически управляемый фазовращатель. Фазовращатель согласован по вхо-ду b1 = 0, если согласован его 
выход а2 = 0. 

На рис. 6.16 изображен второй тип моста – двойной волноводный тройник, представляющий собой 
объединение тройников в плоскости Е и Н. Пронумеруем входы узла так, чтобы он соответствовал от-
ветвителю первого типа. В месте соединения четырех волноводов возникают высшие типы волн и для 
согласования тройника в нем размещают два согласующих устройства: в плече 4 – индуктивный штырь 
и в плече 3 – емкостной штырь. 

Двойной тройник имеет одну плоскость симметрии. Используя ту же методику, что и для волно-
водно-щелевого моста, можно найти матрицу рассеяния двойного тройника 

 

Рис. 6.15   Фазовращатель 
на  

основе волноводно-
щелевого моста 
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где iθ  – электрическая длина i-го плеча. 

Из выражения для матрицы рассеяния (6.17) следует, что если генератор включен в плечо 3, то па-
дающая волна возбуждает в плечах 1 и 2 волны одинаковой амплитуды и фазы. Плечи 3–4 развязаны. 
Волна, падающая из плеча 4, возбуждает в плечах 1 и 2 волны, одинаковые по амплитуде и противопо-
ложные по фазе. Волна, падающая из плеча 1, возбуждает в плечах 3 и 4 волны одинаковой амплитуды 
и фазы. Плечи 1–2 при этом развязаны. И, наконец, волна, падающая из плеча 2, возбуждает плечи 3 и 4 
в противофазе; плечи 1–2 развязаны. Если включить два генератора в плечи 1 и 2, то в плече 3 образует-
ся сумма, а в плече 4 – разность сигналов. Направленность двойного тройника составляет ≈D  20 дБ. 

На рис. 6.17 изображена третья мостовая схема – гибридное кольцо, выполненное на коаксиальной 
линии. Такое же кольцо выполняется на волноводах, полосковых и микрополосковых линиях. Из ри-
сунка видно, что гибридное кольцо представляет собой замкнутый отрезок линии длиною 1,5 λ . К коль-
цу через 4λ  подключены четыре входа. Схема имеет одну плоскость симметрии, и ее матрица рассея-
ния будет следующей: 
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Из любого плеча кольца в любое другое плечо приходят две 
волны одинаковой амплитуды. Суммарное поле в этом плече 
будет определяться сдвигом фаз между ними. Легко проследить 
по рис. 6.17, что плечи 1–2 и 3–4 будут развязаны, так как раз-
ность хода между ними по обеим половинам кольца равняется по-
луволне. 

Каждый вход нагружен на два таких же входа, включенных 
на расстоянии, равном нечетному числу четвертей длин волн, 
поэтому для согласования входов с кольцевой линией, ее волно-

вое сопротивление должно быть 02WW = , 0W  – волновое сопротивление входных линий. 

Гибридное кольцо можно выполнить и на открытых двухпроводных линиях. Схема такого кольца 
приведена на рис. 6.18. Для исключения полуволновой линии между плечами 1–4 применено перекре-
щивание проводов, обеспечивающее частотно-независимый сдвиг фаз в 180°. На всех частотах кольцо 
делит мощность в выходных плечах на равные части и обладает высокой направленностью. Частотно-
зависимым здесь оказывается согласование входов, однако в полосе, превышающей две октавы, оно ос-
тается в допустимых пределах. 

 

 

Рис. 6.17   Гибридное кольцо 



 

Мостовую схему легко можно превратить в шлейфный направленный ответвитель (рис. 6.12). Для 
этого необходимо положить величину переходного затухания равной С14 = 3 дБ и по формулам (6.10) – 
(6.12) определить необходимые величины сопротивлений схемы. 

Все схемы направленных ответвителей, мостов, делителей мощно-
сти содержат отрезки линий длиной 4λ . При большой длине волны 
устройства становятся слишком громоздкими. Особенно важно это в 
микроэлектронной технике, где часто необходимо на одной подложке 
разместить несколько узлов; в этих случаях отрезки линий можно за-
менить симметричными П-образными четырехполюсниками. 
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Рис. 6.18   Мостовая 
схема  

на основе двухпровод-
ной линии 


