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Îáñóæäàþòñÿ ïîíÿòèÿ àòòðàêòîðà è B-àòòðàêòîðà.
×óâñòâèòåëüíîñòü òðàåêòîðèé ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì äàííûì íà

ñòðàííûõ àòòðàêòîðàõ ñðàâíèâàåòñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè îïðåäåëåíèÿìè
íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, ïî Ïóàíêàðå è ïî Æóêîâñêîìó.

Â îöåíêè ðàçìåðíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê àòòðàêòîðîâ ââåäåíû ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷åíû ôîðìóëû ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè
àòòðàêòîðîâ Õåíîíà è Ëîðåíöà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíûìè ïðîáëåìàìè òåîðèè ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñ-
òåì ÿâëÿþòñÿ èçó÷åíèå ýôôåêòîâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëü-
íûì äàííûì è îöåíèâàíèå ðàçìåðíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ [1−27]. Â íàñòîÿùåì îáçîðå ýòè ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷êè
çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ.

×óâñòâèòåëüíîñòü òðàåêòîðèé ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì äàííûì íà ñòðàí-
íûõ àòòðàêòîðàõ ñðàâíèâàåòñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè îïðåäåëåíèÿìè íåóñòîé÷èâîñòè
ïî Ëÿïóíîâó, ïî Ïóàíêàðå è ïî Æóêîâñêîìó. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ïî Æóêîâñêîìó ïðèâîäèòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Â îöåíêè ðàçìåðíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê àòòðàêòîðîâ ââåäåíû ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû ôîðìóëû ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè
àòòðàêòîðîâ Õåíîíà è Ëîðåíöà.
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1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÀÒÒÐÀÊÒÎÐÎÂ

Àòòðàêòîð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû − ýòî ïðèòÿãèâàþùåå, çàìêíóòîå, èíâà-
ðèàíòíîå ìíîæåñòâî â åå ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äè-
íàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîðîæäåííûå äèôôåðåíöèàëüíûìè

dx

dt
f x t x

n= ∈ ∈( ) , ,R R1 (1.1)

è ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè

x t f x t t x
n( ) ( ( )) , .+ = ∈ ∈1 Z R, (1.2)

Çäåñü Rn − åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, Z − ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, f x( ) −
âåêòîð-ôóíêöèÿ: R Rn n→ .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) èëè (1.2) ïî-
ðîæäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, åñëè ïî ëþáîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ
x

n

0 ∈ R îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà òðàåêòîðèÿ x t x( , )0 ïðè t ∈ +∞[ , )0 .

Çäåñü x x x( , )0 0 0= .
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1)

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî:

x t s x x t x s x( , ) ( , ( , ))+ =0 0 (1.3)

ïðè âñåõ t s≥ ≥0 0, .

Èìååòñÿ ìíîãî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íà [ , )0 +∞ äëÿ
óðàâíåíèÿ (1.1) [28−31], êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Rn . Óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîðîæäàþùèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ðàçëè÷íûìè
áåñêîíå÷íîìåðíûìè ôàçîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðèâåäåíû â [22−27]. Êëàññè-
÷åñêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ìåòðè÷åñêèì ôàçîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì èçëîæåíû â [32].

Äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà ïî íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ x0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ t = 0 1 2, , , . . .
è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (1.3). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.2) âñåãäà ïî-
ðîæäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Rn .
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Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ óðàâíåíèåì (1.1), áóäåì íàçûâàòü
íåïðåðûâíîé, à óðàâíåíèåì (1.2) − äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðîâ, ñëåäóÿ â îñíîâíîì ðàáîòå [25].

Îïðåäåëåíèå 1.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K èíâàðèàíòíî, åñëè ∀ ≥t 0,
x t K K( , ) = .

Çäåñü

x t K x t x x K( , ) { ( , ) } .= ∈0 0

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè
ýòîãî ìíîæåñòâà K( )ε âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim ( , ( , )) , ( ) .
t

K x t x x K
®+¥

= ∀ ∈ρ ε0 00

Çäåñü ρ( , )K x − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà K, êîòîðîå îïðåäå-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ( , ) inf .K x z x
z K

= −
Î

Íàïîìíèì, ÷òî ⋅ − åâêëèäîâà íîðìà â Rn , K( )ε − ìíîæåñòâî òî÷åê x, äëÿ

êîòîðûõ ρ ε( , )K x < .

Îïðåäåëåíèå 1.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè

lim ( , ( , )) ,
t

n
K x t x x

®+¥
= ∀ ∈ρ 0 00 R .

Îïðåäåëåíèå 1.5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé åãî
ε-îêðåñòíîñòè K( )ε è äëÿ ëþáûõ ÷èñëà δ > 0 è îãðàíè÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà B ñóùåñòâóåò ÷èñëî t B( , )δ > 0 òàêîå, ÷òî

x t B K K t t B( , ( )) ( ) , ( , ) .I ε δ δ⊂ ∀ ≥
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Çäåñü

x t B K x t x x B K( , ( )) { ( , ) ( ( ))} .I Iε ε= ∈0 0

Îïðåäåëåíèå 1.6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè äëÿ ëþáûõ ÷èñëà
δ > 0 è îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B

n∈ R ñóùåñòâóåò ÷èñëî t B( , )δ
òàêîå, ÷òî

x t B K t t B( , ) ( ) , ( , ) .⊂ ∀ ≥δ δ

Îïðåäåëåíèå 1.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K
óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî
δ > 0 òàêîå, ÷òî

x t K K t( , ( )) ( ) , .δ ε⊂ ∀ ≥ 0

Çàìåòèì, ÷òî åñëè K ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òðàåêòîðèè, òî ïîñëåäíåå
îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî
Ëÿïóíîâó. Åñëè òàêîå K ÿâëÿåòñÿ òàêæå ëîêàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì, òî ìû
èìååì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â ñìûñëå Ëÿïóíîâà.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K - àòòðàêòîð, åñëè K
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, çàìêíóòûì, ëîêàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíî-
æåñòâîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K - ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð, åñëè K ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì, çàìêíóòûì, ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K - B-àòòðàêòîð, åñëè K ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì, çàìêíóòûì, ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K - ãëîáàëüíûé B-àòòðàêòîð, åñëè K ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíûì, çàìêíóòûì, ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì.

Òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Rn ,
åñëè â íåì îïðåäåëåíû òðàåêòîðèè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t ≥ 0. Ýòîò ïðèìåð ïîêà-
çûâàåò, ÷òî öåëåñîîáðàçíî ââåñòè ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî àòòðàêòîðà − íàèìåíü-
øåãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ïðèòÿãèâàíèÿ.
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Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû àòòðàêòîðîâ.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà

& ,

& sin ,

θ
α β θ

=
= − −

z

z z
(1.4)

ãäå α è β − ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Õîðîøî èçâåñòíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (1.4) (ðèñ. 1).

Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4) ñòðåìèòñÿ ïðè t → +∞ ê íåêîòîðîìó
ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíûé ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ñèñòå-
ìû (1.4) − ýòî åå ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü øàð B ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì íà ñåïàðàòðèñå ñåäëà
(ðèñ. 2). Îáðàç x t B( , ) ýòîãî øàðèêà ïðè t → +∞ ñòðåìèòñÿ ê ìíîæåñòâó,
ñîñòîÿùåìó èç ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè è äâóõ ñåïàðàòðèñ, âûõîäÿùèõ èç ýòîé
òî÷êè è ñòðåìÿùèõñÿ ïðè t → +∞ ê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèÿì
ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 2).
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z

θ

Ðèñ. 1

z

θ

Ðèñ. 2



Òàêèì îáðàçîì, ãëîáàëüíûé ìèíèìàëüíûé B-àòòðàêòîð − ýòî îáúåäèíå-
íèå ñòàöèîíàðíîãî ìíîæåñòâà è ñåïàðàòðèñ, âûõîäÿùèõ èç ñåäëîâûõ îñîáûõ
òî÷åê (ðèñ. 3).

È â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ B-àòòðàêòîð ñîäåðæèò íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîá-
ðàçèÿ ñåäëîâûõ (ãèïåðáîëè÷åñêèõ) îñîáûõ òî÷åê. Ýòîò ôàêò ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îöåíîê ñíèçó òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðîâ [22, 23].

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ

& ,

& ( ) ,

y z

z y z y

=

= − − −µ 2 1
(1.5)

ãäå µ − ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Õîðîøî èçâåñòíî [29], ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ

èìåþò íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíûé öèêë, ê êîòîðîìó
ïðèòÿãèâàþòñÿ ïðè t → +∞ âñå òðàåêòîðèè çà èñêëþ÷åíèåì ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4).

Çäåñü ãëîáàëüíûì ìèíèìàëüíûì àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç ñòàöèîíàðíîé òî÷êè è ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ãëîáàëüíûì ìèíèìàëüíûì
B-àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åííîå ïðåäåëüíûì öèêëîì (ðèñ. 5).
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Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1.2) ñ n = 1 è êóñî÷íî-
ëèíåéíîé ôóíêöèåé f x( )

f x x x

f x x x

f x

( ) [ , / ],

( ) ( ) [ / , ],

( )

= ∈
= − ∈
=

3 0 1 2

3 1 1 2 1

0

ïðè

ïðè

ïðè x ∉ [ , ].0 1

(1.6)

Êaæäûé èç äâóõ îòðåçêîâ [0, 1/3] è [2/3, 1] îòoáðàæàåòñÿ íà îòðåçîê [0, 1],
à èíòåðâàë (1/3, 2/3) âûáðàñûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì f çà îòðåçîê [0, 1].
Ñëåäîâàòåëüíî,

f f( ( / , / )) .1 3 2 3 0=

ßñíî, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè f f( ( ))⋅ êàæäûé èç îòðåçêîâ [0, 1/9], [2/9, 3/9],
[6/9, 7/9], [8/9, 1] îòîáðàæàåòñÿ íà îòðåçîê [0, 1], à ðåøåíèå x( )2 ñ íà÷àëü-
íûìè äàííûìè x( )0 èç èíòåðâàëîâ (1/9, 2/9), (1/3, 2/3), (7/9, 8/9)
âûñêàêèâàåò èç ìíîæåñòâà (0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ x( )3 0= .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà N-ì øàãå ïðè îòîáðàæåíèè

f f f

N

( (. . . ( ). . . ))⋅
1 244 344

íà (0, 1] îñòaíóòñÿ òå ðåøåíèÿ x N( ), íà÷àëüíûå äàííûå êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ
íà ìíîæåñòâàõ

0
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3

2

3

3

3

6

3

7

3

3 1

3
1, , , , , , . . . , ,

N N N N N

N

N
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 .

Ýòîò ïðîöåññ âûáðàñûâàíèÿ ñåðåäèí îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ îáû÷íî ñîïðîâîæ-
äàþò ñëåäóþùèì ðèñóíêîì (ðèñ. 6).
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Òó ÷àñòü îòðåçêà [0, 1], êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ïîñëå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîöå-
äóð ñ âûáðàñûâàíèåì ñåðåäèí îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ, íàçûâàþò êàíòîðîâñêèì
ìíîæåñòâîì. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç K.

ßñíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíî: f K K( ) = . Îòñþäà è èç òîãî ôàêòà,
÷òî äëÿ x R K( ) \0 1∈ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim ( ) ,
t

x t
®+¥

= 0

ñëåäóåò ãëîáàëüíàÿ ïðèòÿãèâàåìîñòü ìíîæåñòâà K.

Ìíîæåñòâî R K
1 \ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó

R K
1 \ − îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî K − çàìêíóòî.

Òàêèì îáðàçîì, K - ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìû (1.2), (1.6).

Çàìåòèì, ÷òî ïî ëþáîìó íàòóðàëüíîìó N ìîæíî óêàçàòü òî÷êó x0 0 1∈ [ , ],
äëÿ êîòîðîé x N x( , ) /0 1 2= . Íî òîãäà x N x( , ) /+ =1 3 20 . Ïîñëåäíåå îçíà-
÷àåò, ÷òî K íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ãëîáàëüíî ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì.
Òàêèì îáðàçîì, K − íå ãëîáàëüíûé B-àòòðàêòîð.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îïðåäå-
ëåíèé àòòðàêòîðà è B-àòòðàêòîðà. Ïðèìåð 1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî î÷åíü ïðîñòî
çàäàâàåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò èìåòü àòòðàêòîðû âåñüìà ñëîæíîé
ñòðóêòóðû.

Îòìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè ïîíÿòèÿ àòòðàêòîðà ÿâëÿþòñÿ
áîëåå ñëàáûå òðåáîâàíèÿ ïðèòÿãèâàíèÿ: íà ìíîæåñòâàõ ïîëîæèòåëüíîé ëåáåãî-
âîé ìåðû, ïî÷òè âñþäó è ò.ä. [33−37].

2. ÑÒÐÀÍÍÛÅ ÀÒÒÐÀÊÒÎÐÛ È ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Îäíîé èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòðàííîñòè àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ ÷óâñò-
âèòåëüíîñòü åãî òðàåêòîðèé ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì äàííûì [1−21].

Çäåñü ìû îáñóäèì ñâÿçü òàêîé “÷óâñòâèòåëüíîñòè"ñ êëàññè÷åñêèìè ïîíÿòèÿ-
ìè íåóñòîé÷èâîñòè. Ñíà÷àëà íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.1 [38, 39, 29]. Òðàåêòîðèÿ x t x( , )0 äèíàìè÷åñêîé ñèñ-

òåìû íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0
ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ ε( ) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ y0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó x y0 0− ≤ δ ε( ), âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

x t x x t y t( , ) ( , ) , .0 0 0− ≤ ∀ ≥ε
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Åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà δ0 è âñåõ y0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó x y0 0 0− ≤ δ , âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim ( , ) ( , ) ,
t

x t x x t y
®+¥

− =0 0 0

òî ãîâîðÿò, ÷òî òðàåêòîðèÿ x t x( , )0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

L x x t x t
+ = ∈ +∞( ) { ( , ) [ , )} .0 0 0

Îïðåäåëåíèå 2.2 [38, 39, 29]. Òðàåêòîðèÿ x t x( , )0 äèíàìè÷åñêîé ñèñ-

òåìû íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî Ïóàíêàðå (èëè îðáèòàëüíî óñòîé÷èâîé),
åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ ε( ) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
âñåõ y0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó x y0 0− ≤ δ ε( ), âûïîëíåíî ñîîò-
íîøåíèå

ρ ε( ( ), ( , )) , .L x x t y t
+ ≤ ∀ ≥0 0 0

Åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà δ0 è âñåõ y0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó x y0 0 0− ≤ δ , âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim ( ( ), ( , )) ,
t

L x x t y
®+¥

+ =ρ 0 0 0

òî ãîâîðÿò, ÷òî òðàåêòîðèÿ x t x( , )0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî
Ïóàíêàðå (èëè àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèÿõ äëÿ íåïðåðûâíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì t ∈ R1 , à äëÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì t ∈ Z.

Ââåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Æóêîâñêîìó äëÿ íåïðåðûâíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùåãî ìíî-
æåñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ:

Hom = ⋅ +∞ → +∞ ={ ( ) : [ , ) [ , ), ( ) } .τ τ τ0 0 0 0

Ôóíêöèè τ( )t èç ìíîæåñòâà Hom áóäóò èãðàòü ðîëü ïåðåïàðàìåòðèçàöèè
âðåìåíè äëÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1).
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Îïðåäåëåíèå 2.3 [40−43]. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâîé ïî Æóêîâñêîìó, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò
÷èñëî δ ε( ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y0 , óäîâëåòâîðÿþùåãî
íåðàâåíñòâó x y0 0− ≤ δ ε( ), íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ τ( )⋅ ∈ Hom, ïðè êîòî-
ðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

x t x x t y t( , ) ( ( ), ) , .0 0 0− ≤ ∀ ≥τ ε

Åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà δ0 0> è ëþáîãî y0 èç øàðà
{ }y x y0 0 0− ≤ δ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ τ( )⋅ ∈ Hom, ïðè êîòîðîé âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

lim ( , ) ( ( ), )
t

x t x x t y
®+¥

− =0 0 0τ ,

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ x t x( , )0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà
ïî Æóêîâñêîìó.

Äðóãèìè ñëîâàìè, óñòîé÷èâîñòü ïî Æóêîâñêîìó − ýòî óñòîé÷èâîñòü ïî
Ëÿïóíîâó ïðè ïîäõîäÿùåé ïåðåïàðàìåòðèçàöèè êàæäîé èç âîçìóùåííûõ
òðàåêòîðèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó (ïî Ïóàíêàðå,
ïî Æóêîâñêîìó) − ýòî îòðèöàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà óñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èç óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ñëå-
äóåò óñòîé÷èâîñòü ïî Æóêîâñêîìó, à èç óñòîé÷èâîñòè ïî Æóêîâñêîìó ñëåäóåò
óñòîé÷èâîñòü ïî Ïóàíêàðå.

Äëÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èç óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ñëåäóåò
óñòîé÷èâîñòü ïî Ïóàíêàðå.

Äëÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ âñå ââåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äèñêðåòíûõ ñèñòåì ýêâèâà-

ëåíòíû îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó è ïî Ïóàíêàðå, à äëÿ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé íåïðåðûâíûõ ñèñòåì ýêâèâàëåíòíû îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè
ïî Ïóàíêàðå è ïî Æóêîâñêîìó.

Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâà ïî Ïóàí-
êàðå. Âûáåðåì ε-îêðåñòíîñòü U L x( , ( ))ε +

0 ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè
L x
+ ( )0 òàê, ÷òîáû

U u U z( , ) ( , )ε εI = ∅ (2.1)

äëÿ ëþáûõ òî÷åê u L x z L x u z∈ ∈ ≠+ +( ), ( ),0 0 . Çäåñü ∅ − ïóñòîå ìíî-

æåñòâî.
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Ðàññìîòðèì y0 èç δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è ñîåäèíèì x0 è y0 îòðåçêîì

x y x0 0 0 0 1+ − ∈γ γ( ) , [ , ] .

Èç íåïðåðûâíîñòè f x( ), óñòîé÷èâîñòè ïî Ïóàíêàðå è ñîîòíîøåíèÿ (2.1)
ñëåäóåò, ÷òî

x t x y x U x t x t( , ( )) ( , ( , )) , , [ , ] .0 0 0 0 0 0 1+ − ∈ ∀ ≥ ∀ ∈γ ε γe (2.2)

Âêëþ÷åíèå (2.2) ïðè γ = 1 îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó òðàåêòîðèè
x t x( , )0 . Îòñþäà ñëåäóò ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé óñòîé÷èâîñòè ïî
Ïóàíêàðå è ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ïî Ïóàíêàðå è ïî Ëÿïóíîâó ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.
Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâà ïî

Ïóàíêàðå. Âûáåðåì ε-îêðåñòíîñòü U L x( , ( ))ε +

0 ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòî-
ðèè L x

+ ( )0 òàê, ÷òîáû

U L x t U L x t

t t t T t

( , ( ), ) ( , ( ), ) ,

, [ , ) ,

ε ε+ + = ∅

∀ ≠ ∈

0 1 0 2

1 2 1 20

I

∈ [ , ) ,0 T

(2.3)

ãäå

U L x t y y x t x y x t x f x t x( , ( ), ) { ( , ) , ( ( , )) ( ( , ))*ε ε+ = − ≤ −0 0 0 0 = 0} .

Ïî ε âûáåðåì δ òàê, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà x y0 0− ≤ δ ñëåäîâàëî ñîîò-
íîøåíèå

x t y U L x t( , ) ( , ( )) , .0 0 0∈ ∀ ≥+ε

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y U L x0 0 0∈ +( , ( ), )ε . Òîãäà èç ñî-
îòíîøåíèÿ (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðåïàðàìåòðèçàöèþ τ( )t
òðàåêòîðèè x t y( , )0 ñëåäóþùèì îáðàçîì

x t y U L x t( ( ), ) ( , ( ), ) .τ ε0 0∈ +
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ßñíî, ÷òî τ( )⋅ ∈ Hom è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

x t y x t x t t( ( ), ) ( , ) , .τ ε0 0 0− ≤ ≥

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ïî Æóêîâñêîìó.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ïî Æóêîâñêîìó è ïî Ïóàíêàðå. Â ýòîì ñëó÷àå õîðîøî èçâåñòíà [39] ñïåöèàëü-
íàÿ ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿ τ( )t t c= + , íàçûâàåìàÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ôàçîé.

Õîðîøî èçâåñòíû ïðèìåðû ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íåïðåðûâíûõ ñèñ-
òåì, êîòîðûå íåóñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, íî óñòîé÷èâû ïî Æóêîâñêîìó [39].

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñðàâíåíèþ ïðèâåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé è ýôôåêòà
÷óâñòâèòåëüíîñòè òðàåêòîðèé ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì äàííûì íà ñòðàííûõ
àòòðàêòîðàõ.

Â êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèè, íàõî-
äÿùèåñÿ íà íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè, âñþäó ïëîòíî
çàïîëíÿþò B-àòòðàêòîð (èëè åãî ÷àñòü, ñîñòîÿùóþ èç îãðàíè÷åííûõ òðàåêòîðèé).
Ýòî íàáëþäàåòñÿ íà B-àòòðàêòîðå ñèñòåìû Ëîðåíöà [1]

& ( ) ,

& ,

& ,

x x y

y rx y xz

z bz xy

= − −
= − −
= − +

σ
(2.4)

ãäå σ = = =10 28 8 3, , /r b (ðèñ. 7, 8).
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x

y

0

z

Ðèñ. 7. Íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà ñèñòåìû Ëîðåíöà.
Ïåðâûå ïÿòüäåñÿò îáîðîòîâ



Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ñèñòåìû Õåíîíà [44]

x t a by t x t

y t x t

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

+ = + −
+ =

1

1

2

(2.5)

ãäå a b= =1 4 0 3, , , (ðèñ. 9).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòèõ ñèñòåì

ρ( ( ), ( , )) , , .L x x t y x M y K
+ ≡ ∀ ∈ ∈0 0 0 00 (2.6)

Çäåñü M − íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà, K − óïîìÿíóòûé âûøå
B-àòòðàêòîð (èëè åãî ÷àñòü, ñîñòîÿùàÿ èç îãðàíè÷åííûõ òðàåêòîðèé).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.6) ñëåäóåò, ÷òî íà àòòðàêòîðå K òðàåêòîðèè x t x( , )0

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû ïî Ïóàíêàðå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåóñòîé÷è-
âîñòü ïî Ïóàíêàðå íå ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ
ê íà÷àëüíûì äàííûì íà ñòðàííûõ àòòðàêòîðàõ.

Õîðîøî èçâåñòíî [39], ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íåïðåðûâíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âîçìîæíà óñòîé÷èâîñòü ïî Ïóàíêàðå è íåóñòîé÷èâîñòü
ïî Ëÿïóíîâó. Òàêèì îáðàçîì, íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó òàêæå íå ìîæåò
õàðàêòåðèçîâàòü “îòòàëêèâàíèå” äðóã îò äðóãà íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèé íà
ñòðàííûõ àòòðàêòîðàõ.

Ã.À. Ëåîíîâ
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x

y

0

z

Ðèñ. 8. Íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà ñèñòåìû Ëîðåíöà.
Ñëåäóþùèå ïÿòüäåñÿò îáîðîòîâ



Èç ñêàçàííîãî âûøå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ñðåäè êëàññè÷åñêèõ
ïîíÿòèé íåóñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå àäåêâàòíû äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðàííûõ àòòðàêòî-
ðîâ íåóñòîé÷èâîñòü ïî Æóêîâñêîìó (â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå) è íåóñòîé÷èâîñòü
ïî Ëÿïóíîâó (â äèñêðåòíîì ñëó÷àå).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ïî Æóêîâñêîìó åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì âîçíèêàåò ëèíåàðèçàöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé
ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Çäåñü îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1 [42]. Ïóñòü äëÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ x t x t( , ),0 0≥ , ñèñ-

òåìû (1.1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f x t x t( ( , )) ( )0 0> ∀ ≥ε , ãäå ε -

íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà T > 0 ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî δ( )T > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y0 èç ìíîæåñòâà

{ ( ) , ( ) ( ) }*
y x y T y x f x0 0 0 0− ≤ − =δ

ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ τ( )⋅ ∈ Hom, äëÿ êîòîðîé âûïîë-
íåíû ñîîòíîøåíèÿ
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Ðèñ. 9. Íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà ñèñòåìû Õåíîíà.
Çàòåìíåííàÿ ÷àñòü êâàäðàòà - íà÷àëüíûå äàííûå,

ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè



( ( , ) ( ( ), )) ( ( , )) , [ , ] ,

( )

*
x t x x t y f x t x t T

t

dt

0 0 0 0 0− = ∀ ∈

=

τ

τ
1 0

0

2 0 0+ +
f x t x

f x t x

f

x
x t x

f

x
x t x

( ( , ))

( ( , ))
( ( , )) ( ( , )

* ∂
∂

∂
∂

)

( ( , ) ( ( ), ) ( ( , )

*






















 ×

× − + −x t x x t y O x t x0 0 0τ x t y( ( ), ) ) .τ 0

2

Çäåñü è íèæå ÷åðåç (⋅)* îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ (â âåùåñò-
âåííîì ñëó÷àå) èëè ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ,

∂
∂
f

x
x t x( ( , ))0

åñòü ìàòðèöà ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè f â òî÷êå x t x( , )0 , ñèìâîë O v( ) îçíà÷à-
åò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ v âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî O v Cv( ) ≤ ñ íåêî-
òîðîé êîíñòàíòîé C.

Èç ýòîé ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ââåäåííîé â ëåììå ïåðåïàðàìåòðèçà-
öèè τ( )t ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè x t x( , )0

èìååò âèä

dz

dt

f

x
x t x g x t x

f

x
x t x

f

x
x= − +

∂
∂

∂
∂

∂
∂

( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) ( (0 0 0 t x z

f x t x z g

, )) ,

( ( , )) , (

*

*

0

0 0





































= x t x
f x t x f x t x

f x t x
( , ))

( ( , )) ( ( , ))

( ( , ))
.

*

0

0 0

0

2
=

Ýëåìåíòû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ â ñìûñëå Æóêîâñêîãî
ðàçâèâàëèñü â [41−43, 45].

Íåäàâíî áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò [46]: ω − ïðå-
äåëüíîå ìíîæåñòâî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ïî Æóêîâñêîìó òðàåêòîðèè
ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïî
Æóêîâñêîìó òðàåêòîðèé óñòðîåíû äîñòàòî÷íî ïðîñòî. C äðóãîé ñòîðîíû, êàê
áûëî ïîêàçàíî âûøå, íåóñòîé÷èâîñòü ïî Æóêîâñêîìó ìîæåò áûòü îäíîé èç
õàðàêòåðèñòèê ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ.

Ã.À. Ëåîíîâ
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3. ÔÓÍÊÖÈÈ ËßÏÓÍÎÂÀ Â ÎÖÅÍÊÀÕ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ
ÀÒÒÐÀÊÒÎÐÎÂ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

×èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ àìï-
ëèòóäà, ïåðèîä, ÷àñòîòà, äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé − èõ ïåðèîä. Â ðåçóëü-
òàòå ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ñòàëî ÿñíî, ÷òî è áîëåå ñëîæíûå êîëåáàíèÿ
îáëàäàþò ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ýòî − ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ àíñàìáëÿì òàêèõ êîëåáàíèé.

Ðàçâèòàÿ â ïåðâîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà òåîðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ðàç-
ìåðíîñòè [47, 48] ìàëî ïðèãîäíà äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü øêàëó ðàçìåðíîñòíûõ
õàðàêòåðèñòèê àòòðàêòîðîâ. Äåëî â òîì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìî-
æåò ïðèíèìàòü ëèøü öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, è ñîñòàâëåííàÿ òàêèì îáðàçîì
øêàëà ðàçìåðíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì áåäíîé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àòòðàêòîðîâ áîëåå àäåêâàòíîé îêàçàëàñü õàóñäîðôîâà
ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâ. Ýòà ðàçìåðíîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò ïðèíèìàòü
ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è íà òàêèõ ïðèâû÷íûõ îáúåêòàõ â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, êàê ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïîâåðõíîñòü, ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê,
ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâ.
Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåòðèêîé ρ, ïîä-

ìíîæåñòâî E X⊂ è ÷èñëà d ≥ >0 0, ε .
Ïîêðîåì E øàðàìè ñ ðàäèóñàìè rj < ε è îáîçíà÷èì

µ εH j

d

j

E d r( , , ) inf= ∑ ,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì ε-ïîêðûòèÿì E.

Î÷åâèäíî, ÷òî µ εH E d( , , ) íå óáûâàåò ïðè óìåíüøåíèè ε. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé)

µ µ ε
e

H HE d E d( , ) lim ( , , ) .=
®0

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ µ H d( , )⋅ íàçûâàåòñÿ d-ìåðîé Õàóñäîðôà.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì d ôóíêöèÿ µ H E d( , ) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè
âíåøíåé ìåðû íà X.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ìíîæåñòâå E ôóíêöèÿ µ H E( , )⋅ îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâîì. Ñóùåñòâóåò òàêîå d

kp ∈ ∞[ , ]0 , ÷òî

µ
µ

H

H

E d d d

E d d d

( , ) , ,

( , ) , .

= ∞ ∀ <
= ∀ >

k

k

p

p0

Åñëè X
n⊂ R , òî d n

kp ≤ . Çäåñü Rn − åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Ïîëîæèì

dim inf { ( , ) } .H HE d d E d= = =
kp µ 0

Îïðåäåëåíèå 3.2. Âåëè÷èíà dimH E íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà

ìíîæåñòâà E.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èç ïðèìåðà 1.3:

E Ej

j

=
=

¥

,
0

I

ãäå E0 0 1= [ , ] è Ej ñîñòîèò èç 2j îòðåçêîâ äëèíû 3- j , ïîëó÷àåìûõ èç îò-
ðåçêîâ, âõîäÿùèõ â Ej - 1 , óäàëåíèåì èç íèõ ñåðåäèí îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ
äëèíû 3- j (ðèñ. 6).

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî dimT E = 0.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ëåãêî ïîëó-
÷èòü, ÷òî µ H E d( , ) = 1 ïðè d = =lîg lîg2 3 0 6309/ , . . . è, ñëåäîâàòåëüíî,

dim
log

log
.H E = 2

3

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïî îòíîøåíèþ ê ãîìåî-
ìîðôèçìàì. Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïî îòíîøåíèþ ê
äèôôåîìîðôèçìàì, è íåöåëàÿ õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàí-
òîì ïî îòíîøåíèþ ê ãîìåîìîðôèçìàì [48].

Ïðè èññëåäîâàíèè àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ãëàäêèå çàìåíû êîîðäèíàò . Ïîýòîìó â òàêèõ ðàñ-
ñìîòðåíèÿõ äîñòàòî÷íî èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåîìîðôèçìàì.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî dim dimT HE E≤ . Êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî E äàåò
ïðèìåð, êîãäà ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.

Ïðèâåäåì òåïåðü äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N Ee( ) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî øàðîâ ðàäèóñà ε, íåîáõîäèìîå

äëÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà E X⊂ .

Ã.À. Ëåîíîâ
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÷èñëà d ≥ >0 0, ε è ïîëîæèì

µ ε ε

µ µ ε
e

e

F

d

F F

E d N E

E d E d

( , , ) ( ) ,

( , ) lim ( , , ).

=

=
®¥

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà E íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

dim inf { ( , ) } .F FE d E d= =µ 0

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ïðîâåäåíî ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé îïðåäåëå-
íèþ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè. Çäåñü òîëüêî ïîêðûòèå ïðîâîäèòñÿ øàðàìè
îäíîãî è òîãî æå ðàäèóñà ε.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà E íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

dim lim
log ( )

log( / )
.F E

N E=
®e

e

ε0 1

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

dim dim .H FE E≤

Ïðèìåð 3.2. Äëÿ X = [ , ]0 1 è E = - -{ , , , , }0 1 2 31 1 K

dim , dim .H FE E= =0
1

2

Îáîáùåíèÿ ñõåì ââåäåíèÿ õàóñäîðôîâîé è ôðàêòàëüíîé ìåðû, à òàêæå ðàç-
ìåðíîñòè è îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê äàíû â [49]. Îêàçàëîñü [50−55], ÷òî âåðõíåé îöåíêîé õàóñäîðôîâîé è
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ëÿïóíîâñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü. Äàäèì çäåñü îïðåäåëåíèå ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè.
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Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå F îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà U

n⊂ R â Rn . Îáîçíà÷èì ÷åðåç T Fx ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæå-
íèÿ F â òî÷êå x. Èç íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè F ñëåäóåò ñîîòíî-
øåíèå

F x h F x T F h o hx( ) ( ) ( ) ( ) .+ − = +

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî K U⊂ èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ F F K K: ( ) = .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà (n n× )-ìàòðèöû A

α α1 ( ) . . . ( ) .A An≥ ≥

Íàïîìíèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûì ÷èñëîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûé
êîðåíü èç ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A A

* .
Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

ω α α αd j j

s
A A A A( ) ( ) . . . ( ) ( ) ,= +1 1

ãäå d j s s j= + ∈, [ , ],0 1 − öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà [ , ]1 n .

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ëîêàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ
F â òî÷êå x K∈ íàçîâåì ÷èñëî

dim ( , ) ,L F x j s= +

ãäå j - íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî èç îòðåçêà [ , ]1 n , äëÿ êîòîðîãî

α α1 1( ) . . . ( ) ,T F T Fx j x ≥

è ÷èñëî s ∈ [ , ]0 1 , äëÿ êîòîðîãî

α α α1 1 1( ) . . . ( ) ( ) .T F T F T Fx j x j x

s

+ =
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Â ñëó÷àå α 1 1( )T Fx < ïî îïðåäåëåíèþ èìååì dim ( , )L F x = 0, à ïðè

α α1 1( ) . . . ( )T F T Fx n x ≥

ïî îïðåäåëåíèþ dim ( , )L F x n= .

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ F ìíîæå-
ñòâà K íàçîâåì ÷èñëî

dim ( , ) sup dim ( , ) .L
K

LF K F x=

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ëîêàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îòîáðàæåíèé F

i â òî÷êå x K∈ íàçîâåì ÷èñëî

dim lim dim ( , ).L
i

L

i
x F x=

®+¥

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòî-
áðàæåíèé F

i ìíîæåñòâà K íàçîâåì ÷èñëî

dim sup dim .L
K

LK x=

Äëÿ îòîáðàæåíèé Ft , çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t ∈ R1 , ìîæíî ââåñòè ñëåäó-
þùèå àíàëîãè îïðåäåëåíèé 3.7 è 3.8.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ëîêàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ Ft

â òî÷êå x K∈ íàçîâåì ÷èñëî

dim lim dim ( , ).L
t

L tx F x=
®+¥

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ Ft ìíî-

æåñòâà K íàçîâåì ÷èñëî

dim sup dim .L
K

LK x=
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Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî âàæíûì ñâîéñòâîì ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî [53-55] dim dimF LK K≤ .

Òàêèì îáðàçîì,

dim dim dim dim .T H F LK K K K≤ ≤ ≤

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìîæåò ñëóæèòü õàðàêòå-
ðèñòèêîé âíóòðåííåé íåóñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïðåäåëåííîé
íà èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå K è ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì îòîáðàæåíèé F

i

èëè Ft .
Ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé â

êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, îäíàêî ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, ýôôåêòèâíî îöåíèâàòü
ñâåðõó òîïîëîãè÷åñêóþ, õàóñäîðôîâó è ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòè, âî-âòîðûõ,
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé íåóñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è, â-òðåòüèõ,
õîðîøî “ïðèñïîñîáëåíà” äëÿ èññëåäîâàíèé ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî, ââåäÿ â îöåíêè ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Âïåðâûå èäåÿ ââåäåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â îöåíêè ðàçìåðíîñò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê áûëà âûñêàçàíà â ðàáîòå [56] è â äàëüíåéøåì ðàçâèâàëàñü
â [56−63, 51, 52]. Çäåñü ìû â îñíîâíîì ñëåäóåì ýòèì èäåÿì.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå (n n× )-ìàòðèöû Q x( ), çàâèñÿùèå îò x
n∈ R .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

det ( ) , ,Q x x U≠ ∀ ∈0

è ñóùåñòâóþò ÷èñëà c1 è c2 , äëÿ êîòîðûõ

sup ( ( )) ,

sup ( ( )) .

K
d

K
d

Q x c

Q x c

ω

ω

≤

≤-

1

1

2

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü F K K( ) = è äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû Q x( ) ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

sup ( ( ( )) ( )) .
K

d xQ F x T FQ xω - <1 1 (3.1)
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Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ i ñïðàâåäëèâà îöåíêà

dim ( , ) .L

i
F K d≤ (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàòðèöû T Fx
i èìååì ñîîòíîøåíèå

T F T F T F T Fx

i

F x F x xi i=
- -

( )( ) ( ) .
( ) ( )

1 2 K

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T F Q F x Q F x T FQ F xx

i i i

F x

i
i= ×- - -
-

( ( )) ( ( ( )) ( ( )) )
( )

1 1 1
1

× ×- - -
-

( ( ( )) ( ( )) )
( )

Q F x T FQ F x
i

F x

i
i

1 2 1
2 K

K× -( ( ( )) ( ) ) ( ) .Q F x T FQ x Q xx

1

Îòñþäà è èç õîðîøî èçâåñòíîãî ñâîéñòâà [51, 52]

ω ω ωd d dAB A B( ) ( ) ( )≤

ïîëó÷èì îöåíêó

ω ωd x

i

Ê
d x

i

T F c c Q F x T FQ x( ) sup ( ( ( )) ( )≤ 





-

1 2

1

äëÿ âñåõ x K∈ . Èç ýòîé îöåíêè, óñëîâèÿ (3.1) òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ ëÿïó-
íîâñêîé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷èì îöåíêó (3.2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå (3.1) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé íåîñî-
áîé çàìåíû y Sx= , ãäå S − ïîñòîÿííàÿ (n n× )-ìàòðèöà. ßñíî, ÷òî â íîâîì

áàçèñå óñëîâèå (3.1) áóäåò òàêæå âûïîëíåíî ñ íîâîé ìàòðèöåé Q y1 ( )

Q y Q F S y S1

1( ) ( ( )) .= -
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé

Q x x S( ) ( ) ,= p

ãäå S − ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ (n n× )-ìàòðèöà, p( )x − íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ: R Rn → 1 , äëÿ êîòîðîé

p p p1 2≤ ≤ ∀ ∈( ) , .x x K

Çäåñü p1 è p2 − ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (3.1)

ïðèìåò âèä

sup
( ( ))

( )
.

K
d x

F x

x
ST FSω p

p

-





 <1 1 (3.3)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, ìíîæèòåëè âèäà p p( ( ))/ ( )F x x â óñëî-
âèè (3.3) èãðàþò ðîëü ôóíêöèé ëÿïóíîâñêîãî òèïà. Îñîáåííî íàãëÿäíî ýòî
ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, ïîðîæäàåìûì äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx

dt
f t x t x

n= ∈ ∈( , ) , , ,R R1 (3.4)

ãäå f t x( , ) − íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ T-ïåðèîäè÷åñêàÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ: R R R1 × → + =n n
f t T x f t x, ( , ) ( , ).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèÿ x t x( , )0 ñèñòåìû (3.4) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè x x x( , )0 0 0= îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [ , ]0 T , è îáîçíà÷èì
÷åðåç GT îïåðàòîð ñäâèãà ïî ðåøåíèÿì ñèñòåìû (3.4)

G q x T qT = ( , ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî K
n⊂ R èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà GT

G K KT = .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç J t x( , ) ìàòðèöó ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè f t x( , )

J t x
f t x

x
( , )

( , )
=

∂
∂

è ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ (n n× )-ìàòðèöó S.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ λ1 ( , , ) ( , , )t x S t x Sn≥ ≥K ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

1

2

1 1[ ( , ) ( ( , ) ) ] .*
SJ t x S SJ t x S

- -+

Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ öåëîãî ÷èñëà j n∈ [ , ]1 è ÷èñëà

s ∈ [ , ]0 1 ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà Rn ôóíêöèÿ
v x( ) è íåâûðîæäåííàÿ (n n× )-ìàòðèöà S òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

sup [ ( , ( , ), ) ( , ( , ), )

( ,

K
j

T

j

t x t q S t x t q S

s t x

λ λ

λ

1

0

1

+ + +

+

∫

+

K

( , ), ) &( ( , ))] .t q S v x t q dt+ < 0

(3.5)

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dim ( , ) .L T

i
G K j s≤ + (3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû ßêîáè

H t q
x t q

q
( , )

( , )
.=

∂
∂

Ïîäñòàâëÿÿ x t q( , ) â (3.4) è äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.4) ïî q,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

dH t q

dt
J t x t q H t q

( , )
( , ( , )) ( , ) .=
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Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â ñëåäóþùåé ôîðìå:

d

dt
SH t q S SJ t x t q S SH t q S[ ( , ) ] [ ( , ( , )) ][ ( , ) ] .- - -=1 1 1

Äëÿ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé σ σ1 ( ) ( )t tn≥ ≥K ìàòðèöû SH t q S( , ) -1 èìååì
íåðàâåíñòâî [51, 52]

σ σ λ λ τ1 1

0

K Kk k≤ + +








∫exp ( ) ,d

t

äëÿ ëþáîãî k = 1, ,K n. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà

σ σ σ σ σ σ σ1 1 1

1

1 1K K Kj j

s

j

s

j

s

+

-

+= ( ) ( )

ïîëó÷èì îöåíêó

σ σ σ λ λ λ τ1 1 1 1

0

K Kj j

s

j j

t

s d+ +≤ + + +








∫exp ( ) . (3.7)

Ïîëîæèì

p( ) (exp ( )) /( )
x v x

j s= +1

è óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.7) íà âûðàæåíèå

p

p

( ( , ))

( )
exp [ ( ( , ) ( )] exp &( (

x t q

q
v x t q v q v x

j s







 = − =

+

τ τ, )) .q d

t

0

∫










Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

p

p

( ( , ))

( )

exp (

x t q

q

s

j s

j j

s

j j







 ≤

≤ + + +

+

+

+

σ σ σ

λ λ λ

1 1

1

K

K 1

0

+








∫ &( ( , )) .v x q d

t

τ τ
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Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

α α α λ τ τ1 1 1

0

( , ) ( , ) ( , ) exp ( ( , ( , ), )t q t q t q x q Sj j

s

t

K K+ ≤ +

∫




+ + ++K λ τ τ λ τ τ τj jx q S s x q S v x q d( , ( , ), ) ( , ( , ), ) &( ( , )))1 τ 

 ,

(3.8)

ãäå α k ( , )t q − ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû

p

p

( ( , ))

( )
( , ) .

x t q

q
SH t q S

-1

Èç îöåíêè (3.8) è óñëîâèÿ (3.5) òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà ε òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ q K∈ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

α α α ε1 1( , ) ( , ) ( , ) exp( ) .T q T q T qj j

sK + ≤ −

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.3) ñ F GT= ,

T F T G H T qq q T= = ( , )

è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíà îöåíêà (3.6). Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ïîëåçíû ñëåäóþùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

SAS
n

- =








1 1

0

0λ
λ

O ,

ãäå S - âåùåñòâåííàÿ íåîñîáàÿ ìàòðèöà.
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Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà c1 è c2 òàêèå, ÷òî

c A cj j

s
i

d

i

j j

s
i

1 1 1 2 1 1λ λ λ ω λ λ λK K+ +≤ ≤( ) .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.1 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñèíãóëÿðíûìè çíà-
÷åíèÿìè ìàòðèöû

λ
λ

1

0

0
O

n











ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ j è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë α α1 ≥ ≥K n ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

α α α α αn j j jC B CB C B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .≤ ≤ 1

Ëåììà 3.2. Ïóñòü F x x( ) = è ìàòðèöà ßêîáè T Fx îòîáðàæåíèÿ F

èìååò ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ λ1 ≥ ≥K n .
Òîãäà ëîêàëüíàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòî-

áðàæåíèé F
i â òî÷êå x ðàâíà j s+ , ãäå ÷èñëà j è s îïðåäåëÿþòñÿ èç ðà-

âåíñòâà

λ λ λ1 1 1K j j

s

+ = .

Ëåììà 3.2 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3.1. Àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ft .

Ëåììà 3.3. Ïóñòü T F ex t

At= è ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ëåììû 3.2.
Òîãäà ëîêàëüíàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ Ft â òî÷êå x

ðàâíà j s+ , ãäå ÷èñëà j è s îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà

λ λ λ1 1 0+ + + =+K j js .

Ëåììà 3.3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 3.1.
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Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìû 3.1 è 3.2 ê ñèñòåìàì Õåíîíà è Ëîðåíöà, êîíñò-
ðóèðóÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà p( )x (äëÿ ñèñòåìû Õåíîíà) è v x( ) (äëÿ ñèñòåìû
Ëîðåíöà).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Õåíîíà F: R R2 2→

x a by x

y x

→ + −
→

2 ,

,
(3.9)

ãäå a b> ∈0 0 1, ( , ) − ïàðàìåòðû îòîáðàæåíèÿ.

Áóäåì çäåñü ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî K îòîáðà-
æåíèÿ (3.9): FK K= , ñîäåðæàùåå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

x b b a

x b b a

+

-

= − + − +

= − − − +

1

2
1 1 4

1

2
1 1 4

2

2

[ ( ) ] ,

[ ( ) ] .

Òàêîå ìíîæåñòâî K èçîáðàæåíî íà ðèñ. 9.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ F ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dim
/ ( )

,L K
b x

= +
− -

1
1

1 1ln ln α

ãäå

α 1

2( ) .x x b x- - -= + −

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ξ =










x

y
. Ìàòðèöà ßêîáè T Fx

îòîáðàæåíèÿ F èìååò âèä

−









2

1 0

x b
.
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Ââåäåì ìàòðèöó S ñëåäóþùåãî âèäà:

S
b

=










1

0

0
.

Â ýòîì ñëó÷àå

ST FS
x

b

b
x

- =
−









1
2

0
. (3.10)

Ïîêàæåì, ÷òî ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû (3.10) ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû

α

α
α

1

2

2

2

1

( ) ,

( )
( )

.

x x b x

x x b x
b

x

= + +

= + − =
(3.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî

α

α

1

2 2 2

2

2 2 2

2 2

2 2

( ) ,

( ) .

x x b x x b

x x b x x b

= + + +

= + − +

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ÿñíî, ÷òî α k ( )x 2 ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìà

λ λ2 2 24 2− + +( ) ,x b b

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ìàòðèöû

−









−









2

0

2

0

x

b

b x

b

b
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíû ôîðìóëû (3.11).

Ã.À. Ëåîíîâ

¹ 3 èþëü − ñåíòÿáðü 2002 ã. 31



Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëî s ∈ [ , )0 1 è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ íà K ôóíêöèÿ p( )ξ òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

sup ( ) ( )
( ( ))

( )
,

x

α α ξ
ξÎ

<
K

s
x x

F
1 2 1

p

p
(3.12)

òî

dim .L K s≤ +1

Ïîëîæèì

p( ) ,( )( )ξ g= - +
e

s x by1

ãäå γ − ïîëîæèòåëüíûé âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

p

p

( ( ))

( )
.( )( ( ) )F

e
s a b x xξ

ξ
g= - + - -1 1

2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ óñëîâèå (3.12) ïðèíèìàåò âèä

sup[ln ( ) ln ( ) ( )( ( ) )]

sup[(

K

K

x s x s a b x xα α γ1 2

21 1+ + − + − − =

= 1 1 1 01

2− + + − + − − <s x s b s a b x x) ln ( ) ln ( )( ( ) )] .α γ

Ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

s b s x xln ( ) ( ) , ( , ) ,+ − < ∀ ∈ −∞ + ∞1 0ϕ

ãäå

ϕ γ( ) ln [ ] ( ( ) ) .x x b x a b x x= + + + + − −2 21
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Èç íåðàâåíñòâ γ > 0, b − <1 0 ñëåäóåò îöåíêà

ϕ ϕ( ) ( ) .− ≥x x

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ôóíêöèè ϕ ( )x ïðè
x ∈ −∞( , ]0 . ßñíî, ÷òî íà ýòîì ìíîæåñòâå

′ = −
+

+ − − ′′ <ϕ γ ϕ( ) [( ) ] , ( ) .x
x b

b x x
1

1 2 0
2

Âûáðàâ

γ =
− − +- -

1

1 2 2( )
,

b x x b

ïîëó÷èì, ÷òî ′ =-ϕ ( )x 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì âûáîðå γ âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

ϕ α( ) ln( ) ln ( ) .x x b x x≤ + + =- - -

2

1

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.12) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ s , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ

s
x

x b
>

−
-

-

ln ( )

ln ( ) ln
.

α
α

1

1

(3.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíà îöåíêà

dimL K s≤ +1

äëÿ âñåõ s , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (3.13). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó-
÷èì íåðàâåíñòâî

dim
ln /ln ( )

.L K
b x

≤ +
− -

1
1

1 1α
(3.14)
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Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà x x= - , y x= - ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé äëÿ îòîáðàæå-
íèÿ F. Ïðè ýòîì

α α1 2 1( ) ( ) ,x x
s

- - = (3.15)

ãäå

s
b x

=
− -

1

1 1ln /ln ( )
.

α

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíû α 1 ( )x- è α 2( )x- ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû ßêîáè T Fx îòîáðàæåíèÿ F â íåïîäâèæíîé òî÷êå
y x x= = - :

T F
x b

x =
−







-2

1 0
.

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (3.15) ïî ëåììå 3.2 ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíàÿ ëÿïóíîâ-
ñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé F

i â ýòîé ñòàöèîíàðíîé
òî÷êå ðàâíà

1
1

1 1

+
− -ln /ln ( )

.
b xα

(3.16)

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (3.14) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè a = 1 4, , b = 0 3, èç òåîðåìû 3.3 èìååì ðàâåíñòâî

dim ,L K = 1 49532K

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ëîðåíöà

& ,

& ,

& ,

x x y

y rx y xz

z bz xy

= − +
= − −
= − +

σ σ
(3.17)

ãäå r b, , σ − ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà r > 1,

σ + ≥ ≥1 2b . (3.18)

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñäâèãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (3.17) GT , ãäå T −
ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü K − èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî
îòíîñèòåëüíî ýòîãî îïåðàòîðà GT . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî K ñî-
äåðæèò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó x y z= = =0. Òàêîå ìíîæåñòâî èçîáðàæåíî íà
ðèñ. 7 è 8.

Äàäèì çäåñü ôîðìóëó äëÿ ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè dimL K ìíîæåñòâà K
îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé ( )GT

i .

Òeopeìa 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.18) è

r b b b b bσ σ( − σ2 24 2 1 2 3 1( ) )( ) ( ) .− + − > − (3.19)

Òîãäà

dim
( )

( )
.L K

b

r
= − + +

+ + − +
3

2 1

1 1 42

σ
σ σ σ

(3.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (3.17) èìååò âèä

J r z x

y x b

=
−
− − −

−

















σ σ 0

1 .

Ââåäåì ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà:

S

a

b=
−

− −
















-

-

1

1 1

0

0

1

0

0

0

1

σ ( ) ,

ãäå a
r b b

=
+ − −

σ
σ σ( )( )1

. Â ýòîì ñëó÷àå
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SJS

b a

a
az b x

ay
a b

x x b

- =

− −

− − −

+ − −


















1

1 0

1

σ σ
σ

σ

/

( )





.

Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû

1

2

1
2

1

2

1

1 1(( ) ( ))

( )

*
SJS SJS

b
a

az
ay

a b
x

- -+ =

− − − + −






σ σ
σ



− −

+ −





 −























σ

σ

a

az
b

ay
a b

x b

2
0

1

2

1
0

( )

èìååò âèä

( ) ( ) ( )
( )λ λ σ λ σ σ+ + + + + − − −
















 − −

b b b
a

az a b2

2

1 1
2

1

2 2

2

σ
x

ay+
















.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû

1

2

1 1[( ) ]*
SJS SJS

- -+

ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû

λ 2 = −b ,

λ σ σ σ
σ1 3

2

2
1

2

1

2
1 2

2 1
, ( )

( )= − + ± + − + −





 + − +


b

a
az

a b
x ay















2
1 2/

.

Èç ñîîòíîøåíèé (3.18) ëåãêî âèäåòü, ÷òî λ λ λ1 2 3≥ ≥ .
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ëÿïóíîâñêîãî òèïà

v x y z a s x y z
b

x( , , ) ( )
( )= − + + − −









1

2
1

12

1

2

2

2 2

2

2

2θ γ γ
σ

+








γ3z ,

ãäå s ∈ ( , )0 1 ,

θ σ σ2 2

2
1

2 1 2
2= + − +






















-

( ) ,b
a

γ σ γ3 2

4

2
= − =

ab

a
, ,

γ
σ

γ σ
σ

γ
σ1 2

2

3

1

2
2

1
2

1= − − − + + −









r b a b( ) ( )
.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

2

1 2 1 1

1 2 3[ &]

( ) ( ) ( ) ( , , ) ,

λ λ λ

σ σ ϕ

+ + + =

= − + + − + + −

s v

b s s x y z

ãäå

ϕ σ σ
σ

( , , ) ( )
( )

x y z b
a

az
a b

x ay= + − + −





 + − +






1 2

2 12

2 2
1 2

2

1 2

2

2

22 2
1

2









 +

+ − + −







 −

/

( )θ γ σ γ
σ

γa
a b

x a y
2

2

2

1 2

2

3 32 2 2
1

−




− + + − − +








 −a bz a

r b
xy aγ σγ γ σ

σ
γ γ( )

bz



.
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Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

u u≤ +1

4 2

2

θ
θ ,

ïîëó÷èì îöåíêó

ϕ
θ

θ σ σ

γ σ γ

( , , ) ( )x y z b
a

a

≤ + + − +





 +





+ − +

1

4
1 2

2

2 2

2

2 2

2

1 2

2 2 2

2

2

2

2

2 2

2

1 1

2 2

a b a b
x

a a y a a

( ) ( )

[ ] [

− + −







 +

+ − + −

σ σ

γ γ b z a
r b

a
b

]
( )2

1 2

2

3

2

2 2
1

2
1

+ + − − +








 +






+ − 


σγ γ σ
σ

γ

σ
xy ab z− + 




[ ] .γ σ3 4

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû γ1 , γ2 è γ3 âûáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîò-
íîøåíèå

ϕ
θ

θ σ σ

γ σ γ

( , , ) ( )x y z b
a

a

≤ + + − +











+

+ − +

1

4
1 2

2

2 2

2

2 2

2

1 2

2 2 2

2

21 1a b a b
x

( ) ( )
.

− + −











σ σ

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ (3.19) ïðè îïðåäåëåííûõ âûøå ïàðàìåòðàõ
γ1 , γ2 , γ3 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

− + − + − ≤2 2
1 1

01 2

2 2 2

2
a

a b a bγ σ γ
σ σ

( ) ( )
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ x y z, ,

ϕ σ σ( , , ) ( ) .x y z r≤ + −4 1 2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà

s s
r b

r
< = + − − − −

+ − + +
0

2

2

4 1 2 1

4 1 1

σ σ σ
σ σ σ
( )

( )

ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x y z, , âûïîëíåíà îöåíêà

λ λ λ ε1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) &( , , ) .x y z x y z s x y z v x y z+ + + < −

Óñòðåìèâ s ê s0 ñïðàâà è èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.2, ïîëó÷èì îöåíêó

dim
( )

(
.L K

b

r
≤ − + +

+ + +
3

2 1

1 42

σ
σ σ − 1) σ

(3.21)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.3, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëîêàëüíàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü
ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x y z= = =0 ñèñòåìû (3.17) ðàâíà

3
2 1

1 42
− + +

+ + +
( )

(
.

σ
σ σ − 1) σ

b

r
(3.22)

Èç ñîîòíîøåíèé (3.21) è (3.22) ñëåäóåò ôîðìóëà (3.20).

Èñïîëüçîâàíèå àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà ñ ïîñòðîåíèåì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ïî-
çâîëèëè ïîëó÷èòü ôîðìóëû ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè äëÿ àòòðàêòîðîâ äèññè-
ïàòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ×èðèêîâà [44].

Ã.À. Ëåîíîâ

¹ 3 èþëü − ñåíòÿáðü 2002 ã. 39



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

×óâñòâèòåëüíîñòè òðàåêòîðèé ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëüíûì äàííûì íàèáîëåå
àäåêâàòíû íåóñòîé÷èâîñòü ïî Æóêîâñêîìó (â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå) è íåóñòîé-
÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó (äëÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì).

Â îöåíêè ðàçìåðíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê àòòðàêòîðîâ ââåäåíû ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Ñ èõ ïîìîùüþ ïîëó÷åíû ôîðìóëû ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè
B-àòòðàêòîðîâ Õåíîíà è Ëîðåíöà. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ìàêñèìóì ëîêàëüíîé
ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè äîñòèãàåòñÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.
Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâîéñòâî ýêñòðåìàëüíîñòè èìååò ìåñòî äëÿ î÷åíü øèðîêîãî
êëàññà B-àòòðàêòîðîâ.
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