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Ïðåäèñëîâèå
Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ

çàíÿòèé ïî êóðñó ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ çàäà÷è ïîèñêà ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, ðàñïîëî-
æåííîì â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è îïðåäåëÿåìîì êîíå÷íîé ñèñòåìîé
îãðàíè÷åíèé�ðàâåíñòâ èëè îãðàíè÷åíèé�íåðàâåíñòâ. Çà îñíîâó ïîñîáèÿ âçÿòà ïðîãðàììà
êóðñà "Ìåòîäû îïòèìèçàöèè", êîòîðûé ÷èòàåòñÿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
ÍÃÓ. Åìó ïðåäøåñòâóþò êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû óæå çíàêîìû ñ óêàçàííûìè êóðñàìè.

Îñíîâíóþ ÷àñòü ïîñîáèÿ ñîñòàâëÿþò çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ïðèíÿòî òàêæå íà-
çûâàòü ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè. Èõ ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îñâîèòü àëãîðèòìû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ìåòîäîâ è ïðèîáðåñòè íåîáõîäèìûå âû÷èñëèòåëüíûå íàâûêè.

×èñëî òåîðåòè÷åñêèõ óïðàæíåíèé íåâåëèêî. Îáû÷íî îíè ôîðìèðóþòñÿ â ïðîöåññå ÷òå-
íèÿ ëåêöèé è, êàê î÷åâèäíûå è íåòðóäíûå ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé,
îáÿçàòåëüíû äëÿ âûïîëíåíèÿ. Ýòî îñîáåííî êàñàåòñÿ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ ôóíê-
öèé, èñïîëüçóåìûõ â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé è ïðè ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷
êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ ðàçäåëîâ
ïîñîáèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçä. 1. Ýòî êàñàåòñÿ òàêèõ ïîíÿòèé, êàê îáùàÿ ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è îïòèìèçàöèè (ââîäèòñÿ ïîíÿòèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ), öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ, äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî è äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ëîêàëüíûé è ãëîáàëüíûé ýêñòðåìó-
ìû, óñëîâíûé è áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóìû, íåêîòîðûå îáùèå óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è.

Êàæäàÿ íîâàÿ òåìà (â îäíîì ðàçäåëå èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî) íà÷èíàåòñÿ îïðåäåëå-
íèÿìè è òåîðåìàìè, èñïîëüçóåìûìè äàëåå, èëè ññûëêîé íà ëèòåðàòóðó, ãäå ìîæíî íàéòè
äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà ïîñîáèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé ïðè ñà-
ìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè êóðñà.

Ðàçä. 2, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåïðåðûâíûìè è íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââîäíóþ ÷àñòü è ñîäåðæèò
êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñíîâíîé óïîð
çäåñü ñäåëàí íà ìåòîäå íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, èçâåñòíîì ñòóäåíòàì ïî
êóðñó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì åäèíûõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷èòàåìîìó êóðñó, à òàêæå â ñâÿçè ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âðåìåíè, âûäåëÿå-
ìûì íà íèõ ïî ó÷åáíîìó ïëàíó, â ïîñîáèå âêëþ÷åíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ìåòîäû,
òðåáóþùèå áîëüøîãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé. Ýòî ïðåæäå âñåãî êàñàåòñÿ ìåòîäà âîçìîæíûõ
íàïðàâëåíèé è ÷àñòè÷íî ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ïîñîáèè, ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ ïðåäìåòîì,
ïðåäñòàâëåíû òîëüêî îñíîâíûå ìåòîäû. Íàøà öåëü � ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ íåêîòî-
ðûìè ïðè¼ìàìè è ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ìîãóò
ïðèãîäèòüñÿ ïðè àíàëèçå âîçíèêøåé ïåðåä íèìè ðåàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

Êðîìå òîãî, â ïîñîáèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâ-
íîé îïòèìèçàöèè, òàêèå êàê ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, ìåòîäà Íüþ-
òîíà, èìåþùèå áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå è èçëàãàåìûå â òåîðåòè÷åñêîì êóðñå. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âðåìÿ, âûäåëåííîå äëÿ ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé, ïîçâîëÿåò îçíàêîìèòüñÿ
òîëüêî ñ ñàìûìè îñíîâíûìè ìåòîäàìè â ôîðìå, íå òðåáóþùåé áîëüøîãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé
è èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì.

Ñëåäóåò òàêæå ó÷åñòü, ÷òî íåêîòîðûå èç ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ
çàäà÷ èçëàãàþòñÿ â êóðñå "Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé".
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1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Â äàëüíåéøåì èïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;
En � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;

x =




x1

x2

. . .
xn


 � âåêòîð�ñòîëáåö, òî÷êà ïðîñòðàíñòâà En;

x> = (x1, x2, . . . , xn) � âåêòîð�ñòðîêà; ñèìâîë > ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðà-
öèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ;

{x ∈ X| Q} � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Q. Åñëè X = En,
òî èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü {x | Q};

[x, y] = {z | z = αx + (1− α)y, 0 ≤ α ≤ 1} � îòðåçîê ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè x è y;
(x, y) = [x, y] \ {x, y} = {z | z = αx + (1 − α)y, 0 < α < 1} � èíòåðâàë, àíàëîãè÷íî

îáîçíà÷àþòñÿ ïîëóèíòåðâàëû (x, y] è [x, y);
〈x, y〉 = x>y =

∑n
i=1 xiyi � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x è y;

‖x‖ =
√
〈x, x〉 � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà x;

ρ(x, y) = ‖x− y‖ � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y;
Uε(x) = {y | ρ(x, y) ≤ ε} � ε�îêðåñòíîñòü òî÷êè x, ò. å. çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà ε ñ

öåíòðîì â òî÷êå x.
Ïóñòü X ⊂ En è x ∈ En. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X, åñëè

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìíîæåñòâî X ∩ Uε(x) íåïóñòî. Ìíîæåñòâî X âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà X. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé ìíîæåñòâà X, åñëè ëþáàÿ ε�îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê
ìíîæåñòâà X. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè íàéä¼òñÿ ε > 0,
äëÿ êîòîðîãî Uε(x) ⊂ X.×åðåç IntX îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíî-
æåñòâà X, íàçûâàåìîå âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà X. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé å¼ îêðåñòíîñòè íàéäóòñÿ êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå
ìíîæåñòâó X, òàê è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ìíîæåñòâó. Ìíîæåñòâî FrX = X\IntX
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà X è íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ýòîãî ìíî-
æåñòâà. Òî÷êà x, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó X, íàçûâàåòñÿ êðàéíåé (óãëîâîé) òî÷êîé ýòîãî
ìíîæåñòâà, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêèõ x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, ÷òî x = (x1 + x2)/2.

Êðîìå òîãî, äëÿ òî÷åê x è y ïðîñòðàíñòâà En ÷àñòî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêèå îáîçíà-
÷åíèÿ:

x ≥ y � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê â En, îçíà÷àþùèé, ÷òî xi ≥ yi, (i = 1, n). Çäåñü è äàëåå
çàïèñü ”i = 1, n” ñëåäóåò ÷èòàòü "äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}";

x > y îçíà÷àåò, ÷òî xi > yi, (i = 1, n);
x 6= y îçíà÷àåò, ÷òî xi 6= yi õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà i;
f ′(x) � ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x:

(f ′(x))> = (
∂f(x)
∂x1

,
∂f(x)
∂x2

, . . . ,
∂f(x)
∂xn

).

Äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ îáùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî çàäàòü:
1) ïðîñòðàíñòâî X ;
2) ìíîæåñòâî (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùåå ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì) X ⊂ X ;
3) îòîáðàæåíèå f : X −→ E1;
4) êðèòåðèé (ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì).
Òîãäà çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (ìàêñèìèçàöèè) ìîæíî çàïèñàòü òàêèì îáðàçîì:
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f(x) −→ min
x∈X⊂X

(f(x) −→ max
x∈X⊂X

).

Îáû÷íî èçâåñòíî, î êàêîì ïðîñòðàíñòâå X èä¼ò ðå÷ü, è ïèøóò ïðîñòî

f(x) −→ min
x∈X

(f(x) −→ max
x∈X

). (1)

Ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè îçíà÷àåò:
1) ëèáî íàéòè òàêóþ òî÷êó x∗ ∈ X, ÷òî f(x∗) ≤ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X; â ýòîì ñëó÷àå

ïèøåì

f(x∗) = min
x∈X

f(x);

2) ëèáî, åñëè òàêîé òî÷êè x∗ íå ñóùåñòâóåò, íàéòè

f∗ = inf
x∈X

f(x);

3) ëèáî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåîãðàíè÷åíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå X, ò. å. f∗ = −∞;
4) ëèáî óñòàíîâèòü, ÷òî X = ∅.
Â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

max
x∈X

f(x) = −min
x∈X

(−f(x)),

íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìíîæåñòâî çàäà÷ íà ìèíèìóì. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà èìååòñÿ îáúåäèíÿþùèé èõ òåðìèí � ýêñòðå-
ìóì. Çàïèñü f(x) −→ extrX îçíà÷àåò, ÷òî èùåòñÿ è ìàêñèìóì, è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x).
Ïðè ýòîì òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìóì, íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè òî÷êàìè.

Ìíîæåñòâî X â çàäà÷å (1) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, à åãî ýëåìåíòû �
äîïóñòèìûìè òî÷êàìè.

Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå X = En, à äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X îáû÷íî çàäà¼òñÿ â òàêîì
âèäå:

X = {x | ϕj(x) ≤ 0, j = 1, m}, (2)

ãäå ϕj(x), j = 1,m � çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè. Çàäà÷à (1)�(2) íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé
çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íåðàâåíñòâà ϕj(x) ≤ 0, îïðåäåëÿþùèå äîïó-
ñòèìîå ìíîæåñòâî, íàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè. Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò öåëåâîé ôóíêöèåé,
à òî÷êó x∗ � îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2), èëè îïòèìàëüíîé òî÷êîé, èëè òî÷-
êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X. Ïðè ýòîì ÷àñòî èñïîëüçóþò
îáîçíà÷åíèå x∗ = argmin{f(x) | x ∈ X}. Ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ òî÷åê îáîçíà÷èì
÷åðåç X∗ = Argmin{f(x) | x ∈ X}. Î÷åâèäíî, ÷òî

X∗ = {x∗ ∈ X | f(x∗) = min
x∈X

f(x)}.

Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ε > 0, ÷òî f(x) ≤ f(y) äëÿ âñåõ y ∈ X∩Uε(x). Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (1) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè, åñëè X = En.
Åñëè ìíîæåñòâî X èìååò âèä (2), òî çàäà÷à (1)�(2) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé óñëîâíîé ìèíèìèçà-
öèè. Ïðè ýòîì íåâàæíî, ñîâïàäàåò ëè ìíîæåñòâî X ñ En èëè íåò. Íàïðèìåð, çàäà÷à (1)�(2)
ñ X = {x | − x2 ≤ 0} ñ÷èòàåòñÿ çàäà÷åé óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.
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Ïðè ðåøåíèè êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïî-
ëåçíîé ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X, òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì ìíîæåñòâå ñâîèõ òî÷íûõ âåðõ-
íåé è íèæíåé ãðàíèö.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû âñåãäà ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè x′

è x′′ ìíîæåñòâà X, ÷òî f(x′) ≤ f(x) ≤ f(x′′) äëÿ âñåõ x ∈ X. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âåéåð-
øòðàññà ìîæíî èíîãäà îïðåäåëÿòü, äîñòèãàåò ëè ôóíêöèÿ ñâîåãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà è
ìàêñèìóìà èëè íåò.

Ïðèìåð. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b ôóíêöèÿ f(x, y) = x + ay äîñòèãàåò
ñâîåãî ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå X = {(x, y) | bx2 − 2xy + y2 ≤ 1}?

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïðè ëþáîì a. Ïîñêîëüêó X = {(x, y) | (x−
y)2 + (b − 1)x2 ≤ 1}, òî ïðè b > 1 ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì è ïî òåîðåìå Âåéåð-
øòðàññà f äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà. Ïðè a = −1 è b = 1 ïîëó÷èì, ÷òî f(x, y) = x − y,
à X = {(x, y) | − 1 ≤ (x − y) ≤ 1}. ßñíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè, ðàâíîå −1,
äîñòèãàåòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b ìèíèìóì íå
äîñòèãàåòñÿ. Åñëè b ≤ 1 è a 6= −1, òî òî÷êè âèäà y = x áóäóò äîïóñòèìûìè ïðè ëþáîì
x. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x, x) = (a + 1)x ïîëó÷àåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ñíèçó: åñëè a < −1,
òî f(x, x) −→ −∞ ïðè x −→ +∞, à åñëè a > −1, òî f(x, x) −→ −∞ ïðè x −→ −∞.
Íàêîíåö, â ñëó÷àå b < 1, a = −1 ïîëîæèì y = (1−√1− b)x. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òîãäà
(x− y)2 + (b− 1)x2 = (1− b)x2 + (b− 1)x2 = 0, ò. å. òàêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè ïðè
ëþáîì x. Íî f(x, y) = x− y =

√
1− bx −→ −∞ ïðè x −→ −∞.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå X òîëüêî ïðè b > 1
è ëþáîì a èëè ïðè b = 1 è a = −1.

Çàäà÷è
1. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) äîñòèãàþò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå X. Âåð-

íî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ h(x) = f(x) + g(x) òàêæå äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà ýòîì
ìíîæåñòâå?

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ f(x) = (a + 1)x + a ln x− 2 sinx äîñòèãàåò
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë?

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ f(x, y) = (a−2)(a−3)ex + |y+10|/(y2 +1)
äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå X = {(x, y) | (a− 4)x2 + y2 ≤ 1}?

2. Çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà çíàíèÿõ, ïîëó÷åííûõ ñòóäåíòàìè â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ôóíêöèè íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

2.1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Èìååì çàäà÷ó

f(x) −→ extrx∈X ,

ãäå X ⊂ E1 � ñîâîêóïíîñòü îòðåçêîâ, èíòåðâàëîâ, ïîëóèíòåðâàëîâ.
Òåîðåìà Ôåðìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå

X è âî âíóòðåííåé òî÷êå x∗ ýòîãî ïðîìåæóòêà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå)
çíà÷åíèå. Òîãäà f ′(x∗) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìóì äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñëåäóåò èñêàòü â ñòàöèîíàð-
íûõ òî÷êàõ, ò. å. â òåõ òî÷êàõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ðàâíà íóëþ. Êðîìå òîãî, "ïîäîçðè-
òåëüíûìè"íà ýêñòðåìóì ÿâëÿþòñÿ òî÷êè, íå ïîäïàäàþùèå ïîä äåéñòâèå òåîðåìû Ôåðìà, à
èìåííî: ãðàíè÷íûå òî÷êè, òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè è òî÷êè ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé.

Ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X ⊂ E1 íóæíî íàéòè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà òî-
÷åê:

1) ìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê X1 = {x ∈ X | f ′(x) = 0};
2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè X2 = {x ∈ X | f(x) � ðàçðûâíà };
3) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé X3 = {x ∈ X | f ′(x) � ðàçðûâíà };
4) ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê (â òîì ÷èñëå è òî÷êè ±∞, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò

äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó) X4 = FrX = X \ IntX.
Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ è âûáðàòü ñðåäè

íèõ íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó X, òî ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå X. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå èìååì òî÷íóþ íèæíþþ èëè âåðõíþþ ãðàíèöû.

Ñôîðìóëèðîâàííîå ïðàâèëî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì äîñòàòî÷íî øèðîêèé
êëàññ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè f(x) = x2/3 − (x2 − 1)1/3.
Ðåøåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) =
2
3

(x2 − 1)2/3 − x4/3

x1/3(x2 − 1)2/3

íåïðåðûâíà âåçäå, êðîìå òî÷åê x = 0 è x = ±1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ïðè-
ðàâíèâàåì íóëþ ÷èñëèòåëü ïðîèçâîäíîé è ïîëó÷àåì x = ±√2/2. Òàêèì îáðàçîì, ïîäîçðè-
òåëüíûìè íà ýêñòðåìóì ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâ X1 = {−√2/2,

√
2/2} è X3 = {−1, 0, 1}.

Ïðè ýòîì X2 = ∅, à íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà X = E1 èìååì

lim
x→+∞ f(x) = lim

x→−∞ f(x) = 0.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè â íàéäåííûõ òî÷êàõ: f(−1) = f(0) = f(1) = 1, f(−√2/2) =
f(
√

2/2) = 2/ 3
√

2. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ
x = ±√2/2. Íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ íå èìååò, à inf f(x) = 0.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé (ò. å. f(x) = f(−x)), òî äîñòà-
òî÷íî áûëî èññëåäîâàòü å¼ íà èíòåðâàëå [0,∞).

Ïðèìåð 2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
x2 − 5x + 6

x2 + 1
.

Ðåøåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) åñòü

f ′(x) =
5x2 − 10x− 5

(x2 + 1)2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî X2 = X3 = ∅, à X1 = {1 − √
2, 1 +

√
2}. Ïðè ýòîì, f(1 − √

2) ≈ 7.04 è
f(1 +

√
2) ≈ −0.03. Íà ãðàíèöå èìååì

lim
x→+∞ f(x) = lim

x→−∞ f(x) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x1 = 1−√2, à
íàèìåíüøåå � â òî÷êå x2 = 1 +

√
2.
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Çàäà÷è
1. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè:

1) f(x) = cos3 x + sin3 x ïðè x ∈ E1;

2) f(x) = (1 + x2)e−x2 ïðè x ∈ E1;

3) f(x) = (x2 − 3x + 2)/(x + 1)2 íà îòðåçêå [−2, 2];

4) f(x) = x− 2 sin x ïðè x ∈ [0, +∞);

5) f(x) = x2/3e−x ïðè x ∈ [−1, +∞);

6) f(x) = |x|e−|x| ïðè x ∈ [−2, 2];

7) f(x) = x 3
√

x− 1 ïðè x ∈ [−7, 2];

8) f(x) = x 3
√
|x| − 1 ïðè x ∈ [−7, 2];

9) f(x) = x(x− 2)2/3 ïðè x ∈ [−1,+∞).

2. Äîêàçàòü, ÷òî |3x− x3| ≤ 2 ïðè |x| ≤ 2.

2.2. Ìíîãîìåðíàÿ áåçóñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f(x) ïðè
x ∈ En.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà,
íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗. Òîãäà, äëÿ
òîãî ÷òîáû â òî÷êå x∗ äîñòèãàëñÿ ýêñòðåìóì, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ f ′(x∗) = 0.

Òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

n∑

i=1

n∑

j=1

aijyiyj (1)

îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn, ãäå aij = aji, íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî)
îïðåäåë¼ííîé, åñëè îíà èìååò ïîëîæèòåëüíûå (îòðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòîâ êðîìå y1 = . . . = yn = 0. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (1) èìååò íåîòðèöàòåëüíûå
(íåïîëîæèòåëüíûå) çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ, òî îíà íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåë¼ííîé.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà,
íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x∗. Ïîëîæèì aij = f ′′xixj

(x∗). Òîãäà, åñëè êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà (1) îêàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåë¼ííîé, òî â òî÷êå
x∗ äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).

Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Äëÿ òîãî ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (1) áûëà ñòðîãî ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû
A = (aij)i,j=1,n áûëè ïîëîæèòåëüíûìè. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ìèíîðû áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè.

Òàê êàê ñòðîãî îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìà ñ èçìåíåíèåì çíàêà âñåõ å¼ ÷ëåíîâ
ïåðåõîäèò â ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ è îáðàòíî, òî îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü êðèòå-
ðèé ñòðîãî îòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè: âñå ãëàâíûå ìèíîðû íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà äîëæíû
áûòü îòðèöàòåëüíû, à ÷¼òíîãî � ïîëîæèòåëüíû.
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Â ÷àñòíîñòè, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A äëÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî (îòðèöà-
òåëüíî) îïðåäåë¼ííîé ôîðìû äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû (îòðèöàòåëüíû).

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ, òî îíà
íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîé.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè ñôîðìóëèðî-
âàííûõ âûøå óñëîâèé íà ôóíêöèþ f(x) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (1) â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x∗

ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîé, òî â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóìà íåò.
Ñëó÷àé, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (1) ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî), íî íå ñòðîãî ïî-

ëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà, ÿâëÿåòñÿ "ñîìíèòåëüíûì". Â ýòîì ñëó÷àå â çàâè-
ñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ýêñòðåìóì ìîæåò êàê áûòü, òàê è íå áûòü.
Èññëåäîâàíèåì "ñîìíèòåëüíûõ"ñëó÷àåâ ìû çàíèìàòüñÿ íå áóäåì.

Ïðèìåð 1. Íàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) = x1x
2
2+x2

1x2−3x2
1−3x2

2.
Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó

{
f ′x1

(x) = x2
2 + 2x1x2 − 6x1 = 0,

f ′x2
(x) = x2

1 + 2x1x2 − 6x2 = 0.

Âû÷òÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå (x2 − x1)(x1 + x2 + 6) = 0. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

à) x1 = x2. Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî 3x2
1 − 6x1 = 0, ò. å. ñòàöèî-

íàðíûìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè x1 = x2 = 0 è x1 = x2 = 2. Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò
âèä

(
2x2 − 6 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 2x1 − 6

)
.

Òàê êàê ïðè x1 = x2 = 0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñòðîãî îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà, òî â òî÷êå (0, 0)> äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Â òî÷êå x = (2, 2)> êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîé (âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû îòðèöàòåëüíû),
ïîýòîìó â íåé ýêñòðåìóìà íåò.

á) x1 + x2 + 6 = 0. Âûðàçèâ x2 ÷åðåç x1 è ïîäñòàâèâ â èñõîäíóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå x2

1 + 6x1 − 36 = 0, êîðíÿìè êîòîðîãî áóäóò ÷èñëà ±3
√

5− 3. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì
åù¼ äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (3

√
5− 3,−3

√
5− 3) è (−3

√
5− 3, 3

√
5− 3). Â ñèëó ñèììåòðè÷-

íîñòè ýòèõ äâóõ òî÷åê è ôóíêöèè f(x) ïî ïåðåìåííûì x1 è x2, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü íà
ýêñòðåìóì òîëüêî ïåðâóþ èç íèõ. Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â íåé èìååò âèä

( −6
√

5− 12 −12
−12 6

√
5− 12

)
.

Ïîñêîëüêó −6
√

5− 12 < 0, à 6
√

5− 12 > 0, òî ýêñòðåìóìà íåò.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (0, 0)>, ãäå äî-

ñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.
Ïðèìåð 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = (1 + ex2) cosx1 − x2e

x2 èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è íè îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ðåøåíèå. Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
{

f ′x1
(x) = −(1 + ex2) sinx1 = 0,

f ′x2
(x) = ex2(cosx1 − x2 − 1) = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x1 ∈ {kπ | k ∈ Z}. Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå,
ïîëó÷àåì, ÷òî x2 = 0, åñëè k ÷¼òíîå, è x2 = −2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-
äîçðèòåëüíûìè íà ýêñòðåìóì ÿâëÿþòñÿ òî÷êè âèäà (2kπ, 0) è ((2k + 1)π,−2), ãäå k ∈ Z.
Âûïèøåì ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ:
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( −(1 + ex2) cosx1 −ex2 sinx1

−ex2 sinx1 ex2(cosx1 − x2 − 2)

)
.

Â òî÷êàõ âèäà (2kπ, 0) èìååì a11 = −2, a22 = −1 è a12 = a21 = 0, ò. å. ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñòðîãî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, è ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Â òî÷êàõ âèäà ((2k + 1)π,−2) ïîëó÷èì, ÷òî a11 = 1 + e−2 > 0, a22 = −e−2 < 0 è
a12 = a21 = 0. Çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íåîïðåäåëåíà, è â ýòèõ òî÷êàõ
ýêñòðåìóìà íåò.

Ïðèìåð 3. Â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ îïòèìèçàöèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ òàêîé ïîäõîä. Âû-
áèðàåòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà x0, à çàòåì íà êàæäîì øàãå âûáèðàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ � âåêòîð pk ∈ En è âåëè÷èíà øàãà αk > 0, è ïîëàãàåòñÿ xk+1 =
xk + αkp

k (k = 0, 1, . . .). Ïðè ýòîì â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âûáèðàþò pk è αk òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî f(xk+1) ≤ f(xk). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îòâåò íà
âîïðîñ: "ßâëÿåòñÿ ëè äîñòàòî÷íûì äëÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x∗, ÷òî-
áû ýòà ôóíêöèÿ èìåëà ëîêàëüíûé ìèíèìóì âäîëü êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
x∗?” Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îòâåò, î÷åâèäíî, áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùèé ïðèìåð, ïðè n > 1 ýòî íå òàê.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = (x1−x2
2)(2x1−x2

2) è òî÷êó x∗ = (0, 0)>. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëü-
íóþ ïðÿìóþ x1 = ax2, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x∗ (âäîëü ïðÿìîé x2 = 0 ïîëó÷èì ôóíêöèþ
f(x1, 0) = 2x2

1, êîòîðàÿ î÷åâèäíî èìååò ìèíèìóì ïðè x1 = 0). Ïîäñòàâëÿÿ x1 = ax2 â ôóíê-
öèþ f(x), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ f̃(x2) = f(ax2, x2) = (ax2 − x2

2)(2ax2 − x2
2). Åñëè a = 0, òî

f̃(x2) = x4
2, è â òî÷êå x2 = 0 îíà èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïèøåì

ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà:

f̃ ′(x2) = (a− 2x2)(2ax2 − x2
2) + (ax2 − x2

2)(2a− 2x2),

f̃ ′′(x2) = −2(2ax2 − x2
2) + 2(a− 2x2)(2a− 2x2)− 2(ax2 − x2

2).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè a 6= 0 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ f̃ ′(0) = 0 è f̃ ′′(0) = 4a2 > 0.
Òàêèì îáðàçîì, âäîëü êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x∗, ôóíêöèÿ f(x) èìååò
ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Óáåäèòüñÿ â îòñóòñòâèè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x∗ ñ ïîìîùüþ îïè-
ñàííûõ âûøå êðèòåðèåâ íå óäà¼òñÿ, òàê êàê ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îêàçûâàåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíî, íî íå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé. Ìû ïîêàæåì îòñóòñòâèå ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà "âðó÷íóþ". Ðàññìîòðèì òðè ìíîæåñòâà: X1 = {x | x1 > x2

2}, X2 = {x | 2x1 < x2
2}

è X3 = {x | x2
2 > x1 > x2

2/2}. ßñíî, ÷òî íà ïåðâûõ äâóõ ìíîæåñòâàõ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëü-
íà, à íà òðåòüåì � îòðèöàòåëüíà. Ïîñêîëüêó f(0, 0) = 0 è â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗

íàéäóòñÿ òî÷êè èç âñåõ òð¼õ ìíîæåñòâ, â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóìà íåò.
Çàäà÷è
1. Íàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x):

1) f(x) = x2
1 + 2x2

2 + 5x2
3 − 2x1x2 − 4x1x3 − 2x3;

2) f(x) = x4
1 + x2

2 − 4x1x2;

3) f(x) = x1e
x1 − (1 + ex1) sinx2.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ è
íè îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà:
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1) f(x) = −(x2
2 + 1)(sin x1 + 2);

2) f(x) = sinx1 − x2
2.

2.3. Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè�ðàâåíñòâàìè. Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê àíàëèçó çàäà÷ óñëîâíîé îïòèìèçàöèè â En è ðàññìîòðèì ñëó÷àé
îãðàíè÷åíèé�ðàâåíñòâ, ò. å. ðåøàåòñÿ çàäà÷à:

f(x) −→ min
x∈X

(f(x) −→ max
x∈X

), (1)

ãäå
X = {x ∈ En | ϕj(x) = 0, j = 1,m}. (2)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî m ≤ n.
Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:
1) äàíà ñèñòåìà èç m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (m ≤ n)

Fj(x1, . . . , xn) = 0 (j = 1,m); (3)

2) âñå ôóíêöèè Fj(x) îïðåäåëåíû, íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïî âñåì àðãóìåíòàì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uε(x0) òî÷êè x0, â êîòîðîé Fj(x0) = 0
(j = 1, m, ε > 0);

3) ÿêîáèàí
∣∣∣∣∣∣∣

∂F1(x0)
∂x1

. . . ∂F1(x0)
∂xm

. . . . . . . . .
∂Fm(x0)

∂x1
. . . ∂Fm(x0)

∂xm

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Òîãäà:
à) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ñîäåðæàùåéñÿ â Uε(x0), ñèñòåìà óðàâíåíèé (3)

îïðåäåëÿåò x1, . . . , xm êàê îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè îò xm+1, . . . , xn:

xi = fi(xm+1, . . . , xn) (i = 1,m);

á) ïðè xi = x0
i (i = m + 1, n) ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ x0

i (i = 1,m):

fi(x0
m+1, . . . , x

0
n) = x0

i (i = 1,m);

â) âñå ôóíêöèè fi(xm+1, . . . , xn) (i = 1,m) íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ëîêàëüíûé õàðàêòåð òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíûõ
ôóíêöèé: ðå÷ü èä¼ò âñ¼ âðåìÿ î íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Íî è â
òàêîì âèäå ýòà òåîðåìà ïîëåçíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (1) î íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X,
îïðåäåëÿåìîì óñëîâèåì (2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè f(x), ϕj(x) (j = 1,m) íåïðåðûâ-
íû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòè Uε(x∗) íåêîòîðîé ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè
x∗. Ïóñòü â ýòîé òî÷êå ðàíã ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ




∂ϕ1(x∗)
∂x1

. . . ∂ϕ1(x∗)
∂xn

. . . . . . . . .
∂ϕm(x∗)

∂x1
. . . ∂ϕm(x∗)

∂xn


 (4)
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ðàâåí m. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü
∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ1(x∗)
∂x1

. . . ∂ϕ1(x∗)
∂xm

. . . . . . . . .
∂ϕm(x∗)

∂x1
. . . ∂ϕm(x∗)

∂xm

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ ñèñòåìà
óðàâíåíèé

ϕj(x) = 0 (j = 1,m) (3′)

ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå

xi = fi(xm+1, . . . , xn) (i = 1, m), (5)

ãäå fi � íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé (3′). Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá óñëîâíîì
ýêñòðåìóìå ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î áåçóñëîâíîì ýêñòðåìóìå äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

F (xm+1, . . . , xn) ≡ f(f1(xm+1, . . . , xn), . . . , fm(xm+1, . . . , xn), xm+1, . . . , xn)) (6)

â òî÷êå x∗. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ìåòîäó íàõîæäåíèÿ òî÷åê, äîñòàâëÿþùèõ ýêñ-
òðåìóì ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ-ðàâåíñòâàõ. Åñëè êàêèì-òî îáðàçîì óäà¼òñÿ ðàçðåøèòü
ñèñòåìó óðàâíåíèé (3′) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ xi (i = 1, m) è íàéòè ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ôóíêöèé (5), òî äåëî ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè (6).
Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ìîæíî óêàçàòü äðó-
ãîé ïóòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê, íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìû èìååì ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ôóíêöèé (5), õîòÿ ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàòüñÿ áóäåò. Ëàãðàíæ
ïðåäëîæèë ìåòîä, â êîòîðîì âñå ïåðåìåííûå ñîõðàíÿþò îäèíàêîâóþ ðîëü.

Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå íîâûå
ïåðåìåííûå yj (j = 1,m) è ôóíêöèþ

F (x, y) = f(x) +
m∑

j=1

yjϕj(x).

Ïåðåìåííûå yj íàçûâàþòñÿ íåîïðåäåë¼ííûìè ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà, à ôóíêöèÿ F (x, y)
� ôóíêöèåé Ëàãðàíæà.

Ïóñòü â òî÷êå x∗, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå (3′), âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâ-
íûõ ôóíêöèÿõ. Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ áûëà òî÷êîé ýêñòðåìóìà çàäà÷è (1)�(2),
íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë y∗j (j = 1,m), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

∂F (x∗, y∗)
∂xi

= 0 (i = 1, n), (7)

∂F (x∗, y∗)
∂yj

= 0 (j = 1,m). (8)

Óñëîâèÿ (8), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì (3′). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1)�(2) äàí-
íûì ìåòîäîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ïðåäïîëîæåíèå î ðàíãå ìàòðèöû (4). ×òîáû áûòü
óâåðåííûì â òîì, ÷òî íå ïðîïóùåíà íè îäíà ïîäîçðèòåëüíàÿ òî÷êà, ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî
óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà X.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè f(x) = x1 + x2 + x3 + x4 ïðè îãðàíè÷åíèè�
ðàâåíñòâå ϕ(x) = x1x2x3x4 − a4 = 0 (a > 0) â îáëàñòè X = {xi > 0 | i = 1, n}.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (óñëîâèå íà ðàíã ìàòðèöû â îáëàñòè
X î÷åâèäíî âûïîëíåíî). Ââåä¼ì ìíîæèòåëü y è ôóíêöèþ F (x, y) = f(x) + yϕ(x). Ñèñòåìà
óðàâíåíèé (7)�(8) ïðèíèìàåò âèä





F ′
x1

(x, y) = 1 + x2x3x4y = 0,
F ′

x2
(x, y) = 1 + x1x3x4y = 0,

F ′
x3

(x, y) = 1 + x1x2x4y = 0,
F ′

x4
(x, y) = 1 + x1x2x3y = 0,

F ′
y(x, y) = x1x2x3x4 − a4 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî y 6= 0, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâà −1/y = x1x2x3 = x1x2x4 =
x1x3x4 = x2x3x4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x1 = x2 = x3 = x4. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå,
ïîëó÷àåì, ÷òî xi = a äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3, 4.

Ïðèìåð 2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

f(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxixj ,

ãäå aij = aji, íà ìíîæåñòâå X = {x | ∑n
i=1 x2

i = 1}.
Ðåøåíèå. Òàê êàê ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, òî ñóùåñòâîâàíèå â í¼ì òî÷åê,

ãäå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ, âûòåêàåò èç òåîðåìû Âåé-
åðøòðàññà. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû (2x1, 2x2, . . . , 2xn) ðàâåí íóëþ òîëüêî â òî÷êå 0,
êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F (x, y) = f(x) + y(1−
n∑

i=1

x2
i ).

Óðàâíåíèÿ (7) èìåþò âèä
n∑

j=1

aijxj − yxi = 0 (i = 1, n). (9)

Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ñ
íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü
ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, ò. å. â íàøåì ñëó÷àå èìååì

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − y a12 . . . a1n

a21 a22 − y . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − y

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (10)

Åñëè y � êîðåíü óðàâíåíèÿ (10) (ò. å. ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A), òî ñóùåñòâóåò è
íåíóëåâîå x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå (9). Íî îïðåäåëåíèå ýòèõ çíà÷åíèé äëÿ íàñ èí-
òåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò, òàê êàê íàì íàäî íàéòè òîëüêî íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè.

Óìíîæèâ i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (9) íà xi è ñëîæèâ âñå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

f(x)− y
n∑

i=1

x2
i = 0,

÷òî, â ñèëó óñëîâèÿ x ∈ X, ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó f(x) = y. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå íàè-
áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X ñîâïàäàþò ñ íàèáîëüøèì
è íàèìåíüøèì èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A.
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü òð¼õîñíûé ýëëèïñîèä x2
1/a2

1 +x2
2/a2

2 +x2
3/a2

3 = 1, ãäå a1 > a2 > a3 > 0,
ïåðåñå÷¼í ïëîñêîñòüþ b1x1 + b2x2 + b3x3 = 0 (ãäå âñå bi 6= 0), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëóîñè ïîëó÷àþùåãîñÿ â ñå÷åíèè ýëëèïñà.

Ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) = x2
1 +x2

2 +
x2

3 íà ìíîæåñòâå X = {x | x2
1/a2

1 + x2
2/a2

2 + x2
3/a2

3 = 1 è b1x1 + b2x2 + b3x3 = 0}
Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê ñëîæíûì âûêëàäêàì, ïîýòî-

ìó ëó÷øå ïðèìåíèòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå íà ðàíã ìàòðèöû (4). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

Rang
(

2x1/a2
1 2x2/a2

2 2x3/a2
3

b1 b2 b3

)
= 1,

òî xi = ca2
i bi äëÿ i = 1, 2, 3 è íåêîòîðîãî c ∈ E1. Íî òîãäà

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
x2

3

a2
3

= c2b2
1a

2
1 + c2b2

2a
2
2 + c2b2

3a
2
3 = c(b1x1 + b2x2 + b3x3) = 0,

ò. å. x /∈ X. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

F (x, y) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + y1(

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
x2

3

a2
3

− 1) + y2(b1x1 + b2x2 + b3x3).

Ïðèðàâíÿåì íóëþ å¼ ïðîèçâîäíûå ïî x:

xi +
y1xi

a2
i

+
y2bi

2
= 0 (i = 1, 2, 3). (11)

Óìíîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ íà xi è ñëîæèâ (ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé), ïîëó÷èì, ÷òî y1 = −f(x).
Óáåäèìñÿ, ÷òî (1+y1/a2

i ) 6= 0 äëÿ âñåõ i. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, (1+y1/a2
1) = 0,

òî y2 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x2(1 + y1/a2
2) = 0 è x3(1 + y1/a2

3) = 0. Èç óñëîâèÿ b1x1 +
b2x2 + b3x3 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë x2, x3 íå ðàâíî íóëþ. Íî òîãäà
(1 + y1/a2

2) = 0 èëè (1 + y1/a2
3) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ a1 > a2 > a3.

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèé (11) âûòåêàåò, ÷òî

xi = − y2bia
2
i

2(a2
i + y1)

(i = 1, 2, 3).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

3∑

i=1

bixi = −y2

3∑

i=1

b2
i a

2
i

2(a2
i + y1)

= 0.

Ïîñêîëüêó y2 6= 0 (òàê êàê íå âñå xi ðàâíû íóëþ), ïîëó÷àåì, ÷òî

3∑

i=1

b2
i a

2
i

a2
i + y1

= 0.

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì ðàíåå äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà f(x) = −y1 íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ
èíòåðåñóþùèå íàñ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 4. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàáîëîé y = x2 è ïðÿìîé x− y − 2 = 0.
Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî ñôîðìóëèðóåì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó. Îáîçíà÷èì ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ïàðàáîëå, ÷åðåç (x1, y1), à ïðÿìîé � ÷åðåç (x2, y2). Òîãäà
íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f(x1, y1, x2, y2) = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 ïðè
óñëîâèÿõ y1 − x2

1 = 0 è x2 − y2 − 2 = 0. Ìàòðèöà (4) èìååò âèä
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( −2x1 1 0 0
0 0 1 −1

)
,

è å¼ ðàíã, î÷åâèäíî, ðàâåí äâóì. Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà F (x, y, z) = (x1 − x2)2 +
(y1 − y2)2 + z1(y1 − x2

1) + z2(x2 − y2 − 2). Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó




F ′
x1

= 2(x1 − x2)− 2x1z1 = 0,
F ′

x2
= −2(x1 − x2) + z2 = 0,

F ′
y1

= 2(y1 − y2) + z1 = 0,

F ′
y2

= −2(y1 − y2)− z2 = 0.

(12)

Ñëîæèâ ïî÷ëåííî ïåðâîå ðàâåíñòâî ñî âòîðûì, à òðåòüå ñ ÷åòâ¼ðòûì, ïîëó÷èì óñëîâèÿ
z2 = 2x1z1 è z1 = z2. Åñëè z1 = z2 = 0, òî èç ñèñòåìû (12) ñëåäóåò, ÷òî y1 = y2 è x1 =
x2, ò. å. ïðÿìàÿ è ïàðàáîëà ïåðåñåêàþòñÿ. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó
ñèñòåìà óðàâíåíèé y = x2, x − y − 2 = 0 íåñîâìåñòíà. Çíà÷èò, z1 6= 0, è x1 = 1/2. Òîãäà
y1 = 1/4. Ñëîæèâ â ñèñòåìå (12) âòîðîå è ÷åòâ¼ðòîå óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå x2 + y2 = x1 + y1 = 3/4. Òàê êàê x2 = y2 + 2,
ïðèõîäèì ê òî÷êå x2 = 11/8, y2 = −5/8. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó äàííûìè ïðÿìîé
è ïàðàáîëîé åñòü

√
f(1/2, 1/4, 11/8,−5/8) = 7

√
2/8.

Ïðèìåð 5.Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = x1 ïðè îãðàíè÷åíèè x3
1−x2

2 = 0.
Ðåøåíèå. Òàê êàê x1 = (x2)2/3 ≥ 0, òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è åñòü x∗ = (0, 0).

Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ Ëàãðàíæà F (x, y) = x1+y(x3
1−x2

2) è çàòåì ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé




F ′
x1

= 1 + 3yx2
1 = 0,

F ′
x2

= −2yx2 = 0,
F ′

y = x3
1 − x2

2 = 0,
(13)

òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà íåñîâìåñòíà. Ïðè÷èíîé ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ðàíã ìàòðèöû (3x2

1, −2x2) ðàâåí 0 â òî÷êå x∗ = (0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä Ëàãðàíæà
â òî÷êå (0, 0) íåïðèìåíèì, òàê êàê íå âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ.

Çàäà÷è
1. Ðåøèòü çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè:

1) f(x) = x1x2x3 −→ extrX ,
X = {x | x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1, x1 + x2 + x3 = 0};
2) f(x) = x1x2x3 −→ extrX ,

X = {x | x1 + x2 + x3 = 5, x1x2 + x2x3 + x1x3 = 8};
3) f(x) = x1x

2
2x

3
3 −→ extrX ,

X = {x | x1 + 2x2 + 3x3 = a, x1 > 0, x2 > 0 x3 > 0} (a > 0);

4) f(x) = x1 + x2 + x3 −→ extrX ,
X = {x | x2

1 + x2
2 = 1, x1 + x2 − x3 = 0};

5) f(x) = x2 −→ extrX ,
X = {x | x3

1 + x3
2 − 3x1x2 = 0};

6) f(x) = x1 + x2 + x2
3 + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) −→ extrX ,

X = {x | x2
1 + x2

2 + x3 = 1}.
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2. Íà ñôåðå x2 + y2 + z2 = 1 íàéòè òî÷êó, ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò êîòîðîé äî N
äàííûõ òî÷åê (xi, yi, zi)>, i = 1, N áûëà áû ìèíèìàëüíà.

3. Äàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a ðàçëîæèòü íà n ïîëîæèòåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé òàê,
÷òîáû ñóììà èõ îáðàòíûõ âåëè÷èí áûëà áû íàèìåíüøåé.

4. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 − z2) (a > 0).

5. Íàéòè êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x0, y0, z0)> äî ïëîñêîñòè a1x1 +a2x2 +a3x3 +
a0 = 0.

2.4. Çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè�íåðàâåíñòâàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à f(x) −→ extrx∈X , îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ êàê X = {x ∈ En | ϕj(x) ≤ 0 (j = 1,m)}.

Ïóñòü ôóíêöèè ϕj(x) (j = 1,m) îïðåäåëåíû, íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèç-
âîäíûå â En, à ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
íà X. Åñëè ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî (çàìêíóòîñòü ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé
ϕj), òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà â ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ñâîèõ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé. Åñëè èñêîìàÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, òî â íåé ôóíêöèÿ èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì
èëè ìèíèìóì, òàê ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ òî÷êà ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ïîäîçðèòåëüíûõ òî÷åê,
â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Îäíàêî ñâîåãî íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøåãî) çíà÷åíèÿ
ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò äîñòèãàòü è íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà X. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè
íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X, íóæíî íàéòè âñå ïîäî-
çðèòåëüíûå âíóòðåííèå òî÷êè, âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â íèõ è ñðàâíèòü ñî
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â ïîäîçðèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà X. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
ïîèñêå ïîñëåäíèõ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó. Âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáõî-
äèìî ðåøèòü C0

m + C1
m + . . . + C

min(m,n)
m çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè�ðàâåíñòâàìè (èñïîëüçóÿ

ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èëè ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Êàæäàÿ èç íèõ èìååò
âèä f(x) −→ extrx∈XI

ãäå XI = {x | ϕj(x) = 0 (j ∈ I)} äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà
èíäåêñîâ I ⊂ {1, 2, . . . ,m}. Ïðè I = ∅ èìååì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ ïîèñ-
êà âñåõ ïîäîçðèòåëüíûõ òî÷åê íóæíî ïåðåáðàòü âñå ïîäìíîæåñòâà I ìîùíîñòè íå áîëåå n.
Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå èç çíà÷åíèé ôóíêöèè â íàéäåííûõ òî÷êàõ è áóäóò èñêîìûìè
íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f(x).

Ê ñîæàëåíèþ, ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäçàäà÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü áîëüøèì. Ïî-
ýòîìó ýòîò ìåòîä òðóäíî ïðèìåíÿòü â çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè n ñ áîëüøèì ÷èñëîì
îãðàíè÷åíèé m. Îäíàêî äëÿ çàäà÷ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè òàêîé ïîäõîä ïðèìåíÿòü öåëåñî-
îáðàçíî, ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøèõ
è íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Åñëè îáëàñòü X íå îãðàíè÷åíà, òî îáÿçàòåëüíî íàäî ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå öåëåâîé
ôóíêöèè ïðè óäàëåíèè òî÷åê ìíîæåñòâà â áåñêîíå÷íîñòü. Ýòà çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå òîæå
ñëîæíàÿ, íî èíîãäà å¼ óäà¼òñÿ ðåøèòü. Ïðè ýòîì åñëè óäà¼òñÿ îáíàðóæèòü òàêóþ êðèâóþ
xi = ψi(t) (i = 1, n), ÷òî x(t) ∈ X ïðè âñåõ t ≥ 0 è f(x(t)) → ±∞ ïðè t → +∞, òî öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó èëè ñíèçó.

Ïðèìåð 1. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) = x2
1 − x1x2 + x2

2

íà ìíîæåñòâå X = {x | |x1|+ |x2| ≤ 1}.
Ðåøåíèå. Â äàííîì ïðèìåðå ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî. Âíóòðè ìíîæåñòâà X ïðîèçâîä-

íûå f ′x1
(x) = 2x1−x2 è f ′x2

(x) = −x1+2x2 îáðàùàþòñÿ â íóëü òîëüêî â òî÷êå (0, 0)>. Ãðàíèöà
ìíîæåñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ îãðàíè÷åíèÿìè�ðàâåíñòâàìè: x1 +x2 = 1, −x1 +x2 =
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1, x1 − x2 = 1 è − x1 − x2 = 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) ÷¼òíàÿ, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü òîëüêî ïåðâûå äâà èç íèõ. Ïðèìåíèì ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Âäîëü ïðÿìîé
x1 + x2 = 1 èìååì ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî f̃(x1) = f(x1, 1 − x1) = 3x2

1 − 3x1 + 1,
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé f̃ ′(x1) = 6x1−3 îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x1 = 1/2. Òîãäà x2 = 1/2, è ìû
ïîëó÷èëè òî÷êó (1/2, 1/2)>. Àíàëîãè÷íî, f(x1, 1 + x1) = x2

1 + x1 + 1, è, ïðèðàâíÿâ íóëþ å¼
ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì òî÷êó (−1/2, 1/2)>. Èç ÷¼òíîñòè ôóíêöèè f(x) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè
(−1/2,−1/2)> è (1/2,−1/2)> òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîäîçðèòåëüíûìè.

Òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ïàð ïðÿìûõ, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X, î÷åâèäíî, áóäóò
òî÷êè (0, 1)>, (0,−1)>, (1, 0)> è (−1, 0)>. Âñå îíè ïðèíàäëåæàò X.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â íàéäåííûõ òî÷êàõ. Èìååì f(0, 0) = 0, f(1/2, 1/2) =
f(−1/2,−1/2) = 1/4, f(−1/2, 1/2) = f(1/2,−1/2) = 3/4, f(1, 0) = f(−1, 0) = f(0, 1) =
f(0,−1) = 1. Òàêèì îáðàçîì, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò â íà÷àëå êîîðäè-
íàò, à íàèáîëüøåå � â âåðøèíàõ ìíîæåñòâà X.

Ïðèìåð 2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) = x1x
2
2 + x2

1x2 −
3x2

1 − 3x2
2 íà ìíîæåñòâå X = {x | − x1 − x2 + 1 ≤ 0, x1 + x2 − 16 ≤ 0}.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ïðèìåðå ìíîæåñòâî X íåîãðàíè÷åíî (ìîæíî çàïèñàòü îãðàíè÷åíèÿ
çàäà÷è â âèäå 1 ≤ x1 +x2 ≤ 16 è óáåäèòüñÿ, ÷òî X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîñó, çàêëþ÷¼ííóþ
ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè).

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèè f(x). Èìååì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

{
f ′x1

= x2
2 + 2x1x2 − 6x1 = 0,

f ′x2
= 2x1x2 + x2

1 − 6x2 = 0.
(14)

Âû÷òÿ îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì, ÷òî (x2−x1)(x1 +x2 +6) = 0, ò. å. ëèáî x1 =
x2, ëèáî x1 + x2 = −6. Ïîñêîëüêó òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå âòîðîìó ðàâåíñòâó, ìíîæåñòâó
X íå ïðèíàäëåæàò, òî x1 = x2 è èç ñèñòåìû (14) ñëåäóåò, ÷òî 3x2

1−6x1 = 0. Ïîëó÷àåì òî÷êè
x1 = x2 = 0 è x1 = x2 = 2, èç êîòîðûõ òîëüêî âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè X. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä
F (x, y) = f(x) + y(x1 + x2 − t), ãäå t = 1 èëè t = 16. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
F ′

x1
= x2

2 + 2x1x2 − 6x1 + y = 0,
F ′

x2
= 2x1x2 + x2

1 − 6x2 + y = 0.

Ðåøàÿ å¼ àíàëîãè÷íî ñèñòåìå (1), ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = x2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè t = 1 è
t = 16 èìååì ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè (1/2, 1/2) è (8, 8).

Ïîñêîëüêó ïðÿìûå x1 + x2 = 1 è x1 + x2 = 16 íå ïåðåñåêàþòñÿ, ìíîæåñòâî X íå
èìååò âåðøèí. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì f(2, 2) =
−8, f(1/2, 1/2) = −5/4, f(8, 8) = 640.

Òàê êàê ìíîæåñòâî X íåîãðàíè÷åíî, íàäî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(x) íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðÿìûõ x1 = t, x2 = s− t, ãäå t ∈ E1 è 1 ≤ s ≤ 16. ßñíî,
÷òî ýòî ñåìåéñòâî ïðÿìûõ ïîêðûâàåò âñ¼ ìíîæåñòâî X. Òîãäà f(t, s− t) = −(s+6)t2 +(s2 +
6s)t − 3s2. Ïîñêîëüêó −(s + 6) < 0 ïðè 1 ≤ s ≤ 16, òî f(t, s − t) → −∞ ïðè t → ∞. Òàêèì
îáðàçîì, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå X, à å¼ ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ
â òî÷êå (8,8).

Ïðèìåð 3. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) = x1x2x3 íà ìíî-
æåñòâå X = {x ∈ E3 | x1 + x2 + x3 ≤ 6, x1x2 + x2x3 + x1x3 ≤ 8}.

Ðåøåíèå. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ìíîãî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè
ïîñëå äîëãèõ è óòîìèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà. Îäíàêî, åñëè
çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî X íåîãðàíè÷åíî, è ñðàçó ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå öåëåâîé
ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè, ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ñâîþ ðàáîòó.
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Ðàññìîòðèì òî÷êè âèäà x1(t) = 1, x2(t) = 1, x3(t) = −t. Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è
ïðèìóò âèä −t ≤ 4 è −t ≤ 7/2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ
äîïóñòèìûìè. Ïðè ýòîì f(1, 1,−t) = −t → −∞ ïðè t → +∞. Çíà÷èò, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
íåîãðàíè÷åíà ñíèçó íà X.

Ïóñòü òåïåðü x1(t) = 1, x2(t) = −1, x3(t) = −t. Îãðàíè÷åíèÿ ïðèíèìàþò âèä −t ≤ 6 è
−1 ≤ 8, ò. å. òî÷êè äîïóñòèìû ïðè t ≥ 0. Íî f(1,−1,−t) = t → +∞ ïðè t → +∞.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà íè ñíèçó, íè ñâåðõó íà ðàññìàòðèâàåìîì
ìíîæåñòâå, è íåîáõîäèìîñòè â ïîèñêå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ (ïîäîçðèòåëüíûõ òî÷åê) íåò.

Çàäà÷è
Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X:

1) f(x) = x1x2 − x2
1 − 2x2

2 + x1,
X = {x | x1 ∈ [0, 1], x2 ∈ [0, 1]};

2) f(x) = x3
1 − 4x2

1 + 2x1x2 − x2
2,

X = {x | |x1| ≤ 5, |x2| ≤ 1};
3) f(x) = x3

1 + x3
2 − 3x1x2,

X = {x | x1 ∈ [0, 2], x2 ∈ [−1, 2]};
4) f(x) = (x1 − 5)2 + (x2 − 7)2,

X = {x | x1 + 2x2 ≤ 12, x1 + x2 ≤ 9, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0};
5) f(x) = (x1 − 3)2 + (x2 − 5)2,

X = {x | x2
1 + x2

2 ≤ 10, 2x1 + 2x2 = 5};
6) f(x) = x1(π − x1) sin x2 + x2 cosx1,

X = {x | x1 ∈ [0, π], x2 ≥ 0};
7) f(x) = x1 + x2 + x3,

X = {x | x2
1 + x2

2 ≤ x3, x3 ≤ 1};
8) f(x) = 2x1x2 + x3,

X = {x | x2
1 + x2

2 = 1, 0 ≤ x3 ≤ 2x1 + 1};
9) f(x) = x2

1 − x2
2,

X = {x | x2
1 + x2

2 ≤ 16};
10) f(x) = x2

1 + x2
2 − 12x1 + 16x2,

X = {x | x2
1 + x2

2 ≤ 25};
11) f(x) = arctg x1 − ln x2,

X = {x | x2
1 + x2

2 ≤ 4, x1 ≥ 0, x2 ≥ 1};
12) f(x) = x1 + x2 − x3,

X = {x | x1x2x3 ≤ 1, −x1 + x2 − x3 ≤ 0};
13) f(x) = x2

1 + x1x2 + x2
2 + 3|x1 + x2 + 2|,

X = E2;
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14) f(x) = x2
1 + x2

2 + 2α|x1 + x2 − 1|, α > 0,
X = E2;

15) f(x) = x2
1 + x2

2 + 2 max{x1, x2},
X = E2.

3. Âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå
3.1. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà è ôóíêöèè; êâàçèâûïóêëûå ôóíêöèè

Ïîèñê íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå óïðî-
ùàåòñÿ, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ ôóíêöèé íà âûïóêëûõ ìíîæå-
ñòâàõ.

Ìíîæåñòâî X ⊂ En íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X è α ∈ [0, 1] èìååì,
÷òî z = αx + (1 − α)y ∈ X, ò. å. âûïóêëîå ìíîæåñòâî âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè
òî÷êàìè äîëæíî ñîäåðæàòü è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè äâå òî÷êè. Âûïóêëîé êîìáèíàöèåé
òî÷åê x1, x2, . . . , xm íàçûâàåòñÿ òî÷êà z = α1x1 + α2x2 + . . . + αmxm, ãäå âñå αi ≥ 0 è
α1 + α2 + . . . + αm = 1.

Òåîðåìà 1. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò âûïóêëûå êîìáèíàöèè âñåõ ñâîèõ òî-
÷åê.

Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X è α ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(αx+(1−α)y) ≤ αf(x)+(1−α)f(y).
Åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x è y óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, òî ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ (ñòðîãî) âîãíóòîé, åñëè ôóíêöèÿ
−f(x) (ñòðîãî) âûïóêëà.

Âûïóêëûå ôóíêöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Òåîðåìà 2. Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, íåïðå-

ðûâíà â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ f(x), äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, âûïóêëà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X áóäåò 〈f ′(x), y − x〉 ≤ f(y)− f(x).
Òåîðåìà 4. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà

âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, (ñòðîãî) âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà B(x) =(
∂2f(x)
∂xi∂xj

)
i,j=1,n

(ñòðîãî) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî x ∈ X.
Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå

X, è ëþáîãî ÷èñëà λ ìíîæåñòâî {x ∈ X | f(x) ≤ λ} âûïóêëî.
Òåîðåìà 6 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíî-

æåñòâå X, òî

f(
m∑

i=1

αixi) ≤
m∑

i=1

αif(xi),

ãäå xi ∈ X, αi ≥ 0 äëÿ i = 1,m è α1 + . . . + αm = 1.
Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè f(x) íà âûïóêëîì

ìíîæåñòâå X ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ.
Òåîðåìà 7. Åñëè âûïóêëû ôóíêöèÿ f(x) è ìíîæåñòâî X, òî ëþáàÿ òî÷êà ëîêàëü-

íîãî ìèíèìóìà x∗ ∈ X áóäåò îïòèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f(x) íà
ìíîæåñòâå X.

Òåîðåìà 8. Åñëè âûïóêëû ôóíêöèÿ f(x) è ìíîæåñòâî X, òî ìíîæåñòâî X∗ îïòè-
ìàëüíûõ òî÷åê çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X âûïóêëî.

Òåîðåìà 9. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X è òî÷êà
x∗ ∈ X îïòèìàëüíà, òî îíà åäèíñòâåííà, ò. å. äëÿ âñåõ x ∈ X, x 6= x∗ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî f(x) > f(x∗).

20



Áëèçêèå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà èìååò çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè
íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, íàçû-
âàåòñÿ êâàçèâûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X è α ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(αx + (1− α)y) ≤ max(f(x), f(y)). Åñëè ïðè ëþáûõ x 6= y óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãèì, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî êâàçèâûïóêëîé.

Ïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X = {x ∈ En | Ax ≥ a, Bx = b} âûïóêëî. Çäåñü A
è B � ýòî âåùåñòâåííûå ìàòðèöû ðàçìåðà m× n è l × n ñîîòâåòñòâåííî, a ∈ Em, b ∈ El.

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x, y ∈ X è ïîëîæèì z = αx + (1− α)y, ãäå
α ∈ [0, 1]. Òîãäà Az = αAx + (1 − α)Ay ≥ αa + (1 − α)a = a è Bz = αBx + (1 − α)By =
αb + (1− α)b = b. Çíà÷èò òî÷êà z ëåæèò â X, ò. å. ìíîæåñòâî X âûïóêëî.

Çàäà÷è
1. Ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ âûïóêëî.
2. Ïóñòü ôóíêöèè fj(x) (j = 1,m) âûïóêëû íà En. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X =

{x |fj(x) ≤ 0 (i = 1,m)} âûïóêëî.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóêëîé. Ïðèâåñòè ïðèìåð,

ïîêàçûâàþùèé, ÷òî îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.
4. Ïóñòü ôóíêöèè fj(x) (j = 1,m) âûïóêëû íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî

ôóíêöèÿ f(x) = a1f1(x) + . . . + amfm(x) âûïóêëà íà X åñëè aj ≥ 0 (j = 1,m).
5. Ïóñòü ôóíêöèè fi(x) (i ∈ I) âûïóêëû íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî

ôóíêöèÿ f(x) = supi∈I fi(x) òàêæå âûïóêëà íà X.
6. Ïóñòü B � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, à p ∈ En. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) = 〈Bx, x〉 + 〈p, x〉 (ñòðîãî) âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B (ñòðîãî) ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíà.

7. Ïóñòü f(t) âûïóêëàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b] (âîçìîæíî, a = −∞ è/èëè b =
+∞). Ïóñòü g(x) âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X ⊂ En, ïðè÷¼ì g(x) ∈ [a, b] ïðè âñåõ
x ∈ X. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ h(x) = f(g(x)) âûïóêëà íà X.

8. Ïóñòü f(x) âûïóêëà è íåîòðèöàòåëüíà íà íåêîòîðîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå X. Äîêà-
çàòü, ÷òî g(x) = (f(x))p âûïóêëà äëÿ ëþáîãî öåëîãî p ≥ 1.

9. Ïóñòü âûïóêëàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) â íåêîòîðîé òî÷êå x1 ∈ En óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ 〈f ′(x1), x− x1〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ En. Äîêàçàòü, ÷òî x1 � òî÷êà
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x).

10. Äîêàçàòü, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíî-
æåñòâå X è îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû, äîñòèãàåò ñâîåãî ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà ãðàíèöå
ìíîæåñòâà X.

11. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå X, è ëþáîãî ÷èñëà λ, ìíîæåñòâî Z = {x ∈ X | f(x) ≤ λ} âûïóêëî.

12. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè fj(x) (j = 1,m) êâàçèâûïóêëû, òî ìíîæåñòâî Z = {x ∈
X | fj(x) ≤ 0 (j = 1,m)} âûïóêëî.

13. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) êâàçèâûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî Z(x) = {y ∈ X | f(y) ≤ f(x)} âûïóêëî äëÿ êàæäîãî x ∈ X.

14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) ñòðîãî êâàçèâûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X è x∗ ∈ X
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé å¼ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî x∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X.

15. Ïóñòü f(x) è g(x) � âûïóêëàÿ è âîãíóòàÿ ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåë¼ííûå
íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) ≥
g(x). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ h(x), òàêàÿ ÷òî f(x) ≥ h(x) ≥ g(x) äëÿ
êàæäîãî x ∈ X.

16. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ìíîæåñòâî X áóäåò âûïóêëûì:
à) X = {(x, y) ∈ E2 | a(x− y2) = 0, x + y = 1};
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á) X = {(x, y) ∈ E2 | a(x− y2) = 0, x + y = a};
â) X = {(x, y) ∈ E2 | a(x− y2) ≤ 0, x + y = a};
ã) X = {(x, y) ∈ E2 | x2(a2 + 3a + 2)− y ≥ 0};
ä) X = {(x, y) ∈ E2 | ex(a2 − 5a + 6)− y(a2 + 2) ≤ 0};
å) X = {(x, y) ∈ E2 | y = eax, y ≤ x};
æ) X = {(x, y) ∈ E2 | x2/(a2 + 1) + (y + a)2 ≤ 1, x2 + (y − 1)2 ≤ a, };
ç) X = {(x, y) ∈ E2 | y ≤ ex, y ≤ ax};
è) X = {(x, y) ∈ E2 | x + y ≥ 1, y ≤ ax2};
ê) X = {(x, y) ∈ E2 | y ≥ lnx, y ≥ ax, x > 0}?
17. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ f(x) íà âûïóêëîñòü èëè âîãíóòîñòü â îáëàñòè X:
à) f(x) = x1x2, X = {x | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0};
á) f(x) = 1/x1 + 1/x2, X = {x | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0};
â) f(x) = x2 − |x1 − 2|, X = E2;
ã) f(x) = x6

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 + 10x1 + 5x2 − 3x4 − 20, X = E4;

ä) f(x) = e2x1+x2 , X = E2;
å) f(x) = −x5

2 + x2
3/2 + 7x1 − x3 + 6, X = {x | xi ≤ 0, i = 1, 2, 3};

æ) f(x) = 3x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + x1x2 + 3x1x3 + x2x3 + 3x2 − 6, X = E3;

ç) f(x) = x3
1 + 2x2

3 + 10x1 + x2 − 5x3 + 6, X = {x | xi ≤ 0, i = 1, 2, 3};
è) f(x) = 5x2

1 + x2
2/2 + 4x2

3 + x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 + x3 + 1, X = E3.

18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b, c ôóíêöèÿ f(x) áóäåò âûïóêëîé:
à) f(x) = ax2 + bx + c;
á) f(x) = ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2;

â) f(x) = ae2x + bex + c?

3.2. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè; òåîðåìà Êóíà�Òàêêåðà

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà îá îïòèìàëüíîñòè íàéäåííîé òî÷êè â
îñíîâíîé çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

f(x) −→ min
x∈X

, (1)

ãäå X = {x | ϕj(x) ≤ 0 (j = 1,m)}. (2)

Åñëè ôóíêöèè f(x) è ϕj(x) (j = 1, m) âûïóêëû, òî çàäà÷à (1)�(2) íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé
çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà x∗ ∈ X. Îãðàíè÷å-
íèå ϕj(x) ≤ 0 íàçûâàåòñÿ àêòèâíûì â ýòîé òî÷êå, åñëè ϕj(x∗) = 0. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ
àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç

I(x∗) = {j ∈ {1, . . . , m} | ϕj(x∗) = 0}.

Ôóíêöèÿ

F (x, y) = f(x) +
m∑

j=1

yjϕj(x),

îïðåäåë¼ííàÿ äëÿ âñåõ x ∈ En, y ≥ 0, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è âûïóê-
ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïàðà (x∗, y∗), ãäå x∗ ∈ En, y∗ ≥ 0, íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé
ôóíêöèè F (x, y), åñëè F (x∗, y) ≤ F (x∗, y∗) ≤ F (x, y∗) äëÿ âñåõ x ∈ En, y ≥ 0. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè f(x) è ϕj(x) (j = 1,m) (è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
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Òåîðåìà 10. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ X áûëà òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà îñíîâ-
íîé çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1)�(2), äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ÷èñåë
yj ≥ 0 (j ∈ I(x∗)), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

−f ′(x∗) =
∑

j∈I(x∗)

yjϕ
′
j(x

∗).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè (x∗, y∗) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà, òî x∗ � ýòî òî÷-
êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. ×òîáû âûïîëíÿëîñü
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ìíîæåñòâî X. Åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ X, ÷òî ϕj(x) < 0 äëÿ âñåõ j = 1,m, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè Ñëåéòåðà.

Òåîðåìà Êóíà�Òàêêåðà (äèôôåðåíöèðóåìûé ñëó÷àé). Åñëè ôóíêöèè f(x) è ϕj(x)
(j = 1,m) âûïóêëû, à ìíîæåñòâî X = {x | ϕj(x) ≤ 0 (j = 1,m)} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ðåãóëÿðíîñòè Ñëåéòåðà, òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗ ∈ X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ÷èñåë yj ≥ 0 (j ∈ I(x∗)), ÷òî

−f ′(x∗) =
∑

j∈I(x∗)

yjϕ
′
j(x

∗). (3)

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, åñëè âñå îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû, òî óñëîâèÿ ðåãó-
ëÿðíîñòè Ñëåéòåðà â òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà íå îáÿçàòåëüíû.

Òåîðåìà 11. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ X áûëà òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà âû-
ïóêëîé ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X = {x | 〈aj , x〉 − bj ≤ 0 (j = 1,m)}, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë yj ≥ 0 (j = 1,m), ÷òî

−f ′(x∗) =
∑

j∈I(x∗)

yjaj .

Â Ïðèëîæåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 12. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ X áûëà òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà çà-
äà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1)�(2), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ âåêòîðîâ s, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå 〈ϕ′j(x∗), s〉 ≤ 0 (j ∈ I(x∗)), âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 〈f ′(x∗), s〉 ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïðèâåä¼ííûõ âûøå òåîðåì. Îáùàÿ ñõåìà ïðîâåðêè
îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗ äëÿ çàäà÷è (1)�(2) òàêîâà:

1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøàåìàÿ çàäà÷à äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (ò. å., ÷òî âñå ôóíêöèè âûïóêëû è çàäà÷à íà ìèíèìóì).

2. Ïðîâåðèòü, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ñëåéòåðà (êðîìå ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ îãðà-
íè÷åíèé).

3. Ïðîâåðèòü, ÷òî x∗ ∈ X è íàéòè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé I(x∗).
4. Çàïèñàòü è ðåøèòü ñèñòåìó (3). Òî÷êà x∗ áóäåò îïòèìàëüíîé â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà (3) èìååò ðåøåíèå y∗ ≥ 0.
Ïðèìåð 1. Ïðîâåðèòü íà îïòèìàëüíîñòü òî÷êè x′ = (0, 2) è x′′ = (

√
5−1
2 , 3−√5

2 ) â çàäà÷å
f(x) = 2x2

1 + 4x2
2 − 2x1x2 − 4(

√
5− 2)x1 − 5(2−√5)x2 −→ min ïðè îãðàíè÷åíèÿõ x2

1 + x2
2 ≤

4, x2
1 − x2 ≤ 0, x1 + x2 ≥ 1, x1 ≥ 0.
Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà, ïîñêîëüêó ìàòðèöà

f ′′(x) =
(

4 −2
−2 8

)
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ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Âûïóêëîñòü ôóíêöèé ϕ1(x) = x2
1 + x2

2 − 4, ϕ2(x) = x2
1 −

x2, ϕ3(x) = −x1 − x2 + 1 è ϕ4(x) = −x1 òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü.
Ïîñêîëüêó â òî÷êå x = (0.5, 1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ϕj(x) < 0 äëÿ âñåõ j = 1, 2, 3, 4,

òî ìíîæåñòâî X = {x | ϕj(x) ≤ 0, j = 1, 2, 3, 4} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñëåéòåðà.
Ïîäñòàâëÿÿ òî÷êè x′ è x′′ ïîñëåäîâàòåëüíî â êàæäîå èç îãðàíè÷åíèé, óáåæäàåìñÿ, ÷òî

îáå ýòè òî÷êè ëåæàò â X è íàõîäèì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé: I(x′) =
{1, 4}, I(x′′) = {2, 3}.

Ñèñòåìà (3) äëÿ òî÷êè x′ èìååò âèä −f ′(x′) = y1ϕ
′
1(x

′) + y4ϕ
′
4(x

′), ò. å.
(

4
√

5− 4
−5
√

5− 6

)
= y1

(
0
4

)
+ y4

( −1
0

)
.

Îòñþäà, y1 = (−5
√

5−6)/4, y4 = 4−4
√

5. Ïîñêîëüêó ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì,
òî÷êà x′ íå îïòèìàëüíà.

Ñèñòåìà (3) äëÿ òî÷êè x′′ èìååò âèä −f ′(x′′) = y2ϕ
′
2(x

′′) + y3ϕ
′
3(x

′′), ò. å.
( √

5− 3
−3

)
= y2

( √
5− 1
−1

)
+ y3

( −1
−1

)
.

Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ y2 = 1, y3 = 2. Ïîñêîëüêó ýòî ðåøåíèå
íåîòðèöàòåëüíî, òî÷êà x′′ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæå-
ñòâå X.

Ïðèìåð 2. Ïðîâåðèòü òî÷êó x = (−1/2, 1/4) íà îïòèìàëüíîñòü â çàäà÷å f(x) = ex2 −→
min ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ϕ1(x) ≡ (x1 + 1)2 − x2 ≤ 0, ϕ2(x) ≡ (x1 − 1/2)2 + (x2 + 3/4)2 − 2 ≤ 0.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó ϕ1(x) = ϕ2(x) = 0, òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé è I(x) = {1, 2}.
Ñèñòåìà (3) äëÿ ýòîé òî÷êè èìååò âèä −f ′(x) = y1ϕ

′
1(x) + y2ϕ

′
2(x), ò. å. y1 − 2y2 = 0, −y1 +

2y2 = −e1/4. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Îäíàêî äåëàòü âûâîä î íåîïòèìàëüíî-
ñòè òî÷êè x ìû íå ìîæåì, ïîñêîëüêó íå áûëè ïðîâåðåíû óñëîâèÿ Ñëåéòåðà. È äåéñòâèòåëü-
íî, ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè x. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå Ñëåéòåðà íå âûïîëíåíî,
à òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì (êàê åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà).

Ïðèìåð 3. Ïðîâåðèòü òî÷êè x′ = (−3, 1, 2) è x′′ = (−5, 3, 1) íà îïòèìàëüíîñòü â çàäà÷å
f(x) = x2

1+2x2
2+30x1−16x3 −→ min ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 5x1+3x2−4x3 = −20, x1−6x2+3x3 ≤

0, x3 ≥ 0.
Ðåøåíèå. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è âûïóêëà, à îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

èìååì çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðè÷¼ì ïðîâåðêà óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè Ñëåé-
òåðà íå òðåáóåòñÿ (çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî ââèäó íàëè÷èÿ îãðàíè÷åíèÿ�ðàâåíñòâà óñëîâèå
Ñëåéòåðà î÷åâèäíî íå âûïîëíÿåòñÿ).

Ïðåæäå âñåãî, çàïèøåì îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, çàìåíèâ îãðàíè÷åíèå�
ðàâåíñòâî íà äâà íåðàâåíñòâà. Èìååì ϕ1(x) ≡ 5x1 + 3x2 − 4x3 + 20 ≤ 0, ϕ2 = −ϕ1(x) ≡
−5x1 − 3x2 + 4x3 − 20 ≤ 0, ϕ3 ≡ x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 0, ϕ4(x) ≡ −x3 ≤ 0.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî I(x1) = I(x2) = {1, 2}. Çíà÷èò, ñèñòåìà (3) äëÿ îáåèõ òî÷åê èìååò
âèä −f ′(x) = y1ϕ

′
1(x) + y2ϕ

′
2(x) = (y1− y2)ϕ′1(x). Ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå ϕ2(x) ≡ −ϕ1(x),

êîòîðîå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ïðè çàìåíå îãðàíè÷åíèé�ðàâåíñòâ íà äâà íåðàâåíñòâà. Ïîñêîëü-
êó ðàçíîñòü äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ëþáîãî çíàêà, à ëþáîå
÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, òî, îñóùåñòâèâ çà-
ìåíó y = y1 − y2, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗ ∈ X â ñëó÷àå
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ÷èñåë yj ≥ 0, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿì�íåðàâåíñòâàì, è ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë yj , ñîîòâåòñòâóþùèõ
îãðàíè÷åíèÿì�ðàâåíñòâàì, ÷òî
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−f ′(x∗) =
∑

j∈I(x∗)

yjϕ
′
j(x

∗).

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ�ðàâåíñòâà âñåãäà ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå äëÿ òî÷êè x′ ïîëó÷èì ñèñòåìó −24 = 5y, −4 = 3y, 16 =

−4y, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, íåñîâìåñòíà. Çíà÷èò, òî÷êà x′ íå îïòèìàëüíà.
Äëÿ òî÷êè x′′ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä −20 = 5y, −12 = 3y, 16 = −4y, ðåøåíèåì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ y = −4. Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü y ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ�ðàâåíñòâó, äëÿ íåãî
íåò îãðàíè÷åíèÿ ïî çíàêó. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x′′ îïòèìàëüíà.

Çàäà÷è
Ïðîâåðèòü óêàçàííûå òî÷êè íà îïòèìàëüíîñòü â çàäà÷àõ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

1) f(x) = −2x2
1 − 3x2

2 + x1 − 6 −→ maxX ,
X = {x | x2

1 + x1 − 3 ≤ 0, 2x1 + x2 − 5 ≤ 0, x2 ≥ 0},
x1 = (1, 1), x2 = (2, 1), x3 = (1/4, 0), x4 = (0, 0);

2) f(x) = x2
1 + 3x1 −→ minX ,

X = {x | x2
1 + x2

2 − 2x1 + 8x2 + 16 ≤ 0, x1 − x2 ≤ 5},
x1 = (1,−4), x2 = (0,−4), x3 = (2,−4);

3) f(x) = 7x2
1 + 2x2

2 − x1x2 + x1 − x2 −→ minX ,
X = {x | x1 + x2 ≤ 2, x1 − 3x2 ≤ 4, −2x1 + x2 ≤ −3},
x1 = (5/2,−1/2), x2 = (1,−1), x3 = (2, 0);

4) f(x) = x2
1/2 + x2

2 − 5x1 + x2 −→ minX ,
X = {x | x1 + x2 − 2x3 ≤ 3, 2x1 − x2 − 3x3 ≥ −11, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0},
x1 = (1, 0, 2), x2 = (0, 0,−1), x3 = (1, 3, 0), x4 = (2, 1, 1), x5 = (5, 0, 1);

5) f(x) = ex1+x2 + x2
1 − 2x2 −→ minX ,

X = {x | x2 ≤ ln x1, x1 ≥ 1, x2 ≥ 0},
x1 = (2, ln 2), x2 = (e, 0), x3 = (1, 0);

6) f(x) = ex1+x2 + x2
3 + 2x1 + 2x2 −→ minX ,

X = {x | x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 18, 2x1 + x2 − x3 + 3 ≤ 0},

x1 = (−3, 3, 0), x2 = (1,−1, 4), x3 = (−3,−3, 0), x4 = (0, 0, 3);

7) f(x) = −5x2
1 − 6x2

2 − x2
3 + 8x1x2 + x1 −→ maxX ,

X = {x | x2
1 − x2 + x3 ≤ 5, x1 + 5x2 ≤ 8, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0},

x1 = (0, 0, 0), x2 = (1, 0, 4), x3 = (3/14, 1/7, 0), x4 = (4, 0,−11);

8) f(x) = −x2
1 − 2x2

2 + x1x2 − 26 −→ maxX ,
X = {x | x2

1 ≤ 25, x1 + 2x2 − 5 ≤ 0, x2 ≥ 0},
x1 = (0, 0), x2 = (−1, 2), x3 = (0,−6), x4 = (3, 0);

9) f(x) = 10x2
1 + 5x2

2 − x1 + 2x2 − 10 −→ minX ,
X = {x | 2x2

1 + x2 ≤ 4, x1 + x2 ≤ 8, x1 ≥ 0},
x1 = (0, 0), x2 = (1, 1), x3 = (0,−1);
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10) f(x) = 4x2
1 + 3x2

2 + 4x1x2 − x1 + 6x2 − 5 −→ minX ,
X = {x | − x2

1 − x2
2 ≥ −3, 3x2

1 + x2 ≤ 4, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0},
x1 = (0, 0), x2 = (5, 0), x3 = (1,−1), x4 = (1, 1);

11) f(x) = x2
1 + 5/2x2

2 − x1x2 −→ minX ,
X = {x | x2

1 − 4x1 − x2 ≤ −5, −x2
1 + 6x1 − x2 ≥ 7},

x1 = (2, 1), x2 = (3, 2).

4. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
4.1. Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ I = {1, . . . , m}, J = {1, . . . , n}, I1, I2 ⊂ I, J1 ⊂ J, I1 ∪ I2 =
I, I1 ∩ I2 = ∅. Ïóñòü çàäàíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà cj , bi, aij (i ∈ I, j ∈ J).

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì ïî x ôóíêöèè

w(x) =
n∑

j=1

cjxj (1)

ïðè óñëîâèÿõ
aix− bi ≥ 0, i ∈ I1; (2)
aix− bi = 0, i ∈ I2; (3)

xj ≥ 0, j ∈ J1. (4)
Çäåñü ai = (ai1, . . . , ain) � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé A, i ∈ I è x = (x1, . . . , xn)>

� âåêòîð ïåðåìåííûõ çàäà÷è.
Çàäà÷à (1)�(4) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäàííîé â îáùåé ôîð-

ìå.
Íàðÿäó ñ îáùåé ôîðìîé èñïîëüçóþòñÿ òàêæå êàíîíè÷åñêàÿ è ñòàíäàðòíàÿ ôîðìû. Êàê

â êàíîíè÷åñêîé, òàê è â ñòàíäàðòíîé ôîðìå âñå ïåðåìåííûå â ëþáîì äîïóñòèìîì ðåøåíèè
äîëæíû ïðèíèìàòü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò. å. J1 = J . Òàêèå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûìè â îòëè÷èå îò òàê íàçûâàåìûõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûå ïî-
äîáíîå îãðàíè÷åíèå íå íàêëàäûâàåòñÿ. Ïðè ýòîì â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå çàäà÷è I1 = ∅, à â
ñòàíäàðòíîé I2 = ∅.

Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íóþ çàïèñü, çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîð-
ìå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w(x) = cx → min, (5)

Ax = b, (6)
x ≥ 0, (7)

ãäå c = (c1, . . . , cn) � âåêòîð�ñòðîêà, x è b = (b1, . . . , bm)> � âåêòîð�ñòîëáöû, à A = (aij) �
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m× n.

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå òîãäà çàïèøåòñÿ òàê:

w(x) = cx → min,

Ax ≥ b,

x ≥ 0.
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Çàäà÷à ËÏ â îáùåé ôîðìå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ËÏ â êàíîíè÷åñêîé èëè ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìå. Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáùåãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïî èñõîäíîé çàäà÷å,
çàäàííîé â îáùåé ôîðìå, íîâîé çàäà÷è ËÏ â íóæíîé íàì ôîðìå, ëþáîå îïòèìàëüíîå ðåøå-
íèå êîòîðîé ïðåîáðàçóåòñÿ â îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è è íàîáîðîò. Òåì ñàìûì,
íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî çàíèìàòüñÿ èçó÷åíèåì çàäà÷è ËÏ, ïðåäñòàâëåííîé, íàïðèìåð, â
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Ðàññìîòðèì íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ íåñêîëüêî ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñäåëàòü òàêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå çàäà÷è. Ïðåæäå âñåãî, íåñêîëüêî îáùèõ çàìå÷àíèé:

1. Ëþáàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè, ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å íà ìèíèìóì óìíîæåíèåì öåëåâîé ôóíêöèè íà −1.

2. Ëþáîå îãðàíè÷åíèå�íåðàâåíñòâî âèäà
n∑

j=1

aijxj ≤ bi

óìíîæåíèåì íà −1 ïðèâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó
n∑

j=1

a′ijxj ≥ b′i,

ãäå a′ij = − aij , b
′
i = − bi.

3. Ëþáîå îãðàíè÷åíèå�íåðàâåíñòâî âèäà
n∑

j=1

aijxj ≥ bi

ñâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó ââåäåíèåì íîâîé íåîòðèöàòåëüíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü

yi =
n∑

j=1

aijxj − bi ≥ 0.

Òîãäà ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå�ðàâåíñòâî
n∑

j=1

aijxj − yi = bi,

ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä yi ≥ 0.
4. Ëþáîå îãðàíè÷åíèå�ðàâåíñòâî

n∑

j=1

aijxj = bi

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ íåðàâåíñòâ
n∑

j=1

aijxj ≥ bi,
n∑

j=1

aijxj ≤ bi.

5. Ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ xj ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðàçíîñòüþ äâóõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ:

xj = x1
j − x2

j , ãäå x1
j ≥ 0, x2

j ≥ 0.
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Ïðèìåð 1. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (5)�(7) çàäà÷ó
x1 + x2 → max,

2x1 + x2 ≥ 1,

x1 − x2 ≤ 0,

x1 ≥ 0.

Ðåøåíèå. Ñâîäèì èñõîäíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å íà ìèíèìóì, óìíîæèâ öåëåâóþ ôóíêöèþ
íà −1. Ïîëó÷èì

w(x) = −x1 − x2.

Çàïèøåì îãðàíè÷åíèÿ�íåðàâåíñòâà â âèäå ðàâåíñòâ, ââåäÿ íîâûå íåîòðèöàòåëüíûå ïåðå-
ìåííûå x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 :

2x1 + x2 − x3 = 1,

x1 − x2 + x4 = 0.

Çàìåíèì ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ x2 ðàçíîñòüþ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x5 ≥
0, x6 ≥ 0 :

x2 = x5 − x6.

Ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíàÿ çàäà÷à çàïèøåòñÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:
−x1 − x5 + x6 → min,

2x1 − x3 + x5 − x6 = 1,

x1 + x4 − x5 + x6 = 0,

xi ≥ 0 (i = 1, 3, 4, 5, 6).

Ïðèìåð 2. Ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå çàïèñè çàäà÷ó
w(x) = 2x1 − x2 → min,

x1 − x2 ≤ 1,

2x1 + x2 = 2,

x2 ≥ 0.

Ðåøåíèå. Çàìåíèì ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ x1 ðàçíîñòüþ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 :

x1 = x3 − x4.

Çàïèøåì îãðàíè÷åíèå�ðàâåíñòâî â âèäå äâóõ íåðàâåíñòâ:
2x1 + x2 ≤ 2,

2x1 + x2 ≥ 2.

Ïîñëå ýòîãî èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå:
−x2 + 2x3 − 2x4 → min,

−x2 + x3 − x4 ≤ 1,

x2 + 2x3 − 2x4 ≤ 2,

−x2 − 2x3 + 2x4 ≤ −2,

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

Çàäà÷è

1. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:
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1) x1 − x2 + x3 −→ max,
x1 − x2 = 0, x2 ≤ 1, x3 ≥ 0;

2) x1 + x2 + 3x3 −→ max,
2x1 + x2 + x3 ≤ 1, x2 + x3 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0;

3) x1 − x2 − x3 − x4 −→ min,
x1 + x2 − x4 ≤ 1, −x1 + x2 + x4 ≤ 1, x2 + x3 = 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

4) x1 − x2 − 2x3 − 3x4 −→ min,
x1 − x2 + x3 + x4 = 1, −x1 − x4 ≤ 5, x2 + x3 ≥ 10,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0;

5) x1 − x2 − x3 + 10x4 −→ max,
x1 + x2 + x3 + x4 = 1, x2 + x3 + x4 = 1, x3 + x4 = 1.

2. Çàäà÷à ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

cx → min,

Ax ≥ b,

x ≥ 0

ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïóòåì ââåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ y = (y1, . . . , ym)>.
Ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à

cx → min,

Ax−Ey = b,

x ≥ 0, y ≥ 0

(çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m ×m). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè (x, y) � ðåøåíèå ïî-
ñëåäíåé çàäà÷è, òî x � ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

3. Çàäà÷à ËÏ â îáùåé ôîðìå
n∑

j=1

cjxj → min,

n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i ∈ I1,

n∑

j=1

aijxj = bi, i ∈ I2,

xj ≥ 0, j ∈ J1.

ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïóòåì äîáàâëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ yi(i ∈
I1) è çàìåíû ïåðåìåííûõ xj(j ∈ J \ J1) ðàçíîñòüþ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ:

xj = x1
j − x2

j , j ∈ J \ J1.

29



Ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∑

j∈J1

cjxj +
∑

j∈J\J1

cj(x1
j − x2

j ) → min,

∑

j∈J1

aijxj +
∑

j∈J\J1

aij(x1
j − x2

j )− yi = bi, i ∈ I1,

∑

j∈J1

aijxj +
∑

j∈J\J1

aij(x1
j − x2

j ) = bi, i ∈ I2,

xj ≥ 0, j ∈ J1, x
1
j ≥ 0, x2

j ≥ 0, j ∈ J \ J1,

yi ≥ 0, i ∈ I1.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè xj(j ∈ J1), x1
j , x

2
j (j ∈ J \ J1), yi(i ∈ I1) � ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è, òî

xj(j ∈ J1), xj = x1
j − x2

j (j ∈ J \ J1) � ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

4.2. Áàçèñ è áàçèñíîå ðåøåíèå

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî çàäà÷à ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (5)�(7). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìàòðèöà A èìååò ðàíã m (m ≤ n). Òîãäà â A èìååòñÿ m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ.
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (6) ñîâìåñòíà è íåèçáûòî÷íà. Ïóñòü Aj = (a1j , . . . , amj)>, j ∈
J .

Îïðåäåëåíèå. Ëþáîé íàáîð Aσ(1), . . . , Aσ(m) èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ íà-
çûâàåòñÿ áàçèñîì, êàê è ìàòðèöà B = [Aσ(1), . . . , Aσ(m)], ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ ñòîëáöîâ.

Ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ìàòðèöó A ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó A = [B, N ], ãäå N�ïîäìàòðèöà,
ñîñòàâëåííàÿ èç îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ïîñòóïèâ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ âåêòî-
ðîì x, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå x =

(
xB
xN

)
, ãäå xB = (xσ(1), . . . , xσ(m))>.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåìåííûå xj , ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà xB (ñîîòâåòñòâåííî
xN ), íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè (ñîîòâåòñòâåííî íåáàçèñíûìè).

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå ñèñòåìû (6) x =
(
xB
xN

)
=

(
B−1b
0

)
íàçûâàþò áàçèñíûì ðåøåíèåì

(ñîîòâåòñòâóþùèì áàçèñó B).
Óòâåðæäåíèå 1. Âåêòîð x � áàçèñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ {Aj | xj 6= 0, j ∈ J} ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìî.
×èñëî áàçèñíûõ ðåøåíèé êîíå÷íî è íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà Cm

n . Êàæäîìó áàçèñó ñîîò-
âåòñòâóåò îäíî áàçèñíîå ðåøåíèå, íî áàçèñíîìó ðåøåíèþ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî
áàçèñîâ.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì (á. ä. ð.) íàçûâàåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà X = {x | Ax = b, x ≥ 0}, ÿâëÿþùèéñÿ áàçèñíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b.

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå áàçèñó B, ÿâëÿåòñÿ á. ä. ð. òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà B−1b ≥ 0.

Óòâåðæäåíèå 2. Âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x åñòü êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè X 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå.
Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè). Çàäà÷à (5)�(7) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà X 6= ∅ è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w(x) îãðàíè÷åíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå X.
Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè çàäà÷à ËÏ ðàçðåøèìà, òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå áàçèñíîå

äîïóñòèìîå ðåøåíèå.
Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå áàçèñû ñèñòåìû ðàâåíñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì áàçèñíûå ðåøå-

íèÿ:
x1 + x2 + x3 + x4 = 1,
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x1 − x2 + x3 − x4 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ {A1, A2} (îòìåòèì, ÷òî çäåñü m = 2). Îíè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Çíà÷èò, B =

(
1 1
1 − 1

)
� áàçèñ. Íàáîð ñòîëáöîâ {A1, A3} áàçèñîì íå

ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ñòîëáöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì,
÷òî {A1, A4}, {A2, A3}, {A3, A4} � áàçèñû, à {A2, A4} � íå áàçèñ. Òàê êàê â äàííîì ïðèìåðå
C2

4 = 6, òî ðàññìîòðåíû âñå ñëó÷àè.
Òàêèì îáðàçîì, {A1, A2}, {A1, A4}, {A2, A3}, {A3, A4} � âñå áàçèñû äàííîé ñèñòåìû

ðàâåíñòâ.
Íàéäåì òåïåðü âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî ââåä¼ííûì âûøå îáîçíà÷åíèÿì ñèñòåìà

(6) ïðè âûáðàííîì áàçèñå B ìîæåò áûòü çàïèñàíà â òàêîì âèäå:

BxB + NxN = b.

Îòêóäà, â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû B−1, ïîëó÷àåì, ÷òî

xB = B−1b−B−1NxN .

Ïîëîæèâ, ÷òî íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå xN ðàâíû íóëþ, ïîëó÷èì áàçèñíîå ðåøåíèå xB =
B−1b, xN = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî áàçèñíîå ðåøåíèå
(
xB
xN

)
ìîæíî íàéòè, ïîëîæèâ â (6) xN = 0, à çàòåì

ðàçðåøèâ ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî xB ëþáûì óäîáíûì ñïîñîáîì.
Åñëè B = (A1, A2), òî xB =

(
1
0

)
. Çíà÷èò, x = (1, 0, 0, 0)> � áàçèñíîå ðåøåíèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì, ÷òî âåêòîð x = (1, 0, 0, 0)> ñîîòâåòñòâóåò áàçèñó {A1, A4}, à
âåêòîð x = (0, 0, 1, 0)> � áàçèñàì {A2, A3} è {A3, A4}.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå áàçèñà, íî òîëüêî äâà áàçèñíûõ
ðåøåíèÿ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî äâà áàçèñà. Îòìåòèì,
÷òî äëÿ âñåõ áàçèñíûõ ðåøåíèé âûïîëíåíî óñëîâèå x ≥ 0, ò. å. ýòî áàçèñíûå äîïóñòèìûå
ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 2. Íàéòè âñå áàçèñû ñèñòåìû ðàâåíñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì áàçèñíûå äîïó-
ñòèìûå ðåøåíèÿ:

x1 + x2 + x3 + x4 = 3,

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1,

xj ≥ 0 j = 1, 2, 3, 4.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî áàçèñàìè ÿâëÿþòñÿ B1 = (A1, A2), B2 = (A1, A4),
B3 = (A2, A3), B4 = (A2, A4) è B5 = (A3, A4). Èì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå ðåøåíèÿ x1 =
(2, 1, 0, 0)>, x2 = (5, 0, 0,−2)>, x3 = (0, 1, 2, 0)> x4 = (0, 5/3, 0, 4/3)>, x5 = (0, 0, 5,−2)>.
Áàçèñíûìè äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ x1, x3, x4. Ñðåäè íèõ è íóæíî èñêàòü îïòè-
ìàëüíîå, åñëè çàäàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåð 3. Êàêèå áàçèñû ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíîìó ðåøåíèþ x = (a, b, 0)> ñèñòåìû

x1 + x2 + x3 = a + b,

x1 − 2x2 = a− 2b,

xj ≥ 0, j ∈ J = {1, 2, 3}, (a ≥ 0, b ≥ 0)?

Ðåøåíèå. Åñëè a > 0, b > 0, òî áàçèñîì ìîæåò áûòü òîëüêî ìàòðèöà B =
(
1 1
1 − 2

)
. Åñëè

a > 0, b = 0, òî {Aj | xj > 0} = {A1} è ïåðâûé ñòîëáåö ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî áàçèñà
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äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïðèâîäÿùèìè ê áàçèñàì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèþ x = (a, 0, 0)>, ãäå
a > 0 :

B1 = (A1, A2) è B2 = (A1, A3).

Çàìåòèì, ÷òî âñå ñòîëáöû ìàòðèöû A ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â ñëó÷àå a = 0, b > 0
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè x = (0, b, 0)>, ãäå b > 0, òî

B1 = (A1, A2) è B2 = (A2, A3).

È íàêîíåö, åñëè a = b = 0, ò. å. x = (0, 0, 0)>, òî èìååì òðè áàçèñà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò
ýòî ðåøåíèå:

B1 = (A1, A2), B2 = (A1, A3) è B3 = (A2, A3).

Ïðèìåð 4. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è

−3x1 − 2x2 − x3 → min,

x1 + x2 + x3 = 1,

x1 − x2 + x3 = 1,

xj ≥ 0 (j = 1, 2, 3).

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî {x | x1 + x2 + x3 = 1, xj ≥ 0, j = 1, 2, 3}
îãðàíè÷åííî è ñîäåðæèò â ñåáå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ
çàäà÷à ðàçðåøèìà. Ïðè ýòîì ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì.

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, íàéäåì åãî, ïåðå-
áðàâ âñå áàçèñíûå ðåøåíèÿ.

Èìååì áàçèñû B1 = (A1, A2) è B2 = (A2, A3), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå ðåøåíèÿ
x1 = (1, 0, 0)> è x2 = (0, 0, 1)>. Ýòè ðåøåíèÿ äîïóñòèìû. Òàê êàê w(x1) = −3, à w(x2) = −1,
òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå x∗ = x1.

Çàäà÷è
1. Íàéòè âñå áàçèñû çàäàííîãî áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé:

1) x1 + x2 + x3 = 0, x1 − x2 + x3 = 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,

x = (0, 0, 0)>;

2) x1 + x2 + x3 + x4 = 1, x1 − x2 + x3 − x4 = 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,

x = (1, 0, 0, 0)>.

2. Â äàííîé ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé âûðàçèòü áàçèñíûå ïåðåìåííûå óêàçàííîãî áàçèñíîãî
äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x ÷åðåç íåáàçèñíûå:

1) x1 + x2 + 2x3 = 3, −2x1 + 3x2 + x3 = 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,

x = (1, 2, 0)>;

2) 4x1 − x2 + 2x3 = 1, 10x1 + x2 − 4x3 = −3,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,

x = (0, 1, 1)>;
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3) x1 − x2 − 2x4 = 1, 2x1 − x2 + x3 − x4 = 2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,

x = (1, 0, 0, 0)>;

4) x1 + x2 + x3 + 6x4 = 3, x2 − x3 − 2x4 = 0, x1 + 2x4 = 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,

x = (1, 1, 1, 0)>.

4.3. Ñèìïëåêñ�òàáëèöà è êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè. Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå áàçèñà

Ïóñòü âûáðàí áàçèñ B = (Aσ(1), . . . , Aσ(m)), ïî êîòîðîìó ïîñòðîåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ñè-
ñòåìà îãðàíè÷åíèé�ðàâåíñòâ

xB + B−1NxN = B−1b.

Ïðåäñòàâèâ âåêòîð c â âèäå c = (cB, cN ), ãäå cB = (cσ(1), . . . , cσ(m)) ñîîòâåòñòâóåò áàçèñíûì,
à cN � íåáàçèñíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì, ÷òî

w = cBB−1b + (cN − cBB−1N)xN .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ðàâåíñòâ

−w +
∑

j∈S′
z0jxj = z00,

xσ(i) +
∑

j∈S′
zijxj = zi0, i = 1, . . . , m,

ãäå
S′ = J \ {σ(1), . . . , σ(m)}, z00 = −cBB−1b,

(z10, . . . , zm0)> = B−1b,

z0j = cj − cBB−1Aj , j = 1, . . . , n,

(z1j , . . . , zmj)> = B−1Aj , j = 1, . . . , n.

Êîýôôèöèåíòû zij (i = 0,m, j = 0, n) è ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì äàëåå ìåòîäå ðåøåíèÿ:

x1 . . . xj . . . xn

−w z00 z01 . . . z0j . . . z0n

xσ(1) z10 z11 . . . z1j . . . z1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xσ(i) zi0 zi1 . . . zij . . . zin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xσ(m) zm0 zm1 . . . zmj . . . zmn

Îñîáåííîñòüþ òàáëèöû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: ïðè ëþáîì i = 1, . . . , m ñòîëáåö
ñ íîìåðîì σ(i) èìååò 1 â i-é ñòðîêå è 0 â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ (åäèíè÷íûé âåêòîð). Êðîìå
òîãî, z0σ(i) = 0 (i = 1,m).

Ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ è ñòðîê è ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåíóìåðàöèåé ïåðåìåííûõ ñèìïëåêñ�
òàáëèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

33



x1 . . . xi . . . xm xm+1 . . . xn

−w z00 0 . . . 0 . . . 0 z0m+1 . . . z0n

x1 z10 1 . . . 0 . . . 0 z1m+1 . . . z1n

: : : : : : :
xi zi0 0 . . . 1 . . . 0 zim+1 . . . zin

: : : : : : :
xm zm0 0 . . . 0 . . . 1 zmm+1 . . . zmn

Çäåñü σ(i) = i (i = 1, m). Áàçèñíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå áàçèñó B, èìååò âèä xB =
(z10, z20, . . . , zm0)>, xN = 0, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w íà äàííîì ðåøåíèè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
w(x) = −z00.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìïëåêñ�òàáëèöà íàçûâàåòñÿ ïðÿìî äîïóñòèìîé, åñëè zi0 ≥ 0, i =
1, . . . , m,. Áàçèñ B, êîòîðîìó ýòà òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò, òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðÿìî äîïóñòè-
ìûì.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìïëåêñ�òàáëèöà íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé, åñëè z0j ≥
0, j = 1, . . . , n. Áàçèñ B, êîòîðîìó ýòà òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò, òàêæå íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííî
äîïóñòèìûì.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (5)�(7) ðàçðåøèìà, òî ó
íåå ñóùåñòâóåò ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìûé áàçèñ.

Óòâåðæäåíèå 6 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè). Åñëè ñèìïëåêñ�òàáëèöà
ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìà, òî ñîîòâåòñòâóþùåå áàçèñíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5)�(7).

Èç ïðÿìîé äîïóñòèìîñòè ñèïëåêñ�òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî áàçèñíîå ðåøåíèå x ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì ðåøåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(7) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ðàññìîòðåíèåì áàçèñíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Äîñòàòî÷íî íàéòè áàçèñ, êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöà.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèìïëåêñ�òàáëèöû, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò çàìåíà îä-
íîãî èç áàçèñíûõ ñòîëáöîâ íà äðóãîé ñòîëáåö ìàòðèöû A èç ÷èñëà íåáàçèñíûõ, íàçûâàåòñÿ
ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñà.

Ïóñòü â áàçèñå B = [Aσ(1), . . . , Aσ(m)] ñòîëáåö Aσ(r) çàìåíÿåòñÿ íà ñòîëáåö As, s ∈
J \ {σ(1), . . . , σ(m)}. Åñëè ýëåìåíò zrs íå ðàâåí 0, ãäå r ≥ 1, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íî-
âûé áàçèñ [Aσ(1), . . . , Aσ(r−1), As, Aσ(r+1), . . . , Aσ(m)]. Ýòîìó áàçèñó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ñèìïëåêñ�òàáëèöà, â êîòîðîé âåêòîð�ñòðîêè αi = (zi0, zi1, . . . , zin) (i = 0,m) ïðåîáðàçóþòñÿ
â âåêòîð�ñòðîêè α′i = (z′i0, z

′
i1, . . . , z

′
in) (i = 0,m) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:





α′i = αi − zis

zrs
αr, i 6= r,

α′r =
1

zrs
αr.

Ïðè ýòîì r-ÿ ñòðîêà, s-é ñòîëáåö è ýëåìåíò zrs íàçûâàþòñÿ âåäóùèìè.
Ýëåìåíòû ñèìïëåêñ�òàáëèöû ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ïðèíèìàþò âèä





z′ij = zij − ziszrj

zrs
, i 6= r,

z′rj =
zrj

zrs
.

Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè â ïðÿìî äîïóñòèìîé ñèìïëåêñ�òàáëèöå ñóùåñòâóåò j = s (s ∈ J),
äëÿ êîòîðîãî z0s < 0 è zis ≤ 0 (i = 1,m), òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w(x) íå îãðàíè÷åíà ñíèçó íà
X.
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Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ B è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó áàçèñíîå ðåøåíèå x íàçûâàþòñÿ âû-
ðîæäåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò i ∈ I òàêîå, ÷òî zi0 = 0.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x íå âûðîæäåíî, z0s < 0 (s ∈ J)
è ñóùåñòâóåò r ∈ I òàêîå, ÷òî zrs > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x′,
äëÿ êîòîðîãî w(x′) < w(x).

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà îïòèìàëüíîñòü ðåøåíèå x = (0, 0, 1, 1)> çàäà÷è

w(x) = x1 + x2 − 2x3 − 3x4 → min,

2x1 − x2 + x3 = 1,

−x1 + 2x2 + x4 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4.

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ {Aj | xj > 0} = {A3, A4} =
{(

1
0

)
,
(
0
1

)}
ìàòðèöû A

ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Òàê êàê ìàòðèöà B åäèíè÷íàÿ, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöû,
ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó áàçèñó, äîñòàòî÷íî èñêëþ÷èòü áàçèñíûå ïåðåìåííûå x3 è x4 èç
öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîëó÷èì

w = x1 + x2 − 2(1− 2x1 + x2)− 3(1 + x1 − 2x2) = −5 + 2x1 + 5x2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâà ïðèíèìàþò âèä

−w + 2x1 + 5x2 = 5,

x3 + 2x1 − x2 = 1,

x4 − x1 + 2x2 = 1.

È ñèìïëåêñ�òàáëèöà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê:

x1 x2 x3 x4

−w 5 2 5 0 0
x3 1 2 −1 1 0
x4 1 −1 2 0 1

Òàê êàê òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî (z10 = 1, z20 = 1) è äâîéñòâåííî (z01 = 2, z02 = 5, z03 =
0, z04 = 0) äîïóñòèìîé, òî áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Çàìåòèì,
÷òî çäåñü σ(1) = 3, σ(2) = 4.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà îïòèìàëüíîñòü ðåøåíèå x = (0, 1, 0, 2, 1)> çàäà÷è

w(x) = −x1 − x2 → min,

−x1 + x2 + x3 = 1,

x1 − 2x2 + x4 = 0,

−x1 + 2x2 + x5 = 3,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5.

Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ñòîëáöû (A2, A4, A5) = ((1,−2, 2)>, (0, 1, 0)>, (0, 0, 1)>) ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, x � áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñ áàçèñíûìè ïåðå-
ìåííûìè x2 = 1, x4 = 2, x5 = 1. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåøåíèþ x ñèìïëåêñ�òàáëèöó.
Íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå çäåñü x1 è x3. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ�ðàâåíñòâà
ñðàçó ïîëó÷àåì

x2 = 1 + x1 − x3.
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Ïîäñòàâèâ x2, âûðàæåííîå ÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå, âî âòîðîå è òðåòüå îãðàíè÷åíèÿ�
ðàâåíñòâà, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèÿì

−x1 + x3 + x2 = 1,

−x1 + 2x3 + x4 = 2,

x1 − 2x3 + x5 = 1.

Îñòàëîñü èñêëþ÷èòü áàçèñíûå ïåðåìåííûå èç öåëåâîé ôóíêöèè:

w(x) = −x1 − x2 = −x1 − (1 + x1 − x3) = −1− 2x1 + x3.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

−w − 2x1 + x3 = 1.

Ñèìïëåêñ�òàáëèöà ïðèíèìàåò âèä

x1 x2 x3 x4 x5

−w 1 −2 0 1 0 0
x2 1 −1 1 1 0 0
x4 2 −1 0 2 1 0
x5 1 1 0 −2 0 1

Áàçèñ íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì, òàê êàê âåêòîð (z10, z20, z30)> = (1, 2, 1)> íå ñîäåðæèò
íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òàáëèöà ïðÿìî äîïóñòèìà, íî íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé:
z01 = −2 < 0. È òàê êàê z31 = 1 > 0, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8 ñóùåñòâóåò áàçèñíîå
äîïóñòèìîå ðåøåíèå, êîòîðîå äàåò ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ÷åì w(x) = −z00 =
−1. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê z31 6= 0, òî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü áàçèñ, âûâåäÿ èç íåãî ñòîëáåö
A5 è çàìåíèâ åãî íà ñòîëáåö A1, ò. å. ïîëó÷èòü áàçèñ (A1, A2, A4).

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà, ïîëó÷èì òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5

−w 3 0 0 −3 0 2
x2 2 0 1 −1 0 1
x4 3 0 0 0 1 1
x1 1 1 0 −2 0 1

ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè w(x′) = −z′00 = −3, ãäå x′ = (1, 2, 0, 3, 0)>. Òàê êàê
z′03 = −3 < 0 è â òðåòüåì ñòîëáöå (j = 3) íåò ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, òî èç óòâåðæäåíèÿ
7 ñëåäóåò íåîãðàíè÷åííîñòü ñíèçó öåëåâîé ôóíêöèè w(x) íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå
X.

Çàäà÷è
1. Èññëåäîâàòü íà îïòèìàëüíîñòü ðåøåíèå x:

1) x1 − 2x2 − 2x3 −→ min,
x1 − x2 + 2x3 = 0, x1 + x2 + 5x3 = 2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
x = (1, 1, 0)>;
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2) x1 − 2x2 − 4x3 −→ min,
x1 − x2 − x3 = 1, x1 + x2 + x3 = 3,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
x = (2, 1, 0)>.

2. Íàéòè áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå, ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ÷åì íà
ðåøåíèè x:

1) −x1 − x2 − 2x4 −→ min,
x1 + x3 + x4 = 4, −x1 − 2x2 − 3x3 + x4 = 0,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,
x = (2, 0, 0, 2)>;

2) −x1 + x2 − x3 − 2x4 −→ min,
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 7, x2 + x3 + x4 = 5, x3 − x4 = 3,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,
x = (2, 2, 3, 0)>;

3) −x1 − x2 − x3 − 5x4 −→ min,
x1 + x2 − x4 = 3, x1 − x2 + 3x4 = −1, 2x1 + x2 + x3 − x4 = 5,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,
x = (1, 2, 1, 0)>.

4.4 Ïðÿìîé ñèìïëåêñ�ìåòîä

Ïóñòü x � íåêîòîðîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(7), ñîîòâåòñòâóþùåå
áàçèñó B. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöû ñ áàçèñîì B âûÿâëÿåòñÿ:

1) ëèáî îïòèìàëüíîñòü ðåøåíèÿ x;
2) ëèáî íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è;
3) ëèáî âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó.
Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîäâèæåíèå ïî áàçèñàì äîïóñòèìûõ áàçèñíûõ ðåøåíèé âïëîòü äî

ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî áàçèñà èëè óñòàíîâëåíèÿ íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñîñòàâëÿåò èäåþ
ñèìïëåêñ�ìåòîäà.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà:
0) Ïîñòðîèòü ñèìïëåêñ�òàáëèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäàííîìó áàçèñíîìó äîïóñòèìîìó

ðåøåíèþ (òàáëèöà, åñòåñòâåííî, áóäåò ïðÿìî äîïóñòèìîé, ò.å. zi0 ≥ 0, i = 1, m).
1) Åñëè ñèìïëåêñ�òàáëèöà äâîéñòâåííî äîïóñòèìà, ò.å. z0j ≥ 0, j = 1, n, òî ÊÎÍÅÖ

(ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå).
2) Èíà÷å, âûáðàòü âåäóùèé ñòîëáåö s : zos < 0, s ≥ 1.
3) Åñëè {i | zis > 0, i ≥ 1} 6= ∅, òî âûáðàòü âåäóùóþ ñòðîêó r ïî ïðàâèëó:

zr0

zrs
= min{ zi0

zis
| zis > 0, i ≥ 1},

èíà÷å ÊÎÍÅÖ (çàäà÷à íåðàçðåøèìà èç-çà íåîãðàíè÷åííîñòè öåëåâîé ôóíêöèè).
4) Ïðåîáðàçîâàòü ñèìïëåêñ�òàáëèöó, ïîëîæèòü σ(r) := s è ïåðåéòè íà øàã 1.
Ïîä èòåðàöèåé ïîíèìàåòñÿ îäíîêðàòíîå âûïîëíåíèå øàãîâ ñ 1-ãî ïî 4-é.
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Óòâåðæäåíèå 9. Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ñèìïëåêñ � òàáëèöà îñòàåòñÿ ïðÿìî
äîïóñòèìîé.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè ó
íåå ñóùåñòâóåò âûðîæäåííîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x, ò. å. òàêîå ðåøåíèå x, ÷òî
|{j | xj 6= 0}| < m.

Óòâåðæäåíèå 10. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ àë-
ãîðèòì ñèìïëåêñ�ìåòîäà êîíå÷åí.

Â ñëó÷àå âûðîæäåííîé çàäà÷è âîçìîæíî òàê íàçûâàåìîå çàöèêëèâàíèå, êîãäà â ðåçóëü-
òàòå ðåàëèçàöèè íåñêîëüêèõ èòåðàöèé àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò âîçâðàò ê áàçèñó, âñòðå÷àâøå-
ìóñÿ ðàíåå. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì ìîæåò íåîãðàíè÷åíî âûïîëíÿòü îäèí è òîò æå öèêë
ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà. Äëÿ èçáåæàíèÿ çàöèêëèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
âàðèàíò ñèìïëåêñ�ìåòîäà, îïèñàííûé â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü çàäà÷ó

w(x) = −x1 − 2x2 − 3x3 + x4 → min,

x1 − 3x2 − x3 − 2x4 = −4,

x1 − x2 + x3 = 0,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4,

âçÿâ â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ðåøåíèÿ òî÷êó x = (0, 1, 1, 0)>.
Ðåøåíèå. Òàáëèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîìó øàãó, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Òàê êàê ñòîëáöû {A2, A3} =
{(−3
−1

)
,
(−1

1

)}
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî èìååì

áàçèñ B0 = (A2, A3). Âûðàçèì áàçèñíûå ïåðåìåííûå x2 è x3 èç îãðàíè÷åíèé ðàâåíñòâ ÷åðåç
íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå x1 è x4. Ïîëó÷èì

x2 − 1/2x1 + 1/2x4 = 1,

x3 + 1/2x1 + 1/2x4 = 1.

Èñêëþ÷èì áàçèñíûå ïåðåìåííûå èç öåëåâîé ôóíêöèè, âûðàçèâ å¼ òîëüêî ÷åðåç íåáàçèñíûå
ïåðåìåííûå:

w(x) = −x1 − 2(1/2x1 − 1/2x4 + 1)− 3(−1/2x1 − 1/2x4 + 1) + x4 = −5− 1/2x1 + 7/2x4.

Ïðåäñòàâèì ýòî ðàâåíñòâî â óäîáíîì âèäå:

−w − 1/2x1 + 7/2x4 = 5.

Ñèìïëåêñ�òàáëèöà èìååò òàêîé èñõîäíûé âèä:
x1 x2 x3 x4

−w 5 −1/2 0 0 7/2
x2 1 −1/2 1 0 1/2
x3 1 1/2 0 1 1/2

Áàçèñ íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìûì, òàê êàê ýëåìåíò z01 = −1/2 îòðèöàòåëåí.
Ðàññìàòðèâàåìûé áàçèñ íåâûðîæäåí (z10 = 1, z20 = 1), è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè ìîæíî óëó÷øèòü. Âçÿâ â êà÷åñòâå âåäóùåãî ïåðâûé ñòîëáåö (s = 1), íàõîäèì
âåäóùóþ ñòðîêó: r = 2, òàê êàê òîëüêî z21 = 1/2 > 0. Ïðåîáðàçîâàâ èñõîäíóþ òàáëèöó ñ
âåäóùèì ýëåìåíòîì z21, ïðèä¼ì ê íîâîìó áàçèñó B1 = (A1, A2) è òàáëèöå

x1 x2 x3 x4

−w 6 0 0 1 4
x2 2 0 1 1 1
x1 2 1 0 2 1
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Òàê êàê òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé, òî áàçèñ B1 îïòèìàëåí è â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òàáëèöåé ïîëó÷àåì, ÷òî x∗ = (2, 2, 0, 0)> è w(x∗) = −6, òàê êàê x∗ = (z20, z10, 0, 0)>,
w(x∗) = −z00.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü çàäà÷ó

w(x) = −x1 − 2x2 + x3 − x4 → min,

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 1,

2x1 − x2 − x3 + 3x4 = 2,

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4,

âçÿâ â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ðåøåíèÿ òî÷êó x = (0, 0, 1, 1)>.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñòîëáöû A3 =
(−2
−1

)
, A4 =

(
3
3

)
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî èìååì áàçèñ

B0 = (A3, A4) è x � áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Ñòðîèì ñèìïëåêñ�òàáëèöó, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ íóëåâîìó øàãó àëãîðèòìà. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâà-
íèÿì â ïðèìåðå 1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

x3 + x1 − 2x2 = 1,

x4 + x1 − x2 = 1,

−w − x1 − x2 = 0,

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà

x1 x2 x3 x4

−w 0 −1 −1 0 0
x3 1 1 −2 1 0
x4 1 1 −1 0 1

Òàê êàê áàçèñ íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìûì (íàïðèìåð, z01 = −1 < 0) è íå
âûðîæäåí, òî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî óëó÷øèòü, âûáðàâ â êà÷åñòâå âåäóùåãî
ïåðâûé ñòîëáåö (s = 1). Â êà÷åñòâå âåäóùåé ñòðîêè ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ èç ñòðîê (r = 1
èëè r = 2), ïîñêîëüêó

z10

z11
=

z20

z21
= 1 = min

{zi0

zis
| zis > 0

}
.

Ïóñòü âûáðàíî r = 1, è z11 = 1 � âåäóùèé ýëåìåíò. Ïðåîáðàçîâàâ áàçèñ B0 â áàçèñ
B1 = (A1, A4), ïîëó÷èì òàáëèöó

x1 x2 x3 x4

−w 1 0 −3 1 0
x1 1 1 −2 1 0
x4 0 0 1 −1 1

Çäåñü îäíîçíà÷íî â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà âûáèðàåòñÿ z22 = 1. Ïðåîáðàçîâàâ áàçèñ
B1 â áàçèñ B2 = (A1, A2), ïðèäåì ê òàáëèöå

x1 x2 x3 x4

−w 1 0 0 −2 3
x1 1 1 0 −1 2
x2 0 0 1 −1 1
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçîøëî òîëüêî èçìåíåíèå áàçèñà. Ðåøåíèå îñòàëîñü ïðåæíèì x =
(1, 0, 0, 0)>. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå âûðîæäåííîå (z02 = 0). Â äàííîé òàáëèöå
âûáðàòü âåäóùèé ýëåìåíò óæå íå óäàåòñÿ. È íà øàãå 3 àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùà-
þòñÿ: z03 = −2 < 0 è z13 = z23 = −1 < 0. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w(x) íå îãðàíè÷åíà ñíèçó íà
ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç òåêóùåé ñèìïëåêñ�òàáëèöû
ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ñîêðàùåíèþ âû÷èñëåíèé. Åñëè áû â èñõîäíîé ñèìïëåêñ�
òàáëèöå áûëî áû çàìå÷åíî, ÷òî âî âòîðîì ñòîëáöå íåò ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ è z02 =
−1 < 0, òî íå ïðèøëîñü áû äâàæäû ìåíÿòü áàçèñ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü çàäà÷ó

w(x) = −x3 + x4 − x5 + x6 → min,

x1 + x3 − 2x4 − 3x5 + 4x6 = 0,

x2 + 4x3 − 3x4 − 2x5 + x6 = 0,

x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , 7.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìîæíî âûáðàòü áàçèñ B0 =
(A1, A2, A7), ïðè ýòîì èìååì áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)>. Äàííîå
ðåøåíèå, î÷åâèäíî, âûðîæäåííîå.

Òàê êàê áàçèñíûå ïåðåìåííûå x1, x2 è x7 íå ñîäåðæàòñÿ â öåëåâîé ôóíêöèè è ðàâåíñòâà
èìåþò òðåáóåìûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöû âèä, òî ñðàçó ïîëó÷àåì ñèìïëåêñ�
òàáëèöó:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 0 0 −1 1 −1 1 0
x1 0 1 0 1 −2 −3 4 0
x2 0 0 1 4 −3 −2 1 0
x7 1 0 0 1 1 1 1 1

Âûáèðàåì s = 3, r = 1 è ïåðåõîäèì ê áàçèñó B1 = (A2, A3, A7), ïðè ýòîì áàçèñíîå
ðåøåíèå íå èçìåíèòñÿ, òàê êàê z01 = 0.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 1 0 0 −1 −4 5 0
x3 0 1 0 1 −2 −3 4 0
x2 0 −4 1 0 5 10 −15 0
x7 1 −1 0 0 3 4 −3 1

Âûáèðàåì s = 4, r = 2 è ïåðåõîäèì ê áàçèñó B2 = (A3, A4, A7). Áàçèñíîå ðåøåíèå âíîâü
íå èçìåíèòñÿ:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 1/5 1/5 0 0 −2 2 0
x3 0 −3/5 2/5 1 0 1 −2 0
x4 0 −4/5 1/5 0 1 2 −3 0
x7 1 7/5 −3/5 0 0 −2 6 1

Çäåñü ìîæíî âçÿòü s = 5, r = 1. Áàçèñó B3 = (A4, A5, A7) ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 −1 1 2 0 0 −2 0
x5 0 −3/5 2/5 1 0 1 −2 0
x4 0 2/5 −3/5 −2 1 0 1 0
x7 1 1/5 1/5 2 0 0 2 1
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ñ òåì æå áàçèñíûì ðåøåíèåì.
Òåïåðü âîçüì¼ì s = 6, r = 2. Ïîëó÷èì áàçèñ B4 = (A5, A6, A7) è òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 −1/5 −1/5 −2 2 0 0 0
x5 0 1/5 −4/5 −3 2 1 0 0
x6 0 2/5 −3/5 −2 1 0 1 0
x7 1 −3/5 7/5 6 −2 0 0 1

Áàçèñíîå ðåøåíèå è çäåñü íå èçìåíèëîñü.
Ïóñòü òåïåðü s = 1, r = 1. Íîâûé áàçèñ B5 = (A1, A6, A7) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöåé è

òåì æå ðåøåíèåì:
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 0 −1 −5 4 1 0 0
x1 0 1 −4 −15 10 5 0 0
x6 0 0 1 4 −3 −2 1 0
x7 1 0 −1 −3 4 3 0 1

Âûáðàâ s = 2, r = 2, ïðèä¼ì ê áàçèñó B6 = (A1, A2, A7) = B0, ò. å. ïðîèçîøåë âîçâðàò ê
èñõîäíîìó áàçèñó. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî öèêë çàìêíóëñÿ è ïðîèçîøëî çàöèêëèâàíèå
àëãîðèòìà. Ðåøåíèå ïîëó÷èòü íå óäàëîñü.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü çàäà÷ó

w(x) = −7x1 − x3 + x4 − x5 → min,

x1 − x2 + x3 = 1,

2x1 + 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 12,

2x1 + x2 + x5 = 4,

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , 5,

âçÿâ â êà÷åñòâå èñõîäíîãî áàçèñà B0 = (A3, A4, A5).
Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì x3 èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà è x5 èç òðåòüåãî âî âòîðîå, ïîëó÷èì

−3x1 + x2 + x4 = 3.

Èñêëþ÷èì áàçèñíûå ïåðåìåííûå x3, x4 è x5 èç öåëåâîé ôóíêöèè:

w(x) = −7x1 − (1− x1 + x2) + (3 + 3x1 − x2)− (4− 2x1 − x2) = −2− x1 − x2.

Ïåðåïåøåì âñå óñëîâèÿ â âèäå, óäîáíîì äëÿ çàïîëíåíèÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöû:

x3 + x1 − x2 = 1,

x4 − 3x1 + x2 = 3,

x5 + 2x1 + x2 = 4,

−w − x1 − x2 = 2.

Èñõîäíàÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áàçèñó B0 è äîïóñòèìîìó áàçèñíîìó ðåøå-
íèþ x = (0, 0, 1, 3, 4)>, èìååò âèä

x1 x2 x3 x4 x5

−w 2 −1 −1 0 0 0
x3 1 1 −1 1 0 0
x4 3 −3 1 0 1 0
x5 4 2 1 0 0 1
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Òàê êàê èìåþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû â âåðõíåé ñòðîêå: z01 = z02 = −1, òî òàáëèöà
íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Ïîýòîìó âûáèðàåì âåäóùèé ñòîëáåö s. Ïóñòü s = 1.
Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèì íà øàã 3. Òàê êàê ìíîæåñòâî {i | zi1 > 0} íå ïóñòî, òî íàõîäèì
âåäóùóþ ñòðîêó:

z10

z11
= 1 = min

{zi0

zi1
| zi1 > 0

}
= min

{1
1
,
4
2

}
.

Òàêèì îáðàçîì, r = 1 è âåäóùèì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò z11. Íîâûé áàçèñ B1 = (A1, A4, A5).
Ïðîâåäÿ ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà, ïîëó÷èì òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5

−w 3 0 −2 1 0 0
x1 1 1 −1 1 0 0
x4 6 0 −2 3 1 0
x5 2 0 3 −2 0 1

Îíà òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Îäíîçíà÷íî ïîëó÷àåì s = 2, r = 3. Ïåðå-
õîäèì ê íîâîìó áàçèñó B2 = (A1, A2, A4), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òàáëèöà

x1 x2 x3 x4 x5

−w 13/3 0 0 −1/3 0 2/3
x1 5/3 1 0 1/3 0 1/3
x4 22/3 0 0 5/3 1 2/3
x2 2/3 0 1 −2/3 0 1/3

Â êà÷åñòâå âåäóùåãî òåïåðü âûáèðàåì ýëåìåíò z23 = 5/3, òàê êàê z03 = −1/3 < 0 è

z20

z23
=

22
5

<
z10

z13
= 5.

Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåõîäèì ê áàçèñó B3 = (A1, A2, A3) è òàáëèöå

x1 x2 x3 x4 x5

−w 29/5 0 0 0 1/5 4/5
x1 1/5 1 0 0
x3 22/5 0 0 1
x2 18/5 0 1 0

Ïðè ýòîì òàê êàê ïîëó÷èëàñü äâîéñòâåííî äîïóñòèìàÿ òàáëèöà, òî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íó-
ëåâîé ñòðîêè (ýëåìåíòîâ z0j , j = 1, n) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ýëåìåíòû íóëåâîãî ñòîëáöà
zi0 (i = 0,m) è íà ýòîì çàâåðøèòü ðåøåíèå çàäà÷è.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî, è îíî ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç âû÷èñëåííîé ÷àñòè òàá-
ëèöû: xσ(i) = zi0, i = 1,m, à âñå íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå ðàâíû íóëþ, ïðè ýòîì w(x) = −z00,
ò. å. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå x = (1/5, 18/5, 22/5, 0, 0), w(x) = −29/5.

Çàäà÷è
1. Ïðèâåñòè çàäà÷ó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ðåøèòü åå ñèìïëåêñ�ìåòîäîì è äàòü ãåîìåò-

ðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êàæäîãî øàãà â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ:

1) −x1 − x2 −→ min,
x1 − x2 ≤ 1, 5x1 + x2 ≤ 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;
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2) −x1 + 2x2 −→ min,
x1 + x2 ≤ 12, x1 − x2 ≤ 8,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó ñèìïëåêñ�ìåòîäîì, âçÿâ â êà÷åñòâå èñõîäíîãî áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî
ðåøåíèÿ òî÷êó x:

1) −6x1 − x2 − 4x3 + 5x4 −→ min,
3x1 + x2 − x3 + x4 = 4, 5x1 + x2 + x3 − x4 = 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,
x = (1, 0, 0, 1)>;

2) −x1 − 2x2 − 3x3 + x4 −→ min,
x1 − 3x2 − x3 − 2x4 = −4, x1 − x2 + x3 = 0,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,
x = (0, 1, 1, 0)>;

3) −x1 − x2 − x3 − x4 −→ min,
x1 + x2 + x3 + 3x4 = 3, x1 + x2 − x3 + x4 = 1, x1 − x2 + x3 + x4 = 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,
x = (0, 0, 0, 1)>;

4) −x1 − 2x2 − x3 − 3x4 − x5 −→ min,
x1 + x2 + 2x4 + x5 = 5, x1 + x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 9, x2 + x3 + 2x4 + x5 = 6,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0,
x = (0, 0, 1, 2, 1)>;

5) −x1 + x2 − 2x3 + x4 − x5 −→ min,
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 − 2x5 = 3, x2 − x3 − x4 − x5 = 0, x1 + x4 − x5 = 0,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0,
x = (0, 2, 0, 1, 1)>;

6) −x1 − 2x2 − 2x3 − x4 − 6x5 −→ min,
x1 + 3x2 + 3x3 + x4 + 9x5 = 18, x1 + 5x2 + 2x4 + 8x5 = 13, x3 + x5 = 3,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0,
x = (0, 1, 2, 0, 1)>;

7) −x1 − x2 − x3 − x4 − x5 −→ min,
x1 + x2 + 2x3 = 4, −2x2 − 2x3 + x4 − x5 = −6, x1 − x2 + 6x3 + x4 + x5 = 12,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0,
x = (1, 1, 2, 0, 0)>.
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4.5 Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé âàðèàíò ïðÿìîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà

Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü çàöèêëèâàíèå è çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èòü
ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé âåêòîð α = (z0, z1, . . . , zn) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå íóëÿ
(α Â 0), åñëè ïåðâàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà ïîëîæèòåëüíà: zp > 0, ãäå p = min{i |
zi 6= 0}.

Åñëè α′, α′′ ∈ En+1, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåêòîð α′ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå âåêòîðà α′′

(α′ Â α′′), åñëè α′ − α′′ Â 0.
Òåì ñàìûì íà En+1 îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, òàê ÷òî â ëþáîé êîíå÷íîé

ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ {αi} èìååòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíûé âåêòîð, îáîçíà÷àå-
ìûé lex min{αi}.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìïëåêñ�òàáëèöà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè åå ñòðîêè αi = (zi0,
zi1, . . . , zin), i = 1,m, ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïîëîæèòåëüíû.

Óòâåðæäåíèå 11. Ëþáóþ ïðÿìî äîïóñòèìóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
â íîðìàëüíóþ ïóòåì ïåðåíóìåðàöèè ïåðåìåííûõ (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëá-
öîâ).

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî íîðìàëüíàÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî äîïóñòèìîé.
Îòëè÷èÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî âàðèàíòà ïðÿìîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà îò îáû÷íîãî êàñàþò-

ñÿ òîëüêî 0-ãî è 3-ãî øàãîâ (îñòàëüíûå øàãè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé):
0′) Íà÷àòü ñ íîðìàëüíîé ñèìïëåêñ�òàáëèöû.
3′) Åñëè {i | zis > 0, i ≥ 1} 6= ∅, òî âûáðàòü âåäóùóþ ñòðîêó r:

1
zrs

αr = lexmin
{ 1

zis
αi | zis > 0, i ≥ 1

}
,

èíà÷å ÊÎÍÅÖ (çàäà÷à íåðàçðåøèìà).
Ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà ïðè ýòîì ñîõðàíÿåò íîðìàëüíîñòü ñèìïëåêñ�òàáëèöû.
Óòâåðæäåíèå 12. Â ðåçóëüòàòå îäíîé èòåðàöèè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà

ïðîèñõîäèò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå âîçðàñòàíèå íóëåâîé ñòðîêè α0 = (z00, z01, . . . , z0n).
Óòâåðæäåíèå 13. Â õîäå ðàáîòû ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ñèìïëåêñ � ìåòîäà áàçèñû íå

ïîâòîðÿþòñÿ, ÷òî ãàðàíòèðóåò åãî êîíå÷íîñòü.
Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðèìåð 3 èç ïðåäûäóùåãî ïîäðàçä. 4.4, íà

êîòîðîì áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü çàöèêëèâàíèÿ îáû÷íîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà.
Âûáðàâ áàçèñ B0 = (A1, A2, A7), ïîëó÷èì èñõîäíóþ òàáëèöó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 0 0 −1 1 −1 1 0
x1 0 1 0 1 −2 −3 4 0
x2 0 0 1 4 −3 −2 1 0
x7 1 0 0 1 1 1 1 1

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó s = 3. Çäåñü α1 = (0, 1, 0, 1,−2,−3, 4, 0), α2 = (0, 0, 1, 4,−3,−2, 1, 0) è
α3 = (1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1).

Òàê êàê α3−α1 = (1,−1, ...) Â 0 è α3−α2/z23 = (1, 0, ...) Â 0, òî α3 Â α1 è α3 Â 1/z23α
2.

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ñðàâíèòü α1 è (1/z23)α2. Èìååì

α1 − 1
4

α2 = (0, 1, . . . ) Â 0.

Çíà÷èò, lexmin{αi/zi3 | zi3 > 0} = (1/z23)α2 è r = 2.
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Ïðåîáðàçîâàâ ñèìïëåêñ�òàáëèöó (ïåðåéäÿ ê áàçèñó B1 = (A1, A3, A7)), ïîëó÷èì

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 0 0 1/4 0 1/4 −6/4 5/4 0
x1 0 1 −1/4 0 −5/4 −10/4 15/4 0
x3 0 0 1/4 1 −3/4 −2/4 1/4 0
x7 1 0 −1/4 0 7/4 6/4 3/4 1

Çäåñü âåäóùèé ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî: s = 5, r = 3. Ïåðåõîäÿ ê áàçèñó B2 =
(A1, A3, A5), ïðåîáðàçóåì ñèìïëåêñ � òàáëèöó. Â ðåçóëüòàòå ïåðåéäåì ê òàáëèöå (íåíóæíûå
ýëåìåíòû îïóùåíû):

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

−w 1 0 0 0 2 0 2 1
x1 5/3 1 0 0
x3 1/3 0 1 0
x5 2/3 0 0 1

Òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî çà äâå
èòåðàöèè. Ïðè ýòîì x∗ = (5/3, 0, 1/3, 0, 2/3, 0, 0)>, w(x∗) = −1.

Çàäà÷è
Ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî âàðèàíòà ïðÿìîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà çàäà÷ó,

âûáðàâ áàçèñ B0 â êà÷åñòâå èñõîäíîãî áàçèñà:

1) −x1 − 2x2 − x3 − 2x4 − 3x5 −→ min,
x1 − x2 − 2x5 = 0, x2 + x4 + 4x5 = 0, x2 + x3 + x5 = 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0,
B0 = (A1, A2, A3);

2) −4x1 − x2 − x3 + x4 − x5 − 2x6 −→ min,
3x1 + 2x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 1, 2x1 + 2x2 + x4 + x5 = 0, x1 + x2 + x4 = 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0,
B0 = (A4, A5, A6);

3) −x1 − 4x2 − x3 − x4 + 2x5 − x6 −→ min,
x1 + x2 + x4 = 0, x1 + x2 + x3 + x5 = 1, x2 + x3 + x6 = 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0,
B0 = (A4, A5, A6).

4.6. Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

Â ïðèìåðàõ, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ëèáî çàäàí èñõîäíûé äîïóñòè-
ìûé áàçèñ, ëèáî áûëî èçâåñòíî áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå.

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ËÏ â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå, ïîçâîëÿþùèé íà ïåðâîì ýòàïå íàéòè áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå èëè óñòàíîâèòü,
÷òî X = ∅, à íà âòîðîì � îïòèìàëüíûé áàçèñ è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå ëèáî óñòàíî-
âèòü íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è èç-çà íåîãðàíè÷åííîñòè öåëåâîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì íå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí m.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé � ðàâåíñòâ Ax = b
çàïèñàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî b ≥ 0. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, óìíîæàÿ íóæíûå ñòðîêè íà −1.

Òîãäà ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùèõ øàãîâ.
0. Ïîñòðîèòü ñèìïëåêñ�òàáëèöó äëÿ çàäà÷è

ξ =
m∑

i=1

xn+i → min, (8)

aix + xn+i = bi, i = 1,m; (9)
xj ≥ 0, j = 1, n + m, (10)

âûáðàâ â êà÷åñòâå áàçèñà B = (An+i, . . . , An+m). Çäåñü ai � ýòî i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A
(i = 1,m). Òàê êàê ìàòðèöà B åäèíè÷íàÿ, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû äîñòàòî÷íî â öåëåâîé
ôóíêöèè ξ âûðàçèòü áàçèñíûå ïåðåìåííûå (èñêóññòâåííûé áàçèñ) xn+i (i = 1,m) ÷åðåç
íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå xj (j = 1, n), èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèÿ (9). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì,
÷òî

ξ =
m∑

i=1

(bi − aix).

Ñëåäîâàòåëüíî,

z00 = −
m∑

i=1

bi, à z0j =
m∑

i=1

aij , j = 1, n.

Ïðè ýòîì ñèìïëåêñ�òàáëèöà ïðÿìî äîïóñòèìà, à áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå èìååò âèä
xj = 0 (j = 1, n), è xn+i = bi (i = 1,m).

1. Ïðîäåëàòü øàãè 1�4 àëãîðèòìà ñèìïëåêñ�ìåòîäà, îïèñàííîãî â ïîäðàçä. 4.4.
Òàê êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (8)�(10) îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì è äîïóñòèìîå ìíî-

æåñòâî, çàäàâàåìîå óñëîâèÿìè (9)�(10), íåïóñòî, òî çàäà÷à (8)�(10) âñåãäà ðàçðåøèìà è
ìèíèìóì íåîòðèöàòåëåí. Ïîýòîìó íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò çàâåðøèòüñÿ òîëü-
êî ïîëó÷åíèåì ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìîãî áàçèñà. Êàê òîëüêî òàêîé áàçèñ áóäåò
ïîëó÷åí, ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.

2. Åñëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ξ∗ > 0, òî ÊÎÍÅÖ (èñõîäíàÿ çàäà÷à íå èìååò äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé: X = ∅), èíà÷å óäàëèòü èç ñèìïëåêñ�òàáëèöû âñå ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå
èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì xj (j = n + 1, n + m), è íóëåâóþ ñòðîêó.

3. Åñëè áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå èñõîäíîé çàäà÷è xj (j ≤
n), òî ïåðåéòè íà øàã 7.

4. Âûáðàòü ñòðîêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èñêóññòâåííîé ïåðåìåííîé xr (r > n).
5. Åñëè ñóùåñòâóåò zrs 6= 0 (1 ≤ s ≤ n), òî âûïîëíèòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

áàçèñà ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì zrs è ïåðåéòè íà øàã 3.
6. Åñëè zrj = 0 äëÿ âñåõ j = 1, n, òî óäàëèòü r-þ ñòðîêó èç ñèìïëåêñ�òàáëèöû è ïåðåéòè

íà øàã 3.
7. Äîáàâèòü íóëåâóþ ñòðîêó â ñèìïëåêñ�òàáëèöó, çàïèñàâ â íå¼ êîýôôèöèåíòû öåëå-

âîé ôóíêöèè îñíîâíîé çàäà÷è w(x), âûðàæåííîé ÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå. Ïîëó÷åíà
ïðÿìî äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöà èñõîäíîé çàäà÷è.

8. Ïðîäåëàòü øàãè 1�4 àëãîðèòìà ñèìïëåêñ�ìåòîäà, îïèñàííîãî â ïîäðàçä. 4.4.
Øàãè 0�7 îïèñàííîãî âûøå ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ áàçèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ îáû÷íî

íàçûâàþò ïåðâûì ýòàïîì ñèìïëåêñ�ìåòîäà, à ìåòîä â öåëîì � äâóõýòàïíûì ñèìïëåêñ�
ìåòîäîì.

Âûïîëíåíèå øàãà 6 ñâèäåòåëüñòâóåò î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè óðàâíåíèé Ax = b, ÷òî
ïîçâîëÿåò óäàëèòü ÷àñòü óðàâíåíèé. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè ðàíã ìàòðèöû A
ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé m.

46



Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà 7 èìååì ïðÿìî äîïóñòèìóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó èñõîäíîé çàäà÷è,
ò. å. çàâåðø¼í 0-é øàã àëãîðèòìà ïîäðàçä. 4.4. è ìîæíî ïåðåõîäèòü ê åãî øàãàì 1�4. Â
ðåçóëüòàòå ëèáî óñòàíîâèì, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w(x) íå îãðàíè÷åíà ñíèçó, ëèáî ïîëó÷èì
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü çàäà÷ó

x1 − x2 + x3 − x4 + 3x5 → min,

x1 + x4 + 2x5 = 1,

−x2 − x3 + x4 + 2x5 = 1,

2x1 − 3x2 + x3 + x4 = 0,

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , 5).

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü íà÷àëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ìåòîäîì èñêóññòâåí-
íîãî áàçèñà. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå x6, x7, x8 è ïîëó÷èì çàäà÷ó

x6 + x7 + x8 → min,

x1 + x4 + 2x5 + x6 = 1,

−x2 − x3 + x4 + 2x5 + x7 = 1,

2x1 − 3x2 + x3 + x4 + x8 = 0,

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , 8),

ñ áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì x = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0)>. Èñêëþ÷èì áàçèñíûå ïåðåìåííûå
x6, x7 è x8 èç öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è:

ξ = (1−x1−x4−2x5)+(1+x2+x3−x4−2x5)+(−2x1+3x2−x3−x4) = 2−3x1+4x2−3x4−4x5.

Äàííîå ðàâåíñòâî çàïèøåì â ïðèíÿòîì âèäå

−ξ − 3x1 + 4x2 − 3x4 − 4x5 = −2.

Ïîëó÷àåì èñõîäíóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

−ξ −2 −3 4 0 −3 −4 0 0 0
x6 1 1 0 0 1 2 1 0 0
x7 1 0 −1 −1 1 2 0 1 0
x8 0 2 −3 1 1 0 0 0 1

Íà ýòîì íóëåâîé øàã àëãîðèòìà ìåòîäà èñêóñòâåííîãî áàçèñà çàâåðø¼í. Ïåðåõîäèì ê ïåð-
âîìó øàãó. Òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Âûáèðàåì âåäóùèé ñòîëáåö s.
Ïóñòü s = 4. Âûáèðàåì âåäóùóþ ñòðîêó. Ïîëó÷àåì r = 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåäóùèé ýëåìåíò
z34 = 1. Ïåðåõîäèì ê íîâîìó áàçèñó, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöà:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

−ξ −2 3 −5 3 0 −4 0 0 3
x6 1 −1 3 −1 0 2 1 0 −1
x7 1 −2 2 −2 0 2 0 1 −1
x4 0 2 −3 1 1 0 0 0 1
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Òàáëèöà âñ¼ åù¼ íå äâîéñòâåííî äîïóñòèìà. Âûáèðàåì â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíò z15.
Ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

−ξ 0 1 1 1 0 0 2 0 1
x5 1/2 −1/2 3/2 −1/2 0 1 1/2 0 −1/2
x7 0 −1 −1 −1 0 0 −1 1 0
x4 0 2 −3 1 1 0 0 0 1

Òàáëèöà ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìà, è ξ∗ = 0. Íà øàãå 2 ìåòîäà èñêóññòâåííîãî áàçèñà â
òàáëèöå ïðîèçîéäåò óäàëåíèå íóëåâîé ñòðîêè è òð¼õ ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì. Òàê êàê â áàçèñå èìååòñÿ èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x7 è z21 =
−1 6= 0, òî ìîæíî âûïîëíèòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì
z21 (øàãè 4 è 5), ïîñëå ÷åãî áàçèñå îñòàíóòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå èñõîäíîé çàäà÷è:

x1 x2 x3 x4 x5

x5 1/2 0 2 0 0 1
x1 0 1 1 1 0 0
x4 0 0 −5 −1 1 0

Íà ýòîì ïåðâûé ýòàï àëãîðèòìà ñèìïëåêñ�ìåòîäà çàâåðø¼í. Ïåðåõîäèì íà øàã 7. Âûðàçèì
÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå x2 è x3 öåëåâóþ ôóíêöèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Èç ïîñëåäíåé
ñèìïëåêñ�òàáëèöû èìååì ðàâåíñòâà

2x2 + x5 = 1/2,

x1 + x2 + x3 = 0,

−5x2 − x3 + x4 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

w(x) = (−x2 − x3)− x2 + x3 − (5x2 + x3) + 3(1/2− 2x2) = 3/2− 13x2 − x3.

Ïîëó÷èì ñèìïëåêñ�òàáëèöó èñõîäíîé çàäà÷è ñ áàçèñîì B = (A1, A4, A5) è ñîîòâåòñòâóþùèì
áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì x = (0, 0, 0, 0, 1/2) :

x1 x2 x3 x4 x5

−w −3/2 0 −13 −1 0 0
x5 1/2 0 2 0 0 1
x1 0 1 1 1 0 0
x4 0 0 −5 −1 1 0

Òåïåðü ïåðåõîäèì íà øàã 8. Òàê êàê ñèìïëåêñ�òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé,
òî âûáèðàåì, ñîãëàñíî ïðÿìîìó àëãîðèòìó ñèìïëåêñ�ìåòîäà, s = 2, r = 2. Ïðåîáðàçóåì
òàáëèöó ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì z22 = 1 è ïåðåõîäèì ê ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé
òàáëèöå

x1 x2 x3 x4 x5

−w −3/2 13 0 12 0 0
x5 1/2 −2 0 −2 0 1
x2 0 1 1 1 0 0
x4 0 5 0 4 1 0

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ = (0, 0, 0, 0, 1/2), ïðè ýòîì w(x∗) = 3/2.
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Ïðèìåð 2. Ðåøèòü çàäà÷ó

−2x1 − 7x2 + x3 + 4x4 → min,

x1 + x2 − x4 = 1,

2x1 + x2 + x3 − 2x4 = 3,

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , 4).

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü íà÷àëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ìåòîäîì èñêóññòâåí-
íîãî áàçèñà. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå x5, x6 è ïîëó÷èì çàäà÷ó

x5 + x6 → min,

x1 + x2 − x4 + x5 = 1,

2x1 + x2 + x3 − 2x4 + x6 = 3,

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , 6)

ñ áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì x = (0, 0, 0, 0, 1, 3)>. Èñêëþ÷èì áàçèñíûå ïåðåìåííûå
x5, x6 èç öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è è ïîëó÷èì èñõîäíóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6

−ξ −4 −3 −2 −1 3 0 0
x5 1 1 1 0 −1 1 0
x6 3 2 1 1 −2 0 1

Òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Âûáèðàåì â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíò
z11. Ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6

−ξ −1 0 1 −1 0 3 0
x1 1 1 1 0 −1 1 0
x6 1 0 −1 1 0 −2 1

Òåïåðü â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà âûáèðàåì z32. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì ñèìïëåêñ�
òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6

−ξ 0 0 0 0 0 1 1
x1 1 1 1 0 −1 1 0
x3 1 0 −1 1 0 −2 1

Òàáëèöà ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìà. Ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì ξ∗ = −z00 = 0. Íà øàãå 2 â òàáëèöå ïðîèçîéäåò óäàëåíèå íóëåâîé
ñòðîêè è äâóõ ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì. Â áà-
çèñå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ïåðåìåííûå èñõîäíîé çàäà÷è. Íà ýòîì ïåðâûé ýòàï àëãîðèòìà
ñèìïëåêñ�ìåòîäà çàâåðø¼í. Ïåðåõîäèì íà øàã 7. Âûðàçèì ÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå
öåëåâóþ ôóíêöèþ w(x). Èç ïîñëåäíåé ñèìïëåêñ�òàáëèöû èìååì ðàâåíñòâà

x1 + x2 − x4 = 1,

−x2 + x3 = 1,

ò. å.
w(x) = −2(1− x2 + x4)− 7x2 + (1 + x2) + 4x4 = −1− 4x1 + 2x4.
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Ïîëó÷èì ïðÿìî äîïóñòèìóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó èñõîäíîé çàäà÷è ñ áàçèñîì B = (A1, A3) è
ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèåì x = (1, 0, 1, 0)

x1 x2 x3 x4

−w −1 0 −4 0 2
x1 1 1 1 0 −1
x3 1 0 −1 1 0

Òåïåðü ïåðåõîäèì íà øàã 8. Òàê êàê ñèìïëåêñ�òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé,
òî âûáèðàåì s = 2, r = 1. Ïðåîáðàçóåì òàáëèöó ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì z12 = 1 è îêîí÷àòåëüíî
ïðèõîäèì ê ïðÿìî äîïóñòèìîé òàáëèöå ñ îòðèöàòåëüíûì ïîñëåäíèì ñòîëáöîì

x1 x2 x3 x4

−w 3 4 0 0 −2
x2 1 1 1 0 −1
x3 2 1 0 1 −1

Òàêèì îáðàçîì, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íåîãðàíè÷åíà ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî, îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü çàäà÷ó

x1 − x2 + x3 − x4 + 3x5 → min,

x1 + x4 + 2x5 = 1,

−x2 − x3 + x4 + 2x5 = 2,

2x1 − 3x2 + x3 + x4 = 0,

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , 5).

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì íà÷àëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èñêóñ-
ñòâåííîãî áàçèñà. Äëÿ ýòîãî äîáàâèì èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå x6, x7, x8 è ïîëó÷èì çàäà÷ó

x6 + x7 + x8 → min,

x1 + x4 + 2x5 + x6 = 1,

−x2 − x3 + x4 + 2x5 + x7 = 2,

2x1 − 3x2 + x3 + x4 + x8 = 0,

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , 8),

ñ áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì x = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 2, 0)>. Èñêëþ÷èì áàçèñíûå ïåðåìåííûå
èç öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è è ïîëó÷èì èñõîäíóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

−ξ −3 −3 4 0 −3 −4 0 0 0
x6 1 1 0 0 1 2 1 0 0
x7 2 0 −1 −1 1 2 0 1 0
x8 0 2 −3 1 1 0 0 0 1

Òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Âûáèðàåì â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíò z34 =
1. Ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

−ξ −3 3 −5 3 0 −4 0 0 3
x6 1 −1 3 −1 0 2 1 0 −1
x7 2 −2 2 −2 0 2 0 1 −1
x4 0 2 −3 1 1 0 0 0 1
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Òåïåðü â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà âûáèðàåì z15 = 2. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì
ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

−ξ −1 1 1 1 0 0 2 0 1
x5 1/2 −1/2 3/2 −1/2 0 1 1/2 0 −1/2
x7 1 −1 −1 −1 0 0 −1 1 0
x4 0 2 −3 1 1 0 0 0 1

Òàáëèöà ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìà. Ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷è. Òàê êàê ξ∗ = −z00 = 1 > 0, òî èñõîäíàÿ çàäà÷à íåðàçðåøèìà èç-çà íåñîâìåñò-
íîñòè îãðàíè÷åíèé.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü çàäà÷ó

−x1 − 4x2 − x3 → min,

x1 + x2 + x3 = 2,

−2x1 + x2 − x3 = −1,

3x1 + 2x3 = 3,

xj ≥ 0 (j = 1, 2, 3).

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü íà÷àëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ìåòîäîì èñêóññòâåí-
íîãî áàçèñà. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì âòîðîå îãðàíè÷åíèå�ðàâåíñòâî íà −1 è äîáàâèì èñêóñ-
ñòâåííûå ïåðåìåííûå x4, x5 è x6. Ïîëó÷èì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

x4 + x5 + x6 → min,

x1 + x2 + x3 + x4 = 2,

2x1 − x2 + x3 + x5 = 1,

3x1 + 2x3 + x6 = 3,

xj ≥ 0 (j = 1, 6)

ñ áàçèñíûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì x = (0, 0, 0, 2, 1, 3)>. Èñêëþ÷èì áàçèñíûå ïåðåìåííûå
x4, x5 è x6 èç öåëåâîé ôóíêöèè ýòîé çàäà÷è:

ξ = (2− x1 − x2 − x3) + (1− 2x1 + x2 − x3) + (3− 3x1 − 2x3) = 6− 6x1 − 4x3.

Äàííîå ðàâåíñòâî çàïèøåì â ïðèíÿòîì âèäå

−ξ − 6x1 − 4x3 = −6.

Ïîëó÷àåì èñõîäíóþ (ïåðâóþ) ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6

−ξ −6 −6 0 −4 0 0 0
x4 2 1 1 1 1 0 0
x5 1 2 −1 1 0 1 0
x6 3 3 0 2 0 0 1
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Òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Âûáèðàåì âåäóùèé ñòîëáåö s. Ïóñòü s = 3.
Âûáèðàåì âåäóùóþ ñòðîêó. Ïîëó÷àåì r = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåäóùèé ýëåìåíò z23 = 1. Ïå-
ðåõîäèì ê íîâîìó áàçèñó, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ (âòîðàÿ) ñèìïëåêñ�òàáëèöà:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

−ξ −2 2 −4 0 0 4 0
x4 1 −1 2 0 1 −1 0
x3 1 2 −1 1 0 1 0
x6 1 −1 2 0 0 −2 1

Òàáëèöà âñå åù¼ íå äâîéñòâåííî äîïóñòèìà. Âûáèðàåì â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíò z32.
Ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì òðåòüþ òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5 x6

−ξ 0 0 0 0 0 0 2
x4 0 0 0 0 1 1 −1
x3 3/2 3/2 0 1 0 0 1/2
x2 1/2 −1/2 1 0 0 −1 1/2

Òàáëèöà ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìà. Ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è. Ïðè ýòîì ξ∗ = −z00 = 0. Ïîýòîìó íà øàãå 2 â òàáëèöå ïðîèçîéäåò óäàëåíèå íóëåâîé
ñòðîêè è òð¼õ ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì:

x1 x2 x3

x4 0 0 0 0
x3 3/2 3/2 0 1
x2 1/2 −1/2 1 0

Â ÷èñëå áàçèñíûõ îñòàëàñü èñêóññòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x4, ïðè ýòîì â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâó-
þùåé åé, èìåþòñÿ òîëüêî íóëåâûå ýëåìåíòû. Çíà÷èò, ýòó ñòðîêó ìîæíî óäàëèòü. Èñõîäíàÿ
ìàòðèöà èìååò ðàíã, ðàâíûé 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåðíóòüñÿ ê ïðåäïîñëåäíåé ñèìïëåêñ�
òàáëèöå è ïåðåïèñàòü ñòðîêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ áàçèñíîé ïåðåìåííîé x4, â âèäå ðàâåíñòâà
x4 + x5 = x6, òî ñðàçó îáíàðóæèì, ÷òî òðåòüå îãðàíè÷åíèå�ðàâåíñòâî â èñõîäíîé çàäà÷å
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïåðâûõ äâóõ, ò. å. îíè ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ïîñëå óäàëåíèÿ ñòðîêè â áàçèñå îñòàëèñü òîëüêî ïåðåìåííûå èñõîäíîé çàäà÷è. Ïåðåõî-
äèì íà øàã 7. Âûðàçèì ÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå öåëåâóþ ôóíêöèþ w(x). Èç ïîñëåäíåé
ñèìïëåêñ�òàáëèöû èìååì ðàâåíñòâà

3/2x1 + x3 = 3/2,

−1/2x1 + x2 = 1/2,

ò. å.
w(x) = −x1 − 4(1/2 + 1/2x1)− (3/2− 3/2x1) = −7/2− 3/2x1.

Äîáàâëÿåì íóëåâóþ ñòðîêó −w − 3/2x1 = 7/2 ê ïðåäûäóùåé òàáëèöå (ó÷òèòå, ÷òî ïåðâàÿ
ñòðîêà âû÷åðêíóòà)

x1 x2 x3

−w 7/2 −3/2 0 0
x3 3/2 3/2 0 1
x2 1/2 −1/2 1 0

Ïîëó÷èì ïðÿìî äîïóñòèìóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó (ïÿòóþ)èñõîäíîé çàäà÷è ñ áàçèñîì B =
(A2, A3) è ñîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèåì x = (0, 1/2, 3/2). Òåïåðü ïåðåõîäèì íà øàã 8 è èùåì
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îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Òàê êàê ñèìïëåêñ�òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé, òî
âûáèðàåì s = 1, r = 1. Ïðåîáðàçóåì òàáëèöó ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì z11 = 3/2 è îêîí÷àòåëüíî
ïðèõîäèì ê ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé òàáëèöå

x1 x2 x3

−w 5 0 0 1
x1 1 1 0 2/3
x2 1 0 1 1/3

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî x∗ = (1, 1, 0), w(x∗) = −5.
Çàäà÷è
Ðåøèòü çàäà÷ó ñèìïëåêñ�ìåòîäîì, íàéäÿ íà÷àëüíîå áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ìå-

òîäîì èêóññòâåííîãî áàçèñà:

1) −x1 + 4x2 − 3x3 − 10x4 −→ min,
x1 + x2 − x3 + x4 = 0, x1 + 14x2 + 10x3 − 10x4 = 11,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0;

2) −x1 + 5x2 + x3 − x4 −→ min,
x1 + 3x2 + 3x3 + x4 ≤ 3, 2x1 + 3x3 − x4 ≤ 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0;

3) −x1 − 10x2 + x3 − 5x4 −→ min,
x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1, −x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 2, x1 + 5x2 + x3 − x4 = 5,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0;

4) −x1 − x2 − x3 − x4 −→ min,
4x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 5, 5x1 + 3x2 + 6x3 − 2x4 = 5, 3x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 4,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0;

5) −x1 − x2 + x3 − x4 + 2x5 −→ min,
3x1+x2+x3+x4−2x5 = 10, 6x1+x2+2x3+3x4−4x5 = 20, 10x1+x2+3x3+6x4−7x5 = 30,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0;

6) −x1 − 2x2 − 3x3 − 4x4 − 5x5 −→ min,
x2 + x3 − 2x4 + 7x5 = 2, x1 + x3 − 2x4 − 6x5 = 2, x1 + x2 − 2x4 + 7x5 = 2,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0.

4.7. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñèìïëåêñ�ìåòîäà

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïåòàöèÿ ñèìïëåêñ�ìåòîäà è, â ÷àñòíîñòè,
ìåòîäà èñêóññòâåííîãî áàçèñà. Ïîñêîëüêó áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå � ýòî êðàéíÿÿ òî÷-
êà äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X, à ëþáàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà x � ýòî áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå
(ñì. óòâåðæäåíèå 2), òî ñèìïëåêñ�ìåòîä ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàïðàâëåííîå
äâèæåíèå ïî âåðøèíàì ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü âûáðàí áàçèñ B = (A1, . . . , Am), òîãäà áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà¼òñÿ
ðàâåíñòâàìè

xB + B−1NxN = B−1b, xN = 0, (∗)
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ãäå B−1b ≥ 0. Èìååì m + (n−m) = n óñëîâèé, êîòîðûå çàäàþò íåêîòîðóþ âåðøèíó ìíîãî-
ãðàííîãî ìíîæåñòâà X, à èìåííî x = (B−1b, 0). Ïðè ýòîì åñëè ýòó òî÷êó ðàññìàòðèâàòü â
êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò, òî, ïîñëåäîâàòåëüíî óáèðàÿ ïî îäíîé íåáàçèñíîé ïåðåìåííîé èç
óñëîâèé xk = 0, ïîëó÷àåì n −m îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó x. Åñëè óáèðàåòñÿ óñëîâèå
xs = 0, ãäå s ∈ J \ {1, . . . , m}, òî ïîëó÷àåì îñü xs, âäîëü êîòîðîé ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ýòîé
ïåðåìåííîé. Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîëóïðîñòðàíñòâó xs ≥ 0. Âûáîð
âåäóùåãî ñòîëáöà s îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå îñè, ïî êîòîðîé ïðîèçîéä¼ò äâèæåíèå â íîâóþ
âåðøèíó, âûáðàíà îñü xs. Åñëè z0s < 0, òî ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè äâèæåíèè â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè xs çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè w(x) óáûâàåò. Âûáîð âåäóùåé
ñòðîêè r(r ∈ {1, . . . ,m}) ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ïðîèçîéäåò äî âåðøèíû,
îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè (∗), ãäå ðàâåíñòâî xs = 0 çàìåíåíî íà ðàâåíñòâî xr = 0, òàê êàê
ïåðåìåííàÿ xs ñòàíîâèòñÿ áàçèñíîé, à xr ïåðåõîäèò â íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå. Åñëè xr áû-
ëî óæå ðàâíî íóëþ (zr0 = 0 â áàçèñå B), òî âåðøèíà îñòàíåòñÿ ïðåæíåé, íî ïðîèçîéäåò
èçìåíåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè ýòîì âìåñòî îñè xs ïîÿâèòñÿ îñü xr. Øàã 3 â àëãîðèòìå
ñèìïëåêñ�ìåòîäà èç ïîäðàçä. 4.4 ðàçðåøàåò äâèæåíèå äî áëèæàéøåé â âûáðàííîì íàïðàâ-
ëåíèè ãèïåðïëîñêîñòè xr = 0, à âåëè÷èíà zr0/zrs õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó øàãà.

Ðàññìîòðèì âñå ñêàçàííîå íà ïðèìåðå 4 èç ïîäðàçä. 4.6, èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííóþ íóìå-
ðàöèþ òàáëèö. Ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðîâåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå èñõîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ x1, x2 è x3. È, ãîâîðÿ î òî÷êå, áóäåì èìåòü â âèäó òî÷êó x = (x1, x2, x3)>, à x4, x5

è x6 áóäåì íàçûâàòü âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Íà ðèñ. 1 óêàçàíû ãèïåðïëîñêîñòè,
îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè:

aix = bi (i = 1,m),

ãäå x ∈ En. Â íàøåì ñëó÷àå i = 1, 2, 3,m = n = 3. Æèðíàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷-
êè (1, 1, 0)> è (0, 1/2, 3/2)>, � ýòî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X. Óêàçàí åù¼ ðÿä âñïîìîãà-
òåëüíûõ òî÷åê äëÿ ëó÷øåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèòóàöèè. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî
ðàâåíñòâî xn+i = 0 (1 ≤ i ≤ m) ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòè aix = bi. Íà÷àëüíîå áà-
çèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëó êîîðäèíàò x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0. Ýòà
òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X, íî ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å:
x4 = 2, x5 = 1, x6 = 3, ïðè÷¼ì çíà÷åíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò õàðàêòåðèçóþò îòêëîíåíèÿ âûáðàí-
íîé òî÷êè ñîîòâåòñòâåííî îò ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ãèïåðïëîñêîñòè, ïî îòíîøåíèþ ê êî-
òîðûì èñõîäíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ (xj ≥ 0 (j = 4, 5, 6)).
Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî ïîïàñòü íà ìíîæåñòâî X.
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Ðèñ. 1

Íåáàçèñíûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ x1, x2 è x3 Èìååì òðè îñè, ñîîòâåòñòâóþùèå èì.
Ïåðâàÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöà ãîâîðèò î òîì, ÷òî íóæíî äâèãàòüñÿ ëèáî ïî îñè x1 (z01 = −6 <
0), ëèáî ïî îñè x3 (z03 = −4 < 0). Âûáèðàåì äâèæåíèå ïî îñè x3 (s = 3). Äî êàêèõ ïîð ìîæ-
íî äâèãàòüñÿ? Åñëè âûáðàòü r = 1, òî, ïðåîáðàçîâàâ ýòó òàáëèöó ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì z13,
ïîëó÷èì òî÷êó (0, 0, 2), â êîòîðîé âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå òàêîâû, ÷òî x5 = z20 = −1,
x4 = 0, x6 = z30 = −1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ïîêèíóëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è è ïîëó÷èëè íåäîïóñòèìûé áàçèñ. Âåëè÷èíà zi0/zis ïðè zis > 0 õàðàêòåðèçóåò ðàñ-
ñòîÿíèå îò âåðøèíû, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñèìïëåêñ�òàáëèöà, äî ãèïåðïëîñêîñòè xσ(i) = 0
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðèíÿòî äâèãàòüñÿ äî áëèæàéøåé ãèïåðïëîñêîñòè, ÷òî ãà-
ðàíòèðóåò ïîïàäàíèå â äîïóñòèìóþ òî÷êó. Ïîýòîìó îïðåäåëÿåòñÿ òàêîå r, äëÿ êîòîðîãî

zr0

zrs
= min

1≤i≤m

{zi0

zis
| zis > 0

}
.

Â íàøåì ñëó÷àå (ïðè s = 3) ýòî äà¼ò r = 2. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ óïîìÿíóòîé âû-
øå ñèìïëåêñ�òàáëèöû, ïîëó÷àåì âòîðóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà
(0, 0, 1)>, ïðè ýòîì x4 = 1, x5 = 0, x6 = 1, ò. å. ïîïàëè íà ãèïåðïëîñêîñòü 2x1 − x2 + x3 =
1(x5 = 0). Ðàññìîòðèì äàííóþ òî÷êó áîëåå ïîäðîáíî. Â ýòîé òî÷êå íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå
x1, x2 è x5. Îíè è îïðåäåëÿþò íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, âîîáùå ãîâîðÿ, êîñîóãîëüíóþ. Îñü
x1 çàäà¼òñÿ óñëîâèÿìè x2 = 0, x5 = 0, à å¼ íàïðàâëåíèå óñëîâèåì x1 ≥ 0. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ îñòàëüíûå îñè. Ïîñêîëüêó îíè íå ñîâïàäàþò ñî ñòàðûìè îñÿìè, òî îáîçíà÷èì èõ
êàê x′1, x

′
2 è x′5 (ðèñ. 2). Ýòà ñèìïëåêñ�òàáëèöà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëåäóåò äâèãàòüñÿ ïî îñè x′2

äî ãèïåðïëîñêîñòè x6 = 0 (èëè x4 = 0, òàê êàê z10/z12 = z30/z32 = 1/2). Â ðåçóëüòàòå ýëåìåí-
òàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì z32 ïðèõîäèì ê òðåòüåé ñèìïëåêñ�òàáëèöå, â
êîòîðîé z00 = 0. Çíà÷èò, òî÷êà x = (0, 1/2, 3/2)> ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó X.
Îäíîâðåìåííî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ�ðàâåíñòâà Ax = b ëèíåéíî çàâèñèìû. Èç
ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî óäàëåíèå îäíîãî èç íèõ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X íå ìåíÿåò. Èç ÷åòâåðòîé
ñèìïëåêñ�òàáëèöû âèäíî, ÷òî óäàëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü x4 = 0 : x1 + x2 + x3 = 1.
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Ðèñ. 2

Ðàññìîòðèì ïÿòóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó è ðèñ. 3

Ðèñ. 3

Ñîãëàñíî ýòîé òàáëèöå èìååì äâå áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ x2 è x3 è íåáàçèñíóþ x1, ò. å.
ïî äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó X ìîæíî äâèãàòüñÿ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè âäîëü îñè x′′1.
Òàê êàê z01 = −3/2 < 0, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà íå îïòèìàëüíà. Ïðîäâèíóâøèñü ïî îñè
x′′1 äî ãèïåðïëîñêîñòè x3 = 0 (òîëüêî z11 > 0), ïîëó÷àåì ïîñëåäíþþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó, èç
êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà x = (1, 1, 0)> îïòèìàëüíàÿ. Ðåøåíèå çàâåðøåíî.
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Êñòàòè, èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî îí èìååò òîëüêî äâà äîïóñòèìûõ áàçèñ-
íûõ ðåøåíèÿ x1 = (0, 1/2, 3/2)> è x2 = (1, 1, 0)>, òàê êàê äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî � ýòî
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.

5. Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
5.1. Ïîñòðîåíèå äâîéñòâåííûõ çàäà÷

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå
(ñì. ïîäðàçä. 4.1):

w(x) =
n∑

j=1

cjxj → min (1)

ïðè óñëîâèÿõ
aix− bi ≥ 0, i ∈ I1; (2)

aix− bi = 0, i ∈ I2; (3)

xj ≥ 0, j ∈ J1. (4)

Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ (2)�(3) áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííûìè, à îãðàíè÷åíèÿ (4) �
îãðàíè÷åíèÿìè ïî çíàêó. Íàïîìíèì, ÷òî I = I1 ∪ I2 = {1, . . . ,m}, I1 ∩ I2 = ∅, J1 ⊂ J =
{1, . . . , n}, à ÷åðåç J2 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî J \ J1. Ïåðåìåííûå xj , j ∈ J2 íàçûâàþòñÿ
ñâîáîäíûìè. Ñ ýòîé çàäà÷åé, êîòîðóþ íàçîâ¼ì ïðÿìîé çàäà÷åé ËÏ, òåñíî ñâÿçàíà çàäà÷à,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê íåé èëè äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ËÏ.

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) êàæäîìó ñóùåñòâåííîìó îãðàíè÷åíèþ (2)�(3) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâîéñòâåííàÿ

ïåðåìåííàÿ yi(i ∈ I);
2) öåëåâîé ôóíêöèåé, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

âåêòîð�ñòðîêè y = (y1, . . . , ym) íà âåêòîð�ñòîëáåö b = (b1, . . . , bm)>;
3) êàæäîìó îãðàíè÷åíèþ�íåðàâåíñòâó (2) ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ïî çíàêó ïåðå-

ìåííàÿ, ò. å. yi ≥ 0(i ∈ I1), à êàæäîìó îãðàíè÷åíèþ�ðàâåíñòâó (3) ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ yi(i ∈ I2);

4) êàæäîé îãðàíè÷åííîé ïî çíàêó ïåðåìåííîé xj(j ∈ J1) ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèå�
íåðàâåíñòâî äâîéñòâåííîé çàäà÷è, êîòîðîå èìååò âèä

m∑

i=1

aijyi ≤ cj (j ∈ J1)

è ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì âåêòîð�ñòðîêè y íà j-é ñòîëáåö Aj ìàòðèöû
A, à â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò öåëåâîé ôóíêöèè (1);

5) êàæäîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé xj (j ∈ J2) ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèå�ðàâåíñòâî, êî-
òîðîå ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, è èìååò âèä

m∑

i=1

aijyi = cj (j ∈ J2).

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (1)�(4) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
m∑

i=1

biyi → max, (1′)

m∑

i=1

aijyi ≤ cj , j ∈ J1; (2′)
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m∑

i=1

aijyi = cj , j ∈ J2; (3′)

yi ≥ 0, i ∈ I1. (4′)

Â âåêòîðíîì âèäå ïàðó äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (1)�(4) è (1′)�(4′) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

w(x) =
n∑

j=1

cjxj → min z(y) =
m∑

i=1

biyi → max

aix ≥ bi i ∈ I1 yi ≥ 0
aix = bi i ∈ I2 yi − ñâîá.
xj ≥ 0 j ∈ J1 yAj ≤ cj

xj − ñâîá. j ∈ J2 yAj = cj .

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ îòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî çàäà÷à,
äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å (1′)�(4′), ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé çàäà÷åé (1)�(4). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå çàäà÷è ËÏ ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷.

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèòü çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å

w(x) = x1 − 10x2 + 2x3 − x4 + 7x5 → min,

2x1 − x2 ≤ 1,

x1 − x2 + 2x3 − x4 + x5 ≥ 4,

x2 + x3 − x4 = 0,

x1 − x3 + 2x5 ≥ 3,

x1, x3 ≥ 0.

Ðåøåíèå. ×òîáû çàïèñàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó, ïðèâåä¼ì å¼ ñíà÷àëà ê âèäó (1)�(4).
Ïðè ýòîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w(x) íå èçìåíèòñÿ, à îãðàíè÷åíèÿ ïðèìóò âèä

y1 −2x1 + x2 ≥ −1,
y2 x1 − x2 + 2x3 − x4 + x5 ≥ 4,
y3 x1 − x3 + 2x5 ≥ 3,
y4 x2 + x3 − x4 = 0,

x1, x3 ≥ 0.

Ñëåâà óêàçàíû äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå yi (i = 1, 2, 3, 4). Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëå-
íèåì (1′)�(4′) äâîéñòâåííîé çàäà÷è:

z(y) = −y1 + 4y2 + 3y3 → max,
−2y1 + y2 + y3 ≤ 1, x1

y1 − y2 + y4 = −10, x2

2y2 − y3 + y4 ≤ 2, x3

−y2 − y4 = −1, x4

y2 + 2y3 = 7, x5

y1, y2, y3 ≥ 0.
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Ñïðàâà äëÿ íàãëÿäíîñòè óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ïðÿìîé çàäà÷è. Îòìåòèì,
÷òî îãðàíè÷åíèÿì�ðàâåíñòâàì ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, à îãðàíè÷åíèÿì�íå-
ðàâåíñòâàì � íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå.

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèòü çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å

x1 + 10x2 − x3 → max,

x1 + x2 + x3 ≥ 1,

x1 − x2 − x3 ≤ 2,

x2 ≤ 0.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äàííóþ çàäà÷ó ê âèäó (1)�(4):

−x1 − 10x2 + x3 → min,
y1 x1 + x2 + x3 ≥ 1,
y2 −x1 + x2 + x3 ≥ −2,
y3 −x2 ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ïðÿìîé çàäà÷è ñâîáîäíûå. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ (1′)�(4′), èìååò âèä

y1 − 2y2 → max,

y1 − y2 = −1,

y1 + y2 − y3 = −10,

y1 + y2 = 1,

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0.

Åñëè èñõîäíóþ çàäà÷ó ïðèâåñòè ê âèäó (1′) � (4′)

x1 + 10x2 − x3 → max,
u1 −x1 − x2 − x3 ≤ −1,
u2 x1 − x2 − x3 ≤ 2,
u3 x2 ≤ 0,

òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, ïðèìåò âèä

−u1 + 2u2 → min,

−u1 + u2 = 1,

−u1 − u2 + u3 = 10,

−u1 − u2 = −1,

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, u3 ≥ 0.

Âèäíî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè òó æå ñàìóþ äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó, ÷òî è âûøå.
Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâåííî, ê êàêîìó âèäó ïðèâîäèòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à: ê âèäó (1)�

(4) èëè ê âèäó (1′)�(4′) � â ñèëó ñèììåòðèè äâîéñòâåííîé ê íèì áóäåò îäíà è òà æå çàäà÷à,
âîçìîæíî, ïî-äðóãîìó çàïèñàííàÿ.
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Áîëåå òîãî, åñëè â èñõîäíîé çàäà÷å ñäåëàòü çàìåíó x′2 = −x2 è ïðèâåñòè çàäà÷ó ê âèäó
(1)�(4), òî ïîëó÷èòñÿ çàäà÷à

−x1 + 10x′2 + x3 → min,
y1 x1 − x′2 + x3 ≥ 1,
y2 −x1 − x′2 + x3 ≥ −2,

x′2 ≥ 0.

Äâîéñòâåííàÿ ê íåé èìååò âèä

y1 − 2y2 → max,

y1 − y2 = −1,

−y1 − y2 ≤ 10,

y1 + y2 = 1,

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ïîëó÷åííûì ðàíåå.
Çàäà÷è
Ïîñòðîèòü çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê äàííîé çàäà÷å:

1) x1 + 2x2 + 3x3 −→ min,
x1 + x2 − 4x3 ≥ 1, x1 − x2 = 2,

x1 ≥ 0;

2) 2x1 + x2 − x3 − x4 −→ min,
x1 + x2 − x3 + x4 = 1, x1 − x2 + x3 − x4 ≥ 2, x1 − x3 ≤ 3,

x1 ≥ 0, x2 ≤ 0;

3) x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 −→ min,
x1 + x3 + x4 + x5 ≥ 0, x1 + x4 + x5 ≤ 0, x1 − x5 = 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x5 ≤ 0;

4) x1 + 2x2 − x3 + 4x4 − x5 + 6x6 −→ min,
2x1 − x2 + x3 ≤ 2, x2 − x3 − x4 ≤ 3, x3 + x4 − x5 ≥ 4, x5 + x6 = 7,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x4 ≤ 0, x5 ≤ 0;

5)
m∑

i=1

n∑
j=1

cij xij −→ min,

n∑
j=1

xij = ai, i = 1,m,

m∑
i=1

xij = bj , j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n;
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6)
m∑

i=1

n∑
j=1

cij xij −→ min,

n∑
j=1

αijxij = ai, i = 1,m,

m∑
i=1

βijxij = bj , j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

5.2. Òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè

Îòìåòèì ñëåäóþùèå âàæíûå ñâîéñòâà âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Äëÿ îïðåäåë¼ííî-
ñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à íà ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, à íà ìàêñèìóì � äâîéñòâåííîé.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè x è y � äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷è, òî w(x) ≥ z(y).

Ñâîéñòâî 2. Åñëè x è y � äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷è è w(x) = z(y), òî x è y � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 1 (ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè). Ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ ê íåé çàäà÷è
ëèáî îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû, ëèáî îäíîâðåìåííî íåðàçðåøèìû. Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå
îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò, à âî âòîðîì ñëó÷àå ïî
êðàéíåé ìåðå îäíà èç çàäà÷ íåðàçðåøèìà â ñèëó íåñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ñ íåñîâìåñòíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè. Òàêàÿ ïàðà âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ïðèâåäåíà íèæå:

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à
x1 − x2 → min, y1 + 2y2 → max,

x1 + x2 = 1, y1 + y2 = 1,
x1 + x2 = 2; y1 + y2 = −1.

Òåîðåìà 2 (âòîðàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè, èëè òåîðåìà î äîïîëíÿþùåé
íåæ¼ñòêîñòè). Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ x è y ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è îïòèìàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

yi(aix− bi) = 0 (i ∈ I),

(cj − yAj)xj = 0 (j ∈ J).

Ïðèìåð 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà

−5y1 + 8y2 ≤ a,

y1 − y2 ≤ −3,

y1 − 2y2 ≤ 3,

2y1 − 3y2 ≤ 1

íåñîâìåñòíà?
Ðåøåíèå. Äîïîëíèì ñèñòåìó äî çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîáàâèâ öåëåâóþ

ôóíêöèþ 0 −→ max, è ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ ê íåé:

ax1 − 3x2 + 3x3 + x4 → min

−5x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0,
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8x1 − x2 − 2x3 − 3x4 = 0,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4.

Ðåøèì å¼ ñèìïëåêñ�ìåòîäîì. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü íóëåâàÿ, òî ëþáîå áàçèñíîå ðåøå-
íèå áóäåò äîïóñòèìûì. Âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî áàçèñà B = (A3, A4) è ïîñòðîèì
ñèìïëåêñ�òàáëèöó

x1 x2 x3 x4

−w 0 a + 5 −1 0 0
x3 0 −1 −1 1 0
x4 0 −2 1 0 1

Òàáëèöà íå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé, òàê êàê z02 < 0. Ïåðåõîäèì ê áàçèñó
(A3, A2):

x1 x2 x3 x4

−w 0 a + 3 0 0 1
x3 0 −3 0 1 1
x2 0 −2 1 0 1

Åñëè a ≥ −3, òî ñèìïëåêñ�òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé. Åñëè æå
a < −3, òî çàäà÷à íåðàçðåøèìà ââèäó íåîãðàíè÷åííîñòè öåëåâîé ôóíêöèè. Òîãäà ïî ïåðâîé
òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè ïðè a ≥ −3 èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, à ïðè a < −3 îíà
íåñîâìåñòíà.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôîðìû

w(x) = x1 + x2 + · · ·+ xn

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
xj + xj+1 ≥ αj , j = 1, . . . , n− 1,

x1 + xn ≥ αn.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ðåøåíèÿ òåîðåìàìè äâîéñòâåííîñòè. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì
äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó:

z(y) =
n∑

i=1

αiyi → max

yi + yi+1 = 1, i = 1, . . . , n− 1,

y1 + yn = 1,

yi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Ïóñòü n = 2k + 1. Èç ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé�ðàâåíñòâ ïðè ïîïàðíîì âû÷èòàíèè ìîæíî
óñòàíîâèòü, ÷òî y1 = y3 = · · · = y2k+1 è y2 = y4 = · · · = y2k. À èç óñëîâèé y1 + y2 =
1, y1 + y2k+1 = 1 ñëåäóåò, ÷òî y2 = y2k+1. Òàêèì îáðàçîì, âñå yi (i = 1, 2k + 1) ðàâíû ìåæäó
ñîáîé, ò. å. yi = 1/2 (i = 1, 2k + 1). Ïðè ýòîì z(y) = 1/2

∑n
i=1 αi. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè

ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Òàê êàê âñå
yi (i = 1, n) ïîëîæèòåëüíû, èç âòîðîé òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî

xj + xj+1 = αj , j = 1, n− 1,

x1 + xn = αn.
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Ñëîæèâ âñå ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî w(x) = 1/2
∑n

i=1 αi = z(y). Çíà÷èò, ëþáîå
ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû îïòèìàëüíî. Ïîî÷åðåäíî ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà,
íà÷èíàÿ ñ j = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî 2x1 =

∑k
s=0 α2s+1 −

∑k
s=1 α2s, ò. å.

x1 =
1
2

n∑

s=1

(−1)s+1αs.

Òåïåðü ïî èíäóêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü è îñòàëüíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà x :

xj = (−1)j−1
(j−1∑

s=1

(−1)sαs + x1

)
, j = 2, . . . , 2k + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ýòî ðåøåíèå òîæå åäèíñòâåííîå. Ïîíÿòíî, ÷òî íàéòè åãî è äîêàçàòü
îïòèìàëüíîñòü, íå çíàÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, íåïðîñòî.

Ïóñòü òåïåðü n = 2k. Êàê è âûøå, èìååì ðàâåíñòâà y1 = y3 = · · · = y2k−1 è y2 = y4 =
· · · = y2k. Öåëåâóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:

z(y) =
( k∑

s=1

α2s−1

)
y1 +

( k∑

s=1

α2s

)
y2,

ãäå y1 + y2 = 1, y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå z(y) òåïåðü íåòðóäíî. Åñëè∑k
s=1 α2s−1 >

∑k
s=1 α2s, òî y1 = 1, y2 = 0. Åñëè

∑k
s=1 α2s−1 <

∑k
s=1 α2s, òî y1 = 0, y2 = 1. Ïðè∑k

s=1 α2s−1 =
∑k

s=1 α2s ëþáîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì, îïòèìàëüíî. Òàêèì
îáðàçîì,

z(y) = max
{ k∑

s=1

α2s−1,

k∑

s=1

α2s

}
.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
∑k

s=1 α2s−1 ≥
∑k

s=1 α2s. Òîãäà y2s−1 = 1, y2s = 0 (s = 1, k).
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Â ñèëó âòîðîé òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè èìååì

ðàâåíñòâà
x2s−1 + x2s = α2s−1, (s = 1, k). (∗)

Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì w(x) =
∑n

j=1 xj =
∑k

s=1 α2s−1 = z(y). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì (∗) è íåðàâåíñòâàì

x2s + x2s+1 ≥ α2s, (s = 1, . . . , k − 1),

x2k + x1 ≥ α2k,

îïòèìàëüíî. Âûïèñàòü ðåøåíèå â ñëó÷àå n = 2k íå óäà¼òñÿ, íî ýòî è íå òðåáîâàëîñü.
Çàäà÷è
1. Íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè äâîé-

ñòâåííîé ê íåé:

1) x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 −→ min,

x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0;

2) x1 + x2 + x3 + x4 −→ min,
x1 − x2 ≥ 0, x1 + x2 − x3 + x4 − x5 ≥ 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0;
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3) x1 + 5x2 + x3 + 10x4 + x5 + 3x6 −→ min,
−x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 1, x1 + 2x2 − x3 + 3x4 − x5 − x6 ≥ 1,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0.

2. Íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ðåøàÿ äâîéñòâåííóþ ê íåé çàäà÷ó ñèìïëåêñ�
ìåòîäîì:

1) 3x1 + 5x2 + 4x3 −→ min,
x1 + 2x2 + 3x3 ≥ 1, 2x1 + 3x2 + x3 ≥ 1, 3x1 + x2 + 2x3 ≥ 1,

6x1 + 6x2 + 6x3 ≥ 1, 2x1 + 4x3 ≥ 1;

2) x1 − x2 + x3 −→ min,

x1 − x2 + 2x3 ≥ 0, x1 + x2 − x3 ≥ 0, −x1 + 2x2 + x3 ≥ 1,

x1 + x3 ≥ 2, −2x1 − 2x2 − 3x3 ≥ 3.

3. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè, íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è:

1) x1 + 2x2 + 3x3 + · · ·+ nxn −→ min,

x1 + x2 + · · ·+ xi ≥ i, i = 1, n,

xj ≥ 0, j = 1, n;

2) x1 + x2 + x3 −→ min,

λx1 + x2 + x3 ≥ µ1, x1 + λx2 + x3 ≥ µ2, x1 + x2 + λx3 ≥ µ3;

3) x1 + λx2 + λ2x3 −→ min,

(1 + λ)x1 + x2 + x3 ≥ µ1, x1 + (1 + λ)x2 + x3 ≥ µ2, x1 + x2 + (1 + λ)x3 ≥ µ3.

4. Èñïîëüçóÿ òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè, äîêàçàòü, ÷òî:

1) ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
n∑

j=1
aijxj = bi, i = 1,m íå èìååò íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøå-

íèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíà ñèñòåìà
m∑

i=1
aijyi ≤ 0, j = 1, n,

m∑
i=1

biyi > 0;

2)ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
m∑

i=1
aijyi ≤ cj , j = 1, n ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
n∑

j=1
aijxj = 0, i = 1,m âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå
n∑

j=1
cjxj ≥ 0;

3)óðàâíåíèå
m∑

i=1
biyi = b ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû

m∑
i=1

aijyi = cj , j = 1, n òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâìåñòíà ñèñòåìà óðàâíåíèé
n∑

j=1
aijxj = bi, i = 1,m,

n∑
j=1

cjxj = b.

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà íåñîâìåñòíà:
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1) − 5y1 − 2y2 ≤ a 2) 9y1 + 16y2 ≥ a 3) − 3y1 − y2 ≤ a + 5
−4y1 + y2 ≤ 5, 7y1 − 8y2 ≤ 9, y1 − 3y2 − 4y3 ≤ 1,

2y1 + y2 ≤ 2, y1 + y2 ≤ 1, y1 + y3 ≤ 1,
3y1 + y2 ≤ 4; y1 + 2y2 ≤ −1; −2y1 + y2 + y3 ≤ 1,

y2 + y3 ≤ −2?

5.3. Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ�ìåòîä

Â ñèëó òåîðåì äâîéñòâåííîñòè, ðåøàÿ ïðÿìóþ çàäà÷ó (1)�(4), ìû îäíîâðåìåííî ñ å¼
îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ïîëó÷àåì òàêæå è îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è èëè
óñòàíàâëèâàåì íåðàçðåøèìîñòü îáåèõ çàäà÷. Ïðè ýòîì äëÿ çàäà÷è â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
x∗B = B−1b, x∗N = 0, à y∗ = cBB−1, ãäå x∗ è y∗ � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è, à B � îïòèìàëüíûé áàçèñ. Äàííîå ñâîéñòâî ïðèâîäèò ê
äðóãîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à èìåííî ê äâîéñòâåííîìó
ñèìïëåêñ�ìåòîäó.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ òà æå ñàìàÿ ôîðìà ñèìïëåêñ�òàáëèöû è òî æå
å¼ ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà:
0) Íà÷àòü ñ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé ñèìïëåêñ�òàáëèöû (z0j ≥ 0, j ∈ J).
1) Åñëè ñèìïëåêñ�òàáëèöà ïðÿìî äîïóñòèìà, ò. å. zi0 ≥ 0, i ∈ I, òî

ÊÎÍÅÖ (ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå).
2) Âûáðàòü âåäóùóþ ñòðîêó r : zr0 < 0, r ≥ 1.
3) Åñëè {j | zrj < 0, j ≥ 1} 6= ∅, òî âûáðàòü âåäóùèé ñòîëáåö s:

z0s

|zrs| = min{ z0j

|zrj | | zrj < 0, j ≥ 1},

èíà÷å ÊÎÍÅÖ (çàäà÷à íåðàçðåøèìà, òàê êàê X = ∅).
4) Ïðåîáðàçîâàòü ñèìïëåêñ�òàáëèöó, ïîëîæèòü σ(r) := s

è ïåðåéòè íà øàã 1.
Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è â êàæäîé äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé ñèìïëåêñ�

òàáëèöå ýëåìåíòû z0j , äëÿ íîìåðîâ j íåáàçèñíûõ ïåðåìåííûõ, ïîëîæèòåëüíû (|{j | z0j >
0, j ≥ 1}| = n−m), ÷òî ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà çà êîíå÷-
íîå ÷èñëî øàãîâ. Â ñëó÷àå âûðîæäåííîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü òå æå
ñïîñîáû, ÷òî è â ñëó÷àå ïðÿìîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà.

Äâîéñòâåííûé ñèìïëåêñ�ìåòîä óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ âèäà

cx → min

Ax ≤ b,

x ≥ 0,

ñ íåîòðèöàòåëüíûì âåêòîðîì c. Òîãäà ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïîëó÷àåòñÿ
äâîéñòâåííî äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêñ�òàáëèöà.

Ïðèìåð. Ðåøèòü çàäà÷ó
w(x) = x1 + 3x2 → min,

x1 + x2 + x3 ≤ 4,

x1 − x2 + x3 ≤ −1,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3.
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Ðåøåíèå. Òàê êàê âåêòîð c = (1, 3, 0) íåîòðèöàòåëåí, òî äàííóþ çàäà÷ó öåëåñîîáðàçíî
ðåøàòü äâîéñòâåííûì ñèìïëåêñ�ìåòîäîì.

Ïðåæäå âñåãî ñâåäåì çàäà÷ó ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíûå íåîòðèöà-
òåëüíûå ïåðåìåííûå:

w(x) = x1 + 3x2 → min,

x1 + x2 + x3 + x4 = 4,

x1 − x2 + x3 + x5 = −1,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå áàçèñà äâà íîâûõ ñòîëáöà: B = (A4, A5) è ïîñòðîèì ñèìïëåêñ - òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5

−w 0 1 3 0 0 0
x4 4 1 1 1 1 0
x5 −1 1 −1 1 0 1

Òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííî äîïóñòèìîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî äîïóñòèìîé (z20 =
−1 < 0). Âåäóùèé ýëåìåíò âûáèðàåì îäíîçíà÷íî (r = 2, s = 2). Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîëó÷èì òàáëèöó

x1 x2 x3 x4 x5

−w −3 4 0 3 0 3
x4 3 2 0 2 1 1
x2 1 −1 1 −1 0 −1

Ïîëó÷åíà ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìàÿ òàáëèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ B = (A2, A4)
îïòèìàëåí, ïðè ýòîì x∗ = (0, 1, 0, 3, 0)> è w(x∗) = 3.

Çàäà÷è
Ðåøèòü ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî ñèìïëåêñ�ìåòîäà çàäà÷ó, âûáðàâ áàçèñ B0 â êà÷åñòâå

èñõîäíîãî áàçèñà:

1) −x1 − 2x2 + 4x3 −→ min,
x1 + x2 − 3x3 = 0, x1 − 2x2 + x3 = 3,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
B0 = (A1, A2);

2) −x1 + 7x2 + 5x3 + 35x4 −→ min,
2x1 + 6x2 − 8x3 − 30x4 = 6, x1 − x2 + x3 + x4 = −5,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,
B0 = (A1, A2);

3) −x1 − x2 − x3 + x5 −→ min,
x1 + x2 − 4x4 + 2x5 = −2, x2 + x3 + x4 − 2x5 = −2, x1 + x3 + 3x4 − 2x5 = −2,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0,
B0 = (A1, A2, A3).
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Ïðèëîæåíèå
Ìåòîä âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé
Ëþáàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñ ëèíåéíîé

öåëåâîé ôóíêöèåé ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé xn+1:

xn+1 → min
x∈X̃

,

X̃ = {x = (x1, ..., xn, xn+1) ∈ En+1| ϕj(x1, ..., xn) ≤ 0 (j = 1,m), f(x1, ..., xn)− xn+1 ≤ 0}.
Çäåñü f(x1, ..., xn) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïîýòîìó, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îñíîâíóþ çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ â âèäå

f(x) =< c, x >→ min
x∈X

, (1)

X = {x = (x1, ..., xn) ∈ En| ϕj(x) ≤ 0 (j = 1,m)}, (2)

ãäå c � çàäàííûé âåêòîð, à ϕj(x) (j = 1,m)} � äèôôåðåíöèðóåìûå âûïóêëûå ôóíêöèè. Â
äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè Ñëåéòåðà.

Ïóñòü çàäàíà òî÷êà x ∈ X. ×åðåç I(x) = {j ∈ {1, ..., m}| ϕj(x) = 0 }, êàê è ðàíåå, îáîçíà-
÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé, à äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïðåäåëà äîïóñêàåìîé
ïîãðåøíîñòè ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è (1)�(2) ââåä¼ì ìíîæåñòâî

J(x, δ) = {j ∈ {1, ..., m}| − δ < ϕj(x) ≤ 0 },

ãäå δ � çàäàííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ïóñòü δ0 > 0 è x0 ∈ X � íåêîòîðûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ïóñòü óæå èçâåñòíî k-å

ïðèáëèæåíèå δk > 0 è xk ∈ X (k ≥ 0).
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Çàäà÷à A

σ → min
σ,p

, (3)

< c, p >≤ σ, (4)

< ϕ′j(x
k), p >≤ σ (j ∈ J(xk, δk)), (5)

|pi| ≤ 1 (i = 1, n), (6)

ãäå ïîñëåäíèå óñëîâèÿ � ýòî óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âåêòîðà p, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòü
äîïóñòèìóþ îáëàñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ÷åðåç (σk, p
k). Òàê êàê íóëåâàÿ òî÷êà ÿâ-

ëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, òî σk ≤ 0. Èç ýòîãî ôàêòà è óñëîâèé (4) è (6) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à B
σ → min

σ,p
,

< c, p >≤ σ,

< ϕ′j(x
k), p >≤ σ (j ∈ I(xk)), (7)

|pi| ≤ 1 (i = 1, n).
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Òàê êàê I(xk) ⊆ J(xk, δk), òî σk ≤ σk, ãäå ÷åðåç σk îáîçíà÷åíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è B. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òàêæå âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè). Ïóñòü (σ∗, p∗) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çà-
äà÷è B äëÿ x∗ ∈ X. Òîãäà σ∗ = 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x∗ � îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2).

Îïèøåì îäíó k-þ èòåðàöèþ ìåòîäà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Ïðè ýòîì óæå èìååì δk > 0
è xk ∈ X (k = 0, 1, ...).

Øàã 1. Ðåøèòü çàäà÷ó A (çàäà÷ó (3)�(6)). Ïóñòü (σk, p
k) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Åñëè σk < −δk, òî ïîëàãàåì δk+1 = δk è ïåðåõîäèì íà øàã 2.
Åñëè −δk ≤ σk < 0, òî ïîëàãàåì δk+1 = δk/2 è ïåðåõîäèì íà øàã 2.
Åñëè σk = 0, òî ðåøàåì çàäà÷ó B è íàõîäèì ðåøåíèå σk, p

k.
Åñëè σk = 0, òî âåêòîð xk ñîãëàñíî êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. ÊÎÍÅÖ.
Åñëè σk < 0, òî ïîëàãàåì δk+1 = δk/2, pk = pk.
Øàã 2. Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó øàãà αk (â íàïðàâëåíèè pk).
Ïóñòü αkj � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

ϕj(xk + αpk) = 0.

Îí ìîæåò áûòü íàéäåí, íàïðèìåð, ìåòîäîì äèõîòîìèè. Ïîëàãàåì

αk = min{αkj | 1 ≤ j ≤ m }.

Øàã 3. Îïðåäåëèòü

xk+1 = xk + αkp
k,

J(xk+1, δk+1) = {j| − δk+1 < ϕj(xk+1) ≤ 0 },
I(xk+1) = {j| ϕj(xk+1) = 0 }.

Øàã 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà âû÷èñëåíèé, òî ÊÎÍÅÖ, èíà÷å
ïîëàãàåì k := k + 1 è ïåðåõîäèì íà øàã 1.

Â äàííîì îïèñàíèè àëãîðèòìà íå êîíêðåòèçèðóþòñÿ óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ âû÷èñëåíèé,
òàê êàê îíè ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕj(x) (j = 1,m) � ãëàäêèå âûïóêëûå ôóíêöèè, âûïîëíåíî óñëîâèå
Ñëåéòåðà è ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî. Òîãäà:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xk)} ñõîäèòñÿ ê âåëè÷èíå f∗ = minx∈X f(x), ò. å.
f(xk) =< c, xk >→ f∗ ïðè k →∞;

2) ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè
f(x) íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé X.

Ê îïèñàííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ:
1. Åñëè íåîáõîäèìî íàéòè íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 ∈ X, òî íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ âñïî-

ìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ξ → min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
ϕj(x) ≤ ξ (j = 1,m).

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, âçÿâ â êà÷åñòâå èñõîäíîé ëþ-
áóþ òî÷êó (ξ′, x′) òàêóþ, ÷òî x′ ∈ En, ξ′ ≥ max1≤j≤m ϕj(x′). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
Ñëåéòåðà ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì ξk ≤ 0, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò äîïóñòèìàÿ íà-
÷àëüíàÿ òî÷êà x0 := xk äëÿ çàäà÷è (1)�(2).
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Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ýòàïó: ïîèñêó îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è
(1)�(2).

2. Íà øàãå 4 èòåðàöèè ìåòîäà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè
ìîæíî âçÿòü îöåíêó îòêëîíåíèÿ ïî öåëåâîé ôóíêöèè

| min
x∈X

< c, x > − < c, xk > | ≤ | min
x∈Xk

< c, x > − < c, xk > |,

ò. å. íà k-é èòåðàöèè íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

< c, x >→ min
x∈Xk

,

Xk = {x| ϕj(xk)+ < ϕ′j(x
k), x− xk >≤ 0 (j = 1,m) }.

Âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü âåðõíåãî íåðàâåíñòâà ñòàíåò ìåíüøå çàäàí-
íîé âåëè÷èíû.

3. Óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ p â çàäà÷àõ A è B íåîáõîäèìû äëÿ òîãî,
÷òîáû îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ. Åñëè ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðåøåíèÿ
ñëåäóåò â êîíêðåòíîé çàäà÷å èç êàêèõ-òî äðóãèõ ñîîáðàæåíèé, òî íåêîòîðûå èç îãðàíè÷åíèé

|pi| ≤ 1 (i = 1, n)

ìîæíî óáðàòü, ÷òî, åñòåñòâåííî, óïðîñòèò ðåøàåìóþ çàäà÷ó.
Èç ïðèâåä¼ííîãî íèæå ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ìåòîä âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äàæå äëÿ

ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ çàäà÷ òðåáóåò áîëüøîãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó ýòîò ìåòîä
íå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ, õîòÿ â òåîðåòè÷åñêîì êóðñå îí èçëàãàåòñÿ
ïîëíîñòüþ. Ìû ïîñ÷èòàëè íåîáõîäèìûì ïðèâåñòè õîòÿ áû îäèí èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð
â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè, òàê êàê íà í¼ì õîðîøî âèäíû îáùèå îñîáåííîñòè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ìåòîäîì âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé çàäà÷ó

z(x) = x3 → min
x1,x2,x3

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ϕ1(x) ≡ x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 − 2x1 − x2 − x3 − 2 ≤ 0,

ϕ2(x) ≡ x2
1 + x2

2 − x1 + x2 − x3 − 3 ≤ 0,

ϕ3(x) ≡ x2
1 + x1 − 4x2 − x3 + 3 ≤ 0,

âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êó x0 = (1,−1, 9)>.
Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì δ0 = 0.5. Òîãäà J(x0, δ0) = I(x0) = {3}, òàê êàê ϕ1(x0) = −11 <

−δ0, ϕ2(x0) = −12 < −δ0, ϕ3(x0) = 0 > −δ0.
Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ. 1. Ðåøàåì çàäà÷ó A:

σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′3(x
0), p > −σ ≡ 3p1 − 4p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

Òàê êàê â çàäà÷àõ A è B íà êàæäîé èòåðàöèè ïåðâîå îãðàíè÷åíèå < c, p >≤ σ âñåãäà áóäåò
èìåòü âèä p3 ≤ σ, à îïòèìàëüíîå ðåøåíèå òàêîâî, ÷òî σk ≤ 0, òî â ëþáîé òî÷êå xk èìååì
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íåðàâåíñòâî pk
3 ≤ 0. Â ñèëó âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ p3 ≥ −σ + 3p1 − 4p2. Ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü,

î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíà ñíèçó. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòà p3 îãðàíè÷åíà â ñèëó èìåþùèõñÿ
îãðàíè÷åíèé. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå çàäà÷ A è B. Ïîýòîìó
îãðàíè÷åíèå |p3| ≤ 1 ìîæíî óáðàòü.

Ðåøèâ óïðîù¼ííóþ çàäà÷ó A, ïîëó÷èì p0 = (−1, 1,−3.5)>, σ0 = −3.5. Òàê êàê σ0 < −δ0,
òî ïîëàãàåì δ1 = δ0 = 0.5.

2. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû øàãà α0.
Äâèãàòüñÿ ñëåäóåò âäîëü ëó÷à

x1 = 1− α, x2 = −1 + α, x3 = 9− 3.5α (α > 0).

Íàèìåíüøèì èç ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé

ϕj(x0 + αp0) = 0 (j = 1, 2, 3)

ÿâëÿåòñÿ α0 = 2.1, ïðè ýòîì ϕ2(x0 + α0p
0) ≈ 0.

3. Îïðåäåëåíèå íîâîé òî÷êè è ìíîæåñòâ èíäåêñîâ.
Íîâîå ïðèáëèæåíèå x1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

x1 = x0 + α0p
0 = (−1.1, 1.1, 1.65)>,

ïðè ýòîì ϕ1(x1) = −1.34 < −δ1, −δ1 < ϕ2(x1) = −0.03, ϕ3(x1) = −2.94 < −δ1. Çíà÷èò,
J(x1, δ1) = {2}.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü max1≤j≤3 ϕj(x1) = −0.03 6= 0, íî áîëüøå −δ1. Ïàðàìåòð δ ââåä¼í
èìåííî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå òðåáîâàëîñü íàõîäèòü òî÷íîå çíà÷åíèå êîðíÿ α. Ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ δk äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå αkj > 0, ÷òî −δk < ϕj(xk + αkjp

k) ≤ 0, è âûáðàòü
ìèíèìàëüíîå èç íèõ ïî j. Êîíå÷íî, ÷åì òî÷íåå áóäóò íàõîäèòüñÿ êîðíè, òåì, âîîáùå ãîâîðÿ,
ëó÷øå.

Âòîðàÿ èòåðàöèÿ. 1. Ðåøàåì çàäà÷ó A:

σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′2(x
1), p > −σ ≡ −3.2p1 + 3.2p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì p1 = (1,−1,−3.2)>, σ1 = −3.2.
Òàê êàê σ1 < −δ1, òî δ2 = δ1 = 0.5.

2. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû øàãà α1. Äâèãàåìñÿ âäîëü ëó÷à

x1 = −1.1 + α, x2 = −1.1− α, x3 = 1.65− 3.2α (α > 0).

Íàèìåíüøèì èç ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé

ϕj(x1 + αp1) = 0 (j = 1, 2, 3)

ÿâëÿåòñÿ α1 = 0.45, ïðè ýòîì ϕ3(x1 + α1p
1) ≈ 0.

3. Îïðåäåëåíèå íîâîé òî÷êè è ìíîæåñòâ èíäåêñîâ.
Íîâîå ïðèáëèæåíèå x2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

x2 = x1 + α1p
1 = (−0.65, 0.65, 0.21)>.

Òàê êàê ϕ1(x2) = −1.14 < −δ2, ϕ2(x2) = −1.07 < −δ2, −δ2 < ϕ3(x2) = −0.04 < 0, òî
J(x2, δ2) = {3}.
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Òðåòüÿ èòåðàöèÿ. 1. Ðåøàåì çàäà÷ó A:

σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′3(x
2), p > −σ ≡ −0.3p1 − 4p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

Ðåøèâ, ïîëó÷èì p2 = (1, 1,−2.15)>, σ2 = −2.15 < −δ2, δ3 = δ2 = 0.5.
2. Êàê è âûøå, îïðåäåëèì âåëè÷èíó øàãà α2: α2 = 0.36, ïðè ýòîì ϕ2(x2 + α2p

2) ≈ 0.
3. Îïðåäåëåíèå íîâîé òî÷êè è ìíîæåñòâ èíäåêñîâ:

x3 = x2 + α2p
2 = (−0.29, 1.01,−0.57)>, J(x3, δ3) = {1, 2},

òàê êàê ϕ1(x3) = −0.32 > −δ3, ϕ2(x3) = −0.03 > −δ3, ϕ3(x3) = −0.68 < −δ3.
×åòâ¼ðòàÿ èòåðàöèÿ. 1. Ðåøàåì çàäà÷ó A:

σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′1(x
3), p > −σ ≡ −0.56p1 + 2.46p2 − p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′2(x
3), p > −σ ≡ −1.58p1 + 3.02p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

Ðåøèâ, ïîëó÷èì p3 = (1,−1,−1.51)>, σ3 = −1.51 < −δ3. Çíà÷èò, îïÿòü δ4 = δ3 = 0.5.
2. Êàê è âûøå, îïðåäåëèì âåëè÷èíó øàãà α3: α3 = 0.12, ïðè ýòîì ϕ3(x3 + α3p

3) = 0
(âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì ñ òî÷íîñòüþ äî 0.01).

3. Îïðåäåëåíèå íîâîé òî÷êè è ìíîæåñòâ èíäåêñîâ:

x4 = x3 + α3p
3 = (−0.17, 0.89,−0.75)>, J(x4, δ4) = {1, 2, 3},

òàê êàê ϕ1(x4) = −0.49 > −δ4, ϕ2(x4) = −0.37 > −δ4, ϕ3(x4) = 0.
Ïÿòàÿ èòåðàöèÿ. 1. Ðåøàåì çàäà÷ó A:

σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′1(x
4), p > −σ ≡ −0.56p1 + 2.22p2 − p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′2(x
4), p > −σ ≡ −1.34p1 + 2.78p2 − p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′3(x
4), p > −σ ≡ 0.66p1 − 4p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó, ïîëó÷èì, ÷òî σ4 = 0. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó B. Òàê êàê
I(x4) = {3}, òî ðåøàåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′3(x
4), p > −σ ≡ 0.66p1 − 4p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

71



Ïîëó÷èì p4 = (−1, 1,−2.33)>, ïðè ýòîì σ4 = −2.33 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, δ5 = δ4/2 =
0.25, p4 = p4.

2. Îïðåäåëåíèå øàãà α4. Äâèãàåìñÿ âäîëü ëó÷à

x1 = −0.17− α, x2 = 0.89 + α, x3 = −0.75− 2.33α (α > 0).

Íàèìåíüøèì èç ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé

ϕj(x4 + αp4) = 0 (j = 1, 2, 3)

ÿâëÿåòñÿ α1 = 0.06, ïðè ýòîì ϕ2(x4 + α4p
4) = 0.

3. Îïðåäåëåíèå íîâîé òî÷êè è ìíîæåñòâ èíäåêñîâ:

x5 = x4 + α4p
4 = (−0.23, 0.95,−0.88)>, J(x5, δ5) = {1, 2, 3},

òàê êàê ϕ1(x5) = −0.19 > −δ5, ϕ2(x5) = 0 > −δ5, ϕ3(x5) = −0.1 > −δ5.
Øåñòàÿ èòåðàöèÿ. 1. Ðåøàåì çàäà÷ó A:

σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′1(x
5), p > −σ ≡ −0.56p1 + 2.34p2 − p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′2(x
5), p > −σ ≡ −1.46p1 + 2.90p2 − p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′3(x
5), p > −σ ≡ −0.54p1 − 4p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

Ðåøèâ, ïîëó÷èì p5 = (1, 0.18,−0.08)>, σ5 = −0.08 > −δ5. Çíà÷èò, îïÿòü ïðîèñõîäèò
óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà δ: δ6 = δ5/2 = 0.125.

2. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû øàãà α5:
Äâèãàåìñÿ âäîëü ëó÷à

x1 = −0.23 + α, x2 = 0.95 + 0.18α, x3 = −0.88− 0.08α (α > 0).

Íàèìåíüøèì èç ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé

ϕj(x5 + αp5) = 0 (j = 1, 2, 3)

ÿâëÿåòñÿ α5 = 0.34, ïðè ýòîì ϕ3(x5 + α5p
5) = 0.

3. Îïðåäåëåíèå íîâîé òî÷êè è ìíîæåñòâ èíäåêñîâ:

x6 = x5 + α5p
5 = (0.11, 1.01,−0.91)>, J(x6, δ6) = {1, 3},

òàê êàê ϕ1(x6) = −0.05 > −δ5, ϕ2(x6) = −0.16 < −δ5, ϕ3(x6) = 0 > −δ5.
Ñåäüìàÿ èòåðàöèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíî, êàê è âûøå, íàõîäèì p6 = (−1,−0.15,−0.26)>,

δ7 = δ6 = 0.125, α6 = 0.2, x7 = (−0.09, 0.98,−0.96)>.
Âîñüìàÿ èòåðàöèÿ. Íàõîäèì p7 = (0.3,−0.03,−0.18)>, δ8 = δ7 = 0.125, α7 = 0.09,

x8 = (−0.06, 0.98,−0.98)>.
Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì òî÷êó x∗ = (0, 1,−1)>,

ê êîòîðîé, âèäèìî, ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xk}. Èìååì ðàâåíñòâà

ϕ1(x∗) = 0, ϕ2(x∗) = 0, ϕ3(x∗) = 0,

ò. å. òî÷êà x∗ ïðèíàäëåæèò âñåì ïîâåðõíîñòÿì.
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Ðåøèì â ýòîé òî÷êå çàäà÷ó B:
σ → min,

< c, p > −σ ≡ p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′1(x
∗), p > −σ ≡ 3p2 − p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′2(x
∗), p > −σ ≡ −p1 + 3p2 − p3 − σ ≤ 0,

< ϕ′3(x
∗), p > −σ ≡ p1 − 4p2 − p3 − σ ≤ 0,

−p1 − 1 ≤ 0, p1 − 1 ≤ 0, −p2 − 1 ≤ 0, p2 − 1 ≤ 0.

Ïîëó÷èì minσ,p σ = σ∗ = 0. Â ñèëó êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è.
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