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Предисловие

Решение многих фундаментальных проблем требует построения и
решения математических моделей процессов, которые исследуются.
Во многих случаях понятию математическая модель процесса соответ-
ствуют некоторые определенные дифференциальные уравнения, реше-
ния которых позволяют с некоторой точностью описать этот процесс.
Как правило, дифференциальные уравнения и дополнительные усло-
вия следуют как из общих законов, так и из специфических законов,
которые присущи каждому конкретному процессу. Наиболее простые
и, в то же время, наименее точные формулировки законов приводят,
естественно, к линейным задачам математической физики.

В то же время достаточно часто описание процессов в терминах ли-
нейных уравнений является неудовлетворительным. Соответствующие
математические модели ”не чувствуют” более точных (нелинейных)
эффектов, которые присущи исследуемому процессу. Итак, следующе-
му (более тонкому) приближению реального процесса соответствует
нелинейная математическая модель, для решения которой исследова-
тели имеют довольно ограниченный математический аппарат.

Эта ситуация существенно изменяется, если нелинейное диффе-
ренциальное уравнение, соответствующее некоторой модели, имеет
нетривиальные симметрийные свойства. В этом случае для исследо-
вания и построения решений уравнения можно использовать методы
теоретико-группового анализа жизнедеятельных уравнений (см., на-
пример, монографии [30, 46, 49, 55, 100, 102], учебники [52, 53] и бро-
шюры [26,32]).

Истоки группового анализа дифференциальных уравнений на-
ходятся в фундаментальных работах Софуса Ли и его учеников
[149–153]. Именно Ли создал и первым использовал механизмы
теоретико-групповой редукции, когда решение исследуемого уравне-
ния ищется в виде специальной подстановки (анзаца), которая сводит
данное уравнение к дифференциальному уравнению с меньшим коли-
чеством независимых переменных.

Дальнейшее развитие теоретико-групповых методов дифференци-
альных уравнений, прежде всего, связано с работами таких мате-
матиков, как Г. Биркгоф [13], Л.И. Седов [63], А. Морган [157],
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В.Г. Костенко [35], Л.В. Овсянников [47–51, 53, 54], Н.Х. Ибраги-
мов [28, 29] и ряда других. Итогом этого периода стала известная
фундаментальная монография Л.В. Овсянникова [46], после выхода в
свет которой в математической науке окончательно сформировалось
важное направление, которое получило название ”Групповой анализ
дифференциальных уравнений”. Следует отметить, что существенный
вклад в развитие как классических, так и неклассических группо-
вых методов исследования дифференциальных уравнений был осуще-
ствлен Киевской школой математиков, которую в середине семидеся-
тых годов прошлого века создал В.И. Фущич (см., напр., моногра-
фии [74,78,84,85,89, 116, 117, 124, 127]).

Как правило, при построении математических моделей реальных
процессов получают дифференциальные уравнения, симметрийные
свойства которых неизвестны. Поэтому принципиально важной явля-
ется чисто техническая задача нахождения наиболее широкой (мак-
симальной) группы симметрии, которую допускает данное дифферен-
циальное уравнение (или система уравнений).

На сегодняшний день изучены симметрийные свойства многих из-
вестных уравнений механики, газовой динамики, квантовой физики.
Нужно отметить, что существенный вклад в решение этой пробле-
мы внесли математики России (А.А. Бучнев [15], В.О. Бытев [16],
Н.Х. Ибрагимов [27,31], В.Л. Катков [33], Э.В. Ленский [38], Л.В. Ов-
сянников [47–50,54] и многие другие), а также Украины (В.И. Фущич
и его ученики [73,79,81–83,86,88,90,94, 121, 123]). Подробный обзор
результатов исследований симметрийных свойств ряда линейных и
нелинейных дифференциальных уравнений можно найти в моногра-
фиях [46,49,55,78,84,85, 116, 117, 127].

Оказалось, что многие дифференциальные уравнения, которые
описывают реальные процессы, имеют нетривиальные симметрийные
свойства. Следовательно, явно или неявно, во время отбора диффе-
ренциального уравнения в качестве математической модели некото-
рого процесса определенную роль играет симметрия. Это дает воз-
можность эффективно использовать метод симметрийной редукции
для построения решений таких уравнений. В частности, с использо-
ванием этого метода были получены широкие классы точных решений
таких нелинейных уравнений: уравнений эйконала, д’Аламбера, Ли-
увилля [8–10, 136, 137], теплопроводности и Шредингера [7, 120, 129],
Борна–Инфельда [87, 110], Буссинеска (из теории движения грунто-
вых вод) [68,96], Монжа–Ампера [88, 110], полигармонических урав-
нений [62] и многих других нелинейных скалярных уравнений. Отме-
тим, что именно проблеме симметрийной редукции и построения точ-
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ных решений нелинейных дифференциальных уравнений посвящены
монографии [74,89,124]. Использование метода симметрийной редук-
ции позволило также получить и новые решения нелинейных систем
дифференциальных уравнений, например уравнений газовой динами-
ки [40,70], Навье–Стокса [59,118,119], Дирака [78,125,127,128], SU(2)
уравнений Янга–Миллса [122, 147, 190].

Прежде всего, в связи с эффективностью использования метода
симметрийной редукции, актуальной является задача выделения из
заданного класса дифференциальных уравнений тех, которые име-
ют высшие симметрийные свойства (задача групповой классифика-
ции дифференциальных уравнений). Решение этой задачи являет-
ся важным не только c математической точки зрения, но и моти-
вируется возможностью использования результатов в разных при-
кладных проблемах. Дело в том, что дифференциальные уравне-
ния, встречающиеся в разных прикладных задачах, содержат па-
раметры и функции, которые не являются строго фиксированны-
ми (говорят: произвольные элементы в уравнении). В то же вре-
мя уравнения, которые описывают некоторый процесс, должны быть
достаточно простыми. В качестве критерия простоты можно вы-
брать требование, чтобы произвольный элемент имел такой вид,
при котором уравнение допускает наиболее широкую группу ин-
вариантности. Полное описание таких спецификаций произвольно-
го элемента данного дифференциального уравнения и составляет
смысл задачи групповой классификации дифференциальных уравне-
ний (см., напр., [46]).

Именно этой задаче и посвящена настоящая монография. Основ-
ным объектом исследования являются линейные и нелинейные одно-
родные уравнения эволюционного типа, которые имеют широкие при-
менения в разных проблемах физики, техники, биологии, экономики.

Собственно говоря, оригинальную часть книги составляют второй
и третий разделы. Первый раздел имеет вспомогательный характер
и содержит ряд положений классического группового анализа диф-
ференциальных уравнений. Фактически он содержит материал спе-
циального курса для студентов старших курсов, который в течение
нескольких лет читает первый из авторов. Нам кажется, что он будет
полезным для читателя, который впервые знакомится с положениями
группового анализа. Здесь не ставится целью подробное и системати-
ческое изложение основ группового анализа. При подборе материала
были использованы монографии [46, 49, 55] и курсы лекций [52, 53],
к которым мы и отсылаем читателя для более глубокого изучения
данной теории.
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ГЛАВА 1

Основные понятия группового

анализа дифференциальных
уравнений

Как отмечалось в предисловии, первая глава имеет ознакомитель-
ный характер и содержит ряд основных понятий группового анализа
дифференциальных уравнений, как-то: однопараметрическая группа
преобразований, инфинитезимальный оператор группы, инварианты
группы. Здесь мы также рассматриваем инфинитезимальный метод
Ли–Овсянникова нахождения группы инвариантности данного диф-
ференциального уравнения и проблему симметрийной редукции урав-
нений в частных производных, которые допускают нетривиальные
группы (или, что то же самое, алгебры) инвариантности.

Кроме того, мы здесь останавливаемся и на некоторых сведениях
из теории абстрактных групп и алгебр Ли, которые будем использо-
вать во втором и третьем разделах.

1.1. Однопараметрические группы преобразований

Одним из основных понятий группового анализа дифференциаль-
ных уравнений являются понятия однопараметрической группы преоб-
разований, инфинитезимального оператора группы и инварианта груп-
пы. Из рассмотрения этих понятий мы и начинаем изложение основ-
ных положений группового анализа дифференциальных уравнений.

1.1.1. Понятие однопараметрической группы преобразований

Пусть M — множество элементов произвольной природы. Преоб-
разованием множества M называется взаимно-однозначное отобра-
жение M на M .

Совокупность T = T (M) всех преобразований множества M со-
ставляет группу, в которой роль групповой операции (“умножения”)
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играет композиция отображений, а роль “единицы” — тождественное
преобразование I . Группа T (M) называется группой преобразований
множества M .

Пусть G — группа. Представлением группы G в T (M) называ-
ется групповой гомоморфизм π : G → T (M). Это означает, что для
каждого элемента g ∈ G образ π(g) является преобразованием мно-
жества M и для любых g1, g2 ∈ G имеет место равенство

π(g1) ◦ π(g2) = π(g1g2).

Образ π(G) группы G есть подгруппа группы T (M), которую так-
же называют представлением группы G в виде группы преобразований
множества M .

Отображение (x, g) → π(g)(x) произведенияM×G в множествоM
называется действием группы G на множествеM . Задание действия
определяет на множестве M групповую структуру.

Представление π : G → T (M) называется точным (или изоморф-
ным), если отображение π есть изоморфизм. Представление π явля-
ется точным тогда и только тогда, когда равенство π(g) = I име-
ет место лишь для единичного элемента e группы G. Представление
(или действие) π называется тривиальным, если π(g) = I для любого
элемента g ∈ G.

В дальнейшем роль множества M будет играть евклидовое (псев-
доевклидовое) пространство RN и будут рассматриваться представ-
ления группы R всех действительных чисел с групповой операцией
сложения (то есть аддитивной группы R) в группе T = T

(

RN
)

пре-
образований пространства RN .

При этом произвольное представление f : R → T
(

RN
)

будет на-
зываться локально точным, если найдется такой симметричный отно-
сительно нуля интервал 4 ⊂ R, что для a ∈ 4 равенство f(a) = I
возможно, когда a = 0.

Локально точное представление f : R → T
(

RN
)

называется одно-

параметрической группой преобразований пространства RN .
В дальнейшем образ точки a ∈ R при преобразовании f : R →

T
(

R
N
)

будем обозначать символом fa. Для каждого a ∈ R этот образ
является преобразованием fa пространства RN .

Соответствующее этому представлению действие f группы R на
пространства RN определяется формулой

f(x, a) = fa(x).
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Следовательно, в соответствии с данным определением, действие f
определяет однопараметрическую группу f(R) преобразований fa про-
странства RN . При этом групповые свойства представления f(R) рав-
носильны таким свойствам отображения f :

1◦) f(x, 0) = x для всех x ∈ RN ;

2◦) f(f(x, a), b) = f(x, a+ b) для любых a, b ∈ R, x ∈ RN ;

3◦) существует такой симметричный относительно нуля интер-
вал 4 ⊂ R, что если a ∈ 4 и f(x, a) = x для всех x ∈ R

N , то
a = 0.

Каждое отображение f : RN×R → RN со свойствами 1◦–3◦ задает
однопараметрическую группу f(R) преобразований пространства RN .
Группа f(R) называется непрерывной группой, если отображение f :
RN×R → RN является k раз непрерывно дифференцируемым (то есть
принадлежит классу Ck

(

RN × R
)

, где 0 6 k 6 ∞).
В дальнейшем однопараметрическая непрерывная группа преобра-

зований пространства RN будет обозначаться символом G1. Если есть
необходимость подчеркнуть, что рассматриваемая группа G1 порожде-
на отображением f : RN × R → RN , будем пользоваться обозначени-
ем G1(f). Отображение f будем записывать формулой вида

x = f(x, a).

Примеры однопараметрических групп

1. Группа сдвигов. Пусть x0 ∈ �N — фиксированный ненулевой вектор.
Задаваемое формулой

x = x+ ax0 (x ∈ �N
, a ∈ �

)

отображение f порождает однопараметрическую непрерывную группу преоб-
разований пространства

�N , которую называют группой сдвигов простран-
ства

�N (говорят также: группой трансляций) в направлении вектора x0.
Здесь выполнение свойств 1◦–3◦ проверяется элементарно.

2. Группы линейных гомеоморфизмов. Линейные непрерывные обрати-
мые преобразования пространства

�N образуют группу GL

� �N �
линейных

гомеоморфизмов пространства

�N . Рассмотрим задачу: найти все непрерыв-
ные группы G1 ⊂ GL

� �N �

класса C1.
Каждая такая группа определяется заданием представления l :

�→GL(

�N )
и порождается отображением

x = l(a)〈x〉

�

x ∈ �N
, a ∈ � �

.
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Для выполнения свойств 1◦–3◦ необходимо, чтобы выполнялись равенства

l(0) = I, l(b) ◦ l(a) = l(b+ a).

Кроме этого, отображение l должно быть дифференцируемым. В частности,
существует производная ∂l(0) = u, которая является фиксированным линей-
ным отображением

�N → �N . В результате дифференцирования равенства
l(b+ a) = l(b)l(a) по параметру b в точке b = 0 получаем соотношение

∂l(a) = u ◦ l(a). (1.1)

Теперь задача сводится к построению решения l уравнения (1.1) с начальным
условием l(0) = I. Это задача Коши для линейного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения, решение которой хорошо известно:

l(a) = exp(au) (a ∈ �

).

Полученная формула и решает сформулированную задачу: однопарамет-
рические группы G1 ⊂ GL

� �N �
получаются, когда линейное отображение u

пробегает пространство L

� �N �
(здесь и дальше L

� �N �

— пространство
непрерывных линейных отображений

�N → �N ).
Заметим, что в каждой декартовой системе координат, в которой x =

=

�

x1, . . . , xN

�
, линейному отображению u ⊂ L

�

RN

�

соответствует квад-
ратная N ×N -матрица (u). Пусть (u)∗ — транспонированная матрица отно-
сительно (u). Отображение u называется симметричным, если матрица (u)
симметрична: (u)∗ = (u); отображение u называется антисимметричным,
если матрица (u) антисимметрична: (u)∗ = −(u).

3. Группа растяжений. Пусть линейное отображение u является сим-
метричным. Тогда существует такая система координат x =

�

x1, . . . , xN

�

,

в которой матрица (u) будет диагональной: (u) = diag

�

λ1, . . . , λN

�

. Соот-
ветствующая матрица l(a) = exp(ua) также диагональная, а именно:

(l(a)) = diag

�

exp

�

λ
1
a

�

, . . . , exp

�

λ
N
a

� �

.

Поэтому отображение, которое порождает группу G1, будет иметь вид

x
i = x

i exp

�

λ
i
a

�

(i = 1, . . . , N).

Для каждого a ∈ �

соответствующее преобразование пространства

�N на-
зывается растяжением. Следовательно, каждое симметричное отображение
u ∈ L

� �N �

определяет некоторую группу растяжений G1 пространства

�N .

4. Группа вращений. Пусть теперь отображение u является антисиммет-
ричным. Тогда линейное преобразование l(a) имеет такое свойство:

l(a)∗ = exp(au∗) = exp(−au) = l(a)−1
,

то есть l(a)∗ ◦ l(a) = I. Такие преобразования называют ортогональными.
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В случае N = 3 ортогональные преобразования называют также вращени-
ями. Здесь антисимметричное преобразование u заведомо имеет собственный
вектор x ∈ �3 , для которого u〈x〉 = 0. Тогда l(a)〈x〉 = exp(au)〈x〉 = x для
любого a ∈ �

и существует система координат, в которой x =

�

x1, x2, x3

�

,
такая, что x = (0, 0, 1). В этой системе координат матрица (l(a)) имеет вид:

(l(a)) =

��cos a − sin a 0
sin a cos a 0

0 0 1

�	 .
Ей соответствует группа G1 вращений вокруг оси

�

x3

�

, которая опреде-
ляется вектором x, задаваемым формулами

x
1 = x

1 cos a− x
2 sin a, x

2 = x
1 sin a+ x

2 cos a, x
3 = x

3
.

Пример 4 показывает, что введение интервала 4 в условие 3◦ нетривиаль-
ности представления является существенным. В частности, в данном случае
можно положить 4 = (−π;π).

Для задач группового (симметрийного) анализа класс однопара-
метрических групп оказывается узким. Дело в том, что групповой
анализ связан с решением нелинейных задач, вследствие чего возни-
кают порождающие отображения f , которые, вообще говоря, не опре-
делены на всем пространстве RN×R. Расширение класса однопарамет-
рических групп достигается за счет сужения множества, на котором
рассматривается порождающее отображение. В качестве такого мно-
жества обычно берут V ×4, где V — некоторое открытое множество
в RN , a 4 — некоторый симметричный (относительно нуля) интервал
из R. В соответствии с этим выполнение свойств 2◦ и 3◦ для отображе-
ния f : R

N ×R → R
N класса C∞(V ×4) требуется лишь для x ∈ V и

a, b, a+ b ∈ 4. Полученное таким образом расширение класса однопа-
раметрических групп дает возможность не интересоваться свойства-
ми преобразований, которые составляют группу, вне множества V и
для значений параметра a, которые выходят за пределы интервала 4.
Теория, которая основывается на таком расширении класса одно-
параметрических групп, называется локальной теорией, которая
имеет дело с локальными преобразованиями пространства RN . Этим
термином называют преобразования открытых множеств V ⊂ RN , то
есть такие отображения v : V → RN , для которых v(V ) является
открытым в RN и отображение v : V → v(V ) является взаимно-од-
нозначным. Пусть 4 — интервал в R, симметричный относительно
нуля. Отображение f : V × 4 → RN называется однопараметриче-
ским семейством локальных преобразований пространства RN , если
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для каждого a ∈ 4 частичное отображение f : V → RN является
преобразованием открытого множества V .

Основу группового анализа дифференциальных уравнений состав-
ляет объект, суть которого зафиксирована в следующем определении.

Локальной однопараметрической группой Ли локальных преоб-
разований пространства RN называется такое однопараметриче-
ское семейство локальных преобразований f : V ×4 → RN , которое
имеет следующие свойства:

1◦) f(x, 0) = x для всех x ∈ V ;

2◦) f(f(x, a), b) = f(x, a+ b) для всех a, b, a+ b ∈ 4, x ∈ RN ;

3◦) Если a ∈ 4 и f(x, a) = x для всех x ∈ V , то a = 0;

4◦) f ∈ C∞(V ×4).

Сравнение со сформулированным выше определением однопара-
метрической группы преобразований пространства RN показывает,
что каждая такая группа является локальной однопараметрической
группой Ли локальных преобразований пространства RN . Поэтому,
в дальнейшем, локальную однопараметрическую группу Ли локаль-
ных преобразований пространства RN будем также обозначать симво-
лом G1 и, для компактности изложения, называть просто группой G1.

Данное определение показывает, что отображение f : V ×4 → R
N ,

которое порождает группу G1, можно называть локальным действи-
ем аддитивной группы R на пространстве RN . При этом группа G1

может рассматриваться как представление f(4) ⊂ T
(

R
N
)

, элемен-
тами которого являются локальные преобразования fa : V → RN

пространства RN . Эту терминологию мы будем употреблять в даль-
нейшем изложении.

Далее остановимся на понятии подобия групп. Пусть π :M×G→M
— действие группы G на множестве M и p : M → M — некоторое
преобразование множества M . Нетрудно проверить, что отображение
π1 : M ×G→M , которое определяется формулой

π1(g) = p ◦ π(g) ◦ p−1, (1.2)

также задает действие группы G на M . Очевидно, что заданное фор-
мулой (1.2) отношение π1 ∼ π является теоретико-множественным
признаком эквивалентности.

Если действия π1 и π группы G на множестве M эквивалентны
(π1 ∼ π ), то соответствующие им представления π1(G) и π2(G) в
группе T (M) называются подобными.
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Эта терминология переносится и на группы G1, поскольку их
можно рассматривать как локальные представления аддитивной
группы R в T

(

RN
)

. Поскольку элементами группы G1 являются ло-
кальные преобразования пространства RN , то для точного определе-
ния подобия таких групп нужно учитывать те открытые множества,
на которых определены соответствующие отображения.

Пусть отображение fi : Vi × 4i → RN порождает группу G1
i

(i = 1, 2). Рассматривается совокупность H(V1, V2) всевозможных
преобразований класса C∞ множества V1 на множество V2, то есть
таких взаимно-однозначных отображений p : V1 → V2, для которых
p ∈ C∞(V1), p−1 ∈ C∞(V2). Пусть, наконец, fia — элементы груп-
пы G1

i , как реализации fi(4i) (i = 1, 2).
Группы G1

1 и G1
2 называются подобными, если существуют пре-

образование p ∈ H(V1, V2) и интервал 4 ⊂ 41 ∩42 такие, что для
всех a ∈ 4 имеет место равенство

f2a = p ◦ f1a ◦ p−1. (1.3)

Как пример рассмотрим группу растяжений G1
1, которая, как представле-

ние f1(

�

) в T

� �N �

, действует в системе координат x =

�

x1, . . . , xN

�

в соот-
ветствии с формулой

f
i
1a(x) = x

i exp

�

aλ
i

�

(i = 1, . . . , N)

и рассматривается на множестве V = {x | xi > 0, i = 1, . . . , N}.
В этой же системе координат задано следующее преобразование p : V→X:

p
i(x) = lnxi

, p
−1(x) = expxi (i = 1, . . . , N).

Тогда с помощью преобразования p, в соответствии с формулой (1.3), по-
лучаем подобную группу G1

2 как представление f2(

�

), элементы которого
определяются равенством

x = f2a(x) = p ◦ f1a ◦ p−1(x).

Непосредственными вычислениями получаем, что

x
i = ln

� �

f1a ◦ p−1

� i
(x)

�

= ln

�

f
i
1a

�

p
−1(x)

� �

=

= ln

�

p
−1i(x) exp

�

aλ
i

� �

= ln

� �

expxi

� �

exp aλi

� �
= x

i + aλ
i
,

то есть в векторной записи x = x+ aλ, где λ =

�
λ1, . . . , λN

�
— фиксирован-

ный вектор пространства

�N . Следовательно, группа G1
2 является группой

сдвигов пространства

�N . Тем самым показано, что группа растяжений про-
странства

�N подобна группе сдвигов пространства
�N .
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1.1.2. Касательное векторное поле. Уравнения Ли

Пусть группу G1 порождает отображение

f = f(x, a). (1.4)

Разложим функцию f(x, a) в ряд Тейлора по параметру a в ок-
рестности a = 0. Согласно свойству 1◦ f(x, 0) = x, поэтому, введя
обозначение

ξ(x) =
∂f(x, a)

∂a

∣

∣

∣

a=0
, (1.5)

можем записать

x = x+ ξ(x)a+ o(a). (1.6)

Следующая теорема (теорема Ли) утверждает, что первыми двумя
членами разложения однозначно определяется функция f(x, a), кото-
рая удовлетворяет групповому свойству 2◦. Также говорят, что груп-
па G1 определяется своим касательным векторным полем ξ, поскольку
формула (1.5) задает касательный вектор в точке x к кривой, которую
описывают точки x в результате группового преобразования (1.4).

Теорема 1.1. Пусть функция f(x, a) удовлетворяет групповому
свойству 2◦ и имеет место разложение (1.6). Тогда она являет-
ся решением обыкновенного дифференциального уравнения первого
порядка (которое называют уравнением Ли) с начальным услови-
ем:

df

da
= ξ(f), f |a=0 = x. (1.7)

Наоборот, для любого гладкого векторного поля ξ(x) решение за-
дачи Коши (1.7) удовлетворяет групповому свойству 2◦.

Доказательство. Пусть выполняется групповое свойство 2◦. Прида-
вая параметру a приращение 4a, запишем равенство 2◦ в виде

f(x, a+ 4a) = f(f(x, a),4a).

Далее, выделив главную линейную часть по 4a, имеем:

f(x, a+ 4a) = f(x, a) +
∂f

∂a
4 a+ o(4a),

f(f(x, a),4a) = f(x, a) +
∂f

∂ 4 a

∣

∣

∣

4a=0
· 4 a+ o(4a).
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Записав

∂f(f(x, a),4a)
∂ 4 a

∣

∣

∣

4a=0
= ξ(f(x, a)),

в соответствии с (1.5) приходим к уравнению Ли

∂f(x, a)

∂a
= ξ(f(x, a)).

Докажем теперь вторую часть теоремы. Пусть f(x, a) — решение за-
дачи (1.7). Учитывая локальный характер решения, зафиксируем зна-
чение параметра a и рассмотрим две функции:

u(b) = f(x, b) ≡ f(f(x, a), b),

v(b) = f(x, a+ b).

Для них, в соответствии с уравнением Ли, имеем равенства:

du
db

=
df(x, b)

db
= ξ(u), u

∣

∣

b=0
= f(x, a),

dv
db

=
df(x, a+ b)

db
= ξ(v), v

∣

∣

b=0
= f(x, a).

Отсюда следует, что функции u(b), v(b) удовлетворяют одну и ту
же задачу Коши, вследствие единственности решения которой u(b) =
= v(b), то есть имеет место равенство 2◦.

При определении однопараметрической группы мы исходили из то-
го, что групповая операция есть сложение (имеет место свойство 2◦).
Предположим, что группу G порождает отображение (1.4), для кото-
рого групповая операция определяется равенством

f(x, b) = f(f(x, a), b) = f(x, ϕ(a, b)), (1.8)

где ϕ(a, b) — достаточное количество раз дифференцируемая функция.
При этом полагаем, что тождественное преобразование имеет место
для a = 0, то есть выполняются условия

ϕ(a, 0) = a, ϕ(0, b) = b. (1.9)

Дифференцирование по b левой и правой частей (1.8) дает

∂f(x, b)

∂b
=
∂f(x, c)

∂c
· ∂ϕ(a, b)

∂b
,
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где c = ϕ(a, b). Положив теперь b = 0 и учитывая, что вследствие (1.9)
c = a, получаем такое равенство:

∂f(x, b)

∂b

∣

∣

∣

b=0
=
∂f(x, a)

∂a
·
[

∂ϕ(a, b)

∂b

]

∣

∣

∣

b=0
.

Здесь второй множитель справа равняется 1 для a = 0, а следователь-
но, он отличен от нуля для малых значений a вследствие непрерыв-
ности. Поэтому положим

∂ϕ(a, b)

∂b

∣

∣

∣

b=0
= 1
A(a)

(1.10)

и, обозначив ξ(x) =
∂f(x, a)

∂a

∣

∣

∣

a=0
, запишем полученное равенство в

виде

ξ(x) = 1
A(a)

· dx
da

или
dx
da

= ξ(x),

где новый параметр a определяется формулой

a =

a
∫

0

A(a)da. (1.11)

Следовательно, для параметра a (его называют каноническим па-
раметром) мы пришли к уравнению Ли (1.7). Поэтому, в соответствии
с теоремой 1.1, отсюда следует, что в этой параметризации закон груп-
повой операции совпадает со сложением.

Из проведенных выше соображений следует, что описав однопара-
метрические группы с групповой операцией сложения, мы тем самым
опишем все однопараметрические группы.

Например, для преобразований растяжения

x = x+ ax

закон групповой операции имеет вид

ϕ(a, b) = a+ b+ ab.
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Из формулы (1.10) получаем, что

A = 1
a+ 1

,

а по формуле (1.11) — канонический параметр принимает вид

a =

a


0

da
1 + a

= ln(1 + a).

Учитывая локальный характер преобразований, убеждаемся, что прове-
денные выше вычисление имеют смысл.

1.1.3. Инфинитезимальный оператор группы. Инварианты
группы

Одним из применений теоремы Ли является ее использование для
построения группы G1 по заданному векторному полю. В конечномер-
ном случае это построение связано с интегрированием системы обык-
новенных дифференциальных уравнений (1.7), что может оказаться
непростой задачей. Но во многих случаях, важных для практики, та-
кое интегрирование удается провести.

Рассмотрим простой пример, когда векторное поле в трехмерном про-
странстве

�3 = 〈t, x, u〉 задано формулой

ξ = (0, t, 1).

Соответствующая система уравнений (1.7) имеет вид

dt
da

= 0, t(0) = t,

dx
da

= t, x(0) = x,

du
da

= 1, u(0) = u

и легко интегрируется. Решением задачи Коши будут функции

t = t, x = x+ at, u = u+ a.

В механике, где t — время, x — пространственная координата, а u — ско-
рость, полученная группа G1 называется группой галилеевских сдвигов вдоль
оси Ox.

1.1. Однопараметрические группы преобразований 21

Теорема Ли устанавливает определенное соответствие между груп-
пами G1 и векторными полями ξ. Возникает вопрос: является ли такое
соответствие взаимно однозначным? Очевидно, что данному вектор-
ному полю ξ отвечает одна определенная группа G1. Это вытекает из
теоремы Ли. Но обратное неверно. В самом деле, нетрудно убедиться,
что векторным полям ξ и λξ (λ ∈ R, λ 6= 0) соответствует одна и та
же группа G1.

Можно показать, что этим и исчерпывается неоднозначность со-
ответствия групп G1 и векторных полей ξ. Действительно, в соответ-
ствии с определением, эта неоднозначность определяется возможно-
стью введения разных аддитивных структур на R. Но если преоб-
разование µ : R → R вводит новую аддитивную структуру на R, то
для любых a, b ∈ R должно выполняться равенство

µ(a+ b) = µ(a) + µ(b).

Хорошо известно, что каждое непрерывное в нуле решение этого
функционального уравнения имеет вид µ(a) = λa, где λ ∈ R. Это
и есть тот набор аддитивных структур на R, который был рассмотрен
выше.

Проведенные рассуждения показывают, что существует взаимно
однозначное соответствие между группами G1 и векторными по-
лями ξ, которые рассматриваются с точностью до произвольного
ненулевого числового множителя. Это соответствие в дальнейшем
мы будем обозначать G1(ξ).

Остановимся теперь более подробно на определении касательного
векторного поля группы G1.

Пусть задана группа G1, которая порождается отображением f :
V × 4 → R

N . Для каждого фиксированного x ∈ V частичное отоб-
ражение fx : 4 → RN определяет некоторую кривую в простран-
стве RN , которая проходит через точку x, то есть одномерное много-
образие fx(4), которое задано параметрически уравнением

x = fx(a) = f(x, a).

Кривая fx(4) называется орбитой точки x.
Вектор ξ = ∂fx(0) является касательным к орбите fx(4) в точке x.
Тем самым на V определено векторное поле ξ : V → RN , которое

действует по формуле

ξa(x) = ∂af(x, 0). (1.12)
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Это векторное поле называют касательным векторным полем
группы G1.

При переходе от группы G1
1(f1) к подобной ей группе G1

2(f2), с по-
мощью преобразования p, касательное векторное поле ξ1 группы G1

1

превращается в касательное векторное поле ξ2 группы G1
2. Для вывода

соответствующей формулы перехода ξ1 → ξ2 надо продифференциро-
вать равенство

f2a = p ◦ f1a ◦ p−1

по параметру a в точке a = 0. Вследствие определения (1.12), с учетом
равенства f(x, 0) = x, это дает

ξ2(x) = ∂p
(

p−1(x)
)

〈ξ1
(

p−1(x)
)

〉

или, в более простой форме записи,

ξ2(x) = ∂p(x)〈ξ1(x)〉, x = p(x). (1.13)

Формула (1.13) называется формулой подобия векторных полей.

Например, при переходе от группы растяжений G1
1

f
i
1a(x) = x

i exp

�

aλ
i

�

(i = 1, . . . , N)

к подобной ей группе с помощью преобразования p : V → �N
p

i(x) = ln

�

x
i

�

(i = 1, . . . , N)

производная ∂p(x) в матричной записи имеет вид

(∂p(x)) = diag

�

1

x1
, . . . ,

1

xN

�

.

Поэтому формула (1.13) дает

ξ2(x) = ∂p(x)〈

�

λ
1
x

1
, . . . , λ

N
x

N

�

〉 = 〈λ1
, . . . , λ

N 〉 = λ

— постоянное касательное векторное поле группы сдвигов.

Пусть, теперь, f : V × 4 → RN — отображение, которое поро-
ждает группу G1(ξ), и пусть R̃M — M -мерное евклидово простран-
ство. Будем рассматривать значения дифференцируемого отображе-
ния F : RN → R̃M на орбите точки x ∈ V , которые равны F ◦ f(x, a).
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Вследствие определения (1.12) “скорость” изменения этих значений в
точке a = 0 определяется формулой

∂a(F ◦ f(x, a))
∣

∣

a=0
= ∂F (x)〈ξ(x)〉.

В случае когда R̃
M = R (то есть F (x) — скаляр), правую часть равен-

ства можно записать в виде ξ · ∂F (x) (точкой обозначено скалярное
произведение векторов ξ и ∂F (x)), то есть как результат действия
на отображение F линейного дифференциального оператора ξ · ∂. Это
обозначение удобно перенести и на общий случай, руководствуясь та-
ким определением.

Линейный дифференциальный оператор ξ · ∂, который действу-

ет на отображение F : RN → R̃M по формуле

(ξ · ∂)F (x) = ∂F (x)〈ξ(x)〉, (1.14)

называется инфинитезимальным оператором группы G1(ξ).
Слово “инфинитезимальный” означает “бесконечно малый”. Его

употребление является определенной данью старой классической тео-
рии, которая свободно оперировала бесконечно малыми и бесконечно
большими величинами.

С помощью инфинитезимального оператора записывается главная
линейная часть отображения F вдоль орбиты точки x:

F ◦ f(x, a) = F (x) + a(ξ · ∂)F (x) +O
(

a2
)

.

В случае N -мерного пространства RN в системе координат, где
x =

(

x1, . . . , xN
)

, ξ =
(

ξ1, . . . , ξN
)

, нужно положить ∂ = (∂1, . . . , ∂N )

(здесь и далее ∂a = ∂
∂xa

). Тогда инфинитезимальный оператор запи-

шется в виде (1.14)

ξ · ∂ = ξi∂i = ξi ∂

∂xi
. (1.15)

Отметим, что в (1.15) и далее, где это специально не оговорено, по
повторяющимся индексам понимается суммирование в пределах их
изменения, то есть

ξi∂i =

N
∑

i=1

ξi ∂

∂xi
.
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В этом случае формула действия инфинитезимального оператора
на отображение F : RN → R̃M приобретает обычный вид:

(ξ · ∂)F = ξi∂iF = ξi ∂F

∂xi
. (1.16)

В конечномерном случае координатного представления векторов
координаты касательного векторного поля ξi будут называться также
координатами инфинитезимального оператора ξ · ∂.

В дальнейшем изложении, как правило, прилагательное “инфини-
тезимальный” мы употреблять не будем, а будем использовать термин
оператор группы или просто оператор. Обычно оператору группы
дают то же название, которое каким то образом характеризует саму
группу. Например:

оператор сдвигов: ξ · ∂ = x0 · ∂ = xi0∂i;

оператор линейного преобразования: ξ · ∂ = u〈x〉 · ∂ = uijx
j∂i;

оператор растяжения: ξ · ∂ =
N
∑

i=1

λixi∂i;

оператор вращения вокруг оси
(

x3
)

: ξ · ∂ = −x2∂1 + x1∂2.

Остановимся далее на понятии инвариантов группы G1. При этом
мы будем для упрощения формулировок “забывать”, что вся рассмат-
риваемая теория есть локальная.

Например, отображение f , которое порождает группу G1, будет
записываться как отображение

f : R
N × R → R

N .

Также не всегда будет уточняться область определения векторного
поля ξ и т.п.

Рассматриваются отображения F : RN → R̃M , и предполагается,
что группа R действует на R̃M тривиально.

Отображение F называется инвариантом группы G1, которая
порождена отображением f , если для любых (x, a) ∈ RN × R вы-
полняется равенство

F (f(x, a)) = F (x). (1.17)

Изучение инвариантов группы основывается на лемме, в которой
предполагается, что ξ · ∂ — инфинитезимальный оператор группы
G1(ξ), и используется обозначение x = f(x, a).
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Лемма 1.1. Для любого отображения F : RN → R̃M класса
C1

(

RN
)

и для любых (x, a) ∈ RN × R имеет место равенство

∂aF (x) = (ξ · ∂)F (x). (1.18)

Доказательство. Равенство (1.18) вытекает из уравнения Ли (1.7) и
определения инфинитезимального оператора (1.14), в соответствии с
которыми

∂aF (x) = ∂F (x)〈∂ax〉 = ∂F (x)〈ξ(x)〉 = (ξ · ∂)F (x).

В следующей теореме сформулированы необходимые и достаточ-
ные условия того, что некоторое отображение F : RN → RM является
инвариантом группы G1(ξ).

Теорема 1.2. Отображение F : RN → R̃M класса C1

(

RN
)

явля-

ется инвариантом группы G1(ξ) тогда и только тогда, когда для
любого x ∈ RN выполняется равенство

(ξ · ∂)F (x) = 0. (1.19)

Доказательство. Если F — инвариант, то имеет место равен-
ство (1.17), дифференцирование которого по параметру a дает в пра-
вой части ноль, а в левой, вследствие (1.18), — левую часть равен-
ства (1.19).

Наоборот, если выполняется равенство (1.19), то, вследствие (1.18),
будет справедливым равенство ∂aF (x) = 0. Это означает, что вектор
F (x) = F (f(x, a) ∈ R̃M не зависит от параметра a и равен своему
значению при a = 0, то есть F (x) = F (x). Поэтому F — инвариант
группы G1(ξ) вследствие определения (1.17).

Критерий инвариантности (1.19) совпадает с некоторым линейным
однородным уравнением в частных производных первого порядка. По-
этому любая группа G1 в RN имеетN−1 функционально независимых
инвариантов [20,36]. При этом любой другой инвариант этой группы
является функцией этих N − 1 “базисных” инвариантов.

Набор функционально независимых скалярных инвариантов
группы G1, при помощи которых можно определить любой ее ин-
вариант, называется функциональным базисом инвариантов груп-
пы G1.

Заметим, что о функциональном базисе инвариантов есть смысл
говорить лишь в случае конечномерного пространства RN . Если
J1, . . ., JN−1 составляют базис функциональных инвариантов груп-
пы G1, то будем употреблять обозначение J = J (J1, . . . ,JN−1).
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Как отмечалось выше, отыскание скалярных инвариантов группы
G1(ξ) в случае RN , когда ξ =

(

ξ1, . . . , ξN
)

, сводится к построению
решений уравнения

ξi∂iF = 0

(

∂i = ∂

∂xi

)

. (1.20)

Как известно [20], эта же задача может быть решена путем постро-
ения первых интегралов сопряженной с уравнением (1.20) (или еще
говорят: характеристической для (1.20)) системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

dx1

ξ1(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
. (1.21)

Если равенства

J1(x) = C1, . . . ,JN−1(x) = CN−1 (Ci = const)

определяют первые интегралы системы (1.21), то в качестве ба-
зиса скалярных инвариантов группы G1(ξ) берут функции Ji(x)
(i = 1, . . . , N − 1).

Примеры инвариантов. Осуществим построение базиса скалярных инвари-
антов для некоторых из рассмотренных выше однопараметрических групп.

Группа сдвигов в

�N . Здесь оператор — xi
0∂i, поэтому система (1.21)

имеет вид:

dx1

x1
0

= dx2

x2
0

= · · · = dxN

xN
0

.

Если предположить, что xN
0 6≡ 0, то первые интегралы этой системы обыкно-

венных дифференциальных уравнений имеют вид

x
N
0 x

j − x
j
0x

N = Cj (j = 1, . . . , N − 1)

и базис инвариантов составляют функции

Jj = x
N
0 x

j − x
j
0x

N (j = 1, . . . , N − 1),

то есть

J = J

�

x
N
0 x

1 − x
1
0x

N
, . . . , x

N
0 x

N−1 − x
N−1
0 x

N

�
.

Группа линейных преобразований в

�N . Здесь оператор — ui
jx

j∂i. Если в
соответствующую систему (1.21) ввести параметр t, то она перепишется в виде
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однородной системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами:

dxi

dt
= u

i
jx

j (i = 1, . . . , N).

Процедура решения такой системы хорошо известна [39,57,61]. Пусть

xk(t) =

�

x
1
k(t), . . . , xN

k (t)

�

(k = 1, . . . , N)

— фундаментальная система ее решений и пусть ϕi
j(t) — элементы матрицы,

обратной к матрице

�

xi
k(t)

�

. Если предположить, что уравнение xjϕN
j (t) = 1

разрешимо относительно t и его решением является t = α(x), то базис инва-
риантов будет иметь вид

J = J

�

x
i

�

ϕ
1
i ◦ α

�

(x), . . . , xi

�
ϕ

N−1
i ◦ α

�
(x)

�
.

Группа растяжений в

�N . Оператор —
N

i=1

λixi∂i, а поэтому система

(1.21) имеет вид:

dx1

λ1x1
0

= · · · = dxN

λNxN
0

.

Не уменьшая общности, можем положить λN = 1, и тогда получаем такой
базис инвариантов:

J = J

�
x

1

�
x

N

� −λ1

, . . . , x
N−1

�

x
N

� −λN−1

�

.

Группа вращений в

�3 . Оператором вращения вокруг оси

�

x3

�

является
оператор −x2∂1 + x1∂2, a поэтому система (1.21) имеет вид:

dx1

− x2
= dx2

x1
= dx3

0
.

Один первый интеграл очевиден: x3 = C1. Второй находим интегрирова-
нием уравнения x1dx1 + x2dx2 = 0:�

x
1

� 2
+

�

x
2

� 2
= C2.

Поэтому базис инвариантов такой:

J = J

�

x
3
,

�

x
1

� 2
+

�

x
2

� 2 �

.

В дальнейшем изложении нам понадобится следующая простая, но
полезная теорема.
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Теорема 1.3. Всякая группа G1 преобразований x = F (x, a) в RN

некоторой невырожденной заменой переменных

xi = xi(x) (1.22)

сводится к группе сдвигов вдоль оси xN .

Доказательство. Пусть группа G1 имеет оператор

v = ξi(x)∂i. (1.23)

Из очевидного равенства

ξi(x)∂i = ξi ∂x
j

∂xi
· ∂

∂xj

следует, что в результате замены переменных (1.22) оператор (1.23)
приобретает вид

v = v
(

xi
) ∂

∂xi
.

Выберем любой набор N − 1 функционально независимых инвариан-
тов J1(x), . . . , JN−1(x) группы G1 в качестве первых N − 1 новых
переменных x1, . . . , xN−1, а переменную xN найдем из уравнения

v
(

xN
)

= 1. (1.24)

Полученная система функций

x1 = J1(x), . . . , xN−1 = JN−1(x), xN = xN (x)

является функционально независимой и определяет искомую замену
переменных (1.22). Действительно, в этих переменных оператор (1.23)
имеет вид

v = ∂

∂xN

и определяет группу сдвигов вдоль оси xN .

Рассмотрим пример приведения группы вращений в
�3 относительно

оси

�

x3

�

к группе сдвигов. Здесь оператор (1.23) имеет вид

v = −x2
∂1 + x

1
∂2.
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В соответствии с теоремой 1.3 в качестве первых двух новых переменных
нужно взять инварианты

x =

�

(x1)2 + (x2)2, x
3 = x

3
,

а третью переменную (обозначим ее x2) — найти из уравнения (1.24):

−x2 ∂x2

∂x1
+ x

1 ∂x2

∂x2
= 1.

Записав характеристическую систему для этого неоднородного линейного
уравнения

−dx
1

x2
= dx2

x1
= dx2

1
,

нетрудно найти ее частное решение x2 = arctan x
2

x1
. Следовательно, в пере-

менных

x
1 =

�

(x1)2 + (x2)2, x
2 = arctan x

2

x1
, x

3 = x
3

имеем

v = ∂

∂x2
,

и преобразования группы вращений записываются в виде�
x1

�
= x

1
,

�

x2

�

= x
2 + a,

�

x3

�

= x
3
.

Остановимся далее на понятии инвариантности уравнений (пока
что не дифференциальных).

Рассматривается (N − s)-мерная поверхность M ⊂ RN , задаваемая
системой уравнений

Fi(x) = 0, i = 1, . . . , s, s 6 N. (1.25)

Будем читать, что такое задание поверхности является регулярным,
то есть Fi(x) — гладкие действительные функции, а ранг матрицы

∥

∥

∥

∥

∂Fk

∂xi

∥

∥

∥

∥

M

(k = 1, . . . , s; i = 1, . . . , N)

равен s.
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Поверхность M называется инвариантной относительно груп-
пы G1 преобразований

x = f(x, a) = x+ aξ(x) + o(a), (1.26)

если каждая точка x поверхности M преобразованием (1.26) переме-
щается по этой поверхности. Другими словами, если x — решение
системы (1.25), то x — также ее решение:

Fi(x) = 0, i = 1, . . . , s. (1.27)

В соответствии с этим также говорят, что система уравне-
ний (1.25) инвариантна относительно группы G1 или что эта си-
стема допускает группу G1.

Пусть, далее, оператор

v = ξi(x)∂i (i = 1, . . . , N)

является инфинитезимальным оператором группы G1.

Теорема 1.4. Система уравнений (1.25) инвариантна относи-
тельно группы G1 тогда и только тогда, когда

vFi
∣

∣

M
= 0, i = 1, . . . , s. (1.28)

Доказательство. Пусть система (1.25) инвариантна относительно
группы G1. Тогда для каждой точки x ∈ M и всех допустимых значе-
ний параметра a преобразований (1.26) выполняются равенства (1.27).
Подставляя в эти равенства разложение

Fi(x) = Fi(x) + aξi(x)
∂F (x)

∂xi
+ o(a)

и учитывая, что

Fi(x) = 0,

получаем (1.28).
Пусть теперь, наоборот, выполнены равенства (1.28). Надо пока-

зать, что из этого следует выполнение равенств (1.27) для всех x ∈ M .
Заметим сначала, что (1.27) есть не что иное, как условие касания
вектора ξ(x) к поверхности M в точке x. Из этой геометрической
интерпретации следует, что вся конструкция сохраняется при любой
невырожденной замене переменных (1.22). Поэтому мы можем сна-
чала “выпрямить” поверхность M (взяв в замене (1.22) в качестве
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первых s функций xi(x) левые части уравнений (1.25)) и задать ее
уравнениями

xk = 0; k = 1, . . . , s. (1.29)

Тогда условие (1.28) упрощается и принимает вид

ξk
(

0, . . . , 0, xs+1, . . . , xN
)

= 0, k = 1, . . . , s. (1.30)

Мы хотим показать, что уравнения (1.29) сохранятся и после пре-
образования (1.26), то есть что

xk = 0, k = 1, . . . , s, (1.31)

для всех точек x =
(

0, . . . , 0, xs+1, . . . , xN
)

. Для этого запишем урав-
нения Ли в виде

dxk

da
= ξk

(

x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xN
)

, k = 1, . . . , s, (1.32)

dxs+l

da
= ξs+l

(

x1, . . . , xN
)

, l = 1, . . . , N − s, (1.33)

а в качестве начального значения x|a=0 = x возьмем произвольную
точку x из M , то есть x =

(

0, . . . , 0, xs+1, . . . , xN
)

. Тогда из условия
(1.30) видно, что функции xk ≡ 0 (k = 1, . . . , s) удовлетворяют урав-
нения (1.32) и начальные условия. Остальные функции xs+l находятся
из (1.33) после подстановки в него xk = 0. Вследствие единственности
решения задачи Коши это означает выполнение (1.31) для всех x ∈M ,
то есть инвариантность поверхности M .

Используя эту теорему следует помнить, что при доказательстве
(а именно, при приведении уравнений (1.25) к виду (1.29)) существен-
но используется условие регулярности задания поверхности M урав-
нениями (1.25).

Остановимся далее на примерах, которые иллюстрируют разные особен-
ности понятия инвариантной поверхности и критерия инвариантности. В них
мы рассматриваем группы G1 преобразований плоскости

�2 =

�2(x, y), кото-
рые заданы своими операторами

v = ξ · ∂ = ξ
1(x, y)∂x + ξ

2(x, y)∂y,

и поверхности (кривые), которые заданы уравнениями вида

ψ(x, y) = 0.
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1. Пусть v = ∂x − ∂y — оператор сдвига и ψ = x + y. Здесь vψ = 0 и
кривая ψ = 0 инвариантна вследствие того, что ψ — инвариант группы G1(ξ).

2. Пусть v = x∂x +2y∂y — оператор растяжения и ψ = y−x2. Здесь vψ =
= 2

�

y − x2

�

и условие (1.28) выполнены, хотя ψ и не является инвариантом
группы G1(ξ). Инвариантом этой группы является J = yx−2. С его помощью
кривая ψ = 0 определяется уравнением J = 1 везде, кроме особой точки
x = y = 0.

3. Пусть v = ∂y — оператор сдвига и ψ = y2. Тогда vψ

���

y=0
= 0 и условие

(1.28) выполнены. Но кривая y2 = 0 не является инвариантной относительно
преобразований группы G1(ξ):

x = x, y = y + a.

Здесь противоречия с теоремой 1.4 нет, поскольку уравнением y2 = 0 кривая
y = 0 задана не регулярно.

Рассматривая примеры, мы показали возможность задания инвари-
антной поверхности с помощью инварианта группы G1. Оказывается,
что это имеет общий характер. Основываясь на сформулированной ни-
же теореме, можно дать полное описание всех инвариантных поверх-
ностей (то есть всех инвариантных систем уравнений (1.25)) данной
группы G1 с помощью ее базисных инвариантов.

Теорема 1.5. Поверхность M , инвариантная относительно
группы G1, может быть задана системой уравнений вида

Φ(J1(x), . . . ,JN−1(x)) = 0, k = 1, . . . , s,

где функции J1(x), . . . ,JN−1(x) составляют базис инвариантов
группы G1, если инфинитезимальный оператор группы G1 не пре-
вращается в нуль на поверхности M .

Доказательство этой теоремы можно найти, например, в [26,46].
Мы же, завершая этот параграф, остановимся на рассмотрении еще

нескольких примеров и сформулируем несколько задач, решение ко-
торых будет способствовать лучшему пониманию изложенного выше
материала.

1.1.4. Практикум

Пример 1.1. Для преобразований f : V × 4 → �2 , где V — полоса
{(x, y)||x| < 1, y ∈ �} и 4 = (−1, 1), которые порождены отображениями

x = x
1 − ax

, y =
y

1 − ax
, (1.34)
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показать, что они составляют группу G1, найти инфинитезимальный опера-
тор v и построить базис инвариантов.

Для того чтобы убедиться в том, что отображения составляют группу G1,
нужно убедиться в выполнении всех условий 1◦–4◦ из определения груп-
пы G1.

Поскольку x

���

a=0
= x, y

���

a=0
= y, то условие 1◦ выполняется.

Далее,

f(x, b) = x
1 − bx

=

x
1 − ax

1 − b
x

1 − ax

= x

1 − (a+ b)x
= f(x, a+ b),

f(y, b) =
y

1 − bx
=

y

1 − ax

1 − b
x

1 − ax

=
y

1 − (a+ b)x
= f(y, a+ b),

а значит, и условие 2◦ имеет место.
Выполнение условия 3◦ вытекает из того, что выполнение равенств
x = x, y = y

для произвольных точек (x, y) ∈ V требует выполнение равенства a = 0.
Наконец, для всех (x, y) ∈ V и a ∈ 4, где 4 = (−1, 1), функции

x
1 − ax

,
y

1 − ax

являются функциями класса C∞.
Следовательно, преобразования (1.34) составляют группу G1. Заметим,

что эту группу еще называют проективной группой преобразований плос-
кости.

Для построения оператора

v = ξ · ∂ = ξ
1(x, y)∂x + ξ

2(x, y)∂y

нужно определить компоненты вектора ξ

�

ξ1, ξ2

�

из соотношений (1.5), в со-
ответствии с которыми имеем

∂x
∂a

�����

a=0
= ξ

1
,

∂y

∂a

�����

a=0
= ξ

2

или (в нашем случае)

x2

(1 − ax)2

�����

a=0
= ξ

1
,

xy

(1 − ax)2

�����

a=0
= ξ

2
.

Отсюда следует, что ξ = (x2, xy), а поэтому

v = x
2
∂x + xy∂y.
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Нахождение инвариантов группы G1, в соответствии с теоремой 1.2, сво-
дится к построению фундаментальной системы решений уравнения (1.19), ко-
торое в нашем случае имеет вид

x
2 ∂F
∂x

+ xy
∂F
∂y

= 0, F = F (x, y). (1.35)

Характеристическая система для уравнения (1.35) имеет вид

dx

x2
=
dy
xy

и является обыкновенным дифференциальным уравнением, первый интеграл
которого определяется равенством

x
y = C, C = const.

Отсюда вытекает, что

J = J

�

x
y

�

.

Пример 1.2. Для группы G1(ξ), где ξ =

�

x2, xy

�

, записать порождающие
ее преобразования.

Решение примера 1.2, в соответствии с теоремой 1.1, сводится к построе-
нию решения задачи Коши (1.7), которая в нашем случае имеет такой вид:

dx
da

= (x)2, x(0) = x;

dy

da
= xy, y(0) = y.

Проинтегрировав первое уравнение, получаем, что

x = 1
C1 − a

,

где C1 — постоянная интегрирования. Поскольку x(0) = x, то C1 = 1
x и

x = x
1 − ax

.

С учетом этого получаем, что общее решение второго уравнения системы
имеет вид

y =
C2x

1 − ax
,

и, следовательно,

C2 =
y
x.
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Следовательно, группу G1(ξ) порождают преобразования

x = x
1 − ax

, y =
y

1 − ax
.

Кроме проективной группы преобразований есть еще ряд однопарамет-
рических групп преобразований плоскости

�2 , которые часто встречаются
в различных задачах. В таблице 1.1 представлены преобразования, которые
порождают эти группы, соответствующие им операторы и типичный вид ин-
вариантов.

Задание 1.1. Для преобразований из таблицы 1.1 показать, что они со-
ставляют группу G1, найти соответствующие операторы v и построить инва-
рианты.

Таблица 1.1
Однопараметрические группы преобразований плоскости

Преобразования Оператор Инвариант

Сдвиг x = x+ a, y = y v = ∂x J = y
вдоль оси x

Сдвиг x = x, y = y + a v = ∂y J = x
вдоль оси y

Сдвиг x = x+ la, v = l∂x − k∂y J = kx+ ly
параллельный прямой y = y − ka
kx+ ly = 0

Вращение x = x cos a+ y sin a, v = y∂x − x∂y J = x2 + y2

y = y cos a− x sin a

Преобразование x = x cha+ y sh a, v = y∂x + x∂y J = x2 − y2

Лоренца y = y cha+ x sh a

Преобразование Галилея x = x+ ay, y = y v = y∂x J = y

Однородное растяжение x = xea, y = yea v = x∂x + y∂y J = x
y

Неоднородное растяжение x = xea, y = yeka v = x∂x + ky∂y J = xk

y

Задание 1.2. Для заданных в трехмерном евклидовом пространстве

�3 =
=

�3(x, y, z) операторов найти преобразования, которые генерируют соответ-
ствующие группы G1:

a) v = kx∂x + z∂y − y∂z, k

�

0;

b) v = x∂x − 1
2
y2∂z;

c) v = x∂x + (x+ z)∂z;

d) v = 4x2∂x + 4xy∂y − (2x+ y2 − 4x2)z∂z.
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Пример 1.3. Найти преобразования, которые порождают группу G1(ξ),
где ξ = (x, x+y, y+ z), и свести ее к группе сдвигов в трехмерном простран-
стве

�3 =

�3(x, y, z).
Для построения преобразований, которые порождают группу G1(ξ), ищем

решение задачи Коши (1.7), которая в нашем случае имеет вид

dx
da

= x, x

���

a=0
= x,

dy

da
= x+ y, y

���

a=0
= y,

dz
da

= y + z, z

���

a=0
= z,

и легко решается:

x = xe
a
, y = (y + ax)ea

, z =

�

z + ay + 1
2
a
2
x

�

e
a
,

где a ∈ �

— параметр.
Для сведения полученной группы G1(ξ) к группе сдвигов воспользуемся

теоремой 1.3. Согласно условию группа G1(ξ) имеет оператор

v = x∂x + (x+ y)∂y + (z + y)∂z.

Построим инварианты этой группы, решив для этого уравнения в частных
производных

vF (x, y, z) = x
∂F
∂x

+ (x+ y)∂F
∂y

+ (z + y)∂F
∂z

= 0,

или, что то же самое, построив набор первых интегралов системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

dx
x =

dy

x+ y
= dz
z + y

.

Прямой проверкой нетрудно убедиться, что первые интегралы системы
имеют вид

y
x − ln |x| = C1,

z
x − y

x ln |x| + 1
2

ln2 |x| = C2,

где C1, C2 — постоянные интегрирования. Следовательно,

J = J

�

y
x − ln |x|, zx − y

x ln |x| + 1
2

ln2 |x|

�

.

Далее, в качестве переменных y и z возьмем инварианты

y =
y
x − ln |x|, z = z

x − y
x ln |x| + 1

2
ln2 |x|,
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а третью переменную x найдем из уравнения

x
∂x
∂x

+ (x+ y)∂x
∂y

+ (z + y)∂x
∂z

= 1.

Положив x = x(x), приходим к уравнению

x
∂x
∂x

= 1,

частное решение которого

x = ln |x|
и есть искомое.

Итак, в переменных

x = ln |x|, y =
y
x − ln |x|, z = z

x − y
x ln |x| + 1

2
ln2 |x|

оператор группы G1 сводится к оператору

v = ∂x,

a преобразования группы G1(ξ) записываются в виде

(x) = x+ a, (y) = y, (z) = z.

Задание 1.3. Для заданных ниже операторов найти преобразования, ко-
торые порождают соответствующие группы G1, и свести эти группы к груп-
пам сдвигов в трехмерном пространстве

�3 =

�3(x, y, z).

a) v = x∂x + (2y + z)∂y + (2z − y)∂z;

b) v = x∂x + (x+ y)∂y + 2z∂z;

c) v = −(1 + x2)∂x + (1 − x)y∂y +

�

2z − 1
2
y2

�

∂z.

1.2. Группы, которые допускают дифференциальные
уравнения в частных производных

Во втором параграфе мы переходим к рассмотрению метода Ли–
Овсянникова вычисления групп инвариантности дифференциальных
уравнений. Поскольку дальнейшему исследованию подлежат уравне-
ния эволюционного типа, которые являются уравнениями в частных
производных, то здесь внимание уделено применению метода Ли–
Овсянникова к дифференциальным уравнениям в частных производ-
ных. Для обыкновенных дифференциальных уравнений аналогичное
изложение можно найти в [26,32,55].

Изложение начинаем с предварительного обсуждения на примере
одного нелинейного уравнения теплопроводности.
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1.2.1. Предварительное обсуждение на примере нелинейного
уравнения теплопроводности

Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

ut = λtuxx + ux ln |tux|, λ ∈ R, λ 6= 0. (1.36)

В (1.36) и далее u = u(t, x), ut = ∂u
∂t

, ux = ∂u
∂x

, uxx = ∂2u

∂x2
.

Очевидным является то, что уравнение (1.36) не изменяется в ре-
зультате сдвигов пространственной координаты

t = t, x = x+ a, u = u,

сдвигов функции

t = t, x = x, u = u+ a

и однородных растяжений временной и пространственной координат

t = tea, x = xea, u = u, a ∈ R.

В самом деле, например, в последнем случае в обеих частях уравне-
ния (1.36) возникает отличный от нуля множитель ea, а потому это
уравнение переходит в равносильное уравнение того же вида

ut = λtuxx + ux ln |tux|, λ ∈ R, λ 6= 0. (1.37)

О всяком преобразовании, которое переводит данное дифференци-
альное уравнения в равносильное уравнение того же вида, говорят,
что оно допускается рассматриваемым дифференциальным уравне-
нием. Следовательно, приведенные выше три однопараметрических
группы преобразований допускаются нелинейным уравнением тепло-
проводности (1.36). Менее очевидным является то, что это уравнение
допускает также такое однопараметрическое семейство преобразова-
ний:

t = t, x = x+ at, u = ue−a, a ∈ R. (1.38)

Заметим, что преобразования (1.38) порождают группу, которая яв-
ляется представлением в пространстве переменных t, x, u группы
Галилея (см. табл. 1.1).

Убедимся в инвариантности уравнения (1.36) относительно преоб-
разований (1.38). В соответствии с обычным правилом замены пере-
менных из (1.38) получаем:

ut = eaut + aeaux, ux = eaux, uxx = eauxx.
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Подстановка полученных значений производных в (1.36) приводит к
равенству

eaut + aeaux = λteauxx + eaux ln |teaux|,

которое, после упрощений, приобретает вид

eaut = ea(λtuxx + ux ln |tux|).

В обеих частях преобразованного уравнения (1.36) возникает отлич-
ный от нуля множитель ea, поэтому данное уравнение переходит в
уравнение (1.37).

Одно из возможных применений преобразований, которые допус-
кает данное уравнение, основывается на том, что они переводят любое
решение рассматриваемого уравнения снова в его же решение. Про-
иллюстрируем это для случая преобразований (1.38).

Пусть функция

u = ϕ(t, x) (1.39)

является решением нелинейного уравнения теплопроводности (1.36):

ϕ̇ = λtϕ′′ + ϕ′ ln |tϕ′|, ϕ̇ =
∂ϕ

∂t
, ϕ′ =

∂ϕ

∂x
, ϕ′′ =

∂2ϕ

∂x2
. (1.40)

Поскольку в переменных (1.38) уравнение (1.36) приобретает вид
(1.37), запишем решение (1.39) в переменных u, t, x и подставим в по-
следнее выражения для t, x, u из (1.38). Решив полученное равенство
относительно u, получаем

u = eaϕ(t, x+ at) = eaϕ(t, ξ), ξ = x+ at. (1.41)

Подстановка функции (1.41) в (1.36) приводит к равенству (1.40), где

ϕ′ =
∂ϕ

∂ξ
, ϕ′′ =

∂2ϕ

∂ξ2
. Следовательно, формула (1.41) определяет одно-

параметрическое семейство решений уравнения (1.36).
Нам известны четыре разных однопараметрических группы преоб-

разований, которые допускает уравнение (1.36). Возникают вопросы:
исчерпываются ли этими группами все группы, которые допускает
уравнение (1.36)? Если это не так, то как найти остальные и дока-
зать, что найдены все группы, которые допускает это уравнение?
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Конструктивный подход (метод Ли), который позволяет решать
указанные проблемы для произвольных дифференциальных уравне-
ний в частных производных, основывается на критерии инвариантно-
сти (теорема 1.4) и на геометрическом трактовании дифференциаль-
ных уравнений как поверхностей в продолженном на производные
функций пространстве.

Рассматривая преобразования (1.38), мы получили формулы

ut = e−a(ut − aux), ux = e−aux, uxx = e−auxx. (1.42)

Нетрудно убедиться, что формулы (1.38), (1.42) являются представ-
лением однопараметрической группы G1 в шестимерном пространстве
R6 = 〈t, x, u, ut, ux, uxx〉. Инфинитезимальный оператор этой груп-
пы G1 имеет вид

ṽ = t∂x − u∂u − (ut + ux)∂ut
− ux∂ux

− uxx∂uxx
. (1.43)

Оператор ṽ действует на функции переменных t, x, u, ut, ux, uxx,
которые рассматриваются как независимые переменные.

Переписав уравнение (1.36) в виде
ut − λtuxx − ux ln |tux| = 0, (1.44)

мы видим, что оно определяет некоторую пятимерную поверхность
M ⊂ R6. Отсюда вытекает, что инвариантность уравнения (1.36) отно-
сительно преобразований (1.38) означает инвариантность поверхности
M относительно преобразований (1.42) или, поскольку эти преобра-
зования порождают группу G1 с инфинитезимальным оператором ṽ
(1.43), выполнение равенства

ṽ · F
∣

∣

M
= 0, (1.45)

где F = ut − λtuxx − ux ln |tux|.
Поскольку

ṽ · F = −(ut + ux)
∂
∂ut

[ut − λtuxx − ux ln |tux|]−

− ux
∂
∂ux

[ut − λtuxx − ux ln |tux|]−

− uxx
∂

∂uxx
[ut − λtuxx − ux ln |tux|] =

= −(ut + ux) − ux(− ln |tux| − 1) − uxx(−λt) =

= −(ut − λtuxx − ux ln |tux|),

то отсюда и вытекает выполнение равенства (1.45).
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Эта процедура, выполненная в обратном порядке, позволяет найти
все однопараметрические группы, которые допускает данное диффе-
ренциальное уравнение.

1.2.2. Операция продолжения

Прежде чем перейти к описанию алгоритма Ли отыскания симмет-
рий дифференциальных уравнений, который основывается на инфини-
тезимальном критерии инвариантности, нам нужно заменить понятие
системы дифференциальных уравнений конкретным геометрическим
объектом, который определяется преобразованием в нуль некоторых
функций.

Для этого, прежде всего, нам нужно продолжить основное про-
странство независимых и зависимых переменных в пространство, ко-
торое будет содержать еще и частные производные, встречающиеся в
данной системе дифференциальных уравнений.

Как и раньше, мы работаем исключительно в евклидовом про-
странстве RN , но здесь RN = V = X × U, где X = Rn = 〈x〉 =
= 〈x1, . . . , xn〉, U = Rm = 〈u〉 = 〈u1, . . . , um〉, n+m = N.

Переменные x =
(

x1, . . . , xn
)

будем называть независимыми пере-

менными, а переменные u =
(

u1, . . . , um
)

— зависимыми (дифферен-
циальными) переменными.

Тогда преобразования, которые определяют однопараметрическую
группу G1, можем записать в виде

x = f(x, u, a), f
∣

∣

a=0
= x,

u = g(x, u, a), g
∣

∣

a=0
= u. (1.46)

Введем в рассмотрение еще и дополнительные переменные

u
1

= {uαi |α = 1, . . . ,m; i = 1, . . . , n} , uαi = ∂uα

∂xi

и зададим их преобразование

uαi = hαi (x, u, u
1
, a), hαi

∣

∣

a=0
= uαi (1.47)

так, чтобы формулы (1.47) и преобразования производных
∂uα(x)

∂xi
,

в результате замены переменных (1.46), были согласованы с равен-
ствами

uαi =
∂uα(x)

∂xi
(1.48)

для произвольной функции uα = uα(x).
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Этим условием преобразования (1.47) однозначно определяются
для каждой группы G1, и в результате мы приходим к однопара-
метрической группе G

1

1 преобразований (1.46), (1.47) в пространстве

RN+nm = V
1

= V × U
1
, где U

1
= 〈u

1
〉, то есть в пространстве V

1
=

= 〈x, u, u
1
〉.

Преобразования (1.46) называют точечными (локальными) преоб-
разованиями, (1.47) — продолжением (первым) этих локальных пре-
образований, группу G

1

1 — первым продолжением группы G1, а про-

странство V
1
— первым продолжением пространства V .

Продолжения более высокого порядка осуществляются путем оп-
ределения действия группы G1 на переменные u

1
, u
2
, . . ., где

u
s

=
{

uαi1,...,is
∣

∣α = 1, . . . ,m; i1, . . . , is = 1, . . . , n
}

.

Переменные x, u, u
1
, . . . считаются алгебраически независимыми, но

связанными дифференциальными соотношениями

uαi = Di(u
α), uαij = Dj(u

α
i ) = DjDi(u

α), . . . , (1.49)

где

Di = ∂

∂xi
+ uαi

∂
∂uα

+ uαij
∂
∂uαj

+ · · · (1.50)

— оператор полного дифференцирования по переменной xi. Отметим,
что для производной (1.50) термин “полная” производная употребляет-

ся для того, чтобы отличать Diu
α от “частной” производной uαi = ∂uα

∂xi
.

Из формул (1.49), (1.50) вытекает выполнение условия симметрич-
ности uαij = uαji и т.д.

Действие оператора Di “обрывается”, если действовать им на фун-
кцию конечного набора переменных x, u, u

1
, . . ., а поэтому корректно

определено на множестве всех гладких функций произвольного ко-
нечного набора указанных переменных. Будем считать эти функции
аналитическими.

Хорошо известно, что данная гладкая функция f(x)= f
(

x1, . . . , xn
)

n независимых переменных имеет

nk = Cn+k−1
k =

(n+ k − 1)(n+ k − 2) · · ·n
k!

разных частных производных k-го порядка.
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Пусть пространство V
p

= V ×U
1
×· · ·×U

p
, где U

s
= 〈u

s
〉 (s = 1, . . . , p).

Тогда V
p
— евклидово пространство размерности

n+m(1 + n1 + . . .+ np) = n+mn(p), n(p) = Cn+p
p . (1.51)

Построенное таким образом пространство V
p

называется p-м про-

должением пространства V.
Как пример рассмотрим случай, когда n = 3, m = 1, p = 2.

Тогда, в соответствии с (1.51), dimV
2

= 13. В самом деле, здесь X =

= R3 имеет координаты
(

x1, x2, x3
)

= (x, y, z), a U = R1 — одну
координату u. Поэтому пространство U

1
изоморфно пространству R3

с координатами (ux, uy, uz), а пространство U
2

— пространству R6 с

координатами (uxx, uxy, uxz, uyy, uyz, uzz). Отсюда следует, что вторым
продолжением пространства V является тринадцатимерное евклидово
пространство V

2
с координатами

(x, y, z, u, ux, uy, uz, uxx, uxy, uxz, uyy, uyz, uzz).

Для определения p-го (p > 1) продолжения группы G1 нужно
задать преобразование переменных u

p

uαi1,...,ip = hαi1,...,ip(x, u, u
1
, . . . , u

p
, a), hαi1,...,ip

∣

∣

a=0
= uαi1,...,ip , (1.52)

так, чтобы формулы (1.52) и преобразования производных

∂puα(x)

∂xi1 . . . ∂xip
,

в результате замены переменных (1.46), были согласованными с ра-
венствами

uαi1,...,ip =
∂puα(x)

∂xi1 . . . ∂xip
, α = 1, . . . ,m, i1, . . . , ip = 1, . . . , n

для произвольной функции uα = uα(x). Этим условием преобразова-
ния (1.52) однозначно определяются для каждой группы G1, и в ре-
зультате мы приходим к однопараметрической группе G

p

1 преобразо-

ваний (1.46), (1.47), (1.52) в пространстве V
p

= 〈x, u, u
1
, . . . , u

p
〉.
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В дальнейшем нам потребуются продолжения не самих преобра-
зований (1.46), а инфинитезимального оператора группы G1, которую
порождают преобразования (1.46).

Запишем инфинитезимальный оператор группы G1 в виде

v = ξi(x, u) ∂

∂xi
+ ηα(x, u) ∂

∂uα
, (1.53)

где i = 1, . . . , n; α = 1, . . . ,m, по повторяющимся индексам предпо-
лагается суммирование в пределах их изменения, и, в соответствии с
формулой (1.7),

ξi =
∂f i

∂a

∣

∣

∣

a=0
, ηα =

∂gα

∂a

∣

∣

∣

a=0
. (1.54)

Обычные формулы замены переменных сохраняют дифференциаль-
ные соотношения (1.49). Эти формулы можно получить так. Во время
перехода от “старых” независимых переменных xi к “новым” перемен-
ным xi по формулам (1.46) дифференцирования по “старым” и “новым”
переменным связаны равенствами

Di = Di(f
j)Dj . (1.55)

При этом удовлетворяются соотношения (1.49) в “новых” переменных:

uα
i

= Di(u
α), uα

ij
= Dj(u

α
i
) = DjDi(u

α), . . . . (1.56)

В (1.55), (1.56) и далее мы используем обозначение

f = (f1, . . . , fn), g = (g1, . . . , gm), ∂i = ∂

∂xi
,

Di = ∂

∂xi
+ uα

i
∂
∂uα

+ uα
ij

∂
∂uα

i

+ · · · .

Теперь продифференцируем обе части второго равенства (1.46), ис-
пользуя соотношения (1.55) и (1.56):

Di(g
α) = Di(f

j)Dj(u
α) = uα

j
Di(f

j).

Отсюда следует, что в результате локальных преобразований (1.46)
замена первых производных определяется формулой

uα
j
Di(f

j) = Di(g
α), (1.57)
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или, более подробно,
(

∂f i

∂xi
+ uβi

∂f j

∂uβ

)

uα
j

=
∂gα

∂xi
+ uβi

∂gα

∂uβ
.

Заметим, что из (1.57), в частности, находятся значения uα
j
как фун-

кции переменных x, u, u
1
и параметра a для достаточно малых значе-

ний a.
Здесь же мы, поскольку для дальнейшей работы нам необходимы

инфинитезимальные операторы продолженных групп G
1

1 (продолжен-

ные операторы групп G1), запишем продолжение оператора v (1.53)
на первые производные в виде

v
1

= v + ϕαi
∂
∂uαi

(1.58)

и найдем формулу для определения дополнительных координат

ϕαi =
∂uα

i

∂a

∣

∣

∣

a=0
.

Для этого продифференцируем обе части равенства (1.57) по пара-
метру a в точке a = 0. Учитывая далее перестановочность диффе-

ренцирований Di и
∂
∂a
, равенства (1.54) и начальные условия (1.46),

имеем

Di(η
α) = ϕαj Di(x

j) + uαjDi(ξ
j) = ϕαj δ

j
i + uαjDi(ξ

i),

где

δij =

{

1, i = j,
0, i 6= j

— символ Кронекера.
Отсюда и следует искомая формула

ϕαi = Di(η
α) − uαjDi(ξ

j). (1.59)

Формула (1.59) показывает, что для построения продолженного
оператора (1.58) нужно знать лишь координаты ξi и ηα начального
оператора v.
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Пусть теперь

v
2

= v
1

+ ϕαij
∂
∂uαij

. (1.60)

Найдем формулу для определения дополнительных координат

ϕαij =
∂uα

ij

∂a

∣

∣

∣

a=0

во втором продолжении оператора v.
Учитывая, что имеет место равенство (1.55), то есть

Dk = Dk(f
l)Dl,

и вследствие этого

Dk[u
α
j
Di(f

j)] = uα
jl
Dk(f

l)Di(f
j) + uα

j
DkDi(f

j),

продифференцируем равенство (1.57):

DkDi(g
α) = uα

jl
Dk(f

l)Di(f
j) + uα

j
DkDi(f

j). (1.61)

Далее, дифференцируем полученное равенство (1.61) по параметру a
в точке a = 0. Учитывая перестановочность дифференцирований Di

и ∂
∂a
, равенства (1.54) и начальные условия (1.46), имеем

Dk(η
α) = ϕαjlDk(x

l)Di(x
j) + uαjl[Dk(ξ

l)Di(x
j) +Di(ξ

j)Dk(x
l)]+

+ ϕαjDkDi(x
j) + uαjDkDi(ξ

j).

Отсюда, поскольку Di(x
j) = δji и имеет место равенство (1.59), сле-

дует искомая формула

ϕαjl = Dl(ϕ
α
j ) − uαjkDl(ξ

k),

или, в соответствии с обозначениями индексов в равенстве (1.60),

ϕαij = Dj(ϕ
α
i ) − uαikDj(ξ

k). (1.62)

Построение продолжения оператора v произвольного порядка осу-
ществляется аналогично. Поскольку эта процедура требует довольно
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объемного изложения, здесь мы приводим конечную формулу, которая
определяет произвольное p-е продолжение оператора v:

v
p

= v
p−1

+ ϕαi1,...,ip
∂

∂uαi1,...,ip
, (1.63)

где
ϕαi1,...,ip = Dip(ϕαi1 ,...,ip−1

) − uαj,i1,...,ip−1
Dip(ξj). (1.64)

Формулы (1.63), (1.64) показывают, что для построения p-го продол-
жения оператора v необходимо знать его (p− 1)-е продолжение.

Завершая рассмотрение операции продолжения, остановимся на приме-
ре построения второго продолжения оператора v, определенного в простран-
стве V , где X =

�2 , U =

�1 .
Положим X = 〈t, x〉, U = 〈u〉, тогда
v = τ (t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u,

и второе продолжение оператора v ищем в виде

v
2

= v + ϕ
t ∂
∂ut

+ ϕ
x ∂
∂ux

+ ϕ
tt ∂
∂utt

+ ϕ
tx ∂
∂utx

+ ϕ
xx ∂
∂uxx

. (1.65)

В наших обозначениях оператор полного дифференцирования (1.50) совпадает
с одним из таких двух операторов:

Dt = ∂
∂t

+ ut
∂
∂u

+ utt
∂
∂ut

+ utx
∂
∂ux

+ · · · ,

Dx = ∂
∂x

+ ux
∂
∂u

+ utx
∂
∂ut

+ uxx
∂
∂ux

+ · · · .

Поэтому формулы (1.59), (1.62) для определения дополнительных координат
в операторе v

2
(1.65) приобретают такой вид:

ϕ
t = Dt(η) − utDt(τ ) − uxDt(ξ),

ϕ
x = Dx(η) − utDx(τ ) − uxDx(ξ),

ϕ
tt = Dt(ϕ

t) − uttDt(τ ) − utxDt(ξ),

ϕ
tx = Dx(ϕt) − uttDx(τ ) − utxDx(ξ),

ϕ
xx = Dx(ϕx) − utxDx(τ ) − uxxDx(ξ).

Поскольку для произвольной функции f = f(t, x, u)

Dt(f) = ft + utfu, Dx(f) = fx + uxfu,

то
ϕ

t = ηt + ut(ηu − τt) − uxξt − u
2
t τu − utuxξu, (1.66)

ϕ
x = ηx − utτx + ux(ηu − ξx) − utuxτu − u

2
xξu. (1.67)
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Найдем далее Dt(ϕ
t):

Dt(ϕ
t) = Dt(ηt) +Dt[ut(ηu − τt)] −Dt[uxξt] −Dt[u

2
t τu] −Dt[utuxξu] =

= ηtt + utηtu + utt(ηu − τt) + ut(ηtu + utηuu − τtt − utτtu) − utxξt−
− ux(ξtt + utξtu) − 2ututtτu − u

2
t (τtu + utτuu) − uxuttξu−

− ututxξu − utux(ξtu + utξuu).

В соответствии с последним получаем, что

ϕ
tt = ηtt + ut[2ηtu − τtt] − uxξtt + u

2
t [ηuu − 2τtu] − 2utuxξtu−

− u
2
tuxξuu − u

3
t τuu + utt[ηu − 2τt] − 2utxξt−

− 3ututtτu − uxuttξu − 2ututxξu. (1.68)

Аналогично находим и значения ϕtx, ϕxx:

ϕ
tx = ηtx + ut[ηxu − τtx] + ux[ηtu − ξtx] − u

2
t τxu+

+ utux[ηuu − τtu − ξxu] − u
2
xξtu − u

2
tuxτuu − utu

2
xξuu−

− uttτx + utx[ηu − τt − ξx] − uxxξt − utuxxξu−
− 2ututxτu − uxuttτu − 2uxutxξu, (1.69)

ϕ
xx = ηxx − utτxx + ux[2ηxu − ξxx] − 2utuxτxu + u

2
x[ηuu − 2ξxu]−

− utu
2
xτuu − u

3
xξuu − 2utxτx + uxx[ηu − 2ξx]−

− utuxxτu − 2uxutxτu − 3uxuxxξu. (1.70)

Следовательно, второе продолжение оператора v имеет вид (1.65), где допол-
нительные координаты вычисляются по формулам (1.66)–(1.70).

1.2.3. Определяющие уравнения. Примеры вычисления
симметрии уравнений

Перейдем теперь к рассмотрению задачи отыскания группы точеч-
ных преобразований, которую допускает данная система дифферен-
циальных уравнений в частных производных (или задачи вычисления
симметрии системы уравнений).

Пусть F — аналитическая функция конечного набора переменных
x, u, u

1
, . . . . Такие функции называют дифференциальными функция-

ми. Максимальный порядок p производной, которая входит в диффе-
ренциальную функцию

F = F (x, u, u
1
, . . . , u

p
),

называют порядком этой функции.
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Пусть, далее, F — дифференциальная функция порядка p. Урав-
нение

F (x, u, u
1
, . . . , u

p
) = 0 (1.71)

определяет некоторую поверхность в пространстве V
p
.

Например, переписав уравнение (1.36) в виде

ut − λtuxx − ux ln |tux| = 0, λ 6= 0, (1.72)

мы видим, что левая часть уравнения (1.72) является дифференциальной
функцией порядка 2, а именно: уравнение (1.72) (а значит, и уравнение (1.36))
задает в пространстве V

2
некоторую поверхность.

Отметим, что в виде (1.71) можно рассматривать и произвольную
систему дифференциальных уравнений, считая, что F — вектор с
компонентами F 1, . . . , F s, где

F 1(x, u, u
1
, . . . , u

p1
) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F s(x, u, u
1
, . . . , u

ps

) = 0, (1.73)

и max{p1, p2, . . . , ps} = p.
Далее будем рассматривать уравнение (1.71) (а значит, и систему

(1.73)) вместе со всеми его дифференциальными следствиями

DiF = 0, DiDjF = 0, . . . ,

которые определяют поверхности в пространстве V
p
, и говорить, что

уравнение (1.71) задает многообразие [F ] в пространстве V
p
, или про-

сто: многообразие [F ].

Так, например, уравнение

F = ut − uuxx = 0, u = u(t, x),

само определяет многообразие в пространстве V
2

= 〈t, x, u, ut, ux, utt, utx, uxx〉,
поскольку рассмотрение уже первых его дифференциальных следствий

DtF = utt − uutxx − utuxx = 0,

DxF = utx − uuxxx − uxuxx = 0

выводит нас за пределы пространства V
2
.
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С другой стороны, система

F1 = utt − uxuxx + u = 0,

F2 = ut − ux = 0

в этом же пространстве V
2
определяет многообразие

F1 = 0, F2 = 0, DtF2 = 0, DxF2 = 0,

поскольку дифференциальные следствия второго уравнения

DtF2 = utt − utx = 0,

DxF2 = utx − uxx = 0

также определяют некоторые поверхности (вследствие линейности уравнений,
гиперплоскости) в пространстве V

2
.

Для того чтобы перейти от дифференциального многообразия к
понятию дифференциального уравнения, нужно определиться, что мы
понимаем под решением уравнения. Например, классическим реше-
нием уравнения (1.71) называют достаточно гладкую функцию u =

= ϕ(x) такую, что в результате подстановки функций ϕα(x),
∂ϕα(x)

∂xi
,

. . . , вместо величин uα, uαi , . . . , соответственно, равенство (1.71) вы-
полняется тождественно по x. Вместо классических решений мож-
но рассматривать и обобщенные решения. Во всяком случае, поня-
тие дифференциального уравнения содержит как составные элементы
дифференциальное многообразие и определение решения. Когда мы
проводим построение групп, которые допускают данные уравнения,
то как бы забываем про их решения и воспринимаем эти уравнения
как дифференциальные многообразия. Вследствие этого мы можем
рассматривать (1.71) или (1.73) как обычные (не дифференциальные)
системы уравнений, определенные в пространстве V

p
, и использовать

инфинитезимальный критерий инвариантности (теорема 1.2).
Следовательно, в пространстве V

p
рассматриваем локальное много-

образие [F ], которое задано системой дифференциальных уравнений
в частных производных порядка p:

F (x, u, u
1
, . . . , u

p
) = 0, (1.74)

где F = (F 1, . . . , F s). Говорят, что система (1.74) инвариантна отно-
сительно группы G1 преобразований (1.46), или допускает эту груп-
пу, если многообразие, заданное уравнением (1.74), инвариантно от-
носительно p-го продолжения G

p

1 (1.52) группы G1.
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Инфинитезимальным оператором группы G
p

1 будет оператор v
p

(1.63), (1.64), полученный p-кратным продолжением оператора v (1.53).
С помощью теоремы 1.2 устанавливается критерий инвариантности
уравнений (1.74) относительно группы G1, удобный для построения
группы, которую допускает данная система уравнений.

Теорема 1.6 ( [46]). Система дифференциальных уравнений
(1.74) допускает группу G1 с инфинитезимальным оператором v
тогда и только тогда, когда выполняется условие инвариантно-
сти

v
p
F
∣

∣

[F ]
= 0. (1.75)

Как следует из проведенных рассуждений, процесс формирования
условия инвариантности состоит из трех шагов:
• построение продолженного оператора v

p
;

• действие полученным оператором на функции F =(F 1, . . . , F s);

• переход на многообразие [F ].

На первом шаге определяется общий вид оператора v, то есть вид
компонент вектора (ξ, η). Здесь важным является то, что функции ξ, η
являются отображениями V → V, то есть компоненты ξ, η являют-
ся функциями лишь переменных (x, u) ∈ V. После этого, в соответ-
ствии с формулами продолжения (1.64), находятся координаты ϕαi1 ,...,ik
(1 6 k 6 p) продолженного оператора v

p
.

На втором шаге выполняется действие полученным оператором v
p

на функции F l (1 6 l 6 s). Поскольку оператор v
p
является скалярным

дифференциальным оператором, то им можно действовать на каждую
из функций F l в отдельности. В результате находятся новые функ-
ции v

p
F l.

На третьем шаге, для перехода на многообразие [F ], проводится
выбор таких s разных координат θ1, . . . , θs вектора u

p
= (u

1
, . . . , u

p
), что

относительно их уравнения, которые определяют многообразие [F ],
могут быть “алгебраически” разрешимыми. В результате решения “за-
висимые” координаты θ = (θ1, . . . , θs) определяются через остальные.
“Свободные” координаты вектора u

p
составляют набор скаляров ρ =

= (ρ1, . . . , ρk), количество которых k зависит от [F ]. После этого
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полученные выражения θ = θ(ρ) нужно подставить в найденные на
предыдущем шаге функции v

p
F l и результат приравнять нулю.

Следующим шагом в формировании условий инвариантности яв-
ляется расщепление уравнения (1.75) относительно “свободных” ко-
ординат ρ вектора u

p
, которые были введены на третьем шаге. Для

этого учитывают, что левая часть (Φ) уравнения (1.75) выступает как
функция независимых переменных x, u, ρ и производных координат
вектора (ξ, η), которые зависят от x, u, но не зависят от ρ. Поэтому
условие (1.75), записанное в виде

Φ(ξ, η, x, u, ρ) = 0,

расщепляется и порождает множество уравнений (например, при по-
мощи разложения функции Φ за формулой Тейлора в какой-нибудь
точке ρ0). Как правило, для этого выбирают точку ρ = 0 и в резуль-
тате расщепления получают множество уравнений

Φ(ξ, η, x, u, 0) = 0,

Φρ(ξ, η, x, u, 0) = 0,

Φρρ(ξ, η, x, u, 0) = 0, (1.76)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Уравнения (1.76) называют определяющими уравнениями. Они
рассматриваются как уравнения относительно искомого векторного
поля (ξ, η) или оператора v.

Основное свойство определяющих уравнений следует из критерия
инвариантности (теорема 1.2): какой бы ни была группа G1(ξ, η), ко-
торую допускает уравнение (1.74), ее касательное векторное поле
(ξ, η) удовлетворяет уравнениям (1.76). И наоборот, каждое ре-
шение (ξ, η) из класса C∞(V ) уравнений (1.76) является таким
векторным полем, что соответствующая ему группа G1(ξ, η) до-
пускается уравнением (1.74).

Определяющая система (1.76) имеет еще ряд свойств. Так, важным
свойством этой системы является то, что все его уравнения являют-
ся линейными и однородными дифференциальными уравнениями в
частных производных первого порядка относительно координат ис-
комого вектора (ξ, η). Это свойство вытекает из того, что его имеет
оператор v

p
. Поэтому множество решений определяющих уравнений

составляет некоторое векторное пространство. Для обозначения этого
пространства будем употреблять символ L.
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Пусть Ω является совокупностью таких преобразований (f, g) про-
странства V, что каждое из них принадлежит некоторой группе
G1(ξ, η), касательное векторное поле (ξ, η) которой является реше-
нием из класса C∞ уравнений (1.76). Вследствие предыдущих пред-
положений все преобразования из Ω допускаются системой (1.74). Из-
вестно (см., например, [46, § 5]), что когда система (1.74) инвариантна
относительно преобразований (f, g) и (f, g), то она инвариантна и от-
носительно их композиции (f, g) ◦ (f, g). Поэтому для любых двух
преобразований (f, g), (f, g) ∈ Ω их композиция (f, g) ◦ (f, g) также
допускается системой (1.74).

В общем случае нет оснований утверждать, что композиция
(f, g) ◦ (f, g) принадлежит некоторой группе G1, которую допускает
система (1.74), а поэтому неизвестно, будет ли (f, g) ◦ (f, g) ∈ Ω. Тем
не менее всегда можно считать множество Ω таким, что порождает
(с помощью композиции) группу преобразований, которую допускает
система (1.74). Следовательно, возникает группа, которая рассматри-
вается как конечно-порожденная множеством Ω (то есть каждый ее
элемент является композицией конечного количества элементов из Ω).

Основной группой системы дифференциальных уравнений (1.74)
называют группу локальных преобразований пространства V , ко-
торая является конечно-порожденным множеством Ω преобразо-
ваний, принадлежащих однопараметрическим группам G1, допус-
каемых системой (1.74).

В дальнейшем эту группу будем обозначать символом G.
Оказывается, что в важных для различных приложений случаях,

когда пространство L конечномерно, имеет место совпадение Ω = G.
Рассмотрим далее ряд примеров вычисления групп симметрий

дифференциальных уравнений. Здесь мы ограничиваемся рассмотре-
нием уравнений эволюционного типа.

Пример 1.4. Рассмотрим уравнение теплопроводности для одномерного
стержня

ut = uxx, (1.77)

где коэффициент диффузии положен равным единице.

Переписав уравнение (1.77) в виде

F = ut − uxx = 0,

видим, что оно определяет поверхность (гиперплоскость) в пространстве V
2
,

где V = 〈t, x, u〉. Поэтому здесь оператор v имеет вид

v = τ (t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u. (1.78)
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В соответствии с теоремой 1.6 нам необходимо знать второе продолжение v
2

оператора v (1.78), которое совпадает с оператором (1.65).
Далее находим:

v
2
F = ϕ

t − ϕ
xx
.

Поскольку уже первые дифференцирования

DtF = utt − utxx, DxF = utx − uxxx

выводят нас за пределы пространства V
2
, то условие инвариантности (1.75)

приобретает вид

ϕ
t − ϕ

xx

���

ut=uxx
= 0. (1.79)

Следовательно, для построения определяющей системы нам нужно в правых
частях равенств (1.66), (1.70) заменить ut на uxx и полученные выражения
подставить в левую часть равенства (1.79). Приходим к равенству:

ηt − ηxx + ux[ξxx − ξt − 2ηxu] + u
2
x[2ξxu − ηuu] + u

3
xξuu +

+ uxx[τxx − τt + 2ξx] + utx[2τx] + uxutx[2τu] +

+ uxuxx[2ξu + 2τxu] + u
2
xuxx[τuu] = 0. (1.80)

Коэффициенты, которые стоят возле различных одночленов частных про-
изводных первого и второго порядка функции u, являются функциями пере-
менных t, x, u и не зависят от производных. Поэтому равенство (1.80) будет
выполняться тогда и только тогда, когда эти коэффициенты равняются нулю:

u
2
xuxx : τuu = 0,

uxuxx : 2ξu + 2τxu = 0,

uxutx : 2τu = 0,

utx : 2τx = 0,

uxx : τxx − τt + 2ξx = 0,

u
3
x : ξuu = 0,

u
2
x : 2ξxu − ηuu = 0,

ux : ξxx − ξt − 2ηxu = 0,

1 : ηt − ηxx = 0. (1.81)

Процедура решения определяющих уравнений (1.81) элементарна. В самом
деле, из третьего и четвертого уравнений следует, что τ = τ (t), а поэтому
второе уравнение приобретает вид:

ξu = 0,
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то есть ξ = ξ(t, x). Далее, первое и шестое уравнения системы (1.81) для
найденных значений функций τ и ξ удовлетворяются, а остальные уравнения
приобретают такой вид:

τt = 2ξx, ηuu = 0, ξxx − ξt = 2ηxu, ηt − ηxx = 0. (1.82)

Из второго уравнения системы (1.82) следует, что функция η является
линейной функцией относительно переменной u

η = α(t, x)u+ β(t, x),

а из первого уравнения получаем, что

ξ = 1
2
τtx+ γ(t).

Подстановка полученных значений η и ξ в третье и четвертое уравнение
(1.82) приводит к таким равенствам:

−1
2
τttx− γt = 2αx, (1.83)

(αt − αxx)u+ βt − βxx = 0. (1.84)

Поскольку τ = τ (t), γ = γ(t), то из равенства (1.83) следует, что α— функция
не более чем второго порядка по x:

α = −1
8
τttx

2 − 1
2
γtx+ θ(t).

Поскольку в (1.84) α и β не зависят от переменной u, то равенство (1.84)
эквивалентно таким двум:

αt − αxx = 0, (1.85)

βt − βxx = 0. (1.86)

Подставляя найденное значение α в (1.85) и учитывая, что τ = τ (t), γ =
= γ(t), θ = θ(t), приходим к уравнениям

τttt = 0, γtt = 0, θt = −1
4
τtt,

откуда следует, что

τ = C1t
2 + C2t+ C3, γ = C4t+ C5, θ = −1

2
C1t+ C6,

где C1, . . . , C6 — произвольные постоянные интегрирования.
В соответствии с этим получаем, что решениями системы (1.81) являются

функции
τ = C1t

2 + C2t+ C3,

ξ = C1tx+ 1
2
C2x+ C4t+ C5,

η = −1
2
C1

�

x
2 + 2t

�

u− 1
2
C4xu+ C6u+ β(t, x),

где β — произвольное решение уравнения теплопроводности (1.86).
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Отсюда следует, что пространство L составляют такие векторные поля
(или, что то же самое, инфинитезимальные операторы):

v1 = 4t2∂t + 4tx∂x −

�

x
2 + 2t

�

u∂u,

v2 = 2t∂t + x∂x,

v3 = ∂t,

v4 = 2t∂x − xu∂u,

v5 = ∂x,

v6 = u∂u,

v∞ = β(t, x)∂u, βt = βxx.

Обозначения v∞ употребляют для того, чтобы подчеркнуть наличие бесконеч-
ного множества операторов симметрии. В таком случае еще говорят: оператор
порождает бесконечнопараметрическую группу инвариантности, или бес-
конечномерную алгебру симметрии уравнения (1.77).

Пример 1.5. Возвратимся к уравнению (1.36) и дадим ответ на первый
из поставленных в конце пункта 1.2.1 вопросов.

Здесь, как и в примере 1.4, уравнение (1.36) определяет поверхность в
пространстве V

2
, где V = 〈t, x, u〉. Поэтому оператор v имеет вид (1.78),

a условие инвариантности совпадает с таким равенством:

ϕ
t − λtϕ

xx − λτuxx − ϕ
x[ln |tux| + 1] − t

−1
uxτ

���

[F ]
= 0,

где условие перехода на многообразие [F ] означает замену в выражениях
(1.66), (1.67), (1.70) ut на λtuxx + ux ln |tux|.

Выполнив довольно громоздкие преобразования и проведя “расщепление”
полученного равенства, приходим к определяющим уравнениям, которые здесь
даны уже в приведенном виде:

(a) τx = τu = 2λtξu = ξuu = ηx = ηt = 0;

(b) λtηuu = 0, ξx = τt;

(c) ξt + t
−1
τ − λtξxx + ηu − ξx = 0;

(d) λ[2tξx − τ − tτt] = 0.

Заметим, что, говоря о приведенном виде уравнений (a)–(d), мы предпола-
гаем некоторые предварительные упрощения полученных уравнений, как-то:
исключение из уравнений дифференциальных следствий уравнений (a).

Поскольку λ 6= 0, то из уравнений (a) следует, что

τ = τ (t), ξ = ξ(t, x), η = η(u),
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из уравнений (b) — что функция η является линейной относительно перемен-
ной u, а функция ξ — линейной функцией относительно переменной x:

η = C1u+ C2, (1.87)

ξ = τtx+ α(t), (1.88)

где C1, C2 — произвольные действительные постоянные, α — произвольная
гладкая функция переменной t.

Подстановка значения ξ (1.88) в уравнение (d) приводит к уравнению

tτt − τ = 0,

откуда следует, что

τ = C3t, C3 ∈ �

. (1.89)

Наконец, подставляя значения η и ξ (1.87), (1.88) в (c) и учитывая (1.89),
приходим к уравнению

αt = −C1,

откуда следует, что

α = −C1t+ C4, C4 ∈ �
.

В соответствии с полученными значениями τ и α, видим, что решениями
уравнений (a)–(d) являются функции

τ = C3t,

ξ = C3x− C1t+ C4,

η = C1u+ C2,

где C1, C2, C3, C4 — произвольные действительные постоянные.
Отсюда следует, что пространство L является четырехмерным простран-

ством и его базис составляют такие четыре оператора:

v1 = t∂x − u∂u,

v2 = ∂u,

v3 = t∂t + x∂x,

v4 = ∂x.

Нетрудно убедиться (решив для каждого оператора vi (i = 1, . . . , 4) урав-
нение Ли (1.7)), что оператор v1 является оператором группы G1 преобразова-
ний (1.38), операторы v4 и v2 — операторами группы сдвигов пространствен-
ной координаты и функции, а оператор v3 — оператором группы однородных
растяжений временной и пространственной координат, которые были приве-
дены в пункте 1.2.1.

Следовательно, группа G, которую допускает уравнение (1.36), содержит
только эти преобразования. Отметим, что в таких случаях говорят: уравне-
ние (1.36) допускает четырехпараметрическую группу инвариантности.
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Пример 1.6. Найдем симметрию известного в различных приложениях
уравнения

ut = uxx + uux. (1.90)

Уравнение (1.90) еще называют уравнением Бюргерса.

Здесь, как и в предыдущих примерах, уравнение (1.90) определяет поверх-
ность в пространстве V

2
, где V = 〈t, x, u〉, поэтому оператор v имеет вид (1.78)

и условие инвариантности совпадает с равенством

ϕ
t − ϕ

xx − ηux − uϕ
x

���

[F ]
= 0,

где условие перехода на многообразие означает замену ut в выражениях
(1.66), (1.67), (1.70) на uxx + uux.

Осуществив необходимые преобразования, приходим к таким определяю-
щим уравнениям (здесь мы, как и во время рассмотрения примера 1.4, прово-
дим полное исследование):

1 : ηt − ηxx − uηx = 0;

ux : u(ηu− τt)− ξt− η − 2ηxu+ ξxx+ uτxx− u(ηu− ξx− uτx)= 0;

u
2
x : − u

2
τu − uξu − ηuu + 2ξxu + 2uτxu + u(uτu + ξu) = 0;

u
3
x : uτuu + ξuu = 0;

utx : 2τx = 0;

uxx : ηu − τt − ηu + 2ξx + τxx + uτx = 0;

uxutx : 2τu = 0;

uxuxx : − 2τu − ξu + 2τxu + uτu + 3ξu + uτu = 0;

u
2
xuxx : τuu = 0;

u
2
xx : − τu + τu = 0.

Уже предварительный анализ этой системы показывает, что τ = τ (t),
ξ = ξ(t, x). Учитывая это и проведя возможные упрощения, далее рассматри-
ваем такую систему:

(a) τ = τ (t), ξ = ξ(t, x);

(b) ηt − ηxx − uηx = 0;

(c) uτt + ξt + η + 2ηxu − ξxx − uξx = 0;

(d) ηuu = 0;

(e) τt = 2ξx.

Поскольку имеют место соотношения (a), то из (e) получаем, что

ξ = 1
2
τtx+ α(t). (1.91)
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Из уравнения (d) следует, что функция η — линейная по переменной u:

η = β(t, x)u+ γ(t, x). (1.92)

Подставив значение ξ (1.91) и η (1.92) в уравнение (c), приходим к равен-
ству

u

�

β + 1
2
τt

�

+ γ + 1
2
τttx+ αt + 2βx = 0,

которое распадается на два уравнения

β + 1
2
τt = 0, γ + 1

2
τttx+ αt + 2βx = 0.

Отсюда следует, что

β = −1
2
τt, γ = −1

2
τttx− αt. (1.93)

Наконец, подставив значение η (1.92), где β и γ имеют вид (1.93), в урав-
нение (b), приходим к равенству

−1
2
τtttx− αtt = 0,

которое распадается на уравнения

τttt = 0, αtt = 0.

Следовательно,

τ = C1t
2 + C2t+ C3, α = C4t+ C5,

и, в соответствии с этим, решениями определяющих уравнений являются
такие функции:

τ = C1t
2 + C2t+ C3,

ξ = C1tx+ 1
2
C2x+ C4t+ C5,

η = −C1tu− 1
2
C2u− C1x− C4,

где C1, C2, . . . , C5 — произвольные действительные постоянные.
Отсюда следует, что пространство L для уравнения Бюргерса (1.90) со-

ставляют операторы

v1 = t
2
∂t + tx∂x − (tu+ x)∂u,

v2 = 2t∂t + x∂x − u∂u,

v3 = ∂t,

v4 = t∂x − ∂u,

v5 = ∂x.
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Значит, группа G для уравнения (1.90) является пятипараметрической груп-
пой локальных преобразований.

Завершая параграф, мы предлагаем читателю самостоятельно рас-
смотреть несколько задач.

1.2.4. Практикум

Задание 1.4. Используя инфинитезимальный критерий инвариантно-
сти (1.75) и формулы (1.65)–(1.70), построить группы преобразований, ко-
торые допускают такие уравнения:

1) ut = u
−4
uxx − 2u−5

u
2
x;

2) ut = uxx + u
2
x;

3) ut = u
−2
x uxx + u

−1
x ;

4) ut = uuxx + u
2
x.

Заметим, что второе уравнение из списка, как и уравнение из примера 1.6,
называют уравнением Бюргерса (модифицированным уравнением Бюргер-
са). Если продифференцировать его по x и положить v = ux, то полученное
уравнение будет иметь вид

vt = vxx + 2vvx.

Коэффициент 2 возле второго слагаемого в правой части полученного равен-

ства легко сделать равным 1 (например, положить v → 1
2
v).

Последнее уравнение из списка — также известное в приложениях урав-
нение. Оно возникает в различных задачах теории нелинейной фильтрации,
и его называют уравнением Буссинеска [56].

Задание 1.5. Пусть пространство V = X × U такое, что X =

�3 =
= 〈t, x, y〉, U =

�1 = 〈u〉. Для оператора v, определенного в пространстве V :

v = τ (t, x, y, u)∂t + ξ
1(t, x, y, u)∂x + ξ

2(t, x, y, u)∂y + η(t, x, y, u)∂u,

второе продолжение имеет вид

v
2

= v + ϕ
t
∂ut + ϕ

x
∂ux + ϕ

y
∂uy + ϕ

tt
∂utt + ϕ

tx
∂utx + ϕ

ty
∂uty +

+ ϕ
xx
∂uxx + ϕ

xy
∂uxy + ϕ

yy
∂uyy .

Найти значение координат ϕtt, ϕxx, ϕyy в операторе v
2
.
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Заметим, что

ϕ
t = Dt(η) − utDt(τ ) − uxDt(ξ

1) − uyDt(ξ
2),

ϕ
tt = Dt(ϕ

t) − uttDt(τ ) − utxDt(ξ
1) − utyDt(ξ

2),

где

Dt = ∂
∂t

+ ut
∂
∂u

+ utt
∂
∂ut

+ utx
∂
∂ux

+ uty
∂
∂uy

+ · · · .

Задание 1.6. Используя найденные в задании 1.5 формулы продолжений,
построить группы преобразований, которые допускают такие уравнения (здесь
u = u(t, x, y)):

1) utt − uxx − uyy = e
u;

2) u
2
t − u

2
x − u

2
y = 1;

3) utt − uxx − uyy = sinu;

4) ut = uxx + uyy.

Заметим, что первое и третье уравнения из этого списка называют двух-
мерными уравнениями Лиувилля и Даламбера соответственно, второе урав-
нение — релятивистским двухмерным аналогом уравнения Гамильтона, а по-
следнее уравнение — это линейное уравнение теплопроводности.

Задание 1.7. Построить группы преобразований, которые допускает урав-
нение Кортевега–де Фриза

ut + uxxx + uux = 0.

При рассмотрении этой задачи необходимо осуществить построение

ϕ
xxx = Dx(ϕxx) − uxxtDx(τ ) − uxxxDx(ξ)

для оператора v (1.78), использовав уже известную формулу (1.70).

1.3. Алгебры Ли операторов симметрии
дифференциальных уравнений

В предыдущем параграфе был рассмотрен метод Ли–Овсянникова
(инфинитезимальный метод) исследования симметрийных свойств
уравнений в частных производных. Оказалось, что симметрийные
свойства рассмотренных уравнений полностью определяются неко-
торым набором инфинитезимальных операторов, которые допускают
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данные уравнения. Также было отмечено, что такие операторы со-
ставляют базис линейных пространств. В этом параграфе мы будем
изучать структуру таких пространств (алгебр Ли операторов симмет-
рии), а также остановимся на необходимых в дальнейших исследова-
ниях сведениях из теории абстрактных групп и алгебр Ли.

Изложение начинаем из рассмотрения примера уравнения Бюргер-
са.

1.3.1. Предварительное обсуждение на примере уравнения
Бюргерса

Рассматривая пример 1.6, мы получили, что базис пространства L
для уравнения Бюргерса (1.90) составляют операторы (для удобства
изложения они размещены в несколько ином порядке):

v1 = ∂t, v2 = ∂x, v3 = t∂x − ∂u,

v4 = 2t∂t + x∂x − u∂u,

v5 = t2∂t + tx∂x − (tu+ x)∂u, (1.94)

определенные в пространстве V = 〈t, x, u〉.
Для построения соответствующих полученным операторам одно-

параметрических групп нужно найти решения задач Коши (1.7) для
каждого из операторов (1.94), или, как еще говорят, найти образы
точки (t, x, u) ∈ V в результате преобразования exp(aivi), где ai
(i = 1, . . . , 5) — произвольные постоянные (параметры).

Проведя соответствующие вычисления, получаем, что

G1
1 : (t+ a1, x, u);

G1
2 : (t, x+ a2, u);

G1
3 : (t, x+ a3t, u− a3);

G1
4 :

(

te2a4 , xea4 , ue−a4

)

;

G1
5 :

(

t
1 − a5t

, x
1 − a5t

, u− a5(ut+ x)

)

.

Возникает естественный вопрос: нельзя ли объединить эти пять
однопараметрических групп G1

i (i = 1, . . . , 5), которые допускает урав-
нение Бюргерса и которые порождаются операторами (1.94), в общую
многопараметрическую (в данном случае пятипараметрическую) груп-
пу?
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В дальнейшем преобразования, которые порождают группу G1
i , бу-

дем обозначать Tai
. Так, например,

Ta1
: t = t+ a1, x = x, u = u.

Возьмем два преобразования Ta2
и Ta3

. В результате последова-
тельного выполнения Ta3

и Ta2
получим преобразование

Ta2
Ta3

: t = t, x = x+ a3t+ a2, u = u− a3,

которое уже зависит от двух параметров a2, a3. Обозначим через
a = (a3, a2) вектор-параметр с двумя компонентами и запишем двух-
параметрическое семейство преобразований Ta2

Ta3
как {Ta}.

Выполнив последовательно два преобразования из этого семей-
ства, которые отвечают значениям a = (a3, a2) и b = (b3, b2), получим
преобразование

t̃ = t, x̃ = x+ (a3 + b3)t+ a2 + b2, ũ = u− a3 − b3,

которое снова принадлежит этому же семейству {Ta} и которое по-
лучается для значений параметра c = (c3, c2) с компонентами c3 =
= a3 + b3, c2 = a2 + b2. Следовательно, здесь имеет место групповая
операция

TbTa = Tϕ(a,b), (1.95)

которая определяется векторной функцией

ϕ(a, b) = a+ b. (1.96)

Можно сделать вывод, что семейство {Ta} порождает двухпарамет-
рическую группу G = G2. Поскольку функция ϕ, которая определяет
групповое свойство, является симметричной (ϕ(a, b) = ϕ(b, a)), то эта
группа G2 коммутативна:

TbTa = TaTb.

В первом параграфе (п. 1.1.2) было показано, что в однопараметри-
ческой группе произвольный закон умножения (1.95) можно привести
к виду (1.96). Следовательно, любая однопараметрическая группа есть
коммутативная (или, еще говорят, абелевая). Для случая многопара-
метрических групп это не выполняется.

Пример некоммутативной двухпараметрической группы мы полу-
чим, повторив проведенное построение для преобразований Ta2

, Ta4
.

Композиция преобразований Ta4
и Ta2

Ta2
Ta4

: t = te2a4 , x = xea4 + a2, u = ue−a4
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является двухпараметрическим семейством {Ta} из a = (a4, a2). Здесь
результат последовательного выполнения двух преобразований Ta и Tb
из семейства {Ta} определяется формулами

t̃ = te2(a4+b4), x̃ = xea4+b4 + a2e
b4 + b2, ũ = ue−a4−b4

и является тождественным выполнению третьего преобразования Tc
из этого семейства со значением параметра c = (c4, c2):

t̃ = te2c4 , x̃ = xec4 + c2, ũ = ue−c4 .

Следовательно, c4 = a4 + b4, c2 = a2e
b4 + b2, и семейство {Ta} об-

разует двухпараметрическую группу G2. Эта группа некоммутативна,
поскольку определенное выше выражение для c = ϕ(a, b) несиммет-
рично:

ϕ(a, b) 6= ϕ(b, a).

Возьмем далее преобразования Ta1
и Ta3

. Их композиция

Ta3
Ta1

: t = t+ a1, x = x+ a3t+ a1a3, u = u− a3

является двухпараметрическим семейством {Ta} из a = (a1, a3). Ре-
зультат последовательного выполнения двух преобразований Ta и Tb
из семейства {Ta} определяется формулами

t̃ = t+ a1 + b1, x̃ = x+ (a3 + b3)t+ a1a3 + a1b3 + b1b3,

ũ = u− a3 − b3.

Для того чтобы выполнение третьего преобразования Tc из данного
семейства {Ta} привело к тому же результату

t̃ = t+ c1, x̃ = x+ c3t+ c1c3, ũ = u− c3,

параметр c = (c1, c3) должен удовлетворять равенству

c1 = a1 + b1, c3 = a3 + b3, c1c3 = a1a3 + a1b3 + b1b3.

Эта переопределенная система уравнений относительно c1, c3 являет-
ся несовместной, когда a и b произвольные. Действительно, подстанов-
ка в последнее уравнение значений c1, c3 из первых двух уравнений
приводит к равенству

a3b1 = 0.
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Следовательно, преобразования Ta1
, Ta3

не порождают группу. Но
их можно включить в трехпараметрическое семейство преобразова-
ний, которое порождают преобразования Ta1

, Ta2
, Ta3

. Нетрудно убе-
диться, что эти преобразования порождают группу G3. В самом деле,

Ta2
Ta3

Ta1
: t = t+ a1, x = x+ a3t+ a1a3 + a2, u = u− a3.

Это трехпараметрическое семейство {Ta}, где a = (a1, a3, a2), содер-
жит преобразование Ta3

Ta1
как частный случай (a2 = 0) и, кроме

этого, порождает группу G3, поскольку для произведения преобразо-
ваний TbTa из этого семейства

TbTa : t̃+ a1 + b1,

x̃ = x+ (a3 + b3)t+ a1a3 + a1b3 + b1b3 + a2 + b2,

ũ = u− a3 − b3

существует преобразование Tc = TbTa

Tc : t̃ = t+ c1, x̃ = x+ c3t+ c1c3 + c2, ũ = u− c3,

где c — вектор с компонентами

c1 = a1 + b1, c2 = a2 + b2 − a3b1, c3 = a3 + b3.

Очевидным является то, что здесь ϕ(a, b) 6= ϕ(b, a). Следовательно,
группа G3, порожденная операторами v1, v2, v3, является некоммута-
тивной.

Естественно, наконец, выяснить, порождает ли группу пятипара-
метрическое семейство преобразований, которое составляют преобра-
зования Ta1

, . . . , Ta5
, и более подробно остановиться на понятии мно-

гопараметрической группы локальных преобразований, которую мы
уже фактически ввели в рассмотрение.

Вообще, локальной группой называют топологическое простран-
ство G, если в нем существует элемент (единица) e ∈ G и такие
окрестности U , V (где V ⊂ U) элемента e, что на U × U определено
отображение (локальная групповая операция на U) ◦: U × U → U,
которое удовлетворяет таким условиям:

1) V ◦ V ⊂ U ;

2) (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) для всех a, b, c ∈ V ;

3) e ◦ a = a ◦ e = a для всех a ∈ U ;
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4) для любого a ∈ V существует (обратный) элемент a−1 ⊂ U такой,
что a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e;

5) отображения (a, b) 7→ a ◦ b−1 непрерывно на U × V.

Окрестности U и V , которые фигурируют в определении, не опре-
деляются однозначно: вместо U и V можно взять соответствующим
образом выбранные меньшие окрестности U ′ ⊂ U , V ′ ⊂ V. Эта произ-
вольность в определении локальной группы обеспечивает необходи-
мую в локальных проблемах всеобщность вводимого понятия и рас-
ширяет область применений теоретико-групповых методов.

Замкнутое подмножество H локальной группы G, которое содер-
жит единицу e ∈ G, называется подгруппой локальной группы G,
если оно является локальной группой относительно локальной груп-
повой операции в G. Если при этом обнаружится такая открытая
окрестность U ⊂ G единицы, что a−1ba ∈ H для всех элементов
a ∈ U и b ∈ U ∩ H, то H называется инвариантной подгруппой
группы G.

На множестве локальных групп вводится отношение эквивалент-
ности при помощи понятия локального изоморфизма, который опре-
деляется таким образом. Пусть G и G′ — две локальных группы, e
и e′ — их единицы, а окрестности U , V и U ′, V ′ элементов e и e′, соот-
ветственно, выбраны так, чтобы для них выполнялись аксиомы 1)–5).
Пусть, далее, θ : U → U ′ — такой гомеоморфизм, что θ(V ) ⊂ V ′, и для
всех a, b ∈ V выполняется условие θ(a, b) = θ(a)θ(b). Тогда отображе-
ние θ называется локальным изоморфизмом, а сами группы G и G′ —
локально изоморфными. Обратное отображение θ−1 (или, возможно,
его сужение на некоторую окрестность элемента e′) также являет-
ся локальным изоморфизмом. Локальный изоморфизм удовлетворяет
обычным свойствам изоморфизма групп: θ(e) = e′, θ(a−1) = (θ(a))−1

для любого a ∈ V.
Локальная группа G, в которой введены аналитические координа-

ты, называется локальной группой Ли. Если при этом размерность
системы локальных координат равна r, то G называют r-мерной (r-
параметрической) локальной группой Ли и обозначают Gr.

Локальная группа Ли Gr называется разрешимой, если существу-
ет ряд

Gr ⊃ Gr−1 ⊃ · · · ⊃ G1

подгрупп размерностей r, r − 1, . . . , 1, такой, что каждая подгруппа
Gi−1 (i = 2, . . . , r) является инвариантной подгруппой в локальной
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группе Ли Gi. Группа Gr называется простой, если она не содержит
инвариантных подгрупп, отличных от Gr и {e}, и полупростой, ес-
ли она не содержит разрешимых инвариантных подгрупп, отличных
от {e}.

Изучение структуры локальных групп Ли и их применения (в част-
ности, для исследования дифференциальных уравнений) основывает-
ся на возможности описания локальной группы Ли в терминах ее
алгебры Ли, которая является более простым для изучения алгебраи-
ческим объектом.

В частности, простой и ясный ответ о том, порождает ли группу
пятипараметрическое семейство преобразований, которое составляют
преобразования Ta1

, . . . , Ta5
, мы получим после рассмотрения ряда

понятий и фактов из теории конечномерных алгебр Ли.

1.3.2. Алгебры Ли. Необходимые понятия и сведения

Пусть P — поле действительных (или комплексных) чисел, L —
векторное пространство (здесь — конечной размерности) над полем P.
Векторное пространство L называется алгеброй Ли над полем P , если
в L задано правило композиции (x, y) → [x, y] для любых x, y ∈ L,
которое удовлетворяет таким аксиомам:
(a) [αx + βy, z] = α[x, z] + β[y, z] для x, y, z ∈ L и α, β ∈ P (линей-

ность);
(b) [x, y] = −[y, x] для всех x, y ∈ L (антисимметричность);
(c) [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 для всех x, y, z ∈ L (тождество

Якоби).
Операцию [ , ] называют умножением Ли или операцией комму-

тирования.
Из аксиомы (с) следует, что, вообще говоря, умножение Ли яв-

ляется неассоциативной операцией. Если P — поле действительных
(комплексных) чисел, то L называют действительной (комплексной)
алгеброй Ли. Алгебру Ли называют абелевой или коммутативной,
если [x, y] = 0 для любых x, y ∈ L.

Рассмотрим два подмножестваM и N векторов из алгебры Ли L и
обозначим через [M,N ] линейную оболочку всех векторов вида [x, y],
x ∈ M , y ∈ N. Если M и N — линейные подпространства алгебры
Ли, то имеют место такие соотношения:

[M1 +M2, N ] ⊂ [M1N ] + [M2, N ];

[M,N ] = [N,M ],

[L, [M,N ]] ⊂ [M, [N,L]] + [N, [L,M ]]. (1.97)
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Соотношения (1.97) легко проверяются с помощью аксиом (а)–(с).
Подпространство N алгебры L называется подалгеброй алгебры L,
если [N,N ] ⊂ N. Если же имеет место соотношение [L,N ] ⊂ N, то
N называется идеалом алгебры L. Понятно, что идеал алгебры Ли
автоматически является ее подалгеброй. Максимальный идеал N , ко-
торый удовлетворяет условию [L,N ] = 0, называется центром алге-
бры L. Поскольку [N,N ] = 0, то центр алгебры Ли всегда абелев.

Пусть базис векторного пространства L составляют векторы e1, . . .,
en, то есть размерность пространства L равна n (будем обозна-
чать Ln). Тогда, вследствие линейности, коммутатор z = [x, y], вы-
раженный через координаты (x = xiei, y = yiei, . . .), приобретает вид

zi = [x, y]i = cijkx
jyk, i, j, k = 1, 2, . . . , n, (1.98)

где [ej , ek] = cijkei (напоминаем, что по повторяющимся индексам
подразумевается суммирование в пределах их изменения). Числа cijk
называются структурными константами алгебры Ли L. Из акси-
ом (b), (c) следует, что структурные константы cijk удовлетворяют
таким условиям:

cijk = −cikj ,
cpisc

s
jk + cpjsc

s
ki + cpksc

s
ij = 0.

Отметим, что тип алгебры Ли полностью определяется ее струк-
турными константами. Существование подалгебр и идеалов алгебры
Ли L также выражается в некоторых, совершенно определенных, огра-
ничениях на структурные константы. Если e1, e2, . . . , ek — базисные
элементы подалгебры, то структурные константы должны удовлетво-
рять соотношениям

csij = 0 для i, j 6 k, s > k,

а если они являются базисными элементами идеала, то

csij = 0 для i 6 k, s > k и любого j.

Несмотря на название, вообще говоря, структурные константы не
являются постоянными величинами в обычном понимании этого тер-
мина. Действительно, из определения (1.98) следует, что в результате
замены базиса L величины ckij преобразуются как тензор третьего
ранга с одним контравариантным и двумя ковариантными индексами.

Рассмотрим примеры некоторых известных алгебр Ли.
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1. Пусть L — множество всех косоэрмитовых 2 × 2-матриц с нулевым
следом. Очевидно, что L имеет (действительную) размерность три. Выберем
в L базис

e1 = 1
2

�

0 −i
−i 0

�

, e2 = 1
2

�

0 −1
1 0

�

, e3 = 1
2

�
−i 0
0 i

�
и определим в L коммутатор [x, y] таким образом:

[x, y] = xy − yx, x, y ∈ L. (1.99)

Нетрудно убедиться, что этот коммутатор удовлетворяет аксиомам (a)–(c)
для умножения Ли. Используя (1.99), находим, что ei удовлетворяют такие
коммутационные соотношения:

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1

или

[ei, ek] = εiklel, i, k, l = 1, 2, 3,

где εikl — полностью антисимметричный тензор в

�3 . Элементами в L явля-
ются линейные комбинации ei с действительными коэффициентами.

Следовательно, L — трехмерная действительная алгебра Ли со структур-
ными константами вида cl

ik = εikl.

Определенную так алгебру L обозначают символом su(2) (или so(3)) в
соответствии с классификацией алгебр Ли, которая будет приведена ниже.
Отметим, что алгебра so(3) изоморфна алгебре Ли группы поворотов трех-
мерного пространства. Заметим также, что матрицы σk = 2iek называются
матрицами Паули и удовлетворяют соотношению [σi, σk] = 2iεiklσl.

2. Пусть L — векторное пространство всех действительных n× n-матриц
(sik), i, k = 1, 2, . . . , n, над полем

�

действительных чисел. Это векторное
пространство L с умножением Ли (1.99) также является действительной ал-
геброй Ли, которую называют полной линейной действительной алгеброй
Ли и обозначают символом gl(n,

�

). Аналогично вводится в рассмотрение
полная линейная алгебра Ли над полем

�

, которую обозначают gl(n,

�

), как
ассоциативная алгебра всех n × n-матриц над полем

�

.

3. Важную роль в теории алгебр Ли играет такой идеал алгебры gl(n,

�

):

sl(n,

�

) = {S ∈ gl(n,

�

) : trS = 0},

где trS — след матрицы S = (sij), то есть trS = tr (sij) = s11+s22+· · ·+snn.

Алгебра sl(n,

�

) называется специальной линейной алгеброй Ли.

4. Нетрудно убедиться, что подмножество M, которое состоит из всех
кососимметрических матриц S (ST = −S), также замкнуто относительно
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умножения Ли (1.99). Поэтому M является подалгеброй алгебры gl(n,

�

),
которую обозначают o(n,

�

) (в случае когда

�

=

�

— это o(n)):

o(n,

�

) = {S ∈ gl(n,

�

) : S + S
T = 0}.

Здесь ST означает матрицу, транспонированную к S.
Алгебру o(n,

�

) называют ортогональной алгеброй Ли.

5. Пусть im — единичная m×m-матрица и

J =

�

0 im
−im 0

�

.

Алгебру

sp(m,

�

) = {S ∈ gl(2m,

�

) : S
TJ + JS = 0}

называют симплектической алгеброй Ли.

В gl(n,

�

) можно ввести так называемый базис Вейля, выбрав в качестве
базисных элементов eij (i, j = 1, . . . , n), n× n-матрицы вида

(eij)lk = δilδjk, (1.100)

которые удовлетворяют таким коммутационным соотношениям:

[eij , ekl] = δjkeil − δilekj , i, j, k, l = 1, . . . , n. (1.101)

Из (1.100) и (1.101) получаем структурные константы

c
ij
sm,kr = δ

i
sδmkδ

j
r − δ

i
kδrsδ

j
m.

Заметим, что базисные векторы ẽik ортогональной алгебры Ли o(n) могут
быть выбранными в виде

ẽik = eik − eki, i, k = 1, 2, . . . , n.

Комплексным расширением Vc действительного векторного про-
странства V является комплексное векторное пространство, которое
состоит из всех элементов z вида z = x + iy, x, y ∈ V. Умножение
элемента z ∈ Vc на комплексное число γ = α + iβ ∈ C определяется
по формуле

γz = αx− βy + i(αy + βx).

Комплексное расширение Lc действительной алгебры Ли L — это
комплексная алгебра Ли, которая удовлетворяет таким условиям:
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1) Lc — комплексное расширение действительного векторного про-
странства L;

2) умножение Ли в Lc определяется равенством

z = [z1, z2] = [x1 + iy1, x2 + iy2] =

= [x1, x2] − [y1, y2] + i[x1, y2] + i[y1, x2] ≡ x+ iy.

Комплексную алгебру Ли L размерности n с базисом {ei}n1 можно
также рассматривать как действительную алгебру Ли размерности 2n
с базисными векторами e1, ie1, . . . , en, ien. Определенную таким об-
разом действительную алгебру Ли будем обозначать LR (наоборот,
действительная форма LR комплексной алгебры Ли Lc — это дей-
ствительная алгебра Ли, комплексным расширением которой является
Lc).

Введем в рассмотрение четыре важных класса комплексных ал-
гебр Ли. Комплексным расширением алгебры gl(n,R) является мно-
жество всех комплексных n× n-матриц с умножением Ли (1.99). Это
расширение называют полной комплексной линейной алгеброй Ли и
обозначают gl(n,C). Подмножество всех комплексных n × n-матриц
с нулевым следом, которое является подалгеброй алгебры gl(n,C),
называют специальной комплексной линейной алгеброй Ли и обо-
значают sl(n,C) или An−1.

Другие последовательности комплексных алгебр связаны с разны-
ми билинейными формами. Пусть Φ(ξ, η) — билинейная форма, опре-
деленная в m-мерном комплексном векторном пространстве V m. Ли-
нейные преобразования x, которые действуют в V m и удовлетворяют
условию

Φ(xξ, η) + Φ(ξ, xη) = 0, ξ, η,∈ V m,

генерируют линейную алгебру Ли L. Действительно, если условие
имеет место для x и y, то

Φ([x, y]ξ, η) = Φ(xyξ, η) − Φ(yxξ, η) = −Φ(ξ, [x, y]η),

где умножение Ли для x и y определено в виде (1.99).
Если билинейная форма Φ(ξ, η) невырождена и симметрическая

(например, Φ = ξiηi), то L называется ортогональной алгеброй Ли.
Для m = 2n + 1, n = 1, 2, . . . , последовательность соответствующих
алгебр обозначается o(2n + 1,C) или Bn, а для m = 2n — o(2n,C)
или Dn.
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Алгебры, связанные с невырожденными кососимметрическими би-
линейными формами, называются симплектическими алгебрами Ли.
В алгебре известен факт, что кососимметрические формы в простран-
ствах с нечетной размерностью всегда вырождены. Поэтому симплек-
тические алгебры могут быть реализованы только в комплексных про-
странствах V 2n. Эти алгебры обозначают sp(n,C) или Cn.

Алгебры An, Bn, Cn и Dn (n = 1, 2, . . .) составляют совокупность
классических комплексных алгебр Ли.

В дальнейшем мы встретимся с понятиями прямых сумм алгебр
Ли и фактор-алгебр.

Пусть Vi, i = 1, 2, . . . , k, — подпространства векторного простран-
ства V и пусть

D =

k
∑

i=1

Vi

является совокупностью всех векторов вида

d =

k
∑

i=1

vi, vi ∈ Vi, i = 1, 2, . . . k. (1.102)

Если каждый вектор d ∈ D единственным образом может быть пред-
ставлен в виде (1.102), то говорят, что D является прямой суммой
подпространств Vi, i = 1, 2, . . . , k, и записывают

D = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk =

k
∑

i=1

⊕Vi. (1.103)

Если алгебру Ли, как векторное пространство, можно записать в ви-
де (1.103), то есть L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk, и, кроме того, если

[Li, Li] ⊂ Li, [Li, Lj ] = 0, i, j = 1, 2, . . . , k,

то об L говорят, что оно раскладывается в прямую сумму алгебр Ли
L1, L2, . . . , Lk, и тогда используют обозначение L = L1⊕L2⊕· · ·⊕Lk.

Очевидно, что подалгебры Li (i = 1, 2, . . . , k) являются идеалами
алгебры L, поскольку

[L,Li] = [Li, Li] ⊂ Li.

Более того, если N — идеал подалгебры Li, то N — также идеал
алгебры L.
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Пусть, далее, N — подалгебра некоторой алгебры Ли L. Введем в
пространстве L отношение

x ' y (modN),

если x−y ∈ N (то есть вектор x является суммой вектора y и некото-
рого вектора из N). Это отношение удовлетворяет таким свойствам:

• x ' x;

• если x ' y, то y ' x;

• если x ' y, y ' z, то x ' z.

Следовательно, введенное отношение является отношением экви-
валентности. Вся алгебра L раскладывается на классы Kx = x+N эк-
вивалентных элементов, которые не пересекаются. Множество {Kx}
всех классов в общем случае не образовывает алгебру Ли: в самом
деле, если

x1 ' y1 (modN), то есть x1 = y1 + n1, n1 ∈ N ;

x2 ' y2 (modN), то есть x2 = y2 + n2, n2 ∈ N ;

то

[x1, x2] = [y1, y2] + [y1, n2] + [n1, y2] + [n1, n2]. (1.104)

Поэтому в общем случае соотношение

[x1, x2] ' [y1, y2] (modN) (1.105)

не выполняется.
Но если подалгебра N является идеалом, то три последних члена

в правой части (1.104) принадлежат N и тогда условие (1.105) вы-
полняется. Полученная алгебра Ли называется фактор-алгеброй Ли
алгебры L относительно N и обозначается L/N.

Рассмотрим пример алгебры Пуанкаре p(1, 3) с базисными элементами
Jαβ , Pα (α, β = 0, 1, 2, 3), которая определяется такими коммутационными
соотношениями:

[Jµν , Jαβ ] = gµβJνα + gναJµβ − gµαJνβ − gνβJµα,

[Jµν , Pα] = gµαPν − gναPµ,

[Pµ, Pν ] = 0. (1.106)
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В (1.106) Jµν = −Jνµ; µ, ν, α, β = 0, 1, 2, 3; gµν — метрический тензор про-
странства Минковского

�1,3 = 〈x0, x1, x2, x3〉:

gµν =

���� 1, µ = ν = 0;
−1, µ = ν = 1, 2, 3;

0, µ 6= ν.

Нетрудно убедиться, что множество t4 операторов Pµ (µ = 0, 1, 2, 3) (их
еще называют генераторами или операторами трансляций) есть идеал (ком-
мутативный) алгебры p(1, 3). Введем в рассмотрение отношение эквивалент-
ности

x ' y (mod t4), x, y ∈ p(1, 3).

Тогда множество классов Kx = x+ t4 (x ∈ p(1, 3)) эквивалентных элементов
составляет шестимерную (фактор-) алгебру Ли, которая изоморфна извест-
ной алгебре Лоренца so(1, 3) с генераторами Jµν , удовлетворяющими первую
группу коммутационных соотношений (1.106).

С другой стороны, отношение эквивалентности

x ' y (mod so(1, 3)), x, y ∈ p(1, 3),

определяет четырехмерное векторное фактор-пространство (но не фактор-ал-
гебру Ли).

Заметим, что алгебры инвариантности ряда известных дифферен-
циальных уравнений релятивистской физики изоморфны алгебре Пу-
анкаре или содержат ее как подалгебру [78,84,89].

Во время рассмотрения примера алгебры Пуанкаре возникло поня-
тие изоморфности алгебр Ли. Остановимся на этой и других опера-
циях над алгебрами Ли более подробно. Пусть L и L — две произ-
вольные алгебры Ли над полем P, ϕ — отображение L в L.

Отображение ϕ называется гомоморфизмом, если

ϕ(αx + βy) = αϕ(x) + βϕ(y), x, y ∈ L, α, β ∈ P;

ϕ[x, y] = [ϕ(x), ϕ(y)], x, y ∈ L.

Множество

N = {x ∈ L : ϕ(x) = 0}

называется ядром гомоморфизма ϕ. Ядро гомоморфизма является иде-
алом в L. Действительно, если x ∈ L, y ∈ N, то

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), 0] = 0,
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то есть [x, y] ∈ N. Нетрудно убедиться, что пространство L/N изо-
морфно ϕ(L). Пусть N — идеал в алгебре Ли L. Отображение

ϕ : x → x+N

называется естественным гомоморфизмом L на L/N . Взаимно одно-
значный гомоморфизм одной алгебры на другую называется изомор-
физмом, а соответствующие алгебры L и L — изоморфными (в таких
случаях пишут L ∼ L). Изоморфное отображение L на себя назы-
вается автоморфизмом. Автоморфизм ϕ алгебры Ли L называется
инволюционным, если ϕ2 = I.

Дифференцированием D алгебры Ли L называют отображение L
в себя, если выполняется условие

D([x, y]) = [D(x), y] + [x,D(y)], x, y ∈ L. (1.107)

Очевидно, если D1 и D2 — два дифференцирования в L, то αD1 +
+ βD2 также дифференцирование. Более того, если D1 и D2 — два
дифференцирования, то

D1D2([x, y]) = D1{[D2(x), y] + [x,D2(y)]} =

= [D1D2(x), y] + [D2(x), D1(y)] + [D1(x), D2(y)] + [x,D1D2(y)].

Поменяв местами индексы 1 и 2 и найдя разность, получаем

[D1, D2]([x, y]) = [[D1, D2]x, y] + [x, [D1, D2]y], (1.108)

то есть коммутатор двух дифференцирований также является диффе-
ренцированием. Следовательно, множество LA всех дифференцирова-
ний само является алгеброй Ли, которую называют алгеброй диффе-
ренцирований LA. Интересно отметить, что алгебра LA есть алгеброй
Ли группы всех автоморфизмов GA начальной алгебры L. В самом
деле, если ϕt = exp(iAt) — однопараметрическая группа автоморфиз-
мов L:

ϕt([x, y]) = [ϕt(x), ϕt(y)] ∈ L, x, y ∈ L, (1.109)

то дифференцирование по параметру t имеет при (t = 0) вид

A([x, y]) = [Ax, y] + [x,Ay],

то есть генератор A однопараметрической подгруппы ϕt автоморфиз-
мов является дифференцированием. Наоборот, можно также показать,
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что если A удовлетворяет равенству (1.107), то соответствующая од-
нопараметрическая подгруппа удовлетворяет (1.109).

Пусть L — алгебра Ли над полем P. Рассмотрим линейное отобра-
жение adx алгебры L в себя, которое определено при помощи соот-
ношения

adx(y) ≡ [x, y], x, y ∈ L. (1.110)

Воспользовавшись тождеством Якоби, получаем

adx([y, z]) = [adx(y), z] + [y, adx(z)],

то есть отображение adx является дифференцированием L. Более
того, использовав (1.110) и тождество Якоби, получаем

ad [x, y](z) = [adx, ad y](z).

Следовательно, множество La = {adx, x ∈ L} является линейной
алгеброй Ли, подалгеброй алгебры Ли LA всех дифференцирований
и называется присоединенной алгеброй. Отображение ψ : x → adx
является гомоморфизмом алгебры L на La.

Нетрудно убедиться, что La является идеалом алгебры Ли LA.
В самом деле, если D ∈ LA и y ∈ L, то

[D, adx](y) = D[x, y] − [x,Dy] = [Dx, y] = adDx(y),

то есть

[D, adx] ∈ La.

Отметим, наконец, что когда ϕ — произвольный автоморфизм L, то

adϕ(x)(y) = [ϕ(x), y] = ϕ([x, ϕ−1y]) = ϕ{adx(ϕ−1(y))},

и значит,

adϕ(x) = ϕ adxϕ−1.

С группой Ga внутренних автоморфизмов L и ее алгеброй Ли мы
встретимся в четвертом параграфе этой главы, рассматривая задачу
классификации подалгебр данной алгебры Ли.

Рассмотрим пример. Пусть L — алгебра so(3) с базисными элементами

e1 = 1
2

�

0 −i
−i 0

�

, e2 = 1
2

�

0 −1
1 0

�
, e3 = 1

2

�
−i 0
0 i

�
,
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с которой мы встречались раньше и коммутационные соотношения для кото-
рой известны. Имеем:

ad e1(e1) = 0, ad e1(e2) = e3, ad e1(e3) = −e2,
ad e2(e1) = −e3, ad e2(e2) = 0, ad e2(e3) = e1,

ad e3(e1) = e2, ad e3(e2) = −e1, ad e3(e3) = 0.

Следовательно, алгебра La снова является трехмерной алгеброй Ли и может
быть задана в базисе {ei} с помощью матриц

ad e1 =

��0 0 0
0 0 −1
0 1 0

�	 , ad e2 =

�� 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

�	 , ad e3 =

��0 −1 0
1 0 0
0 0 0

�	 .
Мы получили, что алгебра La является множеством трехмерных кососим-

метрических матриц.
Аналогично можно получить, что присоединенная алгебра для gl(n,

�

)

определяется соотношениями ad eij(ekl) = δjkeil − δilekj (размерность n2), а

для o(n) — множеством
n(n− 1)

2
-мерных кососимметрических матриц.

Остановимся, далее, на понятии полупрямой суммы двух алгебр
Ли. Пусть N и M — две алгебры Ли, и пусть D — гомоморфизм M в
множество линейных операторов в векторном пространстве N таких,
что каждый оператор D(x), x ∈ M , является дифференцированием
алгебры N. Дополним прямую сумму векторных пространств N ⊕M
структурой алгебры Ли, используя известные скобки Ли алгебр N
и M в каждом подпространстве, а в качестве скобок Ли между двумя
подпространствами положим

[x, y] = (D(x))(y) для x ∈ M, y ∈ N. (1.111)

Нетрудно убедиться, что все аксиомы (a)–(c) алгебры Ли удовлетво-
ряются; в частности, вследствие (1.111), для x ∈ M , yi ∈ N имеем
равенство

[x, [y1, y2]] + [y2, [x, y1]] + [y1, [y2, x]] =

= D(x)[y1, y2] − [D(x)y1, y2] − [y1, D(x)y2],

которое равно нулю, поскольку D(x) является дифференцированием.
Полученная так алгебра Ли называется полупрямой суммой ал-

гебр N и M . Вследствие (1.111) подалгебра N является идеалом полу-
прямой суммы. Другими словами, алгебра Ли L является полупрямой
суммой подалгебр N и M , если L = N ⊕M и

[N,N ] ⊂ N, [M,M ] ⊂M, [M,N ] ⊂ N. (1.112)
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Для обозначения полупрямой суммы будем использовать символ
M ⊂+ N .

Отметим, что если положить t4 = N , so(1, 3) = M, то очевидно со-
ответствие коммутационных соотношений (1.106) и (1.112), а поэтому
p(1, 3) = so(1, 3) ⊂+ t4.

Одной из центральных проблем в теории алгебр Ли является
нахождение и классификация всех неизоморфных алгебр Ли. Вы-
ше мы видели, что матричные алгебры An, Bn, Cn, Dn содер-
жат широкие классы алгебр Ли. Естественно было бы надеяться,
что матричные алгебры исчерпывают все возможные алгебры Ли.
Это в самом деле имеет место вследствие такого фундаментального
результата.

Теорема 1.7 (Теорема Адо). Любая алгебра Ли над полем ком-
плексных чисел C изоморфна некоторой матричной алгебре.

Доказательство этой теоремы, как и ряда других, мы здесь не
рассматриваем. Его можно найти в [3] (см. также [58]).

Отметим только, что теорема Адо имеет место и для произвольного
поля P характеристики 0. Так, в частности, если L — действительная
алгебра Ли, то по теореме 1.7 ее комплексное расширение Lc является
матричной алгеброй Ли. Следовательно, действительное сужение Lc

к L также является матричной алгеброй Ли.
Фактически теорема Адо утверждает, что всякую абстрактную ал-

гебру Ли можно рассматривать как подалгебру полной линейной ал-
гебры Ли gl(n,C), n = 1, 2, . . . . Поэтому задача классификации всех
неизоморфных абстрактных алгебр Ли может быть сведена к более
простой задаче описания всех неизоморфных линейных подалгебр Ли
алгебры gl(n,C).

Остановимся далее на наиболее важных классах алгебр Ли.

Предложение 1.1. Пусть L — алгебра Ли, A, B — идеалы алге-
бры L. Тогда [A,B] — также идеал в L.

Доказательство. Любой элемент из [A,B] можно записать в виде
n
∑

i=1

[xi, yi], где xi ∈ A, yi ∈ B. Если z — произвольный элемент из L,

то, вследствие тождества Якоби,

[z, (
∑

[xi, yi])] =
∑

[[z, xi], yi] +
∑

[xi, [z, yi]].

Поскольку A и B — идеалы, то [z, xi] ∈ A i [z, yi] ∈ B. Следовательно,
правая часть равенства является элементом из [A,B].
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Используя утверждение 1.1, определим по индукции последова-
тельность L(k) идеалов в L :

L◦ = L, L(1) = [L◦, L], . . . , L(n) = [L(n−1), L].

Эту последовательность L◦ ⊃ L(1) ⊃ · · · называют нисходящей цен-
тральной последовательностью алгебры Ли L. Если L(n) = 0 для
некоторого n, то алгебру L называют нильпотентной. В том частном
случае, когда L(1) = 0, алгебру L называют абелевой (коммутатив-
ной).

Среди алгебр Ли абелевы алгебры занимают наиболее низкую сту-
пеньку в их иерархии. Нильпотентные алгебры Ли являются следую-
щей по сложности ступенькой.

Теперь определим по индукции последовательность идеалов L(n),
полагая

L◦ = L, L(1) = [L◦, L◦], . . . , L(n+1) = [L(n), L(n)], n = 1, 2, . . . .

Идеал L(n) называют n-й производной алгеброй алгебры L. Первую
производную алгебру L(1) называют также коммутаторной алгеброй
алгебры L. Последовательность идеалов

L ⊃ L(1) ⊃ · · · ⊃ L(n) ⊃ · · ·

называют производной последовательностью. Алгебру Ли L назы-
вают разрешимой, если L(n) = 0 для некоторого n.

При помощи индукции легко убедиться, что L(n) ⊂ L(n). В самом
деле, если L◦ = L◦ и L(n) ⊂ L(n), то

L(n+1) = [L(n), L(n)] ⊂ [L(n), L] ⊂ L(n+1).

Следовательно, нильпотентная алгебра является разрешимой. Обрат-
ное утверждение не имеет места. Например, двухмерная алгебра Ли
L2 = 〈e1, e2〉, которая определяется коммутационным соотношением

[e1, e2] = e1,

разрешима, но не является нильпотентной алгеброй Ли.
В соответствии с теоремой 1.7 произвольная алгебра Ли изоморфна

некоторой линейной подалгебре полной линейной алгебры gl(n,C).
Пусть T (m) означает векторное пространство всех верхних тре-

угольных m×m-матриц, а S(m) — векторное пространство всех верх-
них треугольных m×m-матриц с равными диагональными элемента-
ми. Пусть, далее, S(m1,m2,...,mk) означает множество всех линейных
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преобразований A, которые действуют в пространстве

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk

так, что

1) A ⊂ S(m1,m2,...,mk) оставляет подпространства Vi (i = 1, 2, . . . , k)
инвариантными;

2) в каждом подпространстве Vi с базисом ξ
(i)
1 , . . . , ξ

(i)
mi A ∈ S(mi)

имеет вид










λi
λi a

(i)
jk

0
. . .

λi











.

Коммутаторы треугольных матриц являются также треугольными
матрицами. Поэтому векторные пространства T (m) и S(m1,m2,...,mk)

являются алгебрами Ли. Более того, имеет место теорема, доказа-
тельство которой можно найти, например, в [24].

Теорема 1.8. Произвольная разрешимая алгебра Ли линейных
преобразований изоморфна подалгебре некоторой алгебры Ли T (m).
Произвольная нильпотентная линейная алгебра Ли изоморфна
подалгебре некоторой алгебры Ли S(m1,...,mk).

Выше мы ввели в рассмотрение гомоморфизм x → adx при помощи
соотношения

adx(y) = [x, y].

В координатной записи имеем

(adx(y))i = [x, y]i = cilkx
lyk,

то есть

(adx)ik = cilkx
l. (1.113)

Определим теперь “скалярное произведение” в алгебре Ли, поло-
жив

(x, y) = Tr (adx ad y). (1.114)

Скалярное произведение (1.114) имеет такие свойства:
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1) симметричность (x, y) = (y, x);

2) билинейность (αx + βy, z) = α(x, z) + β(y, z) для всех x, y, z ∈ L
и α, β ∈ P;

3) (adx(y), z) + (y, adx(z)) = 0 или ([x, y], z) + (y, [x, z]) = 0.

Эти свойства непосредственно следуют из свойств следов. Напри-
мер, пусть

a = (adx(y), z) = Tr {ad ([x, y])ad z} =

= Tr (adx ad y ad z) − Tr (ad y adx ad z),

b = (y, adx(z)) = Tr {ad y(ad [x, z])} =

= Tr (ad y adx ad z) − Tr (ad y ad z adx).

Тогда из равенства Tr (ABC) = Tr (CAB) имеем a+ b = 0 или третье
свойство.

Симметрическая билинейная форма (1.114) на L × L называется
формой Киллинга. Учитывая (1.113), получаем

(x, y) = Tr ((adx)ik(ad y)si ) = cilkx
lcksiy

s = glsx
lys,

где симметрический тензор второго ранга

gls = cilkc
k
si (1.115)

называется метрическим тензором Картана алгебры Ли L.
Заметим, что для некоторых алгебр (например, коммутативных)

форма Киллинга (1.114), а значит, и метрический тензор (1.115) могут
быть вырожденными.

Для произвольного автоморфизма ψ данной алгебры Ли L, вслед-
ствие

adψ(x) = ψ adxψ−1,

имеем

(ψ(x), ψ(y)) = (x, y),

то есть форма Киллинга инвариантна относительно действия груп-
пы GA всех автоморфизмов алгебры L. Форма Киллинга (1.114) и ас-
социированный с нею тензор Картана будут играть фундаментальную
роль в теории алгебр Ли и их представлений.

Например, простой критерий разрешимости алгебр Ли через форму
Киллинга дает следующая теорема, доказательство которой можно
найти в [24].
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Теорема 1.9. Если (x, x) = 0 для любого x ∈ L, то L — разреши-
мая алгебра Ли. Если алгебра L нильпотентна, то (x, x) = 0 для
всех x ∈ L.

Из множества всех алгебр Ли мы выделили класс разрешимых и
нильпотентных алгебр. Определим теперь класс простых и полупро-
стых алгебр Ли, которые будут играть существенную роль в изучении
структуры и классификации алгебр Ли.

Алгебра Ли L называется полупростой, если она не имеет нену-
левых коммутативных идеалов.

Критерий полупростоты дает теорема Картана (доказательство ко-
торой можно найти, например, в [12]).

Теорема 1.10 (Картана). Алгебра Ли L является полупростой
тогда и только тогда, когда ее форма Киллинга невырождена.

Алгебра Ли L называется простой, если она не имеет идеалов,
отличных от {0} и L, и если L(0) = [L,L] 6= 0.

Хорошо известно [12], что классы алгебр An, Bn, Cn и Dn явля-
ются простыми алгебрами (классическими). Кроме них существуют
еще лишь пять (исключительных) простых алгебр. Условие L(0) 6= 0
исключает алгебры Ли размерности 1, которые были бы простыми, но
не полупростыми.

Говорят, что алгебра Ли L компактная, если в L существует по-
ложительно определенная квадратичная форма (•, •), которая удовле-
творяет условию

([x, y], z) + (y, [x, z]) = 0. (1.116)

Остальные алгебры Ли называют некомпактными. Форма Киллин-
га (1.114) удовлетворяет условию (1.116). Поэтому если метрический
тензор Картана полупростой алгебры Ли L положительно (или отри-
цательно) определен, то L — компактна.

Класс разрешимых алгебр Ли в некотором смысле дополняет класс
полупростых алгебр: действительно, всякая разрешимая алгебра Ли
содержит коммутативный идеал, тогда как, с другой стороны, полу-
простая алгебра Ли не имеет коммутативного идеала.

Следующие две фундаментальные теоремы показывают, что в
определенном смысле классификация всех алгебр Ли сводится к клас-
сификации разрешимых и полупростых алгебр Ли.

Сначала введем в рассмотрение понятие радикала алгебры Ли и
рассмотрим одно вспомогательное утверждение.

Максимальный разрешимый идеал N, который содержит любой
другой разрешимый идеал алгебры Ли L, называется радикалом ал-
гебры Ли.
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Для полупростой алгебры Ли L радикал N должен быть равен
нулю. В самом деле, если N 6= 0, то N(k) = [N(k−1), N(k−1)], N0 = N —
также идеалы в L. Поэтому если бы N(n−1) 6= 0 и N(n) = 0, то N(n−1)

был бы ненулевым коммутативным идеалом в L. Следовательно, если
L полупростая, то N = 0.

Можно предположить, что если выделить радикал из заданной
алгебры Ли L, то полученная алгебра Ли будет полупростой.

Предложение 1.2. Пусть L — алгебра Ли над P. Если N —
радикал алгебры L, то фактор-алгебра L/N полупроста.

Доказательство. Пусть ϕ — естественный гомоморфизм L на L/N.
Предположим, что S — разрешимый ненулевой идеал в L/N , и пусть
S̃ = ϕ−1(S). Очевидно, что поскольку ϕ(N) = 0, то идеал S̃ бо-
лее широкий, чем N , и содержит N. Алгебры S̃/N и N разрешимы.
Поэтому S̃ — также разрешимый идеал и содержит N. Однако это
противоречит максимальности радикала N . Следовательно, S = {0}.
Поэтому L/N не содержит коммутативный идеал, а значит, L/N —
полупростая алгебра Ли.

Утверждение 1.2 устанавливает тот факт, что произвольная алгебра
Ли состоит из двух частей: радикала N и полупростой алгебры L/N.

Первая теорема (доказательство см., например, в [93]) дает полное
описание этого разложения.

Теорема 1.11 (Леви–Мальцева). Пусть L — произвольная алге-
бра Ли над P с радикалом N. Тогда существует такая полупро-
стая алгебра S алгебры L, что

L = S ⊂+ N. (1.117)

Любые два разложения L вида (1.117) связаны при помощи авто-
морфизма алгебры L.

Равенство (1.117) называется разложением Леви алгебры L, а под-
алгебра S называется фактором Леви. Также из теоремы 1.11 следует,
что

[N,N ] ⊂ N, [S, S] ⊂ S, [N,S] ⊂ N.

В соответствии с теоремой Леви–Мальцева задача классификации
всех алгебр Ли сводится к таким задачам:

1) классификация всех полупростых алгебр Ли;
2) классификация всех разрешимых алгебр Ли;
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3) классификация всех дифференцирований (1.107) разрешимых ал-
гебр Ли в соответствии с классификацией полупростых алгебр
Ли.

Первая задача эквивалентна задаче классификации простых ал-
гебр Ли, поскольку имеет место вторая классификационная теорема.

Теорема 1.12 (Картана). Полупростая комплексная или дей-
ствительная алгебра Ли может быть разложена в прямую сум-
му попарно ортогональных простых алгебр. Это разложение един-
ственно.

Доказательство теоремы можно найти в [12].
Поскольку классификация всех простых действительных алгебр

Ли известна (например, [12], и мы ее приводим ниже), то первая из
сформулированных задач решена полностью.

Две другие задачи решены только частично.
Здесь мы приводим перечень действительных простых алгебр Ли

как действительных форм четырех бесконечных последовательностей
классических алгебр Ли An (n > 1), Bn (n > 2), Cn (n > 3), Dn

(n > 4) и пяти исключительных алгебр Ли G2, F4, E6, E7, E8, кото-
рые составляют множество всех неизоморфных простых комплексных
алгебр Ли. Заметим, что последовательность Dn не содержит алгебру
D2, поскольку она не является простой (D2 ∼ D1⊕D2). Также имеют
место изоморфизмы: A1 ∼ B1 ∼ C1, B2 ∼ C2, A3 ∼ D3.

Размерности классических комплексных алгебр Ли An, Bn, Cn
и Dn такие:

An Bn Cn Dn

Размерность n(n+ 2) n(2n+ 1) n(2n+ 1) n(2n− 1)

Размерности исключительных алгебр Ли: G2 — 14, F4 — 52, E6 —
78, E7 — 133, E8 — 248.

Для описания действительных простых алгебр Ли используют тот
факт, что любая простая алгебра Ли над R является или простой
алгеброй Ли над C (рассматриваемой как алгебра Ли над R), или
действительной формой простой алгебры Ли над C.

В групповом анализе дифференциальных уравнений ведущую
роль играют классические действительные простые алгебры Ли. Ни-
же мы приводим их подробное описание. Символом Lk обозначаем
простые алгебры Ли, которые являются компактными.

1.3. Алгебры Ли операторов симметрии 85

i. Действительные формы алгебры sl(n,C) (∼ An−1, n > 1)

1) Lk = su(n) — алгебра Ли всех косоэрмитовых матриц Z поряд-
ка n со следом TrZ = 0;

2) sl(n,R) — алгебра Ли всех действительных матриц X порядка n
со следом TrX = 0;

3) su(p, q), p+ q = n, p > q — алгебра Ли всех матриц вида
(

Z1 Z2

Z∗
2 Z3

)

,

где Z1, Z3 — косоэрмитовые матрицы порядка p и q соответствен-
но, TrZ1 + TrZ3 = 0, Z2 — произвольная;

4) su∗(2n) — алгебра Ли всех комплексных матриц порядка 2n вида
(

Z1 Z2

−Z2 Z1

)

,

где Z1, Z2 — комплексные матрицы порядка n, TrZ1 +TrZ1 = 0.

ii. Действительные формы алгебры so(2n,C) (∼ Dn, n > 1)

1) Lk = so(2n) — алгебра Ли всех действительных кососимметри-
ческих матриц порядка 2n;

2) so(p, q), p + q = 2n, p > q — алгебра Ли всех действительных
матриц порядка 2n вида

(

X1 X2

XT
2 X3

)

,

где все Xi действительные, X1, X3 — кососимметричеcкие мат-
рицы порядка p и q соответственно, X2 — произвольная;

3) so∗(2n) — алгебра Ли всех комплексных матриц порядка 2n вида
(

Z1 Z2

−Z2 Z1

)

,

где Z1, Z2 — комплексные матрицы порядка n, при этом Z1 —
кососимметрическая, а Z2 — эрмитова.
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iii. Действительные формы алгебры so(2n+ 1,C) (∼ Bn, n > 1)

1) Lk = so(2n+ 1) — алгебра Ли всех действительных кососиммет-
рических матриц порядка 2n+ 1;

2) so(p, q), p+ q = 2n+ 1, p > q — алгебра Ли всех действительных
матриц порядка 2n+ 1 вида

(

X1 X2

XT
2 X3

)

,

где все Xi действительные, X1, X3 — кососимметрические мат-
рицы порядка p и q соответственно, X2 — произвольная.

iv. Действительные формы алгебры sp(n,C) (∼ Cn, n > 1)

1) Lk = sp(n) — алгебра Ли всех косоэрмитовых матриц (без сле-
дов) порядка 2n вида

(

Z1 Z2

Z3 −ZT1

)

,

где все Zi — комплексные матрицы порядка n, Z2 и Z3 — сим-
метрические (то есть sp(n) = sp(n,C) ∩ su(2n));

2) sp(n,R) — алгебра Ли всех действительных матриц порядка 2n
вида

(

X1 X2

X3 −XT
1

)

,

где X1, X2, X3 — действительные матрицы порядка n, X2, X3 —
симметрические;

3) sp(p, q), p+ q = n, p > q — алгебра Ли всех комплексных матриц
порядка 2n вида









Z11 Z12 Z13 Z14

Z∗
12 Z22 ZT14 Z24

−Z13 Z14 Z11 −Z12

Z∗
14 −Z24 −ZT12 Z22









,

где Zij — комплексные матрицы, Z11 и Z13 — порядка p, Z12 и
Z14 — с p строками и q столбцами, Z11 и Z22 — косоэрмитовые,
Z13 и Z24 — симметрические.
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Важными являются такие известные изоморфизмы, которые суще-
ствуют для низших классических алгебр Ли:

su(2) ∼ so(3) ∼ sp(1);

sl(2,R) ∼ su(1, 1) ∼ so(2, 1) ∼ sp(1,R);

so(5) ∼ sp(2);

so(3, 2) ∼ sp(2,R);

so(4, 1) ∼ sp(1, 1);

so(4) ∼ so(3) ⊕ so(3) ∼ sp(1) ⊕ sp(1);

so(2, 2) ∼ sl(2,R) ⊕ sl(2,R);

sl(2,C) ∼ so(3, 1);

su(4) ∼ so(6);

sl(4,R) ∼ so(3, 3);

su(2, 2) ∼ so(4, 2);

su(3, 1) ∼ so∗(6);

su∗(4) ∼ so(5, 1);

so∗(8) ∼ so(6, 2);

so∗(4) ∼ su(2) ⊕ sl(2,R).

Исключительные алгебры Ли, вследствие их высокой размерности,
не играют столь важной роли в групповом анализе дифференциаль-
ных уравнений, как классические простые алгебры Ли. Поэтому здесь
мы лишь коротко останавливаемся на действительных формах алгебр
типов G2, F4, E6, E7, E8. Более подробную информацию об этих
алгебрах можно найти, например, в [91].

Алгебра Ли типа G2 имеет компактную действительную форму g2

и одну некомпактную действительную форму g′2. При этом g2 ∩ g′2 ∼
su(2) ⊕ su(2).

Алгебра Ли типа F4 имеет компактную действительную форму f4

и две некомпактные действительные формы f ′
4, f

′′
4 . При этом f ′

4∩f4 ∼
sp(3) ⊕ su(2), f ′′

4 ∩ f4 ∼ so(9).
Алгебра Ли типа E6 имеет компактную действительную форму e6

и четыре некомпактные действительные формы e′6, e
′′
6 , e

′′′
6 , eiv6 . При

этом e′6 ∩ e6 ∼ sp(4), e′′6 ∩ e6 ∼ su(6) ⊕ su(2), e′′′6 ∩ e6 ∼ so(10) ⊕ R,
eiv6 ∩ e6 ∼ f4.

Алгебра Ли типа E7 имеет компактную действительную форму
e7 и три некомпактные действительные формы e′7, e

′′
7 , e

′′′
7 . При этом

e′7 ∩ e7 ∼ su(8), e′′7 ∩ e7 ∼ so(12) ⊕ su(2), e′′′7 ∩ e7 ∼ e6 ⊕ R.
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Наконец, алгебра Ли типа E8 имеет компактную действительную
форму e8 и две некомпактные действительные формы e′8, e

′′
8 . При этом

e′8 ∩ e8 ∼ e7 ⊕ su(2), e′′8 ∩ e8 ∼ so(16).
Как отмечалась выше, задача классификации неизоморфных раз-

решимых алгебр Ли, насколько нам известно, полностью решена лишь
для действительных алгебр Ли до шестого порядка включительно
(см., например, [42–45, 180]). Здесь мы приводим структуру разре-
шимых алгебр Ли над полем R, размерность которых не превышает
пяти.

Далее будем употреблять такие обозначения:Ak.i = 〈e1, . . . ek〉 —
алгебра Ли размерности k, ej (j = 1, . . . k) — ее базисные элементы,
индекс i обозначает номер класса, к которому принадлежит данная
алгебра Ли. Указывая тип алгебры Aki, будем приводить лишь значе-
ние ненулевых коммутаторов базисных элементов.

Среди наиболее низких разрешимых алгебр Ли над полем R вы-
деляют одну одномерную алгебру Ли A1 = 〈e1〉 и две двухмерные:

A2.1 = 〈e1, e2〉 = A1 ⊕A1 = 2A1;

A2.2 = 〈e1, e2〉, [e1, e2] = e2.

Далее, разрешимые алгебры, которые раскладываются в прямую
сумму разрешимых алгебр низшей размерности, будем называть раз-
ложимыми алгебрами Ли.

Трехмерные разрешимые алгебры Ли (L = 〈e1, e2, e3〉) над R

Трехмерные разрешимые алгебры Ли исчерпываются двумя разло-
жимыми алгебрами:

A3.1 = A1 ⊕A1 ⊕A1 = 3A1;

A3.2 = A2.2 ⊕A1, [e1, e2] = e2,

и семью неразложимыми алгебрами Ли:

A3.3 : [e2, e3] = e1;

A3.4 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2;

A3.5 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2;

A3.6 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2;
A3.7 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = qe2 (0 < |q| < 1);

A3.8 : [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1;

A3.9 : [e1, e3] = qe1 − e2, [e2, e3] = e1 + qe2 (q > 0).
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Отметим, что алгебра A3.3 является нильпотентной. Также отме-
тим, что для алгебр A3.i (i = 3, 4, . . . , 9) 〈e1, e2〉 = A2.1 = 2A1.

Четырехмерные разрешимые алгебры Ли (L=〈e1, e2, e3, e4〉) над R

Среди четырехмерных разрешимых алгебр Ли различают 10 разло-
жимых алгебр: 4A1 = A3.1⊕A1, A2.2⊕2A1 = A2.2⊕A2.1, A2.2⊕A2.2 =
= 2A2.2, A3.i ⊕ A1 (i = 3, 4, . . . , 9); и десять неразложимых разреши-
мых алгебр Ли:

A4.1 : [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2;

A4.2 : [e1, e4] = qe1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3, q 6= 0;

A4.3 : [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2;

A4.4 : [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3;

A4.5 : [e1, e4] = e1, [e2, e4] = qe2, [e3, e4] = pe3,

− 1 6 p 6 q 6 1, p · q 6= 0;

A4.6 : [e1, e4] = qe1, [e2, e4] = pe2 − e3, [e3, e4] = e2 + pe3,

q 6= 0, p > 0;

A4.7 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2,

[e3, e4] = e2 + e3;

A4.8 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + q)e1, [e2, e4] = e2,

[e3, e4] = qe3, |q| 6 1;

A4.9 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2qe1, [e2, e4] = qe2 − e3,

[e3, e4] = e2 + qe3, q > 0;

A4.10 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2,
[e2, e4] = e1.

Пятимерные разрешимые алгебры Ли (L = 〈e1, e2, . . . , e5〉) над R

Множество неизоморфных пятимерных разрешимых алгебр Ли
исчерпывается 27 типами разложимых алгебр: 5A1, A2.2 ⊕ 3A1,
2A2.2 ⊕A1, A3.i ⊕ 2A1 (i = 3, 4, . . . , 8), A3.i ⊕ A2.2 (i = 3, 4, . . .8),
A4.i ⊕A1 (i = 1, . . . , 10); и 39 неразложимыми разрешимыми алгебра-
ми:

A5.1 : [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e2;

A5.2 : [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3;

A5.3 : [e2, e4] = e3, [e2, e5] = e1, [e4, e5] = e2;

A5.4 : [e2, e4] = e1, [e3, e5] = e1;

A5.5 : [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2;
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A5.6 : [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3;

A5.7 : [e1, e5] = e1, [e2, e5] = pe2, [e3, e5] = qe3,

[e4, e5] = re4, −1 6 r 6 q 6 p 6 1, rpq 6= 0;

A5.8 : [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = pe4, 0 < |p| 6 1;

A5.9 : [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = pe3,

[e4, e5] = qe4, 0 6= q 6 p;

A5.10 : [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e4;

A5.11 : [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = e2 + e3,

[e4, e5] = pe4, p 6= 0;

A5.12 : [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = e2 + e3,

[e4, e5] = e3 + e4;

A5.13 : [e1, e5] = e1, [e2, e5] = pe2, [e3, e5] = qe3 − re4,

[e4, e5] = qe4 + re3, |p| 6 1, p · r 6= 0, q ∈ R;

A5.14 : [e2, e5] = e1, [e3, e5] = pe3 − e4,

[e4, e5] = e3 + pe4, p ∈ R;

A5.15 : [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = pe3,

[e4, e5] = e3 + pe4, −1 6 p 6 1;

A5.16 : [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, [e3, e5] = pe3 − qe4,

[e4, e5] = qe3 + pe4, p ∈ R, q 6= 0;

A5.17 : [e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2,

[e3, e5] = qe3 − re4, [e4, e5] = re3 + qe4, r 6= 0, p, q ∈ R;

A5.18 : [e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2,

[e3, e5] = e1 + pe3 − e4, [e4, e5] = e2 + e3 − pe4, p > 0;

A5.19 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = (1 + p)e1, [e2, e5] = e2,

[e3, e5] = pe3, [e4, e5] = qe4, p ∈ R, q 6= 0;

A5.20 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = (1 + p)e2, [e2, e5] = e2,

[e3, e5] = pe3, [e4, e5] = e1 + (1 + p)e4, p ∈ R;

A5.21 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3,

[e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e4;

A5.22 : [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e4, e5] = e4;

A5.23 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3,

[e3, e5] = e3, [e4, e5] = pe4, p 6= 0;
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A5.24 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2e1, [e2, e5] = e2 + e3,

[e3, e5] = e3, [e4, e5] = εe1 + 2e4, ε = ±1;

A5.25 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2pe1, [e2, e5] = pe2 + e3,

[e3, e5] = −e2 + pe3, [e4, e5] = qe4, p ∈ R, q 6= 0;

A5.26 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = 2pe1, [e2, e5] = pe2 + e3,

[e3, e5] = −e2 + pe3, [e4, e5] = εe1 + 2pe4,

ε = ±1, p ∈ R;

A5.27 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e3, e5] = e3 + e4,

[e4, e5] = e1 + e4;

A5.28 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = (1 + p)e1, [e2, e5] = pe2,

[e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e4, p ∈ R;

A5.29 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = e4;

A5.30 : [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = (2 + p)e1,

[e2, e5] = (1 + p)e2, [e3, e5] = pe3, [e4, e5] = e4, p ∈ R;

A5.31 : [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = 3e1,

[e2, e5] = 2e2, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = e3 + e4;

A5.32 : [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2,

[e3, e5] = pe1 + e3, p ∈ R;

A5.33 : [e1, e4] = e1, [e3, e4] = pe3, [e2, e5] = e2,

[e3, e5] = qe3, p, q ∈ R, p2 + q2 6= 0;

A5.34 : [e1, e4] = pe1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3,

[e1, e5] = e1, [e3, e5] = e2, p ∈ R;

A5.35 : [e1, e4] = pe1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e3,

[e1, e5] = qe1, [e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2,

p, q ∈ R, p2 + q2 6= 0;

A5.36 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2,

[e2, e5] = −e2, [e3, e5] = e3;

A5.37 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2,

[e3, e4] = e3, [e2, e5] = −e3, [e3, e5] = e2;

A5.38 : [e1, e4] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3;

A5.39 : [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e2, [e1, e5] = −e2,
[e2, e5] = e1, [e4, e5] = e3.
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В завершение остановимся еще и на известной классификации ал-
гебр, которые являются собственно полупрямыми суммами полупро-
стой и разрешимой алгебр Ли.

Алгебры Ли, которые являются полупрямыми суммами полупро-
стой и разрешимой алгебр Ли, условно можно разбить на два класса:

1) алгебры, которые являются прямой суммой полупростой и разре-
шимой алгебр Ли (разложимые алгебры);

2) алгебры, которые не раскладываются в прямую сумму полупро-
стой и разрешимой алгебр Ли (неразложимые алгебры).

Поскольку структура разложимых алгебр имеет вид:

L = N ⊕ S,

где S — фактор Леви (полупростая алгебра Ли), N — радикал (разре-
шимая алгебра Ли), то полное описание этих алгебр легко получить,
комбинируя известные полупростые и разрешимые алгебры. Посколь-
ку структура разрешимых алгебр изучена частично, то отсутствует
и полная классификация разложимых алгебр Ли. Классификация же
неразложимых алгебр Ли, насколько нам известно, полностью про-
ведена лишь для алгебр, размерности которых не превышают вось-
ми [179]. А именно, алгебр Ли, фактор Леви которых совпадает с
алгебрами sl(2,R) и so(3).

Далее мы приводим полный список этих алгебр, употребляя обо-
значения:

sl(2,R) = 〈e1, e2, e3〉 : [e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3,

[e2, e3] = e1;

so(3) = 〈e1, e2, e3〉 : [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2,
[e2, e3] = e1.

При обозначении радикалов N = 〈e4, e5, . . . , em〉 (m = dimN + 3) мы
сохраняем те же обозначения для разрешимых алгебр Ли, которые
использовались выше. При этом соответствующие коммутационные
соотношения для базисных операторов N легко получить из извест-
ных посредством замены в базисных операторах индексов i на индек-
сы i+ 3. Поэтому в перечне алгебр, которые являются полупрямыми
суммами полупростой и разрешимой алгебр Ли, мы приводим толь-
ко значения ненулевых коммутаторов [ei, ej ] = ckijek, где i = 1, 2, 3;
j, k = 4, 5, . . . ,m.
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1. Алгебры Ли размерности 5 и 6

sl(2,R) ⊂+A2.1 : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e5] = −e5;
so(3) ⊂+A3.1 : [e1, e5] = e6, [e2, e4] = −e6, [e3, e4] = e5,

[e1, e6] = −e5, [e2, e6] = e4, [e3, e5] = −e4;
sl(2,R) ⊂+A3.3 : A3.3 = 〈e6, e4, e5〉, [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A3.5 : A3.5 = 〈e4, e5, e6〉, [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A3.1 : [e1, e4] = 2e4, [e2, e5] = 2e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e6] = −2e6, [e2, e6] = e5, [e3, e5] = 2e6.

2. Алгебры Ли размерности 7

so(3) ⊂+A4.5(p = q = 1) : [e1, e5] = e6, [e2, e4] = −e6,
[e3, e4] = e5, [e1, e6] = −e5, [e2, e6] = e4, [e3, e5] = −e4;

so(3) ⊂+ 4A1 : [e1, e4] = 1
2
e7, [e2, e4] = 1

2
e5, [e3, e4] = 1

2
e6,

[e1, e5] = 1
2
e6, [e2, e5] = −1

2
e4, [e3, e5] = −1

2
e7,

[e1, e6] = −1
2
e5, [e2, e6] = 1

2
e7, [e3, e6] = −1

2
e4,

[e1, e7] = −1
2
e4, [e2, e7] = −1

2
e6, [e3, e7] = 1

2
e5;

sl(2,R) ⊂+A4.5(q = 1) : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A4.8(q = 1) : A4.8 = 〈e6, e4, e5, e7〉, [e1, e4] = e4,

[e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A4.5(p = q = 1) : [e1, e4] = 2e4, [e2, e5] = 2e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e6] = −2e6, [e2, e6] = e5, [e3, e5] = 2e6;

sl(2,R) ⊂+ 4A1 : [e1, e4] = 3e4, [e2, e5] = 3e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e5] = e5, [e2, e6] = 2e5, [e3, e5] = 2e6, [e1, e6] = −e6,
[e2, e7] = e6, [e3, e6] = 3e7, [e1, e7] = −3e7;

sl(2,R) ⊂+ 4A1 : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e5] = −e5, [e1, e6] = e6, [e2, e7] = e6, [e3, e6] = e7,

[e1, e7] = −e7.
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3. Алгебры Ли размерности 8

so(3) ⊂+A5.7(p = q = 1) : [e1, e5] = e6, [e2, e4] = −e6,
[e3, e4] = e5, [e1, e6] = −e5, [e2, e6] = e4, [e3, e5] = −e4;

so(3) ⊂+A5.4 : A5.4 = 〈e8, e4, e7, e5, e6〉, [e1, e4] = 1
2
e7,

[e2, e4] = 1
2
e5, [e3, e4] = 1

2
e6, [e1, e5] = 1

2
e6,

[e2, e5] = −1
2
e4, [e3, e5] = −1

2
e7, [e1, e6] = −1

2
e5,

[e2, e6] = 1
2
e7, [e3, e6] = −1

2
e4, [e1, e7] = −1

2
e4,

[e2, e7] = −1
2
e6, [e3, e7] = 1

2
e5;

so(3) ⊂+A5.7(p = q = r = 1) : [e1, e4] = 1
2
e7, [e2, e4] = 1

2
e5,

[e3, e4] = 1
2
e6, [e1, e5] = 1

2
e6, [e2, e5] = −1

2
e4,

[e3, e5] = −1
2
e7, [e1, e6] = −1

2
e5, [e2, e6] = 1

2
e7,

[e3, e6] = −1
2
e4, [e1, e7] = −1

2
e4, [e2, e7] = −1

2
e6,

[e3, e7] = 1
2
e5;

so(3) ⊂+A5.17(p = q, r = 1) : A5.17 = 〈e4, e6, e5, e7, e8〉,

[e1, e4] = 1
2
e7, [e2, e4] = 1

2
e5, [e3, e4] = 1

2
e6,

[e1, e5] = 1
2
e6, [e2, e5] = −1

2
e4, [e3, e5] = −1

2
e7,

[e1, e6] = −1
2
e5, [e2, e6] = 1

2
e7, [e3, e6] = −1

2
e4,

[e1, e7] = −1
2
e4, [e2, e7] = −1

2
e6, [e3, e7] = 1

2
e5;

so(3) ⊂+ 5A1 : [e1, e4] = 1
2
e7, [e1, e5] = −1

2
e6,

[e1, e6] = 2e5 − e8, [e1, e7] = −2e4, [e1, e8] = 3e6,

[e2, e4] = 1
2
e6, [e2, e5] = 1

2
e7, [e2, e6] = −2e4,
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[e2, e7] = −2e5 − e8, [e2, e8] = 3e7, [e3, e4] = 2e5,

[e3, e5] = −2e4, [e3, e6] = e7, [e3, e7] = −e6;
sl(2,R) ⊂+A5.4 : A5.4 = 〈e8, e4, e6, e5, e7〉, [e1, e4] = e4,

[e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A5.7(p = 1) : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A5.8(p = 1) : A5.8 = 〈e6, e7, e4, e5, e8〉, [e1, e4] = e4,

[e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A5 : A5 ∼ A5.9, [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A5.13(p = 1) : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A5.19(p = 1) : A5.19 = 〈e6, e4, e5, e7, e8〉, [e1, e4] = e4,

[e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A5.20(p = 1) : A5.20 = 〈e6, e4, e5, e7, e8〉, [e1, e4] = e4,

[e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5;
sl(2,R) ⊂+A5.7 : [e1, e4] = 2e4, [e2, e5] = 2e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e5] = −2e6, [e2, e6] = e5, [e3, e5] = 2e6;

sl(2,R) ⊂+Aε5.4 : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e5] = −e5, [e1, e6] = e6, [e2, e7] = e6, [e3, e6] = e7,

[e1, e7] = −e7;
sl(2,R) ⊂+A5.1 : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e5] = −e5, [e1, e6] = e6, [e2, e7] = e6, [e3, e6] = e7,

[e1, e7] = −e7;
sl(2,R) ⊂+A5 : A5 ∼ A5.3, [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5, [e1, e6] = e6, [e2, e7] = e6,

[e3, e6] = e7, [e1, e7] = −e7;
sl(2,R) ⊂+A5.15(p = 1) : [e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5, [e1, e6] = e6, [e2, e7] = e6,

[e3, e6] = e7, [e1, e7] = −e7;
sl(2,R) ⊂+A5.7(p = q = 1, −1 6 r 6 1) : A5.7 = 〈e4, e6, e5, e7, e8〉,

[e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5,



96 Глава 1. Основные понятия группового анализа

[e1, e6] = e6, [e2, e7] = e6, [e3, e6] = e7, [e1, e7] = −e7;
sl(2,R) ⊂+A5.17(p = q, r = 1, p > 0) : A5.17 = 〈e4, e6, e5, e7, e8〉,

[e1, e4] = e4, [e2, e5] = e4, [e3, e4] = e5, [e1, e5] = −e5,
[e1, e6] = e6, [e2, e7] = e6, [e3, e6] = e7, [e1, e7] = −e7;

sl(2,R) ⊂+A5 : A5 ∼ A5.4, [e1, e4] = 3e4, [e2, e5] = 3e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = e5, [e2, e6] = 2e5, [e3, e5] = 2e6,

[e1, e6] = −e6, [e2, e7] = e6, [e3, e6] = 3e7, [e1, e7] = −3e7;

sl(2,R) ⊂+A5.7(p = q = r = 1) : [e1, e4] = 3e4, [e2, e5] = 3e4,

[e3, e4] = e5, [e1, e5] = e5, [e2, e6] = 2e5, [e3, e5] = 2e6,

[e1, e6] = −e6, [e2, e7] = e6, [e3, e6] = 3e7, [e1, e7] = −3e7;

sl(2,R) ⊂+ 5A1 : [e1, e4] = 4e4, [e2, e5] = 4e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e5] = 2e5, [e2, e6] = 3e5, [e3, e5] = 2e6,

[e1, e7] = −2e7, [e2, e7] = 2e6, [e3, e6] = 3e7,

[e1, e8] = −4e8, [e2, e8] = e7, [e3, e7] = 4e8;

sl(2,R) ⊂+ 5A1 : [e1, e4] = 2e4, [e2, e5] = 2e4, [e3, e4] = e5,

[e1, e6] = −2e6, [e2, e6] = e5, [e3, e5] = 2e6, [e1, e7] = e7,

[e2, e8] = e7, [e3, e7] = e8, [e1, e8] = −e8.

Здесь, указывая тип радикала, мы, где это специально не оговоре-
но, считаем, что базис радикала составляют операторы e4, e5, . . . , em,
которые размещены в порядке возрастания индексов. Если дополни-
тельно указан базис, то базисные операторы расположены так, как
они стояли бы в соответствующей разрешимой алгебре. Например,
в алгебре sl(2,R) ⊂+A5.17 указано, что A5.17 = 〈e4, e6, e5, e7, e8〉. Это
означает, что базисные операторы удовлетворяют коммутационным со-
отношениям, которые определяют тип алгебры A5.17, приведенной в
перечне разрешимых алгебр. Чтобы получить явный вид коммутаци-
онных соотношений для данной алгебры, нужно в коммутационных
соотношениях алгебры A5.17 сделать следующие переобозначения опе-
раторов e4, e5, e6, e7, e8:

e4 → e1, e6 → e2, e5 → e3, e7 → e4, e8 → e5.

Также для ряда пятимерных радикаловN = 〈e4, e5, e6, e7, e8〉 мы взяли
такие обозначения:

∼ A5.9 : [e4, e8] = e4, [e5, e8] = e5, [e6, e8] = pe6,

[e7, e8] = e6 + pe7, p 6= 0;
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Aε5.4 : [e4, e8] = e8, [e6, e7] = εe8, ε = ±1;

∼ A5.3 : [e6, e8] = e4, [e7, e8] = e5, [e6, e7] = e8;

∼ A5.4 : [e4, e7] = e8, [e5, e6] = −3e8.

Теперь введем в рассмотрение алгебры Ли инфинитезимальных
операторов и дадим, наконец, ответ на вопрос, образовывают ли пре-
образования, которые допускает уравнение Бюргерса, многопарамет-
рическую группу локальных преобразований.

1.3.3. Алгебра Ли инфинитезимальных операторов. Окончание
рассмотрения примера

Пусть V = RN = 〈x〉 = 〈x1, . . . , xN 〉. Рассмотрим векторные поля
ξ : V → V класса C∞(V ). Поскольку операции сложения и умноже-
ния на действительные числа векторных полей дают снова векторные
поля, то множество всех векторных полей в пространстве V само об-
разовывает векторное пространство (над полем R). Это пространство
будем обозначать символом Lξ и называть пространством вектор-
ных полей (в пространстве V ). В локальной теории рассматривают
векторные поля на открытом множестве W ⊂ V класса C∞(W ), в со-
ответствии с чем получается пространство векторных полей Lξ(W )
на множестве W .

Коммутатором векторных полей ξ1, ξ2 ∈ Lξ называют векторное
поле, которое обозначают символом [ξ1, ξ2] и которое определяется
формулой

[ξ1, ξ2] = ∂ξ2〈ξ1〉 − ∂ξ1〈ξ2〉. (1.118)

Используя понятие инфинитезимального оператора ξ · ∂, это опре-
деление можно записать в виде

[ξ1, ξ2] = (ξ1 · ∂)ξ2 − (ξ2 · ∂)ξ1. (1.119)

Понятие коммутатора векторных полей естественно переносится
и на соответствующие этим полям операторы. А именно, оператор
[ξ1, ξ2] · ∂ называется коммутатором операторов v1 = ξ1 · ∂, v2 =
= ξ2 · ∂ и определяется формулой

[v1, v2] = [ξ1 · ∂, ξ2 · ∂] = [ξ1, ξ2] · ∂. (1.120)

Формула (1.120) означает, что символ коммутатора [ , ] векторных по-
лей переставной со скалярным умножением векторного поля на опе-
ратор дифференцирования, вследствие чего все равно, говорить ли о
коммутаторе операторов или о коммутаторе векторных полей.
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Понятие коммутатора операторов возникло из определения дей-
ствия операторов на отображение (некоторую функцию), когда такое
действие необходимо выполнить несколько раз последовательно, но с
разными операторами. При этом имеет место формула

(ξ1 · ∂)(ξ2 · ∂) − (ξ2 · ∂)(ξ1 · ∂) = [ξ1, ξ2] · ∂, (1.121)

которая показывает, что результаты действия правой и левой частей
равенства на любое отображение равны между собой.

Определение (1.118) вводит в пространстве векторных полей Lξ

бинарную операцию, которая ставит в соответствие упорядоченной
паре (ξ1, ξ2) векторное поле [ξ1, ξ2] ∈ Lξ. Эту операцию и называют
операцией коммутирования.

Введенная операция коммутирования наделяет пространство Lξ

определенной алгебраической структурой. В частности, вследствие
конструктивного определения операции коммутирования на простран-
стве векторных полей, нетрудно установить такие ее алгебраические
свойства:
1◦) Операция коммутирования билинейна. То есть для любых век-

торных полей ξ1, ξ2, ξ3 и любых чисел a, b имеют место тождества

[aξ1 + bξ2, ξ3] = a[ξ1, ξ3] + b[ξ2, ξ3],

[ξ1, aξ2 + bξ3] = a[ξ1, ξ2] + b[ξ1, ξ3].

2◦) Операция коммутирования антисимметрична. То есть для лю-
бых векторных полей ξ1, ξ2 имеет место равенство

[ξ1, ξ2] = −[ξ2, ξ1].

3◦) Операция коммутирования удовлетворяет тождеству Якоби.
То есть для любых векторных полей ξ1, ξ2, ξ3 имеет место равен-
ство

[[ξ1, ξ2], ξ3] + [[ξ2, ξ3], ξ1] + [[ξ3, ξ1]ξ2] = 0.

Проверка этих свойств выполняется непосредственно при помощи
любого из определений коммутатора (1.118), (1.119) и (1.120).

Например, для проверки третьего свойства достаточно заметить,
что

[[ξ1, ξ2], ξ3] · ∂ = ([ξ1, ξ2] · ∂)(ξ3 · ∂) − (ξ3 · ∂)([ξ1, ξ2] · ∂) =

= (ξ1 · ∂)(ξ2 · ∂)(ξ3 · ∂) − (ξ2 · ∂)(ξ1 · ∂)(ξ3 · ∂) −
− (ξ3 · ∂)(ξ1 · ∂)(ξ2 · ∂) + (ξ3 · ∂)(ξ2 · ∂)(ξ1 · ∂),
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и сделать циклическую перестановку индексов 1 → 2 → 3 → 1. После
сложения трех полученных равенств все слагаемые в правой части
взаимно сократятся. Из вышесказанных соображений вытекает, что
для пространства Lξ выполняются аксиомы (a)–(c) из определения
алгебры Ли. Следовательно, пространство Lξ является алгеброй Ли
(действительной алгеброй Ли).

При рассмотрении алгоритма Ли вычисления группы инвариантно-
сти дифференциального уравнения (1.74) было подчеркнуто, что мно-
жество решений определяющей системы уравнений составляет неко-
торое векторное пространство L, которое, очевидно, является подпро-
странством пространства Lξ. В групповом анализе известна следую-
щая теорема (см., например, [46, § 7]).

Теорема 1.13. Если дифференциальное уравнение допускает
операторы v1 = ξ1∂ и v2 = ξ2∂, то оно допускает и их комму-
татор [v1, v2] = [ξ1, ξ2] · ∂.

Из этой теоремы вытекает факт, который имеет фундаментальное
значение: множество всех операторов, которые допускает данное
дифференциальное уравнение, образовывает алгебру Ли.

Если есть некоторая алгебра Ли L операторов, которую допускает
данное дифференциальное уравнение, то говорят, что это уравнение
допускает алгебру Ли L. Саму алгебру Ли L, в таких случаях, назы-
вают алгеброй инвариантности или алгеброй симметрии данного
уравнения.

Наиболее широкая алгебра Ли, которую допускает данное диффе-
ренциальное уравнение, называется максимальной алгеброй инвари-
антности данного уравнения.

Теперь понятно, что в рассмотренных в п. 1.2.3 примерах, вычисляя
основные группы, которые допускают дифференциальные уравнения,
мы, фактически, нашли некоторые алгебры Ли инвариантности дан-
ных уравнений.

Следовательно, утвердительный ответ на вопрос, составляют ли
преобразования, которые допускает уравнение Бюргерса, многопара-
метрическую группу, мы получим тогда, когда убедимся, что операто-
ры (1.94) образовывают базис некоторой алгебры Ли.

Для этого нужно найти коммутаторы всех пар операторов и убе-
диться, что в результате выполнения операции коммутирования будут
получены операторы, которые принадлежат пространству L5 с базис-
ными операторами vi (i = 1, . . . , 5) вида (1.94).

Для вычисления будем использовать формулу (1.120), которая в
покомпонентной записи (v1 = ξi1∂xi , v2 = ξi2∂xi , i = 1, . . . , N) имеет
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вид

[v1, v2] = ((v1ξ
i
2) − (v2ξ

i
1))

∂
∂xi

. (1.122)

Так, например, для операторов v3, v4 вида (1.94), в соответствии с
(1.122), имеем

[v3, v4] = [((t∂x − ∂u)2t− (2t∂t + x∂x − u∂u) · 0)∂t +

+ ((t∂x − ∂u)x− (2t∂t + x∂x − u∂u) · t)∂x +

+ ((t∂x − ∂u)(−u) − (2t∂t + x∂x − u∂u) · (−1))∂x =

= (t− 2t)∂x + ∂u = −t∂x + ∂u = −v3 ∈ L5.

Результаты вычислений приведены в следующей таблице, где ком-
мутаторы операторов [vi, vj ] содержатся на пересечении i-й строки и
j-го столбца.

v1 v2 v3 v4 v5

v1 0 0 v2 2v1 v4

v2 0 0 0 v2 v3

v3 −v2 0 0 −v3 0
v4 −2v1 −v2 v3 0 2v5

v5 −v4 −v3 0 −2v5 0

Пусть S = 〈v1, v4, v5〉, T = 〈v2, v3〉. Нетрудно убедиться, что

[S, S] ⊂ S, [T, T ] ⊂ T, [T, S] ⊂ T,

следовательно, L5 = S ⊂+T. Далее, T(1) = [T, T ] = 0, то есть T —
разрешимая алгебра Ли (более того — абелева алгебра Ли).

Для алгебры S

S(1) = [S, S] = S,

и, в соответствии с определением, алгебра S является простой алге-
брой Ли.

Согласно обозначениям приведенной в п. 1.3.2 классификации раз-
решимых алгебр Ли T ∼ A2.1.

Определим тип алгебры S. Поскольку dimS = 3, то, в соответ-
ствии с приведенной в п. 1.3.2 классификацией простых алгебр Ли,
она может быть изоморфной или алгебре sl(2,R), или алгебре so(3).

Пусть sl(2,R) = 〈e1, e2, e3〉, где

[e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e2, e3] = e1.
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Нетрудно убедиться, что отображение ϕ

ϕ : v1 → −e2, v4 → −e1, v5 → e3

определяет изоморфизм между алгебрами S и sl(2,R), то есть S ∼
sl(2,R).

Следовательно, максимальная алгебра инвариантности уравнения
Бюргерса изоморфна полупрямой сумме простой алгебры sl(2,R)
и коммутативного радикала T :

L5 ∼ sl(2,R) ⊂+A2.1.

Отметим, что изоморфной алгебре sl(2,R) ⊂+A2.1 является так назы-
ваемая полная алгебра Галилея.

В завершение параграфа мы останавливаемся еще на трех приме-
рах и предлагаем для самостоятельного решения несколько заданий.

1.3.4. Практикум

Пример 1.7. В соответствии с результатами примера 1.4 уравнение теп-
лопроводности

ut = uxx

допускает бесконечномерную алгебру симметрии, которая порождена опера-
торами

v1 = ∂x, v2 = ∂t, v3 = u∂u, v4 = 2t∂t + x∂x,

v5 = 2t∂x − xu∂u, v6 = 4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u,

v∞ = α(t, x)∂u, αt = αxx.

Определим теперь тип шестимерной алгебры L6, состоящей из операторов
v1, . . . , v6, и найдем преобразования, которые составляют основную группу
симметрии.

Результаты коммутационных соотношений, полученные в соответствии с
формулой (1.122), приведены в следующей таблице.

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v∞
v1 0 0 0 v1 −v3 2v5 v∞(αx)
v2 0 0 0 2v2 2v1 4v4 − 2v3 v∞(αt)
v3 0 0 0 0 0 0 −v∞

v4 −v1 −2v2 0 0 v5 2v6 v∞(α′)
v5 v3 −2v1 0 −v5 0 0 v∞(α′′)
v6 −2v5 2v3 − 4v4 0 −2v6 0 0 v∞(α′′′)
v∞ −v∞(αx) −v∞(αt) v∞ −v∞(α′) −v∞(α′′) −v∞(α′′′) 0

Здесь α′ = xαx + 2tαt, α
′′ = 2tαx + xα, α′′′ = 4txαx + 4t2αt + (x2 + 2t)α.
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Поскольку все инфинитезимальные операторы должны составлять алге-
бру Ли, то мы можем сделать такой вывод: если α(t, x) — решение уравнения
теплопроводности, то и αx, αt, α′, α′′, α′′′ — также решения уравнения теп-
лопроводности, и общая структура бесконечномерной алгебры симметрии L∞

уравнения теплопроводности такова:

L
∞ = L

6 ⊂+ 〈v∞〉.

Определим теперь тип алгебры L6 = 〈v1, . . . , v6〉. Пусть S = 〈v2, v4, v6〉,
T = 〈v1, v3, v5〉. Очевидными являются соотношения [S, S] ⊂ S, [S, T ] ⊂ T ,
[T, T ] ⊂ T. Следовательно, L6 = S ⊂+T.

Рассмотрим алгебруA3.3 = 〈e1, e2, e3〉, где [e2, e3] = e1, [e1, e2] = [e1, e3] =
= 0 (см. список трехмерных разрешимых алгебр Ли). Нетрудно убедиться, что
алгебра A3.3 является нильпотентной алгеброй (ее еще называют алгеброй
Вейля).

С другой стороны, мы видим, что для идеала T выполняются равенства

T
(1) = [T, T ] = 〈e1〉, T

(2) = [T (1)
, T

(1)] = 0,

то есть T — также нильпотентная алгебра Ли. Поскольку есть только одна
трехмерная нильпотентная алгебра Ли, то остается построить изоморфизм
ϕ : T → A3.3. Непосредственной проверкой убеждаемся, что

ϕ : v3 → e1, v5 → e2, v1 → e3.

Следовательно, T ∼ A3.3.
Для алгебры S имеет место равенство [S, S] = S, поэтому S — полупро-

стая алгебра Ли и, как нетрудно убедиться, S ∼ sl(2,

�

).
Следовательно, алгебра L6 разлагается в полупрямую сумму полупростой

алгебры Ли, изоморфной sl(2,

�

), и трехмерного нильпотентного радикала:

L
6 ∼ sl(2,

�

) ⊂+A3.3.

Заметим, что алгебра sl(2,

�

) ⊂+A3.3 является изоморфной так называемой
полной расширенной алгебре Галилея (или, еще говорят: алгебре Шредин-
гера).

Для построения в явном виде преобразований, которые допускает урав-
нение теплопроводности, необходимо для каждого из операторов vi (i =
= 1, . . . , 6) и v∞ найти решение задачи Коши (1.7). Ниже мы приводим
результаты вычислений:

G
1
1 : (t, x+ a1, u),

G
1
2 : (t+ a2, x, u),

G
1
3 : (t, x, ea3u) ,

G
1
4 :

�

e
2a4 t, e

a4x, u

�

,

G
1
5 :

�

t, 2a5t+ x, u exp

�

−a5x− a
2
5t

� �
,

1.3. Алгебры Ли операторов симметрии 103

G
1
6 :

�

t
1 − 4a6t

,
x

1 − 4a6t
, u

√
1 − 4a6t exp

�

− a6x
2

1 − 4a6t

��

,

G
1
∞ : (t, x, u+ aα(t, x)),

где a, a1, . . . , a6 — действительные параметры.
Заметим, что значения α′, α′′, α′′′ можно использовать для построения

новых решений уравнения теплопроводности по уже известным.
Например, из решения α = 2t+ x2 получаем еще одно решение

α
′′′ = 8t

�

t+ x
2

�

+

�

2t + x
2

� 2
уравнения αt = αxx.

Пример 1.8. Найти коммутационные соотношения, которые определяют
алгебру so(2, 2).

В соответствии с перечнем простых алгебр Ли алгебра so(2, 2) — это
алгебра Ли всех действительных матриц порядка 6 вида���� 0 α α1 α2

−α 0 α3 α4

α1 α3 0 β
α2 α4 −β 0

���	 ,
где α, α1, α2, α3, α4, β ∈ �

.
Отсюда следует, что для алгебры so(2, 2) можно взять базис

e1 =

���� 0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

���	 , e2 =

����0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

���	 , e3 =

����0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

���	 ,
e4 =

����0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

���	 , e5 =

����0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

���	 , e6 =

����0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

���	 .
Непосредственными вычислениями убеждаемся, что

[e1, e2] = −e4, [e1, e3] = −e5, [e1, e4] = e2, [e1, e5] = e3,

[e1, e6] = 0, [e2, e3] = −e6, [e2, e4] = e1, [e2, e5] = 0,

[e2, e6] = −e3, [e3, e4] = 0, [e3, e5] = e1, [e3, e6] = e2,

[e4, e5] = −e6, [e4, e6] = −e5, [e5, e6] = e4.

Заметим, что более привычными в разных применениях есть такие обозначе-
ния базисных элементов алгебры so(2, 2):

J12(e1), J13(e2), J14(e3), J23(e4), J24(e5), J34(e6).
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Коммутационные соотношения в этих обозначениях записываются более ком-
пактно:

[Jab, Jcd] = gadJbc + gbcJad − gacJbd − gbdJac,

где a, b, c, d = 1, 2, 3, 4, gab — метрический тензор обобщенного пространства
Минковского

�2,2 :

gab =

���� 1, a = b = 1, 2;
−1, a = b = 3, 4;

0, a 6= b.

Пример 1.9. Показать, что имеет место изоморфизм

so(2, 2) ∼ sl(2,

�

) ⊕ sl(2,

�

).

Возьмем базис алгебры so(2, 2) = {Jab|a, b = 1, 2, 3, 4, a < b} в таком виде:

A1 = J12 + J34, A2 = J23 − J14, A3 = J13 + J24,

B1 = J12 − J34, B2 = J23 + J14, B3 = J13 − J24.

Нетрудно убедиться, что выполняются такие коммутационные соотношения:

[A1, A2] = 2A3, [A1, A3] = −2A2, [A2, A3] = −2A1;

[B1, B2] = 2B3, [B1, B3] = −2B2, [B2, B3] = −2B1;

[Ai, Bj ] = 0, i, j = 1, 2, 3.

То есть если S1 = 〈A1, A2, A3〉, S2 = 〈B1, B2, B3〉, то
[S1, S1] ⊂ S1, [S2, S2] ⊂ S2, [S1, S2] = 0,

откуда и следует, что

so(2, 2) = S1 ⊕ S2.

Алгебра sl(2,

�

) = 〈e1, e2, e3〉 с точностью до изоморфизма определяется
такими коммутационными соотношениями:

[e1, e3] = −2e2, [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3.

Нетрудно увидеть, что отображение ϕ

e1 → 1
2
(A3 +A1), e2 → 1

2
A2, e3 → 1

2
(A3 −A1)

является изоморфизмом для алгебр sl(2,

�

) и S1, sl(2,

�
) и S2 (если Ai → Bi,

i = 1, 2, 3).
Следовательно, so(2, 2) ∼ sl(2,

�

) ⊕ sl(2,

�

).
Задание 1.8. Определить типы алгебр инвариантности уравнений из за-

дания 1.4 и построить явный вид преобразований группы, которые допускают
эти уравнения.
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Задание 1.9. Найти все разрешимые подалгебры алгебр Лоренца и Пу-
анкаре.

Задание 1.10. Провести классификацию всех десятимерных алгебр Ли,
которые содержат четырехмерный абелевый радикал.

Указание: воспользоваться теоремами Леви–Мальцева и Картана и перечнем
простых алгебр Ли.

Задание 1.11. Показать, что алгебра L8 = 〈e1, . . . , e8〉, ненулевые комму-
тационные соотношения которой имеют вид

[e1, e2] = e5, [e1, e3] = e6, [e1, e4] = e7, [e1, e5] = −e8,
[e2, e3] = e8, [e2, e4] = e6, [e2, e6] = −e7, [e3, e4] = −e5,
[e3, e5] = −e7, [e4, e6] = −e8,

является нильпотентной.

Задание 1.12. Определить тип алгебры инвариантности уравнения Кор-
тевега–де Фриза.

Заметим, что эта алгебра изоморфна так называемой специальной алгебре
Галилея.

Задание 1.13. Показать, что имеют место изоморфизмы:

so(4) ∼ so(3) ⊕ so(3),

so
∗(4) ∼ su(2) ⊕ (2,

�
),

sl(2,
 

) ∼ so(3, 1).

Задание 1.14. Показать, что максимальная алгебра инвариантности пер-
вого уравнения из задания 1.4 изоморфна алгебре (ее называют расширенной
алгеброй Пуанкаре)

p̃(1, 2) = (so(1, 2) ⊕ 〈D〉) ⊂+ t
3
,

где so(1, 2) = 〈J01, J02, J12〉, t3 = 〈P0, P1, P2〉 и имеют место такие коммута-
ционные соотношения:

[Pα, Jβγ ] = gαβPγ − gαγPβ ,

[Jαβ , Jδγ ] = gαγJβδ + gβδJαγ − gαδJβγ − gβγJαδ ,

[Pα, D] = Pα, [Jαβ , D] = 0,

где α, β, γ, δ = 0, 1, 2 и

gαβ =

�!�� 1, α = β = 0;
−1, α = β = 1, 2;

0, α 6= β.
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1.4. Симметрийная редукция и инвариантные
решения уравнений в частных производных

Четвертый, последний, параграф первого раздела посвящен рас-
смотрению одного из важных применений нетривиальных симметрий-
ных свойств дифференциальных уравнений в частных производных,
а именно: симметрийнoй редукции и построению точных (инвариант-
ных) решений таких уравнений. Здесь мы ограничиваемся лишь фор-
мулированием ряда теорем. Их доказательство можно найти, напри-
мер, в [46].

1.4.1. Инвариантные решения системы уравнений в частных
производных

В разных задачах математической физики свойства инвариантно-
сти дифференциальных уравнений используются для построения их
частных решений, которые известны как инвариантные и частично ин-
вариантные решения. Здесь мы ограничиваемся рассмотрением лишь
инвариантных решений, примерами которых являются известные в
механике стационарные, одномерные, автомодельные решения. Усло-
вия существования частично инвариантных решений можно найти
в [46].

Рассматриваем систему дифференциальных уравнений

F (x, u, u
1
, . . . , u

p
) = 0, F = (F 1, . . . , F s) (1.123)

порядка p, которая определена в некоторой открытой области про-
странства V = X × U n независимых X = 〈x〉 = 〈x1, . . . , xn〉 и m
зависимых U = 〈u(x)〉 = 〈u1, . . . , um〉 переменных.

В дальнейшем систему (1.123) мы обозначаем символом S.
Предположим, что уравнение допускает r-параметрическую груп-

пу Gr преобразований fa пространства V. Эта группа может совпа-
дать с основной группой уравнения S (ее мы будем обозначать GS),
а может быть только ее подгруппой. Пусть, далее, L = Lr — ал-
гебра Ли группы Gr, элементами которой являются векторные поля
(ξa(x, u), ηa(x, u)), которые принадлежат классу C∞(V ) и могут быть
записаны в виде операторов

va = ξia(x, u)∂xi + ηαa (x, u)∂uα , (1.124)

где a = 1, . . . , r, i = 1, . . . , n, α = 1, . . . ,m.
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Каждое решение u уравнения S является отображением X → U,
которое действует по формуле u = u(x).

Множество всех решений класса C∞(W ) на открытом множестве
W ⊂ X будем обозначать символом Su.

Решению u соответствует некоторая поверхность (будем говорить
многообразие) [u] ⊂ V, которое определяется уравнением

u− u(x) = 0. (1.125)

Фундаментальное значение выражения “уравнение S допускает
группу Gr” состоит в том, что группа Gr действует на множестве
решений Su. Это означает, что в результате действия произвольного
преобразования Fa ∈ Gr каждое решение u ∈ Su трансформируется в
решение того же уравнения S.

Прежде чем перейти к рассмотрению понятия инвариантных реше-
ний и условий их существования, остановимся на некоторых вспомо-
гательных, необходимых для дальнейшего изложения, фактах и поня-
тиях группового анализа.

Пусть N = m + n и k 6 N. Для произвольного непрерывного
дифференцируемого отображения ψ : V → Rk введем понятие ран-
га этого отображения на открытом множестве W ⊂ V. Для этого
рассмотрим производную ∂ψ(x, u), которая является линейным отоб-
ражением V → Rk. Ранг матрицы (∂ψ(x, u)) этого линейного отоб-
ражения называется рангом отображения ψ в точке (x, u). Говорят,
что отображение ψ имеет ранг на множестве W, если его ранг один
и тот же во всех точках (x, u) ∈ W. Если отображение ψ имеет ранг
на W , равный q, то число q называется рангом отображения ψ на
множестве W .

Как известно из дифференциальной геометрии, любое отображение
ψ : W → R

k класса C1(W ) задает (локально в окрестности точки
(x0, u0)) некоторое многообразие [ψ] ⊂ V как множество тех точек
(x, u) ∈ W , для которых выполнено равенство

ψ(x, u) = 0. (1.126)

Это равенство называют уравнением многообразия [ψ]. Задание мно-
гообразия при помощи уравнения еще называют его неявным задани-
ем.

Уравнение (1.126) называется регулярным, a многообразие [ψ], ко-
торое оно задает, — регулярно заданным многообразием, если ранг
отображения ψ на W равен k. В этом случае размерность многообра-
зия [ψ] равняется N − k.
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В системе координат, в которой (x, u) = (x1, . . . , xn, u1, . . . , um),
уравнение (1.126) имеет вид системы из k уравнений

ψj(x1, . . . , xn, u1, . . . , um) = 0, j = 1, . . . , k,

а условие регулярности сводится к тому, чтобы матрица Якоби (∂ψ)
= (∂iψ

j) имела ранг k везде в окрестности точки (x0, u0).
Обобщим, далее, понятие инвариантности однопараметрической

группы на случай r-параметрической группы. Через

(x, u) = f(x, u, a)

будем обозначать образ точки (x, u) ∈ V в результате действия неко-
торого отображения fa из группы Gr как отображения

fa : V × R
r → V.

Пусть F : V → Ṽ и группа Rr действует на Ṽ тривиально.
Отображение F 6= const называется инвариантом группы Gr, если

для любых (x, u, a) ∈ V × Rr выполняется равенство

F (x, u) = F (x, u). (1.127)

По внешнему виду определение (1.127) совпадает с определени-
ем (1.17). Отличие состоит в том, что в (1.127) “параметр” a уже не
действительное число, а r-мерный вектор a ∈ R

r.
Следующая теорема, которая является аналогом теоремы 1.2, дает

инфинитезимальный критерий инвариантности отображения F.

Теорема 1.14. Отображение F : V → Ṽ , F 6= const, класса
C1(V ) является инвариантом группы Gr с векторными полями
(1.124) тогда и только тогда, когда для любой точки (x, u) ∈ V
имеет место равенство

vaF (x, u) = 0 ∀ a (a = 1, . . . , r). (1.128)

Введем далее в рассмотрение понятие ранга группы Gr.
Рангом группы Gr в точке (x0, u0) открытого множества W ⊂ V

называется число, которое равно рангу r × N -матрицы ‖ξia(x0, u0),
ηαa (x0, u0)‖, где ξia, ηαa — компоненты векторных полей (ξa, ηa),
i = 1, . . . , n, α = 1, . . . ,m, a = 1, . . . , r.

Рангом (общим рангом) группы Gr на открытом множестве
W ⊂ V называется число

r∗ = r∗(ξa, ηa) = max
(x,u)∈W

rank‖ξia(x, u), ηαa (x, u)‖. (1.129)
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Система (1.128) — это система линейных однородных дифференци-
альных уравнений в частных производных первого порядка. Учитывая,
что операторы va составляют базис некоторой алгебры Ли, видно [20],
что эта система полная. Поэтому, в соответствии с (1.129), группа Gr

будет иметь инварианты тогда, когда r∗ < N. В этом случае для груп-
пы Gr существует полный набор из N−r∗ скалярных функционально
независимых инвариантов

J l : V → R
k (l = 1, . . . , N − r∗), (1.130)

который имеет то свойство, что любой инвариант этой группы может
быть представлен в виде функции инвариантов (1.130).

Следовательно, группа Gr преобразований пространства V (dimV =
= n + m = N) имеет три целочисленные характеристики (r,N, r∗),
между которыми существуют обязательные соотношения:

r∗ 6 r, r∗ 6 N. (1.131)

Группа, для которой r < N, всегда имеет инварианты. Но и группа,
для которой r > N, также может иметь инварианты, если r∗ < N.

Возвратимся теперь к многообразию [ψ], которое задано уравнени-
ем (1.126).

Многообразие [ψ] ⊂ V называется инвариантным многообразием
группы Gr, если для каждой точки (x, u) ∈ [ψ] существует такая
окрестность нуля o ⊂ R

r, что для произвольного a ∈ o точка (x, u)
также принадлежит [ψ].

Далее считаем, что уравнением (1.126) многообразие [ψ] задано
регулярно, и при этих условиях dim[ψ] = N − k.

Инфинитезимальный критерий инвариантности многообразия
формулируется при помощи инфинитезимальных операторов (1.124).

Теорема 1.15. Многообразие [ψ], которое регулярно задано
уравнением (1.126), инвариантно относительно группы Gr тогда
и только тогда, когда

vaψ
∣

∣

[ψ]
= 0. (1.132)

Существует простой способ формирования инвариантных мно-
гообразий для заданной группы Gr. Берется любой ее инвариант
F : V → Rk и составляется уравнение F (x, u) = 0. Заданное этим
уравнением многообразие V является инвариантным относительно
группы Gr. Этот факт очевиден вследствие определения (или кри-
терия (1.132)). Пусть r∗ = r∗(ξa, ηa) является общим рангом каса-
тельного отображения группы Gr на множестве W. При этом мы не
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предполагаем, что в разных точках (x, u) ∈ W rank(ξia(x, u), η
α
a (x, u))

равен r∗. При помощи числа r∗ все точки (x, u) ∈ W подразделяются
на особые и неособые.

Точка (x, u) называется особой точкой (группы Gr), если

rank ‖ξa(x, u), ηa(x, u)‖ < r∗,

и неособой точкой, если

rank ‖ξa(x, u), ηa(x, u)‖ = r∗.

Многообразие [ψ] ⊂ W называется особым многообразием груп-
пы Gr, если все его точки являются особыми и если касательное
отображение имеет такой ранг на [ψ]:

rank (ξa, ηa) = r∗((ξa, ηa)
∣

∣[ψ]) < r∗.

Многообразие [ψ] ⊂ W называется неособым многообразием
группы Gr, если все его точки есть неособые:

r∗((ξa, ηa)
∣

∣[ψ]) = r∗.

Теорема 1.16. Неособые инвариантные многообразия группы Gr

существуют тогда и только тогда, когда N > r∗. Если неосо-
бое инвариантное многообразие группы Gr задано регулярно урав-
нением (1.126), то существует такой инвариант этой группы
F : V → Rk, что это многообразие задается уравнением F (x) = 0.

Очевидно, что размерность любого неособого инвариантного мно-
гообразия группы Gr не меньше числа r∗. Каждое неособое инвари-
антное многообразие имеет важную числовую характеристику — ранг.
Рангом неособого инвариантного многообразия [ψ] размерности N−k
группы Gr называется число

ρ = ρ([ψ]) = N − k − r∗. (1.133)

Геометрическое содержание ранга выясняется путем рассмотрения
пространства RN−r∗(ω), которое называют пространством инвари-
антов. Точками (векторами) пространства инвариантов являются зна-
чения инвариантов ωi = J i(x, u) (i = 1, . . . , N − r∗), которые получа-
ются, когда точка (x, u) пробегает открытое множествоW ⊂ V. Тогда,
согласно теореме 1.16, неособое инвариантное многообразие [ψ] зада-
ется системой k независимых уравнений в пространстве инвариантов:

Φσ
(

ω1, . . . , ωN−r∗) = 0 (σ = 1, . . . , s). (1.134)
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Уравнения (1.134) независимы в том смысле, что r∗(∂ωΦσ) = s, а зна-
чит, размерность многообразия равна N−r∗−s, то есть числу (1.133).

Уравнения этого многообразия в пространстве V получаются, если
положить ων = J ν(x, u) (ν = 1, . . . , N − r∗), и имеют вид

Φσ
(

J 1(x, u),J 2(x, u), . . . ,J N−r∗(x, u)
)

= 0.

Перейдем теперь к рассмотрению понятия инвариантного реше-
ния уравнения S (1.123).

Если дифференциальное уравнение S допускает группу Gr, то оно
допускает и любую ее подгруппу H. В соответствии с этим понятие
инвариантного решения определяется так, чтобы оно охватывало все
подгруппы H ⊂ Gr.

Решение u ∈ Su называется инвариантным H-решением уравне-
ния S, если соответствующее ему многообразие [u] является инвари-
антным многообразием группы H.

Понятно, что многообразие-решение [u] имеет размерность dim[u] =
= n = dimX. С другой стороны, очевидно, что r∗(∂(u − u(x)) = m.
Следовательно, поскольку dimV = N = n + m, многообразие [u]
задано уравнением (1.125) регулярно. Пусть (ξa, ηa) — касательное
отображение группы H и имеет место представление (1.124). Приме-
нение к [u] критерия инвариантности регулярно заданного многообра-
зия (1.132) дает следующий критерий инвариантности решения u ∈ Su
для любой точки (x, u) ∈W :

ηa(x, u(x)) − ∂u(x)〈ξa(x, u(x))〉 = 0. (1.135)

Инвариантное H-решение u называется особым или неособым в за-
висимости от того, является ли соответствующее многообразие [u]
особым или неособым многообразием группы H.

Пусть r∗ = r∗(ξa, ηa) — общий ранг группы H. Для того что-
бы выяснить, будет ли данное инвариантное H-решение (или H-
инвариантное решение) u особым или неособым, нужно найти число
r∗(ξa, ηa

∣

∣[u]) и сравнить его с r∗. Но, вследствие условия инвариант-
ности (1.135),

r∗(ξa, ηa
∣

∣[u]) = r∗(ξa(x, u(x)), ηa(x, u(x))) =

= r∗(ξa(x, u(x)) = r∗(ξa
∣

∣[u]).

Поэтому решение u является особым, если r∗(ξa
∣

∣[u]) < r∗, и явля-
ется неособым, если r∗(ξa

∣

∣[u]) = r∗.
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Итак, решение u является неособым тогда и только тогда, когда

r∗(ξa
∣

∣[u]) = r∗.

Если u — неособое H-инвариантное решение, то соответствующее
инвариантное многообразие [u] имеет определенный ранг, который ра-
вен его размерности в пространстве инвариантов. Но размерность [u]
равна N −m = (n+m) −m = n, поэтому формула (1.133) дает такое
значение ранга неособого H-инвариантного решения:

ρ = ρ(H) = n− r∗.

Кроме этого, вследствие теоремы 1.16, неособое инвариантное много-
образие [u], регулярно заданное уравнением (1.126), может быть регу-
лярно задано уравнением вида

Φ(J 1(x, u), . . . ,J N−r∗(x, u)) = 0

с некоторым отображением Φ : RN−r∗ → Rm класса C∞, и при этом
r∗(∂Φ) = m.

Необходимое условие существования неособого H-инвариантного
решения уравнения S дает следующая терема.

Теорема 1.17. Для существования неособых H-инвариантных
решений необходимым является выполнение соотношений

r∗ 6 n, r∗(ξa) = r∗. (1.136)

Пусть V = Rm+s(x, u) — пространство инвариантов. Вследствие
теоремы 1.16 для произвольного неособого инвариантного многообра-
зия [ψ] ⊂ V группы H определена его проекция [ψ] в пространстве
инвариантов V . Соответствие между неособыми инвариантными мно-
гообразиями и их проекциями является взаимно-однозначным, в со-
ответствии с таким утверждением: неособое инвариантное многооб-
разие [ψ] однозначно определяется своей проекцией [ψ] в простран-
стве инвариантов. Отсюда следует, что для произвольного заданного
многообразия [ψ] ⊂ V существует одно и только одно неособое мно-
гообразие [ψ] ⊂ V, проекцией которого является [ψ]. В дальнейшем
пространство инвариантов V будем рассматривать как произведение
V = X × U, где X = Rρ(x), U = Rm(u). В соответствии с этим
полное множество инвариантов состоит из двух наборов инвариантов
ω = {ω1, . . . , ωρ}, w = {w1, . . . ,wm}, и при этом предполагается, что
ω : V → X, w : V → U и

r∗(∂xω) = ρ, r∗(∂uw) = m. (1.137)
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В этих обозначениях неособое многообразие [u] с уравнением
(1.126) может быть задано в пространстве инвариантов уравнением
вида

u− u(x) = 0

с некоторым отображением u : X → U. Это уравнение задает про-
екцию [u] многообразия [u] в V . Отображение u будет называться
проекцией отображения u в пространстве инвариантов.

Пусть инвариантное многообразие [u] группы Gr задано уравне-
нием Φ(x, u) = 0 при помощи отображения Φ : V → Rm, которое
удовлетворяет уравнению

vaΦ = λ · Φ

с некоторым коэффициентом λ : V → L(Rm), где L(Rm) — простран-
ство непрерывных линейных отображений Rm → Rm, и условию

r∗(∂uΦ) = m.

Для определенного p > 1 строится продолженное многообразие
[u
p
] ⊂ V

p
, которое задано уравнениями

Φ = 0, DΦ = 0, D2Φ = 0, . . . , DpΦ = 0, (1.138)

где D — оператор полного дифференцирования. Тогда уравнения
(1.138) могут быть разрешимы относительно величин u

1
, . . . , u

p
, так что

система (1.138) равносильна системе вида

u
1

= v
1
(x, u), u

2
= v

2
(x, u), . . . , u

p
= v

p
(x, u). (1.139)

Имеет место утверждение.
Многообразие [u

p
] является дифференциальным инвариантным

многообразием группы Gr.
Пусть задан дифференциальный инвариант F : V

k
→ P, то есть

инвариант продолженной группы G
p

r и его сужения F
∣

∣[u
p
]. Вследствие

заданности многообразия [u
p
] системой уравнений (1.139) это сужение

можно рассматривать как отображение F
∣

∣[u
k
] : V → P. Можно пока-

зать, что отображение F
∣

∣[u
p
] является инвариантом группы Gr. Этот
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факт, в частности, можно применить к неособому многообразию [u]
в случае группы H , которая удовлетворяет условиям теоремы 1.17.
Здесь система уравнений вида (1.139), которая задает продолженное
многообразие [u

k
], такая:

u
1

= ∂u(x), u
2

= ∂2u(x), . . . , u
p

= ∂pu(x). (1.140)

С другой стороны, то же многообразие может быть задано систе-
мой уравнений вида (1.138) при помощи инварианта Φ, который дей-
ствует в соответствии с формулой Φ(x, y) = w(x, y) − u(ω(x, y)), где
u — проекция отображения u. При этом равенство Φ(x, u) = 0, то
есть u = u(x), равносильно равенству u = u(x). Поэтому многообра-
зие (1.140) является дифференциальным инвариантным многообрази-
ем группы H. Более того, каждое уравнение DkΦp = 0 (k = 1, . . . , p)
разрешимо относительно величин u

s
= ∂su(x). Это означает, что си-

стема (1.140) равносильна такой системе уравнений в продолженном
пространстве инвариантов V

p
, которое строится продолжением про-

странства U при помощи X :

u
1

= ∂u(x), u
2

= ∂2u(x), . . . , u
p

= ∂pu(x), (1.141)

где u
k
— элемент пространства V

p
. Но система (1.141) связывает только

инвариантные продолжения группы H
k
. Поэтому эта система являет-

ся проекцией системы (1.140) и тем самым определяет проекцию [u
p
]

продолженного многообразия [u
p
] в пространстве инвариантов продол-

женной группы H
k
. Можем подвести такой итог:

Если u = u(x) является неособым H-инвариантным многооб-
разием [u] и u — проекция отображения u в пространстве инва-
риантов группы H, то продолженное многообразие [u

p
] является

инвариантным многообразием продолженной группы H
k
. При этом

его проекция [u
p
] в пространстве инвариантов группы H

k
является

продолжением проекции u.
Основным результатом теории инвариантных решений является

следующая теорема — теорема об условном существовании инвари-
антных решений.
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Теорема 1.18. Пусть система дифференциальных уравнений
S допускает группу H, для которой выполнены необходимые
условия (1.136). Тогда существует фактор-система S/H, кото-
рая имеет следующее свойство: проекция u любого неособого
H-инвариантного решения является решением фактор-системы
S/H, и наоборот, каждое восстанавливаемое решение u фактор-
системы S/H является проекцией некоторого H-инвариантного
решения системы S.

Эту теорему называют теоремой об условном существование H-
инвариантных решений, поскольку существование хотя бы одного
решения фактор-системы S/H ею не гарантируется.

В соответствии с теоремой 1.18 для произвольной группы H, кото-
рую допускает система S и которая удовлетворяет условиям

r∗ 6 n, r∗(∂uJ ) = m,

где J = (J 1, . . . ,J N−r∗) — вектор из пространства инвариантов,
определим трансформацию системы S в фактор-систему S/H, кото-
рая может рассматриваться как отображение (S,H) → S/H. Выпол-
нение такой трансформации еще называют симметрийной редукцией
системы S. Подводя итоги, приходим к такому алгоритму выполнения
симметрийной редукции:

1◦) Проверяем необходимые условия (1.136) для группы H, которую
допускает уравнение S.

2◦) Строим множество инвариантов группы H.

3◦) Представляем пространство инвариантов в виде произведения
V = X × U, а множество инвариантов разбиваем на классы ω
и w так, чтобы имели место условия (1.137).

4◦) Вводим новые переменные по формулам x = ω(x, u), u = w(x, u).

5◦) Осуществляем обратный переход от проекции u к u путем реше-
ния относительно u уравнения

w(x, u) = u(ω(x, u)). (1.142)

6◦) Продолжаем отображение u путем вычисления производных u
1
,

. . . , u
p

из уравнений, которые получаются дифференцированием

уравнения (1.142), и выражаем их через x, u и производные
u
1
, . . . , u

p
.
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7◦) Подставляем полученные выражения для производных в систему
S и осуществляем заключительное приведение полученной систе-
мы к виду проекции S = S/H.

Из проведенных выше рассуждений следует, что когда начальная
система S имеет тип S(n,m, p, s), то фактор-система S/H являет-
ся системой типа S = (ρ,m, p, s), где 0 6 ρ < n. Следовательно,
фактор-система (редуцированная система) имеет принципиально
важное свойство: ее “искомые функции” u ∈ U зависят от мень-
шего, чем в начальной системе, количества “независимых перемен-
ных” x ∈ X. Количество последних равняется рангу ρ < n искомых
H-инвариантных решений, который определяется формулой

ρ = ρ(H) = n− r∗, (1.143)

и определяется только самой группой H.
Используя указанный алгоритм, за счет выбора подгрупп H ⊂ Gr,

можно, вообще говоря, получить H-инвариантные уравнения разных
рангов: нуль, один и т. д. Следует отметить, что в случае решений
ранга нуль фактор-система S/H является системой конечных (но не
дифференциальных) уравнений, а в случае решений ранга один —
системой обыкновенных дифференциальных уравнений.

Реализация перехода (S,H) → S/H значительно упрощается, если
инварианты группы H имеют такое свойство: существует такой базис
множества инвариантов ω, w, в котором компоненты ω зависят лишь
от x, то есть ω есть отображение ω : X → X, так что x = ω(x).

В частности, это имеет место тогда, когда действие группы H в
пространстве V является проективным, то есть выполняется условие

ξa = ξa(x) ∀ a.

В этом случае, если уравнение u = w(x, u) разрешимо относительно u
в виде u = w(x, u), общий вид H-инвариантного решения такой:

u = w(x, u(x)), x = ω(x). (1.144)

Выше было отмечено, что терема 1.18 является теоремой условно-
го существования инвариантных решений, поскольку не гарантирует
существование решений редуцированной системы. Простой пример
этого дает уравнение S, для которого X = R2 = 〈t, x〉, U = R1 = 〈u〉:

t2u2
t − x2u2

x = 1. (1.145)
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Нетрудно проверить, что уравнение (1.145) инвариантно относи-
тельно однопараметрической группы H с инфинитезимальным опера-
тором

v = t∂t − x∂x.

Очевидно, что в области {(t, x)
∣

∣ t > 0, x > 0} r∗ = 1 < n = 2.
Множество инвариантов составляют преобразования

ω = tx, w = u,

и, как нетрудно увидеть,

r∗(∂uw) = 1 = m.

Поэтому необходимые условия (1.143), а также (1.136) выполнены.
Здесь имеет место случай проективного действия группы H, по-

этому общий вид H-инвариантного решения, в соответствии с (1.144),
такой:

u = w(tx) = w(ω).

Но для этого выражения

t2u2
t − x2u2

x = t2x2 dw
dω

− t2x2 dw
dω

= 0,

и поэтому его подстановка в (1.145) дает, как фактор-уравнение S/H ,
ошибочное равенство 0 = 1. Поэтому H-инвариантных решений урав-
нение (1.145) не имеет.

В соответствии с приведенным выше алгоритмом можно осуще-
ствить поиск частных решений системы S как некоторых H-инвари-
антных решений с любой подгруппой H ⊂ Gr, которая удовлетворяет
необходимым условиям (1.136).

Важной числовой характеристикой H-инвариантного решения яв-
ляется его ранг ρ, который равен количеству независимых пере-
менных в фактор-системе S/H . Поэтому основная классификация
H-инвариантных решений ведется по их рангам, которые опреде-
ляются формулой ρ = n − r∗, где r∗ > 0, и вследствие это-
го ранг H-инвариантного решения может приобретать значения
ρ = 0, 1, . . . , n− 1.

Если ρ фиксированное, то разные H-решения должны получать-
ся при помощи разных подгрупп, которые имеют одно и то же
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значение r∗. Естественно возникает задача о перечислении под-
групп H ⊂ Gr с данным значением r∗. При этом есть определенное
неудобство, которое связано с тем, что число r∗ является, вообще
говоря, характеристикой группы H как представления некоторой аб-
страктной группы Ли, а не ее структурной характеристикой. Поэтому,
с групповой точки зрения, удобнее вместо числа r∗ оперировать чис-
лом r — порядком (размерностью) группы H. При этом разность r−r∗
равна числу независимых линейных связей между операторами базиса
алгебры Ли группы H, вследствие чего знание всех подгрупп данного
порядка r, без больших затруднений, дает возможность проклассифи-
цировать их по значениям r∗.

Следовательно, задача классификации H-инвариантных решений
по их рангам сводится к задаче перечисления всех подгрупп данного
порядка группы Gr и последующей сортировке полученных подгрупп.

На практике для решения задачи описания всех неподобных под-
групп данной группы (задача построения оптимальной системы под-
групп данной группы Ли) используют соответствие между подгруппа-
ми группы Ли и подалгебрами ее алгебры Ли, вследствие чего указан-
ная выше задача сводится к описанию подалгебр данной алгебры Ли
с точностью до преобразований из некоторой группы автоморфизмов
алгебры Ли.

Поэтому, прежде чем перейти к рассмотрению примеров симмет-
рийной редукции и построения инвариантных решений дифференци-
альных уравнений, остановимся на рассмотрении именно этой задачи.

1.4.2. Классификация подалгебр алгебры Ли

Пусть L — конечномерная алгебра Ли над полем действительных
чисел R. В 1.3.2 было введено понятие присоединенной алгебры La =
= {adx, x ∈ L}. Если алгебра L является алгеброй Ли операторов ξ·∂,
то алгебру La также можно рассматривать как алгебру Ли операторов
этого же вида. В соответствии с теоремой 1.1 для каждого векторного
поля ξ ∈ La можно построить группу G1(ξ) преобразований некоторо-
го заданного пространства как решение некоторой задачи Коши для
определения параметра θ:

∂θx = [x, u], x(0) = x,

x, u ∈ L.
Поскольку уравнения из задачи Коши линейные, то ее решение

находится в явном виде:

Au(θ) = exp(θ adu). (1.146)
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Формула (1.146) показывает, что полученные преобразования
Au(θ) пространства L определены и обратимы без какого бы то ни
было ограничения на значения параметра θ и определяющего вектора
u ∈ L.

Имеет место теорема.
Теорема 1.19. Преобразования (1.146) пространства L являют-

ся автоморфизмами алгебры Ли L.
Сами автоморфизмы Au(θ), которые получаются в соответствии с

описанным выше построением, называются внутренними автомор-
физмами алгебры Ли L.

Группа преобразований пространства L, которую порождают пре-
образования Au(θ), называется группой внутренних автоморфизмов
алгебры Ли L. Эту группу будем обозначать Ga, а группу Ли, соот-
ветствующую алгебре Ли L, — G.

Как было подчеркнуто выше, для группового анализа дифферен-
циальных уравнений важной является задача о перечислении всех
подалгебр данной конечномерной алгебры L, При этом группу Ga
внутренних автоморфизмов можно считать известной, поскольку ее
несложно построить. Поскольку, в результате действия автоморфиз-
ма, каждая подалгебра переходит снова в некоторую подалгебру той
же размерности, то эту задачу достаточно решить с точностью до
действия преобразований, которые определяются внутренними авто-
морфизмами.

Пусть L — алгебра Ли, G — соответствующая ей группа Ли.
Подалгебры N и M алгебры Ли L называются подобными (будем

говорить сопряженными или G-сопряженными), если существует та-
кой внутренний автоморфизм A ∈ Ga, что A(N) = M.

Отношение сопряженности (подобия) является некоторым теорети-
ко-множественным соотношением эквивалентности и разбивает под-
алгебры данной алгебры Ли на классы подобных подалгебр.

Совокупность представителей классов сопряженных подалгебр
данной розмерности k (по одному из каждого класса) называют оп-
тимальной системой θk (порядка k) подалгебр алгебры Ли L.

Следовательно, результатом решения поставленной задачи для
данной конечномерной алгебры Ли Lr должны быть перечни опти-
мальных систем θk для каждого k = 1, . . . , r − 1.

Отысканиe подалгебр данной размерности s > 1 сводится к неко-
торой алгебраической задаче. При этом если построение системы θ1

легко осуществляется простым подбором подходящих преобразований
из группы Ga, то при описании систем θk (k > 1) возникают опреде-
ленные сложности технического характера (в особенности в случаях,
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когда размерность алгебры L довольно высока). В этом случае суще-
ственно учитывается структура алгебры Ли. Так, в частности, если
алгебра Ln (dimLn = n) является разрешимой алгеброй Ли над полем
характеристики нуль, то известно [19], что существует последователь-
ность таких подалгебр

Ln ⊃ Ln−1 ⊃ · · · ⊃ L1 ⊃ L0 = 0,

где каждая подалгебра Li (i = 1, 2, . . . , n − 1) является идеалом ал-
гебры Li+1. Эту последовательность еще называют композиционным
рядом алгебры Ln.

Следовательно, алгебру Ln мы можем рассматривать в виде полу-
прямой суммы

Ln = {en} ⊂+Ln−1, (1.147)

где en — определенный элемент Ln, а Ln−1 — (n − 1)-мерный иде-
ал алгебры Ln. Это позволяет проводить классификацию разрешимой
алгебры Ли, используя такой алгоритм.

Шаг 1. Находим все подалгебры фактор-алгебры Ln/Ln−1 = {en}.
Этот шаг тривиальный, поскольку очевидными являются две подал-
гебры: {0} и {en}.

Шаг 2. Находим все подалгебры Ln−1 и классифицируем их отно-
сительно действия преобразований Gna . Для этого, как правило, ис-
пользуют формулу Кемпбелла–Хаусдорфа, в соответствии с которой

exp(θX)Y exp(−θX) = Y +

+ θ[X,Y ] + θ2

2!
[X, [XY ]] + θ3

3!
[X [X, [X,Y ]]] + · · · , (1.148)

где X,Y ∈ Ln.
Шаг 3. Находим все расщепляемые расширения алгебры {en}.

Для этого нужно просто найти все подалгебры Na алгебры Ln−1,
которые инвариантны относительно en:

[en, Na] ⊆ Na, Na ⊆ Ln−1. (1.149)

Далее эти алгебры должны быть проклассифицированы с точно-
стью до действия преобразований из группы Ga, которые сохраняют
вид оператора en, то есть с точностью до преобразований, которые
определяются алгеброй NorLn

en.
Эту алгебру еще называют нормализатором алгебры {en} в алге-

бре Ln. Остановимся на понятии нормализатора некоторой подалге-
бры N в алгебре L более подробно.
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Множество операторов алгебры L называется нормализатором
подалгебры N в алгебре L, если выполняются соотношения

[x, y] ⊂ N

для всех x ∈ N и y ∈ L. Для нормализатора используем обозначение
NorLN. Заметим, что NorLN является подалгеброй алгебры L.

Шаг 4. Находим все подалгебры алгебры Ln, которые не принад-
лежат Ln−1 и не являются сопряженными с en. Они имеют вид

{en +
∑

i

xiei, Na}, (1.150)

где Na — подалгебра алгебры Ln−1, нормализатор в Ln которой не
содержится в Ln−1, xi — действительные числа, которые одновремен-
но не равны нулю и такие, что элемент ẽn = en +

∑

i

xiei не сопряжен

с en относительно Gn-сопряженности. Алгебры (1.150) должны быть
проклассифицированы относительно сопряженности, которую опреде-
ляют преобразования, порожденные элементами NorLn

ẽn.

Рассмотрим как пример классификацию подалгебр алгебры A4.8 (q = −1)
из перечня разрешимых алгебр, который приведен в п. 1.3.2.

Здесь ненулевые коммутационные соотношения имеют вид

[e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3. (1.151)

Шаг 1. Алгебра {e1, e2, e3} является нильпотентным идеалом алгебры
A4.8 (q = −1) и имеет тип A3.3. Фактор-алгебра {e4} имеет две подалгебры:
{0} и {e4}.

Шаг 2. Классифицируем подалгебры A3.3 с точностью до сопряженности,
которую определяет группа GA4.8 . Положив

A = x1e1 + x2e2 + x3e3 (1.152)

и применив к (1.152) формулу Кемпбелла–Хаусдорфа (1.148), имеем

exp(αe2 + βe3)A exp(−αe2 − βe3) =

= (x1 + αx3 − βx2)e1 + x2e2 + x3e3 (1.153)

и
exp(γe4)A exp(−γe4) = x1e1 + x2e

−γ
e2 + x3e

γ
e3, (1.154)

где α, β, γ — произвольные действительные параметры.
Если в A x1 6= 0, x2 = x3 = 0, то оператор A сопряжен с x1. Если же в A

|x1| + |x3| 6= 0, то, положив α и β такими, чтобы выполнялось равенство

x1 + αx3 − βx2 = 0,
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видим, что A сопряжен с

Ã = x2e2 + x3e3.

В соответствии с (1.154) Ã сопряжен с оператором

˜̃
A = x2e

−γ
e2 + x3e

γ
e3.

Поэтому, положив γ = ln |x2|, если x3 = 0, и γ = ln |x3|−1, если x2 = 0, или

γ = 1
2

ln |x2||x3|−1, если x2 · x3 6= 0, видим, что ˜̃
A сопряжен или с e2, или с

e3, или с e2 + εe3 (ε = ±1).
В соответствии с этим делаем вывод, что с точностью до сопряженности

одномерные подалгебры алгебры A3.3 исчерпываются алгебрами

{e1}, {e2}, {e3}, {e2 + εe3}, ε = ±1. (1.155)

Структура алгебры A3.3 показывает, что все ее двухмерные подалгебры
являются абелевыми. Пусть B пробегает все одномерные подалгебры (1.155),
а A имеет вид (1.152). Требуем, чтобы [A,B] = 0. Пусть B = e1, тогда,
в соответствии с (1.151),

[A,B] = [A, e1] = 0,

и можем считать (с точностью до выбора базиса двухмерной подалгебры), что
A = x2e2 + x3e3. Поскольку e1 коммутирует с e2, e3 и e4 на нуль, мы можем
воспользоваться выражениями (1.153) и (1.154) для A, откуда следует, что A
сопряжен с e2, e3 или с e2 + εe3, ε = ±1.

Если B = e2, то можем положить A = x1e1 + x3e3, где x3 6= 0 (иначе
придем к уже рассмотренному случаю). Но коммутатор

[A,B] = [A, e2] = −x3e1

равен нулю только в случае, когда x3 = 0, что противоречит предположе-
нию. Следовательно, расширение B = e2 до двухмерной абелевой алгебры
возможно только при условии, что A = e1. К аналогичному случаю приводит
рассмотрение и остальных значений для оператора B.

Имеют место только три несопряженные двухмерные подалгебры алге-
бры A3.3:

{e1, e2}, {e1, e3}, {e1, e2 + εe3}, ε = ±1. (1.156)

Трехмерная подалгебра алгебры A3.3 только одна — сама алгебра A3.3.
Шаг 3. Уравнение

[e4, A] = λA

имеет решения A = e1, A = e2 и A = e3. Также легко получаем, что име-
ют место только две двухмерные, инвариантные относительно e4 подалгебры
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{e1, e2} и {e1, e3}. Следовательно, все подалгебры алгебры A4.8 (q = −1),
которые содержат элемент e4 и являются его расщепляемыми расширениями
с точностью до GA4.8 (q = −1)-сопряженности, исчерпываются алгебрами

{e4}, {e4, e1}, {e4, e2}, {e4, e3},
{e4, e1, e2}, {e4, e1, e3}, {e4, e1, e2, e3}. (1.157)

Шаг 4. Положив ẽ4 = e4 + xe1 + ye2 + ze3 и воспользовавшись соотно-
шением

exp(αe2 + βe3)ẽ4 exp(−αe2 − βe3) =

= e4 + (x+ αz − βy)e1 + (y + α)e2 + (z − β)e3,

где α = −y, β = z, мы находим подалгебры

{e4 + xe1}, {e4 + xe1; e2}, {e4 + xe1, e3}, x 6= 0, (1.158)

которые не принадлежат A3.3 и не сопряжены с оператором e4.

Следовательно, полный перечень подалгебр алгебры A4.8 (q = −1), с точ-
ностью до сопряженности, которую определяют преобразования из группы
GA4.8 (q = −1) внутренних автоморфизмов алгебры A4.8 (q = −1), составля-
ют алгебры (1.155)–(1.158).

Отметим, что в [160] проведена классификация подалгебр всех
действительных разрешимых алгебр размерностей 3 и 4. Ее результа-
ты мы даем в следующих трех таблицах. Там мы сохраняем обозна-
чения, которые использовались в п. 1.3.2.

Вообще говоря, в соответствии с теоремой Леви–Мальцева, про-
извольная алгебра L является полупрямой суммой L = S ⊂+N по-
лупростого фактора Леви S и разрешимого (в частности, абелевого)
радикала N . Отметим, что именно такую структуру имеют алгебры
инвариантности ряда известных уравнений релятивистской и нереля-
тивистской физики [46,78,84,89].

Эффективный метод для построения оптимальной системы подал-
гебр алгебры Ли с нетривиальным коммутативным идеалом был пред-
ложен Патерой, Винтернитцом и Цассенхаузом [161] (см. также [74]).

Основная идея этого метода основывается на том, что S мож-
но рассматривать независимо от L и для классификации подалгебр
алгебры S можно использовать только группу внутренних автомор-
физмов S. Осуществление этого метода предусматривает выполнение
следующих шагов.

Шаг 1. Для алгебры S находим все классы G-сопряженных под-
алгебр (очевидно, что здесь G-сопряженность совпадает с GS-сопря-
женностью) и выбираем в каждом классе по одному представителю.
Обозначим их через Si (i = 0, 1, . . . , p), считая, что S0 = 0.
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Шаг 2. Для каждой из подалгебр алгебры S находим расщепляе-
мые расширения в алгебре L. Расширение M подалгебры Si называ-
ется расщепляемым расширением в L, если M G-сопряжена с подал-
геброй Si ⊂+Nia, где Nia является Si-инвариантным подпространством
пространства N : [Si, Nia] ⊂ Nia. Разбиваем все такие Nia на клас-
сы сопряженных подпространств относительно NorLSi и выбираем по
одному представителю N ia в каждом классе. Каждому такому пред-
ставителю N ia соответствует подалгебра Si ⊂+N ia алгебры L, которая
является расщепляемым расширением Si.

Шаг 3. На третьем шаге находим все нерасщепляемые расширения
подалгебр Si, то есть подалгебры, базисные элементы которых имеют
такой вид: sk + λjknj , µ

j
lnj , где sk ∈ S, nj ∈ N , a λjk, µ

j
l — некоторые

фиксированные числа, при этом λjk не все равны нулю.
Множество всех несопряженных представителей расщепляемых и

нерасщепляемых расширений алгебр Si и будет составлять оптималь-
ную систему подалгебр алгебры L.

Остановимся далее на примере алгебр инвариантности уравнений
Бюргерса и теплопроводности. В п. 1.3.3 было показано, что алгебры инвари-
антности этих уравнений изоморфны алгебрам sl(2,

�

) ⊂+2A1 и sl(2,

�

) ⊂+A3.3

соответственно. Поэтому достаточно провести классификацию подалгебр этих
алгебр Ли, а затем, используя известные изоморфизмы, нетрудно получить
оптимальные системы подалгебр указанных алгебр инвариантности.

1. Классификация подалгебр алгебры L = sl(2,

�

) ⊂+ 2A1.
Шаг 1. Пусть sl(2,

�

) = 〈e1, e2, e3〉, a 2A1 = 〈e4, e5〉.
Поскольку изоморфизм, который связывает базисные элементы vi (i =

= 1, . . . , 5) алгебры инвариантности уравнения Бюргерса и базисные элемен-
ты ei (i = 1, . . . , 5), например, такой:

ϕ : v1 ↔ e3, v2 ↔ e4, v3 ↔ e5, v4 ↔ e1, v5 ↔ −e2,
то элементы ei (i = 1, . . . , 5) удовлетворяют таким коммутационным соотно-
шениям:

[e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e2, e3] = e1, [e4, e5] = 0,

[e1, e4] = −e4, [e1, e5] = e5, [e2, e4] = e5, [e2, e5] = 0,

[e3, e4] = 0, [e3, e5] = e4. (1.159)

В соответствии с приведенным алгоритмом сначала найдем оптимальную си-
стему подалгебр алгебры

S = sl(2,

�

) = 〈e1, e2, e3〉.
Пусть
A = xe1 + ye2 + ze3, (1.160)

где x, y, z ∈ �

i |x| + |y| + |z| 6= 0.
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Таблица 1.2

Подалгебры разложимых разрешимых четырехмерных алгебр Ли
( " # $ % & ' & - & . $ # & 0 ( ) $ * & + = ,1)

Алгебра
Подалгебры

dim = 3 dim = 2 dim = 1

4A1 3A1 : (e1 + xe4, 2A1 : (e1 + xe3 + ye4, (e1 + xe2 + ye3 + ze4),
e2 + ye4, e3 + ze4), e2 + ze3 + ve4), (e2 + xe3 + ye4),
(e1 + xe2, e3, e4), (e1 + xe2 + ye4, e3 + ze4), (e3 + xe4), (e4),

(e2, e3, e4), (e2 + xe4, e3 + ye4),
(e1 + xe3, e2 + ye3, e4) (e1 + xe2 + ye3, e4)

(e2 + xe3, e4), (e3, e4)

A2.2 ⊕ 2A1 3A1 : (e1, e3, e4), A2.2 : (e1 + x(e3 cosϕ+ e4 sinϕ); e2), (e2),
(e2, e3, e4), 2A1 : (e1 + x(e3 cosϕ+ e4 sinϕ), (e3 cosϕ+ e4 sinϕ)

A2.2 ⊕A1 : (e1+ e3 sinϕ− e4 cosϕ), (e3, e4), (e1 + x(e3 cosϕ+ e4 sinϕ))
+x(e3 cosϕ+ e4 sinϕ), (e2 + ε(e3 cosϕ + e4 sinϕ), (e2 + ε(e3 cosϕ+ e4 sinϕ))
e3 sinϕ − e4 cosϕ; e2) e3 sinϕ− e4 cosϕ),

(e2, e3 sinϕ− e4 cosϕ)

2A2.2 A1 ⊕A2.2 : (e1, e3; e2), A2.2 : (e1 + xe3; e2), (e3 + xe1; e4), (e2), (e3), (e1 + xe3),
(e1, e4; e2), (e1, e3; e4), (e2 + εe4; e2), (e3 + εe2; e4), (e1 + εe4), (e2 + εe4),

(e2, e3; e4), (e1 + e3; e2 + εe4), (e2 + εe3)
A3.5 : (e1 + e3; e2, e4), 2A1 : (e1, e3), (e1, e4),
A3.6 : (e1 − e3; e2, e4), (e2, e3), (e2, e4)
A

q
3.7 : (e1 + xe3; e2, e4),

q = /

x, 0 < |x| < 1,
1
x , 1 < |x| < ∞

1.4.
С
им

м
етрийная

редукция
и
инвариантны

е
реш

ения
127

Продолжение табл. 1.2

Алгебра
Подалгебры

dim = 3 dim = 2 dim = 1

A3.3 ⊕A1 3A1 : (e1, e2 cosϕ+ e3 sinϕ, e4), 2A1 : (e1, e4+ (e1 + xe4), (e4),
A3.3 : (e2 + xe4, e3 + ye4; e1), +x(e2 cosϕ+ e3 sinϕ)), (e2 cosϕ+ e3 sinϕ+ xe4)

(e4, e2 cosϕ+ e3 sinϕ),
(e1 + xe4, e2 cosϕ+ e3 sinϕ)

A3.4 ⊕A1 3A1 : (e1, e2, e4), 2A1 : (e1 + xe4, e2), (e1), (e1 + εe4),
A2.2 ⊕A1 : (e3, e4; e1), (e1, e2 + εe4), (e1, e4), (e2 + xe4), (e3 + xe4), (e4)
A3.4 : (e3 + xe4; e1, e2) (e2, e4), (e3, e4),

A2.2 : (e3 + xe4; e1)

A3.5 ⊕A1 3A1 : (e1, e2, e4), 2A1 : (e1, e2), (e1 cosϕ+ e2 sinϕ),
A2.2 ⊕A1 : (e3, e4; (e1 cosϕ+ e2 sinϕ, e4), (e3 + xe4), (e4),
e1 cosϕ+ e2 sinϕ), (e3, e4), (e1, e2 + εe4), (e1 cosϕ+ e2 sinϕ + εe4)

A3.5 : (e3 + xe4; e1, e2) (e1 + εe4, e2 + xe1),
A2.2 : (e3 + xe4;
e1 cosϕ+ e2 sinϕ)

A3.6 ⊕A1 3A1 : (e1, e2, e4), 2A1 : (e1, e2), (e1, e4), (e1), (e2), (e4),
A2.2 ⊕A1 : (e3, e4; e1), (e2, e4), (e3, e4), (e3 + xe4), (e1 + εe2 + xe4),

(e3, e4; e2), (e1 + εe2, e4), (e1, e2 + εe4), (e1 + εe4), (e2 + εe4),
A3.6 : (e3 + xe4; e1, e2) (e1 + εe4, e2 + xe1),

A2.2 : (e3 + xe4; e1),
(e3 + xe4; e2)
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Окончание табл. 1.2

Алгебра
Подалгебры

dim = 3 dim = 2 dim = 1

A3.7 ⊕A1 3A1 : (e1, e2, e4), 2A1 : (e1, e2), (e1, e4), (e1), (e2), (e4), (e1 + εe4),
(0 < |q| < 1) A2.2 ⊕A1 : (e3, e4; e1), (e2, e4), (e3, e4), (e2 + εe4), (e3 + xe4),

(e3, e4; e2), (e1 + εe2, e4), (e1, e2 + εe4), (e1 + εe2 + xe4)
A3.7 : (e3 + xe4; e1, e2) (e1 + εe4, e2 + xe4),

A2.2 : (e3 + xe4; e1),
(e3 + xe4; e2)

A3.8 ⊕A1 3A1 : (e1, e2, e4), 2A1 : (e1 + xe4, e2), (e4), (e1 + xe4),
A3.8 : (e3 + xe4; e1, e2), (e1, e4), (e3, e4) (x 0 0) (e3 + ye4) (x 0 0)

A3.9 ⊕A1 3A1 : (e1, e2, e4), 2A1 : (e1, e4), (e3, e4), (e4), (e1 + xe4),
(q > 0) A3.9 : (e3 + xe4; e1, e2) (e1 + xe4, e2) (x 0 0) (e3 + ye4) (x 0 0)
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Таблица 1.3

Подалгебры неразложимых четырехмерных разрешимых алгебр Ли
( " # $ % & ' $ # & 0 ( ) $ * & + = ,1)

Алгебра
Подалгебры

dim = 3 dim = 2 dim = 1

A4.1 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1, e2), (e1, e3), (e1), (e2),
A3.3 : (e4 + xe3, e2; e1) (e2, e3 + xe1), (e1, e4 + xe3) (e4 + xe3), (e3 + xe1)

A4.2 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1, e2), (e1), (e2), (e4),
(q 6= 0, 1) A3.4 : (e4; e2, e3), (e1 + xe2, e3), (e2, e3), (e1 + εe2), (e3 + xe1)

A3.6 : (e4; e1, e2) (q = −1), (e1 + εe3, e2),
A

p
3.7 : (e4; e1, e2), A2.2 : (e4; e1), (e4; e2)

p = /

q, |q| < 1
1
q , |q| > 1

A4.2 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1, e2), (e1 cosϕ+ e2 sinϕ),
(q = 1) A3.4 : (e4; e2, e3 + xe1), (e1 + xe2, e3), (e2, e3 + xe1), (e3 + xe1), (e4)

A3.5 : (e4; e1, e2) A2.2 : (e4; e1 cosϕ+ e2 sinϕ)

A4.3 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1, e2), (e1, ), (e2), (e1 + εe2),
A2.2 ⊕A1 : (e4 + xe3, e2; e1), (e1 + xe2, e3), (e2, e3), (e3 + xe1), (e4 + xe3)

A3.3 : (e3, e4; e2) (e2, e3 + εe1), (e2, e4 + xe3),
A2.2 : (e4 + xe3; e1)

A4.4 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1 + xe3, e2), (e1 + xe3),
A3.4 : (e4; e1, e2) (e1, e3), (e2, e3), (e2), (e3), (e4)

A2.2 : (e4; e1)
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Продолжение табл. 1.3

Алгебра
Подалгебры

dim = 3 dim = 2 dim = 1

A4.5 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1, e2), (e1, e3), (e1), (e2), (e3), (e4),
(−1 ( p < q < 1, A

p
3.7 : (e4; e1, e2), (e2, e3), (e1, e2 + εe3), (e1 + εe3), (e2 + εe3),

p · q 6= 0) A
q
3.7 : (e4; e1, e3), (e2, e1 + εe3), (e3, e1 + εe2), (e1 + εe2 + xe3) (x 6= 0)

As
3.7 : (e4; e2, e3), (e1 + εe3, e2 + xe3) (x 6= 0),

s =

1232 4

p
q , |pq | < 1

q
p , |pq > 1

A2.2 : (e4; e1), (e4; e2), (e4; e3)

A4.5 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1, e2 cosϕ+ e3 sinϕ), (e1), (e2 cosϕ+ e3 sinϕ),
(p = q 6= 0, A3.5 : (e4; e2, e3), (e2, e3), (e3, e1 + εe2), (e4), (e1 + εe3),
−1 ( p < 1 A

p
3.7 : (e4; e1, e2 cosϕ+ (e1 + εe3, e2 + xe3) (e1 + εe2 + xe3)

+e3 sinϕ) A2.2 : (e4; e1),
(e4; e2 cosϕ+ e3 sinϕ)

A4.5 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1 cosϕ+ e3 sinϕ, e2), (e2), (e1 cosϕ+ e3 sinϕ),
(−1 ( p < 1, A3.5 : (e4; e1, e3), (e1, e3), (e3, e1 + εe2), (e4), (e2 + εe3),
p 6= 0, q = 1) A

p
3.7 : (e4; e1 cosϕ+ (e1 + xe3, e2 + εe3), (e1 + εe2 + xe3)
+e3 sinϕ, e2) A2.2 : (e4; e2),

(e4; e1 cosϕ+ e3 sinϕ)

A4.5 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1 + xe3, e2 + ye3), (e1 + xe2 + ye3),
(p = q = 1) A3.5 : (e4; e1 + xe3, (e1 + xe2, e3), (e2, e3), (e2 + xe3), (e3), (e4),

e2 + ye3), A2.2 : (e4; e1 + xe2 + ye3),
(e4; e1 + xe2, e3), (e4; e2 + xe3), (e4; e3)

(e4; e2, e3)
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Продолжение табл. 1.3

Алгебра
Подалгебры

dim = 3 dim = 2 dim = 1

A4.6 3A1 : (e1, e2, e3), 2A1 : (e1 + xe3, e2), (e1 + xe3),
(q 6= 0, p 0 0) A

p
3.9 : (e4; e2, e3) (e2, e3) (x 0 0), (e3), (e4) (x 0 0)

A2.2 : (e4; e1)

A4.7 A3.3(e2, e3; e1), 2A1 : (e1, e2), (e1, e3), (e1), (e2), (e3), (e4)

A
q=

1
2

3.7 : (e4; e1, e2) A2.2 : (e4; e1), (e4; e2)

A4.8 A3.3 : (e2, e3; e1), 2A1 : (e1, e2), (e1; e3) (e1), (e2), (e2 + εe3),
(q = −1) A2.2 ⊕A1 : (e4, e1; e2), (e1, e2 + εe3), (e4, e1), (e3), (e4 + xe1)

(e4, e1; e3) A2.2 : (e4 + xe1; e2),
(e4 + xe1; e3)

A4.8 A3.3 : (e2, e3; e1), 2A1 : (e1, e2), (e1, e3), (e1), (e2), (e3), (e4),
(0 < |q| < 1) A

p
3.7 : (e4; e1, e2), (e1, e2 + εe3), (e2 + εe3)

p =

13
4

1 + q, |1 + q| < 1,
1

1 + q
, |1 + q| > 1, A2.2 : (e4; e1), (e4; e2), (e4; e3)

A3.6 : (e4; e1, e3), q = −1
2
,

As
3.7 : (e4; e1, e3),

s =

122322 4

q

1 + q
,

5555 q

1 + q

5555 < 1,

1 + q
q ,

5555 q

1 + q

5555 > 1.
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Согласно с (1.159) имеем

exp(αe1)A exp(−αe1) = xe1 + ye
2α
e2 + ze

−2α
e3, (1.161)

exp(βe2)A exp(−βe2) = (x+ βz)e1 + (y − 2βx− β
2
z)e2 + ze3, (1.162)

exp(γe3)A exp(−γe3) = (x− γy)e1 + ye2 + (z + 2xγ − γ
2
y)e3. (1.163)

Если x 6= 0, y = z = 0, то A ∼ e1.
Пусть |y| + |z| 6= 0. Тогда, используя (1.162) и (1.163), всегда можем счи-

тать, что x = 0.
Если |y| 6= 0, z = 0, то A ∼ e2, а если y = 0, |z| 6= 0, то A ∼ e3. Наконец,

если y ·z 6= 0, то, воспользовавшись соотношением (1.161), где α = 1
4

ln |zy−1|,
видим, что A ∼ e2 ± e3.

Пусть e2 + e3 = A. Тогда из (1.162) следует, что

A ∼ βe1 + (1 − β
2)e2 + e3,

а из (1.163) — что

A ∼ [β − γ(1 − β
2)]e1 + (1 − β

2)e2 + [1 + βγ − γ
2(1 − β

2)]e3.

Поэтому, положив β = 1, γ = −1
2
, видим, что e1 ∼ e2 + e3.

Пусть теперь A = e3.
Тогда из (1.162) следует, что

A ∼ βe1 − β
2
e2 + e3,

а из (1.163) — что

A ∼ β(1 + γβ)e1 − β
2
e2 + (1 + γβ)2e3.

Поэтому, положив 1 + γβ = 0, видим, что e3 ∼ e2.
Следовательно, есть три возможности:

A ∼ e1, A ∼ e2, A ∼ e2 − e3.

Остается убедиться, что не существуют внутренние автоморфизмы, кото-
рые переводят эти операторы один в другой.

Пусть A = e1. Тогда из (1.162) следует, что

A ∼ e1 − 2βe2,

из (1.163) — что

A ∼ (1 + 2γβ)e1 − 2βe2 + 2γ(1 + γβ)e2,
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а из (1.161) — что

A ∼ (1 + 2γβ)e1 − 2βe2α
e2 + 2γ(1 + γβ)e−2α

e3.

Если 1 + 2γβ = 0, то γ · β 6= 0 и

A ∼ 2βe2α
e2 + 1

2
β
−1
e
2α
e3,

то есть A ∼ e2 + e3.
Следовательно, e1 не сопряжен ни с e2, ни с e2 − e3.
Пусть теперь A = e2. Аналогично получаем, что

A ∼ −γ(1 + βγ)e1 + (1 + βγ)2e2α
e2 − γ

2
e
−2α

e3.

Если 1 + βγ = 0, то β · γ 6= 0 и A ∼ e3, что уже известно.
Требование A ∼ e1 приводит к несовместной системе уравнений

1 + βγ = 0, γ = 0.

Наконец, требование A ∼ e2 − e3 также приводит к несовместной системе
уравнений

γ(1 + βγ) = 0, (1 + βγ)2e2α = γ
2
e
−2α

.

Следовательно, оператор e2 также не сопряжен с операторами e1 и e2−e3.
Из проведенных выше рассуждений следует, что имеют место три несо-

пряженные одномерные подалгебры алгебры sl(2,

�

): 〈e1〉, 〈e2〉, 〈e2 − e3〉.
Перейдем теперь к описанию двухмерных подалгебр алгебры sl(2,

�

).
Пусть B пробегает множество операторов {e1, e2, e2 − e3}, а A имеет

вид (1.160).
Проверка коммутационных соотношений для алгебрыM = 〈B,A〉 должна

быть подчинена условию [B,A] ∈M для любых B,A ∈M.
Если B = e1, то, в соответствии с (1.159),

[B,A] = [e1, A] = 2(ye2 − ze3), [e1, [e1, A]] = 4(ye2 + ze3).

Поскольку dimM = 2, то должно выполняться равенство�������y −z
y z

������� = 2yz = 0.

Следовательно, в случае B = e1 мы приходим к двум двухмерным подал-
гебрам алгебры M : 〈e1, e2〉, 〈e1, e3〉.

Если B = e2, то, не уменьшая общности рассуждений, можем положить
A = xe1 + ze3. Далее, [e2, A] = −2xe2 + ze1, [e2, [e2, A]] = −2ze2, откуда
следует, что z = 0. Приходим к полученной выше алгебре 〈e1, e2〉.
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Если же B = e2−e3, то можем положить A = xe1 +y(e2 +e3). Поскольку
[B,A] = −2x(e2 + e3)+2ye1 и dimM = 2, то должно выполняться равенство�

x y
y −x

�

= −(x2 + y
2) = 0,

которое имеет место только при условии, что x = y = 0. Следовательно,
оператор e2 − e3 не допускает расширения до двухмерной подалгебры алге-
бры sl(2,

�

).
Рассмотрим далее двухмерную алгебру 〈e1, e3〉. Выберем ее базис в виде

e
′
1 = e1 + e3, e

′
2 = e1 − e3.

Тогда из равенств (1.162), (1.163) следует, что

e
′
1 ∼ [1 + β + γβ(2 + β)]e1 − β(2 + β)e2 +

+ [1 + 2γ(1 + β) + β(2 + β)γ2]e3,

e
′
2 ∼ [1 − β + γβ(2 − β)]e1 − β(2 − β)e2 +

+ [−1 − 2γ(1 − β) + β(2 − β)γ2]e3.

Положив γ = −β−1, видим, что

e
′
1 ∼ −e1 − β(2 + β), e

′
2 ∼ −e1 − β(2 − β)e2,

и если, например, β = −2, то

e
′
1 ∼ −e1, e

′
2 ∼ −e1 + 8e2.

Следовательно, с точностью до выбора базиса, 〈e1, e3〉 ∼ 〈e1, e2〉.
Подводя итог, видим, что с точностью до сопряженности имеет место

только одна двухмерная подалгебра алгебры sl(2,

�

), а именно: 〈e1, e2〉.
Поскольку алгебра sl(2,

�

) является трехмерной алгеброй Ли, то опти-
мальную систему подалгебр алгебры sl(2,

�

) образовывают алгебры:

S0 = 0, S1.1 = 〈e1〉, S1.2 = 〈e2〉, S1.3 = 〈e2 − e3〉,
S2 = 〈e1, e2〉, S3 = sl(2,

�

) = 〈e1, e2, e3〉. (1.164)

Прежде чем переходить к выполнению второго шага алгоритма, найдем
нормализаторы полученных ненулевых подалгебр в алгебре L.

Пусть

C = xe1 + ye2 + ze3 + te4 + re5,

где x, y, z, t, r — произвольные действительные постоянные. Рассмотрим слу-
чай алгебры S1.1. В соответствии с определением нормализатора должно вы-
полняться условие [x, y] ⊂ S1.1, где x = e1, y ∈ L.
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Поскольку [e1, C] = 2ye2 − 2ze3 − te4 + re5, то указанное условие выпол-
няется тогда, когда y = z = t = r = 0. Поэтому NorLS1.1 = 〈e1〉.

Аналогично для остальных подалгебр алгебры S получаем такой перечень
нормализаторов:

NorLS0 = L, NorLS1.1 = 〈e1〉, NorLS1.2 = 〈e1, e2, e5〉,

NorLS1.3 = 〈e2 − e3〉, NorLS2 = 〈e1, e2〉, NorLS3 = 〈e1, e2, e3〉.

Шаг 2. На втором шаге осуществим построение расщепляемых расшире-
ний подалгебр алгебры S = sl(2,

�

) в алгебре L. Для упрощения операторов
будем использовать преобразования, которые генерируются нормализаторами
этих подалгебр.

Для алгебры S0 мы должны описать все подпространства простран-
ства 2A1 с точностью до GL-сопряженности.

Пусть D = ae4 + be5, a, b ∈

�

и |a| + |b| 6= 0.
Пусть также a 6= 0. Тогда, в соответствии с (1.159),

exp(αe2)D exp(−αe2) = ae4 + (αa+ b)e5,

и, положив α = −ba−1, видим, что D ∼ e4.
Пусть теперь a = 0, тогда b 6= 0 и D = be5.
Но в этом случае

exp(βe3)D exp(−βe3) = be5 + βbe4,

и мы приходим к виду оператора D, который был рассмотрен выше.
Поскольку алгебра 2A1 — двухмерная алгебра Ли, то можем сделать вы-

вод, что алгебре S0 соответствуют такие расщепляемые расширения: 〈e4〉,
〈e4, e5〉.

Пусть теперь имеет место случай алгебры S1.1. Тогда

[e1, D] = −ae4 + be5,

и поскольку������� a b
−a b

������� = 2ab,

то алгебра S1.1 имеет два инвариантных одномерных подпространства в
2A1, а именно: 〈e4〉, 〈e5〉. Преобразования, которые генерируются элементами
NorLS1.1, оставляют вид этих пространств неизменным.

Следовательно, для алгебры S1.1 существуют три расщепляемые расши-
рения:

〈e1, e4〉, 〈e1, e5〉, 〈e1, e4, e5〉.
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Случаи остальных подалгебр алгебры sl(2,

�

) рассматриваются аналогич-
но. Ниже мы приводим полный список несопряженных расщепляемых расши-
рений для этих алгебр:

〈e4〉, 〈e4, e5〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e5〉, 〈e1, e4, e5〉, 〈e2, e5〉,
〈e2, e4, e5〉, 〈e2 − e3, e4, e5〉, 〈e1, e2, e5〉,
〈e1, e2, e4, e5〉, 〈e1, e2, e3, e4, e5〉. (1.165)

Шаг 3. Во время построения нерасщепляемых расширений подалгебр ал-
гебры sl(2,

�

) мы, для упрощения вида базисных элементов, будем исполь-
зовать автоморфизмы, которые генерируются базисными элементами идеала
2A1.

Так, например, рассмотрим расширение алгебры S1.1. Пусть

A = e1 + ae4 + be5.

Тогда, поскольку

exp(αe4 + βe5)A exp(−αe4 − βe5) = e1 + (a+ α)e4 + (b− β)e5,

то положив α = −a, β = b, убеждаемся, что A ∼ e1, а значит, алгебра S1.1

не имеет в алгебре L нерасщепляемых расширений.
Пусть теперь A = e2 + ae4 + be5. Тогда, поскольку

exp(αe4 + βe5)A exp(−αe4 − βe5) = e2 + ae4 + (b− α)e5,

то, положив α = b, видим, что A ∼ e2 + ae4, a 6= 0. Далее, поскольку
e1 ∈ NorLS1.2 и

exp(αe1)(e2 + ae4) exp(αe1) = e
2α
e2 + ae

−α
e4,

то, положив α = 1
3

ln |a|, убеждаемся, что A ∼ e1 ± e4.

Далее рассматриваем наличие инвариантных подпространств у оператора
e2 ± e4 в пространстве 2A1 и видим, что есть только нулевое и одномерное
〈e5〉 пространства, которые сохраняют нерасщепляемое расширение алгебры
S2.2.

Итог: для алгебры S2.2 имеют место такие нерасщепляемые расширения:

〈e2 ± e4〉, 〈e2 ± e4, e5〉. (1.166)

Анализ остальных подалгебр sl(2,

�

) показал, что для них не существуют
нерасщепляемые расширения в алгебре L.

Подводя итоги, видим, что, в соответствии с (1.164)–(1.166), для алгебры
sl(2,

�

) ⊂+ 2A1 оптимальная система подалгебр такая:
Подалгебры размерности 1:

〈e1〉, 〈e2〉, 〈e2 − e3〉, 〈e4〉, 〈e2 + e4〉, 〈e2 − e4〉.
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Подалгебры размерности 2:

〈e1, e2〉, 〈e4, e5〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e5〉, 〈e2, e5〉,
〈e2 + e4, e5〉 〈e2 − e4, e5〉.

Подалгебры размерности 3:

sl(2,

�

) = 〈e1, e2, e3〉, 〈e1, e4, e5〉, 〈e2, e4, e5〉,
〈e2 − e3, e4, e5〉, 〈e1, e2, e5〉.

Подалгебры размерности 4:

〈e1, e2, e4, e5〉.

Подалгебры размерности 5:

L = 〈e1, e2, e3, e4, e5〉.

2. Классификация подалгебр алгебры L = sl(2,

�

) ⊂+A3.3.
Пусть sl(2,

�

) = 〈e1, e2, e3〉, A3.3 = 〈e4, e5, e6〉.
Поскольку изоморфизм, который связывает базисные элементы vi (i =

= 1, . . . , 6) алгебры инвариантности уравнения теплопроводности и базисные
элементы ei (i = 1, . . . , 6), такой:

ϕ : v1 ↔ e6, v2 ↔ e3, v3 ↔ e4,

v4 − 1
2
v3 ↔ e1, v5 ↔ e5, −1

4
v6 ↔ e2,

то элементы ei (i = 1, . . . , 5) удовлетворяют таким коммутационным соотно-
шениям:

[e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 0,

[e1, e5] = e5, [e1, e6] = −e6, [e2, e4] = 0, [e2, e5] = 0,

[e2, e6] = 1
2
e5, [e3, e5] = 0, [e3, e5] = 2e6, [e3, e6] = 0,

[e4, e5] = 0, [e4, e6] = 0, [e5, e6] = e4.

Шаг 1. Этот шаг осуществлен при классификации подалгебр алгебры
sl(2,

�

) ⊂+ 2A1. Имеют место такие подалгебры алгебры sl(2,

�
):

S0 = 0, S1.1 = 〈e1〉, S1.2 = 〈e2〉, S1.3 = 〈e2 − e3〉,
S2 = 〈e1, e2〉, S3 = sl(2,

�

). (1.167)

Шаг 2. Изучение расщепляемых расширений проводится аналогично тому,
как мы осуществили классификацию подалгебр алгебры sl(2,

�
). Здесь толь-

ко нужно учесть, что нормализаторы подалгебр алгебры sl(2,

�
) в данной

алгебре L могут иметь другое значение.
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Так, NorLS1.1 = 〈e1, e4〉, NorLS1.2 = 〈e1, e3, e4, e5〉 и т.д., а также, что
алгебра A3.3 является нильпотентной, а не абелевой алгеброй Ли.

В результате вычислений мы получили такие расщепляемые расширения
подалгебр алгебры sl(2,

�

) в алгебре L:

〈e5〉, 〈e4〉, 〈e5, e4〉, 〈e4, e5, e6〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e5〉, 〈e1, e6〉,
〈e4, e5, e6〉, 〈e1, e4, e6〉, 〈e1, e4, e5, e6〉, 〈e2, e4〉, 〈e2, e5〉,
〈e2, e4 ± e5〉, 〈e2, e5, e6〉, 〈e2, e4, e5〉, 〈e2, e4, e5, e6〉,
〈e2 − e3, e4〉, 〈e2 − e3, e5, e6〉, 〈e2 − e3, e4, e5, e6〉, 〈e1, e2, e4〉,
〈e1, e2, e5〉, 〈e1, e2, e4, e5〉, 〈e1, e2, e4, e5, e6〉, 〈e1, e2, e3, e4〉,
〈e1, e2, e3, e4, e5, e6〉, 〈e1, e2, e3, e4, e5, e6〉.

Шаг 3. В алгебре sl(2,

�

) ⊂+A3.3 есть элемент e4, который коммутирует с
остальными базисными элементами на ноль. Поэтому в этой алгебре имеется
значительно больше нерасщепляемых расширений подалгебр алгебры sl(2,

�

).
Ниже мы приводим их перечень:

〈e1 + αe4〉, 〈e1 + αe4, e6〉, 〈e2 ± e6〉, 〈e2 ± e6, e4〉,
〈e2 ± e6, e4, e5〉, 〈e2 ± e4〉, 〈e2 ± e4, e5〉,
〈e2 − e3 + αe4〉, 〈e1 + αe4, e2〉, 〈e1 + αe4, e2, e5〉. (1.168)

В выражениях (1.168) α ∈ �
, α 6= 0.

Следовательно, оптимальную систему подалгебр алгебры sl(2,

�

) ⊂+A3.3

составляют алгебры (1.167)–(1.168).
Перейдем теперь к непосредственному проведению процедуры

симметрийной редукции и, где это возможно, к построению инва-
риантных решений дифференциальных уравнений в частных произ-
водных.

1.4.3. Симметрийная редукция и построение инвариантных
решений уравнения Бюргерса

Ограничимся подробным рассмотрением уравнения Бюргерса, для
которого нами проведена вся предварительная работа для того, что-
бы провести его симметрийную редукцию. Выше мы показали, что
уравнение

ut = uxx + uux

инвариантно относительно пятимерной алгебры инвариантности с ба-
зисными операторами

v1 = ∂t, v2 = ∂x, v3 = t∂x − ∂u,

v4 = 2t∂t + x∂x − u∂u, v5 = t2∂t + tx∂x − (tu+ x)∂u.
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Поскольку здесь n = 2, то необходимое условие для существования
неособых инвариантных решений имеет вид

r∗ 6 2, r∗(ξa) = r∗.

Отсюда следует, что можно строить решения рангов (ρ = 2−r∗) ρ = 0
и ρ = 1.

Рассматриваем случай ρ = 1. Оптимальная система подалгебр
алгебры sl(2,R) ⊂+ 2A1, которая изоморфна алгебре инвариантности
уравнения Бюргерса, известна, при этом имеет место такой изомор-
физм между базисными элементами этих алгебр:

ϕ : v1 ↔ e3, v2 ↔ e4, v3 ↔ e5, v4 ↔ e1, v5 ↔ −e2.

Рассмотрим список одномерных подалгебр

〈e1〉, 〈e2〉, 〈e2 − e3〉, 〈e4〉, 〈e2 + e4〉, 〈e2 − e4〉,

или, в терминах vi (i = 1, . . . , 5),

〈v4〉, 〈v5〉, 〈v1 + v5〉, 〈v2〉, 〈v5 − v2〉, 〈v5 + v2〉.

Для оператора v4 = 2t∂t + x∂x − u∂u r∗ = 1, r∗(ξa) = r∗ = 1,
поэтому оператор v4 удовлетворяет необходимым условиям существо-
вания неособых инвариантных решений ранга ρ = 1. Аналогично убе-
ждаемся в том, что этим условиям удовлетворяют все одномерные
подалгебры из приведенного выше списка.

Далее, отметим, что уравнение Бюргерса инвариантно относитель-
но преобразования

ψ : t→ t, x→ −x, u→ −u,

которое не входит в группу внутренних автоморфизмов алгебры инва-
риантности уравнения Бюргерса, и ψ(v5 +v2) = v5 −v2. Следователь-
но, v5 + v2 ∼ v5 − v2. Это несколько сокращает перечень одномерных
подалгебр.

Рассмотрим подробно случай алгебры v4. На первом шаге осу-
ществляем построение базиса инвариантов этой алгебры. Для этого
решаем уравнение

v4(F (t, x, u)) = 0,

или, что то же самое, систему обыкновенных дифференциальных
уравнений

dt
2t

= dx
x = −duu ,
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которая имеет такие первые интегралы:

x2t−1 = C1, ux = C2.

Следовательно, базис инвариантов алгебры v4 составляют функции

ω = x2t−1, w = xu.

Поэтому полагаем

w = ϕ(ω),

откуда получаем

u = x−1ϕ(ω), ω = x2t−1.

Подстановка полученного значения функции u (его еще называют ан-
зацем) в уравнение Бюргерса приводит к уравнению

4ω2ϕ̈+ 2ωϕϕ̇− ϕ2 + ω(ω − 2)ϕ̇+ 2ϕ = 0,

где ϕ̇ =
dϕ

dω
, ϕ̈ =

d2ϕ

dω2
. Это уравнение является уже обыкновенным

дифференциальным уравнением.
Ниже, для каждой из одномерных подалгебр представлен соответ-

ствующий анзац и редуцированное уравнение:

〈v4〉 : u = x−1ϕ(ω), ω = x2t−1,

4ω2ϕ̈+ 2ωϕϕ̇− ϕ2 + ω(ω − 2)ϕ̇+ 2ϕ = 0;

〈v5〉 : u = x−1ϕ(ω) − xt−1, ω = tx−1,

ω2ϕ̈− ωϕϕ̇+ 4ωϕ̇+ 2ϕ− ϕ2 = 0;

〈v1 + v5〉 : u = (t2 + 1)
− 1

2ϕ(ω) − xt(t2 + 1)−1, ω = x2(t2 + 1)−1,

4ωϕ̈+ 2
√
ωϕϕ̇ + 2ϕ̇+

√
ω = 0;

〈v2〉 : u = ϕ(t), ϕ̇ = 0;

〈v5 − v2〉 : u = t−1ϕ(ω) + t−2 − xt−1, ω = 2xt−1 − t−2,

4ϕ̈+ 2ϕϕ̇+ 1 = 0.

Перейдем далее к построению инвариантных решений уравнения
Бюргерса. Для этого проведем анализ редуцированных уравнений.
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Первое из этих уравнений

4ω2ϕ̈+ 2ωϕϕ̇+ ω(ω − 2)ϕ̇− ϕ2 + 2ϕ

получено вследствие редукции, соответствующей оператору 〈v4〉, ко-
торый генерирует группу симметрий растяжений в пространстве V =
= 〈t, x, u〉. Решения уравнений в частных производных, которые инва-
риантны относительно группы симметрий растяжений, называют ав-
томодельными решениями [46,55].

В общем случае нам не удалось проинтегрировать это уравнение.
Но оно имеет такие частные решения:

ϕ = 2, ϕ = −ω, ϕ = 2 − ω.

В соответствии с этим получаем такие автомодельные решения урав-
нения Бюргерса:

u = 2x−1, u = −xt−1, u = 2x−1 − xt−1.

Второе редуцированное уравнение

ω2ϕ̈− ωϕϕ̇+ 4ωϕ̇+ 2ϕ− ϕ2 = 0

допускает двухпараметрическую группу преобразований, которая ге-
нерируется операторами

v1 = ω∂ω, v2 = ω2∂ω − ωϕ∂ϕ.

Это дает возможность, используя симметрийные методы, проин-
тегрировать данное уравнение в замкнутом виде (подробности о
симметрийном анализе обыкновенных дифференциальных уравнений
можно найти в [32,55]).

Перейдем к новым переменным x и y = y(x) таким образом:

x = ω−1ϕ−1, y = −ω−1.

Тогда, поскольку

ϕ̇ =
y2(y − xy′)

x2y′
,

ϕ̈ = − y5y′′

x3y′3
− 2y3(y − xy′)2

x3y′2
,
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то данное уравнение сводится к уравнению

xy′′ + 2y′ + y′2 = 0,

общее решение которого находится с помощью двух квадратур.
Первое интегрирование приводит к равенству

y′

y′ + 2
= Ax−2, A 6= 0,

откуда получаем, что

y′ = 2A

x2 −A
, A 6= 0.

Отсюда следует, что общее решение сведенного редуцированного
уравнения составляют функции

y = −α ln

∣

∣

∣

∣

α+ x
α− x

∣

∣

∣

∣

+ C, A = α2 > 0, C ∈ R,

y = −2α arctan xα + C, A = −α2 < 0, C ∈ R.

В соответствии с этим общее решение второго редуцированного
уравнения составляют функции

ϕ = 1
αω th

(

C + 1
2αω

)

, C ∈ R, α 6= 0;

ϕ = 1
αω cth

(

C + 1
2αω

)

, C ∈ R, α 6= 0;

ϕ = 1
αω ctg

(

C + 1
2αω

)

, C ∈ R, α 6= 0.

Далее, учитывая вид анзаца, получаем также инвариантные решения
уравнения Бюргерса:

u = 1
αt

th

(

C + x
2αt

)

− x
t
, C ∈ R, α 6= 0;

u = 1
αt

cth

(

C + x
2αt

)

− x
t
, C ∈ R, α 6= 0;

u = 1
αt

ctg

(

C + x
2αt

)

− x
t
, C ∈ R, α 6= 0.
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Третье редуцированное уравнение

4ωϕ̈+ 2
√
ωϕϕ̇+ 2ϕ̇+

√
ω = 0

заменой

ϕ = ψ(η), η = 2
√
ω, ω > 0,

сводится к уравнению

4ψ̈ + 2ψψ̇ + 1
2
η = 0,

проинтегрировав которое один раз, приходим к специальному уравне-
нию Риккати

4ψ̇ + ψ2 + 1
4
η2 = m, m ∈ R.

Четвертое из редуцированных уравнений приводит к тривиальному
решению уравнения Бюргерса

u = C, C ∈ R.

Но, как отмечалось выше, характерной особенностью групп преоб-
разований, которые допускает заданное уравнение, является то, что
они действуют на множестве решений этого уравнения и переводят
одно его решение в другое. Поэтому одним из приложений таких пре-
образований является так называемое “размножение” решений (см.,
например, [78, 89]). Так, использовав преобразования, которые гене-
рирует оператор v5, из тривиального решения уравнения Бюргерса
получаем такое:

u =
C + C1x

1 − C1t
, C, C1 ∈ R.

Последнее, пятое, из редуцированных уравнений

4ϕ̈+ 2ϕϕ̇+ 1 = 0

легко интегрируется один раз:

4ϕ̇+ ϕ2 + ω = m, m ∈ R.

Снова пришли к специальному уравнению Риккати.
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Отметим, что решениями этого уравнения Риккати будут функ-
ции ϕ, которые удовлетворяют равенству

ψ̇ = ϕψ,

где

ψ = 1
2

√
ω −mZ 1

3

(

1
6

√

(ω −m)3
)

,

Z 1
3

(α) — цилиндрическая функция, которая выражается через функ-

ции Бесселя первого и второго рода.
В соответствии с этим и инвариантные решения уравнения Бюр-

герса определяются через цилиндрические функции.
В качестве задания для самостоятельной работы мы предлагаем

читателю провести симметрийную редукцию уравнений, которые рас-
сматривались в разделе 1.2 этой главы.



ГЛАВА 2

Групповая классификация
нелинейных одномерных уравнений

эволюционного типа

Вторая глава посвящена рассмотрению одной из центральных за-
дач классического группового анализа дифференциальных уравнений,
а именно — задаче групповой классификации дифференциальных
уравнений заданного вида. Эта задача формулируется так: для клас-
са дифференциальных уравнений заданного вида найти ядро основ-
ных групп инвариантности и указать все специализации произволь-
ных элементов (как правило, это некоторые произвольные функции),
которые дают расширения ядра основных групп. Другими словами:
среди уравнений заданного вида выделить те, которые имеют наи-
высшие симметрийные свойства. Основу данного раздела составляют
результаты, полученные в [1, 25,37,97, 142, 146, 187].

Прежде чем переходить к изложению результатов, заметим, что все
наши исследования относятся к локальным областям, и мы предпо-
лагаем, что все функции, которые нам встречаются, являются непре-
рывными и имеют непрерывные производные по аргументам нужных
порядков.

2.1. Задача групповой классификации
дифференциальных уравнений и методы ее
решения

В первом параграфе мы осуществляем постановку задачи, кото-
рую будем решать во втором разделе, проводим обзор известных ре-
зультатов и останавливаемся на методах решения задачи групповой
классификации.

2.1.1. Постановка задачи и обзор известных результатов

Если рассматривать множество дифференциальных уравнений и
множество групп преобразований изолированно друг от друга, то во-
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прос классификации принадлежащих им объектов рассматривается на
основании введения различных признаков. Так, для дифференциаль-
ных уравнений классификационными признаками могут быть свой-
ства линейности и квазилинейности. Для групп преобразований в ка-
честве таких признаков берут изоморфизмы и гомоморфизмы, струк-
турные свойства и многое другое. Однако в групповом анализе эти два
множества изучаются вместе посредством установленного выше соот-
ветствия между системой дифференциальных уравнений и ее группой
инвариантности.

Это свойство является отображением и приводит к расшире-
нию классификационных возможностей для каждого из этих мно-
жеств. Поскольку отображение “уравнение −→ группа преобразова-
ний” не является взаимно однозначным, то влияние преобразований
на классификационные возможности для дифференциальных уравне-
ний должно быть, вообще говоря, более сильным, чем обратное влия-
ние. Поэтому на первый план выдвигаются задачи групповой класси-
фикации дифференциальных уравнений.

Одним из сильных классификационных признаков является подо-
бие групп преобразований. А именно, если основные группы каких-
либо уравнений подобны, то групповые свойства этих уравнений, во-
обще говоря, одинаковы. В частности, если одну систему трансформи-
ровать посредством “замены переменных” в другую систему, то основ-
ные группы этих систем оказываются подобными. Поэтому групповой
анализ одного уравнения оказывается групповым анализом сразу все-
го класса уравнений, которые получаются из данного уравнения за-
менами переменных.

В дальнейшем рассматривается задача о классификации диффе-
ренциальных уравнений фиксированной дифференциальной структу-
ры, которые изменяются лишь за счет так называемого “произвольного
элемента” (как правило, это некоторые произвольные функции неза-
висимых и зависимых переменных, которые входят в данные уравне-
ния).

Объектом наших исследований являются нелинейные уравнения,
принадлежащие классу уравнений эволюционного типа

ut = f(t, x, u, ux)uxx + g(t, x, u, ux), (2.1)

где функции f и g — произвольные гладкие функции своих аргумен-
тов, u = u(t, x).

Отметим, что уравнения вида (2.1) занимают важное место среди
уравнений математической физики. К таким уравнениям, в частности,
приводят задачи описания процессов тепло- и массообмена, механики
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сплошной среды, теории фильтрации, роста популяций, физики моря
для описания распределения колебаний температуры и солености моря
относительно глубины и т.п.

Для уравнения (2.1) задача групповой классификации звучит так:
описать все уравнения вида (2.1), которые имеют нетривиальные
симметрийные свойства. Очевидно, в соответствии со сказанным
выше, для этого нам достаточно указать по одному представителю из
каждого класса уравнений, которые имеют подобные группы симмет-
рии.

Групповая классификация линейных уравнений вида (2.1) известна
(см., например, [46]). Оказывается, что линейное уравнение вида (2.1)
допускает более чем двухпараметрическую группу симметрии (мы не
учитываем тривиальную бесконечномерную симметрию) только в двух
случаях:

1) когда оно равносильно линейному уравнению теплопроводности

ut = uxx;

2) когда оно равносильно уравнению

ut = uxx +mx−2u, m ∈ R, m 6= 0.

В первом случае основной группой симметрии является шестипара-
метрическая группа инвариантности (инфинитезимальные операторы,
генерирующие эту группу, найдены при рассмотрении примера 1.4).
Во втором же случае основной группой симметрии является четырех-
параметрическая группа инвариантности, которую генерируют такие
инфинитезимальные операторы:

v1 = ∂t, v2 = 2t∂t + x∂x, v3 = u∂u,

v4 = 4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u.

Учитывая это, мы рассматриваем задачу групповой классифика-
ции нелинейных уравнений вида (2.1). При этом те из уравнений,
которые локальными заменами переменных сводятся к линейным, мы
считаем “несущественно” нелинейными уравнениями и исключаем из
рассмотрения. Примером такого “несущественно” нелинейного урав-
нения вида (2.1) является “модифицированное” уравнение Бюргерса

ut = uxx + u2
x,

которое заменой переменных

t = t, x = x, u = ln |ω|, ω = ω(t, x)
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сводится к линейному уравнению теплопроводности

ωt = ωxx.

История решения задачи групповой классификации дифференци-
альных уравнений ведет начало еще с работ С. Ли [148–150], где
он, в частности, доказал теорему, которая утверждает, что линейное
дифференциальное уравнение второго порядка с двумя независимы-
ми переменными допускает не более чем трехпараметрическую группу
нетривиальных преобразований.

Современную постановку задачи групповой классификации диф-
ференциальных уравнений осуществил в 1959 году Л.В.Овсянников
в классической роботе [47], где он предложил метод (метод Ли–
Овсянникова) решения задачи групповой классификации и осуще-
ствил групповую классификацию нелинейного уравнения теплопро-
водности

ut = [f(u)ux]x, f(u) 6= const. (2.2)

Основной результат групповой классификации уравнения (2.2) та-
кой.

Для произвольной функции f алгебра Ли группы симметрии яв-
ляется трехмерной и ее базис составляют операторы

v1 = ∂t, v2 = ∂x, v3 = 2t∂t + x∂x.

Основная алгебра инвариантности допускает расширения в таких
случаях:

1. f = eu : v4 = x∂x + 2∂u;

2. f = un, n 6= 0,−4
3

: v4 = n
2
x∂x + u∂u;

3. f = u
−4

3 : v4 = −2
3
x∂x + u∂u, v5 = −x2∂x + 3xu∂u.

Эта работа положила начало многочисленным циклам работ по
групповой классификации дифференциальных уравнений. При этом,
вместе с классическим подходом к решению задачи групповой класси-
фикации, для построения широких классов дифференциальных урав-
нений с высокими симметрийными свойствами используют и другие
пути. Коротко остановимся на некоторых из них.
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Иногда берут известное уравнение с высокими симметрийны-
ми свойствами, группа инвариантности которого является известной
группой локальных преобразований, обобщают его определенным об-
разом и ищут такие спецификации произвольных элементов, для ко-
торых новые уравнения имеют более высокие симметрийные свойства
или же являются инвариантными относительно данной группы инва-
риантности. Именно при таком подходе были получены новые волно-
вые и поливолновые уравнения, инвариантные относительно группы
Пуанкаре и ее естественных расширений [65,88], нелинейные обобще-
ния уравнений теплопроводности, инвариантные относительно групп
Галилея [114, 115], нелинейные уравнения классической электродина-
мики, инвариантные относительно групп Пуанкаре и Галилея [90].

Другой подход к описанию дифференциальных уравнений, инва-
риантных относительно некоторой заданной группы локальных пре-
образований, предусматривает построение полного множества диффе-
ренциальных инвариантов определенного порядка для данной группы
преобразований. Наличие такого множества дифференциальных ин-
вариантов дает возможность определить структуру всех дифферен-
циальных уравнений в частных производных определенного порядка,
которые допускают заданную группу преобразований в качества груп-
пы инвариантности. Полное множество дифференциальных инвариан-
тов второго порядка для известных реализаций в классе векторных
полей Ли групп Пуанкаре, Евклида и Галилея было найдено в робо-
тах [76,77,126], базис дифференциальных инвариантов для однопара-
метрической группы преобразований в случае произвольного количе-
ства независимых и зависимых переменных был построен в [163].

В роботах [80, 165, 166], при изучении наиболее общего вида вол-
новых и эволюционных уравнений в двухмерном пространстве-вре-
мени, инвариантных относительно групп Пуанкаре и Галилея, пред-
варительно было проведено построение реализаций алгебр Ли этих
групп в классе дифференциальных операторов первого порядка, что
позволило получить новые классы таких уравнений.

Здесь же мы рассматриваем классическую постановку задачи груп-
повой классификации дифференциальных уравнений. Поскольку ис-
тория исследования групповых свойств дифференциальных уравнений
состоянием на начало 90-х годов XX-го столетия довольно полно отоб-
ражена в первом томе справочника [107] под редакцией Н.Х. Ибра-
гимова, здесь мы останавливаемся только на тех роботах, в которых
были изучены групповые (локальные) свойства уравнений вида (2.1):

[4] : ut = f(ux)uxx, f 6= const;

2.1. Задача групповой классификации 151

[21] : ut = [f(u)ux]x + g(u), g 6= 0;

[108, 159] : ut = [f(u)ux]x + g(u)ux;

[64, 105] : ut = [f(u)ux]x + g(u)ux + h(u);

[130] : ut = (un)xx + g(x)um + f(x)usux, n 6= 0.

Из приведенного выше перечня видно, что групповая классифика-
ция осуществлена только для тех уравнений вида (2.1), которые содер-
жат произвольные функции одного аргумента. Чтобы понять, чем это
вызвано, рассмотрим подробно групповую классификацию первого из
приведенных выше уравнений (нелинейного уравнения фильтрации) и
познакомимся с алгоритмом метода Ли–Овсянникова.

2.1.2. Групповая классификация нелинейного уравнения
фильтрации [4]

Следуя работе [4] (см. также [6]), осуществим групповую класси-
фикацию уравнений вида

ut = f(ux)uxx, (2.3)

где f ′ 6= 0. Для этого, в соответствии с алгоритмом метода Ли–
Овсянникова, на первом этапе найдем основную группу симметрии
(или, что то же самое, основную алгебру инвариантности) уравне-
ния (2.3).

Оператор локальной группы, которую допускает уравнение (2.3),
ищем в виде

v = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (2.4)

где τ , ξ, η — произвольные гладкие функции своих аргументов в
некоторой области Ω пространства V = 〈t, x, u〉. Значения функций τ ,
ξ, η ищем из определяющего уравнения

ϕt − ϕxf ′uxx − ϕxxf = 0, (2.5)

где ϕt, ϕx, ϕxx вычисляются по формулам (1.66), (1.67), (1.70) из пер-

вого раздела, f ′ =
d f(ux)

d ux

. При решении уравнения (2.5) ut заменяет-

ся на fuxx, a ux, uxx, utx рассматриваются как свободные дифферен-
циальные переменные. Расщепление (2.5) по свободным переменным
utx, uxx приводит к уравнениям

τx = 0, τu = 0, (2.6)
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f [−τt + 2ξx + 2ξuux] = f ′[ηx + (ηu − ξx)ux − ξuu
2
x], (2.7)

ηt − ξtux = f [ηxx + 2(ηxu − ξxx)ux +

+ (ηuu − 2ξxu)u
2
x − ξuuu

3
x]. (2.8)

В случае произвольной функции f = f(ux) все коэффициенты в
(2.7) и (2.8) должны быть равны нулю:

τt − 2ξx = 0, ξu = 0, ηx = 0, ηu − ξx = 0,

ηt = 0, ξt = 0, 2ηxu − ξxx = 0, ηuu − 2ξxu = 0. (2.9)

Из системы уравнений (2.6), (2.9) легко получить, что в случае про-
извольной функции f = f(ux) уравнение (2.3) допускает четырехмер-
ную алгебру инвариантности с базисом

v1 = ∂t, v2 = ∂x, v3 = 2t∂t + x∂x + u∂u, v4 = ∂u. (2.10)

Теперь перейдем к рассмотрению возможности расширения основ-
ной группы симметрии уравнения (2.3), которая генерируется инфи-
нитезимальными операторами (2.10). Для этого покажем сначала, что
равенство (2.7) равносильно равенству

f(a+ 2bux) = f ′(c+ dux − bu2
x) (2.11)

с постоянными коэффициентами a, b, c, d. Действительно, поскольку
f зависит только от ux, выполнение (2.7) возможно только тогда,
когда все коэффициенты либо тождественно обращаются в нуль, либо
пропорциональны (с постоянными множителями) некоторой функции
λ = λ(t, x, u) 6≡ 0:

−τt + 2ξx = aλ, ξu = bλ, ηx = cλ, ηu − ξx = dλ.

Легко убедиться в том, что если все коэффициенты в (2.7) одновре-
менно равны нулю, то это соответствует случаю произвольной функ-
ции f . Следовательно, расширение основной группы инвариантности
возможно только для тех значений функции f , которые удовлетворя-
ют некоторому равенству вида (2.11) с постоянными коэффициентами
a, b, c, d, такими, что многочлены a + 2bux, c + dux − bu2

x не равны
нулю. Поэтому (2.11) можно переписать в виде

f ′

f
=

a+ 2bux

c+ dux − bu2
x

. (2.12)
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Равенство (2.12) мы будем называть классифицирующим соотношени-
ем.

Прежде чем переходить к анализу классифицирующего соотноше-
ния (2.12), выполним следующий этап алгоритма метода Ли–Овсян-
никова, который предполагает построение группы преобразований эк-
вивалентности E . Для построения E можно использовать как прямой
метод, так и инфинитезимальный, который дает возможность отно-
сительно легко вычислить непрерывную подгруппу Ec, которая потом
дополняется к группе E .

Остановимся сначала на инфинитезимальном методе. Будем искать
оператор

E = τ∂t + ξ∂x + η∂u + µ∂f

группы Ec из условия инвариантности уравнения (2.3), которое запи-
сано в виде системы

ut = fuxx, ft = 0, fx = 0, fu = 0, fut
= 0. (2.13)

Здесь u, f рассматриваются как дифференциальные переменные:
u в пространстве 〈t, x〉, f — в расширенном пространстве 〈t, x, u, ut, ux〉.
Координаты τ , ξ, η оператора E ищутся как функции переменных t,
x, u, а координата µ — как функция переменных t, x, u, ut, ux, f .
Если вместе с обычными операторами дифференцирования

Dt = ∂t + ut∂u + utt∂ut
+ utx∂ux

+ · · · ,
Dx = ∂x + ux∂u + utx∂ut

+ uxx∂ux
+ · · ·

ввести дифференцирования

D̃t = ∂t + ft∂f + ftt∂ft
+ ftx∂fx

+ ftu∂fu
+ ftut

∂fut
+ · · · ,

D̃x = ∂x + fx∂f + ftx∂ft
+ fxx∂fx

+ fxu∂fu
+ fxut

∂fut
+ · · · ,

D̃u = ∂u + fu∂f + ftu∂ft
+ fxu∂fx

+ fuu∂fu
+ fuut

∂fut
+ · · · ,

D̃ut
= ∂ut

+ fut
∂f + ftut

∂ft
+ fxut

∂fx
+ fuut

∂fu
+ futut

∂fut
+ · · ·

в расширенном пространстве, то координаты продолженного операто-
ра

Ẽ = E + ϕt∂ut
+ ϕx∂ux

+ ϕxx∂uxx
+ µt∂ft

+

+ µx∂fx
+ µu∂fu

+ µut∂fut
+ · · ·
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запишутся в виде

ϕt = Dt(η) − utDt(τ) − uxDt(ξ),

ϕx = Dx(η) − utDx(τ) − uxDx(ξ),

ϕxx = Dx(ϕ
x) − utxDx(τ) − uxxDx(ξ),

µt = D̃t(µ) − ftD̃t(τ) − fxD̃t(ξ) − fuD̃t(η) −
− fut

D̃t(ϕ
t) − fux

D̃t(ϕ
x),

µx = D̃x(µ) − ftD̃x(τ) − fxD̃x(ξ) − fuD̃x(η) −
− fut

D̃x(ϕ
t) − fux

D̃x(ϕ
x),

µu = D̃u(µ) − ftD̃u(τ) − fxD̃u(ξ) − fuD̃u(η) −
− fut

D̃u(ϕ
t) − fux

D̃u(ϕ
x),

µut = D̃ut
(µ) − ftD̃ut

(τ) − fxD̃ut
(ξ) − fuD̃ut

(η) −
− fut

D̃ut
(ϕt) − fux

D̃ut
(ϕx),

а инфинитезимальный критерий инвариантности системы (2.13) —
в виде

ϕt − fϕxx − µuxx
∣

∣

(2.13)
= 0, (2.14)

µt
∣

∣

(2.13)
= µx

∣

∣

(2.13)
= µu

∣

∣

(2.13)
= µut

∣

∣

(2.13)
= 0. (2.15)

Поскольку функции τ , ξ, η, ϕt, ϕx, ϕxx не зависят от f , уравнения
(2.15) приобретают вид

µt − fux
ϕxt = 0, µx − fux

ϕxx = 0,

µu − fux
ϕxu = 0, µut

− fux
ϕxut

= 0.

Здесь f — дифференциальная переменная (так что f и fux
являются

алгебраически независимыми), поэтому последние уравнения дают

µ = µ(ux, f), ϕxt = ϕxx = ϕxu = ϕxut
= 0. (2.16)

Учитывая, что

ϕx = ηx + uxηu − utτx − utuxτu − uxξx − u2
xξu,

из (2.16) получаем

τ = τ(t), ξ = A1(t)x+ C1u+A2(t),

η = A3(t)u+ C2x+ A4(t),
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где C1, C2 — произвольные постоянные интегрирования. После под-
становки полученных выражений для τ , ξ, η, µ в (2.14) получаем
общее решение определяющих уравнений (2.14), (2.15):

τ = C1t+ C2, ξ = C3x+ C4u+ C5,

η = C6x+ C7u+ C8, µ = (2C4ux + 2C3 − C1)f.

Полагая здесь поочередно одну из постоянных Ci (i = 1, . . . , 8) равной
1, а остальные равными 0, получаем операторы

E1 = ∂t, E2 = ∂x, E3 = ∂u,

E4 = t∂t − f∂f , E5 = x∂x + 2f∂f ,

E6 = u∂x + 2uxf∂f , E7 = x∂u, E8 = u∂u,

которые генерируют 8-параметрическую группу Ec преобразований эк-
вивалентности

t = αt+ γ1, x = β1x+ β2u+ γ2,

u = β3x+ β4u+ γ3, f = (β1 + β2ux)
2f · 1

α (2.17)

с коэффициентами

β1 = a5, β2 = a6, β3 = a5a7a8, β4 = (1 + a6a7)a8,

α = a4, γ1 = a1a4, γ2 = a2a5 + a3a6,

γ3 = (a3 + a2a5a7 + a3a6a7)a8,

где ai — параметр подгруппы с оператором Ei (поэтому a4, a5, a8 > 0),
так что в (2.17) α > 0, βi > 0, α(β1β4 − β2β3) > 0.

Для дополнения построенной непрерывной группы Ec заметим, что
отображения

t→ −t, x → −x

также содержатся в группе E . Дополнив ими Ec, получим преобра-
зование (2.17) с произвольными коэффициентами α, βi, γi, которые
удовлетворяют только условию невырожденности α(β1β4 − β2β3) 6= 0.

Остановимся далее на прямом построении группы E и убедимся,
что преобразования (2.17) действительно составляют группу E .

Предположим, что уравнение (2.3) в результате невырожденной
замены переменных

t = ψ(t, x, u), x = ϕ(t, x, u), u = Φ(t, x, u)



156 Глава 2. Групповая классификация уравнений

переходит в уравнение

ut = f(ux)uxx. (2.18)

При этом операторы дифференцированияDt, Dx преобразуются по
формулам

Dt = Dt(ψ)Dt +Dt(ϕ)Dx, Dx = Dx(ψ)Dt +Dx(ϕ)Dx,

использование которых приводит к такому выражению для ut:

ut =
Dx(Φ)Dt(ψ) −Dt(Φ)Dx(ψ)

Dx(ϕ)Dt(ψ) −Dt(ϕ)Dx(ψ)
.

Поскольку мы проводим построение преобразований эквивалентности,
то правая часть последнего равенства должна зависеть только от ut,
поэтому ее производные по переменным t, x, u, ux равны нулю. Это
условие приводит к системе уравнений для функций ϕ, ψ, Φ, решение
которой имеет вид

ϕ = A1(t)(β1x+ β2u) +A2(t), ψ = ψ(t),

Φ = A1(t)(β3x+ β4u) +A3(t),

где β1β4 − β2β3 6= 0, ψ′(t) 6= 0, A1(t) 6= 0.
Дальнейшая конкретизация вида функций Ai(t), ψ(t) осуществля-

ется путем подстановки полученного решения в уравнение (2.18) и
приводит к формулам (2.17).

Следующий этап групповой классификации уравнения (2.3) пре-
дусматривает проведение анализа классифицирующего соотноше-
ния (2.12). Для этого мы используем тот факт, что отношение эквива-
лентности уравнения (2.3) может быть перенесено на уравнение (2.12):
после преобразования эквивалентности (2.17) уравнение (2.12) приоб-
ретет вид

f
′

f
=

a− 2bux

c+ dux − bu2
x

(2.19)

с коэффициентами a, b, c, d, которые связаны с a, b, c, d посредством
формул

a = Ba+ 2β3β4b− 2β1β2c− 2β2β3d, B = β1β4 − β2β3,

b = β2
4b− β2

2c− β2β4d, c = −β2
3b+ β2

1c+ β1β3d,

d = −2β3β4b+ 2β1β2c+ (β1β4 + β2β3)d. (2.20)
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Из (2.20) следует, что дискриминант ∆ = d2 + 4bc в результате дей-
ствия преобразований (2.17) преобразуется так: ∆ = B−2∆.

Используя это обстоятельство, можно показать, что имеет место
один из таких трех случаев:

• все уравнения (2.12) с ∆ = 0 эквивалентны уравнению

f
′

f
= 1; (2.21)

• любое уравнение (2.12) с ∆ > 0 может быть приведено к виду

f
′

f
=
σ − 1
ux

, σ > 0; (2.22)

• любое уравнение (2.12) с ∆ < 0 может быть приведено к виду

f
′

f
=
ν − 2ux
1 + ux

, ν > 0. (2.23)

Действительно, в случае (2.21) формулы (2.20), подставленные
в (2.12), приводят к равенству

f ′

f
=

(B − 2β1β2) − 2β2
2ux

(β1 + β2ux)
2

,

откуда, вследствие произвольности параметров β1, . . . , β4 в преобра-
зованиях (2.17), и следует первое утверждение.

Аналогично, для уравнения (2.22) получаем

f ′

f
=

[Bσ − (β1β4 + β2β3)] − 2β2β4ux

(β1 + β2ux)(β3 + β4ux)
, (2.24)

откуда, вследствие произвольности параметров в преобразовани-
ях (2.17), следует второе из утверждений. Из (2.24) получаем такое
выражение для вычисления σ по коэффициентам уравнения (2.12):

σ =
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∣
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где k1 и k2 — корни трехчлена c + dk − bk2. Использование условия
σ > 0 достигается преобразованием эквивалентности

x = u, u = x,

которое переводит уравнение (2.22) с произвольным σ в уравнение

f ′

f
= −σ + 1

ux
.

Последнее третье утверждение доказывается аналогично. При этом
получаем формулу

ν =
2|a+ d|
√
−∆

.

Следовательно, множество уравнений (2.12) разбивается на классы
эквивалентности с представителями (2.21)–(2.23), которые после ин-
тегрирования дают такие значения функций (черту над u и f в даль-
нейшем мы будем упускать):

f = exp(ux), (2.25)

f = uσ−1
x , σ > 0, (2.26)

f = (1 + u2
x)

−1 exp(ν arctanux), ν > 0. (2.27)

От постоянных интегрирования мы избавляемся растяжением в урав-
нении (2.3).

Последний этап предусматривает решение определяющих урав-
нений (2.6)–(2.8) для каждого из полученных значений функций f
(2.25)–(2.27).

Для значения f (2.25) уравнения (2.7), (2.8) после расщепления
по ux приводят к системе

−τt + 2ξx = ηx, ηu − ξx = 0, ξu = 0,

ηt = 0, ξt = 0, ηxx = 0, 2ηxu − ξxx = 0,

откуда, учитывая (2.6), получаем

τ = (2A1 −A2)t+A3, ξ = A1x+A4,

η = A2x+A1u+A5.
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Следовательно, в данном случае к операторам (2.10) прибавляется
оператор

v5 = −t∂t + x∂u.

Аналогично получаем дополнительные операторы

v5 = (1 − σ)t∂t + u∂u

для (2.26), где σ 6= 1, и

v5 = −νt∂t − u∂x + x∂u

для (2.27).
Заметим, что если в (2.26) σ = 1, то уравнение (2.3) эквивалентно

линейному уравнению теплопроводности, которое мы здесь рассмат-
ривать не будем.

Подытоживая полученные результаты, приходим к такому утвер-
ждению.

Предложение 2.1 ( [4, 6]). В случае произвольного значения
функции f в уравнении (2.3) его максимальной алгеброй инвари-
антности является четырехмерная алгебра Ли, базис которой со-
ставляют операторы (2.10). Основная алгебра инвариантности
допускает расширение до пятимерной алгебры инвариантности в
таких трех случаях:

f = eux : v5 = −t∂t + x∂u;

f = un−1
x , n > 0, n 6= 1 : v5 = (1 − n)t∂t + u∂u;

f = en arctan ux

1 + u2
x

, n > 0 : v5 = −nt∂t − u∂x + x∂u.

Заметим, что наличие в уравнении (2.3) конечномерной группы
преобразований Ec дает возможность использовать для построения
спецификаций функции f инфинитезимальный критерий инвариант-
ности. Поскольку f = f(ux), то речь идет об инвариантах группы Ec в
пространстве 〈ux, f〉. В связи с этим перепишем инфинитезимальные
операторы, которые генерируют группу Ec, так, чтобы было учтено
и действие соответствующих преобразований на дифференциальную
переменную ux. Имеем операторы:

Ẽ1 = ∂t, Ẽ2 = ∂x, Ẽ3 = ∂u, Ẽ4 = t∂t − f∂f ,

Ẽ5 = x∂x + 2f∂f − ux∂ux
, Ẽ6 = u∂x − u2

x∂ux
+ 2uxf∂f ,

Ẽ7 = x∂u + ∂ux
, Ẽ8 = u∂u + ux∂ux

.
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Далее, поскольку действие операторов

v1 = Ẽ1, v2 = Ẽ2, v3 = 2Ẽ4 + Ẽ5 + Ẽ8, v4 = Ẽ3

является нулевым в пространстве 〈ux, f〉 (они составляют базис основ-
ной алгебры инвариантности уравнения (2.3)), то дальнейшему ана-
лизу подлежат операторы Ẽ5, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8. Положив

e1 = Ẽ5 − Ẽ8, e2 = Ẽ7, e3 = Ẽ6, e4 = Ẽ5 + Ẽ8,

видим, что имеют место такие коммутационные соотношения:

[e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3,

[e2, e3] = e1, [ei, e4] = 0 (i = 1, 2, 3),

то есть операторы ei (i = 1, . . . , 4) составляют базис алгебры sl(2,R)⊕
〈e4〉, sl(2,R) = 〈e1, e2, e3〉.

Поскольку пространство 〈ux, f〉 двухмерное, то для построения ин-
вариантов нам достаточно взять перечень одномерных подалгебр алге-
бры sl(2,R)⊕〈e4〉. Используя результаты классификации одномерных
подалгебр алгебры sl(2,R), находим, что оптимальную систему одно-
мерных подалгебр алгебры sl(2,R) ⊕ 〈e4〉 составляют такие алгебры:

〈e4〉, 〈e1 + ke4〉, 〈e2 + ke4〉, 〈e2 − e3 + ke4〉 (k ∈ R).

Алгебра 〈e4〉 не удовлетворяет необходимому условию (1.136), для
остальных же алгебр получаем такие первые интегралы:

〈e1 + ke4〉 : f |ux|1+k = C,

〈e2 + ke4〉 : fe−2kux = C,

〈e2 − e3 + ke4〉 : f(1 + u2
x) exp(−2k arctanux) = C,

где C — произвольная постоянная интегрирования.
Отсюда следует, что нужно рассматривать такие случаи значений

функции f :

f = C|ux|−(1+k);

f = Ce2kux ;

f = C
exp(−2k arctan ux)

1 + u2
x

, C 6= 0,
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которые с точностью до эквивалентности и обозначений постоянных
совпадают с теми, которые были получены в результате анализа клас-
сифицирующего соотношения.

Подведем итог. Как видно из проведенных выше соображений, вы-
полнение алгоритма метода Ли–Овсянникова групповой классифика-
ции дифференциальных уравнений заключается в осуществлении та-
ких шагов:

• используя стандартный метод Ли, находим основную группу сим-
метрии исследуемого уравнения, определяющую систему и клас-
сифицирующее соотношение;

• осуществляем построение группы преобразований эквивалентно-
сти E исследуемого уравнения;

• используя преобразования из группы E , проводим анализ класси-
фицирующего соотношения и находим возможные спецификации
произвольного элемента, который входит в исследуемое уравне-
ние;

• для каждого из полученных значений произвольного элемента
решаем определяющую систему и исследуем возможности рас-
ширения основной группы симметрии данного уравнения.

Отметим, что, как было показано выше, вместо третьего шага алго-
ритма можно для построения спецификаций произвольного элемента
применять и инфинитезимальный критерий инвариантности, исполь-
зуя оптимальную систему подгрупп группы Ec.

Следовательно, метод Ли–Овсянникова групповой классификации
дифференциальных уравнений является эффективным в тех случа-
ях, когда удается осуществить полный анализ классифицирующего
соотношения или построить оптимальную систему подгрупп группы
преобразований Ec.

Возвращаясь к приведенному выше перечню уравнений вида (2.1),
для которых была полностью решена задача групповой классифи-
кации, отметим, что для всех них классифицирующие соотношения
являются системами обыкновенных дифференциальных уравнений,
а группы Ec — конечнопараметрическими группами преобразований.
Например, для уравнения

ut = [f(u)ux]x + g(u), g 6= 0, (2.28)

выполнение первого шага алгоритма метода Ли–Овсянникова показы-
вает, что группа инвариантности этого уравнения генерируется инфи-
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нитезимальным оператором

v = a(t)∂t + b(t, x)∂x + c(t, x, u)∂u,

где функции a, b, c, f , g удовлетворяют определяющей системе урав-
нений

(2bx − ȧ)f = cf ′, ct + (cu − ȧ)g − cxxf = cg′,

−bt + fbxx − 2(fcx)u = 0, f ′(cu + 2bx − ȧ) − (fc)uu = 0,

которая является системой четырех обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений для определения функций f и g.

Покажем, что первое из приведенных уравнений системы приводит
к классифицирующему соотношению для функции f. Продифферен-
цируем его по u:

(2bx − ȧ)f ′ = cuf
′ + cf ′′,

тогда из четвертого уравнения системы следует равенство

fcuu = 0.

Поскольку в исследуемом уравнении f 6= 0, то cuu = 0.
Учитывая это и различая случаи f ′ = 0 (f = const) и f ′ 6= 0, из

первого уравнения системы получаем равенство

(2bx − ȧ)(f(f ′)−1)uu = 0,

поэтому классифицирующим условием для функции f является урав-
нение

(f(f ′)−1)uu = 0,

из которого с точностью до эквивалентности получаем еще такие два
значения функции f, которые следует рассмотреть в дальнейшем: f =
= eu и f = |u|k (k 6= 0).

С другой стороны, группа Ec уравнения (2.28) является шестипа-
раметрической группой преобразований и среди операторов, которые
ее генерируют, ненулевое действие в пространстве 〈u, f〉 имеют опе-
раторы

E1 = 2t∂t + x∂x + u∂u, E2 = ∂u, E3 = 1
2
x∂x + f∂f ,
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составляющие базис алгебры Ли A2.2⊕A1. Используя известную клас-
сификацию одномерных подалгебр этой алгебры, получаем, что к зна-
чениям, отличным от произвольного значения функции f , приводят
такие подалгебры:

〈E2 +E3〉 : f = Ceu,

〈E1〉 : f = C,

〈E1 + kE3〉 : f = C|u|k (k 6= 0),

где C — произвольная постоянная интегрирования. Очевидно, что с
точностью до эквивалентности полученные значения функции f сов-
падают c приведенными выше. Анализ значений функции g проводит-
ся аналогично.

Иная ситуация возникает, когда задача групповой классификации
рассматривается для дифференциального уравнения, которое содер-
жит произвольные функции двух и больше аргументов. Рассмотрим,
например, случай линейного уравнения второго порядка гиперболиче-
ского типа:

utx +A(t, x)ut +B(t, x)ux + C(t, x)u = 0, (2.29)

где u = u(t, x). Выполнение первого шага алгоритма метода Ли–
Овсянникова показывает, что группа инвариантности уравнения (2.29)
генерируется инфинитезимальным оператором

v = f(t)∂t + g(x)∂x + h(t, x)u∂u, (2.30)

в котором функции f , g, h удовлетворяют равенствам

ht +Bḟ + fBt + gBx = 0, hx +Ag′ + gAx + fAt = 0,

htx + Cḟ + fCt + Cg′ + gCx +Aht +Bhx = 0, (2.31)

где ḟ =
df(t)

dt
, g′ =

dg(x)

dx
(мы исключаем из рассмотрения тривиаль-

ную бесконечномерную симметрию с оператором X = ω(t, x)∂u, где ω
является произвольным решением уравнения (2.29)).

Очевидной является невозможность прямого анализа системы
(2.31).

Далее, прямые вычисления показали, что группу эквивалентно-
сти E уравнения (2.29) формируют два следующих класса преобразо-
ваний:

(a) τ = α(t), ξ = β(x), v = θ(t, x)u+ ρ(t, x),

(b) τ = α(x), ξ = β(x), v = θ(t, x)u+ ρ(t, x), (2.32)
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где α, β — произвольные гладкие функции своих аргументов, а функ-
ции θ, ρ удовлетворяют условию

ρθtx + θtρx + θxρt − 2ρθ−1θtθx − θρtx +

+A[θtρ− θρt] +B[θxρ− θρx] − Cθρ = 0.

Кроме того, вследствие невырожденности преобразований (2.32)
θ 6= 0, производные от функций α и β не равны нулю.

Мы видим, что для уравнения (2.29) группа эквивалентности E яв-
ляется бесконечнопараметрической и вопрос об описании ее подгрупп
остается открытым.

Следовательно, прямое применение метода Ли–Овсянникова не да-
ет возможности провести полную групповую классификацию уравне-
ния (2.29). Необходимо ввести в рассмотрение некоторые дополни-
тельные условия.

Действительно, Л.В. Овсянников осуществил групповую класси-
фикацию уравнения (2.29), используя инварианты Лапласа [48] (см.
также [46]):

h = At +AB − C, k = Bx +AB − C,

взяв в качестве классифицирующего соотношения их отношения.
Основной полученный им классификационный результат такой.

Предложение 2.2 ( [48]). Уравнение (2.29) допускает алгебру
инвариантности размерности высшей, чем 2, тогда и только то-
гда, когда функции

p = k
h
, q = 1

h
(lnh)xy

являются постоянными величинами. В этом случае уравнение
(2.29) эквивалентно уравнению Эйлера–Пуассона

utx −
2ut

q(t+ x)
− 2pux
q(t+ x)

+
4pu

q2(t+ x)2
= 0,

если q 6= 0, или уравнению

utx + tut + pxux + ptxu = 0,

если q = 0.
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Нетривиальные алгебры инвариантности этих уравнений являются
четырехмерными.

Заметим, что при групповой классификации уравнения (2.29) из
рассмотрения были исключены случаи тех уравнений, которые име-
ют нетривиальные бесконечномерные симметрии и интегрируются в
общем виде. Примером таких уравнений является уравнение

utx = 0,

общее решение которого имеет вид

u = ϕ(t) + ψ(x),

где ϕ и ψ — произвольные гладкие функции своих аргументов.
Очевидно, что невозможность непосредственного использования

метода Ли–Овсянникова для групповой классификации дифференци-
альных уравнений, которые содержат произвольные функции двух и
больше переменных, существенно сужает классы уравнений, которые
подлежат такому исследованию.

В работах [25, 187] нами был предложен новый подход к прове-
дению групповой классификации дифференциальных уравнений, ко-
торый позволил существенно расширить множество уравнений, для
которых эту задачу удается решить полностью. На алгоритме ново-
го метода и одном примере его применения мы и останавливаемся в
следующем пункте параграфа.

2.1.3. Новый подход к решению задачи групповой
классификации

Предложенный в [25, 187] новый подход к групповой классифика-
ции дифференциальных уравнений является, собственно говоря, син-
тезом метода Ли–Овсянникова, результатов классификации абстракт-
ных конечномерных действительных алгебр Ли и техники использо-
вания преобразований эквивалентности. Он базируется на следующих
известных положениях группового анализа дифференциальных урав-
нений и теории абстрактных алгебр Ли:
• Если дифференциальное уравнение имеет нетривиальную сим-
метрию, то оно инвариантно относительно некоторой конечно-
мерной алгебры Ли инфинитезимальных операторов, тип которой
полностью определяется структурными константами.

• В результате действия преобразований из группы E данное урав-
нение переходит в эквивалентное ему уравнение, а его алгебра
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инвариантности — в подобную ей (изоморфную) алгебру Ли опе-
раторов симметрии. При этом, вследствие сохранения общего ви-
да эквивалентных уравнений, базисные операторы обеих алгебр
инвариантности также принадлежат определенному классу инфи-
нитезимальных операторов.

• Известной является классификация всех неизоморфных действи-
тельных алгебр Ли до размерности 6 включительно [12, 42–45,
91,179,180]. Это дает возможность в заданном классе операторов
с точностью до эквивалентности, которую определяет некоторая
группа преобразований, изучить все возможные реализации этих
алгебр Ли, а потом проверить, могут ли они быть алгебрами ин-
вариантности уравнений заданного класса.

Исходя из сказанного выше, для групповой классификации нелиней-
ных уравнений вида (2.1) мы будем использовать подход, который
состоит в выполнении такого алгоритма:

I) На первом шаге, с использованием инфинитезимального метода
Ли, находим систему определяющих уравнений для инфинитези-
мального оператора, генерирующего группу симметрии исследу-
емого уравнения. Определяющие уравнения, которые явным об-
разом зависят от произвольных функций и их производных, мы
называем классифицирующими. Интегрируя те из определяющих
уравнений, которые не зависят от произвольных функций, по-
лучаем наиболее общий вид инфинитезимального оператора, ко-
торый допускается исследуемым уравнением. Также, используя
прямой или инфинитезимальный метод, строим группу эквива-
лентности E данного уравнения.

II) На втором шаге, продвигаясь поэтапно, мы проводим группо-
вую классификацию исследуемых уравнений, которые допуска-
ют алгебры инвариантности невысоких размерностей (например,
не выше чем 3). Для этого мы предварительно строим реализа-
ции одно-, двух- и трехмерных алгебр Ли в классе найденных
на первом шаге инфинитезимальных операторов с точностью до
эквивалентности, которую определяют преобразования из группы
E . Подставляя значения функций в полученных базисных опера-
торах реализаций в классифицирующие уравнения, мы находим
соответствующие значения произвольных функций в соответству-
ющих инвариантных уравнениях. При этом мы исключаем те из
реализаций, которые не могут быть алгебрами инвариантности
уравнений исследуемого вида. Тем самым мы остаемся именно
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в пределах задачи групповой классификации дифференциальных
уравнений заданного вида. Постепенное повышение размерности
алгебр инвариантности приводит к уменьшению степени произ-
вольности функций, которые входят в дифференциальные урав-
нения исследуемого вида.

III) Третий шаг предусматривает завершение групповой классифика-
ции данного уравнения. Для этого мы используем как класси-
ческие методы (если произвольные функции в уравнениях уже
являются функциями одного аргумента), так и дальнейшее рас-
ширение уже известных реализаций алгебр Ли до реализаций
алгебр Ли высших размерностей, которые могут быть алгебрами
инвариантности уравнений исследуемого вида.

Результатом групповой классификации должен быть перечень не-
эквивалентных уравнений исследуемого вида с приведенными макси-
мальными алгебрами инвариантности этих уравнений.

Поэтому задача групповой классификации считается решенной
полностью, если доказано, что:

1) построенные алгебры Ли операторов симметрии являются макси-
мальными алгебрами инвариантности полученных уравнений;

2) в рамках сформулированной задачи полученный перечень уравне-
ний содержит только неэквивалентные уравнения (то есть такие
уравнения, которые не переводятся друг в друга преобразовани-
ями из группы E).

Для построения максимальной алгебры инвариантности достаточ-
но использовать инфинитезимальный метод Ли. Проверке же на эк-
вивалентность подлежат те из уравнений, максимальные алгебры ин-
вариантности которых являются изоморфными. При этом, чтобы по-
казать, что полученные уравнения являются неэквивалентными, до-
статочно убедиться, что не существуют преобразования из группы E ,
которые переводят одну алгебру инвариантности в другую. Прежде
чем перейти к групповой классификации уравнений вида (2.1), рас-
смотрим групповую классификацию уравнения (2.29) и убедимся, что
использование предложенного метода приводит к уже известному ре-
зультату.

Как было показано выше, группу инвариантности уравнения
(2.29) генерируют инфинитезимальные операторы вида (2.30). Так-
же, вследствие линейности, уравнение (2.29) допускает оператор u∂u
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и при этом имеет место коммутационное соотношение

[v, u∂u] = 0

для произвольного оператора v вида (2.30). Следовательно, операто-
ры v (2.30) и u∂u составляют базис двухмерной абелевой алгебры
Ли A2.1. Поэтому для уравнения (2.29) выполнение второго шага ал-
горитма начинаем с построения реализаций именно алгебры A2.1.

Предложение 2.3. Пусть алгеброй инвариантности уравнения
(2.29) является алгебра Ли операторов симметрии, изоморфная
алгебре A2.1. Тогда с точностью до эквивалентности, которую
определяют преобразования (2.32) из группы E, существуют две
реализации алгебры A2.1, которые являются максимальными ал-
гебрами инвариантности уравнений вида (2.29):

A1
2.1 = 〈u∂u, ∂t〉,

A2
2.1 = 〈u∂u, ∂t + ∂x〉.

Соответствующие инвариантные уравнения имеют такой вид:

A1
2.1 : utx +B(x)ux + u = 0; (2.33)

A2
2.1 : utx +B(z)ux + C(z)u = 0,

z = t− x, |B| + |C| 6= 0. (2.34)

Напомним, что здесь мы не учитываем тривиальную бесконечно-
мерную симметрию уравнения (2.29) и исключаем из рассмотрения те
уравнения, которые интегрируются в общем виде.

Доказательство. Прежде всего убедимся, что в операторе v вида
(2.30) хотя бы одна из функций f или g является ненулевой. Дей-
ствительно, если f = g = 0, то классифицирующая система (2.31)
сводится к системе

ht = hx = htx = 0,

из которой следует, что h = c = const, и оператор v = cu∂u является
линейно зависимым с оператором u∂u.

Следовательно, хотя бы одна из функций (f или g) в операторе v
является ненулевой. При этом, с точностью до эквивалентности, кото-
рую определяют преобразования из группы E , можем всегда считать,
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что f 6= 0. Действительно, если в (2.30) f = 0, то g 6= 0, и замена
переменных t→ x, x → t показывает справедливость предположения.

Пусть теперь в операторе v f 6= 0, g = 0, то есть

v = f(t)∂t + h(t, x)u∂u.

Замена переменных (2.32a), где функция α является решением урав-
нения α̇ = f−1, функция θ — ненулевым решением уравнения fθt +
+ hθ = 0, ρ = ρ(x), преобразует оператор v в оператор

ṽ = ∂τ .

Возвратившись к начальным обозначениям переменных, приходим к
реализации A1

2.1.
Пусть, далее, f · g 6= 0. Тогда замена переменных (2.32a), где α яв-

ляется решением уравнения α̇f = 1, g — решением уравнения β ′g = 1,
θ — ненулевым решением уравнения

fθt + gθx + hθ = 0,

а ρ — решением уравнения

fρt + gρx = 0,

преобразует оператор v в оператор ṽ = ∂τ + ∂ξ.
Возвратившись к начальным обозначениям переменных, приходим

к реализации A2
3.1.

Неэквивалентность полученных реализаций следует из того, что
преобразование оператора ∂t + ∂x в оператор ∂τ требует в (2.32a)
α̇ = 0. А это противоречит условию невырожденности замены пере-
менных (2.32).

Переходим к построению соответствующих инвариантных уравне-
ний. Для оператора ∂t определяющая система (2.31) приобретает вид

At = 0, Bt = 0, Ct = 0,

то есть в инвариантном уравнении A = A(x), B = B(x), C = C(x).
Далее, замена переменных (2.32a), где α = t, θ = exp(

∫

A(x)dx),
β — произвольная функция такая, что β′ 6= 0, если C = AB, или
β =

∫

(C − AB)dx, если C 6= AB, сводит инвариантное уравнение к
уравнению

vτξ +B(ξ)vξ + εv = 0, ε = 0, 1,

не меняя вид базисных операторов алгебры A1
2.1.
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Если ε = 0, то уравнение

utx +B(x)ux = 0

имеет общее решение

u =

∫

ϕ(x)e−tB(x)dx+ ψ(t),

где ϕ, ψ — произвольные гладкие функции своих аргументов. Это
уравнение мы исключаем из рассмотрения.

Следовательно, с точностью до обозначений независимых и зави-
симой переменных получаем уравнение (2.33).

Аналогично, рассматривая реализацию A2
2.1, приходим к уравне-

нию (2.34).
Непосредственной проверкой убеждаемся, что в случае произволь-

ных значений функций в уравнениях (2.33), (2.34) реализации A1
2.1,

A2
2.1 являются их максимальными алгебрами инвариантности.

Проведенная предварительная групповая классификация уравне-
ния (2.29) позволяет, для дальнейшего анализа возможностей рас-
ширения симметрии исследуемого класса уравнений, использовать и
стандартные методы.

Так, для уравнения (2.33) определяющая система (2.31) приобре-
тает вид

ht +Bḟ + gBx = 0, B = B(x), hx = 0, ḟ + g′ = 0.

Из двух последних уравнений системы следует, что h = h(t), f =
= λt+λ1, g = −λx+λ2, где λ, λ1, λ2 — произвольные действительные
постоянные.

Вследствие этого первое уравнение системы приобретает вид

ḣ = (λx− λ2)Bx − λB.

Поскольку правая часть последнего равенства зависит только от x,
а левая — только от t, то

h = λ3t+ λ4,

а функция B = B(x) удовлетворяет равенству:

(λx − λ2)Bx − λB = λ3,
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откуда следует, что

B = mx+m1, λ3 = −mλ2 − λm1, m,m1 ∈ R.

Далее непосредственно убеждаемся, что замена переменных

t→ t, x→ x, u = e−m1tv, v = v(t, x),

позволяет положить в B и λ3 m1 = 0. Следовательно, получили урав-
нение

utx +mxux + u = 0, m ∈ R,

максимальной алгеброй инвариантности которого является четырех-
мерная алгебра Ли операторов симметрии

〈u∂u, ∂t, t∂t − x∂x, ∂x −mtu∂u〉.

Нетрудно убедиться, что полученная алгебра инвариантности изо-
морфна алгебре A4.8 (q = 0).

Для уравнения (2.34) определяющая система (2.31) приобретает
вид

ht +Bḟ +B′(f − g) = 0, C(ḟ + g′) + C ′(f − g) = 0,

h = h(t), B′ = dB
dz

, C ′ = dC
dz
, z = t− x. (2.35)

Поскольку ее непосредственный анализ вызывает значительные труд-
ности, мы провели рассмотрение возможностей расширения реали-
зации A2

2.1 к реализациям разрешимых алгебр Ли размерности 3 в
классе операторов (2.30).

Вследствие выполнения коммутационного соотношения

[u∂u, v] = 0,

где v имеет вид (2.30), анализу подлежат случаи алгебр A3.1, A3.2,
A3.3.

Непосредственные вычисления показали, что для алгебры A3.1

имеет место такая реализация:

〈∂t + ∂x, u∂u, σ(z)u∂u〉, σ′ 6= 0, z = t− x.

Но в этом случае проверка классифицирующих уравнений (2.35) при-
водит к равенству σ′ = 0, которое противоречит условию существова-
ния этой реализации.
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Для алгебры A3.2 мы получили только две реализации, рассмот-
рение которых привело к неизвестным еще случаям:

〈∂t + ∂x,−t∂t − x∂x, u∂u〉, 〈∂t + ∂x, e
tϕ(z)u∂u, u∂u〉.

Непосредственная проверка показала, что вторая реализация не удо-
влетворяет условиям поставленной задачи.

Для первой же реализации анализ системы (2.35) приводит к урав-
нениям

zB′ +B = 0, zC ′ + 2C = 0,

откуда следует, что

B = m
z , C = k

z2
, z = t− x, m, k ∈ R, |m| + |k| 6= 0.

Анализ реализаций алгебры A3.3 к новым случаям не привел.
Следовательно, существует одна реализация разрешимой трехмер-

ной алгебры Ли

〈∂t + ∂x,−t∂t − x∂x, u∂u〉,

которая удовлетворяет условиям сформулированной задачи и инвари-
антное уравнение для которой имеет вид

utx + m
z ux + k

z2
u = 0, m, k ∈ R, |m| + |k| 6= 0, z = t− x.

Подставив значение функций B и C в определяющую систему (2.35),
находим максимальную алгебру инвариантности полученного уравне-
ния. Имеем систему:

z2ht +m[zḟ − f + g] = 0, h = h(t),

k[z(ḟ + g′) − 2f + 2g] = 0, z = t− x,

m, k ∈ R, |m| + |k| 6= 0.

Продифференцировав первое уравнение трижды, а второе — дважды
по переменной x, приходим к равенствам

mg′′′ = 0, kzg′′′ = 0,
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откуда следует, что функция g является квадратным трехчленом пе-
ременной x:

g = λ1x
2 + λ2x+ λ3.

Подставив полученное значение g в систему и проведя ее расщепление
по степеням x, приходим к таким равенствам:

ht + λ1m = 0, −2tht +m[λ2 − ḟ ] = 0,

t2ht +m[tḟ − f + λ3] = 0, k[2λ1t− ḟ + λ2] = 0,

k[tḟ − 2f + λ2t+ 2λ3] = 0.

Проведя их анализ, получаем, что

f = λ1t
2 + λ2t+ λ3, g = λ1x

2 + λ2x+ λ3,

h = −λ1mt+ λ4,

то есть максимальной алгеброй инвариантности исследуемого уравне-
ния является четырехмерная алгебра Ли с базисными операторами

〈u∂u, ∂t + ∂x, t∂t + x∂x, t
2∂t + x2∂x −mtu∂u〉.

Непосредственная проверка показала, что эта алгебра является изо-
морфной алгебре sl(2,R)⊕ 〈u∂u〉.

Отсюда следует неэквивалентность полученных результатов.
Остается убедиться, что не существуют уравнения исследуемого

вида, которые бы допускали алгебры инвариантности, изоморфные
алгебрам Ли с нетривиальным фактором Леви.

Для этого нам достаточно провести рассмотрение реализаций ал-
гебр so(3) и sl(2,R) в классе операторов (2.30). При этом один из
базисных операторов можем сразу положить равным ∂t или ∂t + ∂x.

Случай алгебры so(3) = 〈e1, e2, e3〉. Алгебра so(3) определяется
такими коммутационными соотношениями:

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1.

Положив оператор e1 равным ∂t, а операторы

e2 = a(t)∂t + b(x)∂x + c(t, x)u∂u,

e3 = k(t)∂t +m(x)∂x + r(t, x)u∂u, (2.36)
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видим, что из выполнения первых двух коммутационных соотношений
следуют равенства:

ȧ = k, ct = r, m = 0, k̇ = −a, rt = −c, b = 0,

а из выполнения третьего коммутационного соотношения —
ak̇ − kȧ = 1, art − kct = 0.

Но условие совместимости уравнений для определения функций a и k
имеет вид a2+k2 = −1. Отсюда следует, что в этом случае реализации
алгебры so(3) не существует.

Пусть теперь e1 = ∂t + ∂x, а операторы e2, e3 имеют вид (2.36).
Тогда из выполнения коммутационных соотношений, которые опреде-
ляют алгебру so(3), получаем такие уравнения для определения функ-
ций a, b, k, m:

ȧ = k, k̇ = −a, ak̇ − kȧ = 1,

b′ = m, m′ = −b, bm′ −mb′ = 1.

Но поскольку условием их совместимости являются равенства

−(a2 + k2) = 1, −(m2 + b2) = 1,

то и в этом случае не существуют реализации алгебры so(3).
Случай алгебры sl(2,R) = 〈e1, e2, e3〉. Алгебра sl(2,R) определя-

ется такими коммутационными соотношениями:

[e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e2, e3] = e1.

Поэтому, положив e1 = ∂t, а операторы e2, e3 равными операто-
рам (2.36), из выполнения первых двух коммутационных соотношений
получаем, что

e2 = me2t∂t + ϕ(x)e2tu∂u, e3 = ne−2t∂t + ψ(x)e2tu∂u,

где m,n ∈ R.
Проверка третьего коммутационного соотношения приводит к ра-

венствам

−4mn = 1, mψ + nϕ = 0.

Не уменьшая общности рассуждений, можем положить m = 1
2
, n =

= −1
2
, ϕ = ψ:

e2 = 1
2
e2t∂t + e2tϕ(x)u∂u, e3 = −1

2
e−2t∂t + e2tϕ(x)u∂u.

2.1. Задача групповой классификации 175

Получили реализацию алгебры sl(2,R). Проверим, может ли она быть
алгеброй инвариантности исследуемого уравнения. Подстановка соот-
ветствующих значений функций f , g, h для каждого из полученных
операторов в определяющую систему (2.31) приводит к условиям

B = B(x), A = A(x), C = C(x),

2ϕ+B = 0, ϕ′ = 0, −2ϕ+B = 0,

2ϕ′ + C + 2Aϕ+Bϕ′ = 0, −2ϕ′ + C − 2Aϕ+Bϕ′ = 0,

откуда следует, что B = C = ϕ = 0, а инвариантное уравнение имеет
вид

utx +A(x)ut = 0

и заменой переменных

t→ t, x→ x, v → ϕ(x)u,

где ϕ = e−

6

A(x)dx, сводится к тривиальному уравнению

vtx = 0,

которое легко интегрируется и поэтому здесь не рассматривается.
Пусть, наконец, e1 = ∂t + ∂x, а операторы e2, e3 имеют вид (2.36).

Тогда, проведя аналогичные рассуждения, приходим к единственной
реализации алгебры sl(2,R), которая эквивалентна полученной выше.

Следовательно, кроме уже полученного, не существуют уравнения
исследуемого вида, алгебры инвариантности которых были бы изо-
морфными алгебрам Ли с нетривиальным фактором Леви.

Также нетрудно убедиться в том, что не существуют и отлич-
ные от уже полученного уравнения, алгебры инвариантности которых
были бы изоморфными разрешимым алгебрам Ли размерности выше
трех. Это следует из наличия у разрешимой алгебры так называемого
“композиционного ряда”, что дает возможность изучать реализации
разрешимых алгебр, двигаясь от размерности 1 к размерности 2, от
размерности 2 к размерности 3 и т.д. И если оказывается, что для
разрешимых алгебр Ли определенной размерности не существуют ре-
ализации, то, априори, они не будут существовать и для разрешимых
алгебр Ли высших размерностей.

Следовательно, из проведенных выше рассуждений следует такой
результат.
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Предложение 2.4. Уравнение вида (2.29) допускает алгебру ин-
вариантности размерности выше двух тогда, когда оно эквива-
лентно уравнению

utx +mxux + u = 0 (m ∈ R)

или уравнению

utx + m
z ux + k

z2
u = 0, z = t− x, k,m ∈ R, |k| + |m| 6= 0,

алгебрами инвариантности которых являются, соответственно,
такие четырехмерные алгебры Ли операторов симметрии:

〈∂t, t∂t − x∂x, ∂x −mtu∂u, u∂u〉 (m ∈ R);

〈u∂u, ∂t + ∂x, t∂t + x∂x, t
2∂t + x2∂x −mtu∂u〉 (m ∈ R).

Убедимся, что полученный в предложении 2.4 результат совпадает
с классификационным результатом Л.В. Овсянникова.

Действительно, первое из приведенных в предложении 2.4 уравне-
ний заменой переменных

t = −t, x = x, v = etxu

сводится к уравнению

vtx + tvt + (1 −m)xvx + (1 −m)txv = 0,

которое с точностью до обозначения переменных и постоянной (1 −
−m = p) совпадает со вторым уравнением из предложения 2.2.

Положив во втором уравнении из предложения 2.4 k = 2
q ,

m =
2(1 − p)

q , видим, что замена переменных

t = t, x = −x, v = z
2
q u, z = t− x

сводит его к уравнению

vtx −
2vt

q(t+ x)
− 2pvx

q(t+ x)
+

4pv

q2(t+ x)
= 0,

которое является уравнением Эйлера–Пуассона.
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Следовательно, использование нового подхода привело к известно-
му результату.

Заметим, что из рассмотренных выше примеров следует такое
основное отличие предлагаемого метода от классического метода Ли–
Овсянникова. Если в классическом методе на первом месте всегда
находятся спецификации функций, от которых приходят к соответ-
ствующим им алгебрам Ли операторов симметрии, то в предложен-
ном нами подходе решающую роль в групповой классификации урав-
нения играют именно алгебры Ли операторов симметрии (реализации
алгебр Ли), которые и определяют соответствующие спецификации
произвольных функций в исследуемом уравнении.

На этом мы заканчиваем знакомство с методами групповой клас-
сификации дифференциальных уравнений и переходим к решению за-
дачи групповой классификации нелинейных уравнений вида (2.1).

Для лучшего понимания классического метода групповой класси-
фикации дифференциальных уравнений мы предлагаем читателю для
самостоятельной работы такие задачи.

Задание 2.1. Провести групповую классификацию нелинейного уравне-
ния диффузии с переменными коэффициентами

f(x)ut = (g(x)D(u)ux)x − k(u)ux, f(x) · g(x) 6= 0.

Заметим, что эта задача рассматривалась в [109], где показано, что суще-
ственными для рассмотрения являются только два случая: f(x)g(x) = 1 или
f(x)g(x) 6= 1.

Задание 2.2. Провести групповую классификацию уравнения

f(u)ut = (g(u)ux)x + (g(u)(uy − 1))y − h(u),

которое используется в моделях движения грунтовых вод.
Отметим, что здесь u = u(t, x, y), и поэтому нужно рассматривать класс

операторов

v = τ (t, x, y, u)∂t + ξ
1(t, x, y, u)∂x + ξ

2(t, x, y, u)∂y + η(t, x, y, u)∂u

и для построения продолженных операторов воспользоваться формулами
(1.59), (1.62). Сравнить полученный результат групповой классификации с
результатом [95].

Задание 2.3. Провести групповую классификацию волновых уравнений
(здесь u = u(t, x)):

utt = λuxx + g(u, ux) [164];

utt = f(ux)uxx [175];

utt = [f(u)ux + g(x, u]x [176].
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Отметим, что для волновых уравнений в отдельных случаях удается про-
вести полную групповую классификацию стандартными методами и тогда,
когда уравнения содержат произвольные функции двух переменных.

2.2. Групповая классификация уравнений
теплопроводности с нелинейным источником

Во втором параграфе мы рассматриваем задачу групповой класси-
фикации нелинейных уравнений вида (2.1), где f = 1, g = F (t, x, u, ux)
— гладкая функция своих аргументов, которая является нелинейной
хотя бы по одной из переменных u или ux.

2.2.1. Операторы симметрии и группа эквивалентности
уравнения

Итак, рассматривается задача групповой классификации нелиней-
ных уравнений вида

ut = uxx + F (t, x, u, ux), u = u(t, x). (2.37)

На первом шаге групповой классификации уравнения (2.37) найдем
вид инфинитезимальных операторов группы симметрии данного урав-
нения и построим его группу эквивалентности.

В соответствии с известным алгоритмом Ли [46, 55] наиболее об-
щий вид инфинитезимальных операторов ищем в классе операторов

Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u, (2.38)

где τ = τ(t, x, u), ξ = ξ(t, x, u), η = η(t, x, u) — произвольные действи-
тельные гладкие функции, которые определены в пространстве V =
= R2⊗R1 независимых R2 = 〈t, x〉 и зависимой R1 = 〈u〉 переменных.
Условие инвариантности уравнения (2.37) относительно оператора Q
(2.38) имеет вид

ϕt − ϕxx − τFt − ξFx − ηFu − ϕxFux

∣

∣

(2.37)
= 0. (2.39)

Выполнив соответствующие преобразования и вычисления, из (2.39)
получаем, что в (2.38) τ = 2a(t), ξ = ȧ(t)x+b(t), η = η(t, x, u), где a(t),

b(t) — произвольные гладкие функции, ȧ(t) = da
dt

. При этом функции

a, b, η и F из (2.37) связаны соотношением

ηt − ux(äx+ ḃ) + (ηu − 2ȧ)F = ηxx + 2uxηxu + u2
xηuu +

+ 2aFt + (ȧx+ b)Fx + ηFu + ηxFux
+ ux(ηu − ȧ)Fux

.
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Следовательно, имеет место следующее предложение.

Предложение 2.5. Группа симметрии уравнения (2.37) генери-
руется инфинитезимальными операторами вида

Q = 2a(t)∂t + (ȧ(t)x + b(t))∂x + f(t, x, u)∂u, (2.40)

где функции a, b, f , F удовлетворяют равенству

ft − ux(äx+ ḃ) + (fu − 2ȧ)F = fxx + 2uxfxu + u2
xfuu +

+ 2aFt + (ȧx+ b)Fx + fFu + fxFux
+ ux(fu − ȧ)Fux

. (2.41)

Нетрудно убедиться в том, что когда на функцию F не наложено
никаких дополнительных условий, кроме ее гладкости по аргументам,
то оператор Q является нулевым. То есть в общем случае уравне-
ние (2.37) не допускает локальных преобразований. Равенство (2.41)
в дальнейшем мы называем классифицирующим уравнением. Очевид-
но, что прямой анализ уравнения (2.41) невозможен, и, исходя из него,
мы не можем получить полный перечень спецификаций функций F
в уравнении (2.37).

При построении группы эквивалентности E уравнения (2.37) мож-
но идти разными путями. Мы остановимся сначала на инфинитези-
мальном методе, который дает возможность достаточно просто найти
непрерывную подгруппу Ec группы E .

Будем искать инфинитезимальный оператор

E = τ∂t + ξ∂x + η∂u + µ∂F ,

генерирующий группу Ec, в соответствии с условием инвариантности
уравнения (2.37) относительно группы Ec, которая здесь записывается
в виде системы

ut = uxx + F, Fut
= 0. (2.42)

В (2.42) u, F рассматриваются как дифференциальные переменные:
u — в пространстве 〈t, x〉, F — в пространстве 〈t, x, u, ut, ux〉. Коор-
динаты τ , ξ, η оператора E ищутся как функции переменных t, x, u,
а координата µ — как функция переменных t, x, u, ut, ux, F . Инфи-
нитезимальный критерий инвариантности системы (2.42) имеет вид

ϕt − ϕxx − µ
∣

∣

(2.42)
= 0, (2.43)

µut
∣

∣

(2.42)
= 0. (2.44)
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С учетом того, что функции τ , ξ, η не зависят от F , уравнение
(2.44) приобретает вид

µut
− Fux

ϕxut
= 0.

Поскольку здесь F — дифференциальная переменная (так что F , Fux

являются алгебраически независимыми), то последнее уравнение при-
водит к µ = µ(t, x, u, ux, F ) и уравнению

ϕxut
= 0. (2.45)

Поскольку

ϕx = ηx + uxηu − utτx − uxutτu − uxξx − u2
xξu,

то, учитывая (2.45), приходим к τx = τu = 0, а поэтому τ = τ(t).
Следовательно, из уравнения (2.44) следует, что µ = µ(t, x, u, ux, F ),
τ = τ(t). Подставив полученные значения τ , µ в (2.43) и проведя
соответствующие преобразования, приходим к такому результату:

τ = τ(t), ξ = 1
2
τ̇ x+ ρ(t), η = η(t, x, u),

µ = ηt − ηxx + F (ηu + τ̇ ) − ux(
1
2
τ̈x+ ρ̇) − 2uxηxu − u2

xηuu

или

E = τ(t)∂t +

[

1
2
τ̇ x+ ρ(t)

]

∂x + η(t, x, u)∂u + [ηt − ηxx +

+ (ηu + τ̇)F − ux(
1
2
τ̈ x+ ρ̇) − 2uxηxu − u2

xηuu]∂F . (2.46)

Из (2.46) следует, что Ec является бесконечномерной группой преоб-
разований.

Поскольку задача классификации оптимальной системы подгрупп
бесконечномерных групп, вообще говоря, остается открытой, то от-
сутствует возможность использования оптимальных систем подгрупп
найденной группы Ec для получения спецификаций функции F в урав-
нении (2.37).

Рассмотрим теперь прямой метод построения группы эквивалент-
ности уравнения (2.37) и найдем группу E уравнения (2.37).

Пусть преобразования

τ = α(t, x, u, ), ξ = β(t, x, u, ), v = γ(t, x, u, ) (2.47)

2.2. Групповая классификация уравнений теплопроводности 181

являются невырожденной заменой переменных в пространстве V, ко-
торая преобразует уравнение (2.37) в уравнение

vτ = vξξ +G(τ, ξ, v, vξ). (2.48)

В соответствии с общим правилом замены переменных

ux =
vταx + vξβx − γx

γu − vταu − vξβu
,

но из (2.48), вследствие произвольности функции G, следует, что
должно быть

ux → g(τ, ξ, v, vξ),

то есть в (2.47) обязательно αx = αu = 0 или α = α(t), α̇ 6= 0. Тогда
замене переменных (2.48), где α = α(t), α̇ 6= 0, соответствует

ut = vτ α̇(γu − vξβu)
−1 + θ1(τ, ξ, v, vξ),

uxx = vξξ{β2
x(γu − vξβu)

−1 + 2βxβu(vξβx − γx)(γu − vξβu)
−2 +

+ β2
u(vξβx − γx)

2(γu − vξβu)
−3} + θ2(τ, ξ, v, vξ),

где θ1, θ2 — некоторые известные функции своих аргументов.
Учитывая вид уравнения (2.48), приходим к равенству

α̇(γu − vξβu)
2 = β2

x(γu − vξβu)
2 +

+ 2βxβu(vξβx − γx)(γu − vξβu) + β2
u(vξβx − γx)

2.

Поскольку α, γ, β не зависят от ux (а потому и соответствующие
выражения в новых переменных от vξ), то, проведя расщепление по-
следнего равенства по степеням vξ , получаем такую определяющую
систему для функций α, β, γ:

(α̇− β2
x)γ

2
u = γxβu(γxβu − 2βxγu),

−2(α̇− β2
x)γuβu = 2β2

xγuβu, α̇β2
u = 0.

Поскольку α̇ 6= 0, то из последнего уравнения системы следует,
что βu = 0, и система сводится к уравнению

(α̇− β2
x)γ

2
u = 0.

Вследствие невырожденности замены переменных (2.47) γu 6= 0, а по-
этому α̇ = β2

x. Отсюда получаем, что α̇ > 0, а β = ±
√
α̇x + ρ(t).

Приходим к такому результату.



182 Глава 2. Групповая классификация уравнений

Предложение 2.6. Группу эквивалентности E уравнения (2.37)
составляют преобразования

t = T (t), x = ε

√

Ṫ (t)x+X(t), u = U(t, x, u), (2.49)

где Ṫ (t) > 0, Uu 6= 0, Ṫ = d
dt
, ε = ±1.

Очевидно, что преобразования (2.49) получаются из преобразова-
ний непрерывной группы Ec, которая генерируется оператором (2.46),
если последнюю дополнить дискретным преобразованием x → −x.

2.2.2. Предварительная групповая классификация уравнения
(2.37)

В данном пункте, в соответствии со вторым шагом алгоритма ме-
тода, мы проводим предварительную групповую классификацию урав-
нений (2.37), которые допускают алгебры инвариантности размерно-
стей до 3 включительно. Классификацию мы проводим, двигаясь от
одномерных алгебр Ли к двухмерным, а затем — от двухмерных к
трехмерным алгебрам Ли операторов симметрии.

Инвариантность уравнения (2.37) относительно одномерных
алгебр Ли операторов симметрии. Как было показано выше, ин-
финитезимальные операторы, которые составляют базис алгебры ин-
вариантности уравнения (2.37), имеют вид (2.40). Для упрощения их
вида можем использовать замены переменных (2.49), которые сохра-
няют инвариантным вид уравнения (2.37).

Теорема 2.1. Существуют преобразования (2.49) из группы E,
которые сводят оператор (2.40) к одному из таких операторов:

Q = ±∂t, (2.50)

Q = ∂x, (2.51)

Q = ∂u. (2.52)

Доказательство. Пусть Q имеет вид (2.40). Тогда, осуществив заме-
ну переменных (2.49), приходим к оператору

Q→ Q̃ = 2aṪ∂t +

[

2a

(

Ẋ + 1
2
xT̈ (Ṫ )

− 1
2

)

+ ε(ȧx+ b)
√

Ṫ

]

∂x +

+ [2aUt + (ȧx+ b)Ux + fUu]∂u.
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Учитывая, что оператор Q не может быть нулевым оператором,
рассматриваем случаи f = 0 или f 6= 0.

Случай f = 0. В этом случае в (2.49) полагаем U = U(u), а поэто-
му

Q̃ = 2aṪ∂t +

[

2a

(

Ẋ + 1
2
xT̈ (Ṫ )

− 1
2

)

+ ε(ȧx+ b)
√

Ṫ

]

∂x.

Если a = 0, то b 6= 0, и, положив в (2.49) T равным решению
уравнения Ṫ = |b|−2, приходим к оператору

Q̃ = ±∂x.

С точностью до эквивалентности, которую определяет замена (2.49),
можем считать, что

Q̃ = ∂x.

Если же a 6= 0, то, положив в (2.49) ε = 1, T равным решению

уравнения Ṫ = 1
2|a| , X равным решению уравнения

2aẊ + b
√

Ṫ = 0,

приходим к оператору

Q̃ = ±∂t.

Случай f 6= 0. Если a = b = 0, то, положив в (2.49) функцию U
равной решению уравнения

fUu = 1,

приходим к оператору

Q̃ = ∂u.

Если же |a|+|b| 6= 0, то, положив в (2.49) функцию U равной решению
уравнения

2aUt + (ȧx+ b)Ux + fUu = 0, Uu 6= 0,

приходим к уже рассмотренному случаю.
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Нетрудно убедиться, что полученные операторы нельзя свести
один в другой преобразованиями (2.49) из группы E уравнения (2.37).

Из доказанной теоремы выводится следствие, которое содержит
первый классификационный результат для нелинейных уравнений ви-
да (2.1).

Следствие 2.1. Если нелинейное уравнение вида (2.37) допуска-
ет одномерную алгебру инвариантности A1, то с точностью до
эквивалентности, которую определяют преобразования из груп-
пы E, оно совпадает с одним из таких трех уравнений:

ut = uxx + F (x, u, ux), (2.53)

ut = uxx + F (t, u, ux), (2.54)

ut = uxx + F (t, x, ux). (2.55)

Алгебры инвариантности этих уравнений, соответственно, име-
ют вид

A1
1 = 〈∂t〉, A2

1 = 〈∂x〉, A3
1 = 〈∂u〉.

Доказательство. Предположим, что уравнение (2.37) допускает од-
номерную алгебру инвариантности. Тогда базисный оператор этой
алгебры имеет вид (2.40) и, в соответствии с результатами теоре-
мы 2.1, приводится преобразованиями из группы E к одному из опе-
раторов (2.50)–(2.52). Классифицирующее уравнение (2.41) для опе-
ратора (2.50) приобретает вид

±Ft = 0,

откуда следует, что F = F (x, u, ux), то есть соответствующее инвари-
антное уравнение имеет вид (2.53). Для уравнения (2.53) классифи-
цирующее уравнение (2.41) имеет вид

ft − ux(äx+ ḃ) + (fu − 2ȧ)F = fxx + 2uxfxu + u2
xfuu +

+ (ȧx+ b)Fx + fFu + fxFux
+ ux(fu − ȧ)Fux

.

Если F является произвольной функцией своих аргументов, то имеют
место равенства

ft = fxx, äx+ ḃ = −2fxu, fuu = 0,

f = 0, fx = 0, fu − ȧ = fu − 2ȧ = 0, ȧx+ b = 0.
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Отсюда следует, что в операторе (2.40) f = ȧ = b = 0, то есть

Q = λ1∂t, λ1 ∈ R.

Следовательно, максимальной алгеброй инвариантности уравнения
(2.53) является одномерная алгебра Ли операторов симметрии A1

1.
Аналогично проводится и рассмотрение операторов (2.51) и (2.52),

которое приводит к уравнениям (2.54), (2.55) с максимальными алге-
брами инвариантности A2

1, A
3
1 соответственно.

Неэквивалентность полученных уравнений следует из неэквива-
лентности их алгебр инвариантности.

Инвариантность уравнения (2.37) относительно двухмерных
алгебр Ли операторов симметрии. Как было отмечено выше, среди
двухмерных действительных алгебр Ли A2 = 〈e1, e2〉 различают две
алгебры:

A2.1 : [e1, e2] = 0; A2.2 : [e1, e2] = e2.

Для изучения их реализаций в классе операторов (2.40) мы можем ис-
пользовать результаты теоремы 2.1 и следствие из нее, сразу положив
один из базисных операторов этих алгебр равным базисному операто-
ру одной из реализаций Ai1 (i = 1, 2, 3). При этом для упрощения вида
второго базисного оператора мы можем использовать преобразования

A1
1 : t = t+ λ1, x = εx+ λ2, u = U(x, u),

A2
1 : t = t+ λ1, x = x+X(t), u = U(t, u),

A3
1 : t = T (t), x = ε

√

Ṫ x+X(t), u = u+ U(t, x), (2.56)

которые оставляют вид базисных операторов алгебр Ai1 (i = 1, 2, 3)
неизменным.

Лемма 2.1. С точностью до эквивалентности, которую опреде-
ляют преобразования из группы E, реализации алгебры A2.1 исчер-
пываются такими алгебрами Ли инфинитезимальных операторов:

〈∂t, ∂x〉, 〈∂t, ∂u〉, 〈∂x, α(t)∂x + ∂u〉,
〈∂u, g(t, x)∂u〉 (g 6= const), 〈∂x, α(t)∂x〉 (α̇ 6= 0).

Доказательство. Для построения реализаций алгебры A2.1, вслед-
ствие того, что эта алгебра является абелевой алгеброй Ли, доста-
точно провести расширения реализаций одномерных алгебр Ли еще
одним оператором вида (2.40).
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Пусть e1 = ∂t, а оператор e2 имеет вид (2.40). Проверив выполне-
ние коммутационного соотношения, которое определяет алгебру A2.1,
видим, что

e2 = λ∂x + f(x, u)∂u, λ = const.

Если λ = 0, то f 6= 0 и первое из преобразований (2.56), где U
является решением уравнения fUu = 1, сводит данную реализацию
ко второй реализации из перечисленных в лемме.

Если λ 6= 0, то первое из преобразований (2.56), где U — решение
уравнения

λUx + fUu = 0, Uu 6= 0,

сводит данную реализацию к первой реализации из перечисленных в
лемме.

Пусть теперь e1 = ∂x. Тогда

e2 = λ∂t + b(t)∂x + f(t, u)∂u, λ = const.

Если λ = f = 0, то имеет место последняя реализация из перечня
реализаций.

Если λ = 0, f 6= 0, то второе из преобразований (2.56), где U —
решение уравнения fUu = 1, сводит данную реализацию к третьей
реализации из перечня. Если же λ 6= 0, то второе из преобразова-
ний (2.56), где X и U равны решениям уравнений

λẊ + b = 0, λUt + fUu = 0, Uu 6= 0,

приводит данную реализацию к первой реализации из перечисленных.
Пусть, наконец, e1 = ∂u. Тогда

e2 = 2a(t)∂t + (ȧx+ b)∂x + f(t, x)∂u.

В этом случае третья замена переменных (2.56) сводит операторы e1,
e2 к операторам

e1 = ∂u,

e2 = 2aṪ∂t +

[

2a

(

ε T̈

2
√

Ṫ
x+ Ẋ

)

+ ε
√

Ṫ (ȧx+ b)

]

∂x +

+ [2aUt + Ux(ȧx+ b) + f ]∂u.
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Если a = b = 0, то имеем четвертую реализацию из перечня, где
f 6= const. Если a = 0, b 6= 0, то, положив в замене переменных T , U
равными решениям уравнений

√

Ṫ |b| = 1, bUx + f = 0,

сводим e1, e2 к базисным операторам третьей реализации из перечня.
Если же a 6= 0, то, положив T , X , U равными решениям уравнений

2|a|Ṫ = 1, 2aẊ + ε
√

Ṫ b = 0,

2aUt + Ux(ȧx+ b) + f = 0,

сводим операторы e1, e2 к виду

e1 = ∂u, e2 = ±∂t.

То есть с точностью до обозначений приходим ко второй реализации
из перечня.

Для завершения доказательства остается только убедиться в неэк-
вивалентности полученных реализаций.

Поскольку все случаи рассматриваются аналогично, ограничим-
ся только случаями первой и второй реализаций из перечня. Пусть
e1 = ∂t, e2 = ∂x, e1 = ∂t, e2 = ∂u. Предположив, что существуют
преобразования (2.49), которые преобразуют оператор e1 в оператор
E1 = αe1 + βe2, оператор e2 в оператор E2 = γe1 + δe2, αδ − γβ 6= 0,
приходим к равенству Ṫ = 0, которое противоречит условию невыро-
жденности группы преобразований E . Следовательно, первая и вторая
реализации из перечня являются неэквивалентными.

Лемма 2.2. С точностью до эквивалентности, которую опре-
деляют преобразования из группы E, реализации алгебры A2.2 ис-
черпываются такими алгебрами Ли инфинитезимальных операто-
ров:

〈−t∂t − 1
2
x∂x, ∂t〉, 〈−2t∂t − x∂x, ∂x〉, 〈−u∂u, ∂u〉,

〈∂x − u∂u, ∂u〉, 〈ε∂t − u∂u, ∂u〉 (ε = ±1).

Доказательство. Как и при построении реализаций алгебры A2.1, мы
и здесь сразу полагаем один из базисных операторов (оператор e2)
равным одному из базисных операторов алгебр Ai1 (i = 1, 2, 3).
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Пусть e2 = ∂t. Тогда из выполнения коммутационного соотношения
[e1, e2] = e2 следует, что

e1 = (−t+ 2λ)∂t +

(

−1
2
x+ δ

)

∂x + f(x, u)∂u, λ, δ = const.

Использовав первую замену переменных (2.56), где λ1 = −2λ, λ2 =
= −2δ, U — решение уравнения

fUu + (δ − 1
2
x)Ux = 0, Uu 6= 0,

приходим к первой реализации из перечня.
Если e2 = ∂x, то

e1 = (−2t+ 2C1)∂t + (−x+ b(t))∂x + f(t, u)∂u, C1 = const.

Вторая замена переменных (2.56), где λ1 = −C1, X , U — решения,
соответственно, уравнений

2(C1 − t)Ẋ + b(t) +X = 0,

2(C1 − t)Ut + fUu = 0, Uu 6= 0,

сводит операторы e1, e2 к операторам

e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x.

Следовательно, с точностью до обозначения переменных пришли ко
второй реализации из перечня.

Пусть, наконец, e2 = ∂u. Тогда

e1 = 2a∂t + (ȧx+ b)∂x + (−u+ f(t, x))∂u.

Если a = b = 0, то, положив в третьей замене переменных (2.56)
U = −f, приводим операторы e1, e2 к операторам

e1 = −u∂u, e2 = ∂u.

Пришли к третьей реализации из перечня.
Если a = 0, то существует замена, которая сводит операторы e1, e2

к операторам, которые составляют базис четвертой реализации. Если
же a 6= 0, то аналогично приходим к пятой реализации из перечня.

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что полученные
реализации являются неэквивалентными.
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Используя результаты лемм 2.1 и 2.2, приходим ко второму класси-
фикационному результату для исследуемого класса уравнений (2.37).
Далее мы используем такие обозначения:

A1
2.1 = 〈∂t, ∂x〉;

A2
2.1 = 〈∂t, ∂u〉;

A3
2.1 = 〈∂x, α(t)∂x + ∂u〉;

A1
2.2 = 〈−t∂x − 1

2
x∂x, ∂t〉;

A2
2.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x〉;

A3
2.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u〉;

A4
2.2 = 〈ε∂t − u∂u, ∂u〉 (ε = ±1).

Теорема 2.2. Нелинейные уравнения вида (2.37), которые до-
пускают двухмерные алгебры инвариантности, с точностью до
эквивалентности исчерпываются такими уравнениями:

A1
2.1 : ut = uxx + F̃ (u, ux);

A2
2.1 : ut = uxx + F̃ (x, ux);

A3
2.1 : ut = uxx − α̇uux + F̃ (t, ux), α = α(t);

A1
2.2 : ut = uxx + u2

xF̃ (u, xux);

A2
2.2 : ut = uxx + t−1F̃ (u, tu2

x);

A3
2.2 : ut = uxx + uxF̃ (t, exux);

A4
2.2 : ut = uxx + uxF̃ (x, eεtux), ε = ±1.

Первой в каждой строчке перечня указана одна из семи реали-
заций двухмерных алгебр Ли, которые для произвольных значений

функций F̃ являются максимальными алгебрами инвариантности
соответствующих уравнений.

Доказательство. Если уравнение вида (2.37) допускает двухмерную
алгебру Ли инвариантности, то базис этой алгебры составляют опе-
раторы вида (2.40). В соответствии с результатами лемм 2.1 и 2.2,
с точностью до эквивалентности, такие алгебры инвариантности при-
надлежат множеству реализаций алгебр A2.1 и A2.2, которые получе-
ны в упомянутых выше леммах.

Поэтому для доказательства теоремы достаточно из множества по-
лученных реализаций алгебр A2.1, A2.2 отобрать те, которые являют-
ся алгебрами инвариантности нелинейных уравнений вида (2.37). Для
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этого нужно указать вид функций F в соответствующих инвариант-
ных уравнениях.

Для первой и второй реализаций из леммы 2.1 (мы их обозначаем,
соответственно, A1

2.1, A
2
2.1) вид инвариантных уравнений очевиден:

A1
2.1 : ut = uxx + F̃ (u, ux);

A2
2.1 : ut = uxx + F̃ (x, ux).

Для третьей реализации из леммы 2.1 (реализации A3
2.1) проверка

классифицирующего соотношения (2.41), с учетом F = F (t, u, ux),
приводит к равенству

−α̇ux = Fu,

откуда следует, что для A3
2.1 инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx − α̇uux + F̃ (t, ux).

Проверка классифицирующего уравнения (2.41) для четвертой реа-
лизации алгебры A2.1 из леммы 2.1, с учетом F = F (t, x, ux), приводит
к равенству

gt = gxx + gxFux
, g = g(t, x).

Поскольку g 6= const, то обязательно gx 6= 0, а поэтому

F = (gt − gxx)g
−1
x ux + F̃ (t, x),

откуда следует, что соответствующее инвариантное уравнение являет-
ся линейным дифференциальным уравнением, и из дальнейшего рас-
смотрения мы его исключаем.

Наконец, рассмотрение последней из реализаций алгебры A2.1 при-
вело к условию

α̇ux = 0,

откуда следует α̇ = 0, что противоречит условию существования этой
реализации. Следовательно, эта реализация не может быть алгеброй
инвариантности уравнений исследуемого вида.

Проведя аналогичный анализ для реализаций алгебры A2.2 из лем-
мы 2.2, мы получили, что только третья из них не удовлетворяет
условиям сформулированной задачи: соответствующее инвариантное
уравнение

ut = uxx + uxF̃ (t, x)

является линейным.
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Остальные же реализации алгебры A2.2 (реализации Ai2.2 (i =
= 1, 2, 3, 4)) удовлетворяют условиям сформулированной задачи, и со-
ответствующие им инвариантные уравнения имеют вид, который при-
веден в формулировке теоремы.

Для завершения доказательства теоремы нужно убедиться, что
максимальные алгебры инвариантности полученных уравнений совпа-
дают с соответствующими реализациями.

Рассмотрим подробно случай A3
2.1-инвариантного уравнения.

Здесь F = −α̇uux+F̃ (t, ux), α = α(t), поэтому классифицируюшее
уравнение (2.41) приобретает вид

ft − ux(äx+ ḃ) + (fu − 2ȧ)[−α̇uux + F̃ ] =

= fxx + 2uxfux + u2
xfuu + 2a[−α̈uux + F̃t] −

− α̇fux − α̇ufx + fxF̃ux
− α̇uux(fu − ȧ) + ux(fu − ȧ)F̃ux

.

В случае произвольного значения функции F̃ (учитывая, что a, b,
f не зависят от ux) приходим к равенствам

a = 0, fu = 0, fx = 0, ft = 0, ḃ = α̇f,

откуда следует, что a = 0, f = λ1 = const, b = αλ1 + λ2, α = α(t).
Следовательно, максимальная алгебра инвариантности рассмотренно-
го уравнения, в случае произвольного значения функции F̃ , является
двухмерной алгеброй Ли операторов симметрии, которая с точностью
до выбора базиса совпадает с реализацией A3

2.1.
Рассмотрение остальных A2.1-инвариантных и A2.2-инвариантных

уравнений приводит к аналогичному результату.

Инвариантность уравнения (2.37) относительно трехмерных
алгебр Ли операторов симметрии. Как было подчеркнуто в первом
разделе, трехмерные действительные алгебры Ли A3 = 〈e1, e2, e3, 〉
с точностью до изоморфизма исчерпываются двумя простыми алге-
брами Ли

so(3) : [e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2;

sl(2,R) : [e1, e3] = −2e2, [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3;

двумя разложимыми разрешимыми алгебрами Ли

A3.1 : [ei, ej ] = 0 (i, j = 1, 2, 3);

A3.2 : [e1, e2] = e2, [e1, e3] = [e2, e3] = 0
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и семью неразложимыми разрешимыми алгебрами Ли

A3.3 : [e2, e3] = e1, [e1, e2] = [e1, e3] = 0;

A3.4 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2, [e1, e2] = 0;

A3.5 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e2] = 0;

A3.6 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2, [e1, e2] = 0;

A3.7 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = qe2, [e1, e2] = 0, 0 < |q| < 1;

A3.8 : [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, [e1, e2] = 0;

A3.9 : [e1, e3] = qe1 − e2, [e2, e3] = e1 + qe2,

[e1, e2] = 0, q > 0.

Классификацию нелинейных уравнений, которые допускают трех-
мерные алгебры инвариантности, начинаем с рассмотрения реализа-
ций простых алгебр Ли so(3) и sl(2,R).

Лемма 2.3. В классе операторов (2.40) не существуют реали-
зации алгебры so(3), а реализации алгебры sl(2,R) с точностью до
эквивалентности исчерпываются такими реализациями:

〈∂t, t∂t + 1
2
x∂x,−t2∂t − tx∂x〉,

〈∂t, t∂t + 1
2
x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u〉,

〈∂u, u∂u,−u2∂u〉.

Доказательство. При построении реализаций алгебр so(3) и sl(2,R)
мы, исходя из результатов теоремы 2.1 и следствия из нее, сразу же
получаем, что один из базисных операторов этих алгебр пробегает
множество операторов {∂t, ∂x, ∂u}.

Рассмотрим сначала вопрос о существовании реализаций алге-
бры so(3). Пусть e1 = ∂t, а операторы e2, e3 имеют вид (2.40). Прове-
рив выполнение коммутационных соотношений [e1, e2] = e3, [e3, e1] =
= e2, видим, что с точностью до эквивалентности можем положить

e2 = 2α cos t∂t + [−αx sin t+ β cos(t+ γ)]∂x +

+ ϕ(x, u) cos[t+ ψ(x, u)]∂u,

e3 = −2α sin t∂t − [αx cos t+ β sin(t+ γ)]∂x −
− ϕ(x, u) sin[t+ ψ(x, u)]∂u,
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где α, β, γ — произвольные действительные постоянные, ϕ и ψ —
произвольные действительные гладкие функции своих аргументов.

Но выполнение третьего коммутационного соотношения [e2, e3] =
= e1 приводит к условию 4α2 = −1, которое не имеет смысла в дей-
ствительной области.

Если e1 = ∂x, то аналогичные рассуждения приводят к ошибочно-
му равенству 1 = 0.

Наконец, если e1 = ∂u, то, проверив коммутационные соотноше-
ния, определяющие алгебру so(3), видим, что

e2 = ϕ(t, x) cosu∂u, e3 = −ϕ(t, x) sinu∂u,

где ϕ2 = −1.
Следовательно, в классе операторов (2.40) не существуют реали-

зации алгебры so(3).
Перейдем теперь к построению реализаций алгебры sl(2,R). Пусть

e2 пробегает множество операторов {∂t, ∂x, ∂u}, а операторы e1, e3
имеют вид (2.40).

Если e2 = ∂t, то, проверив выполнение коммутационных соотно-
шений, которые определяют алгебру sl(2,R), видим, что с точностью
до эквивалентности можем положить

e1 = λ1e
−t(2∂t − x∂x),

e3 = −1
2
λ−1

1 et∂t − 1
4
λ−1

1 xet∂x + εx2et∂u,

где λ1 ∈ R, λ1 6= 0, ε = 0, 1.
Далее, замена переменных

t = 1
2
λ−1

1 et, x =

√

1
2
|λ1|−1xe

1
2
t
, u = 1

2
|λ1|−1u, λ1 6= 0,

преобразует оператор e2 в оператор t∂t + 1
2
x∂x, оператор e1 — в опе-

ратор ∂t, а оператор e3 — в оператор −t2∂t − tx∂x + εx2∂u (ε = 0, 1).
Следовательно, в зависимости от значений ε имеем одну из двух пер-
вых приведенных в формулировке реализаций алгебры sl(2,R).

Если e2 = ∂x, то проверка коммутационных соотношений, кото-
рые определяют алгебру sl(2,R), приводит к ошибочному равенству
−2 = 0.

Если же e2 = ∂u, то, проверив выполнение коммутационных соот-
ношений, которые определяют алгебру sl(2,R), видим, что с точно-
стью до эквивалентности можем положить

e1 = e−u∂u, e3 = −eu∂u.
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Далее, замена переменных

t = t, x = x, u = eu

преобразует оператор e1 в оператор ∂u, оператор e2 — в оператор u∂u,
а оператор e3 — в оператор −u2∂u. Пришли к третьей реализации из
приведенных в формулировке леммы. Неэквивалентность полученных
реализаций алгебры sl(2,R) проверяется непосредственно.

Теорема 2.3. Нелинейные уравнения вида (2.37), которые до-
пускают алгебры инвариантности, изоморфные полупростым ал-
гебрам Ли, с точностью до эквивалентности исчерпываются урав-
нением

ut = uxx + 1
4
u2
x − x−1ux + x−2G(ω),

где G — произвольная гладкая функция переменной ω = 2u− xux.
В случае произвольного значения функции G максимальной алге-
брой инвариантности уравнения является такая реализация ал-
гебры sl(2,R):

〈∂t, t∂t + 1
2
x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u〉.

Доказательство. С точностью до изоморфизма среди наиболее низ-
ких полупростых действительных алгебр Ли различают две трехмер-
ные алгебры Ли: so(3), sl(2,R).

В соответствии с результатами леммы 2.3 в классе операторов
(2.40) реализации алгебры so(3) не существуют, а реализации ал-
гебры sl(2,R) с точностью до эквивалентности исчерпываются одной
из таких реализаций:

〈∂t, t∂t + 1
2
x∂x,−t2∂t − tx∂x〉,

〈∂t, t∂t + 1
2
x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u〉,

〈∂u, u∂u,−u2∂u〉.

Поскольку первые две реализации содержат оператор ∂t, то в соот-
ветствующих им инвариантных уравнениях F = F (x, u, ux). При этих
условиях классифицирующее уравнение (2.41) для оператора t∂t +

+ 1
2
x∂x приобретает вид

−2F = xFx − uxFux
,

2.2. Групповая классификация уравнений теплопроводности 195

откуда следует, что

F = x−2F̃ (u, ω), ω = xux. (2.57)

Тогда для оператора −t2∂t − tx∂x классифицирующее уравнение
(2.41) приобретает вид

−2ω = 0,

откуда следует, что первая реализация алгебры sl(2,R) не может быть
алгеброй инвариантности уравнений вида (2.37).

Для оператора −t2∂t − tx∂x + x2∂u классифицирующее уравне-
ние (2.41), где F имеет вид (2.57), такое:

2F̃ω + F̃u = ω − 2.

Отсюда следует, что в соответствующем инвариантном уравнении

F = 1
4
u2
x − x−1ux + x−2G(ω), ω = 2u− xux. (2.58)

Наконец, третья реализация алгебры sl(2,R) содержит оператор ∂u,
поэтому в соответствующем инвариантном уравнении F = F (t, x, ux).
Но требование инвариантности уравнения относительно оператора
u∂u приводит к равенству

F = uxFux
,

откуда следует, что

F = uxF̃ (t, x),

то есть соответствующее последней реализации инвариантное урав-
нение является линейным.

Подводя итоги, видим, что sl(2,R)-инвариантные нелинейные
уравнения вида (2.37) исчерпываются одним уравнением, которое при-
ведено в формулировке теоремы.

Найдем его максимальную алгебру инвариантности. Для этого
подставим значение (2.58) функции F в классифицирующее уравне-
ние (2.41):

ft + x−1fx − fxx − x−1(2u− ω)

(

äx+ ḃ+ 2fxu + x−2b+ 1
2
fx

)

−

− x−2(2u− ω)2
(

fuu + 1
4
fu

)

+ x−2(fu + 2x−1b)G+

+ x−1
[

fx − 2x−1f + x−1(2u− ω)(fu + x−1b)
]

Gω = 0.



196 Глава 2. Групповая классификация уравнений

Поскольку здесь a = a(t), b = b(t), f = f(t, x, u), G = G(ω), то для
произвольных значений функции G выполнение полученного равен-
ства равносильно выполнению системы уравнений

ft + x−1fx − fxx = 0, fuu + 1
4
fu = 0,

äx+ ḃ+ 2fxu + x−2b+ 1
2
fx = 0,

fu + 2x−1b = 0, fu + x−1b = 0, fx − 2x−1f = 0,

общее решение которой имеет вид

a = −1
2
λ1t

2 + λ2t+ λ3, b = 0, f = 2λ1x,

где λ1, λ2, λ3 — произвольные действительные постоянные интегри-
рования.

Подставив найденные значения функций a, b, f в оператор (2.40),
видим, что максимальная алгебра инвариантности рассмотренного
уравнения совпадает с соответствующей реализацией алгебры sl(2,R).

Для доказательства теоремы остается убедиться, что полученным
уравнением исчерпываются нелинейные уравнения вида (2.37), алге-
бры инвариантности которых являются полупростыми алгебрами Ли
или содержат их как подалгебры. Для этого нам достаточно убедить-
ся, что, кроме известной реализации алгебры sl(2,R), в классе опера-
торов (2.40) не существуют такие реализации полупростых действи-
тельных алгебр Ли, которые бы удовлетворяли условиям сформулиро-
ванной задачи.

В соответствии с известной теоремой Картана [12] любая полу-
простая действительная алгебра Ли может быть разложена в прямую
сумму попарно ортогональных простых алгебр Ли, и это разложение
единственно (с точностью до изоморфизма). Хорошо известно, что в
теории абстрактных алгебр Ли различают четыре типа классических
алгебр Ли над полем действительных чисел:

• тип An−1 (n > 1) содержит четыре действительных формы алге-
бры sl(n,C): su(n), sl(n,R), su(p, q) (p+ q = n, p > q), su∗(2n);

• тип Dn (n > 1) содержит три действительных формы алгебры
so(2n,C): so(2n), so(p, q) (p+ q = 2n, p > q), so∗(2n);

• тип Bn (n > 1) содержит две действительных формы алгебры
so(2n+ 1,C): so(2n+ 1), so(p, q) (p+ q = 2n+ 1, p > q);
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• тип Cn (n > 1) содержит три действительных формы алгебры
sp(n,C): sp(n), sp(n,R), sp(p, q) (p+ q = n, p > q);

Как отмечалось выше, среди наиболее низких классических про-
стых алгебр Ли с точностью до изоморфизма различают две алге-
бры so(3) и sl(2,R). Отсюда следует, что все возможные реализации
трехмерных простых алгебр Ли в классе операторов (2.40), которые
удовлетворяют условию сформулированной задачи, исчерпываются ре-
ализацией алгебры sl(2,R)

〈∂t, t∂t + 1
2
x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u〉. (2.59)

Следующей размерностью классических полупростых алгебр Ли
является размерность 6. Различают (с точностью до изоморфизма)
четыре шестимерные полупростые алгебры Ли: so(4), so(3, 1), so(2, 2)
и so∗(4). Поскольку so(4) = so(3) ⊕ so(3), so∗(4) ∼ so(3) ⊕ sl(2,R),
а алгебра so(3, 1) содержит алгебру so(3) как подалгебру, то вопрос
о существовании реализаций шестимерных алгебр Ли остается от-
крытым только для алгебры so(2, 2). Но so(2, 2) ∼ sl(2,R) ⊕ sl(2,R),
поэтому, положив so(2, 2) = 〈e1, e2, e3〉 ⊕ 〈ẽ1, ẽ2, ẽ3〉, где операторы e1,
e2, e3 совпадают, соответственно, с базисными операторами реализа-
ции (2.59), а операторы ẽ1, ẽ2, ẽ3 имеют вид (2.40), из выполнения
коммутационных соотношений [ei, ẽj ] = 0 (i, j = 1, 2, 3) получаем, что

ẽj = λj∂u (j = 1, 2, 3),

где λj — произвольные действительные постоянные. Отсюда следу-
ет, что в заданном классе операторов не существуют и реализации
алгебры so(2, 2).

К аналогичному результату привело рассмотрение и полупростых
классических алгебр Ли, которые имеют размерность 8: sl(3,R), su(3),
su(2, 1).

Далее, поскольку su∗(4) ∼ so(5, 1), a алгебра so(5, 1) содержит
как подалгебру алгебру so(4), то в классе заданных операторов не
существует реализаций, отличных от реализации (2.59), алгебры типа
An−1 (n > 1) и типа Dn (n > 1).

Не будут иметь реализаций, отличных от (2.59), и алгебры типов
Bn (n > 1) и Cn (n > 1). В самом деле, уже для n = 2 алгебры типа
Bn содержат как подалгебры алгебры so(4) и so(3, 1). Также име-
ют место такие соотношения: sp(2,R) ∼ so(3, 2) (подалгеброй so(3, 2)
является so(3, 1)), sp(1, 1) ∼ so(4, 1) (подалгеброй so(4, 1) является
so(3, 1)), sp(2) ∼ so(5) (подалгеброй so(5) является so(4)).
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Остается рассмотреть случаи исключительных полупростых дей-
ствительных алгебр Ли, которые принадлежат к одному из пяти типов:
G1, F4, E6, E7, E8. Поскольку их рассмотрение проводится аналогич-
но, подробно рассмотрим первые два типа этих алгебр.

Тип G2 содержит компактную действительную форму g2 и од-
ну некомпактную действительную форму g′2. Поскольку g2 ∩ g′2 ∼
su(2)⊕ su(2) ∼ so(4) и алгебра so(4) не имеет реализаций в заданном
классе операторов, то в этом классе операторов не имеют реализаций
и алгебры g2 и g′2.

Тип F4 содержит компактную действительную форму f4 и две
некомпактные действительные формы f ′

4, f
′′
4 . Поскольку f ′ ∩ f4 ∼

sp(3) ⊕ su(2), f ′′
4 ∩ f4 ∼ so(9), то в заданном классе операторов не

имеют реализаций и алгебры этого типа.

Теперь перейдем к классификации нелинейных уравнений ви-
да (2.37), алгебрами инвариантности которых являются разрешимые
трехмерные действительные алгебры Ли операторов симметрии.

Как было отмечено выше, трехмерные разрешимые действитель-
ные алгебры Ли исчерпываются с точностью до изоморфизма двумя
разложимыми алгебрами Ли (A3.1 и A3.2) и семью неразложимыми
алгебрами Ли (A3.i, i = 3, 4, . . . , 9).

Рассмотрение начинаем из построения A3.1- и A3.2-инвариантных
уравнений. Для описания реализаций алгебр A3.i = 〈e1, e2, e3〉 (i =
= 1, 2) мы существенно используем результаты лемм 2.1, 2.2 и теоре-
мы 2.2. Так, поскольку A3.1 = 3A1 = A2.1 ⊕ A1, где A2.1 = 〈e1, e2〉,
A1 = 〈e3〉, то при построении реализаций алгебры A3.1 в классе опе-
раторов (2.40) мы можем сразу положить, что алгебра A2.1 = 〈e1, e2〉
совпадает с одной из реализаций Ai2.1 (i = 1, 2, 3). Для упрощения
вида оператора e3 будем использовать преобразования

t = t+ λ1, x = x+ λ2, u = U(u); (2.60)

t = t+ λ1, x = εx+ λ2, u = u+ U(x); (2.61)

t = t+ λ1, x = x+X(t), u = u+ U(t), (2.62)

которые сохраняют, соответственно, вид базисных операторов реали-
заций A1

2.1, A
2
2.1, A

3
2.1 неизменным. В (2.60)–(2.62) λ1, λ2 ∈ R, ε = ±1.

Пусть A2.1 = A1
2.1. Тогда e1 = ∂t, e2 = ∂x, а поэтому e3 = f(u)∂u.

Учитывая действие преобразования (2.60), получаем реализацию
e1 = ∂t, e2 = ∂x, e3 = ∂u. (2.63)

Пусть теперь A2.1 = A2
2.1. Тогда e1 = ∂t, e2 = ∂u, а e3 = λ∂x +

+ f(x)∂u, λ ∈ R. Если λ = 0, то имеет место реализация

e1 = ∂t, e2 = ∂u, e3 = f(x)∂u, f ′ 6= 0. (2.64)
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Если же λ 6= 0, то, положив в преобразованиях (2.61) функцию U
равной решению уравнения

λUx + f(x) = 0,

убеждаемся, что в этом случае операторы ei (i = 1, 2, 3) сводятся к
операторам вида (2.63).

Пусть, наконец, A2.1 = A3
2.1. Тогда e1 = ∂x, e2 = α(t)∂x + ∂u,

а поэтому

e3 = 2λ∂t + b(t)∂x + f(t)∂u,

где 2λα̇ = 0, λ ∈ R.
Если λ 6= 0, то α̇ = 0, и, положив в (2.62) X и U равными реше-

ниям, соответственно, уравнений

2λẊ + b = 0, 2λUt + f = 0,

сводим операторы ei (i = 1, 2, 3) к трем операторам вида (2.63). Если
же λ = 0, то имеет место реализация

e1 = ∂x, e2 = α(t)∂x + ∂u, e3 = β(t)∂x + γ(t)∂u, (2.65)

где гладкие функции α(t), β(t), γ(t) принимают значения, которые
гарантируют линейную независимость операторов e1, e2, e3.

Следовательно, с точностью до эквивалентности, которая опреде-
ляется преобразованиями из группы E , имеем три реализации алге-
бры A3.1, которые определяются тройками операторов ei (i = 1, 2, 3)
(2.63)–(2.65).

Определим вид уравнений (2.37), которые инвариантны относи-
тельно каждой из полученных реализаций алгебры A3.1.

В случае реализации (2.63) вид уравнения очевиден:

ut = uxx +G(ux).

Если базисные операторы алгебры A3.1 имеют вид (2.64), то F =
= F̃ (x, ux) и условие инвариантности (2.41) для оператора e3 приоб-
ретает вид

f ′′ + f ′F̃ux
= 0, f ′ 6= 0.

Отсюда следует, что

F̃ = −f ′′(f ′)−1ux +G(x),

то есть соответствующее инвариантное уравнение линейно.
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Пусть, наконец, базисные операторы алгебры A3.1 имеют вид
(2.65). Тогда F = −α̇uux + F̃ (t, ux) и условие инвариантности (2.41)
для оператора e3 принимает вид

γ̇ = (β̇ − γα̇)ux,

откуда следует, что γ = C1, β = γα + C2, C1, C2 ∈ R. Но тогда e3 =
= C1(α∂x + ∂u) + C2∂x = C1e2 + C2e1, что противоречит условию
линейной независимости операторов ei (i = 1, 2, 3).

Следовательно, подытоживая сказанное выше, убеждаемся, что су-
ществует одна реализация алгебры A3.1, которая является алгеброй
инвариантности нелинейного уравнения вида (2.37). А именно,

〈∂t, ∂x, ∂u〉 : ut = uxx +G(ux).

Перейдем теперь к рассмотрению реализаций алгебры A3.2. По-
скольку A3.2 = A2.2 ⊕A1, где A2.2 = 〈e1, e2〉, A1 = 〈e3〉, то при описа-
нии реализаций алгебры A3.2 мы можем сразу полагать, что алгебра
A2.2 = 〈e1, e2〉 совпадает с одной из реализаций Ai2.2 (i = 1, 2, 3, 4).
Для упрощения вида оператора e3 будем использовать преобразова-
ния

t = t, x = εx, u = U(u); (2.66)

t = t, x = x+ λ1

√

|t|, u = U(u); (2.67)

t = t+ λ1, x = x+X(t), u = u+ e−xU(t), (2.68)

t = t+ λ1, x = εx+ λ2, u = u+ e−tU(x), (2.69)

которые сохраняют вид базисных операторов, соответственно, реа-
лизаций A1

2.2, A
2
2.2, A

3
2.2, A

4
2.2 неизменным. В (2.66)–(2.69) ε = ±1,

λ1, λ2 ∈ R.

Пусть A2.2 = A1
2.2. Тогда e1 = −t∂t − 1

2
x∂x, e2 = ∂t, e3 = f(u)∂u,

f 6= 0. Нетрудно убедиться, что преобразование (2.66), где U — ре-
шение уравнения f · Uu = 1, сводит данную тройку операторов к
операторам (используем начальные обозначения):

e1 = −t∂t − 1
2
x∂x, e2 = ∂t, e3 = ∂u. (2.70)

Пусть A2.2 = A2
2.2. В этом случае e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x,

e3 = λ
√

|t|∂x + f(u)∂u, λ ∈ R. Если λ = 0, то f 6= 0 и аналогично
предыдущему случаю приходим к реализации

e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 = ∂u. (2.71)
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Если f = 0, λ 6= 0, то имеет место реализация

e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 =
√

|t|∂x. (2.72)

А если λf 6= 0, то с точностью до действия преобразования (2.67)
имеем реализацию

e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 =
√

|t|∂x + ∂u. (2.73)

Пусть, далее, A2.2 = A3
2.2. Тогда

e1 = ∂x − u∂u, e2 = ∂u,

e3 = λ∂t + b(t)∂x + e−xf(t)∂u, λ ∈ R.

Если λ = b = 0, то имеет место реализация

e1 = ∂x − u∂u, e2 = ∂u, e3 = e−xf(t)∂u, f 6= 0. (2.74)

Если λ = 0, b 6= 0, то, положив в (2.68) U = b−1f , сводим базисные
операторы к операторам (в начальных обозначениях):

e1 = ∂x − u∂u, e2 = ∂u, e3 = α(t)∂x, α̇ 6= 0. (2.75)

Если же λb 6= 0, то аналогично приходим к реализации

e1 = ∂x − u∂u, e2 = ∂u, e3 = ∂t. (2.76)

Пусть, наконец, A2.2 = A4
2.2. Тогда

e1 = ε∂t − u∂u, e2 = ∂u,

e3 = C1∂t + C2∂x + e−εtf(x)∂u, C1, C2 ∈ R, ε = ±1.

С точностью до действия преобразований (2.69) и выбора базиса при-
ходим к таким реализациям:

e1 = ε∂t − u∂u, e2 = ∂u,

e3 = e−εtf(x)∂u, f 6= 0, ε = ±1, (2.77)

e1 = ε∂t − u∂u, e2 = ∂u, e3 = ∂x, ε = ±1, (2.78)

e1 = ε∂t − u∂u, e2 = ∂u,

e3 = ∂t + λ∂x, λ > 0, ε = ±1. (2.79)
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Проведем отбор из полученных реализаций алгебры A3.2 тех, кото-
рые являются алгебрами инвариантности нелинейных уравнений ви-
да (2.37).

Для реализации (2.70) вид инвариантного уравнения очевиден:

ut = uxx + u2
xG(ω), ω = xu2

x.

Аналогично, вид уравнения, которое инвариантно относительно
алгебры A3.2 с базисными операторами (2.71), такой:

ut = uxx + t−1G(ω), ω = tu2
x.

Если имеет место реализация (2.72), то в уравнении (2.37) F =
= t−1F̃ (u, tu2

x), а поэтому условие инвариантности (2.41) для опера-
тора e3 приобретает вид

ε

2
√

|t|
ux = 0, ε = ±1.

Отсюда следует, что данная тройка операторов не может образовывать
базис алгебры инвариантности уравнения исследуемого вида.

Если имеет место реализация (2.73), то F = t−1F̃ (u, tu2
x) и усло-

вие (2.41) для оператора e3 приобретает вид

− ε

2
√

|t|
ux = t−1F̃u, ε = 1 для t > 0, ε = −1 для t < 0,

откуда вытекает, что

F̃ = −1
2

√

|ω|u+G(ω), ω = tu2
x,

а поэтому инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx − 1
2
t−1u

√

|ω| + t−1G(ω), ω = tu2
x.

Пусть теперь операторы ei (i = 1, 2, 3) имеют одно из значений
(2.74)–(2.76). Тогда F = uxF̃ (t, exux) и условие (2.41) для оператора
e3, соответственно, имеет вид одного из таких равенств:

ḟ = f(1 − F̃ − ωF̃ω), ω = exux,

−α̇ = αωF̃ω, ω = exux,

F̃t = 0.
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В соответствии с этим получаем такие значения F в инвариантных
уравнениях:

F = ux(ḟf
−1 − 1) + exG(t),

F = −α̇α−1ux ln |ω| + uxG(t), ω = exux,

F = uxG(ω), ω = exux.

Нашим требованиям к классификации удовлетворяют второе и тре-
тье из этих значений функции F .

Наконец, для троек (1.76)–(2.79) аналогично получаем такие зна-
чения функции F в инвариантных уравнениях:

F = −(f + f ′′)(f ′)ux + e−εtG(x),

F = uxG(eεtux),

F = uxG(ω), ω = (ux)
λeε(λt−x), λ > 0, G 6= const, ε = ±1.

Нашим требованиям к классификации удовлетворяют второе и тре-
тье значения функции F .

Результаты классификации уравнений (2.37), которые инвариант-
ны относительно трехмерных разложимых разрешимых действитель-
ных алгебр Ли операторов симметрии, представлены в таблице 2.1.
Там мы используем такие обозначения:

A1
3.1 = 〈∂t, ∂x, ∂u〉;

A1
3.2 = 〈−t∂t − 1

2
x∂x, ∂t, ∂u〉;

A2
3.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x, ∂u〉;

A3
3.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x,

√

|t|∂x + ∂u〉;

A4
3.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u, α(t)∂x〉 (α̇ 6= 0);

A5
3.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u, ∂t〉;

A6
3.2 = 〈ε∂t − u∂u, ∂u, ∂x〉 (ε = ±1);

A7
3.2 = 〈ε∂t − u∂u, ∂u, ∂t + λ∂x〉 (λ > 0, ε = ±1).
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Таблица 2.17

3 81- и 7

3 82-инвариантные уравнения (2.37)

Алгебра Функция F

A1
3.1 G(ux)

A1
3.2 u2

xG(ω), ω = xux

A2
3.2 t−1G(ω), ω = tu2

x

A3
3.2 −1

2
t−1u

9

|ω| + t−1G(ω), ω = tu2
x

A4
3.2 −α̇α−1ux ln |ω| + uxG(t), α̇ 6= 0, ω = exux

A5
3.2 uxG(ω), ω = exux

A6
3.2 uxG(ω), ω = eεtux, ε = ±1

A7
3.2 uxG(ω), ω = (ux)λeε(λt−x), λ > 0, ε = ±1

Непосредственное использование алгоритма Ли показало, что для
произвольных значений функций G в полученных уравнениях соот-
ветствующие реализации алгебр A3.1 и A3.2 являются максимальными
алгебрами инвариантности этих уравнений.

Для завершения групповой классификации A3.1- и A3.2-инвариант-
ных уравнений необходимо убедиться, что значения функций F из
таблицы 2.1 определяют неэквивалентные A3.2-инвариантные уравне-
ния исследуемого вида. Для этого нам достаточно убедиться в неэк-
вивалентности их алгебр инвариантности.

Поскольку доказательство этого факта предусматривает выполне-
ние значительного объема стандартных вычислений, здесь ограничим-
ся рассмотрением только реализаций A2

3.2 и A3
3.2.

Пусть

e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 =
√

|t|∂x + ∂u;

ẽ1 = −2t∂t − x∂x, ẽ2 = ∂x, ẽ3 = ∂u.

Предположим, что реализации A2
3.2 и A3

3.2 являются эквивалентными.
Тогда должны существовать такие преобразования вида (2.49), кото-
рые преобразуют реализацию A3

3.2 = 〈e1, e2, e3〉 в реализацию A2
3.2 =

= 〈ẽ1, ẽ2, ẽ3〉:

ei
(2.49)→ Ei =

3
∑

j=1

αij ẽj (i = 1, 2, 3), (2.80)
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где αij ∈ R, det ‖αij‖ 6= 0, i, j = 1, 2, 3. Выполнение (2.80) приводит к
таким равенствам:

tṪ = α11T,

2t

(

ε
2
T̈ (Ṫ )

− 1
2x+ Ẋ

)

− εx
√

Ṫ = −εα11

√

Ṫ x− α11X + α12,

2tUt − xUx = α13, α21 = 0, ε
√

Ṫ = α22,

Ux = α23, α31 = 0, ε
√

|t|
√

Ṫ = α32,
√

|t|Ux + Uu = α33, ε = ±1.

Учитывая, что ε
√

Ṫ = α22 6= 0 (в противном случае преобразо-
вания будут вырожденными), приходим к равенству

√

|t|α22 = α32,
из которого следует, что α22 = α32 = 0. Полученное противоречие
показывает, что наше предположение ошибочно. Следовательно, реа-
лизации A2

3.2 и A3
3.2 являются неэквивалентными.

Далее проводим классификацию нелинейных уравнений вида
(2.37), алгебрами инвариантности которых являются неразложимые
трехмерные разрешимые алгебры Ли A3.i = 〈e1, e2, e3〉, где i =
= 3, 4, . . . , 9.

Структура алгебры A3.3 такая, что операторы e1, e2 составляют
базис алгебры Ли A2.1. В соответствии с результатами теоремы 2.2
алгебра A2.1 имеет три неэквивалентные реализации, которые являют-
ся максимальными алгебрами инвариантности нелинейных уравнений
вида (2.37).

Поэтому при рассмотрении реализаций алгебры A3.3 можем сразу
положить, что операторы e1, e2 составляют базис одной из реализа-
ций Ai2.1 (i = 1, 2, 3). Для упрощения вида оператора e3 используем
преобразование (2.60), (2.61), (2.62) соответственно.

Пусть операторы e1, e2 составляют базис реализации A1
2.1. Тогда

если e1 = ∂t, e2 = ∂x, то проверка коммутационных соотношений

[e1, e3] = 0, [e2, e3] = e1 (2.81)

показывает, что в классе операторов (2.40) не существует оператор e3,
который бы дополнял операторы e1, e2 до базиса алгебры A3.3.

Если e1 = ∂x, e2 = ∂t, то из выполнения коммутационных соотно-
шений (2.81) следует, что

e3 = (t+ λ)∂x + f(u)∂u, λ ∈ R.
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Нетрудно убедиться, что существуют преобразования (2.60), ко-
торые сводят оператор e3 к виду (оставляем начальные обозначения
переменных)

e3 = t∂x + ε∂u, ε = 0, 1. (2.82)

Наиболее общий вид уравнения (2.37), которое инвариантно отно-
сительно алгебры A1

2.1, такой:

ut = uxx + F̃ (u, ux). (2.83)

Поэтому условие инвариантности уравнения (2.37) относительно най-
денной реализации алгебры A3.3 совпадает с условием (2.41) инвари-
антности уравнения (2.83) относительно оператора (2.82):

−ux = εF̃u.

Отсюда следует, что в (2.82) обязательно ε = 1, а в (2.83)

F̃ = −uux +G(ux).

Рассмотрение случаев, когда операторы e1, e2 составляют базис
реализаций A2

2.1, A
3
2.1, проводится аналогично. Мы получили еще че-

тыре неэквивалентные реализации, которые являются алгебрами ин-
вариантности нелинейных уравнений вида (2.37):

〈∂u, ∂t, t∂u + λ∂x〉 : ut = uxx + λ−1x+G(ux), λ > 0;

〈∂u, ∂x, x∂u + b(t)∂x〉 : ut = uxx − 1
2
ḃu2
x +G(t), ḃ 6= 0;

〈∂u, ∂x, x∂u + λ∂t〉 : ut = uxx +G(ω), ω = t− λux, λ 6= 0;

〈∂u + 2λt∂x, ∂x, x∂u + 2λt[t∂t + x∂x − u∂u]〉 :

ut = uxx − 2λuux + t−3G(ω), ω = uxt
2 − t

2λ
, λ 6= 0.

Общим свойством алгебр A3.i (i = 4, 5, . . . , 9) есть то, что опе-
раторы e1, e2 составляют базис абелевой двухмерной алгебры A2.1.
Поэтому рассмотрение реализаций этих алгебр проводим аналогично
анализу случая алгебры A3.3.

Остановимся, например, на случае алгебры A3.7. При наличии из-
вестных пар операторов e1, e2 все здесь сводится к проверке комму-
тационных соотношений

[e1, e3] = e1, [e2, e3] = qe2, 0 < |q| < 1, (2.84)

где оператор e3 имеет вид (2.40).
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Пусть операторы e1, e2 составляют базис реализации A1
2.1. Тогда

если e1 = ∂t, e2 = ∂x, то из выполнения коммутационных соотноше-
ний (2.84) (с точностью до действия преобразований (2.60)) следует,

что q = 1
2
и

e3 = t∂t + 1
2
x∂x + εu∂u, ε = 0, 1.

Проверив условие инвариантности уравнения (2.37) относительно по-
лученной реализации алгебры A3.7, видим, что для ε = 0 инвариант-
ное уравнение имеет вид

ut = uxx + u2
xG(u),

а для ε = 1 — вид

ut = uxx +G(ω), ω = uu2
x.

Если e1 = ∂x, e2 = ∂t, то из выполнения коммутационных со-
отношений (2.84) следует, что q = 2. Но это противоречит условию
0 < |q| < 1. Заметим, что для q = 2 мы приходим к реализации,
которая с точностью до выбора базиса совпадает с полученной выше.

Пусть, далее, операторы e1, e2 составляют базис реализации A2
2.1.

Если e1 = ∂t, e2 = ∂u, то

e3 = t∂t + 1
2
x∂x + qu∂u, 0 < |q| < 1.

Если же e1 = ∂u, e2 = ∂t, то

e3 = qt∂t + 1
2
qx∂x + u∂u, 0 < |q| < 1.

Мы получили две разные реализации алгебры A3.7:

L1 = 〈∂t, ∂u, t∂t + 1
2
x∂x + qu∂u〉, 0 < |q| < 1;

L2 = 〈∂u, ∂t, qt∂t + 1
2
qx∂x + u∂u〉, 0 < |q| < 1.

Выберем в L2 базисные операторы таким образом:

e1 = e2, e2 = e1, e3 = 1
q e3.
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Нетрудно убедиться, что в этом базисе выполняются коммутационные
соотношения алгебры A3.7 и реализация L2 = 〈e1, e2, e3〉 совпадает с
реализацией L1, где q 6= 0,±1.

Поэтому, объединяя эти две реализации в одну, приходим к реа-
лизации, базис которой составляют операторы

e1 = ∂t, e2 = ∂u, e3 = t∂t + 1
2
x∂x + qu∂u, q 6= 0,±1.

Соответствующее инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx + x2(q−1)G(ω), ω = x1−2qux.

Пусть, наконец, операторы e1, e2 составляют базис реализа-
ции A3

2.1. Проведя рассуждения, аналогичные предыдущим, приходим
к еще одной реализации алгебры A3.7, базис которой составляют опе-
раторы

e1 = ∂x, e2 = ∂u + λ|t|
1
2
(1−q)

∂x,

e3 = 2t∂t + x∂x + qu∂u, q 6= 0,±1, λ ∈ R.

Соответствующее инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx − 1
2
λ(1 − q)|t|−

1
2
(1+q)

uux + |t|
1
2
(q−1)

G(ω),

ω = |t|
1
2
(1−q)

ux.

Полученные результаты для неразложимых трехмерных разреши-
мых алгебр Ли приведены в таблице 2.2. Там мы используем такие
обозначения:

A1
3.3 = 〈∂x, ∂t, t∂x + ∂u〉;

A2
3.3 = 〈∂u, ∂t, t∂u + λ∂x〉 (λ > 0);

A3
3.3 = 〈∂u, ∂x, x∂u + b(t)∂x〉 (b̈ 6= 0);

A4
3.3 = 〈∂u, ∂x, x∂u + λ∂t〉 (λ 6= 0);

A5
3.3 = 〈∂u + 2λt∂x, ∂x, x∂u + 2λt[t∂t + x∂x − u∂u]〉 (λ 6= 0);

A1
3.4 = 〈∂u, ∂t, t∂t + 1

2
x∂x + (u+ t)∂u〉;
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A2
3.4 = 〈∂x, ∂u − 1

2
ln |t|∂x, 2t∂t + x∂x + u∂u〉;

A3
3.4 = 〈∂u, ∂x, 2t∂t + x∂x + (u+ x)∂u〉;

A4
3.4 = 〈∂u + α∂x, ∂x, α

2(α̇)−1∂t + (1 + α)x∂x + [(1 − α)u+ x]∂u〉,

где α = α(t) (α̇ 6= 0) — решение нелинейного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

α2α̈+ 2(α̇)2 = 0; (2.85)

A1
3.5 = 〈∂t, ∂u, t∂t + 1

2
x∂x + u∂u〉;

A2
3.5 = 〈∂x, ∂u, 2t∂t + x∂x + u∂u〉;

A1
3.6 = 〈∂t, ∂u, t∂t + 1

2
x∂x − u∂u〉;

A2
3.6 = 〈∂x, ∂u + λt∂x, 2t∂t + x∂x − u∂u〉 (λ > 0);

A1
3.7 = 〈∂t, ∂x, t∂t + 1

2
x∂x〉;

A2
3.7 = 〈∂t, ∂x, t∂t + 1

2
x∂x + u∂u〉;

A3
3.7 = 〈∂t, ∂u, t∂t + 1

2
x∂x + qu∂u〉 (q 6= 0,±1);

A4
3.7 = 〈∂x, ∂u + λ|t|

1
2
(1−q)

∂x, 2t∂t + x∂x + qu∂u〉
(0 < |q| < 1, λ ∈ R);

A1
3.8 = 〈∂x, λt∂x + ∂u,−λ(t2 + λ−2)∂t − λtx∂x + (λtu− x)∂u〉

(λ 6= 0);

A1
3.9 = 〈∂x, α∂x + ∂u,

− (α̇)−1(1 + α2)∂t + (q − α)x∂x + [(α+ q)u− x]∂u〉;

где q > 0, α = α(t) (α̇ 6= 0) — решение нелинейного обыкновенного
дифференциального уравнения

(1 + α2)α̈ = 2q(α̇)2. (2.86)

Заметим, что нам удалось найти общие решения уравнений (2.85)
и (2.86). Они имеют довольно громоздкий вид, определяют функцию
α(t) неявно и содержат интегралы, которые не определяются через
элементарные функции.
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Таблица 2.2
Уравнения (1.2), инвариантные относительно неразложимых

трехмерных разрешимых алгебр Ли

Алгебра Функция F

A1
3.3 −uux +G(ux)

A2
3.3 λ−1x+G(ux), λ 6= 0

A3
3.3 −1

2
ḃ(t)u2

x, b̈ 6= 0

A4
3.3 G(ω), ω = t− λux, λ 6= 0

A5
3.3 −2λuux + t−3G(ω), ω = uxt

2 − t
2λ

, λ 6= 0

A1
3.4 2 ln |ux|G(ω), ω = x−1ux

A2
3.4

1
2
t−1uux + |t|−

1
2G(ux)

A3
3.4 |t|−

1
2G(ω), ω = t−1u2

x

A4
3.4 −α̇uux + α−6 exp(2α−1)G(ω), ω = uxα

4 − 2
3
α3

A1
3.5 G(ω), ω = x−1ux

A2
3.5 |t|−

1
2G(ux)

A1
3.6 x−4G(ω), ω = x3ux

A2
3.6 −λuux + |t|−

3
2G(ω), ω = tux, λ

�

0

A1
3.7 u2

xG(u)

A2
3.7 G(ω), ω = u−1u2

x

A3
3.7 x2(q−1)G(ω), ω = x1−2qux

A4
3.7 −1

2
λ(1 − q)|t|−

1
2
(1+q)

uux + |t|
1
2
(q−2)

G(ω), ω = |t|
1
2
(1−q)

ux

A1
3.8 −λuux + (t2 + λ−2)

−
3
2G(ω), ω = λux(t2 + λ−2) − t

A1
3.9 −α̇uux + (1 + α2)

−
3
2 exp(q arctanα)G(ω), ω = ux(1 + α2) − α

Так, общее решение уравнения (2.85) имеет вид

α
∫

0

exp(−2ξ−1)dξ = λt+ λ1, λ, λ1 ∈ R, λ 6= 0,
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а уравнения (2.86) —
α
∫

0

exp(−2q arctan ξ)dξ = λt+ λ1, λ, λ1 ∈ R, λ 6= 0.

Отметим также, что полученные реализации, как показала непо-
средственная проверка, неэквивалентны, и для произвольных значе-
ний функций G они являются максимальными алгебрами инвариант-
ности соответствующих уравнений.

2.2.3. Завершение групповой классификации уравнения (2.37)

В этом пункте мы выполняем последний шаг алгоритма метода
групповой классификации дифференциальных уравнений. Здесь мы
проводим описание нелинейных уравнений исследуемого вида с са-
мыми высокими симметрийными свойствами. Для этого нам нужно
получить полный перечень неэквивалентных уравнений вида (2.37),
максимальные алгебры инвариантности которых имеют размерность
выше чем 3.

В соответствии с теоремой Леви–Мальцева каждая действитель-
ная алгебра Ли является или алгеброй Ли, которая имеет нетривиаль-
ное разложение Леви, или разрешимой алгеброй Ли. Исходя из этого,
завершение групповой классификации мы начинаем с описания тех
нелинейных уравнений вида (2.37), алгебры инвариантности которых
имеют нетривиальный фактор Леви, то есть содержат как подалгебры
некоторые полупростые алгебры Ли операторов симметрии.

Далее мы проводим классификацию тех уравнений, алгебры инва-
риантности которых являются разрешимыми алгебрами Ли размерно-
сти выше за 3. Для этого, исходя из наличия у разрешимой алгебры
Ли композиционного ряда, мы, прежде всего, рассматриваем урав-
нения, которые допускают четырехмерные разрешимые алгебры Ли
операторов симметрии.

Инвариантность относительно алгебр Ли операторов симмет-
рии с нетривиальным разложением Леви. Если дифференциальное
уравнение допускает алгебру Ли операторов симметрии с нетривиаль-
ным фактором Леви, то оно будет инвариантным относительно неко-
торой полупростой алгебры Ли операторов симметрии. В соответствии
с результатами теоремы 2.3 нелинейные уравнения с таким свойством
исчерпываются уравнением

ut = uxx + 1
4
u2
x − x−1ux + x−2G(ω), ω = 2u− xux, (2.87)
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максимальная алгебра инвариантности которого

〈∂t, t∂t + 1
2
x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u〉

является изоморфной алгебре sl(2,R). Так как уравнение (2.87) со-
держит произвольную функцию, которая является функцией одного
аргумента, то для изучения возможностей расширения его симмет-
рийных свойств мы можем использовать стандартные приемы.

Классифицирующее уравнение (2.41) для уравнения (2.87) имеет
вид

[

x−1(fx − 2x−1f) + 2ux−2(fu − x−1b) − x−2(fu + x−1b)ω
]

Gω +

+ x−2(fu + 2x−1b)G = x−2

(

fuu + 1
4
fu

)

ω2 −

− x−1

(

ẍ+ ḃ+ 2fxu + x−2b+ 1
2
fx

)

+

+ 4ux−2

(

fuu + 1
4
fu

)

ω + 4u2x−2

(

fuu + 1
4
fu

)

+ (2.88)

+ 2ux−1

(

äx+ ḃ+ 2fxu + x−2b+ 1
2
fx

)

− ft − x−1fx + fxx.

Поскольку в уравнении (2.88) функции a, b, f являются функция-
ми переменных t, x, u, а функция G зависит от переменной ω =
= 2u − xux, то расширение симметрийных свойств уравнения (2.87)
возможно только для тех значений функции G, которые являются
решениями обыкновенного дифференциального уравнения

(mω + n)Ġ+ pG = kω2 + lω + s, (2.89)

где m,n, k, l, s ∈ R, |m| + |n| + |p| 6= 0, Ġ = d
dω
.

Проанализировав уравнение (2.89), мы получили, что исследова-
нию подлежат такие значения функции G:

G = C1ω
2 + C2ω + C3,

G = C1e
rω + C2ω

2 + C3ω + C4, C1, r 6= 0,

G = C1 ln |ω| + C2ω
2 + C3ω + C4, C1 6= 0,

G = C1ω ln |ω| + C2ω
2 + C3ω + C4, C1 6= 0,
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G = C1ω
2 ln |ω| + C2ω

2 + C3ω + C4, C1 6= 0,

G = C1|ω|r + C2ω
2 + C3ω + C4, C1 6= 0, r 6= 0, 1, 2,

Ci ∈ R (i = 1, 2, 3, 4).

В дальнейшем изложении будем использовать такие обозначения:

A = x−1(fx − 2x−1f) + 2ux−2(fu + x−1b),

B = −x−2(fu + x−1b), K = x−2(fu + 2x−1b),

L = x−2

(

fuu + 1
4
fu

)

,

M = −x−1

(

äx+ ḃ+ 2fxu + x−2b+ 1
2
fx

)

− 4ux−2

(

fuu + 1
4
fu

)

,

N = 4u2x−2

(

fuu + 1
4
fu

)

+

+ 2ux−1

(

äx+ ḃ+ 2fxu + x−2b+ 1
2
fx

)

− ft − x−1fx + fxx.

В этих обозначениях уравнение (2.88) принимает вид

(A+Bω)Gω +KG = Lω2 +Mω +N.

Пусть G = C1ω
2 + C2ω + C3. Подставив это значение G в (1.87) и

проведя “расщепления” полученного равенства по степеням перемен-
ной ω, приходим к системе уравнений:

C1(2B +K) = L, 2C1A+ C2(B +K) = M,

C2A+ C3K = N. (2.90)

Если C1 = 0, то из условия L = 0 следует, что в операторе симмет-
рии (2.40)

f = ϕ(t, x) + ψ(t, x)e
− 1

4
u
.

Подстановка этого значения f во второе и третье уравнения (2.90)
показывает, что следует различать два случая: C2 = 0 и C2 6= 0, ψ = 0.
Для C2 = 0 пришли к такому классификационному результату: если
в уравнении (2.87) G = 3, то группа инвариантности этого уравнения
генерируется оператором

Q = (2λ1t
2 + 2λ2t+ λ3)∂t + [(2λ1t+ λ2)x + λ4t+ λ5]∂x +

+

[

−2λ1x
2 − 2λ4x+ 2x−1(λ4t+ λ5) + λ6 + ψe

− 1
4
u

]

∂u,
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где функция ψ = ψ(t, x) удовлетворяет линейному уравнению тепло-
проводности

ψt = ψxx − x−1ψx + 3
4
x−2ψ;

если же в (2.87) G = m, m ∈ R, m 6= 3, то группа инвариантности
уравнения генерируется оператором

Q = (2λ1t
2 + 2λ2t+ λ3)∂t + (2λ1t+ λ2)x∂x +

+

(

−2λ1x
2 − λ4 + ψe

−1
4
u

)

∂u,

где функция ψ = ψ(t, x) удовлетворяет такому линейному уравнению
теплопроводности:

ψt = ψxx − x−1ψx + m
4
x−2ψ.

Здесь и далее λi ∈ R для всех значений i. Но поскольку замена
переменных

t = t, x = x, u = 4 ln |v|, v = v(t, x)

приводит уравнение

ut = uxx + 1
4
u2
x − x−1ux + nx−2, n ∈ R,

к линейному уравнению теплопроводности

vt = vxx − x−1vx + 1
4
nx−2v,

то полученные случаи уравнений (2.87) из дальнейшего рассмотрения
мы исключаем.

Если же C1 = 0, a C2 6= 0, то непосредственные вычисления по-
казывают, что в этом случае расширение симметрии уравнения (2.87)
не происходит.

Пусть теперь в G C1 6= 0. Тогда, учитывая инвариантность уравне-
ния (2.87) относительно сдвигов по зависимой переменной u, можем
в G положить C2 = 0, вследствие чего система (2.90) принимает вид

C1(2B +K) = L, 2C1A = M, C3K = N. (2.91)
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Из первого равенства (2.91) следует, что нужно различать два случая:

C1 = −1
4
и C1 6= 0,−1

4
.

Случай C1 = −1
4
. Тут

f = ϕ+ ψu,

где ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x) — произвольные действительные диффе-
ренцируемые функции своих переменных, и проверка второго и тре-
тьего равенств (2.91) показывает, что расширение симметрии уравне-
ния (2.87) происходит тогда, когда

G = 1 − 1
4
ω2,

а группа инвариантности уравнения генерируется оператором

Q = (2λ1t
2 + 2λ2t+ λ3)∂t + [(2λ1t+ λ2)x + λ4t+ λ5]∂x +

+ [−2λ1x
2 − λ4x+ x−1(λ4t+ λ5)(1 + u)]∂u

и является пятипараметрической группой локальных преобразований.
Отметим, что замена переменных

t = t, x = x, u = xv − 1, v = v(t, x)

приводит полученное уравнение

ut = uxx + x−1uux − x−2u2 − x−1ux + x−2

к хорошо известному уравнению Бюргерса

vt = vxx + vvx.

Случай C1 6= 0,−1
4
. Из первого равенства (2.91) следует, что в

этом случае

f = ϕ+ ψeru,

где ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x) — произвольные действительные диффе-

ренцируемые функции своих аргументов, r = − 1
4
−C1, r 6= 0,−1

4
. Но

дальнейшая проверка второго и третьего равенств (2.91) показала, что
в этом случае расширение симметрии уравнения (2.87) не происходит.
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Следовательно, с точностью до эквивалентности первому значению
функции G в уравнении (2.87) соответствует единственный, в рамках
сформулированной задачи, случай расширения симметрийных свойств
этого уравнения.

Пусть теперь

G = C1e
rω + C2ω

2 + C3ω + C4, rC1 6= 0.

Подстановка этого значения G в (2.88) приводит к таким равенствам:

B = 0, rA +K = 0, C2K = L,

2C2A+ C3K = M, C3A+ C4K = N. (2.92)

Из первого равенства (2.92) следует, что

f = −x−1ub+ ϕ(t, x),

поэтому второе равенство (2.92) принимает вид

r[3x−2ub+ x−1(ϕx − 2x−1ϕ)] + x−3b = 0.

Учитывая, что b = b(t), ϕ = ϕ(t, x), видим, что

b = 0, ϕx − 2x−1ϕ = 0,

то есть

ϕ = x2γ(t).

Дальнейшая подстановка полученных значений b и ϕ в остальные
равенства (2.92) приводит к уравнениям

γ = −ä, γ̇ = 0,

а значит, оператор, генерирующий группу инвариантности соответ-
ствующего уравнения (2.87), имеет вид

Q = (−λ1t
2 + 2λ2t+ λ3)∂t + (−λ1t+ λ2)x∂x + λ1x

2∂u,

отсюда следует, что в этом случае расширение симметрийных свойств
исследуемого уравнения не происходит.

К аналогичному результату привел анализ и остальных указанных
выше значений функции G в уравнении (2.87).

Из проведенных рассуждений следует такое утверждение.
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Теорема 2.4. С точностью до эквивалентности нелинейные
уравнения вида (2.37), которые допускают алгебры инвариант-
ности, изоморфные алгебрам Ли с нетривиальным разложением
Леви, исчерпываются уравнением Бюргерса

ut = uxx + uux,

максимальная алгебра инвариантности которого

〈∂t, 2t∂t + x∂x − u∂u, t
2∂t + tx∂x − (tu+ x)∂u, t∂x − ∂u, ∂x〉

изоморфна алгебре sl(2,R) ⊂+ 2A1.

Инвариантность относительно четырехмерных разложимых
разрешимых алгебр Ли операторов симметрии. Поскольку все
нелинейные уравнения вида (2.37), инвариантные относительно трех-
мерных разрешимых алгебр Ли операторов симметрии, содержат про-
извольные функции одной переменной, то для завершения их группо-
вой классификации можно использовать стандартные методы. С дру-
гой стороны, можно надеяться, что, продолжая исследование в таком
подходе, мы в нелинейных уравнениях, инвариантных относительно
четырехмерных разрешимых алгебр Ли операторов симметрии, полу-
чим функции F, которые будут иметь уже полностью определенный
вид. Действительно, как будет показано ниже, такими окажутся все
уравнения, что и даст возможность завершить групповую классифи-
кацию уравнения (2.37).

Продолжим классификацию, описав уравнения, которые являются
инвариантными относительно четырехмерных разложимых разреши-
мых алгебр Ли операторов симметрии.

Различают 10 разложимых четырехмерных разрешимых алгебр Ли:
4A1 = A3.1 ⊕A1, A2.2 ⊕2A1 = A3.2 ⊕A1, 2A2.2 = A2.2 ⊕A2.2, A3.i⊕A1

(i = 3, 4, . . . , 9). Очевидно, что все эти алгебры, кроме алгебры 2A2.2,
являются прямой суммой некоторой трехмерной разрешимой алгебры
Ли A3.i = 〈e1, e2, e3〉 (i = 1, 2, . . . , 9) и одномерной алгебры A1 = 〈e4〉.
Это дает возможность при рассмотрении реализаций четырехмерных
разрешимых алгебр Ли использовать известные результаты для трех-
мерных и двухмерных (в случае алгебры 2A2.2) алгебр Ли.

Алгебра 4A1 = A3.1⊕A1. В соответствии с результатами предыду-
щего пункта, для алгебры A3.1 существует только одна реализация в
классе операторов (2.40), которая является алгеброй инвариантности
нелинейного уравнения вида (2.37). Следовательно,

e1 = ∂t, e2 = ∂x, e3 = ∂u.
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Но поскольку алгебра 4A1 является абелевой, то

e4 = λ1e1 + λ2e2 + λ3e3, λi ∈ R, i = 1, 2, 3,

то есть оператор e4 является линейной комбинацией операторов ei
(i = 1, 2, 3). Отсюда следует, что в классе операторов (2.40) не суще-
ствует реализаций алгебры 4A1, которые были бы алгебрами инвари-
антности нелинейных уравнений (2.37).

Алгебра A3.2 ⊕ A1. В соответствии с результатами предыдущего
пункта имеем семь неэквивалентных реализаций алгебры A3.2 в клас-
се операторов (2.40), которые являются алгебрами инвариантности
нелинейных уравнений (2.37). Рассмотрим возможности расширения
каждой из них до реализаций алгебры A3.2 ⊕A1:

1) A1
3.2 = 〈−t∂t − 1

2
x∂x, ∂t, ∂u〉. Из выполнения коммутационных

соотношений [e4, ei] = 0 (i = 1, 2, 3) следует, что e4 = λe3, λ ∈ R;
2) A2

3.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x, ∂u〉. Здесь e4 = λ1

√

|t|∂x + λ2∂u,
λ1, λ2 ∈ R, поэтому базис соответствующей реализации алгебры
A3.2 ⊕A1 можно выбрать в виде

〈−2t∂t − x∂x, ∂x, ∂u,
√

|t|∂x〉.

Но требование инвариантности уравнения (2.37) относительно данной
алгебры Ли операторов симметрии приводит к равенству

− ε

2
√

|t|
ux = 0, где ε = 1 для t > 0 и ε = −1 для t < 0;

3) A3
3.2 = 〈−2t∂t−x∂x, ∂x,

√

|t|∂x+∂u〉. Проверив выполнение ком-
мутационных соотношений, убеждаемся, что

e4 = λ1

√

|t|∂x + λ2∂u, λ1, λ2 ∈ R,

то есть имеет место уже рассмотренный выше случай 2);
4) A4

3.2 = 〈∂x−u∂u, ∂u, α(t)∂x〉 (α̇ 6= 0). Здесь e4 = β(t)∂x и условие
инвариантности уравнения (2.37) относительно полученной алгебры
Ли операторов симметрии имеет вид

β̇

β
= α̇
α .

Отсюда следует, что два базисных оператора линейно зависимы (β =
= λα, α ∈ R, λ 6= 0);
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5) A5
3.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u, ∂t〉. Здесь e4 = λ1∂x + λ2e

−x∂u, λ1, λ2 ∈ R.
Проверка условия инвариантности уравнения (2.37) относительно дан-
ной алгебры Ли операторов симметрии показывает, что соответству-
ющие уравнения (независимо от значений λ1, λ2) линейны;

6) A6
3.2 = 〈ε∂t − u∂u, ∂u, ∂x〉 (ε = ±1). Здесь e4 = λ1∂t + λ2e

−εt∂u,
λ1, λ2 ∈ R, и соответствующие инвариантные уравнения являются
линейными;

7) A7
3.2 = 〈ε∂t − u∂u, ∂u, ∂t + λ∂x〉 λ > 0). Здесь e4 = λ1∂x +

+λ2e
ε

λ
(x−λt)

∂u, λ1, λ2 ∈ R, а поэтому соответствующие инвариантные
уравнения линейны.

Следовательно, как и в предыдущему случае, в классе операто-
ров (2.40) не существует реализаций алгебры A3.2⊕A1, которые были
бы алгебрами инвариантности нелинейных уравнений вида (2.37).

Алгебра 2A2.2 = A2.2 ⊕A2.2. Алгебра 2A2.2 = 〈e1, e2〉⊕ 〈e3, e4〉, где
[e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4, содержит как подалгебру алгебру A3.2. При
этом в роли третьего оператора, который коммутирует с операторами
e1, e2, может быть как оператор e3, так и оператор e4. В соответствии
с этим и проводим рассмотрение реализации этой алгебры.

1) A1
3.2 = 〈−t∂t − 1

2
x∂x, ∂t, ∂u〉. Пусть e3 = ∂u. Тогда e4 = eu∂u

и соответствующее инвариантное уравнение (2.37) принимает вид

ut = uxx − u2
x + λ

xux, λ ∈ R.

Если же e4 = ∂u, то e3 = −u∂u и соответствующее инвариантное
уравнение является линейным.

2) A2
3.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x, ∂u〉. Если e3 = ∂u, то e4 = eu∂u и

соответствующее инвариантное уравнение (2.37) принимает вид

ut = uxx − u2
x + λ

ux
√

|t|
, λ ∈ R.

Если же e4 = ∂u, то

e3 = −u∂u + λ
√

|t|∂x, λ ∈ R,

а соответствующее инвариантное уравнение (1.2) имеет вид

ut = uxx +
λεux

4
√

|t|
ln |tu2

x| +
βux
√

|t|
,

где ε = 1 для t > 0 и ε = −1 для t < 0, λ, β ∈ R, λ 6= 0.
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3) A3
3.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x,

√

|t|∂x + ∂u〉. Если e3 =
√

|t|∂x + ∂u, то
e4 = eu∂u и приходим к уравнению

ut = uxx −
εuux

2
√

|t|
+

εux

4
√

|t|
ln |tu2

x| − u2
x +

λux
√

|t|
, λ ∈ R,

где ε = 1 для t > 0 и ε = −1 для t < 0.
Использовав далее замену переменных

v = −e−u, v = v(t, x), u = u(t, x),

убеждаемся, что этот случай содержится в предыдущем, где u < 0,
λ = 1, β = λ. Поэтому отдельно рассматривать его не будем.

Если же e4 =
√

|t|∂x + ∂u, то проверка коммутационных соотно-
шений показывает, что в классе операторов (2.40) дополнение этой
реализации алгебры A3.2 к реализации алгебры 2A2.2 является невоз-
можным.

4) A4
3.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u, α(t)∂x〉 (α̇ 6= 0). Если e3 = α(t)∂x, то про-

верка коммутационных соотношений приводит к условию α = 1. Если
же e4 = α(t)∂x, α̇ 6= 0, то проверка коммутационных соотношений

показывает, что α = eλt, λ 6= 0 и e3 = 1
λ
∂t + β(t)∂x. С точностью до

преобразований эквивалентности

t = t, x = x+X(t), u = u,

где X — решение уравнения 1
λ
Ẋ + β = 0, можем положить

e1 = ∂x − u∂u, e2 = ∂u, e3 = 1
λ
∂t, e4 = eλt∂x, λ 6= 0.

Тогда, с точностью до действия замены переменных

t = t, x = x− C
λ
, u = u,

которая оставляет вид базисных операторов данной алгебры Ли не-
изменным, соответствующее инвариантное уравнение принимает вид
(в начальных обозначениях переменных)

ut = uxx − λ(xux + ux ln |ux|), λ 6= 0.

5) A5
3.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u, ∂t〉. Если e3 = ∂t, то

e4 = λ1e
t∂x + λ2e

t−x∂u, λ1, λ2 ∈ R.
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Соответствующее инвариантное уравнение (2.37) является нели-
нейным при условии λ1 6= 0. Поэтому можем положить

e4 = et∂x + λet−x∂u, λ ∈ R,

и соответствующее инвариантное уравнение примет вид

ut = uxx + ux(1 − λe−xu−1
x )[β − ln |uxex − λ|] + λe−x, λ, β ∈ R.

Замена переменных

t = t, x = x, u = βe−x + u

оставляет вид операторов e1, e2, e3 неизменным, а оператор e4 сво-
дит к оператору (β = λ) e4 = et∂u. Следовательно, результат можно
подать так:

〈∂x−u∂u, ∂u, ∂t, e
t∂x〉 : ut = uxx−ux ln |ux|−xux+λux, λ ∈ R.

Наконец, замена переменных

t = t, x = x− λ, u = u

дает возможность в построенном уравнении положить λ = 0. Заметим,
что этот случай содержится в предыдущем, если там λ = 1.

Если e4 = ∂t, то в классе операторов (2.40) не существует реали-
заций алгебры 2A2.2.

6) A6
3.2 = 〈ε∂t−u∂u, ∂u, ∂x〉 (ε = ±1). Если e3 = ∂x, то e4 = ex−εt∂u

и соответствующее инвариантное уравнение является линейным. Если
же положить e4 = ∂x, то расширение данной алгебры к реализации
алгебры 2A2.2 невозможно.

7) A7
3.2 = 〈ε∂t − u∂u, ∂u, ∂t + λ∂x〉 (λ > 0, ε = ±1). Если e3 =

= ∂t + λ∂x, то e4 = e(1+ε)x−εt∂u и соответствующее инвариантное
уравнение является линейным.

Если же e4 = ∂t + λ∂x, то попытка расширения A7
3.2 к реализации

алгебры 2A2.2 приводит к ошибочным соотношениям.
Подведем предварительный итог. В классе операторов (2.40) суще-

ствуют четыре неэквивалентные реализации алгебры 2A2.2, которые
являются алгебрами инвариантности нелинейных уравнений (2.37):

〈−t∂t − 1
2
x∂x, ∂t, ∂u, e

u∂u〉 :

ut = uxx − u2
x + λ

xux, λ ∈ R; (2.93)
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〈−2t∂t − x∂x, ∂x, ∂u, e
u∂u〉 :

ut = uxx − u2
x + λ

ux
√

|t|
, λ ∈ R; (2.94)

〈−2t∂t − x∂x, ∂x,−u∂u + λ
√

|t|∂x, ∂u〉 :

ut = uxx +
λεux

4
√

|t|
ln |tu2

x| +
βux
√

|t|
, (2.95)

ε = 1 для t > 0 i ε = −1 для t < 0, λ 6= 0, β ∈ R;

〈∂x − u∂u, ∂u,
1
λ
∂t, e

λt∂x〉 :

ut = uxx − λux(x+ ln |ux|), λ 6= 0. (2.96)

Алгебры A3.i ⊕ A1 (i = 3, 4, 5, 6). Анализ данных алгебр показал,
что в классе операторов (2.40) не существует реализаций этих алгебр,
которые были бы алгебрами инвариантности нелинейных уравнений
вида (2.37).

Алгебра A3.7 ⊕ A1. Для алгебры A3.7 получены четыре неэкви-
валентные реализации, которые являются алгебрами инвариантности
нелинейных уравнений вида (2.37). Проведем анализ возможности их
расширения к реализациям алгебры A3.7 ⊕A1.

1) A1
3.7 = 〈∂t, ∂x, t∂t+ 1

2
x∂x〉. Тогда с точностью до эквивалентности

можем положить e4 = u∂u. Соответствующее нелинейное инвариант-
ное уравнение имеет вид

ut = uxx + λu−1u2
x, λ 6= 0. (2.97)

2) A2
3.7 = 〈∂t, ∂x, t∂t + 1

2
x∂x + u∂u〉. Проверка коммутационных

соотношений показывает, что e4 = u∂u, то есть пришли к реализации,
которая совпадает с предыдущей.

3) Рассмотрение двух последних реализаций алгебры A3.7 не при-
вело к новым реализациям алгебры A3.7 ⊕A1, которые были бы алге-
брами инвариантности нелинейных уравнений (2.37).

Алгебра A3.8 ⊕A1. Анализ реализации A1
3.8 показал, что не суще-

ствует расширения этой реализации к реализациям алгебры A3.8⊕A1,
которые были бы алгебрами инвариантности нелинейных уравнений
вида (2.37).

Алгебра A3.9⊕A1. Для алгебры A3.9 существует одна реализация,
которая является алгеброй инвариантности нелинейного уравнения
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вида (2.37):

A1
3.9 = 〈∂x, α∂x+∂u,−(α̇)−1(1+α2)∂t+(q−α)x∂x+[(α+q)u−x]∂u〉,

где α = α(t) удовлетворяет уравнению (2.86).
Данная реализация допускает расширение к реализации алгебры

A3.9⊕A1, но проверка условия инвариантности (2.41) приводит к усло-
вию

e4 = e1 − qe2.

Отсюда следует, что не существуют реализации алгебры A3.9 ⊕ A1,
которые были бы алгебрами инвариантности нелинейных уравнений
вида (2.37).

Следовательно, среди нелинейных уравнений вида (2.37) только
пять уравнений (2.93)–(2.97) инвариантны относительно четырехмер-
ных разложимых разрешимых алгебр Ли операторов симметрии. Про-
ведем дальнейший анализ этих уравнений и исключим из рассмотре-
ния те, которые не удовлетворяют условиям сформулированной зада-
чи.

Уравнение (2.93). В соответствии с инфинитезимальным алгорит-
мом Ли получаем, что максимальной алгеброй инвариантности урав-
нения (2.93) является бесконечномерная алгебра операторов симмет-
рии. При этом, в зависимости от значений параметра λ, ее базис со-
ставляют такие операторы:

1. λ 6= 0, 2

Q1 = −t∂t − 1
2
x∂x, Q2 = ∂t, Q3 = ∂u,

Q4 = 2t2∂t + 2tx∂x +

[

1
2
x2 + (1 + λ)t

]

∂u,

Q∞ = g(t, x)eu∂u, gt = gxx + λ
xgx;

2. λ = 0

Q1 = −t∂t − 1
2
x∂x, Q2 = ∂t, Q3 = ∂u,

Q4 = 2t2∂t + 2tx∂x +

[

1
2
x2 + t

]

∂u, Q5 = t∂x + 1
2
x∂u,

Q6 = ∂x, Q∞ = g(t, x)eu∂u, gt = gxx;
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3. λ = 2

Q1 = −t∂t − 1
2
x∂x, Q2 = ∂t, Q3 = ∂u,

Q4 = 2t2∂t + 2tx∂x + 1
2
(x2 + 3t)∂u,

Q5 = t∂x + 1
2
(x + 2

xt)∂u, Q6 = ∂x + 1
x∂u,

Q∞ = g(t, x)eu∂u, gt = gxx + 2
xgx.

Нетрудно убедиться, что замена переменных

t = t, x = x, u = u− ln |x|

сводит третий случай ко второму.
Следовательно, пришли к двум неэквивалентным уравнениям

ut = uxx − u2
x;

ut = uxx + λ
2
ux − u2

x, λ 6= 0,2.

Но эти уравнения заменой переменных

u = − ln |v|, u = u(t, x), v = v(t, x) (2.98)

сводятся, соответственно, к линейным уравнениям теплопроводности

vt = vxx;

vt = vxx + λ
xvx, λ 6= 0, 2.

Поэтому нелинейность в уравнении (2.93) является несущественной.

Уравнение (2.94). Данное уравнение заменой переменных (2.98)
сводится к такому линейному уравнению теплопроводности:

vt = vxx + λ
√

|t|
vx.

Уравнение (2.95). Использовав алгоритм Ли, убеждаемся, что по-
строенная реализация алгебры 2A2.2 является максимальной алгеброй
инвариантности данного уравнения.
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Уравнение (2.96). Использовав алгоритм Ли, убеждаемся, что по-
строенная реализация алгебры 2A2.2 является максимальной алгеброй
инвариантности данного уравнения.

Уравнение (2.97). Данное уравнение заменой переменных

v = ln |u|, v = v(t, x), u = u(t, x)

сводится к модифицированному уравнению Бюргерса

vt = vxx + (λ+ 1)v2
x,

которое эквивалентно линейному уравнению теплопроводности.

Для завершения групповой классификации нелинейных уравнений
вида (2.37), которые допускают четырехмерные разложимые разреши-
мые алгебры Ли операторов симметрии, остается показать неэквива-
лентность уравнений (2.95) и (2.96). Для этого убедимся, что соот-
ветствующие им реализации алгебры 2A2.2 неэквивалентны.

Пусть

e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 = −u∂u + λ
√

|t|∂x, e4 = ∂u;

ẽ1 = ∂x − u∂u, ẽ2 = ∂u, ẽ3 = λ−1∂t, ẽ4 = eλt∂x,

где λ 6= 0.
Предположим, что существуют такие преобразования (2.49), ко-

торые преобразуют реализацию 2A2.2 = 〈e1, e2, e3, e4〉 в реализацию
2A2.2 = 〈ẽ1, ẽ2, ẽ3, ẽ4〉:

ei
(2.49)→ Ei =

4
∑

j=1

αij ẽj , i = 1, 2, 3, 4, (2.99)

где αij ∈ R (i, j = 1, 2, 3, 4), det ‖αij‖ 6= 0. Тогда выполнение усло-
вий (2.99) приводит к таким равенствам:

−2tṪ = λ−1α13, −2tUt − xUx = −α11U + α12,

−2t

(

ε
2
T̈ (Ṫ )

− 1
2 x+ Ẋ

)

− ε
√

Ṫ x = α11 + α24e
λt,

ε
√

Ṫ = α21 + α24e
λt, Ux = −α21U + α22, α23 = 0,

λ
√

|t|ε
√

Ṫ = α31 + eλtα34, α33 = 0,

−uUu + λ
√

|t|Ux = −α31U + α32,

α41 = α43 = α44 = 0, Uu = α42.



226 Глава 2. Групповая классификация уравнений

Рассмотрев равенства, которые содержат только значения функ-
ции U и ее производных, получаем, что

U = α42u+ α32, α42 6= 0, α12 = α22 = 0, α31 = 1.

Но при этих условиях рассмотрение равенств, которые содержат толь-
ко функцию Ṫ , приводит к выполнению условия 1 = 0.

Следовательно, наше предположение ошибочно, а уравнения
(2.95), (2.96) неэквивалентны.

Инвариантность относительно неразложимых четырехмерных
разрешимых алгебр Ли. Напомним, что среди четырехмерных нераз-
ложимых разрешимых действительных алгебр Ли A4 = 〈e1, e2, e3, e4〉
различают десять алгебр (приводим только значение ненулевых ком-
мутационных соотношений):

A4.1 : [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2;

A4.2 : [e1, e4] = qe1, [e2, e4] = e2,

[e3, e4] = e2 + e3, q 6= 0;

A4.3 : [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2;

A4.4 : [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3;

A4.5 : [e1, e4] = e1, [e2, e4] = qe2,

[e3, e4] = pe3, −1 6 p 6 q 6 1, p · q 6= 0;

A4.6 : [e1, e4] = qe1, [e2, e4] = pe2 − e3,

[e3, e4] = e2 + pe3, q 6= 0, p > 0;

A4.7 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1,

[e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3;

A4.8 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + q)e1,

[e2, e4] = e2, [e3, e4] = qe3, |q| 6 1;

A4.9 : [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2qe1,

[e2, e4] = qe2 − e3, [e3, e4] = e2 + qe3, q > 0;

A4.10 : [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2,

[e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1.

Нетрудно убедиться, что алгебры A4.i (i = 1, 2, . . . , 6) имеют ком-
мутативный идеал, который совпадает с алгеброй A3.1 = 〈e1, e2, e3〉,
алгебры A4.i (i = 7, 8, 9) — нильпотентный идеал, который совпадает
с алгеброй A3.3 = 〈e1, e2, e3〉, а алгебра A4.10 — разрешимый идеал
A3.5 = 〈e1, e2, e3〉. Это дает возможность для построения реализаций
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четырехмерных неразложимых разрешимых алгебр Ли использовать
уже известные результаты для алгебр A3.1, A3.3 и A3.5.

Алгебра A4.1. Для алгебры A3.1 получено только одна реализация
A1

3.1, которая является алгеброй инвариантности нелинейных уравне-
ний вида (2.37), а именно:

A1
3.1 = 〈∂t, ∂x, ∂u〉 : ut = uxx +G(ux).

При расширении данной реализации к реализациям алгебры A4.1

нужно перебрать все возможности выбора базисных операторов e1,
e2, e3 этой алгебры. Проведя такой перебор, мы получили в классе
операторов (2.40) единственную реализацию алгебры A4.1 с такими
базисными операторами:

e1 = ∂u, e2 = ∂x, e3 = ∂t, e4 = t∂x + x∂u.

Но соответствующее инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx − 1
2
u2
x + λ, λ ∈ R,

и сводится к линейному уравнению теплопроводности.

Алгебра A4.2. Рассмотрев все возможности расширения реализа-
ции A1

3.1, мы получили, что в классе операторов (2.40) есть две реа-
лизации данной алгебры. А именно:

〈∂t, ∂u, ∂x, 2t∂t + x∂x + (u+ x)∂u〉 (q = 2);

〈∂x, ∂u, ∂t, t∂t + 1
2
x∂x + (u+ t)∂u〉 (q = 1

2
).

Соответствующие инвариантные уравнения имеют вид

ut = uxx + λ exp(−ux), λ 6= 0; (2.100)

ut = uxx + 2 ln |ux| + λ, λ ∈ R. (2.101)

Алгебра A4.3. В классе операторов (2.40) получено одна реализа-
ция алгебры A4.3 с такими базисными операторами:

e1 = ∂u, e2 = ∂x, e3 = ∂t, e4 = t∂x + u∂u.

Соответствующее инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx − ux ln |ux| + λux, λ ∈ R. (2.102)
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Алгебра A4.4. Непосредственной проверкой убеждаемся, что в
классе операторов (2.40) данная алгебра не имеет реализаций.

Алгебра A4.5. Рассмотрение данной алгебры привело к шести реа-
лизациям, которые являются алгебрами инвариантности нелинейных
уравнений (2.37):

1) 〈∂t, ∂x, ∂u, t∂t + 1
2
x∂x + pu∂u〉 :

ut = uxx + λu

2p−2

2p−1
x , λ 6= 0, q = 1

2
, p 6= 0, 1

2
, 1;

2) 〈∂t, ∂u, ∂x, t∂t + 1
2
x∂x + qu∂u〉 :

ut = uxx + λu

2q−2

2q−1
x , p = 1

2
, λ 6= 0, q = 0, 1

2
, 1;

3) 〈∂x, ∂t, ∂u, 2t∂t + x∂x + pu∂u〉 :

ut = uxx + λu

p−2

p−1
x , q = 2, λ 6= 0, p 6= 0, 1, 2;

4) 〈∂x, ∂u, ∂t, 2t∂t + x∂x + qu∂u〉 :

ut = uxx + λu

q−2

q−1
x , p = 2, λ 6= 0, q 6= 0, 1, 2;

5) 〈∂u, ∂t, ∂x, 2pt∂t + px∂x + u∂u〉 :

ut = uxx + λu

1−2p

1−p
x , q = 2p, λ 6= 0, p 6= 0, 1

2
, 1;

6) 〈∂u, ∂x, ∂t, 2qt∂t + qx∂x + u∂u〉 :

ut = uxx + λu

1−2q

1−q
x , p = 2q, q 6= 0, 1

2
, 1, λ 6= 0.

Несложно убедиться, что первый и второй, третий и четвертый,
а также пятый и шестой случаи являются попарно эквивалентными.
Так, положим во втором случае

e1 = ∂t, e2 = ∂x, e3 = ∂u, e4 = t∂t + 1
2
x∂x + qu∂u.

Тогда в этом базисе имеют место те же коммутационные соотно-
шения, что и для базисных операторов первой реализации, где p = q,
откуда и следует эквивалентность первого и второго полученных слу-
чаев.
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Остановимся далее на третьей реализации данной алгебры.
Положим здесь

e1 = ∂t, e2 = ∂x, e3 = ∂u,

e4 = 1
2
e4 = t∂t + 1

2
x∂x + p̃u∂u, p̃ = 1

2
p.

Для данного базиса выполняются те же коммутационные соотно-
шения, что и для базисных операторов первой реализации, а соответ-
ствующее инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx + λu

2p̃−2

2p̃−1
x , p̃ 6= 0, 1

2
, 1.

Аналогично убеждаемся, что и пятый случай приводится к перво-
му.

Следовательно, для алгебры A4.5 с точностью до эквивалентно-
сти существует единственная реализация, которая является алгеброй
инвариантности нелинейного уравнения, а именно:

〈∂t, ∂x, ∂u, t∂t + 1
2
x∂x + ku∂u〉 :

ut = uxx + λu

2k−2

2k−1
x , λ 6= 0, k 6= 0, 1

2
, 1. (2.103)

Алгебра A4.6. Анализ алгебры A4.6 показал, что в классе операто-
ров (2.40) не существует реализаций этой алгебры.

Алгебра A4.7. В соответствии с результатами предыдущего пункта
имеем пять неэквивалентных реализаций алгебры A3.3, которые явля-
ются алгебрами инвариантности нелинейных уравнений вида (2.37):

A1
3.3 = 〈∂x, ∂t, t∂x + ∂u〉 : ut = uxx − uux +G(ux);

A2
3.3 = 〈∂u, ∂t, t∂u + λ∂x〉 (λ > 0) : ut = uxx + λ−1x+G(ux);

A3
3.3 = 〈∂u, ∂x, x∂u + b(t)∂x〉 (b 6= 0) :

ut = uxx − 1
2
ḃ(t)u2

x +G(t);

A4
3.3 = 〈∂u, ∂x, x∂u + λ∂t〉 (λ 6= 0) :

ut = uxx +G(ω), ω = t− λux;

A5
3.3 = 〈∂u + 2λt∂x, ∂x, x∂u + 2λt[t∂t + x∂x − u∂u]〉 (λ 6= 0) :

ut = uxx − 2λuux + t−3G(ω), ω = uxt
2 − 1

2λ
t.
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К реализациям алгебры A4.7 приводит только расширение реали-
зации A3

3.3. Имеем две реализации с такими базисными операторами:

〈∂u, ∂x, x∂u − 1
2

ln |t|∂x, 2t∂t + x∂x + 2u∂u〉;

〈∂u, x∂u − α∂x,−∂x, (α̇)−1α2∂t + (1 + α)x∂x + (2u− 1
2
x2)∂u〉,

где функция α = α(t), α̈ 6= 0, является решением уравнения (2.85).
Соответствующие инвариантные уравнения имеют вид:

ut = uxx + 1
4t
u2
x + λ, λ ∈ R; (2.104)

ut = uxx + 1
2
α̇u2

x + (λ+ α)α−2, λ ∈ R. (2.105)

Алгебра A4.8. К реализациям алгебры A4.8 приводит расширение
всех реализаций алгебры A3.3.

Приходим к таким результатам:

〈∂x, ∂t, t∂x + ∂u, t∂t + 1
2
x∂x − 1

2
u∂u〉 :

ut = uxx − uux + λ|ux|
3
2 , λ ∈ R; (2.106)

〈∂u, ∂t, t∂u + λ∂x, t∂t + 1
2
x∂x + 3

2
u∂u〉 :

ut = uxx + λ−1x+m
√

|ux|, λ > 0, m 6= 0; (2.107)

〈∂u, ∂x, x∂u + λ|t| + λ|t|
1
2
(1−q)

∂x, 2t∂t + x∂x + (1 + q)u∂u〉

(|q| 6= 1, λ 6= 0) : ut = uxx − λ
4
ε(1 − q)|t|−

1
2
(1+q)

u2
x +m|t|

1
2
(q−1)

,

где ε = 1 для t > 0, ε = −1 для t < 0, m ∈ R; (2.108)

〈∂u + 2λt∂x, x∂u + 2λt(t∂t + x∂x − u∂u),−∂x,

−t∂t − 1
2
x∂x + 1

2
u∂u〉 : (2.109)

ut = uxx − 2λuux +mt−3|t2ux − 1
2
λ−1t|

3
2 , λ 6= 0, m ∈ R.

Алгебра A4.9. К реализации алгебры A4.9 приводит только расши-
рение реализации A3

3.3. Имеем реализацию

〈∂u, ∂x, x∂u +α∂x,−(α̇)−1(1+α2)∂t +(q−α)x∂x +[2qu− 1
2
x2]∂u〉,
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где q > 0, функция α = α(t), α̇ 6= 0, является решением уравнения
(2.86).

Соответствующее инвариантное уравнение имеет вид

ut = uxx − 1
2
α̇u2

x + (λ − α)(1 + α2)−1, λ ∈ R. (2.110)

Алгебра A4.10. Попытки расширения известных реализаций алге-
бры A3.5 к реализациям алгебры A4.10 приводят к ошибочным равен-
ствам. Следовательно, в классе операторов (2.40) алгебра A4.10 не
имеет реализаций.

Дальнейшая проверка на эквивалентность полученных уравнений
показала, что все они являются неэквивалентными. Далее, замена
переменных

t = t, x = x, u = u− λt

позволяет положить λ = 0 в уравнении (2.101), а замена переменных

t = t, x = x, u = u+ 2(1 + q)−1εm|t|
1
2
(q+1)

позволяет положить m = 0 в уравнении (2.108).
Использование инфинитезимального метода Ли показало, что все

реализации, относительно которых инвариантны уравнения (2.100)–
(2.110), являются максимальными алгебрами инвариантности соответ-
ствующих уравнений. Только уравнение (2.106), в котором λ = 0, до-
пускает расширение симметрийных свойств, но в этом случае оно с
точностью до действия замены переменных

t = t, x = x, u = −u

совпадает с полученным выше уравнением Бюргерса. К уравнениям
Бюргерса сводится и уравнение (2.109), если m = 0.

Основной результат групповой классификации. Поскольку все
уравнения, которые получены в этом пункте, являются неэквивалент-
ными и не содержат произвольных функций, то задачу групповой
классификации нелинейных уравнений вида (2.37) можно считать ре-
шенной.

Как следует из проведенных рассуждений, самые высокие сим-
метрийные свойства среди нелинейных уравнений исследуемого вида
имеет известное уравнение Бюргерса

ut = uxx + uux.
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Максимальной алгеброй инвариантности этого уравнения является
пятимерная алгебра Ли операторов симметрии

〈∂x, t∂x − ∂u, ∂t,−2t∂t − x∂x + u∂u, t
2∂t + tx∂x − (tu+ x)∂u〉.

Существуют также тринадцать нелинейных уравнений вида (2.37),
максимальными алгебрами инвариантности которых являются четы-
рехмерные разрешимые алгебры Ли операторов симметрии. Перечень
этих уравнений приведен в таблице 2.3, где мы используем такие обо-
значения:

2A1
2.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x,−u∂u + λ

√

|t|∂x, ∂u〉 (λ 6= 0);

2A2
2.2 = 〈∂x − u∂u, ∂u,

1
λ
∂t, e

λt∂x〉 (λ 6= 0);

A1
4.2 = 〈∂t, ∂u, ∂x, 2t∂t + x∂x + (u+ x)∂u〉;

A2
4.2 = 〈∂x, ∂u, ∂t, t∂t + 1

2
x∂x + (u+ t)∂u〉;

A1
4.3 = 〈∂u, ∂x, ∂t, t∂x + u∂u〉;

A1
4.5 = 〈∂t, ∂x, ∂u, t∂t + 1

2
x∂x + ku∂u〉 (k 6= 0, 1

2
, 1);

A1
4.7 = 〈∂u, ∂x, x∂u − 1

2
ln |t|∂x, 2t∂t + x∂x + 2u∂u〉;

A2
4.7 = 〈∂u,−∂x, x∂u − α∂x, α̇

−1α2∂t +

+ (1 + α)x∂x + (2u− 1
2
x2)∂u〉,

где функция α = α(t), α̈ 6= 0 является решением уравнения (2.85);

A1
4.8 = 〈∂x, ∂t, t∂x + ∂u, t∂t + 1

2
x∂x − 1

2
u∂u〉;

A2
4.8 = 〈∂u, ∂t, t∂u + λ∂x, t∂t + 1

2
x∂x + 3

2
u∂u〉 (λ > 0);

A3
4.8 = 〈∂u, ∂x, x∂u + λ|t|

1
2
(1−q)

∂x, 2t∂t + x∂x + (1 + q)u∂u〉
(|q| 6= 1, λ 6= 0);

A4
4.8 = 〈∂u + 2λt∂x, x∂u + 2λt(t∂t + x∂x − u∂u),−∂x,

− t∂t − 1
2
x∂x + 1

2
u∂u〉 (λ > 0);
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A1
4.9 = 〈∂u, ∂x, x∂u + α∂x,−(α̇)−1(1 + α2)∂t +

+ (q − α)x∂x + (2qu− 1
2
x2)∂u〉,

где q > 0, функция α = α(t), α̇ 6= 0 является решением уравнения
(2.86).

В столбике МАИ указаны реализации четырехмерных алгебр Ли,
которые являются максимальными алгебрами инвариантности соот-
ветствующих уравнений.

Таблица 2.3
Уравнения (2.37), инвариантные относительно

четырехмерных разрешимых алгебр Ли операторов симметрии

N п/п Уравнения МАИ

1 ut = uxx +
λεux

4

9
|t|

ln |tu2
x| +

βux9
|t|
, 2A1

2.2

ε = 1 для t > 0, ε = −1 для t < 0, β ∈ �

, λ 6= 0

2 ut = uxx − λux(x+ ln |ux|), λ 6= 0 2A2
2.2

3 ut = uxx + λ exp(−ux), λ 6= 0 A1
4.2

4 ut = uxx + 2 ln |ux| A2
4.2

5 ut = uxx − ux ln |ux| + λux, λ ∈ �

A1
4.3

6 ut = uxx + λ|ux|
2k−2

2k−1 , λ 6= 0, k 6= 0, 1
2
, 1 A1

4.5

7 ut = uxx + 1
4t
u2

x A1
4.7

8 ut = uxx − uux + λ|ux|
3
2 , λ 6= 0 A1

4.8

9 ut = uxx + λ−1x+m

9

|ux|, λ > 0, m 6= 0 A2
4.8

10 ut = uxx − λε
4

(1 − q)|t|−
1

2
(1+q)

u2
x,

λ 6= 0, |q| 6= 1; ε = 1 для t > 0, ε = −1 для t < 0 A3
4.8

11 ut = uxx − 1
2
α̇u2

x + (λ− α)(1 + α2)−1, λ ∈ �

A1
4.9

12 ut = uxx + 1
2
α̇u2

x + (λ+ α)α−2, λ ∈ �

A2
4.7

13 ut = uxx − 2λuux +mt−3|t2ux − 1
2
λ−1t|

3
2 ,

λ > 0, m 6= 0 A4
4.8
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В завершение параграфа мы предлагаем для самостоятельного решения
такие задачи.

Задание 2.4. В предложенном подходе провести групповую классифика-
цию линейного уравнения параболического типа

ut = uxx +A(t, x)ux +B(t, x)u+ C(t, x).

Сравнить полученный результат с результатом групповой классификации
Л.В. Овсянникова [46] (см. также п. 2.1.1).

Задание 2.5. В предложенном подходе провести групповую классифика-
цию линейного уравнения третьего порядка

ut = A(t, x)uxxx +B(t, x)uxx +C(t, x)ux +D(t, x)u+E(t, x).

Сравнить максимальные конечномерные алгебры инвариантности уравнения
Кортевега–де Фриза и уравнения

ut = uxxx.

2.3. Групповая классификация нелинейных
уравнений эволюционного типа

В третьем параграфе мы проводим групповую классификацию
нелинейных уравнений вида

ut = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux), (2.111)

где F 6= 0.
Как и в предыдущем параграфе, для решения задачи использу-

ется предложенный в [25, 187] подход к групповой классификации c
несколько измененным порядком выполнения шагов его алгоритма.

2.3.1. Предварительные результаты групповой классификации
уравнения (2.111)

В соответствии с алгоритмом Ли инфинитезимальные операторы
группы симметрии уравнения (2.111) ищем в виде (2.38).

Условие инвариантности уравнения (2.111) относительно операто-
ра (2.38) имеет вид

ϕt − [τFt + ξFx + ηFu + ϕxFux
]uxx −

− ϕxxF − τGt − ξGx − ηGu − ϕxGux

∣

∣

(2.111)
= 0.
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Произведя необходимые вычисления и преобразования и осуще-
ствив расщепление полученного равенства по степеням свободных
дифференциальных переменных utx, uxx, приходим к такому резуль-
тату.

Предложение 2.7. Группа симметрии уравнения (2.111) генери-
руется инфинитезимальными операторами вида

Q = a(t)∂t + b(t, x, u)∂x + c(t, x, u)∂u, (2.112)

где действительные гладкие функции a, b, c, F , G удовлетворяют
таким двум равенствам:

(2bx + 2uxbu − ȧ)F = aFt + bFx + cFu +

+ (cx + uxcu − uxbx − u2
xbu)Fux

,

ct − uxbt + (cu − ȧ− uxbu)G+ (uxbxx − cxx − 2uxcux − u2
xcuu +

+ 2u2
xbxu + u3

xbuu)F = aGt + bGx + cGu +

+ (cx + uxcu − uxbx − u2
xbu)Gux

. (2.113)

Здесь и далее ȧ = da
dt

, ä = d2a

dt2
и т. п.

Для построения группы эквивалентности E уравнения (2.111) не-
обходимо из множества невырожденных замен переменных простран-
ства V = R

2 ⊗ R
1 независимых R

2 = 〈t, x〉 и зависимой R
1 = 〈u〉

переменных

t̄ = α(t, x, u), x̄ = β(t, x, u),

v = γ(t, x, u),
D(α, β, γ)

D(t, x, u)
6= 0, (2.114)

отобрать те преобразования, которые сохраняют вид уравнения (2.111)
неизменным.

Предложение 2.8. Группу E составляют преобразования

t̄ = T (t), x̄ = X(t, x, u), v = U(t, x, u), (2.115)

где Ṫ 6= 0,
D(X,U)

D(x, u)
6= 0.

Доказательство. Пусть невырожденная замена переменных (2.114)
преобразовывает уравнение (2.111) в уравнение

vt̄ = F̃ (t̄, x̄, v, vx̄)vx̄x̄ + G̃(t̄, x̄, v, vx̄). (2.116)
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В соответствии с общим правилом замены переменных имеем

ux =
vt̄αx + vx̄βx − γx
γu − vt̄αu − vx̄βu

. (2.117)

Поскольку функции F , G в (2.111) и F̃ , G̃ в (2.116) являются про-
извольными функциями своих аргументов, то должно выполняться
условие

ux → g(t̄, x̄, v, vx̄).

Поэтому в (2.117) αx = αu = 0. Следовательно, в (2.114) обязательно
α = T (t), Ṫ 6= 0.

Далее, выполнив замену переменных (2.114), где α = T (t), прихо-
дим к таким преобразованиям:

ut → vt̄Ṫ (γu − vx̄βu)
−1 + θ1(t̄, x̄, v, vx̄),

uxx → vx̄x̄θ2(t̄, x̄, v, vx̄) + θ3(t̄, x̄, v, vx̄). (2.118)

Здесь функции θ1, θ2, θ3 приобретают совершенно конкретные значе-
ния и при этом θ2 6= 0. Вследствие невырожденности замены пере-
менных γu − vx̄βu 6= 0. Поэтому в результате подстановки этих зна-
чений (2.118) в уравнение (2.111) приходим к уравнению вида (2.116).

Как следует из результатов предложения 2.7, инфинитезимальные
операторы, генерирующие группу инвариантности уравнения (2.111),
принадлежат к более широкому классу линейных дифференциальных
операторов, чем инфинитезимальные операторы, которые генерируют
группу симметрии уравнения (2.37). С другой стороны, и группа экви-
валентности уравнения (2.111) является значительно более широкой,
чем группа эквивалентности уравнения (2.37). В частности, она со-
держит преобразование

t = t, x = u, v = x, (2.119)

которое значительно сужает перечень неэквивалентных уравнений ви-
да (2.111). В этом мы убеждаемся, выполняя уже первый шаг алго-
ритма метода групповой классификации для уравнения (2.111).

Теорема 2.5. Существуют замены переменных (2.115), которые
сводят оператор (2.112) к одному из таких двух операторов:

Q = ∂t; (2.120)

Q = ∂x. (2.121)
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Доказательство. В результате выполнения замены переменных
(2.115) оператор (2.112) преобразовывается в оператор

Q→ Q̄ = aṪ∂t̄ +(aXt+bXx+cXu)∂x̄ +(aUt+bUx+cUu)∂v . (2.122)

Пусть в (2.112) a 6= 0. Тогда, положив в (2.115) функцию T равной
решению уравнения Ṫ = a−1, а функции X и U — равными фунда-
ментальным решениям однородного дифференциального уравнения в
частных производных первого порядка

aYt + bYx + cYu = 0, Y = Y (t, x, u),

убеждаемся, что оператор (2.122) приобретает вид Q̄ = ∂t̄.
Пусть теперь в (2.112) a = 0. Тогда в (2.112) обязательно или

b 6= 0, или c 6= 0. Если b 6= 0, то, положив в (2.115) функцию X равной
частному решению уравнения

bXx + cXu = 1,

а функцию U — равной фундаментальному решению уравнения

bUx + cUu = 0,

преобразуем оператор (2.122) в оператор Q̄ = ∂x̄.
Если же в (2.112) b = 0, c 6= 0, то с точностью до действия замены

переменных (2.119) имеем предыдущий случай.
Непосредственной проверкой убеждаемся, что не существуют пре-

образования из группы E , которые преобразуют оператор (2.120) в
оператор ∂x̄.

Следствие 2.2. Если нелинейное уравнение вида (2.111) допуска-
ет одномерную алгебру инвариантности A1, то с точностью до
эквивалентности оно совпадает с одним из таких двух уравнений:

ut = F (x, u, ux)uxx +G(x, u, ux), (2.123)

ut = F (t, u, ux)uxx +G(t, u, ux). (2.124)

Максимальные алгебры инвариантности этих уравнений, соот-
ветственно, имеют вид: A1

1 = 〈∂t〉, A2
1 = 〈∂x〉.

Доказательство. Если уравнение (2.111) допускает одномерную ал-
гебру инвариантности, то ее базисный оператор имеет вид (2.112) и
преобразованиями (2.115) может быть сведен к одному из операто-
ров (2.120), (2.121).
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Используя классифицирующие уравнения (2.113), убеждаемся, что
инвариантные относительно этих операторов уравнения вида (2.111),
соответственно, совпадают с уравнениями (2.123), (2.124). Использо-
вание инфинитезимального метода Ли показало, что когда функции
F и G в полученных уравнениях являются произвольными функци-
ями своих аргументов, то соответствующие одномерные алгебры Ли
операторов симметрии являются максимальными алгебрами инвари-
антности этих уравнений.

Наконец, неэквивалентность уравнений (2.123), (2.124) следует из
неэквивалентности их алгебр инвариантности.

Используя результаты предложений 2.7, 2.8, теоремы 2.5 и след-
ствия из нее, переходим к дальнейшей групповой классификации
уравнений вида (2.111). Сначала мы проведем классификацию нели-
нейных уравнений вида (2.111), алгебры инвариантности которых яв-
ляются алгебрами Ли операторов симметрии с нетривиальным разло-
жением Леви.

2.3.2. Инвариантность уравнений (2.111) относительно алгебр
Ли операторов симметрии с нетривиальным разложением
Леви

Если максимальная алгебра инвариантности дифференциального
уравнения является алгеброй Ли операторов симметрии с нетривиаль-
ным разложением Леви, то она содержит как подалгебру некоторую
полупростую алгебру Ли операторов симметрии. Следовательно, дан-
ное дифференциальное уравнение будет инвариантным относительно
некоторой полупростой алгебры Ли операторов симметрии. Поэтому
здесь, как и при исследовании уравнений вида (2.37), мы начинаем
с описания so(3)- и sl(2,R)-инвариантных нелинейных уравнений ви-
да (2.111).

Теорема 2.6. С точностью до эквивалентности в классе опе-
раторов (2.112) существует одна реализация алгебры so(3)

〈∂x, tg u sinx∂x + cosx∂u, tgu cosx∂x − sinx∂u〉, (2.125)

которая является алгеброй инвариантности уравнения вида (2.111).
При этом в (2.111)

F = sec2u

1 + ω2
, G =

2ω2 + 1

1 + ω2
tgu+

√

1 + ω2G̃(t),

ω = ux secu. (2.126)
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Если в (2.126) G̃ — произвольная функция своего аргумента, то
реализация (2.125) является максимальной алгеброй инвариантно-
сти этого уравнения.

Доказательство. Алгебра so(3) = 〈e1, e2, e3〉 определяется такими
коммутационными соотношениями:

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1. (2.127)

Для описания реализаций алгебры so(3) мы должны в качестве базис-
ных операторов ei (i = 1, 2, 3) взять операторы вида (2.112) и отобрать
такие тройки операторов, которым удовлетворяли бы коммутационные
соотношения (2.127). Для упрощения вида этих операторов мы можем
использовать преобразования (2.115).

В соответствии с результатами теоремы 2.5 один из базисных опе-
раторов алгебры so(3) (например, оператор e1) мы можем сразу поло-
жить равным ∂t или ∂x.

Пусть e1 = ∂t. Тогда из выполнения первых двух коммутационных
соотношений (2.127) следует, что

e2 = λ cos t∂t + [b cos t+ β sin t]∂x + [c cos t+ γ sin t]∂u,

e3 = −λ sin t∂t + [−b sin t+ β cos t]∂x + [−c sin t+ γ cos t]∂u,

где λ = const ∈ R; b = b(x, u), c = c(x, u), β = β(x, u), γ = γ(x, u)
— произвольные гладкие функции своих аргументов. Но проверка
третьего коммутационного соотношения (2.127) приводит к равенству
λ2 = −1, которое не имеет смысла в действительной области. Следо-
вательно, в этом случае не существует реализаций алгебры so(3) в
классе операторов (2.112).

Пусть теперь e1 = ∂x. Непосредственной проверкой убеждаемся,
что среди преобразований группы E только преобразования

t̄ = T (t), x̄ = x+X(t, u), v = U(t, u), Ṫ 6= 0, Uu 6= 0 (2.128)

не изменяют вид оператора e1.
Далее, из выполнения первых двух коммутационных соотношений

(2.127) следует, что

e2 = α cos(x+ γ)∂x + β cos(x+ θ)∂u,

e3 = −α sin(x+ γ)∂x − β sin(x+ θ)∂u, (2.129)

где α = α(t, u), γ = γ(t, u), β = β(t, u), θ = θ(t, u) — произвольные
гладкие функции своих аргументов. Если в (2.129) β = 0, то проверка
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третьего коммутационного соотношения (2.127) приводит к равенству
α2 = −1, которое не имеет смысла в действительной области. Поэтому
в (2.129) обязательно β 6= 0. Положив в (2.128) X = θ, а функцию
U — равной решению уравнения Uu = β−1, видим, что операторы
e2, e3 в результате такой замены переменных преобразовываются в
операторы (оставляем начальные обозначения переменных)

e2 = α cos(x+ γ)∂x + cosx∂u,

e3 = −α sin(x + γ)∂x − sinx∂u,

где α = α(t, u), γ = γ(t, u) — произвольные гладкие функции своих
аргументов.

Проверка третьего коммутационного соотношения (2.127) для по-
лученных операторов e1, e2 приводит к равенствам

cos γ = 0, α2 + αu sin γ = −1,

откуда следует, что

e2 = tg [u± α̃(t)] sinx∂x + cosx∂u,

e3 = tg [u± α̃(t)] cosx∂x − sinx∂u,

где α̃(t) — произвольная гладкая функция переменной t.
Наконец, положив в (2.128) T = t, X = 0, U = u± α̃(t), убеждаем-

ся, что полученная реализация сводится к реализации вида (2.125).
Проверим далее, будет ли реализация (2.125) алгеброй инвариант-

ности уравнений вида (2.111). Для оператора e1 в инвариантном урав-
нении F = F (t, u, ux), G = G(t, u, ux). Поэтому для операторов e2
и e3 условия (2.113) эквивалентны такой системе дифференциальных
уравнений:

Fu − ux tg uFux
= 2 tgu · F,

(1 + u2
x sec2 u)Fux

= −2ux sec2 u · F,
ux sec2 u ·G+ ux tg u(1 − 2u2

x sec2 u)F = (1 + u2
x sec2 u) ·Gux

,

(1 + 2u2
x sec2 u)F = Gu − ux tgu ·Gux

.

Из первых двух уравнений системы следует, что F = sec2 u

1 + ω2
F̃ (t),

где ω = ux secu. Из четвертого уравнения системы получаем, что

G =
2ω2 + 1

1 + ω2
tg uF̃ (t) + Ḡ(t, ω). Наконец, из третьего уравнения си-
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стемы следует, что Ḡ =
√

1 + ω2 ˜̃G(t). Следовательно, если реализа-
ция (2.125) алгебры so(3) является алгеброй инвариантности уравне-
ния (2.111), то в инвариантном уравнении

F = sec2 u

1 + ω2
F̃ (t), G =

2ω2 + 1

1 + ω2
tg uF̃ (t) +

√

1 + ω2G̃(t),

ω = ux secu. (2.130)

Здесь F̃ (t), G̃(t) — произвольные гладкие функции своих аргументов
и при этом F̃ (t) 6= 0.

Замена переменных (2.128), где X = 0, U = u, не меняет вид
операторов реализации (2.125). Поэтому, положив T равным решению
уравнения Ṫ = F̃ , можем преобразовать полученное инвариантное
уравнение (2.130) в такое, где F̃ (t) = 1.

Непосредственной проверкой убеждаемся, что для произвольной
функции G̃(t) реализация (2.125) является максимальной алгеброй
инвариантности полученного уравнения вида (2.111), где функции F
и G имеют значение (2.126).

Теорема 2.7. С точностью до эквивалентности в классе опера-
торов (2.112) существуют пять реализаций алгебры sl(2,R), кото-
рые являются алгебрами инвариантности уравнений вида (2.111):

〈2t∂t + x∂x,−t2∂t − tx∂x + x2∂u, ∂t〉; (2.131)

〈2t∂t + x∂x,−t2∂t + x(x2 − t)∂x, ∂t, 〉; (2.132)

〈2x∂x − u∂u,−x2∂x + xu∂u, ∂x〉; (2.133)

〈2x∂x − u∂u, (u
−4 − x2)∂x + xu∂u, ∂x〉; (2.134)

〈2x∂x − u∂u,−(u−4 + x2)∂x + xu∂u, ∂x〉. (2.135)

Значения функций F и G в соответствующих инвариантных урав-
нениях такие:

sl(2,

�

) F G

(2.131) F̃ (ω) x−2

:

G̃(ω) − 2uF̃ (ω) + u2 − uω

;

, ω = 2u − xux

(2.132) ω−3 x−2

<

−1
4
ω + 3ω−2 + ω−1G̃(u)

=

, ω = xux

(2.133) u−4 −2u−5u2
x

(2.134) u−4

�

1 + 4ω2

�−1
u

>

√
1 + 4ω2G̃(t) − 10ω2 + 1

8ω2 + 2

?

, ω = u−3ux

(2.135) u−4

�

1 − 4ω2

�−1
u

> 9

|1 − 4ω2|G̃(t) +
10ω2 − 1

8ω2 − 2

?

, ω = u−3ux
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Если в инвариантных уравнениях функции F̃ и G̃ являются
произвольными функциями своих аргументов, то соответствую-
щие реализации алгебры sl(2,R) являются максимальными алге-
брами инвариантности этих уравнений. Максимальной алгеброй
инвариантности уравнения ut = u−4uxx − 2u−5u2

x (третьего в пе-
речне) является пятимерная алгебра Ли операторов симметрии,
изоморфная алгебре sl(2,R) ⊕ L2.1, где sl(2,R) совпадает с реали-
зацией (2.133), а L2.1 = 〈4t∂t + u∂u, ∂t〉.
Доказательство. Алгебра sl(2,R) = 〈e1, e2, e3〉 определяется такими
коммутационными соотношениями:

[e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e2, e3] = e1. (2.136)

В соответствии с результатами теоремы 2.5 мы можем сразу один из
базисных операторов реализации алгебры sl(2,R) (выбираем опера-
тор e3) взять равным оператору ∂t или оператору ∂x.

Пусть e3 = ∂t. Тогда из выполнения второго коммутационного со-
отношения (2.136) следует, что с точностью до эквивалентности опе-
ратор e1 совпадает или с оператором 2t∂t, или с оператором 2t∂t+x∂x.

Если e1 = 2t∂t, то из выполнения остальных коммутационных со-
отношений (2.136) следует, что e2 = −t2∂t. Пришли к реализации
〈2t∂t, −t2∂t, ∂t〉. Но требование того, чтобы полученная реализация
являлась алгеброй инвариантности уравнения (2.111), приводит к ра-
венству F = 0, что противоречит предположению о том, что в урав-
нении F 6= 0.

Если же e1 = 2t∂t+x∂x, то с точностью до эквивалентности имеют
место реализация 〈2t∂t + x∂x,−t2∂t − tx∂x, ∂t〉, а также реализации
(2.131) и (2.132) алгебры sl(2,R).

Проверка условий (2.113) показывает, что первая реализация не
может быть алгеброй инвариантности уравнения (2.111); для реализа-
ции (2.131)

F = F̃ (ω), G = x−2
[

G̃(ω) − 2uF̃ (ω) + u2 − uω
]

,

ω = 2u− xux,

а для реализации (2.132) —

F = ω−3F̃ (u), G = x−2

[

−1
4
ω + 3ω−2F̃ (u) + ω−1G̃(u)

]

,

ω = xux.
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Нетрудно убедиться, что замена переменных

t̄ = t, x̄ = x, u = U(v), U ′ 6= 0, v = v(t, x)

оставляет вид базисных операторов реализации (2.132) неизменным.
Поэтому, положив функцию U равной решению уравнения (U ′)3 =

= F̃ (U), видим, что с точностью до эквивалентности в найденных
для реализации (2.132) значениях функций F и G можно положить
F̃ ≡ 1.

Пусть теперь e3 = ∂x. Тогда из выполнения коммутационных соот-
ношений (2.136) следует, что с точностью до эквивалентности в классе
операторов (2.112) реализации алгебры sl(2,R) исчерпываются реали-
зацией 〈2x∂x,−x2∂x, ∂x〉 и реализациями (2.133), (2.134), (2.135).

Проверка условий (2.113) показывает, что первая реализация не
может быть алгеброй инвариантности уравнений вида (2.111). Осталь-
ные реализации удовлетворяют условиям поставленной задачи. При
этом для реализации (2.133)

F = u−4F̃ (t), G = −2u−5u2
xF̃ (t) + uG̃(t);

для реализации (2.134)

F = 1

u4
(

1 + 4ω2
) F̃ (t), G = u

[

√

1 + 4ω2G̃(t) − 10ω2 + 1

8ω2 + 2
F̃ (t)

]

,

ω = u−3ux;

a для реализации (2.135)

F = 1

u4
(

1 − 4ω2
) F̃ (t),

G = u

[

√

|1 − 4ω2|G̃(t) +
10ω2 − 1

8ω2 − 2
F̃ (t)

]

, ω = u−3ux.

Нетрудно убедиться, что замена переменных

t̄ = T, x̄ = x, v = U(t)u, T 6= 0, U 6= 0,

оставляет вид базисных операторов реализации (2.133) неизменным.
Поэтому, положив здесь функции T и U равными решениям уравне-
ний U̇ = UG̃(t), U 6= 0, Ṫ = F̃U4, видим, что с точностью до эк-
вивалентности в первом полученном инвариантном уравнении можно
положить F̃ ≡ 1, G̃ ≡ 0.
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Аналогично, непосредственной проверкой убеждаемся, что замена
переменных

t̄ = T (t), x̄ = x, v = u

оставляет вид базисных операторов реализаций (2.134)–(2.135) неиз-

менным. Поэтому, положив T (t) =
t
∫

F̃ (ξ)dξ, в соответствующих инва-

риантных уравнениях с точностью до эквивалентности можно считать
F̃ ≡ 1.

Уравнение, которое является инвариантным относительно реализа-
ции (2.133), не содержит произвольных функций. Поэтому, восполь-
зовавшись алгоритмом Ли, получаем, что его максимальной алгеброй
инвариантности является пятимерная алгебра Ли операторов симмет-
рии, которая является прямой суммой полупростой алгебры sl(2,R)
с базисными операторами (2.133) и двухмерной разрешимой алгебры
Ли L2.1 = 〈4t∂t + u∂u, ∂t〉.

Остальные инвариантные уравнения содержат произвольные функ-
ции, и непосредственная проверка показывает, что в общем случае со-
ответствующие реализации алгебры sl(2,R) являются их максималь-
ными алгебрами инвариантности.

Для завершения доказательства теоремы необходимо убедиться в
неэквивалентности полученных sl(2,R)-инвариантных уравнений. По-
скольку размерность максимальной алгебры инвариантности третьего
в перечне уравнения равна 5, то его неэквивалентность остальным
уравнениям (алгебры инвариантности которых имеют размерность 3)
очевидна.

Для проверки неэквивалентности остальных уравнений убеждаем-
ся, что не существует таких преобразований (2.115), которые сводили
бы алгебры инвариантности этих уравнений одна в другую.

Остановимся, например, на случае первого и второго уравнений из
перечня. Пусть

e1 = 2t∂t + x∂x, e2 = −t2∂t − tx∂x + x2∂u, e3 = ∂t.

e1 = 2t∂t + x∂x, e2 = −t2∂t − x(x2 − t)∂x, e3 = ∂t.

Предположим, что существуют преобразования (2.115), которые пере-
водят реализацию (2.131) в реализацию (2.132):

ei
(2.115)→ Ei =

3
∑

j=1

αijej , (2.137)
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где αij ∈ R (i, j = 1, 2, 3), det ‖αij‖ 6= 0. Из выполнения (2.137) следу-
ет, что должны выполняться равенства

2tṪ = 2α11T − α12T
2 + α13, 2tUt + xUx = 0,

2tXt + xXx = α11X + α12X(X2 − T ),

−t2Ṫ = 2α21T − α22T
2 + α23,

−t2Xt − txXx + x2Xu = α21X + α22X(X2 − T ),

−t2Ut − txUx + x2Uu = 0, Ut = 0,

Ṫ = 2α31T − α32T
2 + α33, Xt = α31X + α32X(X2 − T ).

Но тогда Ut = Ux = Uu = 0. А это противоречит условию невырожден-
ности замен переменных (2.115). Следовательно, наше предположение
ошибочно, а поэтому первое и второе sl(2,R)-инвариантные уравне-
ния из перечня теоремы неэквивалентны.

К аналогичному результату привело рассмотрение и остальных
возможных пар sl(2,R)-инвариантных уравнений.

Теорема 2.8. В классе операторов (2.112), кроме полученных ре-
ализаций алгебр so(3) и sl(2,R), не существует других реализаций
полупростых алгебр Ли, которые были бы алгебрами инвариант-
ности нелинейных уравнений вида (2.111).

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 2.3, достаточно
убедиться, что в классе операторов (2.112), кроме реализаций, по-
лученных в теоремах 2.6 и 2.7, не существует других реализаций
полупростых действительных алгебр Ли, удовлетворяющих условиям
сформулированной задачи, то есть таких, которые были бы алгебрами
инвариантности нелинейных уравнений вида (2.111).

Рассмотрим сначала случай классических полупростых действи-
тельных алгебр Ли. Алгебры размерности 3 рассмотрены в теоре-
мах 2.6 и 2.7, поэтому дальнейшему исследованию подлежат алгебры
размерности 6: so(4), so(3, 1), so(2, 2), so∗(4).

Поскольку so(4) = so(3) ⊕ so(3), то so(4) = 〈ei, ēi|i = 1, 2, 3〉, где
〈e1, e2, e3〉 = so(3), 〈ē1, ē2, ē3〉 = so(3) и [ei, ēj ] = 0, i, j = 1, 2, 3. В со-
ответствии с результатами теоремы 2.6 существует единственная ре-
ализация алгебры so(3), которая является алгеброй инвариантности
нелинейных уравнений вида (2.111). Положим базисные операторы ei
(i = 1, 2, 3), соответственно, равными базисным операторам реализа-
ции (2.125). Тогда из условия [ei, ēj ] = 0 (i, j = 1, 2, 3) вытекает, что
операторы ēj нужно рассматривать в таком классе операторов:

ē = a(t)∂t, a 6= 0. (2.138)
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Поскольку замена переменных

t̄ = T (t), x̄ = x, v = u

оставляет вид операторов (2.125) неизменным, то один из операторов
ēj (j = 1, 2, 3) вида (2.138) можно cвести к оператору ∂t̄. Пусть ē1 =
= ∂t. Тогда проверка коммутационных соотношений алгебры so(3)
показывает, что

ē2 = λ cos(t+ λ1)∂t, ē3 = −λ sin(t+ λ1),

где λ1, λ ∈ R и λ2 = −1. Но последнее равенство в действительной
области не имеет смысла. Отсюда следует, что не существуют реа-
лизации алгебры so(4) в классе операторов (2.112), которые были бы
алгебрами инвариантности уравнений вида (2.111).

Поскольку so∗(4) ∼ so(3) ⊕ sl(2,R), то для построения ее реали-
заций нужно описать реализации алгебры sl(2,R) в классе операто-
ров (2.138). Но, как было показано при доказательстве теоремы 2.7,
в классе операторов (2.138) существует одна реализация этой алге-
бры: 〈2t∂t,−t2∂t, ∂t〉, которая не может быть алгеброй инвариантности
уравнений вида (2.111).

Алгебра so(3, 1) имеет разложение Картана 〈e1,e2,e3〉+̇〈N1,N2,N3〉,
где 〈e1, e2, e3〉 = so(3), [ei, Nj ] = εijlNl, [Ni, Nj ] = −εijlel, i, j, l =
= 1, 2, 3; εijl — антисимметричный тензор третьего ранга, ε123 = 1.
Поэтому, положив операторы ei (i = 1, 2, 3) равными, соответственно,
базисным операторам реализации (2.125), получаем, что с точностью
до эквивалентности

N1 = cosu∂u, N2 = − secu cosx∂x + sinu sinx∂u,

N3 = secu sinx∂x + sinu cosx∂u.

Но проверка условий (2.113) уже для оператора N1 приводит к ра-
венству F = 0, которое противоречит требованию F 6= 0 для уравне-
ния (2.111).

При описании реализаций алгебры so(2, 2) мы воспользовались
тем, что so(2, 2) ∼ sl(2,R) ⊕ sl(2,R). Это дало возможность выбрать
базисные операторы этой алгебры так, чтобы so(2, 2) = 〈ei, ēi|i =
= 1, 2, 3〉, где 〈e1, e2, e3〉 = sl(2,R), 〈ē1, ē2, ē3〉 = sl(2,R) и [ei, ēj ] = 0
(i, j = 1, 2, 3). Перебор всех троек (2.131)–(2.135) для операторов ei
(i = 1, 2, 3) показал, что не существует реализаций алгебры so(2, 2),
которые были бы алгебрами инвариантности нелинейных уравнений
вида (2.111).
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Следовательно, не существует ни одной реализации шестимер-
ных классических полупростых алгебр Ли, которые бы удовлетворяли
условиям поставленной задачи.

К аналогичному результату привело и рассмотрение алгебр Ли,
которые имеют следующую размерность 8: sl(3,R), su(3) и su(2, 1).

А как было показано в доказательстве теоремы 2.3 из предыдуще-
го параграфа, в этом случае не будут существовать реализации как
классических полупростых алгебр Ли размерности выше трех, так и
исключительных полупростых алгебр Ли.

Поскольку полученными в теоремах 2.6 и 2.7 уравнениями исчер-
пываются те, которые допускают полупростые алгебры Ли операто-
ров симметрии, то для описания уравнений, алгебры инвариантности
которых имеют нетривиальное разложение Леви, нужно изучить воз-
можности расширения симметрийных свойств тех уравнений, которые
содержат произвольные функции одного аргумента. Поэтому будем
использовать стандартные приемы групповой классификации.

Так, подстановка в первое равенство (2.113) значения (2.126) фун-
кции F приводит к такой системе дифференциальных уравнений:

(i) 2bx − ȧ− 2c tgu = 0,

(ii) bu + cx sec2 u = 0,

(iii) 2cu − ȧ = 0.

Из уравнения (iii) следует, что c = 1
2
ȧu + c̃(t, x). Тогда из условия

совместности уравнений (i) и (ii) следует, что ȧ = 0, c̃xx + c̃ = 0,
а поэтому

ȧ = 0, b = [f(t) sinx− g(t) cosx]tgu+ h(t),

c = f(t) cosx+ g(t) sinx,

где f , g, h — произвольные гладкие функции переменной t.
После подстановки значений (2.126) функций F и G во второе ра-

венство (2.113) видим, что a ˙̃G = 0, ḟ = ġ = ḣ = 0. Отсюда следует,
что расширение симметрии возможно при условии G̃ = λ, λ = const.
В этом случае максимальная алгебра симметрии инвариантного урав-
нения является четырехмерной алгеброй Ли операторов симметрии
so(3) ⊕ L1, где so(3) совпадает с реализацией (2.125), а L1 = 〈∂t〉.

К аналогичному результату приводит и рассмотрение уравне-
ний, которые инвариантны относительно реализаций (2.132), (2.134)
и (2.135). Здесь расширение симметрии также возможно при усло-
вии G̃ = λ, λ = const, и максимальные алгебры инвариантности
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являются четырехмерными алгебрами Ли операторов симметрии вида
sl(2,R)⊕L1. При этом если sl(2,R) совпадает с реализацией (2.132),
то L1 = 〈∂u〉; если же sl(2,R) совпадает с реализациями (2.134)
и (2.135), то L1 = 〈∂t〉.

Осталось рассмотреть sl(2,R)-инвариантное уравнение, которое
инвариантно относительно реализации (2.131). В результате подста-
новки полученных значений функций F и G в равенства (2.113) при-
ходим к уравнениям:

(A− 2Bω)F̃ = (C +Dω +Bω2) ˙̃F, (2.139)

(E +Bω)G̃− (C +Dω +Bω2) ˙̃G = ē+ Lω +

+ (M +Nω + Pω2 + Sω3)F̃ − 2u(C +Dω +Bω2) ˙̃F, (2.140)

где
A = 2xbx − xȧ+ 4ubu, B = bu,

C = 2xc− x2cx − 2u(b+ xcu − xbx) + 4u2bu,

D = b+ xcu − xbx − 4ubu,

ē = −x3ct + 2x2ubt + x2ucx + xu2(cu − 2bx + ȧ) − 2u3bu,

L = −x2bt − xc+ ub+ ux(bx − ȧ) + u2bu,

E = 2b+ x(cu − ȧ) − 2ubu,

M = 2uE − 2xc+ x3cxx − 2x2u(bxx − 2cxu) −
− 4xu2(2bxu − cuu) − 8u3buu,

N = 2ubu + x2(bxx − 2cxu) + 4xu(2bxu − cuu) + 12u2buu,

P = −x(2bxu − cuu) − 6ubuu, S = buu,

˙̃F = dF̃
dω

, ˙̃G = dG̃
dω

, ω = 2u− xux.

Расширение симметрийных свойств исследуемого уравнения воз-
можно тогда, когда выполнение равенств (2.139) и (2.140) не требует
равенства нулю всех коэффициентов A, B, C, D в уравнении (2.139).
То есть тогда, когда функция F̃ является решением обыкновенного
дифференциального уравнения

(k − 2mω)F̃ = (n+ pω +mω2) ˙̃F (2.141)

с постоянными коэффициентами k, m, n, p, которые одновременно не
обращаются в нуль.
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Отметим, что преобразования

t̄ = t, x̄ = δx, v = δ2u+ δ1, δ 6= 0, δ1 ∈ R, (2.142)

оставляют вид базисных операторов реализации (2.131) (а значит, и
вид соответствующего инвариантного уравнения) неизменным. При
этом в результате выполнения (2.142) имеют место соотношения

F̃ −→ F̄ = δ2F̃ ,

G̃ −→ Ḡ = δ4G̃+ 2δ1δ
2F̃ + δ1δ

2ω + δ21 ,

ω −→ ω̄ = δ2ω + 2δ1.

Проводя анализ классификационного соотношения (2.141), мы бу-
дем пользоваться тем, что отношения эквивалентности исследуемого
уравнения естественным образом переносятся на уравнение (2.141):
после действия преобразования эквивалентности (2.142) уравнение
(2.141) сохраняет свой вид с заменой коэффициентов по правилу

k −→ δ−2(k + 4δ1δ
−2m), m −→ δ−4m,

n −→ n− 2δ1δ
−2p+ 4δ21δ

−4m, p −→ δ−2p− 4δ1δ
−4m. (2.143)

Также заметим, что замена переменных

t̄ = −t, x̄ = x, v = −u (2.144)

преобразовывает базисные операторы реализации (2.131) согласно пра-
вилу

e1 −→ ē1 = e1, e2 −→ ē2 = −e2, e3 −→ ē3 = −e3.

Это дает возможность вместе с преобразованиями (2.142) при анализе
классификационного соотношения (2.141) использовать и преобразо-
вания (2.144). Если в (2.141) F̃ не является постоянной величиной (то
есть с точностью до эквивалентности F̃ 6= 1), то обязательно |k| +
+ |m| 6= 0, а если m = 0, то |n| + |p| 6= 0.

Пусть m = 0. Тогда, в зависимости от значений n и p, исполь-
зуя преобразования (2.144) и соотношения (2.143), равенство (2.141)

можно свести либо к виду ω ˙̃F = αF̃ (α 6= 0), либо к виду ˙̃F = F̃ .
Отсюда получаем такие два значения функции F̃ : F̃ = λωα (α ·λ 6= 0),

F̃ = λ exp(ω) (λ 6= 0).



250 Глава 2. Групповая классификация уравнений

Пусть теперь m 6= 0. Тогда равенство (2.141) можно свести к виду

(ω2 + αω + γ) ˙̃F = −2ωF̃ , α, γ ∈ R.

Отсюда, в зависимости от значений α, получаем еще такие значения
функции F̃ :

F̃ = λ(ω2 + γ)−1, γ ∈ R, λ 6= 0;

F̃ = λ
(

ω + α
2

)2
exp

(

− α

ω + α
2

)

, α · λ 6= 0;

F̃ = λ

(ω + α
2
)2 + β2

exp

(

α
β

arctg
ω + α

2

β

)

,

α · λ 6= 0, γ − α2

4
= β2 > 0;

F̃ = λ

(ω + α
2
)2 − β2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ω + α
2
− β

ω + α
2

+ β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α

2β

,

α · λ 6= 0, α
2

4
− γ = β2 > 0.

Из сказанного выше следует, что дальнейшему рассмотрению под-
лежат такие значения функции F̃ (в приведенных ниже формулах
α, λ, β ∈ R, α · λ · β 6= 0):

F̃ = 1;

F̃ = λωα;

F̃ = λ expω;

F̃ = λ(ω2 + α)−1;

F̃ = λ

(ω + α)2
exp

(

− 2α
ω + α

)

;

F̃ = λ

(ω + α)2 + β2
exp

(

2α
β

arctg
ω + α
β

)

;

F̃ = λ

(ω + α)2 − β2
exp

∣

∣

∣

∣

ω + α− β

ω + α+ β

∣

∣

∣

∣

α

β
.
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Поскольку перебор значений F̃ требует значительного объема вы-
числений, то мы здесь коротко останавливаемся только на одном слу-
чае, a для остальных указываем только результаты анализа.

Пусть F̃ = 1. Тогда из равенства (2.139) следует, что A = B = 0.

Отсюда получаем, что b = 1
2
ȧx+ b̃(t), а равенство (2.140) приобретает

вид

ẼG̃− (C̃ + D̃ω) ˙̃G = ˜̄E + L̃ω + P̃ ω2, (2.145)

где

Ẽ = 2b̃+ xcu, D̃ = b̃+ xcu, P̃ = xcuu,

C̃ = 2xc− x2cx − 2xucu − 2ub̃,

˜̄E = −x3ct + x2ucx + xu2cu + 2x2u

(

˙̃b+ 1
2
xä

)

+

+ 2uE − 2xc+ x3cxx + 4x2ucxu + 4xu2cuu,

L̃ = −x2

[

˙̃
b+ 1

2
xä

]

− xc+ ub̃− 2x2cxu − 4xucuu.

Пусть в (2.145) G̃ = 0. Тогда выполняются условия

˜̄E = L̃ = P̃ = 0.

Отсюда следует, что в этом случае

c = x−1b̃u+ 2x−1b̃− x ˙̃b− 1
2
x2ä, b = 1

2
xȧ+ b̃, ¨̃b = d3a

dt3
= 0.

Следовательно, для F̃ = 1, G̃ = 0 имеет место расширение симмет-
рии. Алгеброй инвариантности уравнения будет пятимерная алгебра
Ли операторов симметрии sl(2,R) +⊃ L2.2, где sl(2,R) совпадает с реа-
лизацией (2.131), а L2.2 = 〈t∂x+[x−1t(u+2)−x]∂u, ∂x+x−1(u+2)∂u〉.

Если в (2.145) G̃ = λ, λ 6= 0, то приходим к условиям

λẼ = ˜̄E, L̃ = P̃ = 0.

Отсюда следует, что b̃ = 0, c = −1
2
x2ä, d

3a

dt3
= 0, то есть здесь расши-

рение симметрии не происходит.
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Если в (2.145) G̃ является произвольной функцией переменной ω,
то приходим к условиям

Ẽ = C̃ = D̃ = ˜̄E = L̃ = P̃ = 0.

То есть в (2.139) и (2.140) A = B = C = D = 0 и расширение
симметрии уравнения не происходит.

В соответствии со сказанным выше осталось рассмотреть случаи,
когда функция G̃ является решением уравнения

kG̃− (l +mω) ˙̃G = s+ pω + qω2, (2.146)

где |k| + |l| + |m| 6= 0, k, l, s, p, q ∈ R.
Если в (2.146) |l|+ |m| = 0, то k 6= 0 и с точностью до эквивалент-

ности различаем три случая:

G̃ = α+ γω2, α ∈ R, γ 6= 0, 1
4
;

G̃ = βω + 1
4
ω2, β ∈ R, β 6= 1;

G̃ = α+ ω + 1
4
ω2, α ∈ R.

Рассмотрение этих значений функции G̃ показало, что к расшире-
нию симметрии соответствующего уравнения приводит только третье
значение функции G̃. При этом

c = f(t, x) + g(t, x)e
− 1

4
u
,

f = −2x
˙̃
b− 1

2
x2ä+ 2x−1b̃+ f̃(t),

x3gt − x3gxx + x2gx − 1
4
αxg = 0,

и если α 6= 3, то d3a

dt3
= 0, ˙̃f = 0, b̃ = 0; а если α = 3, то d3a

dt3
= 0,

˙̃
f = 0, ¨̃

b = 0.
Анализ равенства (2.146), где |l|+ |m| 6= 0, показал, что в этом слу-

чае расширение симметрии исследуемого уравнения не происходит.
Следовательно, если F̃ = 1, то расширение симметрийных свойств

исследуемого уравнения происходит только в трех случаях. При этом
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инвариантные уравнения имеют такой вид:

ut = uxx + x−1uux − x−2u2 − 2x−2u; (2.147)

ut = uxx + 1
4
u2
x − x−1ux + x−2α, α 6= 3; (2.148)

ut = uxx + 1
4
u2
x − x−1ux + 3x−2. (2.149)

Замена переменных

t̄ = t, x̄ = x, v = x−1(u+ 2)

принадлежит группе E уравнения (2.111) и сводит уравнение (2.147)
к уравнению Бюргерса

vt̄ = vx̄x̄ − vvx̄.

Аналогично, замена переменных из группы E

t̄ = t, x̄ = x, |v| =
√

|x|e
1
4
u

сводит уравнения (2.148) и (2.149), соответственно, к линейным урав-
нениям теплопроводности

vt̄ = vx̄x̄ +
α− 3

4x̄2
v, α 6= 3;

vt̄ = vx̄x̄.

Следовательно, существенно нелинейным является случай уравне-
ния (2.147), которое эквивалентно уравнению Бюргерса.

Проведя анализ остальных значений функции F̃ , мы получили,
что расширение симметрии исследуемого уравнения происходит еще
только в случае, когда F̃ = ω, G̃ = λω2, λ ∈ R. В этом случае макси-
мальной алгеброй инвариантности уравнения является четырехмерная
алгебра Ли операторов симметрии sl(2,R)⊕L1, где sl(2,R) совпадает
с реализацией (2.131), а L1 = 〈x∂x + 2u∂u〉.

Подводя итоги, видим, что в рамках сформулированной задачи су-
ществуют пять уравнений, которые инвариантны относительно четы-
рехмерных алгебр Ли операторов симметрии, и два уравнения, ко-
торые инвариантны относительно пятимерных алгебр Ли операторов
симметрии.
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Ниже мы приводим перечень этих уравнений и их максимальные
алгебры инвариантности.

Нелинейные уравнения (2.111), алгебры инвариантности кото-
рых являются алгебрами Ли операторов симметрии с нетриви-
альным разложением Леви:

1) ut = sec2 u

1 + u2
x sec2 u

uxx +
1 + 2u2

x sec2 u

1 + u2
x sec2 u

tgu+ λ
√

1 + u2
x sec2 u,

λ ∈ R, so(3) ⊕ L1, so(3) — реализация (2.125), L1 = 〈∂t〉;

2) ut = x−3u−3
x uxx − 1

4
x−1ux + 3x−4u−2

x + λx−3u−1
x , λ ∈ R,

sl(2,R) ⊕ L1, sl(2,R) — реализация (2.132), L1 = 〈∂u〉;

3) ut = u2

u6 + 4u2
x

uxx −
10uu2

x + u7

8u2
x + 2u6

+ λu−2
√

u6 + 4u2
x, λ ∈ R,

sl(2,R) ⊕ L1, sl(2,R) — реализация (2.134), L1 = 〈∂t〉;

4) ut = u2

u6 − 4u2
x

uxx +
10uu2

x − u7

8u2
x − 2u6

+ λu−2
√

|u6 − 4u2
x|, λ ∈ R,

sl(2,R) ⊕ L1, sl(2,R) — реализация (2.135), L1 = 〈∂t〉;
5) ut = λ[2u− xux]uxx + [4γ − 4λ− 1]x−2u2 +

+ [1 + 2λ− 4γ]x−1uux + γu2
x, λ 6= 0, γ ∈ R, sl(2,R) ⊕ L1,

sl(2,R) — реализация (2.131), L1 = 〈x∂x + 2u∂u〉;
6) ut = u−4uxx − 2u−5u2

x, sl(2,R) ⊕ L2.1,

sl(2,R) — реализация (2.133), L2.1 = 〈4t∂t + u∂u, ∂t〉;
7) ut = uxx + x−1uux − x−2u2 − 2x−2u,

sl(2,R) ⊂+L2.2, sl(2,R) — реализация (2.131),

L2.2 = 〈t∂x + [tx−1(u+ 2) − x]∂u, ∂x + x−1(u+ 2)∂u〉.

Заметим, что шестое из перечня уравнение заменой переменных

t̄ = t, x̄ = x, v = u3

приводится к уравнению

vt̄ =

(

v
− 4

3 vx̄

)

x̄

,
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которое было получено Л.В. Овсянниковым [47] при групповой клас-
сификации нелинейного уравнения теплопроводности.

2.3.3. Инвариантность уравнения (2.111) относительно
разрешимых алгебр Ли операторов симметрии

Как и при классификации нелинейных уравнений вида (2.37) мы
и здесь, проводя описание неэквивалентных нелинейных уравнений
вида (2.111), которые допускают разрешимые алгебры Ли операто-
ров симметрии, движемся поэтапно, от алгебр размерности 1 к алге-
брам размерности 2, от алгебр размерности 2 к алгебрам размерно-
сти 3 и т. д.

Классификацию уравнений, которые допускают двух- и трехмер-
ные разрешимые алгебры Ли операторов симметрии, мы называем
предварительной, а классификацию уравнений, которые допускают
алгебры Ли операторов симметрии размерности выше за трех, — за-
вершением классификации.

Предварительная классификация. В соответствии с результата-
ми теоремы 2.5 и следствия из нее нелинейные уравнения вида (2.111),
алгебры инвариантности которых являются одномерными алгебрами
Ли операторов симметрии, с точностью до эквивалентности исчерпы-
ваются такими двумя уравнениями:

A1
1 = 〈∂t〉 : ut = F (x, u, ux)uxx +G(x, u, ux);

A2
1 = 〈∂x〉 : ut = F (t, u, ux)uxx +G(t, u, ux).

Каждая из двухмерных действительных алгебр Ли A2 = 〈e1, e2〉, ко-
торые, как известно, с точностью до изоморфизма исчерпываются ал-
гебрами A2.1 ([e1, e2] = 0) и A2.2 ([e1, e2] = e2), содержит как подал-
гебру одномерную алгебру A1. Поэтому при построении реализаций
двухмерных алгебр Ли мы проводим расширение в классе операто-
ров (2.112) известных реализаций алгебры A1 к реализациям алгебр
A2.1 и A2.2.

Остановимся подробно на рассмотрении случая алгебры A2.1.
Пусть e1 = ∂t, а e2 — оператор вида (2.112). Тогда из выполнения

коммутационного соотношения, которое определяет алгебру A2.1, сле-
дует, что с точностью до выбора базиса этой алгебры можем положить

e2 = b(x, u)∂x + c(x, u)∂u. (2.150)

Поскольку оператор (2.150) мы можем рассматривать как каса-
тельное векторное поле, определенное в пространстве R2 = 〈x, u〉,
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то, в соответствии с известной теоремой о подобии векторных по-
лей [46, c. 41], можем положить e2 = ∂u. Следовательно, имеет место
реализация 〈∂t, ∂u〉.

Пусть теперь e1 = ∂x, e2 — оператор вида (2.112). Тогда из выпол-
нения коммутационного соотношения следует, что

e2 = a(t)∂t + b(t, u)∂x + c(t, u)∂u. (2.151)

Если в (2.151) a 6= 0, то, используя замену переменных

t = T (t), x = x+X(t, u),

v = U(t, u), Ṫ 6= 0, Uu 6= 0, (2.152)

где Ṫ = a−1, а функции X и U являются решениями, соответствен-
но, уравнений at + xXu + b = 0, at + cu = 0, Uu 6= 0, мы сводим
оператор (2.151) к оператору ē2 = ∂t.

Если в (2.151) a = 0, c 6= 0, то, положив в (2.152) T = t, a функции
X и U равными решениям уравнений cu + b = 0, cUu = 1, сводим
оператор (2.151) к оператору ē2 = ∂v.

Наконец, если в (2.151) a = c = 0, то, как несложно убедиться, су-
ществуют преобразования (2.152), которые, в зависимости от значений
функции b (bu = 0 или bu 6= 0), сводят оператор (2.151) к операторам
ē2 = t∂x и ē2 = v∂x соответственно.

Следовательно, мы получили такие четыре реализации алгебры
A2.1: 〈∂t, ∂u〉, 〈∂x, ∂u〉, 〈∂x, t∂x〉, 〈∂x, u∂x〉.

Проверка условий (2.113) для третьей из полученных реализаций
приводит к равенству ux = 0, откуда следует, что эта реализация
не может быть алгеброй инвариантности нелинейных уравнений ви-
да (2.111).

Для четвертой из полученных реализаций инвариантное уравнение
имеет вид

ut = u−2
x F (t, u)uxx + uxG(t, u),

но замена переменных (2.119) сводит его к линейному уравнению

vt = F (t, x)vxx −G(t, x).

Поэтому и четвертая реализация не удовлетворяет условиям сформу-
лированной задачи.

Дальнейшая проверка показала, что существуют только две неэк-
вивалентные реализации алгебры A2.1, которые являются алгебрами
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инвариантности нелинейных уравнений вида (2.111). Значения функ-
ций F и G в соответствующих инвариантных уравнениях приведены
в таблице 2.4, в которой используются обозначения

A1
2.1 = 〈∂t, ∂u〉, A2

2.1 = 〈∂x, ∂u〉.

Изучение реализаций алгебры A2.2 проводилось аналогично. В ре-
зультате проведенных вычислений мы получили три неэквивалентные
реализации алгебры A2.2, которые являются алгебрами инвариантно-
сти нелинейных уравнений вида (2.111). Значения функций F и G в
инвариантных уравнениях приведены в таблице 2.4, где использованы
обозначения

A1
2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t〉, A2

2.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂x〉,
A3

2.2 = 〈−x∂x − u∂u, ∂x〉.

Заметим, что в случае произвольных значений функций в инвари-
антных уравнениях соответствующие реализации двухмерных алгебр
Ли являются максимальными алгебрами инвариантности этих урав-
нений.

Таблица 2.4
Инвариантность уравнений вида (2.112) относительно

двухмерных алгебр Ли операторов симметрии

Алгебра F G

A1
2.1 F̃ (x, ux) G̃(x, ux)

A2
2.1 F̃ (t, ux) G̃(t, ux)

A1
2.2 xF̃ (u, ω) x−1G̃(u, ω), ω = xux

A2
2.2 tF̃ (u, ω) t−1G̃(u, ω), ω = tux

A3
2.2 u2F̃ (t, ux) uG̃(t, ux)

Теперь перейдем к классификации нелинейных уравнений ви-
да (2.111), которые допускают трехмерные разрешимые алгебры Ли
операторов симметрии. Сначала остановимся на A3.1- и A3.2-инвари-
антных уравнениях, то есть уравнениях, алгебры инвариантности ко-
торых являются трехмерными разложимыми разрешимыми алгебрами
Ли операторов симметрии.

Очевидно, что для построения реализаций этих алгебр в рас-
сматриваемом классе операторов достаточно дополнить оператором e3
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вида (2.112) уже известные реализации двухмерных алгебр Ai2.1 =
= 〈e1, e2〉 (i = 1, 2) (для алгебры A3.1) и Ai2.2 = 〈e1, e2〉 (i = 1, 2, 3)
(для алгебры A3.2). Выполнив соответствующие вычисления, мы по-
лучили одну реализацию алгебры A3.1 и шесть неэквивалентных ре-
ализаций алгебры A3.2, которые являются алгебрами инвариантности
нелинейных уравнений вида (2.111):

A1
3.1 = 〈∂t, ∂u, ∂x〉;

A1
3.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂t, ∂u〉;

A2
3.2 = 〈−t∂t − u∂u, ∂t, xu∂u〉;

A3
3.2 = 〈−t∂t − u∂u, ∂u, t∂t + x∂x〉;

A4
3.2 = 〈−t∂t − x∂x, ∂x, ∂u〉;

A5
3.2 = 〈−x∂x − u∂u, ∂u, ∂t〉;

A6
3.2 = 〈−x∂x − u∂u, ∂u, tx∂x〉.

Значения функций F и G в соответствующих инвариантных урав-
нениях приведены в таблице 2.5, где F̃ и G̃ — произвольные гладкие
функции своих аргументов.

Таблица 2.5
Инвариантность уравнений вида (2.111) относительно

трехмерных разложимых разрешимых алгебр Ли
операторов симметрии

Алгебра F G

A1
3.1 F̃ (ux) G̃(ux)

A1
3.2 xF̃ (ω) x−1G̃(ω), ω = xux

A2
3.2 u−1exωF̃ (x) exω[G̃(x) − ω2F̃ (x)], ω = u−1ux

A3
3.2 t−1x2F̃ (ω) x−1G̃(ω), ω = t−1x2ux

A4
3.2 tF̃ (ω) t−1G̃(ω), ω = tux

A5
3.2 x2F̃ (ux) xG̃(ux)

A6
3.2 x2F̃ (t) xt−1ux ln |ux| + xuxG̃(t)

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что при-
веденные выше реализации являются максимальными алгебрами ин-
вариантности соответствующих уравнений, если функции F̃ и G̃ —
произвольные функции своих аргументов.
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Неразложимые трехмерные разрешимые алгебры Ли исчерпывают-
ся семью алгебрами A3.i = 〈e1, e2, e3〉 (i = 3, 4, . . . , 9).

Все эти алгебры содержат двухмерный абелевый идеал A2.1 =
= 〈e1, e2〉. Поэтому для описания их реализаций в рассматриваемом
классе операторов достаточно провести расширение реализаций ал-
гебры A2.1, дополнив их оператором e3 вида (2.112). Напомним, что
рассматривать необходимо как реализации Ai2.1 = 〈e1, e2〉 (i = 1, 2),

так и реализации Ãi2.1 = 〈ẽ1, ẽ2〉 (i = 1, 2), где ẽ1 = e2, ẽ2 = e1.
Остановимся подробно на построении реализаций алгебры A3.3

(алгебра Вейля), которая является нильпотентной алгеброй Ли.
Сначала рассмотрим расширение реализации A1

2.1. Если e1 = ∂t,
e2 = ∂u, то из выполнения коммутационного соотношения [e2, e3] =
= e1, где e3 имеет вид (2.112), следует равенство bu∂x + cu∂u = ∂t,
выполнение которого приводит к ошибочному равенству 1 = 0.

Если же e1 = ∂u, e2 = ∂t, то e3 = b̃(x)∂x+[t+c̃(x)]∂u, и с точностью
до эквивалентности, которую определяют преобразования из груп-
пы E , приходим к таким трем реализациям алгебры A3.3: 〈∂u, ∂t, ∂x +
+ t∂u〉, 〈∂u, ∂t, t∂u〉, 〈∂u, ∂t, (t+ x)∂u〉.

Проверка условий (2.113) показывает, что вторая реализация
не может быть алгеброй инвариантности уравнений вида (2.111),
а инвариантное относительно третьей реализации уравнение ли-
нейно. Условиям задачи удовлетворяет только первая полученная
реализация.

При рассмотрении реализации A2
2.1 мы должны учитывать две воз-

можности: e1 = ∂x, e2 = ∂u и e1 = ∂u, e2 = ∂x. Но поскольку замена
переменных (2.119) сводит первый случай ко второму и наоборот, то
можно ограничиться рассмотрением только, например, второго слу-
чая.

В результате приходим еще к таким реализациям алгебры A3.3,
которые являются алгебрами инвариантности нелинейных уравнений
вида (2.111): 〈∂u, ∂x, ∂t + x∂u〉, 〈∂u, ∂x, t∂x + x∂u〉.

Непосредственная проверка показала, что существуют всего две
неэквивалентных реализации алгебры A3.3, которые являются алге-
брами инвариантности нелинейных уравнений вида (2.111):

A1
3.3 = 〈∂u, ∂t, t∂u + ∂x〉, A2

3.3 = 〈∂u, ∂x, t∂x + x∂u〉.

Значения функций F и G в соответствующих инвариантных урав-
нениях приведены в таблице 2.6.

Заметим, что для записи реализации A1
3.3 мы учитывали преобра-

зования эквивалентности (2.119).
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Таблица 2.6
Инвариантность уравнений вида (2.111) относительно

алгебры Вейля операторов симметрии

Алгебра F G

A1
3.3 F̃ (ux) x+ G̃(ux)

A2
3.3 F̃ (t) −1

2
u2

x + G̃(t)

Исследование остальных неразложимых трехмерных разрешимых
алгебр Ли проводилось аналогично. Ниже приведены их неэквива-
лентные реализации, которые являются алгебрами инвариантности
нелинейных уравнений вида (2.111), а в таблице 2.7 — значения функ-
ций F и G в соответствующих инвариантных уравнениях:

A1
3.4 = 〈∂u, ∂t, t∂t + x∂x + [t+ u]∂u〉;

A2
3.4 = 〈∂u, ∂t, t∂t + [t+ u]∂u〉;

A3
3.4 = 〈∂x, ∂u, 2t∂t + (x+ u)∂x + u∂u〉;

A4
3.4 = 〈∂x, ∂u, (x+ u)∂x + u∂u〉;

A1
3.5 = 〈∂t, ∂u, t∂t + x∂x + u∂u〉;

A2
3.5 = 〈∂t, ∂u, t∂t + u∂u〉;

A3
3.5 = 〈∂x, ∂u, 2t∂t + x∂x + u∂u〉;

A1
3.6 = 〈∂t, ∂u, t∂t + x∂x − u∂u〉;

A2
3.6 = 〈∂t, ∂u, t∂t − u∂u〉;

A3
3.6 = 〈∂x, ∂u, t∂t + x∂x − u∂u〉;

A4
3.6 = 〈∂x, ∂u, x∂x − u∂u〉;

A1
3.7 = 〈∂u, ∂t, qt∂t + x∂x + u∂u〉 (q 6= 0,±1);

A2
3.7 = 〈∂u, ∂t, qt∂t + u∂u〉 (q 6= 0,±1);

A3
3.7 = 〈∂x, ∂u, t∂t + x∂x + qu∂u〉 (0 < |q| < 1);

A4
3.7 = 〈∂x, ∂u, x∂x + qu∂u〉 (0 < |q| < 1);

A1
3.8 = 〈∂x, ∂u, ∂t + u∂x − x∂u〉;

A2
3.8 = 〈∂x, ∂u, u∂x − x∂u〉;

A1
3.9 = 〈∂x, ∂u, ∂t + (u+ qx)∂x + (qu− x)∂u〉 (q > 0);

A2
3.9 = 〈∂x, ∂u, (u+ qx)∂x + (qu− x)∂u〉 (q > 0).
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Таблица 2.7
Инвариантность уравнений вида (2.111) относительно
неразложимых трехмерных разрешимых алгебр Ли

операторов симметрии

Алгебра F G

A1
3.4 xF̃ (ux) G̃(ux) + ln |x|

A2
3.4 u−1

x F̃ (x) G̃(x) + ln |ux|

A3
3.4 u−2

x F̃ (ω) uxe
−

1
ux G̃(ω), ω = 2u−1

x − ln |t|

A4
3.4 u−2

x F̃ (t) exp(2u−1
x ) uxG̃(t) exp(u−1

x )

A1
3.5 xF̃ (ux) G̃(ux)

A2
3.5 u−1

x F̃ (x) G̃(x)

A3
3.5 F̃ (ux) |t|−

1

2 G̃(ux)

A1
3.6 xF̃ (ω) x−2G̃(ω), ω = x2ux

A2
3.6 uxF̃ (x) u2

xG̃(x)

A3
3.6 tF̃ (ω) t−2G̃(ω), ω = t2ux

A4
3.6 u−1

x F̃ (t)

9

|ux|G̃(t)

A1
3.7 |x|2−qF̃ (ux) |x|1−qG̃(ux) (q 6= 0,±1)

A2
3.7 |ux|−qF̃ (x) |ux|1−qG̃(x), q 6= 0,±1

A3
3.7 tF̃ (ω) |t|q−1G̃(ω), ω = |t|1−qux(0 < |q| < 1)

A4
3.7 |ux|

2

q−1 F̃ (t) |ux|
q

q−1 G̃(t) (0 < |q| < 1)

A1
3.8 (1 + u2

x)−1F̃ (ω)
√

1 + u2
xG̃(ω), ω = t+ arctan ux

A2
3.8 (1 + u2

x)−1F̃ (t)
√

1 + u2
xG̃(t)

A1
3.9

exp(−2q arctanux)F̃ (ω)

1 + u2
x

√
1 + u2

x exp(−q arctanux)G̃(ω),

ω = t+ arctan ux (q > 0)

A2
3.9

exp(−2q arctanux)F̃ (t)

1 + u2
x

√
1 + u2

x exp(−q arctanux)G̃(t), (q > 0)



262 Глава 2. Групповая классификация уравнений

Заметим, что расширение области значений параметра q в реализа-
циях A1

3.7, A
2
3.7 алгебры A3.7 позволило свести четыре неэквивалент-

ные реализации этой алгебры к двум.
Отметим также, что для произвольных значений функций F̃ и G̃

из таблиц 2.6 и 2.7 соответствующие реализации алгебр Ли являются
максимальными алгебрами инвариантности полученных уравнений.

Завершение групповой классификации. Следующий шаг мето-
да групповой классификации предусматривает описание нелинейных
уравнений вида (2.111), которые инвариантны относительно четырех-
мерных разрешимых алгебр Ли операторов симметрии.

Как известно, четырехмерные разрешимые алгебры Ли с точно-
стью до изоморфизма исчерпываются 10 разложимыми в прямую сум-
му разрешимых алгебр Ли более низкой размерности и 10 неразложи-
мыми алгебрами Ли. Поскольку нелинейные уравнения вида (2.111),
которые инвариантны относительно трехмерных разрешимых алгебр
Ли, содержат произвольные функции, зависящие от одного аргумента,
то следует надеяться, что в нелинейных уравнениях, которые инва-
риантны относительно четырехмерных разрешимых алгебр Ли, эти
функции приобретут совершенно конкретный вид.

Действительно, как будет показано ниже, такими будут все полу-
ченные уравнения, кроме уравнения

ut = F (ux)uxx. (2.153)

Групповая классификация нелинейных уравнений вида (2.153) была
проведена в [4, 6], кроме того, мы на ней подробно останавливались
в первом параграфе этого раздела.

Учитывая последнее, мы в дальнейших исследованиях будем тре-
бовать, чтобы уравнения вида

ut = F (ux)uxx +G(ux)

или эквивалентные им уравнения заменами переменных (2.115) не
сводились не только к линейным уравнениям, но и к уравнениям ви-
да (2.153).

Напомним, что среди разложимых четырехмерных разрешимых ал-
гебр Ли различают алгебры

4A1 = A3.1 ⊕A1, A3.2 ⊕A1,

2A2.2 = A2.2 ⊕A2.2, A3.i ⊕A1 (i = 3, 4, . . . , 9).

Проведя расширение реализации A1
3.1 в случае алгебры 4A1 и ре-

ализаций Ai3.2 (i = 1, . . . , 6) в случае алгебры A3.2 ⊕A1 оператором e4
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вида (2.112), мы получили, что в рамках сформулированной задачи не
существует реализаций алгебр 4A1 и A3.2 ⊕A1, которые удовлетворя-
ли бы условиям сформулированной задачи.

В результате рассмотрения реализаций алгебры 2A2.2 мы пришли к
четырем неэквивалентным реализациям, которые являются алгебрами
инвариантности нелинейных уравнений вида (2.111). Ниже перечисле-
ны эти реализации и соответствующие им значения функций F и G
в инвариантных уравнениях:

2A1
2.2 = A1

3.2 +⊃ 〈−u∂u + kx∂x〉 (k 6= 0) : F = λx|ω|−k ,
G = βx−1|ω|1−k, λ 6= 0, β ∈ R, ω = xux;

2A2
2.2 = A2

3.2 +⊃ 〈x∂x〉 : F = λx2u−1 expω,

G = (β − λω2) expω, λ 6= 0, β ∈ R, ω = xu−1ux;

2A3
2.2 = A4

3.2 +⊃ 〈−u∂u + kt∂t〉 (k 6= 0, 1) : F = λt|ω|
2k

1−k ,

G = βt−1|ω|
1

1−k , ω = tux, λ 6= 0, β ∈ R;

2A4
2.2 = A4

3.2 +⊃ 〈−u∂u + t∂x〉 :

F = λt, G = ux ln |tux| + βux, λ 6= 0, β ∈ R.

Во всех полученных инвариантных уравнениях функции F и G
приобретают совершенно конкретные значения. Поэтому для полного
решения задачи остается найти максимальные алгебры инвариантно-
сти этих уравнений, решив для каждой из полученных пар функций
F и G определяющие уравнения (2.113). Предварительно мы прове-
ли упрощения вида функций F и G, используя для этого максималь-
ные группы преобразований эквивалентности в классе замен перемен-
ных (2.115) для каждой из полученных реализаций 2Ai2.2 (i = 1, . . . , 4).

Остановимся подробно на случае реализации 2A1
2.2. Пусть

2A2.2 = 〈ei|i = 1, 2, 3, 4〉,
[e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4, [ei, ej ] = 0 (i = 1, 2; j = 3, 4);

2Ã2.2 = 〈ēi, i = 1, 2, 3, 4〉,
[ē1, ē2] = ē2, [ē3, ē4] = ē4, [ēi, ēj ] = 0 (i = 1, 2; j = 3, 4).

Тогда взаимно однозначное соответствие между алгебрами 2A2.2

и 2Ã2.2 устанавливают такие два изоморфизма:

1) ē1 = e3 + γe4, ē2 = αe4, ē3 = e1 + µe2, ē4 = β̃e2;

2) ē1 = e1 + γe2, ē2 = αe2, ē3 = e3 + µe4, ē4 = β̃e4,

где α · β̃ 6= 0, α, β̃, γ, µ ∈ R.
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Далее непосредственными вычислениями убеждаемся, что для ре-
ализации 2A1

2.2 максимальную группу преобразований эквивалентно-
сти в классе замен переменных (2.115) составляют преобразования

t = αt+ γ, x = δx, v = β̃u+ µ, (2.154)

где α, δ, β̃, γ, µ ∈ R, α · δ · β̃ 6= 0.
Замена переменных (2.154), где λ·δ ·α−1|β|k = 1, сводит уравнение,

инвариантное относительно реализации 2A1
2.2, к уравнению

vt = |x|1−k|vx|−kvxx + β|x|−k|vx|1−k, β ∈ R, k 6= 0.

Проведя аналогичные вычисления для остальных полученных реа-
лизаций алгебры 2A2.2, убеждаемся, что с точностью до эквивалент-
ности в дальнейшем можем рассматривать такие инвариантные урав-
нения:

2A1
2.2 : ut = |x|1−k|ux|−kuxx + β|x|−k|ux|1−k,
β ∈ R, k 6= 0; (2.155)

2A2
2.2 : ut = x2u−1 exp(ω)uxx + (β − ω2) expω,

ω = xu−1ux, β ∈ R; (2.156)

2A3
2.2 : ut = ±|t|

k+1

1−k |ux|
2k

1−k uxx + ε|t|
k

1−k |ux|
1

1−k ,

ε = 0, 1, k 6= 0, 1; (2.157)

2A4
2.2 : ut = λtuxx + ux ln |tux|, λ 6= 0. (2.158)

Подстановка значений функций F и G из уравнений (2.155)–(2.158)
в определяющую систему (2.113) и дальнейшее исследование соответ-
ствующих систем привели к таким результатам.

1. Если в уравнении (2.155) k 6= 0, 2, β 6= k − 1
k − 2

или k = 2, β 6= 5
4
,

то реализация 2A1
2.2 является максимальной алгеброй инвариантности

этого уравнения.

Если же в (2.155) k = 2, β = 5
4
, то максимальной алгеброй инвари-

антности этого уравнения является пятимерная алгебра Ли операто-
ров симметрии. Ее базис составляют базисные операторы реализации
2A1

2.2 (k = 2) и оператор 4xu∂x − u2∂u. Но несложно убедиться, что
эта алгебра Ли изоморфна алгебре sl(2,R)⊕A2.2 и замена переменных

t = t, x = u, v = α|x|
1
4 , α 6= 0,

2.3. Групповая классификация уравнений 265

сводит ее базисные операторы к операторам, которые составляют ба-
зис реализации sl(2,R)⊕L2.1, где sl(2,R) — реализация (2.133), L2.1 =
= 〈4t∂t + u∂u, ∂t〉. Следовательно, уравнение (2.155), где k = 2, β =

= 5
4
, эквивалентно полученному выше уравнению, которое сводится

к нелинейному уравнению теплопроводности из классификации Л.В.
Овсянникова [47].

Наконец, если в (2.155) k 6= 0, 2 и β =
k − 1
k − 2

, то данное уравнение

преобразованиями из группы E сводится к уравнению вида (2.153).

2. Если в уравнении (2.156) β 6= −2, то реализация 2A2
2.2 являет-

ся максимальной алгеброй инвариантности этого уравнения. Если же
β = −2, то максимальная алгебра инвариантности данного уравнения
является пятимерной алгеброй Ли операторов симметрии

〈∂t,−xu∂u, x2∂x + ln |x2u|xu∂u, 2t∂t + 2u∂u − x∂x, t∂t + u∂u〉.

Но замена переменных

t = t, x = −x−1, v = x−1 ln |u| + 2x−1(1 + ln |x|)

сводит такое уравнение к уравнению

vt = exp(vx)vxx,

которое принадлежит классу уравнений (2.153).

3. Реализация 2A3
2.2 (k 6= 0, 1) является максимальной алгеброй

симметрии уравнения (2.157), если ε = 1. Если же в этом уравне-
нии ε = 0, то его максимальной алгеброй инвариантности является
пятимерная алгебра Ли операторов симметрии

2A3
2.2 (k 6= 0, 1) ⊂+ 〈|t|

1+k

k−1 ∂t〉.

Но замена переменных

t = 1
2
(1 − k)|t|

2

1−k , x = x, v = u

сводит это уравнение к уравнению

vt = ±|vx|
2k

1−k vxx,

которое принадлежит к уравнениям вида (2.153).
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4. Реализация 2A4
2.2 является максимальной алгеброй инвариант-

ности уравнения (2.158).
Рассмотрение случая алгебры A3.3 ⊕ A1 показало, что в рамках

сформулированной задачи эта алгебра не имеет реализаций в классе
операторов (2.112). Для алгебры A3.5 ⊕ A1 мы получили реализацию
A2

3.5 ⊕ 〈∂x〉, но соответствующее инвариантное уравнение

ut = u−1
x uxx

принадлежит классу уравнений (2.153). Исследование случая алгебры
A3.7 ⊕A1 привело к уравнению

ut = u−2
x uxx + u−1

x ,

которое заменой переменных (2.119) сводится к уравнению, эквива-
лентному линейному уравнению теплопроводности.

Для остальных разложимых четырехмерных алгебр Ли мы по-
лучили еще восемь неэквивалентных реализаций, которые являют-
ся максимальными алгебрами инвариантности нелинейных уравнений
вида (2.111). Сведенный результат групповой классификации неэкви-
валентных нелинейных уравнений вида (2.111), максимальными алге-
брами инвариантности которых являются четырехмерные разложимые
разрешимые алгебры Ли операторов симметрии, представлен в табли-
це 2.8.

Как и в предыдущем параграфе изучение реализаций неразло-
жимых четырехмерных разрешимых алгебр Ли проводим дополне-
нием известных реализаций трехмерных разрешимых алгебр Ли
A3 = 〈e1, e2, e3〉 оператором e4 вида (2.112) по такой схеме: A4.i =
= A3.1 +⊃ 〈e4〉 (i = 1, . . . , 6), A4.i = A3.3 +⊃ 〈e4〉 (i = 7, 8, 9), A4.10 =
= A3.5 +⊃ 〈e4〉.

Поскольку существует одна реализация алгебры A3.1, которая яв-
ляется максимальной алгеброй инвариантности уравнения

ut = F (ux)uxx +G(ux), (2.159)

то реализации алгебр A4.i (i = 1, . . . , 6) могут быть алгебрами ин-
вариантности только нелинейных уравнений, которые принадлежат к
уравнениям вида (2.159).

Непосредственные вычисления показали, что в рамках сформули-
рованной задачи алгебра A4.1 не имеет реализаций. Для остальных
алгебр из рассматриваемого класса мы, изъяв из рассмотрения слу-
чаи, когда инвариантные уравнения эквивалентны уравнению (2.153),
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получили семь реализаций, которые являются максимальными алге-
брами инвариантности нелинейных уравнений вида (2.111):

A1
4.2 = A1

3.1 +⊃ 〈qt∂t + x∂x + (u+ x)∂u〉 (q 6= 0, 1);

A2
4.2 = A1

3.1 +⊃ 〈t∂t + (t+ x)∂x + qu∂u〉 (q 6= 0, 1);

A1
4.3 = A1

3.1 +⊃ 〈t∂t + x∂u〉;
A2

4.3 = A1
3.1 +⊃ 〈t∂x + u∂u〉;

A1
4.4 = A1

3.1 +⊃ 〈t∂t + (t+ x)∂x + (x + u)∂u〉;
A1

4.5 = A1
3.1 +⊃ 〈t∂t + px∂x + qu∂u〉 (p < q, p · q 6= 0; p, q, 6= 1);

A1
4.6 = A1

3.1 +⊃ 〈qt∂t + (px+ u)∂x + (pu− x)∂u〉 (q 6= 0; p > 0).

Таблица 2.8
Инвариантность уравнений вида (2.111) относительно
разложимых четырехмерных разрешимых алгебр Ли

операторов симметрии

Алгебра F G

2A1
2.2, (k 6= 0, 2) |x|1−k|ux|−k β|x|−k|ux|1−k, β 6= k − 1

k − 2

2A1
2.2 (k = 2) x−1u−2

x βx−2u−1
x , β 6= 5

4

2A2
2.2 x2u−1 expω

(β − ω2) expω,

ω = xu−1ux, β 6= −2

2A3
2.2 (k 6= 0, 1) ±|t|

k+1

1−k |ux|
2k

1−k |t|
k

1−k |ux|
1

1−k

2A4
2.2 λt, λ 6= 0 ux ln |tux|

A2
3.4 ⊕ 〈∂x〉 u−1

x ln |ux|
A4

3.4 ⊕ 〈∂t〉 u−2
x exp(2u−1

x ) ux exp(u−1
x )

A2
3.6 ⊕ 〈∂x〉 ux u2

x

A4
3.6 ⊕ 〈∂t〉 u−1

x

9

|ux|
A2

3.7 ⊕ 〈∂x〉 (q 6= 0,±1, 2) |ux|−q |ux|1−q

A4
3.7 ⊕ 〈∂t〉 (0 < |q| < 1) |ux|

2
q−1 |ux|

q

q−1

A2
3.8 ⊕ 〈∂t〉 (1 + u2

x)−1
√

1 + u2
x

A2
3.9 ⊕ 〈∂t〉 (q > 0)

exp(−2q arctanux)

1 + u2
x

√
1 + u2

x exp(−q arctanux)
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Соответствующие значения функций F и G в инвариантных урав-
нениях представлены в таблице 2.9. Там же мы указали и уравне-
ние (2.153), максимальной алгеброй инвариантности которого для про-
извольных значений функции F является такая реализация алгебры

A4.5 (p = q = 1
2
):

A2
4.5 = A1

3.1 +⊃ 〈t∂t + 1
2
x∂x + 1

2
u∂u〉.

Как было подчеркнуто выше, рассмотрение реализаций алгебр A4.i

(i = 7, 8, 9) мы проводили дополнением известных реализаций алге-
бры A3.3 оператором e4 вида (2.112). При этом при рассмотрении из-
вестных реализаций алгебры A3.3 = 〈e1, e2, e3〉 мы учитывали такой
изоморфизм для этой алгебры: e1 → e1, e2 → −e3, e3 → e2.

Исследования для алгебр A4.7 и A4.9 привели к трем неэквива-
лентным реализациям

A1
4.7 = A1

3.3 +⊃ 〈t∂t + (x− t)∂x +

(

2u− 1
2
t2
)

∂u〉,

A2
4.7 = A2

3.3 +⊃ 〈−∂t + x∂x + 2u∂u〉,

A1
4.9 = A2

3.3 +⊃ 〈−(1 + t2)∂t+ (q − t)x∂x+

(

2qu− 1
2
x2

)

∂u〉 (q > 0),

которые являются максимальными алгебрами инвариантности нели-
нейных уравнений вида (2.111). Значения функций F и G в этих
уравнениях представлены в таблице 2.9.

Рассмотрение алгебры A4.8 привело к четырем неэквивалентным
реализациям, которые являются алгебрами инвариантности нелиней-
ных уравнений вида (2.111):

A1
4.8 = A1

3.3 +⊃ 〈t∂t + qx∂x + (1 + q)u∂u〉 (q ∈ R),

A2
4.8 = A1

3.3 +⊃ 〈t∂t + k∂x + u∂u〉 (k 6= 0),

A3
4.8 = A1

3.3 +⊃ 〈x∂x + u∂u + k−1(∂t + x∂u)〉 (k 6= 0),

A4
4.8 = A2

3.3 +⊃ 〈(1 − q)t∂t + x∂x + (1 + q)u∂u〉 (|q| 6= 1).

Реализации A2
4.8, A

4
4.8 являются максимальными алгебрами ин-

вариантности соответствующих нелинейных уравнений вида (2.111),
значения функций F и G для которых представлены в таблице 2.9.

Для реализации A1
4.8 с точностью до эквивалентности инвариант-

ное уравнение имеет вид

ut = λ|ux|2q−1uxx + x+ ε|ux|q, (2.160)
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Таблица 2.9
Инвариантность уравнения (2.111) относительно неразложимых
четырехмерных разрешимых алгебр Ли операторов симметрии

Алгебра F G

A1
4.2 exp(2 − q)ux exp(1 − q)ux, q 6= 0, 1

A2
4.2 |ux|

1
q−1 (1 − q)−1ux ln |ux|, q 6= 0, 1

A1
4.3 exp(−ux) exp(−ux)

A2
4.3 1 −ux ln |ux|

A1
4.4 expux −1

2
u2

x

A1
4.5 |ux|

2p−1

q−p |ux|
q−1

q−p , p < q, p · q 6= 0, p, q 6= 1

A2
4.5 F̃ (ux) 0

A1
4.6

exp[(q − 2p) arctan ux]

1 + u2
x

√
1 + u2

x exp[(q − p) arctanux],
q 6= p, p

�

0

A1
4.7 λux, λ 6= 0 x+ ux ln |ux|

A2
4.7 ± exp(−2t) −1

2
u2

x

A1
4.8 (q 6= −1

2
) ±|ux|2q−1 x

A1
4.8 (q 6= 0, 1) λ|ux|2q−1, λ 6= 0 x+ |ux|q

A2
4.8 λ|ux|−1, λ 6= 0 x− k ln |ux|, k 6= 0

A3
4.8 ± exp(2kux) x+ exp(kux), k 6= 0

A4
4.8 (|q| 6= 1) |t|

1+q

1−q −1
2
u2

x

A1
4.9 (q > 0) ± exp(−2q arctan t) ∓ t exp(−2q arctan t)

1 + t2
− 1

2
u2

x

A1
4.10

exp(2k arctanux]

1 + u2
x

β|t|−
1
2
√

1 + u2
x exp(k arctan ux),

k

�

0, β 6= 0

где если q = 0, 1, то ε = 0, λ = ±1, а когда q 6= 0, 1, то или ε = 0,
λ = ±1, или ε = 1, λ 6= 0.

Дальнейшее исследование уравнения (2.160) показало, что для q 6=
6= −1

2
реализация A1

4.8 является его максимальной алгеброй инвари-

антности. Если же q = −1
2
, то замена переменных (2.119) сводит

уравнение (2.160) к уравнению

vt = λvxx − vvx,

которое является известным уравнением Бюргерса.



270 Глава 2. Групповая классификация уравнений

В случае реализации A3
4.8 инвариантное уравнение имеет вид

ut = ± exp(2kux)uxx + x+ ε exp(kux), k 6= 0, ε = 0, 1.

Если ε = 1, то реализация A3
4.8 является максимальной алгеброй ин-

вариантности этого уравнения. Если же ε = 0, то замена переменных

t = 1
2k
e2kt, x = −x, v = −2ku+ 2ktx, k 6= 0,

сводит данное уравнение к уравнению

vt = ± exp(vx)vxx,

которое принадлежит к уравнениям класса (2.153).
Наконец, проведя дополнение реализаций алгебры A3.5 = 〈e1,e2,e3〉

оператором e4 вида (2.112), мы получили такую реализацию алгебры
A4.10

A1
4.10 = A3

3.5 +⊃ 〈2kt∂t + u∂x − x∂u〉, k > 0,

которая является максимальной алгеброй инвариантности уравнения

ut =
exp(2k arctanux)

1 + u2
x

uxx + β|t|−
1
2
√

1 + u2
x exp(k arctanux),

k > 0, β 6= 0.

Полный перечень неэквивалентных уравнений вида (2.111), макси-
мальными алгебрами инвариантности которых являются неразложи-
мые четырехмерные разрешимые алгебры Ли операторов симметрии,
представлен в таблице 2.9.

Для завершения групповой классификации нелинейных уравнений
вида (2.111) нам остается провести анализ уравнений, алгебрами ин-
вариантности которых являются пятимерные алгебры Ли операторов
симметрии. Выше мы получили два таких уравнения, алгебры инва-
риантности которых являются полупрямыми суммами полупростой и
разрешимой алгебр Ли. В соответствии с классификацией [4,6] име-
ется еще три уравнения вида (2.153), алгебры инвариантности кото-
рых являются пятимерными разрешимыми алгебрами Ли операторов
симметрии:

A1
5 = A2

4.5 +⊃ 〈t∂t − x∂u〉;
A2

5 = A2
4.5 +⊃ 〈nt∂t − u∂u〉, (n > −1, n 6= 0);

A3
5 = A2

4.5 +⊃ 〈nt∂t + u∂x − x∂u〉, (n > 0).
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При этом алгебры Ai5 (i = 1, 2, 3) попадают в разные классы неразло-
жимых пятимерных разрешимых алгебр Ли из известной классифи-
кации пятимерных разрешимых алгебр Ли [43]:

A2
5 ∼ A5.34 (p = 2), A3

5 ∼ A5.33 (p = 2 + n, q = −n),

A4
5 ∼ A5.35 (p = 2, q = n).

Следовательно, соответствующие им инвариантные уравнения явля-
ются неэквивалентными. В таблицу 2.10 мы поместили перечень нели-
нейных уравнений вида (2.111), максимальными алгебрами инвариант-
ности которых являются пятимерные разрешимые алгебры Ли.

Таблица 2.10
Инвариантность уравнения (2.111) относительно пятимерных

разрешимых алгебр Ли операторов симметрии

Алгебра F G

A1
5 expux 0

A2
5 un

x , n

� −1, n 6= 0 0

A3
5

exp(n arctanux)

1 + u2
x

, n

�

0 0

Проведенные выше исследования позволяют сделать такие выводы.
С точностью до эквивалентности среди нелинейных уравнений ви-

да (2.111) самые высокие симметрийные свойства имеют 35 уравнений,
максимальными алгебрами инвариантности которых являются четы-
рехмерные алгебры Ли операторов симметрии, и 5 уравнений, макси-
мальными алгебрами инвариантности которых являются пятимерные
алгебры Ли операторов симметрии. При этом последние 5 уравне-
ний исчерпываются известными в математической физике уравнени-
ем Бюргерса, нелинейным уравнением теплопроводности из извест-
ной классификации [47] и тремя уравнениями нелинейной фильтра-
ции [4,6].

В завершение параграфа предлагаем для самостоятельного решения такие
задания.

Задание 2.6. В работе [139] с использованием классических методов
рассматривалась задача групповой классификации уравнения

utt = f(x, ux)uxx + g(x, ux).

Было показано, что в случае произвольного значения функций f и g данное
уравнение допускает трехпараметрическую группу инвариантности, которая
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генерируется операторами

v1 = ∂t, v2 = ∂u, v3 = t∂u.

Далее, с использованием однопараметрических подгрупп конечнопараметри-
ческой группы преобразований эквивалентности (которая сама является под-
группой полной бесконечнопараметрической группы эквивалентности) данно-
го уравнения была найдена последовательность спецификаций функций f и g,
при которых уравнение допускает один дополнительный оператор симметрии.

Используя новый подход к групповой классификации, описать все урав-
нения указанного вида, которые инвариантны относительно четырехмерных
разрешимых алгебр Ли операторов симметрии.

Заметим, что операторы v1, v2, v3 составляют базис алгебры Ли, которая
изоморфна алгебре A3.3 (алгебре Вейля). Поэтому для решения задачи нужно
выполнить первый шаг алгоритма, а затем с точностью до эквивалентности
описать реализации тех четырехмерных разрешимых алгебр Ли, которые со-
держат алгебру A3.3 как подалгебру.

Задание 2.7. В работе [141] проведена групповая классификация одно-
мерного волнового уравнения

utt +K(u)ut = (F (u)ux)x +H(u)ux, F (u) 6= 0.

Там, в частности, было показано, что в случае произвольных значений функ-
ций K, F , H данное уравнение допускает двухпараметрическую группу ин-
вариантности, которая генерируется операторами

v1 = ∂t, v2 = ∂x.

Провести групповую классификацию данного уравнения в новом подходе и
сравнить результат классификации с полученным в [141].

2.4. Симметрийная редукция и точные решения
нелинейных уравнений эволюционного типа

В этом параграфе мы используем известные симметрийные свой-
ства нелинейных уравнений вида (2.37) и (2.111) для построения их
точных решений. Рассмотрению подлежат те из уравнений, алгебры
инвариантности которых имеют размерность выше чем 3 (то есть урав-
нения, правые части которых не содержат произвольные функции).

Отметим, что интерес к построению инвариантных решений нели-
нейных уравнений вызван, в частности, тем, что важные классы таких
решений (например, автомодельные решения [46]) являются инвари-
антными относительно определенных классов групп локальных пре-
образований.
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Также довольно часто известные решения важных для разных
приложений уравнений являются как раз инвариантными решения-
ми. Проиллюстрируем это на примере известного в теории фильтра-
ции [11, 56] уравнения Буссинеска

ht = km−1(hhx)x. (2.161)

Здесь k — коэффициент фильтрации, m — пористость почвы, h =
= h(t, x) — напор в момент времени t в сечении, определяемый аб-
сциссой x.

Первое точное решение уравнения (2.161) было получено Буссине-
ском [103], который для решения задачи с краевыми условиями

h(t, 0) = 0, hx
∣

∣

x=L
= 0

использовал метод Фурье и искал решения в виде

h = T (t)X(x).

Найденное Буссинеском решение имеет вид

h =
H0F (ξ)

1 +
3b2kH0

2m2
t

, (2.162)

где H0 — известная постоянная, ξ = x
L
,

b =

1
∫

0

λdλ√
1 − λ3

= 1
3
B

(

2
3
, 1
2

)

≈ 0,86236,

F (ξ) — обращение равенства

ξ = 1
b

F
∫

0

λdλ√
1 − λ3

.

Оно характеризует так называемый “упорядоченный режим” Бусси-
неска и соответствует неустановившемуся притоку почвенных вод в
дренажную галерею (x = 0) с напором на контуре, который равен
нулю, в водоносном пласте ширины L и максимальной высоты H0,
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который расположен на горизонтальном водоупоре и ограничен вер-
тикальной водонепроницаемой стенкой x = L (hx|x=L = 0). При этом
уравнение начальной свободной поверхности имеет вид h = H0F (ξ).

Решение (2.162) соответствует и задаче о неустановившемся прито-
ке почвенных вод к бесконечному ряду дренажных галерей, которые
лежат на горизонтальном водоупоре, для специального вида поверх-
ности дисперсии [56].

Решение уравнения (2.161) типа мгновенного источника

h = m
6kt





(

9kt
m

)

2
3
− x2



 , 0 6 x 6

(

9kt
m

)

2
3

= l (2.163)

получил Баренблатт [11].
Соколов [69] рассматривал обобщенное уравнение Буссинеска для

случая двух пространственных переменных (h = h(t, x, y)):

ht = 1
2
a2
[

(

h2
)

xx
+
(

h2
)

yy

]

, a2 = k
m. (2.164)

Он построил такие частные решения уравнения (2.164):

h = − (x− x0)
2 + (y − y0)

2

8a2(t− t0)
+ C|t− t0|

1
2 , (2.165)

h+H0 ln |1 − hH−1
0 | = Ax+By + a2(A2 +B2)t+ C, (2.166)

h = Ax+By + a2(A2 +B2)t+ C, (2.167)

где H0, A, B, C — произвольные постоянные интегрирования, H0 6= 0.
Соколов также уточнил решение

h = m
8kt

(

4

√

kt
πm − r2

)

, 0 6 r 6 2

(

kt
πm

)

1
4

= l, (2.168)

h = 0, r > l,

уравнения Буссинеска

ht = a2

2r

[

r
(

h2
)

r

]

r
,

которое соответствует осесимметрическому движению почвенных
вод. Решение (2.168) было получено в [11] и приведено в [56] в невер-
ном виде.
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Заметим, что решение (2.168) получается из решения (2.165), в ко-
тором положено

t0 = 0, (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2, C = 1
2

√

m
πk
.

Также в [69] были получены известные [11] решения уравнения
(2.161). А именно, решение (2.163) и решения

h = H0 ln |1 − hH−1
0 | = A1x+ a2A2

1t+ C,

h = A1x+ a2A2
1t+ C,

где H0, A1, C — произвольные постоянные интегрирования, H0 6= 0,

a2 = k
m .

Отметим, что перечисленные выше решения были получены
без явного использования симметрийных свойств уравнений (2.161)
и (2.164).

Более того, впервые симметрийные свойства одномерного уравне-
ния Буссинеска были исследованы Овсянниковым при групповой клас-
сификации нелинейного уравнения теплопроводности [47]. Симметрия
двух- и трехмерного уравнения Буссинеска была исследована Дород-
ницыным, Князевой и Свирщевским [22]. Серова [68] рассматривала
уравнение

ut = F (u)∆u (2.169)

в пространстве n + 1 независимых переменных t, x1, . . . , xn. В част-
ности, частным случаем уравнения (2.169) для F = λ

√
u является

уравнение

ut = λ
√
u∆u, λ 6= 0, (2.170)

к которому сводится n-мерное уравнение Буссинеска

vt = 1
2
λ∆v2, λ 6= 0,

локальной заменой u = v2.
В работе [68] с использованием метода симметрийной редукции

был построен ряд точных решений уравнения (2.170).
Систематическое рассмотрение симметрийной редукции трехмер-

ного уравнения Буссинеска к обыкновенным дифференциальным
уравнениям проведено в статье [96].
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Отметим, что, как это следует из результатов работ [68, 96], все
известные точные решения уравнения Буссинеска (полученные Бусси-
неском, Баренблаттом и Соколовым) являются инвариантными реше-
ниями. Так, решение (2.162) получается как результат редукции урав-
нения (2.161), которая соответствует оператору симметрии t∂t − h∂h.
Решения (2.163), (2.165)–(2.167) совпадают (с точностью до обозначе-
ния постоянных) с инвариантными решениями, которые можно найти
в [96].

Заметим также, хотя это и выходит за пределы исследований, что
к особому прогрессу в построении точных решений уравнения Бус-
синеска не привело и использование неклассических (Q-условных)
симметрий этого уравнения (подробное рассмотрениеQ-условной сим-
метрии дифференциальных уравнений можно найти в [89]). Проблема
существования неклассических симметрий уравнения Буссинеска для
разных размерностей изучалась в работах [66,67]. Там были найдены
новые (нелиевские) операторы симметрии этого уравнения, но соот-
ветствующая им симметрийная редукция привела к инвариантным (в
классическом смысле Ли) решениям уравнения Буссинеска.

Позже, в работе [188] было показано, что решение проблемы по-
строения новых операторов симметрии для уравнений эволюционного
типа

ut = F (t, x, u, ux, uxx) (2.171)

конструктивно в классе операторов

Q = ∂t +A(t, x, u)∂x +B(t, x, u)∂u. (2.172)

В классе же операторов

Q = ∂x +B(t, x, u)∂u

(именно такие операторы рассматривались в работе [66]) задача
построения новых операторов симметрии уравнения (2.171) эквива-
лентна задаче получения новых точных решений этого уравнения.
А уравнение Буссинеска, которое является частным случаем уравне-
ния (2.171), в классе операторов (2.172) допускает только операто-
ры классической симметрии. Вместе с тем необходимо отметить, что
не следует ограничиваться при рассмотрении Q-условной симметрии
уравнений вида (2.171) только классом операторов (2.172). Как по-
казывает практика, рассмотрение другого класса операторов также
часто приводит к существенно новым решениям исследуемых уравне-
ний.
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Исходя из сказанного выше, видим, что использование симмет-
рийных методов исследования уравнений в частных производных для
построения их точных решений остается актуальным и сегодня (в
особенности это имеет место для нелинейных уравнений).

Перейдем теперь к построению инвариантных решений нелиней-
ных уравнений вида (2.37).

2.4.1. Симметрийная редукция и построение точных решений
уравнений вида (2.37)

Процедура симметрийной редукции дифференциальных уравнений
в частных производных, которые имеют нетривиальные алгебры ин-
вариантности, предусматривает наличие оптимального перечня подал-
гебр некоторой размерности данной алгебры Ли операторов симмет-
рии. Классификация подалгебр действительных алгебр Ли невысо-
кой размерности с точностью до сопряженности, которую определяют
действия групп внутренних автоморфизмов этих алгебр, проведена
в [160]. Поскольку здесь мы рассматриваем задачу симметрийной ре-
дукции дифференциальных уравнений с двумя независимыми пере-
менными к обычным дифференциальным уравнениям, то для редук-
ции нужно использовать одномерные подалгебры алгебр Ли опера-
торов симметрии исследуемых уравнений. При этом эти подалгебры
должны удовлетворять необходимым условиям существования редук-
ции, которые в нашем случае сводятся к выполнению условия

|τ | + |ξ| 6= 0 (2.173)

в некоторой области пространства V для данного оператора симмет-
рии вида (2.38). Следовательно, используя перечни одномерных под-
алгебр из [160], мы, прежде всего, отбираем те из подалгебр, которые
удовлетворяют условию (2.173).

Далее, поскольку наибольший интерес в разных приложениях име-
ют решения, определенные в области, где t > 0, x > 0, мы здесь огра-
ничиваемся рассмотрением именно таких решений. Это, кроме того,
несколько упрощает вид исследуемых уравнений и соответствующие
вычисления.

Рассмотрим подробно симметрийную редукцию первого уравнения
из таблицы 2.3, которое для t > 0, x > 0 принимает такой вид:

ut = uxx +
λux

4
√
t
ln |tu2

x| +
βux√
t
, λ 6= 0, β ∈ R. (2.174)
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Максимальной алгеброй инвариантности этого уравнения является
реализация

2A1
2.2 = 〈−2t∂t − x∂x, ∂x,−u∂u + λ

√
t∂x, ∂u〉 (λ 6= 0).

В соответствии с результатами классификации [160] одномерные
подалгебры алгебры

2A2.2 = 〈e1, e2〉 ⊕ 〈e3, e4〉 ([e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4)

исчерпываются такими алгебрами: 〈e2〉, 〈e4〉, 〈e3〉, 〈e1 +αe3〉, 〈e1 +εe4〉,
〈e2 + εe4〉, 〈e2 + εe3〉 (α ∈ R, ε = ±1). Поскольку в данном случае

e1 = −2t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 = −u∂u + λ
√
t∂x, e4 = ∂u,

то условию (2.173) удовлетворяют все подалгебры, кроме 〈e4〉.
Алгебра 〈e2〉. Поскольку e2 = ∂x, то уравнение e2 · F (t, x, u) = 0

имеет два решения ω1 = u, ω2 = t. Поэтому соответствующий анзац
ω1 = ϕ(ω2), где ϕ — произвольная дважды непрерывно дифференци-
руемая функция своего аргумента, имеет вид

u = ϕ(t)

и сводит уравнение (2.174) к уравнению

ϕ′ = 0,

общее решение которого

ϕ = C = const

приводит к тривиальному решению исследуемого уравнения:

u = C.

В дальнейшем мы будем исключать из исследования и те одномер-
ные подалгебры алгебр Ли операторов симметрии исследуемых урав-
нений, соответствующая которым симметрийная редукция приводит к
тривиальным решениям.

Алгебра 〈e3〉. Здесь e3 = −u∂u + λ
√
t∂x, поэтому решением урав-

нения e3 · F (t, x, u) = 0 являются функции ω1 = u exp

(

x

λ
√
t

)

, ω2 = t,

поэтому соответствующий анзац имеет вид

u = ϕ(t) exp

(

− x

λ
√
t

)
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и сводит уравнение (2.174) к уравнению

ϕ′ = 1
2t

[A− ln |ϕ|]ϕ, A = λ−2[2 + λ2 ln |λ| − 2λβ].

Полученное уравнение легко интегрируется:

ϕ = ± exp
(

A+ Ct−1/2
)

, C ∈ R, C 6= 0,

и приводит к такому инвариантному решению уравнения (2.174):

u = ± exp

[

λ−2(2 + λ2 ln |λ| − 2λβ) +
C − λ−1x√

t

]

,

C ∈ R, C 6= 0, λ 6= 0, β ∈ R.

Алгебра 〈e1〉. Здесь e1 = −2t∂u − x∂x является инфинитезималь-
ным оператором однопараметрической группы растяжений простран-
ства независимых переменных. Согласно [46] таким операторам соот-
ветствуют автомодельные решения. Проведя стандартные вычисления,
получаем, что инвариантный анзац имеет вид

u = ϕ(ω), ω = tx−2,

а соответствующее редуцированное уравнение

4ω2ϕ′′ +
[

6ω − 1 − λ
√
ω ln 2 −

− 3
2
λ
√
ω lnω − 2β

√
ω − λ

√
ω ln |ϕ′|

]

ϕ′ = 0

явно допускает понижение порядка на единицу.
С другой стороны, нормализатор алгебры 〈e1〉 в алгебре 2A2.2 сов-

падает с алгеброй 〈e1, e3, e4〉, нетривиальной частью которой является
двухмерная алгебра Ли 〈e3, e4〉. Поэтому редуцированное уравнение
гарантировано допускает двухпараметрическую группу инвариантно-
сти. В групповом анализе дифференциальных уравнений хорошо из-
вестно, что обыкновенное дифференциальное уравнение, которое до-
пускает двухпараметрическую группу инвариантности, интегрируется
в квадратурах. Кратко остановимся на этом вопросе (более подробную
информацию можно найти, например, в [32, 55, 138]), а потом воз-
вратимся к рассмотрению симметрийной редукции уравнения (2.174).



280 Глава 2. Групповая классификация уравнений

Заметим также, что приведенная ниже схема интегрирования обыкно-
венных дифференциальных уравнений второго порядка, которые до-
пускают двухпараметрические группы преобразований, принадлежит
С. Ли [152].

Итак, пусть обыкновенное дифференциальное уравнение второго
порядка

y′′ = f(x, y, y′), y = y(x), (2.175)

допускает двухмерную алгебру Ли с базисными операторами вида

v1 = ξ2∂1 + η1∂y, v2 = ξ2∂x + η2∂y, (2.176)

где ξi = ξi(x, y), ηi = ηi(x, y) (i = 1, 2) — некоторые гладкие функции
своих аргументов в пространстве 〈x, y〉.

В основе алгоритма интегрирования уравнения (2.175) лежат ин-
вариантные свойства двухмерной алгебры Ли операторов симмет-
рии (2.176), которые позволяют разбить множество всех таких алгебр
Ли на четыре типа. С одним из таких свойств мы уже встречались:
операторы v1, v2 составляют базис алгебры Ли, изоморфной либо ал-
гебре A2.1 ([v1, v2] = 0), либо алгебре A2.2 ([v1, v2] = v2). Как извест-
но, это свойство инвариантно относительно невырожденной замены
переменных

x̄ = X(x, y), ȳ = Y (x, y),
D(X,Y )

D(x, y)
6= 0. (2.177)

Вместе с операцией коммутирования дифференциальных операто-
ров введем в рассмотрение еще и операцию так называемого псевдо-
скалярного (косого) произведения

v1 ∨ v2 = ξ1η2 − η1ξ2.

Оказывается, что любая двухмерная алгебра Ли путем выбора под-
ходящего базиса v1, v2 сводится к одному из четырех разных типов,
которые исчерпываются такими каноническими структурными соот-
ношениями:

I. [v1, v2] = 0, v1 ∨ v2 6= 0;

II. [v1, v2] = 0, v1 ∨ v2 = 0;

III. [v1, v2] = v2, v1 ∨ v2 6= 0;

IV. [v1, v2] = v2, v1 ∨ v2 = 0.
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Эти структурные соотношения инвариантны относительно замены
(2.177).

Также существуют замены переменных (2.177), которые, в соот-
ветствии с указанными типами двухмерных алгебр Ли, сводят базисы
этих алгебр Ли к одному из таких:

I. v1 = ∂x̄, v2 = ∂ȳ;

II. v1 = ∂ȳ, v2 = x̄∂ȳ;

III. v1 = −x̄∂x̄ − ȳ∂ȳ, V2 = ∂ȳ;

IV. v1 = −ȳ∂ȳ, v2 = ∂ȳ.

Соответствующие переменные x̄, ȳ называются каноническими пе-
ременными.

Если уравнение (2.175) допускает двухмерную алгебру Ли опера-
торов симметрии первого типа, то в канонических переменных оно
принимает вид

ȳ′′ = g(ȳ′)

и легко интегрируется в квадратурах:
∫

dȳ′

g(ȳ′)
= x̄+ C1,

или явным образом ȳ′ = ϕ(x̄+ C1), откуда

ȳ =

∫

ϕ(x̄ + C1)d(x̄ + C1) + C2,

где C1, C2 — произвольные постоянные интегрирования.
Уравнение (2.175), которое инвариантно относительно двухмерной

алгебры Ли операторов симметрии второго типа, в канонических пе-
ременных имеет вид

ȳ′′ = g(x̄)

и интегрируется двумя квадратурами

ȳ =

∫ (∫

g(x̄)dx̄

)

dx̄+ C1x̄+ C2.

Уравнение (2.175), которое инвариантно относительно двухмерной
алгебры Ли операторов симметрии третьего типа, в канонических пе-
ременных имеет вид

ȳ′′ = 1
x̄
g(ȳ′)
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и также решается двумя квадратурами

∫

dȳ′

g(ȳ′)
= ln |x̄| + C1.

Наконец, для уравнения (2.175), которое инвариантно относитель-
но двухмерной алгебры Ли операторов симметрии четвертого типа,
преобразованное уравнение

ȳ′′ = g(x̄)ȳ′

имеет общее решение

ȳ = C1

∫

exp

(∫

g(x̄)dx̄

)

dx̄+ C2.

Возвратимся теперь к рассмотрению симметрийной редукции
уравнения (2.174). Из сказанного выше следует, что в результате ре-
дукции, соответствующей алгебре 〈e1〉, мы получили уравнение, ко-
торое может быть проинтегровано в квадратурах. Но для этого мы
должны найти второй оператор симметрии редуцированного уравне-
ния (один оператор очевиден — ∂ϕ), определить тип алгебр инвари-
антности, найти канонические переменные, записать редуцированное
уравнение в канонических переменных и, наконец, проинтегрировать
его.

Чтобы избежать выполнения ряда указанных выше шагов, осу-
ществим построение анзаца, соответствующего алгебре 〈e1〉, который
сразу будет редуцировать уравнение (2.174) к обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению, записанному в канонических переменных.

Для этого найдем замену переменных

ω̄ = W(ω), ū = u, ω = tx−2, (2.178)

которая сводит операторы e3, e4, составляющие базис алгебры A2.2

и удовлетворяющие условию e3 ∨ e4 6= 0, к виду

e3 → ē3 = −ū∂ū − ω̄∂ω̄ , e4 → ē4 = ∂ū.

Поскольку

∂u
(2.178)→ ∂ū, −u∂u + λ

√
t∂x

(2.178)→ −ū∂ū − 2λω
3
2 W′∂ω̄,
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то функция W в (2.178) должна удовлетворять уравнению

2λω
3
2 W′ = W, W 6= 0.

Отсюда следует, что в (2.178) можем положить

W = exp

(

−λ−1ω
− 1

2

)

= exp

(

− x

λ
√
t

)

.

Согласно этому, построение соответствующего оператору e1 ан-
заца осуществляем в пространстве переменных 〈u, ω〉, где ω =

= exp

(

− x

λ
√
t

)

, и приходим к такой подстановке:

u = ϕ(ω), ω = exp

(

− x

λ
√
t

)

. (2.179)

Анзац (2.179) сводит уравнение (2.174) к уравнению

ωϕ′′ =

[

1
2
λ2 ln |ϕ′| +A

]

ϕ′, A = λβ − 1 − 1
2
λ2 ln |λ|. (2.180)

Уравнение (2.180) легко интегрируется, и его общее решение имеет
вид

ϕ = ±
∫

exp

[

C1ω
λ2

2 − 2λ−2A

]

dω + C2, C1 6= 0, C2 ∈ R.

В соответствии с этим искомое автомодельное решение уравнения
(2.174) таково:

u = ±
∫

exp

[

C1ω
λ2

2 − 2λ−2A

]

dω + C2, ω = exp

(

− x

λ
√
t

)

,

A = λβ − 1 − 1
2
λ2 ln |λ|, λC1 6= 0, β, C2 ∈ R.

Алгебра 〈e1 +αe3〉 (α 6= 0). Здесь нормализатор алгебры содержит
нетривиальную одномерную подалгебру 〈e1 −αe3〉. Поэтому, подобрав

в пространстве 〈ut−
α
2 , x√

t
+ αλ

2
ln t〉 функций, инвариантных относи-

тельно оператора e1+αe3, новые переменные ū, ω так, чтобы оператор
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e1 − αe3 сводился к оператору ∂ω , получаем анзац

u = exp

(

− x

λ
√
t

)

ϕ(ω), ω = x√
t

+ αλ
2

ln t,

который сводит уравнение (2.174) к уравнению

ϕ′′ − 2
λ
ϕ′ − 1

2
αλϕ′ + 1

λ2
ϕ+

+ λ
2

(

ϕ′ − 1
2
ϕ

)

ln

∣

∣

∣

∣

ϕ′ − 1
λ
ϕ

∣

∣

∣

∣

+ β

[

ϕ′ − 1
λ
ϕ

]

= 0. (2.181)

Уравнение (2.181) не содержит независимой переменной и допускает
понижение порядка на единицу. В общем виде нам его проинтегриро-
вать не удалось, но оно имеет частное решение

ϕ = ±λ exp

[

2(1 − λβ)

λ2

]

,

которому соответствует такое инвариантное решение уравнения
(2.174):

u = ±λ exp

[

− x

λ
√
t

+
2(1− λβ)

λ2

]

.

Алгебра 〈e1 + εe4〉 (ε = ±1). Решив уравнение

(e1 + εe4) · F (t, x, u) = 0,

приходим к анзацу

u = ϕ(ω) − 1
2
ε ln t, ω = tx−2,

который сводит уравнение (2.174) к уравнению

4ω2ϕ′′ +

[

6ω − 1 −
(

λ ln 2 + 2β − 3
2
λ lnω

)√
ω

]

ϕ′ −

− λ
√
ωϕ′ ln |ϕ′| + 1

2
εω−1 = 0,

2.4. Симметрийная редукция и точные решения 285

которое также проинтегрировать в общем виде не удалось. Отметим
только, что это уравнение, как и предыдущее, допускает понижение
порядка на единицу, поскольку не содержит явно функции ϕ.

Алгебра 〈e2 + εe4〉 (ε = ±1). Здесь можно использовать высокую
размерность нетривиальной части нормализатора этой подалгебры в
алгебре 2A2.2. Но и прямая редукция, соответствующая анзацу

u = ϕ(t) + εx,

приводит к уравнению

ϕ′ = ε√
t

(

λ
4

ln t+ β

)

,

которое легко интегрируется и имеет такое общее решение:

ϕ = 1
2
λε
√
t(ln t− 2) + 2εβ

√
t+ C.

Соответствующее инвариантное решение уравнения (2.174) имеет вид

u = 1
2
λε
√
t(ln t− 2) + 2εβ

√
t+ εx+ C,

λ 6= 0, ε = ±1, β, C ∈ R.

Алгебра 〈e2+εe3〉 (ε = ±1). Здесь нетривиальная часть нормализа-
тора подалгебры в алгебре 2A2.2 имеет размерность, равную единице,
а соответствующий оператору e2 + εe3 анзац

u = exp

(

− x

λ
√
t+ ε

)

ϕ(t)

редуцирует уравнение (2.174) к обыкновенному дифференциальному
уравнению первого порядка

ϕ′ = (λ
√
t+ ε)−1 ×

[ (

λ
√
t+ ε

)−1

−

− 1
4
λt

− 1
2 ln

(

t
(

λ
√
t+ ε

)−2

ϕ2

)

− βt
− 1

2
]

ϕ. (2.182)

Уравнение (2.182) инвариантно относительно однопараметрической
группы преобразований с инфинитезимальным оператором (λ

√
t +

+ ε)−1ϕ∂ϕ. Поэтому сведение этого оператора к оператору ∂z, где
z — новая искомая функция переменной t, приводит к подстановке

ϕ = exp[(ε+ λ
√
t)−1z],
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которая преобразует уравнение (2.182) в уравнение

z′ = (ε+ λ
√
t)−1 − 1

4
λt

− 1
2 ln

[

t(ε+ λ
√
t)−2

]

− βt
− 1

2 .

Проинтегрировав последнее уравнение, получаем

z = 2(λ−1 − β)
√
t− 1

2
λ
√
t(ln t− 2) −

− 2ελ−2 ln
∣

∣

∣ε+ λ
√
t
∣

∣

∣+
(

ε+ λ
√
t
)(

ln
∣

∣

∣ε+ λ
√
t
∣

∣

∣− 1
)

+ C,

в соответствии с чем

ϕ = C1

(

ln
∣

∣

∣ε+ λ
√
t
∣

∣

∣− 1
)

×

× exp

√
t
[

4λ(1 − λβ) − λ3(ln t− 2)
]

− 4ε ln
∣

∣ε+ λ
√
t
∣

∣

2λ2
(

ε+ λ
√
t
)

,

C1 6= 0, λ 6= 0, β ∈ R, ε = ±1. (2.183)

Соответствующее инвариантное решение уравнения (2.174) имеет вид

u = exp

(

− x

λ
√
t+ ε

)

ϕ,

где ϕ — функция (2.183).
Далее, аналогично проведена редукция и для остальных уравнений

из таблицы 2.3. При этом, кроме подалгебр, которые не удовлетворя-
ют условию (2.173), мы изъяли из рассмотрения и те, редукция по
которым приводит к тривиальным результатам. Кроме того, все вы-
числения были проведены в области, где t > 0, x > 0. Далее мы не
проводим подробное изложение, а сразу указываем полученные ре-
зультаты с краткими комментариями.

Уравнение

ut = uxx − λux(x+ ln |ux|), λ 6= 0, (2.184)

также 2A2.2-инвариантное уравнение. Поскольку здесь

e1 = ∂x − u∂u, e2 = ∂u, e3 = λ−1∂t, e4 = eλt∂x,

то условиям задачи, которую мы решаем, удовлетворяют такие од-
номерные подалгебры алгебры Ли операторов симметрии: 〈e3〉, 〈e1〉,
〈e1 + αe3〉 (α 6= 0), 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + εe4〉, 〈e2 + εe3〉 (ε = ±1).
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Найденные инвариантные решения уравнения (2.184) приведены в
таблице 2.11. Для тех случаев, когда нам не удалось построить общий
интеграл редуцированного уравнения, в таблице приведены анзац и
соответствующее редуцированное уравнение.

Заметим только, что алгебре 〈e3〉 соответствует стационарное ре-
шение уравнения (2.184). Редукция по алгебрам 〈e1〉, 〈e1 + εe4〉,
〈e2 + εe4〉 приводит к обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям первого порядка, вследствие чего в соответствующее инвариант-
ное решение уравнения (2.184) входит только одна постоянная инте-
грирования. Редуцированные уравнения, соответствующие алгебрам
〈e1 + αe3〉 и 〈e2 + εe3〉, нам проинтегрировать в общем виде не уда-
лось. Отметим только, что они легко сводятся к уравнениям первого
порядка. Первое (ϕ′ = p(ϕ)) — к уравнению

α2pp′ + (λ− 2α)p− λ(αp − ϕ) ln |αp− ϕ| + ϕ = 0,

а второе (ϕ′ = f(x)) — к уравнению

f ′ − λf(x+ ln |f |) − ελ = 0.

Таблица 2.11
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.184)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e3〉 u = ±

@

exp[C1e
λx − x− λ−1]dx+ C2,

λ 6= 0, C1, C2 ∈ �

〈e1〉 u = ± exp[Ceλt − x− λ−1], C ∈ �

, λ 6= 0

〈e1 + αe3〉 u = e−xϕ(ω), ω = αx− λt, αλ 6= 0,
α2ϕ′′ + (λ− 2α)ϕ′ − λ(αϕ′ − ϕ) ln |αϕ′ − ϕ| + ϕ = 0

〈e1 + εe4〉 u = ±|1 + εeλt| exp

: − x+C1e
λt − (1 + λ)εteλt

1 + εeλt
+

+
1 + εeλt ln |1 + εeλt|

λ(1 + εeλt)

;

, λ 6= 0, ε = ±1, C1 ∈ �

〈e2 + εe4〉 u = e−λt[εx− λ−1t− λ−2] +C1, C1λ 6= 0, ε = ±1

〈e2 + εe3〉 u = ελt+ ϕ(x), λ 6= 0, ε = ±1,
ϕ′′ − λϕ′(x+ ln |ϕ′|) − ελ = 0
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Проведем теперь анализ A4.2-инвариантных уравнений из табли-
цы 2.3:

ut = uxx + λ exp(−ux), λ 6= 0, (2.185)

ut = uxx + 2 ln |ux|. (2.186)

Уравнение (2.185) инвариантно относительно реализации A1
4.2, по-

этому здесь

e1 = ∂t, e2 = ∂u, e3 = ∂x, e4 = 2t∂t + x∂x + (u+ x)∂u,

вследствие чего условию задачи симметрийной редукции уравнения
(2.185) удовлетворяют подалгебры 〈e1〉, 〈e4〉, 〈e1 + εe2〉 (ε = ±1),
〈e1 + αe3〉 (α 6= 0).

Алгебре 〈e1〉 соответствует стационарное решение уравнения
(2.185):

u = (x− λ−1C1) ln |C1 − λx| − x+ C2, C1, C2 ∈ R, λ 6= 0.

Рассмотрение редукций, которые соответствуют алгебрам 〈e1+εe2〉
(ε = ±1), 〈e1 + αe3〉 (α 6= 0), привело к двум нестационарным реше-
ниям уравнения (2.185). Они, соответственно, имеют такой вид:

u = εt+

∫

ln[C1e
εx + ελ]dx+ C2, ε = ±1, λ 6= 0, C1, C2 ∈ R,

u = ϕ(ω), ω = x− αt,

где функция ϕ определяется равенством

∫

eϕ
′

dϕ′

α−1λ+ ϕ′eϕ
′

= −αω + C1, αλ 6= 0, C1 ∈ R.

Наконец, анзац

u = xϕ(ω) + x ln |x|, ω = tx−2,

который мы получили при рассмотрении алгебры 〈e4〉, редуцирует
уравнение (2.185) к уравнению

4ω2ϕ′′ + (2ω − 1)ϕ′ + 1 + exp(2ωϕ′ − ϕ− 1) = 0.

Уравнение (2.186) инвариантно относительно реализации A2
4.2, по-

этому здесь

e1 = ∂x, e2 = ∂u, e3 = ∂t, e4 = t∂t + 1
2
x∂x + (u+ t)∂u
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и условию задачи симетрийной редукции удовлетворяют подалгебры
〈e3〉, 〈e4〉, 〈e1 + εe2〉 (ε = ±1), 〈e1 + αe3〉 (α 6= 0).

Алгебрам 〈e3〉 и 〈e1 + εe2〉 (ε = ±1) соответствуют стационарные
решения уравнения (2.186):

u = ϕ(x),

∫

dϕ′

ln |ϕ′| = −2x+ C1, C1 ∈ R;

u = C1 + εx, ε = ±1, C1 ∈ R.

К нестационарному решению

u = ϕ(ω), ω = t− αx,
∫

dϕ′

ϕ′ − 2 ln |αϕ′| = α−2ω + C1, α 6= 0, C1 ∈ R,

привело рассмотрение алгебры 〈e1 + αe3〉.
Анзац

u = tϕ(ω) + t ln |t|, ω = tx−2,

который соответствует алгебре 〈e4〉, редуцирует уравнение (2.186)
к уравнению

4ω3ϕ′′ + ω(6ω − 1)ϕ′ + 2 ln |ϕ′| − ϕ+ 3 ln |ω| + 2 ln 2 − 1 = 0.

Следующим в таблице 2.3 приведено A4.3-инвариантное уравнение

ut = uxx − ux ln |ux| + λux, λ ∈ R. (2.187)

Поскольку базис алгебры инвариантности уравнения (2.187) состав-
ляют операторы

e1 = ∂u, e2 = ∂x, e3 = ∂t, e4 = t∂x + u∂u,

то условию редукции удовлетворяют такие одномерные подалгебры
алгебры инвариантности: 〈e1 + εe2〉 (ε = ±1), 〈e3〉, 〈e4〉, 〈e3 + αe1〉,
〈e3 + αe4〉 (α 6= 0).

Все редуцированные уравнения, кроме одного, интегрируются в
квадратурах. В случае алгебры 〈e3 + αe4〉 (α 6= 0) анзац

u = eαtϕ(ω), ω = x− 1
2
αt2,
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сводит уравнение (2.187) к уравнению

ϕ′′ + (λ− ln |ϕ′|)ϕ′ − αϕ = 0,

которое нам проинтегрировать не удалось. Отметим только, что оно
допускает понижения порядка на единицу (ϕ′ = p(ϕ)):

pp′ + (λ − ln |p|)p− αϕ = 0.

Сведенный результат построения инвариантных решений для уравне-
ния (2.187) представлен в таблице 2.12.

Базис алгебры Ли операторов симметрии A4.5-инвариантного
уравнения

ut = uxx + λ|ux|
2k−2

2k−1 , λ 6= 0, k 6= 0, 1
2
, 1, (2.188)

составляют операторы

e1 = ∂t, e2 = ∂x, e3 = ∂u, e4 = t∂x + 1
2
x∂x + ku∂u.

Поэтому условию редукции удовлетворяют такие одномерные подалге-
бры алгебры A4.5: 〈e1〉, 〈e4〉, 〈e2+εe3〉, 〈e1+εe2+αe3〉 (α 6= 0, ε = ±1).
Результаты симметрийной редукции для уравнения (2.188) представ-
лены в таблице 2.13.

Таблица 2.12
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.187)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e1 + εe2〉 u = ε(x+ λt) + C1, ε = ±1, C1 ∈ �

〈e3〉 u = ±

@

exp(C1 exp x+ λ)dx+ C2, λC1 6= 0, C2 ∈ �
〈e4〉 u = ± exp[(x+ ln t+C1)t

−1 + λ], λ 6= 0, C1 ∈ �
〈e3 + αe1〉 u = αt+ ϕ(x),

@ dϕ′

α+ ϕ′(λ+ ln |ϕ′|)
= x+ C1, αλ 6= 0, C1 ∈ �

〈e3 + αe4〉 u = eαtϕ(ω), ω = x− 1
2
αt2,

ϕ′′ + (λ− ln |ϕ′|)ϕ′ − αϕ = 0, λα 6= 0
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Таблица 2.13
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.188)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e1〉 u = ±2k − 1
2λk

�������C1 − λx
2k − 1

������� 2k

+ C2,

C1, C2 ∈ �

, λ 6= 0, k 6= 0, 1
2
, 1

〈e4〉 u = tkϕ(ω), ω = tx−2,

4ω2ϕ′′ + λ2

2k−2

2k−1 |ω|
3k−3

2k−1 |ϕ′|
2k−2

2k−1 + ω(6ω − 1)ϕ′ − kϕ = 0,

λ 6= 0, k 6= 0, 1
2
, 1

〈e1 + εe3〉 u = εt+ ϕ(x),

@ dϕ′

ε− λ|ϕ′|
2k−2

2k−1

= x+C1,

C1 ∈ �
, ε = ±1, λ 6= 0

〈e2 + εe3〉 u = λt+ εx+C1, C1 ∈ �

, ε = ±1, λ 6= 0

〈e1 + εe2 + αe3〉 u = αt+ ϕ(ω), ω = x− εt,@ dϕ′

α− εϕ′ − λ|ϕ′|
2k−2

2k−1

= ω + C1,

αλ 6= 0, ε = ±1, C1 ∈ �

.

Базис алгебры Ли операторов симметрии A4.7-инвариантного урав-
нения

ut = uxx + 1
4t
u2
x (2.189)

составляют операторы

e1 = ∂u, e2 = ∂x, e3 = x∂u − 1
2

ln |t|∂x,

e4 = 2t∂t + x∂x + 2u∂u.

Поэтому условию симметрийной редукции удовлетворяют только две
одномерные подалгебры алгебры A4.7: 〈e3〉, 〈e4〉.

Алгебре 〈e3〉 соответствует анзац

u = ϕ(t) − x2 ln−1 t,
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который сводит уравнение (2.189) к уравнению

ϕ′ = − 2
ln t

.

Поэтому соответствующее инвариантное решение уравнения (2.189)
имеет вид

u = −x2 ln−1 t− 2

∫

dt
ln t

+ C1, C1 ∈ R.

Рассмотрение алгебры 〈e4〉, которой соответствуют автомодельные
решения уравнения (2.189), привело к анзацу

u = tϕ(ω), ω = tx−2,

который сводит это уравнение к уравнению

4ω3ϕ′′ + ω3(ϕ′)2 + ω(6ω − 1)ϕ′ − ϕ = 0.

Редуцированное уравнение нам проинтегрировать не удалось.
Остановимся далее на рассмотрении трех A4.8-инвариантных

уравнений:

ut = uxx − uux + λ|ux|
3
2 , λ 6= 0; (2.190)

ut = uxx + λ−1x+m
√

|ux|, λ > 0, m 6= 0; (2.191)

ut = uxx − λ
4
(1 − q)t

− 1
2
(1+q)

u2
x, λ 6= 0, |q| 6= 1. (2.192)

Базис алгебры инвариантности уравнения (2.190) составляют опера-
торы

e1 = ∂x, e2 = ∂t, e3 = t∂x + ∂u, e4 = t∂t + 1
2
x∂x − 1

2
u∂u.

Поэтому параметр q в коммутационных соотношениях, которые опре-

деляют алгебру A4.8, равен −1
2

и условию симметрийной редукции

удовлетворяют такие одномерные подалгебры алгебры инвариантно-
сти: 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e4〉, 〈e2 + εe3〉 (ε = ±1).

Алгебре 〈e2〉 соответствуют стационарные решения уравнения
(2.190)

u = ϕ(x),
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где функция ϕ = ϕ(x) удовлетворяет уравнению

ϕ′′ − ϕϕ′ + λ|ϕ′|
3
2 = 0.

Это уравнение допускает понижение порядка на единицу и приводит-
ся к уравнению (ϕ′ = p(ϕ))

p′ − ϕ+ λ|p|
1
2 = 0,

которое подстановкой

p = ϕ2f(ϕ)

сводится к уравнению с разделяющимися переменными

ϕf ′ + 2f + λ
√

|f | − 1 = 0,

откуда следует, что функция f определяется равенством

∫

df

1 − λ|f |
1
2 − 2f

= ln |ϕ| + C1, C1 ∈ R,

и ее значения зависят от значений параметра λ.
Рассмотрение алгебры 〈e3〉 привело к такому инвариантному реше-

нию уравнения (2.190):

u = 2λt
− 1

2 + t−1(x+ C1), λ 6= 0, C1 ∈ R.

Анзац, соответствующий алгебре 〈e4〉,

u = t
− 1

2ϕ(ω), ω = tx−2,

преобразует уравнение (2.190) в уравнение

4ω
3
2ϕ′′ + 2ϕϕ′ +

(

6ω
1
2 − ω

−1
2

)

ϕ′ + 2
√

2λω
3
2 |ϕ′|

3
2 − 1

2
ω
− 3

2ϕ = 0,

проинтегрировать которое нам не удалось.
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Наконец, редукция по алгебре 〈e2 + εe3〉, для которой анзац имеет
вид

u = εt+ ϕ(ω), ω = x− 1
2
εt2,

привела к уравнению

ϕ′′ + λ|ϕ′|
3
2 − ϕϕ′ − ε = 0, ε = ±1, λ 6= 0,

которое допускает понижение порядка на единицу.
Базис алгебры инвариантности уравнения (2.191) составляют опе-

раторы

e1 = ∂u, e2 = ∂t, e3 = t∂u + λ∂x, e4 = t∂t + 1
2
x∂x + 3

2
u∂u.

Поэтому значение параметра q в коммутационных соотношениях, ко-

торые определяют алгебру A4.8, равно
1
2
и рассматривать нужно та-

кие одномерные подалгебры алгебры инвариантности: 〈e2〉, 〈e3〉, 〈e4〉,
〈e2 + εe3〉 (ε = ±1).

Алгебре 〈e2〉 соответствуют стационарные решения уравнения
(2.191)

u = ϕ(x),

где функция ϕ определяется из следующих соотношений:

ϕ′ = x2ψ(x),
∫

dψ

2ψ +m
√
ψ + λ−1

= − lnx+ C1, λ > 0, m 6= 0, C1 ∈ R.

Исследование редукции, соответствующей алгебре 〈e3〉, привело к та-
кому решению уравнения (2.191):

u = tx
λ

+ 2mt
3
2

3
√
λ

+ C1, λ > 0, m 6= 0, C1 ∈ R.

Редукция по алгебрам 〈e4〉 и 〈e2 + εe3〉 привела к таким результа-
там:

〈e4〉 : u = t
3
2ϕ(ω), ω = tx−2,

4ω3ϕ′′ + ω(6ω − 1)ϕ′ +
√

2mω
−3

2 |ϕ′|
1
2 − 3

2
ϕ+ λ−1ω

−1
2 = 0;
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〈e2 + εe3〉 : u = ϕ(ω) + 1
2
εt2, ω = x− ελt,

ϕ′′ + λϕ′ +m|ϕ′|2 + λ−1ω = 0.

Здесь ε = ±1, λ > 0, m 6= 0.
Поскольку базис алгебры инвариантности уравнения (2.192) со-

ставляют операторы

e1 = ∂u, e2 = ∂x, e3 = x∂u + λt
1
2
(1−q)

∂x,

e4 = 2t∂t + x∂x + (1 + q)u∂u, |q| 6= 1, λ 6= 0,

то возникает потребность при редукции различать случаи q = 0
и q 6= 0.

Если q = 0, то рассматривать следует такие одномерные подалге-
бры алгебры инвариантности: 〈e2〉, 〈e2 + εe3〉, 〈e4〉, 〈e3 + αe4〉 (α 6= 0,
ε = ±1).

Результат симметрийной редукции для уравнения (2.192), в кото-
ром q = 0, представлен в таблице 2.14.

Если в уравнении (2.192) q 6= 0, то рассматривать следует такие
одномерные подалгебры алгебры инвариантности: 〈e3〉, 〈e4〉, 〈e2 + εe3〉
(ε = ±1).

Сведенный результат симметрийной редукции для уравнения
(2.192), в котором q 6= 0, представлен в таблице 2.15.

Базис алгебры Ли операторов симметрии A4.9-инвариантного
уравнения

ut = uxx − 1
2
α̇u2

x + (λ − α)(1 + α2)−1, (2.193)

где λ ∈ R, α — решение уравнения (2.86) (α̇ 6= 0), составляют опера-
торы

e1 = ∂u, e2 = ∂x, e3 = x∂u + α∂x,

e4 = −(α̇)−1(1 + α2)∂t + (q − α)x∂x +

[

2qu− 1
2
x2

]

∂u (q > 0).

Поэтому условию симметрийной редукции уравнения (2.193) удовле-
творяют только две одномерные подалгебры алгебры инвариантности
этого уравнения: 〈e2〉, 〈e4〉.
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Таблица 2.14
Симметрийная редукция и точные решения

уравнения (2.192) ( A = 0)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e3〉 u = 2λ−1
√
t+ 1

2
λ−1x2t

−
1
2 + C1, C1 ∈ �

, λ 6= 0

〈e2 + εe3〉 u = λ−1
√
t− ελ−2 ln |ε + λ

√
t| + 1

2
(λ

√
t+ ε)−1x2 + C1,

λ 6= 0, ε = ±1, C1 ∈ �

〈e4〉 u =
√
tϕ(ω), ω = tx−2,

4ω3ϕ′′ − λω3(ϕ′)2 + ω(6ω − 1)ϕ′ − 1
2
ϕ = 0, λ 6= 0

〈e3 + αe4〉 u = x
2α

ln t− λ

8α2

√
t ln2 t+

√
tϕ(ω), ω = t

−
1
2 x− λ

2α
ln t,

ϕ′′ − λ
4

(ϕ′)2 + 1
2
[ω + λα−1]ϕ′ − 1

2
ϕ− 1

2α
ω = 0, α, λ 6= 0

Таблица 2.15
Симметрийная редукция и точные решения

уравнения (2.192) ( A B

= 0)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e3〉 u = 1
2λ
x2t

1
2
(q−1)

+ 2
λ(1 + q)

t
1
2
(q+1)

+ C1,

λ 6= 0, |q| 6= 0, 1, C1 ∈ �

〈e4〉 u = t
1
2
(1+q)

ϕ(ω), ω = tx−2,

4ω3ϕ′′ − λ(1 − q)ω3(ϕ′)2 + ω(6ω − 1)ϕ′ − 1
2
(1 + q)ϕ = 0,

λ 6= 0, |q| 6= 0, 1

〈e2 + εe3〉 u = 1
2
x2(λt

1
2
(1−q)

+ ε)−1 +

@ dt

ε+ λt
1
2
(1−q)

+ C1,

ε = ±1, λ 6= 0, |q| 6= 0, 1, C1 ∈ �
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Алгебре 〈e2〉 соответствует такое инвариантное решение уравнения
(2.193):

u =

∫

(λ− α)dt

1 + α2
+ C1,

где λ ∈ R, α = α(t) (α̇ 6= 0) — решение уравнения (2.86), C1 ∈ R.
Анзац

u = αx2

2(1 + α2)
+ ϕ(ω)e−2q arctanα, ω = x2

1 + α2
e2q arctanα,

соответствующий алгебре 〈e4〉, сводит уравнение (2.193) к уравнению

4pωϕ′′ − 2ω(ϕ′)2 + 2(p− qω)ϕ′ + 2qϕ− 1
2
ω + λp = 0,

p ∈ R, p 6= 0, λ ∈ R, q > 0.

Здесь мы учли, что из (2.86) следуют такие соотношения:

α̈ =
2q(α̇)2

1 + α2
, α̇ = p−1e2q arctanα, p 6= 0.

2.4.2. Симметрийная редукция и построение точных решений
уравнений вида (2.111)

Нелинейные уравнения вида (2.111), правые части которых явным
образом не зависят от независимых переменных, были объектом ис-
следования многих работ. В частности, вопрос симметрийной редук-
ции таких уравнений и построение их инвариантных решений рас-
сматривались как в цитированных выше работах [21, 105, 108, 159],
так и в ряде других работ (см., например, [5,60, 101]).

Довольно подробный обзор известных результатов групповой
классификации нелинейных уравнений вида (2.111) и построения их
решений по состоянию на начало 90-х годов прошлого века сделан
в [107].

Учитывая сказанное выше и то, что наиболее перспективными в
смысле построения точных решений являются уравнения, которые
допускают разложимые разрешимые алгебры Ли операторов симмет-
рии, мы здесь ограничиваемся рассмотрением только тех уравнений
вида (2.111), в правые части которых явным образом входят незави-
симые переменные и которые допускают четырехмерные разложимые
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разрешимые алгебры инвариантности. Напомним также, что все вы-
числения проводятся в области, где t > 0, x > 0. Следовательно,
задачу симметрийной редукции мы решаем для 2A2.2-инвариантных
уравнений:

ut = x1−k |ux|−kuxx + βx−k |ux|1−k,

β 6= k − 1
k − 2

, k 6= 0, 2; (2.194)

ut = x−1u−2
x uxx + βx−2u−1

x , β 6= 5
4
; (2.195)

ut = x2u−1 exp(ω)uxx + (β − ω2) expω,

ω = xu−1ux, β 6= −2; (2.196)

ut = ±t
k+1

1−k |ux|
2k

1−k uxx + t
k

1−k |ux|
1

1−k , k 6= 0, 1; (2.197)

ut = λtuxx + ux ln |tux|, λ 6= 0. (2.198)

Базис алгебры Ли операторов симметрии, которую допускает
уравнение (2.194), составляют операторы

e1 = −t∂t − x∂x, e2 = ∂t,

e3 = −u∂u + kx∂x, e4 = ∂u (k 6= 0).

Поэтому условию симметрийной редукции удовлетворяют такие од-
номерные подалгебры алгебры инвариантности этого уравнения: 〈e2〉,
〈e3〉, 〈e1〉, 〈e1 + αe3〉, 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + εe4〉, 〈e2 + εe3〉 (α 6= 0, ε = ±1).

Сведенный результат симметрийной редукции для уравнения
(2.194) представлен в таблице 2.16.

Здесь мы отметим только, что алгебре 〈e2〉 соответствует стаци-
онарное решение уравнения (2.194), а алгебрам 〈e1〉, 〈e3〉 — автомо-
дельные решения этого уравнения.

Базис алгебры Ли операторов симметрии уравнения (2.195) состав-
ляют операторы

e1 = −t∂t − x∂x, e2 = ∂t, e3 = −u∂u + 2x∂x, e4 = ∂u,

поэтому рассматривать следует те же одномерные подалгебры алгебры
2A2.2, что и в предыдущем случае.
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Сведенный результат симметрийной редукции для уравнения
(2.195) представлен в таблице 2.17.

Таблица 2.16
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.194)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e2〉 u = C1x
1−β + C2, β 6= 1,

u = C1 lnx+ C2, β = 1, C1 6= 0, C2 ∈ �
〈e3〉 u = ±|k|x−

1

k |C1 + (1 + k−1 ± β)t|
1

k ,

C1 ∈ �

, β 6= k − 1
k − 2

, k 6= 0, 2

〈e1〉 u = ϕ(ω), ω = (tx−1)
1

k , β 6= k − 1
k − 2

, k 6= 0, 2, C1 ∈ �

@ dϕ′

|ϕ′|[|k|β ± (k + 1) ∓ |k|2−k|ϕ′|k]|
= − lnω +C1,

〈e1 + αe3〉 u = tαϕ(ω), ω = xtαk−1,

ωϕ′′ + β|ϕ′| − αωk|ϕ′|kϕ− (αk − 1)ωk+1ϕ′|ϕ′|k = 0,

α 6= 0, β 6= k − 1
k − 2

, k 6= 0, 2

〈e1 + εe4〉 u = ϕ(ω) − ε ln t, ω = tx−1, ε = ±1, β 6= k − 1
k − 2

, k 6= 0, 2,

ϕ′′ + ω−1(β|ϕ′| + 2ϕ′) − ωk−2|ϕ′|k(ϕ′ − εω−1) = 0

〈e2 + εe4〉 u = C1e
εx + εt+ C2,

k = 1, β = 0, ε = ±1, C1 > 0, C2 ∈ �

u = ϕ(x) + εt, ε = ±1, k 6= 0, 1, 2, β 6= k − 1
k − 2

, C1 ∈ �

@ dϕ′

ε|1 − k|2−k|ϕ′|k − kϕ′ − β|1 − k||ϕ′|
= 1

1 − k
lnx+ C1

〈e2 + εe3〉 u = e−εtϕ(ω), ω = lnx− εkt,

ϕ′′ + εeω|ϕ′|k[ϕ + kϕ′] − ϕ′ + β|ϕ′| = 0,

β 6= k − 1
k − 2

, k 6= 0, 2, ε = ±1

Заметим, что алгебре 〈e1〉 соответствует автомодельное решение
уравнения (2.195). Мы здесь, как и выше, не проводим анализ по-
лученных интегралов, поскольку их значения в значительной мере
зависят от значений параметров, которые входят в такие интегралы.
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Так, если β = 3
2
, то интеграл для определения функции ϕ принимает

вид
∫

dϕ′

(ϕ′)2
= 1

2
lnω + C,

откуда нетрудно получить, что

ϕ = ±
∫

dω

|C1 − lnω|
1
2

+ C2, C1, C2 ∈ R.

Если же β = 1
2
, то

∫

dϕ′

ϕ′[(ϕ′)2 − 4]
= 1

2
lnω + C,

Таблица 2.17
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.195)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e2〉 u = C1x
1−β + C2, β 6= 1, 5

4
, C1 6= 0, C2 ∈ �

;

u = C1 lnx+C2, β = 1, C1 6= 0, C2 ∈ �

〈e3〉 u = ±x−
1
2 |C1 + (6 − 4β)t|

1
2 , β 6= 5

4
, C1 ∈ �

〈e1〉 u = ϕ(ω), ω =
√
tx−1, β 6= 5

4
,@ dϕ′

ϕ′[(ϕ′)2 − 6 + 4β]
= 1

2
lnω + C1, C1 ∈ �

〈e1 + αe3〉 u = tαϕ(ω), ω = xt2α−1,

ωϕ′′ + (1 − 2α)ω3(ϕ′)3 − αω2(ϕ′)2ϕ+ βϕ′ = 0, β 6= 5
4
, α 6= 0

〈e1 + εe4〉 u = ϕ(ω) − ε ln t, ω = tx−1, ε = ±1, β 6= 5
4
,

ωϕ′′ − ω(ϕ′)3 + ε(ϕ′)2 + (2 − β)ϕ′ = 0, ϕ′ 6= 0

〈e2 + εe4〉 u = ϕ(ξ) + εt, ξ = x−1, ε = ±1, β 6= 5
4
,

ϕ =

@ dξ

C1 − ε ln ξ
+ C2, если β = 2,@ dϕ′

ϕ′(εϕ′ + β − 2)
= ln ξ +C1, если β 6= 2, C1, C2 ∈ �

〈e2 + εe3〉 u = e−εtϕ(ω), ω = xe−2εt, ε = ±1, β 6= 5
4
,

ωϕ′′ + 2εω3(ϕ′)3 + εω2(ϕ′)2 + βϕ′ = 0, ϕ′ 6= 0
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откуда следует, что

ϕ = 2

∫

dω√
1 − C1ω4

,

где C1 6= 0, C2 ∈ R, 1 − C1ω
4 > 0.

Поскольку полный анализ этого и других приведенных в таблицах
интегралов требует стандартных вычислений, мы здесь на этом не
останавливаемся.

Отметим также, что редуцированные уравнения, соответствующие
алгебрам 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + εe3〉, допускают понижение порядка на еди-
ницу и приводятся к известным уравнениям Абеля первого рода.

Базис алгебры Ли операторов симметрии уравнения (2.196) состав-
ляют операторы

e1 = −t∂t − u∂u, e2 = ∂t, e3 = x∂x, e4 = xu∂u.

Поэтому условию задачи симметрийной редукции удовлетворя-
ют такие одномерные подалгебры алгебры инвариантности уравне-
ния (2.196): 〈e2〉, 〈e1〉, 〈e1 + αe3〉, 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + εe4〉, 〈e2 + εe3〉
(α 6= 0, ε = ±1).

Сведенный результат симметрийной редукции для уравнения
(2.196) представлен в таблице 2.18.

Таблица 2.18
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.196)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e2〉 u = C1x
βeC2x+β−1, C1 6= 0, β 6= −2, C2 ∈ �

〈e1〉 u = tϕ(x), ϕ = exp(xψ − 1), ψ = ψ(ξ), ξ = x−1,

ψ =

@

(1 − ln |C1ξ
β + 1|)dξ + C2, C1 6= 0, β 6= −2, C1 ∈ �

〈e1 + αe3〉 u = tϕ(ω), ω = xtα, α 6= 0, β 6= −2,

ω2ϕ−1ϕ′′ − ω2ϕ−2(ϕ′)2 − (ϕ+ αωϕ′) exp(−ωϕ−1ϕ′) + β = 0

〈e1 + εe4〉 u = t1−εxϕ(x), ε = ±1, β 6= −2

x2ϕ′′ − x2ϕ−1(ϕ′)2 + βϕ− (1 − εx)ϕ2 exp(−xϕ−1ϕ′) = 0,

〈e2 + εe4〉 u = exp(−εtx)ϕ(x),

x2ϕ−1ϕ′′ − x2ϕ−2(ϕ′)2 + εxϕ exp(−xϕ−1ϕ′) + β = 0,

ε = ±1, β 6= −2

〈e2 + εe3〉 u = ϕ(ω), ω = xe−εt,

ω2ϕ−1ϕ′′ − ω2ϕ−2(ϕ′)2 + εωϕ′ exp(−ωϕ−1ϕ′) + β = 0,

ε = ±1, β 6= −2
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При рассмотрении уравнения (2.197) мы конкретизировали его вид,

выбрав в перемене знаков только плюс и положив k = 1
2
. Поэтому

исследовалось уравнение

ut = t3u2
xuxx + tu2

x. (2.199)

Базис алгебры инвариантности уравнения (2.199) составляют опера-
торы

e1 = −t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 = −u∂u + 1
2
t∂t, e4 = ∂u.

Поэтому анализу подлежат такие одномерные подалгебры алгебры ин-
вариантности данного уравнения: 〈e3〉, 〈e1〉, 〈e1+αe3〉, 〈e1+εe4〉, 〈e2+
+ εe4〉, 〈e2 + εe3〉 (α 6= 0, ε = ±1).

Результаты симметрийной редукции уравнения (2.199) сведены в
таблице 2.19.

Первое из редуцированных уравнений таблицы 2.19, которое соот-
ветствует подалгебре 〈e3〉, заменой переменных

x = ϕ− x̄, ϕ = x̄2, ϕ̄ = ϕ̄(x̄)

сводится к уравнению

ϕ̄′′ = 1
4x̄

(ϕ̄′ − 1)
[

(

(ϕ̄′ − 1)2 + 1
)2

+ 3
]

,

которое, вообще говоря, интегрируется двумя квадратурами и общее
решение которого определяется из таких соотношений:

ϕ̄ =

∫

ψ(x̄)dx̄+ x̄+ C1,

ψ
[

(ψ2 + 1)2 + 3
]− 1

4 exp

[

− 1

2
√

3
arctan

ψ2 + 1√
3

]

= C2x̄,

C1, C2 ∈ R, C2 6= 0.

Уравнения, соответствующие подалгебрам 〈e1 + εe4〉, 〈e2 + εe3〉, допус-
кают понижение порядка на единицу.

Остается рассмотреть уравнение (2.198). Здесь

e1 = −t∂t − x∂x, e2 = ∂x, e3 = −u∂u + t∂x, e4 = ∂u.

Поэтому были рассмотрены такие одномерные подалгебры алге-
бры инвариантности этого уравнения: 〈e3〉, 〈e1〉, 〈e1 +αe3〉, 〈e1 + εe4〉,
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〈e2 + εe4〉, 〈e2 + εe3〉 (α 6= 0, ε = ±1). Результат вычислений сведен в
таблице 2.20.

Таблица 2.19
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.199)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e3〉 u = t−2ϕ(x), (ϕ′)2(ϕ′′ + 1) + 2ϕ = 0

〈e1〉 u =

@

f(ω)dω +C1, ω = t−2x2,

ω

C

4f2 + 2f + 1

D
exp

>
− 2√

3
arctan

4f + 1√
3

?

= C2,

C1, C2 ∈ �
, C2 6= 0

〈e1 + αe3〉 α = 2: u = x2ϕ(t), ϕ

C
4t4ϕ2 + 2t2ϕ + 1

D − 1
2 ×

× exp

>
− 1√

3
arctan

4t2ϕ + 1√
3

?

= C1, C1 6= 0,

α 6= 0, 2: u = t

2α

2−α ϕ(ω), ω = t−2x2−α,

(2 − α)4ω

4−4α

2−α (ϕ′)ϕ′′ + (2 − α)3(1 − α)ω

2−3α

2−α (ϕ′)3 +

+ (2 − α)2ω

2−2α

2−α (ϕ′)2 − 2α
2 − α

ϕ + 2ωϕ′ = 0

〈e1 + εe4〉 u = ϕ(ω) − ε ln t, ω = t−2x2,

16ω2(ϕ′)2ϕ′′ + 8ω(ϕ′)3 + 4ω(ϕ′)2 + 2ωϕ′ + ε = 0, ε = ±1

〈e2 + εe4〉 u = 1
2
t2 + εx+ C1, ε = ±1, C1 ∈ �

〈e2 + εe3〉 u = t−2ϕ(ω), ω = εx− 2 ln t,

(ϕ′)2(ϕ′′ + 1) + 2ϕ′ + 2ϕ = 0, ε = ±1

На этом мы завершаем рассмотрение нелинейных уравнений эво-
люционного типа и переходим к симметрийному анализу ряда важных
линейных уравнений параболического типа, которые нашли широкие
приложения в разных задачах естествознания.
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В завершение параграфа мы предлагаем читателю провести сим-
метрийную редукцию, по возможности, построить точные решения
для остальных уравнений вида (2.111), и выполнить такие задачи.

Таблица 2.20
Симметрийная редукция и точные решения уравнения (2.198)

Алгебра Решение или редуцированное уравнение

〈e3〉 u = ± exp[λ+ C1t
−1 − xt−1], λ 6= 0, C1 ∈ �

〈e1〉 u =

@ :

λ± exp(C1ω
λ−1

)

;

dω + C2,

ω = exp

�

−x
t

�

, C1, C2 ∈ �

, λC1 6= 0

〈e1 + αe3〉 u = tαϕ(ω), ω = xt−1 + α ln t,

λϕ′′ + ϕ′ ln |ϕ′| + (ω − α)ϕ′ − αϕ = 0, αλ 6= 0

〈e1 + εe4〉 u = ϕ(ω) − ε ln t, ω = tx−1, ε = ±1

λω3ϕ′′ − ωϕ′ ln |ω2ϕ′| + (2λω2 − 1)ϕ′ + εω−1 = 0, λ 6= 0

〈e2 + εe4〉 u = εt(ln t− 1) + εx+C1, ε = ±1, C1 ∈ �

〈e2 + εe3〉 u = exp

E

1
ε + t

[t(λ− ε ln t) + (1 + εt− ελ) ln(t+ ε)] − x+ C1

F

,

ε = ±1, λ 6= 0, C1 ∈ �

Задание 2.8. В работах [14, 75, 98] проведена групповая классификация
уравнений вида

ut + uux = F (un), un = ∂nu
∂xn , n

�

2.

Были рассмотрены уравнения
ut + uux = F (uxx), ut + uux = F (uxxx), ut + uux = F (uxxxx),

частными случаями которых являются хорошо известные в математиче-
ской физике уравнения Бюргерса, Кортевега-де Фриза, Кортевега-де Фриза–
Бюргерса.

Используя результаты групповой классификации, рассмотреть такие зада-
чи:

1) определить тип максимальных алгебр инвариантности, которые получе-
ны в теоремах 1–3 [75];

2) провести классификацию одномерных подалгебр максимальных алгебр
инвариантности с точностью до сопряженности, которую определяет
группа внутренних автоморфизмов;

3) провести симметрийную редукцию и построить точные решения при-
веденных уравнений для всех полученных в [75] спецификаций функ-
ций F .

ГЛАВА 3

Групповая классификация

уравнений Фоккера–Планка. Точно
решаемые стационарные уравнения

Шредингера

Уравнение Фоккера–Планка (ФП) является основным уравнением
теории непрерывных марковских процессов. В одномерном случае оно
имеет вид

∂u
∂t

= − ∂
∂x

[A(t, x)u] + 1
2
∂2

∂x2
[B(t, x)u],

где u = u(t, x) — переходная плотность вероятности, A(t, x) и
B(t, x) — достаточно гладкие функции, которые называются коэф-
фициентами сноса и диффузии соответственно, B(t, x) 6= 0. Будем
считать, что выполняются все условия, при которых правомерно ис-
пользование операций дифференцирования и интегрирования. Назва-
ние уравнения ФП связано с роботами Фоккера [113] и Планка [162].
В [113] Фоккер исследовал броуновское движение в поле излучения,
а в [162] Планк сделал попытку построения полной теории флуктуа-
ций. Строгое математическое обоснование уравнения ФП дал А. Кол-
могоров [34]. Вообще говоря, уравнение ФП, которое определяет из-
менение плотности вероятности для данной системы с течением вре-
мени, служит основой аналитических методов изучения диффузион-
ных процессов в естественных науках [17, 18, 23, 71, 72, 158, 167].

В случае нескольких пространственных переменных уравнение ФП
описывает более разнообразные и более сложные процессы, чем одно-
мерное уравнение ФП. В общем случае n-мерное уравнение ФП имеет
вид

∂u(t, x)

∂t
= −

n
∑

i=1

∂
∂xi

[Ai(t, x)u(t, x)] + 1
2

n
∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
[Biju(t, x)],
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где x = (x1, . . . , xn), коэффициенты сноса A(t, x) и диффузии B(t, x)
определяются, соответственно, как вектор и матрица

A(t, x) = (A1(t, x), . . . , An(t, x)), B(t, x) = ‖Bij(t, x)‖ni,j=1.

В последнее время интенсивно проводятся теоретико-групповые
исследования дифференциальных уравнений в частных производных.
Исследованиями симметрийных свойств уравнения теплопроводности
(частного случая уравнения ФП) занимался еще C. Ли. Нахождению
групп симметрии уравнения ФП с разными коэффициентами сноса и
диффузии посвящены работы [100, 106, 140, 158, 168, 169, 172, 173, 184].
С помощью замены [71, 156] в работе [106] полностью проклас-
сифицировано с симметрийной точки зрения уравнения ФП, где
A(t, x) ≡ A(x) и B(t, x) ≡ B(x) (что соответствует однородному диф-
фузионному процессу).

Данный раздел посвящен применению метода Ли для исследова-
ния одномерного и двухмерного уравнений ФП. С использованием
этого метода найдены максимальные группы преобразований для од-
номерного уравнения ФП с произвольными коэффициентами сноса и
диффузии. Главное внимание посвящено построению в явном виде
классов точных решений уравнений ФП, которые имеют четырехмер-
ную алгебру инвариантности. Также исследованы симметрийные свой-
ства двухмерного уравнения ФП с произвольными коэффициентами
сноса и постоянными коэффициентами диффузии, a также построены
классы точных решений уравнения Крамерса (частный случай двух-
мерного уравнения ФП). Также в этом разделе мы останавливаемся
на проблеме построения точно и квази-точно решаемых моделей Шре-
дингера.

3.1. Групповая классификация одномерного
уравнения Фоккера–Планка с произвольными
коэффициентами сноса и диффузии

В первом параграфе осуществлена полная групповая классифика-
ция одномерного уравнения ФП для произвольных коэффициентов
сноса и диффузии

∂u
∂t

= − ∂
∂x

[A(t, x)u] + 1
2
∂2

∂x2
[B(t, x)u]. (3.1)

Кроме того, рассмотрен ряд других задач, которые тесно связаны с
теоретико-алгебраическими исследованиями уравнения (3.1). Для ис-
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следования симметрийных свойств уравнения (3.1) использован алго-
ритм Ли.

В соответствии с алгоритмом Ли операторы алгебры инвариантно-
сти уравнения (3.1) ищем в классе операторов

Q = ξ0(t, x, u) ∂
∂t

+ ξ1(t, x, u) ∂
∂x

+ η(t, x, u) ∂
∂u
. (3.2)

Условие инвариантности уравнения (3.1) относительно оператора (3.2)
имеет вид

Q̂
2
L|L=0 = 0, (3.3)

где

L = ∂u
∂t

+ ∂
∂x

[A(t, x)u] − 1
2
∂2

∂x2
[B(t, x)u],

X̂
2

— второе продолжение оператора X . Проведя стандартные опера-

ции, приходим к такой определяющей системе для функций ξ0, ξ1, η:

ξ0 = ξ0(t), ξ1 = ξ1(t, x), η = χ(t, x)u,

2ξ1xB − ξ0tB − ξ1Bx − ξ0Bt = 0,

ξ0t (A−Bx) − ξ1t + ξ0(At −Btx) + ξ1(Ax −Bxx) −

− ξ1x(A−Bx) + 1
2
Bξ1xx = Bχx,

χt + ξ0t

(

Ax − 1
2
Bxx

)

+ ξ0
(

Atx − 1
2
Btxx

)

+

+ ξ1
(

Axx − 1
2
Bxxx

)

+ χx(A−Bx) − 1
2
Bχxx = 0. (3.4)

Отметим, что инвариантность уравнения (3.1) относительно операто-
ров f(t, x)∂u, где f(t, x) — произвольное решение уравнения (3.1),
является очевидной вследствие линейности уравнения (3.1). Поэтому
в дальнейшем мы здесь такие операторы не рассматриваем.

Также нетрудно убедиться, что уравнение (3.1) инвариантно от-
носительно оператора u∂u (также одно из свойств линейных диффе-
ренциальных уравнений). Более того, если в (3.2) ξ0 = ξ1 ≡ 0, то
система (3.4) приобретает вид

Bχx = 0, χt = 0, B 6= 0,
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то есть в этом случае η = λu∂u, λ ∈ R. Следовательно, существенны-
ми являются случаи, когда в (3.2) ξ0 и ξ1 не являются одновременно
равными нулю.

В дальнейших исследованиях мы используем замены переменных

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), u = v(t, x)ũ,

dT
dt

6= 0, Xx 6= 0, v 6= 0, (3.5)

которые сохраняют вид уравнения (3.1) неизменным.

Теорема 3.1. Если уравнение ФП (3.1) допускает хотя бы один
оператор симметрии Q (Q 6= u∂u, Q 6= f(t, x)∂u, где f(t, x) — произ-
вольное решение уравнения (3.1)), то существуют преобразования

вида (3.5), которые сводят его к уравнению (3.1), где A = Ã(x̃),

B = B̃(x̃), или к уравнению теплопроводности.

Доказательство. В соответствии с условием теоремы мы рассматри-
ваем те из решений определяющей системы (3.4), где ξ0 и ξ1 одновре-
менно не обращаются в нуль. Рассмотрим два случая:

1) существует решение (ξ0, ξ1, χ) определяющих уравнений (3.4),
для которого ξ0 6≡ 0;

2) существует решение (ξ0, ξ1, χ) определяющих уравнений (3.4),
для которого ξ0 ≡ 0, ξ1 6≡ 0.

Пусть (ξ0, ξ1, χ), где ξ0 6≡ 0 — решение определяющих уравне-
ний (3.4). Рассмотрим преобразование вида (3.5)

t̃ = T (t), x̃ = ω(t, x), u = v(t, x)ũ, (3.6)

где T (t) =
∫ dt

ξ0(t)
, а функции ω = ω(t, x) и v = v(t, x) удовлетворяют

системе уравнений

ξ0ωt + ξ1ωx = 0, ξ0vt + ξ1vx = χv. (3.7)

Пусть, далее, ω 6= const — произвольное фиксированное решение пер-
вого из уравнений (3.7). Тогда оператор симметрии

Q = ξ0∂t + ξ1∂x + χu∂u

в новых переменных (t̃, x̃, ũ) имеет вид Q̃ = ∂t̃. Покажем далее,
что среди преобразований (3.6) существует такое, которое перево-
дит уравнение (3.1) в уравнение ФП с коэффициентами Ã(x̃), B̃(x̃).
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Поскольку преобразованное уравнение допускает оператор симмет-
рии Q̃ = ∂t̃, то коэффициенты в нем будут функциями переменной x̃.
С другой стороны, применив преобразование (3.6) к уравнению (3.1),
приходим к такому уравнению в новых переменных:

ũt̃ =
ξ0

v

{[

−vt +

(

1
2
Bxx −Ax

)

v + (Bx −A)vx + 1
2
Bvxx

]

ũ+

+

[

−vωt + (Bx −A)vωx + 1
2
B(2vxωx + vωxx)

]

ũx̃ +

+ 1
2
Bvω2

xũx̃x̃

}

. (3.8)

Здесь предполагается, что в выражениях, которые зависят от пере-
менных (t, x), нужно выполнить замену (t, x) → (t̃, x̃). Для того что-
бы уравнение (3.8) было уравнением ФП, необходимо, чтобы суще-
ствовали такие функции Ã(t̃, x̃), B̃(t̃, x̃), которые удовлетворяли бы
уравнениям

B̃(t̃, x̃) = Bω2
xξ

0,

B̃x̃ − Ã = −
(

ωt + (Bx −A)ωx +
vx
v ωxB + 1

2
ωxxB

)

ξ0, (3.9)

1
2
B̃x̃x̃ − Ãx̃ =

(

−vtv + 1
2
Bxx −Ax +

vx
v (Bx −A) + 1

2
vxx
v B

)

ξ0.

a) Рассмотрим первое из уравнений (3.9). Покажем, что ∂t̃B̃ = 0.
Из преобразований (3.6)–(3.7) следует, что

∂t̃ = ξ0∂t + ξ1∂x.

Поэтому, учитывая первое из уравнений (3.7), видим, что

∂t̃(Bξ
0ω2

x) = ξ0ω2
x(ξ

0Bt + ξ1Bx + ξ0t − 2Bξ1x) = 0.

Последнее равенство выполняется вследствие уравнений (3.4).
б) Рассмотрим второе уравнение системы (3.9). Из первого урав-

нения этой системы получаем:

B̃x̃ =
ξ0

ωx
∂x(Bω

2
x).
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Подставляя это выражение во второе уравнение системы (3.9), нахо-
дим Ã:

Ã = ξ0ωt +Aξ0ωx −
vx
v ξ

0ωxB + 3
2
ξ0ωxxB. (3.10)

Как и в а), можно показать, что следствием системы (3.4) является
такое равенство:

∂t̃Ã = (ξ0∂t + ξ1∂x)

[

ξ0ωt +Aξ0ωx −
vx
v ξ

0ωxB + 3
2
ξ0ωxxB

]

= 0.

Отсюда следует, что Ã = Ã(x̃).
в) Рассмотрим третье уравнение системы (3.9). Из а) и б) следует,

что левая часть этого уравнения такая: 1
2
B̃x̃x̃− Ãx̃ = F (x̃) = F (ω). Из

второго уравнения системы (3.7) следует, что v(t, x) = v∗(t, x)G(ω),
где v∗(t, x) — его частное решение, G(ω) — произвольная функция.
Подставляя полученное значение функции ω в правую часть третьего
уравнения системы (3.9), получаем:

F (ω) = F1(t, x) + F2(t, x)G
′ + F3(t, x)[G

′′ +G′2], F3(t, x) 6= 0.

Далее, так же как и в a) и б), убеждаемся, что вследствие уравне-
ний (3.4), (3.7) имеют место равенства

∂t̃Fi(t, x) = [ξ0∂t + ξ1∂x]Fi(t, x) = 0, i = 1, 2, 3.

Следовательно, Fi = Fi(x̃) = Fi(ω). Окончательно получаем:

F (ω) = F1(ω) + F2(ω)G′ + F3(ω)[G′′ +G′2], F3 6= 0.

Выбирая функцию G(ω), равной частному решению этого уравнения,
получаем преобразование (3.6), где

T =

∫

dt

ξ0
, v(t, x) = v∗(t, x)G(ω),

которое сводит соответствующее уравнение ФП (3.1) к уравнению ФП
с коэффициентами B̃(x̃), Ã(x̃).

Пусть теперь существует решение {ξ0, ξ1, χ} определяющих урав-
нений (3.4), для которого ξ0 ≡ 0, ξ1 6≡ 0. В этом случае для упрощения
уравнения (3.1) используем преобразование

t̃ = t, x̃ = R(t, x), u = v(t, x)ũ, (3.11)
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где
ξ1Rx = 1, ξ1vx = χv. (3.12)

Нетрудно показать, что существует преобразование (3.11), (3.12), ко-
торое сводит оператор Q = ξ1∂x + χu∂u к оператору Q̃ = ∂x̃. Тогда
коэффициенты Ã, B̃ в преобразованном уравнении ФП зависят толь-
ко от t̃. A такие уравнения сводятся к уравнению теплопроводности
преобразованиями вида:

t̃ = T (t), x̃ = x+R(t), u = v(t)ũ. (3.13)

Теорема доказана.

Следствие 3.1. Уравнение ФП (3.1) может допускать алгебры
инвариантности размерности 1, 2, 4, 6.

Доказательство следствия 3.1 вытекает из теоремы 3.1 и резуль-
татов групповой классификации линейных параболических уравне-
ний [46] (см. также начало второй главы).

Наиболее интересными с теоретико-групповой точки зрения яв-
ляются случаи, когда заданное уравнение имеет наиболее высокие
симметрийные свойства. Такими, очевидно, для уравнения ФП будут
случаи, когда оно допускает алгебры инвариантности размерности 4
и 6. Найдем условия инвариантности уравнения ФП (3.1) относитель-
но 4- и 6-мерных алгебр инвариантности.

В работе [23] показано, что любой диффузионный процесс с ко-
эффициентом сноса A(t, x) и коэффициентом диффузии B(t, x) мож-
но свести к диффузионному процессу с коэффициентами Ã(t, x) =

= A(t, x)/B(t, x) и B̃(t, x) = 1 с помощью замены соответствующей
временной переменной τ(t). В работе [106] было показано, что уравне-
ние ФП (3.1), где A(t, x) = A(x), B(t, x) = 1, может допускать шести-,
четырех- и двухпараметрические группы преобразований. Используя
результат теоремы 3.1, проведем аналогичную групповую классифи-
кацию уравнения ФП для коэффициента B(t, x) = 1 и произвольного
коэффициента A(t, x). Положив в уравнениях (3.4) B = 1, приходим
к равенствам

ξ0 = τ(t), ξ1 = 1
2
xτ ′ + ϕ(t),

3
2
τ ′Φ + τΦt +

(

1
2
τ ′x+ ϕ

)

Φx = 1
2
τ ′′′x+ ϕ′′, (3.14)

χ =

(

1
2
τ ′x+ϕ

)

A(t, x) − 1
4
x2τ ′′ − ϕ′x+ τ

x
∫

x0

∂A(t, ξ)

∂t
dξ + θ(t),
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где Φ = At + 1
2
Axx + AAx, x0 — некоторая фиксированная точка,

θ — произвольная функция переменной t. Найдем условие, которому
должна удовлетворять функция Φ, чтобы уравнение (3.14) (как урав-
нение относительно τ(t), ϕ(t)) имело по крайней мере два линейно
независимых решения (τ1(t), ϕ1(t)) и (τ2(t), ϕ2(t)). Из следствия 3.1
следует, что существуют либо три, либо пять операторов симметрии
(кроме тривиального u∂u). Предположим, что Φxx 6= 0. Дифференци-
альное следствие второго порядка уравнений (3.14) по переменной x
имеет вид

5
2
τ ′Φxx + τΦtxx +

(

1
2
τ ′x+ ϕ

)

Φxxx = 0. (3.15)

Из предположения, что Φxxx = 0, то есть Φxx = F (t) 6= 0, получаем
условие

5
2
τ ′F + τF ′ = 0. (3.16)

Это линейное однородное уравнение 1-го порядка и его общее решение
определяются одной функцией. Поэтому Φxxx 6= 0. Тогда из (3.15)
следует, что

−ϕ(t) =
5Φxx + xΦxxx

2Φxxx
τ ′ +

Φtxx
Φxxx

τ = h(t, x)τ ′ + r(t, x)τ.

Отсюда видно, что для линейно независимых решений (τ1, ϕ1), (τ2, ϕ2)
уравнения (3.15) их первые компоненты τ1, τ2 также являются линей-
но-независимыми. При этом

hxτ
′
1 + rxτ1 = 0, hxτ

′
2 + rxτ2 = 0.

Поскольку Вронскиан

∣

∣

∣

∣

τ ′1 τ1
τ ′2 τ2

∣

∣

∣

∣

6= 0, то из этой системы, как системы

линейных алгебраических уравнений относительно hx, rx, следует,
что hx ≡ 0, rx ≡ 0, то есть

5Φxx + xΦxxx
2Φxxx

= h(t),
Φxxt
Φxxx

= r(t). (3.17)

Из условий (3.17) получаем

Φ = λ(x−H(t))−3 + F (t)x+G(t), (3.18)
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где λ = const 6= 0, H , F , G — произвольные функции. Теперь заме-
тим, что при Φxx = 0 функция Φ имеет вид (3.18) с λ = 0. Таким
образом, условие (3.18) является необходимым для того, чтобы алге-
бра инвариантности уравнения (3.1) имела размерность четыре или
шесть. Подставив (3.18) в (3.15) и приравняв нулю коэффициенты при
x−H , (x−H)−4 и (x−H)0, приходим к таким условиям:

2τ ′F + τF ′ = 1
2
τ ′′′, λ(τH ′ − 1

2
τ ′H − ϕ) = 0, (3.19)

3
2
τ ′(FH +G) + τ(F ′H +G′) + F (1

2
τ ′H + ϕ) = 1

2
τ ′′′H + ϕ′′′.

1. Пусть λ 6= 0. Решим второе уравнение (3.19) относительно функ-
ции ϕ(t)

ϕ(t) = τH ′ − 1
2
τ ′H

и подставим найденное выражение в третье уравнение. В результате
получим, что

3
2
τ ′(FH +G−H ′′) + τ(FH +G−H ′′)′ = 0.

Условие существования у этого уравнения по крайней мере двух неза-
висимых решений τ1, τ2 приводит к равенству FH + G − H ′′ = 0.
В этом случае количество фундаментальных решений системы (3.19)
будет равно 3. Действительно, есть три линейно независимых решения
τ1, τ2, τ3 у первого уравнения системы (3.19). Из второго уравнения
системы (3.19) ϕi определяется через τi, i = 1, 2, 3.

2. Если λ = 0, то система (3.19) имеет пять решений (τi, ϕi), i =
= 1, . . . , 5. Из проведенных выше соображений следует справедли-
вость следующего утверждения.

Теорема 3.2. Пусть в уравнении ФП (3.1) B(t, x) = 1, а функция
A(t, x) удовлетворяет уравнению

At + 1
2
Axx +AAx = λ(x −H(t))−3 + F (t)x +G(t), (3.20)

где H, F , G — произвольные гладкие функции, λ ∈ R. Тогда если
в (3.20) λ 6= 0, a G удовлетворяет равенству

G = H ′′ − FH, (3.21)
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то уравнение ФП допускает четырехмерную алгебру инвариантно-
сти. Если в (3.20) λ = 0, то уравнение ФП допускает шестимерную
алгебру инвариантности.

Замечание 3.1. Когда коэффициент A(t, x) является решением
уравнения Бюргерса, то уравнение ФП (3.1) сводится к уравнению
теплопроводности [89].

Как отмечалось выше, в [46] осуществлена групповая классифи-
кация линейного уравнения теплопроводности

ut = uxx + f(t, x)ux + g(t, x)u.

Там было получено, что это уравнение допускает более чем двухмер-
ную алгебру инвариантности в двух случаях: если оно эквивалентно
уравнению теплопроводности

ut = uxx

(алгебра инвариантности шестимерная) или уравнению

ut = uxx + m

x2
u, m 6= 0

(алгебра инвариантности четырехмерная).
Найдем локальные преобразования (3.6), (3.7), которые сводят по-

лученные в теореме 3.2 уравнения ФП к указанным выше уравнениям.
Рассмотрим сначала уравнение ФП (3.1), где B(t, x) = 1, а A(t, x)

удовлетворяет соотношение (3.20), где λ = 0. Пусть τ — произвольное
решение системы (3.19) и τ > 0. Из формул (3.7), (3.14) следует,
что ω = τ−1/2x−

∫ t

t0
ϕτ−3/2dt, где t0 — произвольное фиксированное

значение. Рассмотрим преобразование:

t̃ = 1
2

∫

dt
τ , x̃ = ω = τ−1/2x−

t
∫

t0

ϕτ−3/2dξ,

u(t, x) = v(t, x)ũ(t̃, x̃). (3.22)

Выполнив в (3.1) замену переменных (3.22), приходим к уравнению

ũt̃ = −2τ

(

vt
v +Ax +A

vx
v − 1

2
vxx
v

)

ũ− (3.23)

− 2

(

−1
2
τ1/2τ ′x− ϕτ−1/2 +Aτ1/2 − vx

v τ
1/2

)

ũx̃ + ũx̃x̃.
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Приравняв нулю коэффициент при ũx̃, получаем, что

v = exp



−1
4
τ−1τ ′x2 − τ−1ϕx+

x
∫

x0

A(t, ξ)dξ + h(t)



 , (3.24)

где h(t) — произвольная функция, x0 — произвольное фиксированное

число. Подставив значение v (3.24) в выражение vt

v +Ax+A
vx

v − 1
2
vxx

v

(коэффициент при ũ в (3.23)) и приравняв его нулю, получаем:

h′(t) = 1
2

[

τ−2ϕ2 − 1
2
τ−1τ1 −Ax(t, x0) −A2(t, x0)

]

, (3.25)

1
2
τ−1τ ′′ − 1

4
τ−2(τ ′)2 = F, τ−1ϕ′ − 1

2
τ2τ ′ϕ = G. (3.26)

Несложно убедиться, что любое решение (τ, ϕ) системы (3.26), где
τ 6= 0, удовлетворяет системе (3.19) с λ = 0, H = 0. Далее, не умень-
шая общности рассуждений, всегда можем считать, что τ > 0 на
некотором промежутке (выполнив, если это нужно, замену τ → −τ ,
ϕ → −ϕ). Тогда, согласно условию (3.20), где λ = 0, преобразова-
ние (3.22), (3.24), (3.25) сводит уравнение ФП (3.1) к уравнению теп-
лопроводности

ũt̃ = ũx̃x̃. (3.27)

Отметим, что система (3.26) преобразуется в такую:

2y′ + y2 = 4F, y = τ ′
τ , ϕ = τ1/2

t
∫

t0

τ1/2Gdt. (3.28)

Пусть теперь в (3.20) λ 6= 0. Преобразование (3.22) сводит уравне-
ние (3.1) к уравнению (3.23). Условие того, что (3.23) является урав-
нением ФП, такое:

Ã = Ã(ω) = −1
2
τ−1/2τ ′x− ϕτ

− 1
2 +Aτ1/2τ1/2 vx

v ,

Ãω = τ

(

vt
v +Ax +A

vx
v − 1

2
vxx
v

)

, (3.29)
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где ω определяется равенством (3.22). Первое условие эквивалентно
уравнению (поскольку ∂t̃ = ξ0∂t + ξ1∂x)

∂t̃Ã

[

τ∂t +

(

1
2
τ ′x+ ϕ

)

∂x

]

×

×
(

1
2
τ−1/2τ ′x− ϕτ

1
2 +Aτ1/2 − τ1/2 vx

v

)

= 0. (3.30)

Опуская промежуточные вычисления, запишем общее решение урав-
нения (3.30), считая его уравнением относительно функции v =
= v(t, x):

v(t, x) = exp

[∫ x

x0

A(t, ξ)dξ − 1
4
τ−1τ ′x2 − τ−1ϕx+ k(ω)

]

. (3.31)

Здесь k(ω) — произвольная функция, x0 — фиксированная точка.
Подставив полученное значение v с (3.31) в первое уравнение (3.29),
убеждаемся, что Ã = −k′(ω). Далее, подставив это выражение для Ã
и выражение (3.31) для v(t, x) во второе уравнение (3.29), убеждаем-
ся, что при выполнении условий

τ−1ϕ′ − 1
2
τ−2τ ′ϕ = G, 1

2
τ−1τ ′′ − 1

4
τ−2τ

′2 = F,

τ1/2

t
∫

t0

ϕτ−3/2dt = H, (3.32)

k′′ − k′
2

= λω−2 (3.33)

имеет место равенство. Условие (3.32) можно выбрать так, посколь-
ку произвольное решение (τ, ϕ), где τ 6= 0, данной системы яв-
ляется, как несложно убедиться, частным решением системы урав-
нений (3.19), (3.21). Этого достаточно для построения преобразова-
ния (3.22). Система (3.32) (с учетом (3.21)) эквивалентна такой си-
стеме:

2y′ + y2 = 4F, y = τ ′
τ , ϕ = τ3/2

(

τ−1/2H
)′
. (3.34)

Следовательно, уравнение ФП (3.1) при условиях (3.20) и (3.21)
с λ 6= 0 инвариантно относительно четырехмерной алгебры инвари-
антности и при помощи преобразований

t̃ = T (t), x̃ = τ−1/2x− τ−1/2H(t), u = v(t, x)ũ(t̃, x̃), (3.35)
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где T = 1
2

∫ dt

τ (t)
, v(t, x) имеет вид (3.31), τ 6= 0 — произвольное

решение первого уравнения (3.34), k(ω) — решение уравнения (3.33),
сводится к уравнению

ũt̃ = 2k′′(ω)ũ+ 2k′(ω)ũω + ũωω.

Если в последнем уравнении выполнить замену

t̄ = t̃, x̄ = ω, ũ = exp(−k(ω))ū,

то это уравнение вследствие (3.33) сведется к известному уравнению

ūt̄ = ūx̄x̄ + λ

x̄2
ū. (3.36)

Остановимся на ряде известных уравнений.

А. Уравнения с шестипараметрической группой симметрии, ко-
торые сводятся к уравнению теплопроводности.

1. Уравнение, которое описывает процесс Орнштейна–Уленбека
[17]:

∂u
∂t

= ∂
∂k

(kxu) + 1
2
D∂2u

∂x2
. (3.37)

Здесь A = −kx, B(t, x) = D = const. Далее во всех примерах, где
B(t, x) — (ненулевая) постоянная, можно, без ограничения общности,
положить B(t, x) = 1. C помощью замены

u(t, x) = v(t, x)ũ(t̃(t), x̃(t, x)), (3.38)

где v(t, x), t̃, x̃ — функции, которые находятся из формул (3.22),
(3.24)–(3.26),

v = exp(kt), x̃ = exp(kt)x, t̃ = 1
4k

exp(2kt),

уравнение Орнштейна–Уленбека (3.37) сводится к уравнению тепло-
проводности (3.27).

2. Процесс диффузии в поле силы тяготения описывается уравне-
нием [17]

∂u
∂t

= ∂
∂x

(gu) + 1
2
∂2u

∂x2
. (3.39)



318 Глава 3. Уравнения Фоккера–Планка

Уравнение (3.39) сводится к (3.27) с помощью замены (3.38), где

v = exp

(

−gx− g2

2
t

)

, x̃ = x, t̃ = 1
2
t.

3. Уравнение процесса релеевского типа [172]

∂u
∂t

= ∂
∂x

[(

γx− 1
x

)

u

]

+ 1
2
∂2u

∂x2
(3.40)

сводится к (3.27) c помощью замены (3.38), где

v = exp(2γt)x, x̃ = exp(γt)x, t̃ = 1
4γ

exp(2γt).

Приведенные ниже три уравнения (3.41)–(3.43) описывают модели в
популяциoнной генетике [23].

4. ∂u
∂t

= ∂2

∂x2
[(1 − x2)2u]. (3.41)

Используя замену [71]

u = 1
√

B(x)
w(τ, y), τ = t, y =

∫

dx
√

B(x)
,

сводим уравнение (3.41) к виду

wτ = −(A(y)w)τ + 1
2
wyy,

где A(y) =
√

2 th(
√

2y), B = 1. Легко проверить, что A(y) удовле-
творяет условию (3.20) с λ = 0. Тогда суперпозиция приведенного
преобразования и соответствующей замены (3.22), (3.24)–(3.26) дает
замену (3.38), где

v = exp(−t)
(

1 − x2
)−3/2

, x̃ = 1
2

ln
1 + x
1 − x

, t̃ = t,

которая сводит уравнение (3.41) к уравнению теплопроводности (3.27).

5. ∂u
∂t

= α
2
∂2

∂x2

[

x2
(

1 − x2
)

u
]

. (3.42)
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Аналогично предыдущему случаю получаем замену (3.38), где

v = exp

(

−α
8
t

)

x−3/2
(

1 − x2
)−3/2

, x̃ = ln x
1 − x

, t̃ = α
2
t,

которая сводит уравнение (3.42) к уравнению (3.27).

6. ∂u
∂t

= α
2
∂2

∂x2

[

(x− c)2u
]

+ β ∂
∂x

[(x − c)u]. (3.43)

Уравнение (3.43) сводится к уравнению теплопроводности (3.27) за-
меной (3.38), где

v = exp

{

−
(

β2

2α
+
β

2
+ α

8

)

t

}

(x− c)(−3/2+β/α),

x̃ =
√

2/α ln(x − c), t̃ = t.

7. Уравнение ФП вида [34,71]

∂u
∂t

= − ∂
∂k

[a(t)x+ b(t)]u+ c(t)∂
2u

∂x2

сводится к уравнению теплопроводности (3.27) заменой (3.38) [34,
172], где

v = exp{α(t)}, x̃ = exp{α(t)}x+ β(t), t̃ = γ(t),

и, кроме того,

α(t) = −
t
∫

0

a(s)ds, β(t) =

t
∫

0

b(s) exp{α(s)}ds,

γ =

t
∫

0

c(s) exp{2α(s)}ds.

B. Уравнения с четырехпараметрической группой симметрии,
которые сводятся к уравнению (3.36).

1. Уравнения Фоккера–Планка для процесса Релея

∂u
∂t

= ∂
∂x

[(

γx− µ2

x

)

u

]

+ µ2 ∂2u

∂x2
, (3.44)
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где γ, µ — произвольные постоянные. Функция
A(x)

2µ
= 1

2x
− γx

2µ

удовлетворяет условию (3.20). Следовательно, группа инвариантно-
сти уравнения (3.44) не является изоморфной группе инвариантно-
сти уравнения теплопроводности и не сводится к нему c помощью
локальных преобразований. Выполнив преобразование t′ = t, x′ =
=

√
2µ−1x, u′(t, x) = u(t, x), легко убедиться, что функция A′(t′, x′)

в преобразованном уравнении ФП удовлетворяет критерию (3.20).
Тогда суперпозиция этого преобразования и преобразования (3.35),
(3.31)–(3.33) приводит к замене переменных

t̃ = − 1√
2γ

th
√

2γt, x̃ = (µ ch
√

2γt)−1x,

u(t, x) = exp

{

1
2

lnxµ−1 − γµ−2x2

}

×

× exp

{

−γµ
−2x2

2
√

2
th

√
2γt− 1

2
ln ch

√
2γt

}

w(t̃, x̃), (3.45)

которая сводит уравнение (3.44) к уравнению (3.36) с λ = 1
2
.

2. Уравнение, описывающее рост популяции [72]:

∂u
∂t

= − ∂
∂x

(αxu) + ∂2

∂x2
(βxu). (3.46)

После замены

u = 1√
2βx

w(τ, y), τ = t, y =
√

2x/β

уравнение (3.46) преобразуется в такое уравнение ФП:

∂w
∂τ

= − ∂
∂y

[(

αy

2
− 1

2y

)

w

]

+ 1
2
∂2w

∂y2
,

где A(y) =

(

αy

2
− 1

2y

)

удовлетворяет условию (3.20).

3. Уравнение, которое описывает модели в физике плазмы [23],

∂u
∂t

= − ∂
∂x

(

1
4
x−2pu

)

+ 1
2
∂2

∂x2

(

1
2
x1−2pu

)

, (3.47)
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где p 6= −1
2

(в случае p = 1
2

оно допускает шестипараметрическую

группу — см. уравнение (3.43)). После замены переменных

u =
√

2x(2p−1)/2w(τ, y), τ = t, y =
2
√

2
2p+ 1

x(2p+1)/2

уравнение (3.47) преобразуется в такое уравнение ФП:

∂w
∂τ

= − ∂
∂y

(

1
2y
w

)

+ 1
2
∂2w

∂y2
,

где A(y) = 1
2y

удовлетворяет условию (3.20).

3.2. Использования симметрийных свойств для
построения точных решений одномерных
уравнений Фоккера–Планка

Как было показано в предыдущем параграфе, если уравнение ФП
допускает шестипараметрическую группу локальных преобразований,
то локальной заменой переменных оно преобразуется в уравнение теп-
лопроводности. Выполняя обратную замену переменных, из известных
точных решений уравнения теплопроводности можно получить точные
решения исходного уравнения ФП.

В случае группы меньшей размерности для построения точных ре-
шений уравнений ФП применяют другие методы, в частности метод
симметрийной редукции.

Рассмотрим уравнение, которое описывает процесс Релея:

∂u
∂t

= ∂
∂x

[(

γx− µ2

x

)

u

]

+ µ2 ∂2u

∂x2
, (3.48)

где γ, µ — произвольные постоянные. Как показано выше, функция

A(x)

2µ
= 1

2x
− γx

2µ

удовлетворяет критерию инвариантности уравнения ФП относительно
четырехмерной алгебры. Следовательно, уравнение (3.48) не преобра-
зуется в уравнение теплопроводности c помощью локальных преобра-
зований.
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Предложение 3.1. Максимальной алгеброй инвариантности
уравнения (3.48) является четырехмерная алгебра A4 с базисны-
ми операторами

P0 = ∂
∂t
, D1 = exp{2γt}

(

1
γ
∂
∂t

+ x ∂
∂x

+

(

1 − γ
µx

2

)

I

)

,

I = u ∂
∂u
, D2 = exp{−2γt}

(

1
γ
∂
∂t

+ x ∂
∂x

− i

)

, (3.49)

которые удовлетворяют коммутационным соотношениям

[P0, D1] = 2γD, [D1, D2] = 4
γ P0 + 4I,

[P0, D1] = 2γD, [I, P0] = [I,D1] = [I,D2] = 0. (3.50)

Доказательство может быть получено операторным методом или
методом Ли.

Используем операторы (3.49) для построения точных решений
уравнения (3.48). Прежде всего покажем, что его известное стаци-
онарное решение [17]

us(x) =
γx
µ exp

(

−γx
2

2µ

)

(3.51)

является частным случаем решения, инвариантного относительно опе-
ратора D1 (3.49). С этой целью построим анзац, соответствующий
оператору D1. Согласно алгоритму симметрийной редукции [46] ес-
ли уравнение допускает оператор симметрии, то его точное решение
может быть найдено в виде

u(x) = ψ(x)ϕ(ω),

где ψ(x) и ω = ω(x) — функции, определяемые из условий

Qψ(x) ≡ [ξ0(t, x)∂t + ξ1(t, x)∂x + η(t, x, u)]ψ(x) = 0,

ξ0(t, x)∂tω + ξ1(t, x)∂xω = 0.

Полученный так анзац редуцирует уравнение (3.48) ФП к обыкно-
венному дифференциальному уравнению относительно функции ϕ(ω).
Для оператора D1 этот анзац имеет вид

u(t, x) = x exp

(

−γx
2

2µ

)

ϕ(ω), ω = x exp(γt). (3.52)
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Подстановка (3.52) в (3.48) приводит к обыкновенному дифференци-
альному уравнению

ωϕ̈+ ϕ̇ = 0. (3.53)

Здесь и далее ϕ̇ =
dϕ

dω
, ϕ̈ =

d2ϕ

dω2
. Общее решение уравнения (3.53)

имеет вид

ϕ(ω) = c1 lnω + c2. (3.54)

После подстановки (3.54) в (3.52) получаем такое решение уравне-
ния (3.48):

u(t, x) = x exp

{

−γx
2

2µ

}

(c1(γt+ lnx) + c2). (3.55)

Легко видеть, что решение (3.51) является частным случаем (3.55),
если в последнем положить c1 = 0, c2 = γ/µ. Для более регулярного
описания решений уравнения (3.48) найдем полный набор неэквива-
лентных одномерных подалгебр алгебры A4, и затем для каждой такой
подалгебры построим соответствующий анзац. Заметим, что, как сле-
дует из (3.50), алгебра A4 изоморфна алгебре

gl(2,R) = sl(2,R) ⊕ I.

Изоморфизм устанавливается линейным преобразованием

B1 = 1
γP0 + I, B2 = 1

2
D1, B3 = −1

2
D2, B4 = I.

Используя этот факт, построим таблицу 3.1 одномерных подалгебр и
соответствующих им анзацев.

Таблица 3.1

Алгебра
Инвариантная
переменная

Анзац

1
γ P0 + (1 + α)I ω = x u = exp{γ(1 + α)t}ϕ(ω)

D2 ω = exp{γt}x u = exp{γt}ϕ(ω)

−1
2
D2 ± I ω = exp{γt}x u = exp{γt± e2γt}ϕ(ω)

1
2
D1 − 1

2
D2 + αI ω = x2e2γt

e4γt + 1
u = exp

G

γt− γ

2µ
x2e4γt

e4γt + 1
+

+ α arctg(e2γt)

H

ϕ(ω)
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В результате подстановки анзацов 1–4 из таблицы 3.1 в (3.48) при-
ходим к таким обыкновенным дифференциальным уравнениям:

µω2ϕ̈+ (γ3 − µω)ϕ̇+ (µ− αω2)ϕ = 0,

ω2ϕ̈− ωϕ̇+ ϕ = 0,

µω2ϕ̈− µωϕ̇+ (µ± 2γω2)ϕ = 0,

4µ2ω2ϕ̈+ (γ2ω2 − 2γαµω + µ2)ϕ = 0. (3.56)

В частности, легко найти общее решение второго уравнения из (3.56)
и, используя второй анзац из таблицы 3.1, получить частное решение
уравнения (3.48):

u(t, x) = x exp{2γt}(c1 + c2(lnx+ γt)).

Также для построения частных решений линейного дифференци-
ального уравнения (3.48) можно использовать метод разделения пере-
менных, который тесно связан с групповыми свойствами этого урав-
нения. В соответствии с результатами статьи [189] имеют место три
неэквивалентных случая разделения переменных для уравнения

wy0 = wy1y1 + 1
2
y−2
1 w, (3.57)

которые определяются такими функциями:

w = ϕ1(y0)ϕ2(y1),

w = ϕ1(y0)ϕ2

(

y1y
−1/2
0

)

, (3.58)

w = exp

{

−1
4
(1 + y2

0)
−1y0y

2
1

}

ϕ1(y0)ϕ2

(

y1
(

1 + y2
0

)−1/2
)

.

Следовательно, существуют три системы координат, в которых
имеет место разделение переменных в уравнении (3.48). Подставив
(3.58) в (3.57), мы получим обыкновенные дифференциальные урав-
нения для определения функций ϕ1 и ϕ2, решив которые и воспользо-
вавшись соотношениями (3.45), где t̃ = y0, x̃ = y1, получим решения
с разделяющимися переменными уравнения (3.48).

В завершение параграфа мы предлагаем читателю для самостоя-
тельного выполнения такие задачи.

Задание 3.1. Провести анализ остальных редуцированных уравне-
ний (3.56) и получить соответствующие инвариантные решения уравнения
(3.48), которое описывает процесс Релея.
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Задание 3.2. В первом разделе найдена оптимальная система подалгебр
нетривиальной алгебры Ли операторов симметрии уравнения теплопроводно-
сти (3.27). Провести симметрийную редукцию уравнений (3.37), (3.39)–(3.43)
по одномерным подалгебрам из оптимальной системы подалгебр, воспользо-
вавшись эквивалентностью этих уравнений уравнению (3.27).

Задание 3.3. Используя известные результаты [41] разделения перемен-
ных для уравнения теплопроводности (3.27), провести разделение переменных
для уравнений (3.37), (3.39)–(3.43).

3.3. Симметрийные свойства двухмерного уравнения
Фоккера–Планка

Рассмотрим двухмерное уравнение ФП

∂u

∂t
= −

2
∑

i=1

∂

∂xi
[Ai(t, x1, x2)u] +

+
1

2

2
∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
[Bij(t, x1, x2)u], (3.59)

где u = u(t, x1, x2); Ai(t, x1, x2), Bij(t, x1, x2), i, j = 1, 2, — некоторые
гладкие функции. Коэффициенты сноса и диффузии в этом случае
определяются как вектор и 2 × 2 матрица, соответственно, —

A(t, x1, x2) = (A1(t, x2, x2), A2(t, x1, x2)) ,

B(t, x1, x2) = ‖Bij(t, x1, x2)‖i,j=1,2 . (3.60)

Исследуем симметрийные свойства уравнения ФП (3.59) с одно-
родным коэффициентом сноса

A(t, x, y) = (A1(x, y), A2(x, y)) (3.61)

и коэффициентом диффузии вида

B(t, x, y) =

(

B1 0
0 B2

)

, (3.62)

где B1, B2 — постоянные, то есть уравнения вида

L ≡ ∂ u

∂ t
+

∂

∂x
[A1(x, y)u] +

∂

∂y
[A2(x, y)u] −

− 1

2
B1

∂2u

∂x2
− 1

2
B2

∂2u

∂y2
= 0. (3.63)
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Найдем условия на коэффициенты (3.61), (3.62), при которых урав-
нение ФП (3.63) допускает 9-мерную максимальную алгебру инвари-
антности, то есть такой же размерности, как и нетривиальная часть
алгебры инвариантности двухмерного уравнения теплопроводности

∂ u

∂ t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
. (3.64)

Для исследования симметрии уравнения ФП (3.63) используем ал-
горитм Ли. Oператоры алгебры инвариантности ищем в виде

X = ξ0(t, x, y, u)
∂

∂t
+ ξ1(t, x, y, u)

∂

∂x
+

+ ξ2(t, x, y, u)
∂

∂y
η(t, x, y, u)

∂

∂u

и коэффициенты оператора определяем из инфинитезимального усло-
вия инвариантности

X
2
L
∣

∣

L=0
= 0, (3.65)

где X
2

— 2-е продолжение оператора X . Приходим к линейной систе-

ме дифференциальных уравнений для определения функций ξi, i =
= 0, 1, 2, и η:

ξ0u = 0, ξ1u = 0, ξ2u = 0, ηuu = 0,

ξ0x = 0, ξ0y = 0, ξ0t = 2ξ1x = 2ξ2y ,

B1ξ
2
x = −B2ξ

1
y, B1ηux = −ξ1t +A1ξ

1
x +A1xξ

1 +A1yξ
2 − A2ξ

1
y ,

B2ηuy = −ξ2t −A1ξ
2
x +A2xξ

1 +A2yξ
2 +A2ξ

2
y ,

ηt + (A1xx +A2xy) ξ
1u+ (A1xy +A2yy) ξ

2u+A1ηx +A2ηy +

+ (A1x +A2y)
(

ξ0t u+ η − uηu
)

− 1

2
B1ηxx −

1

2
B2ηyy = 0.

Отсюда следует, что

ξ0 = F (t), ξ1 = 1
2

dF (t)

dt
x+Q(t)B1y + P (t),

ξ2 = −Q(t)B2x+ 1
2

dF (t)

dt
y +R(t), η = K(t, x, y)u+M(t, x, y),
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где функция M(t, x, y) является произвольным решением уравне-
ния (3.63), а функции F (t), Q(t), P (t), R(t), K(t, x, y) — решения
системы

B1Kx = −ξ1t +A1ξ
1
x +A1xξ

1 +A1yξ
2 −A2ξ

1
y ,

B2Ky = −ξ2t −A1ξ
2
x +A2xξ

1 +A2yξ
2 +A2ξ

2
y ,

Kt + (A1xx +A2xy) ξ
1 + (A1xy +A2yy) ξ

2 + (A1x +A2y) ξ
0
t +

+A1Kx +A2Ky − 1
2
B1Kxx −

1

2
B2Kyy = 0. (3.66)

Общее решение системы (3.66) определяет максимальную (в смыс-
ле Ли) конечномерную алгебру инвариантности уравнения (3.63).

Решив систему (3.66), приходим к такому результату.

Теорема 3.3. Уравнение ФП (3.63) допускает 9-мерную алге-
бру инвариантности тогда и только тогда, когда коэффициентам
сноса и диффузии удовлетворяют таким условиям:

A1x +
(A1)

2

B1
+A2y +

(A2)
2

B2
= c1x

2 + c2x+ c3y
2 + c4y + c5,

A1yB2 = A2xB1. (3.67)

Здесь ci (i = 1, 2, . . . , 5) — произвольные действительные постоян-
ные интегрирования.

Рассмотрим двухмерное уравнение ФП для релеевского процес-
са [17]

∂u

∂t
=

∂

∂x
[γxu] +

∂

∂y
[γyu] +

1

2
ε

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)

. (3.68)

Здесь

A1(t, x, y) = −γx, A2(t, x, y) = −γy,

B(t, x, y) =

(

ε 0
0 ε

)

, (3.69)

γ, ε — постоянные. Несложно проверить, что коэффициенты сноса и
диффузии (3.69) удовлетворяют условиям (3.67).

Поскольку уравнение ФП является уравнением диффузионного ти-
па и, кроме того, размерность его алгебры инвариантности такая же,
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как и для уравнения теплопроводности (3.64), естественно возникает
вопрос о возможной связи между этими уравнениями.

Действительно, уравнение (3.68) c помощью замены

u(t, x, y) = f(t, x, y)w (τ(t, x, y), p(t, x, y), q(t, x, y)) ,

где функция f и новые независимые переменные τ , p, q определяются,
соответственно, формулами

f = exp {2γt} , τ =
ε

4γ
exp {2γt} ,

p = exp {γt}x, q = exp {γt} y,

преобразуется в уравнение теплопроводности

wτ = wpp + wqq .

В [41] проведено описание координат, в которых двухмерное урав-
нение теплопроводности допускает разделение переменных. Предла-
гаем читателю для самостоятельного выполнения такие задачи.

Задание 3.4. Описать координаты, в которых уравнение (3.68) допуска-
ет разделение переменных, используя связь этого уравнения с двухмерным
уравнением теплопроводности.

Задание 3.5. Конечномерная алгебра инвариантности двухмерного урав-
нения теплопроводности изоморфна полной расширенной алгебре Галилея,
классификация подалгебр которой известна [74]. Используя двухмерные под-
алгебры этой алгебры, провести симметрийную редукцию двухмерного урав-
нения теплопроводности к обыкновенным дифференциальным уравнениям с
дальнейшим построением его инвариантных решений. Полученные решения
использовать для построения точных решений уравнения (3.68).

3.4. Симметрийная классификация и точные
решения уравнения Крамерса

Рассмотрим двухмерное уравнение Фоккера–Планка, которое опи-
сывает движение частицы в флуктуирующей среде:

∂u

∂t
= − ∂

∂x
(yu) +

∂

∂y
(V ′(x)u) + γ

∂

∂y

(

yu+
∂u

∂y

)

. (3.70)

Здесь u = u(t, x, y) — плотность вероятности, γ — постоянная и
V (x) — внешний потенциал. Уравнение (3.70) известно в литературе

3.4. Классификация и точные решения уравнения Крамерса 329

как уравнение Крамерса. Коэффициенты сноса и диффузии для него
имеют, соответственно, вид

A(t, x, y) = (y, −V ′(x) − γy), B(t, x, y) =

(

0 0
0 2γ

)

.

Изучим симметрийные свойства уравнения (3.70) для разных
потенциалов. Инфинитезимальные операторы лиевской симметрии
уравнения (3.70) ищем в таком общем виде:

Q = ξ0
∂

∂t
+ ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ η

∂

∂u
, (3.71)

где ξ0, ξ1, ξ2, η — гладкие функции переменных t, x, y и u.
Инвариантность уравнения (3.70) относительно операторов вида

f(t, x)∂/∂u, где f(t, x) — произвольное решение уравнения (3.70),
является очевидной вследствие линейности уравнения (3.70). Поэтому
такие операторы мы здесь не рассматриваем.

Теорема 3.4. Максимальной группой инвариантности свобод-
ного уравнения Крамерса (3.70) (с V ′(x) = 0) является шестипара-
метрическая группа Ли, которая генерируется такими операто-
рами:

P0 = ∂t = ∂
∂t
, P1 = ∂x = ∂

∂x
, I = u ∂

∂u
,

G1 = t∂x + ∂y + 1
2
(y + γx), T1 = exp(−γt)

(

1
γ ∂x − ∂y

)

,

S1 = exp(γt)

(

1
γ ∂x + ∂y + y

)

. (3.72)

Доказательство. Применяя алгоритм Ли к уравнению (3.70), нахо-
дим, что

ξ0 = F (t), ξ1 = 3
2
xF ′(t) +G(t), ξ2 = 1

2
yF ′ + 3

2
xF ′′ +G′,

η = − 1
2γ

[

(2F ′′ + γF ′)
y2

2
+

(

3
2
x(F ′′′ + γF ′′) +G′′ +

+γG′ + 1
2
xF ′V ′′ + V ′′G+ 1

2
V ′F ′

)

y + Θ(t, x)

]

. (3.73)
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При этом функции F (t), G(t) и Θ(t, x) удовлетворяют уравнениям:

5F ′′′ − 2γ2F ′ + 4V ′′F ′ + 3xV ′′′F ′ + 2V ′′′G = 0,

Θx +
3

2
x(−F ′′′′ + γ2F ′′) − 3

2
xV ′′F ′′ +

3

2
γxV ′′F ′ +

+
3

2
V ′F ′′ +

3

2
γV ′F ′ −G′′′ + γ2G′ − V ′′G′ + γV ′′G = 0,

Θt + V ′
(

3

2
x(F ′′′ + γF ′′) + (G′′ + γG′) +

+
3

2
xV ′′F ′ + V ′′G+

1

2
V ′F ′

)

+ 2γF ′′ − γ2F ′ = 0. (3.74)

Положим в уравнениях (3.73) и (3.74) V ′(x) = 0. Решив уравне-
ния (3.74), с (3.71) и (3.73) получаем операторы (3.72).

Замечание 3.2. Замена переменных

u = w(τ, ξ, η), τ = t, ξ = x− c

γ
t, η = y − c

γ

приводит уравнение (3.70) с V ′(x) = C = const к свободному уравне-
нию Крамерса.

Замечание 3.3. Замена переменных

u = w(τ, ξ, η), τ = t, ξ = x+
c

k
, η = y, k 6= 0

сводит уравнение (3.70) с V ′(x) = kx + C к уравнению (3.70), в ко-
тором V ′(x) = kx.

Используя равенства (3.73), (3.74), убеждаемся в справедливости
трех следующих утверждений.

Предложение 3.2. Максимальной группой инвариантности
уравнения (3.70) с V ′(x) = kx, где k 6= − 3

4γ
2, 3

16γ
2, является ше-

стипараметрическая группа Ли локальных преобразований.

A. В случае k < γ2

4 базисными операторами соответствующей
алгебры Ли являются такие операторы:

P0, I, Xi = exp(λit)

(

∂

∂x
+ λi

∂

∂y
+

+
1

2γ
[(λ2

i + γλi + k)y + (−λ3
i + γ2λi − kλi + γk)x]

)

, (3.75)
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где i = 1, 2, 3, 4, а λi — корни алгебраического уравнения

λ4 + (2k − γ2)λ2 + k2 = 0. (3.76)

B. В случае k > γ2

4 базисными операторами соответствующей
алгебры Ли являются такие операторы

P0, I, Yi, i = 1, 2, 3, 4, (3.77)

где Y1 = ReX1, Y2 = imX1, Y3 = ReX3, Y4 = imX3. При этом
операторы Xi определены в (3.75), а λi — комплексные корни урав-
нения (3.76).

C. В случае k = γ2

4 базисными операторами соответствующей
алгебры Ли являются такие операторы

P0, I,

Xi = exp(λit)

(

∂

∂x
+ λi

∂

∂y
+
γy

2
+
γ2

4
x

)

, i = 1, 3, (3.78)

Xi = exp(λit)

(

t
∂

∂x
+ (1 + λit)

∂

∂y
+

(

γt

2
+ 1

)

y +
γ2

2
tx

)

, i = 2, 4,

где λ1, λ2 = λ1, λ3 = −λ1, λ4 = −λ1 — корни уравнения (3.76).

Предложение 3.3. Максимальной группой инвариантности
уравнения (3.70) с V ′(x) = kx, где k = − 3

4γ
2 или k = 3

16γ
2, является

восьмипараметрическая группа Ли локальных преобразований, ко-
торая генерируется операторами (3.75) и операторами N1 и N2,
где

a) в случае k = − 3
4γ

2

N1 = exp(γt)

(

∂t +
3

2
γx∂x +

γ

2
(3γx+ y)∂y +

3

4
γy2 +

+
3

4
γ2xy − 9

16
γ3x2 +

γ

2

)

,

N2 = exp(−γt)
(

∂t −
3

2
γx∂x +

γ

2
(3γx− y)∂y +

1

4
γy2 +

+
3

4
γ2xy +

9

16
γ3x2 − 3

2
γ

)

; (3.79)
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b) в случае k = 3
16γ

2

N1 = exp

(

1

2
γt

)(

∂t +
3

4
γx∂x +

γ

4

(

3

2
γx+ y

)

∂y +

+
1

4
γy2 +

3

8
γ2xy +

9

64
γ3x2

)

,

N2 = exp

(

−1

2
γt

)(

∂t −
3

4
γx∂x +

γ

4

(

3

2
γx− y

)

∂y + γ

)

. (3.80)

Предложение 3.4. Максимальной группой инвариантности
уравнения (3.70) с V ′(x) 6= kx + c является двухпараметрическая
группа Ли локальных преобразований, которая генерируется опе-
раторами P0 = ∂t и I .

Далее кратко остановимся на результатах исследования Q-услов-
ной симметрии уравнения Крамерса. Подробности o понятии Q-услов-
ной симметрии дифференциальных уравнений в частных производных
можно найти в [89].

Рассмотрим оператор (3.71) и соответствующее инфинитезималь-
ное условие на функции, которые являются инвариантными относи-
тельно порожденной им однопараметрической группы локальных пре-
образований:

Q[u] = 0, (3.81)

где Q[u] = η − ξ0 ∂u
∂t

− ξ1 ∂u
∂x

− ξ2 ∂u
∂y

— характеристика оператора Q.

Определение 3.1. Говорят, что уравнение (3.70) является Q-ус-
ловно инвариантным относительно оператора Q (3.71), если систе-
ма (3.70), (3.81) является инвариантной относительно этого операто-
ра.

В частности, любой оператор лиевской симметрии является опера-
тором Q-условной симметрии. Так же, как и операторы лиевской сим-
метрии, операторы Q-условной симметрии позволяют редуцировать
исходное уравнение к уравнениям с меньшим количеством независи-
мых переменных, что значительно расширяет возможности построе-
ния точных решений.

Рассмотрим, в качестве примера, уравнение (3.70) с потенциалом

V ′ = kx−1/3 +
3

16
γ2x, k 6= 0. (3.82)
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Из предложения 3.4 следует, что оператор

Q = ∂t −
3

4
γx∂x +

(

3

8
γ2 − 1

4
γy

)

∂y + γu∂u (3.83)

не является оператором лиевской симметрии уравнения (3.70), (3.82).
Но оператор (3.83) приводит к подстановке

u(t, x, y) = exp(γt)ϕ(ω1, ω2),

ω1 = exp

(

3

4
γt

)

x, ω2 = x−1/3y +
3

4
γx2/3, (3.84)

которая редуцирует это уравнение. Действительно, подставляя (3.84)
в (3.70), (3.82), получаем уравнение

ω2
∂ϕ

∂ω1
−
(

ω2
2

2
+ k

)

ω−1
1

∂ϕ

∂ω2
− γω−1

1

∂2ϕ

∂ω2
2

= 0. (3.85)

Уравнение (3.85), в свою очередь, можно свести к обыкновенному
дифференциальному уравнению. Например, предположив дополни-
тельно, что функция ϕ не зависит от переменной ω1 (то есть ϕ =

= ϕ(ω2)), из (3.85) получаем уравнение ∂ϕ
∂ω1

= 0. Каждое точное ре-
шение уравнения (3.85) вместе с анзацем (3.84) дает точное решение
уравнения (3.70), (3.82),

Замечание 3.4. Если Q — оператор Q-условной симметрии неко-
торого уравнения в частных производных, то это уравнение явля-
ется также Q-условно инвариантным относительно оператора Q̄ =
= f(x, u)Q, где f = f(x, u) — произвольная ненулевая функция зави-
симых и независимых переменных. Такие операторы Q и Q̄ называют
эквивалентными. С точностью до эквивалентности можем считать, что
в (3.70) ξ0 = 1, если ξ0 6≡ 0.

Проведя анализ системы (3.70), (3.81), мы получили ряд результа-
тов относительно Q-условной симметрии уравнения Крамерса, кото-
рые подаем ниже в виде следующих утверждений.

Предложение 3.5. Произвольный оператор Q-условной симмет-
рии уравнения (3.70) с V ′ 6= kx−1/3 + 3

16γ
2x или V ′ 6= kx является

эквивалентным оператору лиевской симметрии этого уравнения,
то есть оператору из линейной оболочки операторов ∂t, I .

Предложение 3.6. Уравнение (3.70), (3.82) допускает операто-
ры Q-условной симметрии вида

Q = ∂t + F (t)x∂x +

(

1

3
F (t)y + F ′(t)x+

2

3
F 2x

)

∂y + fu∂u,
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где F = F (t) — произвольное решение уравнения

F ′′ + 2FF ′ +
4

9
F 3 − 1

4
γ2F = 0,

a функция f = f(t, x, y) определяется из соотношения

2γf = −y2

(

2

3
F ′ +

4

9
F 2 +

1

3
γF

)

− yx

(

γF ′ +
2

3
γF 2 +

1

2
γ2F

)

−

− x2

(

3

8
γ2F ′ +

1

4
γ2F 2 +

3

16
γ3F

)

− x2/3k

(

2F ′ +
4

3
F 2 + γF

)

+

+ C exp

{

−2

3

∫

Fdt

}

− 4

3
γF + γ2,

C = const.

Предложение 3.7. Все операторы Q-условной симметрии урав-
нения (3.70) с V ′ = kx, где k 6= − 1

4γ
2, 3

16γ
2, эквивалентны опера-

торам лиевской симметрии этого уравнения, то есть операторам
из линейной оболочки или операторам (3.75), или (3.77), или (3.78)
(в зависимости от значений постоянной k).

Предложение 3.8. Все операторы Q-условной симметрии урав-
нения (3.70) с V ′ = kx, где k = − 1

4γ
2 или k = 3

16γ
2 (включая те

операторы, которые эквивалентны операторам лиевской симмет-
рии этого уравнения), имеют такой вид:

Q = ∂t + (F (t)x +G(t))∂x +

+

[

1

3
F (t)y +

(

F ′(t) +
2

3
F (t)2

)

x+G′(t) +
2

3
F (t)G(t)

]

∂y+

+ f(t, x, y)u∂u.

Здесь функции F = F (t), G = G(t) удовлетворяют уравнениям

F ′′ + 2FF ′ +
4

9
F 3 +

(

4

5
k − 2

5
γ2

)

F = 0,

G′′ +
4

3
FG′ +

2

3
F ′G+ γG′ +

2

3
γFG+

4

9
F 2G+ k = h(t),

a функция h = h(t) является решением уравнения

h′′ +

(

4

3
F − γ

)

h′ +

(

k +
2

3
F ′ +

4

9
F 2 − 2

3
γF

)

h = 0.
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Функция f = f(t, x, y) определяется из соотношения

2γf = −y2

(

2

3
F ′ +

4

9
F 2 +

1

3
γF

)

− y

[

x

(

γF ′ +
2

3
γF 2

)

+ h

]

+

+
3

4
γ3x2F + x

(

h′ − γh+
2

3
Fh

)

+ s(t),

если k = − 3
4γ

2, или

2γf = −y2

(

2

3
F ′ +

4

9
F 2 +

1

3
γF

)

−

− y

[

x

(

γF ′ +
2

3
γF 2 +

1

2

)

+ h

]

−

− x2

(

3

16
γ3F +

3

8
γ2F ′ +

1

4
γ2F 2

)

+

+ x

(

h′ − γh+
2

3
Fh

)

+ s(t),

k = 3
16γ

2. В обоих случаях функция s = s(t) удовлетворяет уравне-
нию

s′ +
2

3
Fs = −2γ

(

2

3
F ′ +

4

9
F 2 +

1

3
γF

)

+
4

3
γ2F.

В завершение остановимся на примере Q1, Q2-условной симметрии
уравнения Крамерса с произвольным потенциалом. Легко показать,
что это уравнения инвариантно относительно пары операторов

Q1 = ∂x + V ′(x), Q2 = ∂y + y

при дополнительном условии

Q1[u] = 0, Q2[u] = 0.

Отметим, что стационарное решение (хорошо известное как решение
Больцмана [17])

u = exp

{

−y
2

2
− V (x)

}

уравнения Крамерса (3.70) с произвольным потенциалом является ин-
вариантным относительно этих операторов.
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Из приведенных примеров видно, что дальнейшая работа по нахо-
ждению операторов Q- и Q1-, Q2-условной симметрии является пер-
спективной и имеет большое значение для построения точных реше-
ний уравнения Крамерса.

Рассмотрим теперь свободное уравнение Крамерса (V ′(x) = 0)
(см. [17]). Возьмем оператор из (3.72)

S1 = exp(γt)

(

1

γ
∂x + ∂y + y

)

.

Найдем его инварианты

ω1 = t, ω2 = γx− y, ω3 =
y2

2
+ lnu

и построим соответствующий анзац

u(t, x, y) = exp

{

−y
2

2

}

ϕ(ω1, ω2), ω1 = t, ω2 = γx− y. (3.86)

Подстановка (3.86) в свободное уравнение Крамерса приводит к одно-
мерному линейному уравнению теплопроводности

∂ϕ

∂ω1
− γ

∂2ϕ

∂ω2
2

= 0.

Очевидно, что из точных решений уравнения теплопроводности с по-
мощью анзаца (3.86) можно получить ряд частных решений свобод-
ного уравнения Крамерса.

Большое количество точных решений уравнения (3.70) может
быть найдено c помощью метода, описанного в [72]. Если u0(t, x, y)
является решением уравнения (3.70), то функции Qu0, Q

2u0, . . ., где
Q — произвольный оператор лиевской симметрии уравнения (3.70),
также будут решениями этого уравнения. Например, c помощью опе-

раторов Xi (3.75) для уравнения (3.70) с V ′(x) = kx
(

k < γ2

4

)

легко

получить ряд точных решений, начиная с u0 = eγt. Предлагаем чита-
телю сделать это самостоятельно.

На этом мы завершаем рассмотрение линейных дифференциаль-
ных уравнений параболического типа. Как следует из вышесказанно-
го, широкое применение в различных проблемах находят уравнения
с высокими симметрийными свойствами. При этом значительное их
количество приводится локальными заменами к хорошо изученным
линейным уравнениям теплопроводности.
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3.5. Реализация алгебры Ли O(2, 2) и квази-точно
решаемые матричные одномерные операторы
Шредингера

В последние годы много работ (см., например, [185, 186, 177, 181])
было посвящен проблеме построения точно и квази-точно решаемых
моделей Шредингера

H [x]Ψ(x) = [∂2
x + V (x)]Ψ(x) = λΨ(x).

В работах [185, 170, 171] были описаны все одномерные скалярные
модели. В дальнейшем метод, который был использован в этих рабо-
тах, мы называем методом Турбинера–Шифмана. В статье [191] были
описаны несколько матричных моделей указанного вида, которые име-
ют Ли-алгебраическую структуру. В этом и следующем параграфе мы
останавливаемся именно на проблеме построения моделей указанного
вида, имеющих Ли-алгебраическую структуру.

3.5.1. Предварительные замечания и алгоритм построения
операторов Шредингера

В статьях [191, 192] был расширен метод Турбинера–Шифмана
[185, 170, 171] построения квази-точно решаемых (КТР) одномерных
моделей на случай матричных гамильтонианов. Первоначально их ме-
тод применялся для скалярных одномерных стационарных уравнений
Шредингера. Позже он был расширен на случай многомерных ска-
лярных стационарных уравнений Шредингера [171,131–133] (см., так-
же, [181]).

Процедура построения КТР матричной (скалярной) модели осно-
вывается на концепции Ли-алгебраического гамильтониана. Будем го-
ворить, что оператор второго порядка от одной переменной является
Ли-алгебраическим, если выполняются следующие условия:
• гамильтониан можно представить в виде квадратичной формы
с постоянными коэффициентами операторов первого порядка
Q1, Q2, . . . , Qn, которые образуют алгебру Ли g;

• алгебра Ли g имеет конечномерное инвариантное подпростран-
ство I всего пространства представления.

Если действие Ли-алгебраического Гамильтониана H [x] ограни-
чить на пространство I, то он представляется матричным операто-
ром H, и, таким образом, собственные числа и собственные векторы
гамильтониана вычисляются алгебраическим путем. Это означает, что
Гамильтониан H [x] является квази-точно решаемым (для скалярных
КТР моделей см. [181]).
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Стоит упомянуть и об альтернативных подходах к построению мат-
ричных КТР моделей [178, 104, 111, 112]. Главная идея состоит в том,
чтобы задать вид базисных элементов инвариантного пространства I.
Как правило, рассматриваются полиномы по x. Зафиксировав базис-
ные элементы, приходим к соответствующей задаче классификации
подалгебр алгебры матрично-дифференциальных операторов, завися-
щей от одной переменной [112].

Априори мы не накладываем никаких ограничений на вид базис-
ных элементов пространства I. Единственное, что мы фиксируем, —
это класс, которому принадлежат элементы алгебры Ли g. Выберем
этот класс L как множество матричных дифференциальных операто-
ров вида

L = {Q : Q = a(x)∂x +A(x)} . (3.87)

Здесь a(x) — гладкая вещественная функция, A(x) — N×N -матрица,
элементами которой являются гладкие комплекснозначные функции
от x, d/dx обозначается как ∂x.

Очевидно, что L является бесконечномерной алгеброй Ли, в ко-
торой коммутаторами являются обычные скобки Ли. Если задана
подалгебра 〈Q1, Q2, . . . , Qn〉 алгебры L, пространство представления
которой содержит конечномерное инвариантное подпространство, то
несложно построить матричную КТР модель. Для этого рассмотрим
билинейную форму операторов Q1, Q2, . . . , Qn (один из которых мо-
жет быть единичной матрицей N ×N) с постоянными комплексными
коэффициентами αjk

H [x] =





n
∑

j,k=1

αjkQjQk



 . (3.88)

Таким образом, возникает задача классификации подалгебр ал-
гебры L с точностью до группы внутренних автоморфизмов. Задача
классификации неэквивалентных реализаций алгебр Ли дифферен-
циальных операторов первого порядка, зависящих от одной и двух
переменных была полностью решена самим Ли [154, 155] (см., так-
же, [134]). В работе [192] была проведена классификация реализа-
ций алгебр Ли размерностей не выше трех с операторами из клас-
са L (3.87), где N — произвольно. Далее, для N = 2, мы рассмотрим
те из них, из которых можно получить КТР матричные Гамильто-
нианы H [x]. Оказывается, что среди реализаций трехмерных алгебр
Ли только случай алгебры sl(2) удовлетворяет этому требованию. Он
приводит к двум семействам 2×2 КТР моделей, одна из которых, при
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специальных ограничениях, представляет хорошо известное семейство
скалярных КТР гамильтонианов (подробности см. в [192]).

Хорошо известно, что физический смысл имеют лишь те операторы
Шредингера, которые являются эрмитовыми. Это требование накла-
дывает такие ограничения на выбор КТР моделей, которые не рассмат-
ривались в статьях [191,192]. Необходимо отметить, что задача сведе-
ния КТР скалярного оператора к эрмитовому является, в определен-
ном смысле, тривиальной и решена явно с помощью соответствующего
преобразования независимой переменной и некоторого калибровочно-
го преобразования волновой функции. Однако в случае матричных
КТР операторов первого и второго порядка задача их преобразования
в эрмитовые формы Шредингера становится нетривиальной и требует
довольно сложных вычислений. Поэтому естественно, что, в отличие
от скалярного случая, не всякий матричный КТР оператор второго
порядка можно свести к эрмитовому виду. Здесь главной целью явля-
ется систематическое развитие алгебраической процедуры построения
КТР эрмитовых матричных операторов Шредингера

Ĥ [x] = ∂2
x + V (x). (3.89)

Это требует некоторой модификации алгебраической процедуры, ис-
пользованной в [191, 192]. Здесь мы рассмотрим в качестве алгебры g
прямую сумму двух алгебр sl(2) (т.е. алгебру o(2, 2)). Соответству-
ющие алгебраические структуры представлены дaлее в пункте 5.3.2.
Здесь же приведен алгоритм построения эрмитовых КТР матричных
операторов Шредингера, зависящих от одной переменной. Полный
список найденных указанным способом КТР моделей представлен в
пункте 5.3.4.

Более сильное ограничение на КТР операторыШредингера состоит
в том, что базисные элементы инвариантного пространства I должны
быть квадратично-интегрируемыми функциями в R. Это означает, что
такое пространство является гильбертовым, то есть на его элементах
можно ввести скалярное произведение

〈~f(y), ~g(y)〉 =

∫

~f(y)†~g(y)dy,

где ~f(y)† — эрмитовое сопряжение ~f(y).
Подробное исследование этой задачи в случае скалярных КТР опе-

раторов Шредингера было проведено в [135]. Здесь с использованием
вышеупомянутых результатов построен несколько классов КТР мат-
ричных операторов Шредингера (гамильтонианов), действующих на
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конечномерных инвариантных пространствах, базисными элемента-
ми которых являются квадратичнo-интегрируемые функции в R. По-
скольку такие Гамильтонианы являются, по нашему мнению, наибо-
лее важными с физической точки зрения, перечислим некоторые при-
меры, не вдаваясь в подробности способа их построения. Подробная
процедура вычислений соответствующих классов гамильтонианов со-
держится в пунктах 5.3.2–5.3.4. Далее σk обозначают 2 × 2-матрицы
Паули

σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

.

Модель 1. (Ĥ [y] +E)ψ(y) = 0, где

Ĥ [y] = ∂2
y −

y6

256
+

4m− 1

16
y2 − 1

4
y2σ3 − σ1.

Инвариантное пространство I этого оператора имеет размерность 2m
и натянуто на векторы

~fj = exp

(

−y
4

64

)

(y

2

)2j

~e1,

~gk = exp

(

−y
4

64

)(

m
(y

2

)2k

~e2 − k
(y

2

)2k−2

~e1

)

,

где j = 0, . . . ,m − 2, k = 0, . . . ,m, ~e1 = (1, 0)T , ~e2 = (0, 1)T и m —
произвольное натуральное число.

Несложно проверить, что базисные векторы инвариантного про-
странства I будут квадратично-интегрируемыми функциями на интер-
вале (−∞,+∞). Заметим, что существует аналогичный КТР скаляр-
ный оператор Шредингера, чье инвариантное пространство натянуто
на базисные векторы с этим свойством (подробнее см. в [177, 182]).

Модель 2. (Ĥ [y] +E)ψ(y) = 0, где

Ĥ [y] = ∂2
y −

1

4
− 1

4
exp(−2y) +m exp(−y) +

1

2
exp(2y) +

+

[

m

√
3+1

2
sin(

√
2ey) −

√
6

2
cos(

√
2ey) − exp(−y) sin(

√
2ey)

]

σ1 +

+

[

m

√
3+1

2
cos(

√
2ey) +

√
6

2
sin(

√
2ey) − exp(−y) cos(

√
2ey)

]

σ3.
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Для этого оператора инвариантное пространство I имеет размер-
ность 2m и натянуто на векторы

~fj = U−1(y) exp(−jy)~e1,
~gk = U−1(y) (m exp(−ky)~e2 − k exp(−(k − 1)y)~e1) ,

где j = 0, . . . ,m − 2, k = 0, . . . ,m, m — произвольное натуральное
число и

U−1(y) =
1

2
√

2
exp

(

−y
2

)

exp

(

−1

2
e−y
)

×

× (
√

3 +
√

2 − σ3)

[

cos(
√

2ey) +
i
√

3σ2−σ1√
2

sin(
√

2ey)

]

.

Базисные векторы инвариантного пространства I — квадратично ин-
тегрируемые. Действительно, функции ~fj(y) и ~gk(y) асимптотиче-

ски ведут себя как exp
(

− (2j+1)y
2

)

и exp
(

− (2k+1)y
2

)

, соответствен-

но, когда y → +∞. Более того, они ведут себя как exp
(

− (2j+1)y
2

)

×

× exp
(

− 1
2e

−y) и exp
(

− (2k+1)y
2

)

exp
(

− 1
2e

−y), соответственно, когда

y → −∞. Это означает, что они очень быстро стремятся к нулю при
условии y → ±∞.

Модель 3. (Ĥ [y] +E)ψ(y) = 0, где

Ĥ [y] = ∂2
y +

1

4 sh2 y

[

−1
4
ch4 y + (2m− 1) ch3 y − 2 ch2 y −

− 2m ch y + 2

]

+ 1
2

(2m− 1 − ch y)σ3 −
1

2
σ1 +

1

2
.

Для этого оператора инвариантное пространство I имеет размер-
ность 2m и натянуто на векторы

~fj = U−1(y) exp(−jy)~e1,
~gk = U−1(y) (m exp(−ky)~e2 − k exp(−(k − 1)y)~e1) ,

где j = 0, . . . ,m − 2, k = 0, . . . ,m, m — произвольное натуральное
число и

U−1(y) = exp

(

−ch y

4

)

∣

∣

∣th
y

2

∣

∣

∣

−1/4

.
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Можно непосредственно проверить, что базисными векторами ин-
вариантного пространства I являются квадратично интегрируемые
функции на интервале (−∞,+∞).

Модель 4. (Ĥ [y] +E)ψ(y) = 0, где

Ĥ [y] = ∂2
y −

y2

16
+

5m2 − 2m

4m2y2
+

(2m− 1)(4m− 1)
mρ ×

× sin

(

−ρ
2

ln |y|
)

σ1 −
4m− 1

2

√

2m− 1

2m
cos

(

−ρ
2

ln |y|
)

σ3 +
1

2

и ρ =
√

16m2−8m
m .

Для этого оператора инвариантное пространство I имеет размер-
ность 2m и натянуто на векторы

~fj = U−1(y) exp(−jy)~e1,

~gk = U−1(y) (m exp(−ky)~e2 − k exp(−(k − 1)y)~e1) ,

где j = 0, . . . ,m − 2, k = 0, . . . ,m, m — произвольное натуральное
число и

U−1(y) = |y|1/2 exp

(

−y
2

8

)[

cos

(

ρ

4
ln |y|

)

+

+
i(4m− 1)σ2 + σ3√

16m2 − 8m
sin

(

ρ

4
ln |y|

)]

Λ,

где Λ = 1 + i(
√

16m2 − 8m+ 4m− 1)σ1.
Очевидно, что базисные векторы инвариантного пространства I —

квадратично интегрируемые функции на интервале (−∞,+∞).

3.5.2. Расширение алгебры sl(2)

Следуя работам [191, 192], рассмотрим реализацию алгебры sl(2)

sl(2) = 〈Q−, Q0, Q+〉 = 〈∂x, x∂x −
m− 1

2
+ S0,

x2∂x − (m− 1)x+ 2S0x+ S+〉, (3.90)

где S0 = σ3/2, S+ = (iσ2+σ1)/2, а m > 2 — произвольное натуральное
число. Это представление приводит к семейству КТР моделей, и, более
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того, алгебра (3.90) имеет следующее конечномерное инвариантное
пространство

Isl(2) = I1 ⊕ I2 = 〈~e1, x~e1, . . . , xm−2~e1〉⊕ (3.91)

〈m~e2, . . . ,mxj~e2 − jxj−1~e1, . . . ,mx
m~e2 −mxm−1~e1〉.

Поскольку пространства I1, I2 инвариантны относительно дей-
ствия любого из операторов (3.90), то вышеприведенное представ-
ление является приводимым. Более серьезная трудность состоит в
том, что если мы возьмем билинейные комбинации (3.88) операто-
ров (3.90), коэффициентами которых будут комплексные числа, то,
вообще говоря, невозможно построить КТР оператор, эквивалентный
эрмитовому оператору Шредингера. Для преодоления этой трудно-
сти используем идею, предложенную в [192], где в билинейной фор-
ме (3.88) коэффициентами являются постоянные 2×2-матрицы. С этой
целью рассмотрим расширение алгебры Ли (3.90), добавив к ней сле-
дующие три матричных оператора:

R− = S−, R0 = S−x+ S0, R+ = S−x
2 + 2S0x+ S+, (3.92)

где S± = (iσ2 ± σ1)/2.
Непосредственная проверка показывает, что пространство (3.91)

инвариантно относительно действия линейной комбинации операто-
ров (3.92). Рассмотрим следующее множество операторов:

〈T± = Q± − R±, T0 = Q0 −R0, R±, R0, I〉, (3.93)

где Q и R — операторы (3.90) и (3.92), соответственно, и I — единич-
ная 2×2-матрица. Прямыми вычислениями проверяем, что операторы
T±, T0 так же, как и операторы R±, R0, удовлетворяют коммутаци-
онным соотношениям алгебры sl(2). Более того, операторы T±, T0

коммутируют с любым из операторов R±, R0. Следовательно, опера-
торы (3.93) образуют алгебру Ли

sl(2) ⊕ sl(2) ⊕ I ∼= o(2, 2) ⊕ I.

Далее будем обозначать эту алгебру как g.
Операторы Казимира алгебры g кратны единичной матрице:

K1 = T 2
0 − T+T− − T0 =

(

m2 − 1

4

)

I,

K2 = R2
0 −R+R− −R0 =

3

4
I.
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Используя этот факт, можно показать, что представление этой алге-
бры, реализуемое на пространстве Isl(2), неприводимо.

Интересно и то, что операторы (3.93) удовлетворяют следующим
соотношениям:

R2
− = 0, R2

0 =
1

4
, R2

+ = 0,

{R−, R0} = 0, {R+, R0} = 0, {R−, R+} = −1,

R−R0 =
1

2
R−, R0R+ =

1

2
R+, R−R+ = R0 −

1

2
. (3.94)

Здесь {Q1, Q2} = Q1Q2 + Q2Q1. Следовательно, алгебру g можно
рассматривать и как супералгебру (ср. с результатами работы [112]).

3.5.3. Общий вид эрмитового КТР оператора

Используя коммутационные соотношения алгебры Ли g совместно
с соотношениями (3.94), можно показать, что любая билинейная ком-
бинация операторов (3.93) является линейной комбинацией двадцати
одной (базисной) квадратичной формой этих операторов. Рассматри-
вая такие линейные комбинации, мы приходим ко всем КТР моделям,
которые можно получить с помощью рассматриваемого подхода. На-
помним, что нашей целью является вывод не отдельных семейств КТР
матричных операторов второго порядка как таковых, а именно опера-
торов Шредингера (3.89). Это означает, что необходимо преобразовать
билинейную комбинацию (3.88) к стандартному виду (3.89). Принци-
пиальным является требование, чтобы соответствующие преобразо-
вания могли выражаться явными формулами, поскольку нам нужно
получить явный вид как матричного потенциала оператора Шредин-
гера, так и базисных функций его инвариантного пространства.

Общий вид КТР модели, которая строится в рамках нашего под-
хода, следующая:

H [x] = ξ(x)∂2
x +B(x)∂x + C(x), (3.95)

где ξ(x) — есть некоторая вещественная функция, а B(x), C(x) —
матричные функции размерности 2 × 2. Пусть U(x) будет обратимой
2 × 2-матрицей-функцией, удовлетворяющей системе обыкновенных
дифференциальных уравнений

U ′(x) =
1

2ξ(x)

(

ξ′(x)

2
−B(x)

)

U(x), (3.96)
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а функция f(x) определена из соотношения

f(x) = ±
∫

dx
√

ξ(x)
. (3.97)

Тогда замена переменных, которая сводит (3.95) к стандартному ви-
ду (3.89), запишется как

x→ y = f(x),

H [x] → Ĥ [y] = Û−1(y)H [f−1(y)]Û(y), (3.98)

где f−1 обозначает функцию, обратную к f , Û(y) = U(f−1(y)).
Применив преобразование (3.98), приходим к оператору Шредин-

гера

Ĥ [y] = ∂2
y + V (y), (3.99)

где

V (y) =

{

U−1(x)

[

− 1

4ξ
B2(x) − 1

2
B′(x) +

ξ′

2ξ
B(x) + C(x)

]

U(x)+

+
ξ′′

4
− 3ξ′

2

16ξ

}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

. (3.100)

Далее, {W (x)}x=f−1(y) означает, что нужно подставить f−1(y) вме-
сто x в выражении W (x).

Кроме того, если обозначить через ~f1(x), . . . , ~f2m(x) базисные эле-
менты инвариантного пространства (3.91), то инвариантное простран-
ство оператора Ĥ [y] примет вид

Îsl(2) =
〈

Û−1(y)~f1(f
−1(y)), . . . , Û−1(y)~f2m(f−1(y))

〉

. (3.101)

Согласно сказанному выше, будем искать такие КТР модели, для
которых можно явно записать формулу преобразований (3.98). Это
означает, что решение системы (3.96) нужно построить в явном виде.
Для достижения этого выберем среди вышеупомянутого множества
двадцати одной линейно независимых форм двенадцать таких:

A0 = ∂2
x, A1 = x∂2

x, A2 = x2∂2
x + (m− 1)σ3,

B0 = ∂x, B1 = x∂x +
σ3

2
, B2 = x2∂x − (m− 1)x+ σ3x+ σ1,
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C1 = σ1∂x +
m

2
σ3, C2 = iσ2∂x +

m

2
σ3, C3 = σ3∂x,

D1 = x3∂2
x − 2σ1x∂x + (3m−m2 − 3)x+

+ (2m− 3)xσ3 + (4m− 4)σ1,

D2 = x3∂2
x − 2iσ2x∂x + (3m−m2 − 3)x+

+ (2m− 3)xσ3 + (4m− 4)σ1,

D3 = 2σ3x∂x + (1 − 2m)σ3. (3.102)

Их линейные комбинации имеют такую структуру, что система (3.96)
может быть проинтегрирована в замкнутом виде. Однако здесь мы
систематически изучим лишь первые девять квадратичных форм из
этого списка, исключив D1, D2, D3 из дальнейшего рассмотрения.

Таким образом, далее рассматривается следующий вид гамильто-
ниана:

H [x] =

2
∑

µ=0

(αµAµ + βµBµ) +

3
∑

i=1

γiCi = (α2x
2 + α1x+ α0)∂

2
x +

+ (β2x
2 + β1x+ β0 + γ1σ1 + iγ2σ2 + γ3σ3)∂x + β2σ3x− (3.103)

−β2(m− 1)x+ β2σ1 +

[

α2(m− 1) +
β1

2
+
m

2
(γ1 + γ2)

]

σ3.

Здесь α0, α1, α2 — произвольные вещественные константы, а β0, . . .,
γ3 — произвольные комплексные константы.

Введя следующие обозначения

γ̃1 = γ1, γ̃2 = iγ2, γ̃3 = γ3,

δ = 2α2(m− 1) + β1 +m(γ1 + γ2),

ξ(x) = α2x
2 + α1x+ α0, η(x) = β2x

2 + β1x+ β0, (3.104)

получим следующий вид общего решения системы (3.96):

U(x) = ξ1/4(x) exp

[

−1

2

∫

η(x)

ξ(x)
dx

]

×

× exp

[

−1

2
γ̃iσi

∫

1

ξ(x)
dx

]

Λ, (3.105)

где Λ — произвольная постоянная обратимая матрица 2 × 2. Далее,
преобразование (3.98), где матрица U(x) имеет вид (3.105), сводит
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КТР оператор (3.103) к оператору Шредингера (3.99), где

V (y) =

{

1

4ξ
Λ−1{−η2 + 2ξ′η − 2ξη′ − 4β2(m− 1)xξ − γ̃2

i +

+ 2(ξ′ − η)γ̃iσi + 4β2ξU
−1(x)σ1U(x) + (4β2x+ 2δ)ξ ×

× U−1(x)σ3U(x)}Λ +
α2

2
− 3(2α2x+ α1)

2

16ξ

}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

. (3.106)

Здесь ξ, η — функции от x, определенные в (3.104), f−1(y) — функция
обратная к f(x) (3.97).

Условие эрмитовости оператора Шредингера (3.99) эквивалентно
требованию эрмитовости матрицы V (y). Для описания эрмитовых
матриц среди многопараметрического семейства матриц (3.106) вос-
пользуемся следующей леммой.

Лемма 3.1. Матрицы zσa, w(σa ± iσb), a 6= b, где {z, w} ⊂ C,
z /∈ R, w 6= 0, нельзя привести к эрмитовым с помощью преобразо-
вания

A→ A′ = Λ−1AΛ, (3.107)

где Λ — обратимая постоянная 2 × 2-матрица.

Доказательство. Лемму достаточно доказать для случая a = 1,
b = 2, поскольку все другие случаи эквивалентны. Предположим
обратное: допустим, что существует преобразование (3.107), которое
сводит матрицу zσ1 к эрмитовой матрице A′. Поскольку tr (zσ1) =
= trA′ = 0, матрица A′ имеет вид αiσi с некоторыми вещественными
константами αi. Далее, из равенства det(zσ1) = detA′ получаем z2 =
= α2

i . Последнее соотношение противоречит тому, что z /∈ R. Следова-
тельно, матрица zσ1 не может быть приведена к эрмитовой с помощью
преобразования (3.107).

Рассмотрим теперь матрицу w(σ1 + iσ2). Общий вид матрицы Λ
такой:

Λ =

(

a b
c d

)

Тогда преобразование (3.107) имеет следующий вид:

A′ = Λ−1w(σ1 + iσ2)Λ =
2w

δ

(

cd d2

−c2 −cd

)

, δ = det Λ.
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Следовательно, условия эрмитовости матрицы A′ запишутся как

w

δ
cd =

w̄

δ̄
c̄d̄,

−w
δ
c2 =

w̄

δ̄
d̄2,

где верхняя черта обозначает комплексное сопряжение.
Из второго соотношения следует, что c, d могут обращаться в нуль

только одновременно, что невозможно, поскольку матрица Λ обрати-
ма. Следовательно, справедливо равенство cd 6= 0. Отсюда получаем

−d
c

=
c̄

d̄
↔ |c|2 + |d|2 = 0.

Это противоречие доказывает, что матрицу w(σ1 + iσ2) нельзя приве-
сти к эрмитовому виду.

Поскольку матрица σ1 + iσ2 сводится к σ1 − iσ2 с помощью неко-
торого преобразования (3.107), то лемма доказана.

Лемма 3.2. Пусть ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3), ~c = (c1, c2, c3)
— комплексные векторы, ~σ — вектор, чьими компонентами яв-
ляются матрицы Паули (σ1, σ2, σ3). Тогда справедливо следующее
утверждение.

1◦) Ненулевая матрица ~a~σ сводится к эрмитовому виду с по-
мощью преобразования (3.107) тогда и только тогда, когда
~a 2 > 0 (это неравенство означает, в частности, что ~a 2 ∈ R);

2◦) Ненулевые матрицы ~a~σ, ~b~σ с ~b 6= λ~a, λ ∈ R, сводятся одновре-
менно к эрмитовым с помощью преобразования (3.107) тогда
и только тогда, когда

~a 2 > 0, ~b 2 > 0, (~a×~b )2 > 0;

3◦) Матрицы ~a~σ,~b~σ, ~c~σ с ~a 6= ~0,~b 6= λ~a, ~c 6= µ~b, {λ, µ} ⊂ R, сводятся
одновременно к эрмитовым с помощью преобразования (3.107)
тогда и только тогда, когда

~a 2 > 0, ~b 2 > 0, (~a×~b)2 > 0,
{

~a~c, ~b~c, (~a×~b)~c
}

⊂ R.

Здесь мы обозначаем скалярное произведение векторов ~a, ~b как ~a~b,

а их векторное произведение — как ~a×~b.
Доказательство. Сначала докажем справедливость утверждения 1.
Предположим, что ненулевую матрицу ~a~σ можно привести к эрмито-
вой. Докажем, что отсюда следует неравенство ~a2 > 0.
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Рассмотрим матрицы:

Λij(a, b) =







1 + εijk

√
a2 + b2 − b

a
iσk, a 6= 0,

1, a = 0,

(3.108)

где (i, j, k) = cycle (1, 2, 3). Докажем, что они обратимы при условии

√

a2
i + a2

j 6= 0. (3.109)

При условии (3.109) выполняются следующие соотношения:

σl → Λ−1
ij (a, b) σl Λij(a, b) =























σk, l = k,

bσi + aσj√
a2 + b2

, l = i,

−aσi + bσj√
a2 + b2

, l = j.

(3.110)

Поскольку ~a — ненулевой вектор, то существует, по крайне мере,
одна пара индексов i, j такая, что a2

i + a2
j 6= 0. Применяя преобразо-

вание (3.110) с a = ai, b = aj , получаем

~a~σ → ~a ′~σ =
√

a2
i + a2

j σj + akσk (3.111)

(суммирования по индексам i, j, k нет). Прямая проверка показывает,
что величина ~a 2 инвариантна относительно преобразования (3.110),
т.е. ~a 2 = ~a ′2.

Если ~a 2 = 0, то a′2j +a′2k = 0 или a′i = ±ia′k. Следовательно, в силу
леммы 3.1, получаем, что матрица (3.111) не может быть приведена к
эрмитовому виду. Следовательно, ~a 2 6= 0 и соотношение a′2j + a′2k 6= 0

справедливо. Применив преобразование (3.110), где a =
√

a2
i + a2

j ,

b = ak, получаем

~a ′~σ →
√
~a 2 σk . (3.112)

Из леммы 3.1 следует, что если число
√
~a 2 комплексное, то такую

матрицу нельзя привести к эрмитовому виду. Следовательно, соотно-
шение ~a 2 > 0 справедливо.

Достаточность утверждения следует из того, что при условии
~a 2 > 0, матрица (3.112) эрмитова.
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Докажем теперь необходимость утверждения 2 леммы. Прежде
всего заметим, что, в силу утверждения 1, ~a 2 > 0, ~b 2 > 0. Далее,
не уменьшая общности, можно снова предположить, что a2

i + a2
j 6= 0.

Возьмем суперпозицию двух преобразований вида (3.110) с a = ai,

b = aj и a =
√

a2
i + a2

j , b = ak:

Λij(ai, aj)Λjk(
√

a2
i + a2

j , ak) = 1 + iεijk

√
~a 2 − ak
√

a2
i + a2

j

σi + (3.113)

+ iεijk

√

a2
i + a2

j − aj

ai
σk − iεijk

√

a2
i + a2

j − aj

ai

√
~a 2 − ak
√

a2
i + a2

j

σj

(здесь существует конечный предел, когда ai → 0). Используя эту
формулу и принимая во внимание (3.110), получим

~a~σ →
√
~a 2σk,

~b~σ → ~b ′~σ =
biaj − bjai
√

a2
i + a2

j

σi +
ak~a~b− bk~a

2

√
~a 2
√

a2
i + a2

j

σj +
~a~b√
~a2
σk . (3.114)

Покажем, что необходимым условием одновременной приводимо-
сти матриц

√
~a 2σk, ~b ′~σ к эрмитовым является ~a~b ∈ R. Действительно,

поскольку матрицы ~b ′~σ, σk одновременно приводятся к эрмитовым, то
и матрицу ~b′~σ + λσk можно привести к эрмитовой для любого веще-
ственного λ. Отсюда заключаем, учитывая утверждение 1, что

b′2i + b′2j + (b′k + λ)2 > 0, (3.115)

где λ — произвольное вещественное число. Это неравенство справед-

ливо, только если b′k = ~a~b√
~a2

∈ R.

Выбрав в (3.115) λ = −b′k, приходим к неравенству b′2i + b′2j > 0.

Поскольку b′2i + b′2j = (~a×~b )2, то отсюда получаем, что (~a×~b )2 > 0.
Необходимость доказана.

Для доказательства достаточности утверждения 2 рассмотрим пре-
образование (3.110) с

a =
biaj − bjai
√

a2
i + a2

j

, b =
ak~a~b− bk~a

2

√
~a 2
√

a2
i + a2

j

. (3.116)
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Матрицы
√
~a 2σk инвариантны относительно этого преобразования, а

матрица ~b ′~σ (3.114) сводится к следующей:

~b′~σ → ~b ′′~σ =

√

(~a×~b )2
√
~a 2

σj +
~a~b√
~a 2

σk, (3.117)

откуда и следует достаточность утверждения 2.
Доказательство утверждения 3 леммы аналогично доказательству

утверждения 2. Первые три условия следуют из утверждения 2. При-
менив последовательно преобразования (3.110) с параметрами a, b ви-
да (3.116) к матрице ~c~σ, получим, учитывая (3.113),

~c~σ → ~c ′′~σ =
εijk~a(~c×~b )
√

(~c×~b )2
σi +

(~a×~b )(~a× ~c )
√

(~c×~b )2
√
~a 2

σj +
~a~c√
~a 2

σk. (3.118)

Используя стандартные тождества для смешанных векторных произ-
ведений, получаем, что коэффициенты при матрицах σi, σj , σk дей-
ствительны тогда и только тогда, когда справедливы следующие со-
отношения:

{

~a~c, ~b~c, (~a×~b)~c
}

⊂ R.

Это завершает доказательство леммы 3.2.
Лемма 3.2 играет ключевую роль, когда мы сводим потенциа-

лы (3.106) к эрмитовому виду. Общий подход заключается в следую-
щем. Сначала мы сводим КТР оператор к оператору Шредингера

∂2
y + f(y)~a~σ + g(y)~b~σ + h(y)~c~σ + r(y).

Здесь f , g, h, r — некоторые линейно независимые вещественные
функции, а ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3), ~c = (c1, c2, c3) — комплекс-
ные постоянные векторы, компоненты которых зависят от параметров
~α, ~β, ~γ. Далее, используя лемму 3.2, находим условия на параметры
~α, ~β, ~γ, при которых можно одновременно свести матрицы ~a~σ, ~b~σ, ~c~σ к
эрмитовому виду. Затем, используя формулы (3.108), (3.113), (3.116),
находим вид матрицы Λ. Формулы (3.112), (3.117), (3.118) дают явный
вид преобразованных матриц ~a~σ, ~b~σ, ~c~σ и, следовательно, эрмитовый
вид матричного потенциала V (y).
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3.5.4. КТР матричные модели

Применяя алгоритм, описанный в конце предыдущего пункта, по-
строим широкие семейства КТР матричных моделей (3.103), которые
можно свести к эрмитовым матричным операторамШредингера. Ниже
приведены окончательные результаты, а именно, выписаны ограниче-
ния на выбор параметров и явный вид КТР эрмитовых операторов
Шредингера. После этого подробно показано, как вывести соответ-
ствующие формулы для одного из шести неэквивалентных случаев.
В нижеприведенных формулах через [A] ∨ [B] будем обозначать ди-
зъюнкцию двух утверждений A и B.

Случай 1. γ̃1 = γ̃2 = γ̃3 = 0 и

[β0, β1, β2 ∈ R] ∨ [β2 = 0, β1 = 2α2, β0 = α1 + iµ, µ ∈ R];

Ĥ [y] = ∂2
y +

{

1

4(α2x2 + α1x+ α0)
×

{

− β2
2x

4 − [2β1β2 + 4α2β2(m− 1)]x3 +

+
[

2α2β1 − 2α1β2 − β2
1 − 2β0β2 − 4α1β2(m− 1)

]

x2 +

+ [4α2β0 − 2β0β1 − 4mα0β2]x+ 2α1β0 − 2α0β1 − β2
0 +

+4β2(α2x
2 + α1x+ α0)σ1 +

+ (4β2x+ 2δ)(α2x
2 + α1x+ α0)σ3

}

+

+
α2

2
− 3(2α2x+ α1)

2

16(α2x2 + α1x+ α0)

}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = 1.

Случай 2. β2, δ = 0 и

2α2β1 − β2
1 ∈ R, 2α2β0 − β0β1 ∈ R,

2α1β0 − 2β1α0 − β2
0 − γ̃2

i ∈ R,
[

(2α2 − β1)
2γ̃2
i > 0

]

∨ [2α2 − β1 = 0] ,
[

(α1 − β0)
2γ̃2
i > 0

]

∨ [α1 − β0 = 0] ;

Ĥ [y] = ∂2
y +

{

1

4(α2x2 + α1x+ α0)

{

β1(2α2 − β1)x
2 +

+ 2β0(2α2 − β1)x+ 2α1β0 − 2β1α0 − β2
0 − γ̃2

i +
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+ [2(2α2 − β1)x+ 2(α1 − β0)]
√

γ̃2
i σ3

}

+

+
α2

2
− 3(2α2x+ α1)

2

16(α2x2 + α1x+ α0)

}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ12(γ̃1, γ̃2)Λ23(
√

γ̃2
1 + γ̃2

2 , γ̃3), γ̃2
1 + γ̃2

2 6= 0.

(Если γ̃2
1 + γ̃2

2 = 0, то можно выбрать другую матрицу Λ (27), когда
γ̃2
i + γ̃2

j 6= 0.)
Случай 3. α2 6= 0, β2 6= 0 и
[

{β2, γ1} ⊂ R, γ3 = 0, γ2 =
√

γ2
1 − 2α2γ1, α2γ1 < 0,

β1 = 2α2 + β2
α1

α2
, β0 = α1 + β2

α0

α2

]

;

Ĥ [y] = ∂2
y +

{

α2

2
− 3(2α2x+ α1)

2

16(α2x2 + α1x+ α0)
+

+
1

4(α2x2+α1x+α0)
×
{

−β2
2x

4−
[

2β2
2

α1

α2
+4α2β2m

]

x3 −

−
[

β2
2

α2
2

(α2
1 + 2α0α2) + 2α1β2(1 + 2m)

]

x2 −

−
[

2α1β2(α1α2 + α0β2)

α2
2

+ 4α0β2m

]

x+ α2
1 − β2

2

α2
0

α2
2

− 4β2
α0α1

α2
− 4α0α2 − 2α2γ1 + 4β2x(α2x

2 + α1x+ α0) ×

×
[

sin
(

θ(y)
√

−2α2γ1

)

σ1 + cos
(

θ(y)
√

−2α2γ1

)

σ3

]

+

+ 2(α2x
2 + α1x+ α0)

[

sin
(

θ(y)
√−2α2γ1

)

√−2α2γ1
×

×
(

δ
√

−2α2γ1σ1 − 2β2

√

γ2
1 − 2α2γ1σ3

)

+

+ cos
(

θ(y)
√

−2α2γ1

)

×
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×
(

2β2

√

γ2
1 − 2α2γ1√−2α2γ1

σ1 + δσ3

)]}}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = 1 +

(
√

1− 2α2

γ1
−
√

−2α2

γ1

)

σ3.

Случай 4. α2 6= 0, β2 = 0.

Подслучай 4.1. δ 6= 0, γ1, γ2 не обращаются одновременно в нуль
и

γ2
1 − γ2

2 < 0, γ3 = iµ, {µ, δ} ⊂ R, i(α1 − β0) ∈ R, β1 = 2α2;

Ĥ [y] = ∂2
y +

{

α2

2
− 3(2α2x+ α1)

2

16(α2x2 + α1x+ α0)
+

+
1

4ξ

{

−β2
0 + 2α1β0 − 2α0β1 − γ̃2

i +

+ 2(α2x
2 + α1x+ α0)

[

δ
√

γ2
2 − γ2

1σ1

sin
(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

√

−γ̃2
i

+

+
−iδγ3

√

γ2
2 − γ2

1σ2 + δ(γ2
1 − γ2

2)σ3

γ̃2
i

cos

(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

]

+

+

[

2δα2γ3

γ̃2
i

x2 +
2δα1γ3

γ̃2
i

x+
(2α1 − 2β0)γ̃

2
i + 2δα0γ3

γ̃2
i

]

×

×
(

i
√

γ2
2 − γ2

1σ2 + γ3σ3

)

} }∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ21(iγ1, γ2).

Подслучай 4.2. δ 6= 0, γ1 = γ2 = 0, γ3 6= 0 и

{δ, β1(2α2 − β1), β0(2α2 − β1), −β2
0 + 2α1β0 − 2α0β1,

γ3(2α2 − β1), γ3(α1 − β0)} ⊂ R;

Ĥ [y] = ∂2
y +

{

α2

2
− 3(2α2x+ α1)

2

16(α2x2 + α1x+ α0)
+

+
1

4(α2x2 + α1x+ α0)
{β1(2α2 − β1)x

2+ 2β0(2α2 − β1)x−
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− β2
0 + 2α1β0 − 2β1α0 − γ2

3 +
[

2δα2x
2 + 2x((2α2 −

− β1)γ3 + δα1) + 2(α1 − β0)γ3 + 2δα0

]

σ3}
}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = 1.

Случай 5. α2 = 0, β2 6= 0 и

α1 6= 0, γ2
1 − γ2

2 < 0, γ̃2
i < 0, γ3 =

γ̃2
i

2α1
,

{β0, β1, β2, γ2, δ(γ
2
2 − γ2

1) + 2β2γ1γ3} ⊂ R,

{i(2α0β2γ3 − β1γ̃
2
i + 2β2α1γ1 + δα1γ3),

i((α1 − β0)γ̃
2
i + 2β2α0γ1 + δα0γ3)} ⊂ R;

Ĥ [y] = ∂2
y +

{

− 3α2
1

16(α1x+ α0)
+

1

4(α1x+ α0)

{

−β2
2x

4 −

− 2β1β2x
3 +

[

(2 − 4m)α1β2 − β2
1 − 2β0β2

]

x2 −

− [2β0β1 + 4mα0β2]x+ 2α1β0 − 2α0β1 − β2
0 − γ̃2

i +

+ 4x(α1x+ α0)

[

β2

√

γ2
2 − γ2

1σ1

sin
(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

√

−γ̃2
i

+

+
β2

√

(γ2
1 − γ2

2)γ̃2
i

γ̃2
i

σ3 cos

(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

]

+ 2(α1x+ α0)×

×
[(

δ(γ2
2 − γ2

1) + 2β2γ1γ3
√

γ2
2 − γ2

1

σ1 −
2β2γ2γ̃

2
i

√

(γ2
1 − γ2

2)γ̃2
i

σ3

)

×

×
sin
(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

√

−γ̃2
i

+

(

2β2γ2
√

γ2
2 − γ2

1

σ1 +

+
δ(γ2

1 − γ2
2) − 2β2γ1γ3

√

(γ2
1 − γ2

2)γ̃2
i

σ3

)

cos

(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

]

+

+

[

x
4α0β2γ3 − 2β1γ̃

2
i + 4α1β2γ1 + 2δα1γ3

γ̃2
i

+
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+
(2α1 − 2β0)γ̃

2
i + 4α0β2γ1 + 2δα0γ3

γ̃2
i

]

×

×
(

−i
√

−γ̃2
i σ2

)

} }∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ21(iγ1, γ2)Λ23

(

−iγ3

√

γ2
2 − γ2

1 , γ
2
1 − γ2

2

)

.

Случай 6. α2 = 0, β2 = 0.

Подслучай 6.1. δ 6= 0, γ̃1, γ̃2 не обращаются в нуль одновременно
и

γ̃2
i < 0, {δ2(γ2

1 − γ2
2) < 0, β0, β1} ⊂ R,

{i(−β1γ̃
2
i + δα1γ3), i((α1 − β0)γ̃

2
i + δα0γ3)} ⊂ R;

Ĥ [y] = ∂2
y +

{

− 3α2
1

16(α1x+ α0)
+

1

4(α1x+ α0)

{

−β2
1x

2 −

− 2β0β1x+ 2α1β0 − 2α0β1 − β2
0 − γ̃2

i +

+ 2(α1x+ α0)

[

δ
√

γ2
2 − γ2

1σ1

sin
(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

√

−γ̃2
i

+

+
δ(γ2

1 − γ2
2)

√

(γ2
1 − γ2

2)γ̃2
i

σ3 cos

(

θ(y)
√

−γ̃2
i

)

]

+

+

[

x
−2β1γ̃

2
i + 2δα1γ3

γ̃2
i

+
(2α1 − 2β0)γ̃

2
i + 2δα0γ3

γ̃2
i

]

×

×
(

−i
√

−γ̃2
i σ2

)

} }∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ21(iγ1, γ2)Λ23

(

−iγ3

√

γ2
2 − γ2

1 , γ
2
1 − γ2

2

)

.

Подслучай 6.2.

γ1 = γ2 = 0, γ3 6= 0, {β2
1 , β0β1} ⊂ R,

{−β1γ3 + δα1, (α1 − β0)γ3 + δα0, −β2
0 + 2α1β0 − 2α0β1} ⊂ R;
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Ĥ [y] = ∂2
y +

{

− 3α2
1

16(α1x+ α0)
+

1

4(α1x+ α0)
{−β2

1x
2 − 2β0β1x+

+ 2α1β0 − 2α0β1 − β2
0 − γ2

3 + 2(α1x+ α0) ×

× [2xβ1(α1 − γ3) + 2(α1 − β0)γ3 + 2β1α0]σ3}
}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = 1.

В приведенных выше формулах функция, обратная к

y = f(x) ≡
∫

dx√
α2x2 + α1x+ α0

, (3.119)

обозначается как f−1(y), функция θ = θ(y) определяется как

θ(y) = −
{∫

dx

α2x2 + α1x+ α0

}∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

, (3.120)

а γ̃2
i означает γ̃2

1 + γ̃2
2 + γ̃2

3 .
Полная процедура получения вышеприведенных формул довольно

громоздка. Поэтому здесь мы не будем приводить вычисления, а по-
кажем основные этапы вывода соответствующих формул для случая,
когда α2 6= 0, β2 6= 0. Нетрудно доказать, что γ̃2

i 6= 0. Действитель-
но, предположим, что выполняется соотношение γ̃2

i = 0. Рассмотрим
выражение Ω = U−1(x)σ3U(x) в формуле (3.106). Используя формулу
Кэмпбелла–Хаусдорфа, получаем

Ω = σ3 + θ(iγ1σ2 + γ2σ1) −
θ2

2
γ3γ̃iσi,

где θ — функция (3.120). Рассматривая коэффициент при θ2, полу-
чаем, что γ3 = 0 (иначе, воспользовавшись леммой 3.2, получили бы
неравенство γ2

3 γ̃
2
i 6= 0, что противоречит предположению γ̃2

i = 0).
Поскольку матричный коэффициент при θ должен быть эрмитовым,
получаем соотношение γ̃2

i = γ2
1−γ2

2 < 0. Это противоречие доказывает
справедливость утверждения γ̃2

i 6= 0. Теперь, с учетом этого неравен-
ства, можно представить матричный потенциал (3.106) в форме

V (y) =

{

α2

2
− 3(2α2x+ α1)

2

16(α2x2 + α1x+ α0)
+

1

4(α2x2 + α1x+ α0)
×

× Λ−1

{

−β2
2x

4 − [2β1β2 + 4α2β2(m− 1)]x3 +
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+
[

2α2β1 − 2α1β2 − β2
1 − 2β0β2 − 4α1β2(m− 1)

]

x2 +

+ [4α2β0 − 2β0β1 − 4mα0β2]x+ 2α1β0 − 2α0β1 − β2
0−

− γ̃2
i + 4x(α2x

2 + α1x+ α0)

[

β2γ3(γ̃
2
i )

−1γ̃iσi +

+ β2(γ2σ1 + iγ1σ2)(γ̃
2
i )

−1/2 sh

(

θ
√

γ̃2
i

)

+

+ [β2(−γ1γ3σ1 − iγ2γ3σ2 + (γ2
1 − γ2

2)σ3)]×

× (γ̃2
i )

−1 ch

(

θ
√

γ̃2
i

)

]

+ 2(α2x
2 + α1x+ α0) ×

×
[

(δγ2σ1 + i(δγ1 − 2β2γ3)σ2 − 2β2γ2σ3) ×

× (γ̃2
i )

−1/2 sh

(

θ
√

γ̃2
i

)

+ [(2β2(γ
2
3 − γ2

2) − δγ1γ3)σ1 −

− i(2β2γ1γ2 + δγ2γ3)σ2 + (δ(γ2
1 − γ2

2) − 2β2γ1γ3)σ3] ×

× (γ̃2
i )

−1 ch

(

θ
√

γ̃2
i

)

]

+ [(−2β2γ̃
2
i + 4α2β2γ1 +

+ 2δα2γ3)x
2 + ((4α2 − 2β1)γ̃

2
i + 4α1β2γ1 + 2δα1γ3)x+

+
(2α1 − 2β0)γ̃

2
i + 4α0β2γ1 + 2δα0γ3

γ̃2
i

] ×

× (γ̃2
i )

−1γ̃iσi

}

Λ

}∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

, (3.121)

где θ = θ(y) определяется из (3.120).
Предположим теперь, что γ1, γ2 не обращаются одновременно в

нуль. Докажем, что в этом случае γ̃2
i ∈ R. Рассмотрим (не рав-

ный нулю) матричный коэффициент при 4xξ ch
(

θ
√

γ̃2
i

)

в выражении

(3.121), и пусть комплексное число
√

γ̃2
i = a + ib. Несложно дока-

зать, что ch
(

θ
√

γ̃2
i

)

= f(x) + ig(x), где f , g — линейно независи-

мые вещественные функции. Рассматривая матричные коэффициенты
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при f(x), g(x), видим, что для приводимости матрицы (3.121) к эрми-
товому виду нужно к такому виду привести матрицы A и iA, а это
невозможно. Противоречие доказывает, что γ̃2

i ∈ R.
Рассмотрим следующие матричные коэффициенты при

4xξ
sh
(

θ
√

γ̃2
i

)

√

γ̃2
i

, 4xξ ch

(

θ
√

γ̃2
i

)

в (3.121). Эти коэффициенты можно представить в виде ~a~σ, ~b~σ, где

~a = β2(γ2, iγ1, 0), ~b = β2(−γ1γ3,−iγ2γ3, γ
2
1 − γ2

2),

и, более того,

~a×~b = β2
2(γ2

1 − γ2
2)(iγ1,−γ2, iγ3).

С помощью леммы 3.2 легко получить, что

βi ∈ R, γ3 = iµ, µ ∈ R, γ2
1 − γ2

2 < 0.

И, наконец, рассмотрим матричный коэффициент при 2ξ
sh

I

θ
√
γ̃2

i

J

√
γ̃2

i

, ко-

торый имеет вид ~c~σ, где ~c = (δγ2, i(δγ1 − 2β2γ3),−2β2γ2). Из утвер-
ждения 3 леммы 3.2 следуют условия

{γ1, γ2} ⊂ R, [γ1 = 0] ∨ [γ3 = 0].

Рассматривая аналогичным образом матричный коэффициент при

2ξ ch
(

θ
√

γ̃2
i

)

получаем следующие ограничения на коэффициенты ~α,

~β, ~γ:
[

{β2, γ1} ⊂ R, γ3 = 0, γ2 =
√

γ2
1 − 2α2γ1, α2γ1 < 0,

β1 = 2α2 + β2
α1

α2
, β0 = α1 + β2

α0

α2

]

.

Результат вычислений — формула для случая 2.
Аналогично можно доказать, что при условии γ1 = γ2 = 0, γ3 6= 0,

матрицу (3.121) нельзя свести к эрмитовому виду.
Дальнейшее сужение выбора КТР матричных гамильтонианов со-

стоит в том, что базисные элементы соответствующего инвариантно-
го пространства будут квадратично-интегрируемыми функциями на
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интервале (−∞,∞). Например, если положить в случае 1 α1 = 1,
β2 = −1, β0 = 1/2, а остальные коэффициенты приравнять нулю,
то придем к модели 1 из списка КТР гамильтонианов, приведен-
ных в пункте 3.5.1. Остальные модели из списка можно получить
аналогично.

Подведем некоторые итоги. Основная цель параграфа состояла в
том, чтобы дать систематическую алгебраическую трактовку эрми-
товых КТР гамильтонианов в рамках конструктивного подхода к по-
строению КТР матричных моделей, предложенных в статьях [191,192].
В целом процедура основывается на специальном представлении ал-
гебры o(2, 2), которое задается формулами (3.90), (3.92), (3.93). По-
средством того, что пространство представления алгебры (3.93) имеет
конечномерное инвариантное подпространство (3.91), были система-
тически построены шесть многопараметрических семейств эрмитовых
КТР гамильтонианов в одномерном случае. По причинам вычисли-
тельного характера не было представлено систематического описания
эрмитовых КТР гамильтонианов с потенциалами, зависящими от эл-
липтических функций.

Задача построения всех эрмитовых КТР гамильтонианов вида
(3.103), имеющих квадратично-интегрируемые собственные функции,
также выходит за рамки настоящего параграфа. Мы ограничили ана-
лиз этой проблемы несколькими примерами таких гамильтонианов,
отложив ее для дальнейшего исследования.

Очень интересно сравнить результаты настоящего параграфа, осно-
ванных на структуре пространства представления для операторов
(3.90), (3.92), (3.93), образующих алгебру o(2, 2), с результатами
работы [112], где возникают некие супералгебры матрично-дифферен-
циальных операторов. Такую взаимосвязь можно объяснить тем, что
данное представление алгебры Ли o(2, 2) имеет структуру супералге-
бры. Последнее справедливо в силу того, что операторы (3.93) удо-
влетворяют соотношения (3.94).

Еще одна сопутствующая задача заключается в использовании
найденных результатов для интегрирования многомерного уравнения
Паули с помощью метода разделения переменных. Промежуточной
задачей в рамках рассматриваемого метода является редукция урав-
нения Паули к четырем системам обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка с помощью анзацев (подстановок), раз-
деляющих переменные. Следующий шаг заключается в изучении то-
го, будут ли соответствующие матрично-дифференциальные операто-
ры относиться к одному из шести классов КТР гамильтонианов, по-
строенных в пункте 3.5.4.
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3.6. О новых классах эрмитовых точно решаемых
матричных одномерных операторов Шредингера,
к которым приводят реализации разрешимых
алгебр Ли

В настоящем параграфе мы останавливаемся на использовании
рассмотренного в предыдущем параграфе подхода для построения
многопараметрических семейств точно решаемых матричных моде-
лей Шредингера, исходя из представлений разрешимых четырехмер-
ных алгебр Ли в классе операторов (3.87), где A(x) — 2× 2-матрица.

Однако здесь данный подход является, в некотором смысле, обоб-
щением предыдущего. Также как и в случае квази-точно решаемых
моделей, мы выбираем представление некоторой алгебры, находим ин-
вариантное пространство I, а затем пополняем множество операто-
ров этого представления такими операторами, которые действуют в
пространстве I инвариантным образом. Отличие состоит в том, что
теперь дополнительные операторы не обязательно принадлежат клас-
су (3.87) и не будут образовывать, вместе с операторами представле-
ния, алгебру Ли.

Будем называть гамильтониан H [x] (и, вообще, оператор вида
(3.125)) точно решаемыми, если

• он может быть представлен в виде квадратичной формы опера-
торов первого порядка вида (3.87), где A(x) может быть 2 × 2-
матрицей ;

• данное множество операторов имеет конечномерные инвариант-
ные пространства с любой заданной размерностью (в случае
квази-точно решаемых гамильтонианов размерность для конкрет-
ного представления алгебры фиксирована).

Полностью эта схема построения будет реализована на примере
одного представления алгебры A4.8(q = −1).

Как частные случаи приведем модели 1, 2, для которых соответ-
ствующие инвариантные пространства являются гильбертовыми.

Модель 1. (Ĥ(y) +E)ψ(y) = 0, где

Ĥ(y) = ∂2
y −

(

sin y + 1
2
y cos y

)

σ1 +

(

cos y − 1
2
y sin y

)

σ3 + 3
4
.

Эта модель соответствует случаю 1 в пункте 3.6.2, где α2 = β2 = δ3 =

= γ0 = 1, ε = 1
2
, а остальные коэффициенты равны нулю. Инвари-
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антное пространство I этого оператора имеет размерность 2k + 3 и
порождается векторами

~fj = ie−y
2/4yj exp

(

− iσ2

2
y

)

~e1,

~gs = −ie−y2/4ys exp

(

− iσ2

2
y

)

~e2,

где j = 0, . . . , k + 1, s = 0, . . . , k, ~e1 = (1, 0)T , ~e2 = (0, 1)T , σi (i =
= 1, 2, 3) — 2 × 2-матрицы Паули.

Модель 2.

Ĥ(y) = ∂2
y − 1

2

[

cos

(

2 ln

∣

∣

∣

∣

y

2

∣

∣

∣

∣

)

σ1 + sin

(

2 ln

∣

∣

∣

∣

y

2

∣

∣

∣

∣

)

σ3

]

+

+ 5

4y2
+ 1

2
− 1

16
y2.

Эта модель соответствует подслучаю 2.1 в пункте 3.6.2, где α1 =

= β2 = γ0 = 1, δ1 = 1
2
, а остальные коэффициенты равны нулю.

Инвариантное пространство I порождается векторами

~fj = ie−y
2/8

∣

∣

∣

∣

y

2

∣

∣

∣

∣

2j+1/2

exp

(

−iσ2 ln

∣

∣

∣

∣

y

2

∣

∣

∣

∣

)

~e1,

~gs = −ie−y2/8

∣

∣

∣

∣

y

2

∣

∣

∣

∣

2s+1/2

exp

(

−iσ2 ln

∣

∣

∣

∣

y

2

∣

∣

∣

∣

)

~e2,

где j = 0, . . . , k + 1, s = 0, . . . , k.

3.6.1. Общий вид эрмитового точно решаемого оператора
Шредингера

В работе [2] было найдено представление алгебры Ли A4.8 (q =
= −1) с операторами

Q1 = A, Q2 = Be−x, Q3 = ex(∂x + C), Q4 = ∂x, (3.122)

где A = B =

(

0 1
0 0

)

, C =

(

c 0
0 c

)

.

Операторы Q1, . . . , Q4 (3.122) удовлетворяют коммутационным со-
отношениям (остальные коммутационные соотношения равны нулю):

[Q2, Q3] = Q1, [Q2, Q4] = Q2, [Q3, Q4] = −Q3.
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Соответствующее инвариантное пространство имеет такой вид:

I = 〈e−cx~e1, e−(c+1)x~e1, . . . , e
−(c+k+1)x~e1〉⊕

⊕ 〈e−cx~e2, e−(c+1)x~e2, . . . , e
−(c+k)x~e2〉, (3.123)

где k — произвольное натуральное число.
Поскольку в операторах (3.122) все матрицы верхнетреугольные,

то для построения эрмитового гамильтониана H естественно было бы
дополнить множество операторов (3.122) новыми операторами с ниж-
нетреугольными матрицами. Причем эти операторы должны оставлять
пространство (3.123) инвариантным. Нетрудно убедиться, что в клас-
се операторов (3.87), где A(x) может быть 2 × 2-матрицей, все такие
операторы имеют вид:

R1 = S0, R2 = S+e
x∂x, R3 = S+∂x, R4 = S0e

x∂x,

R5 = S0∂x, R6 = S+e
−x∂x, R7 = S−e

x∂x, (3.124)

где S0 =
σ3

2
, S± =

iσ2 ± σ1

2
, σi (i = 1, 2, 3) — 2 × 2-матрицы Паули.

Напомним, что общая форма точно решаемой модели, в рамках
нашего подхода, имеет вид

H [x] = ξ(x)∂2
x +B(x)∂x + C(x), (3.125)

где ξ(x) — некоторая действительная функция, B(x), C(x) — 2 × 2-
матричные функции. При этом нужно рассматривать лишь те неза-
висимые билинейные формы операторов (3.122), (3.124), в которых
коэффициентами при производной второго порядка ∂2

x являются дей-
ствительные скалярные функции.

Пусть U(x) — невырожденная матричная функция, которая удовле-
творяет системе обыкновенных дифференциальных уравнений (3.96),
а также определим функцию f(x) соотношением (3.97). Оказывается,
что замена переменных (3.98) сводит гамильтониан (3.125) к стандарт-
ному виду оператора Шредингера (3.99), где V (y) имеет вид (3.100).

Легко показать, что при помощи замены U(x) = e−cx можно из-
бавиться от параметра c в операторах (3.122), а также в базисных
элементах (3.123), которые обозначим через ~b1(x), . . . ,~b2k+3(x). Да-
лее, преобразованное инвариантное пространство будет иметь вид:

I = 〈Û−1(y)~b1(z
−1(y)), . . . , Û−1(y)~b2k+3(z

−1(y))〉, (3.126)

где Û(y) = U(x)|x=z−1 — матрица из (3.96).



364 Глава 3. Уравнения Фоккера–Планка

Поскольку нашей целью является построение эрмитовых моделей,
то нужно, чтобы уравнение (3.96) решалось в явном виде. Выберем
из всех линейно независимых квадратичных форм операторов (3.122),
(3.124) такие, при которых матрица B(x) соответствующего гамиль-
тониана (3.125) имеет вид

B(x) = g(x) +

3
∑

i=1

ϕ̃iσih(x) = g(x) + ϕ̃σh(x), (3.127)

где g(x), h(x) — комплекснозначные скалярные функции, ϕ̃ = (ϕ1,
iϕ2, ϕ3) — комплекснозначные константы, которые зависят от пара-
метров αij (3.88), σ = (σ1, σ2, σ3) (произведение i перед произволь-
ным параметром выбрано для удобства).

Все возможные линейно независимые квадратичные формы опера-
торов (3.122), (3.124) в классе операторов (3.125) приведены ниже.

Q2
4 = ∂2

x, Q3Q4 = ex∂2
x, Q2

3 = e2x(∂2
x + ∂x),

Q3 = ex∂x, R̃2 = R2 −R7 = Q1Q3 −R7 = σ1e
x∂x,

R̃7 = R2 +R7 = Q1Q3 +R7 = iσ2e
x∂x,

2R4 = 2R1Q3 = σ3e
x∂x, Q4 = ∂x,

2R3 = 2Q1Q4 = (σ1 + iσ2)∂x, 2R5 = σ3∂x,

2R6 = (σ1 + iσ2)e
−x∂x, 2Q1 = σ1 + iσ2, 2R1 = σ3,

2Q2 = (σ1 + iσ2)c
−x. (3.128)

Соответствующий гамильтониан H (3.88), (3.125) имеет вид

H [x] = α0Q
2
4 + α1Q3Q4 + α2Q

2
3 + β0Q3 + β1R̃2 + β2R̃7 +

+ 2β3R4 + γ0Q4 + 2γ1R3 + 2γ3R5 + 2κR6 + 2δ1Q1+

+ 2δ3R1 + 2εQ2 = [α0 + α1e
x + α2e

2x]∂2
x + [α2e

2x +

+ β0e
x + β̃aσ

aex + γ0 + γ1(σ1 + iσ2) + γ3σ3 +

+ κ(σ1 + iσ2)e
−x]∂x + δ1(σ1 + iσ2) + δ3σ3 +

+ ε(σ1 + iσ2)e
−x = ξ(x)∂2

x + [g(x) + β̃σex + γ̃σ +

+ κ̃σe−x]∂x + δ̃σ + ε̃σe−x, (3.129)

где
ξ(x) = α0 + α1e

x + α2e
2x; g(x) = γ0 + β0e

x + α2e
2x;

β̃1 = β1, β̃2 = iβ2, β̃3 = β3; γ̃1 = γ1, γ̃2 = iγ1, γ̃3 = γ3;
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κ̃1 = κ, κ̃2 = iκ, κ̃3 = 0; ε̃1 = ε, ε̃2 = iε, ε̃3 = 0;

δ̃1 = δ1, δ̃2 = iδ1, δ̃3 = δ3. (3.130)

Матрица B(x) гамильтониана (3.125), (3.129) будет иметь вид
(3.127) в одном из четырех таких случаев:

1. β̃ 6= 0, γ̃ = λβ̃, κ̃ = µβ̃;

2. β̃ = 0, γ̃ 6= 0, κ̃ = µγ̃;

3. β̃ = γ̃ = 0, κ̃ 6= 0;

4. β̃ = γ̃ = κ̃ = 0, (3.131)

где λ, µ — некоторые константы. Тогда гамильтониан (3.129) можно
записать так:

H [x] = ξ(x)∂2
x + [g(x) + h(x)ϕ̃σ]∂x + δ̃σ + ε̃σe−x,

h = ωex + λ+ µe−x, (3.132)

причем в приведенных случаях (3.131) параметры ϕ̃ = (ϕ1, iϕ2, ϕ3), ω,
λ, µ принимают, соответственно, значения

1. ϕ̃ = β̃, ω = 1;

2. ϕ̃ = γ̃, ω = 0, λ = 1;

3. ϕ̃ = κ̃, ω = 0, λ = 0, µ = 1;

4. h = 0. (3.133)

Тогда общее решение уравнения (3.96) имеет вид

U(x) = ξ1/4(x) exp

[

−1
2

∫

g(x)

ξ(x)
dx

]

exp

[

ϕ̃σ

2
θ(x)dx

]

Λ, (3.134)

где θ(x) = −
∫ h(x)

ξ(x)
dx, Λ — произвольная невырожденная 2 × 2-мат-

рица.
С учетом формулы Кемпбелла–Хаусдорфа потенциал (3.100) будет

иметь такой вид:

V (y) = Λ−1

{

1
16ξ

[

(α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 − 4ω2ϕ̃2)e2x + (4α0α1+
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+ 8α1γ0 − 8α0β0 − 8γ0β0 − 8λωϕ̃2)ex − 4(λ2ϕ̃2 +

+ 2µωϕ̃2 + γ2
0) − 8µλϕ̃2e−x − 4µ2ϕ̃2e−2x

]

+

+ 1
2ξ

[(

α2λ− β0ω + 2α2
ϕ̃δ̃

ϕ̃2

)

e2x +

(

2α2µ+ α1λ−

− β0λ− γ0ω − α0ω + 2α1
ϕ̃δ̃

ϕ̃2
+ 2α2

ϕ̃ε̃

ϕ̃2

)

ex + 2α1µ−

− β0µ− γ0λ+ 2α0
ϕ̃δ̃

ϕ̃2
+ 2α1

ϕ̃ε̃

ϕ̃2
+

+

(

α0µ− γ0µ+ 2α0
ϕ̃ε̃

ϕ̃2

)

e−x

]

ϕ̃σ +

+

(

δ̃σ − ϕ̃δ̃

ϕ̃2
ϕ̃σ

)

ch

(

θ(x)

√

ϕ̃2

)

+

(

ε̃σ − ϕ̃ε̃

ϕ̃2
ϕ̃σ

)

e−x ch

(

θ(x)

√

ϕ̃2

)

+

+
i([δ̃ × ϕ̃],σ)

√

ϕ̃2
sh

(

θ(x)

√

ϕ̃2

)

+

+
i([ε̃ × ϕ̃],σ)
√

ϕ̃2
e−x sh

(

θ(x)

√

ϕ̃2

)

}

Λ

∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

. (3.135)

Тем самым построили оператор Шредингера (3.99).

3.6.2. Семейство эрмитовых потенциалов (3.135)

Здесь мы опишем полное многопараметрическое семейство потен-
циалов (3.135), которые сводятся к эрмитовым. Заметим, что этот
потенциал имеет такую структуру:

Ĥ [y] = ∂2
y +

5
∑

i=1

vi(y)Λ
−1a(i)σΛ + v0(y), (3.136)
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причем vi — линейно независимые функции, a(i) = (a
(i)
1 , a

(i)
2 , a

(i)
3 ) —

комплекснозначные постоянные векторы, компоненты которых зави-
сят от параметров αi, ϕ̃i, εi, δi из формул (3.130), (3.133). Для того
чтобы потенциал (3.136) был эрмитовым, необходимо и достаточно,
чтобы матрицы a(i)σ одновременно сводились к эрмитовым при помо-
щи некоторого преобразования Λ. Условия такого сведения приведены
в лемме 3.2, согласно которой имеют место такие условия:

(i) матрица a(1)σ сводится к эрмитовой при помощи преобразова-
ний A→ Λ−1AΛ тогда и только тогда, когда (a(1))2 > 0 (в частности,
это означает, что (a(1))2 ∈ R);

(ii) матрицы a(1)σ, a(2)σ, где a(2) 6= λa(1), λ ∈ R, сводятся одно-
временно к эрмитовым тогда и только тогда, когда

(a(1))2 > 0, (a(2))2 > 0, [a(1) × a(2)]2 > 0, a(1)a(2) ∈ R;

(iii) матрицы a(1)σ, a(2)σ, a(i)σ(i 6= 1, 2), где a(2) 6= λa(1), a(i) 6=
6= µa(2), λ, µ ∈ R, сводятся одновременно к эрмитовым тогда и только
тогда, когда

(a(1))2 > 0, (a(2))2 > 0, [a(1) × a(2)]2 > 0, a(1)a(2) ∈ R.

{a(1)a(i), a(2)a(i), ([a(1) × a(2)]a(i))} ⊂ R.

Перейдем непосредственно к отбору операторов Шредингера
(3.99), которые сводятся к эрмитовым. В процессе отбора в зависимо-
сти от параметров (3.130) возникают разные классы этих операторов с
эрмитовой матрицей V (y). Это, в свою очередь, дает полное описание
точно решаемых матричных моделей (3.132), которые можно свести к
эрмитовым матричным операторам Шредингера. Учитывая лемму 3.2,
ниже мы приводим окончательные результаты: условия на параметры,
явный вид точно решаемых эрмитовых операторов Шредингера, а так-
же соответствующие преобразования Λ. После этого мы, в качестве
примера, подробно останавливаемся на выведении соответствующих
формул случая 1. В нижеприведенных формулах запись [A]∧ [B] озна-
чает конъюнкцию двух утверждений A и B.

Дальнейший анализ показал, что эрмитовые модели получаются
только тогда, когда в (3.131), (3.133) ϕ̃ = β̃, ω = 1, µ = 0.

Случай 1.

[β̃
2
< 0, ε 6= 0, β1 6= β2] ∧ [{λ, γ0, β0, ε(β1 − β2),

δ1(β1 − β2) + β3δ3, δ3} ⊂ R]
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∧
[

µ = α0 = α2λ− β0 + 2α2
β̃δ̃

β̃
2

= −γ0λ+ 2α1
β̃ε̃

β̃
2

=

= α1λ− β0λ− γ0 + 2α1
β̃δ̃

β̃
2

+ 2α2
β̃ε̃

β̃
2

= 0

]

,

Ĥ [y] = ∂2
y + 1

16(α2e
2x + α1e

x)
[(α2

1 + 8α2γ0 − 4β2
0 − 4β̃

2
)e2x +

+ (8α1γ0 − 8γ0β0 − 8λβ̃2)ex − 4(λ2β̃2 + γ2
0)] +

+

(

P cos

(

θ(x)

√

−β̃
2
+ Ω

)

+
ε(β1 − β2)
√

−β̃
2

e−x ×

× cos

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

)

σ1 +

(

P sin

(

θ(x)

√

−β̃
2

+ Ω

)

+

+
ε(β1 − β2)
√

−β̃
2

e−x sin

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

)

σ3

∣

∣

∣

∣

∣

x=z−1(y)

,

где

P =

√

√

√

√δ23 − (β̃δ̃)2

β̃
2
, cosΩ =

β̃δ̃

P

√

−β̃
2
, sinΩ =

δ3
P
,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp

(

β3

2β̃ε̃
ε̃σ

)

· exp(νσ3), e2ν =

√

−β̃
2

β1 − β2
.

Здесь и дальше мы обозначаем f−1(y) как обратную функцию
к (3.97), θ(x) — функция, которая определяется формулой (3.134).

Случай 2.

[β̃
2
< 0, ε = 0, β1 6= β2, (β̃δ̃)2 − δ̃

2
β̃

2
> 0] ∧ [λ ∈ R].

Подслучай 2.1.

[

δ3 = α2λ− β0 + 2α2
β̃δ̃

β̃
2

= α1λ− β0 − γ0 − α0 + 2α1
β̃δ̃

β̃
2

=
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= −γ0λ+ 2α0
β̃δ̃

β̃
2

= 0

]

∧ [γ0, β0 ∈ R],

Ĥ [y] = ∂2
y + 1

16(α2e
2x + α1e

x + α0)

[(

α2
1 + 8α2γ0 −

− 4β2
0 − 4β̃

2)
e2x +

(

4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 −

− 8γ0β0 − 8λβ̃
2)
ex − 4(λ2β̃

2
+ γ2

0)] +

+
β̃δ̃

√

−β̃
2

[

cos

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ1 +

+ sin

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ3

]∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp

(

β3

2β̃δ̃

)

exp(νσ3), e2ν =

√

−β̃
2

β1 − β2
.

Подслучай 2.2.


δ3 = 0, γ0 = −α0, λ = −2
β̃δ̃

β̃
2



 ∧ [γ0, iβ0 ∈ R] ,

Ĥ [y] = ∂2
y + 1

16(α2e
2x + α1e

x + α0)

[(

α2
1 + 8α2γ0 −

− 4β2
0 − 4β̃

2)
e2x +

(

4α0α1 + 8α1γ0 − 8λβ̃
2)
ex −

− 4
(

λ2β̃
2

+ γ2
0

)]

+
iλβ0

2(α2e
2x + α1e

x + α0)

√

−β̃
2
σ2e

x +

+
β̃δ̃

√

−β̃
2

[

cos

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ1 +

+ sin

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ3

]∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp

(

β3

2β̃δ̃

)

exp(νσ3), e2ν =

√

−β̃
2

β1 − β2
.
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Подслучай 2.3.

[δ1 = 0, β2
1 − β2

2 6= 0] ∧
[{

i



α2λ− β0 + 2α2
β̃δ̃

β̃
2



 ,

i



α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1
β̃δ̃

β̃
2



 , i



−γ0λ+ 2α0
β̃δ̃

β̃
2



 ,

2α2γ0 − β2
0 , α1γ0 − α0β0 − γ0β0, γ

2
0

}

⊂ R

]

,

Ĥ [y] = ∂2
y + 1

16(α2e
2x + α1e

x + α0)

[(

α2
1 + 8α2γ0 − 4β2

0 −

− 4β̃
2)
e2x +

(

4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 −

− 8γ0β0 − 8λβ̃
2)
ex − 4

(

λ2β̃
2
+ γ2

0

)]

+

+ 1

2(α2e
2x + α1e

x + α0)







α2λ− β0 + 2α2
β̃δ̃

β̃
2



 e2x +

+



α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1
β̃δ̃

β̃
2



 ex +

+



−γ0λ+ 2α0
β̃δ̃

β̃
2







 i

√

−β̃2σ2 +

+
δ3
√

β2
1 − β2

2
√

β̃2

[

cos

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ3 −

− sin

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ1

]∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp(νσ3) exp(χσ1),

e2ν =

√

β1 + β2

β2 − β1
, e2χ =

√

√

√

√

√

β2
2 − β2

1 − β3
√

β2
2 − β2

1 + β3

.
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Подслучай 2.4.

[δ1, δ3 6= 0] ∧
[{

i



α2λ− β0 + 2α2
β̃δ̃

β̃
2



 ,

i



α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1
β̃δ̃

β̃
2



 , i



−γ0λ+ 2α0
β̃δ̃

β̃
2



 ,

2α2γ0 − β2
0 , α1γ0 − α0β0 − γ0β0, γ

2
0

}

⊂ R

]

,

Ĥ [y] = ∂2
y + 1

16(α2e
2x + α1e

x + α0)

[(

α2
1 + 8α2γ0 −

− 4β2
0 − 4β̃

2)
e2x +

(

4α0α1 + 8α1γ0 − 8α0β0 −

− 8γ0β0 − 8λβ̃
2)
ex − 4(λ2β̃

2
+ γ2

0)] +

+ 1

2(α2e
2x + α1e

x + α0)







α2λ− β0 + 2α2
β̃δ̃

β̃
2



 e2x +

+



α1λ− β0λ− γ0 − α0 + 2α1
β̃δ̃

β̃
2



 ex +

+



−γ0λ+ 2α0
β̃δ̃

β̃
2







 i

√

−β̃
2
σ2 +

+

√

√

√

√

√

δ̃
2
β̃

2 − (β̃δ̃)2

β̃
2

[

cos

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ1 −

− sin

(

θ(x)

√

−β̃
2
)

σ3

]∣

∣

∣

∣

∣

x=f−1(y)

,

Λ = Λ1 · Λ2 = exp(ν~α~σ) · exp(χσ3), α =
δ3β̃ − β3δ̃
√

β̃
2

,

e2ν~α
2

=

√

√

√

√

δ1(β1 − β2) −
√

δ3(β1 − β2)[δ3(β1 + β2) − 2δ1β3]

δ1(β1 − β2) +
√

δ3(β1 − β2)[δ3(β1 + β2) − 2δ1β3]
.



372 Глава 3. Уравнения Фоккера–Планка

Величина χ определена таким образом. При действии преобразова-

ния Λ1 на
˜K2˜LNM − (˜

K˜L)˜KM

˜K2 получаем некоторую матрицу bσ. Компо-

ненты вектора b = (b1, b2, 0) связаны с χ таким соотношением:

e2χ =

√

ib1 + b2
ib1 − b2

.

В случае когда параметры не удовлетворяют вышеуказанным усло-
виям (случаи 1, 2), полученные эрмитовые операторы Шредингера
имеют диагональный вид, а именно

Ĥ [y] = ∂2
y + h(x) + g(x)σ3|x=f−1(y). (3.137)

В целом процедура получения вышеприведенных формул для га-
мильтонианов Ĥ [y], которые не принадлежат классу (3.137), очень
громоздкая. Поэтому остановимся на основных этапах вывода соот-
ветствующей формулы на примере 1, не вдаваясь в технические по-
дробности. В этом случае, когда ε 6= 0, c помощью леммы 3.2 можно

доказать, что β̃
2
< 0 и β1 6= β2.

Рассмотрим векторы a(i) в таких обозначениях:

a(1) =
ε̃ × β̃
√

β̃
2
, a(2) = ε̃ − ε̃β̃

β̃
2
β̃, a(3) =

δ̃ × β̃
√

β̃
2
,

a(4) = δ̃ − δ̃β̃

β̃
2
β̃, a(5) = β̃.

Покажем, что векторы a(1), a(2) 6= 0, то есть они удовлетворя-
ют условию леммы. Действительно, если бы один из них равнялся
нулю, то можно было бы показать, что β̃ = ν1ε̃ 6= 0. Поскольку δ̃ =
= (δ1, iδ1, δ3), то прямое вычисление показывает, что векторы a(3) =
= ν2ε̃, a(4) = ν3ε̃. Тогда потенциал (3.135) имеет вид

V (y) = f1(x) + g(x)Λ−1ε̃σΛ.

Поскольку ε̃2 = 0, то, в силу пункта (i), потенциал будет эрмитовым,
когда g(x) ≡ 0, a значит, он принадлежит классу (3.137). Отсюда
следует, что векторы a(i)(i = 1, 2) ненулевые.

Воспользовавшись условиями (ii), которые накладываются на век-
торы a(1), a(2), получаем, что ε(β1 − β2) ∈ R.
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Из пункта (iii), в случае применения к векторам a(3), a(4), следует
условие

δ3, δ1(β1 − β2) + β3δ3 ⊂ R.

Для того чтобы оператор (3.136) был эрмитовым, необходимо,
чтобы функция v0(y) была действительной, поскольку след матриц
Λ−1a(i)σΛ нулевой. Учитывая вид v0(y) из (3.135), а также приме-
няя пункт (iii) к вектору a(5), получаем остальные условия, которые
накладываются на параметры в случае 1.

Сначала находим преобразование Λ1 = exp(ασ), которое сво-

дит матрицу a(1)σ к виду
ε(β1 − β2)�

−˜K2 σ3. После применения формулы

Хаусдорфа–Кемпбелла получаем условия, которые накладываются на
неизвестные параметры α = (α1, α2, α3), а также само преобразова-
ние Λ1. Эти преобразования сводят матрицу a(2)σ в некоторую мат-
рицу b(2)σ. Далее ищем преобразование Λ2 вида exp(νσ3), которое
не меняет матрицу σ3. Параметр ν находим из условия, что матрица

b(2)σ должна переходить в
ε(β1 − β2)�

−˜K2 σ1. После применения преобра-

зования Λ = Λ1 · Λ2 к остальным матрицам a(i)σ, i 6= 1, 2, приходим
к эрмитовому виду потенциала (3.135).

В качестве упражнения предлагаем читателям использовать дру-
гие известные [2] представления четырехмерных разрешимых алгебр
Ли для построения многопараметрических семейств точно решаемых
матричных моделей Шредингера.
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