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Предисловие
к первому изданию

Как следует из названия, эта книга посвящена функциональному ана-
лизу. Термин «функциональный анализ» был изобретен в самом начале
текущего века Ж. Адамаром, известным всем математикам по форму-
ле для вычисления радиуса сходимости степенного ряда. Функциональ-
ным анализом стали называть новую ветвь вариационного исчисления,
которую интенсивно разрабатывали в то время В. Вольтерра, Ч. Арце-
ла, П. Леви, С. Пинкерле и ряд других представителей французской и
итальянской математических школ.
Вклад Ж. Адамара в создание новой дисциплины не сводится, разу-

меется, к изобретению слова функционал (точнее, к превращению соответ-
ствующего прилагательного в имя существительное). Ж. Адамар хорошо
понимал роль зарождающегося направления, интенсивно работал, посто-
янно пропагандировал вновь возникающие проблемы, идеи и методы. В
частности, он поставил перед своим учеником М. Фреше задачу построе-
ния того, что все теперь называют теорией метрических пространств. В
этой же связи уместно отметить, что окрестности, применяемые в функ-
циональном анализе в смысле Адамара — Вольтерра, послужили предте-
чей известных работ Ф. Хаусдорфа, ознаменовавших оформление общей
топологии. Для дальнейшего важно подчеркнуть, что одно из наиболее
интересных, трудных и важных направлений классического анализа —
вариационное исчисление — стало первым источником функционального
анализа.
Вторым источником функционального анализа были исследования,

направленные на создание алгебраической теории функциональных урав-
нений, точнее говоря, на упрощение и формализацию манипулирования
«уравнениями в функциях» и, в частности, линейными интегральными
уравнениями. Теория таких уравнений, восходящая к Н. Абелю иЖ. Лиу-
виллю, получила существенное развитие в работах И. Фредгольма, К. Ней-
мана, Ф. Нётера, А. Пуанкаре и др. Труды этих математиков подготови-
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ли почву знаменитым исследованиям Д. Гильберта по теории квадратич-
ных форм от бесконечного числа переменных. Идеи Д. Гильберта, разви-
тые Ф. Риссом, Э. Шмидтом и др., непосредственно предшествовали ак-
сиоматическому построению теории гильбертовых пространств, данному
Дж. фон Нейманом и М. Стоуном. Возникший раздел математики оказал
и продолжает оказывать сильнейшее воздействие на теоретическую физи-
ку и прежде всего на квантовую механику. Небезынтересно и поучительно
в этой связи отметить, что термин «квант» возник в том же 1900 г., что и
термин «функционал».

Третьим важнейшим источником функционального анализа послу-
жили геометрические идеи Г. Минковского. Развитый им аппарат конеч-
номерной геометрии выпуклых тел подготовил тот круг пространствен-
ных представлений, в котором осуществляется современное развитие ана-
лиза. Идея выпуклости, разработанная Э. Хелли, Г. Ханом, К. Каратео-
дори, И. Радоном и др., легла впоследствии в основу теории локально вы-
пуклых пространств. В свою очередь, эта теория способствовала распро-
странению метода обобщенных производных, открытого С. Л. Соболевым
и коренным образом изменившего аппарат математической физики. В
послевоенные годы геометрическая концепция выпуклости завоевала для
математики новую сферу приложений — социальные науки и особенно
экономику. Исключительную роль при этом сыграло линейное програм-
мирование, открытое Л. В. Канторовичем.

Приведенный перечень линий становления функционального
анализа схематичен, неполон и приблизителен (так, остались неотмечен-
ными линия принципа суперпозиции Д. Бернулли, линия функций мно-
жеств и теории интеграла, линия операционного исчисления, линия исчис-
ления конечных разностей и дробного дифференцирования, линия «обще-
го анализа» и многое другое). Несмотря на это, перечисленные три ис-
точника отражают основную, наиболее существенную закономерность —
в функциональном анализе осуществлены синтез и развитие идей, пред-
ставлений и методов классических разделов математики: геометрии, ал-
гебры и анализа. Таким образом, хотя в буквальном смысле слов функцио-
нальный анализ — это анализ функций и функционалов, даже поверх-
ностный взгляд на его историю дает основания сказать, что функцио-
нальный анализ — это алгебра, геометрия и анализ функций и функци-
оналов. Более глубокое и развернутое разъяснение понятия «функци-
ональный анализ» дает Советский Энциклопедический Словарь: «Функ-
циональный анализ, один из основных разделов современной математики.
Возник в результате взаимного влияния, объединения и обобщения идей и
методов многих разделов классического математического анализа. Харак-
теризуется использованием понятий, связанных с различными абстракт-
ными пространствами, такими, как векторное пространство и др. Находит
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разнообразные применения в современной физике, особенно в квантовой
механике» (с. 1449).
Оформление функционального анализа как самостоятельного разде-

ла математики связано с книгой С. Банаха «Теория линейных операций»,
вышедшей в свет полвека назад. Влияние этой книги на развитие матема-
тики огромно — представленные в ней концепции С. Банаха пронизывают
всю математику.
Выдающийся вклад в развитие функционального анализа внесли со-

ветские ученые И. М. Гельфанд, Л. В. Канторович, М. В. Келдыш, А. Н. Кол-
могоров, М. Г. Крейн, Л. А. Люстерник, С. Л. Соболев. Для отечествен-
ной школы характерно развитие исследований в области функциональ-
ного анализа в связи с крупными прикладными проблемами. Эти иссле-
дования расширили роль функционального анализа — он стал основным
языком приложений математики. Показателен следующий факт. Хотя
в 1948 г. само название широко известной статьи Л. В. Канторовича
«Функциональный анализ и прикладная математика», заложившей осно-
вы современной теории приближенных методов, воспринималось как па-
радоксальное, уже в 1974 г., по словам С. Л. Соболева, теорию вычислений
стало «так же невозможно себе представить без банаховых пространств,
как и без электронных вычислительных машин».
Наряду с постоянным ростом потребностей в методах и представле-

ниях функционального анализа в последнее время наблюдается экспонен-
циальное накопление фактического материала в рамках самой этой дис-
циплины. Таким образом, разрыв между современным уровнем анализа и
уровнем, зафиксированным в доступной широкому читателю литературе,
постоянно увеличивается. Настоящая книга преследует цель преодоления
этой негативной тенденции.



Предисловие
ко второму изданию

В течение более десятка лет эта книга используется в качестве
основы обязательного курса лекций по функциональному анализу
в Новосибирском государственном университете. Время подтверди-
ло обоснованность принципов составления монографии. В настоя-
щее издание внесены разделы, трактующие основы теории распре-
делений, добавлены упражнения теоретического характера и суще-
ственно обновлен список литературы. Устранены также неточности,
указанные мне коллегами.

Пользуюсь случаем поблагодарить всех, кто помог мне в под-
готовке этой книги. Мой приятный долг особо отметить финансо-
вую поддержку во время подготовки издания со стороны Института
математики им. С. Л. Соболева Сибирского отделения Российской
академии наук, Российского фонда фундаментальных исследований,
Международного научного фонда и Американского математическо-
го общества.



Предисловие
к третьему изданию

Настоящее третье издание содержит указатель основных обо-
значений. В нем исправлены некоторые мелкие неточности, выжив-
шие в двух предыдущих русских вариантах и английском переводе,
осуществленном издательством Kluwer Academic Publishers в 1996 г.
Надеюсь, что число дефектов, возникших при подготовке нового из-
дания, невелико.

Предисловие
к четвертому изданию

Настоящее четвертое издание отличается от предыдущего глос-
сарием английских терминов, а также отсутствием некоторых мел-
ких неточностей и опечаток, борьба с которыми продолжается.

C. Кутателадзе



Глава 1

Экскурс в теорию множеств

1.1. Соответствия

1.1.1. Определение. Пусть A и B — множества и F — под-
множество произведения A×B. Тогда F называют соответствием
с областью отправления A и областью прибытия B или, короче,
соответствием из A в B.

1.1.2. Определение. Для соответствия F ⊂ A×B множество

domF := D(F ) := {a ∈ A : (∃ b ∈ B) (a, b) ∈ F}

называют областью определения F , а множество

imF := R(F ) := {b ∈ B : (∃ a ∈ A) (a, b) ∈ F}

— областью значений или образом F .

1.1.3. Примеры.
(1) Если F — соответствие из A в B, то

F−1 := {(b, a) ∈ B ×A : (a, b) ∈ F}

— соответствие из B в A, называемое обратным к F . Ясно, что F
обратно к соответствию F−1.

(2) Отношение F в A — это соответствие F ⊂ A×A.
(3) Пусть F ⊂ A × B. Тогда F называют однозначным

соответствием, если для каждого a ∈ A из условий (a, b1) ∈ F и
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(a, b2) ∈ F вытекает, что b1 = b2. В частности, если U ⊂ A и
IU := {(a, a) ∈ A2 : a ∈ U}, то IU — однозначное соответствие
из A в A, о котором говорят и как о тождественном отношении
или тождестве на U . Отношение U2 называют промискуитетом
на U . Соответствие F ⊂ A×B называют отображением множества
A в множество B, если F однозначно и domF = A. Соответствие
IU является отображением только при A = U . В этом случае IU
называют тождественным отображением. Отображение F ⊂ A×
B обозначают символом F : A → B. Стоит подчеркнуть, что при
этом непременно domF = A и в то же время образ imF может
отличаться от B. Равенство imF = B выделяют словами: «F —
отображение A на B».

Наконец, если соответствие F−1 ⊂ B×A оказывается однознач-
ным, то исходное отображение F : A → B называют взаимно одно-
значным.

(4) Вместо отображений иногда говорят о семействах.
Точнее, отображение F : A→ B при желании называют семейством
элементов B и обозначают просто (ba)a∈A, или a �→ ba (a ∈ A), или
даже (ba). Имеется в виду, что (a, b) ∈ F в том и только в том
случае, если b = ba. Допуская вольность, не различают семейство и
его область значений.

(5) Пусть F ⊂ A× B — соответствие и U ⊂ A. Соответ-
ствие F ∩ (U ×B) ⊂ U ×B называют сужением F на U или следом
F на U и обозначают F |U . Множество F (U) := imF |U называют об-
разом множества U при соответствии F . Применяют естественные
сокращения. Так, если F — отображение, то для элемента a пишут
F (a) = b, подразумевая F ({a}) = {b}. Скобки в символе F (a) часто
опускают или изображают в ином начертании. Отметьте, наконец,
что образ при обратном отображении называют прообразом. Точ-
нее говоря, образ F−1(U) множества U в B при соответствии F−1

называют прообразом множества U при соответствии F .

1.1.4. Определение. Для F ⊂ A×B и G ⊂ C ×D множество

G ◦ F := {(a, d) ∈ A×D : (∃ b) (a, b) ∈ F & (b, d) ∈ G}

называют композицией или суперпозицией соответствий F и G. При
этом G ◦ F рассматривают как соответствие из A в D.
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1.1.5. Замечание. Объем понятия суперпозиции, по существу,
не уменьшится, если в 1.1.4 заранее считать, что B = C.

1.1.6. Пусть F — соответствие. Тогда F ◦ F−1 ⊃ I imF . Более
того, F ◦ F−1 = I imF в том и только в том случае, если F |domF —
это отображение. ��

1.1.7. Пусть F ⊂ A × B, G ⊂ B × C и U ⊂ A. Тогда для
соответствия G ◦ F ⊂ A× C будет G ◦ F (U) = G(F (U)). ��

1.1.8. Пусть F ⊂ A×B, G ⊂ B×C, H ⊂ C×D. Тогда соответ-
ствия H ◦ (G ◦ F ) ⊂ A×D и (H ◦G) ◦ F ⊂ A×D совпадают. ��

1.1.9. Замечание. В силу 1.1.8 разумно определен символ H ◦
G ◦ F и ему подобные выражения.

1.1.10. Пусть F, G, H — три соответствия. Тогда

H ◦G ◦ F =
⋃

(b,c)∈G
F−1(b)×H(c).

� (a, d) ∈ H ◦G ◦ F ⇔ (∃ (b, c) ∈ G) (c, d) ∈ H & (a, b) ∈ F ⇔
(∃ (b, c) ∈ G) a ∈ F−1(b) & d ∈ H(c) �

1.1.11. Замечание. Предложение 1.1.10 и выкладка, приве-
денная в качестве его доказательства, с формальной точки зрения
вопиюще некорректны, поскольку основываются на неоговоренной
явно или на двусмысленной информации (в частности, на определе-
нии 1.1.1). Опыт позволяет считать указанную критику поверхност-
ной. Поэтому в дальнейшем аналогичного рода удобные (а на самом
деле и неизбежные) некорректности будут, как правило, использо-
ваться без специальных оговорок и сожалений.

1.1.12. Для соответствий G и F выполнено

G ◦ F =
⋃

b∈ imF

F−1(b)×G(b).

� В 1.1.10 полагаем: H := G, G := I imF и F := F . �
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1.2. Упорядоченные множества

1.2.1.Определение. Пусть σ — отношение в множествеX, т. е.
σ ⊂ X2. Рефлексивность σ означает включение σ ⊃ IX , транзитив-
ность — включение σ ◦ σ ⊂ σ, антисимметричность — включение
σ ∩ σ−1 ⊂ IX и, наконец, симметричность σ означает равенство
σ = σ−1.

1.2.2.Определение. Рефлексивное и транзитивное отношение
называют отношением предпорядка. Симметричный предпорядок
называют эквивалентностью. Антисимметричный предпорядок на-
зывают порядком.

Если X — множество, а σ — порядок в X, то пару (X, σ) назы-
вают упорядоченным множеством и пишут x ≤σ y вместо y ∈ σ(x).
Допускают обычные вольности словоупотребления и написания: са-
мо X называют упорядоченным множеством, пишут x ≤ y и говорят
«x меньше y» или «y больше x» и т. п. Аналогичные соглашения
действуют и для предупорядоченных множеств, т. е. множеств с
отношениями предпорядка. При этом в случае отношения эквива-
лентности используют знаки типа ∼σ или просто ∼.

1.2.3. Примеры.
(1) Тождественное отношение; подмножество X0 в X с

отношением σ0 := σ ∩X0 ×X0.
(2) Если σ — (пред)порядок наX, то σ−1 также (пред)по-

рядок на X. При этом отношение σ−1 называют противоположным
к σ (пред)порядком.

(3) Пусть f : X → Y и τ — отношение в Y . Рассмотрим
в X следующее отношение: f−1 ◦ τ ◦ f . В силу 1.1.10

f−1 ◦ τ ◦ f =
⋃

(y1,y2)∈τ
f−1(y1)× f−1(y2).

Значит, выполнено

(x1, x2) ∈ f−1 ◦ τ ◦ f ⇔ (f(x1), f(x2)) ∈ τ.

Таким образом, если τ — это предпорядок, то f−1◦τ ◦f тоже предпо-
рядок, называемый прообразом τ при отображении f . Ясно, что про-
образ эквивалентности является эквивалентностью. В то же время
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прообраз порядка не обязан быть антисимметричным отношением.
В частности, так, как правило, бывает для следующего отношения
эквивалентности: f−1 ◦ f = f−1 ◦ IY ◦ f .

(4) Пусть X — произвольное множество и ω — эквива-
лентность в X. Определим отображение ϕ : X → 2X правилом
ϕ(x) := ω(x) (здесь 2X — это множество подмножеств X, обо-
значаемое также и P(X)). Пусть X := X/ω := imϕ — фактор-
множество. Отображение ϕ, как известно, называют каноническим
(канонической проекцией, факторным отображением и т. п.). Заме-
тим, что ϕ считают действующим на X. Множество ϕ(x) называют
классом эквивалентности или комножеством элемента x. Отме-
тим еще, что

ω = ϕ−1 ◦ ϕ =
⋃
x∈X

ϕ−1(x)× ϕ−1(x).

Пусть теперь f : X → Y — отображение. Тогда f допускает сни-
жение f на X, т. е. существует отображение f : X → Y такое, что
f ◦ ϕ = f в том и только в том случае, если ω ⊂ f−1 ◦ f . ��

(5) Пусть (X, σ) и (Y, τ) — два предупорядоченных мно-
жества. Отображение f : X → Y возрастает (т. е. x ≤σ y ⇒
f(x) ≤τ f(y)) в том и только в том случае, если σ ⊂ f−1 ◦ τ ◦ f . ��

1.2.4. Определение. Пусть (X, σ) — упорядоченное множе-
ство и U — подмножество в X. Элемент x ∈ X называют верхней
границей U , если U ⊂ σ−1(x). Коротко пишут: x ≥ U . В частности,
x ≥ ∅. Элемент x ∈ X называют нижней границей U , если x явля-
ется верхней границей U в противоположном порядке σ−1. Коротко
пишут: x ≤ U . В частности, x ≤ ∅.

1.2.5. Замечание. В дальнейшем мы будем допускать вольно-
сти при введении понятий, получающихся из данных путем перехода
к противоположному (пред)порядку. Отметим также, что определе-
ние верхней и нижней границ осмыслено и в предупорядоченных
множествах.

1.2.6. Определение. Элемент x называют наибольшим в мно-
жестве U , если x ≥ U и x ∈ U . Аналогично определяют наименьший
элемент U .
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1.2.7. Пусть πσ(U) — совокупность всех верхних границ под-
множества U в упорядоченном множестве (X, σ). Пусть, далее,
x ∈ X — наибольший элемент U . Тогда, во-первых, x — наименьший
элемент πσ(U), а во-вторых, σ(x) ∩ U = {x}. ��

1.2.8. Замечание. Предложение 1.2.7 является основой двух
обобщений понятия наибольшего элемента.

1.2.9. Определение. Элемент x из X называют точной верх-
ней границей множества U в X, если x — наименьший элемент мно-
жества всех верхних границ U . При этом пишут x = supX U или,
короче, x = supU . Аналогично (при переходе к противоположно-
му порядку) определяют точную нижнюю границу множества U —
элемент inf U или, более полно, infX U .

1.2.10. Определение. Элемент x упорядоченного множества
(X, σ) называют максимальным в подмножестве U множества X,
если σ(x)∩U = {x}. Аналогично определяют минимальный элемент
множества U .

1.2.11. Замечание. Необходимо отчетливо представлять себе
различия и общие черты понятий наибольшего и максимального эле-
ментов и точной верхней границы множества. В частности, стоит
«экспериментально» удостовериться, что у «типичного» множества
нет наибольшего элемента, однако максимальные элементы встреча-
ются.

1.2.12. Определение. Упорядоченное множество X называют
решеткой, если для любых двух элементов x1, x2 из X существуют
их точная верхняя граница x1 ∨ x2 := sup{x1, x2} и точная нижняя
граница x1 ∧ x2 := inf{x1, x2}.

1.2.13. Определение. Упорядоченное множество X называют
полной решеткой, если любое подмножество X имеет точную верх-
нюю и точную нижнюю границы.

1.2.14. Упорядоченное множество является полной решеткой в
том и только в том случае, если любое его подмножество имеет точ-
ную верхнюю границу. ��

1.2.15.Определение. Упорядоченное множество (X, σ) такое,
что X2 = σ−1 ◦ σ, называют фильтрованным по возрастанию. Ана-
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логично определяют фильтрованное по убыванию множество. Непу-
стое фильтрованное по возрастанию множество называют направ-
ленным или, короче, направлением.

1.2.16.Определение. Отображение направленного множества
в данное множество X называют (обобщенной) последовательно-
стью или сетью в X. Отображения (естественным образом) на-
правленного множества натуральных чисел N в X называют (счет-
ными) последовательностями. (Следуя одной из традиций, полага-
ют N := {1, 2, 3 . . . }.)

1.2.17. Решетка является полной в том и только в том случае,
если любое фильтрованное по возрастанию множество в ней имеет
точную верхнюю границу. ��

1.2.18. Замечание. Смысл 1.2.17 состоит в том, что для нахо-
ждения точной верхней границы любого подмножества в X следу-
ет научиться находить такие границы для двухэлементных подмно-
жеств в X и для возрастающих сетей элементов X.

1.2.19. Определение. Пусть (X, σ) — упорядоченное множе-
ство и X2 = σ ∪ σ−1. Тогда X называют линейно упорядоченным
множеством. Если X0 — непустое линейно упорядоченное подмно-
жество X, то X0 называют цепью в X. Непустое упорядоченное
множество называют индуктивным, если любая цепь в нем ограни-
чена сверху (т. е. имеет верхнюю границу).

1.2.20. Лемма Куратовского — Цорна. Индуктивное мно-
жество имеет максимальный элемент.

1.2.21. Замечание. Лемма Куратовского — Цорна служит эк-
вивалентом аксиомы выбора, принимаемой в теории множеств.

1.3. Фильтры

1.3.1. Определение. Пусть X — множество и B — непустое
подмножество непустых элементов 2X . Множество B называют ба-
зисом фильтра (в X), если B фильтровано по убыванию при введе-
нии в множество 2X подмножеств X отношения порядка по включе-
нию.
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1.3.2. Подмножество B в 2X является базисом фильтра в том
и только в том случае, если

(1) B �= ∅, ∅ �∈ B;
(2) B1, B2 ∈ B ⇒ (∃B ∈ B) B ⊂ B1 ∩B2.

1.3.3. Определение. Подмножество F в 2X называют филь-
тром (в X), если F представляет собой совокупность надмножеств
некоторого базиса фильтра B (в X), т. е.

F = filB := {C ∈ 2X : (∃B ∈ B) B ⊂ C}.
При этом говорят, что B — базис F или что F имеет B своим
базисом и т. п.

1.3.4. Подмножество F в 2X является фильтром в том и только
в том случае, если

(1) F �= ∅, ∅ �∈ F ;
(2) A ∈ F , A ⊂ B ⊂ X ⇒ B ∈ F ;
(3) A1, A2 ∈ F ⇒ A1 ∩A2 ∈ F . ��

1.3.5. Примеры.
(1) Пусть F ⊂ X × Y — соответствие и B — фильтро-

ванное по убыванию подмножество 2X . Положим F (B) := {F (B) :
B ∈ B}. Видно, что F (B) фильтровано по убыванию. Допускают
некоторую вольность в обозначениях, считая F (B) := filF (B). Если
F — фильтр в X и B ∩ domF �= ∅ для всякого B ∈ F , то F (F ) —
фильтр в Y . Этот фильтр называют образом фильтра F при соот-
ветствии F . В частности, если F : X → Y — отображение и B —
базис фильтра в X, то F (F ) — фильтр в Y .

(2) Пусть (X, σ) — направление. Несомненно, что B :=
{σ(x) : x ∈ X} — это базис фильтра. Если F : X → Y — некото-
рая обобщенная последовательность, то фильтр filF (B) называют
фильтром хвостов F .

Пусть (X, σ) и F : X → Y — другие направление и сеть эле-
ментов Y . Если фильтр хвостов F содержит фильтр хвостов F , то
F называют подсетью (в широком смысле) сети F . Если же су-
ществует подсеть (в широком смысле) G : X → X тождественной
сети (x)x∈X элементов направления (X, σ) такая, что F = F ◦G, то
F называют подсетью F (иногда говорят: F — подсеть Мура или
строгая подсеть F ). Каждая подсеть служит подсетью в широком
смысле. ��
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1.3.6. Определение. Пусть F (X) — совокупность всех филь-
тров в множестве X. Если F1, F2 ∈ F (X) и F1 ⊃ F2, то говорят,
что F1 тоньше F2 или F1 мажорирует F2 (соответственно F2
грубее F1 или F2 минорирует F1).

1.3.7. Множество F (X) с отношением «тоньше» является упо-
рядоченным. ��

1.3.8. Пусть N — направление в F (X). Тогда у N есть точная
верхняя граница F0 := supN . При этом

F0 = ∪{F : F ∈ N }.

� Нужно убедиться только, что F0 — это фильтр. Ясно, что
∅ /∈ F0 и, в силу непустоты N , F0 �= ∅. Если A ∈ F0 и B ⊃ A,
то, подбирая F из N , для которого A ∈ F , заключаем: B ∈ F ⊂
F0. Если же A1, A2 ∈ F0, то можно найти элемент F в N такой,
что A1, A2 ∈ F , ибо N — это направление. На основании 1.3.4,
A1 ∩A2 ∈ F ⊂ F0. �

1.3.9. Определение. Максимальные элементы в упорядочен-
ном множестве F (X) всех фильтров в X называют ультрафиль-
трами.

1.3.10. Каждый фильтр грубее некоторого ультрафильтра.
� Ввиду 1.3.8 множество фильтров, содержащих данный, явля-

ется индуктивным. Остается сослаться на лемму Куратовского —
Цорна 1.2.20. �

1.3.11. Фильтр F является ультрафильтром в том и только
в том случае, если для каждого A ⊂ X либо A ∈ F , либо X \A ∈ F .

� ⇒: Пусть A �∈ F и B := X \ A �∈ F . Отметим, что A �= ∅ и
B �= ∅. Положим F1 := {C ∈ 2X : A ∪ C ∈ F}. Тогда A �∈ F ⇒
∅ �∈ F1 и B ∈ F1 ⇒ F1 �= ∅. Столь же просто проверить 1.3.4 (2)
и 1.3.4 (3). Итак, F1 — фильтр. По построению F1 ⊃ F . Раз F
— ультрафильтр, то F1 = F . Получилось противоречие: B �∈ F и
B ∈ F .

⇐: Пусть F1 ∈ F (X) и F1 ⊃ F . Если A ∈ F1 и A �∈ F , то
X\A ∈ F по условию. Отсюда X\A ∈ F1, т. е. ∅ = A∩(X\A) ∈ F1,
чего быть не может. �
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1.3.12. Если f — отображение из X в Y и F — ультрафильтр
в X, то f(F ) — ультрафильтр в Y . ��

1.3.13. Пусть X := XF0 := {F ∈ F (X) : F ⊂ F0} для неко-
торого F0 ∈ F (X). Тогда X — полная решетка.

� Понятно, что F0 — наибольший, а {X} — наименьший эле-
менты в X . Стало быть, пустое множество в X имеет точную
верхнюю и точную нижнюю границы: sup∅ = inf X = {X} и
inf ∅ = supX = F0. В силу 1.2.17 и 1.3.8 достаточно устано-
вить существование F1 ∨F2 для любых F1, F2 ∈ X . Рассмотрим
F := {A1 ∩ A2 : A1 ∈ F1, A2 ∈ F2}. Нет сомнений, что F ⊂ F0 и
F ⊃ F1, F ⊃ F2. Поэтому для проверки равенства F = F1 ∨F2
нужно доказать, что F — фильтр.

Соотношения F �= ∅ и ∅ �∈ F очевидны. Ясно также, что (B1,
B2 ∈ F ⇒ B1 ∩ B2 ∈ F ). Помимо этого, если C ⊃ A1 ∩ A2, где
A1 ∈ F1 и A2 ∈ F2, то C = {A1 ∩ A2} ∪ C = (A1 ∪ C) ∩ (A2 ∪ C).
Поскольку A1∪C ∈ F1, а A2∪C ∈ F2, выводим: C ∈ F . Апелляция
к 1.3.4 дает требуемое. �

Упражнения
1.1. Привести примеры множеств и не множеств, теоретико-множествен-

ных свойств и не теоретико-множественных свойств.

1.2. Может ли отрезок [0, 1] быть элементом отрезка [0, 1]? А отрезок
[0, 2]?

1.3. Найти композиции простейших соответствий и отношений: квадратов,
кругов и окружностей с общими и с несовпадающими центрами, шаров в RM ×
RN при различных допустимых наборах M, N .

1.4. Для соответствий R, S, T установить соотношения:

(R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1; (R ∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1;

(R ∪ S) ◦ T = (R ◦ T ) ∪ (S ◦ T ); R ◦ (S ∪ T ) = (R ◦ S) ∪ (R ◦ T );

(R ∩ S) ◦ T ⊂ (R ◦ T ) ∩ (S ◦ T ); R ◦ (S ∩ T ) ⊂ (R ◦ S) ∩ (R ◦ T ).

1.5. Пусть X ⊂ X ×X. Доказать, что X = ∅.

1.6. Выяснить условия разрешимости уравнений XA = B и AX = B отно-
сительно X в соответствиях, в функциях.

1.7. Найти число отношений эквивалентности на конечном множестве.

1.8. Будет ли эквивалентностью пересечение эквивалентностей? Объеди-
нение эквивалентностей?
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1.9. Найти условие коммутативности эквивалентностей (относительно ком-
позиции).

1.10. Сколько порядков и предпорядков на двух- и трехэлементном множе-
ствах? Предъявить их. Что можно сказать о числе предпорядков на конечном
множестве?

1.11. Пусть F — возрастающее, идемпотентное отображение упорядочен-
ного множества X в себя. Допустим, что F мажорирует тождественное отоб-
ражение: F ≥ IX . Такие F называют операторами (абстрактного) замыкания
или, короче, оболочками. Исследовать свойства неподвижных точек оператора
замыкания.

1.12. Пусть X, Y — упорядоченные множества и M(X, Y ) — множество
возрастающих отображений X в Y с естественным упорядочением (каким?). До-
казать, что

(1) (M(X, Y ) — решетка) ⇔ (Y — решетка);
(2) (M(X, Y ) — полная решетка) ⇔ (Y — полная решетка).

1.13. Установить, что для упорядоченных множеств X, Y, Z справедливы
следующие утверждения:

(1) M(X, Y × Z) изоморфно M(X, Y )×M(Y, Z);
(2) M(X × Y, Z) изоморфно M(X, M(Y, Z)).

1.14. Сколько фильтров на конечном множестве?

1.15. Как устроены точные границы множества фильтров?

1.16. Пусть f отображает X на Y . Доказать, что каждый ультрафильтр в
Y есть образ относительно f некоторого ультрафильтра в X.

1.17. Доказать, что каждый ультрафильтр, мажорирующий пересечение
двух фильтров, тоньше хотя бы одного из них.

1.18. Доказать, что каждый фильтр представляет собою пересечение со-
держащих его ультрафильтров.

1.19. Пусть A — ультрафильтр в N, содержащий дополнения конечных
подмножеств. Для x, y ∈ s := RN положим x ∼A y := (∃A ∈ A ) x|A = y|A.
Обозначим ∗R := RN/∼A. Для t ∈ R знак ∗t символизирует класс, содержащий
постоянную последовательность t(n) := t (n ∈ N). Доказать, что ∗R \ {∗t : t ∈
R} �= ∅. Ввести в ∗R алгебраические и порядковую структуры. Как связаны
свойства R и ∗R?



Глава 2

Векторные пространства

2.1. Пространства и подпространства

2.1.1. Замечание. В алгебре, в частности, изучают модули над
кольцами. Модуль X над кольцом A определяют указанием абеле-
вой группы (X, +) и представления A в кольце эндоморфизмов X,
заданного отображением левого умножения · : A×X → X. При этом
заранее обеспечивают естественное согласование операций сложения
и умножения. С учетом сказанного трактуют фразу: «модуль X над
кольцом A описывается четверкой (X, A, +, ·)».

2.1.2. Определение. Поле вещественных чисел R и поле ком-
плексных чисел C называют основными полями. Для обозначения
основного поля используют также символ F. Считают, что поле R
стандартным (и общеизвестным) способом вложено в C.

2.1.3. Определение. Пусть F — основное поле. Модуль X над
полем F называют векторным пространством (над F). Элемен-
ты F называют скалярами, а элементы X — векторами. Вектор-
ное пространство над R называют вещественным векторным про-
странством, а векторное пространство над полем C — комплексным
векторным пространством. Употребляют соответствующие развер-
нутые записи: (X, F, +, ·), (X, R, +, ·) и (X, C, +, ·). Все же, как
правило, допускают бо́льшую вольность, отождествляя множество
векторов X с отвечающим ему векторным пространством.

2.1.4. Примеры.
(1) Основное поле F — векторное пространство над F.
(2) Пусть (X, F, +, ·) — векторное пространство. Рас-
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смотрим набор (X, F, +, ·∗), где ·∗ : (λ, x) �→ λ∗x для λs ∈ F и x ∈
X, а λ∗ — комплексно сопряженное к λ число. Полученное вектор-
ное пространство называют дуальным к X и обозначают X∗. При
F := R пространство X∗ совпадает с X.

(3) Векторное пространство (X0, F, +, ·) называют под-
пространством векторного пространства (X, F, +, ·), если X0 —
это подгруппа в X и умножение на скаляр в X0 — это сужение на
F×X0 умножения на скаляр в X. Множество X0 называют линей-
ным множеством в X. Очень удобно, хотя и не вполне корректно,
рассматривать линейное множество X0 как векторное подпростран-
ство в X. Более того, нейтральный элемент — нуль группы X —
считают подпространством X и обозначают символом 0. Посколь-
ку связь нуля с X явно не отражена, все векторные пространства,
включая и основные поля, можно воспринять как зацепленные за
один общий нуль.

(4) Пусть (Xξ)ξ∈� — семейство векторных пространств
над полем F. Пусть, далее, X :=

∏
ξ∈�Xξ — произведение соот-

ветствующих множеств, т. е. совокупность отображений x : � →
∪ξ∈�Xξ, для которых xξ := x(ξ) ∈ Xξ при каждом ξ ∈ � (в подобных
ситуациях всегда молчаливо подразумевают, что � �= ∅). Наделим
X покоординатными операциями сложения и умножения на скаляр:

(x1 + x2)(ξ) := x1(ξ) + x2(ξ) (x1, x2 ∈X , ξ ∈ �);

(λ · x)(ξ) := λ · x(ξ) (x ∈X , λ ∈ F, ξ ∈ �)
(ниже, как правило, вместо выражений типа λ·x будем писать сокра-
щенно: λx и изредка xλ). Полученное векторное пространство X
над F называют произведением семейства векторных пространств
(Xξ)ξ∈�. При � := {1, 2, . . . , N} пишут X1 ×X2 × . . . ×XN := X . В
случае, когда Xξ = X для любого ξ ∈ �, используют обозначение
X� := X . Если к тому же � := {1, 2, . . . , N}, полагают XN := X .

(5) Пусть (Xξ)ξ∈� — семейство векторных пространств
над полем F. Рассмотрим прямую сумму множеств X0 :=

∑
ξ∈�Xξ,

т. е. подмножество в произведении X :=
∏
ξ∈�Xξ, состоящее из та-

ких элементов x0, что найдется (вообще говоря, свое для каждого
x0) конечное подмножество �0 в � такое, что x0(� \ �0) ⊂ 0. Видно,
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что X0 — линейное множество в произведении X . Соответствую-
щее векторное пространство — подпространство произведения век-
торных пространств (Xξ)ξ∈� — называют прямой суммой семейства
векторных пространств (Xξ)ξ∈�.

(6) Пусть (X, F, +, ·) — векторное пространство и зада-
но подпространство (X0, F, +, ·) в X. Положим

∼X0 := {(x1, x2) ∈ X2 : x1 − x2 ∈ X0}.

Тогда ∼X0 — эквивалентность в X. Пусть X := X/∼X0 и ϕ : X →X
— каноническое отображение. Определим в X операции

x1 + x2 := ϕ(ϕ−1(x1) + ϕ−1(x2)) (x1, x2 ∈X );

λx := ϕ(λϕ−1(x)) (x ∈X , λ ∈ F).

Здесь, как обычно, для множеств S1, S2 в X, множества 	 в F и
элемента λ ∈ F считается, что

S1 + S2 := +{S1 × S2};

	S1 := · (	× S1); λS1 := {λ}S1.

Таким образом в X введена структура векторного пространства над
F. Это пространство называют фактор-пространством простран-
ства X по подпространству X0 и обозначают X/X0.

2.1.5. Пусть X — векторное пространство и Lat(X) — совокуп-
ность всех подпространств вX с отношением порядка по включению.
Тогда упорядоченное множество Lat(X) является полной решеткой.

� Ясно, что inf Lat(X) = 0 и supLat(X) = X. Помимо это-
го, пересечение непустого множества подпространств также подпро-
странство. Привлекая 1.2.17, получаем требуемое. �

2.1.6. Замечание. Для X1, X2 ∈ Lat(X) справедливо соотно-
шение X1 ∨X2 = X1 +X2. Столь же несомненно, что для непустого
множества E в Lat(X) выполнено inf E = ∩{X0 : X0 ∈ E }. Если
к тому же E фильтровано по возрастанию, то supE = ∪{X0 : X0 ∈
E }. ��
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2.1.7. Определение. Подпространства X1 и X2 данного век-
торного пространства X разлагают X в (алгебраическую) прямую
сумму (символическая запись: X = X1 ⊕ X2), если X1 ∧ X2 =
0 и X1 ∨X2 = X. При этом X2 называют (алгебраическим) дополне-
нием X1, а X1 — (алгебраическим) дополнением X2.

2.1.8. Любое подпространство векторного пространства имеет
алгебраическое дополнение.

� Пусть X1 — подпространство X. Положим

E := {X0 ∈ Lat(X) : X0 ∧X1 = 0}.

Очевидно, 0 ∈ E и для каждой цепи E0 в E , в силу 2.1.6, X1∧supE0 =
0, т. е. supE0 ∈ E . Таким образом, E — индуктивно, и на основании
1.2.20 в E есть максимальный элемент X2. Если x ∈ X \ (X1 +X2),
то

(X2 + {λx : λ ∈ F}) ∧X1 = 0.

В самом деле, если для некоторых λ ∈ F и x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 выпол-
нено x2 + λx = x1, то λx ∈ X1 + X2 и, стало быть, λ = 0. Отсюда
x1 = x2 = 0, ибо X1∧X2 = 0. Следовательно, X2+{λx : λ ∈ F} = X2
в силу максимальности X2. Последнее означает, что x = 0. В то же
время явно x �= 0. Окончательно X1 ∨X2 = X1 +X2 = X. �

2.2. Линейные операторы

2.2.1. Определение. Пусть X, Y — векторные пространства
над F. Соответствие T ⊂ X × Y называют линейным, если T —
линейное множество в произведении векторных пространств X × Y .
Отображение T : X → Y , являющееся линейным соответствием,
называют линейным оператором (или просто оператором, если ли-
нейность ясна из контекста). Желая отличить такой T от линей-
ных однозначных соответствий S ⊂ X × Y с областью определения
domS �= X, говорят: T — всюду определенный линейный оператор
(из X в Y ) и S — линейный оператор из X в Y , или даже S — не
всюду определенный линейный оператор.

2.2.2. Отображение T : X → Y является линейным оператором
в том и только в том случае, если выполнено

T (λ1x1 + λ2x2) = λ1Tx1 + λ2Tx2 (λ1, λ2 ∈ F; x1, x2 ∈ X). ��
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2.2.3. Множество L (X, Y ) всех линейных операторов из X в
Y представляет собой векторное пространство — подпространство
Y X . ��

2.2.4. Определение. Операторы из L (X, F) называют линей-
ными функционалами на X,

а пространство X# := L (X, F) — (алгебраически) сопряжен-
ным пространством. Линейные функционалы на X∗ называют ∗-
линейными функционалами на X.

Если хотят подчеркнуть природу основного поля F, то говорят
о вещественно линейных функционалах, о комплексно сопряженном
пространстве и т. п. Понятно, что при F = R термин «∗-линейный
функционал», как правило, не употребляют.

2.2.5. Определение. Линейный оператор T ∈ L (X, Y ) назы-
вают (алгебраическим) изоморфизмом, если соответствие T−1 явля-
ется линейным оператором из L (Y, X).

2.2.6. Определение. Векторные пространства X и Y называ-
ют (алгебраически) изоморфными и пишут X � Y , если существует
изоморфизм между X и Y .

2.2.7. Пространства X и Y являются изоморфными в том и
только в том случае, если найдутся операторы T ∈ L (X,Y ) и S ∈
L (Y, X) такие, что S ◦ T = IX и T ◦ S = IY . При этом выполнено
S = T−1 и T = S−1. ��

2.2.8. Замечание. Пусть X, Y, Z — векторные пространства,
причем заданы T ∈ L (X, Y ) и S ∈ L (Y, Z). Бесспорно, что соот-
ветствие S ◦ T — это элемент L (X, Z). Оператор S ◦ T в дальней-
шем для простоты будет обозначен символом ST . Отметим здесь
же, что композицию (S, T ) �→ ST , как правило, считают отобра-
жением ◦ : L (Y, Z) × L (X, Y ) → L (X, Z). В частности, если
E ⊂ L (Y, Z), а T ∈ L (X, Y ), то полагают E ◦ T := ◦(E × {T}).

2.2.9. Примеры.
(1) Если T — линейное соответствие, то T−1 также ли-

нейное соответствие.
(2) ЕслиX1 — подпространство векторного пространства

X и X2 — его алгебраическое дополнение, то X2 изоморфно X/X1.
Действительно, если ϕ : X → X/X1 — каноническое отображение,
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то его сужение на X2, т. е. оператор x2 �→ ϕ(x2), где x2 ∈ X2,
осуществляет требуемый изоморфизм. ��

(3) Пусть X :=
∏
ξ∈�Xξ — произведение семейства век-

торных пространств (Xξ)ξ∈�. Отображение Prξ : X → Xξ, опреде-
ляемое соотношением Prξ x := xξ, называют координатным проек-
тором (= проекцией). Ясно, что Prξ — линейный оператор: Prξ ∈
L (X , Xξ). Отметим, что часто этот оператор рассматривают как
элемент пространства L (X ) := L (X ,X ), имея в виду естествен-
ный изоморфизм Xξ и Xξ, где Xξ :=

∏
η∈�Xη, а Xη := 0 при η �= ξ

и Xξ := Xξ.
(4) Пусть X := X1 ⊕ X2. Поскольку отображение +−1

осуществляет изоморфизм X и X1 × X2, то определены линейные
операторы PX1 := PX1||X2 := Pr1 ◦(+−1), PX2 := PX2||X1 := Pr2 ◦(+−1),
действующие из X в X. Оператор PX1 называют проектором X
на X1 параллельно X2, а PX2 — дополнительным проектором к
PX1 . В свою очередь, PX1 дополнителен к PX2 , а PX2 осуществ-
ляет проектирование X на X2 параллельно X1. Отметим также, что
PX1 +PX2 = IX . Кроме того, P 2

X1
:= PX1PX1 = PX1 , т. е. проектор —

идемпотентный оператор. Наоборот, любой идемпотентный опера-
тор P ∈ L (X) является проектором на P (X) параллельно P−1(0).

Если T ∈ L (X), то PX1TPX1 = TPX1 в том и только в том
случае, если T (X1) ⊂ X1, т. е. X1 инвариантно относительно T . ��

Равенство TPX1 = PX1T справедливо в том и только в том слу-
чае, если как X1, так и дополнение X2 инвариантны относительно T .
В последнем случае говорят, что разложение X = X1⊕X2 приводит
оператор T .

Со следом T на X1 работают как с элементом T1 пространства
L (X1). При этом T1 называют частью T в X1. Если T2 ∈ L (X2) —
часть T в X2, то оператор T мыслят как матрицу

T ∼
(
T1 0
0 T2

)
.

Именно, элемент x из X1⊕X2 рассматривают как «вектор-столбец»
с компонентами x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, где x1 = PrX1 x, x2 = PrX2 x.
Умножение матриц проводят обычным способом по закону «строка
на столбец», а результат умножения указанной матрицы на вектор-
столбец x, т. е. вектор-столбец с компонентами T1x1, T2x2 (или, что
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в данном случае то же самое, Tx1, Tx2), естественно трактуют как
элемент Tx.

Иными словами, T отождествляют с отображением X1 × X2 в
X1 ×X2, действующим по правилу(

x1
x2

)
�→
(
T1 0
0 T2

)(
x1
x2

)
.

Аналогичным образом вводят матричные представления общих опе-
раторов T ∈ L (X1 ⊕X2, Y1 ⊕ Y2). ��

(5) Конечное множество E в X называют линейно неза-
висимым, если из условия

∑
e∈E λee = 0, где λe ∈ F (e ∈ E ), выте-

кает, что λe = 0 для всех e ∈ E . Множество E называют линейно
независимым, если любое конечное подмножество E линейно неза-
висимо.

Максимальное по включению линейно независимое множество в
X называют базисом Гамеля (или алгебраическим базисом) вX. Лю-
бое линейно независимое множество содержится в некотором базисе
Гамеля.

У всех базисов Гамеля в X одинаковая мощность, называемая
размерностью X. Размерность X обозначают dimX.

Каждое векторное пространство X изоморфно прямой сумме
семейства (F)ξ∈�, где � имеет мощность dimX.

Если X1 — подпространство X, то размерность X/X1 называют
коразмерностью X1 и обозначают codimX1. Если X = X1 ⊕X2, то
codimX1 = dimX2 и dimX = dimX1 + codimX1.

2.3. Уравнения в операторах

2.3.1. Определение. Для оператора T ∈ L (X, Y ) определя-
ют: kerT := T−1(0) — ядро, cokerT := Y/ imT — коядро, coimT :=
X/ kerT — кообраз T .

Оператор T называют мономорфизмом, если kerT = 0. Опера-
тор T называют эпиморфизмом, если imT = Y .

2.3.2. Оператор является изоморфизмом в том и только в том
случае, если он мономорфизм и эпиморфизм одновременно. ��
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2.3.3. Замечание. В дальнейшем иногда удобно пользовать-
ся языком коммутативных диаграмм. Научиться им пользоваться
можно, разобрав подходящий пример.

Так, фраза «следующая диаграмма

V W

X Y
α1

α2α3
α4

α5

�

�

�
���
�

�

коммутативна» означает, что α1 ∈ L (X, Y ), α2 ∈ L (Y, W ), α3 ∈
L (X, W ), α4 ∈ L (V, Y ) и α5 ∈ L (V, W ), причем α2α1 = α3
и α5 = α2α4.

2.3.4. Определение. Диаграмму X T→ Y
S→ Z называют точ-

ной (в члене Y ) последовательностью, если kerS = imT . После-
довательность . . . → Xk−1 → Xk → Xk+1 → . . . называют точной
в члене Xk, если точна последовательность Xk−1 → Xk → Xk+1
(наименования операторов опущены). Рассматриваемую последова-
тельность называют точной, если она точна в каждом члене (кроме
первого и последнего, если таковые, разумеется, есть).

2.3.5. Примеры.

(1) Точная последовательность X T→ Y
S→ Z полуточна,

т. е. ST = 0. Обратное утверждение неверно.

(2) Последовательность 0→ X
T→ Y точна в том и толь-

ко в том случае, если T — мономорфизм. (Здесь и в дальнейшем
запись 0 → X — это, конечно же, еще одно обозначение нуля —
единственного элемента пространства L (0, X) (см. 2.1.4 (3)).)

(3) Последовательность X T→ Y → 0 точна в том и толь-
ко в том случае, если T — эпиморфизм. (Понятно, что под символом
Y → 0 тут снова скрывается нуль — единственный элемент простран-
ства L (Y, 0).)

(4) Оператор T ∈ L (X, Y ) является изоморфизмом в
том и только в том случае, если 0 → X

T→ Y → 0 — это точная
последовательность.
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(5) ПустьX0 — подпространство вX. Символом ι : X0 →
X обозначим оператор (тождественного) вложения: ιx0 := x0 для
всех x0 ∈ X0. Пусть теперь X/X0 — фактор-пространство и ϕ :
X → X/X0 — соответствующее каноническое отображение. Тогда
последовательность

0→ X0
ι→ X

ϕ→ X/X0 → 0

является точной. (Знаки ι и ϕ ниже в подобных случаях, как прави-
ло, опущены.) Указанная последовательность в известном смысле
уникальна. Именно, рассмотрим произвольную, как говорят, «ко-
роткую» последовательность

0→ X
T→ Y

S→ Z → 0

и допустим, что она точна. Полагая Y0 := imT , легко построить изо-
морфизмы α, β, γ так, что получается следующая коммутативная
диаграмма:

0

0

Y0

X

Y

Y

Y/Y0

Z

0

0

α

T

β

S

γ

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

Иными словами, короткая точная последовательность по сути дела
то же, что подпространство и фактор-пространство по нему. ��

(6) Пусть T ∈ L (X, Y ) — оператор. С ним связана точ-
ная последовательность

0→ kerT → X
T→ Y → cokerT → 0,

называемая канонической точной последовательностью для T .

2.3.6. Определение. Оператор T называют продолжением T0
(пишут T ⊃ T0), если коммутативна диаграмма

Y

X0 X

T
T0

�

�

�
���

т. е. T0 = Tι, где ι : X0 → X — вложение.
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2.3.7. Пусть X, Y — векторные пространства и X0 — подпро-
странство в X. Для любого T0 ∈ L (X0, Y ) существует продолжение
T ∈ L (X, Y ).

� Предъявим T := T0PX0 , где PX0 — оператор проектирования
на X0. �

2.3.8. Теорема о разрешимости уравнения XA = B.
Пусть X, Y, Z — векторные пространства; A ∈ L (X, Y ), B ∈
L (X, Z). Диаграмма

Z

X Y
A

X
B

�

�

�
���

коммутативна для некоторого X ∈ L (Y, Z) в том и только в том
случае, если kerA ⊂ kerB.

� ⇒: То, что при B = X A выполнено kerA ⊂ kerB, очевидно.
⇐: Положим X := B ◦ A−1. Ясно, что для x ∈ X будет X ◦

A(x) = B ◦ (A−1 ◦ A)x = B(x + kerA) = Bx. Проверим, что X0 :=
X |imA — линейный оператор. Следует проверить только однознач-
ность X . Пусть y ∈ imA и z1, z2 ∈ X (y). Тогда z1 = Bx1, z2 =
Bx2, а Ax1 = Ax2 = y. По условию B(x1 − x2) = 0. Значит, z1 = z2.
Применяя 2.3.7, возьмем какое-либо продолжение X оператора X0
на пространство Y . �

2.3.9. Замечание. Если в условиях 2.3.8 оператор A — эпи-
морфизм, то оператор X единствен. ��

2.3.10. Линейный оператор допускает единственное снижение
на свой кообраз.

� Это следствие 2.3.8 и 2.3.9. �

2.3.11. Линейный оператор T допускает (каноническое) разло-
жение в композицию эпиморфизма ϕ, изоморфизма T и мономор-
физма ι, т. е. коммутативна следующая диаграмма:
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coimT

X

imT

Y

ϕ

T

T
ι�

�

�

�

для единственного оператора T . ��

2.3.12. Пусть X — некоторое векторное пространство и заданы
f0, f1, . . . , fN ∈ X#. Функционал f0 является линейной комбинацией
f1, . . . , fN в том и только в том случае, если ker f0 ⊃ ∩Nj=1 ker fj .

� Пусть (f1, . . . , fN ) : X → FN — линейный оператор, заданный
соотношением

(f1, . . . , fN )x := (f1(x), . . . , fN (x)).

Видно, что ker(f1, . . . , fN ) = ∩Nj=1 ker fj . Используя теорему 2.3.8
для задачи

F

X FN
(f1,...,fN )

f0

�

�

�
�

�
�

��

и учитывая строение пространства FN#, получаем требуемое. �

2.3.13. Теорема о разрешимости уравнения AX = B.
Пусть X, Y, Z — векторные пространства; A ∈ L (Y, X), B ∈
L (Z, X). Диаграмма

Z

X Y
A

X
B

�

�

�
���

коммутативна для некоторого X ∈ L (Z, Y ) в том и только в том
случае, если imA ⊃ imB.
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� ⇒: imB = B(Z) = A(X (Z)) ⊂ A(Y ) = imA.
⇐: Пусть Y0 — алгебраическое дополнение kerA в Y и A0 := A|Y0 .

Тогда A0 взаимно однозначно отображает Y0 на imA. Оператор
X := A−1

0 B, очевидно, искомый. �
2.3.14. Замечание. Если в условиях 2.3.13 оператор A — мо-

номорфизм, то оператор X единствен. ��
2.3.15. Замечание. Теоремы 2.3.8 и 2.3.13 связаны «формаль-

ной двойственностью». Каждая из них получается из другой «обра-
щением стрелок», «перестановкой ядер и образов» и «переходом к
противоположному включению».

2.3.16. Лемма о снежинке. Пусть заданы S ∈ L (Y, Z) и
T ∈ L (X, Y ). Существуют, и притом единственные, операторы
α1, . . . , α6, для которых коммутативна диаграмма:

0 0

ker ST kerS

0 kerT X Y cokerT 0

Z

coker S cokerST

0 0

α2

α1 α3

T

ST S

α6 α4

α5

�

�
�

��

�
�
��

�
�

��
�

�
�
��

�
�

��

�

�
�
��

�
�

�
�

�
�
��

�� ��

�

��

�

�
�
��

�
�

�
�

�
�

��
�

�
�
��

��

�

При этом (выделенная) последовательность

0→ kerT α1−→ kerST α2−→ kerS α3−→
α3−→ cokerT α4−→ cokerST α5−→ cokerS → 0

является точной. ��
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Упражнения

2.1. Привести примеры векторных пространств, а также и не векторных
пространств. Какие конструкции приводят к векторным пространствам?

2.2. Изучить векторные пространства над двухэлементным полем Z2.

2.3. Описать векторное пространство со счетным базисом Гамеля.

2.4. Доказать существование разрывных решений f : R→ R функциональ-
ного уравнения

f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ R).

Как представить такие f графически?

2.5. Доказать, что пространство, алгебраически сопряженное к прямой
сумме, реализуется как прямое произведение.

2.6. Пусть X ⊃ X0 ⊃ X00. Доказать, что X/X00 и (X/X0)/(X00/X0) —
изоморфные пространства.

2.7. Пусть отображение «двойной диез» определено правилом:

x## : x# �→ 〈x |x#〉 (x ∈ X, x# ∈ X#).

Установить, что это отображение осуществляет вложение векторного простран-
ства X во второе сопряженное пространство X##.

2.8. Доказать, что алгебраически рефлексивными являются конечномер-
ные пространства и только они, т. е.

##(X) = X## ⇔ dimX < +∞.

2.9. Есть ли аналоги базисов Гамеля в общих модулях?

2.10. При каких условиях сумма проекторов будет проектором?

2.11. Пусть T — эндоморфизм некоторого векторного пространства, при-
чем Tn−1 �= 0 и Tn = 0 для какого-то натурального n. Доказать, что операторы
T 0, T, . . . , Tn−1 линейно независимы.

2.12. Описать строение линейных операторов, определенных на прямой
сумме пространств и действующих в произведение пространств.

2.13. Найти условия единственности решений следующих уравнений в опе-
раторах XA = B и AX = B (здесь неизвестным является оператор X ).

2.14. Как устроено пространство билинейных операторов?

2.15. Охарактеризовать векторные пространства, возникающие в резуль-
тате овеществления комплексных векторных пространств.
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2.16. Для семейства линейно независимых векторов (xe)e∈E подыскать та-
кое семейство функционалов (x#

e )e∈E, чтобы выполнялись соотношения:

〈xe |x#
e 〉 = 1 (e ∈ E );

〈xe |x#
e 〉 = 0 (e, e′ ∈ E, e �= e′).

2.17. Для семейства линейно независимых функционалов (x#
e )e∈E подыс-

кать такое семейство векторов (xe)e∈E, чтобы выполнялись соотношения:

〈xe |x#
e 〉 = 1 (e ∈ E );

〈xe |x#
e 〉 = 0 (e, e′ ∈ E, e �= e′).

2.18. Найти условия совместности системы линейных уравнений и линей-
ных неравенств в вещественных векторных пространствах.

2.19. Пусть дана коммутативная диаграмма

W−→ X
T−→ Y−→ Z

α ↓ β ↓ γ ↓ δ ↓
W−→ X

T−→ Y−→ Z

с точными сторонами, причем α — эпиморфизм, а δ — мономорфизм. Доказать,
что ker γ = T (kerβ) и T−1(im γ) = imβ.



Глава 3

Выпуклый анализ

3.1. Множества в векторных пространствах

3.1.1. Определение. Пусть � — подмножество F 2, а U — под-
множество векторного пространства. Множество U называют � -
множеством (и пишут U ∈ (� )), если выполнено

(λ1, λ2) ∈ � ⇒ λ1U + λ2U ⊂ U.

3.1.2. Примеры.
(1) Любое множество входит в (∅). (Таким образом, (∅)

не является множеством.)
(2) При � := F 2 непустые � -множества это в точности

линейные подмножества векторных пространств.
(3) Если � := R2, то непустые � -множества в вектор-

ном пространствеX называют вещественными подпространствами
в X.

(4) Если � := R2
+, то непустые � -множества называют ко-

нусами. Иными словами, непустое множество K является конусом
в том и только в том случае, если K +K ⊂ K и αK ⊂ K при всех
α ∈ R+. Непустые R2

+ \ 0-множества (иногда) называют незаост-
ренными конусами, а непустые R+ × 0-множества — невыпуклыми
конусами. (Здесь и в дальнейшем использовано обычное обозначе-
ние R+ := {t ∈ R : t ≥ 0}.)

(5) Пусть � := {(λ1, λ2) ∈ F 2 : λ1 + λ2 = 1}. Непу-
стые � -множества называют аффинными многообразиями. Если X0
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— подпространство в X и x ∈ X, то x+X0 := {x}+X0 — аффинное
многообразие в X. Наоборот, если L — аффинное многообразие в X
и x ∈ L, то L− x := L+ {−x} — линейное множество в X. ��

(6) Пусть � := {(λ1, λ2) ∈ F 2 : |λ1| + |λ2| ≤ 1}. Тогда
непустые � -множества называют абсолютно выпуклыми.

(7) Пусть � := {(λ, 0) ∈ F 2 : |λ| ≤ 1}. Тогда � -множества
называют уравновешенными (при F := R говорят также о звездных
множествах; используют и термин «симметричное множество», что
не вполне оправдано).

(8) Пусть � := {(λ1, λ2) ∈ R2 : λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 =
1}. Тогда � -множества называют выпуклыми.

(9) Если � := {(λ1, λ2) ∈ R2
+ : λ1 + λ2 ≤ 1}, то непустые

� -множества называют коническими отрезками. Множество явля-
ется коническим отрезком в том и только в том случае, если оно
выпукло и содержит нуль. ��

(10) Для любого � ⊂ F 2 и произвольного векторного
пространства X над F выполнено X ∈ (� ). Отметим еще, что в 3.1.2
(1)–3.1.2 (9) множество � является � -множеством.

3.1.3. Пусть X — векторное пространство и E — некоторое се-
мейство � -множеств в этом пространстве X. Тогда ∩{U : U ∈
imE } ∈ (� ). Если, кроме того, imE фильтровано по возрастанию
(относительно включения множеств), то ∪{U : U ∈ imE } ∈ (� ). ��

3.1.4. Замечание. Предложение 3.1.3, в частности, означает,
что совокупность � -множеств данного векторного пространства, бу-
дучи упорядочена по включению, становится полной решеткой.

3.1.5. Пусть X и Y — векторные пространства, а U ⊂ X и V ⊂
Y — некоторые � -множества. Тогда U × V ∈ (� ).

� Если одно из множеств U или V пусто, то U × V = ∅ и
доказывать нечего. Пусть теперь u1, u2 ∈ U и v1, v2 ∈ V , а (λ1, λ2) ∈
� . Тогда λ1u1 + λ2u2 ∈ U , а λ1v2 + λ2v1 ∈ V . Значит, (λ1u1 +
λ2u2, λ1v1 + λ2v2) ∈ U × V . �

3.1.6. Определение. Пусть X, Y — векторные пространства
и T ⊂ X × Y — соответствие. Пусть � ⊂ F 2. Если T ∈ (� ), то T
называют � -соответствием.
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3.1.7. Замечание. Если � -множества (при фиксированном � )
носят специальное название, то это название сохраняют и для � -
соответствий. В этом смысле говорят о линейных и выпуклых соот-
ветствиях, аффинных отображениях и т. п. Уместно подчеркнуть
особенность терминологии: выпуклая функция одной переменной
не является выпуклым соответствием, за исключением тривиальных
случаев (см. 3.4.2).

3.1.8. Пусть T ⊂ X × Y — некоторое �1-соответствие, а U ⊂ X
— некоторое �2-множество. Если �2 ⊂ �1, то T (U) ∈ (�2).

� Если y1, y2 ∈ T (U), то для некоторых x1, x2 ∈ U будет
(x1, y1) ∈ T и (x2, y2) ∈ T . Для (λ1, λ2) ∈ �2 имеем (λ1, λ2) ∈ �1 и,
значит, λ1(x1, y1)+λ2(x2, y2) ∈ T . Отсюда следует, что λ1y1+λ2y2 ∈
T (U). �

3.1.9. Суперпозиция � -соответствий — � -соответствие.
� Пусть F ⊂ X × V и G ⊂W × Y и F, G ∈ (� ). Имеем

(x1, y1) ∈ G ◦ F ⇔ (∃ v1) (x1, v1) ∈ F & (v1, y1) ∈ G;
(x2, y2) ∈ G ◦ F ⇔ (∃ v2) (x2, v2) ∈ F & (v2, y2) ∈ G.

«Умножая первую строчку на λ1, вторую — на λ2, где (λ1, λ2) ∈ � ,
и складывая результаты», последовательно получаем требуемое. �

3.1.10. Если U , V — подмножества X и U , V ∈ (� ) для � ⊂ F 2,
то для любых α, β ∈ F выполнено αU + βV ∈ (� ).

� Следует сослаться на 3.1.5, 3.1.8 и 3.1.9. �
3.1.11. Определение. Пусть X — векторное пространство, �

— подмножество F 2 и U — подмножество X. Множество

H	 (U) := ∩{V ⊂ X : V ∈ (� ), V ⊃ U}
называют � -оболочкой U .

3.1.12. Справедливы утверждения:
(1) H	 (U) ∈ (� );
(2) H	 (U) — наименьшее � -множество, содержащее U ;
(3) U1 ⊂ U2 ⇒ H	 (U1) ⊂ H	 (U2);
(4) U ∈ (� )⇔ U = H	 (U);
(5) H	 (H	 (U)) = H	 (U). ��
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3.1.13. Имеет место формула Моцкина:

H	 (U) = ∪{H	 (U0) : U0 ⊂ U, U0— конечное подмножество}.
� Обозначим через V множество, стоящее в правой части фор-

мулы Моцкина. Так как U0 ⊂ U , то, по 3.1.12 (3), H	 (U0) ⊂ H	 (U),
а потому H	 (U) ⊃ V . В силу 3.1.12 (2) необходимо (и, разумеется,
достаточно) проверить, что V ∈ (� ). Но последнее следует из 3.1.3
и того факта, что H	 (U0) ∪H	 (U1) ⊂ H	 (U0 ∪ U1). �

3.1.14. Замечание. Формула Моцкина показывает, что для
описания произвольных � -оболочек следует найти лишь � -оболочки
конечных множеств. Подчеркнем, что при конкретных � использу-
ют специальные (но естественные) названия для � -оболочек. Так,
при � := {(λ1, λ2) ∈ R2

+ : λ1 + λ2 = 1} говорят о выпуклых оболоч-
ках и вместо H	 (U) пишут co(U). Вместо HF 2(U) пишут L (U) или
lin(U), если U �= ∅, кроме того, полагают для удобства L (∅) := 0.
Множество L (U) называют линейной оболочкой U (и по возможно-
сти не путают с пространством эндоморфизмов L (X) векторного
пространства X). Аналогично вводят понятия аффинной оболочки,
конической оболочки и т. п. Отметим здесь же, что выпуклая обо-
лочка конечного множества точек составлена из их же выпуклых
комбинаций, т. е.

co({x1, . . . , xN}) =
{

N∑
k=1

λkxk : λk ≥ 0, λ1 + . . .+ λN = 1

}
. ��

3.2. Упорядоченные векторные пространства

3.2.1. Определение. Пусть (X, R, +, · ) — векторное про-
странство. Пусть, далее, σ — предпорядок в X. Говорят, что σ
согласован с векторной структурой, если σ — конус в X2. В этом
случае пространство X называют упорядоченным векторным про-
странством. (Точнее говорить о предупорядоченном векторном про-
странстве (X, R, +, ·, σ), сохраняя термин «упорядоченное век-
торное пространство» для тех ситуаций, когда σ — это отношение
порядка.)

3.2.2. Пусть X — упорядоченное векторное пространство и σ
— соответствующий предпорядок. Тогда σ(0) — конус. При этом
σ(x) = x+ σ(0) для всякого x ∈ X.
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� Множество σ(0) — конус в силу 3.1.3. Помимо того, из тожде-
ства (x, y) = (x, x)+ (0, y−x) выводим (x, y) ∈ σ ⇔ y−x ∈ σ(0). �

3.2.3. Пусть K — конус в векторном пространстве X. Положим

σ := {(x, y) ∈ X2 : y − x ∈ K}.
Тогда σ — предпорядок, согласованный с векторной структурой,
причем K совпадает с конусом положительных элементов σ(0). Бо-
лее того, σ является порядком в том и только в том случае, если
K ∩ (−K) = 0.

� Ясно, что 0 ∈ K ⇒ IX ⊂ σ и K +K ⊂ K ⇒ σ ◦ σ ⊂ σ. Имеем
также представление σ−1 = {(x, y) ∈ X2 : x − y ∈ K}. Значит,
σ ∩ σ−1 ⊂ IX ⇔ K ∩ (−K) = 0. Осталось проверить, что σ — конус.
С этой целью возьмем (x1, y1), (x2, y2) ∈ σ и α1, α2 ∈ R+. Тогда
α1y1+α2y2−(α1x1+α2x2) = α1(y1−x1)+α2(y2−x2) ∈ α1K+α2K ⊂
K. �

3.2.4. Определение. Заданный конус K называют упорядочи-
вающим или острым, если K ∩ (−K) = 0.

3.2.5. Замечание. На основании 3.2.2 и 3.2.3 задание в вектор-
ном пространстве структуры предупорядоченного векторного про-
странства равносильно выделению в нем конуса положительных эле-
ментов. Структуру упорядоченного векторного пространства созда-
ют выделением острого конуса. В этой связи о (пред)упорядоченном
векторном пространстве X часто говорят как о паре (X, X+), где
X+ — конус положительных элементов.

3.2.6. Примеры.
(1) Пространство функций R� с конусом R�+ := (R+)�

функций, принимающих положительные значения.
(2) Пусть X — упорядоченное векторное пространство

с конусом положительных элементов X+. Если X0 — подпростран-
ство X, то порядок, индуцируемый в X0 из X, задан конусом X0 ∩
X+. В этом смысле X0 рассматривают как упорядоченное векторное
пространство.

(3) Пусть X и Y — (пред)упорядоченные векторные про-
странства. Оператор T ∈ L (X, Y ) называют положительным (пи-
шут T ≥ 0), если выполнено T (X+) ⊂ Y+. Множество всех положи-
тельных операторов образует конус L+(X, Y ). Линейную оболочку



3.2.Упорядоченные векторные пространства 31

L+(X, Y ) обозначают символом Lr(X, Y ). Операторы из Lr(X, Y )
называют регулярными.

3.2.7. Определение. Упорядоченное векторное пространство
называют векторной решеткой, если решеткой является упорядо-
ченное множество векторов рассматриваемого пространства.

3.2.8.Определение. Векторную решетку называют простран-
ством Канторовича или, короче, K-пространством, если любое
непустое ограниченное сверху множество в ней имеет точную верх-
нюю границу.

3.2.9. В K-пространстве каждое непустое ограниченное снизу
множество имеет точную нижнюю границу.

� Пусть x ≤ U . Тогда −x ≥ −U . Значит, по 3.2.8 существует
sup(−U). При этом −x ≥ sup(−U). Отсюда очевидно следует, что
− sup(−U) = inf U . �

3.2.10. В K-пространстве для непустых ограниченных сверху
множеств U и V выполнено

sup(U + V ) = supU + supV.

� В случае, когда множество U или множество V состоит из
одного элемента, требуемое равенство ясно. Общий случай получаем
теперь в силу «ассоциативности точных верхних границ». Именно,

sup(U + V ) = sup{sup(u+ V ) : u ∈ U} =

= sup{u+ supV : u ∈ U} = supV + sup{u : u ∈ U} =
= supV + supU. �

3.2.11. Замечание. Вывод предложения 3.2.10 можно считать
справедливым в произвольном упорядоченном векторном простран-
стве при условии, что у исходных множеств имеются точные верхние
границы. Аналогично трактуют соотношение: supλU = λ supU для
λ ∈ R+.

3.2.12. Определение. Для элемента x векторной решетки век-
тор x+ := x ∨ 0 называют положительной частью x, элемент x− :=
(−x)+ — отрицательной частью, а |x| := x ∨ (−x) — модулем x.
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3.2.13. В векторной решетке для любых элементов x и y имеет
место тождество

x+ y = x ∨ y + x ∧ y.
� x+ y − x ∧ y = x+ y + (−x) ∨ (−y) = y ∨ x �
3.2.14. x = x+ − x−; |x| = x+ + x−.
� Первое равенство получается из 3.2.13 при y := 0. Помимо

этого, |x| = x∨ (−x) = −x+(2x)∨ 0 = −x+2x+ = (x+−x−)+2x+ =
x+ + x−. �

3.2.15. Лемма о сумме промежутков. Для положительных
элементов x, y в векторной решетке X будет

[0, x+ y] = [0, x] + [0, y].

(Как обычно, [u, v] := σ(u) ∩ σ−1(v) — (порядковый) промежу-
ток или интервал.)

� Включение [0, x] + [0, y] ⊂ [0, x + y] несомненно. Если же
0 ≤ z ≤ x + y, то положим z1 := z ∧ x. Видно, что z1 ∈ [0, x].
Пусть теперь z2 := z − z1. Тогда z2 ≥ 0. При этом z2 = z − z ∧ x =
z + (−z) ∨ (−x) = 0 ∨ (z − x) ≤ 0 ∨ (x+ y − x) = 0 ∨ y = y. �

3.2.16. Теорема Рисса — Канторовича. Пусть X — вектор-
ная решетка, а Y — некоторое K-пространство. Пространство регу-
лярных операторов Lr(X, Y ) с конусом L+(X, Y ) положительных
операторов является K-пространством. ��

3.3. Продолжение положительных функционалов и
операторов

3.3.1. Контрпримеры.
(1) Пусть X — пространство B([0, 1], R) ограниченных

вещественных функций на [0, 1], а X0 := C([0, 1], R) — подпростран-
ство X, составленное из непрерывных функций. Положим Y := X0
и наделим X0, X и Y естественными отношениями порядка (ср. 3.2.6
(1) и 3.2.6 (2)). Рассмотрим задачу о продолжении тождественного
оператора T0 : X0 → Y до положительного оператора T ∈ L+(X, Y ).
Если бы эта задача имела решение T , то у каждого непустого огра-
ниченного множества E в X0 нашлась бы точная верхняя граница
supX0

E , вычисленная в X0. Именно, supX0
E = T supX E , где supX E

— точная верхняя граница E в X. В то же время нет сомнений, что
Y не является K-пространством.
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(2) Пусть s := RN — пространство последовательностей,
наделенное естественным порядком. Пусть, далее, c — подпростран-
ство в s, составленное из сходящихся последовательностей. Уста-
новим, что положительный функционал f0 : c → R, определенный
соотношением f0(x) := limx(n), не допускает положительного про-
должения на s. В самом деле, пусть f ∈ s#, f ≥ 0 и f ⊃ f0. Поло-
жим x0(n) := n и xk(n) := k ∧ n для k, n ∈ N. Ясно, что f0(xk) = k.
Помимо этого, f(x0) ≥ f(xk) ≥ 0, так как x0 ≥ xk ≥ 0. Получили
противоречие.

3.3.2.Определение. ПодпространствоX0 упорядоченного век-
торного пространства X с конусом положительных элементов X+
называют массивным (в X), если X0 +X+ = X.

3.3.3. Подпространство X0 массивно в X в том и только в том
случае, если для всякого x ∈ X найдутся элементы x0, x0 ∈ X0
такие, что выполнено x0 ≤ x ≤ x0. ��

3.3.4. Теорема Канторовича. Пусть X — упорядоченное век-
торное пространство, X0 — массивное подпространство в X и Y —
некоторое K-пространство. Любой положительный оператор T0 ∈
L+(X0, Y ) допускает положительное продолжение T ∈ L+(X, Y ).

� Этап I. Пусть сначала X := X0 ⊕ X1, где X1 — одномерное
подпространство, X1 := {αx : α ∈ R}. Так как подпространство
X0 массивно и оператор T0 положителен, то множество U := {T0x0 :
x0 ∈ X0, x0 ≥ x} ограничено снизу и, значит, определен элемент
y := inf U . Положим

Tx := {T0x0 + αy : x = x0 + αx, x0 ∈ X0, α ∈ R}.

Очевидно, T — однозначное линейное соответствие, причем T ⊃ T0
и domT = X. Осталось убедиться в положительности T .

Если x = x0+αx и x ≥ 0, то при α = 0 доказывать нечего. Если
же α > 0, то x ≥ −x0/α. Отсюда следует, что −T0x0/α ≤ y, т. е.
Tx ∈ Y+. Аналогично при α < 0 имеем x ≤ −x0/α. Стало быть,
y ≤ −T0x0/α и вновь Tx = T0x0 + αy ∈ Y+.

Этап II. Пусть теперь E — совокупность таких однозначных
линейных соответствий S ⊂ X × Y , что S ⊃ T0 и S(X+) ⊂ Y+.
В силу 3.1.3 при упорядочении по включению E индуктивно, и по
лемме Куратовского — Цорна в E есть максимальный элемент T .
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Если x ∈ X \ domT , то можно применить доказанное на этапе I к
случаю X := domT ⊕X1, X0 := domT, T0 := T и X1 := {αx : α ∈ R}.
Возникает противоречие с максимальностью T . Итак, T — искомое
продолжение. �

3.3.5. Замечание. При Y := R о 3.3.4 иногда говорят как отео-
реме Крейна — Рутмана.

3.3.6.Определение. Элемент x из конуса положительных эле-
ментов называют дискретным, если [0, x] = [0, 1]x.

3.3.7. Если на пространстве (X, X+) имеется дискретный функ-
ционал, то X = X+ −X+.

� Пусть T — такой функционал и X := X+ − X+. Возьмем
f ∈ X#. Достаточно показать, что ker f ⊃ X ⇒ f = 0. По условию
T +f ∈ [0, T ], т. е. для некоторого α ∈ [0, 1] будет T +f = αT . Если
T |X = 0, то 2T ∈ [0, T ]. Отсюда T = 0 и f = 0. Если же T (x0) �= 0
для какого-либо x0 ∈X , то α = 1 и вновь f = 0. �

3.3.8. Теорема Крейна – Рутмана для дискретного функ-
ционала. Пусть X — упорядоченное векторное пространство, X —
массивное подпространство в X и T0 — дискретный функционал на
X0. Тогда существует дискретный функционал T на X, продолжа-
ющий T0.

� «Подправим» доказательство 3.3.4.
Этап I. Предъявленный функционал T дискретен. В самом де-

ле, при T ′ ∈ [0, T ] для подходящего α ∈ [0, 1] при всех x0 ∈ X0 будет
T ′(x0) = αT (x0) и (T − T ′)(x0) = (1− α)T (x0). Оцениваем:

T ′(x) ≤ inf{T ′(x0) : x0 ≥ x, x0 ∈ X0} = αT (x);

(T − T ′)(x) ≤ inf{(T − T ′)(x0) : x0 ≥ x, x0 ∈ X0} = (1− α)T (x).
Таким образом, T ′ = αT и [0, T ] ⊂ [0, 1]T . Противоположное вклю-
чение справедливо всегда. Итак, функционал T дискретен.

Этап II. Пусть E — множество, введенное при доказательстве
3.3.4. Рассмотрим множество Ed, состоящее из таких элементов S ∈
E , что след S|domS представляет собой дискретный функционал на
пространстве domS. Следует установить индуктивность Ed. В со-
ответствии с 1.2.19 возьмем цепь E0 в Ed. Положим S := ∪{S0 :
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S0 ∈ E0}. Очевидно, что S ∈ E . Убедимся в дискретности S, что
и завершит доказательство.

Пусть S′ ∈ (domS)# таков, что 0 ≤ S′(x0) ≤ S(x0) для всех
x0 ∈ (domS)+. Если S(x0) = 0 для любого такого x0, то S′ = 0S,
что и нужно. Если же S(x0) �= 0 для некоторого x0 ∈ (domS)+, то
выберем S0 ∈ E0 из условия S0(x0) = S(x0). Тогда в силу дискрет-
ности S0 можно записать: S′(x′) = αS(x′) для всех x′ ∈ domS0. При
этом α = S′(x0)/S(x0), т. е. α не зависит от выбора S0. Поскольку
E0 — цепь, заключаем: S′ = αS. �

3.4. Выпуклые функции и сублинейные
функционалы

3.4.1. Определение. Полурасширенной числовой прямой R·
называют множество R· с присоединенным наибольшим элементом
+∞. При этом полагают α(+∞) := +∞ (α ∈ R+), +∞ + x := x +
(+∞) := +∞ (x ∈ R·).

3.4.2. Определение. Пусть f : X → R· — некоторое отобра-
жение. Множество

epi f := {(x, t) ∈ X × R : t ≥ f(x)}

называют надграфиком f , а множество

dom f := {x ∈ X : f(x) < +∞}

— эффективной областью определения функции f .

3.4.3. Замечание. Непоследовательность в применении сим-
вола dom f кажущаяся. Именно, эффективная область определения
функции f : X → R· совпадает с областью определения однозначно-
го соответствия f ∩ X × R из X в R. В этой связи при dom f = X
будем, как и прежде, писать f : X → R, опуская точку в R·.

3.4.4. Определение. Пусть X — вещественное векторное про-
странство. Отображение f : X → R· называют выпуклой функцией,
если надграфик epi f — это выпуклое множество.
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3.4.5. Отображение f : X → R· является выпуклой функцией
в том и только в том случае, если имеет место неравенство Йенсена,
т. е.

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2),

как только α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1 и x1, x2 ∈ X.
�⇒: Если выбраны числа α1, α2 ≥ 0, α1+α2 = 1 и один из век-

торов x1, x2 не входит в dom f , то доказывать нечего — неравенство
Йенсена очевидно. Пусть x1, x2 ∈ dom f . Тогда (x1, f(x1)) ∈ epi f
и (x2, f(x2)) ∈ epi f . Стало быть, с учетом 3.1.2 (8), α1(x1, f(x1)) +
α2(x2, f(x2)) ∈ epi f .

⇐: Пусть f : X → R· — функция и (x1, t1) ∈ epi f, (x2, t2) ∈
epi f , т. е. t1 ≥ f(x1) и t2 ≥ f(x2) (в случае dom f = ∅ будет f(x) =
+∞ (x ∈ X) и epi f = ∅). Привлекая неравенство Йенсена, видим,
что для α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1 справедливо (α1x1 + α2x2, α1t1 +
α2t2) ∈ epi f . �

3.4.6. Определение. Отображение p : X → R· называют суб-
линейным функционалом, если надграфик epi p — это конус.

3.4.7. При dom p �= 0 эквивалентны утверждения:
(1) p является сублинейным функционалом;
(2) p — выпуклая функция, удовлетворяющая условию

положительной однородности; т. е. p(αx) = αp(x)
при всех α ≥ 0 и x ∈ dom p;

(3) для любых α1, α2 ∈ R+ и x1, x2 ∈ X выполнено
p(α1x1 + α2x2) ≤ α1p(x1) + α2p(x2);

(4) p — положительно однородный функционал, удовле-
творяющий условию субаддитивности: p(x1 + x2) ≤
p(x1) + p(x2) для всех x1, x2 ∈ X. ��

3.4.8. Примеры.
(1) Линейный функционал сублинеен, в то время как аф-

финный функционал — выпуклая функция.
(2) Пусть U — выпуклое множество в X. Положим

δ(U)(x) :=
{

0, если x ∈ U,
+∞, если x �∈ U.

Отображение δ(U) : X → R· называют индикаторной функцией мно-
жества U . Ясно, что δ(U) — выпуклая функция. Если U — конус, то
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δ(U) — сублинейный функционал. Если U — аффинное множество,
то δ(U) — аффинный функционал.

(3) Сумма конечного числа выпуклых функций и точ-
ная верхняя граница (или верхняя огибающая) семейства выпуклых
функций (вычисляемая поточечно, т. е. в (R·)X) суть выпуклые
функции. Аналогичные свойства наблюдают у сублинейных функ-
ционалов.

(4) Суперпозиция выпуклой функции с аффинным опе-
ратором (т. е. со всюду определенным однозначным аффинным со-
ответствием) является выпуклой функцией. Суперпозиция субли-
нейного функционала с линейным оператором — сублинейный функ-
ционал.

3.4.9. Определение. Пусть X — векторное пространство, а U
и V — два подмножества в X. Говорят, что U поглощает V , если
найдется n ∈ N, для которого V ⊂ nU . Множество U называют
поглощающим (в X), если U поглощает каждую точку в X, т. е.
X = ∪n∈N nU .

3.4.10. Пусть T ⊂ X × Y — линейное соответствие, причем
imT = Y . Если U поглощающее (в X), то T (U) поглощающее (в Y ).

� Y = T (X) = T (∪n∈N nU) = ∪n∈NT (nU) = ∪n∈N nT (U) �
3.4.11. Определение. Пусть U — подмножество векторного

пространства X. Точка x из U принадлежит ядру coreU множе-
ства U (или алгебраически внутренняя в U), если множество U − x
— поглощающее в X.

3.4.12. Пусть f : X → R· — произвольная выпуклая функция
и x ∈ core dom f . Для всякого h ∈ X существует

f ′(x)(h) := lim
α↓0

f(x+ αh)− f(x)
α

= inf
α>0

f(x+ αh)− f(x)
α

.

При этом отображение f ′(x) : h �→ f ′(x)h является сублинейным
функционалом f ′(x) : X → R.

� Пусть ϕ(α) := f(x+αh). В силу 3.4.8 (4) отображение ϕ : R→
R· — это выпуклая функция. При этом 0 ∈ core domϕ. Отображение
α �→ (ϕ(α) − ϕ(0))/α (α > 0) возрастает и ограничено снизу, т. е.
имеется ϕ′(0)(1). По определению f ′(x)(h) = ϕ′(0)(1).
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Для β > 0 и h ∈ H последовательно получаем

f ′(x)(βh) = inf
f(x+ αβh)− f(x)

α
=

= β inf
f(x+ αβh)− f(x)

αβ
= βf ′(x)(h).

Кроме того, для h1, h2 ∈ X в силу уже установленного

f ′(x)(h1 + h2) = 2 lim
α↓0

f
(
x+ 1

2α(h1 + h2)
)− f(x)

α
=

= 2 lim
α↓0

f
( 1

2 (x+ αh1) + 1
2 (x+ αh2)

)− f(x)
α

≤

≤ lim
α↓0

f(x+ αh1)− f(x)
α

+ lim
α↓0

f(x+ αh2)− f(x)
α

=

= f ′(x)(h1) + f ′(x)(h2).

Ссылка на 3.4.7 завершает доказательство. �

3.5. Теорема Хана — Банаха

3.5.1. Определение. Пусть X — вещественное векторное про-
странство, f : X → R· — выпуклая функция и x ∈ dom f . Множество
∂x(f) := {l ∈ X# : (∀ y ∈ X) l(y) − l(x) ≤ f(y) − f(x)} называют
субдифференциалом функции f в точке x.

3.5.2. Примеры.
(1) Пусть p : X → R· — сублинейный функционал. Опре-

делим субдифференциал p соотношением ∂(p) := ∂0(p). Тогда

∂(p) = {l ∈ X# : (∀x ∈ X) l(x) ≤ p(x)};
∂x(p) = {l ∈ ∂(p) : l(x) = p(x)}.

(2) Пусть l ∈ X#. Тогда ∂(l) = ∂x(l) = {l}.
(3) Пусть X0 — подпространство X. Тогда

∂(δ(X0)) = {l ∈ X# : ker l ⊃ X0}.
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(4) Пусть f : X → R· — выпуклая функция и при этом
выполнено x ∈ core dom f . Тогда

∂x(f) = ∂(f ′(x)). ��

3.5.3. Теорема Хана — Банаха. Пусть T ∈ L (X, Y ) — ли-
нейный оператор, f : Y → R· — выпуклая функция, а точка x ∈ X
такова, что Tx ∈ core dom f . Тогда

∂x(f ◦ T ) = ∂Tx(f) ◦ T.

� На основании 3.4.10 заключаем, что x ∈ core dom f . Применяя
3.5.2 (4), имеем ∂x(f ◦ T ) = ∂((f ◦ T )′(x)). Помимо этого, для h ∈ X
выполнено

(f ◦ T )′(x)(h) = lim
α↓0

(f ◦ T )(x+ αh)− (f ◦ T )(x)
α

=

= lim
α↓0

f(Tx+ αTh)− f(Tx)
α

= f ′(Tx)(Th).

Положим p := f ′(Tx). Вновь апеллируя к 3.5.2 (4) и учитывая, что,
в силу 3.4.12, p — это сублинейный функционал, выводим:

∂(p) = ∂(f ′(Tx)) = ∂Tx(f);

∂(p ◦ T ) = ∂((f ◦ T )′(x)) = ∂x(f ◦ T ).
Таким образом, осталось доказать равенство

∂(p ◦ T ) = ∂(p) ◦ T.

Если l ∈ ∂(p) ◦ T , т. е. l = l1 ◦ T , где l1 ∈ ∂(p), то l1(y) ≤ p(y)
для любого y ∈ Y . В частности, l(x) ∈ l1(Tx) ≤ p(Tx) = p ◦T (x) при
всех x ∈ X, т. е. l ∈ ∂(p ◦ T ). Итак, ∂(p) ◦ T ⊂ ∂(p ◦ T ).

Пусть теперь l ∈ ∂(p ◦ T ). Если Tx = 0, то l(x) ≤ p(Tx) =
p(0) = 0, т. е. l(x) ≤ 0. То же верно для элемента −x. Окончательно
l(x) = 0. Другими словами, ker l ⊃ kerT . Значит, по теореме 2.3.8,
l = l1 ◦ T для некоторого l1 ∈ Y #. Полагая Y0 := T (X) и обозначая
символом ι вложение Y0 в Y , видим, что функционал l1 ◦ ι входит в
∂(p◦ ι). Если мы покажем, что ∂(p◦ ι) ⊂ ∂(p)◦ ι, то для подходящего
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l2 ∈ ∂(p) будет l1◦ι = l2◦ι. Отсюда l = l1◦T = l1◦ι◦T = l2◦ι◦T = l2◦T ,
т. е. l ∈ ∂(p) ◦ T .

Таким образом, для завершения доказательства теоремы Хана
— Банаха следует установить только, что ∂(p ◦ ι) ⊂ ∂(p) ◦ ι.

Возьмем элемент l0 из ∂(p ◦ ι) и в подпространстве Y0 := Y0 ×R
пространства Y := Y × R рассмотрим функционал T0 : (y0, t) �→
t − l0(y0). Упорядочим Y с помощью конуса Y+ := epi p. Заметим,
во-первых, что подпространство Y0 является массивным в силу тож-
дества

(y, t) = (0, t− p(y)) + (y, p(y)) (y ∈ Y, t ∈ R).
Во-вторых, при (y0, t) ∈ Y0 ∩ Y+, на основании 3.4.2, t ≥ p(y0)
и, стало быть, T0(y0, t) = t − l0(y0) ≥ 0, т. е. T0 — положитель-
ный функционал на Y0. По теореме 3.3.4 найдется положительный
функционал T на Y, продолжающий T0. Положим l(y) := T (−y, 0)
для y ∈ Y . Ясно, что l ◦ ι = l0. Помимо этого, T (0, t) = T0(0, t) = t.
Следовательно, 0 ≤ T (y, p(y)) = p(y)− l(y), т. е. l ∈ ∂(p). �

3.5.4. Замечание. Утверждение теоремы 3.5.3 именуют также
формулой линейной замены переменной под знаком субдифференци-
ала, подразумевая бросающуюся в глаза связь со стандартным цеп-
ным правилом дифференциального исчисления. Отметим здесь же,
что включение ∂(p ◦ ι) ⊂ ∂(p) ◦ ι часто называют «теоремой Хана —
Банаха в аналитической форме» и выражают словами: «линейный
функционал, заданный на подпространстве векторного пространства
и мажорируемый там сублинейным функционалом, допускает про-
должение на все пространство до линейного функционала, мажори-
руемого исходным сублинейным функционалом».

3.5.5. Следствие. Пусть X — векторное пространство, X0 —
подпространство в X и p : X → R — сублинейный функционал.
Имеет место (несимметричная) формула Хана — Банаха:

∂(p+ δ(X0)) = ∂(p) + ∂(δ(X0)).
� Включение правой части искомой формулы в ее левую часть

очевидно. Для доказательства противоположного включения возь-
мем l ∈ ∂(p + δ(X0)). Тогда l ◦ ι ∈ ∂(p ◦ ι), где ι — вложение X0
в X. По 3.5.3, l ◦ ι ∈ ∂(p) ◦ ι, т. е. для подходящего l1 ∈ ∂(p) выпол-
нено l ◦ ι = l1 ◦ ι. Положим l2 := l − l1. Из определения получаем
l2 ◦ ι = (l − l1) ◦ ι = l ◦ ι − l1 ◦ ι = 0, т. е. ker l2 ⊃ X0. Как отмечено
в 3.5.2 (3), это означает, что l2 ∈ ∂(δ(X0)). �
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3.5.6. Следствие. Пусть f : X → R· — некоторая выпуклая
функция и x ∈ core dom f . Тогда ∂x(f) �= ∅.

� Пусть p := f ′(x), а ι : 0→ X — вложение. Ясно, что 0 ∈ ∂(p◦ι),
т. е. ∂(p ◦ ι) �= ∅. По 3.5.3, ∂(p) �= ∅ (иначе было бы ∅ = ∂(p) ◦ ι =
∂(p ◦ ι)). Осталось привлечь 3.5.2 (4). �

3.5.7. Следствие. Пусть f1, f2 : X → R· — выпуклые функции
и x ∈ core dom f1 ∩ core dom f2. Тогда

∂x(f1 + f2) = ∂x(f1) + ∂x(f2).

� Пусть p1 := f ′1(x) и p2 := f ′2(x). Для x1, x2 ∈ X положим
p(x1, x2) := p1(x1) + p2(x2) и ι(x1) := (x1, x1). Используя 3.5.2 (4)
и 3.5.3, последовательно выводим:

∂x(f1 + f2) = ∂(p1 + p2) = ∂(p ◦ ι) =

= ∂(p) ◦ ι = ∂(p1) + ∂(p2) = ∂x(f1) + ∂x(f2). �

3.5.8. Замечание. Следствие 3.5.6 иногда называют теоремой
о непустоте субдифференциала. С одной стороны, ее можно устано-
вить непосредственным применением леммы Куратовского — Цор-
на. С другой стороны, имея следствие 3.5.6, можно доказать, что
∂(p ◦ T ) = ∂(p) ◦ T , следующим образом. Положим

pT (y) := inf{p(y + Tx)− l(x) : x ∈ X},

где l ∈ ∂(p) и приняты обозначения из 3.5.3. Ясно, что функционал
pT сублинеен и любой элемент l1 из ∂(pT ) удовлетворяет соотноше-
нию l = l1 ◦ T . Итак, непустота субдифференциала и теорема Хана
— Банаха в субдифференциальной форме образуют удобный (и не
порочный) круг.

3.6. Теорема Крейна — Мильмана для
субдифференциалов

3.6.1. Определение. Пусть X — вещественное векторное про-
странство и seg ⊂ X2 ×X — соответствие, действующее по закону

seg(x1, x2) := {α1x1 + α2x2 : α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1}.
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Пусть, далее, V — выпуклое множество в X и segV — сужение seg
на V 2. Выпуклое множество U , лежащее в V , называют крайним
в V , если seg−1

V (U) ⊂ U2. Крайние множества иногда называют
гранями. Точку x из V называют крайней точкой V , если {x} —
крайнее подмножество V . Множество крайних точек V обозначают
символом ext(V ).

3.6.2. Множество U является крайним в V в том и только в том
случае, если из условий v1, v2 ∈ V, α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1 и
α1v1 + α2v2 ∈ V вытекает, что v1 ∈ U и v2 ∈ U . ��

3.6.3. Примеры.
(1) Пусть p : X → R· — сублинейный функционал и точ-

ка x из X входит в dom p. Тогда ∂x(p) — крайнее подмножество
∂(p).

� Действительно, если для α1, α2 > 0 и α1+α2 = 1 известно, что
α1l1 + α2l2 ∈ ∂x(p) и l1, l2 ∈ ∂(p), то 0 = p(x)− (α1l1(x) + α2l2(x)) =
α1(p(x)− l1(x))+α2(p(x)− l2(x)) ≥ 0. Помимо этого, p(x)− l1(x) ≥ 0
и p(x)− l2(x) ≥ 0. Следовательно, l1 ∈ ∂x(p) и l2 ∈ ∂x(p). �

(2) Пусть U — крайнее множество в V и, в свою очередь,
V — крайнее множество вW . Тогда U — крайнее множество вW . ��

(3) Пусть X — упорядоченное векторное пространство.
Элемент x ∈ X+ является дискретным в том и только в том случае,
если луч {αx : α ∈ R+} представляет собой крайнее множество
в конусе X+.

� ⇐: Пусть 0 ≤ y ≤ x. Тогда x = 1/2 (2y) + 1/2 (2(x − y)).
В силу 3.6.2, 2y = αx и 2(x − y) = βx для некоторых α, β ∈ R+.
Итак, 2x = (α + β)x. Если x = 0, то доказывать нечего. Если же
x �= 0, то α/2 ∈ [0, 1] и, стало быть, [0, x] ⊂ [0, 1]x. Обратное
включение очевидно.

⇒: Пусть [0, x] = [0, 1]x и для чисел α ≥ 0; α1, α2 > 0, α1 +
α2 = 1 и элементов y1, y2 ∈ X+ выполнено αx = α1y1 + α2y2. Если
α = 0, то α1y1 ∈ [0, x] и α2y2 ∈ [0, x] и, стало быть, y1 и y2 лежат
на рассматриваемом луче. Если же α > 0, то (α1/α)y1 = tx при
подходящем t ∈ [0, 1]. Наконец, (α2/α)y2 = (1− t)x. �

(4) Пусть U — выпуклое множество. Выпуклое подмно-
жество V множества U называют шапкой U , если U \V — выпуклое
множество.
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Точка x в U является крайней в том и только в том случае, если
{x} — шапка множества U. ��

3.6.4. Лемма о крайней точке субдифференциала. Пусть
p : X → R — сублинейный функционал и l ∈ ∂(p). Пусть, далее,
X := X × R, X+ := epi p и Tl : (x, t) �→ t − l(x) (x ∈ X, t ∈ R).
Тогда l — крайняя точка ∂(p) в том и только в том случае, если Tl
— дискретный функционал.

� ⇒: Возьмем функционал T ′ ∈ X # такой, что T ′ ∈ [0, Tl].
Положим

t1 := T ′(0, 1), l1(x) := T ′(−x, 0);
t2 := (Tl − T ′)(0, 1), l2(x) := (Tl − T ′)(−x, 0).

Ясно, что t1 ≥ 0, t2 ≥ 0, t1+t2 = 1; l1 ∈ ∂(t1p), l2 ∈ ∂(t2p) и l1+l2 = l.
Если t1 = 0, то l1 = 0, т. е. T ′ = 0 и T ′ ∈ [0, 1]Tl. Если же t2 = 0,
то t1 = 1, т. е. T ′ = Tl и вновь T ′ ∈ [0, 1]Tl. Пусть теперь t1, t2 > 0.
Тогда 1/t1 l1 ∈ ∂(p) и 1/t2 l2 ∈ ∂(p), причем l = t1 (1/t1 l1)+t2 (1/t2 l2).
Поскольку по условию l ∈ ext(∂(p)), из 3.6.2 выводим l1 = t1l, т. е.
T ′ = t1Tl.

⇐: Пусть l = α1l1+α2l2, где l1, l2 ∈ ∂(p) и α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1.
Функционалы T ′ := α1Tl1 и T ′′ := α2Tl2 положительны, причем
T ′ ∈ [0, Tl], ибо T ′ + T ′′ = Tl. Значит, найдется β ∈ [0, 1], для
которого T ′ = βTl. Рассматривая точку (0, 1), получаем α1 = β.
Следовательно, l1 = l. Аналогично l2 = l. �

3.6.5. Теорема Крейна — Мильмана для субдифферен-
циалов. Пусть p : X → R — сублинейный функционал. Для вся-
кого x ∈ X найдется крайний функционал l ∈ ext(∂(p)) такой, что
l(x) = p(x).

� Установим сначала теорему Крейна — Мильмана «в узком
смысле», т. е. докажем, что в субдифференциале любого сублиней-
ного функционала p есть крайние точки: ext(∂(p)) �= ∅.

Введем в пространство X := X×R конус X+ := epi p и выделим
подпространство X0 := 0×R. Заметим, что X+∩X0 = 0×R+ = epi 0.
Применяя 3.6.4 для случая X := 0, l := 0 и p := 0, видим, что T0
— это дискретный функционал на X0. Подпространство X0 в X
массивное (ср. доказательство 3.5.3). Апеллируя к 3.3.8, подыщем
дискретное продолжение T ∈ X # функционала T0. Понятно, что
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T = Tl, где l(x) := T (−x, 0) при x ∈ X. Вновь привлекая 3.6.4,
приходим к соотношению l ∈ ext(∂(p)).

Установим теперь теорему в полном объеме. На основании 3.4.12
и уже доказанного выберем элемент l из ext(∂x(p′(x))). Из 3.5.2 (2)
и 3.5.2 (4) вытекает: l ∈ ext(∂x(p)). По 3.6.3 (1), ∂x(p) — крайнее
множество в ∂(p). Таким образом, в силу 3.6.3 (2) функционал l
является крайней точкой субдифференциала ∂(p). �

3.6.6. Следствие. Пусть p1, p2 : X → R — сублинейные функ-
ционалы. Неравенство p1 ≥ p2 (в RX) справедливо в том и только
в том случае, если ∂(p1) ⊃ ext(∂(p2)).

� Бесспорно, что p1 ≥ p2 ⇔ ∂(p1) ⊃ ∂(p2). Кроме того, по 3.6.5,
p2(x) = sup{l(x) : l ∈ ext(∂(p2))}. �

3.7. Теорема Хана — Банаха для полунормы

3.7.1. Определение. Пусть (X, F, +, · ) — векторное про-
странство над F. Векторное пространство (X, R, +, · |R×X) называ-
ют вещественной основой пространства (X, F, +, · ) и обозначают
коротко символом XR.

3.7.2. Определение. Пусть X — векторное пространство и f ∈
X# — линейный функционал. Положим Re f : x �→ Re f(x) (x ∈
X). Возникающее отображение Re : (X#)R → (XR)# называют
овеществлением.

3.7.3. Овеществление Re — это изоморфизм вещественных век-
торных пространств (X#)R и (XR)#.

� Следует разобрать только случай F := C, ибо при F := R
оператор Re — тождественное отображение.

Линейность оператора Re не вызывает сомнений. Убедимся
в том, что Re — мономорфизм и эпиморфизм одновременно (ср.
2.3.2).

Если Re f = 0, то

0 = Re f(ix) = Re(if(x)) =

= Re(i(Re f(x) + i Im f(x))) = − Im f(x).

Отсюда f = 0 и Re — мономорфизм.
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Если теперь g ∈ (XR)#, то положим f(x) := g(x) − ig(ix). Оче-
видно, что f ∈ L (XR, CR) и Re f(x) = g(x) при x ∈ X. Осталось
проверить, что f(ix) = if(x), ибо тогда f ∈ X#. Прямое вычисление
f(ix) = g(ix) + ig(x) = i(g(x)− ig(ix)) = if(x) позволяет заключить,
что Re — эпиморфизм. �

3.7.4. Определение. Оператор Re−1 : (XR)# → (X#)R назы-
вают комплексификатором.

3.7.5. Замечание. В силу 3.7.3 для комплексного поля скаля-
ров

Re−1g : x �→ g(x)− ig(ix) (g ∈ (XR)#, x ∈ X).

В случае F := R комплексификатор Re−1 — тождественный опера-
тор.

3.7.6. Определение. Пусть (X, F, +, · ) — векторное про-
странство над F. Функцию p : X → R· называют полунормой, если
dom p �= ∅ и для x1, x2 ∈ X и λ1, λ2 ∈ F выполнено

p(λ1x1 + λ2x2) ≤ |λ1|p(x1) + |λ2|p(x2).

3.7.7. Замечание. Каждая полунорма является сублинейным
функционалом (на вещественной основе рассматриваемого простран-
ства).

3.7.8. Определение. Пусть p : X → R· — полунорма. Множе-
ство

|∂|(p) := {l ∈ X# : |l(x)| ≤ p(x) при всех x ∈ X}
называют субдифференциалом полунормы p.

3.7.9. Лемма о субдифференциале полунормы. Для лю-
бой полунормы p : X → R· субдифференциалы |∂|(p) и ∂(p) связаны
соотношениями

|∂|(p) = Re−1(∂(p)); Re (|∂|(p)) = ∂(p).

� При F := R очевидно равенство |∂|(p) = ∂(p). Осталось вспом-
нить, что в этом случае отображение Re — тождественное.

Пусть F := C. Если l ∈ |∂|(p), то (Re l)(x) = Re l(x) ≤ |l(x)| ≤
p(x) для всех x ∈ X, т. е. Re (|∂|(p)) ⊂ ∂(p). Пусть теперь g ∈ ∂(p)
и f := Re−1g. Если f(x) = 0, то |f(x)| ≤ p(x). Если же f(x) �= 0, то
положим θ := |f(x)|/f(x). Тогда |f(x)| = θf(x) = f(θx) = Re f(θx) =
g(θx) ≤ p(θx) = |θ|p(x) = p(x), ибо |θ| = 1. Итак, f ∈ |∂|(p). �
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3.7.10. Пусть X — векторное пространство, p : X → R — полу-
норма и X0 — подпространство в X. Имеет место (несимметричная)
формула Хана — Банаха для полунормы

|∂|(p+ δ(X0)) = |∂|(p) + |∂|(δ(X0)).

� С помощью 3.7.9 и 3.5.5, выводим:

|∂|(p+ δ(X0)) = Re−1(∂(p+ δ(X0))) = Re−1(∂(p) + ∂(δ(X0))) =
= Re−1(∂(p)) + Re−1(∂(δ(X0))) = |∂|(p) + |∂|(δ(X0)). �

3.7.11. Пусть X, Y — векторные пространства, T ∈ L (X, Y )
— линейный оператор и p : Y → R — полунорма. Тогда p ◦ T —
полунорма, причем

|∂|(p ◦ T ) = |∂|(p) ◦ T.
� Привлекая 2.3.8 и 3.7.10, последовательно имеем

|∂|(p ◦ T ) = |∂|(p+ δ(imT )) ◦ T = (|∂|(p) + |∂|(δ(imT ))) ◦ T =

= |∂|(p) ◦ T + |∂|(δ(imT )) ◦ T = |∂|(p) ◦ T. �
3.7.12. Замечание. В случае оператора вложения и комплекс-

ного поля скаляров 3.7.11 называют теоремой Сухомлинова — Бо-
ненблюста — Собчика.

3.7.13. Теорема Хана — Банаха для полунормы. Пусть X
— векторное пространство, p : X → R — полунорма и X0 — под-
пространство в X. Пусть, далее, l0 — линейный функционал на X0,
для которого |l0(x0)| ≤ p(x0) при x0 ∈ X0. Тогда существует такой
линейный функционал l на X, что |l(x)| ≤ p(x) для всякого x ∈ X и,
кроме того, l(x0) = l0(x0), как только x0 ∈ X0. ��

3.8. Функционал Минковского и отделимость

3.8.1. Определение. Пусть R — расширенная числовая пря-
мая (т. е. R· с присоединенным наименьшим элементом −∞). Если
X — произвольное множество и f : X → R — некоторое отображение,
то для t ∈ R полагают

{f ≤ t} := {x ∈ X : f(x) ≤ t};
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{f = t} := f−1(t);

{f < t} := {f ≤ t} \ {f = t}.
Множества {f ≤ t}, {f = t}, {f < t} называют лебеговыми мно-
жествами f . Помимо этого, множества {f = t} называют множе-
ствами уровня.

3.8.2. Лемма о задании функции лебеговыми множе-
ствами. Даны T ⊂ R и t �→ Ut (t ∈ T ) — семейство подмножеств X.
Существует функция f : X → R такая, что

{f < t} ⊂ Ut ⊂ {f ≤ t} (t ∈ T )

в том и только в том случае, если отображение t �→ Ut возрастает.
� ⇒: Пусть T содержит не менее двух элементов s и t (в про-

тивном случае нечего доказывать). Если s < t, то

Us ⊂ {f ≤ s} ⊂ {f < t} ⊂ Ut.

⇐: Положим f(x) := inf{t ∈ T : x ∈ Ut}. Тем самым задано
отображение f : X → R. Если для некоторого t ∈ T множество
{f < t} пусто, то {f < t} ⊂ Ut. Если же x ∈ {f < t}, то f(x) < +∞,
а потому найдется элемент s ∈ T , удовлетворяющий соотношениям
x ∈ Us и s < t. Итак, {f < t} ⊂ Us ⊂ Ut. Помимо этого, если x ∈ Ut,
то по определению f будет f(x) ≤ t, т. е. выполнено Ut ⊂ {f ≤ t}. �

3.8.3. Лемма о сравнении функций, заданных лебеговы-
ми множествами. Пусть функции f, g : X → R определены се-
мействами (Ut)t∈T и (Vt)t∈T соответственно:

{f < t} ⊂ Ut ⊂ {f ≤ t};

{g < t} ⊂ Vt ⊂ {g ≤ t} (t ∈ T ).
Пусть, далее, T плотно в R (т. е. (∀ r, t ∈ R, r < t) (∃ s ∈ T ) (r <
s < t)). Неравенство f ≤ g (в R

X
, т. е. f(x) ≤ g(x) для x ∈ X) имеет

место в том и только в том случае, если

t1, t2 ∈ T, t1 < t2 ⇒ Vt1 ⊂ Ut2 .



48 Гл. 3.Выпуклый анализ

� ⇒: Следует из включений

Vt1 ⊂ {g ≤ t1} ⊂ {f ≤ t1} ⊂ {f < t2} ⊂ Ut2 .

⇐: Пусть g(x) �= +∞ (иначе заведомо f(x) ≤ g(x)). Для t ∈ R
такого, что g(x) < t < +∞, выберем t1, t2 ∈ T из условий g(x) <
t1 < t2 < t. Имеем

x ∈ {g < t1} ⊂ Vt1 ⊂ Ut2 ⊂ {f ≤ t2} ⊂ {f < t}.

Итак, f(x) < t. Из-за произвольности t получаем: f(x) ≤ g(x). �

3.8.4. Следствие. Пусть T плотно в R и семейство t �→ Ut
(t ∈ T ) возрастает. Существует, и притом единственная, функция
f : X → R, для которой

{f < t} ⊂ Ut ⊂ {f ≤ t} (t ∈ T ).

Для лебеговых множеств f выполнены соотношения

{f < t} = ∪ {Us : s < t, s ∈ T};

{f ≤ t} = ∩{Ur : t < r, r ∈ T} (t ∈ R).

� Существование и единственность f обеспечены 3.8.2 и 3.8.3.
Если s < t, s ∈ T , то Us ⊂ {f ≤ s} ⊂ {f < t}. Если же f(x) < t, то
в силу плотности T найдется s ∈ T так, что f(x) < s < t. Значит,
x ∈ {f < s} ⊂ Us, что доказывает формулу для {f < t}. Пусть
теперь r > t, r ∈ T . Тогда {f ≤ t} ⊂ {f < r} ⊂ Ur. В свою очередь,
если x ∈ Ur для r ∈ T, r > t, то будет выполнено f(x) ≤ r для всех
r > t, откуда f(x) ≤ t. �

3.8.5. Пусть X — векторное пространство и S — некоторый ко-
нический отрезок в нем. Для t ∈ R положим Ut := ∅, если t < 0, и
Ut := tS при t ≥ 0. Отображение t �→ Ut (t ∈ R) возрастающее.

� Если 0 ≤ t1 < t2 и x ∈ t1S, то x ∈ (t1/t2) t2S. Значит,
x ∈ t2S. �
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3.8.6. Определение. Функционал pS : X → R такой, что

{pS < t} ⊂ tS ⊂ {pS ≤ t} (t ∈ R+)

и {p < 0} = ∅, называют функционалом Минковского конического
отрезка S. (Существование и единственность этого функционала
обеспечивают 3.8.2, 3.8.4 и 3.8.5.) Иными словами,

pS(x) = inf{t > 0 : x ∈ tS} (x ∈ X).

3.8.7. Теорема о функционале Минковского. Функционал
Минковского конического отрезка сублинеен и принимает положи-
тельные значения. Если, в свою очередь, p — некоторый субли-
нейный функционал с положительными значениями, то множества
{p < 1} и {p ≤ 1} суть конические отрезки. При этом p является
функционалом Минковского любого конического отрезка S такого,
что {p < 1} ⊂ S ⊂ {p ≤ 1}.

� Пусть S — некоторый конический отрезок и pS — его функци-
онал Минковского. Пусть x ∈ X. Неравенство pS(x) ≥ 0 очевидно.
Возьмем α > 0. Тогда

pS(αx) = inf{t > 0 : αx ∈ tS} = inf
{
t > 0 : x ∈ t

α
S

}
=

= inf{αβ > 0 : x ∈ βS, β > 0} =
= α inf{β > 0 : x ∈ βS} = αpS(x).

Для проверки субаддитивности pS возьмем x1, x2 ∈ X и, заметив,
что для t1, t2 > 0 выполнено t1S + t2S ⊂ (t1 + t2)S (ибо имеет место
тождество

t1x1 + t2x2 = (t1 + t2)
(

t1
t1 + t2

x1 +
t2

t1 + t2
x2

))
,

последовательно получаем

pS(x1 + x2) = inf{t > 0 : x1 + x2 ∈ tS} ≤
≤ inf{t : t = t1 + t2; t1, t2 > 0, x1 ∈ t1S, x2 ∈ t2S} =

= inf{t1 > 0 : x1 ∈ t1S}+ inf{t2 > 0 : x2 ∈ t2S} = pS(x1) + pS(x2).
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Пусть теперь p : X → R· — произвольный сублинейный функционал
с положительными значениями. Пусть {p < 1} ⊂ S ⊂ {p ≤ 1}.
Положим Vt := {p < t}, Ut := tS для t ∈ R+ и Vt := Ut := ∅ при t < 0.
Ясно, что

{pS < t} ⊂ Ut ⊂ {pS ≤ t}; {p < t} ⊂ Vt ⊂ {p ≤ t}
для t ∈ R. Если 0 ≤ t1 < t2, то Vt1 = {p < t1} = t1{p < 1} ⊂ t1S =
Ut1 ⊂ Ut2 . Кроме того, Ut1 ⊂ t1{p ≤ 1} ⊂ {p ≤ t1} ⊂ {p < t2} ⊂ Vt2 .
Значит, в силу 3.8.3 и 3.8.4, p = pS . �

3.8.8. Замечание. Конический отрезок S в X является погло-
щающим множеством в том и только в том случае, если dom pS = X.
Если же известно, что S абсолютно выпукло, то pS — полунорма.
При этом для любой полунормы p множества {p < 1} и {p ≤ 1}
являются абсолютно выпуклыми. ��

3.8.9. Определение. Подпространство H данного векторного
пространства X называют гиперподпространством, если X/H изо-
морфно основному полю. Элементы X/H называют гиперплоско-
стями в X (параллельными H). Под гиперплоскостью в X пони-
мают аффинное многообразие, параллельное какому-либо гиперпод-
пространству X. При необходимости гиперплоскости в веществен-
ной основе XR пространства X именуют вещественными гиперплос-
костями в X.

3.8.10. Гиперплоскости в X суть в точности множества уровня
ненулевых элементов из X#. ��

3.8.11. Теорема отделимости. Пусть X — векторное прост-
ранство, U — непустое выпуклое множество в X и L — аффинное
многообразие в X. Если L ∩ U = ∅, то найдется гиперплоскость H
в X такая, что H ⊃ L и H ∩ coreU = ∅.

� Не нарушая общности, можно считать, что coreU �= ∅ (иначе
нечего доказывать) и, более того, что 0 ∈ coreU . Возьмем точку
x ∈ L и положим X0 := L − x. Рассмотрим вектор-пространство
X/X0 и соответствующее каноническое отображение ϕ : X → X/X0.
Привлекая 3.1.8 и 3.4.10, видим, что ϕ(U) является поглощающим
коническим отрезком. Значит, в силу 3.8.7 и 3.8.8 функционал Мин-
ковского p := pϕ(U) таков, что dom p = X/X0 и, кроме того,

ϕ(coreU) ⊂ coreϕ(U) ⊂ {p < 1} ⊂ ϕ(U).
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Отсюда, в частности, следует, что p(ϕ(x)) ≥ 1 либо ϕ(x) �∈ ϕ(U).
На основании 3.5.6 имеется функционал f из субдифференциала

∂x(p ◦ ϕ). Учитывая теорему Хана — Банаха 3.5.3, выводим

f ∈ ∂x(p ◦ ϕ) = ∂ϕ(x)(p) ◦ ϕ.

Положим H := {f = p ◦ ϕ(x)}. Ясно, что H — это вещественная
гиперплоскость вX. То, чтоH ⊃ L, несомненно. Осталось сослаться
на 3.5.2 (1), чтобы заключить: H ∩ coreU = ∅. Пусть теперь f :=
Re−1f и H := {f = f(x)}. Нет сомнений, что L ⊂ H ⊂ H. Таким
образом, гиперплоскость H — искомая. �

3.8.12. Замечание. В условиях теоремы отделимости 3.8.11
можно считать, что coreU ∩ L = ∅. Отметим здесь же, что теорему
3.8.11 часто называют теоремой Хана — Банаха в геометрической
форме или же теоремой Минковского — Асколи — Мазура.

3.8.13. Определение. Пусть U , V — множества в X и H — ве-
щественная гиперплоскость в X. Говорят, что H разделяет U и V ,
если эти множества лежат в разных полупространствах, определя-
емых H, т. е. если существует представление H = {f = t}, где f ∈
(XR)# и t ∈ R, для которого V ⊂ {f ≤ t} и U ⊂ {f ≥ t} := {−f ≤ −t}.

3.8.14. Теорема отделимости Эйдельгайта. Пусть U и V —
непустые выпуклые множества, причем ядро V не пусто и не пере-
секается с U . Тогда найдется вещественная гиперплоскость, разде-
ляющая U и V и не содержащая точек ядра V . ��

Упражнения
3.1. Установить, что гиперплоскостями служат в точности максимальные

по включению аффинные множества, не совпадающие со всем пространством.

3.2. Доказать, что каждое аффинное множество представляет собой пере-
сечение гиперплоскостей.

3.3. Доказать, что в вещественном векторном пространстве дополнение ги-
перплоскости состоит из двух выпуклых множеств, каждое из которых совпада-
ет со своим ядром. Такие множества именуют открытыми полупространствами.
Объединение открытого полупространства с исходной гиперплоскостью называ-
ют замкнутым полупространством. Найти способы задания полупространств.

3.4. Найти возможные представления элементов выпуклой оболочки ко-
нечного числа точек. Как учесть конечномерность пространства, в котором ве-
дется рассмотрение?
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3.5. Для множеств S1 и S2 полагают S =
⋃

0≤λ≤1 λS1∩(1−λ)S2. Доказать,
что S выпукло при условии выпуклости S1 и S2.

3.6. Вычислить функционалы Минковского полупространства, конуса, вы-
пуклой оболочки объединения и пересечения конических отрезков.

3.7. Пусть S := {p+ q ≤ 1}, где p, q — функционалы Минковского кониче-
ских отрезков Sp и Sq . Выразить S через Sp и Sq .

3.8. Описать сублинейные функционалы, определенные на RN .

3.9. Вычислить субдифференциал максимума конечного числа линейных
функционалов.

3.10. Пусть p, q — сублинейные функционалы, находящиеся в общем по-
ложении, т. е. такие, что

dom p− dom q = dom q − dom p.

Доказать симметричную формулу Хана — Банаха (ср. 3.5.7)

∂(p+ q) = ∂p+ ∂q.

3.11. Пусть p, q : X → R — всюду определенные на X сублинейные функ-
ционалы. Тогда выполнено равенство

∂(p ∨ q) = co(∂p ∪ ∂q).

3.12. Найти функционал Минковского шара с необязательно нулевым цен-
тром симметрии в гильбертовом пространстве.

3.13. Симметричную квадратную 2 × 2-матрицу назовем положительной,
если у нее положительные собственные числа. Согласован ли возникающий по-
рядок в пространстве таких матриц с векторной структурой? Определяет ли он
структуру пространства Канторовича?

3.14. На каждом ли упорядоченном векторном пространстве можно задать
нетривиальный положительный функционал?

3.15. Какими способами RN можно превратить в K-пространство?

3.16. При каких условиях заключение теоремы Хана — Банаха в аналити-
ческой форме выполнено для не всюду определенного сублинейного функциона-
ла?

3.17. Для стандартной нормы в l∞ найти крайние точки ее субдифферен-
циала.

3.18. Найти возможные обобщения теоремы Хана — Банаха для отображе-
ний, действующих в пространства Канторовича.

3.19. Для множества C в пространстве X определить преобразование Хёр-
мандера H(C) соотношением

H(C) = {(x, t) ∈ X × R : x ∈ tC}.

Изучить свойства преобразования Хёрмандера.



Глава 4

Экскурс в метрические
пространства

4.1. Равномерность и топология метрического
пространства

4.1.1. Определение. Отображение d : X2 → R+ называют
метрикой на X, если

(1) d(x, y) = 0⇔ x = y;
(2) d(x, y) = d(y, x) (x, y ∈ X);
(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (x, y, z ∈ X).

Пару (X, d) называют метрическим пространством. Веще-
ственное число d(x, y) обычно именуют расстоянием между x и y.
Допуская вольность речи, само множество X в этой ситуации также
называют метрическим пространством.

4.1.2. Отображение d : X2 → R+ является метрикой в том и
только в том случае, если

(1) {d ≤ 0} = IX ;
(2) {d ≤ t} = {d ≤ t}−1 (t ∈ R+);
(3) {d ≤ t1} ◦ {d ≤ t2} ⊂ {d ≤ t1 + t2} (t1, t2 ∈ R+).

� Свойства 4.1.2 (1)–4.1.2 (3) суть переформулировки 4.1.1 (1)–
4.1.1 (3) соответственно. �

4.1.3. Определение. Пусть (X, d) — метрическое простран-
ство и ε ∈ R+ \ 0. Множество Bε := Bd,ε := {d ≤ ε} называют за-

мкнутым цилиндром (порядка ε), а множество
◦
Bε :=

◦
Bd,ε := {d < ε}
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— открытым цилиндром (порядка ε). Образ Bε(x) точки x при соот-
ветствии Bε называют замкнутым шаром радиуса ε с центром в x.

Аналогично множество
◦
Bε(x) называют открытым шаром радиуса

ε с центром x.

4.1.4. Открытые цилиндры, ра́вно как и замкнутые цилиндры
непустого метрического пространства, составляют базисы одного и
того же фильтра. ��

4.1.5.Определение. Фильтр, порожденный цилиндрами непу-
стого метрического пространства (X, d) в множестве X2, называют
метрической равномерностью и обозначают UX , или Ud, или, нако-
нец, просто U , если нет сомнений, о каком пространстве идет речь.
При X := ∅ полагают UX := {∅}. Элементы равномерности UX

называют окружениями (диагонали).

4.1.6. Пусть U — метрическая равномерность. Тогда

(1) U ⊂ fil {IX};
(2) U ∈ U ⇒ U−1 ∈ U ;

(3) (∀U ∈ U ) (∃V ∈ U ) V ◦ V ⊂ U ;

(4) ∩{U : U ∈ U } = IX . ��

4.1.7. Замечание. Свойство 4.1.6 (4), связанное с 4.1.1 (1), ча-
сто называют хаусдорфовостью U .

4.1.8. Для пространства X с равномерностью UX положим

τ(x) := {U(x) : U ∈ U }.

Тогда τ(x) — фильтр для каждого x ∈ X. При этом
(1) τ(x) ⊂ fil {x};
(2) (∀U ∈ τ(x)) (∃V ∈ τ(x) & V ⊂ U) (∀ y ∈ V )

V ∈ τ(y). ��

4.1.9. Определение. Отображение τ : x �→ τ(x) называют
метрической топологией, а элементы τ(x) — окрестностями точки
x. Для обозначения топологии используют также и более полные
обозначения: τX , τ(U ) и т. п.
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4.1.10. Замечание. Замкнутые шары с центром в некоторой
точке составляют базис фильтра окрестностей этой точки. То же
верно и для открытых шаров. Отметим еще, что у различных то-
чек в X существуют непересекающиеся окрестности. Это свойство,
связанное с 4.1.6 (4), называют хаусдорфовостью τX .

4.1.11.Определение. МножествоG вX называют открытым,
если оно является окрестностью каждой своей точки (символиче-
ски: G ∈ Op(τ) ⇔ ((∀x ∈ G) G ∈ τ(x))). Множество F в X на-
зывают замкнутым, если его дополнение открыто (символически:
F ∈ Cl(τ)⇔ (X \ F ∈ Op(τ))).

4.1.12. Объединение любого семейства и пересечение конечного
семейства открытых множеств суть множества открытые. Пересече-
ние любого семейства и объединение конечного семейства замкнутых
множеств суть множества замкнутые. ��

4.1.13. Определение. Для множества U в X полагают

intU :=
◦
U := ∪{G ∈ Op(τX) : G ⊂ U};

clU := U := ∩{F ∈ Cl(τX) : F ⊃ U}.
Множество intU называют внутренностью U , а его элементы —
внутренними точками U . Множество clU называют замыканием
U , а его элементы — точками прикосновения U . Внутренность до-
полнения X \U называют внешностью U , а элементы внешности —
внешними точками U . Точки пространства X, не являющиеся ни
внешними, ни внутренними для U , называют граничными точками
U . Совокупность всех граничных точек U называют границей U и
обозначают frU или ∂U .

4.1.14. Множество U является окрестностью точки x в том и
только в том случае, если x — внутренняя точка U . ��

4.1.15. Замечание. В связи с предложением 4.1.14 множество
Op(τX) также часто называют топологией X, имея в виду, что τX
однозначно восстанавливается по Op(τX). Последнее, разумеется,
относится и к совокупности Cl(τX) всех замкнутых множеств в X.

4.1.16.Определение. Пусть B — базис фильтра вX. Говорят,
что B сходится к точке x из X или что x — это предел B (и пишут:
B → x), если filB тоньше фильтра окрестностей точки x, т. е. filB ⊃
τ(x).
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4.1.17. Определение. Пусть (xξ)ξ∈� — это (обобщенная) по-
следовательность в X. Говорят, что рассматриваемая последова-
тельность сходится к

x (пишут: xξ → x), если к x сходится фильтр хвостов этой
последовательности. Используют и другие распространенные обо-
значения и обороты. Например, x = limξ xξ и x — предел (xξ), когда
ξ пробегает �.

4.1.18. Замечание. Предел фильтра, как и предел обобщенной
последовательности, единствен. Этот факт есть другое выражение
хаусдорфовости топологии. ��

4.1.19. Для непустого множества U и точки x равносильны сле-
дующие утверждения:

(1) точка x является точкой прикосновения U ;
(2) существует фильтр F такой, что F → x и U ∈ F ;
(3) существует последовательность (xξ)ξ∈� элементов U ,

сходящаяся к точке x.

� (1) ⇒ (2): Так как x не является внешней точкой U , то филь-
тры τ(x) и fil {U} имеют точную верхнюю границу F := τ(x)∨fil {U}.

(2) ⇒ (3): Пусть F → x и U ∈ F . Превратим F в направле-
ние с помощью порядка, противоположного порядку по включению.
Возьмем xV ∈ V ∩ U для V ∈ F . Ясно, что xV → x.

(3) ⇒ (1): Пусть V — замкнутое множество, (xξ)ξ∈� — последо-
вательность элементов V и xξ → x. Достаточно показать, что в этом
случае x ∈ V . Последнее очевидно, ибо при x ∈ X \ V хотя бы для
одного ξ ∈ � было бы xξ ∈ X \ V . �

4.1.20. Замечание. В условиях метрического пространства в
4.1.19 (2) можно считать, что фильтр F имеет счетный базис, а в
4.1.19 (3) — что � := N. Указанное обстоятельство иногда выражают
словами: «метрические пространства удовлетворяют первой аксиоме
счетности».

4.2. Непрерывность и равномерная
непрерывность

4.2.1. Пусть f : X → Y и τX , τY — топологии в X и Y соответ-
ственно. Эквивалентны утверждения:
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(1) G ∈ Op(τY )⇒ f−1(G) ∈ Op(τX);
(2) F ∈ Cl(τY )⇒ f−1(F ) ∈ Cl(τX);
(3) f(τX(x)) ⊃ τY (f(x)) при всех x ∈ X;
(4) (x ∈ X, F → x)⇒ (f(F )→ f(x)) для фильтра F ;
(5) f(xξ)→ f(x), каковы бы ни были точка x и сходяща-

яся к ней последовательность (xξ).
� Эквивалентность (1) ⇔ (2) вытекает из 4.1.11. Остается про-

верить, что (1) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5) ⇒ (2).
(1)⇒ (3): Если V ∈ τY (f(x)), тоW := intV ∈ Op(τY ) и f(x) ∈W .

Отсюда f−1(W ) ∈ Op(τX) и x ∈ f−1(W ). Иначе говоря, f−1(W ) ∈
τX(x) (см. 4.1.14). Помимо этого, f−1(V ) ⊃ f−1(W ) и, следователь-
но, f−1(V ) ∈ τX(x). Наконец, V ⊃ f(f−1(V )).

(3) ⇒ (4): Если F → x, то filF ⊃ τX(x) по определению 4.1.16.
Привлекая условие, выводим f(F ) ⊃ f(τX(x)) ⊃ τY (f(x)). Повтор-
ная апелляция к 4.1.16 дает f(F )→ f(x).

(4) ⇒ (5): Образ фильтра хвостов последовательности (xξ)ξ∈�
при отображении f грубее фильтра хвостов (f(xξ))ξ∈�.

(5)⇒ (2): Пусть F — замкнутое подмножество в Y . Если F = ∅,
то f−1(F ) также пусто, а потому и замкнуто. Пусть F непусто и
x — точка прикосновения f−1(F ). Рассмотрим последовательность
(xξ)ξ∈� точек из f−1(F ), сходящуюся к x (ее существование обес-
печено 4.1.18). Тогда f(xξ) ∈ F и f(xξ) → f(x). Вновь применяя
4.1.18, видим, что f(x) ∈ F и, стало быть, x ∈ f−1(F ). �

4.2.2. Определение. Отображение f : X → Y , удовлетворя-
ющее одному (а значит, и любому) из эквивалентных утверждений
4.2.1 (1)–4.2.1 (5), (как хорошо известно) называют непрерывным.
Если при этом 4.2.1 (5) выполнено в фиксированной точке x ∈ X,
то говорят, что f непрерывно в точке x. Стало быть, f непрерыв-
но на X в том и только в том случае, если f непрерывно в каждой
точке X.

4.2.3. Суперпозиция непрерывных отображений непрерывна.
� Следует трижды применить 4.2.1 (5). �
4.2.4. Пусть f : X → Y и UX , UY — равномерности в X и Y

соответственно. Эквивалентны утверждения:
(1) (∀V ∈ UY ) (∃U ∈ UX) (∀x, y)(x, y) ∈ U ⇒

⇒ (f(x), f(y)) ∈ V ;
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(2) (∀V ∈ UY ) f−1 ◦ V ◦ f ∈ UX ;
(3) f×(UX) ⊃ UY , где f× : X2 → Y действует по прави-

лу f× : (x, y) �→ (f(x), f(y));
(4) (∀V ∈ UY ) f×−1(V ) ∈ UX , т. е. f×−1(UY ) ⊂ UX .

� Достаточно заметить, что по 1.1.10 для U ⊂ X2 и V ⊂ Y 2

выполнено

f−1 ◦ V ◦ f =
⋃

(v1,v2)∈V
f−1(v1)× f−1(v2) =

= {(x, y) ∈ X2 : (f(x), f(y)) ∈ V } = f×−1(V );

f ◦ U ◦ f−1 =
⋃

(u1,u2)∈U
f(u1)× f(u2) =

= {(f(u1), f(u2)) : (u1, u2) ∈ U} = f×(U). �

4.2.5. Определение. Отображение f : X → Y , удовлетворя-
ющее одному (а значит, и любому) из эквивалентных утвержде-
ний 4.2.4 (1)–4.2.4 (4), (как хорошо известно) называют равномерно
непрерывным.

4.2.6. Суперпозиция равномерно непрерывных отображений
равномерно непрерывна.

� Пусть f : X → Y , g : Y → Z и h := g ◦ f : X → Z. Ясно, что

h×(x, y) = (h(x), h(y)) = (g(f(x)), g(f(y))) =
= g×(f(x), f(y)) = g× ◦ f×(x, y)

для всех x, y изX. Значит, h×(UX) = g×(f×(UX)) ⊃ g×(UY ) ⊃ UZ в
силу 4.2.4 (3). Вновь апеллируя к 4.2.4 (3), видим, что h равномерно
непрерывно. �

4.2.7. Равномерно непрерывное отображение непрерывно. ��
4.2.8. Определение. Пусть E — множество отображений из X

в Y и UX , UY — соответствующие равномерности. Множество E
называют равностепенно (равномерно) непрерывным, если

(∀V ∈ UY )
⋂
f∈E

f−1 ◦ V ◦ f ∈ UX .



4.3.Полунепрерывность 59

4.2.9. Равностепенно непрерывное множество отображений со-
стоит из равномерно непрерывных отображений. Конечное множе-
ство равномерно непрерывных отображений равностепенно непре-
рывно. ��

4.3. Полунепрерывность

4.3.1. Пусть (X1, d1) и (X2, d2) — метрические пространства.
Пусть, далее, X := X1 × X2. Для x := (x1, x2) и y := (y1, y2)
положим

d(x, y) := d1(x1, y1) + d2(x2, y2).

Тогда d — метрика на X . При этом для любого x := (x1, x2) ∈ X
справедливо представление

τX (x) = fil{U1 × U2 : U1 ∈ τX1(x1), U2 ∈ τX2(x2)}. ��

4.3.2. Определение. Топологию τX называют произведени-
ем топологий τX1 и τX2 или топологией произведения X1 и X2 и
обозначают τX1 × τX2 .

4.3.3. Определение. Функцию f : X → R· называют полуне-
прерывной снизу, если ее надграфик epi f — замкнутое множество
в топологии произведения X и R.

4.3.4. Примеры.
(1) Непрерывная функция f : X → R полунепрерывна

снизу.
(2) Если fξ : X → R· — полунепрерывная снизу функция

для каждого ξ ∈ �, то верхняя огибающая f(x) := sup{fξ(x) : ξ ∈
�} (x ∈ X) также полунепрерывная снизу функция, так как epi f =
∩ξ∈� epi fξ.

4.3.5. Функция f : X → R· полунепрерывна снизу в том и толь-
ко в том случае, если выполнено

x ∈ X ⇒ f(x) = lim
y→x

inf f(y).

Здесь, как обычно,

lim
y→x

inf f(y) := lim
y→x

f(y) := sup
U∈τ(x)

inf f(U)



60 Гл. 4.Экскурс в метрические пространства

— нижний предел функции f в точке x (по фильтру τ(x)).
� ⇒: Если x �∈ dom f , то (x, t) �∈ epi f для каждого t ∈ R.

Значит, имеется окрестность Ut точки x, где inf f(Ut) > t. Отсю-
да вытекает: limy→x inf f(y) = +∞ = f(x). Если же x ∈ dom f ,
то inf f(V ) > −∞ для подходящей окрестности V точки x. Выбе-
рем ε > 0 и для любой U ∈ τ(x), лежащей в V , подыщем точку
xU ∈ U из условия inf f(U) ≥ f(xU )− ε. По построению xU ∈ dom f
и, кроме того, xU → x (при введении естественного порядка в мно-
жество окрестностей точки x). Положим tU := inf f(U) + ε. Ясно,
что tU → t := limy→x inf f(y) + ε. Поскольку (xU , tU ) ∈ epi f , то
(x, t) ∈ epi f в силу замкнутости надграфика f . Окончательно

lim
y→x

inf f(y) + ε ≥ f(x) ≥ lim
y→x

inf f(y).

⇐: Если (x, t) �∈ epi f , то

t < lim
y→x

inf f(y) = sup inf
U∈τ(x)

f(U).

Таким образом, inf f(U) > t для некоторой окрестности U точки x.
Отсюда вытекает, что дополнение (X × R) \ epi f открыто. �
4.3.6. Замечание. Свойство, указанное в предложении 4.3.5,

можно принять за основу определения полунепрерывности снизу в
точке.

4.3.7. Функция f : X → R непрерывна в том и только в том
случае, если f и −f полунепрерывны снизу. ��

4.3.8. Функция f : X → R· полунепрерывна снизу в том и толь-
ко в том случае, если для всякого t ∈ R замкнуто лебегово множество
{f ≤ t}.

� ⇒: Если x �∈ {f ≤ t}, то t < f(x). На основании 4.3.5 в
подходящей окрестности U точки x будет t < inf f(U). Иначе говоря,
дополнение X \ {f ≤ t} открыто.

⇐: Пусть для каких-нибудь x ∈ X и t ∈ R выполнены соотно-
шения limy→x inf f(y) ≤ t < f(x).

Возьмем ε > 0 из условия t+ε < f(x) и, используя рассуждения
доказательства 4.3.5, для U ∈ τ(x) найдем точку xU из U ∩ {f ≤
inf f(U) + ε}. Бесспорно, xU ∈ {f ≤ t + ε} и xU → x. Приходим к
противоречию. �
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4.4. Компактность

4.4.1.Определение. Пусть C — множество в X. Множество C
называют компактным, если для каждого множества E ⊂ Op(τX)
такого, что C ⊂ ∪{G : G ∈ E }, существует конечное подмножество
E0 в E , удовлетворяющее соотношению C ⊂ ∪{G : G ∈ E0}.

4.4.2. Замечание. Определение 4.4.1 часто выражают слова-
ми: «множество компактно, если из любого его открытого покрытия
можно выделить конечное подпокрытие».

4.4.3. Замкнутое подмножество компактного множества явля-
ется компактным. Компактное множество замкнуто. ��

4.4.4. Замечание. В связи с 4.4.3 используют понятие отно-
сительно компактного множества, т. е. множества, замыкание ко-
торого компактно.

4.4.5. Теорема Вейерштрасса. Образ компактного множе-
ства при непрерывном отображении компактен.

� Прообразы множеств из открытого покрытия образа состав-
ляют открытое покрытие исходного множества. �

4.4.6. Полунепрерывная снизу функция принимает на непустом
компактном множестве наименьшее значение (т. е. образ такого мно-
жества имеет наименьший элемент).

� Будем считать, что f : X → R· и X компактно. Пусть t0 :=
inf f(X). Если t0 = +∞, то доказывать нечего. Если же t0 < +∞,
то положим T := {t ∈ R : t > t0}. Множество Ut := {f ≤ t} для
t ∈ T непусто и замкнуто. Докажем, что ∩{Ut : t ∈ T} непусто
(тогда любой элемент x указанного пересечения — искомый: f(x) =
inf f(X)).

Предположим противное. Тогда множество {Gt := X \ Ut : t ∈
T} образует открытое покрытие X. Выделяя из него конечное под-
покрытие {Gt : t ∈ T0}, выводим: ∩{Ut : t ∈ T0} = ∅. Последнее
соотношение ложно, поскольку Ut1 ∩ Ut2 = Ut1∧t2 при t1, t2 ∈ T . �

4.4.7. Критерий Бурбаки. Пространство является компакт-
ным в том и только в том случае, если каждый ультрафильтр в нем
сходится (ср. 9.4.4).
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4.4.8. Произведение компактных пространств компактно.
� Достаточно дважды применить критерий Бурбаки. �
4.4.9. Теорема Кантора. Непрерывное отображение компак-

та равномерно непрерывно. ��

4.5. Полнота

4.5.1. Пусть B — базис фильтра в X. Тогда {B2 : B ∈ B} —
базис фильтра B× в X2.

� (B1 ×B1) ∩ (B2 ×B2) ⊃ (B1 ∩B2)× (B1 ∩B2) �
4.5.2. Определение. Пусть F — фильтр в X и UX — равно-

мерность в X. Фильтр F называют фильтром Коши, если F× ⊃
UX . Сеть в X называют сетью Коши или фундаментальной сетью,
если фильтр ее хвостов есть фильтр Коши. Аналогичный смысл
вкладывают в термин «фундаментальная последовательность».

4.5.3. Замечание. Если V — окружение в X2, а U — множе-
ство в X, то говорят, что U мало порядка V , если U2 ⊂ V . В частно-
сти, U мало порядка Bε в том и только в том случае, если диаметр
diamU := sup(U2) не больше ε. В связи с указанной терминологией
определение фильтра Коши выражают словами: «фильтр являет-
ся фильтром Коши в том и только в том случае, если он содержит
сколь угодно малые множества».

4.5.4. Для метрического пространства эквивалентны следую-
щие утверждения:

(1) каждый фильтр Коши сходится;
(2) каждая сеть Коши имеет предел;
(3) любая фундаментальная последовательность сходит-

ся.
� Импликации (1) ⇒ (2) ⇒ (3) очевидны, поэтому установим

только импликацию (3) ⇒ (1).
Пусть Un ∈ F — множество, малое порядка B1/n. Положим

Vn := U1 ∩ . . . ∩ Un и возьмем xn ∈ Vn. Имеем, что V1 ⊃ V2 ⊃ . . . и
diamVn ≤ 1/n. Следовательно, (xn) — фундаментальная последова-
тельность. Значит, есть предел: x := limxn. Покажем, что F → x.
Для этого выберем n0 ∈ N из условия: d(xm, x) ≤ 1/2n при m ≥ n0.
Тогда для произвольного n ∈ N будет d(xp, y) ≤ diamVp ≤ 1/2n и
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d(xp, x) ≤ 1/2n, если только p := n0 ∨ 2n и y ∈ Vp. Отсюда вытека-
ет, что y ∈ Vp ⇒ d(x, y) ≤ 1/n, т. е. Vp ⊂ B1/n(x). Окончательно
заключаем: F ⊃ τ(x). �

4.5.5. Определение. Метрическое пространство, удовлетворя-
ющее одному (а потому и любому) из эквивалентных утверждений
4.5.4 (1)–4.5.4 (3), (как хорошо известно) называют полным.

4.5.6. Критерий Кантора. Метрическое пространство полно
в том и только в том случае, если всякое фильтрованное по убыва-
нию непустое семейство его непустых замкнутых подмножеств, диа-
метры которых стремятся к нулю, имеет общую точку.

� ⇒: Если B — подобное семейство множеств, то, по опреде-
лению 1.3.1, B — базис фильтра. По условию B — базис фильтра
Коши, т. е. существует предел: B → x. Точка x — искомая.

⇐: Пусть F — фильтр Коши. Положим B := {clV : V ∈ F}.
Диаметры множеств из B стремятся к нулю. Стало быть, найдется
точка x такая, что x ∈ clV при каждом V ∈ F . Ясно, что F → x. В
самом деле, пусть V — множество из F малое порядка ε/2 и y ∈ V .
Для некоторого y ′ ∈ V будет d(x, y ′) ≤ ε/2 и, значит, d(x, y) ≤
d(x, y ′) + d(y ′, y) ≤ ε, т. е., следовательно, V ⊂ Bε(x) и, значит,
Bε(x) ∈ F . �

4.5.7. Метрическое пространство полно в том и только в том
случае, если любая последовательность вложенных шаров Bε1(x1) ⊃
. . . ⊃ Bεn(xn) ⊃ Bεn+1(xn+1) ⊃ . . . , радиусы (εn) которых стремятся
к нулю, имеет общую точку. ��

4.5.8. Образ фильтра Коши при равномерно непрерывном отоб-
ражении — фильтр Коши.

� Пусть отображение f действует из пространства X с равно-
мерностью UX в пространство Y с равномерностью UY . Пусть, да-
лее, F — фильтр Коши в X. Если V ∈ UY , то f−1 ◦ V ◦ f ∈ UX по
определению 4.2.5 (см. 4.2.4 (2)). Поскольку F — фильтр Коши, то
при подходящем U ∈ F будет U2 ⊂ f−1 ◦ V ◦ f . Оказывается, что
f(U) мало порядка V . В самом деле,

f(U)2 =
⋃

(u1,u2)∈U2

f(u1)× f(u2) =

= f ◦U2 ◦ f−1 ⊂ f ◦ (f−1 ◦ V ◦ f) ◦ f−1 = (f ◦ f−1) ◦ V ◦ (f ◦ f−1) ⊂ V,

ибо, на основании 1.1.6, f ◦ f−1 = Iim f ⊂ IY . �



64 Гл. 4.Экскурс в метрические пространства

4.5.9. Произведение полных пространств — полно.
� Следует применить 4.5.8 и 4.5.4. �

4.5.10. Пусть X0 плотно в X (т. е. clX0 = X) и f0 : X0 → Y —
равномерно непрерывное отображение из X0 в полное пространство
Y . Тогда существует, и притом единственное, равномерно непре-
рывное отображение f : X → Y , продолжающее f0, т. е. такое, что
f |X0 = f0.

� Для x ∈ X фильтр Fx := {U ∩ X0 : U ∈ τX(x)} является
фильтром Коши в X0. Стало быть, из 4.5.8 можно вывести, что
f0(FX) — фильтр Коши в Y . В силу полноты Y существует предел
y ∈ Y , т. е. f0(Fx) → y. Более того, этот предел единствен (ср.
4.1.18). Полагаем f(x) := y. Остается провести несложную проверку
равномерной непрерывности отображения f . �

4.5.11. Определение. Отображение f : (X, d) → (X̂, d̂ ) на-
зывают изометрией X в X̂ (или изометрическим вложением), если
d = d̂ ◦ f×. Отображение f называют изометрией X на X̂ (короче,
изометрией), если f — изометрия X в X̂ и, кроме того, im f = X̂.

4.5.12. Теорема Хаусдорфа о пополнении. Пусть (X, d) —
метрическое пространство. Тогда существуют полное метрическое
пространство (X̂, d̂ ) и изометрия ι : (X, d) → (X̂, d̂ ) на плотное
подпространство в (X̂, d̂ ). Пространство (X̂, d̂ ) единственно с точ-
ностью до изометрии в том смысле, что любая диаграмма

(X̂1, d̂1)

(X, d) (X̂, d̂ )
ι

�ι1

�

�

�
���

где ι1 : (X, d) → (X̂1, d̂1) — изометрия X на плотное подпростран-
ство полного пространства (X̂1, d̂1), достраивается до коммутатив-
ной диаграммы с помощью изометрии � : (X̂, d̂ ) → (X̂1, d̂1) про-
странства X̂ и пространства X̂1.

� Единственность с точностью до изометрии вытекает из 4.5.10.
В самом деле, пусть �0 := ι1 ◦ ι−1. Тогда �0 — изометрия плотного
подпространства ι(X) в X̂ на плотное подпространство ι1(X) в X̂1.
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Возьмем в качестве � единственное продолжение �0 на X̂. Следу-
ет проверить только, что � действует на X̂1. Выберем x̂1 из X̂1.
Этот элемент есть предел последовательности (ι1(xn)), где xn ∈ X.
Понятно, что (xn) фундаментальная. Стало быть, фундаментальна
последовательность (ι(xn)) в X̂. Пусть x̂ := lim ι(xn), x̂ ∈ X̂. При
этом �(x̂) = lim�0(ι(xn)) = lim ι1 ◦ ι−1(ι(xn)) = lim ι1(xn) = x̂1.

Наметим теперь схему доказательства существования X̂. Рас-
смотрим множество X всех фундаментальных последовательностей
в пространстве X. Определим в X отношение эквивалентности так:
x1 ∼ x2 ⇔ d(x1(n), x2(n))→ 0. Пусть X̂ := X /∼ и d̂(ϕ(x1), ϕ(x2)) :=
lim d(x1(n), x2(n)), где ϕ : X → X̂ — каноническое отображение.
Изометрия ι : (X, d) → (X̂, d̂ ) строится так: ι(x) := ϕ(n �→ x (n ∈
N)). �

4.5.13. Определение. Пространство (X̂, d̂ ), фигурирующее
в 4.5.12, ра́вно как и любое изометричное ему пространство, назы-
вают пополнением пространства (X, d).

4.5.14. Определение. Множество X0 в (X, d) называют пол-
ным, если полным является пространство (X0, d|X2

0
) — подпростран-

ство (X, d).

4.5.15. Замкнутое подмножество полного пространства являет-
ся полным. Полное множество замкнуто. ��

4.5.16. Пусть X0 — подпространство некоторого полного мет-
рического пространства X. Тогда пополнение X0 изометрично за-
мыканию X0 в X.

� Пусть X̂ := clX0 и ι : X0 → X̂ — тождественное вложение.
Ясно, что ι — изометрия на плотное подпространство. При этом X̂
полно в силу 4.5.15. Осталось сослаться на 4.5.12. �

4.6. Компактность и полнота

4.6.1. Компактное пространство полно. ��
4.6.2. Определение. Пусть U — множество в X и V ∈ UX .

Множество E в X называют V -сетью для U , если U ⊂ V (E).

4.6.3. Определение. Множество называют вполне ограничен-
ным, если для каждого V из UX у него имеется конечная V -сеть.
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4.6.4. Если для любого V из UX у множества U в X есть вполне
ограниченная V -сеть, то U — вполне ограниченное множество.

� Пусть V ∈ UX и W ∈ UX таково, что W ◦W ⊂ V . Возьмем
вполне ограниченную W -сеть F для U , т. е. U ⊂ W (F ). Поскольку
F вполне ограничено, то найдется конечная W -сеть E для F , т. е.
F ⊂W (E). Окончательно

U ⊂W (F ) ⊂W (W (E)) =W ◦W (E) ⊂ V (E),

т. е. E — конечная V -сеть для U . �
4.6.5. Множество U в X является вполне ограниченным в том

и только в том случае, если для всякого V из UX найдется конечное
семейство U1, . . . , Un подмножеств U такое, что U = U1 ∪ . . . ∪ Un и
каждое из множеств U1, . . . , Un мало порядка V . ��

4.6.6. Замечание. Факт, отмеченный 4.6.5, выражают слова-
ми: «множество вполне ограничено тогда и только тогда, когда у
него есть конечные покрытия сколь угодно малыми множествами».

4.6.7. Критерий Хаусдорфа. Множество является компакт-
ным тогда и только тогда, когда оно полно и вполне ограничено. ��

4.6.8. Пусть C(X, F) — пространство непрерывных функций
на компакте X со значениями в основном поле F и с метрикой Че-
бышёва

d(f, g) := sup
x∈X

dF(f(x), g(x)) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)| (f, g ∈ C(X, F)).

Для θ ∈ UF положим

Uθ :=
{
(f, g) ∈ C(X, F)2 : g ◦ f−1 ⊂ θ

}
.

Тогда Ud = fil {Uθ : θ ∈ UF}. ��
4.6.9. Пространство C(X, F) полно. ��
4.6.10. Теорема Асколи — Арцела. Множество E в C(X, F)

относительно компактно в том и только в том случае, если E равно-
степенно непрерывно и множество ∪{g(X) : g ∈ E } вполне ограни-
чено в пространстве F.
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� ⇒: То, что ∪{g(X) : g ∈ E } — это вполне ограниченное
множество, не вызывает сомнений. Для проверки равностепенной
непрерывности E возьмем θ ∈ UF и подберем симметричное окруже-
ние θ′ из условия θ′ ◦ θ′ ◦ θ′ ⊂ θ. По критерию Хаусдорфа найдется
конечная Uθ′-сеть E ′ в E . Рассмотрим окружение U ∈ UX , заданное
соотношением

U :=
⋂
f∈E ′

f−1 ◦ θ′ ◦ f

(ср. 4.2.9). Для произвольных g ∈ E и f ∈ E ′ таких, что g ◦f−1 ⊂ θ′,
выполнено

θ′ = θ′−1 ⊃ (g ◦ f−1)−1 = (f−1)−1 ◦ g−1 = f ◦ g−1.

Помимо этого, из свойств композиции соответствий и из 4.6.8 выте-
кает

g×(U) = g ◦ U ◦ g−1 ⊂ g ◦ (f−1 ◦ θ′ ◦ f) ◦ g−1 ⊂
⊂ (g ◦ f−1) ◦ θ′ ◦ (f ◦ g−1) ⊂ θ′ ◦ θ′ ◦ θ′ ⊂ θ.

Вместе с произвольностью g последнее означает, что E равностепен-
но непрерывно.

⇐: На основании 4.5.15, 4.6.7, 4.6.8 и 4.6.9 достаточно для каж-
дого θ ∈ UF построить конечную Uθ-сеть в E . Подыщем θ′ ∈ UF, для
которого θ′ ◦ θ′ ◦ θ′ ⊂ θ, и найдем открытое симметричное окружение
U ∈ UX , чтобы было

U ⊂
⋂
g∈E

g−1 ◦ θ′ ◦ g

(существование U обеспечено равностепенной непрерывностью E ).
Ясно, что семейство {U(x) : x ∈ X} образует открытое покры-

тие X. Используя компактность X, укажем конечное подпокрытие
{U(x0) : x0 ∈ X0}. В частности, с учетом 1.1.10

IX ⊂
⋃

x0∈X0

U(x0)× U(x0) =

=
⋃

(x0,x0)∈IX0

U−1(x0)× U(x0) = U ◦ IX0 ◦ U.
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Множество {g|X0 : g ∈ E } вполне ограничено в FX0 . Стало быть,
в этом множестве есть конечная θ′-сеть. Точнее говоря, имеется ко-
нечное множество E ′ в E , обладающее тем свойством, что для каж-
дого g ∈ E при подходящем f ∈ E ′ справедливо

g ◦ IX0 ◦ f−1 ⊂ θ′.

Применяя полученные оценки, последовательно выводим

g ◦ f−1 = g ◦ IX ◦ f−1 ⊂ g ◦ (U ◦ IX0 ◦ U) ◦ f−1 ⊂

⊂ g ◦ (g−1 ◦ θ′ ◦ g) ◦ IX0 ◦ (f−1 ◦ θ′ ◦ f) ◦ f−1 =

= (g ◦ g−1) ◦ θ′ ◦ (g ◦ IX0 ◦ f−1) ◦ θ′ ◦ (f ◦ f−1) =

= Iim g ◦ θ′ ◦ (g ◦ IX0 ◦ f−1) ◦ θ′ ◦ Iim f ⊂
⊂ θ′ ◦ θ′ ◦ θ′ ⊂ θ.

Таким образом, в силу 4.6.8, E ′ — это конечная Uθ-сеть для E . �

4.6.11. Замечание. Полезным утверждением является пере-
вод доказательства теоремы Асколи — Арцела на язык «ε-δ». Вот
необходимый словарь: «θ, Uθ — это ε», «θ′ — это ε/3», а «δ — это
U». Столь же полезно (и поучительно) найти обобщения теоремы
Асколи — Арцела для отображений, действующих в произвольные
пространства.

4.7. Бэровские пространства

4.7.1. Определение. Множество U принято называть разре-
женным или нигде не плотным, если в его замыкании нет внут-
ренних точек, т. е. int clU = ∅. Множество U называют тощим
(или множеством первой категории), если U содержится в объеди-
нении (не более чем) счетного числа разреженных множеств, т. е.
U ⊂ ∪n∈NUn, int clUn = ∅. Нетощие множества, т. е. множества,
не являющиеся тощими, называют также множествами второй ка-
тегории.

4.7.2. Определение. Пространство называют бэровским, если
любое его непустое открытое множество нетощее.
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4.7.3. Следующие утверждения эквивалентны:
(1) X — бэровское пространство;
(2) объединение счетного числа замкнутых разреженных

множеств не имеет внутренних точек;
(3) пересечение счетного числа любых всюду плотных

(т. е. плотных в X) открытых множеств является
всюду плотным;

(4) дополнение любого тощего множества всюду плотно.
� (1)⇒ (2): Пусть U := ∪n∈NUn, Un = clUn, причем intUn = ∅.

Тогда U — тощее множество. Так как intU ⊂ U и intU — открытое
множество, то intU , являясь тощим множеством, обязательно пусто
в силу бэровости X.

(2) ⇒ (3): Пусть U := ∩n∈NGn, где Gn открыто и clGn = X.
ТогдаX\U = X\∩n∈NGn = ∪n∈N (X\Gn). При этомX\Gn замкнуто
и int(X \ Gn) = ∅ (ибо clGn = X). Стало быть, int(X \ U) = ∅.
Последнее означает, что у U пустая внешность, т. е. U всюду плотно.

(3) ⇒ (4): Пусть U тощее в X, т. е. U ⊂ ∪n∈NUn и int clUn = ∅.
Можно считать, что Un = clUn. Тогда Gn := X \Un открыто и всюду
плотно. По условию ∩n∈NGn = X \∪n∈NUn всюду плотно. При этом
указанное множество содержится в X \U и, значит, множество X \U
всюду плотно.

(4)⇒ (1): Если U — непустое открытое множество в X, то X \U
не является всюду плотным. Следовательно, U нетощее. �

4.7.4. Замечание. В связи с 4.7.3 (4) отметим, что дополне-
ния тощих множеств (иногда) называют вычетами или остаточ-
ными множествами. Вычеты в бэровском пространстве — нетощие
множества.

4.7.5. Теорема Осгуда. Пусть X — бэровское пространство
и (fξ : X → R)ξ∈� — семейство полунепрерывных снизу функций,
причем sup{fξ(x) : ξ ∈ �} < +∞ для каждого x ∈ X. Тогда всякое
непустое открытое множество G в X содержит непустое открытое
подмножество G0, на котором семейство (fξ)ξ∈� равномерно ограни-
чено сверху, т. е. выполнено supx∈G0

sup {fξ(x) : ξ ∈ �} ≤ +∞. ��
4.7.6. Теорема Бэра. Полное метрическое пространство — бэ-

ровское.
� Пусть G — непустое открытое множество и x0 ∈ G. Допустим,

что G тощее, т. е. G ⊂ ∪n∈NUn, где intUn = ∅ и Un = clUn. Найдем
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ε0 > 0 из условия Bε0(x0) ⊂ G. Ясно, что U1 не содержит целиком
шар Bε0/2(x0), т. е. имеется x1 ∈ Bε0/2(x0) \U1. В силу замкнутости
U1 можно подыскать ε1 так, что 0 < ε1 ≤ ε0/2 и Bε1(x1) ∩ U1 = ∅.
Проверим, что Bε1(x1) ⊂ Bε0(x0). Действительно, если d(x1, y1) ≤
ε1, то d(y1, x0) ≤ d(y1, x1) + d(x1, x0) ≤ ε1 + ε0/2, ибо d(x1, x0) ≤
ε0/2. Шар Bε1/2(x1) не лежит целиком в U2. Поэтому существуют
x2 ∈ Bε1/2(x1) \ U2 и 0 < ε2 ≤ ε1/2 такие, что Bε2(x2) ∩ U2 = ∅.
Видно, что вновь Bε2(x2) ⊂ Bε1(x1). Продолжая начатый процесс по
индукции, получим последовательность шаров Bε0(x0) ⊃ Bε1(x1) ⊃
Bε2(x2) ⊃ . . . , причем εn+1 ≤ εn/2 и Bεn(xn)∩Un = ∅. На основании
4.5.6 у построенных шаров есть общая точка x := limxn. При этом,
конечно же, x �= ∪n∈NUn и, стало быть, x �∈ G. С другой стороны,
x ∈ Bε0(x0) ⊂ G. Получили противоречие. �

4.7.7. Замечание. Теорему Бэра часто используют как «чи-
стую теорему существования».

В качестве классической иллюстрации рассмотрим вопрос о су-
ществовании непрерывных нигде не дифференцируемых функций.
Для f : [0, 1]→ R и x ∈ [0, 1) положим

D+f(x) := lim
h↓0

inf
f(x+ h)− f(x)

h
;

D+f(x) := lim
h↓0

sup
f(x+ h)− f(x)

h
.

Элементы D+f(x) и D+f(x) из расширенной числовой прямой R
называют нижней правой и соответственно верхней правой произ-
водной Дини функции f в точке x.

Пусть D — это множество таких функций f ∈ C([0, 1], R), что
для некоторой точки x ∈ [0, 1) элементы D+f(x) и D+f(x) входят
в R, т. е. конечны. Тогда D — тощее множество. Значит, функции,
не имеющие производной ни в одной точке из (0, 1), всюду плотны
в C([0, 1], R). В то же время конкретные примеры таких функций
дались не просто. Вот наиболее известные из них:

функция Ван дер Вардена —
∞∑
n=0

〈〈4nx〉〉
4n
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(здесь 〈〈x〉〉 := (x− [x])∧ (1 + [x]− x) — расстояние до ближайшего к
x целого числа),

функция Римана —
+∞∑
n=0

1
n2 sin (n2πx)

и, наконец, исторически первая

функция Вейерштрасса —
∞∑
n=0

bn cos (anπx)

(здесь a — нечетное положительное целое, 0 < b < 1 и ab > 1 + 3π
2 ).

4.8. Теорема Жордана и простые картины

4.8.1. Замечание. В топологии, в частности, устанавливают
глубокие и тонкие факты о метрическом пространстве R2. Ниже
приведены используемые в дальнейшем те из этих фактов, роль ко-
торых известна, например, из комплексного анализа.

4.8.2. Определение. Гомеоморфный (= взаимно однозначный
и взаимно непрерывный) образ отрезка называют (жордановой) ду-
гой. Гомеоморфный образ окружности называют простой (жорда-
новой) петлей. Естественный смысл вкладывают в понятия типа
«гладкая дуга» и т. п.

4.8.3. Теорема Жордана. Пусть γ — простая петля в плоско-
сти R2. Существуют непересекающиеся открытые множества G1 и
G2 такие, что

G1 ∪G2 = R2 \ γ; γ = ∂G1 = ∂G2. ��

4.8.4. Замечание. Одно из множеств G1 и G2, фигурирую-
щих в 4.8.3, ограничено. Помимо этого, каждое из них связно, т. е.
непредставимо в виде объединения двух непустых непересекающих-
ся открытых подмножеств. В этой связи теорему Жордана часто
выражают так: «простая петля разрезает плоскость на две области
и является их общей границей».
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4.8.5. Определение. Пусть D, D1, . . . , Dn — замкнутые круги
(= замкнутые шары) на плоскости, причем Dm ∩Dk = ∅ при m �= k
и D1, . . . , Dn ⊂ intD. Множество

D \
n⋃
k=1

intDk

называют резным диском. Всякое множество в плоскости, диффео-
морфное (= «гладко гомеоморфное») некоторому резному диску, на-
зывают связным элементарным компактом. Объединение непусто-
го конечного семейства попарно не пересекающихся связных элемен-
тарных компактов называют элементарным компактом.

4.8.6. Замечание. Граница ∂F элементарного компакта F со-
стоит из конечного числа непересекающихся гладких простых пе-
тель. При этом вложение F в (ориентированную) плоскость R2 ин-
дуцирует в F структуру (ориентированного) многообразия с (ориен-
тированным) краем ∂F . Отметим здесь же, что в силу 4.8.3 имеет
смысл говорить о положительной ориентации гладкой петли, подра-
зумевая ориентацию края компактной части плоскости, ограничен-
ной этой петлей.

4.8.7. Пусть K — компактное подмножество плоскости и G —
непустое открытое множество, содержащееK. Тогда существует эле-
ментарный компакт F такой, что

K ⊂ intF ⊂ F ⊂ G. ��
4.8.8. Определение. Множество F , наличие которого отмече-

но в 4.8.7, называют простой картиной для пары (K, G).

Упражнения
4.1. Привести примеры метрических пространств. Выяснить, какими спо-

собами можно получать новые метрические пространства.

4.2. Каким должен быть фильтр в X2, совпадающий с некоторой метри-
ческой равномерностью в X?

4.3. Пусть S — пространство измеримых функций на [0, 1] с метрикой

d(f, g) :=

1∫
0

|f(t)− g(t)|
1 + |f(t)− g(t)|dt (f, g ∈ S)

(подразумевается некоторая естественная факторизация — какая именно?). Вы-
яснить смысл сходимости в этом пространстве.
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4.4. Для α, β ∈ NN полагают
d(α, β) = 1/min {k ∈ N : αk �= βk}.

Проверить, что d — метрика и что пространство NN гомеоморфно множеству
иррациональных чисел.

4.5. Можно ли метризовать поточечную сходимость последовательностей?
А функций?

4.6. Как следует ввести разумную метрику в счетное произведение метри-
ческих пространств? В произвольное произведение метрических пространств?

4.7. Выяснить, какие классы функций описываются ошибочными опреде-
лениями непрерывности и равномерной непрерывности.

4.8. Для непустых компактных подмножеств A и B пространства RN по-
ложим

d(A, B) :=

(
sup
x∈A

inf
y∈B

|x− y|
)

∨
(
sup
y∈B

inf
x∈A

|x− y|
)

.

Установить, что d — метрика. Ее называют метрикой Хаусдорфа. Каков смысл
сходимости в этой метрике?

4.9. Доказать, что непустые выпуклые компактные подмножества выпук-
лого компакта в RN составляют компакт относительно метрики Хаусдорфа. Ка-
кова связь этого утверждения с теоремой Арцела — Асколи?

4.10. Доказать, что каждая полунепрерывная снизу функция на RN есть
верхняя огибающая некоторого семейства непрерывных функций.

4.11. Выяснить связи между непрерывными и замкнутыми (как множества
в произведении) отображениями метрических пространств.

4.12. Выяснить, когда непрерывное отображение метрического простран-
ства в полное метрическое пространство допускает распространение на пополне-
ние исходного пространства.

4.13. Описать компактные множества в произведении метрических про-
странств.

4.14. Пусть (Y, d) — полное метрическое пространство. Отображение F :
Y → Y называют расширяющимся, если d(F (x), F (y)) ≥ βd(x, y) для некоторого
β > 1 и x, y ∈ Y . Пусть расширяющееся отображение F : Y → Y действует на
Y . Доказать, что F взаимно однозначно и обладает единственной неподвижной
точкой.

4.15. Доказать, что компакт не отображается изометрично на свою соб-
ственную часть.

4.16. Установить нормальность произвольного метрического пространства.
4.17. При каких условиях счетное подмножество полного метрического

пространства является нетощим?

4.18. Можно ли охарактеризовать равномерную непрерывность в терминах
сходящихся последовательностей?

4.19. На каких метрических пространствах любая непрерывная веществен-
ная функция достигает точные границы множества своих значений? Ограниче-
на?



Глава 5

Мультинормированные и
банаховы пространства

5.1. Полунормы и мультинормы

5.1.1. Пусть X — векторное пространство над основным полем
F и p : X → R· — полунорма. Тогда

(1) dom p — подпространство в X;
(2) p(x) ≥ 0 для всех x ∈ X;
(3) ядро полунормы ker p := {p = 0} — подпространство

X;

(4) множества
◦
Bp := {p < 1} и Bp := {p ≤ 1} абсолютно

выпуклые, причем p является функционалом Мин-
ковского любого абсолютно выпуклого множества B

такого, что
◦
Bp ⊂ B ⊂ Bp;

(5) X = dom p в том и только в том случае, если
◦
Bp —

поглощающее множество.
� Если x1, x2 ∈ dom p и α1, α2 ∈ F, то ввиду 3.7.6 имеем

p(α1x1 + α2x2) ≤ |α1|p(x1) + |α2|p(x2) < +∞+ (+∞) = +∞.
Значит, (1) верно. Допустим, что (2) не верно, т. е. для некоторого
x ∈ X справедливо p(x) < 0. Тогда 0 ≤ p(x) + p(−x) < p(−x) =
p(x) < 0. Получается противоречие. Утверждение (3) немедленно
следует из (2) и субаддитивности p. Справедливость (4) и (5) ча-
стично уже отмечалась (ср. 3.8.8). Оставшаяся неотмеченной часть
обосновывается теоремой о функционале Минковского. �
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5.1.2. Пусть p, q : X → R· — две полунормы. Неравенство p ≤ q
(в множестве (R·)X) имеет место в том и только в том случае, если
Bp ⊃ Bq.

� ⇒: Ясно, что {q ≤ 1} ⊂ {p ≤ 1}.
⇐: Имеем, по 5.1.1 (4), p = pBp и q = pBq . Возьмем t1, t2 ∈ R

такие, что t1 < t2. Если t1 < 0, то {q ≤ t1} = ∅ и, стало быть,
{q ≤ t1} ⊂ {p ≤ t2}. Если же t1 ≥ 0, то t1Bq ⊂ t1Bp ⊂ t2Bp. Значит,
в силу 3.8.3, p ≤ q. �

5.1.3. Пусть X, Y — векторные пространства, T ⊂ X × Y —
линейное соответствие и p : Y → R· — полунорма. Пусть, далее,
pT (x) := inf p ◦ T (x) для x ∈ X. Тогда pT : X → R· — полунорма,
множество BT := T−1(Bp) абсолютно выпукло, причем pT = pBT .

� Для x1, x2 ∈ X и α1, α2 ∈ F имеем

pT (α1x1 + α2x2) = inf p(T (α1x1 + α2x2)) ≤
≤ inf p(α1T (x1) + α2T (x2)) ≤

≤ inf(|α1|p(T (x1)) + |α2|p(T (x2))) =
= |α1|pT (x1) + |α2|pT (x2),

т. е. pT — полунорма.
То, что множество BT абсолютно выпукло, следует из 5.1.1 (4)

и 3.1.8. Если x ∈ BT , то для некоторого y ∈ Bp выполнено (x, y) ∈ T .
Отсюда pT (x) ≤ p(y) ≤ 1, т. е. BT ⊂ BpT . Если, в свою очередь,

x ∈
◦
BpT , то pT (x) = inf{p(y) : (x, y) ∈ T} < 1. Значит, найдется y ∈

T (x) такой, что p(y) < 1. Стало быть, x ∈ T−1(
◦
Bp) ⊂ T−1(Bp) = BT .

Итак,
◦
BpT ⊂ BT ⊂ BpT . Привлекая 5.1.1 (4), видим: pBT = pT . �

5.1.4. Определение. Полунорму pT , построенную в 5.1.3, на-
зывают прообразом полунормы p при соответствии T .

5.1.5. Определение. Пусть p : X → R — полунорма (в силу
3.4.3 эта запись означает, что dom p = X). Пару (X, p) называ-
ют полунормированным пространством. Часто, допуская обычную
вольность, само X называют полунормированным пространством.

5.1.6.Определение. Непустое множество всюду определенных
полунорм (в RX) называют мультинормой и обозначают MX или
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просто M, если ясно, о каком пространстве X идет речь. Пару
(X, MX), ра́вно как и исходное X, называют мультинормирован-
ным пространством.

5.1.7. Множество полунорм M в (R·)X является мультинормой
в том и только в том случае, если (X, p) является полунормирован-
ным пространством для всякого p ∈M. ��

5.1.8. Определение. Мультинорму MX называют хаусдорфо-
вой (или отделимой), если для любого x ∈ X, x �= 0, существует
полунорма p ∈ MX такая, что p(x) �= 0. В этом случае X называют
хаусдорфовым (или отделимым) мультинормированным простран-
ством.

5.1.9. Определение. Хаусдорфову мультинорму, состоящую
из одного элемента, называют нормой. Единственный элемент нор-
мы в X (как хорошо известно) также называют нормой в X и обо-
значают ‖·‖ или (реже) ‖·‖X , и даже ‖·|X‖, если есть необходимость
в указании на пространство X. Пару (X, ‖ · ‖) называют нормиро-
ванным пространством. Как правило, так же называют и X.

5.1.10. Примеры.

(1) Полунормированное пространство (X, p) рассматри-
вается как мультинормированное пространство (X, {p}). То же от-
носится к нормированному пространству.

(2) Пусть M — множество всех (всюду определенных) по-
лунорм на пространстве X. Тогда M — хаусдорфова мультинорма,
которую называют сильнейшей мультинормой в X.

(3) Пусть (Y, N) — мультинормированное пространство
и T ⊂ X × Y — линейное соответствие, причем domT = X. В си-
лу 3.4.10 и 5.1.1 (5) для p ∈ N полунорма pT всюду определена и,
стало быть, M := {pT : p ∈ N} — мультинорма в X. Мультинор-
му N называют прообразом мультинормы N при соответствии T
и (иногда) обозначают NT . Отметим, что если T ∈ L (X, Y ), то
M = {p ◦ T : p ∈ N}. В связи с этим используют естественное обо-
значение N◦T := M. Особо выделим случай, когда X — это подпро-
странство Y0 в Y и T — тождественное вложение T := ι : Y0 → Y . В
такой ситуации Y0, как правило, рассматривают как мультинормиро-
ванное пространство с мультинормой N ◦ ι. Более того, некорректно
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используют фразу «N — мультинорма в Y0». Эту некорректность
использовать очень удобно.

(4) Основное поле F наделено, как известно, нормой | · | :
F → R. Пусть X — векторное пространство и f ∈ X#. Так как
f : X → F, то определен прообраз нормы в основном поле: pf (x) :=
|f(x)| (x ∈ X). Если теперь X — некоторое подпространство в X#,
то мультинорму σ(X, X ) := {pf : f ∈ X } называют слабой муль-
тинормой в X, наведенной X .

(5) Пусть (X, p) — полунормированное пространство, X0
— подпространство в X и ϕ : X → X/X0 — каноническое отображе-
ние. Линейное соответствие ϕ−1 определено на всем пространстве
X/X0. Значит, имеется полунорма pϕ−1 , которую называют фактор-
полунормой p по подпространству X0 и обозначают pX/X0 . Про-
странство (X/X0, pX/X0) называют фактор-пространством прост-
ранства (X, p) по подпространству X0. Определение фактор-про-
странства общего мультинормированного пространства связано с не-
которой тонкостью и введено в 5.3.11.

(6) Пусть X — векторное пространство и M ⊂ (R·)X —
множество полунорм на этом пространстве. В этой ситуации можно
говорить об M как о мультинорме на пространстве X0 := ∩{dom p :
p ∈ M}. Более точно, подразумевая мультинормированное про-
странство (X0, {pι : p ∈ M}), где ι — тождественное вложение X0
в X, употребляют выражения: «M — мультинорма» или «рассмот-
рим (мультинормированное) пространство, порожденное M». Вот
типичный образец: «семейство полунорм{

pα,β(f) := sup
x∈RN

|xα∂βf(x)| : α, β — мультииндексы
}

задает (мультинормированное) пространство бесконечно дифферен-
цируемых и быстро убывающих на бесконечности функций на RN»
(такие функции часто называют умеренными, ср. 10.11.6).

(7) Пусть (X, ‖·‖) и (Y, ‖·‖) — нормированные простран-
ства (над одним основным полем F). Для T ∈ L (X, Y ) рассмотрим
«операторную норму», т. е. величину

‖T‖ := sup {‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} = sup
x∈X

‖Tx‖
‖x‖ .
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(Здесь и в дальнейшем в аналогичных случаях принято считать, что
0/0 := 0.)

Видно, что ‖ · ‖ : L (X, Y ) → R· — полунорма. В самом деле,
положив BX := {‖ · ‖X ≤ 1}, для T1, T2 ∈ L (X, Y ) и α1, α2 ∈ F
имеем

‖α1T1 + α2T2‖ = sup ‖ · ‖α1T1+α2T2(BX) =

= sup ‖ · ‖((α1T1 + α2T2)(BX)) ≤ sup ‖α1T1(BX) + α2T2(BX)‖ ≤
≤ |α1| sup ‖ · ‖T1(BX) + |α2| sup ‖ · ‖T2(BX) =

= |α1| ‖T1‖+ |α2| ‖T2‖.
Подпространство B(X, Y ), являющееся эффективной областью

определения введенной полунормы, называют пространством огра-
ниченных операторов, а его элементы — ограниченными оператора-
ми. Ясно, что векторное пространство B(X, Y ) нормировано (опе-
раторной нормой). Отметим, что оператор T ∈ L (X, Y ) ограничен
в том и только в том случае, если для него справедливо норматив-
ное неравенство, т. е. если найдется строго положительное число K
такое, что

‖Tx‖Y ≤ K ‖x‖X (x ∈ X).

При этом ‖T‖ есть точная нижняя граница чисел K, фигурирующих
в нормативном неравенстве. ��

(8) Пусть X — векторное пространство над F и ‖ · ‖ —
норма в X. Пусть, далее, X ′ := B(X, F) — сопряженное простран-
ство, т. е. векторное пространство ограниченных функционалов f с
«сопряженной нормой»:

‖f‖ = sup{|f(x)| : ‖x‖ ≤ 1} = sup
x∈X

|f(x)|
‖x‖ .

Рассмотрим пространство X ′′ := (X ′)′ := B(X ′, F) — второе
сопряженное к X пространство. Для элементов x ∈ X и f ∈ X ′

положим
x′′ := ι(x) : f �→ f(x).

Несомненно, что ι(x) ∈ (X ′)# = L (X ′, F). Помимо этого,

‖x′′‖ = ‖ι(x)‖ = sup {|ι(x)(f)| : ‖f‖X′ ≤ 1} =
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= sup{|f(x)| : |f(x)| ≤ ‖x‖X (x ∈ X)} =

= sup{|f(x)| : f ∈ |∂|(‖ · ‖X)} = ‖x‖X .
Последнее равенство следует, например, из теоремы 3.6.5 и лем-

мы 3.7.9. Таким образом, ι(x) ∈ X ′′ для каждого x ∈ X. Понятно,
что оператор ι : X → X ′′, действующий по правилу ι : x �→ ι(x),
является линейным и ограниченным, при этом ι — мономорфизм и
‖ιx‖ = ‖x‖ для всех x ∈ X. Оператор ι называют каноническим
вложением X во второе сопряженное пространство или, более об-
разно, двойным штрихованием. Более того, как правило, элементы
x и x′′ := ιx не различают, т. е. X рассматривают как подпростран-
ство X ′′. Нормированное пространство X называют рефлексивным,
если X совпадает с X ′′ (при указанном вложении). Рефлексивные
пространства обладают многими достоинствами. Очевидно, одна-
ко, что не все пространства рефлексивны. Так, к сожалению, не
рефлексивно пространство C([0, 1], F). ��

5.1.11. Замечание. Построения, проведенные в 5.1.10 (8), по-
казывают известную симметрию (или «двойственность») между X
и X ′. В этой связи для обозначения действия элемента x ∈ X на
элемент f ∈ X ′ (или действия f на x) используют запись (x, f) :=
〈x | f〉 := f(x). Для достижения наибольшего единообразия элементы
X ′ обозначают символами типа x′, т. е. 〈x |x′〉 = (x, x′) = x′(x).

5.2. Равномерность и топология
мультинормированного пространства

5.2.1. Пусть (X, p) — полунормированное пространство. Возь-
мем x1, x2 ∈ X и положим dp(x1, x2) := p(x1 − x2). Тогда

(1) dp(X2) ⊂ R+, {d ≤ 0} ⊃ IX ;
(2) {dp ≤ t} = {dp ≤ t}−1, {dp ≤ t} = t{dp ≤ 1}

(t ∈ R+ \ 0);
(3) {dp ≤ t1} ◦ {dp ≤ t2} ⊂ {dp ≤ t1 + t2} (t1, t2 ∈ R+);
(4) {dp ≤ t1} ∩ {dp ≤ t2} ⊃ {dp ≤ t1 ∧ t2} (t1, t2 ∈ R+);
(5) p — норма ⇔ dp — метрика. ��

5.2.2. Определение. Фильтр Up := fil {{dp ≤ t} : t ∈ R+ \ 0}
называют равномерностью пространства (X, p).
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5.2.3. Пусть Up — равномерность полунормированного прост-
ранства. Тогда

(1) Up ⊂ fil {IX};
(2) U ∈ Up ⇒ U−1 ∈ Up;
(3) (∀U ∈ Up) (∃ V ∈ Up) V ◦ V ⊂ U . ��

5.2.4. Определение. Пусть (X, M) — мультинормированное
пространство. Фильтр U := sup{Up : p ∈ M} называют равномер-
ностью пространства X (используют также обозначения UM, UX

и т. п.). (Это определение корректно в силу 5.2.3 (1) и 1.3.13.)

5.2.5. Пусть (X, M) — мультинормированное пространство и
U — соответствующая равномерность. Тогда

(1) U ⊂ fil {IX};
(2) U ∈ U ⇒ U−1 ∈ U ;

(3) (∀U ∈ U ) (∃V ∈ U ) V ◦ V ⊂ U .

� Проверим (3). Если U ∈ U , то по 1.2.18 и 1.3.8 найдутся
полунормы p1, . . . , pn ∈M такие, что U = U{p1,...,pn} = Up1∨. . .∨Upn .
Привлекая 1.3.13, подыщем множества Uk ∈ Upk из условия U ⊃
U1 ∩ . . . ∩ Un. Используя 5.2.3 (3), выберем Vk ∈ Upk , для которых
Vk ◦ Vk ⊂ Uk. Ясно, что

(V1 ∩ . . . ∩ Vn) ◦ (V1 ∩ . . . ∩ Vn) ⊂ V1 ◦ V1 ∩ . . . ∩ Vn ◦ Vn ⊂

⊂ U1 ∩ . . . ∩ Un.
Помимо этого, V1 ∩ . . . ∩ Vn ∈ Up1 ∨ . . . ∨Upn ⊂ U . �

5.2.6. Мультинорма M в X хаусдорфова в том и только в том
случае, если равномерность UM тоже хаусдорфова, т. е. ∩{V : V ∈
UM} = IX .

� ⇒: Пусть (x, y) �∈ IX , т. е. x �= y. Тогда для некоторой
полунормы p ∈M будет p(x−y) > 0. Значит, (x, y) �∈ {dp ≤ 1/2 p(x−
y)}. Но последнее множество входит в Up, а потому и в UM. Итак,
X2\IX ⊂ X2\∩{V : V ∈ UM}. Помимо этого, IX ⊂ ∩{V : V ∈ UM}.

⇐: Пусть p(x) = 0 при всех p ∈M. Тогда (x, 0) ∈ V для любого
V ∈ UM и, стало быть, (x, 0) ∈ IX по условию. Следовательно,
x = 0. �
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5.2.7. Для пространства X с равномерностью UX положим

τ(x) := {U(x) : U ∈ UX} (x ∈ X).

Тогда τ(x) — фильтр для каждого x ∈ X. При этом
(1) τ(x) ⊂ fil {x};
(2) (∀U ∈ τ(x)) (∃V ∈ τ(x) & V ⊂ U) (∀ y ∈ V ) V ∈ τ(y).

� Очевидно (ср. 4.1.8). �
5.2.8. Определение. Отображение τ : x �→ τ(x) называют

топологией рассматриваемого мультинормированного пространства
(X, M), а элементы фильтра τ(x) — окрестностями точки x. Для
обозначения топологии используют также более детальные символы:
τX , τM, τ(UM) и т. п.

5.2.9. Для любого x ∈ X выполнено

τX(x) = sup{τp(x) : p ∈MX}. ��

5.2.10. Пусть X — мультинормированное пространство. Тогда
для x ∈ X имеет место соотношение

U ∈ τ(x)⇔ U − x ∈ τX(0).

� В силу 5.2.9 и 1.3.13 можно ограничиться случаем полунор-
мированного пространства (X, p). При этом для всякого ε > 0 спра-
ведливо представление {dp ≤ ε}(x) = εBp + x, где Bp := {p ≤ 1}. В
самом деле, если p(y−x) ≤ ε, то y = ε(ε−1(y−x))+x и ε−1(y−x) ∈ Bp.
В свою очередь, если y ∈ εBp + x, то p(y − x) = inf{t > 0 : y − x ∈
tBp} ≤ ε. �

5.2.11. Замечание. Из доказательства 5.2.10 видно, сколь важ-
ную роль играет шар единичного радиуса с центром в нуле (полу)нор-
мированного пространства (X, p). В этой связи за ним закреплены
название «единичный шар пространства X» и обозначения Bp, BX
и т. п.

5.2.12. Мультинорма MX хаусдорфова в том и только в том
случае, если хаусдорфова топология τX , т. е. если для любых раз-
личных x1, x2 из X найдутся окрестности U1 ∈ τX(x1) и U2 ∈ τX(x2)
такие, что U1 ∩ U2 = ∅.
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�⇒: Пусть x1 �= x2 и для p ∈MX выполнено ε := p(x1−x2) > 0.
Положим U1 := x1+ε/3Bp, U2 := x2+ε/3Bp. По 5.2.10, Uk ∈ τX(xk).
Убедимся, что U1 ∩ U2 = ∅. В самом деле, если y ∈ U1 ∩ U2, то
p(x1 − y) ≤ ε/3 и p(x2 − y) ≤ ε/3. Отсюда p(x1 − x2) ≤ 2ε/3 < ε =
p(x1 − x2), чего быть не может.

⇐: Если (x1, x2) ∈ ∩{V : V ∈ UX}, то x2 ∈ ∩{V (x1) : V ∈ UX}.
Поэтому x1 = x2 и, стало быть, на основании 5.2.6 мультинорма MX

хаусдорфова. �
5.2.13. Замечание. Наличие в мультинормированном прост-

ранстве равномерности и соответствующей топологии позволяет, оче-
видно, использовать такие понятия, как равномерная непрерывность,
полнота, непрерывность, открытость и замкнутость и т. п.

5.2.14. Пусть (X, p) — полунормированное пространство и X0
— подпространство в X. Фактор-пространство (X/X0, pX/X0) хау-
сдорфово в том и только в том случае, если X0 — замкнутое множе-
ство.

� ⇒: Пусть x �∈ X0. Тогда ϕ(x) �= 0, где, как обычно, ϕ : X →
X/X0 — каноническое отображение. По условию будет 0 �= ε :=
pX/X0(ϕ(x)) = pϕ−1(ϕ(x)) = inf{p(x + x0) : x0 ∈ X0}. Значит, шар
x+ ε/2Bp не пересекается с X0, т. е. x — внешняя точка X0. Итак,
X0 замкнуто.

⇐: Пусть x — ненулевая точка фактор-пространства X/X0 и
x = ϕ(x) для подходящего элемента x из пространства X. Если
pX/X0(x) = 0, то 0 = inf{p(x − x0) : x0 ∈ X0}, т. е. имеется после-
довательность (xn) в X0, для которой xn → x. Следовательно, по
4.1.19, x ∈ X0 и x = 0. Получили противоречие. �

5.2.15. Замыкание � -множества — � -множество.
� Пусть U ∈ (� ) и U �= ∅ (иначе все ясно). В силу 4.1.9 для

точек x, y ∈ clU найдутся сети (xγ), (yγ) элементов U такие, что
xγ → x, yγ → y. Если (α, β) ∈ � , то αxγ+βyγ ∈ U . Вновь привлекая
4.1.19, выводим αx+ βy = lim(αxγ + βyγ) ∈ clU . �

5.3. Сравнение мультинорм

5.3.1. Определение. Пусть M и N — две мультинормы в век-
торном пространстве. Говорят, что M сильнее N, и пишут M � N,
если UM ⊃ UN. Если одновременно M � N и N � M, то говорят,
что M и N эквивалентны, и пишут M ∼ N.
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5.3.2. Теорема о сравнении мультинорм. Для мультинорм
M и N в векторном пространстве X эквивалентны утверждения:

(1) M � N;
(2) для всякого x ∈ X выполнено τM(x) ⊃ τN(x);
(3) τM(0) ⊃ τN(0);
(4) (∀ q ∈ N) (∃ p1, . . . , pn ∈M)

(∃ ε1, . . . , εn ∈ R+ \ 0) Bq ⊃ ε1Bp1 ∩ . . . ∩ εnBpn ;
(5) (∀ q ∈ N) (∃ p1, . . . , pn ∈M) (∃ t > 0) q ≤ t(p1∨. . .∨pn)

(порядок взят из K-пространства RX).
� (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4): Очевидно.
(4) ⇒ (5): Используя теорему о функционале Минковского (ср.

5.1.2), имеем
q ≤ pBp1/ε1

∨ . . . ∨ pBpn/εn
=

=
(

1
ε1
p1

)
∨ . . . ∨

(
1
εn
pn

)
≤
(

1
ε1
∨ . . . ∨ 1

εn

)
p1 ∨ . . . ∨ pn.

(5) ⇒ (1): Достаточно проверить, что M � {q} для полунормы
q ∈ N. Если V ∈ Uq, то V ⊃ {dq ≤ ε} для некоторого ε > 0. По
условию

{dq ≤ ε} ⊃
{
dp1 ≤

ε

t

}
∩ . . . ∩

{
dpn ≤

ε

t

}
для подходящих p1, . . . , pn ∈ M и t > 0. Множество, стоящее в
правой части последнего включения, — элемент Up1 ∨ . . . ∨ Upn =
U{p1,...,pn} ⊂ UM. Значит, V также входит в UM. �

5.3.3. Определение. Пусть p, q : X → R — две полунормы
в X. Говорят, что p сильнее q, и пишут p � q, если {p} � {q}.
Аналогично трактуют эквивалентность полунорм p ∼ q.

5.3.4. p � q ⇔ (∃ t > 0) q ≤ tp⇔ (∃ t ≥ 0) Bq ⊃ tBp;

p ∼ q ⇔ (∃ t1, t2 > 0) t2p ≤ q ≤ t1p⇔ (∃ t1, t2 > 0) t1Bp ⊂ Bq ⊂ t2Bp.

� Следует из 5.3.2 и 5.1.2. �
5.3.5. Теорема Рисса. Пусть p, q : FN → R — полунормы на

конечномерном пространстве FN . Тогда p � q ⇔ ker p ⊂ ker q. ��
5.3.6. Следствие. Любые две нормы на конечномерном про-

странстве эквивалентны. ��
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5.3.7. Пусть (X, M) и (Y, N) — мультинормированные про-
странства и T ∈ L (X, Y ) — линейный оператор. Следующие утвер-
ждения эквивалентны:

(1) N ◦ T ≺M;
(2) T×(UX) ⊃ UY , T×−1(UY ) ⊂ UX ;
(3) x ∈ X ⇒ T (τX(x)) ⊃ τY (Tx);
(4) T (τX(0)) ⊃ τY (0), τX(0) ⊃ T−1(τY (0));
(5) (∀ q ∈ N) (∃ p1, . . . , pn ∈M) q ◦ T ≺ p1 ∨ . . . ∨ pn. ��

5.3.8. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — нормированные простран-
ства и T ∈ L (X, Y ) — линейный оператор. Следующие утвержде-
ния эквивалентны:

(1) T ограничен (т. е. T ∈ B(X, Y ));
(2) ‖ · ‖X � ‖ · ‖Y ◦ T ;
(3) T равномерно непрерывен;
(4) T непрерывен;
(5) T непрерывен в нуле.

� Все сказанное — частный случай 5.3.7. �
5.3.9. Замечание. Предложение 5.3.7 показывает, что бывает

удобно рассматривать вместо исходной мультинормы M какую-либо
эквивалентную ей фильтрованную по возрастанию (относительно от-
ношения ≥ или �) мультинорму. В качестве такой можно взять
мультинорму M := {supM0 : M0 — непустое конечное подмножество
M}. В то же время при рассмотрении нефильтрованных мультинорм
необходима известная осторожность.

5.3.10. Контрпример. Пусть X := F � и X0 состоит из посто-
янных отображений X0 := F1, где 1 : ξ �→ 1 (ξ ∈ �). Положим
M := {pξ : ξ ∈ �}, где pξ(x) := |x(ξ)| (x ∈ F�). Ясно, что M —
мультинорма в X. Пусть теперь ϕ : X → X/X0 — каноническое
отображение. Несомненно, что Mϕ−1 состоит только из нуля. В то
же время мультинорма Mϕ−1 хаусдорфова.

5.3.11. Определение. Пусть (X, M) — мультинормированное
пространство и X0 — подпространство в X. Мультинорму Mϕ−1 ,
где ϕ : X → X/X0 — каноническое отображение, называют фактор-
мультинормой и обозначают MX/X0 . Пространство (X/X0, MX/X0)
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называют фактор-пространством пространства X по подпростран-
ству X0.

5.3.12. Фактор-пространство X/X0 хаусдорфово в том и только
в том случае, если X0 замкнуто. ��

5.4. Метризуемые и нормируемые
пространства

5.4.1. Определение. Пусть (X, M) — мультинормированное
пространство. Назовем (X, M) метризуемым, если существует та-
кая метрика d на X, что UM = Ud. Если на X существует норма,
эквивалентная исходной мультинорме M, то X называют нормируе-
мым. Если же на X существует счетная мультинорма, эквивалент-
ная исходной, то X называют счетнонормируемым.

5.4.2. Критерий метризуемости. Мультинормированное
пространство метризуемо тогда и только тогда, когда оно счетнонор-
мируемо и хаусдорфово.

� ⇒: Пусть UM = Ud. Переходя, если нужно, к мультинорме
M, будем считать, что для всякого n ∈ N можно указать такие полу-
норму pn ∈ M и число tn > 0, для которых {d ≤ 1/n} ⊃ {dpn ≤ tn}.
Положим N := {pn : n ∈ N}. Несомненно, что M � N. Если
V ∈ UM, то V ⊃ {d ≤ 1/n} для некоторого n ∈ N по определению
метрической равномерности. Значит, по построению V ∈ Upn ⊂ UM,
т. е. M ≺ N. Следовательно, M ∼ N. Хаусдорфовость Ud отмечена
в 4.1.7. Привлекая 5.2.6, видим, что UM и UN хаусдорфовы.

⇐: Переходя, если нужно, к эквивалентной мультинорме, будем
считать, что пространство счетнонормировано и хаусдорфово: M :=
{pn : n ∈ N} и M — хаусдорфова мультинорма.

Для x1, x2 ∈ X положим

d(x1, x2) :=
∞∑
k=1

1
2k

pk(x1 − x2)
1 + pk(x1 − x2)

(ряд в правой части этой формулы мажорируется сходящимся рядом∑∞
k=1 1/2

k, так что определение d корректно).
Проверим, что d — это метрика. Достаточно убедиться лишь

в справедливости неравенства треугольника. Прежде всего, поло-
жим α(t) := t(1 + t)−1 (t ∈ R+). Ясно, что α′(t) = (1 + t)−2 > 0.
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Стало быть, функция α возрастает. При этом α субаддитивна:

α(t1 + t2) = (t1 + t2)(1 + t1 + t2)−1 =

= t1(1 + t1 + t2)−1 + t2(1 + t1 + t2)−1 ≤ t1(1 + t1)−1 + t2(1 + t2)−1 =

= α(t1) + α(t2).

Значит, для x, y, z ∈ X выполнено

d(x, y) =
∞∑
k=1

1
2k
α(pk(x− y)) ≤

∞∑
k=1

1
2k
α(pk(x− z) + pk(z − y)) ≤

≤
∞∑
k=1

1
2k

(α(pk(x− z) + α(pk(z − y))) = d(x, z) + d(z, y).

Осталось установить совпадение Ud и UM.
Проверим сначала, что Ud ⊂ UM. Возьмем цилиндр {d ≤ ε},

и пусть (x, y) ∈ {dp1 ≤ t} ∩ . . . ∩ {dpn ≤ t}. Тогда с учетом монотон-
ности α получаем

d(x, y) =
n∑
k=1

1
2k

pk(x− y)
1 + pk(x− y) +

∞∑
k=n+1

1
2k

pk(x− y)
1 + pk(x− y) ≤

≤ t

1 + t

n∑
k=1

1
2k

+
∞∑

k=n+1

1
2k
≤ t

1 + t
+

1
2n
.

Так как t(1 + t)−1 + 2−n стремится к нулю, когда n → ∞ и t → 0,
для подходящих t и n будет (x, y) ∈ {d ≤ ε}. Значит, {d ≤ ε} ∈ UM,
что и нужно.

Установим теперь, что UM ⊂ Ud. Для этого следует при данных
pn ∈ M и t > 0 подыскать ε > 0 так, чтобы {dpn ≤ t} ⊃ {d ≤ ε}.
Очевидно, можно взять

ε :=
1
2n

t

1 + t
,

поскольку из соотношений

1
2n

pn(x− y)
1 + pn(x− y) ≤ d(x, y) ≤ ε =

1
2n

t

1 + t

для любых x, y вытекает, что pn(x− y) ≤ t. �



5.5.Банаховы пространства 87

5.4.3. Определение. Множество V в мультинормированном
пространстве (X, M) называют ограниченным, если sup p(V ) < +∞
при всех p ∈ M, т. е. если числовое множество p(V ) ограничено
сверху в R для каждой полунормы p из M.

5.4.4. Для множества V в (X, M) эквивалентны утверждения:
(1) V — ограничено;
(2) для любой последовательности (xn)n∈N в V и после-

довательности (λn)n∈N в F такой, что λn → 0, вы-
полнено λnxn → 0 (т. е. p(λnxn) → 0 для всякой
полунормы p ∈M);

(3) V поглощается каждой окрестностью нуля.
� (1) ⇒ (2): p(λnxn) ≤ |λn|p(xn) ≤ |λn| sup p(V )→ 0.
(2) ⇒ (3): Пусть U ∈ τX(0) и не верно, что U поглощает V . По

определению 3.4.9 это значит, что (∀n ∈ N) (∃xn ∈ V ) xn �∈ nU . Та-
ким образом, 1/nxn �∈ U для всех n ∈ N, т. е. (1/nxn) не стремится
к нулю.

(3)⇒ (1): Пусть p ∈M. Найдется n ∈ N, для которого V ⊂ nBp.
Ясно, что sup p(V ) ≤ sup p(nBp) = n < +∞. �

5.4.5. Критерий Колмогорова. Мультинормированное про-
странство нормируемо в том и только в том случае, если оно хау-
сдорфово и имеет ограниченную окрестность нуля.

� ⇒: Очевидно.
⇐: Пусть V — ограниченная окрестность нуля. Не нарушая

общности, можно считать, что V = Bp для некоторой полунормы p
из исходной мультинормы M. Несомненно, что p ≺M. Если теперь
U ∈ τM(0), то nU ⊃ V для некоторого n ∈ N. Значит, U ∈ τp(0).
Привлекая теорему 5.3.2, видим, что p � M. Таким образом, p ∼
M и, стало быть, в силу 5.2.12, p также хаусдорфова полунорма.
Последнее означает, что p — норма. �

5.4.6. Замечание. Попутно в 5.4.5 установлено, что наличие
ограниченной окрестности нуля в мультинормированном простран-
стве равносильно его полунормируемости.

5.5. Банаховы пространства

5.5.1. Определение. Полное нормированное пространство на-
зывают банаховым.
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5.5.2. Замечание. Непосредственным расширением класса ба-
наховых пространств служат полные метризуемые мультинормиро-
ванные пространства — пространства Фреше. Можно сказать, что
пространства Фреше составляют наименьший класс, содержащий ба-
наховы пространства и замкнутый относительно образования счет-
ных произведений. ��

5.5.3. Нормированное пространство является банаховым в том
и только в том случае, если любой абсолютно (= нормально) сходя-
щийся ряд в нем сходится.

� ⇒: Пусть
∑∞
n=1 ‖xn‖ < +∞ для некоторой счетной последо-

вательности (xn). Тогда последовательность частичных сумм sn :=
x1 + . . . + xn фундаментальна, ибо при m > k справедливы соотно-
шения

‖sm − sk‖ =
∥∥∥∥∥

m∑
n=k+1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
m∑

n=k+1

‖xn‖ → 0.

⇐: Пусть (xn) — счетная фундаментальная последовательность.
Выберем возрастающую последовательность (nk)k∈N такую, чтобы
было ‖xn − xm‖≤ 2−k при n, m ≥ nk. Тогда ряд xn1 + (xn2 −
xn1) + (xn3 − xn2) + . . . абсолютно сходится к некоторой сумме x,
т. е. xnk → x. Видно, что одновременно с этим xn → x. �

5.5.4. Пусть X — банахово пространство и X0 — замкнутое под-
пространство в X. Тогда фактор-пространство X/X0 банахово.

� Пусть ϕ : X → X := X/X0 — соответствующее канониче-
ское отображение. Несомненно, что для каждого элемента x ∈ X
существует элемент x ∈ ϕ−1(x) такой, что 2‖x‖ ≥ ‖x‖ ≥ ‖x‖. Зна-
чит, для ряда

∑∞
n=1 xn, абсолютно сходящегося в X , можно выбрать

xn ∈ ϕ−1(xn), обеспечив сходимость ряда норм
∑∞
n=1 ‖xn‖. На осно-

вании 5.5.3 имеется сумма x :=
∑∞
n=1 xn. Пусть x := ϕ(x). Тогда∥∥∥∥x− n∑

k=1

xk

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥x− n∑
k=1

xk

∥∥∥∥→ 0.

Вновь апеллируя к 5.5.3, выводим, что X банахово. �
5.5.5. Замечание. Понятно, что 5.5.3 можно перенести на по-

лунормированные пространства. В частности, если (X, p) — полное
полунормированное пространство, то фактор-пространство X/ ker p
банахово. ��
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5.5.6. Теорема. Пусть X, Y — нормированные пространства и
X �= 0. Пространство ограниченных операторов B(X, Y ) является
банаховым в том и только в том случае, если Y банахово.

� ⇐: Пусть (Tn) — последовательность Коши в B(X, Y ). По
нормативному неравенству для всех x ∈ X выполнено ‖Tmx−Tkx‖ ≤
‖Tm − Tk‖ ‖x‖ → 0, т. е. (Tnx) — фундаментальная последователь-
ность в Y . Таким образом, есть предел Tx := limTnx. Бесспорно, что
возникающее отображение T — линейный оператор. В силу оценки
|‖Tm‖ − ‖Tk‖| ≤ ‖Tm − Tk‖ последовательность (‖Tn‖) фундамен-
тальна в R, потому и ограничена, т. е. supn ‖Tn‖ < +∞. Отсюда,
переходя к пределу в неравенстве ‖Tnx‖ ≤ supn ‖Tn‖ ‖x‖, получа-
ем: ‖T‖ < +∞. Осталось проверить, что ‖Tn − T‖ → 0. Возьмем
для заданного ε > 0 номер n0 так, чтобы было ‖Tm − Tn‖ ≤ ε/2
при m, n ≥ n0. Помимо этого, для x ∈ BX подберем m ≥ n0, для
которого ‖Tmx − Tx‖ ≤ ε/2. Тогда ‖Tnx − Tx‖ ≤ ‖Tnx − Tmx‖ +
‖Tmx − Tx‖ ≤ ‖Tn − Tm‖ + ‖Tmx − Tx‖ ≤ ε при n ≥ n0. Значит,
‖Tn − T‖ = sup{‖Tnx − Tx‖ : x ∈ BX} ≤ ε при достаточно боль-
ших n.

⇒: Пусть (yn) — последовательность Коши в Y . По условию
существует элемент x ∈ X с нормой ‖x‖ = 1. Привлекая 3.5.6 и 3.5.2
(1), подыщем элемент x′ ∈ |∂|(‖ · ‖), для которого (x, x′) = ‖x‖ = 1.
Очевидно, что одномерный оператор Tn := x′ ⊗ yn : x �→ (x, x′)yn
входит в B(X, Y ), ибо ‖Tn‖ = ‖x′‖ ‖yn‖. Значит, ‖Tm − Tk‖ = ‖x′ ⊗
(ym−yk)‖= ‖x′‖ ‖ym−yk‖ = ‖ym−yk‖, т. е. (Tn) — фундаментальная
последовательность в B(X, Y ). Обозначим T := limTn. Тогда ‖Tx−
Tnx‖ = ‖Tx − yn‖ ≤ ‖T − Tn‖ ‖x‖ → 0. Иначе говоря, Tx — предел
(yn) в Y . �

5.5.7. Следствие. Сопряженное пространство (с сопряженной
нормой) банахово. ��

5.5.8. Следствие. Пусть X — нормированное пространство,
ι : X → X ′′ — двойное штрихование, осуществляющее канониче-
ское вложение X во второе сопряженное пространство X ′′. Тогда
замыкание cl ι(X) — пополнение X.

� В силу 5.5.7, X ′′ — банахово пространство. По 5.1.10 (8) отоб-
ражение ι — это изометрия X в X ′′. Осталось сослаться на 4.5.16. �

5.5.9. Примеры.
(1) «Абстрактные» примеры: основное поле, замкнутое
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подпространство банахова пространства, произведение банаховых
пространств, 5.5.4–5.5.8.

(2) Пусть E — непустое множество. Для x ∈ FE положим
‖x‖∞ := sup |x(E )|. Пространство l∞(E ) := l∞(E , F) := dom ‖ · ‖∞
называют пространством ограниченных функций на E . Используют
и такие обозначения: B(E ) или B(E , F). При E := N полагают
m := l∞ := l∞(E ).

(3) Пусть F — фильтр в E . По определению считают
x ∈ c(E , F ) ⇔ (x ∈ l∞(E ) и x(F ) — фильтр Коши в F).

В случае, когда E := N и F —фильтр дополнений конечных мно-
жеств в N, пишут c := c(E , F ) и говорят о пространстве сходящихся
последовательностей. В c(E , F ) рассматривают подпространство
c0(E , F ) := {x ∈ c(E , F ) : x(F )→ 0}.

Если F — фильтр дополнений конечных множеств в бесконеч-
ном E , то применяют сокращенную запись c0(E ) := c0(E , F ) и
говорят о пространстве функций, исчезающих на бесконечности.
При E := N пишут просто c0 := c0(E ). Пространство c0 называют
пространством сходящихся к нулю последовательностей. Следует
помнить, что все эти пространства без особых оговорок наделяют
нормой, взятой из соответствующего пространства l∞(E , F ).

(4) Пусть S := (E , X,
∫
) — система с интегрированием.

Таким образом, X — векторная решетка в RE , причем решеточные
операции в X и RE совпадают, а

∫
: X → R — (пред)интеграл, т. е.∫ ∈ X#

+ и
∫
xn ↓ 0, как только xn ∈ X и xn(e) ↓ 0 для e ∈ E . Пусть,

далее, f ∈ FE — измеримое (относительно S) отображение (можно,
как это обычно и принято, говорить о почти везде конечных почти
везде определенных измеримых функциях).

Положим Np(f) := (
∫ |f |p)1/p для p ≥ 1, где

∫
— соответству-

ющее лебегово расширение исходного интеграла
∫

(использование
единого символа — традиционная вольность).

Элементы domN1 называют интегрируемыми или суммируе-
мыми функциями.

Интегрируемость f ∈ FE равносильна интегрируемости ее веще-
ственной и мнимой частей Re f, Im f ∈ RE . Для полноты напомним,
что N1(f) = N(f), где

N(g) :=
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:= inf
{
sup
∫
xn : (xn) ⊂ X, xn ≤ xn+1, (∀ e ∈ E ) |g(e)| = lim

n
xn(e)

}
для произвольной g ∈ FE . При F = R ясно, что domN1 представляет
замыкание X в полунормированном пространстве (domN, N).

Имеет место неравенство Гёльдера

N1(fg) ≤ Np(f)Np′(g)
(
1
p
+

1
p′

= 1, p > 1
)
.

� Это неравенство есть следствие неравенства Юнга:

xy − xp

p
≤ yp

′

p′
(x, y ∈ R+),

примененного к |f |/Np(f) и |g|/Np′(g) в случае, когда Np(f) и Np′(g)
не равны нулю одновременно. При Np(f)Np′(g) = 0 неравенство
Гёльдера несомненно. �

Множество Lp := domNp является векторным пространством.

� |f+g|p ≤ (|f |+|g|)p ≤ 2p(|f |∨|g|)p = 2p(|f |p∨|g|p) ≤ 2p(|f |p+|g|p) �

Функция Np — полунорма, ибо для нее справедливо неравенство
Минковского

Np(f + g) ≤ Np(f) + Np(g).

� При p = 1 неравенство Минковского несомненно. При p > 1
неравенство Минковского следует из представления

Np(f) = sup{N1(fg)/Np′(g) : 0 < Np′(g) < +∞} (f ∈ Lp),

в правой части которого стоит верхняя огибающая семейства полу-
норм.

Для доказательства нужного представления в силу неравенства
Гёльдера достаточно заметить, что при Np(f) > 0 для g := |f |p/p′
выполнено g ∈ Lp′ и, кроме того, Np(f) = N1(fg)/Np′(g).

В самом деле, N1(fg) =
∫ |f |p/p′+1 = Np(f)p, ибо p/p′ + 1 =

p (1− 1/p) + 1 = p. Помимо этого, Np′(g)p
′
=
∫ |g|p′ =

∫ |f |p =
Np(f)p, так что Np′(g) = Np(f)p/p

′
. Окончательно получаем

N1(fg)/Np′(g) = Np(f)p/Np(f)p/p
′
=

= Np(f)p−p/p
′
= Np(f)p(1−1/p′) = Np(f),
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что и завершает доказательство. �
Элементы domN1 называют интегрируемыми или суммируе-

мыми функциями. Интегрируемость f ∈ FE равносильна интегри-
руемости вещественной и мнимой частей Re f, Im f ∈ RE . Ради
полноты, напомним, что

N(g) :=

:= inf
{
sup
n

∫
xn : (xn) ⊂ X, xn ≤ xn+1, (∀ e ∈ E ) |g(e)| ≤ lim

n
xn(e)

}
для произвольного g ∈ FE . Если F := R, то domN1, очевидно,
представляет собой замыкание X в нормированном пространстве
(domN, N).

Фактор-пространство Lp/ kerNp, наделенное соответствующей
фактор-нормой ‖·‖p, называют пространством функций, суммируе-
мых (вместе) с p-той степенью, или пространством p-суммируемых
функций и обозначают Lp. Конечно, используют и более разверну-
тые символы типа Lp(S), Lp(E , X,

∫
) и т. п.

Наконец, если система с интегрируемостью S возникает из рас-
смотрения ступенчатых измеримых функций на пространстве с ме-
рой (�, A , µ), то пишут Lp(�, A , µ), Lp(�, µ) и даже Lp(µ), где
остальные параметры рассматриваемой ситуации ясны из контекста.

Теорема Рисса — Фишера. Пространство Lp является бана-
ховым.

� Наметим доказательство. Возьмем какой-либо абсолютно схо-
дящийся ряд t :=

∑∞
k=1 Np(fk), где fk ∈ Lp. Положим σn :=

∑n
k=1 fk

и sn :=
∑n
k=1 |fk|. Видно, что последовательность (sn) состоит из

положительных функций и является возрастающей. Это же вер-
но для последовательности (spn). Более того,

∫
spn ≤ tp < +∞. По

теореме Леви о монотонной сходимости почти для каждого e ∈ E
предел g(e) := lim spn(e) конечен и можно считать, что возникаю-
щая функция g лежит в L1. Полагая h(e) := g1/p(e), видим, что
h ∈ Lp и sn(e) → h(e) почти при всех e ∈ E . Из неравенств
|σn| ≤ sn ≤ h вытекает, что почти для любого e ∈ E сходится
ряд

∑∞
k=1 fk(e). Для суммы f0(e) будет |f0(e)| ≤ h(e), и, стало

быть, можно считать, что f0 ∈ Lp. Применяя теорему Лебега об
ограниченной сходимости (= о предельном переходе), заключаем:
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Np(σn − f0) =
(∫ |σn − f0|p)1/p → 0. Итак, абсолютно сходящийся

ряд в полунормированном пространстве (Lp, Np) сходится. Остает-
ся сослаться на 5.5.3–5.5.5. �

Если система S — это «обычное суммирование» на E , т. е. в слу-
чае, когда X :=

∑
e∈E R — прямая сумма основных полей R и

∫
x :=∑

e∈E x(e), пространство Lp состоит из семейств, суммируемых с
p-той степенью. Это пространство обозначают lp(E ). При этом
‖x‖p :=

(∑
e∈E |x(e)|p

)1/p. При E := N пишут просто lp и говорят о
пространстве последовательностей, суммируемых с p-той степе-
нью.

(5) Пространство L∞ определяют на основе следующей
конструкции. Пусть X — упорядоченное векторное пространство и
e ∈ X+ — положительный элемент. Полунормой pe, ассоциированной
с e, называют функционал Минковского промежутка [−e, e], т. е.

pe(x) := inf{t > 0 : −te ≤ x ≤ te}.

Пространство Xe, совпадающее с эффективной областью определе-
ния dom pe, называют пространством ограниченных по отношению
к e элементов, а сам элемент e — сильной единицей в Xe. Элементы
ядра ker pe называют неархимедовыми (по отношению к e).

Фактор-пространство Xe/ ker pe наделяют фактор-полунормой
и называют нормированным пространством ограниченных элемен-
тов, порожденным e (в X). Так, пространство C(Q, R) непрерыв-
ных вещественных функций на непустом компакте Q есть нормиро-
ванное пространство ограниченных элементов, порожденное функ-
цией 1 := 1Q : q �→ 1 (q ∈ Q) (в себе). В пространстве RE та же
функция 1 порождает пространство l∞(E ).

Для системы с интегрированием S :=
(
E , X,

∫ )
в предположе-

нии измеримости 1 рассматривают пространство таких измеримых
функций из E в F, что

N∞(f) := inf{t > 0 : |f | ≤ t1} < +∞,

где ≤ означает «меньше почти везде». Это пространство называют
пространством существенно ограниченных функций и обозначают
L∞.
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Фактор-пространство L∞/ kerN∞ обозначают L∞, а норму в
нем — ‖ · ‖∞. Элементы L∞, допуская вольность речи, называ-
ют (как и элементы L∞) существенно ограниченными функциями.
Пространство L∞ является банаховым. ��

Пространству L∞, так же, как и пространствам C(Q, F), lp(E ),
c0(E ), c, lp, Lp (p ≥ 1), присвоено название «классическое банахо-
во пространство». В последнее время к числу классических относят
также пространства Линденштраусса, т. е. пространства, сопря-
женные к которым изометричны L1 (относительно какой-нибудь си-
стемы с интегрированием). Можно показать, что банахово простран-
ство X является классическим в том и только в том случае, если
сопряженное пространство X ′ изометрично одному из пространств
Lp при p ≥ 1.

(6) Пусть S :=
(
E , X,

∫ )
— система с интегрированием и

p ≥ 1. Допустим, что для каждого e ∈ E имеется банахово простран-
ство (Ye, ‖ · ‖Ye). Возьмем любой элемент f ∈ ∏e∈E Ye и положим
|||f ||| : e �→ ‖f(e)‖Ye . Пусть, далее, Np(f) := inf{Np(g) : g ∈ Lp, g ≥
|||f |||}. Ясно, что domNp — векторное пространство с полунормой Np.
Фактор-пространство domNp/ kerNp с соответствующей нормой |||·|||p
называют суммой семейства (Ye)e∈E по типу p (точнее, по типу Lp
в системе с интегрированием S).

Сумма по типу p семейства пространств — банахово простран-
ство.

� Пусть
∑∞
k=1Np(fk) < +∞. Тогда последовательность частич-

ных сумм (sn :=
∑n
k=1|||fk|||) сходится к некоторой почти везде конеч-

ной положительной функции g и Np(g) < +∞. Отсюда видно, что
почти для каждого e ∈ E сходится последовательность (sn(e)), т. е.
ряд

∑∞
k=1 ‖fk(e)‖Ye . Из-за полноты Ye получаем, что ряд

∑∞
k=1 fk(e)

сходится к некоторой сумме f0(e) в Ye почти при любом e ∈ E . По-
скольку ‖f0(e)‖Ye ≤ g(e) почти при всех e ∈ E , можно считать, что
f0 ∈ domNp. Наконец, Np (

∑n
k=1 fk − f0) ≤

∑∞
k=n+1Np(fk)→ 0. �

В случае E := N и «обычного суммирования» сумму Y последо-
вательности банаховых пространств (Yn)n∈N часто обозначают

Y := (Y1 ⊕ Y2 ⊕ . . . )p,

где p — тип суммирования. Элемент y пространства Y — это после-
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довательность (yn)n∈N такая, что yn ∈ Yn и

|||y|||p :=
( ∞∑

k=1

‖yn‖pYn

)1/p

< +∞.

В случае, когда Ye := X при любом e ∈ E , где X — некото-
рое банахово пространство над F, полагают Fp := domNp и Fp :=
Fp/ kerNp. Элементы полученных пространств называют вектор-
ными полями или X-значными функциями на E (с нормами, сумми-
руемыми с p-той степенью). Несомненно, что пространство Fp явля-
ется банаховым. В то же время если в исходной системе с интегриро-
ванием есть неизмеримое множество, то пространство Fp содержит
чересчур много элементов (так, для обычной лебеговой системы с ин-
тегрированием Fp �= Lp). В этой связи в пространстве Fp выделяют
функции с конечными множествами значений, каждое из которых
принимается на измеримом множестве. Такие элементы, ра́вно как
и отвечающие им классы в Fp, называют простыми, конечнознач-
ными, ступенчатыми или размещенными функциями. Замыкание
множества простых функций в Fp обозначают Lp (более развернуто:
Lp(X), Lp(S, X), Lp(�, A , µ), Lp(�, µ) и т. п.) и называют про-
странством X-значных функций, суммируемых с p-той степенью,
или же пространством p-суммируемых X-значных функций. Ясно,
что Lp(X) — банахово пространство.

Проиллюстрируем одно из достоинств этих пространств в слу-
чае p = 1. Заметим прежде всего, что простую функцию f можно
записать в виде «конечной комбинации характеристических функ-
ций»:

f =
∑
x∈imf

χf−1(x)x,

где множество f−1(x) измеримо при x ∈ im f . Более того,∫
|||f ||| =

∫ ∑
x∈imf

‖χf−1(x)x‖ =

=
∫ ∑

x∈imf

χf−1(x)‖x‖ =
∑
x∈imf

‖x‖
∫
χf−1(x) < +∞.
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Каждой простой функции f сопоставим элемент в X по правилу:∫
f :=

∑
x∈imf

∫
χf−1(x)x.

Проверка показывает, что возникающий интеграл
∫
, определенный

на подпространстве простых функций, линеен. Более того, он огра-
ничен, ибо∥∥∥∥∫ f

∥∥∥∥ = ∥∥∥∥ ∑
x∈imf

∫
χf−1(x)x

∥∥∥∥ ≤ ∑
x∈imf

∫
χf−1(x)‖x‖ =

=
∫ ∑

x∈imf

‖x‖χf−1(x) =
∫
|||f |||.

В силу 4.5.10 и 5.3.8 оператор
∫

допускает единственное продолже-
ние до элемента пространства B(L1(X), X). Этот элемент обозна-
чают тем же символом

∫
(или

∫
E и т. п.) и называют интегралом

Бохнера.
(7) В случае «обычного суммирования» приняты те же

соглашения, что и в скалярной теории. Именно, вместо интегралов
суммируемых функций говорят о суммах суммируемых семейств и
используют соответствующие стандартные знаки. При этом беско-
нечномерность порождает свои проблемы.

Пусть (xn) — семейство элементов банахова пространства. Его
суммируемость означает суммируемость (в смысле интеграла Бох-
нера) числового семейства (‖xn‖), т. е. абсолютную сходимость ряда
(xn). Тем самым среди (xn) лишь счетное число ненулевых элемен-
тов и (xn) можно считать (счетной) последовательностью. При этом∑∞
n=1 ‖xn‖ < +∞ (= ряд x1 + x2 + . . . абсолютно сходится). С уче-

том 5.5.3 для суммы ряда x =
∑∞
n=1 xn выполнено: x = limθ sθ,

где sθ :=
∑
n∈θ xn — (соответствующая θ) частичная сумма, а θ

пробегает направление конечных подмножеств N. В последней си-
туации x изредка называют неупорядоченной суммой ряда (xn), а
последовательность (xn) — неупорядоченно суммируемой к x (пи-
шут: x =

∑
n∈N

xn). В этих терминах заключаем: суммируемость
влечет неупорядоченную суммируемость (к той же сумме). При
dimX < +∞ верно и обратное утверждение (= теорема Римана о
рядах). Общий случай разъясняет следующий глубокий факт.
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Теорема Дворецкого — Роджерса. В каждом бесконечно-
мерном банаховом пространстве X для любой последовательности
положительных чисел (tn) такой, что

∑∞
n=1 t

2
n < +∞, существует

неупорядоченно суммируемая последовательность элементов (xn), у
которой ‖xn‖ = tn при всех n ∈ N.

В этой связи для семейства элементов произвольного мульти-
нормированного пространства (X, M) принимают следующую тер-
минологию. Говорят, что семейство (xe)e∈E суммируемо или без-
условно суммируемо (к сумме x) и пишут x :=

∑
e∈E xe при условии,

что x является пределом в (X, M) соответствующей сети частич-
ных сумм (sθ), где θ — конечное подмножество E , т. е. sθ → x
в (X, M). Если для каждого p существует сумма

∑
e∈E p(xe), то

говорят, что семейство (xe)e∈E абсолютно суммируемо (или, что бо-
лее правильно, фундаментально суммируемо, или даже абсолютно
фундаментально).

Пусть в заключение Y — еще одно банахово пространство и
T ∈ B(X, Y). Оператор T естественным способом распространя-
ют до оператора из L1(X) в L1(Y), полагая для простой X-значной
функции f , что Tf : e �→ Tf(e) при e ∈ E . Тогда для f ∈ L1(X)
будет Tf ∈ L1(Y) и

∫
E Tf = T

∫
E f . Последний факт выражают

словами: «интеграл Бохнера коммутирует с ограниченными опера-
торами». ��

5.6. Алгебра ограниченных операторов

5.6.1. Пусть X, Y , Z — нормированные пространства, а T ∈
L (X, Y ) и S ∈ L (Y, Z) — линейные операторы. Тогда ‖ST‖ ≤
‖S‖ ‖T‖, т. е. операторная норма является субмультипликативной.

� В силу нормативных неравенств для x ∈ X выполнено

‖STx‖ ≤ ‖S‖ ‖Tx‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖ ‖x‖. �

5.6.2. Замечание. В алгебре, в частности, изучают (ассоциа-
тивные) алгебры над F. Так называют векторное пространство A
над F, в котором имеется (ассоциативное) умножение элементов ◦ :
(a, b) �→ ab (a, b ∈ A). Предполагается, что умножение ◦ дистрибу-
тивно относительно сложения (т. е. (A, +, ◦) — это (ассоциативное)
кольцо) и, кроме того, что операция ◦ согласована с умножением на
скаляр в том смысле, что λ(ab) = (λa)b = a(λb) при всех a, b ∈ A
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и λ ∈ F. Иными словами, в более развернутом виде алгебра — это
набор (A, F, +, · , ◦). В то же время, как и в других аналогичных
ситуациях, говорят просто об алгебре A.

5.6.3. Определение. Нормированная алгебра (над основным
полем) — это ассоциативная алгебра (над этим полем), наделенная
субмультипликативной нормой. Банахова алгебра — это полная нор-
мированная алгебра.

5.6.4. Пусть B(X) := B(X, X) — пространство ограниченных
эндоморфизмов нормированного пространства X. С операцией су-
перпозиции операторов в качестве умножения и с операторной нор-
мой пространство B(X) представляет собой нормированную алгебру.
При X �= 0 в B(X) есть единичный элемент IX и ‖IX‖ = 1. Алгебра
B(X) является банаховой в том и только в том случае, если X —
банахово пространство.

� Если X = 0, то все очевидно. Если же X �= 0, то нужно
воспользоваться 5.5.6. �

5.6.5. Замечание. В связи с 5.6.4 за элементом λIX , где λ ∈ F,
удобно закрепить тот же самый символ λ. (В частности, 1 = I0 = 0!)
При X �= 0 описанную процедуру можно мыслить как отождествле-
ние основного поля F и одномерного подпространства FIX .

5.6.6. Определение. Пусть X — нормированное пространство
и T ∈ B(X). Число r(T ) := inf

{‖Tn‖1/n : n ∈ N
}
называют спек-

тральным радиусом T . (Естественность этого термина станет ясной
несколько позже (ср. 8.1.12).)

5.6.7. r(T ) ≤ ‖T‖.
� Действительно, в силу 5.6.1, ‖Tn‖ ≤ ‖T‖n. �
5.6.8. Справедлива формула Гельфанда

r(T ) = lim n
√
‖Tn‖.

� Пусть ε > 0 и s ∈ N таковы, что ‖T s‖ ≤ (r(T ) + ε)s. Для
каждого n ∈ N в случае n ≥ s имеется представление n = k(n)s+l(n),
где k(n), l(n) ∈ N и 0 ≤ l(n) ≤ s− 1. Значит,

‖Tn‖ = ‖T k(n)sT l(n)‖ ≤ ‖T s‖k(n) ‖T l(n)‖ ≤
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≤ (1 ∨ ‖T‖ ∨ . . . ∨ ‖T s−1‖) ‖T s‖k(n) =M ‖T s‖k(n).

Следовательно,

r(T ) ≤ ‖Tn‖1/n ≤M1/n‖T s‖k(n)/n ≤

≤M1/n(r(T ) + ε)k(n)s/n =M1/n(r(T ) + ε)(n−l(n))/n.

Так как M1/n → 1 и (n− l(n))/n → 1, то r(T ) ≤ lim sup‖Tn‖1/n ≤
r(T ) + ε. Соотношение lim inf ‖Tn‖1/n ≥ r(T ) очевидно. В силу
произвольности ε получаем требуемое. �

5.6.9. Теорема о сходимости ряда Неймана. Пусть X —
банахово пространство и T ∈ B(X). Эквивалентны утверждения:

(1) ряд Неймана 1+T +T 2 + . . . сходится в операторной
норме пространства B(X);

(2) ‖T k‖ < 1 для некоторого k из N;
(3) r(T ) < 1.

При выполнении одного из условий (1)–(3) будет
∑∞
k=0 T

k =
(1− T )−1.

� (1) ⇒ (2): Если ряд Неймана сходится, то общий член (T k)
стремится к нулю.

(2) ⇒ (3): Очевидно.
(3) ⇒ (1): На основании 5.6.8 при подходящем ε > 0 для всех

достаточно больших k ∈ N будет r(T ) ≤ ‖T k‖1/k ≤ r(T ) + ε < 1.
Иными словами, хвост ряда

∑∞
k=0 ‖T k‖ мажорирован сходящимся

рядом. Учитывая полноту B(X) и критерий 5.5.3, заключаем, что
ряд

∑∞
k=0 T

k сходится в пространстве B(X).
Пусть теперь S :=

∑∞
k=0 T

k и Sn :=
∑n
k=0 T

k. Тогда

S(1− T ) = limSn(1− T ) = lim (1 + T + . . .+ Tn) (1− T ) =

= lim(1− Tn+1) = 1;

(1− T )S = lim(1− T )Sn = lim(1− T )(1 + T + . . .+ Tn) =

= lim
(
1− Tn+1) = 1,

ибо Tn → 0. Итак, в силу 2.2.7, S = (1− T )−1. �
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5.6.10. Следствие. Если ‖T‖ < 1, то оператор (1− T ) (непре-
рывно) обратим (= имеет ограниченный обратный), т. е. обрат-
ное соответствие — ограниченный линейный оператор. При этом
‖(1− T )−1‖ ≤ (1− ‖T‖)−1.

� Ряд Неймана сходится, причем

‖(1− T )−1‖ ≤
∞∑
k=0

‖T k‖ ≤
∞∑
k=0

‖T‖k = (1− ‖T‖)−1. �

5.6.11. Следствие. Если ‖1− T‖ < 1, то T обратим и

‖1− T−1‖ ≤ ‖1− T‖
1− ‖1− T‖ .

� По теореме 5.6.9,

1 +
∞∑
k=1

(1− T )k =
∞∑
k=0

(1− T )k = (1− (1− T ))−1 = T−1.

Отсюда выводим:

‖T−1 − 1‖ =
∥∥∥∥ ∞∑
k=1

(1− T )k
∥∥∥∥ ≤ ∞∑

k=1

‖(1− T )k‖ ≤
∞∑
k=1

‖1− T‖k. �

5.6.12. Теорема Банаха об обратимых операторах. Пусть
X и Y — банаховы пространства. Множество (непрерывно) обрати-
мых операторов открыто. При этом операция обращения оператора
T �→ T−1 является непрерывным отображением.

� Пусть операторы S, T ∈ B(X, Y ) таковы, что T−1 ∈ B(Y, X)
и, кроме того, ‖T−1‖ ‖S − T‖ ≤ 1/2. Рассмотрим оператор T−1S ∈
B(X). Имеем

‖1− T−1S‖ = ‖T−1T − T−1S‖ ≤ ‖T−1‖ ‖T − S‖ ≤ 1
2
< 1.

В силу 5.6.11, (T−1S)−1 — это элемент B(X).
Положим R := (T−1S)−1T−1. Ясно, что R ∈ B(Y, X) и, кроме

того,
R = S−1(T−1)−1T−1 = S−1.
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Помимо этого,

‖S−1‖ − ‖T−1‖ ≤ ‖S−1 − T−1‖ =

= ‖S−1(T − S)T−1‖ ≤ ‖S−1‖ ‖T − S‖ ‖T−1‖ ≤ 1
2
‖S−1‖.

Отсюда ‖S−1‖ ≤ 2‖T−1‖. Окончательно

‖S−1 − T−1‖ ≤ ‖S−1‖ ‖T − S‖ ‖T−1‖ ≤ 2‖T−1‖2‖T − S‖. �

5.6.13.Определение. ПустьX — банахово пространство над F
и T ∈ B(X). Скаляр λ ∈ F называют регулярным или резольвент-
ным значением T , если (λ − T )−1 ∈ B(X). При этом полагают
R(T, λ) := (λ − T )−1 и называют оператор R(T, λ) резольвентой
(оператора T в точке λ). Множество резольвентных значений обо-
значают res(T ). Отображение λ �→ R(T, λ) из res(T ) в B(X) также
называют резольвентой оператора T . Множество F \ res(T ) назы-
вают спектром T и обозначают Sp(T ) или σ(T ). Элементы спектра
называют спектральными значениями.

5.6.14. Замечание. Если X = 0, то спектр единственного опе-
ратора T = 0 ∈ B(X) равен пустому множеству. В этой связи в спек-
тральном анализе молчаливо предполагают, что X �= 0. В случае
X �= 0 при F := R спектр также бывает пустым, а при F := C — не
бывает (ср. 8.1.11). ��

5.6.15. Множество res(T ) открыто, причем если λ0 ∈ res(T ), то
в некоторой окрестности λ0 выполнено

R(T, λ) =
∞∑
k=0

(−1)k(λ− λ0)kR(T, λ0)k+1.

Если |λ| > ‖T‖, то λ ∈ res(T ) и имеет место разложение

R(T, λ) =
1
λ

∞∑
k=0

T k

λk
,

причем ‖R(T, λ)‖ → 0 при |λ| → +∞.
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� Поскольку ‖(λ − T ) − (λ0 − T )‖ = |λ − λ0|, то открытость
множества res(T ) следует из 5.6.12. Кроме того,

λ− T = (λ− λ0) + (λ0 − T ) = (λ0 − T )R(T, λ0)(λ− λ0) + (λ0 − T ) =

= (λ0−T )((λ−λ0)R(T, λ0)+1) = (λ0−T )(1−((−1)(λ−λ0)R(T, λ0))).

Значит, в подходящей окрестности точки λ0 в силу 5.6.9 будет

R(T, λ) = (λ− T )−1 =

= (1− ((−1)(λ− λ0)R(T, λ0)))−1(λ0 − T )−1 =

=
∞∑
k=0

(−1)k(λ− λ0)kR(T, λ0)k+1.

На основании 5.6.9 при |λ| > ‖T‖ имеется оператор (1− T/λ)−1,
представляющий собой сумму ряда Неймана, т. е.

R(T, λ) =
1
λ

(
1− T

λ

)−1

=
1
λ

∞∑
k=0

T k

λk
.

Очевидно

‖R(T, λ)‖ ≤ 1
|λ| ·

1
1− ‖T‖/|λ| . �

5.6.16. Спектр любого ограниченного оператора T компактен.

5.6.17. Замечание. Полезно помнить, что неравенство |λ| >
r(T ) представляет собой необходимое и достаточное условие сходи-
мости ряда Лорана R(T, λ)=

∑∞
k=0 T

k/λk+1, дающего разложение
резольвенты в окрестности бесконечно удаленной точки (см. также
8.1.12).

5.6.18. Оператор S коммутирует с оператором T в том и только
в том случае, если S коммутирует с резольвентой T .

� ⇒: ST = TS ⇒ S(λ− T ) = λS −ST = λS − TS = (λ− T )S ⇒
R(T, λ)S(λ− T ) = S ⇒ R(T, λ)S = S R(T, λ) (λ ∈ res(T )).

⇐: SR(T, λ0) = R(T, λ0)S ⇒ S = R(T, λ0)S(λ0 − T ) ⇒ (λ0 −
T )S = S(λ0 − T )⇒ TS = ST . �
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5.6.19. Если λ, µ ∈ res(T ), то имеет место первое резольвентное
уравнение (= тождество Гильберта)

R(T, λ)−R(T, µ) = (µ− λ)R(T, µ)R(T, λ).

� «Умножая тождество µ − λ = (µ − T ) − (λ − T ) сначала на
R(T, λ) справа, а затем на R(T, µ) слева», последовательно прихо-
дим к требуемому. �

5.6.20. Если λ, µ ∈ res(T ), то R(T, λ)R(T, µ) = R(T, µ) ◦
R(T, λ). ��

5.6.21. Для λ ∈ res(T ) выполнено

dk

dλk
R(T, λ) = (−1)kk!R(T, λ)k+1. ��

5.6.22. Теорема о спектре произведения. Спектры Sp(ST )
и Sp(TS) могут отличаться лишь нулем.

� Достаточно установить, что 1 �∈ Sp(ST ) ⇒ 1 �∈ Sp(TS). В са-
мом деле, тогда при λ �∈ Sp(ST ) и λ �= 0 будет

1 �∈ 1
λ
Sp(ST )⇒ 1 �∈ Sp

(
1
λ
ST

)
⇒ 1 �∈ Sp

(
1
λ
TS

)
⇒ λ �∈ Sp(TS).

Итак, рассмотрим случай 1 �∈ Sp(ST ). Формальные разложения
типа ряда Неймана —

(1− ST )−1 ∼ 1 + ST + (ST )(ST ) + (ST )(ST )(ST ) + . . . ,

T (1− ST )−1S ∼ TS + TSTS + TSTSTS + . . . ∼ (1− TS)−1 − 1

— наводят на мысль, что справедливо представление

(1− TS)−1 = 1 + T (1− ST )−1S
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(которое обеспечит соотношение 1 �∈ Sp(TS)). Следующие прямые
выкладки:

(1 + T (1− ST )−1S)(1− TS) =
= 1 + T (1− ST )−1S − TS + T (1− ST )−1(−ST )S =

= 1 + T (1− ST )−1S − TS + T (1− ST )−1(1− ST − 1)S =
= 1 + T (1− ST )−1S − TS + TS − T (1− ST )−1S = 1;

(1− TS)(1 + T (1− ST )−1S) =
= 1− TS + T (1− ST )−1S + T (−ST )(1− ST )−1S =

= 1− TS + T (1− ST )−1S + T (1− ST − 1)(1− ST )−1S =
= 1− TS + T (1− ST )−1S + TS − T (1− ST )−1S = 1

доказывают искомое представление, а вместе с тем и теорему. �

Упражнения
5.1. Доказать, что нормированное пространство конечномерно в том и толь-

ко в том случае, если любой линейный функционал на нем ограничен.

5.2. Проверить, что в каждом векторном пространстве можно определить
норму.

5.3. Установить, что векторное пространство конечномерно в том и только
в том случае, если все нормы в нем эквивалентны.

5.4. Доказать, что отделимые мультиметрики задают одну и ту же топо-
логию конечномерного пространства.

5.5. Каждую ли норму в RN можно использовать для нормировки произ-
ведения N нормированных пространств?

5.6. Выяснить условия непрерывности конечномерного оператора, действу-
ющего в мультинормированных пространствах.

5.7. Описать операторные нормы в пространстве квадратных матриц. Ко-
гда такие нормы сравнимы?

5.8. Найти расстояние между гиперплоскостями в нормированном прост-
ранстве.

5.9. Выяснить общий вид непрерывных линейных функционалов в класси-
ческих пространствах.

5.10. Изучить вопрос о рефлексивности классических банаховых прост-
ранств.
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5.11. Выяснить взаиморасположение пространств lp и lq , Lp и Lq . Когда
дополнение одного из элементов каждой пары плотно в оставшемся?

5.12. Найти спектр и резольвенту оператора Вольтерра, проектора, одно-
мерного оператора.

5.13. Построить оператор, спектр которого — наперед заданный непустой
компакт в C.

5.14. Доказать, что тождественный оператор (в ненулевом пространстве)
не может быть коммутатором двух эндоморфизмов.

5.15. Как определить спектр оператора в мультинормированном простран-
стве?

5.16. Каждое ли банахово пространство над F допускает изометрическое
вложение в пространство C(Q, F), где Q — компактное пространство?

5.17. Выяснить, в каких случаях Lp(X)′ = Lp′ (X′), где X — банахово
пространство.

5.18. Пусть (Xn) — последовательность нормированных пространств и

X0 :=

{
x ∈
∏
n∈N

Xn : ‖xn‖Xn → 0

}

— их сумма по типу c0 (с нормой ‖x‖ := sup{ ‖xn‖ : n ∈ N}, взятой из суммы по
типу l∞). Доказать, что X0 сепарабельно в том и только в том случае, когда
сепарабельно каждое из пространств Xn.

5.19. Доказать, что пространство C(p)[0, 1] представляет собой сумму ко-
нечномерного подпространства и пространства, изоморфного C[0, 1].



Глава 6

Гильбертовы пространства

6.1. Эрмитовы формы и скалярные
произведения

6.1.1. Определение. Пусть H — векторное пространство над
основным полем F. Отображение f : H2 → F называют эрмитовой
формой, если

(1) отображение f(· , y) : x �→ f(x, y) лежит в H# для
всех y ∈ Y ;

(2) f(x, y) = f(y, x)∗ при любых x, y ∈ H, где λ �→ λ∗ —
естественная инволюция в F, т. е. переход к комплексно сопряжен-
ному числу.

6.1.2. Замечание. Как видно, для эрмитовой формы f при
каждом x ∈ H отображение f(x, · ) : y �→ (x, y) лежит в H#

∗ , где H∗
— дуальное к H векторное пространство (см. 2.1.4 (2)).

Таким образом, при F := R эрмитова форма билинейна, т. е.
линейна по каждому аргументу, а при F := C — полуторалинейна,
т. е. линейна по первому аргументу и ∗-линейна по второму.

6.1.3. Для каждой эрмитовой формы f выполнено поляризаци-
онное тождество:

f(x+ y, x+ y)− f(x− y, x− y) = 4Re f(x, y) (x, y ∈ H).

� f(x+ y, x+ y) = f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y)−
f(x− y, x− y) = f(x, x)− f(x, y)− f(y, x) + f(y, y)

2(f(x, y) + f(y, x)) �
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6.1.4. Определение. Эрмитову форму f называют положи-
тельной, или скалярным произведением, если f(x, x) ≥ 0 для лю-
бого x ∈ H. При этом пишут: (x, y) := 〈x | y〉 := f(x, y) (x, y ∈ H).
Скалярное произведение называют невырожденным, если (x, x) =
0⇒ x = 0 (x ∈ H).

6.1.5. Имеет место неравенство Коши — Буняковского

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y) (x, y ∈ H).

� Если (x, x) = (y, y) = 0, то 0 ≤ (x + ty, x + ty) = t(x, y)∗ +
t∗(x, y). Выбирая t := −(x, y), получаем −2|(x, y)|2 ≥ 0, т. е. в этом
случае нужное установлено.

Если, к примеру, (y, y) �= 0, то ввиду оценки

0 ≤ (x+ ty, x+ ty) = (x, x) + 2tRe(x, y) + t2(y, y) (t ∈ R)

заключаем: Re(x, y)2 ≤ (x, x)(y, y).
Если (x, y) = 0, то доказывать нечего. Если же (x, y) �= 0, то

положим θ := |(x, y)| (x, y)−1 и x := θx. Тогда |θ| = 1 и, кроме того,

(x, x) = (θx, θx) = θθ∗(x, x) = |θ|2(x, x) = (x, x);

|(x, y)| = θ(x, y) = (θx, y) = (x, y) = Re(x, y).

Таким образом, |(x, y)|2 = Re(x, y)2 ≤ (x, x)(y, y). �
6.1.6. Если ( · , · ) — скалярное произведение на H, то отобра-

жение ‖ · ‖ : x �→ (x, x)1/2 — полунорма на H.
� Следует проверить только неравенство треугольника. Приме-

няя неравенство Коши — Буняковского, имеем

‖x+ y‖2 = (x, x) + (y, y) + 2Re(x, y) ≤

≤ (x, x) + (y, y) + 2‖x‖ ‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2. �

6.1.7. Определение. Пространство H со скалярным произве-
дением (· , ·) и соответствующей полунормой ‖·‖ называют предгиль-
бертовым. Предгильбертово пространство H называют гильберто-
вым, если полунормированное пространство (H, ‖ · ‖) банахово.



108 Гл. 6.Гильбертовы пространства

6.1.8. В предгильбертовом пространстве H справедлив закон
параллелограмма

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) (x, y ∈ H)

— сумма квадратов длин диагоналей параллелограмма равна сумме
квадратов длин всех его сторон.

� ‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = ‖x‖2 + 2Re(x, y) + ‖y‖2;
‖x− y‖2 = (x− y, x− y) = ‖x‖2 − 2Re(x, y) + ‖y‖2 �

6.1.9. Теорема фон Неймана — Йордана. Если в полунор-
мированном пространстве (H, ‖ · ‖) справедлив закон параллело-
грамма, то H — предгильбертово пространство, т. е. найдется, и
притом единственное, скалярное произведение (· , ·) в H такое, что
‖x‖ = (x, x)1/2 для всех x ∈ H.

� Рассмотрим вещественную основу HR пространства H и для
x, y ∈ HR положим

(x, y)R :=
1
4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2) .

Применяя закон параллелограмма, для отображения (· , y)R после-
довательно выводим

(x1, y)R + (x2, y)R =

=
1
4
(‖x1 + y‖2)− (‖x1 − y‖2 + ‖x2 + y‖2 − ‖x2 − y‖2

)
=

=
1
4
((‖x1 + y‖2 + ‖x2 + y‖2)− (‖x1 − y‖2 + ‖x2 − y‖2

))
=

=
1
4

(
1
2
(‖(x1 + y) + (x2 + y)‖2 + ‖x1 − x2‖2

)
−

−1
2
(‖(x1 − y) + (x2 − y)‖2 + ‖x1 − x2‖2)

)
=

=
1
4

(
1
2
‖x1 + x2 + 2y‖2 − 1

2
‖x1 + x2 − 2y‖2

)
=
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=
1
2

(
‖(x1 + x2)/2 + y‖2 − ‖(x1 − x2)/2− y‖2

)
=

= 2 ((x1 + x2)/2, y)R
.

В частности, при x2 := 0 будет (x2, y)R = 0, т. е. 1/2(x1, y)R =
(1/2x1, y)R

. Соответственно при x1 := 2x1 и x2 := 2x2 имеем

(x1 + x2, y)R = (x1, y)R + (x2, y)R.

В силу очевидной непрерывности отображения (· , y)R можно сде-
лать вывод, что (· , y)R ∈ (HR)#. Положим

(x, y) := Re−1((· , y)R)(x),

где Re−1 — комплексификатор (см. 3.7.5).
В случае F := R ясно, что (x, y) = (x, y)R = (y, x) и (x, x) =

‖x‖2, т. е. доказывать нечего. Если же F := C, то

(x, y) = (x, y)R − i(ix, y)R.

Отсюда вытекает, что

(y, x) = (y, x)R − i(iy, x)R = (x, y)R − i(x, iy)R =

= (x, y)R + i(ix, y)R = (x, y)∗,

поскольку

(x, iy)R =
1
4
(‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2) =

=
1
4
(|i| ‖y − ix‖2 − |−i| ‖ix+ y‖2) = −(ix, y)R.

Помимо этого,

(x, x) = (x, x)R − i(ix, x)R =

= ‖x2‖ − i

4
(‖ix+ x‖2 − ‖ix− x‖2) =

= ‖x‖2
(
1− i

4
(|1 + i|2 − |1− i|2)) = ‖x‖2.

Утверждение об единственности следует из 6.1.3. �
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6.1.10. Примеры.
(1) Примером гильбертова пространства служит прост-

ранство L2 (относительно какой-нибудь системы с интегрировани-
ем). При этом скалярное произведение вводят так: (f, g) :=

∫
fg∗

для f, g ∈ L2. В частности, для l2(E ) получаем (x, y) :=
∑
e∈E xey∗e

при x, y ∈ l2(E ).
(2) Пусть H — предгильбертово пространство и (· , ·) :

H2 → F — скалярное произведение в H. Ясно, что вещественная
основаHR со скалярным произведением (· , ·)R : (x, y) �→ Re(x, y) яв-
ляется предгильбертовым пространством, причем норма элемента в
H не зависит от того, вычисляют ее в H или в HR. Предгильбертово
пространство (HR, (· , ·)R) называют овеществлением пространства
(H, (· , ·)). В свою очередь, если вещественная основа некоторого
полунормированного пространства является предгильбертовым про-
странством, то процесс комплексификации приводит к естественной
предгильбертовой структуре в исходном пространстве.

(3) Пусть H — предгильбертово пространство и H∗ —
дуальное к H векторное пространство. Для x, y ∈ H∗ положим
(x, y)∗ := (x, y)∗. Ясно, что (· , ·)∗ — скалярное произведение в H∗.
Полученное предгильбертово пространство называют дуальным к H
и сохраняют за ним обозначение H∗.

(4) Пусть H — предгильбертово пространство и H0 :=
ker ‖ · ‖ — ядро полунормы ‖ · ‖ в H. Привлекая неравенство Коши
— Буняковского, теорему 2.3.8 и 6.1.10 (3), видим, что в фактор-
пространстве H/H0 естественным образом возникает скалярное про-
изведение: если x1 := ϕ(x1) и x2 := ϕ(x2), где x1, x2 ∈ H и ϕ : H →
H/H0 — каноническое отображение, то (x1, x2) := (x1, x2). При
этом предгильбертово пространствоH/H0 можно рассматривать как
фактор-пространство полунормированного пространства (H, ‖ · ‖)
по ядру полунормы ‖ · ‖. Таким образом, H/H0 — хаусдорфово про-
странство, которое называют хаусдорфовым предгильбертовым про-
странством, ассоциированным с H. Пополняя нормированное про-
странство H/H0, получаем гильбертово пространство (например, в
силу теоремы фон Неймана — Йордана). Построенное гильбертово
пространство называют ассоциированным с исходным предгильбер-
товым пространством.

(5) Пусть (He)e∈E — некоторое семейство гильбертовых
пространств и H — сумма этого семейства по типу 2, т. е. h ∈ H в
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том и только в том случае, если h := (he)e∈E , где he ∈ He для e ∈ E ,
и при этом

‖h‖ :=
(∑
e∈E

‖he‖2
)1/2

< +∞.

В силу 5.5.9 (6), H — банахово пространство. Для элементов f, g ∈
H, применяя последовательно закон параллелограмма, имеем

1
2
(‖f + g‖2 + ‖f − g‖2) =

=
1
2

(∑
e∈E

‖fe + ge‖2 +
∑
e∈E

‖fe − ge‖2
)

=

=
∑
e∈E

1
2
(‖fe + ge‖2 + ‖fe − ge‖2

)
=

=
∑
e∈E

(‖fe‖2 + ‖ge‖2) = ‖f‖2 + ‖g‖2,
так что, по теореме фон Неймана — Йордана, H — это гильбертово
пространство. Пространство H называют гильбертовой суммой се-
мейства гильбертовых пространств (He)e∈E и обозначают ⊕e∈EHe.
При E := N пишут также H := H1 ⊕H2 ⊕ . . . .

(6) Пусть H — гильбертово пространство и S — неко-
торая система с интегрированием. Пространство L2(S, H), состав-
ленное из H-значных функций, суммируемых с квадратом, является
гильбертовым. ��

6.2. Ортопроекторы

6.2.1. Пусть U — выпуклое подмножество некоторого шарового
слоя (r+ ε)BH \ rBH , где 0 < ε ≤ r, в гильбертовом пространстве H.
Имеет место следующая оценка диаметра: diamU ≤ √12rε.

� Для x, y ∈ U , учитывая, что 1/2(x + y) ∈ U , и привлекая
закон параллелограмма, выводим

‖x− y‖2 = 2
(‖x‖2 + ‖y‖2)− 4 ‖(x+ y)/2‖2 ≤
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≤ 4(r + ε)2 − 4r2 = 8rε+ 4ε2 ≤ 12rε. �

6.2.2. Теорема Леви о проекции. Пусть U — непустое вы-
пуклое замкнутое множество в гильбертовом пространстве H и x ∈
H \ U . Тогда существует, и притом единственный, элемент u0 ∈ U
такой, что

‖x− u0‖ = inf{‖x− u‖ : u ∈ U}.

� Положим Uε := {u ∈ U : ‖x − u‖ ≤ inf ‖U − x‖ + ε}. В силу
6.2.1 семейство (Uε)ε>0 образует базис фильтра Коши в U . �

6.2.3. Определение. Элемент u0, фигурирующий в 6.2.2, на-
зывают наилучшим приближением x в множестве U или проекцией
x на множество U .

6.2.4. Пусть H0 — замкнутое подпространство в гильбертовом
пространстве H и x ∈ H \H0. Элемент x0 ∈ H0 является проекцией
x на H0 в том и только в том случае, если (x − x0, h0) = 0 для
каждого h0 ∈ H0.

� Достаточно рассмотреть овеществление (H0)R пространства
H0. На (H0)R определена выпуклая функция f(h0) := (h0−x, h0−x).
При этом x0 ∈ H0 служит проекцией x на H0 тогда и только тогда,
когда 0 ∈ ∂x0(f). В связи с 3.5.2 (4) последнее вхождение означает,
что (x− x0, h0) = 0 при любом h0 ∈ H0, ибо f ′(x0) = 2(x0 − x, ·). �

6.2.5. Определение. Элементы x, y ∈ H называют ортого-
нальными и пишут x ⊥ y, если (x, y) = 0. Символом U⊥ обознача-
ют совокупность элементов, ортогональных ко всем точкам данного
множества U , т. е. U⊥ := {y ∈ H : x ∈ U ⇒ x ⊥ y}. Множество U⊥

называют ортогональным дополнением множества U .

6.2.6. Пусть H0 — замкнутое подпространство в гильбертовом
пространстве H. Тогда его ортогональное дополнение H⊥

0 — замкну-
тое подпространство, причем H = H0 ⊕H⊥

0 .

� Замкнутость H⊥
0 в H очевидна. Ясно также, что H0 ∧H⊥

0 =
H0 ∩ H⊥

0 = 0. Осталось проверить, что H0 ∨ H⊥
0 = H0 + H⊥

0 =
H. Возьмем элемент h ∈ H \ H0. На основании 6.2.2 существует
проекция h0 ∈ H0, а, в силу 6.2.4, h− h0 ∈ H⊥

0 . Итак, h = h0 + (h−
h0) ∈ H0 +H⊥

0 . �
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6.2.7. Определение. Проектор на замкнутое подпространство
H0 параллельно H⊥

0 называют ортопроектором на H0 и обозначают
PH0 .

6.2.8. Лемма Пифагора. x ⊥ y ⇒ ‖x+y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2. ��
6.2.9. Следствие. Норма ортопроектора не превосходит еди-

ницы: H �= 0, H0 �= 0⇒ ‖PH0‖ = 1. ��
6.2.10. Теорема об ортопроекторе. Для каждого оператора

P ∈ L (H) такого, что P 2 = P , эквивалентны утверждения:
(1) P — ортопроектор на H0 := imP ;
(2) ‖h‖ ≤ 1⇒ ‖Ph‖ ≤ 1;
(3) (Px, P dy) = 0, где P d := IH − P и x, y ∈ H;
(4) (Px, y) = (x, Py) при x, y ∈ H.

� (1) ⇒ (2): Отмечено в 6.2.9.
(2) ⇒ (3): Пусть H1 := kerP = imP d. Возьмем x ∈ H⊥

1 . По-
скольку x = Px+ P dx и x ⊥ P dx, то ‖x‖2 ≥ ‖Px‖2 = (x− P dx, x−
P dx) = (x, x)− 2Re(x, P dx)+ (P dx, P dx) = ‖x‖2 + ‖P dx‖2. Отсюда
P dx = 0, т. е. x ∈ imP . Из соотношений H1 = kerP и H⊥

1 ⊂ imP
с учетом 6.2.6 выводим: H⊥

1 = imP = H0. Итак, (Px, P dy) = 0 для
любых x, y ∈ H, ибо Px ∈ H0, а P dy ∈ H1.

(3) ⇒ (4): (Px, y) = (Px, Py + P dy) = (Px, Py) = (Px, Py) +
(P dx, Py) = (x, Py).

(4)⇒ (1): Проверим сначала, что H0 — замкнутое подпростран-
ство. Пусть h0 := limhn и hn ∈ H0, т. е. Phn = hn. При любом
x ∈ H из непрерывности функционалов (· , x) и (· , Px) последова-
тельно вытекает

(h0, x) = lim (hn, x) = lim (Phn, x) = lim (hn, Px) = (Ph0, x).

Отсюда (h0 − Ph0, h0 − Ph0) = 0, т. е. h0 ∈ imP .
Теперь для произвольных x ∈ H и h0 ∈ H0 выводим (x −

Px, h0) = (x − Px, Ph0) = (P (x − Px), h0) = (Px − P 2x, h0) =
(Px − Px, h0) = 0. Таким образом, привлекая 6.2.4, получаем
Px = PH0x. �

6.2.11. Пусть P1, P2 — ортопроекторы, причем P1P2 = 0. Тогда
P2P1 = 0.

� P1P2 = 0 ⇒ imP2 ⊂ kerP1 ⇒ imP1 = (kerP1)⊥ ⊂ (imP2)⊥ =
kerP2 ⇒ P2P1 = 0 �
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6.2.12. Определение. Ортопроекторы P1 и P2 называют ор-
тогональными (и пишут P1 ⊥ P2 или P2 ⊥ P1), если P1P2 = 0.

6.2.13. Теорема. Пусть P1, . . . , Pn — ортопроекторы. Опера-
тор P := P1+ . . .+Pn является ортопроектором в том и только в том
случае, если Pl ⊥ Pm при l �= m.

� ⇒: Заметим прежде всего, что для каждого ортопроектора
P0 по теореме 6.2.10 выполнено ‖P0x‖2 = (P0x, P0x) = (P 2

0 x, x) =
(P0x, x). Следовательно, при x ∈ H и l �= m справедливо

‖Plx‖2 + ‖Pmx‖2 ≤

≤
n∑
k=1

‖Pkx‖2 =
n∑
k=1

(Pkx, x) = (Px, x) = ‖Px‖2 ≤ ‖x‖2.

В частности, полагая x := Plx, получаем

‖Plx‖2 + ‖PmPlx‖2 ≤ ‖Plx‖2 ⇒ ‖PmPl‖ = 0.

⇐: Прямой подсчет показывает, что P — идемпотентный опера-
тор. В самом деле,

P 2 =

(
n∑
k=1

Pk

)2

=
n∑
l=1

n∑
m=1

PlPm =
n∑
k=1

P 2
k = P.

Помимо этого, в силу 6.2.10 (4), (Pkx, y) = (x, Pky) и, стало быть,
(Px, y) = (x, Py). Осталось вновь сослаться на 6.2.10 (4). �

6.2.14. Замечание. Теорему 6.2.13 называют критерием ор-
тогональности конечного множества ортопроекторов.

6.3. Гильбертов базис

6.3.1. Определение. Семейство (xe)e∈E элементов некоторого
гильбертова пространства H называют ортогональным, если e1 �=
e2 ⇒ xe1 ⊥ xe2 . Соответственно множество E в гильбертовом про-
странстве H называют ортогональным, если ортогонально семей-
ство (e)e∈E .
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6.3.2. Теорема Пифагора. Ортогональное семейство (xe)e∈E

элементов гильбертова пространства (безусловно) суммируемо тогда
и только тогда, когда суммируемо числовое семейство (‖xe‖2)e∈E .
При этом ∥∥∥∥∥∑

e∈E

xe

∥∥∥∥∥
2

=
∑
e∈E

‖xe‖2.

� Пусть sθ :=
∑
e∈E xe, где θ — конечное подмножество E . На

основании 6.2.8, ‖sθ‖2 =
∑
e∈θ ‖xe‖2. Значит, для конечного множе-

ства θ′, содержащего θ, выполнено

‖sθ′ − sθ‖2 = ‖sθ′\θ‖2 =
∑
e∈θ′\θ

‖xe‖2.

Иными словами, фундаментальность сети (sθ) равносильна фунда-
ментальности сети частичных сумм семейства (‖xe‖2)e∈E . Привле-
кая 5.5.3, получаем требуемое. �

6.3.3. Теорема о суммировании ортопроекторов. Пусть
(Pe)e∈E — семейство попарно ортогональных ортопроекторов в гиль-
бертовом пространстве H. Тогда для каждого x ∈ H (безусловно)
суммируемо семейство (Pex)e∈E . При этом оператор Px :=

∑
e∈E Pex

является ортопроектором на подпространство

H :=

{∑
e∈E

xe : xe ∈ He := imPe,
∑
e∈E

‖xe‖2 < +∞
}
.

� Для конечного подмножества θ в E положим sθ :=
∑
e∈θ Pe.

По теореме 6.2.13, sθ — это ортопроектор. Поэтому, с учетом 6.2.8,
‖sθx‖2 =

∑
e∈θ ‖Pex‖2≤ ‖x‖2 при каждом x ∈ H. Следователь-

но, семейство (‖Pex‖2)e∈E суммируемо (сеть частичных сумм воз-
растает и ограничена). По теореме Пифагора имеется сумма Px :=∑
e∈E Pex, т. е. Px = limθ sθx.
Отсюда P 2x = limθ sθPx = limθ sθ limθ′ sθ′x = limθ limθ′ sθsθ′x =

limθ limθ′ sθ∩θ′x= limθ sθx = Px. Окончательно ‖Px‖ = ‖ limθ sθx‖ =
limθ ‖sθx‖ ≤ ‖x‖ и, кроме того, P 2 = P . Апеллируя к 6.2.10, заклю-
чаем, что P — ортопроектор на imP .

Если x ∈ imP , т. е. Px = x, то x =
∑
e∈E Pex и по теореме

Пифагора
∑
e∈E ‖Pex‖2 = ‖x‖2 = ‖Px‖2 < +∞. Поскольку Pex ∈
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He (e ∈ E ), то x ∈ H . Если же xe ∈ He и
∑
e∈E ‖xe‖2 < +∞ ,

то для x :=
∑
e∈E xe (существование следует из все той же теоремы

Пифагора) будет x =
∑
e∈E xe =

∑
e∈E Pexe = Px, т. е. x ∈ imP .

Итак, imP = H . �
6.3.4. Замечание. Приведенную теорему можно трактовать

как утверждение об изоморфизме H с гильбертовой суммой семей-
ства (He)e∈E . Нужное отождествление при этом осуществляет, как
видно, интеграл Бохнера, представляющий в данном случае процесс
суммирования.

6.3.5. Замечание. Пусть h ∈ H — нормированный элемент:
‖h‖ = 1. Пусть, далее, H0 := Fh — одномерное подпространство в
H, натянутое на h0. Для каждого элемента x ∈ H и произвольного
скаляра λ ∈ F справедливо

(x− (x, h)h, λh) = λ∗((x, h)− (x, h))(h, h) = 0.

Значит, по предложению 6.2.4, PH0 = (· , h) ⊗ h. Для обозначения
этого ортопроектора удобно использовать символ 〈h〉. Итак, 〈h〉 :
x �→ (x, h)h (x ∈ H).

6.3.6. Определение. Семейство элементов гильбертова про-
странства называют ортонормальным (или ортонормированным),
если, во-первых, это семейство ортогонально, а во-вторых, если нор-
мы входящих в него векторов равны единице. Аналогично опреде-
ляют ортонормальные множества.

6.3.7. Для любого ортонормального множества E в H и произ-
вольного элемента x ∈ H семейство (〈e〉x)e∈E (безусловно) суммиру-
емо. При этом имеет место неравенство Бесселя:

‖x‖2 ≥
∑
e∈E

|(x, e)|2.

� Достаточно сослаться на теорему о суммировании ортопроек-
торов, ибо

‖x‖2 ≥
∥∥∥∥∥∑
e∈E

〈e〉x
∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥∑
e∈E

(x, e)e

∥∥∥∥∥
2

=
∑
e∈E

‖(x, e)e‖2 . �
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6.3.8. Определение. Ортонормальное множество E в гильбер-
товом пространстве H называют гильбертовым базисом (в H), если
для всякого x ∈ H выполнено x =

∑
e∈E 〈e〉x. Ортонормальное се-

мейство элементов гильбертова пространства называют гильберто-
вым базисом, если область значений этого семейства является гиль-
бертовым базисом.

6.3.9. Ортонормальное множество E является гильбертовым ба-
зисом вH в том и только в том случае, если линейная оболочка L (E )
плотна в H. ��

6.3.10. Определение. Говорят, что множество E удовлетворя-
ет условию Стеклова, если E ⊥ = 0.

6.3.11. Теорема Стеклова. Ортонормальное множество явля-
ется гильбертовым базисом в том и только в том случае, если оно
удовлетворяет условию Стеклова.

� ⇒: Пусть h ∈ E ⊥. Тогда h =
∑
e∈E 〈e〉h =

∑
e∈E (h, e)e =∑

e∈E 0 = 0.
⇐: Для x ∈ H, в силу 6.3.3 и 6.2.4, x−∑e∈E 〈e〉x ∈ E ⊥. �

6.3.12. Теорема. В каждом гильбертовом пространстве есть
гильбертов базис.

� По лемме Куратовского — Цорна в гильбертовом простран-
стве H имеется максимальное по включению ортонормальное мно-
жество E . Если есть h ∈ H \ H0, где H0 := clL (E ), то элемент
h1 := h − PH0h ортогонален любому элементу из E и, значит, при
H �= 0 будет E ∪ {‖h1‖−1h1} = E . Получили противоречие. В случае
H = 0 доказывать нечего. �

6.3.13. Замечание. Можно показать, что у двух гильбертовых
базисов одного и того же гильбертова пространства H одна и та же
мощность. Эту мощность называют гильбертовой размерностью H.

6.3.14. Замечание. Пусть (xn)n∈N — счетная последователь-
ность линейно независимых элементов гильбертова пространства H.
Положим еще x0 := 0, e0 := 0, и пусть

yn := xn −
n−1∑
k=0

〈ek〉xn, en :=
yn
‖yn‖ (n ∈ N).



118 Гл. 6.Гильбертовы пространства

Видно, что (yn, ek) = 0 для 0 ≤ k ≤ n− 1 (например, из 6.2.13).
Столь же несомненно, что yn �= 0, ввиду бесконечномерностиH. Про
ортонормальную последовательность (en)n∈N говорят, что она полу-
чена процессом ортогонализации, или процессом Грама — Шмид-
та, из последовательности (xn)n∈N. Привлекая процесс ортогона-
лизации, нетрудно показать, что в гильбертовом пространстве есть
счетный гильбертов базис в том и только в том случае, если в нем
имеется счетное всюду плотное множество, т. е. если это простран-
ство сепарабельно. ��

6.3.15.Определение. Пусть E — гильбертов базис в простран-
стве H и x ∈ H. Числовое семейство x̂ := (x̂e)e∈E в FE , заданное со-
отношением x̂e := (x, e), называют преобразованием Фурье элемента
x (относительно гильбертова базиса E ).

6.3.16. Теорема Рисса — Фишера об изоморфизме. Пусть
E — гильбертов базис в H. Преобразование Фурье F : x �→ x̂ (от-
носительно базиса E ) есть изометрический изоморфизм H на l2(E ).
Обратное преобразование — суммирование Фурье F−1 : l2(E ) → H
— действует по правилу F−1(x) :=

∑
e∈E xee для x := (xe)e∈E ∈ l2(E ).

При этом для любых x, y ∈ H имеет место равенство Парсеваля

(x, y) =
∑
e∈E

x̂eŷ
∗
e .

� По теореме Пифагора преобразование Фурье действует в l2(E ).
По теореме 6.3.3, ̂ — это эпиморфизм. По теореме Стеклова, ̂ —
мономорфизм. То, что F−1x̂ = x для x ∈ H и F̂−1(x) = x для
x ∈ l2(E ), несомненно. Равенство

‖x‖2 =
∑
e∈E

‖x̂e‖2 = ‖x̂‖22 (x ∈ H)

следует из теоремы Пифагора. При этом

(x, y) =

(∑
e∈E

x̂ee,
∑
e∈E

ŷee

)
=
∑
e,e′∈E

x̂eŷ
∗
e′(e, e

′) =
∑
e∈E

x̂eŷ
∗
e . �

6.3.17. Замечание. Равенства Парсеваля показывают, что пре-
образование Фурье сохраняет скалярные произведения. Таким об-
разом, это преобразование — унитарный оператор или гильбертов
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изоморфизм, т. е. изоморфизм, сохраняющий скалярные произве-
дения. В этой связи теорему Рисса — Фишера иногда называют
теоремой о «гильбертовом изоморфизме гильбертовых пространств
(одной гильбертовой размерности)».

6.4. Эрмитово сопряженный оператор

6.4.1. Теорема Рисса о штриховании. Пусть H — гильбер-
тово пространство. Для x ∈ H положим x′ := (· , x). Тогда отобра-
жение штрихования x �→ x′ осуществляет изометрический изомор-
физм H∗ на H ′.

� Ясно, что x = 0⇒ x′ = 0. Если же x �= 0, то

‖x′‖H′ = sup
‖y‖≤1

|(y, x)| ≤ sup
‖y‖≤1

‖y‖ ‖x‖ ≤ ‖x‖;

‖x′‖H′ = sup
‖y‖≤1

|(y, x)| ≥ |(x/‖x‖, x)| = ‖x‖.

Таким образом, x �→ x′ — изометрия H∗ в H ′. Проверим, что это
отображение является эпиморфизмом.

Пусть l ∈ H ′ и H0 := ker l �= H (если таких l нет, то доказывать
нечего). Выберем элемент ‖e‖ = 1 такой, что e ∈ H⊥

0 , и положим
grad l := l(e)∗e. Если x ∈ H0, то

(grad l)′(x) = (x, grad l) = (x, l(e)∗e) = l(e)∗∗(x, e) = 0.

Следовательно, для некоторого α ∈ F и всех x ∈ H в силу 2.3.12
выполнено (grad l)′(x) = αl(x). В частности, при x := e получаем

(grad l)′(e) = (e, grad l) = l(e)(e, e) = αl(e),

т. е. α = 1. �
6.4.2. Замечание. Из теоремы Рисса следует, что сопряжен-

ное пространство H ′ обладает естественной структурой гильберто-
ва пространства и отображение штрихования x �→ x′ осуществляет
гильбертов изоморфизм H∗ на H ′. Обратным отображением при
этом служит построенное в доказательстве градиентное отображе-
ние l �→ grad l. В этой связи 6.4.1 называют теоремой «об общем
виде линейного функционала в гильбертовом пространстве».
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6.4.3. Гильбертово пространство рефлексивно.
� Пусть ι : H → H ′′ — двойное штрихование, т. е. каноническое

вложение H во второе сопряженное пространство H ′′, определенное
соотношением x′′(l) = ι(x)(l) = l(x), где x ∈ H и l ∈ H ′ (см. 5.1.10
(8)). Проверим, что ι — эпиморфизм. Пусть f ∈ H ′′. Рассмотрим
отображение y �→ f(y ′) для y ∈ H. Ясно, что это отображение
— линейный функционал над H∗ и, стало быть, по теореме Рисса
найдется элемент x ∈ H = H∗∗ такой, что (y, x)∗ = (x, y) = f(y ′)
для каждого y ∈ H. Имеем ι(x)(y ′) = y ′(x) = (x, y) = f(y ′) при
всех y ∈ H. Так как по теореме Рисса y �→ y ′ — отображение на H ′,
получаем ι(x) = f. �

6.4.4. Пусть H1, H2 — произвольные гильбертовы простран-
ства и T ∈ B(H1, H2). Тогда существует, и притом единственное,
отображение T ∗ : H2 → H1 такое, что для любых x ∈ H1, y ∈ H2
выполнено

(Tx, y) = (x, T ∗y).

При этом T ∗ ∈ B(H2, H1) и ‖T ∗‖ = ‖T‖.
� Пусть y ∈ H2. Отображение x �→ (Tx, y) есть композиция

y ′ ◦ T , т. е. представляет собой непрерывный линейный функци-
онал на H1. По теореме Рисса имеется в точности один элемент
x ∈ H1, для которого x′ = y ′ ◦ T . Полагаем T ∗y := x. Ясно, что
T ∗ ∈ L (H2, H1). Помимо этого, привлекая неравенство Коши —
Буняковского и нормативное неравенство, выводим

|(T ∗y, T ∗y)| = |(TT ∗y, y)| ≤ ‖TT ∗y‖ ‖y‖ ≤ ‖T‖ ‖T ∗y‖ ‖y‖.
Значит, ‖T ∗y‖ ≤ ‖T‖ ‖y‖ для всех y ∈ H2, т. е. ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. В то же
время T = T ∗∗ := (T ∗)∗, т. е. ‖T‖ = ‖T ∗∗‖ ≤ ‖T ∗‖. �

6.4.5. Определение. Оператор T ∗ ∈ B(H2, H1), построенный
в 6.4.4, называют эрмитово сопряженным к T ∈ B(H1, H2).

6.4.6. ПустьH1, H2 — гильбертовы пространства и, кроме того,
S, T ∈ B(H1, H2) и λ ∈ F. Тогда

(1) T ∗∗ = T ;
(2) (S + T )∗ = S∗ + T ∗;
(3) (λT )∗ = λ∗T ∗;
(4) ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.
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� (1)–(3) — очевидные свойства. Если же ‖x‖ ≤ 1, то

‖Tx‖2 = (Tx, Tx) = |(Tx, Tx)| = |(T ∗Tx, x)| ≤
≤ ‖T ∗Tx‖ ‖x‖ ≤ ‖T ∗T‖.

Кроме того, в силу субмультипликативности операторной нормы и
предложения 6.4.4, ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2, что доказывает (4). �

6.4.7. Пусть H1, H2, H3 — три гильбертовых пространства, и
заданы T ∈ B(H1, H2) и S ∈ B(H2, H3). Тогда (ST )∗ = T ∗S∗.

� (STx, z) = (Tx, S∗z) = (x, T ∗S∗z) (x ∈ H1, z ∈ H3) �
6.4.8. Определение. Рассмотрим простейшую — элементар-

ную — диаграмму H1
T→ H2. Диаграмму H1

T∗
←− H2 называют эр-

митово сопряженной к исходной. Если в произвольной диаграмме,
составленной из ограниченных линейных отображений гильберто-
вых пространств, каждая элементарная поддиаграмма заменена на
эрмитово сопряженную, то возникшую диаграмму называют эрми-
тово сопряженной к исходной.

6.4.9. Принцип эрмитова сопряжения диаграмм. Диаг-
рамма коммутативна в том и только в том случае, если коммута-
тивна эрмитово сопряженная к ней диаграмма.

� Следует из 6.4.7 и 6.4.6 (1). �
6.4.10. Следствие. Пусть T ∈ B(H1, H2) и T ∗ ∈ B(H2, H1).

Оператор T обратим в том и только в том случае, если обратим T ∗.
При этом T ∗−1 = T−1∗. ��

6.4.11. Следствие. Для T ∈ B(H) верно λ ∈ Sp(T ) ⇔ λ∗ ∈
Sp(T ∗). ��

6.4.12. Принцип эрмитова сопряжения последователь-
ностей (ср. 7.6.13). Последовательность

. . . −→ Hk−1
Tk−→ Hk

Tk+1−→ Hk+1 −→ . . .

точна в том и только в том случае, если точна эрмитово сопряженная
последовательность

. . .←− Hk−1
T∗
k←− Hk

T∗
k+1←− Hk+1 ←− . . . . ��
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6.4.13.Определение. Инволютивной алгеброй или ∗-алгеброй
(над основным полем F) называют алгебру A с инволюцией ∗, т. е.
с отображением a �→ a∗ в A таким, что

(1) a∗∗ = a (a ∈ A);
(2) (a+ b)∗ = a∗ + b∗ (a, b ∈ A);
(3) (λa)∗ = λ∗a∗ (λ ∈ F, a ∈ A);
(4) (ab)∗ = b∗a∗ (a, b ∈ A).

Банахову алгебру A с инволюцией ∗, для которой ‖a∗a‖ = ‖a‖2 при
всех a ∈ A, называют C∗-алгеброй.

6.4.14. Пространство B(H) эндоморфизмов гильбертова прост-
ранства H представляет собой C∗-алгебру (относительно операций
произведения операторов и перехода к эрмитово сопряженному опе-
ратору в качестве инволюции). ��

6.5. Эрмитовы операторы

6.5.1.Определение. ПустьH — гильбертово пространство над
полем F и T ∈ B(H). Оператор T называют эрмитовым (или само-
сопряженным), если T = T ∗.

6.5.2. Теорема Рэлея. Для эрмитова оператора T имеет место
равенство

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

|(Tx, x)|.

� Пусть t := sup{|(Tx, x)| : ‖x‖ ≤ 1}. Ясно, что |(Tx, x)| ≤
‖Tx‖ ‖x‖ ≤ ‖T‖, как только ‖x‖ ≤ 1. Стало быть, t ≤ ‖T‖.

Так как T = T ∗, то (Tx, y) = (x, Ty) = (Ty, x)∗ = (y, Tx)∗,
т. е. (x, y) �→ (Tx, y) — эрмитова форма. Значит, в силу 6.1.3 и 6.1.8

4Re(Tx, y) = (T (x+ y), x+ y)− (T (x− y), x− y) ≤
≤ t(‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2) = 2t(‖x‖2 + ‖y‖2).

Если Tx = 0, то явно ‖Tx‖ ≤ t. Пусть Tx �= 0. Тогда при ‖x‖ ≤ 1
для y := ‖Tx‖−1Tx будет

‖Tx‖ = ‖Tx‖
(

Tx

‖Tx‖ ,
Tx

‖Tx‖
)

=

= (Tx, y) = Re(Tx, y) ≤ 1
2
t
(
‖x‖2 + ‖Tx/‖Tx‖ ‖2

)
≤ t,

т. е. ‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≤ t. �
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6.5.3. Замечание. Как отмечено в доказательстве 6.5.2, каж-
дый эрмитов оператор T в гильбертовом пространстве H порождает
эрмитову форму fT (x, y) := (Tx, y). Пусть, в свою очередь, f —
эрмитова форма, причем для каждого y ∈ H функционал f(· , y)
непрерывен. Тогда в силу теоремы Рисса найдется элемент Ty из
H такой, что f(·, y) = (Ty)′. Очевидно, T ∈ L (H) и (x, Ty) =
f(x, y) = f(y, x)∗ = (y, Tx)∗ = (Tx, y). Можно убедиться, что
в этом случае T ∈ B(H) и T = T ∗. Кроме того, f = fT . Таким
образом, в определении 6.5.1 условие T ∈ B(H) можно заменить
условием T ∈ L (H) (теорема Хеллингера — Тёплица, см. 7.4.7).

6.5.4. Критерий Вейля. Число λ лежит в спектре эрмитова
оператора T в том и только в том случае, если

inf
‖x‖=1

‖λx− Tx‖ = 0.

�⇒: Пусть t := inf{‖λx−Tx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1} > 0. Установим,
что λ /∈ Sp(T ). Для каждого x ∈ H выполнено ‖λx − Tx‖ ≥ t‖x‖.
Стало быть, во-первых, (λ − T ) — мономорфизм, во-вторых, H0 :=
im(λ−T ) — замкнутое подпространство (ибо ‖(λ−T )xm−(λ−T )xk‖ ≥
t‖xm − xk‖, т. е. «прообраз последовательности Коши фундамента-
лен») и, наконец, в-третьих, (λ − T )−1 ∈ B(H), как только H = H0
(в такой ситуации ‖R(T, λ)‖ ≤ t−1). Допустим, вопреки доказы-
ваемому, что H �= H0. Тогда существует y ∈ H⊥

0 , для которого
‖y‖ = 1. При всех x ∈ H будет 0 = (λx−Tx, y) = (x, λ∗y−Ty), т. е.
λ∗y = Ty. Далее, λ∗ = (Ty, y)/(y, y) и из эрмитовости T выводим
λ∗ ∈ R. Отсюда λ∗ = λ и y ∈ ker(λ − T ). Получили противоречие:
1 = ‖y‖ = ‖0‖ = 0.

⇐: Если λ /∈ Sp(T ), то имеется резольвента R(T, λ) ∈ B(H).
Поэтому inf{‖λx− Tx‖ : ‖x‖ = 1} ≥ ‖R(T, λ)‖−1. �

6.5.5. Теорема о границах спектра. Пусть T — эрмитов опе-
ратор в гильбертовом пространстве. Положим

mT := inf
‖x‖=1

(Tx, x), MT := sup
‖x‖=1

(Tx, x).

Тогда Sp(T ) ⊂ [mT , MT ] и mT , MT ∈ Sp(T ).
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� Учитывая эрмитовость оператора T−Reλ в рассматриваемом
пространстве H, из тождества

‖λx− Tx‖2 = | Imλ|2‖x‖2 + ‖Tx− Reλx‖2

на основании 6.5.4 получаем включение Sp(T ) ⊂ R. Если λ < mT ,
то для элемента x ∈ H с единичной нормой ‖x‖ = 1 по неравенству
Коши — Буняковского 6.1.5

‖λx− Tx‖ = ‖λx− Tx‖ ‖x‖ ≥ |(λx− Tx, x)| =
= |λ− (Tx, x)| = (Tx, x)− λ ≥ mT − λ > 0.

Апелляция к 6.5.4 дает: λ ∈ res(T ). Если же λ > MT , то аналогич-
ным образом

‖λx−Tx‖ ≥ |(λx−Tx, x)| = |λ−(Tx, x)| = λ−(Tx, x) ≥ λ−MT > 0.

Вновь λ ∈ res(T ). Окончательно Sp(T ) ⊂ [mT , MT ].
Поскольку (Tx, x) ∈ R при x ∈ H, то в силу 6.5.2

‖T‖ = sup{|(Tx, x)| : ‖x‖ ≤ 1} =
= sup{(Tx, x) ∨ (−(Tx, x)) : ‖x‖ ≤ 1} =MT ∨ (−mT ).

Допустим сначала, что λ := ‖T‖ =MT . Если ‖x‖ = 1, то

‖λx− Tx‖2 = λ2 − 2λ(Tx, x) + ‖Tx‖2 ≤ 2‖T‖2 − 2‖T‖(Tx, x).
Иначе говоря, справедлива оценка

inf
‖x‖=1

‖λx− Tx‖2 ≤ 2‖T‖ inf
‖x‖=1

(‖T‖ − (Tx, x)) = 0.

Привлекая 6.5.4, заключаем: λ ∈ Sp(T ).
Рассмотрим теперь оператор S := T − mT . Ясно, что MS =

MT −mT ≥ 0 и mS = mT −mT = 0. Таким образом, ‖S‖ = MS и
по уже доказанному MS ∈ Sp(S). Отсюда следует, что MT входит в
Sp(T ), ибо T = S +mT , а MT = MS +mT . Осталось заметить, что
mT = −M−T и Sp(T ) = −Sp(−T ). �

6.5.6. Следствие. Норма эрмитова оператора равна радиусу
его спектра (и спектральному радиусу). ��

6.5.7. Следствие. Эрмитов оператор является нулевым в том
и только в том случае, если у него нулевой спектр. ��
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6.6. Компактные эрмитовы операторы

6.6.1. Определение. Пусть X и Y — банаховы пространства.
Оператор T ∈ L (X, Y ) называют компактным (при этом пишут
T ∈ K (X, Y )), если образ T (BX) единичного шара BX в X относи-
тельно компактен в Y .

6.6.2. Замечание. Подробное исследование компактных опе-
раторов в банаховых пространствах составляет содержание теории
Рисса — Шаудера. Эта теория рассмотрена в гл. 8.

6.6.3. Пусть T — компактный эрмитов оператор. Если 0 �= λ ∈
Sp(T ), то λ — собственное число T , т. е. ker(λ− T ) �= 0.

� По критерию Вейля для некоторой последовательности (xn)
такой, что ‖xn‖ = 1, выполнено λxn − Txn → 0. Не нарушая
общности, будем считать, что последовательность (Txn) сходится
к y := limTxn. Тогда из тождества λxn = (λxn − Txn) + Txn полу-
чаем, что существует предел (λxn) и y = limλxn. Следовательно,
Ty = T (limλxn) = λ limTxn = λy. Так как ‖y‖ = |λ|, заключаем,
что y — собственный вектор T . �

6.6.4. Пусть λ1, λ2 — различные собственные числа эрмитова
оператора T , а x1, x2 — отвечающие λ1 и λ2 соответственно соб-
ственные векторы (т. е. xs ∈ ker(λs − T ), s := 1, 2). Тогда x1 и x2
ортогональны.

� (x1, x2) =
1
λ1

(Tx1, x2) =
1
λ1

(x1, Tx2) =
λ2

λ1
(x1, x2) �

6.6.5. Для всякого ε > 0 вне промежутка [−ε, ε] может лежать
лишь конечное число собственных чисел компактного эрмитова опе-
ратора.

� Пусть (λn)n∈N — последовательность попарно различных соб-
ственных чисел T , причем |λn| > ε. Пусть, далее, xn — собственный
вектор, отвечающий λn и такой, что ‖xn‖ = 1. В силу 6.6.4 имеем
(xk, xm) = 0 при m �= k. Значит,

‖Txm − Txk‖2 = ‖Txm‖2 + ‖Txk‖2 = λ2
m + λ2

k ≥ 2ε2,

т. е. последовательность (Txn)n∈N не является относительно ком-
пактной. Получили противоречие с компактностью T. �
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6.6.6. Лемма о разбиении спектра. Пусть T — компактный
эрмитов оператор в гильбертовом пространстве H и 0 �= λ ∈ Sp(T ).
Положим Hλ := ker(λ − T ). Тогда Hλ конечномерно и разложение
H = Hλ ⊕H⊥

λ приводит T . При этом имеет место матричное пред-
ставление

T ∼
(
λ 0
0 Tλ

)
,

где оператор Tλ — часть T в H⊥
λ — эрмитов и компактен, причем

Sp(Tλ) = Sp(T ) \ {λ}.
� Подпространство Hλ конечномерно ввиду компактности T .

Помимо этого, Hλ инвариантно относительно T . Значит, ортого-
нальное дополнение H⊥

λ подпространства Hλ — инвариантное под-
пространство T ∗(= T ), ибо выполнено (∀x ∈ Hλ)(x, h) = 0⇒ (∀x ∈
Hλ)(T ∗h, x) = (h, Tx) = 0.

Часть оператора T в Hλ — это явно λ. Компактность и эрмито-
вость части Tλ оператора T в H⊥

λ несомненны. Столь же очевидно,
что при µ �= λ оператор

µ− T ∼
(
µ− λ 0
0 µ− Tλ

)
обратим в том и только в том случае, если обратим µ − Tλ. Ясно
также, что λ не является собственным числом Tλ. �

6.6.7. Теорема Гильберта — Шмидта. Пусть H — гильбер-
тово пространство и T — компактный эрмитов оператор в H. Пусть,
далее, Pλ — ортопроектор на ker(λ − T ) для λ ∈ Sp(T ). Тогда вы-
полнено

T =
∑

λ∈Sp(T )

λPλ.

� Привлекая нужное число раз 6.5.6 и 6.6.6, для любого конеч-
ного подмножества θ в Sp(T ) получаем∥∥∥∥T −∑

λ∈θ
λPλ

∥∥∥∥ = sup{|λ| : λ ∈ (Sp(T ) ∪ 0) \ θ}.

Остается сослаться на 6.6.5. �
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6.6.8. Замечание. Теорема Гильберта — Шмидта содержит
новую информацию по сравнению с конечномерным случаем по сути
дела лишь тогда, когда оператор T «бесконечномерен», т. е. имеет
бесконечномерный образ или, что то же самое, если H⊥

0 — бесконеч-
номерное пространство (H0 := kerT ). Действительно, если оператор
T конечномерен, т. е. имеет конечномерный образ, то подпростран-
ство H⊥

0 изоморфно этому образу и, стало быть,

T =
n∑
k=1

λk〈ek〉 =
n∑
k=1

λke
′
k ⊗ ek,

где λ1, . . . , λn — ненулевые точки спектра T , «взятые с учетом крат-
ности», а {e1, . . . , en} — ортонормальный базис в H⊥

0 , выбранный
должным образом.

Теорема Гильберта — Шмидта показывает, что с точностью до
замены суммы рядом бесконечномерные компактные эрмитовы опе-
раторы устроены так же, как и конечномерные. В самом деле, при
λ �= µ, где λ, µ — ненулевые точки спектра T , собственные подпро-
странства Hλ и Hµ конечномерны и ортогональны. При этом гиль-
бертова сумма ⊕λ∈Sp(T )\0Hλ равна H⊥

0 = cl imT , ибо H0 = (imT )⊥.
Строя «по порядку» базисы в конечномерных пространствах Hλ (пе-
ренумеровывая собственные числа «в порядке убывания модулей и
с учетом кратности», т. е. полагая λ1 := λ2 := . . . := λdimHλ1

:=
λ1; λdimHλ1+1 := . . . := λdimHλ1+dimHλ2

:= λ2 и т. д.), получаем раз-
ложение H = H0 ⊕Hλ1 ⊕Hλ2 ⊕ . . . и представление

T =
∞∑
k=1

λk〈ek〉 =
∞∑
k=1

λke
′
k ⊗ ek,

где ряд суммируется в операторной норме. ��
6.6.9. Теорема об общем виде компактного оператора.

Пусть T ∈ K (H1, H2) — бесконечномерный компактный оператор,
действующий из гильбертова пространства H1 в гильбертово про-
странство H2. Существуют ортонормальные семейства (ek)k∈N в H1,
(fk)k∈N в H2 и семейство чисел (µk)k∈N в R+ \0, µk ↓ 0, для которых
справедливо представление

T =
∞∑
k=1

µke
′
k ⊗ fk.
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� Положим S := T ∗T . Понятно, что S ∈ B(H1) и S компактен.
Помимо этого, (Sx, x) = (T ∗Tx, x) = (Tx, Tx) = ‖Tx‖2. Значит,
в силу 6.4.6, S эрмитов и H0 := kerS = kerT . Отметим также, что
Sp(S) ⊂ R+ по теореме 6.5.5.

Пусть (ek)k∈N — ортонормальный базис в H⊥
0 из собственных

векторов S и (λk)k∈N — соответствующая убывающая последова-
тельность положительных собственных значений λk > 0, k ∈ N (ср.
6.6.8). Тогда элемент x ∈ H1 можно разложить в ряд Фурье

x− PH0x =
∞∑
k=1

(x, ek)ek.

Таким образом, учитывая, что TPH0 = 0, и полагая µk :=
√
λk и

fk := µ−1
k Tek, получаем

Tx =
∞∑
k=1

(x, ek)Tek =
∞∑
k=1

(x, ek)
µk
µk
Tek =

∞∑
k=1

µk(x, ek)fk.

Семейство (fk)k∈N ортонормально, ибо

(fn, fm) =
(
Ten
µn

,
T em
µm

)
=

1
µnµm

(Ten, T em) =

=
1

µnµm
(T ∗Ten, em) =

1
µnµm

(Sen, em) =

=
1

µn, µm
(λnen, em) =

µn
µm

(en, em).

Привлекая теперь последовательно теорему Пифагора и неравенство
Бесселя, выводим:∥∥∥∥∥

(
T −

n∑
k=1

µke
′
k ⊗ fk

)
x

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

µk(x, ek)fk

∥∥∥∥∥
2

=

=
∞∑

k=n+1

µ2
k|(x, ek)|2 ≤ λn+1

∞∑
k=n+1

|(x, ek)|2 ≤ λn+1‖x‖2.
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Окончательно, учитывая соотношение λk ↓ 0, имеем∥∥∥∥∥T −
n∑
k=1

µke
′
k ⊗ fk

∥∥∥∥∥ ≤ µn+1 → 0. �

6.6.10. Замечание. Теорема 6.6.9 означает, в частности, что
компактные операторы (и только они) суть точки прикосновения
множества конечномерных операторов. Этот факт выражают еще
и так: «гильбертово пространство обладает свойством аппроксима-
ции».

Упражнения
6.1. Найти крайние точки шара гильбертова пространства.

6.2. Выяснить, какие из классических банаховых пространств гильберто-
вы, а какие — нет.

6.3. Будет ли гильбертовым фактор-пространство гильбертова простран-
ства?

6.4. Каждое ли банахово пространство вкладывается в гильбертово про-
странство?

6.5. Может ли быть гильбертовым пространство ограниченных эндомор-
физмов гильбертова пространства?

6.6. Описать второе ортогональное дополнение к множеству.

6.7. Доказать, что ни один гильбертов базис бесконечномерного гильбер-
това пространства не является базисом Гамеля.

6.8. Построить на отрезке наилучшее приближение в метрике L2 полинома
степени n+ 1 полиномами степени не выше n.

6.9. Доказать, что x ⊥ y в том и только в том случае, если ‖x + y‖2 =
‖x‖2 + ‖y‖2 и ‖x+ iy‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

6.10. Для ограниченного оператора T установить соотношения

(kerT )⊥ = cl imT ∗, (imT )⊥ = kerT ∗.

6.11. Выяснить связи между эрмитовыми формами и эрмитовыми опера-
торами.

6.12. Найти эрмитово сопряженные операторы к операторам сдвига, умно-
жения, к конечномерному оператору.

6.13. Доказать, что оператор в гильбертовом пространстве компактен в
том и только в том случае, если компактен эрмитово сопряженный к нему опе-
ратор. Как связаны соответствующие канонические представления этих опера-
торов?



130 Гл. 6.Гильбертовы пространства

6.14. Пусть известно, что оператор T — изометрия. Будет ли изометрией
оператор T ∗?

6.15. Частичная изометрия — это оператор, являющийся изометрией на
ортогональном дополнении своего ядра. Как устроен эрмитово сопряженный к
частичной изометрии оператор?

6.16. Каковы крайние точки единичного шара в пространстве эндоморфиз-
мов гильбертова пространства?

6.17. Доказать, что при сужении на шар слабая топология сепарабельного
гильбертова пространства становится метризуемой.

6.18. Доказать, что идемпотентный оператор P в гильбертовом простран-
стве является ортопроектором в том и только в том случае, если P коммутиру-
ет с P ∗.

6.19. Пусть (akl)k,l∈N — бесконечная матрица такая, что akl ≥ 0 для всех
k, l и, кроме того, имеются также pk и β, γ > 0 такие, что

∞∑
k=1

aklpk ≤ βpl;
∞∑
l=1

aklpl ≤ γpk (k, l ∈ N).

Тогда существует оператор T ∈ B(l2) такой, что (ek, el) = akl и ‖T‖ =
√

βγ (где
ek — канонический базис в l2, составленный характеристическими функциями
точек из N).



Глава 7

Принципы банаховых
пространств

7.1. Основной принцип Банаха

7.1.1.Лемма о топологическом строении выпуклого мно-
жества. Пусть U — выпуклое множество с непустой внутренностью
в (мульти)нормированном пространстве: intU �= ∅. Тогда

(1) 0 ≤ α < 1⇒ α cl U + (1− α) intU ⊂ intU ;
(2) coreU = intU ;
(3) clU = cl intU ;
(4) int clU = intU .

� (1) Для u0 ∈ intU в силу 5.2.10 множество intU − u0 — от-
крытая окрестность нуля. Отсюда при 0 ≤ α < 1 получаем

α clU ⊂ clαU ⊂ αU + (1− α)(intU − u0) =

= αU + (1− α) intU − (1− α)u0 ⊂
⊂ αU + (1− α)U − (1− α)u0 ⊂ U − (1− α)u0.

Таким образом, (1 − α)u0 + α clU ⊂ U и, стало быть, U содер-
жит (1− α) intU + α clU . Последнее множество открыто, ибо пред-
ставляет собой результат сложения α clU с открытым множеством
(1− α) intU .

(2) Несомненно, что intU ⊂ coreU . Если же u0 ∈ intU и u ∈
coreU , то для некоторых u1 ∈ U и 0 < α < 1 будет u = αu0+(1−α)u1.
Поскольку u1 ∈ clU , на основании (1) заключаем: u ∈ intU .
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(3) Понятно, что cl intU ⊂ clU , ибо intU ⊂ U . Если, в свою
очередь, u ∈ clU , то, выбрав u0 ∈ intU и положив uα := αu0+(1−α)u,
видим: uα → u при α → 0 и uα ∈ intU , когда 0 < α < 1. Итак, по
построению u ∈ cl intU .

(4) Из включений intU ⊂ U ⊂ clU вытекает, что intU ⊂ int clU .
Если теперь u ∈ int clU , то, в силу (2), u ∈ core clU . Значит, вновь
выделяя u0 ∈ intU , подыщем u1 ∈ clU и 0 < α < 1, для которых u =
αu0 + (1−α)u1. Привлекая (1), окончательно выводим: u ∈ intU . �

7.1.2. Замечание. В случае конечномерноcти рассматривае-
мого пространства условие intU �= ∅ в пунктах 7.1.1 (2) и 7.1.1 (4)
можно опустить. В бесконечномерной ситуации наличие внутренней
точки, как показывают многочисленные примеры, — это существен-
ное требование. В частности, так обстоит дело при U := Bc0 ∩X, где
c0 — пространство сходящихся к нулю последовательностей, а X —
подпространство финитных последовательностей в c0, т. е. прямая
сумма счетного числа экземпляров основного поля. В самом деле,
бесспорно, coreU = ∅ и в то же время clU = Bc0 . ��

7.1.3. Определение. Множество U в (мульти)нормированном
пространстве X называют идеально выпуклым, если U выдержива-
ет образование счетных выпуклых комбинаций. Точнее говоря, U
идеально выпукло, если, каковы бы ни были последовательности
(αn)n∈N и (un)n∈N, где αn ∈ R+,

∑∞
n=1 αn = 1 и un ∈ U , для ко-

торых ряд
∑∞
n=1 αnun сходится в X к элементу u, выполнено u ∈ U .

7.1.4. Примеры.
(1) Параллельный (на вектор u0) перенос x �→ x + u0

«сохраняет» идеальную выпуклость.
(2) Замкнутое выпуклое множество идеально выпукло.
(3) Открытое выпуклое множество идеально выпукло.

� В самом деле, пусть U открыто и выпукло. Если U = ∅, то
доказывать нечего. Если же U �= ∅, то по 7.1.4 (1) можно счи-
тать, что 0 ∈ U и, значит, U = {pU < 1}, где pU — функцио-
нал Минковского множества U . Пусть (un)n∈N и (αn)n∈N — по-
следовательности в U и в R+ такие, что

∑∞
n=1 αn = 1 и элемент

u :=
∑∞
n=1 αnun не попал в U . В силу 7.1.4 (2), u лежит в clU =

{pU ≤ 1} и, стало быть, pU (u) = 1. С другой стороны, ясно, что
pU (u) ≤

∑∞
n=1 αnpU (un) ≤ 1 =

∑∞
n=1 αn (ср. 7.2.1). Итак, 0 =
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n=1(αn − αnpU (un)) =

∑∞
n=1 αn(1 − pU (un)). Отсюда αn = 0 для

всех n ∈ N. Получили противоречие. �
(4) Пересечение произвольного семейства идеально вы-

пуклых множеств идеально выпукло.
(5) Выпуклое подмножество конечномерного пространст-

ва идеально выпукло. ��
7.1.5. Основной принцип Банаха. В банаховом простран-

стве идеально выпуклое множество с поглощающим замыканием яв-
ляется окрестностью нуля.

� Пусть U — такое множество. По условию для рассматриваемо-
го банахова пространства X выполнено X = ∪n∈N n clU . По теореме
Бэра X — нетощее множество и, стало быть, найдется n ∈ N, для
которого intn clU �= ∅. Таким образом, int clU = 1/n intn clU �= ∅.
Нам известно, что 0 ∈ core clU . Значит, на основании 7.1.1 заклю-
чаем: 0 ∈ int clU . Иными словами, существует δ > 0 такое, что
clU ⊃ δBX . Следовательно, имеет место соотношение:

ε > 0⇒ cl
1
ε
U ⊃ δ

ε
BX .

С помощью приведенной импликации проверим, что U ⊃ δ/2BX .
Пусть x0 ∈ δ/2BX . Полагая ε := 2, выберем y1 ∈ 1/εU из усло-

вия ‖y1 − x0‖ ≤ 1/2ε δ. Получаем элемент u1 ∈ U , для которого
‖1/2u1 − x0‖ ≤ 1/2ε δ = 1/4 δ. Полагая теперь x0 := −1/2u1 + x0 и
ε := 4 и применяя предыдущие рассуждения, обнаруживаем элемент
u2 ∈ U такой, что ‖1/4u2 + 1/2u1 − x0‖ ≤ 1/2ε δ = 1/8 δ. Продол-
жая приведенный процесс по индукции, строим последовательность
(un)n∈N в U , обладающую тем свойством, что ряд

∑∞
n=1 1/2

n un схо-
дится к x0. Поскольку

∑∞
n=1 1/2

n = 1 и множество U идеально
выпукло, выводим: x0 ∈ U. �

7.1.6. В банаховом пространстве у идеально выпуклого множе-
ства совпадают ядро, внутренность, ядро замыкания и внутренность
замыкания.

� Ясно, что intU ⊂ coreU ⊂ core clU . Если u ∈ core clU , то
cl(U − u) = clU − u — поглощающее множество. При параллельном
переносе идеально выпуклое множество перейдет в идеально выпук-
лое множество (см. 7.1.4 (1)). Значит, U − u — окрестность ну-
ля по основному принципу Банаха 7.1.5. В силу 5.2.10, u входит



134 Гл. 7.Принципы банаховых пространств

в intU . Итак, intU = coreU = core clU . Привлекая 7.1.1, имеем
int clU = intU. �

7.1.7. Ядро и внутренность замкнутого выпуклого множества
в банаховом пространстве совпадают.

� Замкнутое выпуклое множество идеально выпукло. �
7.1.8. Замечание. Анализ 7.1.5 показывает, что условие бана-

ховости в 7.1.7 использовано не в полной мере. Существуют примеры
неполных нормированных пространств, в которых ядро и внутрен-
ность у любого замкнутого выпуклого множества совпадают. Про-
странства, обладающие указанным свойством, называют бочечными.
Понятие бочечности, как видно, имеет смысл и в мультинормиро-
ванных пространствах. Известны широкие классы бочечных муль-
тинормированных пространств. В частности, таковы пространства
Фреше.

7.1.9.Контрпример. В каждом бесконечномерном банаховом
пространстве существуют абсолютно выпуклые поглощающие, но не
идеально выпуклые множества.

� Используя, например, базис Гамеля, возьмем разрывный ли-
нейный функционал f . Тогда множество {|f | ≤ 1} — искомое. �

7.2. Принципы ограниченности

7.2.1. Пусть p : X → R — сублинейный функционал на норми-
рованном пространстве (X, ‖ · ‖). Следующие утверждения эквива-
лентны:

(1) p равномерно непрерывен;
(2) p непрерывен;
(3) p непрерывен в нуле;
(4) {p ≤ 1} — окрестность нуля;
(5) ‖p‖ := sup{|p(x)| : ‖x‖ ≤ 1} < +∞, т. е. p ограничен.

� Импликации (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) очевидны.
(4) ⇒ (5): Найдется t > 0, для которого t−1BX ⊂ {p ≤ 1}.

Поэтому при ‖x‖ ≤ 1 будет p(x) ≤ t. Кроме того, из неравенства
−p(−x) ≤ p(x) вытекает, что и −p(x) ≤ t при x ∈ BX . Окончательно
‖p‖ ≤ t < +∞.

(5) ⇒ (1): Из субаддитивности p для x, y ∈ X получаем

p(x)− p(y) ≤ p(x− y); p(y)− p(x) ≤ p(y − x).
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Отсюда |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y) ∨ p(y − x) ≤ ‖p‖ ‖x− y‖. �
7.2.2. Теорема Гельфанда. Полунепрерывный снизу субли-

нейный функционал, определенный на банаховом пространстве, не-
прерывен.

� Пусть p — такой функционал. Тогда множество {p ≤ 1} за-
мкнуто (см. 4.3.8). Поскольку dom p — это все пространство, то, по
3.8.8, {p ≤ 1} — поглощающее множество. По основному принципу
Банаха {p ≤ 1} — окрестность нуля. Осталось применить 7.2.1. �

7.2.3. Замечание. Теорему Гельфанда можно более разверну-
то формулировать следующим образом: «если X — банахово про-
странство, то эквивалентные условия 7.2.1 (1)–7.2.1 (5) равносильны
высказыванию: p полунепрерывен снизу». Отметим здесь же, что
требование dom p = X можно несколько ослабить и считать, что
dom p — нетощее линейное множество, не предполагая при этом пол-
ноты X.

7.2.4. Принцип равностепенной непрерывности. Пусть X
— банахово пространство и Y — (полу)нормированное пространство.
Для любого непустого множества E непрерывных линейных опера-
торов из X в Y эквивалентны утверждения:

(1) E поточечно ограничено, т. е. для всякого x ∈ X
ограничено в Y множество {Tx : T ∈ E };

(2) E равностепенно непрерывно.
� (1) ⇒ (2): Положим q(x) := sup{p(Tx) : T ∈ E }, где p

— полунорма в Y . Несомненно, что q — полунепрерывный сни-
зу сублинейный функционал и, стало быть, по теореме Гельфанда
‖q‖ < +∞, т. е. p(T (x − y)) ≤ ‖q‖ ‖x − y‖ при всех T ∈ E . Значит,
T×−1({dp ≤ ε}) ⊃ {d‖·‖ ≤ ε/‖q‖} для каждого T ∈ E , где ε > 0 —
произвольное число. Последнее означает равностепенную непрерыв-
ность E .

(2) ⇒ (1): Очевидно. �
7.2.5. Принцип равномерной ограниченности. Пусть X —

банахово пространство и Y — нормированное пространство. Для
любого непустого семейства (Tξ)ξ∈� ограниченных операторов экви-
валентны утверждения:

(1) x ∈ X ⇒ supξ∈� ‖Tξx‖ < +∞;
(2) supξ∈� ‖Tξ‖ < +∞.
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� Достаточно заметить, что 7.2.5 (2) — это другая запись 7.2.4
(2). �

7.2.6. Пусть X — банахово пространство и U — множество в
X ′. Тогда эквивалентны утверждения:

(1) множество U ограничено в X ′;
(2) для каждого x ∈ X числовое множество {〈x |x′〉 :

x′ ∈ U} ограничено в F.
� Это частный случай 7.2.5. �

7.2.7. Пусть X — нормированное пространство и U — множе-
ство в X. Тогда эквивалентны утверждения:

(1) множество U ограничено в пространстве X;
(2) для каждого x′ ∈ X ′ числовое множество {〈x |x′〉 :

x ∈ U} ограничено в F.
� Следует проверить только (2) ⇒ (1). Поскольку X ′ — бана-

хово пространство (см. 5.5.7), а X изометрически вложено в X ′′ с
помощью двойного штрихования (см. 5.1.10 (8)), то требуемое выте-
кает из 7.2.6. �

7.2.8. Замечание. Высказывание 7.2.7 (2) можно переформу-
лировать таким образом: «множество U ограничено в пространстве
(X, σ(X, X ′))» или же, в связи с 5.1.10 (4), так: «множество U
слабо ограничено». Двойственность предложений 7.2.6 и 7.2.7 будет
полностью вскрыта в 10.4.6.

7.2.9. Теорема Банаха — Штейнгауза. Пусть X, Y — бана-
ховы пространства и (Tn)n∈N, Tn ∈ B(X, Y ), — последовательность
ограниченных операторов. Положим E := {x ∈ X : ∃ limTnx}. Сле-
дующие утверждения эквивалентны:

(1) E = X;
(2) supn∈N ‖Tn‖ < +∞ и E плотно в X.

При выполнении эквивалентных условий (1), (2) отображение T0 :
X → Y , определенное соотношением T0x := limTnx, представляет
собой ограниченный линейный оператор и ‖T0‖ ≤ lim inf ‖Tn‖.

� Если E = X, то, конечно же, clE = X. Кроме того, для
каждого x ∈ X последовательность (Tnx)n∈N ограничена в Y (ибо
она сходится). Значит, по принципу равномерной ограниченности
supn∈N ‖Tn‖ < +∞ и (1) ⇒ (2) доказано.
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Если выполнено (2) и x ∈ X, то для x ∈ E и m, k ∈ N справед-
ливы соотношения

‖Tmx− Tkx‖ = ‖Tmx− Tmx+ Tmx− Tkx+ Tkx− Tkx‖ ≤

≤ ‖Tmx− Tmx‖+ ‖Tmx− Tkx‖+ ‖Tkx− Tkx‖ ≤
≤ ‖Tm‖ ‖x− x‖+ ‖Tmx− Tkx‖+ ‖Tk‖ ‖x− x‖ ≤

≤ 2 sup
n∈N

‖Tn‖ ‖x− x‖+ ‖Tmx− Tkx‖.

Возьмем ε > 0 и подберем, во-первых, элемент x ∈ E, для которого
2 supn ‖Tn‖ ‖x − x‖ ≤ ε/2, а во-вторых, n ∈ N такой, что ‖Tmx −
Tkx‖ ≤ ε/2 при m, k ≥ n. В силу уже установленного ‖Tmx −
Tkx‖ ≤ ε, т. е. (Tnx)n∈N — фундаментальная последовательность в
Y . Поскольку Y — банахово пространство, заключаем: x ∈ E. Итак,
(2) ⇒ (1) доказано.

Осталось отметить, что для каждого x ∈ X верно

‖T0x‖ = lim ‖Tnx‖ ≤ lim inf ‖Tn‖ ‖x‖,

ибо норма — непрерывная функция. �

7.2.10. Замечание. В условиях теоремы Банаха — Штейнгау-
за из справедливости одного из эквивалентных утверждений 7.2.9 (1)
и 7.2.9 (2) можно сделать вывод, что последовательность (Tn) схо-
дится к T0 равномерно на компактных подмножествах X. Иными
словами, для всякого (непустого) компакта Q в X выполнено

sup
x∈Q

‖Tnx− T0x‖ → 0.

� В самом деле, по теореме Гельфанда сублинейный функци-
онал pn(x) := sup{‖Tmx − T0x‖ : m ≥ n} непрерывен. При этом
pn(x) ≥ pn+1(x) и pn(x) → 0 для каждого x ∈ X. Значит, тре-
буемое вытекает из теоремы Дини: «убывающая последователь-
ность непрерывных вещественных функций, поточечно сходящаяся
на компакте к непрерывной функции, сходится к этой функции рав-
номерно». �
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7.2.11. Принцип фиксации особенности. Пусть X — бана-
хово пространство и Y — нормированное пространство. Если (Tn)n∈N

— последовательность операторов из B(X, Y ) и supn ‖Tn‖ = +∞,
то найдется точка x ∈ X, для которой выполнено supn ‖Tnx‖ = +∞.
Множество таких «фиксирующих особенность» точек — вычет.

� Первая часть утверждения содержится в принципе равномер-
ной ограниченности. Вторая часть требует ссылок на 7.2.3 и 4.7.4. �

7.2.12. Принцип сгущения особенностей. Пусть X — бана-
хово пространство и Y — нормированное пространство. Если дано
семейство (Tn,m)n,m∈N семейство в B(X, Y ) такое, что supn ‖Tn,m‖ =
+∞ для каждого m ∈ N, то существует точка x ∈ X, для которой
supn ‖Tn,mx‖ = +∞ при всех m ∈ N. ��

7.3. Принцип идеального соответствия

7.3.1. Пусть X и Y — векторные пространства. Соответствие
F ⊂ X×Y выпукло в том и только в том случае, если для x1, x2 ∈ X
и α1, α2 ∈ R+ таких, что α1 + α2 = 1, имеет место включение

F (α1x1 + α2x2) ⊃ α1F (x1) + α2F (x2).

� ⇐: Если (x1, y1), (x2, y2) ∈ F и α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1, то
α1y + α2y2 ∈ F (α1x1 + α2x2), поскольку y1 ∈ F (x1) и y2 ∈ F (x2).

⇒: Если x1 или x2 не входит в domF , то доказывать нечего.
Если же x1, x2 ∈ domF и y1 ∈ F (x1), y2 ∈ F (x2), то α1(x1, y1) +
α2(x2, y2) ∈ F при α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1 (см. 3.1.2 (8)). �

7.3.2. Замечание. Пусть X, Y — банаховы пространства. Яс-
но, что в пространстве X × Y удается многими способами задать
норму так, чтобы соответствующая топология совпадала с произве-
дением топологий τX и τY . Например, можно положить ‖(x, y)‖ :=
‖x‖X + ‖y‖Y , т. е. ввести в X × Y норму как в сумму пространств
X и Y по типу 1. Отметим здесь же, что понятие «идеально вы-
пуклое множество» имеет линейно топологический характер, т. е.
выделяемый этим понятием класс объектов не зависит от способа
задания топологии (в частности, не меняется при переходе к экви-
валентной (мульти)норме). В этой связи корректным является сле-
дующее определение.
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7.3.3. Определение. Соответствие F ⊂ X × Y , где X и Y —
банаховы пространства, называют идеально выпуклым, или, короче,
идеальным, если F — идеально выпуклое множество.

7.3.4. Лемма об идеальном соответствии. Образ ограни-
ченного идеально выпуклого множества при идеальном соответствии
— идеально выпуклое множество.

� Пусть F ⊂ X × Y — рассматриваемое соответствие и U —
ограниченное идеально выпуклое множество в X. Если U ∩domF =
∅, то F (U) = ∅ и доказывать ничего не надо. Предположим теперь,
что (yn)n∈N ⊂ F (U), т. е. yn ∈ F (xn), где xn ∈ U и n ∈ N. Пусть,
наконец, (αn) — последовательность положительных чисел такая,
что

∑∞
n=1 αn = 1 и, кроме того, в Y существует сумма ряда y :=∑∞

n=1 αnyn. Несомненно, что

∞∑
n=1

‖αnxn‖ =
∞∑
n=1

αn‖xn‖ ≤
∞∑
n=1

αn sup ‖U‖ = sup ‖U‖ < +∞

ввиду ограниченности U . Поскольку X полно, то на основании 5.5.3
в X есть элемент x :=

∑∞
n=1 αnxn. Следовательно, в пространстве

X × Y выполнено

(x, y) =
∞∑
n=1

αn(xn, yn).

Используя последовательно идеальную выпуклость F и U , выводим:
(x, y) ∈ F и x ∈ U . Стало быть, y ∈ F (U). �

7.3.5. Принцип идеального соответствия. Пусть X и Y —
банаховы пространства, F ⊂ X × Y — идеальное соответствие и
(x, y) ∈ F . Соответствие F отображает окрестности точки x на
окрестности точки y в том и только в том случае, если y ∈ coreF (X).

� ⇒: Очевидно.
⇐: С учетом 7.1.4 можно считать: x = 0 и y = 0. Поскольку

каждая окрестность нуля U содержит εBX для некоторого ε > 0,
достаточно рассмотреть случай U := BX . Так как U — ограниченное
множество, на основании 7.3.4, F (U) идеально выпукло. Для завер-
шения доказательства можно проверить, что F (U) — поглощающее
множество и сослаться на 7.1.6.
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Возьмем произвольный элемент y ∈ Y . Раз известно, что 0 ∈
coreF (X), то найдется α ∈ R+, для которого αy ∈ F (X). Иначе
говоря, для подходящего x ∈ X справедливо αy ∈ F (X). Если ‖x‖ ≤
1, то доказывать нечего. Если же ‖x‖ > 1, то λ := ‖x‖−1 < 1.
Отсюда, привлекая 7.3.1, выводим:

αλy = (1− λ)0 + λαy ∈ (1− λ)F (0) + λF (x) ⊂
⊂ F ((1− λ)0 + λx) = F (λx) ⊂ F (BX) = F (U).

Здесь мы учли, что ‖λx‖ = 1, т. е. λx ∈ BX . �
7.3.6. Замечание. Свойство F , описываемое в 7.3.5, именуют

открытостью F в точке (x, y).

7.3.7. Замечание. Говоря формально, принцип идеального со-
ответствия слабее основного принципа Банаха 7.1.5. Тем не менее
соответствующий зазор невелик и легко устраним. Именно заклю-
чение 7.3.5 останется верным, если считать, что y ∈ core clF (X),
потребовав дополнительно идеальной выпуклости F (X). Последнее
требование не слишком обременительно и в силу 7.3.4 заведомо вы-
полнено, если эффективное множество domF ограничено. Указан-
ная незначительная модификация 7.3.5 содержит 7.1.5 в качестве
частного случая. В этой связи 7.3.5 обычно называют основным
принципом Банаха для соответствий.

7.3.8. Определение. Пусть X и Y — банаховы пространства и
F ⊂ X × Y — соответствие. Соответствие F называют замкнутым,
если F — замкнутое множество.

7.3.9. Замечание. По понятным причинам о замкнутом соот-
ветствии часто говорят как о соответствии с «замкнутым графиком».

7.3.10. Соответствие F замкнуто в том и только в том случае,
если для любых последовательностей (xn) в X и (yn) в Y таких, что
xn ∈ domF, yn ∈ F (xn) и xn → x, yn → y, выполнено x ∈ domF
и y ∈ F (x). ��

7.3.11. Пусть X и Y — банаховы пространства и F ⊂ X × Y
— замкнутое выпуклое соответствие. Пусть, далее, (x, y) ∈ F и
y ∈ core imF . Соответствие F отображает окрестности точки x на
окрестности точки y.

� Замкнутое выпуклое множество идеально выпукло, так что
всё содержится в 7.3.5. �
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7.3.12. Определение. Соответствие F ⊂ X ×Y называют от-
крытым, если образ открытого множества в X — открытое множе-
ство в Y .

7.3.13. Принцип открытости. Пусть X, Y — банаховы про-
странства и F ⊂ X × Y — идеальное соответствие, причем imF —
открытое множество. Тогда F — открытое соответствие.

� Пусть U — открытое множество в X. Если y ∈ F (U), то
найдется x ∈ U , для которого (x, y) ∈ F . Ясно, что y ∈ core imF .
Поскольку выполнены условия 7.3.5, то F (U) — окрестность y, ибо
U — окрестность x. Последнее означает, что F (U) — открытое мно-
жество. �

7.4. Теоремы о гомоморфизме и замкнутом
графике

7.4.1. Определение. Оператор T из L (X, Y ) называют гомо-
морфизмом, если T ∈ B(X, Y ) и T — открытое соответствие.

7.4.2. Пусть X — банахово пространство, Y — нормированное
пространство и T — гомоморфизм из X в Y . Тогда imT = Y и Y —
банахово пространство.

� То, что imT = Y , очевидно. Если заранее известно, что T —
мономорфизм, то выполнено T−1 ∈ L (Y, X). Из-за открытости T
оператор T−1 входит в B(Y, X), что обеспечивает полноту Y (прооб-
раз последовательности Коши — последовательность Коши в прооб-
разе). В общем случае рассмотрим кообраз coimT := X/ kerT , наде-
ленный фактор-нормой. На основании 5.5.4, coimT — банахово про-
странство. Кроме того, в силу 2.3.11 имеется единственное снижение
T оператора T на coimT . Учитывая определение фактор-нормы и
5.1.3, заключаем, что оператор T — гомоморфизм. Мономорфиз-
мом этот оператор является по построению. Осталось заметить, что
imT = imT = Y. �

7.4.3. Замечание. Относительно снижения T : coimT → Y
оператора T можно утверждать, что ‖T‖ = ‖T‖. ��

7.4.4.Теорема Банаха о гомоморфизме. Ограниченный эпи-
морфизм одного банахова пространства на другое является гомомор-
физмом.
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� Пусть T ∈ B(X, Y ) и imT = Y . Применяя принцип откры-
тости к соответствию T , получаем требуемое. �

7.4.5. Теорема Банаха об изоморфизме. Пусть X, Y — ба-
наховы пространства и T ∈ B(X, Y ). Если T — изоморфизм вектор-
ных пространствX и Y , т. е. kerT = 0 и imT = Y , то T−1 ∈ B(Y, X).

� Частный случай 7.4.4. �

7.4.6. Замечание. Коротко теорему 7.4.5 формулируют так:
«непрерывный изоморфизм банаховых пространств является топо-
логическим изоморфизмом». Отметим здесь же, что эту теорему
иногда называют «принципом корректности» и выражают словами:
«если уравнение Tx = y, где T ∈ B(X, Y ), а X, Y — банаховы
пространства, однозначно разрешимо при любой правой части, то
решение x непрерывно зависит от правой части y».

7.4.7. Теорема Банаха о замкнутом графике. Пусть X, Y
— банаховы пространства и T ∈ L (X, Y ) — замкнутый линейный
оператор. Тогда T непрерывен.

� Соответствие T−1 идеально, и T−1(Y ) = X. �

7.4.8. Следствие. Пусть X, Y — банаховы пространства и за-
дан T ∈ L (X, Y ). Следующие утверждения эквивалентны:

(1) T ∈ B(X, Y );
(2) для любой последовательности (xn)n∈N в X и x ∈ X

таких, что xn → x и Txn → y, где y ∈ Y , выполнено
y = Tx.

� (2) есть переформулировка замкнутости T . �

7.4.9. Определение. Подпространство X1 банахова простран-
ства X называют дополняемым (реже — топологически дополняе-
мым), если X1 замкнуто и, кроме того, найдется замкнутое подпро-
странствоX2 такое, чтоX = X1⊕X2 (т. е. X1∧X2 = 0, X1∨X2 = X).

7.4.10. Принцип дополняемости. Для подпространства X1
банахова пространства X эквивалентны утверждения:

(1) X1 дополняемо;
(2) X1 есть область значений ограниченного проектора,

т. е. найдется оператор P ∈ B(X) такой, что P 2 = P
и imP = X1.
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� (1) ⇒ (2): Пусть P — проектор X на X1 параллельно X2 (см.
2.2.9 (4)). Пусть (xn)n∈N — последовательность в X и xn → x, а
Pxn → y. Ясно, что Pxn ∈ X1 для n ∈ N. В силу замкнутости X1,
по 4.1.19, y ∈ X1. Аналогично из условия (xn−Pxn ∈ X2 для n ∈ N)
вытекает, что x − y ∈ X2. Значит, P (x − y) = 0. Помимо этого,
y = Py, т. е. y = Px. Остается сослаться на 7.4.8.

(2) ⇒ (1): Следует проверить только, что X1 = imP замкнуто.
Возьмем последовательность (xn)n∈N в X1 такую, что xn → x в X.
Тогда Pxn → Px ввиду ограниченности P . Имеем Pxn = xn, ибо
xn ∈ imP , а P идемпотентен. Окончательно x = Px, т. е. x ∈ X1,
что и нужно. �

7.4.11. Примеры.

(1) Конечномерное подпространство дополняемо. ��
(2) Пространство c0 не дополняемо в l∞.

� Для простоты будем работать с X := l∞(Q) и Y := c0(Q), где
Q — множество рациональных чисел. Для t ∈ R подберем последо-
вательность попарно различных отличных от t рациональных чисел
(tn) такую, что tn → t. Пусть Qt := {tn : n ∈ N}. Подчеркнем, что
Qt′ ∩Qt′′ — конечное множество при t′ �= t′′.

Пусть χt — класс, содержащий характеристическую функцию
Qt в фактор-пространстве X/Y и V := {χt : t ∈ R}. Поскольку
χt′ �= χt′′ при t′ �= t′′, множество V несчетно.

Возьмем f ∈ (X/Y )′ и положим Vf := {v ∈ V : f(v) �= 0}. Видно,
что Vf = ∪n∈NVf (n), где Vf (n) := {v ∈ V : |f(v)| ≥ 1/n}. Если
m ∈ N, v1, . . . , vm ∈ Vf (n) попарно различные, v1, . . . , vm ∈ Vf (n) и
αk := |f(vk)|/f(vk), то для x =

∑n
k=1 αkvk будет ‖x‖ ≤ 1 и ‖f‖ ≥

|f(x)| = |∑m
k=1 αkf(vk)| = |∑m

k=1 |f(vk)|| ≥ m/n. Таким образом,
Vf (n) — конечное множество.

Следовательно, Vf счетно. Отсюда следует, что для каждого
счетного множества F ⊂ (X/Y )′ существует элемент v ∈ V , для
которого (∀ f ∈ F ) f(v) = 0.

В то же время счетный набор координатных проекций δq : x �→
x(q) (q ∈ Q) тотален на l∞(Q), т. е. (∀ q ∈ Q) δq(x) = 0 ⇒ x = 0
при x ∈ l∞(Q). Осталось сопоставить сделанные наблюдения. �

(3) Каждое замкнутое подпространство гильбертова про-
странства дополняемо (по 6.2.6). Оказывается, что если в некотором
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банаховом пространстве X таком, что dimX ≥ 3, каждое замкну-
тое подпространство — область значений некоторого проектора P и
‖P‖ ≤ 1, то X изометрично гильбертову пространству (= теорема
Какутани). Более глубок следующий факт:

Теорема Линденштраусса — Цафрири. Каждое банахово
пространство, в котором любое замкнутое подпространство допол-
няемо, (линейно и топологически) изоморфно гильбертову простран-
ству.

7.4.12. Теорема Сарда об уравнении XA = B. Пусть
X, Y, Z — банаховы пространства; A ∈ B(X, Y ), B ∈ B(Y, Z).
Пусть, далее, imA — дополняемое подпространство в Y. Диаграмма

Z

X Y
A

B

�

X

�

�
�

�
���

коммутативна для некоторого X ∈ B(Y, Z) в том и только в том
случае, если kerA ⊂ kerB.

� Следует проверить только ⇐. При этом в случае imA =
Y единственный оператор X0 ∈ L (Y, Z) такой, что X0A = B,
непрерывен. В самом деле, для открытого множества U в Z имеем
X −1

0 (U) = A(B−1(U)). Множество B−1(U) открыто в силу ограни-
ченности B, и A(B−1(U)) открыто по теореме Банаха о гомоморфиз-
ме. В общем случае следует построить X0 ∈ B(imA, Z) и в качестве
X взять X0P , где P — какой-нибудь непрерывный проектор Y на
imA. Существование этого проектора обеспечивает принцип допол-
няемости. �

7.4.13. Замечание. Полнота Z в доказательстве теоремы Сар-
да не использована.

7.4.14. Теорема Филлипса об уравнении AX = B. Пусть
X, Y, Z — банаховы пространства, A ∈ B(Y, X), B ∈ B(Z, X).
Пусть, далее, kerA — дополняемое подпространство в Y .

Диаграмма
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коммутативна для некоторого X ∈ B(Z, Y ) в том и только в том
случае, если imA ⊃ imB.

� Вновь следует проверить только⇐. Воспользуемся определе-
нием дополняемости и представим Y в виде прямой суммы kerA и
Y0, где Y0 — замкнутое подпространство. По 5.5.9 (1), Y0 представ-
ляет собой банахово пространство. Рассмотрим след A0 оператора
A на Y0. Несомненно, что imA0 = imA ⊃ imB. Значит, по 2.3.13 и
2.3.14 уравнение A0X0 = B имеет, и притом единственное, решение
X0 := A−1

0 B. Нам достаточно доказать, что оператор X0, являю-
щийся элементом пространства L (Z, Y0), ограничен.

Оператор X0 замкнут. В самом деле (ср. 7.4.8), если zn →
z и A−1

0 Bzn → y, то Bzn → Bz, поскольку B ограничен. Кроме
того, в силу непрерывности A0 соответствие A−1

0 ⊂ X×Y0 замкнуто,
и, стало быть, по 7.3.10 справедливо равенство y = A−1

0 Bz. �

7.4.15. Замечание. ПолнотаX в доказательстве теоремыФил-
липса не использована.

7.4.16. Замечание. Теоремы Сарда и Филлипса находятся в
«формальной двойственности», т. е. могут быть получены одна из
другой с помощью обращения стрелок и включений и замены ядер
образами (ср. 2.3.15).

7.4.17. Принцип двух норм. Пусть векторное пространство
полно относительно каждой из двух сравнимых между собой норм.
Тогда эти нормы эквивалентны.

� Пусть для определенности ‖ · ‖2 � ‖ · ‖1 в пространстве X.
Рассмотрим диаграмму
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(X, ‖ · ‖1)

(X, ‖ · ‖1) (X, ‖ · ‖2)
IX

XIX
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�

�
���

По теореме Филлипса некоторый непрерывный оператор X превра-
щает эту диаграмму в коммутативную. Но такой оператор единствен
— это IX . �

7.4.18. Принцип нормы графика. Пусть X, Y — банаховы
пространства и оператор T ∈ L (X, Y ) замкнут. Определим норму
графика ‖x‖gr T := ‖x‖X + ‖Tx‖Y для x ∈ X. Тогда выполнено ‖ ·
‖gr T ∼ ‖ · ‖X .

� Следует заметить, что (X, ‖ · ‖gr T ) — полное пространство.
Помимо этого, ‖ · ‖gr T ≥ ‖ ·‖X . Осталось сослаться на принцип двух
норм. �

7.4.19. Определение. Нормированное пространство X назы-
вают банаховым образом, если X служит образом некоторого огра-
ниченного оператора, определенного на каком-либо банаховом про-
странстве.

7.4.20. Критерий Като. Пусть X — банахово пространство
и X = X1 ⊕ X2, где X1, X2 ∈ Lat(X). Подпространства X1 и X2
замкнуты в том и только в том случае, если каждое из них является
банаховым образом.

� ⇒: Следствие принципа дополняемости.
⇐: Пусть Z — какой-либо банахов образ, т. е. для некоторого

банахова пространства Y и T ∈ B(Y,Z) выполнено: Z = T (Y ). Пере-
ходя, если нужно, к снижению на кообраз, можно считать, что T —
изоморфизм. Обозначим ‖z‖0 := ‖T−1z‖Y . Ясно, что (Z, ‖ · ‖0) —
банахово пространство и ‖z‖ = ‖TT−1z‖ ≤ ‖T‖‖T−1z‖ = ‖T‖‖z‖0,
т. е. ‖ · ‖0 � ‖ · ‖Z . Применяя описанную конструкцию к X1 и X2,
приходим к банаховым пространствам (X1, ‖ · ‖1) и (X2, ‖ · ‖2). При
этом ‖ · ‖k � ‖ · ‖X на Xk при k := 1, 2.

Для x1 ∈ X1 и x2 ∈ X2 положим ‖x1 + x2‖0 := ‖x1‖1 + ‖x2‖2.
Тем самым в X возникает норма ‖ · ‖ более сильная, чем исходная
‖ ·‖X . По построению (X, ‖ ·‖0) — банахово пространство. Осталось
сослаться на 7.4.17. �
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7.5. Принцип автоматической непрерывности

7.5.1.Критерий непрерывности выпуклой функции. Рас-
смотрим выпуклую функцию f : X → R· в (мульти)нормированном
пространстве X. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) U := int dom f �= ∅ и f |U — непрерывная функция;
(2) существует непустое открытое множество V такое,

что выполнено sup f(V ) < +∞.
� (1) ⇒ (2): Очевидно.
(2) ⇒ (1): Ясно, что U �= ∅. Привлекая 7.1.1, легко убеждаемся

в том, что у каждой точки u ∈ U имеется окрестностьW , в которой f
ограничена сверху, т. е. t := sup f(W ) < +∞. Не нарушая общности,
можно считать, что u := 0, f(u) := 0 и что W — это абсолютно
выпуклое множество. В силу выпуклости f для всякого α ∈ R+
такого, что α ≤ 1, и произвольного v ∈W справедливы соотношения:

f(αv) = f(αv + (1− α)0) ≤ αf(v) + (1− α)f(0) = αf(v);

f(αv) + αf(−v) ≥ f(αv) + f(α(−v)) =

= 2
(
1
2
f(αv) +

1
2
f(−αv)

)
≥ 2f(0) = 0.

Таким образом, выполнено |f(αW )| ≤ αt, откуда и вытекает непре-
рывность f в точке u := 0. �

7.5.2. Следствие. Если x ∈ int dom f и f непрерывна в точке
x, то субдифференциал ∂x(f) содержит только непрерывные функ-
ционалы.

� Если l ∈ ∂x(f), то (∀x ∈ X) l(x) ≤ l(x) + f(x) − f(x) и,
стало быть, l ограничен сверху на некоторой окрестности точки x.
Следовательно, l непрерывен в этой точке по 7.5.1. Привлекая 5.3.7,
убеждаемся, что l непрерывен. �

7.5.3. Следствие. Каждая выпуклая функция в конечномер-
ном пространстве непрерывна во внутренности своей эффективной
области определения. ��

7.5.4. Определение. Функцию f : X → R· называют идеально
выпуклой, если ее надграфик epi f — идеальное соответствие.
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7.5.5. Принцип автоматической непрерывности. Каждая
идеально выпуклая функция в банаховом пространстве непрерывна
на ядре своей эффективной области определения.

� Пусть f — такая функция. Если core dom f = ∅, то дока-
зывать нечего. Если же x ∈ core dom f , то положим t := f(x) и
F := (epi f)−1 ⊂ R × X. Применяя принцип идеального соответ-
ствия, найдем δ > 0 из условия F (t + BR) ⊃ x + δBX . Отсюда, в
частности, вытекает оценка f(x+ δBX) ≤ t+ 1. На основании 7.5.1,
f непрерывна на int dom f . Поскольку к тому же x ∈ int dom f , то,
по лемме 7.1.1, core dom f = int dom f . �

7.5.6. Замечание. Используя 7.3.6, можно показать, что иде-
ально выпуклая функция f , определенная на множестве с непустым
ядром в банаховом пространстве, является локально липшицевой на
int dom f . Иными словами, для всякой точки x0 ∈ int dom f найдут-
ся, во-первых, число L > 0, а во-вторых, окрестность U этой точки,
для которых ‖f(x)− f(x0)‖ ≤ L‖x− x0‖, как только x ∈ U . ��

7.5.7. Следствие. Пусть f : X → R· — идеально выпуклая
функция в банаховом пространстве X и x ∈ core dom f . Тогда про-
изводная по направлениям f ′(x) — непрерывный сублинейный функ-
ционал и ∂x(f) ⊂ X ′.

� Нужно дважды воспользоваться принципом автоматической
непрерывности. �

7.5.8. Замечание. В связи с 7.5.7 при изучении банаховых про-
странств в субдифференциал любой функции f : X → R· в точке x
включают только подходящие непрерывные функционалы на X, т.
е. полагают

∂x(f) := ∂x(f) ∩X ′.

Аналогичным образом поступают и в (мульти)нормированных про-
странствах. Если необходимо отличить «старый» (более широкий)
субдифференциал, лежащий в X#, от «нового» (более узкого) суб-
дифференциала в X ′, первый называют алгебраическим, а второй
— топологическим. Указанные в 7.5.2 и 7.5.7 факты в этом смыс-
ле часто называют принцип совпадения алгебраического и тополо-
гического субдифференциалов. Отметим, наконец, что по подобным
же причинам в случае, когда f := p — полунорма в X, считают:
|∂|(p) := |∂|(p) ∩X ′.
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7.5.9. Теорема Хана — Банаха для банаховых прост-
ранств. Пусть f : Y → R· — идеально выпуклая функция на бана-
ховом пространстве Y . Пусть, далее, X — нормированное простран-
ство и T ∈ B(X, Y ). Если точка x ∈ X такова, что Tx ∈ core dom f ,
то

∂x(f ◦ T ) = ∂Tx(f) ◦ T.
� Правая часть доказываемой формулы включена в ее левую

часть по очевидным обстоятельствам. Если же l изX ′ лежит в ∂x(f ◦
T ), то по теореме Хана — Банаха 3.5.3 можно подыскать элемент l1 из
алгебраического субдифференциала f в точке Tx, удовлетворяющий
соотношению l = l1 ◦ T . Осталось заметить, что, в силу 7.5.7, l1
является элементом Y ′ и, стало быть, элементом топологического
субдифференциала ∂Tx(f). �

7.5.10. Теорема Хана — Банаха для непрерывной полу-
нормы. Пусть X, Y — нормированные пространства, T ∈ B(X, Y )
и p : Y → R — непрерывная полунорма. Тогда

|∂|(p ◦ T ) = |∂|(p) ◦ T.

� Если l ∈ |∂| (p ◦ T ), то l = l1 ◦ T для некоторого l1 из алгеб-
раического субдифференциала полунормы p (см. 3.7.11). Из 7.5.2
вытекает, что l1 непрерывен. Итак, |∂|(p ◦ T ) ⊂ |∂| (p) ◦ T . Обратное
включение бесспорно. �

7.5.11.Принцип непрерывного продолжения. Пусть X0 —
подпространство в X и l0 — непрерывный линейный функционал на
X0. Тогда существует непрерывный линейный функционал l на X,
продолжающий l0. (При этом можно считать,что ‖l‖ = ‖l0‖.)

� Возьмем p := ‖l0‖ ‖ · ‖, и пусть ι : X0 → X — тождествен-
ное вложение. С учетом 7.5.10 будет l0 ∈ |∂| (p ◦ ι) = |∂| (p) ◦ ι =
‖l0‖ |∂|(‖ · ‖) ◦ ι. Осталось заметить, что |∂| (‖ · ‖X) = BX′ . �

7.5.12. Теорема отделимости в топологическом вариан-
те. Пусть U — выпуклое множество с непустой внутренностью в про-
странстве X. Если L — аффинное многообразие в X и L∩ intU = ∅,
то существует замкнутая гиперплоскость H в X, для которой H ⊃ L
и H ∩ intU = ∅. ��
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7.5.13. Замечание. При применении 7.5.12 полезно иметь в ви-
ду, что замкнутые гиперплоскости суть в точности множества уров-
ня ненулевых непрерывных линейных функционалов. ��

7.5.14. Следствие. Пусть X0 — подпространство в X. Тогда

clX0 = ∩{ker f : f ∈ X ′, ker f ⊃ X0}.

� Ясно, что (f ∈ X ′, ker f ⊃ X0) ⇒ ker f ⊃ clX0. Если же
x0 /∈ clX0, то найдется открытая выпуклая окрестность x0, не со-
держащая точек clX0. На основании 7.5.12 и 7.5.13 имеется функ-
ционал f0 ∈ (XR)′ такой, что ker f0 ⊃ clX0 и f0(x0) = 1. Из свойств
комплексификатора выводим, что функционал Re−1f0 обращается в
нуль на X0 и не равен нулю в точке x0. Несомненно также, что этот
функционал непрерывен. �

7.6. Принципы штрихования

7.6.1. Пусть X, Y — (мульти)нормированные векторные про-
странства (над одним и тем же основным полем F) и X ′, Y ′ — со-
пряженные пространства. Пусть, далее, T — непрерывный линейный
оператор из X в Y . Для y ′ ∈ Y ′ выполнено y ′◦T ∈ X ′ и отображение
y ′ �→ y ′ ◦ T — линейный оператор. ��

7.6.2. Определение. Оператор T ′ : Y ′ → X ′, построенный
в 7.6.1, называют сопряженным к оператору T : X → Y .

7.6.3. Теорема. Отображение штрихования T �→ T ′ осуществ-
ляет линейную изометрию пространства B(X, Y ) в пространство
B(Y ′, X ′).

� То, что отображение штрихования — линейный оператор из
B(X, Y ) в L (Y ′, X ′), очевидно. Помимо этого, раз ‖y‖ = sup{|l(y) :
l ∈ |∂|(‖ · ‖)}, то

‖T ′‖ = sup{‖T ′y ′‖ : ‖y ′‖ ≤ 1} =

= sup{|y ′(Tx)| : ‖y ′‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1} =
= sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖T‖,

что и нужно. �
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7.6.4. Примеры.
(1) Пусть X, Y — гильбертовы пространства, и задан

T ∈ B(X, Y ). Отметим прежде всего, что в очевидном смысле T ∈
B(X, Y ) ⇔ T ∈ B(X∗, Y∗). Обозначим теперь через (·)′X : X∗ →
X ′ штрихование в X, т. е. x �→ x′ := ( · , x) и (·)′Y : Y∗ → Y ′ —
штрихование в Y , т. е. y �→ y ′ := ( · , y).

Связь эрмитово сопряженного оператора T ∗ ∈ B(Y, X) и сопря-
женного T ′ ∈ B(Y ′, X ′) задается коммутативной диаграммой:

X∗
T∗
←−Y∗

(·)′X ↓ ↓ (·)′Y
X ′ T ′
←−Y ′

� В самом деле, надо убедиться, что для y ∈ Y выполнено
T ′y ′ = (T ∗y)′. Для x ∈ X по определению имеем

T ′y ′(x) = y ′(Tx) = (Tx, y) = (x, T ∗y) = (T ∗y)′(x).

В силу произвольности x получаем требуемое. �
(2) Пусть ι : X0 → X — вложение X0 в X. Тогда ι′ :

X → X ′
0, причем ι′(x′)(x0) = x′(x0) для всех x0 ∈ X0 и x′ ∈ X ′ и ι′ —

эпиморфизм, т. е. X ′ ι′−→ X ′
0 → 0 — точная последовательность. ��

7.6.5. Определение. Пусть дана некоторая элементарная диа-
грамма X T→ Y . Диаграмму Y ′ T ′

−→ X ′ называют полученной штри-
хованием исходной диаграммы или сопряженной диаграммой. Если
в произвольной диаграмме, составленной из ограниченных линей-
ных отображений банаховых пространств, произведено штрихование
всех элементарных поддиаграмм, то возникшую диаграмму называ-
ют сопряженной к исходной или полученной из исходной с помощью
штрихования.

7.6.6. Лемма о двойном штриховании. Пусть X ′′ T ′′
−→ Y ′′ —

диаграмма, полученная двойным штрихованием диаграммы X
T−→

Y . Тогда коммутативна диаграмма

X
T−→Y

′′ ↓ ↓′′
X ′′ T ′′
−→Y ′′
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где ′′ : X → X ′′ и ′′ : Y → Y ′′ — соответствующие двойные штрихо-
вания — канонические вложения X в X ′′ и Y в Y ′′ (см. 5.1.10 (8)).

� Пусть x ∈ X. Нужно показать, что T ′′x′′ = (Tx)′′. Возьмем
y ′ ∈ Y ′. Тогда

T ′′x′′(y ′) = x′′(T ′y ′) = T ′y ′(x) = y ′(Tx) = (Tx)′′(y ′).

В силу произвольности y ′ ∈ Y ′ имеем требуемое. �

7.6.7. Принцип штрихования диаграмм. Диаграмма ком-
мутативна в том и только в том случае, если коммутативна сопря-
женная диаграмма.

� Достаточно убедиться, что треугольники

X
T−→ Y

R↘ ↙ S

Z

X ′ T ′
←− Y ′

R′ ↖ ↗ S′
Z ′

коммутативны или нет одновременно. Так как R = ST ⇒ R′ =
(ST )′ = T ′S′, то коммутативность левого треугольника влечет ком-
мутативность правого. Если же правый треугольник коммутати-
вен, то по уже доказанному R′′ = S′′T ′′. Привлекая 7.6.6, имеем
(Rx)′′ = R′′x′′ = S′′T ′′x′′ = S′′(T ′′x′′) = S′′(Tx)′′ = (STx)′′ для всех
x ∈ X. Значит, R = ST . �

7.6.8. Определение. Пусть X0 — подпространство в X, а X0
— подпространство в X ′. Положим

X⊥
0 := {f ∈ X ′ : ker f ⊃ X0} = |∂|(δ(X0));

⊥X0 := {x ∈ X : f ∈X0 ⇒ f(x) = 0} = ∩{ker f : f ∈X0}.
Подпространство X⊥

0 называют (прямой) полярой X0, а подпрост-
ранство ⊥X0 — (обратной) полярой X0. Используют также менее
точный термин «аннулятор».

7.6.9. Определение. Пусть X, Y — банаховы пространства.
Оператор T ∈ B(X, Y ) называют нормально разрешимым, если imT
— замкнутое подпространство.
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7.6.10. Оператор T ∈ B(X, Y ) нормально разрешим в том и
только в том случае, если T , рассматриваемый как оператор из X
в imT , является гомоморфизмом.

� ⇒: Теорема Банаха о гомоморфизме.
⇐: Следует сослаться на 7.4.2. �
7.6.11. Лемма о полярах. Пусть T ∈ B(X, Y ). Тогда

(1) (imT )⊥ = ker(T ′);
(2) если T нормально разрешим, то

imT = ⊥ ker(T ′), (kerT )⊥ = im(T ′).

� (1) y ′ ∈ ker(T ′) ⇔ T ′y ′ = 0 ⇔ (∀x ∈ X) T ′y ′(x) = 0 ⇔ (∀x ∈
X) y ′(Tx) = 0⇔ y ′ ∈ (imT )⊥.

(2) Равенство cl imT = ⊥ ker(T ′) составляет содержание 7.5.13.
Помимо этого, по условию imT замкнуто.

Если x′ = T ′y ′ и Tx = 0, то x′(x) = T ′y ′(x) = y ′(Tx) = 0, т. е.
x′ ∈ (kerT )⊥. Значит, im(T ′) ⊂ (kerT )⊥. Пусть теперь x′ ∈ (kerT )⊥.
Считая, что оператор T действует в imT , по теореме Сарда, приме-
ненной к левой части диаграммы

X
T−→ imT −→ Y

x′ ↘ ↓ y′0 ↙ y′

F

найдем y ′
0 ∈ (imT )′, для которого y ′

0 ◦ T = x′. По принципу непре-
рывного продолжения существует y ′ ∈ Y ′ такой, что y ′ ⊃ y ′

0. Стало
быть, x′ = T ′y ′, т. е. x′ ∈ im(T ′). �

7.6.12. Теорема Хаусдорфа. Пусть X, Y — банаховы про-
странства. Тогда оператор T ∈ B(X, Y ) нормально разрешим в том
и только в том случае, если нормально разрешим оператор T ′ ∈
B(Y ′, X ′).

� ⇒: В силу 7.6.11 (2), im(T ′) = (kerT )⊥. Подпространство
(kerT )⊥, очевидно, является замкнутым.

⇐: Пусть сначала cl imT = Y . Ясно, что 0 = Y ⊥ = (cl im T )⊥ =
(imT )⊥ = ker(T ′) в силу 7.6.11. По теореме Банаха об изоморфиз-
ме можно подыскать S ∈ B(im(T ′), Y ′), для которого ST ′ = IY ′ .
Случай r := ‖S‖ = 0 тривиален. Поэтому можно считать, что
‖T ′y ′‖ ≥ 1/r q‖y ′‖ при всех y ′ ∈ Y ′.
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Убедимся в том, что clT (BX) ⊃ 1/2r BY . Если это проделано, то
ввиду идеальной выпуклости T (BX) выполнено включение T (BX) ⊃
1/4r BY . Следовательно, T — гомоморфизм.

Пусть y /∈ clT (BX). Можно утверждать, что y не лежит и в неко-
тором открытом выпуклом множестве, содержащем T (BX). Перехо-
дя, если нужно, к вещественным основам пространств X и Y , будем
считать, что F := R. Применим теорему отделимости 7.5.12 и найдем
ненулевой y ′ ∈ Y ′ такой, что

‖y ′‖ ‖y‖ ≥ y ′(y) ≥ sup
‖x‖≤1

y ′(Tx) = ‖T ′y ′‖ ≥ 1
r
‖y ′‖.

Отсюда ‖y‖ ≥ 1/r > 1/2r. Таким образом, требуемое включение
установлено и оператор T в наших предположениях нормально раз-
решим.

Рассмотрим теперь общий случай. Положим Y0 := cl imT , и
пусть ι : Y0 → Y — тождественное вложение. Тогда T = ιT , где
T : X → Y0 — оператор, действующий по правилу Tx = Tx для x ∈
X. Кроме того, im(T ′) = im(T ′ι′) = T ′(im(ι′)) = T ′(Y ′

0), ибо ι′(Y ′) =
Y ′

0 (см. 7.6.4 (2)). Итак, T ′ — нормально разрешимый оператор.
Стало быть, по уже доказанному T нормально разрешим. Осталось
заметить, что imT = imT . �

7.6.13. Принцип штрихования последовательностей. По-
следовательность

. . . −→ Xk−1
Tk−→ Xk

Tk+1−→ Xk+1 −→ . . .

точна в том и только в том случае, если точна сопряженная после-
довательность

. . .←− X ′
k−1

T ′
k←− X ′

k

T ′
k+1←− X ′

k+1 ←− . . . .

� ⇒: Так как imTk+1 = kerTk+2, то Tk+1 нормально разрешим.
Привлекая лемму о полярах, имеем

ker(T ′
k) = (imTk)⊥ = (kerTk+1)⊥ = im(T ′

k+1).
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⇐: По теореме Хаусдорфа Tk+1 нормально разрешим. Вновь
апеллируя к 7.6.11 (2), выводим

(imTk)⊥ = ker(T ′
k) = im(T ′

k+1) = (kerTk+1)⊥.

Поскольку Tk нормально разрешим по теореме 7.6.12, то imTk —
замкнутое подпространство. Привлекая 7.5.14, получаем

imT k = ⊥((imTk)⊥) = ⊥((kerTk+1)⊥) = kerTk+1.

Здесь учтено, что kerTk+1 — это тоже замкнутое подпространство. �
7.6.14. Следствие. Для каждого нормально разрешимого опе-

ратора T имеют место следующие изоморфизмы (kerT )′ � coker(T ′)
и (cokerT )′ � ker(T ′).

� В силу 2.3.5 (6) последовательность

0→ kerT → X
T→ Y → cokerT → 0

точна. Из 7.6.13 выводим, что последовательность

0→ (cokerT )′ → Y ′ T ′
→ X ′ → (kerT )′ → 0

точна. �
7.6.15. Следствие. T — изоморфизм⇔ T ′ — изоморфизм. ��
7.6.16. Следствие. Sp(T ) = Sp(T ′). ��

Упражнения
7.1. Выяснить, какие линейные операторы идеальны.

7.2. Установить, что раздельно непрерывная билинейная форма на бана-
ховом пространстве непрерывна по совокупности переменных.

7.3. Будет ли равномерно ограниченным на шаре семейство полунепрерыв-
ных снизу сублинейных функционалов на банаховом пространстве?

7.4. Пусть X, Y — банаховы пространства и T : X → Y . Доказать, что
для некоторого t ∈ R будет ‖Tx‖Y ≥ t‖x‖X в том и только в том случае, если
kerT = 0 и imT — полное множество.

7.5. Выяснить условия нормальной разрешимости оператора умножения
на функцию в пространстве непрерывных на компакте функций.
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7.6. Пусть T — ограниченный эпиморфизм банахова пространства X на
l1(E). Установить дополняемость kerT .

7.7. Установить, что равномерно замкнутое подпространство в C([a, b]), со-
ставленное из непрерывно дифференцируемых функций — элементов C(1)([a, b]),
конечномерно.

7.8. Пусть X и Y — различные банаховы пространства, причем X непре-
рывно вложено в Y . Установить, что X является тощим множеством в Y .

7.9. Пусть X1, X2 — ненулевые замкнутые подпространства банахова про-
странства, причем X1 ∩X2 = 0. Доказать, что сумма X1 +X2 замкнута в том и
только в том случае, если следующая величина

inf {‖x1 − x2‖/‖x1‖ : x1 �= 0, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}

строго положительна.

7.10. Пусть (amn) — счетная двойная последовательность, обладающая
тем свойством, что имеется последовательность (x(m)) элементов l1, для которой
ряды

∑∞
n=1 amnx

(m)
n не сходятся (абсолютно). Доказать, что найдется после-

довательность x из l1, для которой ряды
∑∞

n=1 amnxn не сходятся (абсолютно)
при всех m ∈ N.

7.11. Пусть T — оператор в гильбертовом пространстве H такой, что ра-
венство 〈Tx | y〉 = 〈x |Ty〉 имеет место для всех x, y ∈ H. Установить ограничен-
ность T .

7.12. Пусть замкнутый конус X+ в банаховом пространстве X является
воспроизводящим: X = X+ − X+. Доказать, что найдется константа t > 0
такая, что для любого x ∈ X и представления x = x1 − x2, где x1, x2 ∈ X+,
выполнено: ‖x1‖ ≤ t‖x‖, ‖x2‖ ≤ t‖x‖.

7.13. Пусть полунепрерывные снизу сублинейные функционалы p, q в ба-
наховом пространстве X таковы, что конусы dom p и dom q замкнуты и подпро-
странство dom p − dom q = dom q − dom p дополняемо в X. Доказать, что для
топологических субдифференциалов выполнено (ср. упражнение 3.10)

∂(p+ q) = ∂p+ ∂q.

7.14. Пусть p — непрерывный сублинейный функционал, определенный на
нормированном пространстве X, и T — непрерывный эндоморфизм X. До-
пустим, что сопряженный оператор T ′ переводит в себя субдифференциал ∂p.
Установить, что ∂p содержит неподвижную точку T ′.

7.15. Для функции f : X → R· на нормированном пространстве X поло-
жим

f∗(x′) := sup{〈x |x′〉 − f(x) : x ∈ dom f} (x′ ∈ X′);

f∗∗(x) := sup{〈x |x′〉 − f∗(x′) : x′ ∈ dom(f∗)} (x ∈ X).

Выяснить, при каких условиях на f выполнено f = f∗∗.
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7.16. Установить, что l∞ дополняемо в любом содержащем его банаховом
пространстве.

7.17. Банахово пространство X называют примарным, если любое его бес-
конечномерное дополняемое подпространство изоморфно X. Убедиться, что c0
и lp (1 ≤ p ≤ +∞) примарны.

7.18. Пусть X и Y — банаховы пространства и оператор T ∈ B(X, Y )
таков, что imT — нетощее множество. Тогда T нормально разрешим.

7.19. Пусть X0 — замкнутое подпространство нормированного простран-
ства X, причем X0 и X/X0 — банаховы пространства. Тогда X также банахово
пространство.



Глава 8

Операторы в банаховых
пространствах

8.1. Голоморфные функции и контурные
интегралы

8.1.1. Определение. Пусть X — банахово пространство. Под-
множество 	 шара BX′ в сопряженном пространстве X ′ называют
нормирующим (для X), если для каждого элемента x из X выпол-
нено ‖x‖ = sup{|l(x)| : l ∈ 	}. Если, помимо этого, для всякого U
в X такого, что sup{|l(u)| : u ∈ U} < +∞ при l ∈ 	, справедливо
sup ‖U‖ < +∞, то 	 называют вполне нормирующим множеством.

8.1.2. Примеры.
(1) Шар BX′ — вполне нормирующее множество в силу

5.1.10 (8) и 7.2.7.
(2) Если 	0 — (вполне) нормирующее множество и 	0 ⊂

	1 ⊂ BX′ , то 	1 также (вполне) нормирующее множество.
(3) Множество крайних точек ext(BX′) является норми-

рующим по теореме Крейна — Мильмана для субдифференциалов
3.6.5 и несомненного равенства BX′ = |∂|(‖·‖X), которое уже неодно-
кратно было использовано. Однако вполне нормирующим это мно-
жество быть не обязано (так, в частности, обстоит дело в простран-
стве C([0, 1], R)). ��

(4) Пусть X, Y — банаховы пространства (над одним и
тем же полем F) и 	Y — нормирующее множество для Y . Положим

	B := {δ(y′,x) : y ′ ∈ 	Y , x ∈ BX},
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где δ(y′,x)(T ) := y ′(Tx) для y ′ ∈ Y, x ∈ X и T ∈ B(X, Y ). Ясно, что

|δ(y′,x)(T )| = |y ′(Tx)| ≤ ‖y ′‖ ‖Tx‖ ≤ ‖y ′‖ ‖T‖ ‖x‖,

т. е. δ(y′,x) ∈ B(X, Y )′. Помимо этого, для T ∈ B(X, Y ) выполнено

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} = sup{|y ′(Tx)| : y ′ ∈ 	Y , ‖x‖ ≤ 1} =

= sup{|δ(y′,x)(T )| : δ(y′,x) ∈ 	B}.
Таким образом, 	B — нормирующее множество (для B(X, Y )). Если
при этом 	Y — вполне нормирующее множество, то 	B также вполне
нормирующее множество. В самом деле, если U таково, что числовое
множество {|y ′(Tx)| : T ∈ U} ограничено при любых x ∈ BX и
y ′ ∈ 	Y , то по условию множество {Tx : T ∈ U} ограничено в Y
для всякого x ∈ X. В силу принципа равномерной ограниченности
7.2.5 это означает, что sup ‖U‖ < +∞.

8.1.3.Теорема Данфорда — Хилле. ПустьX — комплексное
банахово пространство и 	 — вполне нормирующее множество для
X. Пусть, далее, f : D → X — отображение подмножества D в
C в пространство X, причем D открыто (в C R � R2). Следующие
утверждения эквивалентны:

(1) для каждого z0 ∈ D существует предел

lim
z→z0

f(z)− f(z0)
z − z0 ;

(2) для каждых z0 ∈ D и l ∈ 	 существует предел

lim
z→z0

l ◦ f(z)− l ◦ f(z0)
z − z0 ,

т. е. функция l ◦ f : D → C голоморфна при l ∈ 	.
� (1) ⇒ (2): Очевидно.
(2) ⇒ (1): Простоты ради будем считать, что z0 = 0 и f(z0) = 0.

Рассмотрим шар радиуса 2ε, целиком лежащий в D , т. е. 2εD ⊂ D ,
где D := BC. Как принято в комплексном анализе, будем считать
круг εD (ориентированным) компактным многообразием с краем εT,
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где T — (должным образом ориентированная) единичная окруж-
ность T := {z ∈ C : |z| = 1}. При z1, z2 ∈ εD \ 0 для голоморфной
функции l◦f (функционал l лежит в 	) имеют место представления
интегралом Коши:

l ◦ f(zk)
zk

=
1
2πi

∫
2εT

l ◦ f(z)
z(z − zk)dz (k := 1, 2).

Значит, при z1 �= z2, учитывая, что для z ∈ 2εT выполнено
|z − zk| ≥ ε (k := 1, 2), а также что функция l ◦ f непрерывна в D ,
получаем ∣∣∣∣l( 1

z1 − z2

(
f(z1)
z1

− f(z2)
z2

))∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣ 1
z1 − z2 ·

1
2πi

∫
2εT

l ◦ f(z)
(

1
z(z − z1) −

1
z(z − z2)

)
dz

∣∣∣∣∣∣ =

=
1
2π

∣∣∣∣∣∣
∫

2εT

l ◦ f(z) 1
z(z − z1)(z − z2)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤M sup

z∈2εT
|l ◦ f(z)| < +∞

для подходящего M > 0. Поскольку 	 — вполне нормирующее мно-
жество, заключаем:

sup
z1 =z2;z1,z2 =0
|z1|≤ε,|z2|≤ε

1
|z1 − z2|

∥∥∥∥f(z1)z1
− f(z2)

z2

∥∥∥∥ < +∞.

Последнее неравенство обеспечивает существование нужного преде-
ла. �

8.1.4. Определение. Отображение f : D → X, удовлетворяю-
щее 8.1.3 (1) (или, что то же самое, 8.1.3 (2) для какого-либо вполне
нормирующего множества 	), называют голоморфным.
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8.1.5. Замечание. Иногда используют излишне детальную тер-
минологию. Именно, если f удовлетворяет 8.1.3 (1), то f называют
сильно голоморфной функцией. В случае, если для f выполнено 8.1.3
(2) при 	 := BX′ , говорят о слабой голоморфности f . В условиях
8.1.3 (2) и 8.1.2 (4), т. е. при f : D → B(X, Y ), 	Y := BY ′ и соответ-
ствующем 	 := 	B , говорят о слабо операторно голоморфных функ-
циях. Учитывая приведенную терминологию, теорему Данфорда —
Хилле часто называют теоремой о голоморфности и выражают сло-
вами: «слабо голоморфная функция сильно голоморфна».

8.1.6. Замечание. В дальнейшем удобно использовать инте-
гралы простейших гладких X-значных форм f(z)dz по простейшим
ориентированным многообразиям — по краям элементарных ком-
пактов в плоскости (см. 4.8.5), составленным из конечного числа
непересекающихся простых петель. В такие интегралы вкладыва-
ют очевидный смысл. Именно, для петли γ выбирают подходящую
(гладкую) параметризацию � : T → γ (с учетом ориентации) и по-
лагают ∫

γ

f(z)dz :=
∫
T

f ◦ �d�,

где последний интеграл понимают, например, как подходящий инте-
грал Бохнера (см. 5.5.9 (6)). Несомненна корректность этого опре-
деления, т. е. существование нужного интеграла Бохнера и его неза-
висимость от выбора параметризации �.

8.1.7. Теорема Коши — Винера. Пусть D — непустое откры-
тое подмножество плоскости и f : D → X — голоморфное отображе-
ние в банахово пространство X. Пусть, далее, F — простая картина
для пары (∅, D). Тогда ∫

∂F

f(z)dz = 0.

При этом для z0 ∈ intF выполнено

f(z0) =
1
2πi

∫
∂F

f(z)
z − z0 dz.
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� В силу 8.1.3 необходимые интегралы Бохнера существуют.
Требуемые равенства, очевидно, следуют из справедливости их ска-
лярных версий, составляющих содержание классической теоремы
Коши, сказанного в 8.1.2 (1) и отмеченной в 5.5.9 (6) перестановоч-
ности интегралов Бохнера с ограниченными функционалами. �

8.1.8. Замечание. Теорема Коши — Винера позволяет по хо-
рошо известным образцам выводить для X-значных голоморфных
функций аналоги теорем классического комплексного анализа.

8.1.9. Теорема о разложении Тейлора. Пусть f : D → X
— голоморфная функция и z0 ∈ D . В любом круге U := {z ∈ C :
|z − z0| < ε} таком, что clU лежит в D , имеет место разложение
Тейлора (в равномерно сходящийся степенной ряд)

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n,

где коэффициенты cn вычисляют по формулам

cn =
1
2πi

∫
∂U

f(z)
(z − z0)n+1 dz =

1
n!
dnf

dzn
(z0).

� Доказательство основано на стандартном разложении ядра
u �→ (u− z)−1 в формуле

f(z) =
1
2πi

∫
∂U ′

f(u)
u− z du (z ∈ clU)

по степеням z − z0, т. е.
1

u− z =
1

(u− z0)
(
1− z−z0

u−z0

) =

=
∞∑
n=0

(z − z0)n
(u− z0)n+1 .

Последний ряд сходится равномерно по u ∈ ∂U ′. (Здесь U ′ = U + qD
для какого-либо q > 0, такого что clU ′ ⊂ D .) Учитывая, что
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sup ‖f(∂U ′)‖ < +∞, и производя интегрирование, приходим к требу-
емому представлению f(z) при z ∈ clU . Применяя доказанное к U ′

и привлекая 8.1.7, видим, что исследуемый степенной ряд сходится
в каждой точке U ′. Отсюда вытекает его равномерная сходимость
на компактных подмножествах U ′, а потому и на U . �

8.1.10. Теорема Лиувилля. Если функция f : C → X голо-
морфна и sup ‖f(C)‖ < +∞, то f — постоянное отображение.

� Для ε > 0, рассматривая диск εD и учитывая 8.1.9, имеем

‖cn‖ ≤ sup
z∈εT

‖f(z)‖ · ε−n ≤ sup ‖f(C)‖ · ε−n

при всех n ∈ N и ε > 0. Таким образом, cn = 0 для n ∈ N. �
8.1.11. Каждый ограниченный эндоморфизм ненулевого комп-

лексного банахова пространства имеет непустой спектр.
� Пусть T — такой эндоморфизм. Если Sp(T ) = ∅, то резоль-

вента R(T, · ) голоморфна во всей плоскости C, например, по 5.6.21.
Кроме того, на основании 5.6.15, ‖R(T, λ)‖ → 0 при |λ| → +∞. В
силу 8.1.10 заключаем, что R(T, · ) = 0. В то же время, привлекая
5.6.15, видим, что при |λ| > ‖T‖ выполнено R(T, λ)(λ − T ) = 1.
Получается противоречие. �

8.1.12. Имеет место формула Бёрлинга — Гельфанда:

r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ Sp(T )}
для любого оператора T ∈ B(X), где X — комплексное банахово
пространство, т. е. спектральный радиус оператора совпадает с ра-
диусом его спектра.

� То, что спектральный радиус r(T ) больше радиуса спектра,
отмечено в 5.6.16. Таким образом, при r(T ) = 0 доказывать ничего
не надо. Пусть теперь r(T ) > 0. Возьмем λ ∈ C так, что |λ| >
sup{|µ| : µ ∈ Sp(T )}. Тогда круг радиуса |λ|−1 целиком лежит в
области голоморфности функции (см. 5.6.15)

f(z) :=
{
R (T, z−1), z �= 0, z−1 ∈ res(T ),
0, z = 0.

Привлекая 8.1.9 и 5.6.17, заключаем, что |λ|−1 < r(T )−1. Следова-
тельно, |λ| > r(T ). �
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8.1.13. Пусть K — непустой компакт в C и H(K) — множество
голоморфных в окрестности K функций, т. е. (f ∈ H(K) ⇔ f :
dom f → C — голоморфная функция, dom f ⊃ K). Для f1, f2 ∈
H(K) положим f1 ∼ f2, если существует открытое подмножество D
в dom f1 ∩ dom f2 такое, что K ⊂ D и f1|D = f2|D . Тогда ∼ является
отношением эквивалентности в H(K). ��

8.1.14. Определение. В условиях 8.1.13 положим H (K) :=
H(K)/∼. Элемент f ∈ H (K), содержащий функцию f ∈ H(K),
называют ростком f на компакте K.

8.1.15. Пусть f, g ∈ H (K). Пусть, кроме того, выделены
f1, f2 ∈ f, g1, g2 ∈ g. Положим

x ∈ dom f1 ∩ dom g1 ⇒ ϕ1(x) := f1(x) + g1(x),

x ∈ dom f2 ∩ dom g2 ⇒ ϕ2(x) := f2(x) + g2(x).

Тогда ϕ1, ϕ2 ∈ H(K), причем ϕ1 = ϕ2.

� Выбрав открытые множества K ⊂ D1 ⊂ dom f1∩dom f2 иK ⊂
D2 ⊂ dom g1 ∩ dom g2, в которых совпадают f1 и f2 и соответственно
g1 и g2, видим, что в D1 ∩D2 совпадают ϕ1 и ϕ2. �

8.1.16. Определение. Класс, введенный в 8.1.15, называют
суммой ростков f1 и f2 и обозначают f1 + f2. Аналогично вводят
произведение ростков и умножение ростка на комплексное число.

8.1.17. H (K) с операциями, введенными в 8.1.16, является ал-
геброй. ��

8.1.18. Определение. Возникающую алгебру H (K) называ-
ют алгеброй ростков голоморфных функций на компакте K.

8.1.19. ПустьK — компакт в C, а R : C\K → X — голоморфная
функция со значениями в банаховом пространстве X. Пусть, далее,
f ∈ H (K) и f1, f2 ∈ f . Если F1 — простая картина для пары
(K, dom f1), а F2 — простая картина для пары (K, dom f2), то∫

∂F1

f1(z)R(z)dz =
∫
∂F2

f2(z)R(z)dz.
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� Пусть K ⊂ D ⊂ intF1 ∩ intF2, где D открыто и f1|D = f2|D .
Возьмем простую картину K ⊂ F ⊂ D . Учитывая голоморфность
функции f1R на dom f1 \ K и голоморфность f2R на dom f2 \ K,
выводим равенства∫

∂F

f1(z)R(z)dz =
∫
∂F1

f1(z)R(z)dz,

∫
∂F

f2(z)R(z)dz =
∫
∂F2

f2(z)R(z)dz

(из нетривиального факта справедливости их скалярных аналогов).
Ввиду совпадения f1 и f2 на D имеем требуемое. �

8.1.20. Определение. Фиксируя h ∈H (K), в условиях 8.1.19
контурным интегралом h с ядром R называют элемент∮

h(z)R(z)dz :=
∫
∂F

f(z)R(z)dz,

где h = f и F — простая картина для пары (K, dom f).

8.1.21. Замечание. Обозначение h(z) в 8.1.20 неслучайно. Оно
объясняется тем, что для каждой точки z ∈ K и любых двух пред-
ставителей f1, f2 ростка h выполнено w := f1(z) = f2(z). В этой
связи об элементе w говорят как о значении ростка h в точке z и
пишут h(z) = w. Отметим здесь же, что в 8.1.20 функцию R можно
считать заданной лишь в U \K, где intU ⊃ K.

8.2. Голоморфное функциональное исчисление

8.2.1. Определение. Пусть X — (ненулевое) комплексное ба-
нахово пространство и T — ограниченный эндоморфизм X, т. е.
T ∈ B(X). Для h ∈ H (Sp(T )) контурный интеграл с ядром R(T, · )
— резольвентой оператора T — обозначают

RTh :=
1
2πi

∮
h(z)R(T, z)dz
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и называют интегралом Рисса — Данфорда (ростка h). Если f —
функция, голоморфная в окрестности Sp(T ), то полагают f(T ) :=
RT f := RT f . Используют также более образные обозначения типа

f(T ) =
1
2πi

∮
f(z)
z − T dz.

8.2.2. Замечание. В алгебре, в частности, изучают различные
представления математических объектов. Нам удобно пользоваться
некоторыми элементарными понятиями теории представлений наи-
более «алгебраических» объектов — алгебр. Вспомним простейшие
из них.

Пусть A1, A2 — две алгебры (над одним и тем же полем). Мор-
физмом A1 в A2 или представлением алгебры A1 в алгебре A2 (ре-
же говорят «в алгебру A2») называют мультипликативный линей-
ный оператор R, т. е. отображение R ∈ L (A1, A2) такое, что
R(ab) = R(a)R(b) для всех a, b ∈ A1. Представление R назы-
вают точным, если kerR = 0. Наличие точного представления
R : A1 → A2 позволяет рассматривать A1 как подалгебру A2.

Если A2 является (под)алгеброй эндоморфизмов L (X) некото-
рого векторного пространства X (над тем же полем), то о морфизме
A1 в A2 говорят как о (линейном) представлении A1 в простран-
стве X или об операторном представлении A1. Пространство X
называют в этом случае пространством представления алгебры A1.

Если в пространстве X представления R алгебры A есть подпро-
странство X1, инвариантное относительно всех операторов R(a) при
a ∈ A, то естественным образом возникает представление R1 : A →
L (X1), действующее по правилу R1(a)x1 = R(a)x1 для x1 ∈ X1 и
a ∈ A, называемое подпредставлением R (порожденным X1). Если
X = X1⊕X2 и это разложение приводит каждый оператор R(a) для
a ∈ A, то говорят, что представление R приведено к прямой сумме
(под)представлений R1 и R2 (порожденных X1 и X2 соответствен-
но). Отметим важность задачи изучения произвольных неприводи-
мых представлений (= представлений, не содержащих нетривиаль-
ных подпредставлений).

8.2.3. Теорема Гельфанда — Данфорда. Интеграл Рисса —
Данфорда RT служит представлением алгебры ростков голоморф-
ных функций на спектре оператора T в пространстве X — обла-
сти определения оператора T . При этом если f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n
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(в окрестности Sp(T )), то f(T ) =
∑∞
n=0 cnT

n (суммирование ведется
относительно операторной нормы в B(X)).

� То, что RT — линейный оператор, несомненно. Установим
мультипликативность RT . Для этого возьмем f1, f2 ∈ H (Sp(T ))
и выберем простые картины F1, F2 такие, что Sp(T ) ⊂ intF1 ⊂
F1 ⊂ intF2 ⊂ F2 ⊂ D , причем функции f1 ∈ f1, f2 ∈ f2 являются
голоморфными на D .

Привлекая очевидные свойства интеграла Бохнера, классиче-
скую теорему Коши и тождество Гильберта 5.6.19, последовательно
получаем

RT f1 ◦RT f2 = f1(T )f2(T ) =
1
2πi

1
2πi

∫
∂F1

f1(z1)
z1 − T dz1 ◦

∫
∂F2

f2(z2)
z2 − T dz2 =

=
1
2πi

1
2πi

∫
∂F2

⎛⎝ ∫
∂F1

f1(z1)R(T, z1)dz1

⎞⎠ f2(z2)R(T, z2)dz2 =

=
1
2πi

1
2πi

∫
∂F1

∫
∂F2

f1(z1)f2(z2)R(T, z1)R(T, z2)dz2dz1 =

=
1
2πi

1
2πi

∫
∂F1

∫
∂F2

f1(z1)f2(z2)
R(T, z1)−R(T, z2)

z2 − z1 dz2dz1 =

=
1
2πi

∫
∂F1

f1(z1)

⎛⎝ 1
2πi

∫
∂F2

f2(z2)
z2 − z1 dz2

⎞⎠R(T, z1)dz1−

− 1
2πi

∫
∂F2

f2(z2)

⎛⎝ 1
2πi

∫
∂F1

f1(z1)
z2 − z1 dz1

⎞⎠R(T, z2)dz2 =

=
1
2πi

∫
γ

f1(z1)f2(z1)R(T, z1)dz1 − 0 = f1f2(T ) = RT (f1 f2).

Выберем окружность γ := εT, лежащую как в res(T ), так и внут-
ри круга сходимости ряда f(z) =

∑∞
n=0 cnz

n. Учитывая 5.6.16 и 5.5.9
(6), имеем
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f(T ) =
1
2πi

∫
γ

f(z)
∞∑
n=0

z−n−1Tndz =

=
1
2πi

∞∑
n=0

∫
γ

f(z)z−n−1Tndz =

=
∞∑
n=0

⎛⎝ 1
2πi

∫
γ

f(z)
zn+1 dz

⎞⎠Tn =
∞∑
n=0

cnT
n

в силу 8.1.9. �
8.2.4. Замечание. Теорему 8.2.3 часто называют основной те-

оремой голоморфного функционального исчисления.

8.2.5. Теорема об отображении спектра. Для любой функ-
ции f ∈ H(Sp(T )), голоморфной в окрестности спектра оператора T
из B(X), выполнено

f(Sp(T )) = Sp(f(T )).

� Пусть сначала дано, что λ ∈ Sp(f(T )) и f−1(λ) ∩ Sp(T ) = ∅.
Для точки z ∈ (C \ f−1(λ)) ∩ dom f положим g(z) := (λ − f(z))−1.
Тогда g — голоморфная функция в окрестности Sp(T ), причем g(λ−
f) = (λ − f)g = 1C. Привлекая 8.2.3, видим, что λ ∈ res(f(T )).
Последнее противоречит условию. Значит, f−1(λ) ∩ Sp(T ) �= ∅, т. е.
Sp(f(T )) ⊂ f(Sp(T )).

Пусть теперь λ ∈ Sp(T ). Положим

λ �= z ⇒ g(z) :=
f(λ)− f(z)

λ− z ; g(λ) := f ′(λ).

Понятно, что g — голоморфная функция (особенность «устранена»).
Из 8.2.3 получаем

g(T )(λ− T ) = (λ− T )g(T ) = f(λ)− f(T ).
Значит, если f(λ) ∈ res(f(T )), то оператор R(f(T ), f(λ))g(T ) явля-
ется обратным к λ − T . Иными словами, λ ∈ res(T ), что неверно.
Итак, f(λ) ∈ C \ res(f(T )) = Sp(f(T )), т. е. f(Sp(T )) ⊂ Sp(f(T )). �
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8.2.6. Пусть K — непустой компакт; g : dom g → C — голо-
морфная функция, причем dom g ⊃ K. Для f ∈ H(g(K)) положим
◦
g(f) := f ◦ g. Тогда

◦
g — представление алгебры H (g(K)) в алгебре

H (K). ��
8.2.7. Теорема Данфорда. Для всякой функции g : dom g →

C, голоморфной в окрестности dom g спектра Sp(T ) оператора T ∈
B(X), коммутативна следующая диаграмма представлений:

B(X)

H (Sp(T )) H (Sp(g(T )))

Rg(T )

◦
g

RT

�

�

�
�

�
�

��

� Пусть f ∈ H (g(Sp(T ))) и f : D → C таковы, что f ∈ f
и D ⊃ g(Sp(T )) = Sp(g(T )). Пусть F1 — простая картина для пары
(Sp(g(T )), D) и F2 — простая картина для пары (Sp(T ), g−1(intF1)).
Ясно, что при этом g(∂F2) ⊂ intF1 и, кроме того, функция z2 �→
(z1−g(z2))−1 определена и голоморфна в intF2 для z1 ∈ ∂F1. Таким
образом, по 8.2.3

R(g(T ), z1) =
1
2πi

∫
∂F2

R(T, z2)
z1 − g(z2)dz2 (z1 ∈ ∂F1).

Учитывая это соотношение, последовательно имеем

Rg(T )f =
1
2πi

∫
∂F1

f(z1)
z1 − g(T )dz1 =

=
1
2πi

1
2πi

∫
∂F1

f(z1)

⎛⎝ ∫
∂F2

R(T, z2)
z1 − g(z2)dz2

⎞⎠ dz1 =

=
1
2πi

1
2πi

∫
∂F2

⎛⎝ ∫
∂F1

f(z1)
z1 − g(z2)dz1

⎞⎠R(T, z2)dz2 =
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=
1
2πi

∫
∂F2

f(g(z2))R(T, z2)dz2 = RT
◦
g(f)

(так как g(z2) ∈ intF1 для z2 ∈ ∂F2 по построению, то на основании
классической теоремы Коши

f(g(z2)) =
1
2πi

∫
∂F1

f(z1)
z1 − g(z2)dz1. �

8.2.8. Замечание. Теорему Данфорда весьма часто называют
теоремой о сложной функции и символически записывают так: f ◦
g(T ) = f(g(T )) для f ∈ H(g(Sp(T ))).

8.2.9. Определение. Подмножество σ в Sp(T ) называют спек-
тральным множеством или изолированной частью спектра T , ес-
ли как σ, так и его дополнение σ′ := Sp (T )\σ являются замкнутыми
множествами.

8.2.10. Пусть σ — спектральное множество и κσ — это (какая-
нибудь) функция, равная единице в некоторой открытой окрестно-
сти σ и нулю в некоторой открытой окрестности σ′. Пусть, далее,

Pσ := κσ(T ) :=
1
2πi

∮
κσ(z)
z − T dz.

Тогда Pσ — проектор вX и (замкнутое) подпространствоXσ := imPσ
инвариантно относительно T .

� Поскольку κ2
σ = κσ, то, по 8.2.3, κσ(T )2 = κσ(T ). Помимо

этого, T = RT IC, где IC : z �→ z, откуда TPσ = PσT (ибо IC κσ =
κσ IC). Значит, в силу 2.2.9 (4), Xσ инвариантно относительно T . �

8.2.11. Определение. Оператор Pσ из 8.2.10 называют проек-
тором Рисса или же спектральным проектором, отвечающим спек-
тральному множеству σ.

8.2.12. Теорема о разбиении спектра. Пусть σ — спектраль-
ное множество оператора T из B(X). Тогда имеет место разложение
X в прямую сумму инвариантных подпространств X = Xσ ⊕ Xσ′ ,
приводящее T к матричному виду

T ∼
(
Tσ 0
0 Tσ′

)
,
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где часть Tσ оператора T в Xσ и часть Tσ′ оператора T в Xσ′ таковы,
что

Sp(Tσ) = σ, Sp(Tσ′) = σ′.

� Поскольку κσ + κσ′ = κSp(T ) = 1C, то ввиду 8.2.3 и 8.2.10
следует установить только утверждение о спектре Tσ.

Из 8.2.5 и 8.2.3 получаем

σ ∪ 0 = κσIC(Sp(T )) = Sp (κσIC(T )) = Sp (RT (κσIC)) =

= Sp(RTκσ ◦RT IC) = Sp(PσT ).

При этом в матричном виде

PσT ∼
(
Tσ 0
0 0

)
.

Пусть λ — ненулевое комплексное число. Тогда

λ− PσT ∼
(
λ− Tσ 0

0 λ

)
,

т. е. оператор λ − PσT необратим в том и только в том случае,
если необратим оператор λ − Tσ. Итак, Sp(Tσ) \ 0 ⊂ Sp(PσT ) \ 0 =
(σ ∪ 0) \ 0 ⊂ σ.

Допустим, что 0 ∈ Sp(Tσ) и 0 /∈ σ. Выберем открытые непересе-
кающиеся множества Dσ и Dσ′ так, что σ ⊂ Dσ, 0 /∈ Dσ и σ′ ⊂ Dσ′ ,
и положим

z ∈ Dσ ⇒ h(z) :=
1
z
;

z ∈ Dσ′ ⇒ h(z) := 0.

По 8.2.3, h(T )T = Th(T ) = Pσ. Более того, раз hκσ = κσ h, то раз-
ложение X = Xσ ⊕Xσ′ приводит h(T ) и для части h(T )σ оператора
h(T ) в Xσ верно h(T )σTσ = Tσh(T )σ = 1. Таким образом, Tσ об-
ратим, т. е. 0 /∈ Sp(Tσ). Получили противоречие, означающее, что
0 ∈ σ. Иными словами, выполнено Sp(Tσ) ⊂ σ.

Заметим теперь, что res(T ) = res(Tσ) ∩ res(Tσ′). Значит, по уже
доказанному

Sp(T ) = C \ res(T ) = C \ (res(Tσ) ∩ res(Tσ′)) =

= (C \ res(Tσ)) ∪ (C \ res(Tσ′)) = Sp(Tσ) ∪ Sp(Tσ′) ⊂ σ ∪ σ′ = Sp(T ).

Учитывая, что σ ∩ σ′ = ∅, получаем требуемое. �
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8.2.13. Теорема о разложении интеграла Рисса — Дан-
форда. Пусть σ — спектральное множество оператора T ∈ B(X).
Разложение X = Xσ ⊕ Xσ′ приводит представление RT алгебры
H (Sp(T )) в X к прямой сумме представлений Rσ и Rσ′ . При этом
коммутативны следующие диаграммы представлений:

B(Xσ)

H (Sp(T )) H (σ)

RTσ

κσ

Rσ

�

�

�
�

�
�

��
B(Xσ′)

H (Sp(T )) H (σ′)

RTσ′

κσ′

Rσ′

�

�

�
�

�
�

��

Здесь κσ (f) := κσf, κσ′(f) := κσ′f для f ∈ H(Sp(T )) — представле-
ния, порожденные сужениями f на σ и σ′ соответственно. ��

8.3. Идеал компактных операторов и проблема
аппроксимации

8.3.1. Пусть X, Y — банаховы пространства. Для линейного
оператора K ∈ L (X, Y ) эквивалентны следующие утверждения:

(1) оператор K компактен: K ∈ K (X, Y );
(2) существуют окрестность нуля U в X и компактное

множество V в Y такие, что K(U) ⊂ V ;
(3) образ при отображенииK любого ограниченного мно-

жества в X относительно компактен в Y ;
(4) образ любого ограниченного вX множества (при ото-

бражении K) вполне ограничен в Y ;
(5) для каждой последовательности (xn)n∈N точек еди-

ничного шара BX последовательность (Kxn)n∈N со-
держит некоторую фундаментальную подпоследова-
тельность. ��

8.3.2. Теорема. Пусть X, Y — банаховы пространства. Тогда
(1) K (X, Y ) — замкнутое подпространство B(X, Y );
(2) для любых банаховых пространствW и Z выполнено

B(Y, Z) ◦K (X, Y ) ◦B(W, X) ⊂ K (W, Z),
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т. е. если S ∈ B(W, X), T ∈ B(Y, Z), а K ∈
K (X, Y ), то TKS ∈ K (W, Z);

(3) IF ∈ K (F) := K (F, F) для основного поля F.
� То, что K (X, Y ) — подпространство B(X, Y ), следует из

8.3.1. Если Kn ∈ K (X, Y ) и Kn → K, то для ε > 0 при достаточ-
но больших n имеем ‖Kx −Knx‖ ≤ ‖K −Kn‖ ‖x‖ ≤ ε, как только
x ∈ BX . Таким образом, Kn(BX) служит ε-сетью (= Bε-сетью) для
K(BX). Остается сослаться на 4.6.4, чтобы закончить доказатель-
ство замкнутости K (X, Y ). Прочие утверждения теоремы ясны. �

8.3.3. Замечание. Теорему 8.3.2 часто выражают следующи-
ми словами: «класс всех компактных операторов представляет собой
операторный идеал». При этом имеют в виду очевидную аналогию
тому, что K (X) := K (X, X) представляет собой (двусторонний за-
мкнутый) идеал в алгебре B(X), т. е. K (X) ◦ B(X) ⊂ K (X) и
B(X) ◦K (X) ⊂ K (X).

8.3.4. Теорема Калкина. Идеалы 0, K (l2), B(l2) составляют
полный перечень замкнутых двусторонних идеалов алгебры B(l2)
ограниченных эндоморфизмов гильбертова пространства l2.

8.3.5. Замечание. В связи с 8.3.4 ясно, что определенную роль
в теории операторов должна играть алгебра B(X)/K (X), называе-
мая алгеброй Калкина (в X). Эту роль отчасти можно видеть в 8.5.

8.3.6. Определение. Оператор T ∈ L (X, Y ) называют конеч-
номерным, если T ∈ B(X, Y ) и imT — конечномерное подпростран-
ство. При этом пишут T ∈ F (X, Y ).

8.3.7. Конечномерные операторы составляют линейную оболоч-
ку множества ограниченных одномерных операторов:

T ∈ F (X, Y )⇔

⇔ (∃x′1, . . . , x′n ∈ X ′, y1, . . . , yn ∈ Y ) T =
n∑
k=1

x′k ⊗ yk. ��

8.3.8. Определение. Пусть Q — (непустой) компакт в X. Для
T ∈ B(X, Y ) положим

‖T‖Q := sup ‖T (Q)‖.
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Совокупность всех полунорм вида ‖ · ‖Q в B(X, Y ) называют муль-
тинормой Аренса в B(X, Y ) и обозначают κB(X,Y ). Соответствую-
щую топологию называют топологией равномерной сходимости на
компактах.

8.3.9. Теорема Гротендика. Пусть X — банахово простран-
ство. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) для каждых ε > 0 и компактного множества Q в X
найдется оператор T ∈ F (X) := F (X, X) такой, что
‖Tx− x‖ ≤ ε для всех x ∈ Q;

(2) для любого банахова пространства W подпростран-
ство F (W, X) плотно в B(W, X) относительно муль-
тинормы Аренса κB(W,X);

(3) для любого банахова пространства Y подпростран-
ство F (X, Y ) плотно в B(X, Y ) относительно муль-
тинормы Аренса κB(X,Y ).

� Ясно, что (2) ⇒ (1) и (3) ⇒ (1). Поэтому установим, что (1)
⇒ (2) и (1) ⇒ (3).

(1) ⇒ (2): Если T ∈ B(W, X) и ∅ �= Q ⊂W — компакт в W , то,
по теореме Вейерштрасса 4.4.5, T (Q) — компакт в X и, стало быть,
для ε > 0 по условию существует оператор T0 ∈ F (X) такой, что
‖T0 − IX‖T (Q) = ‖T0T − T‖Q ≤ ε. Несомненно, что T0T ∈ F (W, X).

(1) ⇒ (3): Пусть T ∈ B(X, Y ). Если T = 0, то доказывать
ничего не надо. Пусть T �= 0, ε > 0 и Q — непустой компакт в X.
По условию существует оператор T0 ∈ F (X) такой, что ‖T0−IX‖Q ≤
ε‖T‖−1. Тогда ‖TT0 − T‖Q ≤ ‖T‖ ‖T0 − IX‖Q ≤ ε. Кроме того,
TT0 ∈ F (X, Y ). �

8.3.10. Определение. Банахово пространство, удовлетворяю-
щее одному (а значит, и любому) из эквивалентных условий 8.3.9
(1)–8.3.9 (3), называют обладающим свойством аппроксимации.

8.3.11. Критерий Гротендика. Банахово пространство X об-
ладает свойством аппроксимации в том и только в том случае, ес-
ли для каждого банахова пространства W выполнено clF (W, X) =
K (W, X), где замыкание вычислено относительно операторной нор-
мы.

8.3.12. Замечание. Долго считали (и, разумеется, не могли
доказать), что все банаховы пространства обладают свойством ап-
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проксимации. Поэтому найденный П. Энфло на основе тонких рас-
суждений пример банахова пространства без свойства аппроксима-
ции был воспринят в конце 70-х годов как сенсационный. В настоя-
щее время известны многие контрпримеры такого рода.

8.3.13.КонтрпримерШанковского. ПространствоB(l2) не
обладает свойством аппроксимации.

8.3.14. Контрпримеры Дэви — Фигеля — Шанковско-
го. Пространства lp при p �= 2 и c0 имеют замкнутые подпростран-
ства, не обладающие свойством аппроксимации.

8.4. Теория Рисса — Шаудера

8.4.1. Лемма об ε-перпендикуляре. Пусть X0 — замкнутое
подпространство банахова пространства X и X �= X0. Для любого
ε > 0 в X имеется ε-перпендикуляр к X0, т. е. такой элемент xε ∈ X,
что ‖xε‖ = 1 и d(xε, X0) := inf d‖·‖({xε} ×X0) ≥ 1− ε.

� Пусть 1 > ε и x ∈ X \ X0. Понятно, что d := d(x, X0) > 0.
В подпространстве X0 подыщем x′, для которого ‖x−x′‖ ≤ d/(1−ε)
(это возможно, ибо d/(1− ε) > d). Положим xε := (x− x′)‖x− x′‖−1.
Тогда ‖xε‖ = 1. Наконец, для x0 ∈ X0 выполнено

‖x0 − xε‖ =
∥∥∥∥x0 − x− x′

‖x− x′‖
∥∥∥∥ =

=
1

‖x′ − x‖ ‖(‖x− x
′‖x0 + x′)− x‖ ≥ d(x, X0)

‖x′ − x‖ ≥ 1− ε. �

8.4.2. Критерий Рисса. Пусть X — банахово пространство.
Тождественный оператор вX компактен в том и только в том случае,
если X конечномерно.

� Нуждается в проверке лишь стрелка⇒. Если известно, что X
не является конечномерным пространством, то в X можно указать
последовательность конечномерных подпространств X1 ⊂ X2 ⊂ . . .
такую, что Xn+1 �= Xn при всех n ∈ N. На основании 8.4.1 существу-
ет последовательность (xn), для которой xn+1 ∈ Xn+1, ‖xn+1‖ = 1
и d(xn+1, Xn) ≥ 1/2, т. е. последовательность 1/2-перпендикуляров
к Xn в Xn+1. Ясно, что d(xm, xk) ≥ 1/2 для m �= k. Иными сло-
вами, последовательность (xn) не содержит фундаментальной под-
последовательности. Значит, по 8.3.1 оператор IX не является ком-
пактным. �
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8.4.3. Пусть T ∈ K (X, Y ), где X, Y — банаховы пространства.
Оператор T нормально разрешим в том и только в том случае, если
T конечномерен.

� Нуждается в проверке лишь импликация ⇒.
Пусть Y0 := imT — замкнутое подпространство в Y . По теоре-

ме Банаха о гомоморфизме 7.4.4 образ единичного шара T (BX) —
окрестность нуля в Y0. Кроме того, в силу компактности T множе-
ство T (BX) относительно компактно в Y0. Остается применить 8.4.2
к Y0. �

8.4.4. Пусть X — банахово пространство и K ∈ K (X). Тогда
оператор 1−K нормально разрешим.

� Положим T := 1 − K. Пусть X1 := kerT . Несомненно,
что X1 конечномерно по 8.4.2. В соответствии с 7.4.11 (1) конеч-
номерное подпространство дополняемо. Обозначим X2 топологиче-
ское дополнение X1. Учитывая, что X2 — банахово пространство
и равенство T (X) = T (X2), следует установить, что для некото-
рого t > 0 выполнено ‖Tx‖ ≥ t‖x‖ для всех x ∈ X2. В против-
ном случае найдется последовательность (xn) таких элементов, что
‖xn‖ = 1, xn ∈ X2 и Txn → 0. Используя компактность K, можно
считать, что (Kxn) сходится. Положим y := limKxn. Тогда после-
довательность (xn) сходится к y, ибо y = lim(Txn +Kxn) = limxn.
При этом Ty = limTxn = 0, т. е. y ∈ X1. Кроме того, несомненно,
y ∈ X2. Итак, y ∈ X1 ∩ X2, т. е. y = 0. Получили противоречие
(‖y‖ = lim ‖xn‖ = 1). �

8.4.5. Для всякого ε > 0 вне круга радиуса ε с центром в нуле
может лежать лишь конечное множество собственных чисел ком-
пактного оператора.

� Допустим, что вопреки утверждаемому есть последователь-
ность (λn)n∈N различных собственных чисел оператора K, таких
что |λn| ≥ ε для всех n ∈ N. Пусть, далее, 0 �= xn ∈ ker(λn − K)
— собственный вектор, отвечающий собственному числу λn. Уста-
новим прежде всего, что множество {xn : n ∈ N} линейно незави-
симо. В самом деле, пусть уже известно, что линейно независимо
множество {x1, . . . , xn}. Предположим, что xn+1 =

∑n
k=1 αkxk. То-

гда 0 = (λn+1 − K)xn+1 =
∑n
k=1 αk(λn+1 − λk)xk. Следовательно,

αk = 0 для k := 1, . . . , n. Отсюда вытекает заведомо ложное равен-
ство xn+1 = 0.
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Положим Xn := L ({x1, . . . , xn}). По определению X1 ⊂ X2 ⊂
. . . , причем, как уже доказано, Xn+1 �= Xn для n ∈ N. В силу 8.4.1
имеется последовательность (xn) такая, что xn+1 ∈ Xn+1, ‖xn+1‖ =
1 и d(xn+1, Xn) ≥ 1/2. При m > k прямой подсчет показывает, что
z := (λm+1 −K)xm+1 ∈ Xm и z +Kxk ∈ Xm +Xk ⊂ Xm. Значит,

‖Kxm+1 −Kxk‖ = ‖ − λm+1xm+1 +Kxm+1 + λm+1xm+1 −Kxk‖ =

= ‖λm+1xm+1 − (z +Kxk)‖ ≥ |λm+1|d(xm+1, Xm) ≥ ε

2
.

Иными словами, последовательность (Kxn) не содержит фундамен-
тальной подпоследовательности. �

8.4.6. Теорема Шаудера. Пусть X, Y — банаховы простран-
ства (над одним и тем же основным полем F). Тогда

K ∈ K (X, Y )⇔ K ′ ∈ K (Y ′, X ′).

� ⇒: Заметим прежде всего, что отображение сужения x′ �→
x′|BX осуществляет изометрию X ′ в l∞(BX). Поэтому для установ-
ления относительной компактности K ′(BY ′) следует доказать отно-
сительную компактность множества V := {K ′y ′|BX : y ′ ∈ BY ′}.
Ввиду того, что для x ∈ BX и y ′ ∈ BY ′ выполнено K ′y ′|BX (x) =
y ′ ◦K|BX (x) = y ′(Kx), рассмотрим компакт Q := clK(BX) и отобра-

жение
◦
K : C(Q, F)→ l∞(BX), определенное соотношением

◦
Kg : x �→

g(Kx). Несомненно, что оператор
◦
K ограничен, а следовательно, и

непрерывен. Пусть теперь S := {y ′|Q : y ′ ∈ BY ′}. Ясно, что S —
равностепенно непрерывное и в то же время ограниченное подмно-
жество C(Q, F). Значит, по теореме Асколи — Арцела 4.6.10, S от-
носительно компактно. По теореме Вейерштрасса 4.4.5 заключаем,

что относительно компактно множество
◦
K(S). Осталось заметить,

что для y ′ ∈ BY ′ выполнено
◦
Ky ′|Q = K ′y ′|BX , т. е.

◦
K(S) = V .

⇐: Если K ′ ∈ K (Y ′, X ′), то по уже доказанному выполняется
K ′′ ∈ K (X ′′, Y ′′). В силу леммы о двойном штриховании 7.6.6,
K ′′|X = K. Отсюда вытекает, что оператор K компактный. �

8.4.7. Ненулевые точки спектра компактного оператора изоли-
рованы (т. е. всякая такая точка составляет спектральное множе-
ство).
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� Учитывая 8.4.4 и принцип штрихования последовательностей
7.6.13, видим, что любая ненулевая точка спектра компактного опе-
ратора является либо его собственным числом, либо собственным
числом сопряженного оператора. Привлекая 8.4.5 и 8.4.6, заключа-
ем, что вне круга ненулевого радиуса может лежать лишь конечное
число точек спектра рассматриваемого оператора. �

8.4.8. Теорема Рисса — Шаудера. Спектр компактного опе-
ратора, заданного в бесконечномерном пространстве, содержит нуль.
Ненулевые точки спектра — собственные числа, каждому из которых
отвечает конечномерное собственное подпространство. При этом вне
любого круга ненулевого радиуса с центром в нуле лежит конечное
множество точек спектра рассматриваемого оператора.

� Для оператора K ∈ K (X) следует установить только импли-
кацию

0 �= λ ∈ Sp(K)⇒ ker(λ−K) �= 0.

Разберем сначала случай F := C. Отметим, что {λ} — спек-
тральное множество. Полагая g(z) := 1/z в некоторой окрестно-
сти λ и g(z) := 0 для z в подходящей окрестности {λ}′, видим:
κ{λ} = gIC. Стало быть, на основании 8.2.3 и 8.2.10, P{λ} = g(K)K.
В силу 8.3.2 (2), P{λ} ∈ K (X). Из 8.4.3 вытекает, что imP{λ} — ко-
нечномерное пространство. Осталось привлечь теорему о разбиении
спектра 8.2.12.

В случае F := R следует провести процесс «комплексификации».
Именно, нужно рассмотреть в пространстве X2 умножение на эле-
мент C, порожденное правилом i(x, y) := (−y, x). Полученное ком-
плексное векторное пространство обозначают X ⊕ iX. В простран-
стве X ⊕ iX следует ввести оператор K(x, y) := (Kx, Ky). Наделяя
X ⊕ iX подходящей нормой (ср. 7.3.2), видим, что оператор K ком-
пактен, причем λ ∈ Sp(K). Значит, λ — собственное число K по уже
доказанному. Отсюда вытекает, что λ — собственное число операто-
ра K. �

8.4.9. Теорема. Пусть X — комплексное банахово простран-
ство, а f : C → C — голоморфная функция, обращающаяся в нуль
лишь в нуле и такая, что для некоторого T ∈ B(X) выполнено
f(T ) ∈ K (X). Тогда любая отличная от нуля точка λ спектра T
изолирована и проектор Рисса P{λ} компактен.
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� Допустим противное, т. е. пусть найдется последовательность
(λn)n∈N различных точек Sp(T ) такая, что λn → λ �= 0 (в частно-
сти, X бесконечномерно). Тогда f(λn) → f(λ), причем f(λ) �= 0
по условию. По теореме об отображении спектра 8.2.5, Sp(f(T )) =
f(Sp(T )). Таким образом, по 8.4.8 для всех достаточно больших n
выполнено f(λn) = f(λ). Отсюда вытекает, что f(z) = f(λ) для всех
z ∈ C и, стало быть, f(T ) = f(λ). По критерию 8.4.2 в этом слу-
чае X конечномерно. Получили противоречие, означающее, что λ
— изолированная точка Sp(T ). Полагая g(z) := f(z)−1 в некоторой
не содержащей нуля окрестности λ, имеем, что g f = κ{λ}. Следова-
тельно, по теореме Гельфанда — Данфорда 8.2.3, P{λ} = g(T )f(T ),
т. е. в силу 8.3.2 (2) проектор Рисса P{λ} компактен. �

8.4.10. Замечание. Теорему 8.4.9 иногда называют «обобщен-
ной теоремой Рисса — Шаудера».

8.5. Нётеровы и фредгольмовы операторы

8.5.1. Определение. Пусть X, Y — банаховы пространства
(над одним и тем же основным полем F). Оператор T ∈ B(X, Y )
называют нётеровым и пишут T ∈ N (X, Y ), если его ядро kerT :=
T−1(0) и коядро cokerT := Y/ imT конечномерны, т. е. если конечны
величины

α(T ) := dim kerT ; β(T ) := dim cokerT.

Целое число ind T := α(T )− β(T ) называют индексом оператора T .

8.5.2. Определение. Нётеров оператор нулевого индекса на-
зывают фредгольмовым.

8.5.3. Каждый нётеров оператор нормально разрешим.
� Следует из критерия Като 7.4.20. �
8.5.4. Для оператора T ∈ B(X, Y ) выполнено

T ∈ N (X, Y )⇔ T ′ ∈ N (Y ′, X ′).

При этом ind T = − ind T ′.
� В силу 2.3.5 (6), 8.5.3, 5.5.4 и принципа штрихования 7.6.13

следующие пары сопряженных последовательностей:

0→ kerT → X
T→ Y → cokerT → 0;
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0← (kerT )′ ← X ′ T ′
← Y ′ ← (cokerT )′ ← 0;

0→ ker(T ′)→ Y ′ T ′
→ X ′ → coker(T ′)→ 0;

0← (ker(T ′))′ ← Y
T← X ← (coker(T ′))′ ← 0

одновременно точны. При этом α(T ) = β(T ′) и β(T ) = α(T ′) (ср.
7.6.14). �

8.5.5. Оператор фредгольмов в том и только в том случае, если
фредгольмов сопряженный к нему оператор.

� Это частный случай 8.5.4. �

8.5.6. Альтернатива Фредгольма. Для фредгольмова опе-
ратора T имеет место одна из следующих двух взаимоисключающих
возможностей.

(1) Однородное уравнение Tx = 0 имеет только нулевое
решение. Однородное сопряженное уравнение T ′y ′ =
0 имеет только нулевое решение. Неоднородное урав-
нение Tx = y имеет, и притом единственное, решение
при любой правой части. Неоднородное сопряженное
уравнение T ′y ′ = x′ имеет, и притом единственное,
решение при любой правой части.

(2) Однородное уравнение Tx = 0 имеет ненулевое ре-
шение. Однородное сопряженное уравнение T ′y ′ =
0 имеет ненулевое решение. Однородное уравнение
Tx = 0 имеет конечное число линейно независимых
решений x1, . . . , xn. Однородное сопряженное урав-
нение T ′y ′ = 0 имеет конечное число линейно незави-
симых решений y ′

1, . . . , y
′
n. Неоднородное уравнение

Tx = y разрешимо в том и только в том случае, если
y ′

1(y) = . . . = y ′
n(y) = 0. При этом общее решение x

есть сумма частного решения x0 неоднородного урав-
нения и общего решения однородного уравнения, т. е.
имеет вид

x = x0 +
n∑
k=1

λkxk (λk ∈ F ).
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Неоднородное сопряженное уравнение T ′y ′ = x′ раз-
решимо в том и только в том случае, если x′(x1) =
. . . = x′(xn) = 0. При этом общее решение y ′ есть
сумма частного решения y ′

0 неоднородного сопряжен-
ного уравнения и общего решения однородного сопря-
женного уравнения, т. е. имеет вид

y ′ = y ′
0 +

n∑
k=1

µky
′
k (µk ∈ F ).

� Переформулировка 8.5.5 с учетом леммы о полярах 7.6.11. �
8.5.7. Примеры.

(1) Если T обратим, то T фредгольмов.
(2) Пусть T ∈ L (Fn, Fm). Пусть rankT := dim imT —

ранг T . Тогда α(T ) = n− rankT ; β(T ) = m− rankT . Следовательно,
T ∈ N (Fn, Fm) и ind T = n−m.

(3) Пусть X = X1 ⊕ X2 и T ∈ B(X). Допустим, что
указанное разложение X в прямую сумму приводит T к матричному
виду

T ∼
(
T1 0
0 T2

)
.

Несомненно, что T нётеров тогда и только тогда, когда нётеровы
его части. При этом α(T ) = α(T1)+α(T2), β(T ) = β(T1)+β(T2), т. е.
ind T = ind T1 + ind T2. ��

8.5.8. Теорема Фредгольма. Пусть K ∈ K (X). Оператор
1−K фредгольмов.

� В самом деле, разберем сначала случай F := C. Если 1 /∈
Sp(K), то 1 − K обратим и ind (1 − K) = 0. Если же 1 ∈ Sp(K),
то в силу теоремы Рисса — Шаудера 8.4.8 и теоремы о разбиении
спектра 8.2.12 найдется разложение X = X1 ⊕ X2 такое, что X1
конечномерно, 1 /∈ Sp(K2), где K2 — часть K в X2, при этом

1−K ∼
(
1−K1 0

0 1−K2

)
.

По 8.5.7 (2), ind (1 −K1) = 0. По 8.5.7 (3) выполнено ind (1 −K) =
ind (1−K1) + ind (1−K2) = 0.
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В случае F := R проведем процесс «комплексификации» так же,
как и в доказательстве 8.4.8. Именно, в пространстве X ⊕ iX рас-
смотрим оператор K(x, y) := (Kx, Ky). По уже установленному
ind (1 − K) = 0. Остается заметить, что с учетом различия R и C
выполнено α(1−K) = α(1−K) и β(1−K) = β(1−K). Окончательно
ind (1−K) = 0. �

8.5.9. Определение. Пусть задан T ∈ B(X, Y ). Оператор L ∈
B(Y, X) называют левым регуляризатором T , если LT −1 ∈ K (X).
Оператор R ∈ B(Y, X) называют правым регуляризатором T , если
TR− 1 ∈ K (Y ). Оператор S ∈ B(Y, X) называют почти обратным
к T ∈ B(X, Y ), если S является одновременно левым и правым
регуляризатором T . Если у оператора T есть почти обратный, то T
называют почти обратимым.

8.5.10. Пусть L и R — соответственно левый и правый регуля-
ризаторы T . Тогда L−R ∈ K (Y, X).

� LT = 1 +KX (KX ∈ K (X))⇒ LTR = R+KXR;
TR = 1 +KY (KY ∈ K (Y ))⇒ LTR = L+ LKY �

8.5.11. Если L — левый регуляризатор T и K ∈ K (Y, X), то
L+K также левый регуляризатор T .

� (L+K)T − 1 = (LT − 1) +KT ∈ K (X) �

8.5.12. Оператор почти обратим в том и только в том случае,
если у него есть правый и левый регуляризаторы.

� Нуждается в проверке лишь импликация ⇐. Пусть L, R
— соответственно левый и правый регуляризаторы T . По 8.5.10,
K := L − R ∈ K (Y, X). Значит, по 8.5.11, R = L − K — левый
регуляризатор T . Итак, R — почти обратный к T . �

8.5.13. Замечание. Из приведенного видно, что при X = Y
оператор S является почти обратным для T в том и только в том
случае, если ϕ(S)ϕ(T ) = ϕ(T )ϕ(S) = 1, где ϕ : B(X)→ B(X)/K (X)
— каноническое отображение в алгебру Калкина. Иными словами,
левые регуляризаторы — это прообразы левых обратных в алгебре
Калкина и т. п.
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8.5.14. Критерий Нётера. Оператор является нётеровым в
том и только в том случае, если он почти обратим.

� ⇒: Пусть T ∈ N (X, Y ). Привлекая принцип дополняемости
7.4.10, рассмотрим разложения X = kerT ⊕ X1 и Y = imT ⊕ Y1
и конечномерные проекторы P ∈ B(X) на kerT параллельно X1
и Q ∈ B(Y ) на Y1 параллельно imT . Ясно, что сужение T1 := T |X1

— обратимый оператор T1 : X1 → imT . Положим S := T−1
1 (1 − Q).

Оператор S можно считать элементом пространства B(Y, X). При
этом несомненно, что ST + P = 1 и TS +Q = 1.

⇐: Пусть S — почти обратный к T , т. е. ST = 1 +KX и TS =
1+KY для подходящих компактных операторов KX и KY . Значит,
kerT ⊂ ker(1+KX), т. е. kerT конечномерно в силу конечномерности
ker(1 +KX), обеспеченной 8.5.8. Помимо этого, imT ⊃ im(1 +KY ),
т. е. из-за фредгольмовости 1 +KY образ T имеет конечную кораз-
мерность. �

8.5.15. Следствие. Если T ∈ N (X, Y ) и S ∈ B(Y, X) — почти
обратный для T , то S ∈ N (Y, X). ��

8.5.16. Следствие. Произведение нётеровых операторов — это
нётеров оператор.

� Суперпозиция почти обратных операторов (в должном поряд-
ке) — почти обратный оператор к суперпозиции. �

8.5.17. Пусть задана точная последовательность

0→ X1 → X2 → . . .→ Xn−1 → Xn → 0

конечномерных векторных пространств. Тогда имеет место тожде-
ство Эйлера

n∑
k=1

(−1)k dimXk = 0.

� При n = 1 точность последовательности 0→ X1 → 0 означает,
что X1 = 0, а при n = 2 точность 0 → X1 → X2 → 0 эквивалентна
изоморфности X1 и X2 (см. 2.3.5 (4)). Таким образом, тождество
Эйлера при n := 1, 2 несомненно.

Допустим теперь, что для m ≤ n − 1, где n > 2, требуемое уже
установлено. Точную последовательность

0→ X1 → X2 → . . .→ Xn−2
Tn−2−−−−→ Xn−1

Tn−1−−−−→ Xn → 0
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можно сузить до точной последовательности

0→ X1 → X2 → . . .→ Xn−2
Tn−2−−−→ kerTn−1 → 0.

По допущению выполнено

n−2∑
k=1

(−1)k dimXk + (−1)n−1 dimkerTn−1 = 0.

Помимо этого, поскольку Tn−1 является эпиморфизмом, имеем

dimXn−1 = dimkerTn−1 + dimXn.

Окончательно получаем

0 =
n−2∑
k=1

(−1)k dimXk + (−1)n−1(dimXn−1 − dimXn) =

=
n∑
k=1

(−1)k dimXk. �

8.5.18. Теорема Аткинсона. Индекс произведения нётеровых
операторов равен сумме индексов сомножителей.

� Пусть T ∈ N (X, Y ) и S ∈ N (Y, Z). В силу 8.5.16, ST ∈
N (X, Z). Привлекая лемму о снежинке 2.3.16, имеем точную по-
следовательность конечномерных пространств

0→ kerT → kerST → kerS → cokerT → cokerST → cokerS → 0.

На основании 8.5.17

α(T )− α(ST ) + α(S)− β(T ) + β(ST )− β(S) = 0,

откуда ind (ST ) = ind S + ind T . �
8.5.19. Следствие. Пусть T — нётеров и S — почти обратный

к T . Тогда ind T = − ind S.
� ind (ST ) = ind (1+K) для некоторого компактного оператора

K. По теореме 8.5.8, 1 +K — фредгольмов оператор. �
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8.5.20. Теорема о компактных возмущениях. Нётеровость
и индекс сохраняются при компактных возмущениях: если даны T ∈
N (X, Y ) и K ∈ K (X, Y ), то T +K ∈ N (X, Y ) и ind (T +K) =
ind T .

� Пусть S — почти обратный к T , т. е. для KX ∈ K (X) и
KY ∈ K (Y ) выполнено

ST = 1 +KX ; TS = 1 +KY

(существование S обеспечивает 8.5.14). Ясно, что

S(T +K) = ST + SK = 1 +KX + SK ∈ 1 + K (X);

(T +K)S = TS +KS = 1 +KY +KS ∈ 1 + K (Y ),

т. е. S — почти обратный к T +K. В силу 8.5.14, T +K ∈ N (X, Y ).
При этом из 8.5.19 следуют равенства ind (T+K) = − ind S и ind T =
− ind S. �

8.5.21. Теорема об ограниченных возмущениях. Нётеро-
вость и индекс сохраняются при достаточно малых ограниченных
возмущениях: множество N (X, Y ) открыто в пространстве огра-
ниченных операторов, причем индекс ind : N (X, Y ) → Z — непре-
рывная функция.

� Пусть T ∈ N (X, Y ). По 8.5.14 найдутся операторы S ∈
B(Y, X),KX ∈ K (X) и KY ∈ K (Y ) такие, что

ST = 1 +KX ; TS = 1 +KY .

Если S = 0, то пространства X и Y конечномерны по критерию
Рисса 8.4.2, т. е. доказывать нечего — достаточно сослаться на 8.5.7
(2). Если же S �= 0, то при всех V ∈ B(X, Y ), для которых ‖V ‖ <
1/‖S‖, из неравенства 5.6.1 вытекает: ‖SV ‖ < 1 и ‖V S‖ < 1. Значит,
в силу 5.6.10 операторы 1+SV и 1+V S обратимы в B(X) и в B(Y )
соответственно.

Имеем

(1 + SV )−1S(T + V ) = (1 + SV )−1(1 +KX + SV ) =

= 1 + (1 + SV )−1KX ∈ 1 + K (X),
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т. е. (1 + SV )−1S — левый регуляризатор T + V . Аналогично про-
веряется, что S(1 + V S)−1 — правый регуляризатор T + V . В самом
деле,

(T + V )S(1 + V S)−1 = (1 +KY + V S)(1 + V S)−1 =

= 1 +KY (1 + V S)−1 ∈ 1 + K (Y ).

По 8.5.12, T + V почти обратим. На основании 8.5.14, T + V ∈
N (X, Y ). Этим доказана открытость N (X, Y ). Учитывая, что ре-
гуляризаторы нётерова оператора почти обратны к нему (ср. 8.5.12),
из 8.5.19 и 8.5.18 получаем

ind (T + V ) = − ind ((1 + SV )−1S) =

= − ind (1 + SV )−1 − ind S = − ind S = ind T

(ибо (1 + SV )−1 фредгольмов по 8.5.7 (1)). Последнее и означает
непрерывность индекса. �

8.5.22.Критерий Никольского. Оператор фредгольмов в том
и только в том случае, если он представляет собой сумму обратимого
и компактного операторов.

� ⇒: Пусть T ∈ N (X, Y ) и ind T = 0. Рассмотрим разло-
жения в прямые суммы банаховых пространств X = X1 ⊕ kerT и
Y = imT ⊕ Y1. Несомненно, что оператор T1 — след оператора T на
X1 — осуществляет изоморфизм X1 и imT . Помимо этого, в силу
8.5.5, dimY1 = β(T ) = α(T ), т. е. существует естественный изо-
морфизм Id : kerT → Y1. Таким образом, T допускает матричное
представление

T ∼
(
T1 0
0 0

)
=
(
T1 0
0 Id

)
+
(
0 0
0 − Id

)
.

⇐: Если T := S +K, где K ∈ K (X, Y ) и S−1 ∈ B(Y, X), то, по
8.5.20 и 8.5.7 (1), ind T = ind (S +K) = ind S = 0. �

8.5.23. Замечание. Пусть Inv(X, Y ) — множество обратимых
операторов из X в Y (это множество открыто по теореме Банаха
об обратимых операторах 5.6.12). Обозначим F (X, Y ) множество
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всех фредгольмовых операторов, действующих из X в Y . Критерий
Никольского теперь можно переписать в следующей форме:

F (X, Y ) = Inv(X, Y ) + K (X, Y ).

Как видно из доказательства 8.5.22, можно утверждать также, что

F (X, Y ) = Inv(X, Y ) + F (X, Y ),

где, как обычно, F (X, Y ) — подпространство конечномерных опе-
раторов в пространстве B(X, Y ). ��

Упражнения

8.1. Изучить интеграл Рисса — Данфорда в конечномерном пространстве.

8.2. Описать ядро интеграла Рисса — Данфорда.

8.3. Пусть (fn) — функции, голоморфные в окрестности U спектра опера-
тора T . Доказать, что из равномерной сходимости (fn) к нулю на U вытекает
сходимость (fn(T )) к нулю в операторной норме.

8.4. Пусть σ — изолированная часть спектра оператора T . Допустим, что
часть σ′ := Sp(T ) \ σ отделяется от σ окружностью с центром в a и радиусом r
таким образом, что σ ⊂ {z ∈ C : |z−a| < r}. Доказать, что для проектора Рисса
Pσ выполнено

Pσ = lim
n
(1− z−n(T − a)n)−1;

x ∈ im(Pσ)⇔ lim sup
n

‖(a− T )nx‖ 1
n < r.

8.5. Выяснить, при каких условиях компактен проектор.

8.6. Доказать, что каждое замкнутое подпространство, содержащееся в об-
ласти значения компактного оператора в банаховом пространстве, конечномер-
но.

8.7. Доказать, что линейный оператор переводит каждое замкнутое линей-
ное подпространство в замкнутое множество в том и только в том случае, если
этот оператор нормально разрешим и его ядро конечномерно или коконечномер-
но (имеет конечномерное алгебраическое дополнение).

8.8. Пусть 1 ≤ p < r < +∞. Доказать, что каждый ограниченный опера-
тор из lr в lp и из c0 в lp является компактным.
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8.9. Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство. Для оператора
T из B(H) и гильбертова базиса (en) норму Гильберта — Шмидта определяют
соотношением

‖T‖2 :=

( ∞∑
n=1

‖Ten‖2

)1/2

.

(Проверить корректность!) Операторы с конечной нормой Гильберта —Шмидта
называют операторами Гильберта — Шмидта. Установить, что оператор T
является оператором Гильберта — Шмидта в том и только в том случае, если он
компактен и при этом

∑∞
n=1 λ

2
n < +∞, где (λn) — собственные числа оператора

(T ∗T )1/2.

8.10. Пусть T — некоторый эндоморфизм. Тогда

im(T 0) ⊃ im(T 1) ⊃ im(T 2) ⊃ . . . .

Если существует номер n такой, что im(Tn) = im(Tn+1), то говорят, что T имеет
конечный спуск. Наименьший номер n начала стабилизации называют спуском
T и обозначают d(T ). Аналогично для ядер

ker(T 0) ⊂ ker(T 1) ⊂ ker(T 2) ⊂ . . .

вводят понятие подъема и обозначение a(T ). Установить, что у оператора T с
конечными спуском и подъемом величины a(T ) и d(T ) совпадают.

8.11. Оператор T называют оператором Рисса — Шаудера, если T нётеров
и имеет конечные спуск и подъем. Доказать, что оператор T является операто-
ром Рисса —Шаудера в том и только в том случае, если его можно представить в
виде T = U+V , где U обратим, V конечномерен (или компактен) и коммутирует
с U .

8.12. Пусть T — ограниченный эндоморфизм банахова пространства X с
конечными спуском и подъемом r := a(T ) = d(T ). Доказать, что подпростран-
ства im(T r) и ker(T r) замкнуты, разложение

X = ker(T r)⊕ im(T r)

приводит T и след оператора T на im(T r) обратим.

8.13. Пусть T — нормально разрешимый оператор. Если конечна одна из
величин

α(T ) := dim kerT, β(T ) := dim cokerT,

то T называют полуфредгольмовым (реже полунётеровым). Положим

�+(X) := {T ∈ B(X) : im T ∈ Cl(X), α(T ) < +∞};
�−(X) := {T ∈ B(X) : imT ∈ Cl(X), β(T ) < +∞}.

Доказать, что
T ∈ �+(X)⇔ T ′ ∈ �−(X′);
T ∈ �−(X)⇔ T ′ ∈ �+(X′).

8.14. Пусть T — ограниченный эндоморфизм. Доказать, что T входит в
�+(X) в том и только в том случае, если для любого ограниченного, но не вполне
ограниченного множества U его образ T (U) не будет вполне ограниченным мно-
жеством в X.
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8.15. Ограниченный эндоморфизм T банахова пространства называют опе-
ратором Рисса, если для каждого комплексного ненулевого λ оператор (λ − T )
нётеров. Доказать, что T является оператором Рисса в том и только в том слу-
чае, если для любого λ ∈ C, λ �= 0 выполнено:

(а) оператор (λ− T ) имеет конечные спуск и подъем;
(б) ядро (λ− T )k конечномерно для каждого k ∈ N;
(в) образ (λ− T )k имеет конечный дефект при k ∈ N,

и, кроме того, ненулевые точки спектра T являются собственными числами,
а нуль служит единственно возможной точкой накопления спектра T (= вне
каждого круга с центром в нуле лежит конечное число точек спектра).

8.16. Установить изометрические изоморфизмы: (X/Y )′ � Y ⊥ и X′/Y ⊥ �
Y ′ для таких банаховых пространств X и Y , что Y вложено в X.

8.17. Доказать, что для нормального оператора T в гильбертовом про-
странстве и голоморфной функции f ∈ H(Sp(T )) оператор f(T ) нормален.

8.18. Убедиться, что непрерывный эндоморфизм гильбертова простран-
ства является оператором Рисса в том и только в том случае, если он пред-
ставляет собой сумму компактного и квазинильпотентного операторов (квази-
нильпотентность означает тривиальность спектрального радиуса).

8.19. ПустьA, B — два нётерова оператора вB(X, Y ). Если ind A = ind B,
то имеется жорданова дуга, соединяющая A и B в пространстве B(X, Y ).



Глава 9

Экскурс в общую топологию

9.1. Предтопологии и топологии

9.1.1. Определение. Пусть X — некоторое множество. Отоб-
ражение τ : X →P(P(X)) называют предтопологией на X, если

(1) x ∈ X ⇒ τ(x) — фильтр в X;
(2) x ∈ X ⇒ τ(x) ⊂ fil{x}.

Элементы τ(x) называют (пред)окрестностями x. Пару (X, τ)
(а часто и множество X) называют предтопологическим простран-
ством.

9.1.2. Определение. Пусть T (X) — совокупность всех пред-
топологий на X. Если τ1, τ2 ∈ T (X), то говорят, что τ1 сильнее τ2
(и пишут τ1 ≥ τ2) при выполнении условия: x ∈ X ⇒ τ1(x) ⊃ τ2(x).

9.1.3. Множество T (X) с отношением «сильнее» представляет
собой полную решетку.

� Если X = ∅, то T (X) = {∅} и доказывать ничего не надо.
Если же X �= ∅, то следует сослаться на 1.3.13. �

9.1.4. Определение. Множество G в X называют открытым,
если оно является (пред)окрестностью каждой своей точки (симво-
лически: G ∈ Op(τ) ⇔ (∀x ∈ G)(G ∈ τ(x))). Множество F в X
называют замкнутым, если его дополнение открыто (символически:
F ∈ Cl(τ)⇔ X \ F ∈ Op(τ)).

9.1.5. Объединение любого семейства и пересечение конечного
семейства открытых множеств суть множества открытые. Пересече-
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ние любого семейства и объединение конечного семейства замкнутых
множеств суть множества замкнутые. ��

9.1.6. Пусть (X, τ) — предтопологическое пространство. Если
x ∈ X, то положим

U ∈ t(τ)(x)⇔ (∃V ∈ Op(τ)) x ∈ V & U ⊃ V.

Отображение t(τ) : x �→ t(τ)(x) — предтопология на X. ��
9.1.7. Определение. Предтопологию τ на X называют топо-

логией, если τ = t(τ). Пару (X, τ) (а часто и множество X) в этом
случае называют топологическим пространством. Множество всех
топологий на X обозначают символом T(X).

9.1.8. Примеры.
(1) Метрическая топология.
(2) Топология мультинормированного пространства.
(3) Пусть τ◦ := inf T (X). Ясно, что τ◦(x) = {X} для

x ∈ X. Значит, Op(τ◦) = {∅, X} и, следовательно, τ◦ = t(τ◦),
т. е. τ◦ — топология. Эту топологию называют тривиальной или
антидискретной.

(4) Пусть τ◦ := supT (X). Ясно, что τ◦(x) = fil {x} для
x ∈ X. Значит, Op(τ◦) = 2X и, следовательно, τ◦ = t(τ◦), т. е. τ◦ —
топология. Эту топологию называют дискретной.

(5) Пусть Op — совокупность подмножеств в X, выдер-
живающая образование объединения любого и пересечения конечно-
го семейств. Тогда существует, и притом единственная, топология τ
на X такая, что Op(τ) = Op.

� Положим τ(x) := fil {V ∈ Op : x ∈ V } для x ∈ X (в случае
X = ∅ доказывать нечего). Отметим, что τ(x) �= ∅ в силу того, что
пересечение пустого семейства совпадает с X (ср.: inf ∅ = +∞). Из
построения выводим, что t(τ) = τ и при этом Op ⊂ Op(τ). Если же
G ∈ Op(τ), то G = ∪{V : V ∈ Op, V ⊂ G} и, стало быть, G ∈ Op по
условию. Утверждение об единственности не вызывает сомнений. �

9.1.9. Пусть отображение t : T (X)→ T (X) определено прави-
лом t : τ �→ t(τ). Тогда

(1) im t = T(X), т. е. τ ∈ T (X)⇒ t(τ) ∈ T(X);



192 Гл. 9.Экскурс в общую топологию

(2) τ1 ≤ τ2 ⇒ t(τ1) ≤ t(τ2) (τ1, τ2 ∈ T (X));
(3) t ◦ t = t;
(4) τ ∈ T (X)⇒ t(τ) ≤ τ ;
(5) Op(τ) = Op(t(τ)) (τ ∈ T (X)).

� Включение Op(τ) ⊃ Op(t(τ)) справедливо потому, что быть
открытым множеством относительно τ легче. Обратное включение
Op(τ) ⊂ Op(t(τ)) следует из определения t(τ). Равенство Op(τ) =
Op(t(τ)) делает все очевидным. �

9.1.10. Предтопология τ является топологией в X в том и толь-
ко в том случае, если для x ∈ X выполнено

(∀U ∈ τ(x))(∃V ∈ τ(x) & V ⊂ U) (∀ y)(y ∈ V ⇒ V ∈ τ(y)).
� Вытекает из 9.1.9 (5). �
9.1.11. Пусть τ1, τ2 ∈ T(X). Следующие утверждения эквива-

лентны:
(1) τ1 ≥ τ2;
(2) Op(τ1) ⊃ Op(τ2);
(3) Cl(τ1) ⊃ Cl(τ2). ��

9.1.12. Замечание. Как видно из 9.1.8 (5) и 9.1.11, тополо-
гия пространства однозначно определена совокупностью всех своих
открытых множеств. Поэтому множество Op(τ) также называют
топологией пространства X. В частности, совокупность открытых
множеств предтопологического пространства (X, τ) определяет в X
структуру топологического пространства (X, t(τ)) с тем же запасом
открытых множеств. В этой связи топологию t(τ) обычно называют
топологией, ассоциированной с предтопологией τ .

9.1.13. Теорема. Множество T(X) топологий на X с отноше-
нием «сильнее» представляет собой полную решетку. При этом для
любого множества E в T(X) выполнено

supT(X) E = supT (X) E .

� Имеем

t(supT (X) E ) ≥ supT (X) t(E ) ≥ supT (X) E ≥ t(supT (X) E ).

Таким образом, τ := supT (X) E входит в T(X). Ясно, что τ ≥ E .
Помимо этого, если τ0 ≥ E и τ0 ∈ T(X), то τ0 ≥ τ и, стало быть,
τ = supT(X) E . Осталось сослаться на 1.2.14. �
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9.1.14. Замечание. Для точной нижней границы явная фор-
мула сложнее:

infT(X) E = t(infT (X) E ).

В то же время, если в соответствии с 9.1.12 топологии заданы ука-
занием систем открытых множеств, то ситуация упрощается:

U ∈ Op(infT(X) E )⇔ (∀ τ ∈ E ) U ∈ Op(τ).

Иными словами,

Op(infT(X) E ) =
⋂
τ∈E

Op(τ).

В этой связи часто говорят и о пересечении топологий (а не только
об их точной нижней границе). ��

9.2. Непрерывность

9.2.1. Замечание. Наличие топологии в пространстве, очевид-
но, позволяет говорить о таких вещах, как внутренность и замыка-
ние множеств, сходимость фильтров и обобщенных последовательно-
стей и т. п. Этим обстоятельством мы уже пользовались при знаком-
стве с мультинормированными пространствами. Отметим полноты
ради, что в топологическом пространстве справедливы следующие
аналоги 4.1.19 и 4.2.1.

9.2.2. Теорема Биркгофа. Для непустого множества и точки
топологического пространства эквивалентны утверждения:

(1) данная точка есть точка прикосновения множества;
(2) существует некоторый фильтр, содержащий множе-

ство и сходящийся к данной точке;
(3) существует обобщенная последовательность элемен-

тов множества, сходящаяся к данной точке. ��
9.2.3. Для отображения f одного топологического простран-

ства в другое эквивалентны утверждения:
(1) прообраз открытого множества открыт;
(2) прообраз замкнутого множества замкнут;
(3) образ фильтра окрестностей произвольной точки x

тоньше чем фильтр окрестностей точки f(x);
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(4) для произвольной точки x каждый фильтр, сходя-
щийся к x, отображение f переводит в фильтр, схо-
дящийся к f(x);

(5) обобщенные последовательности, сходящиеся к про-
извольной точке x, отображение f переводит в обоб-
щенные последовательности, сходящиеся к f(x). ��

9.2.4.Определение. Отображение, действующее из одного то-
пологического пространства в другое, удовлетворяющее одному (а
значит, и любому) из эквивалентных условий 9.2.3 (1)–9.2.3 (5), на-
зывают непрерывным.

9.2.5. Замечание. Если f : (X, τX) → (Y, τY ) и 9.2.3 (5) вы-
полнено для фиксированной точки x ∈ X, то иногда говорят, что
f непрерывно в точке x (ср. 4.2.2). Нужно видеть, что отличие
понятия непрерывности в точке от общего понятия непрерывности
условно. Именно, если положить τx(x) := τX(x) и τx(x) := fil {x} для
x ∈ X, x �= x, то непрерывность f в точке x (относительно топологии
τX в X) равносильна непрерывности f : (X, τx)→ (Y, τY ) (в каждой
точке пространства X с топологией τx). ��

9.2.6. Пусть τ1, τ2 ∈ T(X). Тогда τ1 ≥ τ2 в том и только в том
случае, если IX : (X, τ1)→ (X, τ2) непрерывно. ��

9.2.7. Пусть f : (X, τ) → (Y, ω) — непрерывное отображение
и τ1 ∈ T(X) и ω1 ∈ T(Y ) таковы, что τ1 ≥ τ и ω ≥ ω1. Тогда
f : (X, τ1)→ (Y, ω1) непрерывно.

� Имеем коммутативную диаграмму

(X, τ) f−→ (Y, ω)
IX ↑ ↓ IY
(X, τ1)

f−→ (Y, ω1)

Осталось отметить, что суперпозиция непрерывных отображений не-
прерывна. �

9.2.8.Теорема о прообразе топологии. Пусть f : X → (Y, ω).
Положим

T0 := {τ ∈ T(X) : f : (X, τ)→ (Y, ω) непрерывно}.
Тогда топология f−1(ω) := inf T0 входит в T0.
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� Из 9.2.3 (1) вытекает

τ ∈ T0 ⇔ (x ∈ X ⇒ f−1(ω(f(x))) ⊂ τ(x)).

Пусть τ(x) := f−1(ω(f(x))). Несомненно, что t(τ) = τ . Помимо
этого, f(τ(x)) = f(f−1(ω(f(x)))) ⊃ ω(f(x)), т. е. τ ∈ T0 по 9.2.3 (3).
Таким образом, выполнено: f−1(ω) = τ . �

9.2.9. Определение. Топологию f−1(ω) называют прообразом
топологии ω при отображении f .

9.2.10. Замечание. Теорему 9.2.8 часто выражают словами:
«прообраз топологии при данном отображении — это слабейшая то-
пология в области определения, в которой отображение непрерыв-
но». При этом, как видно, например, из 9.1.14, открытые множе-
ства в прообразе топологии — это прообразы открытых множеств.
В частности, (xξ → x в f−1(ω)) ⇔ (f(xξ) → f(x) в ω); аналогично
(F → x в f−1(ω))⇔ (f(F )→ f(x) в ω) для фильтра F . ��

9.2.11. Теорема об образе топологии. Пусть f : (X, τ)→ Y .
Положим �0 := {ω ∈ T(Y ) : f : (X, τ)→ (Y, ω) непрерывно}. Тогда
топология f(τ) := sup�0 входит в �0.

� В силу 9.1.13 для y ∈ Y выполнено

f(τ)(y) = (supT(Y ) �0)(y) = (supT (Y ) �0)(y) = sup{ω(y) : ω ∈ �0}.
На основании 9.2.3 (3)

ω ∈ �0 ⇔ (x ∈ X ⇒ f(τ(x)) ⊃ ω(f(x))).

Сопоставляя приведенные формулы, видим, что f(τ) ∈ �0. �
9.2.12. Определение. Топологию f(τ) называют образом то-

пологии τ при отображении f .

9.2.13. Замечание. Теорему 9.2.11 часто выражают словами:
«образ топологии при данном отображении — это сильнейшая топо-
логия в области прибытия, в которой отображение непрерывно».

9.2.14. Теорема. Пусть (fξ : X → (Yξ, ωξ))ξ∈� — семейство
отображений. Пусть, далее, τ := supξ∈� f

−1
ξ (ωξ). Тогда τ — сла-

бейшая (= наименьшая) топология в X, в которой непрерывны все
отображения fξ (ξ ∈ �).
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� Привлекая 9.2.8, имеем

(fξ : (X, τ)→ (Yξ, ωξ) непрерывно) ⇔ τ ≥ f−1
ξ (ωξ). �

9.2.15. Теорема. Пусть (fξ : (Xξ, τξ) → Y )ξ∈� — семейство
отображений. Пусть, далее, ω := infξ∈� fξ(τξ). Тогда ω — силь-
нейшая (= наибольшая) топология в Y , в которой непрерывны все
отображения fξ (ξ ∈ �).

� Апеллируя к 9.2.11, заключаем:

(fξ : (Xξ, τξ)→ (Y, ω) непрерывно) ⇔ ω ≤ fξ(τξ). �

9.2.16. Замечание. Утверждения 9.2.14 и 9.2.15 часто назы-
вают теоремами о задании топологии требованием непрерывности
семейства отображений.

9.2.17. Примеры.
(1) Пусть (X, τ) — топологическое пространство и X0

— подмножество в X. Обозначим ι : X0 → X вложение X0 в X.
Пусть τ0 := ι−1(τ). Топологию τ0 называют индуцированной (τ вX0),
а пространство (X0, τ0) — подпространством (X, τ).

(2) Пусть (Xξ, τξ)ξ∈� — это семейство топологических
пространств. Пусть, далее, X :=

∏
ξ∈�Xξ — произведение семейства

множеств (Xξ)ξ∈�. Положим τ := supξ∈� Pr−1
ξ (τξ), где Prξ : X →

Xξ — координатный проектор, Prξ x = xξ (ξ ∈ �). Топологию τ
называют топологией произведения, или произведением топологий
(τξ)ξ∈�, или тихоновской топологией. Пространство (X, τ) называ-
ют тихоновским произведением рассматриваемых топологических
пространств. В частности, если Xξ := [0, 1] для всех ξ ∈ �, то
X := [0, 1]� (с тихоновской топологией) называют тихоновским ку-
бом. При � := N говорят о гильбертовом кирпиче.

9.3. Типы топологических пространств

9.3.1. Для топологического пространства эквивалентны следу-
ющие утверждения:

(1) одноточечные множества замкнуты;
(2) пересечение всех окрестностей каждой точки прост-

ранства состоит только из этой точки;
(3) у каждой из любых двух точек пространства есть

окрестность, не содержащая другой точки.
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� Для доказательства достаточно заметить, что

y ∈ cl{x} ⇔ (∀V ∈ τ(y)) x ∈ V ⇔ x ∈ ∩{V : V ∈ τ(y)},

где x, y — точки топологического пространства (X, τ). �
9.3.2.Определение. Топологическое пространство, удовлетво-

ряющее одному (а значит, и любому) из эквивалентных условий 9.3.1
(1)–9.3.1 (3), называют отделимым или T1-пространством. Тополо-
гию T1-пространства называют отделимой (реже — T1-топологией,
еще реже — достижимой топологией).

9.3.3. Замечание. Часто образно говорят: «T1-пространство
— это пространство с замкнутыми точками».

9.3.4. Для топологического пространства эквивалентны следу-
ющие утверждения:

(1) каждый фильтр имеет не более одного предела;
(2) пересечение всех замкнутых окрестностей произволь-

ной точки пространства состоит только из этой точ-
ки;

(3) у любых двух точек пространства имеются непересе-
кающиеся окрестности.

� (1)⇒ (2): Если y ∈ ∩U∈τ(x) clU , то для всякого V ∈ τ(y) будет,
что U ∩ V �= ∅, как только U ∈ τ(x). Таким образом, есть точная
верхняя граница F := τ(x)∨ τ(y). Несомненно, F → x и F → y. По
условию имеем x = y.

(2) ⇒ (3): Пусть x, y ∈ X, x �= y (если таких точек нет, то
либо X = ∅, либо X состоит из одной точки и доказывать ничего не
надо). Найдется окрестность U ∈ τ(x) такая, что U = clU и y �= U .
Значит, дополнение V множества U до X открыто. Помимо этого,
U ∩ V = ∅.

(3) ⇒ (1): Пусть F — фильтр в X. Если F → x и F → y,
то F ⊃ τ(x) и F ⊃ τ(y). Стало быть, для U ∈ τ(x) и V ∈ τ(y)
выполнено U ∩ V �= ∅. Последнее означает, что x = y. �

9.3.5.Определение. Топологическое пространство, удовлетво-
ряющее одному (а потому и любому) из эквивалентных условий 9.3.4
(1)–9.3.4 (3), называют хаусдорфовым или T2-пространством. Есте-
ственный смысл вкладывают в термин «хаусдорфова топология».
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9.3.6. Замечание. Часто образно говорят: «T2-пространство
— это пространство, в котором предел единствен».

9.3.7. Определение. Пусть U , V — множества в топологиче-
ском пространстве. Говорят, что V — окрестность U , если intV ⊃
U .

9.3.8. Для топологического пространства эквивалентны следу-
ющие утверждения:

(1) пересечение всех замкнутых окрестностей произволь-
ного замкнутого множества состоит только из эле-
ментов этого множества;

(2) фильтр окрестностей произвольной точки имеет ба-
зис, состоящий из замкнутых множеств;

(3) у любой точки и у любого замкнутого множества, не
содержащего этой точки, имеются непересекающиеся
окрестности.

� (1) ⇒ (2): Если x ∈ X и U ∈ τ(x), то V := X \ intU замкнуто
и x /∈ V . По условию найдется множество F ∈ Cl(τ), для которого
x /∈ F и intF ⊃ V . Положим G := X \ F . Ясно, что G ∈ τ(x). При
этом G ⊂ X \ intF = cl(X \ intF ) ⊂ X \V ⊂ intU ⊂ U . Следователь-
но, clG ⊂ U .

(2)⇒ (3): Если x ∈ X и F ∈ Cl(τ), причем x /∈ F , тоX\F ∈ τ(x).
Стало быть, имеется окрестность U = clU ∈ τ(x), содержащаяся
в X \F . Таким образом, X \U — окрестность F , не пересекающаяся
с U .

(3)⇒ (1): Если F ∈ Cl(τ) и intG ⊃ F ⇒ y ∈ clG, то для каждого
U ∈ τ(y) и всякой окрестности G множества F выполнено U∩G �= ∅.
Последнее означает, что y ∈ F . �

9.3.9.Определение. Топологическое пространство, удовлетво-
ряющее одному (а значит, и любому) из эквивалентных условий
9.3.8 (1)–9.3.8 (3), называют T3-пространством. Отделимое T3-про-
странство называют регулярным.

9.3.10. Малая лемма Урысона. Для топологического про-
странства эквивалентны утверждения:

(1) фильтр окрестностей каждого непустого замкнуто-
го множества имеет базис, состоящий из замкнутых
множеств;
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(2) у произвольных двух непересекающихся замкнутых
множеств есть непересекающиеся окрестности.

� (1) ⇒ (2): Пусть F1, F2 — замкнутые множества простран-
ства X, причем F1∩F2 = ∅. Пусть G := X \F1. Очевидно, G откры-
то и G ⊃ F2. Если F2 = ∅, то доказывать ничего не надо. Значит,
можно считать, что F2 �= ∅. Тогда найдется замкнутое множество
V2 такое, что G ⊃ V2 ⊃ intV2 ⊃ F2. Положим V1 := X \V2. Ясно, что
V1 открыто, V1 ∩ V2 = ∅. При этом V1 ⊃ X \G = X \ (X \ F1) = F1.

(2)⇒ (1): Пусть F = clF , G = intG и G ⊃ F . Положим F1 := X\
G. Тогда F1 = clF1 и, стало быть, имеются открытые множества U
и U1, для которых U ∩ U1 = ∅, причем F ⊂ U и F1 ⊂ U1. Наконец,
clU ⊂ X \ U1 ⊂ X \ F1 = G. �

9.3.11. Определение. Топологическое пространство, удовле-
творяющее одному (а тогда и другому) из эквивалентных условий
9.3.10 (1), 9.3.10 (2), называют T4-пространством. Отделимое T4-
пространство называют нормальным.

9.3.12. Лемма о непрерывности функции, заданной ле-
беговыми множествами. Пусть множество T плотно в R и t �→ Ut
(t ∈ T ) — семейство подмножеств топологического пространства X.
Существует, и притом единственная, непрерывная функция f : X →
R такая, что

{f < t} ⊂ Ut ⊂ {f ≤ t} (t ∈ T )
в том и только в том случае, если

t, s ∈ T, t < s⇒ clUt ⊂ intUs.

�⇒: При t < s ввиду замкнутости {f ≤ t} и открытости {f < s}
справедливы включения

clUt ⊂ {f ≤ t} ⊂ {f < s} ⊂ intUs.

⇐: Так как Ut ⊂ clUt ⊂ intUs ⊂ Us при t < s, то семейство
t �→ Ut (t ∈ T ) возрастает. Поэтому существование f следует из 3.8.2
(а единственность — из 3.8.4). Рассмотрим семейства t �→ Vt := clUt и
t �→Wt := intUt. Эти семейства возрастают. Значит, вновь применяя
3.8.2, найдем функции g, h : X → R такие, что для всех t ∈ T
выполнено

{g < t} ⊂ Vt ⊂ {g ≤ t}, {h < t} ⊂Wt ⊂ {h ≤ t}.
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Если t, s ∈ T, t < s, то ввиду 3.8.3

Wt = intUt ⊂ Ut ⊂ Us ⇒ f ≤ h;
Vt = clUt ⊂ intUs =Ws ⇒ h ≤ g;
Ut ⊂ Us ⊂ clUs = Vs ⇒ g ≤ f.

Окончательно f = g = h. Учитывая 3.8.4 и 9.1.5, для t ∈ R имеем

{f < t} = {h < t} = ∪{Ws : s < t, s ∈ T} ∈ Op(τX);
{f ≤ t} = {g ≤ t} = ∩{Vs : t < s, s ∈ T} ∈ Cl(τX).

Указанные вхождения очевидно обеспечивают непрерывность f . �
9.3.13. Большая лемма Урысона. Пусть X — некоторое

T4-пространство. Пусть, далее, F — замкнутое множество в X и
G — его окрестность. Тогда существует непрерывная функция f :
X → [0, 1] такая, что f(x) = 0 при x ∈ F и f(x) = 1 при x /∈ G.

� Положим Ut := ∅ при t < 0 и Ut := X при t > 1. Следует
определить Ut для точек из множества T «двоично-рациональных
точек отрезка [0, 1]», т. е. T := ∪n∈NTn, где Tn := {k2−n+1 : k :=
0, 1, . . . , 2n−1}, так, чтобы для семейства t �→ Ut (t ∈ T := T ∪ (R \
[0, 1])) были выполнены условия 9.3.12. Соответствующее построе-
ние проведем по индукции.

Если t ∈ T1, т. е. t ∈ {0, 1}, то полагаем U0 := F , U1 := G.
Допустим теперь, что для t ∈ Tn при n ≥ 1 множество Ut построено,
причем clUt ⊂ intUs, как только t, s ∈ Tn и t < s. Возьмем t ∈ Tn+1
и найдем ближайшие к t точки в Tn, т. е.

tl := sup{s ∈ Tn : s ≤ t};
tr := inf{s ∈ Tn : t ≤ s}.

Если t = tl или t = tr, то Ut уже есть. Если же t �= tl и t �= tr, то
tl < t < tr и по предположению clUtl ⊂ intUtr . В силу 9.3.11 имеется
замкнутое множество Ut такое, что

clUtl ⊂ intUt ⊂ Ut = clUt ⊂ intUtr .

Осталось показать, что возникающее семейство удовлетворяет тре-
буемым условиям.
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Итак, пусть t, s ∈ Tn+1, причем t < s. Если tr = sl, то при s > sl
по построению

clUt ⊂ clUtr = clUsl ⊂ intUs.

Аналогично при t < tr = sl выполнено

clUt ⊂ intUtr = inf Usl ⊂ intUs.

Если же tr < sl, то, учитывая сделанное допущение, выводим

clUt ⊂ clUtr ⊂ intUsl ⊂ intUs,

что и нужно. �
9.3.14. Теорема Урысона. Топологическое пространство X

является T4-пространством в том и только в том случае, если каковы
бы ни были непересекающиеся замкнутые множества F1, F2 в X,
найдется непрерывная функция f : X → [0, 1] такая, что f(x) = 0
для x ∈ F1 и f(x) = 1 для x ∈ F2.

� ⇒: Следует применить 9.3.13 при F := F1 и G := X \ F2.
⇐: Если F1∩F2 = ∅ и F1, F2 замкнуты, то множества G1 := {f <

1/2} и G2 := {f > 1/2} для соответствующей функции f открыты и
не пересекаются; G1 ⊃ F1, G2 ⊃ F2. �

9.3.15. Определение. Топологическое пространство X назы-
вают T3 1

2
-пространством, если для произвольной точки x ∈ X и

замкнутого множества F , не содержащего x, имеется непрерывная
функция f : X → [0, 1] такая, что f(x) = 1 и y ∈ F ⇒ f(y) = 0.
Отделимое T3 1

2
-пространство называют тихоновским или вполне ре-

гулярным.

9.3.16. Нормальное пространство является тихоновским.
� Следствие 9.3.1 и 9.3.14. �

9.4. Компактность

9.4.1. Пусть B — базис фильтра в топологическом простран-
стве и clB := ∩{clB : B ∈ B} — множество его точек прикоснове-
ния. Тогда

(1) clB = cl filB;
(2) B → x⇒ x ∈ clB;
(3) (B — ультрафильтр, x ∈ clB)⇒ B → x.
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� Следует проверить только (3), так как справедливость (1)
и (2) ясна. Для U ∈ τ(x) и B ∈ B выполнено U ∩ B �= ∅. Иначе
говоря, есть фильтр F := τ(x)∨B. Ясно, что F → x. Помимо этого,
F = B, ибо B — ультрафильтр. �

9.4.2. Определение. Множество принято называть компакт-
ным, если из любого его открытого покрытия можно выделить ко-
нечное подпокрытие (ср. 4.4.1).

9.4.3. Теорема. Пусть X — топологическое пространство и C
— множество в X. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) множество C компактно;
(2) если базис фильтра B не имеет в C точек прикосно-

вения, то найдется B ∈ B, для которого B ∩ C = ∅;
(3) каждый базис фильтра, содержащий C, имеет в C

точку прикосновения;
(4) каждый ультрафильтр, содержащий C, имеет в C

предел.

� (1) ⇒ (2): Раз clB ∩ C = ∅, то C ⊂ X \ clB. Итак,

C ⊂ X \ ∩{clB : B ∈ B} = ∪{X \ clB : B ∈ B}.

Значит, можно выделить конечное множество B0 в B, для которого

C ⊂ ∪{X \ clB0 : B0 ∈ B0} = X \ ∩{clB0 : B0 ∈ B0}.

Пусть B ∈ B таково, что B ⊂ ∩{B0 : B0 ∈ B0} ⊂ ∩{clB0 : B0 ∈
B0}. Тогда

C ∩B ⊂ C ∩ (∩{clB0 : B0 ∈ B0}) = ∅.

(2) ⇒ (3): Если C = ∅, то доказывать ничего не надо. Если же
C �= ∅, то для B ∈ B по условию B ∩ C �= ∅, ибо C ∈ B. Таким
образом, clB ∩ C �= ∅.

(3) ⇒ (4): Следует привлечь 9.4.1.
(4)⇒ (1): Можно считать, что C �= ∅ (иначе нечего доказывать).
Допустим, что C некомпактно. Тогда найдется множество E

открытых множеств такое, что C ⊂ ∪{G : G ∈ E }, и в то же время
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для любого конечного подмножества E0 в E не верно, что C ⊂ ∪{G :
G ∈ E0}. Положим

B :=

{ ⋂
G∈E0

X \G : E0 — конечное подмножество E

}
.

Ясно, что B — базис фильтра. Помимо этого,

clB = ∩{clB : B ∈ B} = ∩{X \G : G ∈ E } =
= X \ ∪{G : G ∈ E } ⊂ X \ C.

Пусть теперь F — ультрафильтр, содержащий B (его существование
гарантировано 1.3.10). Так как по допущению каждое множество из
B содержит некоторые точки из C, можно обеспечить, что C ∈ F .
Тогда F → x для некоторого x ∈ C и, стало быть, по 9.4.1 (2),
clF ∩C �= ∅. В то же время clF ⊂ clB. Получили противоречие. �

9.4.4. Замечание. Эквивалентность (1) ⇔ (4) в теореме 9.4.3
называют критерием Бурбаки и выражают при X = C словами:
«пространство компактно в том и только в том случае, если каждый
ультрафильтр в нем сходится» (ср. 4.4.7).

Ультрасетью называют сеть, фильтр хвостов которой является
ультрафильтром. Критерий Бурбаки можно высказать так: «ком-
пактность равносильна сходимости ультрасетей». На языке сетей
можно получить и иные полезные признаки компактности. Напри-
мер, «пространство компактно в том и только в том случае, если
любая сеть его имеет сходящуюся подсеть».

9.4.5. Теорема Вейерштрасса. Образ компактного множе-
ства при непрерывном отображении компактен (ср. 4.4.5). ��

9.4.6. Пусть X0 — подпространство топологического простран-
ства X и C — подмножество X0. Тогда C компактно в X0 в том
и только в том случае, если C компактно в X.

� ⇒: Следует из 9.4.5 и 9.2.17 (1).
⇐: Пусть B — базис фильтра в X0. Пусть, далее, V := clX0 B —

множество точек прикосновения B, найденное в X0. Допустим, что
V ∩ C = ∅. Так как B — это базис фильтра и в X, то имеет смысл
говорить о множестве точек прикосновения W := clX B, найденном
в X. Ясно, что V = W ∩X0 и, значит, W ∩ C = ∅. Из-за компакт-
ности C в X на основании 9.4.3 можно найти B ∈ B, для которого
B ∩C = ∅. Вновь привлекая 9.4.3, видим, что C компактно в X0. �
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9.4.7. Замечание. Предложение 9.4.6 часто выражают слова-
ми: «компактность — это абсолютное понятие», т. е. свойство мно-
жества быть компактным зависит только от индуцированной в него
топологии, а не от объемлющего пространства. В этой связи обыч-
но ограничиваются рассмотрением компактных пространств, т. е.
множеств, «компактных в себе».

9.4.8. Теорема Тихонова. Тихоновское произведение компа-
ктных пространств компактно.

� Пусть X :=
∏
ξ∈�Xξ — произведение рассматриваемого семей-

ства. Если хотя бы одно из Xξ пусто, то X = ∅ и доказывать нечего.
Пусть X �= ∅ и F — ультрафильтр в X. По 1.3.12 при каждом ξ ∈ �
для координатного проектора Prξ : X → Xξ выполнено, что Prξ(F )
— ультрафильтр в Xξ. Значит, в силу 9.4.3 найдется xξ ∈ Xξ, для
которого Prξ(F ) → xξ. Пусть x : ξ �→ xξ. Понятно, что F → x
(ср. 9.2.10). Еще раз апеллируя к 9.4.3, выводим, что X компакт-
но. �

9.4.9. Замкнутое подмножества компактного пространства ком-
пактно.

� Пусть X компактно и C ∈ Cl(X). Пусть, далее, F — ультра-
фильтр в X и C ∈ F . По теореме 9.4.3 в X имеется предел: F → x.
По теореме Биркгофа 9.2.2, x ∈ clC = C. Вновь привлекая 9.4.3,
заключаем, что C компактно. �

9.4.10. Компактное подмножество хаусдорфова топологическо-
го пространства замкнуто.

� Пусть C компактно в хаусдорфовом X. Если C = ∅, то до-
казывать нечего. Пусть C �= ∅ и x ∈ clC. В силу 9.2.2 найдется
фильтр F0 такой, что C ∈ F0 и F0 → x. Пусть F — ультрафильтр,
содержащий F0. Тогда F → x и C ∈ F . На основании 9.4.3 у F
есть предел в C. Но по 9.3.4 этот предел единствен. Значит, x ∈ C. �

9.4.11. Пусть f : (X, τ) → (Y, ω) — непрерывное взаимно од-
нозначное отображение, причем f(X) = Y . Если τ — компактная
топология, а ω — хаусдорфова топология, то f — гомеоморфизм.

� Следует установить, что f−1 непрерывно. Для этого необхо-
димо убедиться, что F ∈ Cl(τ) ⇒ f(F ) ∈ Cl(ω). Возьмем F ∈ Cl(τ).
Тогда F компактно в силу 9.4.9. Применяя последовательно 9.4.5
и 9.4.10, видим, что f(F ) замкнуто. �
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9.4.12. Пусть τ1 и τ2 — две топологии на одном множестве X.
Если пространство (X, τ1) компактно, а (X, τ2) хаусдорфово и τ1 ≥
τ2, то τ1 = τ2. ��

9.4.13. Замечание. Утверждение 9.4.12 часто выражают сло-
вами «компактная топология минимальна».

9.4.14. Теорема. Хаусдорфово компактное пространство нор-
мально.

� ПустьX — рассматриваемое пространство и B — какой-нибудь
базис фильтра в X. Пусть, далее, U — окрестность clB. Ясно, что
X \ intU компактно (см. 9.4.9), причем clB∩(X \ intU) = ∅. По тео-
реме 9.4.3 найдется B ∈ B такое, что B∩(X \ intU) = ∅, т. е. B ⊂ U .
Полагая, если нужно, B := {clB : B ∈ B}, можно утверждать, что
clB ⊂ U .

Пусть для начала x ∈ X и B := τ(x). В силу 9.3.4, clB =
{x} и, значит, фильтр τ(x) имеет базис, состоящий из замкнутых
множеств. Стало быть, X регулярно.

Пусть теперь F — непустое замкнутое множество в X. В каче-
стве B возьмем фильтр окрестностей F . По 9.3.8, clB = F , и по уже
установленному B имеет базис, состоящий из замкнутых множеств.
В соответствии с 9.3.9, X — нормальное пространство. �

9.4.15. Следствие. С точностью до гомеоморфизма хаусдор-
фовы компактные пространства суть замкнутые подмножества ти-
хоновских кубов.

� То, что замкнутое подмножество тихоновского куба компакт-
но, следует из 9.4.8 и 9.4.9. Хаусдорфовость куба, а потому и его
подпространств бесспорна.

Пусть X — некоторое компактное хаусдорфово пространство.
Пусть еще Q — совокупность непрерывных функций из X в [0, 1].
Определим отображение � : X → [0, 1]Q правилом �(x)(f) := f(x),
где x ∈ X и f ∈ Q. Из 9.4.14 и 9.3.14 выводим, что � взаимно
однозначно отображает X на �(X). Помимо этого, � непрерывно.
Осталось применить 9.4.11. �

9.4.16. Замечание. Следствие 9.4.15 представляет собой часть
более общего утверждения. Именно, тихоновские пространства суть
(с точностью до гомеоморфизма) подпространства тихоновских ку-
бов. ��
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9.4.17. Замечание. Хаусдорфовы компактные пространства,
как правило, называют более коротко — компактами (ср. 4.5 и 4.6).

9.4.18. Лемма Дьедонне. Пусть F — это замкнутое подмно-
жество, а G1, . . . , Gn — открытые подмножества нормального топо-
логического пространства, причем F ⊂ G1 ∪ . . . ∪ Gn. Найдутся за-
мкнутые множества F1, . . . , Fn такие, что F = F1∪ . . .∪Fn и Fk ⊂ Gk
(k := 1, . . . , n).

� Достаточно рассмотреть случай n := 2. При k := 1, 2 множе-
ство Uk := F \Gk замкнуто и U1 ∩ U2 = ∅. С учетом 9.3.10 имеются
открытые V1 и V2, для которых U1 ⊂ V1, U2 ⊂ V2 и V1∩V2 = ∅. Поло-
жим Fk := F \Vk. Ясно, что Fk замкнуто и Fk ⊂ F \Uk = F \(F \Gk) ⊂
Gk для k := 1, 2. При этом F1 ∪ F2 = F \ (V1 ∩ V2) = F . �

9.4.19. Замечание. По 9.3.14 заключаем, что в условиях 9.4.18
для рассматриваемого пространстваX найдутся непрерывные функ-
ции h1, . . . , hn : X → [0, 1] такие, что hk|G′

k
= 0 и

∑n
k=1 hk(x) = 1 для

точек x из некоторой окрестности F . (Как обычно, G′
k := X \Gk.)

9.4.20. Определение. Топологию, в которой каждая точка об-
ладает компактной окрестностью, называют локально компактной.
Локально компактным пространством называют множество, снаб-
женное локально компактной хаусдорфовой топологией.

9.4.21. Топологическое пространство локально компактно в том
и только в том случае, если оно гомеоморфно проколотому компакту
(= компакту с выколотой точкой), т. е. дополнению одноточечного
подмножества компакта.

� ⇐: С учетом теоремы Вейерштрасса 9.4.5 достаточно заме-
тить, что каждая точка проколотого компакта обладает замкнутой
(в силу регулярности компакта) окрестностью. Осталось привлечь
утверждения 9.4.9 и 9.4.6.

⇒: Поместим исходное пространство X в X· := X ∪ {∞}, при-
соединив к X взятую со стороны точку ∞. Базис окрестностей ∞
составим из дополнений вX· компактных подмножеств вX. Окрест-
ностями точки из X в X· объявим надмножества ее окрестностей
в X. Если A — ультрафильтр в X· и K — компакт в X, то A сходит-
ся к точке из K, как только K ∈ A. Если же в A лежит дополнение
любого компакта K ⊂ X, то A сходится к ∞. �
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9.4.22. Замечание. Если локально компактное пространство
X не компактно, то пространство X·, фигурирующее в 9.4.20, назы-
вают одноточечной или александровской компактификацией X.

9.5. Равномерные и мультиметрические
пространства

9.5.1. Определение. Пусть X — непустое множество и UX —
фильтр в X2. Фильтр UX называют равномерностью в X, если

(1) UX ⊂ fil {IX};
(2) U ∈ UX ⇒ U−1 ∈ UX ;
(3) (∀U ∈ UX)(∃V ∈ UX) V ◦ V ⊂ U .

Равномерностью пустого множества X называют UX := {∅}. Пару
(X, UX) (а часто и множество X) называют равномерным простран-
ством.

9.5.2. Для равномерного пространства (X, UX) положим

x ∈ X ⇒ τ(x) := {U(x) : U ∈ UX}.

Отображение τ : x �→ τ(x) — топология на X.
� То, что τ — это предтопология, ясно. Если W ∈ τ(x), то

W = U(x) для некоторого U ∈ UX . Выберем V ∈ UX так, чтобы
V ◦ V ⊂ U . Если y ∈ V (x), то V (y) ⊂ V (V (x)) = V ◦ V (x) ⊂ U(x)
⊂ W . Иными словами, множество W является окрестностью y для
всякого y ∈ V (x). Следовательно, множество V (x) лежит во внут-
ренности intW . Значит, intW — окрестность x. Осталось привлечь
9.1.6. �

9.5.3. Определение. Топологию τ , фигурирующую в 9.5.2, на-
зывают топологией равномерного пространства (X, UX) или равно-
мерной топологией и обозначают τ(UX), τX и т. п.

9.5.4. Определение. Топологическое пространство (X, τ) на-
зывают равномеризуемым, если существует равномерность U в X
такая, что τ совпадает с равномерной топологией τ(U ).

9.5.5. Примеры.
(1) Метрические пространства (со своими топологиями)

равномеризуемы (своими равномерностями).
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(2) Мультинормированные пространства (со своими то-
пологиями) равномеризуемы (своими равномерностями).

(3) Пусть f : X → (Y, UY ) и f−1(UY ) := f×−1(UY ), где,
как обычно, f×(x1, x2) := (f(x1), f(x2)) для (x1, x2) ∈ X2. Ясно,
что f−1(UY ) — равномерность в X. При этом

τ(f−1(UY )) = f−1(τ(UY )).

Равномерность f−1(UY ) называют прообразом равномерности UY

при отображении f . Таким образом, прообраз равномерной топо-
логии равномеризуем.

(4) Пусть (Xξ,Uξ)ξ∈� — это некоторое семейство рав-
номерных пространств. Пусть, далее, X :=

∏
ξ∈�Xξ — произведе-

ние этого семейства. Положим UX := supξ∈� Pr
−1
ξ (Uξ). Равномер-

ность UX называют тихоновской. Нет сомнений, что равномер-
ная топология τ(UX) — это тихоновская топология произведения
(Xξ, τ(Uξ))ξ∈�. ��

(5) Хаусдорфово компактное пространство равномеризу-
емо, и притом единственным образом.

� В силу 9.4.15 такое пространство X можно рассматривать как
подпространство тихоновского куба. Из 9.5.5 (3) и 9.5.5 (4) следу-
ет равномеризуемость X. Поскольку, как видно, каждое окружение
диагонали в равномерном пространстве содержит замкнутое окру-
жение, то из компактности множества IX вытекает, что всякая его
окрестность входит в UX . С другой стороны, любое окружение все-
гда окрестность диагонали. �

(6) Пусть X, Y — непустые множества, UY — равномер-
ность в Y и B — фильтрованное по возрастанию подмножество 2X .
Для B ∈ B и θ ∈ UY положим

UB,θ := {(f, g) ∈ Y X × Y X : g ◦ IB ◦ f−1 ⊂ θ}.

Тогда U := fil {UB,θ : B ∈ B, θ ∈ UY } — равномерность в Y X , име-
ющая неизящное (но точное) название: «равномерность равномер-
ной сходимости на множествах из B». Такова, например, равно-
мерность мультинормы Аренса (см. 8.3.8). В случае, если B есть
совокупность конечных подмножеств X, то U совпадает с тихонов-
ской равномерностью в Y X . Эту равномерность в данной ситуации
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называют слабой, а соответствующую топологию — топологией по-
точечной сходимости (реже — простой сходимости). Если же B
состоит из единственного элемента — из {X}, то равномерность U
называют сильной, а соответствующую топологию τ(U ) в Y X — то-
пологией равномерной сходимости.

9.5.6. Замечание. Ясно, что в равномерных (и равномеризуе-
мых) пространствах имеют смысл такие понятия, как равномерная
непрерывность, малость данного порядка, полнота и т. п. В этих
пространствах, как видно, сохранены аналоги 4.2.4–4.2.9, 4.5.8, 4.5.9,
4.6.1–4.6.7. Полезными упражнениями являются осмысливание воз-
можности пополнения равномерного пространства, доказательство
критерия Хаусдорфа, анализ доказательства теоремы Асколи — Ар-
цела и т. п.

9.5.7. Определение. Пусть X — множество, R·+ := {x ∈ R· :
x ≥ 0}. Отображение d : X2 → R+ называют полуметрикой или
отклонением на X, если

(1) d(x, x) = 0 (x ∈ X);
(2) d(x, y) = d(y, x) (x, y ∈ X);
(3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (x, y, z ∈ X).

Пару (X, d) называют полуметрическим пространством.

9.5.8. Для полуметрического пространства (X, d) положим

Ud := fil {{d ≤ ε} : ε > 0}.
Тогда Ud — равномерность. ��

9.5.9. Определение. Пусть M — (непустое) множество полу-
метрик на X. Тогда пару (X, M) называют мультиметрическим
пространством, а множество M — мультиметрикой. Равномер-
ность мультиметрического пространства определяют соотноше-
нием

UM := sup{Ud : d ∈M}.
9.5.10. Определение. Равномерное пространство принято на-

зывать мультиметризуемым, если его равномерность совпадает с
равномерностью некоторого мультиметрического пространства. По
аналогии определяют и мультиметризуемые топологические прост-
ранства.
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9.5.11. ПустьX, Y , Z — множества, T — плотное подмножество
R и (Ut)t∈T , (Vt)t∈T — возрастающие семейства множеств, лежащих
соответственно в X × Z и в Z × Y . Тогда существуют, и притом
единственные, функции

f : X × Z → R, g : Z × Y → R, h : X × Y → R

такие, что

{f < t} ⊂ Ut ⊂ {f ≤ t}, {g < t} ⊂ Vt ⊂ {g ≤ t},
{h < t} ⊂ Ut ◦ Vt ⊂ {h ≤ t} (t ∈ T ).

При этом имеет место представление

h(x, y) = inf{f(x, z) ∨ g(z, y) : z ∈ Z}.

� Существование требуемых функций обеспечено 3.8.2. Един-
ственность — 3.8.4. Представление функции h через f и g бесспор-
но. �

9.5.12. Определение. Пусть f : X × Z → R, g : Z × Y → R.
Функцию h, заданную с помощью 9.5.11, называют ∨-конволюцией
f и g и обозначают

f �∨ g(x, y) := inf{f(x, z) ∨ g(z, y) : z ∈ Z}.

Аналогично определяют +-конволюцию f и g по правилу

f �+ g(x, y) := inf{f(x, z) + g(z, y) : z ∈ Z}.

9.5.13. Определение. Отображение f : X2 → R·+ называют
K-ультраметрикой (K ∈ R, K ≥ 1), если

(1) f(x, x) = 0 (x ∈ X);
(2) f(x, y) = f(y, x) (x, y ∈ X);
(3) 1

K f(x, u) ≤ f(x, y) ∨ f(y, z) ∨ f(z, u) (x, y, z, u ∈ X).

9.5.14. Замечание. Условие 9.5.13 (3) иногда называют (силь-
ным) ультраметрическим неравенством. Это неравенство можно
в силу 9.5.12 переписать в виде K−1f ≤ f �∨ f �∨f .
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9.5.15.Лемма о 2-ультраметрике. Для каждой 2-ультрамет-
рики f : X2 → R·+ существует полуметрика d такая, что 1/2f ≤ d ≤
f .

� Пусть f1 := f ; fn+1 := fn�+f (n ∈ N). Тогда

fn+1(x, y) ≤ fn(x, y) + f(y, y) = fn(x, y) (x, y ∈ X).

Таким образом, (fn) — убывающая последовательность. Положим

d(x, y) := lim fn(x, y) = inf
n∈N

fn(x, y).

Поскольку для n ∈ N выполнено

d(x, y) ≤ f2n(x, y) = fn�+fn(x, y) ≤ fn(x, z) + fn(z, y),

то d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). Справедливость 9.5.7 (1) и 9.5.7 (2)
несомненна.

Осталось установить, что 1/2 f ≤ d. Для этого убедимся, что
fn ≥ 1/2 f для n ∈ N.

При n := 1, 2 требуемые неравенства очевидны. Допустим те-
перь, что f ≥ f1 ≥ . . . ≥ fn ≥ 1/2 f и в то же время fn+1(x, y) <
1/2 f(x, y) для некоторых (x, y) ∈ X2 и n ≥ 2. По построению при
подходящих z1, . . . , zn ∈ X будет

t := f(x, z1) + f(z1, z2) + . . .+ f(zn−1, zn)+

+f(zn, y) <
1
2
f(x, y).

Если f(x, z1) ≥ t/2, то t/2 ≥ f(z1, z2)+ . . .+ f(zn, y) ≥ 1/2 f(z1, y).
Получаем, что t ≥ f(x, z1) и t ≥ f(z1, y). На основании 9.5.13
(3), 1/2 f(x, y) ≤ f(x, z1) ∨ f(z1, y) ≤ t. Отсюда вытекает ложное
соотношение: 1/2 f(x, y) > t ≥ 1/2 f(x, y).

Итак, f(x, z1) < t/2. Найдем m ∈ N, m < n, для которого

f(x, z1) + . . .+ f(zm−1, zm) <
t

2
;

f(x, z1) + . . .+ f(zm, zm+1) ≥ t

2
.
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Это осуществимо, ибо гипотеза m = n влечет неверное неравенство
f(zn, y) ≥ t/2. (В самом деле, было бы t/2 ≥ f(x, z1) + . . . +
f(zn−1, zn) ≥ 1/2 f(x, zn) и поэтому 1/2 f(x, y) > t ≥ f(x, zn) ∨
f(zn, y) ≥ 1/2 f(x, y).)

Имеем

f(zm+1, zm+2) + . . .+ f(zn−1, zn) + f(zn, y) <
t

2
.

Привлекая индукционное предположение, заключаем:

f(x, zm) ≤ 2(f(x, z1) + . . .+ f(zm−1, zm)) ≤ t;
f(zm, zm+1) ≤ t;

f(zm+1, y) ≤ 2(f(zm+1, zm+2) + . . .+ f(zn, y)) ≤ t.

Следовательно, в силу определения 2-ультраметрики

1
2
f(x, y) ≤ f(x, zm) ∨ f(zm, zm+1) ∨ f(zm+1, y) ≤ t <

1
2
f(x, y).

Получили противоречие, завершающее доказательство. �

9.5.16. Теорема. Каждое равномерное пространство мульти-
метризуемо.

� Пусть (X, UX) — рассматриваемое равномерное простран-
ство. Возьмем V ∈ UX . Положим V1 := V ∩ V −1. Если теперь
Vn ∈ UX , то найдем симметричное окружение V = V

−1
, V ∈ UX

такое, что V ◦ V ◦ V ⊂ Vn. Полагаем Vn+1 := V . Так как по построе-
нию Vn ⊃ Vn+1 ◦ Vn+1 ◦ Vn+1 ⊃ Vn+1 ◦ IX ◦ IX ⊃ Vn+1, то (Vn)n∈N —
убывающее семейство.

Для t ∈ R зададим множество Ut соотношением

Ut :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∅, t < 0,
IX , t = 0,
Vinf{n∈N : t≥2−n}, 0 < t < 1,
V1, t = 1,
X2, t > 1.
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По определению t �→ Ut (t ∈ R) — возрастающее семейство. Рас-
смотрим единственную функцию f : X2 → R, удовлетворяющую
соотношениям (ср. 3.8.2, 3.8.4)

{f < t} ⊂ Ut ⊂ {f ≤ t} (t ∈ R).

Если Wt := U2t для t ∈ R, то при s < t будет

Us ◦ Us ◦ Us ⊂Wt.

Следовательно, в силу 3.8.3 и 9.2.1 отображение f является 2-ультра-
метрикой.

Привлекая 9.5.15, найдем полуметрику dV такую, что 1/2 f ≤
dV ≤ f . Ясно, что UdV = fil {Vn : n ∈ N}. Несомненно также, что
для мультиметрики M := {dV : V ∈ UX} выполнено UM = UX . �

9.5.17. Следствие. Пространство является равномеризуемым
в том и только в том случае, если оно T3 1

2
-пространство. ��

9.5.18.Следствие. Тихоновские пространства суть отделимые
мультиметрические пространства. ��

9.6. Покрытия и разбиения единицы

9.6.1. Определение. Пусть E , F — два покрытия множества
U в X, т. е. E , F ⊂ 2X и U ⊂ (∪E ) ∩ (∪F ). Говорят, что E вписано
в F или E измельчает F , если каждое множество из E попадает в
один из элементов F , т. е. (∀E ∈ E ) (∃F ∈ F ) E ⊂ F .

9.6.2. Определение. Покрытие E множества X называют ло-
кально конечным (относительно топологии τ в X), если у каждой
точки из X имеется окрестность (в смысле τ), пересекающаяся лишь
с конечным числом элементов E . Такое покрытие в случае дис-
кретной топологии называют точечно конечным. Наконец, если X
рассматривают с предварительно выделенной топологией τ , то под
локальной конечностью его покрытия по умолчанию понимают свя-
занный с τ вариант.

9.6.3. Лемма Лeфшеца. Пусть E — точечно конечное откры-
тое покрытие нормального пространства X. Существует такое от-
крытое покрытие {GE : E ∈ E }, что clGE ⊂ E при всех E ∈ E .
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� Составим множество S из отображений s : E → Op(X), для
которых ∪s(E ) = X и при E ∈ E будет s(E) = E или cl s(E) ⊂ E.
Для подобных функций s1, s2 полагают: s1 ≤ s2 := (∀E ∈ E )
(s1(E) �= E ⇒ s2(E) = s1(E)). Видно, что (S, ≤) — упорядочен-
ное множество, причем IE ∈ S. Установим индуктивность S.

Для цепи S0 в S положим s0(E) := ∩{s(E) : s ∈ S0} (E ∈ E ).
Если s0(E) = E, то s(E) = E при всех s ∈ S0. Если же s0(E) �= E,
то s0(E) = ∩{s(E) : s(E) �= E, s ∈ S0}.

С учетом линейности порядка в S0 выводим: s0(E) = s(E) для
s ∈ S0 таких, что s(E) �= E. Отсюда s0(E ) ⊂ Op(X) и s0 ≥ S0. Оста-
лось удостовериться, что s0 — покрытие X (и, стало быть, s0 ∈ S).
По условию точечной конечности для x ∈ X имеются E1, . . . , En в E
такие, что x ∈ E1∩. . .∩En и x /∈ E для иных E в E . Если s0(Ek) = Ek
для какого-либо из k, то доказывать нечего — x ∈ ∪s0(E ). В случае,
когда при каждом k будет s0(Ek) �= Ek, найдутся s1, . . . , sn ∈ S0 из
условия sk(Ek) �= Ek (k := 1, 2, . . . , n). Раз S0 — цепь, можно считать,
что sn ≥ {s1, . . . , sn−1}. При этом x ∈ sn(E) ⊂ E для подходящего
E ∈ E . Ясно, что E ∈ {E1, . . . , En} (ибо x /∈ E для других E). Раз
s0(E) = sn(E), то x ∈ s0(E).

По лемме Куратовского — Цорна 1.2.20 в S есть максимальный
элемент s̄. Возьмем E ∈ E . Если F := X \∪s̄(E \{E}), то F замкнуто
и s̄(E) — окрестность F . На основании 9.3.10 при подходящем G ∈
Op(X) будет F ⊂ G ⊂ clG ⊂ s̄(E). Положим s(E) := G и s(E) := s̄(E)
для E �= E (E ∈ E ). Ясно, что s ∈ S. Если s̄(E) = E, то s ≥ s̄ и,
значит, s = s̄. При этом s̄(E) ⊂ clG ⊂ s̄(E) = E, т. е. cl s̄(E) ⊂ E.
Если же s̄(E) �= E, то cl s̄(E) ⊂ E по определению. Итак, s̄— искомое
покрытие. �

9.6.4. Определение. Пусть f — скалярная (= числовая) функ-
ция на топологическом пространстве X, т. е. f : X → F. Множество
supp(f) := cl{x ∈ X : f(x) �= 0} называют носителем f . Если
supp(f) — компактное множество, то f называют финитной функ-
цией. Иногда полагают spt (f) := supp(f).

9.6.5. Пусть (fe)e∈E — некоторое семейство скалярных функ-
ций на X и Ē := {supp(fe) : e ∈ E } — семейство их носителей. Если
Ē — точечно конечное покрытие U , то семейство (fe)e∈E поточечно
суммируемо. Если к тому же Ē локально конечно, а (fe)e∈E непре-
рывны, то сумма

∑
e∈E fe также непрерывна.
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� Достаточно заметить, что в подходящей окрестности точки
из U лишь конечное число функций семейства (fe)e∈E не обращается
в нуль. �

9.6.6. Определение. Семейство функций (f : X → [0, 1])f∈F
представляет разбиение единицы на множестве U в X, если носите-
ли элементов этого семейства составляют точечно конечное покры-
тие U , и при этом

∑
f∈F f(x) = 1 для всех x ∈ U . Пустое семей-

ство функций в подобном контексте считают суммируемым к едини-
це. Естественным образом трактуют термин «непрерывное разбиение
единицы» и его аналоги.

9.6.7. Определение. Пусть E — покрытие множества U в то-
пологическом пространстве, а F — непрерывное разбиение единицы
на U . Если семейство носителей {supp(f) : f ∈ F} вписано в E , то
F называют разбиением единицы, подчиненным E . Наличие такого
F для E выражают словами: «E допускает непрерывное разбиение
единицы».

9.6.8. Каждое локально конечное открытое покрытие нормаль-
ного пространства допускает разбиение единицы.

� По теореме Лефшеца 9.6.3 в рассматриваемое покрытие {Uξ :
ξ ∈ �} можно вписать открытое покрытие {Vξ : ξ ∈ �}, для кото-
рого clVξ ⊂ Uξ при всех ξ ∈ �. По теореме Урысона 9.3.14 имеется
непрерывная функция gξ : X → [0, 1] такая, что gξ(x) = 1 при
x ∈ Vξ и gξ(x) = 0 при x ∈ X \ Uξ. Значит, supp(gξ) ⊂ Uξ. На осно-
вании 9.6.5 семейство (gξ)ξ∈� поточечно суммируемо к непрерывной
функции g. При этом g(x) > 0 для всех x ∈ X по построению.
Полагаем fξ := gξ/g (ξ ∈ �). Семейство (fξ)ξ∈� — искомое. �

9.6.9. Определение. Топологическое пространство называют
паракомпактным, если в любое его открытое покрытие можно впи-
сать локально конечное открытое покрытие.

9.6.10. Замечание. Теория паракомпактности содержит глу-
бокие и нетривиальные факты.

9.6.11. Теорема. Метрические пространства паракомпактны.

9.6.12. Теорема. Хаусдорфово топологическое пространство
паракомпактно в том и только в том случае, если каждое его откры-
тое покрытие допускает непрерывное разбиение единицы.
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9.6.13. Замечание. Метрическое пространство RN обладает
рядом дополнительных структур, обеспечивающих запас квалифи-
цированных — гладких (= бесконечно дифференцируемых) — функ-
ций (ср. 4.8.1).

9.6.14. Определение. Усредняющим ядром в RN принято на-
зывать любую вещественную гладкую функцию a с единичным (ле-
беговым) интегралом и такую, что a(x) > 0 при |x| < 1 и a(x) = 0
для |x| ≥ 1. При этом supp(a) = {x ∈ RN : |x| ≤ 1} — единичный
евклидов шар B := BRN .

9.6.15. Определение. Дельтообразной последовательностью
называют такое семейство вещественных (гладких) функций (bε)ε>0,
что, во-первых, lim

ε→0
(sup | supp(bε)|) = 0 и, во-вторых,

∫
RN bε(x) dx = 1

(ε > 0). Используют также термины δ-последовательность и δ-
образная последовательность. Часто ограничиваются счетными по-
следовательностями.

9.6.16.Пример. Популярное усредняющее ядро — это функция
a(x) := t exp(−(|x|2 − 1)−1), доопределенная нулем вне шара intB,
где константа t задана условием

∫
RN a(x) dx = 1. Всякое усредня-

ющее ядро порождает дельтообразную последовательность aε(x) :=
ε−Na(x/ε) (x ∈ RN ).

9.6.17. Определение. Пусть f ∈ L1,loc(RN ), т. е. f — неко-
торая локально интегрируемая (= интегрируемая при сужении на
любой компакт) функция. Для каждой финитной интегрируемой
функции g определяют свёртку f ∗ g соотношением

f ∗ g(x) :=
∫

RN

f(x− y)g(y) dy (x ∈ RN ).

9.6.18. Замечание. Роль усредняющих ядер и дельтообразных
последовательностей (aε)ε>0 проясняется анализом процесса сгла-
живания f �→ (f ∗ aε)ε>0 функции f ∈ L1,loc(RN ) и его последствий
(ср. 10.10.7 (5)).

9.6.19. Справедливы утверждения:
(1) для каждого компактного множества K из простран-

ства RN и какой-либо его окрестности U существует
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срезыватель (= срезывающая функция) ψ := ψK,U ,
т. е. такое гладкое отображение ψ : RN → [0, 1], что
K ⊂ int{ψ = 1} и supp(ψ) ⊂ U ;

(2) пусть U1, . . . , Un ∈ Op(RN ), причем U1 ∪ . . . ∪ Un —
окрестность компактаK. Существуют гладкие функ-
ции ψ1, . . . , ψn : RN → [0, 1], удовлетворяющие усло-
виям supp(ψk) ⊂ Uk и

∑n
k=1 ψk(x) = 1 для x из неко-

торой окрестности K.

� (1) Пусть ε := d(K, RN\U) := inf{|x−y| : x ∈ K, y /∈ U}. Ясно,
что ε > 0. Для β > 0 обозначим χβ характеристическую функцию
множества K + εB. Возьмем дельтообразную последовательность
положительных функций (bγ)γ>0 и положим ψ := χβ ∗bγ . При γ ≤ β,
β + γ ≤ ε, где γ := sup | supp(bγ)|, функция ψ — искомая.

(2) По лемме Дьедонне 9.4.18 имеются замкнутые Fk ⊂ Uk, со-
ставляющие покрытие K. Положим Kk := Fk ∩ K и рассмотрим
срезыватели ψk := ψKk,Uk . Функции ψk/

∑n
k=1 ψk (k := 1, . . . , n),

определенные на {∑n
k=1 ψk > 0}, после распространения нулем на

{∑n
k=1 ψk = 0} и умножения на срезыватель подходящей окрестно-

сти K становятся искомыми. �

9.6.20. Теорема о разбиении единицы в RN . Пусть E —
семейство открытых множеств в RN и � := ∪E . Существует счетное
разбиение единицы, составленное гладкими финитными функциями
на RN и подчиненное покрытию E множества �.

� Впишем в E такое счетное локально конечное покрытие A из
компактных множеств, что семейство (α := intα)α∈A также образует
открытое покрытие �. Подберем открытое покрытие (Vα)α∈A из
условия clVα ⊂ α при α ∈ A. На основании 9.6.19 (1) имеются
срезыватели ψα := ψclVα,α. Полагая ψα(x) := ψα(x)/

∑
α∈A ψα(x)

при x ∈ � и ψα(x) := 0 для x ∈ RN \ �, приходим к требуемому
разбиению. �

9.6.21. Замечание. Стоит подчеркнуть, что построенное раз-
биение единицы (ψα)α∈A обладает тем свойством, что для каждого
компакта K, лежащего в �, имеются конечное подмножество A0 в A
и окрестность U компакта K такие, что

∑
α∈A0

ψα(x) = 1 для всех
x ∈ U (ср. 9.3.17, 9.6.19 (2)).
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Упражнения
9.1. Привести примеры предтопологических и топологических пространств

и конструкции, к ним приводящие.

9.2. Можно ли задать топологию, указывая сходящиеся фильтры или по-
следовательности?

9.3. Установить взаимные связи между топологиями и предпорядками на
конечном множестве.

9.4. Описать топологические пространства, в которых объединение любого
семейства замкнутых множеств замкнуто. Каковы непрерывные отображения
таких пространств?

9.5. Пусть (fξ : X → (Yξ, τξ))ξ∈� — семейство отображений. Топологию
σ в X назовем допустимой (в данной ситуации), если для любого топологиче-
ского пространства (Z, ω) и произвольного отображения g : Z → X выполнено
утверждение: g : (Z, ω)→ (X, σ) непрерывно в том и только в том случае, если
непрерывно отображение fξ ◦g (ξ ∈ �). Доказать, что слабейшая топология X, в
которой непрерывны все fξ (ξ ∈ �), представляет собой сильнейшую допустимую
(в данной ситуации) топологию.

9.6. Пусть (fξ : (Xξ, σξ) → Y )ξ∈� — семейство отображений. Топологию
τ в Y назовем допустимой (в данной ситуации), если для любого топологиче-
ского пространства (Z, ω) и произвольного отображения g : Y → Z выполнено
утверждение: g : (Y, τ) → (Z, ω) непрерывно в том и только в том случае,
если непрерывно отображение g ◦ fξ (ξ ∈ �). Доказать, что сильнейшая топо-
логия в Y, в которой непрерывны все fξ (ξ ∈ �), представляет собой слабейшую
допустимую (в данной ситуации) топологию.

9.7. Доказать, что в тихоновском произведении произвольных топологиче-
ских пространств замыкание произведения множеств, лежащих в сомножителях,
есть произведение замыканий:

cl

(∏
ξ∈�

Aξ

)
=
∏
ξ∈�

clAξ.

9.8. Проверить, что тихоновское произведение хаусдорфово в том и только
в том случае, если хаусдорфов каждый сомножитель.

9.9. Установить критерии компактности множеств в классических банахо-
вых пространствах.

9.10. Хаусдорфово пространство X называют H-замкнутым, если X за-
мкнуто в любом объемлющем X хаусдорфовом пространстве. Доказать, что
регулярное H-замкнутое пространство компактно.

9.11. Изучить возможности компактификации топологического простран-
ства.

9.12. Доказать, что тихоновское произведение несчетного числа прямых не
является нормальным пространством.
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9.13. Доказать, что каждая непрерывная функция на произведении ком-
пактных пространств в очевидном смысле (каком?) зависит от не более чем
счетного числа координат.

9.14. Пусть A — компактное, а B — замкнутое множества в равномерном
пространстве, причем A ∩ B = ∅. Доказать, что для некоторого окружения V
будет V (A) ∩ V (B) = ∅.

9.15. Доказать, что пополнение (в соответствующем смысле) произведения
равномерных пространств изоморфно произведению пополнений сомножителей.

9.16. Множество в отделимом равномерном пространстве назовем пред-
компактным, если его пополнение компактно. Доказать, что множество являет-
ся предкомпактным в том и только в том случае, если оно вполне ограничено.

9.17. Какие топологические пространства метризуемы?

9.18. Для равнометризуемого пространства описать сильнейшую равно-
мерность, задающую исходную топологию.

9.19. Убедиться, что произведение паракомпактного и компактного про-
странств паракомпактно. Сохраняется ли паракомпактность при общих произ-
ведениях?



Глава 10

Двойственность и ее
приложения

10.1. Векторные топологии

10.1.1. Определение. Пусть (X, F, +, ·) — векторное про-
странство над основным полем F. Топологию τ в X называют со-
гласованной со структурой векторного пространства или, короче,
векторной топологией, если непрерывны следующие отображения:

+ : (X ×X, τ × τ)→ (X, τ),
· : (F×X, τF × τ)→ (X, τ).

О пространстве (X, τ) в этом случае говорят как о топологическом
векторном пространстве.

10.1.2. Пусть τX — векторная топология. Отображения

x �→ x+ x0, x �→ αx (x0 ∈ X, α ∈ F \ 0)
суть гомеоморфизмы (X, τX). ��

10.1.3. Замечание. Несомненно, что векторная топология τ
в пространстве X обладает следующим свойством «линейности»:

τ(αx+ βy) = ατ(x) + βτ(y) (α, β ∈ F \ 0; x, y ∈ X),

где в соответствии с общими соглашениями (ср. 1.3.5 (1))

Uαx+βy ∈ ατ(x) + βτ(y)⇔
⇔ (∃Ux ∈ τ(x) & Uy ∈ τ(y)) αUx + βUy ⊂ Uαx+βy.
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В этой связи векторную топологию часто называют линейной, а то-
пологическое векторное пространство — линейным топологическим
пространством. Эту терминологию следует употреблять лишь по-
нимая, что топология может обладать свойством «линейности», но
не быть линейной. Такова, например, дискретная топология ненуле-
вого векторного пространства.

10.1.4. Теорема о строении векторной топологии. Пусть
X — векторное пространство и N — фильтр в X. Существует век-
торная топология τ на X такая, что N = τ(0), в том и только в том
случае, если

(1) N + N = N ;
(2) N состоит из поглощающих множеств;
(3) N имеет базис из уравновешенных множеств. При

этом τ(x) = x+ N для всех x ∈ X.

� ⇒: Пусть τ — векторная топология и N = τ(0). Из 10.1.2
получаем, что τ(x) = x + N для x ∈ X. Ясно также, что (1) есть
другая запись непрерывности сложения в нуле (пространства X2).
Условие (2) можно записать в виде τF(0)x ⊃ N для каждого x ∈ X,
т. е. как условие непрерывности отображений α �→ αx в нуле (про-
странства R) при каждом фиксированном x из X. Условие (3) с уче-
том (2), в свою очередь, можно записать в виде τF(0)N = N , т. е.
как условие непрерывности умножения на скаляр в нуле (простран-
ства F×X).

⇐: Пусть N — фильтр, удовлетворяющий (1)–(3). Видно, что
N ⊂ fil {0}. Положим τ(x) := x + N . Тогда τ — предтопология.
Из определения τ и (1) вытекает, что τ — топология, причем сдвиги
непрерывны, а сложение непрерывно в нуле. Таким образом, сло-
жение непрерывно в каждой точке X2. Справедливость (2) и (3)
означает, что отображение (λ, x) �→ λx непрерывно в нуле по сово-
купности переменных и непрерывно в нуле по первому переменному
при фиксированном втором. В силу тождества

λx− λ0x0 = λ0(x− x0) + (λ− λ0)x0 + (λ− λ0)(x− x0)

осталось установить непрерывность этого отображения в нуле по
второму переменному при фиксированном первом. Иными слова-
ми, нужно установить, что λN ⊃ N для λ ∈ F. Для проверки
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найдем n ∈ N, для которого |λ| ≤ n. Пусть V ∈ N и W ∈ N тако-
вы, что W уравновешено и W1 + . . .+Wn ⊂ V , где Wk := W . Тогда
λW = n (λ/nW ) ⊂ nW ⊂W1 + . . .+Wn ⊂ V . �

10.1.5.Теорема. Множество VT(X) всех векторных топологий
на X является полной решеткой. При этом для любого множества
E в VT(X) выполнено

supVT(X) E = supT(X) E .

� Пусть τ := supT(X) E . Так как для τ ∈ E сдвиг x �→ x + x0
есть гомеоморфизм (X, τ) на (X, τ), то это отображение — гомео-
морфизм (X, τ) на (X, τ). Привлекая 9.1.13, убеждаемся в том, что
для фильтра τ(0) выполнены условия 10.1.4 (1)–10.1.4 (3), поскольку
они выполнены для фильтров τ(0) при τ ∈ E . Остается сослаться
на 1.2.14. �

10.1.6. Теорема о прообразе векторной топологии. Про-
образ векторной топологии при линейном отображении — векторная
топология.

� Пусть T ∈ L (X, Y ) и ω ∈ VT(Y ). Положим τ := T−1(ω). Ес-
ли xγ → x и yγ → y в (X, τ), то, в силу 9.2.8, Txγ → Tx, Tyγ → Ty и,
стало быть, T (xγ+yγ)→ T (x+y). Последнее в силу 9.2.10 означает,
что xγ + yγ → x + y в (X, τ). Таким образом, τ(x) = x + τ(0) для
всех x ∈ X и, кроме того, τ(0)+ τ(0) = τ(0). Применяя к линейному
соответствию T−1 последовательно предложения 3.4.10 и 3.1.8, по-
лучаем, что фильтр τ(0) = T−1(ω(0)) состоит из поглощающих мно-
жеств и имеет базис из уравновешенных множеств, так как по 10.1.4
такими свойствами обладает фильтр ω(0). Вновь привлекая 10.1.4,
заключаем: τ ∈ VT(X). �

10.1.7. Произведение векторных топологий — векторная топо-
логия.

� Следует из 10.1.5 и 10.1.6. �

10.1.8. Определение. Пусть A, B — множества в векторном
пространстве. Говорят, что A является B-устойчивым, если A +
B ⊂ A.
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10.1.9. Для каждой векторной топологии τ на X существует,
и притом единственная, равномерность Uτ , имеющая базис из IX -
устойчивых множеств и такая, что τ = τ(Uτ ).

� Для U ∈ τ(0) положим VU := {(x, y) ∈ X2 : y − x ∈ U}.
Отметим очевидные свойства:

IX ⊂ VU ; VU + IX = VU ; (VU )−1 = V−U ;
VU1∩U2 ⊂ VU1 ∩ VU2 ; VU1 ◦ VU2 ⊂ VU1+U2

для любых U , U1, U2 ∈ τ(0). Привлекая 10.1.4, выводим, что

Uτ := fil {VU : U ∈ τ(0)}

— это равномерность, причем τ = τ(Uτ ). Несомненно также, что Uτ

имеет базис из IX -устойчивых множеств.
Если теперь U еще одна равномерность такая, что τ(U ) = τ ,

и W — некоторое IX -устойчивое окружение U , то W = VW (0). От-
сюда и вытекает требуемая единственность. �

10.1.10. Определение. Пусть (X, τ) — топологическое век-
торное пространство. Равномерность Uτ , построенную в 10.1.9, на-
зывают равномерностью рассматриваемого пространства X.

10.1.11. Замечание. В дальнейшем при рассмотрении топо-
логических векторных пространств будем считать их наделенными
соответствующими равномерностями.

10.2. Локально выпуклые топологии

10.2.1. Определение. Векторную топологию принято назы-
вать локально выпуклой, если фильтр окрестностей каждой точки
имеет базис, состоящий из выпуклых множеств.

10.2.2. Теорема о строении локально выпуклой тополо-
гии. Пусть X — векторное пространство и N — фильтр в X. Суще-
ствует локально выпуклая топология τ на X такая, что N = τ(0),
в том и только в том случае, если

(1) 1
2N = N ;

(2) N имеет базис, состоящий из абсолютно выпуклых
поглощающих множеств.
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� ⇒: В силу 10.1.2 отображение x �→ 2x — гомеоморфизм. Это
и означает, что 1/2N = N . Возьмем теперь U ∈ N . По усло-
вию имеется выпуклое множество V ∈ N такое, что V ⊂ U . При-
меняя 10.1.4, найдем уравновешенное множество W , для которого
W ⊂ V . Привлекая формулу Моцкина 3.1.13 и 3.1.14, убеждаемся
в том, что выпуклая оболочка co(W ) абсолютно выпукла. При этом
W ⊂ co(W ) ⊂ V ⊂ U .

⇐: Абсолютно выпуклое множество уравновешено. Значит, N
удовлетворяет 10.1.4 (2), 10.1.4 (3). Если V ∈ N и W выпукло,
W ∈ N и W ⊂ V , то 1/2W ∈ N . Помимо этого, 1/2W + 1/2W ⊂
W ⊂ V из-за выпуклости W . Последнее означает, что N +N = N .
Остается сослаться на 10.1.4. �

10.2.3. Следствие. Множество LCT (X) всех локально выпук-
лых топологий на X представляет собой полную решетку. При этом
для любого множества E в LCT (X) выполнено

supLCT (X) E = supT(X) E . ��

10.2.4. Следствие. Прообраз локально выпуклой топологии
при линейном отображении — локально выпуклая топология. ��

10.2.5. Следствие. Произведение локально выпуклых тополо-
гий — локально выпуклая топология. ��

10.2.6. Топология мультинормированного пространства явля-
ется локально выпуклой. ��

10.2.7. Определение. Пусть τ — локально выпуклая тополо-
гия на X. Множество всех всюду определенных непрерывных полу-
норм на X называют зеркалом (реже спектром) топологии τ и обо-
значают Mτ . Мультинормированное пространство (X, Mτ ) называ-
ют ассоциированным с (X, τ).

10.2.8. Теорема. Локально выпуклая топология совпадает с
топологией ассоциированного мультинормированного пространства.

� Пусть τ — рассматриваемая локально выпуклая топология
в X и ω := τ(Mτ ) — это топология ассоциированного пространства
(X, Mτ ). Возьмем V ∈ τ(0). В силу 10.2.2 найдется абсолютно
выпуклая окрестность нуля B ∈ τ(0) такая, что B ⊂ V . На основа-
нии 3.8.7

{pB < 1} ⊂ B ⊂ {pB ≤ 1}.
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Очевидно, что pB — непрерывный функционал (ср. 7.5.1), т. е.
pB ∈Mτ и, стало быть, {pB < 1} ∈ ω(0). Следовательно, V ∈ ω(0).
Таким образом, привлекая 5.2.10, имеем ω(x) = x+ω(0) ⊃ x+τ(0) =
τ(x), т. е. ω ≥ τ . Помимо этого, τ ≥ ω по определению. �

10.2.9.Определение. Векторное пространство, наделенное от-
делимой локально выпуклой топологией, называют локально выпук-
лым пространством.

10.2.10. Замечание. Теорему 10.2.8 в несколько суженном ви-
де часто формулируют словами: «понятие локально выпуклого про-
странства и понятие отделимого мультинормированного простран-
ства равнообъемны».

В этой связи при изучении локально выпуклых пространств ис-
пользуют по мере надобности терминологию, связанную с ассоции-
рованным мультинормированным пространством (ср. 5.2.13).

10.2.11. Определение. Пусть τ — локально выпуклая тополо-
гия в X. Символом (X, τ)′ (или, короче, X ′) обозначают подпро-
странство X#, состоящее из непрерывных линейных функционалов.
Пространство (X, τ)′ называют сопряженным (или τ -сопряженным)
к (X, τ).

10.2.12. (X, τ)′ = ∪{|∂|(p) : p ∈Mτ}. ��
10.2.13. Теорема. Отображение штрихования τ �→ (X, τ)′,

действующее из LCT (X) в Lat(X#), сохраняет точные верхние гра-
ницы, т. е. для любого множества E в LCT (X) выполнено

(X, supE )′ = sup{(X, τ)′ : τ ∈ E }.
� Если E = ∅, то supE — это тривиальная топология τ0 в X

и, стало быть, (X, τ0)′ = 0 = inf Lat(X#) = supLat(X#) ∅. В си-
лу 9.2.7 отображение штрихования возрастает. Учитывая 2.1.5, для
непустого E имеем

(X, supE )′ ≥ sup{(X, τ)′ : τ ∈ E }.
Если f ∈ (X, supE )′, то ввиду 10.2.12 и 9.1.13 существуют то-

пологии τ1, . . . , τn ∈ E такие, что f ∈ (X, τ1 ∨ . . . ∨ τn)′. С по-
мощью 10.2.12 и 5.3.7 найдем p1 ∈ Mτ1 , . . . , pn ∈ Mτn , для кото-
рых f ∈ |∂|(p1 ∨ . . . ∨ pn). Привлекая 3.5.7 и 3.7.9, убеждаемся, что
|∂|(p1 + . . .+ pn) = |∂|(p1) + . . .+ |∂|(pn). Окончательно

f ∈ (X, τ1)′ + . . .+ (X, τn)′ = (X, τ1)′ ∨ . . . ∨ (X, τn)′. �
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10.3. Двойственность векторных пространств

10.3.1. Определение. Пусть X, Y — векторные пространства
над одним и тем же основным полем F. Пусть, далее, задана би-
линейная форма (или, как иногда говорят, бракетирование) 〈· | ·〉 из
X × Y в F, т. е. отображение, линейное по каждому переменному.
Для x ∈ X и y ∈ Y положим

〈x| : y �→ 〈x | y〉, 〈 · | : X → FY, 〈X| ⊂ Y #;
|y〉 : x �→ 〈x | y〉, | · 〉 : Y → FX, |Y 〉 ⊂ X#.

Возникающие отображения 〈· | и | ·〉 называют соответственно бра-
отображением и кет-отображением. Аналогично функционалы из
〈X | называют бра-функционалами, а из |Y 〉 — кет-функционалами.

10.3.2. Бра-отображение и кет-отображение — линейные опера-
торы. ��

10.3.3. Определение. Бракетирование X и Y называют двой-
ственностью, если бра-отображение и кет-отображение суть моно-
морфизмы. В этом случае говорят, что X и Y приведены в двой-
ственность, или составляют двойственную пару, или что Y двой-
ственно к X и т. п., и пишут X ↔ Y . Бра-отображение и кет-
отображение называют в этой ситуации дуализациями.

10.3.4. Примеры.

(1) Пусть X ↔ Y и 〈· | ·〉 — соответствующая двойствен-
ность. Для (y, x) ∈ Y ×X положим 〈y |x〉 := 〈x | y〉. Видно, что воз-
никшее бракетирование — это двойственность Y и X. При этом дуа-
лизации в исходной и во вновь возникшей двойственностях одни и те
же. В этой связи указанные двойственности, как правило, не разли-
чают (ср. 10.3.3). Таким образом, можно сказать, что Y двойственно
к X в том и только в том случае, если X двойственно к Y . Отме-
тим здесь же, что отображение 〈x | y〉R := Re〈x | y〉 приводит в двой-
ственность вещественные основы XR и YR. Допуская вольность, для
обозначения возникающей двойственности XR ↔ YR изредка исполь-
зуют прежнее обозначение, т. е. полагают 〈x | y〉 := 〈x | y〉R, имея в ви-
ду, что x и y принадлежат вещественным основам рассматриваемых
пространств.
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(2) Пусть H — гильбертово пространство. Скалярное
произведение приводит в двойственность H и H∗. Отображение
штрихования при этом совпадает с кет-отображением.

(3) Пусть (X, τ) — локально выпуклое пространство и
X ′ — сопряженное пространство. Бракетирование (x, x′) �→ x′(x)
приводит X и X ′ в двойственность.

(4) Пусть X — векторное пространство и, как обычно,
X# := L (X, F) — сопряженное пространство. Ясно, что отображе-
ние (x, x#) �→ x#(x) приводит эти пространства в двойственность.

10.3.5. Определение. Пусть X ↔ Y . Прообраз в X тихонов-
ской топологии в FY при бра-отображении называют бра-топологи-
ей или слабой топологией в X, наведенной двойственностью с Y ,
и обозначают σ(X, Y ). Бра-топологию σ(X, Y ) для двойственности
Y ↔ X называют кет-топологией для двойственности X ↔ Y или
слабой топологией в Y , наведенной двойственностью с X.

10.3.6. Бра-топология — это слабейшая топология, в которой
непрерывны все кет-функционалы. Кет-топология — это слабейшая
топология, в которой непрерывны все бра-функционалы.

� xγ → x (в σ(X, Y ))⇔ 〈xγ → 〈x | (в FY )⇔ (∀ y ∈ Y ) 〈xγ | (y)→
〈x | (y) ⇔ (∀ y ∈ Y ) 〈xγ | y〉 → 〈x | y〉 ⇔ (∀ y ∈ Y ) | y〉(xγ) → | y〉(x) ⇔
(∀ y ∈ Y ) xγ → x (в | y〉−1(τF)) �

10.3.7. Замечание. Обозначение σ(X, Y ), как видно, согласо-
вано с обозначением слабой мультинормы 5.1.10 (4). Именно σ(X, Y )
есть топология мультинормы {|〈· | y〉| : y ∈ Y }. Аналогично σ(Y, X)
есть топология мультинормы {|〈x | ·〉| : x ∈ X}. ��

10.3.8. Пространства (X, σ(X, Y )) и (Y, σ(Y, X)) локально
выпуклы.

� Следует из 10.2.4 и 10.2.5. �
10.3.9. Теорема о дуализациях. Дуализации суть изомор-

физмы двойственных пространств на соответствующие слабо сопря-
женные пространства.

� Пусть X ↔ Y . Нужно установить точность последовательно-
стей

0→ X
〈·|−→(Y, σ(Y, X))′ → 0,

0→ Y
|·〉−→(X, σ(X, Y ))′ → 0.
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Поскольку кет-отображение для двойственности X ↔ Y есть бра-
отображение для двойственности Y ↔ X, достаточно проверить
точность первой последовательности. Бра-отображение — мономор-
физм по определению 10.3.3. Помимо этого, из 10.2.13 и 10.3.6 вы-
текает, что

(Y, σ(Y, X))′ = (Y, sup{〈x |−1(τF) : x ∈ X})′ =
= sup{(Y, 〈x |−1(τF))′ : x ∈ X} =

= L ({(Y, f−1(τF))′ : f ∈ 〈X|}) = 〈X|,
так как по 5.3.7 и 2.3.12 выполнено

(Y, f−1(τF))′ = {λf : λ ∈ F} (f ∈ Y #). �

10.3.10. Замечание. Теорему 10.3.9 часто называют «теоре-
мой об общем виде слабо непрерывного функционала». В этом про-
является удобное общее правило — добавлять слово «слабо» при ис-
пользовании объектов и свойств, связанных со слабыми топология-
ми. Отметим здесь же, что в силу 10.3.9 пример 10.3.4 (3) исчер-
пывает, по сути дела, все возможные двойственности. В этой связи
в соответствии с 5.1.11 в дальнейшем (как и прежде) часто использо-
вано обозначение (x, y) := 〈x | y〉, поскольку это не должно привести
к недоразумениям. По тем же причинам не различают двойственное
и слабо сопряженное пространства. Другими словами, при рассмот-
рении фиксированной двойственности X ↔ Y иногда не отличают
X от (Y, σ(Y, X))′, а Y от (X, σ(X, Y ))′, что позволяет применять
записи X ′ = Y и Y ′ = X.

10.4. Топологии, согласованные с
двойственностью

10.4.1. Определение. Пусть X ↔ Y и τ — локально выпуклая
топология в X. Говорят, что τ согласована с двойственностью, ес-
ли (X, τ)′ = |Y 〉. Говорят, что локально выпуклая топология ω в Y
согласована с двойственностью (X ↔ Y , если ω согласована с двой-
ственностью Y ↔ X, т. е.) при выполнении равенства (Y, ω)′ = 〈X|.

10.4.2. Слабые топологии согласованы с наводящей их двой-
ственностью.

� Следует из 10.3.9. �
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10.4.3. Пусть τ(X, Y ) — точная верхняя граница множества
всех локально выпуклых топологий в X, согласованных с двойствен-
ностью. Тогда топология τ(X, Y ) также согласована с двойственно-
стью.

� Пусть E — множество таких топологий. По теореме 10.2.13

(X, τ(X, Y ))′ = (X, supE )′ =
= sup{(X, τ)′ : τ ∈ E } = sup{|Y 〉 : τ ∈ E } = |Y 〉,

ибо E не пусто по 10.4.2. �
10.4.4. Определение. Топологию τ(X, Y ), фигурирующую в

предложении 10.4.3, т. е. сильнейшую локально выпуклую тополо-
гию в X, согласованную с двойственностью X ↔ Y , называют то-
пологией Макки (в X, наведенной двойственностью X ↔ Y ).

10.4.5. Теорема Макки — Аренса. Локально выпуклая то-
пология τ в X согласована с двойственностью X ↔ Y в том и только
в том случае, если

σ(X, Y ) ≤ τ ≤ τ(X, Y ).

� По 10.2.13 отображение τ �→ (X, τ)′ сохраняет точные верх-
ние границы и, следовательно, возрастает. Таким образом, для τ ,
лежащей в рассматриваемом промежутке топологий, на основании
10.4.2 и 10.4.3 справедливо

|Y 〉 = (X, σ(X, Y )) ⊂ (X, τ)′ ⊂ (X, τ(X, Y ))′ = |Y 〉.
Оставшаяся часть теоремы очевидна. �

10.4.6. Теорема Макки. Ограниченные множества во всех то-
пологиях, согласованных с двойственностью, одни и те же.

� При усилении топологии количество ограниченных множеств
уменьшается. Поэтому ввиду 10.4.5 нужно убедиться лишь в том,
что если множество U слабо ограничено в X (= ограничено в бра-
топологии), то U ограничено в топологии Макки.

Возьмем полунорму p из зеркала топологии Макки и покажем,
что p(U) ограничено в R. Положим X0 := X/ ker p и p0 := pX/ ker p.
Учитывая 5.2.14, видим, что p0 — это норма. Пусть ϕ : X → X0 —
каноническое отображение. Бесспорно, что множество ϕ(U) слабо
ограничено в (X0, p0). Из 7.2.7 вытекает, что ϕ(U) ограничено по
норме p0. Поскольку p0 ◦ ϕ = p, то U ограничено в (X, p). �
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10.4.7. Следствие. Пусть X — нормированное пространство.
Топология Макки τ(X, X ′) совпадает с исходной топологией, по-
рожденной нормой в пространстве X.

� Достаточно сослаться на критерий Колмогорова 5.4.5, по ко-
торому топология τ(X, X ′), содержащая исходную топологию, нор-
мируема, и привлечь предложение 5.3.4. �

10.4.8. Теорема строгой отделимости. Пусть (X, τ) — ло-
кально выпуклое пространство, K и V — непустые выпуклые мно-
жества в X, причем K компактно, V замкнуто и K ∩ V = ∅. Тогда
существует функционал f ∈ (X, τ)′ такой, что

supRe f(K) < inf Re f(V ).

� Локально выпуклое пространство, конечно же, регулярно.
Отсюда с учетом компактности K следует, что для подходящей вы-
пуклой окрестности нуля W множество U := K +W не пересекает-
ся с V (достаточно рассмотреть базисы, порожденные множества-
ми вида K +W и V +W , где W — замкнутая окрестность нуля).
На основании 3.1.10 заключаем, что U выпукло. Помимо этого,
K ⊂ intU = coreU . По теореме отделимости Эйдельгайта 3.8.14
найдется функционал l ∈ (XR)#, обладающий тем свойством, что
гиперплоскость {l = 1} в XR разделяет V и U и не содержит то-
чек ядра U . Очевидно, что l ограничен сверху на W и, стало быть,
l ∈ (XR, τ)′ по критерию 7.5.1. Если f := Re−1l, то, в связи с 3.7.5,
f ∈ (X, τ)′. Ясно, что функционал f — искомый. �

10.4.9. Теорема Мазура. Выпуклые замкнутые множества во
всех согласованных с двойственностью топологиях одни и те же.

� При усилении топологии количество замкнутых множеств уве-
личивается. Значит, ввиду 10.4.5 нужно убедиться лишь в том, что
если U выпукло и замкнуто в топологии Макки, то U слабо замкну-
то. Последнее несомненно, ибо, по теореме 10.4.8, U есть пересечение
слабо замкнутых множеств типа {Re f ≤ t}, где f — (слабо) непре-
рывный линейный функционал, а t ∈ R. �

10.5. Поляры

10.5.1. Определение. Пусть X, Y — некоторые множества
и F ⊂ X × Y — соответствие. Для множеств U в X и V в Y по-
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лагают

π(U) := πF (U) := {y ∈ Y : F−1(y) ⊃ U};
π−1(V ) := π−1

F (V ) := {x ∈ X : F (u) ⊃ V }.

При этом π(U) называют (прямой) полярой U , а множество π−1(V )
— (обратной) полярой V .

10.5.2. Имеют место утверждения:
(1) π(u) := π({u}) = F (u), π(U) = ∩u∈Uπ(u);
(2) π(∪ξ∈�Uξ) = ∩ξ∈�π(Uξ);
(3) π−1

F (V ) = πF−1(V );
(4) U1 ⊂ U2 ⇒ π(U1) ⊃ π(U2);
(5) U × V ⊂ F ⇒ V ⊂ π(U), U ⊂ π−1(V );
(6) U ⊂ π−1(π(U)). ��

10.5.3. Критерий Акилова. Множество U в X является по-
лярой некоторого множества в Y в том и только в том случае, если
для каждого x ∈ X \ U найдется y ∈ Y , для которого

U ⊂ π−1(y), x /∈ π−1(y).

� ⇒: Если U = π−1(V ), то будет U = ∩v∈V π−1(v) на основании
10.5.2 (1).

⇐: Включение U ⊂ π−1(y) означает, что y ∈ π(U). Итак, по
условию U = ∩y∈π(U)π

−1(y) = π−1(π(U)). �
10.5.4. Следствие. Множество π−1(π(U)) — это наименьшая

(по включению) поляра, содержащая множество U . ��
10.5.5. Определение. Множество π−1

F (πF (U)) называют бипо-
лярой множества U (относительно соответствия F ).

10.5.6. Примеры.
(1) Пусть (X, σ) — упорядоченное множество, а U —

подмножество X. Тогда πσ(U) — это совокупность всех верхних гра-
ниц U (ср. 1.2.7).

(2) Пусть (H, (· , ·)H) — гильбертово пространство и
F := {(x, y) ∈ H2 : (x, y)H = 0}. Тогда для всех U в H выпол-
нено π(U) = π−1(U) = U⊥. Биполяра U в этом случае совпадает с
замыканием линейной оболочки U .
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(3) Пусть X — нормированное пространство и X ′ — со-
пряженное пространство. Пусть F := {(x, x′) : x′(x) = 0}. Тогда
π(X0) = X⊥

0 и π−1(X0) = ⊥X0 для подпространства X0 в X и под-
пространства X0 в X ′ (см. 7.6.8). При этом π−1(π(X0)) = clX0
в силу 7.5.14.

10.5.7. Определение. Пусть X ↔ Y . Положим

pol := {(x, y) ∈ X × Y : Re〈x | y〉 ≤ 1};
abs pol := {(x, y) ∈ X × Y : |〈x | y〉| ≤ 1}.

Для прямой и обратной поляр относительно соответствия pol ис-
пользуют единое название «поляры» и обозначения π(U) и π(V );
в случае соответствия abs pol говорят об абсолютных полярах и пи-
шут U◦ и V ◦ (для U ⊂ X и V ⊂ Y ).

10.5.8. Теорема о биполяре. Биполяра π2(U) := π(π(U)) —
это наименьший слабо замкнутый конический отрезок, содержащий
множество U .

� Следует из 10.4.8 и критерия Акилова. �
10.5.9. Теорема об абсолютной биполяре. Абсолютная би-

поляра U◦◦ := (U◦)◦ — это наименьшее слабо замкнутое абсолютно
выпуклое множество, содержащее множество U .

� Достаточно заметить, что поляра уравновешенного множе-
ства совпадает с его абсолютной полярой, и применить 10.5.8. �

10.6. Слабо компактные выпуклые множества

10.6.1. Пусть X — вещественное локально выпуклое простран-
ство и p : X → R — непрерывный сублинейный функционал на X.
Тогда (топологический) субдифференциал ∂(p) компактен в тополо-
гии σ(X ′,X).

� Положим Q :=
∏
x∈X [−p(−x), p(x)] и наделим Q тихоновской

топологией. Ясно, что ∂(p) ⊂ Q и тихоновская топология в Q инду-
цирует в ∂(p) ту же топологию, что и σ(X ′, X). Несомненно, что
множество ∂(p) замкнуто в Q из-за непрерывности p. Учитывая те-
перь теорему Тихонова 9.4.8 и 9.4.9, заключаем, что ∂(p) является
σ(X ′, X)-компактным множеством. �
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10.6.2. Субдифференциал любой непрерывной полунормы сла-
бо компактен. ��

10.6.3. Теорема о строении субдифференциала. Пусть X
— вещественное векторное пространство. Множество U в X# явля-
ется субдифференциалом (всюду определенного и притом единствен-
ного) сублинейного функционала sU : X → R в том и только в том
случае, если U непусто, выпукло и σ(X#, X)-компактно.

� ⇒: Пусть U = ∂(sU ) для некоторого sU . Единственность sU
обеспечена 3.6.6. В связи с 10.2.12 понятно, что зеркало топологии
Макки τ(X, X#) — это сильнейшая мультинорма в X (см. 5.1.10
(2)). Отсюда выводим, что функционал sU непрерывен в τ(X, X#).
На основании 10.6.1 множество U компактно в σ(X#, X). Выпук-
лость и непустота U очевидны.

⇐: Положим sU (x) := sup{l(x) : l ∈ U}. Бесспорно, что sU
— сублинейный функционал и dom sU = X. По определению U ⊂
∂(sU ). Если же l ∈ ∂(sU ) и l /∈ U , то по теореме строгой отделимости
10.4.8 и теореме о дуализациях 10.3.9 для некоторого x ∈ X будет
sU (x) < l(x). Получаем противоречие. �

10.6.4. Определение. Сублинейный функционал sU , постро-
енный в теореме 10.6.3, называют опорной функцией множества U .

10.6.5. Теорема Крейна — Мильмана. Каждое компактное
выпуклое множество в локально выпуклом пространстве является
замыканием выпуклой оболочки множества своих крайних точек.

� Пусть U — такое множество в пространстве X. Можно счи-
тать, что пространство X — вещественное и что U �= ∅. В си-
лу 9.4.12, U компактно в топологии σ(X, X ′). Поскольку σ(X, X ′)
индуцируется вX топологией σ(X ′#, X ′) вX ′#, то U = ∂(sU ). Здесь
(см. 10.6.3) sU : X ′ → R действует по правилу sU (x′) := supx′(U). По
теореме Крейна — Мильмана для субдифференциалов 3.6.5 множе-
ство крайних точек ext(U) не пусто. Замыкание выпуклой оболочки
множества ext(U) является субдифференциалом по теореме 10.6.3.
Кроме того, это множество имеет sU своей опорной функцией и,
стало быть, совпадает с U (ср. 3.6.6). �

10.6.6. Пусть X ↔ Y и S — конический отрезок в X. Пусть,
далее, pS — функционал Минковского S. Поляра π(S) служит про-
образом при кет-отображении (алгебраического) субдифференциала
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∂(pS), т. е.
π(S) = | ∂(pS) 〉−1

R
.

Если S — абсолютно выпуклое множество, то абсолютная поляра S◦

является прообразом при кет-отображении (алгебраического) суб-
дифференциала полунормы |∂|(pS), т. е.

S◦ = | |∂|(pS) 〉−1.

� Если y ∈ YR таков, что y ∈ | ∂(pS) 〉−1
R

, то | y〉R входит в
∂(pS). Значит, для x ∈ S выполнено Re〈x | y〉 = 〈x | y〉R = | y〉R(x) ≤
pS(x) ≤ 1, ибо S ⊂ {pS ≤ 1} по теореме о функционале Минковско-
го 3.8.7. Следовательно, y ∈ π(S).

Если, в свою очередь, y ∈ π(S), то элемент | y〉R входит в ∂(pS).
В самом деле, для любого элемента x из XR при α > pS(x) имеем
1 > pS(α−1x), т. е. α−1x ∈ {pS < 1} ⊂ S. Отсюда 〈α−1x | y〉R =
Re〈α−1x | y〉 = α−1 Re〈x | y〉 ≤ 1. Окончательно получаем | y〉R(x) ≤
α. Из-за произвольности выбора α последнее неравенство означает,
что | y〉R(x) ≤ pS(x). Иначе говоря, y ∈ | ∂(ps)〉−1

R
. Тем самым равен-

ство π(S) = | ∂(pS)〉−1
R

установлено. Оставшаяся часть утверждения
следует из свойств комплексификатора 3.7.3 и 3.7.9. �

10.6.7. Теорема Алаоглу — Бурбаки. Поляра окрестности
нуля любой согласованной с двойственностью топологии является
слабо компактным выпуклым множеством.

� Пусть U — окрестность нуля в пространстве X и π(U) —
поляра U (в двойственности X ↔ X ′). Так как U ⊃ {p ≤ 1}
для некоторой непрерывной полунормы p, на основании 10.5.2 (4),
π(U) ⊂ π({p ≤ 1}) = π(Bp) = B◦

p . Привлекая 10.6.6 и учитывая,
что p есть функционал Минковского Bp, видим, что π(U) ⊂ |∂|(p).
В силу 10.6.2 топологический субдифференциал полунормы |∂|(p)
является σ(X ′,X)-компактным. По определению π(U) — слабо за-
мкнутое множество. Остается сослаться на 9.4.9, чтобы убедиться в
σ(X ′,X)-компактности π(U). Выпуклость π(U) несомненна. �

10.7. Рефлексивные пространства

10.7.1. Критерий Какутани. Нормированное пространство
рефлексивно в том и только в том случае, если единичный шар в
нем слабо компактен.
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� ⇒: Пусть X рефлексивно, т. е. ′′(X) = X ′′. Иными словами,
образ X при двойном штриховании совпадает с X ′′. Так как шар
BX′′ — это поляра шара BX′ при двойственности X ′′ ↔ X ′, то BX′′

— это σ(X ′′, X ′)-компактное множество по теореме Алаоглу — Бур-
баки 10.6.7. Остается эаметить, что BX′′ есть (образ при двойном
штриховании) BX , а σ(X, X ′) есть (прообраз при двойном штрихо-
вании) σ(X ′′, X ′).

⇐: Рассмотрим двойственность X ′′ ↔ X ′. По определению шар
BX′′ представляет собой биполяру BX (точнее говоря, биполяру мно-
жества (BX)′′). Привлекая теорему об абсолютной биполяре 10.5.9
и учитывая, что слабая топология σ(X, X ′) индуцирована в X то-
пологией σ(X ′′, X ′), заключаем, что BX′′ = BX (из-за бесспорной
абсолютной выпуклости и замкнутости этого множества, обеспечен-
ной условием его компактности). Таким образом, X рефлексивно. �

10.7.2.Следствие. Нормированное пространство будет рефле-
ксивным в том и только в том случае, если любое ограниченное за-
мкнутое выпуклое множество в нем слабо компактно. ��

10.7.3. Следствие. Каждое замкнутое подпространство реф-
лексивного пространства рефлексивно.

� По теореме Мазура 10.4.9 рассматриваемое подпространство,
а потому и шар в нем слабо замкнуты. Стало быть, достаточно
дважды применить критерий Какутани. �

10.7.4.Теорема Петтиса. Банахово пространство и сопряжен-
ное к нему пространство рефлексивны (или не рефлексивны) одно-
временно.

� Если X рефлексивно, то σ(X ′, X) совпадает с σ(X ′, X ′′),
стало быть, учитывая теорему Алаоглу — Бурбаки 10.6.7, заключа-
ем, что BX′ — это σ(X ′, X ′′)-компактное множество. Значит, X ′

рефлексивно. Если же рефлексивно X ′, то по уже доказанному ре-
флексивно X ′′. Но X, будучи банаховым пространством, являет-
ся замкнутым подпространством X ′′. Итак, X рефлексивно в си-
лу 10.7.3. �

10.7.5. Теорема Джеймса. Банахово пространство рефлек-
сивно в том и только в том случае, если любой непрерывный (веще-
ственно) линейный функционал принимает наибольшее значение на
единичном шаре этого пространства.
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10.8. Пространство C(Q, R)

10.8.1. Замечание. Всюду в текущем параграфе Q — непу-
стой компакт (= непустое компактное хаусдорфово пространство),
а C(Q, R) — это множество непрерывных вещественных функций
на Q. Множество C(Q, R) без особых на то указаний рассматрива-
ют с естественными «поточечными» алгебраическими операциями
и отношением порядка, а также с топологией нормы ‖ · ‖ := ‖ · ‖∞,
отвечающей метрике Чебышёва (см. 4.6.8). В этом смысле тракту-
ют высказывания: «C(Q, R) — это векторная решетка», «C(Q, R)
— это банахова алгебра» и им подобные. Если в C(Q, R) вводят
какие-либо иные структуры, то это обязательно оговаривают явно.

10.8.2. Определение. Подмножество L в C(Q, R) называют
подрешеткой, если для f1, f2 ∈ L выполнено f1 ∨ f2 ∈ L, f1 ∧ f2 ∈ L,
где, как обычно,

f1 ∨ f2(q) := f1(q) ∨ f2(q),
f1 ∧ f2(q) := f1(q) ∧ f2(q) (q ∈ Q).

10.8.3. Замечание. Следует иметь в виду, что быть подрешет-
кой в пространстве C(Q, R) — это больше, чем быть решеткой от-
носительно порядка, индуцированного из C(Q, R).

10.8.4. Примеры.
(1) ∅; C(Q, R); замыкание подрешетки.
(2) Пересечение любого множества подрешеток — снова

подрешетка.
(3) Пусть L — некоторая подрешетка и Q0 — подмноже-

ство Q. Положим

LQ0 := {f ∈ C(Q, R) : (∃ g ∈ L) g(q) = f(q) (q ∈ Q0)}.

Тогда LQ0 — подрешетка. При этом L ⊂ LQ0 .
(4) Пусть Q0 — компактное подмножество Q. Для под-

решетки L в C(Q, R) положим

L
∣∣
Q0

:=
{
f
∣∣
Q0

: f ∈ L}.
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Таким образом, выполнено

LQ0 =
{
f ∈ C(Q, R) : f

∣∣
Q0
∈ L∣∣

Q0

}
.

Ясно, что L
∣∣
Q0

— подрешетка в C(Q0, R). Если при этом L —
векторная подрешетка в C(Q, R), т. е. векторное подпространство
и одновременно подрешетка C(Q, R), то L

∣∣
Q0

— векторная подре-
шетка в C(Q0, R) (разумеется, если Q0 �= ∅).

(5) Пусть Q := {1, 2}. Тогда C(Q, R) � R2. Любая
ненулевая векторная подрешетка в R2 задается в виде

{(x1, x2) ∈ R2 : α1x1 = α2x2}
для некоторых α1, α2 ∈ R+.

(6) Пусть L — векторная подрешетка C(Q, R). Если
q ∈ Q, то возникает альтернатива: либо L{q} = C(Q, R), либо L{q} =
{f ∈ C(Q, R) : f(q) = 0}. Если же q1, q2 — две различные точки
Q и L

∣∣
{q1,q2} �= 0, то в силу 10.8.4 (5) найдутся числа α1, α2 ∈ R+

такие, что

L{q1,q2} = {f ∈ C(Q, R) : α1f(q1) = α2f(q2)}. ��

10.8.5. Пусть L — подрешетка в пространстве C(Q, R). Функ-
ция f ∈ C(Q, R) входит в замыкание L в том и только в том
случае, если для любых ε > 0 и (x, y) ∈ Q2 существует функция
f := fx,y,ε ∈ L, удовлетворяющая условиям

f(x)− f(x) < ε, f(y)− f(y) > −ε.
� ⇒: Очевидно.
⇐: На основании 3.2.10 и 3.2.11 можно считать, что f = 0. Возь-

мем ε > 0. Зафиксируем x ∈ Q и рассмотрим функцию gy := fx,y,ε ∈
L. Пусть Vy := {q ∈ Q : gy(q) > −ε}. Тогда Vy — открытое множе-
ство и y ∈ Vy. В силу компактности Q найдутся y1, . . . , yn ∈ Q, для
которых Q = Vy1 ∪ . . . ∪ Vyn . Положим fx := gy1 ∨ . . . ∨ gyn . Ясно,
что fx ∈ L. Помимо этого, fx(x) < ε и fx(y) > −ε при всех y ∈ Q.
Пусть теперь Ux := {q ∈ Q : fx(q) < ε}. Множество Ux открыто и
x ∈ Ux. Вновь используя компактность Q, подыщем x1, . . . , xm ∈ Q
такие, что Q = Ux1 ∪ . . .∪Uxm . Положим, наконец, l := fx1 ∧ . . .∧fxm .
Несомненно, что l ∈ L и ‖l‖ < ε. �
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10.8.6. Замечание. Предложение 10.8.5 называют обобщенной
теоремой Дини (ср. 7.2.10).

10.8.7.Лемма Какутани. Для любой подрешетки L в C(Q, R)
выполнено

clL =
⋂

(q1,q2)∈Q2

cl
(
L{q1,q2}

)
.

� Включение clL в cl
(
L{q1,q2}

)
для каждого (q1, q2) ∈ Q2 бес-

спорно. Если же f ∈ cl
(
L{q1,q2}

)
при всех таких q1, q2, то, в силу

предложения 10.8.5, f ∈ clL. �
10.8.8. Следствие. Для любой векторной подрешетки L в про-

странстве C(Q, R) справедливо представление

clL =
⋂

(q1,q2)∈Q2

L{q1,q2}.

� В данном случае множество L{q1,q2} замкнуто. �
10.8.9.Определение. Говорят, что множество U в FQ разделя-

ет точки Q, если для любых точек q1, q2 ∈ Q таких, что q1 �= q2, су-
ществует функция u ∈ U , принимающая различные значения в этих
точках: u(q1) �= u(q2).

10.8.10. Теорема Стоуна. Содержащая постоянные функции,
разделяющая точки векторная подрешетка в пространстве C(Q, R)
плотна в C(Q, R).

� Если L — рассматриваемая подрешетка, то

L{q1,q2} = C(Q, R){q1,q2}

для всякой пары (q1, q2) ∈ Q2 (см. 10.8.4 (6)). Осталось привлечь
10.8.8. �

10.8.11. Пусть µ ∈ C(Q, R)′. Положим

N (µ) := {f ∈ C(Q, R) : [0, |f |] ⊂ kerµ}.
Тогда существует, и притом единственное, замкнутое подмножество
supp(µ) в Q такое, что

f ∈ N (µ)⇔ f
∣∣
supp(µ) = 0.
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� По лемме о сумме промежутков 3.2.15

[0, |f |] + [0, |g|] = [0, |f |+ |g|].

Таким образом, f, g ∈ N (µ) ⇒ |f | + |g| ∈ N (µ). Поскольку N (µ)
— порядковый идеал, т. е. (f ∈ N (µ) & 0 ≤ |g| ≤ |f | ⇒ g ∈ N (µ)),
заключаем, что N (µ) — это векторное подпространство. Более того,
N (µ) замкнуто. В самом деле, пусть fn ≥ 0, fn → f и fn ∈ N (µ).
Тогда для g ∈ [0, f ] выполнено g ∧ fn → g и g ∧ fn ∈ [0, fn]. Отсюда
следует, что µ(g) = 0, т. е. f ∈ N (µ).

В силу 10.8.8, учитывая, что N (µ) — порядковый идеал, имеем

N (µ) =
⋂
q∈Q

N (µ){q}.

Определим множество supp(µ) следующим образом:

q ∈ supp(µ)⇔ N (µ){q} �= C(Q, R)⇔ (f ∈ N (µ)⇒ f(q) = 0).

Несомненно, что supp(µ) — замкнутое множество. При этом спра-
ведливы соотношения

N (µ) =
⋂

q∈supp(µ)

N (µ){q} =

= {f ∈ C(Q, R) : f
∣∣
supp(µ) = 0}.

Утверждение об единственности вытекает из нормальности Q (см.
9.4.14) и теоремы Урысона 9.3.14. �

10.8.12. Определение. Множество supp(µ), фигурирующее в
предложении 10.8.11, называют носителем µ (ср. 10.9.4 (5)).

10.8.13. Замечание. Если функционал µ положителен, то

N (µ) = {f ∈ C(Q, R) : µ(|f |) = 0}.

Следовательно, если при этом µ(fg) = 0 для всех g ∈ C(Q, R), то
f
∣∣
supp(µ) = 0. Аналогично supp(µ) = ∅ ⇔ N (µ) = C(Q, R) ⇔
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µ = 0. Таким образом, обращаться с носителями положительных
функционалов удобнее.

Пусть F — замкнутое подмножество Q. Говорят, что F несёт µ
или что в X \ F нет µ, если для всякой непрерывной функции f ,
у которой supp(f) ⊂ Q \ F , выполнено µ(|f |) = 0. Носитель supp(µ)
несёт µ, при этом любое несущее µ замкнутое множество в Q содер-
жит supp(µ). Иными словами, носитель µ — это дополнение наи-
большего открытого множества, в котором нет µ (ср. 10.10.5 (6)).

Полезно уяснить, что в силу 3.2.14 и 3.2.15 с каждым ограни-
ченным функционалом µ можно связать положительные (а пото-
му и ограниченные) функционалы µ+, µ−, |µ|, определенные для
f ∈ C(Q, R)+ очевидными равенствами:

µ+(f) = supµ[0, f ]; µ−(f) = − inf µ[0, f ]; |µ| = µ+ + µ−.

Более того, C(Q, R)′ является K-пространством (ср. 3.2.16). ��
10.8.14. Носители µ и |µ| совпадают.
� По определению N (µ) = N (|µ|). �
10.8.15. Пусть 0 ≤ a ≤ 1 и aµ : f �→ µ(af) при f ∈ C(Q, R)

и µ ∈ C(Q, R)′. Тогда |aµ| = a|µ|.
� Для f ∈ C(Q, R)+ есть оценка

(aµ)+(f) = sup{µ(ag) : 0 ≤ g ≤ f} ≤ supµ[0, af ] =
= µ+(af) = aµ+(f).

Помимо этого,

µ+ = (aµ+(1− a)µ)+ ≤ (aµ)+ +((1− a)µ)+ ≤ aµ+ +(1− a)µ+ = µ+.

Значит, (aµ)+ = aµ+, откуда и вытекает требуемое. �
10.8.16. Лемма де Бранжа. Пусть A — содержащая постоян-

ные функции подалгебра C(Q, R) и µ ∈ ext(A⊥ ∩ BC(Q,R)′). Тогда
сужение любой функции из A на носитель µ — постоянная функция.

� Если µ = 0, то supp(µ) = ∅ и доказывать ничего не надо.
Если же µ �= 0, то, конечно, ‖µ‖ = 1. Возьмем a ∈ A. Поскольку по-
далгебра A содержит постоянные функции, достаточно рассмотреть
случай, когда 0 ≤ a ≤ 1 и при этом

q ∈ supp(µ)⇒ 0 < a(q) < 1.
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Положим µ1 := aµ и µ2 := (1 − a)µ. Ясно, что µ1 + µ2 = µ, причем
функционалы µ1 и µ2 ненулевые. Более того,

‖µ‖ ≤ ‖µ1‖+ ‖µ2‖ =

= sup
‖f‖≤1

µ(af) + sup
‖g‖≤1

µ((1− a)g) = sup
‖f‖≤1,‖g‖≤1

µ(af + (1− a)g) ≤ ‖µ‖,

ибо очевидным образом выполнено

aBC(Q,R) + (1− a)BC(Q,R) ⊂ BC(Q,R).

Итак, ‖µ‖ = ‖µ1‖+ ‖µ2‖. Следовательно, из представления

µ = ‖µ1‖ µ1

‖µ1‖ + ‖µ2‖ µ2

‖µ2‖ ,

учитывая, что µ1, µ2 ∈ A⊥, заключаем: µ1 = ‖µ1‖µ. В силу 10.8.15,
a|µ| = |aµ| = |µ1| = ‖µ1‖ |µ|. Значит, |µ|((a − ‖µ1‖1)g) = 0 для всех
g ∈ C(Q, R). Используя 10.8.13 и 10.8.14, выводим, что функция a
постоянна на носителе µ. �

10.8.17. Теорема Стоуна — Вейерштрасса. Каждая содер-
жащая постоянные функции разделяющая точки подалгебра C(Q, R)
плотна в алгебре C(Q, R).

� По теореме об абсолютной биполяре 10.5.9 в случае, если рас-
сматриваемая подалгебра A не плотна в C(Q, R), подпространство
A⊥ (оно же — A◦) в C(Q, R)′ ненулевое.

Привлекая теорему Алаоглу — Бурбаки 10.6.7, видим, что A⊥ ∩
BC(Q,R)′ — это непустое абсолютно выпуклое слабо компактное мно-
жество, а потому на основании теоремы Крейна — Мильмана 10.6.5
в нем имеется крайняя точка µ.

Несомненно, что µ — ненулевой функционал. В то же время по
лемме де Бранжа носитель µ не может содержать двух различных
точек, ибо A разделяет точки Q. Носитель µ не является одното-
чечным множеством, поскольку µ обращается в нуль на постоян-
ных функциях. Стало быть, supp(µ) — это пустое множество. По-
следнее означает (см. 10.8.13), что µ — нулевой функционал. Полу-
чили противоречие, показывающее, что подпространство A плотно
в C(Q, R). �
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10.8.18. Следствие. Замыкание любой подалгебры в C(Q, R)
— векторная подрешетка в C(Q, R).

� По теореме Стоуна — Вейерштрасса можно подыскать много-
член pn такой, что при всех t ∈ [−1, 1] будет

|pn(t)− |t| | ≤ 1
2n
.

Тогда |pn(0)| ≤ 1/2n. Поэтому для многочлена

pn(t) := pn(t)− pn(0)

выполнено |pn(t) − |t| | ≤ 1/n при −1 ≤ t ≤ 1. По построению у pn
нет свободного члена. Если теперь функция a лежит в подалгебре
A в C(Q, R) и ‖a‖ ≤ 1, то

|pn(a(q))− |a(q)| | ≤
1
n

(q ∈ Q).

При этом элемент q �→ pn(a(q)), конечно же, содержится в A. �

10.8.19. Замечание. Следствие 10.8.18 (вместе с 10.8.8) дает
полное описание всех замкнутых подалгебр в C(Q, R). В свою оче-
редь, как видно из доказательства, 10.8.18 легко установить, непо-
средственно предъявляя какую-либо последовательность многочле-
нов, равномерно сходящуюся к функции t �→ |t| на отрезке [−1, 1].
Вывести 10.8.17, опираясь на 10.8.18, не составляет труда.

10.8.20. Теорема Титце — Урысона. Пусть Q0 — компакт-
ное подмножество Q и f0 ∈ C(Q0, R). Тогда существует функция
f ∈ C(Q, R) такая, что f

∣∣
Q0

= f0.

� Пусть Q0 �= ∅ (иначе нечего доказывать). Рассмотрим вло-
жение ι : Q0 → Q и возникающий ограниченный линейный оператор
◦
ι : C(Q, R) → C(Q0, R), действующий по правилу

◦
ιf := f ◦ ι. Тре-

буется установить, что
◦
ι — эпиморфизм. Поскольку несомненно,

что im
◦
ι — это разделяющая точки, содержащая постоянные функ-

ции подалгебра C(Q0, R), в силу 10.8.17 достаточно (и, разумеется,
необходимо) проверить, что im

◦
ι — замкнутое подпространство.
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Рассмотрим снижение ι оператора
◦
ι на собственный кообраз

coim
◦
ι := C(Q, R)/ ker

◦
ι и соответствующее каноническое отображе-

ние ϕ. Для f ∈ C(Q, R) положим

g := (f ∧ sup |f(Q0)|1) ∨ (− sup |f(Q0)|1).
По определению f

∣∣
Q0

= g
∣∣
Q0

, т. е. f := ϕ(f) = ϕ(g). Значит, ‖g‖ ≥
‖f‖. Помимо этого,

‖f‖ = inf
{‖h‖C(Q,R) :

◦
ι(h− f) = 0

}
=

= inf
{‖h‖C(Q,R) : h

∣∣
Q0

= f
∣∣
Q0

} ≥
≥ inf

{‖h∣∣
Q0
‖C(Q,R) : h

∣∣
Q0

= f
∣∣
Q0

}
=

= sup |f(Q0)| = ‖g‖ ≥ ‖f‖.
Таким образом, выполнено

‖ιf‖ = ‖◦ιg‖ = ‖◦ιg‖C(Q0,R) =

= ‖g ◦ ι‖C(Q0,R) = sup |g(Q0)| = ‖g‖ = ‖f‖,
т. е. ι — изометрия. Применяя последовательно 5.5.4 и 4.5.15, вы-
водим сначала, что coim

◦
ι — банахово пространство, а затем — что

im ι замкнуто в C(Q0, R). Осталось заметить, что im
◦
ι = im ι. �

10.9. Меры Радона

10.9.1. Определение. Пусть � — это локально компактное то-
пологическое пространство. Полагают K(�) := K(�, F) := {f ∈
C(�, F) : supp(f) — компакт}. Если Q — компакт в �, то счи-
тают K(Q) := K�(Q) := {f ∈ K(�) : supp(f) ⊂ Q}. Простран-
ство K(Q) наделяют нормой ‖ · ‖∞. При E ∈ Op (�) полагают
K(E) := ∪{K(Q) : Q � E}. (Запись Q � E для подмножества E в
� означает, что Q компактно и Q лежит во внутренности E, вычис-
ленной в пространстве �.)

10.9.2. Справедливы утверждения:
(1) для Q � � и f ∈ C(Q, F) верно

f
∣∣
∂Q

= 0⇔
((∃ g ∈ K(Q) g

∣∣
Q
= f
))
.
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При этом K(Q) — банахово пространство;
(2) пусть Q, Q1, Q2 — компактные множества и Q �

Q1 × Q2. Линейная оболочка в C(Q, F) следов на
Q функций вида u1 · u2(q1, q2) := u1 ⊗ u2(q1, q2) :=
u1(q1)u2(q2) для us ∈ K(Qs) плотна в C(Q, F);

(3) если � — компакт, то K(�) = C(�, F). Пусть �
не компактно. Тогда при естественном вложении в
C(�·, F), где �· := � ∪ {∞} — александровская ком-
пактификация �, пространство K(�) плотно в гипер-
плоскости {f ∈ C(�·, F) : f(∞) = 0};

(4) отображение E ∈ Op (�) �→ K(E) ∈ Lat (K(�)) со-
храняет точные верхние границы;

(5) для E′, E′′ ∈ Op (�) точна следующая последователь-
ность:

0→ K(E′ ∩ E′′)
ι(E′,E′′)−−−−−→ K(E′)×K(E′′)

σ(E′,E′′)−−−−−→ K(E′ ∪ E′′)→ 0,

где ι(E′,E′′)f := (f, −f), σ(E′,E′′)(f, g) := f + g.

� (1) Граница ∂Q — это и граница внешности int(� \Q).
(2) Исследуемое множество — подалгебра. Заключение следует

из 9.3.13 и 10.8.17 (ср. 11.8.2).
(3) Можно считать, что F = R. Учитывая, что K(�) — порядко-

вый идеал, в силу 10.8.8 заключаем требуемое (ибо K(�) разделяет
точки �·) (ср. 10.8.11).

(4) Ясно, что K(sup∅) = K(∅) = 0. Если E ⊂ Op (�) и E
фильтровано по возрастанию, то для f ∈ K(∪E ) будет: supp(f) ⊂
E для некоторого E ∈ E (в силу компактности supp(f)). Отсюда
K(∪E ) = ∪{K(E) : E ∈ E }. Пусть, наконец, E1, . . . , En ∈ Op (�) и
f ∈ K(E1 ∪ . . . ∪ En). В соответствии с 9.4.18 имеются ψk ∈ K(Ek)
такие, что

∑n
k=1 ψk = 1. При этом f =

∑n
k=1 ψkf и supp(fψk) ⊂

Ek (k := 1, . . . , n).
(5) немедленно следует из (4). �

10.9.3. Определение. Функционал µ ∈ K(�, F)# называют
мерой (более полно, F-мерой) Радона на � и пишут µ ∈ M (�) :=
M (�, F), если µ

∣∣
K(Q) ∈ K(Q)′, как только Q � �. Используют
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обозначения∫
�

f dµ :=
∫
f dµ :=

∫
f(x) dµ(x) := µ(f) (f ∈ K(�)).

Величину µ(f) называют интегралом f по мере µ. В этой связи
меру µ именуют интегралом.

10.9.4. Примеры.
(1) Для q ∈ � мера Дирака δq : f �→ f(q) (f ∈ K(�))

служит мерой Радона. Ее часто обозначают символом δq и называют
дельта-функцией в точке q.

Пусть � дополнительно наделено структурой группы, причем
обращение q ∈ � �→ q−1 ∈ � и групповое умножение (s, t) ∈ �×� �→
st ∈ � непрерывны, т. е. � — локально компактная группа. Симво-
лом δ обозначают δe, где e — единица �. Для абелевых (коммутатив-
ных) групп используется также символика, связанная со сложением.

ВK(�) для a ∈ � имеются операторы (левого и правого) сдвигов

(aτf)(q) := af(q) := f(a−1q),

(τaf)(q) := fa(q) := f(qa−1)

(f ∈ K(�), q ∈ �) (сдвигается f в � × F). Ясно, что aτ , τa ∈
L (K(�)). Важным и глубоким обстоятельством является наличие
нетривиальной инвариантной относительно левых (соответственно,
правых) сдвигов меры из M (�, R). (Лево)инвариантные меры Ра-
дона пропорциональны. (Каждую) ненулевую (левоинвариантную)
положительную меру Радона называют (левой) мерой Хаара (реже
интегралом Хаара). В случае правых сдвигов используют термин
(правая) мера Хаара. Для абелевых групп всегда говорят о мерах
Хаара. В пространстве RN такой мерой служит обычная мера Лебе-
га. В связи с этим для обозначения общих мер Хаара и интегралов
по ним используют символику, аналогичную принятой для меры Ле-
бега. В частности, условие левоинвариантности записывают в виде∫

�

f(a−1x) dx =
∫
�

f(x) dx (f ∈ K(�), a ∈ �).

(2) Пусть M(�) := (K(�), ‖ · ‖∞)′. Элементы M(�) на-
зывают конечными или ограниченными мерами Радона. Ясно, что
ограниченные меры взяты из пространства C(�·, F)′ (см. 10.9.2 (2)).
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(3) Для µ ∈M (�) полагают µ∗(f) = µ(f∗)∗, где f∗(q) :=
f(q)∗ для q ∈ � и f ∈ K(�). Меру µ∗ называют эрмитово сопря-
женной к µ. Различие µ∗ и µ возникает лишь при F = C. Если
µ = µ∗, то говорят о вещественной C-мере. Ясно, что µ = µ1 + iµ2,
где µ1, µ2 — единственным образом определенные вещественные C-
меры. В свою очередь, вещественная C-мера порождается двумя
R-мерами (вещественными мерами из M (�, R)), ибо K(�, C) —
это комплексификация K(�, R)⊕ iK(�, R). Вещественные R-меры,
очевидно, составляют K-пространство. При этом интеграл по ме-
ре служит (пред)интегралом и возникает возможность без особых
оговорок рассматривать соответствующие лебеговы расширения и
связанные с ними пространства суммируемых (в том числе вектор-
нозначных) функций (ср. 5.5.9 (4), 5.5.9 (5)).

С каждой мерой Радона µ связывают положительную меру |µ|,
определенную для f ∈ K(�, R), f ≥ 0, соотношением

|µ|(f) := sup{|µ(g)| : g ∈ K(�, F), |g| ≤ f}.

Часто под словом меры понимают положительные меры, прочие ме-
ры в этом случае называют зарядами.

Меры µ и ν называют дизъюнктными или независимыми, если
|µ| ∧ |ν| = 0. Меру ν называют абсолютно непрерывной относи-
тельно µ, если ν не зависит от мер, независимых от µ. Такую меру
ν можно задать в виде ν = fµ, где f ∈ L1,loc(µ) и мера fµ (с плот-
ностью f относительно µ) действует по правилу (fµ)(g) := µ(fg)
(g ∈ K(�)) (= теорема Радона — Никодима).

(4) Если �′ ∈ Op (�) и µ ∈ M (�), то определено суже-
ние µ�′ := µ

∣∣
K(�′). Оператор ограничения µ �→ µ�′ из M (�) в M (�′)

удовлетворяет условию согласования: для �′′ ⊂ �′ ⊂ � и µ ∈ M (�)
верно µ�′′ = (µ�′)�′′ . Эту ситуацию выражают словами: отображе-
ние M : E ∈ Op (�) �→ M (E) и оператор ограничения (= функтор
M ) задают предпучок (векторных пространств). Полезно убедиться,
что отображение ограничения мер Радона не обязано быть эпимор-
физмом.

(5) Пусть E ∈ Op (�) и µ ∈ M (�). Говорят, что в E
нет µ или что � \ E несёт µ, если µE = 0. На основании 10.9.2 (4)
существует наименьшее замкнутое множество supp(µ), несущее µ, —
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носитель меры µ. Устанавливается, что supp(µ) = supp(|µ|). Вве-
денное определение согласовано с 10.8.12. Мера Дирака δq — един-
ственная с точностью до множителя мера Радона с носителем {q}.

(6) Пусть �k — локально компактное пространство и µk ∈
M (�k) (k := 1, 2). На произведении �1 × �2 существует, и притом
единственная, мера µ такая, что для uk ∈ K(�k) выполнено∫

�1×�2

u1(x)u2(y) dµ(x, y) =
∫
�1

u1(x) dµ1(x)
∫
�2

u2(y) dµ2(y).

Используют обозначения µ1×µ2 := µ1⊗µ2 := µ. Привлекая 10.9.2 (4),
видим, что для f ∈ K(�1×�2) значение µ1×µ2(f) можно вычислить
повторным интегрированием (= теорема Фубини для мер).

(7) Пусть G — локально компактная группа и заданы
µ, ν ∈ M(G). Для f ∈ K(G) функция ḟ(s, t) := f(st) непрерывна и
|(µ× ν)(ḟ)| ≤ ‖µ‖ ‖ν‖ ‖f‖∞. Тем самым определена мера Радона µ ∗
ν(f) := (µ×ν)(ḟ) (f ∈ K(G)), называемая свёрткой µ и ν. Используя
векторные интегралы, получаем представления:

µ ∗ ν =
∫

G×G
δs ∗ δt dµ(s)dν(t) =

=
∫
G

δs ∗ ν dµ(s) =
∫
G

µ ∗ δt dν(t).

Пространство ограниченных мер относительно свёртки предста-
вляет собой банахову алгебру — свёрточную алгебру M(G). Эта ал-
гебра коммутативна в том и только в том случае, когда G — абелева
группа. В названном случае пространство L1(G), построенное отно-
сительно меры Хаара m, также обладает естественной структурой
свёрточной алгебры (подалгебры M(G)). Ее называют групповой
алгеброй G. Таким образом, для f, g ∈ L1(G) определения свёрток
функций и мер согласованы (ср. 9.6.17): (f ∗g)dm = fdm∗gdm. Ана-
логично определяют свёртку µ ∈ M(G) и f ∈ L1(G) соотношением
(µ ∗ f)dm := µ ∗ (fdm), т. е. как плотность свёртки относительно
меры Хаара. При этом, в частности,

f ∗ g =
∫
G

σx ∗ gf(x) dm(x) =
∫
G

τx(g)f(x) dm(x).
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Теорема Венделя. Пусть T ∈ B(L1(G)). Тогда эквивалентны
следующие утверждения:

(i) существует мера µ ∈M(G) такая, что Tf = µ ∗ f при
f ∈ L1(G);

(ii) T перестановочен со сдвигами: Tτa = τaT для a ∈
G, где τa — единственное ограниченное продолжение
оператора сдвига с K(G) на L1(G);

(iii) T (f ∗ g) = (Tf) ∗ g при f, g ∈ L1(G);
(iv) T (f ∗ ν) = (Tf) ∗ ν для ν ∈M(G), f ∈ L1(G).

10.9.5. Определение. Пространства K(�) и M (�) приведе-
ны в двойственность (индуцированную двойственностью K(�) ↔
K(�)#). При этом пространство M (�) наделяют локально выпук-
лой топологией σ(M (�), K(�)), которую обычно называют широ-
кой. Пространство K(�) в свою очередь снабжают топологией Мак-
ки τK(�) := τ(K(�), M (�)) (поэтому, в частности, (K(�), τK(�))′ =
M (�)). Пространство ограниченных мер M(�) рассматривают, как
правило, с сопряженной нормой: ‖µ‖ := sup{|µ(f)| : ‖f‖∞ ≤ 1, f ∈
K(�)} (µ ∈M(�)).

10.9.6. Топология τK(�) — сильнейшая из таких локально вы-
пуклых топологий, что вложение K(Q) в K(�) непрерывно при всех
Q, для которых Q � � (т. е. τK(�) — топология индуктивного пре-
дела (ср. 9.2.15)).

� Если τ — топология индуктивного предела и µ ∈ (K(�), τ)′,
то по определению µ ∈ M (�), ибо µ ◦ ιK(Q) непрерывно при Q � �.
В свою очередь, для µ ∈ M (�) множество VQ := {f ∈ K(Q) :
|µ(f)| ≤ 1} — окрестность нуля в K(Q). Учитывая определение τ ,
видим, что ∪{VQ : Q � �} = {f ∈ K(�) : |µ(f)| ≤ 1} — окрестность
нуля в τ . Стало быть, µ ∈ (K(�), τ)′ и τ согласована с двойствен-
ностью. Поэтому τ ≤ τK(�).

С другой стороны, если p — полунорма из зеркала топологии
Макки, то p — опорная функция субдифференциала в M (�). Сле-
довательно, ее сужение q := p ◦ ιK(Q) на K(Q) во всяком случае по-
лунепрерывно снизу. По теореме Гельфанда 7.2.2 (из-за бочечности
K(Q)) полунорма q непрерывна. Значит, вложение ιK(Q) : K(Q) →
(K(�), τK(�)) непрерывно и τ ≥ τK(�) по определению индуктивного
предела. �
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10.9.7. Множество A в K(RN ) ограничено (в топологии индук-
тивного предела), если sup ‖A‖∞ < +∞ и, кроме того, носители эле-
ментов A лежат в общем компакте.

� Пусть вопреки доказываемому для Q � RN не верно, что A ⊂
K(Q). Иначе говоря, пусть для n ∈ N имеются qn ∈ RN и an ∈ A, для
которых an(qn) �= 0 и |qn| > n. Взяв B := {n|an(qn)|−1δqn : n ∈ N},
видим, что это множество мер Радона широко ограничено и, стало
быть, полунорма p(f) := sup{|µ|(|f |) : µ ∈ B} непрерывна. При
этом p(an) ≥ n|an(qn)|−1δqn(|an|) = n, что противоречит ограничен-
ности A. �

10.9.8. Замечание. Пусть (fn) ⊂ K(RN ). Пишут fn � K0, ес-
ли (∃Q � RN )(∀n) supp(fn) ⊂ Q& ‖fn‖∞ → 0. Из 10.9.7 немедленно
следует, что µ ∈ K(RN )# является мерой Радона, если µ(fn) → 0,
как только fn � K0. Отметим также, что это сохраняется для
любого локально компактного �, счетного в бесконечности, т. е.
представляющего собой объединение счетного семейства компакт-
ных пространств.

10.9.9. Замечание. На R существуют последовательности ве-
щественных положительных многочленов (pn) такие, что меры pndx
широко сходятся к δ при n→ +∞. Рассматривая произведения мер,
приходим к таким полиномам Pn на пространстве RN , что Pndx ши-
роко сходятся к δ (здесь, как обычно, dx := dx1 × . . . × dxN — мера
Лебега на RN ).

Пусть теперь f ∈ K(RN ) и f принадлежит классу C(m) в неко-
торой окрестности компакта Q (т. е. имеет там соответствующие
непрерывные производные). Рассматривая свёртки (f ∗ Pn), видим,
что это последовательность многочленов, равномерно аппроксими-
рующая на Q как f , так и ее производные до порядка m включи-
тельно.

Возможность подобной регуляризации принято называть обоб-
щенной теоремой Вейерштрасса в RN (ср 10.10.2 (4)).

10.9.10. Теорема о локальном задании меры. Пусть E —
открытое покрытие � и (µE)E∈E — семейство мер Радона: µE ∈
M (E), причем для любой пары (E′, E′′) элементов E сужения мер
µE′ и µE′′ на E′ ∩ E′′ совпадают. Тогда существует, и притом един-
ственная, мера µ на �, сужение которой на E равно µE для любого
E ∈ E .
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� Привлекая 10.9.2 (5), построим последовательность∑
{E′,E′′}

E′,E′′∈E,E′ =E′′

K(E′ ∩ E′′) ι−→
∑
E∈E

K(E) σ−→ K(�)→ 0,

где ι порождено суммированием «координатных» вложений ι(E′,E′′),
а σ — обычное сложение. Прямые суммы по общему правилу топо-
логизированы как индуктивные пределы (ср. 10.9.6).

Убедимся в точности построенной последовательности. Посколь-
ку выполненоK(�) = ∪Q��K(Q), с учетом 10.9.2 (4), можно ограни-
читься случаем конечного покрытия и установить точность во вто-
ром члене.

Итак, пусть для покрытий из n элементов {E1, . . . , En} (n ≥ 2)
доказано, что точна последовательность

Kn
ιn−→

n∏
k=1

K(Ek)
σn−→ K(E1 ∪ . . . ∪ En)→ 0,

где ιn — «сужение» ι на Kn, а отображение σn — суммирование и

Kn :=
∏
k<l

k,l∈{1,...,n}

K(Ek ∩ El).

По допущению im ιn = kerσn. Если σn+1(f̃ , fn+1) = 0, где f̃ :=
(f1, . . . , fn), то σnf̃ = −fn+1 и fn+1 ∈ K((E1 ∪ . . . ∪ En) ∩ En+1).

На основании эпиморфности σn, обеспеченной 10.9.2 (5), суще-
ствуют θk ∈ K(Ek ∩ En+1) такие, что для θ := (θ1, . . . , θn) будет
σnθ = −fn+1. Отсюда (f̃ − θ) ∈ kerσn и по допущению можно подо-
брать κ ∈ Kn, для которого ιnκ = f̃ − θ. Ясно, что

Kn+1 = Kn ×
n∏
k=1

K(Ek ∩ En+1)

(с точностью до изоморфизма), κ := (κ, θ1, . . . , θn) ∈ Kn+1 и ιn+1κ =
(f̃ , fn+1).

Переходя к сопряженной диаграмме (ср. 7.6.13), имеем точную
последовательность

0→M (�) σ′
−→

∏
E∈E

M (E) ι′−→
∏

{E′,E′′}
E′,E′′∈E ,E′ =E′′

M (E′ ∩ E′′).

Это и требовалось установить. �
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10.9.11. Замечание. В топологии предпучки, допускающие та-
кую возможность локального задания своих элементов, называют
пучками. В этой связи утверждение 10.9.10 выражают словами:
предпучок мер Радона � �→ M (�) — это пучок или, более кате-
горично, функтор M — пучок (ср. 10.9.4 (4)).

10.10. Пространства D (˙) и D ′(˙)

10.10.1. Определение. Основной или пробной называют фи-
нитную гладкую функцию f : RN → F. При этом пишут f ∈
D(RN ) := D(RN , F). Для Q � RN и � ∈ Op (RN ) полагают D(Q) :={
f ∈ D(RN ) : supp(f) ⊂ Q

}
и D(�) := ∪{D(Q) : Q � �}.

10.10.2. Справедливы утверждения:
(1) D(Q) = 0⇔ intQ = ∅;
(2) пусть Q � RN и

‖f‖n,Q :=
∑
|α|≤n

‖∂αf‖C(Q) :=

:=
∑

α∈(Z+)N
α1+...+αN≤n

sup |(∂α1 . . . ∂αnf)(Q)|

для гладкой (в окрестности Q) функции f (как обыч-
но, Z+ := N ∪ {0}). Мультинорма MQ := {‖ · ‖n,Q :
n ∈ N} превращает D(Q) в пространство Фреше;

(3) пространство гладких функций C∞(�) := E (�) на
� ∈ Op (RN ) с мультинормой M� := {‖ · ‖n,Q : n ∈
N, Q � �} — пространство Фреше. При этом D(�)
плотно в C∞(�);

(4) пусть Q1 � RN , Q2 � RM и Q � Q1 × Q2. Ли-
нейная оболочка в D(Q) следов на Q функций ви-
да f1f2(q1, q2) := f1 ⊗ f2(q1, q2) := f1(q1)f2(q2), где
qk ∈ Qk, fk ∈ D(Qk), плотна в D(Q);

(5) отображение E ∈ Op (�) �→ D(E) ∈ Lat (D(�)) сохра-
няет точные верхние границы:

D(E′ ∩ E′′) = D(E′) ∩D(E′′),
D(E′ ∪ E′′) = D(E′) + D(E′′);

D(∪E ) = L (∪{D(E) : E ∈ E }) (E ⊂ Op (�)).
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При этом точной является следующая последователь-
ность (ср. 10.9.2 (5)):

0→ D(E′ ∩ E′′)
ι(E′,E′′)−−−−−→ D(E′)×D(E′′)

σ(E′,E′′)−−−−−→ D(E′ ∪ E′′)→ 0.

� (1) и (2) очевидны.
(3) Выбираем последовательность (Qm)m∈N, для которой Qm �

�, Qm � Qm+1, ∪m∈NQm = �. При этом мультинорма {‖ · ‖n,Qm :
n ∈ N, m ∈ N} счетна и эквивалентна M�. Ссылка на 5.4.2 об-
основывает метризуемость. Полнота сомнений не вызывает. Для
установления плотности D(�) в C∞(�) рассмотрим множество сре-
зывателей Tr (�) := {ψ ∈ D(�) : 0 ≤ ψ ≤ 1}. Превращаем Tr (�) в
направление, полагая ψ1 ≤ ψ2 ⇔ supp(ψ1) ⊂ int{ψ2 = 1}. Ясно, что
для f ∈ C∞(�) сеть (ψf)ψ∈Tr (�) аппроксимирует f нужным образом.

(4) Пусть a(q′, q′′) := a′(q′)a′′(q′′), где a′, a′′ — усредняющие ядра
в RN и в RM соответственно, а q′ ∈ RN и q′′ ∈ RM . Для f ∈ D(Q),
m ∈ N и ε > 0 подберем χ из условия ‖f − f ∗ aχ‖m,Q ≤ ε/2. Учиты-
вая равностепенную непрерывность семейства F := {∂αf(q)τq(aχ) :
|α| ≤ m, q ∈ Q1 × Q2}, найдем конечные множества �′ ⊂ Q1,
�′′ ⊂ Q2 так, чтобы интеграл каждой функции из F с точностью
до 1/2 (N + 1)−mε аппроксимировался суммой Римана, отвечающей
точкам из �′ × �′′. Возникающая при этом функция f из D(Q)
требуемая, т. е. ‖f − f‖m,Q ≤ ε.

(5) устанавливают как 10.9.2 (4) с заменой 9.4.18 на 9.6.19 (2). �

10.10.3. Замечание. Для проверки 10.10.2 (4) можно приме-
нить обобщенную теорему Вейерштрасса, соединенную со срезыва-
нием, обеспечивающим финитность конструируемых приближений.

10.10.4. Определение. Функционал u ∈ D(�, F)# называ-
ют обобщенной функцией или распределением (иногда добавляют
ссылку на природу поля F) и пишут u ∈ D ′(�) := D ′(�, F), если
u |D(Q) ∈ D ′(Q) := D ′, как только Q � �. Используют обычные обо-
значения 〈u, f〉 := 〈f |u〉 := u(f), а иногда и наиболее выразительный
единый символ ∫

f(x)u(x) dx := u(f) (f ∈ D(�)).
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10.10.5. Примеры.
(1) Пусть g ∈ L1,loc(RN ) — некоторая локально интегри-

руемая функция. Тогда отображение

ug(f) :=
∫
f(x)g(x) dx (f ∈ D(�))

задает распределение ug. Обобщенные функции такого вида называ-
ют регулярными. Для обозначения регулярной обобщенной функции
ug используют более удобный символ g. В этой связи, в частности,
пишут: D(�) ⊂ D ′(�) и ug = | g〉.

(2) Каждая мера Радона — распределение. Всякое по-
ложительное распределение u (т. е. такое, что f ≥ 0 ⇒ u(f) ≥ 0)
задано положительной мерой.

(3) Говорят, что распределение u обладает порядком не
выше m, если для любого Q � RN существует число tQ такое, что

|u(f)| ≤ tQ‖f‖m,Q (f ∈ D(Q)).

Естественным образом вводят понятия порядка распределения и рас-
пределения конечного порядка. Разумеется, не каждое распределе-
ние обязано иметь конечный порядок.

(4) Пусть α — мультииндекс: α ∈ (Z+)N и u — распреде-
ление: u ∈ D ′(�). Для f ∈ D(�) полагают (∂αu)(f) := (−1)|α|u(∂αf).
Возникающее распределение ∂αu называют производной u (поряд-
ка α). Говорят также об обобщенном дифференцировании, о произ-
водных в смысле теории распределения и т. п., применяя обычные
символы.

Производная (ненулевого порядка) меры Дирака — это не мера.
В то же время δ ∈ D ′(R) служит производной функции Хевисайда
δ(−1) := H, где H : R → R — характеристическая функция R+. Ес-
ли производная (регулярной) обобщенной функции u — регулярное
распределение ug, то g называют производной u в смысле Соболева.
Для основной функции такая производная совпадает с обычной.

(5) Для u ∈ D ′(�) полагают u∗(f) := u(f∗)∗. Возника-
ющее распределение u∗ называют (эрмитово) сопряженным к u.
Наличие инволюции ∗ позволяет, как обычно (ср. 10.9.3 (3)), гово-
рить о вещественных распределениях и о порождении с их помощью
комплексных обобщенных функций.
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(6) Пусть E ∈ Op (�) и u ∈ D ′(�). Для f ∈ D(E), оче-
видно, определен скаляр u(f). Тем самым возникает распределение
uE ∈ D ′(E), называемое сужением u на E. Очевидно, что функ-
тор D ′ — это предпучок.

При u ∈ D ′(�) и E ∈ Op (�) говорят, что в E нет u, если uE = 0.
В силу 10.10.4 (5), распределения u нет и в объединении тех откры-
тых подмножеств в �, в которых u отсутствует. Дополнение (до RN )
наибольшего открытого множества, в котором нет u, называют носи-
телем u и обозначают supp(u). Отметим, что supp(∂αu) ⊂ supp(u).
Кроме того, распределение с компактным носителем имеет конечный
порядок.

(7) Пусть u ∈ D ′(�) и f ∈ C∞(�). Для g ∈ D(�) будет
fg ∈ D(�). Полагают (fu)(g) := u(fg). Возникающее распределение
fu называют произведением f на u. Пусть теперь Tr (�) — направ-
ление срезывателей. Если существует предел limψ∈Tr (�) u(fψ), то
говорят, что u применимо к функции f . Ясно, что распределение u
с компактным носителем применимо к любой функции из C∞(�).
При этом u ∈ E ′(�) := C∞(�)′. В свою очередь, каждый элемент
u ∈ E ′(�) (см. 10.10.2 (3)), очевидно, однозначно определяет рас-
пределение u ∈ D ′(�) с компактным носителем.

Если f ∈ C∞(�) и ∂αf
∣∣
supp(u) = 0 при всех α, для которых |α| ≤

m, где u — распределение с компактным носителем порядка не выше
m, то, как можно удостовериться, u(f) = 0. В частности, отсюда
следует, что точечный носитель имеют только линейные комбинации
меры Дирака и ее производных. ��

(8) Пусть �1, �2 ∈ Op (RN ) и uk ∈ D ′(�k). На произ-
ведении �1 × �2 существует, и притом единственное, распределе-
ние u такое, что для fk ∈ D(�k) выполнено u(f1f2) = u1(f1)u2(f2).
Это распределение обозначают u1 × u2 или же u1 ⊗ u2. Привлекая
10.10.2 (4), видим, что для f ∈ D(�1 × �2) значение u(f) можно
найти последовательным применением u1 и u2. Точнее говоря,

u(f) = u2(y ∈ �2 �→ u1(f(·, y))) =
= u1(x ∈ �1 �→ u2(f(x, ·))).

В более образных обозначениях имеем теорему Фубини для распре-
делений: ∫∫

�1×�2

f(x, y)(u1 × u2)(x, y) dxdy =
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=
∫
�2

⎛⎝ ∫
�1

f(x, y)u1(x) dx

⎞⎠u2(y) dy =

=
∫
�1

⎛⎝ ∫
�2

f(x, y)u2(y) dy

⎞⎠u1(x) dx.

Полезно отметить, что

supp(u1 × u2) = supp(u1)× supp(u2).

(9) Пусть u, v ∈ D ′(RN ). Для f ∈ D(RN ) положим
+
f := f ◦ +. Ясно, что

+
f ∈ C∞(RN × RN ). Говорят, что распре-

деления u и v свёртываемы, конволютивны или сворачиваемы, если

произведение u× v применимо к любой функции
+
f ⊂ C∞(RN ×RN )

для f ∈ D(RN ). Легко видеть (ср. 10.10.10), что возникающий ли-

нейный функционал f �→ (u × v)(
+
f ) (f ∈ D(RN )) является распре-

делением. Его называют свёрткой u и v и обозначают u ∗ v. Несо-
мненно, что свёртки функций (см. 9.6.17) и мер на RN (см. 10.9.4
(7)) представляют частные случаи свёртки распределений. В неко-
торых множествах любая пара распределений сворачиваема. Напри-
мер, пространство E ′(RN ) распределений с компактными носите-
лями с операцией свёртки в качестве умножения представляет со-
бой (ассоциативную, коммутативную) алгебру с единицей — дельта-
функцией δ. При этом ∂αu = ∂αδ ∗ u, ∂α(u ∗ v) = ∂αu ∗ v = u ∗ ∂αv.
Кроме того, имеет место замечательное равенство (= теорема Ли-
онса о носителях):

co (supp(u ∗ v)) = co (supp(u)) + co (supp(v)).

Подчеркнем, что попарная сворачиваемость распределений не обес-
печивает, вообще говоря, ассоциативности свёртки ((1∗δ′)∗δ(−1) = 0
и 1 ∗ (δ′ ∗ δ(−1)) = 1, где 1 := 1R).

Каждое распределение u сворачиваемо с основной функцией f
до регулярного распределения (u∗f)(x) = u(τx(f˜)), где f :̃= f̃ — от-
ражение f , т. е. f (̃x) := f(−x) (x ∈ RN ). Оператор u∗ : f �→ u∗f дей-
ствует из D(RN ) в C∞(RN ), непрерывен и перестановочен со сдвига-
ми: (u∗)τx = τxu∗ для x ∈ RN . Легко видеть, что названные свойства
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характеристические, т. е. если оператор T из L (D(RN ), C∞(RN ))
непрерывен и перестановочен со сдвигами, то существует, и при-
том единственное, распределение u такое, что T = u∗ — именно
u(f) := (T ′δ)(f̃) для f ∈ D(RN ) (ср. с теоремой Венделя).

10.10.6. Определение. Пространства D(�) и D ′(�) считают
приведенными в двойственность (индуцированную двойственностью
D(�) ↔ D(�)#). При этом пространство D ′(�) наделяют топо-
логией пространства распределений — σ(D ′(�), D(�)), а D(�) —
топологией пространства основных функций — топологией Макки
τD := τD(�) := τ(D(�), D ′(�)).

10.10.7. Пусть � ∈ Op (RN ). Тогда
(1) топология τD — сильнейшая из таких локально вы-

пуклых топологий, что вложение D(Q) в D(�) непре-
рывно при Q � � (т. е. τD — топология индуктивного
предела);

(2) множество A в D(�) ограничено в том и только в том
случае, если для некоторого Q � � множество A по-
падает в D(Q) и ограничено в D(Q);

(3) последовательность (fn) сходится к f в (D(�), τD)
в том и только в том случае, если имеется компакт
Q � � такой, что supp(fn) ⊂ Q, supp(f) ⊂ Q и (∂αfn)
равномерно на Q сходится к ∂αf для всех мультиин-
дексов α (символически: fn � f);

(4) оператор T ∈ L (D(�), Y ), где Y — локально выпук-
лое пространство, непрерывен в том и только в том
случае, если Tfn → 0, как только fn � 0;

(5) каждая дельтообразная последовательность (bn) слу-
жит (свёрточной) аппроксимативной единицей как в
D(RN ), так и в D ′(RN ), т. е. для f ∈ D(RN ) и
u ∈ D ′(RN ) верно: bn ∗ f � f (в D(RN )) и bn ∗ u→ u
(в D ′(RN )).

� (1) устанавливается как 10.9.6, а (2) — по аналогии с 10.9.7
с учетом представления � в виде объединения � = ∪n∈NQn, где
Qn � Qn+1 для n ∈ N.

(3) Следует заметить, что сходящаяся последовательность огра-
ничена, а затем привлечь 10.10.7 (2) (ср. 10.9.8).
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(4) В силу 10.10.7 (1) непрерывность T равносильна непрерыв-
ности сужений T

∣∣
D(Q) для Q � �. В силу 10.10.2 (2) пространство

D(Q) метризуемо. Осталось сослаться на 10.10.7 (3).
(5) Ясно, что носители supp(bn ∗ f) лежат в некоторой ком-

пактной окрестности supp(f). Помимо этого, для g ∈ C(RN ) оче-
видно, что bn ∗ g → g равномерно на компактных подмножествах
RN . Применяя последнее утверждение к ∂αf и учитывая (3), ви-
дим: bn ∗ f � f .

С учетом 10.10.5 (9) для f ∈ D(RN ) имеем

u(f̃) = (u ∗ f)(0) = lim
n
(u ∗ (bn ∗ f))(0) =

= lim
n
((u ∗ bn) ∗ f)(0) = lim

n
(bn ∗ u)(f̃). �

10.10.8. Замечание. В связи с 10.10.7 (3) для � ∈ Op (RN )
и m ∈ Z+ часто выделяют пространство D (m)(�) := C(m)

0 (�), со-
ставленное из финитных функций f , все производные которых ∂αf
при |α| ≤ m непрерывны. Пространство D (m)(Q) := {f ∈ D (m)(�) :
supp(f) ⊂ Q} для Q � � снабжают нормой ‖ · ‖m,Q, превращая его
в банахово. При этом D (m)(�) наделяют топологией индуктивного
предела. Таким образом, D (0)(�) = K(�) и D(�) = ∩m∈ND (m)(�).
Сходимость в D (m)(�) последовательности (fn) к нулю означает рав-
номерную сходимость с производными до порядка m на Q � �, где
supp(fn) ⊂ Q для всех достаточно больших n. Подчеркнем, что
D (m)(�)′ составлено распределениями порядка не выше m. Соответ-
ственно

D ′
F (�) :=

⋃
m∈N

D (m)(�)′

— пространство всех обобщенных функций, имеющих конечный по-
рядок.

10.10.9. Пусть � ∈ Op (RN ). Тогда
(1) пространство D(�) бочечно, т. е. каждое абсолют-

но выпуклое замкнутое поглощающее множество (=
бочка) в нем — окрестность нуля;

(2) любое ограниченное замкнутое подмножество D(�)
компактно, т. е. D(�) — монтелево пространство;
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(3) всякое абсолютно выпуклое множество в D(�), по-
глощающее каждое ограниченное множество, являет-
ся окрестностью нуля, т. е. D(�) — борнологическое
пространство;

(4) основные функции плотны в пространстве обобщен-
ных функций.

� (1) Бочка V в D(�) такова, что VQ := V ∩D(Q) — бочка в D(Q)
при Q � �. Стало быть, VQ — окрестность нуля в D(Q) (см. 7.1.8).

(2) Такое множество лежит в D(Q) для некоторого Q � � в силу
предложения 10.10.7 (2). На основании 10.10.2 (2), D(Q) метризуемо.
Учитывая 4.6.10 и 4.6.11, последовательно приходим к требуемому.

(3) следует из борнологичности D(Q) при Q � �.
(4) Пусть g ∈ |D(�)〉◦, где указанная поляра вычисляется для

двойственности D(�) ↔ D ′(�). Ясно, что для f ∈ D(�) выполнено
uf (g) = 0, т. е.

∫
g(x)f(x) dx = 0. Итак, g = 0. Остается сослаться

на 10.5.9. �
10.10.10. Теорема Шварца. Пусть (uk)k∈N — последователь-

ность распределений и для каждого f ∈ D(�) имеется сумма

u(f) :=
∞∑
k=1

uk(f).

Тогда u — распределение, причем

∂αu =
∞∑
k=1

∂αuk

для всякого мультииндекса α.
� Непрерывность u обеспечена 10.10.9 (1). Помимо этого, при

f ∈ D(�) по определению (см. 10.10.5 (4))

∂αu(f) =

= u
(
(−1)|α|∂αf

)
=

∞∑
k=1

uk
(
(−1)|α|∂αf

)
=

=
∞∑
k=1

∂αuk(f). �

10.10.11. Теорема. Функтор D ′ — пучок.
� Очевидно (ср. 10.9.10 и 10.9.11). �
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10.10.12. замечание. Возможность задания распределения
локальными данными, т. е. принцип локализации для обобщенных
функций, констатированный 10.10.11, допускает уточнение ввиду па-
ракомпактности RN . Именно, если E — открытое покрытие � и
u ∈ D ′(�) — распределение с локальными данными (uE)E∈E , то
можно взять подчиненное E счетное (локально конечное) разбие-
ние единицы (ψk)k∈N. Видно, что u =

∑∞
k=1 ψkuk, где uk := uEk и

supp(ψkuk) ⊂ Ek (k ∈ N).

10.10.13. Теорема. Обобщенная функция u на � порядка не
выше m допускает представление в виде суммы производных мер
Радона:

u =
∑

|α|≤m
∂αµα,

где µα ∈M (�).
� Пусть сначала u обладает компактным носителем supp(u)

и Q � � — компактная окрестность supp(u). По условию будет (ср.
10.10.5 (7) и 10.10.8)

|u(f)| ≤ t
∑

|α|≤m
‖∂αf‖∞ (f ∈ D(Q))

при некотором t ≥ 0.
Привлекая 3.5.7 и 3.5.3, с учетом 10.9.4 (2) имеем

u = t
∑

|α|≤m
να ◦ ∂α = t

∑
|α|≤m

(−1)|α|∂ανα

для подходящего семейства (να)|α|≤m, где να ∈ |∂|(‖ · ‖∞).
Переходя теперь к общему случаю, рассмотрим некоторое разби-

ение единицы (ψk)k∈N, образованное такими ψk ∈ D(�), что окрест-
ности Qk носителей supp(ψk) составляют локально конечное покры-
тие � (см. 10.10.12). Для распределений (ψku)k∈N на основании уже
доказанного имеем

ψku =
∑

|α|≤m
∂αµk,α,

где µk,α — меры Радона на �, причем supp(µk,α) ⊂ Qk.
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Привлекая теорему Шварца 10.10.10, сразу видим, что опреде-
лена сумма

µα(f) :=
∞∑
k=1

µk,α(f)

для f ∈ K(�) и возникающее распределение µα — мера Радона.
Вновь апеллируя к 10.10.10, получаем:

u =
∞∑
k=1

ψku =
∞∑
k=1

∑
|α|≤m

∂αµk,α =
∑

|α|≤m
∂α
( ∞∑

k=1

µk,α

)
=
∑

|α|≤m
∂αµα.

Это и требовалось. �
10.10.14. Замечание. Утверждение 10.10.13 часто называют

теоремой об общем виде распределений. Она допускает разнообраз-
ные обобщения и уточнения. Например, можно убедиться, что мера
Радона с компактным носителем служит обобщенной производной
(подходящего порядка) некоторой непрерывной функции, что поз-
воляет локально рассматривать любую обобщенную функцию как
результат обобщенного дифференцирования обычной функции.

10.11. Преобразование Фурье умеренных
распределений

10.11.1. Пусть χ — ненулевой функционал, заданный на про-
странстве L1(RN ) := L1(RN , C). Эквивалентны утверждения:

(1) χ — характер групповой алгебры (L1(RN ), ∗), т. е.
χ �= 0, χ ∈ L1(RN )′ и

χ(f ∗ g) = χ(f)χ(g) (f, g ∈ L1(RN ))

(символически: χ ∈ X(L1(RN )), ср. 11.6.4);
(2) существует, и притом единственный, вектор t ∈ RN

такой, что для каждого f ∈ L1(RN ) выполнено

χ(f) = f̂(t) := (f ∗ et)(0) :=
∫

RN

f(x)ei(x,t) dx.

� (1) ⇒ (2): Пусть χ(f)χ(g) �= 0. Если x ∈ RN , то

χ(δx ∗ f ∗ g) = χ(δx ∗ f)χ(g) = χ(δx ∗ g)χ(f).
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Положим ψ(x) := χ(f)−1χ(δx ∗ f). Тем самым корректно определено
непрерывное отображение ψ : RN → C. При этом для x, y ∈ RN

будет

ψ(x+ y) =
= χ(f ∗ g)−1χ(δx+y ∗ (f ∗ g)) =

= χ(f)−1χ(g)−1 · χ(δx ∗ f ∗ δy ∗ g) =
= χ(f)−1χ(δx ∗ f)χ(g)−1χ(δy ∗ g) =

= ψ(x)ψ(y),

т. е. ψ — групповой (унитарный) характер: ψ ∈ X(RN ). Анализ
показывает, что ψ = et для некоторого (очевидно, единственного)
t ∈ RN . При этом с учетом свойств интеграла Бохнера

χ(f)χ(g) = χ(f ∗ g) = χ

⎛⎝ ∫
RN

(δx ∗ g)f(x) dx
⎞⎠ =

=
∫

RN

χ(δx ∗ g)f(x) dx =
∫

RN

f(x)χ(g)ψ(x) dx =

= χ(g)
∫

RN

f(x)ψ(x) dx.

Таким образом,

χ(f) =
∫

RN

f(x)ψ(x) dx (f ∈ L1(RN )).

(2) ⇒ (1): Рассматривая f , g и f ∗ g как распределения, для
t ∈ RN выводим:

f̂ ∗ g(t) = uf∗g(et) =

=
∫

RN

∫
RN

f(x)g(y)et(x+ y) dxdy =
∫

RN

f(x)et(x) dx
∫

RN

g(y)et(y) dy =

= uf (et)ug(et) = f̂(t)ĝ(t). �
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10.11.2. Замечание. Проведенные рассуждения в существен-
ном сохраняются для любой локально компактной абелевой груп-
пы G. Характеры групповой алгебры из X(L1(G)) однозначно свя-
заны с (унитарными) групповыми характерами G, т. е. с непрерыв-
ными отображениями ψ : G→ C, для которых

|ψ(x)| = 1, ψ(x+ y) = ψ(x)ψ(y) (x, y ∈ G).

Относительно поточечного умножения множество Ĝ := X(G) таких
характеров представляет коммутативную группу. Поскольку по тео-
реме Алаоглу — Бурбаки X(L1(G)) локально компактно в слабой то-
пологии σ((L1(G))′, L1(G)), то Ĝ можно рассматривать как локаль-
но компактную абелеву группу. Ее называют группой характеров G
или двойственной к G группой. Каждый элемент q ∈ G определяет
характер ̂̂q : q̂ ∈ Ĝ �→ q̂(q) ∈ C двойственной группы Ĝ. Возникаю-

щее вложение G в ̂̂G — изоморфизм локально компактных абелевых
групп G и ̂̂G (= теорема двойственности Понтрягина — ван Кам-
пена).

10.11.3. Определение. Для функции f ∈ L1(RN ) отображе-
ние f̂ : RN → C, определенное правилом

f̂(t) := f̂(t) := (f ∗ et)(0),

называют преобразованием Фурье f .

10.11.4. Замечание. Термин «преобразование Фурье» тракту-
ют расширительно, допуская удобную вольностью. Во-первых, его
сохраняют как для оператора F : L1(RN ) → C R

N

, действующе-
го по правилу Ff := f̂ , так и для модификаций этого оператора
(ср. 10.11.13). Во-вторых, преобразование F отождествляют с опе-
ратором Fθf := f̂ ◦ θ, где θ — автоморфизм (= изоморфизм на се-
бя) RN . Особенно часто используют функции: θ(x) := ∼(x) := −x,
θ(x) := 2π(x) := 2πx и θ(x) := −2π(x) := −2πx (x ∈ RN ). Иными сло-
вами, преобразование Фурье вводят одной из следующих формул:

F∼f(t) =
∫

RN

f(x)e−i(x,t) dx,
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F2πf(t) =
∫

RN

f(x)e2πi(x,t) dx,

F−2πf(t) =
∫

RN

f(x)e−2πi(x,t) dx.

Поскольку группы характеров изоморфных групп изоморфны, есть
основания, допуская вольность, применять единое обозначение f̂
для, вообще говоря, различных функций Ff , F∼f , F±2πf . Выбор
символа ̂ для F2π (или F−2π) диктует подходящее обозначение
для F−2π (соответственно, для F2π) (ср. 10.11.12).

10.11.5. Примеры.
(1) Пусть f(x) = 1 при −1 ≤ x ≤ 1 и f(x) = 0 для иных

x ∈ R. При этом f̂(t) = 2t−1 sin t. Отметим, что при kπ ≥ t0 > 0
будет

∫
[t0,+∞)

|f̂(t)| dt ≥
∫

[kπ,+∞)

|f̂(t)| dt =
∞∑
n=k

∫
[nπ,(n+1)π]

|f̂(t)| dt ≥

≥
∞∑
n=k

∫
[nπ,(n+1)π]

2| sin t|
(n+ 1)π

dt = 4
∞∑
n=k

1
(n+ 1)π

= +∞.

Таким образом, f̂ /∈ L1(R).

(2) Для f ∈ L1(RN ) функция f̂ непрерывна, причем вы-
полнено неравенство ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

� Непрерывность обеспечена теоремой Лебега о предельном пе-
реходе, а ограниченность — очевидной оценкой

|f̂(t)| ≤
∫

RN

|f(x)| dx = ‖f‖1 (t ∈ RN ). �

(3) Для f ∈ L1(RN ) при |t| → +∞ будет |f̂(t)| → 0 (=
теорема Римана — Лебега).

� Требуемое очевидно для финитных ступенчатых функций.
Остается сослаться на 5.5.9 (6) и то, что F ∈ B(L1(RN ), l∞(RN )). �
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(4) Пусть f ∈ L1(RN ), ε > 0 и fε(x) := f(εx) (x ∈ RN ).
Тогда f̂ε(t) = ε−N f̂ (t/ε) (t ∈ RN ).

� f̂ε(t) =
∫

RN

f(εx)et(x) dx = ε−N
∫

RN

f(εx)et/ε(εx) dεx =

= ε−N f̂
(
t

ε

)
�

(5) F (f∗) = (F∼f)∗, (τxf)̂ = exf̂ , (exf)̂ = τxf̂ .
(f ∈ L1(RN ), x ∈ RN .)

� Проверим только первое равенство. Поскольку a∗b = (ab∗)∗
для a, b ∈ C, то, привлекая нужные свойства сопряжения и инте-
грала, для t ∈ RN выводим

F (f∗)(t) =
∫

RN

f(x)ei(x,t) dx =
( ∫

RN

f(x)
(
ei(x,t)

)∗
dx

)∗
=

=
( ∫

RN

f(x)e−i(x,t) dx
)∗

= (F∼f)∗(t). �

(6) Для f, g ∈ L1(RN ) выполнено

(f ∗ g)̂ = f̂ ĝ;
∫

RN

f̂g =
∫

RN

fĝ.

� Первое равенство очевидно в связи с 10.11.1. Второе — «фор-
мула умножения» — обеспечено следующим применением теоремы
Фубини: ∫

RN

f̂g =
∫

RN

∫
RN

f(x)et(x) dxg(t) dt =

=
∫

RN

( ∫
RN

g(t)et(x) dt
)
f(x) dx =

∫
RN

fĝ. �

(7) Если f̂ , f , g ∈ L1(RN ), то (f̂g)̂ = f˜∗ ĝ.



10.11.Преобразование Фурье умеренных распределений 265

� При x ∈ RN имеем

(f̂g)̂(x) = ∫
RN

g(t)f̂(t)et(x) dt =
∫

RN

∫
RN

g(t)f(y)et(y)et(x) dydt =

=
∫

RN

∫
RN

f(y)g(t)et(x+ y) dtdy =

=
∫

RN

f(y)ĝ(x+ y) dy =
∫

RN

f(y − x)ĝ(y) dy = f˜∗ g(x). �

(8) Для f ∈ D(RN ) и α ∈ (Z+)N выполнено

F (∂αf) = i|α|tαFf, ∂α(Ff) = i|α|F (xαf);

F2π(∂αf) = (2πi)|α|tαF2πf, ∂α(F2πf) = (2πi)|α|F2π(xαf)

(эти равенства используют широко распространенную вольность в
обозначениях xα := tα := (·)α : y ∈ RN �→ yα1

1 · . . . · yαN
N ).

� Достаточно (ср. 10.11.4) установить формулы из первой стро-
ки. Поскольку ∂αet = i|α|tαet, то

F (∂αf)(t) =
(
et ∗ ∂αf

)
(0) =

=
(
∂αet ∗ f

)
(0) = i|α|tα(et ∗ f)(0) = i|α|tαf̂(t).

Аналогично, дифференцируя под знаком интеграла, выводим

∂

∂t1
(Ff)(t) =

∂

∂t1

∫
RN

f(x)ei(x,t) dx =

=
∫

RN

f(x)ix1e
i(x,t) dx = F (ix1f)(t). �

(9) Если fN (x) := exp
(−1/2 |x|2) при x ∈ RN , то выпол-

нено f̂N = (2π)N/2fN .
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� Ясно, что

f̂N (t) =
N∏
k=1

∫
R

eitkxke−
1
2 |x|2k dxk (t ∈ RN ).

Следовательно, дело сводится к случаю N = 1. При этом для y ∈ R
имеем

f̂1(y) =
∫
R

e−
1
2x

2
eixy dx =

∫
R

e−
1
2 (x−iy)2− 1

2 (y2) dx =

= f1(y)
∫
R

e−
1
2 (x−iy)2 dx.

Для вычисления интересующего интеграла A рассмотрим в CR � R2

(одинаково ориентированные) параллельные вещественной оси пря-
мые λ1 и λ2. Применяя классическую теорему Коши к голоморфной
функции f(z) := exp

(−z2/2
)
(z ∈ C) и прямоугольникам с вершина-

ми на λ1 и λ2 и производя подходящий предельный переход, заклю-
чаем:

∫
λ1
f(z) dz=

∫
λ2
f(z) dz. Отсюда выводим:

A =
∫
R

e−
1
2 (x−iy)2 dx =

∫
R

e−
1
2 (x2) dx =

√
2π. �

10.11.6. Определение. Пространством Шварца принято на-
зывать множество быстро убывающих (иногда говорят умеренных,
ср. 10.11.17 (2)) функций

S (RN ) :=
:=
{
f ∈ C∞(RN ) : (∀α, β ∈ (Z+)N ) |x| → +∞⇒ xα∂βf(x)→ 0

}
(рассматриваемое как элемент решетки функций из RN в C) с муль-
тинормой {pα,β : α, β ∈ (Z+)N}, где pα,β(f) := ‖xα∂βf‖∞.

10.11.7. Справедливы утверждения:
(1) S (RN ) — пространство Фреше;
(2) операторы умножения на многочлен и дифференци-

рования — непрерывные эндоморфизмы S (RN );
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(3) топологию S (RN ) задает следующая (эквивалентная
исходной) мультинорма {pn : n ∈ N}, где
pn(f) :=

∑
|α|≤n

‖(1 + | · |2)n∂αf‖∞ (f ∈ S (RN ))

(как всегда, |x| — евклидова длина вектора x ∈ RN );
(4) пространство D(RN ) плотно в S (RN ); помимо этого,

вложение D(RN ) в S (RN ) непрерывно и S (RN )′ ⊂
D ′(RN );

(5) S (RN ) ⊂ L1(RN ).
� Установим (4), ибо прочие утверждения проще.
Пусть f ∈ S (RN ) и ψ — срезыватель из D(RN ) такой, что B ⊂

{ψ = 1}. Для x ∈ RN и ξ > 0 положим

ψξ(x) := ψ(ξx), fξ = ψξf.

Очевидно, fξ ∈ D(RN ). Возьмем ε > 0 и α, β ∈ (Z+)N . Видно,
что при 0 < ξ ≤ 1 выполнено sup{‖∂γ(ψξ − 1)‖∞ : γ ≤ β, γ ∈
(Z+)N} < +∞. Учитывая, что xα∂βf(x)→ 0 при |x| → +∞, найдем
r > 1 такое, что |xα∂β((ψξ(x) − 1)f(x))| < ε, как только |x| > r.
Кроме того, fξ(x)− f(x) = (ψ(ξx)− 1)f(x) = 0 при |x| ≤ ξ−1. Таким
образом, при ξ ≤ r−1 будет

pα,β(fξ − f) = sup
|x|>ξ−1

|xα∂β((ψξ(x)− 1)f(x))| ≤

≤ sup
|x|>r

|xα∂β((ψξ(x)− 1)f(x))| < ε.

Стало быть, pα,β(fξ − f) → 0 при ξ → 0, т. е. fξ → f в S (RN ).
Требуемая непрерывность вложения бесспорна. �

10.11.8. Преобразование Фурье — непрерывный эндоморфизм
S (RN ).

� Для f ∈ D(RN ) в силу 10.11.5 (8), 10.11.5 (2) и неравенства
Гёльдера 5.5.9 (4)

‖tαf̂‖∞ = ‖(∂αf)̂‖∞ ≤ ‖∂αf‖1 ≤ K‖∂αf‖∞.
Стало быть,

‖tα∂β f̂‖∞ = ‖tα(xβf)̂‖∞ ≤ K ′‖∂α(xβf)‖∞.
Отсюда видно, что f̂ ∈ S (RN ) и сужение F на D(Q) при Q � RN

непрерывно. Остается сослаться на 10.10.7 (4) и 10.11.7 (4). �
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10.11.9. Теорема. Повторное преобразование Фурье, рассмат-
риваемое в пространстве Шварца S (RN ), пропорционально отраже-
нию.

� Пусть f ∈ S (RN ) и g(x) := fN (x) = exp
(−1/2 |x|2). С учетом

10.11.8 и 10.11.7 видим, что f̂ , f , g ∈ L1(RN ) и, стало быть, на
основании 10.11.5 (7), (f̂g)̂ = f ˜∗ ĝ. Положим gε(x) := g(εx) для
x ∈ RN и ε > 0. Тогда при тех же x из-за 10.11.5 (4)∫

RN

g(εt)f̂(t)et(x) dt =

=
1
εN

∫
RN

f(y − x)ĝ
(y
ε

)
dy =

∫
RN

f(εy − x)ĝ(y) dy.

Используя 10.11.5 (9) и привлекая теорему Лебега о предельном пе-
реходе при ε→ 0, получаем:

g(0)
∫

RN

f̂(t)et(x) dt = f(−x)
∫

RN

ĝ(y) dy =

= (2π)
N
2 f(x)

∫
RN

e−
1
2 |x|2 dx = (2π)Nf(−x).

Окончательно F 2f = (2π)Nf .̃ �
10.11.10. Следствие. F 2

2π — отражение и (F2π)−1 = F−2π.
� Для f ∈ S (RN ) и t ∈ RN имеем

f(−t) = (2π)N
∫

RN

ei(x,t)f̂(x) dx =
∫

RN

e2πi(x,t)f̂(2πx) dx =

= (F2π(F2πf))(t).

Учитывая, что F2πf˜= F−2πf , получаем требуемое. �
10.11.11. Следствие. S (RN ) — свёрточная алгебра (= алгеб-

ра относительно свёртки).
� Для f , g ∈ S (RN ) произведение fg — элемент S (RN ) и, стало

быть, f̂ ĝ ∈ S (RN ). С учетом 10.11.5 (6) видим, что F2π(f ∗ g) ∈
S (RN ) и, значит, на основании 10.11.10, f ∗ g = F−2π(F2π(f ∗ g)) ∈
S (RN ). �
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10.11.12. Теорема обращения. Преобразование Фурье F :=
F2π служит топологическим автоморфизмом пространства Швар-
ца S (RN ). При этом свёртка переходит в произведение. Обратное
преобразование F−1 совпадает с F−2π и переводит произведение в
свёртку. Кроме того, имеет место равенство Парсеваля:∫

RN

f g∗ =
∫

RN

f̂ ĝ ∗ (f, g ∈ S (RN )).

� В связи с 10.11.10 и 10.11.5 (5) нуждаются в проверке лишь
искомые равенства. При этом, на основании 10.11.5 (7) и 10.11.7 (4),
(f̂g)(0) = (f̃ ∗ ĝ)(0) для рассматриваемых f и g. Привлекая установ-
ленное в 10.11.5 (5), заключаем:∫

RN

fg∗ = (F(F−1f)g∗)̂(0) = ((F−1f)˜∗ Fg∗)(0) =

=
∫

RN

Ff(Fg∗) d̃x =
∫

RN

FfF∼(g∗) dx =
∫

RN

Ff(Fg)∗. �

10.11.13. Замечание. В связи стеоремой 10.11.9 о повторном
преобразовании Фурье, иногда наряду с F рассматривают следующие
взаимнообратные операторы:

Ff(t) =
1

(2π)N
2

∫
RN

f(x)ei(x,t) dx;

F
−1
f(x) =

1
(2π)N

2

∫
RN

f(t)e−i(x,t) dt.

При этом имеет место аналог 10.11.12 при условии переопределения
свёртки f ∗ g := (2π)−N/2f ∗ g (f, g ∈ L1(RN )). Удобства F и F

−1

связаны с небольшими упрощениями формул 10.11.5 (8). В случае F
аналогичную цель достигают введением для α ∈ (Z+)N следующего
дифференциального оператора: Dα := (2πi)−|α|∂α.

10.11.14. Теорема Планшереля. Продолжение преобразова-
ния Фурье в S (RN ) до изометрического автоморфизма простран-
ства L2(RN ) существует, и притом единственно.

� Обеспечено 10.11.12, 4.5.10 и плотностью S (RN ) в L2(RN ). �
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10.11.15. Замечание. За продолжением, обеспеченным теоре-
мой 10.11.14, сохраняют прежние название и обозначения. Реже
(при желании подчеркнуть различия и тонкости) говорят о преоб-
разовании Фурье — Планшереля или же об L2-преобразовании Фу-
рье и уточняют понимание интегральных формул для Ff и F−1f
при f ∈ L2(RN ) как результатов подходящего предельного перехода
в L2(RN ).

10.11.16. Определение. Пусть u ∈ S ′(RN ) := S (RN )′. На-
именование u — медленно растущее распределение (варианты: обоб-
щенная функция умеренного роста, умеренное распределение и т. п.).
Пространство S ′(RN ), составленное из всех умеренных обобщенных
функций, наделяют слабой топологией σ(S ′(RN ), S (RN )) и иногда
называют пространством Шварца (как и S (RN )).

10.11.17. Примеры.
(1) Lp(RN ) ⊂ S ′(RN ) при 1 ≤ p ≤ +∞.

� Пусть f ∈ Lp(RN ), ψ ∈ S (RN ), p < +∞ и 1/q + 1/p = 1.
С помощью неравенства Гёльдера 5.5.9 (4) для подходящих K, K ′,
K ′′ > 0 последовательно выводим:

‖ψ‖q ≤

≤
(∫

B

|ψ|p
)1/p

+
( ∫

RN\B

∣∣(1 + |x|2)N (1 + |x|2)−Nψ(x)∣∣p dx)1/p

≤

≤ K ′‖ψ‖∞ + ‖(1 + | · |2)Nψ‖∞
( ∫

RN\B

dx

(1 + |x|2)Np
)1/p

≤

≤ K ′′p1(ψ).

Вновь привлекая неравенство Гёльдера, имеем

|uf (ψ)| = |〈ψ | f〉| =
∣∣∣∣ ∫

RN

fψ q

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖ψ‖q ≤ Kp1(ψ).

Случай p = +∞ не вызывает сомнений. �
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(2) S (RN ) плотно в S ′(RN ).
� Следует из 10.11.7 (4), 10.11.17 (1), 10.11.7 (5) и 10.10.9 (4). �

(3) Пусть µ ∈M (RN ) — мера Радона умеренного роста,
т. е. такая, что для некоторого n ∈ N выполнено∫

RN

d|µ|(x)
(1 + |x|2)n < +∞.

Мера µ — это, бесспорно, умеренное распределение.
(4) Если u ∈ S ′(RN ), f ∈ S (RN ) и α ∈ (Z+)N , то fu ∈

S ′(RN ) и ∂αu ∈ S ′(RN ) в силу 10.11.7 (2). По похожим причинам,
полагая Dαu(f) := (−1)|α|uDαf при f ∈ S (RN ), видим, что Dαu ∈
S ′(RN ) и Dαu = (2πi)−|α|∂αu.

(5) Каждое распределение с компактным носителем уме-
ренно.

� Такое u ∈ D ′(RN ) в соответствии с 10.10.5 (7) можно отож-
дествить с элементом E ′(RN ). Поскольку топология в пространстве
S (RN ) сильнее индуцированной вложением в C∞(RN ), заключаем:
u ∈ S ′(RN ). �

(6) Пусть u ∈ S ′(RN ). Если f ∈ S (RN ), то u сворачи-
ваемо с f , причем u ∗ f ∈ S (RN ). Можно проверить, что u сво-
рачиваемо также и с любым распределением v из E ′(RN ), причем
u ∗ v ∈ S ′(RN ).

(7) Пусть u ∈ D ′(RN ), x ∈ RN и τxu := (τ−x)′u = u◦τ−x —
соответствующий сдвиг u. Распределение u называют периодиче-
ским (с периодом x), если τxu = u. Периодические распределения
имеют умеренный рост. Периодичность сохраняется при дифферен-
цировании и свёртывании.

(8) Если un ∈ S ′(RN ) (u ∈ N) и для каждого f ∈ S (RN )
имеется сумма u(f) :=

∑∞
n=1 un(f), то u ∈ S ′(RN ) и при этом ∂αu =∑∞

n=1 ∂
αun (ср. 10.10.10).

10.11.18. Теорема. Любое умеренное распределение — сумма
производных умеренных мер.

� Пусть u ∈ S ′(RN ). С учетом 10.11.7 (3) и 5.3.7 для некоторых
n ∈ N и K > 0 имеем

|u(f)| ≤ K
∑
|α|≤n

∥∥(1 + | · |2)n∂αf∥∥∞ (f ∈ S (RN )).
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Привлекая 3.5.3 и 3.5.7, для некоторых µα ∈M(RN ) получаем

u(f) =
∑
|α|≤n

µα
(
(1 + | · |2)n∂αf) (f ∈ S (RN )).

Пусть να := (−1)|α|(1+| · |2)nµα. Тогда να — умеренная мера, причем

u =
∑
|α|≤n

∂ανα. �

10.11.19.Определение. Преобразованием Фурье (или, полнее,
Фурье — Шварца) умеренного распределения u из S ′(RN ) называют
распределение Fu, действующее по правилу

〈f |Fu〉 = 〈Ff |u〉 (f ∈ S (RN )).

10.11.20. Теорема. Преобразование Фурье — Шварца F — это
единственное продолжение преобразования Фурье в S (RN ) до топо-
логического автоморфизма S ′(RN ). Обратное отображение F−1 —
единственное непрерывное продолжение обратного преобразования
Фурье в S (RN ).

� Преобразование Фурье — Шварца представляет собой сопря-
женный оператор к преобразованию Фурье в пространстве Шварца.
Остается только апеллировать к 10.11.7 (5), 10.11.12, 10.11.17 (2) и
4.5.10. �

Упражнения
10.1. Привести примеры линейных топологических пространств и локаль-

но выпуклых пространств и конструкций, приводящих к ним.

10.2. Доказать, что хаусдорфово топологическое векторное пространство
конечномерно в том и только в том случае, если оно локально компактно.

10.3. Охарактеризовать слабо непрерывные сублинейные функционалы.

10.4. Доказать, что нормируемость или метризуемость слабой топологии
локально выпуклого пространства равносильна его конечномерности.

10.5. Выяснить смысл слабой сходимости в классических банаховых про-
странствах.

10.6. Доказать, что нормированное пространство конечномерно в том и
только в том случае, если слабо замкнута единичная сфера (= сильная граница
единичного шара).
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10.7. Пусть оператор T переводит слабо сходящиеся сети в сети, сходящи-
еся по норме. Доказать, что T конечномерен.

10.8. Пусть X, Y — банаховы пространства и T ∈ L (X, Y ) — линейный
оператор. Доказать, что T ограничен в том и только в том случае, если T слабо
непрерывен (т. е. непрерывен как отображение (X, σ(X, X′)) в (Y, σ(Y, Y ′))).

10.9. Пусть ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 — две нормы, превращающие X в банахово про-
странство, причем (X, ‖ · ‖1)′ ∩ (X, ‖ · ‖2)′ разделяет точки X. Доказать, что
исходные нормы эквивалентны.

10.10. Пусть S действует из Y ′ в X′. Когда S служит сопряженным опе-
ратором к некоторому отображению X в Y ?

10.11. Какова топология Макки τ(X, X#)?

10.12. Пусть (Xξ)ξ∈� — это некоторое семейство локально выпуклых про-
странств. Пусть, далее, X :=

∏
ξ∈�

Xξ — их произведение. Доказать, что спра-
ведливы представления

σ(X, X′) =
∏
ξ∈�

σ(Xξ, X′
ξ);

τ(X, X′) =
∏
ξ∈�

τ(Xξ, X′
ξ).

10.13. Пусть X и Y — банаховы пространства, T — элемент B(X, Y )
и imT = Y . Доказать, что рефлексивность X обеспечивает рефлексивность
Y .

10.14. Доказать, что пространства ′′(X′) и (′′X)′ совпадают.

10.15. Доказать, что в пространстве c0 нет бесконечномерных рефлексив-
ных подпространств.

10.16. Пусть p — непрерывный сублинейный функционал на Y , а T ∈
L (X, Y ) — непрерывный линейный оператор. Установить, что для множеств
крайних точек справедливо включение ext(T ′(∂p)) ⊂ T ′(ext(∂p)).

10.17. Пусть p — непрерывная полунорма на X и X — подпространство X.
Доказать, что f ∈ ext(X ◦ ∩ ∂p) в том и только в том случае, если справедливо
равенство

X = clX+ {p− f ≤ 1} − {p− f ≤ 1}.
10.18. Доказать, что абсолютно выпуклая оболочка вполне ограниченного

подмножества локально выпуклого пространства также вполне ограничена.

10.19. Установить, что борнологичность сохраняется при переходе к ин-
дуктивному пределу. Как обстоят дела с иными линейно топологическими свой-
ствами?



Глава 11

Банаховы алгебры

11.1. Каноническое операторное
представление

11.1.1. Определение. Элемент e алгебры A называют единич-
ным или единицей алгебры, если e �= 0 и при этом ea = ae = a для
всех a ∈ A.

11.1.2. Замечание. Как правило, без особых на то указаний,
мы будем рассматривать только алгебры с единицами над основным
полем F. При этом простоты ради, если явно не оговорено против-
ное, будем считать, что F := C. При изучении представлений таких
алгебр естественно условиться, что единицы сохраняются. Иными
словами, в дальнейшем представление алгебры A1 в алгебре A2 —
это такой морфизм (= мультипликативный линейный оператор) A1
в A2, который единицу алгебры A1 переводит в единицу алгебры A2.

Для алгебры A без единицы проводят «процесс присоединения
единицы». Именно, пространство Ae := A×C превращают в алгебру
с единицей, полагая (a, λ)(b, µ) := (ab + µa + λb, λµ), где a, b ∈
A и λ, µ ∈ C. В нормированном случае дополнительно считают
‖(a, λ)‖Ae := ‖a‖A + |λ|.

11.1.3. Определение. Элемент ar ∈ A называют правым об-
ратным к a, если aar = e. Элемент al ∈ A называют левым обрат-
ным к a, если ala = e.

11.1.4. Если у элемента есть левые и правые обратные, то они
совпадают.

� ar = (ala)ar = al(aar) = ale = al �
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11.1.5. Определение. Элемент a алгебры A называют обра-
тимым и пишут a ∈ Inv(A), если у a имеется левый и правый об-
ратный. Полагают a−1 := ar = al. Элемент a−1 называют обратным
к a. Подалгебру (с единицей) B алгебры A называют сервантной
(или чистой, или наполненной) в A, если Inv(B) = Inv(A) ∩B.

11.1.6. Теорема. Пусть A — банахова алгебра. Для a ∈ A
положим La : x �→ ax (x ∈ A). Тогда отображение

LA := L : a �→ La (a ∈ A)

является точным операторным представлением. При этом L(A) —
сервантная замкнутая подалгебра B(A) и L : A→ L(A) — топологи-
ческий изоморфизм.

� Для x, a, b ∈ A имеем

L(ab) : x �→ Lab(x) = abx = a(bx) = La(Lbx) = (La)(Lb)x,

т. е. L — представление (ибо линейность L очевидна). Если La = 0,
то 0 = La(e) = ae = a, так что L — точное представление. Для
доказательства замкнутости образа L(A) рассмотрим алгебру Ar,
совпадающую с A «как с векторным пространством» и с противопо-
ложным умножением ab := ba (a, b ∈ A).

Пусть R := LAr , т. е. Ra := Ra : x �→ xa для a ∈ A. Проверим,
что L(A) совпадает с централизатором образа R(A) — с замкнутой
подалгеброй

Z(imR) := {T ∈ B(A) : TRa = RaT (a ∈ A)}.

В самом деле, если T ∈ L(A), т. е. T = La для некоторого a ∈ A,
то для каждого b ∈ A будет LaRb(x) = axb = Rb(La(x)) = RbLa(x)
и T ∈ Z(R(A)). Если, в свою очередь, T ∈ Z(R(A)), то при a := Te
получаем

Lax = ax = (Te)x = Rx(Te) = (RxT )e = (TRx)e =
= T (Rxe) = Tx

для всех x ∈ A. Значит, T = La ∈ L(A). Таким образом, L(A) —
банахова подалгебра B(A).
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Пусть теперь для T = La найдется T−1 в B(A). Для b := T−1e
имеем ab = Lab = Tb = TT−1e = e. Кроме того, ab = e ⇒ aba =
a ⇒ T (ba) = Laba = aba = a = Lae = Te. Отсюда ba = e, ибо T —
мономорфизм. Итак, L(A) — сервантная подалгебра в A.

В силу определения банаховой алгебры 5.6.3 выполнено

‖L‖ = sup{‖La‖ : ‖a‖ ≤ 1} = sup{‖ab‖ : ‖a‖ ≤ 1, ‖b‖ ≤ 1} ≤ 1.

Привлекая теорему Банаха об изоморфизме 7.4.5, заключаем, что
L— топологический изоморфизм (т. е. L−1 — непрерывный оператор
из L(A) на A). �

11.1.7.Определение. Представление LA, построенное в 11.1.6,
называют каноническим (левым) операторным представлением ал-
гебры A.

11.1.8. Замечание. Каноническое операторное представление
позволяет ограничиться в дальнейшем рассмотрением банаховых ал-
гебр, в которых единичные элементы нормированы — имеют единич-
ную форму.

Для алгебры A указанного типа каноническое операторное пред-
ставление LA осуществляет изометрическое вложение A в B(A) или,
короче говоря, изометрическое представление A в B(A). В этой
же ситуации LA часто называют изометрическим изоморфизмом
алгебр A и L(A). Ту же естественную терминологию употребляют
и при рассмотрении представлений произвольных банаховых алгебр.
Отметим здесь же, что существование канонического операторного
представления LA, в частности, оправдывает использование обозна-
чения λ вместо λe для λ ∈ C, где e — единица A (ср. 5.6.5). Иными
словами, в дальнейшем C отождествлено с подалгеброй Ce алгебры
A посредством изометрического представления λ �→ λe.

11.2. Спектр элемента алгебры

11.2.1. Определение. Пусть A — банахова алгебра и a ∈ A.
Скаляр λ ∈ C называют резольвентным значением a (записывают:
λ ∈ res(a)), если существует резольвента R(a, λ) := 1

λ−a := (λ−a)−1.
Множество Sp(a) := C\res(a) называют спектром элемента a, а точ-
ки из Sp(a) — спектральными значениями a. Если есть необходи-
мость, используют более подробные обозначения типа SpA(a).
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11.2.2. Для элемента a ∈ A справедливо:

SpA(a) = SpL(A)(La) = Sp(La);

LR(a, λ) = R(La, λ) (λ ∈ res(a) = res(La)). ��

11.2.3. Теорема Гельфанда — Мазура. Поле комплексных
чисел — это единственное (с точностью до изометрического изомор-
физма) банахово тело (т. е. каждая комплексная банахова алгебра
с нормированной единицей, в которой ненулевые элементы обрати-
мы, имеет изометрическое представление в C).

� Пусть � : λ �→ λe, где e — единица A и λ ∈ C. Ясно, что
� — представление C в A. Возьмем a ∈ A. В силу 11.2.2 и 8.1.11,
Sp(a) �= ∅. Значит, найдется число λ ∈ C такое, что элемент (λ− a)
необратим, т. е. по условию теоремы a = λe. Следовательно, � —
эпиморфизм. При этом ‖�(λ)‖ = ‖λe‖ = |λ| ‖e‖ = |λ|, так что � —
изометрия. �

11.2.4. Теорема Шилова. Пусть A — банахова алгебра и B —
замкнутая подалгебра A (с единицей). Для элемента b ∈ B выпол-
нено:

SpB(b) ⊃ SpA(b), ∂ SpA(b) ⊃ ∂ SpB(b).

� Если b := λ − b ∈ Inv(B), то тем более b ∈ Inv(A). Отсюда
resB(b) ⊂ resA(b), т. е.

SpB(b) = C \ res
B
(b) ⊃ C \ res

A
(b) = SpA(b).

Если же λ ∈ ∂ SpB(b), то b ∈ ∂ Inv(B). Поэтому найдется по-
следовательность (bn), bn ∈ Inv(B), сходящаяся к b. Положив t :=
supn∈N

∥∥b−1
n

∥∥, имеем соотношение

∥∥b−1
n − b−1

m

∥∥ = ∥∥b−1
n (1− bnb−1

m )
∥∥ =

=
∥∥b−1
n (bm − bn)b−1

m

∥∥ ≤ t2
∥∥bn − bm∥∥.

Иными словами, если t < +∞, то в B существует предел a := lim b−1
n .

Учитывая очевидную непрерывность умножения по совокупности
переменных, выводим, что в этом случае ab = ba = 1, т. е. b ∈ Inv(B).
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Поскольку Inv(B) открыто по теореме Банаха об обратимых опера-
торах и 11.1.6, приходим к противоречию с вхождением b ∈ ∂ Inv(B).

Таким образом, можно считать (переходя, если нужно, к по-
следовательности), что

∥∥b−1
n

∥∥ → +∞. Положим an :=
∥∥b−1
n

∥∥−1
b−1
n .

Тогда

∥∥ban∥∥ = ∥∥(b− bn)an + bnan
∥∥ ≤

≤ ∥∥b− bn∥∥ ‖an‖+ ∥∥b−1
n

∥∥−1∥∥bnb−1
n

∥∥→ 0.

Отсюда вытекает, что элемент b необратим. В самом деле, в против-
ном случае для a := b

−1
получилось бы

1 = ‖an‖ =
∥∥aban∥∥ ≤ ‖a‖ ∥∥ban∥∥→ 0.

Окончательно заключаем, что элемент λ− b не лежит в Inv(A),
т. е. λ ∈ SpA(b). Поскольку λ — граничная точка бо́льшего множе-
ства SpB(b), приходим к соотношению λ ∈ ∂ SpA(b). �

11.2.5. Следствие. Если SpB(b) не имеет внутренних точек, то
SpB(b) = SpA(b).

� SpB(b) = ∂ SpB(b) ⊂ ∂ SpB(b) ⊂ ∂ SpA(b) ⊂ SpA(b) ⊂ SpB(b) �
11.2.6. Замечание. Теорему Шилова часто называют теоре-

мой о постоянстве границы спектра и выражают словами: «гра-
ничное спектральное значение — неустранимая спектральная точ-
ка».

11.3. Голоморфное функциональное
исчисление в алгебрах

11.3.1.Определение. Пусть a— элемент банаховой алгебры A
и h ∈ H (Sp(a)) — росток голоморфной функции на спектре a. По-
ложим

Rah :=
1
2πi

∮
h(z)
z − a dz.

Элемент Rah из A называют интегралом Рисса — Данфорда рост-
ка h. Если, в частности, f ∈ H(Sp(a)) — функция, голоморфная
в окрестности спектра a, то полагают f(a) := Raf .
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11.3.2. Теорема Гельфанда — Данфорда для алгебр. Ин-
теграл Рисса — Данфорда Ra является представлением алгебры рост-
ков голоморфных функций на спектре элемента a из A в алгеб-
ре A. При этом если f(z) :=

∑∞
n=0 cnz

n (в окрестности Sp(a)), то
f(a) :=

∑∞
n=0 cna

n.
� Из определений 11.2.3 и 8.2.1, привлекая 11.2.2, имеем

(LRah)(b) = LRahb = (Rah)b =
1
2πi

∮
h(z)R(a, z) dzb =

=
1
2πi

∮
h(z)R(a, z) bdz =

1
2πi

∮
h(z)R(La, z) bdz =

=
1
2πi

∮
h(z)R(La, z) dzb = RLah(b)

для всех b ∈ A. В частности, получаем, что образ RLa(H (Sp(a)))
лежит в imL. Таким образом, из уже доказанной коммутативности
диаграммы

H (Sp(a))

B(A) A

Ra

L

RLa

�
�

�
�

�
�

��

вытекает коммутативность диаграммы

H (Sp(a))

L(A) A

Ra

L−1

RLa

�
�

�
�

�
�

��

Остается привлечь 11.1.6 и теорему Гельфанда — Данфорда 8.2.3. �
11.3.3. Замечание. В дальнейшем в силу уже установленно-

го в произвольных банаховых алгебрах можно использовать факты
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голоморфного функционального исчисления, доказанные в 8.2 для
алгебры B(X), где X — банахово пространство.

11.4. Идеалы в коммутативных алгебрах

11.4.1. Определение. Пусть A — некоторая коммутативная
алгебра. Подпространство J в A называют идеалом A и пишут J �
A, если AJ ⊂ J .

11.4.2. Множество J(A) всех идеалов в A, упорядоченное по
включению, представляет собой полную решетку. При этом для лю-
бого множества E в J(A) выполнено

supJ(A) E = supLat(A) E , infJ(A) E = infLat(A) E ,

т. е. J(A) вложено в полную решетку подпространств Lat(A) с со-
хранением точных верхних и точных нижних границ произвольных
множеств.

� Ясно, что 0 — это наименьший, а A — это наибольший идеалы.
Помимо этого, пересечение идеалов и сумма конечного множества
идеалов — идеал. Остается сослаться на 2.1.5 и 2.1.6. �

11.4.3. Пусть J0 � A. Пусть, далее, ϕ : A→ A/J0 — канониче-
ское отображение A на фактор-алгебру A := A/J0. Тогда

J � A⇒ ϕ(J) � A;
J � A⇒ ϕ−1(J) � A.

� Поскольку по определению ab := ϕ(ϕ−1(a)ϕ−1(b)) для a, b ∈ A,
то оператор ϕ мультипликативен: ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) для a, b ∈ A.
Значит, получаем последовательно

ϕ(J) ⊂ Aϕ(J) = ϕ(A)ϕ(J) ⊂ ϕ(AJ) ⊂ ϕ(J);
ϕ−1(J) ⊂ Aϕ−1(J) ⊂ ϕ−1(ϕ(A)J) = ϕ−1(AJ) ⊂ ϕ−1(J). �

11.4.4. Пусть J � A и J �= 0. Эквивалентны утверждения:
(1) A �= J ;
(2) 1 /∈ J ;
(3) элементы из J не имеют левых обратных. ��
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11.4.5. Определение. Идеал J в A называют собственным,
если J отличен от A. Максимальные элементы в множестве соб-
ственных идеалов, упорядоченном по включению, называют макси-
мальными идеалами.

11.4.6. Коммутативная алгебра является полем в том и только
в том случае, если в ней нет собственных идеалов кроме нулево-
го. ��

11.4.7. Пусть J — собственный идеал в A. Тогда (J — макси-
мален) ⇔ (A/J — поле).

� ⇒: Пусть J � A/J . Тогда, по 11.4.3, ϕ−1(J) � A. Так
как, несомненно, J ⊂ ϕ−1(J), то либо J = ϕ−1(J) и 0 = ϕ(J) =
ϕ(ϕ−1(J)) = J , либо A = ϕ−1(J) и J = ϕ(ϕ−1(J)) = ϕ(A) = A/J в
силу 1.1.6. Значит, в A/J нет отличных от нуля собственных идеа-
лов. Осталось привлечь 11.4.6.

⇐: Пусть J0 � A и J0 ⊂ J . Тогда, по 11.4.3, ϕ(J0) � A/J .
На основании 11.4.6 либо ϕ(J0) = 0, либо ϕ(J0) = A/J . В первом
случае J0 ⊂ ϕ−1 ◦ ϕ(J0) ⊂ ϕ−1(0) = J и J = J0. Во втором случае
ϕ(J0) = ϕ(A), т. е. A = J0 + J ⊂ J0 + J0 = J0 ⊂ A. Итак, J —
максимальный идеал. �

11.4.8. Теорема Крулля. Каждый собственный идеал содер-
жится в некотором максимальном идеале.

� Пусть J0 — собственный идеал алгебры A. Пусть, далее, E
состоит из собственных идеалов J алгебры A таких, что J0 ⊂ J .
Всякая цепь E0 в E имеет в силу 11.4.2 точную верхнюю границу:
supE = ∪{J : J ∈ E0}. По 11.4.4 идеал supE0 собственный. Таким
образом, E индуктивно и требуемое обеспечено леммой Куратовско-
го — Цорна 1.2.20. �

11.5. Идеалы в алгебре C(Q, C)

11.5.1. Теорема о минимальном идеале. Пусть J — произ-
вольный идеал в алгебре C(Q, C) непрерывных комплекснозначных
функций на компакте Q. Пусть, далее,

Q0 := ∩{f−1(0) : f ∈ J};
J0 := {f ∈ C(Q, C) : int f−1(0) ⊃ Q0}.

Тогда J0 � C(Q, C), причем J0 ⊂ J .
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� Пусть Q1 := cl(Q \ f−1(0)) для функции f ∈ J0. Привлекая
условия, видим, что Q1 ∩ Q0 = ∅. Для доказательства вхождения
f ∈ J необходимо (и, разумеется, достаточно) построить функцию
u ∈ J такую, что u(q) = 1 для всех q ∈ Q1. Действительно, в этом
случае uf = f .

Для построения функции u заметим сначала, что для q ∈ Q1
найдется функция fq ∈ J , для которой fq(q) �= 0. Полагая gq := f∗q fq,
где, как обычно, f∗q : x �→ fq(x)∗ — комплексно сопряженная к fq
функция, имеем gq ≥ 0 и, кроме того, gq(q) > 0. Ясно также, что
gq ∈ J для q ∈ Q1. Семейство (Uq)q∈Q1 , где Uq := {x ∈ Q1 : gq(x) >
0}, образует открытое покрытие Q1. Используя компактность Q1,
выберем конечное множество {q1, . . . , qn} в Q1 такое, что Q1 ⊂ Uq1 ∪
. . . ∪ Uqn . Обозначим g := gq1 + . . .+ gqn . Несомненно, g ∈ J , причем
g(q) > 0 для q ∈ Q1. Положим h0(q) := g(q)−1 для q ∈ Q1. По
теореме Титце — Урысона 10.8.20 найдется функция h ∈ C(Q, R),
для которой h

∣∣
Q1

= h0. Пусть, наконец, u := hg. Эта функция u —
искомая.

Итак, установлено, что J0 ⊂ J . Кроме того, J0 — идеал в
C(Q, C) по очевидным обстоятельствам. �

11.5.2. Для каждого замкнутого идеала J в алгебре C(Q, C)
найдется, и притом единственное, компактное подмножество Q0 та-
кое, что

J = J(Q0) := {f ∈ C(Q, C) : q ∈ Q0 ⇒ f(q) = 0}.

� Единственность обеспечена теоремой Урысона 9.3.14. Опре-
делим Q0 так же, как и 11.5.1. Тогда заведомо J ⊂ J(Q0). Возьмем
f ∈ J(Q0) и для n ∈ N положим

Un :=
{
|f | ≤ 1

2n

}
, Vn :=

{
|f | ≥ 1

n

}
.

Вновь привлекая теорему Урысона 9.3.14, найдем hn ∈ C(Q, R) так,
что 0 ≤ hn ≤ 1 и hn

∣∣
Un

= 0, hn
∣∣
Vn

= 1. Рассмотрим fn := fhn.
Поскольку

int f−1
n (0) ⊃ intUn ⊃ Q0,

то в силу 11.5.1 справедливо fn ∈ J . Осталось заметить, что fn → f
по построению. �
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11.5.3. Теорема о максимальном идеале. Каждый макси-
мальный идеал в алгебре C(Q, C) имеет вид

J(q) := J({q}) = {f ∈ C(Q, C) : f(q) = 0},
где q — некоторая точка Q.

� Следует из 11.5.2, ибо замыкание идеала — идеал. �

11.6. Преобразование Гельфанда

11.6.1. Пусть A — коммутативная банахова алгебра, а J � A —
это замкнутый идеал, не равный A. Тогда фактор-алгебра A/J , на-
деленная фактор-нормой, является банаховой алгеброй. Если при
этом ϕ : A → A/J — каноническое отображение, то ϕ(1) — единица
в A/J , оператор ϕ мультипликативен и ‖ϕ‖ = 1.

� Для a, b ∈ A имеем, учитывая 5.1.10 (5),

‖ϕ(a)ϕ(b)‖A/J = inf{‖a′b′‖A : ϕ(a′) = ϕ(a), ϕ(b′) = ϕ(b)} ≤
≤ inf{‖a′‖A‖b′‖A : ϕ(a′) = ϕ(a), ϕ(b′) = ϕ(b)} =

= ‖ϕ(a)‖A/J‖ϕ(b)‖A/J .
Иными словами, норма в A/J субмультипликативна. Следователь-
но, будет ‖ϕ(1)‖ ≥ 1. Помимо этого,

‖ϕ(1)‖A/J = inf{‖a‖A : ϕ(a) = ϕ(1)} ≤ ‖1‖A = 1,

т. е. ‖ϕ(1)‖ = 1. Последнее, в частности, обеспечивает равенство
‖ϕ‖ = 1. Оставшиеся утверждения несомненны. �

11.6.2. Замечание. Предложение 11.6.1 остается верным для
некоммутативной банаховой алгебры A при дополнительном допу-
щении, что J — двусторонний идеал A, т. е. J — подпространство
A, удовлетворяющее условию AJA ⊂ J .

11.6.3. Пусть χ : A → C — ненулевой мультипликативный ли-
нейный функционал на A. Тогда χ непрерывен и ‖χ‖ = χ(1) = 1
(в частности, χ — представление A в C).

� Поскольку χ �= 0, то для некоторого a ∈ A выполнено 0 �=
χ(a) = χ(a1) = χ(a)χ(1). Значит, χ(1) = 1. Если теперь a ∈ A и
λ ∈ C таковы, что |λ| > ‖a‖, то λ − a ∈ Inv(A) (см. 5.6.15). Имеем
1 = χ(1)χ(λ − a)χ((λ − a)−1). Отсюда χ(λ − a) �= 0, т. е. χ(a) �= λ.
Стало быть, |χ(a)| ≤ ‖a‖ и ‖χ‖ ≤ 1. Учитывая, что ‖χ‖ = ‖χ‖ ‖1‖ ≥
|χ(1)| = 1, заключаем: ‖χ‖ = 1. �
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11.6.4. Определение. Ненулевые мультипликативные линей-
ные функционалы на алгебре A называют характерами A. Мно-
жество всех характеров A обозначают X(A), снабжают топологией
поточечной сходимости (индуцированной в X(A) слабой топологией
σ(A′, A)) и называют пространством характеров алгебры A.

11.6.5. Пространство характеров — компакт.
� Хаусдорфовость X(A) не вызывает сомнений. В силу 11.6.3,

X(A) — это σ(A′, A)-замкнутое подмножество шара BA′ . Последний
σ(A′, A)-компактен по теореме Алаоглу — Бурбаки 10.6.7. Осталось
сослаться на 9.4.9. �

11.6.6. Теорема об идеалах и характерах. Максимальные
идеалы коммутативной банаховой алгебры A суть в точности ядра ее
характеров. При этом отображение χ �→ kerχ, действующее из про-
странства характеров X(A) на множество M(A) всех максимальных
идеалов A, является взаимно однозначным.

� Пусть χ ∈ X(A) — это характер алгебры A. Очевидно, что
kerχ � A. Из 2.3.11 вытекает, что снижение χ : A/ kerχ → C — мо-
номорфизм. В связи с 11.6.1, χ(1) = χ(1) = 1, т. е. χ — изоморфизм
A/ kerχ и C. Следовательно, A/ kerχ — это поле. Привлекая 11.4.7,
делаем вывод, что идеал kerχ максимален, т. е. kerχ ∈M(A). Пусть
теперь m ∈ M(A) — какой-нибудь максимальный идеал алгебры A.
Ясно, что m ⊂ clm, clm � A и при этом 1 /∈ clm (ибо 1 ∈ Inv(A), а
последнее множество открыто по теореме Банаха об обратимых опе-
раторах 5.6.12 и 11.1.6). Таким образом, идеал m замкнут. Рассмот-
рим фактор-алгебру A/m и каноническое отображение ϕ : A→ A/m.
На основании 11.4.7 и 11.6.1 фактор-алгебра A/m — это банахово по-
ле. По теореме Гельфанда — Мазура 11.2.3 имеется изометрическое
представление ψ : A/m → C. Положим χ := ψ ◦ ϕ. Видно, что
χ ∈ X(A) и при этом kerχ = χ−1(0) = ϕ−1(ψ−1(0)) = ϕ−1(0) = m.

Для завершения доказательства осталось проверить взаимную
однозначность отображения χ �→ kerχ. Итак, пусть kerχ1 = kerχ2
для χ1, χ2 ∈ X(A). В силу 2.3.12 для некоторого λ ∈ C выполне-
но χ1 = λχ2. Помимо этого, по 11.6.3, 1 = χ1(1) = λχ2(1) = λ.
Окончательно χ1 = χ2. �

11.6.7. Замечание. В связи с теоремой 11.6.6 множествоM(A)
часто наделяют топологией, перенесенной в M(A) из X(A) указан-
ным отображением χ �→ kerχ, и говорят о компактном пространстве
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максимальных идеалов A. Иными словами, пространство характе-
ров и пространство максимальных идеалов отождествляют так, как
это сделано в 11.6.6.

11.6.8. Определение. Пусть A — коммутативная банахова ал-
гебра и X(A) — ее пространство характеров. Для a ∈ A и χ ∈ X(A)
положим â(χ) := χ(a). Возникающую функцию â : χ �→ â(χ), опре-
деленную на X(A), называют преобразованием Гельфанда элемента
a. Отображение a �→ â, где a ∈ A, называют преобразованием Гель-
фанда алгебры A и обозначают GA (или ̂ ).

11.6.9. Теорема о преобразовании Гельфанда. Преобра-
зование Гельфанда GA : a �→ â есть представление коммутативной
банаховой алгебры A в алгебре C(X(A), C). При этом

Sp(a) = Sp(â) = â(X(A)),
‖â‖ = r(a),

где r(a) — спектральный радиус элемента a алгебры A.

� То, что a ∈ A ⇒ â ∈ C(X(A), C), 1̂ = 1 и a, b ∈ A ⇒ âb =
âb̂, обеспечено определениями и 11.6.3. Линейность GA не вызывает
сомнений. Следовательно, отображение GA действительно является
представлением.

Пусть λ ∈ Sp(a). Тогда элемент λ − a необратим, а потому
идеал Jλ−a := A(λ − a) — собственный в силу 11.4.4. По теореме
Крулля 11.4.8 существует максимальный идеал m � A, удовлетво-
ряющий условию m ⊃ Jλ−a. По теореме 11.6.6 для подходящего
характера χ будет m = kerχ. В частности, χ(λ − a) = 0, т. е.
λ = λχ(1) = χ(λ) = χ(a) = â(χ). Значит, λ ∈ Sp(â).

Если, в свою очередь, λ ∈ Sp(â), то (λ − â) — необратимый
элемент пространства C(X(A), C), т. е. найдется характер χ ∈ X(A),
для которого λ = â(χ). Иными словами, χ(λ − a) = 0. Стало быть,
допущение λ− a ∈ Inv(A) приводит к противоречию:

1 = χ(1) = χ((λ− a)−1(λ− a)) = χ((λ− a)−1)χ(λ− a) = 0.

Итак, λ ∈ Sp(a). Окончательно Sp(a) = Sp(â).
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Привлекая формулу Бёрлинга — Гельфанда (см. 11.3.3 и 8.1.12),
видим:

r(a) = sup{|λ| : λ ∈ Sp(a)} = sup{|λ| : λ ∈ Sp(â)} =
= sup{|λ| : λ ∈ â(X(A))} = sup{|â(χ)| : χ ∈ X(A)} = ‖â‖,

что и нужно. �

11.6.10. Преобразование Гельфанда коммутативной банаховой
алгебры A является изометрическим вложением в том и только в том
случае, если ‖a2‖ = ‖a‖2 для всякого a ∈ A.

� ⇒: Учитывая, что отображение t �→ t2, рассматриваемое на
R+, возрастает и имеет возрастающее обратное, определенное на R+,
в силу 10.6.9 получаем

‖a2‖ = ‖â2‖C(X(A),C) = sup
χ∈X(A)

|â2(χ)| = sup
χ∈X(A)

|χ(a2)| =

= sup
χ∈X(A)

|χ(a)χ(a)| = sup
χ∈X(A)

|χ(a)|2 =

=
(

sup
χ∈X(A)

|χ(a)|)2 = ‖â‖2 = ‖a‖2.

⇐: По формуле Гельфанда 5.6.8, r(a) = lim ‖an‖1/n. Имеем,
в частности, ‖a2n‖ = ‖a‖2n

, т. е. r(a) = ‖a‖. По 10.6.9, помимо этого,
r(a) = ‖â‖. �

11.6.11. Замечание. Иногда интересуются не свойством изо-
метричности преобразования Гельфанда, а его точностью. Ядро пре-
образования Гельфанда GA — это пересечение всех максимальных
идеалов, т. е. радикал алгебры A. Таким образом, условие точ-
ности представления GA алгебры A в алгебре C(X(A), C) можно
формулировать словами: «алгебра A полупроста (т. е. радикал A
тривиален)».

11.6.12. Теорема. Для элемента a коммутативной банаховой
алгебры A коммутативна следующая диаграмма представлений:
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H (Sp(a)) = H (Sp(â))

A C(X(A),C)

Râ

GA

Ra

�
�

�
�

�
�

��

При этом f(â) = f ◦ â = f(â) для f ∈ H(Sp(a)).
� Возьмем χ ∈ X(A). Для каждого z ∈ res(a) выполнено

χ

(
1

z − a (z − a)
)

= 1⇒ χ

(
1

z − a
)

=
1

χ(z − a) =
1

z − χ(a) .

Иными словами,

R̂(a, z)(χ) =
1̂

z − a (χ) =
1

z − â(χ) =
1

z − â (χ) = R(â, z)(χ).

Таким образом, учитывая свойства интеграла Бохнера (см. 5.5.9 (6)),
для f ∈ H(Sp(a)) получаем

f (̂a) = GA ◦Raf = GA

(
1
2πi

∮
f(z)R(a, z) dz

)
=

=
1
2πi

∮
f(z)GA(R(a, z)) dz =

1
2πi

∮
f(z)R(̂a, z)) dz =

=
1
2πi

∮
f(z)R(â, z) dz = Râ(f) = f(â).

Помимо этого, привлекая классическую теорему Коши, видим, что
для χ ∈ X(A) справедливы соотношения

f ◦ â(χ) = f(â(χ)) = f(χ(a)) =

=
1
2πi

χ

∮
f(z)

z − χ(a) dz =
1
2πi

∮
χ

(
f(z)
z − a

)
dz =

=
1
2πi

χ

(∮
f(z)
z − a dz

)
= f̂(a)(χ) = f(â)(χ). �
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11.6.13. Замечание. Теорию преобразования Гельфанда оче-
видным образом можно распространить на случай коммутативных
банаховых алгебр A без единицы. Определения 11.6.4 и 11.6.8 сохра-
ним дословно. Характер χ ∈ X(A) порождает характер χe ∈ X(Ae)
по правилу: χe(a, λ) := χ(a) + λ (a ∈ A, λ ∈ C). Множество X(Ae) \
{χe : χ ∈ X(A)} состоит из единственного элемента χ∞(a, λ) := λ
(a ∈ A, λ ∈ C). Таким образом, пространство X(A) локально ком-
пактно (ср. 9.4.19), ибо отображение χ ∈ X(A) �→ χe ∈ X(Ae) \ {χ∞}
является гомеоморфизмом. При этом kerχ∞ = A × 0. Следова-
тельно, преобразование Гельфанда коммутативной банаховой алгеб-
ры без единицы служит ее представлением в алгебре определенных
на локально компактном пространстве непрерывных комплексных
функций, «стремящихся к нулю на бесконечности». Для группо-
вой алгебры (L1(RN ), ∗) на основании 10.11.1 и 10.11.3 преобразо-
вание Фурье совпадает с преобразованием Гельфанда и приведенное
утверждение содержит как теорему Римана — Лебега 10.11.5 (3), так
и формулу умножения 10.11.6 (3).

11.7. Спектр элемента C∗-алгебры

11.7.1. Определение. Элемент a инволютивной алгебры A на-
зывают эрмитовым, если a∗ = a. Элемент a из A называют нормаль-
ным, если a∗a = aa∗. Наконец, элемент a называют унитарным,
если aa∗ = a∗a = 1 (т. е. a, a∗ ∈ Inv(A) и a−1 = a∗, a∗−1 = a).

11.7.2. Эрмитовы элементы инволютивной алгебры A образу-
ют вещественное подпространство A. При этом для любого a ∈ A
существуют, и притом единственные, эрмитовы элементы x, y ∈ A
такие, что a = x+ iy. Именно,

x =
1
2
(a+ a∗), y =

1
2i
(a− a∗).

При этом a∗ = x− iy.
� Следует проверить только утверждение об единственности.

Если a = x1+iy1, то в силу свойств инволюции (см. 6.4.13) выполнено
a∗ = x∗1 +(iy1)∗ = x∗1− iy∗1 = x1− iy1. Стало быть, x1 = x и y1 = y. �

11.7.3. Единица — эрмитов элемент.
� 1∗ = 1∗1 = 1∗1∗∗ = (1∗1)∗ = 1∗∗ = 1 �
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11.7.4. a ∈ Inv(A)⇔ a∗ ∈ Inv(A). При этом инволюция и обра-
щение — коммутирующие операции.

� Имеем aa−1 = a−1a = 1 для a ∈ Inv(A). Значит, a−1∗a∗ =
a∗a−1∗ = 1∗. Учитывая 11.7.3, видим, что a∗ ∈ Inv(A) и a∗−1 =
a−1∗. Повторяя приведенное рассуждение при a := a∗, получаем
требуемое. �

11.7.5. Sp(a∗) = Sp(a)∗. ��
11.7.6. Спектр унитарного элемента C∗-алгебры — подмноже-

ство единичной окружности.
� В силу определения 6.4.13 для произвольного элемента a име-

ем ‖a2‖ = ‖a∗a‖ ≤ ‖a∗‖ ‖a‖. Иначе говоря, ‖a‖ ≤ ‖a∗‖. Таким обра-
зом, поскольку a = a∗∗, заключаем: ‖a‖ = ‖a∗‖. Если a∗ = a−1, т. е.
a — унитарный элемент, то ‖a‖2 = ‖a∗a‖ = ‖a−1a‖ = 1. Следователь-
но, ‖a‖ = ‖a∗‖ = ‖a−1‖ = 1. Отсюда вытекает, что Sp(a) и Sp(a−1)
лежат в единичном круге. Помимо этого, Sp(a−1) = Sp(a)−1. �

11.7.7. Спектр эрмитова элемента C∗-алгебры веществен.
� Пусть a ∈ A. По теореме Гельфанда — Данфорда для ал-

гебр 11.3.2 выполнено

exp(a)∗ =

( ∞∑
n=0

an

n!

)∗
=

∞∑
n=0

(an)∗

n!
=

∞∑
n=0

(a∗)n

n!
= exp(a∗).

Если теперь h = h∗ — эрмитов элемент A, то для элемента a :=
exp(ih), вновь привлекая голоморфное функциональное исчисление,
получаем

a∗ = exp(ih)∗ = exp((ih)∗) = exp(−ih∗) = exp(−ih) = a−1.

Значит, a — унитарный элемент C∗-алгебры A, и по 11.7.6 спектр
Sp(a) — это подмножество единичной окружности T. Если λ ∈
Sp(h), то по теореме об отображении спектра 8.2.5 (см. также 11.3.3)
exp(iλ) ∈ Sp(a) ⊂ T. Итак, 1 = | exp(iλ)| = | exp(iReλ − Imλ)| =
exp(− Imλ). Окончательно Imλ = 0, т. е. λ ∈ R. �

11.7.8. Определение. Пусть A — некоторая C∗-алгебра. По-
далгебру B алгебры A называют C∗-подалгеброй A, если b ∈ B ⇒
b∗ ∈ B. При этом B рассматривают с нормой, индуцированной из A.
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11.7.9. Теорема. Каждая замкнутая C∗-подалгебра C∗-алгеб-
ры сервантна.

� Пусть B — это замкнутая C∗-подалгебра (с единицей) C∗-
алгебры A и b ∈ B. Если b ∈ Inv(B), то несомненно, что b ∈ Inv(A).
Пусть теперь b ∈ Inv(A). На основании 11.7.4 имеем: b∗ ∈ Inv(A).
Значит, b∗b ∈ Inv(A) и при этом элемент (b∗b)−1b∗ является левым
обратным к b. В силу 11.1.4 это означает, что b−1 = (b∗b)−1b∗. Сле-
довательно, для завершения доказательства нужно установить толь-
ко, что элемент (b∗b)−1 входит в B. Так как элемент b∗b эрмитов в
B, то выполнено соотношение SpB(b∗b) ⊂ R (см. 11.7.7). Привле-
кая 11.2.5, видим, что SpA(b∗b) = SpB(b∗b). Поскольку 0 /∈ SpA(b∗b),
то b∗b ∈ Inv(B). Окончательно b ∈ Inv(B). �

11.7.10. Следствие. Пусть b — элемент C∗-алгебры A и B —
какая-нибудь замкнутая C∗-подалгебра A, причем b ∈ B. Тогда

SpB(b) = SpA(b). ��

11.7.11. Замечание. В связи с 11.7.10 теорему 11.7.9 часто на-
зывают теоремой «о постоянстве спектра в C∗-алгебрах». Имеется
в виду то, что понятие спектра элемента C∗-алгебры «абсолютно»,
т. е. не зависит от выбора C∗-подалгебры, содержащей данный эле-
мент рассматриваемой C∗-алгебры.

11.8. Коммутативная теорема
Гельфанда — Наймарка

11.8.1. Банахова алгебра C(Q, C) с естественной инволюцией
f �→ f∗, где f∗(q) := f(q)∗ для q ∈ Q, является C∗-алгеброй.

� ‖f∗f‖ = sup{|f(q)∗f(q)| : q ∈ Q} = sup{|f(q)|2 : q ∈ Q} =
(sup |f(Q)|)2 = ‖f‖2 � �

11.8.2. Теорема Стоуна — Вейерштрасса для C(Q, C).
Любая C∗-подалгебра (с единицей) в C∗-алгебре C(Q, C), разделя-
ющая точки Q, плотна в C(Q, C).

� Пусть A — такая подалгебра. Поскольку f ∈ A ⇒ f∗ ∈ A,
то f ∈ A ⇒ Re f ∈ A и, стало быть, множество ReA := {Re f :
f ∈ A} представляет собой вещественную подалгебру в C(Q, R).
Несомненно, что ReA содержит постоянные функции и разделяет
точки Q. По теореме Стоуна — Вейерштрасса 10.8.17 подалгебра
ReA плотна в C(Q, R). Осталось привлечь 11.7.2. �
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11.8.3. Определение. Представление ∗-алгебр, согласованное
с инволюцией ∗, называют ∗-представлением. Иными словами, если
(A, ∗) и (B, ∗) — инволютивные алгебры и R : A→ B — мультипли-
кативный линейный оператор, то R называют ∗-представлением в
случае коммутативности диаграммы

A
R−→B

∗ ↓ ↓ ∗
A

R−→B
Если при этом R — изоморфизм, то R называют ∗-изоморфизмом A
и B. При наличии норм в рассматриваемых алгебрах используют
также термины «изометрическое ∗-представление» и «изометри-
ческий ∗-изоморфизм», вкладывая в них очевидное содержание.

11.8.4. Коммутативная теорема Гельфанда — Наймар-
ка. Преобразование Гельфанда коммутативной C∗-алгебры A осу-
ществляет изометрический ∗-изоморфизм A и C(X(A), C).

� Для a ∈ A имеем

‖a2‖ = ‖(a2)∗a2‖1/2 = ‖a∗aa∗a‖1/2 = ‖a∗a‖ = ‖a‖2.

На основании 11.6.10 преобразование Гельфанда GA — это изометрия
алгебры A и замкнутой подалгебры Â в C(X(A), C). Несомненно,
что Â разделяет точки X(A) и содержит постоянные функции.

В силу 11.6.9 и 11.7.7 для эрмитова элемента h = h∗ в A имеем
ĥ(X(A)) = Sp(h) ⊂ R. Пусть теперь a — произвольный элемент A.
Привлекая 11.7.2, запишем: a = x+ iy, где элементы x, y эрмитовы.
Учитывая, что для произвольного характера χ из X(A) выполнено
χ(x) ∈ R, χ(y) ∈ R, последовательно получаем

GA(a)∗(χ) = â∗(χ) = â(χ)∗ = χ(a)∗ = χ(x+ iy)∗ =
= (χ(x) + iχ(y))∗ = χ(x)− iχ(y) = χ(x− iy) = χ(a∗) =

= â∗(χ) = GA(a∗)(χ) (χ ∈ X(A)).

Таким образом, преобразование Гельфанда GA является ∗-представ-
лением и, в частности, Â — это C∗-подалгебра C(X(A), C). Осталось
привлечь 11.8.2, чтобы заключить: Â = C(X(A), C). �
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11.8.5. Пусть R : A → B — это ∗-представление C∗-алгебры A
в C∗-алгебре B. Тогда ‖Ra‖ ≤ ‖a‖ для a ∈ A.

� Поскольку R(1) = 1, то R(Inv(A)) ⊂ Inv(B). Значит, для
a ∈ A справедливо включение SpB(R(a)) ⊂ SpA(a). Отсюда в силу
формулы Бёрлинга — Гельфанда для спектральных радиусов выте-
кает, что rA(a) ≥ rB(R(a)). Если a — эрмитов элемент A, то R(a) —
эрмитов элемент B, ибо R(a)∗ = R(a∗) = R(a). Если теперь A0 —
наименьшая замкнутая C∗-подалгебра, содержащая a, и B0 — ана-
логичным образом построенная подалгебра, содержащая R(a), то A0
и B0 — коммутативные C∗-алгебры. Таким образом, из теорем 11.8.4
и 11.6.9 получаем

‖R(a)‖ = ‖R(a)‖B0 = ‖GB0(R(a))‖ = rB0(R(a)) =
= rB(R(a)) ≤ rA(a) = rA0(a) = ‖GA0(a)‖ = ‖a‖.

Для произвольного элемента a ∈ A видно, что элемент a∗a эрмитов.
Стало быть, с учетом уже доказанного имеем

‖R(a)‖2 = ‖R(a)∗R(a)‖ = ‖R(a∗a)‖ ≤ ‖a∗a‖ = ‖a‖2. �
11.8.6. Теорема о непрерывном функциональном исчис-

лении. Пусть a — нормальный элемент C∗-алгебры A и Sp(a) его
спектр. Существует, и притом единственное, изометрическое ∗-пред-
ставление Ra алгебры C(Sp(a), C) в A такое, что a = Ra(ISp(a)).

� Пусть B — наименьшая замкнутая C∗-подалгебра A, содер-
жащая a. Ясно, что алгебра B коммутативна в силу нормальности a
(эта алгебра представляет собой замыкание алгебры многочленов от
a и a∗). При этом на основании 11.7.10 выполнено Sp(a) = SpA(a) =
SpB(a). Преобразование Гельфанда â := GB(a) элемента a действует
из X(B) на Sp(a) в силу 11.6.9 и, несомненно, взаимно однозначно.
Поскольку X(B) и Sp(a) — компакты, привлекая 9.4.11, заключа-
ем, что â — это гомеоморфизм. Отсюда непосредственно вытекает,

что отображение
◦
R : f �→ f ◦ â осуществляет изометрический ∗-

изоморфизм алгебры C(Sp(a), C) и алгебры C(X(B), C).
Используя теорему 11.3.2 и связь преобразования Гельфанда

и интеграла Рисса — Данфорда, установленную в 11.6.12, для тож-
дественного отображения получаем

â = RâIC = IC ◦ â = IC

∣∣
â(X(B)) ◦ â =

= IC

∣∣
Sp(a) ◦ â = ISp(a) ◦ â =

◦
R(ISp(a)).
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Положим теперь

Ra := G −1
B ◦

◦
R.

Видно, что Ra — это изометрическое вложение и ∗-представление.
Кроме того,

Ra(ISp(a)) = G −1
B ◦

◦
R(ISp(a)) = G −1

B (â) = a.

Единственность такого представления Ra обеспечена 11.8.5 и тем,
что, по теореме 11.8.2, C∗-алгебра C(Sp(a), C) — это своя наимень-
шая замкнутая C∗-подалгебра (с единицей), содержащая ISp(a). �

11.8.7. Определение. Представление Ra : C(Sp(a), C) → A,
построенное в 11.8.6, называют непрерывным функциональным ис-
числением (для нормального элемента a алгебры A).

Если при этом f ∈ C(Sp(a), C), то элемент Ra(f) обознача-
ют f(a).

11.8.8. Замечание. Пусть f — голоморфная функция в окре-
стности спектра нормального элемента a некоторой C∗-алгебры A,
т. е. f ∈ H(Sp(a)). Тогда с помощью голоморфного функциональ-
ного исчисления определен элемент f(a) алгебры A.

Если сохранить символ f за сужением функции f на множе-
ство Sp(a), то с помощью непрерывного функционального исчисле-
ния определен элемент Ra(f) := Ra

(
f
∣∣
Sp(a)

)
алгебры A. Последний

элемент, как отмечено в 11.8.7, обозначают f(a). Использование оди-
наковых обозначений здесь не случайно и корректно в силу 11.6.12
и 11.8.6. В самом деле, странно было бы обязательно обозначать
разными символами один и тот же элемент. Указанное обстоятель-
ство можно выразить в наглядной форме. Именно, пусть · ∣∣Sp(a) —
отображение, сопоставляющее ростку h из H (Sp(a)) его сужение на
Sp(a), т. е. пусть h

∣∣
Sp(a) в точке z — это значение ростка h в точке z

(см. 8.1.21). Ясно, что · ∣∣Sp(a) : H (Sp(a))→ C(Sp(a), C).
Отмеченную выше связь непрерывного и голоморфного функци-

ональных исчислений для нормального элемента a рассматриваемой
C∗-алгебры a можно выразить так: «следующая диаграмма
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A

H (Sp(a)) C(Sp(a),C)

Ra

· |Sp(a)

Ra

�

�

�
�

�
�

��

коммутативна».

11.9. Операторные ∗-представления C∗-алгебр

11.9.1. Определение. Пусть A — банахова алгебра (с едини-
цей). Элемент s ∈ A′ называют состоянием A (пишут s ∈ S(A)),
если ‖s‖ = s(1) = 1. Для элемента a ∈ A множество N(a) := {s(a) :
s ∈ S(A)} называют числовым образом a.

11.9.2. Числовой образ положительной функции из C(Q, C)
лежит в R+.

� Пусть a ≥ 0 и ‖s‖ = s(1) = 1. Нужно показать, что s(a) ≥ 0.
Возьмем z ∈ C и ε > 0 такие, что круг Bε(z) := z + εD содержит
a(Q). Тогда ‖a − z‖ ≤ ε и, следовательно, |s(a − z)| ≤ ε. Значит,
|s(a)− z| = |s(a)− s(z)| ≤ ε, т. е. s(a) ∈ Bε(z).

Заметим, что

∩{Bε(z) : Bε(z) ⊃ a(Q)} = cl co(a(Q)) ⊂ R+.

Таким образом, s(a) ∈ R+. �
11.9.3.Лемма о числовом образе эрмитова элемента. Для

эрмитова элемента a в любой C∗-алгебре имеют место утверждения:
(1) Sp(a) ⊂ N(a);
(2) Sp(a) ⊂ R+ ⇔ N(a) ⊂ R+.

� Пусть B — наименьшая замкнутая C∗-подалгебра рассмат-
риваемой алгебры A, содержащая элемент a. Видно, что алгеб-
ра B коммутативна. В силу 11.6.9 для преобразования Гельфанда
â := GB(a) выполнено â(X(B)) = SpB(a). На основании 11.7.10,
SpB(a) = Sp(a). Иначе говоря, для λ ∈ Sp(a) имеется характер χ
алгебры B, удовлетворяющий условию χ(a) = λ. По 11.6.3, ‖χ‖ =
χ(1) = 1. Привлекая 7.5.11, найдем продолжение s функциона-
ла χ на A с сохранением нормы. Тогда s — состояние A и при
этом s(a) = λ. Окончательно Sp(a) ⊂ N(a) (в частности, если
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N(a) ⊂ R+, то Sp(a) ⊂ R+). Пусть теперь s — произвольное со-
стояние алгебры A. Ясно, что сужение s

∣∣
B

— состояние алгебры B.
Несложно установить, что â взаимно однозначно отображает X(B)
на Sp(a). Следовательно, алгебру B можно рассматривать как ал-
гебру C(Sp(a), C). Из 11.9.2 выводим: s(a) = s

∣∣
B
(a) ≥ 0 при â ≥ 0.

Итак, Sp(a) ⊂ R+ ⇒ N(a) ⊂ R+, что и завершает доказательство. �
11.9.4. Определение. Элемент a в C∗-алгебре A называют по-

ложительным, если a эрмитов и Sp(a) ⊂ R+. Множество всех по-
ложительных элементов в A обозначают A+.

11.9.5. Множество A+ — это упорядочивающий конус в C∗-
алгебре A.

� Понятно, что N(a + b) ⊂ N(a) + N(b) и N(αa) = αN(a) при
a, b ∈ A и α ∈ R+. Поэтому 11.9.3 обеспечивает включение α1A+ +
α2A+ ⊂ A+ для α1, α2 ∈ R+. Стало быть, A+ — конус. Если
a ∈ A+ ∩ (−A+), то Sp(a) = 0. Учитывая, что элемент a эрмитов, по
теореме 11.8.6 заключаем: ‖a‖ = 0. �

11.9.6. Для любого эрмитова элемента a из C∗-алгебры A су-
ществуют элементы a+, a− из A+ такие, что

a = a+ − a−; a+a− = a−a+ = 0.

� Все немедленно следует из теоремы о непрерывном функцио-
нальном исчислении 11.8.6. �

11.9.7. Лемма Капланского — Фукамия. Элемент a произ-
вольной C∗-алгебры A положителен в том и только в том случае,
если a = b∗b для некоторого b ∈ A.

� ⇒: Пусть a ∈ A+, т. е. a = a∗ и Sp(a) ⊂ R+. Тогда (см. 11.8.6)
имеется корень b :=

√
a. При этом b = b∗ и b∗b = a.

⇐: Если a = b∗b, то элемент a эрмитов и с помощью 11.9.6 мож-
но записать: b∗b = u − v, где uv = vu = 0 и u ≥ 0, v ≥ 0 (в упо-
рядоченном векторном пространстве (AR, A+)). Простой подсчет
показывает:

(bv)∗bv = v∗b∗bv = vb∗bv = v(u− v)v = (vu− v2)v = −v3.

Поскольку v ≥ 0, то v3 ≥ 0, т. е. (bv)∗bv ≤ 0. По теореме о спек-
тре произведения 5.6.22 множества Sp((bv)∗bv) и Sp(bv(bv)∗) могут
отличаться лишь нулем. Поэтому bv(bv)∗ ≤ 0.
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На основании 11.7.2, bv = a1 + ia2 для подходящих эрмитовых
элементов a1 и a2. Очевидно, что a2

1, a
2
2 ∈ A+ и (bv)∗ = a1 − ia2.

Дважды используя 11.9.5, приходим к оценкам:

0 ≥ (bv)∗bv + bv(bv)∗ = 2
(
a2
1 + a2

2
) ≥ 0.

По 11.9.5, a1 = a2 = 0, т. е. bv = 0. Значит, −v3 = (bv)∗bv = 0.
Вторичная апелляция к 11.9.5 дает v = 0. Наконец, a = b∗b = u−v =
u ≥ 0, т. е. a ∈ A+. �

11.9.8. В C∗-алгебре A каждое состояние s эрмитово, т. е.

s(a∗) = s(a)∗ (a ∈ A).

� По леммам 11.9.7 и 11.9.3 при всех a ∈ A будет s(a∗a) ≥ 0.
Полагая a := a+ 1 и a := a+ i, последовательно получаем

0 ≤ s((a+ 1)∗(a+ 1)) = s(a∗a+ a+ a∗ + 1)⇒

⇒ s(a) + s(a∗) ∈ R;

0 ≤ s((a+ i)∗(a+ i)) = s(a∗a− ia+ ia∗ + 1)⇒
⇒ i(−s(a) + s(a∗)) ∈ R.

Иными словами,
Im s(a) + Im s(a∗) = 0;

Re(−s(a)) + Re s(a∗) = 0.

Отсюда вытекает

s(a∗) = Re s(a∗) + i Im s(a∗) = Re s(a)− i Im s(a) = s(a)∗. �

11.9.9. Пусть s — состояние C∗-алгебры A. Для a, b ∈ A обо-
значим (a, b)s := s(b∗a). Тогда (· , ·)s — скалярное произведение в A.

� Из 11.9.8 выводим

(a, b)s = s(b∗a) = s((a∗b)∗) = s(a∗b)∗ = (b, a)∗s .

Следовательно, ( · , ·)s — это эрмитова форма. Так как для a ∈ A,
в силу 11.9.7, a∗a ≥ 0, то, по 11.9.3, (a, a)s = s(a∗a) ≥ 0. Значит,
( · , ·)s — положительная эрмитова форма. �
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11.9.10. Теорема о состоянии C∗-алгебры. Для каждого
состояния s произвольной C∗-алгебры A имеются гильбертово про-
странство (Hs, ( · , ·)s), элемент xs ∈ Hs и ∗-представление Rs : A→
B(Hs) такие, что s(a) = (Rs(a)xs, xs)s для всех a ∈ A и множество
{Rs(a)xs : a ∈ A} плотно в Hs.

� На основании 11.9.9, полагая (a, b)s := s(b∗a) для a, b ∈ A,
получаем предгильбертово пространство (A, ( · , ·)s). Пусть ps(a) :=√

(a, a)s — полунорма в этом пространстве, а ϕs : A → A/ ker ps —
каноническое отображение A на хаусдорфово предгильбертово про-
странство A/ ker ps, ассоциированное с этим A. Пусть, далее, ιs :
A/ ker ps → Hs — вложение (например, с помощью двойного штри-
хования) пространства A/ ker ps в качестве всюду плотного подпро-
странства в гильбертово пространство Hs, ассоциированное с про-
странством (A, ( · , ·)s) (см. пример 6.1.10 (4)). Скалярное произве-
дение в пространстве Hs обозначим прежним символом ( · , ·)s. Та-
ким образом, в частности,

(ιsϕsa, ιsϕsb)s = (a, b)s = s(b∗a) (a, b ∈ A).
Для элемента a ∈ A рассмотрим (образ при каноническом опе-

раторном представлении) La : b �→ ab (b ∈ A). Установим прежде
всего, что существуют, и притом единственные, ограниченные опе-
раторы La и Rs(a), превращающие в коммутативную следующую
диаграмму:

A
ϕs−→A/ ker ps ιs−→Hs

La ↓ ↓ La ↓ Rs(a)
A

ϕs−→A/ ker ps ιs−→Hs

Искомый оператор La служит решением уравнения Xϕs = ϕsLa.
Привлекая 2.3.8, видим, что необходимое и достаточное условие раз-
решимости указанного уравнения в классе линейных операторов со-
стоит в инвариантности подпространства ker ps относительно La.

Итак, проверим включение La(ker ps) ⊂ ker ps. Для этого возь-
мем элемент b из ker ps, т. е. ps(b) = 0. Используя определения
и неравенство Коши — Буняковского 6.1.5, получаем

0 ≤ (Lab, Lab)s = (ab, ab)s = s((ab)∗ab) =
= s(b∗a∗ab) = (a∗ab, b)s ≤ ps(b)ps(a∗ab) = 0,

т. е. Lab ∈ ker ps. Единственность La обеспечена 2.3.9, ибо ϕs —
эпиморфизм. Отметим также, что ϕs — это открытое отображение



298 Гл. 11.Банаховы алгебры

(ср. 5.1.3). Отсюда немедленно следует непрерывность оператора
La. Таким образом, в силу 5.3.8 соответствие ιs ◦ La ◦ (ιs)−1 можно
рассматривать как ограниченный линейный оператор из ιs(A/ ker ps)
в банахово пространство Hs. В связи с 4.5.10 такой оператор допус-
кает, и притом единственное, продолжение до оператора Rs(a) из
B(Hs).

Установим теперь, что Rs : a �→ Rs(a) — это требуемое пред-
ставление. В силу 11.1.6 выполнено: Lab = LaLb для a, b ∈ A.
Значит,

ϕsLab = ϕsLaLb = LaϕsLb = La Lbϕs.

Поскольку Lab — единственное решение уравнения Xϕs = ϕsLab,
приходим к соотношению Lab = La Lb, обеспечивающему мульти-
пликативность Rs. То, что Rs — линейный оператор, проверяется
аналогично. Помимо этого,

L1ϕs = ϕsL1 = ϕsIA = ϕs = IA/ ker psϕs = 1ϕs,

т. е. Rs(1) = 1.
Обозначим для удобства ψs := ιsϕs. Тогда с учетом определений

скалярного произведения в Hs (см. 6.1.10 (4)) и инволюции в B(Hs)
(см. 6.4.14 и 6.4.5) для элементов a, b, y ∈ A имеем

(Rs(a∗)ψsx, ψsy)s = (ψsLa∗x, ψsy)s =
= (La∗x, y)s = (a∗x, y)s = s(y∗a∗x) = s((ay)∗x) = (x, ay)s =

= (x, Lay)s = (ψsx, ψsLay)s = (ψsx, Rs(a)ψsy)s =
= (Rs(a)∗ψsx, ψsy)s.

Отсюда из-за плотности imψs в Hs вытекает, что Rs(a∗) = Rs(a)∗
для каждого a ∈ A, т. е. Rs — это ∗-представление.

Положим теперь xs := ψs1. Тогда

Rs(a)xs = Rs(a)ψs1 = ψsLa1 = ψsa (a ∈ A).
Следовательно, множество {Rs(a)xs : a ∈ A} плотно в Hs. Помимо
этого,

(Rs(a)xs, xs)s = (ψsa, ψs1)s = (a, 1)s = s(1∗a) = s(a). �

11.9.11. Замечание. Построение из доказательства теоремы
11.9.10 называют ГНС-конструкцией (или развернуто: конструкци-
ей Гельфанда — Наймарка — Сигала).
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11.9.12. Теорема Гельфанда — Наймарка. Каждая C∗-ал-
гебра имеет изометрическое ∗-представление в C∗-алгебре эндомор-
физмов подходящего гильбертова пространства.

� Пусть A — рассматриваемая C∗-алгебра. Следует найти гиль-
бертово пространство H и изометрическое ∗-представление R алгеб-
ры A в C∗-алгебре B(H). С этой целью рассмотрим гильбертову
сумму H семейства гильбертовых пространств (Hs)s∈S(A), существо-
вание который гарантировано теоремой о состоянии C∗-алгебры, т. е.

H := ⊕
s∈S(A)

Hs =

=

⎧⎨⎩h := (hs)s∈S(A) ∈
∏

s∈S(A)

Hs :
∑

s∈S(A)

‖hs‖2Hs
< +∞

⎫⎬⎭ .

Отметим, что скалярное произведение семейств h := (hs)s∈S(A) и
g := (gs)s∈S(A) в H вычисляется по правилу (ср. 6.1.10 (5) и 6.1.9):

(h, g) =
∑

s∈S(A)

(hs, gs)s.

Пусть, далее, Rs — это ∗-представление A в пространстве Hs,
соответствующее состоянию s из S(A). Так как в силу 11.8.5 для
каждого a ∈ A выполнена оценка ‖Rs(a)‖B(Hs) ≤ ‖a‖, то для h ∈ H
справедливо∑
s∈S(A)

‖Rs(a)hs‖2Hs
≤
∑

s∈S(A)

‖Rs(a)‖2B(Hs)‖hs‖2Hs
≤ ‖a‖2

∑
s∈S(A)

‖hs‖2Hs
.

Отсюда вытекает, что соотношение R(a)h : s �→ Rs(a)hs опре-
деляет элемент R(a)h из H. Возникающий оператор R(a) : h �→
R(a)h — элемент пространства B(H). Более того, отображение R :
a �→ R(a) (a ∈ A) — это искомое изометрическое ∗-представление
алгебры A.

В самом деле, из определения R и свойств Rs для s ∈ S(A) легко
вывести, что R — это ∗-представление A в B(H). Убедимся, напри-
мер, что R согласовано с инволюцией. Для этого возьмем элементы
a ∈ A и h, g ∈ H. Тогда

(R(a∗)h, g) =
∑

s∈S(A)

(Rs(a∗)hs, gs)s =
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=
∑

s∈S(A)

(Rs(a)∗hs, gs)s =
∑

s∈S(A)

(hs, Rs(a)gs)s =

= (h, R(a)g) = (R(a)∗h, g).

Из-за произвольности h, g ∈ H получаем R(a∗) = R(a)∗, что и нуж-
но.

Осталось проверить только изометричность ∗-представления R,
т. е. равенства ‖R(a)‖ = ‖a‖ при всех a ∈ A. Пусть для начала
a — это положительный элемент. Из непрерывного функционально-
го исчисления и теоремы Вейерштрасса 9.4.5 следует: ‖a‖ ∈ Sp(a).
На основании 11.9.3 (1) существует состояние s ∈ S(A), для кото-
рого s(a) = ‖a‖. Учитывая свойства вектора xs, соответствующего
∗-представлению Rs (см. 11.9.10), и привлекая неравенство Коши —
Буняковского 6.1.5, получаем

‖a‖ = s(a) = (Rs(a)xs, xs)s ≤ ‖Rs(a)xs‖Hs‖xs‖Hs ≤

≤ ‖Rs(a)‖B(Hs)‖xs‖2Hs
= ‖Rs(a)‖B(Hs)(xs, xs)s =

= ‖Rs(a)‖B(Hs)(Rs(1)xs, xs)s = ‖Rs(a)‖B(Hs)s(1) = ‖Rs(a)‖B(Hs).

Используя оценки ‖R(a)‖ ≥ ‖Rs(a)‖B(Hs) и ‖a‖ ≥ ‖R(a)‖, пер-
вая из которых очевидна, а вторая указана в 11.8.5, выводим:

‖a‖ ≥ ‖R(a)‖ ≥ ‖Rs(a)‖B(Hs) ≥ ‖a‖.

Возьмем, наконец, произвольный элемент a из A. По лемме Каплан-
ского — Фукамия 11.9.7 элемент a∗a положителен. Таким образом,
можно заключить:

‖R(a)‖2 = ‖R(a)∗R(a)‖ = ‖R(a∗)R(a)‖ = ‖R(a∗a)‖ = ‖a∗a‖ = ‖a‖2.

Дальнейшее не требует особых разъяснений. �

Упражнения
11.1. Привести примеры банаховых алгебр и не банаховых алгебр.

11.2. Пусть A — банахова алгебра и χ ∈ A# таков, что χ(1) = 1 и при этом
χ(Inv(A)) ⊂ Inv(C). Доказать, что χ мультипликативен и непрерывен.

11.3. Пусть спектр Sp(a) элемента a банаховой алгебры A лежит в откры-
том множестве U . Доказать, что имеется число ε > 0 такое, что Sp(a + b) ⊂ U
при всех b ∈ A, для которых ‖b‖ ≤ ε.
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11.4. Описать пространства максимальных идеалов в алгебрах C(Q, C),
C(1)([0, 1], C) с поточечным умножением, в алгебре двусторонних суммируемых
последовательностей l1(Z) со свёрточным умножением

(a ∗ b)(n) :=
∞∑

k=−∞
an−kbk.

11.5. Установить, что в банаховой алгебре B(X) элемент T имеет левый
обратный в том и только в том случае, когда T — мономорфизм и образ T
дополняем в X.

11.6. Установить, что в банаховой алгебре B(X) элемент T имеет правый
обратный в том и только в том случае, если T — эпиморфизм и ядро T допол-
няемо в X.

11.7. В банаховой алгебре A есть элемент с несвязным спектром. Доказать,
что в A найдется нетривиальный идемпотент.

11.8. Пусть A — коммутативная банахова алгебра с единицей и E — неко-
торое множество ее максимальных идеалов. Множество E называют границей
A, если для всякого a ∈ A выполнено

‖â‖∞ = sup |â(E)|.

Доказать, что пересечение всех замкнутых границ A также служит границей A.
Ее называют границей Шилова алгебры A.

11.9. Пусть A, B — коммутативные банаховы алгебры с единицей, причем
B ⊂ A и 1B = 1A. Доказать, что всякий максимальный идеал границы Шилова
алгебры B содержится в некотором максимальном идеале A.

11.10. Пусть A и B — две C∗-алгебры (с единицей) и T — морфизм A в
B. Пусть, далее, a — нормальный элемент A и f — непрерывная функция на
SpA(a). Установить, что SpB(Ta) ⊂ SpA(a) и Tf(a) = f(Ta).

11.11. Пусть f ∈ A′, где A — коммутативная C∗-алгебра. Установить, что
f — положительная форма, т. е. f(a∗a) ≥ 0 для a ∈ A, в том и только в том
случае, если ‖f‖ = f(1).

11.12. Описать крайние лучи множества положительных форм в комму-
тативной C∗-алгебре.

11.13. Доказать, что алгебры C(Q1, C) и C(Q2, C) изоморфны в том и
только в том случае, если компакты Q1 и Q2 гомеоморфны.

11.14. Пусть некоторый нормальный элемент C∗-алгебры имеет веществен-
ный спектр. Доказать, что он эрмитов.

11.15. Развить спектральную теорию нормальных операторов в гильберто-
вом пространстве с помощью непрерывного функционального исчисления. Опи-
сать компактные нормальные операторы.
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11.16. Пусть T — алгебраический морфизм C∗-алгебр, причем ‖T‖ ≤ 1.
Тогда T (a∗) = (Ta)∗ для всех a.

11.17. Пусть T — нормальный оператор на гильбертовом пространстве H.
Убедиться, что существуют эрмитов оператор S на H и непрерывная функция
f : Sp(S)→ C такие, что T = f(S). Справедливо ли аналогичное утверждение в
C∗-алгебрах?

11.18. Пусть A, B — две C∗-алгебры и ρ — это ∗-мономорфизм из A в B.
Доказать, что ρ — изометрическое вложение A в B.

11.19. Пусть a, b — эрмитовы элементы C∗-алгебры A, причем ab = ba и,
кроме того, a ≤ b. Доказать, что f(a) ≤ f(b) для подходящих сужений любой
возрастающей непрерывной скалярной функции f на R.
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3.8.3

function of class C(m), 10.9.9
function of compact support, 9.6.4
Function Recovery Lemma, 3.8.2
functor, 10.9.4 (4)
fundamental net, 4.5.2
fundamental sequence, 4.5.2
fundamentally summable family
of vectors, 5.5.9 (7

gauge, 3.8.6
gauge function, 3.8.6
Gauge Theorem, 3.8.7
� -correspondence, 3.1.6
� -hull, 3.1.11
� -set, 3.1.1
Gelfand–Dunford Theorem in
an operator setting, 8.2.3

Gelfand–Dunford Theorem
in an algebraic setting, 11.3.2

Gelfand formula, 5.6.8
Gelfand–Mazur Theorem, 11.2.3
Gelfand–Năımark–Segal
construction, 11.9.11

Gelfand Theorem, 7.2.2
Gelfand transform of an algebra,
11.6.8

Gelfand transform of an element,
11.6.8

Gelfand Transform Theorem,
11.6.9

general form of a compact
operator in Hilbert space,
6.6.9

general form of a linear functional
in Hilbert space, 6.4.2

general form of a weakly
continuous functional,
10.3.10

general position, Ex. 3.10
generalized derivative in the
Sobolev sense, 10.10.5 (4)

Generalized Dini Theorem, 10.8.6
generalized function, 10.10.4
Generalized Riesz–Schauder
Theorem, 8.4.10

generalized sequence, 1.2.16
Generalized Weierstrass Theorem,
10.9.9

germ, 8.1.14
GNS-construction, 11.9.11
GNS-Construction Theorem,
11.9.10

gradient mapping, 6.4.2
Gram–Schmidt orthogonalization
process, 6.3.14

graph norm, 7.4.17
Graph Norm Principle, 7.4.17
greatest element, 1.2.6
greatest lower bound, 1.2.9
Grothendieck Criterion, 8.3.11
Grothendieck Theorem, 8.3.9
ground field, 2.1.3
ground ring, 2.1.1
group algebra, 10.9.4 (7)
group character, 10.11.1

Haar integral, 10.9.4 (1)
Hahn–Banach Theorem, 3.5.3
Hahn–Banach Theorem
in analytical form, 3.5.4

Hahn–Banach Theorem
in geometric form, 3.8.12

Hahn–Banach Theorem
in subdifferential form, 3.5.4

Hamel basis, 2.2.9 (5)
Hausdorff Completion Theorem,
4.5.12

Hausdorff Criterion, 4.6.7
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Hausdorff metric, Ex. 4.8
Hausdorff multinorm, 5.1.8
Hausdorff multinormed space,
5.1.8

Hausdorff space, 9.3.5
Hausdorff Theorem, 7.6.12
Hausdorff topology, 9.3.5
H-closed space, Ex. 9.10
Heaviside function, 10.10.5 (4)
Hellinger–Toeplitz Theorem, 6.5.3
hermitian element, 11.7.1
hermitian form, 6.1.1
hermitian operator, 6.5.1
hermitian state, 11.9.8
Hilbert basis, 6.3.8
Hilbert cube, 9.2.17 (2)
Hilbert dimension, 6.3.13
Hilbert identity, 5.6.19
Hilbert isomorphy, 6.3.17
Hilbert–Schmidt norm, Ex. 8.9
Hilbert–Schmidt operator,
Ex. 8.9

Hilbert–Schmidt Theorem, 6.6.7
Hilbert space, 6.1.7
Hilbert-space isomorphism, 6.3.17
Hilbert sum, 6.1.10 (5)
Hölder inequality, 5.5.9 (4)
holey disk, 4.8.5
holomorphic function, 8.1.4
Holomorphy Theorem, 8.1.5
homeomorphism, 9.2.4
homomorphism, 7.4.1
Hörmander transform, Ex. 3.19
hyperplane, 3.8.9
hypersubspace, 3.8.

ideal, 11.4.1
Ideal and Character Theorem,
11.6.6

ideal correspondence, 7.3.3
Ideal Correspondence Lemma,
7.3.4

Ideal Correspondence Principle,
7.3.5

Ideal Hahn–Banach Theorem,
7.5.9

ideally convex function, 7.5.4
ideally convex set, 7.1.3
idempotent operator, 2.2.9 (4)
identical embedding, 1.1.3 (3)
identity, 10.9.4
identity element, 11.1.1
identity mapping, 1.1.3 (3)
identity relation, 1.1.3 (3)
image, 1.1.2
image of a filterbase, 1.3.5 (1)
image of a set, 1.1.3 (5)
image of a topology, 9.2.12
image topology, 9.2.12
Image Topology Theorem,
9.2.11

imaginary part of a function,
5.5.9 (4)

increasing mapping, 1.2.3 (5)
independent measure, 10.9.4 (3)
index, 8.5.1
indicator function, 3.4.8 (2)
indiscrete topology, 9.1.8 (3)
induced relation, 1.2.3 (1)
induced topology, 9.2.17 (1)
inductive limit topology, 10.9.6
inductive set, 1.2.19
infimum, 1.2.9
infinite-rank operator, 6.6.8
infinite set, 5.5.9 (3)
inner product, 6.1.4
integrable function, 5.5.9 (4)
integral, 5.5.9 (4)
integral with respect to
a measure, 10.9.3

interior of a set, 4.1.13
interior point, 4.1.13
intersection of topologies, 9.1.14
interval, 3.2.15
Interval Addition Lemma, 3.2.15
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invariant subspace, 2.2.9 (4)
inverse-closed subalgebra, 11.1.5
inverse image of a multinorm,
5.1.10 (3)

inverse image of a preorder,
1.2.3 (3)

inverse image of a seminorm, 5.1.4
inverse image of a set, 1.1.3 (5)
inverse image of a topology, 9.2.9
inverse image of a uniformity,
9.5.5 (3)

inverse image topology, 9.2.9
Inverse Image Topology Theorem,
9.2.8

inverse of a correspondence,
1.1.3 (1)

inverse of an element
in an algebra, 11.1.5

Inversion Theorem, 10.11.12
invertible element, 11.1.5
invertible operator, 5.6.10
involution, 6.4.13
involutive algebra, 6.4.13
irreducible representation, 8.2.2
irreflexive space, 5.1.10 (8)
isolated part of a spectrum, 8.2.9
isolated point, 8.4.7
isometric embedding, 4.5.11
isometric isomorphism of algebras,
11.1.8

isometric mapping, 4.5.11
isometric representation, 11.1.8
isometric ∗-isomorphism, 11.8.3
isometric ∗-representation, 11.8.3
isometry into, 4.5.11
isometry onto, 4.5.11
isomorphism, 2.2.5
isotone mapping, 1.2

James Theorem, 10.7.5
Jensen inequality, 3.4.5
join, 1.2.12
Jordan arc, 4.8.2

Jordan Curve Theorem, 4.8.3
juxtaposition, 2.2.

Kakutani Criterion, 10.7.1
Kakutani Lemma, 10.8.7
Kakutani Theorem, 7.4.11 (3)
Kantorovich space, 3.2.8
Kantorovich Theorem, 3.3.4
Kaplansky–Fukamija Lemma,
11.9.7

Kato Criterion, 7.4.19
kernel of an operator, 2.3.1
ket-mapping, 10.3.1
ket-topology, 10.3.5
Kolmogorov Normability
Criterion, 5.4.5

Krĕın–Milman Theorem, 10.6.5
Krĕın–Milman Theorem
in subdifferential form, 3.6.5

Krĕın–Rutman Theorem, 3.3.5
Krull Theorem, 11.4.8
Kuratowski–Zorn Lemma, 1.2.20
K-space, 3.2.8
K-ultrametric, 9.5.13

last element, 1.2.6
lattice, 1.2.12
lear trap map, 3.7.4
least element, 1.2.6
Lebesgue measure, 10.9.4 (1)
Lebesgue set, 3.8.1
Lefschetz Lemma, 9.6.3
left approximate inverse, 8.5.9
left Haar measure, 10.9.4 (1)
left inverse of an element
in an algebra, 11.1.3

lemma on continuity of a convex
function, 7.5.1

lemma on the numeric range
of a hermitian element,
11.9.3

level set, 3.8.1
Levy Projection Theorem, 6.2.2
limit of a filterbase, 4.1.16
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Lindenstrauss space, 5.5.9 (5)
Lindenstrauss–Tzafriri Theorem,
7.4.11 (3)

linear change of a variable under
the subdifferential sign, 3.5.4

linear combination, 2.3.12
linear correspondence, 2.2.1,
12; 3.1.7

linear functional, 2.2.4
linear operator, 2.2.1
linear representation, 8.2.2
linear set, 2.1.4 (3)
linear space, 2.1.4 (3)
linear span, 3.1.14
linear topological space, 10.1.3
linear topology, 10.1.3
linearly independent set, 2.2.9 (5)
linearly-ordered set, 1.2.19
Lions Theorem of Supports,
10.10.5 (9)

Liouville Theorem, 8.1.10
local data, 10.9.11
locally compact group, 10.9.4 (1)
locally compact space, 9.4.20
locally compact topology, 9.4.20
locally convex space, 10.2.9
locally convex topology, 10.2.1
locally finite cover, 9.6.2
locally integrable function, 9.6.17
locally Lipschitz function, 7.5.6
loop, 4.8.2
lower bound, 1.2.4
lower limit, 4.3.5
lower right Dini derivative, 4.7.7
lower semicontinuous, 4.3.3
L2-Fourier transform, 10.11.15

Mackey–Arens Theorem, 10.4.5
Mackey Theorem, 10.4.6
Mackey topology, 10.4.4
mapping, 1.1.3 (3)
massive subspace, 3.3.2
matrix form, 2.2.9 (4)

maximal element, 1.2.10
maximal ideal, 11.4.5
maximal ideal space, 11.6.7
Maximal Ideal Theorem, 11.5.3
Mazur Theorem, 10.4.9
meager set, 4.7.1
measure, 10.9.3
Measure Localization Principle,
10.9.10

measure space, 5.5.9 (4)
meet, 1.2.12
member of a set, 1.1.3 (4)
metric, 4.1.1
metric space, 4.1.1
metric topology, 4.1.9
metric uniformity, 4.1.5
Metrizability Criterion, 5.4.2
metrizable multinormed space,
5.4.1

minimal element, 1.2.10
Minimal Ideal Theorem, 11.5.1
Minkowski–Ascoli–Mazur
Theorem, 3.8.12

Minkowski functional, 3.8.6
Minkowski inequality, 5.5.9 (4)
minorizing set, 3.3.2
mirror, 10.2.7
module, 2.1.1
modulus of a scalar, 5.1.10 (4)
modulus of a vector, 3.2.12
mollifier, 9.6.14
mollifying kernel, 9.6.14
monomorphism, 2.3.1
monoquotient, 2.3.11
Montel space, 10.10.9 (2)
Moore subnet, 1.3.5 (2)
morphism, 8.2.2, 126; 11.1.2
morphism representing
an algebra, 8.2.2

Motzkin formula, 3.1.13 (5)
multimetric, 9.5.9
multimetric space, 9.5.9
multimetric uniformity, 9.5.9
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multimetrizable topological
space, 9.5.10

multimetrizable uniform space,
9.5.10

multinorm, 5.1.6
Multinorm Comparison Theorem,
5.3.2

multinorm summable family
of vectors, 5.5.9 (7)

multinormed space, 5.1.6
multiplication formula, 10.11.5
multiplication of a germ
by a complex number, 8.1.16

multiplicative linear operator,
8.2.2

natural order, 3.2.6 (1)
negative part, 3.2.12
neighborhood about a point,
9.1.1 (2)

neighborhood about a point
in a metric space, 4.1.9

neighborhood filter, 4.1.10
neighborhood filter of a set, 9.3.7
neighborhood of a set, 8.1.13 (2),
124; 9.3.7

Nested Ball Theorem, 4.5.7
nested sequence, 4.5.7
net, 1.2.16
net having a subnet, 1.3.5 (2)
net lacking a subnet, 1.3.5 (2)
Neumann series, 5.6.9
Neumann Series Expansion
Theorem, 5.6.9

neutral element, 2.1.4 (3), 11;
10.9.4

Nikol ′skĭı Criterion, 8.5.22
Noether Criterion, 8.5.14
nonarchimedean element,
5.5.9 (5)

nonconvex cone, 3.1.2 (4)
Nonempty Subdifferential
Theorem, 3.5.8

non-everywhere-defined operator,
2.2.1

nonmeager set, 4.7.1
nonpointed cone, 3.1.2 (4)
nonreflexive space, 5.1.10 (8)
norm, 5.1.9
norm convergence, 5.5.9 (7)
normable multinormed space,
5.4.1

normal element, 11.7.1
normal operator, Ex. 8.17
normal space, 9.3.11
normalized element, 6.3.5
normally solvable operator, 7.6.9
normative inequality, 5.1.10 (7)
normed algebra, 5.6.3
normed dual, 5.1.10 (8)
normed space, 5.1.9
normed space of bounded
elements, 5.5.9 (5)

norming set, 8.1.1
norm-one element, 5.5.6
nowhere dense set, 4.7.1
nullity, 8.5.1
numeric family, 1.1.3 (4)
numeric function, 9.6.4
numeric range, 11.9.1
numeric set, 1.1.3 (

one-point compactification, 9.4.22
one-to-one correspondence,
1.1.3 (3)

open ball, 4.1.3
open ball of RN , 9.6.16
open correspondence, 7.3.12
Open Correspondence Principle,
7.3.13

open cylinder, 4.1.3
open half-space, Ex. 3.3
Open Mapping Theorem, 7.4.6
open segment, 3.6.1
open set, 9.1.4
open set in a metric space, 4.1.11
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openness at a point, 7.3.6
operator, 2.2.1
operator ideal, 8.3.3
operator norm, 5.1.10 (7)
operator representation, 8.2.2
order, 1.2.2
order by inclusion, 1.3.1
order compatible with vector
structure, 3.2.1

order ideal, 10.8.11
order of a distribution, 10.10.5 (3)
ordered set, 1.2.2
ordered vector space, 3.2.1
ordering, 1.2.2
ordering cone, 3.2.4
oriented envelope, 4.8.8
orthocomplement, 6.2.5
orthogonal complement, 6.2.5
orthogonal family, 6.3.1
orthogonal orthoprojections,
6.2.12

orthogonal set, 6.3.1
orthogonal vectors, 6.2.5
orthonormal family, 6.3.6
orthonormal set, 6.3.6
orthonormalized family, 6.3.6
orthoprojection, 6.2.7
Orthoprojection Summation
Theorem, 6.3.3

Orthoprojection Theorem, 6.2.10
Osgood Theorem, 4.7.

pair-dual space, 10.3.3
pairing, 10.3.3
pairwise orthogonality of finitely
many orthoprojections,
6.2.14

paracompact space, 9.6.9
Parallelogram Law, 6.1.8
Parseval identity, 6.3.16, 89;
10.11.12

part of an operator, 2.2.9 (4)
partial correspondence, 1.1.3 (6)

partial operator, 2.2.1
partial order, 1.2.2
partial sum, 5.5.9 (7)
partition of unity, 9.6.6
partition of unity subordinate
to a cover, 9.6.7

patch, 10.9.11
perforated disk, 4.8.5
periodic distribution, 10.11.17 (7)
Pettis Theorem, 10.7.4
Phillips Theorem, 7.4.13
Plancherel Theorem, 10.11.14
point finite cover, 9.6.2
point in a metric space, 4.1.1
point in a space, 2.1.4 (3)
point in a vector space, 2.1.3
pointwise convergence, 9.5.5 (6)
pointwise operation, 2.1.4 (4)
polar, 7.6.8, 116; 10.5.1
Polar Lemma, 7.6.11
polarization identity, 6.1.3
Pontryagin–van Kampen Duality
Theorem, 10.11.2

poset, 1.2.2
positive cone, 3.2.5
positive definite inner product,
6.1.4

positive distribution, 10.10.5 (2)
positive element of a C∗-algebra,
11.9.4

positive form on a C∗-algebra,
Ex. 11.11

positive hermitian form, 6.1.4
positive matrix, Ex. 3.13
positive operator, 3.2.6 (3)
positive part, 3.2.12
positive semidefinite hermitian
form, 6.1.4

positively homogeneous
functional, 3.4.7 (2)

powerset, 1.2.3 (4)
precompact set, Ex. 9.16
pre-Hilbert space, 6.1.7
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preimage of a multinorm,
5.1.10 (3)

preimage of a seminorm, 5.1.4
preimage of a set, 1.1.3 (5)
preintegral, 5.5.9 (4)
preneighborhood, 9.1.1 (2)
preorder, 1.2.2
preordered set, 1.2.2
preordered vector space, 3.2.1
presheaf, 10.9.4 (4)
pretopological space, 9.1.1 (2)
pretopology, 9.1.1
primary Banach space, Ex. 7.17
prime mapping, 6.4.1
Prime Theorem, 10.2.13
Principal Theorem of the
Holomorphic Functional
Calculus, 8.2.4

product, 4.3.2
product of a distribution and
a function, 10.10.5 (7)

product of germs, 8.1.16
product of sets, 1.1.1, 1; 2.1.4 (4)
product of topologies, 9.2.17 (2)
product of vector spaces, 2.1.4 (4)
product topology, 4.3.2, 44;
9.2.17 (2)

projection onto X1 along X2,
2.2.9 (4)

projection to a set, 6.2.3
proper ideal, 11.4.5
pseudometric, 9.5.7
p-sum, 5.5.9 (6)
p-summable family, 5.5.9 (4)
punctured compactum, 9.4.21
pure subalgebra, 11.1.5
Pythagoras Lemma, 6.2.8
Pythagoras Theorem, 6.3.

quasinilpotent, Ex. 8.18
quotient mapping, 1.2.3 (4)
quotient multinorm, 5.3.11
quotient of a mapping, 1.2.3 (4)

quotient of a seminormed space,
5.1.10 (5)

quotient seminorm, 5.1.10 (5)
quotient set, 1.2.3 (4)
quotient space of a multinormed
space, 5.3.11

quotient vector space, 2.1.4 (6

radical, 11.6.11
Radon F-measure, 10.9.3
Radon–Nikodým Theorem,
10.9.4 (3)

range of a correspondence, 1.1.2
rank, 8.5.7 (2)
rare set, 4.7.1
Rayleigh Theorem, 6.5.2
real axis, 2.1.2
real carrier, 3.7.1
real C-measure, 10.9.4 (3)
real distribution, 10.10.5 (5)
real hyperplane, 3.8.9
real measure, 10.9.4
real part map, 3.7.2
real part of a function, 5.5.9 (4)
real part of a number, 2.1.2
real subspace, 3.1.2 (3)
real vector space, 2.1.3
realification, 3.7.1
realification of a pre-Hilbert
space, 6.1.10 (2)

realifier, 3.7.2
reducible representation, 8.2.2
refinement, 9.6.1
reflection of a function, 10.10.5
reflexive relation, 1.2.1
reflexive space, 5.1.10 (8)
regular distribution, 10.10.5 (1)
regular operator, 3.2.6 (3)
regular space, 9.3.9
regular value of an operator,
5.6.13

relation, 1.1.3 (2)
relative topology, 9.2.17 (1)
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relatively compact set, 4.4.4
removable singularity, 8.2.5 (2)
representation, 8.2.2
representation space, 8.2.2
reproducing cone, Ex. 7.12
residual set, 4.7.4
resolvent of an element
of an algebra, 11.2.1

resolvent of an operator, 5.6.13
resolvent set of an operator,
5.6.13

resolvent value of an element
of an algebra, 11.2.1

resolvent value of an operator,
5.6.13

restriction, 1.1.3 (5)
restriction of a distribution,
10.10.5 (6)

restriction of a measure,
10.9.4 (4)

restriction operator, 10.9.4 (4)
reversal, 1.2.5
reverse order, 1.2.3 (2)
reverse polar, 7.6.8, 116; 10.5.1
reversed multiplication, 11.1.6
Riemann function, 4.7.7
Riemann–Lebesgue Lemma,
10.11.5 (3)

Riemann Theorem on Series,
5.5.9 (7)

Riesz Criterion, 8.4.2
Riesz Decomposition Property,
3.2.16

Riesz–Dunford integral, 8.2.1
Riesz–Dunford Integral
Decomposition Theorem,
8.2.13

Riesz–Dunford integral
in an algebraic setting, 11.3.1

Riesz–Fisher Completeness
Theorem, 5.5.9 (4)

Riesz–Fisher Isomorphism
Theorem, 6.3.16

Riesz idempotent, 8.2.11
Riesz–Kantorovich Theorem,
3.2.17

Riesz operator, Ex. 8.15
Riesz Prime Theorem, 6.4.1
Riesz projection, 8.2.11
Riesz–Schauder operator,
Ex. 8.11

Riesz–Schauder Theorem, 8.4.8
Riesz space, 3.2.7
Riesz Theorem, 5.3.5
right approximate inverse, 8.5.9
right Haar measure, 10.9.4 (1)
right inverse of an element
in an algebra, 11.1.3

R-measure, 10.9.4 (3)
rough draft, 4.8.8
row-by-column rule, 2.2.9 (4

salient cone, 3.2.4
Sard Theorem, 7.4.12
scalar, 2.1.3
scalar field, 2.1.3
scalar multiplication, 2.1.3
scalar product, 6.1.4
scalar-valued function, 9.6.4
Schauder Theorem, 8.4.6
Schwartz space of distributions,
10.11.16

Schwartz space of functions,
10.11.6

Schwartz Theorem, 10.10.10
second dual, 5.1.10 (8)
selfadjoint operator, 6.5.1
semi-extended real axis, 3.4.1
semi-Fredholm operator,
Ex. 8.13

semi-inner product, 6.1.4
semimetric, 9.5.7
semimetric space, 9.5.7
seminorm, 3.7.6
seminorm associated with
a positive element, 5.5.9 (5)
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seminormable space, 5.4.6
seminormed space, 5.1.5
semisimple algebra, 11.6.11
separable space, 6.3.14
separated multinorm, 5.1.8
separated multinormed space,
5.1.8

separated topological space, 9.3.2
separated topology, 9.3.2
separating hyperplane, 3.8.13
Separation Theorem, 3.8.11
Sequence Prime Principle, 7.6.13
sequence space, 3.3.1 (2)
Sequence Star Principle, 6.4.12
series sum, 5.5.9 (7)
sesquilinear form, 6.1.2
set absorbing another set, 3.4.9
set in a space, 2.1.4 (3)
set lacking a distribution,
10.10.5 (6)

set lacking a functional, 10.8.13
set lacking a measure, 10.9.4 (5)
set of arrival, 1.1.1
set of departure, 1.1.1
set of second category, 4.7.1
set supporting a measure,
10.9.4 (5)

set that separates the points
of another set, 10.8.9

set void of a distribution,
10.10.5 (6)

set void of a functional, 10.8.13
set void of a measure, 10.9.4 (5)
setting in duality, 10.3.3
setting primes, 7.6.5
sheaf, 10.9.11
shift, 10.9.4 (1)
Shilov boundary, Ex. 11.8
Shilov Theorem, 11.2.4
short sequence, 2.3.5
σ-compact, 10.9.8
signed measure, 10.9.4 (3)
simple convergence, 9.5.5 (6)

simple function, 5.5.9 (6)
simple Jordan loop, 4.8.2
single-valued correspondence,
1.1.3 (3)

Singularity Condensation
Principle, 7.2.12

Singularity Fixation Principle,
7.2.11

skew field, 11.2.3
slowly increasing distribution,
10.11.16

smooth function, 9.6.13
smoothing process, 9.6.18
Snowflake Lemma, 2.3.16
space countable at infinity, 10.9.8
space of bounded elements,
5.5.9 (5)

space of bounded functions,
5.5.9 (2)

space of bounded operators,
5.1.10 (7)

space of compactly-supported
distributions, 10.10.5 (9)

space of convergent sequences,
5.5.9 (3)

space of distributions of order
at most m, 10.10.8

space of essentially bounded
functions, 5.5.9 (5)

space of finite-order distributions,
10.10.8

space of functions vanishing
at infinity, 5.5.9 (3)

space of X-valued p-summable
functions, 5.5.9 (6)

space of p-summable functions,
5.5.9 (4)

space of p-summable sequences,
5.5.9 (4)

space of tempered distributions,
10.11.16

space of vanishing sequences,
5.5.9 (3)
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Spectral Decomposition Lemma,
6.6.6

Spectral Decomposition Theorem,
8.2.12

Spectral Endpoint Theorem, 6.5.5
Spectral Mapping Theorem, 8.2.5
Spectral Purity Theorem,
11.7.11

spectral radius of an operator,
5.6.6

Spectral Theorem, 11.8.6
spectral value of an element
of an algebra, 11.2.1

spectral value of an operator,
5.6.13

spectrum, 10.2.7
spectrum of an element
of an algebra, 11.2.1

spectrum of an operator, 5.6.13
spherical layer, 6.2.1
∗-algebra, 6.4.13
∗-isomorphism, 11.8.3
∗-linear functional, 2.2.4
∗-representation, 11.8.3
star-shaped set, 3.1.2 (7)
state, 11.9.1
Steklov condition, 6.3.10
Steklov Theorem, 6.3.11
step function, 5.5.9 (6)
Stone Theorem, 10.8.10
Stone–Weierstrass Theorem for

C(Q, C), 11.8.2
Stone–Weierstrass Theorem for

C(Q, R), 10.8.17
Strict Separation Theorem, 10.4.8
strict subnet, 1.3.5 (2)
strictly positive real, 4.1.3
strong order-unit, 5.5.9 (5)
strong uniformity, 9.5.5 (6)
stronger multinorm, 5.3.1
stronger pretopology, 9.1.2
stronger seminorm, 5.3.3

strongly holomorphic function,
8.1.5

structure of a subdifferential,
10.6.3

subadditive functional, 3.4.7 (4)
subcover, 9.6.1
subdifferential, 3.5.1
sublattice, 10.8.2
sublinear functional, 3.4.6
submultiplicative norm, 5.6.1
subnet, 1.3.5 (2)
subnet in a broad sense, 1.3.5 (2)
subrepresentation, 8.2.2
subspace of a metric space, 4.5.14
subspace of a topological space,
9.2.17 (1)

subspace of an ordered vector
space, 3.2.6 (2)

subspace topology, 9.2.17 (1)
Sukhomlinov–Bohnenblust–Sobczyk
Theorem, 3.7.12

sum of a family in the sense
of Lp, 5.5.9 (6)

sum of germs, 8.1.16
summable family of vectors,
5.5.9 (7)

summable function, 5.5.9 (4)
superset, 1.3.3
sup-norm, 10.8.1
support function, 10.6.4
support of a distribution,
10.10.5 (6)

support of a functional, 10.8.12
support of a measure, 10.9.4 (5)
supporting function, 10.6.4
supremum, 1.2.9
symmetric Hahn–Banach formula,
Ex. 3.10

symmetric relation, 1.2.1
symmetric set, 3.1.2 (7)
system with integration, 5.5.9 (4)
Szankowski Counterexample,
8.3.13
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tail filter, 1.3.5 (2)
τ -dual of a locally convex space,
10.2.11

Taylor Series Expansion Theorem,
8.1.9

tempered distribution, 10.11.16
tempered function, 5.1.10 (6),
58; 10.11.6

tempered Radon measure,
10.11.17 (3)

test function, 10.10.1
test function space, 10.10.1
theorem on Hilbert isomorphy,
6.3.17

theorem on the equation AX =B,
2.3.13

theorem on the equation XA=B,
2.3.8

theorem on the general form
of a distribution, 10.10.14

theorem on the inverse image
of a vector topology, 10.1.6

theorem on the repeated Fourier
transform, 10.11.13

theorem on the structure
of a locally convex topology,
10.2.2

theorem on the structure
of a vector topology, 10.1.4

theorem on topologizing
by a family of mappings,
9.2.16

Tietze–Urysohn Theorem,
10.8.20

topological isomorphism, 9.2.4
topological mapping, 9.2.4
Topological Separation Theorem,
7.5.12

topological space, 9.1.7
topological structure of a convex
set, 7.1.1

topological subdifferential, 7.5.8
topological vector space, 10.1.1

topologically complemented
subspace, 7.4.9

topology, 9.1.7
topology compatible with
duality, 10.4.1

topology compatible with vector
structure, 10.1.1

topology given by open sets,
9.1.12

topology of a multinormed
space, 5.2.8

topology of a uniform space, 9.5.3
topology of the distribution
space, 10.10.6

topology of the test function
space, 10.10.6

total operator, 2.2.1
total set of functionals, 7.4.11 (2)
totally bounded, 4.6.3
transitive relation, 1.2.1
translation, 10.9.4 (1)
translation of a distribution,
10.11.17 (7)

transpose of an operator, 7.6.2
trivial topology, 9.1.8 (3)
truncator, 9.6.19 (1)
truncator direction, 10.10.2 (5)
truncator set, 10.10.2
twin of a Hilbert space, 6.1.10 (3)
twin of a vector space, 2.1.4 (2)
Two Norm Principle, 7.4.16
two-sided ideal, 8.3.3, 132; 11.6.2
Tychonoff cube, 9.2.17 (2)
Tychonoff product, 9.2.17 (2)
Tychonoff space, 9.3.15
Tychonoff Theorem, 9.4.8
Tychonoff topology, 9.2.17 (2)
Tychonoff uniformity, 9.5.5 (4)
T1-space, 9.3.2
T1-topology, 9.3.2
T2-space, 9.3.5
T3-space, 9.3.9
T31/2 -space, 9.3.15
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T4-space, 9.3.11

ultrafilter, 1.3.9
ultrametric inequality, 9.5.14
ultranet, 9.4.4
unconditionally summable family
of vectors, 5.5.9 (7)

unconditionally summable
sequence, 5.5.9 (7)

underlying set, 2.1.3
Uniform Boundedness Principle,
7.2.5

uniform convergence, 7.2.10,
105; 9.5.5 (6)

uniform space, 9.5.1
uniformity, 9.5.1
uniformity of a multinormed
space, 5.2.4

uniformity of a seminormed
space, 5.2.2

uniformity of a topological vector
space, 10.1.10

uniformity of the empty set, 9.5.1
uniformizable space, 9.5.4
uniformly continuous mapping,
4.2.5

unit, 10.9.4
unit ball, 5.2.11
unit circle, 8.1.3
unit disk, 8.1.3
unit element, 11.1.1
unit sphere, Ex. 10.6
unit vector, 6.3.5
unital algebra, 11.1.1
unitary element, 11.7.1
unitary operator, 6.3.17
unitization, 11.1.2
unity, 11.1.1
unity of a group, 10.9.4 (1)
unity of an algebra, 11.1.1
unordered sum, 5.5.9 (7)
unorderly summable sequence,
5.5.9 (7)

Unremovable Spectral Boundary
Theorem, 11.2.6

upper bound, 1.2.4
upper envelope, 3.4.8 (3)
upper right Dini derivative, 4.7.7
upward-filtered set, 1.2.15
Urysohn Great Lemma, 9.3.13
Urysohn Little Lemma, 9.3.10
Urysohn Theorem, 9.3.14
2-Ultrametric Lemma, 9.5.15

vague topology, 10.9.5
value of a germ at a point, 8.1.21
van der Waerden function, 4.7.7
vector, 2.1.3
vector addition, 2.1.3
vector field, 5.5.9 (6)
vector lattice, 3.2.7
vector space, 2.1.3
vector sublattice, 10.8.4 (4)
vector topology, 10.1.1
Volterra operator, Ex. 5.12
von Neumann–Jordan Theorem,
6.1.9

V -net, 4.6.2
V -small, 4.5.

weak derivative, 10.10.5 (4)
weak multinorm, 5.1.10 (4)
weak topology, 10.3.5
weak∗ topology, 10.3.11
weak uniformity, 9.5.5 (6)
weaker pretopology, 9.1.2
weakly holomorphic function,
8.1.5

weakly operator holomorphic
function, 8.1.5

Weierstrass function, 4.7.7
Weierstrass Theorem, 4.4.5,
46; 9.4.5

Well-Posedness Principle, 7.4.6
Wendel Theorem, 10.9.4 (7)
Weyl Criterion, 6.5.4

X-valued function, 5.5.9 (6)

Young inequality, 5.5.9 (4)

zero of a vector space, 2.1.4 (3)
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Автоморфизм 10.11.4
Алгебра 5.6.2
— банахова 5.6.3
— групповая 10.9.4 (7)
— инволютивная 6.4.13
— Калкина 8.3.5
— нормированная 5.6.3
— полупростая 11.6.11
— ростков голоморфных функций

8.1.18
— свёрточная 10.11.11
C∗-алгебра 6.4.13
Альтернатива Фредгольма 8.5.6
Аннулятор 7.6.8

Базис Гамеля 2.2.9 (5)
— гильбертов 6.3.8
— фильтра 1.3.1
Биполяра 10.5.5, 10.5.7
Бочка 10.10.9 (1)
Бракетирование 10.3.1
Бра-отображение 10.3.1
— -топология 10.3.5
— -функционал 10.3.1

Вещественная основа 3.7.1
Вложение во второе сопряженное

5.1.10 (8)
— изометрическое 4.5.11
Внешность 4.1.13
Внутренность 4.1.13
Вычет 4.7.4

� -множество 3.1.1
� -оболочка 3.1.11
� -соответствие 3.1.6

ГНС-конструкция 11.9.11
Гиперплоскость 3.8.9
Гомеоморфизм 4.8.2
Гомоморфизм 7.4.1
Граница верхняя 1.2.4
— — точная 1.2.9
— множества 4.1.13
— нижняя 1.2.4
— — точная 1.2.9
Группа двойственная 10.11.2
— локально-компактная 10.9.4 (1)
— характеров 10.11.2

Двойственность 10.3.3
— формальная 2.3.15, 7.4.16
Диаграмма коммутативная 2.3.3
— сопряженная 7.6.5
— — эрмитово 6.4.8
Диаметр 4.5.3
Дополнение алгебраическое 2.1.7
— ортогональное 6.2.5
— топологическое 7.4.9
Дуализации 10.3.3
Дуга 4.8.2

Единица алгебры 11.1.1
— аппроксимативная 10.10.7 (5)

Закон параллелограмма 6.1.8
Замыкание 4.1.13
Заряд 10.9.4 (3)
Зеркало топологии 10.2.7

Идеал 11.4.1
— двусторонний 11.6.2
— максимальный 11.4.5
— операторный 8.3.3
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— собственный 11.4.5
Изометрия 4.5.11
Изоморфизм 2.2.5
— гильбертов 6.3.17
— топологический 7.4.6
∗-изоморфизм 11.8.3
Инволюция 6.4.13
Индекс 8.5.1
Интеграл 5.5.9 (4), 10.9.3
— Бохнера 5.5.9 (6)
— контурный 8.1.20
— Лебега 10.9.4 (1)
— по мере 10.9.3
— Рисса — Данфорда 8.2.1
— — — — для алгебр 11.3.1
— Хаара 10.9.4 (1)

Кет-отображение 10.3.1
— -топология 10.3.5
— -функционал 10.3.1
Компакт 9.4.17
— проколотый 9.4.21
— элементарный 4.8.5
Компактификация 9.4.22
Комплексификатор 3.7.4
Комплексификация 8.4.8
Композиция 1.1.4
Конволюция 9.5.12
Конический отрезок 3.1.2 (9)
Конус 3.1.2 (4)
— острый 3.2.4
— положительных элементов 3.2.5
— упорядочивающий 3.2.4
Кообраз 2.3.1
Коядро 2.3.1
Критерий Акилова 10.5.3
— Бурбаки 4.4.7, 9.4.4
— Вейля 6.5.4
— Гротендика 8.3.11
— Какутани 10.7.1
— Кантора 4.5.6
— Като 7.4.20
— Колмогорова 5.4.5
— метризуемости 5.4.2
— непрерывности выпуклой

функции 7.5.1
— Нётера 8.5.14
— Никольского 8.5.22
— ортогональности конечного

множества ортопроекторов
6.2.14

— Рисса 8.4.2
— Хаусдорфа 4.6.7
Куб тихоновский 9.2.17 (2)

Лемма де Бранжа 10.8.16
— Дьедонне 9.4.18
— Какутани 10.8.7
— Капланского — Фукамия 11.9.7
— Куратовского — Цорна 1.2.20
— Лефшеца 9.6.3
— о 2-ультраметрике 9.5.15
— о двойном штриховании 7.6.6
— о задании функции 3.8.2
— о крайней точке 3.6.4
— о непрерывности функции 9.3.12
— о полярах 7.6.11
— о разбиении спектра 6.6.6
— о снежинке 2.3.16
— о сравнении функций 3.8.3
— о субдифференциале полунормы

3.7.9
— о сумме промежутков 3.2.15
— о топологическом строении 7.1.1
— о числовом образе 11.9.3
— об идеальном соответствии 7.3.4
— об ε-перпендикуляре 8.4.1
— Пифагора 6.2.8
— Урысона малая 9.3.10
— — большая 9.3.13

Мера 10.9.3
— абсолютно непрерывная

10.9.4 (3)
— вещественная 10.9.4 (3)
— Дирака 10.9.4 (1)
— конечная 10.9.4 (2)
— Лебега 10.9.4 (1)
— независимая 10.9.4 (3)
— ограниченная 10.9.4 (2)
— Радона 10.9.1
— умеренного роста 10.11.17 (3)
— Хаара 10.9.4 (1)
— эрмитово сопряженная 10.9.4 (3)
F-мера 10.9.3
Метрика 4.1.1
— Чебышёва 4.6.8
Многообразие аффинное 3.1.2 (5)
Множество второй категории 4.7.1
— выпуклое 3.1.2 (8)
— — абсолютно 3.1.2 (6)
— — идеально 7.1.3
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— индуктивное 1.2.19
— замкнутое 9.1.4, 4.1.11
— компактное 9.4.2, 4.4.1
— — относительно 4.4.4
— крайнее 3.6.1
— лебегово 3.8.1
— линейное 3.1.2 (2)
— линейно независимое 2.2.9 (5)
— — упорядоченное 1.2.19
— малое 4.5.3
— направленное 1.2.15
— нетощее 4.7.1
— нигде не плотное 4.7.1
— нормирующее 8.1.1
— — вполне 8.1.1
— ограниченное 5.4.3
— — вполне 4.6.3
— ортогональное 6.3.1
— остаточное 4.7.4
— открытое 9.1.4, 4.1.11
— первой категории 4.7.1
— плотное 4.5.10
— поглощающее 3.4.9
— предупорядоченное 1.2.2
— равностепенно непрерывное 4.2.8
— разделяющие точки 10.8.9
— разреженное 4.7.1
— спектральное 8.2.9
— тощее 4.7.1
— упорядоченное 1.2.2
— уравновешенное 3.1.2 (7)
— фильтрованное 1.2.15
Модуль над кольцом 2.1.1
— элемента 3.2.12
Мономорфизм 2.3.1
Морфизм 8.2.2
Мультиметрика 9.5.9
Мультинорма 5.1.6
— Аренса 8.3.8
— сильнейшая 5.1.10 (2)
— слабая 5.1.10 (4)
— фильтрованная 5.3.9
— хаусдорфова 5.1.8

Надграфик 3.4.2
Направление 1.2.15
— срезывателей 10.10.2 (3)
Неравенство Бесселя 6.3.7
— Гёльдера 5.5.9 (4)
— Йенсена 3.4.5
— Коши — Буняковского 6.1.5

— Минковского 5.5.9 (4)
— нормативное 5.1.10 (7)
— треугольника 4.1.1 (3), 9.5.7 (3)
Норма 5.1.9
— сопряженная 5.1.10 (8)
— субмультипликативная 5.6.1
— операторная 5.1.10 (7)
Носитель меры 10.8.12, 10.9.4 (5)
— распределения 10.10.5 (6)
— функции 9.6.4

Область значений 1.1.2
— определения 1.1.2
— — эффективная 3.4.2
— отправления 1.1.1
— прибытия 1.1.1
Оболочка выпуклая 3.1.14
— линейная 3.1.14
Образ банахов 7.4.19
— множества 1.1.3 (5)
— топологии 9.2.12
— фильтра 1.3.5 (1)
— числовой 11.9.1
Овеществление 3.7.2
Окрестность множества 9.3.7
— точки 4.1.9, 9.1.1
Окружение 4.1.5
Оператор 2.2.1
— аффинный 3.1.7
— вложения 2.3.5 (5)
— идемпотентный 2.2.9 (4)
— компактный 6.6.1
— конечномерный 8.3.6
— линейный 2.2.1
— — всюду определенный 2.2.1
— мультипликативный 8.2.2
— нётеров 8.5.1
— нормально разрешимый 7.6.9
— обратимый 5.6.10
— ограничения 10.9.4 (4)
— ограниченный 5.1.10 (7)
— положительный 3.2.6 (3)
— почти обратимый 8.5.9
— — обратный 8.5.9
— регулярный 3.2.6 (3)
— самосопряженный 6.5.1
— сдвига 10.9.4 (1)
— сопряженный 7.6.2
— — эрмитово 6.4.5
— унитарный 6.3.17
— фредгольмов 8.5.2
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— эрмитов 6.5.1
Ортогонализация Грама —

Шмидта 6.3.14
Ортопроектор 6.2.7
— ортогональный 6.2.12
Отношение 1.1.3 (2)
— антисимметричное 1.2.1
— порядка 1.2.2
— предпорядка 1.2.2
— — согласованное с векторной

структурой 3.2.1
— промискуитета 1.1.3 (3)
— рефлексивное 1.2.1
— симметричное 1.2.1
— тождественное 1.1.3 (3)
— эквивалентности 1.2.2
Отображение 1.1.3 (3)
— возрастающее 1.2.3 (5)
— каноническое 1.2.3 (4)
— непрерывное 9.2.4, 4.2.2
— равномерно непрерывное 4.2.5
Отражение 10.10.5 (9)

Петля 4.8.2
Подалгебра сервантная 11.1.5
C∗-подалгебра 11.7.8
Подпокрытие 4.4.2
Подпространство векторного

пространства 2.1.4 (3)
— — — упорядоченного 3.2.6 (2)
— — — — массивное 3.3.2
— топологического пространства

9.2.17 (1)
Подсеть 1.3.5 (2)
Покрытие 9.6.1
— локально конечное 9.6.2
— открытое 4.4.2
— точечно конечное 9.6.2
Полуметрика 9.5.7
Полунорма 3.7.6
Поля основные 2.1.2
Поляра подпространства 7.6.8
— обратная 10.5.1
— прямая 10.5.1
Пополнение 4.5.13
Порядок 1.2.2
— противоположный 1.2.3 (2)
— распределения 10.10.5 (3)
Последовательность 1.2.16
— дельтообразная 9.6.15
— каноническая 2.3.5 (6)

— короткая 2.3.5 (5)
— полуточная 2.3.5 (1)
— счетная 1.2.16
— точная 2.3.4
— фундаментальная 4.5.2
Предел базиса фильтра 4.1.16
— последовательности 4.1.17
Прединтеграл 5.5.9 (4)
Предокрестность 9.1.1
Предпорядок 1.2.2
— противоположный 1.2.3 (2)
Предпучок 10.9.4 (4)
Представление 8.2.2
— каноническое 11.1.7
— операторное 8.2.2
— точное 8.2.2
∗-представление 11.8.3
Предтопология 9.1.1
Преобразование Гельфанда 11.6.8
— Фурье 10.11.3
— — относительно базиса 6.3.16
— — — Планшереля 10.11.15
— — — Шварца 10.11.19
Принцип автоматической

непрерывности 7.5.5
— Банаха основной 7.1.5
— двух норм 7.4.17
— дополняемости 7.4.10
— идеального соответствия 7.3.5
— корректности 7.4.6
— локализации мер 10.9.10
— — распределений 10.10.11
— непрерывного продолжения

7.5.11
— нормы графика 7.4.18
— открытости 7.3.13
— равномерной ограниченности

7.2.5
— равностепенной непрерывности

7.2.4
— сгущения особенностей 7.2.12
— фиксации особенности 7.2.11
— штрихования диаграмм 7.6.7
— — последовательностей 7.6.13
— эрмитова сопряжения диаграмм

6.4.9
— — — последовательностей 6.4.12
Присоединение единицы 11.1.2
Проектор 2.2.9 (4)
— координатный 2.2.9 (3)
— Рисса 8.2.11
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Проекция на множество 6.2.3
Произведение векторных

пространств 2.1.4 (4)
— равномерных пространств

9.5.5 (4)
— скалярное 6.1.4
— тихоновское 9.2.17 (2)
— топологий 9.3.2, 9.2.17 (2)
Производная распределения

10.10.5 (4)
— в смысле Соболева 10.10.5 (4)
Прообраз полунормы 5.1.4
— предпорядка 1.2.3 (3)
— равномерности 9.5.5 (3)
— топологии 9.2.9
Простая картина 4.8.8
Пространство банахово 5.5.1
— — классическое 5.5.9 (5)
— борнологическое 10.10.9 (3)
— бочечное 7.1.8
— бэровское 4.7.2
— векторное 2.1.3
— — упорядоченное 3.2.2
— гильбертово 6.1.7
— — ассоциированное 6.1.10 (4)
— дуальное 2.1.4 (2)
— Канторовича 3.2.8
— компактное 9.4.4
— Линденштраусса 5.5.9 (5)
— локально выпуклое 10.2.9
— максимальных идеалов 11.6.7
— метрическое 4.1.1
— — полное 4.5.5
— монтелево 10.10.9 (2)
— мультиметризуемое 9.5.10
— мультиметрическое 9.5.9
— мультинормированное 5.1.6
— — ассоциированное 10.2.7
— — метризуемое 5.4.1
— — полное 5.2.13
— нормированное 5.1.9
— — рефлексивное 5.1.10 (8)
— — сопряженное 5.1.10 (8)
— нормируемое 5.4.1
— паракомпактное 9.6.9
— полунормированное 5.1.5
— предгильбертово 6.1.7
— — дуальное 6.1.10 (3)
— предтопологическое 9.1.1
— равномерное 9.5.1
— сепарабельное 6.3.14

— сопряженное 10.2.11
— со свойством аппроксимации

8.3.10
— счетнонормируемое 5.4.1
— топологическое 9.1.7
— — векторное 10.1.1
— — вполне регулярное 9.3.15
— — линейное 10.1.3
— — локально компактное 9.4.20
— — нормальное 9.3.11
— — отделимое 9.3.2
— — регулярное 9.3.9
— — тихоновское 9.3.15
— — хаусдорфово 9.3.5
— характеров 11.6.5
— Фреше 5.5.2
— Шварца распределений 10.11.16
— — функций 10.11.6
K-пространство 3.2.8
Пучок 10.9.11

Равенство Парсеваля 6.3.16,
10.11.12

Равномерность 9.5.1
— метрическая 4.1.5
— мультиметрического

пространства 9.5.9
— мультинормированного

пространства 5.2.4
— полунормированного

пространства 5.2.2
— равномерной сходимости

9.5.5 (6)
— сильная 9.5.5 (6)
— слабая 9.5.5 (6)
— тихоновская 9.5.5 (4)
— топологического векторного

пространства 10.1.10
Радикал 11.6.11
Радиус спектра 5.6.16
Разбиение единицы 9.6.6
Распределение 10.10.4
— конечного порядка 10.10.5 (3)
— медленно растущее 10.11.16
— периодическое 10.11.17 (7)
— положительное 10.10.5 (2)
— регулярное 10.10.5 (1)
— с компактным носителем

10.10.5 (9)
— умеренное 10.11.16
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— эрмитово сопряженное
10.10.5 (5)

Регуляризатор левый 8.5.9
— правый 8.5.9
Резольвента оператора 5.6.13
— элемента алгебры 11.2.1
Решетка 1.2.12
— векторная 3.2.7
— полная 1.2.13
Ряд Неймана 5.6.9 (1)

Свёртка мер 10.9.4 (7)
— распределений 10.10.5 (9)
— функций 9.6.17
— — и мер 10.9.4 (7)
— — — распределений 10.10.5 (9)
Семейство 1.1.3 (4)
— суммируемое 5.5.9 (7)
— — абсолютно 5.5.9 (7)
— — неупорядоченно 5.5.9 (7)
Сеть 1.2.16
— Коши 4.5.2
— фундаментальная 4.5.2
V -сеть 4.6.2
ε-сеть 8.3.2
Система с интегрированием

5.5.9 (4)
Снижение 1.2.3 (4)
Собственное число 6.6.3
Соответствие 1.1.1
— выпуклое 3.1.7
— замкнутое 7.3.8
— идеальное 7.3.3
— линейное 2.2.1
— обратное 1.1.3 (1)
— однозначное 1.1.3 (3)
Состояние 11.9.1
Спектр оператора 5.6.13
— элемента алгебры 11.2.1
Спектральный радиус 5.6.6
Срезыватель 9.6.19 (1)
Субдифференциал 3.5.1
— полунормы 3.7.8
— топологический 7.5.8
Сужение 1.1.3 (5)
Сумма векторных пространств

2.1.4 (5)
— гильбертова 6.1.10 (5)
— неупорядоченная 5.5.9 (7)
— по типу p 5.5.9 (6)
— ряда 5.5.9 (7)

Суммирование обыкновенное
5.5.9 (4)

Теорема Алаоглу — Бурбаки 10.6.7
— Асколи — Арцела 4.6.10
— Аткинсона 8.5.18
— Банаха о гомоморфизме 7.4.4
— — о замкнутом графике 7.4.7
— — об изоморфизме 7.4.5
— — об обратимых операторах

5.6.12
— Банаха — Штейнгауза 7.2.9
— Биркгофа 9.2.2, 4.1.19
— Бэра 4.7.6
— Вейерштрасса 4.4.5, 9.4.5
— — обобщенная 10.9.9
— Венделя 10.9.4 (7)
— Гельфанда 7.2.2
— Гельфанда — Данфорда 8.2.3
— — — — для алгебр 11.3.2
— Гельфанда — Мазура 11.2.3
— Гельфанда — Наймарка 11.9.12
— — — — коммутативная 11.8.4
— Гильберта — Шмидта 6.6.7
— Гротендика 8.3.9
— Данфорда о сложной функции

8.2.7
— Данфорда — Хилле 8.1.3
— двойственности Понтрягина —

ван Кампена 10.11.2
— Дворецкого — Роджерса

5.5.9 (7)
— Джеймса 10.7.5
— Дини 7.2.10
— — обобщенная 10.8.6
— Жордана 4.8.3
— Какутани 7.4.11 (2)
— Калкина 8.3.4
— Кантора 4.4.9
— Канторовича 3.3.4
— Коши — Винера 8.1.7
— Крейна — Мильмана 10.6.5
— — — — для субдифференциалов

3.6.5
— Крейна — Рутмана 3.3.8
— Крулля 11.4.8
— Леви о проекции 6.2.2
— Линденштраусса — Цафрири

7.4.11
— Лионса о носителях 10.10.5 (9)
— Лиувилля 8.1.10
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— Мазура 10.4.9
— Макки 10.4.6
— Макки — Аренса 10.4.5
— Минковского — Асколи —

Мазура 3.8.11
— о биполяре 10.5.8
— о границах спектра 6.5.5
— о дуализациях 10.3.9
— о компактных возмущениях

8.5.20
— о локальном задании меры

10.9.10
— — — — распределения 10.10.11
— о максимальном идеале 11.5.3
— о минимальном идеале 11.5.1
— о непрерывном функциональном

исчислении 11.8.6
— о повторном преобразовании

Фурье 10.11.9
— о постоянстве спектра 11.7.9
— о преобразовании Гельфанда

11.6.9
— о прообразе топологии 9.2.8
— — — — векторной 10.1.6
— о разбиении спектра 8.2.12
— о разбиении единицы 9.6.20
— о разложении интеграла

Рисса — Данфорда 8.2.13
— — — Тейлора 8.1.9
— о разрешимости уравнения

AX = B 2.3.13
— — — — XA = B 2.3.8
— о состоянии C∗-алгебры 11.9.10
— о спектре произведения 5.6.22
— о строении векторной топологии

10.1.4
— — — локально выпуклой

топологии 10.2.2
— — — субдифференциала 10.6.3
— о сравнении мультинорм 5.3.2
— о суммировании ортопроекторов

6.3.3
— о сходимости ряда Неймана

5.6.9
— о функционале Минковского

3.8.7
— об абсолютной биполяре 10.5.9
— об идеалах и характерах 11.6.6
— об образе топологии 9.2.11
— об общем виде компактного

оператора 6.6.9

— об общем виде распределений
10.10.13

— — — — — умеренных 10.11.18
— об ограниченных возмущениях

8.5.21
— об ортопроекторе 6.2.10
— об отображении спектра 8.2.5
— обращения 10.11.12
— Осгуда 4.7.5
— отделимости 3.8.11
— — в топологическом варианте

7.5.12
— — строгой 10.4.8
— — Эйдельгайта 3.8.14
— Петтиса 10.7.4
— Пифагора 6.3.2
— Планшереля 10.11.14
— Радона — Никодима 10.9.4 (3)
— Римана — Лебега 10.11.5 (3)
— Римана о рядах 5.5.9 (7)
— Рисса 5.3.5
— — о штриховании 6.4.1
— Рисса — Канторовича 3.2.16
— Рисса — Фишера 5.5.9 (4)
— — — — об изоморфизме 6.3.16
— Рисса — Шаудера 8.4.8
— Рэлея 6.5.2
— спектральная 11.8.6
— Сарда об уравнении XA=B

7.4.12
— Стеклова 6.3.11
— Стоуна 10.8.10
— Стоуна — Вейерштрасса 10.8.17
— — — — для C(Q, C) 11.8.2
— Сухомлинова — Боненблюста

— Собчика 3.7.11
— Титце — Урысона 10.8.20
— Тихонова 9.4.8
— умножения 10.11.5 (6)
— Урысона 9.3.14
— Филлипса об уравнении

AX = B 7.4.14
— фон Неймана — Йордана 6.1.9
— Фредгольма 8.5.8
— Фубини для мер 10.9.4 (6)
— — — распределений 10.10.5 (8)
— Хана — Банаха 3.5.3
— — — — в аналитической

форме 3.5.4
— — — — в геометрической

форме 3.8.12
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— — — — в субдифференциальной
форме 3.5.3

— — — — для банаховых
пространств 7.5.9

— — — — для полунормы 3.7.13
— — — — — — непрерывной 7.5.10
— Хаусдорфа 7.6.12
— — о пополнении 4.5.12
— Шаудера 8.4.6
— Шварца 10.10.10
— Шилова 11.2.4
Тождество Гильберта 5.6.19
— поляризационное 6.1.3
— Эйлера 8.5.17
Топология 9.1.7
— антидискретная 9.1.8 (3)
— векторная 10.1.11
— дискретная 9.1.8 (4)
— индуктивного предела 10.9.6
— линейная 10.1.3
— локально выпуклая 10.2.1
— Макки 10.4.4
— метрическая 4.1.9
— мультинормированного

пространства 5.2.8
— поточечной сходимости 9.5.5 (6)
— пространства основных функций

10.10.6
— — распределений 10.10.6
— — — умеренных 10.11.6
— — функций умеренных 10.11.6
— равномерная 9.5.3
— равномерной сходимости

9.5.5 (6)
— слабая 10.3.5
— согласованная с

двойственностью 10.4.1
— широкая 10.9.5
— T1 9.3.2
— T2 9.3.5
— T3 9.3.9
— T31/2

9.3.15
— T4 9.3.11
Точка внешняя 4.1.13
— внутренняя 4.1.13
— — алгебраически 3.4.11
— граничная 4.1.13
— крайняя 3.6.1
— прикосновения множества 4.1.13
— — фильтра 9.4.1

Ультраметрика 9.5.13
Ультрафильтр 1.3.9
Условие Стеклова 6.3.10

Фактор-алгебра 11.4.3
Фактор-множество 1.2.3 (4)
Фактор-мультинорма 5.3.11
Фактор-полунорма 5.1.10 (5)
Фактор-пространство 2.1.4 (6)
Фильтр 1.3.3
— Коши 4.5.2
— хвостов 1.3.5 (2)
Форма билинейная 6.1.2
— положительная 6.1.4
— полуторалинейная 6.1.2
— эрмитова 6.1.1
Формула Бёрлинга — Гельфанда

8.1.12
— Гельфанда 5.6.8
— Моцкина 3.1.13
— Хана — Банаха 3.5.5
— — — — для полунормы 3.7.10
Функтор 10.9.4 (4)
Функционал линейный 2.2.4
— ∗-линейный 2.2.4
— Минковского 3.8.6
— положительно однородный

3.4.7 (2)
— положительный 3.2.6 (3)
— субаддитивный 3.4.7 (4)
— сублинейный 3.4.6
Функциональное исчисление

голоморфное 8.2, 11.3
— — непрерывное 11.8.7
Функция аффинная 3.1.7
— быстро убывающая 10.11.6
— выпуклая 3.4.4
— гладкая 9.6.13
— голоморфная 8.1.4
— индикаторная 3.4.8 (2)
— интегрируемая 5.5.9 (4)
— — локально 9.6.17
— обобщенная 10.10.4
— — конечного порядка 10.10.5 (3)
— — медленно растущая 10.11.16
— — периодическая 10.11.17 (7)
— — положительная 10.10.5 (2)
— — регулярная 10.10.5 (1)
— — с компактным носителем

10.10.5 (9)
— опорная 10.6.4
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— основная 10.10.1
— полунепрерывная 4.3.3
— пробная 10.10.1
— простая 5.5.9 (6)
— скалярная 9.6.4
— срезывающая 9.6.19 (1)
— умеренная 10.11.6
— финитная 9.6.4
— Хевисайда 10.10.5 (4)
— числовая 9.6.4

Характер 11.6.4
— групповой 10.11.1

Цепь 1.2.19
Цилиндр 4.1.3

Часть оператора 2.2.9 (4)
— элемента отрицательная 3.2.12
— — положительная 3.2.12

Шапка 3.6.3 (4)
Шар 4.1.3
— единичный 5.2.11
Штрихование двойное 5.1.10 (8)
— диаграммы 7.6.5

— оператора 7.6.3
— топологии 10.2.13
— элемента 6.4.1

Элемент дискретный 3.3.6
— единичный 11.1.1
— левый обратный 11.1.3
— максимальный 1.2.10
— минимальный 1.2.10
— наибольший 1.2.6
— наименьший 1.2.6
— нормальный 11.7.1
— обратимый 11.1.5
— ортогональный 6.2.5
— положительный 3.2.5, 11.9.4
— правый обратный 11.1.3
— унитарный 11.7.1
— эрмитов 11.7.1
Эндоморфизм 5.6.4, 8.2.1
Эпиморфизм 2.3.1

Ядро множества 3.4.11
— оператора 2.3.1
— полунормы 5.1.1 (3)
— усредняющее 9.6.14
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