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Предисловие 
 

Много лет назад автор был очарован курсом Газовой дина-
мики, который студентам Московского физико-технического ин-
ститута читал на базовой кафедре в Центральном институте 
авиационного моторостроения им. П.И. Баранова (ЦИАМ) совсем 
ещё молодой Горимир Горимирович Чёрный. Содержание этого 
курса, форма его преподнесения и личность лектора произвели на 
тогдашнего студента такое впечатление, что вся его дальнейшая 
жизнь оказалась связанной сначала с лабораторией № 4 
ЦИАМ, первым руководителем которой был Г.Г. Чёрный, а затем 
– с «научной школой Чёрного». По воле и инициативе Учителя 
ученик был привлечён к преподаванию на той же базовой кафед-
ре. После перехода Г.Г. Чёрного на постоянную работу в МГУ 
им. М.В. Ломоносова «курс Чёрного» доверили читать ученику. 

В течение прошедших с тех пор десятилетий, читая курс Тео-
ретической газовой динамики, автор придерживался логической 
схемы Г.Г. Чёрного. Если же говорить о наполняющих её зада-
чах, то они изменились радикально. Причина этого – и само раз-
витие газовой динамики, и опыт, интересы и результаты автора, 
его учеников и коллег. Действительно, даже после издания книги  
Г.Г. Чёрного [1] прошло 20 лет, исключительно плодотворных и 
для газовой динамики, и для автора данной монографии. Разгадан 
«парадокс Неймана», связанный с дифракцией на клине слабых 
ударных волн. В обеспечение чисто газодинамическими средст-
вами инерционного управляемого термоядерного синтеза реали-
зована идея сферически и цилиндрически симметричного быст-
рого сильного (по температуре и плотности) сжатия идеального 
газа. Выяснены особенности течений в местных сверхзвуковых 
зонах. Предложен простой (без использования гипергеометриче-
ских функций) способ анализа асимптотических свойств струй-
ных течений. Настоящий прорыв осуществлён в построении оп-
тимальных аэродинамических форм. Эти и ряд других результа-
тов, характеризующих современное состояние газовой динамики, 
не могли быть отражены в вышедших ранее руководствах [1-15]. 
Исправить такую ситуацию, объединяя классику и современ-
ность, – главная цель автора. 
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При написании монографии автор придерживался следующих 
принципов: 1. Дать основу, необходимую для понимания совре-
менного состояния газовой динамики и публикаций в научных 
журналах. 2. Для овладения представленным материалом доста-
точно физико-математической подготовки, получаемой на 1-3 
курсах обучения на механико-математических факультетах ве-
дущих российских университетов, в МФТИ и на кафедрах «при-
кладной математики» иных вузов. 3. Отражая и классические, и 
современные результаты, объём монографии должен быть близ-
ким к реальному годовому курсу, читаемому с применением 
компьютерных технологий. 

Автору приятно отметить тех, кто способствовал появлению 
этой книги. Несколько лет назад на полезность и необходимость 
именно краткого курса газовой динамики указал автору Г.Г. Чёр-
ный. Будучи деканом ФАЛТ МФТИ, идею создания подобного 
курса активно поддержал Г.Н. Дудин. Отдельные иллюстрации 
подготовили Х.Ф. Валиев, Д.Н. Малов, К.С. Пьянков и Н.И. Тил-
ляева. Полезными при изложении ряда тем были дискуссии с 
В.А. Белоконём, Л.Е. Стерниным и Н.И. Тилляевой. В течение 
почти полувека автору посчастливилось обсуждать многие про-
блемы, нашедшие отражение в данной монографии, с Юрием 
Дмитриевичем Шмыглевским. Горько сознавать, что подобных 
обсуждений больше не будет. К своим Учителям, а также назван-
ным и неназванным коллегам и ученикам автор испытывает глу-
бокую и искреннюю благодарность. 

Ряд соображений формального характера. В монографии че-
тыре Части, которые состоят из глав. Нумерация глав, рисунков и 
таблиц десятичная сквозная в пределах каждой Части. Внутри 
глав нумерация формул и уравнений сквозная. При ссылках на 
формулы иной главы к номеру формулы спереди добавляется 
номер главы. Например, «формула (2.1.1)» – это формула (1) гла-
вы 2.1. Отмечая моменты приоритетного характера, автор избегал 
ссылок на трудно доступные первоисточники. Их можно найти в 
цитируемых статьях, монографиях (в этом отношении особенно 
интересна монография Р. Мизеса [11]) и ретроспективных сбор-
никах [14-17]. Сквозной список литературы разбит на группы, 
относящиеся к разным Частям. 
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Часть 1. Уравнения состояния, законы сохранения 
в интегральной форме, поверхности разрыва, ударные 

волны, дифференциальные уравнения течения 
 

Глава 1.1. Некоторые сведения из термодинамики 
 

Как правило, рассматриваются течения невязкого и нетепло-
проводного – идеального газа. Газ, часто называемый в термоди-
намике идеальным, будем называть совершенным (см. ниже). В 
идеальном газе на любую площадку с нормалью n действует 
только нормальное напряжение (давление р), по величине одина-
ковое для всех направлений нормали n. 

Если не оговорено особо, то в термодинамическом отноше-
нии среда считается двупараметрической. Это означает, что все 
её термодинамические параметры – известные функции двух из 
них, взятых в качестве основных, например, давления p и плот-
ности ρ, давления и удельной энтропии s, давления и абсолютной 
температуры T и т.п. Как будет видно из дальнейшего, в уравне-
ния течения идеального газа наряду с p, ρ и s входят удельная 
внутренняя энергия е и удельная энтальпия h. Согласно опреде-
лению h = e + p/ρ. Следовательно, в зависимости от выбора ос-
новных термодинамических параметров интересующие нас 
функции – уравнения состояния – имеют вид  

e = e(p, ρ), s = s(p, ρ), Т = Т(p, ρ); 
е = e(p, Т), ρ = ρ(p, T), s = s(p, Т);                       (1) 
е = e(p, s), ρ = ρ(p, s), Т = Т(p, s) 

и т.п. 
Двупараметричность имеет место, если характерные времена 

идущих в газе физико-химических процессов либо много меньше, 
либо много больше характерного времени течения. Процессы 
первого типа можно считать равновесными, а второго – заморо-
женными. При отсутствии иных (неравновесных) процессов  

Tds = dе + pd(1/ρ) = dh – (1/ρ)dp.                            (2) 
Уравнения состояния (1) должны удовлетворять этому равенству. 
Так, если за основные термодинамические параметры взяты р и s, 
то в силу равенства (2) 
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T,s p
h hh h
s p

∂ ∂ 1
≡ = ≡ = ≡

∂ ∂ ρ
ω,

 

                         (3) 

где ω – удельный объём. 
Если есть подвод (или отвод) тепла δq, то Tds  δq. В иде-

альном газе знак > имеет место при наличии неравновесных про-
цессов, а равенство – при их отсутствии. 

≥

Совершенным будем называть газ, у которого p/ρ и е – ли-
нейные функции Т: p/ρ = RТ, е = сvТ, где R – газовая постоянная, 
а сv – удельная теплоёмкость при постоянном объёме. Отсюда

( )T , ,p p
p

p

c cp p ph = c + R c c R pc
R c c c

γ
= = = = + γ =

ρ − ρ γ −1 ρv v
v v
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а c учётом равенства (2) 

1 1

1T T T

1 ln

( ) exp , (5)

p p
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p

R p p Rds dh dp R ds c dR dp ds c d dp

c R s pdp c pd d d
c

p p s ss
c

γ

γ γ
1

= − → = − → = − =
ρ ρ ρ ρ

−
= + → = →

ρ ρ ρ
−

= χ =
ρ ρ

v

v

ρ

 

где индекс «1» метит параметры в некотором фиксированном со-
стоянии. Согласно равенству (5) росту энтропии опвечает рост 
энтропийной функции р/ργ. При постоянной энтропии это – 
уравнение изэнтропы для совершенного газа (адиабаты Пуас-
сона). Поэтому отношение удельных теплоёмкостей γ называ-
ют показателем адиабаты. Если f – число степеней свободы 
молекул (или атомов), образующих газ, то в рамках классической 
термодинамики γ = (f +2)/f.  

 
Глава 1.2. Уравнения движения идеального газа 

в интегральной форме 
 

Пусть t – время, xk – декартовы координаты (k = 1, 2, 3), ik – 
орты их осей, Ω(t) – произвольный замкнутый объём, дΩ(t) – ог-
раничивающая его поверхность, а n – внешняя нормаль к элемен-
ту dσ этой поверхности (рис. 1.1). Если элементы dσ поверхности 
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дΩ(t) движутся, и D – проекция их скорости на нормаль n, то для 
любой функции A = A(t, x1, x2, x3) = A(t,r) справедливо равенство 
(рис. 1.1) 

( )t

d dAd Ad ADd
dt dtΩ Ω ∂Ω

Ω = Ω +∫ ∫ ∫ σ . 

Здесь Ω – тот же, но фиксированный (независящий от времени) 
объём, а дΩ – ограничивающая его поверхность. В частности, для 
жидкого объёма Ω(t), состоящего из фиксированных частиц 
(жидких частиц) D = Vn, где V – вектор скорости газа, последнее 
равенство примет вид 

( )t

d dAd Ad A d
dt dtΩ Ω ∂Ω

Ω = Ω +∫ ∫ ∫ Vn σ .                   (1) 

 
 

x1 

x3

x2
i1

i3

i2

Ω,  дΩ

dσ 

n

Ω(t),  дΩ(t)

– рn 

 
 

Рис. 1.1 
 

Воспользовавшись равенством (1), законы сохранения массы 
количества движения и энергии запишем в форме:  

1) закон сохранения массы: 
d d d
dt Ω ∂Ω

ρ Ω = − ρ σ∫ ∫ Vn , 

2) закон сохранения количества движения:  

{ ( ) }d d p
dt Ω ∂Ω

dρ Ω = − ρ + σ∫ ∫V V Vn n , 

3) закон сохранения энергии: 
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2 2(2 ) (2 ) .d e V d h V d
dt Ω ∂Ω

ρ + Ω = − ρ +∫ ∫ Vn σ  

Т а б л и ц а  1.1. 
Функции в законах сохранения   

Закон сохранения A B 

массы ρ ρV 
количества движения 

(k = 1, 2, 3) ρVk k kV pρ +V i  

энергии 22e Vρ( + )  22h Vρ +V( )  
 
Таким образом, для идеального газа законы сохранения в ин-

тегральной форме имеют вид 
d Ad d
dt Ω ∂Ω

Ω = − σ∫ ∫ Bn .                              (2) 

Здесь А(t, r) – скалярная, В(t, r) – векторная функции, а r означает 
совокупность переменных x1, x2, x3. В общем случае А и В могут 
претерпевать разрывы на поверхностях ΩD, разделяющих объём 
Ω на подобласти непрерывности параметров. Выражения для А и 
В через параметры потока, включая проекции Vk вектора скоро-
сти газа V на оси хk, приведены в табл. 1.1. 

 
Глава 1.3. Соотношения на разрывах 

и их классификация  
 

Сокращение: ПР – поверхность разрыва. 
 
Перейдём в инерциальную декартову систему координат, 

движущуюся по нормали n к рассматриваемой точке о поверхно-
сти разрыва (ПР) с постоянной скоростью D – «нормальной» ско-
ростью ПР в этой точке (рис. 1.2). В такой системе координат в 
рассматриваемый момент времени в точке о ПР покоится. Начало 
координат поместим в точку о, а ось x1 направим по n. В законах 
сохранения (1.2.2) в качестве объёма Ω возьмем прямоугольный 
параллелепипед: ⎪x1⎪ ≤ ε, ⎪x2⎪ ≤ Δ, ⎪x3⎪ ≤ Δ, где ε и Δ малы по 
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сравнению с масштабами, характеризующими неоднородность 
течения в окрестности точки о. Благодаря этому ПР, близкая в 
пределах такого параллелепипеда к плоскости x2x3, делит его 
практически пополам, а максимальное значение скорости ПР 
(равной нулю в точке о) – величина порядка (дD/дх2 + дD/дх2)Δ. 
На боковых гранях параллелепипеда компонента В2 вектора В с 
разных сторон от ПР отличается на величину порядка (дВ2/дх2)Δ. 
Аналогично для верхней и нижней граней – на величину порядка 
(дВ3/дх3)Δ. С учётом этого и того, что внешние нормали на про-
тивоположных гранях параллелепипеда направлены в противо-
положные стороны, для разных составляющих левой и правой 
частей равенства (1.2.2) 

d Ad d
dt Ω ∂Ω

Ω = − σ∫ ∫ Bn  

получим оценки 
2 3

2 3

2 232

2 3

[ ]

[ ] .n

A A D DO A
t t x x

BBO B
x x

− +
⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞Δ ε + + + Δ =⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞∂∂⎪ ⎪= − εΔ + + Δ⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

                  (1) 

Здесь [ϕ] = ϕ+ – ϕ–, индексы «–» и «+» метят параметры с разных 
сторон от ПР,  а Вn ≡ В1 – проекция вектора В на нормаль к ней. 

Слагаемые левой части равенства (1) и первые два слагаемых 
его правой части – величины более высокого порядка малости, 
чем последнее слагаемое справа. Поэтому следствие этого равен-
ства – непрерывность нормальной к ПР компоненты вектора В, 
т.е. [Вn] = 0. Отсюда, в согласии с табл. 1.1, в движущейся с ПР 
системе координат на ПР выполняются законы сохранения: 

1) массы  
n[ ] 0V ,ρ =                                           (2) 

2) количества движения в проекции на нормаль к разрыву 
2

n[ ]V p 0,ρ + =                                      (3) 
3, 4) количества движения в проекциях, «касательных» к раз-

рыву: 
n 2,3[ ]V V 0,ρ =  
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0,
или, если Vτ – двумерная проекция вектора V на ПР, то 

n[ ]V τρ =V                                        (4) 
5) энергии 

2
n[ (2 )] 0V h V .ρ + =                                  (5) 

 

о

x2

x3

x1
n

Ω

 
 

Рис. 1.2 
 

В исходной (неподвижной – лабораторной) системе коорди-
нат произвольная точка ПР движется по нормали к себе со скоро-
стью D, а соответствующим проекциям скорости газа приписан 
индекс «0». В ней в силу равенств 

0
n n ,V V D 0

τ τ= − =V V  
полученные законы сохранения на ПР примут вид 

0
n[ ( )] 0V Dρ − = ,                                        (20) 

0 2
n[ ( ) ] 0V D pρ − + = ,                                    (30) 

0 0
n[ ( ) ] 0V D τρ − V = ,                                     (40) 

{ }0 0 2 0 2
n n( ) 2 ( ) ( )V D h V D Vτ

⎡ ⎤ρ − + − + =⎣ ⎦ 0 .              (50) 

Введём непрерывный в силу (1.3.2) поток массы через раз-
рыв j = ρ1Vn1 = ρ2Vn2. Здесь и далее индексы «1» и «2» заменяют 
индексы «–» и «+». 
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Есть две возможности 
а) j = 0 – нет потока вещества через разрыв, т.е. 

n1 n2 0V V= =                                         (6) 
или 

0 0
n1 n2V V D= = .                                    (60) 

Из (3) и (4) имеем 
[ ] 0p = .                                         (7) 

Законы сохранения (4) и (5) в случае j = 0 выполняются авто-
матически, допуская 

2[ ] 0, [2 ] 0h Vτ ≠ + ≠V , 
Такие разрывы называются контактными (обычно, если [Vτ] = 
= 0) или тангенциальными (обычно, если [Vτ] ≠ 0). 

б) j ≠ 0. 
В этом случае законы сохранения массы (2) и (20) и нормаль-

ной компоненты количества движения (3) и (30) остаются неиз-
менными, т.е. 

0
n n[ ] [ ( )]V V D 0ρ = ρ − = ,                                  (8) 

2 0 2
n n[ ] [ ( ) ]V p V D p 0ρ + = ρ − + = ,                           (9) 

закон сохранения касательной компоненты количества движения 
(4) и (40) после сокращения на j ≠ 0 примет вид 

[ ] [ ] 00
τ τ= =V V ,                                      (10) 

а закон сохранения энергии (5) и (50) также после сокращения на j 
≠ 0 с учётом (4) станет 

2 0 2
n n[2 ] [2 ( ) ] 0h V h V D+ = + − = .                         (11) 

Поверхности разрыва, на которых j ≠ 0, называются ударными 
волнами (УВ). 

 
Глава 1.4. Ударные волны 

 
Сокращения: ПР – поверхность разрыва, ПРМ – прямая Рэлея-
Михельсона, УА – ударная адиабата, УВ – ударная волна. 
 

Для ударных волн (УВ) закон сохранения энергии (1.3.11), 
как и законы сохранения массы (1.3.8) и нормальной компоненты 
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,

количества движения (1.3.9) – для любых поверхностей разрыва, 
не содержит непрерывной на УВ касательной компоненты скоро-
сти Vτ. Поэтому при анализе соотношений на УВ о существова-
нии этой компоненты можно забыть, что эквивалентно переходу 
в систему координат, которая движется по касательной к ПР со 
скоростью Vτ. С учётом этого перепишем нужные для дальней-
шего законы сохранения, опустив у нормальной компоненты ин-
декс «n»: 

[ ] 0Vρ =                                             (1) 
2[ ]V p 0,ρ + =                                       (2) 

2[2 ] 0.h V+ =                                       (3) 
Вспомнив определения удельного объёма ω = 1/ρ и потока 

массы j = ρkVk = ρk(Vk
0 – D), выразим через них Vk. Подставив Vk 

= 
= jωk в (2) и разрешив получившееся равенство относительно j2, 
придём к уравнению 

2 2 2 2 0 2 2 1

2 1]k k k k [ω ω − ω
[ ]( ) , 1, 2p p pj V V D k−

≡ ρ = ρ − = − ≡ − = .          (4) 

Назовём его уравнением прямой –Михельсона (ПРМ). 
 
 Рэлея

 

2

1

ω

p

0  
 

Рис 1.3 

 
адиабаты (УА) (адиабаты Гюгонио или Ренкина

. 
 

Аналогично, подставив V1,2 = jω1, 2 в уравнение (3) и исклю-
чив j2 с помощью равенства (4), придём к уравнению ударной

–Гюгонио) 
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1 2
2 1 2 1( ) 0

2
h h p pω + ω

− − − = .                      (5) 

Так как j2 неотрицательно, то в силу (4) точка 2 может ока-
заться во втором или четвёртом квадрантах (рис. 1.3). При этом 
росту давления отвечает уменьшение удельного объёма, а следо-
вательно – рост плотности. Это – скачки уплотнения. Напротив, 
уменьшению давления отвечает ост удельного объёма и умень-
шение плотности. Такие УВ – скачки разрежения. 

 

 р

 

p1

ω1 ω 

p 

0 

Δs < 0

Δs > 0 

Δs = 0 

 
 

Рис. 1.4 
 

Уравнение изэнтропы в силу равенства (1.1.2) в дифферен-
циальной форме имеет вид 

0dh dp− ω = .                                     (6) 
Для совершенного газа получающееся отсюда уравнение адиаба-
ты Пуассона (1.1.5) сводится к формуле 

1 1exp( ), ( )/p p s s s sγ γ
1ω = ω Δ Δ = −o o

v . c

 ок-
рес

Три таких изэнтропы для Δs < 0, Δs = 0 и Δs > 0 изображены на 
рис. 1.4. 

Уравнение УА (5) получается, если уравнение (6) проинтег-
рировать от состояния 1 до состояния 2, взяв среднее значение 
удельного объёма. Поэтому в плоскости ωр УА и изэнтропа в

тности начальной точки 1 должны быть близки друг к другу. 
Везде далее газ через УВ течёт от состояния 1 к состоянию 2. 
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≡ hp = ω, а (дh/дs)p ≡ 
≡ hs = T, выпишем для h2 и ω2 разложения по [p] и [s] с тем, что-
бы после их подстановки в уравнение УА (5) выразить [s] через 
[р]. В (5) ω  умножено на [р]. Поэтому запишем 

Записав уравнения состояния в форме h = h(p, s), ω = ω(p, s) и 
учтя, что согласно равенству (1.1.3) (дh/дp)s 

2

1 12 3
2 1 1 1 2 6

1 2
2 1 1

T [ ] [ ] [ ] [ ] ...,

[ ] [ ] ... .
2

p pp

pp
p

h h s p p p

p p

ω ω
= + + ω + + +

ω
ω = ω + ω + +

 

уравнение (5) даст Подстановка этих представлений в 
1 1 1 12 3[ ] [ ] ... 0.

2 4
p ppp p− + =2 3

1 1 1T [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 6

p pps p p p p
ω ω ω ω

+ ω + + − ω −

Отсюда после сокращений найдём 
1 3

1

[ ] [ ] ...
12T

pps p
ω

= + ,                                  (7) 

что оправдывает пренебрежение [s][р] и [s] в разложениях h2 и 
ω2. 

Так как вне УВ в идеальном (нетеплопроводном) газе потоки 
тепла отсутствуют, то при прохождении через УВ энтропия не 
мож

а-
зать, что сформулированное правило (теорема Цемплена) с
ведливо для УВ произвольной интенсивности. В нормальном
изэ

 равенства (1.1.5)  

ет уменьшаться. Следовательно, для УВ малой интенсивно-
сти возможное направление изменения давления определяется 
знаком производной ωрр. По этой причине производную ωрр ино-
гда называют фундаментальной производной. 

Законы термодинамики не определяют знака ωрр. Однако у 
обычно встречающихся газов ωрр > 0. По этой причине такие га-
зы получили название нормальных. В противоположность этому, 
газы с ωрр < 0 назовём ненормальными. Согласно (7), в нормаль-
ном газе, в котором ωрр > 0, возможны слабые скачки уплотнения 
и невозможны слабые скачки разрежения. И наоборот: в ненор-
мальном газе, в котором ωрр < 0, возможны слабые скачки разре-
жения и невозможны слабые скачки уплотнения. Можно пок

пра-
 газе 

нтропа – вогнутая (как на рис. 1.4), а в ненормальном – вы-
пуклая кривая. Для совершенного газа в силу
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При коэффициенте теплопроводности λ тепловой поток q = 

1/ 1/ 1/ ( 1) / 2 2( ) , /ps p pγ − γ γ − γ+ γω = χ ω = −χ γ, ( 1) /( ) 0pp pω = γ + ω γ > .  (8) 

= – λ∇Т или, если ось n направить по ∇Т, то 
T .q
n

∂
= −λ

∂
                                               (9) 

На УВ ⎪дT/дn⎪ = ∞, и тепловой поток по нормали к поверхности 
разрыва при сколь угодно малом, но отличном от нуля λ был бы 
бесконечным. По указанной причине малые вязкость и теплопро-
водность приводят к тому, что в действительности вместо разры-
вов в газе имеют место узкие зоны с большими, но конечными 
изменениями Т и других параметров. Покажем, как только из-за 
теплопроводности при прохождении таких зон будет расти эн-
тропия (вязкость вносит дополнительный вклад). 

 

δq > 0

δq < 0

T

nT1 

T2 

q < 0 

T 

T  

T1 

δ

q > 0δ

n
2

а) б)

ого из-за вязкости и теплопро-
водности скачка уплотнения в согласии с формулой (9) количест-
во тепла, получаемого газовой частицей – движущимся слоем 

 
 

Рис. 1.5 
 

При прохождении размазанн

газа фиксированной массы ρΔn, 
2

2

T( ) ( )q q n q n n k n
n

∂
δ = − + Δ = Δ

∂
. 

Поэтому при движении в направлении роста температуры (для 
скачка уплотнения на рис. 1.5 слева направо) до точки перегиба 
δq > 0, а после неё δq < 0, т.е. частица газа ачала получает, а 
затем отдаёт тепло. Изменение энтропии [s] равно интегралу от 

 сн

δq/Т, т.е.  
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2 1
0 0

[ ]
T Tn n

q qs s s
< >

δ δ
≡ − = +∫ ∫ , 

где n отсчитывается от точки перегиба кривой Т = Т(n). 
Поскольку извне ввиду пренебрежим  малых вне размазанно-

  
о

го разрыва производных дT/дn притока тепла нет, то суммарное
количество полученного и отданного тепла равно нулю, т.е. 

0
n n

q q
< >0 0

δ + δ =∫ ∫ . 

В случае скачка уплотнения температу
щая функция координаты n. Поэтому отсюда и из предыдущего 
равенства следует, что из-за теплопроводности 

2 1[ ] 0s s s

ра Т – монотонно расту-

≡ − > .                                    (10) 
Отличие скачка разрежения (рис. 1.5, б) от скачка уплотнения 

только в том, что газовый слой отдаёт тепло сначала (при n < 0, 
но по-прежнему при более высокой температуре), а пол

 (при n > 0, но по-прежнему при более низкой тем
учает по-

том пературе). 
Поэтому и для скачка разрежения (если они реализуются, как в 
ненормальном газе) справедливо неравенство (10). 

В малой окрестности точки 1 для изэнтропы имеем 
1 1 1 1( ) ( , ( )pp p s p pω = ω = ω ) = ω + ω − +

1 12 3
1 1( ) ( ) ... .

2 6
pp pppp p p p

ω ω
+ − + − +

   (11) 

В той же окрестности точки 1 для УА с учётом равенст
справедливо разложение 

ва (7) 

1 2
1 1 1 1 1

1 13 3
1 1

( ) ( , ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ... .

p

ppp pp
s

p p s s p p p p

p p p p

ω

1

pp

16 12T

ω = ω = ω > = ω + ω − + − +

ω ω
+ − + ω − +

   (12) 

Сравнение равенств (11) и (12) показывает, что в начальной 
точке УА пересекается с изэнтропой, имея одинаковые наклоны и 
кривизны, т.е. со вторым порядком касания. 

При постоянном давлении с подводом тепла (с ростом энтро-
пии) газы обычно расширяются, т.е. ωs > 0. Следовательно, со-
гласно (12), для нормальных газов, у которых ωрр > 0, в окрестно-
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сти начальной точки взаимное расположение УА и изэнтропы 
такое, как показано на рис. 1.6, а. На нём сплошная крива Г – 

 
я 

УА (адиабата Гюгонио), штрих-пунктирная кривая – изэнтропа, а
штриховая прямая – общая касательная к ним в точке 1. Кстати, 

2
2 2

1/ 1 1 , ,p
s s s s

pa
p p p a2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ω ∂ ρ ∂ρ − ∂
ω ≡ = = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ρ ∂ ρ ∂ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

где а – скорость звука. С учётом этого уравнение УА (12) станет 
1( )p

p p

= ω = ω −

ω− 1 1 1 12 31
1 12 2

1 1 1

( ) ( ) ... .
2 6 12
pp ppp s ppp p p p

a T

ω

ω ω ω⎛ ⎞
− + − + + − +⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

  (13) 

 Для УВ малой интенсивности, подставив (13) в уравнение
ПРМ (4), найдём 

1[ ] [ ]p p −
2 2 2 ⎛2 2

2 1 .j V V a2 2
1 1 2 1 1= ρ = ρ = − ≈ ρ −⎜

рр 2 1

альная к фронту скорость её распространения  

V1) . Из соотно-
шения наклонов секущей и касательной вытекает справедливость 
неравенства (15) и его следствия – (16). Для ненормального газа 

2
ppa a2 2 2

1 1
⎞ρ ω ≥ ρ⎟     (14) 

1] 2[ω ⎝ ⎠
В силу сказанного ранее, и в нормальном, и в ненормальном га-
зах ω (р  – р ) ≥ 0. Следовательно, для УВ малой интенсивности  

2 2
1 1V a≥ .                                       (15) 

Это означает, что в системе координат, в которой поток перед УВ 
покоится, норм

D ≥ а1.                                         (16) 
Равенства в (15) и (16) имеют место лишь в предельном случае 
(р2 – р1) → 0, что, естественно, согласуется с определением ско-
рости звука а. 

Можно показать, что в плоскости ωр УА аналогично изэн-
тропе в нормальном газе вогнутая (как на рис. 1.6, а), а в ненор-
мальном – выпуклая кривая. Воспользовавшись этим, покажем, 
что неравенства (15) и (16) справедливы для УВ любой конечной 
интенсивности. Действительно, согласно (13) модуль тангенса 
угла наклона касательной к УА в точке 1 (штриховая прямая на 
рис. 1.6, б) равен (ρ1а1)2. Для штрих-пунктирной секущей, соеди-
няющей точки 1 и 2 вогнутой УА (сплошной кривой на 
рис. 1.6, б) аналогичная величина равна j2 = (ρ1

2
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УА вогнутая, однако точка 2 лежит в четвёртом квадранте 
(рис. 1.3). Поэтому получается тот же результат. 

 

s = s1

1

Γ p 

ω0 

а) б)p

ω

1

2

0  
 

Рис. 1.6 
 

Аналогично доказывается, что скачок разрежения конечной 
интенсивности в нормальном газе и скачок уплотнения также ко-
нечной интенсивности в ненормальном газе распространялись бы 
с дозвуковой скоростью. Так как в подобных ситуациях слабые 
скачки тех же знаков распространялись бы с большей (почти зву-
ков

овенно разрушаться. Ниже возможность такого 
разрушения рассмотрена при анализе эволюционности

Для установления связи между V2 и a2 перепише

ой) скоростью, то физически очевидно, что указанные разры-
вы должны мгн

 разрывов. 
м уравнение 

УА (5) в форме 
1 2

2 2 1 1 2 1( , ) ( , ) ( ) 0
2

h p h p p pω + ω
ω − ω − − =                 (51) 

и воспользуемся его симметрией относительно индексов 1 и 2. 
Если на УА Г с начальной точкой 1 точка 2 отвечают скачку, то 
на УА Г′ с начальной точкой 1′, совпадающей с точкой 2 (рис. 
1.7), точка 2′ отвечает скачку разрежения. В силу отмеченной 
выше симметрии уравнения УА, кривые Г и Г′ пересекаются и в 
точке 1, и в точке 2. Для Г′ точка 1′ (она же 2) является началь-
ной. Поэтому в ней Г′ касается изэнтропы s = s2. В силу этого мо-
дуль тангенса угла наклона касательной – штриховой прямой в 
рамке на рис. 1.7 равен (ρ 2

2а2) . Аналогичная величина для штрих-
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пунктирной секущей, соединяющей точки 1 и 2, равна j2 = 
(ρ2V2)2. Из соотношения наклонов секущей и касательной следу-
ет справедливость неравенства 

2 2
2 2V a≤ ,                                     (17) 

где равенство имеет место только при с р2 = р1. Для ненормаль-
ного газа неравенство (17) выполняется для скачков разрежения. 

 
 

1 = 2′
Γ 

Γ′ 

2 = 1′

ω 

p 

0 

Γ 

Γ′ 

2 = 1′

 
 

Рис. 1.7 
 

Итак, для скачков уплотнения в нормальном и скачков разре-
жения в ненормальном газе в системе координат, в которой УВ 
покоится, нормальная компонента вектора скорости потока перед 
ней сверхзвуковая, а за ней – дозвуковая. На примере сверхзвуко-
вог

 слабого скачка перед УВ 
нужно повернуть относительн V по часовой стрелке (это 
уменьшает Vn), а за УВ – против часовой стрелки. На рис. 1.8 два 
слабых скачка даны штрих-пунктиром. 

 

о стационарного обтекания заостренного тела сказанное де-
монстрирует рис. 1.8. На нём индексы у касательной компоненты 
Vτ опущены ввиду её непрерывности. 

В задачах стационарного обтекания для дальнейшего важно 
знать взаимное расположение УВ конечной интенсивности и 
приходящих на неё спереди и сзади слабых скачков (в пределе 
«бесконечно слабых»). Для последних Vn ≈ а. Так как нормальная 
компонента V перед УВ сверхзвуковая, а за ней – дозвуковая, то 
для выполнения равенства Vn = а линию

о 
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V1
V2

Vτ
Vτ

Vn1 > a1 Vn2 < a2

 
 

Рис. 1.8 
 

Найденные выше соотношения дают связи между прираще-
ниями термодинамическими параметров на слабых скачках. 
Связь с [p] приращения нормальной компоненты вектора скоро-
сти: [Vn] = [Vn

0], получается из закона сохранения нормальной 
компоненты количества движения. С использованием формулы 
(14) для слабых скачков она принимает вид 

0
n n 1

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ] 1
4pp

p p pV V a
j a

2 2
1 1

1 1

⎛ ⎞= = − ≈ ± − ρ ω ≈ ±⎜ ⎟
p
aρ ρ⎝ ⎠

.        (18) 

Знак «+» («–») отвечает УВ, движущейся по газу вправо (влево). 
Получим выражение для скорости D слабых УВ. Согласно 

(14) при k = 1 и 2 
1

0 2

1 1

[ ] [ ]( ) 1 1
2 2k k pp pp
p pV D a a a a

−
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
⎛ ⎞ ⎛ρ − ≈ ρ − ρ ω ≈ ρ + ρ ω⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

Отсюда для слабой УВ, распространяющейся по газу вправо,  
0 3 0

1 2
1 1

[ ] [ ],
4 4pp pp
p pV D a a V D a a2 2 3 2

1

ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≈ − + ρ ω − ≈ − + ρ ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.(19) 

После подстановки ω2 ≈ ω1 + ωp1[p] = ω1 – [p]/(ρa)1
2 второе ра-

венство примет вид 
0

2
1

[ ] [ ]
4pp

3p pV D a a
a

2⎛ ⎞
− ≈ − − + ρ ω⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

,                    (20) 

а так как а–2 = ρр = – ωр/ω2, то  
2 2 2 2 2

2 1 1 14 4
1 1

2 [ ]( ) , 2 [p pp
pa a a

a a
− − −= − ρ ω ≈ + − ρ ω

ρ ρ
]pp p , 
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и 
2 3

2 1 1 1 1
1 1

[ ] [ ]
2pp

p pa a a
a

≈ − + ρ ω
ρ

.                          (21) 

Из равенств (19) – (21) найдём, что 
0 2 3 0 2 3

1 1 1 1 1 2 2 1 1 1
[ ] [ ],
4 4pp pp
p pV D a a V D a a− + ≈ −ρ ω − + ≈ ρ ω . 

Откуда 
0 0

1 1 2 2(D V a V a= + + + ) / 2 .                          (22) 
Итак, скорость слабой УВ равна полусумме скоростей звуковых 
волн до и после неё, движущихся по газу в том же направлении. 
При выводе формулы (22) учитывались члены до [p] включи-
тельно. Согласно более полному анализу погрешность этой фор-
мулы равна О([p]2). 

 
 

1

не реализуется1 1

ε-ε

p/p1

ω/ω1

 
 

Рис. 1.9 
 

Для совершенного газа, для которого согласно формуле 
(1.1.4) h = γpω/(γ – 1), уравнение УА (5) принимает вид 

1 2
2 2 1 1 2 1( ) (

1 2
p p p pγ ω + ω ) 0ω − ω − − =

γ −
.             (23) 

Вогнутая кривая р = р(ω), получающаяся из этого уравнения, по-
казана на рис. 1.9. Кривая имеет вертикальную и горизон- 
тальную асимптоты: 
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2 2 2

1 1 1

1 , ;
1

p p
p p

ω γ − ω
→ ≡ ε → ∞ → −ε, →

ω γ + ω
2

1

∞ , 

которые получаются из (23) при соответствующих предельных 
переходах. 

Наличие вертикальной асимптоты, отвечающей скачкам уп-
лотнения большой интенсивности, показывает, что при ударном 
сжатии совершенного газа отношение плотностей на УВ 
при р2/р1 → ∞ 

2

1

1
1

ρ γ +
→

ρ γ −
,                                       (24) 

т.е. конечно и сравнительно невелико. Так, согласно (24) при γ = 
= 7/5 = 1.4 максимальное сжатие равно 6 и даже при нереально 
близком к единице γ = 1.1 – всего 21. 

Горизонтальная асимптота с р2/р1 = – ε < 0 и отрицательные 
р2/р1 на УА при 

2

1 1
ω γ +1

>
ω γ −

 

отвечают, как и весь участок УА с ω2/ω1 > 1, запрещенным в нор-
мальном газе скачкам разрежения. Наряду с вогнутостью изэн-
тропы для совершенного газа (рис. 1.4) его нормальность следует 
из формулы (8). 

Вертикальная асимптота (р2/р1 → ∞) отвечает сильным УВ. 
Ввиду особой важности таких УВ остановимся на них подробнее. 
Выясним, какие из параметров набегающего потока (с индексом 
«1») окажутся несущественными. Очевидно, что это не ρ1, ибо 
при пренебрежении им (замене ρ1 на 0) закон сохранения потока 
массы (1) 

2 n2 1 n1 1V V Dρ = ρ ≡ ρ                              (25) 
приводит к бессмысленному результату: ρ2Vn2 = 0.  

В уравнении сохранения нормальной компоненты количества 
движения, переписанном в форме 

2
2 2 21 1

2 2 n2 1 n1 12 2
1 n1

1 1p ap V V D
V D

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ρ = ρ + ≡ ρ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ γ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

первое слагаемое в скобке мало, если 
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2
2

2
1

1MD
D
a

≡ >>
γ

.                               (26) 

При выполнении этого условия предыдущее уравнение станет 
2 2

2 2 n2 1 n1 1
2p V V+ ρ = ρ ≡ ρ D

1)

2

.                            (27) 
Аналогично закон сохранения энергии при выполнении более 

жесткого, чем (26), условия 
2M 2 /(D >> γ −                                  (28) 

примет вид 
2 2

2 n2 n12h V V D+ = ≡ .                             (29) 
Вместе с уравнением состояния в форме: h2 = γp2/[(γ – 1)ρ2] 

уравнения (25), (27) и (29) позволяют выразить параметры потока 
за сильной УВ через её скорость D и единственный термодина-
мический параметр набегающего («невозмущённого») потока ρ1 

2 0
2 1 2 1 n2 n2

1 2 2, ,
1 1

p D  V V Dγ +
ρ = ρ = ρ = + =

γ − γ + γ +1
D .         (30) 

Выведем важное для дальнейшего соотношение Л. Прандт-
ля. В согласии с законом сохранения энергии (3) на УВ введём 
для совершенного газа критическую скорость а∗, такую, что 

2
2 21 1

1 1

2
2 22 2

2 2

2 2 ,
( 1) 1 1

2 2 .
( 1) 1 1

p aV V

p aV V

2

2

1

1

a

a

∗
1

∗
2

γ γ
+ ≡ + =

γ − ρ γ − γ −

γ γ
+ ≡ + =

γ − ρ γ − γ −

+

+
                  (31) 

При разгоне или торможении газа с сохранением полной энталь-
пии а∗ – скорость газа там, где она равна скорости звука. Как по-
казано ниже, такие разгон или торможение реализуются при ста-
ционарных течениях. 

С использованием законов сохранения на УВ потоков массы 
(1) и нормальной компоненты количества движения (2) выразим 
ρ2 и р2 через V2 и параметры набегающего потока: 

1 2 2 1 1 1 2/ , ( ).V V p p V V V2 1 1ρ = ρ = + ρ −  
Подстановка этих выражений во второе равенство (31) даст 

2 21 2 1 2 2
2

1

2 2 ( ) 1 .
( 1) ( 1) 1

p V V V V V a
V ∗

1

γ γ − γ +
+ + =

γ − ρ γ − γ −
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Если из этого уравнения, умноженного на отношение V1/V2, вы-
честь первое равенство (31), то результирующее соотношение 
примет вид  

21 2 1 1 2

2

( 1)( ) ( 1)( ) .
1 ( 1)

V V V V V a
V ∗

γ + − γ + −
=

γ − γ −
 

Откуда и получается требуемое соотношение 
2

1 2VV a∗= .                                    (32) 
В данном равенстве V1 и V2 – нормальные к скачку составляю-
щие вектора скорости в связанной с УВ системе координат. При 
введении непрерывной на УВ критической скорости а∗ также ис-
пользовались только эти компоненты. 

 
Глава 1.5. Ударные волны в сложных средах. Волны 

детонации. Изотермический скачок 
 

Сокращения: ДА – детонационная адиабата, ДВ – детонаци-
онная волна, ИС – изотермический скачок, ПРМ – прямая Рэлея–
Михельсона, ТЖ – точка Жуге, УА – ударная адиабата, УВ – 
ударная волна. 

 
При произвольных уравнениях состояния УА – геометриче-

ское место точек 2, значения ω2 и р2 в которых для заданных ω1 и 
р1 связаны уравнением (1.4.51), может иметь весьма сложную 
форму: менять знак кривизны, не проходить через начальную 
точку – 1 и т.п. Особую роль на таких УА играют те точки 2 – 
точки Чепмена–Жуге (D.L. Chapman, E. Jouget) или точки Жуге 
(ТЖ) – J, в которых ПРМ, соединяющая точки 1 и 2, касается УА 
(рис. 1.10, Г – УА). Покажем, что в ТЖ выполняется равенство 
|V2| = a2, а энтропия s2 как функция р2 принимает экстремальное 
(минимальное s2m или максимальное s2

m) значение. 
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Γ

ω

p

0

1

2 (Jl)
s2m 

ωpp > 0

ωpp < 0 
s2

m 
2 (Jr) 

M2 < 1

M2 < 1

M2 > 1

 
 

Рис. 1.10 
 

Итак, пусть ω1 и р1, определяющие термодинамическое со-
стояние газа перед УВ, фиксированы, а давление р2, характери-
зующее её интенсивность, изменяется. Вместе с р2 изменяются 
все параметры за УВ и скорость V1, а следовательно, в согласии с 
уравнением ПРМ (1.4.4) и  

2 2 1

2 1

p pj −
= −

ω − ω
. 

В левой ТЖ (Jl) j2 = j2(p2) минимально, а в правой (Jr) – макси-
мально. В обеих точках 

2
2/dj dp 0= .                                              (1) 

Запишем выполняющиеся на УА Г законы сохранения коли-
чества движения и энергии (1.4.2) и (1.4.3) в форме 

2 2 2
2 1 1 2 1

2 2 2 2 2
2 1 1 2 1 1 2

),

2 2 2 (

p p V V p j

h h V V h j
1 2 1 2

).
= + ρ − ρ = + (ω − ω

= + − = + ω − ω
 

Отсюда при фиксированных р1, ω1 и h1 имеем 
2 2

2 2 2 1 2
2 2) ,

2
dp j d dj dh j d dj2 1 2 2 2

ω − ω
+ ω = (ω − ω + ω ω = 2       (2) 

с dр2, dω2, dh2 и dj2, взятыми вдоль Г. Но Tds = dh – ωdp, в силу 
чего после исключения dh2 второе равенство (2) примет вид 

2 2
2 21 2

2 2 2T ( )
2

ds dp j d dj2 2
ω − ω

+ ω + ω = , 

а с учётом первого равенства (2) 
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2
2

2
2

( )
2T

ds dj1 2ω − ω
= .                                  (3) 

Итак, вдоль Г энтропия s2 и j2 меняются в одинаковом направле-
нии. Поэтому на рис. 1.10 s2 минимальна (s2m) в точке Jl и макси-
мальна (s2

m) – в точке Jr. 
Для доказательства того, что в ТЖ |V2| = a2, с учётом равенст-

ва (3) и определения скорости звука а– 2 = ρр = – ωрρ2 запишем 
2

22
2 2 2 2 2 22

2 2

( )
( ) 2Tp s s

dpd dp ds
a

1 2− ω − ω
ω = ω + ω = + ω

ρ
dj . 

Подставив dω2 в первое уравнение (2) и разделив на dр2, получим 
2 2

2
2

2 2 2

1 ) 1
2Ts

V dj
a d

1 2
1 2

⎛ ⎞ω − ω⎛ ⎞− = (ω − ω − ω⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

j
p

. 

Согласно (1) правая часть данного равенства в ТЖ равна нулю. 
Следовательно, за такой УВ модуль нормальной к ней компонен-
ты вектора скорости в ТЖ равен скорости звука. 

Наконец, в ТЖ, в которой dj2/dp2 = ds2/dp2 = 0, имеем 
2 22

22

2 2 22
2

2 2 22
2 2 2

2 2

( )( / )

.

p

p pp ps

d jd V a d j
dp dp a dp

dj dsj j j
dp dp

ω⎛ ⎞
= = − =⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

= −ω − ω − ω = − ω 2pp

 a2. 

                      (4) 

Таким образом, для нормального газа над ТЖ V2 < a2, а под ней 
V2 > a2. В ненормальном газе, наоборот, над ТЖ V2 > a2, а под 
ней V2 <

Для обычных УВ в нормальных газах вогнутая УА проходит 
через начальную точку, которая в таких случаях является единст-
венной «точкой Жуге», отвечающей УВ нулевой интенсивности. 
При этом сделанные выше выводы тривиальны, ибо при р2 = р1 
«УВ» движется относительно газа перед ней со скоростью звука 
(имеется в виду нормальная к УВ компонента скорости), а при-
ращение энтропии равно нулю. Сказанное тем не менее не озна-
чает, что изображённые на рис. 1.10 ситуации возможны только 
при знакопеременной производной ωрр. Другая возможность, ин-
тересная и для теории, и для приложений, – не проходящая 
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через начальную точку вогнутая УА в нормальном газе. Именно 
это имеет место в детонационных УВ (детонационных 
волнах – ДВ). 

Отличие ДВ от обычной УВ в том, что при неизменных зако-
нах сохранения (1.4.1) – (1.4.3) в законе сохранения энергии 
(1.4.3) или в его следствии – уравнении УА (1.4.5) h1 и h2 – раз-
ные функции р и ω. Приходящая на ДВ горючая смесь, напри-
мер, водорода, кислорода и инертных газов (при детонации в воз-
духе – азота и аргона) – совершенный газ, который при низкой 
(«комнатной») температуре из-за пренебрежимо малых скоростей 
химических реакций находится  в неравновесном («метастабиль-
ном») состоянии. Если по холодной горючей смеси пройдёт УВ 
достаточно большой интенсивности, то благодаря повышению 
температуры скорость реакций многократно возрастёт, и начнет-
ся горение – процесс перехода к термодинамическому равнове-
сию. Пусть отношения главных радиусов кривизны в общем слу-
чае пространственного фронта УВ к ширине зоны реакции  
RR1,2 >> 1. Тогда течение в зоне реакции можно считать одномер-
ным, и для него законы сохранения (1.4.1) и (1.4.2) и их следствие 
– уравнение ПРМ (1.4.4) справедливы не только для начального и 
конечного, но и для промежуточных состояний (без индексов – 
параметры любого промежуточного состояния): 

2 2 2 2 2 2 2 1 2
1 1 2 2

1 1

1p p pj V V V
2

p− −
= ρ = ρ = ρ = − = −

ω − ω ω − ω
.                 (5) 

Основной эффект горения – тепловыделение, связанное с из-
менением состава. Поэтому, пренебрегая изменением показателя 
адиабаты, примем, что (q > 0 – теплота реакции) 

1 1 2 2
1 2( , , ) , ,

1 1 1
p p ph h p q h q h qγ ω γ ω γ ω

= ω α = + α = + = + α
γ − γ − γ − 2 . 

Согласно таким уравнениям состояния h – функция трёх пере-
менных, одна из которых (доля несгоревшего горючего α) меня-
ется от 1 в холодной горючей смеси и сразу за УВ до α2 << 1 в 
продуктах сгорания. При этом уравнение УА (1.4.5), справедли-
вое и для промежуточных состояний, примет вид 
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1 1 1
1 2( ) (1 ) , 0

1 1 2
p p p p qγ ω γ ω ω + ω

− − − = − α ≤ α ≤ α
γ − γ −

1≤ .      (6) 

Переменная α как функция расстояния х от фронта УВ определя-
ется решением задачи Коши для уравнения кинетики:  

1 ( , , ), (0) 1dV f p
dx
α

= ω α α =
τ

.                             (7) 

Здесь τ – характерное время реакции, f(р,ω,α) – известная функ-
ция, а α2 определяется условием термодинамического равнове-
сия: f(р2,ω2,α2) = 0. 

Принятые уравнения состояния и кинетики хотя и упрощают 
описание процесса горения, для выяснения интересующих нас 
свойств ДВ всё же довольно сложны. Дальнейшее упрощение 
состоит в пренебрежении малой величиной α2. В таком прибли-
жении уравнение кинетики (7) нужно только для понимания опи-
санной выше исходной постановки, а уравнение детонационной 
адиабаты (ДА), связывающее начальное (точка 1) и конечное 
(точка 2) состояния, запишется в форме 

2 2 1 1 1
2 1( )

1 1 2
p p p p2γ ω γ ω ω + ω q− − −
γ − γ −

= .                       (8) 

При ω2 = ω1 и р2 = р1 левая часть этого уравнения обращается в 
нуль при отличной от нуля правой, т.е. ДА не проходит через 
точку 1. Согласно уравнению (8) ДА располагается правее УА 
(рис. 1.11, а). 
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Рис. 1.11 
 

Как отмечалось выше, ДВ начинается УВ, в которой согласно 
УА (на рис. 1.11, а – штриховой кривой Г) давление р2′ и темпе-
ратура Т2′ существенно выше их значений р1 и Т1 перед УВ. 
Вследствие этого начинается процесс горения (в рамках принятой 
модели – уменьшения параметра α от 1 до 0), описываемый урав-
нениями (5) – (7). Согласно первому из них в плоскости ωр изме-
нению состояния газа отвечает движение по ПРМ 1–2′ от точки 2′ 
на УА Г до точки 2 на ДА. При этом р падает, а ω растёт. Как и в 
Гл. 1.4, из рассмотрения взаимного расположения ПРМ и каса-
тельной к Г в точке 1 следует, что для всей верхней ветви ДА 
(слева от штриховой вертикали) V1 строго больше, чем a1. 

Если давление за УВ равно р2′J, то реализуется ДВ, за которой 
M2 = V2/a2 = 1. Такая ДВ называется самоподдерживающейся 
или ДВ Чепмена–Жуге. Смысл этого названия разъясняет рис. 
1.11, б. На нём представлена xt-диаграмма течения с ДВ, иниции-
рованной движением поршня в газ. Жирная кривая с начальным 
участком ab – траектория поршня, жирная кривая с прямолиней-
ным участком ас – траектория ДВ, тонкие линии – траектории 
звуковых волн, бегущих по газу вправо. Начальная скорость 
поршня достаточна для инициирования пересжатой ДВ, отве-
чающей участку ДА над точкой J на рис. 1.11, а. Здесь в силу ра-
венства (4) для нормального газа M2 = V2/a2 < 1. Благодаря этому 
вызванные остановкой поршня в момент t = tb волны разрежения 
(начиная с волны bс) догоняют ДВ и ослабляют её. На рис. 1.11, а 
уменьшению интенсивности ДВ соответствует движение точки 2 
по ДА вниз. Когда точка 2 опустится до ТЖ J, в которой V2 = a2, 
дальнейшее ослабление ДВ прекратится, ибо волны разрежения 
перестанут догонять ДВ. 

Согласно рис. 1.11, а, если давление за УВ р2′ < р2′J, то дето-
нации не будет. Возможны иные режимы горения, удовлетво-
ряющие тем же законам сохранения и потому в плоскости ωр 
описываемые уравнением ДА (8). В силу уравнения (5) всем ре-
жимам горения, как и УВ, отвечают точки 2, попадающие во вто-
рой и четвёртый квадранты, ограниченные на рис. 1.11, а штри-
ховыми прямыми, проведёнными через точку 1. Отрезку ДА от 
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равенствам 

ого «предвест-
ника», заканчивающегося скачком особого типа. 

точки J до штриховой вертикали отвечают режимы, носящие на-
звание быстрого горения. Их особенность – сверхзвуковой поток 
до и после волны. Для скорости таких волн (наклона отрезка 
1–2°) требуется дополнительное условие, получаемое из анализа 
физических механизмов их распространения. Участку ДА сразу 
под штриховой горизонталью (в частности, её отрезку 1–2°°) со-
ответствуют режимы медленного горения. На них V1 < a1 и V2 < 
< a2, и также требуется дополнительное условие для скорости 
фронта пламени (см. Гл. 2.6). 

Заканчивая параграф, рассмотрим разрыв, появляющийся в 
течениях невязкого, но теплопроводного газа. Модель такого 
газа используется при высоких (например, термоядерных) тем-
пературах, когда вклад излучения в перенос энергии (лучистая 
теплопроводность) много больше его вклада в перенос количе-
ства движения. Данная ситуация принципиально отличается от 
рассмотренной в Гл. 1.4 для простой иллюстрации (рис. 1.5) того, 
как благодаря теплопроводности растёт энтропия. Там в зоне пе-
рехода влияние вязкости не менее важно, чем влияние теплопро-
водности. 

Пусть в приближении невязкого теплопроводного газа есть 
одномерное течение (тепловая волна), параметры которого в 
некоторой инерциальной системе координат не зависят от време-
ни. Направим ось х по равномерному набегающему потоку. Тогда 
перед тепловой волной (при x → x0, где x0 ≥ – ∞) поток равно-
мерный с u → D > 0, ρ → ρ0, … . Вместе с Т → Т0 исчезает теп-
ловой поток, равный – λT′0, где T′ = dT/dx, а λ – коэффициент 
теплопроводности. Поэтому законы сохранения массы, х-
компоненты количества движения и энергии для x ≥ x0 сведутся к

2 2 2 2
0 0 0 0 0, , (2 ) 2 T (2 )u D p u p D u h u D h D′ρ = ρ + ρ = + ρ ρ + − λ = ρ + . 

Справа от тепловой волны (при x → x+ ≤ ∞) поток также вырав-
нивается. Поэтому λ+T′+ → 0, а параметры перед и за ней после 
соответствующей замены индексов связаны уравнением УА 
(1.4.5). Особенность невязкого теплопроводного газа в том, что в 
нём тепловая волна может состоять из непрерывн
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м 
3

Дальнейший анализ проведём для типичных для невязкого 
теплопроводного газа условий холодного фона, когда p0 << ρ0D2, 
2h0 << D2. Поэтому p0 и h0 можно пренебречь, и выписанные 
выше законы сохранения для x0 ≤ х ≤ х+ сведутся к равенства

2 2
0 0 0 0 0, , (2 ) 2 Tu D Du p D D h u D′ρ = ρ ρ + = ρ ρ + − λ = ρ .        (9) 

Для лучистой теплопроводности λ = λ(Т, ρ) = βТ3/ρ, где β – кон-
станта. 

При высоких температурах вклад излучения в р и h может 
быть большим и даже определяющим, однако для наших целей 
газ можно считать совершенным. Тогда при соответствующем 
выборе масштабов его уравнения состояния примут вид 

T, T /( 1)p h= ρ = γ γ − .                                (10) 
Согласно первым равенствам (9) и (10) ρ = ρ0D/u, p = ρ0TD/u, 

что после подстановки во второе равенство (9) приведёт к квад-
ратному уравнению: u2 – Du + T = 0. Двум его решениям 

1,2 1,2 2
T(T, ) 1 1 4

2
Du u D

D
⎛ ⎞

= = ± −⎜
⎝ ⎠

⎟                       (11) 

отвечают две записи уравнения энергии – третьего равенства из 
(9), которое после подстановки ρ = ρ0D/u1,2 и с учётом формулы 
для h из (10) примет вид 

6 3 2
1,2 0 1,2

2
1,2

4 ( , ) 0,

( , ) 2 1 4 , / , ( 1) /( 1).

u D F

F T D

′βε τ τ − ρ τ ε =

τ ε = τ − ε ± ε − τ τ = ε = γ − γ +
     (12) 

Условию u(Т = 0, D) = D удовлетворяет u1. Поэтому при интегри-
ровании уравнения (12) следует начинать с u1 и F1. Если после 
этого поменять местами τ и х, то определение х = х(τ) сведётся к 
квадратуре:  

3
0
5 2

0 0

1 (1 1 4 )
2 2 1 4
x x d

D

τ− + − ϑ ϑ ϑ
=

βε ρ ϑ − ε + ε − ϑ∫ .                      (13) 

Отсюда при малых τ 
3

1/ 30
05 2

0

, ( )
2 3 (1 )
x x x x

D
− τ

≈ τ −
βε ρ − ε

: ,                 (14) 

а в силу уравнений (11), определения τ = Т/D2 и формул ρ = ρ0D/u 
и p = ρ0TD/u для малых τ 
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20
0 0(1 ) , (1 ), T

1
u D p Dρ

≈ − τ ρ ≈ ≈ ρ + τ = ρ = ρτ ≈ τρ
− τ

2D

0

.     (15) 

Естественно возникает вопрос о структуре тепловой волны на 
её правом конце (при х → х+ ≤ ∞). Если она соединяет холодный 
газ с равномерным горячим потоком, где τ = τ+, то τ′ → 0 при х → 
→ х+, и в силу уравнения (12) с u1 и F1 при её непрерывной 
структуре F1(τ+, ε) также обращается в нуль (рис. 1.12, а). Пока-
жем, что в принятой модели этого не происходит. После переноса 
в равенстве F1(τ+, ε) = 0 радикала вправо и возведения обеих его 
частей в квадрат придём к квадратному уравнению 

2( )+ +τ − ε + ε τ = .                                (16) 
Его корень τ+1 = 0 отвечает холодному, а корень τ+2 = ε(1 – ε) – 
горячему газу. При возведении в квадрат могут появляться корни, 
не удовлетворяющие исходному уравнению. Корень τ+1 = 0 урав-
нению F1(τ+1, ε) = 0 удовлетворяет, а τ+2 = ε(1 – ε) не удовлетво-
ряет. Действительно, при ε ≤ 1/2 

2 2
21 4 1 4 4 (1 2 ) 1 2+− τ = − ε + ε = − ε = − ε .            (17) 

Следовательно, 

1 2 2 2( , ) 2 1 4 2 (1 ) (1 2 ) 2 (1 2 )F + + +τ ε = τ − ε + ε − τ = ε − ε − ε + ε − ε = ε − ε , 
т.е. F1(τ+2, ε) > 0 при 0 < ε < 1/2, и решение (13) не может обеспе-
чить переход от холодного фона к также равномерному горячему 
потоку. 
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Рис. 1.12 
 

На самом деле, любое из уравнений F1,2(τ+, ε) = 0 приводит к 
уравнению (16) и к корням τ+1 и τ+2, причём F2(τ+1, ε) = – 2ε, а 
F2(τ+2, ε) = 0. Как следствие этого, решение (13) справедливо до 
τ = τ+2 = ε(1 – ε), когда происходит переключение от первого кор-
ня (11) и от функции F1(τ+2, ε) = 2ε(1 – 2ε) ≥ 0 в уравнении (12) к 
u2 и F2(τ+2, ε) = 0. Переключение при фиксированном τ = τ+2 и 
температуре  

2 2
2 2

2( 1)T (1 )
( 1)

D D+ +
γ −

= τ = ε − ε =
γ +

2D  

и разрывных прочих параметрах (рис. 1.12, б–г) отвечает изо-
термическому скачку (ИС), который впервые был введён Рэлеем 
(1910 г.). Согласно формулам (9) – (11) и (17) в ИС  

22

+2 +2

1 1 4( ) 1 2
( ) 11 1 4

p u u
p u u

++ + − − +

− − + +

+ − τρ τ − ε
= = = = = =

ρ τ ε− − τ γ −

м 

,           (18) 

где индексы «–» и «+» метят параметры перед и за ИС. 
За ИС все параметры постоянны, и в законе сохранения энер-

гии – в уравнении (12) с индексами «+» равны нулю F2(τ+2, ε) и 
τ′. С учётом этого из уравнений (9), (11), (17) и (18) получи

2 20
0 0 0

2
20 0

0 0

2 1(1 ) , , ;
1 1 2 1

1 1 2, , (1 )
1 1

Du D p D

Du D D p D

− − −

+ + +

ρ γ + γ −
= − ε = ρ = = ρ = ερ = ρ

γ + − ε γ +

γ − ρ γ + ρ
= ε = ρ = = ρ = − ε ρ =

γ + ε γ − γ +

1

.
1

D
 (19) 

С учётом отличия обозначений и направления потоков формулы 
для u+, ρ+ и p+ сводятся к формулам (1.4.30) для сильных УВ в 
совершенном газе. Согласно формулам (19) при ε = 0 или γ = 1 
нет предвестника, а при ε = 0.5 или γ = 3 нет изотермического 
скачка. С другой стороны, в силу формул (19) для энтропийной 
функции χ = р/ργ перед ИС и за ним имеем 

1
2 2

0 0.5
(1 ) , (1 ) , 1

1
D D

γ−
γ γ +

− + ≤ε≤
−

χ ε⎛ ⎞χ = − ε ε χ = − ε ε = ≤⎜ ⎟χ − ε⎝ ⎠
. 
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Итак, χ, а согласно формуле (1.1.5) и энтропия при переходе че-
рез ИС уменьшается (равенство имеет место, только для ε = 0, 
когда χ+ = χ– = χ0 = 0, и не имеющий предвестника ИС изэнтро-
пичен). Уменьшение энтропии в ИС – результат отличия от нуля 

1Tў, а, следовательно, и теплового потока слева от ИС. Разумеет-
ся, при переходе через всю тепловую волну энтропия не убывает 
(s+ ≥ s0). 

Наконец, если начало отсчёта х совместить с ИС, то в силу 
формулы (13) координата переднего фронта тепловой волны 

(1 )5 3

0 2
0 0

2 (1 1 4 )
2 1 4

D dx
ε −εβε + − ϑ ϑ

= −
ρ

ϑ
ϑ − ε + ε − ϑ∫ .                     (20) 

Отсюда и из формулы (14) следует, что в приближении холодно-
го фона протяженность непрерывного предвестника конечна. 

При построении на рис. 1.12 распределений τ, скорости и 
давления в предвестнике учтены качественные особенности, сле-
дующие из формул (14), (15) и (20), а для разрыва параметров в 
ИС – из соотношений (19) для γ = 7/5. 

 
Глава 1.6. Дифференциальные уравнения течения 

в подобластях непрерывности параметров 
(уравнения Эйлера) 

 
При отсутствии в Ω поверхностей разрыва  

,d AAd d
dt tΩ Ω

∂
Ω = Ω

∂∫ ∫  

а по формуле Гаусса–Остроградского  
.d dσ

∂Ω Ω

= ∇ Ω∫ ∫Bn B  

В результате уравнение (1.2.2) примет вид 

0.A d
tΩ

∂⎛ ⎞+ ∇ Ω =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ B  

Откуда следует, что 

0A
t

∂
+ ∇ =

∂
B  
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или после подстановки А и В из табл. 1.1 

( ) 0L
t

∂ρ ;≡ + ∇ ρ =
∂

V                                 (1) 

( ) ( ) 0,    1,2,3;k
k k

V V p k
t

∂ ρ
+ ∇ ρ + ∇ = =

∂
V i             (2) 

2
2(2 ) { (2 )} 0e V h V

t
∂ρ + .+ ∇ ρ + =

∂
V                    (3) 

Дифференциальные уравнения течения в форме (1) – (3) 
удобны при численном интегрировании, но неудобны для анали-
за. По этой причине преобразуем их. Начнём с уравнения (2). Уч-
тя уравнение (1), получим 

1 0,d dp
dt dt t

∂
+ ∇ = = + ∇

ρ ∂
V V .                            (2′) 

Здесь d/dt – полная (или субстанциональная) производная по 
времени вдоль траектории частиц. 

Аналогично из уравнения энергии, учтя, что ρe = ρh – p, и 
введя полную энтальпию H формулой: 2H = 2h + V2, получим 

10 0H p HHL H H
t t t

∂ ∂ ∂
+ ρ + ρ ∇ − = ∝ + ∇ − =

∂ ∂ ∂ ρ
V V p

t
∂
∂

 

или 
1 0dH p

dt t
∂

− =
ρ ∂

                               (3′) 

с тем же d/dt, что в (2′). 
Согласно уравнению (3′) для стационарных (независящих от 

времени t) течений 
0H∇ =V ,                                          (4) 

т.е. полная энтальпия Н сохраняется вдоль линий тока. Послед-
ние определяются как линии, которые в пространстве x1, x2, x3 
касаются вектора скорости, т.е. 

1 2

1 2

dx dx dx
V V V

= = 3

3

.                                      (5) 

Ещё одна форма уравнения энергии получается вычитанием 
из (3′) скалярного произведения векторного уравнения (2′) на V: 
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2 / 2 1 0dV p
dt

+ ∇ =
ρ

V . 

В результате получим 
1 0dh dp

dt dt
− =

ρ
.                                       (6) 

Отсюда с учётом термодинамического соотношения (1.1.2) сле-
дует условие сохранения энтропии вдоль траекторий частиц: 

0ds
dt

= .                                            (7) 

Для идеального газа в подобластях непрерывности параметров 
выполнение данного условия можно было постулировать в каче-
стве одной из форм записи уравнения энергии. 

Дифференциальные уравнения течения идеального газа, запи-
санные в форме (1) – (3), а также с заменой векторного уравнения 
движения (2) на (2′) и уравнения энергии (3) на любую из его 
форм (3′), (6) или (7), называют уравнениями Эйлера. 
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Часть 2. Одномерные нестационарные течения 
с плоскими, цилиндрическими и сферическими волнами 

 
Глава 2.1. Уравнения одномерных течений. 

Их интегралы 
 

Рассмотрим одномерные нестационарные течения с плоски-
ми, цилиндрическими и сферическими волнами, в которых все 
параметры – функции времени и единственной пространственной 
координаты х. В течениях с плоскими волнами х – одна из декар-
товых координат (рис. 2.1, y и z – две другие координаты, а u, v  и 
w – соответствующие проекции вектора скорости V). В течениях 
с цилиндрическими и сферическими волнами х – расстояние от 
оси или от центра симметрии. Отвечающие им цилиндрические и 
сферические координаты и компоненты V также представлены на 
рис. 2.1. Для течений со сферическими волнами условие сфери-
ческой симметрии приводит к единственной отличной от нуля 
радиальной компоненте u вектора скорости V. 

 
 

z (w) 

x (u)

y (v) 

z (w)

φ (v)

r ≡ x (u)

v  = w ≡ 0

r ≡ x (u)

 
 

Рис. 2.1 
 

Для одномерных течений все параметры – функции только t и 
х. Пусть для течений с плоскими, цилиндрическими и сфериче-
скими волнами ν = 1, 2 и 3. Тогда ∇(ρV) = x1–νд(xν–1ρu)/дх, и урав-
нение неразрывности (1.6.1) принимает вид 

1 1( ) ( ) 0,   =1, 2, 3x x uL
t x

ν− ν−∂ ρ ∂ ρ
≡ + = ν

∂ ∂
                 (1) 
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или 
1 0, , =1, 2, 3d u du u

dt x x dt t x
ρ ∂ ν − ∂ ∂

+ ρ + ρ = = + ν
∂ ∂ ∂

.      (1ν) 

При ν = 1 и 3 проекция уравнения движения на ось х имеет 
одинаковую форму, а при ν = 2 в нём появляется центростреми-
тельное ускорение. С учётом этого для трёх ν = 1, 2 и 3 уравнение 
движения в проекции на ось х запишем в форме 

  ( 1)(3 ) , =1, 2, 3
2du p

dt x x
∂ ρ

ρ + = ν − − ν ν
∂

v .                (2) 

Для течений с плоскими волнами из-за того, что давление р = 
= р(t, х), т.е. не зависит от у и z, проекции уравнения движения на 
две другие оси сведутся к 

0, 0d dw
dt dt

= =
v .                         (3), (4) 

Уравнение (4) выполняется и для цилиндрически симметричных 
течений, а уравнение (3) для них нарушается из-за наличия уско-
рения Кориолиса. Для таких течений проще записать закон со-
хранения z-компоненты момента количества движения. Этот мо-
мент благодаря отсутствию соответствующего момента силы 
(давление не зависит от угла φ) сохраняется в частице. Объеди-
нив уравнение сохранения момента с уравнением (3), получим 

-10, , 1, 2d x
dt

νΓ
= Γ = ν =v .                             (3ν) 

Как уже отмечалось, для сферически симметричных течений 
w = v  = 0.  

Наконец, как и в случае произвольного пространственного 
течения, уравнение энергии можно записать в форме уравнения 
сохранения энтропии в частице или его следствий: 

2

10, ,ds dh dp d dp
dt dt dt dt a dt

ρ
= = =

ρ
.1               (5, 51, 52) 

Здесь и далее частицами называются нормальные соответст-
вующей оси х плоские, цилиндрические или сферические по-
верхности, движущиеся в направлении оси х со скоростью u. Тра-
ектории этих поверхностей, определяемые уравнением 

/dx dt u= ,                                       (6) 
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назовём траекториями частиц. 
Уравнения (5) – (52) отличаются от их аналогов в общем, про-

странственном случае только более простым видом оператора 
полной производной по времени. Для одномерных течений  

d u
dt t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
, 

а в общем пространственном случае 
d
dt t

∂
= + ∇

∂
V  

или в декартовых координатах 
d u w
dt t x y z

∂ ∂ ∂
= + + +

∂
∂ ∂ ∂ ∂

v . 

Введём массовую лагранжеву переменную m дифференци-
альным равенством 

1 (dm kx dx udtν−= ρ − )

0.

,                                  (7) 
в котором k – нормирующий множитель, выбираемый из сообра-
жений удобства. Согласно (7) m определена с точностью до адди-
тивной постоянной, а в силу уравнения (6) она сохраняется на 
траекториях частиц. Покажем, что разность значений m в двух 
точках плоскости xt не зависит от пути интегрирования, т.е. что 
равен нулю интеграл от dm по любому замкнутому контуру Г.  

Пусть в плоскости xt контур Г ограничивает область Ω. Если 
в Ω нет разрывов, а L – левая часть уравнения неразрывности (1), 
то 

1 ( )dm k x dx udt k Ldxdtν

Ω

-

G G

= r - = =т т ттi i  

Если через Ω проходит траектория разрыва (рис. 2.2), то в силу 
уравнения (1.3.20) с заменой  на u, непрерывности координаты 
х и приращения dt на ней справедлива последовательность ра-
венств (как и в Гл. 1.2 – 1.4, [ϕ] – разность ϕ на разрыве): 

0
nV

1 1[ ( )] 0, 0, [ ] 0, ( )dxu D kx u dm dm kx udt dx
dt

ν− ν−⎡ ⎤⎛ ⎞ρ − = ρ − = = = ρ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
. 

Поэтому 
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=i

=
d d d d

dm dm dm dm dm dm dm
+ - + - + + - -G G G G G G + G G + G

= + + - = +т т т т т т тi i  

0.k Ldxdt k Ldxdt
+ −Ω Ω

= +тт тт  

 
 

Γd+

Γ–

Γ+

Ω– 

Ω+

x

t

Γd–

dx/dt = D

 
 

Рис. 2.2 
 

Если t постоянно, то согласно определению (7) dm = kxν – 1ρdx, 
и при k > 0 переменная m – монотонно растущая функция х. По-
скольку m сохраняется вдоль траекторий частиц, то ей можно 
«метить» эти траектории. При этом в начальный момент на левой 
границе области течения (на неподвижной или подвижной стен-
ке, на оси или в центре симметрии и т.п.) при х = х– удобно поло-
жить m– = 0. Если рассматривается движение ограниченной мас-
сы газа, ограниченного и слева, и справа, то множитель k обычно 
выбирают так, чтобы на правой границе (при х = х+ > х–) m+ = 1. 
При таком выборе для любого фиксированного t, например, t = 0: 

1

1
x

x

k x dx
+

−

−

ν−
⎛ ⎞

= ρ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . 

Введение лагранжевой переменной позволяет записать инте-
гралы энтропии (5), поперечных скоростей и момента количества 
движения (4) и (3ν): 

1( ), 1, 2, 3; ( ), ( ), 1, 2s S m w W m x mν−= ν = = = Γ ν =v .         (8) 
Здесь W(m) и Γ(m) определяются только начальными условиями, 
а S(m) – начальными условиями и изменениями энтропии на УВ.  
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Глава 2.2. Характеристики и инварианты 

 
Сокращения: ТЧ – траектория частиц, УС – условия совмест-
ности. 
 

Из выписанных в Гл. 2.1 уравнений часть (2.1.3) – (2.1.5)  

2

10ds dh dp d dp
dt dt dt dt a dt

ρ
= ∝ = ∝ =

ρ
1 ;                   (1s) 

-10, , 1, 2d x
dt

νΓ
= Γ = ν =v ;                    (1Γ) 

0dw
dt

=                                            (1w) 

содержит оператор дифференцирования вдоль единственного на-
правления – направления траекторий частиц (ТЧ) в плоскости хt, 
определяемого уравнением (2.1.6)  

dx/dt u= .                                       (1х) 
Уравнения в частных производных, которые в плоскости не-

зависимых переменных хt содержат оператор дифференцирова-
ния по единственному направлению, назовём характеристиче-
скими или уравнениями, имеющими характеристическую 
форму, а соответствующие линии в той же плоскости – характе-
ристиками. В указанном смысле характеристические уравнения 
по существу есть обыкновенные дифференциальные уравнения, 
описывающие изменения (или постоянство) соответствующих 
параметров вдоль заранее неизвестных кривых плоскости незави-
симых переменных. Очевидно, что в общем случае указанных 
обыкновенных дифференциальных уравнений недостаточно для 
определения параметров, входящих в них. Несмотря на это, как 
будет видно из дальнейшего, наличие характеристик играет чрез-
вычайно важную роль в исследовании свойств течений, построе-
нии решений и т.д. В то же время уравнения (1s) – (1x), как и все 
уравнения системы (2.1.1) – (2.1.5), квазилинейные, т.е. линейные 
относительно производных, но содержащие искомые функции в 
коэффициентах при производных (в частности, u в операторе 
d/dt) и в свободных членах. 
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ТЧ – характеристики, на которых выполняются уравнения (1), 
назовём С0-характеристиками (рис. 2.3). С учётом направления 
стрелы времени при движении вдоль С0-характеристик время t 
может лишь монотонно расти (или монотонно убывать) при до-
пущении любого изменении координаты х. 

 
 

 

C0: dx/dt = u
t C–: dx/dt = u – a

C+: dx/dt = u + a

x  
 

Рис. 2.3 
 

В отличие от уравнений (1s) – (1w) уравнения (2.1.1ν) и 
(2.1.2ν)  

1 0d u u
dt x x
ρ ∂ ν −

+ ρ + ρ =
∂

,                            (2) 

  ( 1)(3 )
2du p∂

dt x x
ρv

нные 
ура

ую от 
ρ с помощью уравнения энергии в форме (2.1.5

ρ + = ν − − ν
∂

                           (3) 

содержат операторы дифференцирования разных функций вдоль 
двух разных направлений: ТЧ (полную или субстанциональную 
производную по t) и прямых t = const. В этом смысле указа

внения – настоящие уравнения в частных производных.  
Уравнения (2) и (3) содержат производные от трёх перемен-

ных. Исключив из уравнения неразрывности (2) производн
2), получим 

2 21 0dp ua a u
dt x x

∂ ν −
+ ρ + ρ =

∂
.                        (2′) 

Теперь два квазилинейных уравнения (2′) и (3) содержат произ-
вод

характеристическую форму. С этой целью сложим уравнение (2′) 

ные только от u и р, что существенно для дальнейшего. 
Посмотрим, нельзя ли квазилинейные уравнения (2′) и (3) за-

менить такими их линейными комбинациями, которые имели бы 
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с уравнением (3), умноженным на пока неизвестный множитель 
λ. В результате получим  

{ }
2

21 ( 3) 2dp p du a u a u
dt x dt x x

⎛ ⎞∂ ∂ ν −
+ λ + λρ + + ρ − ν − λ =⎜ ⎟∂ λ ∂⎝ ⎠

v 0 .   (4) 

Это уравнение будет характеристическим при двух значениях λ:   
= aλ ± . 

Подставив их в уравнение (4) и вспомнив определение опера-
тора d/dt, придём к двум, отличным от ТЧ характеристическим 
уравнениям и отвечающим им характеристикам. В любой точке 
плоскости xt направление характеристики первого (второго) се-
мейства или С+(С–)-характеристики определится уравнением  

dx/dt u a= ± ,                                      (5±) 
а выполняющееся вдоль них уравнения имеют вид 

(3 )( 1)
2dp audu dt

a x
− ν ± 0± + ν − =

ρ
v .                  (6±) 

Уравнения (6±) называются условиями совместности (УС). 
В силу уравнений (7) §2.1 и (5±) на С±-характеристиках при-

ращения m связаны с dt или dх равенствами 
1 1 adxdm kx adt kx

a u
ν− ν− ρ

= ± ρ =
±

.                            (7±) 

Расположение С+- и С–-характеристик относительно ТЧ (С0-
характеристик) показано на рис. 2.3. Согласно уравнениям (5±), в 
плоскости хt С+-характеристики – это траектории звуковых волн, 
распространяющихся относительно газа вправо, а С–-характе- 
ристики – траектории звуковых волн, распространяющихся отно-
сительно газа влево. При движении по характеристике любого 
семейства время изменяется монотонно. 

Пусть (рис. 2.4) на отрезке ab оси х, т.е. при t = 0, энтропия 
постоянна. Тогда в силу условия её сохранения на ТЧ она будет 
постоянна в области, ограниченной слева и справа С0-характе- 
ристиками, вышедшими из точек a и b, до тех пор пока в указан-
ной области не возникнут УВ. Так как произведение ρа – функ-
ция р и s, то в такой области, т.е. при s = s0 = const, это произве-
дение – известная функция только давления, и можно ввести 
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( )
p h

p h

dp dhp
a a

Φ = =
ρ∫ ∫

o o

.                                        (8) 

Здесь и далее р° – произвольно выбранное давление, а h°, a°, … – 
отвечающие р° и s0 другие термодинамические параметры. По-
скольку ρа ≥ 0, то Ф – монотонно растущая функция р, и между р 
и Ф имеет место взаимно однозначное соответствие. Следова-
тельно, Ф можно считать функцией любого термодинамического 
параметра, кроме энтропии. 

 
 

b a

s ≡ s0 

s0 = const 

t 

x

 

C 0
 

C 0 

 
 

Рис. 2.4 
 

Для совершенного газа с учётом выражения для h как функ-
ции скорости звука имеем 

2( )( )
1

h

h

dh a aa
a

−
Φ = Φ = =

γ −∫
o

o

.                               (9) 

Отвечающая формуле (9) зависимость Ф = Ф(р) изображена на 
рис. 2.5. 

С учётом определения Ф формулой (8) в подобластях изэн-
тропического потока уравнения (6±) можно заменить на  

(3 )( ) ( 1)
2 aud u dt 0

x
− ν ±

± Φ + ν − =
v . 

Если же в дополнение к изэнтропичности ограничиться течения-
ми с плоскими волнами (ν = 1), то отсюда следует, что вдоль С±-
характеристик выполняются уравнения 

C : 0,dI I u± ± ±= = ± Φ .                         (10) 
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Таким образом, для изэнтропических течений с плоскими волна-
ми вдоль С+- и С–-характеристик постоянны соответственно I+ и 
I–. По этой причине найденные комбинации u и Ф получили на-
звание инвариантов Римана (I+ – правый инвариант, а I– – ле-
вый инвариант). 

 

2( )( )
1

p

p

dp a ap
a

−
Φ = =

ρ γ −∫
o

o

2
1

a−
γ −

o

p p° 
0 

Φ 

 
 

Рис. 2.5 
 

Итак, одномерные течения с плоскими волнами (ν = 1) опи-
сываются характеристической системой уравнений: 

0C : 0,  0,  0,  , ;

1C : 0,  ( ) , .

ds d dw d dxu u
dt dt dt dt t x dt

d u d p d d xu a u a
dt a dt dt t x dt

± ± ± ±
±

∂ ∂
= = = = + =

∂ ∂
∂ ∂

± = = + ± =
ρ ∂ ∂

v

±
      (11) 

В подобластях изэнтропичности уравнения, выполняющиеся на 
С+- и С–-характеристиках, сводятся к  

( ) ( )0, 0, ( ) .
p h

p h

d u d u dp dhp
dt dt a a

+ −+ Φ − Φ
= = Φ = =

ρ∫ ∫
o o

 

Для совершенного газа: 
1/

1, ,
2

n
p pa a n
p p

γ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ γ

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ γ⎝ ⎠⎝ ⎠

o o
o

o

− .              (12) 

Отсюда при γ = 1 имеем 
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2, , ( ) ln , (0)
p p

p p

p dp dp pa a p a a
a a p p

= ρ = Φ = = = Φ = −
ρ∫ ∫

o o

o o o

o o
∞ . 

 
Глава 2.3. Выдвижение поршня из однородного 

покоящегося газа. Простая волна. 
Центрированная простая волна 

 
Сокращения: ПВ – простая волна, ПВР – ПВ разрежения, УВ – 
ударная волна, ЦВР – центрированная ПВР. 

 
Пусть в начальный момент t = 0 газ справа от поршня (при х > 

> 0 на рис. 2.6, а; нижний индекс «0» метит параметры при t = 0) 
однороден и покоится. В момент t = 0 поршень начинает двигать-
ся влево со скоростью U(t) < 0, причём U(0) = 0. На рис. 2.6, а его 
траектория – жирная линия. Газ начнет двигаться в том же на-
правлении, т.е. его скорость u ≤ 0. Вдоль траекторий частиц со-
храняется энтропия. Все они начинаются на полуоси х (при t = 0), 
где энтропия постоянна. Поэтому, пока не возникнут УВ, течение 
будет изэнтропическим, в котором все отличные от скорости u 
параметры – функции только давления р: 

0 0( , ) ( ),  ( , ) ( )p s p a a p s aρ = ρ = ρ = = p ,                  (1) 
и можно ввести инварианты Римана. Если в формуле (2.2.9) для 
функции Ф(р) положить р° = р0, то Ф(р0) = 0 и на оси х оба инва-
рианта  = u0I ±

0 ± Ф(р0) = 0. 
 

a)

xa

t

b

 

Ca
+

Cb
+ б)

x0

t

Ca
+

 

Cb
+  

u0 = 0, p0 = const,
s0 = const  U = U(t) u0 = 0, p0 = const,

s0 = const  U = const 
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Рис. 2.6 
 

Инварианты сохраняются вдоль характеристик. Часть течения 
справа от – СCa

+ +-характеристики, выходящей из начала коорди-
нат, покрыта и С+- и С–-характеристиками, которые, начинаясь на 
оси х, несут нулевые значения обоих инвариантов: u ± Ф(р) = 0. 
Следовательно, справа от Ca

+  u = 0, р = р0, а сама характеристика 
 – прямая: х = аCa

+
0t – траектория звуковой волны, движущейся 

по невозмущённому газу. Скорость С–-характеристик равна (u – 
– a), и они, обгоняя частицы, покрывают всю область между Ca

+  и 
траекторией поршня (пока газ успевает следовать за ним). По-
скольку С+-характеристики с оси х сюда не приходят, то слева от 

 при ICa
+  + ≡ u + Ф(р) ≠ 0 инвариант I – ≡ u – Ф(р) = 0, и 

0

)
p

p

dpu u p p
a

= ( = Φ( ) =
ρ∫ .                                    (2) 

Известная функция u(р) в этой формуле, как и функции в правых 
частях формул (1), не зависят от траектории поршня (жирной 
кривой на рис. 2.6, а). Течение, в котором все параметры – зара-
нее известные функции одного из них, называется простой вол-
ной (ПВ). 

Равенство (2) выполняется и на траектории поршня, где ско-
рость газа u = uW (х) = U(x) ≤ 0, т.е. 

0

) 0
Wp

W W W
p

dpp u U t
a

Φ( ) ≡ = = ( ≤
ρ∫ .                           (3) 

В силу этого неравенства (равенство – только при xW = tW = 0) 
верхний предел интеграла рW < р0. Таким образом, при выдвиже-
нии поршня давление на нём падает. 

На любой С+-характеристике, выходящей из произвольной 
точки W  траектории поршня, постоянен инвариант I+ = u + Φ(р). 
Согласно формуле (3) на ней 

2 Wu p u+ Φ( ) = . 
Кроме того, слева отCa

+ , включая рассматриваемую С+-характери- 
стику, выполняется равенство (2). Следовательно, на С+-характе- 
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W

ристике, выходящей из точки W, u = uW, р = рW, а в силу формул 
(1) скорость звука а = аW = а(рW) также постоянна. Значит, со-
гласно уравнению (2.2.5+) для наклона С+-характеристик 

/ Wdx dt u a u a= + = +                                  (4) 
любая выходящая с траектории поршня С+-характеристика пря-
молинейна. 

Если со временем скорость поршня U(t) < 0 монотонно убы-
вает, увеличиваясь по модулю, то согласно формуле (3) давление 
рW также уменьшается монотонно, т.е. реализуется течение раз-
режения (ПВ разрежения – ПВР). Этот вывод справедлив для 
любого газа, ибо информация о знаке ωрр при его получении не 
использовалась. Выясним, как при этом изменяется наклон С+-ха-
рактеристик, равный согласно уравнению (4) сумме (u + a). В 
рассматриваемой ПВР все параметры – функции р, причём про-
изводные d/dp и д/др ≡ (д/др)s совпадают. С учётом сказанного, 
равенства (2) и определения а2 имеем  

1 2
2 2 4

2 2

3 42

1 1 2, ,

( ) 1 1 1 1
2 2

pp
p p

pp

dp aa a
d p p p

ad u a da da dp a aa
du du dp du p p

− ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ρ − ∂ ∂ −
= = = = = − + ρ ω⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ∂ ρ ω ∂ ∂ ρ ω ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.
ρ ω+ ∂ ρ

= + = + = + ρ = + =
∂ ∂

∂
   (5) 

Для нормального газа (с ωрр > 0) искомая производная положи-
тельна. Поэтому наклон С+-характеристик к оси t с уменьшением 
скорости уменьшается, и они расходятся веером, как изображено 
на рис. 2.6, а. 

Если в точке b к криволинейному участку траектории поршня 
ab плавно примыкает прямолинейный участок, то ПВР будет ог-
раничена слева выходящей из точки В С+-характеристикойCb

+ . По 
этой характеристике к ПВР примыкает равномерный поступа-
тельный поток с u = U(tb) = U. Зафиксировав скорость U, начнём 
уменьшать протяженность участка ab. В пределе он стянется в 
начало координат, а С+-характеристики ПВР станут выходящими 
из него лучами (рис. 2.6, б): 

/x t u a= + .                                       (6) 
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Такое течение – центрированная простая волна разрежения 
(ЦВР). В дополнение к уравнению (6) для ЦВР справедливы все 
соотношения, записанные выше для ПВР, в частности, – равенст-
во (2.2.6–). Пользуясь им, по скорости U можно определить р+ ≡ 
≡ р(U) < p0, а по р+ и формулам (1) – все остальные параметры на 
левой границе ЦВР. Так же находится С+-характеристика и одно-
временно – проведённый из начала координат луч (6), отвечаю-
щие любой величине скорости из интервала [U < 0, 0]. 

Решение, описывающее ЦВР, можно построить, воспользо-
вавшись тем, что среди определяющих параметров задачи вы-
движения поршня с конечной постоянной скоростью нет величи-
ны с размерностью длины. По этой причине указанная задача ав-
томодельная с автомодельной переменной ξ = х/(а0t). Условия 
существования нетривиального решения описывающих её обык-
новенных дифференциальных уравнений приводит к равенствам 
(2) и (6). В случае совершенного газа первое из них, справедливое 
для произвольной ПВР, в том числе для ЦВР, принимает вид 

02( ) /( 1)u a a= − γ − .                                      (7) 
Как видно из рис. 2.6, граничные С+-характеристикиCa

+ иCb
+ – 

линии разрыва частных производных по х и t от u, p и любых 
функций p, т.е. ρ, а и т.д. Действительно, справа от Ca

+  и слева от 
 все параметры постоянны. Значит, все их производные по х и 

t равны нулю. С другой стороны, в ограниченной теми же харак-
теристиками волне разрежения параметры изменяются и по х, и 
по t. Следовательно, не равны нулю и их частные производные. 
Покажем, почему такое возможно. 

Cb
+

На граничной С+-характеристике, например, на Ca
+ , парамет-

ры постоянны: u ≡ 0, p ≡ р0. Поэтому полные производные от u и 
p вдоль неё равны нулю. С учётом наклона этой характеристики 
это значит, что четыре частные производные ut, ux, pt и px справа 
и слева от неё удовлетворяют связям  

0 00, 0t x t xu a u p a p+ = + = . 
Согласно характеристической системе (2.2.11) наCa

+ те же произ-
водные удовлетворяют равенствам 
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00 0 0 0 0 0 0 0( ) 0,  ( )t x t x t x t xa u a u p a p a u a u p a pρ + + + = ρ − − + = . 
Из выписанных уравнений третье – следствие первых двух, и для 
определения на Ca

+  четырёх производных есть только три незави-
симых уравнения. Это и делает возможным неоднозначность 
производных при известных параметрах в данном случае – на С+-
характеристиках. Использование указанного свойства – стан-
дартный, хотя и достаточно трудоемкий способ получения урав-
нений в характеристической форме. 

Для ПВР и ЦВР есть предельная скорость истечения um, ко-
торая отвечает р = 0 в интеграле, определяющем функцию Ф(р). 
Согласно равенству (2) 

0 0
m 0

0 0

2| | 0
1

p hdp dh au
a a

= −Φ( ) ≡ = =
ρ γ −∫ ∫ .                         (8) 

В цепочке равенств (8) последний переход, согласующийся с ре-
зультатом, вытекающим из формулы (7), справедлив для совер-
шенного газа. 

Если при выдвижении поршня модуль его скорости сразу (в 
ЦВР) или с некоторого t = tm превысит |um|, то поршень оторвется 
от газа. При этом между поршнем и движущейся с постоянной 
скоростью um границей газа возникнет зона пустоты (вакуума). 
На её границе р = ρ = 0 и, кроме того, обычно (например, для со-
вершенного газа с γ > 1) обращается в нуль скорость звука а. В 
таком случае в плоскости хt уравнения границы с пустотой и 
прямолинейной, как и все в ПВР, последней С+-характеристики 
совпадают, ибо um + а(um) = um. По той же причине С–-характери-
стики, приходящие на границу с вакуумом, касаются её. В трубе 
ЦВР с предельной скоростью движения границы с пустотой воз-
никает при мгновенном исчезновении перегородки, отделяющей 
покоящийся газ от вакуума. 

 
Глава 2.4. Движение поршня в газ. Образование 

ударной волны 
 

Сокращения: ПВ – простая волна, УВ – ударная волна, ЦВР – 
центрированная ПВ разрежения. 
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иеся и 
пересек

ент нару-
шения однозначности решения, устраняет этот абсурд. 

 

 
Изменим в задаче, решённой в Гл. 2.3, направление движения 

поршня, т.е. пусть он не выдвигается, а вдвигается в газ. Начнём 
с плавного движения, при котором скорость поршня U(t) моно-
тонно растёт от U(0) = 0. Пока в возникающем течении отсутст-
вуют УВ, слева от граничной С+-характеристики, как и при вы-
движении поршня, реализуется ПВ, однако теперь – не разреже-
ния, а сжатия. При этом для нормального газа с ωрр > 0 наклон 
С+-характеристик к оси t будет не уменьшаться, а увеличиваться, 
как показано на рис. 2.7. На нём жирная кривая – траектория 
поршня, параллельные прямые – С+-характеристики, отвечающие 
покоящемуся газу, а идущие от траектории поршня сходящ

ающиеся прямые – С+-характеристики ПВ сжатия. 
На каждой из пересекающихся С+-характеристик значения 

параметров постоянны и равны их значениям либо на оси х, где 
u = u0 = 0, либо на траектории поршня, где u = U(t) ≥ 0. Согласно 
построенному решению в точках пересечения двух, трёх и иного 
числа С+-характеристик, которые занимают целые области плос-
кости хt, при фиксированных х и t решение неоднозначно. В рам-
ках используемой в газовой динамике модели сплошной среды 
при фиксированных х и t два значения параметры могут прини-
мать только по разные стороны поверхности разрыва. Наличие 
же целых областей многозначности – абсурд, возникший из-за 
того, что при построении решения не учитывалась возможность 
появления УВ. Как показано ниже, введение УВ в мом
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Рис 2.7 

 пересеклись, и зависимости u = 
= u1(х) = u(х,t1) однозначные. 

 

. 
 

Для определения момента зарождения УВ проследим за эво-
люцией течения. Если УВ возникает не при t = 0, то возможны 
разные ситуации, изображённые на рис. 2.7, а–в и на отвечающих 
им рис. 2.8, а–в. Кривые 1-4 на рис. 2.8 дают распределения ско-
рости по х при t = t1 - t4. Левая ордината кривой k – значение ско-
рости u = U(tk) на траектории поршня, а опускающаяся из этого 
конца тонкая вертикаль показывает отличную от нуля ординату 
поршня х = Х(tk) в тот же момент времени. Во всех случаях при 
t = t1 характеристики ещё не
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Рис 2.8 

ательная к 
кривым на рис. 2.8 вертикальна, выполня

. 
 

В ПВ сжатия С+-характеристики, несущие фиксированные 
значения u, сближаются. Поэтому при t = t2 > t1 те же изменения 
скорости от 0 до U(t1), показанные на рис. 2.8 штриховыми гори-
зонталями, отвечают меньшим приращениям х. В результате на-
чальные участки кривых 2 становятся круче, чем кривые 1, и т.д., 
и неизбежно в некоторый момент t = ti у кривой u = ui(x) впервые 
появится вертикальная касательная. На рис. 2.8, а это – кривая 3, 
а на рис. 2.8, б и в – кривые 2. В рассматриваемой ПВ сжатия не-
однозначную зависимость u = u(x,t) удобно заменить однознач-
ной зависимостью x = x(t,u). Тогда в точках, где кас

ется условие 
( / ) 0.tx u∂ ∂ =                                       (1) 
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во 
.

Точки, в которых выполняется условие (1), т.е. касательная к 
кривой на рис. 2.8 вертикальна, есть не только у кривых u = ui(x), 
но и у любой кривой u = u(x, tk > ti). Более того, у кривой 4 на 
рис. 2.8, а таких точек две. На рис. 2.8, а кривая 3 отличается от 
кривой 4 тем, что у неё точка с вертикальной касательной являет-
ся и точкой перегиба, т.е. в ней одновременно с условием (1) вы-
полняется равенст

2 2( / ) 0tx u∂ ∂ =                                      (2) 
На кривой 4 точки с вертикальной касательной с точкой перегиба 
не совпадают, и условия (1) и (2) при одинаковых значениях t и u 
(или х) выполняться не могут. 

Если закон движения поршня задан, то этим, как показано 
ниже, определяется зависимость x = x(t,u), и два условия (1) и (2) 
позволят найти время ti и координату х i точки, в которой впервые 
пересекутся бесконечно близкие С+-характеристики. Так, однако, 
будет не при любом законе движения поршня, что связано с осо-
бой ролью граничной С+-характеристики. До того момента, пока 
её не опередит УВ, распространяющаяся со скоростью D > a0, 
граничная характеристика отделяет ПВ сжатия от покоящегося 
газа. Граничная характеристика разрывная в том смысле, что на 
ней рвутся производные параметров газа. Возможны и другие 
разрывные С+-характеристики, идущие из таких точек траектории 
поршня, в которых скачком изменяется его ускорение. Подобную 
ситуацию отражают рис. 2.7 и 2.8, в. На них ускорение поршня 
увеличилось скачком при u = ud. Если УВ, как на рис. 2.7 и 2.8, б 
и в, возникает на разрывной характеристике, то соответствующая 
точка кривой u = uk(х) – излом, а не точка перегиба, и условие (2) 
в ней не выполняется. Да этого и не требуется, ибо тут  

,du u=                                         (3) 
причём на граничной характеристике (рис. 2.7 и 2.8, б) ud = 0. На 
рис. 2.7 С+-характеристики, на которых оказалась начальная точ-
ка УВ, даны более жирными прямыми. На рис. 2.8 распределения 
скорости, содержащие слабые УВ, даны сплошными кривыми 3 и 
4 с жирными вертикальными отрезками, а непрерывные участки 
неоднозначности – пунктиром.  
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Рис. 2.9 
 

Как введение УВ позволяет избавиться от многозначности 
решения, поясняет рис. 2.9, а. На нём iw – отрезок УВ, возникшей 
в точке i, а ic и ip – отрезки С–-характеристики и траектории час-
тиц, которые проходят через эту точку. После введения УВ пере-
секавшиеся на рис. 2.7, а С+-характеристики заканчиваются с 
разных сторон УВ. Течение под iw и слева от траектории ip – 
изэнтропическое, а в четырёхугольнике awic – ПВ сжатия. Это – 
в точной постановке. На самом же деле, УВ, имея в общем случае 
в точке i нулевую интенсивность, некоторое время остаётся сла-
бой. Для слабых УВ по формуле (1.4.7) приращение энтропии – 
величина порядка приращения давления в кубе и им можно пре-
небречь. Это позволяет и за УВ ввести инварианты I±. Найдём, 
как при пересечении слабой УВ изменяется инвариант I–. Соглас-
но определению I– формулами (2.2.8) и (2.2.10) при пересечении 
С–-характеристикой УВ 

2

1

[ ] [ ] [ ( )] [ ]
p

p

dpI u p u
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− = − Φ = −
ρ∫ . 

Здесь и далее [ϕ] = ϕ2 – ϕ1, а индексы «1» и «2» метят параметры 
перед и за УВ. Разложение подынтегральной функции в ряд даст 
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Подставив полученное выражение в предыдущую формулу и 
воспользовавшись соотношением (1.4.18) для слабой УВ, движу-
щейся по газу вправо, найдём 

1 3

1

[ ][ ] [ ] 1 [ ] ([ ] ) ([ ] )ppapI u p O p O p
a

2 2
1 1−

1

⎛ ⎞ρ ω
= − − + =⎜ ⎟⎜ ⎟ρ 4⎝ ⎠

3

) / 2

.         (4) 

Такая же оценка получается для приращения инварианта I+ в УВ, 
движущейся по газу влево. 

Итак, согласно оценке (4) в слабых УВ приращением I– мож-
но пренебречь, как и приращением энтропии. В результате за УВ 
реализуется ПВ сжатия с прямолинейными С+-характеристиками. 
Для скорости слабой УВ согласно формуле (1.4.22)  

1 1 2 2(D u a u a= + + + .                                (5) 
Эта формула эквивалентна правилу равных площадей: слабую УВ 
нужно вводить так (рис. 2.8), чтобы площади с обеих сторон вер-
тикального отрезка между ним и пунктирной кривой были равны. 

От того, где зарождается УВ (на непрерывной или на разрыв-
ной характеристике), зависит закон роста её интенсивности с уда-
лением от начальной точки i. На схемах в кружках на рис. 2.7, а и 
б вверх и вправо из точки i идёт УВ, а ξ – расстояние, отсчиты-
ваемое от i вдоль её траектории. На рис. 2.7, а с разных сторон на 
УВ приходят С+-характеристики, а по правилу (5) УВ идёт по 
биссектрисе угла между ними, Δх и ζ – расстояния между этими 
характеристиками вдоль отрезков, проведённых в направлении 
оси х и нормали к УВ. В точке i касательные к УВ и к пришедшей 
в эту точку С+-характе-ристике совпадают. На рис. 2.7, б из при-
ходящих на УВ характеристик есть только та, что приходит на 
неё слева (со стороны ПВ сжатия). При ξ << 1 углы между С+-
характеристиками и УВ малы. Поэтому ζ ≈ k1Δх, где k1 = sinσ, а 
ctgσ = ui + ai. В ПВ параметры на каждой С+-характеристике по-
стоянны. Поэтому их разности, например, [u] с разных сторон от 
УВ на расстоянии ξ от точки i и при ξ = 0 на концах отрезков Δх и 
ζ совпадают. Наконец, ζ = k2ξ[u] для малых [u]. Следовательно, 

Δх = k3ξ[u].  k3 = k2/k1.                                 (6) 
В первом случае (рис. 2.7, а), когда в точке i выполняются ус-

ловия (1) и (2), подстановка Δх = k4[u]3 в равенство (6) даёт 
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1/ 2
2 1 4[ ] , /( )u k k k k k= ξ = .                              (7) 

Во втором случае (рис. 2.7, б и в), когда в точке i выполняются 
условия (1) и (3), подставив Δх = k4[u]2 в равенство (6), получим 

2 1 4[ ] , /( )u k k k k k= ξ = .                                 (8) 
В ПВ все параметры – функции одного из них. Поэтому [u] в 

формулах (7) и (8) можно заменить на [р]. Cогласно формулам 
(1.4.7) и (4) приращения [s] и [I–] на слабых УВ пропорциональны 
[р]3. Следовательно, в случае рис. 2.7, а, когда УВ возникает на 
непрерывной C+-характеристике, 

3/ 2 3 / 2[ ] , [ ]ss k I k−
I= ξ = ξ

3
I

.                                  (9) 
Если же точка i располагается на разрывной характеристике (рис. 
2.7, б и в), то 

3[ ] , [ ]ss k I k−= ξ = ξ .                                 (10) 
Разрывы выводящих производных, обусловленные образова-

нием УВ, распространяются затем по соответствующим характе-
ристикам. Разрывы производных энтропии распространяются по 
С0-характеристике, прошедшей через точку i. Разрывы производ-
ных от инварианта I– распространяются по С–-характеристике, 
прошедшей через точку i, отражаясь от траектории поршня по С+-
характеристике как разрывы производных инварианта I+. Разры-
вам производных от инвариантов пропорциональны разрывы 
производных от всех параметров, кроме энтропии. 

Рассмотренные случаи различаются принципиально. В случае 
(10) первые и вторые выводящие производные от s и I– непре-
рывны, а разрывы третьих и следующих производных конечны. В 
случае (9) при непрерывных первых производных разрывы всех 
производных, начиная со второй, бесконечны. 

Получим для любой ПВ функцию x = x(t,u). Если U(t) – ско-
рость поршня, то на нём  

0 0

( ) ( ), ( ) ( ) ( )
t t

u t U t X t U t dt u t dt= = =∫ ∫ .                     (11) 

Обозначив через τ время ухода С+-характеристики с траектории 
поршня, проинтегрируем по t уравнение (2.2.5+)  

dx/dt u a= +  
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вдоль С+-характеристики от τ до t. В ПВ на С+-характеристике u и 
а = a(u) постоянны. Поэтому 

( , ) ( ) { ( ) [ ( )]}( )x = x t X u a u tτ = τ + τ + τ − τ .                (12) 
При заданной скорости поршня, т.е. u(τ) = U(τ), уравнения (11) и 
(12) вместе с выражением для скорости звука а = а(р) и эквива-
лентным условию постоянства инварианта I– равенством (2.3.2)  

0

)
p

p

dpu u p p
a

= ( = Φ( ) =
ρ∫                                  (13) 

дают параметрическую зависимость х от t и u. Последняя нужна 
лишь для подстановки в условия (1) и (2), которые эквивалентны 

2 2( / ) 0, ( / ) 0tx x x xτ ττ≡ ∂ ∂τ = ≡ ∂ ∂τ = .t               (1τ, 2τ) 
При получении условия (2τ) учтено, что в силу (1τ) (индекс «t» 
опущен) 

2 22 2 2 2

2 2 2 2

x x d x d x d
u du du d

∂ ∂ τ ∂ τ ∂ τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂τ ∂τ ∂τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠u
. 

Рассмотрим теперь движение поршня с постоянным ускоре-
нием с > 0 в совершенный газ. В такой задаче выражения (11) и 
(13) имеют вид 

2

0 0
1( ) , ( ) ,

2 2
cu c X a a u a cτ γ − γ

τ = τ τ = = + = + τ
1

2
− .          (14) 

Подставив их в формулу (12), найдём x(t,τ) и вычислим произ-
водные, входящие в условия (1τ) и (2τ). В результате получим 

2

0 0
1 1( ), ,

2 2 2
cx a c t x ct c a xτ τ
τ γ + γ +⎛ ⎞= + + τ − τ = − γ τ − = −γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
cτ

 

. (15) 

В данном случае хττ ≠ 0. Значит, согласно условию (3) с ud = 0 УВ 
возникает на граничной характеристике х = а0t, выходящей из 
начальной точки траектории поршня, в которой τ = 0. Отсюда, из 
выражения для хτ и из условия (1τ) найдём, что время и коорди-
ната начальной точки i УВ

2
02 2,

( 1) ( 1)i i
at x

c c
= =

γ + γ +
0 .a                             (16) 

Пока УВ слабая, её форму можно найти аналитически. Спра-
ва от УВ (рис. 2.9, б) – покоящийся газ, т.е. в формуле (5) a1 = a0 
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вид 

и u1 = 0. Пусть х = х(t) – уравнение УВ, а u, a, … – параметры за 
УВ (на рис. 2.9, б – слева от неё). Тогда с учётом равенств (14) 
уравнение (5) примет 

0
0

1
2 4

dx a u aD a
dt

+ + γ + c= = = + τ ,                     (17) 

где τ = τ(t) – время выхода с траектории поршня С+-характе- 
ристики, приходящей в рассматриваемую точку УВ. В начальной 
точке УВ τ = 0, а t = ti и х = хi определены формулами (16). Коор-
дината х и время t точек на УВ и τ на траектории поршня связаны 
первым уравнением (15) – уравнением С+-характеристики, соеди-
няющей эти точки. Продифференцировав его по t, придём к урав-
нению 

0 0
1 1

2 2
dx da c ct a c
dt dt

γ + γ + τ⎛ ⎞= + τ + − − γ τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Исключив из него и из (17) dx/dt и умножив результат на dt/dτ, 
получим  

02 4
( 1)

dt a ct
d c

+ γ τ
+ =

τ τ γ + τ
. 

Ограниченное при τ = 0 решение этого уравнения и результат его 
подстановки в первое уравнение (15) с учётом формул (16) дают 
параметрическое представление УВ с τ ≥ 0 в качестве параметра 

2

0
4( ) , ( ) ( )

3( 1) 6i
ct t x a tγτ γ τ

τ = + τ = τ +
γ +

.                 (18) 

Эти формулы и выражения u = u(τ), a = u(τ) из (14) и x = x(t,τ) 
из (15) для ПВ сжатия между траекторией поршня и УВ, в кото-
рых τ ≤ t ≤ t(τ) с t(τ) из (18) для каждого τ ≥ 0, дают полное реше-
ние задачи о движении поршня с постоянным ускорением. Если 
при τ ≥ τ+ поршень станет двигаться с постоянной скоростью U+ 
= 
= cτ+, то скорость УВ также станет постоянной и равной 

1

0
( ) ( ) 1dx dx dtD

4
a c

−

+ +
τ τ γ +⎛ ⎞= = = + τ⎜ ⎟ , 

dt d dτ+ τ+
τ τ⎝ ⎠
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а е

 времени Т и длины L) 
имеют только они: [a0] = L/T, [c] = L/T2, а единственная безраз-

0 c
с не

аль-
ная

a t), 
отн

ё траектория – прямой, выходяще из точки: t+ = t(τ+), x+ = 
x(τ+). 

Такую же, как в (16), зависимость ti и xi от a0 и ускорения 
поршня c можно получить и из простого анализа размерностей. 
Действительно, из всех определяющих параметров данной задачи 
кинематические размерности (комбинаций

мерная константа – γ. Поэтому 
2

0( ) / ,   i it f a c x= γ ( ) /a= ϕ γ  
известными функциями f(γ) и ϕ(γ). Очевидно, что эти форму-

лы менее информативны, чем (16). 
Согласно формулам (16) ti и xi стремятся к нулю при стрем-

лении к бесконечности ускорения поршня. Это позволяет сделать 
некоторые качественные заключения об аналогичной задаче с U = 
= ctn, но с n ≠ 1. В таких случаях ускорение dU/dt = nctn – 1. Поэто-
му если 0 < n < 1, то начальное ускорение бесконечно и естест-
венно ожидать, что УВ возникнет в начале координат. Её нач

 интенсивность и в этом случае будет нулевой, поскольку и 
здесь U(0) = = 0. При n > 1 УВ возникает внутри ПВ сжатия.  

Заканчивая параграф, рассмотрим задачу о движении поршня 
сразу с постоянной скоростью U > 0. Из её размерных опреде-
ляющих параметров (U, а0, ρ0) нельзя составить комбинаций с 
размерностями длины и времени. Значит, u/a0, ρ/ρ0 и р/(ρ0a0

2) 
могут зависеть только от автомодельной переменной ξ = х/( 0

ошения U/а0 и безразмерных комбинаций, связанных с термо-
динамическими свойствами газа (для совершенного газа это γ). 

В силу автомодельности в плоскости хt на каждом идущем из 
начала координат луче ξ = const параметры постоянны. Этому 
условию удовлетворяет любая комбинация секторов с постоян-
ными параметрами, разделённых идущими из начала координат 
УВ и ЦВР. На самом же деле, единственная, возможная для нор-
мального газа комбинация содержит одну УВ и равномерный, 
движущийся со скоростью U поток между ней и траекторией 
поршня – ТП (рис. 2.9, в). Пусть это не так, т.е. возможны УВ и 
ЦВР, выходящие из начала координат, и секторы постоянных па-
раметров между ними. Но две УВ, идущие по газу в одну сторо-
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же 
ЦВ

В, возникающей на граничной характеристике, зако-
ны сохранения (1.3.8), (1.3.9) и (1.3.11), справедливые на УВ, 
примут вид 

ну, невозможны, так как согласно неравенствам (1.4.15) – (1.4.17) 
скорость догоняющей волны больше скорости догоняемой. Ана-
логичная ситуация с ЦВР, ибо её граничные С+-характеристики – 
звуковые волны, бегущие по газу вправо со скоростью звука, а 
УВ относительно газа перед ней движется со сверхзвуковой, а 
относительно газа за ней – с дозвуковой скоростью. Одной 

Р не может быть из-за того, что за ней скорость потока отри-
цательна, и не выполняется условие непротекания на поршне. 

С учётом сказанного и с теми же обозначениями, что при рас-
смотрении У

2
0 0

2
0

0

( ) , ( ) ,

( 1) ( 1)

D

2 202 2( ) .

U D p D U p Dρ ρ ρ ρ

ρ ρ

− = + − = +

γ − γ −

              (19) 

Первые два из них дают D/a  и ρ/ρ  как функцию р/р  

p pD U Dγ γ
+ − = +

0 0 0 на УВ: 
0 0

2
/ 1 / 1, ,
M0 0 0

M .
/ 1 M U

U U 0

D p p p p
a a

ρ− −
= =

γ
U

p pρ
=

− − γ
            (20) 

Подстановка их в третье уравнение (19) даёт 
2 2

0 02( / 1) [( 1) / 1]Mp p p p 0U− − γ γ + + γ − = .                 (21) 
Разрешив это уравнение относительно р/р0 и взяв корень, отве-
чающий сильной УВ при М  >> 1, получим U

2 2

0

( 1)M 16 ( 1) M
1 M

4
U U

U
p
p

γ + + + γ +
= + γ . 

Вместе с формулами (20) это выражение даёт полное решение 
задачи о движении поршня с постоянной скоростью в покоящий-
ся однородный совершенный газ. Ниже понадо
щееся из уравнения (21) выражение для U2 к

бится получаю-
ак функции р/р0: 

2 2
2 0 0

0[( 1) / 1]p pγ γ + + γ −
 

2 ( 1) .a pU −
=                               (22) / p
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Глава 2.5. Распад произвольного разрыва (задача 
Римана). Теория ударной трубы. Центрированная 

волна сжатия 
 

Сокращения: ЗР – задача Римана о распаде произвольного раз-
рыва, КР – контактный разрыв, ПВ – простая волна, УВ – удар-
ная волна, ЦВ – центрированная ПВ, ЦВР – ЦВ разрежения. 

 
Задача Римана (ЗР) о распаде произвольного разрыва ста-

вит

рные отношения u/а–, a/a–, ρ/ρ–, … 
будут функциями ξ и безразмерных констант γ–, γ+, a+/a–, u–/а–, 
u+/а–, ρ+/ρ–. При t > 0 возможны две принципиально разные си-
туации: левый и правый газы соприкасаются (рис. 2.10, а–в) и не 
соприкасаются (рис. 2.10, г). 

 

ся так. В начальный момент времени t = 0 при x < 0 и при 
х > 0 заданы постоянные разные значения параметров газа. В об-
щем случае р– ≠ p+, ρ– ≠ ρ +, u– ≠ u+, γ– ≠ γ+ и т.д., где индексы 
«минус» («плюс») метят параметры при x < 0 (при х > 0).  

Из заданных определяющих параметров задачи нельзя соста-
вить комбинации с размерностями времени и длины. Поэтому 
течение при t > 0 будет автомодельным, с автомодельной пере-
менной ξ = х/(а–t), а безразме

 

p = ρ = 0

x0

t

а)

в) г)
x0

t 

УВ

ЦВР КР

x0

t 
КР

x0

t

УВ
КР

б)

УВ 

ЦВРЦВР
ЦВР 

ЦВР
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ачах о 
пор

ных численных методах газово динамики. В настоящее время 
самые эффективные и распространенные разностные схемы – это 
так называемые распадные схемы – развитие схемы, предложен-
ной С.К. Годуновым (1959, см. [18]). ЗР – важнейший их элемент. 

 

Рис. 2.10 
 

Траектория соприкосновения – контактный разрыв (КР) 
уже потому, что по разные стороны от него могут быть разные 
газы. Через КР газ не протекает. Поэтому для течения с каждой 
стороны от него траектория КР эквивалентна траектории поршня, 
который либо выдвигается из однородного потока газа влево или 
вправо, либо вдвигается в него. То, что в общем случае однород-
ный поток движется, а поршень может находиться от него не сле-
ва, а справа, вносит непринципиальные изменения в формулы 
Гл. 2.3 и 2.4, дающие решения соответствующих автомодельных 
задач о движении поршня с постоянной скоростью. Скорость КР 
(«поршня») uc при этом подбирается так, чтобы в обеих зад

шне за ЦВР и УВ (рис. 2.10, а; ЦВР и УВ могут поменяться 
местами), за двумя УВ (рис. 2.10, б) или за двумя ЦВР (рис. 2.10, 
в) в соответствии с условиями (1.3.6) и (1.3.7) при одинаковых 
скоростях, равных uc, получались одинаковые давления рс. 

Если ни для одной из рассмотренных хt-диаграмм такую ско-
рость uc найти не удалось, это означает, что из-за большой разно-
сти скоростей |u+ – u–| оба потока даже при предельном расшире-
нии до вакуума не взаимодействуют друг с другом (рис. 2.10, г). 
В УВ и в ЦВР сохраняются y- и z-компоненты вектора скорости.  

Решение ЗР широко применяется прежде всего в современ-
й 
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Рис. 2.11 

 
Самостоятельный интерес представляет использующая реше-

ние ЗР элементарная теория ударной трубы – устройства, полу-
чившего широкое распространение как инструмент эксперимен-
тального исследования гиперзвуковых течений. Схема ударной 
трубы и хt-диаграмма её работы даны на рис. 2.11, а. Ударная 
труба состоит из секций низкого (1) и высокого (2) давления. До 
разрыва диафрагмы газ с обеих ё сторон покоится. Обычно от-
качивание газа из секции низкого давления продолжается до-
вольно долго. Из-за этого температура трубы и газа в ней близки 
к температуре окружающей среды T0. Итак, в начальный момент 
в ударной трубе: u1, 2 = 0, T1, 2 = T0, p2 >> p1. Если обе секции за-
полнены одним совершенным газом (γ1,2 = γ), то из равенства 
температур следует равенство скоростей звука а1,2 = а0. 

В элементарной теории ударной трубы реальный процесс 
разрыва диафрагмы моделируется её мгновенным исчезновением. 
Из физических соображений нно ожидать, что после раз-
рыва диафрагмы реализуетс рамма рис. 2.10, а, т.е. по 
газу

е

 естестве
я хt диаг-

 в секции 1 распространяется УВ, а по газу в секции 2 – ЦВР. 
Покажем, что это действительно так.  
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 uc/а1

pc/p11 p2/p1 0 

2

1

4

3

 
Для ЦВР из условий сохранения инвариан

 (1.2.12) 

 
 

Рис. 2.12 

та I+ и энтропии с 
использованием формулы для отношения  а2′/а2 имеем  

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 1, ,
1 1 2

n n
ca a p pu a a a n

p p
′ ′

′ ′
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ γ −

+ = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ − γ − γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Отсюда, допуская отличие начальных температур (Т2 ≠ Т1) и ско-
ростей звука (а  ≠ а ), найдём, что 2 1

2 2 1

1 1 2 1 1 2

2 21 1
1 1

n n n
c c cu a p a p p

a a p a p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ − γ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.       (1) 

Здесь учтено, что u2′ = uc и р2′ = рc. Согласно (1) uс/а1 монотонно 
убывает (кривая 1 на рис. 2.12) от 2(а2/а1)/(γ – 1) при рс/р1 = 0 до 
нуля при рс/р1 = р2/р1. 

На УВ, идущей вправо, по формуле (2.4.22) имеем 
1 1(1 / ) 2 /

.c cc p p p pu −
=                             

1 1[ 1 ( 1) / ]ca p pγ γ + + γ −
(2) 

В формуле (2) с ростом рс/р1 ≥ 1 числитель растёт, а знаменатель 
уменьшается. Следовательно, uc монотонно растёт от нуля при 
рс/р1 = 1 до бесконечности при рс/р1 → ∞. При рс/р1 > 1 кривые 1 

1, а 
сле

и 2, отвечающие формулам (1) и (2), обязательно пересекутся, 
причём в единственной точке (рис. 2.12). 

При фиксированном р2/р1 увеличение отношения Т2/Т
довательно и а2/а1 «поднимает» кривую 1 и, таким образом, 

увеличивает значение рс/р1 в точке её пересечения с кривой 2. В 
том же направлении, но сильнее действует увеличение р2/р1. 
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) имеем (D – скорость 
УВ

В УВ газ нагревается, а в ЦВР – охлаждается, и при T2 = T1 с 
разных сторон от КР (рис. 2.11, а) Т2′ < T1′ и a2′ < a1′. В результа-
те при одинаковых скоростях u1′, 2′ = uс числа Маха M2′ > M1′. 
При большом перепаде давления на диафрагме, когда УВ получа-
ется сильной, согласно формулам (1.4.30

) 
2 2

2 2 21 1
1 1 1 1 12 2

1

1 1.4

1 2 2 ( 1) 4, , , ,
1 1 ( 1) ( 1)

2 /[ ( 1)] 1.8898,

D p D p a  D u

M

′
′ ′ ′ ′

′

′
γ=

γ + ρ γ γ γ −
ρ = ρ = = = =

γ − γ + ρ γ + γ +

= γ γ − ≈
 

т.е. в типичном случае M1′ близко к двум. Однако из
 в УВ и охлаждения в ЦВР отношение а /а  зам

-за разогрева 
газа етно больше 
единицы, обеспечивая гиперзвуковые с

я лишь бесконечно близкие харак-
теристики, и интенсивность УВ в момент возникновения нулевая. 

сивность воз-
никшей УВ будет конечной уже в точке i. 

Для построения требуемой траектории 
про

1 2

корости в области 2′. 
Ещё одна возможность реализации ЗР возникает после фоку-

сировки волн сжатия. В общем случае в точке образования УВ (в 
Гл. 2.4 – в точке i) пересекаютс

Однако при специальном выборе траектории поршня (ТП) в точ-
ке i можно сфокусировать С+-характеристики, идущие с конечно-
го её отрезка (рис. 2.11, б). В таком случае интен

поршня учтем, что в 
извольную точку i с координатами ti и xi = а0ti приходят пря-

молинейные С+-характеристики ЦВ сжатия. Кроме того, для уп-
рощения дальнейших формул в качестве масштабов длины, вре-
мени, скорости, плотности и давления возьмем xi, ti, а0, ρ0 и 
ρ0а0

2. В результате xi = ti = а0 = ρ0 = 1, а р0 = 1/γ. 
Так как в ЦВ сжатия постоянен инвариант I–, то 

11a uγ −
= + ,                                       (3

2
) 

а С+-характеристики ПВ сжатия в силу формулы (2.3.6), как пока-
зано на рис. 2.11, б, – прямые 

1 11
1 2

x x u a u
t t
′ − γ +

= = + = +
′ −

. 

Отсюда на каждой С+-характеристике ЦВ сжатия, в том числе в 
её лежащей на траектории поршня концевой точке, 
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11 1 ( 1)
2

x u tγ +⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                (4) 

Для построения ТП воспользуемся постоянной на каждой 
тра

u + 
+ a)dt и dm = kρadt. Положив m = 0 на ТП и вы
тегрируем это уравнение сначала по отрезку 0i, 

ектории частиц лагранжевой переменной m. В плоском случае 
(при ν = 1) равенство (2.1.7), которым она была введена, прини-
мает вид: dm = kρ(dx – udt). На С+-характеристиках dx = (

брав k = 1, проин-
где ρа = 1, а затем 

по любой С+-характеристике от ТП до точки i. Это даст mi = 1 и 
1 1/( )t a= − ρ ,                                        (5) 

где t – время на ТП. Формулы (3) – (5) и выра
равенств (2.2.12) дают параметрическое предс
лиз

в
При а0 = 1 с учётом формулы (2.2.12) найдём 

жение ρ = ρ(а) из 
тавление ТП, реа-

ующей ЦВ сжатия. Параметром служит скорость газа и порш-
ня u ≥ 0. При u → ∞ газ изэнтропически сжимается в точку. Ог-
раничившись любым конечным u+, пристроим к концевой точке 
найденной ТП прямолинейный участок dx/dt = u+. После дости-
жения им горизонтали t = 1 на оси x′ возникает ЗР с покоящимся 
несжатым газом при x′ > 0 и сжатым равномерным движущимся 
со скоростью u+ > 0 потоком на конечном отрезке оси x′ < 0. 

Для выяснения типа x′t′-диаграммы ЗР, возникающей после 
реализации ЦВ сжатия, перейдём  формуле (3) от скорости звука 
к давлению. 

0( / ) 1 12 ,
1 2

np pu n− γ −
= =

γ − γ
.                          (6) 

, согласно формуле (2.4.22) на УВ, выходящей 
из точки i, 
С другой стороны

0 0

0

(1 / ) 2 /
[ 1 ( 1) / ]

p p p p
u

p p
−

=
γ γ + + γ −

.                          (7) 

При одинаковых р/р0 скорость газа за ЦВ сжатия с фокусом в 
точке i, которая даётся формулой (6), и определяемая формулой 
(7) скорость газа за выходящей из этой же точки УВ различаются. 
Поэтому согласно решению ЗР из точки i влево пойдёт либо ЦВР, 
как показано на рис. 2.11, б, либо УВ. Если при одинаковых дав-
лениях скорость газа за УВ больше (меньше), чем за В сжатия, 
то влево пойдёт ЦВР (УВ). 

Ц
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Для малых сжатий р/р0 = 1 + δ с δ << 1, и формулы (6) и (7) 
примут вид 

2
2 3 21 ( 1)(3 1) 1 3(,u uδ γ + γ + γ + δ γ + γ +

≈ − δ + ≈ − δ + 3
CWC SW2 3 2 3

1)
δ

4 24 4 32γ γ
δ

γ γ
. 

γ γ
В силу чего 

3
SW CWC

( 1)(5 3 )+ − γγu u 396
≈ δ . 

 1. Действительно, 

−
γ

Согласно сказанному выше для малых сжатий при γ < 5/3 влево 
по газу будет распространяться ЦВР. Для сильного сжатия тот же 
результат получается для любых γ >

CWC SW2 , ,
1 1 1( 1) ( 1) /

u
p

= ≈ = ≈
γ − γ − γ +γ γ + + γ −

 [1 1/( )] 2( ) 1 2( ) 2n n p pp p pu − γ γγ − γ

SW CWC
2 2 2( ) 0,

1 1 1
np pu u p− ≈ − γ ≈ >

γ + γ − γ +
 

а n = (γ – 1)/(2γ) = 1/2 – 1/(2γ) < 1/2 при γ > 1. Для γ < 5/3 кривая 3 
на рис. 2.12 отвечает ЦВ сжатия, а кривая 4 – ЦВР. Точка пересе-
чения кривых 2 и 4 определяет интенсивности УВ и ЦВР.  

 
Глава 2.6. Слабо возмущённое течение. Бегущие волны. 

Эволюционные и неэволюционные разрывы 
 

Сокращения: БВ – бегущая волна, КР – контактный разрыв, ПВ 
– простая волна, УВ – ударная волна, УВР и УВС – ударные вол-
ны разрежения и сжатия, ФГ – фронт горения, ЦВ – центриро-
ванная ПВ, ЦВР – ЦВ разрежения. 

 

аризуем описывающие их 
уравнения. Зависящие от х и t малые возмущения параметров от-
носительно некоторого постоянного фона будем обозначать ма-

и 

– скорость звука, R +ρ – плотность, U + u – х-компонента ск
сти, P + p – давление и т.п., причём все возмущения, кроме u, ма-

Для выявления качественных особенностей слабо возмущён-
ных течений с плоскими волнами лине

ленькими буквами, а постоянные параметры фона – идентичным
(или похожими) большими. В результате такого соглашения А + а 

оро-
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о-
янн

остью до линейных 
слагаемых включительно для любого параметра Ф + ϕ(х,t): 

лы (по модулю) в сравнении с соответствующей большой вели-
чиной. Для возмущения u сделано исключение: |u| << А, ибо для 
плоского течения можно перейти в такую движущуюся с пост

ой скоростью в направлении оси х систему, что в ней U = 0. 
Пусть такой переход сделан, U = 0, и с точн

( ) ( ) ( )( ) ( )d U u U u
dt t x t x t

Φ + ϕ ∂ Φ + ϕ ∂ Φ + ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
= + + = + + ≈

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
С учётом (1) уравнение сохранения энтропии в частице и эквива-

.   (1) 

лентные ему уравнения (2.2.1s) станут 
2( ) ( )0, 0, 0s Rh p A p

t
∂ ∂ − ∂ ρ −

= = =
∂

. 
t t∂ ∂

Согласно им в линейном приближении имеют место интегралы 
1 2 3, , , ( ) ( ), 1 32

k k ks Rh p s A p s s s x Ut s x k− = ρ − = = − = = − , (2) 
Функции s
s =

1 – s3 определяются начальными условиями; s2 и s3 
пропорциональны s1. Пропорциональные [p]3 приращения энтро-
пии в слабых УВ лежат за пределами линейного приближения. 

Аналогично линеаризация уравнений (2.2.11), справедливых 
на С+- и С–-характеристиках, даёт уравнения 

0,  0,  , ( )

, .

d i d i p di u U A
dt dt RA dt t x

d xA U A A
t x dt

+ + − − ±
±

±

∂ ∂
= = = ± = + ±

∂ ∂
∂ ∂

= ± = ± = ±
∂ ∂

=
    (3) 

Согласно им в линейном приближении введение инвариантов i+ и 
i– не требует изэнтропичности течения. Решение уравнений (3) 
приводит к интегралам 

) .                              (4) 
Интегралы (2) и (4) сохраняются на линеаризованных С0-ха-

рактеристиках (траекториях частиц) и на линеаризованных С±-ха-
рактеристиках (правых и левых уковых волнах), торые назо-
вём бегущими (БВ). БВ, для справедливы интегралы (2), 
назовём энтропийными БВ,  которых справедливы ин-
тегр

{ ( ) } (i i x U A t i x At± ± ±= − ± = m

зв ко
 которых 
а БВ, для

алы (4), – звуковыми БВ (или акустическими БВ). 
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0Ca  0Cb
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−
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e
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i+ = 0

i– ≠ 0
i– = 0

i+ ≠ 0

s = 0 s = 0 
i+ = 0
i– = 0

 
 

 U 
ет 

ам а ab нахо-
дят

Рис. 2.13 
 

В системе координат, в которой = 0, рис. 2.13 демонстриру-
развитие течения, вызванного наличием возмущений всех па-

раметров только на отрезке ab оси х. По параметр  н
ся комбинации возмущений в левых частях интегралов (2) и 

(4) и определяются функции sk(x), i+(x) и i–(x) в их правых частях. 
При х < xa и x > xb все они равны нулю. Так, sk(x) = 0 вне С0-
полоски xa < х < xb, t > 0. Её границы – характеристики 0Ca  и 0Cb : 
х = хa и х = хb. При t > 0 функция i+ = 0 вне С+-полоски, ограни-
ченной характеристиками Ca

+  и Cb
+ , а i – = 0 при t > 0 вне С–-

полоски, ограниченной характеристиками Ca
−  и Cb

− . 
Согласно определениям (2) и 3)  (

32 ( ), ,
2 2 2 2

i i i i s i i RAu p RA
A

+ − + − + −+ − + −
= = ρ = .           (5) 

Поэтому u = p = ρ = 0, т.е. течение не возмущено в четырёх об-
ластях: справа от характеристики Cb

+ , 
которых

характеристиками

слева от характеристики 
и в двух секторах, один из  ограничен характеристи-

и , а второй – 
Ca

− , 
ками 0Cb   Ca

+  Cb
−  и . 

Согласно сказанному выше улам (5) в вертикальной 
C0-полоске выше ломаной d  0, а возмущены только от-
лич

 0Ca

  форм
ef u = p =

и

ные от давления термодинамические параметры. В идущей 
вправо C+-полоске cправа от bf плотность ρ, а начиная от отрезка 
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be, u и p пропорциональны инварианту i+, «профиль» которого не 
изменяется (рис. 2.14), начиная от основания C+-полоски на оси х. 
Аналогичная ситуация с заменой i+ на i –, bf на ad и be на ae реа-
лизуется в идущей влево C–-полоске левее отрезка ad. 

 
 

x

i+ 

a b

t

 
 

Рис. 2.14 
 

Зона интерференции БВ – пятиугольник abfeda. В треуголь-
никах bfe и aed интерференция энтропийной и одной из звуковых 
БВ, не влияя на распределения s, u и p в них, сказывается только 
на распределения отличных от s и р термодинамических пара-
метров. Сложнее течение в треугольнике abe, где интерферируют 
три БВ. Однако и здесь интегралы (2) и (4) и формулы (5) позво-
ляют найти все параметры потока. 

Функции sk(x) и i±(x), определяющие распределения парамет-
ров в БВ, могут быть негладкими, как на рис. 2.14, и разрывными. 
Разрывам sk(x) отвечают КР, а разрывам i± (x) – слабые УВ. В ли-
нейном приближении допускаются УВ и уплотнения, и разреже-
ния. УВ разрежения заменяют ЦВР. Это естественно, ибо в ли-
нейном приближении в плоскости xt наклон одноимённых харак-
теристик одинаков. Согласно формуле (1.4.14) скорость УВ отно-
сительно газа с уменьшением её интенсивности [p] стремится к 
скорости звука. При [p] = 0 УВ вырождается в характеристику. 

Одно из применений результатов линейного приближения – 
исследование важного свойства поверхностей разрыва, получив-
шего название неэволюционности. Тривиальный пример неэво-
люционного разрыва – произвольный разрыв. При его распаде 
мгновенно вместо единственной, заданной произвольно поверх-
ности разрыва возникает одна из структур, изображённых на рис. 
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во-
люц

 могут ока

хранения (1.3.20), (1.3.30) и (1.3.50). Они вы-
полняются и в невозмущённом состоянии, т.е. для параметров, 
обозначенных большими буквами (U1, 2, P1, 2, R1, 2), и при наличии 
возмущений u1, 2, p1, 2, ρ1, 2 – слева и справа от неё (через разрыв 
газ течёт слева направо). Согласно формулам (5) возмущения – 
линейные комбинации i+, i– и s. Возмущение скорости разрыва 
обозначим буквой d. Итого, в случае плоской поверхности разры-
ва все возможные возмущения характеризуются семью функция-
ми (возмущения касательных к поверхности разрыва компонент 
вектора скорости в данном случае несущественны, так как они не 
влияют на возмущения параметров, перечисленных выше). 

Поскольку на невозмущённой поверхности разрыва выпол-
няются три закона сохранения, то при их линеаризации получает-
ся система трёх однородных уравнений, линейных относительно 
семи функций времени 

2.10. Это происходит не постепенно (эволюционно), а сразу и ха-
рактеризуется термином неэволюционность. Понятия неэволю-
ционности и неустойчивости (течения, поверхности разрыва и 
т.п.) не эквивалентны. Действительно, течение неустойчиво и то-
гда, когда разрушающие его возмущения растут плавно. Неэ

ионность произвольного разрыва – естественное следствие 
того, что на нём не выполняются законы сохранения. Другое де-
ло, поверхности разрыва, которые им удовлетворяют. Однако, 
как показано ниже, и они заться неэволюционными. 

Пусть на поверхности разрыва, которая при отсутствии воз-
мущений покоится в выбранной системе координат (D = 0), вы-
полняются законы со

1,2i+ , 1,2 ,i−
1,2s  и d. Рассмотрим теперь раз-

ные поверхности разрыва при отсутствии приходящих к ним воз-
мущений (рис. 2.15). 
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Рис. 2.15 
 

Согласно Гл. 1.4 нормальный газ перед УВ сжатия (УВС – 
рис. 2.15, а) движется со сверхзвуковой скоростью (U1 > A1), а за 
ней – с дозвуковой (U2 < A2). Поэтому спереди (со стороны х < 0) 
на УВС приходят С0-, С+- и С–-характеристики, а сзади (со сторо-
ны х > 0) – только С–-характеристики. Следовательно, отсутствие 
приходящих возмущений означает, что возмущения s1 = 1i

+ = 1,2i− = 

= 0. Здесь, для определения s2, 2i
+ и d есть три линейных относи-

тельно этих возмущений однородных уравнения. Их решение:  
s2 = 2i

+ = d = 0, и в нормальном газе УВС эволюционны. 
В противоположность этому, согласно

2 2
тате теристики (С0 

и С+), а сзади – ни одной. Теперь условие отсутствия приходящих 

 Гл. 1.4 нормальный газ 
перед УВ разрежения (УВР – рис. 2.15, б) движется с дозвуковой 
скоростью (U1 < A1), а за ней – со сверхзвуковой (U  > A ). В ре-
зуль  спереди на УВР приходят только две харак

1i
−возмущений обращает в нули лишь две функции s1 = = 0,

стаётся пять неизвестных. Двумя из них Природа мо-
жет распорядиться по своему усмотрению, что Она и делает. На-

 и в 
трёх уравнениях, линейных и однородных относительно возму-
щений, о
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ряд

е (рис. 1.11, а) им отвечают точки 
тип

у о ь  
вл и

у с уменьшением энтропии это – ещё одна причина, запре-
щающая УВР в нормальных газах. Если же, несмотря на запрет, 
задать ступенчатое распределение параметров, отвечающее УВР, 
то произойдёт распад разрыва. При этом, как на рис. 2.10, а и в, 
влево по газу пойдёт ЦВР, а вправо – либо УВ сжатия (рис. 2.10, 
а), – либо ЦВР (рис. 2.10, в). Итак, в нормальном газе УВР не-
эволюционны. Наоборот, в ненормальном газе УВР эволюци-
онны, а УВС неэволюционны. Аналогичным образом показыва-
ется неэволюционность детонационных волн, для которых М2 > 
1. На детонационной адиабат

а 2°. 
Следующий пример – контактный разрыв (КР, рис. 2.15, в). 

Выполняющиеся на КР, линейные уравнения (1.3.60) и (1.3.7), 
включающие словия непрерывности н рмал ной к КР скорости 
и да ен я, имеют вид  

1 2 1 2,u u d p p= = = .                                   (6) 
Слева на КР приходят С+-, а справа – С–-характеристики. Поэто-
му 1 2i i+ −= = 0, и формулы (5) сводятся к равенствам 

1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2/ 2, / 2, / 2, / 2.u i u i p i R A p i R A− + − += = = − =  
Подстановка этих выражений в уравнения (6) даёт: d = 1 2i i− += = 0, 
т.е. все влияющие на КР возм щения равны нулю, и он эволю-
ционен. 

оследн й пример – фронт медленного гор

 у

П и ения (ФГ – рис. 
2.15, г). Законы сохранения, выполняющиеся на ФГ, отличаются 
о  
слагаемыми в уравнениях энергии и ударной адиабаты. Эти сла-

находит-
ся неравновесном (метастабильном) состоянии, а продукты 
сго

Скорость ФГ D много меньше скоростей звука до и п

т выполняющихся на УВ лишь дополнительными постоянными

гаемые появляются из-за того, что горючая смесь (ГС) 
в 
рания (ПС) – в равновесном. Следствие этого – разные урав-

нения состояния h = h(p,ρ) горючей смеси и продуктов сгорания, 
главное отличие которых связано с энергией, выделяющейся при 
реакции (теплотой реакции). 

осле не-
го: U1 << A1 и U2 < A2. Поэтому спереди на ФГ приходят С0- и 
С+-характеристики, а сзади – С–-характеристики, и отсутствие 
приходящих возмущений означает, что три возмущения 
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s1 = 1i
+ = 2i

− = 0. Здесь для определения четырёх функций 1 ,i− s2, 2i
+ и 

d есть три линейных относительно них однородных уравнения. 
Отсюда, вроде бы, следует, что в противоречии с повседневной 
практикой ФГ неэволюционен. Разрешение этого противоречия в 
том, что скорость ФГ D – известная функция температур и давле-
ний с обеих его сторон. Её линеаризация приводит к выражению 

ии прочих возмущений. Четыре ли- d для как линейной комбинац
нейных относительно 1 ,i− s2, 2i

+ и d однородных уравнений да-
ют: 1i

− = s2 = 2i
+ = d = 0. Значит, ФГ эволюционен. 

 
Глава 2.7. Нелинейное затухание слабых ударных волн 

 
Сокращения: БВ – бегущая волна, УВ – ударная волна. 

 
Ошибки линейного приближения носят накопительный ха-

рактер, т.е. растут с удалением от источника возмущений. Так, в 
волне, которая на рис. 2.13 бежит вправо, точные уравнения С+-

актеристик в обозначениях Гл. 2.6 имеют вид 
/ ( 1) / 2 ( 1) / 4dx dt U A u a A u A i+= + + + = + γ + = + γ + .   

Здесь учтено, что U = 0, возмущение а скорости звука связано с 
возмущением u скорости газа условием постоянства инварианта 
I

хар
      (1)

метры 
пос

–, а u выражено через i+ формулой (2.6.5). В силу этого же усло-
вия волна, бегущая вправо, – простая волна даже после возникно-
вения в ней слабых УВ. Поэтому и в точной постановке, и в ли-
нейном приближении на каждой С+-характеристике пара

тоянны, а сами они прямые линии. В линейном приближении, 
однако, все они имеют одинаковый наклон: 

dx/dt = A.                                         (2) 
Пусть i+m – максимальное положительное возмущение инва-

рианта i+ в С+-волне, а Lm – расстояние при t = 0 от точки 
с i+ = i+m до точки b. Тогда согласно уравнениям (1) и (2) макси-
мальная погрешность линейного приближения в вычислении х 

m m ( 1) / 4x i t+Δ = γ + . 
Пока t мало, Δxm << Lm, но, нарастая со временем, она станет 

сколь угодно большой. При tm = 4Lm/[i+m(γ + 1)] С+-характеристи-
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ка, отвечающая i+ = i+m, пересечёт характеристикуCb
+ – правую 

границу С+-волны. Ещё раньше в С+-волне возникнет слабая УВ, 
которая, двигаясь в том же направлении, догонит характеристику 
Cb

+  и станет правой границей расширяющейся С+-волны. При на-
личии в профиле инварианта i+ орицательного минимума m 0i+ <  
аналогичная ситуация возникнет на левой границ +-волны. Та-
ким образом, в отличие от лине н

е С
ого приближения ширина С+-

волны будет расти. В любом случае С+-характеристики, отве-
чающие большим значениям i+, догоняют УВ, а меньшим – дого-
няются ею. Это ведёт к уменьшению i+, а с ним, согласно форму-
лам (2.6.5) – к уменьшению возмущений всех параметров. 

Подтвердим приведённые выше соображения решением зада-
чи, смысл которой поясняют рис. 2.16, а и б. На них жирная ли-
ния – траектория поршня. При t < 0 он покоился. В момент t = 0 
поршень стал двигаться с конечной скоростью Ua > 0 и с отрица-
тельным ускорением, из-за чего его скорость, уменьшаясь, при t = 
= τ0 стала нулевой, а затем – отрицательной. Вернувшись в мо-
мент t = tb = 2τ0 в начальное положение хb = хa = 0, поршень 
мгновенно останавливается. Скорости Ua и |Ub| предполагают  
малыми, в силу чего на вызван ых ими УВ можно пренебречь 
приращениями энтропии и та I–. Благодаря этому, не-
смотря +

ход и

й

ся
н

инвариан
 на присутствие УВ, все -характеристики – прямые ли-

нии. На тех из них, что выходят с траектории поршня в момент t 
= τ

С

0 и с оси t, параметры газа не отличаются от параметров одно-
родного покоящегося газа на положительной полуоси х и на вы-

ящ х с неё С+-характеристиках. На рис. 2.16 почти все С+-
характеристи-ки даны тонкими прямыми. Исключения – Ca

+  и Cb
+  

на рис. 2.16, а – УВ в линейном приближении. 
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Рис. 2.16 
 

Принципиальные отличия линейного и нелинейного прибли
жений видны из сравнения рис. 2.16, а и б. В линейном пр

+

 двух моментов времени профил

Характеристики, покинувшие траекторию поршня
гоняют ударную волну SWa. Ударная волна SW
С+-

 характеристик, движу-
щихся в том же направлении. С ростом t и х УВ SWa догоняют 
характеристики, покинувшие траекторию поршня всё ближе и 

агодаря этому пара-
метры за УВ приближаются к параметрам покоящегося газа. 
Аналогично с УВ SWb с той разницей, что это происходит с па-

а-

При определении траектории УВ SWА индекс «0» припишем 
невозмущённым параметрам справа от УВ (без индекса – пара-

-
ибли-

жении (а) наклон всех С -характеристик, включая ударные волны 
Ca

+ и Cb
+ , одинаковый (dx/dt = A). В БВ не изменяются и показан-

и скорости u = u(x). С 
+

ные для 
учётом нелинейности (б) из идущих от траектории поршня С -
характеристик наклон единственной «нейтральной» характери-
стики 0C+  такой же, как у С+-характеристик покоящегося газа. 

 при τ < τ0, до-
b, замыкающая 

полоску слева, догоняет С+-характеристики, покинувшие тра-
екторию поршня при τ > τ0. Так получается потому, что скорость 
слабых УВ равна полусумме скоростей

ближе к точке нулевой скорости (τ = τ0). Бл

раметрами перед ней (обе УВ движутся вправо). В этом – мех
низм нелинейного затухания УВ. 
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метры за УВ). Пусть X(τ) – координата траектории поршня. Тогда
u(τ) =

 
( ) /X dX dτ ≡ τ&  – равная скорости поршня скорость га

в 
за у 

поршня, сохраняющаяся на С+-характеристике. Проинтегрирова
ура +внение прямолинейной С -характеристики (dx/dt = u + a) от 
траектории поршня (t = τ) до УВ SWa, найдём 

0
1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x t X u a t X a u tγ +⎧ ⎫= τ + + − τ = τ + + τ − τ⎨ ⎬ .    (3

2⎩ ⎭
) 

Здесь x(t) – координата УВ. При получении этого равенс
–
тва учте-

но, что в силу постоянства во всём течении инварианта I  
0 ( 1) / 2a a u= + γ − .                                   (4) 

По формуле (1.4.22) скорость слабой УВ равна полусумме скоро-
стей приходящих на неё С+-характеристик. С учётом равенства 
(4) это даст 

0
0

( ) ( ) ( ) 1 ( )
2 4dt

dx t a a u a u+ τ + τ γ +
= + τ              (5) .       =

Вычислив из уравнения (3) производную dx(t)/dt и подставив 
её в уравнение (5), придём к уравнению 

04 ( 3) ( )( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )
1

d a u du u t u u
dt dt

⎧ ⎫τ + γ − τ τ
τ + τ = + τ + τ τ⎨ ⎬γ +⎩ ⎭

& & , 

которое после умножения на u(τ) сведётся к 
2 2{ ( )} 4 ( 3) ( ) { ( )}d tu a u d u0 ( )uτ + γ − τ τ τ

1d d
= τ + . 

τ γ + τ
Интегрирование этого уравнения от точки а, где t = τ = 0, даст  

2 2 0
0

0 0

1 4( ) ( ) {4 ( 3) ( )} ( ) ( )
1 1

atu u a u u d u d
τ τ

τ = τ τ + + γ − τ τ τ ≈ τ τ
γ + γ +∫ ∫ . (6) 

τ t u aВторое выражение написано с уч том того, что  << , a  << 0. 
Когда τ →  первое сла-

гаемое в правой ю, а верхний 

ё
 τ0, скорость u(τ) → u(τ0) = 0. При этом

 части решения (6) стремится к нул
предел в интеграле можно заменить на τ0. В результате получим 

0
2 2 2

0
0

1( ) , {4 ( 3) ( )} ( )
1

tu K K a u u d
τ

τ = = + γ − τ τ τ
γ + ∫ .         (7) 
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Положительность интеграла – следствие выполнения неравенств 
0 < u(τ) << a0 при 0 ≤ τ ≤ τ0. Согласно формуле (7) при больших t 
интенсивность УВ определяется функцией u(τ) = Kt–1/2. Подста-
вив это выражение в уравнение (3), найдём, что для больших t 

0 0 0
1( ) ( ) ( )

2
x t X a t K tγ +

≈ τ + − τ + . 

Первые два слагаемых в правой части дают уравнение нейтраль-
ной характеристики 0C+ , а третье – расстояние от 0C+  до УВ SWa. 
Скорость u(τ) в окрестности τ = τ0 – линейная функция τ – τ0. 
При больших t это обеспечивает близкое к линейному распреде-
ление u(х) между 0C+ , где u = 0, и УВ, где u = Kt–1/2. В результате 
площадь под практически треугольной эпюрой скорости близка к 
константе. 

Для УВ SWb получаются аналогичные результаты. Суммар-
ное распределение скорости (рис. 2.16, б) имеет форму, получив-
шую название N-волна. Близкий математический аппарат приме-
няется для расчёта нелинейного затухания УВ, возникающих при 
полёте сверхзвуковых летательных аппаратов («звуковой удар»). 

 
Глава 2.8. Метод характеристик 

 
Сокращения: МХ – метод характеристик, ТЧ – траектория 
частиц, УВ – ударная волна, УС – условия совместности, ЦПВ – 
центрированная простая волна, ЦС – центр симметрии. 

 

сто и в численных методах газовой 
динамики – основном инструменте ис

ничений на их одномерность
 и идеальность газа и т.п. Особое место ха-

рактеристик в численных методах обусловлено 
ный на них метод характеристик (МХ) обладает свойствами, к 

. Уже 
мыс

ложение таких важных эле-

Характеристики, ключевое значение которых в теории оче-
видно, занимают особое ме

следования всевозможных 
, изэнтропичность, течений без огра

двупараметричность
тем, что основан-

которым иные численные методы приближаются лишь асимпто-
тически – при бесконечном измельчении разностной сетки

ленная (виртуальная) реализация МХ ещё до проведёния 
конкретных расчётов выявляет распо
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ментов искомого решения, как области определённости 

 свойство – 
следствие уравнений одномерных нестационарных теч
плоскими волнами применимо к решению вопроса о виде гра-
ничных условий в общем пространственном случае. 

Имея в виду сказанное выше, рассмотрим основные идеи  
и несколько решаемых им задач. Сначала напомним о возмож -
сти использования в расчётах вместо координаты х массовой -
гра

еристиках 
согласно формулам (2.2.5±) 

разных 
участков границы и области их влияния. Уравнения характери-
стик и условия совместности помогают ставить граничные ус-
ловия на естественных (твердая стенка, граница затопленной 
струи) и искусственных (поверхности раздела областей, описы-
ваемых в рамках разных моделей) границах. Данное

ений с 

 МХ
но
 ла

нжевой переменной m. Переменная m, введённая дифференци-
альным равенством (2.1.7) 

1 ( )dm kx dx udtν−= ρ − ,                              (1) 
постоянна на траекториях частиц (ТЧ). На С±-характ

dx/dt u a= ± .                                      (2±) 
Поэтому на них 

1
1,dm dx a ukx a

dt dm kx a
ν−

ν−

±
= ± ρ =

ρ
,                       (3±) 

и в каждой точке плоскости mt вертикали m = const, т.е. ТЧ идут 
по биссектрисе угла, образованного С±-характеристиками. 

Вне зависимости от того, в плоскости хt или mt реализован 
МХ, используются интегралы (2.1.8) 

,       (4) 
Функции W(m) и Γ(m) в них определяются начальными условия-
ми, а S(m) – ещё изменениями энтропии на УВ. 

Условия совместности (2.2.6±) для С±-характеристик с учё м 
равенств (2±) и (3±) перепишем в вух формах: 

1( ), 1, 2, 3; ( ), ( ), 1, 2s S m w W m x mν−= ν = = = Γ ν =v

то
 д

1 10, 0,x m
dp dpdu F dx du F dm
a x a xr r ν

± ±n- n-± + = + =        (5±) ±

( , ,...) , ( , ,...) , ( , ,...)x m m
F FF u F F u F u

a u k a

± ±
± ± ± ±= = = =

± r
v v v  
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ы

ства). 
 

(3 ) , (0,0,...) (0,0,...) (0,0,...) 02
x mau F F F± ± ±= ± - n = = =v . 

При решении зад ч, представленных на рис. 2.17, паа раметр  
в точке 3 ищутся, а в точках 1 и 2 известны, 1–3 – отрезок С+-
характеристики (характеристики 1-го семейства), 2–3 – отрезок 
С–-характеристики (характеристики 2-го семей
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Рис. 2.17 
 

В задаче Коши (рис. 2.17, а) параметры газа заданы на отрез-
ке ab, отличном от отрезка характеристик всех трёх семейств. 
Функции W(m), Γ(m) и S(m) заданы для ma ≤ m ≤ mb. С+- и С–-
характеристики, выходящие соответственно из точек a и b, пере-
секаются в точке с. На рис. 2.17, а ab – отрезок оси х. Это, однако, 
несущественно, ибо далее не предполагается, что t2 = t1. 

Отрезки С+- и С–-характеристик 1–3 и 2–3 пересекаются в 
точке 3. Поэтому, приближённо проинтегрировав по этим отрез-
кам соответствующие уравнения (2±), получим 

1 1 3 3 2 2 3 3
3 1 3 1 3 2 3 2( ), ( )

2 2
u a u a u a u ax x t t x x t t+ + + + + +

= + − = + − .(6) 

При известных коэффициентах перед разностями (t3 – t1) и (t3 – 
t2) эти уравнения позволяют найти х3 и t3. Воспользовавшись за-
тем результатом интегрирования уравнения (1) по отрезку 2–3 
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1 1 1 1
2 2 3 3 2 2 2 3 3 3

3 2 3 2 3 2( ) ( )
2 2

x x x u x um m k x x k t t
ν− ν− ν− ν−ρ + ρ ρ + ρ

= + − − − ,(7) 

определим m . Зная m  и х  и воспользовавшись интегралами (4), 3 3 3
вычислим энтропию s3 и компоненты w3 и v 3 вектора скорости. 
Если функции W(m), Γ(m) и S(m) заданы таблицами, то их значе-
ния при m = m3 находятся квадратичной интерполяцией. 

Интегрирование первых уравнений (5±) даст 

3 1 1 3
3 1 3 1

1 1 3 3 1 3

3 2 2 3
3 2 3 2

2 2 3 3 2 3

1 1 1 ( ) 0,
2 2

1 1 1 ( ) 0.
2 2

x x

x x

p p F Fu u + x x
a a x x

p p F Fu u x x
a a x x

+ +

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ν −
− + + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ν −
− − + + + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (8) 

Если коэффициенты при приращениях и координата х3 известны, 
то решение уравнений (8) определит u3 и p3. Наконец, известные 
s3 и p3 и уравнения состояния позволяют найти ρ3 и а3 и, таким 
образом, завершить определение всех параметров в точке 3.  

ётов оправдывает увеличение их числа до трёх. 

Коэффициенты при приращениях в уравнениях (6) – (8) счи-
тались известными, хотя слагаемые с индексом «3» в них неиз-
вестны. По этой причине решение строится итерациями. В пер-
вой итерации вторые слагаемые заменяются известными первы-
ми, вычисленными в точке 1 или 2. В следующих итерациях они 
вычисляются по параметрам в точке 3 из предыдущей итерации. 
Разностные уравнения (6) – (8) аппроксимируют исходные диф-
ференциальные со вторым порядком относительно приращений. 
Квадратичная интерполяция по m3 сохраняет второй порядок 
точности. Теоретически второй порядок обеспечивают две итера-
ции, но опыт расч  

Описанная процедура определения новой точки применяется 
для всех последовательных пар точек 1 и 2 отрезка ab. В резуль-
тате получается новый слой, содержащий на одну точку меньше 
исходного. Если N – число точек на ab, то после расчёта N слоев 
выстроится характеристический треугольник abc, боковые сторо-
ны которого ac и bc – отрезки С+- и С–-характеристик. Здесь и 
далее предполагается, что распределения параметров на ab, зако-
ны движения границ и т.п. обеспечивают безударное течение в 
рассчитываемой области, в данном случае – в треугольнике abc. 
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 рис. 2.13. 

ab. Справедливость 
данного утверждения – результат мысленной реализации описан-
ной процедуры МХ. Представление о погрешности вычис
даёт отличие от нуля интеграла по контуру abc от правой
уравнения (1). Погрешность оценивается разностью значений m , 

X ≡ d

вольно. Они должны удовлетворять условиям (5–), котор
этой причине и названы условиями совместности (УС). Если

Последнее, разумеется, не означает, что УВ не возникнут нико-
гда. Более того, согласно результатам Гл. 2.7 в общем случае УВ 
непременно возникнут в С+- и С–-полосках, опирающихся на от-
резок ab. Здесь же речь идёт о безударности течения лишь в тре-
угольнике abc, эквивалентном треугольнику abe

При отсутствии УВ, приходящих извне на ac и bc, треуголь-
ник abc – область определённости отрезка ab в том смысле, что 
течение в нём полностью и единственным образом определяется 
заданными распределениями параметров на 

лений 
 части 

c
полученных интегрированием по отрезкам С–-характеристик со-
гласно (7) и аналогичным интегрированием по отрезку ac С+-
характеристики. 

Во второй задаче (рис. 2.17, б) заданы отрезок ac С–-характе-
ристики, включая функции W(m), Γ(m) и S(m) при mc ≤ m ≤ ma, и 
траектория ab непроницаемого поршня, т.е. задание зависимости 
от времени его координаты х = Х(t) и скорости U(t) = ′(t) X/dt. 
Начнём со случая ua = Ua = U(ta), где ua – скорость газа в точке a 
характеристики ac. В отличие от отрезка ab предыдущей задачи u 
и р на отрезке ac С–-характеристики не могут задаваться произ-

ые по 
 та-

кой отрезок – отрезок bc С–-характеристики предыдущей задачи, 
то с точностью до погрешностей конечно-разностной записи (8) 
УС выполняется. Если же на С–-характеристике задать W(m), 
Γ(m) и S(m) и, например, р = р(х), то u = u(х) определится интег-
рированием УС (5–) с учётом интегралов (4). 

Отличие второй задачи от первой только в расчёте точки на 
траектории поршня. Для определения её х3 и t3 используется пер-
вое уравнение (6) и уравнение траектории поршня, записанное 
для ускорения сходимости итераций в форме 
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3 3

0 3 0 3
0 3 0 3 0 3 0

( )

( ) ( ) ( ).
2 2

x X t
X X X XX X t X t t t t

= =

′ ′ ′ ′+ +⎡ ⎤= + − − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

     (9) 

Здесь 0 – предыдущая точка траектории поршня (рис. 2.16, б), a 
X ′ = dX/dt. Уравнение (9) вместе с первым уравнением (6) реша-
ется итерациями. В итерациях наряду с 3X ′ в последнем слагае-
мом участвует квадратная скобка. В ней в первой итерации ин-
декс «3» заменяется на «0», и скобка исчезает. На траектории 
поршня m3 = ma, функции в интегралах (4) равны Wa, Γa и Sa, а 
по ним и найденному х3 определяются s3 = Sa, w3 = Wa и v 3 = 

1
3x −ν Γa. 
Вычислив по t3, найденному в данной итерации, u3 = U(t3) и 

проинтегрировав по отрезку 1–3 первое уравнение (5+), получим 

31 1 1p p F FU u +
+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ν −

− +⎜ ⎟
1 1 3 ( ) 0x x x x+ + − =    (10) 3 1 3 1

1 1 3 3 1 32 2a a x x⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
– уравнение, определяющее р3. Наконец, по р3 и s3 из уравнений 
состояния найдём ρ3 и а3, чем и завершим данную итерацию. 
Выходящая из точки 3 С–-характеристика рассчитывается точка 
за точкой так же, как при решении задачи Коши. Последняя точка 
отрезка новой С–-характеристики принадлежит отрезку cb С+-ха-
рактеристики. Число точек на каждом новом отрезке С–-характе-
ристики на единицу меньше, чем на предыдущем. Единственной 
точкой последнего отрезка будет точка b. Получившийся харак-
теристический треугольник abc – область определённости отрез-
ков траектории поршня (ab) и С–-характеристики (ac). 

Пусть теперь начальная скорость поршня Ua > ua – скорости 
газа в точке a отрезка ac С–-характеристики. В таком случае точ-
ка a – фокус в общем случае неавтомодельного пучка волн раз-
режения. Для любых ν и неравномерностях параметров на ac те-
чение в точке a описывается формулами центрированной простой 
волны с постоянными w и v . Справедливость данного утвержде-
ния – следствие любого из уравнений (5+), связывающих u, p и x 
на С+-характеристике, пересекающей пучок бесконечно близко к 
точке a. При этом отношение суммарного изменения х к х  стре-
мится к нулю, и увеличение скорости от u  до U  может компен-

a

a a
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 без слагаемого с (х  – х ). При расчёте 
нов

. 2.17, в) ис-
пол

на замыкающей характеристике пучка ae. 
Третья задача, решаемая МХ – задача Гурса, в которой стро-

ится течение между отрезками ab и ac С+- и С–-харак
-
т 

ac  же ТЧ. Поэтому на этих от-
резках функции W(m), Γ(m) и S(m) должны совпадать. В обоих 
случаях определение параметров в каждой новой  3 незави-

ек 1 и 2 ведётся так же и по тем же 
Коши. В результате в случае рис. 2.17, д 

течение рассчитывается в характеристическом четырёхугольнике 

(m ) и m) обычно оп-
ределены лишь при ma ≤ m ≤ mb. Для них течение можно постро-

сировать только конечное изменение давления. По этой причине 
при описании течения в точке a в уравнении (5+), как в течении с 
плоскими волнами, остаются лишь два первых слагаемых. Расчёт 
совпадающих по х ≡ x  и t ≡ t  точек пучка, лежащих на разных Сa a

–

-характеристиках, можно вести и по формулам ЦПВ Гл. 2.3, и по 
первому уравнению (8) 3 1

ых С–-характеристик пучка волн разрежения (рис. 2.17, в) 
число точек на них не изменяется. 

Объединение трёх рассмотренных задач приводит к задаче 
(рис. 2.17, г) о выдвижении поршня, причём в отличие от Гл. 2.3 
без ограничений на симметрию задачи и однородность начально-
го газа. Однако и теперь из описанных выше схем решения при 
непрерывности параметров следует разрывность их первых про-
изводных на отрезках ad и ae С–-характеристик, ограничивающих 
пучок волн разрежения с фокусом в точке a. Действительно, при 
расчёте МХ течения в пучке волн разрежения (рис

ьзуются полученные в задаче Коши (рис. 2.17, а) параметры 
на начальной С–-характеристике пучка ad без привлечения какой-
либо информации о выводящих производных. Аналогично расчёт 
МХ на рис. 2.17, б не использует информации о выводящих про-
изводных 

теристик. 
Отрезки ab и ac расположены либо по разные стороны от прохо
дящей через точку a ТЧ (рис. 2.17, д), либо по одну сторону о
неё (рис. 2.17, е). На рис. 2.17, д переменная m монотонно растёт 
при движении от точки c к a и далее к b. На рис. 2.17, е – через 
отрезки  и ab проходят одни и те

точке
симо от расположения точ
формулам, что и в задаче 

abdc – области определённости выходящих их точки a отрезков 
характеристик ab и ac. 

В случае рис. 2.17, е функции W ), Γ(m S(
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ить
зать, что форма отрезка bc и 

течение в abc не зависят от того, как W(m), Γ( и S(m) заданы 

яцией на 
m = m  по точкам характеристики одного семейства. 

 – ЦС), где одновременно равны нулю х, u и а, 
сле

 только в треугольнике abc, одна сторона которого bc – отре-
зок ТЧ (дан штрихами). Можно пока

m) 
при m > mb. При построении течения слева от bc Эти функции за 
m = mb удобно продолжить гладко, а счёт вести до таких новых 
точек, в которых впервые m3 > mb. Затем координаты х и t точки 
ТЧ и параметры в ней находятся квадратичной интерпол

b
Если одна из точек 1 или 3 лежит на оси или в центре сим-

метрии (далее  v , 
довательно, и F+ или F–, то в УС (5±) появляется неопределён-

ность F+/х или F–/х. Чтобы избавиться от них, умножив УС на х, 
получим 

(3 )( 1) 0,dp auxdu x F dx F
a a u

v± ± ± - n± + n- = =
r ±

,       (11
2

где, как и ранее, знак « С–)-характеристике. 

1 1

±) 

+» («–») отвечает С+(
Пусть на оси (рис. 2.17, ж) находится точка 1. Тогда проин-

тегрировав уравнение (11+) вдоль отрезка 1–3 и учтя, что 
х  =  = u 1F + = 0, придём к равенству 

3
3 3 3 1 3 3

3 3

( ) ( 1) 0xx u p p F x
a

++ - + n- =
r

, 

а после сокращения на х3 
3 3 3 1 3( ) ( 1)( ) 0a u p p aF +r + - + n- r = . 

Для точки 3 в случае, когда точка 1 находится в ЦС, это уравне-
ние и второе уравнение (8) определяют u3 и p3. В нём в первой 
итерации (ρа)3 заменяется на (ρа)1, а 3F + – на 2 / 2F + . 

Для точки 3 в ЦС (рис. 2.17, з), где х3 = u3 = 3F + = 0, аналогич-
ным способом придём к уравнению 

3 2 2 2( ) ( 1)( )p p au aF −= − ρ − ν − ρ , 
которое без итераций определяет давление р3. Поскольку ось t 
совпадает с ТЧ, то энтропия s3 в ЦС известна, а по р3 и s3 из 
уравнений состояния находятся ρ3 и а3. Наконец, уравнение  

3 2 2 2 2 3/( )t t 2x a u a= + − +  
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При отсутствии УВ рассмотренные зада  и их модификации 
могут решаться не только в прямом (в сторону роста t), но и в 

– результат интегрирования уравнения (2 ) также без итераций 
определит t

–

3. 
чи

обратном направлении (в сторону уменьшения t). 
 

Глава 2.9. Изэнтропическое расширение и сжатие газа 
из покоя в покой 

 
Сокращения: УВ – ударная волна, ПВР – п чок волн разрежу е-
ния, ТП – траектория поршня. 

 
Можно так выбрать траекторию поршня (ТП), чтобы за малое 

время изэнтропически расширить или сжать газ из покоя в покой 
(согласно [19] J.P. Morreeum, J. Saillard сделали это в 1978 г., в 
1993 г. А.Н. Крайко [20] пришёл к нему, решая вариационную 
задачу о сжатии, оптимальном по энергозатратам). Начнём из не-
подвижного однородного газа выдвигать поршень сразу с конеч-
ной скоростью (рис. 2.18, а). В плоском случае (при ν = 1) в нача-
ло координат поместим неподвижную стенку. Тогда скорость 
u(0,t) = 0 при всех ν (при ν = 2 и 3 – в силу симметрии течения). В 
возникшем при этом неавтомодельном пучке волн разрежения – 
ПВР нет причин для образования УВ. Поэтому течение будет ос-
таваться изэнтропическим, а из условия сохранения нулевой (при 
ν = 2) закрутки – и незакрученным. В ПВР на оси t плотность и 
давление монотонно падают. В некоторой точке f пересечения 
оси t с С–-характеристикой af получится любое меньшее началь-
ного давление р f < р0 и плотность ρf = ρ(р f, s0) < ρ0. Из точки f 
проведём С+-харак-теристику fb, на которой, как и в точке f, по-
ложим u ≡ 0. Согласно условию совместности (2.8.5+): 

1 0x
dpdu F dx

a x
+ν −

+ + =
ρ

, 

причём F+
х(u = 0,  = 0, …) = 0. Следовательно, одновременно с 

u ≡ 0 на fb постоянно давление: р ≡ рf, а при отсутствии между 
характеристиками аf и fb УВ – все термодинамические парамет-

v
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ры. Наконец, из условия сохранения массы газа и уравнения пря-
молинейной С+-характеристики: xb = x0(ρ0/ρf)1/ν, tb = tf + xb/af. 

 
 t 

a–
 

b

x0 

f 

a 

b° 
a)

t 

a0 

b
f 

в)

d

x

а–
 

b° 
б)

 
 

Рис. 2.18 
 

Решение задачи Гурса с известными характеристиками af и fb 
позволяет рассчитать изэнтропическое течение в характеристиче-
ском четырёхугольнике adbf и построить в нём квадратичной ин-
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хар  
енной. Над характеристикой fb, как и под ха-

рактеристикой aa , газ покоится, и все его параметры ны. 
Рассматриваемые одномерные безударные течени  описыва-

терполяцией по m траекторию частиц m = 1, проходящую через 
точки а и b. Она и будет искомой ТП, которая осуществляет рас-
ширение из покоя в покой. На самом деле, весь четырёхугольник 
adbf считать не нужно. Достаточно при решении задачи Гурса 
вдоль С+- или С–-характеристик лишь на одну точку залезать в 
область m > 1. При отсутствии именно в этой части характери-
стического четырёхугольника adbf пересечений одноимённых 

актеристик (опыт расчётов подтверждает, что это так) задачу
следует считать реш

– однород
я

ются уравнениями 
1 11 0, 0,u u p x x uu

t x x t x

ν− ν−∂ ∂ ∂ ∂ρ ∂ρ
+ + = + =

∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
 

которые инвариантны относительно одновременной замены u на 
–u 

еление скорости («в периодиче-
ско

чные доли секунды. Таким 
образом, решенные задачи избавляют при анализе термодинами-
ческих циклов тепловых машин  предположений о бесконечно 
медленных

Глава 2.10. Задача о сильном точечном взрыве 

и t на –t и сдвига по времени. Поэтому после зеркального от-
ражения относительно оси х и сдвига по t из течения расширения 
получим течение сжатия из покоя в покой (рис. 2.18, б). 

Взятое из работы [21] распред
й гамме») для сферически симметричного расширения из по-

коя в покой совершенного газа с γ = 1.4 при падении плотности в 
100 раз приведено на рис. 2.18, в. 

Как видно из рис. 2.18, б и в, основное время сжатия – время 
пробега звуковой волны по несжатому газу (в нём и расстояние 
больше и скорость звука меньше, чем в сжатом газе над fb). Ана-
логично – при расширении. Для технических устройств размеры 
– величины порядка метра или его долей. Следовательно, соот-
ветствующие времена – сотые и тыся

 от
 сжатиях и расширениях.  

 
 
 

 
Сокращение: УВ – ударная волна. 
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омных бомб. Эта задача – 
поу

 = 1, 2 
и 3 

 Е зависит от симметрии задачи: при ν = 3 
это – вся энергия, а при ν = 2 и 1 – упомянуты  удельные 

2 2

 
Задача о сильном точечном взрыве решена Л.И. Седовым в 

1946 г. вскоре после взрывов первых ат
чительный пример того, как оправданные упрощения физиче-

ского характера привели к решению, несоизмеримо более слож-
ному в исходной (полной) постановке. 

Главная особенность взрывов ядерных устройств обусловлена 
величиной выделившейся энергии Е. Она столь велика, что удар-
ная волна (УВ), возникшая при взрыве, остаётся сильной на рас-
стояниях, много больших размера устройства, а его масса пре-
небрежима по сравнению с массой газа, вовлекаемого при этом в 
движение. В результате из параметров среды, в которой произо-
шел взрыв, в соотношения на УВ входит только плотность не-
сжатого газа ρ0. При взрыве в совершенном газе определяющие 
параметры рассматриваемой задачи – Е, ρ0, γ и константа ν

соответственно для плоского, цилиндрического и сферическо-
го взрывов. При ν = 1 и 2 в качестве Е рассматриваются удельные 
величины, приходящиеся на единицу площади или длины. 

Для дальнейшего важны размерности определяющих пара-
метров. Пусть квадратные скобки означают размерность заклю-
ченного в них параметра, а М, L и Т – размерности массы, длины 
и времени. Размерность

е выше
2величины, т.е. [E] = L M/T  при ν = 3, [E] = LM/T  при ν = 2 и [E] = 

= M/T2 при ν = 1. Итак, 
1 2 3[ ] / , [ ] /0E ML T M Lν−= ρ = . 

Исключив массу из Е и ρ0, получим константу с, размерность ко-
торой содержит размерности только длины (для удобства в р-
вой степени) и времени: 

 пе

1/(2 )
2 2 1 2, [ ] , , , , 1, 2, 3

3 2 5n

E Lc c n
T

+ν
⎛ ⎞

= = = = ν =⎜ ⎟ρ 2 +0

.
ν⎝ ⎠

 

Из константы с и независимых перемен
еди

ных х и t можно составить 
нственную безразмерную автомодельную переменную 

n

x
ct

ξ = .                                        (1) 
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к

не в лю-
бой задаче искомые параметры и независимые переменные 
должны измеряться своими, связанными с каждой задачей мас-
штабами. Поэтому (R, … – функции ξ и констант γ, ν, n) 

Искомые параметры (ρ, u, а, р и т.д.) как функции независи-
мых переменных (t и х) и определяющих параметров не могут 
зависеть от произвола в выборе единиц измерения. Действитель-
но, год, сут и, час, минута и секунда, связанные с движением 
Земли вокруг Солнца и с её вращением, не имеют никакого от-
ношения к рассматриваемой задаче. По указанной причи

0 0

2
2

0
1( , ,... ( ), , ,... ( ), ,

t
x xa x t n A p x t n P P RA
t t

⎛ ⎞) = ξ ( ) = ρ ξ =⎜ ⎟ γ⎝ ⎠

     (2) 

Введение множителя n в формулы для u, a и р упро

, , , , , ( ), ( , ,... ( )xx t E R u x t n Uρ( ρ γ ν) = ρ ξ ) = ξ ,

щает уравне-
ния и условия, определяющие ф  U, A, …, а ν наряду с по-
казателем автомодельности n в числе аргументов оставлено 
для задач, в которых n не выражается явно через ν. 

 

ункции

x 

t 
C +

C –

0 

ξ = ξs 

 
 

Рис. 2.19 
 

На рис. 2.19 для n < 1 линии постоянства переменной ξ, а сле-
довательно – и функций U, A, … изображены в плоскости xt кри-
выми, выходящими из начала координат. В согласии с определе-
нием ξ оси координат – тоже такие линии: оси х отвечает ξ = ∞, а 
оси t – ξ = 0. При 0 ≤ ξ ≤ ξs располагается «зона взрыва» от его 
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и 
пересечении на линии ξ = const с одной стороны от УВ пото не-
возмущён, а с другой возмущён, что противоречит формула 2). 

n /dt = 
0)  

эпицентра (ξ = 0) до УВ (ξ = ξs < ∞), а при ξs ≤ ξ ≤∞ – невозму-
щённый покоящийся газ (однородная, холодная атмосфера). 

Траектория УВ совпадает с кривой ξ = ξs. Иначе УВ пересе-
калась бы линиями постоянства автомодельной переменной. Пр

к 
м (

При уравнении траектории УВ: xs = ξsct , её скорость D = dxs

= nξs sct  = nxn – 1 /t. Но за сильной УВ согласно формулам (1.4.3
2

2 20
2

0 1 1 1 ( 1)sρ γ − γ + γ + ρ γ +
и при D = nx

1 2 2 2 ( 1),   , ,s s
s s s

D D pu p a Dρ γ + ρ γ γ γ −
= = = = = , 

s/t из сравнения с формулами (2) найдём (B = A2) 

2

1 2 2 2 ( 1),  , , , ( ,...)
1 1 1 ( 1)s s s s s sR U P Bγ + γ γ −

= = = = Φ = Φ ξ
γ − γ + γ + γ +

. (3) 

Независимость полученных условий от множителя n – следствие 
его включения в формулы (2). 

Обыкновенные дифференциальные уравнения для определе-
ния U, A, … получаются подстановкой представлений (2) в урав-
нения (2.1.1), (2.1.2) и (2.1.5). Эти уравнения c учётом сохранения 
энтропии вдоль траекторий частиц и выражения для удельной 
энтальпии: h = а2/(γ – 1) перепишем в форме 

21 1 1 10, 0, 0
2dp u du p da dpu a∂ ν − ∂ γ −⎛ ⎞+ + = + = − =⎜ ⎟ . 

dt x x dt x dt dtρ ∂ ρ ∂ ρ⎝ ⎠
При подстановке в них представлений (2) учтем, что (U′ = dU/dξ) 

( , , , ) ( , , , ),  U n U nU n U U
t t t x x

∂ ξ γ ν ∂ξ ξ ∂ ξ γ ν ∂ξ ξU
x

′ ′ ′= = − = =
∂ ∂ ∂ ∂

 
2

′

и аналогично для A, P = A R/γ и R. Проведя необходимые выклад-
ки, получим систему трёх уравнений: 

,

или после разрешения относительно производных 

( 1) ( 1) ( 1) 2(n U B n B U n BU nU′ ′− ξ + γ − ξ + ν γ − + −1) 0
( 1) (ln ) ( 1) 2 0,

( 1) (ln ) 0

B
n B n U U nB R nU U nB

U U R U

=
′ ′ ′ξ + γ − ξ + ξ + γ − + =

′ ′ξ + − ξ + ν =
     (4) 

( )
1 2

0 0 0
ln, ,

( 1) 1
dU f dB Bf d R ff f f
d n d n U d n U

ξ = ξ = ξ =
ξ γ ξ γ − ξ γ −

3 ,      (5) 
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2
0 0 1 1

2 2

0 1

3 3 0 1

( , ) ( 1) , ( , , , , )
( 2 2) ( 1)(1 ), ( , ,...)

[2(1 ) ( 1) ] ( , ) ( 1) ( , ,...),
( , ,...) ( , ) ( , ,...).

f f B U U B f f B U n
n U n B U U nU f f B U

nU n U f B U f B U
f f B U n Uf B U f B U

= = − − = γ ν =
= νγ + − + γ − − = =

= γ − − ν γ − − γ −
= = γν +

 

В функции fk не входит R. Поэтому два первых уравнения систе-
мы (5) интегрируются независимо от третьего. Наконец, уравне-
ния (5) не изменяются при замене ξ на kξ с произвольной кон-
стантой k. Благодаря этому можно считать, что на УВ ξs = 1.  

Согласно первым двум уравнениям системы (5) 
2

1

( , , , , )
( 1) ( , , , ,

dB Bf B U n
dU U f B U n

γ ν
=

− γ )ν
.                         (6) 

В рассматриваемой модели энергия Е при t = 0 мгновенно 
выделяется в точке (в начале координат). В результате в тот же 
момент Т, р, s и энтропийная функция р/ργ становятся бесконеч-
ными. Энтропия s и р/ργ сохраняются в частице, а следовательно 
и в центре взрыва (при х = 0 или, что то же – на оси t), где в силу 
симметрии скорость газа u = 0. Поэтому в приближении нетепло-
проводного газа р/ργ бесконечно и при t > 0. Напротив из-за раз-
лёта газа давление мгновенно становится конечным. Следова-
тельно, разлёт должен обеспечивать падение до нуля плотности. 
В результате при х = 0 температура Т = р/ρ и скорость звука а = 
= (γр/ρ)1/2 бесконечны и при t > 0. 

На оси t, где ξ = 0, u = 0, а скорость звука а = ∞. Так как x/t = 
= ξc/t(1 – n), то этим условиям удовлетворяют U(0) ≡ U0 < ∞ и 
B(0) = ∞. В переменных U, δ = 1/B уравнение (6) принимает вид 

2[1 ( 1) ][2(1 ) ( 1) ] 1
1 2(1 ) ( 1)( 1)

d U nU n U
dU U n U n U U nU

δ δ γ δ ν γ
γ

ν γ γ δ
⎧ ⎫− − − + −

= + −⎨ ⎬
− − − − − −⎩ ⎭

.       (7) 

При любых 0 < n < 1 отвечающие δ = 0 особые точки этого урав-
нения – узел: U = 1, δ = 0 и седло: 

0 02(1 ) /( ), 1/ 0U n n B0= − νγ δ ≡ = ,                      (8) 
а одна из их сепаратрисс – ось U (δ = 0). Другая  сепаратрисса 
седла при n = 2/(ν + 2), когда U0 = 1/γ, приходит в точку (3) плос-
кости UB (или Uδ) и даёт решение задачи. Последнее установил 
Л.И. Седов (1946), который первым решил эту задачу. 
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я рассмат-
рив

Ключевой элемент решения Л.И. Седова – «интеграл энер-
гии», наиболее просто получаемый из записанного дл

аемых одномерных течений уравнения энергии (1.7.3): 
1 2 1 2{ (2 )} { (2 )} 0x e u x u h u

t x

ν− ν−∂ ρ + ∂ ρ +
+ =

∂ ∂
.                    (9) 

Для совершенного газа после подстановки предста
сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению

,
которое при n = 2/(ν + 2) принимает вид 

2 0=
тегрирования) 

2

влений (2) оно 
 

2 2

2 2

2 [2 ( 1) ] { [2 ( 1) ]}R B U n R B U ′+ γ γ − + ξ + γ γ − −

( 2) [2 ( 1) ] { [2 ( 1) ]} 0n RU B U n RU B U ′− γ ν + + γ − − γξ + γ − =
 

2 2 2{ [2 ( 1) ] [2 ( 1) ]}R B U RU B Uν+ ν+ ′ξ + γ γ − − γξ + γ −  
и приводит к интегралу (С – константа ин

2 2{2 ( 1) [2 ( 1) ]}R B U U B Uν+ξ + γ γ − − γ + γ − . C=
УВ (при 

конечном ξs) его левая часть равна нулю, обращая в уль кон-
При определённых формулами (3) значениях Us и Bs за 

н
станту интегрирования С = 0. Следовательно, выражение в фи-
гурной скобке равно нулю при всех 0 ≤ ξ ≤ ξs. Отсюда 

2( 1) (1 )
2( 1)

U UB
U

γ γ − −
=

γ −
.                                  (10) 

Как и утверждалось выше, определяема
гральная кривая, начинаясь в точке (3), приходит

ями (3) до ξ = 0 ре-
шил

я этим решением инте-
 в седло с коор-

динатами: U = 1/γ, δ = 1/B = 0. Уравнением энергии в форме (9) 
можно заменить любое из уравнений, использованных при полу-
чении системы (5) и её следствия уравнения (6). Поэтому реше-
ние (10) заведомо удовлетворяет этому уравнению, в чём можно 
убедиться и непосредственной подстановкой. 

Позднее задачу о сильном взрыве численным интегрировани-
ем системы (5) от ξs = 1 с начальными услови

 Дж. Тейлор (1950). При интегрировании этой системы ни 
при каком ξ функция f0 = (U – 1)2 – B с B = A2 не должна обра-
титься в ноль. В рассматриваемой задаче этого не происходит. 
Действительно, пусть (U – 1)2 – A2 = 0 при некотором ξ = ξ0, т.е. 
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на линии x = ξ0ct. Как следствие на ней выполняется одно из ра-
венств: 1 = U ± A. Но в плоскости xt вдоль той же линии 

1
0

ndx xn ct n
dt t

−= ξ = . 

С учётом предыдущих равенств и определений (2) это означает, 
что , и данная линия – С/dx dt u a= ± +- или С–-характеристика. 
Как отмечалось выше, на оси t при нулевой скорости скорость 
звука бесконечна. Значит, характеристики обоих семейств нор-
мальны к этой оси, что отражено на рис. 2.19. На нём С+- и С–-
характеристики – штриховые линии, отличные от выходящих из 
начала координат кривых ξ = const. 

 

0 1 1 – ε
x/xs

p/ps

u/us

ρ/ρs

ϕ/ϕs
1

 
 

Рис. 2.20 
 

Типичные распределения скорости, плотности и давления, 
получающиеся в результате решения, проиведёны на рис. 2.20. 
Одна из его особенностей – сосредоточение практически всего 
газа в тонком слое, примыкающем к УВ. Его относительная тол-
щина имеет порядок ε = (γ – 1)/(γ + 1) – малого параметра, широ-
ко используемого в газовой динамике. Вне этого слоя величина ρ 
близка к нулю, из уравнения движения др/дх = – ρdu/dt ≈ 0, и дав-
ление практически постоянно. 

Отметим два следствия упрощений, лежащих в основе полу-
ченного решения. Бесконечные значения температуры, скорости 
звука, давления и энтропии при t = 0 – следствие пренебрежения 
размером и массой взрывающегося устройства. Даже при этом 
бесконечные значения энтропии, температуры и скорости звука 
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при t > 0 возможны только для нетеплопроводного газа. Вне ма-
лой окрестности начала координат (эпицентра взрыва) построен-
ное решение справедливо лишь пока УВ остаётся сильной, т.е. её 
число Маха МD = D/a0 таково, что  >> 2/(γ – 1). 2MD

Скорость УВ D = dxs/dt = nξsct(n – 1) – убывающая функция t, 
ибо n < 1. Входящее в выражения D значение ξs отлично от ис-
пользованной выше величины ξs = 1. Для его вычисления вос-
пользуемся тем, что в приближении сильной УВ энтальпия по-
коящегося газа h0 = 0, и при t > 0 энергия газа, ограниченного УВ, 
равна Е. С учётом интеграла (10) это даст (ξ° = ξ/ξs) 

( ) ( )
2 2

1 1

0 0
( ) 2 2

1
0

0

2 ( 1)

( ) ( )( )
( 1) 2

s s

s

x t x t

x t

u a 2

2
uE x e dx x dx

x B Ux R n dx
t

ν− ν−

ν−

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= ρ + = ρ +⎜ ⎟ ⎢ ⎥γ γ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ξ ξ⎛ ⎞= ρ ξ + =⎜ ⎟ ⎢ ⎥γ γ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫

=

 

2 2
2 10

2 (2 )

0

( ) ( )( )
( 1) 2

s

n

c B Un R
t

ξ
+ν

+ν
− +ν

⎡ ⎤ρ ξ
= ξ ξ +⎢ ⎥γ γ −⎣ ⎦∫ dξ

ξ =  

12 3
1

0

2( 1) ( ) ( )
( ) 1

sE R U d
U

+ν
+ν

2

γ − ξ ξ ξ
= ξ

(2 + ν) γ ξ −∫
o o

o o

o
ξ . 

В выполненных преобразованиях использованы формулы для c и 
n, выражение х = ξctn, и интеграл (9). В последнем интеграле ξ° = 
= ξ/ξs. Следовательно, значение ξs определится формулой 

1 3
1(2 ) (2 )

0

2( 1) ( ) ( )[ ( , )]
( ) 1s s

R U d
U

+ν− +ν − +ν
2

γ − ξ ξ
ξ = ξ γ ν = ξ

(2 + ν) γ ξ −∫
o o

o o

o
ξ , 

а с учётом формул для c и n зависимость от времени числа Маха 
УВ примет вид 

1/(2 )

/(2 )
0 0 0

2 ( , )
( )

s
D

D EM
a a t

+ν

ν +ν

⎛ ⎞ξ γ ν
= = ⎜ ⎟2 + ν ρ⎝ ⎠

. 

 
Глава 2.11. Задача об отражении ударной волны от оси 
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или центра симметрии (задача Гудерлея) 
 

Сокращения: ЗГ – задача Гудерлея, УВ – ударная волна, ЦС – 
центр симметрии. 

 
Задача об отражении ударной волны (УВ) от оси или центра 

симметрии (далее – центра симметрии – ЦС) решена К. Гудер-
леем (K.G. Guderley) в 1942 г. В середине ХХ века она оказалась 
одним из ключевых теоретических элементов при создании ядер-
ного оружия, а в наше время – управляемого инерционного тер-
моядерного синтеза. 

 

 
 

Рис. 2.21 
 

В основе рассматриваемой задачи (задачи Гудерлея – ЗГ) ле-
жит физически естественное предположение о неограниченном 
росте интенсивности УВ, движущейся к центру (при ν = 3) или к 
оси (ν = 2) симметрии. Одно из обоснований этого предположе-
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t

ния – неограниченный рост при ν = 2 и 3 интенсивностей разры-
вов в акустическом приближении. Если УВ сильная, то, как и в 
задаче о сильном взрыве, из параметров газа, покоящегося перед 
УВ, движущейся к ЦС, важна только его плотность ρ0. 

Возьмем за начало отсчёта времени (рис. 2.21) момент прихо-
да УВ в ЦС, введём τ = | t |, signu = v  и переменную ξ: 

n

x
c

ξ =
τ

                                             (1) 

с пока неопределённым показателем автомодельности n и 
константой с. В результате скорость u потока, движущегося за 
УВ IS к ЦС, как и скорость УВ D = dxs/dτ, станет положительной. 
Примем, что для u, a, ρ и p вблизи ЦС справедливы разложения 
(как и ранее, U, … – функции ξ и постоянных γ, ν, n) 

1 1

( ) ( ) , ( ) ( ) ,k k
k k

k k

x xu n U x U a n A x A
∞ ∞

α β

= =

⎡ ⎤ ⎡= ξ + ξ = ξ + ξ⎢ ⎥ ⎢τ τ⎣ ⎦ ⎣
∑ ∑ ⎤

⎥⎦
 

2

0 0
1 1

( ) ( ) , ( ) ( )k k
k k

k k

xR x R p n P x P
∞ ∞

δ γ

= =

⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ρ = ρ ξ + ξ = ρ ξ + ξ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢τ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣
∑ ∑ ⎤

⎥⎦
 

с положительными, растущими с увеличением номера k показа-
телями степени αk, βk, δk и γk. Тогда в главных порядках анало-
гично задаче о сильном взрыве будем иметь 

2

0 0( ), ( ), ( ), ( )x x xu n U a n A R p n P⎛ ⎞= ξ = ξ ρ = ρ ξ = ρ ⎜ ⎟τ τ τ⎝ ⎠
ξ ,     (2) 

причём входящие сюда функции U, … удовлетворяют условиям 
(2.10.3) на приходящей УВ IS и дифференциальным уравнениям 
(2.10.4) – (2.10.6) между IS и отраженной УВ RS и между RS и 
ЦС – осью времени t. На рис. 2.21 даны траектории УВ IS и RS и 
особая С–-характеристика С0

–, приходящая в ЦС одновременно с 
УВ IS, а штрихами – одна из траекторий частиц. Как и в Гл. 2.10, 
оси координат – линии постоянства ξ. На оси абсцисс ξ = ∞, а на 
оси ординат ξ = 0. 

Как и в задаче о сильном взрыве, в ЗГ n < 1. Действительно, 
по тем же соображениям, что и в Гл. 2.10, траектории УВ IS и RS 
– линии постоянства ξ. Чтобы скорость DI УВ IS в ЦС была бес-
конечной, касательная к ней должна быть горизонтальной. В силу 
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(1) это возможно лишь при n < 1, причём скорость DR УВ RS 
также бесконечна. Несмотря на это, она, как показано ниже, не 
будет сильной даже в ЦС, ибо в ЦС скорость звука а

R

R– перед УВ 
RS также бесконечна, и МDRR = DR/аR R– не удовлетворяет неравен-
ству (1.4.28). 

 
                            а                                                           б 

 
Рис. 2.22 

 
Ключевая роль в определении показателя n принадлежит ана-

лизу в плоскости UB интегральных кривых уравнения (2.10.6): 
2

1

( , , , , )
( 1) ( , , , ,

dB Bf B U n
dU U f B U n

γ ν
=

− γ )ν
.                          (3) 

Согласно условиям (2.10.3), интегральная кривая этого уравне-
ния, дающая решение ЗГ, начинается в точке IS (рис. 2.22, по-
строенный для ν = 3, γ = 7/5). В точке IS 

2
IS IS IS IS2

2 2 ( 1), , ( 1) ( 1) /( 1) 0
1 ( 1)

U B B Uγ γ −
= = − − = γ − γ +

γ + γ +
> ,    (4) 

т.е. эта точка лежит внутри звуковой параболы B = (U – 1)2, кото-
рая на рис. 2.22, а дана штрих-пунктиром. На ней множитель пе-
ред производными в уравнениях (2.10.5) – функция f0(B,U) = 
= (U – 1)2 – B = 0. 
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Подстановка τ или х из (1) в формулы (2) приводит к выраже-
ниям 

1/ 1/

1/ 1 1 1/ 1 1

2 2
1 1/

0 0 02(1 ) 2(1 )

( (( ) ( ), ( ) ( ),

( (( ), ( ), .
( )

n n

n n n n

n n

n c nc n c ncu U U a A A
x x

nc p nc PR p P
R

− − − −

− γ
− γ − γ

ξ) ξ ξ) ξ
= ξ = ξ = ξ =

τ τ
( )

ξ

ξ) ξ
ρ = ρ ξ = ρ ξ = ρ

) ξ
τ ρ τ ξ

     (2′) 

Согласно им за УВ IS и на любой линии постоянства ξ плотность 
постоянна, а u, а, р и р/ργ при приближении к ЦС неограниченно 
растут (для ξ ≠ 0). При переходе в плоскости xτ от УВ IS к оси x 
переменная ξ монотонно растёт от конечной положительной ве-
личины ξIS до ξ = ∞. Неограниченно растёт и множитель ξ2τ2(n – 1) 
в формулах (2′) для u и а. На оси х, за исключением начала коор-
динат, скорость газа u, и скорость звука а ограничены. Это воз-
можно только при U(∞) = A(∞) = 0. Начало координат B = U = 0 
плоскости UB – особая точка уравнения (3), которое при малых U 
и B принимает вид  

2
2(1 )

dB n B
dU n U n B

γ
γ

=
+ −

. 

Проинтегрировав это уравнение, найдём, что B ≈ kU2 при U → 0, 
т.е. начало координат узел, из которого выходит множество инте-
гральных кривых, отличающихся значением постоянной k. При  
k > 0 интегральные кривые касаются оси U. 

Итак, в плоскости UB интегральная кривая уравнения (3), на-
чинающаяся в точке IS внутри звуковой параболы, должна при 
монотонном росте ξ прийти в начало координат B = U = 0. В силу 
первого уравнения (2.10.5), переписанного в форме 

0

1

fd n
dU f

ξ
= γξ ,                                       (5) 

такой переход через звуковую параболу 
2

0 0 ( , ) ( 1) 0f f B U U B= = − − =                          (6) 
возможен лишь при одновременном выполнении равенства 

1 1( , , , , ) ( 2 2) ( 1)(1 ) 0f f B U n n U n B U U nU= γ ν = νγ + − + γ − − = . (7) 
Действительно, искомая интегральная кривая должна прийти в 
начало координат, т.е. непременно пересечь звуковую параболу. 
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Монотонному росту ξ от конечного значения ξIS на УВ IS до ξ = 
∞ на оси x отвечает непрерывное изменение U, в том числе при 
пересечении звуковой параболы. Согласно (5) в произвольных ее 
точках dξ/dU = 0, и ξ сначала растет, а затем убывает (или наобо-
рот), что на рис. 2.22, а показано стрелками. Чтобы производная 
dξ/dU в точке пересечения интегральной кривой со звуковой па-
раболой не меняла знак, одновременно с числителем в правой 
части уравнения (5) должен обратиться в ноль ее знаменатель. 

В согласии с приведёнными после уравнений (2.10.5) выра-
жениями выполнение равенств (6) и (7) обеспечивает обращение 
в нули и функций f2 и f3 – линейных комбинаций f0 и f1. В ре-
зультате все три производные U′, B′ и R′ в точке перехода конеч-
ны. Это естественно и без упомянутых выше выражений для f2 и 
f3, ибо при конечной U′ на звуковой параболе согласно первому и 
третьему уравнениям системы (2.10.4) конечны B′ и R′. 

В плоскости UB переход через звуковую параболу – возмо-
жен лишь в особых точках. При фиксированных γ, ν и любом 0 < 
< n < 1 их координаты находятся из совместного решения урав-
нений (6) и (7). Для интересных в дальнейшем значениях n на 
звуковой параболе кроме особой точки (1,0) есть две особых точ-
ки. В силу уравнений (6) и (7) их абсциссы равны 

2

1,2

2 2 (2 2 ) 8 ( 1)(1 )
2 ( 1)

n n n n n
U

n
γ ν γ γ ν γ γ ν

γ ν
− − + ± − + − − − −

=
−

n
,  (8) 

а ординаты В1,2 находятся по U1,2 из уравнения (6). 
Пригодная для попадания выходящей из SP интегральной 

кривой и в точку (4), и в начало координат B = U = 0 особая точка 
– седло или узел, а дающия решение интегральная кривая – одна 
из их сепаратрисс ( для узла – «главный ус»). Показатель n под-
бирается так, чтобы сепаратрисса попала в точку (4). Попадание 
её в точку B = U = 0 обеспечивается тем, что для всех γ, ν и n на-
чало координат плоскости UВ – узел уравнения (3). Согласно 
расчётам, при 1 < γ < γ*, где γ* ≈ 1.91 и 1.87 при ν = 2 и 3, инте-
гральная кривая проходит через нижнюю особую точку – седло с 
абсциссой U1. На рис. 2.22, а это – точка SP. Если γ > γ*, то инте-
гральная кривая, вышедшая из точки (4), проходит через верх-
нюю особую точку – узел с абсциссой U2. 
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)

Как показано в Гл. 2.10, выполнение при некотором ξ равен-
ства (6) означает, что соответствующая линия постоянства ξ – С+- 
или 
С–-характеристика. В ЗГ это – особая С–-характеристика С0

–, при-
ходящая в ЦС одновременно с УВ IS. На рис. 2.22 интегральная 
кривая (сепаратрисса седла SP), соединяющая точку IS c началом 
координат, продолжается во второй квадрант до точки RS–. В 
плоскости хτ (рис. 2.21) такое продолжение отвечает течению от 
оси х до отраженной УВ RS. 

Далее, как и в задаче о сильном взрыве, неограниченность 
р/ργ при конечном давлении означает, что в ЦС, где ξ = 0 и u = 0, 
скорость звука а = ∞ для τ = t > 0. Согласно выражениям (2′) это 
возможно, если |U(0)| ≡ |U0| < ∞, а B(0) = ∞. Для построения ре-
шения между УВ RS и осью t интегрируется уравнение (2.10.7), 
записанное в переменных U, δ = 1/B. Интегральная кривая, кото-
рая приходит в седло (2.10.8), – его сепаратрисса. На рис. 2.22, б в 
плоскости Uδ представлены интегральные кривые уравнения 
(2.10.7) в окрестности седла, включая горизонтальную (δ = 0) и 
вертикальную (U = 1) прямые. Штрих-пунктиром нарисована 
часть звуковой параболы – кривой: δ = (1 – U)–2. Все отличные от 
прямых интегральные кривые, в том числе, сепаратрисса прихо-
дящая в седло сверху (а на рис. 2.22, а – наоборот, снизу) закан-
чиваются в узле NP на звуковой параболе. 

На УВ RS – линии постоянства ξ выполняются законы сохра-
нения (1.3.8), (1.3.9) и (1.3.11). Для совершенного газа в обозна-
чениях данного параграфа они принимают вид: 

2 2( ) ( ), ( ) (u D u D p u D p u Dρ ρ ρ ρ+ + − − + + + − − −− = − + − = + − , 
2 2

2 22 2( ) (
1 1

a au D u D
γ γ

+ −
+ −+ − = + −

− −
) , 

где индексы «–» и «+» метят параметры перед и за УВ (справа и 
слева от RS на рис. 2.21). С учётом формул (1) и (2) и того, что на 
RS ξ постоянна, эти условия принимают вид 

2 2

2 2

( 1) ( 1), ( 1) ( 1) ,

2 ( 1)( 1) 2 ( 1)( 1) ,

R U R U P R U P R U

B U B Uγ γ
+ + − − + + + − − −

+ + − −

− = − + − = + −

+ − − = + − −
 

а после разрешения относительно U+ и B+: 



 

 

106

2

2
2 2

2

11 (2 1), 0,
1 ( 1)

( 1) [2(1 ) (6 1) 2 ( 1)].
( 1)

U BU G G
U

UB G G

γ
γ

γ γ γ γ γ
γ

− −
+

−

−
+

−
− = + − = ≥

+ −

−
= − + − − +

+
−

       (9) 

Для построения полного решения точка RS– на «левой» ветви 
интегральной кривой (U– и B–) выбирается так, чтобы в согласии 
с равенствами (9) точка RS+ с координатами U+ и B+ плоскости 
UB попала на идущую сверху интегральную кривую. На рис. 
2.22, а этот переход показан стрелкой. Другие интегральные кри-
вые даны тонкими линиями, а ещё два узла – кружками (NP, 
верхний – на звуковой параболе, он же – на рис. 2.22, б). Ось B = 
= 0 и прямая U = 1 – тоже интегральные кривые уравнений 
(2.10.3) или (2.10.7).  

После определения показателя n и интегральной кривой B = 
= B(U), выходящей из точки IS плоскости UB, строится полное 
решение задачи. Зависимости ξ = ξ(U) и R = R(U) находятся ин-
тегрированием первого и третьего уравнений системы (2.10.5), от 
точки IS, в которой ξIS = 1, а RIS = (γ + 1)/(γ – 1).  

Если m – массовая лагранжева переменная, то при любом по-
казателе n есть универсальные связь R = R(ξ,U,B) и формула: х = 
= Х(ξ,m) для траекторий частиц (далее – траекторий) в плоско-
сти xt. Для получения этих функций учтём, что на траектории 

m

dx X Xu n U
d

∂⎛ ⎞≡ = =⎜ ⎟τ ∂τ τ⎝ ⎠
,                                (10) 

а в силу определения переменной ξ = х/(сτn) имеем 
x xdx n d d= τ + ξ
τ ξ

. 

Данная связь справедлива, в частности, вдоль любой траектории 
(при m = const). Отсюда 

m m

X X Xn∂ ∂ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂τ τ ξ ∂τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,                           (11) 

а с учётом равенства (10) 
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m m m m

X Xn U
X X

∂ξ ∂ξ ∂ ∂ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂τ ∂ ∂τ ∂ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Подстановка формулы (10) и этого выражения в (11) даст 
ln

1 ln m

U X
U

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟− ∂ ξ⎝ ⎠

. 

Если из третьего уравнения системы (2.10.4), переписанного в 
дифференциалах и делённого на (U – 1), с помощью последней 
формулы исключить U/(U – 1), то оно примет вид 

lnln( 1) ln ln 0
ln m

Xd U d R d⎛ ⎞∂
− + + ν ξ =⎜ ⎟∂ ξ⎝ ⎠

. 

Но U и R – функции только ξ, и его можно переписать в форме 
[ln( 1) ln ln ] 0

ln m

U R X⎛ ⎞∂ − + + ν
=⎜ ⎟∂ ξ⎝ ⎠

. 

Откуда после интегрирования и простых преобразований найдём 
1( 1) (U RX K mν− = )

)

.                                   (12) 
До встречи с УВ RS вдоль траекторий сохраняется энтропий-

ная функция, т.е. γр/ργ = ρ1 – γа2 = χ(m). Отсюда, воспользовав-
шись представлениями (2), получим  

( )21 1
0 / (R nX B m−γ −γρ τ = χ  

или после подстановки 1/τ = (cξ)1/n/Х1/n и деления на константы 
2 /

1
22

1( ),
n nR B K m

X n
−γ

λ

ξ −
= λ = . 

После исключения Х из этого уравнения и равенства (12) придём 
к искомой связи  

1 (1 ) /(2 ) /(1 ) /(2 ) /(2 )
1 2( 1) ( )[ ( )]nU R B K m K m K+ −γ ν λ ν − ν λ ν λ− ξ = .=  

Стоящая в правой части данного равенства комбинация функций 
от m – константа, поскольку его левая часть – функция ξ.  

На участках траекторий между УВ IS и RS константа K и 
функция K1(m) определяются по параметрам на УВ IS. Перед ней 
газ покоится, ρ = ρ0 и dm = kXν – 1ρ0dX. Отсюда, взяв нормирую-
щий множитель k = ν/ρ0, найдём Х = m1/ν. С учётом этого, формул 
(2.10.3) для параметров за УВ IS и того, что ξs = 1, найдём: 
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/(2 )

1 2 2 / 1 1

2 1) 2 1)( ) , ( ) ,
1) 1)

K m m K m K
m

ν λγ γ

λ ν γ+ γ+

⎡ ⎤γ (γ − γ(γ −
= − = = − ⎢ ⎥(γ + (γ +⎣ ⎦

. 

При известной Х(ξ, m) время на траектории согласно определе-
нию переменной ξ даётся равенством |t|n = X(ξ, m)/(сξ). 
 

Т а б л и ц а  2.1 
Показатели n, константы μ и характерные плотности в ЗГ 

ν γ n μ ρIS ρC ρt = 0 ρRS–
ρm = 

= ρRS+

2 3 0.77567 0.52774 2 2.139 2.500 2.991 3.906 
3 3 0.63641 0.49957 2 2.209 2.736 3.345 4.095 
2 5/3 0.81562 1.302 4 4.749 7.018 11.71 22.98 
3 5/3 0.68838 1.2819 4 5.190 9.550 18.88 32.28 
2 7/5 0.83532 1.8868 6 7.566 12.90 28.77 77.70 
3 7/5 0.71717 1.8851 6 8.492 20.07 64.32 145.1 
2 4/3 0.84226 2.1377 7 9.018 16.24 41.17 127.5 
3 4/3 0.72769 2.1453 7 10.21 26.55 106.9 273.2 
2 6/5 0.86116 2.9760 11 15.00 31.62 122.6 590.1 
3 6/5 0.75714 3.0160 11 17.33 59.55 539.6 2112 

 
Рассчитанные Х.Ф. Валиевым (2009, [22]) показатели автомо-

дельности n, константа μ и характерные значения плотности (ρIS 
за УВ IS, ρС – на 0C− , ρt = 0 – на оси x, ρRS– и ρm = ρRS+ – перед и за 
УВ RS) собраны в табл. 2.1. По отношению плотностей ρRS+ к 
ρRS– отражённая УВ RS не сильная. На рис. 2.23 в плоскости xt 
для трёх вариантов даны траектории УВ и поля плотностей. 
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Рис. 2.23 

 
Глава 2.12. Быстрое сильное сжатие идеального газа 

 
Сокращения: ЗГ – задача Гудерлея, УВ – ударная волна, ЦВ и 
ЦПВ – центрированная волна и центрированная простая волна, 
ЦВС – центрированная волна сжатия, ЦС – центр симметрии. 

 
В Гл. 2.9 описано изэнтропическое сжатие идеального газа из 

покоя в покой. Показано, что при этом возможны любые степени 
сжатия с = ρf/ρi, где ρi и ρf – начальное и конечное значения 
плотности, за время, близкое к t0 – времени пробега звуковой 
волны по несжатому газу. Однако при изэнтропическом сжатии 
конечная температура невелика. Так, для совершенного газа 
Тf /Т i = (ρf /ρi)γ – 1, и если ρf/ρ0 = 104, то Тf /Тi ≈ 40 и 460 соответ-
ственно для γ = 7/5 и 5/3. При Т i = 300 K это даёт Тf = 
= (0.12÷1.4)⋅105 K, а для реализации управляемого инерционного 
термоядерного синтеза при несколько меньшей степени сжатия 
нужны Тf = (0.3÷1)⋅108 K. Следовательно, для достижения много 
более высоких конечных температур к тому же за времена tf << t0 
сжатие должно начинаться в сильной УВ. 

В рассмотренном в Гл. 2.11 сжатии, начинающемся в сильной 
идущей к оси или к центру симметрии (далее – к ЦС) УВ, tf << t0, 
и в принципе возможны сколь угодно высокие Тf, однако не дос-
тигаются необходимые для инерционного термоядерного синтеза 
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/ρ . 

степени сжатия с = (0.3÷4)⋅103. Далее сжатие называется быст-
рым и сильным (А.Н. Крайко, 2005 [23, 24]), если за время tf << 
t0 оно позволяет получить требуемые для реализации инерцион-
ного термоядерного синтеза Тf /Т i и ρf i

Согласно определению, быстрое сильное сжатие должно на-
чинаться сильной УВ, движущейся к ЦС. При её приближении к 
ЦС такое течение описывается автомодельным решением задачи 
Гудерлея (ЗГ, Гл. 2.11) с неограниченным в ЦС ростом темпера-
туры T и конечным увеличением плотности ρ и за приходящей 
(IS), и за отраженной (RS) УВ. Для обеспечения сколь угодно 
большого роста ρ к особой С–-характеристике ЗГ С0

–, догоняю-
щей УВ в момент её прихода в ЦС, нужно пристроить центриро-
ванную волну сжатия (ЦВС) с фокусом в ЦС. Вне малой окрест-
ности фокуса ЦВС и реализующую её траекторию поршня можно 
рассчитать методом характеристик. Однако, как и для любой ЦВ, 
такой расчёт ведётся от ЦС. Поскольку в ЦС часть параметров 
(заведомо, Т, давление р и скорость u) неограниченна, то расчёту 
методом характеристик необходимо предпослать построение 
аналитического решения, справедливого в окрестности ЦС. В 
плоском случае это решение элементарно, а отвечающая ему xt-
диаграмма приведёна на рис. 2.24, а. Увеличивая начальную ско-
рость поршня, можно получить сколь угодно малое время сжатия 
при близком к (γ + 1)/(γ – 1) отношении плотностей на УВ, а 
сколь угодно большую ρ обеспечит ЦВС i10i2, догоняющая УВ в 
момент её отражения от плоскости симметрии х = 0. 
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Ниже вместо времени t, отсчитываемого от момента прихода 

УВ IS и характеристики С0
– в ЦС, взято τ = – t, а чтобы уравнения 

течения при замене t на τ не изменились, под u понимается ско-
рость со знаком «минус». Фокусировке С–-характеристик в ЦС 
(х = τ = 0) за УВ IS при ν = 2 и 3 отвечает хt-диаграмма 
рис. 2.24, б. При выяснении структуры течения вблизи ЦС учтем, 
что поток за УВ IS и на приходящей в ЦС характеристике С0

– не-
изэнтропический с известной энтропийной функцией р/ργ = χ(m). 
Постоянная на траекториях частиц лагранжева переменная m 
введена равенством (2.1.8) с нормирующим множителем k = 1: 

1 ( 1) / /( ) ( ) ,dm x dx ud dz z ud z xν− ν− ν ν= ρ − τ = ρ − ν ρ τ =       (1) 
Равенства (2.2.7–), получающиеся отсюда для С–-характеристик 
(с –u вместо u), запишутся в форме 

( 1) /( ) adzdm z ad
a u

ν− ν ρ
= ν ρ τ=

+
.                        (1–) 

На характеристике С0
–, совпадающей с линией постоянства 

автомодельной переменной ЗГ ξ = х/(cτn) = ξ0, согласно форму-
лам (2.11.2) (во избежание недоразумений в дальнейшем функци-
ям A(ξ) и U(ξ) Гл. 2.11 приписан «градус») и равенствам (1) име-
ем 

( ), ( ) ( )x x xa n A u n U n A0 0 0= ξ = ξ = μ
τ τ τ

o o , ξo

0 ( ), (1 )R z m0ρ = ρ ξ = + μ . 
Постоянная μ и показатель степени n < 1 собраны в табл. 2.1, а 
τ = x1/n/(cξ0)1/n, и поэтому x/τ = (cξ0)1/n/x(1 – n)/n. Следовательно, х ∼ 
∼ m1/ν, и при соответствующем выборе масштабов предыдущие 
формулы сведутся к 

2 2 1, , 1, , (1 ) ,p a m na m u m p z m
nγ

α
α α ρ −

= = μ ρ = = = = = + μ α = .(2) 

/ρ и ус-
ловия сохранения р/ργ как функции m найдём, что в ЦВ

γ γ νρ
Так как n < 1, то α < 0, и при m → 0 плотность постоянна, а a, u и 
р неограниченно растут. Из равенств (2), формулы а2 = γр

С 
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1/ /1 1, , ,
2

a m p a mκ ω γ κ ω α γ −
ρ = = ω = − κ =

γ κ
.              (3) 

Если из уравнений неразрывности и движения (2.2.1ν) и 
(2.2.2ν) (для ν = 2 – без закрутки) с помощью выражений (
ключить ρ и р, то они запишутся в форме 

3) ис-

1 2( 1) 0, 0.da u u du aa a a x a
d x x d x m

ν−∂ ∂ α
+ κ + κ ν − = κ + − ρ =

τ ∂ τ ∂ γ
    (4) 

Формулы (3) предопределяют использование m в качестве 
одной из независимых переменных. В качестве второй возьмем 
постоянную на каждой С–-характеристике пучка (рис. 2.24, б) ха-
рактеристическую переменную η. При перехо
учтем, что в силу определения η равенства (1–) принимают вид: 

де от х и τ к m и η 

( 1) /
1,

( )m m
a uz

a z aν− ν
+

= τ =
ρ ν ρ

,                            (5) 

где индексы m и η означают дифференцирование по эт
менным. В силу этих выражений равенство (1) станет 

им пере-

( 1) / ( 1) / ( 1) /

( )mz dm z d dm udm az ddz dmd η η

( ) ( ) ( )z u z u z auν− ν ν− ν ν− ν

ρ + η − + ρ ηρ −
τ = = = ,         

ν ρ ν ρ ν ρ
 (6) 

для любой функции ϕ(m,η) или ϕ(x,τ) в силу формул (5) и (6)  
( 1) /( ) , (maz u dz u z ( 1) /)

u
az d x z

η ην− ν ην− ν

x η η

ρ ϕ − ϕ∂ϕ ϕ ∂ϕ ∂ϕ
= ν = + = ν

ϕ

∂ τ ∂τ ∂
, 

а в переменных m и η уравнения (4) заменятся на 
21 0, ( ) 0.m

m m
a a au u az a u a u z

m z mη η η η
α ν − αρ

+ − + = ρ + κ − − =
κ γκ ν ρ γ

 (7) 

Выполняющееся на С–-характеристиках первое уравнение этой 

астут неограни-
ченно. С учётом этого в ЦВС z, a и u представим в форме (ф

, (8) 
где первые слагаемые, совпадающие с распределениями (
характеристике С0

–, при m → 0 много больше вторых, т.е. 

системы – результат сложения записанных в переменных m и η 
уравнений (4). 

В ЗГ а и u на характеристике С0
– при m → 0 р

унк-
ции A(η) и U(η) отличны от A(ξ) и U(ξ) Гл. 2.11): 

(1 ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( )z m m Z a m m A u m m Uα α= + μ + ϕ η = + ψ η = μ + ψ ( )η
2) на 
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ости (первое ра-
венство (3)) в малой окрестности ЦС прим

(1 ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )m m Z m m A m m Uα α+ μ >> ϕ η >> ψ η μ >> ψ η .   (9) 
В силу этого и формул (8) выражение для плотн

ет вид 
A

mα1 ψ
ρ = +

κ
.                                (10) 

Подстановка выражений (8) в первое уравнение (5) при учёте 
соотношений (9), (10) и того, что главные слагаемые в равенствах 
(8) удовлетворяют тому же уравнению, даст 

0 0, ;Z c c m
m

[1 (1 ) ]U A α
α= Ω = Ω Ω = ψ = ϕ

κϕ
&

&
   (11) 

с неизвестной постоянной с

ψ κ − + + κ μ

я (7) после исключения Z 
с помощью уравнения (11) получим  

0. Эти равенства – следствия того, что 
Z, A, U и Ω – функции η, а ψ и ϕ – функции m. Здесь и далее точ-
ка означает производные по m, а штрих – по η. 

Аналогично из первого уравнени

1 2
2

1
( ) 0, ,

( 1)
U A c A

c m m
κ + + + − − = = =⎜ ⎟γ ν μ + μ κ ϕ ψ⎝ ⎠

. (12) ( 1) U A c c⎛ ⎞κω κ ν − μ Ω ϕ ψ& &

Проинтегрировав второе и третье из этих уравнени найдём  й, 
1 2 11

0 1,c c cC m C m C c c mα− +
ϕ ψ ϕϕ = ψ = = , 

а приравняв, в согласии с определением функций ϕ и ψ, входя-
щие сюда постоянные С  и С  единице, получим 

ес, не равных тождествен
ций A(η) и U(η) имеем 

ϕ ψ
1

1 0 1 2 1, , 1, 1/ , 1m m c c c c c+Δ α+Δϕ = ψ = Δ = − = = α + − .    (13) 
Левая часть первого уравнения (12) – линейная однородная 

функция A и U с постоянными коэффициентами. Поэтому для 
представляющих интер но нулю функ-

( ) ( )U kAη = η                                      (14) 
с подлежащей, как и с1, определению постоянной k. При учёте 
равенства (14) и выражения для с2 (последнее равенство (13)) 
первое уравнение (12), связывающее искомые постоянные, запи-
шем в форме 

1 1 1 1)( 1 ) 0
1 ( 1)

k c c c cκ α − + + + + μ =⎢ ⎥γ μ + ν ν μ +⎣ ⎦
. (15) 1 1(1 k k⎡ ⎤κω ν − κ − μ + μ + κμ − κ

+
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ений (8) во второе уравнение (7). Выразив в нём с 
помощью первого уравнения (11) и равенства (14) U′ и ′ через 

Второе уравнение для определения с1 и k – результат подста-
новки выраж

 Z
A′, получим 

{2(1 )[(1 ) 1 ]n k k n c A1( 1) } 0′− + κ μ + − κ + κ − ν γ μ = . 
 A ′ равен нулю  При неравной тождественно нулю производной

множитель при ней. Откуда 

1
(1 ) 12(1 )

(1
kc n

)k n
+ κ μ + − κ

= −
− κ ν γμ

   (16) 

При с1 ≡ с1,0 = 0 уравнения (15) и (16) 

.                           

совпадают и дают 

0
(1 ) 1k k + κ μ +

= =
κ

.                                  (17) 

Таким образом, с1,0 = 0 и k0 – одно из решений этой системы, 
причём k0 – один из корней кубического уравнения, которое по-
лучается после исключения с1 из уравнений (15) и (16

тов b1 и b2. Но со-
гласно Гл. 2.11 n и μ – функци ν и γ. Следовательно, b1, b2 и 
корни k1 и k2 уравнения (18) – функции ν и γ. 

 б  
К та  да т о и о а

 1  

). Знание 
корня (17) сводит кубическое уравнение к квадратному 

2
1 2 1,2 1,2 1,22 0, ( , , , , ) ( , )k b k b b b n b− + = = ν γ κ μ = ν γ         (18) 

с известными выражениями для коэффициен
и 

 
Т а

го сж
 л и ц
тия 

а  2.2 
онс нты в за че быс рог  с льн

ν γ – α k0
k = 
k1

Δ = Δ1 0–3νΔ k2
– 

Δ2
– Cz – Cτ

2 5/3 0.113 8.21 2.40 0.00437 0.941 0.26 0.70 2.51 2.72 
3 5/3 0.151 8.13 2.16 0.00481 0.905 0.24 0.60 2.60 2.24 
2 7/5 0.099 16.3 4.10 0.01103 0.859 1.04 0.71 4.19 3.84 
3 7/5 0.132 16.3 3.77 0.01401 0.748 1.06 0.62 4.29 3.05 
2 6/5 0.081 42.7 8.48 0.01761 0.784 3.51 0.73 8.47 6.57 
3 6/5 0.107 43.2 7.97 0.02374 0.784 3.55 0.64 8.56 5.02 

 
Корни k1 и k2 уравнения (18) вместе с k0, отвечающие им со-

гласно равенству (16) значения с1,1 и с1,2 и величины Δ1 = с1,1 – 1 
и Δ2 = с1,2 – 1 (с1,0 = 0 для всех ν и γ и, следовательно, Δ0 = –1) и 
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) для функций ϕ и ψ неравенства 
(9) 

ины 10 –3νΔ по-
каз

пучка 
волн сжатия (на особой С–-характеристике ЗГ) и растёт с удале-
нием от неё. В итоге в малой окрестности ЦС будем иметь  

показатель степени α представлены в табл. 2.2. Согласно приве-
дённым данным и формулам (13

выполняются только при положительных Δ, т.е. при Δ = Δ1. 
Ниже Δ1, μ1 и k1 пишутся без индекса. 

Во всех случаях Δ << 1. В табл. 2.2 приведены величины 
10 –3νΔ, характеризующие малость показателя Δ. Если на С0

– m = 1 
при x = 1, то m = 10 –3ν при x = 10 –3. Поэтому велич

ывают, что даже на столь малых расстояниях от ЦС добавки, 
равные нулю в ЦС, – величины порядка единицы. 

В качестве характеристической переменной возьмем функ-
цию А, положив η = А(η). По определению, величина η, как и 
функция А(η), равна нулю на начальной С–-характеристике 

1( 1) (1 ),
( 1)(1 )

(1 ), ( ), 0.

z z
kz m C m C

a m m u m k m

Δ ,κ − − μ − κμ
= μ + + η =

κ μ + + Δ

= + η = μ + η η ≥
Представление для τ, получающееся из второго уравнения (6), 
имеет вид 

α Δ α Δ

 

1/
1/( )(1 ) ( 1),n zn C m Cm C

ν Δ
ντν − η ν + κν + κ ν −

τ = = . ( 1) / (1 )( 1) nτν− ν νκ + ν Δμ +
Коэффициенты Cz и Cτ – функции ν и γ также даны в табл. 2.2. 

Найденное решение и метод характеристик с последователь-
ным расчётом отвечающих возрастающим значениям η С–-
характеристик позволяют построить течение до любой фиксиро-
ван

ектории поршня 
(вер

ной траектории частиц – линии m = const, например, до m = 1. 
Её можно принять за искомую траекторию поршня. 

Полученные в результате расчётов двух вариантов С–-харак- 
теристики и траектории поршня представлены на рис. 2.25 для 
ν = 3 при γ = 5/3 (а) и γ = 6/5 (б). На ней координата х и время  t 
отнесены к хр и τр, где р – точка пересечения тра

хней кривой) с С0
–-характеристикой (нижней кривой). В этих 

примерах вдоль траектории поршня 1 ≤ ρ ≤ 104.  
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строк табл. 2.2) на рис. 2.25, в выходят из начала координат. Ум-
ножение величин ρ, представленных на рис. 2.25, в, на ρC из табл. 
2.1 даёт отношение плотности к её значению перед УВ IS. 

 

Зависимости ρ от τ°, где τ° = τ/τр, на поршня, полученные для 
шести представленных в табл. 2.2 вариантов, даны в логарифми-
ческом масштабе на рис. 2.25, в. Так как ρ = 1 на С0

–-характери-
стике, то близкие к прямым кривые 1–6 (их номера – номера

0 
б)

1

-1 

х
t 

a)

-1 

0 
1
х

t 

а 

А Б 

б 

τ°

10

 

4

103

102

10

1 

ρ

1 

3 

2 

5 
4 

в)

10  10–1 10–2 

6 

–3

 
 

Рис. 2.25 
 

После построения решения с пучком фокусирующихся в ЦС 
волн сжатия естественно рассмотреть решение с их фокусиров-
кой в точке, расположенной на той же особой характеристике, но 
не в ЦС, а при m0 > 0. Диаграмма такого течения изображена на 
рис. 2.24, в (CW – волна сжатия с фокусом в точке 0), а отвечаю-
щие ν = 3, γ = 7/5 и двум значениям m0 = 10–6 и 10–3 зависимости 
ρ от τ° на поршне дают на рис. 2.25, в кривые А и Б. При m0 > 0 
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ропии), т.е. в фокусе при 
постоянных m = m0, z, x и τ переменные U и A

ые 
асимптоты (а и б соответственно): τ° = m0 , ибо на С0

–-
характе-ристике, на которой лежит отличный от ЦС фокус, τ° = 
m1/(νn).  

течение в фокусе, описывается формулами для плоской ЦПВ (ус-
ловиями постоянства инварианта I+ и энт

 или скорость u и 
скорость звука a удовлетворяют связям 

01, ( 1)U A u a mακ − = κμ − κ − = κμ − .                      (19) 
Формулы для ρ и р остаются прежними: ρ = А1/κ, р = ρа2/γ. 

Связи (19), по крайней мере, внешне не имеют ничего общего 
с построенным выше решением. Несмотря на это, кривые А и Б 
на рис. 2.25, в отходят от кривой 4, рассчитанной для тех же ν и γ, 
только при приближении к своим фокусам. Это понятно, ибо при 
m0 > 0 точка фокусировки С–-характеристик с неограниченным 
ростом плотности отвечает хотя и малым, но всё же конечным 
τ0°. При этих τ0° = τ0/τр > 0 кривые А и Б имеют вертикальн

1/(νn)



 

 

118

Часть 3. Стационарные течения газа 

Глава 3.1. Уравнения стационарного течения 
идеального газа. Их интегралы и следствия 

Сокращения: ЗЛ – звуковая линия, ЛТ – линия тока, МСЗ – ме-
стная сверхзвуковая зона, ТР – тангенциальный разрыв, УВ – 
ударная волна, ЦВР – центрированная волна разрежения. 

Если в некоторой желательно инерциальной системе коорди-
нат параметры потока не изменяются со временем, то такие тече-
ния называются стационарными. Пример стационарного течения 
во вращающейся (неинерциальной) системе координат – течение 
в изолированном рабочем колесе турбомашины. Если система 
координат инерциальная, то дифференциальные уравнения, опи-
сывающие стационарные течения в подобластях их непрерывно-
сти, получаются из уравнений (1.6.1), (1.6.2′), (1.6.4) и (1.6.7) за-
меной частных производных по времени (∂/∂t) нулями 

( ) 0,∇ ρ =V                                          (1) 
1 0, ,d dp

dt dt
+ ∇ = = ∇

ρ
V V                              (2) 

2

0, ,
2

dH VH h
dt

= = +                                  (3) 

0ds
dt

= .                                             (4) 

Самые простые из них – два последних. Уравнение (4) – одна из 
записей уравнения энергии, а уравнение (3) – следствие уравне-
ний движения (2) и энергии (4). Во многих задачах его удобно 
использовать вместо одной из проекций векторного уравнения 
движения (2). Здесь и далее оператор d/dt, как и в случае неста-
ционарного течения, означает полную (субстанциональную) 
производную вдоль траектории частиц. Стационарные течения 
отличаются тем, что в них траектории всех частиц, проходящих 
через фиксированную точку, повторяют друг друга, образуя в 
пространстве независящие от времени линии тока (ЛТ). ЛТ по-
крывают всю занятую движущимся газом часть пространства. 
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В каждой точке, где хотя бы две компоненты вектора V не 
равны нулю, V и ЛТ касаются друг друга. Поэтому в декартовых 
(xyz) и в цилиндрических (xyφ) координатах 

,dx dy dz dx dy yd
u w u w

φ
= = = =

v v
.                            (5) 

Здесь dx, … – приращения координат вдоль ЛТ, а u, v  и w – соот-
ветствующие проекции вектора V. Уравнения (3) и (4) – условия 
сохранения полной энтальпии H и энтропии s вдоль ЛТ. 

Если ЛТ пересекает ударную волну (УВ), то энтропия возрас-
тает, а полная энтальпия в силу её непрерывности на УВ не изме-
няется. Действительно, в общем случае на УВ непрерывна полная 
энтальпия, вычисленная в системе координат, в которой данный 
элемент УВ неподвижен. В стационарных течениях УВ непод-
вижны, и H сохраняется при пересечении УВ независимо от их 
формы и числа. Последнее существенно в задачах, в которых на-
бегающий поток однороден или кусочно-однороден. При одно-
родном набегающем потоке равенство 

2
02 2h V H+ =                                    (6) 

с константой H0, вычисленной по параметрам набегающего пото-
ка, выполняется всюду, куда приходят начинающиеся в нём ЛТ. 
При этом энтропия  

0s s=                                         (7) 
также заведомо постоянна в полностью дозвуковых течениях, а в 
сверхзвуковых и околозвуковых потоках с местными сверхзвуко-
выми зонами (МСЗ) при отсутствии УВ, а при их наличии, – по 
крайней мере, до пересечения ЛТ с УВ. В ряде задач при равно-
мерном сверхзвуковом набегающем потоке головная УВ или её 
часть имеет постоянную интенсивность. За такими УВ также 
справедливо равенство (7), но с отличной от s0 константой в пра-
вой части. Течения, с постоянной Н, называются изоэнергетиче-
скими, а с постоянной s – изэнтропическими. 

Если интенсивность УВ невелика (например, при сверхзвуко-
вом обтекании тонких тел под малыми углами атаки или при 
числах Маха, близких к единице), то для них (см. (1.4.7)) рост 
энтропии пропорционален приращению давления в кубе. В таких 
случаях конечное соотношение (7) также с высокой точностью 
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выполняется во всём потоке, и равенства (6) и (7) – интегралы 
уравнений стационарного течения. Вместе с уравнениями со-
стояния они выражают все термодинамические параметры, вклю-
чая скорость звука а, через V 2. При этом число подлежащих ин-
тегрированию уравнений в частных производных уменьшается с 
пяти до трёх. 

Близкая ситуация имеет место для течений с кусочно-
постоянными распределениями H и s. Один из примеров такого 
течения представлен на рис. 3.1, где в приближении идеального 
газа представлена картина истечения из выходного устройства 
двухконтурного воздушно-реактивного двигателя с центральным 
телом. Штрихами даны контактные разрывы (в стационарных 
задачах их называют «тангенциальными» – ТР) между потоками, 
прошедшие через внутренний (с индексом «минус») и внешний (с 
индексом «плюс») контуры двухконтурного двигателя, и между 
вторым из них и газом, обтекающим мотогондолу.  

 
 

H0, s0

H+, s+, Г+

H– , s–, Г–

УВ
ТР

ЦВР

ТР

ТР

V ≈ 0, p ≈ const  
 

Рис. 3.1 
 

Для двумерных (плоских и осесимметричных) течений равен-
ства (6) и (7) обобщаются на произвольные распределения H и s, 
включающие кусочно-постоянные как частный случай. Это дос-
тигается введением функции тока ψ = ψ(х, у) – стационарного 
аналога лагранжевой переменной m, которая применялась в части 
2 при анализе одномерных нестационарных течений. 
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Введение функции тока опирается на уравнение неразрывно-
сти (1). Если в декартовых координатах xyz параметры течения не 
зависят от переменной z или в цилиндрических координатах xyφ – 
от угловой переменной φ, то уравнение (1) принимает вид 

( ) ( ) 0y u yL
x y

ν−1 ν−1∂ ρ ∂ ρ
≡ +

∂ ∂
v

=

)

.                          (8) 

Здесь ν = 1 и 2 соответственно для плоских и осесимметричных 
течений. Уравнение (8) справедливо и при наличии третьей ком-
поненты скорости w = w(x, y).  

Функцию тока ψ введём дифференциальным равенством 
(d ky udy dxν−1ψ = ρ −v ,                           (9) 

в котором k – произвольный «нормирующий» множитель, выби-
раемый из соображений удобства (см. ниже). Согласно (9)  

,   ky ky u
x y

ν−1 ν−1∂ψ ∂ψ
= − ρ = ρ

∂ ∂
v .                  (10) 

Благодаря этому при задании ψ = ψ1 в некоторой точке а плоско-
сти ху величина ψ в любой отличной от а точке b, определённая 
интегрированием уравнения (9), не зависит от пути интегрирова-
ния. Покажем это. Два разных, соединяющих точки а и b пути 
интегрирования Γ1 и Γ2 образуют замкнутый контур Γ = Γ1 – Γ2, 
где знак минус перед Γ2 означает его прохождение от точки b к 
точке а. С учётом равенств (9) и (10) и формулы Грина для разно-
сти интегралов получим 

1 2

( )d d d k y udy dxν−1

Γ Γ Γ Γ

ψ − ψ = ψ = ρ − =∫ ∫ ∫ ∫ vС С  

( ) ( ) 0y u yk dxdy k Ldxdy
x y

ν−1 ν−1

Ω Ω

⎧ ⎫∂ ρ ∂ ρ
= + =⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

∫∫ ∫∫
v

= , 

где Ω – ограниченная контуром Γ площадь в плоскости ху. Инте-
грал по Ω в силу уравнения неразрывности (8) равен нулю, что и 
доказывает сделанное выше утверждение. 

ЛТ плоского течения, которые начинаются на прямой, пер-
пендикулярной плоскости ху, при любой z-компоненте скорости 
w образуют в пространстве цилиндрическую поверхность, пер-
пендикулярную той же плоскости. Аналогично начинающиеся на 
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окружности у = у0, х = х0 ЛТ осесимметричного течения образуют 
поверхность вращения. Далее ЛТ таких течений будем называть 
следы на меридиональную плоскость ху цилиндрических по-
верхностей или поверхностей вращения соответственно. Соглас-
но уравнениям (5)и (9) на ЛТ 

,dx dy d
u

0= ψ =
v

,                               (11) 

т.е. ψ на ЛТ постоянна. Так, в случае рис. 3.1 функция тока по-
стоянна на оси симметрии, на стенках и на сходящих с них ТР. 

Дифференциальное равенство (9) определяет ψ с точностью 
до аддитивной постоянной. Поэтому на оси х и на центральном 
теле (при у = уcb) можно положить ψ(х, 0) = 0. Тогда при фикси-
рованном х  

cb0

y y

y

k y udy k y udyν−1 ν−1ψ = ρ = ρ∫ ∫ , 

и, если газ течёт слева направо (u > 0), функция тока, пропорцио-
нальная расходу газа, монотонно растёт с ростом у. Сохранение 
расхода на поверхностях разрыва обеспечивает непрерывность ψ 
на УВ. Таким образом, ψ взаимно однозначно «метит» ЛТ. Со-
гласно уравнениям (3) и (4) в стационарных течениях H и s со-
храняются на ЛТ (s – между УВ). Поэтому 

22 2 ( ),h V H s S( )+ = ψ = ψ                               (12) 
с известной по параметрам набегающего потока функцией H(ψ) и 
с известной либо определяемой при расчёте УВ функцией S(ψ). 
Равенства (12) назовём интегралами полной энтальпии и эн-
тропии. По аналогии со стационарными течениями идеальной 
несжимаемой жидкости первое из них часто называют инте-
гралом Бернулли. 

Для двумерных течений есть ещё один интеграл. Так как в 
плоском случае (при ν = 1) др/дz = 0, то проекция уравнения дви-
жения (2) на ось z сводится к равенству 

/ 0dw dt .=  
В осесимметричном случае (при ν = 2) в приближении идеально-
го газа из-за отсутствия момента внешних сил сохраняется мо-
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.

мент количества движения кольца, составленного из фиксиро-
ванных частиц, движущихся с одинаковой скоростью, т.е. 

( ) / 0d yw dt =  
В двумерных течениях компонента скорости w касается также 
двумерных УВ и, следовательно, сохраняется при их пересече-
нии. В согласии с двумя последними уравнениями в дополнение 
к двум интегралам (12) в плоских и осесимметричных течениях 
имеется третий интеграл 

1 ( )y wν− = Γ ψ                                      (13) 
с функцией Γ(ψ), которая, как и Н, определяется по параметрам 
набегающего потока. Для устройства, изображённого на рис. 3.1, 
отличные от нуля функции Γ–(ψ) и Γ+(ψ) могут быть связаны с 
закруткой потока за турбиной и за вентилятором. Закрутка с 
Г–(0) ≠ 0 при наличии центрального тела неизбежно приведёт к 
отрыву потока. Действительно, при движении вдоль осесиммет-
ричного центрального тела у уменьшается, а в силу интеграла 
(13) w = Г(0)/у растёт (в предположении безотрывности течения – 
неограниченно). Но величина w ограничена в силу интегралов 
(12), что и обуславливает отрыв. 

Пусть уw+(х) и уcb(х) – ординаты верхней стенки внешнего 
контура и центрального тела (рис. 3.1). Если множитель k опре-
делить равенством  

w

cb

1y

y

k y udy
+

−

ν−1
⎛ ⎞

= ρ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ , 

то ψw+ ≡ ψ(х, уw+(х)) = 1 при ψcb ≡ ψ(х, уcb(х)) = 0. 
Введение функции тока и запись с её помощью интегралов 

(12) и (13) существенно упрощает исследование плоских и осе-
симметричных стационарных течений. Для этого из пяти уравне-
ний в частных производных остаются уравнение неразрывности 
(8), которое для дальнейшего перепишем в квазиплоской форме: 

1 1( ) ( ) 0, ,u
y x y

ρ ∂ ∂
∇ ρ + ν −1 = = + ∇ = +

∂ ∂
U U i j iv v j ,       (14) 

и одна из проекций записанного аналогично уравнения движения:  
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2

1 1( ) ( 1) wp
y

ρ 0ρ ∇ + ∇ − ν − =U U j .                    (15) 

В уравнениях (14) и (15) i и j – орты осей х и у, а U – проекция 
полного вектора скорости V на меридиональную плоскость ху. 

Возвращаясь к общему случаю пространственного стацио-
нарного течения, преобразуем уравнение движения (2) к ещё од-
ной, полезной для дальнейшего форме. Заменим в нём первое 
слагаемое согласно известной формуле векторного анализа: 

2

( r
2

V
∇) = ∇ − ×V V V Vot  

и учтем, что Tds = dh – (dp)/ρ, а следовательно, (∇p)/ρ = 
= ∇h – T∇s. В результате придём к уравнению  

rot TH s× = ∇ − ∇V V ,                             (16) 
названному уравнением движения в форме Крокко (L. Crocco). 

Умножив уравнение (16) скалярно на V, придём к равенству 
0 TH s= ∇ − ∇V V . 

Затем, учтя уравнение энергии (4), придём к полученному ранее 
иным способом уравнению (3). Столь же легко из уравнения (16) 
следует другой результат, важный для изоэнергетических и изэн-
тропических течений. Для них в силу уравнения (16)  

rot 0× =V V . 
Во-первых, такое возможно в тривиальном случае покоящегося 
газа (V ≡ 0). Во-вторых, если векторы rotV и V коллинеарны, т.е. 
rotV = λV, где λ – скаляр. Лет сто назад этот довольно специфи-
ческий случай исследовался в работах И.С. Громеки. Наиболее 
общей и интересной представляется третья возможность – без-
вихревое течение, в котором  

rot 0=V .                                      (17) 
Линейное уравнение (17) много проще нелинейного уравне-

ния (2), однако важнее другое. При его выполнении существует 
скалярная функция координат (потенциал) ϕ, такая, что 

= ∇ϕV .                                       (18) 
При применении аналитических методов работа с одной скаляр-
ной функцией ϕ подчас предпочтительнее работы с тремя компо-
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нентами вектора V в пространственном случае и даже с двумя его 
компонентами – в плоском и осесимметричном. 

Уравнение, определяющее потенциал, получается из уравне-
ния неразрывности (1), предварительно преобразованного с ис-
пользованием уравнений (4) и (3). Перепишем его в форме  

1 0d
dt
ρ

+ ∇ =
ρ

V                                     (19) 

и с учётом уравнения (4) перейдём к такой его записи 
21 0.dp a

dt
+ ∇ =

ρ
V  

Но в силу уравнений движения (2) в декартовых координатах 
21 1 (( ) )

2
dp Vp
dt

= ∇ = − ∇ = − ∇
ρ ρ

V V V V V , 

и после вычитания из предыдущего уравнения получим 
2 2( / 2) 0a V .∇ − ∇ =V V                              (20) 

Для оператора ∇, записанного в декартовых координатах, это 
уравнение справедливо в общем случае неизоэнергетических и 
неизэнтропических стационарных течений. В цилиндрических 
координатах хуφ для осесимметричных незакрученных течений 
оно принимает вид 

2 2 2 2 2( ) ( )x y x yu a u u u u a a
y

− + + + − − =
vv vv v v 0 .           (21) 

Для потенциальных течений в силу формулы (18) для V  

( )
( ) ( )

2
2 2 2,

2 2xx yy zz x y z

xx xy xz xy yy yz

V

u u w u w

∇ = ϕ + ϕ + ϕ ∇ = ∇ ϕ + ϕ + ϕ =

= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ +

VV V

v v v
 

( ) 2 2 2

2 2 2 .
xz yz zz xx yy zz

xy xz yz

w u w u w

u uw w

+ ϕ + ϕ + ϕ = ϕ + ϕ + ϕ

+ ϕ + ϕ + ϕ

v v

v v

+
 

Подстановка этих выражений в уравнение (20) даст 
2 2 2(1 M ) (1 M ) (1 M ) 2M M

2M M 2M M 0, M / , M / , M / .
u xx yy w zz u xy

u w xz w yz u wu a a w a
− ϕ + − ϕ + − ϕ − ϕ −

− ϕ − ϕ = = = =
v v

v v v
(22) 
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В уравнении (22) коэффициенты при производных – нели-
нейные функции первых производных от потенциала. Действи-
тельно, компоненты скорости согласно уравнению (18) равны 
первым производным от ϕ по соответствующим переменным. 
Скорость звука как функция V 2, т.е. суммы квадратов тех же 
производных, определяется по известным полной энтальпии и 
энтропии. Так, если за масштаб скорости взять определённую 
в Гл. 3.2 критическую скорость, то для совершенного газа 

( )2 21 1
2 2

2 2
x y za γ + γ −

= − ϕ + ϕ + ϕ . 

Условие непротекания, выполняющееся на поверхностях об-
текаемых газом тел, – равенство нулю нормальной к поверхности 
составляющей скорости, в согласии с равенством (18), принимает 
вид (n – вектор нормали к поверхности) 

n ( )V
n

∂ϕ 0= ⋅ = ⋅ ∇ϕ = =
∂

V n n . 

Здесь д/дn – производная по нормали к поверхности. 
Заканчивая параграф, с помощью справедливого в общем 

случае уравнения (20) сформулируем условие, которое характе-
ризует влияние сжимаемости в стационарных течениях идеально-
го газа. Для этого в рассматриваемой точке потока направим ось 
х декартовых координат по вектору скорости V. В результате в 
такой точке u = V,  = w = 0, и уравнение (20) примет вид v

2 2(1 M ) 0, M / .x y zu w V− + + = =v 2 2a  
Если М2 << 1, то это уравнение сводится к ∇V = 0 – к уравнению 
неразрывности для несжимаемой жидкости. Последнее, однако, в 
общем случае не означает постоянства плотности в соответст-
вующих областях потока. Из-за отличия на разных ЛТ Н и s 
плотность на них также может быть разной, оставаясь тем не ме-
нее практически постоянной вдоль каждой ЛТ. При этом первое 
слагаемое в уравнении неразрывности, записанном в форме (19), 
равно нулю, и вновь ∇V = 0. 

Даже, если почти во всём потоке М2 << 1, течения идеально-
го газа принципиально отличаются от течений идеальной не-
сжимаемой жидкости. Например, при безотрывном обтекании 
идеальной несжимаемой жидкостью сколь угодно малого выпук-
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лого излома скорость V обращается в бесконечность, а давление в 
«минус бесконечность». При безотрывном обтекании с М0 << 1 
такого же излома идеальным газом перед изломом газ разгоняет-
ся до М = 1, а за изломом возникает небольшая МСЗ, в основном 
ограниченная звуковой линией (ЗЛ). ЗЛ выходит из излома, к ней 
примыкает центрированная волна разрежения с центром в изло-
ме. Снизу по потоку МСЗ частично ограничена «замыкающим 
скачком», который начинается внутри неё. Чем больше излом, 
тем больше при его безотрывном обтекании увеличение скорости 
и падение давления. В любом случае согласно интегралу (6) ско-
рость не может превысить своего максимального значения 
V М = (2H0)1/2, а давление – стать меньше нуля. Ещё раньше при 
некоторой величине излома неминуемо произойдёт отрыв потока. 

По той же причине при сколь угодно малом М0 идеальный 
газ не может стационарно и безотрывно обтечь острую заднюю 
кромку профиля. Даже для нереально больших углов заострения 
задней кромки (порядка 50°) обогнувший кромку поток разогнал-
ся бы до М >> 1 и давления, близкого к нулевому. Организовать 
его стационарную встречу с дозвуковым потоком, обтекающим 
профиль сверху, не представляется возможным. На самом же де-
ле (см. ниже), для совершенногогаза с γ = 1.4 максимальный угол 
поворота θМ ≈ 135°, и идеальный газ не может безотрывно обтечь 
никакую реальную заднюю кромку. Таким образом, для идеаль-
ного газа единственная возможность – сход с задней кромки (при 
отсутствии МСЗ и УВ в них – по биссектрисе угла заострения). 
При околозвуковом обтекании, когда над профилем образуется 
достаточно большая МСЗ с интенсивным замыкающим скачком, 
поток будет сходить с задней кромки, касаясь нижнего контура. В 
идеальной несжимаемой жидкости режим обтекания со сходом с 
задней кромки отбирает условие Чаплыгина–Жуковского. 

Глава 3.2. Связи параметров на линии тока. 
Источник, сток, вихрь 

Сокращения: ЗЛ – звуковая линия, ЛТ – линия тока, УВ – удар-
ная волна.  
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В некоторой точке 1 пространственной линии тока возьмем 
малую перпендикулярную ей площадку. Линии тока, проходящие 
через края площадки (рис. 3.2, а), образуют трубку тока. Расход 
газа G, протекающий через трубку тока, постоянен. Если F – 
площадь сечения трубки тока, а j = ρV – плотность тока, то 

const.G jF= =                                       (1) 
В силу уравнений (3.1.3) и (3.2.4) вдоль линии тока (ЛТ) со-

храняется Н, а в подобластях непрерывности параметров – и s, 
т.е. 

22 const = 2 ,  consth V H s S.+ = = =                         (2) 
В силу уравнений состояния h = h(p,S), ρ = ρ(p,S), a = a(p,S), … . 
Согласно этому и уравнениям (2) все термодинамические пара-
метры – функции одного из них, например, давления, а оно, в 
свою очередь, – функция V. Поскольку Тds = dh – (dp)/ρ, а вдоль 
линии тока ds = 0, то dh/dp = 1/ρ. Учтя это и продифференцировав 
первое уравнение (2) по V, найдём, что вдоль линии тока 

dp V
dV

= −ρ .                                          (3) 

Введённая в (1) плотность тока j = ρV определяет изменение 
площади поперечного сечения трубки тока. В силу формулы (3) и 
определения скорости звука: а2 = (др/дρ)s = dp/dρ найдём 

2
2

2 (1 M ).dj d dp VV
dV dp dV a

ρ
= ρ + = ρ − ρ = ρ −                      (4) 

По определению j = ρV ≥ 0, причём j = 0 при V = 0 и при V = VM, 
когда равна нулю плотность ρ. Следовательно, согласно (4), при 
М = 1 плотность тока j = j∗ максимальна. Поэтому в реальном или 
гипотетическом сечении перехода через М = 1 в силу формулы 
(1) сечение трубки тока минимально. Равенство числа Маха еди-
нице означает, что в таком критическом сечении V = a = a∗, где 
a∗ – критическая скорость, введённая в Гл. 3.2. Далее «звездоч-
ка» метит критические параметры. Для совершенного газа 

2
2 2 2*

* *
22 2 ( )

1
aH h V a a V∗ ∗

γ +1
= + = + = = 

γ − γ −1
M 2 ,                (5) 
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где максимальная скорость V М отвечает такому стационарному 
разгону газа (с сохранением полной энтальпии и энтропии), при 
котором h, T, p и ρ уменьшаются до нуля. 

 
 

 

ξ = 0 

ξ > 0F 

a) в)

r (V)

б)

r (V)

1 

 
 

Рис. 3.2 
 

Согласно равенствам (5) имеют место связи 
m2 2 ,aa H V H ∗

∗
γ −1

= ε, = = ε= 
γ +1ε

.                  (6) 

Связи (6) учтены при построении на рис. 3.3 j/j∗ как функции от-
ношения V/a∗. В прикладной газовой динамике при рассмотрении 
течений совершенного газа для этого отношения используется 
специальное обозначение λ = V/a∗. Связь λ с числом Маха М = 
= V/a получается из равенств 

2 2
2 2

2 2
* *

1 11 M ,
2 2

a a
a a

γ − γ +1 γ − γ +1⎛ ⎞+ = + λ =⎜ ⎟ 2 2⎝ ⎠
 

– следствий первого уравнения (2), записанного через М и λ с 
учётом формулы (5). Исключив из них а2/а∗

2, найдём  

2

M
2 ( 1)M

V
a∗

γ +1
λ ≡ =

+ γ −
.                           (7) 

Как видно из рис. 3.3, разгон дозвукового потока сопровож-
дается увеличением плотности тока j и сужением трубки тока. В 
противоположность этому, разгон сверхзвукового потока сопро-
вождается уменьшением j и расширением трубки тока. Такое от-
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личие нетрудно понять. Дело в том, что в дозвуковом потоке из-
менение j в основном обусловлено изменением скорости при ма-
лом изменении ρ (при малых числах Маха ρ практически посто-
янна). В сверхзвуковых течениях – наоборот – для совершенного 
газа скорость может вырасти максимум в ε–1/2 раз. Плотность при 
этом уменьшается до нуля. Поскольку плотность тока макси-
мальна при М = 1, то в соответствии с равенством (1) непрерыв-
ный переход от дозвуковой скорости к сверхзвуковой (и наобо-
рот) сопровождается сначала сужением, а затем расширением 
трубки тока. Торможение потока в прямом скачке с изменением 
числа Маха от М1 > 1 до М2 < 1 не требует изменения площади 
поперечного сечения трубки тока. 

 
 

1 / ε

V/a∗

j/j∗ 
1 

10 
 

 
Рис. 3.3 

 
Пусть ξ – расстояние, отсчитываемое вдоль линии тока, и ϕ′ = 

= dϕ/dξ. Согласно уравнению (1) и равенствам (3) и (4) справед-
ливо соотношение 

2

2( / ) (1 M )
jF V Fp

dj dp F F
′ ′− ρ′ = =

−
.                              (8) 

В общем случае зависимости F = F(ξ), разные для разных ли-
ний тока, неизвестны. Несколько из немногих исключений – ци-
линдрические и сферические источник и сток (рис. 3.2, а и б). В 
этих течениях ЛТ – прямые, расходящиеся либо от оси (рис. 3.2, 
а, все ЛТ лежат в плоскостях, нормальных оси симметрии), либо 
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от центра симметрии (рис. 3.2, б). Поэтому F = F(ξ = r) ∼rν-1, где ν 
= 2 и 3 соответственно при осевой и при сферической симметрии. 
Итак, в направлении течения F либо монотонно растёт (для ис-
точника), либо монотонно уменьшается (для стока). Поэтому в 
таких течениях невозможен переход через М = 1. В них всегда 
есть сечение – звуковой цилиндр или звуковая сфера радиуса r∗. В 
область r < r∗ ни источник, ни сток продолжить невозможно. На 
рис. 3.2 «звуковые» сечения трубки тока заштрихованы. 

Если r∗ – линейный масштаб, а а∗ и ρ∗ – масштабы скорости 
и плотности, то для источника и стока уравнение (1) примет вид

1 1, 1Vr rν−ρ = ≥ . 
При r < 1 решения нет. При r >> 1 течение в дозвуковых источ-
нике и стоке стремится к аналогичным течениям для несжимае-
мой жидкости, V → 0, а ρ → ρst, где ρst – ρ изоэнергетически и 
изэнтропически заторможенного потока. В сверхзвуковых источ-
нике и стоке V → V М, M → ∞, p и ρ → 0 при r → ∞. 

Как и для идеальной жидкости, для газа при ν = 2 нетрудно 
построить ещё два простых плоских течения: вихрь и вихреи-
сточник или вихресток. Для вихря ЛТ – концентрические окруж-
ности, причём в общем случае H = H(ψ), s = S(ψ), rw = Γ(ψ), а 
dp/dr = ρw2/r. Здесь w – окружная компонента скорости, единст-
венная отличная от нуля, а Γ – циркуляция. Для вихреисточника 
и вихрестока H, s и Γ постоянны во всём потоке. 

Благодаря тому, что в стационарных течениях полная энталь-
пия на УВ также сохраняется, максимальная скорость не изменя-
ется на них не только для совершенного газа, но и для газов с 
достаточно произвольными термодинамическими свойствами. 
Единственное необходимое для этого условие: h → 0 при р → 0 и 
Т → 0. В отношении a∗ для произвольного газа это не так, ибо 
для газов с более сложной термодинамикой a∗ зависит и от H, и 
от s. Согласно формулам (6) для совершенного газа a∗ выражает-
ся только через H и потому на УВ также не изменяется. 

На рис. 3.4 изображено обтекание затупленного осесиммет-
ричного тела сверхзвуковым потоком. Нарисованы УВ, звуковая 
линия (ЗЛ) и трубка тока (ТТ), которая, начинаясь круглой (во-
круг ЛТ, совпадающей с осью симметрии), у поверхности тела 
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становится кольцевой. Сразу за УВ трубка тока расширяется, а 
дозвуковой поток тормозится. При обтекании торца уменьшение 
поперечного сечения трубки тока сопровождается разгоном газа. 
При пересечении ЗЛ площадь F = F∗ минимальна, а затем растёт. 

 

УВ

ТТ

ЗЛ

 
 

Рис. 3.4 
 

Расчёт обтекания затупленного тела требует применения чис-
ленных методов. Однако точные значения параметров в некото-
рых характерных точках можно найти, опираясь на весьма про-
стые соображения. Начнём с того, что УВ на оси симметрии – 
прямой скачок. По соотношению Л. Прандтля (1.4.32) определим 
скорость, а затем по формулам (1.4.1) и (1.4.2) – плотность и дав-
ление за скачком («0» и «1» метят параметры перед и за УВ): 

2
1 0 0 1 1 0 0 0/ , / , ( ).V a V V V p p V V V∗ 1 0 0= ρ = ρ = + ρ − 1               (9) 

Эти и последующие соотношения удобнее использовать в без-
размерной форме, взяв за масштабы плотности, скорости и дав-
ления ρ0, V0 и ρ0(V0)2. При таком масштабировании в согласии с 
равенствами (5) полная энтальпия Н и критическая скорость да-
ются формулами (М0 – число Маха набегающего потока) 

2
*2 2

0 0

2 22 1, 2
1)M M

H a H γ −
= + = ε = +

(γ − (γ +1) γ +1
1 , 

а равенства (9) заменятся на 
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2
1 0

1 2 2
0 0 0

1 2 ( M ( 1),
M ( 1)M 2 ( /

V fV
V f

1
1

0

γ − ρ γ +1) +
≡ = + ρ ≡ = =

γ +1 (γ +1) ρ γ − + + 2
0M )

f
f

, 

1
1 2 2

0 0 0

2 1
M

pp
V

γ −
≡ = −

ρ γ +1 γ(γ +1)
. 

Вторая формула для ρ1 записана с использованием правила клас-
сической термодинамики γ = (f + 2)/f, где f – число степеней сво-
боды газа. Согласно ей ρ1/ρ0 = f при М0 = f (В.А. Белоконь, 1953). 

За УВ по р1 и ρ1 найдём энтропийную функцию 
1 1 1p −γχ = ρ , 

которая не изменяется до следующей УВ (на рис. 3.2, а её нет). В 
точке торможения скорость Vst = 0, а прочие параметры опреде-
ляются по известной Н и σ1 формулами 

1/( 1)
2 st st
st 1 st st 1 st

st st 1

1( 1) , ,p pa H H p
γ−

γ
γ

⎛ ⎞γ γ −
= = γ − = χ → ρ = = χ ρ⎜ ⎟ρ ρ γχ⎝ ⎠

. 

Аналогично параметры в звуковой точке на кромке торца равны 
1/( 1)2

2
1 1

1

, , ,p p aV a a p
γ−

.γ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗γ

∗ ∗

⎛ ⎞γ
= = = χ → ρ = = χ⎜ ⎟ρ ρ γχ⎝ ⎠

ρ  

Глава 3.3. Элементарная теория (ЭТ) течений в каналах 
переменного сечения (сопле, диффузоре, 

аэродинамической трубе) 
Сокращения: ЛТ – линия тока, УВ – ударная волна, ЭТ – эле-
ментарная теория.  

В общем случае зависимость площади F поперечного сечения 
трубки тока от расстояния вдоль ЛТ неизвестна. В противопо-
ложность этому в описываемой ниже теории уравнения Гл. 3.2 
применяются к каналам, для которых зависимость F = F(х) от ко-
ординаты х, отсчитываемой вдоль их оси, определяется заданной 
формой канала и, следовательно, известна. Пусть параметры газа, 
в частности, u – проекция вектора скорости на ось х, зависят и от 
других декартовых или цилиндрических координат. При фикси-
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рованном х для любого параметра ϕ введём его среднюю по сече-
нию величину и отклонение Δϕ от неё формулами 〈ϕ〉

1 , .
F

dF
F

〈ϕ〉 = ϕ Δϕ = ϕ− 〈ϕ〉∫                             (1) 

В отличие от ϕ средняя величина 〈ϕ〉 – функция только х. В силу 
определения (1) 

( )
F F F F

dF dF dF dF F FΔϕ = ϕ− 〈ϕ〉 = ϕ − 〈ϕ〉 = 〈ϕ〉 − 〈ϕ〉 =∫ ∫ ∫ ∫ 0.    (2) 

С учётом определений (1) и равенства (2) для расхода газа G, 
протекающего через любое сечение канала, имеем 

( )( )  
F F F

G udF u u dF u F udF= ρ = 〈ρ〉 + Δρ 〈 〉 + Δ = 〈ρ〉〈 〉 + ΔρΔ∫ ∫ ∫ .  (3) 

Если р и s в данном сечении близки к постоянным, т.е. 
|Δp| << ,p〈 〉  |Δs| << s〈 〉 , то ряд Тейлора для h(p,s) имеет вид 

2 2( , ) ( , ) 0.5[ ( ) ( ) ]

... ,
p s pp ss

ps

h p s h p s h p h s h p h s

h p s

= 〈 〉 〈 〉 + Δ + Δ + Δ + Δ +

+ Δ Δ +
 

где hp, hs, … вычисляются при р = p〈 〉 и s = s〈 〉 . Применив к нему 
операцию осреднения (1) и учтя равенство (2), получим 

2 21( , ) [ ( ) ( ) 2 ] ..
2 pp ss ps

F

h h p s h p h s h p s dF
F

〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 + Δ + Δ + Δ Δ +∫ . .    (4) 

Такие же выражения получаются для всех термодинамических 
параметров. 

Осреднение равенств (3.2.2) – условий сохранения полной эн-
тальпии и энтропии на ЛТ и подстановка в первое из них выра-
жения (4) даст  

2
1

2 2 2
1

2 ( , ) 2
1 [ ( ) ( ) 2 ( ) ] ..., .pp ss ps

F

h p s V H

h p h s h p s V dF s s
F

〈 〉 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 −

− Δ + Δ + Δ Δ + Δ + 〈 〉 = 〈∫ 〉
 (5) 

Для плоских и осесимметричных каналов (при отсутствии 
компоненты w) V 2 = u2 + v 2. Рассматриваемые далее плавные 
каналы таковы, что угол между нормалью к стенке и осью х бли-
зок к 90°, хотя за счёт большой длины изменение F и параметров 
потока по их длине могут быть любыми. Для плавных каналов 
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отличные от u компоненты скорости малы по всему поперечному 
сечению. Для плоских и осесимметричных плавных каналов с 
уравнением стенки: y = yw(x) из условия непротекания на ней v = 
uy′w с |y′w| ≡ |dyw(x)/dx| << 1. Следовательно, для плавных каналов 
даже на стенке 2v  << u2, а при приближении к оси симметрии  
почти линейно убывает до нуля. Итак, для таких каналов 

v

2 2 2 2 2 21 [( ) ( ) ]
F

u V= 〈

( ,
G j

V u w dF
F

〈 〉 〉 + Δ − Δ − −∫ v .               (6) 

Пусть направление вектора скорости на входе в канал близко 
к осевому, а распределения его полной энтальпии и энтропии од-
нородны или близки к однородным. Эти предположения исклю-
чают из данного рассмотрения закрученные, а также слоистые 
потоки типа, изображённого на рис. 3.1. Для слоистых и закру-
ченных течений в плавных каналах также развиты соответст-
вующие элементарные теории. 

В силу ограничений на форму каналов и характер течения на 
их входе интегральные слагаемые в равенствах (3) – (6) – малые 
второго порядка по параметру, характеризующему величину y′w. 
Пренебрегая ими и опустив у оставшихся знак осреднения, при-
дём к уравнениям, описывающим течения в плавных каналах в 
рамках теории, которую назовём элементарной (ЭТ):  

2

2

, , 2 2 , ,
), ( , ), ( , ), / .

F j V h V H s S
p s h h p s a a p s a p−

= = ρ + = =

ρ = ρ = = = ∂ρ ∂
              (7) 

Входящие в эти уравнения константы G и H не изменяются и при 
наличии в некотором сечении канала прямого скачка, который 
также допускается ЭТ. При наличии прямого скачка изменение s 
или χ(s) = р/ργ рассчитывается так же, как при обтекании тела с 
отошедшей УВ в Гл. 3.2. 

Уравнения (7) тождественны уравнениям, справедливым для 
трубки тока. Поэтому в рамках ЭТ применимы все результаты Гл. 
3.2. Опираясь на них, рассмотрим течения в соплах, сверхзвуко-
вых диффузорах (воздухозаборниках) и в каналах с двумя пере-
сжатиями (аэродинамических трубах). Начнём с устройства, в 
котором поток можно разогнать до сверхзвуковой скорости – 
сужающегося-расширяющегося канала – сопла Лаваля. Изо-
бражённое в нижней части рис. 3.5, а сопло слева присоединено к 
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большому объёму (ресиверу, камере сгорания и т.п.), а справа – 
открыто в атмосферу. Давление в ресивере близко к рst – давле-
нию изоэнергетически и изэнтропически заторможенного потока. 
Если перепад π = рst/ре = 1, где ре – атмосферное (внешнее) дав-
ление, то газ покоится, и во всём устройстве р/рst ≡ 1. На рис. 3.5, 
а этому режиму отвечает прямая 0. 
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Рис 3.5 

При π > 1 начинается истече е газа, причём сначала с дозву-
ков

. 
 
ни

ой скоростью во всём сопле. Поток разгоняется в сужающейся 
части и, не достигнув скорости звука, тормозится в расширяю-
щейся части сопла. Распределения давления, соответствующие 
таким течениям, представлены кривыми 1 и 2. До тех пор пока 
поток на срезе сопла дозвуковой, давление на срезе близко к 
внешнему, а в рамках ЭТ – равно ему. По указанной причине ор-
динаты правых концов этих кривых равны ре/рst. С ростом π рас-
тет скорость потока во всём сопле, поэтому кривая 1 лежит ниже 
прямой 0, кривая 2 ниже кривой 1 и т.д. Для полностью дозвуко-
вых режимов наименьшее давление (и наибольшая скорость) дос-
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тигается в минимальном сечении. Здесь F′ = F′m = 0, и согласно 
равенству (3.2.8) 

2
m m m

m 2
m m

0.
(1 M )

V Fp
F
′ρ′ = =

−
                                  (8) 

При некотором перепаде в минимальном сечении число Маха 
становится равным 1. Для определения отвечающей такому ре-
жиму производной p∗′  в минимальном (теперь – критическом) 
сечении сопла рас оем неопределённость. Все параметры, 
включая V и число Маха M, – функции давления. Поэтому 

кр
 

* *
* * *2M 2Mp p

p p
p

F F′′ ′′
′ ′= → = ±

′− −
,                        (9) 

где за масштабы площади, скорости, плотности и давления взяты 

 = V ∗ = ρ ∗ = 1, p ∗ = 1/γ.                       (10) 
Для произвольно

ний

Fm, a∗, ρ∗ и ρ∗a∗
2. Поэтому для совершенного газа при М = 1 в 

минимальном сечении 
Fm m m m
го газа с учётом формулы (3.2.3), определе-

 удельного объёма ω = 1/ρ и скорости звука а2 = 1/ρр = 
= – ω2/ωр и того, что в ЭТ, как и на ЛТ, (д/др)s = d/dp, найдём 

2 2 22 2 2 22 ( )M 2p pa VV V ad d V V ⎛ ⎞− − ω
2 4 2 42MM p

p p
dp dp a a a a

= = = = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ω⎝ ⎠
 

2 2 2 2 2 2 2 2

4 4

2 ( / ) 2 (2 ) /
 p p p pp pa V a V

a a
− + ρ ω ω − + ρ ωω − ω ω ω

= =
ρ ρ

=     (11) 

2 2 2 2 2 2 2 3 4

4 2

2 2 / 2(M 1) Mpp p ppV a V a
a a

− − ρ ω ω ω − − ρ ω
= =

ρ ρ
. 

Вспомнив выбор масштабов, отсюда получим  
2 2M .p pp∗ ∗σ ≡ − = ω                              (12) 

Согласно формуле (12) для нормальных 
но, 

газов σ2 положитель-
и в минимальном сечении, где F′m = 0, а F′′m > 0, подкоренное 

выражение в формуле (9) также положительно. Для совершенно-
го газа (см. равенство (1.1.5))  
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1/ 1/ 1/

1/ 1/ 1 1/ 2 2 2

[ ( )] 1 1 1 1, , 1p pp
s ,

p p p

γ γ γ

γ γ+ γ+

⎛ ⎞χ χ χ
ω = ω = − ω = + =⎜ ⎟γ γ γ γ⎝ ⎠ p

+ γ ω

.

 

и с учётом равенств (10) в минимальном сечении при М = 1 
1pp∗ω = + γ                                  (13) 

Итак, согласно формуле (9) наклон касательной к кривым р = 
= р(х), дающим распределение давления в сопле Лаваля, при М = 
= 1 в минимальном сечении может быть либо положительным, 
либо отрицательным. Поскольку в сужающейся части сопла доз-
вуковой поток разгоняется, то слева от минимального сечения,  
наклон соответствующей касательной – отрицательный. Справа 
от «звукового» сечения положительному наклону соответствует 
торможение потока в расширяющейся части (кривая 3 на рис. 3.5, 
а), а отрицательному – продолжение разгона газа и в расширяю-
щейся части сопла (кривая 4). Величина перепада π3, соответст-
вующая правому концу кривой 3, определяет границу так назы-
ваемых запертых режимов, для которых течение слева от мини-
мального сечения не зависит от перепада. Достигнутый расход G 
является максимально возможным, и дальнейший рост перепада 
не может изменить его, а следовательно, и все течение в сужаю-
щейся части сопла. Поэтому для перепадов, больших π3, началь-
ный участок кривой распределения давления остается неизмен-
ным. Для значений π, превосходящих π4 – перепад, соответст-
вующий правому концу кривой 4, распределение давления в рас-
ширяющейся части сопла описывается единой кривой 4: рост пе-
репада выше π4 не может повлиять на течение внутри сопла в си-
лу сверхзвукового характера течения на его выходе. Таким обра-
зом, в рамках ЭТ построены решения задачи о течении газа в со-
пле для перепадов 1 ≤ π ≤ π3 и π ≥ π4. Остается найти распределе-
ния давления в расширяющейся части сопла для π3 ≤ π ≤ π4.  

Как уже отмечалось, ЭТ допускает введение прямого скачка. 
Для любого его положения в расширяющейся части все парамет-
ры, в том числе энтропия S2 или энтропийная функция σ2 за пря-
мым скачком, определяются по известным параметрам перед ним 
(с индексом «1»). Если принять, что за прямым скачком течение 
безотрывное, то реализуется распределение, показанное на рис. 
3.5, а кривой 4′. Если «прямой скачок» нулевой интенсивности 
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. 

 
Ма

поместить в минимальном сечении, то кривая 4′ совпадёт с кри-
вой 3. При смещении скачка в расширяющуюся часть сопла од-
новременно растут его интенсивность – отношение давлений 
р2/р1 и приращение энтропии. Рост σ2 вместе с уменьшением 
давления р1 перед прямым скачком ведут к тому, что каждая сле-
дующая кривая 4′ оказывается ниже предыдущей. Одновременно 
уменьшается давление на срезе сопла. Самое низкое давление на 
срезе ре4-4′ реализуется при прямом скачке в сечении среза. 

Из-за пограничного слоя на стенках сопла с ростом интенсив-
ности скачка более обоснованной представляется модель с про-
стирающейся от скачка до среза сопла отрывной зоной. В рамках 
отрывной модели получается распределение 4′′, включающее 
штриховую горизонталь. По этой модели минимальное (равное 
р∗) давление на срезе получается при совершенно нереальном 
отрыве из-под скачка нулевой интенсивности

В обеих моделях с дозвуковым за прямым скачом потоком на 
срезе сопла есть конечный интервал значений внешнего давления 
(ре4 < ре < ре4-4′ – в первой модели и ре4 < ре < р∗ – во второй), для 
которого в ЭТ решения нет. Причина этого в том, что в ЭТ не 
рассматриваются косые скачки. В действительности, сначала при 
ре > ре4 от кромки сопла в сверхзвуковую струю отходит косой 
скачок (рис. 3.38, а), что не сказывается на течении внутри сопла. 
Когда отношение давлений на косом скачке ре/ре4 превысит не-
который связанный с пограничным слоем на стенках сопла кри-
тический перепад, косой скачок войдёт в сопло. До этого ЭТ 
даёт приемлемые для инженерных оценок распределения пара-
метров в сопле. Вход косого скачка в сопло сопровождается от-
рывом потока от стенок, причём с ростом ре к минимальному се-
чению движется не прямой скачок, а система из первичного и 
отраженного косого скачка и близкого к прямому скачку диска

ха.  
На рис. 3.5, а течениям в сверхзвуковом диффузоре (воздухо-

заборнике) отвечают кривые 5, 5′, 5′′ и 6. Главное отличие такого 
диффузора от сопла Лаваля – заданный сверхзвуковой поток на 
входе с числами Маха М1, 5 и М1, 6. По этой причине перечислен-
ные кривые начинаются ниже штриховой горизонтали, отвечаю-
щей звуковому потоку. При этом, как и для сопла, в зависимости 
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 тока j∗) в сужающемся 
кан

как и в случае сопла, 
опр

ной 
кри

от условий на выходе реализуется сверхзвуковое (кривые 5 и 6) 
или дозвуковое (кривые 5′ и 5′′) истечение. Для кривой 7 число 
Маха на входе М1, 7 столь близко к единице, что поток становится 
звуковым (с максимальной плотностью

але, левее минимального сечения. 
Ещё одно, казалось бы, возможное распределение – полная 

кривая 3 с непрерывным торможением потока от М > 1 до М < 1. 
В отличие от трубок тока в двух- и трёхмерных течениях такой 
режим в канале с твердыми стенками неинтересен ввиду его не-
устойчивости по отношению к уменьшению М1, 3 на сколь угодно 
малую величину. Как бы мало ни было это уменьшение, поток с 
М1 < М1, 3, как и в случае кривой 7, не может пройти через диф-
фузор. В результате перед ним возникнет отошедшая (выбитая) 
УВ, а режим течения с расходом G, меньшим G1, 3 на конечную 
величину, и с М < 1 в сужающемся канале, 

еделится условием на выходе из канала. 
Важная особенность течения в сверхзвуковом диффузоре – 

неединственность решений с прямым скачком. Так, наряду с пер-
вым решением, которому на рис. 3.5, а отвечает сплошная кривая 
5–5 ′, возможно «второе» с прямым скачком в сужающемся кана-
ле. Действительно, пусть М1 – число Маха перед первым прямым 
скачком в расширяющемся канале. На сверхзвуковом участке 
кривой 5 распределение числа Маха немонотонно с минимумом в 
минимальном сечении. Воспользовавшись этим, найдём сечение 
с М = М1 в сужающемся канале и поместим в него второй пря-
мой скачок. Площади F и параметры потоков перед и за обоими 
прямыми скачками, включая энтропии S2, одинаковы. Поэтому 
пунктирная ломаная, которая на рис. 3.5, а даёт второе решение, 
справа от сечения первого скачка повторит отрезок сплош

вой 5 ′, дающей распределение р(х) для первого решения. 
Выбор одного из двух решений может определить исследова-

ние их устойчивости. В предположении отсутствия отражения 
возмущений от правого конца близкого к цилиндрическому доз-
вукового участка диффузора Г.Г. Чёрный (1950) показал, что те-
чение с прямым скачком в расширяющемся канале устойчиво, а в 
сужающемся неустойчиво. В цикле работ автора с сотрудниками 
[25-27] (1970-е гг.) исследование устойчивости таких течений 
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ссмотрения слу-
чая

в 
бес

ю 4 рис. 3.5. а продолжает одна из 
кри

ез сопла), которые обычно 

Глава 3.4. Харак симметричных 

проведёно для произвольных коэффициентов отражения акусти-
ческих и энтропийных возмущений от выходного сечения, для 
каналов с любым плавным изменением площади поперечного 
сечения и для потребовавшего специального ра

 околозвукового потока за прямым скачком.  
Рис. 3.5, б даёт представление о том, к каким отличиям при-

водит замена гладкого контура с F ′m = 0 на контур с изломом в 
минимальном сечении. Если F ′m – < 0, а F ′m + > 0, то согласно 
формуле (8) при Мm ≠ 1 производные р′ и других параметров в 
этом сечении рвутся. В рамках ЭТ при Мm = 1 они обращаются 

конечность, причём на режиме разгона (кривая 4) р′m ± = – ∞. 
Аэродинамическая труба – канал с двумя минимальными 

сечениями (рис. 3.5, в). В аэродинамической трубе сверхзвуковой 
поток на срезе сопла поступает в рабочую часть постоянного се-
чения, а затем в диффузор. Назначение диффузора – уменьшение 
требуемого для работы трубы перепада давления. Из-за УВ, воз-
никающих при обтекании модели, и других потерь энтропия по-
тока на входе в диффузор выше, чем на срезе сопла. Кроме того, 
в диффузоре Мm > 1. Поэтому Fm диффузора должна превышать 
Fm сопла. ЭТ аэродинамической трубы получается объединением 
ЭТ сопла и диффузора (криву

вых 5′ или 5′′ рис. 3.5, б). 
Даже теперь, в эпоху компьютеров и численных методов, ЭТ 

находит широкое применение в инженерной практике и даёт 
близкие к точным результаты (по крайней мере, для течений без 
скачков), причём не только для плавных, но и для неплавных ка-
налов. В последнем случае точность ЭТ объясняется тем, что ле-
жащие в её основе уравнения (7) конечные, а не дифференциаль-
ные. Для определения интересующих инженеров и исследовате-
лей характеристик (например, расхода и тяги сопла) они приме-
няются к сечениям (минимальное, ср
условиям плавности удовлетворяют. 

теристики плоских и осе
сверхзвуковых течений 

Сокращения: ЛТ – линия тока, УВ – ударная волна, УС – усло-
вия совместности. 
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)

В декартовых (xyz) или цилиндрических (xyφ) координатах 
параметры плоских и осесимметричных течений не зависят от 
третьей переменной. Как показано ниже, тип уравнений, описы-
вающих такие течения, определяется величиной уже вводившей-
ся ранее меридиональной скорости. По этой причине и ввиду её 
частого присутствия в разных соотношениях ниже в отличие от 
Гл. 3.1 полный вектор скорости обозначим буквой U, а его мери-
диональную проекцию – V. После введения функции тока ψ = 
ψ(х,у) дифференциальным равенством (3.1.9) 

(d ky udy dxν−1ψ = ρ −v                                (1) 
дифференциальные уравнения 

2 1

1
(2 ) ( )0, 0, 0,d h U ds d y w d u

dt dt dt dt x y

ν−+ ∂
= = = = ∇ ≡ +

∂
∂ ∂

V v ,   (2) 

выполняющиеся вдоль линий тока – ЛТ (равенства (3.1.11) 
,dx udy d 0= ψ =v ,                              (3) 

интегрируются. В интегралах (3.1.12) и (3.1.13) 
2 12 2 ( ), ( ), ( )h U H s S y wν−+ = ψ = ψ = Γ ψ                  (4) 

функции H(ψ) и Γ(ψ) определяются по параметрам набегающего 
потока, а S(ψ) – по параметрам набегающего потока и по прира-
щениям энтропии на УВ, ψ, H(ψ) и Γ(ψ) на УВ не изменяются. 

В дополнение к уравнениям и интегралам (1) – (4) и уравне-
ниям состояния (согласно им все термодинамические параметры 
– известные функции двух из них, например, р и s) для описания 
рассматриваемых течений необходимо привлечь уравнение не-
разрывности (3.1.14) 

1 1( ) ( ) 0, ,u
y x y

ρ ∂ ∂
∇ ρ + ν −1 = = + ∇ = +

∂ ∂
V V i j iv v j          (5) 

и одну из проекций векторного (двумерного) уравнения движе-
ния (3.1.15) 

2

1 1( ) ( 1) wp
y

ρ 0ρ ∇ + ∇ − ν − =V V j .                   (6) 

В уравнениях (2), (5) и (6) i и j – орты осей х и у (при ν = 2 ось х 
совпадает с осью вращения), а оператор ∇1 при ν = 2 допускает 
такие же сдвиги и вращения в плоскости ху, как при ν = 1. 
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В силу сохранения энтропии вдоль ЛТ  

1 2

1
1 p

a
∇ ρ = ∇V V ,                                (7) 

и уравнение неразрывности (5) принимает вид: 

1 12

1 ( )p
a y

0∇ + ∇ + ν −1 =
ρ

V V v .                     (8) 

Дифференциальные уравнения (2) и (7), содержащие произ-
водные только вдоль ЛТ, имеют характеристическую форму, не-
зависимо от величины скорости U или её проекции V. В соответ-
ствии с этим ЛТ, как и траектории частиц в нестационарных те-
чениях назовём С0-характеристиками. В согласии с дифференци-
альными равенствами (2), (3) и (7) на них 

2

2 1

tg , 0, (2 ) 0, 0,

, ( ) 0.

dy d d h U ds
dx u

dp a d dh UdU d y wν−

= = θ ψ = + = =

= ρ =ρ = −ρ =

v
         (9) 

Здесь θ – угол наклона вектора V к оси х, а цепочка выражений 
для dp – следствия третьего и четвёртого уравнений. Как и следо-
вало ожидать, все уравнения (9), за исключением второго и по-
следнего, совпадают или являются следствиями уравнений Гл. 
3.2, которые выполняются на ЛТ в любых стационарных течени-
ях. 

Уравнение неразрывности (8) и проекция уравнения движе-
ния (6), например, на нормаль к вектору V, содержат производ-
ные по разным направлениям, т.е. не являются характеристиче-
скими. Выясним, нельзя ли составить такие их линейные комби-
нации, которые будут характеристическими, т.е. будут содержать 
производные в одном направлении. Как будет показано ниже, 
характеристическую форму имеет проекция уравнения (6) на на-
правление вектора V. Однако получающееся при этом уравнение 
есть следствие выполняющихся на ЛТ уравнений (9). Последнее 
естественно, ибо (см. Гл. 3.1) из двух уравнений (6) одно – след-
ствие второго и уравнения сохранения на ЛТ полной энтальпии. 

Для упрощения анализа воспользуемся локальной прямо-
угольной системой координат х′у′ с началом в произвольной точ-
ке o и с осью oх′, направленной по вектору V в o, т.е. по каса-
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0,

тельной к проходящей через эту точку ЛТ (рис. 3.6, а). Если u′ и 
′ – проекции V на оси х′ и у′, i′ и j′ – орты этих осей, θ′ – угол 

между V и осью х′ и θ
v

o, … – значения θ, … в точке o, то  
, cos , sin ,
, 0, sin cos .

o o

o o o o o

u V V
u V

′ ′ ′ ′ ′ ′θ = θ + θ = θ = θ θ =
′ ′ ′ ′= = = θ + θj i j

v
v

           (10) 

Наконец, согласно свойствам оператора ∇1 имеем 

1 1

1

2
1

, ,

( )

, .

o o

o o

p p p u Vp u V V
x y x x y x

u uu u
x y x y

V p pV V p
x x x y

′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ′ ′∇ = + = ∇ = + = +
′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′∇ = + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′∂ ∂θ ∂ ∂′ ′ ′ ′= + ∇ = +

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂

V V

V V i j

i j i j

vv

v vv v

y
′
′

   (11) 

Вторые выражения записаны с учётом значений u′ и v ′ в точке o. 
 

 

ЛТ

x

y 

x′
y′ 

V

θ

θ′

θo

o 

j

С+ 

С–

–μ

μ

а) б)

x

y

x′
y′

С+

С–
θ – μθ + μ 

dx+

dx′

dx–

–μ

μ

 
 

Рис. 3.6 
 

Подстановка выражений (11) и формулы для j из (10) в урав-
нения (8) и (6) даст (индекс «o» опущен) 

2 ( ) 0V p V V
a x x y y

,
′∂ ∂ ∂θ

+ + + ν −1 =
′ ′ ′ρ ∂ ∂ ∂

v  

2
2 sin cos )( 1) 0.V p pV V

x x x y y
′∂ ∂θ ∂ ∂ ρ′ ′ ′ ′ ′ ′ρ + ρ + + − θ + θ ν − =

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂
i j i j (i j w  
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Согласно первому равенству (10) углы θ′ и θ отличаются на кон-
станту. С учётом этого полученные уравнения сведутся к  

2 sin 0V p V V V
a x x y y

∂ ∂ ∂θ ν −1
+ ρ + ρ + ρ θ =

′ ′ ′∂ ∂ ∂
,                     (12) 

21 sin 0V pV w
x x y

∂ ∂ ν −
ρ + − ρ θ =

′ ′∂ ∂
,                            (13) 

2 21 cos 0pV w
x y y

∂θ ∂ ν −
ρ + − ρ θ =

′ ′∂ ∂
.                           (14) 

В дальнейшем вместо уравнения (12) используется не содержа-
щая дV/дх′ комбинация уравнений (12) и (13): 

2
2 2 2 2

2(M 1) sin 0, Mp VV U
x y y a

∂ ∂θ ν −1
− + ρ + ρ θ = =

′ ′∂ ∂
.       (15) 

Число Маха в этом и в последующих уравнениях определяется по 
величине меридиональной компоненты V вектора скорости. 

Как и ожидалось, уравнение (13) – проекция уравнения (6) на 
ось х′ – имеет характеристический вид. Покажем, что это уравне-
ние сводится к одному из справедливых на ЛТ уравнений (9). По-
следнее из них приводит к цепочке равенств  

1 1 1
1

1 1
1

( ) ( ) ( ) 1

1 1 sin 0,

d y w y w y w w wu y u
dt x y x y y

wy w w y V w
y x y

ν− ν− ν−
ν−

ν− ν−

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ν −
= + = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν − ∂ ν −

= ∇ + = + θ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
V

v v

v

w =v
 

последнее из которых записано в точке o. С учётом этого уравне-
ние (13) сведётся к 

2 2 2( )

0,

V p w V w p U pV w
x x x x x x x

U pU
x x

∂ ∂ ∂ ρ ∂ + ∂ ρ ∂ ∂
ρ + + ρ = + = +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ 2 ∂ ∂ 2 ∂ ∂
∂ ∂

= ρ + =
′ ′∂ ∂

=
 

т.е. – к одному из уравнений (9). 
Уравнения (14) и (15) содержат производные от θ и р по раз-

ным направлениям, т.е. не являются характеристическими. По-
скольку характеристическими могут оказаться их линейные ком-
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бинации, умножим первое на пока неизвестный скаляр λ и сло-
жим со вторым. После несложных преобразований получим 

2

2 2

1 M 1
M 1

p p
x y V x y

⎛ ⎞ ⎛∂θ ∂θ − ∂ λ ∂
λ + + + +⎜ ⎟ ⎜

⎞
⎟′ ′ ′∂ λ ∂ ρ ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝ ′ ⎠

 

2 2

2

sin cos 0U w
y V

ν −1 θ − λ θ
+ = . 

Это уравнение будет характеристическим при одинаковых диф-
ференциальных операторах, действующих на р и на θ, т.е. при 

2M 1 ctgλ = ± − = ± μ .                           (16) 
При таких значениях λ предыдущее уравнение станет 
 

2

ctg 0, tg ,d d p dF
dx V dx dx x y

± ± ±
±θ μ ν −1 ∂ ∂

± + = = ± μ
′ ′ ′ ′ρ ∂y ′∂

       (17) 

2 2

2

sin sin cos( )( , , , ) , (0,0, , ) 0.
cos

V wF w V F V
V

± ±± θ μ − θ ± μ
θ μ = μ =

μ
 

Согласно (16) угол Маха μ удобно ввести формулой 
sin 1/ Mμ = .                               (18) 

В силу определений (16) и (18) μ = π/2 и 0 при М = 1 и ∞.  
Оба определения μ показывают, что нехарактеристические 

уравнения (14) и (15) можно заменить характеристическими 
уравнениями (17) лишь тогда, когда число Маха, посчитанное по 
меридиональной компоненте скорости, М = V/a ≥ 1. В этом смыс-
ле при М = V/a > 1 система пяти уравнений, описывающих пло-
ские и осесимметричные течения идеального газа, гиперболиче-
ская. На линиях, где М = 1 (звуковых линиях – ЗЛ), направления 
С+- и С–-характеристик и два уравнения (17) совпадают. Такую 
ситуацию назывём параболическим вырождением. При М < 1 
подсистема уравнений (14) и (15), содержащая производные 
только от р и θ, эллиптическая. Подсистема (2), выполняющаяся 
вдоль ЛТ, гиперболическая при любых числах Маха. 

Независимость типа уравнений плоского и осесимметричного 
течений от z- или φ-компоненты вектора скорости естественна. 
Действительно, при ν = 1, перейдя в инерциальную систему ко-
ординат, движущуюся в направлении оси z, можно сделать ком-
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g

поненту w и число Маха, посчитанное по полной скорости, лю-
быми. Это, тем не менее, не должно отразиться на типе уравне-
ний. Так оно и есть, ибо в плоском случае w вообще не входит в 
уравнения, определяющие остальные параметры. 

Характеристическая система (17) записана в локальных коор-
динатах. Это упростило анализ, но неудобно при решении задачи 
в целом. Поэтому вернёмся к исходным координатам ху. Полные 
производные в уравнениях (17) берутся вдоль линий, касательные 
к которым в каждой точке сверхзвукового потока образуют с 
осью х′, т.е. с вектором V и с ЛТ углы ±μ (рис. 3.6, а). Первые 
назовём С+-характеристиками, вторые – С–-характеристика-
ми (характеристиками 1-го и 2-го семейств). В координатах 
х′у′ их направления даются уравнениями 

/ tdy dx′ ′ = ± μ . 
С учётом ориентации локальной системы в координатах ху урав-
нения, определяющие направления С±-характеристик, станут 

C : / tg( + ), C : / tg( )dy dx dy dx+ −= θ μ = θ − μ .         (19±) 
Для возврата к переменным ху в уравнениях (17) свяжем при-

ращения dx′ и dx+, отвечающие фиксированному смещению вдоль 
С+-характеристики (аналогично dx′ и dx– – вдоль С–-характери-
стики). Согласно определениям dx′, dx+ и dx–, которые с учётом 
их знаков на рис. 3.6, б показаны стрелками, имеем 

,
cos( ) cos cos[ ( )] cos( ) cos

dx dx dx dx dx− + +′ ′−
= =

θ − μ μ π − θ + μ θ + μ μ
=  

или 
cos

cos( )
dx dx±μ′ =

θ ± μ
. 

Исключение с помощью этих равенств dx′ из уравнений (17) даст 

2

2

2

ctg 0,

sin sin( , , , ) , (0,0, , ) 0.
cos( )

d dp F dx
V y

wF w V F V
V

±

± ±

μ ν −1
θ ± + =

ρ

θ μ
θ μ = ± − μ =

θ ± μ

       (20±) 

Уравнения (20±) – условия совместности (УС) согласно равен-
ствам (19±) можно переписать в форме 
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2

2

2

ctg 0, ( , , , )

sin sin ctg( ), (0,0, , ) 0.
sin( )

d dp F dy F F w V
V y

w F V
V

± ± ±

±

μ ν −1
θ ± + = = θ μ =

ρ

θ μ
= ± − θ ± μ μ =

θ ± μ

      (21±) 

При расчётах УС в форме (20±) непригодны там, где каса-
тельные к С+- или С–-характеристикам близки к вертикали, а в 
форме (21±) – к горизонтали. Дважды учтя уравнения (19±), полу-
чим 

2 2sin sin ( ) cos ( )sin
cos( ) cos( )
sin [sin( ) cos( ) ] cos sin .

dx dx

dy dx dy dx

± μ θ ± μ + θ ± μ
= ± μ =

θ ± μ θ ± μ
= ± μ θ ± μ + θ ± μ = θ − θ

 

В силу этого УС (20±) примут форму, пригодную во всех случаях 
2

2
2 2

ctg ( ) 0, sin

sin cos .

Ydy Xdx wd dp X
V y

Y

μ −
θ ± + ν −1 = = θ +

ρ
= θ θ

,
V      (22±) 

Глава 3.5. Плоскопараллельные однородные течения.  
Их инварианты. Простые волны. 
Теорема Никольского –Таганова 

Сокращения: ЗЛ – звуковая линия, ЛТ – линия тока, МСЗ – ме-
стная сверхзвуковая зона, ПВ – простая волна, ПВР – простая 
волна разрежения, ТНТ – теорема Никольского–Таганова, УВ – 
ударная волна, ЦПВ – центрированная ПВ, ЦВР – ЦПВ разреже-
ния. 

При ν = 1 уравнения (3.4.19±) и (3.4.20±) сводятся к 

2

2

ctg:  tg( ),  0;

ctg:  tg( ),  0.

dyC d
dx V
dyC d
dx V

+

−

μ dp

dp

= θ + μ θ + =
ρ

μ
= θ − μ θ − =

ρ

                      (1) 

Пусть в дополнение в набегающем потоке w = 0, и он однороден 
по H и s. Так как w, H и s сохраняются на ЛТ (s – до УВ), то  

2
0 02 ,  ,h V H s s w+ = 2 = =0  



 

 

149

всюду, куда приходят эти ЛТ. Поэтому все отличные от угла θ 
параметры газа – функции только давления р, т.е. 

0( , ) ( ),  ( ), ( ), M M( ), ( ),p s p a a p V V p pρ = ρ = ρ = = = μ = μ p    (2) 
и для р ≤ р∗, где р∗ – отвечающее М = 1 критическое давление, 
можно ввести функцию 

( )
*

2

ctgp

p

p dp
V

μ
Φ =

ρ∫ .                                 (3) 

Производная dΦ/dp = (ctgμ)/(ρV 2) ≥ 0. Следовательно, Φ(р) – мо-
нотонно возрастающая функция р, и между р и Φ(р) имеет место 
взаимно однозначное соответствие. 

С введением функции Φ(р) условия совместности из (1) све-
дутся к равенствам 

C : 0,dI I p± ± ±= = θ ± Φ( ) .                                 (4) 
Согласно им I+ сохраняется на С+-, а I – – на С –-характеристиках. 
Поэтому I+ и I –назовём инвариантами или инвариантами Ри-
мана сверхзвуковых однородных плоскопараллельных потоков. 

Параметрам однородного набегающего потока припишем ин-
декс «0». В областях возмущённого течения, покрытых С+-харак-
теристиками, начинающимися в набегающем потоке, в силу 
уравнения (4) для С+-характеристик постоянен инвариат I+ = I+

0. 
На рис. 3.7, а – это треугольник a°cb° (область 1). Аналогично в 
треугольнике acb (в области 2) постоянен инвариант I– = I–

0. По-
стоянство одного из инвариантов приводит к тому, что в областях 
1 и 2 в дополнение к термодинамическим параметрам, для кото-
рых справедливы формулы (2), известной функцией давления 
является и угол θ. Если в набегающем потоке θ0 = 0, т.е. ось х на-
правлена по вектору V0, то в областях 1 и 2 соответственно 

0

0 0 2

ctg)
p

p

p I p p p
V

+ + dpμ
θ = θ ( = − Φ( ) = Φ( ) − Φ( ) = −

ρ∫ ,        (5+) 

0

0 0 2

ctgp

p

p I p p p
V

− − μ
θ = θ ( ) = + Φ( ) = Φ( ) − Φ( ) =

ρ∫ dp .        (5–) 

Известные функции θ±(р) в формулах (5±), как и функции в 
правых частях формул (2), не зависят от формы образующих ab и 
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a°b° на рис. 3.7, а. Течение, все параметры которого – заранее из-
вестные функции одного из них, назовём простой волной (ПВ). 

 
 

μ0 

C+C–

a 

c

1 

2 

3 V0 

a° 

C–

C+
C– 

C+

b

b°

b 

V0 

а) б)

a 

 
 

Рис. 3.7 
 

В формуле (3), определяющей функцию Φ(р), нижний предел 
в интеграле р∗ можно заменить на р0 ≤ р∗. Тогда при выбранном 
направлении оси х в набегающем потоке I–

0 = I+
0 = 0. При такой 

замене, что, как правило, далее предполагается, 
θ ± Φ(р) = 0,                                  (6±) 

в областях 1 и 2 при верхнем и нижнем знаках, соответственно. 
Равенства (6+) и (6–) выполняются, в частности, на отрезках 

a°b° и ab соответственно верхней стенки канала, где θ = θw°(х), и 
его нижней стенки, где θ = θw (х), т.е. 

w w

0 0

w w w2 2

ctg ctg) 0, ) 0
p p

p p

p dp x p dp
V V

μ μ
Φ( ) ≡ = −θ ( ≤ Φ( ) ≡ = θ ( ≤

ρ ρ∫ ∫
o

o o w x

). 

. (7) 

В силу этих неравенств верхние пределы интегралов – давления 
рw° и рw меньше р0, т.е. при сверхзвуковом набегающем потоке 
на обеих стенках расширяющегося канала давление падает – в 
областях 1 и 2 реализуются ПВ разрежения (ПВР

Как видно из рис. 3.7, а, границей, по которой ПВ примыкает 
к равномерному набегающему потоку, служит С+- или С–-харак-
теристика, например, для области 1 это – отрезок С–-характери-
стики a°c. На любой С–-характеристике, выходящей из произ-
вольной точки w° отрезка a°b° верхней стенки, постоянен инвари-
ант I– = θ – Φ(р), равный согласно формуле (7) 2θw°, и на ней 
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w2pθ − Φ( ) = θ o . 
Кроме того, в области 1 выполняется равенство (6+). Следова-
тельно, в ней на отрезке С–-характеристики, выходящей из точки 
w°, θ = θw°, р = рw°, а прочие параметры, включая угол Маха μ, – 
функции р – также постоянны. Значит, в силу уравнения (1) ука-
занный отрезок С–-характеристики прямолинейный. Аналогично 
устанавливается прямолинейность в области 2 С+-характеристик. 
В область 3 С±-характеристики из набегающего потока не прихо-
дят. В ней при криволинейных контурах ab и a°b° характеристики 
обоих семейств также криволинейны. 

При обтекании изолированной стенки (рис. 3.7, б) ПВ с пря-
молинейными полубесконечными С+-характеристиками реализу-
ется справа от граничной С+-характеристики, выходящей из точки 
a. Если с удалением от точки a угол θw монотонно уменьшается, 
то, как показано выше, давление рw тоже монотонно падает. Этот 
вывод справедлив для любого газа, ибо информация о знаке ωрр 
при его получении не использовалась. Выясним, как при этом 
изменяется наклон С+-характеристик, т.е. – величина tg(θ + μ). В 
рассматриваемой ПВ все параметры – функции р, причём в силу 
определений μ и Φ(р) и формулы (6–) 

2

2 22

M M 1 tg( ), ,
cos ( )M M 1

p p
p p

d d
dp V dp

− θμ − θ + μ
μ ≡ = θ = = p+ μ

ρ θ + μ−
. 

В результате, учтя формулу (3.3.11) для Мр, найдём  
2 2

2 2

tg( )
2cos ( ) M 1

ppad
dp

ρ ωθ + μ
=

θ + μ −
. 

Для нормального газа (ωрр > 0) эта производная положительна, и 
наклон С+-характеристик с уменьшением давления также умень-
шается, и они расходятся веером, как изображено на рис. 3.7, б. 

Пусть в точке b к криволинейному участку стенки ab плавно 
примыкает вторая прямолинейная образующая. Тогда снизу по 
потоку ПВР будет ограничена С+-характеристикой, выходящей из 
точки b. По этой характеристике к ПВ примыкает равномерный 
поступательный поток М = М+ > M0. Зафиксировав угол поворо-
та потока θ+, начнём уменьшать протяженность участка ab. В 
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): 
)

пределе он стянется в точку. Если совместить с ней начало коор-
динат, то С+-характеристики ПВ станут лучами (рис. 3.8

/ tg(y x = θ + μ .                                (8) 
Получившееся течение – центрированная простая волна раз-
режения (ЦВР) или течение Прандтля–Майера. В дополнение 
к уравнению (8) для ЦВР справедливы все соотношения, запи-
санные выше для ПВ, в частности, – равенство (6–). Пользуясь 
им, по углу θ+ можно определить р+, а, зная р+, по формулам (2) – 
все остальные параметры на правой границе ЦВР. Тем же спосо-
бом определяются С+-характеристики – лучи, идущие из излома и 
отвечающие любому давлению (p+ < p < p0). 

 

x

y

V0

V+  
 

Рис. 3.8 
 

Решение, описывающее ЦВР, можно построить, воспользо-
вавшись тем, что среди определяющих параметров задачи обте-
кания излома нет величины с размерностью длины. По этой при-
чине эта задача автомодельная с автомодельной переменной ξ = 
= х/у. Условия существования нетривиального решения описы-
вающих её обыкновенных дифференциальных уравнений приво-
дит к равенству (8) и другим полученным выше соотношениям. 

Для ПВР и ЦВР есть предельный угол θМ поворота потока, 
отвечающий р = 0 в интеграле для функции Ф(р). Его модуль  

0
M

2
0

ctg| | 0
p

dp
V

μ
θ = −Φ( ) ≡

ρ∫                                 (9) 

тем больше, чем ближе давление р0 к р∗, т.е. М0 – к единице. 
В однородных течениях dp = – ρVdV, и, перейдя от р к V, ра-

венства (5±) заменим на 

0

0
ctg) )

V

V

V I V p dV
V

± μ
θ Σ( = ,  Σ( = −Φ( ) = ∫m .             (10±) 
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Здесь, как и ранее, С+(С–)-характеристикам отвечают верхние 
(нижние) знаки. Для совершенного газа после перехода в выра-
жении для Σ(V) от V к λ = V/a∗, а затем по формуле (3.2.7) от λ к 
М интеграл при V0 = V∗ = a∗ берётся и получается равным 

( ) ( )ctg 1 1arctg ctg ,
2 1

V

V

V dV
V

∗

μ π
Σ = = ε μ + μ − ε =

γ +ε∫
γ −

.        (11) 

Согласно формулам (9) – (11) 

( )M M| | 0.5 1/ 1V .θ = Σ( ) = ε − π  

Для γ = 1.4 это даёт |θМ| ≈ 135°. Если γ → 1, то ε уменьшается и 
предельный угол может стать сколь угодно большим. Плавный 
поворот на любой угол ограниченного по z потока возможен при 
введении постоянной z-компоненты скорости w0. Возникающий 
благодаря ей скос потока, не влияя на течение в плоскости ху, 
позволяет построить спиралевидный ограниченный или неогра-
ниченный по высоте канал постоянной (в направлении оси z) ши-
рины, реализующий такой поворот. Кстати, при выполнении ус-
ловий (2) течение в плоскости ху не изменяется при введении в 
набегающем потоке произвольного распределения w0(ψ). 

Интегралы (10±) – уравнения С±-характеристик в плоско-
сти годографа (рис. 3.9, а). В этой плоскости С±-характеристики 
покрывают сверхзвуковое кольцо 1 ≤ V/a∗ ≤ V М/a∗ = ε–1/2. Соглас-
но формулам (10±) вдоль них dθ/dV = ±(ctgμ)/V = ±(M2 – 1)1/2/V. 
Поэтому С±-характеристики на звуковой окружности (при М = 1) 
касаются лучей θ = const, а на окружности V = V М, где М = ∞, – 
этой окружности. Пусть некоторая базовая С+-характеристика 
(БХ+) выходит из точки (V = 1, θ = 0). Тогда аналогичная базовая 
С–-характеристика (БХ–) согласно (10±) получается отражением 
БХ+ относительно оси u. На рис. 3.9, а БХ+ и БХ– – жирные кри-
вые. Прочие С+- и С–-характеристики получаются поворотом БХ+ 
и БХ– на произвольные углы. В кружках на рис. 3.9, а изображе-
ны ЦВР, описываемые кривыми С+ или С–, на которых постоянен 
инвариант I+ или I–, соответственно. Для совершенного газа 
С±-характеристики в плоскости годографа, описываемые уравне-
ниями (10±) и (11), называются эпициклоидами. 
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Рис. 3.9 
 

При анализе взаимодействия поверхностей разрыва ЦВР 
удобно описывать в переменных θ и р. При заданных числе Маха 
M – ≥ 1, угле θ– и давлении р– ≤ р∗ набегающего потока зависи-
мости р = р±(Δθ), где Δθ = θ – θ–, для ЦВР определяются форму-
лами (5±). Согласно им 
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2

2 2

2 2
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= =− − =∞
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Δθ = Φ ± Φ =

Δθ −

γ ρ
= =

Δθ Δθ− −

m
m

m m .=

(12) 

При M – ≥ 21/2 модуль производной d(p/p–)/dΔθ растёт с ростом 
M –. Это и последнее равенство (12) учтены при построении зави-
симостей р = р±(Δθ) на рис. 3.9, б для M –2 > M –1 > 21/2. 

Для однородных плоских течений со звуковыми линиями 
(ЗЛ) развитый выше аппарат позволяет сформулировать важное 
правило, получившее название теоремы Никольского–Таганова 
(ТНТ) (А.А. Никольский, Г.И. Таганов, 1946). Согласно ей, если 
при движении по ЗЛ область сверзхвукового потока находится 
справа, то угол θ монотонно убывает, т.е. вектор скорости V по-
ворачивается по часовой стрелке. Доказательство ТНТ опирается 
на уравнения (3.4.14) и (3.4.15). В плоском случае (при ν = 1) они 
принимают вид 
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2

2

1 1, 2

Mp p
x V y y V x

∂θ ∂ ∂θ − ∂
= − =

′ ′ ′∂ ρ ∂ ∂ ρ ∂ ′
.                     (13) 

Пусть y′ = y′sl(x′) – уравнение ЗЛ в локальных координатах 
(рис. 3.10). Тогда согласно уравнениям (13) для производной 
dθ/dx′, вычисляемой вдоль ЗЛ, имеем 

sl
2

1d dy
dx x dx y x V y

p′θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂
= + = = −

′ ′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ρ ∂
. 

Для однородных плоских течений с ростом числа Маха дав-
ление уменьшается (точнее, не растёт). Для ситуаций, изобра-
жённых на рис. 3.10, число Маха с ростом y′ уменьшается. Сле-
довательно, производная др/ду′ положительна (в каких-то точках 
ЗЛ она может обратиться в нуль), и в силу последнего уравнения 

2

1 0d
dx V y

θ ∂p
= − ≤

′ ′ρ ∂
.                            (14) 
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Рис. 3.10 
 

В случаях, рассмотренных на рис. 3.10, направлению движе-
ния, которое фигурирует в формулировке ТНТ (М > 1 справа по 
ходу), отвечает рост х′. Поэтому согласно неравенству (14) θ при 
таком движении монотонно убывает. Если на рис. 3.10 поменять 
местами области до- и сверхзвукового течений, то одновременно 
изменятся знак неравенства в формуле (14) и направление движе-
ния (теперь х′ будет уменьшаться). В результате если при движе-
нии по ЗЛ сверхзвуковой поток находится справа по ходу, то угол 
θ по-прежнему уменьшается. 
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Рис. 3.11 
 

ТНТ сразу даёт ответ о ЗЛ в плоском сопле Лаваля (рис. 3.11). 
Если ось х лежит на плоскости симметрии сопла, то на ней θ = 0. 
В силу ТНТ при движении по ЗЛ угол θ либо убывает, либо оста-
ётся неизменным. В первом случае ЗЛ приходит на стенку су-
жающегося участка образующей, как изображено на рис. 3.11. 
Второй случай особый, ибо его реализация возможна только при 
специальном профилировании сужающейся части контура сопла. 
Если такое профилирование выполнено, то все параметры на ЗЛ 
постоянны (θ = 0, М = 1, μ = π/2), ЗЛ – прямолинейный отрезок, 
нормальный оси х, характеристики обоих семейств касаются ЗЛ 
(более того, С–-характеристика совпадает со ЗЛ). 
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Рис. 3.12 
 

ТНТ была доказана в связи с течениями в местных сверхзву-
ковых зонах (МСЗ), возникающих при обтекании профилей око-
лозвуковым потоком (рис. 3.12). При превышении числа Маха 
набегающего потока М0 некоторого критического значения 0M∗  
МСЗ возникает сначала в области максимального разрежения над 
верхней выпуклой образующей профиля, как это следует из пер-
вого уравнения (13). Действительно, над ней ЛТ тоже выпуклые, 
а значит, на них дθ/дх′ < 0. Поэтому согласно первому уравнению 
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(13) др/ду′ > 0, т.е. давление с удалением от профиля растёт. Сле-
довательно, на профиле р < р0, а М > М0. 
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Рис. 3.13 
 

Обычно МСЗ, наблюдаемые в аэродинамических трубах при 
сверхкритическом (М0 > 0M∗ ) обтекании профилей, снизу по по-
току ограничены достаточно интенсивной УВ – замыкающим 
скачком. В 40–50-х гг. ХХ века усилия многих аэродинамиков 
были направлены на выяснение причин его появления. Одно из 
следствий ТНТ – демонстрация разрушения безударного сверх-
звукового течения при небольшом спрямлении в МСЗ обтекаемо-
го контура (участок ab на рис. 3.13). Покажем это. 

Вдоль отрезков a–a, b–b и aa+, bb+ С–- и С+-характеристик со-
храняются соответствующие инварианты. На ЗЛ р = р∗, а для оси 
х, направленной по ab, θb = θa = 0. С учётом этого и того, что 
Ф(рa–) = Ф(рb–) = Ф(р∗) = 0, условие постоянства инварианта I– на 
отрезках a–a и b–b С–-характеристик сведётся к равенствам 

2 2

ctg ctg( ) , ( )
a bp p

a a b b
p p

p dp p dp
V V

∗ ∗

− −
μ μ

θ = −Φ = − θ = −Φ = −
ρ ρ∫ ∫ . 

Вычитание второго равенства из первого даст 

2 2

ctg ctg ctgb a b

a

p p p

a b
p p p

dp dp dp
V V V

∗ ∗

− − 2
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θ − θ = − =

ρ ρ ρ∫ ∫ ∫ . 

По ТНТ левая часть этого равенства положительна. Поэтому  
pb > pa,                                       (15) 
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и поток на отрезке ab тормозится. Аналогично из условий сохра-
нения инварианта I+ на отрезках aa+ и bb+ следует, что 

2 2

ctg ctg( ) , ( )
a bp p

a a b b
p p

p dp p dp
V V

∗ ∗

+ +
μ μ

θ = Φ = θ = Φ =
ρ ρ∫ ∫ . 

Отсюда в силу неравенства (15) θb+ > θa+, что противоречит ТНТ. 
Разрешение этого противоречия – допущение пересечения харак-
теристик aa+ и bb+, исключающего их приход на ЗЛ. Следова-
тельно, возникает УВ, интенсивность которой тем меньше, чем 
меньше длина участка ab. Введение прямолинейного участка – 
один из способов инициирования УВ в МСЗ. Другой более про-
стой и естественный способ – малый излом контура. При его об-
текании также возникает слабая УВ, интенсивность которой тем 
меньше, чем меньше величина излома и протяженность, связан-
ной с ним неровности. В действительности эти примеры демон-
стрируют лишь то, что сверхзвуковое течение – весьма чувстви-
тельный объект в том смысле, что малые его возмущения, как 
правило, инициируют слабые УВ. Скачок, замыкающий МСЗ, не 
связан с подобными малыми возмущениями. 

Изучение причин образования скачков, замыкающих МСЗ, 
имеет богатую историю, в которой участвовали многие учёные 
(Ф.И. Франкль, К Гудерлей, Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц, Ю.Б. 
Лифшиц, О.С. Рыжов, И.А. Чернов, Л.П. Горьков, Л.П. Питаев-
ский и др.). Сначала рассматривалась возможность зарождения 
скачка на ЗЛ (в случае рис 3.12 – на правой границе МСЗ). Было 
установлено, что подобное возможно только тогда, когда на ЗЛ 
приходит характеристика, несущая конечные разрывы первых 
или бесконечные разрывы вторых производных от параметров 
потока, причём определённых знаков. В результате установилась 
точка зрения, что при обтекании достаточно гладких профилей 
замыкающий скачок, начинается из-за пересечения характери-
стик (в МСЗ над профилем – С–-характеристик) – волн сжатия, 
идущих от ЗЛ. Пересечению С–-характеристик способствует мо-
нотонное по ТНТ изменение угла наклона θ при движении вдоль 
ЗЛ: угол Маха на ней постоянен (равен π/2), и, следовательно, 
благодаря указанной монотонности каждая следующая С–-харак-
теристика направлена навстречу предыдущей. 
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Рис. 3.14 
 

Возникновение замыкающего скачка внутри МСЗ подтвер-
ждают результаты численного интегрирования уравнений Эйле-
ра. На рис. 3.14 из [28], который отвечает обтеканию профиля 
потоком совершенного газа с γ = 1.4 и числом Маха М0 = 0.64, 
изолинии нарисованы через ΔМ = 0.01. Наряду с ними, показаны 
границы блоков, покрывающих расчётную область. Вся расчёт-
ная область близка к кругу, радиус которого составлял пять хорд 
профиля. Жирная изолиния М = 1 включает звуковую линию и 
линию М = 1 в размазанном замыкающем скачке. Разбиение сет-
ки на блоки с измельчением ячеек в блоках, окружающих на-
чальную точку замыкающего скачка, проводилось в процессе 
счета. Из общего числа ячеек 4.6⋅104 на последний блок, зани-
мающий пренебрежимо малую часть расчётной области, прихо-
дилось 1.6⋅104 ячеек. 

Прямоугольники на рис. 3.14, а, б и в ограничивают те облас-
ти, которые на последующих рисунках занимают все поле тече-
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ния. Рассмотрение изолиний обнаруживает их сгущение и слия-
ние слева от ЗЛ, т.е. внутри МСЗ, что, однако, обнаруживается не 
сразу. Если же исходить из рис. 3.14, а, то естественно принять, 
что замыкающий скачок начинается на ЗЛ, хотя качество изо-
бражения на фиг. 3.14, а выше качества снимков, получаемых в 
эксперименте. 

 
     

C+

0

C–

C+

0

a) б)

 
 

Рис. 3.15 
 

Если ξ расстояние вдоль возникшего внутри МСЗ скачка от 
его начальной точки 0 (рис 3.15, а), а [p] – перепад давления на 
нём, то, как и в Гл. 2.4, [p] � ξ1/2. Следовательно, на С+-характери-
стике, проходящей через точку 0, [I–] � [p]3 � ξ3/2, и терпят беско-
нечный разрыв вторые производные параметров потока. Знаки их 
оказываются такими, что в точке прихода С+-характеристики на 
ЗЛ зарождается второй скачок [29]. Оба скачка образуют «пере-
вернутую λ-образную конфигурацию» (рис. 3.15, б). Для выявле-
ния, второго скачка нужны, однако, на порядки более мощные 
сетки, чем использовались при построении рис. 3.14. 

Глава 3.6. Метод характеристик. 
Решение типичных задач 

Сокращения: ЗЛ – звуковая линия, ЛТ – линия тока, МХ – ме-
тод характеристик, ПВР – пучок волн разрежения, УВ – ударная 
волна, УС – условия совместности.  
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)

При расчёте и исследовании плоских и осесимметричных 
сверхзвуковых течений метод характеристик (МХ) играет не 
меньшую роль, чем в одномерных нестационарных течениях.  

В МХ используются интегралы (3.4.4)  
2 12 2 ( ), ( ), ( )h U H y w s Sν−+ = ψ = Γ ψ = ψ ,              (1) 

Функции H(ψ) и Γ(ψ) определяются только набегающим пото-
ком, S(ψ) – им и изменениями энтропии на УВ (если они есть), а 
функция тока ψ введена дифференциальным равенством (3.1.9): 

( ) (cos sind ky udy dx ky V dy dxν−1 ν−1ψ = ρ − = ρ θ − θv .        (2) 
Согласно ему ψ, постоянная на линиях тока (ЛТ), определена с 
точностью до аддитивной постоянной и множителя k, выбирае-
мых из соображений удобства.  

На С±-характеристиках справедливы уравнения (19±) и усло-
вия совместности – УС (3.4.22±) 

cos( ) sin( )dy dxθ ± μ = θ ± μ ,                          (3±) 
2

2
2 2

ctg ( ) 0, , sin

( ) sin cos , (0) (0,0) 0.

w wd dp Ydy Xdx X
V y V V

Y Y X

μ ν −1 ⎛ ⎞θ ± + − = θ = θ +⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠
θ = θ θ = =

,
    (4±) 
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Рис. 3.16 
 

В типичных задачах (рис. 3.16), параметры в точках 1 и 2 из-
вестны, а в точке 3 ищутся, 1–3 – отрезки С+-характеристик (ха-
рактеристик 1-го семейства), 2–3 – отрезки С–-характеристик 
(характеристик 2-го семейства). На рис. 3.16 изображены от-
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1

2

личная от характеристик всех семейств линия начальных данных 
ab, стенка ag и С±-характеристики. Жирные линии – С±-характе-
ристики – границы областей, течение в которых получается из 
решения задач: Коши, Гурса и т.д. Обозначение точки 3(2) озна-
чает, что она фигурирует в двух тройках точек 1, 2 и 3: сначала 
как искомая, а затем как известная. 

В треугольнике abc решается задача Коши. В ней параметры 
заданы на отрезке ab, причём ψb = 0 и на оси х, а за счёт выбора 
множителя k в уравнении (2) ψa = 1 и на стенке ag. Таким обра-
зом, задание параметров на АВ включает задание функций H(ψ), 
Γ(ψ) и S(ψ) при 0 ≤ ψ ≤ 1. При ν = 1 всегда, а при ν = 2 для точки 
1, не лежащей на оси симметрии, расчёт точки 3 в разных задачах 
идентичен и состоит в следующем. Отрезки С±-характеристик 1–3 
и 2–3 пересекаются в точке 3. Поэтому, приближённо проинтег-
рировав по этим отрезкам уравнения (3±), получим 

1 3 3 1 3

2 3 3 2 3

[cos( ) cos( ) ]( ) [sin( sin( ]( ),
[cos( ) cos( ) ]( ) [sin( sin( ]( ).

y y x x
y y x x

1 3

2 3

θ + μ + θ + μ − = θ + μ) + θ + μ) −
θ − μ + θ − μ − = θ − μ) + θ − μ) −

(5) 

При известных коэффициентах перед разностями (у3 – у1), … эти 
уравнения позволяют найти х3 и у3. После этого, воспользовав-
шись результатом интегрирования уравнения (2) по отрезку 2–3 

1 1
2 3

3 2 3 2

1 1
2 3

3 2

( cos ) ( cos ) ( )
2

( sin ) ( sin ) ( ),
2

y V y Vk y

y V y Vk x

ν− ν−

ν− ν−

ρ θ + ρ θ
ψ = ψ + − −

ρ θ + ρ θ
− −

y

x
      (6) 

определим ψ3. Зная ψ3 и у3 и воспользовавшись интегралами (1), 
вычислим энтропию s3 и компоненту w3 вектора скорости. Если 
функции H(ψ), Γ(ψ) и S(ψ) заданы таблицами, то их значения при 
ψ = ψ3 находятся квадратичной интерполяцией. 

Интегрирование УС (4±) по отрезкам 1–3 и 2–3 даёт 

3 1 1 1
3 1 2 2

11 3

ctg ctg sin cos( )
2

p p
V V y

⎡ ⎤ ⎡⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −μ μ θ
θ − θ + + = ν −1 +⎢ ⎥ ⎢⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎣⎣ ⎦

θ  
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2 22 2
3 3 1 3 3 3 3 11 1

2 2
3 1 1 1 3 3 3

3 2 2 2
3 2 2 2

22 3

sin cos sinsin ,
2 2

ctg ctg sin cos( )
2

y y w x xw
y y y V y y V

p p
V V y

⎤⎞ ⎛ ⎞θ θ − θ −θ
+ + + + + ⎥⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠ ⎦
⎡ ⎤ ⎡⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −μ μ θ θ

θ − θ − + = ν −1 +⎢ ⎥ ⎢⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎣⎣ ⎦

   (7) 

2 22 2
3 3 2 3 3 3 3 22 2

2 2
3 2 2 2 3 3 3

sin cos sinsin
2 2

y y w x xw
y y y V y y V

⎤⎞ ⎛ ⎞θ θ − θ −θ
+ + + + + ⎥⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠ ⎦
. 

Если коэффициенты при приращениях и координаты х3 и у3 из-
вестны, то уравнения (7) определят θ3 и p3. Наконец, известные 
s3 и p3 и уравнения состояния позволяют найти ρ3, а3 и h3. По h3 
и H3 интеграл полной энтальпии (1) определит U3, после чего 
найд 2 2 1/ 2

3 3 )w− , Мутся V3 =  и ctg μ3 
 точки 3. 

(U 3 = V3/а3 = 2 1/ 2
3(M 1)− . Этим 

завершается расчёт
Коэффициенты при приращениях в уравнениях (5) – (7) счи-

тались известными. На самом же деле, слагаемые в них с индек-
сом «3» неизвестны. Поэтому решение строится итерациями. В 
первой итерации вторые слагаемые заменяются первыми, вычис-
ленными по параметрам в точке 1 или 2. В следующих итерациях 
они вычисляются по параметрам предыдущей итерации. Разност-
ные уравнения (6) и (7) аппроксимируют исходные дифференци-
альные со вторым порядком относительно приращений (интегра-
лы при их получении вычислялись по формуле трапеций). Квад-
ратичная интерполяция по ψ3 сохраняет второй порядок точно-
сти. Теоретически второй порядок обеспечивают две итерации, 
но опыт расчётов оправдывает увеличение их числа до трёх. 

В осесимметричном случае (при ν = 2) для точек 1 или 3 на 
оси симметрии коэффициенты при dx и dy в УС (4) неопределены 
из-за обращения в нуль y, Y и X. Чтобы избавиться от неопреде-
лённостей, умножив УС в форме (3.4.21±) на у, получим 

2

2 2

ctg sin sin ctg( ) 0
sin( )

wyd y dp dy
V V

⎡ ⎤μ θ μ
θ ± ± θ ± μ =⎢ ⎥ρ θ ± μ⎣ ⎦

m ,    (8±) 

где верхние (нижние) знаки отвечают С+(С–)-характеристикам. 
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Для точки 1 ≡ b, проинтегрировав уравнение (8+) вдоль отрез-
ка 1–3 и учтя, что у1 = θ1 = 1 F + = 0, после сокращения на у3 при-
дём к равенству 

2
3

3 3 12 2
3 3

ctg sin sin( ) ctg( )
sin( )

wp p
V V3

⎡ ⎤μ θ μ
θ + − = θ + μ −⎢ ⎥ρ θ + μ⎣ ⎦

.      (9) 

Оно и второе уравнение (7) определят θ3 и p3. В первой итерации 
коэффициент при (р3 – р1) в (9) вычисляется по параметрам в 
точке 1, а правая часть – по полусумме параметров в точках 1 и 2. 

Применение описанных процедур ко всем парам точек 1 и 2 
на отрезке ab даёт новый слой, содержащий на одну точку мень-
ше исходного. Если N – число точек на ab, то после расчёта N 
слоев выстроится характеристический треугольник abc, боковые 
стороны которого ac и bc – отрезки С+- и С–-характеристик. Здесь 
и далее предполагается, что распределения параметров на ab 
обеспечивают безударное течение в рассчитываемой области. 

Треугольник abc – область определённости отрезка ab в том 
смысле, что течение в нём полностью и единственным образом 
определяется заданными распределениями параметров на ab. Как 
и в Гл. 2.8, справедливость данного утверждения – результат 
мысленной реализации описанной выше процедуры МХ. Пред-
ставление о погрешности вычислений даёт отличие от нуля инте-
грала по контуру abc от правой части уравнения (2). Погрешность 
оценивается разностью значений mc, полученных интегрировани-
ем по отрезкам С–-характеристик согласно (6) и аналогичным ин-
тегрированием по отрезку С+-характеристики bc. При отсутствии 
УВ задачу Коши можно решать и в прямом (в сторону роста х), и 
в обратном направлении (в сторону уменьшения х). 

По найденному отрезку bc С+-характеристики и условию θ = 
= 0 на оси х определяется течение в треугольнике bdc. Первой 
находится точка 3 оси х. При этом в осесимметричном случае УС 
на отрезке 2–3 используется в форме (8–). Это даёт уравнение 

2
2

3 2 2 2
2

sin sin( tg ) ctg( )
sin( )

wp p V
V

⎡ ⎤θ μ
= + ρ μ + θ − μ − θ⎢ ⎥θ − μ⎣ ⎦

,      (10) 

которое без итераций определяет давление р3. Поскольку ось х – 
– ЛТ, то энтропия s3 = Sb известна, и по р3 и s3 из уравнений со-
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(3 ), 

стояния находятся ρ3, а3 и h3, по h3 и Н3 = Нb из интеграла пол-
ной энтальпии (1) определяется V3 = U3, а затем М3 и μ3. Нако-
нец, уравнение, получающееся после интегрирования уравнения

–

2 3
3 2 sin( 2

2 3

cos( ) cos
) sin

x x yθ − μ + μ
= +

+ μ
 

так

ade

нки, записанное для ускорения схо-
димости итераций в форме 

μ − θ
же без итераций определяет х3. 
На рис. 3.16 в точке a поток поворачивается на положитель-

ный угол, т.е. θa = θa+ на ag больше, чем θa = θa– на ab. В таком 
случае точка a – фокус в общем случае неавтомодельного пучка 
волн разрежения (ПВР). При этом для любых ν и неравномерно-
стях параметров на ab течение в точке a описывается формулами 
центрированной простой волны с постоянной w. Справедливость 
данного утверждения – естественное следствие уравнения (4+), 
связывающего θ, p, х и у на С+-характеристике, пересекающей 
ПВР бесконечно близко к точке a. При этом отношения измене-
ний х и у к уa стремятся к нулю, и увеличение угла от θa– до θa+ 
может компенсировать только конечное изменение давления. По 
этой причине при описании течения в точке a в уравнении (4+), 
как и при ν = 1, остаются лишь два первых слагаемых. В том же 
пределе любой конечный масштаб неоднородности на ab стано-
вится бесконечным. Расчёт точек ПВР, лежащих на разных С–-ха-
рактеристиках и совпадающих по х ≡ xa и у ≡ уa, ведётся при за-
данном приращении (θ3 – θ1) или (р3 – р1) по первому уравнению 
(7) с нулевой правой частью. Расчёт прочих точек ПВР acf или 

 (если течение в bdc уже рассчитано) ведётся так же, как в abc. 
При расчёте течения в треугольнике afg в отдельном рассмот-

рении нуждается только счёт точки на стенке ag, заданной урав-
нением y = F(x). Для определения х3 и у3 используется первое 
уравнение (5) и уравнение сте

0 3 0 3
3 3 0 3 0 3 0 3 02 2⎢ ⎥⎣ ⎦

Здесь 0 – предыдущая точка стенки, а F

( ) ( ) ( ) ( )F F F Fy F x F F x F x x x x
′ ′ ′ ′+ +⎡ ⎤= = + − − − + − .(11) 

 у
 ′ = dF/dx. Уравнение (11) 

вместе с первым равнением (5) решается итерациями. В итера-
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циях наряду с 3F ′ в последнем слагаемом участвует квадратная 
скобка. В ней в первой итерации индекс «3» заменяется на «0», и 
сла

, Γ

елив по x3, найденному в данной итера-
ции, tgθ3 = F ′(x3) и проинтегрировав по отрезку 1–3 уравнение 
(4+), получим уравнение 

гаемое в скобке исчезает. 
На ag ψ постоянна. Поэтому ψ3 = ψa, функции в интегралах 

(1) равны Ha a и Sa, а по ним и найденному y3 определяются s3 
= 
= Sa и w3 = 1

3y −ν Γa. Опред
 

1 3 3 1 1 1
3 1 2 2

1 3 1

2 2 2 2
3 3 1 3 1 1 3 3 3 1

2 2
3 1 1 1 3

sin cos sin sin ,
2 2

y y w w x x
y y y V y y V

⎤⎞ ⎛ ⎞θ θ − θ θ −
+ + + + +

3 3

ctg ctg sin cos( )
2

p p
V V y1 3

⎡⎛ ⎞ ⎛μ μ − θ θ
θ − θ + + = ν −1 +⎢⎜ ⎟ ⎜ρ ρ ⎝⎝ ⎠ ⎣

⎥⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠ ⎦

  (12) 

кот

на отрезках cf и cd характеристик разных семейств. Расчёт точек 
в задаче Гурса такой же, как в задаче Коши для треугольника abc. 

 

орое при найденных х3, у3 и θ3 определит р3. Затем, как и ра-
нее, найдём ρ3, а3, h3, U3, V3, M3 = V3/а3 и ctgμ3. 

Если расчёт пучка волн разрежения был выполнен до отрезка 
cf С+-характеристики, то далее решается задача Гурса с данными 
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за  

ность и скорость, ордината точки e° определится ус-
ловием равенства расходов, протекающих через З
выхода ee°: 

 
Рис. 3.17 

 
Заканчивая параграф, решим задачу профилирования сверх-

звуковой части сопла Лаваля, реализующего заданный равномер-
ный поток: θ ≡ 0, М ≡ Ме, р ≡ ре в сечении выхода ee° (рис. 3.17, 
а). Равномерность потока в сечении ee° предполагает постоянство 
функций H(ψ) ≡ Hst и S(ψ) ≡ Sst и отсутствие закрутки (Г ≡ w ≡ 0). 
При θ = 0 и w = 0 функции Х и Y в УС (4±) и квадратные скобки в 
правых частях их разностных записей (7), (9), (10) и (12) равны 
нулю. С учётом этого мысленно решим прямую (в сторону роста 
х) и обратную (в сторону уменьшения х) задачу Коши с данными 
на отрезке ee°, а затем прямой и обратный аналоги дачи об оп-
реде  лении течения в треугольнике bdc рис. 3.16. В результате 
найдём, что в равнобедренном треугольнике d–e°d+ с углами при 
основании μе (рис. 3.17, а) θ ≡ 0, М ≡ Ме, р ≡ ре. 

Пусть есть плавно сужающаяся и слегка расширяющаяся 
часть сопла, контур которой на рис. 3.17, б изображён жирной 
кривой. Согласно результатам Гл. 3.5 звуковая линия (ЗЛ) a°b на-
чинается в точке a°, в которой θa° < 0. Правее точки a° со стенки 
выходит С–-характеристика ab, имеющая со звуковой линией об-
щую концевую точку b. Если справа от точки a исходную обра-
зующую (жирная сплошная кривая на рис. 3.17) заменить штри-
ховой, то это не отразится на течение слева от ab, а излом в точке 
a станет фокусом пучка волн разрежения. При расчёте пучка одна 
за другой строятся С–-характеристики, начинающиеся в изломе и 
заканчивающиеся на оси х. Вдоль всех ЛТ пучка, включая ось х, 
газ разгоняется, и в некоторой точке оси d его число Маха станет 
равно Ме. При одинаковых масштабах длины, плотности и ско-
рости, в качестве которых удобно взять ординату точки a, крити-
ческие плот

Л a°b и сечение 

1(cos sin )
a

e ee
b

y V y dy dxν ν−ρ = ν θ − θ∫
o

o .                  (13) 
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на 
ψ =

противления при дозву-
ков х 
слу . 

Выполнив с помощью равенства (13) согласование размеров 
на рис. 3.17, а и б и объединив их (рис. 3.17, в), придём к задаче 
Гурса с данными на замыкающей С–-характеристике ad пучка 
волн разрежения и на равномерной С+-характеристике de°, где θ ≡ 
0, М ≡ Ме, р ≡ ре. Её решение начинается от точки 3, располо-
женной около точки d, и ведётся по С–-характеристикам (бли-
жайшей к ad и т.д.), каждый раз до точки 3, в которой ψ3 > ψа = 
1. При её расчёте H3 = Hst, S3 = Sst и Г3 = 0. Координаты точек ЛТ 
ae° и параметры газа на ней находятся квадратичной интерполя-
цией 

 1 по трём точкам, принадлежащим одной С–-характеристике, 
включая точку 3 с ψ3 > 1. В работах [30, 31] приведены примеры 
построения широкого многообразия кольцевых сопел, также реа-
лизующих равномерный сверхзвуковой поток. 

Уравнения плоского и осесимметричного течения инвариант-
ны при одновременном изменении знаков у х и v . Благодаря это-
му построенный контур сопла при зеркальном отражении отно-
сительно оси у превращается в контур воздухозаборника, без-
ударно тормозящего равномерный набегающий поток с числом 
Маха М0 = Ме > 1. Однако, как и в рамках элементарной теории 
Гл. 3.3, течение торможения до дозвуковой скорости неустойчиво 
при любом уменьшении М0. В связи с этим интересны сопла Ла-
валя, разгоняющие равномерный сверхзвуковой поток с Мm > 1 и 
θm ≡ 0 до Ме > Мm при θе ≡ 0 и постоянных прочих параметрах. 
Их зеркальное отражение даёт воздухозаборники, тормозящие 
равномерный сверхзвуковой набегающий поток с М0 = Ме до 
равномерного сверхзвукового с Мm < Ме. Объединение таких 
воздухозаборников с породившими их соплами при параллельных 
набегающему потоку внешних обводах даёт конфигурации (рис. 
3.17, г и д), не имеющие сопротивления. Таким образом, пара-
докс Эйлера–Даламбера (отсутствие со

ом безотрывном обтекании тел идеальным газом) в некоторы
чаях справедлив и при сверхзвуковом набегающем потоке

При ν = 1 конфигурация, изображённая на рис. 3.17, г, называется 
бипланом Буземана (А. Буземан, 1935). 

Глава 3.7. Построение суперкритических профилей 
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Сокращения: ЗЛ – звуковая линия, ЛТ – линия тока, МСЗ – ме-
стная сверхзвуковая зона, МХ – метод характеристик, ТЖ – 
точ

этапе, это даёт возмож-
ность продемонстрировать ряд его необычных
таких свойств следует из справедливой для с

ка Жуге, УВ – ударная волна, УВР – ударная волна разреже-
ния, ЦПВ – центрированная простая волна, ЦВР – ЦПВ разре-
жения.  

Суперкритическими назовём профили, при обтекании кото-
рых с образованием местных сверхзвуковых зон (МСЗ) нет УВ. 
Благодаря этому они, несмотря на наличие МСЗ, как и биплан 
Буземана, не имеют волнового сопротивления. Рассматриваемый 
ниже способ их построения (Н. Sobieczky, 1979; А.Н. Крайко, 
К.С. Пьянков, 2000 [32]) интересен, по крайней мере, в двух от-
ношениях. Во-первых, как ещё один пример применения метода 
характеристик, и, во-вторых, использованием ненормального га-
за с ωрр ≡ (д2ω/др2)s < 0. Хотя ненормальный газ привлекается 
только на некотором вспомогательном 

 свойств. Одно из 
тационарного тече-

ния вдоль линии тока формулы (3.3.11): 
2 2 3 4

2

2(M 1) M
M

2M
pp

p

a
a

− − ρ ω
=

ρ
.                           (1) 

В силу неё для нормального газа на звуковой линии (ЗЛ) произ-
водная Мр < 0. Поэтому при р < р∗, где р∗ – критическое давле-
ние, отвечающее М = 1, поток становится сверхзвуковым. Наобо-
рот

нтропа ненормального газа, 
касающаяся сплошной кривой в критической точ

, для ненормального газа при р < р∗ поток, звуковой при р = 
р∗, становится дозвуковым. Использование этого свойства не-
нормального газа – ключевой элемент описываемого метода. 

Пусть есть профиль, при обтекании которого заданным пото-
ком нормального газа возникает МСЗ с, как правило, весьма ин-
тенсивным замыкающим скачком. На рис. 3.18, а изэнтропа нор-
мального газа – жирная сплошная вогнутая кривая. Точка «0» на 
ней даёт р0 и ω0 набегающего потока с числом Маха М0, а точка 
«∗» – отвечающие им критические р∗ и ω∗, реализующиеся на ЗЛ. 
Выпуклая штриховая кривая – изэ

ке. Изэнтропу 
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ненормального газа зададим формулой (а∗ – скорость звука в 
нормальном газе при р = р∗, ω = ω∗) 

2 2*
*2

*

( )p p p p−
ω = ω − ω + α −                       (2) 

a∗ ∗

с отрицательной константой α. Согласно формуле (2) и опреде-
лению скорости звука в любом газе в ненормальном газе: 

   

2 2 2
*2 0, (pp p pa a− − −

∗ ∗ ∗ ∗ω = α < ) = ρ = − ω ω = , 
т.е. газ, определяемый изэнтропой (2), – действительно ненор-
мальный, а на ЗЛ (в точке «∗») сплошная и штриховая кривые 
касаются, что обеспечивает непрерывность скорости звука. 

Из равенства Тds = dh – ωdp следует, что hр ≡ (д
Это позволяет с помощью формулы (2) восстановить с обеспече-

h/др)s = ω. 

нием непрерывности в точке «∗» нужную для расчётов удельную 
энтальпию ненормального газа 

2
2 3

* * *2
*

( ) ( ) ( )
3

h h p p p p p p
a

∗
∗ ∗

ω α
= + ω − − − + −

2
.             (3) 

Непрерывность а и h при всюду постоянной полной энтальпии 
обеспечивает непрерывность на ЗЛ скорости и числа Маха. 

Наряду с изэнтропой, проходящей через точку 0, рассмотрим 
кон  = тинуум других изэнтроп нормального газа, и при р р∗ – еди-
ном для всех них ω и h ненормального газа введём формулами (2) 
и (3). В таком случае отличные от р∗ величины с индексом «∗» – 
функции только энтропии, и формулы (2) и (3) дают зависимость 
термодинамических параметров ненормального газа от р и s. 

С учётом последнего замечания воспользуемся введённым 
выше ненормальным газом для решения вспомогательной зада-
чи. Последняя состоит в расчёте обтекания исходного профиля 
композитным газом, таким, что при р ≥ р∗ его термодинамиче-
ские параметры, включая скорость звука, совпадают с парамет-
рами нормального газа, а при р < р∗ определяются формулами (2) 
и (3). Согласно выражению (1) для Мр при стационарном течении 
композитного газа с обеих сторон от ЗЛ число Маха М < 1. В не-
нормальном газе с уменьшением р скорость потока растёт, как и 
в нормальном газе, но скорость звука также растёт, причём растёт 
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, и используя процесс уста-
новления по времени. Идея процесса установления состоит в том, 
что при произвольных начальных и стационарных граничных ус-
ловиях нестационарное решение обычно при больших временах 
перестает зависеть от времени, т.е. удовлетворяет стационарным 
уравнениям и граничным условиям. 

 

быстрее. Как следствие этого в закритической зоне, где р < р∗, 
поток дозвуковой, а поэтому – безударный. 

Расчёт обтекания профиля и нормальным, и композитным га-
зом удобно проводить, интегрируя уравнения, описывающие 
двумерные нестационарные течения

в)
p 

ω

p∗ 

ω∗ 

0 

∗

р0 

а) 

ω 

б)

ω0 

1

2 

2–
J

1
2 

2– 

0 x 

t

ω
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2–

0 x

1
–

J
2

t
С– С+

прямой р = р∗ параметры нормального и ненормального газа не-

 
 

Рис. 3.18 
 

При интегрировании нестационарных уравнений с помощью 
упоминавшихся в Гл. 2.5 распадных схем в композитном газе воз-
никают интересные решения, невозможные ни в нормальном, ни 
в ненормальном газе. В них в одну сторону от контактного раз-
рыва могут распространяться УВ и примыкающая к ней ЦПВ. 
Две таких ситуации изображены на рис. 3.18, б и в, причём пока 
рассчитываются нестационарные течения, имеют место УВ, и 
изэнтропы нормального и ненормального газа при р = р∗ начина-
ются в разных точках. На рис. 3.18, б точка 1 с известными р = р1 
и ω = ω1, отвечащая состоянию газа перед движущейся по нему 
влево ЦПВ, принадлежит нормальному газу, а точка 2 с заданным 
р2 < р1 и с пока неизвестным ω2 > ω1 расположена в области па-
раметров, отвечающих ненормальному газу. В плоскости ωр на 
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 больше, 
чем случае переход 
из точки 1 в точку 2 осущ

s2 − ≡ s(p2 −,ω2 −) = s1,                
где индекс «2−» приписан параметрам на правой г

прерывны, в частности, непрерывны s и наклон изэнтроп. В нор-
мальном газе (например, в совершенном) росту s отвечает движе-
ние изэнтроп в плоскости ωр вправо и вверх (с одновременной их 
деформацией). Следовательно, на нижней изэнтропе s

 на верхней (s2 > s1). Покажем, что в данном 
ествляется в ЦВР и в примыкающей к 

ней УВ разрежения (УВР), как изображено на xt-диаграмме (тон-
кие прямые – С−-характеристики, жирная – траектория УВ). 

Так как течение в ЦВР 1–2− изэнтропично, то 
              (4) 

ранице ЦВР, 
совпадающим с параметрами перед УВ разрежения. На любой 
УВ выполняется уравнение ударной адиабаты (1.4.5): 

2 2
2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) 0

2
h p h p p p−

− − −
ω + ω

ω − ω − − = .                (5) 

При известных параметрах газа слева от ЦВР (с индексом «1»), 
заданном давлении р2 и известных уравнениях состояния – функ-
циях s(p,ω) и h(p,ω) для нормального и ненормального газов двух 
уравнений (4) и (5) недостаточно для определения трёх неизвест-
ных: ω2, p2− и ω2−. В ситуации, изображённой на xt-диаграмме 
рис. 3.18, б, когда траектория УВ совпадает с траекторией замы-
кающей характеристики ЦВР, прямая Рэлея–Михельсона 2−–2 
касается верхней изэнтропы. Здесь точка 2− совпадает с точкой 
Жуге – ТЖ (J) для потока перед скачком, 
условие касания. С учётом уравнения пря

 + −

в которой выполняется 
мой Рэлея–Михельсона 

(1.4.4) для общего случая ЦВР из С - или из С -характеристик это 
условие принимает вид 

2 2 2
2 2

2 2

p pa −
− −

−

−
ρ =

ω − ω
.                                   (6) 

Так как а  – известная функция p  и ω , а ρ = 1/ω, то три урав-
нения (4) – (6) при вогнутых

2− 2− 2−

 верхних изэнтропах и выпуклых 
нижних однозначно определяют ω2, p2− и ω2−. Этим определяют-
ся интенсивности ЦВР в нормальном газе и УВР с параметрами 
перед ним в нормальном, а за ним в ненормальном газе, причём, 
как и должно быть, s2 > s2− = s1.  
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вет-
ств

й 1 под прямой р = р  анализируется анало-
гич

Выбор ТЖ в качестве точки 2− требует дополнительного 
обоснования. Предположим, что это не так, и точка 2− лежит на 
верхней изэнтропе под точкой J. Тогда в точке 2− модуль наклона 
касательной к верхней изэнтропе |dp/dω|2− = |(др/дω)s|2− = (ρ2a2)2− 
меньше модуля наклона прямой Рэлея–Михельсона: (ρ2a2)2− < j2 = 
= ρ2

2−(V2− – D)2, где V и D – скорости газа и УВ. Отсюда (a2)2− < 
< (V2− – D)2, и скорость УВ относительно газа перед ней сверх-
звуковая. В случае xt-диаграммы рис. 3.18, б такое было бы воз-
можно не для точки 2−, лежащей под точкой J, а при отсутствии 
ЦВР – совпадении точек 2− и 1. Следовательно, решение с точкой 
2− под ТЖ невозможно. Также доказывается, что для точки 2− 
над ТЖ скорость УВ относительно потока перед ней дозвуковая. 
Это отвечает xt-диаграмме с сектором постоянных параметров 
между УВ и последней характеристикой ЦВР. УВ, скорость по-
тока относительно которой с обеих сторон дозвуковая (соот

ующее неравенство в точке 2 получается аналогично), подоб-
на фронту пламени без дополнительного условия на его скорость 
(Гл. 2.6). Такая УВ неэволюционна и должна быть отвергнута. 
Остаётся единственная возможность с совпадающими точками 2− 
и J.  

Ситуация с точко ∗

но. Для неё решение в плоскости ωр и xt-диаграмма (для вол-
ны, движущейся относительно газа вправо) представлены на рис. 
3.18, в. Здесь ЦПВ сжатия из С+-характеристик в ненормальном 
газе замыкает УВ уплотнения, движущаяся относительно газа со 
звуковой скоростью. 

Возвращаясь к профилированию суперкритического профиля, 
опираясь на опыт расчётов, будем исходить из того, что для дос-
таточно произвольной константы α в уравнении изэнтропы не-
нормального газа (2) течение композитного газа вокруг исходно-
го профиля, контур которого на рис 3.19 дан сплошной кривой, 
установилось, т.е. вспомогательная задача решена. Ввиду отсут-
ствия УВ получившееся стационарное течение изэнтропическое. 
Вне конечной закритической зоны, ограниченной ЗЛ adb, это 
течение, описываемое уравнениями нормального газа, удовле-
творяет заданным условиям на бесконечности и условиям непро-
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иях на бесконечности 
и при том же условии непротекания на профиле (вне участка ab!) 
МСЗ замыкалась интенсивным скачком. Следовательно, для со-
хранения безударного течения нормального газа в МСЗ, ограни-
ченной ЗЛ adb, которая получилась из решения вспомогательной 
задачи, нужно скорректировать участок ab. 

 

текания на профиле, за исключением лежащего в закритической 
зоне участка ab. Тем не менее построенное течение принципи-
ально отличается от того, которое получается при обтекании дан-
ного профиля не композитным, а нормальным газом. Согласно 
сказанному ранее, при его обтекании тем же набегающим пото-
ком нормального газа, т.е. при тех же услов

 

a b

с

C  C +

V 

–

d

 
 

Рис. 3.19 
 

При наличии ЗЛ, построенной во вспомогательной задаче, 
коррекция участка ab сводится к решению методом характери-
стик (МХ) задачи Коши для нормального газа с начальными дан-
ными на adb. На рис. 3.19 изображена область определённости ЗЛ 
adb – криволинейного основания перевернутого характеристиче-
ского треугольника acb, течение в котором в принципе можно 
рассчитать МХ. На самом деле, для построения скорректирован-
ного участка ab, показанного на рис. 3.19 штрихами, расчёт МХ 
ведётся до каждой новой точки с отрицательным значением 
функции тока (на профиле функция тока ψ = 0). Найденная в ре-
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ых значениях константы α. На 
отсутствие решения указывает пересечение одноимённых харак-
теристик при ψ ≥ 0. Однако опыт расчётов подтвердил возмож-
ность такого выбора целого интервала значений α, при которых 
коррекция осуществима. Можно показать, что скорректирован-
ный профиль тоньше исходного. 

 

зультате такого расчёта новая линия тока (ЛТ) ab и есть искомый 
участок контура. Во вспомогательной задаче и в задаче Коши ψа 
= ψb = 0. Поэтому с точностью до погрешностей счёта новая ЛТ 
соединяет точки а и b, причём без изломов в этих точках. Задача 
Коши имеет решение не при люб
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б)

 
 

Рис. 3.20 
 

Пример коррекции профиля, обтекаемого потоком совершен-
ного газа с γ = 1.4 при М0 = 0.8 и фиксированном коэффициенте 
подъёмной силы Сy = 0.55, приведён на рис. 3.20. Представлены 
распределения чисел Маха для исходного профиля (а) и профиля 
с подп иний 
числа илем 

Глава 3.8. Ударная поляра. Обтекание клина 

равленной верхней образующей (б). Сгущение изол
Маха у правой границы МСЗ над исходным проф

представляет замыкающий скачок. На рис. 3.20, б такого сгуще-
ния нет. При сохранении длины хорды и Сy площадь скорректи-
рованного профиля уменьшилась на 4.9 %. 
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Сокращения: ЗЛ – звуковая линия, СК – сердцевидная кривая, ТР 
– тангенциальный разрыв, УВ – ударная волна, УП – ударная по-
ляра, ЦВР – центрированная волна разрежения.  

В задачах со стационарными УВ часто нужно знать, как при 
известном набегающем потоке величина вектора скорости за УВ 
связана с его углом поворота. Э  связь даёт уравнение ударной 
поляры (УП). Для произвольной стационарной УВ уравнение УП 
справедливо в точках с однозначно определённой нормалью. 

 

ту

 

V 

u
vϕ

V0

УВ

u0 = V0

y

x0  
 

Рис. 3.21 
 

Пусть V0 – вектор скорости набегающего потока перед точ-
кой о УВ, а n – орт внутренней нормали к ней, такой, что Vn0 = 
= (n⋅V0) > 0. Ось у локальных декартовых координат xyz с нача-
лом в точке о и с осью х, направленной по вектору V0, сориенти-
руем так, чтобы орт n лежал в плоскости ху. При таком выборе 
осей х и у ось z касается УВ, проекция V0 на неё равна нулю, а в 
силу сохранения на УВ касательной компоненты проекция на ось 
z ве а Итак, ктор  скорости V за УВ также равна нулю. векторы V0 
и V лежат в плоскости ху (рис. 3.21), u0 = V0, v 0 = 0 и u, v  – про-
екции V0 и V на оси х и у. Здесь и далее символы без индекса 
обозначают параметры за УВ, а с индексом «0» – перед ней. 

Для вывода уравнения УП, связывающего при заданном V0 
компоненты скорости или её модуль и угол поворота потока за 
УВ, воспользуемся условием непреры
компоненты скорости и соотношением Прандтля (1.4.32). Если ϕ 
– уг

вности касательной к УВ 

ол наклона УВ к оси х, то (рис. 3.21) первое из них даст 
0tg V u−

ϕ =
v

.                                        (1) 
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оке отсутство-
вала касательная к УВ компонента вектора скорости Vτ0. Чтобы
связать a  с a , воспользуемся их определениями  

В принятых обозначениях соотношение Прандтля имеет вид 
2

n0 n *n n0 0 n, sin  sin cosV V a V V u= = ϕ, = ϕ − ϕV v .          (2) 
Согласно выводу, выполненному в Гл. 1.4, a∗n – критическая ско-
рость, при определении которой в набегающем пот

 
∗n ∗

2
2 202a V+

22 2
2 2 2 2 20 n

n0 0 n0
22 1 2 1,

1 1 1 1
aa aV a a V a a∗ ∗

τ ∗ ∗

γ + γ +
+ = + = + = + =

γ − γ − γ − γ − γ
. 

Отсюда 

n n1 1∗ ∗− γ −

2 2 2
* * 0 0 0

1 , cos
1na a V V Vτ τ

γ −
= − = ϕ

γ +
.                         (3) 

Подставим найденное 2
*na и выражения из (2) и (3) для нормаль-

ных и касательных компонент скорости в соотношение (2) и ис-
ключим, воспользовавшись формулой (1), по
sinϕ и cosϕ. В результате придём к уравнению УП  

явившиеся в нём 

2 2 0
0

1( ) uVV u −
= − 2

0 02 / 1) 1V uV(γ + − +
         (4) 

в котором скорости отнесены к критической скорости а∗. 
 

v ,                 

V0 u

v 

ϕ

11/V0

θ π/2 – ϕ

1 

0 

V

u∞

УВ

θm

m

 
 

Рис. 3.22 
 

Знаки «+» и «–», получающиеся при извлечении квадратного 
корня из правой части уравнения УП (4) – естественное следствие 
симметрии течения при отражении рис. 3.22 относительно оси 
абсцисс – замене положительного угла наклона УВ на отрица-
тельный. Обращение в нуль скобки перед дробью даёт УВ нуле-
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- и дозвуковым (по V, 
а не

м обтека-
нии

. 
Есл

л в 
пределе становится прямым. Рассмотрим эти случаи подробнее. 

Если V0 = 1 + δ с 0 < δ << 1, то 1/V0 = 1 – δ. Положи u = 
°

вой интенсивности: u = V0, а числителя – прямой скачок: u = 1/V0 
в передней точке УП. Согласно уравнению (4) в ней касательная 
к УП вертикальна. Перед стационарной УВ поток сверхзвуковой 
(V0 > 1), поток же за УВ может быть и сверх

 по нормальной компоненте Vn < 1). Сверхзвуковым течениям 
за УВ отвечает часть УП, лежащая вне звуковой окружности: 
V = 1, а дозвуковым – часть УП внутри неё. 

Фиксированному углу поворота потока θ < θm, где θm = 
= θm(М0, γ), отвечают два косых скачка: сильного и слабого се-
мейств. Вне малой окрестности точки максимального поворота 
потока m за УВ слабого семейства М > 1. За скачками сильного 
семейства M < 1. В УВ, возникающей при сверхзвуково

, например, затупленной пластины, реализуется вся УП от 
прямого скачка, т.е УВ сильного семейства на плоскости симмет-
рии до УВ нулевой интенсивности – на бесконечности. 

При наличии УП для выбранных V0 > 1 (или М0) и точки пе-
ресечения УП с лучом θ = const ≤ θm угол УВ ϕ определяется 
простым правилом – следствием непрерывности на УВ касатель-
ной компоненты скорости (рис. 3.21). Для этого из начала коор-
динат на прямую, проведённую через выбранную точку УП и её 
же точку u = V0, нужно опустить перпендикуляр (рис. 3.22). По-
луугол при острой вершине поляры – один из углов получивше-
гося прямоугольного треугольника равен π/2 – ϕ. При θ → 0 он 
стремится к π/2 – μ0, где μ0 – угол Маха в набегающем потоке

и М0 → 1, то μ0 → π/2, и толщина УП стремится к нулю. С 
ростом числа Маха (V0 → ε–1/2) μ0 → 0 и соответствующий уго

в 
= 1 + δu  и подставив эти выражения в уравнение (4), получим 

2
2 3 3 2( 1)(1 ) (1 ) 1(1 ) (u u u uγ + − + + δ γ +

= δ ≈ δ −
+ − γ − + δ (γ + δ

o o o
o

o
v 1 )

2 [3 (1 ) 1) ] 2
u

u
+ o . 

Итак, при мало  сверхзвуковой скорости уравнение УП запи
вае

й
тся в универсальной (независящей от δ и γ) форме: 

сы-

3/ 21 , 1 , (1 ) (1 ) / 2, 1 1.u u u u u= + δ ≈ δ γ + = ± − + − ≤ ≤o o o o o ov v v (5) 
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сальную околозвуковую УП 
(рис. 3.23, а), равна нулю при u° = ± 1 с вертикальной касательной
при u° = – 1 

Функция v °(u°), дающая универ
 
и с

 
 / 1d du = ±o ov  при u° = 1. В максимуме и миниму

(0) = ± 2–1/2 ≈ ± 0.71.  
При V  = V  с учётом того, что  

-
ме v °(– 1/3) = ± 4/33/2 ≈ ± 0.77, а v

 М

°

0
M M M M M 2

M 2
22

2 1/ ( 1+ / ) 11 ( ) , , 1
1 2 4 11

V V V V VV + γ
+ = = − =

γ + γ −γ −
, 

уравнение УП (4) принимает вид 
2

2
22

1
11

u
⎛ ⎞γ

− + =⎜ ⎟
⎜ ⎟ γ −γ −⎝ ⎠

v . 

Это уравнение окружности (рис , б) радиуса R = (γ2 – 1)–1/2 с 
центром на оси u при u = γR. Максимальный угол поворота пото-
ка θm – угол наклона касательной к УП, проходящей через начало 
координат и касающейся этой окружности, т.е. sinθm = 1/γ. 

 

. 3.23

 

u∞ = V М1/V М u

v

θm

21/ 1−
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2/ 1γ γ −0
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0 11 
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Рис. 3.23 
 

Получающаяся из уравнения (4) штриховая кривая на рис. 
3.22 с асимптотой u = u∞ отвечает V > V0. При V0 = V М она слива-
ется с асимптотой u = u∞ = V М, касающейся окружности (рис. 
3.23, б). Решения с V > V0 отвечают скачкам разрежения, запре-
щенным в нормальном газе. Вместо них при развороте и разгоне 
сверхзвукового потока реализуются центрированные волны раз-
режения (ЦВР). Описывающие их кривые – C±-характеристики 
(рис. 3.9 Гл. 3.5) начинаются на оси u при тех же значениях V0 и 
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 о
о вмеще

заканчиваются на окружности V = V М = ε–1/2. В точке V = V0, θ = 0 
они плавно сопрягаются с построенными для V ≤ V0 ветвями УП. 

В задаче обтекания равномерным сверхзвуковым потоком 
бесконечного клина среди определяющих параметров нет пара-
метра с размерностью длины. Поэтому параметры стационарного 
течения (если таковое есть) зависят не т х и у в отдельности, а от 
отношения – у/х. Начал декартовых координат ху со но с 
вершиной клина. Плоскопараллельное течение такого типа может 
состоять из поступательных потоков, разделённых УВ (рис. 3.24), 
и, может быть, – ЦВР. Наличие двух УВ не противоречит авто-
модельности. Но nV ′  < a, а проекция nV ′  на нормаль к первой УВ 
больше, чем проекция nV ′′  на нормаль ко второй, т.е. n nV V′′ ′<  < a, 
и второй УВ с дозвуковой нормальной к ней компонентой векто-
ра V быть не может. Также доказывается невозможность выхо-
дящих из начала координат УВ и ЦВР. Одна ЦВР поворачивает 
поток по часовой стрелке, и остаётся единственное сочетание – 
разделённые УВ набегающий поток и равномерный поток с θ ≡ ω. 

 
 

V
nV ′′

nV ′

V0

ω
x0  

 
Рис. 3.24 

 
В задаче сверхзвукового обтекания бесконечного клина с по-

лууглом при вершине ω < θ

y

m есть две точки пересечения УП с 
лучом θ = ω, и возникает проблема выбора одного их двух реше-
ний. Для слабого решения поток над клином – сверхзвуковой 
(исключение – малая окрестность точки m), и, если клин конеч-
ный, то это не сказывается на течении до первой С+-характери-
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ень-
шением угла наклона контура) переходит в пластину постоянной 
толщины, то доказано (А.И. Рылов, 1991 [33]), что реализуется 
только слабое решение. С другой стороны, нельзя исключить, что 
у вершины клина, выдвинутого из торца обтекаемой с отошед-
шей УВ пластины, течение описывается сильным решением. 

 

стики ЦВР, возникающей при обтекании его задней кромки (рис. 
3.25). При сильном решении поток над клином – дозвуковой. 
Вверх по нему распространяется информация о конце клина, что 
искривляет УВ. Для реализации сильного решения при обтекании 
бесконечного клина нужно справа на бесконечности поддержи-
вать давление, точно равное тому, которое даёт сильное решение. 
Это – исключительная постановка, которую вряд ли стоит рас-
сматривать. Если конечный клин плавно (с монотонным ум
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ω
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V0

x0

y
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Рис. 3.25 
 

При ω > θm стационарного автомодельного течения в случае 
бесконечного клина нет. Чтобы понять, что же будет, рассмотрим 
две нестационарные задачи с бесконечным клином. В первой в 
равномерном сверхзвуковом набегающем потоке внезапно (в мо-
мент t = 0) по нормали к потоку возникает клин с углом ω = π/2, 
т.е. стенка, перекрывающая набегающий поток. Решение очевид-
но: возникнет бегущая навстречу набегающему потоку и оста-
навливающая его УВ. При наклонной стенке также наклонная, 
параллельная стенке УВ гасит только нормальную к стенке ком-
поненту скорости, не изменяя касательную. Во второй задаче 
клин по-прежнему бесконечный, но θm < ω < π/2. Вдали от вер-
шины УВ и течение будут такими же, как в случае наклонной 
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). 
Если же клин конечный, то имеется характерный размер, напри-
мер, полувысота основания h, и реализуется стационарное неав-
томодельное течение (рис. 3.26), зависящее от ξ = x/h, η = y/h. На 
оси х расстояние отхода УВ от вершины клина Δ/h = f(M0, ω, γ). 

 

стенки. В некоторой окрестности вершины течение будет более 
сложным, зависящим от двух переменных: ξ = x/(a0t), η = y/(a0t

ω
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ТР

УВ
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y
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Рис. 3.26 
 

При обтекании дна клина образуется застойная зона, в кото-
рой давление (донное давление) pb близко к постоянному. Если 
принять, что кромка обтекается без разворота потока (плавный 
сход), то, как и при отрывном обтекании того же клина несжи-
маемой жидкостью по схеме Кирхгофа (G. Kirchhoff), отрывная 
зона будет простираться до бесконечности, вследствие чего pb = 
= p0. В действительности за клином образуется зона с pb < p0. 
Чтобы обтечь кромку клина с разворотом, поток разгоняется сна-
чала непрерывно вдоль боковой  клина до М = 1, а 
затем в неавтомодельной ЦВР. Развернувшийся к плоскости 
симметрии сверхзвуковой поток поворачивается в УВ, близкой к 
косому скачку, а затем течёт параллельно оси х (рис. 3.26). 

 

 поверхности
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Рис. 3.27  
 

Для течений, изображённых на рис. 3.25 и 3.26, в приближе-
нии идеального газа можно построить однопараметрическое се-
мейство решений с pb в качестве параметра. На самом деле, за 
клином образуется зона обратных токов, а над ней зона смеше-
ния, от границы которой отходят волны сжатия. Нужно выбрать 
такое давление pb, чтобы в зоне обратных токов выполнялся за-
кон сохранения массы, т.е. масса подсасываемого в зону смеше-
ния газа была равна массе газа, поворачивающегося в зону об-
ратных токов при его торможении. При нестационарном расчёте 
получается дышащая донная область, где давление колеблется 
около некоторой величины pb, зависящей от толщины погранич-
ного слоя, а также от того, какие интегрируются уравнения Эйле-
ра – двумерные или трёхмерные. Согласно расчётам А.Н. Крайко 
и К.С. Пьянков (2006 [34]) в течении, которое реализуется в дву-
мерном приближении (рис. 3.27 с изображением мгновенного 
поля температуры при М0 = 2 и ω = 19.65°), значение pb намного 
меньше известной экспериментальной величины. Интегрирова-
ние трёхмерных уравнений Эйлера даёт значения pb, близкие к 
наблюдаемым в эксперименте. 
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Рис. 3.28 
 

Для решения ряда задач, в первую очередь, задач взаимодей-
ствия поверхностей разрыва, удобна ударная поляра, построенная 
в координатах p/p0, θ (рис. 3.28, θm – максимальный угол поворо-
та потока в косом скачке, С – критическая точка, в которой число 
Маха за УВ равно единице). На рис. 3.28 в точке θ = 0, p/p0 = 1 к 
УП плавно примыкают С±-характеристики с рис. 3.9, б (Гл. 3.6), 
описывающие ЦВР. Получившуюся комбинацию называют серд-
цевидной кривой (СК). 

Для вывода уравнения ударной части СК в уравнениях (1), (2) 
и (4) компоненты вектора скорости выразим через V и θ. Уравне-
ние ударной поляры (4) в таких переменных станет  

2
2 2 0 0

2
0 0

( cos ) ( cossin ( 1)
2 ( 1)( cos 1)
V V V VV
V V V

1)− θ θ
θ = γ +

−
− γ + θ −

.               (6) 

При скорости, плотности и давлении, отнесённых к а∗, ρ0 и 
ρ0а∗

2, условия сохранения расхода и нормальной компоненты 
импульса имеют вид 

)n n0 0 n0 n0 n, (V V p p V V Vρ = − = − .                    (7) 
Воспользуемся формулами (2) для Vn0 и Vn с исключёнными из 
них тригонометрическими функциями угла наклона скачка ϕ с 
помощью равенства (1), переписанного в форме 

0 costg
sin

V V
V
− θ

ϕ =
θ

. 

Полученные выражения для Vn0 и Vn сводят условия (7) к форме 
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2
0 0

02 2
0 0 0

cos , ,
( sin ) cos

V z V V zV z p
V V z a V∗

ρ θ +
ρ ≡ = ≡ = = − ≤

ρ θ + θ
0p .   (8) 

Подстановка выражения для V в формулу (6) даёт уравнение СК: 
2 2

2 2 2 20
02 2 2

0 0

( 1 )tg ( ) , 1 0
( ) (1 )

z V zz V
V z V z

− +
δ ≡ θ = Φ = − ≤ ≤

+ − ε −
z .      (9) 

Наконец, с учётом способа обезразмеривания давления 

2
0 0

( ) 21
1

p z z
p V

γ
= −

− ε
.                                     (10) 

Формулы (9) и (10) дают параметрическое представление СК с z в 
качестве параметра, причём z = 1 – V0

2 отвечает прямому скачку, 
а z = 0 – УВ нулевой интенсивности (С+ и С–-характеристикам). 

При V = 1 равенство (6) даёт квадратное уравнению для cosθ. 
Его положительное, не превышающее единицу решение опреде-
ляет угол поворота потока θ∗, при котором число Маха за УВ 
равно единице: 

2
0

0
2 2 2 2

0 0

( 3)arccos ,
4

( 3) 8 [(2 ) ], 1.

V
V

V V

∗
κ + − Δ

θ =
γ

Δ = κ + − γ + κ + κ κ = γ +

 

Подстановка V = 1 и θ = θ∗ в формулы (8) определит ρ∗/ρ0 и z∗, а 
подстановка z∗ в формулу (10) – отношение p∗/p0. 

Также квадратное уравнение, но для определения zm – вели-
чины параметра, отвечающего максимальному повороту потока, 
получится из равенства dФ/dz = 0 c функцией Ф(z) из уравнения 
СК (9). Приемлемый корень квадратного уравнения есть 

2
m 04 (1 3 ) 0

2(1 )
Vz − + ε − Δ

= ≤
+ ε

, 

2 2 2 2
0 0[4 (1 3 ) ] 8(1 )(1 )( 1)V VΔ = − + ε + + ε − ε −0V . 

Две точки СК с θ = ± θ(zm) получаются подстановкой zm в форму-
лы (9) и (10), а ρm/ρ0 и Vm – подстановкой zm в формулы (8). На 
СК «критические» точки, отвечающие звуковому потоку за УВ, 
лежат ниже точек его максимального поворота.  
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В задаче обтекания клина по известному углу поворота пото-
ка θ требуется найти все параметры за УВ. Такая задача сводится 
к нахождению корней кубического уравнения (δ2 = tg2θ) 

3 2

2 2
2 2 2 20 0

0 02 2

0,
1 (2 ) (1 2 ) 2 11, , ,

1 1

z rz sz t
V Vr V s V t

+ + + =

+ + ε δ + ε − − ε
= − = δ = −δ

+ δ + δ + δ

2
4

021
V

 

получающегося из уравнения СК (9). Так как z = p0 – p, то скач-
кам уплотнения отвечают неположительные его корни. Два таких 
корня, существующих при 0 ≤ |θ| ≤ θm, даются формулами 

2 31 ( ) (( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )
3 3

r sP P s r Q Q t rθ θ
= θ = θ − θ = θ = θ − + θ

) 2
27

, 

3

| ( ) | ( )( ) [sign ( )] , ( ) arccos
3 2

P QR R Q
R ( )

θ θ
= θ = θ φ = φ θ =

θ
, 

4( ) 2 cos , ( ) 2 cos
3 3 3 3 3

r rz R z R+ −φ φ⎛ ⎞θ = − − θ = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

π . 

в которых индексы «+» («–») метят параметры за УВ сильного 
(слабого) семейства. При |θ| = θm эти корни совпадают. При за-
данном θ и найденных z± формулы (8) и (10) определяют отве-
чающие им отношения ρ±/ρ0, V±/a∗ и p±/p0. 

Глава 3.9. Взаимодействие поверхностей разрыва. 
Нерасчётное истечение сверхзвуковых струй 

Сокращения: МО – Маховское отражение, РО – регулярное от-
ражение, СК – сердцевидная кривая, ТР – тангенциальный раз-
рыв, УВ – ударная волна, УП – ударная поляра, ЦВ – центриро-
ванная волна, ЦВР – центрированная волна разрежения.  

В задачах взаимодействия поверхностей разрыва важное по-
нятие – направление УВ, которое определяется направлением 
тангенциальной компоненты вектора скорости перед УВ (рис. 
3.29, а). Направление УВ показывает, как за её фронтом распро-
страняются возмущения давления. В этом смысле на рис. 3.29, а 
УВ ao и bo приходят в точку их пересечения o, а УВ oc и of выхо-
дят из неё. Если поток за УВ дозвуковой, то возмущения давле-
ния за УВ распространяются во все стороны, и введённое понятие 
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теряет смысл. Аналогично определяется направление характери-
стик. Так, С–-характеристика oc и связанная с нею ЦВР на рис. 
3.29, б выходят из точки о. 

 

c c

b

o

УВ 

ТР

УВ

УВ

θ2θ1

УВ

V0

V0 
V1 V2

f

a 

o

УВ

ТР

УВ

УВ

θ2θ1

ЦВР

V0

V0 
V1 V2

fа)

b
a

б)

 
 

Рис. 3.29 
 

Поверхности разрыва могут пересекаться. На малом отрезке 
линию их пересечения L можно считать прямой. Проекция на L 
скорости потока V перед пересекающимися УВ касается обеих 
УВ и, следовательно, не изменяется. Поэтому о ней можно за-
быть, т.е. рассматривать взаимодействие как двумерное, учиты-
вая только те проекции V, которые в окрестности данной точки 
линии L параллельны плоскости, нормальной к L. 

Рассмотрение взаимодействий поверхностей разрыва начнём 
с пересечения УВ, приходящих на L (на рис. 3.29 – в точку о) с 
одной стороны. На рис. 3.29 набегающий поток (с индексом «0») 
поворачивается против часовой стрелки (на положительные углы 
θ). Поэтому для анализа взаимодействия УВ нужна только правая 
часть сердцевидной кривой СК0 (рис. 3.30). В УВ ао поток пово-
рачивает на угол θ1, давление р1 определится пересечением 
штриховой вертикали θ = θ1 с СК0. Идущая по потоку «1» в точ-
ку о УВ bо поворачивает его против часовой стрелки (относи-
тельно угла θ1 на положительный угол). Этим определяются пра-
вые части СК1 на рис. 3.30. На СК1 найдём точку θ = θ2 и опре-
делим все параметры, включая число Маха М2 за УВ bo. Для М = 
М2 строим СК2. Уходящая по потоку «2» из точки о УВ ос по-
вернет его по часовой стрелке (относительно угла θ2 на отрица-
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ывающий ЦВР). 

тельный угол), а ЦВР – против часовой стрелки (относительно 
угла θ2 на положительный угол). Этим определяются части СК2 
на рис. 3.30 (включая нижний ус, опис
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θ

p

θ1 θ2 

СК0
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Рис. 3.30 
 

Вверх от точки пересечения УВ ао и bo по невозмущённому 
потоку может уходить (рис. 3.29) только УВ of, которая повора-
чивает поток против часовой стрелки (на положительный угол) и, 
следовательно, описывается уже нарисованной на рис. 3.30 пра-
вой частью СК0. Потоки, прошедшие под и над точкой о, может 
разделять тангенциальный разрыв (ТР), который на рис. 3.29 
дан штрихами. На ТР р и θ не рвутся. Поэтому решение дают 
точки пересечения СК0 и СК2 на рис. 3.30, а и б. Верхние точки 
отвечают решениям со скачками большей интенсивности, а ниж-
ние – меньшей. Обычно реализуются вторые, что, кстати, согла-
суется с принципом минимального производства энтропии не-
равновесной термодинамики. Итак, в случае рис. 3.29, а вниз из 
точки о уходит УВ ос, а в случае рис. 3.29, б – ЦВР. 
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Рис. 3.31 
 

На рис. 3.31, а УВ приходят в точку о с разных сторон. Для 
получения решения используются СК (рис. 3.31, б) – СК0, СК1 и 
СК2. Вновь получаются две точки пересечения, из которых по 
той же причине выбирается нижняя. Важный частный случай рас-
смотренного взаимодействия отвечает приходящим УВ равной 
интенсивности (θ2 = – θ1). Благодаря симметрии отраженные УВ 
также имеют одинаковую интенсивность, а направление ТР, пе-
реставшего быть разрывом, совпадает с направлением набегаю-
щего потока. В приближении идеального газа линию тока, прохо-
дящую через точку о, можно заменить стенкой. Более того, имен-
но эксперимент с θ2 = – θ1 позволяет моделировать отражение 
косой УВ от твердой стенки в идеальном газе. Проследим эволю-
цию взаимодействия симметричных УВ (или что то же – отраже-
ние УВ от стенки) с ростом интенсивности УВ. При анализе дос-
таточно рассмотреть половинку СК0 и только СК1, которая на 
рис. 3.31, б отвечает течению за верхней косой УВ, а на рис. 3.32 
– УВ, приходящей к стенке (падающей на неё). 
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Рис. 3.32 
 

Пока интенсивность приходящего на стенку скачка невелика, 
реализуется регулярное отражение (РО). Ему на рис. 3.32 отве-
чают правое нижнее окно, символ «R» и значение θ = θR. РО реа-
лизуется в широком диапазоне интенсивностей падающего скач-
ка. За отраженным скачком поток параллелен стенке, а давление 
определяется пересечением правой половинки соответствующей 
СК

R

ямым скачком. 

1 (на рис. 3.32 нарисованы только они и СК0) с осью ординат 
(θ = 0). При θ1 < θL пересечения СК1 с осью ординат отсутству-
ют, и РО становится невозможным (СК1, отмеченная на рис. 3.32 
буквой «L», касается оси ординат при θ1 = θL). Для θ1 < θL, пока 
пересекаются СК1 и СК0, реализуется нерегулярное или махов-
ское отражение (МО). На рис. 3.32 ему отвечают левое окно, 
символ «М» и θ = θМ. При МО имеет место расщепление падаю-
щего скачка на отраженный и диск Маха о–о+. В плоскости θр 
точка о+ их пересечения (тройная точка) располагается на доз-
вуковых участках СК0 и СК1. Поэтому оба потока за отраженным 
скачком, по крайней мере, вблизи тройной точки и за всем дис-
ком Маха дозвуковые, а угол θ в тройной точке отрицательный. 
Из-за этого и отраженный скачок, и диск Маха искривлены. В 
плоскости θр отрезку о–о+ физической плоскости отвечает отре-
зок о–о+ СК0. В точке о– УВ становится пр
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Рис. 3.33 
 

Вопрос о переходе от РО к МО не столь прост, как кажется на 
первый взгляд. По Л.Д. Ландау РО реализуется при θ1 ≥ θL, после 
чего происходит переход к МО сразу с криволинейным диском 
Маха. По Дж. фон Нейману переход происходит раньше при дос-
тижении θ1 = θN. Величина θN такова, что отвечающая ей СК1, 
помеченная на рис. 3.32 буквой «N», пересекается с СК0 на оси 
ординат. В момент перехода реализуется течение, изображённое 
на рис. 3.32 в правом верхнем окне, с диском Маха в виде прямо-
го скачка, с отраженным прямолинейным косым скачком сильно-
го семейства, с параллельным стенке ТР и с горизонтальными 
однородными дозвуковыми потоками под и над ТР. Как уже от-
мечалось, при дозвуковой скорости за скачком (за диском Маха в 
левом окне и при отраженном скачке сильного семейства – в 
верхнем правом окне) стрелки на УВ не означают направления 
распространения возмущения вдоль УВ. В момент перехода дав-
ление за отраженной УВ изменяется (возрастает) скачкообразно, 
однако искривление диска Маха происходит непрерывно. В экс-
периментах переход от РО к МО и наоборот наблюдается и при 
θ1 = θN, и при θ1 = θL. 

С ростом интенсивности приходящей УВ или, что то же, с 
увеличением по модулю угла θ1 точка θ = θ1 на СК0 приближает-
ся к критической точке, а число Маха М1 – к единице. Если М1 → 



 

 

192

→ 1, то СК1 настолько уменьшается в размерах (особенно в ши-
рину, ибо у УП угол при заостренной вершине стремится к ну-
лю), что СК0 и СК1 перестают пересекаться в точках, отличных 
от точки θ = θ1, р = р1 – начальной точки СК1. Такая ситуация 
изображена на рис. 3.33, а. Более того, при М0, близких к едини-
це, СК0 и СК1 не пересекаются ни для каких интенсивностей при-
ходящей УВ. Отсутствие таких пересечений означает невозмож-
ность расщепления приходящей УВ, а следовательно, и МО. Тем 
не менее в подобных ситуациях при невозможности РО экспери-
ментаторы наблюдали трёхволновую маховскую конфигурацию, 
внешне неотличимую от изображённой в левом окне рис. 3.32. 
Дж. фон Нейман (1945) назвал наблюдение такой теоретически 
невозможной ситуации парадоксом. 

Правда, ещё в 1940-х гг. К. Гудерлей, не зная работы Нейма-
на, предложил схему, суть которой поясняет рис. 3.33. Согласно 
предположению К. Гудерлея в условиях парадокса Неймана 
реализуется не трёхволновое, а четырёхволновое взаимодейст-
вие. При этом в малой окрестности точки расщепления приходя-
щего скачка отраженная УВ такова, что за ней число Маха М2 ≤ 
≤ 1 с М2 = 1 только в его начальной точке оС. Следовательно, ука-
занная точка для отраженного скачка является критической, при-
чём сам скачок с учётом сделанной ранее оговорки оказывается 
не уходящим, а приходящим. Благодаря такому направлению от-
раженного скачка точка оС может быть фокусом неавтомодель-
ной ЦВР из С+-характеристик. На рис. 3.33 ЦВР отвечает отрезок 
оСо+. Начинающаяся с ЦВР местная сверхзвуковая зона распола-
гается над ТР. В плоскости θр диску Маха отвечает отрезок о+о– 
СК0. Попытки обнаружить экспериментально, а позднее – мето-
дами сквозного счёта четырёхволновую конфигурацию оказа-
лись безрезультатными и о ней забыли. 

Разгадать парадокс Неймана удалось лишь в 1999 г. с помо-
щью прецизионных расчётов (Е.И. Васильев, А.Н. Крайко [35]), в 
которых сеточные линии одного семейства разностной сетки, 
сгущающейся к точке о+, фокусировались в ней, а все УВ не раз-
мазывались, а строились явно. При расчёте начало декартовой 
системы координат xy совмещалось с вершиной клина, а время t 
отсчитывалось от момента совпадения с осью у УВ I, бегущей 
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вправо с постоянной скоростью D. Схема дифракции УВ I на 
клине представлена на рис. 3.34, а, на котором наряду с УВ I, 
изображены отражённая УВ R, диск Маха М, точка пересечения 
трёх УВ о+ и прямая 0о+. Пока УВ I не дошла до конца клина, 
возникающее течение не отличается от дифракции на бесконеч-
ном клине, и в задаче нет констант с размерностями длины и 
времени. Следовательно, в автомодельных переменных ξ = x/(Dt) 
и η = y/(Dt) решение не зависит от времени, и точка о+ движется 
вдоль некоторого фиксированного луча 0о+. Расчёт вёлся уста-
новлением, при достижении которого в переменных ξη разност-
ная сетка, связанная с явно выделяемыми УВ R и диском Маха M, 
и распределения параметров переставали зависеть от времени. 
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Рис. 3.34 

 
На рис. 3.34, б, изображён фрагмент разреженной разностной 

сетки в малой окрестности точки о+. На рис. 3.34, в нарисованы 
линии постоянства чисел Маха (изомахи), определённые с учётом 
отмеченной выше автомодельности течения (в локальной системе 
координат, движущейся с точкой о+ по лучу 0о+, течение в окре-
стности о+ стационарно). Линия излома изомах – отличный от 
луча 0о+ контактный разрыв. Штриховые кривые – звуковые ли-
нии автомодельного течения. Изомахи, фокусирующиеся в точке 
о+, образуют неавтомодельную ЦВР. Расчёты показали, что в ус-
ловиях парадокса Неймана реализуется схема К. Гудерлея, одна-
ко размеры местной сверхзвуковой зоны с ЦВР в окрестности 



 

 

194

ше 
ука

точки расщепления о+ составляют сотые доли от размера диска 
Маха. Обнаруженный масштабный эффект – объясняет причи-
ну ненаблюдаемости четырёхволновой конфигурации и в экспе-
риментах, и в грубых расчётах. В 2000 г. результаты, аналогич-
ные описанным выше, опубликовали J.K. Hunter, М. Brio [36]. В 
статье B.W. Skews, J.T. Ashworth [37] наряду со ссылками на ра-
боты [35, 36] приведена картинка, полученная в первой из них. 

При падении УВ на ТР – границу струи с затопленным про-
странством (рис. 3.35, а) давление р1 за УВ больше давления р0 
перед УВ и в затопленном пространстве. Чтобы понизить давле-
ние за точкой прихода УВ на ТР, из неё выйдет ЦВР, которая ещё 
более развернет поток до р2 = р0. Если над ТР газ не покоится, а 
течёт с дозвуковой скоростью (рис. 3.35, б), то главное отличие в 
том, что в точке излома границы р = рst, где рst – давление тор-
можения дозвукового потока. Кроме того, неравномерности па-
раметров, распространяющиеся во все стороны по дозвуковому 
потоку, искривляют ТР, возмущая текущий под ним 
сверхзвуковой поток и приходящую УВ. Поэтому в целом такое 
течение не автомодельно даже при занимающем всю нижнюю 
полуплоскость равномерном (при х → – ∞) сверхзвуковом пото-
ке. Несмотря на это, в малой окрестности точек взаимодействия 
превалирует изменение параметров по угловой переменной 
полярных координат с центром в точке взаимодействия. Как 
результат – течение тем ближе к автомодельному, чем мень

занная окрестность. Взаимодействие УВ с ТР, разделяющим сверхзвуковые пото-
ки, в случае М0– > М0+ > 1 представлено на рис. 3.35, в и г. Здесь 
от ТР отражается УВ. Если же М0+ > М0– > 1, то нетрудно пока-
зать, что от ТР отражается не УВ, а ЦВР. 
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Рис. 3.35 
 

Если перепад давления р1/р0 в УВ1, падающей на стенку, пре-
вышает некоторую критическую величину, то из-за взаимодей-
ствия УВ с пограничным слоем её отражение принципиально 
отличается от описанного выше. При этом образуется отрывная 
зона (рис. 3.36), скорость в большей части которой мала, а давле-
ние р ≈ р1∗, т.е. близко к постоянному. Отношение р1∗/р0 – кри-
тический перепад давления в косой УВ1∗ зависит от того лами-
нарный или турбулентный пограничный слой до точки его взаи-
модействия с УВ1, от величин γ, числа Маха М0, числа Рейнольд-
са и других безразмерных определяющих параметров. Согласно 
экспериментам для турбулентного пограничного слоя на тепло-
изолированной стенке критический перепад и отношение длины 
отрывной зоны к характерной толщине пограничного слоя – 
функции только γ и М0. В свете таких экспериментальных дан-
ных, а в остальном считая течение невязким, придём к картине 
отражения, изображённой на рис. 3.36. Вне малой окрестности 
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пограничного слоя главное его влияние состоит в том, что вместо 
одной отраженной УВ получаются две (УВ2 и УВ4) и ЦВР между 
ними. Это отличие проявляется на расстояниях, много больших 
толщины пограничного слоя и размеров отрывной зоны, и стано-
вится несущественным только за точкой пересечения УВ2 и УВ4. 
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Рис. 3.36 
 

Задача взаимодействия двух однородных сверхзвуковых по-
токов, встречающихся под разными углами (рис. 3.37), во многом 
аналогична рассмотренной в Гл. 2.5 нестационарной задаче о 
распаде произвольного разрыва. Однако здесь в отличие от не-
стационарного случая стационарное автомодельное решение, как 
и при обтекании бесконечного клина, существует не для любых 
потоков. Если же оно есть, то для нормального газа возможный 
набор течений, получающихся с использованием СК, как и в 
Гл. 2.5, включает идущие в разные стороны от ТР: две УВ 
(рис. 3.37, а), две ЦВР (б), УВ и ЦВР (в). При расходящихся углах 
«встречи» возможно решение с зоной вакуума между ЦВР (г). 
Задача взаимодействия – ключевой элемент стационарного ана-
лога разностной схемы С.К. Годунова (А.Н. Крайко и др., 1972). 
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Рис. 3.37 
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Одно из приложений описанных выше результатов – нерас-

чётное истечение сверхзвуковых струй. Как правило, давление 
pb в концевой точке b контура ab сверхзвукового сопла реактив-
ного двигателя отличается от давления ре в окружающем затоп-
ленном пространстве или в обтекающем летательный аппарат по-
токе. При pb < ре сопло и истекающую из него струю называют 
перерасширенными, а при pb > ре – недорасширенными. 

Схема истечения перерасширенной струи идеального газа из 
симметричного плоского сопла с равномерным потоком в сече-
нии 0b в затопленное пространство представлена на рис. 3.38, а. 
На нём bdgh – граница струи, bc – УВ, cd – УВ, отраженная от 
плоскости симметрии, def – ЦВР, возникающая при отражении 
УВ от границы струи. В ЦВР def на отрезке ef плоскости симмет-
рии при θ = 0 поток разгоняется, и идущие от ef С+-характеристи-
ки также образуют волну разрежения. На участке границы gh для 
обеспечения постоянства р вектор скорости поворачивается по 
часовой стрелке (при движении от точки g к точке h при р = ре 
угол θ уменьшается). В результате С–-характеристики, идущие от 
участка gh, образуют волну сжатия, и струя сужается. 
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Рис. 3.38 
 

Волна сжатия отражается от плоскости симметрии волной 
сжатия. В ней до или после отражения из-за пересечения одно-



 

 

198

имённых характеристик может возникнуть УВ. В результате к 
границе струи после отражения от плоскости симметрии придёт 
либо непрерывная волна сжатия, либо – волна сжатия с УВ, либо 
– одна УВ. Во всех перечисленных ситуациях для обеспечения 
постоянства давления угол θ на границе струи поворачивается на 
конечном участке границы или в точке против часовой стрелки, и 
струя вновь расширяется. В результате она приобретает бочкооб-
разную форму, в линейном приближении – строго периодиче-
скую. В действительности из-за нелинейных эффектов и связан-
ных с ними слабых УВ строгой периодичности нет даже при 
|ре/рb – 1| << 1. С другой стороны, в струйных задачах с удалени-
ем от среза сопла нарастает влияние неидеальности газа и неус-
тойчивости ТР (границы струи). Поэтому распределения, полу-
чающиеся в рамках стационарного течения идеального газа, ин-
тересны в пределах одной-двух бочек. 

С ростом нерасчётности струи – отношения ре/рb сначала РО 
УВ bc в точке с сменится МО, с образованием диска Маха. Затем 
величина ре/рb превысит значение, отвечающее для фиксирован-
ного Мb максимальному углу поворота потока, однако ещё рань-
ше будет превышен упоминавшийся выше критический перепад 
р1∗/р0, связанный с взаимодействием УВ с пограничным слоем. С 
этого момента система УВ, начинающаяся косой УВ с критиче-
ским перепадом, войдёт в сопло. При этом в рамках отрывной 
модели элементарной теории Гл. 3.3 косая УВ займет положе-
ние, при котором перепад давления на ней сравняется с новым 
критическим («новым» из-за изменения параметров перед ней). 

В осесимметричном случае при ре/рb > 1 отражение УВ bc от 
оси симметрии не может быть регулярным. Чтобы доказать это, 
проведём С–-характеристику с–с. Вдоль неё выполняется условие 
совместности (3.4.21–): 

2

2 2

ctg sin sin ctg( ) 0
sin( )

w dd dp
V V

⎡ ⎤μ θ μ
θ − − + θ − μ =⎢ ⎥ρ θ − μ⎣ ⎦

y
y

.       (1) 

За косой УВ угол θ ≠ 0, а коэффициент перед dy/y при приближе-
нии к оси струи – знакоопределённая функция. Поэтому, проин-
тегрировав левую часть уравнения (1) от точки с– до точки с, по-
лучим неограниченный интеграл от слагаемого с dy/y, который не 
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 ef. 

могут скомпенсировать конечные интегралы от двух первых сла-
гаемых. Следовательно, такая С–-характеристика не доходит до 
оси симметрии, что возможно в двух случаях: 1) нерегулярного 
отражение с образованием диска Маха, 2) реализацией между 
падающей и отраженной УВ центрированной волны (ЦВ) – кони-
ческого течения c М < 1 за падающей УВ и с М > 1 перед отра-
женной УВ. Анализ свойств такой ЦВ в рамках изложенной в Гл. 
3.10 теории конических течений показывает, что она невозможна, 
и остаётся течение с диском Маха. Пока отношение ре/рb невели-
ко, размер диска Маха пренебрежимо мал. 

В связи с полётами на больших высотах актуальны недорас-
ширенные режимы истечения сверхзвуковых струй с рb/ре >> 1. 
Схема такого истечения дана на рис. 3.38, б. При истечении осе-
симметричной струи её граница выпукла уже в точке b. В преде-
лах первой бочки (до точки f ) на границе постоянны давление р = 
= ре и угол Маха. По этой причине С–-характеристики, идущие от 
выпуклой границы, пересекаются, образуя висячий скачок ie, ко-
торый быстро набирает большую интенсивность и отражается от 
оси симметрии с образованием диска Маха еd и косой УВ еf. При 
рb/ре >> 1 размер первой бочки намного превосходит радиус сре-
за сопла хf >> уb, а с удалением от среза сопла почти весь газ 
струи течёт в ударном слое между её границей и сжимающим газ 
висячим скачком. Приосевая дозвуковая струя за диском Маха 
разгоняется до сверхзвуковой скорости под воздействием ЦВР, 
которая возникает при падении на границу струи косой УВ

Глава 3.10. Осесимметричные конические течения. 
Обтекание кругового конуса 

Сокращения: ОКТ – осесимметричное коническое течение, ККТ 
– кривая ОКТ, ПВР – пучок волн разрежения, ТР – тангенциаль-
ный разрыв, УКТ – уравнения ОКТ, УВ – ударная волна, УП – 
ударная поляра, ЯК – яблоковидная кривая.  

Осесимметричные конические течения (ОКТ) – это такие 
стационарные течения, параметры которых зависят только от от-
ношения меридиональных переменных у/х цилиндрических коор-
динат хуφ c началом в вершине кругового конуса – границы ОКТ 
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с равномерным набегающим потоком. В плоскости ху ему отве-
чает С+-характеристика (рис. 3.39, а, μ0 – угол Маха невозмущён-
ного потока), С–-характеристика или УВ. Как видно из дальней-
шего, на рис. 3.39-3.40 вектор скорости в ОКТ поворачивается по 
часовой стрелке, а на рис. 3.42 и 3.42 – против неё. 
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Рис. 3.39 
 

В стационарных УВ полная энтальпия H не изменяется, а во 
всех точках УВ – круговом конусе приращение энтропии s оди-
наково. Следовательно, ОКТ, примыкающее с УВ или без неё к 
равномерному набегающему потоку, изэнтропично и изоэнерге-
тично. Согласно Гл. 3.1 для таких течений уравнения движения 
сводятся к уравнению отсутствия вихря (3.1.17). Его единствен-
ное не равное тождественно нулю следствие и уравнение нераз-
рывности в форме (3.1.21) принимают вид 

2 2 2 2 20, ( ) 2 ( ) 0u u uu a u a a
x y x y y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − + + − − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
v vv v v .   (1) 

Второе из них – преобразованное с учётом первого уравнение 
(3.1.21), причём а2 – известная функция модуля скорости V. 

Если r и ϕ – полярные координаты в плоскости ху, то  
sin coscos , sin , tg , ,yx r y r

x x r y r
∂ϕ ϕ ∂ϕ

= ϕ = ϕ ϕ = = − =
∂ ∂

ϕ

ϕv

. 

Для ОКТ u и  не зависят от r, и в силу этих формул равенства 
(1) сведутся к обыкновенным дифференциальным уравнениям: 

v

2 2 2
n ntg 0, , , sin cosu u a N a V V uϕ ϕ ϕ+ ϕ = = = − = ϕ −v v/ N .  (2) 
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g

Здесь и далее zϕ = dz/dϕ, где z – любой параметр, а Vn – проекция 
V на нормаль n к лучу ϕ = const плоскости ху (рис. 3.39). Из урав-
нений (2) получим уравнение ОКТ (УКТ), определяющее для 
таких течений зависимость  = v  (u), т.е. кривую ОКТ (ККТ) – 
С в плоскости годографа. Для этого записанное в форме 

v

/ ctd du′ ≡ = − ϕv v                                          (3) 
первое уравнение (2) продифференцируем по u, исключим ϕ′ = 
= 1/uϕ с uϕ из (2) и учтем, что согласно равенству (3) 

n
2 2 2 2 2

n

sin cos ( ctg )sin ( )sin ,

( ) sin , sin 1/(1 ).

V u u u

V u

′= ϕ − ϕ = − ϕ ϕ = + ϕ

′ ′= + ϕ ϕ = +

v v vv

vv v
 

В силу сказанного имеем 
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 (
sin sin

d N uN
du a a a

2 2)′ ′ ′ϕ + +′′ ≡ = = = = −
ϕ ϕ

v v vv
v v v

′+ vv
v

. 

Таким образом, УКТ запишется в двух эквивалентных формах: 
2 2

2 2
n2 2

1 ( )1 ,u 2N N a V
a a

′ ′+ +′′ ′= = + − =
v vvvv v −

2

.           (4) 

Согласно уравнению (3) касательная к ККТ в плоскости uv  
(рис. 3.39, б) нормальна лучу ϕ = const плоскости ху (рис. 3.39, а). 

Изучение течений, описываемых УКТ (4), начнём с ОКТ, 
примыкающих на конусе ϕ = ϕ0 к равномерному потоку: u ≡ V0, 

 ≡ 0. При ϕ = ϕv 0 во втором уравнении (2) одновременно с  
должно обращаться в нуль N. В противном случае u

v
ϕ0 = 0, и тече-

ние продолжится за конус ϕ = ϕ0 тем же равномерным потоком. 
Итак, 

2
n0 0V a= .                                      (5) 

Такое возможно только при М0 ≥ 1, и согласно определению Vn в 
(2) ϕ = ϕ0 – начальный конус Маха: ϕ0 = μ0 или ϕ0 = π – μ0, где μ 
– угол Маха (sinμ = 1/М). Как уже отмечалось, на рис. 3.39 ϕ0 = 
= μ0, и в силу уравнения (3) 

2
0 0 0ctg M 1′ = μ = −m mv .                          (6) 

Здесь и далее верхний знак и угол ϕ0 = μ0 отвечает начальному 
конусу Маха, направленному по набегающему потоку, а нижний 
знак и угол ϕ0 = π – μ0 – против него. 
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Равенства (5) и (6) обращают в нули правые части уравнения 
(4). Воспользовавшись ими и тем, что с учётом уравнения (3) 

2 22 2
2 4

2

2 ( ) 2 ,
( )
p pp

pp
p ps

da dpa
dp p dh

⎛ ⎞ ω ω − ω ω∂ ω
= − = − = − + ρ ω =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ω ω ρ⎝ ⎠

 

2
2 2

1, , ( ) 2 2 2(
2s H

p dh h V u u
h dV V

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′ ′= = ρ = = − = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
vv vctg )ϕ , 

2
2 2 3 4

2( ) ( ) (2 )( ctg )pp
da dp dha V a u
dp dh dV

′ ′= = − ρ ω v− ϕ ,              (7) 

раскроем неопределённость в делённом на v  равенстве (4) 
2 2 2

0 20

(1 ) ( )lim a u
a→

′ ′+ − +′′ = =
v

v vvv
v

 
3 3 32 2 2 2
0 0 0 0

02 2
0 0

M( ) (1 ) 2 2( )(1 ) 2
M 1

ppaa a u
a

ρ ω′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + − + + ′′= =
′ −

v v v vv v v
v

± + . 

Отсюда 
3 3 3 2

0 0 0 0 0 0M / M 1ppa′′ = ρ ω −mv .                             (8) 
Дифференцируя уравнение (4) по u, можно последовательно 

вычислить любую производную  с k ≥ 3, причём третья про-
изводная также конечна и два её значения выражаются через па-
раметры с индексом «0». Структура УКТ (4), однако, такова, что 
каждая производная с k ≥ 2 представляется дробью, в знаменателе 
которой стоит v . Поэтому для конечности производных при v  → 
0 и ϕ → ϕ

( )
0

kv

0 одновременно должны обращаться в нули и их числи-
тели. Неизбежно с некоторого k > 3 числители станут отличными 
от нуля, а соответствующие производные бесконечными. Это оз-
начает, что для УКТ (4) точки отрезка а∗ < u < VM оси u плоско-
сти годографа – особые. О том же свидетельствуют два наклона и 
две кривизны, получающиеся согласно формулам (6) и (8). Из 
любой особой точки выходит однопараметрическое семейство 
ККТ, а каждой ККТ С отвечает некоторое ОКТ в плоскости ху. 

Для анализа ОКТ в плоскости ху найдём производные от ком-
понент скорости и от N = a2 – Vn

2 по ϕ на начальном конусе Маха. 
В силу определений Vn и N в (2) и формулы (7) при ϕ = ϕ0 имеем 
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0

0.

ϕ

0

2 2 3 4
0 0 0 0 0 0

2 2
0 n0 0 0 0 0 0

2 2 3 4 2
0 n 0 0 0 0 0

( ) ( ) (2 ) ,

( ) 2 ( sin cos ) 2 2 sin cos ,

( ) ( ) 2 sin cos

pp

n

pp

a a u a V u

V V u V u V

N a V a u u V

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

′= = − ρ ω

= ϕ − ϕ = + ϕ

= − = − ρ ω − ϕ ϕ

v  

Раскрыв неопределённость во втором уравнении (2) и учтя равен-
ство (3), найдём  

2
0 0 0 0(ctg ) /u a u Nϕ ϕ ϕ= − ϕ . 

Подставив полученное отсюда Nϕ0 в приведённую выше формулу 
для Nϕ0, определим uϕ0, а затем из уравнения (3) – v ϕ0. В итоге  

2 2
20 0 0 0 0

0 0 03 4 3 4
0 0 0 0 0 0

sin ctg cos, ,
pp pp

V Vu N
a aϕ ϕ ϕ

μ ϕ μ
= − = = − ϕ

ρ ω ρ ω
v 0 0ctga .    (9) 

Согласно формуле (1.4.8) для совершенного газа ρ3а4ωрр = γ + 1. 
Пусть ОКТ примыкает к равномерному сверхзвуковому пото-

ку по обращенному навстречу ему начальному конусу Маха (рис. 
3.40, а, ϕ0 = π – μ0). Если М0 → ∞, то а0/а∗ → 0, V0/а∗ → VM, на-
чальная С–-характеристика 0C −  на рис. 3.40, а сливается с осью х, 
а касательная к окружности V = а0 на рис. 3.40, б – с осью u. 

Для нормальных газов с учётом знаков входящих в формулы 
(9) тригонометрических функций в рассматриваемом случае (ϕ во 
втором квадранте) в силу формул (6), (8) и (9) 

0 0 0 0 00, 0, 0, 0, 0uϕ ϕ ϕ′ ′′> > > > >v v v N ,                 (10) 
т.е. в точке u = V0,  = 0 ККТ (C – на рис. 3.40, б) – вогнутая кри-
вая. С уменьшением угла ϕ от ϕ

v
0 = π – μ0 сначала одновременно 

уменьшаются обе компоненты вектора скорости и N = a2 – Vn
2. 

Поскольку на начальном конусе Маха  = N = 0, то они стано-
вятся отрицательными. Таким образом, сверхзвуковой поток 
тормозится, наклон его вектора скорости V становится отрица-
тельным, а проекция V на нормаль к лучам ϕ = const – сверхзву-
ковой. Согласно второму уравнению (2) в ОКТ возможно лишь 
одновременное обращение в нуль N и . Однако, опираясь на 
уравнения (2), можно показать, что этого не происходит, т.е. они 
остаются отрицательными. Как следствие этого, согласно урав-
нению (4) ККТ С на рис. 3.40, б везде вогнутая, а в силу второго 
уравнения (2) u уменьшается вместе с уменьшением угла ϕ. При 

v

v
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ϕ = π/2 касательная к С горизонтальна, v достигает минимума, а 
затем при ϕ < π/2 из-за изменения знака ctgϕ в согласии с уравне-
нием (3) начинает расти, не достигая, однако, нулевого значения. 

 
 

0C−  
y

x 

M0 > 1 УВ M+ > 1

0 uV0
V–

C

a0

0
ϕ0

V0
Vn0 = a0 

–μ0

a–

V+

v 

УП
ϕSϕS 

a) б)
Vn0 = a0

 
Рис. 3.40 

 
С другой стороны, из отрицательности N следует, что Vn > a, 

и появляется возможность получения  = 0 за УВ, которая, сов-
падая с лучом ϕ = ϕ

v
s < π/2, поворачивает поток против часовой 

стрелки. Для определения ϕs введём обозначения V– = V(ϕs) и 
М  – = М(ϕs) > 1 и для каждого М  – построим на векторе V– удар-
ную поляру (УП на рис. 3.40, б). Пересечение этой УП с осью u 
даст параллельный оси х вектор скорости V+ за УВ. Угол наклона 
УВ к оси х должен совпадать с углом наклона σ = σ(ϕs) к оси u 
нормали, опущенной из начала координат плоскости годографа 
на прямую, проведённую через концы векторов V– и V+. Равенст-
во ϕs = σ(ϕs) определяет угол ϕs. В приближении идеального газа 
линии тока построенного ОКТ можно заменить твердыми стен-
ками. Получающийся при этом осесимметричный канал называ-
ют диффузором Буземана (А. Busemann, 1942). 

Если ОКТ примыкает к равномерному потоку по начальному 
конусу Маха, направленному по потоку (рис. 3.41, а), то ϕ0 = μ0, 
и неравенства (10) заменятся на 

0 0 0 0 00, 0, 0, 0, 0u Nϕ ϕ ϕ′ ′′< < < > <v v v . 
Согласно им на оси u ККТ С выпуклая (рис. 3.41, б), u и N 
с уменьшением угла ϕ растут, а  – уменьшается. Так как на на-
чальном конусе Маха  = N = 0, то компонента  становится от-
рицательной (по модулю растёт), а N = a

v
v v

2 – Vn
2 – положительной. 
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Следовательно, поток разгоняется и поворачивает к оси симмет-
рии. При этом нормальная к лучам ϕ = const компонента вектора 
скорости становится дозвуковой. Рассматриваемое течение (см. 
ниже) возможно, только вне некоторой примыкающей к полубес-
конечному цилиндру «кормовой части» тела вращения. На рис. 
3.41, а образующие цилиндра и кормовой части даны жирной ли-
нией, которая начинает искривляться после пересечения с С+-
характеристикой 0C+  – образующей начального конуса Маха. 

Согласно уравнениям (2) разгоняться и оставаться сверхзву-
ковым (при постоянных Н и s рост V ведёт к росту числа Маха) 
исследуемое ОКТ будет, пока не сменятся знаки v  или N. Однако 
в силу тех же уравнений даже знак производной v ϕ может изме-
ниться лишь после смены знака N, и только позднее v , в принци-
пе, станет нулем. С другой стороны, согласно второму уравнению 
(2) непрерывное продолжение решения за луч, на котором N = 0, 
невозможно, если на нём  ≠ 0. Итак, либо ОКТ разгоняется до 
оси симметрии ϕ = 0, где v (0) < 0, либо N(ϕ

v
+ > 0) = 0 при v (ϕ+) < 

0, и за луч ϕ = ϕ+ ОКТ продолжить нельзя. 
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Рис. 3.41 
 

Первая альтернатива отпадает по тем же соображениям, по 
которым в Гл. 3.9 показана невозможность регулярного отраже-
ния УВ от оси симметрии. Следовательно, есть предельный луч ϕ 
= 
= ϕ+, на котором N+ = 0 и Vn+ = a+. По направлению он совпадает 
с С+-характеристикой (ϕ+ = θ+ + μ+). Поскольку на этом луче р и 
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2

θ постоянны, причём θ+ ≠ 0, то на нём не выполняется условие 
совместности (3.4.20+). Поэтому предельный луч – огибающая 
С+-характеристик. Согласно равенствам (2) на предельном луче 
производные по ϕ от всех параметров бесконечны. Построенную 
с использованием такого ОКТ (А.А. Никольский, 1949) кормовую 
часть можно закончить при любом ϕ ≥ ϕ+. При этом ОКТ сохра-
нится левее идущих от концевой точки кормовой части УВ или 
С+-характеристики. 

В задаче обтекания равномерным сверхзвуковым потоком 
бесконечного кругового конуса (А. Буземанн, 1929) отсутствует 
характерный линейный размер. Поэтому если при нулевом угле 
атаки реализуется стационарное течение, то его параметры – 
функции только отношения у/х (рис. 3.42, а). В силу этого УВ – 
также круговой конус, и её наклон, интенсивность и приращение 
энтропии постоянны. 

За УВ v  > 0, а нормальная к ней компонента скорости V+ доз-
вуковая. Поэтому N+ = 2

na V+ − > 0, и в силу уравнения (4) ККТ С 
при ϕ = ϕs – вогнутая кривая. В силу уравнений (2) и (7) при лю-
бых ϕ 

3 4

2 2
n

( ctg )[ 2( cos sin )sin ],

( ) / 2 ( ctg ) , ctg / sin , /
ppN u a u u

V u u u V u a
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

= − − ϕ ρ ω + ϕ + ϕ ϕ

= − ϕ − ϕ = ϕ =

v v

v v .Nv

 

     (11) 

Первый множитель правых частей, положительный за УВ, со-
гласно условию непротекания на образующей конуса (ϕ = θс) 
уменьшается до нуля. Согласно уравнениям (2) и (11) при поло-
жительных N и v  производные uϕ > 0, (V 2)ϕ > 0, a v ϕ < 0. Нако-
нец, для нормальных газов квадратная скобка в первом уравне-
нии (11) заведомо положительна, и, как следствие этого, Nϕ < 0. В 
силу выписанных неравенств при уменьшении ϕ от ϕs до θс по-
ток тормозится, u уменьшается, N и v  растут, и ККТ С остаётся 
вогнутой. При ϕ = θс нормаль к С на рис. 3.42, б направлена по 
образующей конуса на рис. 3.42, а, выполняется условие непро-
текания: u = v ctgθс и вектор скорости Vc перпендикулярен ККТ 
С (3.41, б). 
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Рис. 3.42 
 

Для фиксированного набегающего потока концевые точки 
ККТ, отвечающих всей УП, образуют в плоскости годографа 
(рис. 3.42, б) яблоковидную кривую (ЯК). Прямая УВ и УВ нуле-
вой интенсивности (конус Маха) возможны при обтекании кону-
са с θс = 0. За УВ он (полуось х > 0) не возмущает поток. Поэтому 
на оси u начальная и конечная точки УП и ЯК совпадают. ЯК 
удобно строить, выпуская ККТ из разных точек УП. Если УП, ЯК 
и сетка соединяющих их ККТ построены, то задача обтекания 
конуса с заданным полууголом при вершине θс решается анало-
гично задаче обтекания клина с тем отличием, что при обтекании 
конуса роль УП играет ЯК. В соответствии с этим максимальный 
угол конуса , при котором есть ОКТ с присоединенной УВ, 
больше максимального угла клина. 

m
cθ
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Рис. 3.43 
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При обтекании бесконечного конуса двум точкам пересече-
ния ЯК с прямой, проведённой под углом θс из начала координат 
плоскости годографа, отвечают два стационарных ОКТ. Правой 
точке отвечает УВ слабого семейства, а левой – сильного. Отно-
сительно выбора решения для конуса сохраняют силу соображе-
ния Гл. 3.8, связанные с обтеканием клина. 

Новыми в задаче обтекания конуса являются режимы с УВ 
слабого семейства и с дозвуковым потоком, примыкающим к ко-
нусу. Эти режимы реализуются из-за того, что часть вогнутых 
ККТ (например, С1 на рис. 3.42, б) пересекает выпуклую звуко-
вую окружность. На рис. 3.43, а и б представлены два режима 
обтекания бесконечного конуса: сверхзвуковой (а) и смешанный 
(б). Тонкими кривыми нарисованы С+ и С–-характеристики. Если 
на образующей бесконечного конуса М ≥ 1, то, как и в случае 
клина, течение в конечной области вблизи наветренной (обра-
щенной к набегающему потоку) поверхности его конечного вари-
анта такое же, как для бесконечного конуса. При смешанном ре-
жиме возмущения, вызванные обтеканием задней кромки с обра-
зованием пучка волн разрежения (ПВР – на рис. 3.43, в), распро-
страняясь по дозвуковой зоне, искривляют звуковую линию и 
УВ. Однако в вершине конуса течение и в этом случае остаётся 
коническим (в смысле зависимости параметров от угла ϕ). 

Глава 3.11. Двумерные конические течения 
Сокращения: КЗЛ – коническая звуковая линия, ЛТ – линия то-
ка,КЛТ – коническая ЛТ, КП – конические переменные, КТ – ко-
ническое течение, ТФ – точка Ферри, УВ – ударная волна, УКТ – 
уравнения конического течения.  

1. Конически до- и сверхзвуковые течения. При обтекании 
однородным сверхзвуковым потоком конических тел нет харак-
терного линейного размера. Поэтому при совмещении начала ко-
ординат с их вершиной (рис. 3.44) параметры стационарных те-
чений, возможных при таком обтекании, – функции двух кониче-
ских переменных (КП) η = y/x и ζ = z/x или угловых сферических 
переменных, не завися от каждой декартовой координаты x, y и z 
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или от радиальной координаты r. Такие течения назовём кониче-
скими (КТ), а описывающие их двумерные уравнения – УКТ. 

По аналогии с плоскими и осесимметричными течениями 
можно ожидать, что тип двумерных УКТ определит число Маха, 
вычисленное без радиальной компоненты вектора скорости V. 
Действительно, УКТ в сферических координатах при отсутствии 
частных производных по r включают умноженные на 1/r произ-
водные по сферическим углам ϑ и φ и пропорциональные 1/r сво-
бодные члены. Последние обусловлены растеканием газа в урав-
нении неразрывности и центробежными и кориолисовыми уско-
рениями в уравнениях движения. Введём (рис. 3.44) в произволь-
ной точке сферы r = const локальные декартовы координаты x′y′z′ 
с осями x′ и у′, направленным по параллелям и меридианам, и 
осью z′, направленной по r. В этих координатах умноженные на 
1/r производные по ϑ и φ станут производными по x′ и y′, свобод-
ные члены сохранятся, а из-за отсутствия производных по r про-
изводных по z′ не будет. С другой стороны, течение в малой ок-
рестности рассматриваемой точки (при |x′|, |y′| << r) должно быть 
близко к плоскому, т.е. к независящему от z′ при отличной от ну-
ля z′-компоненте скорости. Следовательно, уравнения в коорди-
натах x′y′z′ будут отличаться от уравнений плоского течения сво-
бодными членами, а их тип определит число Маха, вычисленное 
по проекции Vτ скорости V на плоскость x′y′, нормальную r. 
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Рис. 3.44 
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с . То-
гда 

По определению Vτ = V – Vr, где Vr = irVr, а ir = r/r. Напра-
вим ось х декартовых координат xyz по вектору скорости набе-
гающего потока V0, и пу ть u, v , w – проекции V на эти оси

2 22 2 2 2

(1, , ) , , (1, , )
11 1

r r r r
u w u wVη ,ζ + η + ζ + η + ζ

= ⋅ = = η ζ
+ η + ζ+ η + ζ + η + ζ

i = V i Vv v  

2 2 2 2 2 2, ,
1 1 1r
u w u w u wu wτ

⎛ ⎞+ η + ζ + η + ζ + η + ζ
= − = − − η − ζ =⎜ ⎟+ η + ζ + η + ζ + η + ζ⎝ ⎠

V V V v v vv  

2 21⎜ ⎟+ η + ζ⎝
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ), ,
1 1

u u w u w w u w⎛ ⎞η η − + ζ ζ − − η + ζ ζ − η − ζ + η η − ζ
=

+ η + ζ + η + ζ ⎠

v v v v . 

Отсюда найдём, что 
2 2

2
2( ) ( ) ( )u w u wV − η + − ζ + ζ − η

=
v v .                   (1) 

х 
xyz уравнениями стационарного течения (3.1.1), (3.1.2) и (3.1.4): 

2 21τ + η + ζ
Для вывода УКТ воспользуемся записанными в координата

2

1 0, 0, 0,

0, 0 .

dp u w du p d p
a dt x y z dt x dt y

dw p ds d u w
dt z dt dt x y z∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

В уравнении неразрывности (3.1.1) производная dρ/dt заменена 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = ρ + = ρ + =

ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
ρ + = = = + +⎜ ⎟

v v

v
(2) – (6) 

на 
dp/dt с учётом уравнения (6). Во всём КТ справед

 (7) 
Для перехода к КП η = y/x и ζ = z/x используем равенства 

лив интеграл  
2 2 2

02 2 2H h u w H≡ + + + =v .                     

d dx dy dz d d
x y z η ζ

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
ϕ = + + = ϕ η + ϕ ζ =

∂ ∂ ∂
 

1 1 , ,dy dx dz dx
x xη ζ x x η ζ

ζ η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞η ζ ∂ϕ ∂ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ϕ − + ϕ − ϕ ≡ ϕ ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂η ∂ζ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

в силу которых 

, , , d u w
x

uη ζ η ζηϕ + ζ
x y x z x dt x xη ζ

ϕ ϕ ϕ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ϕ − η − ζ
= − = = = ϕ + ϕ

v .(8) 
∂ ∂ ∂
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С учётом этих равенств пространственные уравнения (2) 
преобразуются к системе двумерных УКТ: 

– (6) 

2( ) ( ) (L u p w u p a u uη ζ η≡ − η + − ) 0wζ η ζζ − ρ η + ζ −v v − = ,   (9) 

1 [( ) ( ) ] (L u u w u u p pη ζ η≡ ρ − η + −v ) 0ζ = ,                (10) ζ − η + ζ

2 [( ) ( ) ] 0L u w u pη ζ≡ ρ − η + − ηζ + =v v v ,                           (11) 

3 η ζ ζ[( ) ( ) ]L u w w u w p≡ρ − η + − ζ +v 0= ,                           (12) 
( ) ( ) 0u s w uη ζ− η + − ζ =v s .                                    (13) 

Уравнение (13), как и его предшественник – уравнение (6), 
характеристическое. На плоскости К
вдоль С0-характеристик – конических ли

П ηζ оно выполняется 
ний тока (КЛТ): 

d w u
d u

ζ − ζ
=

η − ηv
.                                   (14) 

Согласно уравнению (14) введём скорость КТ – двумерный век-
тор Vc с компонентами Vcη = v  – ηu и Vcζ = w – ζu. Кроме урав-
нения (13), на КЛТ справедливо ещё одно уравнение – результат 
сложения уравнений (11) и (12), умноженных на ком
Ита

поненты Vc. 
к, на КЛТ выполняются два условия совместности: 

c c0, ( ) 0ds V d V dw dpη ζ= ρ + + =v .      (15), (16) 
Контур конического тела в конических переменных ηζ зада-

ётся уравнением F(η,ζ) = 0. Оно же определяет форму поверхно-
сти тела в пространстве. Для нормали n к контуру тела на плос-
кости конических переменных ηζ, нормали N к его поверхности в 
пространстве и для проекции V на N имеем  

N2 2 2 2 2

, ( ), ,
, ,

( )

F F F F F F
V

F F F F F F
η ζ η ζ η ζ

η ζ η ζ η ζ

− η + ζ
= = =

+ η + ζ + +
n N  ⋅ =V N

2 2
c

2 2 2 2 2 2
0.

( ) ( )

u F

F F F F F F F F
η ζη ζ

η ζ η ζ η ζ η ζ

= = =
η + ζ + + η + ζ + +

 

Компоненты N получены с учётом формул (8). Из равенства V

( )( ) ( ) F Fw u F ⋅ +− η + − ζ V nv

а в плоскости конических переменных ηζ, 

N = 
= 0 – условия непротекания на поверхности тела следует, что ли-
бо Vc и КЛТ касаются контура тела, либо на нём Vc = 0. В обоих 
случаях на контуре тел
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как и на его поверхности в пространстве, выполняется условие 
непротекания: Vcn = 0. 
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y 
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КЛТ

η
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а) б)
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ω
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C+

C– 

x

y 

КМ
z 

V0 

игла

ЛТ: x → ∞, η → 0

 
 

Рис. 3.45 
 

На рис. 3.45 показаны КЛТ для двух простых КТ. На рис. 
3.45, а и б как двумерное КТ рассмотрено осесимметричное обте-
кание кругового конуса. Отрезки оси η, где ζ = w = 0, – инте-
гральные кривые уравнения (14), т.е. КЛТ. При этом величина 
V

 

3.45

cη ≡ v  – ηu, отрицательная на УВ, увеличивается до нуля на ко-
нусе (в конических переменных на контуре тела Vc = 0). На рис. 

, б отрицательным Vcη отвечают стрелки, направленные к на-
чалу координат. В силу произвола в выборе ориентации осей η и 
ζ такими же КЛТ являются отрезки всех лучей ζ/η = const. 

На рис. 3.45, в и г под углом атаки обтекается не возмущаю-
щая течение (везде u = V0, v  = w = 0) игла – конус с полууглом 
при вершине θс = 0. Тонкий конус возмутит поток внутри облас-
ти, ограниченной близкой к конусу Маха конической УВ малой 
интенсивности. При этом, однако, почти всюду возмущения бу-
дут малы, а КЛТ – близки к КЛТ для иглы – сходящимся в начало 
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х, в 
которую сходятся КЛТ, получил  название точки Ферри (ТФ) в 
честь A. Ferri, указавшего на её возможность. На рис. 3.45, г КЛТ 
– стрелки, идущие в начало координат, а след иглы – кружок. 

 

координат η = ζ = 0 лучам ζ/η = const. Исключение – малая окре-
стность конуса, на всём контуре которого, кроме нижней и верх-
ней точек, Vc ≠ 0. Точка плоскости конических переменны

а

 

УВ

КЛТ
ζ

η

ТФ
0

УВ

η
Mτ > 1 

Mτ < 1

Mτ < 1

ζУВ 
КЗЛ

а) б)

0

 
 

Рис. 3.46 
 

С ростом угла θс размер конуса в плоскости ηζ растёт, воз-
мущения – увеличиваются, а КЛТ между конусом и УВ – искрив-
ляются. Вне УВ поток невозмущён, и КЛТ, как на рис. 3.45, – лу-
чи, сходящиеся в начало координат (стрелки на рис. 3.46, а). Если 
α – угол атаки, то при θс = α верхняя точка конуса совпадёт с на-
чалом координат. При θс, равном или близком к α, с ней совпадёт 
и Т

нение к выполняющим-
ся на КЛТ уравнениям (15) и (16) при Мτ > должно быть ещё 

Ф, которая, как на рис. 3.46, а, останется там при дальнейшем 
увеличении θс. При меньших θс ТФ, находящаяся над конусом, 
как на рис. 3.45, г, называется всплывшей. 

Как показано выше, система УКТ при Мτ > 1 должна быть 
гиперболической. Это значит, что в допол

 1 
два характеристических уравнения. Для их вывода составим ли-
нейную комбинацию из уравнений (9) – (12): 

1 1 2 2L L L 3 3 0L+ λ =  + λ + λ



 

 

214

и выберем множители λk так, чтобы дифференциальные операто-
ры в этом уравнении были одинаковыми. После несложных пре-
образований придём к уравнению 

2
c 1 2 c 1 3 1 c

2 2
1 c c 1 2 1 c

2V a V

η η⎝ ⎠
⎛λ + λ 2

2 c 2 c 3 c 3 c
2 2 2

1 c 2 1 c 3 c

( )

c

V V V a
p p u u

V a V V a

V V a
w w

V a V a V a V

η ζ ζ
η ζ η ζ

η

η ζ η ζ
η ζ η

η η η η

⎛ ⎞− λ η+ λ − λ ζ + λ λ − ζ
+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ρ λ − η − λ η+ λ λ − η

⎞ ⎛ ⎞λ λ +
+ + + +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜λ − η λ + λ − η λ⎝ ⎠ ⎝

v v

 (17) 
0.ζ =⎟⎟

⎠
При выполнении равенств 

2 2
c 1 3 1 c 2 cV V a V V aζ ζ ζ ζ− λ 3 c

2 2
c 1 2 1 c 2 c 3 cV V a V a Vη η η η

ζ + λ λ − ζ λ λ +
= = =              (18) 

все дифференциальные операторы в уравнении (17) станут оди-
наковыми, а оно – характеристическим. 

 λ

− λ η + λ λ − η λ + λ

Разрешив второе и третье равенства (18) относительно 1 и 
λ3: 

22
c 22

1
( ) V aw a

V
η

3
c c

,
Vζ ζ

λ +ζ − η λ + ζ
λ =

v
λ = −                    (19) 

и подставив полученные выражения в первое равенст
придём к квадратному уравнению для λ2. Два его корня λ
лу формулы (1) для

во (18), 
2± в си-

 2V  равны τ

2 2 2
2 c c, (1A A w V V R

B
±

± ± η ζλ = = η

2 2 2 2

)(M 1),

(1 )M ,B R R

τ

τ

ζ − ζ − ± +v

2.

−

= + = η +
      (20) 

и λ3 найдём 
ζ

В результате из уравнения (17) и формул (19) для λ1 
направления С±-характеристик в плоскости ηζ: 

c
2

c

V Ad
d V A a

±
ζ ±

±
η ±

ζ′ζ ≡ =
η + B

                          (21) 

и выполняющиеся вдоль них условия совместности 
2

c c c 2
2

c

2 2

( )

0.

dp u d
V A a B u

wu d w d
u w

η ζ ζ ±

η ±

− ζ +
ρ +

( ) [ ( )]V V a B V w A− ηζ + − η ζ − η

+ η + =
v

    (22) 

v v
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пол

, а 
линию, на которой Mτ = 1, – конической звуковой ли

2. Характеристики слабо возмущённых КТ. Для невозму-

Уравнения и формулы (20) – (22) подтверждают сделанный 
ранее вывод о наличии при Mτ > 1 у системы УКТ (9) – (14) в до-

нение к КЛТ (14) С+- и С–-характеристик. Итак, при Mτ > 1 
система УКТ гиперболична. Области КТ, где Mτ > 1, назовём ко-
нически сверхзвуковыми, наоборот – конически дозвуковыми

нией (КЗЛ). 

щённого (u = V0, v  = w = 0) потока в силу формулы (1) 

( )
2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2

(1 )(M 1) 1, M 1,

1 , ( 1).

R R k k

A R k V B R k

τ

±

+ − = − = −

= η± 0ζ − = +
                (23) 

Согласно первой формуле Мτ → М0, когда R → ∞, а лучи, иду-
щие из носика тела, нормальны V0. В силу формул (23) у

+ –
равне-

ния (21) и (22) принимают вид (как и ранее, С (С )-
характеристикам отвечают верхние (нижние) знаки): 

2 2 2 2

22 2 2
0 0

1 1, 0.
1

k R k wdp d d
V u uk R k

±
ζ − −′ζ = ± ζ η =

ρηζ −
m

m

v     (24) 

Эти уравнения описывают слабо возмущённые КТ в конически 
сверхзвуковых зонах. Так как интенсивност УВ в них мала, то 

жив s ≡ s0. 
Кроме того, на КЛТ таких КТ – лучах ζ/η  const выполняется 

ь 
приращением энтропии в УВ можно пренебречь, поло

 =
линеаризованное уравнение (16): 

0 0 ( ) 0V d dw dpρ η + ζ − =v . 
Наконец, в слабо возмущённых КТ справедлива связь 

0 0 0 0( ) 0p p V u V− + ρ − =  
– результат линеаризации интеграла полной энтальпии (7). 

о возмущённое КТ 
согласно уравнениям (23) конически дозвуковое в круге R ≡ (η
ζ2)1/2 < 1/k = tgμ0, где μ – угол Маха, и конически сверхзвуково

его КЗЛ. 
В полярных координатах Rω (рис. 3.45, г) 

В плоскости ηζ невозмущённое или слаб
2 + 
е – 

вне этого круга. Окружность R = 1/k – 

sin , cos , cos , sin ,d d d dR R
dR dR dR dR

ζ ω
η = ω ζ = ω = ω − η = ω + ζ  

и первое уравнение (24) сводится к  

η ω
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2

1,dd ± χ
ω = χ = ,                            (25) 

1 kR− χ
а после интегрирования – к конечной формуле (уго
янная интегрирования): 

л ω0 – посто-

0
0

1 1arccos
cos( )

R
kR k

ω − ω = ∝ =
ω − ω

m .                (26) 

В плоскости ηζ согласно формуле (26) С+- и С–-характеристи-
ки – прямые, касающиеся при ω = ω0 звуковой окружности R = 
= 1/k. Действительно, в формуле (26) R – гипотенуза прямоуголь-
ного треугольника, с примыкающим к углу –π/2 ≤ ω – ω0 ≤ π/2 
катетом длины 1/k. Если смотреть из центра круга, то справа от 
точки касания каждая такая прямая (рис. 3.45, г) – С+-характери-
стика (сплошная линия), а слева – штриховая С–-характеристика. 
Семейство характеристик определяет равенство (25): для всех 
характеристик с удалением от точки касания R растёт, но соглас-
но этому равенству для С+-характеристик угол ω уменьшается 
(верхний знак), а для С–-характеристик – увеличивается. Для лю-
бого КТ в областях невозмущённого потока С+- и С–-характери-
стики, как и КЛТ, естественно, определяются уравнениями (25) и 
(26), т.е. в плоскости конических переменных – прямые, касаю-
щиеся окружности (следа конуса Маха набегающего потока) на 
рис. 3.45, г. При этом не имеет значения, что такого конуса Маха 
нет, если в плоскости конических переменных он попадает в об-

ть, ограниченную УВ, и даже внутрь конического тела. Тем не 
менее эти С
лас

τ

 к полному числу Маха М рас-

+- и С–-характеристики полезны при анализе КТ.  

3. Обтекание кругового конуса, треугольной пластины и 
их комбинации под углом атаки. При обтекании кругового ко-
нуса под нулевым углом атаки (рис. 3.45, а и б) закрутка потока 
отсутствует, и единственная нормальная к лучу, идущему вдоль 
УВ, компонента скорости Vτ совпадает с проекцией Vn вектора V 
на нормаль к УВ. Перед УВ она сверхзвуковая, а за УВ дозвуко-
вая, т.е. Мτ > 1 перед УВ и Мτ < 1 за УВ. На поверхности круго-
вого конуса Vτ = 0 и Мτ = 0, причём согласно Гл. 3.10 при движе-
нии от УВ к поверхности конуса М  уменьшается монотонно. 
Таким образом, безотносительно
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сма

 поток 
разгоняется непрерывно. Торможение при приближении к верх-
нему участку оси η в основном происходит в висячей УВ. 

 

триваемое как двумерное КТ в кольце между УВ и конусом – 
конически дозвуковое.  

На углах атаки перед боковыми участками УВ появляется и 
растёт нормальная к r и в то же время касательная к УВ компо-
нента V, непрерывная на волне. Вклад этой компоненты ведёт к 
тому, что в плоскости ηζ сначала возникают боковые конически 
сверхзвуковые зоны, которые затем достигают контура конуса 
(рис. 3.46, б), разделяя нижнюю и верхнюю конически дозвуко-
вые зоны. Наличие последних неизбежно уже потому, что на оси 
η поток и за УВ, и за конусом Маха заведомо конически дозвуко-
вой. От Мτ < 1 к Мτ > 1 с переходом через нижнюю КЗЛ

КМ

Mτ < 1

η

ζ
0 

С+

С+ 

а)

КМ

η

ζ
0 

С+

С+ С–

в)УВ 

КМMτ < 1

η

ζ
0

С+С–

г)УВ 

УВ УВ

КМ

Mτ < 1

η

ζ
0

С+

КЗЛ

б)

УВ 

С– 

С–

С– 

С–

Mτ < 1
 

 
Рис. 3.47 

 
Обтекаемая под нулевым углом атаки треугольная пластина 

нулевой толщины (рис. 3.47, а), как и игла на рис. 3.45, в и г, не 
возмущает набегающий поток. В то же время сколь угодно малый 
угол атаки возмутит КТ, но не только в конусе Маха, но и в боко-
вых конически сверхзвуковых зонах. Границы таких зон – харак-
теристики соответствующих семейств, идущие к конусу Маха из 
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его потока и 
отр

и в случае изо-
л
н

Сок

концевых точек крыла (на рис. 3.47, а – жирного отрезка оси ζ). 
Те же характеристики ограничивают конически сверхзвуковые 
зоны меньших размеров при обтекании под нулевым углом атаки 
комбинации треугольного крыла и кругового конуса (рис. 3.47, в, 
штрихи – конус Маха невозмущённого набегающ

езки касающихся его характеристик, попавшие в конически 
дозвуковую кольцевую зону между конусом и УВ). 

При конечном угле атаки в плоскости конических перемен-
ных не изменяется лишь след конуса Маха – окружность, которая 
на рис. 3.47, б и г частично или полностью дана штрихами. Её по-
прежнему касаются С+- и С–-характеристики, ограничивающие 
сверху конически сверхзвуковые зоны, над подветренной сторо-
ной обтекаемых тел. Кроме них от передних кромок крыла отхо-
дят прямолинейные характеристики тех же семейств, образую-
щие, как можно показать, центрированные волны разрежения. На 
небольших углах атаки при обтекании наветренных (нижних) 
сторон рассматриваемых тел сохраняются боковые конически 
сверхзвуковые зоны, ограниченные прямолинейными или близ-
кими к прямолинейным УВ. При малых углах атак
ированного треугольного крыла (рис. 3.47, б) КЗЛ близка к ко-
усу Маха невозмущённого набегающего потока. 

Глава 3.12. Уравнение Чаплыгина. Струйные течения. 
Выравнивание докритических и критических струй  
ращения: ЗЛ – звуковая линия, ЛТ – линия тока, УЧ – урав-

нение Чаплыгина. 

Система дифференциальных уравнений, описывающих плос-
копараллельные однородные по полной энтальпии (изоэнергети-
ческие) и энтропии (изэнтропические) течения, сводится к двум 
уравнениям для определения компонент вектора скорости V или 
его модуля V и угла наклона θ к оси х декартовых координат ху. 
Коэффициенты этих уравнений – известные функции V. Поэтому, 
если в качестве независимых переменных взять V и θ, а искомых 
– координаты или функцию тока ψ и потенциал ϕ, то уравнения 
для их определения станут линейными. При этом, правда, возни-
кают проблемы с записью граничного условия непротекания на 
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поверхности тел. Тем не менее, для некоторых струйных течений, 
как это поясняет рис. 3.48, таких проблем нет. 
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 ψ = 1 на fa–a+be за счёт выбора 
нормирующего множителя k в определяющем ψ диффер
ном

но Гл. 3.1 рассматриваемые тече-
ния потенциальны. Если ϕ(х,у) – потенциал, то для них уравнение 
(3.1.18) сводится к равенствам 

 
Рис. 3.48 

 
На рис. 3.48, а струя истекает из симметричного плоского ка-

нала, контур которого образован двумя отрезками прямых, в за-
топленное пространство. Давление ре в затопленном простран-
стве удовлетворяет неравенствам ре∗ ≤ ре < рst, где ре∗ и рst – дав-
ления звукового (критического) и заторможенного (изоэнергети-
чески и изэнтропически) потоков. При ре > ре∗ струя докритиче-
ская, а при ре = ре∗ – критическая. В обоих случаях граница 
струи be сходит с кромки канала без излома. На границе критиче-
ской струи число Маха Ме∗ = 1. В точке излома стенки а поток 
при Vа = 0 поворачивается на отрицательный угол θа. Точки f и е 
на рис. 3.48, а отвечают равномерным потокам. Кривые, соеди-
няющие их на рис. 3.48, б, – линии тока (ЛТ) ψ = const. Две ЛТ – 
ломаная fa–a+be и отрезок fe – образуют границу прямоугольной 
области течения в плоскости Vθ. На отрезке fe – ЛТ, отвечающей 
плоскости симметрии, ψ = 0, при

енциаль-
 равенстве (3.1.9) (для ν = 1) 

) cos sin )d k udy dx k V dy dxψ = ρ( − = ρ ( θ − θv .          (1) 
Для перехода к V и θ в качестве независимых переменных 

воспользуемся тем, что соглас
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,  u
x y

∂ϕ ∂
= =

ϕ
∂ ∂

v , 

в силу которых 
(cos sin )d udx dy V dx dyϕ = + = +v θ θ .                    (2) 

Для упрощения дальнейших вычислений, введя 
, , iz x iy dz dx idy u i Ve= + = + + =v θ  

и выразив из равенств (1) и (2) dx и dy через dϕ и dψ, получим 
ie idz d d

V k
⎛ ⎞

= ϕ + ψ⎜ ρ⎝ ⎠

θ

⎟ .                                  (3) 

Если входящие в это равенство z, ϕ и ψ – функции V и θ, то  

,
i i

V V V
e i e iz z
V k V k

θ θ

θ θ θ
⎛ ⎞ ⎛

= ϕ + ψ = ϕ + ψ⎜ ⎟ ⎜ρ ρ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

Продифференцируем zV по θ, а zθ по V и приравняем получив-
шиеся выражения. В результирующем уравнении вторые произ-
водные от ϕ и ψ сократятся, а приравнивание нулю действитель-
ной и мнимой частей даст равенства 

2M 1,V V
Vk k

V
−

ϕ = ψ ϕ = ψ
ρ ρθ θ .                      (4) 

При получении учтено, что 
2

2 2

1 1,  ,p V V
V

Vp V
a a V

⎛ ⎞
2

M 1
V

ρ −
ρ = = −ρ , ρ = − =⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

.        (5) 

Уравнения (4) называют уравнениями Чаплыгина.  
Потенциал на границах струи неизвестен. Поэтому получим 

уравнение для ψ. Исключив производные от ϕ дифференцирова-
нием первого уравнения (4) по V, а второго по θ и учтя формулу 
для ρV из (5), придём к уравнению 

2 2 21 M 1 M 0,VV VV Vψ + ( + ) ψ + ( − )ψ =θθ                  (6) 
которое назовём уравнением Чаплыгина (УЧ). В областях доз-
вукового (сверхзвукового) течения УЧ является уравнением эл-
липтического (гиперболического) типа. При М = 0 оно совпадает 
с записанным в полярных координатах Vθ уравнением Пуассона. 
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Если для рассматриваемой задачи с помощью УЧ (6) функция 
тока ψ(V,θ) найдена, то координаты х(V,θ) и у(V,θ) определятся 
интегрированием уравнений 

2

2

2

2

(M 1) cos sin cos sin ,

(M 1) sin cos sin cos

V V

V V

V Vdx dV d
k V k V

V Vdy dV d
k V k V

θ θ

θ θ

− ψ θ − ψ θ ψ θ − ψ θ
= +

ρ ρ

− ψ θ + ψ θ ψ θ + ψ θ
= +

ρ ρ

θ

θ
   (7) 

– следствий уравнения (3). При их выводе производные от ϕ вы-
ражены через производные от ψ согласно уравнениям (4). 

 
 

b 
ef 

θb 

θ = 0, ψ = 0 

V = Ve, ψ = 1

x

y

0 

а) 

θ = θa, ψ = 1 

e

f θсθ = 0, ψ = 0

V = Ve, ψ = 1 

x

y

0

б)

θ = θс, ψ = 0

 
 

Рис. 3.49 
 

В рамках УЧ полное решение ряда струйных задач, в частно-
сти, изображённых на рис. 3.49, удаётся построить методом раз-
деления переменных. В результате ψ(V,θ) представляется рядами 
произведений тригонометрических функций и функций от V, ко-
торые в согласии с УЧ (6) удовлетворяют обыкновенным диффе-
ренциальным уравнениям второго порядка. Для совершенного 
газа эти уравнения сводятся к гипергеометрическому. Первым 
указанный подход для анализа докритических струй применил 
С.А. Чаплыгин (1902). Так, он строго показал, что докритические 
струи, как и струи идеальной несжимаемой жидкости, выравни-
ваются при х → ∞. В рамках того же подхода обобщение только 
этого результата на докритические струи несовершенного газа, 
вытекающих из симметричного канала произвольной формы 
(Ю.В. Руднев, 1949), сопряжено с весьма сложным доказательст-
вом. Для критической струи Л.В. Овсянников (1949) тем же спо-
собом получил прямо противоположный результат, доказав что 
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1

для неё сечение выравнивания расположено на конечном рас-
стоянии, звуковая линия (ЗЛ) – отрезок прямой, нормальной 
плоскости симметрии, а за ней в приближении идеального газа 
течёт однородная звуковая струя. В задаче натекания докритиче-
ской и критической струй конечной ширины на клин (рис. 3.49, б) 
или клиновидную выемку (при θс > π/2) тем же методом получе-
ны аналогичные результаты (А.Н. Крайко, С.А. Мунин, 1989 
[38]). Такое течение симметрично относительно биссектрисы 
внешнего угла, равного π – θс, а для критической струи примы-
кающая к вершине клина дозвуковая область (с М = 1 на границе 
струи) ограничена сверху и снизу по потоку прямыми ЗЛ. 

На самом же деле, характер выравнивания струй определяет-
ся структурой решения лишь в малой окрестности точки е плос-
кости Vθ, причём при достаточно произвольных термодинамике 
газа и форме канала (А.Н. Крайко, 2003 [39]). Для демонстрации 
этого при рассмотрении струи, истекающей из симметричного 
канала, ψ в окрестности точки е будем искать в форме 

2 1
1( ) ( ) ..., / , , ( )m n

er V V rψ = χ ω + χ ω + ω = −θ η η = − = θ + η   (8) 
с подлежащим определению показателем n и несущественными 
для дальнейшего положительными m и k. При n > 0 переменная ω 
изменяется от ω = 0 на оси V до ω = ∞ на прямой V = Vе. Отсюда 
в согласии с рис. 3.48, б и представлением (8) имеем

0 ( ) 1, 0 , (0) 0, ( )≤ χ ω ≤ ≤ ω ≤ ∞ χ = χ ∞ = .              (9) 
Если χ′ = dχ/dω, то в силу (8) в главных порядках 

2 2

2 2

1, , ,V VV n n

n n n nω ω + χ′
ψ = χ′ ψ = χ″ + χ′ ψ = − ψ =

η η η ηθ θθω 2

χ″
η

.  (10) 

Для докритической струи подстановка этих выражений в УЧ 
(6) вблизи точки е даст 

2 2

2 2

1 1 M 1 M 0e e
n

e e

n n n n
V V

ωχ″ + ( + )χ′ + −
2ω + ωχ′ + χ″

η η η
= . 

Поскольку η << 1 вблизи точки е, то в этом уравнении второе 
слагаемое заведомо меньше первого, и УЧ сводится к  

2 2 2

( 1) 0e
n

e

n n n
V

2ωχ″ + + χ′ 1− Μ
ω + χ″

η η
= .                  (11) 
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Если n > 1, то уравнение (11) примет вид: χ′′ = 0. Проинтег-
рировав его, найдём χ = С1 + С0ω. При этом, однако, невозможно 
подобрать постоянные С1 и С0 так, чтобы удовлетворить услови-
ям (9). При n < 1 уравнение (11) сведётся к: nωχ′′ + (n + 1)χ′ = 0. 
Его решение: χ = С1 – nС0ω–1/n также не удовлетворяет условиям 
(9). Остаётся n = 1, при котором уравнение (11) станет  

2 22 0e e eV V2 2(ω +1− Μ )χ″ + ω χ′ = . 
Отсюда 

2
2

2 2 2 2

0

2 / 1 2, arctg ,e e
e

e e

V d V
V С V

ω

,2
2 2

π ω ω
χ′(ω) = χ(ω) = = β = 1− Μ

ω + β ω + β π β∫ (12) 

где постоянные интегрирования определены условиями (9). В 
плоскости Vθ линии θ/(Ve – V) = const, т.е. ЛТ – лучи, идущие под 
разными углами в точку е (рис. 3.50). 

Координату х сечения выравнивания определим, интегрируя 
первое уравнение (7) по V до V = Vе при θ = 0, т.е. приближаясь к 
точке е плоскости Vθ вдоль оси V. В плоскости ху этому отвечает 
движение по оси х. Если Хε < ∞ – координата точки на оси х, в 
которой Vе – V = η = ε, а ε << 1, то из уравнения (7) с учётом фор-
мулы (10) для ψθ с n = 1 и решения (12) найдём 

02 2

2 2

1 M 1 1 1 M( ,0) ( ,0)
e

e

V

e
e

e eV

x X V dV V d
k V k Vε θ θ

−ε ε

− −
− = ψ ≈ ψ η

ρ ρ∫ ∫ ≈  

02
0

2

2 ln .
e e e

d
k V k ε

ε

β χ′(0) η
≈ − = − η = ∞

ρ η πρ∫  

Итак, докритическая струя выравнивается асимптотически. Для 
любой струи, вытекающей из канала, входные образующие кото-
рого либо, как на рис. 3.48, прямые, параллельные оси х, либо 
имеют такие асимптоты, выполненный анализ почти без измене-
ний переносится на окрестность точки f. Как результат – сечение 
выравнивания дозвукового потока в полубесконечном цилиндри-
ческом входном канале находится при х = – ∞. 

Для критических струй множитель (1 – М2) в УЧ при при-
ближении к точке е стремится к нулю. Взяв за масштабы скоро-
сти и плотности их критические значения, будем иметь  
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∗

ию 

2 2 21, 1, 1 , 1 M , 2M ,e e pV V V∗ ∗ρ = ρ = = = η = − − = σ η σ = −   (13) 
где Мр = (дМ/др)H, s. Согласно формулам (3.3.12) и (3.3.13) σ2 = 
= ωрр∗, а для совершенного газа ωрр∗ = γ + 1. Поступая в осталь-
ном так же, как для докритической струи, придём к уравнен

2

2 2 1

( 1) 0n

n n n −

ωχ″ + + χ′ σ
ω + χ″ =

η η
.                     (14) 

Для него при 2n – 1 > 2, т.е. при n > 3/2 и при n < 3/2 получаются 
те же не удовлетворяющие условиям (10) решения, что и решения 
уравнения (11) при n > 1 и n < 1. Остаётся n = 3/2, чему в плоско-
сти Vθ отвечают ЛТ (линии θ/η3/2 = const), которые, приближаясь 
к точке е, касаются оси V (рис. 3.50, исключение – ЛТ ψ = 1). 

 
 ef

ψ
 =

 1
 

ψ = 0

n = 1

ef 

ψ
 =

 1
 

ψ = 0

n > 1
bb

 
 

Рис. 3.50 
 

При n = 3/2 уравнение (14) принимает вид 
29 4 152( ω + σ )χ″ + ωχ′ = 0,  

а его интегрирование с учётом граничных условий (9) даёт 

2 5/ 6

2 5 / 6 2 5
0 0

,
(9 4 )

1, .
(9 4 ) (9 4 )

C

d dC
C

2

ω ∞

2 2

χ′(ω) =
ω + σ

ω ω
χ(ω) = =

ω + σ ω + σ∫ ∫ / 6

           (15) 

Как и для докритической струи, х сечения выравнивания оп-
ределим, интегрируя первое уравнение (7) по V до V = Vе при θ = 
= 0. При прежнем определении ε и Хε из уравнения (7) с учётом 
разложения (13), формулы (10) для ψθ и решения (15) найдём 
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1 0 1/ 32

2 5 / 3
1

1 M 1 ( ,0)
2e
C d Cx X V dV

k V k k

1/3

ε θ 1/2

−ε ε

− σ η ⎛ ⎞− = ψ ≈ − = ⎜ ⎟ρ η ⎝ ⎠∫ ∫
σ

ε
4

. 

Итак, критическая струя в отличие от докритической выравнива-
ется на конечном расстоянии. Опираясь на найденное решение, 
можно показать, что ЗЛ – отрезок прямой х = const. 

Глава 3.13. Законы подобия. 
Гиперзвуковая стабилизация 

Сокращения: УВ – ударная волна, УП – ударная поляра.  

Законы подобия позволяют переносить экспериментальные и 
расчётные результаты, полученные для некоторого подчас еди-
ничного набора определяющих параметров, на целый класс тече-
ний. При их получении обычно привлекаются упрощающие 
предположения: о тонкости обтекаемых тел, малости вызывае-
мых ими возмущений потока и т.п. Однако, как показывает опыт, 
законы подобия, полученные с использованием подобных упро-
щений, работают и тогда, когда эти упрощения не выполняются. 

Как получаются законы подобия, покажем сначала на приме-
ре дозвукового обтекания тонкого профиля. Ось х декартовых 
координат ху направим по вектору скорости равномерного набе-
гающего потока V0, начало координат и линейный масштаб вы-
берем так, чтобы в передней точке хорды профиля х i = 0, в её 
концевой точке х f = 1, а yf = 0 (рис. 3.51). С осью х хорда состав-
ляет угол атаки α < 0. При выводе закона подобия профиль счи-
тается тонким, а |α| << 1. В системе координат х°у°, связанной с 
хордой, профиль зададим уравнениями: у° = τY±(х°) с относи-
тельной толщиной (точнее, полутолщиной) τ << 1, |Y±| ≤ 1 и ин-
дексами «+» и «–») для верхней и нижней его образующих. В ко-
ординатах ху из-за малости α профиль задаётся формулой 

( ) (1 )y Y x x±= τ + α − .                                 (1) 
На профиле выполняется условие непротекания, которое при за-
дании его образующих в форме (1) принимает вид (ϕх = dϕ(x)/dx) 

/ ( ) , 0 1, ( ) (1xu Y x x y Y x x± ±= τ − α ≤ ≤ = τ + α −v ) .         (2) 
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Наряду с условием непротекания на профиле нужно удовлетво-
рить условиям затухания возмущений вдали от него: 

2 2 2 2
0( ) , ( )u x y V x y+ → ∞ → + → ∞ → 0v .             (3) 
 

1 x

y 

0 

а)

α 
1

УВ (C+)

x

y 

0 

б)

α V0 V0

i 
f

i 
f УВ

УВ (C–)  
 

Рис. 3.51 
 

Рассматриваемое однородное по H и s течение безвихревое, и 
уравнения, определяющие х- и у-компоненты скорости, сводятся 
к уравнениям (3.10.1) (второе при ν = 1 без свободного члена): 

2 2 2 20, ( ) 2 ( ) 0u u uu a u a
x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − + + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
v vv v .  (4), (5) 

При выводе закона подобия предположим, что почти всюду 
отличие параметров от их значений в набегающем потоке мало. 
Однако при обтекании профиля дозвуковым потоком (рис. 3.51, 
а) это предположение нарушается в окрестности точек торможе-
ния (задней – при сходе с неё по биссектрисе малого, но конечно-
го угла заострения), в которых v  = u = 0, и возмущение х-компо-
ненты скорости равно V0. В связи с этим слова почти всюду от-
вечают предположению о малости этих окрестностей и об их не-
значительном влиянии на весь поток. Его обоснованием служит 
эллиптичность уравнений дозвукового течения, а в них такое 
влияние действительно мало. Итак, примем, что u = V0 + u′,  = 
= ′, где u′, ′ << V

v
v v 0. Тогда при постоянных H и s возмущение 

давления 
р′ = – ρ0V0u′,                                            (6) 

и требование его малости ρ0V0|u′| << p0 сводится к неравенству 
|u′| << а0/(γМ0). 

Подставим принятые представления в уравнения и граничные 
условия, пренебрежем малыми порядка квадратов возмущений и 
учтем, что в условии непротекания с той же точностью 
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( ) ( )
0

, ( ) (1 ) ,0 [ ( ) (1 )] ,0
y

x Y x x x Y x x x
y

± ±

=

∂ ′
′[ τ + α − ] ≈ ′ + τ + α − ≈ ′

∂
vv v .v  

В результате исходная нелинейная задача (2) – (5) сведётся к ли-
нейной 

0,0 [ ( ) ] , 0 1xx Y x V x±′( ) = τ − α ≤ ≤v ;                          (2′) 

0,0 [ ( ) ] , 0 1xx Y x V x±′( ) = τ − α ≤ ≤v ;                          (3′) 

( )2
00, 1 M 0u u

y x x y
∂ ′ ∂ ′ ∂ ′ ∂ ′

− = − + =
∂ ∂ ∂ ∂

v v ,              (4′), (5′) 

содержащей четыре определяющих параметра: V0, M0, τ и α. 
Смысл закона подобия состоит в уменьшении их числа. 

Указанная цель достигается специальным выбором постоян-
ных масштабных коэффициентов (переменная х промасштабиро-
вана ранее):  

,  ,  y uy k y u k u k= ′ = ′ =o o
vv v o .                           (7) 

После подставки переменных (7) в условие (2′) и уравнения (4′) и 
(5′) последние примут вид 

0 / )[ ( ) / ], 0 1xV k Y x x±= ( τ − α τ ≤ ≤o
vv ;                     (8) 

2
00, (1 M ) 0y uu

y

k kk u u
k k y x k x y

∂ ∂ ∂ ∂
− = − + =

∂ ∂ ∂ ∂

o o o o

o o
v v

v v .   (9), (10) 

Три коэффициента k можно выбрать так, чтобы в получив-
шемся условии и уравнениях три первых множителя стали еди-
ницами. Это достигается, если положить 

2
0 0, , , 1/ 1 My uk V k k V= τ = β = τβ β = −v 0 , .                (11) 

В результате исходная задача сведётся к задаче 
( ) / , 0 1xY x x±= − α τ ≤ ≤ov ;                         (12) 

2 2 2 20,u x y x y( + → ∞) → ( + → ∞) → 0o o o ov ;          (13) 

0, 0u u
y x x y

∂ ∂ ∂ ∂
− = +

∂ ∂ ∂ ∂

o o o o

o

v v
=

o
,                  (14), (15) 

т.е. к задаче обтекания профиля идеальной несжимаемой жидко-
стью с одним параметром подобия – отношением α/τ. Из конти-
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нуума её решений, отвечающих разным циркуляциям, единст-
венное отбирает постулат Чаплыгина–Жуковского. 

Для семейства профилей, которые при разных относительных 
толщинах τ задаются двумя функциями Y+(x) и Y–(x), определяе-
мые при фиксированном отношении α/τ из решения задачи зада-
чи (12) – (15) компоненты скорости с индексом «градус» как 
функции х и у° универсальны. Указанная универсальность состо-
ит в том, что u° и v ° – функции только х, у° и α/τ, независящие ни 
от вида уравнений состояния газа, ни от числа Маха набегающего 
потока М0, ни от относительной толщины τ и угла атаки α. Зави-
симость от этих параметров исходных компонент вектора скоро-
сти и других параметров получается возвращением к ним с ис-
пользованием формул (7) и (11). Так, для давления с учётом этих 
формул и равенства (6) найдём, что 

( )2
0 0 0 , /p p V u x y= − τβρ βo .                           (16) 

В силу этой формулы коэффициент подъемной силы профиля 
1

2
0 0 0

1 [ ( ) ( )]yc p dx u x u x dx
V

− +≡ ′ = τβ −
ρ ∫ ∫ o oС ,                (17) 

где u°+(x) и u°–(x) – распределения u°(х) соответственно по верхней 
и нижней образующим. Полученный закон подобия носит назва-
ние закона подобия Прандтля–Глауэрта (L. Prandtl, H. Glauert). 

Аналогично рассматривается сверхзвуковое обтекание под 
малым углом атаки тонкого профиля (рис. 3.51, б) с острой пе-
редней кромкой (или затупленной, но с малым радиусом затупле-
ния r << 1). УВ, возникающие при его обтекании, настолько сла-
бые, что приращением энтропии в них всюду, за исключением 
пренебрежимо малой окрестности передней кромки (если она за-
туплена) можно пренебречь. Поэтому такое течение также можно 
рассматривать как безвихревое, и для него справедливы преды-
дущие формулы и уравнения до (10) включительно. Отличие 
только в том, что условия (3) или (3′) отсутствия возмущений с 
удалением от профиля достаточно поставить на оси у (при х = 0): 

0, 0,u y y( ) = ( ) = 0o o o ov .                             (13°) 
Теперь, однако, в уравнении (10) множитель  < 0, следст-
вие чего – иное определение β в формулах (11), (16) и (17):  

2
0(1 M )−
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2
01/ M 1β = −                                        (18) 

и замена уравнения (15) на  

0u
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂

o o

o

v .                                 (15°) 

Линейная задача, включающая уравнения (14) и (15°) и усло-
вия (12) и (13°), по-прежнему содержит один параметр подобия – 
отношение α/τ. Её решение элементарно: поток возмущён лишь в 
идущих от отрезка 0 ≤ х ≤ 1 оси х характеристических полосках. 
В ограниченной С+-характеристиками: у° = х и у° = х – 1 верхней 
полоске инвариант I–°≡ v ° + u° = 0, а в ограниченной С–-характе-
ристиками: у° = – х и у° = 1 – х нижней полоске I+°≡ °v  – u° = 0. 
Справедливость сказанного вытекает и непосредственно из урав-
нений (14) и (15°), и как результат перехода к величинам с индек-
сом «градус» в линеаризованных инвариантах I± из Гл. 3.4. 

Равенства I–° = 0 и I+° = 0 и условие (12) дают u° на профиле. 
Подставив найденные u° в выражение (17) c β, определённым 
формулой (18), получим коэффициент подъемной силы су. Коэф-
фициент волнового сопротивления сх получается аналогично и 
имеет вид 

12

2 2
0 0 00

1 , ( ) ( )
1

x
x x

cc p dy c u x Y x
V

− −τ α⎧
x

⎡ ⎤≡ − ′ = = − −⎨ ⎢ ⎥ρ τ⎣ ⎦⎩Μ −
∫ ∫

o
o oС  

( ) ( )xu x Y x dx+ + α ⎫⎡ ⎤− − ⎬⎢ ⎥τ⎣ ⎦⎭
o .                                                    (19) 

Сформулированный закон носит название закона подобия Акке-
рета (J. Ackeret). 

При выводе закона подобия для околозвуковых течений 
(рис. 3.52) обтекаемый профиль по-прежнему тонкий. Однако его 
толщина, угол атаки и число Маха М0 таковы, что коэффициент 
перед дu/дх в уравнении (5) из-за его малости изменяется сильно, 
и его нельзя заменить константой, как делалось выше. Более того, 
при М0 < 1 возможны местных сверхзвуковые зоны (рис. 3.52, а), 
а при М0 > 1 – дозвуковые зон (рис. 3.52, б), когда этот коэффи-
циент меняет знак. При анализе околозвуковых течений в качест-
ве масштабов скорости и плотности возьмём их критические ве-
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личины а∗ и ρ∗, а масштаба давления – произведение ρ∗а∗
2. Далее 

запишем, что u = 1 + u′, а так как в околозвуковых течениях V0 
близко к 1, то почти всюду |u′| << 1. В силу этого граничные ус-
ловия (2′) и (3′) заменятся на  

,0 ( ) , 0 1;xx Y x x±′( ) = τ − α ≤ ≤v                            (2′′) 
2 2 2 2

0 1, 0u x y V x y′ ′( + → ∞) → − ( + → ∞) →v .          (3′′) 
Другое следствие сделанного предположения – небольшие 

числа Маха в местных сверхзвуковых зонах и малая интенсив-
ность возникающих в них УВ. При близких к единице сверхзву-
ковых М0 интенсивность УВ также невелика. Поэтому, пренебре-
гая изменениями энтропии, будем, как и ранее, использовать 
уравнение отсутствия вихря (4′). 

 
а) б)

1 x

y 

0 
α V0 

i 
f

М < 1
М > 1

М0 < 1 

x

y 

0 
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М < 1М0 > 1 
М > 1

УВ

1
УВ

 
 

Рис. 3.52 
 

Для знакопеременного коэффициента уравнения (5) справед- 
ливо разложение (см. формулы (3.3.12) и (3.3.13) и (3.12.13)): 

2 2 2 2 2 2

,

M1 / 1 M 1 M , 2u p
s H

u a u
p p∗

∗

⎛ ⎞∂′− ≡ − ≈ − ≈ −σ σ = − = ω⎜ ⎟∂⎝ ⎠
.  (20) 

Для совершенного газа ωрр = γ + 1. Согласно разложению (2) 
уравнение (5) с сохранением главных членов примет вид 

2 0uu
x y

∂ ′ ∂ ′
− ′ + =

∂ ∂
σ

v .                                    (5′′) 

В получившейся нелинейной задаче наряду с коэффициентом 
σ2 в уравнении (5′′) есть правая часть (V0 – 1) в одном из условий 
(3′′). Пусть в формулах (7) kv = τ. Тогда условие (2′′) заменится на 

,0 ( ) / , 0 1,xx Y x x±( ) = − α τ ≤ ≤ov                    (12∗) 
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а уравнения (4′) и (5′′) запишутся в форме 
2

20, 0y y u

u

k k ku uu
y k x x y

τ∂ ∂ ∂ ∂
− = − σ +

∂ ∂ τ ∂ ∂

o o o o
o

o o

v v
=

0,

. 

Входящие в них комбинации τ, σ, ky и ku равны единице при 
2 1/ 3 2 / 31/ ) , ( / )y uk k= (σ τ = τ σ .                             (21) 

Для таких ky и ku эти уравнения и условия (3′′) заменятся на 
2 2 2 2( ) , ( )u x y K x y+ → ∞ → + → ∞ →o o o ov           (13∗) 

0, 0.u uu
y x x y

∂ ∂ ∂ ∂
− = − + =

∂ ∂ ∂ ∂

o o o o
o

o

v
o

v                (14∗), (15∗) 

Константа K в первом условии (13∗) равна 
2 / 3 0 0

2 / 3 2 2 / 3

1 M2
( )

VK 1− −
= σ =

τ σ τ
.                                (22) 

Здесь при переходе от V0 к М0 использованы формулы (20). 
Для коэффициента давления ср = (р – р0)/(ρ0V0

2) имеем 
0 0

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

,p p p 2p
p p p p p p pc c p c

V V V V
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗c
′− − −′= + = + ≈ + =

ρ ρ ρ ρ
, 

а с учётом формул (7) и (21) и аналога формулы (6) 
2 /3( / )p pc u c u cp∗ ∗′≈ − + = − τ σ +o .                           (23) 

Подставив это выражение в интегралы (19) и (17), определяющие 
сх и су профиля, получим (интегралы от ср∗ равны нулю) 

5/ 3 2 / 3

2 / 3 2 / 3, , ,x p x y p yc c dy c K c c dx c Kτ α τ α⎛ ⎞ ⎛= − = − = = −⎜ ⎟ ⎜σ τ σ τ⎝ ⎠ ⎝∫ ∫o oС С ,⎞
⎟
⎠

 (24) 

где выражения для xco и  – те же, что в (19) и (17). yco

Закон подобия для околозвукового обтекания профиля, кото-
рый включает уравнения и граничные условия (12∗) – (15∗) с па-
раметрами подобия α/τ и K, определяемым формулами (22), фор-
мулы (7) с коэффициентами (21) и kv = τ и выражения (23) и (24) 
для ср, сх и су, установлен C.В. Фальковичем (1947). Закон по-
добия для пространственных околозвуковых течений сформули-
ровали Карман (Th. Karman) и Цянь Сюэ-сэнь (Тзян – Tsien 
H.S.). 
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близ-
ких к единице. Подставив τ = σ(V0 – 1)3/2/K3/2 из формулы (22) в 
выражения для возмущений компонент скорости, пол   

ударной по-
ляр

а

0θ. При 
это

рмальные к 

Применим закон подобия C.В. Фальковича к сверхзвуковому 
обтеканию тонких клиньев с присоединенной УВ при М0, 

учим
0

3/2 3/2

1 ( ) ( ) / , 1,

( ) ( ) ( ) / .
uu u k u K u K K V

k K K K K

′ = − = = δ δ = −

′ = = τ = σδo o o
v v v v v

 

Именно такое найденное из рассмотрения уравнения 

o o

ы (УП) нормирование этих компонент в Гл. 3.8 привело к её 
универсальной форме, изображённой на рис. 3.23, а. 

Для околозвуковых течений обращение к УП явилось всего 
лишь иллюстрацией работы закона подобия C.В. Фалькович . В 
противоположность этому, при получении закона подобия для 
гиперзвукового обтекания тонких заостренных спереди тел 
свойства УП и С±-характеристик в плоскости годографа (для со-
вершенного газа – эпициклоид) играют ключевую роль. Согласно 
рис. 3.5, а Гл. 3.5 при малых θ вблизи окружности V = VМ, т.е. при 
М0 >> 1 наклон указанных характеристик к оси u близок к π/2. 
Следовательно, в волнах разрежения, возникающих при гипер-
звуковом обтекании тонких тел, при повороте на малые углы θ 
изменение модуля скорости V и её x-компоненты u = Vcosθ ≈ V0 
много меньше изменения y-компоненты v  = Vsinθ ≈ V

м давление, плотность, скорость звука и прочие термодинами-
ческие параметры могут измениться на многие порядки. 

Согласно рис. 3.23, б Гл. 3.8 при V = VM УП – окружность с 
центром на оси u. В правой её точке касательная вертикальна, а 
при V, слегка меньших VM, близка к вертикали. Таким образом, 
для скачков слабого семейства, в которых поток с V0, близкой к 
VM, поворачивается на малые углы θ, реализуется та же ситуация, 
что и для волн разрежения. Ещё с большей точностью она реали-
зуется при обтекании конуса, ибо наклон яблоковидной кривой в 
окрестности точки u = V0 оси u не меньше наклона УП в той же 
окрестности. Итак, при гиперзвуковом обтекании тонких заост-
ренных тел под малыми углами атаки изменениями проекции 
вектора скорости на направление набегающего потока можно 
принебречь (u ≈ V0). В противоположность этому но
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V0 

й 
все

 

 
чего уравнения (3.1.1) – (3.1.3), описывающие пространственные 
стационарные течения (без уравнений для u), сведутся к системе 

компоненты вектора скорости и их изменения – величины по-
рядка θ, т.е. порядка относительной толщины тела τ. 

Ограничимся такими гиперзвуковыми течениями, для кото-
рых угол Маха μ0 ≈ 1/М0 << 1, определяющий наклон С±-характе-
ристик или образующих конуса Маха к V0, порядка или меньше 
τ. В таких течениях УВ слабого семейства столь интенсивны, что 
изменения в них энтропии и иных термодинамических парамет-
ров могут значительно превосходить их значения в набегающем 
потоке. В условиях, когда предположения о малости возмущени

х параметров и о потенциальности потока неприменимы, ма-
лое изменение х-компоненты V существенно упрощает анализ. 

Главное упрощение состоит в том, что в уравнениях про-
странственного стационарного течения, определяющих у- и z-
компоненты V и термодинамические параметры, u заменяется на 
V0, а уравнение для u на данном этапе оказывается ненужным 
(при необходимости её можно найти из интеграла полной энталь-
пии: u2 = 2H0 – 2h – v 2 – w2). Как и ранее, ось х декартовых коор-
динат хуz с началом в носике тела направлена по вектору V0. При 
u = V0 в уравнении неразрывности исчезнет слагаемое дu/дх = 
= дV0/дх, а входящий во все уравнения оператор uд/дх заменится 
на V0д/дх. Воспользовавшись этим, введём время t = x/V0, после

1 10, 0, 0,

0, ,ds d w∂ ∂ ∂
= = + +v

d w d p dw p
dt y z dt y dt z

⎛ ⎞ρ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ρ + = + = + =⎜ ⎟∂ ∂ ρ ∂ ρ ∂⎝ ⎠

v v

       (25) 

ий. 
В исход

dt dt t y z∂ ∂ ∂
описывающей нестационарные плоские течен

ной стационарной задаче (рис. 3.53, а) обтекается те-
ло, поверхность которого задана уравнением 

F(x, у°, z°) = 0,  0 ≤ x ≤ 1,  у° = у/τ,  z° = z/τ,                 (26) 
где, как и в (1), за линейный масштаб взята длина тела, а τ – его 
относительная толщина. Запись уравнения поверхности тела в 
форме (26) даёт континуум тел разной длины и толщины. При 
функции F, зависящей только от х и у°, обтекается плоское тело, 
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текании pb 
может превышать р0, однако всегда pb << pm–, где pm– – мини-
мальное давление на задней кромке обтекаемой поверхности. 

 

например, профиль под углом атаки с фиксированным отношени-
ем α/τ. При такой записи производные Fх, Fy° и Fz° – независящие 
от τ функции порядка единицы. Если тело, как на рис. 3.53, а, за-
канчивается торцом: х = 1, то на него действует близкое к посто-
янному донное давление pb. При гиперзвуковом об
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Рис. 3.53 
 

В двумерной нестационарной задаче (рис. 3.53, б) в непод-
вижный при t < 0 и однородный газ с v  = w = 0, ρ = ρ0, … из на-
чала координат z = y = 0 начинает расширяться двумерный (эла-
стичный) по

скорость её движения по непод-
виж

ршень. Его расширение, которое может смениться 
движением в обратном направлении, подчиняется закону: 

F(x, y/τ, z/τ) = F(V0t, у°, z°) = 0,  0 ≤ t ≤ 1/V0.            (27) 
Движение поршня, на котором выполняется условие непротека-
ния, приводит к образованию УВ. Движение УВ находится в 
процессе решения двумерной нестационарной задачи с привлече-
нием соотношений (1.3.8) – (1.3.11) в каждой точке УВ. В них 
входят нормальная к фронту УВ 

ному газу D и две компоненты двумерного вектора скорости: 
нормальная и касательная к УВ. 

Сведение задач пространственного стационарного гиперзву-
кового обтекания тонких заостренных тел к более простой задаче 
нестационарного движения двумерного поршня получило назва-
ние закона плоских сечений, поршневой или нестационарной 
аналогии. Основы данного подхода, заложенные Цянь Сюэ-сэнем 
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тог

 обтекания тонких тел с малым затуплением. 
Проекции ny и nz на оси у и z вектора n нормали к поверхно-

сти поршня равны 

(1946), У. Хейзом (1946), С.В. Фальковичем (1947) и А.А. Илью-
шиным (1948), получили всестороннее обоснование, развитие и 
применение в работах Г.Г. Чёрного и В.В. Лунёва [40]. В рамках

о же подхода Г.Г. Чёрный (1958) нашёл параметры подобия 
для гиперзвукового

2 2 2 2
, , ,y z

y z y z

F F

y z y z

F Fn n F F
y zF F F F

∂ ∂
= = = =

∂ ∂+ +

o

o o

o o o o

o o
.      (28) 

o

Если Vn – проекция скорости поверхности поршня на n  на нём 
dy/dt = Vnn , dz/dt = V n , и согласно уравнению (27)  

, то
y n z

0 0
n2 2 2 2 2 2

0x n y n zy z x

x y z y z

V
V F F V n F V n V F

F F F F F
= → =

τ + + +o o o o

. 

Отсюда с учётом равен

τ + + −τo o

ств (28) условие непротекания на поршне: 
 = Vn, где  = y + wnz – нормальнаv n v n v n я к поршню скорость 

газа, сведётся к равенству  
0 xy z

F wF V F+ = −τv .                              (29) o o

Так

В нестационарной задаче перейдём к новым переменным (с 
индексом «градус»), которые наряду с у° и z° введём рав

,

.

 как Fх, Fy° и Fz° – величины порядка единицы, то на поршне 
v  и w имеют порядок τV0.  

енствами 
0 0

2
0

0 0 0 0 0

, , , ,

, ( ) , ,

y y z z t x tV V w V w

p V p a V a D V D

= τ = τ = = = τ = τ

ρ = ρ ρ = ρ τ = τ = τ

o o o o

o o o

v v o

o
           (30) 

В новых переменных уравнения (25) не изменятся 
, , 1 10, 0, 0,

0, ,ds d w∂ ∂ ∂
= = + +o o

o o o o o
v

d w d p dw p
dt y z dt y dt z

dt dt t y z

⎛ ⎞ρ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ρ + = + = + =⎜ ⎟∂ ∂ ρ ∂ ρ ∂⎝ ⎠

∂ ∂ ∂

o o o o o o o
o
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v v

(25°) 

закон движения поршня (27) и условие (29) на нём примут вид 
( , , ) 0, 0 1, xy z

F t y z t F w F F= ≤ ≤ + = −o o

o o o o o ov ,      (27°), (29°) 
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а в условия на УВ наряду с её скоростью D° и параметрам
«градусом» за УВ войдут параметры покоящейся среды
для

и с 
, которые 

 совершенного газа согласно определениям (30) равны 
2

0
0 0 02 2

0 0

1 11, ,
( M ) 1 ( 1)( M )

ap hρ = = = =
γ τ γ − γ − τ

o
o o o .         (31) 

Итак, нестационарная задача включает уравнения двумерного 
нестационарного течения (25°), условия на поршне (27°) и (29°) и 
переписанные с добавлением «градусов» четыре  

е 
зави

 = τМ0 и от отношения α/τ. Последнее, 
как и в (1), появляется при записи уравнения повер

)

соотношения
(1.3.8) – (1.3.11) на УВ: 

2
n n

2
n

[ ( )] 0, [ ( ) ] 0,

[ ] 0, [2 ( ) ] 0.

D D p

h Dτ

ρ − = ρ − + =

= + − =

o o o o o o o

o o o o

v v

v v
 

Согласно им и выражениям (31) для совершенного газа решени
сит от показателя адиабаты γ, гиперзвукового параметра по-

добия Цяня–Кармана: K
хности тела. 

Таким образом, для давления на поршне, или что то же – на 
поверхности тела, имеем 

2
0 0( ) ( , , / , , ,p V p K x t y z= ρ τ γ α τ =o o o o ,                  (32) 

а для коэффициентов сопротивления сх и подъемной силы су про
странственного тела справедливы формулы 

-

4
2

0 0

1 , ( , , / ) ;x xbc pdydz X c X X K p dy
V

τ γ α τ
ρ

= = + = =тт тт o o oТ Т  dz

3
2

0 0

1 , ( , , / )yc pdxdz Y Y Y K p dt dz
V

τ γ α τ
ρ

= = = =тт тт o o oТ Т  

с р° = р°(K, …) в соответствии с решением (32). Коэффициент 
донного сопротивления cxb в формуле для сх тел с донным сре-
зом, согласно сказанному ранее, при гиперзвуковом обтекании 
много меньше первого слагаемого. Аналогично для профиля 

3
2

0 0

2
2

0 0

1 , ( , , / ) .y

V

c pdx Y Y Y K p dt
V

ρ

τ γ α τ
ρ

= = = =т т o oС С
   (33) 

1 , ( , , / ) ;x xbc pdy X c X X K p dyτ γ α τ= = + = =т т o oС С
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подобия справедливы и тогда, 
ког

упленного профиля 
это обязательно случится, то из термодинамических параметров 
набегающего потока в соотношениях на УВ остаётся только ρ0. 

В силу отмеченных выше свойств УП, яблоковидной кривой 
и С±-характеристик при М0 >> 1 нестационарная аналогия и её 
следствие – гиперзвуковой закон 

да возмущения всех параметров малы и применим закон по-
добия Аккерета. В таких случаях М0

2 >> 1, и формулы (17) – (19) 
для профиля без заднего торца дают те же зависимости сх и су от 
τ, что и (33). При этом Х и Y ∼1/K. 

Заканчивая параграф, остановимся на важном свойстве ги-
перзвуковых течений – гиперзвуковой стабилизации. Согласно 
ей при достаточно больших числах Маха M0 коэффициенты со-
противления и подъемной силы произвольных, в том числе тол-
стых, пространственных и т.п. тел, а также поля безразмерных 
параметров вблизи них перестают зависеть от величины M0. На 
примере обтекания симметричного толстого профиля природу 
гиперзвуковой стабилизации объясняет рис. 3.53, в. На течение в 
области, ограниченной справа С–-характеристикой wc, влияет ко-
нечный отрезок УВ ow. Если на нём УВ сильная, а начиная с не-
которого М0, для телесного, а тем более зат

Последнее эквивалентно а0 = 0 или гиперзвуковому обтеканию с 
М0 = ∞. За сильной УВ по формулам (1.4.30) 

2
0 0 n

1 2 2, ,
1 1 1

p D  V Dγ +
ρ = ρ = ρ =

γ − γ + γ +
, 

при стационарном обтекании D = Vn0 = V0sinσ, а σ – угол наклона 
УВ к оси х. Если на отрезке ow УВ сильная, то sinσ >> 1/М0. 
В таких случаях ρ° = ρ/ρ0, V°= V/V0 и p° = p/(ρ0V0

2) в области те-
чения, ограниченной слева отрезком ow УВ, а справа – С–-
характе-ристикой wc, не зависят от М0. Вместе с ними не зависят 
от М0 коэффициенты сх и су, ибо в них под знаками интегралов 
стоит р°. По тем же причинам гиперзвуковая стабилизация имеет 
место и для осесимметричных, а также для пространственных 
гиперзвуковых течений. В пространственном случае роль С±-
характери-стик играют характеристические поверхности, кото-
рые строятся как огибающие конусов Маха. Гиперзвуковая ста-



 

 

238

билиза тичем 
(1951). 

ция установлена С.В. Валландером (1947) и К. Осва
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Часть 4. Оптимальные аэродинамические формы 

Глава 4.1. Задача Ньютона о головной части 
минимального сопротивления 

Сокращения: ЗН – задача Ньютона, УДЭ и УКЭ – участки дву-
стороннего и краевого экстремума, ФН – формула Ньютона.  

Решенная Ньютоном задача (задача Ньютона – ЗН) о по-
строении осесимметричной головной части минимального со-
противления при заданных длине L и радиусе основания Y была 
первой задачей созданного им вариационного исчисления. Прав-
да, у Ньютона в его «Математических началах натуральной 
философии» [41] к этой задаче имеют отношение лишь несколь-
ко кратких (3 фигуры и менее 30 строк), приведённых без доказа-
тельств утверждений, составивших одно поучение. Поучение за-
трагивает три темы: 1. О построении оптимального по сопротив-
лению усеченного конуса при за анных L и Y, 2. Об уменьшении 
сопротивления тела вращения при замене прилегающего к носику 
овального участка пересекающимися отрезками касательных с 
углами наклона к оси вращения в 90° и 45° и 3. О форме примы-
кающего к переднему торцу пологого участка оптимального кон-
тура, которую определяет комбинация длин четырех связанных с 
ним прямолинейных отрезков. Приведённый в «Математических 
началах …» в примечаниях переводчиков XVIII века способ по-
лучения этой комбинации и отдалённо не напоминают привыч-
ный аппарат вариационного исчисления. В рамках аппарата ва-
риационного исчисления такой вывод дан в примечаниях А.Н. 
Крылова – переводчика «Математических начал …» на русский 
язык. Однако ни Ньютон, ни А.Н. Крылов не объяснили причину 
появления переднего торца – важнейшего элемента ЗН. 

Долгое время ЗН, включенная  некоторые руководства по 
вариационному исчислению, ривалась безотносительно к 
аэр

д

 в
рас матс

одинамике. В середине ХХ века выяснилось, что введённая 
Ньютоном формула для давления на поверхности тела с внутрен-
ней нормалью n к его контуру (формула Ньютона – ФН): 

2 2
0 0 0 0 0, ( ) /p p V V= + ρ α α = ⋅n V                            (1) 
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неплохо работает при М0 >> 1. Тогда же аэродинамики, исполь-
зуя ФН, обратились к решению ЗН и её обобщений (сначала для 
плоских и осесимметричных тел) и сразу столкн
данными, на первый взгляд, трудностями. Описание указанных 
трудностей и того, как они были преодолены, весьма поучитель-

ласно 
усло n -
ной компоненты количества движения формула (1) даёт давление 
за ударной волной. Если кривизна контура в плоскости у мала, 
то давления за ударной волной и на контуре тела близки. 

 

улись с неожи-

но. Однако сначала поясним смысл ФН. ФН получается, если 
принять, что частицы газа движутся до поверхности тела, не из-
меняя своей начальной скорости V0, а при соударении с телом 
теряют её нормальную к поверхности составляющую. С другой 
стороны, при γ = 1 для гиперзвукового потока ρ/ρ0 = ∞ и сильная 
ударная волна  ложится на поверхность тела. Поэтому сог

вию непротекания V  = 0, и по условию (1.3.9) для нормаль
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Рис. 4.1 
 

Если в качестве линейного масштаба взять радиус или полу-
высоту (для симметричной относительно оси х плоского тела) 

l = /Y, 0 ≤ у ≤ 1, и для головной части с об-основания ≤ ≤, то 0  х   L
разующей х = х(у) в согласии с ФН коэффициент волнового со-
противления сх равен (рис. 4.1, а): 
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1 1
1 1

2
ctg , sin .

1
dxx
dy

0 0

( ) ( ) ,

1

xc y dy y x dy

x

ν− ν− ′= Φ α = ϕ

′ ≡ = θ α = θ =
′+

                      (2) 

 

∫ ∫

Здесь ν = 1 и 2 для плоских и осесимметричных тел и пока несу-
ществен вид функций Φ(α) и ϕ(х′), т.е. конкретная форма закона
сопротивления. Важно лишь то, что силы, действующие на го-

 ловную часть, определяются только ориентацией нормали n и
константами, независящими от формы образующей. 

В согласии с формулой (2) для приращения с  пох лучим 
1

1 2

0
1 1

1 1 2

0

( )
2

( ) ( ) .
2

x x
x x

f x x x
x i

c y x x dy

d yy x x y x dy
dy

ν− ′ ′
′

ν−
ν− ν−′ ′ ′

′

ϕ⎡ ⎤′ ′Δ = ϕ δ + δ =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ϕ ϕ ′= ϕ δ − δ − δ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

∫
 

Здесь и далее вариации δх, … – разности х, … проварьированного 
и исходного контуров при фиксированном у. При переходе ко 
второму выражению учтено, что δх′ = d(δх)/dy, и выполнено ин-
тегрирование по частям. Так как xi = 0, xf = l, то δxi = δxf = 0 и  

1 1
1 2

0

( ) ( ) .
2

x x x
x

d yc x y x dy
dy

ν−
ν−′ ′ ′⎡ ⎤ϕ ϕ ′Δ = − δ − δ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫                   (3) 

Поэтому если изображённая на рис. 4.1, а образующаяся if реали-
зует минимум сх, то при произвольных δх в согласии с представ-
лением (3) необходимые условия оптимальности сводятся к  

1( ) 0, 0, 0 1x
x x

d y y
dy

ν−
′

′ ′
ϕ

= ϕ ≥ < < .                 (4) 

В условиях (4) равенство – необходимое условие экстремума 
(уравнение Эйлера), а неравенство – необходимое условие ми-
нимума сх – условие Лежандра, которое должно выполняться 
при |δх′| << 1. Уравнение Эйлера интегрируется и даёт интеграл 

 yν – 1ϕx′ = const,  0 ≤ y ≤ 1.                             (5) 
В плоском случае из интеграла (5) найдём, что x′ = const = l, 

т.е. оптимальный контур – прямая: х = lу, 0 ≤ y ≤ 1. Правда, воз-
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никает вопрос: при любых ли x′ = l будет выполняться условие 
Лежандра: ϕх′х′ |x′ = l ≥ 0 и что делать, если оно нарушится? Кстати, 
для ФН (1) Φ(α) = α2, в согласии с формулами (2) 

2

2 2 2 2 3

1 2 3 1( ) , ( ) , ( ) 2
1 (1 ) (1 )x x x

x xx x x
x x x′ ′ ′

′ ′− −′ ′ ′ϕ = ϕ = ϕ =
′ ′ ′+ + +

,      (6) 

и условие Лежандра – неравенство (4) и в плоском, и в осесим-
метричном случаях выполняется лишь при 

1/ 3 0.57735x′ ≥ ≈ .                                    (7) 
Для плоской головной части x′ = l, и при l < 1/31/2 условие Лежан-
дра нарушается, и найденное решение непригодно.  

Ещё хуже ситуация с осесимметричными головными частями, 
для которых в силу интеграла (5): yϕx′ = const = 

ерь 
впо

-
зать

(yϕx′) i = 0⋅(ϕx′)i. 
Отсюда в общем случае ϕx′ = 0, т.е. x′ – постоянная, но теп

лне определённая, и отвечающей ей прямой соединить точки i 
и f при произвольном удлинении l невозможно. Так, для ФН в 
силу формулы (6) ϕx′ = 0 при x′ = 0 и x′ = ∞. Первое значение даёт 
торцы х ≡ const, второе – цилиндрические участки у ≡ const. При 
0 < l < ∞ они не позволяют построить требуемое решение.  

Выход из создавшейся ситуации подсказал простой мыслен-
ный эксперимент (А.Н. Крайко, 1963). Выше как само собой ра-
зумеющееся полагалось, что образующая if из точки i идёт сразу 
вправо. А если не так? Составим её из двух участков (рис. 4.1, б): 
идущего влево отрезка ii° оси х и наклонного участка i°f. Для та-
кой образующей в рамках ФН и без вариационного исчисления 
сх → 0 при х i° → – ∞. Но – тут же спохватился экспериментатор 
– мы ведь задавали длину головной части, и потому нельзя выле

 за ось у! Правильно! Значит, оптимальный контур может со-
держать передний торец id (рис. 4.1, в), появляющийся из-за ог-
раничения на длину как участок краевого экстремума (УКЭ). 
На нём допустимые вариации δх ≥ 0, и потому в отличие от уча-
стков двустороннего экстремума (УДЭ) с допустимыми δх лю-
бого знака уравнение Эйлера не обязано выполняться. 

Как установлено выше, для ФН вертикальные и горизонталь-
ные УКЭ удовлетворяют уравнению Эйлера, хотя на первых из 
них условие Лежандра нарушается. Однако для ЗН это совпаде-
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бстоя-
тельство, подверг сомнению правильность решения Ньютона. 
Однако, несмотря на это, решение Ньютона с передним торцом 
верно, поскольку он – УКЭ не только из-за ограничения на длину 
головной части, но и как граница применимости ФН. Для голов-
ной части она справедлива, если 0 ≤ θ ≤ π/2, и передний торец – 
УКЭ одновременно и по х, и по θ. Итак, согласно сказанному 
выше при решении ЗН или её обобщений в рамках ФН х, у и θ на 
искомом оптимальном контуре удовлетворяют ограничениям 

/ 2

ние несущественно. Важно другое: в рамках ФН сх уменьшают 
выемки на любом участке образующей (рис. 4.1, в), и чем их 
больше, тем меньше сх. Для ежа с бесконечным числом выемок и 
выступов сх = 0. Лежандр, обратив внимание на данное о

0 , 0 1, 0x l y≤ ≤ ≤ ≤ ≤ θ ≤ π .                      (8) 
Любое равенство в них может приводить к появлению УКЭ.  

Решение задач современной теории оптимального управле-
ния начинается с формулировки ограничений типа неравенств 
(8), и УКЭ в ней столь же обычны, как и УДЭ. В классическом 
вариационном исчислении об УКЭ вспоминали лишь в исключи-
тельных случаях, современная теория оптимального управления в 
середине ХХ века только начала своё развитие и для аэродинами-
ков того времени подобные формулировки, а вместе с ними УКЭ 
были незнакомы. Однако, УКЭ столь же естественны, как знач -
ния функции на границах конечной области изменения независ -

ным объ-
яснять, почему оптимальный контур имеет передний торец. 

Вооруженные знанием структуры искомого оптимального 
контура и ограничениями (8) вернёмся к решению ЗН. Если 
тимальный контур содержит передний торец id– и пологий уча-
сток d+f, то при варьировании наряду с вариациями δх′и δх на id– 
и d

е
и

мых переменных при поиске её максимальной или минимальной 
величины. Ньютон, наверняка, понимал это столь отчётливо, что 
в первой задаче вариационного исчисления не счел нуж

оп-

+f появятся (рис. 4.1, г) приращения координат точки их сты-
ковки Δуd и Δxd. Индексы «–» и «+» метят параметры до и после 
соответствующей точки при движении по if от точки i. Кроме то-
го, наряду с малыми (слабыми) вариациями δх′ введём в окрест-
ности произвольной внутренней точки k участка d+f вертикаль-
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излома (см. рис. 
4.1, г и д) δх = Δx – х′Δу, а Δх  = 0, п

ную ступеньку (рис. 4.1, д) с х′ = 0 и высотами Δуk– ≤ 0 и Δуk+ ≥ 0. 
Исходя из определения приращения Δсх и учтя, что координаты 
точек i и f фиксированы, в произвольной точке 

оследовательно найдём k
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На торце х′ = 0, ϕх′(0) ≡ 0, а слагаемое с (δх′)2 << Δxd. Поэтому в 
рамках ФН с учётом формул (6) окончательно получим 
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(9) 

В точке d допустимы приращения Δу  любого знака. Поэтому 

d показывает, что сх при 
допустимых Δхd ≥ 0 растёт, и передний торец – УКЭ. Согласно 

+
⎧ ⎫′ ′⎡ ⎤ −⎪ ⎪′δ + δ⎨ ⎬∫

d
для оптимального контура 

х′d+= 1.                                              (10) 
Положительность коэффициента при Δх
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при

яться условие 

нятому способу сильного варьирования (рис. 4.1, д) в точке k 
допустимы Δуk– ≤ 0, а Δуk+ ≥ 0. Значит, на пологом участке опти-
мального контура должно выполн

1x′ ≥ ,                                             (11) 
7). Разумеется, как и при 
ра следует из рассмотре-

ния второго слагаемого под знаком интеграла формулы 9). В 
примечаниях А.Н. Крылова к «Математическим началам …» по-
каз

ями. 
Цит

более сильное, чем условие Лежандра (
анализе выражения (3), условие Лежанд

 (

ано, что условие (11) вытекает из результатов Ньютона по 
первой и второй темам. В отличие от А.Н. Крылова Лежандр, 
специально занимавшийся ЗН и получивший для неё более сла-
бое условие (7), не понял этого. Долго не понимали этого практи-
чески все аэродинамики, занимавшиеся ЗН и её обобщени

ируя Ньютона, они использовали условие Лежандра, а не бо-
лее сильное условие Крылова (11). 

Уравнение Эйлера, получающееся из рассмотрения первого 
слагаемого под знаком интеграла формулы (9), не отличается от 
полученного ранее. Однако теперь его интеграл при ν = 2 в со-
гласии с тем, что уd > 0, и с равенством (10) принимает форму 

2 2(1 ) ,
4d
qy y q x
q

+ ′= = .                          (12) 

С введением q уравнение оптимального контура записывается в 
параметрической форме, ибо наряду с формулой (12) имеем 

2 2
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∫ ∫ ∫

∫
       (13) 

Продифференцировав равенство (12) по у, найдём 
2

2 2

4
( 1)(3 1)d

dq qq x
dy y q q

′ ′′≡ ≡ =
+ −

. 

По условию (10) q  = 1 и q′  > 0, т.е. q с ростом у растёт, а следо-
ват

d d
ельно, будет расти и дальше, обеспечивая выполнение условия 

Крылова (11) и выпуклость участка d+f.  
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Так как уf = 1, а хf = l, то константа уd, входящая в уравнения 
(12) и (13), и значение qf > 1 в концевой точке оптимального кон-
тура находятся из двух равенств 

2 2 4 2(1 ) 4 , (3 4 4ln 7) 16d f f d f f fy q q y q q q l+ = + − − = . 
Отсюда для l ≥ 4 с высокой точностью  

2 2 2

44 27 1 3, , arctg
3 4(1 ) 2(8 9)

f
f d f

ff

qlq y
q lq l l

≈ = ≈ θ = ≈
+ +

. 

В свете полученных результатов оптимальные контуры пло-
ских головных частей при l ≥ 1 – наклонные прямые, а при l < 1 – 
комбинация торца и отрезка прямой х′ = 1. При l < 1 решение да-
ют любые приходящие в точку х f = l, уf = 1 комбинации торцов и 
таких отрезков. В рамках ФН все они имеют одинаковый сх. 

В приближении ФН рассматривался ряд модификаций ЗН. В 
одной из них вместо длины L задаётся объём Ω или ω = Ω/(πY3). 
Первая попытка решения этой задачи – задачи Эггерса (A.J. Egg-
ers и др., 1957 и 1965 [42]) оказалась неудачной. Причины неуда-
чи – введение торца при отсутствии ограничения на длину и 
использование условия Лежандра при нарушении условия Кры-
лова. В результате был сделан вывод о том, что при 0.149 < ω < 
0.346 «решение, если и существует, то не может быть получено 
в данной постановке». Найденное для всех 0 ≤ ω ≤ ∞ решение 
задачи Эггерса (А.Н. Крайко, 1991 [43], там же  описанный 
выше вывод условия Крылова) оказало, что и ая го-
ловная часть, построенная Э оптимальна лишь при 0.433 
≤ ω
час

 дан
заостреннп

ггерсом, 
. При 0 < ω < 0.433 в приближении ФН оптимальны головные 
ти принципиально нового типа: остриё, выступающее из зад-

него торца – УКЭ, также появляющегося в силу ограничений (8) 
с тем отличием, что теперь начало координат лежит в основании 
головной части, и х ≤ 0. В точке стыковки d острия и заднего тор-
ца аналогично ЗН х′d– = 1, однако образующая острия id– вогну-
тая, что при 0 ≤ у < уd по-прежнему обеспечивает выполнение 
условия Крылова. 

В рамках ФН А. Миеле (A. Miele, 1965 [42]) в приближении 
тонкого тела строил головные части, оптимальные при заданных 
L, Y и Ω, точнее, Y, l и сΩ = Ω/(πY2L). Решение А. Миеле оказа-
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и l понималось зада-
ние

лось неполным: полученные уравнения и условия позволяют 
строить оптимальные головные части лишь при 0.25 ≤ сΩ ≤ 0.5 – в 
четверти полного интервала его значений (0 ≤ сΩ ≤ 1). Результаты 
полного решения этой задачи без приближения тонкого тела 
(Н.Л. Ефремов, А.Н. Крайко, К.С. Пьянков, 2005 [44]) представ-
лены на рис. 4.2. При этом под заданием Y 

 габаритов. Так, при больших l и малых сΩ отнесённая к Y 
длина головной части может быть меньше l. С другой стороны, 
при больших сΩ понимаемое в этом смысле ограничение (8) на у 
приводит к УКЭ нового типа – цилиндрическому отрезку: у = 1. 
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Рис. 4.2 
 

На рис. 4.2 сплошными кривыми даны рассчитанные по ФН 
зависимости сх = сх(сΩ, l ьных осесимметричных  ) для оптимал

йние точки отвечголовных частей. Их кра ают минимально и мак-

ой час-
ти 

симально возможным объёмам (сΩ = 0 и 1). Для них, согласно 
ФН, сx = 1. Для каждого l кружок даёт величину сx головн

ЗН, которая для этого l минимальна. Между кружками и тре-
угольниками оптимальные контуры имеют передний торец и вы-
пуклый УДЭ. Треугольники отвечают предельно толстым голов-
ным частям такого типа с горизонтальной касательной в точке f. 
Справа от них оптимальны контуры из переднего торца, выпук-
лого УДЭ и концевого УКЭ: у = 1. Между кружками и прямо-
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ло, превосходили сх экви-
валентных конусов. В тех же примерах, где преимущество сохра-
нялось, оно было заметно меньше, получавшегося по ФН. Одно 
из следствий этих результатов – изменение постановки задачи. 
На практике задание объёма головной части обусловлено разме-
щением в ней полезного груза фиксированного объёма Ωm. Для 
этого объём головной части должен удовлетворять нераве тву 
Ω ≥ Ωm. Если Ω0 отвечает решению  со свободным объёмом, и 
Ω0 ≥ Ωm

 , то именно оно с сх нимальным для заданного l, 
даё

Глава 4.2. Симметричный профиль минима

угольниками оптимальные контуры состоят из переднего торца и 
УДЭ, сначала выпуклых. С уменьшением сΩ на УДЭ появляются 
вогнутые участки, а начиная с квадратиков – задний торец. 
Штрихами даны рассчитанные по ФН зависимости сх = сх(сΩ, l) 
для острых и затупленных эквивалентных конусов, удовлетво-
ряющих тем же габаритным ограничениям. 

Рассчитанные интегрированием уравнений течения идеально-
го газа сх головных частей, построенных в рамках ФН, подтвер-
дили преимущества выпуклых оптимальных контуров. В проти-
воположность этому сх головных частей с вогнутыми участками, 
а тем более с задним торцом, как прави

нс
 ЗН

 = с , мих0
т решение задачи. Согласно рис. 4.2 при этом возможно зна-

чительное (при l ≥ 1 – в несколько раз) уменьшение сх. С матема-
тической точки зрения, такая головная часть – пустотелый обте-
катель со стенками нулевой толщины и располагающимся внутри 
него полезным объёмом Ωm. Таким образом, оптимальные в рам-
ках ФН головные части с сΩ < сΩ0, отвечающие на рис. 4.2 участ-
кам кривых слева от кружков, не представляют интереса. 

льного волнового 
сопротивления 

Сокращения: ЗЛВ – закон локального взаимодействия, УКЭ – 
участок краевого экстремума, ФН – формула Ньютона. 

Ниже на примере построения симметричного относительно 
оси х плоского тела (профиля) минимального волнового сопро-
тивления покажем, как задание длины приводит к появлению не 
встречавшегося до этого УКЭ – заднего торца, замыкающего 
оптимальный контур. По предположению задний торец газом 
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овых 
координат ху с началом в передней точке профиля направим по 
вектору скорости набегающего потока V0. Кроме длины
L зададим отнесённую к L2 площадь F верхней половины его 

ный мас-
штаб, то (рис. 4.3): xi = yi = yf = 0, xf = 1. 

 

не обтекается, а действующее на него донное давление р+ задано 
и не зависит от формы оптимального контура. Ось х декарт

 профиля 

продольного сечения. В идеальном газе при задании только дли-
ны минимальное (равное нулю) волновое сопротивление имеет 
пластинка – отрезок оси х длины L. Если задать только F, то, не-
ограниченно увеличивая длину, можно сделать волновое сопро-
тивление сколь угодно малым. Если принять L за линей

1 x

y 

0 

а) б)

V0 i fθ

1 x

y 

 °

0 
V0 i f

f

 
 

Рис. 4.3 
 

Для определения давления р на поверхности профил
чимся так называемыми законами локального взаимодействия 

 0) 

я ограни-

(ЗЛВ), в силу которых, как и в случае ФН (4.1.1), р – функция 
только угла θ и констант, например, параметров набегающего 
потока. В отличие от рассмотренной в Гл. 4.1 головной части для 
профиля, имеющего не только наветренную (с θ > 0), но и под-
ветренную (с θ < части образующей ФН примет вид 

2
0 [(1 sign ) / 2]sinp p= + + θ θ .                           (1) 

Согласно такой записи ФН на подветренной части профиля, 
включая задний торец, р = р0. При этом на наветренной части -
прежнему 0 ≤ θ ≤ π/2. Здесь и далее р отнесено к ρ0V0

2. 
На ударной волне согласно Гл. 1.4 приращения энтропии s и 

аналогично Гл. 2.4 инварианта I– сверхзвукового стационарного 

 по

течения (Гл. 3.5) – величины порядка [p]3, где [p] – приращение р 
на ударной волне. Поэтому если профиль заострённый и тонкий, 
а число Маха набегающего потока М  невелико, то головная 0
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ударная волна слабая, и с точностью до [p]2 включительно во 
всём потоке, вкючая образующие if или if  °, имеем (Гл. 3.5)  

0

2M 1p
− − − 2

0 2 2
,

M 1p

dp VI I dp p
V dθ

ρ
= → θ = ≡ =

ρ θ −∫ .         (2) 

Формулы (2) дают ещё один ЗЛВ. Объединение формулы (1), 
применяемой при θ ≥ 0, с формулами (2), применяемыми при θ ≤ 
≤ 0, даёт ЗЛВ (1) + (2), для толстых профилей более точный, чем 
ЗЛВ (1) и (2) в отдельности. Наконец, линеаризация формул (2) 
приводит к менее точному, но наиболее простому ЗЛВ: 

0 2
0M 1

p p θ
= +                                        (3) 

−
– формуле линейной теории, уже встречавшейся в законе подо-
бия Аккерета (Гл. 3.13). 

ля F запи-
сан для правильного вычисления приращ

сх

В рамках ЗЛВ для коэффициента волнового сопротивления 
сх, а также для площади F симметричного профиля без заднего 
торца (рис. 4.3, а) или с ним (рис. 4.3, б), будем иметь 

( ) , (1 ) (1 ) ,

( , ) ctg 0.

f f f

x f
i i f

c p dy p y F x dy x dy

E x x

+= θ − = − − −

′ ′θ ≡ − θ =

∫ ∫ ∫
o o o

o            (4) 

Равный нулю при х = 1 второй интеграл в выражении д
ения площади. Для ана-

логичной цели р+уf  ° в формуле для сх записывается и при у f  ° = 0. 
Для вывода необходимых условий минимума , составим 

функционал 

( ) ( , )

[ ( ) (1 ) ( )( ctg )] [ (1 )] ,

f

x
i

f f

i f

J c F y E x dy

p x y x dy p x dy+

′= + λ + μ θ =

′= θ + λ − + μ − θ − + λ −

∫

∫ ∫

o

o o  

в котором λ – постоянный, а μ(у) – переменный множители Ла-
гранжа. При любых допустимых варьированиях исходного (не-
обязательно оптимального) контура, при которых сохраняется 
заданная величина F и выполняется равенство Е = 0 с Е из (4), и 
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люб

 

З Здесь и далее для тел без заднего торца f  заменяется на f; Δxf ° 
-

ращения х и θ проварьированного и исходного контуро

дятся по мере необходимости. 

ых конечных множителях λ и μ приращения сх и функциона-
ла J совпадают. Поэтому, проварьировав J и перейдя от δх′ к δх 
интегрированием по частям, найдём 

( ) .
f f

f f x
x f fc J X x Y y A x A dy A xdyθ +Δ = Δ = Δ + Δ + δ + δθ − δ∫ ∫

o o

o o

o o  (5)
i f

  °

и Δуf ° – приращения х и у точки f  °; δх и δθ – вариации, т.е. при
в при фик-

сированном у, а Хf °, Yf °, Ах, Аθ и А+ –функции х, θ, λ, μ, μ′ = dμ/dy 
и р+, выражения для которых приво

  °Для любого контура if  множитель μ(у) выберем так, чтобы 
обратить в нуль коэффициент Аθ. Это даст конечное уравнение 

2 2sin sin 0, ( ) /A p p dp dθ
θ θθ ≡ μ + θ = = θ θ                 (6) 

с р(θ), определяемым по одному из ЗЛВ (1) – (3) либо из ЗЛВ 
(1) + (2). После этого в выражении (5) для Δсх останутся только 
слагаемые, пропорциональные Δxf °, Δуf ° и δх в интеграле по if  °, а 
при наличии торца – ещё в интеграле по ff  °. Поскольку площадь 
F при варьировании не должна из
при

ри 0 < х < 1 компенсирующей точки с. В ней за счёт 
произвола в выборе λ обратим в ноль к

меняться, то перечисленные 
ращения и вариации зависимы. Их независимость достигается 

введением п
оэффициент Ах: 
0xA ′− ≡ λ + μ = .                                    (7) 

Согласно уравнению (6) входящая в это равенство производная 

х  высокого порядка, чем Δxf °, Δуf° и δх 
в других точках if  ° или ff  °. В результате эти вариации и прира-
щения можно считать независимыми. Следовательно, если уча-
сток if  °, где δх произвольны, реализует минимум сх, то условие 
(7) должно выполняться всюду на этом участке. 

 
μ′≡ dμ/dy = – (pθsin2θ)′. 

Выполнение равенства (7) в точке с позволяет при варьирова-
нии образующей if °f за счёт одновременного варьирования х в 
малой окрестности точки с сохранять постоянной величину F. В 
силу условия (7) варьирование х в окрестности точки с вносит в 
приращение Δс  вклад более
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обоих случаях Δxf ° ≤ 0. При 
допустимом варьировании оптимального контура Δс
вия оптимальности, которые должны выполняться в совпадаю-

f o

.      (8), (9) 

Нарушение неравенства (8) в точк

 абсциссы 
точки f ° или f. Для профилей с задним торцом это – одно  усло-
вий того, что он – УКЭ, где допустимые δх ≤ 0. Поэтому ё од-

 

Для оптимального профиля с задним торцом Δуf ° произволь-
ны, а при его отсутствии Δуf ° ≥ 0. В 

х ≥ 0, и усло-

щих или несовпадающих точках f  ° и f, сводятся к неравенствам  
( ctg ) 0,f f

f
Y p p X+≡ − − μ θ ≥ ≡ μ ≥

o o

o 0 , 

а после исключения множителя μ с помощью равенства (6) к  
( p p+− 2sin cos ) 0, ( sin ) 0p p+ θ θ ≥ θ ≥

f fθ θo o

Входящие сюда величины (исключение – р+) – предельные значе-
ния при подходе к точке f  ° слева. 

е f ° ≡ f тела без заднего тор-
ца указывает на необходимость его введения. Во всех описанных 
выше ЗЛВ р  > 0, т.е. неравенство (9) выполняется, указывая на 
увеличение с  оптимального контура с уменьшением

θ

х

из
ещ

но условие того, что задний торец – УКЭ, сводится к неравенству
0A+ ≡ −λ ≥ .                                          (10) 

нений (6) и (7), придём к Исключив множитель μ(у) из урав
уравнению 

2( sin )p ′θ = λ                               θ          (11) 
и к его первому интегралу 

2sinp C yθ θ = + λ  
с постоянной интегрирования С. Поскольку θ = arcctgx′, то для 
всех ЗЛВ это – нелинейное дифференциальное уравнение первого 
порядка. Подобно Гл. 4.1 его решение представим в параметри-
ческой форме с θ в качестве параметра. Имеем λу = рθsin2θ – С, 
λx′ = λctgθ. Следовательно, 

2
2

2( sin )ctg ( c

i

p C p C
θ

= θ − θ + +

ctg ( sin )ctg
sin

tg ) ( sin cos ) .

i
i

i ii

d y Cx d p C p d
d

p p

θ θ
θ

θ θθ
θ θ

θ θ
θ θθ θθ

λ ⎛ ⎞λ = θ θ = θ − θ + − θ =⎜ ⎟θ θ⎝ ⎠

θ = + θ θ

∫ ∫
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Так как yi = 0, то искомое параметрическое представление опти-
мального контура if  ° принимает вид 

2( sin cos ) , sin
i i

x p p y p
θθ

θ θθ θ
λ = + θ θ λ = θ .               (12) 

Отсюда для оптимального контура без заднего торца в точке f ≡ f ° 
2( sin cos ) , 0 sin ,ff

i i
p p p

θθ
θ θθ θ

λ = + θ θ = θ        (13), (14) 

причём для выполнения равенства (14) р  и р  должны быть оди-
наковых знаков. 

В рамках простейшего ЗЛВ – формулы

θi θf

 (3) линейной теории 
р  –θ  константа, и из условия (14) следует, что 

0f iθ = −θ < ,                                         (15) 
поскольку оптимальный контур if лежит над осью х. Из равенств 
(3) и (15) и линеаризованных (|θ| ≤ θ  << 1) формул (13) и (12) 
сначала найд м λ, а затем х и

i

ё  у оптимального контура: 
2 2

2
, , ,

2 4
i i i

i ix yλ = = = − θ ≤ θ ≤ θ
θ θ

. 
0M 1 i i−

Подст

4− θ θ − θ θ − θ

авив θ, выраженное через х, в формулу для у, получим, что 
(1 ) iy x x= − θ ,                                     (16) 

т.е. оптимальный контур симметричен относительно х = 0.5. 
С использованием формул (3), (4) и (16) найдём 

1 1

0 0
1 12 2

2

(1 ) (1 ) (1 ) ,
6

1 1(1 )

f f
f i

i xi
i i

i i
2

2 2 2 2
0 00 0 0 0

22 .
M 1 M 1 3 M 1 M 1

F x dy x y ydx x x dx c pdy

dy x dx

θ
= − = − + = θ − = = =

θ θ
= θ = =

∫ ∫ ∫ ∫
  (17) 

Fdx
dx

= −
− − − −∫ ∫

Чтобы профиль с острой задней кромкой был оптимал
точке f должно выполняться неравенство (8). После линеаризац
и учёта выражений (15) и (17) для θ  и F оно принимает вид  

ен, в 
ии 

f

0 0 0

2 2 12 0f i Fp p p p p p+ + +θ θ
− + = − − = − − ≥

2 2 2
0 0 0M 1 M 1− − −

. 

Данное условие нарушается, если 
M 1
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2 2
0 0 0

m 2
0 0

M 1 M 1
1 1

12 12 M
p

0

p pF F
p p

+ +− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
> = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+

,         (18) 

т.е. при р  = р0 – для любых F. Второе выражение правой части 
этого неравенства записано для совершенного газа с учётом того, 

2 + F  невелика и 

етричного профиля зад-
него торца указал Чепмен (D.R. Chapman, 1952). 

Для оптимального контура с задним торцом в рамках р
ЗЛВ по-прежнему справедливы параметрические представ
(12), где λ определена формулой (13) с f  ° вместо f. Теперь, одна-
ко, условие (14) – следствие равенства: у  = 0 – заменяет записан-

что р0 отнесено к ρ0V0 . Даже при р  = 0 величина m

быстро уменьшается с ростом М : так, F  ≈ 0.026 и 0.00 m 083 для γ = 
= 1.4 и М0 = 2 и 4. В рамках линейной теории на возможность 
появления в оптимальном контуре симм

азных 
ления 

f

ное в точке f  ° равенство (8): 
( sin cos ) 0f
p p p+

θ− + θ θ =o .                        (19) 

Это равенство служит для определения θ f °, а через него – yf ° > 0.  
В рамках линейной теории условие (19) после линеаризации 

даст 
20
0 mM 1 6

2f

p p F
+−

θ = − − = −o                          (14°) 

с площадью Fm, определённой формулой (18). Как следствие это-
го, выражение для λ, параметрическое и прямое представления 
участка if ° оптимального контура (после подстановки λ, линеари-
зации и исключения θ) и формула для уf ° примут вид 

2 2
m

2
m m0

2m
m m

62 , , ,
6 2(6 )M 1

6(6 ) , , (1) 3 .
2 2

i i i

i i

i i
i i i f

F x y
F F

FF x y x x y y F

+ θ θ − θ θ − θ
λ = − = =

+ θ + θ−

+ θ θ
θ = θ − + θ = θ − = = −o

(15°) 

Подставив θ, у и у f ° из (15°) в формулы (4) для F и сх, получим 
 

1 1
2m

m m
0 0

6 3( ),
2 3

i i
i i

FF ydx x x dx F F F+ θ θ⎛ ⎞= = θ − = − → θ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  
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1
2

0 0 2
00

2 2 2
m

0 02

3 3 (2 )( ) 3 3( )

i i

f

F F F F F F F Fp p y p p+ ++ − + −
− − = − −o

m m m
2

0 0

1( ) ( )
M 1

3 .
2M 1 1

f f

x f f
c pdy p y p p dy p p y+ += − = − − − = θ

−

=
− −

∫ ∫ ∫
o o

o o dx −

M
В последнем переходе использовано определение Fm. 

Итак, для оптимального контура с задним торцом в рамках 
линейной теории справедливы формулы 

2m m m
m2

0

3 36 , 3( ) 3 , 3 ,
2 2M 1 f

F F F F F Fy F F x x y+ + −
λ = − = + − =

−
o

°

2
m m3 (2 )3( ), 6 , 3 .m m 2

0M 1
i xf

F F F FF F F c + −
θ = + θ = − =

   (16 ) 

Э. Если р+ ≤ р , то F  ≥ 0, и оно выполняется. Как уже отме-

у в оптимальный контур нет 
смысла включать бесполезный участок с отрицательным, отлич-
ным от –π/2 углом наклона касательной, увеличивая за счёт этого 
наклон и сопротивление наветренной части тела. Таким образом, 
задний торец в приближении ФН неизбежен, а действующее на 
него давление р+ = р . При этом равенство (8) принимает вид 

−
o

Напомним, что λ ≤ 0 – одно из условий того, что задний торец – 
УК 0 m
чалось, при р+ = р0, т.е. при нулевом донном сопротивлении, Fm = 
0, оптимальный контур имеет задний торец при любой F > 0, в 
силу (14°) и (16°) θf ° = 0, а сх такого оптимального контура в со-
ответствии с формулами (17) и (16°) вчетверо меньше сх псевдо-
оптимального контура с острой задней кромкой. Если для тех 
же тел при р+ = р0 рассчитать сх по линеаризованной ФН (1), то 
получается в точности тот же результат, несмотря на разную роль 
подветренной части профиля в линейной теории и в рамках ФН. 
Она, не внося сопротивления по ФН, в линейной теории даёт 
0.5сх. 

В рамках ФН (1) р ≡ р0 на всей подветренной части контура с 
задним торцом или без него. Поэтом

0
2 2 2sin (1 2sin cos ) 0

f f
θ + θ θ =o o , 
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оптималь-
н

откуда следует, что θf ° = 0. Отсюда аналогично интегралам (12) 
получим параметрическое представление участка if ° 
ого контура: 

2 2 3

2 2 2 2

(3 ) 21 , , tg , 0
(1 ) (1 ) if

q q qx y y q q q
q q

+
= + = + = θ ≥ ≥

λ + λ +
o .   (20) 

Если равенства (20) записать в точке i, то первое даст λ, а 
второе (с найденным λ) – у f ° через qi: 

2 2 2 2 2(3 ) /(1 ) , 2 /(3 )i i i i if
q q q y q qλ = − + + = +o . 

В силу первого из них λ ≤ 0 и, следовательно, выполняется усло-
вие (10), показывающее, что задний торец – УКЭ. Значение qi 
подбирается так, чтобы найденная по формуле (4) площадь F бы-
ла равна заданной величине. Для ФН, выполнив дифференциро-
вание в уравнении (11), найдём, что 

2 3/ /[(3 )sin cos ]d dx qθ = λ − θ θ . 
К
оп  
≡ 
≡ 1/х . Поскольку λ  dθ ≤ 0, птим ный ур 
вы и нот  возрастающ нкц . Ес  = 
= F(qi = 1), то  > 1 пти ого ура и в .1, 
появляется еще ин УК передний то

Для нелин о З ), к для ине вер ), 
пр  F ль нт е ру юю м-
ку, однако уг зао я θ i е ЗЛ  – 
пр на тор  п ры кц ли -
чё в  фо (2.3 (1.4 –2/ /(ρ 2ω я 

с-
 

ρ/

ак и в Гл. 4.1, можно показать, что в рассматриваемой задач
ти ный контур должен удовлетворять услови  Крылова: q

е 
маль ю

′ ≤ 1  ≤ 0, то
онно

F  у о
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т
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2 2
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ущей функции рθ, θi > 0 и θf < 0 оно вы-
полняется только при |θf| > θi. 

Для тонких тел существенно сопротивление трения, соизме-
римое или превышающее волновое и слабо зависящее от формы 
образующей. Поэтому для демонстрации роли профилирования 
приведём результаты, полученные для достаточно толстых про-
филей (А.Н. Крайко, Д.Е. Пудовиков, 1997 [45, 46], см. также 
[47]). Оптимальные контуры строились в рамках ФН и линейной 
теории, но их сх рассчитывались численным интегрированием 
уравнений Эйлера с явным выделением головной ударной волны. 
Для тел с F = (tg30°)/6 = (6√3)– 1 ≈ 0.096, обтекаемых газом с γ = 
1.4, результаты представлены в табл. 4.1 и на рис. 4.4. У симмет-
ричного относительно х = 0.5 тела, построенного для этого F по 
формуле (16), θ i = –θf = 30°, а полутолщина τ0 ≡ у(0.5) = 0.144. 

 
Т а б л и ц а  4.1 

С

Значит, рθθ > 0 при М ≥ 1, а рθ – положительная растущая функ-
ция θ. Но для всех ЗЛВ заострённые с обоих концов оптимальные 
контуры удовлетворяют условию (14):pθisin2θi = pθfsin2θf. В силу 
чётности sin2θ для раст

 

равнение оптимальных и псевдооптимальных профилей 
p+/p0 0 1 
M0  3 6 12 3 6 12 

cxL×10 254 
(202) 

125 
(74) 

85 
(30) 

140 
(98) 

92 
(47) 

75 
(23) 

4
 

cxN×10 - - - 140 
(53) 

90 
(53) 

71 
(53) 

4
 

cxS×10 448 
(393) 

296 
(188) 

253 
(93) 

448 
(393) 

296 
(188) 

253 
(93) 

4
 

Δc 37 
) xS(%) 76 

(95) 
137 

(154) 
198 

(210) 
220 

(301) 
222 

(300) 
2

(304
yf°L×103

 

116 130 137 144 144 144 
yf°N×103

 

- - - 159 159 159 
 

В табл. 4.1 собраны схL, cxN и
+

 cxS – сх тел, оптимальных по ли-
нейной теории и ФН (для р  = р0) и псевдооптимальных без зад-
него торца. Для всех сх дано две величины: найденная интегриро-
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ванием уравнений Эйлера (точная), а в скобках – определённая 
по ФН (для cxN) и по линейной теории (для схL и cxS). Кроме того, 
приведены ΔcxS = (cxS/схL – 1)⋅100, характеризующие преимуще-
ства оптимальных контуров и значения их у f °. Влияние р+/р0 па-
дает с ростом М0, что естественно, ибо р0 = 1/(γМ0

2) и с ростом 
М0 вклад в сх заднего торца при р+/р0 = О(1) много меньше вкла-
да наветренного участка. 

 
 

M0 = 3

p+/p0 = 0

1 

0.5 
1

x
0 10.5  

 
Рис 4.4 

Слабую зависимость от  р+/р0 не только уf °, но и 
все

и по 
форме и по точным значениям сх. Последние много меньше, чем 
сх псевдооптимальных контуров с острой задней кромкой. 

Глава 4.3. Пространственные тела, оптимальные 
в приближении законов локального взаимодействия 

Сокращения:

. 
 

величины
го оптимального контура демонстрирует рис. 4.4. На нём η = 

= у/τ0, сплошными кривыми даны оптимальные и псевдоопти-
мальные контуры, построенные в рамках линейной теории, а 
штрихами – по ФН. Табл. 4.1 и рис. 4.4 показывают, что несмотря 
на большие ошибки при определении сх с помощью ЗЛВ, опти-
мальные контуры, построенные в рамках разных ЗЛВ, близк

 ЗЛВ – закон локального взаимодействия, МХП – 
метод характеристических полосок, НП – наветренная поверх-
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тона. 

оения пространственных тел ми-
нимального полного сопротивления. Ограничившись сначала
лами с заданным основанием Sb, покажем затем, что построенные
решения можно использовать в адаче с заданными Sb и макси-
мально  ЗЛВ, как 
и форму , дейст-
вующие тела (рис. 
4.5). 

ность, УДЭ и УКЭ – участки двустороннего и краевого экстре-
мума, ФН – формула Нью

В рамках некоторого класса законов локального взаимодей-
ствия (ЗЛВ), в которых кроме нормальной составляющей силы 
(давления) есть отличная от нуля касательная компонента (тре-
ние), рассмотрим задачу постр

 те-
 

з
Lдопустимой длиной тела . Используемые далее

ла Ньютона (ФН) в Гл. 4.1, определяют силы
только на наветренную поверхность (НП) 

 
 

y

0 x

S

V0 

b

Γ 

n 
S t 

i

z  
 

Рис. 4.5 
 

Направим ось х декартовых координат xyz по скорости V0 на-
бегающего потока и совместим основание тела с плоскостью х = 
= 0. Пусть х = х(у, z) – уравнение НП, n и t – орты внутренней 
нормали и касательной к НП, а i – орт оси х. Вектор t выбран так, 
что все они лежат в одной плоскости (компланарны). Для ЗЛВ, в 
которых сила трения направлена по вектору t, получим, что 
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0{[ ( )]p qc q+ α +∫∫D = n ( ) } ,p fc dSα t

2
2 2

1( , ) , [ ] 0, 1 .
1

S

z y

y z
x x

α = α ≡ ⋅ = ⋅ × = ⋅ = − α
+ +

n i t n i t i
     (1) 

Здесь D – сила действующая на Н 2П, S – площадь НП, q = ρ V , а 

его 

рических 
точно 

0 0

коэффициенты давления и трения ср
егающ

пото

(α) и с f(α) – известные поло-
жительно определённые функции α, параметров наб

ка и констант ЗЛВ. 
Если оптимальная НП не содержит параллельных V0 цилинд-

участков, что при задании только осн
очевидно, то dS = dS

ования Sb доста-
опротивления НП b/α, и коэффициент с

cD согласно формуле (1) равен 
20 ( )1 ( ) , ( ) ( ) 1fb

D b p
cS pc F dS F c

qS S
bb b S

α⋅ −
= α α = α + − α∫∫

D i= .(2) 
α

 
 R → ∞ 

N → ∞

 
 

Рис. 4.6 
 

я (для ФН – волно-
вого). Действительно, зде
дли

Для ФН без трения, когда ср(α) = α2, а сf(α) = 0, задание толь-
ко основания Sb недостаточно для корректной постановки задачи 
построения тела минимального сопротивлени

сь, как и в Гл. 4.1, cD = сх → 0 с ростом 
ны тела L. Для пространственных тел при задании и L, и пло-

щади основания Sb задача по-прежнему некорректна. Теперь сх 



 

 

261

 ∞. 
Именно поэтому в первых работах по построению оптимальных 
пространственных тел в без трения (А.Л. Гонор, Г.Г. 
Чёрный, начало 1960-х гг., см фиксировались L, r и N. 

В рамках принятого ЗЛВ на НП 
0 ≤ α ≤ 1.                                            (3) 

При некотором α = α ервала функция 
F(α) минимальна. Значит минимально воз-
можное значение коэффициента сопротивления cDm = F(αm) име-
ют тела, в каждой точке которых

можно сделать сколь угодно малым, устремив к бесконечности 
внешний радиус R, а к нулю внутренний радиус r или при фикси-
рованных R и r число N продольных рёбер пространственного 
ежа (рис. 4.6), для которого в отличие от выемок на рис. 4.1, в 
ФН применима. Даже, если задать L, R и Sb, то сх → 0 при N →

рамках ФН 
. [42]) 

m из этого конечного инт
, в силу формулы (2) 

 
mα = α ,                                             (4) 

а для любого иного тела ванием c  > c . с тем же осно D Dm

Согласно определению α из (1) равенство (4) приводит к не-
линейному уравнению в частных производных первого порядка: 

2 2 2 2
m 1 0y zx x C −+ = ≡ α − ≥ .                        (5) 

Оно решается методом характеристических полосок (МХП), 
который состоит в следующем. Введя обозначения q = xy и r = xz, 
продифференцируем уравнение (5), переписанное в форме 

2 2 2q r C+ = ,                                        (5°) 
по y и z. С учетом того, что qz = ry, это даст два уравнения: 

0, 0y z y zqq rq qr rr+ = + = , 
из к q rоторых следует, что  и  постоянны вдоль характеристиче-
ских полосок: qdz = rdy – отрезков прямых в плоскости yz. Но 
dx = xydy + xzdz ≡ qdy + rdz и с учетом уравнения (5°) вдоль них 

2 2( / ) ( / )dx C q dy C r dz= = , 
и на характеристических полосках х – линейная функция у или z. 

НП пересекает плоскость уz по границе Гb основания Sb, за-
данной уравнением Г(у, z) = 0. Следовательно, на Гb: х(у, z) = 0. 
Продифференцировав эти уравнения и исключив дифференциалы 
dy и dz, получим: q/Гy = r/Гz, а отсюда и из уравнения (5°) найдём 
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2 2 2 2/ , /z y z y y zr C q C= ± Γ Γ + Γ = ± Γ Γ + Γ . 

Из пары значений q и r берутся те, которые формируют НП, об-
ращенную навстречу потоку. Если основание – круг, то МХП да-
ёт круговой конус с полууглом при вершине 

θm = arcsin(αm).                                      (6) 
Первыми равенство (4) установили А. Миеле и Д. Халл (1965 

[42]), которые при построении пространственной оптимальной 
НП в дополнение к Sb задавали площадь НП S. Согласно их ре-
зультату, полученному МХП, αm = Sb/S, т.е. не зависит от 

. Как показано ниже, этот результат при правильности 
 (4) неверен: при круговом основании конус с αm = Sb/S
венная и не всегда оптимальная пространственная НП

 

вида 
ЗЛВ равен-
ства  – не 
единст . 

 

x

z 

y

x
z

y

 

m

 
Рис. 4.7 

 
Простейшие поверхности, нормаль к которым такова, что α = 

= αm, – это круговые конусы с полууглом при вершине θm и ка-
сающиеся их плоскости. Такие конусы и плоскости назовём оп-
тимальными. Угол θ  определяется формулой (6), в которой αm 
доставляет минимум функции F(α) в выражении (2) для коэффи-
циента сопротивления сD. Используя оптимальные конусы и 
плоскости, можно исключительно просто конструировать широ-
кий круг конических и неконических пространственных опти-
мальных НП (Г.Е. Якунина, 2000 [47-49]). Так, конические опти-
мальные НП строятся из оптимального конуса и не менее двух 
оптимальных плоскостей (рис. 4.7). 
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z 

Идею построения пространственных оптимальных НП с кру-
говым основанием поясняет рис. 4.8, а. На нём в плоскости х = 0 
нарисованы окружности – основания трёх оптимальных конусов 
и прямые – линии пересечения плоскости х = 0 с восьмью опти-
мальными плоскостями, которые касаются меньшего конуса по 
симметрично расположенным образующим. Попарно эти плоско-
сти формируют одинаковые оптимальные клинья с равным 2θm 
углом при вершине. Угол между плоскостями симметрии четы-
рёх «сплошных» клиньев (им отвечают сплошные прямые) равен 
π/2. Радиус и длина внешнего оптимального конуса с основанием, 
ограниченным сплошной окружностью, которая проходит через 
четыре точки пересечения сплошных прямых, в √2 ≈ 1.41 раз 
больше радиуса и длины меньшего (внутреннего) оптимального 
конуса. Оптимальное тело получается после удаления внешним 
оптимальным конусом четырех полубесконечных частей клиньев. 
Результирующая пространственная оптимальная НП – наконеч-
ник крестообразной отвертки при таких же, как у внешнего 
оптимального конуса, площади основания, cD и площади НП S, 
имеет в √2 раз меньшую длину. 

 
 

y 
а) в)б)

y

x 
x

y

z

 
Рис. 4.8 

 
Радиус штриховой окружности, проведённой через вос

точек пересечения и сплошных, и штриховых прямых, приме

сле уда-

емь 
рно 

в 2.61 раза больше радиуса внутреннего конуса. Во столько же 
раз меньшей (при одинаковых основаниях) оказывается длина 
пространственной головной части, которая получается по
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лен

ь любых звездообразных 
оптимальных конических тел с N одинаковыми лепестками. При-
мер такого построения приведен на рис. 4.8, б. На нём для N 4 
удаляемые видимые части конического звездообразного опти-
мального тела и не входящая в пространственн
НП передняя часть срезающего оптимального 
кими, а неконическое оптимальное тело – жирными линиями. 
При фиксированном N сокращение длины и ориентаци ередних 
кромок оптимального тела зависят от длины срезаемых лепест-

са с тем же кру-
гов

й конус, объясняется следующим. 
В р

мальная НП. Расположенные за 

ице 

Пока в данном параграфе удавалось обходиться без ап арата 
вариационного исчисления. В задаче построения пространствен-
ных оптимальных НП с заданными Sb и S без него обойтись не 

ия «штриховым» оптимальным конусом полубесконечных 
частей всех клиньев. 

Описанное построение можно выполнить, срезая внешним 
оптимальным конусом лишнюю част

 = 

ую оптимальную 
конуса даны тон-

я п

ков. Как и в случае рис. 4.8, а, минимальная длина и нормальные 
оси х передние кромки получаются для бесконечно длинных ле-
пестков. При этом для N ≥ 2 отношение длины пространственно-
го оптимального тела к длине оптимального кону

ым основанием равно sin(π/N), позволяя за счёт увеличения N 
удовлетворить любому ограничению на длину оптимального тела 
с круговым основанием. При N = 2 внешний и внутренний опти-
мальные конусы совпадают, и оптимальное тело остаётся круго-

н указаны выше. вым конусом, а при N = 4 и 8 уменьшения дли
Способ построения более простой самолётоподобной оптималь-
ной конфигурации (рис. 4.8, в) достаточно очевиден. 

Причина того, что при круговом основании с помощью МХП 
получается только оптимальны

амках МХП изломы искомой поверхности возможны либо при 
наличии изломов на границе основания, либо из-за пересечениях 
полосок, идущих из разных точек гладкой границы. Так, полоски, 
получающиеся при круговом основании для уравнения (4), тоже 
пересекаются, но пересекаются в вершине оптимального конуса, 
где заканчивается искомая опти
изломами пространственные вырезы отвертки на рис. 4.

иями на гран
8, б – 

рукотворные создания, не связанные с услов
основания. Их МХП предсказать не мог. 

п
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становке следует преду-
смотреть торцы и цилиндрические УКЭ, которые могут п
ся из-за ограничений (3) на α. Если S1 и S0 – их площад

удастся. Начнём с того, что при такой по
оявить-
и (отне-

сённые к Sb), то для ФН с постоянным коэффициентом трения 

1 1

2 2
0 1 0 1

\ \

, , 1
b b

fb
D b f

S S S S

cdSc FdS c S S S S S F= + + = + + = α + − α
α α∫∫ ∫∫ , (7) 

где S ≥ Sb = 1, 0 ≤ S0< S, 0 ≤ S1 ≤ 1, а Sb\S1 означает интегрирова-
ние по основанию без проекций на него торцевых

чения необходимых условий миниму
 участков.  

Для полу ма сD при за-
данной неопреде-
лённым ован
условия минимума сD и J совпадают, и 

1
1 0(1 ) ( )D b fc J IdS I n d c SΔ Δ δ λ δ Γ λ Δ= = + + - + + =тт тС  

площади S составим функционал: J = сD + λS с 
постоянным множителем λ. Так как S фиксир о, то 

1 1\bS S Γ

1

2

\

( ) ... ...
2

b

b
S S

II dSαα
αδα δα

й щ
к ъ= + + +
к ъл ытт ,                        (8) 

2 2( , ) ( ) 1fc
I I F λ λ

α λ α α α
α α α

= = + = + - + . 
Здесь контурный интеграл берется в плоскости x = const по гра-
нице Γ1, отделяющей торец (при S1 > 0) от наклонной части НП – 
УД

0

Э, δn1 – смещение Γ1 по внешней нормали к себе (в той же 
плоскости), I на Γ1 – значение со стороны УДЭ.  

Получение необходимых условий минимума начнём со слу-
чая отсутствия УКЭ (S1 = S0 = 0). В некоторой компенсирующей 
точке с поверхности S за счет выбора множителя λ положим 

2( ) ( )I F −
c cα α≡ − λα =                         (9) 

можно считать независимыми. 
На

очередь ься 

и одновременно с варьированием α в произвольной точке НП за 
счет изменения α в окрестности точки с сохраним S, причём при 
неизменной Sb. Благодаря этому все вариации и приращения в (8) 

 УДЭ вариации δα произвольны. Поэтому оп
оптимальную НП необходимое условие миниму

, сводится к равенству (9), которое должно выполнят

ределяющее 
ма cD, в первую 
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После этого выражение (8) для Δ D примет вид  

не только в точке с, но и на всей оптимальной НП. Значит, на оп-
тимальной НП α константа, а согласно равенствам (7) для S и cD 
при S0 = S1 = 0 и уравнению (9): 

m
2

m m m m1/ / 1, ( ), (1/ )b DS S S F c F Sαα = α ≡ = ≤ λ = α α = .   (10) 
c

1

2
1 0

\

1 ( ) (1 ) ( )
2

b

D b f
S S

c I dS I S c SααΔ = δα + + λ − Δ + + λ Δ∫∫ . 

Отсюда получается условие Лежандра: 

m

4

L m 2 3/ 2 2 3/ 2
m m

( , ) 6 6 0
(1 ) ( 1)

f f
f

c c S
c I

Sαα α=αϕ α ≡ = − = − ≥
α − α −

но не только. Если оптимальная НП не содержит УКЭ (S0 = 
= 0), то их введение (ΔS0 > 0, ΔS1 > 0) не должно уменьшать
Следовательно, такие оптимальные НП должны удовлетвор

,     (11) 

S1 = 
 сD. 
ять 

еще двум необходимым условиям минимума сD. После исключ
ния λ они принимают вид 

е-

2
m

21 1 2 1S S− − α − −
ϕ 3

0 m m 32 2
m

2
2

1 m m m 22 2
m

( , ) 2 0,
1 1

2( , ) 1 2 0.
1 1

f f f

f f
f

c c c
S S

c c SS Sc
S S

α ≡ α − = − ≥
− α −

+ −
ϕ α ≡ + α − α − = − ≥

− α −

 (12) 

Вторые выражения – результат замены αm на 1/S согласно (10).  
Функции ϕ0, ϕ1 и ϕL при cf > 0 знакопеременные и для любо-

го 0 ≤ αm ≤ 1 при превышении некоторой величины cf – отрица-
тельные. На рис. 4.9, а в плоскости αm = 1/S, cf кривые 0, 1 и L 
отвечают обращению функций ϕ0, ϕ1 и ϕL в нуль. Под ними со-
ответствующие условия выполняются, а над ними не выполняют-
ся. При всех αm кривая L лежит выше одной из кривых 0 или 1, 
т.е. условия (12) сильнее условия Лежандра (11). 

При нарушении хотя бы одного из условий (12) у оптималь-
ных НП кроме УДЭ, где по-прежнему справедливо второе равен-
ство (10), появляются УКЭ одного или обоих типов, т.е. в общем 
случае: S1 ≥ 0 и S0 ≥ 0. При этом по-прежнему α = αm, однако те-
перь вместо первой формулы (10) для α  справедлива связь: m
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S = (1 – S1)/αm + S1 + S0. 
При S1 > 0 и S0 > 0 приращения ΔS1 и ΔS0 произвольны, и из 

выражения (8) для ΔсD в качестве необходимых условий мини-
мума сD вместо неравенств (12) получаются равенства 

0fc + λ = ,                                         (13) 

2 2 m
m m

m m

11 1 0fc − α
− α − − α − λ =

α α
.                      (14) 

При S0 > 0 и S1 = 0, то выполняются уравнение (13) и второе не-
равенство (12), а при S0 = 0 и S1 > 0 – уравнение (14) и первое не-
равенство (12). Опуская дальнейшие детали, приведём результа-
ты выполненного анализа (А.Н. Крайко, Г.Е. Якунина, 2008 [50]). 
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Рис. 4.9 
 

Согласно полученным выш условиям форма оптимальной 
НП зависит не только от вел но и от 3ЛВ. На рис. 4.9, а 
пунктирная горизонталь c  = const < c  ≈ 1.0752 почти целиком 
леж

е 
ичины S, 

f f∗

ит под кривыми 0 или 1 (αm∗ ≈ 0.2866, cf∗ ≈ 1.0752 в точке их 
пересечения), ограничивающими сверху область, в которой удов-
летворяются неравенства (12) – необходимые условия минимума 
сD. Пусть αm0 = αm(cf) на возрастающем участке кривой 0, αm1 = 
= αm(cf) на убывающем участке кривой 1, а заданная величина S 
и коэффициент трения cf < cf∗ таковы, что αm0 ≤ 1/S ≤ αm1. В та-
ких случаях оптимальное αm = 1/S, и при круговом основании 
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чивает одинаковые у 
все

пре-
дыд

одна из оптимальных НП – поверхность кругового конуса. Полу-
угол при его вершине θ = arcsin(1/S). Наряду с конической можно 
построить бесконечно много оптимальных пространственных 
НП, которые при таких S, опираясь на круговое основание, имеют 
одинаковые сDm = F(1/S). Одна из них изображена на рис. 4.8, б. 
На НП любого оптимального тела α = αm = 1/S. В силу формул 
(7), записанных для S1 = S0 = 0, это обеспе

х оптимальных тел значения сD и S. 
Пусть теперь cf ≤ cf∗ ≈ 1.0752, а αm1 < 1/S ≤ 1. В таких случаях 

оптимальная НП состоит из торца и УДЭ, на котором для всех S 
из указанного диапазона αm = αm1(cf), т.е. постоянно. При круго-
вом основании одна из оптимальных НП – поверхность усечен-
ного кругового конуса. Три таких усеченных конуса изображены 
на рис. 4.10, а. При S → 1 высота усеченного конуса стремится к 
нулю. Напротив, с ростом S при достижении ею величины S = 
= 1/αm1(cf) конус становится острым. Полуугол при вершине усе-
ченного конуса θ = arcsinαm1(cf) ≤ arcsin(1/S), и равенство имеет 
место в предельном случае S = 1/αm1(cf). Поверхность усеченного 
конуса (рис. 4.10, а) можно разбить на несколько, например, на 
две поверхности, как показано на рис. 4.10, б. Наконец, кониче-
ские поверхности можно заменить пространственными. При кру-
говом основании такие пространственные оптимальные НП мож-
но получить удалением плоскостью x = const носовой части оп-
тимального тела, изображённого на рис. 4.8, б. Отличие от 

ущего случая в том, что пространственная оптимальная НП 
строится не для αm = 1/S, а для αm = αm1(cf). 

 
 

а) 

б) 

в) 

г) 

 
 

Рис. 4.10 
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Пусть теперь m0. При этом оп-

m0 f

 
НП

 
cf ≤ cf∗ ≈ 1.0752, но 0 ≤ 1/S < α

тимальная НП состоит из цилиндрического участка и УДЭ. На 
УДЭ для всех S из указанного диапазона αm = αm0(cf), т.е. опять 
постоянная, но меньшая величина. При круговом основании одна 
из оптимальных НП – поверхность кругового цилиндра с кону-
сом, полуугол при вершине которого θ = arcsinα (c ) ≥ 
≥ ar αcsin(1/S). Равенство имеет место при S = 1/ m0(cf). Две таких

 вместе с предельным конусом изображены на рис. 4.10, в. Ци-
линдрические и конические участки можно комбинировать про-
извольным образом при сохранении величин S и S0, а на кониче-
ских участках αm = αm0(cf). Одна из получающихся при этом оп-
тимальных конфигураций изображена на рис. 4.10, г. Любой ко-
нус на рис. 4.10, в и г можно заменить пространственной опти-
мальной НП, построенной для αm = αm0(cf). 

Расчёты, выполненные для cf ≤ cf∗, подтвердили превосходст-
во ПН с торцевыми (при αm1 < 1/S < 1) и цилиндрическими (при 
0 ≤ 1/S < αm0) УКЭ, хотя для cf << 1 оно незначительно. С увели-
чением cf уменьшение сопротивления становится более замет-
ным, прежде всего для тел с торцами. На рис. 4.9, б кривые n = 4 
и n = 2 рассчитаны для коэффициента трения cf = 0.5, замеча-
тельного тем, что αm1(0.5) = 1/√2 ≈ 0.7071, а cDm ≡ 1 для всех 1/√2 
≤ 
≤ 1/S ≤ 1. Для cf = 0.5 при 0 ≤ 1/S < αm0(0.5) ≈ 0.1265 оптимальные 
НП имеют цилиндрические УКЭ. На рис. 4.9, б и в приведены 
величины δcD = cD/cDm – 1, где cD = F(1/S) – сопротивление ост-
рого конуса. Кривая n = 3 дает зависимость δcD от 1/S для cf = cf∗ 
≈ 
≈ 1.0752. Хотя в этом случае δcD примерно в 5 раз больше, чем 
для cf = 0.5, уменьшение сопротивления при переходе к комбина-
ции конуса и цилиндра составляет десятые доли процента. Для 
больших 1/S переход к затупленным конусам уменьшает сопро-
тивление заметно больше: до 5% при cf = 0.5 (кривая n = 2 на рис. 
4.9, б) и до 19% при cf = cf∗ (штриховая кривая на рис. 4.9, в). 

Согласно рис. 4.9, а для cf > cf∗ ≈ 1.0752 и 0 ≤ 1/S ≤ 1 наруша-
ется хотя бы одно из необходимых условий (12). Это значит, что 
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0 ≤ 1/S ≤ 1. Для cf > cf∗ ≈ 1.0752 с ростом коэффициента трения 
преимущество оптимальных затупленных по торцу цилиндров 
над острыми конусами быстро растет (рис. 4.9, в). 

 

Глава 4.4. Метод неопределённого контрольного контура 
в рамках уравнений Эйлера 

Сокращения:

при таких cf оптимальная НП не может иметь УДЭ. Единственная 
остающаяся возможность – затупленный по торцу цилиндр, т.е. 
поверхность, образованная УКЭ двух допускаемых условиями (3) 
типов. Переход от построенных выше оптимальных НП с УДЭ 
происходит естественным образом, ибо при cf = cf∗ их сопротив-
ление равно сопротивлению затупленных цилиндров с теми же

 КК – контрольный контур, МКК – метод кон-
трольного контура, МНКК – метод неопределённого контроль-
ного контура, МХ – метод характеристик, ЗХ – замыкающая 
характеристика пучка волн разрежения, УКЭ – участок краево-
го экстремума, ЭХ – экстремальная характеристика.  

В Гл. 4.1–4.3 оптимальные мические формы строи-
лись в рамках приближённы в локального взаимодейст-
вия. В данном параграфе оптимальное профилирование выполне-
но 

ил 
А.А. Никольский (1950). В линейном приближении он построил 

аэродина
х законо

в точной постановке с использованием уравнений Эйлера, 
описывающих плоские и осесимметричные течения идеального 
газа. В таком приближении будет спрофилировано сопло Лаваля, 
реализующее максимум тяги, и построена осесимметричная го-
ловная часть минимального волнового сопротивления. В обеих 
задачах искомые контуры удовлетворяют дополнительным габа-
ритным ограничениям. Для применяемого здесь метода отсутст-
вие ограничений типа задания объёма или омываемой поверхно-
сти принципиально. Дело в том, что и объём, и омываемая по-
верхность не выражаются через интегралы по контрольному 
контуру (КК), сводящему двумерную задачу с уравнениями в 
частных производных к одномерной задаче вариационного ис-
числения.  

Первым метод контрольного контура (МКК) примен



 

 

271

осе

точное 
реш

симметричную кормовую часть тела с протоком, реализующ-
щую при сверхзвуковом обтекании минимум волнового сопро-
тивления. При этом КК состоял из отрезков линеаризованных С+- 
и С–-характеристик. Характеристический КК в рамках полных 
уравнений Эйлера первыми применили К. Гудерлей и Э. Хантш 
(1955). При профилировании сверхзвуковой части сопла Лаваля 
они свели определение экстремальной характеристики (ЭХ) к 
решению краевой задачи для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Ю.Д. Шмыглевский (1957) нашёл её 

ение, что существенно упростило построение оптимальных 
сопел, а Л.Е. Стернин (1957) распространил это решение на про-
извольный двупараметрический газ. Более простой способ, кото-
рым к тем же результатам пришёл G.V.R. Rao (1958), сначала 
воспринимался как ошибочный. Позднее, однако, он получил не-
обходимое обоснование (А.Н. Крайко, 1979 [51]) и как метод 
неопределённого КК (МНКК) существенно упростил построение 
ЭХ в ряде вариационных задач сверхзвуковой газовой динамики. 
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Рис. 4.11 
 

Поясним идею МНКК на примере задачи оптимального про-
филирования расширяющейся части плоского (ν = 1) или осе-
симметричного (ν = 2) сопла Лаваля (рис. 4.11, а). Его сужаю-
щаяся часть ab, определяющая до- и трансзвуковое течение до 
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яги сопла. 
При отсутствии ограничений на кривизну контура стыковка 

заданной сужающейся части и искомой расширяющейся части в 
общем случае будет негладкой. Получающийся излом обтекается 
с образованием пучка волн разрежения из С–-характери
ходящих из точки b. Из-за ограничения на длину искомы
может содержать концевой участок краевого экстремума (УК ) 
– торец df, на котором х ≡ Х. Примем, что торец сверхзвуковым 
пот

 
движения на входе в расширяющуюся ч
давления, действующих на обтекаемый сверхзвуковым потоком 

-
ствующую на возможный торец. Через 
вим

С–-ха-рактеристики bo, которая приходит на ось х в ту же точку о, 
что и звуковая линия, задана. На рис. 4.11 звуковые линии даны 
пунктиром. Кроме того, заданы давление р+ в окружающем про-
странстве (например, р+ = 0 при полёте в пустоте), длина расши-
ряющейся части сопла или, что то же, при заданной сужающейся 
части – его полная длина Х, а также максимально допустимая ор-
дината Y его концевой точки f. Ограничимся однородным по Н и 
s и незакрученным (при ν = 2) потоком на входе в сопло. Требу-
ется построить контур bf расширяющейся части, который при 
сформулированных условиях реализует максимум т

стик, вы-
й контур 

Э

оком не обтекается, а действующее на него давление р = р+ не 
зависит от формы искомого контура. 

Тяга сопла равна сумме потока х-компоненты количества
асть I∗ и интегралов сил 

участок контура bd и на торец df. При малых варьированиях ис-
комого контура bdf течение в пучке волн разрежения, а вместе с 
ним и I∗ не изменяются, а вариации р на bd связаны с изменения-
ми формы этого участка условиями непротекания на нём и урав-
нениями Эйлера. Любой вариант МКК позволяет не привлекать 
уравнения Эйлера. В рамках МНКК это делается наиболее про-
сто. Тягу χ представим как сумму потока х-компоненты количе-
ства движения через пока неопределённый контур gd и силу, дей

интеграл по gd предста-
 также фиксированный (определяемый формой сужающейся 

части) протекающий через сопло расход газа G. Если х = х(у) – 
уравнение кривой gd, а х′ = dx/dy, то с точностью до несущест-
венных при решении вариационной задачи постоянных слагаемо-
го и положительных множителей имеем 
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1 1

0 0

[ ( )] , ( )
d d

g g

y y
d

y y

yy p u u x dy p G y u x dy
ν

ν− + ν−

= =

′ ′χ = + ρ − − = ρ −
ν∫ ∫v v . 

Для получения необходимых условий максимума χ составим 
функционал J = χ + λG с неопределённым постоянным множите-
лем Лагранжа λ. При любых допустимых варьированиях, сохра-
няющих расхо , приращения χ и J совпадают. Вычисляя их, уч-
тём, что вариации параметров на отрезке gh равны нулю, а на 
проходящей через точку h замыкающей С

д

сит 
вклада в лине
ского
+ v

( )

–-ха-рактеристике (ЗХ) 
пучка волн разрежения параметры непрерывны. Поэтому измене-
ние ординаты уh точки пересечения ЗХ с кривой gd не вно

йную часть приращения Δ
изоэнергетического течения δρ 

χ = ΔJ. Для изэнтропиче-
= а–2δр, а δр = – ρ(uδu +  и 

δv ). Ещё не определённая кривая gd, а следовательно, х и х′ 
вдоль неё не варьируются. Поэтому при варьировании координат 
точки d нужно учесть потоки массы и х-компоненты количества 
движения через отрезок dd ° (рис. 4.11, б, d ° – проварьированная 
точка d). Эти потоки вычисляются по предельным непроварьиро-
ванным параметрам потока слева от точки d. Выкладки, прове-
дённые с учётом отмеченных обстоятельств, дают  

y
1

d
u

hy

J y A uν−= Δ = ρ δ +∫ A dyΔχ δ +v v  

1 1[ ( ) ] [ ( ) ]d d d d d dy p p u u y y u xν− + ν−+ − + ρ + λ Δ − ρ + λ Δv ,          (1) 
2 2 2 2

2 2
( )( ) , ( )u a u u x a x uA u x A u

a a
′ ′− + − −′= + λ − = + λ −vv v vv v.  

За счёт выбора кривой hd обратим в ноль коэффициент Аv, что 
приведёт к дифференциальному уравнению для её определения 

2 ( )a u ux + + λ′ = 2 2( )( )u a+ λ −v
Вариации, оставшиеся после этого в выражении (1)
независимыми, так как при варьировании необ

v .                                      (2) 

, не являются 
ходимо удовлетво-
ределяется течени-рять условию сохранения расхода, который оп

ем в сужающейся части и не изменяется при варьировании рас-
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которой, пользуясь 
произволом в выборе множителя λ, обратим в ноль

ширяющейся части. Как и в Гл. 4.2, их независимость достигается 
введением на hd компенсирующей точки с, в 

 коэффициент 
Аu. Подставив в него х′ из уравнением (2), найдём, что в точке с 

2/ M 1 uλ = ± − −v .                                    (3) 
Выполнение равенства (3) пока только в точке с позволяет 

при варьировании u на hd или координат точки d за счёт одно-
временного варьирования u в малой окрестности точки с сохра-
нять постоянным расход G. Благодаря выбору множителя λ со-
гласно равенству (3) варьирование u в малой окрестности точки с 
вносит в приращение Δχ вклад более высокого порядка, чем Δxd, 
Δуd и δu в других точках hd, и перечисленные вариации и прира-
щения можно считать независимыми. Следовательно, если рас-
пределения параметров на отрезке hd, где δu произвольны, реали-
зуют максимум χ, то условие (3) должно выполняться во всех его 
точках. Подставив определяемое им λ в уравнение (2), найдём, 
что: х′ = ctg(θ m μ), где μ – угол Маха, т.е. для оптимальной обра-
зующей сопла hd – отрезок С–- или С+-характеристики. Чтобы 
соединить точку d с ЗХ, в качестве hd естественно взять отрезок 
С+-характеристики, чему отвечает нижний знак в равенстве (3), 
которое примет вид (Л.Е. Стернин, 1957; G.V.R. Rao, 1958) 

cos( )
cos

V θ − μ
= −λ

μ
.                                      (4) 

Вместе с уравнением С+-характеристики: х′ = ctg(θ + μ) и вы-
полняющимся на ней условием совместности (3.4.20+) равенство 
(4) для произвольной точки h позволяет построить отрезок hd С+-
характеристики. Константа в равенстве (4) вычисляется по пара-
метрам в точке h. Для её выбора обратимся к оставшимся слагае-
мым выражения (1) для Δχ, которое после исключения (u + λ) с 
помощью равенства (3) со знаком минус примет вид 

1 2 2 2( tg sin cos ) ( tg sin )d d d d dy p p V y V x−ν +Δχ = − − ρ μ θ θ Δ + ρ μ θ Δ . 
Положительный множитель перед Δхd – свидетельство того, что 
торец, если он есть, – УКЭ, ибо при допустимых Δхd < 0 тяга 
уменьшается. Возможно выполнение равенства θd = 0. Как пока-
зано ниже, в таком случае θ ≡ 0 на всей начинающейся на оси х 
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ые значения Х 
зна

енство  
2( tg sin cos ) 0dp p V+

С+-характеристике hd. Это отвечает такой длине Хm, при которой 
поток на срезе сопла равномерный и параллельный оси х и даль-
нейшее увеличение длины не увеличивает тягу. В действительно-
сти из-за трения и весовых соображений задаваем

чительно меньше, чем Хm. 
Если оптимальная ордината уd = уf = Y, то допустимые при-

ращения Δуd ≤ 0, и должно выполняться нерав
− − ρ μ θ θ ≥ .                          (5) 

Если же для контура, в концевой точке которого уd  уf = Y, усло-
то <

При 
рас

либо условие (6), либо равенство уd = Y. Найденные отрезки bh 

 =
вие (5) не выполняется,  это значит, что оптимальное уd  Y, т.е. 
допустимы приращения Δуd любого знака, и условие, опреде-
ляющее оптимальную ординату уd, имеет вид 

2( tg sin cos ) 0dp p V+Φ ≡ − − ρ μ θ θ = .                   (6) 
Согласно ему при уd < Y равенство рd = р+ выполняется только 
для уже обсуждавшегося сопла длины Хm с равномерным пото-
ком на срезе. В общем случае θd > 0 и в силу условия (6) рd > р+. 
Это, в частности, имеет место при работе сопла в пустоте (при р+ 
= 0). 

В задаче построения оптимальной расширяющейся части со-
пла для удовлетворения пары условий: уd = уf = Y или равенства 
(6) и хd = Х или θd = 0 при Х > Хm есть два произвола: интенсив-
ность пучка волн разрежения и положение точки h на его ЗХ. 

чёте пучка волн разрежения методом характеристик (МХ) 
сначала из каждой вновь рассчитанной точки оси х выпускается 
прямолинейная С+-характеристика, отвечающая соплу с равно-
мерным потоком на срезе. Пока интенсивность пучка волн раз-
режения мала, невелика и длина таких сопел, т.е. хd < Х. С мо-
мента, когда это неравенство нарушится, с ЗХ с использованием 
условия (4) выпускается несколько ЭХ и с использованием квад-
ратичной интерполяции находится такая точка h ЗХ, что с тре-
буемой точностью в точке d ЭХ выполняется равенство хd = Х. 

В точке d все параметры известны, и сначала уd < Y, а левая 
часть условия (6) Ф положительна (сначала рd >> р+ при θ  d << 1). 
С ростом интенсивности пучка разрежения уd растёт, Ф уменьша-
ется, и при некоторой его интенсивности в точке d выполнится 
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я части. 
При заданных сужающейся част , значениях Х, Y, р , H, s и урав-
нениях состояния построенный контур реализует максимум тяги. 

Из технических соображений, в частности, связанных с теп-
ловыми потоками в стенку сопла, может появиться запрет на из-
ломы контура. В описанном решении такой излом есть в точке b. 
Для его исключения в постановку задачи вводится ограничение 
на радиус изменённой по-
становке излом стью радиу-
са ε, плавно части в точке 
b, а пучок пучком волн 
разрежения, образующимся при обтекании участка окружности 
bb°. В остальном структура оптимального решения и способ по-
строения контура b°d останутся прежними. 

Для рассматриваемого однородного по H и s течения в плос-
ком случае на отрезке hd С+-характеристики в дополнение к ра-
венству (4) постоянен инвариант (см. Гл. 3.5) 

ЗХ и hd ЭХ формулируют задачу Гурса, решение которой (см. Гл. 
3.5) определит оптимальный контур bd расширяющейс

+и

кривизны контура r ≥ ε, где ε задано. В 
 заменится ещё одним УКЭ – окружно

примыкающей к контуру сужающейся 
волн разрежения с фокусом в точке b – 

ctg( ) , ( )
h

p

h
p

I p p dp
V

+ μ
= θ + Φ = θ Φ =

ρ∫ . 

Это – дополнительная, независя ая от равенства (4) связь. По-
это

щ
му в таком случае параметры на отрезке hd постоянны, а сам 

он прямолинеен. Треугольники bhd или b°hd покрывают С–-харак-
теристики, которые, начинаясь на hd, несут постоянное значение 
инварианта I– = θ – Ф(р) = θh. Следовательно, в плоском случае 
однородное по H и s течение в треугольнике bhd – простая волна 
с прямолинейными С+-характеристиками, и все оптимальные 
плоские сопла получаются укорочением однопараметрического 
семейства сопел с равномерным потоком на срезе. Контуры, по-
лучающиеся укорочением однопараметрического семейства ана-
логичных осесимметричных сопел, неоптимальны. Однако со-
гласно многочисленным расчётам по величине реализуемой тяги 
они уступают оптимальным лишь на десятые доли процента. 

Пусть форма сужающейся части не задана, но наряду с про-
чими заданными выше величинами фиксирован расход газа. Ка-
кой бы при такой постановке ни была сужающаяся часть (точнее, 
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аль-
ный

дозвуковой контур), малые возмущения, связанные с варьирова-
нием сверхзвукового контура, не распространяются против 
сверхзвукового потока. Поэтому полученные выше условия, оп-
ределяющие оптимальный сверхзвуковой контур, сохранят силу. 
Главный, возникающий при этом вопрос: каким будет оптим

 дозвуковой контур? В новой постановке задание длины всего 
сопла предполагает запрет на заглубление контура в его цилинд-
рическую часть (камеру сгорания), т.е. 0 ≤ х ≤ Х. С учётом такого 
добавления соображения качественного характера и расчёты 
(А.Н. Крайко, Н.И. Тилляева, С.А. Щербаков, 1986 [52]) показа-
ли, что претендент на оптимальный дозвуковой контур – внезап-
ное сужение (рис. 4.11, в), возможно, ещё один тип УКЭ. 

 
 а)

б)

 
 
 4Рис. .12 
 

При одинаковых общей длине и расходе такие сопла за счёт 
большей длины сверхзвуковой части (сначала слегка сужающей-
ся) имеют заметно большую тягу, чем сопла с плавным входом. 
При учёте вязкости в рамках осреднённых по Рейнольдсу урав-
нений Навье–Стокса, замкнутых дифференциальной моделью 



 

 

278

вным сужением составил 
0.63

ные «тарельчатыми» 
[54-59]. Представление о поле чисел Маха в тарельчатом сопле с 
камерой сгорания внутри него даёт рис. 4.12, б. Одна из ос ен-
ностей  на 

го 
чок, 

хорош ачка 
располаг хо-
дящей

турбулентности, преимущество сопел с внезапным сужением 
возрастает (А.Н. Крайко, Е.В. Мышенков, К.С. Пьянков, Н.И. 
Тилляева, 2002 [53]). Интересно, что при внезапном сужении 
увеличение тяги достигается не только при оптимальном профи-
лировании сверхзвукового контура. Выигрыш получается даже 
тогда, когда используются построенные в предположении парал-
лельного оси звукового потока в минимальном сечении укоро-
ченные контуры, дающие равномерный поток на срезе, причём, 
несмотря на сильнейшее перерасширение за точкой излома и 
возникающий вблизи неё висячий скачок. Представление о поле 
чисел Маха в таком сопле даёт рис. 4.12, а с периодической гам-
мой. Согласно вязкому расчёту [53] в данном случае выигрыш по 
тяге по сравнению с соплом с пла

 %. При правильном профилировании выигрыш равен 0.83 %, 
а висячий скачок может возникнуть только справа от ЗХ hd. 

Кроме сопел Лаваля, с использованием МНКК строились со-
пла с центральным телом и сопла, назван

об
 таких сопел – поворот до- и трансзвукового потока

давления [54]. Идущие от них волны с
ристики), пересекаясь, формируют висячий ска

о видный на рис. 4.12, б. Начальная точка висячего ск
ается слева от замыкающей С+-характеристики, при

 в концевую точку контура. 

большие углы. При реальных ограничениях на габариты и задан-
ном расходе газа из-за этого оптимальные сверхзвуковые конту-
ры начинаются с вогного (в сторону течен ) участка постоянноия -

жатия (на рис. 4.12, б – 
С–-характе
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Рис. 4.13
 

Вторая задача, в которой будет прим

 

енён МНКК, – задача 
Ньютона о головной части минимального волнового сопротивле-
ния, решаемая в отличие от Гл. 4.1 в рамках уравнений Эйлера 
(А.Н 2
[60] част
имеет дли-
ны. корот-
ким

е за волной до ЗХ пучка раз-
режения, образу точке стыковки 
d торца и 
него (рис. 4.13, характеристика). За 

ез 
пока неопределённую кривую fw, соединяющ
гол

. Крайко, Д.Е. Пудовиков, К.С. Пьянков, Н.И. Тилляева, 
). Однако и в новой постановке оптимальная головная 

 передний торец – УКЭ теперь только из-за задания её 
Ограничимся головными частями, которые назовём 

003 
ь 

и. Этот термин означает следующее: удлинение l (отношение 
длины к радиусу их основания) таково, что на до-, транс- и сверх-
звуковое течени отошедшей ударной 

ющегося при обтекании излома в 
пологого участка контура d+

а, d+h – часть ЗХ, wf – С–-
f, не влияет форма послед-

отошедшей ударной волной перед затупленными головными час-
тями энтропия s = S(ψ), где ψ – функция тока. Для коротких го-
ловных частей функция S(ψ) в характеристическом треугольнике 
d+hf не зависит от формы участка d+f. 

Волновое сопротивление χ выразим через разности потоков 
х-компоненты количества движения через ударную волну и чер

ую концевую точку 
овной части f и точку ударной волны w, 
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2 2
0 0 0( ) [ ( ) ]

f w w

fi i

pydy p V ydy y p u dy y u dxχ = = + ρ − + ρ − ρ∫ ∫ ∫ v . 
o

Перейдя к интегрированию по функции тока ψ, которая для ν = 2 
и нормирующего множителя k = 1 вводится равенством (3.1.10)  

)d y udy dxψ = ρ( −v ,                                   (7) 
получим 

0
0 (

w

w
p V ypdy
V

⎛ ⎞
χ = + ψ −⎜ ⎟ρ ∫

0
)

f

ud
0

+ ψ
⎝ ⎠

. 

Если у = у(ψ) на fw, а штрих означает производную по ψ, то 
согласно равенству (7) для х = х(ψ) на fw и для длины fw имеем 

0

1 1,
w

f

f w
uy uyx X x x d

y y

ψ

ψ =

′ ′⎛ ⎞′ = − ≡ − = − ψ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠
∫v v v v

.            (8) 

Для получения необходимых условий минимума χ, составим 
функционал 

0
0

0 0

1w

f

w
p uyJ X V ypy u d
V y

ψ

0 ψ =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ′⎛ ⎞′= χ + λ = + ψ − + + λ − ψ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫ v v

, 

в котором λ – неопределённый постоянный множитель Лагранжа. 
При любом допустимом варьировании Х = const, и Δχ = ΔJ. 

При варьировании учтём, что зависимость у = у(ψ), т.е. кри-
вая fw в плоскости ψу и значения ψ в её концевых точках фикси-
рованы. Варьирование контура d+f не изменяет течение слева от 
ЗХ пучка волн разрежения, а параметры на ЗХ, в частности, в 
точке h непрерывны. Наконец, вариации параметров потока – это 
их приращения при фиксированном ψ, а для короткой головной 
части S(ψ) не изменяется при варьировании контура d+f. Следо-
вательно, δρ = а–2δр, а δр = – ρ(uδu + v δv ). В соответствии с 
этим, проведя необходимые выкладки, получим 
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0

2 3 2 2

2 2 2 2, .

f

u u y a y u y u aA y A y
y a

ψ =

λ − ρ ρ − λ ρ + λ −′ ′= + = − λ
ρ

vv v v v
vv v

  (9) 

( )uA u A dδ + δ∫ v v
hψ

J

y a

Δχ = Δ = ψ,

ρ v
Далее, как и при профилировании сопла, за счёт выбора кри-

вой hf обратим в ноль коэффициент Аv, что даст уравнение для 
определения hf 

2 2

2 3
( )
( )
ay

y a y u
λ −′ =

ρ ρ + λ
v

v
.                                      (10) 

Вариации δu, оставшиеся после этого в выражении (9), не явля-
ются независимыми, так как при варьировании необходимо удов-
летворять условию постоянства Х. Их независимость достигается 
введением на hf компенсирующей точки с, в которой, пользуясь 
произволом в выборе множителя λ, обратим в ноль коэффициент 
Аu. Подставив в него х′ из уравнения (10), найдём, что в точке с 

2 2/ M 1yλ = ± ρ −v .                            (11) 
Рассудая далее, как при построении оптимального сопла, ус-

тановим, что условие (11) должно выполняться на всём отрезке 
hf. Подставив затем определяемое им λ в уравнение (10), а полу-
чившееся у′ – в дифференциальное уравнение из (8), найдём, что 

sin( ) cos( ),
sin sin

y x
y V y V

θ μ θ μ′ ′= =
ρ μ ρ μ

m m m
m . 

Отсюда следует, что dy/dx = tg(θ ± μ), т.е. для оптимального 
контура головной части fh – отрезок С+- или С–-характеристики. 
Чтобы соединить точку f с ЗХ, в качестве hf естественно взять 
отрезок С–-характеристики, чему отвечает верхний знак в равен-
стве (11). В результате оно примет вид 

2 2sin tgy Vρ θ μ = λ .                             (12) 
Оптимальный размер торца определяется численно. На рис. 

4.13, б для фиксированного торца по результатам расчёта (М  = 2, 
γ =

0

 1.4, l = 1) построено несколько ЗХ пучка волн разрежения с 
фокусом в точке d и выпущенных с них экстремальных С–-харак-
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ие (4) определяет распределение па-
раметров на отрезке hd. При постоянных Н и s для оптимального 
сопла справедливы оба условия (4) и (12). Два условия, выпол-
няющихся в таком случае на отрезке hd, не противоречат усло-
вию совместности для С+-характеристики, справедливому на том 
же отрезке. Как показал Ю.Д. Шмыглевский [61], любое из них и 
условие совместности даёт второе. В силу равенства (12), если θ 
= 0 в одной точке hd, то θ = 0 всюду на hd. Это доказывает сде-
ланное ранее утверждение о том, что при θd = 0 поток на срезе 
оптимального сопла равномерный и параллельный оси х. 

 

 

теристик hf с точками f, лежащими на прямой х = ly = y. Благода-
ря этому удлинение всех отвечающих таким ЭХ головных частей 
одинаково (l = 1). Оптимальную головную часть выявило сравне-
ние сх головных частей, построенных для разных точек h. Её сх = 
= 0.294. То, что торец – УКЭ, проверялось сравнением сх этой 
головной части и головных частей с торцами, деформированны-
ми разными допустимыми способами. Их сх всегда был больше. 

Так же, как для головной части, условие (12) получается в за-
даче о построении оптимального сопла для переменных Н и s. 
Здесь именно оно, а не услов

Глава 4.5. Прямые методы построения оптимальных 
конфигураций 

Сокращения: ГА – генетический алгоритм, КБ – кривая Безье, 
КПД – коэффициент полезного действия, ОММЛ – общий метод 
множителей Лагранжа, УДЭ и УКЭ – участки двустороннего и 
краевого экстремума, ФП – фронт Парето.  

При несомненной теоретической красоте, а подчас, как в за-
даче о профилировании сопла максимальной тяги, и практиче-
ской значимости результатов, которые удаётся получить непря-
мыми методами вариационного исчисления (или ч
рии оптимального управления), надежды на решение

 да постро

то то же – тео-
 весьма 

сложных и важных для приложений за ч ения оптималь-
ных аэродинамических форм связываются с так называемыми 
прямыми методами. Последнее тем более справедливо, когда 
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ий, а не к их окон-
чательному построению. В последнее время прямые методы по-
лучили бурное развитие. 

Начнём с задачи об осесимметричной головной части мини-
мального волнового сопротивления при ограничениях на её га-
бариты (максимально допустимые длину L и с Y или на уд-
лин

тор

речь заходит о задачах многодисциплинарной оптимизации. Хотя 
и здесь непрямые методы часто полезны, их роль сводится к вы-
яснению структуры оптимальных конфигурац

радиу
ение l = L/Y и на Y, который примем за линейный масштаб) и 

объём Ω или на коэффициент объёма сΩ = Ω/(πLY2). Полученное 
непрямыми методами в приближении формулы Ньютона реше-
ние этой задачи описано в Гл. 4.1. Согласно ему интерес пред-
ставляют Ω0 ≤ Ω ≤ 1, где Ω0 – объём, который при том же удли-
нении l получается в задаче Ньютона. При таких Ω оптимальные 
головные части всегда имеют передний торец, а начиная с неко-
торого Ω1 > Ω0 – цилиндрический УКЭ у = 1. Эту информацию 
об оптимальной головной части естественно использовать и при 
решении той же задачи прямыми методами в рамках уравнений 
Эйлера, допуская у искомой головной части наличие переднего 

ца и цилиндрического УКЭ: у = 1. 
В прямых методах искомый контур задается N параметрами, 

играющими роль управлений. В качестве управлений можно 
взять ординаты (N – 1)-й точки пологого участка при фиксиро-
ванных x и абсциссу начальной точки цилиндрического участка. 
Пологий участок можно аппроксимировать сплайнами или дру-
гими функциями. В таком случае управлений (параметров этих 
функций) будет меньше. Вне зависимости от выбора управлений 
в классических прямых методах каждая коррекция требует рав-
ного числу управлений прямых расчётов обтекания оптимизи-
руемой конфигурации. Поэтому при большом числе управлений 
(N >> 1) они весьма затратны по потребным вычислительным 
ресурсам и временам счета. 
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Рис. 4.14 

 
Принципиальную возможность получения информации, не-

обходимой для очередной коррекции оптимизируемого профиля, 
за один прямой расчёт даёт общий метод множителей Ла-
гранжа – ОММЛ (K.G. Guderley, J.V. Armitage, 1962; Т.К. Сира-
зетдинов, 1963, см. [51]). В рамках ОММЛ при фиксированном 
объёме Ω приращение коэффициента волнового сопротивления 

d f
y x x

x d dc A y A x B x
−⎛ ⎞

⎜ ⎟Δ = Δ + Δ + + δ
⎜ ⎟∫ ∫ o .                    (1) 

d d d d и вариация x на УКЭ 
id– и УДЭ d+f, а коэффициенты Ay, Ax и Bx – известные функции у, 
параметров течения и множителей Лагранжа μ -μ  на контуре idf. 

онал уравне-
ния течения, записанные, например, в форме 

Δcх при допустимых варьированиях короткой головной части 
(рис. 4.14, а, тонкие кривые – С+- и С–-характеристики и звуковая 
линия ds) даётся формулой 

dy
i d+⎝ ⎠

Здесь Δy , Δx  ≥ 0 и δ°x – приращения y  и x

1 3

Множители μk вводят во вспомогательный функци

2

1 2
( ) ( ) ( ) ( )0, 0y u y y u p y uL L

x y x y
∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ + ∂ ρ

≡ + = ≡ + =
∂ ∂ ∂ ∂

v v , 

3
( ) ( ) 0y us y sL

x y
∂ ρ ∂ ρ

≡ + =
∂ ∂

v . 

Для построенной на предыдущей итерации головной части 
рассматриваемого типа параметры течения определяются из ре-
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шения прямой, а множители μk – сопряженной задачи. Её ур
нения, линейные относительно μk, решаются в обратном напр
лен

 
 dhf при  μk  одном 

условии на участке d+f контура тела. Задание Ω проявляется 
только в условии на d+f. Решение сопряженной задачи в тре-
угольнике dhf много проще расчёта обтекания го овной час
отошедшей УВ. 

Значения Bx на участке d+f, найденные из одного прямого рас-
чёта обтекания головной части и решения сопряженной задачи в 
тре

 

ав-
ав-

ии – от С–-характеристики hf. Для определения μk, а вместе с 
ними и коэффициента Bx на УДЭ d+f сопряженную задачу нужно
решить только в треугольнике  известных  на hf и

л ти с 

угольнике dhf, определяют направление требуемых изменений 
x на всем пологом участке (хd = 0, хf = l, т.е. фиксированы). Ко-
эффициент Аy, определяющий направление изменения уd, вместе 
с коэффициентами Ax и Bx на торце id– можно найти только после 
решения всей сопряженной задачи, что неизмеримо сложнее [60]. 
Но коэффициенты Ax и Bx на торце id– нужны не для построения 
контура idf, а для доказательства того, что торец – УКЭ. Найти же 
направление изменения уd можно из ещё  расчёта.  одного прямого

С 1990-х годов широкое распространение получили подходы, 
основанные на анализе чувствительности. Как и множители 
Лагранжа и выражающийся через них множитель D в формуле 
(1), ключевые для таких прямых методов коэффициенты чувст-
вительности находятся из одного прямого расчёта. Другое, 
сближающее эти подходы обстоятельство состоит в том, что один 
из способов определения коэффициентов чувствительности со-
стоит в решении сопряжённой задачи, которая при строгой реа-
лизации эквивалентна сопряжённой задаче ОММЛ. 

Для задач, в которых УДЭ оптимизируемых контуров и по-
верхностей обтекаются сверхзвуковым потоком, С.А. Таковиц-
кий [62, 63]. развил метод локальной линеаризации (МЛЛ), в 
котором число прямых расчётов не связано с числом управлений
K. Основные идеи этого метода изложим на примере задачи о по-
строении оптимальной сверхзвуковой части осесимметричного 
сопла. 

В качестве управлений возьмём величины уk (k = 1, …, K) – 
радиусов правых точек K отрезков искомой образующей с фик-
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сированными х0 = 0, у0 = 1 и xk (k = 1, …, K) с хK = Х. Средним 
параметрам на отрезках припишем полуцелые индексы, напри-
мер, (рис. 4.14, б) hk–1/2 = xk – xk–1. Изменение ординат yk изменяет 
углы наклона отрезков θ и давление p на них. Для связи прира-
щений Δp и Δθ воспользуемся приближённой формулой простой 
волны  

2 2 2tg tg , tg cosp V A A VΔ ≈ −ρ μΔθ ≈ − Δ θ = ρ μ θ  

– результатом локальной линеаризации уравнений течения отно-
сительно параметров около каждого отрезка. С учетом её при  
hk–1/2 = h = X/K 

1/ 2 1 1/ 2 1( ) / 2, ( ) /k k k k k ky y y y y y h− − − −′Δ = Δ + Δ Δ ≈ Δ − Δ , 
1/ 2 1/ 2 1( ) /k k k kp A y y h− − −Δ ≈ Δ − Δ , 

а для приращения интеграла сил давления  
2

0 2

X

K
pypy dx y

+

′χ = −∫  

с точностью до квадратов Δyk справедлива формула  
1 1 1

2 2
1

1 1 1

( ) ( )
K K K

k k k k k k k K K K K
k k k

a y b y c y y a y b y
− − −

+
= = =

Δ = Δ + Δ + Δ Δ + Δ + Δ∑ ∑ ∑χ , 

1/ 2 1/ 2

( ) ( )
2 2k

k k

h ha y y A p py y y A p py
+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′= − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

1/ 2 1/ 2 1/ 2

, 2
2 2k k

k k k

y A p y y A p y yb A A c A
h h h+ − +

′ ′− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

1/ 2 1/ 2

( ) ,
2 2 2K K K

K K

h y A p y pa y y A p py y p b A
h

+
+

− −

′ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= − − + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Для получения необходимых условий минимума χ приравня-
ем нулю производные от Δχ по Δyk с k = 1, 2, …, K. Это даст 

0

1 1 1 10

1 2 2 2

1

1 0 0 0 0 0
0 2 0 00,
0 2 0 0

0, 1,..., ;

0 2
k

K K K K

y
b c y ay

c b c y a
k K

y
c b y a−

Δ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ΔΔ =⎧ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ Δ = −∂Δχ⎨ = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪∂Δ⎩ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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K
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для трёх 
значений параметра  τ = 0, 0.5 и для исходного контура), 0.5Δy 
и Δy. В плоскости τΔχ через три точки проводится парабола: 
χ(τ) = χ(0) + a1τ + a2τ2, находится τm = – a1/(2a2), дающее макси-
мум χ, и определяются ординаты y + τmΔy нового контура, ис-
ходного для следующего цикла. 

Описанный подход легко обобщается на задачи оптимизации 
сверхзвуковых частей сопел при дополнительных (изоперимет-
рических) условиях, когда неприменим метод неопределённог  
контрольного контура. В ра х примерах (А.А. Крайко, 
К.С. Пьянков, 2009) процесс  требовал 5-8 итераций, 
или

 

 у

Каждый цикл коррекции включает однопараметрический 
спуск, состоящий в следующем. После решения системы (2) по 
вектору Δy находятся величины Δχ(τ) = χ(y + τΔy) – χ(y) 

 1.(

о
ссчитанны
 оптимизации

 15-24 прямых расчётов течения. 
С применением аналогичного подхода строились головные 

части, оптимальные по волновому сопротивлению при заданных 
габаритах и объёме (Ефремов Н.Л., Крайко А.Н., Пьянков К.С., 
Таковицкий С.А., 2006 [64]). Число точек K на участке d+f кон-
тура головной части изменялось от 60 до 275. Для таких K по-
строение затупленных (с передним торцом) головных частей тре-
бовало менее 50 прямых расчётов их обтекания. 

Наряду с классической оптимизацией, при которой искомая
конфигурация реализует минимум или максимум некоторой ха-
рактеристики при фиксированных других (изопериметрическая 
вариационная задача), в последнее время широкое распростране-
ние получила многокритериальная оптимизация или оптими-
зация по Парето (В. Парето, 1896). Её смысл поясним на приме-
ре профилирования пространственной лопатки рабочего колеса 
вентилятора воздушно-реактивного двигателя. Даже при ряде 
существенных упрощений эта задача – одна из сложнейших задач 
оптимального профилирования. Перечислим принятые далее при 
её решении упрощения: 1. На конечном расстоянии с обеих сто-
рон от рабочего колеса образующие кольцевого канал – прямые, 
параллельные оси вращения; 2. Далеко перед колесом поток од-
нородный и осевой; 3. Пограничные слои на стенках канала не 
учитываются; 4. Стационарное во вращающейся вместе с рабо-
чим колесом системе координат пространственное турб лентное 
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90). 

-

 кривую, называемую 
далее фронтом Парето (ФП).  рис. 4.15, а ФП дан жирной 
кривой (обычно под ФП понимают только её ниспадающий уча-
сток до точки а3). В общем случае ФП – (N – 1)-мерная поверх-
ность в N-мерном пространстве характеристик объекта. 

 
  б)

течение описывается осреднёнными по Рейнольдсу уравнениями 
Навье–Стокса, замкнутыми дифференциальной моделью турбу-
лентности «νt-90» (А.Н. Секундов, 19

Важные характеристики рабочего колеса – степень повыше-
ния давления торможения π и коэффициент полезного дейст-
вия (КПД) η. Далее при оптимизации фиксируются геометрия 
кольцевого канала, в котором вращается РК, угловая скорость 
вращения, расход газа, полная энтальпия H и энтропия s одно-
родного по H и s потока перед колесом. Лопатки могут удовле-
творять дополнительным ограничениям, например, на радиус 
кривизны передней кромки, закон изменения хорды, максималь-
ную толщину и положение центра тяжести их цилиндрических 
сечений как функций расстояния от оси вращения и т.п. При пе-
речисленных ограничениях и заданном π = π  > 1 можно постро1

ить лопатку, обеспечивающую максимум η = η1. Решение той же 
задачи для π = π2 > π1 даст η = η2 и т.д. Естественно, что при за-
данной угловой  скорости вращения, расходе и других ограниче-
ниях πm ≤ π ≤ πm с заранее неизвестными значениями πm и πm. 
Поэтому представляют интерес задачи, в которых при заданном η 
= η3 строятся лопатки, реализующие максимум и минимум π (на 
рис. 4.15, а это π3 и π′3). Геометрическое место точек, которым в 
плоскости πη отвечают рабочие колеса из лопаток, построенных 
в результате решения таких зада образуютч, 

На

η 

1 π

1 

0 

a1 

a2η2 
η1 

π  1 π2 π33

η3 а3

π′  

a)

а3′ 

 
 

Рис. 4.15 
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вать кривыми или кривыми Безь  (КБ, P. Bézier, 1962). КБ связан 
с координатами вершин многоугольника (полигона), координаты 
которых определяют гладкий профиль. На рис. 4.15, б, на кото-
ром определённый двумя КБ профиль имеет острую заднюю 
кромку, могут изменяться поперечные координаты вершин отрез-
ков полигона при фиксированных продольных. Как деформирует-
ся профиль при изменении поперечной координаты одной вер-
шины (светлые кружки), видно из сравнения сплошных и штри-
ховых линий. Аналогично строятся поверхности Безье, опреде-
ляющие две стороны гладкой пространственной лопатки. В при-
водимых далее примерах количество свободных параметров, 
используемых при задания пространственной лопатки, составля-
ло 50–60. Каждый набор свободных параметров даёт лопатку, 
называему  плос-
кос

 
По способу построения ФП ограничивает область всевозмож-

ных объектов, и в этом смысле отвечающие ФП объекты опти-
мальны. В то же время с учётом сложности расчёта обтекания 
даже фиксированной лопатки описанный выше метод построения 
оптимальных рабочих колес, а следовательно, и ФП даже в слу-
чае только π и η, как на рис. 4.15, а, практически нереализуем. 
Выход из создавшейся ситуации – в применении прямых мето-
дов, основанных на генетических алгоритмах (ГА, Дж. Хол-
ланд, 1975), использующих механизмы эволюции и селекции. 

Поясним главные идеи ГА. Двумерные профили удобно зада-
е

ю в ГА особью. Разным особям отвечают точки
ти πη, которые в общем случае располагаются под ФП (от-

личные от ak кружки на рис. 4.15, а). 
Сначала свободные параметры и отвечающие им особи выби-

раются достаточно произвольно, хотя и с отбраковкой тех из них, 
которые не удовлетворяют имеющимся дополнительным огра-
ничениям. Начиная с некоторого размера популяции, вводятся 
различные принципы отбора лучших особей и их скрещивание. 
При скрещивании свободные параметры новых особей получа-
ются как взвешенные свободные параметры родительских пар. 
Одновременно с некоторыми вероятностями допускаются слу-
чайные отклонения (мутации). Каждая новая особь проверяется 
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ной селекции, для отбора перспек-
тивных особей развит и постоянно совершенствуется обширный 
набор правил и приёмов. Однако при использовании ГА у иссле-
дователя намного больше возможностей, в частности, благодаря 
свободе в выборе мутаций. К тому же ГА допускает простое и 
эффективное распараллеливание на большое число процессоров 
(обтекание каждой особи рассчитывается на отдельном процес-
соре), а стратегия счёта – возможность предварительного отбора 
по результатам расчётов на грубых сетках. 

 

на выполнение дополнительных ограничений, после чего прово-
дится расчёт её обтекания и определяется её место в популяции. 

Как и в сельскохозяйствен
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 опыт, сначала движение к ФП идёт достаточ-

но быстро, однако вскоре при традиционных подходах оно стано-
вится крайне медленным. Сказанное иллюстрирует рис. 4.16, а, 
на котором при оптимизации пространственных лопаток рабоче-
го колеса (Н.И. Тилляева, 2007, см. [65]) точки дают π и η луч-
ших особей, которые получались после 200 итераций при расчёте 
100 особей в каждой итерации (общее время счёта эквивалентно 
104 часов работы одного процессора). Для сравнения рис. 4.16, б 
демонстрирует заметное повышение η, достигнутое для выделен-
ного интервала 1.60 < π < 1.75 за в 10 раз меньшее время (К.С. 
Пьянков, 2007, см. [65]). На рис. 4.17 изображена одна из опти-
мальных лопаток и ее профили у втулки, на периферии и в про-
межуточных сечениях.  

 

 
 

Рис. 4.16 

Как показывает
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Рис. 4.17 
 

С помощью ГА решаются и многодисциплинарные задачи 

но учитывать их деформацию под действием в основ-

тояния удовлетво-

омплекс оптимизации специаль-

тодом конечного элемента (К.С. Пьянков, Н.И. Тил-

 напряжений на оптимизируемой венти-

многокритериальной оптимизаци. Так, при расчёте обтекания 
длинных и сравнительно тонких лопаток современных вентиля-
торов нуж
ном центробежных сил. Поэтому, профилируя лопатку, необхо-
димо решать и газодинамическую, и прочностную задачи, а при 
расчёте её напряжённо-деформированного сос
рять ограничениям по допустимому уровню напряжений. Резуль-
тат включения в программный к
но созданного быстрого модуля пространственного прочностного 
расчёта ме
ляева, 2009) демонстрирует рис. 4.18. На нём в разных ракурсах 
показаны распределения
ляторной лопатке. В данном примере максимально допустимое 
напряжение равно 35 кГ/мм2. 
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Рис. 4.18 
 

Приведённые примеры подтверждают, что применение ГА – 
искусство, в котором талант исследователя не менее важен, чем 
использование суперкомпьютеров (за рубежом подобные задачи, 
причём отнюдь не мгновенно, решают на многих сотнях и тыся-
чах процессоров). 
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