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                                                    Ряд Ф у рье 
 

1. Три гонометри ч еск и м  ряд ом  на зыва ю т ряд  ви д а   
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                                    (1.1) 

 
г д е kk ba , -ч и сл овые к оэффи ци енты. 
С л ед у ет отмети ть, ч то все три гонометри ч еск и е функ ци и , вход ящ и е в (1.1) и м ею т 
общ и й пери од  ,2l и  есл и  ряд  (1.1) сход и тся и  )(* xf его су мм а , то )(* xf  
опред ел ена  на  ),( +∞−∞  и  та к же явл яется пери од и ч еск ой функ ци ей с тем  же 
пери од ом  .2l  
   Та к ое опред ел ени е три гонометри ч еск ого ряд а  д оста точ но форм а л ьно. Б ол ее 
естественным  явл яется д ру гой “ фи зи ч еск и й “ под ход . 
Ра ссмотри м  посл ед ова тел ьность простейш и х г а рмони ч еск и х функ ци й (г а рмони к ) 
ви д а  
 

           ∞−=+ ,...;2,1);2sin( kX
T

A kk ϕ
κπ <Х > ∞+                                    (1.2) 

 
Они  на зыва ю тся г а рмони к а м и  с к ра тными  ч а стота м и . У  всех у  ни х Т-общ и й 
пери од . 
Ра ссмотри м  су перпози ци ю  эти х г а рмони к  
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П ол а г а я ,2,cos,sin,
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при ход и м  к  ряд у  (1.1). 
 
2. П у сть теперь и м еется функ ци я  ),(* xf  опред ел енна я на    ),( +∞−∞    и  
пери од и ч еск а я с пери од ом   .2l   П острои м  ряд  (1.1), в к отором  к оэффи ци енты  

kk ba ,  выч и сл ены специ а л ьным  обра зом  по форм у л а м  
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)4.1(..,...)2,1,0(sin)(1
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Э ти  к оэффи ци енты на зыва ю тся к оэффи ци ента м и  Ф у рье фу нк ци и  ),(* xf  а  са м  
ряд  (1.1) в этом  сл у ч а е на зыва ется ряд ом  Ф у рье функ ци и   ).(* xf За пи сыва ю т это 
та к : 
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Есл и  ряд  (1.5) сход и тся (об у сл ови ях его сход и мости  ни же), то его су мм а  

)(xS ра вна : 
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3. Н а  пра к ти к е при ход и тся ра ск л а д ыва ть в ряд  Ф у рье функ ци ю  ),(xf  за д а нну ю  
на  промежутк е ][ [ ] ..)2,0(, дтиlll−   ( в фи зи к е ее на зыва ю т  “си г на л ом”) 
Д л я этого сна ч а л а  при ход и тся д ел а ть ее пери од и ч еск ое прод ол жени е на  всю  
ч и сл овую  осью  (см  .ри с.1) и  ра ск л а д ыва ть в ряд  Ф у рье функ ци ю  ( ).xf ∗   

                      
       
    
П оэтому  на  всей оси  ),( +∞−∞  суммой ряд а  бу д ет )(* xf  (с у ч етом  (1.6)), а  на  
промежутк е ][ ll,− - )(xf   (опять та к и  с у ч етом  (1.6)) 
     Есл и )(xf  за д а на  на  промежутк е ][ ),.,,(,0 дтиlaal +  то ее возможно 
ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье, вообщ е говоря, бесч и сл енным  к ол и ч еством  способов. Н а  
пра к ти к е ,од на к о, и спол ьзу ю тся д ва : 
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а ) П род ол жи м  )(xf на  промежуток   ][ 0,l−  ч етным  обра зом  (см . ри с2). 
 
 

Тог д а , сог л а сно (1.4)       
( )
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и  ряд  Ф у рье при ни м а ет ви д               ∑
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+
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г д е он пред ста вл яет )(xf   на   ][ l,0 . 
 
б) П род ол жи м  )(xf на   ][ 0,l−  неч етным  обра зом  (см .ри с.3). Тог д а  
 

)( ,...2,10 == kak   (  0a  может быть отл и ч ным  от ну л я), а  
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∫=        и  ряд  Ф у рье в этом  сл у ч а е бу д ет и м еть ви д  
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4. Ч а сто, особенно в ра д и офи зи к е, ряд  Ф у рье за пи сыва ю т в к омпл ек сной форме: 
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5. У сл ови я сходи м ости  ряда Ф у рье 
         
      С у щ еству ет д овол ьно много д оста точ ных при зна к ов сход и мости  ряд а  Ф у рье. 
Н а  пра к ти к е,обыч но, при меняю тся д ва : 
а ) Теорем а 1. Есл и  )(xf явл яется к у соч но-непрерывной и  к у соч но-г л а д к ой на  

][ ll,−  то ее ряд  Ф у рье сход и тся в к а жд ой точ к е этого отрезк а , при ч ем  д л я суммы 
)(xS  этого   ряд а  выпол няю тся ра венства : 

 
1). lеслиxfxS −= ),()( <X> l  и  Х  точ к а  непрерывности  ),(xf           

 2). lеслиxfxfxS −
−++

= ,
2

)0()0()( <Х > l   и   Х    - точ к а  ра зрыва  первого род а ,  

 3). )10.1(
2

)0()0()()( −++−
==−

lflflSlS                                                               

 
 
б) Теорем а 2. (У сл ови я Ди ри хл е).  
         Есл и  )(xf к у соч но-непрерывна  и  к у соч но-монотонна  на  ][ ll,− , тог д а  ее ряд  
Ф у рье сход и тся в к а жд ой точ к е  X Є   ][ ll,−  (с у ч етом (1.10)). 
 

                          При м еры  задач с реш ени ям и  
 
При м ер 1. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю , за д а нну ю  на  сег м енте ][ ππ ,−  
у ра внени ем  
                  .)( Xxf += π  
Реш ени е.  Гра фи к ом  этой функ ци и  явл яется отрезок , соед и няю щ и й 
точ к и )( )( πππ 2;0; и− .Н а  ри су нк е 4 пок а за н г ра фи к  функ ци и   

−= )(),( xSг деxSу су мм а  ряд а  Ф у рье функ ци и  ).(xf    

   
 Э та  cу мм а  явл яется пери од и ч еск ой фу нк ци ей с пери од ом  π2  и  совпа д а ет с 
функ ци ей )(xf  на  сег м енте ][ .,ππ−  
Опред ел яем  к оэффи ци енты ряд а  Ф у рье. С на ч а л а  наход и м  
 

                         ∫ ∫∫∫
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Второй и нтег ра л  ра вен ну л ю  к а к  и нтег ра л  от неч етной функ ци и , взятый по 
и нтерва л у , си мм етри ч ном у  относи тел ьно на ч а л а  к оорд и на т. Та к и м  обра зом , 

∫
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==
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Д а л ее наход и м  к оэффи ци енты ma . И меем  
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Н етру д но ви д еть,ч то оба  и нтег ра л а  ра вны ну л ю (под ынтегра л ьна я функ ци я 
второго и нтегра л а  явл яется неч етной к а к  прои звед ени е ч етной функ ци и  на  
неч етну ю ). 
И та к , .0.....,0 321 ===== aaaетam Опред ел яем  теперь к оэффи ци енты 
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П ервый и нтег ра л  ра вен ну л ю . П од ынтегра л ьна я функ ци я второго и нтегра л а  – 
ч етна я к а к  прои звед ени е д вух неч етных функ ци й. Та к и м  обра зом , 

.sin2

0
dxmXXbm ∫=

π

π
 

и нтегри ру я по ч а стям , пол у ч и м   
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С л ед ова тел ьно, ра зл ожени е функ ци и  )(xf    в ряд  Ф у рье и м еет ви д  
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При м ер 2. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю  ток а , г ра фи к  к оторой выража ет 
тел егра фные си г на л ы в сл у ч а е пери од и ч еск ой перед а ч и  точ ек  (ри с.5). 

 
 
Реш ени е. Ф у нк ци я )( ti ω в пред ел а х пери од а  ][ π2,0  и м еет ви д  
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Ф у нк ци я )( ti ω терпи т ра зрыв первого род а  при  .πω =t  Та к  к а к  у сл ови я Д и ри хл е 
у д овл етворяю тся, то при мени мы форму л ы  
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П ри д ется   л и ш ь и нтерва л  и нтегри рова ни я ра зби ть на  д ве ч а сти  
),20( πππ доотидоот та к  к а к  в к а жд ой и з ни х функ ци я выража ется по- 

ра зном у : 
 

,)(1)(1

0
21

12
2

120 ∫ ∫ +=
+

=+=
π π

π π
ππ

ω
π

ω
π

IIIItdItdIa ` 

∫∫ =+=+=
π

π

πππ ω
π

ω
π

ωω
π

ωω
π

2 2

0

1

0

2
1

0
2 ,0sinsin)(cos1)(cos1

n
tnI

n
tnItdtnItdtnIan  
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Та к  к а к  выражени е в к ва д ра тных ск обк а х ра вно 2 при  n неч етном  и  0 при  n 
ч етном , то под ста вл яя  зна ч ени я  nbиa0 в форм у л у  (1.11) пол у ч и м  
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∑
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П ол у ч енный ряд  д а ет за д а нну ю  функ ци ю  во всех точ к а х, к роме точ ек  ра зрыва   
 

,...).3,2,,0..( πωπωπωω ==== ttttет В  точ к а х ра зрыва  су мм а  ряд а  ра вна  

сред не а ри фмети ч еск ом у  пред ел ьных зна ч ени й функ ци и , т.е. .
2

21 II +  

 
При м ер 3. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю  на пряжени я на  сетк е л а мпы, г ра фи к  

к оторой и зображен на  ри су нк е 6.  
 
 
Реш ени е. Ра ссм а три ва ем а я функ ци я на  отрезк е ][ π,0  опред ел яется у ра внени ем  
 

.)( tUtu ω
π

ω =   П род ол жи в функ ци ю  ч етным  обра зом  на  отрезок  ][ o,π−  (см . 

пунк ти р на  ри с. 6),мы можем  ра зл ожи ть ее в ряд  Ф у рье по форм у л а м  
 
 

∑
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n nXaaxf      ∫=
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π 0
0 ,)(2 dxxfa       ∫ ==

π
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,...2,1cos)(2 nnXdxxfan , 

к оторые д л я а рг у м ента   tω  при ни м а ю т ви д :     
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0 ),()(2 tdtfa   
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И меем : 
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−
=
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U
че т н омnп р и
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С л ед ова тел ьно,     или
n

tnUUtu
n

∑
∞

=
−−=

,...5,3,1
22

cos4
2

)( ω
π

ω  

     ...)
5

5cos
3

3cos(cos4
2

)( 222 +++−−=
tttUUtu ωω

ω
π
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П оск ол ьк у  точ ек  ра зрыва  нет, пол у ч енный ряд  д а ет зна ч ени е за д а нной функ ци и  
при  л ю бых .tω  

 С у мм а  первых трех ч л енов ряд а  и зображена  на  ри с.7. 

 
    
При м ер 4. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю , за д а нну ю  на  пол упери од е в сег м енте 

][ 2,0 у ра внени ем            
2

)(
2XXxf −=   

Реш ени е. Ф у нк ци я может быть ра зл ожена  в ряд  Ф у рье бесч и сл енным  
к ол и ч еством  способов. 
М ы зд есь при вед ем  д ва  на и бол ее важных ва ри а нта  ра зл ожени я. 
1). Д оопред ел и м  фу нк ци ю   )(xf  на  сег м енте ][ 0,2− ч етным  обра зом  (ри с.8).  

И меем  .2=l  
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π     Интегри ру я по ч а стям , пол у ч и м : 

. ;
2
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2
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2
1 2 Xm

m
vdxXdudxXmdvXXu π

π
π

=−==−=  

∫∫ −−=−−−=
2

0

2

0

2

0

2 .
2

sin)1(2
2

sin)1(2
2

sin)
2
1(2 dxXmX

m
dxXmX

m
XmXX

m
am

π
π

π
π

π
π

Ещ е ра з и нтег ри ру ем  по ч а стям : 
 

;
2

cos2,,
2

cos,1 Xm
m

vdxdudxXmdvXu π
π

π
−===−=  

  

=+−= ∫
2

0
22

2

0
22 2

cos4
2

cos)1(4 dxXm
m

XmX
m

am
π

π
π

π  

][ .0,)1(144cos4
222222 =−+−=−−= m

m b
mm

m
m ππ

π
π

 

 
И та к , 

...).3cos
6
12cos

4
1cos

2
1(8

3
1

2
cos)1(14

3
1)( 2222

1
22 +++−=

−+
−= ∑

∞

=
XXXXm

m
xf

m

m
πππ

π
π

π
2) Д оопред ел и м  фу нк ци ю  )(xf  на  сег м енте  ][ 0,2−  неч етным  обра зом  (ри с.9): 

 

;
2

sin)
2
1(

2

0

2 dxXmXXbm
π

∫ −=          ,
2

sin,
2
1 2 dxXmdvXXu π

=−=  

;
2

cos2,)1( Xm
m

vdxXdu π
π

−=−=  
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∫ ∫ −=−+−−=
2

0

2

0

2

0

2 ;
2

cos)1(2
2

cos)1(2
2

cos)
2
1(2 dxXmX

m
dxXmX

m
XmXX

m
bm

π
π

π
π

π
π

;
2

sin2,,
2

cos),1( Xm
m

vdxdudxXmdvXu π
π

π
=−==−=  

∫+ =−=
2

0
22

2

0
22 2

sin4
2

sin)1(4 dxXm
m

XmX
m

bm
π

π
π

π
 

 
 

][
,...).2,1,0(0

;)1(188cos8
2

cos8
333333

2

0
33

==

−−=+−=−=

ma
mm

m
m

Xm
m

m

m

ππ
π

π
π

π  

И та к , 

...).
2

5sin
5
1

2
3sin

3
1

2
(sin16

2
sin)1(18)( 333

1
3 +++=

−−
= ∑

∞

=

XXXXm
m

xf
m

m πππ
π

π
π

 

 
 
При м ер 5.   Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю  д вухпол у пери од нного 
выпрям л енного ток а , г ра фи к  к оторой и зображен на   ри су нк е 10. 

 
 
 
 
 
Реш ени е. Ф у нк ци я опред ел яется у ра внени ем      .sin)( tIti ωω =  П ери од    

.2 π== lT  
П род ол жи м  функ ци ю  ч етным  обра зом  на  отрезок    

[-π ,0] . Ка к  и  в пред ыд у щ ем  при мере  .2 tn
l

tn
ω

ωπ
=  

П о форм у л а м :       

∫ ∫

∑

===

+=
∞

=
l l

n

n
n

ntd
l

tntf
l

atdtf
l

a

l
tnaatf

0 0
0

1

0

,...)2,1(),(cos)(2),()(2

,cos
2

)(

ω
πω

ωωω

πω
ω
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пол у ч и м  : 

,4cos4sin4)(sin
2/

2 2

0

2

0

2

0
0 πππ

ωω
π

πππ

IXIXdxIttdIa =−=== ∫∫

=== ∫∫
2

0

2

0
2cossin2

2
4)(2cossin

2/
2

ππ

π
ωωω

π
nXdxXIttdntIan  

 

 
С л ед ова тел ьно, 

∑
∞

= −
−=

1
2 14
2cos42)(

n n
tnIIti ω

ππ
ω        и л и    

...).
97

8cos
75

6cos
53

4cos
3
2cos

2
1(4)( −

⋅
−

⋅
−

⋅
−−=

ttttIti ωωωω
π

ω  

Ра зл ожени е спра вед л и во при  л ю бом   .tω П остоянна я соста вл яю щ а я, 

выпрям л енного ток а  ра вна  .2
π
I   

При м ер 6.  Ра зл ожи ть функ ци ю   
2

)( Xxf −
=

π  в промежутк е ).2,0( π  

Реш ени е. Выч и сл яем  к оэффи ци енты ряд а  Ф у рье 
 

,0)
2
1(

2
1

2
1)(1 2

0

2
2

0

2

0
0 =−=

−
== ∫∫

πππ
π

π
π

ππ
XXdxXdxxfa  

 

,...).3,2,1(,0sin
2

1

sin)(
2
1cos

2
1cos)(1

2

0

2

0

2

0

2

0

==−

−−=
−

==

∫

∫∫

nnXdx
n

n
nXXnXdxXnXdxxfan

π

πππ

π

π
π

π
ππ

 

.1cos
2

1cos)(
2
1sin

2
1sin)(1 2

0

2

0

2

0

2

0 n
nXdx

nn
nXXnXdxXnXdxxfbn =−−−=

−
== ∫∫∫

ππππ

π
π

π
π

ππ
Та к и м  обра зом , мы при ход и м  к  за меч а тел ьном у  по простоте ра зл ожени ю , 
сод ержа щ ем у  од ни  л и ш ь си ну сы: 
 

.
)14(

14)
12

1
12

1(2
12

)12cos(
12

)12cos(2
2

2

0







−
−=

−
−

+
=


−
−

+
+
+

−=
n

I
nn

I
n

Xn
n

XnI
πππ

π
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∑
∞

=
=

−

1

sin
2 n n

nXXπ        (0 < Х  > 2π  ). 

П ри  Х =0 ( и л и  2π  ) су мм а  ряд а  ра вна  ну л ю , и  ра венство на ру ш а ется. Н е бу д ет 
ра венства  и  вне у к а за нного промежутк а . Гра фи к  су ммы ряд а   S(x) состои т и з 
бесч и сл енного множества  па ра л л ел ьных отрезк ов и  ряд а  отд ел ьных точ ек  на  оси  
Х . (Ри с.11) 

 
 
 
                            Задачи  дл я сам остоятел ьного реш ени я 
 
При м ер 1. Ра зл ожи ть функ ци ю  axexf =)(  в промежутк е (0, π  ) 
                   а ) в ряд  по к оси нуса м    и  
             б) в ряд  по си ну са м   
При м ер 2. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю , за д а нну ю  в сегменте [-π , π ] 
у ра внени ем  3)( Xxf = . 
При м ер 3. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю  на пряжени я, г ра фи к  к оторой 
и зображен на  ри с.(12). 

 
При м ер 4. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю   д вухпол упери од ного выпрям л енного 
ток а , г ра фи к  к оторой и зображен на  ри с.(13). 

 
При м ер 5. Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье функ ци ю , за д а нну ю  в сегменте [-π , π  ] та к : 
 

                  




≤≤
≤≤−−

=
.0,3

;0,2
)(

π
π

XеслиX
XеслиX

xf  
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При м ер 6 
Ра зл ожи ть в ряд  Ф у рье по к оси ну са м  в сег м енте [0, 2 ] функ ци ю  

                   




≤<−
≤<

=
.21,2

;10,
)(

XеслиX
XеслиX

xf  

                                                                  

Ответы :  1)  ∑
∞

=
≤≤

+

−
−+

−
=

1
22 ),0(cos

1
)1(21)

n

a
n

a
ax XnX

na

ea
a

eea π
ππ

ππ
 

                       ][∑
∞

=
<<

+
−−=

1
22 ).0(sin)1(12)

n

anax XnX
na

neеб π
π

π  

 

                 2).  ∑
∞

=
−−=

1

2

3 .sin)212()1()(
m

m mX
mm

xf π  

                 

                 3). ∑ ∑
∞

=

∞

=

−−
+−=

,...5,3,1 1

1

22 sin)1(cos2
4

)(
n n

n
tn

n
U

n
tnUUtu ωπ

π
ωπ

π
ω  

                     И л и  

                     
...).

3
3sin

2
2sin(sin

...)
5
5cos

3
3cos(cos2

4
)( 222

−+−+

++++−=

tttU

tttUUtu

πωπω
πω

π

πωπω
πω

π
ω

 

                    В  точ к а х ра зрыва   ,...)3,1( == tt ωω  су мм а  ряд а  ра вна  .
2
U  

                4). 






−
−+= ∑

∞

=

−

14
2cos)1(

2
14)( 2

1

1

n
tnIti

n

n ω
π

ω    Ра зл ожени е спра вед л и во при  

л ю бом   tω . 
                                                                                                

           5). ++++−= ...)
5

5cos
3

3cos
1

cos(10
4

5)( 222
XXXxf

π
π  

 
 

         ...).
3
3sin

2
2sin

1
sin( −+−+

XXX  

 

           6. ( ).
)12(
)12cos4

2
1)(

0
22 ∑

∞

= +
+

−=
m m

Xmxf π
π
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                                       Интеграл  Ф у рье 
 
      Есл и  )(xf  за д а на  и зна ч а л ьно на  всей оси   (-∞ , ∞  ) и  не пери од и ч на  на  ней, 
то ра зл ожи ть ее  в ряд  Ф у рье нел ьзя. Од на к о, при  нек оторых пред пол ожени ях 
ее можно пред ста ви ть в ви д е нек оторого а на л ог а  ряд а  Ф у рье, а  и м енно в ви д е 
и нтегра л а  Ф у рье.                                                                                                       
Есл и  )(xf у д овл етворяет у сл ови ям   теоремы 1 пред ыд у щ его ра зд ел а  на  л ю бом  
к онеч ном  промежутк е ][ ll,− и  а бсол ю тно и нтег ри ру ем а  на  всей оси , то д л я нее 
спра вед л и ва  и нтегра л ьна я форм у л а  Ф у рье: 

                      г деduuufdxf )1.2(,)cos()(1)(
0

∫∫
+∞

∞−

+∞
∗ −= λλ

π
        

)2.2(
,

2
)0()0(

)(),(
)(







−
−++

−
=∗

р одап е р вог ор азр ы ват очкаХеслиxfxf
xfст ин е п р е р ы вн от очкаХеслиxf

xf     

 
Ф орм у л а  (2.1), вообщ е говоря, пол у ч а ется пред ел ьным  переход ом  и з ряд а  
Ф у рье при  ∞→l . В  этом  смысл е и нтег ра л  Ф у рье пони м а ю т к а к  пред ел ьну ю  
форм у  ряд а  Ф у рье. 
           И нтег ра л  Ф у рье ч а сто за пи сыва ю т в к омпл ек сной форме: 

          )3.2()(
2
1)( )(∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

−∗ = dueufdxf xuiλλ
π

 

 
Ч а сто и нтег ра л  Ф у рье за пи сыва ю т в ви д е: 
 

           )4.2(,)sin)(cos)(()(
0
∫

+∞
+=∗ λλλλλ dXbXaxf                 

        )5.2(sin)(1)(,cos)(1)( ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

== uduufbuduufaг де λ
π

λλ
π

λ          

 
 

При м еры  задач с реш ени ем  
П ред ста ви ть и нтег ра л ом  Ф у рье сл ед у ю щ и е функ ци и . 
При м ер 1.  
 

                           






>

<
=

.1,0

;1,1
)(

Xесли

Xесли
xf  
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Реш ени е. Д а нна я фу нк ци я у д овл етворяет всем  у сл ови ям  теоремы 1, и  
сл ед ова тел ьно, ее можно пред ста ви ть и нтегра л ом  Ф у рье. Л ег к о ви д еть, ч то 

0)( =λb  ( в си л у  ч етности  функ ци и  )),(xf  а   
 

    .sin2cos2cos)(2)(
1

00 πλ
λ

λ
π

λ
π

λ === ∫∫
+∞

XdxXdxxfa  

Та к и м  обра зом , 

    ∫
+∞

≠=
0

,1,cossin2)( XXdxxf λ
λ

λ
π

  ч то и  требова л ось д ок а за ть. 

С л ед у ет за мети ть, ч то в точ к а х 1±=X  ра зрыва  функ ци и  )(xf  и нтег ра л  Ф у рье, 

сог л а сно теори и , ра вен .
2
1   Д ействи тел ьно, поск ол ьк у  

    ),)1(sin)1(sin(1cossin2

000
∫∫∫

+∞+∞+∞ −
+

+
= λ

λ
λ

λ
λ

λ
π

λ
λ

λλ
π

dXdXdX  

 
то при менени е форм у л  (2.2) д а ет 
 

)),1(sgn()1(sgn(
2
1cossin2

0
XXdX −++=∫

+∞
λλ

λ
λ

π
  

 
отк у д а  и  сл ед у ет у к а за нный резу л ьта т. 
При м ер 2.   ).()sgn()sgn()( abbXaXxf >−−−=  

Реш ени е. За м еч а я, ч то   














>
=

<<
=
<

=

,,0
;,1

;,2
;,1
;,0

)(

bXесли
bXесли

bXaесли
aXесли
aXесли

xf  

 
и м еем : 
 

),sin(sin2cos2cos)(1)( abXdxXdxxfa
b

a
λλ

πλ
λ

π
λ

π
λ −=== ∫∫

+∞

∞−

 

 

).cos(cos2sin2sin)(1)( baXdxXdxxfb
b

a
λλ

πλ
λ

π
λ

π
λ −=== ∫∫

+∞

∞−

 

 
С л ед ова тел ьно, и нтег ра л  Ф у рье и м еет ви д : 
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=−+−= ∫
+∞

λλλλλλλ
λπ

dXbaXabxf )sin)cos(coscos)sin((sin12)(
0

 

        .)(sin)(sin2

0
λ

λ
λλ

π
daXXb

∫
+∞ −+−  

 
В  д а нном  при м ере функ ци я )(xf  совпа д а ет с ее и нтег ра л ом  Ф у рье во всех 
точ к а х ч и сл овой оси .   
 

При м ер 3.  .1)( 22 Xa
xf

+
=  

Реш ени е. Ф у нк ци я )(xf  при  0≠a д и фференци ру ем а  и  а бсол ю тно и нтег ри - 
ру ем а  на  и нтерва л е ).,( +∞−∞  С л ед ова тел ьно, она  пред ста ви м а  и нтег ра л ом  
Ф у рье. И меем : 0)( =λb  (в си л у  ч етности  функ ци и  )),(xf  
 

      ∫ ∫
∞+ ∞+

− ≠=
+

==
+

=
0 0

222 .0,1
1

)(cos2)(cos2)( ae
at

dtta
a

taX
Xa
Xdxa aλλ

π
λ

π
λ  

 
За пи ш ем  теперь и нтег ра л  Ф у рье д а нной функ ци и :  
 

).0(,cos1)(
0

≠= ∫
+∞

− aеслиxde
a

xf a λλλ  

 

При м ер 4.  ).0()( 22 ≠
+

= a
Xa

Xxf  

Реш ени е. Ф у нк ци я )(xf  д и фференци ру ем а  и  не явл яется а бсол ю тно и нтег ри - 
ру емой на  и нтерва л е  ),,( +∞−∞ од на к о она  и нтег ри ру ем а  на  нем  в смысл е 
г л а вного зна ч ени я Кош и . Ка к  пок а за л  Кош и  (см ., на при м ер: Ф и хтенгол ьц Г.М . 
Основы м а тем а ти ч еск ого а на л и за . Т.2, М .: Н а у к а , 1968), та к а я функ ци я тоже 
может быть пред ста вл ена  и нтег ра л ом  Ф у рье. 

     Л ег к о ви д еть, ч то ∫
+∞

+
==

0
22 .sin2)(,0)( dx

Xa
XXbаa λ

π
λλ  

Э тот и нтегра л  ра вномерно сход и тся по па ра м етру  00 >≥ λλ  ( зд есь 22 Xa
X
+

 

монотонно стрем и тся к  ну л ю  при  ).2sin,
00 λ

λ ≤+∞→ ∫
x

ttdaX  С л ед ова тел ьно, 

его можно ра ссм а три ва ть к а к  прои звод ну ю  (с точ ностью  д о зна к а  ) от функ ци и  
)(λa  пред ыд у щ его при мера , т.е. 
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          ae
Xa
Xdxb λ

λ
λ

π
λ −

+∞
=

+
−= ∫ '

0
22 )cos2()( . 

И нтег ра л  Ф у рье функ ци и  22 Xa
X
+

и м еет ви д : ).0(sin
0

≠∫
+∞

− aXde a λλλ  

При м ер 5.   ).0()( >= − αα Xexf  
Реш ени е. Ра ссм а три ва ем а я функ ци я непрерывна , д и фференци ру ем а  всю д у , за  
и ск л ю ч ени ем  точ к и   Х =0, и  а бсол ю тно и нтегри ру ем а  на  всей ч и сл овой оси . 
С л ед ова тел ьно, она  пред ста ви м а  и нтег ра л ом  Ф у рье. П оск ол ьк у  функ ци я )(xf -
ч етна я, то ,0)( =λb  а  
 

              .
)(

2cos2)( 22
0 λαπ

α
λ

π
λ α

+
== ∫

−∞
− Xdxea X  

Та к и м  обра зом , и ск омое пред ста вл ени е д а нной функ ци и  и нтег ра л ом  Ф у рье и м еет 
ви д  
 

                  ).0(cos2

0
22 >

+
= ∫

+∞
− αλ

λα
λ

π
αα dXe X  

 
 
                     При м еры  дл я сам остоятел ьного реш ени я 
П ред ста ви ть и нтег ра л ом  Ф у рье сл ед у ю щ и е функ ци и : 
 

При м ер 1. 








>

≤−
=

.,0

;),1(
)(

aХесли

аХесли
a
X

h
xf  

 

При м ер 2.  






>

≤
=

.,0

;,sin
)(

π

π

Xесли

ХеслиX
xf  

При м ер3.    










>

≤
=

.
2

,0

;
2

,cos
)(

π

π

Xесли

XеслиX
xf         

При м ер4.     










>

≤
=

.2,0

;2,sin
)(

ω
π
ω
π

ω

ntесли

ntеслиtA
xf  

При м ер 5.   ).0(sin)( >= − αβα Xexf X   
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Ответы :  1)  ∫
∞+ −

=
0

2 coscos12)(

,

λλ
λ

λ
π

Xda
a
hxf  

 
 

                  2).  ∫
∞

−
=

0
2 sin

1
sin2)( λλ

λ
πλ

π
Xdxf  

                 3). ∫
∞+

−
=

0
2 .cos

1
2

cos2)( λλ
λ

πλ

π
Xdxf   

 

                  4). .sin

2sin2)(
0

22∫
∞+

−
= λλ

ωλ
ω

λπ

π
ω td

n
Atf  

 

                   5). ] ][[ ).0(.
)()(

sin4)(
0

2222 >
++⋅+−

= ∫
+∞

αλ
αβλαβλ

λλ
π

βα dXxf  

 
  
                                     Преобразовани я  Ф у рье 
 
И нтег ра л  Ф у рье (2.3) можно перепи са ть в ви д е: 

                             )1.3())(
2
1(

2
1)( ∫∫

+∞

∞−

+∞

∞−

−∗ = dueufdexf uiXi λλ

π
λ

π
 

Ра ссмотри м  и нтег ра л ы  

           dueufF ui∫
+∞

∞−

= λ
π

λ )()(
2
1      и     )2.3()(

2
1)( λλ
π

λ dFexf Xi∫
+∞

∞−

−∗ =  

П ервый и з ни х на зыва ется прямым  преобра зова ни ем  Ф у рье функ ци и )(uf   
(а  −)(λF обра зом  Ф у рье ))(uf , второй - обра тным  преобра зова ни ем  Ф у рье 
(а −)(uf прообра зом ). 
Есл и  −)(uf ч етна я функ ци я, то 

          ∫
+∞

=
0

,cos)(2)( uduufF λ
π

λ   а    )3.3(cos)(2)(
0

λλλ
π

udFuf ∫
+∞

=  

)(λF  и   )(uf на зыва ю тся к оси ну с преобра зова ни ям и  Ф у рье (прямым  и  
обра тным  соответственно). 
Есл и  −)(uf неч етна я функ ци я, то и м еем  си ну с - преобра зова ни я Ф у рье 
(прямое и  обра тное): 
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     ∫
+∞

=
0

sin)(2)( uduufF λ
π

λ   и   ∫
+∞

=
0

)4.3(sin)(2)( λλλ
π

udFuf  

За м еч а ни е. Ф у нк ци ю  )(λF  ч а сто обозна ч а ю т )(λf  и л и  ).(λ
∧
f  

 
                                

                              При м еры  задач с реш ени ям и  

Н а йти  преобра зова ни е Ф у рье  dtetfxF xti∫
+∞

∞−

−= )(
2
1)(
π

 д л я функ ци и  

),(tf есл и : 

При м ер1. ).0()( >= − αα xexf   
 
Реш ени е. П од ста вл яя д а нну ю  функ ци ю  в у к а за нну ю  форм у л у  преобра зова ни я, 
пол у ч а ем : 

 

      

).0(2cos2

sin
2

cos
2
1

2
1)(

22
0

>
+

==

=−==

∫

∫∫∫
∞+

−

+∞

∞−

−
+∞

∞−

−
+∞

∞−

−−

α
α

α
ππ

πππ

α

ααα

t
tXdte

tXdteitXdtedtexF

t

ttxtit

 

 
При м ер 2.  ).0()( >= − αα xxexf  
Реш ени е. Ка к  и  в пред ыд у щ ем  при м ере, на ход и м :  
 

).0(
)(

8sin2

sin
2

cos
2
1

2
1)(

222
0

>
+

−=−=

=−==

∫

∫∫∫
∞+

−

+∞

∞−

−
+∞

∞−

−
+∞

∞−

−−

α
α

α
ππ

πππ

α

ααα

x
xitXdttei

tXdtteitXdttedttexF

t

ttxtit

 

 
За м ети м , ч то посл ед ни й и нтегра л  можно пол у ч и ть д и фференци рова ни ем  
и нтегра л а  и з пред ыд у щ его при мера  по па ра м етру  х (д и фференци рова ни е под  
зна к ом  и нтегра л а  спра вед л и во в си л у  ра вномерной сход и мости  и нтегра л а  

tXdtte t sin
0
∫

+∞
−α  относи тел ьно х). 

При м ер3.  Н а йти  к оси нус- и  си ну с- преобра зова ни я функ ци и  
).0()( ≥= − xexf x   

Реш ени е. И меем    .cos2)(
0

zuduezf u
c ∫

+∞
−=

π
 Та к  к а к  ,

1
1cos 2

0 +
=∫

+∞
−

z
zudue u  
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то  .
1

12)( 2 +
=

z
zfc π

  Ана л ог и ч но пол у ч а ем  .
1

2)( 2 +
=

z
zzfs π

  

В  свою  оч еред ь, при м ени в к оси нус- и  си ну с- преобра зова ни я Ф у рье к  
функ ци ям  ),()( zfиzf sc пол у ч и м  функ ци ю  ),(xf т.е.  

.
1

sin2,
1

cos2

0
2

0
2

xx edz
z

zXzedz
z

zX −
+∞

−
+∞

=
+

=
+

∫∫ ππ
 

Отсю д а  пол у ч а ем  и нтегра л ы Л а пл а са : 
 

.
21

sin,
21

cos

0
2

0
2

xx edz
z

zXzedz
z

zX −
+∞

−
+∞

=
+

=
+ ∫∫

ππ  

 
При м ер 4.  П у сть фу нк ци я )(xf  опред ел ена  ра венства м и  

                      










>

=

<≤

=

.,0

;,
2
1

;0,1

)(

axесли

axесли

axесли

xf  

Н а йти  ее к оси нус- и  си ну с- преобра зова ни я ( ри с. 14). 

Реш ени е. Н а ход и м  к оси ну с- преобра зова ни е д а нной функ ци и : 
 

                ∫ ∫∫
+∞ +∞

=⋅+==
0 0

cos02cos2cos)(2)(
a

a

c zuduzuduzuduufzf
πππ

 

                        .sin2cos2

0 z
azzudu

a

ππ
== ∫  

Н а йд ем  теперь си ну с- преобра зова ни е: 
 

  =⋅+== ∫∫∫
∞+∞

a

a

s zuduzuduzuduufzf sin02sin2sin)(2)(
00 πππ

 

   = .cos12sin2

0
∫

−
⋅=

a

z
azzudu

ππ
 

Отсю д а  пол у ч а ем  
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>

=

<≤

=∫
∞+

.,0

;,
2
1

;0,1

cossin2

0
axесли

axесли

axесли

Xzdz
z
az

π
   

(ра зрывный множи тел ь Д и ри хл е) и  
 

  

                










>

=

<≤

=
−

∫
∞+

.,0

;,
2
1

;0,1

sincos12

0
axесли

axесли

axесли

Xzdz
z

az
π

 

 
  
                        При м еры  дл я сам остоятел ьного реш ени я 
 
Н а йти  преобра зова ни я Ф у рье д л я функ ци и  
 

При м ер 1.  






>

<
=

.,0

;),2/cos(
)(

π

π

xесли

xеслиX
xf  

 
 

При м ер 2.     










>

≤≤

<≤−−

= −

.1,0

;10,

;01,

)(

xесли
xеслиe

xеслиe

xf x

x

 

При м ер 3.     2

2

)(
x

exf
−

=  

При м ер 4.     .cos)( 2

2

Xexf
x

α
−

=  
 
При м ер 5.    Н а йти  си ну с- и  к оси нус- преобра зова ни я Ф у рье функ ци и  

 

                                       ;

.1
2
1,1

2
1

2
1,0

;
2
11,1

)(















≤≤

<≤−

−≤≤−−

=

xесли

xесли

xесли

yf  
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Ответы :   1) z
z

zF π
π

cos
41
4

2
1)( 2−

⋅=  

      2)   .
)1(
cossin

2
2)( 2ze

zzzzeizF
+

−−
=

π
  

                   3)   .2

2

)(
z

ezF
−

=  

                  4)      zchezF
z

α
α

2

22

)(
+

−
= . 

                   5)     
.2)(cos)2/(cos)(

,2)2/(sinsin)(

π

π

z
zzzf

z
zzzf

s

c

−
=

⋅
−

=
 

 
 
         С пек трал ьная харак тери сти к а (спек тр) ф у нк ци и  
 
     Вернемся к  первом у  и нтег ра л у  в форм у л е (3.2). П рямое преобра зова ни е 
Ф у рье функ ци и  и г ра ет бол ьш ую  рол ь в ра д и офи зи к е. Зд есь при нято 
перем енные Fx ,,λ обозна ч а ть  ).()(,, ωλωλ SFtxu ==== С а м у  функ ци ю  

)(tf  на зыва ю т си г на л ом . Теперь прямое преобра зова ни е Ф у рье (3.2) 
при ни м а ет ви д   
 

  ∫
+∞

∞−

= dtetfS tiω

π
ω )(

2
1)(     (и ног д а  ))(

2
1)( dtetfS ti∫

+∞

∞−

−= ω

π
ω       (4.1) 

 
и  на зыва ю т спек тра л ьной ха ра к тери сти к ой (и л и  спек тром ) си г на л а . Ф у нк ци ю  

)(ωS  на зыва ю т а мпл и ту д ным  спек тром , а  са м у  )(ωS - ч а стотно- фа зовым  
спек тром . 
 
                                  При м еры  с реш ени ем  
  В  к а ч естве при м еров при менени я и нтег ра л а  Ф у рье ра ссмотри м  спек тры 
нек оторых функ ци й. 
При м ер 1.  С пек тр ед и ни ч ного ск а ч к а . 
Ед и ни ч ный ск а чок  опред ел яется у ра внени ям и  
 





<
≥

=
.0,0
;0,1

)(
tесли
tесли

tf  
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(см . ри с.15).  Та к  к а к  д л я этой функ ци и  ∫
∞

∞→
0

,)( dttf то форм у л а  (4.1) (она  

может быть ещ е в ви д е ∫
+∞

∞−

−= dtetfS tiωω )()( ) не 

может быть при менена  непосред ственно. Чтобы обойти  это за тру д нени е, 
ра ссмотри м  вместо )(tf  функ ци ю  tetf α−)(  при  .0→α  
П од ста вл яя tetf α−)(  в форму л у  (4.1) и  за меч а я, ч то 1)( =tf при  

,00)(0 <=≥ tп р иtfиt  пол у ч и м   

               === ∫∫
∞

+−

→

−
∞

−

→
dtedteeS titit

0

)(
000

limlim)( ωα

α

ωα

α
ω  

         = .11lim
)(

lim 2
00

)(

0

π

α

ωα

α ωωωαωα

iti
ei

iii
e −

→

∞+−

→
−==

+
=

+−
 

И меем , сл ед ова тел ьно, 

  ,1)( 2
π

ω
ω

i
eS

−
=    отк у д а  на ход и м  мод у л ь и  фа зу : 

.
2

)(;1)( π
ωϕ

ω
ω ==S       Гра фи к и  эти х функ ци й и зображены на  ри с.16. 

 

 
 
При м ер 2.  С пек тр прямоу гол ьного и мпу л ьса . 
П рямоу гол ьный и мпу л ьс (см . ри с. 17) высотой h и  д л и тел ьностью  τ за д а н 

у ра внени ям и :   










<<−

><
=

.
22

,

,
22

,0
)(

ππ

ππ

tп р иh

tиtп р и
tf  
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П о форм у л е (4.1) наход и м : 
 

.

2

2
sin

2
2

)()(
222

2

2

2

τω

τω

τ
π

ω
τ

ω
ω

ωωπ

π

ω
π

π

ωω h
i

eeh
i

ehdtehdtetfS

titi
ti

titi =
−

=
−

===
−

−

−

−

−
∞+

∞−

− ∫∫  

 

Та к  к а к  qh =τ - пл ощ а д ь и мпу л ьса , то  .

2

2
sin

)(
τω

τω

ω qS =   Гра фи к     )(ωS  

и зображен на  ри с. 18. Та к  к а к   ,1

2

2
sin

lim =
∞→ τω

τω

τ
то при   .,0 qS ==τ  

 
При м ер 3. С пек тр к ол ок ол ьного и мпу л ьса . 
Э тот и мпу л ьс (см .ри с19) опред ел яется функ ци ей .)(

22 tetf β−=     

 
П о форм у л е (4.1) наход и м : 
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==== ∫ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−












++−

+−
∞+

∞−

−− tdedtedteeS

i
t

tittit 2

2
2

2222 4
)

2
(

)()( β

ω
β
ω

β
ωβωβω   

         ∫
∞

∞−

+−−

= .
2

2

2

)
2

(
4 dtee

i
t

β
ω

β
β

ω

   

П ол а г а я  ,,
2

dXdtXit ==+ β
β
ω

β  наход и м :   

2

2

22

2

22

2

4

0

44 21)( β

ω

β

ω

β

ω

β
π

ββ
ω

−∞
−

−∞+

∞−

−
−

=== ∫∫ edxeedxeeS xx     

    ( та к  к а к  ).
20

2 π
=∫

∞
− dxe x    И та к ,  .)(

24
2

β

ω

β
π

ω
−

= eS  

 
В  этом  при мере преобра зова ни е Ф у рье д а л о та к у ю  же функ ци ю , к а к  и  и сход на я 

(см . ри с. 20) .    
 
 
                             При м еры  дл я сам остоятел ьного реш ени я 
 
При м ер 1.  Опред ел и ть спек тр и мпу л ьса ,  г ра фи к  к оторого и зображен на  ри с. 21. 

  При м ер 2. Н а йти  спек тра л ьну ю  функ ци ю  и  
а мпл и ту д ный спек тр функ ци и  

                    




<
>>

=
−

.0,0
,0,0,)(

Xп р и
Xп р иexf

x αα
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Ответы .    1). ).1sin(2)( −=
ω

ω
ω

ω
iS  

                     

                    2). .
2

1)(
22 ωαπ

ω
+

=S  


