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Бог Вседержитель на престоле с грозно поднятой рукой: 
- Noli turba circиloc теоsР 

Внизу мириады звезд, миров, движущихся по сферам. И Прометей, напрягаю
щий мышцы, чтобы разорвать круг человеческого бытия. И кто-то, сорвавшийся 
с круга и бешено упадающий в хаос. И грозный, предостерегающий Перст Все
держителя: 

- Noil tиrba circиloc теоs! 

Из книги Леонида Андреева <<S . О. S.>> 

В механике смысл моделирования реальных тел и явлений с помощью изобре
таемых в науке обьектов и процессов всем ясен, и все мы хорошо понимаем в 
этих случаях смысл наших действий. Не принято говорить о том, что <<наукой 
открыты>> идеальная несжимаемая жидкость, или абсолютно твердое тело, или 
идеальное упругое тело. Мы понимаем, что эти обьекты - весьма нужные нам и 
полезные научные изобретения. 

Из книги академика Л. И. Седова 
<<Размышления о науке и об ученых>> 

Турбулентное движение представляется как очень сложное движение в от
крытых системах, возникающее из менее упорядоченного движения - <<физическо
го хаоса>> . . .  Процесс перехода от ламинарного состояния к турбулентному можно 
считать примерам процесса самоорганизации в нелинейной открытой системе. 

Из книги Ю. Л. Климонтовича 
<<Введение в физику открытых систем>> 

<<Не мешайте моим кругам>> -изречение Архимеда. 
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Академику 
Леониду Ивановичу Седову посвящается 

В книге известного французского ученого Дэвида Рюэля <<Случайность и 
хаос» есть примечательные слова: <<Механика родилась из стремления объ
яснить мир>>. Справедливость этого высказывания, обращенного к истории 
науки, приобретает новый глубокий смысл на современном этапе развития 
естествознания, когда не только происходит симбиоз и тесное переплетение 
различных дисциплин, но и выявляются фундаментальные основы познания 
природных закономерностей, носителем которых традиционно служит меха
ника вместе с ее отдельными направлениями и многочисленными приложе
ниями. В частности, классические законы сохранения и формулируемые на 
их основе дифференциальные уравнения движения, в том числе движения 
небесных тел, уравнения механики сплошной среды, динамики разреженных 
многокомпонентных газов и физической кинетики, представляют собой осно
ву разработки разнообразных физических, геофизических и астрофизических 
моделей, призванных не только объяснить окружающий мир, но и понять 
истоки его зарождения и эволюции. 

Лавинообразный характер накопления знаний о Вселенной, стремительное 
расширение представлений об окружающих областях пространства вблизи Земли 
и далеко за ее пределами, обусловленные в первую очередь развитием космиче
ских исследований, привели к более глубокому проникновению в физическую 
сущность процессов и явлений, происходящих в разнообразных природных и 
космических средах при различных состояниях составляющей их материи. Это 
вызвало к жизни создание все более усложненных математических моделей 
подобных сред, чему способствовал громадный прогресс в создании методов 
математического моделирования и мощных вычислительных комплексов - их 
архитектуры, производительности и программного обеспечения. На этом пути 
открываются поистине необозримые возможности познания природы, с ко
торыми связаны перспектины постановок и решения сложных многомерных 
нестационарных задач гео- и астрофизики и анализа эволюционных процес
сов на основе проведения широкомасштабных численных экспериментов. 

Турбулентность принадлежит к числу весьма распространенных и, вме
сте с тем, наиболее сложных явлений природы, связанных с возникновением 
и развитием громадного числа вихрей всевозможных масштабов ( организо-



Предисловие 1 1  

ванных вихревых структур) при определенных режимах движения жидкости 
в существенно нелинейной гидродинамической системе. При потере устой
чивости ламинарного течения, определяемой критическим значением числа 
Рейнолqцса, в гидродинамической системе возникает нестационарное пульса
ционное течение, в котором вследствие растяжения вихрей создается непре
рывное распределение пульсаций скорости и других термагидродинамических 
параметров в интервале длин волн от минимальных, определяемых диссипа
тивными (вязкими) силами, до максимальных, определяемых границами тече
ния. На условия возникновения завихренмости и структурирования развитой 
турбулентности оказывают влияние как физические свойства среды, такие 
как молекулярные коэффициенты переноса, с которыми связаны процессы 
диссипации энергии в турбулентном потоке, так и условия на границе, где 
наблюдаются тонкие пограничные вихревые слои, неустойчивость которых 
проявляется в порождении ими вихревых трубок. Турбулизация приводит к 
быстрому перемешиванию частиц сплошной среды и повышению эффектив
ности переноса массы, импульса и тепла, а в многофазных многокомпонент
ных средах- также способствует ускорению протекания фазовых переходов и 
химических реакций. По мере накопления знаний о разнообразных природ
ных объектах, в которых турбулентность играет существенную, а во многих 
случаях определяющую роль, моделирование этого явления и связанных с ним 
гидродинамических эффектов приобретает ключевое значение. Вместе с тем, 
прямое численное моделирование турбулентных течений сопряжено с боль
шими математическими трудностями, а построение общей теории структури
рованной турбулентности сжимаемой жидкости, из-за сложности механизмов 
взаимодействия разномасштабных вихревых структур, вряд ли возможно. 

В основу монографии положены исследования авторов по ряду направ
лений космических исследований, природных явлений и по проблемам фе
номенологического моделирования развитой турбулентности в многокомпо
нентных смесях реагирующих газов и в гетерогенных газапылевых средах. К 
ним привело, прежде всего, изучение природных механизмов эволюции Зем
ли и планет Солнечной системы, аккреционных газопьшевых протопланетных 
дисков, изучение процессов турбулентного тепло- и массопереноса в верхних 
атмосферах планет - разреженных газовых оболочках небесных тел, лежащих 
в пограничных областях между плотными слоями атмосферы и околопла
нетным космическим пространством. Исследование турбулентных течений в 
газовой и газопьшевой среде с усложненными физико-химическими характе
ристиками, при математическом моделировании которых следует учитывать 
сжимаемость потока, переменяость теплофизических свойств, наличие про
цессов тепло- и массопереноса, химических реакций и излучения, а также 
воздействие гравитационных и электромагнитных сил, составляет основной 
предмет настоящей монографии. Возникающие при этом дополнительные ме
ханические эффекты не позволяют, в общем случае, использовать результаты, 
полученные в рамках традиционного описания турбулентных течений одно
родной несжимаемой жидкости, используемые, например, в метеорологии. В 
связи с этим, при изучении природных сред подобного рода, необходима раз
работка новых подходов к моделированию турбулентности, адекватно описы-
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вающих гидродинамические движения сжимаемых смесей, процессы перено
са и химическую кинетику в пульсирующем многофазном многокомпонент
ном континууме. В силу сложности гидродинамической и физико-химической 
картины турбулентного движения теоретические подходы к решению данной 
проблемы должны быть по своему характеру <<полуэмпирическими>>. 

В монографии упор делается на термодинамическом конструировании 
континуальных моделей турбулизованных природных сред в космическом 
пространстве, на основе которых можно, в частности, решать задачи об
разования и эволюции разнообразных астрофизических и геофизических 
объектов. К ним относятся в первую очередь модели турбулентных движений 
многокомпонентных химически активных газов с учетом диффузии, тепло
передачи и вязкости и процессов излучения, модели турбулентных движений 
газовэвесей и различного рода гетерогенных сред с фазовыми переходами, 
модели структурированных турбулентных течений и турбулентных течений, 
взаимодействующих с электромагнитным полем. 

Книга посвящена, в частности, чрезвычайно злободневной проблеме само
организации в природных средах и в первую очередь в развитых турбулентных 
течениях, что служит отражением наиболее общей концепции соотношения 
порядка и хаоса в природных процессах. Вынося свой труд на суд специ
алистов в различных областях знаний, авторы осознают, что развиваемый 
ими подход является в некоторых аспектах нетрадиционным для механиков, 
руководствующихся <<классическими» мерками. В связи с этим представляет 
определенный интерес история нового понимания <<турбулентности>>. Впервые 
публичное обсуждение вопроса об относительной степени упорядоченности 
ламинарного и турбулентного движений происходило, по-видимому, во время 
международной конференции <<Synergetics 83>> в городе Пущино под Москвой. 
В докладе Ю. Л. Климонтовича бьm сформулирован общий критерий- так 
называемая «S-теорема>> (к которому мы еще вернемся), характеризующий 
относительную степень упорядоченности состояний открытых диссипатив
ных систем. Этот критерий бьm использован докладчиком для количествен
ного доказательства утверждения о большей упорядоченности турбулентного 
движения по сравнению с ламинарным. Приверженцеn этой точки зрения 
в зале нашлось совсем немного. Среди них бьmи И. Пригожин, Г. Хакен и 
В. Эбелинг. Любопытно, что во время этого доклада известный гидромеханик 
Г. И. Баренблатт открыто возмущался: <<Все механики прекрасно знают, что 
турбулентное движение является более хаотическим>>. 

И тем не менее, вопреки традиционной точки зрения механиков на турбу
лентность, в последнее десятилетие благодаря прогрессивному развитию ме
тодов визуального наблюдения турбулизованных течений жидкости бьmо от
крыто большое число разнообразных вихревых когерентных структур (КС) и 
надежно установлены их топологические характеристики. В качестве приме
ров могут быть названы «вихри Тейлора>>, «турбулентные пятна>>, <<вихревые 
кольца>>, <<вихревые клубки», «шпилькообразные вихри», <<берстинги>>, <<вихре
вые спирали», «стрики», <<структуры Брауна-Томаса», <<грибовидные вихри>> 
и т. п. Частота появления той или иной структуры зависит от типа тече
ния (пограничный слой, слой смешения, струя и т. п.), геометрии и режима 
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движения турбулизованной жидкости. Важно выяснить, каким образом могут 
возникать когерентные структуры подобного рода. Частично на этот вопрос 
отвечает нелинейпая неравновеспая термодинамика, принципы которой ши
роко используются в монографии. 

Отличительная особенность проведеиных авторами исследований заклю
чается в предложенном стохастико-термодинамическом подходе к построению 
полуэмпирических моделей турбулентности реагирующих многокомпонент
ных газов, газопьmевых сред и структурированной турбулентности однород
ной жидкости. Основная направленность этих исследований связана с реше
нием ряда сложных современных проблем астрофизики и геофизики, исходя 
из методов механики сплошных сред. Развитые подходы имеют непосред
ственное отношение к моделированию механизмов, формирующих свойства 
астрофизических и геофизических объектов на разных стадиях их эволюции, 
исследованию проблем звездной и планетной космогонии, включая образо
вание протопланетных газопьmевых аккреционных дисков и последующую 
аккумуляцию планетных систем, ранние этапы эволюции планет, формиро
вание и эволюцию планетных и кометных атмосфер, а также к привлекающим 
все большее внимание проблемам экологии, связанных с диффузией загряз
нений и охраной окружающей природной среды. 

Общая структура книги включает девять глав. Для удобства читателя в 
Приложении приведены элементы тензорного исчисления. Мы попытались 
сделать главы книги по возможности независимыми друг от друга, хотя их, 
естественно, объединяет общая концептуальная направленность. 

В первой главе, носящей вводный характер, кратко рассматриваются свой
ства турбулентных течений, элементы стохастической нелинейной динамики 
и соотношение порядка и хаоса, в том числе синергетические аспекты про
блемы формирования упорядоченных структур. Обсуждаются основные пред
ставления о турбулентности как о динамической системе. Поскольку в мо
нографии основное внимание уделяется турбулентным течениям природных 
неоднородных сред с переменной плотностью, то проблема моделирования 
таких сред приобретает совершенно новые грани. Классические представ
ления о турбулентных движениях в несжимаемой жидкости переплетаются 
с другими областями механики, которые объединяют гидромеханику смеси, 
гетерогенную механику, термодинамику, теорию радиационного переноса и 
кинетику химических реакций. В дополнение к флуктуациям скорости, суще
ственное значение приобретают флуктуации плотности, температуры и кон
центраций отдельных химических компонентов смеси. В результате мы стал
киваемся с одной из сложнейших проблем механики турбулизованных сред, 
заключающейся в необходимости полуэмпирического моделирования взаимо
связанных гидродинамических, физико-химических и радиационных процес
сов и явлений в турбулентном течении. 

С позиций стохастической динамики и теории самоорганизации в откры
тых нелинейных диссипативных системах обсуждается возможность возник
новения упорядоченностей в космической среде и при эволюции космических 
объектов. В качестве примеров рассмотрены вопросы динамической астроно
мии, динамика Солнечной системы, особенности природы галактик, звезд, 
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планет и малых тел Солнечной системы, вопросы звездно-планетной эволю
ции, включая формирование аккрецяоиных протопланетных дисков, некото
рые проблемы строения и эволюции Вселенной. Это обсуждение, выходящее 
далеко за рамки более узких проблем турбулентности, которым посвящена 
монография, служит, с одной стороны, задаче дать примеры упорядоченно
стей, исходя из современных представлений о космосе и природе населяющих 
его объектов, а с друrой - задаче отразить общность концепции макромоле
кулярного структураобразования в космических и друrих природных средах. 

Вторая глава, посвященная формулировке общих законов баланса массы, 
количества движения и энергии в многокомпонентной химически активной 
газовой смеси, также носит вспомогательный характер и используется в ка
честве основы для более детального рассмотрения проблем турбулентности, 
предложенных в последующих разделах монографии. Как известно, наибо
лее полное и строгое математическое описание многокомпонентной среды в 
случае регулярного (ламинарного) течения может быть проведено в рамках 
кинетической теории многокомпонентных смесей многоатомных ионизован
ных газов. Исходной служит система обобщенных интегро-дифференциаль
ных уравнений Больцмана для функций распределения частиц каждого сорта 
смеси (с правыми частями, содержащими интегралы столкновений и инте
гралы реакций), дополненная уравнением переноса радиации и уравнениями 
Максвелла для электромагнитных полей. Такой подход развит, в частности, в 
монографии авторов (Маров, Колесниченко, 1987), где для получения системы 
дифференциальных газакинетических уравнений реагирующей смеси приме
нен обобщенный метод Чепмена-Энскога. Наряду с этим, с точки зрения 
макроскопических свойств, такую многокомпонентную газовую смесь (напри
мер, верхнюю атмосферу планеты) можно рассматривать как континуальную 
среду и для ее адекватного описания воспользоваться методами континуаль
ной механики смесей, позволяющими, исходя из принципов неравновесной 
термодинамики, получить систему гидродинамических уравнений со всеми 
необходимыми замыкающими соотношениями. Подобный феноменологиче
ский подход позволяет также, при использовании расширенной необратимой 
термодинамики, разработать полуэмпирические модели турбулентных тече
ний реагирующих газовых сред. 

Для изучения процессов переноса массы, импульса и энергии применен 
формализм классической неравновесной термодинамики, с помощью кото
рого можно, как известно, описать широкий класс неравновесных процес
сов переноса в газах в полном соответствии с экспериментальными данными. 
Предложенная здесь методика термодинамического вывода обобщенных соот
ношений Стефана-Максвелла для многокомпонентной диффузии позволяет 
получить, в частности, целый ряд алгебраических соотношений для коэффи
циентов переноса, связывающих, например, термадиффузионные отношения 
с коэффициентами термадиффузии и многокомпонентной диффузии, истин
ный и парциальный коэффициенты теплопроводности, многокомпонентные 
и бинарные коэффициенты диффузии. Все соотношения подобного рода, 
выведенные нами термодинамическим путем, находятся в полном согласии 
с результатами газакинетической теории многокомпонентных смесей одно-
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атомных газов, полученными в рамках второго приближения метода Чепме
на-Энскога. Однако, в отличие от последнего, термодинамический подход 
не связан с постулированнем конкретной микроскопической модели взаимо
действия молекул исследуемой природной среды, что свидетельствует о его 
универсальном характере. 

В третьей главе дан вывод замкнутой системы осредненных гидродинами
ческих уравнений для турбулизованной многокомпонентной химически ак
тивной газовой смеси, предназначенной для описания широкого класса тур
булентных движений и физика-химических процессов в природных средах. 
Проанализирован физический смысл отдельных членов этих уравнений, в 
том числе скоростей перехода энергии между различными составляющими 
энергетического баланса. Наряду с традиционным теоретико-вероятностным 
осреднением пульсирующих термагидродинамических параметров, здесь си
стематически использовано весовое ( средневзвешенное) осреднение Фавра, 
позволяющее в значительной степени упростить запись и анализ осреднен
ньiХ уравнений движения химически активных газов с переменными тепло
физическими свойствами. Оценивая в целом состояние проблемы замыкания 
первого порядка, следует признать, что до настоящего времени фактически не 
существовало общей феноменологической теории турбулентной теплопровод
ности и турбулентной диффузии для многокомпонентных реагирующих сме
сей. В связи с этим в этой главе нами рассмотрен термодинамический подход 
к решению проблемы замыкания осредненных гидродинамических уравне
ний смеси на уровне моделей турбулентности первого порядка, основанный 
на использовании методов расширенной необратимой термодинамики. Осо
бое внимание уделено при этом выводу термодинамическими методами замы
кающих градиентньiХ соотношений для тензора турбулентных рейнолqцсовых 
напряжений, а также турбулентных потоков тепла и диффузии в многоком
понентной смеси. Онзагеровский формализм позволяет и в этом случае по
лучить наиболее общую структуру подобного рода соотношений, в том числе 
в виде обобщенных соотношений Стефана-Максвелла для многокомпонент
ной турбулентной диффузии. На рассматриваемом уровне замыкания эти со
отношения наиболее полно описывают турбулентный тепломассоперенос в 
многокомпонентной среде. Для определения коэффициентов турбулентного 
обмена использованы как классические представления, восходящие к Пранд
тлю, Тейлору и Карману, так и более современные модели замыкания второго 
порядка, основанные, в частности, на дифференциальных уравнениях балан
са для турбулентной энергии и интегрального масштаба турбулентности. Для 
удобства читателя все выкладки проведены весьма подробно и могут быть 
проележены во всех деталях 

В четвертой главе рассмотрена проблема конструирования полуэмпириче
ских моделей турбулентности второго приближения для многокомпонентной 
химически активной газовой смеси с переменной плотностью и перемен
ными теплофизическими свойствами. Дан вывод замыкающих дифференци
альных уравнений переноса для различных одноточечных (одновременных) 
вторых корреляционных моментов пульсирующих термагидродинамических 
параметров, входящих в осредненные гидродинамические уравнения реаги-
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рующей смеси масштаба среднего движения. 
Для 

химически активной среды 
проблема замыкания в общем случае сильно усложняется из-за необходимо
сти осреднения нелинейных <<источниковьiХ членов» производства вещества в 
химических реакциях, имеющих экспоненциальный характер. Поэтому нами 
предложена оригинальная процедура осреднения скоростей химических ре
акций любого порядка и намечена схема полуэмпирического моделирования 
этих дополнительнЬIХ корреляций. При моделировании корреляций третьего 
порядка в уравнениях переноса используются аппроксимирующие выраже
ния, содержащие универсальные эмпирические коэффициенты, которые нет 
необходимости подбирать заново для каждою нового течения. Следует под
черкнуть, что, несмотря на полуэмпирический характер этих дополнительньiХ 
уравнений, основанные на них инвариантные модели полностью развитой 
турбулентности химически активньiХ тазов обладают достаточной гибкостью. В 

частности, они позволяют учесть воздействие механизмов конвекции, диф
фузии, возникновения, перераспределения и диссипации стохастических тур
булентных характеристик поля пульсирующих термотидродинамических па
раметров на пространствеино-временное распределение осредненных термо
гидродинамических параметров среды. Развитый нами подход нашел широ
кое применеиле при численном моделировании реальных режимов течения 
реагирующей турбулизованной жидкости, для которьiХ существенно влияние 
предыстории потока на характеристики турбулентности в точке. С другой сто
роны, он использован для вывода более точных алгебраических соотношений 
для коэффициентов турбулентного переноса в течениях мноюкомпонентной 
смеси с поперечным сдвигом (в том числе применительно к специфике мо
делирования природньiХ сред), что нашло отражение в данной главе книги. Пятая глава 

посвящена разработке феноменологической модели развитой 
турбулентности в сжимаемой однородной среде с учетом происходящих в ней 
нелинейных кооперативньiХ процессов. Исходной концепцией служит пред
ставление турбулизованното движения жидкости в виде термодинамического 
комплекса, состоящего из двух континуумов- подсистемы осредненноrо дви
жения и подсистемы турбулентного хаоса, рассматриваемого, в свою очередь, 
как конгломерат вихревьiХ структур различных пространстве ни о-временньiХ 
масштабов. Развиваются представления о неравновесно-стационарном состо
янии диссипативно активной подсистемы турбулентного хаоса, возникающем 
вследствие притока негэнтропии от внешней среды (подсистемы осредненно
rо движения) и появлении в системе относительно устойчивьiХ когерентньiХ 
вихревьiХ структур при изменении параметров, управляющих режимом тече
ния. Это позволяет рассматривать некоторые процессы перестройки турбу
лентного поля как процессы самоорганизации в открытой системе. Метода
ми стохастической теории необратимЬIХ процессов и расширенной леобрати
мой термодинамики получены определяющие соотношения для турбулентных 
потоков и сил, которые замыкают систему осредненных гидродинамических 
уравнений и с достаточной для практики полнотой описывают процессы пе
реноса и самоорганизации в неравновесно-стационарном случае. 

Развитый нами оригинальный подход стохастико-термотидродинамическо
го моделирования подсистемы турбулентного хаоса основан на введении в мо-
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дель набора случайных величин - пульсирующих внутренних координат (ти
па скоростей диссипации турбулентной энергии, собственных завихренностей 
поля пульсаций скорости, относящихся к мезомасштабным вихревым образо
ваниям и т. п.), характеризующих структуру и временную эволюцию флуктуи
рующего поля гидродинамических параметров течения. Это дает возможность 
термодинамическими методами смоделировать каскадный процесс Ричардсо
на-Колмогорова и вывести также кинетические уравнения Фоккера-План
ка-Колмогорова (ФПК), предназначенные для описания эволюции функции 
распределения вероятности мелкомасштабных характеристик турбулентности. 
Эти уравнения служат, в частности, основой при анализе марконских диффу
зионных процессов перехода в пространстве внутренних координат из одного 
стационарно-неравновесного состояния в другое в результате последователь
ной потери устойчивости (росте надкритичности) подсистемой турбулентного 
хаоса, далекого от полного хаоса термодинамического равновесия. Подобные 
переходы могут быть описаны как неравновесные <<фазовые переходы второ
го рода» в вихревом континууме, в результате чего внутренние координаты в 
бифуркационных точках меняются скачкообразно. 

Здесь же рассмотрен альтернативный метод к исследованию механизмов 
подобного перехода, основанный на стохастических уравнениях ланжевенов
ского типа, тесно связанных с выведенными кинетическими уравнениями 
ФПК. Проанализирована кардинальная проблема развиваемого подхода
возможность существования асимптотически устойчивых стационарно-перав
навесных состояний подсистемы турбулентного хаоса. Предложен нерав
новесный термодинамический потенциал для стохастических внутренних 
координат турбулентного хаоса, обобщающий известное соотношение Больц
маиа-Планка для равновесных состояний на стационарно-неравновесные 
состояния представляющего хаос ансамбля, и показано, что этот потенциал 
является функцией Ляпунова для стационарно-неравновесных состояний 
ансамбля, отвечающего подсистеме турбулентного хаоса. 

Последний, третий, параграф этой главы посвящен термодинамическо
му выводу обобщенных дробных уравнений ФПК, описывающих процессы 
эволюции внутренних координат подсистемы турбулентного хаоса на основе 
дробной динамики. Введение дробных производных по времени в кинетиче
ское уравнение ФПК позволяет учесть в контексте единого математического 
формализма эффекты перемежаемости во времени, с которой обычно связы
вают наличие турбулентных всплесков на фоне менее интенсивных низкоча
стотных колебаний фоновой турбулентности. 

В шестой главе доказана так называемая Н -теорема для энтропии Куль
бака, из которой следует, что при известных предположениях всякое началь
ное распределение вероятностей внутренних координат подсистемы турбу
лентного хаоса по истечении достаточно большого времени асимптотически 
стремится к определенному стационарному состоянию. Здесь продемонстри
рована принципиальная возможность самоорганизации в термадинамически 
открытой подсистеме турбулентного хаоса (т. е. возникновения упорядочен
ных диссипативных структур, обладающих более низкой симметрией, чем ис
ходное состояние), когда в процессе временной эволюции квазиравновесной 
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вихревой подсистемы возможно генерирование когерентных структур, связан
ное с эффектом неравновесных фазовых переходов, индуцированных муль
типликативным шумом в системе хаоса. Показано, что если интенсивность 
мультипликативного шума хаоса достаточно велика, то экстремумы плотно

сти вероятности, описывающей стационарное поведение стохастической ви

хревой системы и по числу, и по положению существенно отличаются от 
стационарных состояний соответствующей детерминированной системы. Бо

лее того, мультипликативный шум может приводить к возникновению новых 

стационарных состояний и тем самым изменять и сами свойства (в частности, 
бифуркационные диаграммы) локальной устойчивости хаоса: точки перехода 

могут сдвигаться под влиянием интенсивного шума в турбулентной жидкости. 
Исходя из общей концепции рождения когерентных вихревых структур 

в термадинамически открытой подсистеме турбулентного хаоса (вследствие 
индуцированных мультипликативным шумом хаоса неравновесных фазовых 

переходов), в этой главе рассмотрен также один из конкретных механизмов 

формирования и эволюции мезомасштабных вихревых структур, связанный 

с явлением фазоно-частотной синхронизации автоколебаний той части вну
тренних координат, которая относится к когерентной составляющей хаоса. 

Кроме этого, изучены некоторые сценарии динамического влияния некоге
рентной составляющей (мелкозернистого флуктуационного поля) турбулент

ного хаоса на образование и эволюцию вихревых структур. Показана взаимо

связь подобных переходов с процессом самоорганизации кластеров, обладаю
щих более низкой симметрией, чем исходное состояние. В частности, сделан 

важный вывод о том, что, в то время как в классической турбулентности рост 

размеров твердых частиц при столкновениях затруднен, внутри подобных дис
сипативных упорядоченностей может, наоборот, происходить их объединение 

и укрупнение. Другими словами, возникновение вихревых кластеров облег

чает, например, решение кардинальной проблемы эволюции аккреционных 

дисков - проблемы укрупнения твердых частиц за счет соударений даже при 
относительно небольтих скоростях, что встречает очевИдные затруднения при 
попытках воспроизведения аналогичных процессов в лабораторных экспери

ментах, о чем говорится в главе 1. 
В седьмой главе наше внимание сосредоточено на одной из фундаменталь

ных проблем геофизики и астрофизики- формировании протопланетных ак

креционных дисков у звезд поздних спектральных классов, частным случаем 

которых является происхождение Солнечной системы. Особое внимание уде
лено разработке полуэмпирического подхода к моделированию гетерогенной 

турбулентности в аккреционном диске, окружавшем прото-Солнце на ранней 
стадии его существования, с целью уменьшения допущений в используемых 

моделях. Сформулирована полная система уравнений двухфазной многоком

понентной механики с учетом относительного движения фаз, процессов коа
гуляции, фазовых переходов, химических реакций и излучения. Она предна

значена для схематизированных постановок и численного решения конкрет

ных модельных задач по взаимосогласованному моделированию структуры, 
динамики, теплового режима и химического состава околосолнечного диска 

на разных этапах его эволюции. Процессы в дисковой среде рассматривают-
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ся при наличии развитых турбулентных движений коагулирующей газовзвеси, 

способствующих в рамках данной модели формированию пьmевого субдиска, 

возникновению в нем гидродинамической и затем гравитационной неустой

чивости, с последующим образованием пьmевых кластеров. 
С целью адекватного феноменологического описания турбулентных тече

ний вещества газопьmевого диска, проведено теоретико-вероятностное осред

нение по Фавру стохастических уравнений гетерогенной механики и получены 

определяющие градиентные соотношения для турбулентных потоков межфаз

ной диффузии и тепла, а также для тензоров <<относительных» и рейнольдсо

ных напряжений, необходимые для замыкания гидродинамических уравнений 

масштаба среднего движения. Исследовано влияние инерционных эффектов 

пьmевых частиц на характеристики турбулентности в диске, в частности, на 

дополнительную генерацию турбулентной энергии крупными частицами в 

окрестности экваториальной плоскости прото-Солнца. Предложен полуэм

пирический способ моделирования коэффициента турбулентной вязкости в 

двухфазной дисковой среде с учетом обратных эффектов переноса диспер

гированной фазы и тепла на развитие турбулентности с целью моделирова

ния неоднородной по высоте термагидродинамической структуры субдиска и 

окружающего его газа. 
Для установившегося режима движения при осаждении твердых частиц к 

центральной плоскости диска под действием ускорения силы тяжести иссле

дован параметрический метод моментов решения интегро-дифференциально

го уравнения коагуляции Смолухонекого для функции распределения частиц 

по размерам, который базируется на априорной принадлежности искомой 

функции распределения к определенному параметрическому классу распре

делений. Наряду с этим, проанализирован возможный «режим предельного 

насыщению> атмосферы субдиска мелкодисперсными частицами пыли, благо

даря которому интенсифицируются различные механизмы коагуляции в тур
булизоваиной среде. Результаты этой главы открывают возможности создания 

усовершенствованных (и более приближенных к реальности) моделей звезд

но-планетной космогонии, обеспечивая тем самым новый подход в решении 
фундаментальной проблемы происхождения и эволюции Солнечной системы 

и планетных систем у других звезд. 
В восьмой главе исследована проблема гидродинамической спиральности и, 

в частности, влияние спиральности на эволюцию дисковой турбулентности. В 
ней показано, что относительно длительное затухание турбулентности в диске 

связано с отсутствием отражательной симметрии (относительно экваториаль

ной плоскости) анизотропного поля турбулентных скоростей. Сформулиро
вана концепция возникновения энергоемких мезомасштабных когерентных 

вихревых структур в термадинамически открытой подсистеме турбулентного 

хаоса, связанная с реализацией обратного каскада кинетической энергии в 
зеркально-несимметричной дисковой турбулентности. Показано, что вслед

ствие энерговыделения обратный каскад порождает иерархическую систему 

уnлотнений вещества с фрактальным распределением плотности, иниции

рующих, в конечном счете, механизмы триггернога кластерообразования. В 
свою очередь, образование вихревых сгушений приводит к интенсификации 
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механических и физико-химических взаимодействий между частицами веще
ства, в результате чего возможно самопроизвольное возникновение и рост 
пьшевых кластеров, стимуляция процессов конденсации и фазовых перехо
дов, процессов тепло- и массообмена между различными областями дисковой 
гетерогенной среды и существенная модификация спектра колебаний (волн 
плотности). Обсуждаются влияние спиральмости на энергетический каскад во 
вращающемся диске и отрицательная вязкость (порождаемая каскадом спи
ральмости в дисковой турбулентности, когда осуществляется инверсный пе
репое энергии от малых вихрей к более круnным), для описания которой 
используется феноменологический подход. Приведены соотношения сдвиго
вой и вращательной вязкости в турбулентном диске. 

Наконец, в заключительной девятой главе, также применительно в основ
ном к проблеме звездно-планетной космогонии, рассмотрена проблема ре
конструирования эволюции допланетного газопьmевого облака с учетом элек
тродинамических эффектов. В приближении одножидкостной магнитной гид
родинамики получена замкнутая система магиитогидродинамических уравне
ний масштаба среднего движения, предназначенная для моделирования сдви
говых и конвективных турбулентных течений электропроводных сред в при
сутствии магнитного поля. Эти уравнения могут использоваться для числен
ного решения задач по взаимосогласованному моделированию мощных турбу
лентных течений космической плазмы в аккреционных дисках и в связанных 
с ними коронах, в которых магнитное поле существенно влияет на динами
ку происходящих астрофизических процессов. При разработке модели про
водящей турбулизованной среды, наряду с традиционным теоретико-вероят
ностным осреднением МГД уравнений, систематически использовано также 
весовое осреднение Фавра, позволяющее в значительной степени уnростить 
запись осредненных уравнений движения для сжимаемой электропроводной 
жидкости и анализ механизмов усиления макроскопических полей турбулент
ными течениями. С целью наглядного физического истолкования отдельных 
составляющих энергетического баланса плазмы и поля, получены различные 
уравнения энергии, позволяющие прослеживать возможные переходы энергии 
из одной формы в другую, в частности, понять механизмы перекачки грави
тационной и кинетической энергии среднего движения в магнитную энергию. 

Особое внимание уделено методу получения в рамках расширенной 
необратимой термодинамики замыкающих соотношений для полного (с уче
том магнитного поля) кинетического тензора турбулентных напряжений в 
электропроводной среде и турбулентной электродвижущей силы (магнитного 
тензора Рейнольдса) , что позволяет проанализировать также ограничения, 
накладываемые условием возрастания энтропии на коэффициенты турбу
лентного переноса. Предложена методика моделирования коэффициентов 
турбулентного переноса, в частности, коэффициента кинематической тур
булентной вязкости, позволяющая учитывать влияние магнитного поля и 
обратного эффекта переноса тепла на развитие турбулентности в дифферен
циально вращающемся электропроводном аккреционном диске. 

Из приведеиного краткого обсуждения содержания исследований, которым 
посвящена монография, с очевидностью следует ее четкая направленность на 
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решение проблем, традиционно относимых к сфере интересов астрофизики 
и геофизики, методами механики. Оставляя в стороне дискуссионный вопрос 
относительно весьма искусственного деления науки на «разделы» и <<направ
ления>>,  заметим лишь, что достоинства и преимущества выбранного подхода 
оправданы, если они обеспечивают разработку моделей, наиболее полно и 
адекватно отражающих изучаемую природную среду. Это в полной мере от
носится к космическим объектам, не доступным прямым методам исследова
ний, и проблемам их эволюции, таким, например, как газопьmевые турбули
зованные аккреционные диски в качестве основы формирования планетных 
систем. Исходя из этих соображений, предлагаемую вниманию читателя моно
графию можно рассматривать как теоретическую основу для численного мо
делирования широкого класса явлений, в которых определяющую роль играет 
механика неоднородных (многокомпонентных, многофазных) и структуриро
ванных турбулентных сред, широко распространенных в природе. Еще раз 
подчеркнем, что существенной составной частью этих исследований является 
развиваемый авторами на протяжении многих лет принципиально новый сто
хастико-термодинамический подход к моделированию развитых турбулентных 
течений и структурированной турбулентности гео- и астрофизических систем, 
рассматриваемых с позиций стохастической динамики открытых диссипатив
ных систем. Совершенно естественно поэтому, что исследование турбулент
ных течений на разных уровнях описания этого явления, как характерного 
примера неравновесности в нелинейной динамике, явилось тем стержнем, 
вокруг которого построено изложение в монографии. 

Книга представляет собой совместный труд обоих авторов. Мы считаем необ
ходимым отметить, что на ее написание, как и на наши собственные работы по 
проблемам механики космических природных сред, глубокое влияние оказали 
обсуждения ряда ключевых проблем с Леонидом Ивановичем Седовым. Многие его 
идеи по проблемам построения моделей сплошных сред с усложненными фи
зика-химическими и тепловыми свойствами, в частности по проблемам модели
рования многофазной многокомпонентной гидромеханики и многокомпонент
ных турбулентных сред, мы постарались отразить в настоящей монографии. 

Материалы глав 2-9 целиком основаны на оригинальных исследованиях 
авторов, и результаты этих исследований используются в разрабатываемых 
ими совместно с коллегами и учениками численных моделях. Часть резуль
татов бьmа ранее опубликована в статьях, приведеиных в списке литера
туры, и в монографиях: <<Введение в планетную аэрономию>> (М. : Наука, 
1987); <<Турбулентность многокомпонентных сред>> (М. : Наука-Интерперио
дика, 1998); <<Mechanics of Turbu1ence of Multicomponent Gases>> (ASSL series, 
v. 269, Dordrecht-Boston-London : Кluwer Academic PuЬlishers, 200 1 )  и <<Astro
physical Discs» (Eds. А. М .  Fridman, М .  Уа. Marov, and 1. G. Kovalenko, ASSL 
series, v. 337, Springer, 2006). 

Авторы хорошо осознают, что далеко не все вопросы в той обширной про
блематике, которой касается монография, им удалось осветить с одинаковой 
степенью полноты. Это в первую очередь связано с тем, что, несмотря на 
определенные успехи, достигнутые за последние годы в изучении столь слож
ной области, как турбулентность и, особенно, турбулентность неоднородных 
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сред и структурированная турбулентность, многое еще остается неясным, а 
возникающие математические трудности часто представляютел непреодоли
мыми. Недостаточно также изучены и физико-химические характеристики 
космической среды, с которыми непосредственно связано наблюдаемое свое
образие аккреционных дисков, особенно их структураобразующие механизмы 
и эволюция, в том числе эволюция протопланетных систем, формирование 
специфических природных условий на планетах и их спутниках. Ключевую 
роль в понимании этих природных механизмов самоорганизации призвано 
сыграть, в частности, развитие теории структурированной турбулентности. 
Это своего рода вызов времени, ответы на который, по нашему мнению, мо
гут быть получены лишь в рамках определенных ограничений. 

В связи с этим, необходимы разработки новых оригинальных подходов, 
позволяющие эффективно моделировать турбулентную динамику при описа
нии сложных явлений природы, в частности космических сред, и именно эту 
цель мы поставили перед собой в своих исследованиях. С подобной концеп
цией полностью солидарен известный американский ученый из Ливермор
ской лаборатории А. С. Buckingham, который в своей рецензии на упомяну
тую выше нашу книгу «Mechanics of Turbulence of Multicomponent Gases» от
метил, что на данном этапе полезнее разрабатывать << • • •  модель, позволяющую 
рассчитать, как турбулентность влияет на сопутствующие физические про
цессы, нежели сосредотачиваться на более глубоком понимании сути турбу
лентности - цели, которая при всей ее академической притягательности чре
вата потенциальными разочарованиями>> (Appl. Mech. Rev. V. 56. No. 1 .  2003). 

Авторы надеются, что их новая книга будет с интересом встречена ши
роким кругом специалистов в области астрофизики, геофизики, механики 
и космических исследований. Астрофизики, геофизики, планетологи найдут 
в ней достаточно глубокое обоснование с позиций механики теоретических 
подходов и методов математического моделирования турбулентности, исполь
зуемых при описании различных природных и космических сред, в частности 
широко распространенных в космосе дисковых структур, а механики - новую 
быстро прогрессирующую область знаний и возможность приложеимя фунда
ментальных разделов этой науки к захватывающим перспективам проникно
вения в самые сокровенные тайны природы. Все критические замечания по 
содержанию книги будут приняты с благодарностью. 

Написанию монографии и улучшению ее содержания способствовали 
многочисленные обсуждения затрагиваемых вопросов с нашими коллегами 
из разных организаций. Мы хотели бы, в первую очередь, выразить благо
дарность А. М .  Фридману, Э. М .  Галимову, А. Б. Макалкину, В. И. Марону, 
И .  С. Веселовскому. Выражаем также призлательность К. К. Мануйлову за 
помощь при подготовке электронной версии монографии. Публикация книги 
стала возможной благодаря финансовой поддержке Российского Фонда Фун
даментальных Исследований (грант NQ 08-01 -07033), за что авторы выражают 
свою признательность. 

Январь 2008 г. А. В. Колесниченко, 
М. Я. Маров 



Глава 1 

Турбулентный хаос и самоорганизация 
в космических и природных средах 

В монографии обс}')I\Цаются вопросы динамики природных объектов, в струк
туре которых в процессе эволюции может происходить внугренняя самоорганиза
ция и из первоначальных хаотических движений возникают упорядоченности. 
Они могуr быть подвержены временным и пространствеиным вариациям, либо сохра
нять устойчивость в течение длительного времени. Упорядоченные структуры 
повсеместно окружают нас на Земле, многочисленные примеры самоорганизации 
наблюдаются в космосе. В окружающем мире широко распространены турбу
лентные течения, которые характеризуются большим разнообразием динами
ческих процессов. На проблемах макроскопического моделирования такого 
рода природных течений и будет, в основном, сосредоточено наше внимание. 

Турбулентность представляет собой широко распространенное и чрезвы
чайно сложное физическое явление, связанное с пульсационным движением 
жидкости, которое присутствует в разнообразных технических системах и в 
природных средах. Характерными примерами турбулизованных космических 
природных сред являются атмосферы планет Солнечной системы, в том числе 
внешние газовые оболочки этих небесных тел, лежащие в пограничных об
ластях между атмосферой и космосом. Развитая турбулентность играет также 
важную роль в формировании структуры и свойств астрофизических объек
тов - галактик и звезд на разных этапах эволюции ,  а также протопланетных 
облаков и аккреционных дисков, служащих основой космогонических моде
лей. Многочисленные экспериментальные исследования специфических осо
бенностей турбулентных движений жидких и газообразных сред и ключевых 
механизмов, определяютих их природу, выполненные в настоящее время, 
создают необходимые предпосьmки для разработки теоретических подходов с 
целью создания адекватных математических моделей данного явления. 

Следует отметить, что, несмотря на более чем вековую историю развития, 
теория гидродинамической турбулентности все еще далека от своего заверше
ния. Продолжают появляться все новые и новые статистические и феномено
логические подходы к ее изучению. Растет число различных математических 
моделей, разработанных для лучшего понимания проблемы возникновения и 
эволюции турбулентных движений однородной жидкости (классическая тео
рия турбулентности) и жидкостей с усложненными физико-химическими и 
тепловыми свойствами. Исходя из представлений о коэффициентах турбу-
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лентнаго обмена для различных переносимых субстанций, развиваются мно
гочисленные полуэмпирические (инженерные) модели турбулентности, пред
назначенные для решения практических задач на основе проведения широко
масштабных численных экспериментов. Познакомить читателя с некоторыми 
важными идеями, движупщми этот прогресс, продемонстрировать возможно
сти современных феноменологических подходов к моделированию гидроди
намической турбулентности, в частности структурированной турбулентности, 
и отметить отдельные проблемы, пока не разрешенные, - вот задача, которую 
поставили перед собой авторы предлагаемой книги. 

В этой главе, носящей вводный характер, обсуждаются базовые положения 
классической теории турбулентности однородной жидкости, а также структурные 
свойства турбулентного движения, позволяющие интерпретировать переход от лами
нарного течения (менее упорядоченного) к турбулентному течению (более 
упорядоченному) как процесс самоорганизации в открытой диссипативной 
системе. Проанализированы возможные подходы к макроскопическому мо
делированию турбулентных движений, вопросы стохастической нелинейной 
динамики и соотношение турбулентности и хаоса, в том числе синергетиче
ские аспекты проблемы возникновения и эволюции упорядоченных вихревых 
структур в развитых турбулентных потоках. Наряду с этим, приведены приме
ры турбулизованных космических и природных сред, для которых, собственно, 
и сконструированы феноменологические модели, рассмотренные в монографии. 

Одновременно, основываясь на элементах стохастической динамики, мы 
попытались дать общие представления о соотношениях упорядоченности и 
хаоса в динамических системах, характерными примерами которых служат 
разнообразные природные и космические среды. С целью лучшего понима
ния таких сред нам представлялось необходимым хотя бы вкратце позна
комить читателя с космическим окружением собственной планеты и сфор
мировавшимися на других небесных телах уникальными природными ком
плексами, многие из которых можно рассматривать как отражение процессов 
самоорганизации на длительном пути эволюции. Этой же цели, более тесно 
отвечающей исследуемой предметной области, служит подробное рассмотре
ние в гл. 7-9 оригинальных подходов к созданию моделей протопланетных 
аккреционных дисков, как одного из важнейших элементов эволюции звезд 
и газапылевых облаков, из которых формируются планетные системы. Ком
плексное моделирование таких сложных космических объектов, с учетом спе
цифики процессов переноса в гетерогенных турбулентных средах, влияния 
магиитогидродинамических эффектов и космохимических ограничений, от
крывает перспективы получения ответов на самые фундаментальные вопросы 
космогонии и эволюции Вселенной. 

§ 1 .1 .  'JУрбулентное движение жидкости. Общие положения 

Все течения сжимаемых жидкостей и газов делятся на два резко различ
ных типа: спокойное и плавное течение, называемое ламинарным, и их про
тивоположность - так называемые турбулентные течения, при которых гид-
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родинамические и термодинамические характеристики жидкости (скорость, 
температура, давление, массовая плотность, концентрации химических ком
понентов, показатель преломления среды и т. д.) испытывают хаотические 
пульсации и потому крайне нерегулярно изменяются в пространстве и во вре
мени. Многочисленные примеры записи флуктуаций (с разными периодами 
и амплитудами) термагидродинамических параметров, которыми изобилует 
специальная литература по турбулентности, иллюстрируют сложную внутрен
нюю структуру реальных турбулизованных течений, резко отличающихся в 
этом отношении от спокойных ламинарных течений. Благодаря образованию 
многочисленных вихрей всевозможных размеров, турбулентные течения об
ладают повышенной способностью к переносу количества движения, энергии 
и массы элементарных жидкостных объемов, что приводит как к увеличен
ному силовому воздействию на обтекаемые твердые тела, так и к интенсив
ным тепло- и массаобмену между отдельными слоями течения, к ускоренно
му протеканию химических реакций и т. п. Турбулентный режим движения 
жидкости (внешне неупорядоченный) возникает при потере устойчивости ла
минарного течения, когда безразмерное число Рейнолдцса Re = и Ljv (где и 
и L - характерные скорость и линейный масштаб течения, v - молекулярная 
кинематическая вязкость) превосходит некоторое критическое значение Recr· 
Безразмерное число Re, отражающее соотношение инерционных и вязких 
сил в потоке, является самой общей характеристикой турбулизованной жид
кости. Турбулентные движения всегда диссипативны, поэтому они не могут 
поддерживаться сами по себе, а должны черпать энергию из окружающей сре
ды. Возникновению турбулентного режима движения ламинарной жидкости 
обычно предшествует возбуждение колебаний одной или нескольких незави
симых частот f и их гармоник (иногда и субгармоник). Турбулентность возни
кает либо в результате роста малых возмушений в ламинарном потоке, либо 
вследствие конвективной неустойчивости движения. В первом случае энер
гия турбулентности извлекается из кинетической энергии крупномасштабных 
сдвиговых течений, во втором - из потенциальной энергии неравномерно на
гретой жидкости в гравитационном поле. 

Турбулизация движения является характерной особенностью многих при
родных явлений, в которых происходят гидродинамические процессы, сопро
вождаемые переносом массы, импульса и энергии. Всевозможные эффек
ты ее проявления наблюдаются на пространствеино-временных масштабах 
от сантиметров до мегапарсеков. Таковы, например, разнообразные гидро
динамические процессы в земной атмосфере и гидросфере, в атмосферах и 
недрах звезд и планет, в межзвездных газопьшевых облаках (планетарных ту
манностях и протопланетных дисках), в галактической и межгалактической 
средах, в космической плазме (магнитогидродинамическая, или плазменная 
турбулентность). Преимущественно турбулентными являются метеорологиче
ские процессы, включающие взаимодействие океана с атмосферой, испаре
ние с водных поверхностей, вертикальный и горизонтальный перенос тепла 
и интенсивное перемешивание примесей (в том числе загрязнений). Турбу
лентность возникает также во многих технических устройствах при движении 
жидкости, газа или плазмы, в частности в пограничных слоях и спутных еле-



26 Глава 1. Турбулентный хаос и самоорганизация в космических и природных средах 

дах при обтекании твердых тел, в струйных течениях и в слоях смешения, в 
течениях в каналах и трубах, при вихревом возбуждении колебаний механи
ческих и акустических колебательных систем (так называемые эоловые тона) , 
в плазменных пучках и т. д. 

1.1.1. Физическая природа турбулентности и сценарии ее возникновения 

Сделаем ,  прежДе всего, несколько общих замечаний о физической приро
де турбулентности, возникающей при определенных условиях в нелинейной 
диссипативной жидкой или газообразной среде с очень большим числом сте
пеней свободы, которая может обмениваться с окружающей средой энергией. 
При наличии турбулентности в жидкости возбужденным всегда оказывается 
огромное число степеней свободы, в результате чего изменение во времени 
и пространстве любой гидродинамической величины описывается функция
ми, содержащими громадное число компонент Фурье, т. е. имеющими очень 
сложный характер. Именно по этой причине каждая индивидуальная жидкая 
частица (т. е. малый элемент объема жидкости, содержащий очень большое 
число молекул) такой системы движется внешне сложным ,  запутанным об
разом, так что ее координаты и направление движения изменяются со вре
менем по законам стохастической механики. Корреляции скорости в любой 
точке потока ограничены при этом малыми временными интервалами, зави
сящими от начальных условий, за пределами которых невозможно установить 
причинную связь между полем скоростей в различные моменты времени, в 
том числе корреляцию с предшествующим движением. Все это подкрепляет 
представление о стохастическом характере пульсаций скорости и других фи
зических параметров в турбулентном потоке, которые возникают как резуль
тат потери устойчивости ламинарного движения гидродинамической системы 
при изменении внешних управляющих параметров (например, числа Re). С 
этой точки зрения турбулентное движение является более хаотическим, чем 
ламинарное, т. е. турбулентность отождествляется с хаосом. 

В более общем смысле турбулизацию движения жидкости или газа можно 
представить как результат изменения топологии фазовых траекторий, приво
дящего к перестройке аттракторов и качественному изменению (бифуркации) 
состояния движения в фазовом пространстве. Отражением стохастической 
природы турбулентности служит полное перемешивание фазовых траекторий 
с различным асимптотическим поведением и структурой (топологией) окру
жающих их областей притяжения (аттракторов). Признаком перемешивания 
является быстрое затухание корреляционных функций на больших временах 
и непрерывность частотных спектров. Такое поведение траекторий в фазовом 
пространстве означает, что система обладает эргодичностью, то есть почти 
для всех реализаций случайного поля временные средние равны соответству
ющим статистическим средним 

т 
(d(r)) = lim Tl J d(r, t) dt, 

Т-.оо о 
( 1 . 1. 1) 
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где угловыми скобками далее везде будем обозначать среднее по ансамблю 
реализаций. Эргодическое свойство, по-видимому, является одной из харак
терных черт стационарного однородного мелкомасштабного турбулентного 
поля (см. , например, Кампе де Ферье, 1962) . 

Полное статистическое описание турбулентного движения сводится к опреде
лению вероятностной меры на его фазовом пространстве, состоящем из всевоз
можных случайных реализаций, характеризующих состояние гидродинамических 
полей. Поэтому наиболее адекватным в теории турбулентности представляет
ся статистическое описание, опирающееся на изучение специфических стати
стических закономерностей, присущих большим совокупностям однотипных 
гидродинамических систем. Основой для описания турбулизованной среды 
является статистическая гидромеханика, изучающая статистические свойства 
ансамблей течений жидкостей или газов, находящихся в макроскопически 
одинаковых внешних условиях (см., например, Монин, Яглом, 1965). Таким об
разом, проблема феноменологического моделирования развитой турбулентно
сти природных сред, которой посвящена данная книга, состоит в выделении 
некоторых средних характеристик, адекватно описывающих свойства системы 
с огромным числом степеней свободы. Именно по этой причине такой подход 
связан с тем или иным способом ограничения числа степеней свободы. 

Итак, турбулентность является одной из форм проявления разнообразия движе
ний в открьnых механических системах, обладающих очень большим числом сте
пеней свободы и высокой степенью нелинейности. В системах такого рода с 
ростом некоторого управляющего параметра возникают хаотически распреде
ленные и хаотически осциллирующие структуры самого различного масштаба. 
Поэтому долгое время турбулентность ассоциировалась с воплощением чисто
го хаоса. Вместе с тем, как теперь стало ясно, в развитом турбулентном потоке 
существуют элементы порядка, когда на фоне мелкомасштабного пульсирую
щего движения жидкости могут зарождаться упорядоченные пространствен
но-временные образования, так называемые когерентные вихревые структуры 
(см. , например, Таунсенд, 1959; KaнmyэJUl, 1984; Белоцерковский, 1997; Кли
монтович, 2002) . По этой nричине, если возникновение гидродинамической 
турбулентности характеризует переход от nорядка к хаосу, то в развитом тур
булентном потоке (когда Re � Recr) имеет место также и обратный процесс -
рождение порядка из хаоса, о чем будет подробнее сказано ниже. 

В книге рассмотрены в основном nроблемы моделирования развитой тур
булентности, возникающей nри достаточно больших числах Рейнольдса Re. 
Однако в ходе изложения материала, особенно связанного с проблемой мо
делирования структурированной турбулентности, нам часто придется обра
щаться к тем или иным сценариям возникновения турбулентности. Сразу же 
отметим, что единого механизма nерехода к турбулентному хаосу в различ
ных типах гидродинамических течений в настоящее время еще не найдено. 
Напомним здесь очень кратко известные четыре механизма перехода лами
нарного течения к турбулентному при достижении числом Рейнольдса кри
тического значения Recr· Более глубокое изложение этого вопроса приведело 
в п.п. 30-32 третьего переработаиного издания «Гидродинамики>> Ландау и 
Лифшица (1988), к которому мы и отсьmаем заинтересованного читателя. За 
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исключением самой ранней гипотезы Ландау, все другие механизмы связаны 
с конечномерными моделями турбулентности, причем имеющиеся на сегодня 
опытные данные не позволяют сделать окончательного выбора между ними, 
поскольку в экспериментах, как правило, присутствуют черты разных механизмов. 

Сценарий перехода к турбулентности по Ландау и Хопфу 
Картина возникновения турбулентности, предложенная Ландау (см. Лан

дау, Лифшиц, 1944) , а затем независимо Хопфом в 1948 году (см. Marsdeп, 
McCrackeп, 1988), основана на представлении об иерархии квазипериодиче
ских движений. При значениях Re < Recr возмущения затухают со временем. 
При увеличении числа Re, после достижения им критического значения Recr' 
возмущения, наоборот, нарастают, стационарное ламинарное движение жид
кости (образом которого в фазовом пространстве служит предельная точка) 
становится периодическим (рождается предельный цикл - аттрактор, имею
щий определенную область притяжения в пространстве состояний) с некото
рой частотой колебаний /1 . При дальнейшем увеличении числа Рейнолдцса и 
достижении им второго порога неустойчивости Андронова-Хопфа этот пе
риодический режим, в свою очередь, теряет устойчивость, появляется вторая 
частота J;, несоизмеримая с !1 (когда /1/ J; - иррациональное число). Потеря 
устойчивости периодическим движением сопровождается определенной каче
ственной перестройкой в пространстве состояний (бифуркацией Андронова
Хопфа) поведения траекторий в окрестности ставшего неустойчивым предель
ного цикла. В результате дальнейшего процесса дестабилизации все большего 
числа колебательных мод возникает сложный и запутанный квазипериодиче
ский режим движения жидкости с набором в общем случае несоизмеримых 
частот /р J;,  . . .  , J;., . . . . Этот режим при достаточно больших r воспринима
ется как турбулентный. Соответствующий аттрактор турбулентного движения 
является инвариантным тором тr в пространстве состояний достаточно боль
шой размерности r. Спектр мощности Фурье здесь остается дискретным. Хотя 
движение системы приобретает сложный и запутанный характер, присущие 
реальной турбулентности непрерывный спектр и хаотизация течения возни
кают лишь при бесконечном числе бифуркаций Андронова-Хопфа. Однако 
такой сценарий, согласно современным представлениям, не вполне соответ
ствует реальному положению вещей: уже система с тремя степенями свободы 
дает сплошной спектр Фурье, что является признаком ее хаотического дви
жения. Как показали опыты (в частности, связанные с конвекцией Бенара), 
хаотический режим движения вязкой жидкости наступает сразу уже после 
появления двух основных частот. 

Сценарий процесса хаотизации движения жидкости Рюэля-Такенса. 
Странный аттрактор 
Значительно более короткий, чем у Ландау, сценарий Рюэля-Такенса 

( 1971) возникновения гидродинамической турбулентности также опирается 
на понятие бифуркации Андронова-Хопфа, в результате которой рождается 
предельный цикл из неподвижной точки, а в системе появляется новая несо-
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измеримая с предьщущей частота колебания, отсутствующая в ней ранее. 
Согласно этому механизму, сначала происходят две последовательные бифур
кации Андронова-Хопфа, как и в модели Ландау, однако затем, благодаря 
нелинейпасти системы, трехчастотное движение становится неустойчивым, 
разрушается и переходит в хаотическое движение на странном аттракторе1 , 
отвечающем полному заполнению спектра Фурье. 

Странным аттрактором принято назьmать топологически отличный от тора 
аттрактор, притягивающий при t --+  оо все множество принадлежащих ему 
неустойчивых траекторий в пространстве состояний диссипативной системы. 
Среди них могут быть не только неустойчивые циклы, но и незамкнутые тра
ектории бесконечно блуждающие внутри ограниченной области многомерно
го пространства состояний, не выходя из нее. Это особое свойство странно
го аттрактора дополняется еще и чувствительной зависимостью хаотического 
движения от малого изменения начальных условий (ЧЗНУ). Это означает, что 
близкие траектории расходятся экспоненциально. Иными словами, система 
должна <<забывать» о начальных условиях благодаря наличию малых возмуще
ний. Именно такое сложное, нерегулярное поведение траекторий в фазовом 
пространстве и ассоциируется с хаосом, т. е. турбулентным движением жидкости. 

Остановимся еще на некоторых свойствах странного аттрактора, связан
ных с его геометрической структурой. Характерной особенностью этого мно
жества точек является масштабная инвариантность, состоящая в том, что при 
увеличении размера пекоторой подобласти странного аттрактора получается 
геометрический объект, сходный по своей структуре с целым аттрактором. 
Подобного рода объекты в физике называются скейлинговыми структура
ми, а в математике геометрической моделью самоподобной структуры яв
ляется фрактал. Для практических целей важно найти такую топологическую 
характеристику, описывающую степень сложности подобного множества то
чек, которая позволила бы охарактеризовывать степень хаотизации движения, 
различать движение с перемешиванием от просто эргодического движения 
и т. п. Такой количественной характеристикой фрактала является его размер
ность Хаусдорфа-Безиковича (см., например, Шредер, 2001). Заметим, что 
поскольку речь здесь идет о диссипативных системах, в которых объем в фа
зовом пространстве (в отличие от эргодических систем) сжимается, то объем 
странного аттрактора в своем пространстве состояний должен быть равен ну
лю. Но тогда его размерность должна быть меньше размерности п-мерного 
пространства. Эта иенулевая размерность (называемая размерностью Хаус
дорфа-Безиковича) обычно определяется следующим образом. Если разбить 
объем п-мерного пространства аттрактора на малые (гипер) кубики с длиной 
ребра 11 и объемом 11n и обозначить через N (17) минимальное число кубиков, 
совокупность которых полностью его покрывает, то размерность Хаусдорфа
Безиковича D определяется формулой 

D = lim 
ln N(q) 

11_,0 ln(l!q) (1.1.2) 

Двухпериодическое движение соответствует траектории на торе (двумерной трубке) ,  на кото
ром появление хаоса запрещается известной теоремой Пуанкаре-Бендикссона. 



30 Глава 1. Турбулентный хаос и самоорганизация в космических и природных средах 

Существование этого предела означает конечность объема аттрактора в 
D-мерном пространстве: при малом tJ имеем N(q) "" Vq-D (где V - постоян
ная), откуда видно, что N(q) можно рассматривать как минимальное число 
D-мерных кубиков, покрывающих в D-мерном пространстве объем V. Раз
мерность Хаусдорфа-Безиковича есть обобщение обычной геометрической 
размерности, позволяющее характеризовать фрактальные объекты. Опреде
ленная, согласно формуле ( 1 . 1 .2), размерность не может, очевидно, превышать 
полную размерность п пространства состояний, но может быть меньше его и, 
в отличие от привычной размерности, может быть дробной; именно такова 
она для странных аттракторов турбулентного поля. 

Фрактальное описание турбулентности применимо, в частности, к полю 
скоростей диссипации турбулентной энергии (ключевая характеристика ло
кально изотропной турбулентности) 

e = e(r, t) = ; L«ди{jдхj + диjlдхУ) , i,j 
сосредоточенной, как правило, в объемах диссипационного (колмогоровско
го) масштаба длины tJ = ( v3 1 е) 114• Пусть D - фрактальпая размерность поля 
диссипации. После оценки минимального масштаба tJ и определения числа 
N(q) (гипер) кубиков размера tJ фрактальпая размерность D, рассчитывае
мая по формуле ( 1 . 1 .2) ,  принимает вид D = ln N/ ln(L/q) , откуда N = (Ljq)D. 
Так как области диссипации имеют объем (L/q)3, то общий объем активной 
диссипации пропорционален (L/q)D-з . Используя этот результат при установ
лении связи 

между экспериментально определимым коэффициентом уплощения К и чис
лом Рейнол�са Re, Мандельброт ( 1975) получил оценку фрактальной раз
мерности поля диссипации, которая не превышает 2,66. 

В заключение отметим, что полная классификация странных аттракторов 
в настоящее время, по-видимому, еще отсутствует. Во всяком случае, в ре
альных физических системах наблюдаются два типа странных аттракторов: 
аттракторы Лоренца и квазиаттракторы. 

Переход к турбулентному хаосу через последовательность бифуркаций 
удвоения периода 
Третья модель перехода к турбулентности, предложенная Фейгенбаумом 

( 1978) , связана с бесконечной последовательностью бифуркаций удвоения пе
риода. Переход начинается с бифуркаций Андронова-Хопфа из неподвижной 
точки в предельный цикл с частотой /1 • При дальнейшем увеличении уnрав
ляющего параметра происходят последовательные бифуркации удвоения пе
риода колебаний, приводящие к периодическому движению с частотами /1/2, 
/1/4, J;/8 и т. д. Эта последовательность сходится при некотором критическом 
значении числа Рейнол�са, при котором возникает странный квазиаттрактор 
со сложным чередованием областей хаоса и порядка. 
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Переход к турбулентности через перемежаемость 
Четвертый механизм возникновения турбуленrности, лежащий в основе модели 

Помо и Манневиля ( 1980) , связан с переходом к хаотическому движению через 
перемежаемость (чередование). Соrласно этой модели, при Re < Recr траектория 
выходит на устойчивый цикл, т. е. в физическом пространстве устанавливается 
ламинарное периодическое движение. При увеличении числа Рейно.лддса Re > Recr' 
но вблизи критической точки, периодическая траектория разрушается и в ре
зультате обратной тангенциальной бифуркации непосредственно превращается 
в хаотическую траекторию с перемежаемостью. В геометрическом пространстве 
этому соответствует появление течения, в котором турбуленrные состояния чере
дуются с ламинарными. Пока не удается определить теоретически длительность 
турбулентных участков. Длительность периодов ламинарного течения т1аm 
имеет вид степенной зависимости т1аm ос (Re - Recr)-112 и определяет характер 
уменьшения интервала т1аm по мере роста надкритичности. Заметим также, 
что в этом сценарии остается открытым вопрос как о характере возникнове
ния перемежаемости, так и о ее роли в процессе эволюции турбулентности. 

В заключение этого подраздела отметим еще раз, что все рассмотренные 
выше модели описывают лишь возникновение турбулентного хаоса и ничего 
не говорят о свойствах развитой турбулентности. Вместе с тем, как уже от
мечалось выше, согласно современным воззрениям (см.,  например, Климон
тович, 2002), при переходе к предельно развитой турбулентности в открытой 
гидродинамической системе между отдельными областями могут устанавли
ваться новые макроскопические связи (обусловленные коллективным взаимо
действием образующих ее подсистем), что повышает ее внутреннюю упорядо
ченность по сравнению с флуктуациями, происходящими на микромасштаб
ном уровне. При этом множество пространствеино-временных масштабов, на 
которых развивается этот процесс, отвечает когерентному поведению огром
ного числа жидких частиц, с чем связано, в частности, появление на фоне 
мелкомасштабного турбулентного движения мезомасштабных упорядоченных 
когерентных (диссипативных) структур, с определенной степенью организа
ции и формированием областей повышенной концентрации завихренности 
в виде вихревых трубок, вихревых слоев и т. п. Отсюда можно сделать на 
первый взгляд парадоксальное заключение, что развитое турбулентное движе
ние, несмотря на его очень большую сложность, отвечает состоянию большей 
упорядоченности, чем более симметричное ламинарное движение. Данный 
феномен, <<показывающий, сколь трудно при сложных движениях отличить 
порядок от хаоса» (Климонтович, 1990) , составляет часть общей проблемы 
самоорганизации (синергетики).  К этой проблеме, обнаруживаемой в самых 
разных природных явлениях и областях техники, проявляется в последнее 
время возрастающий интерес. Соrласно существующим представлениям (см. , 
например, Николис, Пригожин, 1979; Хакен, 1980), подобные самоорrанизую
щиеся диссипативные структуры появляются в результате стабилизации про
странственпо-неоднородных неустойчивостей в открытой нелинейной дина
мической системе за счет возникновения когерентности (синхронизации ко
лебаний [см. гл. 6]) и тем самым достижения <<порядка через флуктуацию>. 
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1.1.2. Развитая турбулентность. Теория Колмогорова 

В развитом турбулентном потоке присутствуют пульсации с масштабами 
от самых больших до очень малых. Такие течения характеризуются напол
ненными спектрами Фурье, причем не только временными, но и простран
ственными. Основную роль в турбулентном потоке играют крупномасштаб
ные пульсации, масштаб которых - порядка величины характеристической 
длины L, определяющей размер области G, в которой происходит турбулент
ное движение. Эту величину называют внешним масштабом турбулентности. 
Крупномасштабные движения, обладающие наибольшими амплитудами, име
ют скорость и, по порядку величины сравнимую с изменениями средней ско
рости на протяжении расстояния L. Мелкомасштабные же пульсации, имею
щие значительно меньшие амплитуды, можно рассматривать как мелкую де
тальную структуру, накладывающуюся на основные крупномасштабные тур
булентные движения. В мелкомасштабных пульсациях заключена лишь срав
нительно малая часть всей кинетической энергии жидкости. Развитая мелко
масштабная турбулентность является лакальна однородной и изотропной. 

Согласно теории Колмогорова (см.,  например, Ландау, Лифшиц, 1988) , 
мелкомасштабная структура развитой турбулентности (в этом разделе для 
простоты речь идет об изотермическом течении, когда р = const, v = const) 
определяется каскадным характером передачи энергии по спектру вихрей 
(турбулентных пульсаций) различных пространствеино-временных масшта
бов. Качественная схема каскада Ричардсона-Колмогорова состоит в сле
дующем. Мелкие вихри получают энергию в результате последовательного 
дробления крупных вихрей при росте числа Рейнолмса Re. Самые большие 
энергонесущие вихри образуются в результате потери устойчивости исходно
го ламинарного течения, и их размеры Л1 = L1 (прандтлевский путь переме
шивания) значительно меньше характерного масштаба L самой области те
чения G. Эти возмущения первого порядка, из-за слишком большого числа 
Рейнольдса крупномасштабных пульсаций Re;t � Л1 и;fv, соответствующего их 
масштабу Л1 и относительной скорости и; , таhе оказываются неустойчивы
ми и, разрушаясь, порождают возмущения второго порядка (Л2, и�) ,  которые, 
в свою очередь, и по той же причине вызывают появление еще более мел
ких вихрей и т. д. Процесс дробления вихрей останавливается, когда силы 
молекулярной вязкости в жидкости начинают играть существенную роль, что 
происходит для вихрей с числами Рейнольдса Re11 ,..., 1 .  При этом происхо
дит непрерывное перераспределение удельной кинетической энергии � из 1 L 
несущего потока от крупномасштабных вихрей к более мелким вплоть до 
самых мелких с характерным размером порядка внутреннего масштаба тур
булентности 17 = ( v3 /Е:) 114, который характеризует влияние вязких эффектов на 
структуру мелкомасштабной турбулентности. В пределе очень больших чисел 
Re устанавливается квазистационарный режим инерционного переноса ки
нетической энергии от больших вихрей к меньшим, при котором энергия, в 
конце концов из-за молекулярной вязкости v превращается в тепло в гидро
динамически устойчивых мелких вихрях масштаба Лk <; 17 (вязкий интервал). 
Колмогоров предположил, что существует так называемый инерционной ин-
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тервал (17 < Лk < L1 ) масштабов вихрей, в которых не происходит заметного 
продуцирования и диссипации энергии, точнее, диссипация в них мала по 
сравнению с той энергией, которую они получают от более крупных вихрей 
и передают более мелким. Важно подчеркнуть, что если число Re велико, то, 
несмотря на анизотропность, неоднородность и нестационарность осреднен
ного течения, случайный характер дробления вихрей и хаотичность передачи 
их энергии по каскаду приводят к тому, что статистический режим мелко
масштабных пульсаций, лежаших в пространствеино-временной области G, 
является лакальна изотропным, т. е. однородным, изотропным и квазистаци
онарным (меняющимся в зависимости лишь от характеристик осредненного 
движения). Квазистационарный режим турбулентного течения, при котором 
реализуется поток энергии в область малых масштабов, предполагает, разу
меется, определенные граничные условия на границе дG рассматриваемой 
области течения G, создающие накачку и сток. Формула 

( 1 . 1 .3) 

для диссипационного масштаба длины 1J является следствием первой гипо
тезы подобия Колмогорова ( 1941) , согласно которой статистический режим 
мелкомасштабной лакальна изотропной турбулентности однозначно опре
деляется двумя размерными параметрами - средней скоростью диссипации 
энергии E(r, t) и молекулярной вязкостью v. Величина Е представляет собой 
осредненную по ансамблю возможных реализаций течения среды диссипа
цию турбулентной энергии (в единице массы жидкости в единицу времени) и 
одновременно характеризует скорость передачи кинетической энергии пуль
сационного движения по иерархии вихрей в каскадном процессе: 

( 1 . 1 .4) 

- следствие второй гипотезы подобия Колмогорова ( 1941), согласно которой 
в инерционном интервале (17 < Лk < L1) статистический режим турбулентности 
определяется единственным параметром Е. Здесь ukfЛk � иUtk - удельная ки
нетическая энергия, получаемая в единицу времени вихрями k-го порядка 
от вихрей (k - 1)-го порядка и передаваемая ими вихрям (k + 1 )-го поряд
ка; u11 � (vE) 114, t,/;;;;,· 1Jiи11 = Vv7ё - соответственно порядок скорости и времени 
пульсаций в вихрях колмогоровекого диссипационного масштаба !J. В теории 
Колмогорова предполагается также, что на каждом масштабе (шаге каскада) 
вихри заполняют всю область G непрерывно. 

Приведем теперь важное соотношение, касающееся обусловленного вяз
костью нижнего порога - колмогоровекого диссипационного масштаба. Из 
( 1 . 1 .3) и ( 1 . 1 .4) следует 

( 1 . 1 .5) 

Таким образом, в теории Колмогорова инерционный интервал охватывает 
диапазон масштабов, растущий при увеличении числа Рейнольдса как Re314 . 
В случае численного моделирования развитого турбулентного течения на рав
номерной сетке, минимальное количество ее узлов в кубе со стороной, равной 
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длине основного масштаба L, должно быть N сх Re914, что позволяет в общем 
случае довольно скептически смотреть на перспектины численного модели
рования. Однако из-за наличия в реальной турбулентности тонких вихревых 
нитей (или других когерентных образований), пронизывающих значительную 
часть области турбулентного течения, число степеней свободы развитой тур
булентности может быть гораздо меньше, чем Re914. 

Количественное описание мелкомасштабной локально изотропной турбу
лентности в области G (далее везде предполагается, что Л ,...., L1 ) основано на 
использовании структурных функций 

D;/r) = (и; (х) - и; (х + r)(и�(х) - и�(х + r)) 
и их спектров 

Eu(k) = J DiJ(r) exp(ik · r) dr, 

где i = H, k - волновое число (Колмогоров, 1941; Обухов, 1941). Из первой 
гипотезы подобия и предположения о том, что параметры крупномасштабной 
турбулентности слабо меняются на расстояниях порядка r = JrJ, если r < L1 « L, 
вытекает, что 

DiJ(r) = (a)2/3 [f(r/n)r;r1г2 + g(r/n)biJ] , 
где f и g- произвольные функции безразмерного аргумента (r/YJ) . Соглас
но второй гипотезе подобия, структурная функция в инерционном интерва
ле L1 � r � YJ ,...., LRe-314 не зависит от вязкости v, т. е. f = const , g = const при 
r IYJ � 1. Отсюда следует один из важнейших законов мелкомасштабных тур
булентных движений (закон двух третей): в любом турбулентном течении с 
достаточно большим числом Рейнольдса Re средний квадрат разности ско
ростей в двух точках на расстоянии r друг от друга при не слишком малых, 
но и не слишком больших значениях r (сравнимых с масштабом длины Л 
соответствующего осредненного течения), должен быть пропорционален r213 , 
D1 1 (r) = С(а)213 , где С- универсальная постоянная. Эквивалентное <<закону 
двух третей» для структурной функции поля скорости утверждение, сфор
мулированное в терминах спектров, принимает вид: E(k) = C*c213k-513 при 
1/YJ � k�  1/L (Обухов, 1941). Этот закон в настоящее время хорошо подтвер
жден экспериментально для самых разнообразных турбулентных течений (см. 
Монин, Яглом, 1996). 

Что касается структурных функций п-порядка, то теория подобия Кол
могорова приводит к соотношению vn ,..., (cr)n/3 , (где V = и'(r) - u'(r + r*) ,  ко
торое, вообще говоря, не подтверждается экспериментально, в особенности 
для n � 1 .  Как известно, это обстоятельство связано с тем, что гипотезы по
добия для локально изотропной турбулентности в их первоначальной форме 
предполагали постоянство притока энергии к мелкомасштабным возмущени
ям, лежащим в инерционном интервале, т. е. постоянство параметра Кол
могорова с. Однако для реальных турбулентных течений диссипация энергии 
c(r, t)меняется не только при переходе от одной точки r (области G) тече
ния к другой, но является случайной величиной от координат r и времени t, 
пульсируя вместе с мгновенным полем скоростей u'(r, t) . Распределения веро
ятностей диссипации энергии c(r, t) (зависящие в общем случае от изменения 
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гидродинамических характеристик осредненного движения среды, в частности 
от числа Рейнолqцса Re) оказывают влияние на безусловные распределения 
вероятностей для мелкомасштабных характеристик развитой турбулентности, 
которые по этой причине в общем случае не могут быть вполне универсаль
ными. Известное замечание Ландау (см. ,  например, Ландау, Лифшиц, 1988) 
относительно первоначальных гипотез подобия Колмогорова касалось имен
но этого влияния. В связи с этими затруднениями, представления Колмого
рова о случайном каскаде бьши уточнены в работе Обухова ( 1962) , который 
предложил отказаться от условия c(r, t) = const в области G (с центром в точке 
r и характерным масштабом Л � L) и исходить из того, что статистические ха
рактеристики мелкомасштабных движений (например, структурные функции) 
определяются не теоретико-вероятностным средним значением c(r, t) случай
ной величины с, а зависят от значений диссипации c,(r, t) , осредненной по 
пекоторому объему V,. с характерным размером r, малым по сравнению с 
типичным масштабом неоднородности осредненного течения, r � Л. Если в 
качестве области осреднения, лежащей в пределах G, выбрать шар радиуса 
r (получаемые результаты слабо зависят от формы области осреднения),  то 
величина с, определяется формулой 

c, (r, t) = л�з J e(r + r* , t) dr* . 
Jr'J<;;r 

Отметим, что первоначальная (не уточненная) теория каскада не является 
абсолютно точной еще и потому, что в ней не учитываются в явном виде 
какие-либо мелкомасштабные когерентные диссипативные структуры, кото
рыми может обладать турбулентное поле, за исключением допустимого в ее 
рамках макроструктурирования потока на больших масштабах ,..., L. Между 
тем, как теnерь стало ясно, любая адекватная теория турбулентности обязана 
учитывать наличие и динамику подобных диссипативных структур и неравно
мерность их пространствеино-временного распределения в хаотическом по
токе (Crow, Champagne, 1971; Brown, Roshko, 1974). 

С другой стороны, с хаотическим характером передачи кинетической энер
гии по каскаду, вызываемым неустойчивостью диссипативных структур, свя
зано явление гидродинамической внутренней перемежаемости, при которой 
области, занятые так называемыми турбулентными пятнами (в которых на
блюдаются интенсивные пульсации градиентов скорости, с, > 0), тесно пере
плетаются с областями со слабо турбулизованной или полностью безвихревой 
жидкостью (в которых такие пульсации практически отсутствуют, с, � 0). На
личие перемежаемости отвечает режиму течения (при малом числе Re), когда 
мощности постоянно действующего механизма турбулизации среды, переда
ющего энергию потоку на больших масштабах, еще недостаточно для фор
мирования полностью развитой турбулентности во всей области G, занятой 
жидкостью. Таким образом, значения величины c,(r, t) (или родственных ей 
величин, квадратичных по градиентам скорости) могут служить индикатором 
перемежаемости. 
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1.1.3. О спектре развитой турбулентности 

При теоретическом изучении турбуленrных пульсаций скорости движения ср�ы 
(или других пульсирующих в потоке термагидродинамических параметров) тра
диционно используется аппарат математической статистики для квазистационар
ных случайных процессов, корреляционный и спектральный анализ. К наиболее 
употребительным статистическим характеристикам поля случайных величин 
d(r, t) относятся их средние значения (ниже для обозначения средних зна
чений используется черта над осредненной величиной) и дисперсии, разно
образные корреляционные и структурные функции, спектральные плотно
сти распределения и т. п. Вследствие того что в турбулизованной среде, как 
правило, одновременно существуют системы движения различного простран
ствеино-временного масштаба, характеризующие ее термагидродинамические 
параметры должны быть, вообще говоря, осреднены (предполагается, что ин
дивидуальная реализация турбулентных течений может быть описана с помо
щью уравнений гидродинамики для мгновенного движения) . Осреднение мо
жет быть произведено либо по временному (или/и пространственному) интер
валу !!..t (например, по значениям пульсаций, измеренным в фиксированной 
точке в течение лекаторого промежутка времени !!..!), либо по ансамблю фи
зически допустимых реализаций гидродинамической системы. Для получения 
репрезентативных статистических оценок определяющих параметров пульси
рующего течения необходимо подходящим образом выбрать интервал осред
нения, который должен быть тем больше, чем больше масштабы пульсаций. 

Таким образом, для выбора масштаба осреднения необходимо знать по
рядок величины (спектр) пульсаций для всех термагидродинамических пара
метров турбулентной среды (таких как скорость ветра, давление, температу
ра, и т. д.). Энергетический спектр пульсационного поля какой-либо физи
ческой величины d(r, t) представляет из себя серию кривых, описывающих 
зависимость квадрата амплитуды пульсаций (.91'2) случайной величины .91 от 
круговой частоты w (w = 2лf, f - частота колебаний в с-1 )  и/или линейных 
размеров :к (:к - волновое число). 

В частности, среди характерного для земной атмосферы широкого спектра 
колебаний (во времени) указанных случайных величин, имеющих периоды от 
долей секунды до тысяч лет (см. Монин, 1969), особо следует выделить ми
крометеорологические колебания с периодами от долей секунды до минут, 
которые возникают непосредственно в приземном слое воздуха и представля
ют собой мелкомасштабную изотропную турбулентность, служащую наиболее 
важным механизмом вязкой диссипации турбулентной энергии. Максимум ее 
энергетического спектра wE(w) (где E(w) - спектральная плотность кинети
ческой энергии потока) приходится на период т т = 1/w "" 1 мин, что для ти
пичной скорости движений воздуха при синоптических процессах V = 10 мjс 
соответствует масштабу горизонтальных турбулентных неоднородностей L = 
= Vтm "" 600 м. При w > 1/тт спектры скорости ветра удовлетворяют <<закону 
пяти третей>> Колмогорова-Обухова (Обухов, 1941) E(w) � (е;/3 jV)(wjV)-513 , 
и в области максимальных частот турбулентных флуктуаций w "'  V e�14v-314 
спектр турбулентности резко обрывается (Монин, 1969; 1988). 
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Каскадный процесс передачи кинетической энергии от вихревых движе
ний больших масштабов к вихрям малых масштабов в случае изотропного 
турбулентного течения удобно проанализировать в пространстве волновых 
чисел :х при использовании пространствеиной спектральной плотности энер
гии Е(:х), которая определяется следующим образом: 

Е(:х) = f Фu(:х') d:x' , 
lx'l=k 

( 1 . 1 .6) 

где по повторяющимся индексам производится суммирование. Здесь ФiJ(:x) -

Фурье преобразование корреляционной функции Ru(r) = и' ;(х + r)и;(х) слу
чайного поля скоростей; :х-модуль волнового числа, :х = j:xj . Отметим, что 
величина Ru(O) = и� и; совпадает с кинетической энергией пульсационного дви
жения единицы массы среды. Отсюда, при использовании определения Е(:х) , 
следует, что турбулентная энергия 

00 
ь - 1 -,-, - 1 J Е( ) d = zU;U; - z :Х :Х. 

о 
( 1 . 1.7) 

На рис. 1.1 . 1  показана картина распределения энергии турбулентного дви
жения по различным масштабам, т. е. пространственный спектр величины Ь. 
Глубокий физический смысл, характеризующий пульсационное движение по
ля скорости следует из «спектральной формы>> уравнения Кармана-Ховарта 
(Монин, Яглом, 1996), описывающего изменение во времени спектрального 
распределения энергии турбулентности Е(:х, t) : 

дЕ(:х, t)jдt = Т(:х, t) - 2v:x2 Е(:х, t) . ( 1 . 1 .8) 

Здесь первое слагаемое Т(:х, t) описывает перераспределение энергии по спек
тру турбулентности вследствие взаимодействий ее спектральных компонен
то в с волновыми числами :х со всеми другими спектральными компонен
тами, создаваемое нелинейными «инерционными членамИ>> исходных урав
нений гидродинамики. Важно при этом подчеркнуть, что перераспределе
ние энергии между спектральными компонентами, происходит без изменения 

k 

Рис. 1 .1 .1. Спектры энергии E(k), диссипации энергии 2vk2E(k) и функции перераспределения 
энергии T(k). Области 1 и 2 на горизонтальной шкале обозначают интервалы энергии и дисси

пации. Согласно (Монин, Яглом, 1996) 
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суммарной энергии турбулентного движения (f Т dx = О). Второе слагаемое 

2vx2E(x) описывает диссипацию энергии под действием вязкости и характе
ризует убывание кинетической энергии пульсаций возмущений с волновым 
числом и, пропорциональное интенсивности этих возмущений, умноженной 
на 2vx2 • Это означает, что под действием вязкости энергия длинноволновых 
возмущений (с малыми и) убывает значительно медленнее, чем энергия ко
ротковолновых возмущений, отражая тем самым факт пропорциональности 
силы трения градиенту скорости. Спектры энергии Е(х), диссипации энергии 
2vx2E(x) и вид функции Т(х, t) , определяющей перераспределение энергии по 
спектру, схематически показаны на рис. 1 . 1 . 1 .  Как видим, отрицательные зна
чения функции Т(х) в области малых и, которым соответствует максимум 
энергии крупномасштабных движений на кривой Е(х) , сменяется положи
тельными значениями в области больших и, которым соответствует максимум 
диссипации энергии на кривой 2vx2E(u) . Это подтверждает представление о 
каскадном переходе энергии от крупномасштабных к мелкомасштабным ком
понентам движения, для которых характерны большие локальные градиенты 
скорости и, следовательно, велика роль вязкости. Следуя Моиину и Ягло
му (1996) , первый из этих интервалов, где сосредоточено до 80-90% полной 
энергии турбулентности ( 1 . 1 . 1 ) ,  носит название интервала энергии, а второй, 
где происходит ее полная диссипация 

00 00 
2v J х2 Е(х) dx � 2v J х2 Е(х) dx 

О "о 

- интервала вязкой диссипации спектра (здесь х0 - промежуточное значение 
волнового числа в инерционном интервале, лежащее за интервалом энергии и 
перед интервалом диссипации). Там же приведено более полное рассмотрение 
проблемы «скорости перераспределения энергии по спектру» Т(х), исходя из 
спектрального представления самого поля скорости, в основе которого лежит 
подход, развитый Бетчелором (1955). Мы еще раз, таким образом, убеждаемся 
в том, что первоначальная энергия крупных вихрей, определяющая динами
ческие и кинематические свойства течения, затрачивается на их дробление, 
что выражается через турбулентную вязкость, и, в конечном итоге, определяет 
свойства вязкой диссипации, при выполнении условия общего энергетическо
го баланса. 

1.1.4. Турбулентная диффузия 

В комплексе проблем, связанных с теоретическим рассмотрением процес
сов турбулентного тепло-и массопереноса в природной среде, важное зна
чение имеет моделирование распространения малых примесей (в том числе 
химически активных компонентов газа в атмосферах планет и диспергиро
ванных частиц различного типа и размеров, частично также участвующих в 
химических превращениях и фазовых переходах). В процессе переноса ука
занных примесей и их перемешивании определяющую роль играет турбулент-
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ная диффузия, характер которой зависит от структуры пульсационного поля 
скоростей и распределения энергии турбулентности между пульсациями раз
личных пространствеиных масштабов. При описании процессов диффузии в 
турбулизованной среде можно выделить средние значения концентраций при
меси (Za) и пульсационные отклонения z; от них, наряду со средней вели
чиной (и) и пульсациями и' скорости движения газовой смеси. Это позволяет 
с помощью обычных приемов осреднения перейти от уравнений диффузии 
для мгновенных значений концентраций к уравнениям диффузии масштаба 
среднего движения [см. уравнения (2. 1 .7) и (3 . 1 .23) ] .  Как известно, в тео
рии турбулентной диффузии смеси, в зависимости от масштабов явления, 
различают диффузию градиентного типа, создаваемую сравнительно мелкими 
вихрями, и диффузию неградиентного типа, создаваемую крупными вихря
ми (Монин, Яглом, 1965) . К турбулентной диффузии градиентного типа может 
быть применен феноменологический подход [см. гл. 3] .  Поскольку турбулент
ность является свойством режима течения жидкости, а не самой жидкости, 
механизм обмена импульсом (энергией, веществом) лишь отдаленно напоми
нает молекулярный обмен импульсом. Тем не менее сушествует определенная 
аналогия между диффузией смеси в поле мелкомасштабной турбулентности и 
молекулярной диффузией (справедливая и в случае загрязнения среды мел
кодисперсной примесью, когда масштаб турбулентности мал по сравнению 
с масштабами «облака загрязнения») . В основу такой аналогии положено 
допушение о пропорциональности между турбулентным потоком некоторо
го диффундирующего вещества и градиентом его осредненной концентрации. 
Действительно, подобно тому, как хаотическое молекулярное движение харак
теризуется некоторой средней скоростью движения молекул v т и длиной сво
бодного пробега Im (так что молекулярный коэффициент диффузии D е<. vmlm), 
хаотическое турбулентное перемешивание можно описать через коэффици
енты турбулентной диффузии nturь е<. vturbltиrb ' где vturb - характерная величина 
турбулентных флуктуаций скорости и /turь - локальный масштаб турбулент
ности (так называемый путь перемешивания) .  Однако, в отличие от vm и 
Im , параметры vturb и /turb определяют не просто свойства среды, а режим те
чения жидкости. Соответственно, D и nturb понимаются как коэффициенты 
пропорциональности - в первом случае между молекулярным диффузионным 
потоком Ja некоторой субстанции а и градиентом ее концентрации дZafдr 
(Ja = -DдZafдr) , а во втором случае - между турбулентным потоком данной 
субстанции в пульсирующем поле скоростей .r,;urь = pZ�' и" и градиентом ее 
осредненной концентрации д(Za)fдr, т. е. 

JJ = -pDturb . д(Za)fдr ( 1 . 1 .9) 
(Монин, 1962) . Заметим, что поскольку турбулентная диффузия, в отличие от 
молекулярной, обычно имеет анизотропный характер, то в общем случае под 
nturb и /turb следует понимать тензоры. 

Если частицы диффундирующей субстанции сохраняют свои индивидуальные 
свойства при движении в пульсирующем потоке (пассивная примесь), то наи
более естественно в основу модели турбулентного перемешивания положить 
лагранжеву концепцию [см. (3.3 . 1)] ,  что дает возможность без детальной конкре-
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тизации механизма перемешивания рассматривать такой перенос как <<обыч
ное движение» частиц жидкости, при котором происходит диффузия. Вве
дение лагранжевой турбулентной пульсации Z�� (= Z�' + /turь · (дjдr) (Za) � О) 
консервативного признака Za позволяет в этом случае определить некото
рую длину /turb = l/turЬI (приблизительно пропорциональную среднему линей
ному масштабу пульсаций скорости) ,  на котором исчезает корреляция между 
начальной и конечной скоростью данной лагранжевой частицы, и см одели
ровать турбулентный коэффициент диффузии 

nturb = f7 
turb ( 1 . 1 . 10) 

на всем временном интервале пульсационного движения. Нельзя при этом 
исключить возможности некоторого прямого влияния молекулярной диффу
зии на турбулентный диффузионный перенос при условии, что за время, в 
течение которого сохраняется определенная корреляция между значениями 
скорости движения крупномасштабного вихря, количество диффундирующей 
субстанции в этом вихре успеет заметно измениться. Следует, по-видимому, 
также допустить, что эти разноприродные диффузионные процессы обладают 
свойствами суперпозиции. 

При моделировании коэффициентов турбулентной диффузии nturь для все
возможных атмосферных компонентов (в том числе загрязняющих примесей) 
необходимо учитывать такие факторы, которые оказывают наиболее суще
ственное влияние на их перемешивание (рассеяние). В частности, в пер
вую очередь необходима априорная оценка пути перемешивания (масштаба 
турбулентности), или его аппроксимация, с учетом термической (и/или кон
центрационной) стратификации атмосферы, которая и определяет, в конеч
ном счете, характер диффузионных процессов. Как уже упоминалось, в об
щем случае анизотропного пульсационного поля скоростей (концентраций) 
диффузионный перенос малых компонентов характеризуется тензором тур
булентной диффузии nturb (или тензором вязкости vturь) .  Для течений с ярко 
выраженным направлением неоднородности (например, в атмосфере,  стра
тифицированной в поле силы тяжести) турбулентные флуктуации скорости 
накладываются на ее среднюю (ветровую) составляющую в горизонтальном 
направлении и усиливаются при наличии ветрового сдвига. Для подобных 
течений успешно используются различные упрощенные аппроксимации для 
вертикального коэффициента турбулентной вязкости vturb (типа модели пу
ти перемешивания Прандтля [см. (3 .3 . 1 5)] или гипотезы Гейзенберга о ро
ли малых вихрей в оценке vturь ,  когда допустимо градиентное приближение) , 
справедливые, однако, лишь при условии локального равновесия турбулент
ного поля, обеспечивающего баланс генерации и диссипации турбулентной 
энергии в каждой пространствеиной точке среды. При всем том, подобные 
подходы, вообще говоря, неприменимы для многокомпонентной химически 
активной смеси, поскольку в этом случае существенную роль может играть 
химическая кинетика, нарушающая лагранжеву инвариантность переносимой 
субстанции. Здесь мы вновь сталкиваемся с необходимостью разработки но
вых подходов к моделированию турбулентных коэффициентов переноса для 
смеси, которые позволили бы учесть специфику подобных сред. 
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1 .1.5.  Геофизическая турбулентность 

На характер геофизической турбулентности специфическое R/IИЯНИе оказывает 
стратификация атмосферы (распределение массовой IШотности р и других термо
гидродинамических параметров по направлению силы тяжести) и вращение 
Земли (с угловой скоростью Q = 7,29 · 10-5 с-1 ) .  Кроме этого, Многокомпо
нентнасть реальной атмосферы приводит часто к бароклиниости смеси, вы
званной зависимостью р не только от давления р (как в баратрапных средах) , 
но также от температуры Т иjили концентраций Za отдельных ее компонентов. 

Бароклиниость имеет динамическое значение, так как она приводит к по
явлению источникового члена в известном уравнении Фридмана для зави
хренности [см. ( 1 .3 . 1) ] .  При неустойчивой стратификации атмосферы в ней 
развивается турбулентная конвекция, источником которой служит ускоряю
щее действие архимедавой силы. Следствием вращения Земли является обра
зование турбулентных пограничных (экмановских) слоев у поверхности суши 
в атмосфере, а также у поверхности дна в океане. За счет глобального измене
ния параметра Кориалиса 1 = 2Q cos е (где е - дополнение широты ер до л/2; 
1 = 10-4 с- 1 всюду за исключением областей, близких к экватору) в мериди
ональном направлении возникают волны Россби-Блиновой, порождающие 
циклоны и антициклоны в атмосфере и синоптические вихри в океане, слу
жащие примерами двумерной макро турбулентности. В свою очередь, макро 
турбулентность, возникающая вследствие крупномасштабных неоднородно
стей притока тепла к атмосфере от подстилающей поверхности, порожда
ет интенсивную микро турбулентность, обусловленную гидродинамической 
неустойчивостью вертикальных градиентов скорости ветра. С наличием тон
ких квазиоднородных слоев, разделенных поверхностями разрыва температу
ры и солености, связано развитие сравнительно слабой микро турбулентности 
(с малыми числами Re) в океане (Монин, 1988) . При изучении геофизиче
ской турбулентности и в некоторь� других случаях оценка интенсивности 
турбулентного переноса может осуществляться по значениям коэффициента 
турбулентной вязкости vturb (или диффузии nturb) . 

Приток солнечного тепла к атмосфере и поверхности Земли (а также дру
гих планет земного типа) служит основным источником энергии атмосфер
ных физико-химических процессов, относительно небольшая доля которой 
превращается в кинетическую энергию вихревых движений всех масштабов. 
Характерный размер крупных энергонесущих вихрей, в которых, вследствие 
изменения (сдвига) средней гидродинамической скорости V, возникает ки
нетическая энергия турбулентного движения системы, определяет внешний 
(интегральный) масштаб турбулентности L. Вихри с размерами больше, чем 
L, как правило, анизотропны, а вихри, размеры которых меньше внешне
го масштаба турбулентности, - приблизительно изотропны. В интервале мас
штабов от миллиметров до тысяч километров l « r « L (где / - так называ
емый внутренний масштаб турбулентности, пропорциональный колмогоров
скому микромасштабу rт), охватывающем практически весь спектр динамиче
ских процессов в атмосфере, происходит каскадный процесс передачи энер
гии от крупномасштабных к мелкомасштабным вихревым движениям. Квази-
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стационарный режим существования подобного каскадного механизма в тур
булизоваиной атмосфере Земли характеризуется пекоторой приблизительно 
постоянной (не зависящей от масштаба вихря) величиной t:e ::::: 3 см2 jc3 , ко
торая, с одной стороны, является скоростью передачи кинетической энергии 
вихревого вращения от крупных атмосферных вихрей к более мелким вихрям, 
а с другой стороны, характеризует удельную скорость диссипации турбулент
ной (кинетической) энергии в тепло за счет молекулярной вязкости, которая 
происходит в вихрях колмогоровекого размера IJ. 

В инерциальном интервале масштабов, в котором имеет место указанный 
каскадный процесс в атмосфере, коэффициент турбулентной вязкости vturь, 
отвечающий эмпирическому «закону четырех третей>> Ричардсона-Обухова 
(этот закон следует также из соображений теории размерности и подобия), 
имеет вид: vturь(r) ос t:�/3,-413 (Richardson, 1926; Обухов, 1941). Зависимость эф
фективного вертикального коэффициента диффузии v(L) от локального мас
штаба турбулентности L(z) показана на рис. 1 . 1 .2 ,  где выделены область ла
минарного движения при малых L, с коэффициентом молекулярной вязкости 
v = O, l 6  см2jс, и область свободной турбулентности (инерционный интервал) 
при больших L. 

Как уже говорилось выше, при этих значениях L отсутствует продуциро
вание или диссипация кинетической энергии, а происходит лишь ее передача 
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Рис. 1.1.2. Вертикальный коэффициент диффузии в функции масштаба турбулентности L. Вьще

лены области ламинарного движения и свободной турбулентности (инерционный интервал). По

казаны эмпирические точки, отвечающие закону Ричардсона-Обухова. Согласно (Монин, 1969) 



§ 1 .1 .  Турбулентное движение ждцкости. Общие положения 43 

ко все более мелким масштабам r (вплоть до масштаба r = 17) , которым отвеча
ет рост волнового числа х на кривой спектральной плотности распределения 
энергии Е(х) поля скорости (см. рис. 1 .1 . 1 ) .  Максимальный коэффициент 
турбулентной вязкости vturb в атмосфере соответствует типичному масштабу 
длины для синоптических процессов L0 = aj f (Обухов, 1949) , где а =  ViJi
изотермическая скорость звука. В умеренных широтах Земли L0 "' 3000 км 
и vturь :::: 101 1  см2jс. Очевидно, что при этом время вырождения атмосферной 
кинетической энергии вследствие турбулентной вязкости т(L) "' L2 jvtиrь(L) "' 
"' е; 1/3 L 213 отвечает типичному времени превращения потенциальной энер
гии синоптических процессов т = (Е-1дЕ/дt)-1 � 5 · 1 05 с, т. е. равно примерно 
неделе (здесь Е ""  1021 Дж - полная кинетическая энергия атмосферы; дЕjдt "" 
"" 1-2 · 1012 кВт - скорость превращения потенциальной энергии в кинетиче
скую) (Монин, 1969). 

Как видим, турбулентность с коэффициентом турбулентной вязкости vturb 
можно рассматривать в качестве эффективного механизма диссипации кине
тической энергии для движений синоптического масштаба или характерно
го размера крупномасштабных вихрей L. При этом минимальный масштаб 
синоптических движений, способных преодолеть вязкость, оценивается как 
Lmin ос e;114(vtиrь)314 (Монин, 1969) . Такой подход отвечает Представлениям о на
личии универсальных связей между характеристиками крупно- и мелкомас
штабных пульсаций для турбулентных течений, определяемых при Re """"* оо 

мелкомасштабными флуктуациями, а не крупномасштабными колебаниями 
скорости, определяющими средние значения всех термагидродинамических 
величин и по существу не зависящих от Re. В этом находит свое выражение 
гипотеза Бетчелара ( 1955) о статистической независимости крупно- и мелко
масштабных движений. 

1.1.6. О некоторых методах моделирования турбулентности 

Помимо статистического подхода к моделированию турбулентности в на
стоящее время все более широкое применение находят методы прямого чис
ленного моделирования турбулентности на основе решения нестационарной 
системы трехмерных уравнений Навье-Стокса, хотя в силу стохастичности 
данного явления в реальности удается получать лишь осредненные характе
ристики движения. Это позволяет, тем не менее, иногда проследить не толь
ко эволюцию образований различных пространствеиных структур с течением 
времени, но также изучать общую динамику и природу развития турбулентно
сти. Например, результаты численного моделирования явления <<Перебросов» 
в гидродинамической системе (сконструированной в виде многоярусной моде
ли зацепления простейших элементов - триплетов) иллюстрируют каскадный 
процесс передачи энергии в развитом турбулентном потоке, соответствующий 
закону Колмогорова-Обухова (Iледзер и др. , 1981) и подкрепляют представле
ния об общих свойствах в поведении динамических систем. Интересно также 
отметить, что исследование процесса стохастизации динамических систем и 
сценариев перехода к хаосу при численном моделировании турбулентности 
служит аналогом решения некорректных задач с использованием операто-
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ра осреднения и <<Параметрического расширения>> ( Тихонов и Арсенин, 1986). 
При таком подходе упорядоченная структура турбулентного течения, кото
рая определяется как аттрактор асимптотически устойчивого решения для 
осредненных величин, представляет собой его регуляризованное описание 
(Белоцерковский, 1997) .  Следует однако заметить, что использование мето
дов прямого численного моделирования турбулентности для решения прак
тически важных задач (особенно задач, связанных с расчетами турбулентного 
тетю- и массопереноса в многокомпонентных химически активных смесях) 
часто затруднительно. Более того, полное решение уравнений гидродинамики 
для флуктуирующих параметров (из-за очень большого числа турбулентных 
степеней свободы) содержало бы столь большую информацию, которая не 
могла бы быть полностью использована. 

В связи с этим на первый план выступает задача приближенного (полуэм
пирического) описания турбулентности. При выводе осредненных уравнений 
движения жидкости, представляющих основу современной гидродинамиче
ской теории турбулентности, основная масса исследователей опирается на 
уравнения гидродинамики в форме уравнений Навье-Стокса, которые по 
предположению описывают течение жидкости и в турбулизованном режиме 
даже при экстремально больших значениях безразмерных параметров. Однако 
сама возможность выбора этих уравнений в качестве стартовых для перехо
да к осредненным уравнениям Рейнолддса не является бесспорной, хотя бы 
потому, что при их выводе делается достаточно сильное предположение о ли
нейной связи тензора вязких напряжений Пij с первыми производными поля 
скоростей диjдхj. Хотя в ламинарных и слабо надкритических течениях это 
предположение хорошо работает, но в сильно нелинейных турбулентных дви
жениях жидкости нельзя исключить более сложной зависимости тензора вяз
ких напряжений от тензора скоростей деформаций. В связи с этим, приведем 
еще один аргумент в пользу подобного рода сомнений, процитировав выдерж
ку из работы О. М.  Белоцерковского ( 1984) : <<Таким образом, гипотеза о том, 
что турбулентность полностью описывается уравнениями Навье-Стокса, ма
тематически не обоснована, поскольку нет общей теоремы, гарантирующей 
глобальное существование решений уравнений Навье-Стокса как задачи с 
начальными условиями. Вполне вероятно (хотя таких примеров пока нет), что 
эти решения могут стать сингулярными, так что уравнения перестают быть 
справедливыми и для построения полной теории нужны, по-видимому, новые 
физические принципы, выходящие за рамки классической гидродинамики>> .  

Для преодоления трудности доказательства существования решения урав
нений Навье-Стокса, в работах О. Ладыженской бьша проведена регуляри
зация этих уравнений путем введения в рассмотрение нелинейной вязкости. 
Это означало следующее переопределение тензора вязких напряжений: 

пij = -v(ди;fдх) --+ -vt l + с(ди;fдх)2 j (дu;fдx), 
где с - произвольвый малый коэффициент. Нелинейный вклад в вязкость ни
велирует большие градиенты скорости и тем самым существенно влияет на 
характер гидродинамического движения в области малых масштабов. Однако 
из-за очень большого числа коллективных (макроскопических) степеней сво-
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боды едва ли возможно полное решение даже регуляризованного уравнения 
Навье-Стокса. 

В данной книге использован в основном классический подход к моделиро
ванию сдвигоной турбулентности, который основывается на идее Рейнолддса 
об осреднении гидродинамических уравнений по ансамблю тождественных 
течений (возможных реализаций), или посредством другой эквивалентной 
процедуры. Полученные таким образом уравнения масштаба среднего дви
жения, вследствие нелинейлости исходных гидродинамических уравнений, 
содержат леопределеиные корреляционные члены (типа векторов турбулент
ной диффузии и тепла, или тензора турбулентных напряжений Рейнолддса) 
и потому оказываются незамкнутыми. Замыкание осредненных по Рейнолм
су уравнений гидродинамики смеси обычно проводится с помощью тех или 
иных полуэмпирических моделей турбулентности, основанных, например, на 
привлечении последовательности дифференциальных уравнений для момен
тов флуктуаций (чему посвящена третья глава данной монографии). Вместе 
с тем, важно уже здесь указать на принципиальный недостаток этого под
хода, который состоит в том, что осреднение Рейнол�са осуществляется по 
всем пространствеиным масштабам турбулентности, т. е. моделирование на 
основе полуэмпирических гипотез замыкания по необходимости проводится 
одновременно по всему спектру разномасштабных вихревых структур. 

Если учесть, что, в отличие от практически универсального спектра мелко
масштабных пульсаций, крупномасштабные вихревые структуры существенно 
различны для разных течений (см. рис. 1 . 1 .3), то становится очевидной бес-
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Рис. 1.1.3. Спектр продольной составляющей турбулентных пульсаций для различных течений. 
Здесь: 1 - приливно-отливный канал; 2 - крутлая струя; 3 - течение в трубе; 4 - течение с по
стоянным сдвигом; 5 - след за цилиндром; 6 - турбулентность за сеткой; 7 - пограничный слой. 

Согласно ( Чепмен, 1980) 
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перспективность создания универсальных полуэмпирических моделей турбу
лентности, пригодных для описания разнотипных турбулентных течений. По 
этой причине задача состоит главным образом в установлении границ при
менимости той или иной полуэмпирической модели турбулентности. Тем не 

менее есть некоторые основания надеяться, что привлечение многопараметриче
ских аппроксимаций, основанных на эволюционных уравнениях переноса для 
старших моментов пульсирующих в потоке термагидродинамических парамет
ров, позволит до пекоторой степени продвинуться на пути построения универ

сальных моделей турбулентности с усложненными свойствами, описывающих 
достаточно большое число разнообразных турбулизованных природных сред. 

Вместе с тем, актуальная на сегодня проблема моделирования структурирован
ной турбулентности ставит вопрос о поиске и других базовых уравнений, для 
которых имеются физические основания для решения соответствующей проблемы 
замыкания. Возможность описания подобного рода турбулентности может быть 

основана, в частности, на конструировании кинетических уравнений типа 
Фоккера-Планка-Колмогорова, аналогичных тем, которые используются в 

теории фазовых переходов второго рода [см. гл. 5]. Нам представляется,  что 

такой путь построения теории развитой турбулентности окажется эффективным. 

§ 1.2. Хаос и самоорганизация в динамических системах 

Стохастичность является одним из важнейших свойств нелинейных ди

намических систем способных совершать как регулярные, так и нерегуляр
ные, хаотические движения, причем стохастическая эволюция системы явля
ется следствием такого неотъемлемого внутреннего свойства движения, как 

неустойчивость. Проблема моделирования хаоса в окружающей нас природе 

и во Вселенной приобретает в последние десятилетия все большую актуаль
ность. Для таких систем характерны исключительная сложность и нерегу

лярность, обусловленные, в конечном счете, совокупностью разнообразных 

нелинейных взаимодействий, приводящих к хаотичности, т. е. к возможности 

отдельной траектории быть случайной даже при отсутствии воздействия на 

систему явных случайных сил. Можно говорить об определенной универсаль
ности методов нелинейной динамики, предполагающей общность процессов, 
происходящих в самых различных системах, что, в свою очередь, предопре

деляет общность подходов при решении широкого класса модельных задач, 
представляющих междисциплинарный интерес. 

Говоря о физической природе турбулентности в предыдущем разделе, мы под

черкивали стохастичность характера пульсаций скорости и других физических 

параметров в турбулентном потоке, что дает основание отождествить турбу
лентность с хаосом. Отмечалось также, что в более общем смысле отражением 

стохастической природы турбулентности служит полное перемешивание фа
зовых траекторий с различной топологией аттракторов. В этом параграфе мы 

рассмотрим кратко некоторые общие положения стохастической динамики и усло

вия, при которых на фоне полностью хаотического движения возникают относи
тельно устойчивые упорядоченные структуры, т. е. происходит самоорганизация. 
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1.2.1. Элементы стохастической динамики 

Основы динамического описания эволюционных процессов базируются на 
понятии динамической системы (Де) - объектов любой природы, состояние 
{�} которых изменяется во времени в результате действия детерминированно
го оператора эволюции, задающего соответствие между начальным состояни
ем системы и единственным состоянием в каждый последующий момент вре
мени. Набору N динамических переменных � (i = 1 ,  2, . . .  , N) или N -мерному 
вектору Х ставится в соответствие точка в пространстве состояний !RN (фа
зовом пространстве Де). 

Пусть изучаемая динамическая система описывается дифференциальными 
уравнениями 

( 1 .2 . 1 )  

где X(r, t )  и fa(X(r, t)) - векторы, компонентами которых являются соответ
ственно параметры состояния х,. и функциональные зависимости, выража
ющие локальную эволюцию параметров � во времени t и пространстве r. 
Функцианалы fa, как правило, содержат частные производные по простран
ствеиным переменным r и нелинейны, например, из-за явлений переноса (та
ких как конвекция в гидродинамике). Они могут также зависеть от некоторо
го набора управляющих параметров а, воспроизводящих силовое воздействие 
на систему внешней среды. Движение фазовой точки соответствует эволюции 
состояния системы с течением времени. Для того чтобы задача (1 .2. 1 )  была 
хорошо поставлена, значения управляющих параметров и граничные условия, 
поддерживаемые на границе системы 1:, должны быть известны. Граничные 
условия обычно являются либо условиями Дирихле, задающими значения 
{�l:} параметров состояния на поверхности, либо условиями Неймана, за
дающими значения потоков на поверхности {n · vX(} (n - вектор нормали к 
поверхности). В общем случае режиму эволюции де из некоторого заданного 
начального состояния Х0 =X(t0) соответствует конкретная траектория X(r, t) 
в фазовом пространстве, которую описывает фазовая точка Х при t --+  ±оо. 

Вьщеляют два класса де - консервативные системы, например гамиль
тоновы системы с динамикой, сохраняющей начальный объем фазового про
странства, и диссипативные системы, для которых с течением времени облако 
точек в фазовом пространстве !RN сжимается и собирается в итоге на од
ном или нескольких аттракторах (притягивающее множество точек в фазовом 
пространстве, к которому приближаются все соседние траектории после зату
хания переходных процессов). Простые примеры классических аттракторов 
равновесие, периодическое движение, или предельный цикл, квазипериодиче
ское движение. Классическим аттракторам соответствуют классические гео
метрические объекты в фазовом пространстве: равновесному состоянию -
точка, периодическому движению, или предельному циклу, - замкнутая кри
вая, а квазипериодическому движению соответствует предельный N -мерный 
тор в фазовом пространстве. 

Достижением теории де стало открытие хаотической динамики. Возник
новение хаоса непосредственно связано с неустойчивостью динамических си-
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стем. Уже Пуанкаре, инициировавший исследования по нелинейной динами
ке, в 1882 году показал (см. Пуанкаре, 1971, 1972) , что ряд механических задач 
с участием нескольких тел - например, задача трех тел в небесной механике 
имеет дело с неустойчивостью. В неустойчивых (стохастических) областях фа
зовою пространства расхождение двух изначально бесконечно близких траек
торий увеличивается с течением времени экспоненциально. Системы такого 
рода определяют как хаотические. Возникновение хаоса кажется на первый 
взгляд несовместимым с определением ДС, подразумевающим возможность 
однозначного предсказания конечною состояния по начальному состоянию. 
И тем не менее в действительности допустим хаотический режим движения 
динамической системы, при котором сколь уrодно малая неопределенность в 
начальных условиях быстро нарастает во времени, так что предсказуемость 
поведения ДС становится недостижимой на достаточно больших интервалах 
времени. Такого рода режимы характеризуются нерегулярным, хаотическим 
изменением динамических переменных во времени. В фазовом пространстве 
диссипативных систем этим процессам отвечают странные или хаотические 
аттракторы, являющиеся образом детерминированного хаоса. С подобны
ми аттракторами связаны новые (по отношению к классической геометрии) 
геометрические объекты, называемые фрактальными множествами. Свойства 
странных аттракторов не до конца исследованы. Важным свойством является 
размерность странною аттрактора, которая обычно является дробной (фрак
тальмой), но не целой. В частном случае трехмерного фазового пространства 
фрактальвое множество странного аттрактора выглядит как набор бесконеч
ною числа слоев или параллельных плоскостей, причем расстояние между 
некоторыми из них становится бесконечно малым. Существование фракталь
ной структуры у подобных притягивающих множеств при асимптотическом 
стремлении к ним фазовых траекторий можно отнести к одной из парадигм 
нелинейной динамики. 

Наличие хаотической динамики тесно связано с неустойчивостью, прису
щей фазовым траекториям системы. Таким образом, задача анализа неустой
чивости конкретного режима движения является одной из наиболее важных 
в стохастической теории ДС. Существует несколько различных определений 
устойчивости, а именно: устойчивость по Ляпунову, асимптотическая устой
чивость, орбитальная устойчивость и устойчивость по Пуассону (см., напри
мер, Анищенко, 1990) . Исследуемая фазовая траектория x*(t) является устойчи
вой (по Ляпунову) по отношению к возмущению начальных данных, если по 
заданному е >  О можно найти такое t5(e) > О, что для всех траекторий x(t) таких, 
что llx(t0) - x*(t0)1 1 < 15, будет выполнено при t > t0 неравенство llx(t) - x*(t)JI < е. 

Знак 1 1 . . .  1 1 обозначает любую норму в IRN (например, у(х, х), mf' lxil или f lxil) · 

Таким образом, малое начальное возмущение устойчивых по Ляпунову фазо
вых траекторий не возрастает с течением времени. Устойчивость называется 
асимптотической, если, кроме того, Jlx(t) - x*(t)ll -+ О при t -+  оо .  

При исследовании устойчивости часто принимают упрощающее предполо
жение о том, что среда постоянна во времени, тorдa fa =fa(X(r)) (автономная 



§ 1 .2. Хаос и самоорганизация в динамических системах 49 

система). Ясно, что такое предположение требует постоянства во времени 
всех управляющих параметров а и граничных условий. В этом случае про
блема возникновения в системе неустойчивого режима может быть исследо
вана, например, следующим образом. Поскольку среда постоянна, мы можем 
предположить, что существует, по крайней мере, одно не зависящее от вре
мени решение X(r) уравнения ( 1 .2. 1 ) ,  т. е. тривиальное решение для которого 
fa(X) = О . Его мы примем далее за опорное состояние. Простейший способ 
исследования чувствительности к начальным условиям состоит преЖде всего 
в проверке устойчивости опорного состояния Х относительно малых возму
щений. Для этого необходимо положить 

X(r, t) = Х  +x(r, t) , где lx;/Xi l � 1 ,  ( 1 .2.2) 

и подставить в ( 1 .2 . 1 ) .  Тогда временная эволюция возмущения x(r, t) задается 
решением системы уравнений 

дхjдt = L Aijx1, j ( 1 .2.3) 

которая получается при линеаризации векторного уравнения ( 1 .2. 1 ) .  Здесь 
AiJ - составленная из частных производных векторной функции fа(Х(r)) мат
рица AiJ = дfjдx)x(t)=x' которая характеризуется собственными векторами ek 
и собственными значениями шk: Aek = шkek (k = 1 ,  2, . . .  , N). Следовательно, 
система уравнений ( 1 .2.3) допускает решения вида 

( 1 .2.4) 

где собственные значения шk матрицы AiJ являются корнями характеристиче
ского уравнения Det[A - шU] = О ; здесь U - единичная матрица. Увеличение 
или уменьшение величины возмущения llxi(r, t)ll определяется знаком веще-
ственной части шk. Ясно, что если опорное состояние Х устойчиво, то все 
Re{шk} должны быть отрицательны. Таким образом, для анализа свойств фа
зовых траекторий в локальной окрестности состояния равновесия необходимо 
исследовать поведение Re{шk} как функции значений управляющего парамет
ра а и наложенных на систему граничных условий. 

Для неустановившегося опорного состояния X(r, t) получаемая при лине
аризации уравнения ( 1 .2 . 1 )  матрица A(t) будет зависеть от времени. По этой 
причине, ее собственные значения шk и собственные векторы ek также бу
дут меняться с течением времени. В этом случае при изменении t показатель 
экспоненты шk(t) принимает различные значения. Следовательно, возмож-

N 
на ситуация, когда некоторое малое возмущение x(t) = L xk(t) экспоненци-k= I 
ально растет в одних точках изучаемой траектории X(r, t) и уменьшается в 
других (здесь {xk(t)} - фундаментальная система линейно независимых реше
ний уравнения ( 1 .2.3)). Для анализа этого случая рассмотрим, например, эво
люцию компоненты малого возмущения xk(t) , направленной вдоль k-го соб
ственного вектора ek матрицы А. Как известно, количественной мерой стоха
стичности гамильтоновых и негамильтоновых диссипативных систем в теории 
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ДС служат так называемые характеристические показатели Ляпунова, рассчи
тываемые по известным уравнениям движения. При этом устойчивость тра
ектории вдоль собственного вектора ek(t) определяется характеристическим 
показателем Ляпунова Лk (см. ,  например, Бьиюв и др. ,  1966): 

Лk = lim -1- lnii -X:(t) 1 1· (k = 1 ,  2, . . .  , N), ( 1 .2.5) k->oo t - t0 .г(t0) 

где черта сверху означает верхний предел. Для рассматриваемого N-мерного 
фазового пространства устойчивость траектории определяется набором из N 
показателей Ляпунова, которые, в случае их расположения в убывающем по
рядке Л1 ;> Л2 ;> . . . > ЛN, образуют так называемый спектр характеристических 
показателей Ляпунова (ЛХП) фазовой траектории X(r, t) . Заметим, что спектр 
ЛХП не зависит от выбора фундаментальной системы {xk(t)} и является харак
теристикой линейной системы (1 .2.3) в целом. С помощью показателей Ляпу
нова проверяется чувствительность системы к вариациям начальных условий. 
Из теории показателей Ляпунова следует, что показатель Лk можно трактовать 
как усредненную вдоль изучаемой траектории вещественную часть собствен
ного значения wk(t) матрицы линеаризации A(t) 

( 1 .2.6) 

Это выражение позволяет понять, что происходит с соответствующей компо
нентной начального возмущения в среднем вдоль траектории. Если траекто
рии X(r, t) устойчивы по Ляпунову, то произвольное начальное возмущение 
x(t0) ,  в среднем, вдоль траектории не растет. Для этого необходимо и доста
точно, чтобы спектр ЛХП не содержал положительных показателей; случаю 
положительности хотя бы одного из них отвечает хаотическое движение си
стемы. Таким образом, критерий хаоса в терминах показателя Ляпунова имеет 
следующий вид: 

{ Л > О - хаотическое движение в динамической системе, 
Л � О - регулярное движение в динамической системе. ( 1 .2.7) 

Если частное решение X(r, t) автономной системы ( 1 .2 . 1 )  является со
стоянием равновесия, т. е. fa(X) = О , то показатели Ляпунова равны веще
ственным частям собственных значений: Лk = Rewk. Зная показатели Ляпу
нова, легко определить, к какому типу предельных множеств принадлежит 
исследуемое состояние равновесия. Положение равновесия является аттрак
тором, если оно асимптотически устойчиво во всех направлениях, т. е. спектр 
ЛХП состоит только из отрицательных показателей (устойчивый узел или 
фокус). Если состояние равновесия неустойчиво во всех направлениях, то 
оно является репеллером (неустойчивый узел или фокус). Если спектр ЛХП 
включает как положительные, так и отрицательные показатели, то состояние 
равновесия принадлежит к седловому типу (простое седло или седло-фокус). 
Показатели Ляпунова позволяют исследовать также поведение фазовых тра
екторий в окрестности периодических, квазипериодических или хаотических 
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решений системы ( 1 .2 . 1 )  (см.,  например, Анищенко и др. , 2005) . Непериодиче
ские решения системы ( 1 .2 . 1 )  могут соответствовать хаотическим аттракторам 
сложной геометрической структуры, которые имеют, по крайней мере, один 
положительный показатель Ляпунова и, как следствие, дробную Хаусдорфову 
размерность. 

С показателями Ляпунова, определяютими меру расхождения траекторий, 
теснейшим образом связана и так называемая энтроnия Колмогорова-Си
ная (К -энтроnия) для динамических систем (Колмогоров, 1959; Синай, 1970) . 
Строгое определение этой величины выходит за рамки нашего изложения. 
В самом общем случае величина эта равна сумме nоложительных показателей 
Ляпунова, характеризующих количественную меру процесса хаотизации. При 
этом положительность К -энтропии указывает на зарождение стохастичности, 
или, говоря другими словами, на эксnоненциальные расходимости близле
жащих траекторий, локальная неустойчивость которых по своей физической 
сути характеризует статистические свойства динамической системы (точнее, 
ее математической модели) .  Следует отметить, что именно цитируемые выше 
работы А. Н. Колмогорова и Я. Г. Синая, в которых дано объяснение хао
тичности и ее зарождения в детерминированных системах, положили начало 
последовательной теории хаотических динамических систем. 

Существует также тесная связь между показателями Ляпунова Л j и дробной 
Хаусдорфовой размерностью аттрактора, которую можно оценить, наnример, 
по формуле Каплана-Йорка (1978) 

( 1 .2.8) 

где k- наибольшее целое число, для которого Л1 + Л2 + . . .  + Лk � О. Размер
ность DL, вычисляемая по формуле ( 1 .2 .8) ,  называется ляпуновекой размер
ностью и служит оценкой снизу для метрической размерности аттракторов. 
Размерность Ляпунова имеет большое практическое значение, поскольку для 
ее вычисления требуется только сnектр ЛХП. В частности, для состояния рав
новесия DL = 0, для предельного цикла DL = 1 ,  для Н-мерного тора DL = N, т. е. 
во всех этих случаях фрактальная размерность равна метрической размерно
сти этих регулярных аттракторов. 

Зная показатели Ляnунова, можно оценить также фрактальную размер
ность гиперболических странных аттракторов, существование которых для 
грубой и гиперболической динамической системы ( 1 .2 . 1 ) ,  когда все ее фазо
вые траектории являются седловыми и сохраняют свои свойства при малых 
возмущениях, бьmа доказана Рюэлем и Такенсом (1971). В этом случае спектр 
ЛХП содержит, по крайней мере, один положительный показатель. Гипербо
лический странный аттрактор состоит из континуума неустойчивых <<Листов», 
или кривых, всюду плотных в аттракторе, вдоль которых близкие фазовые 
траектории экспоненциально расходятся (минимальная размерность фазово
го пространства, в которое может быть вложен странный аттрактор, равна 3). 
Таким образом, на фазовой плоскости, где совокупность всех возможных 
траекторий образует устойчивые и неустойчивые многообразия, показатели 



52 Глава 1. Турбулентный хаос и самоорганизация в космических и природных средах 

Ляпунова характеризуют среднюю скорость экспоненциальной расходимости 
близких траекторий. 

Следует иметь в виду, что область временного (и/или пространствеино
го) хаоса может возникать практически в любой нелинейной динамической 
системе уже при малом числе степеней свободы. Так, исходные представ
ления о случайных nроцессах, характеризующих статистические ансамбли и 
большие динамические системы, оказываются применимыми уже при чис
ле степеней свободы N � 3/2, наnример, когда на систему с одной степенью 
свободы действует nериодическая сила (см. , например, Заславский, 2004) . В 
частности, в случае возмущенного движения ДС, описываемой гамильтони
аном Н =  Н0(1) + t:V(I, е, t) (где функция V - nериодическая по времени с 
периодом Т = 2:rrjv) в фазовом пространстве канонических nеременных <<дей
ствие-угоЛ>> /, е, в ней могут, тем не менее, появиться случайные траектории 
даже при малых значениях безразмерного параметра возмущения t: « 1 и при 
отсутствии случайных сил. Это означает, что в пекоторой области фазово
го пространства и значений управляющих nараметров системы ее динамика 
будет стохастической, что является следствием сложности движения, возника
ющей nри взаимодействии возможных в этом случае нелинейных резонансов 
и цепочки островков (областей начальных условий, в которых зарождаются 
устойчивые траектории) . Резонансные члены в подобной гамильтоновой си
стеме nорождают сеnаратрисы нелинейного резонанса (которые, не являясь 
реальными траекториями движения изображающей точки, разделяют меж
ду собой области фазовой плоскости с фазовыми траекториями различного 
типа) и связанные с ними системы эллиптических и гиперболических осо
бых точек. Устойчивость внутри каждой ячейки сепаратрисы последовательно 
уменьшается, и ячейка «одевается>> стохастическим слоем пекоторой ширины 
со сложным временным поведением в окрестности сеnаратрисы, что приво
дит к иерархии структур в фазовом пространстве. Появление стохастического 
слоя вблизи сепаратрисы оказывает сильное влияние на динамику нелиней
ных систем. Если сеnаратрисы резонансов перекрываются, то стохастические 
слои (или так называемые гемоклинические структуры, возникающие при пе
ресечения устойчивого и неустойчивого многообразия одной седловой точки) 
различных резонансов могут объединяться, образуя более широкие области 
стохастичности. Образование стохастических слоев и затем их разрушения 
(сопровождаемое разрушением интегралов движения) сильно отражается на 
динамике нелинейных систем, приводя к появлению сеnаратрисного хаоса 
(см. Заславский, 2004; Лоскутов, 2007) . Очевидно, еще вероятнее nоявление 
хаотичности в динамике более сложных физических систем со многими сте
пенями свободы, характерным примером которых может служить гидродина
мическая турбулентность. 

Заметим, что в полностью интегрируемых гамильтоновых системах, под
верженных малым возмущениям, сохраняется большинство нерезонансных 
торов, которым отвечают квазипериодические движения, в отличие от резо
нансных (и части нерезонансных) торов, которым соответствует хаотическая 
динамика. Это важное утверждение составляет основу знаменитой теоремы 
Колмогорова-Арнольда-Мозера (КАМ теоремы), которая явилась исходным 
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пунктом в понимании природы возникновения хаоса в нелинейных гамиль
тоновых системах (Колмогоров, 1954; Арнольд, 1963; Moser, 1962) . Из нее, в 
частности, следует, что для систем с двумя степенями свободы инвариантные 
двумерные торы разделяют трехмерное энергетическое пространство Н =  Е 
на непересекающиеся области и при малых возмущениях система сохраня
ет устойчивость. В то же время, при N > 2 инвариантные торы уже не делят 
(2N - 1)-мерную энергетическую гиперповерхность на непересекающиеся ча
сти, что приводит к сильному изменению топологии фазовых траекторий и 
появлению хаотического движения. 

Примерно те же черты рождения хаоса характерны и для негамильтоновых 
систем, однако имеющая место в этом случае диссипация приводит к умень
шению фазового объема системы, причем важным для этих систем условием 
является финитность динамики в фазовом пространстве, а осцилляторпая 
динамика может вообще отсутствовать. Отличительным свойством диссипа
тивных систем является возможность появления упоминавшихся ранее раз
нообразных инвариантных множеств точек фрактальной природы - аттрак
торов (репеллеров), притягивающих (отталкивающих) фазовые траектории, 
а также еще более сложных притягивающих множеств в конечной области 
фазового пространства, на которых реализуется стохастическая динамика, -
стохастических аттракторов (обладающих свойством перемешивания) и ква
зиаттракторов. В условиях сильной неустойчивости все фазовое пространство 
системы, независимо от величины возмущения, покрыто стохастической па
утиной, по которой блуждают фазовые точки (диффузия Арнольда). Двигаясь 
по нитям этой паутины, фазовая точка на гиперповерхности заданной энер
гии может сколь угодно близко подойти к любой точке этой гиперповерхно
сти. Подобные структуры представляют собой фундаментальное свойство как 
гамильтоновых, так и негамильтоновых (диссипативных) систем, обусловлен
ное как локальной неустойчивостью, так и топологией системы (подробнее 
см. , например, Лоскутов, 2007). 

В свою очередь, с критерием локальной неустойчивости динамических си
стем, не обусловленных действием случайных полей, связано свойство пере
мешивания в пекоторой конечной области фазового пространства, которым 
обладают все нелинейные (как консервативные, так и неконсервативные) ди
намические системы, совершающие финитное движение (Крылов, 1950). На
личие такой неустойчивости приводит к тому, что с течением времени началь
ный элементарный объем, перемещаясь по всей энергетически доступной ги
перповерхности, сильно деформируется. Перемешивание можно представить 
как своеобразный дрейф и переплетение фазовых траекторий нелинейной 
ДС при возникновении малых возмущений начальных условий. Из переме
шивания вытекают три очень важных следствия, наблюдающиеся в реальных 
системах: непредсказуемость, расцепление временных корреляций и необра
тимость, присущая замкнутым системам. 

Перемешивающий поток возникает тогда, когда в фазовом пространстве 
близкие в начальный момент времени точки будут двигаться по экспоненци
ально расходящимся траекториям. Иными словами, если в начальный момент 
времени положение фазовой точки известно с конечной точностью, то ска-
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зать, где именно она окажется через достаточно длительный промежуток вре
мени, невозможно. Таким образом, возникает непредсказуемость в системах 

с перемешиванием. Определяющую роль здесь играет чувствительность си
стемы к малым возмушениям начальных условий. Заметим, что суrnественная 

зависимость от начальных условий лежит в основе математической теории 

хаоса, на что, исходя из невозможности достоверных долгосрочных прогно

зов погоды при наличии даже ничтожных ошибок в измерениях текутих по

годных параметров среды, обратил внимание почти 40 лет назад Э. Лоренц 
( 1963) . Он назвал эту чувствительность к начальным условиям эффектом ба
бочки, что в дальнейшем в художественной форме развил известный писатель 
Р. Бредбери в рассказе «И грянул гром>>, 1952 г. 

Кроме этого, перемешивание характеризуется расцеплением временных 

корреляций при t --+  оо .  Иными словами, система с перемешиванием с те
чением времени «забывает» о своих начальных условиях, причем затухание 
корреляций может происходить экспоненциально с некоторым характерным 

временем rc расцепления корреляций. Расцепление временных корреляций 

является одним из очень важных следствий хаотичности, которое состоит в 
том, что спустя промежуток времени, равный времени расцепления корре
ляций те, значения фазовых переменных оказываются статистически неза

висимыми. Это свойство перемешивания часто используется как критерий 

хаотичности. 

Наконец, из условия перемешивания автоматически вытекает упомянутое 
выше свойство эргодичности системы, т. е. равенство временных и фазовых 

средних для какой-либо интегрируемой функции в области фазового про

странства ДС. В частности, характерной особенностью эргодического движе

ния гамильтоновой системы является неизменность формы малой области, 

которая с течением времени просто блуждает по тору, пересекал каждый его 
участок бесконечное число раз. Таким образом, эргодичность еще не озна

чает хаотичность, т. е. из эргодичности не следует перемешивания, при на

личие которого поведение системы естественно считать хаотическим. Вместе 
с тем, наличие эргодичности объясняет необратимость временной эволюции 

систем, описываемых обратимыми динамическими уравнениями движения 

(например, уравнениями Гамильтона). Действительно, если система эргодич

на, то с течением времени она побывает во всех энергетически возможных 

состояниях и ее фазовая траектория посетит все доступные области фазового 

пространства. При этом время пребывания в конкретной области пропорци
онально объему этой области. При t --+  оо любое из таких состояний будет 

наблюдаемо. Если число степеней свободы системы достаточно велико, то 
время, в течение которого система перейдет в некоторое вьщеленное (при

нимаемое за начальное) состояние, может оказаться очень большим. Отсюда 
очевидным образом вытекает необратимость замкнутых микроскопических 
систем с большим числом степеней свободы. Таким образом, макроскопиче
скую необратимость динамической системы, являющуюся предпосьmкой для 

протекания процессов самоорганизации в системе, можно объяснить неустой

чивостью микроскопического движения, т. е. хаосом микромира. Следует, од
нако, подчеркнуть, что окончательное решение проблемы макроскопической 



§ 1 .2. Хаос и самоорганизация в динамических системах 55 

необратимости еще впереди, и оно обязательно должно включать в себя кос

мологический аспект проблемы. 
В связи со всем сказанным сделаем следующее замечание. В то время как в 

литературе по хаотической динамике существуют четкие различия между регу

лярным (периодическим или квазипериодическим) и стохастическим движе

ниями, вытекающие из анализа фундаментальных дифференциальных урав
нений классической механики, для реальных механических систем условия 

соответствующих теорем не всегда выполняются. Действительно, теория ДС 

имеет, как правило, дело с асимптотическим поведением системы при стрем
лении расчетного времени к бесконечности. Это означает, что, например, 

нахождение характеристического показателя Ляпунова требует стремления к 

бесконечности расчетного времени. Между тем, характерные времена наблю

дения некоторых систем, например астрономических систем, как правило, 

много меньше их времени жизни. В связи с невозможностью осуществить 
переход t -t оо во многих практически важных астрофизических задачах, воз

никает вопрос о достоверности получаемой в этом случае оценки характери

стического показателя Ляпунова, например с целью изучения динамических 
свойств газового диска спиральной галактики. Такая оценка необходима, в 

частности, для понимания стохастической природы динамики реальных га
лактик. Конечность временного интервала наблюдений требует разработки 

соответствующих вычислительных алгоритмов для численного расчета пока

зателя Ляпунова для различных семейств траекторий вблизи селаратрис ги
гантских вихрей и седловых точек поля скоростей галактики (Фридман и др. ,  
2003). 

1.2.2. Соотношения порядка и турбулентного хаоса 

Перейдем теперь к рассмотрению процесса самоорганизации хаотической 

системы, при которой система структурируется спонтанно, то есть «сама по 

себе», без какого-либо внешнего управления. Здесь слово <<структура» пони

мается как тип упорядочивания элементов хаотической системы. Неустойчи

вость динамической системы инициирует процесс самоорганизации, пора

ждающий новые когерентные образования, причем именно наличие необра
тимости в системе создает предпосьшки для возникновения в ней процесса 

структурообразования. Заметим, что появившиеся в результате самооргани

зации высокоорганизованные структуры возникают, как правило, вследствие 
скачкообразного понижения симметрии системы, которое в этом случае мож

но трактовать как некий «фазовый переход>> второго рода (см. Кадомцев, Ря

занов, 1983) . Результатом самоорганизации становится возникновение нового 

относительно устойчивого эволюционного состояния, которое может оказать

ся началом следующего цикла. При переходах между циклами самоорганиза
ции, которые носят характер бифуркаций, динамическая система вблизи фа
зовых переходов демонстрирует некоторые особенности, к которым относят

ся мощные флуктуации, большие времена релаксации, обширные простран
ствеиные корреляции, структуры на многих масштабах, особые спектры шума 

(см. Эбелинг, Файстель, 2005) . 
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В классе открытых гидродинамических систем способность к самоорганизации 
реализуется только при определенных условиях, к которым можно отнести суще
ствование некоторой закритической области изменения параметров состояния, 
выводящей систему из состояния локального равновесия, и отвод энтропии из 
системы. В границах указанной области, определяемой эффективностью внутрен
них обратных связей, могут одновременно возникать новые ветви решения дина
мической системы ( 1 .2 . 1 )  с более низкой симметрией в тех случаях, когда управ
ляющие параметры а, воспроизводящие воздействие на систему внешнего мира, 
достигают некоторого порогоного значения. Именно с этих позиций авторы 
подходят к процессу перехода от ламинарного течения к турбулентному, кото
рый обычно считается процессом хаотическим, но может рассматриваться также как 
процесс самоорганизации (см. Пригожин, Стенгерс, 2001; Климонтович, 2002). 
Иначе говоря, согласно данной концепции, сложную динамику турбулентных 
течений не следует а priori воспринимать как неупорядоченность. Напротив, 
гидродинамическую турбулентность надлежит рассматривать как течение, облада
ющее достаточно высокой степенью организации, при которой обусловленная 
турбулентными флуктуациями на мезомасштабном уровне часть энергии хао
тической системы переходит в высокоорганизованное движение когерентных 
диссипативных структур. В частности, каскадный процесс дробления вихрей, 
происходящий в развитой турбулентности, может быть интерпретирован как 
неограниченная последовательность процессов самоорганизации. Исходя из такого 
подхода представляет первостепенный интерес конструирование макроскопи
ческой модели структурированной турбулентности с учетом происходящих в 
потоке нелинейных кооперативных процессов. Для решения этой задачи це
лесообразно использовать методы стохастической термодинамики необрати
мых процессов, столь хорошо зарекомендовавшие себя в последнее время при 
изучении различных неравновесных диссипативных структур вдали от термо
динамического равновесия (см.,  например, Кайзер, 1990). Все эти вопросы 
концептуально рассматриваются нами в пятой и шестой главах монографии. 

Зададимся теперь ключевым вопросом: представляет стационарное разви
тое турбулентное движение жидкости хаос или порядок? В настоящем разделе 
мы попытаемел привести ряд аргументов, которые позволяют, на наш взгляд, 
трактовать переход от ламинарного к развитому турбулентному движению как 
процесс самоорганизации, т. е. как неравновесный <<фазовый переход>> (вто
рого рода) от более симметричного (ламинарного) к менее симметричному 
(турбулентному) движению. 

Прежде всего, перечислим характерные черты развитого турбулентного 
движения, совокупность которых и служит физическим определением поня
тия <<турбулентностЬ» (Климонтович, 2002): 

• Турбулентное движение жидкости суть следствие неустойчивости лами

нарного течения или, иными словами, следствие динамической неустойчи
вости движения, описываемого уравнениями гидродинамики. Это неравно
весный процесс в сплошной диссипативной среде, который характеризует
ся очень большим числом возбужденных коллективных (макроскопических) 
степеней свободы (в качестве которых могут фигурировать, например, моды 
фурье-разложения для поля скоростей). 
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• Конкретная реализация турбулентного движения существенно изменя
ется при малом изменении начальных и граничных условий. Из-за чрезвы
чайной сложности движения, связанной с возбуждением большого числа ма
кроскопических степеней свободы, на динамическом уровне описания турбу
лентное течение практически непредсказуемо. 

• Переход от ламинарного течения к турбулентному течению сопровожда
ется уменьшением симметрии и может рассматриваться как неравновесный 
фазовый переход второго рода (когда критической температуре соответству
ет критическое значение числа Рейнольдса). В этом смысле динамическая 
неустойчивость ламинарного течения играет конструктивную, положитель
ную роль. 

• Развитое турбулентное течение представляет собой пример процесса 
самоорганизации в открытой системе, уменьшающей ее энтропию. Други
ми словами, турбулизованной жидкости свойственна самоорганизация, как 
процесс возникновения и усложнения мезомасштабных когерентных вихре
вых структур вдали от положения равновесия в первоначально симметрич
ной мелкомасштабной пульсирующей среде. Мезомасштабные гидродинами
ческие флуктуации (внешние по отношению к выделенным степеням свобо
ды) играют при этом определяющую роль. 

Существенное увеличение коэффициента турбулентной вязкости по срав
нению с соответствующим коэффициентом молекулярной вязкости при ла
минарном режиме течения также можно рассматривать как некое косвенное 
доказательство увеличения степени упорядоченности при переходе к турбу
лентному движению. Действительно, при ламинарном течении перенос им
пульса от слоя к слою потока осуществляется независимыми изменения
ми импульса отдельных молекул газа. В противоположность этому, при тур
булентном течении передача импульса от слоя к слою является процессом 
коллективным и, следовательно, связанным с более высокоорганизованным 
движением. 

Более того, в соответствии с имеющимися на сегодня экспериментальны
ми данными (основательный обзор соответствующих публикаций приведен, 
например, в монографии (Хлопков и др. ,  2002)) ,  наличие локализованных 
когерентных вихревых образований, случайно распределенных в простран
стве и во времени, является характерной чертой многих, если не всех, 
развитых турбулентных течений. Как теперь стало ясно, развитая турбу
лентность связана с возникновением и эволюцией высокоорганизованных 
диссипативных структур - вихревых когерентных структур (КС) всевоз
можного пространственного, временного или пространствеино-временного 
масштаба - при определенных режимах течения жидкости в существенно 
неравновесной открытой системе. Часть энергии системы, которая в ла
минарном течении находилась в тепловом движении молекул, переходит 
в макроскопическое организованное движение КС. При этом когерентная 
вихревая структура может быть определена, в частности, как связанная, 
жидкая масса с завихренностью, скоррелированной по фазе (т. е. когерент
ной) во всей области координатного пространства, занимаемой структурой 
[см. п. 6.2] . 



58 Глава 1 . Турбулентный хаос и самоорганизация в космических и природных средах 

Термодинамическое доказательство возможности 
структурирования мелкомасштабного турбулентного хаоса 

Согласно термодинамическим представлениям, предпосьmкой для фор
мирования упорядоченных когерентных структур в открытых динамических 
диссипативных системах является существование определенного соотноше
ния между производством энтропии внутри системы и обменом энтропией с 
внешней средой. При этом формирование когерентных структур при необра
тимых процессах связано с определенными условиями - здесь, так же как и 
в случае равновесия, наблюдается качественный скачок (аналогичный фазо
вому переходу) при достижении пороговых значений критических парамет
ров. Важнейшее физическое условие процесса возникновения упорядочен
нога состояния в диссипативных системах, проявляющегося в согласован
ности (когерентности) поведения молекул, заключается в том, что оно име
ет место только вдали от положения термодинамического равновесия, при 
этом движение элементов системы (молекул, волн и т. п.) синхронизиро
вано параметрами порядка. Нелинейнасть является важной и общей чер
той процессов, происходящих вдали от равновесия. Кооперативное поведе
ние молекул выражает, по-видимому, фундаментальный принцип организа
ции упорядоченных структур, т. е. самоорганизации системы, уменьшающей 
ее энтропию. 

В частности, типичным примерам диссипативных структур в гидродина
мике являются так называемые конвективные ячейки Бенара. По сравнению 
с однородным равновесным распределением скорости конвективные ячейки 
являются более высокоорганизованной структурой, возникающей в результа
те кооперативного движения молекул жидкости. В этом случае неравномерно 
нагреваемая жидкость отдает энтропию (или получает нэгэнтропию от внеш
ней среды), причем в стационарном случае ровно столько, сколько ее про
изводится внутри системы за счет потерь на внутреннее трение (вязкость) 
и теплообмен между различными ее участками.  Именно таким образом для 
данного конкретного случая обозначен механизм формирования структуры 
при большом отклонении от равновесия. 

Как уже упоминалось, переходы от одной диссипативной структуры к дру
гой по своим свойствам аналогичны равновесным фазовым переходам, если 
понятие фазового перехода распространить на подобный класс неравновес
ных явлений. Известно, что в закрытой системе турбулентное движение, со
зданное в начальный момент, монотонно затухает во времени (вырождается),  
т. е. деградирует к ламинарному. Это лишний раз показывает, что процесс 
самоорганизации может иметь место лишь в замкнутой (полузакрытой) гид
родинамической системе, при наличии управляющего параметра, роль ко
торого играет, как правило, число Рейнольдса. Замкнутые системы, обме
нивающиеся с окружением только теплотой (излучением) ,  способны также 
<<экспортировать>> и <<импортировать>> энтропию, причем в тех случаях, когда 
энтропии отводится больше, чем производится внутри системы (т. е. энтро
пия в пределах системы уменьшается) ,  в ней возникает порядок. Устойчивые 
мезомасштабные когерентные структуры на фоне мелкомасштабного турбу-
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лентнога хаоса могут возникать, в частности, как результат непрерывного 
перераспределения энергии, поступающей в систему извне (т. е. в подсистему 
мелкомасштабного турбулентного хаоса от осредненного движения жидко
сти [см. гл.  3]) ,  за счет диссипации, процессов переноса путем диффузии или 
конвекции, а также в результате нелинейнаго взаимодействия различных мел
комасштабных вихревых образований. Подчеркнем еще раз, что диссипация 
играет в процессах структуризации турбулентности конструктивную роль. Без 
ее участия невозможно образование устойчивых пространствеино-временных 
образований, последовательности которых и составляют процесс самоорга
низации. 

Таким образом, возникает необходимость в разработке количественных 
критериев относительной степени упорядоченности различных неравновес
ных состояний замкнутых систем и направления их эволюции. В работах 
И. Приюжина по неравновесной термодинамике было показано, сколь суще
ственную и разнообразную роль играют понятия <<энтропии>> и <<производства 
энтропии>> в описании характера эволюции диссипативной системы. Сформу
лированный им <<Принцип минимума производства энтропии в стационарных 
состояниях>> (см. ,  например, Пригожин, Дефей, 1966) является важнейшим 
инструментарием исследования термодинамических процессов в гидродина
мической системе. Согласно этому принципу, доказанному лишь в рамках 
линейных необратимых процессов, состояние всякой замкнутой системы с 
независящими от времени краевыми условиями всегда изменяется в направ
лении уменьшения производства энтропии, пока в конце концов не будет 
достигнуто стационарное состояние, при котором производство энтропии ми
нимально. Однако справедливость этого принципа ограничена лишь областью 
линейных процессов, т. е. относительно малыми отклонениями от равнове
сия. Авторы цитированной выше монографии показали, что стационарные 
состояния линейной системы всегда устойчивы к малым отклонениям, т. е. 
в линейной области принципиально невозможны неустойчивые стационар
ные состояния. Отсюда, в частности, следует, что в окрестности линейного 
стационарного состояния невозможно и осциллирующее движение жидкости, 
приводящее при некоторых условиях (как бьmо отмечено выше) к возникно
вению из турбулентного хаоса вихревых когерентных структур. 

В силу того что возникновение, например, временных структур, подобных 
периодическим колебаниям или переходам от неустойчивых стационарных 
состояний к устойчивым (что собственно и характерно для возникновения 
турбулентности) в линейной области невозможно, необходимо обратиться к 
нелинейной области, поскольку для них допустима совершенно иная ситуа
ция. В случае нелинейной области теорема относительно минимального про
изводства энтропии в стационарном состоянии видоизменяется - она перехо
дит в известный принцип эволюции Пригожина-Гленсдорфа (см.,  например, 
Гленсдорф, Пригожин, 2003) . Когда какая-либо система сильно отклоняется от 
равновесия, характеризующие ее переменные состояния удовлетворяют, вооб
ще говоря, уже не линейным, а более точным нелинейным уравнениям. При 
значительном удалении от равновесия в поведении замкнутых систем прояв
ляются качественно новые особенности. В частности, становится возможным 
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автоколебательное поведение типа известной реакции Белоусова-Жаботин
ского (когда, в результате введения в раствор высококачественных химикатов, 
ионы церия и брома и молекулы малоновой кислоты вступают в реакцию, 
образуя при этом пространствеиные и временные структуры), образование 
иерархически соподчиненных структур и т. д. Подчеркнем еще раз, что воз
никновение когерентных структур возможно только вдали от положения рав
новесия при особых внешних и внутренних условиях, заключающихся в том, 
что система замкнута и обладает нелинейной внутренней динамикой, а ее 
внешние параметры имеют сверхкритические значения. Напомним, что имен
но Пригожин предложил называть подобные пространственные, временные 
или пространствеино-временные структуры, которые могут возникать вдали 
от равновесия в нелинейной области, когда параметры систем превышают 
критические значения, диссипативными структурами. Таким образом, нели
нейная термодинамика необратимых процессов дает ключ к более глубокому 
пониманию процессов в нелинейных системах, какой и является турбулент
ность. 

В комплексе проблем, которым посвящена монография, нас будут инте
ресовать квазистационарные неравновеемые состояния однородного турбу
лентного поля, эволюция которых может приводить к возникновению КС. 
Однако если для стационарных равновесных состояний можно пользовать
ся условием максимума энтропии, то для квазистационарной неравновесной 
системы такой универсальный экстремальный принцип отсутствует. В неяи
нейной неравновесной термодинамике не существует таких функций состоя
ния, которые имели бы экстремум в стационарном состоянии; в частности, 
производство энтропии отнюдь не должно быть минимальным. Важно также 
иметь в виду, что в нелинейной области устойчивость стационарного состоя
ния не доказывается, а существует по определению. В связи с этим возникает 
вопрос: можно ли обобщить пригожинский принцип на случай нелинейной 
термодинамики необратимьrх процессов? Теоретические исследования, про
ведеиные Стратоновичем (1985) , показали, что такая возможности в общем 
случае отсутствует. 

Вместе с тем, в работе Климантовмча (см., например, Климонтович, 2002) 
на основе конкретного физического процесса - перехода от ламинарного 
течения к турбулентному - бьm сформулирован <<Принцип минимума про
изводства энтропии в процессах самоорганизации>>, позволяющий отличить 
«порядОК>> от «хаоса>>. Суть этого принципа состоит в следующем: процесс 
самоорганизации представляется как <<фазовый переход>> (или последова
тельность «фазовых переходов») , в результате которого происходит переход 
системы в более упорядоченное состояние, отвечающее более низкой сим
метрии. Принцип утверждает, что производство энтропии в новом, менее 
симметричном состоянии, возникшем в результате очередного фазового пе
рехода, меньше производства энтропии предьщущего состояния, которое 
мысленно продолжено в неустойчивую область. Автором этого принципа бы
ла продемонстрирована его эффективность, в частности, на примере перехода 
от стационарного ламинарного течения Пуазейля в трубе к стационарному 
турбулентному течению. В результате расчета, основанного на сопоставлении 



§ 1 .2. Хаос и самоорганизация в динамических системах 61 

значений энтропии Больцмана-Гиббса-Шеннона (см. Климонтович, 1990) , 
перенормированных к заданному значению средней эффективной энергии 
открытой системы, бьшо показано, что этот переход идет с уменьшением 
энтропии и, следовательно, представляет собой явление самоорганизации. 

Заметим, что приведенный пример является лишь одним из множества 
других аргументов в пользу припятой здесь пригожинской точки зрения на 
турбулентность. Об относительной степени упорядоченности турбулентного 
движения можно судить по различным критериям: по значениям показателей 
Ляпунова, по энтропии Колмогорова-Синая, по фрактальной размерности 
эффективного фазового пространства и т. п. В гл. 5 данной книги нами рас
смотрено также термодинамическое доказательство возможности структури
рования мелкомасштабного турбулентного хаоса. 

Инверсный каскад и фрактальпая структура когерентных структур 

Как уже бьшо отмечено выше, для некоторых турбулентных движений 
характерна передача энергии от мелкомасштабных движений к крупномас
штабным (инверсный каскад) (см. , например, Бершадский, 1988, 1989). Фи
зическим механизмом реверс-каскада может быть объединение мелкомас
штабных вихрей в более крупномасштабные когерентные структуры, фрак
тальные вихревые кластеры. К течениям такого рода относятся: двумерная 
турбулентность, турбулентность во вращающейся жидкости, магиитогидроди
намическая турбулентность и т. п. В частности, общая циркуляция в гло
бальной системе атмосферных движений может потреблять энергию цикло
нов благодаря инверсному каскаду. Следует отметить, что реальность про
цесса дробления, а также обратного ему процесса объединения вихрей, под
тверждается и прямыми наблюдениями (см. ,  например, Offen, Кline, 1975) . 
В гл. 8 нами будет сформулирована общая концепция энергетической под
питки мезомасштабных когерентных вихревых структур в термадинамически 
открытой подсистеме турбулентного хаоса, связанная с реализацией обрат
ного каскада кинетической энергии в зеркально-несимметричной дисковой 
турбулентности. 

Фрактальный вихрь-кластер реализует перемежающееся турбулентное дви
жение. При этом физико-химические свойства подобных кластеров суще
ственно отличаются от соответствующих свойств как эквивалентной одно
родной частицы, так и системы независимых малых частиц. Фрактальный 
вихрь-кластер обладает пористой структурой, фрактальпая размерность кото
рой может быть значительно меньшей, чем размерность координатного про
странства, в котором этот кластер образуется. Обычно фрактальный кластер 
имеет размеры до нескольких десятков микрон и включает до 104 частиц. При 
увеличении размера кластера падает его стабильность. Фрактальные агрегаты 
характеризуются убывающей плотностью, развитой структурой пор и высо
ким значением удельной поверхности. По мере роста кластера увеличивается 
размер пустот в нем и падает его средняя плотность. Заметим, что в грави
тационном поле фрактальные кластеры оседают значительно медленнее, чем 
компактные частицы той же массы. 
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1.2.3. Возникновение упорядоченности в турбулентных течениях. 
Стохастико-термодинамическая модель 

Поскольку энергия турбулентных движений благодаря вязкости непрерыв
но рассеивается, то достижение локального термадинамически равновесного 
состояния турбулентного хаоса оказывается в общем случае невозможным. 
Термодинамический порог самоорганизации системы достигается, когда тер
модинамическая ветвь претерпевает первую бифуркацию. В точке бифуркации 
(в критической точке, индуцированной естественным шумом подсистемы тур
булентного хаоса, связанной с его <<тепловой>> структурой) динамика системы 
определяется существующими в ней нелинейностями. Другими словами, за 
термодинамическим порогом самоорганизации мы вступаем в область синер
гетики, когда огромное количество степеней свободы турбулизованной жид
кости резко сокращается и триллионы молекул оказываются «подчиненными>> 
по терминологии Хакена ( 1991) относительно небольшому числу мод. 

Важно при этом иметь в виду, что турбулентные флуктуации (естествен
ный шум хаоса) способны не только приводить к флуктуациям в термодина
мических характеристиках системы, но и вызывать качественную перестройку 
ее режима, а именно инициировать появление новых стационарных состоя
ний, возникновение лезатухающих периодических осцилляций и т. п. Таким 
образом, в данной проблеме важен новый класс эффектов - неравновесные 
<<фазовые переходы», индуцированные естественным шумом хаоса. 

Теория индуцированных шумом фазовых переходов базируется на матема
тической теории случайных процессов (см. Хорстхемке, Лефевр, 1987). Мате
матическим описанием линейных явлений в случайной среде (в нашем слу
чае подсистеме турбулентного хаоса) являются уравнения Фоккера-Планка
Колмогорова (ФПК) для марконских диффузионных процессов и стохастиче
ские дифференциальные уравнения. Стохастико-термодинамический подход 
к построению феноменологической макроскопической модели развитой тур
булентности в сжимаемой жидкости при учете образования в ней устойчивых 
пространствеино-временных диссипативных структур позволяет проследить 
эволюцию пульсирующих характеристик турбулентного хаоса. А включение 
в модель структурированной турбулентности набора случайных переменных 
в качестве внутренних параметров подсистемы турбулентного хаоса ( отно
сящихся, например, к каскадному процессу дробления крупномасштабных 
вихревых образований или температурных неоднородностей в системе) дает 
возможность вывести методами стохастической неравновесной термодинами
ки кинетические уравнения ФПК в пространстве конфигураций, например в 
пространстве флуктуирующей энергии турбулентной диссипации. Эти урав
нения предназначены для определения временной эволюции плотности рас
пределения условной вероятности параметров состояния структурированного 
хаоса, а также для анализа марковских стохастических процессов перехода из 
одного стационарно-неравновесного состояния в другое в результате после
довательной потери устойчивости при изменении управляющих параметров 
(например, числа Рейнольдса). Альтернативный метод описания механизмов 
перехода подобного рода, тесно связанный с полученными термодинамиче-
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ским путем кинетическими уравнениями Ф ПК, основан на стохастических 
уравнениях ланжевеновского типа. 

Все эти вопросы специально рассматриваются в гл. 5 настоящей монографии, 
где дано детальное обоснование ряда постулатов и предположений физиче
ского и математического характера, используемых в стохастико-термодинами
ческой модели структурированной турбулентности. В частности, проанализи
рована кардинальная проблема развиваемого подхода - возможность суще
ствования асимптотически устойчивых состояний подсистемы турбулентного 
хаоса и доказана соответствующая Н-теорема для уравнений ФПК, позволя
ющая заключить, что любое решение уравнений ФПК при t --+  оо стремится 
к стационарному режиму. Получен неравновесный вероятностный потенци
ал, обобщающий известное соотношение Больцмана-Планка для термади
намически равновесных состояний на стационарно-неравновесные состояния 
представляющего ансамбля, и показано, что он является функцией Ляпунова 
для таких состояний. 

В свою очередь, в шестой главе рассмотрен один из возможных механиз
мов образования мезомасштабных когерентных вихревых структур, связан
ный с частотно-фазовой синхронизацией автоколебательных мод как меха
низма образования мезомасштабных вихревых структур в системах большой 
размерности. Указанный механизм предполагает исследование синхрониза
ции элементов ансамбля, состоящего из большого числа взаимодействующих 
стохастических генераторов и моделирующего подсистему турбулентного хао
са. Важность последнего обстоятельства обусловлена тем, что, как известно, 
синхронизация в ансамбле автогенераторов служит причиной ограничения 
роста размерности . аттракторов, что приводит к возникновению устойчивых 
пространствеино-временных структур. Кроме этого, рассмотрены эффекты 
образования частотных кластеров в неоднородных цепочках квазигармониче
ских генераторов и исследовано влияние шума на режим кластерной синхро
низации. 

§ 1 .3. Космические среды: примеры самоорганизации 

Тематика, охватываемая содержанием монографии, является развитием си
нергетического подхода при разработке моделей турбулентности и процессов 
самоорганизации, относящихся к различным астрофизическим и геофизи
ческим системам. Вместе с тем, мы приведем здесь несколько характерных 
примеров таких систем, описание и динамические свойства которых выходят 
далеко за рамки более узкой проблемы самоорганизации в развитой турбу
лентности. Проблема порядка и хаоса в окружающей природе и, в частности, 
в космической среде, исключительно многообразна, и цель этого раздела 
показать на нескольких конкретных примерах, с одной стороны, специфику 
и сложность изучаемых объектов, а с другой - определенную общность кон
цептуальных подходов при создании такого рода моделей, что важно для пол
ноты развиваемых синергетических представлений. Само понимание природ
ных комплексов и обусловивших их эволюционных процессов, с точки зрения 
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самоорганизации в динамической системе, носит до известной степени субъ
ективный характер. Оно отражает позицию авторов, отчетливо осознающих, 
что этого подхода придерживаются далеко не все исследователи природных 
процессов, природных и космических сред. С этих же позиций нами никоим 
образом не отрицается возможность преобладания более сложного функцио
нального уровня упорядоченности в природе, особенно в той части, которая 
касается процессов эволюции в проблеме nроисхождения жизни и естествен

ного отбора (Галимов, 2001; 2005; 2008). 

1.3.1. Динамическая астрономия. Общие положения 

Проблема порядка и хаоса имеет важное приложение в динамической 
астрономии (Contopoulos, 2002). Многие ключевые понятия динамических си
стем находят свое выражение в современных Представлениях о галактических, 
звездных и планетных структурах и их эволюции. Они подкрепляются хоро
шо известными примерами из небесной и статистической механики, включая 
проблему N -тел, с использованием как аналитических, так и особенно чис
ленных методов. Можно поэтому говорить о том, что динамическая астро
номия - это та область, где четко проявляются фундаментальные концепции 
порядка и хаоса, наряду с другими многочисленными областями современной 
науки, такими как гидродинамика, геофизика, биология, физика плазмы, кос
мология и др. 

Изучение хаотических и упорядоченных структур в динамической астро
номии включает, наряду с полностью интегрируемыми динамическими си
стемами, отвечающими интегрируемому гамильтониану Н0, также и системы 
Н = Н0 + t:H1 , отличающиеся от интегрируемых малыми возмущениями (Е « 1). 
Сюда же относится важная проблема сходимости канонических разложений 
гамильтониана H(I, (), t) для регулярных и резонансных режимов движения, 

выраженных в широко используемых в небесной механике переменных дей
ствие-угол (J, 0). В случае периодически возмущенных гамильтоновых систем 
H1 (I, (), t + т) = H1 (I, (), t) , для стабильных орбит в (2N + 1 )-мерном фазовом 
пространстве применима упомянутая выше КАМ теорема о существовании 

инвариантных торов размерности N + 1 ,  а условие невырожденности 

det iiJ2 Н0/Щдl) =!= О  
обеспечивает сохранение большинства из них при малом возмущении Е «  1 .  
При N = 1 выполнение этого условия также гарантирует «устойчивость» пере
менных действий, которые при достаточно малых Е остаются на протяжении 

всего времени t близки к своим исходным значениям (более общему случаю 
орбитальной стабильности во времени отвечает обобщенная теорема Нехоро
шева) . Как уже упоминалось выше, в случае N > 2 инвариантные КАМ -торы 
не делят энергетическую гиперповерхность на непересекающиеся части, что 
приводит к замещению упорядоченных орбит хаотическими. 

В фазовом пространстве консервативных систем для семейств плоских ор
бит (важных для астрономических приложений), периодически зависящих от 
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времени, наблюдаются на большом временном интервале изменения в харак
тере движения (бифуркации) , а для возмущенных реальных гамильтоновых 
систем резонансные возмущения могут создавать в фазовом пространстве 
цепочки островков и увеличивать число эллиптических и гиперболических 
точек, причем перекрытие резонансных цепочек островков приводит к хао
тической динамике. Заметим, что для исследования гамильтониана, плавно 
меняющегося со временем, эффективно привлечение теории так называемых 
адиабатических инвариантов (функций фазовых переменных и параметров, 
значения которых мало изменяются при значительном изменении параметров). 

В динамической астрономии к консервативным системам относят звезд
ную динамику, в то время как орбиты искусственных и некоторых естествен
ных тел следует рассматривать в терминах диссипативных систем, для кото
рых характерны хаотические домены с возможными островками стабильно
сти. Н ерегуляри ость (хаотическое поведение) орбит наиболее часто наблю
дается при наличии возмущений, вызванных гетероклинным пересечением 
орбит, первоначально находящихся в различных областях фазового простран
ства. Этот случай имеет много общего с линейными эргодическими систе
мами, и в неявной форме его можно уподобить полигональным биллиардам. 
Переход к хаосу может также возникать в случае, когда гамильтонпаи системы 
ограничен некоторой критической энергией и орбиты могут уходить на бес
конечность. Такие динамические системы обладают максимумом потенциала, 
и им отвечают нестабильные ляпуновекие орбиты (Арнольд, 196За, Ь). 

Важное значение в динамической астрономии имеет анализ периодических 
и/или хаотических орбит в системах с тремя и более степенями свободы. В 
этих случаях зачастую труднее отделить стабильные системы от нестабильных 
(с этой целью в системах с N >- 3 используется известная теорема Крейна
Мозера) , а также проявление реального хаоса от неупорядоченности и шу
ма. Характеристические показатели Ляпунова растут с числом N, хотя этот 
рост замедляется, когда N достигает "' 10. Периодические орбиты на фазо
вой плоскости отличаются большой сложностью и неустойчивостью, включая 
столкновения и бифуркации, а также появление упорядоченных и хаотиче
ских доменов. Поведение орбит иногда можно проследить по специфическим 
формам спектров мощности (при представлении траекторий с помощью пре
образования Фурье) в различных системах. Изучение поведения таких систем 
возможно также, исходя из упоминавшейся в разделе 1 .2 . 1  диффузии Арноль
да, что позволяет, в частности, уменьшить размерность системы. Поскольку 
в настоящее время при анализе свойств орбит широко используются числен
ные эксперименты, задачей первоетеленной важности является качественная 
верификация общности получаемых результатов для тех или иных астроно
мических приложений. Заметим также, что особенно эффективно численные 
методы используются при анализе систем, состоящих из совокупности частиц 
с N степенями свободы, находящихся под воздействием линейных или нели
нейных сил. Важной задачей является нахождение связи между диффузией 
Арнол:цда и различными каналами разделения суммарной энергии системы с 
учетом формы потенциала взаимодействия частиц и вклада резонансных и 
нерезонансных мод. 
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Некоторые общие концепции динамической астрономии подкрепляются 
наблюдениями звездно-галактических и планетных систем. Сочетание поряд

ка и хаоса следует считать важнейшим механизмом формирования структу
ры и динамики галактик (Diagu, Holmes, 1997; Вinney, Merrifield, 1998) . Лишь 

ограниченное их число описывается сферическим потенциалом, но многие 
обладают осевой или трехосной симметрией. В последнем случае потенци
ал сильно деформирован и происходят сильно неупорядоченные хаотические 

движения. Основное семейство орбит в двумерных галактиках содержит эпи
циклические, резонансные и нерезонансные орбиты внутри и вне областей 
коротации, а также коротко- и долгопериодические орбиты, наряду с неперио
дическими и исчезающими (уходящими на бесконечность) орбитами. В плос
кости симметрии 2D-галактик выделяются также планарные кольца, ударные 
волны и вихри. В то же время характерной особенностью структур галактик с 
заметной z-компонентой являются неустойчивые орбиты, порождающие хаос, 
которые обычно не сочетаются с непериодическими орбитами, а также орби
ты, уходящие за область коротации. Неустойчивые орбиты могут возникать 

из планарных орбит, как следствие множественных бифуркаций в направле

нии оси z, и они непосредственно связаны с линдбладовскими резонансами, 

будучи ограничены частотой z-осцилляций. Подобно двумерным, трехмерные 
галактики содержат также полярные кольца, а сами семейства трехмерных 

орбит наиболее характерны для искривленных, закрученных и пекулярных 
галактик, напоминающих по форме земляной орех или короб (Contopoulos, 
2002) . 

Порядок и хаос в структуре галактик возникает также при взаимодействии 

резонансов, порождаемых возмущающей силой достаточно большой ампли
туды, что может приводить к хаотическому движению. В то же время, для 

рукавов спиральных галактик характерно распространение нелинейных волн 
плотности, оказывающих влияние на периодические орбиты, как это следует 
из теории волновой плотности спиральной структуры, разработанной в начале 

40-х годов прошлого века Б. Линдбладом. Подобные взаимодействия могли, 
по-видимому, иметь место на самой ранней стадии формирования звездных 
систем, что привело в процессе эволюции к образованию определенной упо
рядоченности в структуре вещества во Вселенной. Попытки воспроизведения 
этого процесса предпринимаются в рамках самосогласованных эволюцион
ных моделей, в основе которых лежат уравнения Лиувилля и Пуассона для 
описания начальной функции пространствеиного распределения плотности, 
а также путем прямо го численного моделирования для задачи N -тел с исполь

зованием различных моделей столкновительно-релаксационных процессов и 
линден -белловской статистики. 

В заключение обратим внимание на важное отличие звездной динамики 
от статистической физики и неприменимость концепции термодинамического 
равновесия к любой самогравитирующей (звездной) системе. В частности, не 
существует аналогии между описанием заданного состояния в соответствии 
с распределением Гиббса и вероятностью нахождения определенного числа 
звезд на данной орбите. Это означает, что, если в термодинамической систе
ме существует тенденция к установлению равновесия, в самогравитирующей 
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системе, обладающей плотным центром, такой процесс не происходит (Вiппеу, 
Merrifield, 1998; ЕАА, 2001). Таким образом, в отличие от самой звезды, обла
дающей тепловым равновесием и определенным значением температуры на 
каждом радиусе, в звездной системе звезды движутся с постоянной энергией 

в широком диапазоне расстояний от гравитирующего центра, и распределе
ние скоростей звезд на заданном радиусе не является характеристикой тем
пературы. Вне зависимости от конкретной конфигурации звездной системы, 
энтропия в ней растет за счет передачи энергии от плотной центральной к 

значительно более разреженной внешней области. 

1 .3.2. Солнечная система: Динамические свойства 

Одним из важнейших разделов динамической астрономии является дина
мика планетных систем и в первую очередь планет Солнечной системы. Ее 
изучение на протяжении нескольких тысячелетий, начиная от <<Альмагеста>> 
К. Птолемея и до революционной смены картины мира Н. Коперником, за
ложило основы небесной механики, у истоков которой стояли И. Ньютон, 
И. Кеплер, Ж.-П. Лаплас. Лишь в самом конце прошлого столетия бьши от
крыты первые планетные системы у других звезд, что неизмеримо расширило 
представления о свойствах и многообразии ближайших окрестностей звездно

го населения. Несколько раньше детальные изображения открьши поистине 
фантастический мир собственной звезды - Солнца и его ближайших обла
стей, в которых на фоне хаотической динамики можно вьщелить отдельные 
упорядоченные структуры, возникающие вследствие взаимодействия плазмы 

с магнитным полем (рис. Ц.l). 
К населению небесных тел Солнечной системы относятся большие пла

неты и их спутники, малые планеты (астероиды), кометы, метеороиды и ме
теорная пьшь (рис. Ц.2). Для описания характерных черт их орбитальных 
движений служит плоская ограниченная задача трех тел. Изучению перио
дических решений этой задачи, в том числе вырождающих решений, когда 
масса одного из двух тел, вращающихся по круговым орбитам вокруг их об
щего центра масс, стремится к нулю, посвящено много исследований (см. ,  
например, Marchal, 1990; Murray, Dermott, 1999; Брюно, 1990). Классическим 
примерам является динамика астероидов Троянцев в лагранжевых точках L4 
и L5 на орбите Юпитера, обладающих максимумом потенциала, но сохраняю
щих устойчивость благодаря наличию кориолисовой составляющей во враща
ющейся координатной системе. Подходы к изучению общей проблемы трех 
тел, заключающей в себе регулярные и хаотические движения, периодиче
ские орбиты, столкновения и др. ,  основаны на теореме Хопфа, являющейся 
частным случаем рекуррентной теоремы Пуанкаре (см. Barrow-Green, 1996) . 

Детально разработанные и широко применяемые точные и приближенные 
аналитические методы небесной механики позволяют находить решения за
дач определения орбит и их эволюции, в том числе устанавливать области 
устойчивости и неустойчивости решений для различных классов движений. 
Однако наибольшее распространение за последние десятилетия получили ме

тоды прямого численного интегрирования, которые, наряду с численно-ана-
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литячеекими методами, оказались наиболее эффективными, в частности для 
исследования порядка и хаоса в Солнечной системе. Они привели к выводу, 
что орбиты планет, обладающие малыми эксцентриситетами и наклонениями, 
лишь слабо хаотичны и не имеют сколь-нибудь заметной вековой составляю
щей на временных интервалах, сопоставимых с возрастом Солнечной систе
мы (Laskar, 1989; 1990; Sussman, Wisdom, 1992; Duncan, Lissauer, 1999; Murray, 
1999) . Между тем, существуют резонансы и соизмеримости в движениях пла
нет, наиболее известными из которых являются спиново-орбитальный резо
нанс 3 : 2 в движении Меркурия, приводящий к уникальному соотношению 
между меркурнанеким годом и солнечными сутками, и характерная соизмери
мость в движениях Нептуна и Плутона, благодаря чему столкновение между 
этими телами исключено, хотя точные вычисления орбиты Плутона выяви
ли в его движении определенную хаотичность (Sussman, Wisdom, 1988). Но, 
в то время как возможность тесных сближений между планетами, способ
ных повлиять на их движение вследствие взаимных притяжений, исключена, 
кометы и астероиды испытывают сильные возмущения, особенно те из них, 
которые испытывают приливные воздействия от планет. Наиболее сильной 
хаотизации подвержены орбиты комет, с чем связаны сложности прогноза их 
движений и точного определения эфемерид. Вычисления характеристических 
чисел Ляпунова для некоторых типов комет и астероидов с хаотическими ор
битами подтверждают их чрезвычайно малое (по космическим масштабам) 

время жизни (см. Wisdom, 1987; Femandez, 1999). 
Большое число малых тел захватываютел на резонансные орбиты с ближайши

ми планетами. Замечательным примером служат люки Кирквуда в Главном 
поясе астероидов между орбитами Марса и Юпитера в области 2,7-3,2 а. е . ,  
обусловленные наличием резонансов орбитальных периодов астероидов с пе
риодом Юпитера ( 4 :  1; 3 : 1 ;  5 :  2; 2 :  1 ;  3 : 2). Другой пример - транснептуновые 
тела в поясе Койпера, у которых обнаружено наличие резонансов среднего 
движения (соизмеримостей периодов) с Нептуном (4 : 3 ;  3 :  2; 2 :  1 )  и вековых 

резонансов (прецессии орбит) вследствие соизмеримостей долготы восходя
щего узла и аргумента перигелия. Интересно, что орбиты этих тел стабильны 
(вне резонансов) на t "' 108 лет, однако «накопление нестабильностю> и резкий 
рост эксцентриситета за счет гравитационного влияния Нептуна приводит к 
их рассеянию из пояса Койпера ( Ward, Hahn, 1998; Morbldelli, 1998; Levison, 
Weismann, 1999) .  

Вследствие наличия вековых возмущений, область между «внутренним>> 
и «классическим» поясом ("' 40-43 а. е.) отличается наибольшей нестабиль
ностью. Из этой зоны тела мигрируют внутрь Солнечной системы и пер
воначально захватываются преимущественно на орбиты, пересекающиеся с 
орбитой Юпитера (JCO), а определенная их фракция в дальнейшем мигриру
ет в направлении к Солнцу, пополняя Главный пояс астероидов и три группы 
астероидов (Амур, Аполлон, Атон), пересекающихся с орбитами планет зем
ной группы, называемых обобщенно Near Earth Objects (NEO). Орбиты этих 
объектов, особенно сближающихся с Землей астероидов группы Аполлон и 
даже заходящих внутрь земной орбиты астероидов группы Атон, подвержены 

наибольшей хаотизации и представляют основную опасность столкновения с 
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Землей (McFadden, 1999) . Свой вклад в астероидную опасность, представля
ющую угрозу для нашей цивилизации, вносят также кометы. 

Вообще следует подчеркнуть, что столкновения малых тел с планетами 
служили одним из наиболее важных факторов планетной эволюции. Распро
страненность и важность этих процессов наглядно демонстрирует сильное 

кратерираванне поверхностей планет и их спутников, особенно тех из них, 
на которых следы ударной бомбардировки не стерты последующими эрози

онными процессами за счет воздействия атмосферы и гидросферы. Наиболее 
характерными здесь являются Луна, Меркурий, спутники планет-гигантов и 

даже сами астероиды, поверхности которых буквально испещрены кратерами 

различных размеров. В частности, образование крупных котловин («морей>>) 
поперечником свыше 1 000 км на Луне было обусловлено выпадением на нее 

астероидов размером в несколько сот километров. Весь же спектр размеров 
лунных кратеров простирается от сантиметров до тысяч километров. Суще
ственно выше нижний порог размеров кратеров на Земле, Марсе и особенно 

на Венере, обладающих атмосферами, отвечающий <<nорогу обрезания>> раз

меров тел, способных проникнуть до проверхности. В атмосфере Земли раз
рушаются тела размером < 10 м, и до поверхности в виде метеоритов доходят 

только их фрагменты (Иванов, 2003) . Между тем, имеются многочисленные 

свидетельства столкновений даже крупных астероидов и комет с Землей на 

протяжении, по крайней мере, последних нескольких сот миллионов лет ее 

истории, что приводило к глобальным катаклизмам. Например, катастрофи
ческие глобальные последствия для земной биосферы предположительно име

ло событие Чиксулюб (Chicxu/ub, ) при столкновении с Землей астероида раз
мером � 1 О км, оставившего кратер диаметром около 170 км на полуострове 
Юкатан в Мексике на рубеже мелового периода и палеоцена � 65 млн лет то

му назад. Другим примерам является катастрофа локального масштаба у реки 

Тунгуска в Сибири в 1908 г. , вызванная, скорее всего, столкновением с Зем
лей фрагмента кометы, размер которого оценивается "' 60 м. Убедительным 
свидетельством того, что подобные явления происходят в Солнечной системе 
более или менее регулярно, служит выпадение на Юпитер в 1994 г. 2 1  при

мерно километровых фрагментов кометы Р /Shoemaker-Levy-9, разорванной 
приливными силами при тесном сближении с этой планетой. 

Популяции комет и астероидов непрерывно изменяются под действием 

гравитационного притяжения планет, с чем, в частности, связаны иреимуще

ственные потоки метеоритов, берушие свое начало в резонансных зонах Глав
ного пояса и пояса Койпера и делающие доступным лабораторное изучение 

внеземного вещества. Наибольшие изменения на динамику комет оказывают 
тесные сближения с планетами, что может приводить к переходу их на гипер

болические орбиты и <<испарению>> в межзвездную среду. С другой стороны, 

под воздействием приливных возмушений от ближайших звезд кометы из об
лака Оорта могут забрасываться внутрь Солнечной системы, обеспечивая тем 

самым ее связь с Галактикой и, в частности, как бы <<зондирование>> материала 
протосолнечной туманности. Таким образом, взаимодействие комет с плане

тами открывают возможности лучшего понимания роли этих примитивных 

тел в планетной космогонии и галактической эволюции. 
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На перекрестке астрономии и геофизики растет понимание ударных явле
ний при взаимодействии малых тел с планетами на протяжении всей истории 
Солнечной системы. Важность этих явлений в эволюции планет проявляется 
не только в очевидном факте, что малые тела оставляют «Шрамы>> в виде кра
теров на поверхности планет, но и в нарастающем наборе свидетельств, что 
обусловленные ими стохастические процессы оказывали существенное воз
действие на формирование природных условий, непосредственно связанных, 
в частности, с существованием на планете атмосферы и гидросферы. Так, хао
тизация орбит транснептуновых объектов, рассматриваемых как реликты тел 
(планетезималей), из которых формиравались планеты, могла сыграть важ
ную роль в поставке летучих на начальном этапе их эволюции, особенно в 
период максимально интенсивной бомбардировки планет около 4 млрд лет 
тому назад (Marov, lpatov, 2001; 2005; 2006) , о чем подробнее будет сказано 
ниже. С транспортом вещества внутри и вне пределов Солнечной системы 
за счет миграционно-столкновительных процессов связываются в последнее 
время проблемы происхождения жизни (см. МсКау, Davis, 1999; Маров, 2005) . 
Такие события можно рассматривать как порождение и следствие механиз
ма локальной неустойчивости в нелинейной хаотической системе с большим 
числом степеней свободы, приводящим к последовательности бифуркаций со
стояния и возможности возникновения самоорганизации, которой отвечают 
иная совокупность и взаимодействие природных условий на планете. 

Неменьший интерес представляет подход, основой которого также служит 
наличие самоорганизации в процессе предбиологической эволюции, исходя 
из механизма химического упорядочения, ключевую роль в котором играет 
молекула аденозинтрифосфата (АТФ) (Галимов, 2001; 2005; 2008). В рамках 
данной модели нарастающая упорядоченность исходной (хаотической) систе
мы состоит в последовательности бифуркаций, от появления примитинных 
полимерных структур через развитие универсальной каталитической функ
ции пептидов до возникновения нуклеотидных последовательностей (кода
нов), участвующих в синтезе белка, и генетического кода. Реализация модели 
требует наличия восстановительной среды в условиях раздельного существо
вания атмосферы и гидросферы и при обеспечении доступности и подвиж
ности фосфатов (Галимов, 2005а),  что не противоречит существующим пред
ставлениям о природных условиях на Земле в период, с которым связывают 
возникновение первых примитинных форм жизни (примерно 3,8 млрд лет 
назад). Выбор между альтернативными моделями зарождения жизни и био
сферы непосредственно на Земле или с участием внешнего источника - одна 
из наиболее актуальных и интригующих проблем современного естествознания. 

1.3.3. Солнечная система: Природа планет и спутников 

С позиций процессов самоорганизации в природных динамических ком
плексах первоетеленный интерес представляет вся совокупность небесных 
тел, населяющих Солнечную систему - планет, их спутников, комет, асте
роидов, метеороидов. Каждое из них является по-своему уникальным объ
ектом и отражает определенные характерные особенности космических сред. 
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При громадном разнообразии этих тел, можно, вместе с тем, выявлять неко
торые общие закономерности, обусловленные, по-видимому, единым процес
сом происхождения Солнечной системы, и одновременно изучать механизмы, 
обусловившие пути эволюции, отличные от сценария эволюции Земли. Со
отношения порядка и хаоса, несомненно, играли важную роль в становлении 
разнообразных природных объектов. Пониманию формировавших их про
цессов способствует наблюдаемый на рубеже :XX-:XXI столетий существенно 
более тесный симбиоз астрофизических, планетных и геофизических иссле
дований с целью ответа на ключевые вопросы космогонии, эволюции Все
ленной, происхождения жизни (астробиологии). 

В комплексе проблем, связанных с изучением планет и объединяемых 
чрезвычайно емким понятием планетология, можно вьщелить три основных 
направления: происхождение и эволюция Солнечной системы; природа Лу
ны, планет и их спутников; природа малых тел и их связь с проблемами 
эволюции планет и происхождением жизни. Очевидно, ключевым среди этих 
проблем является исследование и моделирование основных физико-химиче
ских процессов, обеспечивших зарождение Солнечной системы и ее после
дующую эволюцию, и реконструкция этих процессов на основе имеющихся 
наблюдательных данных и развиваемых моделей. В отличие от звезд, пред
ставления о свойствах которых основываются на возможности сопоставления 
множества объектов на различных стадиях эволюции, до недавнего времени 
мы распологали лишь единственным примерам планетной системы - нашей 
Солнечной системы, что исключало, в частности, статистический подход при 
анализе планетного населения. 

Открытие путем наблюдений с высоким разрешением в оптическом, ин
фракрасном и субмиллиметровом диапазонах длин волн околозвездных дис
ков (Нildebrand, 1983; Artymowicz, 1997; O'Dell, 1998; Schneider и др. ,  1999; 
Padgett и др. ,  1999; Lagrange и др. ,  2000; Watson и др. ,  2007) и планет у других 
звезд (Mayor, Queloz, 1995; Marcy и др. ,  2000) позволило значительно расши
рить представления о свойствах планетных систем и большом разнообразии 
их конфигураций. Появились уникальные возможности понять особенности 
их формирования, хотя использование по существу единственно пока доступ
ных методов доплеравекой спектрометрии и транзитов (прохождения планеты 
по диску звезды) ограничивает предел массы открываемых планет массами 
Юпитера-Сатурна на расстоянии порядка 10  а. е. от родительской звезды. В 
результате пока не удается обнаруживать планеты типа Земли и воспроизво
дить в целом конфигурацию всей планетной системы (Вlack, 1999; Nagasava 
и др. ,  2007) 1 • Между тем, это представляет первоетеленный интерес, осо
бенно если учесть, что открытие суперюлитеров на орбитах, находящихся в 
непосредственной близости от звезды, делает подобные экзотические конфи
гурации принципиально отличными от Солнечной системы и остро ставит 
вопрос об устойчивости таких планетных систем. 

Предложена, в частности, модель, согласно которой сформировавшиеся 
планеты земного типа из-за взаимодействия с остаточным газом диска (дина-

Запуск в марте 2009 г. космического аппарата <<Кеплер» открывает широкие возможности 

обнаружения планет типа Земли у миллионов звезд. 
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мического трения) мигрируют внутрь системы, что сильно ограничивает вре
мя их жизни (Papaloizou и др. ,  2007) . Альтернативная модель исходит из пред

ставлений о важной роли массивных планетезималей, оставшихся в окрест

ности образовавшейся планеты, которые оказывают существенное гравита

ционное воздействие на эволюцию ее первоначальной орбиты и миграцию 

самой планеты и роя планетезималей на значительные расстояния по направ
лению к звезде или от нее, еледул условию сохранения орбитальной энергии 
и углового момента планеты и диска. Другими словами, миграция контроли

рует структуру формирующейся планетной системы, обладающей динамиче

ской неустойчивостью, и в конечном итоге ответственна за приобретаемую 
ею конфигурацию (Levison и др. ,  2007). Вполне возможно, что миграционный 

механизм оказал влияние на эволюцию планетных орбит в Солнечной си
стеме, по крайней мере в ее внешних областях, с чем связано перемещение 

дальше от Солнца Урана и Нептуна из зоны их первоначального формиро

вания ближе к Юпитеру-Сатурну и образование пояса Койпера (Энеев, 1981; 

Ma/hotra, 1995) . Обоснованием такого предположения служит, наряду с рядом 

геохимических соображений, тот факт, что для аккумуляции самых далеких 

планет на их современных орбитах потребавались бы времена, превышающие 

возраст Солнечной системы. 

Обращаясь к своему ближайшему космическому окружению, мы, есте
ственно, хотим не просто понять, как произошла Солнечная система, но и 

благодаря чему возникла ее устойчивая конфигурация, о чем говорилось в 

предьщущем разделе. Необходимо также понять, что вьщелило Землю с ее 

уникальными природными условиями среди других планет земной группы, в 

первую очередь ее ближайших соседей Венеры и Марса, и каковы пределы 
существующих регуляционных механизмов обратной связи на Земле, препят

ствующих неблагаприятным сценариям ее дальнейшей эволюции. Другими 

словами, не приведет ли, например, накопление негативных антропогенных 

воздействий на окружающую природную среду к радикальному изменению 

условий, ассоциируемому с бифуркацией состояния открытой нелинейной 
диссипативной системы. Ответ на этот кардинальный вопрос призвана дать 

интеграция наук о Земле и планетах с целью лучшего понимания настояще

го, прошлого и будущего Земли на основе сравнительной планетологии. Од

новременно это должно помочь решению кардинальных проблем планетной 

космогонии и, в частности, наложить значительно более жесткие ограничения 
на диапазон параметров, используемых при разработке моделей происхожде

ния Земли (см. ,  например, Wetherill, 1990). 

В этом разделе мы уделим внимание, прежде всего, самим планетам и 

спутникам, что представляется нам необходимым, поскольку их природные 

особенности в той или иной степени отражают общие принципы самоорга

низации, и именно на это мы хотим обратить внимание. Это позволит нам 
также лучше понять возникновение уnорядоченностей в газовых оболочках 

этих тел - атмосферах, которым посвящен специальный раздел данной гла

вы. В них наиболее отчетливо проявляются синергетические процессы в тур

булентных природных средах, на изучении которых сосредоточены основные 

усилия авторов в последующих главах монографии. 
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Луна 
Луна, как ближайшее к Земле небесное тело, представляет первостепенный 

интерес для планетологии и наук о Земле - геофизики, геологии, геохимии. 
К сожалению, несмотря на громадный прорыв в знаниях о Луне, обеспечен
ный беспрецедентной по масштабам и затратам американской и советской 
космическими программами в 1960-70-х годах, многие проблемы остаются 
нерешенными. Несколько полетов к Луне в 1 990-х годах американских ап
паратов (<<Клементина», «Лунар-Проспектор») и запущенных в последние го
ды японского аппарата <<Кагуя», китайского спутника <<Ченг-Е>> и индийского 
«Чандраян- 1 >> ,  исследующих морфологию лунного рельефа и гравитационное 
поле, не решают задачи проведения комплексных исследований и обеспече
ния значительного повышения точности измерений в первую очередь ключе
вых геохимических характеристик на поверхности Луны (рис. 1 .3 .1) .  

Изучение Луны имеет важнейшее значение, прежде всего, в контексте ее 
происхождения и лучшего понимания истории Земли. Необходимо, в част
ности, найти убедительные факты для выбора между двумя основными ги
потезами образования Луны: вместе с Землей из частично дифференциро
ванного вещества протопланетного диска или столкновения ранней Земли 
("' 4,4 · 109 лет назад) с крупным небесным телом (см. Галимов и др. ,  1995; 2005; 
Hartmann, Davies, 1975; Cameron, Ward, 1976; Melosh, Sonett, 1986; Taylor, 1999). 
В любом случае, сам факт образования Луны можно связать либо с возникно
вением определенной упорядоченнети в исходной структуре протопланетного 
вещества на орбите Земли, обусловившей последующую контрактацию двух 
отдельных газопьшевых сгустков, либо с первоначальной хаотичностью ор
бит крупных планетезималей (протопланет) в окрестности сформировавшей

ся Земли, что вследствие катастрофического столкновения с ней одного из 
таких тел привело к колоссальному выбросу вещества мантии и образованию 
новой конфигурации планета-спутник в процессе самоорганизации. 

а б 

Рис. 1.3.1. Видимая (а) и обратная (б) стороны Луны 
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Для выбора между этими двумя гипотезами упор должен быть сделан на 
подробном изучении геологической истории Луны, к чему прямое отноше
ние имеют анализ содержания в лунных породах тугоплавких и сидерафиль
ных элементов, определение теплового потока из недр, сейсмозондирование. 
Сюда непосредственно примыкают вопросы о внутреннем строении Луны, в 
частности о том, сохранила ли она жидкое ядро, его размере и степени диф
ференциации лунного вещества. Эти вопросы необходимо рассматривать в 
контексте формирования всех планет и их спутников, включая расстояние от 
Солнца, раннюю эволюцию с учетом обилий высоко- и низкотемпературных 
конденсатов и газов, запасы радиогенных элементов, что лежит в основе про
цессов самоорганизации, предопределивших упорядоченности во внутреннем 
строении недр (рис. Ц.3). Луна дает вполне определенный подход к решению 
данных проблем. Ниже мы приведем краткий обзор современных представ
лений о проблематике и актуальных задачах лунных исследований, основыва
ясь, главным образом, на материалах сборника (Виноградов, 1975) и работах 
(Галимов, 2004; Wilhe/ms, 1993; Canup, Asphaug, 2001). 

Абсолютный возраст и датировка событий, определенные по отношению 
изотопов U /РЬ, Rb/Sr, К/ Ar в образцах лунных пород, привели к выводу, что 
Луна образовалась практически одновременно с Землей 4,55 млрд лет назад 
и за последующие 200 млн лет прошла этап дифференциации недр с выде
лением ядра. Примерно 3,9-4 млрд лет назад завершился этап интенсивной 
ударной бомбардировки планетезималями, оставшимися от стадии аккреции 
в районе Земля-Луна, оставившими на поверхности громадные котловины и 
многоярусные структуры. Им же обязаны своим существованием высокие (до 
8 км) горы, образовавшиеся при деформации коры и наслоениях выброшен
ного материала, сосредоточившиеся на обратной стороне. Энергия ударов и 
разогрев мантии радиогенными изотопами привели к излиянии на поверх
ность лавы из мантии с глубины свыше 100 км и заполнению лунных морей 
на видимой стороне, где кора бьmа значительно тоньше. Особенности лун
ной морфологии связаны с остыванием лавы, что привело к образованию 
разломов, возвышений, долин. Изотопный анализ в первую очередь изотопов 
кислорода 160- 170- 180 (рис. 1 . 3.2) привел также к выводу, что Земля и Луна 
образавались из единого резервуара, отношение изотопов в котором отлича
лось от родительских тел метеоритов. Близки к земных и лунные минералы, 
хотя в них существенно ниже содержание летучих. Особенно это касается во
дорода: в лунных породах он практически отсутствует, так что Луну можно 
считать самым <<сухим» местом в Солнечной системе. Луна обеднена также 
калием, который входит в состав земных гранитов, зато в лунной коре значи
тельно больше тугоплавкого кальция. 

Эндогенные процессы по существу прекратились 3 , 1 8  млрд лет назад, и 
в последующий период Луна подвергалась лишь ударной бомбардировке те
лами, мигрирующими из внешних областей Солнечной системы, о чем спе
циально говорится в разделе 1 .3 .5 .  Процессы метеоритной переработки по
верхностного материала, с чем связано происхождение реголита, имеют чрез
вычайно медленную временную шкалу. Как следствие Луна хранит на своей 
павериости и в слое реголита летопись событий, включая взаимодействие с 
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Солнцем и меЖJШанетной средой, за несколько миллиардов лет. Интересно, 
что без заметной эрозии, определяемой средним уровнем метеоритной бом
бардировки, сохранятся, по крайней мере, в течение нескольких миллионов 
лет следы астронавтов и колес луноходов. 

Рассмотрим теперь подробнее наиболее актуальные проблемы, призван
ные дать ответ на ключевые вопросы генезиса и внутреннего строения Лу
ны. Первостепенный интерес представляет точное определение содержания 
в веществе Луны тугоплавких элементов. Эти элементы в группе обычно не 
разделяются между собой, но вся группа может отделяться от других классов 
элементов на предаккреционной стадии планеты. Принципиальный вопрос 
относительно тугоплавких элементов - сопоставимо ли их содержание в лун
ном веществе с силикатной мантией Земли или с веществом всей Земли. Из 
анализа лунных пород ранее бьm сделан вывод относительно обогащенности 
коры Луны оксидом Al, однако представления об изменении его содержания 
в верхней и нижней мантии, основанные на сопоставлении моделей упру
гих свойств распределенного по глубине мантийного вещества с модельными 
профилями сейсмозондирования, носят достаточно умозрительный характер. 
Соответственно, трудно сопоставить общее содержание как тугоплавких, так 
и других породообразующих элементов на Земле и Луне, включая допуще
ние об их частичном испарении в высокотемпературном процессе на стадии 
формирования Луны. 

Геохимические данные не могут быть непосредственно использованы для 
получения оценки степени сегрегации металлической фракции и, соответ
ственно, размера ядра, поскольку такая оценка зависит от неизвестного ис
ходного содержания сидерафильных элементов (спутников железа) - W, Мо, 
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Рис. 1.3.2. Диаграмма отношений изотопов кислорода б17 О и б180 (б17 О и б18 0 - величины, 
характеризующие сдвиги изотопных отношений кислорода 170/160 и 180/160, относительно при
нятого стандарта SMOW (Standard Model Ocean Water). На этой диаграмме образцы Луны и Земли 

ложатся на общую линию фракционирования, что определенно указывает на генетическое род-

ство их состава 
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Р, Со, Cd, Ni, Pt, Re, Os и др. - и степени дифференциации лунного ве
щества. Поэтому, как и в случае тугоплавких элементов, решение проблемы 
дефицита в лунном веществе сидерафилов принципиально зависит от ис
пользуемой модели глубинного строения в первую очередь наличия и разме
ров ядра, ограничиваемых безразмерным моментом инерции Луны, согласно 
которому оно не превышает R � 300 км . Учет изменения степени экстраги
рования сидерафильных элементов в силикатно-металлической системе, при 
наличии в растворе силиката в твердой фазе и неопределенности степени 
плавления мантии, дополнительно усложняет проблему. 

Важным индикатором первоначального состава силикатной планеты и сте
пени ее дифференциации служит магнезиальное число Mg/(Mg + Fe) .  Для 
земной мантии, по геохимическим и петрологическим данным, оно ограни
чено величиной 0,89. Для Луны получена оценка 0,80, но погрешность до
стигает 30%, так что верхний порог можно согласовать с земным значением. 
Эта оценка, следовательно, не является адекватной для характеристики соста
ва вещества всей Луны, и такое различие, в случае его подтверждения, лишь 
означало бы, что либо Луна образовалась из Земли, либо, что после <<неза
висимой» аккреции, механизм ее последующей эволюции включал сложные 
процессы химячеекик превращений. Таким образом, и в этом случае необ
ходимо использование ряда допущений при интерпретации результатов из
мерений этого отношения в поверхностной породе, и однозначный ответ о 
степени дифференциации вещества Луны получить пока вряд ли возможно. 

Предполагаемое обогащение тугоплавкими элементами и потеря железа могли 
быть обусловлены высокотемnературным процессом, проходимым Луной при 
ее эволюции. Однако для обоснования необходимого разогрева совсем не обя
зательно прибегать к модели контрактации начального газопьmевого сгуще
ния, поскольку и в рамках модели аккумуляции мантийного вещества Земли 
обеспечивается достаточное энерговьщеление за счет столкновений много
численных родительских тел. С наличием интенсивного разоrрева, естествен
но, связывается обогащенность лунной коры плагиоклазом в составе полевых 
шпатов, что свидетельствует о начальной дифференциации на глубину, по 
крайней мере, первых нескольких сот километров. Однако числщшые оцен
ки толщины слоя расплавления над недифференцированным веществом недр 
весьма противоречивы: ряд геохимических аргументов, основанных на объем
ном содержании родительского материала, необходимого для создания суще
ствующей концентрации элементов в коре, свидетельствует в пользу модели 
полностью дифференцированной Луны, в то время как из интерпретации 
содержания вулканических газов в морских районах более вероятна модель 
недифференцированных недр. К тому же существование первичного океана 
магмы может быть объяснено механизмом интрузии магмы в первичную кору. 
Так или иначе, вопрос о степени начального расплавления Луны и источниках 
разогрева остается проблематичным и в известной мере напоминает ситуацию 
с родительскими телами частично дифференцированных метеоритов. 

Известно, что при частичном расплавлении силикатной фракции часть туго
плавких элементов легче концентрируется в менее плотной жидкой, нежели в 
твердой фазе, и это приводит к их повышенному содержанию в поверхност-
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ных породах при дрейфе вещества из недр. Используя данные <<Аполлонов>> ,  
основанные на измерениях теплового потока в двух точках (F � 1 8  эргjсм-2с), 
для Луны бьmо получено содержание урана U � 35 ррЬ, по сравнению с U = 20 ррЬ 
для Земли. Однако, поскольку лунная оценка сопряжена со значительной неопре
деленностью, этот результат нельзя считать убедительным, особенно если 
учесть, что для выбора между альтернативными гипотезами происхождения 
Луны называются значения теплового потока между 16-20 и 1 0- 1 5  эргjсм-2с. 
Необходимы поэтому измерения с высокой точностью и в нескольких пред
ставятельных районах, чтобы попытаться снять эту неопределенность. 

Выбор между альтернативными моделями происхождения Луны связан в 
первую очередь с интерпретацией характера скоростей распространения сей
смических волн в мантии и естественно, что сейсмозондирование является 
ключевым в любой будущей программе лунных исследований. К сожалению, 
модели скорости распространения сейсмических волн даже в коре Луны обла
дают большой погрешностью из-за неопределенного состава коры: от габбро 
и норитов до анортозитов. Что же касается мантии, то, как известно, наличие 
в ней сильно поглощающей зоны препятствует возможности исследовать яд
ро. Фокальная зона лунотрясений находится на глубине от 800 до 1 100 км, что 
принципиально ограничивает максимальную глубину, до которой возможно в 
настоящее время определять скорости сейсмоволн. 

Следует принять во внимание и то обстоятельство, что геохимические из
мерения в пределах относительно небольшой глубины на лунной поверхно
сти ограничены верхним слоем реголита, состав которого может отличаться 
от подстилающего слоя изверженных пород, прежде всего из-за неизвестного 
соотношения вещества Луны и метеоритов, бомбардирующих ее поверхность. 
Это соображение особенно существенно при обсуждении гипотезы отрыва 
Луны от Земли с учетом большой неопределенности в оценках относительного 
вклада материала мишени (земной мантии) или ударника (космического те
ла) в формирование Луны. Большой интерес представляет район на обратной 
стороне Луны вблизи Южного полюса, представляющий собой многоярусную 
структуру, тянущуюся на 2500 км от кратера Эйткен диаметром 1 35 км и глу
биной 1 3  км, которые образовались при падении крупного астероида 4, 1 млн 
лет назад. Существуют косвенные свидетельства того, что внутри этой кот
ловины, в постоянно затененной области, могут быть отложения водяного 
льда из-за более позднего столкновения с Луной кометы, которые оценива
ются величиной � 3 · 1 08 т, а также принесенного первичного органического 
вещества, что представляет особый интерес. 

С точки зрения перспектив будущего освоения Луны (см. ,  например, 
Spudis, 1996) , ключевое значение приобретают, наряду с оценками локальных 
запасов воды, также вопросы о возможности освоения и промышленного 
использования минералов, содержащих Fe, Al, Si, Ti, служащих источни
ком строительных материалов, о содержащихся в горных породах Н2 и 02 
как сырье для получения воздуха и воды, а также о реальных перспекти
вах практического использования в качестве эффективного энергетического 
источника изотопа 3 Не, содержание которого в ильмените оценивается вели
чиной "' 10 ррЬ (Галимов, 2006). 
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Венера 

Среди планет Солнечной системы Венера выделяется, прежде всего, своей 
массивной газовой оболочкой и тепловым режимом. Самым актуальным яв
ляется вопрос о том, почему эволюция Венеры, обладающей многими сход
ными чертами с Землей и находящейся от нас на расстоянии всего лишь 
� 40 млн километров, пошла по отличному от Земли сценарию, что обусло
вило, в конечном итоге, формирование горячей углекислой атмосферы этой 
планеты со средней температурой у поверхности 475°С и давлением 92 атм, 
плотность которой всего лишь примерно на порядок меньше плотности во
ды. Эти уникальные свойства принципиально отличают Венеру от двух других 
планет земной группы, обладающих атмосферами - Земли и Марса. Как бли
жайший аналог Земли Венеру естественно рассматривать в качестве одной из 
ее предельных моделей (рис. Ц.4). 

Необычный, во многом экзотический, климат Венеры предопределяется 
многими факторами, в первую очередь необратимым парниконым эффектом, 
возникшим, по-видимому, вследствие потери воды и разложения карбонатов 
поверхностных пород. Вместе с тем, хотя из-за близости к Солнцу инсоля
ция на Венере приблизительно вдвое больше, чем на Земле, ее интегральное 
сферическое альбедо А также примерно вдвое превышает альбедо Земли. В 
результате обе планеты получают в современную эпоху сопоставимые вели
чины лучистой энергии от Солнца, и причину разогрева поверхности Венеры 
следует, очевидно, искать в особенностях формирования природных условий 
на самых ранних этапах ее эволюции. Мы едва ли можем воспроизвести этот 

процесс, но можем достаточно подробно исследовать физический механизм 
сформировавшегося устойчивого состояния теплового равновесия на планете 
в современную эпоху, опираясь на колоссальный прорыв в знаниях об атмо
сфере, поверхности и внутреннем строении этой ближайшей к Земле и ока
завшейся столь не похожей на нее планете. Радиоволны, способные, в отличие 
от оптического диапазона, проникать сквозь плотную атмосферу и облачный 
слой, позволили исследовать поверхность Венеры, выявить многочисленные 
особенности рельефа и восстановить определенные черты ее эволюции, од
новременно похожие и отличные от земной. Бьmо обнаружено, в частности, 
что широко распространенная вулканическая деятельность на Венере, по
видимому, прекратилась относительно недавно ( � 10- 100 млн лет назад), и 
с ней во многом связано формирование специфического теплового режима 
(рис. Ц.5). То, что нам известно сегодня о Венере, подробно изложено в мо
нографии (Marov, Grinspoon, 1998) и обзорах (Hunten, 1999; Head, Basilevski, 
1999). 

Начало исследований природы парникового эффекта относится к концу 
1960-х гг. , когда бьmи разработаны первые модели лучисто-конвективного 
теплообмена в нижней атмосфере Венеры, основанные на прямых измерени
ях высотных профилей температуры и давления (Авдуевский и др. ,  1968; 1971; 
Маров, 1971; Marov, 1972). Дальнейший прогресс в этом направлении бьm 
достигнут благодаря в первую очередь результатам прямых измерений ин
тегральных и монохроматических потоков солнечной радиации в атмосфере 
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и на поверхности Венеры (Marav и др. ,  1973; Авдуевский и др. ,  1976) , изме
рениям высотного хода и микрофизических свойств венерианских облаков, 
состоящих из серной кислоты (Марав и др. ,  1976; Marav и др. ,  1980; Espasita 
и др. ,  1983) , уточнением высотных профилей атмосферных параметров с уче
том их суточных вариаций (Марав и др. ,  1989а; Marav, 1978; Seiffи др. ,  1985). 
Наряду с этим, бьmи проведены комплексы теоретических и лабораторных 
исследований характеристик непрозрачности основных поглощающих газов 
в нижней атмосфере Венеры - углекислоты, водяного пара, двуокиси серы в 
широком диапазоне давлений и температур, разработана методика численно
го моделирования лучистого теплопереноса (Марав, Шари, 1973; Марав и др. ,  
1984, 1985, 1989Ь), проведены первые измерения эффективных тепловых по
токов в нескольких районах планеты (Revercamb и др. ,  1985) . Это позволило 
перейти от сравнительно простых оценок к более полному анализу теплового 
режима и построению радиационной модели, с учетом имеющихся данных о 
содержании в атмосфере Венеры малых примесей (Марав и др. ,  1985, 1989; 
Tamaska и др. ,  1983; Marav, Grinspaan, 1998). Ниже мы рассмотрим характер 
лучистого теплообмена в атмосфере Венеры, затронув по необходимости так
же основные свойства планетарной циркуляции, которая вносит свой вклад в 
энергетический баланс на планете. Некоторые другие особенности рассмот
рены в разделе, посвященном динамике атмосфер планет. 

В отличие от звездных атмосфер, поглощаемый атмосферой планеты при
ток лучистой энергии, являющийся постоянно действующим неадиабатиче
ским фактором, приводит к отсутствию постоянства теплового потока по 
высоте. Взаимодействие излучения с газовой средой характеризует величи
ну энерговьщеления. Таким образом, чтобы понять основные черты теплово
го режима атмосферы Венеры, необходимо ответить на вопросы о том, как 
формируется уходящий (суммарный) тепловой поток (netjlux) и какова взаи
мосвязь радиационного и динамического теплообмена. 

Измерения монохроматических и интегрального потоков солнечной ради
ации в зависимости от солнечного зенитного угла служат ключевым ограни
чивающим фактором для оценок теплового баланса. Прямые солнечные лучи 
не доходят до поверхности Венеры из-за большой оптической толщины ее 
атмосферы и облаков, поэтому, начиная примерно с 60 км, доминирует рассе
янная радиация. При этом с приближением к поверхности растет ослабление 
солнечного света в коротковолновом диапазоне, и у поверхности преоблада
ют красные лучи, которые окрашивают в красный (или, скорее, оранжевый) 
оттенок небо Венеры и детали ее ландшафта. Если осреднить измеренный по
ток солнечной радиации по всей поверхности планеты, то величина потока, 
падающего на единицу поверхности, оказывается равной 16,8 ± 2,3 Вт/м2• Это 
немнагим больше 1 О% от величины энергии, поглощаемой Венерой и отве
чающей ее эффективной температуре ( 1 57 ± 6 Вт/м2). Поскольку полученная 
из анализа фотометрических измерений и панорам Венеры оценка альбедо 
поверхности не превышает 10% (Marav, 1978) , это означает, что поверхность 
поглощает почти 90% доходящего до нее потока солнечной радиации. В свою 
очередь, с учетом ряда дополнительных данных измерений и теоретических 
оценок (Maraz и др. ,  1985) можно прийти к выводу, что свыше 65% солнечного 
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потока поглощается в верхнем слое облаков и надоблачной дымке (в интерва
ле высот 60-90 км), около 8% в среднем и нижнем слоях облаков (49-60 км) 
и примерно 27% поглощается нижней атмосферой и поверхностью. 

Очевидно, в случае, если в атмосфере реализуется режим лучистого равно

весия (как это имеет место в земной стратосфере) , величина энергии солнеч

ного излучения компенсируется на каждом уровне потоком уходящей ради

ации. Другими словами, скорости притока солнечной энергии и охлаждения 

атмосферы за счет ИК-радиации в этом случае равны. Если же выполняет
ся условие лучисто-конвективного равновесия (как это обычно имеет место 

в тропосфере) ,  то приток солнечного излучения компенсируется на каждом 

уровне в атмосфере суммарным тепловым потоком за счет уходящего излу
чения и конвективного теплопереноса. На самом деле эти варианты служат 

локальным приближением к более полной картине теплообмена, включающей 
динамические процессы различных пространствеиных масштабов (планетар
ная циркуляция, конвекция, турбулентность) .  Возникновение этих движений 

происходит вследствие преобразования части лучистого потока энергии от 

Солнца. В самом общем смысле можно говорить о том, что планетарная ди

намика отражает баланс между скоростью генерации потенциальной энергии 

за счет солнечной радиации и скоростью потери кинетической энергии за 
счет диссипации. С этой точки зрения атмосферу планеты часто сравнивают 

с тепловой машиной, у которой нагревателем служат районы экваториаль

ных широт, а холодильником - полюса. КПД такой машины очень мал, он 
не превышает нескольких процентов (см . ,  например. ,  Кузьмин, Маров, 1974). 

Как видим, источником движений различных пространствеиных масшта
бов служит отсутствие равенства между поступающей и отдаваемой энер

гией в отдельных районах планеты при общем строгом выполнении усло

вия теплового баланса в глобальном масштабе, характеризуемого эффектив

ной температурой вблизи верхней границы облаков, которая для Венеры 
составляет Те = 228 К. Другими словами, возникновение тепловых неодно

родностей (горизонтальных температурных градиентов вследствие дифферен
циального нагрева) компенсируется развитием крупномасштабных движений 

с широким спектром пространствеиных размеров, включая каскадные про

цессы дробления турбулентных вихрей до значений, при которых происхо
дит диссипация механической энергии в тепло (Колесниченко, Маров, 1998; 
Marov, Kolesnichenko, 2001). На Венере динамические процессы переноса весь

ма эффективны, с чем связано известное явление атмосферной суперротации 

(4-суточной циркуляции) и образование громадных вихревых структур на по

люсах (Limaye и др. ,  1982; Marov, Grinspoon, 1998; Тitov и др. ,  2004). К сожале

нию, количественные оценки составляющих теплообмена в общем энергети

ческом бюджете атмосферы довольно ограничены, особенно в части, связан
ной с ролью планетарной динамики. 

Для расчетов радиационного переноса необходимо знание оптическиех 

свойств основных компонентов атмосферы, включая содержания малых при

месей, и их распределение по высоте. ИК-излучение поглощают практически 

все газы тропосферы Венеры. Как уже отмечалось, основной составляющей 

является углекислый газ, а азот, содержание которого не превышает 3%,  может 
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вносить некоторый вклад только при очень высоких давлениях за счет воз
никновения индуцированного дипольнаго момента, либо за счет образования 
одновременных переходов с трехатомными молекулами типа СО2• Значитель
но больший вклад вносят малые примеси в первую очередь водяной пар и 
серосодержащие соединения, хотя их относительное содержание (отношение 
смеси) составляет сотые и даже тысячные доли процента. По степени вклада 
в общую непрозрачность атмосферы Венеры, с учетом концентрации и харак
теристик инфракрасного спектра, эффективна следующая последовательность 
газов: СО2, Н20, S02, COS, СО, H2S, другими словами, наиболее важную 
роль, кроме СО2, играют Н20 и S02 (Марав и др. ,  1989Ь). Однако влияние 
этих газов на перенос теплового излучения определяется тем, попадают ли их 
полосы логлощения в те области ИК -спектра, где непрозрачность углекислой 
атмосферы сравнительно мала, тем самым перекрывая <<окна прозрачности» 
СО2. Заметим, что в гомогенной среде отношения смеси сохраняются посто
янными лишь для компонентов, не подверженных химическим или фазовым 
превращениям в рассматриваемом диапазоне температур. К последним как 
раз относятся водяной пар и двуокись серы, содержания которых изменяются 
с высотой, особенно в облачном слое. 

Оптические свойства СО2 определяются, в основном, рядом сильных коле
бательно-вращательных полос, а также нескольких более слабых полос, обра
зуемых за счет несимметричных изотопов. Значительное содержание СО2 на 
пути луча (порядка 109 атм · см) и высокая температура приводят к тому, что в 
области интенсивных полос атмосфера Венеры непрозрачна, и перенос излу
чения осуществляется между ними в упомянутых выше окнах прозрачности. 
Поглощение в них обусловлено далекими крьmьями сильных полос и слабы
ми полосами, попадающими в эти окна (Марав и др. ,  1989Ь). Сильное влияние 
оказывает также индуцированный спектр логлощения СО2 , полосы которого 
приходятся на участки, где при нормальных условиях логлощение отсутствует 
(за исключением слабых полос несимметричных изотопов молекулы СО2).  

Оптические свойства водяного пара также определяются рядом полос, 
из которых наибольшую интегральную интенсивность имеют полосы 6,3 и 
2, 7 мкм. Так как нелинейная молекула Н20 имеет, в отличие от молекулы 
СО2, постоянный дипольный момент, то в логлощении активна также враща
тельная полоса, расположенная в области спектра около 50 мкм. Несмотря на 
имеющиеся детальные расчеты интенсивности вращательных линий водяного 
пара и их полуширины, для условий атмосферы Венеры наиболее пригодны 
модели пропускания в относительно узких интервалах спектра. 

Вклад диоксида серы в оптические свойства атмосферы Венеры меньше 
вклада водяного пара, тем не менее его учет необходим. Подобно молекуле 
Н20, молекула S02 представляет собой асимметричный волчок, и несколь
ко ее наиболее характерных полос логлощения расположены в спектральном 
интервале от 3,5 до 1 9  микрон. К сожалению, имеющиеся данные о характе
ристиках вращательных линий мало пригодны для условий Венеры, и поэтому 
для расчета спектра пропускания S02, так же как для молекулы Н20, при
ходится вводить ряд допущений и использовать приближенный метод (Марав 
и др. ,  1989Ь; Marav, Grinspaan, 1998). 
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На характер теплообмена в атмосфере планеты сильно влияет также об
лачность, как это имеет место на Земле. Между тем, как показали расче
ты, в условиях большой непрозрачности молекулярной атмосферы Венеры, 
вкладом облачности в эффективный поток тепла вблизи поверхности и в 
нижней части тропосферы можно пренебречь. В то же время на больших 
высотах (в облачном слое и вблизи его нижней границы) ее учет необхо
дим. Расчет переноса излучения в облаках определяется свойствами аэро
золей, что представляет самостоятельную достаточно сложную задачу. При 
использовании имеющихся в настоящее время достаточно надежных данных 
о микрофизических свойствах трех мод облачных частиц в диапазоне разме
ров примерно от 1 до 8 мкм (Марав и др. ,  1976; Marov и др. ,  1980; Esposito 
и др. ,  1983; Grinspoon и др. ,  1993) такие расчеты позволяют уточнить про
фили тепловых потоков внутри облачного слоя. Альтернативным подходом 
служит параметризация оптических характеристик облаков, рассматриваемых 
как поверхность с определенной степенью отражения или теплового излуче
ния (<<степенью черноты>>). Этот параметр можно условно отнести к нижней 
границе облаков, расположенной на высоте 48-49 км. 

Как видим, моделирование переноса ИК-излучения в атмосфере Вене
ры, определяющего ее тепловой режим, сопряжено с большими трудностями 
прежде всего из-за недостаточно полных данных о непрозрачности среды в 
широком диапазоне изменения температуры и давления. Тем не менее разра
ботанные нами методы (Марав и Шари, 1973; Марав и др. ,  1984, 1985, 1989Ь) 
и сравнение результатов серии проведеиных расчетов с данными измерений 
и подходами других авторов (Pollack и др. ,  1980; Crisp, Titov, 1997) позволи
ли убедиться в приемлемой точности определения спектра логлощения для 
основных атмосферных компонентов в требуемом спектральном интервале. В 
последнее время, благодаря значительному повышению мощности вычисли
тельных средств, бьmи разработаны алгоритмы расчетов формфактора спек
тральной линии в полосах СО2 и на этой основе определены функции пропус
кания с учетом далеких крыльев полос, успешно использованные в расчетах 
теплового режима Венеры (Афанасенко, Родин, 2006) . Они не изменили, одна
ко, основных ранее сделанных нами выводов. 

Расчеты переноса теплового излучения в среднеширотной атмосфере Ве
неры проводились более чем в 500 интервалах длин волн с высоким спек
тральным разрешением. Приведем некоторые результаты этих расчетов, осно
вываясь на работах (Марав и др. ,  1984, 1985, 1989Ь), которые полностью со
хранили свое значение, поскольку содержат в своей основе единственно пока 
доступные данные прямых измерений на посадочных аппаратах «Венера» и 
«Пионер-Венера>>. 

Практически все равновесное излучение атмосферы при температуре по
верхности Ts = 735 К сосредоточено в ИК-области спектра от 1 ,5 до 1000 ми
крон, причем максимум интенсивности приходится на 4 микрона и смещается 
на 8,2 микрона у нижней границы облаков, при температуре 365 К. В рассмот
ренной спектральной области суммарный односторонний поток равновесного 
излучения составляет более 99,7% от полного. Как показали расчеты, в чи
сто углекислой атмосфере вынос тепловой энергии с поверхности и нижней 
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атмосферы оказывается очень большим, значительно превышающим в мак
симуме приток энергии к вращающейся планете от Солнца ( 1 5  ± 6 Втjм2 при 
солнечной постоянной Е = 2621 Втjм2 и А = 0,76 ± 0,01) ,  что противоречит 
физическому смыслу. Отсюда следует, что поглощение теплового излучения 
в подоблачной атмосфере Венеры определяется также другими, кроме СО2 , 
компонентами в первую очередь парами н2 о и so2 . 

На трех уровнях высот, отвечающих температурам 300 К, 500 К, и 700 К, 
бьmа исследована эффективность перекрытия окон прозрачности чисто угле
кислой атмосферы водяным паром при его относительных содержаниях 10-5 , 
10-4 и 10-3 и двуокисью серы при ее максимальном относительном содержа
нии 2 · 10-4, отвечающем данным измерений в пределах (0,4 - 2) · 10-4 (Bezard 
и др. ,  1993; Pollack и др. ,  1993; Jenkins и др. ,  2002) . Как и следовало ожидать, 
наличие паров Н20 особенно сильно влияет на степень непрозрачности ат
мосферы для уходящего теплового излучения. Вклад в суммарное поглощение 
малой примеси S02 существенно меньше, чем паров Н2 0. Особенно велика 
роль Н20 в увеличении поглощения в интервалах от 1 ,7 до 1 ,9 мкм; от 2,3 до 
2,7 мкм; от 2,9 до 3 ,8  мкм; от 4,9 до 9 , 1  мкм; и от 20 до 200 мкм. При этом 
влияние Н20 уменьшается с приближением к поверхности (см. рис. 1 .3 .3).  
Одновременно уменьшается влияние широтной зависимости физических па
раметров атмосферы на высотах ниже 33 км. 

Расчеты для влажной углекислой атмосферы Венеры позволили выявить 
пять основных спектральных интервалов, в которых происходит вынос тепло
вого потока даже при максимально возможном относительном содержании па
ров воды 0 , 1 % :  1 ,6- 1 ,92 мкм; 2,08-2,67 мкм; 2,86-4,00 мкм; 4,65-9,09 мкм; 
и 18 ,2- 1000 мкм. Пары воды существенно экранируют вынос энергии в 4-м и 
5-м окнах уже при относительном содержании 10-5 , в то время как на перенос 
излучения во 2-м и 3-м окнах такая концентрация Н20 еще практически не 
сказывается. Определяющий вклад в поток на высотах более 35 км при всех 
рассмотренных содержаниях Н20 до 5 · 10-3 дает 4-е окно. Этот вклад умень
шается к поверхности планеты и исчезает вблизи нее при содержании Н2 О 
� 10-3 . Максимальный вклад в суммарный поток в 5-м окне не превышает 5% 
во влажной атмосфере, а ниже 30 км практически отсутствует. Ниже 20 км 
потоки во 2-м и 3-м <<окнах» близки, а максимально различаются на высоте 
� 35  км. Уровень потоков в 1 -м окне уменьшается подобным образом с ростом 
содержания паров воды в атмосфере. Путем сравнения рассчитанных профи
лей суммарной тепловой радиации при разных отношениях смеси н2 о : со2 
с учетом неоднозначности измеренных значений Н20 (Оуата, 1980; Sиomi 
и др. ,  1980; Мороз и др. ,  1983) бьmи получены ограничения на предельное со
держание водяного пара в нижней атмосфере Венеры и его распределение по 
высоте (Маров и др. ,  1985; Marov и др. ,  1989) . 

Вклад диоксида серы в экранирование теплового потока сильно зависит от 
высоты. в нижних слоях, вплоть до высоты 20 км, влияние so2 на величину 
потока невелико. В то же время на высотах более 40 км поток уменьшается в 
несколько раз, приводя к более монотонной его зависимости от высоты. Это 
обусловлено тем, что основной вклад в неnрозрачность атмосферы вносят 
полосы so2 7,35 и 8,69 мкм, которые расположены в области индуцированной 
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Рис. 1.3.3. Моделирование теплового режима атмосферы Венеры. (а) Пример расчета непро
зрачности уrлекислой атмосферы Венеры в тепловом ИК-диапазоне спектра nри температуре 
500 К. Выделяются основные полосы потлощения и окна прозрачности, частично перекрывае
мые добавлением паров воды. (б) Потоки теплового излучения в нижней атмосфере для чисто 
уrлекнслой атмосферы и при различных относительных содержаниях водяного пара. (в) Вклад от
дельных nолос СО2 в перенос теплового излучения. (г) Сравнение расчетных nотоков суммарной 

радиации с измеренным:и на зондах косм:ическоrо аnпарата <<П:ионер-Венера>> 



§ 1 .3. Космические среды: примеры самоорганизации 85 

полосы со2 7,5 мкм, а поглощение в ней уменьшается с высотой пропорци
онально квадрату давления. Таким образом, непрозрачность слоя атмосферы 
0-20 км обусловлена в основном СО2 и Н20, а выше этого уровня значи
тельный вклад вносит so2 . 

Как видим, результаты моделирования отличаются достаточно высокой 
точностью. И тем не менее они позволяют сделать в основном только ка
чественные выводы о характере теплообмена на Венере. Причиной являют
ся остающиеся неопределенности в оценках непрозрачности углекислой ат
мосферы с примесями малых компонентов в широком диапазоне парциаль
ных давлений и температур, оптические свойства облачного аэрозоля. Даже 
в пределах погрешностей � 1 0-20% можно по-разному истолковать приро
ду дисбаланса расчетных тепловых потоков с измеренным высотным ходом 
приходящей солнечной радиации в средней тропосфере. Не прояснили ситу
ацию и данные радиометрических измерений тепловых потоков на большом 
и трех малых зондах <<Пионер-Венера>> из-за больших ошибок бортовых ра
диометров (Revercomb и др. ,  1985). Вместе с тем, они не обнаружили заметных 
отличий в высотных профилях тепловых потоков, измеренных на дневном 
и ночном зондах, что представляется довольно очевидным, если учесть гро
мадное теплосодержание атмосферы Венеры и незначительные теплопотери в 
течение ночи (Кузьмин, Марав, 1974) . В то же время оказалось, что тепловой 
поток, измеренный на высокоширотном зонде, выше, чем на экваториаль
ном. Это позволяет предположить наличие широтной зависимости в тепло
переносе, обусловленной различиями непрозрачности атмосферы, а именно, 
что высокоширотная атмосфера существенно суше, чем низко- и среднеши
ротная. Справедливость этого вывода подкрепляется выявленным по данным 
микроволнового зондирования атмосферы Венеры значительным широтным 
ходом высотных профилей температуры (Кliore, Patel, 1980). Возможно, на 
профиль теплового потока вблизи нижней границы облаков оказывает влия
ние диоксид серы, содержание которого в полярных областях примерно вдвое 
меньше по сравнению с экваториальными (Jenkins и др. ,  2002) . 

Для суждения о специфике радиационного теплообмена и роли атмосфер
ной динамики важно сопоставить высотные профили солнечной и тепловой 
радиации, каждый из которых представляет собой разность нисходящего и 
восходящего потоков. По-видимому, на Венере очевидное различие в вели
чине притока тепла от Солнца к экватору и полюсам не скомпенсировано ухо
дящим радиационным тепловым потоком из-за изменения содержания Н20 
и S02 в зависимости от широты. Другими словами, на низких широтах, при 
большем притоке солнечной радиации, потери тепла меньше, а в высоких ши
ротах ситуация обратная. Если принять во внимание, что суточные вариации 
теплового режима нижней атмосферы малы, то объяснение этого феномена 
можно найти в механизме планетарной циркуляции, за счет которой происхо
дит перераспределение тепла и, соответственно, дополнительный нагрев или 
охлаждение нижней атмосферы. 

Кроме этого, сопоставляя данные измерений солнечного излучения и ухо
дящей тепловой радиации с результатами модельных расчетов, легко убедить
ся в том, что в подоблачной атмосфере широтный градиент ИК -охлаждения 
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существенно превышает широтный градиент солнечного нагрева на тех же 
высотах. Данное обстоятельство может служить важным энергетическим фак
тором механизма планетарной циркуляции, отличительной особенностью ко
торой является глобальная суперротация атмосферы Венеры. Действительно, 
лучистый теплоперенос отражает характер теплообмена между экватором и 
полюсами, с образованием ячеек типа Хедли и восходящими движениями у 
экватора (Rossow и др. ,  1980; Limaye и др. ,  1982; Schиbert и др. ,  1983). В этом 
случае значительный вынос тепла на высоких широтах может быть обусловлен 
существованием нисходящих движений атмосферного газа, сопровождаемых 
обратными течениями в нижних слоях атмосферы в меридиональном направ
лении. С этим же механизмом должно быть связано возникновение супер
ротации и образование вихрей у полюсов при общем сохранении углового 
момента для атмосферной циркуляции. 

Вернемся теперь к вопросу, с которого мы начали обсуждение проблемы 
формирования теплового режима: почему Венера пошла по иному, чем Земля, 
эволюционному пути? 

Основываясь на существующих Представлениях (см.,  например, Маров, 
1986; Marov, Grinspoon, 1998), Земля находится в сравнительно узкой зоне око
лосолнечного пространства, где возможно развитие благоприятных (с точки 
зрения существования жизни) климатических условий. Ее внутренняя гра
ница находится всего лишь на 1 0- 1 5  млн км ближе к Солнцу, а внешняя 
доходит примерно до орбиты Марса. Орбита Венеры оказывается вне этой 
зоны, на расстоянии, почти втрое превышающем критическое значение. Дру
гими словами, если переместить Землю на место Венеры, она, по-видимому, 
эволюционировала бы по венернанекому сценарию. 

Действительно, если допустить, что nервоначальное альбедо Земли опре
делялось целиком nоверхностью и соответствовало лунному (А = 0,07), то при 
современном уровне светимости Солнца ее равновесная темnература не пре
высила бы 275 К. При такой темnературе и при достижении сравнительно 
небольтого давления ( � 0,005 атм) Земля могла сохранить свою воду, которая 
сосредотачивалась в первичных водоемах и атмосфере. В свою очередь, уг
лекислый газ аккумулировался в земной гидросфере и карбонатах осадочных 
пород, за счет связывания с окислами металлов, входящих в состав океаниче
ской коры и верхней мантии (с образованием водных силикатов), и биоген
ным nутем, за счет отложений известковых скелетов морских организмов. 

Следует отметить, что если исходить из среднегодового баланса солнечной 
радиации, поrлощаемой земной поверхностью и излучаемой Землей тепловой 
(болометрической) радиации при nониженной светимости молодого Солнца, 
то эффективная температура оказывается 255 К, что ниже точки замерзания 
даже соленой воды. Нужно, следовательно, предположить, что парниковый 
эффект вносил заметный вклад уже на самых ранних этапах эволюции земной 
атмосферы, имевшей, вероятнее всего, восстановительный характер. Средняя 
же температура у земной поверхности в современную эпоху благодаря пар
никовому эффекту составляет 288 К (Mitchel, 1989) . Возможно, аналогичная 
ситуация бьша на раннем Марсе, если принять гипотезу его начального бла
гоприятного климата; в противном случае, Марс не смог бы удержать на 
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поверхности жидкую воду, поскольку его равновесная температура не превы

шает 220 К. 
Для Венеры, при той же постулируемой величине начального альбедо, рав

новесная температура оказывается не менее 325 К, что вплоть до давления 

0, 2 атм выше точки кипения воды (Марав, 1986). Таким образом, чтобы со

хранить на поверхности воду, Венера должна бьша обладать почти на два 

порядка более плотной первоначальной атмосферой по сравнению с Землей, 

что при одинаковых скоростях дегазации мантийного вещества и диссипа
ции атмосферы в окружающее пространство маловероятно. Скорее следует 

допустить, что в атмосфере постепенно накапливалась углекислота вместе с 

парами воды. Это, в свою очередь, способствовало дальнейшему росту тем

пературы поверхности за счет парникового эффекта и переводу все больших 
количеств СО2 и Н2 0 в атмосферу, вплоть до некоторого равновесного со
стояния, характеризуемого определенными соотношениями между минераль

ными фазами и летучими на поверхности, важнейшим из которых является 

карбонатно-силикатное взаимодействие в верхнем слое коры планеты. 

Другими словами, могло произойти то, что характерно для системы с поло
жительной обратной связью, когда система неустойчива, и начальное возму

щение не подавляется, а, наоборот, усиливается, причем достаточно быстро. 
Не случайно поэтому такое развитие событий на Венере получило название 

необратимого (runaway) парникового эффекта, приведшего в конечном итоге 

к столь высокой поверхностной температуре. При такой темnературе угле
кислота оказалась не связанной в карбонатах осадочных пород, как на Земле 

(и, вероятно, на Марсе), а вся вьщелилась в атмосферу, создав столь высокое 

давление (Виноградов, Волков, 1971). По существующим оценкам, количество 
углекислоты, заnертой в осадочном чехле Земли, сравнимо с содержанием 

СО2 в атмосфере Венеры, и при неблагаприятном сценарии разогрева Земли 

нельзя исключить, что может произойти разложение карбонатов и, соответ

ственно, резкое повышение атмосферного давления. 

Если вопрос об обилии углекислоты на Венере находит объяснение в рам
ках достаточно простой равновесной модели (хотя реальные геохимические 

процессы с участием серосодержащих и других соединений имеют более слож
ный характер),  то понять ситуацию с водой значительно труднее. При допуще

нии о «геохимическом подобии» процессов эволюции с участием эндогенных 

и экзогенных процессов объем летучих и, соответственно, запасы воды на 

Венере должны были бы соответствовать объему земной гидросферы, кото

рый составляет примерно 1 370 млн км3 , или свыше 1 ,37 · 1024 г. Между тем, 
на поверхности Венеры, при температуре выше критической (647 К), вода не 

сохраняется, что остается справедливым и для водных растворов (рассолов) , 
имеющих несколько более высокую критическую температуру (675-700 К). 
Что же касается атмосферы, то при среднем относительном содержании во

дяного пара (5 · I0-4) количество воды в ней не превышает 3,5 · 1020 г. Это 

значительно превышает общее содержание воды в земной атмосфере, но по
чти на четыре порядка меньше запасов воды в гидросфере. 

Таким образом, ключевым в проблеме эволюции Венеры и ее атмосферы 

остается вопрос о том, бьша ли на Венере вода и в каких количествах, и если 
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да, то когда и как произошла ее потеря. Вполне обоснованной представляет
ся аргументация, что Земля и Венера получили примерно одинаковый запас 
летучих, в том числе воды, вследствие как дегазации из мантии, сопровождав
шей процесс дифференциации недр, так и гетерогенной аккреции вследствие 
миграции планетезималей из зоны формирования планет-гигантов и их выпа
дения на поверхности внутренних планет в виде комет и астероидов (Marov, 
lpatov, 2001) , о чем будет сказано ниже. В этом случае можно ожидать, что 
Венера обладала в начальной фазе эволюции океаном, по объему сопостави
мым с земным, и в дальнейшем произошла его потеря. Подкреплением такой 
концепции служит измеренное в атмосфере Венеры отношение дейтерия к 
водороду, которое оказалось на два порядка больше, чем в атмосфере Зем
ли (Donahиe и др. ,  1982). Объяснить столь высокую обогащенность можно за 
счет эффективного теплового убегания более легкого изотопа водорода при 
испарении первичного океана и диссоциации молекул воды солнечным уль
трафиолетом. Однако сам механизм потери океана, требующий эвакуации из 
атмосферы огромных масс водорода и связывания поверхностными породами 
высвобождающегося кислорода, встречается с большими трудностями. 

Сушествует и иная точка зрения, согласно которой Венера первоначально 
сформировалась как «сухая>> планета, однако и в этом случае предполагается 
важная роль привноса летучих за счет вещества комет и углистых хондритов. 
В данном сценарии содержание воды практически не менялось на протяже
нии всей геологической истории Венеры, оставаясь примерно на современном 
уровне, а эффективности гетерогенной аккреции и механизма диссипации во
дорода из атмосферы бьши сушественно меньше. Заметим, что в этом случае 
также удается воспроизвести наблюдаемую обогащенность венериалекой ат
мосферы дейтерием при разделении изотопов в процессе их диссипации из 
атмосферы (Donahиe и др. ,  1997; Marov, Grinspoon, 1998). 

Как видим, в настоящее время, в силу ограниченных возможностей под
крепления моделей экспериментальными данными, ответить на вопрос о том, 
бьш ли на Венере первичный океан и, тем самым, сделать выбор между рас
смотренными сценариями ее эволюции, затруднительно. Оба сценария по 
сушеству приводят к развитию необратимого парникового эффекта и совре
менным климатическим условиям. Вместе с тем, нельзя исключить, что на 
самых ранних этапах эволюции Венера обладала более умеренным климатом. 
К этому приводят представления о возможности сушествования вместо по
ложительной обратной связи, усиливающей парниконый эффект, отрицатель
ной обратной связи, стабилизирующей некоторое равновесное состояние. По
следняsr может быть обусловлена характером атмосферно-литосфернаго взаи
модействия, контролируемого карбонатно-силикатным циклом (Kasting и др. ,  
1988) , и в принципе могла сушествовать на Венере в определенный период, до 
повышения светимости Солнца на 20% (при его переходе на Главную последо
вательность диаграммы Герцшпрунга-Рассела) и до достижения некоторого 
порога влажности атмосферы. Сам механизм получил название <<влажного>> 
парникового эффекта. Как показали расчеты, переход от влажного к леобра
тимому парниковому эффекту мог бы не случиться, если бы повышение аль
бедо планеты до его современного значения произошло раньше повышения 
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светимости Солнца и, тем самым, скомпенсировало увеличение притока сол
нечной энергии. Тогда, возможно, Венера обладала бы влажной углекислой 

атмосферой с давлением у поверхности в несколько атмосфер и темпертурой 
менее ста градусов Цельсия. Такая планета могла бы оказаться пригодной для 

возникновения на ней примитинных форм жизни. 

Данное рассмотрение вновь приводит нас к мысли о том, что в эволюции 

Венеры существовал некоторый спектр возможностей, содержавших как де
терминированную, так и стохастическую составляющие, что в конечном ито

ге привело к сценарию необратимого парникового эффекта. В совокупности 

случайных процессов, приведших к бифуркации системы из первоначального 

к существующему состоянию, можно вьщелить последовательность, начиная 
от аккумуляции планеты на определенном расстоянии от Солнца, ориента

цию оси вращения в пространстве, разложение карбонатов и потерю воды, 

сохранение в атмосфере малых компонентов, поддерживаемых вулканической 
деятельностью и обеспечивающих ее высокую непрозрачность, круговорот се

росодержащих и галогенов между поверхностью, атмосферой и облаками, ха

рактер геологической эволюции и литосферно-атмосферного взаимодействия, 

формирование специфических черт планетарной циркуляции. Можно думать, 

что при отсутствии или нарушении какой-либо из перечисленных компонент 
данная нелинейлая диссипативная система перешла бы в иное устойчивое 

состояние с отличными от нынешних природными условиями. 
К сожалению, современное состояние Венеры представляется более устой

чивым, чем климатическое состояние Земли, с чем, с одной стороны, небез

основательно связаны опасения за последствия неблагоприятных воздействий 

человечества на окружающую природную среду, а с другой - сомнительная, 
но, тем не менее, обсуждаемая в литературе (см. ,  например, Dyson, 1989; 
Pollack, Sagan, 1991; Gil/ett, 1991) возможность предпринять в далеком будущем 

попытку изменения климата (терраформинг) Венеры. В этой связи уместно 
вспомнить приведеиное И. Пригожиным в книге «Конец определенности» 

(200 1)  высказывание Нобелевского лауреата А. Бергсона, что человеческое 
существование состоит из «непрерывного сотворения непредсказуемой инно

вации>>. Другими словами, это - пример неравновесной ситуации, в которой 

могут возникать диссипативные структуры и новый уровень самоорганизации. 

Марс 
С точки зрения эволюции Марс является антиподом Венеры и представля

ет собой другую противоположность Земле, хотя по своим природным свой

ствам более похож на нее и, возможно, бьm близким аналогом Земли на 

ранних этапах эволюции. Наиболее актуальные задачи, которые стоят сейчас 
перед исследователями Марса, включают изучение кратковременных и долго

периодических вариаций климата, геологический и химический состав пород, 

образующих поверхностный слой коры планеты, сезонные циклы содержания 

в атмосфере воды и углекислоты, поиск распределения различных форм воды 
как на глубине, так и в приповерхностном слое - жидкой, связанной и водя

ного льда. Вообще, с проблемой воды в геологическом прошлом и настоящем 



90 Глава 1 .  Турбулентный хаос и самоорганизация в космических и природных средах 

Марса связано построение различных климатических, геологических и эво
люционных моделей этой планеты и наличие возможных следов примитивных 
форм существующей или палеожизни. 

В нашу задачу, естественно, не входит рассмотрение многочисленных ас
пектов природы Марса, в исследованиях которого за последние десятиле
тия достигнут громадный прогресс. Этому способствовали в первую очередь 
успешные полеты орбитальных космических аппаратов <<Марс Рекаинейсане 
Орбитер», <<Марс Глобал Сорвейор>>, «Марс Одиссей>>, «Марс Экспресс>>, «Фе
никс>>, работа на поверхности марсохадов «Спирит» и <<ОппортьюнитИ>>, обзор 
результатов которых и развитых модельных подходов потребовал бы значи
тельного расширения списка литературы. Поэтому мы ограничимся ссьшкой 
на ряд обзоров и монографий (см. ,  например, Кieffer и др. ,  1992; Carr, 1981; 
1996; 1999; 2000; Jakosky, Jones, 1997; Fanale, 1999; Hartmann, 2003; Hartmann, 
Nеиkит, 2001),  где можно найти необходимые первоисточники. Для нас пер
востепенный интерес представляет обсуждение проблемы эволюции Марса 
как открытой нелинейной диссипативной системы, с учетом влияния отдель
ных факторов или их совокупности на переход к устойчивому состоянию 
природной среды. 

Необходимо, в частности, ответить на вопрос о том, какие механизмы 
могли оказать критическое воздействие на те природные условия, которые 
nредположительно бьши на Марсе в раннюю эпоху, что подкрепляется сохра
нившимися на поверхности морфологическими особенностями. Они свиде
тельствуют о наличии nотоков жидкой воды на поверхности при значительно 
более плотной атмосфере и, следовательно, гораздо более благоприятном кли
мате. Если такие условия действительно существовали, то природу современ
ного сухого (содержание Н20 в атмосфере не превышает 10 мкм осажденной 
воды) и холодного (средняя температура 2 1 0  К) Марса нельзя объяснить тем, 
что он расположен на 0,5 а. е. дальше от Солнца, чем Земля, а скорее следует 
связать с его размером, который nримерно вдвое меньше земного. Соответ
ственно, масса Марса nочти на порядок меньше, чем у Земли, и это долж
но бьшо привести к раннему исчерпанию радиогенных изотопов, что оказало 
сильное влияние на геологию и коллапс атмосферы. В отличие от Венеры, со
хранившаяся тонкая углекислая атмосфера Марса (95 объемных % СО2 , 2,7% 
N2 и 1 ,6% Ar) со средним давлением у поверхности 6, 1 мбар (в 1 60 раз меньше 
земного) не создает сколь-нибудь заметного парникового эффекта, и сезонно
суточные вариации темnературы превышают сто пятьдесят градусов, от +20°С 
в некоторых районах у экватора до - 1 30°С на зимней полярной шапке, где 
конденсируется сухой лед СО2• Однако древняя атмосфера, сопоставимая по 
плотности с земной, вnолне могла обеспечить достаточно высокую поверх
ностную температуру, способную удерживать жидкую воду и даже ее круго
ворот между поверхностью и атмосферой (Sqиyres, Kasting, 1994; Carr, 1999) . 
Интересно, что современная разреженная атмосфера повышает температуру у 
nоверхности за счет nарникового эффекта всего на 4 К, а его климатические 
условия подвержены сезонным вариациям (Родин, Уилсон, 2006). 

Современный Марс - это холодный пустынный мир с обилием кратеров, 
системами горных хребтов, плато, плоскогорий и долин, сохранивший следы 
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палеомагнитного поля, развитого вулканизма, разрушенных изверженных по
род, влияния на поверхностные ландшафты атмосферной динамики (рис. Ц.б,  
Ц.7) .  Несомненно, что поверхность и атмосфера Марса изменялись на протя
жении его геологической истории в результате интенсивной ударной бомбар
дировки, вулканических, тектонических и эрозионных процессов. Тектоника, 
вероятно, оказала влияние на эволюцию древнего Марса (Anderson и др. ,  2001). 
С тектоническими и вулканическими процессами следует связать появление 
на рубеже 3,9-3,8 млрд лет назад гидрологического цикла и атмосферы вто
ричного происхождения Под действием гидрологических и гляциологических 
процессов вместе с атмосферным выветриванием сильно эродировали кра
теры и подвершись модификации марсианские ландшафты. Степень эрозии 
кратеров свидетельствует, в частности, о том, что она произошла в услови
ях плотной атмосферы, - современная атмосфера не могла бы оказать тако
го разрушительного воздействия. Сильнее всего их разрушали процессы вы
ветривания (weathering) с участием ветра и воды и происходило это свыше 
3,5 млрд лет тому назад, до катастрофического коллапса атмосферы, так что 
самые старые кратеры практически стерты с лица Марса (Brain, Jakosky, 1998; 
Golombek, Bridges, 2000). 

Громадные наслоения пьmе-песчанного материала скрыли многие первоначаль
ные структуры, в том числе большие отложения подповерхностного льда, об
разовавшиеся после изменения климата (Mangold, Allemand, 2001; Mellon et а/. , 
2004). Наличие таких отложений на примерно метровой глубине, преимуше
ственно на высоких широтах, подверженных сезонным вариациям, подтвер
ждено измерениями путем нейтронной спектрометрии при мониторинге с 
орбиты спутника «Марс Одиссей>> (Митрофанов и др. ,  2004; Litvak et al. , 2006; 
Tokano, 2005; Кузьмин и др. ,  2007) . Содержание льда в каменистых породах по 
массе достигает 50%. Формирование отдельных деталей рельефа, особенно 
расположенных на склонах, происходило, по-видимому, с участием пото
ков воды, а на ряде поверхностных структур обнаруживаются особенности, 
которые заманчиво связать с периодическими просачиваниями (seepage) под
поверхностной воды в недавнем прошлом, см. рис. Ц.8 (Malin, Edgett, 2000) . С 
большой вероятностью можно ожидать, что еще более значительные запасы 
воды в виде ледяных линз и прослоев сохранились на глубине в сотни метров 
и нельзя исключить, что вследствие аккумуляции тепла за счет внутреннего 
теплового потока (при крайне низкой теплопроводности льда) у нижней 
поверхности подтаивающей линзы может находиться жидкая вода (Марав, 
1986; Clifford, Parker, 2001) или, что еще более вероятно, резервуары рассолов. 

О том, что вода бороздила поверхность Марса в течение нескольких 
сот миллионов лет его истории (вероятно, в период приблизительно от 3,8 
до 3 ,5  млрд лет тому назад) свидетельствуют многие признаки, являющиеся 
неотъемлемой чертой марсианской геологии. Прежде всего это системы до
лин и промоины, напоминающие русла высохших рек с многочисленными 
притоками, тянушимися на многие сотни километров, некоторые из которых 
можно связать с бурными водными потоками, образующимися из-за таяния 
подповерхностного льда при обнажении ледяных линз, или уподобить дви
жениям антарктических ледников (Gиlick, 2001; Lиcchitta, 2001) .  Примером 
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таких образований служит район к северу от Элизиума, где через разломы 
в марсианской коре на поверхность могла выходить вода. В свою очередь, 
в областях древней тектонической активности обнаруживаются эродирован
ные следы потоков на склонах, которые могли быть вызваны выпадением 
обильных дождей и даже селями и где на общем хаотическом фоне рельефа 
сформировались отдельные упорядоченности (рис. Ц.9). 

Между тем, обнаружены и более молодые промоины на внутренних скло
нах ударных кратеров или на стенках глубоких ложбин, в основном на их 
южной стороне, возраст которых оценивается не миллиардами, а миллиона
ми лет. Возможно, эти черты рельефа связаны с периодическими изменени
ями наклона оси вращения Марса в пределах от 1 5° до 35° на временной 
шкале � 10 млн лет, обусловленными, главным образом, влиянием мощно
го гравитационного поля Юпитера. На еще больших временных интервалах 
возмущения могут приобретать хаотический характер, так что наклон оси 
вращения изменяется от О до 60° . Это создает предпосьшки для грандиоз
ных изменений климата вследствие изменения инсоляции на полюсах и ин
тенсивности перехода летучих в атмосферу из полярных шапок, состоящих 
из водяного льда вместе с отложениями в зимнем полушарии углекислоты, 
реголита и пермофроста ( Ward и др. ,  1974; Ward, Rиdy, 1991; Phil/ips и др. ,  
2001). Рельеф высокоширотных областей не противоречит такой возможно
сти. Обнаружено, в частности, что поверхность между полюсами и экватором 
перекрыта осадочными породами толщиной 4-6 км на севере и 1 -2 км на 
юге, а сама поверхность изрезана обрывами и трещинами, которые как бы 
закручиваются вокруг полюсов. Сам осадочный чехол имеет слоистую струк
туру, что подкрепляет предположение о периодических изменениях климата. 
Наконец, ряд морфологических особенностей можно связать с появлением на 
поверхности жидкой воды значительно позднее 3,5 млрд лет, что требует на
личия парникового эффекта в значительно более плотной, чем современная, 
атмосфере. Убедительным примером служит обнаружение на снимке, полу
ченном космическим аппаратом <<Марс Экспресс>> внутри одного из кратеров 
большого ледяного озера (рис. Ц.lО).  

Структуры рельефа в северных районах Марса, по данным наблюдений 
со спутника <<Марс Глобал Сорвейер>> ,  напоминают береговые линии древ
него океана, ограничивающие области постоянной высоты поверхности, что 
можно объяснить равномерным осадканакоплением в больших объемах воды 
на северных равнинах Марса. По оценкам геологов, общая средняя глуби
на океана могла достигать 0,5 км (Carr, 1999; Head и др. ,  1999; Ivanov, Head, 
2001; Malin, Edgett, 2001) и, видимо, это значение ограничивает максималь
ные запасы воды, которая могла бы сохраниться на Марсе, за вычетом по
терь (� 30%) вследствие аэрономических процессов, как показали расчеты 
нетеплового убегания атомов водорода и кислорода из атмосферы планеты, 
рис. 1 . 3.4 (Крестьянникова, Шематович, 2006; Шематович и др. ,  2007) . Под
тверждением существования древнего океана на Марсе служит обнаружение 
при помощи марсохода «Оппортьюнити» на плато Мердиани слоистых пород 
осадочного происхождения (аналогичных осадочным породам на океаниче
ском ложе Земли) с высокой концентрацией солей хлора и брома (рис. Ц.l l ) .  
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Эти отложения можно действительно ассоциировать с береговой линией древ
него океана, где на мелководье происходили циклические процессы испаре
ния и/или вымерзания, оставившие после себя слоистые осадочные породы, 
богатые солями хлора и брома (Squyres et al. , 2004; Rieder et а/. , 2004) . 

Маловероятно, однако, что вода в океане и реках могла появляться на 
поверхности в периоды сравнительно кратковременных климатических по
теплений. Об этом свидетельствует возраст кратеров, соседствующих с этими 
формами рельефа, которые, вероятнее всего, относятся к первым миллиар
дам лет эволюции nланеты (Hartmann, Berman, 2000) . В то же время с этими 
Представлениями трудно согласовать приведеиные выше данные о слоистой 
структуре осадочных пород в средних широтах, так что определенные про
тиворечия сохраняются. Более того, они никак не исключают эпизодическую 
гидрологическую активность на современном Марсе, равно как и сохранив
шийся остаточный вулканизм. Разрешению этих противоречий могут помочь 
результаты морфологического и минералогического картирования nоверхно
сти Марса со спутника <<Марс Экспресс>> (Bibring et а/. , 2005) . 
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Рис. 1.3.4. (а) Модель потери воды из атмосферы Марса посредством аэрономических процессов, 
за счет которых Марс мог потерять за геологическое время примерно треть своего древнего 

океана. (б) Механизмы диссипации из атмосферы водорода и кислорода, основным из которых 
является образование сверхтепловых атомов кислорода, обладающих энергией, достаточной для 
убегания с Марса. (в) Рассчитанные потоки и плотность сверхтепловых атомов кислорода в 

верхней атмосфере Марса как следствие механизмов фотолиза молекул воды и дезактивации 

возбужденных атомов О 
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Если принять гипотезу о благоприятном климате древнего Марса, то 
немедленно возникает принципиальный вопрос: сформировались ли его со
временные природные условия в результате долгой и сложной эволюции, или 
же эти изменения в геологическом масштабе времен произошли, по-суrnеству, 
внезапно. На стандартную модель тепловой эволюции определенные огра
ничения накладывает состав SNС-метеоритов, в частности, отношение D/H, 
происхождение которых связывается с Марсом (McSween, 1994; Watson и др. ,  
1994; Mathew, Marti, 2001; см. также Carr, 1996). Модель предполагает вы
деление железо-сульфидного ядра вскоре после завершения аккумуляции, 
дифференциацию слагающего вещества на оболочки (хотя и менее полную, 
чем у Земли), конвективный теплоперенос в мантии, обеспечивший ранний 
вулканизм, и генерацию магнитного поля за счет динамо в ядре, пока оно 
сохранялось жидким (Zиber и др. ,  2000; Zharkov, Gиdkova, 2005). Между тем, 
не удается ответить на вопрос о том, сформировался ли Марс, подобно 
другим планетам земной группы, из наиболее древнего первичного веще
ства, из которого состоят метеориты хондритового состава и, в частности, 
соответствует ли отношение содержаний в нем железа и кремния земному, 
равному 1 ,7 (McSween, 1999) . Если окажется, что состав Марса отличается 
от хондритовой модели, для чего есть определенные основания, то это будет 
иметь принципиальное значение для космогонии Солнечной системы. Отго
лоском суrnествования у Марса магнитного поля служат зарегистрированные 
в древних поверхностных породах южного полушария магнитные аномалии 
(палеомагнетизм). Эти районы обогащены гематитом, что, в свою очередь, 
подтверждает наличие подповерхностного л�а (Асипа и др. , 1999; Christensen 
и др. ,  2000) . Энергетическими источниками, очевидно, служили диссипа
ция тепла при аккрециии и дифференциации вместе с теплом, выделяемым 
при распаде долгоживуШик радиоактивных изотопов в недрах. Вулканизм 
прекратился в связи с начавшимел остыванием Марса из-за ограниченного 
запаса радиогенных изотопов на планете относительно небольшой массы, 
что, вероятно, способствовало редукции атмосферы. 

Такая модель представляется нам достаточно обоснованной. Вместе с тем, 
вьщвинута гипотеза, согласно которой вулканизм на Марсе появился в ре
зультате его соударения с крупным астероидом, образовавшим котловину Эл
лада поперечником около 2000 км в районе, антиподальном возвышенности 
Фарсида, на которой как раз находятся крупнейшие в Солнечной системе щи
товые вулканы высотой до 26 км . Другими словами, выходы магматических 
пород через молодую марсианскую кору бьши инициированы таким катастро
фическим событием, а это, свою очередь, привело к радикальному изменению 
рельефа северного полушария и, возможно, внесло свой вклад в образование 
атмосферы. С другой, более поздней, глобальной катастрофой, также вызван
ной столкновением с крупным астероидом, связывают потерю атмосферы и 
переход Марса от сходного с Землей эволюционного пути приблизительно в 
первый миллиард лет на развитие по совершенно иному сценарию. Следует 
признать, что обе эти гипотезы носят в значительной степени умозрительный 
характер, хотя исключать возможность катастрофических событий, конечно, 
нельзя. 
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Вместе с тем, и без привлечения подобных событий отличная от Венеры и 
Земли эволюция Марса бьmа, вероятно, предопределена его формированием 
в кольцевом сгущении турбулентного газопьmевого диска ближе к Юпитеру, 
где меньше величина солнечной постоянной, и довольно большим экцентри
ситетом орбиты, подвергающейся коротко- и долгопериодическим вариаци
ям из-за влияния Юпитера. К этому следует добавить отсутствие у Марса 
крупного спутника типа Луны, способного застабилизировать положение оси 
вращения в пространстве (два небольших астероидаподобных спутника Мар
са Фобос и Деймос не способны выполнить эту роль). Наконец, свой вклад 
могла внести большая эффективность ударной бомбардировки в окрестности 
Юпитера и сравнительно слабое гравитационное поле Марса, ограничившее 
возможность удержания плотной атмосферы. Другими словами, все эти фак
торы создают предпосьmки для меньшей степени устойчивости системы и ее 
большей уязвимости для внешних воздействий.  Под влиянием таких воздей
ствий, которые, несомненно, играли важную роль в истории Марса, могла 
существело легче происходить последовательность бифуркаций системы, ас
социируемой с совокупностью природных комплексов на определенном этапе 
эволюции и их переходом в новое состояние. 

Планеты-гиганты и спутники 

В отличие от планет земной группы, которые сформировались вблизи 
Солнца из тяжелой высокотемпературной фракции исходного материала про
топланетного облака, планеты-гиганты - Юпитер, Сатурн, Уран и Нептун 
аккумулировали значительно более легкие элементы, отвечающие космиче
ской распространенности элементов. Соответственно, Юпитер и Сатурн со
стоят в основном из наиболее обильных водорода и гелия, то есть их состав 
близок к солнечному. Только очень массивные планеты бьmи способны ак
крецировать эти легкие газы из протопланетного облака и удержать их в своем 
составе - согласно существующим оценкам ( Wetherill, Steward, 1989; Lissaиer, 
1993) такому сценарию соответствует пороговое значение массы М >  10МЕ . 
По доступному измерениям химическому составу атмосферы можно судить 
как о составе недр, так и о составе материала протопланетного диска. Вместе 
с тем, атмосферы планет-гигантов обогащены более тяжелыми элементами, 
в частности углеродом, содержание которого на Юпитере втрое, а на Уране 
и Нептуне даже в 30 раз, превышает солнечное, что возможно объясняется 
бомбардировкой планетезималями, продолжавшейся в течение длительного 
времени после завершения основной фазы аккреции (Owen и др. ,  1999; Atreya 
и др. ,  2003) . 

При очень низких температурах в областях Солнечной системы между 1 О и 
30 а. е. наиболее эффективно конденсировались водородсодержащие соедине
ния - вода, аммиак, метан («льды>>), которые в различных соотношениях во
шли, главным образом, в состав Урана и Нептуна. Еще более тяжелые элемен
ты и соединения сосредоточились только в ядрах планет-гигантов, на которые 
происходила аккреция более легких элементов и соединений (рис. Ц.З,  б) . 
У Юпитера и Сатурна они составляют относительно небольшую долю мае-
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сы планеты, всего от 3 до 15%,  достигая 60-80% у Урана и Нептуна, что, 
по-видимому, объясняется меньшим содержанием первичных газов в этой 
области диска на более поздней стадии формирования этих планет. Предпо
лагают, что примерно аналогичное соотношение тяжелой и легкой фракции 
элементов содержит недавно открытая вресолнечная планета HD 149026Ь, со
поставимая по размерам с Сатурном (см. Lissauer, 2007) . В целом же планеты
гиганты являются газоножидкими и ледяными телами малой средней плотно
сти, несмотря на огромное давление в недрах, не имеющими твердой поверх
ности, а атмосферой можно называть продолжение их недр, т. е. наружный 
слой верхней мантии. О свойствах динамики атмосфер специально говорится 
в разделе 1 .3 .4. 

Заметим, что Юпитеру, масса которого � 0, 1 %  М8 , не хватило всего двух
трех порядков, чтобы могли начаться термоядерные реакции, соответствен
но, в водородно-дейтериевом (М = 0 , 1 1 М8) и водородно-гелиевом (М = 0,8М8) 
циклах. Можно поэтому думать, что Юпитер занимает позицию у нижней 
границы звездной эволюции, находясь вблизи коричневых карликов [см. раз
дел 1 .3.6]. 

У всех планет-гигантов есть спутники и кольца. Благодаря громадному 
прогрессу методов и техники наблюдений наземной астрономии число откры
тых за последние годы спутников возросло в несколько раз, и в настоящее 
время известно 1 62 спутника: 62 у Юпитера, 60 у Сатурна, 27 у Урана и 1 3  
у Нептуна (Вашковьяк, Тесленко, 2008) . Размеры большинства спутников не 
превышают десятков и сотен километров, но некоторые сопоставимы с Лу
ной и даже Меркурием. Тем не менее отношение суммарной массы спутников 
к массе планеты не более 0,0 1 % .  В отличие от самой планеты, ее спутники 
являются твердыми телами, обладающими поверхностью, хотя их относитель
но низкие средние массы свидетельствуют о значительной доли в их составе 
льдов, прежде всего водяного льда. Очевидно, большинство крупных спутни
ков сформировалось из вещества того же диска, что и сама планета, и гораз
до ближе к ней, увеличив в дальнейшем свои радиальные расстояния за счет 
приливных взаимодействий с планетой. В то же время спутники, находящие
ел значительно дальше от планеты, преимущественно являются захваченными 
астероидами и ядрами комет. Сама система спутников вокруг каждой из пла
нет, лежащих вблизи плоскости ее экватора, напоминает Солнечную систему 
в миниатюре. 

Внимание привлекают прежде всего галилеевы спутники ЮПитера - Ио, 
Европа, Ганимед, Каллисто (рис. Ц.12, Ц.1 3) ,  в понимание природы которых 
решающий вклад внесли полеты космических аппаратов «Вояджер» и <<Гали
лей» (Барсуков, Марав, 1985; Bums, Matthews, 1986; Buratti, 1999). Галилеевы 
спутники образовались, вероятно, одновременно с самой планетой вблизи нее 
и в дальпешем увеличили свои радиальные расстояния вследствие приливно
го воздействия Юпитера (см. Spencer, 2001). Их теория движения обладает 
характерной особенностью, обнаруженной еще Лапласом, - в  системе этих 
спутников имеется тройной резонанс 1 : 2 :  4, т. е. в таком кратном соотно
шении находятся периоды обращения Ио, Европы и Ганимеда вокруг Юпи
тера. Наряду с этим, существует соотношение между средними движениями, 
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что вызывает либрацию спутников, а сами они испытывают возмущениями 
от сильного гравитационного взаимодействия друг с другом (Lieske, 1977). В 
результате каждому из галилеевых спутников свойственны определенные уни
кальные черты, но особенно вьщеляются ближайшие к Юпитеру Ио и Европа 
с периодами обращения соответственно 1 ,77 и 3,55 суток. Последующее об
суждение несет, по нашему мнению, убедительные свидетельства того, что 
формирование уникальных особенностей как этих, так и многих других спут
ников гигантов, является следствием процессов самоорганизации, приведших 
вначале к возникновению резонансов, а в процессе дальнейшей эволюции -
к формированию специфических природных комплексов. 

На Ио, радиус которой ( 1821 км) сопоставим с размером Луны, обнаруже
на широкомасштабная вулканическая активность глобального масштаба, про
должающаяся в современную эпоху. На поверхности, практически лишенной 
следов ударных кратеров из-за ее непрерывного обновления со скоростью до 
� смjгод, наблюдается, как правило, несколько одновременно действующих 
вулканов, самые крупные из которых получили названия Прометей и Пеле. 
Сама поверхность в областях широко распространенных долин покрыта отло
жениями серы и ее аллотропов, образующихся вследствие фазовых переходов 
и придающих ей характерную желто-оранжевую окраску (рис. Ц.14).  Свой 
вклад в формирование этих свойств, кроме самой лавы, вероятно, вносили 
процессы конденсации летучих и пирокластики. Наряду с этим, имеются го
ры (до 1 5  км высотой) и многочисленные калмеры шириной от 10 до 200 км 
и глубиной до 2 км, а следы лавовых потоков тянутся на сотни километров 
(Johnson, SoderЫom L. А . ,  1983; Nash и др. ,  1986) . Существуют многочислен
ные тепловые аномалии на фоне окружающей холодной поверхности, среди 
которых особенно выделяется область Локи патера. 

Грандиозным является сам процесс извержения лавы и газов в вакуум со 
скоростью около 1 кмjс, образующих в условиях малой силы тяжести плюма
жи высотой свыше 200-400 км (рис. Ц.15) .  В состав лавы входят преимуще
ственно силикаты вместе с сернистыми соединениями, так что вулканизм на 
Ио по своей природе мало отличается от силикатного взрывного вулканизма 
на планетах земной группы, с той разницей, что генерируется он не газами 
Н20 и СО2, а S02 (Keszthelyi, McEwen, 1997; McEwen и др. ,  1998а, Ь; Wilson, 
1999). Силикатному вулканизму не противоречит как зарегистрированная вы
сокая температура лавы (свыше 1500 К), так и модель недр Ио, состоящих из 
железного или железо-сульфидного ядра ("" 20% по массе), частично расплав
ленной конвективной силикатной мантии (возможно, обогащенной магнием) 
и литосферы толщиной "" 30 км. Однако, в отличие от Земли, Венеры, Марса, 
где вулканизм обусловлен радиогенным теплом, на Ио, как и на Луне, из-за 
малости размеров радиоактивные изотопы давно исчерпаны, и источником 
извержений служит диссипация приливной энергии вследствие упомянутого 
выше гравитационного взаимодействия Ио с другими галилеевымя спутни
ками при орбитальном движении в гравитационном поле Юпитера, что при
водит к периодическим сильным деформациям фигуры (Реа/е и др. ,  1979). 
Согласно существующим оценкам, этот механизм примерно на два порядка 
превышает другие возможные энергетические источники. Достаточно высокая 
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средняя плотность (3,53 гjсм3) свидетельствует о том, что Ио состоит прак
тически целиком из каменистых пород, а водно-ледяная оболочка (если она 
когда-либо существовала) бьmа, по-видимому, потеряна благодаря разогреву 
недр уже на ранней стадии эволюции. Интересно, что энергия, излучаемая Ио 
в окружающее пространство (2,5-5 Вт/м2) примерно на два порядка превы
шает внутренние тепловые потоки на Земле (0,08 Вт/м2) и Луне (0,02 Вт/м2) .  
Поскольку, к тому же, эта энергия в современную эпоху почти н а  порядок 
больше равновесного значения (0,8 Вт/м2), то следует, видимо, допустить, что 
скорость приливной диссипации энергии nретерпевала заметные изменения 
(Matson, В/апеу, 1999) . 

Благодаря вулканической деятельности Ио обладает атмосферой из дву
окиси серы, хотя и очень разреженной, и многочисленными нейтральными 
облаками, для которых из-за сильного рассеяния солнечного света наибо
лее характерна натриевая эмиссия, хотя преобладают в них сера и кислород. 
Те же компоненты в состоянии ионизации образуют ионосферу и плазменный 
тор вдоль орбиты Ио, который активно взаимодействует с мощной магнито
сферой Юпитера (Schneider и др. ,  1995; Krimigis и др. ,  2002). Это взаимодей
ствие приводит, в частности, к известной модуляции декаметрового излучения 
Юпитера, зарегистрированной еще в середине прошлого столетия. Ио, нахо
дящаяся на радиальном расстоянии 5,91  Rг буквально погружена в его маг
нитосферу, следствием чего является интенсивное выбивание с поверхности 
нейтральных частиц энергичными магнитосферными ионами (spиttering) , что 
служит основным механизмом потерь материала со спутника и пополнения 
атмосферы и тора. Взаимодействие окружающей Ио плазмы с магнитосферой 
Юпитера порождает токи силой до миллиона ампер, проецирующиеся от тора 
в ионосферу планеты. 

Примерно аналогичное, но меньшее приливное воздействие испытывает 
находящаяся немного дальше от Юпитера и наименьшая по размерам среди 
галилеевых спутников, но, возможно, наиболее интригующая в Солнечной си
стеме, Европа (радиус 1 56 1  км, плотность 3 r/см3).  Но если мощный разогрев 
и связанный с ним вулканизм на Ио привел, как уже говорилось, к утрате ее 
ледяной оболочки, как у других галилеевых спутников, то на Европе она пред
положительно превратилась в водный океан глубиной � 50 км, находящийся 
под лединым панцирем толщиной '"" 10-20 км (рис. Ц.lб) .  К возможности 
появления жидкой воды на такой глубине приводит оценка теплового потока 
за счет диссипации приливной энергии - около 5 К/км. Об этом же свиде
тельствует обусловленное приnивами несинхронное по отношению к недрам 
вращение внешней оболочки Европы, наличие во лдцу многочисленных тре
щин, образование областей с хаотическим нагромождением блоков, которые 
можно уподобить айсбергам, необычная форма ударных кратеров (Spencer, 
2001; Carr и др. ,  1998). Более того, за счет периодического энерговыделения в 
недрах спутника океан может прогреваться и быть, таким образом, даже под
ходящей биогенной средой. Интересно, что если эти оценки верны, то объем 
воды в океане Европы существенно превышает водные запасы Земли. 

Подтверждением существования океана служит и уникальная гладкость 
фигуры Европы, а также то, что ее ледяная поверхность буквально испещрена 
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хаотически расположенными бесчисленными невысокими хребтами и разло
мами длиной до 3000 км, шириной до 70 км и глубиной в несколько сот мет
ров, как это видно на изображениях, полученных при нескольких сближениях 
с Европой спутника Юпитера «Галилей». Эти геологические особенности ре
льефа, лишенные какой-либо упорядоченности, по-видимому, образавались 
сравнительно недавно, о чем свидетельствует отсутствие на поверхности древ
них кратеров ударного происхождения. Происхождение разломов можно от
нести на счет конвективных и других динамических процессов в океане, ини
циирующих подвижки льдов и, возможно, частичный вынос воды наружу, где 
образующиеся трещины заполняются свежим льдом типа шуги. С этими же 
процессами, очевидно, связана достаточно быстрая эрозия (сглаживание) сле
дов метеоритной бомбардировки Европы. Другим важным аргументом служит 
наличие сравнительно небольшого магнитного поля, скорее всего обязанно
го наличию электропроводящего соленого океана, в котором индуцируются 
электрические токи, вследствие чего магнитосфера Юпитера испытывает за
метные возмущения. 

Магнитные поля обнаружены также на Ганимеде, самом крупном спут
нике в Солнечной системе, размер которого больше Меркурия, и несколько 
уступающем ему по размерам Каллиста (Кivelson и др. , 1996; 1999) . На Гани
меде (рис. Ц. 1 7) отчетливо выделяются светлые и темные области, происхо
ждение которых, по-видимому, обусловлено обнажением водяного льда или, 
наоборот, отложениями каменистых пород при метеоритной бомбардировке 
поверхности, включая крупные астероиды и кометы Наряду с этим, присут
ствуют системы желобов и трещин, вероятно, связанные с тектонической ак
тивностью, обусловленной, наряду с притоком приливной энергии при резо
нансном взаимодействии с Европой и Ио, также, возможно, сохранившимся 
источником радиогенного тепла в силикатной мантии, контролируемой кон
вективным переносом. Так или иначе, эти энергетические источники привели 
к дифференциации недр Ганимеда, с чем, очевидно, и связано наличие у него 
магнитного поля. Оно может быть обусловлено как механизмом динамо в 
частично расплавленном железном или железо-сульфидном ядре, радиус ко
торого оценивается � 1000 км , так и механизмом индукции в предполагаемой 
водно-ледяной внешней оболочке протяженностью � 800 км (Anderson и др. ,  
1996; Кivelson и др. ,  1996; 1999; Schиbert и др. ,  1996) . 

Каллиста наименее модифицирована среди всех галилеевых спутников 
(Anderson и др. , 1998) . Степень кратерирования ее поверхности близка к на
сыщению, что свидетельствует о высокой эффективности ударной бомбар
дировки в окрестности Юпитера. На Каллиста сохранились крупные старые 
кратеры, деградированные значительно меньше, чем на Ганимеде. Особенно 
выделяется область Валхалла с системой концентрических валов и гребней 
высотой в сотни метров и протяженностью в несколько тысяч километров, 
вызванных, вероятно, падением крупного астероида и образовавшего обшир
ную котловину, подобную лунным. Однако, в отличие от Луны, ледяная по
верхность этого спутника, покрытая наслоениями более темного материала 
(вероятно, экзогенного происхождения), в составе которого такие углерод
содержащие соединения, как СН, СО2, CN, S02 и, возможно, SН-радикалы, 
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сохранила последовательность рапространения волн от эпицентра взрыва бла
годаря пластичности ледяной коры. 

Поскольку Каллисто не подвержена приливлому разогреву вследствие 
орбитального динамического резонанса Лапласа, как три других галилеевых 
спутника, какие-либо следы эндогенной активности на ней отсутствуют. С 
этим же связано и то обстоятельство, что степень дифференциации пород, 
слагающих Каллисто, существенно меньше, чем у Ганимеда, о чем свиде
тельствует измеренное значение квадрупольного момента гравитационного 
поля, которому отвечает более высокое значение его безразмерного мо
мента инерции I = С/ М R2 = 0,359 ± 0,005, в то время как у Ганимеда оно 
1 = 0,3 105 ± 0,0028. 

В отсутствие внешнего энергетического источника трудно ожидать, что на 
глубине сохранилась жидкая вода, поскольку за геологическое время недра 
должны бьmи охладиться сабсолидусной конвекцией, контролируемой вязко
стью льда, хотя и менее эффективной, чем на Ганимеде. Сушествует, однако, 
и иная точка зрения, подкрепляемая отсутствием на стороне, противополож
ной котловине Валхала, заметных сейсмических следов ударного воздействия 
от падения крупного тела, что можно объяснить логлощением энергии уда
ра жидким слоем недр. В пользу данного предположения свидетельствует и 
наличие у Каллисто магнитного поля, сопоставимого по напряженности с 
Европой (Shиbert, 1997; Anderson и др. ,  1998; Khиrana и др. ,  1998). 

Помимо галилеевых спутников, наибольшее внимание у других планет
гигантов примекают спутник Сатурна Титан и спутник Нептуна Тритон. За
служивает вместе с тем упоминания и совсем небольшой почти целиком ле
дяной спутник Сатурна Энцелад, размер которого 500 км, а плотность всего 
1 , 1 20 гjсм-3 . Несмотря на столь малые размеры, значительная часть его по
верхности сильно модифицирована активными геологическими процессами, 
оставившими хребты и желоба, а отсутствие кратеров и альбедо спутника, 
близкое к единице, свидетельствует о том, поверхность очень молодая. Ее 
альбедо достигает 90% и является самым высоким из всех тел Солнечной си
стемы. Как оказалось, и в этом случае наблюдаемые структуры являются след
ствием самоорганизации, возникшей из-за слабо эллиптической орбиты Эн
целада, находящегося в резонансе 2 : 1 с другим спутником Сатурна Дионой. 
Ее приливное воздействие достаточно для того, чтобы разогреть его недра 
до температуры 176 К, отвечающей температуре плавления водно-аммиачной 
эвтектики. По-видимому, этим механизмом обусловлена как сохранившаяся 
геологическая активность этого холодного тела в виде обнаруженного <<вод
ного вулканизма>>, так и источник частиц, заполняющих кольцо Сатурна Е, 
внутри которого как раз и находится Энцелад. 

Судя по величине средней плотности, Титан и Тритон, подобно Ганиме
ду и Каллисто, состоят наполовину из каменистых пород и наполовину из 
льдов, вероятно, в основном водяного, с разными типами кристаллизации. 
Уникальность Титана, сопоставимого по размерам с Меркурием и Ганиме
дом, - наличие у него мощной азотно-аргоновой атмосферы протяженностью 
� 400 км и несколькими инверсионными слоями, с давлением у поверхности 
1 ,6 атм при температуре 94 К. Заметим, что эта температура близка к тройной 
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точке метана, при которой на nоверхности происходят фазовые переходы. По
скольку ускорение силы тяжести на Титане составляет примерно одну седьмую 
часть от земного, то для создания давления 1 ,6 атм масса атмосферы Титана 
должна быть на порядок больше земной (Hиnten и др. ,  1984; Coиstenis, Lorenz, 
1999). Наличие в атмосфере 40Ar, по-видимому, означает сушествование на 
нем вулканической деятельности. Особенности морфологии поверхности не 
исключают также, что на нее оказали влияние тектонические процессы. 

Другой интересной особенностью Титана является круговорот метана, 
включающий образование в атмосфере метановых облаков и выпадение 
на поверхность осадков в виде метановых дождей. Сушеспювание такого 
метанового цикла nредполагалось ранее на основе расчетных моделей и ис
следования свойств поверхности путем радиолокационных измерений и при 
помощи космического телескопа <<Хаббл» (Meier и др. ,  2000). Эти ожидания 
подтверждила съемка палорам поверхности с борта посадочного аппарата 
<<Гюйгенс>>, отделенного от орбитального комплекса <<Кассини» при подлете 
к Сатурну и осушествившего посадку на Титан в январе 2005 г. На снимках 
видны глыбы округлой формы, состоящие, вероятно, из водяного и мета
нового льдов и, вероятно, других органических соединений, темные пятна, 
долины, напоминающие русла рек, стекающих с возвышенностей, ряды дюн, 
состоящих из частиц <<углеводородной пьши>>, видимо, образованные сильны
ми ветрами, и отдельные заполненные или высохшие озера размером в сотни 
километров, образование которых действительно можно связать с вьюадени
ем из атмосферы жидкого метана (рис. Ц. 18) .  Метан конденсируется в облака 
на высоте в несколько десятков километров, из них постоянно выпадает на 
поверхность слабая изморось, а из особо плотных облаков вблизи Южного 
полюса - более крупные «дождевые» капли, компенсируемые испарением, 
что представляет собой аналог гидрологического цикла на Земле. При очень 
низкой температуре жидкой воды на поверхности быть не может, но не 
исключено, что, подобно галилеевым спутникам, она есть на глубине, в 
подповерхностном слое. Наряду с этим, есть основания предполагать, что 
на поверхности кроме метана сушествуют и более сложные лепредельные 
углеводороды (этан, этилен, ацетилен, диацетилен, метилацетилен, циа
ноацетилен),  а также пропал, синильная кислота и другие органические 
соединения, образующиеся в верхней атмосфере и углеводородных облаках 
под действием ультрафиолетового излучения в результате процессов фотолиза 
метана. Углеводороды придают атмосфере характерный красно-оранжевый 
цвет. Можно думать, что на Титане создаются благоприятные условия для на
чальных этапов биогенного синтеза, подобные тем, которые сушествовали на 
ранней Земле (Sagan и др. ,  1984) , и это привлекает к Титану особый интерес. 

В противоположность Титану, Тритон, размер которого чуть меньше Лу
ны, практически лишен атмосферы (давление не превышает 1 5  микробар), 
а температура его азотно-метановой поверхности всего 38 К (Benner, 1997; 
McCinnon, Кirk, 1999) . Заметим, что ряд признаков роднит Тритон с Плута
нам, до недавнего времени считавшимел девятой планетой Солнечной систе
мы, а ныне переведенного в категорию крупных тел пояса Койпера - плу

тонидов. Между тем, сушествуют и очень большие различия, ставшие оче-
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видными после пролета вблизи Нептуна космического аппарата <<Вояджер>>. 
Прежде всего на поверхности Тритона в области Южной полярной шапки 
бьmо обнаружено несколько десятков темных полос, некоторые из которых 
отождествлены с гейзероподобными выбросами жидкого азота на высоту в 
несколько километров (криовулканизм, рис. Ц.19). С гейзерами, вероятно, 
связаны также отложения на замерзшем метане пьmевых частиц, переноси
мых преобладающими ветрами даже в сильно разреженной среде. Кроме того, 
на поверхности обнаружены образования, напоминающие замерзшие озера с 
азотно-метановыми береговыми террасами высотой до километра, образова
ние которых, возможно, связано с последовательными эпохами плавления -
замерзания при изменении условий инсоляции или, скорее, в результате при
ливных взаимодействий Тритона с Нептуном. По-видимому, разогрев недр 
за счет диссипации приливной энергии служит, подобно галилеевым спут
никам, основным источником криовулканизма на этом очень холодном те
ле. Другим источником энергии гейзероподобных выбросов могло бы быть 
повышение уровня инсоляции, поскольку они наблюдаются на широтах, на 
которых Солнце находится в зените. Однако данный механизм, скорее всего, 
играет второстепенную роль. Так или иначе, о сохранившейся геологической 
активности Тритона свидетельствует малое число ударных кратеров на его 
относительно молодой поверхности. 

У Тритона очень необычная орбита, что остро ставит вопрос о его про
исхождении. Она сильно наклонена к плоскости эклиптики и обладает почти 
нулевым эксцентриситетом, а сам Тритон, в отличие от всех других крупных 
спутников планет, движется не в прямом, а в обратном направлении (по часо
вой стрелке). Особенности орбитального движения Тритона позволяют пред
положить, что он первоначально образовался в поясе Койпера, как и Плутон, 
а позднее бьm захвачен Нептуном. Однако обычный гравитационный захват, 
как показали расчеты, маловероятен, поэтому дополнительно предполагает
ся, что Тритон был членом двойной системы, либо постепенно затормозился 
в верхней атмосфере Нептуна. Подкреплением данной гипотезы служит то 
обстоятельство, что при переходе на орбиту вокруг Нептуна Тритон должен 
бьm испытать со стороны Нептуна и существовавшей системы его спутни
ков (в частности, Нереиды) мощное приливное воздействие, что привело к 
расплавлению его преимущественно водно-ледяных недр (средняя плотность 
2,07 гjсм3). Вполне вероятно, что, как уже говорилось, продолжающееся при
ливное взаимодействие Нептуна и Тритона в современную эпоху разогревают 
планету, следствием чего является тепловой поток из недр, почти втрое пре
вышающий величину инсоляции. Другим следствием является то, что Тритон 
постепенно приближается к Нептуну и в далекой перспектине войдет внутрь 
предела Роша, где будет разорван на части. 

Из краткого обзора небесных тел во внешних областях Солнечной системы 
можно заключить, что всем им свойственна удивительная упорядоченность 
природных комплексов, которая складывалась в процессе самоорганизации 
в открытой диссипативной системе первоначально хаотических образований 
в виде роя планетезималей, из которых рождались планеты-гиганты и си
стемы их спутников. Самоорганизация бьmа обеспечена в первую очередь 
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гравитационными силами, приведшими к возникновению соизмеримостей и 

резонансов в движениях планет и спутников, приливными взаимодействиями, 

вызвавшими разогрев недр и уникальные природные явления в виде вулка
нов, гипотетического теплого водного океана и азотных гейзеров в условиях 

крайне низких температур. Формирование вулканических плюмажей, сопро

вождающих истечение газов в вакуум, напрямую связано с турбулентными 

движениями многокомпонентных сред и фазовыми переходами в таких сре

дах, ответственными за морфологию и свойства поверхности, как это имеет 

место на Ио. По-видимому, турбулентность вносит свой вклад в образование 
разломов и трещин ледяной поверхности, возникающих при конвективных 

движениях в водной толще гипотетического океана Европы. С круговоротом 

метана в турбулизованной атмосфере Титана связаны многие особенности 

формирования облаков, фотохимических процессов, морфологии поверхно

сти, образования сложных органических соединений. 
Замечательный пример самоорганизации - кольца планет-гигантов. Она 

возникает в системе частиц, находящихся в орбитальном движении и одно

временно испытывающих хаотические взаимодействия. При этом образуются 
упорядоченности в конфигурациях колец, обязанные в первую очередь воз

никновению коллективных процессов и наличию в дисковой системе неупру
гих столкновений макрочастиц (Fridman, Polyachenko, 1984; Горькавый, Фрид
ман, 1994) . Другими словами, самоорганизация заложена в самой системе, а 

находящиеся вблизи или внутри структуры колец спутники, часто называемые 
«пастухами>>,  оказывают дополнительное «стимулирующее>> влияние. Наряду 
с этим, частицы колец, сами представляющие собой бесконечное количество 

мелких спутников, оказываются в резонансах с более крупными спутниками 

планеты (рис. Ц.20). Это приводит к нарушению однородной структуры ко

лец, в частности, к образованию внутри их щелей, таких как щели Кассини, 
Энке в кольцах Сатурна, по своей природе аналогичных люкам Кирквуда в 

Главном поясе астероидов (Greenberg, Brahic, 1984; Esposito и др. ,  1984). С этим 

же механизмом связана генерация волн плотности, формирование иерархи

ческой структуры колец и вследствие механизма развития гравитационно

диссипативной неустойчивости - их расслоение на тысячи тонких спираль

ных колечек (ring/ets). Другим примерам самоорганизации и взаимодействия 
с кольцами близко расположенных спутников планеты служит образование 
у Урана системы очень узких колец (рис. Ц.21) ,  в которых частицы концен

трируются вследствие эффекта гравитационной фокусировки (Elliot, Nicholson, 

1984; Esposito и др. ,  1991; French и др. ,  1991), а в кольцах Нептуна наблюдается 

даже неравномерное распределение частиц в виде отдельных <<арою> вдоль ор
биты, дрейфующих в азимутальном направлении. Два наиболее характерных 

кольца с арками названы Адамс и Леверье в честь первооткрывателей Нептуна 

путем предвычислений («на кончике пера>>), что вскоре блестяще подтверди

лось наблюдениями. Механизм образования арок до конца не понят, хотя 

одним из объяснений служит наличие резонансов (42 : 43) частиц колец с эк

центрисететом и наклонением спутника Нептуна Галатеи, что препятствует 

равномерному расределению частиц вдоль орбиты (Porco и др. ,  1995; Porco, 

1999) . Этот механизм нуждается, однако, в дополнительном обосновании. 
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Все кольца планет, вероятно, представляют собой либо рой первоначаль
ных частиц, формированию которых в спутник препятствовали гравитацион
ные силы внутри предела Роша, либо они, наоборот, являются результатом 
распада астероида или кометы, зашедших внутрь предела Роша. Характер
ным примерам такого события, видимо, служит кольцо Юпитера, заполнен
ное очень мелкими частицами и окруженное снаружи и изнутри диффузными 
туманностями (Ockertbell и др. ,  1999) . Гипотеза распада выдвинута, исходя из 
оценок ограниченного времени существования колец, � 0,5 млрд лет, что су
щественно меньше возраста Солнечной системы (Esposito и др. ,  1984; 1991). 
В этом случае нужно считать кольца не реликтом стадии аккумуляции самой 
планеты, а периодически возникающими и исчезающими образованиями в 
результате катастрофического события гравитационного захвата планетой и 
последующего разрушения малого тела, что, вообще говоря, представляет
ся вполне вероятным. В пользу этого предположения говорит и то обстоя
тельство, что, например, преимущественно ледяные частицы колец Сатурна 
обладают высоким альбедо, то есть не покрьmись темным микрометеорным 
веществом, как это произошло бы с реликтовыми кольцами за время суще
ствования Солнечной системы. 

1.3.4. Атмосферы Земли и планет 

Многочисленные примеры самоорганизации в турбулентных природных 
средах мы находим в планетных атмосферах. 

Атмосфера планеты земного типа представляет собой газовую оболочку, 
ограниченную снизу твердой подстилающей поверхностью, а для газаважид
кой планеты-гиганта - это, как уже отмечалось, просто верхний газовый слой. 
Атмосферы плавно переходят в околопланетное космическое пространство. 
Примыкающие к поверхности области нижней атмосферы относятся к сфере 
интересов метеорологии, в то время как области верхней атмосферы, подвер
женные непосредственному воздействию солнечного коротковолнового элек
тромагнитного и корпускулярного излучения - к сфере планетной аэронамим 
(Маров, Колесничеюсо, 1987) . В переходных областях средней атмосферы про
исходят интенсивные процессы теnломассообмена, оказывающие существен
ное влияние на формирование климата и атмосферную эволюцию. 

Основные свойства 

Свойства планетных атмосфер сильно отличаются друг от друга даже при 
относительно небольтих расстояниях в пределах Солнечной системы, зани
маемых планетами земной группы. Меркурий, подобно Луне, практически 
лишен атмосферы - плотность его газовой оболочки у поверхности не пре
вышает 10-17 гjсм3 ,  хотя при взаимодействии плазмы солнечного ветра с маг
нитосферой и экзосферой Меркурия возникает ряд интересных динамических 
эффектов. Вторичные атмосферы Венеры и Марса, различающиеся между со
бой по плотности почти на четыре порядка, имеют окислительный характер 
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и состоят в основном из углекислого газа, с относительно небольшими фрак
циями азота и ничтожными содержаниями кислорода и воды, в отличие от 
первичных восстановительных атмосфер планет-гигантов, состоящих из во
дорода, гелия и водородсодержащих соединений, наиболее типичными из ко
торых являются аммиак и метан. Подробный обзор свойств атмосфер планет 
и их спутников, рассматриваемых с точки зрения проблем происхождения и 
эволюции, можно найти, например, в работах (Atreya и др. ,  1989; Del Genio, 
1997; Samиelson, 1997; West, 1999). 

Помимо химического состава, атмосферы планет-гигантов отличает от 
планет земного типа целый ряд особенностей структуры и динамики. Их 
тропосферы обладают большой протяженностью ("' 120-200 км), а тепловая 
структура в целом соответствует адиабатическому температурному градиенту. 
Прямое зондирование атмосферы Юпитера в диапазоне давлений 0,4-22 бар 
бьmо осуществлено в декабре 1995 г. при помощи спускаемого аппарата 
<<Галилей>>. Подробное изложение результатов содержится в целевых обзо
рах и тематических выпусках журналов (см. Galileo Probe Team, 1996; Galileo 
Orblter Теат, 1996; JGR, 1998, special issиes; Icarus, 1998, special issиe). Измере
ния показали, что отношение Не/Н = 0,24 близко к солнечному, в то время 
как содержания более тяжелых элементов - углерода (в форме СН4), азота 
(в форме N H3) и серы (в форме H2S) примерно втрое превышают солнечные 
значения, что заставляет думать о связи зоны формирования Юпитера с 
более далекими холодными областями. Другой неожиданностью стала вы
сокая сухость атмосферы и, следовательно, ее обеднение кислородом, хотя 
этот вывод, скорее всего, не представляет планету в целом, а справедлив 
лишь для локальной области спуска, известной как 5-мк пятно, где из-за 
разрыва в облаках происходит тепловая эмиссия с более глубоких уровней 
атмосферы. ВИдимо, с этим связана и определенная аномалия в форми
ровании трехслойной структуры облаков, состоящих, согласно модельным 
расчетам ( West и др. ,  1986; Atreya, 1989) , из аммиака, ГИдрасульфИда аммония 
и воды. Вопреки ожидаемой в этом диапазоне температур конденсации NH3 , 
H2S и Н20, обнаружены бьmи только кристаллы NH4SH. В то же время 
не бьmи найдены кристаллы аммиака, прИдающие белый цвет зонам. При 
малых относительных содержаниях соединений, образующих облака, фазовые 
переходы по существу не оказывают влияния на температурный профиль, 
отвечающий сухой адиабате. Заметим, что температура возрастает от 1 35 К на 
верхней границе облаков до 900 К в термосфере; в условиях слабого потока 
солнечного коротковолнового излучения на орбите Юпитера это, вероятнее 
всего, связано с диссипацией энергии внутренних гравитационных волн, 
распространяющихся из глубинных слоев, и нагревом за счет энергичных 
частиц, высыпающихся из мощной магнитосферы планеты. 

По содержанию СН4 и NH3 можно судить о том, в каких формах нахо
дились углерод и азот в протопланетном диске. Из условия термохимическо
го равновесия, отвечающего обратимым реакциям СН4 + Н20 � С0 + 3Н2 и 
2NH3 � N2 + ЗН2, следует, что при низких температурах эти реакции идут 
в направлении образования СН4 и NH3,  а при высоких - в направлении 
образования СО и N2• Это условие, однако, далеко не всегда выполняет-
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ся, примерам чего служит атмосфера Титана, в которой доминирует азот 
при относительно небольтом содержании метана. Возможно, конкурентны
ми приведеиным термохимическим реакциям оказались реакции фотолиза 
NH3, содержавшегася в протовеществе диска и изначально вошедшего в со
став газовой оболочки Титана. Что касается областей расположения планет 
земной группы, то, очевидно, образование СО и N2 сопровождалось реакцией 
СО + Н20 � СО2 + Н2, что объясняет, наряду с дегазацией из недр, углекис
лый состав их атмосфер. По существующим представлениям, аномальный с 
этой точки зрения состав атмосферы Земли с обилием кислорода и азота 
обязан своим происхождением возникновению биосферы. Подчеркнем, что 
химический и изотопный состав атмосферы во многом отражают характер 
эволюции самой планеты и, в частности, историю воды. Наиболее показа
тельным здесь является отношение HDO/H20, которое в 1 20 раз превышает 
земное на Венере и в 6 раз на Марсе (см. ,  например, Po/lack и др. ,  1980). 
Обогащение атмосферы дейтерием является следствием потери воды и позво
ляет получить оценки ее первоначальных запасов и степени дегазации недр. 
В свою очередь, вода служила основным фактором, определившим ключевые 
черты эволюции планеты и ее атмосферы в первую очередь тепловой режим 
и атмосферную динамику, с которыми непосредственно связаны процессы 
формирования погоды и климата. 

С точки зрения энергообмена твердый (жидкий) подстилающий и газовый 
слои представляют собой единую. термодинамическую систему, энергетиче
ский баланс которой обусловливается либо приходящей солнечной радиаци
ей, либо преимущественно внутренней энергией недр, которая на Юпитере, 
Сатурне и Нептуне примерно вдвое превышает величину инсоляции. Природа 
этого источника, очевидно, связана с выделением гравитационной энергии за 
счет продолжающегося сжатия этих планет, в соответствие с теоремой о вири
але для системы, обладающей гравитационным потенциалом и находящейся 
в гидростатическом равновесии. 

Поглощаемая атмосферой планеты энергия, преобразуемая во внутрен
нюю и кинетическую энергию газовой среды, частично излучается в кос
мос в виде ИК-радиации, обеспечивая в конечном итоге энергетический ба
ланс. Тепло- и массоперенос происходит на фоне глобальной с масштабами 
L � Н  (Н = pj pg - высота однородной атмосферы), мезомасштабной L "" Н  и 
локальной L � Н атмосферной динамики. Она ответственна за мноrообразие 
происходящих в атмосфере метеорологических процессов, при этом роль мо
лекулярных процессов переноса ничтожна. Существенными составляющими 
реrулярного тепло- и массопереноса служат адвекция, определяемая плане
тарной циркуляцией, и конвекция. Последняя обусловлена тем, что, посколь
ку на вращающихся планетах земной группы температура на пекотором дан
ном уровне давления систематически изменяется в зависимости от широты ер, 
баратрапная атмосфера становится бароклинной, в которой, вследствие вели
нейной эволюции гидродинамической неустойчивости Рэлея-Тейлора, воз
никает турбулентность. Сильные возмущения в течениях среды проявляются 
также в виде циклонических ветров, сопровождаемых турбулентным тепло- и 
массопереносом (Chamberlain, Hunten, 1987). 
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У всех планетных атмосфер наблюдается широкий спектр движений, от 
микромасштабов до планетарной циркуляции, за счет чего компенсируется 
неравномерность нагрева солнечным излучением. В атмосферных движениях 
число Рейнольдса Re обычно превышает критическое значение Recr' и по
этому течение является турбулентным. Турбулизация атмосферных течений 
возникает либо из-за их сутественной деформации потока при обтекании 
неровностей подстилающей поверхности, либо при потере гидродинамиче
ской устойчивости крупномасштабным течением под воздействием повышен
ных значений скорости ветра и градиентов температуры. В свободной ат
мосфере основной причиной возникновения турбулентности является кон
вективная неустойчивость в тропосфере и потеря устойчивости внутренних 
гравитационно-сдвиговых волн в средней атмосфере. Разрушение этих волн 
может вызываться <<первичной>> или <<вторичной>> неустойчивостью. «Первич
ная>> неустойчивость (неустойчивость Кельвина-Гельмгольца) развивается в 
сдвигавам слое между течениями с различными скоростями, если для боль
шей части слоя справедливо условие Re < Recr· При <<вторичной>> неустойчиво
сти поток в среднем устойчив, а неустойчивые участки локализуются вблизи 
гребней волн. Такой вид неустойчивости характерен в основном для слоев с 
сильно искривленными вертикальными профилями температуры и скорости 
ветра. 

Дополнительные проблемы, касающиеся устойчивости и энергообмена, 
возникают при обращении к верхней атмосфере планеты. Здесь проявляются 
такие специфические особенности, как Многокомпонентнасть и химическая 
активность атмосферных газов, и потому решающую роль начинают играть 
аэрономические процессы (см. Маров, Колесниченко, 1987). Характер турбу
лентности в течении однокомпонентной жидкости и в реагирующем много
компонентном потоке суmественно различается. В частности, появление ло
кальных неоднородностей в распределении плотности, температуры и состава 
атмосферной смеси газов, обусловленных процессами фотолиза и сопрово
ждающими их химическими реакциями, приводят к дополнительной турбу
лизации течения. Возникающие градиенты плотности среды (которая в этом 
случае является переменной) порождают дополнительную завихренность пу
тем взаимодействия с градиентами (или флуктуациями) поля давления. Это 
связано с появлением источникового члена р-1 (др-1jдr) х (дрjдr) (равного ну
лю в баратрапных средах) в известном уравнении Фридмана для завихренно
сти 

d ( Qa )  ( Qa д ) -] ( др-! др ) -l ( д р) - - = - · - и - р  -- х - + р - х  dt р р дr дr дr дr ' ( 1 .3 . 1 )  

где Qa = w + 2Q - вихрь абсолютной скорости движения, w = (дjдr) х и - век
тор завихренности, Q - вектор угловой скорости вращения планеты; F - сум
ма ускорений силы вязкости и внешних массовых сил (см. ,  например, Монин, 
Яглом, 1992). В случае когда массовая плотность р постоянна, все динамиче
ские эффекты, потенциально зависящие от этого члена <<завихренности>>, от
сутствуют. Таким образом, сутествование локальных неоднородностей (гра
диентов) массовой плотности составляет важнейшее свойство многокомпо-
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нентных реагирующих течений, которое обычно не рассматривается клас
сическими моделями турбулентности однокомпонентной жидкости. Другим 
усложняющим обстоятельством в проблеме моделирования многокомпонент
ной турбулентности являются локальные источники энергии, связанные с хи
мическими реакциями. Локальное тепловыделение в газовых потоках ускоря
ет расширение среды и может индуцировать неустойчивость Релея-Тейлора 
в стратифицированных в поле силы тяжести течениях при наличии архимедо
вой силы плавучести, реализуя тем самым обратную связь с гидродинамикой. 
Все эти проблемы подробно рассматриваются в монографиях авторов (Маров, 
Колесниченко, 1987; Колесниченко, Маров, 1998; Marov, Kolesпicheпko, 2001). 

Динамика атмосфер планет земной группы 

Конкретные реализации динамического переноса вещества на разных пла
нетах, при наличии четырех типов сил, действующих на элементарный объем 
воздушной среды (сила тяжести, сила Кориалиса (2pQ х и) , вязкое трение и 
градиент давления), зависят в основном от соотношений периодов вращения 
планет и тепловой релаксации атмосферы. Относительный вклад силы Корио
лиса в динамику атмосферы определяется числом Кибеля-Росс б и Ro = и j f L, 
где и и L - типичные горизонтальные масштабы скорости и длины для си
ноптических процессов (для земной атмосферы Ro :o::: 10-1 ). Уравновешивая 
в масштабах синоптических процессов горизонтальные градиенты давления, 
сила Кориалиса придает течениям геострофичность, с которой связаны спе
цифические колебания в атмосфере с инерционной частотой r = 2Qz, где Qz -
вертикальная составляющая угловой скорости вращения планеты. 

Совместное влияние вращения и сферичности планеты, с чем связано из
менение частоты т (или /) по широте q> (так называемый «/3-эффект»), пора
ждает планетарные волны Россби-Блиновой, в ложбинах и гребнях которых 
образуются основные генераторы погоды - циклоны и антициклоны. В атмо
сфере Земли эти планетарные волны, распространяющиеся по горизонтали в 
западном направлении, имеют период, превышающий как период вращения 
планеты, так и периоды трех других типов атмосферных волновых движе
ний - приливных, акустических и внутренних гравитационных волн (ВГВ) . 
Короткопермодные ВГВ с относительно малыми амплитудами относятся к 
разряду микрометеорологических колебаний атмосферы и, наряду с конвек
цией, служат источником мелкомасштабной турбулентности. Тем самым они 
оказывают энергетическое (за счет диссипации) воздействие на формирова
ние крупномасштабных погодных процессов. 

Для волн Россби-Блииавой справедливо условие Эртеля сохранения так 
называемой потенциальной завихренности Q* основного течения в виде 

( 1 .3 .2) 

где S - энтропия на единицу массы среды, причем направление (дS/дr)/lдSjдrl 
в стратифицированной атмосфере приблизительно вертикально - это, так на
зываемая, термодинамическая вертикаль; Q* - потенциальный вихрь - адиа
батический лагранжев инвариант, каковым по определению адиабатических 
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процессов является также энтропия S (dS/dt � 0). Условие ( 1 .3 .2) следует из 
уравнения для завихренности Фридмана ( 1 .3 . 1 )  при адиабатических процес
сах, когда F = О. Характерным является также колебательный обмен между 
градиентом глобальной завихренности /3, определяемой как f3 = г 1 д f /дер, и от
носительной завихренностью самой волны (Chamey, Stem, 1962; Монин, 1988; 
lngersoll и др. , 1995). 

Поскольку в атмосфере Земли силы, обусловленные градиентами дав
ления, практически уравновешиваются силами Кориалиса (число Россби 
Ro � 1 ) ,  то типичной синоптической характеристикой является геострофи
ческий ветер, и по известному распределению давления могут быть опре
делены его зональная и меридиональная составляющие (и = -(рf)-1 дрjду, 
v =  (рf)-1 дрjдх). В отличие от Земли, на очень медленно вращающейся Вене
ре (один оборот за 243 земных суток) влияние сил Кориоли са незначительно 
(Ro � 1 ) ,  в связи с чем оказывается справедливым условие цикластрофи
ческого баланса (Marov, Grinspoon, 1998) . Для него характерно то, что на 
циркуляционную ячейку типа ячейки Хэдли, возникающую вследствие тем
пературного градиента между экватором и полюсом, накладывается зональная 
компонента скорости, возрастающая с высотой. В результате создается ат
мосферная суперротация (ее называют еще циркуляцией карусельного типа), 
в результате чего скорость зонального ветра в атмосфере Венеры нарас
тает от ,..., 0,5 м/сек у поверхности до ,..., 100 мjсек на высоте около 65 км, 
соответствующей верхней границе облаков вблизи тропопаузы, где с этой 
скоростью происходит перемещение характерных ультрафиолетовых контрас
тов, предположительно обусловленных логлощением солнечной радиации 
содержащимися в облаках аллотропами серы (см. рис. Ц.4, а). 

Интересно, что хотя в тропосфере Венеры выполняется условие статиче
ской устойчивости 

d()jdz = (8/T)(dT /dz - Уа) >  О, ( 1 .3.3) 

где () = T(p0j р )<r-I )y - потенциальная температура, р0 - стандартное давление, 
Уа = gj с Р - адиабатический градиент, а градиентное число Ричардсона удовле
творяет неравенству 

Ri = (gj()) (д()jдz)(дuhjдz)-2 > Ricr = 1/4 , ( 1 .3 .4) 

то теоретически в ней не должно возникать турбулентности. Дело в том, что 
теоретически необходимым условием неустойчивости малых возмущений в 
невязком течении со сдвигом является неравенство Ri < 0,25, а в тропосфере 
Венеры Ri ""  2-6, аналогично тому, что имеет место в земной атмосфере. И 
тем не менее турбулентность реально существует, о чем свидетельствуют ха
рактерные для сдвигавой турбулентности флуктуации температуры ,..., 0 , 1  К с 
масштабами ,...., 1 00 м, измеренные в атмосфере Венеры в области высот 45-
50 км ( Woo, 1982; Seiff, 1983). По-видимому, турбулентность, присутствует и 
в нижней тропосфере на высотах > 15-20 км, где бьmи обнаружены верти
кальные пульсации скорости величиной 0,2-0,3 мjс при парашютном спуске 
аппаратов «Венера>) путем измерений вертикальной составляющей доппле
ровского сдвига частоты бортовых передатчиков (Kerzhanovich, Marov, 1983). 
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В свою очередь, у верхней границы облаков устойчивость атмосферы по
вышается (параметр д(}jдz возрастает) , однако, помимо сдвиговых течений, 
наблюдаются также вихревые структуры различных пространствеиных и вре
менных масштабов, ассоциируемые с процессами глобальной циркуляции. 
Все это свидетельствует о статической неустойчивости, по крайней мере, от
дельных областей нижней атмосферы Венеры, для которых турбулентность 
является важным элементом атмосферной динамики (рис. 1 .3 .5) .  Не менее 
важную роль турбулентность могла играть на ранних этапах эволюции Вене
ры, с чем связана гипотеза о первичном океане, который в дальнейшем был 
потерян вследствие развития рассмотренного в разделе 1 .3.2.2 необратимого 
парникового эффекта (Marov, Grinspoon, 1998). 

Динамика разреженной атмосферы Марса, обладающей малой тепловой 
инерцией, во многом отличается от земной (и венерианской) прежде всего 
из-за отсутствия океанов, являющихся тепловыми аккумуляторами и демп
фирующими суточно-сезонные температурные неоднородности, а также фор
мирования (в условиях малого влагасодержания в атмосфере и сохранения 
сухоадиабатического градиента) массивных облаков. Модель глобальной цир
куляции (GCM), в основе которой лежит условие геострофического баланса 
(Ro � 1 ) ,  предсказывает аналогичную топологию движений в тропосфере и 
стратосфере, с преобладанием ветров, дующих в восточном направлении на 
высоких широтах зимой и в субтропиках летом, и в западном направлении 
на остальных широтах. В то же время, основным движущим механизмом пе
реноса в меридиональном направлении служит сезонный обмен углекислым 
газом между атмосферой и полярными шапками, в результате чего возникают 
конфигурации типа ячейки Хэдли, с восходящими и нисходящими потоками, 

Z, Kf'l 
70 �-------------. 

б О 

50 

40 

30 

20 

10 

0 

[еfJерный 
зонд 

0
- 1  о 1 2 3 4 5 б 7 8 9 1 о - 1  о 1 2 3 4 5 

а dB dT 

dz = dZ -Г, Кjкн 

Z, Kf'l 
70 �------

, ДнеfJной Ночной зонд 
б О зонд 

50 

40 

30 

10 

0
- 1  о 1 2 3 4 5 -1 о 1 2 3 4 5 б 7 8 

б 
dB dT 

- = - -Г. Кjкн dz dz 

Рис. 1.3.5. Изменение параметра устойчивости атмосферы d8fdz в функции высоты z на Венере 
по данным измерений температуры на КА <<Венера 1 0, 1 1 , 1 2>> и зондах <<Пионер-Венера». Вьще
ляются области конвективной неустойчивости на высотах 52-57 км и сдвигоных течений между 
45 и 50 км. Наблюдаемое хорошее согласие данных в различных областях измерений и в разное 
время суток свидетельствует об однородном характере динамики атмосферы Венеры. Согласно 

(Siejf, 1983) 
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перестраивающейся системой ветров у поверхности и на больших высотах в 
летней и зимней полусферах и сезонными изменениями облачного покрова 
(Kahn, 1984; Zurek и др. ,  1992; Маров, 1994) . 

На характер циркуляции в атмосфере Марса сильное влияние оказыва
ет рельеф поверхности (ареография),  от которой зависят как наблюдаемая 
картина ветров, так и генерация горизонтальных волн различного простран
ствеиного масштаба. В свою очередь, планетарные волны, обусловленные ба
роклинной нестабильностью атмосферы, и внутренние гравитационные вол
ны проявляются в виде нерегулярностей в профилях температуры и верти
кальных движений в стратосфере. С ними связаны также наблюдаемые вол
новые движения в структуре облаков с подветренной стороны при обтекании 
препятствий, свидетельствующие о существовании в марсианской атмосфе
ре сильных сдвиговых течений. За счет сдвиговых течений, даже в условиях 
относительно устойчивой стратификации, вся приповерхностная атмосфера 
оказывается турбулентной. 

Конвекция компенсирует высокую статическую нестабильность марсиан
ской атмосферы, близкой к насыщению даже при очень низком относитель
ном содержании водяного пара. Эффективность механизма возбуждения кон
векции в дневные часы примерно на порядок выше, чем в атмосфере Земли, 
в то время как ночью она полностью блокируется вследствие образования у 
поверхности инверсионного слоя, имеющего положительный температурный 
градиент. Конвекция поддерживает также большое содержание пьши, посто
янно присутствующей в тропосфере Марса и создающей дополнительный ди
намический эффект, накладывающийся на глобальную систему ветров. Он 
возникает за счет положительной обратной связи между содержанием пьши 
и степенью разогрева атмосферного газа, что находит свое выражение в виде 
термически генерируемых суточных и полусуточных приливов. Такая специ
фическая особенность атмосферы Марса наиболее ярко проявляется в перио
ды периодически возникающих глобальных пьшевых бурь, когда мелкая пьшь 
благодаря турбулентному перемешиванию поднимается до высоты свыше 30-
40 км . Вследствие высокой степени непрозрачности тропосферы (с оптиче
ской толщей r � 5) у поверхности создается антипарниковый эффект, сильно 
демфирующий циркуляционный перенос. Заметим, что открытие этого уни
кального природного явления во время глобальной пьшевой бури на Марсе 
в 1971 г. послужило толчком к проведению аналогии между ним и возможно
стью возникновения <<ядерной зимы>> на земле, как неизбежного последствия 
использования атомного оружия (Sagan, 1977). 

В комплексе процессов, ответственных за возникновение, поддержание и 
распад марсианской пьшевой бури, несомненно, важную роль играет турбу
лентность диспергированной среды, характер которой существенно зависит 
от динамического и энергетического взаимодействия газовой и пылевой фаз, 
хотя детали этих механизмов остаются до конца не ясными. Как известно, 
по данным измерений высотных профилей средней скорости u(z) и темпе
ратуры T(z) в приземном погранслое можно оценивать турбулентные потоки 
импульса и тепла (Монин и Яглом, 1992) . Допуская, что подобные законо
мерности справедливы также для атмосфер других ruшнет, можно, обращая 
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задачу, получить оценки соответствующих профилей для пограничного слоя 
Марса, которые модифицируются в случае турбулентных потоков, содержа
щих тяжелую примесь (Баренблат, 1955; Голицын, 1973). Бьто показано, что 
при нейтральной стратификации профиль средней скорости сводится к виду: 

( 1 .3 .5) 

где и. = V1JP- динамическая скорость (скорость трения) ; т =  -ри"v" - тур
булентный поток импульса; х - постоянная Кармана; р - плотность газовой 
фазы. Безразмерный параметр w = vjaxи. определяется через скорость оседа
ния пьшевых частиц v, отношение коэффициентов турбулентного обмена для 
примеси и количества движения а (а :::: 1 )  и величину и • .  При этом оказывает
ся, что в случае присутствия в потоке сравнительно мелких частиц (v < ахи., 
или w <  1 ) ,  формулу ( 1 .3 .5) можно интерпретировать так, что присутствие пы
ли в потоке приводит к уменьшению постоянной Кармана х. Другими слова
ми, градиенты скорости у поверхности возрастают, что способствует эффекту 
сальтации - отрыву и подъему в атмосферу больших количеств пьшевых ча
стиц. Это еще один характерный пример неравновесной структуры в дина
мической диссипативной системе, производство энтропии в которой по мере 
затухания пьшевой бури стремится к своему минимальному значению, отве
чающему равновесному состоянию. 

Динамика атмосфер планет-гигантов 

Главным свойством атмосферной циркуляции на Юпитере, а также на 
Сатурне, является наличие на низких и средних широтах упорядоченной си
стемы зон и поясов и сильного джетового потока в направлении собственного 
вращения планеты в экваториальной области (рис. Ц.22). Кориолисовы силы 
индуцируют зональные ветры севернее и южнее каждой зоны, приводя к об
разованию вихрей и сдвиговой турбулентностит. На Сатурне скорость зональ
ного ветра достигает 500 мjс, по сравнению со средней величиной � 1 50 м/с 
на Юпитере, здесь же наблюдаются наибольшие температурные градиенты 
на фоне отсутствия заметного различия температур между экватором и по
люсами. Светлые зоны являются областями восходящих, а темные пояса -
нисходящих течений. Для этих быстровращающихся планет Ro « 1 ,  поэтому, 
вследствие кориолисова взаимодействия меридиональных течений, между зо
нами и поясами возникают сильные зональные потоки. Наиболее сильные 
ветры перемениого направления наблюдаются в этих переходных областях, 
где образуются сдвиговые течения. 

Вместе с тем, основным механизмом планетарной динамики, равно как и 
неупорядоченных движений и многочисленных когерентных вихревых струк
тур (конвективных ячеек) , которые наблюдаются на высоких широтах, являет
ся естественная конвекция, обусловленная существованием теплового источ
ника в недрах. По-видимому, с этим связан измеренный на зонде <<Галилей>> 
рост с глубиной скорости зонального ветра от 70 до 175 мjс между уровнями с 
давлением 0,4 и 5 бар. Данный механизм во многом аналогичен классической 
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проблеме гидродинамической неустойчивости Рэлея-Тейлора горизонталь
ного слоя жидкости, подогреваемой снизу - проблеме Бенара. Однако в рас
сматриваемом случае конвективные недра находятся в тесном динамическом 
взаимодействии с вышележащим газовым слоем, в котором происходит по
глощение солнечной энергии, что приводит к чрезвычайно сложной структуре 
течений с многочисленными вихревыми образованиями и высокой степенью 
турбулизации, как это наиболее отчетливо наблюдается на диске Юпитера. 
Такой модели отвечает схема, показанная на рис. 1 .3.6 (Bиsse, 1976; Ingersoll, 
Pollard, 1982). В свою очередь, за счет нелинейнаго механизма передачи энер
гии вихрей в кинетическую энергию среднего движения можно объяснить 
формирование зонального потока и поддержание планетарной циркуляции 
на вращающейся планете (Ингерсолл и др. ,  1990). 

Индикатором разнообразных движений в сильно турбулизованных атмо
сферах Юпитера и Сатурна служат облака ( West и др. ,  1986) . Приведенный вы
ше состав основных конденсатов не объясняет, однако, наблюдаемой палитры 
цветов на дисках этих планет, представляющих поистине уникальное явле
ние природы. Следует поэтому допустить присутствие в атмосфере и облаках 
более сложных соединений, включая фосфин (РН3) ,  углеводороды (CnHn) и 
органические полимеры, образующиеся предположительно под воздействием 
солнечной ультрафиолетовой радиации и грозовых разрядов. В то же время на 
Уране и Нептуне, при более низкой эффективной температуре, верхние слои 
облаков состоят из метана, под которыми, вероятно, расположены облачные 
слои из аммиака и серосодержащих соединений. Интенсивное поглощение 
метаном красной части солнечного спектра объясняет характерный аквама
риновый цвет этих планет. Очевидно, динамические процессы, происходящие 
с участием химических превращений, являются типичными для многоком-

[ едерный полюс [ едерный полюс 

б 

Рис. 1.3.6. Формирование конвективных ячеек валикового типа (а) и цилиндрического зонально
го потока (б) на быстро вращающейся жидкой сфере. Валиконая конвекция является наиболее ха
рактерной формой конвективной неустойчивости вязкой проводящей жидкости, подогреваемой 
снизу, при равномерном осесимметричном вращении, а коаксиальные цилиндрические поверх
ности служат наиболее общей формой зонального течения идеальной жидкости с внутренним 
адиабатическим градиентом температуры. Передача энергии наклонных конвективных ячеек зо
нальному течению в сдвигоном горизонтальном слое отражает взаимодействие этих двух форм 

движений. Согласно (Ingerso/1, Pollard, 1982; Ingersol и др. ,  1984) 
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понентных турбулентных сред планет-гигантов (Колесниченко, Марав, 1999), 
упорядоченности в хаотической структуре которых, наблюдаемые в атмосфе

ре на уровне облаков, возникают при наличии энергообмена на микроуровне. 

Примеры сильно развитой турбулентности в атмосферах Юпитера, Сатурна и 

Нептуна показаны на рис. Ц.23 и Ц.24, а на рис. Ц.24 приведен также пример 

возникновения упорядоченных вихревых структур в турбулизованных облаках 
Сатурна, обусловленных процессами самоорганизации. 

Подобно Юпитеру и Сатурну, конвекция, действующая в качестве теп

лового механизма при передаче энергии из глубины, должна играть важную 
роль также в динамике атмосферы Нептуна, обладающего, в отличие от Ура

на, внутренним источником тепла, вдвое превышающим приток энергии от 
Солнца. В то же время наиболее интересной особенностью, определяющей 

тепловой режим и динамику атмосферы Урана, является необычная ориента

ция его оси вращения, лежащей почти в плоскости околосолнечной орбиты, 

так что смена сезонов происходит дважды в год (который на Уране составляет 

84 года) .  Однако, несмотря на большое различие в наклонениях и энерге

тике, у обеих планет наблюдаются качественно одинаковые меридиональные 

профили температуры и зонального ветра на уровне облаков, хотя на Уране 

ветер примерно вдвое слабее. Важно, кроме того, подчеркнуть, что на Неп

туне, несмотря на то, что мощность его энергетических источников на едини

цу площади примерно в 20 раз меньше, чем в атмосфере Юпитера, скорость 

ветра почти в 2,5 раза выше, достигая 400 мjс на экваторе, т. е. почти как у 

Сатурна. Это связано с тем, что атмосфера Нептуна обладает очень малой тур

булентной вязкостью, и соответственно, низким уровнем диссипации энергии 

ветровых движений и турбулизации сдвиговых течений (lngerso/l и др. ,  1995; 
1998). Интересно, что, в противоположность Нептуну, земная атмосфера об

ладает наибольшим уровнем диссипации, главную роль в которой, наряду с 

мелкомасштабной конвекцией и поверхностным трением, играют процессы, 

связанные с гидрологическим циклом. Поэтому, хотя Земля получает несрав

ненно больше солнечной энергии, скорости ветра на ней почти на порядок 
ниже, чем на Нептуне. Другой интересной особенностью является то, что 

направление ветров на Нептуне и Уране противоположно направлению их 

вращения, что отличает их от Юпитера, Сатурна и Венеры (а также Солнца 

и Титана) , для которых характерна экваториальная суперротация. 

Среди замечательных особенностей облачных структур у планет-гигантов 

особо выделяются многочисленные крупномасштабные вихревые образова
ния, природа которых, как уже говорилось, связана с переменными направ

лениями зональных ветров под действием кориолисовой силы. Наиболее из

вестные из них - Большое Красное Пятно (БКП) на Юпитере, размер кото

рого варьирует от 1 О 000 до 14 000 км в широтном и от 24 000 до 40 000 км в 

долготном направлении и Большое Темное Пятно (БТП) на Нептуне разме
ром � 1 5  000 км (рис. Ц.23, Ц.25). Последнее отражает существование интен

сивной атмосферной динамики (сильного зонального ветра, достигающего 

400 кмjс на экваторе) в условиях, когда тепловой поток из недр в 1 ,6 раза 

превышает величину инсоляции. Заметим, что в метановой атмосфере Неп

туна, даже при сравнительно небольтом потоке солнечных ультрафиолетовых 
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квантов на расстоянии 30 а. е . ,  инициируются процессы фотохимии, приво
дящие к образованию в атмосфере и облаках сложных уrлеводородов. Вместе 
с тем, неожиданным явилось отсутствие в атмосфере Нептуна (как и Ура
на) аммиака. Объяснить это можно, если предположить, что, одновременно 
с образованием в упомянутых выше равновесных термохимических реакци
ях, происходит его эвакуация в реакции с H2S,  приводящей к образованию 
в облаках кристаллов NH4SH. Это требует, однако, допущения, что область 
аккрецианнаго диска, где формиравались Уран и Нептун, содержала суще
ственно больше H2S по сравнению с NH3 и что отношение S/N в пять раз 
превышало солнечное (Lunine, 1993; Cruikshank, 1995) . 

БКП на Юпитере представляет собой гигантский антициклон, время жиз
ни которого, оцениваемое по параметрам подобия, составляет несколько ты
сяч лет, в отличие от земных циклонических образований с характерным вре
менем жизни порядка недели. Он находится в атмосфере выше окружающего 
его слоя облаков благодаря восходящим движениям и возможно его допол
нительным энергетическим источником служит вьщелению скрытой теплоты 
парообразования. БКП обладает яркой гаммой цветов и сложной морфоло
гией внутренних вихревых течений. На периферии, где скорости движений 
превышают 100 м/с, наблюдается особенно сильная турбулизация потока и 
обмен частицами газа и облаков между вихрем и соседними зонами. Вихрь 
совершает полный оборот за 7 суток, а само БКП периодически дрейфует по 
долготе в nрямом и обратном направлениях, трижды обернувшись в двадца
том столетии вокруг планеты. На Сатурне таких крупных образований нет, 
однако, также как на Юпитере и Нептуне, существуют многочисленные вихри 
(овалы) меньших размеров и с меньшим временем жизни. К тому же в атмо
сфере Сатурна чаще происходят мощные бури. Движения в овалах происходят 
преимущественно по часовой стрелке, а их долготно-широтные осцилляции 
напоминают движение верхней части вихря в стабильно стратифицированном 
сдвигавам потоке. Подобно упорядоченным зональным течениям, их есте
ственно рассматривать с позиций формирования гидрологического цикла в 
стратифицированной газаважидкой среде, с учетом ее химического состава, 
энергетики и выполнения критерия устойчивости. 

Нельзя не упомянуть об уникальной динамике атмосферы еще на одном 
теле в системе планет гигантов - спутнике Сатурна Титане. Инсоляция на 
Титане слишком мала, чтобы обеспечить развитие интенсивных динамиче
ских процессов, но, тем не менее, они существуют. Можно предположить, 
что основным энергетическим источником служат приливные воздействия 
Сатурна, которые в 400 раз сильнее лунных приливов на Земле. Предпо
ложение о приливнам механизме ветровых движений подкрепляется упоми
навшейся нами ранее ориентировкой гряд дюн, повсеместно встречающихся 
на Титане. Как показали измерения, проведеиные на космическом аппарате 
«КассинИ>> ,  преимущественное направление ветров свидетельствует о нали
чии в атмосфере Титана суперротации, подобной атмосфере Венеры. Близок 
к венернанекому и высотный ход скорости ветра, которая в атмосфере Тита
на нарастает от единиц до � 30 м/с в диапазоне высот 10-60 км. Интересно, 
что выше этой области движения сильно ослабевают, а начиная с высоты 
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"' 120 км наблюдается сильная турбулизация атмосферы. К сожалению, пока 
не удается объяснить, чем вызваны такие необычные динамические свойства 
среды. Возможно, они связаны с формированием в этой области атмосферы 
Титана слоистой структуры углеводородных облаков. 

Мы видели, что в атмосферах планет периодически возникают более или 
менее устойчивые образования на фоне хаотических (турбулентных) движе
ний газа внутри открытой нелинейной системы, обменивающейся энергией 
с окружающей средой. Такими наиболее характерными устойчивыми обра
зованиями являются циклоны и антициклоны на Земле, суперротация ат
мосферы на Венере и на Титане, вызываемая различными энергетическими 
источниками, мощные пьmевые бури на Марсе, стабильные структуры типа 
БКП и БТП и другие овалы циклонического типа в атмосферах Юпитера, 
Сатурна и Нептуна. Они наблюдаются более или менее длительное время 
в турбулентной среде на фоне хаотической мелкомасштабной активности в 
виде относительно небольтих облаков, появляющихся и исчезающих в тече
ние нескольких часов. Сюда же, по-видимому, следует отнести возникновение 
антипарникового эффекта на Марсе, сопровождающего развитие глобальной 
пьmевой бури, а также роль относительно малых атмосферных компонен
тов, играющих важнейшую роль в комплексе аэрономических процессов и 
оказывающих громадное влияние на ход эволюции планеты. Исходя из кон
цепции нелинейной динамики сложных диссипативных систем эти феномены 
атмосферной динамики можно рассматривать с позиций самоорганизации в 
структурах хаотических турбулентных сред. 

1.3.5. Природа и динамика малых тел 

Малые тела (кометы, астероиды, метеороиды, метеорная пьmь), спектр 
размеров которых простирается от нескольких сот километров (крупные асте
роиды) до микронов (пьmевые частицы), являются наиболее динамичными 
объектами в Солнечной системе. Они играли и продолжают играть важную 
роль в ее эволюции благодаря процессам миграции и многочисленным соуда
рениям с планетами. По разнообразию и сложности физико-химических про
цессов особенно интересны кометы, ядра которых обладают сложной структу
рой и химическим составом. Помимо первостепенного интереса для планет
ной космогонии, кометы привлекают возрастающий интерес также как воз
можные носители первичных форм жизни (Marov, 2005; Gaidos, Selsis, 2007). 

Классификация и свойства 

Исследование малых тел принципиально важно прежде всего с космо
химической точки зрения, поскольку они являются носителями первичного 
материала, из которого образовалась Солнечная система. Можно думать, что 
кометы и наиболее примитинный класс астероидов - углистые хондриты -
сохранили в своем составе частицы протопланетного облака и газапылевого 
аккрецианнога диска, поскольку претерпели наименьшие изменения в про
цессе эволюции (Weidenschilling, 1997; Wooden и др. ,  2007). Более подробное 
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обсуждение этого вопроса содержится в разделе 1 .3.6. Кометы естественно 
рассматривать поэтому в качестве своеобразных <<зондов>> ближайших к Сол
нечной системе областей Галактики. Кометы можно ассоциировать с плане
тезималями, выброшенными вследствие приливных возмущений из областей 
рождения планет юпитернанекой группы в процессе их роста на периферию 
Солнечной системы, где образавались основные кометные резервуары - по
яс Койпера, находящийся вблизи плоскости эклиптики, и сферическое по 
форме облако Оорта (рис. Ц.26). 

Число транснептуновых объектов (TNO) в поясе Койпера, находящемся 
за орбитой Нептуна и простирающемся примерно до 1 00 а. е . ,  оценивается 
величиной � 1 09, причем по оценкам свыше 1 04 могут быть размером свы
ше 200 км (Энеев, 1981). К настоящему времени открыто около тысячи TNO, 
среди которых обнаружены тела, сопоставимые с Плутоном (Седна, Кварар, 
Эрида со спутником Дисномия и др.) ,  являющиеся характерными представи
телями этого семейства залептуновых мини-планет - плутонидав (Jewitt, 1999; 
Jewitt и др. ,  1998; Cruikshank и др. ,  2007). Для TNO характерно большое разно
образие физических свойств, которые проявляются в различиях их альбедо (от 
2,5 до > 60%) и спектральных особенностей, что позволяет диагностировать 
свойства поверхностей. В частности, у некоторых тел обнаружены отложения 
льдов Н20, СН4 и N2, что роднит их с Плутоном и Тритоном, хотя средняя 
плотность заметно ниже и ближе к ядрам комет (� 0,5 гjсм3) .  Интересно, 
что около 1 1 % исследованных объектов являются двойными системами, а у 
Плутона даже три спутника (Cruikshank и др. ,  2007) . Не исключено, что асте
роиды Троянцы в либрационных точках L4 и L5 являются телами из пояса 
Койпера, захваченными Юпитером в ранней хаотической фазе Солнечной 
системы (Morbldelli и др. ,  2005), вопреки традиционной точке зрения, что они 
сформировались по мере роста самой планеты и были затем захвачены в 
резонанс 1 :  1 (Chiang, Lithwick, 2005). В пользу гипотезы связи с TNO гово
рит факт сходства цветового альбедо Троянцев и ядер комет (рост отражения 
с длиной волны) и отсутствие четко выраженных спектральных признаков, 
как у большинства тел в залептуновой зоне. Аналогичные свойства характер
ны для группы тел, расположенных между орбитами Юпитера и Нептуна, -
Кентавров, также, по-видимому, генетически связанных с поясом Койпера и 
частично эволюционирующих на орбиты комет семейства Юпитера. 

Кометы в облаке Оорта, расположенном примерно на половине расстоя
ния до ближайших звезд (30-60 тыс. а. е.),  периодически испытывают гра
витационные возмущения от гигантских межзвездных газопьшевых облаков, 
галактического диска, при случайных сближениях со звездами. Тогда неко
торые тела из облака могут переходить на высокоэллиптические орбиты и 
при сближении с Солнцем наблюдаться как долгопериодические кометы. В 
дальнейшем, под влиянием гравитационных возмущений от планет, они ли
бо пополняют известные семейства короткопериодических комет, регулярно 

возвращающихся к Солнцу, либо, переходя на параболические или гипер
болические орбиты, навсегда покидают Солнечную систему (Fernandez, 1994; 
Weissman, 1996) . Но основным источником короткопериодических комет яв
ляется пояс Койпера, испытывающий гравитационные возмущения от Неп-
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туна, вследствие чего относительно небольтая доля ледяных тел мигрирует, 
как будет видно из дальнейшего, во внутренние области Солнечной системы, 
пополняя Главный пояс астероидов, находящийся между орбитами Марса и 
Юпитера (рис. Ц.26) . 

Ядра комет обладают небольшими размерами - от единиц до первых 
десятков километров - и  очень низкой средней плотностью, обычно не пре
вышающей десятых долей г/см3 . Это свидетельствует о пористой структуре 
этих тел, состоящих преимущественно из водяного льда и некоторых других 
низкотемпературных конденсатов с примесью силикатов, графитов, метал
лов и органических соединений (Маров, 1994; Boice, Hиebner, 1999) . Водно
ледяной состав комет объясняется тем, что молекула воды является самой 
обильной в Солнечной системе и не случайно, что льды Н20 составляют 
также значительную долю массы спутников планет-гигантов и других малых 
тел. О процессах с участием жидкой воды на начальных этапах эволюции 
Солнечной системы свидетельствует, в частности, минеральный состав метео
ритов и ,  следовательно, их основных родительских тел - астероидов Главного 
пояса (Jewitt и др. ,  2007). 

Основываясь на данных измерений, проведеиных при сближении с несколь
кими кометами космических аппаратов, можно говорить о том, что по сво
им физическим свойствам ядро в целом отвечает модели грязного снежного 
кома (или кома замерзшей грязи), предложенной еще в середине прошлого 
века Ф. Уипплом ( Whipple, 1951) . При сближении кометы с Солнцем и росте 
инсоляции вследствие сублимации льдов формируются атмосфера (кома) про
тяженностью в десятки тысяч километров, водородное гало размером в сотни 
тысяч километров и хвост, простирающийся в антисолнечном направлении 
на миллионы километров. Кома состоящая, в основном, из молекул воды, 
гидроксила и водорода, образует голову кометы, светящуюся благодаря про
цессам люминисценции и частично ионизованную коротковолновым солнеч
ным излучением (рис. Ц.27). При сублимации льдов в атмосферу интенсивно 
выносится пыль, субмикронные частицы которой под действием светового 
давления создают кометный хвост второго и третьего типов, а образующая
ел во внешней коме плазма при взаиводействии с солнечным ветром создает 
хвост первого типа (согласно классификации Ф. Бредикина - С. Орлова) . 

Для понимания природы и эволюции комет на различных гелиоцентри
ческих расстояниях ключевое значение имеет изучение нестационарных про
цессов тепломассопереноса в пористом ядре и формирования неоднородной 
структуры поверхности, с которой происходит сублимация ледяного конгло
мерата и образуется газапылевая кома. Как показали результаты кинетическо
го моделирования (Marov и др. ,  1996; Skorov и др. ,  2002) , вблизи ядра активных 
комет во всей дневной полусфере течение близко к равновесному, плотность 
газа быстро падает по мере удаления от поверхности ядра, причем из-за адиа
батического расширения в вакуум температура на удалении от ядра � 1 30 км 
падает до �3,5 К (Вisikalo et al, 1989; Marov и др. ,  1996) а в окрестности 
оси симметрии образуется хорошо выраженная струя. На изображении ядра 
кометы Галлея, полученном при пролете вблизи него космического аппара
та <<Джотто>> , видны несколько струй (джетов) , обусловленных интенсивным 
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выносом газа и пыли (рис. Ц.27) . Такую неравномерность сублимации с по
верхности ядра можно объяснить за счет тепловых деформаций, вызывающих 
разломы и трещины в пьmе-ледяной корке, образующейся при последователь
ных сближениях кометы с Солнцем.  

Миграция МШIЫХ тел и следствия 

Как уже отмечалось, свойства орбит малых тел отражают динамику регу
лярных и хаотических процессов в Солнечной системе, одним из характерным 
проявлений которых служит миграция. Следствием миграции являются столк
новения комет и астероидов с планетами. Как уже отмечалось, они приводят 
к катастрофическим событиям и транспорту вещества, что имеет важнейшее 
значение для эволюции планет и их атмосфер. Убедительным подтвержде
нием периодически происходящих в Солнечной системе стоякновительных 
процессов служат, помимо упоминавшихся нами ранее Тунгусского события 
и Чиксулюба, выпадение на Юпитер в 1994 г. более 20 фрагментов кометы 
Шумейкеров-Леви-9, разорванной в его ближайшей окрестности приливны
ми силами (рис. Ц .28). 

Считается общепризнанным, что на планетах земной группы первичные 
(восстановительные) атмосферы, захваченные из протопланетного облака на 
стадии их аккумуляции, были потеряны. Убедительным свидетельством такой 
потери служит тот факт, что содержание и изотопный состав инертных газов 
в существующих атмосферах вторичного происхождения резко отличается от 
солнечного. Несомненно, что дегазация из недр в процессе последующей эво
люции этих планет внесла значительный вклад в формирование гидросферы 
и окислительные атмосферы вторичного происхождения. Однако такой ис
точник не бьш, по-видимому, единственным и достаточным, чтобы компен
сировать потерю низкотемпературных летучих (вода, азот, углерод, сера и др.) 
в зоне формирования планет земной группы при температуре > 1000 К в этой 
части протопланетного диска (внутри так называемой «снеговой линии») за 
счет механизма джинсоновской диссипации. Малая масса этих планет, наряду 
с высокой температурой, также способствовала убеганию в космос наиболее 
легких атмофильных элементов. 

Объяснить существующее, тем не менее, относительно высокое содержа
ние летучих на планетах земной группы можно за счет их интенсивной бом
бардировки кометами и астероидами из внешних областей Солнечной си
стемы на ранней стадии эволюции. Такой сценарий известен как механизм 
гетерогенной аккреции (Anders, Owen, 1977; Owen, Bar-Nиn, 1995; Chyba и др. ,  
1994). Количественные оценки эффективности данного механизма бьши по
лучены нами путем изучения орбитальной динамики малых тел, прежде все
го, комет из залептунового пояса (TNO), содержащих наибольшее количе
ство летучих. В основу развитой численной миграционной модели бьша по
ложена классическая задача N тел и вычислительные коды BULSTO и RMVS 
(Ипатов, 2000; Marov, lpatov, 2001; 2005; 2006; 2007; lpatov и др. ,  2006а, Ь). 
Согласно существующим оценкам (см. Dиncan, Levison, 1997), из � 109 TNO 
размером > 1 км � 20,000 могут переходить из упоминавшейся нами выше 
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зоны накопления вековых возмущений в поясе Койпера на орбиты, пересе
кающиеся с орбитой Юпитера (JCO), при их миграции внутрь Солнечной 
системы и находиться там в течение Т � О, l З  Млет. Из этих 20,000 JCO бы
ла численно проинтегрирована (на временных интервалах 10 Млет с шагом 
500 лет и относительной ошибкой 10-8- 10-9) эволюция к Солнцу 5500 вир
туальных объектов из известных семейств или типов комет с учетом грави
тационного воздействия планет. Примеры расчетов показаны на рис. 1 .3 .7 .  
В результате бьии получены оценки вероятности их столкновения с Зем
лей, Венерой и Марсом. Интегрирование проводилось с начальными услови
ями, отвечающими параметрам орбит трех типов комет: семейства Юпитера, 
9Р Tempe1 1 и 10Р Tempe1 2. Вероятности Ps соударения одного � 1 км объек
та с планетой за время Ts находились из условия q < а, где q - перегелийное 
расстояние, а - большая полуось орбиты планеты; при этом средние веро
ятности и времена определялись как Р, = Р sl N и Т, = Ts/ N . Оказалось, что 
для Земли Р, = 6,65 · 10-6 за Т, > 1 Млет, т. е. один объект может соударяться с 
Землей каждые � 0,5 млн лет. Сопоставимые, хотя и несколько меньшие зна
чения вероятности (Р = 4 · 1О-7 и P � ( l-3) · 10-6) , получены, соответственно, 
в моделях (Morbldelli и др. ,  2000) и (Levison и др. ,  1997), что может быть обу
словлено тем, что согласно нашей модели значительная фракция тел (� 0,001 5) 
с афелийным расстоянием Q < 4,7 а. е. дольше находилась на орбитах, пере
секающихся с орбитой Земли. 

Средняя вероятность соударения с Венерой оказалась примерно такой же, 
а с Марсом - примерно втрое меньше. Один из каждых 300 таких объек
тов выпадает на Солнце - их называют объектами, <<царапающими Солнце» 
(sиn-grazers) . На рис. 1 .3 .7 показан пример вычислений миграции виртуально
го TNO с начальными параметрами орбиты кометы семейства Юпитера (а), 
10Р (б) и 2Р (в) в виде эволюции перегелийнога и афелийнога расстояний, 
большой полуоси и эксцентриситета q, Q, а, и е. По результатам моделиро
вания сделан ряд важных выводов относительно характера миграции тел из 
пояса Койпера, первоначально захваченных на орбиту пересечения с орбитой 
Юпитера, внутрь Солнечной системы и времен их перехода в семейства Глав
ного пояса и NEO (Morrison, 1982) . Достаточно высокая вероятность столк
новений малых тел между собой и с планетами приводит к перманентному 
дроблению/выбросу вещества и его транспорту в межпланетной среде, обес
печивая своего рода <<обменные процессы>> , и может вызывать катастрофиче
ские последствия на временных интервалах порядка нескольких миллионов лет. 

Ключевым следствием модели является подтверждение важной роли комет 
как источника летучих в эволюции Земли, Венеры, Марса. Исходя из ниж
ней оценки вероятности соударений Р, = 4 · 1 о-6 и оценки суммарной массы 
планетезималей, пересекавших орбиту Юпитера, � 100МЕ (МЕ - масса Зем
ли) ,  получаем массу тел, столкнувшихся с Землей, М �  0,0004МЕ. Предпола
гая далее, что содержание водяного льда бьmо � 0,5 М,  приходим к выводу, 
что масса воды, доставленная на Землю из зоны питания планет-гигантов, 
составила � 2 · 1 024 г, что почти в 1 ,5 раза больше массы воды в земных оке
анах (Виноградов, 1967). Приблизительно такие же объемы воды получили в 
расчете на единицу массы планеты Венера и Марс. Этот важный вывод со-
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гласуется с представлениями о существовании древних океанов на соседних 
с Землей планетах, потерянных в ходе их последующей эволюции: необрати
мого парникового эффекта на Венере и захоронения в криосфере Марса, о 
чем говорилось в предьщущем разделе этой главы. 

Полученные оценки привноса воды на Землю кометами, естественно, спра
ведливы лишь по порядку величины, и мы далеки от утверждения, что та
кой источник бьш единственным. Несомненно, что определенный вклад бьш 
внесен за счет дегазации недр, хотя, как уже упоминалось, определить относи
тельную роль эндогенного и экзогенного источников пока вряд ли возможно. 
Важно, однако, подчеркнуть, что оценка с погрешностью на уровне 50%, а не 
на порядки величин, суть несомненное свидетельство реалистичности комет
ной модели. Ее ограничением служит отношение дейтерия к водороду D/H, 
полученное по измерениям Н20 и HDO в кометах Хаютаки ( Hyakutake) и Ха
ле-Боп (На1е-Ворр), которое оказалось вдвое выше, чем в земных океанах, 
а именно 3,3 · 10-4 по сравнению со стандартным океаническим значением 
(SMOW) D/H = 1 ,6 · 10-4 (см. Meier, Owen, 1999) . Это вряд ли отвергает, од
нако, связь земной гидросферы с кометным источником. Прежде всего, из
меренное кометное отношение D/H относится к долгопериодическим коме
там, которые по своему генезису значительно отличаются от комет семейства 
Юпитера (JFC), с которыми связывается доставка летучих на планеты земной 
группы. В частности, обе группы могли формироваться в различных областях 
протопланетного диска при разных температурах, что должно бьшо повлиять 
на отношение D/H. Кроме того, оценка nривноса воды кометами имеет по
грешность в пределах, по крайней мере, фактора 2 и, как уже говорилось, 
мы не исключаем предположения, что половина океанической воды обязана 
своим происхождением эндогенному источнику. Наконец, упомянем также, 
что, согласно ряду динамических моделей, ответственными за определенную 
долю воды земных океанов, могли быть, помимо комет, гидратираванные 
астероиды Главного пояса (Morbldelli и др. , 2000) . Более полное обсуждение 
этих проблем, включая отношения Изотопов и содержания инертных газов, 
интересующийся читатель может найти в работе (Jewitt и др. ,  2007). 

Можно предполагать, что транспорт вещества, включая его первичные формы, 
а также миграция частиц межпланетной пыли, имеет самое непосредственное 
отношение не только к эволюции планет, но и к проблеме происхождения 
жизни, как одной из обсуждавшихся выше альтернативных моделей. На осно
ве численных расчетов миграции пьши с учетом, помимо гравитационных, ря
да других эффектов, бьши получены оценки относительной доли кометных и 
транснептунных частиц, содержащих в своем составе ,...., 10% летучих, в общем 
балансе пьши, выпадавшей на планеты земной группы (Marov, lpatov, 2005; 
2006; 2007) . Примеры этих расчетов показаны на рис. 1 . 3.8 .  Оказалось, что, 
по сравнению с малыми телами, вклад пыли в принос летучих бьш на 3-4 по
рядка меньше. Однако пьшевые частицы могли быть наиболее эффективными 
с точки зрения поставки на Землю органического или даже биогенного ве
щества вследствие существенно меньшего нагрева при прохождении через ее 
атмосферу с пологих траекторий вследствие значительно большего отноше
ния поверхности к массе и, следовательно, более интенсивного охлаждения. 
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Такое случайное и на первый взгляд незначительное воздействие могло при 
благоприятных условиях вызвать раскачку изначально устойчивой системы 
вследствие возникновения примитинных форм жизни и привести к бурному 
развитию первичного биоценоза с колоссальным коэффициентом усиления, 
свойственным, в частности, микроорганизмам. Такой процесс можно ассо
циировать с переходом (бифуркацией) природной среды в новое устойчивое 
состояние, как прообразу ранней биосферы Земли. 

1 .3.6. Протопланетные аккрецяоиные диски 

Изучение процессов зарождения и эволюции Солнечной системы и фор
мирования планетных систем у других звезд относится к фундаментальным 
проблемам современного естествознания. По своему содержанию эта пробле
ма является междисциплинарной и требует развития обобщающей теории, 
лежащей в основе разработки математических моделей физико-химической 
структуры и эволюции газопьmевого аккрецианнога турбулентного диска во
круг одиночной звезды солнечного типа. Области звездообразования пред
ставляют собой сильно турбулизованные хаотические среды, в которых про
исходят последовательные процессы упорядоченности, начиная от фрагмен
тации молекулярного облака и рождения звезды до формирования планетной 
системы. Примеры таких сред показаны на рис. Ц.29. Согласно модельным 
представлениям, околозвездный диск образуется вследствие конечного угло
вого момента молекулярного облака и через него звезда получает значитель
ную часть своей массы. Внутри диска происходят магнитные аккрецяоиные 
течения, ответственные за перенос углового момента, которые сопровождают 
рост массы звезды и эволюцию диска. 

Структура и состав дисков 

То что значительная часть молодых звезд окружена газопьmевыми дисками, 
похожими на диск у молодого Солнца, стало очевидным уже к началу 1990-х 
годов (Stroт и др. , 1993). Последующие наблюдения (см. ,  например, Lagrange 
и др. ,  2000; Schneider и др. ,  1999) подкрепили отправную концепцию, согласно 
которой в процессе звездного коллапса определенная часть материала родитель
ского облака (небулы), обладающего заметным угловым моментом, остается 
на орбите вокруг центрального сгущения и входит в состав протопланетно
го диска. По существу в основе этих представлений лежат гипотезы Канта
Лапласа об одновременном образовании Солнца и протопланетного облака 
вместе с идеей ротационной неустойчивости, ответственной за последователь
ное отделение с периферии этого облака плоских концентрических колец, из 
вещества которых в дальнейшем формируются планеты. Можно думать, что 
после вьщеления звезды вещество из внешних областей облака продолжает 
аккретировать на диск, что приводит к сильной турбулизации газопьшевой 
среды из-за рассогласования удельных угловых моментов падающего вещества 
и вещества диска, участвующего в кеплеравеком вращении (Lissaиer, 1993; 
Kwok, 2000; Макалкин, 2003; Дорофеева, Макалкин, 2004; Rиssell и др. ,  2006). 
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Создание космогонических моделей требует детального изучения турбу
лизованной многокомпонентной газопьmевой среды с учетом кинетических 
процессов в протопланетном диске, его динамической и тепловой эволю
ции и космохимических ограничений, накладываемых свойствами первично
го вещества, из которого формируются планеты (см. , например, Lewis, 1997; 
Lagrange и др. ,  2000). Заметим в связи с этим, что в инициирование фрагмен
тации и коллапса молекулярных облаков важный вклад вносят, по-видимому, 
процессы термической бифуркации, подобно тому как они способствуют об
разованию силикатных частиц во внешних областях расширяющихся красных 
сверхгигантов или автокаталитическому охлаждению СО-областей в солнеч
ной хромосфере (Ayres, 1981) . Это - один из примеров структурирования мо
лекулярного газопьmевого облака и образующегося турбулентного диска, где 
важную роль играют процессы самоорганизации. 

Громадный прогресс в изучении проблем планетной космогонии достигнут 
за последние годы благодаря использованию широкого арсенала наблюдатель
ных (в первую очередь, космических) средств и усовершенствованию матема
тических моделей. Наиболее существенный вклад в исследование химии про
топланетных дисков внесли измерения инфракрасной эмиссии газовой и пы
левой компонент (Millan-Gabet и др. ,  2007) и наблюдения с высоким угловым 
разрешением в субмиллиметровом диапазоне длин волн, которые позволили 
отождествить многочисленных переходы молекулярных составляющих, таких 
как СО, и их изотопный состав (Dиtrey и др. ,  2007). Пониманию структуры 
и эволюции околозвездных дисков особенно способствовали исследования, 
проводимые на космическом телескопе «Спицер>> (см. Meyer и др. ,  2007) , в 
частности, обнаружение нескольких молодых звезд, окруженных дисками, в 
довольно небольшой области звездообразования (рис. Ц.ЗО). Протяженность 
некоторых дисков сопоставима с размером орбиты Нептуна в Солнечной си
стеме (рис. Ц.З l) .  

В протопланетных дисках найдены многочисленные молекулы, часть ко
торых, вероятно, генетически связана с летучими, содержащимися в заморо
женных гранулах первичного аккретирующего материала (таких, как Н20, СО, 
N2 , Н2СО, HCN и др.) и подвергшихся в дальнейшем значительной химиче
ской и термической переработке. Некоторые из них, по-видимому, находятся 
в неравновеснам состоянии вследствие процессов фотолиза, обусловленных 
жестким ультрафиолетовым и рентгеновским излучением молодой звезды, вы
зывающим, в частности, ионизацию поверхностных слоев. 

Принципиальное значение для понимания особенностей эволюции про
топланетного аккрецианнога диска, особенно структуры, теплового режима 
и динамики его внутренних областей, имеют данные о составе и свойствах 
пьmевой компоненты. Этой цели служат исследования, проводимые в опти
ческом, ближнем и тепловом ИК диапазонах спектра, в том числе измерения 
эмиссионных спектров с использованием метода длиннобазовой интерферо
метрии, дающих сведения о минералогии пьmевых частиц (Hildebrand, 1983; 
Pol/ack и др. ,  1994; Watson и др. ,  2007; Millan-Gabet и др. , 2007). Разработа
на эффективная методика решения обратных задач светорассеяния с учетом 
зависимости свойств частиц от длины волны, позволяющая восстанавливать 
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физические характеристики пьmи, аналогом которой служат метеорные части
цы земной атмосферы. Несомненный интерес представляет вывод, сделанный 
по данным светорассеяния в ИК-диапазоне длин волн и миллиметровой ин
терферометрии, что частицы в диске существенно крупнее, чем в диффузной 
межзвездной среде, достигая миллиметровых и даже сантиметровых размеров, 
то есть напоминают песок и гальку (Natta и др. ,  2007) . При этом обнаруже
но, что их размеры подчиняются высотной стратификации, так что мелкие 
микронные частицы сосредоточены у поверхности диска, а крупные - внутри 
него, причем такая стратификация может сохраняться миллионы лет. Есте
ственно, что спектр размеров твердых частиц (гранул), влияющих на непро
зрачность среды и турбулентность потока с учетом зависимости от концен
трации и инерционности пьmи, необходимо учитывать при моделировании 
эволюции диска, приводящей к формированию субдиска. 

Содержание и свойства гранул напрямую связаны с химическими пре
вращениями в газовой среде и в совокупности оказывают наиболее сильное 
влияние на тепловой режим и вязкостные свойства диска, особенно в актив
ных зонах, определяемых удалением от звезды и от центральной плоскости 
(Bergin и др. ,  2007) . Есть основания считать, что происхождение и природа 
твердых частиц примерно аналогичны частицам, находящимся в межзвездной 
среде и обнаруженным в метеоритах. В их состав входят такие компоненты, 
как перастворимая углеродсодержащая органика (lOM) и термически зака
ленные стекла с включениями металла и сульфида (annealed GEMS). Такие 
субмикронные частицы можно отождествить с кристаллической компонен
той преимущественно аморфных силикатов межзвездной пьmи, обогащен
ных магнием. Не исключено, однако, что они являются конденсатами ранней 
Солнечной системы, сохранившимися в кометах и связанных с ними метеор
ных потоках, а также в хондритовых пористых частицах межпланетной пьmи 
(CP-IDPs). Следовательно, по своему генезису они могут соответствовать ве
ществу, рождающемуся в ближайших окрестностях околозвездных дисков и, 
возможно, претерпевшему в дальнейшем процессы испарения-кристаллиза
ции при радиальном перемещении в диске или при нагреве ударными волна
ми в зоне аккреции и последующем быстром охлаждении (см. Mathis, 1990; 
Kemper и др. ,  2004; Воиwтап и др. ,  2001, 2005; van Boeke/ и др. ,  2004; Alexander 
и др. ,  2007; Wooden и др. ,  2007). 

Большую популярность в планетной космогонии получила идея о том, 
что образование протосолнечной туманности произоrпло под воздействием 
взрыва сверхновой в окрестности компактного газового облака, изначаль
но сформировавшегося вследствие фрагментации более массивного газового 
скопления. Основой данной гипотезы явилось изучение короткоживущих ра
дионуклидов в метеорите Альенде, в частности, отношения изотопа 26 Al к его 
дочернему изотопу 26 Mg, образованных в процессе муклеосинтеза в звезде 
на завершающей фазе жизни и иплантированных в частицы протосолнеч
ной туманности при инжекции в нее остатка сверхновой ( Wasserbиrg, 1985; 
Вассербург, Папанастасиу, 1986) . С этой идеей связаны общие представления 
о роли короткоживущих радионуклидов со средним периодом полураспада 
� 10  млн лет в эволюции ранней Солнечной системы (см. Wadhwa, Rиsse/1, 
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2000; McKeegan, Davis, 2004; Кita и др. ,  2005; Goиne//e и др. , 2006; Wadhwa и др. ,  
2007). В частности , получены свидетельства вероятного вклада в энергетику 
10 Ве и 36Cl, что, в свою очередь, позволило угочнить содержания других ко
роткоживущих радионуклидов, таких как 26AI, 6°Fe, 4 1 Са и 182 Hf, и с большей 
точностью восстановить хронологию событий в солнечном протопланетном 
диске. Сделан вьmод о том, что содержашиеся в хондритовых метеоритах ту
гоплавкие включения миллиметровых -сантиметровых размеров, обогащенные 
А1 и СА (CAis), относятся к самому древнему твердому материалу, возраст ко
торого, определенный из анализа углистого хондрита Ефремовка составляет 
4567,2 ± 0,6 млн лет. По- видимому, одновременно с CAI за время � 3 млн 
лет в примитивном веществе хондритов сформировались субмиллиметровые 
хондры (spherules) ,  состоящие из ферромагнитных силикатов. Можно думать, 
что спустя еще несколько миллионов лет, когда такие наиболее эффектив
ные тепловые источники ,  как короткоживущие нуклиды 26AI и 6°Fe, были 
исчерпаны, образовались недифференцированные хондриты, не испытавшие 
плавления и ставш ие родительскими телами планетезималей ( Wadhwa и др. ,  
2007). 

Концепции взрыва сверхновой благоприятствуют результаты моделирова
ния, свидетельствующие о необходимости избыточного давления, чтобы вы
звать гравитационный коллапс диффузного облака, подобного родительско
му облаку Солнечной системы, и отделение диска. В принциле такое избы
точное давление, наряду с ускоряющей процесс турбулизацией межзвездной 
среды, могли быть обеспечены за счет ударных волн, порожденных взрьmом 
сверхновой (см. обширную библиографию к обзору Ba//esteros-Paredes и др. ,  
2007). 

В рамках разрабатываемых моделей предпринимаются попытки с большей 
определенностью ответить на вопросы относительно последовательности из
менения агрегатного состояния основных компонент допланетного вещества, 
расположении фронтов конденсации-испарения в зависимости от термодина
мических параметров диска, роли процессов сублимации и коагуляции частиц 
в двухфазной среде, относительном вкладе в тепломассоперенос излучения и 
турбулентности и о механизмах развития гидродинамической и гравитаци
онной неустойч ивости с учетом сдвиговых напряжений в пограничных сло
ях и полидисперсности взвешенных пьmевых частиц. Особый интерес пред
ставляют плохо разрешаемые внуrренние области диска в пределах несколь
ких астрономических единиц, где вещество активно аккрецирует на молодую 
звезду, в связи с чем сильно изменяются отношение пыль/газ, вклад фотохи
мических процессов и термический режим, условия формирования которого 
определяются двумя предельными моделями оптически тонкого и оптически 
толстого диска (Najita и др. , 2007; Dи//emond и др. ,  2007). Чрезвычайно важно 
при этом понять, насколько процессы эволюции в околосолнечном прото
планетном диске отличались от тех, которые сейчас наблюдаются у молодых 
звезд солнечного типа. С этим связана, в частности , актуальная проблема 
образования специфических конфигураций внесолнечных планетных систем, 
особенно в ближайших окрестностях родительской звездьi, и их устойчивости 
на значительных временных интервалах. 



Рис. Ц. l .  Изображение Солнца во вре
мя мощных коранальных выбросов 
nлазмы (Coronal Mass Ejection, С МЕ).  
Наблюдаются многочисленные эруптив
ные волокна, соединенные с активны
ми областями на сол нечной фотосфере, 
и громадные nлазменные nузыри, про
стирающиеся на расстояния свыше 
2 млн. км. В них под влиянием маг
нитного поля происходят процессы 
самоорганизации. Такие часто проис
ходящие события на Солнце приводят 
к возникновению на Земле магнитных 
бурь. Изображение получено в 2002 г. 
космическим аппаратом SOHO ( ESA) 

Рис. Ц.З. Внутреннее строение nланет 
земной группы и Луны (а) и nланет
гигантов (б). Упорядоченность в рас
положении основных областей (ядро, 
мантия, кора) является следствием 
процесса дифференциации слагаюшею 
вещества на оболочки, а их протяжен
ность зависит от размеров (массы) nла
неты, обилий основных комnонентов и 
температуры образования конденсатов 
в зоне формирования. У nланет земной 
группы и Луны этим предопределяется 
также состояние ядра и толщина коры 
(литосферы), а у nланет-гигантов 

соотношение между составляющими 
газами и льдами 

Рис. Ц.2. Население Солнечной системы: большие 
планеты и представители малых тел - кометы и асте

роиды ( Монтаж, NASA) 

б 
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Рис. Ц.4. Изображение Венеры в ультрафиолетовом (а) и видимом спектре (б), а также в санти
метровом радиодиапазоне, полученное методом аnертурнога синтеза (в). В ультрафиолетовых лучах 
наблюдаются характерные образования вследствие наличия поглотителя ( вероятно, частиц серы) на 
верхней границе облаков. Эти образования перемешаются по диску Венеры со скоростью � 1 00 м/с, 
превышающей на два порядка скорость ветра у поверхности из-за суnерротации атмосферы. Вивимый 
диапазон малоинформативен, отдельные nолосы связаны с неоднородной структурой сернокислотных 
облаков. Поверхность Венеры можно видеть лишь в радиодиапазоне, для которого атмосфера и 
облака прозрачны.  Радиокартирование nозволило выявить многие детали рельефа и особенности 
поверхности Венеры. а - снимок с Земли, на котором отчетливо видна уnорядоченность в струк
туре УФ-облаков; б - снимок космического аппарата «Галилей>> при пролете вблизи Венеры; в
мозаика снимков поверхности с космического аппарата <<Магеллан», в хаотическом характере ре
льефа которой можно выделить более уnорядоченные структуры .  С любезного разрешения NASA 
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Рис. Ц.S. (а) Изображение в 
перспектинной проекции вулка
н ической горы Маат (область 
Алта - земля Афродиты) на Ве
нере. Высота горы 5 к:м, от
четливо видны следы лавовых 
потоков. Вертикальн ы й  мас
штаб увеличен для наглядности 
в 10 раз. (б) Изображение в пер
спективной проекции излия
ния на поверхность вулкани
ческой лавы (<<блинов•>) .  По ре
зультатам радиолокационного 
картирования Венеры с косми
ческого аппарата <<М агеллан•>. 
С любезного разрешения NASA 



Рис. Ц.6. Снимки Марса, полу
ченные с космических аппаратов. 
(а) И зображение поверхности Мар
са, на котором хорошо видны разли
чия альбедо северного и южного по
лушарий, сильно кратерированные 
области вблизи экватора и облака 
над полярными районами. (б) На 
этом изображении вьщеляются обла
ка над вулканами, рельеф северной 
полярной области и долина Маринер 
южнее экватора. (в) Мозаика сним
ков, на которой отчетливо видны 
основные детали рельефа Марса, 
прежде всего высочайшие в Сол
нечной системе щитовые вулканы 
высотой до 26 км в области Эллада 
на северо-западе и огромный текто
нический разлом у экватора (долина 
Маринер) протяженностью свыше 

3000 км, шириной свыше 100 км 
и глубиной до 8 км. С любезного 

разрешения NASA 
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Рис. Ц.7. Панорама поверхности Марса в месте посадки марсохода <<Pathfinder». С любезного 
разрешения NASA 

Рис. Ц.8. Примеры водной эрозии на Марсе. Слева - расщелины, вероятнее всего образованные 
потоками воды; справа - овраги (gallies), образование которых может быть обусловлено выходом 

воды на поверхность. С любезного разрешения NASA 



Рис. Ц.9. Область Кандор в центральной части долины Маринер на Марсе. На фоне хаотиче
ской морфологии, обусловленной ранними тектоно-вулканическими nроцессами, образовавши
ми круnные каньоны,  столовые горы и равнины, вьщеляются отдельные более уnорядоченные 
структуры,  образование которых, очевидно, связано с гигантскими водными nотоками. С любез-

ного разрешения Геологической службы США и ASA 

Рис. Ц. lО. Ледяное озеро на 
дне марсианского кратера. 
Снимок космического апnа-

рата «Mars Express», ESA 

Рис. Ц. l l . Эти камни на марсианском nлато Меридиани nредставляют собой слоистые nороды 
осадочного nроисхождения, аналогичные no структуре осадочным nородам на океаническом ложе 
Земли. В них обнаружены высокие концентрации солей хлора и брома, что также связывает их 

возникновение с океанами Марса. Область на снимках, возможно, nредставлнет собой береговую 
линию древнего океана, где на мелководье nроисходили циклические nроцессы исnарения и/или 

вымерзания. Снимки марсохода «Opportunity». С любезного разрешения NASA 



Рис. Ц. 12. Галилеевы спутники Ио, Европа, Ганимед и Каллисто. Уникальные особенности спуг
ников показаны на изображениях участков поверхности под каждым из них. Снимки космиче

ских аппаратов • Вояджер» и «Галилей». С любезного разрешения NASA 

Рис. Ц. I З. Галилеевы спут
ники на фоне Большого 
Красного Пятна Юnитера 
(монтаж). С любезного 

разрешения NASA 

Рис. Ц.14. Участок по
верхности И о с действу
ющим вулканом на изо
бражениях, полученнь� 
космическими аппара
тами • Вояджер» в 1 98 1  г. 
(слева) и «Галилей» в 
1 996 г. (справа). Поверх
ность претерпела неболь
шие изменения, отсут
ствие ударных кратеров 
свидетельствует о ее мо
лодом возрасте, обуслов
ленном активным вул
канизмом. С любезного 

разрешения NASA 
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Рис. Ц. IS. (а) Вулкани•1еское извержение (плюмаж) на лимбе Ио. Снимок КА <<Вояджер». (б) Ис
течение лавы. Снимок КА «Галилей». С любезного разрешения ASA 

а б 

Рис. Ц. 16. (а) Галилеев спугник Юпитера Европа. Поверхность изрезана хребтами, ложбинами 
и трещинами,  рельеф которых не превышает сотен метров. Отсугствие кратеров свИдетельствует 
о молодой поверхности. Разрез слева соответствует современной модели внугреннего строения 
Европы ,  согласно которой под относительно тонкой ледяной корой толщиной � 10 км находится 
водный океан глубиной � 50 км, а ниже его - силикатная мантия и ядро, состоящее из каме
нистых пород. Снимок космического аппарата <<Галилей>> 1 7. 1 2. 1 996. (б) Участок поверхности 
Европы размером 70 км х 30 км (область Конамара). Цвета контрастированы, чтобы подчеркнугь 
особенности рельефа, Солнце находится справа. Белые и голубые области отвечают свежей по
верхности, частично покрытой пылью, а коричневые, вероятно, обязаны своим происхождением 
минеральным отложениям. Участки размером � 10 км несуг на себе следы персмещений верхнего 
слоя ледяной коры, что можно связать с наличием на сравнительно небольшой глубине воды или 

мягкого льда. Снимок космического аппарата « Галилей». С любезного разрешения ASA 

Рис. Ц.17.  Спугник Юпитера Ганимед. На тем
ной сильно кратерираванной ледяной поверхно
сти, покрытой минеральной пылью, с много
численными хребтами, желобами и крупными 
депрессиями, выделяются белые яркие обла
сти, обусловленные относительно свежими об
нажениями ледяной коры при ударной бомбар
дировке. Снимок косми•1еского аппарата « Га-

лилей». С любезного разрешения ASA 



Рис. Ц.18. Поверхность спутника Сатурна Титана. Темные пятна на более светлой поверхно
сти из водяного и углеводородных л�>дов ассоциируются с озерами из метана, 'ITO подкрепляет 
предположение о существовании метанового цикла между поверхностью и атмосферой. Цвета 
на левом снимке искажены, чтобы подчеркнуть контрастность деталей. Изображения получены 

космическим посадочным аппаратом •Гюйгенс» ( ESA) 

Рис. Ц.19. Спутник Нептуна 
Тритон. На метановой поверх
ности обнаружены действую
щие азотные гейзеры. Снимок 
космического аппарата • Воя
джер». С любезного разреше-

ния NASA 
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Рис. Ц.20. (а) Сатур н в контрастных искусственных цветах. Голубой цвет соответствует основным 
облакам, красный и оранжевый - высотным облакам, зеленый - надоблачной дымке. В окружа
ющих Сатурн кольцах выделяются три основных кольца: С, В и А. Между кольцами А и В - 
деление Кассини. Снимок космического телескопа •Хаббл». (б) Кольца Сатурна. Отчетливо вы
деляется их тонкая структура - м ножество отдельных колечек (ringlets), которые являются след
ствием процесса самоорганизации в структуре колец. Радиальные темные полосы - спицы (dark 
spokes) в кол ьце В обусловлены образованием пылевой плазм ы, находящейся над плоскостью ко
лец и контролируемой магнитным полем планеты . Снимок космического аппарата << Вояджер 2». 

С любезного разрешения NASA 



Рис. Ц.2 1 .  Кольца Урана по наблюдениям 
космического телескоnа «Хаббn>>. Левый 
снимок сделан в 1 997 r. , nравый nолучен 
nозднее и на нем nоказаны движения 
спутников и атмосферных образований. 
На формирование узких колец Урана, на
ряду с коллективными nроцессами вза
имодействия частиц, оказывают влияние 
сnутники (показанные на nравом снимке), 
расnоложенные вблизи колец. Они от
ветственны за возникновение доnолни
тельных уnорядоченностей в структуре 
колец. С любезного разрешения NASA 
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Рис. Ц.23. Сильно развитая тур
булентность в окрестности БКЛ 
в атмосфере Юnитера с богатой 
гаммой цветов облаков. Большое 

Рис. Ц.22. (а) Юnитер с характерными светлыми зонами и 
темными nоясами в сильно турбулизованной атмосфере на 
уровне верхней границы облаков. Снимок космического те
лескоnа «Хаббл» в октябре 1 995 r. (б) Структура зон и rю
ясов на Юnитере. Светлые области восходяших течений 
зоны, более темные области нисходяших течени й - nояса. 
Сплошной кривой nоказаны ветры nеремениого наnравле
ния (со скоростью и в направлении собственного вращения 
планеты в зонах и в nротивоnоложном наnравлении в nо
ясах); nри этом в nерсходных областях возникают сильные 
сдвиговые течения. На эту картину накладываются неуnо
рядоченные движения различного масштаба, наблюдаемые в 
структуре облаков. Две темных области в nоясе на широ
те 8- I 8° N - горячие nятна. Снимок космического апnарата 

« Вояджер». С любезного разрешения NASA 

Красное Пятно (БКЛ) на Юnитере (размером 25 000 х 12 000 км) с сильно турбулизованными областя
ми течений к западу и югу от него. Сnрава - вихри меньшего размера («белые овалы»). Максимальное 
разрешение на снимке 95 км. Снимок косм:ическоrо аппарата «Вояджер>> . С любезного разрешения NASA 
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Рис. Ц.24. (а) Снимок Сатурна КА « Кассиню•. Хорошо раз
личается nолосчатая структура облачного слоя, обуслоВJJенная 
планетарной циркуляцией и турбулизованная структура обла
ков вблизи экватора. (б) Неnтун с системой полос, обуслоВJJен
ных зональной циркуляцией на уровне облаков. Аквамарино
вый цвет диска планеты объясняется метановым поглощением 
красной области сnектра. Снимок КА «Вояджер�. (в) Пример 
возникновения уnорядоченных структур в облаках турбулиза
ванной атмосферы Сатурна. Снимок КА « Вояджер 2>> 20 августа 

1 98 1  г. С любезного разрешения NASA 
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Рис. Ц.25. СопостаВJJение Большого Красного Пятна ( Б К П )  на Юпитере и Большого Темного 
Пятна ( БТП) на Нептуне, как nримеров самоорганизации в атмосфере планет. (а) БКЛ - громад
ный устойчивый вихрь с движением nротив часовой стрелки в южном полушарии (антициклон) 
со средними размерами � 12 тыс. км по широте и � 30 тыс. км по долготе. В нижней части 
последовательность nерсмещения облаков в турбулентной атмосфере Юпитера к северу от БКЛ. 
Размер вьщеленной области 50 км, время между изображениями 70 мин. Снимок КА «Галилей». 

(б) БТП - устойчивый вихрь циклонического типа размером � 1 5  тыс. км. С южной стороны 
БТП и ниже его видны яркие белые пятна, образованные вышележащими облаками. Снимок КА 

<<Вояджер». С любезного разрешения NASA 
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Рис. Ц.26. (а) Облако Орта и пояс Кой
пера. Пояс Койпера, находящийся на 
периферии нашей планетной системы 
(40- 100 а. е . )  лежит глубоко внутри об
лака Орта, внешняя граница которого 
находится на расстоянии 104- 1 05 а. е.  
(б) Главный nояс астероидов между ор
битами Марса и Юпитера (2 ,7-3,2 а. е . ) ,  
обозначен зелеными точками. В нутри его 
находятся группы астероидов, сближаю
щихся с Землей (Амур, Аnоллон, Атон) ,  
называемые также NEO (красные точки). 
С любезного разрешения Д. Йоманса и 

NASA 

а б 
Рис. Ц.27. (а) Снимок кометы Хейла-Боппа ( 1 995 0 1 )  при сближении с Солнцем. Небольшое 
ядро (� 10 км) скрыто глубоко внутри яркой области - комы поперечником в десятки тысяч 
километров, образующейся вследствие сублимации газа и пыли с ледяной поверхности ядра. Хо
рошо видны протяженные хвосты I и 11 типов (Deпnis di Cicco, 5 .4.1997). (б) Ядро кометы Галлея 
с расстояния 4 тыс. км. Средний размер ядра � 15 км. Слева видны потоки газа и пыли (джеты) 

с ледяной поверхности ядра при сближении кометы с Солнцем .  Снимок КА <<Джотто>>, ESA 

Рис. Ц.28. Выпадение на Юпитер в 1 994 г. 
фрагментов кометы Шумейкеров-Леви-9, 
разорванной припивными силами при ее 
сближении с планетой. Это событие на
глядно иллюстрирует хаотический характер 
миграционных и столкновительных про
цессов в Солнечной системе. С любезного 

разрешения NASA 



д 
Рис. Ц.29. (а) Область зве:шообразования NGC2024 в туманности Ориона. Снимки nолучены инфра
красной камерой апnарата <<Джемини» в lpeX nолосах ближней И К  -области сnектра (Л = 1 ,2, 1 ,65 и 2,2мкм) 
и затем обработаиы nyreм наложения изображений. На снимке им отвечают, соответственно, голубой,  
зеленый и красный цвета. В то время как на обычной фотографии в видимом свете центральная 
часть туманности выглядит темной из-за nоrлощения света nылью, в инфракрасном свете обна
руживается nлотны й  кластер молодых зве:ш. С любезного разрешения UCLA и NASA. (б) Область 
звездообразования в Орионе. (Согласно М Bessell, RSAA, ANU.) (в) Область звездообразования 
IJ Карине. Снимок nолучен nри nомощи космического И К-телескоnа <<Сnицер>> (SI RTF) . Слева для 
сравнения nоказан тот же участок неба в видимом диапазоне сnектра. С любезного разрешения NASA 
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Рис. Ц.ЗО. (а) Газапылевые диски (темные полосы между яркими областями) у молодых 
звезд по данным наблюдений космического телескопа <<Хаббл•>. (б) Область звездообразования 
NGC 1 333 по наблюдениям при помощи И К-телескопа космического аппарата <<Спицер» ( S I RTF). 

У нескольких звезд хорошо видны окружающие их диски. С любезного разрешения NASA 

Рис. Ц.З2. Схема образования Сол
нечной системы от коллапса фраг
мента молекулярного облака ( l )  
через образование прото-Солнца, 
протопланетного диска и субдиска 
(2) до его распада на отдельные 
кольцевые сгущения и образования 
в них твердых частиц - планете
зималей (3-4). Объединение пла
нетезималей приводит, в коне'iном 

счете, к образованию планет 

Рис. Ц.З l .  Изображения га
зопылевых дисков, получен
ные по наблюдениям при по
мощи телескопов STS ОРО 
и Хаббл. С любезного раз-

решения NASA 



Рис. Ц.З4. Состав Вселенной 

Рис. Ц.ЗS. Галактики как уnорядоченность хаоти
ческой турбулизованной межгалактической среды. 
(а) Локальная групnа галактик NGC 3 1 90 ( Н  ick
son 44) - nример структурирования видимого ве
щества Вселенной. Данная груnпа содержит свыше 

а 

30 галактик, в том числе нашу Галактику ( Млечный б 
путь) и ближайшие к нам наиболее яркие галактики 

Рис. Ц.ЗЗ. Космическая 
фоновая радиация (ре
ликтовое излучение) по 
данным измерений зон
да Уилкинсона (WМАР). 
Флуктуации составляют 
менее I 0-5 (Мазер, 2007). 
С любезного разрешения 

NASA 

Андромеда и Магеллановы облака (звезда в nравом верхнем и эллиnтическая галактика в левом 
верхнем углах соnоставимы по яркости) .  (б) Центральная часть далекого галактического кластера 
CL 0939 + 47 1 3, содержащая множество сnиральных галактик, некоторые из которых выглядят 

возмущенными. Снимки космического телескоnа «Хаббл». С любезного разреше!{ИЯ NASA 

а б 

Рис. Ц.З6. (а) Пример самоорганизации материи - галактика «Колесо телеги• кольцевой формы. 

Вверху слева две других галактики. Снимок Англо-австралийской обсерватории. (б) Снимок той же 
галактики с большим разрешением космического телескоnа Хаббл. С любезного разрешения NASA 



а б 

Рис. Ц.З7. (а) Галактический кластер ДЕВА (V!RGO). (б) Суперкластер галактик, наблюдаемый 
в диаnазоне радиоволн.  С л юбезного разрешения NASA 

Рис. Ц.З9. Эволюция материи во Вселенной после 
Большого взрыва 

Рис. Ц.З8. Крупномасштабная струк
тура Вселенной. Скопления галактик 
(галакти'lеские кластеры и суперкла
стеры) разделены nустотами ( voids). С 

любезного разрешения NASA 

Рис. Ц.40. Схематическое изображе
ние эволюции Солне'lной системы. 
Время жизни Солнца (относящегося 
к классу звезд G2) составляет около 
1 0  млрд лет; через � 5 млрд лет после 
исчерnания заласов ядерного топлива 
Солнце эволюционирует в состоя
ние красного гиганта, а затем белого 
карлика. Одновременно коллапсирует 
планетная система. В нижней части 
рисунка - nланетарная туманность, 

оставленная Солнцем. Согласно ( ЕМ, 
2002) 



{j 

Рис. Ц.4 1 .  Конфитурации nланетарных туманностей. (а) Кольцевая nланетарная туманность «Лира» 
(М 57, NGC 6720) в близком к реальному цвете. Голубой соответствует ионизованному гелию, зе
леный - дважды ионизованному кислороду, красный - водороду и ионизованному азоту. В цен
тре находится звезда 15m на заклю•штельной стадии эволюции к белому карлику, с температурой 
поверхности � 1 50 000 К. (б) Планетарная туманность «Паук». Газ сброшенной оболочки сильно 
турбулизован и имеет нерегулярную структуру с искоторой упорядоченностью. (в) Планетарная 
туманность квазикольцевой формы с неравномерным истечением газа и упорядоченными структу
рами во внутренней зоне. Снимки космического телескопа <<Хаббл•. С любезного разрешения NASA 
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Рис. Ц.42. Неоднородная структура околозвездных газопылевых дисков. (а) Диск вокруг звезды 
Бета Пикторис (/3 Pictoris). Его протяженность в одном направлении от звезды 25 а. е . ,  хоро
шо различи мая неоднородная структура обусловлена турбулентными процессами в газопылевой 
среде, на которые возможно накладываются гравитационные возмущения от планет, формиру
ющихся внутри диска. Снимок получен на 3,6-м телескоnе с адаnтивной оnтикой Евроnейской 
обсерватории. (б) П ылевой диск около звезды H R  4796А. Изображение nолучено nри nомоши 
косми•1еского телескопа <<Хаббл� в ближней И К-области сnектра на Л =  1 , 1  мкм. Пик яркости 
находитсн на расстоянии � 70 а. е. от центральной звезды (Schneider и др. , 1999) . (в) Протоnла
нетная туманность «Яйцо>>, внутри которой находится суnергигант класса F. Истечение газа и 
пыли от звезды создает радиальные колонны в виде двух симметричных газоnылевых дисков 
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Рис. Ц.43. Схема формиро
вания газоnылевого аккре
ционного диска и субдиска. 
В центре - nротосолнце, на 
которое продолжает аккре
тировать вешество nротоnла
нетной туманности (красный 
цвет). Зеленым цветом nока
зан образующийся nылевой 
субдиск, в окрестности кото
рого nроисходит отток нару
жу газа и пыли, вклю•1ая об
разовавшиеся высокотемпе
ратурные конденсаты, такие 
как тугоплавкие CAis.  Голу
бым цветом nоказаны би
nолярные nотоки вещества, 
обусловленные магнитным 

nолем Солнца 

Рис. Ц.44. Газоnылевой диск 
вокруг центральной звезды с 
образующимиен внутри его 
твердыми частицами и более 
круnными фрагментами 

nланетезималями. Рисунок, 
ASA 
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Формирование планетной системы 

Если модельные представления о происхождении протопланетных туман
ностей подкрепляются наблюдательными данными, то отправной концепцией 
образования самих планет служат, главным образом, механические, физиче
ские и космохимические характеристики Солнечной системы (см. Lewis, 1997; 
Cassen, Wоо/ит, 1999; Дорофеева, Макалкин, 2004) . Действительно, существую
щие закономерности в системе планет и спутников определенно указывают на 
единый процесс их формирования, а данные о свойствах поверхностей и со
ставе вещества планет и малых тел, в сопоставлении с образцами материала их 
зародышей и <<осколков>> - метеоритов, позволяют составить некоторые пред
ставления о вероятных источниках, путях и хронологии этого процесса, о чем 
говорилось выше. Наибольшее признание получила идея об аккумуляции пла
нет из газопыленого диска после его отделения от центрального сгущения -
молодой звезды (Шмидт, 1957; Сафронов, 1969; 1982). Она включает в себя 
динамику самого диска, первичных гравитирующих тел, возникающих после 
развития возмущений во вращающемся плотном пьшегазовом субдиске и его 
распада вследствие возникновения гравитационной неустойчивости. Заклю
чительная фаза данного сценария - последовательность аккреции вещества 
на телах промежуточных размеров (зародышевых сгустках) и постепенное вы
черпывание ими более мелких тел в процессе эволюции роя (рис. Ц.32). При 
этом из-за увеличения торможения в газе их скорость вращения становится 
меньше кеплеровской, что должно способствовать ускорению данного про
цесса. Важную роль мог также играть механизм обмена исходным веществом 
в радиальном направлении, эффективность которого накладывает определен
ные ограничения на возможность реализации различных сценариев эволюции 
диска и степень его хаотизации при формировании зародышей планет (Levy, 
Lиnin, 1993; Weidenshi//ing, 2000а, Ь). 

Выше бьшо показано, что вещество протопланетного газопыленого об
лака представляет собой сложную многофазную среду с областями разной 
плотности , температуры и степени ионизации. Это вещество, являющееся в 
общем случае пьmевой плазмой, замагничено и находится в состоянии силь
ной турбулизации. По современным представлениям, планеты формируются 
вследствие потери гравитационной устойчивости пьшевым субдиском, обра
зованным в результате дифференциального вращения турбулизованного про
топланетного вещества по орбите вокруг солнечноподобной звезды и про
цессов аккреции при оседании пьmевой компоненты к экваториальной (цен
тральной) плоскости диска, перпендикулярной оси вращения ( Тоотrе, 1964; 
Сафронов, 1969, 1982; Go/dreich, Ward, 1973; Nakagawa и др. ,  1981; Maka/kin, 
1994; Yoиdin, Shи, 2002; Dиrisen и др. ,  2007). Заметим, что сплющивание вра
щающегося допланетного облака является следствием противоборства двух 
основных динамических сил - гравитационной и центробежной. В условиях 
равновесия этих сил существенными для эволюции облака становятся более 
слабые факторы, такие как тепловые и вязкостные процессы, самогравита
ция диска и электромагнитные явления. Можно думать, что вещество диска 
вследствие вязкостных сил трения (возникающих вследствие относительного 
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сдвига элементов газавзвеси при орбитальном движении) дрейфует к прото
солнцу по очень пологой спиральной траектории по мере того, как его момент 
количества движения передается наружу - из внутренних областей диска во 
внешние. Поскольку вязкость зависит от температуры, определяющим обра
зом влияющей также на условия конденсации летучих, в том числе воды, 
это оказывает существенное влияние на относительное содержание твердых 
частиц, энергетику диска и условия передачи углового момента ( Cиzzi и др. ,  
2005; Маров и др. ,  2007; 2008) . 

По существу, является общепризнаным, что ключевое значение в дина
мике околозвездных газопьmевых аккреционных дисков любого рода имеет 
их турбулентная природа (см., напр. ,  Zel'dovich, 1981; Фридман, 1989; Dиbrulle, 
1993; Balbиs, Hawley, 1998; Richard, Zahn, 1999; Вisnovatyi-Kogan, Lovelace, 2001) .  
Вместе с тем, в развиваемых космогонических моделях процессы турбулентности, 
во многом определяющие структуру и эволюцию диска, к сожалению, учитывают
ся весьма приближенно. Это не случайно, если принять во внимание, что 
вещество диска представляет собой неоднородную дисперсную среду, состоя
щую из газа (в общем случае многокомпонентного) и пьmевых частиц различ
ного размера. При этом роль пьmевых частиц, включая динамику их дрейфа 
в направлениях, радиальном и ортогональном к центральной плоскости диска, 
а также фазовых переходов при испарении и/или конденсации частиц с учетом 
температурной стратификации в диске, оказывается определяющей. Именно 
поэтому изучению турбулентных дисперсных сред уделяется большое внимание 
в последующих главах. Здесь же мы ограничимся следующими замечаниями. 

Исходя из соображений размерности для турбулентного сдвигового слоя 
толщиной z, вращающегося с угловой скоростью Q, можно предположить, 
что вихрь, возникающий в силу существования вертикального градиента ско
рости вращения dv/dz = Q = f Ro (где Rо - число Россби) при Ro = const адап
тируется к угловой скорости всего диска, что, однако, далеко не очевидно 
при наличии пьmевых частиц ( Сафронов, 1987; Cиzzi, 2004, 2006). Градиент 
dv/dz приводит к оседанию частиц вблизи плоскости z = О  и образованию 
пьmевого субдиска, что сопровождается возникновением радиального дрейфа 
в диске и изменением теплового режима за счет диссипации турбулентной 
энергии. Очевидно, турбулентность, отсутствующая в условиях полного пере
мешивания при dv/dz = О, должна возрастать при оседании растущих частиц. 
С увеличением dv/dz до 1 Ro будет происходить изменение скорости оседания 
и временной шкалы этих конкурирующих процессов, что, в свою очередь, 
должно повлиять на возникновение условий гравитационной неустойчивости 
в субдиске, обусловливающей рост более крупных тел. Заметим, что при
влечение механизма сдвигавой турбулентности подкрепляет, вообще говоря, 
представления о возможности кольцевого сжатия плоского протоnщ.шетного 
облака и образования планет из первоначально <<рыхлых» газопьmевых сгуст
ков, заполняющих значительную часть своей сферы притяжения (сферы Хил
ла) и медленно сжимающихся за счет внутренних гравитационных сил (Энеев, 
Козлов, 1981). 

Обращает на себя внимание тот факт, что генерируемая на границах слоев 
протопланетного диска турбулентность по своему характеру отвечает пара-
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метрам экмановского погранслоя с толщиной 6 ,..., (vturь jQ)112 ,..., ilv/QReturb (где, 
как и раньше, vturЬ - турбулентная вязкость, ilv - разность вращательной 
скорости газового диска и келлеравой скорости пьшевых частиц и Returь = 
= .6.v6/vturь - турбулентное число Рейнолqцса (Сафронов, 1969) . При этом дли
на перемешивания ,..., 6, а скорость турбулентного перемешивания vturь ,..., б2Q. 
В рамках большинства рассматриваемых эволюционных моделей аккрециан
наго диска у молодого Солнца коэффициент vturЬотвечает большей относи
тельной скорости частиц v r· Тем не менее это не позволяет утверждать, что 
при столкновениях частиц более вероятны процессы объединения (кохезии), 
а не фрагментации, от чего зависит решение проблемы образования пьшевых 
кластеров и постепенного роста зародышей планет в пьшевом субдиске. Более 
того, имеющиеся лабораторные эксперименты не согласуются с существо
вавшими до недавнего времени Представлениями об эффективности такого 
сценария (см. Вlum, Wurm, 2000; Sekiya, Takeda, 2003; 2005; Chiang, 2004) . 

Одна из главных проблем формирования планетной системы связана с 
механизмом передачи от коллапсярующей звезды солнечного типа прото
планетному диску момента количества движения /0. Для протосолнечной 
туманности равномерной плотности его величина заключена в пределах 
1052 < /0 < 1 053 г см2 сек-1 и ограничена примерно на порядок большим 
значением для диска с массой, концентрирующейся к центру. Наиболее ве
роятно, что такая передача бьша обусловлена турбулентной вязкостью во 
вращающемся, конвективно нестабильном газовом диске, что определило 
временную шкалу его расширения (Сафронов, 1969; 1987). В дальнейшем, в 
процессе аккумуляции зародышей, не менее важную роль могли играть тур
булентные вихри, за счет которых частицы ускорялись и легче объединялись 
в <<кольца>> вещества. 

Альтернативные возможности потери углового момента Солнца на ранней 
стадии эволюции связываются со сдвиговыми движениями при кеплеравеком 
вращении диска, а при наличии частично ионизованной среды - с действием 
электромагнитных сил или возникновением локальных шировых нестабиль
ностей в полоидальном магнитном поле. Перенос углового момента мелко
масштабными магнитными полями бьш предложен Шакурой и Сюняевым 
(Shakura, Sunyaev, 1973) , вместе с допущением о дисковой а-вязкости, а важ
ность этого механизма для аккрецианнаго диска бьша показана Бальбусом и 
Хоули (см. обзор Hawley, Balbus, 1991). Заметим, что в условиях значительной 
ионизации вещества диска при определенном соотношении его толщины и 
радиального расстояния Н jr (aspect ratio) данный подход позволяет снять огра
ничения на возможность возникновения гидродинамической турбулентности 
в чисто кеплеравеком течении. Другими словами, в этом случае доминирую
щими оказываются магнитные (максвелловские) напряжения, а не динамика 
самого течения. Нельзя также исключить возможности уноса избыточного 
момента вращения на стадии сжатия, которому способствует магнитное поле, 
хотя у звезд магнитные поля относительно слабы. В последующем момент ко
личества движения вещества может уноситься звездным ветром и, поскольку 
сумма момента количества движения плазмы на единицу массы и момента, 
связанного с магнитными напряжениями, сохраняется постоянной, момент 
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вращения передается поверхности через магнитные напряжения, что приво
дит к постепенному уменьшению угловой скорости вращения звезды. Однако 
ни в одной из перечисленных моделей, включая турбулентную конвекцию, 
пока не удается найти адекватный механизм появления эффективной вязко
сти, чтобы объяснить перенос углового момента J0 в радиальном направлении 
от центрального сгущения. 

Так или иначе, турбулентный и электромагнитный механизмы следует 
считать наиболее физичными и вероятными для объяснения этого феноме
на. Действительно, допланетные аккреционные диски обладают значительной 
вязкостью, что, кстати говоря, приводит, в сочетании с дифференциальным 
вращением вещества, к наличию постоянного «собственного» источника теп
ловой энергии в них. По современным представлениям, наиболее вероятными 
причинами вязкости дифференциально-вращающихся дисков являются сдви
говая турбулентность (Фридман, 1989; Горькавый, Фридман, 1994) и хаотиче
ские магнитные поля (Armitage и др. ,  2001) ,  причем энергия последних часто 
сравнима с энергией гидродинамической турбулентности. Хаотические маг
нитные поля, тянущиеся вместе с аккрецируемой плазмой, перемешиваемые 
благодаря дифференциальному вращению диска и испытывающие пересоеди
нение на границах между хаотическими ячейками, также должны вносить зна
чительный вклад в вязкость во внутренней области диска и во внешних слоях 
его атмосферы, где достигается достаточная степень ионизации вещества. В 
свою очередь, крупномасштабные магнитные поля могут играть важную роль 
как в переносе углового момента, так и в физике аккреции (Eardley и др. ,  
1978) . 

Проблема переноса углового момента легче решается в рамках модели 
дисковой структуры, образующейся при эволюции тесной двойной звездной 
системы. Как известно, основным фактором, определяющим отличие ран
них этапов эволюции двойных звезд от одиночных, является удельный угло
вой момент исходного газопьmевого облака. Исходя из распределения тесных 
двойных звезд по угловым моментам было оценено, что примерно у одной 
трети протозвезд с газопьmевыми дисками угловой момент слишком велик 
для одиночной звезды, но недостаточен для образования тесной двойной си
стемы (Масевич, Тутуков, 1988). Это привело к выводу, что планетные систе
мы должны образовываться, в основном, у таких протозвезд, а дРугая часть 
образуется в двойных звездных системах при распаде одной из компонент в 
диск около более массивной компоненты (см. Protostars and Planets, 2007) . 

В численных экспериментах рассматривался сценарий эволюции в зави
симости от параметров исходной двойной звезды и было показано, что в 
зависимости от отношенюr масс донора и аккретора и степени заполнения 
ими своих полостей Роша получаются различные конфигурации (Каретников, 
Сироткин, 2006; Маров и др. ,  2007). Бьmи найдены ограничения на диапазон 
параметров, при которых происходит либо слияние двойной звезды, либо об
мен массой, в результате чего образуются либо планетные системы типа сол
нечной, либо системы с суперпланетами В частности, бьmо показано, что для 
формирования протосолнечной системы соотношение масс исходной двой
ной системы должно соотноситъся как (0,63/0,47) Ms при значении большой 
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полуоси системы "' 6R5. Оказалось, что при слиянии двойной звезды фор

мируется протопланетная система с центральной звездой и расширяющимся 

экскреционным газовым диском или с nротяженным газовым рукавом в ви

де спирали, распадающимся на отдельные облака (конденсации) с массами 

порядка масс планет-гигантов за время порядка сотен орбитальных периодов 

исходной двойной системы. Наиболее массивные облака получены на орби

тах с большими полуосями в диапазоне 1 а. е. < а <  3 а. е. ,  которые могут 

уменьшаться за счет приливной диссипации и трения при взаимодействии 

с диском, обеспечивая условие сохранения углового момента. Независимо в 

рамках численной модели околозвездного газового аккреционно-декрецион

ного диска бьmо показано, что сохранение углового момента требует развития 

протяженной декреционной части диска, которая аккумулирует на перифе

рии его «избыточный» момент. Соответственно, аккреция идет в кольцо с 

радиусом всего в несколько радиусов звезды, а диск расширяется до многих 

десятков и даже сотен ее радиуса ( Тутуков, ПавлюченiСОв, 2004). 
Независимо от того, формируется протопланетный диск у одиночной звез

ды или в тесной двойной системе, в нем присутствуют сдвиговые течения и 

поэтому самого пристального внимания заслуживает механизм турбулентно

го переноса. Более того, представляется достаточно очевидным, что условия 

возникновения и поддержания сдвиговой турбулентности на различных ста

диях эволюции диска необходимо рассматривать, исходя из математического 

описания двухфазной (газопылевой) среды, обладающей дифференциальной 

угловой скоростью вращения Q, различным относительным содержанием пы

левых частиц fJ (так что плотности газа Pg и пьmи pd связаны соотношением 

pd = f!Pg) ,  их распределением по размерам и с учетом подробно рассматрива

емых в гл. 7 процессов коагуляции. 

1 .3.7. Эволюция космических объектов во Вселенной 

Процессы самоорганизации на фоне турбулентного движения относятся к 

числу важнейших механизмов, формирующих свойства объектов во Вселен

ной на разных стадиях эволюции. Сюда относятся фундаментальные процес

сы эволюции материи, возникновение галактик и галактических кластеров, 

рождение звезд из диффузной среды газопьmевых облаков, формирование ак

креционных дисков и планетных систем. Основополагающие представления о 

последовательности процессов преобразования вещества и развиваемые мо

дели звездно-галактической эволюции являются важнейшим элементом кос

мологии Вселенной (см., например, Narlikar, 1993; РееЫеs, 1993). 

Лfодели Вселенной 

В основу современных представлений о Вселенной положена модель Боль

шого взрыва (Вig Bang) , отголоском которого служит случайно открытое в 

1 964 г. Пензиасом и Уилсоном фоновое микроволновое (реликтовое) излу

чение (СМВ), почти равномерно заполняющее пространство (Penzias, Wilson, 
1965) . Ключевым для астрофизики, космологии, физики элементарных частиц 
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является вопрос о том, каков основной состав Вселенной. Видимое веще
ство - звезды наблюдаются благодаря световой эмиссии слагающей их обыч
ной барионной материи. С другой стороны, определение гравитирующей мас
сы галактик и галактических кластеров по их динамическим свойствам обна
ружило наличие громадной невидимой массы - темной материи (CDM).  Этот 
термин бьm предложен Фрицем Цвики еще в 1 933 г., но изучение этого фено
мена началось значительно позднее ( TrimЫe, 1987; ЕАА, 2001) .  Определенным 
доказательством существования CDM стало обнаружение анизотропии тем
nератуы и флуктуаций фонового микроволнового излучения ( <<ripp/es in space>>) 
на спутнике СОВЕ (Cosmic Backgroиnd Exp/orer) в 1992 г. (Mather и др. ,  1999; 
Мазер, 2006) . Эти измерения прежде всего убедительно продемонстрировали 
справедливость теории Большого взрыва, представив изображение новоро
жденной Вселенной, находившейся в близком к идеальному состоянии тер
модинамического равновесия, и открьmи первичные возмущения плотности, 
образовавшие впоследствии ее крупномасштабную структуру. Одновременно 
они подтвердили теоретически предсказанную величину анизотропии излуче
ния в пределах всего лишь фактора 2, чему соответствует модель однородной 
и плоской Вселенной (Holtzman, 1989; Holtzman, Primack, 1993; Liddle, Rand, 
1993; Zиckerman, Becklin, 1993; Dalal, Kochanek, 2002) . Новым важным ша
гом стал запуск в 2001 г. космического зонда микроволновой спектроскопии 
WМАР ( Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) ,  позволившего получить карты 
СМВ с чувствительностью и угловым разрешением, почти на два порядка вы
ше, чем на СОВЕ. На основе этих измерений сделаны высокоточные оценки 
плотности темной материи, темной энергии и возраста Вселенной, который 
nринят сейчас равным 13 ,7  млрд лет (Fixsen, Mather, 2002; Смут, 2007). На
блюдаемые барионные осцилляции (рис. Ц.33),  возможно, представляют со
бой отпечаток акустических волн в ранней Вселенной (см. Смут, 2007) , с 
чем связана возможность дальнейшего уточнения относительных содержаний 
наблюдаемой и темной материи. 

Ограничения, накладываемые на физические свойства CDM, не отвеча
ют Представлениям о барионной категории элементарных частиц как главной 
составляющей вещества и приводят к выводу, что массивные галактики гра
витационно удерживаются иной, небарионной, формой материи. Эту роль 
могли бы в принциле выполнять слабо взаимодействующие нейтрино, име
ющие массу порядка нескольких электрон-вольт, которые называют «горячей 
темной материей» (HDM), что, однако, не нашло подтверждения. Тем не ме
нее бьmи предложены модели, согласно которым Вселенная состоит из сово
купности холодной и горячей материи и в их основу бьmа положена СНОМ 
теория (Кlypin и др. ,  1993; Primack и др. ,  1995; Primack, Gross, 2001; Elgaroy 
и др. ,  2002) . 

Согласно современной модели Вселенной, холодная темная материя со
ставляет около 25% от ее критической плотности. Содержание наблюдаемой 
материи не превышает 4,4 ± 0,4%, что согласуется с оценками, отвечающими 
модели первичного нуклеосинтеза. В рамках стандартной модели этому зна
чению соответствует отношение нескольких миллиардов фотонов, заполняю
щих Вселенную (в виде, главным образом, СМВ) на один нуклон. Остальная 
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Вселенная заполнена энергией вакуума, как это, в частности, следует из ана

лиза характера кластеризации rv 250 000 галактик и наблюдений сверхновых. 

В форме плотности энергии вакуума находится rv 70% материи, с которой 
связывают открытое космическое ускорение Вселенной и чему отвечает зна

чение введенной А. Эйнштейном космологической константы Л (позднее им 

же ошибочно отвергнутой). Это, в свою очередь, подкрепляет упомянутое 
выше представление о том, что Вселенная имеет пространственно плоскую 
геометрию, которой соответствует практически нулевая (на уровне < lQ-41 ) 
кривизна пространства, на что независимо указывает также факт близости 
средней плотности Вселенной (в пределах одного порядка величины) к крити

ческой плотности. Вьщвинуто предположение о том, что в уравнении баланса 
массы правильное значение члена Л могло бы уравновесить производимую 
им отрицательную пространствеиную кривизну с положительной кривизной, 

создаваемой обычным и темным веществом (Мазер, 2007) . Модельный состав 
Вселенной показан на схеме (рис. Ц.34) . 

В состав галактик - островов вещества в преимущественно «пустом>> 

пространстве - входят триллионы звезд различных возрастов, масс, свети
мастей и химического состава, находящихся на разных стадиях эволюции 

и представляющих собой основное состояние материи видимой Вселенной 
(рис. Ц.35, Ц.Зб). Сами галактики, относительные скорости которых до

стигают rv 1000 кмjс, образуют галактические скопления (кластеры) и мега
кластеры (рис. Ц.37), разделенные «пустотами>> (voids), в узлах между кото
рыми находятся скопления галактик (рис. Ц.38). Темная материя, возможно, 

входит в состав только очень крупных галактик с массой, превышающей 
rv 1 010 Ms. Это следует из факта, что до этого предела спектр масс галактик 
dN z dM/Mn имеет показатель степени n =  1 (т. е. нет избранной массы), а 
после него n = 2 - 5  , что может быть обусловлено межгалактическими столк

новениями. Галактики и их скопления являются замечательными примерами 
упорядоченностей, образующихся вследствие процессов самоорганизации в 

хаотической турбулизованной межгалактической среде, в которой темная 
материя выполняет структураобразующие функции. По существу, речь идет о 
существовании во Вселенной генератора устойчивых структур, возникающих 

из хаоса структурированных элементов. Иллюстрацией сказанного служит, 
например, показанная в численных экспериментах возможность возникнове

ния сверхмассивной СD-галактики в центре типичного скопления с массой 

около процента от массы скопления ( Тутуков и др. ,  2007) . 
Исходя из существующей космологической парадигмы, подкрепленной ре

зультатами СОВЕ и WМАР, галактические структуры возникли вследствие 
малых флуктуаций плотности вскоре после Большого взрыва и в дальнейшем 

были усилены гравитацией, хотя физическая природа этих флуктуаций оста
ется до конца неясной. Согласно инфляционной модели, они генерировались 
уже на стадии экспоненциального расширения и суперохлаждения в самые 

первые мгновения после Большого взрыва (между 10-34 и 1 0-32 с после нача

ла отсчета времени), когда температура достигала rv 1012 Гэв и из начальной 
объединенной силы возникли сильное и электро-слабое взаимодействия. При 
этом вьщелилась громадная энергия вакуума, содержавшаяся в скалярном по-
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ле пространства-времени. В момент «фазового изменению> состояния хаоти
ческой ранней Вселенной из первичной горячей плазмы образавались первые 
нейтральные атомы водорода, СМВ и предположительно возникла также хо
лодная темная материя с преобладающей массовой плотностью (Kolb, Tиrner, 
1990; Borner, 1993). Последовательность процессов схематически показала на 
рис. Ц.З9. 

Галактики, вероятно, образавывались внутри темной материи вследствие 
объединения гало субгалактических масс, коллапса самогравитирующих объ
ектов при развитии гравитационной неустойчивости, которая усилила кванто
вые флуктуации, возникшие еще в самую ранню инфляционную эпоху. Этот 
процесс, очевидно, происходил при участии внутренних источников энерго
вьщеления за счет диссипативных газодинамических процессов, нагрева удар
ными волнами при взрыве сверхновых и аккреции сверхмассивных черных 
дыр (Вiппеу, Merrifield, 1998; Смут, 2007; Mayer и др. , 2008) . В дальнейшем 
протогалактики росли, аккрецируя на себя меньшие сгустки иjили объеди
няясь с гало сопоставимых размеров. На этой стадии должно было происхо
дить мощное радиационное охлаждение газа, сопровождаемое рентгеновской 
эмиссией, рекомбинацией и столкновительным возбуждением эмиссионных 
линий ( White и др. ,  Rees, 1983) . К этому же периоду следует, по-видимому, 
отнести перераспределение углового момента системы, образование газового 
галактического диска и начало звездообразования. Заметим, что образование 
галактик и галактических кластеров в расширяющейся Вселенной, подчиня
ющееся современной теории гравитации и эйнштейновской общей теории 
относительности, можно связать с наличием гауссовых адиабатических флук
туаций метрики в инфляционной модели, чему также не противоречат наблю
дения фонового микроволнового излучения. 

Концепция самоорганизации, от момента вариаций плотности и вихревых 
движений в первичной плазме до завершения рекомбинации с образованием 
плотных облаков нейтрального газа, появлением ударных волн, вихрей и тур
булентности в сжатом газе, возникновением галактик и звезд, так или иначе 
затрагивалась в разных моделях ранней эволюции горячей Вселенной. На
пример, согласно одной из них, представляющей сейчас лишь исторический 
интерес, расширяющаяся Вселенная уже на самых ранних стадиях облада
ла анизотропией и динамической структурированностью, в которой присут
ствовала заметная вихревая составляющая, а роль турбулентности бьmа опре
деляющей (Озерной и Чибисов, 1970; Озерной, 1976) . Такая догалактическая, 
или космологическая, турбулентность, которая получила название фотонной, 
должна вызывать возмущения плотности, которые затем усиливаются за счет 
гравитационной неустойчивости, что приводит к процессам самоорганизации 
с образованием протогалактик. К сожалению, вихревая теория встретилась с 
рядом трудностей и не получила дальнейшего развития. 

Другим примером служит адиабатическая теория образования галактик, 
в которой турбулентность возникает естественным путем и играет важную 
роль в <<гидродинамике>> галактического и межгалактического газа (Sиnyaev, 
Zeidovich, 1972; Дорошкевич и др. ,  1976). Последовательность процессов вклю
чает в себя возникновение плотных уплощенных облаков газа, для которого 
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характерна анизотропия возмущений тензора деформации за счет действия 

приливных сил, адиабатическое сжатие газа в малой окрестности пекоторой 

точки при его движении вдоль одного из направлений и последующая ак

креция основной массы вещества на уже сжатый газ. В результате возника

ет своеобразное распределение вещества в формирующемся диске, с острым 

максимумом плотности в центре, быстро спадающим к периферии. Совокуп
ностью процессов, протекающих в сжатом в <<блин» веществе определяется 

дальнейшая эволюция сжатого вещества в галактики и звезды. Модель бли

на предполагает наличие в нем мощных вихревых движений и турбулизации 

как горячего, так и остывающего газа. В горячем газе они поддерживаются 

потоком вихревой скорости через фронт ударной волны, а при остывании га

за - тепловой неустойчивостью и неоднородностью плотности, что прюзодит 

к распаду блина на отдельные облака. Согласно этим представлениям, тур

булентные движения, особенно в его внешних областях, оказывают сильное 

влияние на параметры образующихся галактик, а само образование галактик 

можно рассматривать как процесс самоорганизации в турбулентной среде при 

эволюции такой динамической системы. Заметим, что образование плоских 

структур - блинов со шкалой суперкластеров (окружающих квазисферические 

пустые пространства, voids), которые затем фрагментируют в галактики, пред

полагалось также, исходя из HDM модели преобладания во Вселенной ней

трино, обладающего массой, с гауссовыми первичными флуктуациями. Эта 

модель не получила, однако, подкрепления, уступив свои позиции модели 

холодной темной материи (Silk и др. , 1983; White и др. , 1983; Gawiser, Silk, 
1998). 

Образование и эволюция звезд 

Звезды, проходящие последовательные циклы эволюции от рождения до 

смерти (Шкловский, 1987), являются основными доступными для наблюдения 

астрофизическими объектами. В процессах звездной эволюции наблюдается 

вполне определенная упорядоченность, в частности, в рождении звезд различ

ных масс в Галактике, в первом приближении отвечающая начальной функ

ции масс (IMF), а ее наклон в области аккрецирующих массивных звезд 

известной функции Салпитера (см. Salpeter, 1955; Andersen, 1991; Bonnell и др. ,  
2007). 

Очаги звездообразования генетически связаны с массивным, сравнитель

но плоским галактическим диском, в плоскости симметрии которого кон

центрируется видимое вещество, представляюшее собой смесь газа и пьши 

с леоднородным распределением плотности. Такая многофазная многоком

понентная среда характерна для массивных холодных плотных облаков, на

ходящихся в процессе гравитационного сжатия и являющихся, по-видимому, 

ранней стадией формирования звездных скоплений и ассоциаций. В дисковых 

галактиках звездообразование активно происходит в ОБ-ассоциациях с мас

сой "' 107 М8 и с размерами порядка толщины газового диска, так что в про

цессе коллапса около 90% скопления распадается на звезды массой "' 103 М5 
(Пикельнер, Каплан, 1976; Кippenhahn, Weigert, 1990; Hansen, Kawaler, 1994). 
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Из этой среды при достижении пекоторой критической плотности вследствие 

гравитационной неустойчивости возникают газовые конденсации, сопрово

ждаемые сжатием и интенсивным тепловьщелением вследствие перехода по
тенциальной энергии в кинетическую, а также передачей момента количества 

движения от образующегося сгущения периферийным областям. При дости
жении в недрах протозвезды температуры в несколько миллионов градусов 
начинается процесс термоядерного синтеза, и силы тяготения уравновешива
ются внутренним давлением газа (гравитационное равновесие), в результате 

чего сжатие прекращается, и звезда занимает определенное положение на 
диаграмме Герцшпрунга-Рассела, зависящее от соотношения массы-свети

мости, где она находится вплоть до исчерпания запасов ядерного горючего 
(см. ,  например, Chiosi и др. ,  1992). Энерговьщеление вследствие ядерных ре
акций в центральной области звезды сопровождается лучистым и конвектив
ным теплопереносом, что приводит к активному перемешиванию вещества 
недр (звезды малых масс целиком конвективные). 

Из теории звездной эволюции следует, что после завершения выгорания 

водорода звезда с массой М �  8М8, rде М8 - масса Солнца, сходит с главной 
последовательности, превращаясь вначале в красный гигант, а затем эволюци

онирует в состояние белого (вырожденного) карлика. Неявно существование 
такого объекта бьmо предсказано еще в 1 844 г. Бесселем, который по на

блюдениям нерегулярностей в собственном движении Сириуса предположил, 
что у него есть невидимый компаньон примерно солнечной массы (см. ЕАА, 
2001). Как показали более поздние наблюдения, им оказался белый карлик 

Сириус В, а само название таким вырожденным звездам бьmо дано Фаулером 
(Fowler, 1926). 

Белые карлики представляют собой наиболее характерную форму заклю
чительной стадии эволюции большей части звездного населения (до 95% звезд 
нашей Галактики), начальная масса которых лежит в диапазоне (0,08-8) М8. 
Нижний порог отвечает условию начала классической водородно-гелиевой 
термоядерной реакции, когда звезда находится в тепловом равновесии. Для 
звезды типа Солнца это так называемая цепочка РР, которая предшествует 
С-N -0 циклу горения следующих за водородом и гелием оболочек для бо
лее массивных звезд. Соответственно, конечной стадией одиночных и компа

ньонов широких двойных (с а �  300R8) звезд с М �  8М8 являются углеродно

кислородные белые карлики, а конечной стадией компаньонов тесных двой
ных систем (с а � 300R8) и массой М �  2 ,5М8 - вырожденные гелиевые белые 
карлики. Их следует отличать от коричневых карликов - квазизвезд массой 

O,OIM8 < М <  0,08М8, температура в недрах которых недостаточна для возбу
ждения РР цикла, и они занимают поэтому промежуточное положение меж
ду маломассивными звездами и планетами (Basri, 2000; Lиhman и др. , 2007; 
Whitworth и др. ,  2007). 

Заметим, что у части белых карликов заключительная фаза эволюции мо

жет сопровождаться взрывом новой, что обусловлено аккрецией на ядро во

дородной оболочки, в которой резко возрастает температура и происходит 
нестабильное горение водорода в коротком C-N-0 цикле в условиях ча

стичного вырождения электронов. Конечная масса большинства белых кар-
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ликов, определяемая «крутизной>> салпитеровского спектра М wo :::: 0,6М0•4 , со
ставляет примерно 0,6М5, а размер порядка размера планеты земной группы, 
благодаря чему они обладают большой средней плотностью. Эффективные 
температуры лежат в широком диапазоне от 1 50 000 К до 4 000 К. Холод
ные вырожденные карлики противостоят гравитационному сжатию благодаря 
высокой плотности вырожденнога газа свободных электронов, сохраняющих 
кинетическую энергию даже вблизи абсолютного нуля. С ростом плотности 
амплитуда движений и степень вырождения возрастают, что препятствует кол
лапсу такой звезды на завершающем этапе эволюции. 

Более массивные звезды с 8М5 � М �  1 00М5 проходят все последователь
ные циклы выгорания водорода, гелия и более тяжелых элементов вплоть 
до образования железа. Сжатие звезды после формирования железного ядра 
уже не может быть остановлено вьщелением энергии за счет термоядерных 
реакций в ее центральной части. Энергия сжатия расходуется на развал ядер 
железа, вплоть до образования нейтронного ядра, и давление в центре опреде
ляется вырождением электронного газа, а плотность - газом атомных остат
ков. Согласно Представлениям статистической физики, максимальная масса, 
которая может удерживаться холодными электронами, равна предельной мас
се Чандрасекара М =  5 ,75Msfl-le ' где #е - число нуклонов, приходящихся на 
один электрон (см. ,  например, Бете, 1966). 

В отличие от маломассивных звезд, звезды с М >  8М5 в конце своей жизни 
сбрасывают внешние оболочки (взрываются),  что наблюдается как вспыш
ки сверхновых, когда вьщеляемая суммарная гравитационная и кинетическая 
энергия (главным образом, в виде нейтрино) достигает 1 053 эрг/с. От этого 
громадного энерговьщеления видимое излучение составляет около 1 % .  Дан
ное явление можно описать в рамках теории сильного взрыва, а его распро
странение по межзвездному газу - как детонационную волну (Седов, 1965; 
Зельдович и Райзер, 1966; Зельдович,  1983). При этом различают сверхновые 
двух типов, для которых пороговое значение массы составляет (30-40) М5. 
Звезды с массой ниже этого предела эволюционируют обычным образом и 
после фазы взрыва сверхновой светят как красные сверхгиганты, находясь на 
соответствующей ветви диаграммы Герцшпрунга-Рассела. Более массивные 
объекты с М >  1 0М5 полностью теряют водородную оболочку, а взрыв сверх
новой сопровождается коллапсом ядра, после чего остается сверхмассивный 
компакт в виде нейтронной звезды (пульсара) или (при М >  30М5) черной ды
ры (см. ,  например, Масевич, Тутуков, 1988; Lyne, Graham-Smith, 1998) . Плот
ность внутри нейтронной звезды, состоящей преимушественно из нейтронов 
с несколькими процентами протонов и электронов, соответствует плотности 
ядерной упаковки, достигая р0 = 2,8  · 1 0 14 г см-3 при радиусе R ""'  1 0- 1 5  км. 
В ядрах СО-галактик образуются сверхмассивные черные дыры (квазары), 
аккрецирующие галактический газ и вьщеляющие огромное количество гра
витационной энергии. 

От массы звезды принципиально зависят конфигурации, образующиеся 
на завершающей стадии эволюции. Маломассивные звезды, при сравнительно 
медленном истечении вещества из красных гигантов, оставляют на стадии пе
рехода к белому карлику планетарные туманности, имеющие самые разнооб-
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разные, но достаточно упорядоченные формы (рис. Ц.40, Ц.41) .  Они содержат 
сильно турбулизованный газ и можно думать, что эти формы были приобрете
ны в процессе самоорганизации вещества туманности. Частично такая упоря
доченность, в том числе ярко выраженная цилиндрическая симметрия, может 
быть обусловлена наличием у звезды близкого спутника и совместной эволю

цией их оболочек При вспышках сверхновых также возникают чрезвычайно 
сложные конфигурации, вызываемые процессами взаимодействия расширя
ющегося газа с межзвездной средой, в которых на фоне хаотизации можно 
выделить определенные упорядоченности. В зависимости от обогащенности 
межзвездной галактической среды тяжелыми элементами, рождающимися в 
процессах нуклеосинтеза в недрах звезд и при вспышках сверхновых (Alpher 
и др. ,  1948), различают условия формирования звезд первого и последующих 
поколений, чем обусловлена, в частности, степень металлизации (отношение 
к водороду более тяжелых элементов) звездного вещества и вероятность об
разования планетной системы. 

Самоорганизация во Вселенной 

Как уже отмечалось, моделирование структуры и эволюции галактик и 
всей Вселенной тесно связано с изучением природы реликтового излучения, 

равномерно и почти изотропно заполняющего Вселенную. Его обнаружение 
послужило основным толчком к разработке стандартной теории Большого 
взрыва, согласно которой на постинфляционной стадии Вселенная пред

ставляла собой чрезвычайно плотную горячую плазму в состоянии полного 
термодинамического равновесия с планконским спектром излучения. Ее 
постепенное охлаждение в ходе расширения от момента сингулярности отве
чает в современную эпоху идеальному чернотельному спектру с температурой 
Т = 2, 725 ± 0,001 К. Измеренные относительно небольшие пространствеиные 

вариации интенсивности реликтового излучения на уровне 1::.. Т 1 Т �  1 о-5 К, 
или !::.Т ,.. 30 мкК на угловых масштабах > 7° (Smoot др. ,  1992; Массер, 2006) 
можно, как уже говорилось, связать с относительно небольшими вариациями 

плотности соседних областей, что привело в конечном итоге к образованию 
гигантских галактических скоплений вследствие гравитационной неустой
чивости. Таковы бьши, вероятно, процессы начальной самоорганизации на 

фоне хаотической структуры первичного атомного вещества, образовавшегося 

вскоре после Большого взрыва. 
Так или иначе, привлечение представлений о динамической эволюции 

нелинейных диссипативных систем может помочь в поиске ответов на фунда
ментальные вопросы о происхождении галактик и галактических скоплений, 
а также о природе темной материи и темной энергии. С решением этих про
блем, берущих свое начало в упоминавшейся выше инфляционной модели с 
последующим постепенным упорядочением материи из первоначально хаоти
чески заполнявшего космос излучения, связано развитие представлений о то

пологии Вселенной. Сюда же примыкает попьпка объединения современных 
представлений о природе элементарных частиц и действующих сил, исходя 
из теории суперструн в десятимерной конфигурации пространства-времени, 
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шесть из которых скрыты в недрах Вселенной (см. ,  например, Грин, 2004). 
В контексте супергравитации и космических струн, простирающихся через 
огромные области пространства, предпринимаются попытки усовершенство
вать сценарии инфляционной Вселенной, привлекая модели расширенной, 
топологической, гибридной и других типов инфляции, в основе которых ле
жат одни и те же физические принципы и исходная хаотическая инфляци
онная модель, а выбор между различными сценариями с постулируемыми 
уникальными свойствами может быть, очевидно, сделан только на основе 
чрезвычайно сложных и тонких экспериментов (Linde, 1990; 1994) . Измене
ния на спутнике WМАР позволили получить подтверждения предсказаний 
инфляционной теории и дополнительные аргументы в пользу почти плоской 
модели Вселенной с приведеиными выше отношениями барионной материи, 
темного вещества и темной энергии. Дальнейшие прецезионные измерения 
углового степенного спектра температурных флуктуаций фонового микровол
нового излучения и поляризации, индуцированной гравитационными волна
ми от момента Большого взрыва, призваны ответить на ключевой вопрос о 
природе различий между барионным составом Вселенной и ее динамической 
массовой плотностью и дать подход к возможности отождествления частиц 
или объектов экзотической холодной темной материи. 

В заключение отметим, что, в дополнение к данным СОВЕ и WМАР, 

теория Большого взрыва получила дополнительное подкрепление в связи с 
открытием в 1 998 г. факта ускорения расширения Вселенной. Как мы уже 
подчеркивали ранее, этот факт согласуется с введенной Эйнштейном космо
логической постоянной Л и может быть отнесен на счет экзотической темной 
энергии. Но существует и другой важный аспект, к которому мы еще раз хотим 
привлечь внимание читателя. Согласно, например, (Массер, 2006), «ПравилЪ
нее всего представлять Большой взрыв не как единичное событие, а как про
должающийся процесс постепенного формирования порядка из хаоса». Дру
гими словами, эволюция Вселенной - это непрерывный процесс самоорга
низации, приведший к ее современной наблюдаемой структуре с множеством 
галактик и галактических скоплений. Если же исходить из представлений со
временной космологии о существовании параллельных вселенных, как малых 
частях многоуровневой «сверхвселенной» переходы между которыми осуще
ствляются путем «Кротовых нор>> (см. ,  напр. ,  Тегмарк, 2006; Новиков и др. , 
2006), то можно рассматривать постулируемые теорией исходные квантовые 
флуктуации и зарождение постинфляционных доменов (с различной размер
ностью пространства-времени и иными физическими константами) как все
общую парадигму бесконечного процесса упорядочения бесконечного числа 
изначально хаотических структур, заполненных полями и веществом. Здесь 
мы выходим, однако, далеко за пределы тех менее абстрактных проблем, ко
торым посвящена монография. 



Глава 2 

Основы математического моделирования 
реагирующих смесей газов 

Эта вводная глава, посвященная формулировке общих законов баланса 
массы, количества движения и энергии в многокомпонентной химически ак
тивной газовой смеси, служит подготовительной для более подробных рас
емотрений турбулентности, представленных в последующих разделах книги, 
в которых даются ссьmки на эту главу. Характерными представителями при
родных сред такого рода служат, например, внешние газовые оболочки небес
ных тел (планет, комет) ,  отличительными особенностями которых является 
многокомпонентноетЪ или многофазноетЪ состава и непосредственное воз
действие солнечного электромагнитного и корпускулярного излучения, под 
влиянием которого происходят разнообразные фотохимические и химические 
реакции. Как уже отмечалось в Предисловии, структура и физико-химические 
свойства этих сред, лежащих в пограничных областях между атмосферой и 
космосом и обычно называемых верхней атмосферой, существенно различа
ются в зависимости от массы небесного тела, его расстояния от Солнца, нали
чия магнитного поля, условий формирования и эволюции. Возникающие при 
этом локальные температурные, концентрационные и барические градиенты 
приводят к развитию разномасштабных гидродинамических движений и про
цессов тепло- и массопереноса, характер которых до основания термасферы 
сохраняется турбулентным. При наличии турбулентности проблема модели
рования атмосферы приобретает совершенно новые грани, поскольку клас
сические представления о турбулентных движениях в несжимаемой жидко
сти переплетаются с другими областями механики, которые объединяют мно
гокомпонентную гидродинамику, неравновесную термодинамику и кинетику 
химических реакций. В дополнение к флуктуациям скорости приобретают су
щественное значение флуктуации плотности, температуры и концентраций 
отдельных химических компонентов смеси. В результате мы сталкиваемся с 
одной из сложнейших проблем механики турбулизованных сред, относящихся 
к полуэмпирическому моделированию взаимосвязанных гидродинамических, 
физико-химических и радиационных процессов и явлений в турбулентном 
течении. В частности, возникающая при этом проблема замыкания гидро
динамических уравнений масштаба среднего движения чрезвычайно услож
няется из-за необходимости осреднения сильно нелинейных <<источниковых 
членов>> производства (расхода) вещества в химических реакциях (имеющих, 
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как правило, экспоненциальный характер) ,  и моделирования большого числа 
дополнительных корреляционных моментов, связанных с пульсациями раз
личных термагидродинамических параметров. 

§ 2. 1. Исходные законы сохранения и балансовые уравнения 

для регулярного движения газовой смеси 

2.1.1 .  О моделях сплошных сред 

Изучение явлений окружающего нас материального мира удобно осуще
ствлять с помощью математических моделей для сред, полей и процессов, 
которые позволяют осмысливать наблюдения и развивать методы прогно

зирования предстоящих событий. Каждая такая модель представляет собой 
определенную схематизацию изучаемого физического явления, учитывающую 

не всю полноту свойственных ему факторов, а лишь некоторую их часть, 
характеризующую явление с той или иной стороны. При этом правдаподоб
ная схематизация зачастую представляет собой трудную задачу, требующую 

от исследователя немалого опыта, интуиции и глубокого проникновения в 
сущность методов познания механизмов изучаемого природного явления. Од

ним из общих методов схематизации движения жидкостей,  газов и других 
деформируемых тел, является метод, основанный на построении новых кон
тинуальных моделей среды с усложненными физико-химическими свойства

ми (Седов, 1980). Схематизация, при которой происходит замена реальной 
природной среды, состоящей из отдельных молекул, непрерывным континуу
мом, оказывается весьма удобной для применения мощного математического 
аппарата непрерывных функций и, как показала практика, в подавляющем 
большинстве случаев вполне эффективна для изучения множества наблюдае
мых природных явлений и процессов. 

Существует множество интересных и актуальных задач, которые удается 
решать в рамках классических моделей сплошных сред, таких как модели 
движения идеальных или вязких несжимаемых (сжимаемых) жидкостей и га
зов, модели движения многокомпонентных или гетерогенных смесей, модели 
движения ионизованных газов и т. п. Нам представляется уместным отме

тить здесь исключительную роль академика Л. И. Седова, который впервые в 
нашей стране поставил вопрос о необходимости построения неклассических 
моделей сплошных сред с усложненными физико-химическими и тепловыми 
свойствами, которые позволяют дать описание новых механических эффектов 
и разрешать важные проблемы, возникающие во всевозможных механических 
приложениях. В частности, им впервые бьmа обоснована фундаментальная 
роль термодинамических представлений и кинетических закономерностей 
физики и химии при конструировании моделей континуальной механики для 

получения определяющих материальных соотношений, которые совместно 
с основными законами сохранения описывают движение и физико-хими
ческие явления и процессы (см. Седов, 1962) . Отметим, что в последние 

три-четыре десятилетия в научной литературе интенсивно разрабатываются 
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новые модели природных сред для описания внешних газовых оболочек 
небесных тел и окружающего их космического пространства. Такие модели 
харюqеризуются дополнительным набором физико-механических парамет
ров, подобных концентрациям различных веществ и фаз в составе химически 
активной газовзвеси, электромагнитным характеристикам турбулизованной 
электропроводной среды, параметрам внутренней структуры, тензорам кор
реляционных величин и т. п. 

В связи с построением моделей сплошных сред, возникает проблема по
лучения на единых основаниях фундаментальных уравнений, которые содер
жали бы в себе как частные случаи соответствующие базовые закономерно
сти, плодотворность которых уже продемонстрирована и доказана в механике, 
физике и химии при изучении материальных сред и полей. Очевидно, что в 
качестве фундаментальной основы получения замкнутых систем соответству
ющих дифференциальных уравнений должны лежать универсальные законы, 
которые могут служить базой для введения различных гипотез и закономерно
стей, подлежащих проверке при моделировании разнообразных физических 
явлений. Как хорошо известно, таким опорным базисом при теоретическом 
построении моделей сплошных сред служат универсальные законы механики 
о сохранении массы, количества движения и момента количества движения, 
универсальные законы термодинамики о сохранении энергии (первый закон 
термодинамики), об изменении или сохранении энтропии (второй закон тер
модинамики), законы химической кинетики и т. п. 

Важно особо отметить, что законы неравновесной термодинамики при мо
делировании новых континуальных моделей играют первоетеленную роль, по
скольку используются также для установления определяющих материальных 
соотношений, выражающих специфические свойства конкретной сплошной 
среды. Современная неравновесная термодинамика включает в себя несколь
ко относительно новых направлений, таких как теории с внутренними пере
менными (Пригожин, Кондепуди, 2002), новые формулировки рациональной 
термодинамики ( Трусделл, 1984), теории, включающие флуктуации или осно
ванные на кинетической теории газов (Кайзер, 1990) , теория информации или 
нелинейные динамические системы (Анищенко и др. , 2003). Все подобного ро
да научные направления опираются на общую идею, согласно которой модели 
механики сплошной среды и сопряженную им неравновесную термодинамику 
необходимо разрабатывать параллельно в близком соотнесении между собой. 
Они предполагают, что используемая модифицированная термодинамика за
ранее определяется гипотезой о локальном термодинамическом равновесии, 
но может отличаться от другой в зависимости от выбранных базисных пара
метров состояния, определения энтропии и потока энтропии, интерпретации 
второго закона и т. п.  

Вместе с тем, в последнее десятилетие широкое распространение полу
чила так называемая расширенная необратимая термодинамика, выходящая 
за пределы гипотезы о локальном равновесии за счет модификации таких 
базовых и концептуальных понятий, как энтропия, температура, давление 
или химический потенциал (см. Жоу, Касас-Баскес, Лебон, 2006) . Эта тео
рия вводит в рассмотрение в качестве дополнительных независимых пере-
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менных диссипативные термодинамические потоки (типа потока тепла, диф

фузии или тензора вязких напряжений), фигурирующие в уравнениях баланса 

массы, импульса и энергии. Это позволяет разработать формализм для полу

чения как определяющих соотношений для классических переменных, зада

ваемых обычными законами баланса, так и для нахождения соответствующих 

эволюционных уравнений (совместимых со вторым законом термодинамики) 

для диссипативных потоков, описывающих реакцию системы на воздействие 

высокочастотных (коротковолновых) возмущений - путем введения функций 

<<памятю> и обобщенных коэффициентов переноса, зависящих от частоты и 

волнового вектора. Таким образом, среди определяющих соотношений мо

гут быть как связи между равновесными параметрами состояния, различные 

уравнения состояния среды, так и соотношения между параметрами, опи

сывающими процесс - кинетические материальные соотношения, например, 

эволюционные уравнения, связывающие между собой тензор напряжений и 

тензор скоростей деформации в вязкой жидкости. Использование подобно

го рода материальных соотношений позволяет получить замкнутую систему 

дифференциальных уравнений, характеризующих модель материальной сре

ды, а в совокупности с граничными и начальными условиями - конкретную 

математическую задачу в рамках данной модели. 

Одним из важнейших вопросов моделирования физического явления явля

ется выбор определяющих (структурных) параметров модели, которые долж

ны рассматриваться как независимые аргументы, изменяющиеся в некоторых 

· пределах при рассмотрении полной совокупности всех возможных состояний 

и процессов в среде, для которой строится модель (Седов, 1962) . Определяю

щие параметры могут быть скалярами и тензорами (задающими, например, 

соответствующие группы симметрии элементарных частиц сплошной среды) ,  

размерными и безразмерными величинами, постоянными и переменными, 

но в любом случае они должны быть инвариантными относительно выбора 

системы координат и единиц измерений. Появление разнообразных струк

турных параметров механической или физико-химической природы связано 

с количественным описанием имеющих в изучаемых явлениях существенное 

значение механизмов обмена энергии, диссипации энергии и других взаи

модействий между частицами внутри материальных тел. Так, в случае стоха

стического турбулизованного движения в качестве такого рода характеристик 

необходимо дополнительно вводить в рассмотрение различные скалярные и 

тензорные корреляционные величины. Возникает вопрос - как выявить си

стему определяющих параметров? Это можно сделать, если, например, иметь 

адекватную математическую схематизацию изучаемого явления или процесса. 

Обычно, если замкнутая система уравнений написана, то пространство базис

ных независимых переменных легко вьщелить и перечислить. Если уравнения 

системы дифференциальные и их число ограничено, то для бесконечно малой 

жидкой частицы число определяющих параметров может быть небольшим и, 

уж во всяком случае, конечным. 

В этой и последующих главах книги упор делается на постановках за

дач и конструировании континуальных эволюционных моделей природных и 

космических сред. Их базисом служат модели движений многокомпонентных 
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или гетерогенных систем с учетом диффузии, теплопередачи и вязкости, про
цессов излучения, химических и фазовых превращений, модели различного 
рода турбулентных движений химически активных газов и газовзвесей, моде
ли структурированных турбулентных течений однородной жиДкости, модели 
турбулизованных электропроводных сред, взаимодействующих с электромаг
нитным полем и т. п .  

2.1.2. Общее уравнение баланса 

Конкретизируем теперь сделанные выше общие замечания на примере ма
тематического моделирования регулярных движений газовой N -компонент
ной смеси, которую будем далее рассматривать как один континуум с услож
ненными физико-химическими свойствами. Дополнительные усложнения, 
связанные с влиянием электромагнитного поля не учитываются, поскольку в 
этой главе рассматриваются газовые смеси иезаряженных частиц. В отличие 
от гидродинамики одножидкостиого континуума, смесь будем охарактери
зовывать рядом дополнительных параметров, определяющих ее химический 
состав. К переменным состояния смеси будем относить среднемассовую 
плотность p(r, t), гидродинамическую скорость u(r, t), термодинамическое 
давление p(r, !) , температуру T(r, t) и концентрации na(r, t) отдельных хими
ческих компонентов. Далее параметрам системы, относящимся к различным 
компонентам смеси, будем присваивать нижние индексы, в качестве которых 
используются буквы греческого алфавита а, [3, . . .  (а, [3, . . .  = 1 ,  2 , . . .  , N). · 

Переменные состояния будем считать непрерывными функциями времени 
t и пространствеиных (эйлеровых) координат r в системе координат, непо
движной относительно рассматриваемого космического объекта (здесь r 
радиус-вектор с компонентами Хр х2 , х3). 

Как известно (см. ,  например, де Гроот, Мазур, 1964) , в основе гидродина
мической модели реагирующей смеси лежат дифференциальные уравнения в 
частных производных (являющиеся следствием интегральных законов сохра
нения) и определяющие соотношения для потоков диффузии, тепла и тензора 
вязких напряжений. Эти уравнения должны быть дополнены соответствую
щими уравнениями химической кинетики, уравнениями состояния для давле
ния (термическое уравнение состояния) и внутренней энергии (калорическое 
уравнение состояния). Кроме этого, необходимо знание алгебраических выра
жений для всевозможных термодинамических функций (таких как внутренняя 
энергия, энтропия, или теплоемкость среды) ,  формул для различных коэффи
циентов молекулярного переноса и формул для коэффициентов скоростей хи
мических реакций. Дифференциальные уравнения движения требуют задания 
начальных и граничных условий, которые, описывая геометрию рассматри
ваемой термагидродинамической системы (материальный объект, имеющий 
четко задаиные границы) и обмен массой, импульсом и энергией с внеш
ней средой, должны быть сформулированы ad hoc для каждой конкретной 
гидродинамической задачи. 

Рассмотрим сначала общий вид уравнения баланса для различных термо
гидродинамических параметров, характеризующих состояние смеси и ее ди-
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намику (например, массы, количества движения, внутренней энерrии и пр.). 
Локальное изменение какой-либо полевой величины Л = j(dp) dW за едини

w 
цу времени 

дА д f f д дt = дt (dp) dW = дt(dp) dW 
w w 

равно разности между скоростью образования J а(а) dW величины Л в не 
w 

меняющем своего положения (в системе координат Хр х2 , х3) объеме жид
кости W и скоростью оттока :f (J(a) · n) d!:. этой величины через поверхность 

дW 
дW, ограничивающую объем W.  Здесь д( .. )/дt -локальная производпая Эй
лера по времени; d(r, t) - удельное значение экстенсивного параметра Л; 
a(d)(r, t) - плотность внутреннеrо источника признака d (скорость производ-
ства (> 0) , или уничтожения (< О) величины d в единице объема) ; l(a)(r, t) 
плотность молекулярного потока признака d (равная сумме всех видов пе
реноса d через единичную поверхность) , включающая конвективную часть 
(pdu) и кондуктивный субстанциональный поток �d)' определяющий поверх
ностные воздействия рассматриваемой системы на интегральную величину 
Л (J(a) = pdu + J(d)) ; n - нормальный единичный вектор с внешней сторо
ны поверхности дW, ограничивающей объем жидкости W, а di.- величина 
площадки на дW. Таким образом, интегральная форма уравнения баланса 
(сохранения) величины Л имеет вид 

J :t (dp) dW= J a(d) dW- p ( (pdu) · n) d!:. - p (l(a) · n) d!:. =  
W W дW дW 

= J{a(d) - ( :r · (pdu)) - ( :r . J(a))} dW, 
w 

где второе равенство в правой части записано с учетом теоремы Гаусса
Остроградского (здесь символ д( .. )/дr обозначает набла-оператор). Поскольку 
это уравнение справедливо для любого объема W, покоящегося относительно 
системы координат х1 , х2 , х3 , то (в случае если подынтегральные выражения 
являются непрерывными функциями координат) интегр.альному уравнению 
баланса можно придать дифференциальную (локальную) форму 

:t (pd) + ( :r . (pdu)) = -( :r . �d)) + а(а) · (2. 1 . 1 )  

Если в этом уравнении характеристика .91 является векторной или телзарной 
величиной, то поток �а) представляет собой тензор на один порядок выше, а 
скорость образования а(а) имеет тот же тензорный ранг, что и параметр d. 

Следует отметить, что величины J(a) и a(d) определяются, вообще rоворя, 
не однозначно, поскольку их замена на J(a) + К и a(d) + ((дjдr) · К) соответ
ственно не изменяет уравнения баланса (2. 1 . 1 ) . Однако когда выбор потока 
J(a) окончательно произведен, источник а(а) определяется однозначно. При 
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выборе конкретного выражения для потока -'<_а) следует учитывать физический 
смысл величины Л. 

Отметим также, что если область жидкости W содержит некоторую по
верхность сильного разрыва G такую, что все подынтегральные функции в 
поверхностных интегралах по bW при стягивании bW к G имеют конечные 
значения (различные на разных сторонах G), то с помощью интегрального 
уравнения баланса можно получить универсальные динамические и термоди
намические условия на сильных разрывах для материальных сред 

-[(dpu) · n] + [(n · J(a))] = afw> · 
Здесь прямые скобки означают скачок какой-либо характеристики d на раз
рыве, а величина afw> является поверхностной плотностью распределения ин
тенсивности производства признака d на G (очевидно, что для сохраняющих
ся величин a&f) = 0). 

Проанализируем теперь в (2 .1 . 1 )  последовательно случаи различных пара
метров d, описывающих регулярное движение смеси реагирующих газов. 

2. 1.3. Уравнения баланса массы реагирующей смеси газов 

Классическим примерам уравнения баланса (2. 1 . 1 )  является уравнение 
неразрывности жидкости 

jE_ = -(� · ри) = - div(pu) дt дr ' (2. 1 .2) 

отражающее факт сохранения полной массы смеси в произвольной внутрен
ней точке среды при ее движении. В этом случае d = 1 ,  Л = М =  J р dW, 

w 
"<_м> = О, а<М> = О. Для многокомпонентной среды массовая плотность p(r, t) и 
общая гидродинамическая скорость течения u(r, t) определяются формулами 

N N 

p s  L Ра = L тапа, 
a=l a= l  

N 
ри = :L тапаиа, a=l 

(2. 1 .3) 

где na(r, t) , Pa(r, t) ,  ua(r, t)  и та - соответственно числовая плотность на еди
ницу объема смеси, массовая плотность, гидродинамическая скорость и мо
лекулярная масса частиц сорта а. 

Далее будем использовать оператарное соотношение 

dd д ( д ) р- = -(pd) + - · (pdu) dt дt дr ' (2. 1 .4) 

дающее связь между субстанциональным и локальным изменениями характе
ристики d, и позволяющее записать дифференциальное уравнение баланса 
(2. 1 . 1) в субстанциональной форме 

dd ( д ) Pd{ = - а, ·  J(a) + а<а> ·  (2. 1 . 1 *) 
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Соотношение (2. 1 .4) является следствием уравнения неразрывности (2. 1 .2) и 
определения субстанциональной (лагранжевой) производной по времени 

(2. 1 .5 )  

описывающей скорость изменения d в сопутствующей системе координат, 
связанной с элементом среды, движущимся со скоростью и. Часто удобно вы
разить баланс массы (2. 1 .2) в терминах удельного объема смеси v(r, t)(= 1/р). 
Если положить в (2. 1 .4) d : v, то получим следующую форму уравнения 
(2. 1 .2): 

р :, ( � ) = div и. (2. 1 .6) 

Субстанциональные уравнения балансов для отдельных химических ком
понентов смеси имеют вид 

р :t (Za) = :, (pZa) + div(pZaи) = - div la + i: vas�s' (а = 1 ,  2, . . .  , N) . (2. 1 .7) 
s=l 

Здесь Za(r, t) = па! р - удельная (на единицу массы суммарного континуу
ма) числовая плотность а-компоненты; Ja(r, t) = па<иа - и) - молекулярный 

r 
поток диффузии частиц сорта а (la = l(z )) ;  a(z ) = aa = L vаs�s - <<источни-

а а s=I 
ко вый член>>, представляющий собой интенсивность производства частиц 
(атомов и молекул) сорта а за счет химических реакций; �s(r, t) - скорость 
протекания s-й химической реакции (s = 1 ,  2, . . .  , r) ; vas - стехиометрические 
коэффициенты вещества сорта а в s-й реакции, которые положительны для 
продуктов реакции и отрицательны для реагентов. Заметим, что уравнения 
(2. 1 .  7) линейно зависимы, поскольку справедливы следующие соотношения: 

е) (2. 1 .8) 

причем тождества (2. 1 .8<1 •2>) являются следствием определений (2. 1 .3) для мас
совой плотности р и гидродинамической скорости и полного континуума, а 
соотношение (2 . 1 . 8 (

3
)) суть следствия закона сохранения массы в химических 

реакциях, L mavas = O, (s = 1 , 2 , . . . , r). В связи с этим, одно из дифференци-
а 

альных уравнений (2. 1 .  7) всегда можно исключить из рассмотрения, заменив 
его алгебраическим интегралом (2·. 1 . 8(2)) .  
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2.1 .4. Уравнение движения многокомпонентной газовой смеси 

В задачах астра- и геофизики часто приходится иметь дело с относитель
ными движениями газовой среды, изучаемой в системе координат, связанной 
с вращающейся поверхностью космического тела. Благодаря этому в соот
ветствующих уравнениях движения появляются дополнительные члены, учи
тывающие силу Кориолиса, а также центростремительное ускорение (зача
стую малое по сравнению с ускорением свободного падения), связанные с 
вращением объекта. Полное уравнение сохранения количества движения для 
многокомпонентной газовой смеси в субстанциональной форме в этом случае 
принимает вид 

р �� == :t (ри) + ( :r · (рии)) = - � + 2ри х g + ( :r · П) + р f ZaFa, (2. 1 .9) 
a=l 

где и(r, t) - полная гидродинамическая скорость среды относительно дви
жущейся системы координат; p(r, t). - термодинамическое давление смеси; 
П(r, t) - тензор вязких напряжений, связанный с процессами молекулярного 
переноса количества движения всех компонентов смеси (записанный здесь, 
в так называемом, диффузионном приближении (Седов, 1984; Нигматулин, 
1987; см. также гл. 4) ; Q - вектор угловой скорости вращения системы коор
динат, в которой записано уравнение (2. 1 . 9) (далее предполагается, что ско
рость вращения Q = const) ; Fa(r, t) - суммарная внешняя сила, действующая 
на одну частицу сорта а; ии - диада (тензор с девятью декартовыми компо
нентами) .  В дальнейшем силу тяжести будем выделять в явном виде, тогда 

N N 

Fa = m� + F; ,  р L ZaFa = pg + L naF; , 
a= l  a=l 

(2. 1 . 1 0) 

где g = {0, О, -g} ; g = lgl - приведеиное (с учетом центробежной силы) ускоре-

д ( I  2 м , ) ние свободного падения, g = дi ziQ х Rl - G � ; G- гравитационная по-

стоянная; Mpz - масса космического тела; R - радиус-вектор, проведенный из 
центра тела в рассматриваемую точку пространства; F; - сила негравитаци
онного происхождения (например, электромагнитная сила Лоренца). При на
писании формулы (2. 1 . 10) нами учитывалось, что ось Oz направлена вверх, по 
нормали к эквипотенциальной поверхности силы тяжести (координата х3 == z 
отсчитывается от некоторой начальной эквипотенциальной поверхности) .  Со
поставление уравнения (2. 1 .9) и выражения (2. 1 . 1 ) , записанного при .91 = и, 
дает для субстанционального потока и объемного источника параметра и сле
дующие конкретные выражения 

N 

J(u) = -П, a(u) = - �� + 2ри х Q +р L ZaFa. (2. 1 . 1 1 ) 
a= l  

Соотношения (2. 1 . 1 1) и другие подобного вида формулы используются в гл. 5 
в связи с выводом уравнений переноса для корреляционных вторых момен
тов пульсирующих в турбулизованном потоке термагидродинамических пара
метров. Эти дополнительные уравнения для корреляций будут привлекаться 
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к рассмотрению для замыкания осредненных гидродинамических уравнений 
смеси, в частности, при так называемом инвариантном моделировании раз
витой турбулентности. 

2.1.5. Уравнения энергетического баланса 

При феноменологическом построении моделей (различного уровня слож
ности) многокомпонентной турбулентной среды нам понадобятся разнооб
разные уравнения энергетического баланса для реагирующей смеси при ла
минарном режиме течения. В этом вводном разделе мы дадим краткий вывод 
этих уравнений в случае консервативных внешних полей. 

Баланс потенциальной энергии 

Определим удельную потенциальную энергию газовой смеси соотношением 
N 'P(r, t) = L ФаZа, (2. 1 . 12) a=l 

где Фа(r) - скалярный потенциал (на одну частицу сорта а) , удовлетворяющий 
условию Fa = -дф а! дr, дф а! дt = О. Соответствующее уравнение баланса полу
чим, исходя из операторного соотношения (2. 1 .4). Полагая для этого d = 'P, 
будем иметь 

Р � =� Фа[ :t (pZa) + div(pZaи)] + � pZa [ д:,а + (и . д:: )] = 

= f ФаР d�a - (и · f n/a) =- div(f Фаlа) + f(Ja · а:,а ) - (и · f n/a) + f Фааа. a=l a=l a=l a=l a=l a= l 
Предполагая далее, что плотность внутреннего источника потенциальной 

энергии обращается в нуль ( ai�) = �1 Фааа = О) , что справедливо в случае, ко

гда в химических реакциях выполняется условие сохранения потенциальной 
энергии (см. Дьярмати, 1974): 

окончательно получим 

N 

L Фavas = O, (s = 1 ,  2, . . .  , r), a=l (2. 1 . 1 3) 

N N N 

р d
d� = :t (р'Р) + div(pЧ'и) = - div( L ФаJа) + L(Ja · д:: ) - (и · L паРа) . a=l a=l a=l 

(2. 1 . 14) 
Сопоставляя теперь это уравнение и уравнение (2. 1 . 1 ) ,  записанное при d = Ч', 
получим для субстанционального потока J(ЧJ) и объемного источника а(ЧJ) по
тенциальной энергии многокомпонентной смеси следующие выражения 

N 

J(ЧJ) = L ФаJа, a= l а = - f., (J · F ) - (и · f., n F ) . (ЧJ) � а а � а а a=l a=l (2. 1 . 1 5 )  
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Сохранение полной энергии смеси 
Балансовое уравнение (закон сохранения) для полной энергии многоком

понентного континуума в субстанциональной форме имеет вид 

где 

dUtot -
д 

( rr ) d' ( п ) - d' J p-d- = -д Ри101 + lV ри101и - - lV (И. ) '  f f tot 
(2. 1 . 16) 

(2. 1 . 1 7) 

- полная удельная энергия среды; E(r, t) - внутренняя удельная энергия га
зовой смеси (которая фактически определяется этим соотношением); 

N /(И. ) =:=. q + (р и- П) · и + L фа/а 8 a=l (2. 1 . 1 8) 

- вектор субстанционального потока полной энергии движущейся смеси; 
q(r, t) - плотность молекулярного потока тепла; и - единичный тензор. 
Соотношение (2. 1 . 1 8) фактически можно рассматривать, как точное опреде
ление телловото потока q, выбором которого весьма свободно, как известно, 
пользуются в экспериментальной физике и теплофизике. 

Важно ясно себе представлять, что вводимое соотношением (2. 1 . 1 7) опре
деление внутренней энергии смеси Е =  L Zaea (где ea(r, t) - парциальная (на а 
одну частицу) внутренняя энергия компоненты а, включающая химическую 
энергию) не является, вообще говоря, корректным. Это связано с тем, что ве
личина Е в общем случае должна включать в себя помимо членов, связанных 
с тепловым движением молекул и короткодействующим силовым межмолеку
лярным взаимодействием (что согласуется с обычным пониманием внутрен
ней энергии),  еще и члены, зависящие от макроскопической кинетической 
энергии диффузии химических компонентов (в системе центра масс) .  Для 
многокомпонентной среды эти дополнительные члены являются, как извест
но, величинами второго порядка малости и потому часто могут быть опущены 
(это случай, так называемого, диффузионного приближения (Седов, 1984)). 
Однако для многофазной среды (например, газопьшевой), подобная добавка 

Т L maZalиa - и12 может быть значительной и должна приниматься во внима-а 
ние в явном виде (см. гл. 7) . 

Баланс механической энергии смеси 
Запишем уравнение баланса для удельной кинетической энергии посту

пательного движения центра масс. Скалярно умножая для этого уравнение 
движения (2. 1 .9) на вектор скорости и и делая стандартные преобразования, 
получим теорему живых сил для многокомпонентной смеси в субстанцио
нальной форме 

N 

р d(\�:/2) = р div и - div(pи -П · и) - ( П :  :r и) + (и ·  L naFa ) · a=l (2. 1 . 19) 
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Здесь произведение П · и тензора П на вектор и определяется как вектор 
с компонентами (П · и) k = L Пkр j ,  а двойное произведение двух тензоров 

1 (П : (д/дr)и) определяется как скаляр, равный (П : (д/дr)и) = � Пu(ди/дх) 
l,] 

(краткое изложение используемых здесь формул тензорного исчисления дано 
в приложении). 

Если сложить теперь (2. 1 . 14) и (2. 1 . 19) ,  то получим уравнение субстанци
онального баланса удельной механической энергии em(r, t) = lиl2 /2 + Чf: 

где 

р d;; = � (pem) + div(pemи) = - div -'<_em) + a(em) ' (2. 1 .20) 

N 

J(em) = (pU - П) · и +  L ФаJа, ( ' ) a=l 
(2. 1 . 2 1) N 

a(em) = р div и - ( п : :, и) - L Ja . F; е) а=\ 
- соответственно плотность субстанционального потока механической энер
гии em и скорость образования механической энергии смеси. 

2.1.6. Уравнение баланса внутренней энерmи среды 

Уравнение притока тепла для многокомпонентной газовой смеси получим 
путем вычитания (2. 1 .20) из (2. 1 . 16); в результате будем иметь 

N 

р ��  = д(��) + div(pEu) = - div q-p div и + (П :  ; и) + L JaF;. a=l (2. 1 .22) 

В астра- и геофизических приложениях часто удобно использовать уравнение 
притока тепла, записанное через полную удельную энтальпию H(r, t) газовой 
смеси, определяемую соотношением 

N N 

Н=: L haZa = :L (ea + ..!!д... )za =E+ .L, а=\ a= l па р (2. 1 .23) 

где ha(r, t) , Pa(r, t) - соответственно парциальная энтальпия и парциальное 
давление компоненты а. Тогда, с учетом преобразования pdE/dt + р div и =  = pdH/dt - dp/dt, являющегося следствием уравнения неразрывности (2. 1 .2) 
и определения величины Н, получим 

N 
dH - д(рН) d' ( Н ) - d' dp (п · д ) � J F* P---;[t = -д-t - +  lV р и - - 1V q+ dt +  ' дrи + "-' а а ' a=l (2. 1 .24) 

Для большинства целей, рассматриваемых в данной книге, достаточно 
аппроксимировать парциальную энтальпию ha(T) с помощью выражения ha � ера Т+ h�, в котором через ера( Т) обозначена парциальная изобарная 
(при постоянном давлении) теплоемкость на одну частицу компоненты а, а 
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через h� - парциальная энтальпия компоненты а при нулевой температуре 
(которую часто называют стандартной теплотой образования частиц сорта а). 
Тогда, при использовании (2. 1 . 23),  можно получить следующее калорическое 
уравнение состояния 

N 
H(Za, Т) � сРТ +  L h�Za, 

а= ! 

N 
еР = L cpaza , 

а=! 
(2. 1 .25) 

в котором c/r, t) - удельная изобарная теплоемкость смеси. Величины ера 
считаются далее постоянными, аппроксимирующими действительные изме
нения парциальных теплоемкостей ера( Т) в ограниченном температурном ин
тервале. Сопоставление (2. 1 .24) и уравнения (2. 1 . 1) ,  записанного для d = Н, 
позволяет определить следующие конкретные представления для субстанцио
нального потока и <<источника>> энтальпии смеси: 

N 

/(Н) = q, а(Н) = dt + ( П : :r и) + L !а . F; . 
а=\ 

(2. 1 .26) 

Наконец, запишем уравнение притока тепла (2. 1 .24) через температуру 
T(r, t). Используя (2. 1 .7), (2. 1 .23) и (2. 1 .25), получим 

P d:: = РСр �� - div{f hala} + ± qs�s + ( �� · f cpala) , a= l  s= l  a= l  
где соотношением 

N N 

qs( Т) = L ha V as = с/1 + L С ра Vsa' (s = 1 '  2,  . .  · , r) 
а=! a=l 

(2. 1 .27) 

(2. 1 .28) 

введена так называемая теплота химической реакции s при давлении р и тем
пературе Т, равная разности между суммой произведений парциальных эн
тальпий продуктов реакции на соответствующие стехиометрические коэффи
циенты и аналогичной суммой для реагирующих веществ. При этом величины 
q� = L h�vas' которые могут интерпретироваться как теплоты химических ре-

а 
акций при абсолютном нуле температуры, являются исходными параметрами 
модели химически активной среды. Тогда из (2. 1 .24) и (2. 1 .27) окончательно 
будем иметь 

(2. 1 .29) 

Предпоследнее слагаемое в правой части (2. 1 .29) представляет собой эффект, 
так называемых, <<диффундирующих теплоемкостей>> . В большинстве практи
чески важных случаев удельные изобарные теплоемкости отдельных компо
нентов газовой смеси с;а = с  pafma могут считаться весьма близкими (так, что 
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с;а "" idem). Именно это обстоятельство позволяет, в силу (2. 1 .8<2)), не учиты
вать этот член уравнения (2. 1 .29). 

Важно иметь в виду, что только в уравнении для Т в явном виде присут
ствуют химические источники (стоки) тепла, что связано с непосредственным 
влиянием химических реакций именно на температурное поле. Для полного 
определения модели многокомпонентной среды необходимо дополнительно 
задать парциальные теплоемкости с ра всех компонентов смеси и теплоты q/ Т) 
всех химических реакций. 

При написании энергетического уравнения (2. 1 .29) нами бьmи для боль
шей общности добавлены дивергентный член div qR , в котором поток 

00 00 

qR = J qRv dv = J 9/v d9 dv, 
о о 

(2. 1 .30) 

связан с радиационной энергией (вектор Пойнтинга) ,  и член Qd, характери
зующий возможные дополнительные (локальные) источники нагрева много
компонентной среды. Здесь Iv - спектральная интенсивность излучения: ко
личество радиационной энергии, заключенное в единичном интервале частот 
v и в телесном единичном угле d9, переносимое за единицу времени через 
единичную площадку, помещенную в точке r перпендикулярно направлению 
распространения энергии излучения 9. 

По поводу уравнения (2. 1 .29) сделаем еще одно замечание. Как было по
казано в монографии авторов (Маров, Колесниченко, 1987) , весьма сложную 
проблему, возникающую, например, при моделировании верхней атмосферы 
планеты, представляет задача адекватного описание дополнительного притока 
тепла в рассматриваемую область атмосферы. Это тепло может быть обуслов
лено прямым поглощением солнечной коротковолновой (и корпускулярной) 
радиации атмосферными составляющими и ее последующей трансформацией 
вследствие фотохимических и химических реакций, а также отдельными дис
сипативными процессами гидродинамической природы (включая, например, 
диссипацию магнитогидродинамических, внутренних гравитационных волн и 
других волновых движений различных пространствеиных и временных мас
штабов) , в результате действия которых происходит изменение температурно
го поля в атмосфере. Подобного рода локальные источники нагрева много
компонентной смеси атмосферных газов, учтенные в уравнении (2. 1 .29) чле
ном Qd, могут быть подробно проанализированы только для конкретной за
дачи. 

2.1.7. Термическое уравнение состояния 

Будем использовать в качестве термического уравнения состояния сум
марного многокомпонентного газового континуума (уравнения для давления) 
уравнение состояния для смеси совершенных газов: 

N N р = L Pa = k8 T  L na = fYt*pT, a=l a=l (2. 1 . 3 1 )  
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где р 
а 

= kв Т п
а 

- уравнение Клапейрона для отдельной газовой составляю
N 

щей; �· = kв L Za = kв/ М - так называемая <<газовая постоянная>> смеси; 
а=\ 

k8 - постоянная Больцмана; Pa(r, t) - парциальное давление компоненты а; 
Jtt = pjn - средняя молекулярная масса смеси. Задание внутренней энергии 
как функции температуры и состава Е =  E(Za, Т) доопределяет конкрет
ную модель газовой смеси. Для смеси совершенных газов с постоянными 
парциальными теплоемкостями cva (при постоянном объеме) имеем: 

ea(T) = cva T +h�, E(Za, T) = cv T+ L Zah�, (2. 1 .32) 
а 

где cv = L Zacva - удельная теплоемкость смеси при постоянном объеме; лег-
а 

ко показать, что cp - Cv = �* . Заметим, что первое равенство в (2. 1 . 3 1 )  (за
кон Дальтона) справедливо для любой газовой смеси (независимо от того, 
являются отдельные газовые составляющие совершенными газами или нет), 
поскольку является следствием определения величины р а как произведения 
общего термодинамического давления среды р на мольную долю ха = na!n ча
стиц сорта а. 

где n(r, t) - полная числовая плотность среды. 
Система гидродинамических уравнений (2. 1 .2), (2. 1 .7) ,  (2. 1 .9), (2. 1 .29) и 

(2. 1 . 3 1 )  должна быть дополнена уравнениями химической кинетики, соответ
ствующими выражениями для скоростей и теплот химических реакций, а так
же определяющими соотношениями для потоков диффузии, тепла и тензора 
вязких напряжений. 

§ 2.2. Второй закон термодинамики. 
Возникновение энтропии в вязких теплопроводных газовых смесях 

Процессы переноса массы, количества движения и энергии в приведеиных 
выше гидродинамических уравнениях описываются их некоторыми частями, 
в каждое из которых входит дивергенция потока соответствующей величины, 
связанной, хотя бы и неявно, с градиентами скорости, температуры, давления 
и концентраций компонентов среды (так называемыми термодинамически
ми силами). Существует два способа получения определяющих соотношений 
между термодинамическими потоками и сопряженными им термодинамиче
скими силами, основывающиеся на газокинетическом и феноменологическом 
подходах. Газокинетический подход носит, вообще говоря, ограниченный ха
рактер, поскольку связан с методами решения системы обобщенных уравне
ний Больцмана для многокомпонентной газовой смеси (в частности, с мето
дом Чепмена-Энскога), полностью разработанными в настоящее время толь
ко для одноатомных газов умеренной плотности, и в случае, когда известны 
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молекулярные силы взаимодействия двух сталкивающихся частиц, например, 
когда заданы сферически симметричный потенциал межмолекулярного взаи
модействия, или функциональная зависимость частоты столкновений частиц 
от их скорости и т. п. (см. Чепмен, Каулинг, 1960; Ферцигер, Капер, 1976). 
Феноменологический подход, базирующейся на применении методов нерав
новесной термодинамики к макроскопическому объему смеси, не связан с 
постулированнем конкретной молекулярной модели взаимодействия частиц и 
годится для широкого класса сплошных сред с усложненными свойствами (на
пример, для электролитов). Однако термодинамика необратимых процессов 
не дает, к сожалению, метода определения так называемых коэффициентов 
переноса - коэффициентов пропорциональности при градиентах термогид
родинамических параметров в определяющих соотношениях. Явные алгебра
ические выражения для этих коэффициентов в общем случае произвольной 
газо-жидкой среды могут быть найдены экспериментально; вместе с тем, для 
одноатомных многокомпонентных газовых смесей при малых плотностях, их 
можно рассчитать из детального рассмотрения динамики столкновений моле
кул с помощью кинетической теории (см. ,  например, Ферцигер, Капер, 1976) . 

Мы будем следовать феноменологическому выводу определяющих урав
нений (для термодинамических потоков) и дополнительных алгебраических 
соотношений, связывающих между собой коэффициенты переноса. 

2.2.1.  Принцип Онзаrера 

Прежде чем применить формализм неравновесной термодинамики непре
рывных сред к описанию процессов тепло-массопереноса в ламинарном (а 
далее и в турбулентном) течении многокомпонентной реагирующей смеси, 
обсудим здесь очень кратко сущность тех основных постулатов, которые лежат 
в основе теории и могут быть практически использованы при термодинами
ческом анализе любого необратимого процесса. Как известно (см. ,  например, 
Де Гроот, Мазур, 1964) , в неравновесной термодинамике в качестве опреде
ляющих соотношений, которые дополняют систему гидродинамических урав
нений, применяются феноменологические линейные уравнения необратимых 
процессов (так называемые материальные законы Онзагера) 

(2.2. 1 )  

в которых Lkl(r, t) - скалярные кинетические (феноменологические) коэффи
циенты (функции локальных параметров состояния среды: температуры, дав
ления, концентраций, возможно напряженности магнитного поля и т. п.)  свя
зывают между собой потоки Jk(r, t) и термодинамические (обобщенные) силы 
X1(r, t); f - количество независимых скалярных потоков и сил. Здесь скаля
ры J k и Х1 обозначают независимые скалярные термодинамические потоки и 
силы, а в случае векторных и тензорных процессов - все декартовы компо
ненты соответствующих тензорных и векторных величин, входящих в били
нейные выражения для производства энтропии [см. ниже формулу (2.2.23) ] .  
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Потоки Jk соответствуют скоростям изменения экстенсивных параметров (та
ких как масса, количество движения, энергия) ,  для которых существуют за
коны сохранения, или переносимым величинам (таким как теплота), кото
рые входят в дивергентные члены законов сохранения; обобщенные силы 
Х1 пропорциональны градиентам интенсивных параметров или внешним си
лам, отклоняющим термодинамическую систему от равновесия. Диагональ
ные коэффициенты Lkk являются коэффициентами, представляющими пря
мые эффекты (обычная диффузия, теплопроводность и т. п.) ,  недиагональные 
коэффициенты Lkl (k =f. j) являются феноменологическими коэффициентами 
перекрестных эффектов (термическая теплопроводность, диффузионный тер
маэффект (эффект Дюфора) и т. п.) .  Линейные соотношения (2.2. 1 )  приме
нимы в состояниях достаточно близких к положению локального термоди
намического равновесия (и фактически определяют область применимости 
термодинамики необратимых процессов) .  

В принципе, каждая декартова компонента вектора потока J k может быть 
линейной функцией декартовых компонент всех термодинамических сил. За
метим, однако, что потоки и термодинамические силы в (2.2.2 1 )  обладают, в 
общем случае, различными тензорными свойствами, т. е. ,  при преобразова
ниях вращения и отражения, декартовы компоненты этих величин преобразу
ются разным образом. В результате может оказаться, что в силу определенных 
свойств симметрии рассматриваемой материальной среды, декартовы компо
ненты потоков будут зависеть не от всех декартовых компонент термодина
мических сил, что ограничивает число отличных от нуля кинетических коэф
фициентов Lkz в (2.2. 1 )  (принцип симметрии Кюри). Так, в частном случае 
изотропной системы, свойства которой в равновесном состоянии одинаковы 
во всех направлениях, физико-химические и гидродинамические процессы 
разной тензорной размерности не взаимодействуют друг с другом (см. де Гро
от, Мазур, 1964). 

Кроме этого, при аксиоматическом подходе принимаютел в качестве неза
висимого постулата соотношения симметрии кинетических коэффициентов -
принцип взаимности Онзагера-Казимира: 

(2.2.2) 

Эти соотношения являются следствием инвариантности микроскопической 
динамики при обращении времени. При написании (2.2.2) предполагается, 
что механическая система может подвергаться воздействию внешней магнит
ной индукции В или испытывать угловое вращение 9. В случае наличия маг
нитной индукции В, для того чтобы частицы среды при обращении времени 
прошли по своему ранее пройденному пути, необходимо обращать (т. е. изме
нять на противоположный) не только. вектор скорости, но и вектор магнитно
го поля, что является следствием формульного представления для электромаг
нитной силы Лоренца [см. гл. 9] .  Аналогичные рассуждения справедливы и 
для процессов, эволюция которых рассматривается в неинерциальных систе
мах координат, вращающихся с угловой скоростью 9. Соотношения взаим
ности (2.2.2) вносят ограничения на конфигурацию материальных уравнений 
(2.2. 1 ) ,  сводя до минимума число кинетических коэффициентов в них. 
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Дшr изотропной системы (и в случае, когда внешнее магнитное поле и угловая 
скорость равны нулю) соотношения взаимности (2.2.2) приобретают более 
простой вид: 

(2.2.2*) 
Если величины Lkz относятся к перекрестным эффектам, которые можно опи
сать либо переменными а-типа (в статистической механике так принято назы
вать переменные, являющиеся четными функциями скоростей молекул), либо 
/3-параметрами (переменные, являющиеся нечетными функциями скоростей 
молекул) , то коэффициенты t:k = t:1 = 1 (вариант симметричных соотношений 
взаимности Онзагера). Однако при наличии смешанных перекрестных эф
фектов для переменных а- и /3-типов коэффициенты t:1 = 1 , а коэффициенты 
t:k = - 1 (вариант антисимметричных соотношений взаимности Казимира). 

Отметим, что в настоящее время соатношения симметрии (2.2.2) кинетических 
коэффициентов считаются эмпирически устойчивой аксиомой, независимо от 
их доказательства в рамках статистической механики (Миллер, 1974). Соглас
но Мейсону (1974) , экспериментальное подтверждение принципа взаимности 
Онзагера-Казимира столь же убедительно, как и подтверждение 1 -го, 2-го 
и 3-го начал термодинамики. Это обстоятельство дает основание, возвести 
постулат (2.2.2) в статус парадигмы и использовать его в качестве основы для 
описания широкого круга макроскопических процессов переноса. 

Для явного определения в выражении (2.2. 1 )  потоков и сопряженных им 
термодинамических сил обычно используется конкретное представление ско
рости производства a(S)(r, t) (плотности источника) энтропии S(r, t) внутри 
системы (с заранее определенным набором необратимых процессов) ,  запи
санное в виде билинейной формы 

1 
a(S)(r, t) = L JkXk > О; 

k=l 
(2.2.3) 

при этом каждый отдельный поток и каждая отдельная термодинамическая 
сила обращается в нуль в состоянии локального термодинамического равно
весия. Важно подчеркнуть, что разложение a(S)(r, t) на термодинамические 
силы и потоки является достаточно произвольным; тем не менее это обсто-
ятельство не оказывает непосредственного влияния на интерпретацию окон
чательных результатов: после того как установлены потоки J k ' сопряженные 
им термодинамические силы Х1 находятся однозначным образом, как коэф
фициенты перед соответствующими потоками в выражении (2.2.3). 

Таким образом, для расшифровки в рамках феноменологической теории 
формулы (2.2.3) для плотности источника энтропии необходимо иметь в яв
ном виде уравнение баланса энтропии S(r, t) непрерывной системы 

р �� = :t (pS) + div(pSu) = - div J(S) + a(S) ' (a(S) > 0) , (2.2.4) 

в котором вектор �s)(r, t) определяет субстанциональную платность потока энтро
пии. Здесь дивергенция div J(S) описывает обратимый теплообмен межп.у рассматрива
емой системой и внешней средой,  а неравенство a(S) > О соответствует второ
му закону термодинамики, который гласит, что энтропия замкнутой системы 
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не может ) v�еньшаться. Важно ясно себе представлять, что смысл неравенства a(S) ;;;;, О 
в неравног.::· :ной термодинамике выходит за рамки обычной формулировки торого 
закона par .• овесной термодинамики, в которой рассматривается лишь глобаль
ный рост э 1юпии ме)!Щу двумя состояниями равновесия изолированной системы. 
Здесь же предполагается, что условие a(S) ;;;;, О выполняется в любой точке ко
ординатного пространства в любой момент времени эволюции системы. 

Конкретный вид уравнения (2.2.4), играющего в неравновесной термоди
намике ключевую роль, может быть получен для многокомпонентной термо
гидродинамической системы, при использовании балансовых уравнений для 
удельного объема (2. 1 .6), удельных числовых плотностей компонентов смеси 
(2. 1 .7) и удельной внутренней энергии (2. 1 .22), из фундаментального тожде
ства Гиббса для этих величин. Записанное вдоль траектории движения центра 
масс физического элементарного объема, это тождество имеет вид (см. ,  на
пример, Пригожин, Дефей, 1966) : 

N 
Т.!!.§__ _ dE ..!!_ (__!_) _ � ..!!_ (!!Е_ ) dt - dt + р dt р kJ fla dt р ' a=l 

(2.2.5) 

где fla(r, t) ( = ha - Tsa) , sa(r, t) - соответственно парциальный химический по
тенциал, рассчитываемый на одну частицу вещества, и парциальная энтропия 
частиц сорта а. 

По поводу применимости тождества Гиббса для неравновесных процес
сов в любой не- рерывной термодинамической системе важно иметь в виду 
следующее. Ф' <даментальным предположением, на котором основана нерав
новеспая терма, инамика (в том виде, в каком она бьmа разработана Онзаге
ром, Пригожиным и другими авторами), является предположение о состоянии 
локального термодинамического равновесия (ЛТР). Суть ЛТР заключается в 
том, что всю систему можно мысленно разбить на достаточно малые (но ма
кроскопические) области, каждую из которых можно рассматривать как рав
новесную термодинамическую систему, для которой энтропия является той же 
самой функцией параметров состояния, что и в состоянии полного термоди
намического равновесия. В частности, если при построении модели сплошной 
среды в качестве переменных состояния смеси выбраны удельный объем 1/ р, 
удельная плотность внутренней энергии Е и удельные концентрации (na/P) 
химических компонентов, то термодинамическое состояние физически эле
ментарного объема в окрестности точки r в момент времени t полностью 
описывается фундаментальным интегральным уравнением Гиббса (см. Мюн
стер, 2002) 

S(r, t) = S(E, ( 1/р) , (n1 /p) , . . . , (nNjp)), 
дифференциальная форма которого имеет вид (2.2.5). Собственно только на 
основании тождества Гиббса (2.2.5) сопряженным величинам 

( дS ) 1/Т= дЁ 
, 

(1/p),{najp} 
р/Т = ( д(��р) ) ' 

E,{na/P} 

-р /Т= --( д ) а д(nа/Р) E,(l/p) ,{npfnal 
(a = 1 , 2 , . . .  N) 

(2.2.6) 
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может быть приписан смысл локальной температуры T(r, t) , локального термо
динамического давления p(r, t) и локального химического потенциала Jla(r, t) 
для частиц сорта а. Другими словами, эти величины фактически определя
ются соотношениями (2.2.6). Энтропия S в этом случае является термодина
мическим потенциалом. Обычно постулат о локальном термодинамическом 
равновесии справедлив в том случае, когда диссипативные процессы в систе
ме играют суruественную роль и исключают появление больших градиентов 
параметров состояния. Следует также иметь в виду, что гипотеза о ЛТР среды 
эквивалентна предположению о справедливости не только тождества Гиббса, 
но и всех других соотношений равновесной термодинамики для бесконечно 
малых областей неравновесных систем. 

Суммируем теперь основные утверждения, которые принимаются в каче
стве независимых постулатов при практическом использовании классической 
неравновесной термодинамики к любому необратимому процессу: 

• справедлив принцип квазилокального термодинамического равновесия; 
• для производства энтропии, связанного с необратимыми процессами в 

самой системе, справедливо неравенство a(S) ;;;:, О, выражающее второе начало 
термодинамики; 

• если ограничиться линейной областью, то справедливы линейные фено
менологические соотношения (2.2 . 1 ) для потоков и термодинамических сил, 
входящих в выражение (2.2.3) для производства энтропии; 

• имеют место соотношения симметрии (2.2.2) для кинетических коэффи
циентов, входящих в линейные законы (2.2. 1 ) . 

В заключение этого раздела дополнительно отметим следующее. Классиче
ская неравновесная термодинамика не является единственной термодинами
ческой теорией, пригодной для исследования неравновесных состояний кон
тинуальной системы. Суruествуют и другие хорошо разработанные формализ
мы, например так называемая рациональная термодинамика (разработанная 
в своих основах Колеманом (1964), Трусделлом ( 1984) и Ноллом ( 1974)), ко
торые часто позволяют преодолеть проблемы, не поддающиеся решению в 
рамках классической необратимой термодинамики. Рациональная термоди
намика позволяет, в частности, получить материальные уравнения для сред, 
имеющих «память>> , поскольку предположения о локальном состоянии равно
весия в этом подходе не делается. Вместе с тем, с практической точки зрения, 
материальные уравнения, записанные в форме функцианалов от всей преды
стории переменных, представляют собой непростой для математического мо
делирования объект исследования и требуют в общем случае знания слишком 
большого объема информации. 

Как уже отмечалось выше, в последнее десятилетие получила значительное 
развитие так называемая расширенная необратимая термодинамики (см. Жоу, 
Касас-Баскес, Лебон, 2006), которая также выходит за пределы гипотезы о ЛТР 
за счет модификации диссипативных потоков соответствующих физических 
величин, выступающих в качестве дополнительных независимых переменных 
рассматриваемой системы. Разумеется, что потоки не являются единственно 
возможным набором новых неравновесных переменных: например, в каче
стве последних могут фигурировать переменные, связанные с внутренними 
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степенями свободы молекул или микроструктурой системы. Обе возможно
сти можно считать в какой-то мере дополняющими друг друга. Естественно, 
что выход за рамки локального термодинамического равновесия предполага
ет всестороннее переосмысление таких базовых и концептуальных понятий, 
как энтропия, температура, давление и химический потенциал для случаев 
более общих, чем рассматриваемая в этой главе многокомпонентная смесь, в 
частности, при моделировании турбулизованных сплошных сред (см. гл. 3). 

2.2.2. Уравнение баланса энтропии и производство энтропии 
в реаmрующих газовых смесях 

Для изучения процессов переноса в многокомпонентных смесях газов вос
пользуемся формализмом классической неравновесной термодинамики, с по
мощью которой можно, как известно, описать широкий класс неравновесных 
процессов переноса в полном соответствии с экспериментальными данными. 
Для вывода онзегеровских соотношений (2.2. 1 ) , сначала необходимо найти 
явную форму уравнения баланса энтропии (2.2.4) для рассматриваемой мо
дели многокомпонентной газовой среды. Исключим для этого при помощи 
гидродинамических уравнений смеси производные по времени от величин Е, 
( 1/р) и (na!P) в правой части тождества Гиббса (2.2.5); в результате получим 
конкретный вид уравнения (2.2.4) для субстанционального баланса энтропии 
смеси S, в котором плотность потока энтропии J(S) задается выражением 

N 

J(S) = +{ q - L .UaJa} . a=i (2.2.7) 
а умноженное на Т производство энтропии a(S) (так называемое, рассеяние 
энергии) , определяется как 

О � Ta<s>= - (Jq . д� т )+ (П : :r и) + f Ja· { Т :r ( i ) +ha д�/ -Fa } + ± Ai;s. a=i s= i (2.2.8) 
Рассеяние энергии Ta(s/r, t) - количественная мера неравновесных процес
сов в системе, согласно второму закону термодинамики есть положительно 
определенная величина. Здесь 

N 

As(r, t) = - L JlaVas' (s = 1 , 2, . . .  , r) a=l (2.2.9) 
-так называемое химическое сродство s-й реакции (функция состояния си
стемы, которая согласно де Донде является движущей силой химической ре
акции (см. Пригожин, Дефей, 1966)) ; 

N 
J = q - � h J q � а а a=i (2.2. 1  О) 

- вектор приведеиного потока тепла. В отличие от полного потока тепла q, 
включающего тепло L haJa, переносимое диффузией вследствие разницы 

а 
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в энтальпиях (теплосодержаниях) диффундирующих веществ, приведенный 
тепловой поток Jq есть тепло, переносимое только чистой теплопроводностью. 

Для дальнейшего анализа удобно разложить градиентный тензор скорости 
дujдr (тензор второго ранга) в (2.2.8) на симметрическую и антисимметриче
скую части 

о 1 дujдr= (дujдr)' + (дujдr)a = (дujдr)s + (дujдr)a + 3 U div u, (2.2. 1 1 ) 

а симметричный тензор вязких напряжений П представить следующим обра
зом 

Здесь 

(j, k =  1 ,  2, 3) 
- кососимметричный градиентный тензор скорости; 

� - s - 1 ( диk дuj ) Djk = (дujдr)Jk - 2 дхj + дхk 
- тензор скорости деформации, jj = (дujдr)s; 

� � 1 о 
- тензор скорости сдвига, S = D - 3 U div и =  (дujдr)s; 

1 1 л= з(П : U) = 3Пkk 

(2.2. 12) 

(2.2. 13) 

(2.2. 14) 

(2.2 . 1 5) 

(2.2. 16) 

- так называемое вязкое давление. Тогда скалярное произведение тензора 
вязких напряжений и тензора градиента скорости можно представить так: 

v _ 1 (п . д ) _ 1 (по s . (д /од )s) div и a(S) = T · a;u - Т  . U r +л-Т-.  (2.2 . 17) 

При написании (2.2 . 17) использовано то обстоятельство, что скалярное про
изведение симметрического и антисимметрического тензоров всегда равно ну
лю. Заметим, что полный вклад вязких явлений в производство энтропии 
оказывается разделенным на две части. Вторая часть, величина -т-1 л div и = 
= -T-1лpd( 1jp)jdt, связана со скоростью изменения удельного объема и обу
словлена наличием объемной (второй) вязкости сжимаемой среды. 

Таким образом, производство энтропии a(S) в движущейся многоком
понентной реагирующей газовой смеси определяется следующим набором 

о термодинамических потоков Jq, �s' Ja, л, пs и сопряженных им термо-
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динамических сил 

xq = - ;2 �� = :, ( � ) , 

N А; =  i = - L #; vf3s ' (s = 1 , 2 , . . .  , r) , 
/3=1 

x; = - :, ( llт ) + ha :, (-t) + -f-Fa, (a = 1 , 2, . . .  , N) ,  

Хл = � div и, 
о 1 о 1 -xs = -:у(диjдr)5 = -:yS. 

(2.2. 18) 

(2.2.1 9) 

(2.2.20) 

(2.2. 2 1 )  

(2.2.22) 

Здесь полярный вектор Xq представляет собой термодинамическую силу, обу
словливающую явление теплопроводности; химическое сродство для s-й реак
ции А5 является скалярной термодинамической силой, сопряженной со ско
ростью �s химической реакции; термодинамическая сила диффузии х; со
пряжена с плотностью потока диффузии Ja (полярный вектор); скалярная 
сила вязкости Хл сопряжена с вязким давлением л (как со скалярным пото
ком импульса, обусловливающим явления, связанные с объемной вязкостью); 

о 
тензорная сила (второго ранга) xs, сопряженная с той частью тензора вязких 

о 
напряжений пs, след которой равен нулю, вызывает явление вязкого сдвига 
(отметим, что вязкие силы являются переменными /3-типа, поскольку ско
рость и-типичный /3-параметр). С помощью введенных указанным способом 
потоков и термодинамических сил производство энтропии a(S) в реагирующей 
газовой смеси может быть записано в следующей билинейной форме 

r N О О 
a(S) = L A;g-s + лХл +Jq ·Xq + L Ja · Х; + пs :xs > О, 

s= ! a=l 
(2.2.23) 

отвечающей трем (скалярным, векторным и тензорным) независимым источникам 
неравновесных процессов в реагирующей смеси, имеющих существенно раз
личную физическую природу. Выражение (2.2.23) позволяет конкретизировать 
материальные линейные соотношения (2.2. 1 )  между потоками и термодинами
ческими силами для рассматриваемого здесь многокомпонентного континуума. 

§ 2.3. Определяющие соотношения для потоков диффузии, 
тепла и тензора вязких напряжений 

В этом параграфе мы для простоты ограничимся случаем изотропной сре
ды, для которой явления, описываемые термодинамическими силами и пото
ками различной тензорной размерности, не влияют друг на друга (принцип 
Кюри). Анизотропный случай подробно рассмотрен, например, в известной 
монографии де Гроота и Мазура (1964), к которой мы и отсьшаем заинтере
сованного читателя. 
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2.3.1.  Линейные кинематические материальные уравнения 

В изотропном случае выражение (2.2.23) для производства энтропии мож
но разбить на четыре части разного тензорного характера, каждая из которых, 
согласно второму закону термодинамики, должна быть положительно опре
деленной величиной. Другими словами, согласно второму закону и одновре
менно в соответствии с принцилом Кюри, необходимо, чтобы выполнялось 
не только суммарное условие 

(скаляр) (вектор) ( тензор) 
a(S) = и; + а;; + а;; ) 0, 

но и чтобы для всех не взаимодействующих друг с другом процессов различ
ного тензорного характера производство энтропии бьmо положительно опре
деленной величиной. 

Тогда соответствующие феноменологические уравнения (2.2 . 1 )  в прямо
угольной системе координат записываются в виде 

N Jq = Lq�q + L Lqflx; , fJ= l (2.3 . 1 ) 

(2.3 .2) 

(j, k = 1, 2, 3), (2.3.3) 

(2.3 .4) 

(s = 1 , 2, . . .  , r) , (2.3.5) 

причем между скалярными кинетическими коэффициентами Lqa ' LafJ' lsv и lsm 
в этих соотношениях существуют следующие соотношения симметрии Онза
гера-Казимира 

LqfJ = Lflq' ([З = 1 ,  2, . . .  , N) ; LafJ = Lfla ' (а, [З = 1 , 2, . . .  , N); (2.3 .6) 
ls:n = -l:rrs '  (s = 1, 2, . . .  , r) ; lsm = lms (s, т =  1, 2, . . .  , r) . (2.3.7) 

Здесь кинетические коэффициенты, описывающие перекрестные эффекты 
между химическими реакциями и объемной вязкостью, удовлетворяют ан
тисимметричным соотношениям Казимира, поскольку сродство As является 
силой а-типа, а вязкая сила X:rr относится к [З-типу. 

Следует отметить, что кроме соотношений взаимности (2.3 .6) коэффици
енты Онзагера Lqa и LafJ удометворяют еще (N + 1) дополнительным связям, 
вытекающим из определения Ja = па(иа - и) диффузионных потоков и из фак
та линейной независимости термодинамических сил Xq и х;. Действительно, 
подстаRЛЯЯ в тождество (2. 1 .8<2)) соотношения (2.3.2), получим 

О = f та/а = ( f тaLaq)xq + f ( f тaLafJ)x; , a=l a=l fJ=l a=l 
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откуда, в силу линейной независимости сил Xq и Xfi, следует 
N 

( 1 )  L maLaf3 = О, a=i (/3 = 1 , 2, . . .  , N). (2) (2.3 .8) 
По поводу линейного приближения (2.3 .5) в отношении скоростей химиче

ских реакций важно ясно себе представяять следующее: Как известно, линей
ные соотношения (2.3.5) термодинамики необратимых процессов справедли
вы для химических реакций только тогда, когда �ыполняется условие А5 « E1l Т 
[см. (4. 1 .4)] .  Однако в общем случае это условие удовлетворяется лишь на 
последней стадии химической реакции. Таким образом, для химических ре
акций линейное приближение феноменологических законов несправедливо, 
хотя общее выражение (2.2.8) для производства энтропии за счет протекания 
реакций справедливо для тех химических реакций, для которых выполняется 
закон действующих масс [см. п. 3.3] . Именно по этой причине, в дальнейшем 
для описания турбулизованных химически реагирующих смесей мы будем ис
пользовать аррениусову газофазную кинетику (см. Штеллер, 2000) . 

2.3.2. Вязкое течение изотропной жидкости 

Используя соотношения (2.3.3) и (2.3.4), легко показать, что для изотроп
ной среды связь между тензорами П и (дjдr)и имеет следующую форму (без 
членов, учитывающего <<химию>>, которыми, как известно, в реальных случаях 
можно пренебречь) 

пjk = .и( �:� + �:� - � бjk div и) + .Ueбjk div и, (2.3.9) 
где молекулярные коэффициенты сдвигавой вязкости ,u(r, t)(= Lj2T) и объ
емной вязкости ,u6(r, t) (= l:п:л!Т) зависят только от локальных термодинами
ческих свойств среды. Сдвиговая вязкость ,и играет важную роль в течениях, 
в которых последовательные плоские слои жидкости движутся с различными 
скоростями. Коэффициент объемной вязкости ,и6 оказывается существенным 
при процессах расширения среды. Часто удобно ввести коэффициент молеку
лярной кинематической вязкости v(r, t), связанный с обычным коэффициен
том вязкости (коэффициентом внутреннего трения) ,и соотношением v = .и/ р. 

Из (2.2. 1 7) и (2.3.9) следует, что вклад эффектов вязкости в выражение 
для скорости диссипации кинетической энергии в теплоту (диссипативная 
функция) равен 

2 О � Tat,s) = 2,u(S : S) + ,ug(div и? = � f:( �:� + �:� - � б1k div и) + ,ug(div и)2 , 
,j (2. 3 . 10) 

где S- тензор сдвигавой скорости, определенный формулой (2.2. 1 5). Множи
тели, стоящие при ,и и ,и6, являются суммами квадратов и, следовательно, оба 
положительны. Из условия того, что один из множителей может быть равен 
нулю, тогда как друrой не равен нулю, следует, что коэффициенты .и ;;;.. О и ,и6 ;;;.. О. 
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2.3.3. Теплопроводность, диффузия и перекрестные эффекты 

В литературе можно встретить различные определения теплового и диф
фузионных потоков, коэффициентов диффузии DafЗ(r, t) , теплопроводности 
Л(r, t) и термадиффузии Dтa(r, t) для многокомпонентной смеси. Правильны
ми определениями коэффициентов переноса являются те, которые согласуют
ся с соотношениями взаимности Онзагера-Казимира в неравновесной тер
модинамике. Для газакинетической теории многокомпонентных смесей это 
согласование приобретает особое значение при обобщении ее результатов на 
случай систем с несохраняющимися плотностями частиц отдельных компо
нентов, например, в газовых смесях, в которых между компонентами проте
кают химические реакции, или в многоатомных газах, в которых возможны 
переходы между состояниями с различными внутренними степенями свободы. 
Наиболее адекватное определение этих коэффициентов, согласующееся с тер
модинамическими соотношениями взаимности Онзагера-Казимира, предло
жено Ферцигером и Капером (1976), которое предпочтительнее определения, 
данного, например, в широко известной монографии Гиршфельдера, Кертис
са и Берда (1961). В этой монографии многокомпонентные коэффициенты 
диффузии определены, как не симметричные функции относительно переста
новок индексов DafЗ =f. DfЗa' что является следствием принятого там допущения 
о равенстве нулю диагональных коэффициентов D аа = О. 

Для возможности сравнения определяющих соотношений для молекуляр
ных потоков диффузии Ja и тепла q (выведенных нами далее методами нерав
новесной термодинамики) и аналогичных соотношений, полученных газаки
нетическими методами в книге (Ферцигер, Капер, 1976), выразим градиент 
химического потенциала lla частиц сорта а через градиенты термагидроди
намических параметров. Считая рассматриваемую газовую смесь идеальной 
системой (заметим, что практически идеальными смесями являются разбав
ленные растворы и смеси совершенных газов), запишем химический потен
циал fla в виде (см. Пригожин, Дефей, 1966) 

(2.3 . 1 1) 

где fl�( T, р) - химический потенциал чистой компоненты а при данных тем
пературе Т и давлении р. Если теперь воспользоваться известными термоди
намическими соотношениями 

( ддТ ( .U�(i p) ) )
Р 

= - �� '  ( :P !l�(T, p)) T = Va = 1/n (2.3 . 1 2) 

(где va - парциальный молярный объем), то для термодинамической силы х; 
легко получить следующее выражение 

Х* = --1- !!.!!... - k _!!_ ln(n jn) + Fa . а nT дr В дr а Т (2.3 . 1 3) 
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Диффузионные термодинамические силы 
Для дальнейших целей удобно материальные соотношения (2.3 . 1 ) и (2.3.2) 

для потоков Jq и Ja записать с помощью некоторых других линейно зави
симых векторов da, тесно связаннЬIХ с Х� . Это можно сделать, например, 
следующим образом: положим da = -Т пах;; р + патаК! р и определим общий 
для всех компонентов а вектор К из условия 

N 

L da = O; (2.3. 14) a=l 
тогда получим 

N 

d = - Тпа Х* - пата � + пата � n F . а р а рр дr рр .t..J f3 f3 (3=1 
Если теперь исключить из этой формулы векторы х; с помощью выражения 
(2.3 . 13) , то в результате будем иметь 

N 

da = : ( :а ) + (  :а - ; ) д��Р - � (Fа - та L Zf3Ff3) • (3=1 
(2.3 . 15) 

Вектор da , широко используемый также и в газакинетической теории, обыч
но называют диффузионной термодинамической силой компоненты а (здесь 
Pa(r, t)(= тапа) -массовая плотность частиц сорта а) .  Подставляя теперь в 
соотношения (2.3 . 1 ) и (2.3.2) векторы х; = -(kвnlna)da +таК/Т и учитывая 
(2.3 .8) , в результате получим 

N 
d Jq = LqqXq - kвn L Lqa_a , a= l па 

N d Ja = La�q - kвn L LafJ-!- ' (a = 1 , 2, . . .  , N). (3=1 fJ 

(2.3 .16) 

(2.3 .17) 

Введем теперь в рассмотрение симметричные коэффициенты многокомпо
нентной диффузии DafЗ' коэффициенты термадиффузии Dта и парциальный 
коэффициент теплопроводности Л' многокомпонентной газовой смеси (при 
отсутствии диффузионных сил), используя для этой цели следующие определения 

Darз = Df3a = PLaf3/Tnanf3 , (а, /3=  1 ,  2, . . .  , N); 

Dта = Lqa/Tna (а= 1, 2, . . .  , N), Л' = Lqq!T2 . 
(2.3 .18) 
(2.3 . 19) 

Согласно соотношениям (2.3 .8) , связывающим кинетические коэффициенты 
Lqa и Laf3' введенные нами обобщенные коэффициенты диффузии и термо
диффузии являются линейно зависимыми: 

N 

L СаDта = О, ( 1 ) a=l 
N 

L CaDarз = O, (/3 = 1, 2, . . .  , N) (2) a=l (2.3 .20) 
(здесь Са = Pal р - массовая концентрация частиц сорта а); поэтому для 
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N-компонентной смеси имеется только N(N - 1)/2 независимых коэффи
циентов диффузии и (N - 1) независимых коэффициентов термодиффузии. 
При использовании определений (2.3 . 18) и (2.3 . 19), материальные линейные 
уравнения .(2 .3 . 16) и (2.3 . 17) для потоков диффузии Ja и тепла q примут 
следующий окончательный вид 

(2.3 .21) 

(a = l , 2, . . .  , N), (2.3.22) 
который полностью совпадает с результатами современной кинетической те
орией газов (см. Ферцигер, Капер, 1976). 

Термодиффузионные отношения 
Известно, что термадиффузия является эффектом второrо порядка мало

сти, важным лишь в тех случаях, когда существует большая разница в массах 
участвующих в процессе переноса компонентов. Для дальнейших целей удоб
но ввести новые коэффициенты переноса для описания эффектов термадиф
фузии - так называемые термадиффузионные отношения kта: 

N 

L Darзkт/3 = Dта• (а = 1 ,  2, . . .  , N), 
/3=1 

(2.3.23) 

(2.3 .24) 
Термадиффузионное отношение kта характеризует меру относительной зна
чимости термадиффузии по отношению к обычной диффузии. В силу соот
ношений (2.3 .20<2)) детерминант коэффициентов системы уравнений (2.3 .23) 
обращается в нуль. Единственным решением системы однородных уравнений, 
соответствующих уравнениям (2.3 .23) является N-компонентный вектор мас
совых концентраций Ca =PaiP (a = l ,  2, . . .  , N), но, соrласно (2.3.20(1)) ,  этот 
вектор ортоrонален N -компонентному вектору коэффициентов термодиффу
зии. Таким образом, уравнения (2.3 .23) имеют решение в форме некоторого 
вектора kт с компонентами kта• определенными с точностью до пекоторой 
произвольной постоянной, умноженной на Са; условие (2.3.24) обеспечива
ет единственность вектора kт. Заметим, что явные выражения для величин 
kта в газакинетической теории получены в предположении, что газы в сме
си являются одноатомными либо внутренние степени свободы молекул газа 
«заморожены>> (см. Ферцигер, Капер, 1976). 

При использовании коэффицитентов kта• выражение (2.3.22) для потока 
диффузии Ja может быть переписано в виде следующего обобщенного закона 
Фика 

(а = 1 ,  2, . . .  , N). (2.3.25) 
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Относ] тельно соотношения (2.3 .21 ) для потока теrша q сделаем теперь сле
дующее Bo'I-HOe замечание. Член L hp-1/3 в соотношении (2.3 .2 1 ) соответствует f3 
потоку эю � ТJьпии, обусловленному диффузией молекул в системе координат, 
движущейсх с гидродинамической скоростью и. Теrшопроводность обычно из
меряется в условиях, когда все диффузионные потоки Ja равны нулю. Поэтому 
коэффициент Л' не может быть определен в результате прямого эксперимен
тального измерения, так как градиент температуры в газовой смеси вызывает 
термадиффузию и, следовательно, приводит к градиентам концентрации. Та
ким образом, даже в стационарных процессах векторы d/3 не равны нулю, 
а значит, и тепловой поток, обусловленный градиентом температуры, всегда 
сопровождается теrшовым потоком, обусловленным и градиентами концен
трации. С помощью соотношений (2.3.23), (2.3 . 1 8) и (2.3 .22) можно выразить 
векторы d/3 через потоки диффузии и градиент температуры: 

Подставляя это выражение в (2.3.2 1) , получаем уравнение для вектора теrшо
вого потока в виде 

N 

q= -Л �� + р L(  k:fJ + h/З)J/3, /3=1 fJ (2.3 .26) 

где Л - истин;..ьrй (молекулярный) коэффициент теnлопроводности много-
компонентной смеси, 

N Л =  Л' - nkв L kтf3DTf3· /3=1 ' (2.3 .27) 

Именно этот коэффициент можно непосредственно измерить эксперимен
тально в стационарной системе, поскольку в стационарном случае все потоки 
диффузии Ja равны нулю, когда газ в целом покоится. Как видно из (2.3 .27) , 
разность между Л' и Л порядка D}. Вследствие известной малости коэффици
ентов термодиффузии (напомним, что все перекрестные эффекты являются 
эффектами второго порядка малости (см. де Гроот, Мазур, 1964) этой paз-

kтfJ ностью часто пренебрегают. Слагаемое р L -J/3 в выражении (2.3 .26) для f3 nfJ 

вектора теrшового потока соответствует диффузионному потоку теrша. 
Наконец, из (2.3.25) и (2.3 .26) следует, что вклад эффектов теплопроводно

сти и диффузии в выражение (2.2.23) для скорости возникновения энтропии 
равен 

N N (вект) 1 д In Т 12 � � ( д In Т ) ( д In Т ) a(S) = Л ----;;;:- + kn k.J k.J Da/3 da + kта----;;;:- · d/3 + kтf3-a;:- � О. (2.3.28) a= l /3=1 
Из очевидного условия, что одно из слагаемых может быть равно нулю, тогда 
как другие не равны нулю, следует, что коэффициент теrшопроводности Л >  О , 
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а для коэффициентов многокомпонентной диффузии справедливо неравенство 

N N 
L L Dar�tз � о a=l fЗ= 1 

при любых векторах ха, удовлетворяющих равенству L ха =  О. Из свойств а 
неотрицательно определенной матрицы коэффициентов D а/3 можно указать 
следующие условия Сильвестра: D аа � О - неотрицательность всех элементов 
матрицы D а/3 на главной диагонали; D afЗD fЗа <, D aaD /3/3 (каждый минор неотри
цательно определенной матрицы D аfЗ содержащий элементы ее главной диаго
нали как свою собственную главную диагональ, также должен быть неотрица
тельным) и т. п. В пределах указанных ограничений коэффициенты диффузии 
D а/3 изменяются в очень широком диапазоне значений в соответствии со сте
пенью связи между процессами тепло- и массопереноса. 

2.3.4. Соотношения Стефана-Максвелла для мноrокомпонентной диффузии 

Использование определяющих соотношений (2. 3 .22) для потоков диффузии Ja 
в общем многокомпонентном случае крайне затруднительно, поскольку в литературе 
за редким исключением отсутствуют какие-либо практические сведения по 
обобщенным коэффициентам многокомпонентной диффузии D а/3 (величины 
Da/3 зависят в общем случае от молярных долей ха и обычно не табулируются) , 
а существующие экспериментальные данные относятся в основном к коэффи
циентам диффузии fZ а/3 в бинарных газовых смесях. Вместе с тем, газакине
тическая теория смесей дает чрезвычайно громоздкие формулы, связывающие 
коэффициенты диффузии DfЗa с бинарными коэффициентами flia/3 для различ
ных пар компонентов смеси. Эти формулы обычно трудно использовать при 
решении конкретных задач. К тому же система уравнений, получающаяся по
сле подстановки Ja из (2.3 .22) в балансовые уравнения диффузии (2. 1 .7) , ока
зывается не разрешенной относительно старших производных. Как известно, 
численная реализация подобных систем сопряжена с определенными труд
ностями. Поэтому, при анализе процессов диффузии в многокомпонентных 
газовых смесях, часто выгодна иная формулировка задачи, когда определяю
щие соотношения (2.3 .22) для потоков диффузии Ja = па( и а - и) используются 
в виде, разрешенном относительно диффузионных термодинамических сил da 
через потоки Ja. Подобное обратное преобразование может быть записано в 
виде так называемых обобщенных соотношений Стефана-Максвелла 

N N � nfJna д !n Т � п/Зпа d/3 = � n2 х� (и а - и/3) + ----а;:- � �(Dта -DT/3) , a=l afJ a= l  а{З а#/3 а#/3 
(2.3 .29) 

в которые вместо обобщенных коэффициентов многокомпонентной диффу
зии D fЗа входят молекулярные коэффициенты диффузии в бинарных газовых 
смесях �аtз· Преимуществом этих уравнений является то, что в них величи
на fZ аfЗ почти не зависит от концентраций отдельных компонентов газовых 
смесей при низкой плотности. 
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Исторически соотношения (2.3 .29) (без учета термодиффузии, Dта = О) бы
ли получены Стефаном (1871) и Максвеллом ( 1890) феноменалогически в 
предположении, что сила, действующая на частицы сорта а со стороны частиц 
сорта /3, пропорциональна разности их диффузионных скоростей, а полная 
сила сопротивления движению частиц сорта а в смеси равна сумме незави
симых сил сопротивления от всех остальных частиц (других сортов) .  Обоб
щенные соотношения Стефана-Максвелла (учитывающие термадиффузию и 
влияние внешних массовых сил) методами кинетической теории одноатомных 
газов бьmи получены в книге (Гиршфельдер и др. , 1961) в рамках учета первого 
приближения теории Чепмена-Энскога для многокомпонентных коэффици
ентов диффузии D af3 и второго приближения для коэффициентов термадиф
фузии Dта· В работе (Макенфус, Куртис, 1958) эти соотношения были выведе
ны в рамках полного второго приближения теории Чепмена-Энскога. Позд
нее в ряде работ предпринимались безуспешные попытки получить соотно
шения (2.3.29) из газакинетической теории в любом приближении коэффици
ентов переноса (см. ,  например, Макенфус, 1973). В связи с этим, Трусделлом 
( 1962) бьто высказано предположение, что соотношения Стефана-Максвел
ла (2.3.29) не носят всеобъемлющего характера, а являются приближенным 
результатом кинетической теории. Однако позднее, в работе (Колесниченко, 
Тирский, 1976) эти соотношения впервые бьmи получены методами нерав
новесной термодинамики, что доказывает их абсолютную универсальность 
(т. е. законность применения к любым взаимно диффуНДирующим средам) . 

Термодинамический вывод соотношений Стефана-Максвелла 
Для получения соотношений Стефана-Максвелла разрешим определяю

щие соотношения (2.3 . 16) и (2. 3 . 17) относительно обобщенных термодина
мических сил Xq и Ха = (p/Tna)da (а= 1 ,  2, . . .  , N) через потоки Jq и Ja (а= 1 ,  2, . . .  , N). Опуская для этого последнее уравнение системы (2.3 . 17) 
и используя (2.3.8), представим соотношения (2.3. 16) и (2.3 . 17) в виде 

Ja - LaqXq = "':
l 
Laf3(xf3 - :f! xN) , 

{3=1 N 

(2 .3 .30) 

(a= 1 , 2 , . . .  , N- 1) . (2.3 .3 1 ) 
Разрешая теперь систему (2.3 . 3 1 ) относительно разностей Х/3 - (т/3/тN)ХN, в 
результате найдем 

N-1 Xf3 - (тf3jтN)XN = L дf3a(Ja - La�q), (/3 = 1 , 2, . . .  , N - 1) . а=] 
(2.3 .32) 

Здесь д f3a - элементы обратной матрицы, удовлетворяющие соотношениям 

N-1 { 1 L дf3aLay = bf3y = о
' 

a= l ' 
fЗ = у; 
fЗ f y, 

(2.3.33) 
где bf3y - символ Кронекера. Из симметрии феноменологических коэффици-
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е нто в Laf3 следует симметрия и коэффициентов д af3: 
ДаfЗ = д/За' (а, /3 =  1, 2 , . . .  , N - 1) . (2.3.34) 

Из (2.3.30), с использованием (2.3.32), получим следующее соотношение 
для определения термодинамической силы xq через потоки Jq и Ja 

(2.3.35) 

Умножим теперь каждое из уравнений (2.3 .32) на Z/3 (заметим, что f mf3Zf3 = 

= 1 ,  L z�/3 = 0) и просуммируем их от 1 до (N - 1) ; в результате получим f3 
искомые соотношения для векторов диффузионных сил da = ( Tnafp)Xa в виде 

(2.3 .36) 
N-1 ( N-1 ) N-1( N-l ) х/3 = а�\ 

Laq m/3 УЕ Zудуа - д f3a xq - a�l д f3a -m/3 у-Е Zудуа Ja . (2.3.37) 
(/3= 1 , 2, . . .  , N - l) . 

Таким образом, система уравнений (2.3 .36) и (2.3.37) представляет собой об
ращение соотношений (2.3 .31 ) . 

Для того, чтобы записать уравнения (2.3.36) и (2.3 .37) в виде обобщен
ных соотношений Стефана-Максвелла, прибавим к (2.3 .35) , (2.3.36) и (2.3 .37) 

N 
тождество L maJa = О, умноженное соответственно на неопределенные пока a=i 
константы aq, aN и а/3 (/3= 1 ,  2, . . .  , N - 1) . Тогда получим 

N 
Jq = dq�q + L dqaJa, a=i 

N 
-Х/3 = d fЗ�q + L d fЗaJa, (/3 = 1 ,  2, . . .  , N), a=i 

(2.3 .38) 

(2.3.39) 

где свободные параметры aq и а/3 находим из требования симметрии коэффи
циентов df3a = daf3 (а, /3 =  1 ,  2, . . .  , N) 

N-\ N-l 
aq = - L L ZyдyaLaq ' а=\ y=l 

N-l 
а/3 = (m/3/mN)aN - L Zrдr/3' (/3= 1 ,  2, . . .  , N - 1) , 

y=i 

(2.3.40) 

(2.3.41) 
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а сами коэффициенты d fia равны 

N-1 N-1 
d qq = Lqq - L L Lqfi.o fiyLyq ' fi= 1 у=1 

N-1 N-1 
dqN = dNq = aqmN = -mN L L zy.oyaLaq' а=1 у=1 

N-1 N-1 ( N-1 ) 
dqa = daq = aqma + L Lqa.ofia = L Lfiq .ofia -ma L zy.oyfi ' fi=1 fi=1 у=1 

(а = 1 ,  2,  . . .  , N - l ) 
т т 

N-1 
dfia = dafi = -___::__l!_aN + L Z/ma.Oyfi + mfi.Oya) - .Ofia ' 

тN y=l 
(а, f3 = 1, 2,  . . .  , N - 1 ) 

N-1 
dNa =daN = -aNma + mN L zy.oya' у=1 
.r;fNN = -aNmN, 

причем имеет место тождество 

(2.3.42) 

(2.3.43) 

(2.3.44) 

(2.3.45) 

(2.3 .46) 

(2 .3.47) 

(2 .3 .48) 

Таким образом, коэффициенты d afi определены с точностью до константы 
aN, которую можно выбрать, вообще говоря, произвольно. Выберем ее здесь 
из условия, чтобы наряду с тождеством (2.3.48) выполнялись тождества 

N 
L Zfidfia = O, (а = 1 ,  2 ,  . . .  , N). fi=l 

Подставляя сюда (2.3 .45) и (2.3.46), находим aN: 
N-1 N-1 

aN = -mN L L zfizr.ofir· fi= l  у=1 

(2.3 .49) 

(2.3.50) 

Как видим, коэффициенты d fia определены полностью через элементы сим
метричной матрицы феноменологических коэффициентов Lafi и элементы 
обратной к ней симметричной матрицы д afi· 

Приведем теперь выражения (2.3.39) к виду обобщенных соотношений Стефана
Максвелла для многокомпонентной диффузии. Вычтем для этого из (2.3.39) 
равенства (2.3.49) , умноженные предварительно на liZfi. Тогда найдем 

N 
-Xfi = d fiqXq + L d fiana(ua - ufi), (/3 = 1, 2,  . . .  , N), a=l a#f! 

или в более привычных обозначениях 

N � nf3na df3qnf3 д ln Т dfi = � -p-dfia(ua - ufi) - тр -д-t - ,  а=] a#fi 
(/3= 1 , 2, . . .  , N). 

(2.3.5 1 )  

(2 .3 .52) 
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Осталось еще показать, что 

(2.3.53) 

Используя ДJIЯ этого (2.3 .44), (2.3 .45) и тождества (2.3.48) и (2.3 .49) , найдем 

(2.3.54) 

Подставляя, наконец, (2.3.53) в (2.3.52) и используя обозначения (2.3 . 19) для 
молекулярных коэффициентов термоди'ффузии (Dта = Lqa!Tna) ,  для векторов 
диффузионных сил найдем 

(/3 = 1 ,  2, . . .  , N - 1 )  

что полностью совпадает с классическими соотношениями Стефана-Макс
велла (2.3 .29) 

(/3 = 1, 2, . . .  , N - 1) 

(2.3. 55) 
если определить бинарные коэффициенты диффузии соотношением 

92Jaf3 = kв T/nda/3 ' (а, /3 = 1 ,  2 ,  . . .  , N). (2.3.56) 

Как уже было отмечено выше очень удобными параметрами термадиф
фузионных процессов [см. (2.3 .25) и (2 .3 .26)] , являются термадиффузионные 
отношения kT/3' которые определим здесь через феноменологические коэф
фициенты d q/3 по формуле 

kтf3 = nf3df3q!P, (/3 = 1 ,  2 ,  . . .  , N). (2.3.57) 

Тогда, в силу (2.3 .48) , справедливо равенство L kт/3 = 0 [ер. с (2.3 .24)] . Кроме f3 
этого, легко проверить, что имеют место соотношения 

N 
L Laf3df3q = Lqa ' (а = 1 ,  2, . . .  , N), /3=1 

(2.3.58) 

из которых, с учетом определений (2.3 . 1 8) ,  (2.3 . 1 9) и (2.3.57), следует систе
ма уравнений (2.3 .23) L Daf3kTf3 = Dта ДJIЯ нахождения термадиффузионных f3 
отношений kтf3 через коэффициенты многокомпонентной диффузии D а/3 и 
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коэффициенты термадиффузии Dта· Действительно, используя соотношения 
(2.3.8), (2.3.33), (2.3.43) и (2.3 .44), можно последовательно получить 

(2.3 .59) 

Таким образом, введенные ранее формулами (2.3 .23) и (2.3 .24) термадиффу
зионные отношения kTfJ полностью совпадают с коэффициентами (2.3.57). 

Используя теперь определения (2.3 . 18) , (2.3. 19) и (2.3 .56) , а также выраже
ние (2.3.53) для величин kTfJ• заданных формулами (2.3.57) получим ижные 
алгебраические соотношения 

N � nfJna kт{З = � � (Dт{З - Dта), 
a=i afJ 
af'{J 

([3 = 1 ,  2 , . . .  , N - 1 ) ,  (2.3 .60) 

связывающие термадиффузионные отношения kTfJ с коэффициентами термо
диффузии DтfJ для многокомпонентной смеси и бинарными коэффициента
ми диффузии 90 afJ· Эти соотношения, фигурирующие также в современной 
газакинетической теории, носят, таким образом, универсальный характер, 
поскольку их вывод стал возможен в рамках развитого здесь термодинами
ческого подхода. 

Наконец, используя (2.3 .60), перепишем обобщенные соотношения Сте
фана-Максвелла (2.3.55) в следующем виде 

(2.3.55*) 

([3 = 1 ,  2, . . .  , N - 1) , 
где dfJ определяется равенством (2. 3 . 1 5) . Эта форма соотношений Стефана
Максвелла более удобна для фактического решения гидродинамических за
дач, поскольку коэффициенты 9даf3 и kтfJ имеют существенно более простые 
выражения для практического вычисления, чем коэффициенты DafJ и DтfJ (см. 
Ферцигер, Капер, 1976). 

Приближенный закон диффузии Фика 
В случае прямого численного решения соотношений (2.3.55*) относитель

но диффузионных потоков Ja, возникают дополнительные трудности, связан
ные с необходимостью обращения матриц размерности (N - 1 )2 , когда коли
чество необходимых арифметических операций возрастает пропорционально 
(N- 1)3 на ячейку. Это обстоятельство практически исключает возможность 
использования соотношений (2.3.55*) без дополнительной модификации для 
смеси с числом более четырех или пяти компонент. Поэтому при определении 
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диффузионных потоков из (2.3.55*) удобно применять такие вычислительные 
процедуры (например, метод последовательных приближений), которые поз
воляют избежать подобного обращения матриц (см. Оран, Борис, 1990). На
пример, применительно к задаче расчета состава верхней атмосферы может 
быть осуществлена некоторая ятерационная процедура на основе следующей 
формы записи соотношений (2.3.55*):  

(2.3 .6 1 )  

где 

{JJ = n D {_д ln д _ ( 1 _ т/3) д ln р + � (F _т � Z т; ) + kтf3 д ln т + .!:_ � _!g_} . fJ fJ fJ дr М дr р fJ fJ � <r а х/3 дr n � � f3 ' a= l  a= i  а а# 

_
1
_ = f � 
D/3 - a=i �af3 ' а# 

х = .!!.:.:.. а n 

- соответственно средний молекулярный вес, полная числовая плотность и 
молярная концентрация частиц сорта а смеси. Соотношения (2.3 .61 )  получе
ны путем формального разрешения каждого из уравнений системы (2.3 .55*) 
относительно потока JfJ, так как если бы остальные потоки бьши нам извест
ны. Уравнения (2.3 .61 )  имеют вид, аналогичный закону Фика, с той, однако, 
существенной разницей, что значение эффективного коэффициента диффу
зии D fJ каждого из компонент f3 находится усреднением по правилу Уилке (см. 
Франк-Каменецкий, 1987). Коэффициент DfJ зависит от состава смеси и при 
многокомпонентной диффузии является, строго говоря, величиной переменной. 

Согласно формуле (2.3.6 1 ) ,  поток диффузии частиц сорта f3 зависит от со
става и диффузионных потоков других компонент; однако, так как в случае 
численного решения задач часто используются методы последовательных при
ближений, это обстоятельство не является существенным. Численный расчет 
по формуле (2.3 .61 )  может быть реализован, в частности, с помощью метода 
Гаусса-Зейделя, при котором на каждом шаге по времени (глобальной итера
ции при решении стационарной задачи методом установления) выполняется 
только одна итерация (см. Лапин и др. ,  1984). Следует отметить, что с точки 
зрения затрат машинного времени этот метод практически эквивалентен ме
тоду расчета диффузионных потоков JfJ на основе обобщенного закона Фика 
для многокомпонентной диффузии 

N 
_1 = I � 
D/3 -

a= i  �af3 ' (/3 = 1 ,  2, . . .  , N - l) (2.3 .61*) 

a#fJ 
справедливого, как известно, только в приближении независимой диффузии 
(т. е. в случае, когда термадиффузия пренебрежимо мала, молекулярные мас
сы диффундирующих веществ могут считаться приблизительно постоянными, 
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а отнесенная к единице массы массовая сила одна и та же для каждой компо
ненты, например, Fa =т,$) , с эффективным коэффициентом диффузии Уил
ки Dfi. В то же время он свободен от существенных недостатков последнего, 
связанных, в частности, с невыполиеннем тождества (2. 1 .8<2>) , что приводит, 
в общем случае, к заметному нарушению интегральных условий баланса масс 
для отдельных компонент смеси. Вместе с тем, слабой стороной метода Гаус
са-Зейделя, основанного на соотношениях (2.3 .61) , является необходимость 
хранения в машинной памяти больших массивов - полей векторов Ja. 

Тепловой поток в многокомпонентной смеси 

Выше бьmо показано, что приведенный тепловой поток Jq за счет тепло
проводности и диффузии определяется формулой (2.3 .21) 

(2.3.62) 

С другой стороны, из (2.3 .38) , при учете (2.3.57), следует [ер. с (2.3 .26)] 

(2.3.63) 

где выражением 

(2.3.64) 
определен истинный коэффициент теплопроводности, который связан с пар
циальным коэффициентом теплопроводности Л' соотношением [ер. с (2.3.27)] 

N N N 
Л = Л' - k8п L kтаDта = Л' - k8п L L kтaDafikTfi· а= 1 а=1 fi=1 

(2.3.65) 

Действительно, в силу (2.3.33), (2.3.42) и (2.3 .59) , будем иметь 

N-1 N-1 N-1 N-1 
( 

N-1 ) 
dqq =. Lqq - L L Lq6д6aLqa = Lqq - L L Lq6д6a LqNANq + L Lafidfiq = 

=1 �1 =1 �1  �1 
N-1 N 

= Lqq - L Lqfid fiq -d NqLqN = Lqq - L Lqfid fiq' (2.3.66) fi=1 fi= 1 
откуда, при использовании обозначений (2.3 . 19) , (2.3.57) и (2.3.64), следует 
выражение (2.3.65). Отметим, что чрезвычайно полезные полуэмпирические 
формулы для расчета коэффициента теплопроводности Л для многокомпо
нентной многоатомной смеси приведены в работе Мэйсона и Саксены (1958) . 
Оценки точности этих формул, а также других полуэмпирических соотноше
ний можно найти в неоднократно цитированной выше книге Ферцигера и 
Капера ( 1976). 
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Записанное с учетом формул (2.3 . 1  О) и (2.3.62), уравнение притока тепла 
(2. 1 .29) , принимает вид 

pc v �� = - div qR + div(л' �� + р f Dтf3df3) + � l:( ::k + ::j - � {Jjk div и)
2 
+ 

/3=1 k,j ) k 
r N 

+ ,u8(div u)2 - р div и - L qs�s + L Ja · F; + Qd. (2. 1 .29*) 
s=l a=l 

Это дифференциальное уравнение соответствует первому закону термодина
мики (т. е. закону сохранения тепловой энергии) для случая консервативных 
внешних сил. 

2.3.5. Формулы для определения многокомпонентных 
коэффициентов диффузии через бинарные коэффициенты 

Развитый выше метод позволяет получить также алгебраические уравнения 
для определения симметричных коэффициентов диффузии D а/3 через бинар
ные коэффициенты Daf3· Легко проверить, что справедливо соотношение 

(2.3.67) 

Действительно, в силу (2.3 .8) , (2.3.45) и (2.3.49) имеем 

При использовании обозначений (2.3 . 18) и (2 .3 .56) для величин d (За 
(= kв T/nfiJa/3) и Lya (= nrnaDyaiP), соотношения (2.3.67) могут быть пере
писаны в виде следующих алгебраических уравнений 

N х х  

L � fJ (Dya - DyfЗ) = bya - Ca, (y, a = l , 2, . . .  , N) ,  
{3=1 afJ fЗia 

(2.3.68) 

пригодных для определения многокомпонентных коэффициентов диффузии 
смеси Dr/3 через бинарные диффузионные коэффициенты fiJyfЗ· Уравнения 
(2.3 .68) линейно зависимы (т. к. суммирование (2.3 .67) по а приводит к 
тождеству) , поэтому к ним следует добавить еще одно уравнение, а именно 
(2.3.20(2>) . 
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Уравнениям (2.3 .68) и (2.3 .20<2)) можно придать следующий окончатель-
ный вид 

N N 

L ( �пр + L :Р �пб )nr/3 = п2(Са - бrа) , /3=1 ар IJ=l а аб 
fЗ#а Ца 

(a, y = 1 , 2, . . .  , N), (2.3 .69) 

который является весьма удобным для практических расчетов многокомпо
нентных коэффициентов диффузии DrfЗ· Для бинарной смеси из (2.3.69) полу
чаются следующие выражения для коэффициентов многокомпонентной диф
фузии 

Для смеси, состоящей из трех компонент, типичные коэффициенты много
компонентной диффузии имеют вид: 

(2.3 .7 1 )  

где Ра =тапа - массовая плотность частиц сорта а. Выражения для других 
коэффициентов Da/3 могут быть получены из (2.3 .71 ) с помощью простой 
перестановки индексов. 

Таким образом, предложенная в этой главе методика термодинамическо
го вывода обобщенных соотношений Стефана-Максвелла для многокомпо
нентной диффузии позволяет также получить целый ряд алгебраических соот
ношений, связывающих термадиффузионные отношения с коэффициентами 
термадиффузии и многокомпонентной диффузии, истинный и парциальный 
коэффициенты теплопроводности, многокомпонентные и бинарные коэффи
циентов диффузии (Колесниченко, Маров, 1999) . Все выведенные нами соотно
шения находятся в полном согласии с результатами газакинетической теории 
многокомпонентных смесей одноатомных газов, полученными в рамках вто
рого приближения метода Чепмена-Энскога (см. Kypmucc, 1968; Ферцигер, 
Капер, 1976). Однако, в отличие от газокинетического, термодинамический 
подход не связан с постулированием конкретной микроскопической модели 
взаимодействия молекул. Это доказывает универсальность, всех полученных 
здесь результатов, которые могут быть использованы для описания широко
го класса сплошных сред, в частности, многоатомных химически активных 
газовых смесей, плотных газов, жидких растворов и т. п. 



Глава 3 

Замкнутая система 
гцдродинамических уравнений 
для описания турбулентных движений 
мноrокомпонентнь� сред 

Растущий в последнее время интерес к исследованиям развитых турбу
лентных течений сжимаемых газов и жидкостей (см. ,  например, Ван Мигем, 
1977; Иевлев, 1975, 1990; Кампаниец и др. ,  1979; Бруяцкий, 1986; Калесниченко, 
Марав, 1999) инициирован необходимостью решения многочисленных задач 
ракетной и космической техники, химической технологии, а также задач, свя
занных с охраной окружающей среды. Параллельна с этим совершенствуются 
методы теоретического моделирования природных сред, включая ранее недо
ступные области околоземного космического пространства и атмосфер дру
гих планет Солнечной системы разнообразных астрофизических объектов. 
В частности, стало очевидным, что моделирование верхней атмосферы пла
неты (решение аэрономических задач) требует разработки адекватной модели 
турбулентного движения, учитывающей многокомпонентность и сжимаемость 
среды, процессы тепло- и массопереноса и химические реакции (Марав, Ка
лесниченка, 1987). 

Мы начнем с вывода замкнутой системы осредненных гидродинамиче
ских уравнений, предназначенных для описания широкого класса турбулент
ных течений и физико-химических процессов в многокомпонентных средах, 
и проанализируем физический смысл отдельных членов этих уравнений, в 
том числе скоростей перехода энергии между различными составляющими 
энергетического баланса. Наряду с традиционным теоретико-вероятностным 
осреднением здесь систематически использовано весовое ( средневзвешенное) 
осреднение Фавра ( 1969), позволяющее в значительной степени упростить за
пись и анализ осредненных уравнений движения химически активных газов с 
переменными плотностью и теплофизическими свойствами. При этом особое 
внимание уделено выводу термодинамическими методами замыкающих соот
ношений для турбулентных потоков диффузии, тепла и тензора турбулент
ных напряжений Рейнольдса. Для удобства читателя все выкладки проведены 
весьма подробно и могут быть проележены во всех деталях. 

Прогресс в развитии и применении полуэмпирических моделей турбулент
ности первого порядка замыкания (так называемых градиентных моделей) для 
одножидкостной среды позволяет получить обобщения некоторых из них на 
важный для целей астро- и геофизики случай турбулентных течений реаги
рующих газовых смесей (см. ,  например, Либби и др. ,  1983). Вместе с тем, 
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оценивая в целом состояние проблемы замыкания первого порядка, следует 
признать, что в настоящее время фактически не существует общей феноме
нологической теории турбулентной теплопроводности и турбулентной диффу
зии для многокомпонентных смесей. Используемые в литературе градиентные 
соотношения (см. ,  например, Хинце, 1963; Монин, Яглом, 1992) не обладают 
достаточной общностью и получены, в основном, для турбулентных потоков 
с четко выраженным доминирующим направлением при сильных и не всегда 
оправданных предположениях, таких, например, как консервативность пере
носимых турбулентными пульсациями характеристик течения или равенство 
путей смешения для различных процессов турбулентного переноса. 

В связи с этим, возникает необходимость рассмотрения других подходов 
к проблеме замыкания осредненных гидродинамических уравнений смеси на 
уровне моделей турбулентности первого порядка, в частности, с использо
ванием методов расширенной необратимой термодинамики. Онзагеровский 
формализм позволяет в этом случае получить наиболее общую структуру за
мыкающих градиентных соотношений как для тензора рейнольдсовых на пр я
жений, так и для турбулентных потоков тепла и диффузии в многокомпонент
ной смеси, в том числе, в виде обобщенных соотношений Стефана-Макс
велла для многокомпонентной турбулентной диффузии. На рассматриваемом 
уровне замыкания подобного рода соотношения наиболее полно описывают 
турбулентный тепло- и массоперенос в многокомпонентной среде. При этом 
для определения коэффициентов турбулентного обмена могут быть использо
ваны, как классические представления, восходящие к ПраНдтлю, Тейлору и 
Карману (см. , например, сб. «Проблемы турбулентности» ,  2006) , так и более 
современные модели замыкания второго порядка, основанные, в частности, 
на дифференциальных уравнениях баланса для турбулентной энергии и ин
тегрального масштаба турбулентности. 

§ 3.1 .  Основные понятия и уравнения механики турбулентности 
для смеси реагирующих газов 

Одной из основных задач теоретической геофизики является численный 
расчет пространствеиных распределений и временных вариаций плотности, 
скорости, температуры и концентраций химических компонентов, а также 
некоторых других термагидродинамических характеристик газовой смеси в 
турбулизованной среде при больших числах Рейнольдса Re = и Ljv (здесь и 
характерная скорость течения в атмосфере, L - масштаб основных энергоне
сущих вихрей, v - кинематическая молекулярная вязкость) . Будем далее счи
тать, что система дифференциальных уравнений реагирующей газовой смеси, 
приведеиная во второй главе, описывает при заданных начальных и гранич
ных условиях все детали актуального (мгновенного, пульсирующего) состоя
ния полей указанных величин и в случае развитой турбулентности. Однако без 
определенной модификации, связанной с осреднением, она является практи
чески бесполезной, поскольку не может быть решена с помощью современных 
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вычислительных средств. Применение численных методов расчета в этом слу
чае повлекло бы за собой аппроксимацию колоссального пространствеино
временного поля течения конечным числом узлов сетки, которое необходимо 
использовать при замене дифференциальных уравнений их конечно-разност
ными аналогами. В настоящее время существует единственный экономически 
оправданный выход из этого положения: решать стохастические уравнения 
гидродинамики смеси только для больших пространствеино-временных мас
штабов движения, которыми определяются осредненные структурные пара
метры турбулизованной среды (например, атмосферы планеты) ,  а движения 
на малых масштабах (так называемую подсеточную турбулентность) модели
ровать феноменологически. 

Стохастичность в данном случае означает существование ансамбля воз
можных реализаций поля турбулентного течения, для которого определено 
понятие статистически среднего (математически ожидаемого) для всех пуль
сирующих термагидродинамических характеристик. Тогда осреднение любого 
параметра течения может быть проведено либо по множеству реализаций в 
различные моменты времени в данной точке координатного пространства, ли
бо по множеству значений в различных пространствеиных точках некоторого 
объема в фиксированный момент времени. Как уже упоминалось в гл. 1 ,  для 
устранения очевидной непоследовательности в осредненных гидродинамиче
ских уравнениях (когда параметры течения определены как осредненные по 
времени, хотя они представлены в этих уравнениях временными производны
ми), промежуток времени Т, за который производится подобное осреднение, 
должен быть достаточно большим по сравнению со временем отдельных тур
булентных пульсаций, но, вместе с тем, малым по сравнению со временем за
метного изменения осредненных величин, если осредненное движение неста
ционарно. Соответственно, масштаб пространствеиного осреднения должен 
удовлетворять условиям, аналогичным тем, которые накладываются на про
межуток времени Т. В частности, в атмосферной динамике принято различать 
средние зональные движения (их горизонтальный размер порядка 10 км4) и 
отклонения относительно этих средних движений (называемые пульсациями, 
флуктуациями, вихрями). Эти пульсации могут иметь различный простран
ственный масштаб, от нескольких метров до тысяч километров. Таким об
разом, под словом «турбулентные пульсации» будем часто понимать просто 
отклонения от среднего, независимо от их масштабов (Брасье, Соломон, 1987). 

Итак, разделение реального стохастического движения турбулизованной 
среды на медленно изменяющееся среднее и турбулентное (нерегулярное, 
пульсирующее около средних значений) полностью зависит от выбора про
странетвенно-временной области, для которой определены средние величи
ны. Размер этой области фиксирует масштаб осредненного движения. Все 
вихри большего размера вносят вклад в осредненное движение, определенное 
средними значениями параметров состояния р, и, Т, Za (а = 1, 2, . . .  , N). Все 
вихри меньшего размера, отфильтрованные в процессе осреднения, вносят 
вклад в турбулентное движение, определенное соответствующими пульсаци
ями тех же самых параметров. Заметим, что для получения репрезентатив
ных средних значений и соответствующих им пульсаций физических величин 
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необходимо, чтобы пространствеино-временная область осреднения включа
ла очень большое число вихрей, размер которых меньше области осреднения, 
и очень малую часть вихрей, размер которых превышает область осреднения 
(см. Ван Мигем, 1977). 

3.1.1 .  Выбор оператора осреднения 

Проблема осреднения является одной из центральных в механике сплош
ных сред, а в случае такой сложной системы, как турбулизованная жидкость, 
часто именно от способа осреднения зависит само построение ее макроско
пической модели. В теориях турбулентности жидкости и газа применяются 
различные способы осреднения физических величин d(r, t) , например, вре
менное осреднение 

т 
d(r, t) = ( 1/Т) J d(r, t +  т)dт, (3. 1 . 1 )  

о 
когда интервал осреднения Т предполагается достаточно большим по сравне
нию с характерным временным периодом соответствующего пульсационного 
поля, но значительно меньшим периода изменения осредненного поля; про
странствеиное осреднение, посредством интегрирования по пространствен
иому объему W; теоретико-вероятностное осреднение по статистическому 
ансамблю возможных реализаций случайных гидродинамических полей тур
булентного течения. Последний подход, использующий понятие ансамбля, то 
есть бесконечной совокупности гидродинамических систем одинаковой фи
зической природы, отличающихся друг от друга состоянием поля скоростей 
иjили других термагидродинамических параметров в данный момент време
ни, является наиболее фундаментальным. Согласно известной гипотезе об эр
rодичности (см. Монин, Яглом, 1992) , для стационарного случайного процесса 
средние по времени и по ансамблю идентичны. Не обсуждая здесь подроб
нее преимущества и недостатки различных способов осреднения, отметим 
лишь, что «практика построения феноменологических моделей для изучения 
турбулентных движений показывает, что способы введения осредненных ха
рактеристик движения, вообще говоря, несущественны для составления пол
ной системы осредненных гидродинамических уравнений, если потребовать в 
процессе любого осреднения выполнения следующих постулатов Рейнольдса» 
(Седов, 1980): 

(3. 1 .2) 

Здесь d(r, t) и [ЯJ(r, t) - некоторые пульсирующие характеристики турбулент
ного поля; d(r, t) и [ЯJ(r, t) - их средние значения, а- константа (не имеюшая 
флуктуаций) .  Далее будем предполагать, что любой используемый оператор 
осреднения в (3. 1 .2<1)) коммутирует с операторами дифференцирования и ин
тегрирования, как во времени, так и в пространстве 

дd(r, t)jдt = дd(r, t)/дt, J d(r, t)dt = J d(r, t) dt, е) 
дd(r, t)jдr = дd(r, t)/дr, J d(r, t) dr = J d(r, t) dr. е) 

(3. 1 .2) 
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Следует отметить, что при временном (и/или пространственном) осредне
нии некоторые из соотношений (3. 1 .2) выполняются, вообще говоря, только 
приближенно, хотя они будут тем точнее, чем меньше среднее значение d(r, t) 
изменяется во времени и пространстве в рассматриваемой области интегри
рования. Вместе с тем, при теоретико-вероятностном осреднении гидроди
намических уравнений (по соответствующему статистическому ансамблю ре
ализаций) постулаты Рейнольдса (3. 1 .2) выполняются точно, поскольку они 
оказываются попросту вытекающими из обычных свойств математического 
ожидания в теории вероятности. Именно по этой причине далее мы будем 
ими пользоваться без всяких ограничений. 

В классических теориях турбулентности однородных несжимаемых жидко
стей, разработанных к настоящему времени достаточно глубоко (см. ,  напри
мер, Таунсенд, 1959; Монин, Яглом, 1992) , осреднения для всех без исключения 
термагидродинамических параметров вводятся некоторым одинаковым спосо
бом и, как правило, без весовых коэффициентов. При осреднении по времени 
(пространству) или по ансамблю возможных реализаций 

м 
d(r, t) = lim -1- � .9f(P) 

М-->оо М � 
p=l 

(3 . 1 .3) 

(где суммирование ведется по числу реализаций (р = 1 , 2, . . .  , М), а соот
ветствующее среднее поле d(r, t) определяется как математически ожидаемое 
значение d для ансамбля одинаковых гидродинамических систем) , мгновен
ное значение параметра d представляется в виде суммы осредненной d и 
пульсационной d' составляющих: 

d = d+ d' , (d' = 0) . (3. 1 .4) 
Однако подобное одинаковое для всех физических параметров среды осредне
ние, применеиное к многокомпонентному континууму с изменяющейся плот
ностью p(r, t) , приводит не только к громоздким гидродинамическим уравне
ниям масштаба среднего движения (что связано с необходимостью удержа
ния в структуре уравнений корреляционных моментов типа р' и' , р' и' и' , р' Z� 
и т. п.),  но и к затруднениям физической интерпретации каждого отдельного 
члена этих осредненных уравнений. Имея ввиду разнообразные приложеимя 
развиваемой в данной книге феноменологической модели турбулентности ре
агирующей смеси, в частности, к некоторым астрофизическим явлениям, в 
которых отношение характерной скорости космической жидкости к осреднен
ной скорости звука (мера значимости флуктуаций плотности) намного больше 
единицы, далее мы будем предполагать перемениость массовой плотности р. 

Как известно (см. ,  например, Колесниченко, Марав, 1999) , при построе
нии модели развитой турбулентности в сжимаемой многокомпонентной среде 
удобно использовать, наряду с «обычными» средними значениями физиче
ских величин (таких как плотность, давление, молекулярные потоки пере
носа массы, количества движения и энергии) ,  так называемые, средневзве
шенные значения (или средние по Фавру (см. Фавр, 1969)) для некоторых 
других параметров (например, температуры, внутренней энергии, энтропии, 
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гидродинамической скорости и т. п.) , задаваемые соотношением 
м м 

(.9f) := p.9fjp= ( lim _l � p(P)pj(P))/( lim _l � р(Р) ) ; м�оо М � м�оо М � 
p=l p=l 

при этом: 
d = (d) + d" ' (d" -1 0) , 

(3 . 1 .5) 

(3 . 1 .6) 
где d" - соответствующая турбулентная флуктуация поля d(r, t) . Таким об
разом, для обозначения средних значений физических величин далее в книге 
мы будем использовать два символа: черта сверху означает осреднение по 
ансамблю реализаций (времени и/или пространству) , в то время как угловые 
скобки будут означать средневзвешенное осреднение. Двойной штрих исполь
зуется далее для обозначения пульсаций тех величин, которые осреднены по 
Фавру. 

Если р � р - const (например, в жидкости со свойствами Буссинеска 
(Буссинеск, 1977) , то обе процедуры осреднения совпадают. В то же время ис
пользование осреднения (3. 1 .5) для ряда пульсирующих физических величин , 
характеризующих многокомпонентный континуум, в значительной степе
ни упрощает запись и анализ осредненных гидродинамических уравнений 
(Маров, Колесниченко, 1999). Кроме этого, оно удобно еще и по той причине, 
что экспериментальные исследования турбулентных течений, проводимые 
традиционными методами, приводят, по-видимому, к измерению именно 
этих средних значений (см. ,  например, Компаниец и др. ,  1979) . 

Средневзвешенные значения 
Приведем здесь некоторые, широко употребляемые далее в книге, свойства 

средневзвешенного осреднения физических величин, которые легко выводят
ся из определения (3 . 1 .5) и постулатов Рейнольдса (3 . 1 .2) (см. Ван Мигем, 
1977; Колесниченко, Маров, 1979) 

(d) = (d), (d) = d, (d(РЛ)) = (d)(РЛ), р' d' = {Тii", 
pd" = О, d" = -р' d" jp, рdРЛ = р(d)(РЛ) + pd" РЛ", 

(dРЛ)" = (d)РЛ" + (РЛ)d" + d" РЛ" -pd" РЛ" /Р, 

(pd) ' =pd" + p"(d), д(d) д(d) 
дr дr ' 

dd _ - D(d) (_!!__ · d" ") р dt - Р Dt + дr Р и ' 

(3. 1 .7) 

где D(d)/ Dt - субстанциональная производная по времени для осредненного 
движения, определенная формулой (3 . 1 . 1 1  ) . 

Осредненное уравнение неразрывности 
Легко проверить, что осредненная плотность р и средневзвешенная гид

родинамическая скорость смеси (и) = риjр удовлетворяют уравнению нераз-
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рывности для среднего движения 

iГр + (� · р(и)) = О . дt дr (3. 1 .8) 

Это уравнение может быть получено путем применеимя операции рейнольд
сового осреднения (3. 1 .2) к уравнению неразрывности (2. 1 .2),  справедливо
му (по предположению) для мгновенных (актуальных) значений плотности 
и гидродинамической скорости. Так как турбулентный поток массы ри" = О 
(и" =f. 0), то в среднем (при осреднении по Фавру) переноса массы за счет 
турбулентности не происходит. Заметим, что при известных трудностях моде
лирования корреляций р' и' , появляющихся при <<обычном>> осреднении (без 
веса) уравнения (2. 1 .2),  сохранение стандартной формы уравнения неразрыв
ности (с формальной заменой истинных значений плотности и скорости на 
осредненные) является сильным аргументом в пользу использования средне
взвешенного осреднения (и) для гидродинамической скорости течения (см. 
Ван Мигем, 1977). Далее при разработке модели многокомпонентной тур
булентности, в качестве оператора осреднения будем использовать оператор 
стохастического осреднения (3. 1 .3),  если иной способ осреднения специально 
не оговаривается. 

Осредненное операторное соотношение 
Осреднение операторного соотношения (2. 1 .4), при использовании (3 . 1 .7) 

и (3 . 1 .8) ,  приводит к следующему тождеству 

р d
d� = :t (p(d)) + ( :, · (p(d)(u))) + ( :, · pd"u") = 

= р д��) + р(и) · д��) + ( :, · pd"u" ) . (3 . 1 .9) 

Определим формулой 

(3 . 1 . 10) 

турбулентный поток признака d(r, t) , который является вторым статисти
ческим моментом (одновременной одноточечной парной корреляционной 
функцией), представляющим собой перенос какой-либо пульсирующей ха
рактеристики d" турбулентной среды пульсациями и" скорости, и введем 
обозначение 

D д д т<· . .  ) = дt (  . . .  ) + (и) . а;<· . .  ) (3. 1 . 1 1 ) 

для субстанциональной производной по времени для осредненного контину
ума. Тогда тождество (3. 1 .9) приобретет следующий вид 

dd _ - D(d) ( � . .лuгЬ) р dt - р Dt + дr (Pi) · (3. 1 . 1 2) 



188 Глава 3. Система гидродинамических уравнений для описания турбулентных сред 

Кроме этого, в силу (3 . 1 .8), справедливо оператарное соотношение 

75 DJ/1 = �(p-d) + (_!}_ · (75d(u))) Dt дt дr ' (3 . 1 . 13 )  

определяюшее связь между субстанциональным и локальным изменением ве
личины d(r, t) в осредненном течении. Следует подчеркнуть, что в последнем 
соотношении величина d может быть как мгновенным значением некоторой 
удельной полевой характеристики потока (скаляром, вектором или тензором), 
так и ее осредненной (d), или пульсационной составляющей d". 

3.1.2. Законы сохранения массы и импульса для осредненноrо движения 

Будем далее рассматривать турбулизованную многокомпонентную газо
вую смесь, как континуальную среду, актуальные (мгновенные) состояния 
движения которой могут быть описаны системой уравнений гидродинамики 
(2. 1 .2), (2. 1 .7), (2. 1 .9), (2. 1 .29) и (2. 1 .3 1 )  при случайной выборке начальных и 
граничных условий. Это возможно для пространствеино-временных масшта
бов, заключенных между масштабами молекулярных движений и минималь
ными масштабами турбулентности (определяемыми линейными размерами и 
временем сушествования наименьших из вихрей), которые, как правило, на 
несколько порядков (по крайней мере, на три порядка) превосходят масштабы 
молекулярных движений, т. е. расстояние между молекулами, а тем более 
размеры молекул. Исключение составляют случаи сильно разреженных газов, 
которые нами здесь не рассматриваются. 

Осредненное уравнение баланса общего вида 
Используя тождество (3 . 1 . 1 2) при теоретико-вероятностном осреднении 

балансового уравнения (2. 1 . 1 ) ,  получим общую дифференциальную форму 
субстанционального баланса какого-либо структурного параметра d(r, t) для 
осредненного континуума 

где 

75 D<;> = 75 
д<:> + 75(и) · 

д��> = -( :, · "<;1)) + a(.«i) ' 

J1: - -J + J!urb 
(d) =  (d) (d) 

(3. 1 . 14) 

(3. 1 . 1 5) 

- субстанциональная плотность суммарного потока, включающая осреднен
ный молекулярный "<.«1) и турбулентный .!('.:)ь потоки признака d; a(d) - осред
ненная скорость внутреннего источника величины d. Заметим, что именно 
с нахождением неизвестных турбулентных потоков J<�ь через осредненные 
параметры состояния среды связана главная проблема феноменологической 
теории турбулентности - так называемая проблема замыкания. 

Наконец, если преобразовать левую часть уравнения (3. 1 . 14) с помощью 
соотношения (3. 1 . 13) ,  то получим локальную форму дифференциального 
уравнения баланса для осредненной по Фавру полевой величины d(r, t): д (-( с.4)) д J1:0 - - 3 1 16 дt Р "" + дr · (d) - a(d)' ( · · ) 
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где 
J(�) = р(d)(и) +.fc.�> = р(d)(и) +J(d) + .J(::hь 

- локальная плотность суммарного потока характеристики (d) в осредненном 
турбулизованном континууме, включающая конвективный член р(d)(и). При 
этом, плотность потока -'<�> есть количество величины (d), проходящее в еди
ницу времени через единицу площади поверхности дW (положение площади 
поверхности задается единичным вектором n, лежащем с внешней стороны 
поверхности дW, ограничивающей объем W турбулизованной жидкости) .  

Перейдем теперь к выводу осредненных уравнений многокомпонентной 
гидродинамики, рассматривая в ( 3 . 1 . 14) последовательно случаи различных 
определяющих параметров d, описывающих мгновенное термагидродинами
ческое состояние турбулизованной среды. Эти уравнения, в отличие от обыч
ных гидродинамических уравнений смеси, описывающих по предположению 
беспорядочные пульсации всех физических величин, содержат уже только 
плавно меняющиеся осредненные величины; именно это обстоятельство поз
воляет использовать для их решения мощный математический аппарат непре
рывных функций, а также эффективные численные методы. 

Уравнение баланса удельного объема для осредненного движения 
Примем в (3. 1 . 14) .91 = 1/р, и используем выражения (2. 1 . 6) для величин 

J( lfp) = -и и a(l/p) = О. Тогда получим 

р � (1/Р) = р � ( 1/Р) + pu · :, ( 1/Р) = - div .lrf;p) ' (3. 1 . 1 7) 
где 

(3 . 1 . 18) 
- субстанциональная суммарная плотность потока удельного объема в тур
булизоваином континууме; при этом осредненный молекулярный и турбу
лентный потоки величины ( 1/р) определяются соответственно соотношения
ми [см. ((3. 1 . 7))] 

J(l/p) = -ii = -(и) - и" , 

J(ff%> (r, t) = р(1/р)"и" = и" = -р'и"/р. 

Поэтому для полного потока удельного объема -'<.7м будем иметь: 

J?iм<r, t) = -(и) - и" + и" = -(и). 

(3 .1 . 19) 
(3.1 .20) 

(3. 1 . 1 8*) 
Таким образом, уравнение баланса осредненного удельного объема в субстан
цианальной форме принимает следующий окончательный вид 

р �t ( 1/Р) = div(и) . (3. 1 .2 1 ) 
Приведем здесь также широко используемое далее соотношение 

p( ljp)" = -р' jp, (3. 1 .22) 
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связывающее пульсации плотности р' и удельного объема ( 1/р)" . Это соот
ношение следует непосредственно из определения величины ( 1  / р) " : 

( 1/р)" = 1/р - ( 1/р) = 1/р - l/P= (р -p)jpp = -р' /рр. 
Уравнения баланса химических компонентов для осредненного движения 
Для получения осредненных диффузионных уравнений положим в (3. 1 . 14) 

r d=Za = nafp. Тогда величины J(Za) = Ja и (J(Za) = (Ja = L vas�s являются, COOT-s=1 
ветственно, потоками диффузии компонент а и скоростями возникновения 
частиц сорта а при протекании химических реакций [см. п. 2 . 1 ] . В результате 
искомое балансовое уравнение примет вид 

где 

p
D�a) = �; + div(na(и)) = - div J,7 + i: vaJs, s=l 

(а= 1 ,  2, . . . , N) 

J"E.(r t) = J + p_urb а ' а а 

(3 . 1 .23) 

(3 . 1 .24) 
- полный диффузионный поток компоненты а в осредненной турбулизован
ной среде; 

�urb(r, t) = рZ�'и" = р(Z�'и") = паи" (3 . 1 .25) 
- поток турбулентной диффузии вещества сорта а; (Za) = na/p. 

Заметим, что при использовании свойств (3 . 1 .7) средневзвешенного осред
нения, легко получить другую (более традиционную) форму записи для потока 
турбулентной диффузии: �urь = п�и' - (najp)p'и' . Громоздкость этого выраже
ния по сравнению с формулой (3. 1 .25) лишний раз свидетельствует об эф
фективности употребления принятого нами весового осреднения Фавра для 
турбулизованной смеси с переменной плотностью. 

Применяя оператор осреднения (3 . 1 .3) к равенствам (2. 1 .8) и (2. 1 .9), по
лучим следующие их эквиваленты для осредненного движения 

N 
L т(З(Z/3) = 1 е) ;  /3=1 (3 . 1 .26) 

Кроме этого, для турбулентных потоков диффузии �urь справедливо тождество 

N N N � тturb � -z " - ( �  z )  1 1 - -" - 0 "-' т fЗJ iз = "-' т fЗР fЗи - р "-' т f3 f3 и - ри - , 
(3=1 (3=1 /3=1 

и, следовательно, 
N L тf3Jj (r, t) = О. 
/3=1 

(3. 1 .27) 
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Таким образом, осредненные диффузионные уравнения (3 . 1 .23) для много
компонентного турбулизованного континуума, подобно их регулярным ана
логам (2. 1 .7), являются линейно зависимыми; по этой причине одно из них 
может быть заменено алгебраическим интегралом (3 . 1 .27). 

Осредненное уравнение количества движения 
Уравнение осредненного движения смеси (называемое в литературе урав

нением Рейнольдса) получается из (3 . 1 . 14), если положить d = u. В этом слу
чае величина J(и) = -П (тензор вязких напряжений) соответствует поверхност
ным силам [см. (2. 1 . 1 1 )] ,  как в обычной гидродинамике, а величина источника 

N др � а<иJ = -а; + 2pu х Q + р .t... ZaFa a�l 
связана с объемными силами, действующими на единицу объема многоком
понентной смеси (далее пульсациями величин Q и Fa будем пренебрегать) . В 
результате осредненное уравнение движения, записанное в векторной форме, 
примет следующий вид 

N 
;о D�;> = - : + ( :, . п};) + 2p(u) х g + р  L<Za>Fa . a�l 

(3. 1 .28) 

Здесь 
(3 . 1 .29) 

полный (суммарный) тензор напряжений в турбулизованном потоке, играю
щий по отношению к осредненному движению роль вязкого тензора напряже
ний; П - осредненный тензор вязких напряжений, описывающий обмен им
пульсом между жидкими частицами благодаря силам молекулярной вязкости; 

R(r, t) = -.!(�{ь = -ри" и" = -p(u" и") (3. 1 . 30) 

- так называемый тензор Рейнольдса, имеющий смысл дополнительных (тур
булентных) напряжений. Появление тензора R в уравнении (3 . 1 .28) является 
непосредственным следствием нелинейлости исходных (мгновенных) уравне
ний движения (2. 1 . 9).  Тензор Рейнольдса, записанный в декартовых коорди
натах, имеет вид ( -ри''2 -ри"и" -ри"и" ) 1 1 2 1 3 

--"---,-; --- --, ---
R · .(r t) = -ри . и · = -ри" и" -ри' 2 -ри" и" 

lj ' l J 2 J 2 2 3 ' 
-pu" и" -ри" и" -pu''2 

3 1 3 2 3 

(3. 1 . 3 1 )  

где и ; ' ,  и�' и и�' - пульсационные составляющие скорости относительно осей 
х1 , х2 и х3 соответственно. Он является симметричным тензором второго ран
га и описывает турбулентные напряжения, обусловленные взаимодействием 
движущихся турбулентных вихрей. Турбулентные напряжения, как и молеку
лярные, являются в действительности результатом переноса количества дви
жения от одних объемов жидкости к другим, но за счет турбулентного переме
шивания, создаваемого пульсациями скорости завихренной жидкости. В тех 
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случаях, когда в потоке преобладает турбулентное перемешивание (например, 
при развитой турбулентности, возникающей при очень больших числах Рей
нольдса), тензором осредненных вязких напряжений П можно, как правило, 
пренебречь по сравнению с напряжениями Рейнольдса R (за исключением 
областей вязкого подслоя, граничащих с твердой поверхностью) .  Составля
ющие тензора турбулентных напряжений Rij(r, t) являются, таким образом, 
новыми неизвестными величинами. Отметим еще раз, что собственно с раз
нообразием способов определения замыкающих соотношений для этих вели
чин и связано конструирование различных моделей сдвиговой турбулентности 
[см. гл. 4] . 

Как бьmо отмечено в гл. 2, выбор величин J(и) и u(u) является неоднознач
ным и может быть, вообще говоря, иным. Так, для геофизических приложе
ний полное давление смеси часто представляют в виде суммы двух слагаемых 
р = pd + р0, где pd - так называемое динамическое давление, а р0 - часть дав
ления, удовлетворяющая уравнению гидростатики 

(3 . 1 .32) 

Здесь р0 - пекоторая характерная для атмосферы постоянная величина массо
вой плотности (например, на уровне моря), g = {0, О, -g} - вектор ускорения 
свободного падения,g = lgl. В этом случае, при определении величин J(и) и u(u) 
соотношениями 

J(u) = pd U - П, 
N 

u(u) = !1p( U  · g) + 2pu х 9 + р L ZaF; , (где !1р = р - р0), a= l  
можно получить другую форму записи осредненного уравнения движения 
смеси 

р D��) = (U · g)f:..p - о:: + ( ; · П1:) + 2p(u) х 9 + р f<za)F;. a=l 
(3. 1 .33) 

Для течений в свободной стратифицированной атмосфере, когда важны 
силы Архимеда (первое слагаемое в правой части (3 . 1 .33)), все члены уравне
ния (3. 1 .33), как правило, имеют порядок gf:..p или меньший. Так как градиент 
полного давления выражается суммой градиентов динамического и гидроста
тического давлений, то справедливо приближенное равенство 

Отсюда следует, что градиент полного давления, в тех случаях, когда верна 
оценка !1pjp0 « 1 ,  может быть представлен приближенным соотношением: 

(3. 1 .34) 

Это соотношение будет использовано в гл. 4. 
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3.1.3. Энергетика турбулентного потока 

Для осредненного течения турбулизованной смеси, по сравнению с его 
ламинарным аналогом, существует большое количество всевозможных меха
низмов обмена (скоростей перехода) между различными видами энергии дви
жущихся элементарных объемов среды, вносящих свой вклад в сохраняющу
юся полную энергию суммарного материального континуума. Для наиболее 
всестороннего физического истолкования отдельных составляющих энергети
ческого баланса, проанализируем здесь различные энергетические уравнения 
для осредненного движения многокомпонентной смеси, включая уравнение 
баланса кинетической энергии турбулентных пульсаций. 

Уравнение баланса осредненной потенциальной энергии смеси 
Осреднение по Рейнольдсу уравнения (2. 1 . 1 4) приводит, при учете тожде

ства (3. 1 . 1 2) ,  к следующему уравнению баланса осредненной удельной потен
циальной энергии многокомпонентной смеси 

где 

- D(Ч') d' т� -

P--yj[ = - 1v J(Ч') + а(Ч') ' 

N 
J/(v)(r, t) = J(Ч') +.!(Ч!Jь = L ФaJJ" a=l 

(3. 1 .35) 

(3. 1 .36) 

- полный субстанциональный поток потенциальной энергии в турбулизован
ном континууме; 

N 
J(Ч') = L Фаfа a=l 

- осредненный молекулярный поток потенциальной энергии смеси; 

N ___ N 
f/i],}b(r, t) = p(W"u") = L tPaPZau" = L tPa�urb a=l a=i 

- турбулентный поток потенциальной энергии смеси. 

(3 . 1 .37) 

(3 . 1 .38) 

Осредненный источник потенциальной энергии многокомпонентной сме
си задается соотношением 

(3. 1 .39) 

Здесь величина с�1 JJ" · F; ) представляет собой полную скорость перехода (в 

единице объема смеси) потенциальной энергии среднего движения в другие 
формы энергии, что следует из сопоставления уравнений (3. 1 .39) и (3. 1 .54) ; 

величина р( (и) · a�l (Za>Fa) связана со скоростью превращения осреднен

ной потенциальной энергии в кинетическую энергию среднего движения 
[см. (3. 1 .40)] , причем этот процесс является обратимым (адиабатическим). 
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Уравнение баланса кинетической энергии среднего движения 
Умножая скалярно уравнение (3 . 1 .28) на вектор скорости (и), получим 

после необходимых преобразований следующую субстанциональную форму 
уравнения живых сил для осредненного движения многокомпонентной смеси 
(теорема количества движения) 

N 

р �t (J(и)j2 /2) = р div(и) + div(-р(и) + ПЕ . (и)) - ( nE : :r (и)) + ( (и) . L naFa ) , 
a= l (3 . 1 .40) 

где j (и) j2 /2 - удельная кинетическая энергия среднего движения. Это уравне
ние описывает закон превращения кинетической энергии среднего движения 
в работу внешних массовых и поверхностных сил и в работу внутренних сил 
(и обратно) без учета необратимого перехода механической энергии в тепло
вую или другие виды энергии. 

Поясним физический смысл отдельных членов уравнения (3 . 1 .40): дивер
генция div(ПE · (и)) представляет собой скорость, с которой полное поверх
ностное напряжение ПЕ совершает работу в единичном объеме осредненной 
движущейся системы; величина р div(и) связана со скоростью обратимого 
(адиабатического) превращения осредненной внутренней энергии (тепла) в 
механическую энергию [см. (3 . 1 .54)] и представляет собой работу, соверша
емую за единицу времени в единице объема против осредненного давления 
р потоком движущейся смеси; знак величины р div(и) зависит от того, будет 
ли поток смеси расширяться (О < div(и)) или сжиматься (О > div(и)) ;  величина 
(П� : (д/дr)(и)) представляет собой полную скорость необратимого превраще
ния в единице объема кинетической энергии среднего движения в другие 
формы энергии [см. (3 . 1 .54) и (3 . 1 .68) ] ,  причем диссипация энергии среднего 
движения происходит как под влиянием молекулярной вязкости со скоростью 
(П : (д/дr)(и)) > О, так и под влиянием турбулентной вязкости со скоростью 
(R : (д/дr)(и)) (эта величина в общем случае может быть разной по знаку) . 

Суммируя (3. 1 .35) и (3 . 1 .40) , получим уравнение баланса механической 
энергии (Е т ) = j (и) j2 /2 + (Ч') для осредненного движения турбулизованного 
многокомпонентного континуума 

N 

р gt (J(и)J2 /2 + (Ч')) = - div( р(и) - nE . (и) +  L ф al:+) + 
a=l 

N 

+ р div(и) - (пЕ : :r (и) ) - (L 1; · Fa) · (3 . 1 .41) 
a= l  

3.1.4. Уравнение притока тепла для осредненного движения смеси 

Это уравнение получим из общего уравнения баланса (3. 1 . 14), полагая в 
нем d = Н  и используя выражения 

N 
J(H) = q, а(Н) = dr + ( П :  :r и) + ( L Ja . F;) a= l  
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для потока и источника энтальпии смеси соответственно [см. (2. 1 .26) ] .  В ре
зультате будем иметь 

где 

N 
р-D(Н} = - div q1: + ft + (п · _i_и) + ( � J · F*) Dt dt · дr LJ а а ' а=! 

(3. 1 .42) 

(3 . 1 .43) 

- суммарный поток тепла в осредненном многокомпонентном турбулизован
ном континууме; 

--- N 
qturb(r, t) =-рН"и" � (сР)рТ"и" + L (ha)�urb 

a= l  
(3. 1 .44) 

- турбулентный поток тепла (явного - первое слагаемое и скрытого - вто
рое слагаемое) , возникающий благодаря корреляции между пульсациями Н" 
удельной энтальпии и пульсациями и" гидродинамической скорости тече
ния смеси. Заметим, что приближенное равенство (3 . 1 .44) записано здесь с 
точностью до членов, содержащих тройные корреляции. Его легко получить, 
используя выражение 

N N 
Н" =  L((Za)h� + (ha)Z�' + (Z�' h�)") � (ер) Т" +  L (ha)Z�' 

а=! a=l 
(3. 1 .45) 

для флуктуаций удельной энтальпии смеси и подходящие для данного случая 
свойства средневзвешенного осреднения по Фавру [см. (3. 1 .7)] .  Здесь форму-
лами 

h" = С Т" а ра ' 
N 

( 1 ) (ер) = L Cpa(Za) (2) a= l 
(3. 1 .46) 

определены соответственно флуктуации парциальных энтальпий отдельных 
компонентов и осредненная удельная изобарная теплоемкость турбулизован
ной смеси. Далее мы будем предполагать справедливость следующего выра
жения для осредненной полной энтальпии в уравнении (3 . 1 .42) 

N N 
(Н) � (ер)(  Т) + L h�(Za) = L (ha)(Za) . a= l  а=! 

(3 . 1 .47) 

Это выражение может быть получено из формулы (2. 1 .25) при ее осреднении 
по Фавру и в случае пренебрежения малыми пульсациями теплоемкости с Р в 
турбулизованной среде (с�' �  0) .  

Субстанциональную производную от полного давления смеси в выражении 
для источника a(h) удобно преобразовать к виду 

ft = !lL + (и" . �) = Dp + (и" · др ) + (и" · др' ) = dt Dt дr Dt дr дr 
= !lL + (и" · др ) + div(p' и") -р' div и". Dt дr 
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Отсюда следует, что 

dp = /Гр + (r,urb . iГр ) + div(p1и11) - р1 div и" dt Dt ( lfp) дr · 
Кроме этого, используем далее преобразование 

где формулой 

� - (- · д(и) ) . ди" - (- · д(и) ) _ П . а, - П . -а,:- + П . --а,:- - П . -а,:- +р(Еь) ,  

- ( ди" ) р(Еь) = П :  а;:-

(3. 1 .48) 

(3. 1 .49) 

(3. 1 . 50) 

определена так называемая (удельная) скорость диссипации турбулентной 
энергии в тепло под действием молекулярной вязкости. Сразу отметим, что 
величина (Еь) является одной из ключевых статистических характеристик тур
булизоваиной среды. 

Подставим теперь выражения (3. 1 .43), (3 . 1 .48) и (3 . 1 .49) в уравнение 
(3. 1 .42); в результате получим осредненное уравнение притока тепла для тур
булизоваиной смеси в следующей субстанциональной форме [ер. с (2. 1 .24)] 

р D(H) = - div(q + qturb - р lи") + /Гр +(n : д(и) ) -
т т � 

N 
1 d" " ( nurь iГр ) ( � -J F*) -( ) - р lV и + J(Ijp) . дr + LJ а . а + р Еь . 

а= 1  

(3. 1 . 5 1 )  

Дл я  дальнейших целей нам понадобится также уравнение (3. 1 . 5 1) ,  записан
ное через осредненную внутреннюю энергию (Е). Для определения величины 
(Е) используем выражение 

N 
(Е) = (Н) - � � (cv ) (T) + L h�(Za) , 

а= 1  

(3 . 1 .52) 

которое представляет собой результат осреднения по Фавру формулы (2. 1 . 32). 
Тогда, с учетом преобразования 

р D��) + р div(и) = р D��) - fJ: , 
являющегося следствием (3 . 1 .52) и (3 . 1 .8) ,  окончательно получим 

р D(E) = - div(q + qturb - р1и") - р div(и) + (п :  д(и) ) + т � 

N ( � J- F*) 1 d " " ( nurb Ор ) -( ) + LJ а . а - р lV и + J(ljp) . дr + р Еь . 
а= 1  

(3. 1 .53) 

(3. 1 . 54) 

В уравнении (3 . 1 . 54) величина р1 div и" связана со скоростью преобразо
вания кинетической энергии турбулентных вихрей в осредненную внутрен
нюю энергию [см. (3. 1 .69)] и представляет собой работу, совершаемую за 
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единицу времени в единице объема окружающей средой над вихрями, как 
следствие существования пульсаций давления р' и расширения (div и" > О) 
или сжатия (div и" < О) вихрей. Сопоставление уравнений (3. 1 .54) и (3. 1 .35) 

показывает, что величина с�1 Ja · F;) определяет скорость перехода между 

осредненной внутренней и осредненной потенциальной энергией в резуль
тате работы негравитационных внешних сил. Аналогично, сравнение урав
нений (3. 1 .54) и (3. 1 .40) показывает, что величины р div(и) и (П : (д/дr)(и)) 
связаны со скоростью перехода между внутренней и кинетической энерги
ями среднего движения. Корреляция р(сь> = (П : (д/дr)и") (� (П' : (д/дr)и') в 
развитом турбулентном потоке [см. гл. 4] может быть отождествлена со сред
ним значением работы (отнесенной к единице времени и единице объема), 
совершаемой пульсациями вязких напряжений над турбулентными вихрями 
со сдвигом скорости ((д/дr)и" =f. 0). Заметим, что эта работа всегда положи
тельна, поскольку (сь) представляет собой скорость диссипации турбулентной 
кинетической энергии в тепло под влиянием молекулярной вязкости. 

Проанализируем теперь скорость превращения (J(f;;) · дрjдr) . Эту величи
ну, при воздействии сил Архимеда, удобно экстраполировать, с учетом фор
мулы (3 . 1 .34), следующим выражением 

(J(f;;) · дрjдr) z g(p0jp)p'и�' · (3. 1 .55) 

Известно (см. ,  например, (Ван Мигем, 1977)), что в турбулизованном течении 
жидкости в общем случае допустимы следующие две возможности: 

• Для крупных вихрей величина gp' и�' отрицательна. Это связано с тем, 
что под влиянием эффекта плавучести крупномасштабная пульсация плотно
сти р' (имеющая термическое происхождение) определяет знак смещения ви
хря по вертикали. Действительно, т. к. легкие (р' < О) и тяжелые вихри (р' > О) 
являются соответственно теплыми и холодными вихрями, то, например, для 
поднимающихся (и�' > О) в гравитационном поле теплых вихрей (р' < О) ве-
личина gр'и�' < О. Таким образом, крупные вихри преобразовывают тепловую 
(внутреннюю) энергию потока в кинетическую энергию турбулентного дви
жения. 

• Для мелкомасштабной турбулентности величина gр'и�' всегда положи
тельна. Действительно, в этом случае для эйлеравой флуктуации плотности 
р' справедливо приближенное соотношение (р' z -(др/дх3)�3 , где �3 - верти
кальное смещение вихря, или путь смешения. Распределение средней плот
ности в поле силы тяжести устойчивое [-(др/дх3) > 0] , благодаря чему тур
булентные вихри, приходящие на данный уровень снизу [и�' > О, х3 > 0] , вы
зывают положительные флуктуации плотности (р' > 0), а приходящие сверху 
[и�' < О, х3 < О] - отрицательные флуктуации (р' < О); отсюда gр'и�' > О. Таким 
образом, в этом случае аркимедова сила является возвращающей, т. е. турбу
лентность тратит свою энергию на работу против сил плавучести. Величина 
gp' и�' представляет собой скорость превращения в единице объема среды тур
булентной энергии в осредненную внутреннюю энергию, или, другими сло
вами, мелкомасштабные вихри превращают энергию турбулентности в тепло 
[см. (3. 1 .69)] . 
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Наконец, запишем осредненное уравнение притока тепла для многокомпо
нентной турбулизованной смеси через температуру. При учете формул (3 . 1 .46) 
и (3. 1 .47) для величин (е

Р
) и (Н) соответственно, а также уравнения диффузии 

для среднего движения (3 . 1 .23), легко получить выражение [ер. с (2. 1 .27)] 

где 
N 

(qs) =  L Vas<ha) , (s = 1 ,  2, . . .  , r) a=l 

(3 . 1 .56) 

(3 . 1 .57) 

- осредненная теплота s-й реакции. С использованием этого выражения, 
осредненное уравнение притока тепла (3. 1 .5 1 )  принимает следующий окон
чательный вид [ер. с (2. 1 .29)] 

+ 2 + (П :  д��) ) - ±<qs)�s + (± Ja · F;) -p' div u" + s= l a=l 
N 

( rturb iГр ) -( ) ( д( Т) � J:E) + J(1/p) · дr + Р Еь - -а;- · LJ ера а a=l 
(3. 1 .58) 

(последнее слагаемое обычно опускают [см. гл. 2]) . Это наиболее общая форма 
энергетического уравнения, которая может быть использована в моделях реа
гирующей турбулентности разной сложности, в частности, основанных на ис
пользовании простых градиентных схем замыкания. Важно подчеркнуть, что 
уравнение притока тепла (3 . 1 .58), записанное через осредненную температуру 
( Т) , позволяет выделить в явном виде вклад теплот отдельных химических 
реакций в энергетику турбулизованной реагирующей газовой среды, причем 
химический источник является при турбулентном течении осредненной ве
личиной. Заметим, что нелинейность алгебраической зависимости скорости 
реакции {;s(T,  па) от температуры и состава смеси означает, что в общем слу-

чае величины �s не могут быть рассчитаны только по осредненным значениям 

температуры и состава смеси (т. е. �s =1 {;s((Т) , па)) , поскольку существенно за
висят от интенсивности турбулентных пульсаций этих параметров. Подробное 
рассмотрение этого вопроса мы отложим до следующей главы. 

Закон сохранения полной энергии осредненного движения смеси 
Запишем теперь в субстанциональной форме осредненный закон сохра

нения полной энергии для турбулизованной многокомпонентной смеси. Это 
уравнение позволит нам получить, в частности, фундаментальное в теории 
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турбулентности уравнение переноса турбулентной энергии ( осредненной ки
нетической энергии турбулентных пульсаций скорости). Применяя с этой це
лью оператор осреднения (3. 1 .3) к уравнению (2. 1 . 1 6) и используя соотноше
ния (2. 1 . 1 7) и (2. 1 . 1 8) для величин E(r, t) и '<_Е) '  будем иметь 

где 

Р DЩot) + div(Г + ,nurь) = О, Dt U,o, utot 

( �01) = (lиl2 /2) + (ЧJ) + (Е) 
полная удельная энергия осредненного континуума; 

Лш"'(r, t) = р( U" и") = p(lиl2 /2 + Ч1 + Е)и" lf,0, tot 
- турбулентный поток полной энергии смеси; 

N N 

(3. 1 .59) 

(3 . 1 .60) 

(3. 1 .6 1 )  

fu =q + ри - П · и + L ФаJа =q+ р(и) - П · (и) + ри" - П · и" + L ФаJа tot 
а= \ a=l 

(3. 1 .62) 
- осредненный молекулярный поток полной энергии смеси. 

Для дальнейших целей удобно преобразовать кинетическую энергию мгно
венного движения среды к виду 

plиl2 /2 = р( (и) + и") · ((и) + и")/2 = Pl(и)l2 /2 + р( (и) · и") + plи" l2 /2. 
Производя осреднение (по Рейнольдсу) этого выражения, в результате полу-
чим 

plиl2 /2 = 7il(и)l2 /2 + plи"l2 /2, 
или 

( lиl2 /2) = l(и)l2 /2 + (Ь), (3. 1 .63) 
где формула 

(3. 1 .64) 
вводит в рассмотрение еще одну ключевую статистическую характеристи
ку турбулентного движения - турбулентную энергию; величина b(r, t) = lи" l2 /2 
представляет собой удельную пульсационную кинетическую энергию течения. 
В итоге, соотношения (3. 1 .60) и (3 . 1 .6 1 )  могут быть переписаны в виде 

( �01) = l(и) l2 /2 + (ЧJ) + (Е) +  (Ь), (3. 1 .65) 
,nиrь(r, t) =75( U" и") = p(lиl2 /2 + Ч1 + Е)и" = р(Ьи") -R · (и) +Лurb +Jturb , (3. 1 .66) lf,0, tot (Ч') (Е) 

где корреляционная функция 

rzrь(r, t) = р(Е"и") = р(Н-pj р)и" = qturь -ри" (3. 1 .67) 
определяет турбулентный поток удельной внутренней энергии смеси. 
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Наконец, объединяя формулы (3 . 1 .38), (3 . 1 .62), (3. 1 .66) и (3. 1 .67), перепи
шем балансовое уравнение (3 . 1 .59) для полной энергии среднего движения 
турбулизованной смеси следуюшим образом 

р :t ( 1 (112 + (Ч') + (Е) + (Ь)) + div( q� - р'и" + р( Ь + � )и" 

- П · и" + р(и) - П1: · (и) + 
a
�l ФаJ:) = о. (3 . 1 .68) 

Здесь·-q1:(r, t) = q + qturь - суммарный поток тепла, обусловленный как осред
ненным молекулярным, так и турбулентным переносом; р(и) - поток меха
нической энергии; п1: · (и) - суммарный поток энергии, обусловленный ра
ботой вязких и турбулентных напряжений; (рЬи" - П · и") - поток вихревой 

N 
турбулентной энергии, как следствие турбулентной <<диффузию>; L ФаJ; 

a=l 
суммарный поток потенциальной энергии, обусловленный осредненной мо
лекулярной и турбулентной диффузией. 

Следует подчеркнуть, что член р'и" в уравнении (3. 1 .68) не играет роли 
потока энергии поскольку, как мы увидим далее, он выпадает из полного 
энергетического уравнения и введен здесь и далее из соображений удобства. 

Уравнение баланса турбулентной энергии 
Известно, что фундаментальное в теории турбулентности уравнение балан

са турбулентной энергии (или некоторые его модификации) лежит в основе 
многих современных полуэмпирических моделей турбулентности (см. ,  напри
мер, Монин, Яглом, 1992) . Оно может быть получено разнообразными спосо
бами, один из которых будет приведен в гл. 4. Здесь же мы рассмотрим вывод 
этого уравнения для многокомпонентной смеси, основанный на использова
нии полученных выше уравнений (3 . 1 .47), (3 . 1 .54) и (3. 1 .59). 

Вычитая (3 . 1 .41) и (3. 1 . 54) из (3. 1 .59) , получим искомое уравнение баланса 
для удельной турбулентной энергии ( Ь) = рiи" 12 j2p в следующем общем виде 

- D(b) _ d" тturb Pf5t - - lV J(ь) + а(Ь) ' 

J(�)ь = p(iи"l2 /2 + р' / р)и" - П · и" , 
N 

а = (я .  д(и) ) + р1 div и" + ( � purb · р•) - (purb · iГр ) - -р(Е ) (Ь) - • дr k.J а ( 1/р) дr Ь ' 
a=l 

е)  
е) (3.1 .69) 

где J(�)ь(r, t) , a(b) (r, t) - соответственно турбулентно-диффузионный поток и 
локальное производство (сток) осредненной кинетической энергии турбулент
ных пульсаций (турбулентной энергии) . Левая часть этого уравнения харак
теризует изменение во времени турбулентной энергии (Ь) , а также конвек
тивный перенос величины (Ь) осредненным движением; второе слагаемое 
в правой части соотношения (3. 1 .69<3>) - работу сил давления в пульсаци-
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онном движении; третье и четвертое - скорость порождения энергии турбу
лентности под действием сил негравитационного происхождения и эффектов 
плавучести; наконец, пятое слагаемое - скорость диссипации кинетической 
энергии турбулентности в тепловую внутреннюю энергию вследствие молеку
лярной вязкости. Величина R : (д(u)/дr) в правых частях уравнений (3 . 1 .40) и 
(3 . 1 .69<3)) имеет противоположные знаки и потому ее можно интерпретиро
вать как скорость перехода кинетической энергии среднего движения в кине
тическую энергию турбулентных пульсаций. Важно еще раз подчеркнуть, что 
этот переход энергии является исключительно кинематическим процессом, 
зависящим только от выбранной нами операции осреднения турбулентно
го поля. Известно, что в случае мелкомасщтабной турбулентности величина 
R :  (д(и)/дr) > О, так что мелкомасщтабная турбулентность всегда преобразует 
кинетическую энергию среднего движения в кинетическую энергию турбу
лентных пульсаций. Это так называемый диссипативный эффект мелкомас
штабной турбулентности. Однако крупномасштабная турбулентность может 
превращать кинетическую энергию турбулентности в энергию среднего дви
жения (см. Ван Мигем, 1977). 

Уравнение притока тепла для квазистационарной турбулентности 
Во многих практических приложениях уравнение притока тепла ( 3 . 1 .  54) 

для турбулизованной смеси в своей общей форме не поддается численному 
решению. Однако в некоторых частных случаях возможны его значительные 
упрощения. Так, если в структуре пульсационного поля для развитой турбу
лентности устанавливается такое стационарио-неравновесное состояние, при 
котором турбулентная энергия ( Ь) = рlи'' 12/275 сохраняется как во времени, так 
и в пространстве, то а(Ь) � 0. В этом случае из (3. 1 .69(3)) следует соотношение 

N (R · д( и) ) = -р' div и" - ( � Jlurb · F"*) + (.лurь · iГр )+ -р(Е ) = 5 · дr � а ( lfp) дr Ь Е,Ь• a= l  
учет которого позволяет придать уравнению притока тепла для турбулизован
ной смеси (3 . 1 .54) почти <<классическую» форму [ер. с (2. 1 .22)] 

N 
75 D��> = - div(q� - р'и") -р div(u) + ( п� : д��> ) + ( L J; . р; ) .  (3. 1 . 54*) a=l 

Соответственно уравнение (3. 1 .58) принимает вид 

75(ср) D��) = - div( q� - p'u" - f(ha)JJ) + � + ( П1: :  д��) ) - ±(qs)�s· a=l s=l (3. 1 .58*) 

3.1 .5. Уравнение состояния для турбулизованной смеси в целом 

Осредненные уравнения движения для турбулизованной реагирующей смеси 
должны быть дополнены осредненным уравнением состояния для давления. 
Повсюду в этой книге многокомпонентная газовая смесь рассматривается как 
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сжимаемая бароклинная среда, для которой уравнение состояния для давле
ния является уравнением состояния смеси совершенных газов (2. 1 .3 1 ) .  При
меняя оператор статистического осреднения (3 . 1 .3) к уравнению состояния 
(2. 1 .3 1 ) ,  получим следующее точное выражение для осредненного давления 

N N N N ( (T"Z") ) р=  L Ра = Рkв(Т) L (Za) +pk8 L (T"Z�') =Pkв(Т) L (Za) 1 + ( Т) (;а> , a=l a= l a= l  a= l 
( 3 . 1 .70) 

содержащее в общем случае большое число корреляционных функций от 
пульсирующих температуры и концентраций отдельных компонентов. В тех 
случаях когда корреляционные члены ( T"Z�' ) малы по сравнению с члена
ми первого порядка ( T)(Za) (например, когда та � т; в этом случае име
ем: Za � nafnm =xafm, 'J:.(T"Z�') = 'J:.(T"Za) � (T" )fт = O) , уравнение состоя-

а а 
ния для давления связывает между собой осредненные значения плотности, 
температуры и давления в турбулентном течении точно так же, как и в регу
лярном потоке 

N 
Р=Рkв(Т) 'J:. (Za) =p(f!ll* ) (T) , (3. 1 .7 1 )  a= l  

где 
N (f!ll* ) = k8 L (Za) = k8njp (3. 1 .72) 
a=l 

- осредненная по Фавру <<газовая постоянная» смеси. Термическое уравнение 
состояния в форме (3 . 1 .7 1) применяется обычно в простых моделях много
компонентной турбулентности, основанных на градиентных гипотезах замы
кания. 

3. 1.6. Проблема замыкания осредненных уравнений смеси 

Итак, в рамках континуальной модели многокомпонентной среды на осно
ве общих законов сохранения массы, количества движения и энергии на
ми бьши выведены при использовании средневзвешенного осреднения Фав
ра основные гидродинамические уравнения в частных производных, предна
значенные для описания турбулентных течений (масштаба среднего движе
ния) газофазных реагирующих смесей1 .  Эти уравнения имеют ту же общую 
форму, как и представленные в гл. 2. гидродинамические уравнения реаги
рующей смеси для ламинарного режима движения. Однако система осред
ненных турбулентных уравнений (3. 1 .2 1 ) ,  (3 . 1 .23), (3 . 1 .28), (3 . 1 .54) , (3. 1 .69) и 
(3. 1 .7 1 )  является незамкнутой, поскольку содержит, наряду со средними зна
чениями термагидродинамических параметров состояния р, (и) , р, ( Т) , (Za) 
и их производными, новые неопределенные потоки ,  которые возникли при 

Отметим, что осреднение Фавра позволило нам получить точные уравнения баланса для раз
личных сохраняющихся в потоке величин, поскольку при их выводе не делалось каких-либо 
упрощающих предположений, в результате которых было бы возможно априорное отбрасы
вание отдельных неопределенных членов осредненных уравнениях. 
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осреднении исходных нелинейных уравнений гидродинамики смеси. Из этой 
системы видно, что осредненное движение описывается, помимо осреднен
ных молекулярных потоков q, П, Ja и �s ' еще и неизвестными смешанными 
корреляционными (одноточечными и одномоментными) моментами второго 
порядка. В связи с этим, возникает центральная проблема теории турбулент
ности (известная, как проблема замыкания), связанная с конструированием 
определяющих соотношений для всех неопределенных величин, входящих в 
турбулентно осредненные гидродинамические уравнения. Эта проблема для 
химически активной многокомпонентной смеси сопряжена еще и с допол
нительными трудностями. Первая трудность связана с необходимостью учета 
сжимаемости суммарного континуума, отвечающего рассматриваемому дви
жению среды. Существование градиентов плотности составляет одно из важ
нейших свойств реагирующих течений, которое не учитывалось классически
ми моделями нереагирующей турбулентности. В частности, в метеорологии 
рассматривались турбулентные конвективные течения исключительно при ис
пользовании приближения Буссинеска. Как известно, в этом приближении 
изменение плотности принимается во внимание лишь в членах, описывающих 
влияние ускорения силы тяжести. Однако такой подход абсолютно неприме
ним, например, к медленному (дефлаграционному) турбулентному горению, 
когда в потоке возникают многократные изменения плотности. Вторая труд
ность, на которой мы остановимся подробно в гл. 4, обнаруживается при 
моделировании большого числа дополнительных парных корреляций пульса
ций температуры и концентраций, появляющихся (как будет показано далее) 
при осреднении источниковых членов производства вещества а а в диффу
зионных уравнениях (3 . 1 .23), описывающих изменение осредненного состава 
реагирующей смеси. Эволюционные уравнения переноса для корреляций по
добного рода в случае турбулизованного движения сжимаемой реагирующей 
смеси сильно усложняются. 

Относительно осредненных молекулярных потоков важно отметить следу
ющее: поскольку осреднение Фавра не позволяет достаточно просто осред
нить их актуальные аналоги, приведенные, например, во второй главе данной 
книги (в частности, рейнольдсово осреднение соотношения Навье-Стокса 
(2.3.9) для тензора вязких напряжений П, при использовании средневзвешен
ного значения (и) для скорости, значительно усложняет, как это легко про
верить, его вид) , то, с точки зрения последовательного построения феноме
нологической модели сжимаемой турбулентности, нам представляется более 
правильным выполнить непосредственный вывод определяющих соотноше
ний для этих потоков в рамках осредненного турбулизованного континуума, 
например, методами неравновесной термодинамики, как это бьmо проделано 
в п. 2.3 для их регулярных аналогов. 

Подобную процедуру целесообразно выполнить еще и потому, что одно
временно и точно таким же термодинамическим способом могут быть по
лучены линейные алгебраические связи (модели турбулентности) между фи
гурирующими в осредненных гидродинамических уравнениях турбулентными 
потоками и осредненными параметрами состояния среды (или их производ
ными), которые предполагаются известными или легко вычисляются (см. Ко-
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лесниченко, 1980). Речь идет, прежде всего, о турбулентном потоке тепла qturь 
(3. 1 .44)), турбулентных диффузионных потоках �urь (а = 1 ,  2, . . . , N) (3 . 1 .25), 
турбулентных рейнольдсоных напряжениях R (3. 1 .30), а также о большом чис
ле парных корреляций (Z�' T") и (Z�'ZJ' ) (а, /3= 1 ,  2, . . .  , N), которые явно 
входят в осредненное уравнение состояния для давления (3. 1 .  70), или появля
ются (для химически активной смеси) nри осреднении источниконых членов 
в диффузионных уравнениях (3.2.23). Наряду с этим потребуется промодели
ровать еше и связанный с пульсациями плотности турбулентный поток удель
ного объема J(r(�J (3. 1 .20) , осредненные <<источниковые члены>> производства 
масс (fa в химических реакциях, а также целый ряд неизвестных корреляци
онных членов, включающих пульсации давления. 

Напомним, что в простейших моделях турбулентности несжимаемой од
нокомпонентной жидкости (в том числе и с пассивной добавкой, не влияю
щей на динамический режим турбулентности) первоначально наиболее ши
рокое распространение получили простейшие схемы замыкания, основанные 
на градиентной гипотезе Буссинеска (Буссинеск, 1977). Этот подход позволяет 
линейно связать неизвестные турбулентные потоки массы, количества веще
ства и энергии с градиентами осредненных параметров состояния среды через 
некоторые локальные коэффициенты пропорциональности, так называемые 
коэффициенты турбулентного переноса (или обмена). Для сжимаемой мно
гокомпонентной смеси подобного рода соотношения в наиболее общем виде 
бьши впервые получены методами неравновесной термодинамики в работе 
(Колесниченко, Маров, 1984) и будут приведены в следующем разделе. Заметим, 
что использование градиентных замыкающих соотношений для турбулентных 
потоков дает возможность записать турбулентно осредненные гидродинами
ческие уравнения реагирующей смеси точно в таком же виде, какой имеют 
эти уравнения для регулярного движения. Это обстоятельство позволяет, в 
частности, проводить численное решение тех гидродинамических задач, для 
которых чрезвычайно важны переходы ламинарного режима течения реаги
рующей смеси газов в турбулентный режим течения. Вместе с тем, следует 
отметить, что градиентная гипотеза совсем не решает проблемы замыкания, 
если относительно коэффициентов турбулентного обмена не приняты некото
рые дополнительные предположения и не указаны способы их расчета. Более 
того, подобный подход оказывается совершенно неприменимым в тех случа
ях, когда существенно влияние предыстории процесса турбулизации на ло
кальные характеристики течения; в этих случаях адекватные коэффициенты 
турбулентного обмена вообще не удается определить (см. Иевлев, 1990). 

Объективная оценка состояния проблемы замыкания первого порядка по
казывает, что до настоящего времени фактически не разработана общая фено
менологическая теория турбулентной теплопроводности и турбулентной диф
фузии для многокомпонентных смесей. Широко используемые в литературе 
градиентные соотношения (см. ,  например, Монин, Яглом, 1992; Ван Мигем, 
1977; Лапин Ю. В. , Стрелец, 1989) не обладают, как уже отмечалось, доста
точной общностью и получены, в основном, для одножидкостной среды с 
пассивной добавкой. В связи с этим, возникает необходимость рассмотре
ния более общих подходов к проблеме замыкания турбулентных уравнений 
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смеси на уровне моделей первого порядка, например, в рамках термодина
мического моделирования турбулентности сжимаемого континуума. В этом 
случае онзагеровский формализм неравновесной термодинамики позволяет 
получить максимально общую структуру определяющих (реологических) со
отношений для турбулентных потоков, в том числе, и в виде обобщенных со
отношений Стефана-Максвелла для турбулентной многокомпонентной диф
фузии и соответствующего им выражения для полного потока тепла. На рас
сматриваемом уровне замыкания такого рода определяющие соотношения, 
по-видимому, достаточно адекватно описывают турбулентный тепло- и массо
перенос в многокомпонентной среде. Однако, в силу ограниченности экспе
риментальных данных по коэффициентам турбулентного обмена, на практике 
часто все же приходится использовать более простые модели. 

Таким образом, дальнейшая наша задача заключается в том, чтобы полу
чить явные градиентные выражения для осредненных молекулярных и турбу
лентных потоков переноса тепла, количества движения и массы, т. е. получить 
так называемые определяющие соотношения турбулентности чисто феноме
нологическим путем, используя методы расширенной неравновесной термо
динамики. 

§ 3.2. Реолоmческие соотношения для турбулентных потоков 

диффузии, тепла и тензора рейнольдсоных напряжений 

Этот раздел посвящен разработке термодинамической модели многоком
понентной турбулентности, описывающей связи между корреляционными 
моментами, фигурирующими в осредненных гидродинамических уравнениях 
смеси, и осредненными термагидродинамическими переменными, которые 
являются известными или легко вычисляются. Здесь в рамках неравновесной 
термодинамики разработан метод получения замыкающих градиентных соот
ношений для турбулентных потоков диффузии J�urь(r, t) и тепла qturЬ(r, t), а 
также для тензора рейнольдсоных напряжений R(r, t) , которые обобщают на 
случай турбулентного движения многокомпонентной смеси соответствующие 
результаты регулярной гидродинамики, представленные в гл. 2. Развитая 
здесь феноменологическая модель турбулентности основана на представ
лении пульсационного движения смеси термодинамическим континуумом, 
состоящим из двух взаимодействующих открытых подсистем (континуу
мов) - подсистемы осредненного движения, которая получается в результате 
теоретико-вероятностного осреднения гидродинамических уравнений для 
мгновенного течения смеси, и подсистемы турбулентного хаоса (так на
зываемая турбулентная надструктура) , которая связана с пульсационным 
движением среды (Колесниченко, 1998). Сразу же подчеркнем, что предложен
ная <<двухжидкостная моделЬ»турбулентности, подобно модели двух жидкостей 
в теории сверхтекучести гелия, является лишь удобным способом феноме
нологического описания такого сложного явления, как гидродинамическая 
турбулентность и не претендует на полное объяснение физики процесса. Тем 
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не менее она позволяет, в частности, получить при использовании онзагеров
ского формализма неравновесной термодинамики не только <<КЛассические>> 
градиентные соотношения для однокомпонентной турбулизованной жид
кости, но и наиболее общую структуру подобного рода соотношений для 
турбулизованной многокомпонентной среды. 

Здесь путем осреднения фундаментального тождества Гиббса, справедли
вого по предположению для микродвижений системы, получено балансовое 
уравнение для осредненной энтропии (S) турбулизованной среды и найден 
явный вид для потока ��> (r, t) энтропии (S) и величины a<s> (r, t) ее локаль
ного производства, обусловленного необратимыми физическими процессами 
как внутри подсистемы среднего движения, так и при взаимодействии с под
системой турбулентного хаоса. Постулираванне для подсистемы турбулентно
го хаоса термодинамического тождества Гиббса позволяет ввести в рассмотре
ние такие ее характеристики, как энтропия Sturь(r, t) и температура �urь(r, t) 
турбулизации, а также пульсационное давление Ptum(r, t) (см. Невзглядов, 
1945 а, б) . Эти обобщенные параметры связаны с турбулентными флуктуаци
ями и динамическими изменениями в квазистационарном состоянии хаоса 
точно таким же образом, как, например, локальная равновесная энтропия 
S(r, t) связана с молекулярными пульсациями и динамическими изменениями 
в квазиравновесном состоянии. При использовании балансового уравнения 
для суммарной энтропии S:t = (S) + Sturь турбулизованной смеси получены 
линейные градиентные соотношения для турбулентных потоков диффузии, 
тепла и тензора рейнольдсовых напряжений. Дан подробный вывод этих соот
ношений для случая изотропной турбулентности, когда статистические свой
ства турбулентного поля не зависят от направления. Выведены обобщенные 
соотношения Стефана-Максвелла для турбулентной многокомпонентной 
диффузии и выражение для турбулентного потока тепла, которые наиболее 
полно описывают тепло- и массаобмен при турбулентном течении смеси. 

3.2. 1. Уравнение баланса средневзвешенной энтропии смеси 

Термодинамический анализ движения турбулизованной многокомпонент
ной среды проведем в предположении, что одноточечные корреляции (.r:d" 8(]") 
для любых (не равных гидродинамической скорости течения и) пульсирующих 
термодинамических параметров .r:d и 8(] малы по сравнению с членами первого 
порядка (.r:d)(!!JJ) и могут быть опущены, т. е. далее будем предполагать, что 

(Pi" 86"} 
(d}([J(J} � 1 ,  (.r:d f. и, 8(] f. и) . (3.2 . 1 )  

Балансовое уравнение для средневзвешенной удельной энтропии (S)(r, t) = 
=.pS/P турбулентной смеси получим путем статистического осреднения (3. 1 .5) 
эволюционного уравнения (2.2.4) для пульсирующей энтропии S: 

75 Dj;;> = � (p(S)) + div(p(S) (и)) = - div(l<s> +.!(s)ь) + a<s> · (3.2.2) 
Здесь a(S) (r, t) = a(S) - локальное производство осредненной энтропии смеси, 
т. е. возникновение величины (S)(r, t) в единицу времени в единице объема 
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среды; �S) и J<US)ь(r, t) = pS" и" - осредненное значение мгновенного молеку
лярного потока энтропии смеси и турбулентный поток энтропии подсистемы 
среднего движения соответственно. 

Для получения (расшифровки) явного вида выражений для величин J(S) ' 
J('S)ь и a(S) в (3.2.2) можно поступить двояким образом: либо осреднить (на
пример, по ансамблю возможных реализаций) их соответствующие мгновен
ные аналоги, либо сопоставить осредненное уравнение (3.2.2) с тем урав
нением, которое получается из осредненного тождества Гиббса (2.2 .5) при 
исключении из него соответствующих субстанциональных производных от 
осредненных параметров состояния среды ( 1/75), (Za) и (Е). Воспользуемся 
здесь последним способом. 

Осредненное тождество Гиббса 
Осреднение справедливого для микродвижений смеси фундаментального 

тождества Гиббса (2.2.5) (записанного вдоль траектории движения центра масс 
физического элементарного объема) приводит к следующему уравнению для 
средневзвешенных удельной энтропии (S) и удельной внутренней энергии (Е) 
смеси (Колесниченко, 1998) 

N _(Т) D(S) = - D(E) _ D(lГp) _ _ � ( ) D(Za) +Ll р Dt р Dt + рр Dt р .i.J f.la Dt . 
а=] 

Здесь введено обозначение 
Ll = -Т" pdSj dt - ( Т) div(pS" и") + div(pE" и") + р div и" -

N N 

(3.2.3) 

- L f.l�'pdZafdt - L (f.la) div(pZ;'и"). (3.2.4) a=l a=l 
Можно показать, что если для осредненных значений термодинамических 

параметров справедливы те же термодинамические соотношения, что и для 
их значений в случае микродвижений (а это имеет место при выполнении 
условия (3.2. 1 )  и, в частности, справедливы следующие основные термодина
мические тождества 

N 
(G) = L (f.la)<Za) = (E) +p(l/75) - ( Т) (S) , е)  a=l 

N 
(3 .2 .5) 

(S)fJ(Т) + L (f.la)fJ(Za) = fJ(E) + pfJ( l/75), е) a=l 
то величина Ll = О  (здесь {) - символ приращения любого вида), т. е. фундамен
тальное тождество Гиббса (3.2.3) в субстанциональной форме сохраняет свой 
«классическиЙ>> вид также и для подсистемы среднего движения (Колесниченко, 
1980а). 

Действительно, осредняя по ансамблю возможных реализаций справедли
вое для любой полевой величины d тождество 

N fJ(pde) - TЩpdS) + p{Jd- L f.la{J(pdZa) = О, a=J 
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будем иметь 
О = б(р(d)(Е)) - ( T)б(p(d)(S)) + рб(d) -

N 
- L (!la)б(p(d) (Za)) = -fJ(pd11 Е11) + ( Т)б(рd11 S) + a=l 

__ N N --:-:-:::-:---=--=-
+ Т" б(рSА) -рбd" + L (!la)б(pZ�' d") + L /1� б(pZad), (3.2.6) 

а= !  а= ! 

причем в силу допущения (3.2.5) левая часть этого равенства равна нулю 
при любых d. Полагая в (3.2.6) последовательно d = 1 и d = и, получим, 
соответственно, следующие два тождества: 

N 

N -�-=-:-
Т" д(рS) + � 11 д(рZа) = О дt .i.J !la дt ' 

a=l 

- L (!la)div(pZ�'и") + div(pE"и") - ( T)div(pS"и") -
а=! 

N - Т" div(pSи) + р div и" - L /1� div(pZaи) = о, е> (3.2.7) 
а�1 

из которых, как легко видеть, и следует Ь. = О. 

Формула для производства средневзвешенной энтропии смеси 
Исключим теперь из правой части осредненного соотношения Гиббса 

(3.2.3) субстанциональные производные от параметров ( 1/Р), (Za) (а = 1 ,  2, . . .  
. . . , N) и (Е) с помощью осредненных уравнений (3 . 1 .21) , (3 . 1 .23) и (3. 1 .54) . 
В результате получим уравнение субстанционального баланса осредненной 
энтропии (S)(r, t) смеси в следующем явном виде [ер. с (2.2.7) и (2.2.8)] 

( N ) qr. - L (!la)JJ' - D(S) · a�l _ _ (i) (е) р� + d1v (Т) -a\S) - а15) + a(S) ' (3.2.8) 

где локальное производство осредненной энтропии определяется соотношением 

= -1- {-(Р. · д ln(T) ) + (п · д(и) ) -a(S) - (Т) q дr . дr 

N 

-
( � J-· F*) -р' div и" +  (Jturb · др ) + р-(Е >} (3 2 9) .i.J а а ( 1/р) дr Ь • • • 

а= !  

Здесь с помощью соотношений 
N 

(A5)(r, t) = - L Va5(J.La) ,  (s = 1 ,  2 ,  . . .  , r) 
а=1  

(3.2. 1 0) 
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нами введены в рассмотрение осредненные химические сродства (As) реакций 
s в турбулизованной реагирующей среде (ер. с (2.2.9) ] ,  а также использованы 
следующие обозначения 

P=.J +Jturb q q q , 
N 

N 
Jq � q - L (ha}Ja, a= l 

N rqиrb = qtиrb _ L (ha}�urb, a=l 
!i' = q"!. - L (ha)J;' qr.(r, t) = (j .+  qtиrb = qr. -p'u" ' a=l 
J; = Ja + �urb ' qturb = qturb - р' и' 1 '  

(3.2. 1 1 ) 

для суммарных потоков диффузии и тепла в многокомпонентном турбулент
ном континууме. Сопоставляя теперь (3.2.8) и (3.2.9) с уравнением (3.2.2), 
получим для двух диффузионных потоков энтропии (осредненного молеку
лярного -'<_s) и турбулентного J(S)ь) ,  а также для производства энтропии (J(S} 
nодсистемы среднего движения, следующие выражения: 

N N 
J(S) = (�) (q- L(.Ua)la) = (�) Jq + L(Sa)J0, (3.2 . 1 2) a= l a=l 

N N nurb = _1_ [-;;tq urb _ � (,U ) nurb] = _l_ Лurb + � (S ),Jturb (3 2 1 3) "(S) ( Т) k.J а "а ( Т) "q k.J а а · · a=l a=i 
(!�2} (r, t) = (�) { - ( !i' · д ��;Т) ) + ( П : д��) ) + f (As)�s -s=i 

- � J'f. .  [<T>_i_( (!la) ) + (h ) д ln( T) -F ] }  ' О  (3 2 14) kJ а дr ( Т) а дr а ,;:; ' · · a=i 
(J��>(r, t) = (�) { (- f�urb .pa) - p' div u" + (J(!,% · Z ) +р(сь>} = �:; .  (3.2. 1 5) a=i 
Здесь (,ua) � (ha) - (Т) (Sа) - осредненное значение парциального химического 
потенциала; положительная величина (!�2} (r, t) определяет скорость локально-
го производства осредненной энтропии (S) смеси, обусловленного необрати
мыми процессами переноса и химическими реакциями внутри nодсистемы 
осредненноrо движения; величина (J��>(r, t) (сток или приток энтропии), как 
будет ясно из дальнейшего, отражает обмен энтропией между nодсистемами 
турбулентного хаоса и осредненного движения. 

Следует отметить, что величина (J��} (r, t) может быть разной по знаку, в 
зависимости от конкретного режима турбулентного течения. Действительно, 
скорость диссипации турбулентной энергии (сь)(r, t) всегда является положи-
тельной величиной. Однако скорость перехода энергии р' div и" (представ
ляющая собой работу, совершаемую над турбулентными вихрями за единицу 
времени в единице объема окружающей средой, как следствие существования 
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пульсаций давления р' и расширения (div и" > О) или сжатия (div и" <  О) ви
хрей) может быть разной по знаку. Величина .1(!/;) · (дjдr)р ""  gp'u3 , представля
ющая собой скорость порождения энергии турбулентности под действием сил 
плавучести, положительна в случае мелкомасштабной турбулентности, однако 
для крупных вихрей она может быть как положительной, так и отрицатель
ной (см. Ван Мигем, 1977). Таким образом, из уравнения (3.2.9) следует, что в 
общем случае энтропия (S) подсистемы среднего движения может, как возрас
тать, так и уменьшаться, что является характерной чертой термадинамически 
открытых систем. 

Заметим также, что отнесение отдельных членов уравнения (3.2 .8) к тур
булентному потоку энтропии или к производству осредненной энтропии до 
некоторой степени неоднозначно: возможен целый ряд альтернативных фор
мулировок, использующих различные определения турбулентного теплового 
потока, отличные от (3.2 .8) . Подобного рода соображения подробно изложе
ны в работах (де Гроот, Мазур, 1964; Дьярмати, 1974) . 

3.2.2. Уравнения баланса энтропии и производство энтропии 
для подсистемы турбулентного хаоса 

Итак, мы убедились, что одной только осредненной по Фавру энтропии (S) 
недостаточно для адекватного описания всех особенностей турбулизованного 
континуума, поскольку она не связана с какими-либо параметрами, харак
теризующими внутреннюю структуру подсистемы турбулентного хаоса, и, в 
частности, с таким первостепенным параметром, как энергия турбулентности 
(осредненная пульсационная кинетическая энергия единицы массы среды) 

(b)(r, t) = plи" l2 j2p. (3.2. 16) 
В связи с этим, при разработке феноменологической модели турбулентно

сти представляется целесообразным термодинамическое рассмотрение также 
и подсистемы турбулентного хаоса. Эта цель может быть достигнута путем 
расширения числа независимых переменных при термодинамическом опи
сании этой подсистемы, находящейся в случае сильно развитой турбулент
ности в неравновесно-стационарном состоянии. Будем далее охарактеризо
вывать физически элементарный объем dr турбулентного хаоса (как правило, 
при построении модели сплошной среды бесконечно малые частицы рассмат
риваются как термодинамические системы, для которых определены физиче
ские понятия о внутреннем состоянии) следующими структурными парамет
рами: экстенсивными переменными состояния Eturь(r, t) (плотность внутрен
ней энергии турбулизации) и Sturь(r, t) (обобщенная локальная энтропия тур
булизации) и интенсивными переменными состояния Tturь(r, t) (обобщенная 
температура турбулизации, характеризующая степень интенсивности турбу
лентных пульсаций) и Pturь(r, t) (давление турбулизации) (Блэкадар, 1955) . При 
этом важно отметить, что такие обобщенные параметры состояния хаоса, как 
энтропия Sturь и энергия Eturb турбулизации (рассматриваемые далее в качестве 
первичных концепций) вводятся здесь а priori для обеспечения связности тео
рии и не имеют, вообще говоря, точной физической интерпретации (см. Жоу 
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и др. ,  2006) . Тем не менее далее предполагается, что термодинамические со
отношения обшего характера, справедливые в квазиравновесном состоянии, 
остаются в силе также и для квазистационарного состояния турбулентного 
хаоса. В частности, важным моментом является формулировка второго зако
на термодинамики, который служит исключительно в качестве ограничения 
на форму представления соответствующих конститутивных уравнений. Под 
допустимыми физически реальными процессами (т. е. процессами, в которых 
в рамках применяемой модели турбулентного движения последовательность 
состояний может осуществляться с течением времени) в нашем рассмотре
нии понимается решение балансовых уравнений сохранения, дополненных 
определяющими соотношениями (полученными обычным способом) при вы
полнении принципа Клаузиуса, согласно которому изменения суммарной эн
тропии S"L = ( < S > +Sturь) турбулизованной системы, вызванные внутренними 
необратимыми процессами, могут быть только положительными или (в край
нем случае) равным нулю. 

Перейдем теперь к следствиям из этого формализма. Следуя изящному 
методу Гиббса (см. ,  например, Мюнстер, 2002) , выберем в качестве локаль
ной характеристической функции (содержащей все термодинамические сведе
ния о подсистеме турбулентного хаоса в стационарном состоянии) следующее 
фундаментальное уравнение Гиббса (в интегральном виде) для обобщенной 
энтропии: 

(3.2. 1 7) 

это функциональное соотношение считается заданным а priori. Примем те
перь, как это делается обычно при формализованном построении классиче
ской лакально-равновесной термодинамики, следующие определения сопря
женных переменных Tturь(r, t) и Pturь(r, t) (считая, что все указанные произ
водные положительны) :  

Тогда интенсивным переменным Tturь(r, t )  и Pturь(r, t )  можно приписать смысл 
соответственно обобщенной температуры и давления (турбулизации). Соот
ветствующая дифференциальная форма фундаментального уравнения Гиббса 
(3 .2 . 1 7) ,  записанная вдоль траектории движения центра масс физически эле
ментарного объема, принимает вид 

(3 .2 . 1 8 )  

Очевидно, что различного рода функциональные связи между перемен
ными Eturb ' �urb ' Pturь и Sturb ' которые могут быть получены обычным для 
термодинамики способом из (3.2 . 1 8) ,  допустимо интерпретировать как <<урав
нения состояния» рассматриваемой подсистемы. Далее будем отождествлять 
величину Eturb (r, t) с энергией турбулентности 

Eturь(r, t) = (b)(r, t) + const = piu"i2 j2p + const (3 .2 . 1 9) 
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и полагать, что подсистема турбулентного хаоса в термодинамическом смыс
ле является совершенным классическим газом с тремя степенями свободы, 
по которым энергия распределена равномерно (ключевые гипотезы модели). 
Тогда, в частности, имеем 

(Ь) - turь т - з fИ* Т - 3 ;- fИ* Т -- Cv turb - 2 turb - 2 Pturb р, Pturb = turьP, 
5 

sturb = � [И* 1n(pturь1Pj )  + const. 
(3.2.20) 

Соответствующее уравнение баланса для энтропии турбулизации Sturь по
лучим из (3.2. 1 8) выполненным выше способом [см. п. 2.2] с помощью урав
нения (3. 1 .2 1 ) для удельного объема ( 1/Р) и балансового уравнения (3. 1 .69) 
для турбулентной энергии (Ь); в результате получим: 

где 

J. = -1 - (Р(Iи" 12/2 + р' / р)и" -П 
· и") = -1-P,urb

, (S,u,ь) �urb �urb (Ь) 

о (i) _ _  1_ {-( nurb .  д 1п �u,ь ) (я .  д( и) ) d" ( >} ${Jl(S ) - Т. "(ь) д + . д +pturb lV U , turb turb r r 

(3 .2 .21) 

(3.2.22) 

(3.2.23) 
N 

а<
<� > = +-{(L .r:шь · т•) + р' div и" - (.Jli?J · аодр ) - р(сь>} = - �Е.ь . (3.2.24) 

turo 1 turb a=l 
а р r 1 tu<b 

Здесь J.(S ) (r, t) - субстанциональный поток энтропии st ь подсистемы тур-- ur 
булентного хаоса· величины a(i) и а<е) имеют смысл, соответственно, ско-' (Stшь) (S,иro) 
ростей локального производства и стока пульсационной энтропии Sturь· Для дальнейшего анализа удобно разложить градиент осредненной скоро
сти д(и)/дr (тензор второго ранга) в выражениях (3.2. 14) и (3 .2 .23) на симмет
рическую и антисимметрическую части [см. (2.2. 1 1 ) ] . 

д(и)/дr = (д(u)/дr)s + (д(и)/дr)а = S + +и div(u) + (д(и)/дr)а , (3.2.25) 
а симметричный тензор напряжений Рейнольдса R (учитывая уравнение со
стояния (3.2.20)) представить следующим образом 

где 

о 1 2 -R=R- з(R : и) и =R + Рtиrьи = R+ зР(Ь)и, 

1 Pturb = -з(R : и), D =  (д(u)jдr)s, 
о о 1 S = D = (д(u)jдr)s = D- З и div(u) 

(3.2.26) 

(3.2.27) 
- соответственно давление турбулизации, тензор скорости деформации и тен-
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зор скорости сдвига и для турбулизованного континуума. Тогда скалярное 
произведение тензора Рейнольдса и градиента скорости можно записать еле

о о 
дующим образом (R : (д/дr)(u)) = R : D - Pturь div(u), а уравнение баланса для 
энтропии турбулизации sturb (3.2.2 1 )  приобретает вид 

р DS,urь + div{ -1 - .fl(bu)rЬ
} 

= -J--{-(.r(bu)rЬ .  д lnд
T,urь ) + R : D - 3Е ь

}
· (3.2.28) Dt Т,uгь ' turЬ r , 

При написании (3.2.28) использовано то обстоятельство, что скалярное про
изведение симметрического и антисимметрического тензоров всегда равно нулю. 

3.2.3. Балансовое уравнение для суммарной энтропии 
турбулизованноrо континуума 

Введение двух энтропий (S) и Sturь конкретизирует наше представление об 
исходном турбулизованном континууме, как о термодинамическом комплек
се, состоящем из двух взаимно открытых подсистем - подсистемы среднего 
движения и подсистемы турбулентного хаоса. Из (3.2.8) и (3 .2.28) следует 
уравнение баланса для суммарной энтропии S'L = ( < S > +Sturь) многокомпо
нентной системы 

где 

DS { purь ( qL - a;I (IIa)J;) } 
- I. + d' (Ь) + ----"-;-;;;;---- - = (i) + (i) + р-- IV - - a'L - a(S) а Stu� a(S) ,S,u� , Dt Tturb ( Т) '" '" 

(3.2.29) 

_ 1 п; д In( T) _ . - . О { ( ) о 
O .;; a'L = ( Т) - Jq · -a-r - + JТ dtv(u) + П . D +  

N 
<"'�' = - ( "' лшь . F ) -р' div и" + ( лшь · ifJi ) + p-(r ) (3 2 3 1 )  "Е,Ь � Ja а J(l/p) дr '-'Ь ' . .  

a=l 
а = а(е) + а< е) (3.2.32) (S),Sшrь - (S) Stшь . 

Отсюда видно, что локальное производство суммарной энтропии a'L, связан
ное с необратимыми процессами внутри турбулизованного континуума, опре

о 
деляется следующим набором термодинамических потоков Ji, �s ' IJ", Ji, П, 

о 
.!(ь)

ь
, Pturb '  R, 3Е,ь и сопряженных им термодинамических сил [ер. с формула-
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ми (2.2. 1 8)-(2.2.22)] 

:t _ l д( Т) д ( 1 ) yq = - ( Т)2 ---;;;:-- = д; (Т) ' 
У: - l дTturb (b) = - � -a;-turb 

(s = 1 ,  2, . . .  , r) , 

1 о 
Уя = --т-D, 

turb 

(3.2.33) 

(3.2.34) 

(3.2.35) 

(3.2.36) 

(3.2.37) 

(3 .2 .38) 

При использовании этих оnределений, величина nроизводства энтропии u:t 
может быть заnисана в следующей билинейной форме 

a(i) 
(S) 

отвечающей трем независимым источникам неравновесных процессов в тур
булизоваиной смеси, имеющих существенно различную физическую природу. 

Согласно основному постулату обобщенной неравновесной термодина
мики [см. п.  2 .2] , в том случае, когда термодинамическая система нахо
дится вблизи локального равновесия или вблизи устойчивого стационарно
неравновесного состояния, термодинамические потоки могут быть представ
лены в виде линейных функций от сопряженных им макроскопических сил: 
Jyi = 2: Li{X61 (у, Ь = 1 , 2, . . .  , /). Важно отметить, что выражение (3.2.39) nоз-

б у 
валяет получить определяющие соотношения для трех основных режимов те
чения турбулизованной смеси - для осредненного ламинарного режима, для 
режима развитой турбулентности, когда турбулентные потоки переноса зна
чительно эффективнее соответствующих осредненных молекулярных пото
ков (R » П, qturb » q и т. п . ) ,  и, наконец, в общем случае, когда процессы 
осредненного молекулярного и турбулентного переноса сравнимы по резуль
тативности. Как видно из (3.2.39), спектр возможных перекрестных эффек
тов для турбулентного режима течения значительно расширяется no срав-
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нению с ламинарным режимом. Так, например, приведенный поток тепла 
-- N 

lJ' = q� - р'и" - L (ha)f!; ,  в турбулизованном континууме появляется не толь-
а= !  

ко под влиянием сопряженной с ним термодинамической силы У;, но и бла
годаря воздействию силы l(ь) ,  сопряженной с потоком .!(Ь)ь (описывающим 
«диффузионный>> перенос турбулентной энергии). Однако в настоящее время 
нет, к сожалению, надежных экспериментальных данных, количественно опи
сывающих перекрестные эффекты подобного рода в турбулизованной среде. 
Кроме того, обычно вклад любых перекрестных эффектов в общую скорость 
процесса переноса на порядок меньше по сравнению с прямыми эффекта
ми (см. де Гроот, Мазур, 1964). С учетом этих обстоятельств, будем далее 
пользоваться требованиями положительности интенсивностей производства 
суммарной энтропии a((si)> , a8U> a(S) s независимо друг от друга, т. е. полагая, 

v turЬ ' turb что на любые линеиные связи, относящиеся, например, к подсистеме осред-
ненного движения (в частности, между симметричной частью осредненного 

о 
тензора вязких напряжений П со следом, равным нулю, и тензорной силой 
вязкости Уп) подсистема турбулентного хаоса (тензорная сила Ул) не оказы
вает заметного влияния. Будем также без специальных оговорок опускать ряд 
перекрестных эффектов в линейных конститутивных соотношениях. 

В заключение сделаем два замечания: 
• Величина a(S) s , описывающая производство энтропии внутри пол

ной системы за сЧетrЬ необратимого обмена энтропией между подсистема
ми турбулентного хаоса и осредненного движения, в силу второго закона 
термодинамики также всегда положительна. Поэтому «направление» термо
динамического потока �Е ь(r, t) определяется знаком функции состояния 
УЕ,ь = ( 1/(Т) - 1/�urь) ,  которую следует рассматривать как сопряженную тер
модинамическую силу (макроскопическую причину), вызывающую этот поток 
энтропии. Известно, что подобный обмен энтропией между двумя взаимно 
открытыми подсистемами является непременным условием структурирован
ного коллективного поведения, т. е. может быть источником самоорганизации 
в одной из них (см. гл. 5). 

• В общем случае матрица феноменологических коэффициентов L� для 
турбулизованного континуума будет зависеть не только от осредненных па
раметров состояния (температуры, плотности и т. п.) ,  но и от характеристик 
самой турбулентной надструктуры, например, от параметров р, (с6) и �urь 
(или (Ь) ). Подобная ситуация, при которой имеется функциональная зависи
мость тензора кинематических коэффициентов Li� от самих термодинамиче
ских потоков (например, от скорости диссипацииrтурбулентной энергии (сь )) , 
типична, как известно, для самоорганизующихся систем (см. Хакен, 1985; 
1991). Она может привести, вообще говоря, к тому, что отдельные слагаемые 
в сумме а1: не будут положительно определенными, хотя сама сумма а1: � О. В 
этом случае суперпозиция различных потоков может приводить в принципе к 
отрицательным значениям отдельных диагональных элементов матрицы Li�, 
чем, вероятно, и объясняется эффект отрицательной вязкости, в некоторlrх 
турбулентных течениях (см. гл. 5 и 8). 
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3.2.4. Линейные замыкающие соотношения 
для турбулнзованной многокомпонентной смеси rазов 

Для конкретизации градиентных замыкающих соотношений (конститу
тивных законов Онзагера) , связывающих между собой осредненные моле
кулярные и турбулентные термодинамические потоки с соответствующими 
термодинамическими силами, воспользуемся теперь формализмом нерав
новесной термодинамики, изложенным в п. 2.2. Рассмотрим здесь общий 
случай, когда процессы осредненного молекулярного и турбулентного пе
реноса сопоставимы по значимости, и ограничимся выводом подобного 
рода соотношений для мезо- и мелкомасштабной турбулентности, для ко
торой, как известно, наблюдается тенденция к установлению локальной 
статистической изотролиости ее характеристик (статистические свойства 
турбулентного течения в этом случае не зависят от направления). Дан
ный подход легко обобщается на случай неизотропной (крупномасштабной) 
турбулентности. 

Как известно из общей теории тензорных функций (см. Седов, 1984), 
свойства симметрии изотропных сред вполне характеризуются метрическим 
те изором gii: все тензоры будут тензорными функциями только метрическо
го тензора, в частности, L� = LyolP (у, {) = 1 ,  2 ,  . . .  , f) , где Lуб - скалярные 
коэффициенты. Кроме этого, благодаря отсутствию интерференции потоков 
и термодинамических сил различной тензорной размерности в изотропной 
системе (принцип Кюри) ,  можно рассматривать, например, явления, опи
сываемые полярными векторами (теплопроводность или диффузия) незави
симо от явлений скалярных и тензорных (см. де Гроот, Мазур, 1964) . То
гда, принимая дополнительную гипотезу о марковости системы (когда по
токи в данный момент времени зависят от обобщенных сил, взятых в тот 
же самый момент времени), из (3.2.39) получим следующие феноменологиче
ские соотношения (записанные в прямоугольной системе координат, gii = {jiJ) 
(Колесниченко, 1998) : 

N N 
P = q:E - p'u" - �(h )f:E = L:E _!!_ (-1-) + � L:E У* q � а а qq дr ( Т) � qfЗ f3 ' 

=1 �1  

_JJ -{ ( д(uk) д( и) ) 2 . } (П) Jk = L( Уп) Jk = .и  � + а;;;- - 3/jik div(u) ' 

Л =  :';) ( div(u) + t lлs(A)) � lie div(u) , s= l  
- div(u) � (А) 
�s = -lsл� + � Zsm (i') '  

m= l  
(s  = 1 ,  2, . . .  , r) , 

(3.2.40) 

(3.2.4 1 )  

(3.2.42) 

(3.2.43) 

(3 .2.44) 
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(R) jk = - � p(b)bjk + Lturь( YR)jk = 

_ 2 -(Ь).�; turь{ ( д(uk) д(и) ) 2 .�; . ( >} 
-

-зР ujk + J1 ах;- +  --ах;- - )ujk d1v и , 

Здесь формулами 

,r,шь - lь д'f;иrь - .Uturb д(Ь) 
(Ь) 

- - �rb ---а,:-
-

-а;:- ---а;:- ' 

turb = L j2Т. J1 - turb turb ' 
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(3.2.45) 

(3.2.46) 

(3 .2.47) 

(3.2.48) 

введены осредненные молекулярные коэффициенты вязкости !i(r, t) и второй 
вязкости Ji8(r, t), необходимые для определения осредненного тензора вяз-
ких напряжений П, а также коэффициенты турбулентной вязкости Jlturь(r, t) и 
кинематической турбулентной вязкости vturb(r, t), определяющие тензор тур
булентных напряжений R. Коэффициент (Jь представляет собой <<число Пран
дтля» для турбулентной энергии, значение которого обычно предполагается 
постоянным. Скалярные кинематические коэффициенты L;/3 и L"f;/3, как и в 
ламинарном случае [см. формулы (2.3.6) и (2. 3.8)] удовлетворяют условиям 
симметрии Онзагера-Казимира L"f;fЗ = L�a (а, /3 = l ,  2, . . .  , N) и условиям 

N 
L maL;a = О, ( ' ) a= l  

N 
L maL"f;/3 = 0, (/3 = 1, 2, . . .  , N). е) 
a= l  

(3.2.49) 

Следует иметь в виду, что в отличие от обычных коэффициентов 71 и 718 моле
кулярной вязкости, коэффициент турбулентной вязкости Jlturь характеризует 
не физические свойства жидкости, а статистические свойства ее пульсацион
ного движения; именно поэтому он может в некоторых случаях принимать 
отрицательные значения. Кроме этого, известное увеличение турбулентной 
вязкости по сравнению с ее молекулярным аналогом лишний раз свидетель
ствует о балыпей уnорядоченности (организованности) турбулентного дви
жения по сравнению с ламинарным. Действительно, при ламинарном движе
нии вязкость определяется передачей импульса на хаотическом молекулярном 
уровне. При турбулентном же движении передача импульса от слоя к слою 
осуществляется коллективными степенями свободы, а это является несомнен
ным признаком его большей упорядоченности. 

По поводу определяющего соотношения (3.2.45) для тензора R заметим 
следующее: в случае учета анизотропии турбулентного поля оно значитель
но усложняется, поскольку требует замены скалярного коэффициента турбу
лентной вязкости Jlturь тензором (4-го ранга) [см. гл. 7, а также монографию 
(Монин, Яглом, 1992)] . Отметим также, что нам удалось получить здесь опре
деляющее соотношение (в стандартном виде) 

(3.2.42*) 
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для осредненного тензора вязких напряжений непосредственно, т. е. без при
влечения соответствующего регулярного аналога [см. (2.3 .9)] для ламинарного 
режима движения и его последующего осреднения. 

Линейный закон (3.2.44), как видим, можно использовать и при получе
нии предельной формы выражений для осредненных скоростей химических 
реакций вблизи состояния химического равновесия. Однако, поскольку этот 
результат имеет ограниченную область применимости, мы здесь на нем оста
навливаться не будем, перенеся более подробное рассмотрение в гл. 4. 

Теплопроводность и диффузия в турбулизованной смеси 

Пользуясь полным формальным сходством определяющих соотношений 
для векторных турбулентных процессов диффузии и тепла, задаваемых фор
мулами (3.2.40) и (3.2.41 ) ,  с аналогичными соотношениями для ламинарного 
режима течения [см. (2.3 . 1 )  и (2.3 .2)] , перепишем (используя развитый в п. 2.3 
подход) формулы (3.2.40) и (3.2.4 1 )  в следующем виде 

(a = 1 , 2, . . .  , N) ,  (3.2.50) 

(3.2. 5 1 )  

где 

(3.2.52) 

- обобщенные термодинамические силы для турбулентного режима движе
ния смеси, которые аналогичны соответствующим выражениям (2.3 . 1 5) для 
регулярного движения и могут быть введены в рассмотрение для турбулиза
ванной смеси с помощью соотношений 

d!urb = - (T)nfJ У* - (С  ) д !n Р PtJ � (Z )F f3 р f3 f3 дr + р � а а'  
a=l 

N 1: tr,.иrь = о, е) 
a=l 

(3.2.53) 

т. е. точно таким же способом, как это бьmо сделано в п. 2.3 .3 (здесь ( С/3) = 

= m/i/3/P - осредненная по Фавру массовая концентрация частиц сорта (J). 
В соотношениях (3.2.50) и (3.2.5 1 ) ,  по аналогии с формулами для ламинар

ного режима течения жидкости, введены симметричные многокомпонентные 
коэффициенты турбулентной диффузии n;/3 (а, (J =  1 ,  2, . . .  , N),  коэффи-
циенты турбулентной термадиффузии D'J/3 ((J = 1 ,  2, . . .  , N) и коэффициент 
турбулентной теплопроводности Л 1: для многокомпонентного газа с помощью 
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следующих определений 

(3.2.53*) 

причем скалярные коэффициенты турбулентного переноса D�fJ и D'{;fJ, в силу 
(3.2.49), удовлетворяют условиям 

N N L ( Ca)D�a(J = О, a=l L ( Ca>D'{;rз = О, a= l  
(а, [3= 1 , 2, . . .  , N). (3.2.54) 

Определенные формулой (3.2.53) коэффициенты являются эффективными ко
эффициентами переноса, которые обусловлены не только молекулярным пе
реносом массы и тепла от одних объемов жидкости к другим, но турбулент
ным перемешиванием, создаваемым пульсациями скорости завихренной жид-
кости· поэтому можно считать что D� = 75 + Dtyrb J:L = I + Xturb Поскольку ' ' a(J a(J а/3 ' · 

перекрестные процессы, связанные с термадиффузией и диффузионной теп
лопроводностью, для турбулизованных смесей на сегодня совершенно не изу
чены, то далее мы будем ими пренебрегать, полагая, что D�afJ � О. 

Таким образом, определяющие соотношения для потоков турбулентной 
диффузии и тепла могут быть записаны в следующем окончательном виде 

N 
J� = --n "" D� ..1turb (а 1 2 N) а а "-' afJ"� ' = ' ' · · · ' ' fJ=i 

д(Т) N 
q� - р'и" = -AL --a,:- + L (hrз)Jj. 

fJ=i 

(3.2.55) 

(3.2.56) 

Эти соотношения наиболее полно описывают процессы тепло- и массопере
носа в развитом изотропном турбулентном течении многокомпонентной газо
вой смеси. К сожалению, в силу ограниченности экспериментальных данных 
по многокомпонентным коэффициентам турбулентной диффузии на данном 
этапе развития феноменологической теории турбулентности на практике при
ходится пользоваться более упрощенными моделями. К этому следует доба
вить, что определение введенных здесь коэффициентов турбулентного обмена, 
в частности коэффициентов D�fJ' может быть проведено в рамках, так назы
ваемой, К -теории развитой турбулентности, с привлечением дополнительных 
уравнений переноса для парных корреляций пульсирующих термагидродина
мических параметров смеси [см. гл. 4] . 

Обобщенные соотношения Стефана-Максвелла для турбулизованной смеси 
Так же как в случае ламинарного тепло- и массопереноса смеси, определя

ющие соотношения (3.2.55) и (3.2.56) для турбулентных потоков диффузии и 
тепла удобно (в частности, при численном моделировании многокомпонент
ных течений) привести к виду обобщенных соотношений Стефана-Максвел
ла, включающих бинарные (для бинарной смеси) коэффициенты турбулент
ной диффузии flJ'{;fJ. Это связано с тем, что, в отличие от многокомпонентных 
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коэффициентов диффузии D-;:;13, для коэффициентов �;;13 легче, вообще гово
ря, воспользоваться эмпирическими данными. 

Процедура вывода обобщенных соотношений Стефана-Максвелла для 
многокомпонентной диффузии в турбулентном потоке ничем не отличается 
от той, которую мы провели в п. 2.3.4 при выводе этих соотношений в слу
чае ламинарного режима движения смеси. Используя эту аналогию, приведем 
сразу окончательный результат (Колесничентсо, 1998): 

где 

N 

(/3 = 1 ,  2 ,  . . .  , N - 1 ) ;  L m13J; = o, a=l 
(3.2.57) 

В случае прямого численного решения этих соотношений относительно тур
булентных диффузионных потоков J;, их удобно, по аналогии с ламинарным 
движением смеси, привести к форме обобщенного закона Фика [см. формулу 
(2.3 .6 1 ) ] .  В результате получим 

(3.2.58) 

где 

бJ"1:. =n D"J:.{- д ln A - ( 1 - � ) д ln p + f3 /3 /3  дr А дr 

+ ; (F13 -m13 �<za>Fa) + � � �Ър } ; (3.2.59) 

а#/3 

D"J:. = (_l � �)-I f3 п � 92JL ' 
а=] ар 
aff3 

N N 

Л = L mana/L na = � · 

a=l a= l 
(3.2.60) 

Введение эффективного коэффициента диффузии D� дает возможность суще
ственно упростить численное решение задачи, несмотря на то, что обобщен
ный закон Фика в форме (3.2.58) не позволяет рассматривать в общем случае 
каждое диффузионное уравнение (3 . 1 .23) отдельно от других. Однако так как 
для численного решения задач и как правило используются методы после
довательных приближений, то наличие члена bif в (3.2.58) часто не имеет 
решающего значения. 

Из соотношений (3.2.58)-(3.2.60) видно, что обычный закон диффузии 
Фика строго выполняется для турбулизованной смеси в следующих случаях: 
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а) термадиффузия пренебрежимо мала; б) смесь является бинарной; в) отне
сенная к единице массы массовая сила одна и та же для каждого компонента 
(Fа!та = Fр/тр) ; г) либо градиенты давления равны нулю, либо молекулярные 
веса обоих веществ одинаковы (если та = тfJ = т, то и д= т). Эти условия 
являются довольно жесткими и их при моделировании реальных процессов 
турбулентного переноса зачастую бывает трудно оправдать. Тем не менее вви
ду сложности обобщенных соотношений Стефана-Максвелла для многоком
понентной диффузии и недостаточной изученности турбулентных коэффици
ентов fl!;;fJ, во многих аналитических приложениях для простоты может быть 
использован обобщенный закон диффузии Фика (3.2.58) (без учета второго 
слагаемого в правой части).  При этом для сохранения интегрального условия 
баланса масс L тpfJ" = О, необходимо считать, что все коэффициенты Уилке а 
равны между собой, D/3rЬ = nturь. 

3.2.5. Формулы для определения корреляций, 
включающих пульсацию плотности 

Рассмотрим теперь вывод определяющего соотношения для турбулентного 
потока удельного объема l(r/�) , который остается пока неизвестным. В отличие 
от одножидкостного турбулизованного континуума, в котором эффекты сжи
маемости часто пренебрежимо малы, в многокомпонентной химически ак
тивной турбулентной среде полная массовая плотность p(r, t) в общем случае 
значительно изменяется от точки к точке, например в результате образования 
новых компонентов и локального вьщеления тепла в химических реакциях. 
Как мы уже видели, в случае учета (в модели турбулентности) сжимаемо
сти массовой плотности, в уравнение притока тепла для среднего движения 
(3 . 1 .54) , а также в уравнение баланса турбулентной энергии (3. 1 .69) входит еще 
одна неизвестная корреляционная функция l(r/�) = p( lfp)"u" = и" =  -р'и" ГР
турбулентный поток удельного объема. Подобного типа корреляционные мо
менты (например, p'Z�'(P, р'Т"ГР и т. п.) фигурируют также и в некоторых 
других уравнениях переноса вторых моментов локальных характеристик тур
булентного поля, которые будут далее привлекаться к рассмотрению при раз
работке усложненных моделей многокомпонентной турбулентности второго 
приближения [см. гл. 4] . 

Следует отметить, что в случае так называемых развитых турбулентных те
чений, когда скорости производства и диссипации энергии турбулентности 
приблизительно равны между собой, эти дополнительные балансовые урав
нения для вторых корреляционных моментов превращаются из дифференци
альных в систему алгебраических соотношений, связываютих между собой 
искомые корреляционные моменты второго порядка (типа pd" [XJ" и pd" [XJ") 
и градиенты осредненных скоростей,  температур и концентраций отдельных 
компонентов смеси. Именно эти соотношения часто могут быть использова
ны для установления различного вида усложненных алгебраических зависи
мостей для коэффициентов турбулентного обмена от градиентов осредненных 
определяющих параметров среды. 
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Для определения корреляций вида d" = -р' d" ГР необходимо, в общем 
случае, привлекать специальные дифференциальные уравнения для них, ко
торые содержат, в свою очередь, целый ряд новых корреляционных членов, 
уже совсем плохо поддающихся моделированию. Тем не менее такой подход 
обсуждался в литературе (см. например, Сб. «Методы расчета турбулентных 
течений», 1984; Колесниченко, Марав, 1999). Вместе с тем, возможен более 
простой путь определения корреляций р' d" ГР, позволяющий связать их ал
гебраически с турбулентными потоками диффузии и тепла. Основой этого 
является то обстоятельство, что часто относительные пульсации плотности, 
вызванные пульсациями давления, пренебрежимо малы по сравнению с их 
вариациями ,  вызванными пульсациями температуры и концентраций отдель
ных компонентов многокомпонентной среды. 

Для вывода подобного рода алгебраических связей наЙдем прежде всего 
выражение для пульсаций плотности р' газовой смеси. С этой целью перепи
шем уравнение состояния для многокомпонентной смеси совершенных газов 

в виде 

N р =!У[*рТ, !У[* = kвnfp = kв L za a=l 

pj р = (!У[*) ( Т) + (!У[*)" (Т) + (!У[*) Т" + (!У[*)" Т" = 
N N 

(3.2.6 1 )  

= (!У[*) (Т) + k8 (Т) L Z�' + (!Y[*) T" + k8 _L (Z�' T") . (3.2 .62) 
а= 1  a= l 

Здесь актуальные значения величин Т и R* записаны в виде суммы осред
ненных и пульсационных значений Т =  (Т) + Т" и (!У[* = (!У[* ) + (!У[*)") , и ис
пользованы легко выводимые соотношения 

N 

(!У[*) = k8 L (Za) = k8njp, 
а= 1  

N (!У[*)" = kв L Z�' .  
а=1 

(3.2.63) 

Осредним теперь по Фавру выражение (3.2 .62), в результате будем иметь 

N 

(:И*) ( Т) = РГР-k8 L (Z;' Т"). (3 .2 .64) 
а=1 

Если с помощью этого выражения исключить (!У[* ) (Т) из (3.2 .64), предвари
тельно переписанного в виде 

N N 

р = ppjp + (!У[*)рТ" + k8p( Т) L Z�' + k8p L (Z�' Т") -
a=l a=l 

N N N - k8p L (Z�' Т") = р + рр' ГР+ (!У[* )рТ" + k8p( Т) L Z�' + k8p L (Z�' Т")" , 
а=1 a= l a=l 

то в результате получим искомое точное соотношение 

N N � = � (p' - (!Y[*)pT" - k8( T)p L Z�' - k8p L <Z;' T")") , 
а=1 а=1 

(3 .2.65) 



§ 3.2. Реелогические соотношения для турбулентных потоков 223 

связывающее турбулентные пульсации массовой плотности р' с пульсациями 
давления, температуры и концентраций отдельных компонент газовой смеси. 

Отметим, что при разработке моделей турбулентности второго приближе
ния удобно в выражении (3.2.65) выразить пульсации температуры Т" через 
пульсации энтальпии Н". Это связано с тем, что для многокомпонентной 
смеси уравнения переноса вторых корреляционных моментов, содержащих 
пульсации температуры, значительно сложнее уравнений переноса момен
тов, содержащих пульсации полной энтальпии смеси (см. гл. 4). В частности, 
балансовое уравнение для среднего квадрата пульсаций энтальпии (Н"2) ,  в 
отличие от аналогичного уравнения для дисперсии ( Т"2) ,  не содержит в себе 
большого числа парных корреляций (Z�' T") ,  присутствие которых в уравне
нии для ( Т"2) определяется, в конечном счете, наличием химического источ
ника тепловой энергии в мгновенном уравнении для температуры [ер. урав
нения (2. 1 .24) и (2. 1 .29) ] .  Для исключения флуктуаций Т" из (3.2.65) будем 
использовать соотношение (3. 1 .45), записанное в виде 

(еР) Т" = Н" - 'JJha)Z�' ·  (3 . 1 .45*) 
а 

Наконец, для вычисления искомой корреляции d" = -р' d" ГР умножим 
(3.2.65) на d" и осредним полученное выражение по ансамблю возмож
ных реализаций. В результате, после отбрасывания корреляционных моментов 

третьего nорядка, получим 

d" = - Р'-'.!." + �.91!< *)) (рн" d" - � (h )pZ" d" ) + 
kв�Т) � pZ" d". (3.2.66) р р е � а а р � а Р a=i a=i 

Соотношение (3.2.66) будет использовано в дальнейшем как nри nостроении 
относительно простых моделей многокомпонентной турбулентности, осно
ванных на градиентных схемах замыкания, так и при конструировании более 
сложных моделей турбулентности, основанных на дифференциальных урав
нениях переноса для различных вторых корреляционных моментов пульсиру
ющих термагидродинамических величин [см. гл. 4] . 

Отождествим теперь в общей формуле (3.2.66) параметр d последователь
но с гидродинамической скоростью течения и, с удельной числовой плот
ностью Za и энтальпией смеси Н; в результате получим ряд ключевых для 
полуэмпирического моделирования многокомпонентной турбулентности (при 
использовании весового осреднения Фавра) соотношений 

N 
rturЬ _ р'и" _ р'и" 1 тturb 1 � JT 

"(l/p) = - --р- - --р + р(еР)(Т) "q 
+ 

п � а '  a=i 
(3.2.67) 

--- --- ( N 
) 

N 
Н" = - р' I_!." = -

р' I_!." + ( �(
Т
) рН"2 - � (h )pZ" Н" + � � pZ" Н" , (3.2.68) р р р е � а а n � а Р a=i a=i 

Z" = _ P'_ZJ/ = _ P'_ZJ/ + 1 (рН" Z"- � (h )pZ" z") + -_1 � pZ" Z". (3 2 69) 
f3 р р р(е )(Т) f3 � а а f3 n � а f3 • • 

Р а=! a=i 
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Следует иметь в виду, что в случае течений с малыми числами Маха Ма 
в формуле (3.2 .65) можно пренебречь относительными турбулентными пуль
сациями давления по сравнению с относительными пульсациями плотности 
и/или температуры, что означает также возможность отбрасывания первых 
слагаемых в формулах (3.2.67)-(3.2.69). Это положение известно как гипоте
за Морковина, справедливость которой для течений без химических реакций 
бьша подтверждена вплоть до Ма = 5 (Морковин, 1961) . В частности, для выну
жденной конвекции в земной атмосфере, существенно проявляющейся толь
ко в тех струйных течениях, в которых градиенты скорости ветра достигают 
достаточно больших значений, отношения пульсаций р' ,  р' и Т" к соответ
ствующим средним значениям р, р и ( Т) имеют следующий порядок величин 
(см. Ван Мигем, 1977) 

IP' I/P "" I T" I/( T) "" I0-4 , IP' IГP "" lo-s . (3 .2.70) 
В то же время масштаб турбулентных пульсаций давления для режима сво
бодной конвекции в земной атмосфере, как правило, значительно больше, 
чем для вынужденной конвекции, и потому члены с пульсациями давления 
р' в формуле (3.2.65) отбрасывать, вообще говоря, нельзя. 

3.2.6. Реолоmческие соотношения для турбулентных потоков диффузии 
и тепла в случае сильно развитой турбулентности 

В разделе 3 .2.4 мы вывели определяющие соотношения (3 .2 .55) и (3 .2 .56) 
для турбулентных потоков диффузии .r,;urь и тепла qturb для случая, когда мо
лекулярный и турбулентный перенос вещества и энергии равноценны по их 
вкладу в динамику и энергетику потока. Получим теперь аналогичные соот
ношения для сильно развитой турбулентности, когда турбулентное переме
шивание значительно эффективнее молекулярного, т. е. когда R » П, qturb » q 
и т. п. В этом случае температура турбулизации T1urь • являюшаяся, как из
вестно, мерой интенсивности турбулентного перемешивания, много больше 
осредненной температуры смеси ( Т) - характеристики средней энергии в хао
тическом тепловом движении атомов. С учетом неравенства �urь » (Т), выра
жение (3.2.30) для скорости возникновения суммарной энтропии a:r, системы 
может быть представлено в виде 
о _ i'turb { д ( 1 ) 1 iГр }  тturb д ( 1 ) � a:r, = Jq · дr (Т) + р(сР) (Т)2 дr + J(b) · а, Tturь + 

N } urb д (!la) д 1 1 iГр + L .r,; · {-т,( т) + (ha>arCп ) + (Т)п аг + a=l 
1 О . О � - (А) 1 _ + Т,urb R · D + � �s т + ( Т) р(Еь) . (3.2.7 1 )  

При написании (3.2.7 1 )  мы отбросили малые слагаемые, относящиеся к осред
ненному молекулярному движению, а для турбулентного потока J(rJ�> исполь
зовали формулу (3.2.67) без малого члена, учитывающего пульсации давления 
(приближение свободной конвекции). 
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Таким образом, в случае сильно развитой многокомпонентной турбулент
ности производство энтропии a:r, определяется следующим набором термоди-

� о -намических потоков l"Jurь ,  JП;)ь, J7;urь ,  R, � и соответствующих им сопряженных 
термодинамических сил 

yturb =' __ 1 _2 ( д(дТ) _ _  (1 ) Опдр ) , е )  у(Ь) =' - -�- дТ
дtиrь , е) (3.2.72) q (Т) r р с Р r �urb r 

У;* = - :, 
( �;� ) + (ha) :, 

( (�) ) + п/Т) Z = - п}Т) :, 
( � ) , (3.2.73) 

1 О - (А,) N (fJp) 
Уя = т.-D, (' ) УА, = т = - L (Т) vfJs' (s = l , 2, . . .  , r) ,  е) (3.2.74) 

w� �1 

отвечающим скалярным, векторным и тензорным источникам неравновесно
сти в системе. С помощью этих термодинамических потоков и сил произ
водство суммарной энтропии S:r, = (S) + Sturь в турбулизованной смеси может 
быть записано в следующей билинейной форме 

N 0 r 
0 < a:r, = �urb . �urb + .1(/,')ь · l(ь) + L J7;urb . У;* + R : YR + L IJA, + (�) р(Еь ) . 

a= l s= l  

(3.2. 75) 
Выражение (3.2.75) позволяет получить, в частности, скорректированные для 
случая сильно развитой турбулентности определяющие соотношения для век
торных термодинамических потоков, которые незначительно отличаются от 
соотношений (3.2.55) и (3.2.56). Для изотропной среды соответствующие соот
ношения, в случае пренебрежения малыми перекрестными эффектами, имеют 
вид 

Jturb = _ ч�rЬ ( д( Т) _ _ 1_ iГр ) 
q (Т� � Р�р) � ' 

Jlurb = -Lturb РР {_Е_( па ) + na д In .Н } 
а аа nan( Т) дr р р дr . 

Если теперь определить формулами 
лturb = _I _Lturь - ( Т)2 qq ' 

(3.2.76) 

(3.2.77) 

(3.2.78) 

турбулентные коэффициенты теплопроводности и диффузии, то замыкающие 
соотношения (3.2 .76) и (3.2 .77) могут быть записаны в следующем окончатель
ном виде 

N 

qturb = p'u" _ A,turb ( д( Т) _ _ 1_ iГр ) + � (h )Jiurb дr р(с ) дr � а а ' Р 
a=l 

Jlurь � _ -pD _i_ ( па ) 
а а дr р · 

(3.2.79) 

(3 .2 .80) 
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Выражение (3.2.79) обобщает на многокомпонентные смеси аналогичное вы
ражение для потока тепла, которое обычно используется в метеорологии для 
атмосферной турбулентности с пассивной примесью, а также в ряде других 
важных случаях, например при моделировании свободной турбулентной кон
векции (см. Монин, Яглом, 1992). 

Заметим, что в метеорологии вместо <<обычной>> температуры (Т) исполь
зуется, как правило, так называемая потенциальная температура 

l:'=..!_ [71' 
8= (Т)( � )  r = (Т)( � ) с;- (3.2.8 1 )  

(здесь р0 - некоторое стандартное давление), которая связана с энтропией S 
газовой смеси соотношением S = с  Р ln 8 + const. Отсюда ясно, что, например, 
при адиабатических вертикальных перемещениях малых элементов турбулиза
ванной среды потенциальная температура 8 не меняется (т. е. является строго 
консервативной характеристикой потока), в то время как обычная темпера
тура ( Т) изменяется с высотой. Легко видеть, что имеет место следующее 
приближенное равенство 

!!!.___ � ( д( Т) - _1 - iГр ) дr - дr р(сР) дr ' 

с помощью которого формула (3.2.79) приобретает привычный для метеоро
логических исследований вид. 

В заключение этого параграфа суммируем базисные (опорные) диффе
ренциальные уравнения и определяющие соотношения, характеризующие от
носительно простую градиентную модель многокомпонентной реагирующей 
турбулентности. Она отвечает случаю, когда вторые корреляционные моменты 
типа (d" :?l1") для пульсирующих термагидродинамических параметров смеси 
d и :?l1 (отличных от гидродинамической скорости течения и) во всех приме
няемых формулах малы по сравнению с членами первого порядка (d)(:?l1) и 
могут быть опущены. Градиентная модель многокомпонентной турбулентно
сти определяется, прежде всего, гидродинамическими уравнениями для сред
него движения (3 . 1 .2 1 ) ,  ( 3 . 1 .23), (3 . 1 .28), (3 . 1 .58), осредненным уравнением 
состояния для давления в форме (3. 1 . 7 1 ) ,  соотношением (3.2 .67), определяю
щим турбулентный поток удельного объема смеси J(r;�) ' а также реологиче
скими соотношениями (3.2.55), (3.2.56) и (3.2.45) для турбулентных потоков 
диффузии JJ.', тепла q� и тензора рейнольдсоных напряжений R. Для полного 
описания турбулизованного течения и теплообмена химически реагирующих 
газов необходимы также данные по кинетике реакций, протекающих в потоке 
и на его границах. В рассматриваемой простой модели турбулентности можно 
считать, что величины �s рассчитываются только по осредненным значениям 
температуры и состава смеси fs =�5( (Т) , na) [ер. с (4. 1 .4)] .  Кроме этого, си
стема дифференциальных уравнений и конечных соотношений должна быть 
дополнена набором химических компонентов, с учетом их газодинамических, 
термафизических и химических свойств; универсальными законами кинети
ки и термодинамики, включающими уравнения состояния и выражения для 
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различных термодинамических функций, сохраняющих в рассматриваемом 
приближении свой обычный вид; формулами для молекулярных и турбулент
ных коэффициентов переноса; а также начальными и граничными услови
ями. Хотя построенная таким образом континуальная модель реагирующей 
многокомпонентной турбулентности является <<упрощенной», тем не менее, в 
ее рамках могут быть сформулированы и достаточно правдаподобно решены 
разнообразные астро- и геофизические задачи. 

§ 3.3. Моделирования коэффициентов турбулентного переноса. 
МасПiтаб турбулентности 

Полученная в предыдущем параграфе градиентная модель или так назы
ваемая алгебраическая модель турбулентности первого приближения работает 
достаточно эффективно для простых квазистационарных течений, когда ко
эффициенты турбулентного обмена достаточно хорошо подобраны. Однако 
эта модель, как уже отмечалось, совершенно не пригодна для тех режимов 
течения, при которых локальные средние условия движения резко меняются 
в некоторой ограниченной области или когда имеется значительная область 
течения, подверженная влиянию турбулентного потока в целом. Это связано 
с тем, что при выводе подобного рода моделей обычно предполагают, что в 
структуре развитой турбулентности устанавливается <<локально равновесное>> 
состояние, при котором характеристики турбулентности в каждой точке пото
ка целиком определяются только локальными характеристиками поля осред
ненного течения (и поля объемных сил) вблизи этой же точки, т. е. локаль
ными значениями скорости диссипации и масштаба турбулентности, а также 
локальными осредненными параметрами состояния самой среды. Если же 
в уравнении баланса для турбулентной энергии существенны конвективные 
и диффузионные члены (т. е. параметры потока в точке зависят от харак
теристик турбулентного потока в целом), то подобные локальные формулы 
становятся, вообще говоря, несправедливыми (см. Иевлев, 1975) . 

Таким образом, конкретное применение градиентных моделей к расчету 
турбулентных течений требует предварительной разработки методов опреде
ления коэффициентов турбулентного обмена. При этом расчетные формулы 
для коэффициентов турбулентной диффузии nturb , турбулентной теплопро
водности лturb и турбулентной вязкости vturb могут быть получены различ
ными способами, отличающимиен друг от друга степенью сложности. Один 
из возможных способов полуэмпирического определения этих коэффициен
тов, основанный на использовании дифференциальных уравнений переноса 
вторых корреляционных моментов (упрощенных до алгебраических соотно
шений), будет проанализирован в гл. 4. В данном же параграфе мы кратко об
судим традиционный подход к моделированию турбулентности, основанный 
на понятии пути перемешивания (или смешения) и проанализируем неко
торые простые полуэмпирические способы моделирования коэффициентов 
турбулентного обмена. 



228 Глава 3. Система гидродинамических уравнений для описания турбулентных сред 

3.3. 1.  Jрадиентная гипотеза 

Введенное Прандтлем (1925) в теорию турбулентности понятие пути пе
ремешивания позволяет не только очень просто выразить через длину пу
ти перемешивания коэффициенты турбулентного обмена, фигурирующие в 
определяющих соотношениях для турбулентных потоков, но и получить для 
некоторых частных случаев сами эти соотношения, что мы сейчас и проде
монстрируем на примере турбулентного переноса консервативной (пассив
ной) примеси. Но перед этим еще раз обращаем внимание читателя на то, 
что выведенные термадинамически в п. 3.2 определяющие соотношения для 
турбулентных потоков не связаны с ключевым предположением подобного 
подхода, а именно с предположением о консервативности переносимых тур
булентными пульсациями характеристик течения, и ,  следовательно, имеют 
более широкую область применения. 

Итак, будем предполагать, что перенос какой-либо скалярной характери
стики течения турбулентными пульсациями происходит как диффузионный 
процесс и что можно допустить сушествование некоторого масштаба пути 
смешения - расстояния, которое проходит элементарный объем газа в турбу
лизованном потоке, прежде чем в результате пульсаций скорости этот объ
ем необратимо перемешается с окружающей средой .  Обозначим через d7 
лагранжеву турбулентную пульсацию полевой величины d(r, t) , соответству
ющую эйлеравой пульсации d",  а через �(.ot) (r, t) - эффективный путь сме
шения признака А, на который перемешаются турбулентные вихри в потоке, 
прежде чем они разрушатся за счет взаимодействия с другими возмушениями; 
тогда будем иметь 

d7 = d" + �(.ot) · (д/дr)(d) . (3.3. 1 )  

Турбулентный поток диффузии 

Считая теперь компонентный состав турбулизованной смеси консерватив
ным (т. е. допуская, что вихри, смещаясь на расстояние �(а) ' сохраняют в 
лагранжевом объеме ту же удельную числовую плотность (Za = na!P) компо
ненты а, которой они обладали на исходном уровне), получим 

(3.3.2) 

Отсюда для турбулентного потока вещества �yrb (а = l, 2, . . .  , N) следует про
стое реологическое соотношение [ер. с (3.2.58)] 

purь (r t) = p(u" Z") = -p(u" � ) · ..i.. ( � ) = -pDturb . ..i.. ( � ) а ' а (а) дr р а дr р ' (3.3 .3) 

где формулой D;;'rь(r, t) = (и"s(а) ) определяется несимметричный тензор ко
эффициентов турбулентной диффузии, учитывающий в общем анизотропном 
случае различия интенсивностей турбулентных пульсаций скорости и состава 
вдоль разных осей координат. Длина S(a) здесь, очевидно, в известном смысле 
аналогична длине свободного пробега в кинетической теории газов. Таким об
разом, коэффициент турбулентной диффузии D�urь очень просто выражается 



§ 3.3 . Моделирования коэффициентов турбулентного переноса. Масштаб турбулентности 229 

через длину перемешивания S(a) (являющеюся случайной величиной). Соот
ношение (3 .3 .3)  эквивалентно утверждению, что турбулентный поток веще
ства сорта а пропорционален градиенту средней концентрации (Za) = nаГР и 
имеет по отношению к нему обратное направление. Коэффициенты D�urь(r, t) 
являются функциями координат и времени и обычно во много раз превосхо
дят свои ламинарные аналоги. 

В общем случае для КЮIЩой компоненi:ы смеси необходимо, конечно, вводить 
в рассмотрение свой эффективный путь перемешивания �(а) для процесса пе
реноса вещества. Кроме этого, гипотеза консервативности (т. е. лагранжевой 
инвариантности) концентраций Za отдельных компонентов в химически ак
тивном потоке не оправдана в достаточной степени, поскольку при конечных 
скоростях химических реакций имеет место существенное воздействие осред
неиной аррениусавой химической кинетики на процессы турбулентного мас
сопереноса (см. Иевлев, 1975) . Тем не менее в силу недостаточной проработки 
этого вопроса в литературе, мы далее для простоты будем считать, что �(а) = �· 

Отметим еще раз, что, в отличие от коэффициентов молекулярной диф
фузии, коэффициенты турбулентной диффузии nturь описывают не физиче
ские свойства газовой смеси, а свойства конкретного турбулентного режима 
движения среды и потому непосредственно зависят как от интенсивности 
турбулентного поля, так и от способа (масштаба) осреднения пульсирующих 
характеристик этого движения. По этой причине способ введения осреднен
ных параметров турбулентности является той первоосновой, от которой за
висят как сами подходы к разработке методов экспериментальных измерений 
коэффициентов турбулентного обмена, так и результаты сравнения теорети
ческих и опытных данных. Это замечание касается, конечно, и всех других 
рассмотренных ниже коэффициентов турбулентного обмена. 

Турбулентный поток тепла 

Получим теперь точно таким же способом реологическое соотношение 
для турбулентного потока тепла в многокомпонентной смеси, определяемого 
формулой qturb(r, t) = рН"и" [см. (3. 1 .44)] . Так как консервативной характери
стикой течения является скорее энтропия S, чем энтальпия Н смеси, то для 
получения нужного соотношения используем выражения (3.2. 1 1 ) и (3.2. 1 3) ,  
переписанные следующим образом 

N 

qturЬ = �;urь + р' и" + L <ha>�urь , a=l 
N 

�;urb = ( T)J('S)b _ ( Т) L (Sa)�urь . 
a=l 

(3.3 .4) 

(3 .3 .5)  

Используя определение (3. 1 . 1 0) для турбулентного потока .!(�� = pd"u" 
признака d, перепишем формулу (3.3 .5) в виде 

N N 

�;шь = ( Т>.!(sr - ( Т) L (Sa >�urь = ( Т)ри" ( S" - L (Sa >z;' ) 
а= ] а= ] 
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и подставим сюда выражения 
Sl' = S" + � · (д/дr) (S) � О и Z�� = Z�' + � · (д/дr)(Zа) � О, (3.3.6) 

связывающие между собой лагранжевы и эйлеровы турбулентные пульсации 
для энтропии s и концентрации za (консервативных по предположению ха
рактеристик многокомпонентной среды);  в результате получим 

N 
� _ -(T)Dturb .  ( д(S) _ � (S ) д(Zа) ) = -лturb . ( д( Т) _ � iГр ) . Р дr � а дr дr р(с ) дr a=i Р (3.3.7) 

При написании последнего равенства в (3.3 .7) , нами использовано преобра
зование 

N N 
( T)b(S) - ( Т) L (Sa)b(Za) = (Т) L (Za)b(Sa) = 

a=i a=i 
N 

= L (Za)(b(ha) - Opa/na) = (ср)Ь( Т) - lfpjp, (3.3 .8) 
a= i  

являющееся следствием тождества Гиббса-Дюгема, и соотношение 
лturь(r, t) = p(cP)Dturь , (3.3 .9) 

определяющее тензор коэффициентов турбулентной теплопроводности. Та
ким образом, для турбулентного потока тепла окончательно будем иметь [ер. 
с (3.2.79)] 

N 
qturb(r t) = p'u" _ A_turb .  ( д( Т) _ � iГр ) + � (h )J!urb . ' дr р(с ) дr � а а 

Р a=i 
(3.3. 10) 

По поводу вывода формулы (3.3. 10) сделаем несколько замечаний. Во-первых, 
она получена в предположении, что параметры S и Za являются консерва
тивными характеристиками среды, т. е. в предположении, что турбулентное 
движение лагранжевой вихревой частицы смеси от уровня r(xp t) , где про
изошел ее отрыв от общего потока, до уровня r(xj , t) + �j происходит не толь
ко изэнтропически, но и с неизменным пространствеиным распределением 
химических компонентов газа. Однако, как уже отмечалось, эти характери
стики течения не являются, в общем случае, лагранжевыми инвариантами 
(Sf' f= О, Z�� f= О) турбулентного поля, поскольку движение вихрей может со
провождаться разными тепловыми эффектами (например, локальным тепло
вьщелением за счет химических реакций, или турбулентным мелкомасштабным 
нагревом за счет вязкой диссипации) и изменениями химического состава, 
что приводит к обратному эффекту переноса тепла на развитие турбулент
ности [см. гл. 7] . Во-вторых, при получении формулы (3.3. 10) предполага
лось, что так называемое турбулентное число Льюиса равно единице, Leturb = 
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= xturb 1 ntиrb = 1 ' где xturb - коэффициент турбулентной температуропроводно
СТИ, связанный с обычным коэффициентом теплопроводности соотношением 

xturb = лturb /р(с ) . 
р (3 .3 .9*) 

Это обычное в теории турбулентности предположение (см. ,  например, Ла
пин, Стрелец, 1989) равнозначно тому, что пути смешения для вещества и 
энтропии смеси одинаковы, � = �(S) [см. (3 .3 .6)] . Однако эти масштабы в об
щем случае необходимо, конечно, различать, поскольку турбулентные вихри 
могут участвовать в переносе тепла более активно, чем в переносе вещества 
(и наоборот) . 

Для стратифицированной атмосферы реологическое соотношение (3.3 . 1 0) 
для вертикальной компоненты турбулентного потока тепла, при учете урав
нения гидростатики ( 3 . 1 .  34), может быть записано в виде 

N 
qturb = p 'u" + � (h )Jiurb _ лturb( д( Т) + _g_) 
z z 1..J а az дz (с ) · 

a=l Р 
(3.3. 1 1 ) 

Напомним, что в метеорологической литературе величина Уа = gj (с Р) носит 
название сухоадиабатического градиента температуры (в условиях земной 
тропосферы Уа = 0,98 градj1 00 м), а выражение () = (Т) + YaZ приближен
но совпадает с используемой в метеорологии потенциальной температурой 
[см. (3.2.8 1 ) ] .  

Таким образом, в соответствии с соотношением (3.3 . 1 1 ) ,  существуют два 
механизма передачи тепловой энергии через турбулизованный многокомпо
нентный газ: под действием осредненного градиента температуры (потенци
альной температуры () в стратифицированной среде) и потоками турбулентной 
диффузии �urь , когда каждая частица вещества а переносит с собой в среднем 
(ha) тепловой энергии. Важно еще раз напомнить, что первый член в (3.3. 1 1 ) 

не играет роли потока энергии - величина р' и" выпадает из осредненного 
уравнения притока тепла (3. 1 .58) при подстановке в него выражения (3 .3 . 1 1 ) 
для теплового потока. 

Тензор Рейнольдса 
Турбулентные напряжения, как и молекулярные, являются в действитель

ности результатом переноса количества движения, но за счет пульсаций тур
булентной скорости. В простейшем случае плоского сдвигового (по оси z) 
потока, горизонтальная составляющая напряжения Рейнольдса (3.3.32) при-
нимает вид 

R = -ри"и" = p-vtиrbд(u )/дz xz х z х ' (3.3 . 1 2) 

где формулой vт = (�zu�' )  вводится вертикальный коэффициент турбулентной 
вязкости, определяющий отношение кажущегося внутреннего напряжения к 
соответствующей осредненной скорости деформации. При написании (3.3 . 1 2) 
предполагалось, что и�' = -�zд(u)/дz, т. е. вихри, смещающиеся по вертикали 
на расстояние �z ' сохраняют на уровне z + �z то количество движения, каким 
они обладали на исходном уровне z (гипотеза Прандтля) .  
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Однако в общем случае тензор Рейнольдса Rij связан с тензором скоро
стей деформаций более сложным линейным соотношением (3.2.45), которое, 
в проекциях на декартовы оси координат, принимает следующий вид 

--2 2 - - ь ( д(и ) 1 . ) Rxx = -р(и';) = - 3р(Ь) + 2pvtиr Т - 3 d1v(u) , 
R = -р(и")2 = --р(Ь) + 2pvtиrb _У_ - - div(u) -- 2 ( д(и ) 1 ) 

уу у 3 ду 3 ' 

R = -р(и")2 = _.l:._p(b) + 2pvtиrb( д(иz> - _!_ div(u)) zz z 3 дz 3 ' 

R = R = -ри" и" = -ри" и" = p-vturь __ х_ + __ У_ 
-- -- ( д(и ) д(и ) ) 

ху ух х у у х ду дх ' 

R = R = -ри"и" = -ри"и" = p-vtиrb __ z_ + __ У_ -- -- ( д(и ) д(и ) ) 
YZ ZY Z У У Z ду дz ' 

R = R = -ри" и" = -ри" и" = -pvturь __ z_ + __ х_ -- -- ( д(и ) д(и ) ) 
zx xz z х х z дх дz . 

3.3.2. Моделирование первого приближения 
для коэффициентов турбулентного переноса 

(3.3 . 1 3) 

Очевидно, что выведенные выше с использованием понятия пути смеше
ния реологические соотношения для турбулентных потоков также не решают 
проблемы замыкания в теории турбулентности: формулы типа nturь = (и"�) , не 
позволяют экспериментально определить коэффициенты турбулентного пере
носа, поскольку локальный путь смешения � является слишком неопреде
ленной величиной, которую невозможно измерить. Таким образом, пробле
ма замыкания осредненных гидродинамических уравнений смеси сводится к 
задаче экспериментального нахождения аппроксимирующих алгебраических 
формул для коэффициентов турбулентного обмена. Подобный подход носит 
поэтому название полуэмпирической теории турбулентности первого порядка 
(приближения).  

Проанализируем сначала наиболее простой способ моделирования коэф
фициента турбулентной вязкости vtиrь. Но прежде отметим, что часто исполь
зуемое предположение, позволяющее найти коэффициенты турбулентной теп
лопроводности АtшЬ И турбуленТНОЙ диффузии DtyrЬ , СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО турбу
лентные числа Прандтля и Шмидта, определяемые формулами 

PrtyrЬ = p(cp)vtиrb 1 лtиrЬ ' sctyrb = vtиrb 1 nturЬ' (3.3 . 14) 
являются почти постоянными в пульсирующем многокомпонентном потоке. 
Это предположение связано с тем, что, в отличие от самих коэффициентов 
турбулентного переноса, указанные отношения слабо меняются как в преде
лах некоторого турбулизованного течения, так и при переходе от течения к 
течению. Обычно также принимают, что коэффициенты турбулентной темпе
ратурапроводности xturb = лturb /р(ср) и турбулентной диффузии nturb совпада-
ют, т. е . ,  что число Льюиса Leturь = Xturь /Dturь = 1 .  В этом случае турбулентные 
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числа Прандтля и Шмидта равны между собой, Prtyrb = Sctyrb . Согласно со
временным экспериментальным данным, Prtyrb = 0,86 или 0,90 для течений 
вблизи твердой стенки и Prtyrb = 0,5 для плоских струй и в слоях смешения. 

Алгебраическая модель Прандтля 
В качестве примера рассмотрим осредненное течение, когда действие гра

витационных сил создает преимущественное направление в координатном 
пространстве. Обычно постулируется следующий принцип локального подо
бия в теории турбулентного переноса (который согласуется с принципом ло
кального внутреннего равновесия в структуре турбулентного течения): коэф
фициенты турбулентного переноса в каждой точке зависят только от свойств 
среды в этой же точке, от локального значения масштаба турбулентности, и 
от некоторых характеристик поля осредненного течения и объемных сил в 
этой точке. Тогда, выражение для коэффициента турбулентной вязкости vturb 
будет иметь вид: 

(3.3 . 15 )  

где L(r) - внешний масштаб турбулентности в данной точке потока, Ji(r) 
локальные характеристики полей объемных сил (в частности, сил инер
ции, связанных с ускорением жидкости в продольном направлении; тогда 
f сх д(иJjдх) . В случае учета влияния на локальные свойства течения жид
кости как первой, так и второй производной от осредненной скорости, 
указанная зависимость может быть другой. Масштаб L(r) характеризует гео
метрическую структуру турбулентного поля или характерный размер (и тогда 
это интегральный масштаб турбулентности L), участвующих в турбулентном 
переносе крупных вихрей, несущих большую часть кинетической энергии 
потока. Иногда L(r) можно трактовать как средний путь перемешивания 

Л(z) = � (как это первоначально и бьmо сделано Прандтлем ( 1925, 1942)) . В 
этом случае он по порядку величины совпадает с радиусом корреляции поля 
скоростей. Внешний масштаб турбулентности L(r) должен определяться из 
дополнительных соображений, и именно благодаря этой неопределенности, 
в сугубо локальных формулах для коэффициентов турбулентного обмена 
остается некоторая возможность для учета интегральных свойств потока и 
его предыстории. В частности, для свободных слоев со сдвигом параметр Л 
можно по всему слою полагать равным длине, пропорциональной толщине 
этого слоя. Коэффициент пропорциональности, зависит, однако, от харак
тера свободного течения. Например, для потока, обтекающего бесконечную 
плоскую поверхность, установлено, что средний путь перемешивания Л про
порцианален расстоянию до стенки: Л(z) = xz, где х - постоянная Кармана, 
которую можно принять равной � 0,4. 

Вдали от твердой поверхности турбулентность слабо зависит от коэффи
циента молекулярной вязкости среды v, и поэтому параметр v из числа аргу
ментов в формуле (3.3 . 15 )  можно исключить. Тогда для коэффициента турбу
лентной вязкости можно написать (при Ji = О) 

vturь = vturьco, L, д(uJ/дz) ; 
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отсюда, при использовании соображений теории размерности, следует знаме
нитая формула Прандтля 

или 
(3.3. 1 6) 

Постоянный множитель а устанавливается для каждого конкретного типа дви
жения на основании экспериментальных данных, причем в некоторых случаях 
его удобно просто опустить, переопределив соответствующим образом мас
штаб турбулентности L. 

Вблизи твердой стенки, где существенно влияние молекулярной вязкости 
v, из (3 .3 . 1 5) следует (при Ji = О) также хорошо известная функциональная 
зависимость 

(3.3 . 1 7) 

Дальнейшее уточнение этого выражения может быть проведено как с по
мощью теоретических (точнее полуэмпирических) соображений, так и чисто 
экспериментально (см., например, Лапин, Стрелец, 1989; Монин, Яглом, 1992) . 
Если в число аргументов включены силы инерции в продольном направлении, 
то соотношения (3.3 . 1 6) ,  и (3.3 . 17)  видоизменяются и приобретают вид: 

vturь = v (К 1 
а< их> 1 

а<их>
;ах ) ер v дz ' д(их
)lдz · 

(3.3 . 1 6*) 

(3. 3 . 1 7*) 

Соотношение (3.3 . 1 2) далеко не всегда правильно описывает турбулентный 
перенос количества движения. В частности, в турбулентном потоке за сеткой 
могут существовать области, где скорость осредненного течения постоянна и 
градиент д(uJjдz) = О , в то время как корреляция (и�' и�' ) -=f О, поскольку тур
булентность генерируется непосредственно позади сетки и далее переносится 
по течению осредненным потоком. Однако гипотеза пути смешения (3.3 . 1 6) 
требует нулевых величин vturь, и согласно модели Прандтля (Прандтль, 1942) , 
турбулентность отсутствует. Указанное обстоятельство раскрывает основной 
недостаток такого рода моделей: гипотеза пути смешения предполагает ло
кальную равновесность турбулентного поля. К счастью, смещение друг отно
сительно друга точек пространства, в которых (и') и�' ) -=f О и д(uJ/дz) = О , часто 
невелика и потому применение формулы (3.3 . 1 2) всюду в потоке не приводит 
к значительным ошибкам при численном моделировании течения. 

В заключение приведем, пользуясь реологическими соотношениями 
(3 .2.45) , (3 .3 .3)  и (3 .3 . 1 1 ) ,  удобные для практических целей выражения для 
рейнольдсовых напряжений и потоков турбулентных диффузии и тепла, опи
сывающие перенос количества движения, вещества и тепловой энергии в 
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вертикальном направлении при турбулентном движении многокомпонентной 
смеси 

purь = _ _ I_-L2 1 д(uJ 1_!!_ ( па ) 
az Prturb Р дz дz р ' 

N 

qturЬ = __ l_p(c )L2 1 д(их) 1 · ( д(Т) + -g-) + � (h )Jiurb. 
z Рrт Р дz дz (с ) LJ а az Р a=l 

е) (3 .3 . 1 8) 

Важно иметь в виду, что в общем случае температурно-неоднородной сре
ды в эти соотношения необходимо вводить некоторую поправку к линейному 
масштабу L, учитывающую обратное влияние неоднородного распределения 
температуры (определяющего степень устойчивости течения) на эффектив
ность турбулентного перемешивания. Такая поправка необходима, поскольку 
для химически активной газовой смеси, стратифицированной в гравитаци
онном поле, гипотеза о лагранжевой инвариантности любой переносимой 
субстанции - не справедлива. В однородной стратифицированной среде (на
пример, в хорошо переметанной нижней атмосфере планеты) такого рода по
правка может возникнуть только из-за имеющихся вертикальных градиентов 
температуры в отдельных областях пространства, благодаря чему появляются 
архимедовы силы (или силы плавучести), способствующие или препятствую
щие образованию энергии турбулентности. Для учета этого факта Ричардсо
ном был предложен безразмерный критерий - градиентное число Ричардсона 

Ri = _g ( д( Т) + _g_)/( д(uJ ) (Т) дz (еР) дz 
2 

(3.3 . 19) 

Исходя из соображений теории подобия, естественно предположить, что все 
безразмерные характеристики турбулентного потока являются определенны
ми функциями безразмерного числа Ri. Для того чтобы учесть влияние сил 
плавучести в соотношениях (3.3 . 1 8) можно использовать следующие поправки 
к масштабу L: 

• при устойчивой стратификации (Ri > 0) , затрудняющей развитие турбу
лентности: L = L* (1 - /31 Ri), 5 < /31 < 10 (обычно /31 � 7) (Монин, Яглом, 1992)] ;  

• при неустойчивой стратификации (Ri < 0), увеличивающей энергию 
турбулентности за счет энергии неустойчивости: L = L*( l - f32Ri)-114 (/32 � 14) 
(Ламли, Пановский, 1966) ; для этого же случая рекомендована также формула 
L = L* ( l - cRi)0.25 ,  где с - эмпирический коэффициент (Брэдшоу, 1969); 

• в предельном случае (Ri = 0), когда адиабатическое распределение тем
пературы с высотой (д( Т) j дz = -gj (с Р) = -уа) не оказывает влияния на раз
витие турбулентности: L = L * - длина пути смешения при отсутствии сил 
плавучести. 

Одновременно архимедовы силы изменяют число Прандтля-Шмидта 
(Манк, Андерсон, 1948) : 

(3.3 .20) 
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Кроме модели турбулентности первого порядка Прандтля известны и дру
гие модели пути смешения, основанные на иных концепциях о сохраняю
rцейся величине при переходе от одного слоя турбулентного потока к дру
гому. К числу таких моделей относятся, например, модель турбулентности 
Тейлора (1932) , основанная на предположении, что сохраняющейся перено
симой субстанции в турбулентном потоке является завихренность, а не ко
личество движения, и модель Кармана, в которой длина пути смешения Л в 
формуле (3.3 . 1 6) зависит от двух производных, A= const(д(u)/дz/(д2 (u)/дz2) .  
Однако модели Тейлора свойственны те же недостатки, что и модели Пран
дтля - невозможность описания процессов турбулентного переноса в точках, 
где д(и)/дz) = О, а применение формулы Кармана часто затруднительно, на
пример, для свободных турбулентных течений, когда профиль скорости имеет 
точку перегиба, в которой д2(и)/дz2 = О и, следовательно, vturь обраrцается в 
бесконечность, что не соответствует действительности (см. Лойцянский, 1978). 

3.3.3. Дифференциальная модель Колмогорова-Прандтля [Ь-L-модель] 

Для преодоления отмеченной выше ограниченности гипотезы пути сме
шения возникла необходимость в конструировании моделей турбулентности, 
позволяюrцих каким-то образом все же учитывать отсутствие реального вну
треннего равновесия между полем турбулентности и полем осредненных пара
метров течения. В равновесной турбулентности, когда производство энергии 
турбулентности в каждой точке течения компенсируется ее диссипацией, нет 
необходимости включать энергию турбулентности (Ь) == plи"l2 j2p в число аргу
ментов, определяющих величину коэффициента турбулентной вязкости vturь , 
поскольку она сама определяется тем же набором локальных параметров. С 
целью приближенного учета реальной «неравновесности>> турбулентного поля 
Колмогоров ( 1942) и Прандтль ( 1945) предложили ввести параметр (Ь) в чис
ло аргументов определяюrцих коэффициент vturь и использовать при решении 
конкретных задач, наряду с гидродинамическими уравнениями для осреднен
ного движения, также и уравнение баланса энергии турбулентности (3. 1 .69). 

В поле массовых гравитационных сил, т. е. когда ( � �urb · F�* ) = О , урав
а=l 

нение (3 . 1 .69) для определения величины (Ь) принимает вид 

- д(Ь} + -(< ) . д(Ь} ) = _ d" .r,urb + (я .  д(и} ) _ (.r,urЬ . iJp ) _ -( ) Р дt Р и дr lV (Ь) . дr ( l!p) дr Р Сь ' 

где 
J('t}ь == p(lи" l2 /2 + р' 1 р)и" - П' · и" 

(3.3 .2 1 )  

(3 .3 .22) 

- поток турбулентной энергии. Согласно модели замыкания (второго поряд
ка) Колмогорова-Прандтля, коэффициент турбулентной вязкости vturЬ и ско
рость диссипации турбулентной энергии (се) [см. формулы ( 3 . 1 .50) и (3.2. 1 6)] 
связаны с турбулентной энергией (Ь) течения следуюrцими основополагаю-
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щими соотношениями: 

vturь = с�'Lу(Ь}, 
3 

(Ь}2  (t:ь) = C<-L-

(3.3.23) 

(3 .3 .24) 

(где cl' и се - эмпирические постоянные). Эти соотношения следуют по суще
ству из соображений теории размерности и являются обобщением известной 
гипотезы Колмогорова ( 1941,  1942) , состоящей в том, что скорость диссипа
ции энергии турбулентной энергии (t:ь)(r, t) в данной точке развитого турбу
лентного течения определяется только локальными значениями турбулентной 
энергии (b)(r, t) и масштабом турбулентности L(r, t) . 

Для определения других неопределенных членов в уравнении (3.3 .2 1 )  мож
но использовать соотношения (3.2 .45), (3.2.46) и (3.2.67) . Диффузионный член 

-pvturb д(Ь} .r,urь = р(Ь + р'/р)и" - П' · и" = --- --
W � � (3.3.25) 

описывает полный субстанциональный поток энергии турбулентности, свя
занный с различными механизмами переноса в пространстве. В частности, ве
личина .Т:,I)ь = рЬи" интерпретируется, как поток кинетической энергии пуль-

сационного (вихревого) движения, так что дивергенция div .Т/J)ь описыва

ет среднюю скорость уменьшения вихревой кинетической энергии в еди
нице объема за счет <<турбулентной диффузию>. В свою очередь, величина 
-div(П' · и") характеризует среднюю скорость увеличения вихревой кинети
ческой энергии за счет работы, совершаемой пульсациями тензора вязких 
напряжений на границе элементарного объема. 

Выражение для скорости образования турбулентности сдвиговым потоком, 
фигурирующее в уравнении (3 .3 .21) ,  может быть записано в виде 

о о 
(R :  (д/дr)(и)) = .Uturb D : D- Pturb div(и) = 

2 
=.иturь ( дд(иk

> + д(иj> - 2ь k div(и)) - 2
3 р(Ь) div(и) =Ф - 23 р(Ь) div(и), (3.3 .26) xj дхk 3 1 v 

где положительная функция 

Ф = pvtиrb D : D = pvtиrb __ 
k_ + __ ;_ - -{J . div(и) 

О О ( д(и } д(и } 2 ) v дхj дхk 3 Jk 

2 

(3.3. 27) 

представляет собой скорость, с которой теплота порождается вязким тур
булентным трением в единичном объеме в единицу времени, и в соответ
ствии с этим называется диссипативной функцией. Согласно (3. 1 .40) величи
ну (R : (д/дr)(и)) можно трактовать как скорость обмена между турбулентной 
энергией и кинетической энергией среднего движения среды (при этом следу
ет иметь в виду, что этот обмен энергией является исключительно кинемати
ческим процессом, существенно зависящим от выбора операции осреднения). 
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Наличествующую в уравнении (3 .3 .21 )  генерацию турбулентной энергии в 
поле силы тяжести pG, обусловленную неоднородностью распределения тем
пературы и/или состава смеси, можно представить следующим образом 

- - ( urb iГр ) - vturb 1 ( д( Т) 1 iГр ) iГр vturb д 1n .,« iГр pG= J(ljp) " Т,:  - - Prtyrb ( Т) ----;;;:- - р(сР) Т,: · т,: + Prtyrb -д-r- · т,:- ,  

если использовать формулы 

urb ;ovturb д ( Тi а ) � (r, t) = - Pr'urь дr р ' 
N -( ) tшЬ ( ) puгb(r t) := qturb (r t) - � (h )J!urb = _

p cP v д( Т) _ _ 1 _ iГр 
q ' ' L.J а а Prtyrb дr р(с ) дr ' a=l Р 

(3.3 .28) 

(3.3 .29) 

(3 .3 .30) 

для определения турбулентного потока Jtr/�) (член с пульсациями давления в 
соотношении (3.2.67) опущен). 

Числа Ричардсона и Колмогорова 

Как видно из выражения (3.3 .28),  в турбулизованных течениях многоком
понентной смеси возможны два дополнительных механизма генерации тур
булентности. Если первый механизм имеет тепловую природу, то второй ме
ханизм возникновения турбулентности имеет диффузионную природу и воз
никает в том случае, когда имеется неоднородное распределение отдельных 
компонентов в рассматриваемой области пространства. Это, в конечном сче
те, связано с тем, что пространствеино-временная неоднородность (пульса
ции) массовой плотности обусловлена двумя факторами: пространствеиной 
неоднородностью температуры и неоднородностью концентраций [см. фор
мулу (3.2.65)] .  Как известно, если в жидкости появляется локальная область с 
плотностью, меньшей плотности окружающей среды, то на нее в поле силы 
тяжести будет действовать выталкивающая сила Архимеда (так называемая си
ла плавучести) .  При определенных условиях происходит потеря устойчивости 
равновесия, и эта сила приводит жидкость в конвективное движение. С двой
ственной прирадой архимедавой силы связано, в конечном итоге, и возник
новение (исчезновение) турбулентности двух видов - термической турбулент
ности и <<концентрационной>> турбулентности, вызванной пространствеиной 
неоднородностью состава. 

Общепринято проводить учет влияния термической стратификации среды 
на эволюцию турбулентного течения с помощью числа Ричардсона Ri, которое 
в рамках развиваемой модели может быть записано в следующем общем виде 

{ д 1n( Т) 1 ( 1 iГр ) } ( 1 iГр ) g ( д( Т) g ) 
. _д_r_ - (еР)( Т) р дr · р дr ,..., ( Т) � + (еР) Ri = -

о о = 
о о 

D : D  D : D  
(3 .3 .3 1 )  

(вторая форма записи числа Ri получена с учетом гидростатического уравне
ния (3 . 1 .34)). 
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Для учета влияния неоднородного распределения химического состава 
многокомпонентной смеси на образование (исчезновение) турбулентности 
под действием сил плавучести далее будем использовать число Колмогорова 

{ д ln .4t . ( � iГр ) }  д ln .4t 
дr р дr 

� g дz Ко = о о = о о ' .д = 75Гп, 
D : D  D : D  

введенное в теорию турбулентности смеси Баренблаттом (1978) . 

(3.3.32) 

С использованием этих чисел уравнение переноса турбулентной энергии 
смеси для определения параметра (Ь) , может быть записано в следующем 
общем виде 

р д(Ь) + р((и) . д(Ь) ) = 
_!___ 

• 
( ;ovturь д(Ь) ) -

дt дr дr (!ь дr 

3 2 ь 
о о { Ri + Ко } _ (Ь) 2 = -3р(Ь) div(u) + pvtur D :  D 1 -

Рrшrь - pc<-L-. (3.3 .33) 

Из уравнения (3 .3.33) видно, что если Ri + Ко <  О, то турбулентная энер
гия генерируется как ветровым сдвигом, так и силами плавучести. Когда 
Ri + Ко --> Prturь , то соответствующая сумма членов в уравнении баланса турбу
лентной энергии обращается в нуль; это означает, что турбулентное движение 
не поддерживается. В тех практически важных случаях, когда один из двух ука
занных механизмов возникновения силы плавучести не эффективен, можно 
говорить о критических числах Ричардсона Ric (Колмогорова Ко). Эти числа 
определяются из условия, что турбулентное движение существует только при 
Ri < Ric (при постоянном составе) , или только при Ко < Кос (при постоянной 
температуре). При включении двух механизмов возникновения аркимедовых 
сил они могут действовать, вообще говоря, как в одном, так и в противопо
ложных направлениях. В случае если толщины теплового и диффузионного 
слоев смешения существенно различаются, такая разнонаправленность дей
ствия источника турбулентной энергии может приводить к реверсированию в 
некоторой (внешней для более тонкого слоя) области струйного течения. 

Существует целая группа полуэмпирических моделей турбулентности Кол
могорова-Прандтля, в которых уравнение (3 .3 .33) используется для опреде
ления коэффициента турбулентной вязкости в свободных сдвиговых течениях 
(плоских или осесимметричных) путем его численного решения совместно с 
гидродинамическими уравнениями среднего движения и дифференциальным 
уравнением (или алгебраическим выражением) для внешнего масштаба тур
булентности L (см. ,  например, сб. «Турбулентность: Принципы и применениЯ>>, 
1980) . 

3.3.4. Уравнения для масштаба турбулентности. 
Модель с двумя уравнениями переноса 

Для замыкания уравнения (3.3.33) необходимо иметь некоторые алгебраи
ческие соотношения, или дополнительное дифференциальное уравнение для 
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определения масштаба турбулентности L. Вывод дифференциального уравне
ния для масштаба L является одной из наиболее сложных задач полуэмпи
рической теории развитой турбулентности. Дело в том, что параметр L не 
может быть определен только через одноточечные моменты пульсирующих 
характеристик движущегося потока. Являясь мерой расстояния между двумя 
точками r1 и r2 в турбулизованном потоке, на котором двухточечные кор
реляционные моменты (d"(r1 )d"(r2)) все еще заметно отличаются от нуля, 
масштаб L определяется из сложных дифференциальных уравнений для этих 
моментов путем их интегрирования по расстоянию между точками r1 и r2 (см. ,  
например, Ламли, Пановский, 1966; Левеллен, 1980). Полученные таким путем 
дифференциальные уравнения для L, описывающие процессы его конвекции, 
генерации и диссипации, содержат большое число плохо устанавливаемых из 
опыта коэффициентов пропорциональности, т. е. являются, в общем случае, 
значительно менее достоверными, чем, например, балансовое уравнение для 
тензора напряжений Рейнольдса, в котором многие члены определены почти 
точно [см. гл. 4] .  

По этой причине, для обеспечения эффективности практических расчетов, 
масштаб ТУРбулентности L часто задается в виде чисто эмпирически найден
ных функций, или находится с помощью алгебраической формулы (а иногда 
упрощенного дифференциального уравнения), учитывающей только геомет
рию потока (расстояние до стенки z, толщину пограничного слоя б, форму 
канала и т. п.) и не зависящей от особенностей течения жидкости. Можно, 
например, для Ljб использовать эмпирическую формулу Никурадзе ( 1936), 
полученную им при исследовании течения жидкости в гладких трубах. За
меняя радиус трубы R величиной б, будем иметь следующую формулу для 
определения величины L в пограничном слое 

Ljб = (0, 14 - 0,08 ( 1 - z/ R)2 - 0,06(1 - z/ R)4) , (3 .3 .34) 

где z - расстояние по нормали от стенки. В случае свободной конвекции в 
стратифицированных слоях со сдвигом для определения масштаба L можно 
использовать следующее простое дифференциальное уравнение (см. Лайхт
ман, 1970) 

- - + (J!!)__ )/[�(J!!)__ ) ] L 
- :ХС v<иrb дz v'urb ' (3 .3.35) 

позволяющее рассчитать L через локальные средние характеристики движу
щегося потока. Здесь :х = 0,4 - постоянная Кармана; с - эмпирическая кон
станта. Эта формула в предельных случаях свободной конвекции и сильной 
устойчивости переходит в хорошо известные асимптотические соотношения, 
характерные для указанных предельных режимов стратификации. 

Вместе с тем, указанные формулы отличаются сравнительно небольшой 
универсальностью и, будучи пригодными для одного класса турбулентных те
чений, должны быть значительно изменены при переходе к описанию течений 
другого типа. Кроме этого, формулы типа (3 .3 .34) могут быть использованы 
только в случае «локально равновесной>> турбулентности, характеристики ко
торой определяются локальными условиями в каждой точке. Для <<неравно
весной>> турбулентности, когда крайне важно влияние предыстории потока на 
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характеристики течения в точке, величина L должна определяться все же с 
помощью динамического уравнения, учитывающего все виды энергетических 
преобразований в турбулентном потоке и с коэффициентами, не зависящими 
от геометрии течения. 

При инвариантном моделировании процессов турбулентного переноса 
необходимо использовать <<универсальное>> эволюционное уравнение для 
интегрального масштаба турбулентности L, в какой-то мере устраняющее 
указанные недостатки в его нахождении. В работе (Левеллен, 1980) приведено 
подобное уравнение для макромасштаба турбулентности L, определяемого 
формулой 

L = c�;)st JJJ<и�'(r)u�'(r + /)) �� '  
w 

которое было получено путем интегрирования по объему уравнения переноса 
для двухточечных корреляций скорости (u�'(r)u�'(r + /)) . Это уравнение имеет 
вид: 

� . � _ � . ( + �) _ _L_ . д(и) 
дt + (и) дr - 0,3 дr L(b) дr 0,35 р(Ь) R . дr + 

+ О  6 � _ 0,375 [�((Ь)+ L)]2 
+ 0,8L _g_ turь 

' Л2 1 дr (Ь) ( Т) qz ' (Ь)Т  
1 

(3.3 .36) 

где Л =  L/(3 + 0, 1 25 Re1urь) Т - так называемый микромасштаб Колмогорова-
Тейлора. Слагаемое, включающее масштаб Л, до некоторой степени учитыва
ет связь между пульсациями скорости на некотором расстоянии от стенки и 
пульсациями давления на стенке, а также различие размеров вихрей в попе
речном направлении и вдоль стенки. Трудности вывода этого и подобных ему 
уравнений для L связаны с тем, что ни один из членов исходного уравнения 
для корреляций (и�' (r)u�' (r + /)) нельзя проинтегрировать и потому все они 
должны быть промоделированы. С другой стороны, для дифференциального 
уравнения (3 .3 .36) возникает непростая проблема граничных условий на сво
бодной границе области турбулентного течения, где масштаб L не стремится 
к нулю. 

По этой причине для многокомпонентной турбулентности часто удобно 
привлекать к рассмотрению, вместо уравнения (3.3.36) , какое-либо уравне
ние переноса для комбинации (d"2 )mLn , которое при совместном использо
вании с уравнениями переноса для момента (d"2 ) определяет масштаб L (см. 
коллективную монографию Турбулентность: Принципы и применения, 1980) . 
Одним из уравнений такого рода является уравнение переноса для скорости 
диссипации турбулентной энергии (сь) , которое, совместно с эмпирическим 
соотношением (3.3 .24), позволяет полностью замкнуть систему осредненных 
гидродинамических уравнений на уровне моментов второго порядка. Вопрос 
о граничных условиях в этом случае значительно упрощается, поскольку ве
личина (сь) стремится к нулю на внешней границе. 

Впервые эволюционное уравнение переноса для скорости диссипации тур
булентной энергии (сь) в случае течения однородной несжимаемой жидкости 
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получил Давыдов ( 1959, 1961, ) . В случае развитой турбулентности это урав
нение имеет вид 

-( д(Еь) ( ) д(_Еь) ) -р --
+ и · -- -дt дr 

= О 1 5-..i... · ( (b)l д(Еь) ) + 1 45 (Еь) (я ·  д(и) + О 48-а) - 1 92 /i(Еь)2 
' р дr (Еь) дr ' (Ь) · дr ' Р ' (Ь) ' (3.3 .37) 

где величины R :  (д(u)jдr) и pG определяются формулами (3.3 .26) и (3.3 .28) 
соответственно. В правой части уравнения (3.3.37) стоят простейшим обра
зом промоделированные члены, которые остаются при больших числах ReturЬ : 
генерация (Еь) под действием градиента скорости, порождение диссипации 
турбулентной энергии силами плавучести и массовыми негравитационными 
силами, молекулярное разрушение величины (Еь) - Это уравнение, рассматри
ваемое совместно с эмпирическими соотношениями 

3 
L = (Ь) Т /(Еь) , vturb = 0,09(Ь)/(Еь) , (3.3.38) 

вытекающими из соображений размерности, позволяет полностью замкнуть 
уравнение переноса турбулентной энергии (3.3.33) .  Таким образом, Ь-Е-мо
дель, предложенная Лаундером (1972) применительно к расчету свободных 
сдвиговых течений, по существу, является вариантом модели Колмогорова
Прандтля. При расчетах пристеночных течений, когда необходимо вести рас
чет вплоть до стенки (где местные числа Рейнольдса малы), эмпирические 
коэффициенты в (3 .3 .37), полученные в условиях больших чисел Рейнольдса, 
не работают. В работе (Лаундер, Морс, 1982) предложены модификации и на 
этот случай. 

В заключение этого раздела еще раз подчеркнем, что константы в Ь-Е
модели зависят как от геометрии потока, так и от физико-химической при
роды моделируемой среды. Другим недостатком подобного рода моделей яв
ляется допущение о градиентном характере процессов турбулентного пере
носа. Тем не менее, эти модели широко используются для практических це
лей, например в таких программах, как PHOENICS™ , FLUENT™ , FIRE™ , 
NUMECA™ , STAR-CD™ и KIVA™, разработанных для численного моде
лирования химически реагирующих турбулентных потоков в двигателях, тур
бинах, горелках и химических реакторах (см. ,  например, Ростен, Сполдинг, 
1987). 



Глава 4 

Дифференциальные модели замыкания 
осредненных гидродинамических уравнений 
для турбулентной химически активной 
сплошной среды 

В предыдущей главе бьшо рассмотрено несколько различных по степени 
сложности и точности полуэмпирических градиентных моделей развитой тур
булентности первого приближения, основанных на гипотезе о линейной зави
симости неопределенных корреляционных моментов второго порядка (входя
щих в систему осредненных гидродинамических уравнений многокомпонент
ной смеси) от градиентов осредненных скоростей,  температур и концентра
ций различных химических веществ. Полученные методами неравновесной 
термодинамики линейные определяющие соотношения для турбулентных по
токов диффузии, тепла и тензора рейнольдсовых напряжений позволили за
мкнуть эту систему уравнений, что по существу обеспечило возможность ее 
применения для численного моделирования сравнительно простых и медлен
но изменяющихся турбулентных течений многокомпонентного реагирующего 
газа. Вместе с тем, как уже неоднократно нами отмечал ось, градиентные мо
дели первого приближения не всегда правильно отражают некоторые важные 
особенности реального поведения турбулентных течений со сложной геомет
рией (в частности, пространствеиных течений, отрывных течений и т. п .) .  
Более того, структура турбулентных коэффициентов обмена и набор эмпири
ческих констант (фигурирующих в замыкающих градиентных соотношениях), 
предназначенных, например, для описания течений в трубах, каналах, погра
ничных слоях, струях и следах, не являются достаточно универсальными, и 
их следует подбирать всякий раз заново для турбулентных течений разной 
интенсивности или с отличающейся геометрией. 

Для однокомпонентной жидкости в последние годы наибольшее распро
странение получили модели турбулентности второго порядка, имеющие, по 
мнению ряда авторов, оптимальный уровень сложности (см. ,  например, сб. 
«Турбулентность: Принципы и применения»,  1980). В этих схемах все входя
щие в осредненные гидродинамические уравнения корреляционные моменты 
второго порядка описываются системой дифференциальных уравнений пе
реноса, подобных уравнению (3 .3 .33) для турбулентной энергии, замыкание 
которых основано на использовании градиентной гипотезы, позволяющей ап
проксимировать входящие в них корреляционные моменты третьего и более 
высоких порядков соотношениями,  включающими моменты только второго 
и первого порядков. Подобного рода дифференциальные уравнения лежат в 
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основе так называемого инвариантного метода моделирования развитой тур
булентности. Термин <<инвариантное моделирование>> понимается здесь в том 
смысле, что сконструированная модель турбулентности, оставаясь полуэмпи
рической, не содержит, тем не менее, сильно изменяющихся эмпирических 
коэффициентов, значения которых необходимо подбирать заново для каж
дого нового течения. Этот подход нашел широкое применение, в частности, 
при численном моделировании реальных режимов течения турбулизованной 
жидкости, для которых существенно влияние предыстории потока на харак
теристики турбулентности в точке (<<Турбулентность: Принципы и применения>>, 
1980) . 

Однако данный сравнительно эффективный путь инженерного реше
ния проблемы моделирования развитой турбулентности также сталкивается 
с принципиальными трудностями построения замкнутой системы диффе
ренциальных уравнений. Это связано с тем, что, например, в модельные 
уравнения переноса для вторых корреляционных моментов входят третьи 
моменты, которые неизвестны, в уравнения для третьих моментов входят 
четвертые неопределенные моменты и т. д. Обрыв подобного рода беско
нечной цепочки уравнений переноса, так называемой цепочки Фридмана
Келлера (см. Келлер, 1930) , возможен лишь на пути установления какой
либо новой гипотезы замыкания, с помощью которой иерархия уравнений и 
неизвестных обрывается введением определенных связей между моментами 
высших порядков и моментами низших порядков. Роль такого рода связей 
могут выполнять, в частности, те же градиентные соотношения (но уже для 
моментов высоких порядков), содержащие различные эмпирические кон
станты. Важно отметить, что при наличии такой формы аппроксимирующих 
соотношений для статистических корреляционных моментов высоких поряд
ков явно или неявно предполагается (как и в случае моделей турбулентности 
первого приближения) существование некоторого внутреннего «равновесия>> 
в структуре турбулентного поля, что, естественно, приводит к снижению 
общности подобного подхода (Иевлев, 1975, 1990) . 

В настоящее время значительный прогресс в инвариантном моделирова
нии развитых турбулентных течений многокомпонентных реагирующих сред 
также связан с использованием дополнительных дифференциальных урав
нений переноса для разнообразных одноточечных корреляционных момен
тов разного порядка, которые, наряду с уравнениями переноса турбулент
ной энергии (3 .3 .33) и уравнением переноса макромасштаба турбулентности 
(3.3 .36) , замыкают систему осредненных гидродинамических уравнений смеси 
(см. ,  например, сб. <<Турбулентные течения реагирующих газов>> , 1 983;  Колесни
чеюсо, Марав, 1998) . Данная глава как раз и посвящена проблеме конструи
рования подобного рода полуэмпирических моделей турбулентности второго 
приближения для реагирующей смеси газов. Предлагается вывод дифферен
циальных уравнений переноса для различных одноточечных вторых корреля
ционных моментов турбулентных пульсаций термагидродинамических пара
метров среды, входящих в осредненные уравнения многокомпонентной гид
родинамики с переменной плотностью и переменными теплофизическими 
свойствами. Несмотря на полуэмприрический характер этих дополнительных 



Глава 4. Дифференциальные модели замыкания осредненных гидродинамических уравнений 245 

уравнений (в которых, при аппроксимации неизвестных корреляций, исполь
зуются приближенные выражения, содержащие эмпирические константы), 
следует признать достаточную гибкость основанных на них моделей турбу
лентности. В частности, они позволяют учесть воздействие механизмов кон
векции, диффузии, возникновения, перераспределения и диссипш..(Ии корре
ляционных характеристик турбулентного поля на пространственно-времен
ное распределение осредненных термагидродинамических параметров среды. 
С другой стороны, ими также можно воспользоваться для получения более 
достоверных алгебраических соотношений для коэффициентов турбулентного 
обмена в течениях смеси с поперечным сдвигом (в том числе применительно 
к специфике моделирования природных и космических сред) , чем те, которые 
были рассмотрены нами в гл. 3 (см. также Колесничентсо, Маров, 1999). 

Сделаем еше несколько вводных замечаний, касающихся отличительных 
особенностей метода инвариантного моделирования применительно к мно
гокомпонентной турбулентности. Как уже отмечалось, наличие градиентов 
плотности составляет одно из специфических свойств химически реагирую
щих течений, которое, как правило, не рассматривалось классическими моде
лями турбулентности. Однако, градиенты плотности, температуры и концен
траций, возникающие, в частности, из-за локального тепло- и массовыделе
ния в химических реакциях, могут сильно изменить поле гидродинамической 
скорости, осуществляя тем самым обратную связь химической кинетики с 
гидродинамикой. Одновременно и сами химические реакции в турбулизован
ной среде протекают иначе, чем в ламинарном потоке. Другими словами, 
необходимо учитывать взаимовлияние турбулентности и аррениусавой нерав
новесной кинетики. В случае турбулизации движения многокомпонентной 
смеси, в дополнение к пульсациям скорости, возникают пульсации массовой 
плотности, температуры и концентраций отдельных компонентов. Собствен
но по этой причине для замыкания турбулентно осредненных гидродинами
ческих уравнений смеси необходимо в общем случае привnекать к рассмотре
нию большое число дополнительных дифференциальных уравнений переноса 
для одноточечных парных корреляций, включающих указанные пульсации. 

Кроме того, для реагирующей среды проблема замыкания сильно услож
няется еще и вследствие необходимости осреднения нелинейных <<источнико
вых членов>> производства вещества в химических реакциях, имеющих экс
поненциальный характер. В данной главе предложена оригинальная проце
дура осреднения скоростей химических реакций любого порядка и намечена 
схема полуэмпирического моделирования появляющихся при этом дополни
тельных статистических корреляций. Отметим также, что развиваемый здесь 
подход, не являясь принципиально новым, содержит, однако, систематическое 
изложение (при использовании средневзвешенного осреднения Фавра) мето
да инвариантного моделирования развитой турбулентности применительно к 
специфике движения многокомпонентных химически активных природных 
сред. В намерения авторов не входило дать полный обзор литературы по за
тронутому вопросу. Соответствующую подборку можно найти, например, в 
цитируемой выше коллективной монографии («Турбулентность: Принципы и 
применения», 1980). 
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§ 4.1 .  Неравновеспая аррениусона кинетика 
в турбулизованном потоке 

Мы начнем с изложения процедуры осреднения скоростей химических реакций �s( Т, Za) в осреднеmшх диффузионных уравнениях (3. 1 .23) ДJIЯ многокомпоненrnой 
турбулизованной среды. В простых градиентных моделях турбулентности для 
реагирующей смеси, описанных в предьщущей главе,  при использовании 
уравнений (3 . 1 .23) нами бьmо принято приближение, согласно которому 
под величиной осредненной скорости �5(Т, Za) подразумевается функция 

�s = �s ( (Т) , (Za)) , в которой все аргументы являются осредненными. Это 
условие согласуется с основным предположением нашего подхода (3.2 . 1 ) ,  
в рамках которого бьши сконструированы простые градиентные модели -
одноточечные корреляции (d" !]{]") для любых (не равных гидродинамиче
ской скорости течения и) пульсирующих термодинамических параметров .r!l 
и [YJ малы по сравнению с членами первого порядка (.r!l) (!J{J) и могут быть 
опущены. В более точных моделях реагирующей турбулентности корреляци
онные вторые моменты, связанные с пульсациями температуры и состава, 
разумеется, не могут быть отброшены и должны учитываться в структуре 
гидродинамических уравнений масштаба среднего движения. Это происходит 
из-за того, что осредненные скорости химических реакций в реальных усло
виях турбулентного течения не определяются, вообще говоря, аррениусавой 
кинетикой для осредненных параметров, а существенным образом зависят от 
их пульсаций (см. ,  например, Кузнецов, 1969; Иевлев, 1990) . Тепловая энергия, 
выделяемая химическими реакциями, инициирует расширение среды и, если 
течение существенно экзотермическое, может индуцировать дополнительную 
силу плавучести. Именно таким способом химическая кинетика реализует 
обратную связь с гидродинамикой. 

Таким образом, при моделировании химической турбулентности возника
ют дополнительные трудности, связанные не только с нахождением явного 
вида источников (стоков) (ja химических веществ в осредненных уравнениях 
неразрывности (3. 1 .23) для частиц сорта а и определением точной величины 

r 
тепловыделения (теплопоглощения) L (q5)�5 в осредненном уравнении при-s=l 
тока тепла (3. 1 .58) ,  но также и с моделированием целого ряда стохастических 
корреляционных членов, типа (Н" Z�')  и (Z�' Z[з') ,  входящих в уравнения пе
реноса вторых корреляционных моментов. В конечном счете, собственно с 
наличием подобного рода корреляционных членов и связаны эффекты взаи
модействия химической кинетики и различных процессов переноса в турбу
лизованной многокомпонентной среде. 

-;-;-=--=' Процедура осреднения величин �5(Т, Za) не тривиальна и требует специ-
ального рассмотрения. Трудности осреднения обусловлены тем, что алгебра
ические выражения, связывающие мгновенные скорости реакций с пульсиру
ющими характеристиками течения существенно нелинейны, причем уровень 
затруднения зависит, очевидно, от суммарного порядка химической реакции, 
а также от существования нелинейной зависимости коэффициента скорости 
реакции от температуры. 
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4.1 .1 .  Элементы неравновесной аррениусоной кинетики 

Рассмотрим некоторые необходимые для дальнейшего сведения из фор
мальной теории кинетики гомогенных (объемных) химических реакций. Хи
мические процессы, протекающие в реагирующей смеси, можно описать урав
нениями реакций, которые символически записываются следующим образом: 

(4. 1 . 1 ) 

здесь !Заs и Yfas - стехиометрические коэффициенты (целые числа) компонен
ты а по отношению к s-й химической реакции; [а] - химические символы 
реагирующих веществ; знак *? означает, что реакция может протекать в обо
их направлениях. Если обозначить через .% fs коэффициент скорости для s-й 
прямой реакции, а через .%,5 - для s-й обратной реакции, то скорость прямой 
реакции может быть записана в виде 

()) = СО" n!Зls n!Зzs fs - .л- fs 1 2 · · . ,  (4. 1 .2) 

где па - текущая числовая плотность компонента а. Подобное выражение 
можно написать и для обратной реакции. Общая скорость образования мо
лекул сорта а в результате протекания всех химических реакций равна 

r r 
а а =  'J:. (Yfas - f3as)�s = L (Yfas - f3a)[(.%fsn�lsn�2' · • .) - (.%,sni''ni2' · • . ) ] . s= l  s= l  

(4. 1 .3) 

Результирующая скорость s-й реакции для идеальных термодинамических 
смесей [см. п. (2 .3 .3)]  определяется через параметры скорости прямой реак
ции w1s и константу равновесия .%5 следующей формулой (см. ,  наnример, де 
Гроот, Мазур, 1964): 

(4. 1 .4) 

где 
(4. 1 .5) 

N 

As = - .'f. vasl'a - химическое сродство s-й реакции [см. (2.2.9) ] .  Заметим, что 
a= l  

N 
суммарный nорядок прямой реакции w fs определяется как !.1[35 = .'f. [3 as· a= l  

Известно, что в приближении аррениусавой кинетики коэффициент ско
рости .%15 аппроксимируется выражением (см . ,  например, Вильяме, 1971) 

(4. 1 .6) 

в котором через .%�5 и а fs соответственно обозначены постоянная частотно
го фактора (так называемый предэкспоненциальный множитель) и темпера
турный показатель частотного фактора химической реакции, а через E1s 
аррениусовекая энергия активации. 



248 Глава 4. Дифференциальные модели замыкания осредненных mдродинамических уравнений 

Рассматривая далее идеальные многокомпонентные системы, запишем хи
мический потенциал (2.3. 1 1 ) в следующем общем виде (см. Пригожин, Дефей, 
1966) 

где 

.Ua = .U�(T, p) + kвT 1n( n; ) , (а = 1 , 2, . . .  , N), 

т т 
.и�(Т, р) = kв Т 1n р + h� - Тс�а ln Т - Т J dJ J c;a(T)dT - k8 Tya 

о о 

(4. 1 .7 )  

(4 . 1 .8) 

- химический потенциал чистой компоненты а при данных температу
ре Т и давлении р смеси; у а - химическая постоянная частиц а-го сорта; 
с�а' с;а( Т) - соответственно, поступательная и колебательная составляю
щие парциальной изобарной теплоемкости с ра' определяемой соотноше-
нием ера = (дhаfдТ)р,{п�) ; h� - экстраполированная на нулевую температуру 
парциальная энтальпия компоненты а. Тогда константа равновесия :J{s и 
химическое сродство As s-й химической реакции могут быть записаны так 
(Пригожин, Дефей, 1966) : 

N N 
As = - L Vas.Ua = kв Т 1n [ %,(Т)/П n�"' ] ,  (s = 1 ,  2 ,  . . .  , r) а= ] а= ] 

N 

(4. 1 .9) 

Здесь .::lvs = L vas - алгебраическая сумма стехиометрических коэффициентов 
a=l 

N 
s-й химической реакции; q� = L vash� - так называемая теплота s-й реакции, 

a= l  
экстраполированная к абсолютному нулю температуры. 

Выражение в квадратных скобках в правой части ( 4. 1 .9) имеет исключи
тельно важное значение в химической кинетике. Поскольку в случае химиче
ского равновесия, как скорость ;s, так и сродство As обращаются в нуль, что 
вытекает из чисто термодинамических соображений [см. (2.2.8)] , то из (4. 1 .9) 
в этом случае следует так называемый закон действующих масс 

N 
:Жs(Т) = П{(na)e/'"'-fiш , (s = 1 ,  2, . . .  , r) , 

а=] 
(4. 1 . 1 1 ) 

позволяющий рассчитать состав продуктов реакции при химическом равно
весии (здесь индексом (eq) обозначено равновесное значение числовой плот
ности). 
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4.1.2. Осреднение скоростей неравновесных хнмнческнх реакцнй 

Осреднение скорости образования (4. 1 .3) а-компоненты в результате про
текания всех химических реакций ( 4. 1 . 1 ) ,  с последующим отбрасыванием чле
нов, содержащих моменты третьего и более высоких порядков, представляет, 
как уже отмечалось, нетривиальную задачу. Возникающие трудности связаны, 
во-первых, с сильной нелинейностью выражения (4. 1 .4) для результирующей 
скорости s-й реакции, причем степень усложнения, очевидно, зависит как от 
суммарного порядка 1:!.(35 реакции, так и от наличия нелинейной зависимости 
коэффициента скорости реакции %15 от температуры; во-вторых, с необхо
димостью последующего нахождения большого числа корреляционных членов 
второго порядка, содержащих турбулентные пульсации температуры и состава. 
Эти корреляционные члены должны определятся, в общем случае, из соответ
ствующих эволюционных уравнений переноса, содержащих, в свою очередь, 
корреляции третьего и более высокого порядков. Замыкание подобного рода 
уравнений возможно только при дополнительных предположениях о характе
ре связи статистических корреляций высоких порядков с корреляционными 
моментами низших порядков. 

Прежде чем получить осредненное значение скорости химической реак
ции, записанной в самом общем виде, рассмотрим, в качестве примера, по
казывающего характерную сложность проблемы, типичную химическую ре-

:жf 
акцию второго порядка [ 1 ]  + [2] � [3] , протекающую только в прямом направ-
лении. Осредненное значение скорости исчезновения компоненты ( 1 ] можно 
записать в виде 

-а1 = %1п1п2 = p2%1Z1Z2 = (p%1)(p(Z1 ) (Z2) + pZ{'Z�') + 
+ (Z1 )p2%1Z�' + (Z2 )p2%1Z[' + р(р%1)" Z{' Z�' · (*) 

В этом выражении первый член справа содержит произведение осредненных 
величин и может быть получен путем подстановки в выражение для источни
ка а1 соответствующих средних параметров течения, а второй член описыва
ет неоднородность распределения концентраций реагентов при эффективной 
величине константы скорости реакции, соответствующей принятому способу 
осреднения; остальные члены обусловлены влиянием пульсаций концентра
ций и константы скорости реакции. Поскольку константа скорости химиче
ской реакции зависит от температуры [формула (4. 1 .6)] ,  то в случае неиза
термического процесса пульсация константы скорости чрезвычайно сложным 
образом зависит от пульсаций температуры, что, в свою очередь, вносит зна
чительные осложнения в формулу (*). Но даже в случае изотермического про
цесса в сильно разбавленных системах, когда можно с достаточной степенью 
точности считать постоянными плотность и коэффициент скорости реакции, 
выражение (*) содержит дополнительный член, приводящий к изменению 
скорости химической реакции по сравнению с ее значением, вычисленным 
по средним величинам (см. сб. << Турбулентные течения реагирующих газов», 
1 983) .  
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Перейдем теперь к рассмотрению общего случая. Будем далее считать, что 
соотношения (4. 1 . 2)-(4. 1 . 1 0) относятся к актуальному (мгновенному) состоя
нию химически активного течения турбулизованной смеси. Тогда параметры 
состояния Т, р и па , в соответствии с допущением Рейнольдса, могут быть 
представлены в виде суммы осредненных значений ( Т) ,  р и па и их турбу
лентных пульсаций бТ, бр, бпа (в этом разделе для единообразия записи будем 
использовать одинаковые обозначения для пульсационных составляющих па
раметров, независимо от способа их осреднения, т. е. б Т =  рТ" jp, бпа = п�) . 
Так как �s = �s< T, па) , то можно, ограничиваясь приближением только второго 
порядка малости, принять 

(4. 1 . 1 2) 
где 

(4. 1 . 1 3) 

(4. 1 . 14) 

Здесь индексом «0>> отмечены значения производных, вычисленные при 
Т = (Т) и па =nа. 

Из выражения (4. 1 .4) варьированием независимых переменных Т и п/3 
легко получить первую вариацию результирующей скорости �s = �s( T, па) , ко
торую запишем в виде 

(4. 1 . 1 5 )  

где 

(4. 1 . 1 6) 

Далее, для получения вариации б(Asfkв Т) воспользуемся известными тер
модинамическими соотношениями (де Гроот, Мазур, 1964) 

N ( д(А,/Т) ) = � ( д(!lа/Т) ) = q/T, р) 
д Т � V as д Т Т2 , 

Р a= i Р 

(4. 1 . 1 7) 

(4. 1 . 1 8) 

(4. 1 . 1 9) 
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в которых введены следующие обозначения 
N N Т 

qs(T, р) = L ha(11as - f3as) = q� + L Vas J Cpa(T)dT, 
a=i а=1 О 

N 

У,( Т, р) = �)11as - f3as)va , a= l 
1'(3а = ( �:fi ) . 

а T,p,{nfi)((З#a) 
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(4.1 .20) 

(4. 1 .2 1 )  

(4. 1 .22) 

Здесь va - парциальный молярный объем а компоненты [см. (2.3 . 1 2) ] ;  qs 
теплота реакции s при постоянных Т и р, равная разности между суммой 
произведений парциальных энтальпий продуктов реакции на соответствую
щие стехиометрические коэффициенты и аналогичной суммой ддя реагиру
ющих веществ [см. (2. 1 .28)] ;  У,( Т, р) - так называемое изменение удельного 
объема при протекании s-й реакции при постоянных температуре и давлении; 
1'f3a - частная производная от химического потенциала l'fЗ по числовой плот
ности па при постоянных температуре Т и давлении р и всех других числовых 

плотностей п/3 f па, (заметим, что 
a
�
l 
паl'fЗа = О) . 

Для смеси совершенных газов будем иметь [см. (2.3 . 1 2) ] :  

где bf3a - символ Кронекера. Тогда 
N ь( kАв,Т. ) = q,(T, р) ЬТ- V,(T, р) {j + � ( llv, - � ){jп = k8T2 k Т р LJ n n а 

в a=l а 

(4. 1 .23) 

(4. 1 .24) 

Подставляя теперь соотношения (4. 1 . 16) и (4. 1 .24) в формулу (4. 1 . 1 5) ,  полу
чим следующее выражение для первой вариации {j�s скорости s-й химической 
реакции 

N {j�s = AQbT + L Л�Ьпа, (4. 1 .25) 
a= i 

где 

(4. 1 . 26) 

(4. 1 . 27) 
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Получим теперь вторую вариацию lJ2�s результирующей скорости s-й хи
мической �s = w fs - w,5 (здесь w,5 = w fs ехр( -Asfkв Т) - скорость обратной ре
акции). Для этого представить ее сначала в виде 
lJ2�s = lJ(lJw15 - lJw,5) = б[w1i(ln w15) - w,5lJ(ln W,5)] = 

= w 1А (lJ ln w 1)2 + lJ2(ln w 1)] - w,5 [ (lJ 1n w,5)2 + lJ2(ln w,)] . ( 4. 1 .28) 

Тогда, используя формулу (4. 1 . 1 6) ,  а также легко выводимые (с учетом (4. 1 . 16) 
и ( 4 . 1 .24) соотношения 

2Е + а  k Т N f3 
lj2 (1n W ) = _ fs fs в (lJ Т)2 _ � ____.,;:__ (lJn )2 fs k т3 � n2 а ' 

В а=] а 

окончательно получим (Колесниченко, Марав, 1984) 

где 

N N N 
+lj2�s = Шб(lJТ)2 + L g{J�(lJTlJna) + L L g{J�/lJnalJny) ,  a= l  а=1 y=l 

g{J� = wfs k j,;n {f3as - '1as( 1 - ;: ) (i- ll<nдYfi' ) } , 
В а fs s Д= ! 

Здесь введены обозначения 

(4. 1 .29) 

(4. 1 . 30) 

(4.1 . 3 1 )  

(4. 1 .32) 

(4. 1 . 33) 

(4. 1 . 34) 

(4. 1 .35) 

(4. 1 .36) 

Ej5 = E15 + a15k8 ,  q; = q5(T, p) - !::.v5k8 T. (4. 1 .37) 

Заметим, что все фигурирующие в формулах (4. 1 .26), (4. 1 .27), (4. 1 .34), (4. 1 .35) 
и (4. 1 . 36) физические параметры р, Т, па осреднены указанным выше обра
зом, но для упрощения записи символ осреднения опущен. 

Осредняя теперь по ансамблю возможных реализаций приближенное ра
венство (4. 1 . 1 2) и используя соотношения (4. 1 .25) и (4. 1 .33),  для осредненной 
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скорости химической реакции в турбулизованном потоке окончательно будем 
иметь 

где 

(ЬТ)2 =. p2 T"2jp2 � рТ"2/Р =  ( Т"2) , 
bTbna =.pT"n�/75 = р2 Т'' Za/P � pT" Za = р( Т" Z�' ) , 

bn bn = п' п ' � -p2((Z" Z") - (Z )Z" - (Z )Z") а {З  а {З  а {З  а {З  {З а ' 
причем соотношение ( 4. 1 .4 1 )  следует из очевидного преобразования 

n� = па -na = pZa - p(Za) = pZ�' + р' (Za) .  

(4. 1 . 39) 

( 4.1 .40) 

(4. 1 .4 1 )  

(4. 1 .42) 

Из выражения (4. 1 .38) следует, что в случае учета взаимовлияния осреднен
ной гидродинамики и химической кинетики на характер протекания химиче
ских реакций и процессы тепло- и массопереноса в турбулизованном течении, 
необходимо привлекать к рассмотрению в общем случае многокомпонентной 
смеси достаточно большое количество дополнительных уравнения переноса 
для парных корреляционных функций от пульсаций температуры и состава. 

По поводу широко используемой далее формулы ( 4. 1 .38) сделаем следую
щее замечание. В силу экспоненциальной формы выражения (4. 1 .4) и мед
ленной сходимости соответствующих степенных рядов разложения (4. 1 . 1 2) ,  в 
общем случае необходимы более детальные сведения о структуре турбулент
ного поля течения многокомпонентной реагирующей смеси. Другими слова
ми, знания одних только вторых корреляционных моментов для пульсирую
щих температуры и состава может оказаться совершенно недостаточным для 
удовлетворительной аппроксимации осредненной величины <<источникового>> 
члена аа. Естественно, что наиболее полную информацию о химической тур
булентности можно бьшо бы получить, вводя в рассмотрение функцию рас
пределения совместных вероятностей для гидродинамической скорости и и 
основных термодинамических параметров течения химически активной сме
си во всех точках координатного пространства. Однако такой подход все-таки 
слишком сложен для практического употребления и потому может играть 
лишь ограниченную роль в исследованиях реагирующей турбулентности. 

Достаточно широкое распространение (в частности, в связи с иссле
дованиями турбулентного горения) получили методы, основанные на ис
пользовании одноточечной плотности распределения вероятностей скоро
сти, концентраций и некоторых других величин в турбулентных потоках, 
Р(р, и, Т, Za; r, t) (см., например, Борги, 1984; О' Брайен, 1983). Однако 
оценить в полной мере перспективность этого существенно упрощенного 
подхода также не представляется возможным, как из-за отсутствия завершен
ной теории ,  позволяющей непосредственно находить функцию Р с помощью 
определяющего ее интегро-дифференциального уравнения, так и вследствие 
все еще немногочисленного количества численно решенных тестовых задач 
турбулентного горения. Вместе с тем, предложенная выше аппроксимация 
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осредненных скоростей химических реакций fs на уровне моментов второго 
порядка позволяет, до известной степени, учитывать влияние химической 
кинетики на процессы возникновения и эволюции реагирующей турбулент
ности. Несомненным является то, что даже такой ограниченный подход к 
решению сложной проблемы взаимодействия турбулентности и химической 
кинетики все-таки значительно лучше, чем ее полное игнорирование. 

4. 1.3. Формула для корреляционных моментов, 
включающих пульсации источника вещества за счет химических реакций 

Для дальнейших целей нам понадобится выражение, позволяющее запи
сать величины d" а 

а
, содержащие пульсации а� источника вещества сорта 

а за счет химических реакций, через корреляционные моменты (Н" Z�') и 
(Z�'Zj/) . Используя свойства средневзвешенного осреднения (3. 1 .7) и соотно-

шение (4. 1 .3) для источника аа , величину d"aa представим первоначально в 
виде 

d"a =7i d" + a'd" =d"( � v t: (( T) n )) + � v t:'d" 
а а а "'-' as�s ' а � as�s ' s=l s= l 

(4. 1 .43) 

где пульсация скорости �; , согласно формуле (4. 1 .25), определяется выраже
нием 

N 
�; =AQ(pT"/P) + L АДn�. (4. 1 .44) 

fJ= l  

Поскольку употребляемые далее (при конструировании феноменологической 
модели реагирующей турбулентности) уравнения переноса корреляционных 
моментов второго порядка содержат корреляции вида (Н " Z�') и (Z�' Z/з' ) , то 

именно через них удобно будет выразить и пульсации �; скорости химической 
реакции. Это можно сделать с помощью формулы (3. 1 .45) , переписанной в 
виде 

В результате будем иметь 

N 
�;d" =ЛQ(T"d") + L AДn�d" = 

fJ=l  

� (�) (H"d") + f(:олд - �:13� ЛO)<Zfз'd") - d" f AДnfJ . (4. 1 .45) 
р fJ= 1  р fJ= l  

Отсюда, с учетом формулы (3.2.66), записанной в виде 

d" � -.-1-(Н" d") + -1- � ( Р�р) - с ) <z" d") ( Т) (с ) (с ) � n ра а ' Р Р a= l  



§ 4.1 .  Неравновесная аррениусона кинетика в турбулизованном потоке 

для искомого выражения S!l"aa окончательно находим 

Здесь введены следующие обозначения 

-LCh = - � (лs _ ( Т) лs) ( Т) ( р(сР) _ )Lch р а{З р LJ V as {3 n ' '"О + n С р{З Оа • 

s=i 
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(4. 1 .47) 

(4.1 .48) 

Далее будут рассмотрены случаи различных физических величин S!l, пульси
рующих в турбулизованном потоке. 

В заключение заметим следующее. Часто необходимый предварительный 
анализ влияния турбулизации течения газовой смеси на скорости протекания 
химических реакций (или наоборот) возможен при сопоставлении между со
бой различных характеристических времен: характерного времени гидродина
мических процессов, thydro ; временного масштаба турбулентности, tturь (напри
мер, диссипативного масштаба tturь � (b)/(t:e)) ; временного масштаба химиче
ских реакций, tchem· Эти характерные времена могут находиться в различных 
соотношениях друг с друтом (обычно tturb « thydro ' в частности, для течений 

типа пограничного слоя tturьlthydro � 1 0-2) .  
В астра- и геофизических приложениях, при анализе связи турбулентности 

и химической кинетики, можно ограничиться анализом следующих возмож
ных случаев: 

• tchem > thydro (при этом tchem » tturь) - химические реакции неравновесны 
по отношению к осредненному движению среды и <<заморожены>> по отно
шению к пульсационному движению; в этом случае процессы химическо
го превращения не влияют на газодинамические характеристики потока, но 
средний состав газа должен определяться из осредненных уравнений нераз
рывности отдельных химических компонент, в которых источникавые члены 
рассчитываются с учетом пульсаций температуры и состава (см. Иевлев, 1990); 

• tchem < thydro - химические реакции независимы по отношению к осред
ненному, но существенно взаимовлияние процессов химической кинетики и 
процессов тепло- и массаопереноса в турбулизованном потоке; 

• tchem « thydro - осредненное течение можно считать химически равновес
ным, однако сами химические реакции могут быть неравновесными по отно
шению к турбулентным пульсациям; в этом случае состав смеси определяется 
из закона действующих масс (4. 1 . 1 1 ) ,  но с учетом возможного влияния на 
характеристики среды пульсаций температуры и состава, а процессы химиче
ского превращения влияют на коэффициенты турбулентного обмена (Иевлев, 
1990; Маров, Колесниченко, 1987). 
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§ 4.2. Модельные уравнения переноса вторых моментов 

для многокомпонентной газовой смеси 

В этом параграфе на основе общего балансового уравнения для вторых 
корреляционных моментов (d" !!il") пульсирующих в турбулизованном пото
ке термагидродинамических параметров смеси, единообразным способом по
лучены следующие модельные уравнения переноса: уравнения переноса для 
составляющих тензора турбулентных напряжений Рейнольдса RiP уравнение 
переноса турбулентной энергии (Ь) ,  уравнение переноса для вектора турбу
лентного потока тепла qturb , уравнение переноса среднеквадратичной пульса
ции (дисперсии) полной энтальпии смеси (Н"2) ,  уравнения переноса для век
торов турбулентной диффузии r,;urь (а = 1 ,  2,  . . .  , N), уравнения переноса для 
вторых смешанных моментов пульсаций энтальпии и состава смеси (H"Z�') 
(а = 1 ,  2 ,  . . . , N) и, наконец, уравнения переноса для вторых смешанных мо
ментов пульсаций концентрации для различных пар веществ в смеси (Z�' Zfз'> 
(а, fЗ =  1 ,  2, . . .  , N). Проведен анализ физического смысла всех статистиче
ских корреляций высокого порядка, фигурирующих в указанных уравнениях 
и предложены их простейшие аппроксимации. Достигнутый значительный 
прогресс в развитии и применении моделей турбулентности второго поряд
ка для однокомпонентной жидкости с постоянной плотностью (см., напри
мер, (Дональдсон, 1972; Дирдорф, 1973; Андре и др. ,  1976; сб. << Турбулентность: 
Принципы и применения>> , 1980) позволяет надеяться на эффективность рас
смотренного здесь обобщения некоторых из них на случай течения сжима
емой многокомпонентной среды. Имея в виду, что эффективность любой 
сконструированной модели турбулентности определяется, в конечном счете, 
согласованностью полученных с ее помощью результатов с эксперименталь
ными данными, мы использовали далее простейшие аппроксимационные вы
ражения для фигурирующих в указанных уравнениях переноса неизвестных 
моментов, руководствуясь при этом аналогией с современными полуэмпири
ческими моделями развитой турбулентности для однокомпонентной среды с 
постоянной плотностью. 

4.2.1. Общий вид уравнения переноса одноточечных вторых моментов 
для турбулизованной смеси 

Статистический подход к описанию процессов турбулентного переноса 
в однокомпонентной жидкости основан, как известно, на анализе цепочки 
зацепляющихся прогностических уравнений для корреляционных моментов 
связи возрастающего порядка (см. Келлер, Фридман, 1924) .  Рассмотрим кратко 
общую схему составления этих уравнений на примере несжимаемой жидкости 
с постоянной плотностью. 

Разноточечный и разновременный коррелятор пульсаций скорости k-го 
порядка определяется статистическим осреднением произведения k пульса
ционных скоростей 

!!il А1 . .  .Ak (rp t1 ; . . .  ; rk ,  tk) = и�1 (rp t1 )  • • •  и�k (rk , tk), 
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где rk - радиус-вектор точки в пространстве, tk - момент времени, Ak - ин
декс, пробегающий значения х, у, z. Полное статистическое описание слу
чайного поля скоростей эквивалентно определению всех корреляторов пуль
саций скорости произвольнаго порядка, что практически невыполнимо. По
этому, реально используют только корреляторы низших порядков, например, 
парный коррелятор [!l]i/r, rp t) = u[(r, t)u;(rp t) - разноточечный одновремен
ный момент второго порядка пульсаций скорости. При изучении сдвиго
вой турбулентности несжимаемой однокомпонентной жидкости часто удобно 
использовать лишь одноточечные парные корреляторы пульсаций скорости 
[!l]i/r, t) = и; (r, t)и;(r, t) - тензор Рейнольдса. 

Производная по времени от коррелятора [!l]jr, t), в силу коммутативно
сти операций осреднения и дифференцирования (постулат Рейнольдса, [см. 
(3 . 1 .2)]) может быть представлена в виде 

д ( 1 дuj(r, t) ' ( ) au;(r, t) дt[!l]iJ r, t) = ui (r, t) дt + и1 r, t дt . 

Для получения эволюционных уравнений для вторых моментов [!l]iJ(r, t) , 
необходимо исключить производные по времени в правой части последнего 
равенства с помошью соответствующих гидродинамических уравнений для 

пульсаций скорости. Тогда в полученные уравнения войдут корреляционные 
функции для пульсаций скорости третьего порядка. Аналогичным образом 
можно вывести и более сложные эволюционные уравнения, например, для 

корреляторов третьего порядка, в которые войдут уже корреляционные функ
ции четвертого порядка и т. д. Обрыв этой цепочки на любом шаге приводит 
к незамкнутой системе уравнений, что и представляет главную проблему 
метода Келлера-Фридмана. 

Дополнительные трудности возникают при обобщении этого подхода на 
многокомпонентные химически реагирующие сжимаемые среды. В связи с 
этим отметим, что даже для однокомпонентной жидкости система уравнений 
для моментов связи записывается настолько сложно, что в цитированной вы
ше классической работе Келлера и Фридмана сами уравнения не выписыва
лись, а лишь была указана основная идея их вывода и перечислено, сколько 
и каких уравнений при этом получается. По этой причине фактический вы
вод цепочки уравнений, описывающих динамику корреляционных моментов 
возрастающего порядка, полученных при весовом осреднении Фавра для тур
булизоваиного потока многокомпонентной смеси с химическими реакциями, 
имеет по нашему мнению, принципиальное значение как для конструиро
вания полуэмпирических моделей химической турбулентности повышенного 
уровня сложности, так и для более глубокого понимания процессов взаимо
действия кинетики и турбулентного переноса в подобных средах (см. Марав, 
Колесниченко, 1987). 

Перейдем теперь к выводу общей формы уравнения переноса вторых мо
ментов для турбулизованной среды. Пусть d(r, t) - удельное значение какой
либо скалярной величины (в частности, это могут быть компоненты тензора) , 
субстанциональный баланс которой имеет вид (2. 1 . 1 ) .  Тогда, с учетом (3. 1 . 1 4) ,  
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можно написать 

откуда следует выражение 

dd" ( 11 д(d) ) D(d) ( д ) P----;[t = -р и · ----а;:- - Р----пt - дr · lr.dJ + a(d) " (4.2 . 1 )  

Умножая (4.2. 1 )  на  пульсацию [i]" некоторого другого параметра [i](r, t) (для 
которого также может быть написано балансовое уравнение типа (2. 1 . 1 ) )  и 
турбулентно осредняя результат, получим в итоге 

('j)J/1 dd" _ ( nurb д(d) ) ('j)J/1{ ( д J. ) } 
Р= ----;[( - - J (91!) · ----а;:- + = a(d) - а; · (d) · (4.2.2) 

Поменяв теперь местами параметры .91 и [i] в этом соотношении, будем иметь 

rд/1 d8lJ" _ ( nurb д(8lJ) ) rд/1 { ( д J. ) } 
Рм ---;}{ - - J(d) · � 

+м a(91i) - дr · (91!) . (4.2.3) 

Наконец, складывая (4.2.2) и (4.2.3),  получим, при учете тождества (3 . 1 . 12) ,  
уравнение баланса в субстанциональной форме для одноточечного второго 
момента (.91" [i]") 

р d(d" 8lJ") = -p_!}_(d" [i]") + (_i_ . pd" [i]" и")= - (purb . д(8lJ) ) _ 
dt Dt дr (d) дr 

которое, при использовании обозначений 

J(�91!) =.!(:;/�д) +  .91" (д/дr) . J(91!) + [i]" (д/дr) . J(d)' 

.лurь = p(d" [i]")и" (d91i) - ' 

p(E(d91!) = -J(d) · (д/дr)[i]" - J(91!) · (д/дr)d" , 
принимает следующий окончательный вид 

Конвекция Диффузия Воспроизводство 

(4.2.5) 

(4.2.6) 

(4.2.7) 

- д(d"8lJ") + (р-(и) . д(d"8lJ") ) = _ (_i_ .  J."L ) _ (.лurь . д(8lJ) ) _ (.лurь . д(d) ) + Р дt дr дr (.>191!) (d) дr (91!) дr 
Перераспределение Диссипация 

+ .91" а(91!) + [i]" a(d) - p(E(d91i) ) . ( 4.2.8) 

Здесь J(::J"2в) ' J(�91i) - соответственно турбулентный поток, и полный турбулент

ный поток смешанной корреляции (.91" [i]") ;  p(E(dfJlJ) ) - скорость диссипации 

корреляции(d" [i]") под действием молекулярных процессов переноса. 
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В частном случае совпадающих пульсирующих характеристик потока, ко
гда d(r, t) = gJ(r, t), уравнение ( 4.2. 7) превращается в уравнение переноса 
среднеквадратичной пульсации (<<дисперсии>>) (d''2 ) термогидродинамическо
го параметра d(r, t) (Колесниченко, 1981) : 

- д(d''2 /2) (- д(d''2 /2) ) 
Р дt + p(u) · дr = 

= - :Г · (pd''2u" /2 + d"J(d)) - .!(':fJь · д<;:) + d"a(d) - p(t:d) ,  (4.2.9) 

где 
(4.2. 10) 

- скорость скалярной диссипации дисперсии (d"2 ) . 
Таким образом, общее балансовое уравнение для смешанных парных кор

реляций (4.2.8),  также как и уравнение для дисперсий (4.2.9), содержит члены, 
отражающие влияние на пространственно-временное распределение соответ
ствующей статистической характеристики следующих динамических процес
сов: конвективного переноса, диффузии, образования за счет обмена энергии 
между осредненным и пульсационным движением, перераспределения турбу
лентной энергии между пульсационными движениями в различных направ
лениях и диссипации пульсирующей характеристики потока вследствие мо
лекулярных процессов переноса. Рассмотрим теперь последовательно случаи 
различных величин d и g{J. 

4.2.2. Уравнения переноса тензора турбулентных напряжений 
для многокомпонентной среды с переменной плотностью 

Уравнение переноса для тензора Рейнольдса Rki = -р(и�и;' > получается 
из (4.2.8) ,  если принять d = uk(r, t) , g{j = ui(r, t) и использовать выражения 
(2. 1 . 1 1) для соответствующих потоков и объемных источников скоростей uk и ui: 

где Eilk - альтернирующий тензор Леви-Чивита: { 1 ,  
Eilk = О, 

- 1 ,  

i, l, k = 1 , 2, 3 ; 
i = l  

i, !, k = 2, 1 ,  3 ;  

3 ,  1 ' 2;  
i = k  

3 ,  2, 1 ;  

2 ,  3 ,  1 ;  
l = k; 

1 ,  3, 2; 

е>  
(4.2. 1 1 ) 

Q1 - составляющие вектора угловой скорости вращения системы координат 
(относительно абсолютной системы координат) , в которой записано уравне
ние движения смеси (2. 1 .9) .  В результате получим точное (без отбрасывания 
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каких-либо членов) уравнение переноса 

Здесь 

N 

и;'а<иk) = -и;'(дрjдхk) - 2EljkRi1Qj + L J�yrь Fak; (2) 
а= !  

(Р· ) - р(и"и")и" л и" л и" (uku) j = k i j - ij k - kj i 

(4.2 . 1 2) 

(4.2 . 1 3) 

(4.2 . 14) 

- диффузионный поток (тензор 3-го ранга) тензора турбулентных на
пряжений; 

(4.2. 1 5) 

- скорость (тензор второго ранга) диссипации тензора Rki вследствие моле
кулярной вязкости; 

Используем теперь для слагаемых с давлением в выражении (4.2. 1 3) тот же 
прием, что и при выводе формулы (3 . 1 .48); тогда для любого пульсирующего 
в потоке признака d справедливо преобразование 

d" адр = d" iГр + d" дар' = p( 1/p)"d" аiГр - р' даd" + -а
а 

(fJi .p'd") ,  (4.2. 1 6) Х; дХ; Х; Х; Х; Xj J 
откуда, в случае d = иk(r, t) и d = иi(r, t) будем соответственно иметь 

----- ---д-,-, 11 др _ Jlurb iГр 1 uk д ( 5: ---,--,;) иk az - (1/p)k az -
р а:х. + дх .  uijp иk ' 

1 l l J 

(здесь {Jij - символ Кронекера). 

(4.2. 1 7) 

Подставляя теперь соотношения (4.2. 1 3)-(4.2. 1 7) в уравнение переноса 
тензора турбулентных напряжений (4.2. 12) ,  перепишем его в компактном 
окончательном виде 

(4.2 . 1 8) 

(4.2. 1 9) 

(4.2.20) 



§ 4.2. Модельные уравнения переноса вторых моментов для многокомпонентной смеси 261 

Фki = р' (ди�' jдxi + ди;' jдxk) , 
_ __:.:_ __ � 

pcki = р(с(иkи) = JТiJ(дjдx)u� + JТk/дfдх)и;' ,  
N -G = _ тturb iГр _ r,urь iГр + � ( тturb F + тturb р ) Р ki - J(ijp)k дх. ( ljp)i дх � J�k ai J�i ak · 

' k a=i 
Поясним смысл отдельных слагаемых уравнения (4.2. 1 8): 

(4.2.2 1 )  

(4.2 . 1 5*) 

(4.2.22) 

• J� - полный «диффузионный поток» тензора рейнольдсовых напряже
ний Rki' включающий различные механизмы переноса турбулентности в про-

странстве, а именно, тензор турбулентной диффузии (слагаемое р(и�и;')и;') , 
тензорный перенос под влиянием молекулярной вязкости, когда пульсиру
ющей гидродинамической скоростью вовлекаются в движение соседние, до 
этого не пульсировавшие, слои газа (слагаемые -JТiJu�' - JТk1u{') ; тензорный пе
ренос, вызванный взаимодействием полей пульсационных скоростей и пуль
сационных давлений (слагаемые fJup'u�' + (fJk1p'u;'); 

• Pki - тензорная величина, связанная с процессами генерации тензо
ра напряжений Rki из-за взаимодействия турбулентных пульсаций скорости 
с неоднородным полем осредненных скоростей (обусловленным ветровым 
сдвигом или вращением среды с общей угловой скоростью Q); 

• Фki - тензор корреляций турбулентных пульсаций скорости и давления, 
описывающий перераспределение турбулентной энергии между различными 
составляющими тензора Рейнольдса Rki; 

• pGki - тензор, связанный с возникновением (или исчезновением) турбу
лентности при движении среды в поле неравномерного гидродинамического 
давления, либо под воздействием массовых сил; 

• pcki - тензорная величина, связанная со скоростью диссипации тензора 
турбулентных напряжений Rki вследствие молекулярной вязкости. 

Отличие выведенного нами уравнения переноса тензора Rki (4.2 . 1 8) для 
многокомпонентной смеси от хорошо известного аналогичного уравнения для 
течения с постоянной плотностью (см. Монин, Яглом, 1992) касается в основ
ном структуры тензорной величины Gki ' С учетом формулы (3.2.67) для потока 
J(f}�> выражение ( 4.2.22) принимает вид 

-о . = (---тrJ� д ln р + ----ги" д ln р ) _ 1 (purь iГр + Jtl!rb iГр ) _ Р kt р k дхi 
р 

t дхk р(сР ) (Т) qk дхi qt дхk 
N 

-� { ( � � - Fai)�krb + ( � � -Fak )J�yrь} (4.2.23) 

Следует иметь в виду, что во многих практически важных случаях, например, для 
течений с малыми числами Маха, можно пренебречь относительными пуль
сациями давления по сравнению с пульсациями плотности и температуры; 
тогда первое слагаемое в (4.2.23) может быть опущено [см. замечание к фор
муле (3.2.67) ] .  В этом случае выражение для Gki' записанное для стратифици
рованного в поле силы тяжести течения, принимает более простой вид 

N 
pGki � (с �( Т) (fJkЗJJ + {Ji3J[,_) + : g L (fJi3�krb + {JkЗ�yrь) . Р a=i 

(4.2.24) 
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Формула (4.2 .24) представляет собой модифицированный на случай сжима
емой многокомпонентной среды подобный член уравнения переноса тензо
ра Rki' полученный ранее для течений однокомпонентной жидкости (см. сб. 
« Турбулентность: Принципы и применения>> , 1980) . 

Уравнения для тензора турбулентных напряжений Рейнольдса, записанные 
в виде ( 4.2. 1 8) (шесть уравнений для составляющих симметрического тензора 
Rk),  не могут быть непосредственно использованы для замыкания осреднен
ных гидродинамических уравнений смеси, поскольку содержат большое число 
новых неопределенных величин, представляющих собой статистические кор
реляции с пульсациями давления, диссипативные члены и моменты третьего 
порядка. Аппроксимацию этих неопределенных величин для турбулизован
ной среды с переменной плотностью мы проведем по аналогии с более или 
менее удовлетворительными и хорошо апробированными гипотезами замыка
ния, используемыми в <<классической» теории турбулентности с постоянной 
плотностью (см. сб. << Турбулентные сдвигавые течения-1>>, 1 982). Заметим по 
этому поводу, что в настоящее время не выявлено достаточных оснований в 
проведении существенной модификации подобного рода аппроксимаций для 
течений смеси с переменной плотностью. 

Ограничим далее наше рассмотрение упрощенными схемами замыкания 
второго порядка, которые используют минимальное количество произволь
ных эмпирических констант. Более сложные параметрические соотношения 
для моделируемых корреляционных моментов для случая однокомпонентной 
жидкости приведены, например, в сборнике ( Турбулентность: Принципы и при
менения, 1980) , к которой мы и отсьmаем заинтересованного читателя. 

Итак, будем, по предположению, считать, что аппроксимационные соот
ношения, используемые в полуэмпирических теориях турбулентности одно
компонентных несжимаемых жидкостей, справедливы и в рассматриваемом 
здесь случае многокомпонентной сжимаемой среды, когда систематически ис
пользовано средневзвешенное осреднение Фавра; тогда справедлива, в част
ности, следующая упрощенная схема замыкания: 

(4.2.25) 

(4.2 .26) 

(4.2.27) 

где Ке, К
Р

, с - свободные константы, определяемые на основе эксперимен
тальных данных, причем эмпирические коэффициенты Кы и с2 существенны 
только при небольших турбулентных числах Рейнольдса Returь = L(b) 112 jv, т. е. 
когда Кы Returb /Кы < 0( 1 )  и с1 Returb jc2 < 0( 1 ) ;  v - молекулярный кинематиче
ский коэффициент вязкости смеси; L(r, t) - внешний масштаб турбулентного 
поля скоростей в точке, который взаимосвязан с интегральным масштабом 
турбулентности L (или с длиной смешения Л), обсуждавшимся в предыду
щей главе, хотя и не совпадает с ними. В формуле (4.2 .26) использованы 
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следующие обозначения: Pki = P'k; + pGki - суммарная скорость возникновения 
(исчезновения) турбулентных напряжений Рейнольдса Rki; 

(4.2.28) 

- полная скорость генерации турбулентной энергии (Ь) под воздействием 
среднего сдвига (первое слагаемое) и эффектов плавучести и взаимных пре
вращений турбулентной и потенциальной энергий в стратифицированной 
многокомпонентной смеси (второе слагаемое). Выражение для величины pG, 
в силу (4.2.23) , может быть преобразовано к виду 

N 
-о -

1 -J;; G _ тturb iГр � тturb F _ 
Р = 2pukj kj - -J(l/p) . дr + k.J J;;, . 

а -

а= \  

----,-;т "-= J'Urb = N ( 1 = ) = ..f!....!!:._ . ..!:!J!.... _ q 
• ..!:!1!.... _ J�_иrb . _ .:!.f!._ _ p р дr р(ср)(Т) дr L а n дr а . 

a=l 
(4.2.29) 

Очевидно, что замыкающие соотношения (4.2.25)-(4.2.27) обеспечивают 
выполнение минимальных требований, которым должны удовлетворять лю
бые схемы замыкания второго порядка. Выражение ( 4.2.25) для тензорной 
величины p<:ki описывает влияние вязкой диссипации на структуру тензора 
Рейнольдса. Основной причиной диссипации турбулентной энергии является 
наличие мелкомасштабных вихрей. Для течений с большим числом Рейнольд
са Rет эта мелкомасштабная турбулентность является изотропной. Комбина
ция членов в выражении (4.2.25) при больших числах Рейнольдса обеспечива
ет изотропию процесса вязкой диссипации (первый член), а при малых числах 
Рейнольдса учитывает возможность анизотропии процессов диссипации для 
каждой составляющей тензора Rkj (второй член). Так как масштаб крупных 
вихрей L(r, t) не влияет на процесс диссипации, скорость их разрушения в 
(4.2 .25) не зависит от величины молекулярной вязкости v. 

Первое слагаемое в аппроксимационном соотношении ( 4.2.26) для кор
реляций пульсаций давления и скорости описывает перераспределение тур
булентной энергии от основного ( осредненного) потока между отдельными 
составляющими пульсационных скоростей и стремление к изотропии пуль
сирующего течения, что отвечает известной модели Ротта (1951) . Сумма в 

скобках ( Rki + � p(b)бki) (точнее разность, так как р(Ь) = --} Rk/Jk) характе

ризует степень анизотропии потока и обладает необходимым свойством тен
зорной симметрии. Второе слагаемое в (4.2 .26), соответствующее соотноше
нию Лаундера (Лаундер, 1975; Лаундер, Морс, 1982), уравновешивает в уравне
нии переноса (4.2 . 1 8) генерацию тензора Rkj и описывает влияние механизмов 
образования турбулентной энергии на возникновение турбулентных пульса
ций скорости и давления. Заметим, что пропорциональность тензоров Фki и 

( P;k - � D;kP) эквивалентна предположению о том, что корреляции пульсаций 

давления и гидродинамической скорости не только стремятся сделать турбу
лентность изотропной (со скоростью, линейно зависимой от отклонения от 
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изотропии) ,  но и перераспределяют генерацию турбулентности со скоростью, 
пропорциональной анизотропии этой генерации ( Турбулентность: Принципы 
и применения, 1980). 

Поток Jl;, задаваемый выражением (4.2.27), определяет диффузионный пе
ренос напряжений Рейнольдса Rkjиз одной области течения в другую, без 
их генерации или затухания. Этот перенос препятствует образованию боль
ших градиентов в пространствеином распределении величины Rkj (см. сб. 
« Турбулентные сдвигавые течения - !>> , 1982). Отметим, что хотя обе части это
го градиентного соотношения и являются тензорами третьего ранга, оно, тем 
не менее, не согласуется по условиям симметрии с тензором р(и�'и;' )и'/ и, 
кроме того, нарушает так называемые ограничения реализуемости, состоя
щие в необходимости удовлетворения неравенству Шварца для момента тре
тьего порядка (см. Монин, Яглом, 1992) . Несмотря на это, мы ограничимся 
этой простейшей аппроксимацией диффузионного члена, поскольку далее на
ми будет использоваться только лакально-равновесный вариант этой модели 
турбулентности. 

Успех применения уравнений переноса вторых корреляционных моментов 
во многом зависит от того, насколько удачно выбраны значения эмпириче
ских констант. Обычный путь их экспериментального определения лежит в 
изучении специальных турбулентных течений, зависящих только от одного 
(искомого) коэффициента. В идеальном случае для каждой замкнутой модели 
турбулентности, после того как выбран способ аппроксимации неизвестных 
членов в уравнениях переноса, все вводимые свободные константы должны 
быть постоянными. В соотношениях ( 4.2.25)-( 4.2.27) можно принять следу
ющие численные значения этих констант 

Кы = 0, 1 25; Кы = 6; КР1 = 0,275; КР2 = 0,55; с1 = 0,3 ± 0,05, (4.2.30) 

приведенные, например, в сборнике << Турбулентность: Принципы и примене
ния», (1980). 

Вместе с тем, как справедливо было отмечено В. М. Иевлевым ( 1975), 
предположение о постоянстве свободных коэффициентов возможно только 
при существовании некоторого <<равновесного>> для рассматриваемых условий 
течения спектра турбулентности. Для другого режима течения их значения 
могут сильно изменяться. С учетом этого обстоятельства некоторые авторы 
считают, что эмпирические коэффициенты являются на самом деле некото
рыми однозначными функциями от характерных безразмерных параметров 
течения (например, чисел Рейнольдса, Ричардсона и т. п.) и возможно ка
ких-либо других безразмерных характеристик турбулентности. Однако в этом 
случае эффективный метод инвариантного моделирования полностью теряет 
свое преимущества относительно схем замыкания первого порядка. 

Уравнение переноса турбулентной энергии 

Свертка уравнения (4.2. 1 2) по индексам k и i (-+Rkiбk; = p(b)) приводит 

к точному уравнению для осредненной кинетической энергии турбулентных 
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пульсаций сжимаемой смеси [ер. с (3 .3 .2 1) ]  

р д��> +:О((и) · д�:> ) = - div .!(g)ь + (R : д�;> ) +p' div и" +pG -p(Eь> · (4.2.3 1 )  

Это уравнение, в отличие от уравнения для тензора Рейнолццса, содержит 
только два неизвестных корреляционных члена. Первый, диффузионный член 

.!(Х)ь = р(Ь + р' 1 р)и" -П · и" =  рЬи" + (р' U -П') · и" - П · l(r�> (4.2.32) 

описывает полный субстанциональный поток энергии турбулентности, свя
занный с различными механизмами переноса в координатном пространстве. 
В частности, величина .!(Х)ь = рЬи" часто интерпретируется, как поток кине
тической энергии пульсационного (вихревого) движения, так что диверген
ция div .1(/}{ь описывает среднюю скорость уменьшения вихревой кинетиче
ской энергии в единице объема за счет «турбулентной диффузии>>. В свою 
очередь, величина - div(П'и") характеризует среднюю скорость увеличения 
вихревой кинетической энергии за счет работы, совершаемой пульсациями 
тензора вязких напряжений на границе элементарного объема. 

Второй, корреляционный член 

р(Еь) = П : (дjдr)и" = РЕь + П : (дjдr)J(!J�) ' (4.2.33) 

где 
РЕь = П' : (д/дr)и' > О, (4.2.34) 

описывает диссипацию турбулентной кинетической энергии в тепло под дей
ствием молекулярной вязкости. Он имеет смысл среднего значения работы, 
отнесенной к единице времени и единице объема, совершаемой пульсациями 
тензора вязких напряжений над турбулентными вихрями со сдвигом скоро
сти. Для самоподдерживающегося турбулентного поля скорость диссипации 
Еь имеет тот же порядок величины, что и скорость генерации турбулентности 
сдвиговым потоком R :  (дjдr)(и) . 

Предпоследний член в правой части уравнения (4.2.3 1 ) - величина pG, 
определяемая формулой (4.2.29), описывает генерацию турбулентной энергии 
в поле силы тяжести, обусловленную неоднородностью температуры и/или 
состава стратифицированной смеси, и взаимные превращения турбулентной 
и потенциальной энергий среды под действием массовых сил негравитацион
ного происхождения. Член с пульсацией давления в ( 4.2.29) часто может быть 
опущен. 

В случае развитой турбулентности, когда Re = LV jv » 1 ,  справедливо нера-
I 

венство ( Ь) Т � L V / Lhydro (см. с б. «Турбулентность: Принципы и применения>>, 
1 980). Здесь число Рейнолццса определяется по интегральному масштабу тур
булентности L, соответствующему характерным размерам крупных вихрей, 
и характерной скорости течения V; Lhydro = lд 1n 8/дrl- 1 - расстояние, на ко
тором происходят существенные изменения каких-либо осредненных термо
гидродинамических параметров 8. Легко показать, что при больших числах 
Рейнолццса (Re » 1 )  последние слагаемые в соотношениях (4.2.32) и (4.2. 33) 
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можно опустить. Действительно; оценивая порядок величины отдельных чле
нов в (4.2 .33), будем иметь: 

3 
Еь сх. 

(Ь) Т 
1 L, П ос pvV 1 Lhydro' 

поэтому справедливы оценки 

ll : (д/дr)lirf�> pvV (Ь) + L vVL v VЧ2 1 
РЕь ОС Lhydro . Lhydro 

. 
р(Ь) + = 

(b)Дydro 
= LV . (b)Цydro <:; Re '  

lll purb 1 - V 1 . OIP> сх. 
....f!!....__ . (Ь) Т . -----::-з

L __ 

IП' · и"l Lhydro р(Ь) -т Lhyctгo 

vVL 1 
(b)L2 < Re"· hydro 

Таким образом, в предельно развитом турбулентном потоке многокомпонент
ной смеси уравнение переноса для турбулентной энергии приобретает вид 

р D��) + div(pbи" + (р' U - П')и") = р' div и" + Р - РЕь· (4.2.35) 

Свертка аппроксимирующих соотношений (4.2.25)-(4.2 .27) приводит к следу
ющим моделям для неизвестных корреляционных членов уравнения баланса 
турбулентной энергии (4.2.28) 

3 
1 р(Ь) "У pv(b) 

РЕь = 2 < Ek; > бk; = Kы --L- + Кы --о- '  

р' div и" = О, 
1 д -

J(b} = -(c1L (b) Т + с2 v)a, (p(b) 
). 

(4.2.36) 

(4.2 .37) 

(4.2.38) 

Эти соотношения вытекают, по сушеству, из соображений теории размер
ности и являются обобщением известной гипотезы Колмогорова ( 1941, 1942), 
состоящей в том, что скорость диссипации энергии Еь в данной точке раз
витого турбулентного потока определяется только локальными значениями 
средней турбулентной энергии единицы массы 

(Ь) 
и масштабом турбулент

ности L(r, t) , а турбулентный перенос импульса и пульсационной энергии 
осушествляется посредством диффузионных членов градиентного типа. 

Как уже упоминалось в гл. 3, фундаментальное уравнение переноса турбу
лентной энергии ( 4.2.35) лежит в основе многих современных полуэмпириче
ских моделей турбулентности, например, используется в конкретных расчетах 
турбулентных движений по моделям Колмогорова-Лаундера и других. В част
ности, привлечение его к рассмотрению, наряду с формулой для масштаба 
турбулентности L, в случае лакально-равновесного состояния поля величины 
Rki (когда левая часть уравнения (4.2 . 1 8) равна нулю) позволяет до векоторой 
степени учесть наличие (в реальном турбулентном потоке) частичного равно
весия турбулентного поля скоростей с осредненным течением (см. Левеллен, 
1980). 

В заключение этого пункта заметим следующее. Уравнения в частных про
изводных (4.2. 1 8) для величин Rki довольно сложны с вычислительной точки 
зрения, и по этой причине часто непригодны без дополнительных упрощений 
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для численных расчетов. Вместе с тем, они могут оказаться очень полезными, 
как средство усовершенствования более простых градиентных моделей турбу
лентности. В частности, в лакально-равновесном случае, когда конвективные 
и диффузионные члены почти уравновешивают друг друга, дифференциаль
ные уравнения (4.2 . 1 8) для определения величин Rki преврашаются в алге
браические уравнения, сохраняя при этом некоторые фундаментальные свой
ства исходных уравнений. Решение этих алгебраических уравнений позволяет 
вывести, в отдельных случаях, более общее реологическое соотношения для 
тензора турбулентных напряжений Rki' чем соотношение (3 . 3 . 1 3) ,  поскольку 
оно будет по существу учитывать анизотропию коэффициентов турбулент
ной вязкости. Получаемые при этом алгебраические формулы для расчета 
коэффициентов турбулентной вязкости содержат турбулентную энергию (Ь) , 
масштаб турбулентности L [см. п. 4.3] , а также ряд эмпирических констант, 
входящих в уравнение для Rk;· 

4.2.3. Уравнения переноса турбулентных потоков диффузии и тепла 
для многокомпонентной среды с переменной плотностью 

С целью обобщения метода инвариантного моделирования турбулентности 
на многокомпонентные реагирующие смеси газов, необходимо дополнитель
но привлекать к рассмотрению, помимо уравнений переноса (4.2. 1 8) для про
странствеиных компонентов тензора рейнольдсоных напряжений, еще и це
лый ряд балансовых уравнений для корреляционных моментов второго поряд
ка, таких как (Н" и" ) , (Z�'u") ,  (Н"2) ,  (Н" Z�') и (Z�' Zfз') .  Хотя используемый 
ниже подход к выводу этих модельных уравнений является однотипным, тем 
не менее, его последовательная реализация для указанных корреляций пред
ставляется нам совершенно необходимой при конструировании полуэмпири
ческой модели реагирующей турбулентности, поскольку позволяет не только 
получить вполне обоснованные и относительно точные уравнения переноса, 
но и одновременно выявить присущие этим уравнениям ограничения, свя
занные с их замыканием. 

Уравнение переноса турбулентного потока тепла 

Отождествим в уравнении переноса общего вида (4.2.8) параметр .91 с эн
тальпией смеси Н , а параметр :J}) с гидродинамической скоростью течения и и 
используем для потоков и скоростей возникновения этих величин выражения 
(2. 1 . 1 1 )  и (2. 1 .26) 

(4.2.39) 

J(u) = -П, 

В результате получим следующее точное уравнение переноса турбулентного 
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потока тепла qturь =. рН"и" = р(Н"и"): 

р D(q'"'ь/P) + (� . J"J: ) = -(qturb .  д(и) ) _ 2qturb х Q + а � �� � 

( д(Н) 1 iГр ) - 1 дН" "( dp' . ди" ) -+ R · --а;:- - 75 дr + рGн + р ----а,:- + и dl + П . � - ре н• (4.2.40) 

описывающее пространствеино-временное распределение корреляции (Н''и'') 
для турбулентного сдвигового течения. Здесь 

lr_ТНu) = (ри" и" + р' U - П)Н" + qu" 

- диффузионный поток (тензор 2-го ранга) корреляции (Н"и"); 
- - дН'' � РЕн =.рс(Ни) = П . ----а,:- - q . � 

(4.2.41 )  

( 4.2.42) 

- скорость (векторная величина) разрушения корреляции (Н"и") под воз
действием молекулярных процессов вязкости и температуропроводности; 

(4.2 .43) 

- скорость (векторная величина) образования (исчезновения) турбулентного 
потока тепла qturь под воздействием осредненного градиента давления (кор
реляция Н" в этой формуле определяется соотношением (3.2.68)). Использу
емые в уравнении (4.2.40) тензорные обозначения приведены в приложении. 
Термин «точное уравнение>> употребляется нами в том смысле, что при выводе 
( 4.2.40) не производилось никаких приблизительных преобразований. 

По аналогии с уравнением переноса тензора напряжений (4.2. 1 2) можно 
сказать, что в левой части уравнения переноса (4.2.40) стоят конвективный и 
«диффузионный>> члены, а в правой части - величины, описывающие генера
цию турбулентного потока qturb под воздействием сил плавучести, градиентов 
осредненных гидродинамической скорости, энтальпии и давления смеси, ве
личины, связанные с перераспределение (Н"и") смешанным моментом пуль
саций давления и градиента энтальпии смеси (этот член противодействует 
генерации (Н"и") ,  ограничивая ее рост), а также величина, характеризую
щая диссипацию потока qturь . В монографии (Иевлев, 1975) была проведена 
оценка предпоследнего слагаемого в уравнении ( 4.2.40) для развитой турбу
лентности, из которой следует, что оно мало по сравнению с диссипативным 
членом р(сн) во всех тех случаях, коrда существенен турбулентный перенос 
тепла; поэтому далее мы будем опускать эту величину. 

В уравнение переноса ( 4.2.40) входит целый ряд неопределенных корре
ляционных моментов, порождающих проблему замыкания. С учетом ого
воренных нами выше соображений, моделирование этих дополнительных 
корреляций проведем с использованием следующих простых аппроксимаций 
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(Колесниченко, Марав, 1984): 

J."L = -(с L(b) + + с  (v + х)) _i_qturь (Ни) 3 4 дr ' 
1 

р'дН"jдr = -К (Ь)" qturь _ к  р sJ L s2 Н •  
- К 

v + Х turb РЕн = Ь22i}q ' 

(4.2.44) 

(4.2.45) 

(4.2.46) 

в которых Ks1 , Кш с3 и с4 - универсальные эмпирические константы. По по
воду этих соотношений можно сказать следующее: Для лакальна изотропной 
турбулентности при больших числах Рейнольдса корреляционные моменты 
П · (дН" jдr) и q · (ди" jдr, а тем самым и член с вязкой диссипацией (r:н ) ,  рав
ны нулю. Диссипативная корреляция (t:н )  будет также пренебрежимо мала 
в неизотропной турбулентности при условии, что турбулентное число Рей
нольдса велико. Следовательно, для практических приложений необходимы 
модельные аппроксимации величины (t:н )  только при малых числах Returь, 
например, в приповерхностном слое. Корреляции давления с градиентом эн
тальпии р' (дН" jдr) является эквивалентом корреляции давления с деформа
цией (4.2 .2 1 )  в уравнении для тензора Рейнольдса. Когда прямая диссипация 
пренебрежимо мала, этот член обеспечивает механизм, который ограничивает 
рост потоков. Наиболее часто используемой аппроксимацией для корреляции 
давления с градиентом энтальпии р' (дН" jдr) служит выражение, предложен
ное Моииным ( 1965) - первый член в (4.2 .45). Это выражение представляет 
собой прямой аналог приближения <<тенденции к изотропности» , введенно
го Роттой ( 1951) для корреляционных величин Фki• связанных с пульсациями 
скорости и давления [см. формулу (4.2 .26)] . Второй аппроксимирующий член, 
связанный с величиной 

рН = -( qturЬ . д��) ) _ 2qturb х g + pGH (4.2.45*) 

определяет скорость генерации турбулентного теплового потока qturь под вли
янием средней деформации, а также благодаря действию осредненного гради
ента давления (см. Лаундер, Сполдинг, 1972) . И,  хотя корреляция р'(дН" /дr) 
в этом случае частично компенсирует член с прямой генерацией величины 
(Н"и") силами плавучести ,  все же силы плавучести приводят к росту верти
кального потока турбулентного тепла при нестабильной стратификации среды 
и к его уменьшению - при стабильной. Диффузионный член в (4.2.40) ,  яв
ляющийся скоростью пространствеиного переноса корреляции ( Н"и") под 
действием пульсаций гидродинамической скорости и давления, моделируют
ся, так же как и в случае уравнения для тензора Рейнольдса R, с использова
нием гипотезы градиентного типа со скалярным коэффициентом диффузии. 

Для свободных констант в соотношениях (4.2.44)-(4.2.46) на основе име
ющихся в литературе сведений по моделированию плоских слоев смешения 
можно принять следующие значения: 

К62 = 6; KsJ = 0,4; Ks2 == 0,5 ; с3 = 0,8.  (4.2.47) 

Для других типов течений эти константы подлежат дальнейшему уточнению. 
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Уравнения переноса турбулентных потоков диффузии 
Предположим, что в уравнении переноса общего вида (4.2.8) параметр 

.9'1 = па! р, а параметр [iJ = и. Тогда, используя для соответствующих потоков 
и скоростей возникновения этих величин выражения (2 . 1 .7) и (2 . 1 . 1 1 ) ,  по
лучим уравнения переноса турбулентных потоков диффузии J�urь : р(Z�'и" )  
(а = 1 ,  2,  . . . , N) в виде: 

--":::--!"'---Р + _ . J.!. = R . __ а_ _ Jiurb . _и_ _ 2Jiurb х g + 
- D(J'aurb rr;p) д д(Z } ( д( } ) р Dt дr (Zau) дr а дr а 

(а =  1 ,  2, . . .  , N) . (4.2.48) 

Здесь 
J.!. = (ри"и" + р' U - П)Z" +J  и" (Zau) а а (4.2.49) 

- диффузионный поток (тензор 2-го ранга) корреляции (Z�'и") ;  

_ _ дZ�' ди" pi: :p(i: ) = П · - -J . -а Zau дr а дr (4.2.50) 

- скорость (векторная величина) разрушения корреляции (Z�'и") вследствие 
молекулярных процессов вязкости и диффузии; 

G : -Z" iГр = - ( (H"Z�') _ � � nf3(cpa - cpf3) (Z"Z")) iГр р а а дr (с ) ( Т) � � n(c ) а /3 дr Р a=l {3=1 Р 
(4.2 .5 1 )  

- скорость генерации потока турбулентной диффузии J�urь ,  обусловленная 

градиентом осредненного давления (корреляция Z�' в этой формуле опреде
ляется соотношением (3.2.69)). Члены уравнения (4.2.48), включающие корре
ляции с пульсациями гидродинамической скорости и химических источников 
вещества сорта а, согласно формулам (4. 1 .46) , приобретают вид 

N 
= pL��(H" и") + р L L��(Z�' и") . ( 4.2.52) 

{3=1 
Для аппроксимации диссипативных и диффузионных членов уравнений 

переноса потоков диффузии .т;;шь будем использовать следующие простые вы
ражения, аналогичные соотношениям (4.2.43)-(4.2.45) для турбулентного по
тока тепла 

1 

J?iaи) = -(c�, (b) T  + ca2 (x + v)) � .т;;urь , 
1 

р'(дZ"/дr) = -К (Ь)Т ,rurb _K  р а al L а а2 а ' 
- К v + x лuгь Pi:a = ы)IlJ� · 

(4.2.53) 

(4.2.54) 

(4.2.55) 
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Здесь коэффициенты Ка1 , Ка2 , cat • са2 (а = 1 ,  2, . . .  , N) - эмпирические по
стоянные, величина 

р = -(Jlurb . д(и) ) _ purb х g + -pG а а дr а а (4.2.56) 

характеризует скорость генерации турбулентного потока диффузии �urь вслед
ствие средней деформации среды и эффектов плавучести. Для численных зна
чений универсальных констант модели, ввиду полного отсутствия в литера
туре необходимых сведений, полученных ad hoc, воспользуемся значениями, 
аналогичными (4.2.47) 

К62 = 6; Ка1 = 0,4; Ка2 = 0,5; са1 = 0,8,  (4.2.57) 

что, по-видимому, возможно для пассивной (нереагирующей) смеси. В слу
чае же химически активной смеси для точного определения этих констант 
необходимы дополнительные специальные эксперименты, позволяющие мо
делировать частные случаи реагирующей турбулентности. 

Следует иметь ввиду, что N уравнений ( 4.2.48) для турбулентных потоков 
диффузии не являются независимыми; легко показать, что их суммирование, 
с предварительным умножением на та, приводит к тождеству. Поэтому, в 
качестве дополнительного соотношения для определения потоков �urь необ-

N 
ходимо использовать алгебраический интеграл L та�urь = О. 

a= l  
Выше было показано, что корреляции (Н"2 ) ,  (Z;' Н" ) и (Z;' Z�') прямо 

входят в уравнения переноса турбулентных потоков диффузии и тепла, а 
именно в члены, описывающие порождения этих потоков под действием сил 
плавучести [см. формулы (4.2.43) и (4.2.5 1 )] .  Поэтому далее мы рассмотрим 
уравнения переноса и для этих корреляций, а также вопросы их замыкания. 

4.2.4. Уравнения переноса и диссипация скалярных вторых моментов 
для многокомпонентной среды с переменной плотностью 

Уравнение переноса среднеквадратичных пульсаций энтальпии смеси 

Отождествим в уравнении переноса среднеквадратичной пульсации обще
го вида (4.2.9) параметр d с энтальпией многокомпонентной смеси Н и вос
пользуемся выражением (4.2.390)) для потока J(H) и скорости возникновения 
а(Н) · В результате для развитой турбулентности получим следующее уравнение 
переноса дисперсии энтальпии 

- D (Н"2/2) d. �--� _ turb ( д(Н) 1 др ) р- + lV - -q · -- - -::- - -Dt Н дr р дr 

- H"(dp'/dt) + П : (ди"/дr) - РЕн , (4.2.58) 
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Эмпирические постоянные Кна2 и Сна2 существенны только при малых значе
ниях турбулентного числа Рейнольдса Returb , т. е. когда К на! Pr Returb / Кна2 < 
< 0( 1 )  и Сна! Pr Rет /сна2 < 0( 1 ). По аналогии с (4.2 .63) можно принять следу
ющие значения эмпирических коэффициентов 

К на! = 0,45; Кна2 = 3; Сна! = 0,3 ± 0,05. 

Поскольку уравнения переноса (4.2.64) линейно зависимы, одно из них 
должно быть опущено. В этом случае дополнительным соотношением для 

N 
определения корреляций (H"Z�') является равенство 1: та(Н"Z�' )  = 0. 

a=l  

Уравнения переноса корреляционных моментов пульсаций состава смеси 

Наконец, предполагая, ЧТО в уравнении переноса общего вида ( 4.2.8) d = za, 
f!lJ = Zд, в результате простых выкладок получим N(N + 1 )/2 симметричных по 

индексам а и fJ уравнений переноса смешанных парных корреляций (Z�' Zfз'>  

- D(Z�' Zf/) + div JТ. = -J!urb . д(Zр) -,nurb . д(Zа) + р Dt а/3 а дr f3 дr 
r 

= 1: <vaisZ/з' + vps�sz;') - рЕа/3 ' (а, fJ = 1 ,  2, . . .  , N)  (4.2.69) 
s=l 

где 
Jт. = pZ" Z" и" + Z" J + Z" J а/3 а f3 а f3 f3 а (4.2.70) 

- вектор диффузионного потока корреляции (Z;' Zfз' ) ; 

РЕа/3 = p(E(ZaZp) ) = -J/3 · (дZ;' /дr) + Ja · (дZfз' /дr) (4.2 .7 1 )  

- скалярная скорость разрушения корреляции (Z;' Zfз'>  под воздействием 
процессов молекулярной диффузии. Слагаемые, содержащие парные корре
ляционные моменты пульсаций состава и скоростей химических реакций 

r __ r __ L vf3s�sz;' и 1: vaJsZfз' , согласно формулам (4. 1 .46) принимают вид 
s=l s= l 

r __ N 
� v � Z" = -pL(Ch) (H" Z") + р � L(Ch) (Z" Z") "'- f3s s а О/3 а "'- у/3 у а ' 
s=l y= l 

r ____ N 
� v �:- Z" = -pL(Ch) (H" Z") + 

-р � L(Ch) (Z" Z") "'- as!:>s f3 Оа f3 "'- уа у f3 · s=l r=l 

(4.2 .72) 

(4.2.73) 

Для аппроксимации диффузионных и диссипативных членов уравнения 
переноса корреляции (Z;' Zfз'>  также можно использовать простые выражения 

1 

- - К р(Ь) т (Z"Z") К РХ (Z"Z") РЕа/3 - af31 ---L- а f3 + af32 1} а f3 ' 
1 

J;/3 = -(caf31L(b) "Т + caf32X) :, (p(Z�' Zfз')) . 

(4.2.74) 

(4 .2.75) 
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Заметим, что уравнения (4.2.69) также линейно зависимы. Дополнитель
ными соотношениями для определения корреляций (Z�' Zfз') являются ра
венства 

N 
"' т (Z" Z") = О k.. a a {J  ' 

a=l 

N 

L mfJ(Z�' Zjз'> = О (а, fJ = 1 ,  2, . . .  , N). 
{J=l 

(4.2.76) 

Как видим, полученные нами разнообразные уравнения переноса для кор
реляционных моментов второго порядка замыкают, при каком-либо способе 
моделирования макромасштаба турбулентности L, систему турбулентно осред
ненных уравнений гидродинамики сжимаемой многокомпонентной смеси. В 
совокупности с осредненными гидродинамическими уравнениями они об
разуют достаточно сложную полуэмпирическую модель многокомпонентной 
турбулентности второго приближения, в рамках которой могут быть рассчи
таны разнообразные, в том числе анизотропные, режимы турбулентного тече
ния реагирующей газовой смеси. Приведенный выше вывод этих уравнений 
при систематическом использовании средневзвешенного осреднения Фавра 
дает возможность не только проследить за всеми упрощающими допущения
ми, которые обычно делаются при их написании, но и позволяет достаточно 
легко получить их модификации в случае некоторых других турбулизованных 
течений, в частности, для гетерогенных и электропроводных сред. 

§ 4.3. Алгебраические модели замыкания 

для многокомпонентной химически активной среды 

Рассмотренная в предыдущем параграфе усложненная феноменологиче
ская модель многокомпонентной турбулентности, включающая, в качестве 
замыкающих, модельные уравнения переноса одноточечных корреляционных 
моментов второго порядка, потенциально превосходит более простые рас
смотренные в гл. 3 модели, основанные на использовании градиентных со
отношений для турбулентных потоков. Однако эти модельные уравнения до
вольно сложны с вычислительной точки зрения и потому зачастую не очень 
удобны для практических приложений. Вместе с тем, они могут быть исполь
зованы для совершенствования более простых градиентных моделей. В част
ности, уравнения переноса для вторых моментов можно упростить до алге
браических соотношений для этих же величин и использовать в дальнейшем 
при моделировании турбулентных коэффициентов переноса, фигурирующих 
в градиентных соотношениях. 

4.3.1.  Локально равновесное приближение 
(К -теория турбулентности химически реагирующей газовой смеси) 

Итак, если предположить, что в структуре турбулентного поля имеется 
некоторое внутреннее равновесие с полем осредненных термагидродинамиче
ских параметров, при котором конвективные и диффузионные члены в урав-
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нениях переноса (4.2. 18) ,  (4.2.40), (4.2 .48), (4.2.58),  (4.2 .64) и (4.2.69) уравно
вешивают друг друга, то корреляционные моменты второго порядка RiJ' q�urь , 
(Н"2) ,  J�jrь , (Н" Z�') ,  (Z�' Zjз') будут находиться в локальном равновесии друг 
с другом. Другими словами, они не будут изменяться как во времени так и 
в координатном пространстве.  Это приближение (в случае одножидкостной 
среды) было названо Дональдеоном (1972) «сверхравновесным» приближе
нием. Соотношения между корреляционными моментами второго порядка 
и градиентами характеристик основного течения, определяемые уравнения
ми (4.2 . 1 8) ,  (4.2.40) , (4.2.48), (4.2.58),  (4.2 .64) и (4.2.69), образуют схему за
мыкания второго порядка, или так называемую К -теорию турбулентности. 
Она справедлива, если: 1 )  любые изменения осредненного течения являются 
очень медленными по сравнению с характерным для турбулентного движения 
временем tturь � L/(b) и 2) пространствеиное изменение характеристик тур
булентности мало на расстояниях порядка масштаба L. В общем случае эти 
два условия удовлетворяются одновременно очень редко, поскольку масштаб 
турбулентности L обычно определяется пространствеиными изменениями те
чения. Специфической областью, где оба условия удовлетворяются, является 
область пограничного слоя с постоянным потоком импульса, в которой от
ношение L/(b) близко к нулю. 

Таким образом, в случае локально равновесного приближения указанные 
выше уравнения переноса вырождаются, и мы получаем следующие алгебра
ические уравнения для определения вторых корреляционных моментов: 

1 .  уравнения для определения корреляций (и�'и;' > 

к VЩ ( ( " "
) 

2 >: (Ь)) 2 
К 

>: ( ( 
" "

) 
д(и,> 

G
) + pi _L_ - иk иJ + 3ukJ + 3 p2ukJ - иz ит дх

т + -

3 
2 (Ь) т 

v(u�'и'/) 
- 3Kь/Jk1-L- - Kы и = 0, (k, J = l , 2, 3); (4.3 . 1 )  

2 .  уравнения для определения корреляций (Н"и;' > 

(К у(Б) + К  V +  Х ) <Н"и'.' ) + (и'.' и") ( д(Н) - _..!_ др ) + sl L Ы 2L2 J J k дхk р дхk 

3 .  уравнение для определения корреляций (Н"2) 

(4.3.3) 
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4. уравнения для определения корреляций (Z�'иj') 

( Ка1 У<; + Кы v2:{ ) <z�'иj' ) + ( 1 - Ка2){ ( д�:�> + 2c11kQ1) (z�'и�' ) - GaJ} -

N 
- (и� и}' > д��а> - L��(H"иj' > - L rc;й<Z�'иj' > = О, (4.3 .4) k д= l  

(j = 1 ,  2 , 3;  а =  1 ,  2, . . .  , N) ;  

5 .  уравнения для определения корреляций (Н" Z�' )  

(К {(Б) + К  ..L ) (H" Z") + (Н" и")  д(Zа> + (Z"и")( д(Н) - ...!.. iГр ) -Hal L На2 U а k дхk а k дхk р дхk 
N 

- L��(H"2) - L Lf;й<Z�' Н") = О, (а = 1 ,  2, . . .  , N); (4.3.5) 
Р- 1  

6.  уравнения для определения корреляций (Z�' Zjз') 

(К {(Б) + К ..L) (z" Z") + (Z" и") д(Zrз> + (Z"и") д(Zа> L<Ch) (H" Z") -apl L afi2 L 2 а fi а k дхk fi k дхk ОД а 
N N 

- L(Ch) (H" Z") - � L(Ch) (Z" Z") - � L(Ch) (Z" Z") = О (4 3 6) 
Оа Р ./..., уД У а ./..., уа у Д ' • • y=l y= l 

(а, (3 = 1 ,  2, . . .  , N) .  

Здесь величины Gki' G, Gнk и Gak' описывающие обусловленную градиен
том осредненного давления скорость генерацию соответствующей корреля
ции, определены соотношениями 

pG .  = ---
1- ( <н"и") iГр + (Н"и") др ) -k1 (с Р)( Т) k дхi 1 дхk 

N 
- р �{(� iГр - F .) (z"и") + ( � iГр - F  ) <z"и" >} � n дхi ш а k n дхk ak а 1 ' a= l 

рG = ---1- (Н"и") iГр + � (� lip(cpa - cpfJ) (с ) iГр + F ) <z"и") (с ) (Т) k дх � � n Р дх ak а k ' Р k a= l fi= l  k 

( (нт) N N n (с а - с ) ) pG = ---- + � � f3 р pfJ (Z" Н") Hk (с ) ( Т) � � п(с ) а ' Р a= l P= l Р 

G = -( (H"Z�') _ � � lip(cpa - cpfJ) (Z"Z")) др Р ak (с ) (Т) � � n(c ) а fi дх · Р a= l P= l Р k 

(4.3 .7) 

(4.3.8) 

(4.3 .9) 

(4.3 . 1 0) 

Уравнения ( 4.3 . 1 )-( 4.3 . 1  О) образуют систему алгебраических уравнений, 
связывающих корреляционные моменты второго порядка (и�'иj' ) ,  (H"uj' ) ,  
(Z�' иj' ) ,  (Н"2) ,  (Н" Z�' ) ,  (Z�' Zjз' )  с параметрами осредненного течения, а так
же с масштабом турбулентности L и с турбулентной энергией (Ь). При этом 
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величина (Ь) определяется по формуле (Ь) = +<и�'и{')бk; · Для замыкания этой 

системы необходимо использовать уравнение переноса макромасштаба тур
булентности (3 .3 .36) (или какое-либо алгебраическое выражение для L). 

Таким образом, определяя корреляции (u�'uj' ) ,  (H"u"j), (Z�'uj' ) ,  (Н"2 ) ,  
(H"Z�') ,  (Z�'Zjз'> из системы алгебраических уравнений (4.3 . 1 )-(4.3. 1 0) и 
предполагая справедливыми градиентные соотношения (см. Монин, Яглом, 
1992) 

ршь jp = (Z" и") =  -Dturb д(Zа) ak а k akJ дхj ' (4.3. 1 1 ) 

(4.3 . 1 2) 

R 1п - ( " " ) _ 
2 

(Ь) -" 1 ( turb.<> turb .<> )( д(и,) д(uz) ) ;11р = - И; и1 - - 3 и;1 + 2  V;8 и11 + v1s иu � + � , (4. 3 . 1 3) 

можно, вообше говоря, найти тензоры турбулентной вязкости vj�rь , темпера
турапроводности Xk}rь и диффузии D�ufJ . Следует особо подчеркнуть, что при 
таком подходе учитывается влияние химических реакций на интенсивность 
пульсаций энтальпии и состава, а также на коэффициенты турбулентного пе
реноса импульса, тепла и массы. Например, турбулентный поток тепла опре
деляется не только градиентами температуры и концентраций, но и харак
тером зависимости химического источника от температуры и состава смеси. 
Конкретный вид формул для коэффициентов турбулентного обмена в случае 
горизонтального турбулентного течения со сдвигом и при наличии стратифи
кации среды, полученных на основе равновесного приближения, приведен в 
монографии авторов (1999) , к которой мы и отсылаем читателя. 

Завершая общее описание метода <<теоретического>> определения коэффи
циентов (тензоров) турбулентного обмена, заметим, что значения эмпириче
ских констант в различных частных случаях могут существенно изменяться. 

4.3.2. Квазиравновесное приближение 

В уравнениях (4.3 . 1 )-(4.3 . 10) и (3 .3 .36) бьuю бы правильнее пренебречь 
теми членами, которые описывают эффекты, присущие ламинарному тече
нию, поскольку малые числа Рейнольдса несовместимы с предположением о 
лакально-равновесной турбулентности. Однако ввиду приближенного харак
тера данного подхода их часто оставляют в рассмотрении, но одновременно 
с этим привлекают к анализу полное уравнение переноса энергии турбулент
ности (4.2 .35) ,  в котором фигурируют как конвективные, так и диффузион
ные члены. Разумеется, что в этом случае одно из уравнений (4.3 . 1 )  должно 
быть опущено. Такой подход (квазиравновесное приближение), предложен
ный впервые Левелленам (см. сб. «Турбулентность, принципы и применения»,  
1 980) для случая однокомпонентной жидкости, по-видимому, точнее рассмот
ренного выше <<сверхравновесного приближения» (при котором в уравнениях 
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переноса опускаются все указанные члены) ,  поскольку позволяет до некото
рой степени учесть эффекты <<неравновесности>> турбулентного поля пульси
рующих термагидродинамических параметров. В этом случае корреляцион
ные характеристики турбулентности в каждой пространствеиной точке будут 
связаны с полем определяющих параметров в различных областях течения. 
Применение полного уравнения (4.2 .35) для определения турбулентной энер
гии может быть оправдано тем обстоятельством, что время установления <<ло
кально равновесной>> структуры турбулентного поля много меньше времени, 
необходимого для достижения полем турбулентных скоростей уровня, соот
ветствующего равенству производства и диссипации турбулентной энергии 
(см. Иевлев, 1975) . 

В заключение отметим, что при использовании метода инвариантного мо
делирования во втором порядке замыкания нельзя точно рассчитать встре
чающиеся в природе течения, в которых осуществляется перенос какой-либо 
консервативной характеристики потока в напрамении, противоположном ее гра
диенту (Меллор, Ямада, 1974, 1982) . Подобное явление наблюдается, напри
мер, в нейтрально стратифицированном по температуре поrраничном слое 
земной атмосферы, когда поток тепла направлен вверх против градиента по
тенциальной температуры. Это приводит к тому, что коэффициент турбулент
ной теплопроводности в формуле (4.2.67) оказывается отрицательной вели
чиной - эффект отрицательной теплопроводности. Соответственно, адекват
ная теория противоградиентного переноса может быть развита, по-видимому, 
только на основе моделей третьего порядка замыкания (см. Лыкосов, 1991) . 



Глава 5 

Стохасrико-термодинамическое моделирование 
развитой структурированной турбулентности 

Целью данной главы является введение читателя в курс быстро развивающейся 
в настоящее время стохастико-термодинамической теории необратимых процессов 
на примере моделирования структурированной турбулентности. Здесь рассмотрен 
синергетический подход к разработке феноменологической модели предельно разви
той турбулентности в сжимаемой однородной жидкости с учетом происходящих в 
ней нелинейных кооперативных процессов. До недавнего времени турбулентность, 
являющаяся без преувеличения самым распространенным видом движения жидкости 
и газа в природе, традиционно предстаRJIЯЛась, в основном, в виде мелкозернистого 
флуктуирующего континуума в состоянии полного стохастического хаоса. Од
нако допустима и иная точка зрения на турбулентность, высказанная впервые, 
по-видимому, Пригожиным (Пригожин, Стенгерс, 1986). Согласно этим пред
ставлениям , реальное турбулентное течение жидкости является процессом ме
нее случайным и макроскопически более организованным, нежели это кажет
ся с первого взгляда, причем переход от ламинарного течения к турбулентному 
является процессом самоорганизации, при котором часть энергии турбулент
ного хаоса, отвечающего мелкомасштабным флуктуациям термагидродина
мических параметров среды, переходит в макроскопически организованное 
движение вихревых когерентных структур (КС). Это обстоятельство повыша
ет внутреннюю упорядоченность турбулизованной гидродинамической систе
мы по сравнению с молекулярным хаосом (ламинарным движением жидко
сти) .  В частности, каскадный процесс дробления вихрей, имеюший место в 
полностью развитой турбулентности, также может быть интерпретирован как 
неограниченная последовательность процессов самоорганизации. При этом 
множество пространствеино-временных масштабов, на которых разыгрыва
ется такого рода процесс, отвечает когерентному поведению огромного числа 
частиц, выражающемуся в образовании относительно устойчивых мезомас
штабных супермолекулярных структур (когда молекулы участвуют в коллек
тивных, согласованных, взаимосвязанных движениях, отвечающих разномас
штабным вихрям, непрерывно распределенным в реальном потоке жидкости). 
Такое изменение взгляда на турбулентность отчетливо выражено в высказывании 
Пригожина (см. Пригожин, Стенгерс, 1994) <<Кто бы мог предсказать тридцать лет 
назад, что неравновесность приводит к самоорганизации в том виде, в каком 
мы наблюдаем ее в гидродинамических неустойчивостях типа ячеек Бенара». 
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Как теперь стало ясно, наличие относительно крупных когерентных ви
хревых образований (турбулентных нитей, колец, вихревых спиралей и т. п.) ,  
случайно распределенных в пространстве и во времени, является характер
ной чертой многих, если не всех, развитых турбулентных течений (см. Crow, 
Champagne, 1971; Brown, Roshko, 1974; Рабинович, Сущик, 1990; Монин, 1994) . 
Согласно этим Представлениям (см. ,  например, Климонтович, 2002) , гидроди
намическая турбулентность, принадлежащая к числу наиболее сложных ди
намических явлений, связана, в частности, с возникновением и развитием 
огромного числа организованных диссипативных вихревых структур различ
ного пространствеино-временного масштаба при определенных режимах те
чения жидкости в существенно неравновесной открытой системе. Как пока
зано в гл. 1 (см. также Marov, Kolesnichenko, 2006) , процессы самоорганизации 
на фоне хаотического пульсационного движения космического вещества яв
ляются, по-видимому, важнейшим механизмом, формирующим специфиче
ские черты астра- и геофизических объектов на разных стадиях их эволюции, 
включая возникновение галактик и галактических скоплений, рождение звезд 
из диффузной среды газопьшевых облаков, образование протопланетных дис
ков и последующую аккумуляцию планетных систем, формирование газовых 
оболочек планет и комет (атмосфер), разномасштабные течения в атмосферах 
и околопланетной плазме и т. д. 

В соответствии с имеющимися на сегодня экспериментальными данны
ми (основательный обзор соответствующих публикаций приведе н, например, 
в монографии (Хлопков и др. ,  2002)) ,  когерентная вихревая структура может 
быть определена как связная, жидкая масса с завихренностью, скоррелиро
ванной по фазе (т. е. когерентной) во всей области координатного простран
ства, занимаемой структурой [см. п. 6.2] .  В последнее десятилетие, благодаря 
прогрессивному развитию техники визуального наблюдения турбулизованных 
течений жидкости, бьшо открыто большое число разнообразных КС и досто
верно установлены их топологические характеристики. В качестве уже упо
минавшихся нами ранее примеров могут быть названы такие из них, как 
«вихревые нити>> ,  «вихри Тейлора», <<турбулентные пятна», «вихревые клуб
ки», <<шпилькообразные вихри», <<берстингю>, <<вихревые спирали>> ,  <<стрики>> ,  
<<структуры Брауна-Томаса>>, <<грибовидные вихри>> и т. п. Частота появления 
той, или иной структуры зависит от типа течения (пограничный слой,  слой 
смешения, струя и т. п . ) ,  геометрии и режима движения турбулизованной 
жидкости. Подобного типа вихревые образования, как правило, локализо
ваны в пространстве, не перскрываются (поэтому их часто можно рассмат
ривать как сосредоточенные объекты - кластеры) и имеют длины пробега 
много больше, чем их собственные размеры. По определению, характерным 
размером КС является наибольший пространственный масштаб l, на котором 
существует когерентная завихренность; новейшие результаты показывают, что 
1 может быть значительно меньше, чем характерный гидродинамический мас
штаб течения L, но больше, чем колмогоровекий масштаб 1J, т. е. лежать 
в инерционном интервале масштабов, 1J < 1 « L .  Вследствие взаимодействия 
индивидуальных КС (например, в случае двух простых вихрей - по закону 
Био-Савара) , носящего, в общем случае, существенно нелинейный харак-



282 Глава 5. Стохастико-термодинамическое моделирование развитой турбулентности 

тер, происходит их объединение или распад, т. е. появление новой одиночной 
структуры (например, спирального вихря) или смежных подобных структур 
(колец,  клубков и т. п . ) ,  которые могут быть связаны посредством жгутов 
областей низкой когерентной завихренности. В дальнейшем мы будем исхо
дить из того, что мезомасштабные пространствеино-временные КС случайны 
по всем параметрам, используемым для их описания. 

К сожалению, прямое численное моделирование развитых турбулентных 
движений на основе точных (мгновенных) гидродинамических уравнений со
пряжено, как правило, с большими математическими трудностями, а созда
ние завершенной теории структурированной турбулентности вряд ли возмож
но на данном этапе развития гидромеханики из-за чрезвычайной сложности 
механизмов возникновения, взаимодействия и эволюции разномасштабных 
вихревых образований. Собственно, по этой причине требуется разработка 
новых модельных подходов (в том числе и феноменологических) к описанию 
полностью развитой турбулентности, введения дополнительных внутренних 
параметров среды (характеризующих мелкомасштабные структуры течения), 
установления для их вычисления универсальных закономерностей и особых 
соотношений, дополняющих уже известные уравнения типа законов сохране
ния массы, энергии, количества движения и т. п. Разумеется, что такое полу
эмпирическое моделирование структурированной турбулентности, несмотря 
на неизбежную в этом случае идеализацию описания реального течения жид
кости, должно, тем не менее, отображать в главных чертах важнейшие гидро
динамические эффекты при минимуме необходимых вычислительных усилий. 
Следовательно, для построения адекватной модели <<высокоорганизованного>> 
турбулентного течения необходимо, в общем случае, привлекать к рассмот
рению наряду с мелкозернистым флуктуирующим полем термагидрадинами
ческих параметров течения (подобный подход бьш рассмотрен в гл. 3) ,  также 
и относительно крупные диссипативные когерентные образования. Причем 
они должны приниматься во внимание как на стадии моделирования процес
са вовлечения окружающей еще незавихренной жидкости в турбулизованное 
движение, так и при описании полностью развитых процессов турбулентно
го переноса массы, импульса и тепла. Другими словами, любая эффектив
ная континуальная модель турбулентности не может быть развита без явного 
включения в ее состав пространствеино-временных когерентных структур и 
описания их какими -то внутренними параметрами состояния пульсационно
го течения. Согласно Фришу ( 1998) , подобного рода регулярные вихревые 
образования являются в известном смысле <<сухожилиями» турбулентности. 
Следовательно, только на пути моделирования турбулентности с учетом ее 
внутренней структуризации открываются подлинные возможности эффектив
ного преодоления тех механических и математических проблем, с которыми 
связаны перспектинные постановки и численные реализации разнообразных 
турбулентных задач, в частности, в области астрофизики и космогонии (см. 
Седов, 1980; Колесниченко, Марав, 1999; Marov, Kolesnichenko, 2001) .  

В силу сказанного становится понятно, почему феномен структурирован
ной турбулентности предоставляет исследователям богатый материал для раз
работки новых идей, касающихся соотношения порядка и хаоса в турбули-
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зоваиных течениях жидкости, простоты и сложности в поведении открытых 
флуктуирующих гидродинамических систем, которые могут без специфиче
ского воздействия извне путем самоорганизации формировать вихревые про
странетвенно-временные структуры, т. е. осуществлять вдали от локального 
термодинамического равновесия «порядок через флуктуации». К сожалению, 
нужно отметить, что хотя со времени понимания синергетической природы 
турбулентности, как процесса самоорганизации, прошло уже более тридцати 
лет, до настоящего времени представления о возникающих в потоке днесипа
тивных когерентных образованиях не материализовались в разработки таких 
модельных подходов, которые нацелены на создание практических (инженер
ных) методов расчета турбулентности, основанных, как правило, на уравне
ниях гидродинамического типа. Вместе с тем, расширение формализма нерав
новесной термодинамики на среды с возбужденными внутренними степенями 
свободы макромолекул (которые возможно описать дополнительными параметрами, 
характеризующими внутреннюю микроструктуру среды) позволяет, по-види
мому, распространить этот подход и на моделирование каскадного процесса 
переноса кинетической энергии вихрями разного размера, образующихся в 
результате их последовательного дробления в развитом турбулентном потоке. 

Наша задача состоит в том, чтобы при использовании методов расши
ренной необратимой термодинамики с внутренними переменными (см. де 
Грот, Мазур, 1964; Жоу и др. , 2006) и статистической термодинамики необра
тимых процессов (Стратонович, 1985; Кайзер, 1990) , столь хорошо зареко
мендовавших себя в последнее время при изучении широкого класса фи
зических проблем, попытаться построить феноменалогически гидродинами
ческую модель стационарно-неравновесной турбулентности с учетом проис
ходящих в ней нелинейных кооперативных процессов, которые приводят к 
образованию всевозможных неравновесных диссипативных вихревых струк
тур вдали от термодинамического равновесия (см. ,  например, Эбелинг и др. , 
2001). Другими словами, мы попытаемся феноменалогически получить за
мкнутую систему осредненных гидродинамических уравнений, самосогласо
ванно описывающих как разнообразные процессы турбулентного переноса, 
так и процессы самоорганизации. При подобном подходе вихревые КС, от
носящиеся к сильно локализованными областями мелкомасштабного движе
ния подсистемы турбулентного хаоса, следует принимать во внимание, как на 
стадии турбулизации ламинарного потока, происходящей в результате разви
тия иерархии неустойчивостей какого-либо вида (например, неустойчивости 
Кельвина-Гельмгольца в свободных сдвиговых течениях - в слоях смешения, 
в струях, в следе и т. п . ,  или неустойчивости Тейлора-Гертлера в подслое тур
булентного пограничного слоя, где возможно появление продольных вихрей 
в пристеночных слоях), так и на стадии развитой турбулентности при нали
чии всевозможных резонансных ситуаций, связанных, например, с синхро
низацией мелкомасштабной завихренности в потоке сильно турбулизованной 
жидкости. Под синхронизацией регулярных и хаотических (стохастических) 
колебаний здесь и далее понимается установление некоторых соотношений 
между характерными частотами и фазами автоколебательных систем в ре
зультате их взаимовлияния [см. п.  6.2] . 
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В п. 5 . 1  мы обсудим синергетический подход к построению феномено
логической модели развитой турбулентности в сжимаемой однородной жид
кости при учете происходящих в ней нелинейных кооперативных процессов. 
Включение в модель набора случайных персменных в качестве внутренних 
параметров подсистемы турбулентного хаоса, связанных с ее микрострукту
рой, позволяет в этом случае вывести термодинамическими методами кине
тические уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК) в конфигураци
онном пространстве. Эти уравнения, предназначенные для определения вре
менной эволюции плотности распределения условной вероятности случай
ных структурных параметров хаоса (относящихся, в частности, к каскадному 
процессу дробления крупномасштабных вихрей или температурных неодно
родностей) , будут использованы далее также и для анализа марковских сто
хастических процессов перехода из одного квазинеравновесного состояния 
турбулентного хаоса в другое в результате последовательной потери устойчи
вости течения жидкости при изменении соответствующих управляющих па
раметров. Стабилизация подсистемы хаоса вблизи очередного стационарно
неравновесного состояния в конфигурационном пространстве отвечает пере
ходу турбулизованной системы в новое состояние, адекватное возникновению 
сложных пространствеино-временных КС в турбулизованном потоке. 

В п. 5.2 будет рассмотрен альтернативный метод к исследованию меха
низмов перехода подобного рода, основанный на стохастических уравнениях 
ланжевеновского типа, тесно связанных с кинетическими уравнениями ФП К 
(данная связь прослеживается в этом разделе) . Здесь проанализирована карди
нальная проблема развиваемого подхода - возможность существования асим
птотически устойчивых стационарно-неравновесных состояний подсистемы 
турбулентного хаоса. С этой целью предложен неравновесный термодинами
ческий потенциал для стохастических внутренних координат турбулентного 
хаоса, обобщающий известное соотношение Больцмана-Планка для равно
весных термодинамических состояний на стационарно-неравновесные состо
яния ансамбля подсистем (представляющего хаос), и показано, что этот по
тенциал является функцией Ляпунова для таких состояний. 

Наконец, последний, третий,  параграф данной главы посвящен термоди
намическому выводу обобщенных дробных уравнений ФПК, описывающих 
процессы эволюции внутренних координат подсистемы турбулентного хаоса 
на основе дробной динамики, учитывающей структуру и метрику фракталь
иого времени. Подобного рода уравнения предназначены для описания про
цессов перехода к новым квазиравновесным состояниям, обладающим топо
логией фрактальиого множества. Структурная устойчивость КС в этом случае 
поддерживается за счет многомасштабных корреляций, играющих ключевую 
роль в режиме сильной нелинейности. Можно думать, что фрактальиость фа
зового пространства и дальнодействуюшие корреляционные эффекты являют
ся взаимно согласованными характеристиками процесса самоорганизации си
стемы при переходе ее к неравновесному турбулентному состоянию. Введение 
дробных производных по времени в кинетическое уравнение ФПК позволяет 
учесть в контексте единого математического формализма эффекты <<памяти>> 
(т. е. немарковость процессов эволюции в некоторых областях фазового про-
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странства) и перемежаемости во времени, с которой обычно связывают на
личие турбулентных всплесков на фоне менее интенсивных низкочастотных 
колебаний мелкозернистой турбулентности. 

§ 5.1 .  Синерrетический подход 
к описанию стационарно-неравновесной турбулентности 

Как известно, реализуемая при конечном, но достаточно большом числе 
Рейнольдса, развитая турбулентность характеризуется заполненными спектра
ми Фурье (как временными, так и пространственными), что свидетельствует 
о существовании многомасштабной структуры поля термагидродинамических 
параметров. Собственно многомасштабность течения жидкости, когда воз
буждено огромное число степеней свободы, и является ключевым признаком 
развитой турбулентности. Поэтому любой модельный подход к описанию пол
ностью развитой турбулентности, по сути, представляет собой тот или иной 
способ ограничения степеней свободы. 

При феноменологическом конструировании модели структурированной 
турбулентности (направленной на описание <<регулярных>> полей гидратер
модинамических параметров) , движущуюся пульсирующую жидкость мы 
будем представлять в виде термагидродинамического комплекса, состояще
го из двух взаимосвязанных континуумов (подсистем) , которые заполняют 
одновременно один и тот же объем координатного пространства непре
рывно - подсистемы осредненного движения и подсистемы турбулентного 
пространствеино-временного хаоса (Колесниченко, Маров, 1999; Колесничен
ко, 2002; 2004; Marov, Kolesnichenko, 2001; 2006) .  Континуум осредненного 
движения, получающийся в результате теоретико-вероятностного осредне
ния мгновенных гидродинамических уравнений жидкости, предназначен в 
основном для исследования эволюции осредненных полей термагидродина
мических параметров (включая описание крупных вихревых образований). 
Подсистема турбулентного хаоса (турбулентная <<надструктура») состоит, в 
свою очередь, из двух составляющих (фаз): собственно турбулентного хаоса 
(так называемой некогерентной турбулентности) , связанного со стохастиче
ским мелкомасштабным пульсационным движением завихренной жидкости, 
и внедренной в такое почти однородное (мелкозернистое) пульсирующее 
поле термагидродинамических параметров когерентной составляющей, обла
дающей в общем случае топологией фрактальиого множества и связанной с 
мезомасштабными вихревыми структурами в турбулизованном потоке жид
кости. При этом, в термодинамическое описание подсистемы турбулентного 
хаоса будем включать набор внутренних координат, отвечающих, в конечном 
счете, возбужденным макроскопическим степеням свободы турбулизованной 
жидкости. Это дает возможность использовать при моделировании процес
сов турбулентного переноса и кинетики в полном континууме обобщенную 
теорию Онзагера [см. гл. 2] , описывающую в рассматриваемом случае не 
только линейную релаксацию осредненных значений экстенсивных терма-
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динамических параметров к их стационарным значениям, но и особенности 
поведения турбулентных флуктуаций в окрестности стационарно-неравновес
ных состояний хаоса (см. Кайзер, 1990) . Применение известного расширения 
формализма неравновесной термодинамики на системы с внутренними сте
пенями свободы (см. Пригожин, 1960) позволяет получить кинетические 
уравнения ФПК для функций распределения характеристических параметров 
мелкомасштабной турбулентности и на их основе смоделировать каскадный 
процесс Ричардсона-Колмогорова. 

Следует отметить, что принятое нами разделение реального течения пуль
сируюшей жидкости на воображаемые - осредненное и турбулентное, зави
сит, вообще говоря, от выбора пространствеино-временной области, для ко
торой установлены средние значения локальных физических переменных, яв
ляющихся непрерывными функциями координат r и времени t, т. е. име
ет, до некоторой степени, условный характер. Гидродинамический масштаб 
осредненного движения Л (масштаб наблюдения по Обухову (Obukhov, 1962) 
или шаг разрешения разностной сетки), лежащий в инерционном интерва
ле lJ < Л «:  L и определяемый размером dr "' Л3 

области осреднения G, будем 
полагать далее таким, чтобы подсистема турбулентного хаоса содержала всю 
совокупность мезомасштабных КС, размер которых меньше области осред
нения, l < Л. Здесь lJ = (v3fcь) 114 - колмогоровекий масштаб длины, который 
характеризует влияние вязкой диссипации на структуру мелкомасштабной 
турбулентности; L - внешний, или интегральный масштаб турбулентности, 
характеризующий механизм ее возникновения; Еь - ключевая характеристика 
каскадного процесса дробления вихрей Ричардсон- Колмогорова, представ
ляющая собой среднюю скорость диссипации турбулентной энергии в едини
це массы жидкости в единицу времени и одновременно (в квазиравновесных 
условиях) равная скорости передачи кинетической энергии пульсационного 
движения по иерархии вихрей. Согласно сушествующим оценкам, для того 
чтобы осредненный поток содержал основную долю (80% или 90%) полной 
энергии турбулизованного течения нужно, чтобы масштаб осреднения Л бьm 
в десять-двадцать раз меньше интегрального масштаба турбулентности L. 
Заметим, что используемая специфика <<двухфазности» турбулентного хаоса 
проявляется в дополнительном турбулентном переносе импульса и энергии 
вихревыми когерентными образованиями, что приводит к не которой моди
фикации известных моделей замыкания (определяющих соотношений) , а так
же к необходимости уточнения эффективных (с учетом присутствия в потоке 
КС) коэффициентов турбулентной вязкости и теплопроводности. 

5.1 .1 .  Система гидродинамических уравнений масштаба среднего движения 
для однокомпонентной сжимаемой жидкости 

Мы будем следовать классическому подходу к феноменологии полностью 
развитой турбулентности, который основывается на идее Рейнольдса об 
осреднении мгновенных уравнений движения жидкости для пульсирующих 
термагидродинамических параметров по пространству и/или времени, или 
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посредством другой эквивалентной процедуры, например, посредством при
иятой в статистической гидродинамике теоретико-вероятностной процедуре 
осреднения по ансамблю статистически подобных гидродинамических си
стем, находящихся в одинаковых внешних условиях (см. Монин, Яглом, 1992) . 
При учете обычного для статистической физики предположения об эргодич
ности системы, когда можно отождествить временное (пространственное) 
среднее значение любой физической переменной с ее теоретико-вероятност
ным средним значением, указанные осреднения отфильтровывают те моды 
движения, масштаб которых меньше пространствеино-временного интервала 
осреднения. Эти мелкомасштабные пульсационные движения, исключенные 
в процессе осреднения, вносят, по предположению, вклад в турбулентное 
движение среды, определяемое пульсациями гидродинамических параметров 
по отношению к соответствующим осредненным значениям. Собственно 
именно это мелкомасштабное турбулентное движение моделируется далее 
подсистемой турбулентного хаоса. 

Вновь подчеркнем, что проблема осреднения является одной из централь
ных в механике природных сред, а в случае такой сложной системы как струк
турираванная турбулентность нередко именно от способа осреднения зависит 
само построение ее макроскопической модели. Имея в виду разнообразные 
приложения разрабатываемой модели турбулентности, в частности, к неко
торым астрофизическим явлениям, в которых отношение характерной ско
рости жидкости к осредненной скорости звука (мера значимости флуктуаций 
плотности среды) намного больше единицы, будем в этой главе предпола
гать перемениость массовой плотности системы p(r, t) . Ранее уже отмечалось 
[см. п. 3 . 1 ] ,  что в классических теориях турбулентности с постоянной мас
совой плотностью для всех без исключения физических параметров среды, 
осреднения обычно вводятся некоторым одинаковым образом, причем, как 
правило, без весовых коэффициентов. Вместе с тем, такое идентичное для 
всех физических параметров осреднение в случае жидкости с переменной 
массовой плотностью приводит не только к громоздким гидродинамическим 
уравнениям масштаба среднего движения, но и к затруднениям физической 
интерпретации некоторых отдельных членов в них. Поэтому при построении 
феноменологической модели структурированной турбулентности в сжимае
мой среде будем, как и в двух предыдущих главах этой книги, использовать, 
наряду с «обычным» средним значением f(r, t) некоторых термагидродина
мических переменных f(r, t) (например, таких как плотность или давление) , 
среднее по Фавру для некоторых других параметров g(r, t) (например, темпе
ратуры и гидродинамической скорости) , задаваемое соотношением 

м м 
(g(r, t)) = pg(r, t)/P = lim -1 � p[Plg[Pij lim -1 � p[PI . м�оо М � м�оо М � p= l p=l 

(5. 1 . 1) 

Здесь суммирование ведется по набору возможных реализаций [р] ( 1  � [р] � М) 
стохастической гидродинамической системы; при этом g = (g) + g" , где g" -

соответствующая турбулентная пульсация, причем g" #0. Дальше в этой главе, 
если не оговорено иное, буква в угловых скобках будет обозначать среднемас-
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совое осреднение соответствующей физической величины. Выпишем здесь те 
свойства средневзвешенного осреднения физических величин, которые часто 
использованы в этой главе [см. ( 3 .  1 .  7)] 

pgf = 75(g)(f) + pg" !"' pg" = о, g" = -р' g" (ij, 

р{ .21_ + и . _.Е_!} = -р{ д(f) + (и) . _g_(f)} + _.Е_ . рf"и" = -р D(f) + _.Е_ . руrь дt дr дt дr дr Dt дr f ' 

D( . .  )/ Dt= д( . .  )/дt + (и) · д( . .  )/дr. 
Здесь для турбулентного потока признака f введено обозначение 

J}urb = pf"u" = 75(/"u") .  
Эти соотношения легко выводятся из определения ( 5 . 1 . 1 )  и постулатов 

осреднения Рейнольдса (3 . 1 .2) . 
Система точных гидродинамических уравнений масштаба среднего движе

ния для однокомпонентной сжимаемой жидкости, полученная путем теорети
ко-вероятностного осреднения справедливых в микромасштабе соответству
ющих мгновенных уравнений гидродинамики, имеет вид [ер. с уравнениями 
(3. 1 . 2 1 ) ,  (3. 1 .28) , (3. 1 .54), (3. 1 .7 1 ) ] :  

- D(v) d" ( ) Р---пf = IV U , ((v) = 1(ij) ,  

- D(u) - iГр ( д ПL) -F Pfjf - -a, + а;: ·  +р ' 

75 D��> = - div(q + qturь - р'и") - р div(и) + (n : -i'&-) -

(5 . 1 .2) 

(5. 1 .3) 

- р' div и" + (1�urь · CZ )  + р(Еь ) ,  (5 . 1 .4) 

p(r, t) = !!lt75(Т) .  (5. 1 . 5) 
Здесь u(r, t) , p(r, t) , v(r, t) , E(r, t) - соответственно мгновенные значения 
гидродинамической скорости, давления, удельного объема ( v = 1/ р) и удель
ной внутренней энергии жидкой частицы; (и(r, t)) = ри/75 - осредненная по 
Фавру гидродинамическая скорость среды; D( . .  )/DТ= д( . .  )/дt + (и) · д( . .  )jдr 
полная производная по времени относительно осредненного поля скоростей; 
p(r, t) - осредненное давление; !!Jt - газовая постоянная; F(r, t) - внешняя 
сила, действующая на единицу массы (в данном разделе пульсациями мас
совой силы пренебрегаем) ; ПL(r, t) = П(r, t) + R(r, t) - полный тензор напря
жений в турбулентном потоке; П(r, t) - осредненный молекулярный тензор 
вязких напряжений; R(r, t) = -ри"и" - тензор турбулентных (рейнольдсовых) 
напряжений [см. (3 . 1 .30)] ; q(r, t) - осредненный молекулярный поток тепла; 
qturb(r, t) :: рН''и'' , .т;;игь = -р'и'' ГР - соответственно турбулентные потоки теп
ла и удельного объема среды (здесь использовано соотношение pv" = -р' (ij) ; 
H(r, t) = E(r, t) + p(r, t)jp(r, t) - мгновенное значение удельной энтальпии 
жидкости; (Еь(r, t))РЕь/75 = (П : ди" jдr)/75 - средневзвешенное значение удель
ной скорости диссипации турбулентной кинетической энергии в тепло под 
влиянием молекулярной вязкости v см. (3 . 1 .50) ] .  
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Из системы уравнений (5. 1 .2)-(5 . 1 .5)  видно, что осредненное движение 
турбулизованной однородной жидкости характеризуется: во-первых, осред
ненными молекулярными термодинамическими потоками q(r, t) и П(r, t) , дЛЯ 
которых необходимы соответствующие определяющие соотношения (их вы
вод для турбулизованной среды в рамках термодинамического подхода при
веден, например, в работе (Колесниченко, 1998));  и во-вторых, пока что не 
определенными смешанными одноточечными одновременными корреляци
ями (моментами второго порядка) R(r, t) , qturb(r, t) и !Jurь(r, t) , представля
ющими собой так называемые турбулентные потоки характеристик среды, 
связанные с пульсациями термагидродинамических параметров. Корреляци
онные члены, включающие пульсации давления р' div и" и div(p' и") ,  а также 
среднемассовое значение вязкой диссипации турбулентной энергии (t:ь) также 
необходимо будет определить. При феноменологическом построении модели 
развитой турбулентности, установление определяющих (конститутивных) со
отношений, замыкающих систему (5 . 1 .2)-(5 . 1 .5) ,  может быть проведено теми 
же методом, как и в ламинарном случае [см. п. 2 . 1 ] ,  т. е. в соответствии с тер
модинамическими правилами континуальной механики методом Онзагера, в 
основу которого, однако, далее будет положено дополнительное представле
ние о том, что соответствующие термодинамические силы ответственны также 
и за линейную релаксацию флуктуирующих характеристик турбулизованного 
хаоса к его устойчивому стационарно-неравновесному состоянию (см . ,  на
пример, Кайзер, 1990) . 

5.1 .2. Термодинамика структурированной турбулентности. 
Внутренние пульсирующие координаты подсистемы турбулентного хаоса 

Наша ближайшая задача заключается, таким образом, в том, чтобы пред
ложить концепцию, которая позволила бы выйти за пределы классического 
формализма необратимой термодинамики, рассмотренного во второй главе. 
Эта цель может быть достигнута путем расширения пространства независи
мых базисных переменных путем введения в рассмотрение внутренних коор
динат, определяющих микроструктуру подсистемы турбулентного хаоса. По
следующий шаг связан с нахождением эволюционных уравнений для этих 
дополнительных параметров состояния. 

В рамках полной модели структурированной турбулентности система урав
нений (5. 1 .2)-(5 . 1 .5) ,  получающаяся в результате теоретико-вероятностного 
осреднения мгновенных гидродинамических уравнений однокомпонентной 
жидкости, предназначена для исследования пространствеино-временной эво
люции осредненных полей гидродинамических величин, включая также раз
нообразные крупные вихревые образования. В соответствии с принятой на
ми точкой зрения Пригожина на гидродинамическую турбулентность как на 
течение макроскопически высокоорганизованное, подсистему турбулентно
го (вихревого) хаоса будем рассматривать далее как континуум с определен
ной внутренней микроструктурой. Более того, будем считать, что вихревой 
континуум состоит из двух составляющих: собственно турбулентного хаоса 



290 Глава 5. Стохастико-термодинамическое моделирование развитой турбулентности 

(так называемой, некогерентной турбулентности) ,  связанного со стохастиче
ским мелкомасштабным пульсационным движением завихренной жидкости, 
и внедренной в такое почти однородное пульсирующее поле гидродинами
ческих параметров, когерентной составляющей - ансамбля мезомасштабных 
вихревых структур (многомолекулярных образований). Их образом в фазо
вом пространстве эквивалентной динамической системы являются класси
ческие аттракторы (например, предельные циклы) или странные аттракторы 
(с фрактальной структурой). Каждая из двух указанных подсистем в отдель
ности является термадинамически открытой, т. е. способной обмениваться 
с сопредельной подсистемой энергией и энтропией (но не веществом). Поля 
гидродинамических скоростей для подсистем осредненного движения и турбу
лентного хаоса будем считать совпадающими, поскольку в процессе реального 
турбулентного движения жидкости не происходит разделения соответствую
щих лагранжевых объемов (эффекта диффузии) - подсистема турбулентного 
хаоса не имеет макроскопической гидродинамической скорости относительно 
подсистемы осредненного движения. Отметим, что в литературе известен и 
другой подход к моделированию структурированной турбулентности, связан
ный, в частности, с тройным разложением мгновенного движения жидкости 
на осредненное движение, когерентные и пекагерентные пульсации. Основой 
такого рода моделей служат уравнения гидродинамики, в которых проведело 
двойное осреднение - по времени и по специально выбранному ансамблю, 
определенному какими-либо характерными для КС признаками. Однако по
добная процедура не свободна от многих противоречий (см. ,  например, Хлоп
ков и др. ,  2002) . 

Подчеркнем еще раз, что припятое нами искусственное разделение ре
ального турбулизованного течения жидкости на воображаемые осредненное 
и турбулентное (вихревое, пульсирующее) , является лишь удобным способом 
наглядного описания явления, т. е. носит, в известной степени, модельный 
характер. Для каждой из двух означенных подсистем для любого элементар
ного объема dr среды определим локальные (крупнозернистые) термодина
мические параметры (являющиеся непрерывными функциями координат r и 
времени t) , такие как плотность, давление, температура, внутренняя энер
гия, энтропия и т. д. 1 Кроме этого, подсистему турбулентного хаоса будем 
дополнительно охарактеризовывать еще и некоторым числом внутренних ко
ординат, связанных, в конечном счете, с ее микроструктурой [см. ниже].  Сра
зу подчеркнем, что обобщенная температура и энтропия подсистемы турбу
лентного хаоса, рассматриваемые в качестве первичных концепций, не име
ют точной физической интерпретации и вводятся в рассмотрение только для 
обеспечения связности теории (см. Жоу и др. ,  2006). 

Помимо этого будем считать, что обобщенные термодинамические па
раметры состояния, характеризующие стационарно-неравновесную вихревую 
структуру турбулентного хаоса, связаны обычными для локально-равновес-

В этой связи уместно напомнить следующее: согласно Онзагеру (1949), для описания турбу
лентного хаоса, в котором разномасштабные вихри хорошо перемешаны, могут быть исполь
зованы методы статистической механики, а стало быть, применимы и методы статистической 
термодинамики необратимых процессов. 
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ной термодинамики соотношениями типа тождеств Гиббса, Гиббса-Дюгема 
и т. п . ,  которые служат исключительно в качестве ограничения на форму полу
ченных определяющих (материальных) соотношений. Другими словами, пред
полагается, что подобного рода тождества остаются справедливыми и вдали 
от локального термодинамического равновесия подсистемы хаоса, если, ха
ос находится, однако, в устойчивом стационарно-неравновесном состоянии, 
которое и будет выбрано нами в качестве состояния отсчета. Данное осново
полагающее допущение, является своего рода новым постулатом (см. Приго
жин, 1960) , на котором и будет основываться термодинамический подход к 
модельному описанию полностью развитой турбулентности. В связи с этим 
следует отметить, что поскольку энергия турбулентных движений благодаря 
молекулярной вязкости непрерывно рассеивается, то ситуация, при которой 
достигается локальное статистически равновесное состояние подсистемы тур
булентного хаоса, в принциле оказывается невозможной. Вместе с тем, для 
стационарного течения турбулизованной жидкости, когда вязкая диссипация 
энергии за большое время в среднем компенсируется энергией от внешне
го источника, стационарно-неравновесные процессы переноса в подсистеме 
турбулентного хаоса вполне допустимы и, по их физической сути, не очень 
отличаются от локально равновесных процессов в какой-либо диссипатив
ной системе (заметим, что в рассматриваемом здесь случае справедлива так 
называемая Н - теорема, согласно которой по истечении достаточно большо
го времени всякое начальное состояние турбулентного хаоса приближается к 
стационарно-неравновесному состоянию [см. гл. 6] ) .  

При построении модели турбулентности мы будем использовать еще од
ну ключевую концепцию теории Колмогорова ( 1941) , согласно которой в 
пределе очень больших чисел Рейнольдса Re = Lu0jv и Пекле Ре = LтИтоl х, 
отвечающих крупномасштабным движениям в потоке, несмотря на анизо
тропность, неоднородность и нестационарность осредненного течения, слу
чайный характер дробления вихрей (или макроструктурных неоднородностей 
температуры) и хаотичность передачи их энергии по каскаду вниз приво
дят к тому, что статистический режим турбулентных флуктуаций в границах 
небольшой пространствеино-временной области осреднения G мгновенных 
значений гидродинамических параметров является почти локально изотроп
ным - однородным, изотропным и квазистационарным, т. е. изменяющимся 
в зависимости лишь от управляющих параметров, и, прежде всего, от числа 
Рейнольдса Re. Оно определяет, в конечном счете, число каскадов в иерар
хии вихрей различных порядков. Важно при этом подчеркнуть, что полной 
локальной изотропии из-за наличия мезомасштабных вихревых образований, 
естественно, быть не может. Здесь и0 и Ито - типичные изменения средней 
скорости на расстояниях соответственно � L и Lт; х, v - коэффициенты мо
лекулярной температуропроводности и кинематической вязкости; Lт - рас
стояние, на котором заметно меняется средняя температура. Далее будем для 
простоты полагать, что число Прандтля Pr = v/x имеет порядок единицы и 
L "" Lт; в этом случае границы инерционного и конвективного интервалов, в 
которых существенны эффекты молекулярной вязкости и молекулярной теп
лопроводности можно считать совпадающими. 
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Используем теперь методы расширенной необратимой термодинамики 
(см. Жоу и др. ,  2006) и неравновесной статистической термодинамики (см. ,  
например, Кайзер, 1990) для получения определяюших (замыкающих) со
отношений для термодинамических потоков и сил, которые с достаточной 
для практических целей эффективностью описывают различные процессы 
турбулентного переноса в координатном пространстве и процессы самоорга
низации в фазовом пространстве. 

Термодинамика подсистемы осредненного движения 

Начнем с анализа балансовых уравнений для осредненной энтропии 

(S(r, t) ) турбулизованной однородной жидкости. Теоретико-вероятностное 
осреднение справедливого по предположению для м и кродвижений тождества 
Гиббса 

ТбS = бЕ = pб(ljp), 

где T(r, t), S(r, t) - соответственно мгновенные значения абсолютной темпе
ратуры и удельной энтропии в жидкой частице, приводит к фундаментально
му тождеству Гиббса для подсистемы осредненного движения [см. гл. 3] . Это 
тождество, записанное вдоль осредненной траектории движения центра масс 
физически элементарного объема dr, принимает вид [ер. с (3.2.3)] 

D(S) 1 D(E) р D( 1jp) 
� = ( Т) � + (Т) --пt · (5 . 1 .6) 

Тождеству (5 . 1 .6) можно придать форму уравнения локального баланса 
осредненной энтропи и  (S) системы, если исключить из него субстанциональ
ные производные по времени от параметров (Е) и ( 1/р) с помощью осред
ненных гидродинамических уравнений (5. 1 .2) и (5 . 1 .4); в результате получим 
[см. соотношения (3.2. 14) ,  (3.2. 1 5) и (3 .2.26)] : 

:t (p(S)) + div(p(S)(u) + <q;> 
) = a�s) + a'f.s> , (5 . 1 .7) 

где 

i _ 1 { ( L д ln(Т) ) - d· ( )  (п
0
S .-п0 ) } 0 � a(S) = ( Т) - q · -д-r - + :тr IV U + . , (5. 1 .8) 

е _ 1 { 1 d' 11 ( rturb Ор ) -( ) } _ � Е,Ь a(s) = ( Т) -р IV U + J; " дr + Р Еь = т , (5.1 .9) 

о 

-s 1 -- ! --
где П - тензор ( осредненной) скорости сдвига, Ji = 3 (Р : U) = 3 Пkk - осред-

ненное вязкое давление [см. формулы (2.2 . 1 5 )  и (2.2 . 1 6) ] .  Положительная 
величина a�S) (r, t) определяет скорость локального производства осреднен
ной энтропии системы (S) , обусловленного диссипативными процессами 
переноса внутри подсистемы осредненного движения жидкости; величина 
a(5> (r, t) = '.Jн,ьi(Т) (сток или приток энтропии) отражает, как это будет видно 
из дальнейшего, обмен энтропией между подсистемами турбулентного хаоса 
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и осредненного движения. Важно отметить, что величина a(s) (r, t) может 
быть разной по знаку в зависимости от конкретного режима турбулентного 
движения среды. Действительно, скорость диссипации турбулентной энер
гии (сь(r, t)) всегда является положительной величиной. Однако скорость 

перехода энергии р' div и" (представляющая собой работу, совершаемую над 
турбулентными вихрями за единицу времени в единице объема окружающей 
средой, как следствие существования пульсаций давления и расширения 
(div и" > 0), или сжатия (div и" <  О) турбулентных вихрей) может быть разной 
по знаку. Величина (.Т:,urь · (iГр/дr)) является положительной в случае мелко
масштабной турбулентности, однако для крупно- и мезомасштабных вихрей 
она может быть как положительной, так и отрицательной (см . ,  например, 
Колесниченко, Марав, 1999) . Таким образом, из уравнения (5 . 1 .7) следует, 
что в общем случае осредненная энтропия турбулизованной среды (S) мо
жет как возрастать, так и уменьшаться. Подобное обстоятельство является 
характерной чертой любых термадинамически открытых систем. 

Это означает, что во внешне замкнутой турбулизованной системе, модели
руемой двумя континуумами, имеет место некоторая внутренняя незамкну
тость. Она возникает благодаря тому, что осредненное движение турбулиза
ванной жидкости описывается только одним из двух континуумов. В то же 
время каждый физически бесконечно малый элемент объема dr � Л3 (где Л 
масштаб осреднения) среды считается все-таки настолько большим, чтобы в 
модели можно было учесть дополнительную информацию о характере пульса
ционного движения (турбулентной надструктуры) на масштабах меньших или 
равных размеру <<математической точки>> . Отсюда, в частности, следует, что 
одной только осредненной энтропии (S) явно не достаточно для адекватно
го описания всех особенностей структурированной турбулентности, посколь
ку эта величина не связана с какими-либо параметрами, характеризующими 
внутреннюю структуру и термодинамику подсистемы турбулентного хаоса и ,  
в частности, с таким ключевым параметром теории, как энергия турбулентно
сти (осредненная пульсационная кинетическая энергия единицы массы среды) 

(b(r, t)) =. р(и")2j2р. (5. 1 . 1 0) 

По этой причине для макроскопического описания структурированной 
турбулентности и, в частности, каскадного процесса переноса турбулентной 
энергии вихрями разного масштаба (вниз по интервалу размеров), будем ис
пользовать далее известное обобщение формализма термодинамики необра
тимых процессов на среды с внутренней структурой, вводя для этой це
ли обобщенные экстенсивные термодинамические параметры (внутреннюю 
энергию Eturь(r, t) , обобщенные химические потенциалы flшrь(q, r, t) и т. п.) 
подсистемы турбулентного хаоса, связанные с пульсационным движением 
жидкости (Вlackadar, 1955) , а также так называемые внутренние координа
ты, отвечающие микроструктуре подсистемы. Другими словами, мы поступим 
аналогично тому, как это давно делается в неравновесной термодинамике, на
пример, с целью учета различного рода превращений во внутренних степенях 
свободы молекул, в частности, учета ориентации полярных молекул относи-
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тельно внешнего электрического поля (как известно, это можно сделать, вво
дя внутреннюю координату () - угол между направлениями поля и диполем) , 
когда используется формализм обобщенного химического потенциала, равно
го стандартному химическому потенциалу и полевому члену, зависящему от 
внутренней координаты () (см. Пригожин, 1960). 

Внутренние координаты подсистемы турбулентного хаоса 

При моделировании стохастической системы, отвечающей подсистеме тур
булентного хаоса, будем использовать формализм обобщенной статистиче
ской термодинамики (Стратонович, 1985; Кайзер, 1990) , предполагающий 
изучение статистического ансамбля макроскопически одинаковых подсистем 
хаоса с одними и теми же обобщенными экстенсивными параметрами со
стояния типа осредненного удельного объема ljp(r, t) , внутренней энергии 

Eturь(r, t) и энтропии Sturь(r, t) хаоса, а также некоторой бесконечной после
довательностью внутренних переменных n(qk , r, t) . Внутренние переменные 
n(qk , r, t) могут представлять собой концентрации мелкомасштабных вихрей 
(их число в единице объема) или температурных неоднородностей в состояни
ях, характеризуемых заданными значениями параметров qk - внутренних ко
ординат, определяющих микроструктуру системы. При этом будем предпола
гать, что структурные вихревые образования хаоса каким-то образом локали
зованы как в координатном пространстве r, так и в пространстве конфигура
ций q. Внутренние координаты qk(r, t) (k = 1 ,  п) - некоторые характеристики 
ансамбля вихревого (или температурного) хаоса, отвечающие мелкомасштаб
ным турбулентным пульсациям, являются, в общем случае, случайными (сто
хастическими) переменными, флуктуирующими относительно своих средних 
(стационарных) значений q%1 • Именно они служат мерой различий в любом 
множестве термадинамически тождественных подсистем вихревого ансамбля. 
Учет флуктуаций внутренних координат, описывающих состояние хаоса при 
чисто динамическом моделировании [см. п. 5.2] уточняет его статистическое 
описание и приводит к более адекватному отражению реальности. 

К числу стохастических внутренних координат, описывающих макроско
пическое состояние турбулентного хаоса, могут быть отнесены непрерывно 
изменяющиеся локальные случайные параметры,  адекватно характеризующих 
эволюцию завихренной жидкости, включая и пространствеино-временную 
эволюцию различных мезомасштабных когерентных образований. Таким об
разом, часть внутренних координат qk может относиться к некогерентной 
составляющей подсистемы турбулентного хаоса, а друтая часть - ахарактер и
завывать индивидуальные КС. В частности, в качестве стохастических ко
ординат qk(r, t) могут быть выбраны следующие положительно-определенные 
величины (или их логарифмы): кинетическая энергия вихрей, Ь = lи" l2 /2; ско
рость диссипации турбулентной энергии в тепло, 

Е =  _!_v �(ди"jдх . + ди'.' jдх.)2 · 2 "--. l J J l ' 
l ,j 

скалярная диссипация температурных неоднородностей, Е т =  х L(дТ" jдх У; 
. J 

J 
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скорость смешения до молекулярного уровня (не влияющего на динамику 
течения) вещества с концентрацией O(r, t), Ее = х �)дО" jдх)2 (заметим, что j 
величина Ее определяет меру неоднородности концентрационного поля, исче
зающей в единицу времени за счет молекулярной диффузии D ""  х);  энстрофия 
системы (в случае двумерной турбулентности); средние завихренности поля 
пульсаций скорости, относящиеся к мезомасштабным вихревым образовани
ям k-го типа (фундаментальные величины для характеристики КС), и т. п.  

Использование внутренних координат в качестве дополнительных макро
скопических параметров турбулентного хаоса, позволяет, как мы увидим да
лее, термадинамически получить (при учете центрального для данного подхо
да постулата Пригожина, касающегося направления протекания необратимых 
процессов в любом локальном объеме пространства внутренних координат 
(см. Пригожин, 1960; гл. 3, п. 1 1 ) )  эволюционные уравнения Фоккера-План
ка-Колмогорова (ФПК) в пространстве конфигураций qk. Эти кинетические 
уравнения, предназначенные для определения временной эволюции функции 
плотности распределения вероятностей различных стохастических мелкомас
штабных характеристик турбулентности, позволяют проанализировать также 
и условия перехода из одного устойчивого стационарно-неравновесного со
стояния турбулентного хаоса в другое, вызванные, в конечном счете, после
довательной потерей устойчивости течения жидкости при изменении пара
метров, управляющих режимом турбулентного движения в целом. 

Отметим,  что чисто классический (т. е. без введения внутренних стохасти
ческих координат) термодинамический подход к моделированию турбулент
ности, который бьш использован нами в гл. 3 для подсистемы турбулентно
го хаоса, в случае структурированного вихревого континуума представляется 
не вполне адекватным, поскольку любые две реализации ансамбля (множе
ства подсистем хаоса с одинаковым набором экстенсивных термодинамиче
ских параметров состояния) будут при его применении тождественными во 
всех отношениях, что не отвечает реальному положению вещей. Причиной 
этому являются турбулентные флуктуации внутренних координат состояния 
хаоса, которые и служат, в конечном счете, мерой различий в любом ансам
бле термадинамически тождественных подсистем хаоса. Собственно эти, не 
подавляемые в сильно неравновесных условиях, турбулентные флуктуации, 
а, напротив, усиливающиеся в определенных обстоятельствах внутренними 
необратимыми процессами внутри вихревой подсистемы в так называемых 
точках бифуркации (в которых подсистема <<может выбирать>> между различ
ными состояниями) ,  и приводят к разнообразным механическим проявлени
ям реального турбулизованного течения. В частности, подсистема турбулент
ного хаоса, находящаяся в некотором устойчивом стационарном состоянии 
вдали от локального термодинамического равновесия, при определенных зна
чениях управляющих параметров может сместиться к новому стационарному 
состоянию с нейтральной устойчивостью (связанному с так называемой кри
тической точкой потери устойчивости), и вслед за тем скачкообразно перейти 
в некоторое другое асимптотически устойчивое стационарное состояние, от
вечающее той или иной форме надмолекулярного когерентного поведения 
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большого числа частиц, например, осцилляциям разномасштабных вихрей. 
Напомним еще раз, что согласно Пригожину (Пригожин, Стенгерс, 1994) , по
добная способность осушествnять порядок через флуктуации является фун
даментальным свойством любых открытых неравновесных термодинамиче
ских систем. Таким образом, из-за постоянно происходящих турбулентных 
пульсаций любое квазистационарное состояние турбулентного хаоса удобно 
представnять себе, как состояние не одной отдельной подсистемы, а цело
го физического ансамбля подсистем. Именно по этой причине и возникает 
необходимость в уточнении термодинамического описания турбулизованного 
течения с тем, чтобы можно было бы учесть эффекты стохастичности моде
лирующего его вихревого континуума (Колесниченко, 2002) . 

В соответствии с развиваемым здесь стохастико-термодинамическим под
ходом будем предполагать, что для полного статистического описания слу
чайного векторного процесса q(r, t) в турбулизованном континууме (набора 
структурных мелкомасштабных характеристик хаоса qk(r, t) , где k = 1 ,  n, ко
торые часто удобно собрать в один вектор-столбец q в п-мерном простран
стве конфигураций) достаточно знать одноточечную плотность вероятности 
� (q, t) и совместную двухточечную плотность распределения вероятности 

W2(q0 , t0 ; q, t) . Как известно, случайные процессы, полностью описываемые 
только этими двумя функциями распределения, являются марковекими про
цессами. Можно сказать, что это кардинальное предположение определяет 
класс случайных процессов (турбулентных флуктуаций), к которому приме
нима анализируемая здесь стохастико-термодинамическая модель развитой 
турбулентности. Будем также использовать двухточечную плотность услов
ной вероятности, P2(q0 , t0 1q, t) , которая позволяет найти вероятное значение 
параметра q в момент времени t, если в момент времени t0 , с вероятностью 
равной единице, q = q0 . Эти плотности вероятности будем употреблять для по
лучения средних значений различных функций f(q(t)) от случайного вектора 
состояния q(t) : в частности, формула 

f(q(t))  == f f(q(t))  W1 (q, t)dq 

определяет безусловное среднее величины f(q(t)) , а формула 

f(q(t))
o 

== f f(q)P2(qolq, t)dq 

вводит среднее значение f(q(t))  в момент времени при условии, что f(q(t0)) = 
= f(q0) (условное среднее). Связь между средними значениями по условно-

му подансамблю f(q(t))
0 и по всему физическому ансамблю f(q(t)) неявно 

содержится в соотношении 

которое, собственно, и определяет так называемую функцию вероятности пе
рехода Р2 . 

Кроме этого, ограничим наше рассмотрение, стационарным физическим 
ансамблем турбулентного хаоса, состоящим из адекватных в указанном выше 
смысле подсистем, поддерживаемых непрерывно действующими внешними 
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источниками турбулентности в таком состоянии, при котором случайные пе
ременные q(t) являются инвариантными относительно сдвига по оси времени, 
т. е. q(tP + r) = q(tP) при всех р и r. Ясно, что в этом случае одновременная 
плотность вероятности � (q) не будет зависеть от времени, а плотности сов
местных вероятностей будут обусловлены лишь разностью (t - t0) ,  например 
P2(q0 , t0 lq, t) = P2(q0 , Olq, t - t0) .  Имея это ввиду, будем ниже опускать в выра
жениях для W2 и Р2 начальный момент времени и записывать их сокращенно: 

P2(q0lq, t) и т. п. Отметим также, что в рассматриваемом нами случае положи
тельная функция Р2 обладает следующими свойствами (см. ,  например, Кайзер, 
1990) : 

J P2(qolq, t)dq = l , J Wl (qo)P2(qolq, t)dqo = �(q) , 
lim P2(q0lq, t) = W1 (q) , 
f->00 

(5 . 1 . 1 1 ) 

причем последнее соотношение означает, что для стационарных процессов 
условная плотность асимптотически со временем перестает зависеть от на
чального условия. 

Основное кинетическое уравнение 

Напомним, что ключевое положение теории Колмогорова ( 1941) возник
новения мелкомасштабной турбулентности состоит в том, что процессы воз
буждения вихревых образований, их нелинейные взаимодействия, а также 
процессы вязкой диссипации турбулентной энергии строго разнесены в про
странстве волновых чисел, когда приток энергии в турбулизованный поток 
происходит вблизи волнового числа kL , соответствующего макромасштабу 
турбулентности L, а диссипация энергии становится эффективной вблизи 
волнового числа k1J (где tJ - микромасштаб турбулентности, называемый ча
сто масштабом Колмогорова). Другими словами, присутствие инерционного 
интервала масштабов (kL « k « k1J) является характерным признаком развитой 
турбулентности. При этом процесс передачи энергии от крупномасштабных 
турбулентных вихрей к малым вихрям, может быть наглядно представлен как 
каскадный процесс их дробления (заметим, что впервые идею каскада энер
гии вьщвинул Л. Ричардсон в 1 922 году) . 

Для дальнейших целей нам понадобится так называемое основное кинети
ческое уравнение для скорости изменения числа вихревых молей n(q) в кас
кадном процессе взаимодействия турбулентных движений разного масштаба, 
или для функции P2(q, t) = n(q)/n�, которая имеет смысл (условной) плотно
сти вероятности обнаружить систему в интервале (q, q + dq) в момент времени 
t, если в начальный момент (при t = О) она с вероятностью, равной единице, 
находилась в состоянии qst . Здесь 

n�(r, t) = J n(q, r, t)dq (5. 1 . 1 2) 

- полное число вихревых образований с признаком q в объеме dr. 
При выводе уравнения для скорости изменения числа вихревых молей n(q) 

в каскадном процессе взаимодействия турбулентных движений разного мас
штаба будем считать, что механизм каскадного дробления вихрей, связанный 
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с переходом кинетической энергии от крупных вихрей ко все более мелким,  
таков, что среда <<сохраняет память>> только лишь о последнем переходе (мар
ковский процесс). Тогда в случае, если концентрация вихрей n(q) в состоянии 
qi может быть изменена только в результате перехода их из соседних состояний 
qi-t (распада больших вихрей с признаками qi-I на меньшие вихри с признака
ми q) или в соседние состояния qi+ t  (принцип локальности взаимодействия) , 
имеем дnjдt + (Ji - Ji-1 ) = О, где Ji - скорость перехода i --+  (i + 1 ) ,  а lн - ско
рость перехода (i - 1 )  --+ i. Поскольку распределение завихренности в реальном 
потоке турбулизованной жидкости является непрерывным (в случае разви
той турбулентности имеется, как известно, континуум возбужденных степе
ней свободы (см . ,  например, Ландау, Лифшиц, 1988)) ,  то будем далее считать, 
что подобный процесс перекачки кинетической энергии осредненного движе
ния по каскаду Ричардсона-Колмогорова вниз может быть адекватно описан 
в рамках изменения случайных параметров q, принимающих непрерывные 
значения. Это соответствует, в частности, такому каскадному процессу разру
шения больших и образования мелких вихрей, при котором в единичном акте 
взаимодействия происходят только бесконечно малые изменения величин q, 
тогда как конечные изменения возникают благодаря кумулятивному действию 
большого числа вихревых взаимодействий. На языке химии подобный про
цесс может рассматриваться как ряд последовательных (консекутивных) хими
ческих реакций, выражаемых схемой: s1 --+ s2 --+ s3 --+ . . . . Заметим, что в общем 
случае принцип детального равновесия может нарушаться для термадинами
ческих систем, далеких от полного теплового равновесия; это справедливо, в 
частности, и для стационарно-неравновесного каскадного процесса образо
вания вихревых структур. Следовательно, для реального каскадного процесса 
уравнение для скорости изменения концентрации турбулентных вихрей n(q, t) 
должно быть переписано в форме стандартного уравнения неразрывности 

дn(q, t)/дt + дJ(q, t)jдq = О 

в пространстве конфигураций. Здесь J(q, t) - вихревой поток в инерционном 
интервале, отвечающий числу <<вихревых молей», которые в единицу времени 
переходят из состояния q в состояние q + dq. В более общем случае, когда кон
центрация турбулентных вихрей зависит и от пространствеиной координаты 

r, кинетическое уравнение для скорости изменения числа n(q, r, t) может быть 
записано в форме уравнения неразрывности (как в координатном простран
стве r, так и в пространстве внутренних координат q) 

дn(q, r, t) д д 
дt + дr · (n(q, r, t) (u)) + дi · J(q, r, t) = О , 

или, с учетом (5. 1 .2), в виде 

_!!_ ( n(q, r, t) ) + _i_ . J( r t) = О. р Dt р дq q, 
' 

(5. 1 . 1 3) 

(5. 1 . 1 3*) 

Здесь J(q, r, t) - подлежащий определению термодинамический поток в про
странстве внутренних координат q. 
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Термодинамика подсистемы структурированного хаоса 

Мы видели, что процесс передачи турбулентной энергии по каскаду вихрей 
в случае развитой турбулентности можно рассматривать как своего рода хи
мические превращения с соответствующим химическим потенциалом .Uturь(q) 
для внутренних степеней свободы q и химическим сродством де Донде 

которое можно трактовать, как движущую силу каскадного процесса, отве
чающую протеканию одного эквивалента n(q) --+ n(q + дq) процесса дробле
ния вихрей. Заметим, что понятие химического потенциала отличает боль
шая общность: оно применимо почти к любой модели сплошной среды, если 
для нее возможно введение тем или иным способом понятия термодинамиче
ской температуры (не являющейся в общем случае абсолютной температурой 
среды). 

Распространяя формализм химического потенциала на стационарно
неравновесный турбулентный хаос, будем определять интенсивные термо
динамические параметры, такие как обобщенные температура �urь(r, t) и 
давление Pturь(r, t) турбулизации (которые никак не связаны с молекулярной 
температурой и давлением лежащего в основе течения) ,  а также турбулентный 
химический потенциал .Uturь (q, r, t) для внутренних степеней свободы q, из 
фундаментального соотношения Гиббса для обобщенной энтропии (заданной 
а priori в виде характеристической функции 

(5 . 1 . 14) 

(см. ,  например, Мюнстер, 2002)) с помощью следующих соотношений 

#turb (q) ( дSturb ) 
--т.:- = - д(n(q)(jj) 1 "'  -Е tP, turb 

(5 . 1 . 1 5) 
Химический потенциал .Uturь(q) для внутренних степеней свободы определя
ется в общем случае, как функциональная производная. Используемая здесь 
ЭНТрОПИЯ турбулизаЦИИ Sturb СОдерЖИТ ПО ПреДПОЛОЖеНИЮ ВСе терМОДИНаМИЧе
СКИе сведения о подсистеме стационарно-неравновесного турбулентного хао
са, т. е. связана с устойчивостью, флуктуациями и динамическими изменени-
ями в квазистационарном состоянии точно так же, как равновесная энтропия 
какой-либо термодинамической системы в лакальна равновесном состоянии 
(Кайзер, 1990) . Одна из замечательных особенностей энтропии Sturь состоит 
и в том, что многие статистические свойства турбулентного хаоса в квази
стационарных состояниях могут быть выведены из этой величины. В частно
сти, различные алгебраические соотношения для интенсивных переменных 
Eturь(r, t) , Tturь(r, t) , Pturь (r, t) и .Uturь (r, t) , которые могут быть получены обыч
ным для термодинамики способом из соотношения (5. 1 . 1 5) ,  допустимо ин
терпретировать как специфические «уравнения состояния>> для подсистемы 
турбулентного хаоса. 
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Важно ясно себе представлять, что применимасть понятий температуры 
и энтропии турбулизации не ограничивается только теми ситуациями, ко
торые возникают вблизи состояния локального термодинамического равно
весия подсистемы турбулентного хаоса. Напротив, эти величины вводятся в 
рассмотрение как раз с целью термодинамического описания хаоса в стаци
онарно-неравновесных состояниях. Еще раз отметим ,  что обобщенная эн
тропия турбулентности Sturb в этом подходе, в отличие от локальной равно
весной энтропии подсистемы осредненного движения (S) , остается, вообще 
говоря, неопределенной величиной, относительно которой не существует ни
каких экспериментальных или теоретических (основанных на знании физики 
турбулентного хаоса) методов для установления ее подлинной функциональ
ной зависимости от параметров состояния. Эта величина вводится в теорию 
исключительно с целью обеспечения ее связности, а явный вид функциональ
ного уравнения (5 . 1 . 14) постулируется в зависимости от целей модели. 

Дифференциальная форма фундаментального соотношения Гиббса для эн
тропии турбулизации SturЬ' записанная вдоль траектории движения центра 
масс физически элементарного объема dr, принимает следующий вид (см. 
Пригожин, Кондепуди, 2002) 

DSturь _ 1 DEturь Pturь D 
( 1fii) 

1 J ( ) 
d(n(q)/P) d -- - -- -- + -- - р - -- f.l b q q Dt Tturb Dt Т,urb Dt Т,urb tur dt . 

q 

(5. 1 . 1 6) 

Будем далее отождествлять внутреннюю энергию хаоса Eturь с энергией тур
булентности (Колесниченко, 2002) 

Eturь = (Ь) + const = p(u")2 j2p + const, (5. 1 . 1 7 )  

и полагать, что подсистема турбулентного хаоса в термодинамическом смыс
ле является идеальным классическим газом (с тремя степенями свободы, по 
которым энергия распределена равномерно) - это ключевые гипотезы рас
сматриваемого здесь подхода. Тогда, в частности, можно написать следующие 
уравнения состояния 

р(Ь) = � f!JlpTturь ' Pturь = f!JlpTturь '  f.lturь(q, Tturь) = kв TturЬ ln n(q) + Ф(q, Tturь) ,  
(5. 1 . 1 8) 

где f!Jl( = nakвfii) - «газовая постоянная>> для вихревого континуума, kв - по
стоянная Больцмана, Ф(q, T1urь) - так называемая потенциальная энергия по 
внутренней координате q, зависящая в общем случае и от температуры тур
булизации Tturb . 

Отметим сразу, что в некоторых случаях можно исключить из выражения 
(5. 1 . 1 8) потенциальную энергию Ф(q), используя для этой цели заданное а 
priori равновесное распределение f21(gq) внутренних координат q, соответству
ющее какому-либо асимптотически устойчивому стационарному состоянию 
турбулентного хаоса. Ранее уже отмечалось, что поскольку энергия турбулент
ных движений благодаря вязкости непрерывно рассеивается, то ситуация, при 
которой достигается статистически равновесное состояние, здесь оказывается 
невозможной. Стационарное же состояние в отличие от равновесного обыч
но является диссипативным. Действительно, из термодинамики известно (см . ,  
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например, Пригожин, Кондепуди, 2002) , что по мере перехода какого-либо хи
мически активного молекулярного континуума к устойчивому стационарному 
(но достаточно близкому к равновесному) состоянию, характеризуемому ми
нимальным производством энтропии, уменьшается также и величина самой 
энтропии. 

По аналогии с молекулярными химическими реагирующими системами, 
для случая стационарного состояния подсистемы турбулентного хаоса, когда 
внутренние координаты q могут флуктуировать около некоторого устойчивого 
стационарного значения qst при определенных (для данного элементарного 
объема dr) внутренней энергии и удельном объеме, энтропия турбулизации 
Sturb также должна быть минимальной среди всех других состояний с теми же 
значениями Eturь и 1/р. Таким образом, справедливо условие 

бS {j f st ( ) D(n(q)/P) d 1 f st {j ( )d О turb = - -Т- .Uturb q Dt q = - �рТ .Uturb n q q = ' turb turb 
q 

где бп = n(q) - n(q5t) .  Поскольку полное число вихревых молей постоянно, име
ем также J бn(q)dq = О . Из этих двух условий следует, что для устойчивого ста
ционарного состояния турбулентного хаоса химический потенциал .и��гь(q) по 
внутренним координатам, не зависит от вектора состояния q (.и��rь = const). С 
использованием этого факта, можно получить выражение 

(5. 1 . 1 9) 
позволяющее определить химический потенциал по заранее известному ста
ционарному распределению n(qst) признака q. Соотношение (5 . 1 . 1 9) может 
быть переписано в виде 

(5. 1 . 1 9*) 

являющемся обобщением известной формулы Эйнштейна (для статистиче
ски равновесного состояния) на квазистационарные состояния в конфигу
рационном пространстве q; при написании формулы (5 . 1 . 1 9*) использовано 
следующее выражение 

f(q, Тtuгь ) = -дФ(q, �urь)fдq = kв Tturьд 1n wlst (q)jдq (5. 1 . 19**) 

для силы трения (в пространстве конфигураций q) , порожденной потенци
альным полем Ф(q, Tturь> · Функция 

( Ф(q, Т ) 
) 

W15!( q) = const · ехр - turь 

kв Tturb 

определяет (максимальную) вероятность устойчивого стационарного состоя
ния qst , когда флуктуирующие внутренние координаты q остаются неизмен
ными, а функция Ф(q, �uгь) играет роль термодинамического потенциала для 
стационарного состояния. 

Напомним, что в равновесной термодинамике не делается различия меж
ду двумя концепциями равновесия - равновесным состоянием, отвечающим 
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максимальной энтропии, и равновесным распределением по возможным со
стояниям, которые физически почти эквиваленты (см. ,  например, де Грот, 
Мазур, 1964) . Аналогичная ситуация справедлива и для стационарных состо
яний в термодинамике неравновесных процессов (Кайзер, 2002). Это связано 
с тем, что асимптотические плотности распределения вероятности состояний 
сосредоточены в чрезвычайно узкой области и в термодинамическом пределе 
эти гауссавекие величины [см. далее] переходят в дельта-функции, сосредо
точенные в qst . 

Используя уравнение (5. 1 . 1 3*) ,  преобразуем тождество Гиббса (5. 1 . 16) ,  пу
тем интегрирования по частям и в предположении, что поток J(q, r, t) обра
щается в нуль на обеих границах q1 и q2 области определения переменной q 

q2 
(следствие условия J Dn(q)dq = 0), к виду: 

ql 

DSшгь = _1 _ DEtuгь + Рtuгь D( 1(75) + _1 _ f J(q) . д.иtuгь��· r, t) dq. Dt Т.uгь Dt Т.uгь Dt Т.urb 
q 

Последний член этого соотношения 

D;Sturь(r, t) =j  (S )d = - -
1

- j J( t) дl-lturь(q, r, t) d � О  Dt - (Jq turb q т q, r, дq q r turb q q 

(5. 1 .20) 

(5. 1 . 2 1 )  

описывает суммарный рост энтропии турбулизации Sturb ' обусловленный 
необратимыми процессами возникновения разнообразных вихревых струк
тур, характеризуемых полным набором внутренних координат q. Из (5 . 1 .2 1 )  
видно, что локальное производство пульсационной энтропии (J/Sturь) , отвеча
ющее каждой части пространства внутренней координаты q, имеет обычную 
термодинамическую форму 

где 

А ( t) = - д,uturb(q, r, t) 
turb q, r, - дq 

(J/Sturb) = J(q) · Aturb(q)/�urb ' 

kвТ.urь 
n(q, r, t) 

дn(q, r, t) дФ(q) 
дq - ----aq = 

kв Т.uгЬ ( Ф(q) ) д [ ( .Uturb(q, r, t) ) ] = ехр --- -- ехр n(q, r, t) kв Tturb дq kв Tturb (5 . 1 .22) 

- обобщенное химическое сродство де-Донде для конфигурации q (функция 
состояния подсистемы турбулентного хаоса), записанное здесь с учетом соот
ношения (5. 1 . 1 5) для обобщенного химического потенциала llturь(q, r, t) . 

Уравнение переноса для энтропии турбулизации 

Получим теперь уравнение переноса для энтропии турбулизации Sturb ' при
меняя тот же образ действий, который привел к уравнению (5. 1 .7). Исключим 
для этого из (5 . 1 .20) субстанциональные производные от удельного объема (v) 



§ 5.1 .  Синергетический подход к описанию стационарно-неравновесной турбулентности 303 

и турбулентной энергии (Ь) ( = E1urь) ,  дифференциальное уравнение для кото
рой имеет вид [см. (3. 1 .69)] 

р- D(b) = - div purь + (я · д( и) ) + р1 div и11 - (.rигь · др ) -p(t: ) Dt (Ь) · дr v дr Ь · 

В результате будем иметь: 

где 

д
д (pSturь) + div(psturь (и) + .flть"'ь ) = as = а� + aS ' f turb turb turb turЬ 

а� = _l_{p' div и" - (J;urb . ..!!.._ 75) - р(сь>} = - �Е.ь ' 
turЬ Т.uгь дr Т.urb 

(5. 1 .23) 

(5 . 1 .24) 

О<,а' = -- - Jlurb . turь + R : - (и) +р d1v(и)-p J(q) · �dq = · 1 { ( д ln Т ) ( д ) . J дfJ } 
s,uгь Tturь Ь дr дr turb дq 

q 

= т,:,ь { -(.rьигь . д lnд�turь ) + (R :n) -Pturь div(и) +p J J(q) ·Aturь(q)dq} (5 . 1 .25) 

q 

Здесь JШ)ь = p(lи" l2 /2 + р' / р)и" - П · и" - диффузионный поток турбулентной 
о 

энергии; R(r, t) - часть с нулевым следом тензора рейнольдсоных напряже-
ний, определяемая соотношением (3.2.26); 

1 pturь = з(R : U) (5 . 1 .26) 

- давление турбулизации. Величины а� (r, t) и а� (r, t) имеют смысл, cooт-turь turЬ 
ветственно, локального производства и стока энтропии Sturь подсистемы тур-
булентного хаоса. Отметим, что работа турбулентных напряжений R :  (д(и)jдr) 
приводит к росту энтропии хаоса, в то время как вязкая диссипация р(Еь) 
уменьшает энтропию турбулизации sturb " 

5.1 .3. Балансовое уравнение для суммарной энтропии подсистем 
осредненного движения и структурированного турбулентного хаоса 

Складывая выражения (5 . 1 .7) и (5. 1 .23),  получим уравнение баланса для 
суммарной (полной) энтропии SL = (S) + sturb турбулизованной жидкостной 
системы 

(5. 1 .27) 

где 

о i е i е i + i Т.uгь - ( Т) � <, � = a(s) + a(s) + � + � = a(S) � + т ' Т) � ь 
turb turb tнrb turb \ ' 

(5. 1 .28) 

- локальное производство энтропии, связанное с необратимыми процессами 
внутри суммарного турбулизованного континуума. Величина ai-, записанная с 
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учетом формул (5. 1 .8) ,  (5 . 1 .9) и (5 . 1 .24), (5. 1 .25) имеет структуру билинейной 
формы 

а2- = L �a(r, t)Xa(r, t) : 
а 

о _ 2- д ( 1 ) 1 d' ( ) 1 (по . о )  лuгь д ( 1 ) <, a2- = q ' ---ai" ( Т) + (Т) л IV U + (Т) . D + Jь . ---ai" Tturь + 

1 ( о  о ) р J т. - ( Т) + -т- R : D + -т- J(q) · Aturb(q)dq + ;ь ( Т) �Е.ь· turb turb turb 
q 

(5 . 1 .29) 

Согласно основному постулату нелинейной термодинамики неравновес
ных процессов, в случае пребывания системы вблизи относительно устойчи
вого квазистационарного состояния, термодинамические потоки можно пред
ставить в виде линейных функций от сопряженных макроскопических сил: 

(5 . 1 . 30) 

(см. ,  например, Кайзер, 1990) . Важно подчеркнуть, что матрица феноменоло
гических коэффициентов Л�/3 для случая турбулизованного жидкостного кон
тинуума будет зависеть не только от осредненных параметров состояния си
стемы (т. е. от осредненных температуры ( Т) , плотности 75 и т. п.), но и от 
характеристик турбулентной надструктуры, т. е. от параметров типа Еь, Tturb ' 
(Ь) и т. п. Подобная ситуация, когда имеет место функциональная зависимость 
коэффициентов Л�/3 от самих термодинамических потоков �ai (например, от 

скорости диссипации Еь, которая в стационарном случае представляет собой 
также и поток энергии по каскаду вихрей) ,  является, как известно, типичной 
для самоорганизующихся систем (см. ,  например, Хакен, 1985; 1991). Это об
стоятельство может привести в общем случае к тому, что отдельные слагаемые 
�a(r, t)Xa(r, t) в сумме а2- не будут положительно определенными, хотя вся 
сумма всегда больше или равна нулю, а2- ;;;. О. Тогда суперпозиция различных 
потоков в принципе может приводить к отрицательным значениям отдельных 
диагональных элементов матрицы Аа/3' чем, вероятно, и объясняется эффект 
отрицательной вязкости, в некоторых турбулентных течениях [см. текст под 
формулой (5 . 1 .63)] . 

Как видно из выражения (5. 1 .29), в обшем случае спектр возможных пере
крестных эффектов для турбулентного режима течения расширяется по срав
нению с ламинарным режимом. Так, например, возникновение суммарного 
потока тепла q

2-
в турбулизованном континууме возможно под влиянием не 

только сопряженной с ним термодинамической силы д( l/(Т))/дr), но и под 
воздействием силы д( l/�urь)/дr) , сопряженной с потоком Jturь (описывающим 
"диффузионный"перенос турбулентной кинетической энергии). Однако в на
стоящее время отсутствуют надежные экспериментальные данные, количе
ственно описывающие перекрестные эффекты подобного рода. Кроме этого, 
обычно вклад любых перекрестных эффектов в общую скорость какого-либо 
процесса на порядок меньше по сравнению с прямыми эффектами (см. де 
Грот, Мазур, 1964) . Учитывая это обстоятельство, будем далее пользоваться 
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требованием положительности интенсивностей а:Е., a(;S) ' а� независимо друг 
turb 

от друга, а также, без специальных оговорок, будем опускать ряд перекрест-
ных эффектов в линейных конститутивных соотношениях (5 . 1 .30). 

В конце данного раздела сделаем следующее замечание. Последнее сла
гаемое в правой части (5. 1 .29), описывающее производство энтропии вну
три суммарного континуума за счет необратимого обмена энтропией между 
подсистемами турбулентного хаоса и осредненного движения, в силу второго 
закона термодинамики всегда положительно 

(5. 1 . 3 1 )  

Поэтому «направление>> термодинамического потока � Е  ь(r, t) определяется 
знаком функции состояния X;s = ( 1/(Т) - 1/�urь), которую

' 
следует рассматри

вать как сопряженную термодинамическую силу (макроскопическую причи
ну) , вызывающую поток �Е ь энтропии. Известно (см. Пригожин, Стенгерс, 
1994) , что подобный обмен Энтропией между двумя взаимно открытыми под
системами является непременным условием структурированного коллективного 
поведения, т. е. может быть источником самоорганизации в одной из них. 

5.1.4. Стационарио-неравновесное состояние турбулентного поля. 
Определяющие соотношения для структурированной турбулентности 

Покажем теперь, что диссипативная активность подсистемы турбулентного 
хаоса в случае стационарно-неравновесного режима турбулентности опреде
ляется притоком отрицательной энтропии (a,S = -�Е ьi'Гr.игь < О) от подсисте-

turь ' 
мы осредненного движения. Действительно, поскольку турбулентность сопро-
вождается диссипацией кинетической энергии, то для поддержания ее квази
стационарного режима (когда накачка и диссипация энергии взаимно почти 
уравновешиваются) необходим постоянно действующий внешний (по отно
шению к рассматриваемой системе) источник. Этим источником энергии мо
жет быть, например, проволочная решетка, установленная перпендикулярно 
к вынужденному течению жидкости, производящая турбулентность; стацио
нарные граничные условия, вызывающие крупномасштабный сдвиг скорости 
течения или термаконвективную крупномасштабную неустойчивость и т. п. 
Мощность подобного источника должна быть такой, чтобы скомпенсировать 
расход турбулентной энергии, рассеиваемой за счет молекулярной вязкости. 
Для квазистационарного режима турбулентности практически вся расходуе
мая энергия без сколько-нибудь существенных (но, вообще говоря, имеющих 
место быть) потерь будет передаваться через инерционный интервал от энер
гетического к вязкому интервалу, где и происходит ее диссипация в тепло. 
При этом, процесс передачи энергии от крупномасштабных к малым вихрям, 
может быть наглядно представлен как случайный каскадный процесс Ричард
сона-Колмогорова дробления турбулентных вихрей. 

В развиваемом здесь модельном подходе мы будем предполагать, что по
добному квазистационарному режиму турбулентности отвечает непрерывный 
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процесс передачи энергии от подсистемы осредненного движения жидкости 
к подсистеме турбулентного хаоса. Очевидно, что тогда в вихревом контину
уме, связанном с мелкомасштабной турбулентностью, устанавливается такой 
стационарно-неравновесный режим между притоком энергии от <<внешнего 
источника>> (обязанного осредненному течению жидкости) и ее диссипаци
ей (из-за необратимых процессов внутри самой подсистемы турбулентного 
хаоса) , при котором dS1urьfdt � О (см. Пригожин, Кондепуди, 2002) . Заметим 
попутно, что для открытой подсистемы турбулентного хаоса квазистационар
ное состояние, для которого производство энтропии минимально, является 
аттрактором, в то время как для всей турбулизованной системы в целом ат
трактором служит состояние, соответствующее максимуму суммарной энтро
пии. Условие dSturьfdt � О означает, что производство а� энтропии турбули-

turЬ 

зации S1urь в такой степени компенсируется ее оттоком а� , что суммарное 
turb 

возникновение энтропии S1urь почти отсутствует 

as = as +� � 0. 
turb turb turb 

При этом следует также иметь в виду, что величина потока энтропии турбу
лизации в стационарном случае является постоянной, 18 = Jf,urь /�urь � const 

turЬ 

(div 18 "" 0). Так как а� :;;,. О, то справедливо неравенство О >  as � -а� , 
turb turb turb turb 

т. е. подсистема турбулентного хаоса должна экспортировать энтропию во 
<<внешнюю среду» (отдавать ее подсистеме осредненного движения), чтобы 
скомпенсировать производство энтропии за счет необратимых внутренних 
процессов внутри себя. Другими словами для поддержания стационарно
неравновесного состояния внутри подсистемы турбулентного хаоса необхо
дим приток отрицательной энтропии (негэнтропии) от <<внешней среды>>, 

as = -5Е ьf�urb = -(Т)a(es)/Tturb < 0. 
turb ' 

Как известно, такого рода условие является достаточным для возникновения 
диссипативных когерентных образований в вихревом континууме (см. Приго
жин, Стенгерс, 1986, 1994). Действительно, поскольку в стационарно-нерав
новесном состоянии хаоса величина оттока энтропии из подсистемы осред
ненного движения положительна (О < a(s) = 5 Е,ьl ( Т)) , то скорость 5 Е,ь обмена 
энтропией (теплом) между осредненным и турбулентным движениями также 
положительна, 5 Е ь :;;,. О. Но тогда из неравенства ( 5. 1 .  3 1 )  следует, что темпе
ратура турбулизаriии �urь выше осредненной температуры турбулизованной 
жидкости ( T1urь > ( Т)) , что находится в полном согласии с основным синер
гетическим принцилом о самоорганизации диссипативной системы. В соот
ветствии с этим принципом, возникновение когерентных структур (в нашем 
случае возникновение разномасштабных когерентных вихревых образований 
в подсистеме турбулентного хаоса) при отводе тепла из системы, т. е. при 
переходе к более низким температурам, является универсальным свойством 
материи (Эбелинг, 2004) . 
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Определяющие соотношения для структурированной турбулентности 

Итак, поступающая в подсистему турбулентного хаоса негэнтропия расхо
дуется на поддержание и совершенствование ее внутренней структуры. Но то
гда справедливо соотношение О < u(3S) = -� rьOS /(Т) � �urьи� /(Т) , и урав-u 

turb turb 

не ни е баланса ( 5 . 1 .  7) осредненной энтропии ( S) турбулизованной жидкостной 
системы принимает вид 

(5 . 1 .32) 

где для локального рассеяния энергии ( T)u"L справедливо выражение 

( L д ln( T) ) ( о 0 ) -�  ( T)u"L =. - q · -д-r - + R : D  + р J(q) · �urь(q)dq > О. (5. 1 .33) 

q 

Здесь q"L(r, t) = qturb -р'и" - суммарный поток тепла в подсистеме осреднен
ного движения для режима развитой турбулентности. Исходя из (5 . 1 .33) ,  мож
но записать в линейном приближении и при использовании принцила Кю
ри-Пригожина (согласно которому связь между тензорами различного ранга 
в лакальна изотропной среде невозможна (см. ,  например, де Грот, Мазур, 
1974)) ,  следующие определяющие (градиентные) соотношения для турбулент
ных потоков и сопряженных им термодинамических сил: 

2.( t) = -лturb д ln(T) q r, дr ' 

R(r, t) = - � p(b)U + pvturb{ +( д��) + ( д��) )transp ) - т(div(u))U } , 
J(q, r, t) = J L(q, ij, r, t) · A(q, r, t)dij, 

q 

(5. 1 . 34) 

(5 . 1 .35) 

(5 . 1 .36) 

соответствующие режиму стационарного состояния турбулентного поля. За
метим, что условие линейности не настолько сильно, чтобы лишить рассмат
риваемый случай практического значения. 

Оценивая состояние проблемы замыкания осредненных гидродинамиче
ских уравнений в целом, следует признать, что в настоящее время почти все 
полуэмпирические модели турбулентности в той или иной степени основа
ны на градиентных соотношениях, о чем подробно говорилось в гл. 3 и 4. 
Феноменологические коэффициенты (коэффициенты турбулентного обмена) 
лtиrь(r, t) , vturb(r, t) в этих соотношениях являются скалярными величинами, 
поскольку сильная турбулентность, является, как бьmо подчеркнуто, лакальна 
однородной и изотропной. Эти величины, в отличие от коэффициентов моле
кулярного обмена, не являются материальными константами. Данное обсто
ятельство связано с тем, что в турбулизованном континууме разнообразные 
процессы переноса (вещества, импульса и энергии) из одной области систе
мы в другую, определяются коллективными движениями молекул (вихревыми 
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образованиями), и ,  следовательно, должны зависеть от параметров интенсив
ности турбулентности, в частности, от параметров (t:r) и L (или (Ь)) . Так, на
пример, в инерциальном интервале масштабов вихрей (rт < r < L) ,  коэффици
ент турбулентной вязкости vturь , отвечающий эмпирическому <<закону четырех 
третей» Ричардсона-Обухова (этот закон следует, в частности, из соображе

ний теории размерности и подобия) имеет вид: vturb "" (t:r) 113 L413 "" (Ь)2 /(t:r) .  
Таким образом, при моделировании стационарно-неоднородной турбу

лентности в тех приложениях, когда важны процессы диссипации энергии 
в системе, необходимо привлекать к рассмотрению уравнение переноса теп
ла для осредненного движения в виде (5. 1 .32); это уравнение должно быть 
дополнено линейными определяющими соотношениями (5 . 1 .34)-(5 . 1 .36). 

5.1.5. Принцип Пригожина. 
Термодинамический вывод уравнений Фоккера-Планка-Колмогорова 

Согласно формуле (5 . 1 .36) , феноменологическое соотношение для термо
динамического потока J(q) в пространстве внутренних координат q и соот
ветствующего <<мгновенного>> сродства Aturь(q) имеет в общем случае инте
гральный вид. Вслед за Пригожиным (см. Пригожин, 1960; гл. 3 ,  п. 1 1 ) ,  бу
дем считать, что в каждой части внутреннего координатного пространства q 
необратимые процессы идут в таком направлении, что происходит только по
ложительное приращение энтропии. Это означает, что положительным будет 
не только интеграл (5. 1 . 1 9) ,  но и величина 

(5. 1 .37) 

представляюшал собой рассеяние энергии на единицу объема конфигураци
онного пространства q. Тогда определяющее соотношение, связывающее по
ток J(q) и сродство Aturь(q) состояния q (соответствующее протеканию одного 
эквивалента процесса распада вихрей), есть просто 

J( ) =L( ) · А  ( ) = -L( ) . дjiturb(q, r, t) = -L( ) . ( kвTturb дn(q, t) + дФ(q, I;urЬ) ) = q q turb q q дq q n(q, t) дq дq 
L(q) ( дn(q, t) ) = - n(q, t) · -f(q, Tturb)n(q, t) 

+ kв �urb ----aq · (5 . 1 .38) 

Здесь L(q) - положительно определенная локальная матрица коэффициентов 
переноса, удовлетворяющая соотношению взаимности Онзагера-Каземира 
Ltransp = L; n(q) - числа вихревых молей в каскадном процессе взаимодействия 
турбулентных движений разного масштаба. 

Соотношение (5 . 1 .38) ,  рассматриваемое совместно с (5 . 1 . 13 ) ,  позволяет по
лучить следующие эволюционное уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова 
(в кинетической форме (см. Климонтович, 1995)) в пространстве стохастиче
ской переменной q для функций распределения различных статистических 
характеристик мелкомасштабной турбулентности 

дР2(q, r, t) д д { r2 
дt + а,: ·  ((u)P2 (q, r, t)) = дq · -K(q)P2(q, r, t) + TQ(q) · дР2(q, r, t) } дq . 

(5 . 1 .39) 
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Здесь поток вероятности J = Jdr + Jdif складывается из дрейфовой Jdr и диф
фузионной Jdif составляющих: 

Е2 дР2 Jdr =KP2 Jdif = -тQ · дq • 

где введены следующие обозначения для вектора дрейфа К и матрицы обоб
щенных коэффициентов диффузии D в пространстве стохастической пере
менной q 

K(q) = L(q) ·/(q) , D = с2 L(q) = +c2Q, Q(q) = 2L(q). (5 . 1 .40) 

Функция P2(q, t) = n(q)/n.L имеет смысл (условной) плотности вероятности об
наружить систему в интервале (q, q + dq) в момент времени t, если в началь
ный момент (при t = О) она с вероятностью, равной единице, находилась в 

состоянии qst. Параметр с =  уkв ?;игь = V р(и")2 jJp характеризует суммарную 
интенсивность воздействия внутреннего шума подсистемы турбулентного ха
оса (порожденного его «тепловой>> структурой) на случайный процесс q(t). 
При написании (5 . 1 .39) параметр подвижности L(q) =L(q)/n(q) по внутрен
ней координате q считался нами не зависящим в первом приближении от 
плотности n(q) . Следует отметить, что в общем случае матрица К не образует, 
вообще говоря, вектор, если не ограничиваться при моделировании только 
линейными преобразованиями координат. 

Наряду с кинетической формой записи уравнения ФПК в виде (5 . 1 .39), 
в литературе используются и другие представления этого уравнения. Из них 
наибольшую популярность имеют представления Ито и Стратоновича. Они 
основаны на разной трактовке так называемых стохастических интегралов 
(см. ,  например, Тихонов, Миронов, 1977) , возникающих при решении соответ
ствующих нелинейных стохастических уравнений Ланжевена. Эти представ
ления, хотя и основываются на одинаковых по форме стохастических уравне
ниях [см. (5.2.23) ] ,  но приводят к отличным по форме уравнениям ФПК: 

дР2(q, r, t) 
+ 

_i_ . (( )Р ( t)) = дt дr и 2 q, r, 

= :q · { -(K(q) + H(q))P2(q, r, t) + +с2 :q · (Q(q)P2(r, r, t)) }, (5 . 1 .39*) 

где H(q) = Л Е; д��q) - <<фиктивная сила>> ,  зависящая от выбора исчисления. 

При Л =  О, 1/2, 1 мы имеем дело соответственно с представленнем уравнения 
ФПК в форме Ито, Стратоновича и Климонтовича. 

Отметим, что если реакция подсистемы турбулентного хаоса на воздей
ствие внешней среды (подсистемы осредненного движения) не зависит от ее 
внутреннего состояния, задаваемого стохастической переменной q, то и ве
личина коэффициента диффузии не меняется с координатой q (т. е. Q(q) = 

= const = Q). Тогда можно считать, что стохастическая система ооладает адди
тивным шумом, который в нашем случае сводится просто '!( интенсивности 

с2 = kв I;urЬ внутреннего шума подсистемы турбулентног� хаоса. Фиктивная 
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сила H(q) для систем подобного типа тождественно равна нулю, т.е. они со
вершенно нечувствительны к выбору исчисления. Другими словами, все три 
формы уравнения Ф ПК принимают для них один и тот же простейший вид 
(5 . 1 .39) . Однако в общем случае возможна обратная связь между внутренними 
состояниями q стохастической подсистемы хаоса и подсистемой осредненно
го движения. Оказывается, что не только внешние флуктуации (связанные, 
например, с теми степенями свободы турбулентного поля, которые не описы
ваются вьщеленными координатами q) влияют на стохастическую подсистему 
турбулентного хаоса, но и последняя оказывает обратное воздействие на их 
интенсивность. Применительно к рассматриваемому случаю это означает, что 
коэффициент диффузии приобретает зависимость от случайной координаты 
q, т. е. внешние флуктуации имеют мультипликативный характер. При нали
чие мультипликативного шума, когда Q(q) =f. const, простейшая форма уравне
ния ФПК (5. 1 .39) имеет место только в представлении Климонтовича (Л = 1 ) .  

Таким образом, для систем с мультипликативным шумом возникает про
блема выбора исчисления, поскольку сила, входящая в уравнения ФПК опре
деляется неоднозначным образом. В исчислении Ито она сводится к реальной 
силе, действующей на вьщеленную степень свободы. При переходе к исчис
лению Стратоновича возникает добавка, пропорциональная производной от 
эффективного коэффициента диффузии. В кинетическом представлении Кли
монтовича величина этой добавки удваивается. Важно, что она существенным 
образом влияет на поведение стохастической системы, в результате чего пред
ставляется актуальным вопрос о физической природе указанной добавки и 
выборе исчисления. К этой проблеме мы вернемся в следующей главе. 

5.1 .6. Примеры уравнений Фоккера-Планка-Колмогорова, 
описывающих эволюцию пульсирующих характеристик турбулентного хаоса 

Покажем теперь (на простых примерах) , что пригожинский принцип 
(5 . 1 .37) может служить основой для получения эволюционных уравнений в 
частных производных (уравнений Фоккера-Планка-Колмогорова) в про
странстве стохастической переменной q для функций распределения различ
ных стохастических характеристик мелкомасштабной турбулентности, если 
относительно последних заранее приняты соответствующие гипотезы распре
деления в стационарно-неравновесном состоянии. Следует, однако, иметь в 
виду, что почти всегда подобного рода гипотезы не вполне строги и являются 
сильной идеализацией, связанной с упрощением реального турбулентного 
движения в естественных условиях (см. Монин, Яглом, 1996). 

Эволюция вихрей в пространстве пульсирующих скоростей 

Применим сначала предположение (5. 1 .37) к выводу кинетического урав
нения, описывающего изменение во времени функции плотности вероятно
сти распредел�ния вихревых скоростей Р2(и"r, t) (= п(и" , r, t)jп2.; n - число
вая плотность турбулентных вихрей; n2. - полное число вихревых мол ей [см. 
(5. 1 . 12)]) .  Эта фун:rщия рассматривается далее как внутренняя персменная 
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подсистемы турбулентного хаоса, а пульсирующая скорость и" - как вну
тренняя координата q. Известно, что функция распределения вероятностей 
пульсирующей скорости не является универсальной в случае развитой турбу
лентности, поскольку она зависит от механизма, порождающего турбулентное 
поле. Тем не менее, следуя Миллионщикаву (1941), используем далее гипо
тезу о нормальном распределении пульсирующих скоростей (для локально 
изотропного турбулентного поля) в стационарном случае 

(5. 1 .4 1 )  

Подобное распределение Миллионщиков применил в теории турбулентно
сти для специальных целей, которые здесь мы обсуждать не будем. Заме
тим только, что есть много примеров, когда функция распределения скорости 
приближенно оказывается гауссовской, например, в турбулентности, поро
ждаемой решетками в аэродинамических трубах, или для турбулентности в 
атмосферном пограничном слое (см. ,  например, Бэтчелор, 1955; Фриш, 1998) . 
Для рассматриваемой нами подсистемы турбулентного хаоса постоянную (3 
в ( 5. 1 .4 1 )  можно связать с температурой турбулизации �urь точно таким же 
способом, как это делается в кинетической теории газов (см. Ферцигер, Капер, 
1976) . Используя (5. 1 . 1 7) и (5. 1 .4 1 ) ,  легко найти, что (32 = (2!YlT1urь)�

1 , откуда 
для функции nstaЧи") получим другое эквивалентное выражение 

( 1 ) 1 /2 ( и"2 ) ( u"2 ) nstat (и")  = n"L 2 fllT ехр - 2fllT = const . ехр - 2f!lT . 
1'l turb turb turb (5 . 1 .4 1 *) 

Подставляя это распределение в (5. 1 . 1 6) ,  получим следующее представле
ние химического потенциала flturь (и", r, t) для конфигурации и": 

flturь (и", r, t) = � (и"2 /2) + kв T1urь (r, t) ln[n(и" , r, t)] + const. (5. 1 .42) 

С учетом этой формулы, феноменологическое соотношение (5. 1 . 36)) для по
тока вероятности J(и" , r, t) принимает вид 

J(и") = -LL 
(
и" + 

fllТ,urь д(и") ) = -а
(
и"п(и") + !Уl Т дп(и") ) (5 1 43) n"E и" n(u") ди" turb ди" ' · · 

где !Yl = n"LkвГP· Здесь введен коэффициент а =  k8Lu"f!Yln(и"), который может 
быть интерпретирован как «подвижность>> в пространстве внутренней коор
динаты и" на единицу объема; в первом приближении этот коэффициент 
не зависит от п(и") и по предположению от величины и" .  При подстановке 
(5 . 1 .43) в (5. 1 . 1 9) ,  получим искомое кинетическое уравнение ФПК для функ
ции плотности условной вероятности пульсационной скорости и": 

(5. 1 .44) 

Это динамическое уравнение, дополненное начальным условием Р2 = б( и" - О) 
(справа стоит б-функция, сосредоточенная в точке 0), описывает временную 
эволюцию функции плотности распределения вероятности Р пульсирующей 
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скорости и" , в частности, дЛЯ затухающей (так называемой вырождающей
ся) турбулентности. Следует отметить, что величина К =  -аи" (коэффициент 
трения в соответствующем уравнении Ланжевена) играет роль коэффициента 
дрейфа в стандартной записи уравнения ФПК, а величина 

D = 2Lu"kв I;.urьfn(и") = 2a.cn I;_urb = af3�2 

имеет смысл коэффициента диффузии. 
Нормальное распределение (5 . 1 .4 1 ) ,  являющееся стационарным решени

ем одномерного по параметру и" уравнения ФПК (5 . 1 .44) , можно принять 
за начальное статистическое состояние поля пульсирующих скоростей для 
целого класса различных движений вырождающейся турбулентности. Тогда 
нестационарное решение этого уравнения удается построить в аналитически 
замкнутом виде: 

Р2(и" ,  r, t) = {ла(r, t)} � 1/2 ехр{ -[и" - b(r, t) ] 2 ja(r, t) } , (5. 1 .45) 

где 
D a(r, t) = � { 1 - ехр( -2at) } + а0 ехр( -2at), b(r, t) = b0(r) ехр( -at); (5 . 1 .46) 

a0(r) и b0(r) - начальные условия. Это решение позволяет рассчитагь различ
ные п-точечные моменты (корреляционные функции) т-го порядка, описы
вающие статистическую связь между случайными скоростями в различных 

----;-;i) точках пространства-времени. В частности, дЛЯ величин и" (r, t) (условная 
средняя скорость ансамбля вихрей в момент времени t) и и"(r, t)и"(r, t1 ) (двух 
временная одноточечная корреляционная функция) имеем: 

� (r, t) = J и" Р2(0 1 и" , t)dи" = b0(r) ехр( -at), 
----;-;i) откуда b(r, t) = и" (r, t) ; 

и"(r t)и"(r t ) = J и" dи" J и" dи" W (и" t· и" t ) = ' 1 ' 1 1 2 ' ' 1 ' 1 

(5 . 1 .47) 

1� 1 D = и (r, t) exp{-alt - t1 1 } = 2 � ехр{ -alt - t1 1 } , (5. 1 .48) 

где среднее берется по стохастическому процессу (см. ,  например, Хакен, 1985). 
Здесь W2(и" , t; и(' , t1 ) - совместная плотность вероятности, которая в силу 
марковости процесса зарождения новых мод пульсационного движения (дроб
ления вихревых образований) представляется в виде произведения плотности 
вероятности в момент ti ' W1 (и;' ,  t1 ) ,  и условной вероятности Р2(и" ,  t 1 и(' , t1 ) 
(сводящейся в момент t = t1 к б-функции б( и" - и(')) : 

W2(и" , t; и;' ,  t1 ) = W1 (и;' ,  t1 )Р2(и" , t 1 и(' , t1 ). 

4 Так как D= 2a.cnтturь = зa(b) , то из (5. 1 .48) следует, во-первых, верное 
соотношение 

согласующееся с предположением о локальной изотролиости вихревого по
ля скоростей в случае развитой турбулентности, и, во-вторых, эффективная 
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формула для одной из наиболее важных корреляционных величин в теории 
статистической турбулентности 

и"(r, t)и"(r, t1 ) =  � (Ь) exp(-alt - t1 1) ,  (5. 1 .49) 

которая определяет быстроту «забывания своего прошлого>> пульсационной 
скоростью (согласно этой формуле это происходит за время порядка t r;;. 1/а) . 

Решение (5. 1 .45) при нулевых значениях параметров а0 и Ь0 принимает 
следующий вид { 112 } Р2(и" , t) = {2л.9fTturь [ l - exp(-2at)]}� l/2 ехр 2.<ЛT,urьl lu- exp(-2at)] ' (5. 1 .50) 

позволяющий проследить временную эволюцию функции распределения условной 
вероятности для пульсирующей скорости, в случае если при стационарном 
режиме турбулентности распределение по скоростям бьшо гауссовским. 

Следует иметь в виду, что выбор пульсирующей скорости и" в качестве 
подходящей характеристики турбулентных вихрей (внутренней координаты 
подсистемы турбулентного хаоса) , в общем случае не оправдывает себя, по
скольку гауссовское распределение вероятностей пульсирующей скорости и" 
не подтвердилась с достаточной степенью надежности ни экспериментально 
(было установлено, например, что за решеткой отклонение от нормально
сти значительно возрастет с ростом числа Рейнол:ццса Re) ,  ни теоретически 
(как известно, для этого распределения классические законы турбулентности 
«двух и пяти третей>> нарушаются) .  Ранее мы уже указывали, что наиболее 
приемнемыми характеристиками мелкомасштабной турбулентности на роль 
внутренней координаты являются неотрицательные макроскопические пере
менные - четные функции скоростей, типа скорости диссипации турбулент
ной энергии и т. п. (см. ,  например, Монин, Яглом, 1996). Подобные случайные 
характеристики, согласно гипотезе Колмогорова, асимптотически удовлетво
ряют логарифмически нормальному распределению вероятностей. Это объяс
няется тем, что процесс последовательного дробления вихревых образований 
подобен процессу коагуляции твердых частиц (а последний приводит, как из
вестно, к логнормальному распределению частиц по размерам) .  Далее в гл. 6 
мы проанализируем уравнение ФПК, описывающее временную эволюцию 
функции распределения вероятностей для скорости диссипации турбулентной 
энергии в соответствующем конфигурационном пространстве. Но уже здесь 
отметим, что логнормальное распределение не описывает аккуратно края ис
тинного распределения случайной переменной и поэтому лишь с большой 
осмотрительностью может бьпь использовано для вычисления старших моментов. 

Каскадный процесс (термодинамическое рассмотрение, соответствующее 
первоначальным гипотезам подобия Колмогорова) 

Применим теперь пригожинский принцип (5. 1 .37) к выводу кинетического 
уравнения, описывающего временную эволюцию функции распределения ви
хрей в пространстве кинетической энергии. Будем описывать каскадный про
цесс Ричардсона-Колмогорова (крупные вихри ---* мелкие вихри ---* теплота) , 
используя аналогию с процессом последовательных химических реакций. 
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В этом случае исходное кинетическое уравнение (5 . 1 . 1 3) для функции рас
пределения Р(О 1 q; r, t) турбулентных вихрей в пространстве пульсирующей 
энергии (q = plи" l2 /2) принимает вид 

где 

дР2 (01q; r, t) д д 
дt + дr · (Р2 (0 1 q; r, t) (u)) = aq-(P2(0 1 q; r, t)E(q, r, t)) , 

E(q, r, t) = -J(q, r, t)/n(q, r, t) 

(5. 1 . 5 1 )  

(5 . 1 .52) 
- скорость реакции перехода из состояния q в состояние q + dq, отвечающая 
потоку вероятности J(q) в состоянии q; n - концентрации турбулентных ви
хрей. Другими словами соотношение (5. 1 .5 1 )  определяет параметр t:(q, r, t) , 
который в рассматриваемом случае можно интерпретировать, как скорость 
передачи кинетической энергии plи" l2 /2 по иерархии турбулентных вихрей 
вдоль координаты q; одновременно эта величина определяет и значение дис
сипации кинетической энергии в вихрях сорта q. Действительно, уравнение 
для первого момента 

-..,.---:-:с;;--0 
f qP2(0 1 q; t)dq = plи" l2/2 = р(Ь) ,  

получаемое из (5. 1 .5 1 )  в результате интегрирования по частям (и в предполо
жении, что на границах области интегрирования поток J(q, r, t) равен нулю, 
принимает классический вид (см. ,  например, Ландау, Лифшиц, 1988) 

р D��) � - J t:(q, r, t)P2 (0 1 q; r, t)dq = -E(r, t)
0 

� -p(E(r, t) ) (5. 1 .53) 

(здесь условное среднее берется по стохастическому процессу q) , в котором 
параметр (Е) определяет среднюю скорость диссипации турбулентной энергии 
в точке (r, t) . Именно по этой причине и возможна интерпретация величины 
E(q), как скорости диссипации энергии в вихрях сорта q (в точке q = plи" l2/2 
конфигурационного пространства) . Но тогда, для той части энергии рассея
ния ( T)a"L [см. формулу (5 . 1 .33)] ,  которая обусловлена передачей турбулент
ной энергии по каскаду, имеем 

(( T)a"L)Ch = -р J t:(q, r, t)n(q, r, t)Aturь(q, r, t)dq � О. 
q 

(5. 1 .54) 

Отсюда следует локальное феноменологическое уравнение пригожинского типа: 

в котором 
E(q, r, t) = LqAturb(q, r, t)/n(q, r, t) = -а' Aturь(q, r, t) , 

д ln n(q) Aturb(q) = -kв Tturb дq + f(q) 

(5. 1 .55) 

(5 . 1 .56) 

- химическое сродство процесс а дробления вихрей (функция состояния под
системы турбулентного хаоса) ; f(q) = -дФjдq - так называемая сила трения; 
а' = -Lqln(q) - коэффициент подвижности, который по предположению не 
зависит от q. 

В том случае, когда в турбулизованной среде устанавливается такой стаци
онарно-неравновесный режим течения, при котором скорость передачи энер
гии по каскаду постоянна, t:(q, r, t) � (t:(r, t) ) (это предположение, принятое 
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в первоначальной формулировке известных гипотез Колмогорова ( 1941)), то 
неравенство (5. 1 .54) принимает вид 

( Т)а"" = -p(c(r, t) )Ag1 ь(r, t) � О. (5 . 1 .57) k tur 
Здесь 

A��rb = J n(q)Aturb(q)dq = n�Aturb 
q 

- так называемое глобальное сродство процесса образования турбулентных 
структур, которое с учетом (5. 1 .56) может быть переписано в виде 

А-( ) k Т f дР2 (О l q; t) d + f 
Р (0 1 . t)/( )d = turb r, t = - в turb дq q 2 q, q q 

q q 

= -kв �urь [P2(qL1 ) - P2(q11) ]  + f(r, t) � f(r, t) , (5. 1 .58) 

поскольку на границах области интегрирования Р2 обращается в нуль (здесь 
1J - локальное значение колмогоровекого микромасштаба; n� - полное число 
вихревых молей) . Таким образом, производство а� осредненной энтропии в 
подобном стационарном процессе имеет вид произведения общей скорости 
передачи энергии по каскаду (с) и суммарного сродства Ag1 ь ' относящегося tur 
ко всему каскадному процессу дробления крупных вихрей на мелкие в целом. 
В этом случае справедливо линейное феноменологическое соотношение 

(c(r, t) ) = -a'Ag1 ь (r, t) (5. 1 .59) tur 
в полном соответствии с результатами необратимой термодинамики для по
следовательных (консекутивных) химических реакций (см. ,  например, Приго
жин, Кондепуди, 2002) . 

С другой стороны, можно принять более реальное условие 
J(q, r, t) � J(r) = -n�(r) (c(r)) 

квазистационарности термодинамического потока кинетической энергии J(q, r, t) 
по каскаду вихрей, т. е. независимости потока J на различных масштабах дви
жения от параметра q = plи" l2 /2. Это предположение, рассматриваемое сов
местно с линейным соотношением (5 . 1 .55), приводит к более общей, чем 
(5 . 1 .59), нелинейной связи меЖду величиной с и химическим сродством 

A(r, t) = J A(q)dq = fJ(qL1 , r) - {J(q11 , r) ( 5 . 1 .60) 
q 

для каскадного процесса в целом. Нелинейное определяющее соотношение 
для величины (с) легко может быть получено при применении второй фор
мулы (5. 1 .22) для «локального сродства>> Atиrь (q, r, t) ; в результате будем иметь 
[ер. с формулой (4. 1 .4) для скорости химической реакции] : 

(с) � у( 1 - exp(-__L_)J , kв�urb (5. 1 .6 1 )  

где 

(5 . 1 .62) 



316 Глава 5. Стохастико-термодинамическое моделирование развитой турбулентности 

Таким образом, глубокая аналогия, существующая между консекутивными 
химическими реакциями (А --+ В --+  С --+  и т. д.) и каскадным процессом Ри
чардсона-Колмогорова дробления вихрей с соответствующими химическим 
потенциалом и химическим сродством, позволяет провести методами расши
ренной необратимой термодинамики макроскопическое описание структури
рованной турбулентности, как процесса самоорганизации в открытой систе
ме. Использование двух интерпретаций параметра Колмогорова с, как вели
чины, описывающей скорость диссипации энергии в тепло, и одновременно в 
стационарно-равновесном случае являющейся скоростью передачи турбулент
ной энергии по каскаду вихрей, позволило получить при термодинамическом 
моделировании структурированной турбулентности определяющие соотноше
ния для ключевой характеристики турбулентного поля -скорости диссипа
ции турбулентной энергии (с) . Напомним, что в теории Колмогорова ( 1941) 
эта величина является постоянной и носит название параметр Колмогорова. 
Соотношения (5 . 1 .59) и (5 . 1 .60), замыкающие систему осредненных гидроди
намических уравнений (5. 1 .2)-(5 . 1 .5), делают термодинамический подход к 
моделированию развитой турбулентности в известной степени самодостаточ
ным. При последующей конкретизации в задачах численного моделирования 
разнообразных природных явлений, развитый выше синергетический под
ход к описанию стационарно-неравновесной турбулентности очевидно дол
жен получить свое дальнейшее уточнение и развитие. 

Сделаем теперь важное замечание. На первый взгляд, условие возрастания 
энтропии суммарного континуума (5 . 1 .33) должно было бы, по аналогии с 
ламинарным движением жидкости, накладывать определенные ограничения 
на коэффициенты турбулентного переноса в определяющих соотношениях 
(5 . 1 .34) , (5 . 1 .35) и (5. 1 .59). Известно, что именно из условий подобного рода 
вытекает положительная определенность прямых коэффициентов молекуляр
ного обмена; при этом перекрестные коэффициенты могут быть разными 
по знаку (см. , например, Ландау, Лифшиц, 1988) . Подставляя соотношения 
(5. 1 . 34), (5. 1 .35) и (5. 1 . 59) в выражение (5. 1 .33) для производства суммарной 
энтропии турбулизованной системы, получим: 

2 2 
O � al: = (�) {лturь ( д\�;Т) )  + pvtигb (D - + (div(u)) U) + ра'(А��rь)2} . (5 . 1 .63) 

Как уже ранее отмечалось, особенность специфики взаимодействия (связан
ная с функциональной зависимостью турбулентных коэффициентов переноса 
от параметров (с) и (Ь)) различных диссипативных процессов в турбулиза
ванном континууме такова, что «отключение>> одной из термодинамических 
сил (например, сродства Ag1 ь> может привести к изменению (или даже «OT-tur 
ключению>>) каких-либо других процессов (например, вязких) . Это означает, 
что второй закон термодинамики, требующий положительности всей суммы 
(5 . 1 .63) в целом, не может, вообще говоря, быть применен к отдельным ее 
слагаемым. Таким образом, может случиться, что, например, величина 

2 
;оvtигь ( D - + (div(и))U) < О, 
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при условии что сумма а'Х. ). О. А это указывает на возможность существова

ния таких турбулентных режимов течения, д;IЯ которых коэффициент турбу

лентной вязкости отрицателен, vtиrb < О. Приведеиные соображения являются 

термодинамическим обоснованием вероятности появления эффекта отрица

тельной вязкости в турбулентных течениях жидкости. 
С учетом важности развиваемого подхода, представляется полезным сум

мировать основные результаты настоящего параграфа. В развитие работ 

(Kolesnichenko, Marov, 1985; Колесниченко, 1998; Marov, Kolesnichenko, 2001) 

было проведено стохастико-термодинамическое рассмотрение развитой тур

булентности в однородной жидкости и сконструирована феноменологическая 

модель структурированной турбулентности, как процесса самоорганизации 

в открытой системе. Представление турбулизованного континуума в виде 

термодинамического комплекса, состоящего из двух взаимно открытых под

систем - подсистемы осредненного движения и подсистемы турбулентного 

хаоса, рассматриваемого, в свою очередь, как ансамбль вихрей различных 

пространствеино-временных масштабов, позволило получить методами тер

модинамики с внутренними переменными определяющие соотношения д1IЯ 

турбулентных потоков и сил в подсистеме турбулентного хаоса, находящейся 

в неравновесно-стационарном состоянии. Введение в рассмотрение ряда до

полнительных случайных параметров среды, характеризующих возбужденные 

макроскопические степени свободы сильно турбулизованного континуума, 

позволило, при использовании постулата Пригожина (касающегося направ

ления необратимых процессов, локализованных в пространстве конфигу

раций), получить различные кинетические уравнения Фоккера-Планка

Колмогорова для функций распределения мелкомасштабных характеристик 

турбулентности и термадинамически описать колмогоровекий каскадный 

процесс. Вместе с тем, наиболее глубокое понимание феноменологии каскада 

Колмогорова, возможно лишь на пути учета большого числа статистически 

коррелированных стохастических процессов q, всесторонне характеризую

щих вихревые пространствеино-временные образования. Проведенный здесь 

упрощенный термодинамический анализ квазистационарной турбулентности 

и построенная на его основе идеализированная макроскопическая модель, 

позволяют, тем не менее, расширить наши представления о свойствах от

крытых диссипативных гидродинамических систем, являющихся объектом 

изучения одного из в ажнейших и быстро развивающихся направлений мели

нейной динамики, включающего в себя эволюцию хаотических движений и 
формирование упорядоченных днесипатинных структур. 

Интересно, что двойственный характер необратимых процессов, приводя

щих к беспорядку вблизи равновесия и к упорядоченности вдали от рав

новесия, наглядно проявляется и при анализе современных проблем тур

булентности макромира во всем разнообразии пространствеино-временных 

масштабов, отвечающих, в частности, происхождению и эволюции Вселен

ной, звездной и планетной космогонии, а также процессам в газовых оболоч

ках небесных тел и формированию экосистем, в которых возможны каскады 

пространствеино-временных конфигураций. С нашей точки зрения, благода

ря развиваемому здесь подходу к моделированию структурированного турбу-
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лентнаго хаоса гораздо более емким и глубоким становится и само понятие 
энтропии. Процитируем в этой связи еще один небольшой фрагмент из кни
ги (Пригожин, Стенгерс, 1994): «Ясно, что сказанное - не более чем начало, 
но оно очень существенно, поскольку иллюстрирует, сколь широкое поле ис
следований открывает перед нами понятие хаоса, т. е. конструктивной роли 
необратимости. Мы убеждены, что эти исследования приведут к новому обли
ку науки, в центре которой будет находиться проблема становления. Но како
во бы ни бьmо будущее науки, один вывод ясен: без необратимых процессов 
невозможно описать окружающий нас мир». Мы попытались найти дополни
тельное подтверждение данному утверждению на пути исследования стаци
онарно-неравновесного состояния турбулентного хаоса (при использовании 
стохастико-термодинамических методов), показав теоретически возможность 
самоорганизации в такого рода открытых системах. 

§ 5.2. Исследование самоорганизации турбулентного хаоса 

на основе стохастических уравнений Ланжевена 

В предыдущем параграфе, в рамках стохастической теории необратимых 
процессов, бьmа сконструирована макроскопическая модель развитой тур
булентности однородной сжимаемой жидкости с учетом наличия в потоке 
разнообразных временных (или пространственно-временных) диссипативных 
структур. К ним, в частности, могут относиться совокупности неупорядочен
ных вихревых нитей, вихревых колец, вихревых трубок и иных компактных 
мезомасштабных образований в физическом (и, соответственно, в конфигу
рационном) пространстве. При учете ключевого для данной модели посту
лата Пригожина, касающегося направления протекания необратимых про
цессов в каком-либо локальном объеме пространства внутренних координат, 
используемый нами подход позволил термадинамически вывести кинетиче
ское уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК) в пространстве сто
хастических координат, характеризующих турбулентный хаос. Это уравнение 
предназначено для определения временной эволюции плотности распреде
ления условной вероятности для каких-либо статистических характеристик 
мелкомасштабной турбулентности. Кроме этого, оно позволяет исследовать 
процессы перехода из одного квазистационарного состояния вихревого хаоса 
в другое, вызванные последовательной потерей устойчивости гидродинамиче
ской системой при изменении параметра, управляющего режимом турбулент
ного движения в целом, например, глобального числа Рейнольдса. 

В настояшем параграфе, развивающем указанную концепцию, проанали
зирован альтернативный метод к исследованию подобного рода переходов 
вблизи критических точек самоорганизующейся подсистемы вихревого хаоса. 
Этот метод, базирующийся на стохастических уравнениях ланжевеновского 
типа и детерминистских уравнениях переноса для условных средних, тесно 
связан с подходом, опирающимся на уравнения ФПК. Однако, по сравнению 
с последним, он имеет некоторое преимущества при изучении стохастических 
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процессов в окрестности квазистационарных состояний, которое проявляется 
в возможности использования эффективных математических методов теории 
устойчивости движения, теории нелинейной динамики хаотических и стоха
стических систем и т. п. В связи с этим уместно напомнить, что в рамках си
нергетического подхода к моделированию турбулентного (динамического) ха
оса произошло сближение таких наук, как гидродинамическая устойчивость, 
статистическая термодинамика неравновесных процессов, теория бифуркаций 
нелинейных динамических систем и т. п. Более того, стало ясно, что любая 
адекватная макротеария развитой турбулентности не может быть построена 
без явного моделирования когерентных диссипативных структур и описания 
их какими-то структурными параметрами (Drиden, 1948, ; Crow, Champagne, 
1971; Brown, Roshko, 1974), поскольку именно мелкомасштабные простран
ствеино-временные диссипативные структуры являются, в известном смысле, 
«строительными блоками>> такой теории. 

В первой главе рассмотрены четыре <<сценария>> начального этапа заро
ждения турбулентности в гидродинамических системах, которые практиче
ски целиком относятся к анализу неравновесных нестационарных состояний 
с нелинейными переходными режимами, nериодическими траекториями и 
ограниченными апериодическими движениями. Три из этих сценариев цели
ком относятся к начальному этапу зарождения турбулентности, когда число 
возбужденных макроскопических (коллективных) степеней свободы все еще 
невелика (Ландау, Лифшиц, 1988; Монин и др. ,  1989) . При анализе модели 
когерентной турбулентности мы будем придерживаться в основном сценария 
Ландау-Хопфа, согласно которому непрерывный переход к полностью раз
витой турбулентности осуществляется через каскад бифуркаций, связанный с 
последовательным возбуждением все новых и новых степеней свободы. 

ВременнУю эволюцию неравновесных динамических систем принято изу
чать с помощью нелинейных (стохастических) дифференциальных уравне
ний - обыкновенных или в частных производных - или уравнений эволюции 
с дискретными временными интервалами (например, логистического уравне
ния). Решить подобные динамические уравнения в явном виде в общем слу
чае не представляется возможным. Вместе с тем, их численные реализации 
обладают гораздо более сложным поведением, в сравнении с особенностями 
поведения отдельных решений стационарных систем. В частности, здесь мо
гут существовать изолированные замкнутые траектории (являющиеся образа
ми периодических движений в фазовом nространстве) - так называемые пре
дельные циклы, к которым стремятся траектории,  начинающиеся в области их 
притяжения, квазипериодические движения на торах с бифуркациями, траек
тории, являющиеся хаотическими аттракторами, которые непрерывно плотно 
заполняют компактное фазовое пространство и соответствуют непериодиче
ским решениям, а также различные переходы между подобными структурами 
в критических точках со своей локальной бифуркацией, где nроисходит поте
ря устойчивости, и т. д. Вся эта огромная совокупность численных решений, 
с разнообразными типами поведения (от детерминированного к стохастиче
скому) , чрезвычайно существенна также и для более глубокого качественного 
понимания механизмов возникновения турбулентности. Вместе с тем, следует 
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отметить, что теория динамических систем пока еще не оказала, к сожалению, 
значительного влияния на количественный аспект изучения развитых турбу
лентных течений при больших числах Рейнольдса. 

По этой причине мы не будем касаться здесь всех этих важных проблем, 
а сосредоточимся преимущественно на макроскопическом описании разви
той структурированной турбулентности, включая некоторые аспекты теории 
марковских флуктуаций применительно к стационарно-неравновесным со
стояниям подсистемы турбулентного хаоса, используя для данной цели стати
стические методы в неравновесной термодинамике. В предыдущем параграфе 
остался открытым следующий важный вопрос: являются ли стационарные со
стояния турбулентного хаоса действительно устойчивыми, подобно термади
намически равновесным состояниям в классической термодинамике? Для от
вета на этот ключевой для развиваемого термодинамического подхода вопрос 
необходимо, прежде всего, иметь принципиальную возможность «пригото
вить>> исходный стационарный статистический ансамбль, отвечающий макро
скопической подсистеме турбулентного хаоса. Ясно, что возможность сфор
мировать подобный ансамбль появляется, например, при наличии асимпто
тически устойчивых стационарных состояний, имеющих конечные области 
притяжения. В случае среды с молекулярными флуктуациями, когда стаци
онарное состояние является статистически равновесным, асимптотическую 
устойчивость равновесного состояния обеспечивает существование соответ
ствующей термодинамической функции Ляпунова. В данном разделе будет 
показано, что аналогичная связь с термодинамикой существует и для стацио
нарных состояний континуума с турбулентными флуктуациями. В частности, 
будет предложен в явном виде неравновесный термодинамический потенци
ал, обобщающий известное соотношение Больцмана-Планка для функции 
распределения равновесного состояния на стационарные состояния ансамб
ля, отвечающего подсистеме турбулентного хаоса, и показано, что он явля
ется функцией Ляпунова для асимптотически устойчивых стационарных со
стояний. Качественно разобрано поведение крупномасштабных флуктуаций в 
окрестности критических точек перехода, приводящее к появлению простей
ших типов аттракторов - притягивающих периодических движений (предель
ных циклов). Рассмотрена связь внутренней перемежаемости в инерционном 
интервале масштабов с флуктуациями энергии диссипации. 

5.2.1 .  Стохастический подход к изучению эволюции турбулентноrо хаоса. 
Гауссовский процесс 

В п. 5.1 бьи применен стохастико-термодинамический формализм, осно
ванный на включении в модель турбулентного хаоса, помимо обобщенных 
«классических>> термодинамических переменных, не которого числа в нутре н
них координат qk , отвечающих мелкомасштабным турбулентным пульсациям 
и описывающих вихревые и температурные структуры. Эти переменные явля
ются, вообще говоря, случайными функциями, флуктуирующими около сво
их стационарных (средних) значений qr. Бьио подчеркнуто, что в качестве 
внутренних координат хаоса могут фигурировать положительные величины, 
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являющиеся четными функциями флуктуирующих скоростей, температур или 
концентраций, или их логарифмы. 

Обсудим теперь более детально обоснование ряда постулатов, а также фи
зических и математических предположений, на которых основан развивае
мый нами подход к моделированию структурированной турбулентности. Вве
дем в рассмотрение широко используемый далее гауссавекий стохастический 
процесс q(t) в пространстве конфигураций, для которого все совместные и 
условные плотности вероятности имеют гауссовскую форму. Как будет ясно 
из дальнейшего, можно считать, что стационарные, гауссавекие и марковекие 
процессы (так называемые процессы Орштейна-Уленбека) представляют со
бой неплохое приближение при описании асимптотически устойчивого стаци
онарного состояния модельной макроскопической подсистемы турбулентного 
хаоса. В этой связи важно иметь в виду, что статистика сильно нелиней
ных случайных полей скорости и температуры в реальной турбулизованной 
жидкости не носит, в общем случае, ни гауссовского, ни марковекого харак
тера, особенно на больших масштабах (см. ,  например, Монин, Яглом, 1996) . 
Тем не менее нам представляется целесообразным рассмотреть и это имею
щее ограниченный характер приближение, преимущества которого состоит, в 
частности, в том, что мы приобретаем возможность, на уровне хорошо раз
работанной теории случайных функций, исследовать свойства и поведение 
тех стационарно-необратимых диссипативных процессов в подсистеме хаоса, 
которые связаны с флуктуациями, устойчивостью и бифуркационными изме
нениями отдельных стационарных состояний. 

Многомерное обобщение кривой Гаусса 

G(q)((2л)n det а)-112 exp[-a-1 (q - q)(q - q)/2)j (5.2. 1 )  

определяется двумя матричными величинами: средним значением q = 
= J qG(q)dq и тензорной дисперсией а = j(q - q)(q -q)G(q)dq (здесь а- 1 -
матрица, обратная к положительно определенной матрице п-го порядка у). 
Отметим, что для стационарного гауссавекого процесса только условные сред
ние f(q(t))0 и соответствующие дисперсии зависят от времени и, именно, с 
этими величинами связаны детерминистские уравнения переноса для макро
величин, описывающие линейную релаксацию средних к их стационарным 
значениям (см. Кайзер, 1990) . 

Поясним теперь более подробно, почему иногда удобно выбрать в ка
честве внутренних координат хаоса логарифмы положительных стохастиче
ских характеристик турбулентности, типа скорости диссипации турбулентной 
энергии. Пусть c*(r, t) - пекоторая положительная локальная характеристи
ка турбулентного поля, определяемая турбулентными пульсациями (напри
мер, скорость диссипации турбулентной энергии c(r, t) ,  или скорость выро
ждения дисперсии температуры Ет(r, t) и т. п.) . Тогда в случае полностью 
развитой турбулентности, согласно уточненным гипотезам подобия Колмого
рова (Колмогоров, 1962) , диссипация c(r, t) (или родственные ей величины) 
асимптотически удовлетворяет логарифмически нормальному распределению 
вероятностей, т. е. случайная переменпая ln с* распределена по гауссавекому 
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закону 
(5 .2.2) 

Кроме этого, в теории Колмогорова предполагается линейная зависимость 
дисперсии afn e' от ln(L/17) [см. п. 6 . 1 ]  

а� е' = р*  Jn  !:._ + B(r, t), 
1J 

т* = ln с* = -а2 /2 + ln с* - ln c* ' (5.2.3) 

где aln с*2 и т* - суть дисперсия и среднее (стационарное) значение случай
ной переменной ln с* ; B(r, t) - слагаемое, зависящее от характеристик круп
номасштабного движения; р* - универсальная постоянная, имеющая различ
ные значения для разных переменных с* ; L/17 "" Re314 . 

Распределение (5.2.2), принятое в уточненной теории Колмогорова ( 1961) , 
может быть оправдано тем обстоятельством, что модель случайного каскада 
подобна процессу дробления пылевых частиц, которому, как известно, асим
птотически отвечает логарифмически нормальное распределение по разме
рам. Помимо этого, имеются многочисленные экспериментальные подтвер
ждения логнормального распределения вероятностей диссипации турбулент
ной энергии и связанных с ней положительных мелкомасштабных характе
ристик турбулентности в широком интервале умеренных значений аргумента. 
Основательный обзор соответствующих работ приведен, например, в книге 
(Монин, Яглом, 1996) , к которому мы и отсьшаем заинтересованного чита
теля. Следует, однако, заметить, что во всех случаях было обнаружено, что 
на «хвостах>>, т. е. при очень малых или очень больших значениях аргумента, 
эмпирическое распределение вероятностей все же отклоняется от логарифми
чески нормального. С этим фактом связано, в частности, то обстоятельство, 
что высшие моменты с* уже не могут быть аккуратно вычислены с помощью 
логнормального распределения. Кроме того, в ряде публикаций правильиость 
логнормального распределения для подобных величин была подвергнута со
мнению, поскольку оно неявно предполагает появление сверхзвуковых ско
ростей при очень больших числах Рейнольдса (см. , например, Фриш, 1998) . 

Второй аргумент в пользу использования переменных q* = ln с* состоит в 
том, что величина Jn с* флуктуирует гораздо слабее, чем с* , и потому ее сред
нее значение имеет более значимый физический смысл: сильные флуктуации 
случайной переменной с* , возникающие, например, в критической точке, ис
кажают статистику величины ln с* гораздо меньше, чем статистику величины 
с* . Кроме этого, в случае больших флуктуаций с* экспонента от среднего зна
чения ln с* дает наиболее вероятное значение самой величины с* . 

При подстановке многомерного гауссавекого распределения WГ(q*)  для 
подобных мелкомасштабных характеристик q* = {ln с; , ln с:; , . . .  } в выражение 
( 5 . 1 . 1 9**) для силы трения 

(5.2.4) 

получим: 
(5.2.5) 
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где дисперсия процесса определяется соотношением 

а* � k1urь(r) + � fl* ln Re. 

Таким образом, фигурирующая в уравнении ФПК (5 . 1 .39) <<сила трения» в 
пространстве внутренних переменных турбулентного хаоса зависит, напри
мер, от глобального числа Рейнольдса Re, управляющего режимом турбулент
ного движения в целом, что и определяет, в конечном счете, возможность 
перестройки вихревой структуры ансамбля гидродинамических систем, ассо
циированного с турбулентным хаосом, позволяя выявить те критические зна
чения Recr' при которых происходит, например, его скачкообразный переход 
из некоторого квазиустойчивого стационарного состояния к новому стабиль
ному состоянию. 

Фундаментальное решение уравнения Фоккера-Планка 
Мы показали, что функция плотности условной вероятности Р2 = P2(q0 1 q, t) 

для непрерывного марковекого стационарно-неравновесного стохастического 
процесса q(r, t), описывающего эволюцию стохастических внутренних пара
метров турбулентного хаоса (включая, в частности, временную эволюцию сто
хастических характеристик вихревых структур в случайном каскаде Ричард
сона-Колмогорова) удовлетворяет кинетическому уравнению ФПК (5 . 1 .39). 
Далее будем использовать уравнение ФПК в форме Ито (5 . 1 .39*), которая 
особенно легко позволяет проследить связь между детерминистическим и сто
хастическим описанием процесса перехода. В матричных обозначениях урав
нение (5. 1 . 39*) в пространственно однородном случае может быть переписано 
в виде 

(5.2.6) 

Здесь вектор K(q, �uгь) и тензор второго ранга +c2Q(q) в правой части опре
деляют соответственно дрейфовую и диффузионную части потока вероятно
сти, причем Р2 - положительная функция, обладающая следующими свой
ствами: 

f P2(q0 1 q, t)dq = 1 ,  f W1 (q0)P2(q0 1 q, t)dq0 = W1 (q, t) ,  
lim P2(q0 1 q, t) = W1 (q). l-+00 

(5 .2 .7) 

Последнее соотношение означает, что для стационарных процессов услов
ная плотность асимптотически со временем перестает зависеть от начального 
условия. Параметр с2 = kв T1urь отражает интенсивность естественного (вну
треннего) источника флуктуаций переменных q, связанного с собственным 
нелинейным возмущающим механизмом подсистемы турбулентного хаоса 
с его «тепловой>> структурой. Предельному случаю с -+  О отвечает детермини
рованное поведение вектора состояния q(t) , удовлетворяющего детерминист
скому дифференциальному уравнению 

дq/дt=  K(q, 0). (5.2.8) 



324 Глава 5. Стохастико-термодинамическое моделирование развитой турбулентности 

Уравнение (5.2.6) удобно для изучения стохастических процессов, связанных 
с начальными условиями вида P2(q0 1 q, О) = б(q - q0) ,  которые соответствуют 
дельтаобразной плотности вероятности, сосредоточенной в точке q = q0 . Дру
гими словами, предполагается, что в момент t = О  из точки q0 конфигурацион
ного пространства выходит большое число (ансамбль) траекторий, движущих
ел независимо друг от друга, и при этом ищется плотность их распределения 
в какой-либо области q-пространства в момент времени t. Сверх этого, на 
функцию P2(q0 1 q, t) могут быть наложены те или иные граничные условия 
по q, которые должны быть специально сформулированы для анализа кон
кретных задач. Если в начальный момент времени t = О  задано не начальное 
состояние q(O) = q0 , а начальное распределение W1 (q0) ,  то, умножая (5.2.6) на 
W1 (q0) и интегрируя по q0 , получим (используя второе соотношение (5.2. 7)) 
так называемое прямое уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова для одно
точечной плотности вероятности W1 (q, t) , для которого распределение W1 (q) 
является стационарным решением. 

Хорошо известно, что найти аналитическое решение уравнения (5 .2.6) в 
явном виде удается лишь в исключительных случаях, например, когда дрей
фовая матрица K(q) = L ·/(q) линейна по переменным q: 

K(q) = H · q, (5.2.9) 

а матрица коэффициентов диффузии Q = 2L не зависит от q (аддитивный 
шум). Именно этот случай, представляющий наибольший интерес для тер
модинамических ансамблей (см. ,  например, Хакен, 1985) , мы и рассмотрим 
в данном разделе. При этом, стохастический процесс q(t) будет заведомо огра
ничен, если дополнительно принять (что и предполагается далее) ,  что квад
ратичная матрица п-го порядка (по числу внутренних координат хаоса) Н яв
ляется сильно связанной. Напомним, что сильная связанность означает, что 
матрица Н имеет одно нулевое собственное значение, а действительные части 
всех остальных собственных значений ).-р(Н) (р = 1 ,  . . .  , n - 1 )  отрицательны, 
Re).-p{H) < O. 

Удовлетворяющее начальному условию P2(q0 1 q, О) = б(q - q0) фундамен
тальное решение кинетического уравнения (5.2.6), переписанного с учетом 
сделанных выше предположений в виде 

дP2(qo \ q, t) - -JPransp . _!_( Р (  1 t)) k Т: _я_ . __.!_р ( 1 /) дt - · дq q 2 Чо q, + в turb 2 · дqдq 2 Чо q, ' 

будет представлять собой гауссовское распределение 

(5.2 . 1 0) 

P2 (q0 1 q, t) = ((2Л')n det y(t))- 112 exp[-a-1 (t)(q - q'J(q0 , t))(q - q'!(q0 , t))/2] , 
(5.2. 1 1 ) 

в чем нетрудно убедиться прямой подстановкой. Здесь 

q'!(q0 , t) = J q(t)P2(q0 1 q, t)dq (5.2. 1 2) 

- условное среднее для стохастического процесса q(t) (где q(O) = q0) ,  которое 
может быть записано в виде 

q'!(q0 , t) = exp(Ht) · q0 . 
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Здесь под экспоненциалом exp(Ht) квадратной матрицы Н понимается абсо
лютно сходящийся матричный ряд 

00 1 exp(Ht) = L 1(Ht)P ; 
р=О р. 

----�-----0 t 
a(t) = bq(t)bqtransp (t) = k8 �urb J ехр(Н s) · Q · exp(_нtransp s)ds 

о 
(5.2 . 1 3) 

- матричная дисперсия условной флуктуации bq = q(t) -7f(q0 , t), удовлетво
ряющая дифференциальному уравнению 

дa(t)jдt =Н . a(t) + a(t) . _нtransp + kв �urbQ (5.2. 1 4) 

с начальным условием а(О) = О  (см. ,  например, де Грот, Мазур, 1964) . 
Покажем теперь, что асимптотически устойчивому стационарному состо

янию q51 - состоянию-аттрактору, для которого 

lim rf(q ' t) = qst 
1->00 о (5.2. 1 5) 

в случае если представленные физическим ансамблем начальные значения 
вектора q(O) = q0 сосредоточены в области его притяжения, отвечает стаци
онарный гауссавекий марковекий процесс. Действительно, если воспользо
ваться третьим соотношением (5.2.7), устанавливающим асимптотическое ра
венство Р2 и W1 , то выражение (5.2. 1 1 ) при t--+ оо переходит в гауссавекое 
распределение для одновременной функции распределения 

lim P2(qo 1 q, t) = w1 (q) = ((2л)п det a(q51))- 1/2 ехр[ -a-l (q51) : (q - q51)(q - qst)/2] , 
l->00 

(5 .2 . 1 6) 
характеризующей одновременные средние в стационарном ансамбле. При 
этом стационарная дисперсионная матрица 

----�----��--о 
a(qst) = (q - qst)(q - qst)transp ' 

в силу того, что существует предел lim a(t) = а, а значит и предел lim dajdt = О, ноо Ноо 
удовлетворяет алгебраическому уравнению 

(5.2 . 1 7) 

выражающему обобщенную флуктуационно-диссипационную теорему для 

стационарного состояния q51 (напомним, что по предположению RеЛ/Н) < 0). 
Это уравнение обобщает известную зависимость между случайной силой и 
коэффициентом трения в уравнении ФПК (см. Климонтович, 2002) . 

При заданных Q и Н уравнение (5.2 . 1 7) можно рассматривать как ли
нейное уравнение, решением которого служит искомая стационарная дис
персия a(q51) . Так как матрица а51 симметрична, то можно найти n(n + 1 )/2 
ее независимых элементов aJj ( 1  � i � j � n). Например, в случае двух пере
менных независимыми элементами матрицы aJj являются величины а�\ , а�� 
и а2� · Как следует из соотношения (5.2. 1 7) ,  они удовлетворяют линейным 
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уравнениям 

2Н1 1  а�\ + 2Н12а)� = -kв �urь Q1 1 , 2Н21 а]� + 2H22ai� = -kв �urь Q22 ' 
Н21 af� + (Н1 1  + Н22)а]� + Н12а2.� = -kв TtuгьQ12 , (5.2 . 1 8) 

имеющим единственное решение, когда матрица Н имеет собственные зна
чения с отрицательными действительными частями. 

Важен и противоположный вариант, когда из (5.2. 1 7 )  определяется явный 
вид диффузионной матрицы Q (интенсивности случайных сил Ланжевена, 
[см. (5.2.22)] по известным дисперсионной a(q81) и релаксационной H(q81) 
матрицам. Эта процедура используется в тех случаях, когда явный вид мат
рицы a(q81) для стационарного состояния известен, например, выражен через 
надлежащий термодинамический потенциал. 

5.2.2. Стохастические уравнения Ланжевена 
в пространстве внутренних координат 

Если умножить (5.2. 1 0) на qP и проинтегрировать по q от -оо до +оо, 

то в предположении, что проинтегрированные по частям выражения с Н и 
Q исчезают на границах, легко получить следующую бесконечную цепочку 
зацепляющихся уравнений 

д� = рН · ----;;QqP + р(р - 1 ) k � Q · qP-2
0 

р - 1 2 дt 2 В turb ' - ' ' · · ., (5.2. 1 9) 

содержащую условные моменты разных порядков. Исключением является 
только первое детерминистское уравнение системы (получаемое при р = 1 ) ,  
которое отщепляется и является замкнутым: 

i!qO 1 дt = н . rf. (5.2.20) 
Здесь Н(а) - постоянная матрица релаксации, обусловливающая возвраще
ние вектора условных средних значений внутренних переменных rf к неко
горому стационарному значению и зависящая в общем случае параметриче
ски от внешних управляющих параметров задачи а =  {Re, Ре, . . .  }. Решение 
'if(q0, а, t) уравнения (5.2.20) зависит также от начального условия q(O) = q0 . 

Уравнение (5.2.20) описывает идеализированное детерминированное пове
дение подсистемы турбулентного хаоса. Простейший способ учета турбулент
ных флуктуаций состоит во введении в детерминистическую модель (5.2.20) 
не которого случайного источника. Следуя формальной структуре теории Он
загера относительно статистических флуктуаций (см. Кайзер, 1990) , будем счи
тать, что условные турбулентные флуктуации бq = q(t) -'if(q0 , а, t) стохасти
ческого векторного процесса q(t) удовлетворяют динамическому уравнению, 
аналогичному уравнению (5.2.20) для условного среднего, но дополненному 
членом, описывающим влияние слабого «естественного шума>> подсистемы 
турбулентного хаоса: 

дбq/дt = н · бq + F(q, t) 
(аналог регрессионной гипотезы Онзаrера для молекулярных флуктуаций). 
Отсюда следует, что дqjдt и Н ·  q также могут различаться только некоторым 
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случайным (ланжевеновским) членом F(q, t), условное среднее которого рав
но нулю: 

дq/дt = H · q + F(q, t), =------0 F(q, t) = 0. (5.2.2 1 )  

Стохастическое дифференциальное уравнение (5.2.21 )  является уравнением 
Ланжевена, отвечающим уравнению ФПК вида (5.2. 10). Отметим, что условие 
=------0 F(q, t) = О лишь частично задает свойства так назьmаемой случайной силы (источ-
ника) Ланжевена F(q, t), действующей в пространстве конфигураций q. Одна
ко, статистические свойства стохастического процесса F(q, t) будут полностью 

определены, если задать вид корреляционного тензора F(q1 , t1 )Jltransp(q, t) . 
Обычно, при решении практических задач, дополнительно предполагают, что 
случайная величина F(q, t) есть стационарный Ь-коррелированный во време
ни гауссавекий процесс (многомерный белый шум) 

(5.2.22) 

причем матрица интенсивностей случайной силы Q совпадает с тензором ко
эффициентов диффузии Q = 2L в кинетическом уравнении ФПК (5.2. 1 0) .  

Как известно, с учетом ключевого предположения (5.2.22) оба подхода 
основанный на уравнении ФПК (5.2. 1 0) и основанный на системе обык
новенных дифференциальных стохастических уравнений первого порядка 
(5.2.2 1 )  для случайной функции q(t) - оказываются полностью равнознач
ными (см. ,  например, Тихонов, Миронов, 1977) . Важно при этом иметь в 
виду, что процесс Орштейна-Уле н бека определяется именно линейным сто
хастическим дифференциальным уравнением с белым шумом в качестве 
случайного источника. В частности, решая уравнения (5.2.2 1 )  и (5.2.22) мож
но получить соотношения (5.2. 1 1 ) для условной плотности вероятности и 
(5.2 . 1 4) для дисперсии условной флуктуации, а также соответствующие асим
птотические (при ! ---'> оо) выражения (5.2. 1 6) и (5.2. 1 7)) .  Для наших целей это 
означает, что анализ эволюционных процессов в подсистеме турбулентного 
хаоса (к ним относятся, например, релаксационные процессы в окрестности 
отдельных устойчивых стационарных состояний - простейших простран
ствеино-временных структур) можно проводить и на основе подобного рода 
стохастических уравнений или их следствий, с привлечением мощных мето
дов качественной теории дифференциальных уравнений и линейного анализа 
устойчивости. Одновременно заметим, что доказательство эквивалентности 
уравнения ФПК общего вида (5.2.6) и соответствующего ему нелинейнаго 
уравнения Ланжевена 

дqjдt = K(q, r;_urь) + F(q, t), 
-------10 F(q, tl )ptransp(q, t) = kв TturbQ(q)b(t - tl ) (5.2.23) 

для случайного векторного процесса q(t) (где F(q, t) - распределенная нор
мально в пространстве параметров (q, t) случайная величина), требующее 
привлечения весьма тонких математических методов, приведено, например, 
в работе (Кляцкин, Татарский, 1973). 
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5.2.3. Неравновесвые стационарные состояния турбулентного хаоса 

Проанализируем теперь, с использованием уравнения (5.2.23), кардиналь
ную проблему развиваемого термодинамического подхода к моделированию 
стационарного каскадного процесса - возможность существования асимпто
тически устойчивых стационарно-неравновесных состояний qst и предельных 
циклов в подсистеме турбулентного хаоса. Рассмотрим сначала детерминиро
ванное поведение подсистемы турбулентного хаоса, при котором внутренние 
параметры состояния q(t) удовлетворяют детерминистскому дифференциаль
ному уравнению (5.2.8) 

дqjдt = K(q, 0), 
отвечающему предельному случаю с --+ О отсутствия влияния на движение 
«внутреннего шума», связанного с <<тепловой» структурой хаоса. По поводу 
этого уравнения следует заметить, что, хотя движение отдельных вихре
вых молей по траекториям детерминировано, движение отдельных областей 
конфигурационного пространства, т. е. пучков траекторий, приобретает 
стохастические свойства. Другими словами, в эволюции подобной дина
мической системы внутренняя стохастичность сосуществует с полностью 
детерминистическими законами динамики. Отметим также, что аналогичное 
(совпадающее буквально до деталей при замене q на if) рассмотрение можно 
провести на основе осредненного уравнения (5.2.20), справедливого и при 
учете «тепловых>> флуктуаций. Внутренний шум подсистемы турбулентного 
хаоса, вносящий некоторое усложнение в проводимый анализ, можно учесть 
уже после того, как поведение детерминированной системы (5.2.8) исследо
вано полностью (см. Кайзер, 1990) . Динамическое уравнение (5.2.8) является 
автономным обыкновенным дифференциальным уравнением первого по
рядка по времени, решения которого параметрически зависят от начальных 
условий q(O) = q0 , а также от некоторого набора управляющих параметров 
а = {Re, Ре, . . . } (воспроизводящих воздействие на подсистему хаоса <<внеш
него мира») ,  изменение которых приводит, в общем случае, к изменению 
самого характера движения, а значит и хода эволюции вихревой подсистемы. 

Проблема установления в подсистеме турбулентного хаоса некоторого упо
рядоченного режима может быть исследована следующим образом. Поскольку 
<<среда>> по предположению постоянна, то можно предположить, что существу
ет, по крайней мере, одно стационарное решение q51 уравнения (5.2.8), т. е. 
решение не зависящие от времени, для которого 

дqstjдt = K(q't) = О . 
Это решение соответствует тривиальному неорганизованному состоянию тур
булентного хаоса (для дальнейших целей мы примем его за опорное состоя
ние). Заметим, что образом стационарного состояния в q-пространстве слу
жит особая (предельная) точка определенного типа (центр, устойчивый фокус, 
седло, неустойчивый узел и т. п . ) ;  в случае конфигурационного пространства 
большой размерности n число типов особых точек возрастает. Переход к упо
рядоченному вихревому режиму хаоса связан с идеей неустойчивости и на
рушения его первоначальной симметрии: самоорганизация возникает, когда 
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тривиальное решение qst становится неустойчивым и сменяется новым реше
нием уравнения (5.2.8),  обладающим более низкой симметрией. Простейший 
способ исследования такой возможности состоит преЖде всего в проверке 
устойчивости стационарного состояния относительно малых возмущений. 

Устойчивость предельной точки означает, что траектории в ее окрестно
сти, описывающие процесс релаксации, стремятся к ней при t --+  оо. Другими 
словами, предельная точка, имеющая в пространстве конфигураций опре
деленную область притяжения, является аттрактором. Как уже упоминалось 
выше, при некоторых значениях управляющих параметров аттрактор может 
быть не единственным. Возможны ситуации, когда в пространстве внутрен
них координат существует несколько аттракторов, каЖдый из которых имеет 
свою область притяжения. Это связано с тем, что система уравнений K(ift) = О 
может иметь более одного решения, даже если К - линейная вектор-функция: 

K(q, O) = H · q; 

в этом частном случае Н · qst = О , т. е. состояния qst являются собственными 
векторами (модами) матрицы Н с нулевыми собственными значениями. 

При изучении вероятностных аспектов возможных сценариев эволюции 
начальных стационарных состояний, требуется иметь исходный физический 
ансамбль, соответствующий подсистеме турбулентного хаоса. Если исследу
ется вполне конкретное стационарное состояние qst , то необходимо, чтобы 
представленные ансамблем начальные условия q0 были сосредоточены в об
ласти именно его притяжения. Возникает вопрос: является ли данное стацио
нарное состояние qst действительно устойчивым по Ляпунову при начальном 
условии q) (или орбитальна устойчивым по Пуанкаре), подобно термадинами
чески равновесным состояниям в классической термодинамике? В противном 
случае траектории q(t) , которые начинаются вблизи qst , не выйдут на нужное 
стационарное состояние. А это с высокой вероятностью означает, что неустой
чивые стационарные состояния, не имеющие области притяжения, не могут 
быть описаны квазистационарным статистическим ансамблем, поскольку его 
невозможно даже организовать подобающим образом. 

Однако такую возможность, несомненно, гарантирует асимптотическая 
устойчивость, являющаяся частным случаем устойчивости по Ляпунову, при 
которой существует некоторая окрестность стационарного состояния qst , та
кая, что все выходящие из нее траектории остаются близкими к этому состо
янию-аттрактору, и со временем асимптотически стремятся к нему. Другими 
словами, когда состояние qst устойчиво по Ляпунову и, кроме этого, всегда 
можно найти 17> О, такое, что при lift - q0 l  < IJ, 

lim q(q , t) = qst (или lim 'if(q , t) = q8t) . 
/-->00 о l-->00 о (5.2.24) 

Асимптотическая устойчивость по Ляпунову (в общем случае и асимпто
тическая орбитальная устойчивость) характерна для любых систем с диссипа
цией, в частности, она присуща и подсистеме турбулентного хаоса. В случае 
статистических флуктуаций, связанных с атомарной структурой среды, из вто
рого начала термодинамики следует, что все состояния термодинамического 
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равновесия, не являющиеся критическими точками (см. ниже), асимптотиче
ски устойчивы. Задача этого раздела показать, что аналогичная ситуация воз
можна для стационарно-неравновесных состояний турбулентного хаоса. Далее 
мы обсудим возможные критерии, гарантирующие асимптотическую устой
чивость отдельных стационарных состояний флуктуирующего хаоса. Один из 
них основан на анализе устойчивости решения уравнения (5.2.8) по первому 
(линейному) приближению, другой - на существовании «функции Ляпунова». 

Критерии асимптотической устойчивости стационарных состояний 
Рассмотрим сначала простой случай, когда подсистема турбулентного хао

са имеет единственное стационарное состояние q51 

(5.2 .25) 

отвечающее текущему значению числа Рейнольдса Re. Проведем анализ по 
первому приближению на асимптотическую устойчивость этого изолирован
ного стационарного состояния q51 , который, как известно, заключается в про
верке на асимптотическую устойчивость линейной системы 

дбqjдt =н . бq, (5.2.26) 

полученной путем отбрасывания нелинейных членов разложения в ряд Тей
лора правой части уравнения (5.2.8): 

д(qs1 + бq)jдt=K(q51 + бq) =K(q51) + дKjдqJ51 • бq+ @(бq) =K(q51) +H(q51) · бq+ @(бq) . 
Здесь H(qs1) = дKjдqJ51 - матрица Якоби. Используя теперь формальное реше
ние бq(t) = exp(Ht)бq(O) уравнения (5.2.26) , выясним, в каких случаях имеет 
место асимптотическая устойчивость его решений. Запишем для этого нор
мальную форму экспоненциала матрицы H(q51) в виде 

где 
mP-! 

- � tk (р) exp(tJ/ЛP)) - ехр(Л/) .I..J k!Ik , 
k=O 

(5 .2.27) 

(р = 1 ,  . . .  , т). 

Здесь S - некоторая неособенная матрица, приводящая матрицу Н к жор
дановой форме, (det S # О) ;  Лl ' . . .  , Лт - это т (т � n) собственных значений 
матрицы Н, отвечающих различным клеткам J/ЛР) (= ЛР/Р + I}P)) ее канони
ческой формы Жордана, а т Р - соответствующие им порядки этих клеток 

( i; т Р = п) ; IP - единичная матрица порядка р и J1(P) - ее первый единич
р= l  

ный косой ряд; J?) = [J?)Jk (k = 1 ,  . . .  , тР - 1) - соответствующие единичные 
косые ряды, JciP) = IP . 

Из общего решения (5.2.27) линейного уравнения (5.2.26) непосредственно 
вытекают известные теоремы Ляпунова об устойчивости по первому прибли
жению, которые, применительно к рассматриваемому здесь флуктуационному 
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движению турбулентного хаоса в пространстве конфигураций, могут быть пе
реформулированы следующим образом: 

• Стационарное состояние турбулентного хаоса асимптотически устой
чиво, тогда и только тогда, когда все характеристические корни ЛР(Н) 
(р = 1 ,  . . .  , п) релаксационной матрицы H(qst) (при текущем числе Рейнольд
са) имеют отрицательные действительные части, т. е. все Л Р располагаются в 
левой полуплоскости; 

• Если среди корней векового уравнения det(H(qst) - Лln) = О имеется хотя 
бы один, вещественная часть которого положительна, то стационарное состо
яние qst неустойчиво; 

• Если некоторые корни векового уравнения имеют нулевые действитель
ные части, а остальные корни имеют отрицательные действительные части, 
то стационарное состояние турбулентного хаоса (называемое в этом случае 
критическим состоянием) 

а) будет устойчивым (по Ляпунову) , если корням с нулевой веществен
ной частью отвечают простые элементарные делители (т. е. соответствующие 
mP = 1 ) ;  

б) будет неустойчивым, если хотя бы один корень с нулевой вещественной 
частью является кратным корнем соответствующего элементарного делителя 
(mP > 1 ) .  

Значение RеЛ/Н) определяет скорость, с которой эволюционируют возму
щения внутренних параметров состояния q хаоса. Как правило, время жизни 
возмущений в системе определяется величиной порядка тмакро = 1 1/ReЛpl ·  Это 
означает, что т макро является макроскопическим масштабом времени эволю
ции турбулентного хаоса. Таким образом, возникновение перехода к некото
рому упорядоченному режиму в эволюционирующей подсистеме турбулент
ного хаоса можно определить просто, исследуя поведение характеристических 
корней Л/Н) (р = 1 ,  . . . , п) релаксационной матрицы H(qst) в зависимости от 
текущего значения числа Рейнольдса. При Re < Recrit существует единственное 
устойчивое асимптотическое решение qst , соответствующее тому состоянию 
подсистемы турбулентного хаоса, которое обладает самой высокой симметри
ей, какая только совместима с наложенными на систему граничными услови
ями. При Re = Recrit ' когда, по крайней мере, одна из величин RеЛР перестает 
быть отрицательной и становится положительной, это решение становится 
неустойчивым, и в закритической области одновременно возникают новые 
ветви решения с более низкой симметрией. В случае критического значения 
Recrit числа Рейнольдса (являющегося точкой бифуркации) , когда время ре
лаксации флуктуаций в первом приближении стремится к бесконечности, по
являются одно или несколько новых асимптотических решений (устойчивых 
или неустойчивых) векторного уравнения (5.2.8) .  Именно такого рода бифур
кация появляется в классической задаче Бенара, когда наложенный на си
стему градиент температуры достигает некоторого поршового значения. Она 
соответствует возникновению когерентной пространствеиной структуры кон
вективных ячеек в первоначально неупорядоченной жидкой фазе. 

Заметим, что анализ устойчивости линеаризонаиной задачи (5.2.26) в 
окрестности стационарного состояния qst позволяет также получить инфор-
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мацию относительно устойчивости исходного нелинейнаго детерминистского 
уравнения (5.2.8) :  из асимптотической устойчивости, устойчивости по Ля
пунову или неустойчивости решений линейной системы (5.2.26) вытекает 
соответственно асимптотическая устойчивость, устойчивость по Ляпунову 
либо неустойчивость решений исходной системы (5.2.8). Вместе с тем, анализ 
устойчивости по первому приближению системы, находящейся в окрестности 
стационарного состояния, дает весьма ограниченную информацию относи
тельно характера решений нелинейнога уравнения (5.2.8),  поскольку в общем 
случае необходимо рассмотреть влияние нелинейных членов. Другими слова
ми проведенный выше анализ позволяет выявить лишь простейший механизм 
самоорганизации вихревого хаоса, когда бифуркация происходит при потери 
устойчивости тривиального опорного состояние qst. Для описания множества 
более сложных сценариев поведения турбулентного хаоса (в пространстве 
управляющих параметров (Re, Ре)) ,  связанных с каскадами неустойчивостей, 
необходимо использовать сильно нелинейные стохастические уравнения 
(5.2.23). 

Доказательство асимптотической устойчивости стационарных состояний. 
Функция Ляпунова 
Ответим теперь на поставленный в начале этого параграфа вопрос, явля

ются ли стационарные состояния qst турбулентного хаоса действительно асим
птотически устойчивыми, подобно термадинамически равновесным состоя
ниям в классической термодинамике? Из  классической теории устойчивости 
движения известно, что достаточным условием асимптотической устойчиво
сти стационарного состояния qst является существование функции Ляпунова 
для дифференциального уравнения возмущенного движения (5.2.26) 

W(бq) =: бqtransp · V · бq > О  (5.2.28) 

- вещественнозначной положительно определенной квадратичной формы, задан
ной на пространстве состояний q и удовлетворяющей условию д?!(бq)/дt > О; 
при этом временная производная берется вдоль траектории, определяемой 
уравнением (5.2.26). В соотношении (5.2 .28) равенство достигается только при 
q(t) = qst; бq = q(t) - qst - отклонение вектора состояния q(t) от стационарного 
состояния qst , V - некоторая действительная, симметричная и положитель
но определенная матрица. Заметим, что для статистической термодинамики 
неравновесных процессов особый интерес представляет случай, когда функ
ция Ляпунова имеет квадратичную форму. Кроме этого, из известной теоремы 
Ляпунова об асимптотической устойчивости вытекает существование поло
жительно определенной квадратичной формы с отрицательно определенной 
производной по времени. Из этих двух результатов следует, что существова
ние функции Ляпунова (5.2.28) является необходимым и достаточным усло
вием устойчивости стационарного решения уравнения (5.2.8) (см. ,  например, 
Демидович, 1998) . 

Приведем здесь одну из возможных версий доказательства существования 
функции Ляпунова для асимптотически устойчивого стационарного состоя-
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ния q51 турбулентного хаоса, которому соответствует стационарный гауссов
ский марковекий процесс (5.2. 1 6) .  Но сначала найдем необходимое условие, 
при котором положительно определенная квадратичная форма 

W(/1q) =: бqtransp . V . бq � О 
имеет отрицательно определенную производную по времени. Пусть W(бq) -

функция Ляпунова. Тогда для временной производной вдоль траектории, 
определяемой уравнением (5 .2.26), имеем 
dW(бq)jdt =: (dбqtransp /dt) · V · бq + бqtranps · V · (dбq/dt) = 

= бqtransp . /Гransp . V . бq + бqtransp . V . Н . бq = бqtransp . В . бq < 0, 
где Н - устойчивая матрица (напомним еще раз, что по согласно принято
му нами предположению RеЛР(Н) < 0), а В= /Гransp · V + V · Н - отрицательно 
определенная матрица. Так как V - симметричная положительно определен
ная матрица, у нее есть обратная матрица v-1 , которая также является сим
метричной и положительно определенной, поэтому v-1 = v-нransp . Следова
тельно, выполнив над матрицей В ортогональное преобразование v-1 , мы 
получим также симметричную отрицательно определенную матрицу 

G= v-1 . В . (V-I )transp = Н . v-r + v-1 . /Гransp < о, (5.2.29) 

поскольку этим свойством обладает матрица В. Отметим, что искомое необ
ходимое условие (5.2.29) , по форме тождественно уравнению (5.2 . 1 7) ,  выра
жающему обобщенную флуктуационно-диссипационную теорему. Последнее 
обстоятельство является, очевидно, проявлением глубокой связи, имеющейся 
между динамическими свойствами флуктуаций в стационарных состояниях и 
их устойчивостью. 

Перейдем теперь непосредственно к доказательству существования функ
ции Ляпунова - положительно определенной квадратичной формы с отрица
тельно определенной производной по времени, для асимптотически устой
чивого стационарного состояния q51 (5.2 . 16) .  Это доказательство основано на 
том, что, поскольку матрица H(q) является устойчивой, то уравнение (5.2. 1 7) 

H(q) · a(q) + a(q) · /Гransp(q) = -kв �uгь Q, 
предназначенное для нахождения дисперсии (в котором Q- положительно 
определенная матрица, соответствующая постоянному тензору коэффициен
тов диффузии) имеет единственное положительно определенное решение 

00 

a(q) = kв Tturb J exp(Hs) · Q · exp(лtransps)ds. 
о 

С другой стороны, уравнение (5.2. 1 7) эквивалентно соотношению (5.2.29) при 
G= -kвTtиrьQ, v-r : а, 

в силу чего матрица а-1 (обратная дисперсионной матрице а) , порождает 
функцию W(бq) = бqtransp . а-1  • Бq, имеющую отрицательно определенную про
изводную по времени. Таким образом, для всех стационарных состояний тур
булентного хаоса, характеризующихся стационарной гауссовекай одновремен
ной плотностью вероятности вида (5.2 . 1 6) ,  существует функция Ляпунова, т. е . 
эти состояния асимптотически устойчивы. 
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В заключение напомним, что асимптотическую устойчивость стационар
ных состояний подсистемы турбулентного хаоса можно определить, исполь
зуя утилитарный критерий Рауса-Гурвица, дающий необходимые и достаточ
ные условия асимптотической устойчивости стационарного решения системы 
(5.2.23) (см. ,  например, Демидович, 1998) . Если записать вековое уравнение 
для постоянной матрицы Якоби 

в раскрытом виде 

(5 .2 .30) 

"" 1 haa haf3 ' где Н1 = S рН, Н2 = "'- h h 
, . . .  , Нп = det Н - действительные коэффици-

а<fЗ (За (3(3 
енты, то выполнение неравенств 

!1n = ( - l )n Hn!1n- l > О, 
(5 .2. 3 1 )  

является необходимым и достаточным условиями, при которых алгебраиче
ское уравнение имеет корни лишь с отрицательными вещественными частя
ми. Этот критерий удобно использовать для исследования потери устойчи
вости стационарными состояниями подсистемы турбулентного хаоса (в за
висимости от текущего значения числа Рейнольдса) при n <; 3; однако для 
больших n целесообразно все же перейти к численным методам решения 
векового уравнения, поскольку раскрытие определителя det(H - Лln) в этом 
случае представляет трудоемкую задачу. 

5.2.4. Термодинамическая устойчивость стационарных состояний 
и критические стационарные состояния 

Выше бьша установлена связь, имеющаяся между динамическими свой
ствами флуктуаций в стационарных состояниях и их устойчивостью, и было 
показано, что матрица (J-J (обратная одновременной дисперсионной матри
це) в случае асимптотически устойчивого стационарно-неравновесного состо
яния турбулентного хаоса порождает функцию Ляпунова. С другой стороны, 
наличие функции Ляпунова является достаточным условием асимптотической 
устойчивости стационарного состояния q51. Как известно, в случае молекуляр
ных флуктуаций, когда стационарное состояние является термадинамически 
равновесным, существует еще одна немаловажная взаимозависимость между 
устойчивостью и флуктуациями параметров системы, которая устанавлива
ется вторым началом термодинамики и приводит к квадратичной функции 
Ляпунова 

для релаксационных процессов вблизи равновесия. В частности, для замкну
тых систем с молекулярными флуктуациями второй дифференциал энтропии 
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есть отрицательно определенная функция Ляпунова, а обратная дисперси
онная матрица (ае)-1 в соотношении (5.2 . 1 6) для стационарной гауссавекой 
одновременной плотности вероятности W{(q), связана с матрицей вторых 
производных энтропии формулой Эйнштейна (ue)-1 = -(1fkв)д2Sjдqдqle (см. , 
например, де Грот, Мазур, 1964) . Покажем, что аналогичная связь с термо
динамикой существует и для физического ансамбля, отвечающего стационар
но-неравновесному состоянию турбулентного хаоса - среды, испытывающей 
постоянное воздействие со стороны nодсистемы осредненного движения, и 
потому лишенной возможности приблизиться к состоянию полного термоди
намического равновесия. 

Естественный подход к обобщению идей, объясняющих образование рав
новесных структур, на неравновесвые ситуации состоит в расширении поня
тия потенциальной функции, описывающей динамические свойства макро
скопических систем, находящихся на конечном расстоянии от термодинами
ческого равновесия. С этой целью сделаем следующее обобщающее предполо
жение относительно вида одновременной плотности вероятности W1 (q, �urь) 
для стационарно-неравновесных состояний ансамбля, относящегося к подси
стеме турбулентного хаоса: по предположению будем считать, что формула 

{ Ф0(q) } W1 (q, с) � ехр - -с- + . . .  , Ф(q) = Ф0(q) + сФ1 (q) + . . .  (5.2.32) 

задает вероятность wl (q, tturb) ,  как функцию неравновесного термодинамиче
ского глобального потенциала Ф(q) для стационарно-неравновесных состоя
ний системы (Graham, 1981). В показателе экспоненты (5.2.32) указана лишь 
главная часть функции W1 (q, �urь) , отвечаюшая nредельному случаю слабого 
шума с ---* О, т. е. когда переменвые q удовлетворяют детерминистскому вари
анту стохастического уравнения (5.2.2 1 ) - уравнению (5.2.8) .  Таким образом, 
потенциал 

Фо(q) = - lim Е ln wl (q, с) Е->0 (5.2.33) 

определяет асимптотическое выражение для стационарно-неравновесной 
функции распределения. Также по предположению будем считать, что функ
ция Ф0(q) однозначна, непрерывна и, по крайней мере, обладает кусочной 
дифференцируемостью первого порядка. Соотношение (5.2.32) является в 
векоторой степени обобщением постулата Больцмана-Планка (для равно
весного распределения флуктуаций термодинамических параметров замкну
той системы, когда Ф = -S) на случай стационарно-неравновесных состояний 
ансамбля, отвечаюшего подсистеме турбулентного хаоса. 

Если подставить (5.2.32) в уравнение (5 .2.6) и перейти к детерминистскому 
пределу w ---* О, то в результате получим уравнение 

О = К( О) . дФо(q) + _!__Q( ) : дФо(q) дФо(q) q, дq 2 q дq дq , (5.2.34) 

которое связывает потенциал Ф0(q) с K(q, О) и Q(q). Функция Ф0(q) определя
ется как решение уравнения (5 .2 .34), если граничные условия соответствуют 
бесконечно большим значениям Ф0(q) при q ---* оо (для устойчивой системы). 
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Отметим теперь три важнейших свойства глобального потенциала Ф0(q). 
• Функция Ф0(q) убывает со временем вдоль траектории, определяемой 

детерминистским уравнением (5.2.8), так как 
дФо (q) = К( 0) . дФо(q) = _ _!_Q( ) : дФо (q) дФо(q) "::: 

0 дt q, дq 2 q дq дq � 
(5.2.35) 

(напомним, что матрица Q(q) является положительно определенной) ; следо
вательно, Ф0(q) представляет собой функцию Ляпунова для детерминистского 
уравнения (3); 

• Из свойства (5.2.35) следует, что Ф0(q) имеет локальный минимум для 
любого устойчивого аттрактора уравнения (5.2.33) в пространстве конфигу
раций. На любом связном подмножестве аттрактора потенциал Ф0(q) постоя
нен. Неустойчивые стационарные решения уравнения (5.2.33) соответствуют 
максимума или седловым точкам функции Ф0(q); 

• Потенциал Ф0(q), когда он найден, содержит богатейшую информацию 
относительно функции распределения вероятностей в стационарных состоя
ниях и аттракторов детерминистских уравнений. 

Рассмотрим здесь частный случай моностабильного стационарного состо
яния r/1, когда формула (5.2.32) существенно упрощается: процесс релаксации 
подсистемы флуктуирующего хаоса оказывается гауссовским. Действительно, 
разлагая вблизи этого состояния функцию Ф0(q) в ряд Тейлора, будем иметь 

дФо(q) I
st 1 д2ф 

Ist Фо(q) = Фo(qlst) + ----zJq . {Jq + 2 дqд; : bqbq + . . .  � 

(5.2.36) 

где (u*)i/ = (u*)i/ = (k8J;urь)- 1д2Ф0/дq;дqj/st - симметричная положительно 
определенная матрица. Одновременно, детерминистское уравнение (5.2.8) в 
окрестности q5S можно переписать в виде 

дq = K(q/81 + bq) = K(q/81) + дКjдq/81 · bq + . . .  � Н ·  bq = Н ·  q, 
где Н =  дК/дq/s1 ; тогда уравнение (5.2.34) приобретает следующую форму: 

О = (Н · q) · дФ;:q) + +Q(q) : д��q) д��(q) . (5 .2.37) 

Подставляя (5.2.36) в (5.2.37),  получаем уже известное нам алгебраическое 
уравнение (5.2. 1 7) 

(5.2 . 1 7*) 

для определения u*(qs1 ) .  Отсюда, независимо от глобального условия (5.2.35), 
при использовании флуктуационно-диссипационной теоремы (5.2. 1 7) ,  мож
но сделать вывод, что термодинамический потенциал (5 .2.36) для внутренних 
степеней свободы q является функцией Ляпунова для неравновесных стаци
онарных состояний флуктуирующего хаоса. Поскольку линеаризация урав
нения переноса проводилась вблизи стационарного состояния, то потенци
ал Ф0(q) вида (5.2.36) можно назвать локальным потенциалом; пользоваться 
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им можно только в локальной окрестности стационарного состояния q51 • Из 
(5.2. 17*) следует, что а* будет положительно определенной матрицей, если 
действительные части всех собственных значений матрицы Н отрицательны, 
т. е. если стационарное состояние, как и предполагалось, устойчиво. 

С другой стороны, независимо от условия (5.2. 1 7*) имеем 
дФ;/q) = -т (и*)- 1 • Q(q) · (а*)- 1 : бqбq < О, (5.2.38) 

т. е. в любом случае система движется в направлении убывания потенциала 
Ф0(q) . При этом она стремится к стационарному состоянию, если последнее 
устойчиво, и к бесконечности, если оно не устойчиво. Критические точки воз
никают в тех случаях, когда члены второго порядка обращаются в нуль при 
малых иенулевых значениях бq. Вместе с тем, принцип минимума потенциала 
гарантирует, что в окрестности устойчивого стационарного состояния, ко
торое не является критической точкой, матрица (а*)-1 = (kв �иrь )-1 д2Ф0jдqдql51 
строго положительна. Таким образом, для устойчивого стационарного состоя
ния q510 , не слишком близкого к критическим точкам, из постулата (30) имеем 
следующее гауссавекое распределение вероятностей 

Wf1(q) = yl/(2л)n det а* ехр{-(а*)- 1 : !:щl).qj2}, (5.2.39) 
где значение нормировочного коэффициента следует из условия нормировки 
(5.2.7). 

Множественные стационарные состояния турбулентного хаоса 
В описанные нами механизмы самоорганизации хаоса не бьши включены 

флуктуации. Рассмотрение было вполне детерминистическим: турбулентные 
флуктуации не принимались во внимание. Между тем, турбулентные флуктуа
ции (внутренний шум) составляют неотъемлемую часть кинетических процес
сов, посредством которых подсистема турбулентного хаоса эволюционирует. 
Будучи под влиянием внутренних флуктуаций, система перестает пребывать в 
каком -то определенном состоянии. Она начинает совершать случайные блу
ждания в пространстве состояний, порождающие некоторое распределение 
значений параметров состояния, т. е. для описания системы необходимо при
влекать уравнение Ф ПК для функции распределения плотности вероятности 
W1 ( q) или соответствующие стохастические уравнения Ланжевена. Вместе с тем, 
оказывается, что экстремумы плотности вероятности, имеющей четко выраженные 
пики, в общем случае располагаются в непосредственной близости от реше
ния детерминированной системы и совпадают с ним в пределе большой си
стемы. Следовательно, nолучаемые в рамках детерминистического описания 
представления о характере бифуркационных переходов остаются в силе в том 
смысле, что они соответствуют в основном поведению экстремумов плотности 
вероятности, отвечающих стационарно-неравновесным состояниям системы. 

Проанализируем некоторые статистические аспекты конечного числа асим
птотически устойчивых стационарных состояний подсистемы турбулентного 
хаоса, области притяжения которых заполняют практически все пространство 
внутренних координат. Исключая на время из рассмотрения состояния вблизи 
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критических точек (см. ниже), будем считать, что динамические уравнения 
(5.2.23) для условных средних ансамбля имеют р аттракторов q�t , q2\ . . .  , q�, а 
остальные стационарные состояния неустойчивы. Найдем сначала вид одно
временной стационарной плотности вероятности W18Чq) , связанной с каким
либо из этих аттракторов. Пусть q0 принадлежит области притяжения вполне 
определенного состояния q51t , тогда lim rf(q0, t) = q51 • Условные флуктуации 

t->00 J 

bq = rf(t) - q51 , согласно регрессионной гипотезе Онзагера, определяются сто
хастическим дифференциальным уравнением 

в котором 

дЬq/дt = H(q0 , t) · bq + F(q, t) , 
=----0 т F(q, t) = О, F(q, t1 )F (q, t) = k8 I;_urьQ(q)b(t - t1 ) ,  

Н = дKjдqlst, Q(q) = 2L(q). 

(5.2.40) 

(5.2.4 1 )  

Уравнения (5.2.40) описывают стационарный ансамбль локально, т. е .  в 
окрестности асимптотически устойчивого стационарного состояния. На 
основании указанной выше эквивалентности уравнения (5.2.40) уравнению 
ФПК (5 .2 . 1 0) ,  можно заключить, что с состоянием q5] связана гауссовекая 
плотность вероятности следующего вида 
lim р (q 1 q f) = W<Л(q) = ((2л)п det a(�s))-112 exp[-a-l (qst) · (q - qst)(q - qst)/2] 
t->00 2 о ' 1 J J . J J ' 

(5 .2 .42) 
где стационарная дисперсионная матрица u(q5/) удовлетворяет соотношению 
(5.2. 1 7) .  Таким образом, с каждым из асимптотически устойчивых стационар
ных состояний q5] связана одновременная стационарная плотность распреде
ления вероятности W1<1J (q), к которой асимптотически стремятся все условные 
плотности вероятности, находящиеся в области притяжения данного стаци
онарного состояния. Поскольку функция W?)(q) сконцентрирована в весьма 
узкой области вокруг аттрактора q'}, то каждому подобному состоянию отве
чает некоторый единственный процесс Орштейна-Уленбека. Отсюда следует, 
что если распределение W?)(q) описывает начальный ансамбль, то вероят
ность того, что решение q(t) сушественно отличается от решения q51 , или ле
жит вне области его притяжения, пренебрежимо мала. Следователь�о, W?)(q) 
является и одновременной плотностью вероятности для всего ансамбля, от
вечающего подсистеме турбулентного хаоса. 

Это утверждение допускает следующее обобщение: временная эволюция 
ансамбля с произвольно <<приготовленным>> (т. е. отличным от своей стаци
онарной формы) начальным распределением W1 (q0, t0) и сосредоточенным 
в начальный момент времени внутри области притяжения р аттракторов 
q�t, q2t , . . .  , �, приводит к пекоторой суперпозиции локальных стационарных 
ансамблей. Действительно, из соотношения (5.2.42) следует, что 

р 
WqCq) = lim WqCq, t) = lim J wl (qo , fo)P2 (qo, fo 1 q, t)dqo = L �

0WiЛ(q) , (5.2.43) 
t->00 t->00 j= 1 

где fj = J W1 (q0, t0)dq0 - доля первоначального ансамбля, приходяшаяся на 
DJ 
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область притяжения D1 аттрактора if']. Таким образом, со временем одно
временная плотность вероятности распадается на сумму гауссовских вели
чин, сконцентрированных в устойчивых стационарных состояниях, с весами, 
равными доле начальной плотности вероятности, приходящейся на каждую 
область притяжения. 

Критические состояния с нейтральной устойчивостью 
Причина, по которой локальные стационарные подансамбли ведут себя 

автономным образом, состоит в том, что флуктуации в окрестности асимпто
тически устойчивого стационарного состояния qjtотносительно малы. Вме
сте с тем, обращение в нуль действительной части одного или нескольких 
собственных значений релаксационной матрицы Н (соответствующее веко
вое уравнение имеет n корней, среди которых могут быть как действитель
ные, так и комплексные; последние появляются комплексно сопряженны
ми парами, поскольку все коэффициенты векового уравнения - действитель
ные) , когда действительные части остальных корней отрицательны, приводит 
к так называемому критическому стационарному состоянию (qjt)cr с нейтраль
ной устойчивостью (критическая точка) рассматриваемой системы. Подобное 
критическое состояние макроскопической подсистемы турбулентного хаоса 
может быть связано с ростом числа Рейнольдса. Согласно третьей из при
ведеиных выше теорем об устойчивости, критическое состояние не является 
асимптотически устойчивым (хотя и может быть устойчивым по Ляпунову). В 
критической точке существует, по крайней мере, одна релаксационная мода, 
представляющая собой решение, являющееся собственным вектором матри
цы Н, которая либо постоянна, либо осциллирует с частотой, равной мнимой 
части собственного значения этой моды. В другом возможном случае, когда 
мнимую ось пересекает (с нулевой скоростью) пара комплексно-сопряженных 
собственных значений и тем самым приобретает положительную действитель
ную часть, то одной из двух типичных ситуаций в критической точке явля
ется нормальная бифуркации Андронова-Хопфа, при которой стационарное 
состояние в момент потери устойчивости переходит в устойчивую периоди
ческую траекторию (с частотой периодических колебаний ill1 ) ,  к которой на
чинают притягиваться все соседние траектории. В результате появляется пре
дельный цикл, сначала очень маленький, но постепенно увеличивающийся в 
размерах, по мере превышения управляющими па раметрами бифуркацион
ных значений (см . ,  например, Берже, Помо, Видаль, 2000). Возможна и дру
гая ситуация (известная как обратная бифуркация Андронова-Хопфа), при 
которой возникает неустойчивая предельная точка. Таким образом, в окрест
ности критических точек флуктуирующего хаоса статистический закон из
менения турбулентных флуктуаций (в q-пространстве) не может обеспечить 
их малости и потому формула (5.2.43) неприменима для подобных стационар
ных состояний. С ними, по всей вероятности, связана негауссовская функция 
распределения. Для выяснения того, как действительно выглядит плотность 
вероятности в этой области нестабильности, необходимо, в общем случае, 
численно решать уравнение Фоккера-Планка (5.2.6) или попытаться опреде-
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лить неравновесный термодинамический потенциал Ф0(q), решая уравнение 
(5.2.34). 

Следует также иметь в виду, что флуктуации, происходящие вблизи кри
тической точки (q"])st ' непредсказуемым образом влияют на «выбор>> систе
мой дальнейшего пути эволюции (критическая точка не обязательно должна 
быть точкой бифуркации). В принципе можно исследовать в рамках уравне
ния (5.2.23) потерю устойчивости и для периодических движений, подобно 
стационарным состояниям и найти соответствующие бифуркации. Строгие 
результаты такого анализа относятся в основном к случаю бифуркаций од
них стационарных решений в другие стационарные или периодические ре
шения (см. ,  например, Marsden, McCracren, 1976; Йорк Дж. ,  Йорк Э. , 1984). 
В одной из типичных ситуаций, аналогичной нормальной бифуркации Ан
дронова-Хопфа, когда при некоторых бифуркационных значениях управля
ющих параметров предельный цикл перестает быть притягивающим, вместо 
одной возбуждаются две новые моды с частотами колебаний w1 и w2 , рождает
ся квазипериодический аттрактор - притягивающий двумерный гладкий тор 
Т2 , на котором располагаются все траектории. Таким образом, можно прид
ти к последовательности нормальных бифуркаций Андронова-Хопфа, т. е .  
к движению на поверхности некоторого тора Tk возрастающей размерности 
k. Движение выглядит все более и более сложным и при бесконечном числе 
бифуркаций - не отличается от хаотического (детерминированный хаос). 

Именно подобным образом, согласно гипотезе Ландау (см. Ландау, Лиф
шиц, 1988; Монин и др. ,  1989) , nроисходит возникновение и самой турбу
лентности, когда после каждой нормальной бифуркации Андронова-Хопфа 
набор основных частот колебаний скорости течения жидкости пополняется 
новой несоизмеримой частотой, решение переходит на новый тор (тополо
гическая размерность которого совпадает с числом независимых частот) , по
ток становится еще более нерегулярным, а при возбуждении множества мод 
( � Re914) - турбулентным. Указанная завышенная оценка числа мод следует из 
теории Колмогорова ( 1941), не учитывающей наличие когерентных структур в 
инерционном интервале. Как уже неоднократно отмечалось выше, новейшие 
исследования показывают, что на малых масштабах в турбулентном течении 
присутствуют пучки тонких и весьма интенсивных вихревых нитей и других 
КС. Поэтому число степеней свободы может быть гораздо меньше, чем фак
тически этот сценарий предполагает, что соответствует движению по беско
нечномерному тору (квазипериодическому аттрактору) . Вместе с тем, следует 
отметить, что сценарий Ландау-Хопфа не приводит к возникновению режима 
истинно хаотических движений, т. е. движений, обладающих статистически
ми свойствами случайного процесса, например, чувствительной зависимостью 
временной эволюции системы от начальных условий (модель возникновения 
разномасштабных вихревых структур, не опираюшалея на сценарий Ландау
Хопфа, будет рассмотрена в п. 6 .2) . Кроме этого, для любых диссипативных 
динамических систем сценарий Ландау-Хопфа структурно неустойчив1 , т. е. 

Структурно устойчивыми называются такие динамические системы, для которых малые воз
мущения эволюционного оператора приводят к топологически эквивалентным динамиче
ским системам. 
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нетипичен: как правило, цепочка нормальных бифуркаций обрывается уже 
после первых трех шагов - либо незамкнутая намотка на трехмерном торе 
замыкается, превращаясь в предельный цикл (эффект взаимной синхрониза
ции мод), либо тор разрушается и в результате такого разрушения возникает 
так называемый странный аттрактор. На таком многообразии, которое уже 
не является гладким тором, а имеет сложную топологию, реализуется насто
ящий динамический хаос с континуумом частот, чувствительной зависимо
стью от начальных условий, перемешиванием и т. д. С геометрической точки 
зрения странный аттрактор представляет собой, как правило, фрактальное 
множество, характеризуемое нецелой размерностью Хаусдорфа-Безиковича 
(Мандельброт, 2002) .  

5.2.5. Эффекты перемежаемости 

Обратимся теперь еще к одной причине, по которой при феноменологиче
ском построении модели развитой турбулентности важно исследовать поведе
ние флуктуаций скорости диссипации турбулентной энергии [см. п. 6 . 1 ]  или 
некоторых других положительно определенных мелкомасштабных характери
стик, - к проблеме перемежаемости. Заметим, что режим временной пере
межаемости, связанный с резкими флуктуациями большой амплитуды, свой
ственен любым динамическим диссипативным системам при переходе их от 
квазипериодического движения к хаосу (см . ,  например, Берже, Помо, Видаль, 
1991). 

В основе гидродинамической перемежаемости лежит неустойчивость 
упорядоченных пространствеино-временных структур турбулентного по
ля (интенсивных флуктуаций скорости и температуры, локализованных в 
координатном (фазовом) пространстве (см. Crow, Champagne, 1971; Brown ,  
Roshko, 1974)) и связанный с этим случайный каскадный процесс порожде
ния все меньших вихрей скорости и микроструктурных неоднородностей 
температуры. 

В теории развитой турбулентности фундаментальную роль играет экспери
ментальный закон конечной диссипации энергии, утверждающий, что в пре
деле бесконечно большого числа Рейнольдса ( v --+ О) средние значения скоро
сти диссипации турбулентной энергии "Е и скалярной диссипации Е т стремят-

ся к конечным и положительным пределам, lim E(v) = Е >  О, lim "Ет(v) = Е  т >  О. 
v�o х�о 

Именно это обстоятельство было положено в основу исходных гипотез теории 
Колмогорова ( 1941) для локально однородной и изотропной турбулентности. 
Вместе с тем, результаты многочисленных экспериментов свидетельствуют о 
том, что в турбулентном потоке существуют крайне нерегулярные распреде
ления градиентов скорости и температуры, когда области с чрезвычайно ма
лыми значениями градиентов (не турбулентная жидкость, для которой Е ""  О, 
Е т "" О) нерегулярным образом перемежаются с областями, в которых значе
ния градиентов очень велики (Е > О, Е т > 0). Этот феномен, получивший назва
ние внутренняя перемежаемость, бьm впервые исследован в работе (Batchelor, 
Townsend, 1949; см. , также Бэтчелор, 1955) . Особенно броско внутренняя пере-
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межаемость обнаруживается в течениях при очень больших числах Рейнольд
са, т. е. когда внешний масштаб турбулентности L достаточно велик по от
ношению к ее внутреннему масштабу t7 (например, в звездах, океане, атмо
сфере) .  

Своеобразие турбулентного течения проявляется еше и в том, что эти об
ласти хаотически персмещаются в пространстве, а значения E(r, t) и Ет(r, t) 
в них зависят, вообще говоря, от числа Re. Кроме этого, имеет место еще 
одно характерное свойство асимптотического поведения величин Е и Ет· По
скольку осредненные величины Е и "Ет не зависят от числа Рейнольдса, а 
коэффициенты эксцесса этих величин по данным р азных авторов (см. Мо
нин, Яглом, 1996) , по-видимому, неограниченно растут с увеличением Re, то 
отсюда вытекает следующая аномальная особенность: скалярная диссипация 
и диссипация энергии происходит в объеме, который стремится к нулю при 
неограниченном росте числа Рейнольдса, Re --+ оо. Возникает вопрос - каким 
образом можно интерпретировать этот результат? В качественной глобальной 
теории трехмерной турбулентности обычно предполагается (см . ,  например, 
Mandelbrot, 1974) , что движение жидкости заставляет вихревые трубки рас
тягиваться, а растягиваемый вихрь сплющивается, превращаясь в вихревой 
лист, чтобы сохранить фиксированный объем при увеличивающейся длине. 
Вслед за тем вихревые листы свертываются в бесконечно сложные фракталь
ные структуры. Таким образом, при Re --+ оо диссипация энергии сосредото
чена на множестве точек, которое с топологической точки зрения является 
поверхностью. Эта поверхность имеет бесконечную площадь и является столь 
«запутанной», что ее можно рассматривать как фрактал, для которого размер
ность Хаусдорфа-Безиковича лежат где-то в районе 2,5-2,6, но, вероятно, 
не превышает 2,66.  (Mandelbrot, 1974) . 

Имея в виду макромоделирование структурированной турбулентности, 
удобно различать два вида персмежаемости - внешнюю перемежаемость, 
относящуюся к подсистеме осредненного движения, и внутреннюю, относя
щуюся к подсистеме турбулентного хаоса. В случае внешней персмежаемости 
пространствеино-временное распределение параметра (E(r, t) ) оказывается 
очень неравномерным - <<турбулентные пятна>> , в которых (E(r, t) ) > О  череду
ются с ламинарными областями, в которых (E(r, t) ) = О  (аналогично ведет себя 
и параметр (Ет(r, t))) .  В частности, колебания границ турбулентных следов, 
турбулентных струй, турбулентных пограничных слоев связаны с проявле
нием внешней персмежаемости турбулентного течения. Эту персмежаемость 
удобно моделировать в рамках инвариантной теории турбулентности с при
влечением эволюционного уравнения для осредненной скорости диссипации 
(см. ,  например, Маров, Колесниченко, 2002). С другой стороны, элементар
ный объем dr подсистемы турбулентного хаоса также характеризуется весьма 
неравномерным пространственно-временным распределением диссипации 
турбулентной энергии Е или скалярной диссипации Ет: одним подобластям 
объема dr свойственна высокая степень диссипации энергии и температурных 
неоднородностей, тогда как в других диссипация практически отсутствует. 
Кроме того, существуют подобласти, в которых диссипация энергии и ска
лярная диссипация намного превышают их средние значения. 
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В силу всего сказанного, именно диссипация турбулентной энергии Е или 
родственные ей величины (квадратичные по градиентам скорости и темпера
туры) могут служить индикатором перемежаемости (Obиkhov, 1962). Следует 
отметить, что статистические модели случайного каскада, в которых пере
межаемость турбулентности в инерционном интервале описывается в терми
нах пульсаций Е, в настоящее время развиты во многих работах отечествен
ных и зарубежных авторов (см., например, Нооикоо, Стюарт, 1964; Frisch, 
Suleт, Nelkin, 1978; Фриш, 1998; Монин, Яглом, 1996). Разработаны и дру
гие подходы к моделированию гидродинамической перемежаемости, осно
ванные, в частности, на понятии о странных аттракторах (см. ,  например, 
сб. пер. «Странные аттракторы», 1981). Существуют даже теории, в которых 
предпринята попытка объяснить наблюдаемую взаимосвязь перемежаемости 
турбулентности «космической жидкости» и распределение (происхождение) 
галактик или звездную перемежаемость. 

Флуктуации величин е и ет , вызванные изменениями гидродинамических 
характеристик осредненного движения, в частности, изменением чисел Re 
и Ре, оказывают, очевидно, влияние на статистические свойства структур
ных функций произвольнаго порядка для пространствеиных разностей ско
ростей или температур (и на их спектры) , являющиеся, как известно, основ
ным математическим средством количественного изучения случайного каска
да [см. гл. 1 ] .  По этой причине явные выражения для них, полученные в рам
ках первоначальной теории Колмогорова ( 1941) , не могут быть вполне уни
версальными. Знаменитое «казанское замечание>> Ландау (Ландау, Лифшиц, 
1988) относительно гипотез этой теории касалось именно подобного влияния. 
Собственно, в связи с этой критикой, первоначальная концепция Колмого
рова о случайном каскаде была уточнена в работе Обухова ( Obukhov, 1962) , 
который предложил отказаться от условия "Е = const в области G (с центром в 
точке r и характерным масштабом А «  L) и исходить из того, что статисти
ческие свойства турбулентности определяются не теоретико-вероятностным 
средним значением E(r, t) случайной величины Е, а зависят от значений дис
сипации E,(r, t) , осредненной по некоторому объему V,. с характерным разме
ром r (получаемые результаты слабо зависят от формы области осреднения) ,  
малым по сравнению с типичным масштабом неоднородности осредненного 
течения, r « А  [см. гл. 6] . 

Теория Колмогорова-Обухова позволяет, вообще говоря, усовершен
ствовать полуэмпирические подходы к описанию развитой турбулентности, 
например, градиентные методы, используемые для замыкания осредненных 
уравнений гидродинамики на уровне моментов первого порядка (см . ,  на
пример, Колесниченко, 1998; Колесниченко, Маров, 1999; Marov, Kolesnichenko, 
2002). До последнего времени, в полуэмпирических моделях подобного рода 
определяющие соотношения носили исключительно локальный характер. В 
частности, в градиентных соотношениях для тензора напряжений Рейнольдса 
R(r, t) компоненты тензора турбулентной вязкости обычно задаются выраже
ниями, включающими величины диссипации и кинетической энергии (или 
локальный внешний масштаб) турбулентности, которые определяются в той 
же самой пространствеино-временной точке (r, t) , т. е. без учета влияния 
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глобального числа Рейнольдса Re или других характеристик осредненного 
движения на характер этой функциональной связи (Монин, Яглом, 1992) . При 
этом, для эффективного описания турбулентных течений различного типа 
значения эмпирических констант в соотношениях для коэффициентов тур
булентного обмена обычно сильно варьируют; именно по этой причине по
добные теории не нуждаются в подключении характеристик перемежаемости. 
В то же время, перемежаемость, как это ясно из сказанного, является харак
терным признаком нелокального крупно-мелкомасштабного взаимодействия 
турбулентных вихрей, которое не учитывается в типичных полуэмпирических 
теориях для одноточечных моментов. 

Суммируем важнейшие результаты настоящего раздела. Исходя из кинети
ческих уравнений ФПК, предложен альтернативный метод к описанию про
цессов перехода из одного квазистационарного состояния турбулентного хаоса 
в другое, основанный на стохастических уравнениях ланжевеновского типа. 
С использованием детерминистских динамических уравнений проанализи
рована фундаментальная проблема разрабатываемого подхода - возможность 
существования асимптотически устойчивых стационарно-неравновесных со
стояний турбулентного хаоса и предложен обобщенный неравновесный тер
модинамический потенциал для внутренних переменных. Показано, что он 
является функцией Ляпунова для неравновесно-стационарных состояний ан
самбля, отвечающего подсистеме турбулентного хаоса. 

Хотя проблема гидродинамической турбулентности с формальной точки 
зрения относится к теории диссипативных динамических систем - одного из 
быстро развивающихся направлений нелинейной динамики, включающего в 
себя эволюцию хаотических движений и формирование упорядоченных дис
сипативных структур - к  сожалению, потенциальные возможности этой тео
рии (бифуркации, показатели Ляпунова, странные аттракторы, фрактальная 
размерность аттракторов и т. д.), разрабатываемые в основном для систем 
с малым числом степеней свободы, все еще остаются практически не ис
пользованными при полуэмпирическом моделировании развитой турбулент
ности, характеризуемой очень большим числом возбужденных степеней сво
боды. Чтобы в какой-то мере продвинуться в этом направлении, нами был 
рассмотрен стохастико-термодинамический подход к моделированию струк
турированной турбулентности, когда фазовым пространством физического 
ансамбля служит не бесконечномерное пространство состояний турбулиза
ванной жидкости, каждая точка которого отвечает определенному простран
ствеино-временному распределению случайных полей скорости и темпера
туры, а пространство конфигураций нескольких измерений, соответствующее 
внутреннему строению подсистемы турбулентного хаоса. Такой подход в неко
торых случаях отвечает более продуктивному применению методов исследова
ния динамических систем. Вместе с тем, следует признать, что сконструиро
вать предложенным способом эффективную количественную математическую 
модель развитой турбулентности с учетом когерентных образований будет не 
реально до тех пор, пока не будут учтены и количественно описаны динамиче
ские и топологические свойства КС (которые, разумеется, разные, например, 
для вихревой трубки или волнистой слоистой поверхности - вихревого листа, 
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вихря Бюргерса и т. п.) .  Собственно такого рода характеристики и должны 
быть описаны адекватным набором внугренних параметров турбулентного хаоса. 

Отметим также, что теория Колмогорова ( 1961) в полуэмпирических мо
делях турбулентности до настоящего времени никак не применялась. Пред
ложенный в настоящем разделе стохастико-термодинамический подход, поз
воляющий использовать диссипацию турбулентной энергии в осредненных 
гидродинамических уравнениях движения в качестве индикатора перемежае
мости, является хорошей основой для разработки адекватной модели гидроди
намической турбулентности с перемежаемостью (связанной с интенсивными 
флуктуациями скорости и температуры) . Однако детальный анализ феноме
нологического моделирования перемежаемости в инерционном интервале и 
тем самым разработка методики определения коэффициентов турбулентного 
переноса в зависимости от параметров, управляющих режимом течения жид
кости в целом, лежит вне рамок данного анализа и требует еще специального 
рассмотрения. 

Дополнительно заметим, что в силу распространенности турбулентного 
движения в природе, можно ожидать, что предложенный здесь синергетиче
ский подход к вопросам моделирования развитой турбулентности найдет при
менение в различных астро- и геофизических приложениях. Двойственный 
характер необратимых процессов, приводящий к отсутствию порядка вблизи 
равновесия и к упорядоченности вдали от равновесия, наглядно проявляется 
при анализе современных проблем турбулентности макромира во всем много
образии пространствеино-временных масштабов, от вопросов происхождения 
и эволюции Вселенной, звездной и планетной космогонии, до процессов в 
газовых оболочках небесных тел и формирования экосистем, в которых воз
можны случайные каскадные процессы образования разномасштабных тур
булентных вихрей. В связи с последними многочисленными достижениями 
в области экспериментальных исследований ближнего и дальнего космоса 
[см. п. 1 .3] , можно утверждать, что наступило время конструирования более 
изощренных (чем классические) моделей турбулентности, отвечающих реаль
ным динамическим процессам в природных объектах. Именно этой цели и 
служит рассмотренный в данной главе стохастико-термодинамический подход 
к моделированию структурированной турбулентности. 

§ 5.3. Уравнение ФПК дробного порядка 

для описания турбулентного хаоса, обладающего памятью 

Стохастический диффузионный процесс q(t) (отвечающий выделенным 
возбужденным макроскопическим степеням свободы пульсирующего потока), 
описываемый диффузионным уравнением ФПК (5. 1 .39) , <<не помнит>> своего 
прошлого, т. е. не обладает памятью. Вместе с тем, как уже отмечалось выше, 
статистика сильно нелинейных случайных полей гидратермодинамических ве
личин в реальной турбулизованной жидкости не носит в общем случае мар
ковекого характера, особенно на больших масштабах (см. Монин, Яглом, 1996) . 



346 Глава 5. Стохастико-термодинамическое моделирование развитой турбулентности 

Немарковость процесса турбулизации течения, которая возможна в некоторых 
областях фазового пространства за счет многомасштабных пространствеино
временных корреляций пульсирующих параметров (не убывающих в общем 
случае экспоненциально) на физическом языке как раз и означает наличие 
памяти. По этой причине, необходимо обобщение рассмотренной выше при
ближенной модели эволюции мелкомасштабных характеристик турбулентного 
поля, основанной на уравнении (5 . 1 .39) , на более реалистичный случай тур
булентности, обладающей памятью. 

В связи с разработкой методов описания структурированного поля тече
ния турбулизованной жидкости нас интересуют в основном такие состояния 
турбулентного хаоса, которые при нарастании интенсивности внешних гидро
динамических флуктуаций (связанных, в частности, с динамическим прояв
лением не учтенных в модели степеней свободы) могут возбудить каскад ини
циированных мультипликативным шумом фазовых переходов к новым (ква
зи)стационарным состояниям вихревой подсистемы. Подобные переходы, ко
торым в пульсирующем потоке жидкости отвечает множество разномасштаб
ных устойчивых когерентных образований, возможны, как бьшо показано в 
п. 5 . 1 , при условии обмена энтропией и энергией с подсистемой осреднен
ного движения. Известно, что если моделировать мультипликативный шум 
в системе степенной функцией (что, как правило, и делается) ,  то область 
определения стохастической среды в конфигурационном пространстве q при
обретает, в общем случае, фрактальный характер (см.,  например, Олемский, 
1998; Олемской, Харченко, 2007). Фрактальная среда является, как правило, 
средой с памятью. Диффузионные процессы на фрактальных структурах су
щественно не гауссовы (в классическом понимании гауссавекого процесса) и 
определяются сложным взаимодействием корреляций, действующих на сколь 
угодно больших пространствеино-временных масштабах. Последовательный 
учет этих корреляций в адекватной теории структурированной турбулетности 
требует, вообще говоря, отказа от гауссова кинетического уравнения (5.2.6) 
(описывающего движение <<идеального>> хаоса в непрерывном конфигураци
о ином пространстве) и от традиционного представления о диффузионном 
переносе плотности вероятности P2(q, t) как о классическом браунавеком 
движении вихревых частиц в монотонной среде. Это связано с тем, что в 
общем случае хаоса фрактальных структур имеет место фрактальное броунов
ское движение (случайный процесс, обладающий памятью (см. Мандельброт, 
Ван Несом, 1968)) и нелинейлая зависимость потока вероятности J(q, t) от 
топологии фрактала. 

Отметим, что в то время как ламинарное и идеальное хаотическое дви
жение жидкости обладают определенной степенью монотонности, реальное 
турбулентное движение является перемежающимся, поскольку обнаружива
ет промежуточные свойства между свойствами регулярного и хаотического 
движения. Одним из характерных свойств фазового пространства, отвечаю
щего реальному турбулентному движению жидкости, является его неполнота, 
проявляющаяся в наличие многочисленных «островков>> в фазовом объеме 
стохастического «морю>, куда не могут проникнуть хаотические траектории 
(см. Заславский, 2004). В геометрическом пространстве такому состоянию 
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подсистемы вихревого хаоса отвечает наличие ламинарных пятен, вспышек 
(всплесков) и перемежаемости. Ламинарные пятна проявляются в виде ло
кализованных пространствеиных образований регулярного движения жидко
сти на фоне турбулентного течения; турбулентные всплески связаны с ин
тенсивными пульсациями широкого спектра на мелкозернистом фоне менее 
интенсивных низкочастотных колебаний гидратермодинамических парамет
ров регулярного течения; перемежаемость во времени (в пространстве) - это 
чередование ламинарных и турбулентных областей во времени или в про
странстве. Таким образом, сама специфика структурированной турбулентно
сти обеспечивает физическую основу для замены однородного пространства
времени на фрактальное пространство-время. В связи со сказанным, кинети
ческое описание фрактальных свойств эволюции подсистемы турбулентного 
хаоса требует некоторого обобщения. 

Необходимые обобщения могут быть получены за счет привлечения мето
дов дробного интегро-дифференциального исчисления (см., например, Самко 
и др. , 1987; Нахушев, 2003) , адекватного сложным нелинейным системам с 
многомасштабными корреляциями в пространстве и во времени. Уравнения 
в дробных производных учитывают эффекты памяти, пространствеино-вре
менной персмежаемости и нелокальности, выходящие далеко за границы тра
диционной гауссовой статистики. В настоящем разделе предложен термоди
намический подход к получению обобщенных дробных уравнений Фоккера
Планка-Колмогорова (ДФПК), описывающих процессы турбулентного пере
носа в подсистеме турбулентного хаоса на основе дробной динамики, учиты
вающей структуру и метрику фрактальиого времени. Введение дробных про
изводных по времени acu /дf» ( параметр (JJ связан с фрактальной размерностью 
активного времени) в кинетическое уравнение ФПК позволяет учесть эффек
ты памяти и персмежаемости во времени (наличие турбулентных всплесков) 
в контексте единого математического формализма. Далее для простоты мы 
ограничимся рассмотрением пространственно однородного случая стохасти
ческой подсистемы турбулентного хаоса, описываемой набором внутренних 
координат q(t) , которые случайным образом изменяются со временем t. 

5.3.1. Принцип причинности для немарковских процессов 
в подсистеме турбулентного хаоса 

Пусть случайный процесс q(t) протекает в N -мерном конфигурационном 
пространстве О <  qk < оо (k = 1 ,  2, . . .  , N) и во времени t от начального t = О  
до расчетного. Далее будем предполагать, что временная область определе
ния стохастической подсистемы турбулентного хаоса является самоподобным 
фрактальным множеством .  Вполне допустимо, что в средах с фрактальной 
геометрией нарушается и линейный неэредитарный закон (5 . 1 .36). Наличие 
памяти у подсистемы турбулентного хаоса означает, что если в момент вре
мени t' на подсистему хаоса действует сила (5 . 1 .22) 

(5.3. 1 )  
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каскадного процесса, отвечающая протеканию одного эквивалента n(q) ---. 
---> n(q + дq) процесса дробления вихрей (обобщенное химическое сродство де 
Донде для состояния q) , то возникает поток вероятности J(q, t), величина 
которого в последующий момент t > t' задается эредитарным интегральным 
уравнением (линейная эредитарность) 

t t 

l(q, 1) = J L(q, t - t') · �urb(q, t')dt' = J L(q, т) · Aturb(q, t - т)dт, (5.3 .2) 
о о 

(ер. с феноменологическим соотношением (5. 1 .36), справедливым для марков
екай турбулизованной среды) . Здесь ядро интегрального оператора L(q, t - t') 
отражает свойство эредитарности, т. е. влияние предыстории процесса на его 
состояние в данный момент времени t. Мы рассматриваем далее только по
ложительные времена, считая, что при t < О  P/q, t) = О. Заметим, что термин 
эредитарность (по терминологии Вито Вольтерра) эквивалентен понятиям па
мять, последствие, наследственность, запаздывание и т. п. 

Поскольку реакция подсистемы не может предшествовать во времени вы
зывающему ее эффекту, то для матрицы L мы имеем следующие условия 

L(t - t' ) = O  для t < t' , (5.3 .3) 

или 
L(т) = О для т < О. (5 .3 .4) 

Эти соотношения выражают принцип причинности для рассматриваемого 
случая. Потребуем также, чтобы постоянная конечная движущая сила вы
зывала конечную реакцию системы; это означает, что 

00 

J L(q, т)dт < оо, 
о 

т. е. указанные интегралы должны суmествовать и быть конечными. 

(5.3 .5) 

Для подсистемы турбулентного хаоса, не обладающей памятью, временная 
зависимость функции памяти имеет вид 

L(q, t - t') = L(q)D(t- t'), (5.3.6) 

где L(q) - матрица положительных коэффициентов, D(t - t') - дельта-функция 
Дирака. Подставляя (5 .3 .6) в (5.3 .2) ,  получаем используемую в п. 5 . 1  связь 

t 
J(q, 1)= J L(q) ·Aturb(q, 11)D(t- t')dt' =L(q) ·Aturb(q, i) =-L(q) · д!11urь (q, 1)/дt, (5 .3 .7) 

о 

согласно которой, в случае отсутствия памяти, поток вероятности J(q, t) в 
момент времени t зависит только от значения химического сродства A1urь(q, t) 
для состояния q вихревого континуума, взятого в тот же момент времени t. 
При наличии памяти, дельта-функция в (5.3.6) размывается в колоколообраз
ную зависимость, ширина которой определяет интервал времени Т, в течение 
которого действие химического сродства сказывается на величине потока. Для 
систем с так называемой идеальной памятью имеем Т ---> оо, т. е. поток J(q, t) 
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формируется на всем протяжении действия сродства Aturь(q, t) до момента t. 
Формально это выражается заданием ядра интегральной связи (5.3 .2) в виде 

L(q, t - t') = L(q)jt. (5 .3 .8) 

Здесь отсутствует зависимость от момента t' действия сродства Aturь(q, t), а 
зависимость функции памяти от времени измерения t потока J(q, t) взята в 
таком виде, чтобы удовлетворить условию нормировки 

t 
f L(q, t - t')dt' = L(q) . 
о 

(5.3 .9) 

Таким образом, включение памяти приводит к модификации постоянного 
ядра (5.3 .6) в гиперболическую зависимость (5 .3 .8) .  

Феноменологическая эредитарная связь (5 .3 .2), записанная во временном 
представлении, неудобна из-за наличия свертки (т. е. интегрирования по t') . 
От нее можно избавиться, используя для функций J(q, t) , Aturь(q, t) и L(q, t) 
интегральное преобразование Лапласа 

+оо 
J(q, t) = 2�i J J(q, р) exp(pt)dp, 

-ioo 
+оо 

Atшb(q, t) = 2�i J AturЬ(q, р) exp(pt)dp, 
-ioo 

+ОО 
L(q, t) = 2�i J L(q, р) exp(pt)dp, 

-ioo 

(5 .3 . 10) 

(5 .3 . 1 1 )  

(5 . 3 . 1 2) 

где их лаплас-образы (трансформанты Лапласа) J(q, р) , А1шь(q, р) и L(q, р) 
определяются формулами 

00 
J(q, р) = J J(q, t) exp(-pt)dt, 

о 
00 

Atшb(q, р) = J Atшb(q, t) exp(-pt)dt, 
о 

00 
L(q, р) = J L(q, t) exp(-pt)dt. 

о 

С учетом этих соотношений, (5.3.2) записывается в виде 
J(q, р) = L(q, р) · Aturb(q, р) . 

(5 .3 .13) 

(5 .3 . 14) 

(5 .3 . 1 5) 

(5 .3 . 1 6) 

Нетрудно видеть, что лапласавекий образ ядра (5.3.6), отвечающего от
сутствию памяти (эквивалент <<одной точки>> , t = t') , сводится к функции не 
зависящей от времени 

L(q, р) = L(q) . 
При идеальной полной памяти (эквивалент «прямой линии», О <  t' < t) в пре
деле /p/t � 1 из (5 .3 .8)  легко получить 

L(q, р) = L(q)jpt. 
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Можно поставить следующий вопрос: возможно ли существование гео
метрического объекта, который занимает промежуточное положение между 
<<прямой>> и «точкой»? Фрактальная геометрия отвечает на этот вопрос утвер
дительно, поскольку такой объект существует и является кантороным множе
ством или так называемой канторавой пьшью. Будем далее предполагать, что 
память у системы сохраняется только в точках множества Кантора (в общем 
случае несимметричного) , фрактальная размерность которого определяемая 
формулой ( 1 . 1 . 1 ) ,  равна 

D = ln jf ln( lД). 

Здесь j - число блоков, участвующих в построении элементарной фигуры 
фрактала (для триадного множества Кантора j = 2) ;  � - показатель самопо
добия, определяющий, насколько уменьшается величина блока, на каждом 
шаге построения множества (для симметричного триадного канторового мно
жества, для которого на k-ом шаге построения производится удаление сре
динного звена, lk/3, � =  1/3 [см. формулу ( 1 . 1 .2)] ) .  Поскольку для канторового 
множества размер получающегося фрагмента не должен превышать величину 
исходного блока, то значение параметра подобия ограничено условием �j � 1 ,  
которое в свою очередь приводит к результату D � 1 (для триадной канторавой 
пьши, D = ln 2/ In 3) � 0,6309. Заметим, что алгоритм построения канторона 
множества можно найти почти во всех книгах по теории фракталов (см. ,  на
пример, Кроновер , 2000)) .  

Итак, можно ожидать, что фрактальная размерность временного канторо
ва множества D будет связана с мерой сохранения памяти (см. ,  например, 
Олемский, Флат, 1993) .  Возникает вопрос: как будет выглядеть трансформант 
L(q, р) для памяти, действующей в точках множества Кантора? Если нахо
ждение лапласовских образов простейших временных зависимостей (5 .3 .6) и 
(5 .3 .8) представляет тривиальную задачу, то для памяти, действующей в точках 
канторавекого множества, выкладки носят более громоздкий характер. Соот
ветствующие вычисления, проведеиные Нигматуллиным ( 1986; 1992) ,  приво
дят к следующему результату 

(5. 3 . 1 7) 

Таким образом, физические системы,  обладающие остаточной памятью в точ
ках из множества Кантора, описываются лапласовским образом ( 5. 3 . 1 7),  где 
величина показателя О � D � 1 определяет меру остаточной памяти системы. 
Воспользовавшись обратным преобразованием Лапласа (5.3 . 1 2) ,  для времен
ной зависимости функции памяти находим 

L(q, т) =  L(q) Г(�) [ V2o - �)t]-DтD-J ' т = t - t' > О, (5 .3 . 1 8) 

где Г(z) = Joo ехр( -IJ)1Jz-!d1J - гамма-функция Эйлера, �z > О  (заметим, что 
справедливы соотношения: Г(z + 1 )  = zГ(z), Г(z)Г( l - z) = лfsin лz, Г(п - 1 )  = п! 
(n Е N); функция 1/Г(z) является целой и имеет нули первого порядка в точках 
z = k, k Е N U {О}). С математической точки зрения, равенство (5 .3 .  1 8) означа
ет, что эредитарное ядро, являющееся степенной функцией, удовлетворяет 



§ 5.3. Уравнение ФП К  дробного порядка для хаоса, обладающего памятью 351 

условию однородности: L( q, т т) = тD-1 L( q, т). Свойство однородности выра
жения (5 .3 . 1 8 )  как раз и отражает самоподобие фазового пространства стоха
стической подсистемы турбулентного хаоса. Как уже говорилось, указанным 
свойством обладают фрактальные объекты. 

Соотношению (5 .3 . 17)  соответствует представление потока J(q, t) в форме 
дробного интеграла 

t t 

J(q, t)= J L(q, т) ·AturЬ(q, t-т)dт=L(q) · [ vl( 1 -;)tJ-D( Г(�) J тD-1Aturb(q, t-т)dт )= 
о о 

= [ vl(l - ;)]-D L(q) · D01D(Atиrь(q, t)) , (5.3 . 1 9) 

где соотношением 
1 1 

Di)I(Aturь(q, t)) = Г(�а) J т-a-1Aturь(q, t - т)dт = Г(�а) J �u�;�;��l dt' = 
о о 

1 1 

= Г(�а) Jo - и)-a-1Aturь(q, иt)dи = - аГ(�а) J Aturь(q, ( 1 - и)t)dи-а = 
о о 

1 
= __ 1_ J дflturь(q, ( 1 - u)t) dи-а О аГ(-а) дq ' а <  ' 

о 
(5.3 .20) 

введен интеграл дробной кратности (или просто дробный интеграл) от функ
ции Aturь(q, t). Здесь и =  t' /t - безразмерное время, ограниченное условием 
и < 1 .  Дробный характер этого интеграла отражается наличием показателя 
-а в дифференциале аргумента и. Отрицательный показатель а =  -D дроб
ного интеграла совпадает с фрактальной размерностью множества Кантора и 
указывает на долю <<каналов», входящих в состав некоторой ветвящейся фрак
тальной структуры временного кластера, открытых для эволюции физической 
системы (Нигматуллин, 1986). 

5.3.2. Дробный интеграл и дробная производмая (вводные сведения) 

Приведем здесь некоторые общие сведения из теории дробного интегриро
вания и дифференцирования (см. ,  например, Нахушев, 2003; Учайкин, 2008) . 
Пусть а, с, d и а Е [с, d] - действительные числа; [а] - целая часть числа а 
(антье), удовлетворяющая неравенству [а] < а <  [а] + 1 ; L[c, d] - пространство 

d 
действительных функций q;(t) с конечной нормой llq;ll = J q;(t)dt; Г(z) - гамма-

функция Эйлера. Тогда оператор 
t 

sign(t - a) J q.>(IO Daa1(m(t)) = ____::;;.,�--'-- df: .." Г(-а) (t -Юa+l � .  
а 

с 

a # O, l , 2 ,  . . .  , (5.3 . 2 1 )  



352 Глава 5. Стохастико-термодинамическое моделирование развитой турбулентности 

(здесь интеграл понимается в смысле конечной части по Адамару) , действую
щий на функцию cp(t) из области своего определения D(IY:a> с L[c, d] , называ
ют оператором дробного интегро-дифференцирования порядка а, с началом 
в точке а и концом в точке t. Нижний предел интегрирования t = a в (5.3 .2 1 )  
фиксирует момент времени t, с которого начинается отсчет динамических яв
лений в среде (подобный выбор во многом носит условный характер). По 
определению 

D�/cp(t)) = cp(t) ; D'/,1(cp(t)) = if'cp(t)/дtn , n = 1 ,  2, . . .  (5 .3 .22) 

При а <  О оператор JJ<;1 совпадает с оператором дробного (в смысле Римана
Лиувилля) интегрирования порядка а. При а > О и определенных предполо
жениях относительно гладкости функции cp(t) Е D(D�1) можно положить, что 
оператор дробного дифференцирования 

или 
t, 

Daat(m(t)) = -=:-:---::'-:----:- 1im дla]+ I J lfJ(�)d� 
"' Г(! +  [а] - а) е-нО дtlal+l lt - �ja-[a] ' 

а 

где te = t + Е sign(a - t). 

(5.3 .23) 

(5.3.23*) 

Чтобы пояснить структуру оператора дробного интегрирования (формула 
(5.3 .2 1 )  при а <  0), напомним, что методом математической индукции легко 
доказывается формула для п-кратного интеграла вида (формула Коши) 

(5.3.24) 
а а а а 

Поскольку (n - 1 ) !  = Г(п), то правой части (5.3 .24) можно придать смысл и 
при нецелых значениях n ,  т. е. замена факториала гамма-функцией Эйлера 
позволяет продолжить это выражение в область нецелых (и даже комплекс
ных) показателей n и получить тем самым правую часть выражения (5 .3 .2 1 ) .  
Для любой функции cp(t) Е L[c, d]) справедлив закон композиции операторов 
дробного интегрирования с одинаковыми началами 

(5.3 .25) 

В определенном смысле операции дробного дифференцирования и интегри
рования являются взаимно обратными,JJ<;/D;;1а(ср(t))) = D�1(cp(t)) = cp(t) . 

Заметим, что применение дифференциального оператора дjдt к инте
гралу (5 .3 .23) понижает его кратность на единицу, применение его n раз 
дает подынтегральную функцию cp(t) , а т >  n раз - ее (т - п)-производную 
а<т-п>ср(t)/дt<т-п> . Распространяя это правило и на дробный интеграл (т. е. 
просто заменив n на а > О), получаем выражение. 

т =  1 ,  2, 3, . . .  ' (5.3 .26) 
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представляюшее собой дробную производную Римана-Лиувиля порядка 
т - а. Чтобы интеграл сходился на верхнем пределе, ограничим значение а 
интервалом О <  а <;  1 .  В частном случае т =  1 формула (5.3 .23) переходит в 

t 
nt-a( ( )) - 1 д J rp(�) df:: at ер t - Г(а) дt (t - �) 1-a !:> 

а 

(5 .3 .26*) 

в силу известного тождества Абеля дробная производная (5.3 .26*) переходит в 
обычную <<целую» производную дсрjдt при а --+  О. 

Дробные производные (5 .3 .23) сохраняют ряд свойств обычных производ
ных: в частности, они являются левыми обратными операциями по отноше
нию к дробному интегрированию (5 .3 .2 1 ) ,  обладают свойствами линейности 
и а-однородности 

JY;t(D;;tacp(t)) = cp(t) , 
D�t(c lcpl (t) + c2cp2(t)) = cl D�t(cpl  (t)) + c2D�t(cp2(t)) ,  

JY;/cp(kt + /)) = k-a JY;k+l /cp(t)), (k > 0). 

(5 .3 .27) 

(5.3.28) 

(5 .3 .29) 

В то же время у них появляется специфические свойства, например, зави
симость от предела а (нелокальность) . Приведем в качестве иллюстрации 
несколько примеров дробных производных Римана-Лиувилля от простых 
функций 

JYI (( )А) - Г(А. + l ) ( )А-а Da (tA) =  Г(А + l ) tA-a at t - a - Г(A. + I - v) t - a ' at Г(A. - v+ l ) 
Da (С) сга па ( ( t)) = 

exp(at)y(a, at) at = Г( l - v) ' Ot ехр а Г(а) . 

Из этих соотношений видно, что формула дифференцирования степенной 
функции остается той же самой, только целое n заменяется дробным а, дроб
ная производная порядка а от постоянной С не равна нулю. 

Теоретическим и прикладным аспектам дифференцирования и интегри
рования произвольнаго порядка посвящена работа (Олдхэм, Спанир, 1974). 
В ней анализируются алгоритмы численного дробного дифференцирования. 
В частности, считается возможной следующая приближенная формула: 

t > O , (5.3 .30) 

где 

Если О <  а <  1 ,  то можно воспользоваться следующим приближенным равен
ством 

_ гапа { ( 1 - a)rpn(t) � 1 -а 1-а } ��(cp(t)) - Г(2 - а) па + L/[cpk(t) - cpk+ l (t)] [ (k + 1 )  - k ] · 

k=O 
(5 .3 .3 1 )  

Итак, производная дробного порядка - это нелокальная характеристика 
функции cp(t) , поскольку она зависит не только от ее значений в окрест-
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ности рассматриваемой точки (как это имеет место в случае целочисленной 
производной), но и от примимаемых ею значений на всем интервале (а, 0). 
Алгоритмам аппроксимации дробной производной и разностным методам ре
шения разных уравнений переноса посвяшены работы (Шхануков, 1996; Шха
нуков-Лафишев, Нахушева, 1998) . Различные аспекты, связанные с примене
нием уравнений в дробных производных, рассмотрены в работах ( Самко и др. , 
1987; Нахушев, 2003; Учайкин, 2008) и др. 

5.3.3. Уравнение ДФПК для описания эволюционных процессов 
во фрактальном времени 

Обратимся теперь к пространственно-однородному уравнению неразрыв
ности (5. 1 . 1 3) (в пространстве внутренних координат q) 

дР2 (q, t) + дl(q, t) = О  дt дq ' (5 .3 .32) 

в котором выражение (5.3 . 1 9) для потока вероятности J(q, t) может быть за
писано, с учетом формул (5. 1 .38) и (5 . 1 .40) , в виде 

J = -А n-D(L( ) · 
дJJмь(q, t) ) = -А n-D(�Q( ) дР2 (q, t) К( )Р ( t)) (5 3 33) g Ot  q дq g Ot 2 q дq - q 2 q' ' · · 

где Ag = [ V2(1 - юJ-D. Наличие в правой части этого уравнения дробного инте
грала по времени отражает влияния памяти процесса на распределение плот
ности вероятности P2(q, t): плотность потока вероятности J(q, t) в данный 
момент времени t определяется не локальным градиентом плотности в тот же 
самый момент t, а ее эволюцией в течение всего предшествующего периода 
О <  t' < t диффузии. Заметим, что случай пустого множества Кантора (; --+ О, 
D --+ О) соответствует линейной комбинации двух дельта-функций половинной 
интенсивности, локализованных на концах выбранного интервала [О, t] , т. е. 
имеет место процесс с полным отсутствием памяти (марковский процесс). С 
увеличением параметра подобия ; показатель в формуле ( 1 . 1 .2) возрастает, и 
трансформант Лапласа для функции nамяти становится все более быстро из
меняющейся функцией. Предельное значение для параметра nодобия равно 
; =  1/j; в этом случае из формулы ( 1 . 1 .2) следует, что хаусдорфова размерность 
канторова множества равна D = 1 .  При этом, на основании (5 .3 .20) ,  величи
на J(q, t) связана с дfl.turb(q, t)jдq через полный интеграл, что отвечает случаю 
идеальной памяти. Анализ интегро-дифференциального уравнения (5 .3 .32), 
имеющего дробный порядок, представляет весьма трудную задачу. 

Для перехода к дробио-дифференциальному уравнению применим к обе
им частям уравнения (5.3 .32) дифференциальный оператор D& с показателем 
DE (0, 1 ] ;  в результате получим следующее уравнение в частных производных 
дробного порядка 

(5.3 .34) 
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где параметр w связан с фрактальной размерностью активного времени, w = 1 - D. 
Это уравнение можно назвать уравнением аномальной диффузии в простран
стве внутренних координат подсистемы турбулентного хаоса. Уравнение (5 .3 .34) 
принимает обычный диффузионный вид (5 . 1 .39) при w = 1 (D = 0). Введение 
дробной производной iP /дf» в кинетическое уравнение (5 .3 . 3 1 )  позволяет 
учесть временной элемент «странных>> кинетических процессов в хаотиче
ской фрактальной вихревой подсистеме (случайные блуждания подсистемы 
во фрактальнам времени (СБФВ)), которые проявляются как эффекты па
мяти в турбулентной жидкой среде. Моделирование при О � D < 1 эволюции 
турбулентного хаоса на основании уравнения (5 .3 .34) вскрывает еще одно 
свойство турбулентности - наличие турбулентных вспышек (всплесков пуль
саций), связанных с временной перемежаемостью (см. Бойко и др. ,  2006). В ка
ком бы масштабе мы не наблюдали распределение точек на временной оси, 
оно выглядит прерывистым. Области сгущения чередуются (перемежаются) 
с пустотами. Среднее число точек на интервале (0, t) растет пропорциональ
но tD , т. е. здесь мы имеем дело со стохастическим фракталом (см. Кроновер, 
2000) с фрактальной размерностью D. 



Глава 6 

Самоорганизация развитой турбулентности 
и механизмы формирования 
когерентных структур 

Конечной целью феноменологического моделирования гидродинамической 
турбулентности является создание такой полуэмпирической модели, которая 
максимально приближена к реальности и отвечает различным динамическим 
состояниям природных сред. На этом пути предстоит преодолеть еще немало 
трудностей, поскольку разработка универсальной модели турбулентности в 
настоящее время представляется проблематичной. 

Нами были учтены соображения подобного рода при конструировании синер
гетической модели развитой турбулентности в жидкости. Мы видели, что исполь
зование концепции двухуровневого описания структурированной турбулент
ности позволяет построить модель турбулентности как процесса самооргани
зации в открытых системах (см. гл. 5) . При этом подсистема турбулентного 
хаоса (вихревой континуум с внутренней структурой) предназначена для мо
делирования как стохастического мелкомасштабного пульсационного движе
ния завихренной жидкости, так и для описания возникающего в процессе ее 
эволюции ансамбля мезомасштабных упорядоченных вихревых структур. На
глядным примерам существования обширного семейства когерентных струк
тур в турбулизованной природной среде, которые появляются на фоне мелко
масштабного пульсационного движения, может служить образование гранул 
в солнечной фотосфере. 

Как бьmо показано в предыдущей главе, введение в термодинамическое 
описание турбулентного хаоса набора стохастических внутренних параметров q, 
характеризующих, в известной степени, микроструктуру турбулизованной 
жидкости, дает возможность получить стохастико-термодинамическими ме
тодами уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова (5.2.6) для функций рас
пределения вероятностей Р2 = P2(q0 \ q, t) различных статистических харак
теристик вихревых образований в пространстве внутренних координат. Эти 
кинетические уравнения, описывающие эволюцию функции распределения 
плотности вероятности для однородных по времени случайных процессов 
q(t), могут быть использованы, в частности, для анализа различных меха
низмов перехода (происходящих в результате потери устойчивости течения 
при некотором изменении управляющих параметров) из одного стационарно
неравновесного состояния турбулентного хаоса в другое. При этом в окрест
ностях точек бифуркации возможны различные сценарии эволюции стохасти-
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ческих координат q(t) турбулентного хаоса: в зависимости от интенсивности 
случайных флуктуаций в каждый момент времени соответственная динамиче
ская система может посетить одни аттракторы (отвечающие неким вихревым 
структурам в координатном пространстве) и обойти стороной другие. 

В п. 6.1 настоящей главы показано, что когерентное поведение турбулент
ного хаоса, приводящее к возникновению мезомасштабных вихревых струк
тур, также может быть промоделировано в пространстве внутренних коорди
нат q марковекими диффузионными процессами, являющимиен решениями 
уравнений ФПК. Тем самым продемонстрирована принципиальная возмож
ность реализации процесса самоорганизации (возникновения упорядоченных 
мезомасштабных образований, обладающих более низкой симметрией, чем 
исходное состояние) в термадинамически открытой квазиравновесной вихре
вой подсистеме, когда в ходе ее эволюции вероятно генерирование новых 
временньrх когерентных структур ( КС) . Подобное порождение КС отвечает, 
в частности, процессу индуцированных мультипликативным шумом неравно
весных «фазовых перехода в», возникающих в структурированном турбулент
ном потоке (см. Horsthemke, Lefever, 1984). Мультипликативный шум, про
истекающий в данном случае от <<взаимодействия>> подсистем осредненного 
движения и флуктуирующего турбулентного хаоса, зависит, по определению, 
от самого случайного процесса q(t). 

В дальнейшем при анализе эволюции вихревого хаоса мы будем исходить 
из того, что допустима замена реального шума турбулентного течения (пульса
ции которого обусловлены кумулятивным действием многочисленных факто
ров, определяющих состояние турбулизованной среды и не могут быть припи
саны какой-нибудь одной вполне определенной причине) гауссовским белым 
шумом. Подобный шум используется нами в качестве простейшей модели 
полного шумового воздействия на q(t), проистекающего как от подсистемы 
осредненного движения, так и от внутреннего шума подсистемы турбулент
ного хаоса, порожденноrо его «тепловой>> структурой. Аргументом в пользу 
такого выбора случайной силы в СДУ (5.2.23) является то обстоятельство, что 
только для модели белого шума результирующий стохастический процесс q(t) 
будет марковским и только такой выбор приводит к полной эквивалентно
сти метода СДУ методу уравнения ФПК для вероятности перехода. Отметим 
также, что белый шум, представляющий собой удобную математическую иде
ализацию реального шума, является обобщенным случайным процессом - он 
не дифференцируем и имеет бесконечную дисперсию. 

В этих предположениях показано, что если интенсивность мультипликатив
ного шума турбулентного хаоса достаточно велика, то экстремумы функции 
плотности вероятности, описывающей стационарное поведение стохастической 
вихревой подсистемы, и по числу и по положению существенно отличаются 
от стационарных состояний, отвечающих детерминированному хаосу. Более 
того, мультипликативный шум может приводить к возникновению новых ста
ционарных состояний и тем самым изменять и сами свойства (в частности, 
бифуркационные диаграммы) локальной устойчивости детерминированного 
хаоса - точки перехода могут перемешаться в пространстве q под влиянием 
интенсивного шума в турбулентной жидкости. Это качественное изменение 
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наиболее отчетливо отражается в экстремумах стационарной ruютности вероятно
сти Р]\ которые, согласно Хорстхемке и Лефевру (Horsthemke, Lefever, 1984) , 
являются наиболее подходящими индикаторами перехода: экстремумы стаци
онарной плотности вероятности соответствуют макроскопическим <<фазам>> 
системы и служат параметром порядка перехода. Таким образом, мультипли
кативный шум не только оказывает дезорганизующее воздействие на систему 
определяющих внутренних параметров q турбулентного хаоса, но наряду с 
этим может как стабилизировать неустойчивые макроскопические состояния, 
так и вызывать новые неравновесные фазовые переходы, не прогнозируемые 
в рамках теории детерминированного хаоса. 

В п. 6.2 рассмотрен один из конкретных механизмов формирования и эволюции 
больших концентрированных вихревых структур, который интерпретирован 
с точки зрения теории динамических систем. Здесь сформулирована общая кон
цепция синергетического рождения КС (мезомасштабных кластеров) из тур
булентного хаоса, связанная с явлением фазаво-частотной синхронизации це
лого ряда мелкомасштабных вихревых образований основной некогерентной 
составляющей подсистемы турбулентного хаоса, а также рассмотрены сцена
рии динамического воздействия мелкозернистого флуктуационного поля хао
са на эволюцию подобных КС. Показана взаимосвязь неравновесных фазовых 
переходов с процессом самоорганизации вихревых кластеров, обладающих бо
лее низкой симметрией, чем исходное состояние. Дано объяснение возникно
вения некоторого эффективного силового поля хаоса как самосогласованного 
процесса, при котором иенулевое начальное поле захватывает отдельные мел
комасштабные кластеры синхронизированных осцилляторов (моделирующих 
мелкомасштабные вихри некогерентной составляющей турбулентного хаоса) , 
так что в результате воздействие этих захваченных объектов будут суммироваться 
когерентно, и эта когерентная группа будет генерировать иенулевой вклад в 
действующее на систему эффективное силовое поле. Наконец, сделан важный 
вывод о том, что в то время как в хаотической турбулентности рост размеров 
твердых частиц при столкновениях затруднен, внутри когерентных вихревых 
образований может, наоборот, происходить их объединение и укрупнение. 
Возникновение мезомасштабных вихревых кластеров облегчает, в частности, 
решение проблемы укрупнения твердых частиц в турбулизованной газавзве
си за счет механизма соударений даже при относительно небольших отно
сительных скоростях, что, как правило, встречает затруднения при попытках 
воспроизведения аналогичных процессов в лабораторных экспериментах. 

§ 6. 1 .  Роль неравновесных фазовых переходов 
в структурировании гидродинамической турбулентности 

Следует отличать крупномасштабные флуктуации собственно турбулентного 
хаоса от статистических молекулярных флуктуаций, обусловленных атомной 
структурой среды: в отличие от молекулярных флуктуаций (пренебрежимо 
малых для любых макроскопических систем) стохастичность подсистемы ви-
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хревого хаоса имеет не микроскопическое происхождение, а является про
явлением его турбулентной природы и отражает кумулятивное воздействие 
большого числа взаимосвязанных факторов турбулизации жидкости. В част
ности, в окрестности некоторого устойчивого макроскопического состояния 
амплитуды молекулярных флуктуаций какой-либо пассивной добавки течения 
(если принять их за дополнительные персменные) ведут себя как v-1 , где V -
объем системы. Известно, что в критической точке эти флуктуации нарастают 
как величины порядка v-112 и, следовательно, в термодинамическом пределе 
V --f оо они становятся пренебрежимо малыми (Леонтович, 1952). В то же вре
мя турбулентные флуктуации хаоса ведут себя не как обратные степени харак
терного размера системы v- 1 , а могут достигать величины порядка V0 и по
тому не исчезают на макроскопическом уровне описания системы. Таким об
разом, масштабы молекулярных и турбулентных флуктуаций весьма различны 
и не пересекаются друг с другом. Именно по этой причине и возникает необ
ходимость уточнения стохастико-термодинамического описания подсистемы 
турбулентного хаоса с тем, чтобы можно было включить в модель структу
рированной турбулентности эффекты ее стохастичности (Колесничеюсо, 2002) . 
С влиянием случайных свойств вихревого хаоса (обусловленных, в частно
сти, его естественным шумом) связаны варианты динамического поведения 
различных неотрицательных характеристик мелкомасштабной турбулентности 
при увеличении надкритичности. Следующий важный шаг в процедуре мо
делирования структурированной турбулентности состоит в явной привязке 
вероятностных характеристик пульсаций ее мелкомасштабных характеристик 
к <<физическим свойствам>> квазистационарной подсистемы вихревого хаоса. 

При феноменологическом описании хаоса мы будем использовать форма
лизм обобщенной статистической термодинамики, требующий вероятностно
го подхода (Стратонович, 1985) и предполагающий исследование статистиче
ского ансамбля макроскопически одинаковых систем (т. е. систем с одними и 
теми же обобщенными экстенсивными параметрами состояния типа внутрен
ней энергии Eturь (r, t) , энтропии Sturь (r, t), удельного объема qjp(r, t) и неко
торым числом внутренних переменных). Причиной стохастичности являются 
турбулентные флуктуации (относительно средних значений) внутренних коор
динат qk (r, t) (k = I:n) состояния хаоса, которые, собственно, и служат мерой 
различий в любом множестве подобных термадинамически тождественных 
систем. К числу внутренних координат, описывающих макроскопическое со
стояние хаоса, будем относить непрерывно изменяющиеся локальные случай
ные параметры, адекватно характеризующие завихренную жидкость внутри 
физически бесконечно малого объема dr. Однако при этом будем считать, что 
пекоторая часть внутренних координат qk(r, t) может иметь отношение к пеко
герентной составляющей подсистемы турбулентного хаоса, а другая часть 
охарактеризовывать индивидуальные мезомасштабные КС. 

В соответствии с развиваемым здесь подходом будем предполагать, что для 
полного статистического описания совокупного (векторного) случайного процесса 

q(r, t) = {qk(r, t) , k = 1 ,  n} 

(набора из n параметров состояния qk) в вихревом континууме достаточно 
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знать одноточечную плотность вероятности W1 (q, t) и совместную двухточеч
ную плотность распределения вероятности W2(q0 , t0 ; q, t). Как известно, сто
хастические процессы, полностью описываемые только этими двумя функци
ями, являются марковекими процессами. Кроме этого, используем двухточеч
ную плотность условной вероятности, P2(q0 , t0 1 q, t) = W2(q0 , t0 ; q, t)/W1 (q0 , t0) ,  
которая устанавливает вероятное значение стохастических характеристик 
вихревых образований q в пространстве внутренних координат в момент вре
мени t, если в момент времени t0 , с вероятностью равной единице, q=q0 . Тогда 
когерентное поведение подсистемы турбулентного хаоса, приводящее к по
явлению диссипативных структур, в соответствии с методами статистической 
неравновесной термодинамики можно будет моделировать в пространстве 
внутренних координат q марковекими диффузионными процессами, которые 
являются решениями уравнений Фоккера-Планка-Колмогорова (5 . 1 .39), 
определяющих эволюцию плотности вероятности перехода Р2 = P2(q0 1 q, t) 
для стационарных случайных процессов (т. е. процессов, для которых все 
статистические характеристики не изменяются при сдвиге времени, 

Эти уравнения позволяют проанализировать, в частности, процессы перехода 
из одного стационарно-неравновесного состояния хаоса qst в другое, проис
ходящие в результате последовательной потери устойчивости при пекотором 
изменении управляющих параметров (например, числа Рейнольдса Re) ,  и рас
считать плотность вероятности в окрестностях точек бифуркации. Переход к 
упорядоченному состоянию связан с неустойчивостью турбулизованной си
стемы и нарушением ее симметрии: самоорганизация возникает в тех случаях, 
когда стационарное состояние становится неустойчивым и сменяется новым 
состоянием, обладающим более низкой симметрией, чем исходное состояние. 
В соответствии с этим можно сказать, что за термодинамическим порогом само
организации система вступает в область синергетики (Horsthemke, Lefever, 1984) . 

В гл. 5. было показано, что самоорганизующаяся подсистема турбулент
ного хаоса может обладать и гораздо более сложным поведением, чем мно
жественные стационарно-неравновесные состояния q�1• В частности, в так 
называемой критической точке существует, по крайней мере, одна релакса
ционная мода, которая либо постоянна, либо осциллирует с частотой, равной 
мнимой части собственного значения этой моды. В другом потенциально воз
можном случае, когда мнимую ось пересекает пара комплексно-сопряженных 
собственных значений, одной из двух типичных ситуаций в критической точ
ке является упомянутая ранее нормальная бифуркации Андронова-Хопфа 
(бифуркация рождения цикла), при которой соответствующее детерминиро
ванное уравнение имеет изолированное устойчивое периодическое решение 
tf(t) = tf(t + тc) с периодом те. Это означает, что фазовая точка равновесия из 
устойчивого фокуса (стационарное состояние) в момент потери устойчивости 
скачком переходит на асимптотически устойчивый предельный цикл (аттрак
тор), к которому при t ---. оо стремятся все траектории из его окрестности. 
Таким образом, в критических точках динамика хаоса определяется суще
ствующими в системе нелинейностями (см. Колесниченко, 2004). При этом 
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огромное число макроскопических степеней свободы реального турбулентно
го течения резко сокращается, миллиарды и более возбуждений системы ока
зываются подчиненными небольшому числу мод, т. е. турбулентность опреде
ляется конечным числом коллективных возбуждений (связанных, например, с 
предельным циклом), в то время как остальные возбуждения просто подстра
иваются под них, выполняя роль более интенсивной диссипации. В процессе 
дальнейшей временной эволюции подсистемы турбулентного хаоса возмож
ны различные бифуркации этих периодических состояний, типа бифуркации 
удвоения периода, возникновения инвариантного тора, бифуркации с поте
рей симметрии и т. д. Следовательно, при выходе подсистемы флуктуиру
ющего хаоса из некоторого аттрактора в результате воздействия достаточно 
сильных турбулентных пульсаций она может эволюционировать к одному из 
возможных аттракторов (зона притяжения которого покрывает точку началь
ного состояния системы), включая и странные аттракторы. 

Таким образом, при изменении управляющих параметров в системе могут 
развертываться различные сценарии эволюции (связанные с возникновени
ем различного рода аттракторов, относяшихся с неким вихревым структурам) 
в пространстве внутренних координат, описывающих макроскопические со
стояния флуктуирующего хаоса. При этом переходы от одной диссипативной 
структуры к другой по своим математическим свойствам аналогичны равно
весным фазовым переходам, если понятие фазового перехода распространить 
на новый класс неравновесных явлений (см. ,  например, Кадомцев, Рязанов, 
1983) . Более того, как уже говорилось выше, турбулентный шум может при
водить к возникновению новых состояний системы и тем самым изменять 
и сами свойства локальной устойчивости турбулентного хаоса - критические 
точки перехода могут сдвигаться под влиянием мультипликативного шума. За
метим, что подобные переходы, которые обычно называют индуцированны
ми шумом неравновесными фазовыми переходами, несут на себе характерные 
черты своего турбулентного происхождения. 

В данном параграфе проанализированы связи неустойчивостей, вызванных из
менением управляющих параметров, с процессами самоорганизации (фазовыми 
переходами) в развитом турбулизованном потоке, отражением которых в q-про
странстве ямяется возникновение когерентных образований. При этом свойства 
фазовых переходов исследуются для случайной среды с гауссовским белым шумом, 
используемым в качестве модели случайного силового воздействия подсистемы 
осредненного движения и самого вихревого хаоса на эволюцию флуктуирующих 
мелкомасштабных характеристик турбулентности q(t). Далее мы будем также пред
полагать, что внутренние координаты q турбулентного хаоса, характеризую
щие в известной степени структуру завихренной жидкости, распределены в 
стационарном состоянии по логнормальному закону (см. Монин, Яглом, 1996). 

6.1 .1 .  Основной математический аппарат 

Кратко сформулируем теперь наиболее существенные особенности мате
матического аппарата, на котором основан используемый далее подход. Во 
избежание ненужных осложнений в описании индуцированных шумом вида-
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изменений макроскопических свойств подсистемы флуктуирующего турбу
лентного хаоса, мы ограничимся здесь рассмотрением только временной эво
люции хаоса, т. е. будем предполагать полную идентичность вихревых дви
жений во всех точках пространства. Кроме этого, будем считать, что удовле
творительное описание стохастически изменяющихся свойств вихревого хаоса 
возможно с помощью лишь одной непрерывно изменяющейся интенсивной 
переменной, например скорости диссипации турбулентной энергии в вихрях 
q = E,, или любой другой родственной ей величины (Монин, Яглом, 1996). По
добное предположение связано, в частности, с тем, что при исследовании ин
дуцированных шумом переходов нежелательно использование приближенных 
методов, поскольку даже малые логрешиости численного метода могут приво
дить к мнимой качественной перестройке поведения системы. С другой сто
роны, точные аналитические решения уравнений ФПК удается получить, как 
известно, в основном для одномерных систем (см. ,  например, Гардинер, 1986). 

Закономерности, устанавливаемые в процессе исследовании марковекик флук
туаций диссипации энергии и родственных ей положительных характеристик, 
важны, на наш взгляд, также и для понимания эволюции произвольньiХ случайньiХ 
полей скорости и температуры в условиях реального турбулентного движения 
жидкости. Более того, они могут оказаться весьма полезными при создании 
так называемых подсеточных моделей турбулентности с учетом перемежаемо
сти. Далее будем также отличать внутренние флуктуации случайной перемен
ной q, порожденные <<тепловой>> структурой подсистемы вихревого хаоса, от 
внешних (по отношению к переменной q) флуктуаций, обусловленных воз
действием подсистемы осредненного движения и имитирующих в рассматри
ваемой модели не учитываемые явным образом многочисленные возбужден
ные степени свободы турбулизованной жидкости в целом (Колесниченко, 2002) . 
Именно с влиянием интенсивных внешних флуктуаций на стохастическую 
подсистему вихревого хаоса и связаны качественные изменения (т. е. индуци
рованные шумом «фазовые переходы>>) в динамическом поведении различных 
неотрицательных мелкомасштабных характеристик турбулентности. 

При сделанньiХ выше допущениях в основу динамического описания стохасти
ческих свойств подсистемы турбулентного хаоса, флуктуирующего вблизи 
некоторого стационарно-неравновесного состояния qst , может быть положено 
следующее стохастическое дифференциальное уравнение (СДУ) для одно
родного по времени одномерного марковекого процесса q(t) (Колесниченко, 
2006) 

(6. 1 . 1 ) 

либо эквивалентное ему прямое уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова 
(ФПК) 

дPz(qo 1 q, t) дJ(qo 1 q, t) - О 
дt + дt -

' 
(6. 1 .2) 

определяющее эволюцию плотности вероятности перехода Р2 = P2(q0 1 q, t) для 
случайного стационарного процесса q(t). Напомним, что в зависимости от то
го, в каком смысле понимаются соответствующие стохастические интеграль
ные соотношения (в смысле Ито или Стратоновича) , отвечающие СДУ, за-
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висит вид коэффициента сноса K(q, Е) в уравнении ФПК (6. 1 .2), а также вид 
регулярной силы Ka(q) в уравнении Ланжевена (6. 1 . 1 ) [см. гл. 5] . Здесь 

J(q0 1 q, t) = [K(q, E)P2(q0 1 q, t)] - +Е2 :q [Q(q)P2(q0 1 q, t)] (6. 1 .3) 
- поток условной вероятности для процесса q(t), принимающего в начальный 
момент времени t0 = О значение q(O) = q0; E2 (Q)(q) и 

{ Ka(q) - в  случае Ито, 
K(q, Е) = Ka(q) + +E2дQ(q)jдq - в  случае Стратоновича <6· 1 .4) 

- соответственно, не зависящие от времени коэффициенты диффузии и сноса в 
пространстве конфигураций; Е2 = уkв Tturb - параметр, характеризующий интенсив
ность воздействия шума подсистемы турбулентного хаоса, порожденного его 
<<тепловой» структурой, на случайный процесс q(t); �urь - термодинамическая 
температура хаоса, связанная с осредненной по Фавру пульсационной кине-
тической энергией течения турбулизованной жидкости (Ь) = р(и")2/2р соотно-

з шением 2yk8 Tturь = (Ь) (энергия турбулентности (Ь) по предположению сов-
падает с термодинамической внутренней энергией хаоса, E1urь = (Ь) (см. Колес
ниченко, М аров, 1999) ; Ka(q) = K(q) + ag(q) - регулярная сила в пространстве 
стохастической переменной q, причем сила Ka(q) в (6. 1 .4) зависит не только от 
переменной q, но и от некоторого управляющего параметра а, описывающего 
кумулятивное воздействие осредненного турбулентного течения на стохасти
ческий процесс q(t) в вихревом континууме (роль параметра порядка а может 
играть, например, число Рейнольдса, отвечающее крупномасштабным дви
жениям в турбулизованном потоке, или число, связанное с Re, - например, 
показатель надкритичности); 

Ka(q) = -дV(q)jдq 
- регулярная сила (<<сила трения>>, противодействующая флуктуациям хаоса) , 
порожденная так называемым локальным синергетическим (детерминирован-
ным) потенциалом V(q) = - [Jq Ка(х) dx] подсистемы вихревого хаоса в пре
дельном случае Е2 -+ О слабого шума; �(t) - стохастический сомножитель в вы
ражении для случайной силы J(q) = EyQ(q) · �(t) (учитывающий как присут-
ствие внутреннего аддитивного ( yQ(q) = const) шума в подсистеме хаоса, обу
словленного мелкомасштабными флуктуациями параметра q(t) относительно 
квазистационарного состояния вихревого континуума, так и источник внеш
него мулыипликативного ( yQ(q) =J const) шума, имитирующего не учитыва
емые явным образом всевозможные возбужденные степени свободы турбу
лизованной гидродинамической системы и связанного с воздействием под
системы осредненного движения на процесс q(t)). Его мы далее будем ап
проксимировать гауссовским белым шумом с нулевым средним значением и 
дельтаобразной по времени корреляционной функцией 

(�(t)) = О, (�(t)�(t1 )) = б(t - t1 ) 
(здесь среднес берется по стохастическому процессу �(t)). Коэффициент сноса 
Ka(q) в соотношении (6. 1 .4) соответствует вырожденному (в детерминистском 
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пределе t:2 --+ О) случайному процессу q(t), описываемому детерминирован
ным динамическим уравнением регрессии Ландау-Халатникава (автономным 
обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка по времени) 

dq(t)jdt = Ka(q), (6. 1 .5) 

с начальным условием q(O) = q0 ,  а слагаемое +t:2дQ(q)jдq учитывает инду
цированный мультипликативным (Q(q) f= const) шумом снос, когда влияние 
случайной силы J(q) зависит от состояния процесса q(t). В дальнейшем будем 
предполагать, что детерминированное уравнение (6. 1 .5) устойчиво, понимая 
под устойчивостью ограниченность решения q(t). 

Уравнение ФПК (6. 1 .2) предназначено для анализа временной эволюции мар
ковских диффузионных процессов, связанных с начальными условиями типа 
P2(q0 1 q, О) =  b(q - q0) ,  которые соответствуют дельтаобразной плотности веро
ятности, сосредоточенной в точке q = q0 . Сверх этого, на функцию P2(q0 1 q, t) 
должны быть наложены те или иные граничные условия по q, которые определя
ются, как правило, сушеством физической задачи. Ниже будем предполагать, что 
пространством состояний диффузионного процесса q(t) служит интервал [q" q2] ,  причем верхняя граница может обращаться в бесконечность, q2 = оо. Если в началь
ный момент времени t = О задано не начальное состояние q(O) = q0, а началь
ное распределение W(q), то удобно искать решение уравнения ФПК для одно
точечной плотности вероятности W1 (q, t). При использовании соотношения 

f W1 (q0 , t0)P2 (q0 ,  t0 1 q, t)dq0 = W1 (q, t), 
легко можно убедиться в том, что одноточечная плотность вероятности 
wl (q, t) марковекого диффузионного процесса также удовлетворяет уравне
нию ФПК в форме (6. 1 .2)-(6. 1 .3) . 

Мы ограничимся рассмотрением процессов q(t), которые никогда не до
стигают границ своего пространства состояний, и, следовательно, на функцию 
P2(q0 1 q, t) граничные условия можно не накладывать. Как известно, в этом 
случае гарантируется существование и единственность решения СДУ (6. 1 . 1 )  
на [q" q2] при Vt (см. , например, Гардинер, 1983). К числу недостижимых гра
ниц относятся естественные границы (достижимые лишь при t --+ оо с нулевой 
вероятностью, lim P2(q, t) = О) и притягивающие границы, когда q(t) --+ qi 1---+00 ,q---+qj 
при t --+  оо. Согласно классификации Гихмана-Скорохода ( 1968) , например, 
нижняя граница q1 будет естественной, если L1 (q1 ) = +оо, и притягивающей, 
если L1 (q1 ) < +оо и L2(q1 ) = +оо. Здесь постоянные L1 и L2 определяются со
отношениями 

fJ 
L1 (q1 ) = J cp(x)dx, (6. 1 .6) 

ql 

в которых f3 - точка вблизи границы q1 , а 

ср(х) = ехр{- j ��Q��� dz} , 
fJ 

(6 . 1 .7) 

- неинтегрируемая в окрестности границы q1 функция. 
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Напомним еще раз, что вид коэффициента сноса в уравнении (ФПК) за
висит от того, в каком смысле понимаются соответствующие стохастические 
интегральные соотношения (в смысле Ито или Стратоновича), выписанные 
для СДУ (см. , например, Гардинер, 1986). Для определения наиболее подхо
дящего в рамках рассматриваемой конкретной задачи коэффициента сноса и 
диффузии случайного процесса q(t) необходимо привлекать дополнительные 
физические соображения. В дальнейшем мы будем оперировать СДУ (6. 1 . 1 ) ,  
записанными в симметризованной форме Стратоновича (Стратонович, 1961) , 
когда определение соответствующих стохастических интегралов согласуется с 
привычными правилами математического анализа. Известно, что от интер
претации СДУ по Стратоновичу к интерпретации СДУ по Ито всегда можно 
перейти, прибавляя +c2дQ(q)jдq к Ka(q) [см. гл. 5] . Отметим также, что в слу
чае аддитивного шума (т. е. при Q(q) = const) не существует различия между 
интегралом Ито и интегралом Стратоновича (см. , например, Тихонов, Миро
нов, 1977). 

По поводу удобства использования в нашей модели структурированной 
турбулентности интерпретации СДУ по Стратоновичу надо сказать следую
щее. В общем случае сильно нелинейных флуктуирующих полей скорости 
или других термагидродинамических параметров в реальной турбулизован
ной жидкости статистика подсистемы турбулентного хаоса не носит ни гаус
совского, ни марковекого характера, особенно на больших масштабах (см. 
Монин, Яглом, 1996). Тем не менее в припятом далее подходе мы исходили 
из того, что гауссавекий белый шум, используемый в качестве модели ин
тенсивности случайного силового воздействия ](q) шума турбулентного хао
са, представляет все же приемлемое приближение при моделировании кор
реляций между случайными процессами q(t) и ;(t). Другими словами, мы 
допускали, что возможна замена реального шума с короткой памятью бе
лом шумом с нулевой памятью. Как известно (Стратонович, 1961), подоб
ное замещение возможно, если время корреляции ткорр (время памяти шума) 
случайного процесса ;(t) много меньше временного масштаба макроскопи
ческой эволюции хаоса т макро , который обычно отождествляется со временем 
релаксации подсистемы вихревого хаоса к опорному стационарному состо
янию, ткорр « тмакро· Таким образом, в случае припятой нами идеализации 
белого шума (для которого ткорр --> 0), понимаемые в смысле Стратоновича 
стохастические дифференциальные уравнения (6. 1 . 1 ) могут быть интерпрети
рованы как пределы неких виртуальных уравнений, записанных для немар
конских (но близких к марковским) случайных процессов q(t) в реальном 
турбулизованном потоке. В заключение заметим, что интерпретацию СДУ по 
Стратоновичу следует применять всякий раз, когда дельта-коррелированный 
гауссавекий белый шум в СДУ является идеализацией реального случайно
го процесса ;(t) с очень малым, но все же конечным временем корреляции 
(Тихонов, Миронов, 1977). Это позволяет использовать мощный аппарат тео
рии марковских диффузионных процессов и получить благодаря этому точные 
аналитические результаты, описывающие поведение систем, находЯщихся под 
действием шума. 
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Стационарное решение уравнения ФПК 
Применительно к рассматриваемым одномерным процессам весьма про

сто найти стационарную плотность вероятности pst(q) = lim P/q, t), характе-t->оо 
ризующую стационарное поведение системы, находящейся под воздействием 
белого шума, по истечении достаточно большого интервала времени. Одно
мерная стационарная плотность вероятности psЧq), если она существует, по 
определению не зависит от времени t и от начальных условий q(O) = q0. Поэто
му в стационарном состоянии уравнение ФПК (6. 1 .2) вырождается в уравне
ние apst ( q) / дt = О, из которого следует, что стационарный поток вероятности 
Js1(q) постоянен при любых состояний q Е [q1 , q2] ,  т. е. JS1(q) = JS1 = const. Та
ким образом, в стационарном случае уравнение ФПК переходит в уравнение 
первого порядка для ps1(q): 

с2 :q [Q(q)ps1(q)] - 2[K(q, c)pst (q)] = -2JSt , (6. 1 .8) 

причем поток вероятности внутри пространства состояний равен потоку че
рез границы: JS1 = J(q1) = J(q2) . Далее будем рассматривать ситуацию, когда не 
существует потока вероятности из пространства состояний, и поэтому JS1 = О . 
Напомним, что при выводе уравнения ФПК в гл. 5 для описания эволюции 
функций распределения неотрицательных мелкомасштабных характеристик 
турбулентности предполагались нулевые граничные условия: J(q1 ) = J(q2) = О . 
Тогда стационарная плотность вероятности - решение уравнения (6. 1 .8) , име
ет вид 

q q t N [ 2 J К(х, Е) ] N [ 2 J d Ка(х) ] ps (q) = Q(q) ехр -;т dx� = yQ(q) ехр -;т х Q(x) , 
q! � 

(6. 1 .9) 

где постоянная интегрирования N определяется из условия нормировки 

(6. 1 . 1 0) 

Выражение для pst(q) может быть преобразовано, с учетом формулы (6. 1 .9), 
к виду 

l"'(q) � N ехр [ � ! dx( �� ) � ln ,IQ(z)] � N ехр( � 2Ф(q)/с') � 

= N exp(-2Ф(q)jyk8 T1urь) ,  (6. 1 . 1 1 ) 
где 

Ф(q) = -( j �(�: dx - Е; 1n yQ(q)) 
q! 

(6. 1 . 12) 

- так называемый вероятностный потенциал. 
Важно отметить, что распределение (6. 1 . 1 1 ) распространяет обычную фор

мулу Больцмана-Планка (для равновесного состояния термодинамических 



§ 6. 1 .  Роль неравновесных фазовых переходов в структурировании турбулентности 367 

параметров замкнутой системы, когда Ф = -S) на стационарные состояния 
ансамбля, отвечающего открытой подсистеме турбулентного хаоса. При этом 
инвертированная формула 

2Ф(q) = -с2 ln(ps1(q)/ N) (6. 1 . 1 3) 

позволяет, в частности, конкретизировать уравнения ( 6. 1 . 1 ) и ( 6. 1 .2) для вы
бранных стохастических характеристик мелкомасштабной турбулентности, ес
ли относительно последних приняты какие-либо гипотезы распределения в 
стационарном состоянии. Стационарными состояниями здесь и далее мы бу
дем считать не зависящие от времени решения qst детерминированного урав
нения (6. 1 .5) .  Вместе с тем, слова <<стационарное состояние>> можно употреб
лять и по отношению к распределению по возможным состояниям. Так, рас
пределение (6. 1 .9) можно назвать стационарным распределением состояний. 
В случае аддитивного шума хаоса не существует различия между детерми
нированным стационарным состоянием qst и экстремумами стационарного 
распределения pt , хотя и надо иметь в виду, что система в стационарном 
состоянии на самом деле флуктуирует около некоторого среднего состояния. 
Это связано с тем, что в этом случае распределение состояний (6. 1 .9) име
ет столь острый максимум, что, по существу, только стационарное состояние 
qst дает основной вклад в это распределение. В случае мультипликативного 
шума хаоса случайная величина, определяющая стационарное состояние си
стемы, качественно весьма отличается от вырожденной случайной величины, 
соответствующей детерминированному хаосу. 

6.1 .2. Н-теорема для стационарных состояний 

При изучении вероятностных аспектов макроскопических стационарных 
состояний рассматриваемой вихревой системы требуется иметь исходный фи
зический ансамбль, соответствующий подсистеме турбулентного хаоса. Если 
исследуется вполне конкретное стационарное состояние qst, то необходимо, 
чтобы представленные ансамблем начальные условия q0 бьmи сосредоточе
ны в области именно его притяжения. Возникает вопрос: является ли дан
ное стационарное состояние qst действительно устойчивым по Ляпунову при 
начальном условии q0 (или орбитальна устойчивым по Пуанкаре) , подобно 
термадинамически равновесным состояниям в классической термодинамике? 
В противном случае фазовые траектории q(t), которые начинаются вблизи qst , 
не выйдут на нужное стационарное состояние. А это с высокой вероятностью 
означает, что неустойчивые стационарные состояния вихревого континуума, 
не имеющие области притяжения, не могут быть описаны стационарным ста
тистическим ансамблем, поскольку его невозможно даже организовать подо
бающим образом. 

Для ответа на поставленный вопрос рассмотрим следующий функционал 
от P2(q, t) 

q2 

H(t) = Ykь�urь J dqP2 (q, t) 1n[P2 (q, t)/pst(q)] .  (6. 1 . 1 4) 
q, 
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Величины подобного рода впервые были введены Кульбаком ( 1967). Поэто
му H(t) часто называют энтропией Кульбака, которая, однако, в отличие от 
обычной энтропии, не является мерой неопределенности параметров q (ха
рактеризующей их статистический разброс) , а является мерой близости рас
пределений Р2 и pst. Действительно, легко показать, что функционал Н яв
ляется функцианалом Ляпунова, поскольку он обладает следующими двумя 
свойствами: H(t) ;> О и дН(t)/дt < О  при Vt, причем знак равенства имеет место 
только при P2(q, t) = pst(q)) . 

В самом деле, вследствие неравенства 1n( l /x) ;> 1 - х ,  справедливого при 
х >  О, и условия нормировки функций P2(q, t) и pst(q) , имеем 

(6. 1 . 1 5) 

причем неравенство (6. 1 . 1 5) переходит в равенство только при P2(q, t) = psl(q). 
Покажем теперь, что H(t) монотонно убывает. Продифференцируем для 

этого соотношение ( 6. 1 . 1 4) по времени и воспользуемся уравнением Ф ПК 
(6. 1 .2) и соотношением (6. 1 .3) для потока вероятности, который по предпо
ложению равен нулю на границе. Тогда, интегрируя по частям, в результате 
будем иметь 

� � дН(t) = 2 J 1 ( Pz(q, 1) ) дР2(q, 1) d = - 2 J 1 ( P2(q, t) ) дJ(q, t) d = 
дt Е n pst(q) дt q Е n pst(q) дq q 

q , q, 

� � 2 J д ( P2(q, t) ) 2 J P51(q) д ( P2(q, t) ) = Е J(q, t)дq 1n pst(q) 
dq = E J(q, t) P2(q, t) aq pst(q) 

dq = 
� � 

� � 
= 2 j JSt( )�( P2(q, t) )d _ _c_ 1 Q( ) [Pt(q)]2 [�( P2(q, t) ) ] 2d � О Е q дq pst(q) q 2 q P2(q, t) дq pst(q) q "" ' 

� � 
(6. 1 . 1 6) 

поскольку первый интеграл равен нулю, в чем нетрудно убедиться, используя 
условие pt = О и выполнив интегрирование по частям: 

� � � 
J pt( ) � ( P2(q, t) )d = - J d ( P2(q, t) ) дJSI(q) = J d ( P2(q, t) ) дP't(q) = 0 q дq pst(q) q q pst(q) дq q pst(q) дt · 
� q, � 

Следовательно, если внутри пространства состояний флуктуации нигде не 
обращаются в нуль, т. е. при Vq Е [q1 ,  q2 ] выполняется неравенство Q(q) > О, 
ТО дH(t)jдt < О. 

Итак, функционал Н (t) строго положителен и убывает со временем. От
сюда вытекает, что Н (t) --" О  при t--"  оо, а так как Н (t) = О  в том и только в 
том случае, если P2(q, t) = pst(q) , мы приходим к равенству pst(q) = lim P2(q, t) . 

1---+00 
Другими словами, из факта существования функцианала Ляпунова следует 
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глобальная асимптотическая устойчивость стационарного состояния q'1 • Кро
ме того, можно показать (см., например, Стратонович, 1961), что если ста
ционарная плотность вероятности pst(q) существует и диффузионный про
цесс при t = О начинается с нее, то q(t) является эргодическим процессом. 
Это означает, что математическое ожидание E{<p(q)} стационарного диффу
зионного процесса q(t) может быть определено по наблюдению лишь одной 
произвольной траектории процесса - взятием средней по времени, 

E{<p(q)} = f <p(q)ps1(q)dq = }� � f <p{q(t) }dt. 

В этом случае произведение pst(q)dq равно доле времени, которое произ
вольная траектория диффузионного процесса проводит в бесконечно малой 
окрестности состояния q (Horstheтke, Lefever, 1984) . 

Аддитивный шум турбулентного хаоса 
Если шум хаоса аддитивный, т. е. Q(q) = const, то вероятностный потен

циал Ф(q) и детерминированный потенциал V(q) совпадают с точностью до 
несущеетвенной постоянной. В этом случае из уравнения (6. 1 .8) 

t:2Q · дpsi(q)jдq - 2Ka(q)ps1(q) = 0 
следует, что экстремумы qext стационарной плотности вероятности, определя-
емые из условия 

дps1(q)fдq = о , 

совпадают со стационарными решениями 
дq" дt = Ka(qst) = О  

(6. 1 . 1 7) 

(6. 1 . 1 8) 

детерминированного уравнения (6. 1 .5) , отвечающего вырожденному случаю 
(с2 � О) отсутствия влияния на стохастический процесс q(t) естественного шу
ма турбулентного хаоса. Таким образом, детерминированные стационарные 
состояния q'1 (напомним, что образом стационарного состояния в простран
стве конфигураций служит особая точка определенного типа- центр, устой
чивый фокус, седло, неустойчивый узел и т. п.) определяются либо нулями 
функции Ka(q51) (соответственно экстремумами детерминированного потен
циала V(q)) ,  либо экстремумами qext стационарной плотности вероятности pst(q) . 

В детерминированном случае (т. е. для вырожденной турбулентности, с2 = О) 
неравновесный фазовый переход происходит в точке, в которой претерпе
вает качественные изменения потенциал V(q) , например изменяется число 
локальных экстремумов. Простейший способ исследования такой возможно
сти состоит в проверке устойчивости состояния q'k1 относительно малых воз
мущений бqk . При анализе по первому приближению на асимптотическую 
устойчивость ( lim q(q0, t) = q'k1) изолированного стационарного состояния q'k1 , 

t-->00 

временная эволюция возмущения бqk задается решением уравнения 
дбqk/дt = -д2 V(q)jдqдqlq=r!fбqk , 

полученного путем отбрасывания нелинейных членов разложения в ряд Тейлора 
правой части уравнения (6. 1 .5) . Решения этого уравнения бqk(t) = Ak exp(wkt) (где 
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illk = -д2 V(q)jдqдq\ -ks' - нормальная мода) могут обладать более низкой симметри
q- k 

ей, чем исходное стационарное состояние q%1 , причем устойчивые стационарные 
состояния, для которых д2 V ( q) j дqдq\ -"'' > О, соответствуют максимумам функ

q-чk 
ции P'1(q) , а неустойчивые стационарные состояния (д2 V(q)jдqдq\ --·" < О) -

q-чk 
минимумам pst (q) . Следовательно, качественное изменение стационарного со
стояния однозначно отражается на экстремумах плотности вероятности. Как 
уже отмечалось выше, в детерминированном случае стационарная плотность 
вероятности pst(q) состоит из дельтообразных пиков, сосредоточенных на ста
ционарных состояниях. В стохастическом случае аддитивный шум хаоса, по 
аналогии с молекулярными флуктуациями, также приводит к некоторому (в 
зависимости от интенсивности с2) размыванию функции распределения плот
ности вероятности P81 (q) в окрестности точки q�in ' соответствующей миниму
му потенциала V(q). Тем не менее можно ожидать, что плотность вероятности 
перехода достигает максимума именно в этой точке, pst(if�in) > pst(q). Если су
ществует более чем один минимум потенциала V(q), то имеется многомодоная 
плотность вероятности P'1(q) с вершинами, соответствующими различным ло
кальным минимумам детерминированного потенциала; при этом наибольший 
максимум функции и положение самой глубокой ямы потенциала V(q) не 
смещены относительно друг друга. При t -7 оо система посетит все минимумы 
потенциала V(q), причем бесконечное число раз. Таким образом, число и по
ложение экстремумов плотности вероятности P1(q) в стохастическом случае и 
потенциала V(q) в детерминированном случае являются наиболее характерны
ми отличительными особенностями стационарного поведения системы, т. е. 
экстремумы, соответствующие макроскопическим фазам системы, являются 
до известной степени индикаторами перехода - параметрами порядка. 

Подчеркнем еще раз, что аддитивный шум не изменяет качественно ста
ционарное поведение системы. Экстремумы плотности вероятности всегда 
совпадают с детерминированными стационарными состояниями независимо 
от интенсивности белого шума. Поэтому в случае аддитивного шума, для того 
чтобы решить, например, для какого из локально устойчивых состояний нера
венство P'l(q�in) > P81(q) выполняется при Vq 1= q�in ' вполне достаточно анализа 
на основе лишь детерминированного описания хаоса. Воздействие естествен
ного шума турбулентного хаоса на эволюцию многомерного диффузионного 
марковекого процесса q(t) проанализировано в работе (Колесниченко, 2004) . 

Мультипликативный шум 

Для менее идеализированного (более приближенного к реальности) мультипли
кативного шума турбулентного хаоса, флуктуации которого зависят от эволюции 
случайного процесса q(t) (т. е. Q(q) 1= const) , требуется уже некоторая модифи
кация соответствия между макроскопическими стационарными состояниями 
qst и экстремумами qext стационарной плотности вероятности pst(q). Экстрему
мы функции P81(q) могут быть найдены в этом случае из условия [см. (6. 1 . 1 1 ) ]  

с2 • � д"jQ(q) 1 h(qext' Е) =  K(qext) - 2 У Q(qext)-д-q - _ 
= О. 

q-qext 
(6. 1 . 1 9) 
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Уравнение ( 6. 1 . 19) является основным для анализа влияния мультипликатив
ного шума хаоса на стационарное поведение рассматриваемой стохастической 
системы (6. 1 . 1 ) .  Первый член этого уравнения, если его положить равным 
нулю, соответствует уравнению ( 6. 1 . 18 )  для детерминированных стационар
ных состояний, а второй член - описывает воздействие мультипликативного 
шума. Таким образом, величина интенсивности с2 естественного шума турбу
лентного хаоса оказывается важным параметром системы. 

Стационарная плотность вероятности имеет максимум при дh(q)jдqlq=q,x, < О  
и минимум при дh(q)jдql _ > О. Множество точек в пространстве конфигу-q-qехt 
раций, для которых дh(q)jдqlq=q"" = О, соответствует структурно-неустойчивым 
ситуациям (которые называют Р-бифуркациями). Благодаря Р-бифуркациям 
нарушается соответствие между аттракторами детерминированной системы и 
максимумами стационарной плотности вероятности. Если величина с2 мала, 
то корни уравнения (6. 1 . 19) ни по числу, ни по положению не отличаются 
от детерминированных стационарных состояний. Но если интенсивность с2 
шума достаточно велика, то экстремумы плотности вероятности pst(q) и по 
числу, и по положению могут сушественно отличаться от детерминированно
го стационарного состояния. А это означает, что (в отличие от аддитивного 
шума) мультипликативный шум не только оказывает дезорганизующее воз
действие на систему, но может стабилизировать новые макроскопические 
состояния и вызывать новые неравновесные фазовые переходы, не прогно
зируемые в рамках детерминированного хаоса. 

6.1.3. Феноменология мелкомасштабной турбулентности 

Проанализируем специфические особенности переходов, индуцирован
ных мультипликативным шумом турбулентного хаоса, в случае распределения 
флуктуирующих параметров q в стационарном состоянии хаоса по логнор
мальному закону. 

В основу макроскопической модели собственно турбулентного хаоса, свя
занного со стохастическим мелкомасштабным пульсационным движением за
вихренной жидкости, могут быть положены основные идеи каскадной теории 
Колмогорова (1941) мелкомасштабной вихревой турбулентности, которая по 
этой причине заслуживает здесь краткого обзора. В случае турбулизованной 
жидкости, рассматриваемой как сплошная среда, мелкомасштабная структура 
турбулентности определяется, согласно этой теории, каскадным характером 
передачи энергии по спектру вихрей различных пространственно-временных 
масштабов через инерционный интервал от энергетического к вязкому ин
тервалу, где и происходит ее диссипация в тепло. Мелкие вихри получают 
энергию в результате последовательного дробления крупных вихрей при ро
сте управляющего параметра- числа Рейнольдса Re = Lu0jv, соответствую
щего крупномасштабным движениям в потоке (L - интегральный масштаб 
турбулентности, u0 - характерная скорость течения, v - кинематическая мо
лекулярная вязкость) . При этом, происходит непрерывное перераспределение 
удельной кинетической энергии несушего потока ("' и6! L) от крупномасштаб-
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ных вихрей к более мелким вплоть до самых мелких с характерным размером 
порядка внутреннего масштаба турбулентности 11 ""  (v3 jE) 114, который характе
ризует влияние вязких эффектов на структуру мелкомасштабной турбулентно
сти. Важно ясно себе представлять, что в пределе больших чисел Рейнольдса 
Re, несмотря на анизотропность, неоднородность и нестационарность осред
ненного течения, случайный характер дробления вихрей и хаотичность пере
дачи их энергии по каскаду вниз приводят к тому, что стохастический режим 
турбулентных флуктуаций в границах пространствеино-временной области 
осреднения мгновенных гидродинамических уравнений является почти ло
кально изотропным- однородным, изотропным и квазистационарным. Дру
гими словами, он изменяется в зависимости лишь от числа Re, определяю
щего, в конечном счете, и само число каскадов в иерархии вихрей различных 
порядков. Заметим, что полной локальной изотропии из-за наличия мезомас
штабных когерентных структур, естественно, быть не может. 

Некоторые результаты теории Колмогорова 

Теория Колмогорова 1 941 года (К41) касается статистических свойств од
нородной и изотропной турбулентности при больших числах Рейнольдса. Со
гласно первой гипотезе подобия, статистический режим мелкомасштабной 
л окальна изотропной турбулентности на масштабах r � L однозначно опре
деляется тремя размерными параметрами: средней по ансамблю возможных 
реализаций течения среды скоростью диссипации энергии Е (ключевой харак
теристики локально изотропной турбулентности) , вязкостью v и самим мас
штабом r. Приведеиная выше оценка для диссипационного масштаба длины 
11 является следствием как раз этой гипотезы. В то же время в инерционном 
интервале (17 < r � L) не происходит заметного продуцирования и диссипации 
кинетической энергии, здесь устанавливается квазистационарный режим тур
булентности, который универсален и зависит только от величин Е и r (вторая 
гипотеза подобия Колмогорова) . 

Количественное описание мелкомасштабной локально изотропной турбу
лентности в инерционном интервале основано на использовании структурных 
функций 

(6. 1 .20) 
и их спектров (в силу изотропии течения структурные функции не зависят 
от направления отрезка r) . Из второй гипотезы подобия и предположения о 
том, что параметры турбулентности слабо меняются на расстояниях порядка 
r = lrl, если r < А �  L,  вытекает один из важнейших законов мелкомасштабных 
турбулентных движений (закон двух третей): в любом турбулентном течении 
с достаточно большим числом Рейнольдса Re средний квадрат разности ско
ростей в двух точках на расстоянии r друг от друга при не слишком малых, 
но и не слишком больших значениях r (сравнимых с гидродинамическим 
масштабом длины А соответствующего осредненного течения), должен быть 
пропорционален r2!3 : S2 (r) "" (Er)213 •  Этот закон в настоящее время хорошо 
подтвержден экспериментально для самых разнообразных турбулентных те
чений (см. Монин, Яглом, 1996). 
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Что касается структурных функций р-го порядка, то теория подобия Кол
могорова ( 1941) приводит к соотношению 

SP(r) � (Еr)Р!З , (6. 1 . 2 1 )  
которое, вообше говоря, не подтверждается экспериментально, в особенности 
для р » 1 ,  и является в лучшем случае их слабой оценкой. Недостаток гипотез 
подобия для локально изотропной турбулентности в их первоначальной фор
ме связан с суrnественным предположением о постоянстве притока энергии к 
мелкомасштабным возмуrnениям, лежащим в инерционном интервале, когда 
считалось, что параметр Колмогорова Е, точное определение которого 

E = E(r, t) = ; (ди;'/дrj + ди'/fдr)2 , 

является универсальной константой для заданного течения и характеризует 
поток энергии, прокачиваемый вдоль всего инерционного интервала до дис
сипативных масштабов. Однако в действительности Е не является постоян
ной, а представляет собой случайную величину, характеризуемую собствен
ной функцией распределения. Таким образом, экспериментальные измерения 
структурных функций относительно невысоких порядков подтвердили спра
ведливость уже упоминавшегося нами ранее «казанского» замечания Ландау -
локальные вариации скорости диссипации энергии нарушают колмогоров
ский сценарий однородной турбулентности (см. , например, Ландау, Лифшиц, 
1988; Frisch, 1995) . Это нарушение однородной турбулентности связано, в 
частности, с перемежаемостью потока, когда при сколь угодно больших чис
лах Рейнолццса турбулизованные области сосуШествуют с квазиламинарными. 

Логнормальная модель 
В связи с отмеченными выше затруднениями, представления Колмогорова 

( 1941) о случайном вихревом каскаде были уточнены Обуховым ( 1962) , кото
рый предложил отказаться от условия E(r, t) = const в области dr (с центром 
в точке r и характерным масштабом Л «  L) и для учета структуры поля дис
сипации энергии исходить из того, что статистические характеристики мел
комасштабных движений (например, структурные функции) определяются не 
теоретико-вероятностным средним значением E(r, t) случайной величины Е, а 
зависят от значений локальной диссипации E,(r, t) , осредненной по некото
рому объему Vy С характерНЫМ размерОМ r, малЫМ ПО сравнеНИЮ С ТИПИЧНЫМ 
масштабом неоднородности осредненного течения, r « Л. Соответствующая 
такому подходу турбулентность получила название локально-однородной. Ес
ли в качестве области осреднения, лежащей в пределах dr, выбрать шар ради
уса r (получаемые результаты слабо зависят от формы области осреднения) , то 

Е (r, t) = -4 3  3 J dr-2
1 v �(дu"(r + r*)/дr . + дu'.' (r + r*)/дr.)2 . (6. 1 .22) r :л:r � 1 ; ; 1 

lr'l<r i.j 
Используя параметр Е,, Колмогоров ( 1962) переформулировал первую и 

вторую гипотезы подобия (установив уточненные гипотезы, в которых посто
янная величина Е заменена на случайную величину Е,) и, кроме этого, допол
нил их еще и третьей гипотезой, постулирующей (при большом отношении 
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масштабов L :  r) логарифмически нормальное распределение плотности веро
ятности величины Er и линейность зависимости дисперсии а� Е, от ln(L/r) : 

(6 . 1 .23) 

ln m1n Е,
= -а� J2 + ln а, afn E, =jl ln( � )  + B(r, t), (6. 1 .24) 

где а� Е, -дисперсия случайной величины ln Er; m1n Е, = exp(ln Er) -медиана 
распределения случайной переменной ln Er; ЕУ = t'; jl - универсальный па
раметр (перемежаемости) ; B(r, t) - слагаемое, зависящее от характеристик 
осредненного (крупномасштабного) движения жидкости. В логнормальной 
модели коэффициент fl является подгоночным параметром, первоначальная 
оценка которого бьmа fl ""  0,5, а затем эта оценка понизилась до fl "" 0,2 (см. 
Anselmet et а/, 1984; Монин, Яглом, 1996). Подобное стационарное распре
деление плотности вероятности Wf1(E,) в уточненной теории Колмогорова 
(К62) может быть дополнительно оправдано тем обстоятельством, что мо
дель каскадного процесса последовательных дроблений турбулентных вихрей 
родственна процессу дробления пьmевых частиц, которому асимптотически 
отвечает логарифмически нормальное распределение по размерам. Кроме 
этого, имеются многочисленные экспериментальные подтверждения логнор
мального распределения вероятностей диссипации энергии или связанных 
с ней неотрицательных мелкомасштабных характеристик турбулентности в 
широком интервале умеренных значений аргумента. 

В ряде публикаций справедливость логнормального распределения для 
неотрицательных мелкомасштабных характеристик турбулентности подверг
нута сомнению, поскольку она предполагает, в частности, появление сверх
звуковых скоростей при очень больших числах Рейнолqдса (Frisch, 1995) . В по
следние годы были сделаны попытки описать случайные турбулентные поля 
с помощью других функций распределения, например логпуассоновских, ло
глеви и т. п. (см. , например, She, Leveque, 1994; Dubrulle, 1994). Однако вполне 
окончательного ответа на вопрос о истинных законах распределения вероят
ности величин типа Е, в турбулентных потоках все еще не получено. В связи 
с этим представляется естественным использовать в данном подходе в каче
стве первоначального щага предположение Колмогорова о логнормальности 
распределения для Er. Основательный обзор соответствующих работ приве
ден, например, в монографии (Монин, Яглом, 1996), к которой и отсылаем 
интересующегося читателя. 

Часто предполагают, что формула (6. 1 .23) дает плотность распределения 
вероятностей осредненной диссипации и в случае, если r ""  YJ (Frenkiel, Kleba
noff, 1975) . Это допущение позволяет, при использовании известной формулы 
YJ = LRe-314 , выражающей диссипативный масштаб турбулентности через ма
кропараметры турбулентности (см. Монин, Яглом, 1996) , связать дисперсию 
afn Е, с логарифмом числа Рейнолqдса: 

afn Е, � О, 75jl ln Re + B(r, t) . (6. 1 .24*) 
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Распределение (6. 1 .23) позволяет рассчитать важные статистические ха
рактеристики стационарной мелкомасштабной турбулентности, в частности, 
моменты скорости диссипации Ef: 

00 

Ef = J � W1 (E,)dE, = (Е,:)Р ехр [ + р(р - al)afn e
,
] =FP(r, t)(c)P(rj L)-Jip(p- I )/2 (6. 1 .25) 

о 
(коэффициенты F/r, t) зависят от макроструктуры турбулентного течения). 
Отсюда следует простой физический смысл коэффициента перемежаемости 
jl - с точностью до знака это показатель степени r для момента второго по
рядка поля диссипации энергии. Используя (6. 1 .25), можно получить уточ-
ненное выражение для структурной функции S/r) ,...., ЕР/3 · rP13 р-го порядка: 

S/r) ,...., F/r, t)(f:)P!З(r/ L)PP(3-P>!1 8(r)P!3, (6. 1 .26) 
которое, например в случае р = 2, оказывается близким к пределам точно
сти имеющихся экспериментальных данных, а в применении к структурным 
функциям высших порядков сильно отличается от зависимости, предсказыва
емой первоначальной теорией Колмогорова для локально изотропной турбу
лентности (но в то же время неплохо согласуется с имеющимися эксперимен-
тальными данными) . Формула S/r) ,...., ЕР/3 · rP13 обобщает формулу (6. 1 .2 1 )  в 
том смысле, что теперь в правой части стоит не постоянная величина Е в сте
пени р/3, а статистический момент порядка р/3 , характеризующий структуру 
случайного поля диссипации энергии на соответствующих масштабах r. Ана
логичным образом была поправлена теория локальной структуры пульсацион
ных полей температуры, плотности и концентрации химически активной при
меси, перемешиваемых турбулентностью (см . , например, Монин, Яглом, 1996). 

Есть еще одна немаловажная причина, по которой удобно использовать 
(в качестве внутреннего параметра) флуктуирующую локально осредненную 
диссипацию Е, при феноменологическом описании турбулентного хаоса в 
рамках двухуровневой макроскопической модели структурированной турбу
лентности, учитывающей процессы самоорганизации. Она связана, в част
ности, с тем, что первоначальная теория каскада (K4l) , подразумевающая 
равномерное заполнение физического пространства вихрями каждого мас
штаба, не пригодна для этой цели, поскольку не рассматривает в явном виде 
какие-либо когерентные образования (например, такие как вихревые спи
рали, вихревые нити, стрики, берстинги и т. п.), в которых и происходит 
наиболее интенсивная вязкая диссипация энергии (параметр Колмогорова с 
в этой теории является постоянной величиной). Между тем, любая адекват
ная теория турбулентности, как показали эксперименты (см. , например, Crow, 
Champagne, 1971; Brown, Roshko, 1974; Хлопков, Жаров, Горелов, 2002) , обязана 
принимать во внимание существование вихревых диссипативных КС, а также 
неравномерность их nространствеино-временного распределения в пульсиру
ющем потоке. Кроме этого, с хаотическим характером передачи кинетической 
энергии по каскаду вихрей связано присущее турбулентному течению явле
ние гидродинамической перемежаемости, при которой области, занятые так 
называемыми турбулентными пятнами (где наблюдаются интенсивные пуль-
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сации градиентов скорости, Е, >  0), тесно переплетаются с областями со слабо 
турбулизованной или полностью безвихревой жидкостью (в которых такие 
пульсации практически отсутствуют, Е,= congO).  Другими словами, в разви
тых турбулентных полях образуется многомасштабная система ( фрактальное 
множество) взаимодействующих активных и пассивных областей с различ
ными законами масштабного подобия (скейлинга) . Как известно, мульти
фрактальность может быть определена и измерена в терминах флуктуаций 
локальной диссипации (см. Frisch, 1995) . Таким образом, диссипация энергии 
е,, или родственные ей величины (квадратичные по градиентам скорости) , 
могут служить как важной характеристикой структурирования турбулентного 
потока, так и индикатором перемежаемости. 

6.1.4. Модельные стохастические дифференциальные уравнения 
и уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова 
для скорости диссипации турбулентной энергии 

В связи со сказанным представляется достаточно рациональным исполь
зовать в качестве единой флуктуирующей координаты турбулентного хаоса 
локально осредненную скорость диссипации турбулентной энергии, q = е, > О, 
что далее и предполагается. В этом случае, используя формулу (6. 1 .23) для 
стационарного распределения величины е, и вводя обозначение а =  N {iia1n q' 
можно конкретизировать выражения для вероятностного потенциала (6. 1 . 12) 
и коэффициентов диффузии и сноса в уравнении (6. 1 .2). В результате будем 
иметь: q 

Е2 . r;:v::;: J К (Х) Е2 Ф(q) = 2 ln у Q(q) - Q(x) dx = - 2 ln(Pt(q)/ N) = 

= Е2
2 ln(aq) + -21 ln2 (-q- ) , (6. 1 .27) а mln q 

Q(q) = a2q2 , K(q) = -aq ln( m: q 
) , K(q, e) = -aq[ln( m:

q 
) - a12n q] ' (6. 1 .28) 

где 
(6. 1 .29) 

Следовательно, в основу эволюционного описания марковекого диффузион
ного процесса q(t) = e,(t), моделирующего стохастическое поведение подси
стемы турбулентного хаоса с мультипликативным шумом ( Q(q) = a2q2) , могут 
быть положены СДУ 

дq(t) = -aq(t) ln( _gJ!)_) + eaq(t) · �(t) , дt mln q 
(6. 1 .30) 

которые мы будем интерпретировать в смысле Стратоновича, и соответствую
щее ему уравнение ФПК для плотности вероятности перехода Р2 = P2 (q0 1 q, t) 
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Описание в единых терминах моделей К41 и Кб2 

Вернемся теперь к нашей основной задаче - исследованию механизма си
нергетического рождения КС в пространстве внутренних координат (в ре
зультате существенного изменения числа Рейнольдса), связанного с явлением 
неравновесных фазовых переходов, индуцированных шумом турбулентного 
хаоса. Как уже отмечалось, некогерентная (мелкозернистая) составляющая 
хаоса, возникающая в результате последовательного каскада большого чис
ла пространствеиных и временных бифуркаций в конце концов оказывается 
устроенной настолько сложным образом, что для характеристики ее статисти
ческих свойств (в инерционном и диссипативном интервалах) можно исполь
зовать концепцию теории (К41) об однородной и изотропной турбулентности 
при постоянстве параметра Колмогорова е. Вместе с тем, с целью исследова
ния возможных процессов самоорганизации в системе (т. е. возникновения 
мезомасштабных вихревых КС в реальном турбулизованном течении) необ
ходимо, как было показано, отступить от подобной высокой симметрии и 
ввести в рассмотрение случайную скорость диссипации cr, флуктуации кото
рой нарушают колмогоровекий сценарий однородной турбулентности. 

Для того чтобы мы имели возможность описывать локально изотропное 
состояние (фоновое детерминированное состояние) турбулентного хаоса и 
механизмы его структурирования в единых терминах, условимся считать да
лее, что в детерминированном случае состояние хаоса описывается вырожден
ной случайной величиной er = const, которая характеризуется своим распреде
лением вероятности. Казалось бы, о каком <<распределению> может идти речь, 
если допустимых значений всего одно, т. е. исследуемая переменная - кон
станта. Тем не менее подобное распределение можно интерпретировать как 
предел непрерывного распределения, когда область существования функции 
плотности P(cr) стягивается в единственную точку er, т. е. 

при cr = Er 
при cr "1- Т,:, 

(6. 1 . 32) 

и при этом под случайной переменной понимается такая величина, которая 
почти всегда равна значению er. Для вырожденнога распределения (6. 1 .32) 
имеют место соотношения M(cr) = er, D(cr) = О (Бостанджиян, 2000). Спра
ведливо и обратное: если дисперсия какого-либо распределения с конечным 
средним равна нулю, то оно может быть только вырожденным. Таким обра
зом, в детерминированном случае стационарная <<плотность вероятностИ>> со
стоит из дельтообразных пиков, сосредоточенных на стационарном состоянии 
er. Заметим, что логарифмически нормальное распределение (6. 1 .23) стремит
ся при 

17
fn E � О к вырожденному распределению (6. 1 .32) с дисперсией D(cr) = О  

и средним' М(с) = exp(ln m1n Е ) =  ln cr. 
Определим теперь коэффИциент а в уравнениях (6. 1 .30) и (6. 1 .3 1 ). Исполь

зуя формулы (6. 1 .24*) и (6. 1 .29), получим соотношение 
2 

-
1 2 _  з 1 R В 

17\n E, - 2
ас - 411 n е + ' 

которое в частном случае вырожденной турбулентности (17
fn Е, � О, Re = Redet) 
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позволяет записать универсальное слагаемое В (зависящее от характеристик 
3 крупномасштабного движения) в виде В =  - 4  J1 1n Redet . Здесь Redet - некото-

рое предельное значение числа Рейнольдса, при котором возможен не струк
турированный турбулентный хаос (фоновое состояние). Тогда для внешнего 
параметра а будем иметь 

3 а = 2llf1 1n( l  + у) ,  (6. 1 .33) 

где у = (Re - Redet)/Redet - показатель надкритичности. Таким образом, ко
эффициент а является управляющим параметром для уравнений (6. 1 . 30) и 
(6. 1 . 3 1 ) .  Специфика этих уравнений такова, что при некотором режиме осред
ненного движения (а > acrit) крупномасштабные флуктуации турбулентного 
хаоса могут достигать таких критических значений, при которых фазовые 
траектории случайного процесса q(t) скачком переходят на другой аттрактор. 
В результате происходит и определенная перестройка состояния подсисте
мы турбулентного хаоса, связанная, в частности, с образованием новых от
носительно устойчивых коллективных движений (мезомасштабных вихревых 
структур) , которая, в свою очередь, изменяет макроскопическое поведение 
турбулизованной жидкости в целом. 

6.1.5. Фазовые переходы, индуцированные мультипликативным шумом 
турбулентного хаоса 

Вырожденная турбулентность 

Проанализируем сначала вырожденный случай (0"1� ,, -f 0), когда интенсив
ность белого шума турбулентного хаоса чрезвычайно мала, т. е. Е2 -f О. В этом 
случае СДУ (6. 1 .30) сводится к следующему детерминированному уравнению 

д��) = -aq(t) [1n( q�) ) + af;"· ] � -aq(t) · ln( q�) ) , q(O) = q. (6. 1 .34) 

Как бьшо отмечено выше, изменения, происходящие в режиме осредненного 
движения жидкости, воздействуют на <<случайный» процесс q(t) через внеш
ний (управляющий) параметр а. Зависящее от времени решение детермини
рованного уравнения (6. 1 .34) можно найти в явном виде: q = q exp[exp(-at)] .  
Оrсюда следует, что макроскопический временной масштаб эволюции систе
мы к опорному состоянию (время жизни возможных возмущений) есть ве
личина порядка тturьo = 1/а. При а < О (т. е. при Re < Redet) уравнение (6. 1 .34) 
допускает единственное асимптотическое устойчивое стационарное решение 
q�1 = О  (об условиях устойчивости/неустойчивости стационарных состояний 
смотри текст ниже формулы (6. 1 . 1 8) ) , которое соответствует ламинарному 
режиму течения, обладающему наиболее высокой симметрией. В точке а = О 
(Re = Redet) время жизни флуктуаций в первом приближении стремится к бес
конечности, решение q[1 = О становится неустойчивым и претерпевает бифур
кацию, т. е. происходит фазовый переход, поскольку при а >  О (Re > Redet) ста
ционарная точка q[1 = О  становится неустойчивой, но возникает новое устой
чивое стационарное состояние q�1 = q) . Следовательно, значение а = О является 
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бифуркационным значением параметра: величина q скачком переходит с ниж
ней ветви стационарных состояний на верхнюю ветвь стационарных состоя
ний qs.} = q. Таким образом, детерминированная система (6. 1 .34) претерпевает 
равновесный фазовый переход первого рода, что соответствует спонтанному 
возникновению (при Re = Redet) некогерентной фоновой (однородной изо
тропной) турбулентности - течению, в котором с ростом числа Рейнольдса 
вдали от границ появляется тенденция к восстановлению в статистическом 
смысле всех симметрий. 

Критические точки, индуцированные шумом 

Приступим теперь к исследованию стационарного поведения стохастиче
ской системы при шуме хаоса произвольной интенсивности Е2 . Будем пред
полагать, что флуктуации реального турбулентного хаоса, воздействующие на 
систему, протекают быстро по сравнению с величиной тмакро = 1 /а. Это поз
воляет перейти к пределу белого шума и моделировать истинно случайный 
процесс q(t) с помощью СДУ (6. 1 .30) и соответствующего ему уравнения ФПК 
(6. 1 .3 1 ) .  Отметим, что стационарное решение (6. 1 .23) уравнения (6. 1 .3 1 )  су
ществует в том и только том случае, если а >  О. Пространство состояний, 
которым должен быть ограничен процесс q(t) ,  представляет собой неотрица
тельную вещественную полупрямую. С физической точки зрения уравнения 
(6. 1 .30) и (6. 1 .3 1 ) вряд ли справедливы при произвольно больших значени
ях q. Поэтому правильней было бы ограничить пространство состояний q 
интервалом [0, qmax] ,  где qmax - наибольшая локальная диссипация, которая 
физически возможна в системе. Однако подобная процедура не нужна, по
скольку стационарная плотность вероятности экспоненциально уменьшается 
при q ---+ оо, т. е. переход к большим значениям q с физической точки зрения 
совершенно безопасен. 

Из выражения (6 . 1 .6) видно, что границы процесса (q1 = 0 и q2
= oo) будут 

естественны, если при f3 > О  ([3- точка вблизи границы, нижней или верхней) 

/3 /3 (...!.. - 2 1� с, ) 
L1 (0) =J cp(x)dx = C J x 2 с а exp[ e;a 1n2 x]dx = oo , /ЗЕ (О, оо) (6. 1 .35) 

и 
о о 

00 00 (...!.. -�) 
L 1 (oo) = J cp(x)dx = C  J х 2 а ехр ( е�а ln2 x]dx = OO .  

о о 
(6. 1 .36) 

Условие (6. 1 .36) всегда выполняется, т. е. бесконечность является естествен
ной границей при всех значениях а и Е. Из соотношения (6. 1 .35) следует, 
что нуль- естественная граница, если только а >  О, что совпадает с услови
ем существования стационарной плотности вероятности (6. 1 .23) (при а >  О и 
afn q > 0). С другой стороны, при а < О  из (6. 1 .7) и (6. 1 .35) следует, что L 1 (0) < оо 
и L2(0) = оо, т. е. нуль - притягивающая граница. Кроме того, следует иметь 
в виду, что нуль является не только граничной, но и стационарной точкой 
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случайного процесса q(t): при q = О снос и диффузия одновременно обраща
ются в нуль. Так как нуль притягивающая точка, то вся стационарная «масса>> 
вероятности должна быть сосредоточена в нуле. В терминах плотности веро
ятности это означает, что P1(q) = b(q) ,  при а < О [см. формулу (6. 1 .32)] . 

Как бьшо отмечено ранее, число и положение экстремумов стационар
ной плотности вероятности Pl(q) в стохастическом случае являются наиболее 
характерными отличительными особенностями стационарного поведения си
стемы, т. е. могут являться параметрами порядка для неравновесных фазовых 
переходов. В нашей модели экстремумы плотности вероятности P51(q) совпа
дают с нулями уравнения (6. 1 . 1 9) 

h(q, е) = -aq(t) 1n ( q�) ) - � e2a2q(t) = О , (6. 1 . 37) 

т. е. с 
(6. 1 .38) 

и 
(6. 1 .39) 

(второй корень существует при условии а >  0). Точки в пространстве конфи
гураций, для которых 

дh(q, E)jдqlq=q = -а 1n(qextfq) - а - (3/4)е2а2 = О , ext 
соответствуют структурно-неустойчивым ситуациям, когда возможны фазовые 
переходы. Так как дh(q, e)jдqlq=(q.x, >2 = -а всегда меньше нуля, то в точке (qext)2 
стационарная плотность вероятности достигает своего максимума, 

pst(q) = ( 1/V2Лqa1nq) ехр(ае2/2) ; 

производная 
дh(q, cp)jдqlq=(qext> I = -а 1n[(qext )l jq] - а - (3/4)е2а2 

и, следовательно, корень (qext) 1 будет максимумом только при а < О (когда 
дh(q)jдql =(q ) < 0). Отсюда следует, что при переходе параметра а через нуль q ext 1 
слева направо устойчивый фокус (qex1) 1 становится неустойчивым, и система 
переходит на новый стационарный режим (qext)2 , т. е. во флуктуирующем тур
булентном хаосе в отличие от детерминированного случая имеется две точки 
перехода. Переход при а = О (Re = Redet) обусловлен прирадой границы в нуле. 

Суммируя вышесказанное можно утверждать, что плотность вероятности 
характеризуется следующими особенностями: 

• Если а < О (Re < Redet) ,  то стационарная точка (qext) 1 = 0 (соответствую
щая ламинарному режиму течения) устойчива. 

• В точке а = О (Re = Redet) стационарная точка (qext) 1  = О становится 
неустойчивой, происходит фазовый переход, обусловленный прирадой гра
ницы в нуле. 

• При а = О возникает новое устойчивое стационарное решение if21 = q, со
ответствующее некогерентной (фоновой) турбулентности, параметр q скачком 



§ 6. 1 .  Роль неравновесных фазовых переходов в структурировании турбулентности 381 

переходит с нижней ветви стационарных состояний q]1 = О на верхнюю ветвь 
стационарных состояний q21 = q. Логарифмически нормальное распределение 
(6. 1 .23) обращается при этом в вырожденное распределение (6. 1 .32) с дис
персией D( q) = О и средним М ( q) = q. Хотя стационарное состояние q21 = q не 
является в присутствии шума устойчивым состоянием, оно все же остается 
наиболее вероятным значением. В пекотором смысле о-функция (6. 1 .32) на
чинает расплываться вправо, когда а минует эту точку перехода. 

• Если параметр а становится больше нуля (т. е. при Re > Redet) ,  то харак
тер распределения (6. 1 .32) резко изменяется, возникает новая ветвь стацио
нарных состояний 

смещенная относительно детерминированного случая (qex1)2 = q. 
Как видим, мультипликативный шум хаоса, индуцируя неравновесный фа

зовый переход, приводит к сдвигу детерминированной точки перехода к тур
булентности. Этот переход соответствует ситуациям, в которых система более 
не приспосабливает свое макроскопическое поведение к средним свойствам 
среды (как это имеет место в детерминированном случае), а реагирует на из
менение параметра Re более определенным и активным образом. Случайная 
величина (6. 1 .39), определяющая стационарное состояние системы в стоха
стическом случае, качественно отличается от вырожденной случайной вели
чины (qext)2 = q, соответствующей фоновой турбулентности. Таким образом, 
здесь мы имеем нетривиальный истинно шумовой эффект: шум, когда его 
интенсивность возрастает, понижает порог перехода стохастической системы 
в истинно стационарное состояние. 

6.1.6. Анализ математической модели Ферхюльста для диссипации 
турбулентной энергии 

С целью более детального рассмотрения индуцированных шумом перехо
дов в окрестности среднего состояния q, обратимся теперь к известной модели 
Ферхюльста, детерминированный (вырожденный) вариант которой имеет вид 

дq(t)jдt = Aq(t) - q2(t) (6. 1 .40) 

(здесь 'v't q(t) E [О; оо); А - управляющий параметр) (см. Horsthemke, Malek Mansour, 
1976). Эта модель предназначалась первоначально для описания роста био
логической популяции, но со временем нашла применение во многих весьма 
различных областях науки. При А <  О уравнение (6. 1 .40) допускает единствен
ное асимптотическое устойчивое решение q51 = О, которое соответствует ре
жиму, обладающему самой высокой, совместимой с наложенными на систему 
связями симметрией. В точке А =  О решение q51 = О становится неустойчивым и 
претерпевает бифуркацию: от него непрерывным (но не дифференцируемым) 
образом отделяется новая ветвь стационарных состояний q51 = А. Таким обра
зом, детерминированная система претерпевает равновесный фазовый пере-
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ход второго рода, что соответствует возникновению равновесной когерентной 
структуры с более низкой симметрией. 

Покажем, как эту модель можно использовать в нашем случае, когда флук
туации скорости диссипации энергии &, = с, - с, малы по сравнению с ее 
средним значением, &,/Е, 4:: 1 .  Применяя формулы (6. 1 .23) и (6. 1 .29), преоб
разуем выражения (6. 1 .28) для коэффициентов сноса следующим образом: 

и 

( q ш2 ) а [-( ш:2 ) 2] 
а 2) K(q) = -aq ln q + -4- ""' q q 1 - -4- q- q  = q (Aq - q  

K(q, c) = K(q) + +a2c2q ""'  � (Aq - q2 + +ac2qq
)
. 

(6. 1 .4 1 ) 

(6. 1 .42) 

Здесь использовано разложение в ряд логарифмической функции 1n(qjq) в 
окрестности среднего значения q: ln(qjq) ""'!:щjq = - 1  + qjq и введен следующий 
(внешний) параметр 

(6. 1 .43) 

описывающий воздействие подсистемы осредненного движения на случайный 
процесс q(t). Тогда, с помощью преобразования подобия по времени t' = tajq 
и применения обозначений с' = yaqc и ;' (t) = yq}a;(t), уравнения (6. 1 .30) и 
(6. 1 . 3 1 )  приводятся к следуюшему стандартному виду стохастической системы 
Ферхюльста 

д��t) = :1q(t) - q2(t) + с' q(t) · ;' (t) , 

д д { [ 2 El2 ] } Е12 д2 2 дtP2 (q, t) = -aq :1q - q  + -2-q P2(q, t) + -2- дq2 [q P2(q, t)] .  

(6. 1 .44) 

(6.1 .45) 

Стационарное решение pst(q) уравнения (6. 1 .45) определяется выражением 

(6. 1 .46) 

где 
N-1 = (2/с'2)-2(Л/е2 )Г(2:1/с'2) , 

а Г(х) - гамма-функция. Отсюда видно, что стационарное решение существу
ет (т. е. величина psf(q) интегрируема на интервале [0, оо)) в том и только 
том случае, если 2:1jc'2 > О, т. е. если А >  О. Кроме этого, следует иметь в виду, 
что нуль (q = О) является не только граничной, но и стационарной точкой, 
поэтому вся стационарная <<масса>> вероятности должна быть сосредоточена в 
нуле. 

В модели Ферхюльста экстремумы плотности вероятности pst(q) совпадают 
с нулями уравнения 

(6. 1 .47) 
т. е. с 

(6. 1 .48) 



§ 6 . 1 . Роль неравновесных фазовых переходов в структурировании турбулентности 383 

(второй корень существует при условии Л >  с'2 /2) .  Точки в пространстве кон
фигураций, для которых 

дh(q)jдqlq=q = Л - 2qext - с'2 /2 = О, ext 
соответствуют структурно-неустойчивым ситуациям, когда возможны фазовые 
переходы. Так как дh(q)jдqlq=(qex,)2 = -Л + с'2 /2 всегда меньше нуля, то корень 
(qext)2 есть максимум стационарной плотности вероятности pst(q) ;  производ
ная дh(q)jдqlq=(q,x,) I = Лс'2/2 и, следовательно, корень (qext) 1 будет максимумом 
только при О < Л <  с'2/2 (когда дh(q)jдqlq=(q,x,) I < 0) . Отсюда следует, что во флук
туирующем турбулентном хаосе (в рамках модели Ферхюльста) в отличие от 
детерминированного случая имеется две точки перехода. Можно утверждать 
следующее: 

1 )  если Л < О (при этом а >  4jc2) ,  то стационарная точка нуль устойчива; 
2) в точке Л =  О (когда а =  4jc2) происходит переход, так как при Л >  О ста

ционарная точка (qext) 1 = О становится неустойчивой и возникает новая под
лино стационарная плотность вероятности; 

3) в нуле стационарная плотность вероятности обращается в бесконеч
ность, если О < Л < с'2 /2 (или 4jc2 > a4j3c2), т. е. сохраняет часть свойств 
б-функции; 

4) если параметр Л становится больше, чем с'2 /2 (а < 4j3c2) ,  то характер 
распределения плотности снова резко меняется, т. е. Л =  с'2 /2 (а = 4/Зс2) вторая 
точка перехода. 

Таким образом, переход в системе можно вызвать, поддерживая среднее 
состояние флуктуирующего хаоса, но увеличивая или уменьшая интенсив
ность шума в нем. 

Кратко суммируем основные результаты данного раздела. Введение в тер
модинамическое описание подсистемы турбулентного хаоса набора стоха
стических внутренних параметров, адекватно характеризующих внутреннюю 
структуру и временную эволюцию завихренной жидкости (включая ансамбль 
мезомасштабных КС) внутри физически бесконечно малого объема, дало воз
можность получить методами стохастической неравновесной термодинамики 
уравнения ФПК для функций распределения плотности вероятностей стати
стических характеристик вихревых образований в пространстве внутренних 
координат. Эти уравнения предназначены для анализа марковских диффузи
онных процессов перехода из одного стационарно-неравновесного состояния 
в пространстве внутренних координат в другое в результате последователь
ной потери устойчивости при некотором росте параметра надкритичности и 
выяснения того, как действительно выглядит плотность вероятности в окрест
ностях критических точек. 

Одновременно возможен альтернативный подход к исследованию бифур
кационных переходов подобного рода, основанный на стохастических урав
нениях ланжевеновского типа, статистически эквивалентных кинетическим 
уравнениям ФПК. На основе этого подхода продемонстрирована принципи
альная возможность самоорганизации потока, когда в процессе временной 
эволюции квазиравновесной вихревой подсистемы, вероятно генерирование 
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когерентных образований, связанное с эффектом «фазовых переходов» второ
го рода, индуцированных естественным шумом флуктуируюшего турбулент
ного хаоса. Показано, что если шум хаоса мультипликативен и его интенсив
ность достаточно велика, то экстремумы плотности вероятности, характеризу
ющей стационарное поведение стохастической системы, и по числу, и по по
ложению существенно отличаются от стационарных состояний, отвечающих 
детерминированному хаосу. Это означает, что мультипликативный шум тур
булентного хаоса не только оказывает дезорганизующее воздействие на систе
му определяющих внутренних параметров, но может также стабилизировать 
неустойчивые макроскопические состояния и вызывать новые неравновесные 
фазовые переходы, не прогнозируемые в рамках детерминированного подхода. 

§ 6.2. Возникновение структурированной турбулентности 
за счет механизма фазовой синхронизации 

Проанализируем теперь имеющуюся тенденцию к усложнению вихревой 
структуры реального турбулизованного течения и постараемся описать неко
торые механизмы, лежащие в ее основе. В п. 5 . 1  термадинамически бьшо 
показано, что самоорганизация, как возникновение и усложнение простран
ствеино-временных вихревых образований в первоначально симметричной 
диссипативной среде, свойственна также и нелинейной открытой подсистеме 
турбулентного хаоса. Устойчивые когерентные структуры в подсистеме хаоса 
могут возникать, в частности, в результате непрерывного перераспределения 
турбулентной энергии, поступающей в нее извне (т. е. от подсистемы осред
ненного движения) , как за счет процессов диссипации и турбулентно-диффу
зионного потока осредненной кинетической энергии турбулентных пульсаций, 
так и в результате порождения энергии мелкомасштабной турбулентности под 
воздействием сил плавучести и нелинейнога взаимодействия различных мел
комасштабных вихревых образований внутри самой этой подсистемы. 

Вместе с тем, термодинамический подход, к сожалению, не позволяет 
отыскать и количественно описать какие-либо физические механизмы укруп
нения диссипативных КС в вихревом континууме. Для нахождения подобного 
рода механизмов требуется привnекать к рассмотрению дополнительные сооб
ражения, используя, например, так называемые базовые математические мо
дели теории самоорганизации (см. Климонтович, 1990) . Простейшую модель 
такого рода можно получить, рассматривая турбулентный хаос как активную 
(возбудимую) среду, моделируемую, в свою очередь, распределенной системой 
взаимодействующих обобщенных генераторов Ван-дер-Поля, в которой вслед 
за вынужденным выходом из состояния покоя, после некоторого цикла пре
вращений, может скачком возбудиться сразу громадное число колебательных 
мод, что типично для развитой турбулентности. 

Из четырех известных сценариев турбулизации потока несжимаемой жид
кости, рассмотренных в гл. 1 ,  три из которых целиком относятся к начальному 
этапу возникновения турбулентности, коrда число возбужденных макроско-
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пических (коллективных) степеней свободы все еще невелико, в предьщу
щей главе мы придерживались в основном не устаревшего положения теории 
Ландау-Хопфа. Согласно этому сценарию, развитому более пяти десятилетий 
назад, генерирование турбулентности определяется возникновением цепочки 
последовательных неустойчивостей, каждая из которых сопровождается появ
лением новой частоты колебаний скорости потока. Становление режима раз
витой турбулентности при таком подходе можно истолковать как возбуждение 
чрезвычайно большого числа коллективных степеней свободы, причем после 
каждой нормальной бифуркации Андронова-Хопфа набор основных частот 
колебаний пополняется вновь образованной несоизмеримой частотой. Соот
ветственно этому, решение уравнений Навье-Стокса переходит (в фазовом 
пространстве) на новый тор, топологическая размерность которого совпадает 
с числом независимых частот, поток жидкости становится еще более нерегу
лярным, а при возбуждении огромного множества мод - турбулентным (что 
отвечает движению фазовой точки по многомерному тору - квазипериодиче
скому аттрактору). Таким образом, согласно теории Ландау-Хопфа, переход 
к режиму полностью развитой турбулентности осуществляется через чрезвы
чайно большой каскад бифуркаций, связанных с последовательным возбу
ждением иррационально связанных частот колебаний термогидродинамиче
ских параметров, т. е. ,  при таком сценарии турбулентное движение имеет 
квазипериодический характер и характеризуется, вообще говоря, дискретным 
спектром частот колебаний. 

Важно, однако, ясно представлять, что теория формирования гидроди
намической турбулентности Ландау-Хопфа оказывается верной лишь отча
сти, поскольку в реальности развитая турбулентность обладает непрерывным 
спектром колебаний, причем переход от дискретного спектра к непрерывному 
происходит скачкообразно. Кроме этого, подобного рода многочастотные ко
лебания, даже в присутствии флуктуаций, все же не являются хаотическими, 
поскольку сценарий Ландау-Хопфа не предполагает развития неустойчиво
сти и перемешивания в системе. Собственно, в связи с этим несоответствием 
истинному положению дел в ряде публикаций (собранных, например, в сб. 
<<Странные аттракторы>> , 1981) было показано, что для динамических дис
сипативных систем любой природы аттрактор в виде незамкнутой намотки 
на многомерном торе (являющийся в рамках модели Ландау-Хопфа образом 
турбулентности) структурно неустойчив, т. е. он разрушается при малых изме
нениях параметров системы. Как правило, цепочка нормальных бифуркаций 
Андронова-Хопфа обрывается уже после первых трех шагов. При этом либо 
незамкнутая намотка на трехмерном торе замыкается, превращаясь в пре
дельный цикл (эффект взаимной синхронизации мод) , либо тор разрушается, 
и в результате такого разрушения скачкообразно возникает странный аттрак
тор - многообразие со сложной топологией, на котором реализуется настоя
щий динамический хаос с континуумом частот, чувствительной зависимостью 
от начальных условий, перемешиванием и т. п. (см. Rиe/le, Takkens, 1971) . 

Вместе с тем, для объяснения скачкообразного возникновения структу
рированной турбулентности не обязательно привnекать теорию странных ат
тракторов (Рабинович, 1978; Ланда, 1983; Рабинович, Трубецков, 1984) . Дело 
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в том, что взаимодействие возбужденных колебательных мод в случае тур
булентности аналогично взаимодействию осцилляторов с жестким возбужде
нием, имеющих первоначально различные собственные частоты колебаний 
(или вращений). Из теории колебаний известно (см. , например, Боголюбов, 
Митропольский, 1963; Пиковский и др. ,  2003) , что возбужденный осциллятор, 
воздействуя на остальные недовозбужденные моды, может возбудить в них 
автоколебания на собственных частотах (аналогично явлению «асинхронно
го возбуждения»). Именно таким путем в стохастическом ансамбле взаим
но связанных осцилляторов Ван-дер-Поля может скачком возбудится сразу 
много колебательных мод, что свойственно развитой турбулентности ( «rазу» 
автоколебательных мод) . 

В данном параграфе соображения подобного рода будут использованы на
ми при синергетическом истолковании возможных механизмов, приводящих 
к структурированию турбулентности. В рамках разрабатываемой модели это 
означает, что в процессе временной эволюции (здесь мы также ограничимся 
для простоты рассмотрением только временного хаоса, т. е. будем предпола
гать полную идентичность вихревых движений во всех точках пространства) 
квазиравновесной подсистемы турбулентного хаоса, существует некий меха
низм укрупнения мелкомасштабных вихревых образований. Имеется в виду 
механизм, связанный с эффектом взаимной фазовой синхронизации (коге
рентности) некоторой совокупности мелкомасштабных колебательных мод с 
близкими частотами (стохастических автоколебаний внутренних координат) , 
т. е. с тенденцией образования частотных кластеров (точнее, промежуточных 
кластерных структур) , для которых распределение индивидуальных частот ко
лебаний может иметь несколько максимумов. 

Образование частотных кластеров характерно для активных сред, состо
ящих из осцилляторов не только с периодическим, но также и с хаотиче
ским поведением, о чем свидетельствуют результаты работ (Kиramoto, 1984; 
Pikovsky и др. ,  1996; Osipov и др. ,  1997). Возникший подобным образом ан
самбль промежуточных кластерных структур вносит иенулевой вклад в так 
называемое эффективное (амплитудно-фазовое) среднее поле хаоса, осцил
лирующее на некоторой характерной частоте. Среднее поле возникает из-за 
взаимодействия в ансамбле глобально связанных осцилляторов (см. Kиramoto, 
1984). В свою очередь, это эффективное поле, воздействующее на каждый 
вихревой кластер ансамбля, как некая внешняя сила (которая в зависимости 
от параметров модели может в общем случае захватить его частоту), приво
дит к росту отдельного синхронного кластера и дальнейшему росту компо
ненты среднего поля на определенной частоте. В результате такого сценария 
(известного как переход Курамото) увеличившалея компонента вынуждающей 
силы индуцирует последующую (дополнительную) синхронизацию в ансамбле 
и тем самым способствует образованию нескольких мезомасштабных вихре
вых кластеров (отвечающих когерентной составляющей турбулентного хаоса) , 
которые, в конечном счете, могут как слиться, так и сосуществовать вместе. 
Подчеркнем, что специфика подобной синхронизации автоколебаний состоит 
еще и в том, что она происходит в присутствии естественного пульсацион
ного шума (связанного, в частности, с <<тепловой>> структурой некогерентной 
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составляющей турбулентного хаоса), который стремится равномерно распре
делить фазы колебаний в ансамбле и тем самым уменьшить эффективность 
амплитудно-фазового среднего поля хаоса. Вполне допустимо, что для ре
ального турбулизованного течения столкновение этих противоположных тен
денций может привести при определенных условиях (зависящих, естественно, 
от характеристик среды и критических значений управляющих параметров) к 
возникновению мезомасштабных когерентных вихревых образований. Таким 
образом, процесс взаимной фазовой синхронизации некоторой совокупности 
хаотических автоколебаний, может рассматриваться как один из возможных 
механизмов самоорганизации взаимодействующих вихревых образований в 
открытой подсистеме турбулентного хаоса. 

В п. 6 . 1 основное внимание бьшо уделено анализу механизмов перехода 
из одного устойчивого стационарно-неравновесного состояния в другое, свя
занных с последовательной потерей устойчивости подсистемой турбулентного 
хаоса, далекого от полного хаоса термодинамического равновесия. Подобные 
переходы бьши описаны там как неравновесные фазовые переходы второ
го рода в вихревом континууме, в результате чего внутренние координаты в 
бифуркационных точках изменяются скачкообразно. Вместе с тем, в общем 
случае стационарные состояния при росте надкритичности могут сменяться 
не только стационарными, но и периодическими, квазипериодическими или 
непериодическими по времени движениями, с которыми, в конечном счете, и 
связано большое разнообразие пространствеино-временных структур течения 
жидкости. В настоящем параграфе обсуждается общая концепция синергети
ческого рождения мезомасштабных КС из турбулентного хаоса, связанная 
с явлением фазаво-частотной синхронизации автоколебаний той части вну
тренних координат, которая относится к когерентной составляющей хаоса, а 
также рассмотрены некоторые сценарии динамического влияния некогерент
ной составляющей (мелкозернистого флуктуационного поля) турбулентного 
хаоса на эволюцию мезомасштабных вихревых структур. 

Отрицательная вяжость 

Совершенно очевидно, что генерирование мезомасштабных КС из турбу
лентного хаоса связано, в конечном счете, с отрицательностью коэффици
ента турбулентной вязкости (см. Старр, 1971) , характеризующего не физиче
ские свойства природных сред, а статистические свойства их турбулентных 
движений. Если положительная турбулентная вязкость обычно сопровожда
ется преобразованием кинетической энергии крупномасштабного движения 
в энергию мелкомасштабных турбулентных пульсаций, то при наличии отри
цательной вязкости направление переноса энергии меняется: в этом случае 
более крупные вихревые образования турбулентного течения (например, ан
самбль мезомасштабных КС) получают кинетическую энергию от мелкомас
штабных нерегулярных возмущений. При этом гаснущая мелкомасштабная 
турбулентность (если она только не связана с мелкомасштабными вихрями 
набегающего потока) должна поддерживается какими-либо внутренними про
цессами, например систематическим преобразованием тепла в кинетическую 
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энергию в рамках отдельных мелкомасштабных вихрей (подобно тому, как 
это имеет место, например, для циклонов в земной атмосфере, получающих 
энергию за счет локальных притоков тепла). Кроме того, на обратный кас
кад передачи энергии может влиять анизотропия и спиральность мелкомас
штабной турбулентности, а также слабая сжимаемость среды (см. ,  например, 
Рабинович, Сущик, 1990) . В рамках развиваемого нами подхода к моделирова
нию структурированной турбулентности в термадинамически активных сре
дах, возможность реализации квазистационарных режимов течения с эффек
том отрицательной вязкости была показана в работе (Колесниченко, 2002; см. ,  
также гл. 8 ) . Реальными природными средами, в которых имеет место эффект 
отрицательной вязкости, являются, например, дифференциальные вращения 
дисков спиральных галактик и околозвездных дисков (в частности, вращение 
солнечного протопланетного облака), дифференциальное вращение солнеч
ной фотосферы и дифференциальное вращение атмосферы планеты (в част
ности, Юпитера) . Последнее является весьма существенным, в частности, для 
количественного объяснения некоторых особенностей общей циркуляции ат
мосферы Земли (например, поддержания глобальных струйных течений), а 
также для объяснения струйного характера океанологических течений типа 
Гольфетрима и Куросио. 

6.2. 1 .  Устойчивые предельные циклы и связанпая с ними синхронизация 
периодических автоколебаний (приближение фазовой динамики) 

Напомним теперь некоторые характерные свойства явления синхрониза
ции, которые будут полезны нам в дальнейшем. Полагая, что некоторая актив
ная среда из большого числа глобально связанных идентичных осцилляторов 
типа Ван-дер-Поля моделирует состояние когерентной составляющей вихре
вого хаоса, рассмотрим процессы вынужденной и взаимной синхронизации 
этих осцилляторов, включая влияние шума на эффект синхронизации. Син
хронизатор Ван-дер-Поля служит, как правило, базовой моделью для исследо
вания эффектов синхронизации, наблюдающихся как при действии внешней 
периодической силы (вынужденная синхронизация) , так и при взаимодей
ствии двух связанных осцилляторов (взаимная синхронизация). 

Рассмотрим сначала простейший случай вынужденной синхронизации устой
чивых периодических автоколебаний q"(t) = rf(t + т) осциллятора периодиче
ским силовым воздействием аК1 (q, t) = аК1 (q, t + т8) ,  в результате чего авто
номная частота осциллятора иi может подстроиться под частоту W8 = 2пjт8 
внешней силы (эффект захвата фазы колебаний). В нашем описании струк
турированной турбулентности данный случай может иметь отношение, на
пример, к процессу генерирования вихревой КС под воздействием внешнего 
периодического поля (например, внешней синусоидальной волной). Матема
тическим образом подобных вихревых образований в пространстве конфигу
раций являются, как уже неоднократно подчеркивалось, орбитальна асимпто
тически устойчивые предельные циклы - изолированные траектории, имею
щие конечную длину, и при движении по которым система возвращается в 
одну и ту же точку за конечное время. 
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Для простоты мы ограничимся рассмотрением слабой возмущающей силы 
[см. (5.2.8)] 

аК1 (q, t) =. -L(q) · дU(q, t)jдq, 

пропорциональной малому параметру а, который далее интерпретируется как 
амплитуда силы. Общий подход к изучению воздействия внешних периоди
ческих сил на нелинейные динамические системы с медленно меняющимися 
параметрами изложен, например, в монографии (Боголюбов, Митропольский, 
1963) . Под влиянием малой силы аК1 траектория движения q(t) выталкивает
ся с предельного цикла qc(t) , но из-за устойчивости цикла эта траектория все 
же остается в его малой окрестности. Другими словами, возмущения в попе
речном к циклу направлении (возмущения амплитуды колебаний) остаются 
малыми, в то время как возмущения фазы могут быть большими. Именно 
по этой причине можно в данном случае свести описание только к фазовой 
динамике. 

Предположим сначала, что эволюция внутренней координаты q(t) турбу
лентного хаоса описывается детерминированным уравнением (5.2.8),  которое 
перепишем здесь в виде 

(6.2. 1 ) 

Пусть невозмущенное (а = О) уравнение (6.2 . 1 )  имеет периодическую траекто
рию if(t) с периодом те. Хорошо известно (см. ,  например, Боголюбов, Митро
польский, 1963; Пикавекий и др. ,  2003) , что обычное определение дq>(t)/дt = wc 
фазы на предельном цикле if можно обобщить и на траектории, близкие к 
данному предельному циклу (здесь q = qc ( q>) - параметрически заданная ор
бита предельного цикла; q> - координата вдоль цикла, возрастающая на 2л 
при каждом обороте). Обыкновенно, для этого в его окрестности выбирается 
тонкая трубка L и в ней определяется скалярное поле q>(q) такое, что 

дср(q) = � дер дqт � � � К ( О) = с дt 1.... дq дt 1.... дq т q, (J) • 
т т т т 

(6.2.2) 

Рассмотрим теперь возмущенную (а # О) систему (6.2. 1 )  и, используя невоз
мущенное оnределение фазы, подставим (6.2 . 1 )  в (6.2.2). В результате с точно
стью до слагаемых, проnорциональных а2 , получим следующее базовое урав
нение для описания динамики фазы автоколебаний в присутствии малой пе
риодической внешней силы 

(6.2.3) 

где функция 

вычисляемая на предельном цикле, однозначно связана с фазой q>. 
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Медленная динамика фазы 

Так как функция f(ep, t) является 2л-периодической функцией ер и перио
дической функцией по отношению к t с периодом т8 , то ее можно разложить 
в двойной ряд Фурье /(ер, t) = L р1 k exp(ikep + ilill8t) . При отсутствии возмуше-

l,k , 

ния (при а = О) решение (6.2.3) имеет вид ep(t) = illct + ере ,  т. е. фаза вращает
ся равномерно с автономной невозмущенной частотой illc ; тогда разложение 
функции f(ep, t) в ряд в первом приближении по а 

/(ер, t) = L Pt,k exp(ikepc) ехр i(killc + Zill8)t, (6.2.4) 
/,k 

содержит быстро осциллирующие (по сравнению с временным масштабом 
1/а) члены, за исключением членов, удовлетворяющих резонансному условию 
killc + fill8 "" О. Быстро осциллирующие члены приводят к отклонениям вели
чины фазы порядка О(а), в то время как резонансные члены в ряде (6.2.4) 
могут приводить к большим (хотя и медленным в силу малости параметра 
а) изменениям фазы и по этой причине оказывают наиболее сушественное 
влияние на окончательный характер колебания. 

Можно показать (см. Боголюбов, Митропольский, 1963) , что в первом при
ближении проявляются только такие резонансы, для которых частоты связаны 
соотношением ill8 "" (т/n)illc, где т и n  целые взаимно простые числа (обыч
но небольшие). Различают следующие случаи резонанса: 1 )  т =  n = 1 ,  т. е. 
illc "" ill8 ; этот случай отвечает обыкновенному (главному) резонансу; 2) n = 1 ,  
т. е. illc "" ill8 /т; такой случай соответствует резонансу на обертоне собствен
ной частоты (параметрический резонанс); 3) т =  1 ,  т. е. illc "" ill8n; в этом случае 
имеет место резонанс на обертоне внешней частоты. Таким образом, все чле
ны суммы (6.2.4) с индексами k = тj и l = -nj являются резонансными, и, при 
усреднении этой суммы за достаточно большой промежуток времени, именно 
они будут вносить заметный вклад в усредненную силу. В результате можно 
получить следующую форму усредненного уравнения для фазы 

где 
дер/дt = illc - аq(тер - nill8t) , (6.2.5) 

!(ер, t) = L Pt,k exp(ikep +  ilill8t) = L р -nJ,mJ exp{ij(тep -nill8t)} = -q(тер - nill8t} 
1=-nj,k=mj j 

- усредненная сила, являющаяся 2л-периодической функцией аргумента. Эта 
функция учитывает все особенности предельного цикла в автономной системе 
(5.2.8) и все особенности внешней силы. 

Наконец, вводя разность фаз как ф(t) = тер(t) - nill8t ( параметр ф можно 
трактовать как медленную фазу во вращающейся системе отсчета) , из (6.2.5) 
получим так называемое укороченное уравнение 

дфjдt = Ll - а q(ф) , (6.2.6) 
где сила q(ф) = тq(ф) есть 2л-периодическая функция ф; 

Ll = тillc - nill8 

- так назьшаемая расстройка между частотой автономного осциллятора и частогой 
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внешнего сигнала. Отметим, что при выводе уравнения (6.2.5) расстройка 
предполагалась малой - порядка а. Далее в качестве функции q(ф) (опять же 
для простоты) рассматривается sin ф - наиболее простая 2л-периодическая 
функция; в этом случае (6.2.6) приобретает простейшую форму усредненного 
фазового уравнения, которое совnадает с известным уравнением Адлера, 

дф/дt = 1}. - а sin ф. 

Заметим, что случай q(ф) = sin ф сnраведлив, в частности, для связанных урав
нений Ван-дер-Поля. 

Уравнение (6.2.6) может быть переписано в следующей потенциальной 
форме: 

дф/дt = -дФ(ф)jдф, 

где 
Ф(ф) = -dф + а  JФ q(x)dx 

- nотенциальная функция. Таким образом, динамика разности фаз ф мо
жет рассматриваться как движение передемпфированной частицы в задан
ном потенциале. Параметр расстройки 1}. оnределяет наклон потенциала, а 
параметр а задает высоту потенциальных барьеров. Пусть qmin и qmax - соот
ветственно минимум и максимум функции q(ф) на интервале [0, 2л). Тогда 
при -yqmin < d < yqmax (область синхронизации) существует по крайней мере 
одна пара неподвижных точек (6.2.6), т. е. имеет место пара стационарных 
состояний фазы ф. Легко видеть, что одна из этих точек устойчива (асим
птотически), а другая неустойчива (в общем случае, когда функция q(ф) на 
интервале [0, 2л) имеет более двух экстремумов, может быть несколько пар 
устойчивых и неустойчивых точек). Поэтому со временем система эволюци
онирует к устойчивой неподвижной точке и остается в ней, так что вращаю
щаяся фаза постоянна, ф = фс .  Для исходной фазы rp это означает вращение 
с частотой внешней силы rp = wвt + фс , а это как раз и есть режим синхрони
зации (фаза автоколебаний rp следит за внешней силой wвt). В частности, в 
случае главного резонанса, когда в вышеnриведенных формулах т = n = 1 ,  и 
при нулевой расстройке 1}. (когда wc "" wв) устойчивое значение разности фаз 
равно нулю, rp = wвt. Можно сказать, что фазы в некоторой конечной обла
сти значений параметров системы притягиваются друг к другу (режим захвата 
частоты и фазы колебаний). В более общем случае захват частоты означа
ет рациональное отношение двух исходно независимых частот w1 : w2 = т : n 
всюду в области синхронизации. В пространстве конфигураций турбулентно
го хаоса этому соответствует индуцированная КС q(t) с периодом внешнего 
воздействия 2л / wв. 

Следует подчеркнуть, что точно такой же вид, как уравнение (6.2.6), имеет 
усредненное уравнение для разности фаз ф = тrр1 - nrp2 , описывающее взаимную 
синхронизацию двух взаимодействующих автокQJlебательных кластеров с различными 
собственными частотами в случае малого параметра связи а между ними. Для 
нашей проблемы подобным образом может быть описан процесс объединения 
двух локализованных КС (взаимодействующих, например, согласно закону 
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Био-Савара) в полностью развитом турбулентном течении сдвига в единую 
более энергоемкую КС благодаря взаимной синхронизации колебаний. 

Приближение фазовой динамики в присутствии шума 

Наличие шума приводит к диффузии разности фаз ф в потенциале Ф(ф) 
и тем самым к разрушению периодичности: фаза ф(t) флуктуирует вблизи 
минимумов потенциала Фmin k и совершает случайные переходы из одной по
тенциальной ямы в друтую, 

'
скачком меняясь на 2:п. Чем больше расстройка, 

чем меньше амплитуда синхронизирующего воздействия (чем мельче ямы) и 
чем больше интенсивность шума, тем меньше время, в течение которого фа
зы осциллятора и воздействия остаются захваченными. Тем не менее можно 
ожидать, что при некотором критическом значении амплитуды внешней силы 
acrit тенденции к синхронизации возобладает, т. е. также будет иметь место за
хват фазы. Важно отметить, что приближение фазовой динамики может быть 
использовано и в этом случае, поскольку выше при выводе уравнения (6.2.3) 
никакой регулярности силы не предполагалось. 

Для количественного описания синхронизации в присутствии флуктуаций 
на предельных циклах необходимо исходить из стохастического уравнения 
Ланжевена (6. 1 . 1 ) ,  в котором случайная сила имеет вид J:c(q, t) = yk8TturьQ�k(t) 
(k = 1 ,  n) - нормальные белые шумы с нулевыми средними значениями и 
б-образными корреляционными функциями. Будем для простоты считать 
компоненты случайной силы пространственно однородными (Qkт(q) = Qбkт) 

-z-0 о и независимыми для различных осцилляторов; тогда �k = О, �k(t)�m(t1 ) = 
= б(t - t1 )бkт '  Повторяя процедуру вывода уравнений (6.2.3) и (6.2.6) , исхо
дя из (6. 1 . 1 ) ,  в результате получим следующее фазовое уравнение в форме 
уравнения Ланжевена 

д
д
ср = L д

дср (Кт(q, О) + аК1т(q, t) + lm(q, t)) � (J)c + af(cp, t) + yk8 TturbQ�(qJ, t) , t т qm 
(6.2.7) 

где функция �(ер, t) = .L дср<[(rр)) �k(t) - случайная функция времени. В про-
т qm 

стейшем случае стохастический член в (6.2.7) вообще не зависит от фазы, так 
что �(t) есть стационарный случайный процесс. Тогда основные свойства ди
намики фазы в присутствии шума могут быть описаны либо стохастическим 
уравнением для фазы 

дфjдt = Ll - аq(ф) + ykв �urbQ�(t), (6.2.8) 

либо соответствующим уравнением ФПК для плотности распределения веро
ятности фазы Р1 (ф, t): 

дРI (ф, t) = -� [(Ll - (ф))Р (ф t)) + k Т _Q_ д2РI (ф, t) 
дt дф aq 1 ' в turb 2 дф2 (6.2.9) 

Следует отметить, что явление синхронизации разнообразных автоколе
бательных систем принадлежит к числу хорошо изученных. Синхронизация 
автоколебательных мод периодическим сигналом относится к классическим 
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задачам теории нелинейных колебаний. елабонелинейные системы (в смыс
ле близости автоколебаний к линейным колебаниям) подробно описаны в 
литературе (см. , например, Боголюбов, Митропольский, 1963; Рабинович, Тру
бецков, 1984). Рассмотренное выше приближение фазовой динамики основано 
на предположении о малости амплитуды внешней силы. Для малой ампли
туды колебаний свойства синхронизации также могут быть в значительной 
степени исследованы аналитически. Сушествование малого параметра ( отно
шения периода колебаний к характерному времени изменения амплитуды) 
nозволяет в этом случае описать явление с помощью укороченной системы 
уравнений, в которую помимо (6.2.5) входят и усредненные по периоду коле
баний амплитудные уравнения. В рамках этого более общего подхода хорошо 
изучен механизм синхронизации как при малой, так и при большой амплиту
дах внешней силы, который имеет более сложный характер (Боголюбов, Мит
ропольский, 1963; Пикавекий и др. ,  2003). В последнее время стал проявлять
ся повышенный интерес к изучению влияния различных шумов на процессы 
синхронизации, т. е. к статистической динамике процесса синхронизации (см. 
Pikovsky и др. ,  1996; Анищенка и др. ,  2003) . 

6.2.2. Механизм образования мезомасштабных когерентных структур 
(кластеров) в подсистеме турбулентного хаоса 

Проанализируем теперь принципиальную возможность образования ан
самбля мезомасштабных КС за счет взаимной синхронизации некоторой со
вокупности промежуточных кластерных структур в подсистеме турбулентно
го хаоса и исследуем влияние внутреннего шума хаоса на режим фазовой 
синхронизации. Согласно теории Ландау-Хопфа, в развитом турбулентном 
потоке возбуждается громадное число колебательных мод Nturь (макроскопи
ческих степеней свободы), причем их количество зависит от числа Рейнольдса 
Re, как Nturь � Re914 (см. Ландау, Лифшиц, 1988) . Однако в действительности 
хаотическая динамика течения определяется лишь небольшим числом неза
висимых мелкомасштабных возбуждений, остальные связаны с ними жестко, 
так что в результате взаимодействия колебательных мод образуются мелко
масштабные вихревые кластеры tf(t) (промежуточные кластерные структуры 
синхронизированных мод), состоящие из груnп элементов со строго оди
наковыми или близкими средними частотами иi = 2л/тс. Другими словами, 
размерность турбулентного хаоса коррелирует с числом мелкомасштабных 
кластерных структур, взаимодействующих друг с другом. Подобные вихре
вые кластеры при взаимодействии в большом ансамбле могут вызывать мно
жество сложных нелинейных эффектов - таких, например, как образование 
мезомасштабных КС (для рассматриваемой двухуровневой модели эти вихре
вые образования будут иметь характерные размеры /, порядка или меньше 
масштаба осреднения, 1 < Л, dr � Л3), подавление колебаний (так называемая 
<<осцилляторная смерть») , возникновение режимов замороженных состояний 
и т. п. (Анищенко и др. ,  2003) . Все эти эффекты непосредственно связаны с 
nроявлением свойств фазовой синхронизации ансамбля колебательных авто
структур. 
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Для построения модельной теории подобного режима в вихревом конти
нууме будем исходить из того экспериментального факта, что интенсивности 
мелкомасштабных пульсаций термагидродинамических параметров турбули
зованного течения имеют максимумы внутри некоторого спектрального ин
тервала энергии (Монин, Яглом, 1966) . Тогда, среди появляющихся в результате 
действия гидродинамической нелинейности диссипативных вихревых струк
тур малого масштаба наибольшей энергией должны обладать относительно 
крупные автоструктуры. Такие автоструктуры наиболее интенсивно должны 
подпитываться за счет биений мелкомасштабных пульсаций. Именно с эти
ми наиболее энергосодержащими вихревыми образованиями в q-пространстве 
мы и будем связывать исходное состояние когерентной составляющей под си
стемы турбулентного пространственно-временного хаоса. 

Будем далее предполагать, что при некотором росте надкритичности систе
ма динамических уравнений (6.2. 1 )  имеет М устойчивых предельных циклов 
'Jk(t) (k = 1 , М), с которыми связаны М мелкомасштабных КС (промежуточ
ных кластерных структур) ,  находящихся в объеме dr подсистемы турбулент
ного хаоса. Очевидно, что в подобном ансамбле мелкомасштабных класте
ров, сформированном в результате последовательного каскада большого числа 
пространствеиных и временных бифуркаций и находящемся под постоянным 
воздействием квазиоднородного фонового шума некогерентной составляю
щей турбулизованного хаоса, отдельные автоструктуры на первоначальном 
этапе могут иметь совершенно разные парциальные частоты wk собственных 
колебаний (вращений). 

Анализ решений детерминированной задачи (6.2. 1 )  в малой окрестности 
периодической траектории qk(t) будем проводить в так называемых нормаль
ных координатах (см. ,  например, Шильников Л. П. и др. ,  2004), когда система 
(6.2 . 1 )  сводится к системе укороченных уравнений для амплитуд и фаз. Хотя 
бифуркационный сценарий зависит в общем случае от поведения мгновен
ной амплитуды колебаний, эффект фазовой синхронизации в присутствии 
флуктуаций во многих случаях достаточно хорошо описывается в рамках фа
зовой динамики, которой мы далее и ограничимся. Такой подход позволяет 
качественно описать явления, связанные с частотно-фазовым захватом, и в 
ряде случаев делает возможным аналитическое решение задачи (см. Боголю
бов, Митропольский, 1963; Тихонов, 1986; Анищенка и др. ,  2003; Пикавекий и др. ,  
2003) . 

Среда из глобально связанных осцилляторов 

Рассмотрим следующую базовую математическую модель генерации мезо
масштабных КС в физически малом объеме dr вихревого континуума. Предполо
жим, что некоторая активная среда из большого числа взаимодействующих 
друг с другом колебательных элементов, например из М глобально связанных 
идентичных осцилляторов Ван-дер-Поля, моделирует состояние когерентной 
составляющей хаоса в объеме dr. Заметим, что наиболее полное статистиче
ское описание этой среды может быть проведено на основе кинетического 
уравнения для М-частичной функции распределения fм (Хр . . .  , Хм, t) , где 
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Xk - набор переменных, характеризующих внутреннее движение k-го осцил
лятора и его движение как целого (Климонтович, 1995) . Для простоты рас
смотрения будем также предполагать, что взаимодействие осцилляторов (име
ющих общий источник питания и общую обратную связь) однородно, т. е. все 
пары осцилляторов связаны одинаково. В случае когда взаимодействие пол
ностью отсутствует, в ансамбле из М осцилляторов наблюдается многочастот
ный квазипериодический режим. В другом предельном случае, когда связь 
между осцилляторами сильна, различием автономных частот можно прене
бречь, так как все осцилляторы синхронизируются. Между этими крайними 
(идеализированными) случаями потенциально допустимо появление частично 
синхронизированных режимов, поскольку связи стремятся синхронизировать 
ближайших соседей (N осцилляторов) . В результате образуются мезомасштаб
ные кластеры синхронизированных осцилляторов, которым и соответствуют 
мезомасштабные КС в подсистеме турбулентного хаоса. Отметим, что пере
ход от независимых мелкомасштабных колебаний к частично синхронизм
рованному режиму существенно зависит от первоначального распределения 
частот wk . Далее будем предполагать, что собственные частоты осцилляторов 
wk (при М -+ оо) задаются с помощью функции распределения p(w) , которая 
при отсутствии взаимодействия симметрична по отношению к единственному 
максимуму на частоте w0 (например, с помощью распределения Лоренца 

p(w) = d/л[(w - w0)2 + d2 ] ) .  
Силовое взаимодействие подобных мезомасштабных кластеров синхрони

зированных осцилляторов, в свою очередь, может привести к последующей 
фазовой синхронизации, и тем самым к образованию еще более энергоемких 
мезомасштабных фазовых кластеров (соответствующих относительно круп
ным мезомасштабным КС в подсистеме турбулентного хаоса) , а вместе с ни
ми - к усилению не которого среднего поля (см. ниже) с амплитудой А и 
фазой Е>. Такое поле действует на каждый осциллирующий кластер как некая 
периодическая внешняя сила, которая, в зависимости от параметров ансамб
ля (в частности, от величины связи а между автоструктурами) , сможет или не 
сможет захватить его частоту. С другой стороны, под влиянием шума (соот
ветствующего внутреннему шуму некогерентной составляющей турбулентного 
хаоса) распределение фаз в ансамбле мелкомасштабных кластеров стремится 
к равномерному, что может привести к полному исчезновению среднего поля. 
Ясно, что тенденция к отсутствию когерентности победит в случае сильно
го шума. Можно, однако, ожидать, что при некотором критическом значе
нии acrit силы связи, силовое взаимодействие и шум сбалансируют друг дру
га таким образом, что синхронизация мелкомасштабных кластеров все-таки 
возникнет- явление, с которым мы и будем связывать механизм генерации 
мезомасштабных КС (когерентной составляющей турбулентного хаоса) . 

Подтвердим теперь эту качественную картину аналитически для простей
шего случая модели, основанной на фазовом приближении. Следует отметить, 
что фазовое описание слабосвязанных осцилляторов хорошо известно (см. , 
например, Kuramoto, 1984) и используется для построения самых разнообраз
ных моделей. Наша задача заключается в том, чтобы применить этот подход к 
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объяснению образования мезомасштабных когерентных структур в развитых 
турбулизованных течениях жидкости. 

6.2.3. Уравнения фазовой динамики 

Проанализируем сначала фазовую синхронизацию промежуточных мел
комасштабных кластеров (синхронизированных вихрей) в случае отсутствия 
флуктуационных воздействий внутреннего шума (т. е. при некоторой иде
ализации <<реальных процессов>>), при котором внутренние координаты q(t) 
(связанные, например, с когерентной завихренностью) удовлетворяют систе
ме автономных обыкновенных дифференциальных уравнений первого поряд
ка по времени (6.2. 1 ) .  Будем считать, что при некотором значении числа 
Рейнольдса в физически бесконечно малом объеме dr вихревого континуу
ма содержится некий ансамбль из N (N � М) когерентных мелкомасштабных 
вихревых образований ifk(t) (k = 1 , N) с N различными усредненными пар
циальными частотами wk, в результате синхронизации которых образуются 
мезомасштабные КС. Этому ансамблю из N близких по свойствам слабо
связанных вихревых кластеров в модельном подходе соответствует ансамбль 
из N осцилляторов, способных к синхронизации. Предполагая, что все пары 
осцилляторов взаимодействуют одинаковом образом, запишем динамические 
уравнения в фазовом приближении, используя аналогию с формулой (6.2.5) . 
В результате получим следующую систему укороченных уравнений 

N 
дrpk/дt = Wk + � L q(rpj - rpk) ,  (k = 1 ,  2, . . .  ' N) , (6.2. 10) 

j= l  

где rpk, wk - соответственно фаза и средняя частота колебаний осциллятора 
k. Параметр а характеризует силу связи q(rp1 - rpk) между каждой парой ос-
цилляторов, которая здесь выбрана пропорциональной N-1 • Только в этом 
случае получаются независимые от N результаты в термодинамическом пре
деле N -+ оо, который будем далее использовать для математической простоты 
окончательных формул 

Функция связи q(rp1 - rpk) ,  зависящая в общем случае от топологии КС, 
может быть представлена рядом Фурье 

q(rp1 - rpk) = L q1 exp{i2л-/(rp1 - rpk) } . 1 

Предполагая, что фазы всех синхронных осцилляторов будут вращаться, в 
конечном счете, с частотой w0, введем так называемый параметр порядка 

N 
Z1 = � L exp{i2лl(rp1 - w0t)} 

j=l 

и перепишем уравнение (6.2. 1 0) в виде 

дrpk/дt = wk - aH(rpk - w0t) , (k = 1 ,  2 ,  . . .  , N) , (6.2 . 1 1 )  
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где 
Н ( rpk - w0t) = - L q1Z1 ехр{ -i2л/( rpk - w0t)} 

1 
- так называемое среднее поле (сила), действующее на каждый осциллятор 
(функция порядка) . Неиулевое среднее поле указывает на возможность син
хронизации в ансамбле осцилляторов. 

Уравнения ( 6.2. 1 1) могут быть конкретизированы, если задать силу 
взаимодействия между осцилляторами (соответствующую взаимодействию 
возбуждений на соседних вихревых структурах) . Далее будем рассматривать 
только простейшую силу q, пропорциональную синусу от разности фаз, 
q(rp1 - rpk) = siп(cp1 - rpk) .  Хотя это предположение носит до некоторой степени 
искусственный характер, оно достаточно точно передает типичные особен
ности тех реальных зависимостей, которые возникают между свойствами 
активных систем с множественными предельными циклами (в частности, для 
связанных осцилляторов Ван-дер-Поля). В этом случае уравнения движения 
( 6.2. 1 1 )  могут быть переписаны в виде системы уравнений для фаз осциллято
ров, находящихся под воздействием некоторого комплексного среднего поля 

N 
Z = А exp(i8) = � L exp(icpk) 

k= l  
(с  амплитудой А и фазой е =  w0t) в следующем виде (модель Kuramoto, 1984) 

дrpk/дt = w% - аА sin(rpk - 8), (k = 1 ,  2, . . .  , N). (6.2. 12) 
Из-за симметрии начального распределения собственных частот кластеров 
p(w) , среднее поле будет осциллировать на центральной частоте w0 ; далее мы 
убедимся в том , что эта частота действительно является решением. 

Из уравнения (6.2. 12) следует, что среднее поле определяет динамику авто
структур, действуя на k-й осциллятор как некоторая внешняя сила, которая, 
в зависимости от параметров системы сможет, или не сможет захватить его 
частоту. Когда все автоколебания независимы (а = 0),  то пространство состо
яний системы (6.2 . 12) распадается на N плоскостей, на каждой из которых 
имеется единственный устойчивый предельный цикл и периодом 2л/w%. В ис
ходном N -мерном конфигурационном пространстве подобным независимым 
автоколебаниям осцилляторов соответствует притяжение фазовых траекторий 
к N -мерному тору - произведению независимых циклов. Причем если все w% 
несоизмеримы, то фазовые траектории на торе представляют собой плотную, 
нигде не замыкающуюся обмотку - квазипериодическое движение. Когда же 
между автоструктурами появляется связь (а i= 0), то такое простое квазипе
риодическое движение, вообще говоря, может разрушаться: в частности, воз
можно появление режима многомодовой генерации .  К такому упорядочению 
спектра колебаний приводит, в частности, эффект синхронизации, при ко
торой осцилляторы взаимно сдвигают частоты таким образом, что они либо 
станут соизмеримыми, либо совпадут (с учетом нелинейных поправок) . Вза
имная синхронизация мод возможна также и по волновым числам. С син
хронизацией мод по волновым числам связано возникновение сложных про
странственно упорядоченных структур в не одномерных автоколебательных 
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системах, которые мы здесь не рассматриваем. На торе вместо квазипериоди
ческой обмотки появляются предельные циклы. 

При синхронизации осцилляторов на некоторой частоте их колебания склады
ваются когерентным образом и возникает неиулевое среднее поле. Если оно 
периодично (A � const, E> = w0t), то каждое из уравнений (6.2. 1 2) эквивалент
но фазовому уравнению осциллятора под воздействием периодической силы. 
Подставляя в (6.2. 1 2) е =  Wot, А =  const, фk = cpk - Wof, в результате получим 

дфkjдt = /).k0 - /). · sin фk , (k = 1 , 2 ,  . . .  , N) ,  (6.2. 1 3) 
где f).ko = wk - w0, фk(t) - соответственно начальная расстройка по частоте и 
разность фазы колебаний синхронизируемого осциллятора и периодической 
«внешней силы» Z; !). = аА - полоса синхронизации (удержания). 

Уравнение (6.2 . 1 3) совпадает с уравнением Адлера и может иметь как син
хронное, так и асинхронное решение. В частности, в стационарном состоянии 
из (6.2. 1 3) имеем !). · sin фk = f).ko · Следовательно, синхронное решение суше
ствует при условии, что собственная частота k-го осциллятора близка к w0: 
jf).kol <:;;: !).; тогда соответствующие осцилляторы могут быть захвачены средним 
полем. Если J!).kOJ > /)., то имеет место асинхронное решение уравнения (6.2. 1 3) ,  
при котором фазы осцилляторов распределены неравномерно. Так как си
нус - периодическая функция, то характерной особенностью системы (6.2. 1 3) 
является то, что она при jf).ko l  <:;;: !). имеет счетное число состояний равновесия, 
из которых устойчивым состояниям соответствуют значения 

(6.2 . 1 4) 
и неустойчивым 

(6.2. 14*) 
N 

Комплексное среднее поле Z = А exp(iE>) = N-1 L exp(icpk) в уравнении 
k=l 

(6.2. 1 2) может быть вычислено (в пределе N � оо) просто по плотности рас
пределения вероятности разности фаз W(ф) от групп синхронизированных и 
не синхронизированных кластеров 

"' 
Z =А  exp(iE>) = J ехр(iф + iw0t) W(ф)dф, (6.2. 1 5) 

-л 

где W(ф, t) = �(ф) + Was(ф) - сумма синхронной �(ф) и асинхронной Wа,(Ф) 
компонент. Для синхронизированных осцилляторов, разность фаз не зависит 
от времени, так что распределение �(ф) может быть получено из начальной 
плотности распределения вероятности собственных частот p(w) по формуле: 

Ws(ф) = p(w) · 1  �: 1 = /). cos ф · p(w0 + !). sin ф) , 

где -JТ/2 <:;;: ф <:;;: JТ/2 (Хан, Шапиро, 1969) . Можно показать (см. ,  например, Пи
ковский и др. ,  2003) , что для незахваченных средним полем осцилляторов 
распределение разности фаз Wа,(Ф) (которое для каждого wc следует непо
средственно из уравнения (6.2 . 1 3)) имеет период JТ по ф и  потому не вносит 
вклада в интеграл (6.2. 1 5) .  Таким образом, для определения амплитуды А и 
частоты w0 среднего поля получаются два действительных уравнения (дей-
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ствительная и мнимая части (6.2. 1 5)) 
л/2 

А =  Ll J cos2 ф · р(й.J0 + Ll sin ф)dф, 
-л/2 

л/2 
О = Ll J cos ф · sin ф · р(й.J0 + Ll sin ф)dф, 

-л/2 

399 

(6.2. 1 6) 

(6.2.17) 

которые могут быть решены аналитически лишь для некоторых конкретных 
видов функции распределения р(й.J) . В частности, для ансамбля связанных ос
цилляторов с Лоренцевеким распределением по частотам уравнение (6.2. 17) ,  
благодаря симметрии по частоте этого распределения (что отмечалось выше), 
удовлетворяется автоматически, а уравнение ( 6.2. 1 6) приводит к следующе
му выражению для амплитуды среднего поля А = ( 1 - 2d/a) 112• Таким обра
зом, нетривиальное среднее поле для активной среды из глобально связанных 
осцилляторов существует, если сила связи превышает критическое значение 
acrit = 2d, а переход к синхронизации аналогичен фазовому переходу второго 
рода с критическим индексом 1 /2: А �  (а - acrit) 112 • 

Синхронизация в присутствии шума 

Выше была продемонстрирована возможность образования мезомасштаб
ных кластеров когерентных осцилляторов в некоторой абстрактной системе 
без шума. Однако подобное детерминистическое описание динамики стоха
стического вихревого континуума является приближенным, поскольку вну
тренние координаты q(t) (а вместе с ними и фазы cp(t) на циклах и в их 
окрестностях) в общем случае являются случайными величинами, т. е. по
стоянно испытывают турбулентные флуктуации. Внутренний и внешний шум 
неотъемлемо присутствует в «реальной>> подсистеме турбулентного хаоса (на
ходящейся в стационарно-неравновесном состоянии) , которая характеризует
ся термодинамической температурой T1urь (r, t) (Колесниченко, 2002). 

Посмотрим, что произойдет с теорией, развитой в этом разделе, когда си
стема осцилляторов подвержена влиянию шума. В этом случае для разности фk 
фаз колебаний синхронизируемого кластера сорта k и периодической <<внеш
ней силы» Z можно получить следующее стохастическое уравнение первого 
порядка [(см. формулу (6.2.8))] 

(6.2. 1 8) 
которое описывает автоколебания в присутствии двух сил - периодической Z 
и стохастическойh(t) = yk8TturьQ ;k(t) . Схему фазовой автоподстройки частоты й.Jk , 
описываемую этим уравнением, обычно называют схемой первого порядка. 

Плотность распределения для одного осциллятора зависит теперь также и 
от частоты й.J: Р2(ф, й.J, t) . Поэтому среднее поле может быть определено путем 
осреднения по распределениям фаз и частот; в термодинамическом пределе 
будем иметь: 

л СХ) 
Z = А exp(i9) = J dф J dw ехр i(ф + w0t)P2(ф, w, t) . 

-JТ -оо 
(6.2 . 19) 
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Здесь (и иногда далее) опущен нижний индекс k у параметров, характери
зующих один из взаимодействующих осцилляторов. Применительно к стоха
стическому уравнению (6.2. 1 8) ,  уравнение ФПК для плотности вероятности 
полной разности фаз ф имеет вид (6.2.9) 

дР(ф, t) дJ Q дР(ф t) 
дt 

= - 7iф , J = (f:.o - f:l ·  sin ф)Р(ф, t) + kв �urb 2 дф
, 

' (6.2.20) 

где J - поток вероятности в пространстве ф. Значение фазовой переменной 
ф в общем случае не ограничены, поэтому случайный процесс, описываемый 
уравнением (6.2.20), является нестационарным. Уравнения (6.2. 1 9) и (6.2.20) 
представляют собой самосогласованную окончательную систему уравнений 
для неизвестной функции распределения и среднего поля. 

6.2.4. Решение стохастических уравнений для разности фаз колебаний 
синхронизируемого кластера в стационарном состоянии 

Проанализируем сначала качественное поведение системы (6.2 . 1 8) в ста
ционарном состоянии (дфjдt = О) . Воздействующий шум влияет на поведе
ние ансамбля осцилляторов двояким образом. Во-первых, из-за слабых шу
мовых воздействий значения разности фаз ф(t)с течением времени окажут
ся разбросанными в окрестности начального (t = О) устойчивого равнове
сия ф0 = arcsin(f:.0/ f:.) [см. формулу (6.2 . 14)] .  Во-вторых, достаточно интенсив
ные шумовые воздействия могут вывести систему из области притяжения к 
устойчивому состоянию равновесия ф0 , в результате чего система перейдет в 
окрестности соседних состояний равновесия Ф:1 ,  Ф:2 и т. д. С течением вре
мени вероятности подобных переходов (которые принято условно называть 
перескоками фазы) возрастают, причем система из состояния равновесия Ф:1, 
в свою очередь, будет переходить в соседние состояния Ф:(J+ I) ' Ф:(J-I) и т. д. 
подобные уходы (перескоки) фазы на целое число периодов (2л) от исходного, 
первоначальноrо положения равновесия возможны в обе стороны. 

Таким образом, динамику фазы можно представить как последователь
ность независимых скачков. Число таких перескоков за конечный интервал 
времени в разных направлениях всегда различно. Поэтому <<средняя•> частота 
осциллятора (w), определенная за конечный интервал времени, 

(w) = J dcpP(cp)дcp(t)jдt 

не будет совпадать с частотой w0 синхронизирующего комплексного среднего 
поля Z, причем увеличение начальной расстройки и уменьшение отношение 
сигнал/шум приводит все к большему проявлению этого эффекта. Заметим, 
что в системах с шумом условие стохастической синхронизации определяют, 
используя среднюю угловую частоту (см., например, Анищенка и др. ,  2003) . 
Поскольку предьщущий скачок быстро забывается, весь процесс обычно ап
проксимируют пуассоновским и характеризуют единственным параметром -
частотой скачков (см. Стратонович, 1961). Пусть N+ - среднее число скачков 
разности фаз на 2л в единицу времени в сторону ее увеличения, а N- - ана
логичное число скачков на 2л в сторону уменьшения. Тогда разность средней 
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частоты синхронизированного осЦИJШЯТора и частоты воздействующего среднего 
поля выражается через частоты скачков как средняя скорость дрейфа фазы 

(w) - w0 = 2л(N+ - N-) = 2лJ1 • (6.2 .2 1 )  
Рассмотрим теперь количественное описание динамики фазы. Согласно 

формуле ф(t) = cp(t) - w0t, среднюю частоту колебаний синхронизируемого ос
циллятора можно определить соотношением 

(w) = (дср/дt) = w0 + (дфjдt) .  (6.2.22) 
До сих пор везде говорилось о полной разности фаз ф. Вместе с тем, в данной 
задаче вследствие периодичности коэффициентов уравнения ФПК (6.2.20) 
по ф можно оперировать с приведеиной разностью фаз /f(t), ограниченной 
в интервале [-л, л] , и искать плотность вероятности для приведеиной фа
зы P(i/}, t), поскольку такая замена не скажется на поведении периодических 
функций с периодом 2л (см. Стратонович, 1961). Действительно, если Р(ф, t) 
есть решение (6.2.20) при начальном условии Ф = ф0, то функция Р(ф + 2лп, t) 
также является решением при начальном условии ф = ф0 + 2лп, где n - произ
вольное целое число (далее символ <<тильда>> над ф будем опускать) .  Введем 
плотность вероятности 

n=oo 
Р(ф, t) = L Р(ф + 2лп, t) (6.2.23) 

n=-00 

разности фаз ф, приведеиной к интервалу [-л, л] . Тогда функция Р(ф, t) явля
ется периодической функцией с периодом 2л, уравнение ФПК для нее имеет 
тот же самый вид, что и (6.2.20) , но теперь его можно решать в интервале 
[-л, л] при начальном условии Р(ф, О) = Ь(ф - ф0) ,  где -л <, ф0 <, л, при гранич-

:r 
ном условии Р(-л, t) = Р(л, t) и условии нормировки J Р(ф, t)dф. Это озна-

-:r 
чает, что плотность вероятности приведеиной разности фаз получается путем 
<<наматывания>> прямой ф на окружность. 

Для нахождения величины (дф/дt) обратимся к стационарному решению 
уравнения (6.2.20), которое, если оно вообще существует, возможно только в 
пределе при t -+  оо.  Стационарная плотность вероятности W(ф) = lim Р(ф, t), 

f-->00 
согласно (6.2.20), определяется следующим обыкновенным дифференциаль
ным уравнением первого порядка 

. Q дW(ф) J = (Ll0 - Ll ·  sш ф)W(ф) + kв�urb 2 � = 

= (Ll/ DН(D0 - D · sin ф) W(ф) + дW(ф)/дфj = const. (6.2.24) 
Здесь D0/ D = (Ll0/ Ll); параметры D ( = 2Llfkв Tturь Q) и D0 характеризуют соответ
ственно величину отношения сигнал/шум в полосе синхронизации и величи
ну относительной начальной расстройки. Решение уравнения (6.2.24) (при 
использовании граничного условия W( -л) = W(л)) может быть записано в 
виде (Стратонович, 1961) 

W _ ехр(D0ф + D cos ф) (ф) - 4л2 ехр(-лD )j/. (D)i2 О 1D0 

Ф+2л 
J exp(-D0cp - D cos cp)dcp, 
ф 

(6.2.25) 
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где -л � ф � л; I±i/x) - табулираванная функция Бесселя мнимого аргумента 
и мнимого индекса (см. Янке, Эмде, Лёш, 1977). 

Зная стационарную плотность вероятности W(ф) разности фаз, можно 
найти среднюю частоту колебаний парциального осциллятора (w) = w0 + 
+ (дф/дt) . Для нахождения величины (дф/дt) в стационарном состоянии вос
пользуемся уравнением Ланжевена (23). Поскольку среднее значение шума 
равно нулю, то 

л 
(дфjдt) = (.:l0 - Ll · sin ф) = J (Ll0 - Ll · sin ф) W(ф)dф. (6.2.26) 

-л 

Подынтегральное выражение в (6.2.26) определим через постоянный поток ве
роятности J (в стационарном состоянии поток вероятности не зависит от ф), 
который равен введенной выше величине J1 : J = J1 = N+ - N- ( Стратонович, 
1961). Согласно (6.2.24), для потока вероятности имеем 

откуда следует 

. Q дW(ф) J = (.:l0 - Ll · sш ф)W(ф) + RJ;.urь2 -a;p-• (6.2.27) 

Подставляя это выражение в (6.2.26) и выполнив интегрирование с учетом 
условия W( -л) = W(л), окончательно получим 

( �� ) = 2лJ1 . (6.2.28) 

Разность среднего числа перескоков в противоположных направлениях J1 
(стационарный поток вероятности) можно найти путем подстановки выра
жения для плотности вероятности (6.2.25) в формулу (6.2.24); в результате 
получим 

�о sh(лD0) 
\Iщ (D)\22л2 Do • 

Таким образом, для средней частоты колебаний осциллятора имеем 

(w) = w0 + 2лJ = w0 + .:l0 sh(лD0)11ш (D)I-2 /лD0. 
о 

(6.2.29) 

(6.2.30) 

Эта формула позволяет получить наиболее полные и содержательные резуль
таты по эволюции характеристик приведеиной фазы. Рассмотрим здесь три 
предельных случая этой формулы. 

В частном случае, когда начальная расстройка отсутствует (.:l0 = D0 = 0), 
независимо от величины D имеем (w) - w0 = О , т. е. при совпадении частоты 
синхронизирующего сигнала с частотой колебаний синхронизируемого осцил
лятора шум не изменяет среднюю частоту колебаний, т. е. в данном случае, 
несмотря на наличие скачков фазы, ввиду полной симметрии средние значе
ния чисел перескоков фазы вперед и назад равны (N+ = N-) и поэтому систе
матический поток вероятности отсутствует (11 = 0). В этом случае имеет ме
сто возникновение кластера синхронизированных осцилляторов. При очень 
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большом шуме: D -+ О и D0 -+ О (напомним, что параметр D характеризует вели
чину отношения сигнал/шум в полосе синхронизации). Используя равенство 
l0(D) � 1 ,  из формулы (6.2.30) получим (w) = w0 + Ll0 = wc. Таким образом, в 
случае очень интенсивного шума отсутствует эффект синхронизации и сред
няя частота колебаний осциллятора остается равной ее начальному значению. 
Если воспользоваться асимптотическими представлениями функций Бесселя 
мнимого индекса, то можно показать, что в противоположном крайнем слу
чае, при очень малых шумах (D -+ оо), справедлива формула (Стратонович, 
1961) { О, при \.!10\ < \Ll\ 

(w) - wo = 
, 1 2 2 у .!10 - Ll при lilol > \Ll\ , 

описывающая эффект синхронизации в отсутствие шума. 

(6.2. 3 1 )  

Из этой формулы видно, что если начальная расстройка находится внутри 
полосы синхронизации, то возникает когерентность осцилляторов за счет 
синхронизации в ансамбле; когда же начальная расстройка выходит за преде
лы полосы синхронизации, происходит частичное увеличение частоты коле
баний осциллятора. Кроме этого, отметим, что, когда отношение сигнал/шум 
велико (D :» 1 )  и, следовательно, обеспечивается точное слежение за фа
зой среднего поля ( ф « 1) ,  справедливы приближенные соотношения cos ф � 
� 1 - ф2 /2, I0(D) � V2лD exp(D). В этом случае стационарная плотность веро
ятности (6.2.26) принимает гауссовскую форму 

W(ф) = р. ехр(-ф2j2а�) 

с центром в ф0 = -л/2 (здесь а� = 1/ D - дисперсия разности фаз). В пределе при 
D -+  оо эта плотность вероятности превращается в Ь-функцию, lim W ( ф) = Ь( ф). 

D->oo 
Четкий максимум гауссавекого распределения вероятностей разности фаз еще 
раз свидетельствует о захвате фазы осциллятора. 

При нестационарном характере эволюции модельной системы слабо вза
имодействующих осцилляторов характеристики процесса установления раз
ности фаз могут быть определены с учетом результатов численного решения 
уравнения ФПК (6.2.20). Численному исследованию нестационарного урав
нения (6.2.20) посвящено несколько работ (см. ,  например, Акопян, 1966; La 
Frieda, Lindsey, 1973) . 

В заключение отметим следующее. Хотя проблема развитой турбулентно
сти с формальной точки зрения относится к теории диссипативных динами
ческих систем, потенциальные возможности этой теории (разрабатываемые 
в основном для систем с малым числом степенй свободы) оставались до по
следнего времени практически не использованными для целей моделирова
ния структурированной турбулентности. Однако, как теперь стало понятно, 
развитая турулентноетЪ определяется не очень большим числом коллективных 
возбуждений (макроскопических степенй свободы), поскольку остальная мас
са возбуждений просто подстраиваются под них, играя роль более интенсив
ной диссипации. Эти коллективные степени свободы могут характеризоваться 
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некоторыми стохастическими параметрами q, которые играют роль внутрен
них координат подсистемы турбулентного хаоса. При этом параметры q опи
сывают как мелкомасштабные вихревые образования, так и мезомасштабные 
КС. Определенная устойчивость ансамбля индивидуальных КС, а в некото
рых случаях автономность их динамики, позволяют (при описании эволюции 
вихревых образований) перейти от гидродинамических уравнений в частных 
производных к стохастическим уравнениям в обыкновенных производных для 
параметров структур. Таким образом, предложенный здесь комбинированный 
стохастико-термодинамический подход к моделированию структурированной 
турбулентности жидкости, когда движение КС рассматривается не в коорди
натном пространстве, а в функциональном q-пространстве соответствующей 
динамической системы (отвечающей внутренней структуре подсистемы турбу
лентного хаоса) , позволяет, до известной степени, свести проблему описания 
случайных гидродинамирческих полей в теории турбулентности к статистиче
ской динамике локализованных образований. 

Этот подход хорошо соотносится с подходом Мигдала ( 1987), который, 
используя аналогию с глюонными калибровочными полями в теории движе
ния кварков, вывел стохастические уравнения движения вихревых нитей (рас
сматриваемых как элементарные возбуЖДения турбулентного потока) и соот
ветствующие уравнения Фоккера-Планка в петлевом пространстве (в про
странстве вихревых нитей) для распределения вероятностей W(Cp . . .  , CN) 
ансамбля флуктуирующих вихревых нитей ( С1 , • . .  , С N) с интенсивностями 
Гk = J wk(p)dp (k = 1 , . . . , N; wk(c) - распределение завихренности),  и тем ca-

ck 

мым показал, как можно разработать для гидродинамической турбулентно
сти формализм, основанный на функциях распределения вероятности формы 
всевозможных замкнутых контуров. К сожалению, достаточно абстрактная 
теория Мигдала пока не получила заслуженного признания и дальнейшего 
развития. 

Вместе с тем, авторы хорошо осознают, что механизм возникновения ме
зомасштабных КС проанализирован в данном разделе при довольно огра
ниченных предположениях. Можно надеяться, что дальнейшее изучение этой 
проблемы позволит, в частности, выяснить, в каких ситуациях мелкомасштаб
ная турбулентность принципиальна для образования и поддержания мезо
масштабных КС, а в каких она не сказывается на качественной картине явле
ний. Отметим также, что построить эффективную гидродинамическую модели 
структурированной турбулентности (пригодную для различных приложений и 
инженерных расчетов) будет затруднительно до тех пор, пока кинематические, 
термогидродинамические и топологические характеристики мезомасштабных 
КС не конкретизированы и не описаны наиболее адекватным образом через 
набор внутренних координат. Кроме этого, необходим,  разумеется, учет дина
мики взаимодействия КС и в  координатном пространстве, который не нашел 
отражения в развитом подходе. Все это темы будущих исследований. 



Глава 7 

Основы механики гетерогенных сред 
для аккреционных дисков 

В третьей и четвертой главах книги мы рассмотрели некоторые подходы 
к полуэмпирическому моделированию развитой турбулентности в многоком
понентных природных средах. В данной главе применительно, в основном, к 
проблеме реконструирования эволюции допланетного газопьmевого облака, 
разработана модель турбулизованной гетерогенной среды с использованием 
развитых ранее методов и подходов к описанию многокомпонентной смеси 
и построению на этой основе нового класса математических моделей при
родных сред, учитывающих влияние на характер и развитие турбулентности 
инерционных свойств пьmевых частиц, процессов тепло-,  массоперен оса, ко
агуляции, фазовых переходов, химических реакций и излучения. Это позво
ляет значительно расширить возможности численного моделирования разно
образных физических явлений в таких сложных космических средах, какими 
являются газопьmевые аккреционные диски, образующиеся у звезд различ
ных классов при их дифференциальном вращении вокруг центра тяжести, 
исследовать их структуру, физико-химические и гидродинамические свойства 
и временнУю эволюцию. 

Особое внимание уделено детальному рассмотрению механизма взаимо
действия турбулизованного газа и пьmи во вращающемся аккреционном диске, 
окружавшем прото-Солнце на ранней стадии его существования. Сформули
рована полная система дифференциальных уравнений двухфазной многокомпонент
ной механики с учетом относительного движения фаз, процессов коагуляции, 
фазовых переходов, химических реакций и излучения, которая предназначе
ны для схематизированных постановок и численного решения специальных 
модельных задач по взаимосогласованному моделированию структуры, дина
мики, теплового режима и химического состава околосолнечного диска на 
разных этапах его эволюции, в частности, в режиме развитого турбулент
ного движения коагулирующей газовзвеси, приводящего, в конечном счете, 
к формированию пылевого субдиска, его гравитационной неустойчивости и 
последующему образованию и росту планетезималей. 

С целью наиболее адекватного феноменологического описания сжимае
мых турбулентных течений дискового вещества проведено теоретико-вероят
ностное осреднение по Фавру стохастических уравнений гетерогенной меха
ники, получены определяющие градиентные соотношения для турбулентных 
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потоков межфазной диффузии и тепла, а также для тензоров «относитель

ных>> и рейнольдсоных напряжений, необходимые для замыкания гидроди

намических уравнений масштаба среднего движения. Детально исследовано 

влияние инерционных эффектов пьmевых частиц на характеристики турбу

лентности в диске, в частности, на дополнительную генерацию турбулентной 

энергии крупными частицами в окрестности экваториальной плоскости про

то-Солнца. Разработан полуэмпирический способ моделирования коэффици

ентов турбулентной вязкости в двухфазной дифференциально вращающейся 

среде с учетом обратных эффектов переноса диспергированной фазы и тепла 

на развитие турбулентности в температурна (концентрационно) стратифици

рованном веществе субдиска и его атмосфере. 

Для установившегася режима движения при осаждении твердых частиц к 

центральной плоскости диска под воздействием ускорения тяготения исследо

ван параметрический метод моментов решения интеrро-дифференциального 

уравнения коагуляции Смолухонекого для функции распределения частиц по 

размерам, который базируется на априорной принадлежности искомой функ

ции распределения к определенному параметрическому классу распределе

ний. Проанализирован также возможный <<режим предельного насыщения» 

атмосферы субдиска мелкодисперсными частицами пьmи, когда поток захва

тывает максимально возможное число частиц. В этом случае не требуется 

заданий граничного условия для концентрации частиц на центральной плос

кости диска. В условиях такого режима течения интенсифицируются различ

ные механизмы коагуляции в турбулизованной среде. Полученные результаты 

открывают возможности создания более приближенных к реальности моделей 

звездно-планетной космогонии и в первую очередь решения фундаменталь

ной проблемы происхождения и эволюции Солнечной системы. 

§ 7 . 1 . Теоретические предпосылки к моделированию эволюции 
аккреционных турбулизованных дисков 

7. 1.1 .  Предварительные замечания 

Вещество протопланетного газопьmевого облака представляет собой слож

ную многофазную среду с областями разной плотности, температуры и степе

ни ионизации. Это вещество, являющееся в общем случае пьтевой плазмой, 

замагничено и находится в состоянии сильной турбулизации. Понимание эво

люции протопланетного облака является необходимой предпосьmкой для ре

шения вопроса об образовании Земли и планет. Первые серьезные попытки 

получить ответ на вопрос о происхождении Солнечной системы восходят к 

средним векам и связаны с именами И. Канта и П. С. Лапласа, гипотезы 

которых об изначальном газопьтевом протопланетном облаке и формиру

ющемся из него вращающемся диске, распадающемся в дальнейшем на от

дельные сгущения, сохранили свою актуальность до настоящего времени. В 

нашей стране эта концепция получила наиболее полное развитие в работах 
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О. Ю. Шмидта и его школы (см. Шмидт, 1957; Сафронов, 1969; 1982), что поз
волило сформулировать модель образования зародышей планет из холодного 
вещества протосолнечной туманности, приобретающей форму диска вблизи 
экваториальной плоскости Солнца, и получить в рамках такой модели ряд 
количественных оценок. 

К сожалению, как в этой, так и в ряде других более или менее аналогич
ных моделях зарубежных исследователей некоторые существенные физиче
ские процессы, сопровождающие эволюцию аккреционного диска, учитыва
лись весьма приближенно или не учитывались вовсе. Это относится в первую 
очередь к гидродинамической турбулентности, являющейся одним из важ
нейших физических процессов, определяющих структуру и динамику диска. 
Острота этой проблемы становится еще более очевидной, если принять во 
внимание, что турбулизованное вещество диска представляет собой неодно
родную дисперсную среду, состоящую из газа (в общем случае многокомпо
нентноrо) и пьшевых частиц различных размеров. При этом роль пылевых 
частиц в турбулизации дисковой среды, включая динамику их дрейфа в на
правлениях, радиальном и ортогональном к экваториальной плоскости Солн
ца, а также фазовых переходов при испарении и/или конденсации частиц с 
учетом температурной стратификации в диске, оказывается, нередко, опре
деляющей. По-видимому, именно этим объясняется довольно неоднородная 
структура дисков, о чем свидетельствуют имеющиеся (хотя и ограниченные) 
наблюдательные данные, примеры которых приведены в гл. 1 ,  где обсуждается 
природа газопьшевых дисков, и показаны дополнительно на рис. Ц.42. 

При моделировании эволюции допланетного облака, окружавшего Солн
це на ранней стадии его эволюции, необходимо, в общем случае, учитывать 
динамические процессы взаимодействия турбулизованного газа и пьши (в об
щем случае пьшевой плазмы) . В частности, нужно учитывать модификацию 
твердыми частицами энергии турбулентности несущей фазы (т. е. обратное 
влияние пылевой компоненты на турбулентный и тепловой режимы газовой 
составляющей диска) , влияние турбулентности на скорости фазовых пере
ходов (испарение, конденсацию), на скачкообразные процессы аккумуляции 
дисперсных частиц (коагуляцию и дробление при взаимном соударении ча
стиц друг с другом в потоке вещества) и, наконец, на осаждение сквозь газ 
твердых частиц к центральной плоскости диска, где они образуют уплощен
ный пылевой слой (субдиск). Модель, учитывающая продолжающуюся ак
крецию вещества из протосолнечной туманности на прото-Солнце и окру
жающий его диск, формирующийся субдиск с частичным выносом наружу 
твердых частиц, состоящих в основном из тугоплавких соединений (CAis), и 
образование биполярных потоков плазмы у полюсов под влиянием магнтного 
поля, схематично показана на рис. Ц.43. При увеличивающейся массе про
тозвезды и росте плотности вещества диска важную роль начинают играть 
приливвые взаимодействия, оказывающие, в частности, влияние на форми
рование концентрических газопьшевых слоев (Bryden и др. ,  1999) . 

Существует обширная литература по моделированию эволюции околосол
нечного допланетного облака без пьшевой составляющей (см. ,  например, про
странную библиографию к обзору (Вisnovatyi-Kogan, Lovelace, 2001)). Вместе 
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с тем, немногочисленные публикации по запьmенным дисковым системам 
охватывают сравнительно узкий круг задач, относящихся к данной пробле
ме, а полученные в них результаты носят ограниченный характер, поскольку 
используемые модели турбулентности двухфазных сред «газ-твердые части
цы» не могут быть признаны вполне удовлетворительными (см.,  например, 
Weidenschilling, 1977, 1980; Sekiya, Nakagawa, 1988; Cиzzi и др. ,  1993; Dиbrulle, 
1993, 1995; Stepinski, Valageas, 1996, 1997; Goodmann, Pindor, 2000; Takeиchi, 
Lin, 2002, 2003; Yoиdin, Goodman, 2004) . Эта обстоятельство обусловлено, в 
частности, тем, что существующая в настоящее время теория турбулентности 
гетерогенных жидкостей несовершенна, что связано как с незавершенностью 
<<классической>> теории гидродинамической турбулентности, так и с возник
новением ряда новых механизмов турбулизации в диске, реализуемых при 
варьировании объемного содержания и размеров твердых частиц в потоке 
газовзвеси. 

Мелкодисперсные твердые частицы (относительно малоинерционная со
ставляющая газовзвеси) оказывают, как правило, ламинаризующее влияние 
на двухфазное турбулентное течение за счет роста дополнительной диссипа
ции, в то время как крупные частицы усиливают генерацию пульсационной 
энергии за счет формирования вихревого следа. Следует отметить, что пы
левая фаза может не приниматься во внимание при моделировании диска 
только лишь самой начальной стадии эволюции этого космического объекта, 
когда почти все первичные (межзвездные) пьmевые частицы, войдя в состав 
допланетного диска и попав в его внутреннюю высокотемпературную область, 
уже либо испарились, либо сохранились частично (или полностью) в более 
удаленных от Солнца и потому более холодных областях. На более поздних 
стадиях эволюции допланетного облака, по мере охлаждения диска, конден
сации твердых частиц и увеличения их в размерах (в основном в результа
те процессов коагуляции), а также диссипации газа из дисковой системы в 
межзвездное пространство, динамическая, энергетическая и оптическая роль 
пьmевой составляющей существенно возрастает. 

В этом случае при моделировании дисковой среды важно учитывать вли
яние пыли на турбулентность потока, которое не является, вообще говоря, 
однозначным, и сильно зависит от величины объемного содержания (кон
центрации) и инерционности твердых частиц. В частности, на определенных 
этапах эволюции подобной гетерогенной смеси становятся существенными 
такие механизмы воздействия пьmевой компоненты на турбулентность в дис
ке, как турбулентный <<диффузионный>> перенос дисперсной составляющей, 
обусловленный пространствеиной неравномерностью распределения пьmевых 
частиц в диске, генерирование дополнительных турбулентных возмущений за 
счет коллективных эффектов, связанных с межчастичными столкновениями 
твердых частиц (Шрайбер и др. ,  1980) , образование вихревых структур за обте
каемыми крупными частицами при отрыве несущего газового потока (Fessler, 
Eaton, 1999) , а также совместное влияние этих двух механизмов турбулизации 
течения. Кроме этого, само присутствие в турбулизованной среде полидис
персной примеси существенно усложняет гидродинамику диска, способствуя 
реализации дополнительных режимов течения космического вещества. Так, 
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например, увеличение концентрации твердых частиц в гетерогенном потоке, 
связанное с процессом оседания пыли к центральной плоскости диска под 
действием вертикальной компоненты тяготения прото-Солнца, приводит к 
локальному дополнительному усилению генерации турбулентной энергии по
тока, обусловленной ростом поперечного градиента относительной скорости 
фаз в окрестности экваториальной плоскости, т. е. к ретурбулизации течения 
(см. Goldrich, Ward, 1973). 

Помимо этого, эффективность механизмов аккрецирования вещества в 
допланетном облаке, особенно на стадии формирования субдиска, также в 
значительной степени зависит от интенсивности его турбулизации. Причем, 
влияние турбулентности на процесс коагуляции частиц в различных ситу
ациях может сказываться совершенно неожиданным образом, однако, по
видимому, турбулентность всегда способствует коагуляции (Волощук, Седу
нов, 1975). Так, если внутренний колмогоровекий масштаб турбулентности 
А, к меньше или сравним с размером дисперсных частиц, то имеет место тур
булентное блуждание частиц (аналогичное броуновскому) , приводящее к их 
взаимному столкновению, т. е. к турбулентной коагуляции, дополняющей эф
фективную в спокойном газе гравитационную коагуляцию. В то же время для 
частиц, размеры которых значительно меньше Лк, влияние турбулентности 
на эволюцию тонкодисперсной пьшевой компоненты происходит по иным 
каналам. В этом случае усиление различных коагуляционных процессов (вы
званных другими, нежели турбулентность, причинами) будет проистекать в 
результате интенсивного турбулентного перемешивания частиц на расстоя
ниях, больших колмогоровекого масштаба, когда за счет хаотических турбу
лентных пульсаций число взаимных столкновений твердых частиц в единицу 
времени существенно увеличивается по сравнению с ламинарным течением. 
Турбулентные пульсации могут способствовать втягиванию мелкодисперсных 
частиц в гидродинамический след или в зону действия индукционных сил в 
случае одноименно заряженных частиц, а также могут содействовать электро
статической коагуляции путем разрушения экранировки (см. Волощук, Седу
нов, 1975). 

Основываясь на доступных результатах лабораторных и модельных иссле
дований (см.,  например, Dominik и др. ,  2007), можно в первом приближении 
считать, что столкновения сравнительно мелких (примерно миллиметровых) 
частиц при скоростях < 1 м/с приводит к их объединению. Этому может спо
собствовать так называемая быстрая коагуляция, не учитывающая вандер
ваальсовских сил отталкивания (хотя более подробного рассмотрения заслу
живает при этом сам механизм прилипаимя - адгезии), либо рыхлая (fluffy) 
структура сталкивающихся частиц. По-видимому, на подобных структурах 
возможно преобладание процессов интеграционных над деструктивными да
же при скоростях > 1 0  мjс. Эффективным механизмом аккумуляции твер
дых частиц может быть также, наряду с гравитационной, негравитационная 
аккреция, связанная с броуновской коагуляцией, электрической коагуляци
ей, турбулентно-броуновской коагуляцией заряженных и нейтральных частиц 
и т. п. (подробнее см. Marov, Kolesnichenko, 2001). В результате роста инерци
онности частиц они все в меньшей степени будут участвовать в пульсацион-
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ном (вихревом) движении газовзвеси, что приводит, в конечном итоге, к их 
эффективному оседанию к экваториальной плоскости протозвезды и аггломе
рации. Таким образом, вопреки распространенному мнению, что турбулент
ность в газопьmевой среде субдиска не способствует укрупнению частиц (см. 
напр. ,  Макалкин, 2003) , ситуация может быть обратной, что подтверждают и 
полученные недавно результаты наблюдений (Natta и др. ,  2007) . 

Данный вывод дополнительно подкрепляют развиваемые нами представле
ния о том, что в охваченном турбулентными движениями аккреционном дис
ке и субдиске должна быть велика вероятность процессов самоорганизации 
на фоне хаотического движения газопьmевой среды. Это позволяет предпо
лагать существенную роль этих процессов в образовании пьmевых кластеров 
внутри упорядоченных (вихревых) структур за счет более тесного взаимо
действия (при относительно малых скоростях) частиц, способствующего их 
объединению. Таким образом, открывается реальная возможность преодолеть 
известные трудности механизма простого объединения частиц в турбулиза
ванной дисковой среде, если принять во внимание возникновение областей 
самоорганизации в динамической системе вдали от состояния равновесия. 
Тем не менее пока остается открытым вопрос о том, как и за какие времена 
происходит рост в турбулентной среде диска зародышей планетезималей на
чиная примерно с метровых размеров (Dиllemond, Dominik, 2005; Cи:u.i, 2004; 
Cиzzi и др. ,  2003; 2005; Сиw, Weidenschilling, 2006; Rиssell и др. ,  2006; Wadhwa 
и др. ,  2007). 

Наконец, коснемся еще одного важного механизма, с которым связано 
создание космогонических моделей. Несомненно, что при образовании и в 
процессе эволюции околосолнечного допланетного диска существенную роль 
играли электродинамические (плазменные) эффекты. Космическая плазма в 
общем случае является пьmевой, т. е. содержит мельчайшие частицы пыли 
(см. Фортов и др. ,  2004) . Так как любой аккреционный диск содержит твер
дые частицы различных размеров, то существует, по-видимому, некоторый 
граничный линейный масштаб (обычно он бывает порядка I0-5- I0-7 м), за
висящий от величины электромагнитного и гравитационного полей, заряда 
и плотности частиц, который разделяет достаточно малые частицы, являю
щиеся частью пьmевой плазмы, и достаточно большие частицы, движение 
которых определяется воздействием неэлектромагнитных сил. Известно, что 
основными физическими процессами, определяющими поверхностный заряд 
пылинок, являются фотоэлектронная эмиссия и столкновения с плазменны
ми электронами и положительными ионами (см. ,  например, Альвен, Аррениус, 
1979). Вместе с тем, твердая частица в космической плазме чаще заряжается 
отрицательно до потенциала порядка нескольких вольт в результате столкно
вений с электронами. В тех случаях, когда частица попадает в область плазмы 
с большим количеством надтепловых электронов, ее отрицательный потенци
ал может достигнуть значений порядка нескольких тысяч вольт, в результате 
чего она окажется захваченной плазмой. 

В совокупности процессов формирования диска и его эволюции чрезвычай
но важную роль играет электризация пьmевых частиц при их оседании и вза
имодействии с магнитным полем звезды, что требует учета влияния соответ-
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ствующих электродинамических эффектов в дифференциально-вращающейся 
среде. Это дает возможность получить необходимые количественные оценки 
коэффициентов турбулентного обмена, отличных от упрощенных коэффи
циентов, получаемых из соотношений размерности и широко используемых 
в градиентных моделях турбулентности. В частности, при движении элек
тропроводной двухфазной среды в электромагнитном поле на заряженные 
частицы действует поидерамоторная сила Лоренца, что приводит к возник
новению ряда дополнительных эффектов, особенно при турбулизации тече
ния (Верещагин и др. ,  1974; Бусройд, 1975) .  Нами применительно к пробле
ме реконструирования эволюции допланетного облака предпринята попытка 
разработки континуальной модели дисковой среды, учитывающей совмест
ное влияние магнитно-гидродинамических эффектов [см. гл. 9] и эффектов 
турбулентности на динамику и процессы тепло-, массопереноса в дифферен
циально вращающемся космическом газопьшевом веществе. 

Вместе с тем, трудности моделирования турбулентности в диске не сво
дятся только лишь к получению достаточно надежных значений коэффици
ентов турбулентного обмена в электропроводной многофазной системе. Не 
менее существенную роль играет изучение крупномасштабных турбулентных 
структур, отвечающих представлениям о возникновении когерентных упоря
доченностей на фоне хаотических турбулентных движений. В то время как в 
хаотической турбулентности рост размеров частиц при столкновениях затруд
нен, внутри вихревых когерентных структур, наоборот, может происходить 
их объединение и укрупнение. Как уже отмечалось, возникновение подоб
ных вихревых кластеров облегчает решение проблемы укрупнения пьшевых 
частиц за счет соударений даже при относительно небольшик скоростях, что 
встречает известные затруднения при попытках воспроизведения подобного 
рода процессов в лабораторных экспериментах, о чем говорилось в гл. 1 .  Мы 
приходим, таким образом, к выводу, что синергетические процессы само
организации в термадинамически открытой системе допланетного облака на 
фоне крупномасштабного сдвигового течения космического вещества, связан
наго с его дифференциальным вращением, также являются важнейшим ме
ханизмом, формирующим свойства облака на разных стадиях его эволюции, 
включая формирование вязкого аккрецианнаго диска вокруг молодого Солн
ца, проходившего стадию Т Тельца, формирование пьшегазового субдиска, 
разрушение последнего в результате гравитационной неустойчивости и воз
никновение дискретных центров уплотнения с последующим образованием и 
ростом планетезималей. Подчеркнем еще раз, что мы говорим о возникно
вении гравитационной неустойчивости именно в пьшевом субдиске, а не в 
самом диске, масса которого на стадии Т-Тельца слишком мала, чтобы под
держать гравитационную неустойчивость. Сохраняется, однако, возможность 
магнитных неустойчивостей типа упоминавшейся в гл. 1 неустойчивости Бал
буса-Хаули. 

Как видим, развитая турбулентность способна приводить к формированию 
в диске мезомасштабных, относительно устойчивых, газопьmевых когерент
ных структур, обеспечивающих, по-видимому, наиболее благоприятные усло
вия для механического и физико-химического взаимодействия между части-
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цами вещества (см. Barge, Sommeria, 1995; Tanga и др. ,  1996; Chavanis, 1999; Ко
лесниченко, 2004). В результате происходит самопроизвольное образование и 
рост конденсированной пьmевой компоненты (пьmевых кластеров), интенси
фикация фазовых переходов и тепломассопереноса при различных значениях 
термагидродинамических параметров несущей и дисперсной фаз, существен
ная модификация спектра колебаний в сильно запьmенной среде и т. п. Один 
из возможных сценариев образования и роста пьmевых частиц в частично 
ионизованном протопланетном диске состоит из следующих этапов: сначала 
образуются первичные кластеры; после прохождения критического размера 
начинается этап гетерогенной конденсации; на следующем этапе на первый 
план выходят процессы коагуляции и агломерации (слипания); наконец, на 
последнем этапе становится наиболее важной поверхностная рекомбинация 
ионов, приводящая к постоянному осаждению материала на поверхности изо
лированных многозарядных частиц. На всех этих этапах существенный вклад 
вносят коллективные процессы самоорганизации. Дальнейшее развитие дан
ного сценария с образованием более крупных тел в газопьmевом диске схе
матически показано на рис. Ц.44. 

Здесь мы не будем касаться плазменных эффектов, а остановимся, в основ
ном, на следующих четырех аспектах проблемы построения модели дисковой 
среды: 

- формулировании базовой системы уравнений сохранения массы, им
пульса и энергии для мгновенных (актуальных) параметров течения газо
пьmевой смеси и излучения, предназначенных для численного моделирова
ния околосолнечного допланетного диска на разных стадиях его эволюции (в 
частности, ламинарной стадии образования субдиска) и в пространствеиных 
зонах, расположенных на различных расстояниях от протозвезды; 

- весовом осреднении (по Фавру) стохастических уравнений движения 
двухфазной механики с целью феноменологического описания осредненно
го течения газавзвеси и процессов турбулентного тепло- и массопереноса в 
газопьmевом диске; 

- выводе определяющих соотношений для корреляционных характеристик 
турбулентного двухфазного течения, необходимых для замыкания гидродина
мических уравнений масштаба среднего движения; 

- моделировании коэффициентов турбулентного переноса в газопьmевом 
диске с учетом обратного влияния полидисперсной составляющей на интен
сивность турбулентности несущего газа. 

7.1.2. Основные допущения модели 

Как уже говорилось, наиболее адекватное моделирование движения газо
взвеси в газопьmевом аккрецианнам диске можно провести, по-видимому, в 
рамках механики гетерогенных турбулизованных сред, с учетом специфики 
физико-химических свойств фаз, процессов тепло- массопереноса и излуче
ния, химических реакций, фазовых переходов, процессов коагуляции, дроб
ления и т. д. Такой подход бьш разработан авторами (Колесниченко, Маров, 
2006). Изучение эволюции подобных сред связано с привлечением новых 
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термагидродинамических параметров и решением уравнений более сложных, 
чем те, с которыми приходится иметь дело в «обычной» гидродинамике. При 
этом детальное описание внутрифазных и межфазных взаимодействий в гете
рогенных средах порою чрезвычайно сложно, и для получения достоверных 
результатов и их понимания здесь особенно необходимы рациональные схе
матизации, приводящие к обозримым и решаемым уравнениям. 

Как правило, в перечисленных выше и некоторых других известных рабо
тах по континуальному моделированию турбулизованных аккреционных дис
ков с учетом пьmевой составляющей, исходными служат уравнения нераз
рывности, движения и энергии для каждой фазы в отдельности (Nakagawa 
и др. ,  1981; Weidenschilling, 1984; Hayashi и др. ,  1985; Nakagawa, Sekiya, 1986; 
Schmitt и др. ,  1997; Balbиs, Hawley, 1998). При этом приходится эвристически 
задавать законы межфазных взаимодействий,  в частности, интенсивности об
мена импульсом и энергией между фазами. Такой подход является аналогом 
тринадцатимоментнаго метода Грэда (Grad, 1949), получившего широкое рас
пространение, например, в кинетической теории многокомпонентной плаз
мы. Последующее осреднение взаимосвязанных гидродинамических уравне
ний для отдельных фаз (с целью описания турбулизованных движений) при
водит не только к громоздким уравнениям масштаба среднего движения, что 
связано с необходимостью удержания в их структуре большого количества 
корреляционных моментов пульсирующих параметров (таких, например, как 
-,-, -, -,-, -т, ' -,-т, ) Ф v PgUg, pdudud, ud, Pg и т. п. , но и к затруднениям изическои интерпрета-
ции каждого отдельного члена в осредненных уравнениях. Для преодоления 
указанных трудностей и с целью упрощения задачи некоторые авторы часто 
прибегают к необоснованному отбрасыванию ряда корреляционных слагае
мых, что, конечно, сужает область применеимя подобного подхода. 

Вместе с тем, моделирование эволюции турбулизованного газопьmевого 
облака возможно провести в рамках односкоростного приближения гетеро
генной механики, аналогичного моментному методу Чепмена-Энскога ре
шения системы кинетических уравнений Больцмана для многокомпонентных 
газовых смесей (см. , например, Чепмен, Каулинг, 1960; Маров, Колесничен
ко, 1987). Своеобразие этого подхода в рассматриваемом случае состоит в 
том, что несмотря на разницу гидродинамических скоростей отдельных фаз 
и, связанную с этим, необходимость учета динамических и инерционных эф
фектов их относительного движения, континуальное описание дисковой сре
ды возможно проводить исходя из законов сохранения массы, импульса и 
энергии для системы в целом, дополненных определяющими (замыкающи
ми) соотношениями для ряда термагидродинамических потоков, как внутри
фазных, так и межфазных. В частности, для потоков межфазной диффузии 
(или относительных скоростей фаз) могут быть использованы обобщенные 
соотношения Стефана-Максвелла, выведенные для гетерогенных смесей с 
достаточной полнотой и логической стройностью методами неравновесной 
термодинамики в работе (Колесниченко, Максимов, 2001) . Важно подчеркнуть, 
что применение только одного суммарного континуума для моделирования 
газопьmевого космического вещества позволяет, при использовании средне
взвешенного осреднения Фавра (Favre, 1969) , выполнить осреднение гидра-
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динамических уравнений для дисковой среды в целом достаточно аккуратно 

(см. ,  например, Marov, Kolesnichenko, 2002). 
Огромное разнообразие, взаимовлияние и сложность эффектов неодно

фазности в солнечном допланетном облаке (фазовые переходы, химические 

реакции, теплообмен, гравитационное взаимодействие, пульсационное и ха

отическое движение, вращение, радиация, коагуляция и т. п.) с необходимо

стью требует разумной схематизации описания движения газопьmевой среды. 

В связи с этим, далее будем предполагать, что движение дисперсной смеси 

(дисперсная фаза с точки зрения термодинамики и механики сплошной среды 

может рассматриваться как <<псевдогаз>> , <<псевдомолекулами>> которого явля

ются дисперсные частицы) в допланетном диске можно адекватно описать 

при следующих допущениях: 

• пьmевые частицы (далее под пьmевыми частицами понимаются твердые 

тела с размерами от одного микрона до нескольких сотен метров) - твердые 

и недеформируемые, сферичны по форме и полидисперсны; 

• предполагается несжимаемость вещества пьmевых частиц, р d = const; 
• истинная плотность частиц пьmи много больше истинной плотности 

газовой составляющей системы, pd � pg; 
• объемная концентрация дисперсной фазы не очень велика (s2 � 1 ) ,  так 

что членами порядка s2 можно пренебречь; 

• несущая фаза - сжимаемый многокомпонентный совершенный газ; 

• можно пренебречь диффузионным переносом молекул всех химических 

сортов друг относительно друга, ua(k) = и а; 
• вязкость и теплопроводность дисперсной фазы можно не учитывать, 

Pd = O, qd = O; 
• предполагается условие термического равновесия газовой и дисперсной 

фаз, Tg = Td = Т; 
• суммарный гетерогенный континуум рассматривается в однодавленче

скам приближении, Pg = pd = p(pg, Т) ; 
• гетерогенные реакции на поверхности твердых частиц можно не учи

тывать; 

• вкладом от приповерхностного слоя твердых частиц в энергетику дис

ковой системы в целом можно пренебречь; наличие в гетерогенных системах 

межфазных границ, моделируемых математическими поверхностями, на ко

торых терпят разрыв непрерывности поля различных термодинамических па

раметров, приводит к весьма серьезным осложнениям континуальной теории 

многофазных многокомпонентных систем (см. Нигматулин, 1982) ; 
• считается, что при описании динамического взаимодействия фаз враще

нием твердых частиц можно пренебречь; 

• теплообмен между дисперсными частицами и несущим газом можно не 

учитывать. 

Таким образом, предполагается моделировать гетерогенный континуум, 

состоящий и двух соприкасающихся друг с другом фаз - несущей газовой фа

зы солнечного состава и дисперсной фазы твердых конденсированных частиц 

сложного химического состава (см. ,  например, Дорофеева, Макалкин, 2004), 
находящийся при общей абсолютной температуре Т и давлении р. Заметим, 
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что это есть условие только термического и механического равновесия фаз, но 
не полного фазового равновесия, для которого дополнительно требуется еще 
и совпадение химических потенциалов фаз (являющихся ключевым понятием 
теории фазового равновесия). Кроме этого, при химическом равновесии, т. е. 
равновесном распределении химических компонентов между двумя фазами их 
химические потенциалы должны иметь постоянное значение в обеих фазах. 
Для применимости континуального приближения линейные размеры элемен
тарного макрообъема {J"'f/ дисковой среды должны быть намного больше ли
нейных размеров дисперсных включений, но намного меньше характерного 
гидродинамического размера задачи Lhyctr· Предполагается, что каждая фаза 
представляет собой гомогенную-компонентную смесь (причем каждое гео
химически значимое вещество допланетного облака присутствует в каждой 
фазе). Далее для обозначения фазы будем использовать нижний греческий 
индекс а, {3, . . .  , а нижние латинские индексы в круглых скобках типа (k) или 
(i) у любой величины будем относить к молекулярной составляющей фазы. 
Газовая фаза (а = g) является несущей средой, описываемой моделью вязкой 
жидкости. Дисперсная фаза (а = d), присутствующая в виде твердых включе
ний (столкновениями между которыми мы пренебрегать, однако, не будем), 
является невязкой и не теплопроводной. Иногда для обозначения газовой и 
конденсированной фаз вместо буквенных будем использовать цифровые ин
дексы, отнеся нижний индекс а =  1 к газовой фазе, а а =  2 - к  параметрам 
дисперсной фазы. 

§ 7 .2. Исходные уравнения механики гетерогеиных сред 
в доплаиетиом газопылевом облаке 

Предполагая далее локальное термодинамическое равновесие в пределах 
каждой фазы, а также локальное термодинамическое равновесие излучения 
с веществом, воспользуемся для описания гидродинамических движений в 
газопьmевой среде (с соответствующими физико-химическими свойствами) 
феноменологической теорией многожидкостных взаимопроникающих конти
нуумов, учитывающей, в частности, динамические эффекты из-за песовпаде
ния гидродинамических скоростей ua фаз, входящих в состав системы (см., 
например, Нигматулин, 1987; Колесниченко, Максимов, 2001).  

Для каждой из двух фаз в каждой пространствеино-временной точке (r, t) 
определим массовую плотность, гидродинамическую скорость, внутреннюю 
энергию и другие термагидродинамические параметры, относящиеся к сво
ему континууму и своей химической составляющей смеси. При этом в ка
честве характеристик фазы будем использовать величины, осредненные, как 
по совокупному элементарному макрообъему {J'J/ = L {J'J/ 

а
' относящемуел к 

а 
гетерогенной системе в целом, так и по части {J'J/ а элементарного объема, 
занимаемой отдельной фазой а. В частности, наряду с распределенной (раз
мазанной по совокупному объему {J'J/) массовой плотностью Ра фазы а, далее 
будем использовать истинную (физическую) плотность Р

а 
(равную отноше-
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нию массы частиц фазы а в элементарном макрообъеме {jCJf к части этого 

объема {jCJfa, которую фаза занимает) , определяемую выражением 

Pa =Palsa, sa = {)WafбW, L Sa = 1 ,  (7.2 . 1 )  а 
где sa - так называемое, объемное содержание (объемная концентрация или 

фазовая насыщенность) а-фазы. Именно истинная Ра' а не распределенная Ра 
плотность фазы совместно с другими параметрами состояния, например та

кими, как температура Та, внутренняя энергия еа и энтропия Sa, определяет 

термодинамические свойства элементарной макрочастицы а-фазы в различ

ных ее состояниях. Кроме того, величины sa непосредственно влияют и на 

гидродинамическое движение фаз, поскольку фигурируют в соответствующих 

уравнениях движения. Одновременно будем предполагать, что между отдель

ными химическими компонентами k дисковой системы возможны r незави

симых химических реакций, включая межфазные реакции и случаи, когда 

химические превращения сводятся просто к перемещению компоненты k из 

одной фазы в другую. 

Рассмотрим сначала случай, когда все сконденсированные частицы допла

нетного газопьmевого диска в каждом элементарном макрообъеме бW, неза

висимо от их размеров имеют одну и ту же мгновенную гидродинамическую 

скорость uir, t) . Массовую плотность p(r, t) и среднемассовую гидродинами

ческую скорость u(r, t) (мгновенную скорость движения центра тяжести эле

ментарного макрообъема газавзвеси с центром в точке r) газопьmевой смеси 

в целом определим соотношениями 

р= L Р�а =pg( l - s) + pds, (7.2.2) 
а 

(7.2.3) 

где Pa(r, t) , ua(r, t) - соответственно истинная массовая плотность и гидроди

намическая скорость фазы а; sd(r, t) - мгновенное значение объемной кон

центрации дисперсной фазы, (sg + sd = 1 ) ;  индекс <<d)) у параметра sd далее 
будем опускать, sd = s. 

Для моделирования химического состава, особенно на ранних этапах эво

люции допланетного облака (см. ,  например, Willacy и др. ,  1998; Дорофеева, 
Макалкин, 2004) , необходимо в общем случае привлекать уравнения баланса 

масс для каждой химической компоненты фазы, которые могут быть пред

ставлены в форме уравнений сохранения частиц сорта k в фазе а. С учетом 

сделанных выше допущений эти уравнения принимают вид: 

или 

r о 
:t (sana(k) ) + div(sana(k)ua) = aa(k) = L V a(k),p�p + {j2ana(k), p=l 

(а = 1 , 2; k = 1 , 2 ,  . . .  , n) ,  

(7.2.4) 

(7.2.5) 
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Здесь d( . . .  )jdt = д( . . .  )jдt + и ·  д( . . . )jдr - субстанциональная производная, свя
занная с движением элементарного макрообъема газопьmевой среды в це
лом; д( . . .  )jдr = L i1д( . . .  )/дх1 - векторный дифференциальный оператор; i1 (/ = 1 
= 1 ,  2, 3) - суть декартовы единичные векторы, параллельные соответствую
щим осям координат; величина (дjдr) · Ь является дивергенцией Ь; na(k) (r, t) 
число частиц химического вещества k в единице объема, занимаемого фа
зой а (счетная концентрация); wa(r, t) - мгновенная диффузионная скорость 
фазы а, удовлетворяющая, в силу определения среднемассовой скорости и, 
соотношению 

или 

а 

L PaSaWa = O, wа = <иа - и) , а (7.2.6) 

(7.2.7) 

где Ра = L m(k)na(k) ; Ja(r, t) - массовый диффузионный поток частиц а-фазы; 
k 

aa(k) - скорость образования числа частиц компоненты k в единице объема 
среды за счет химических реакций и фазовых переходов (испарения и кон
денсации вещества), а также процессов дробления и коагуляции дисперсной 
составляющей; �/'' t) - скорость р-й химической реакции (включая межфа
зовые реакции и фазовые переходы) ,  р = 1 ,  2, . . .  , r; va(k),p - стехиометриче
ский коэффициент компоненты k в фазе а по отношению к р-й химической 
реакции, стехиометрическое уравнение которой символически может быть за
писано в виде (см. , например, Пригожин, Дефей, 1966) 

� t va(k),pm(k) = 0, (р = 1 ,  2, . . .  , r) (7.2.8) 

- принцип сохранения общей массы в р-й химической реакции; m(k) - моле

кулярная масса k-й компоненты; п;k) - величина, описывающая изменение 
числовой концентрации химической компоненты k в пьmевой фазе, связан
ное с процессами дробления или слипания сконденсированных частиц в газо
пьшевом облаке. Стехиометрические коэффициенты компонентов, образую
щихся при протекании реакции (слева направо) считаются положительными, 
а коэффициенты расходующихся при этом компонентов - отрицательными. 

Из (7.2.4), при условии сохранения массы всех химических компонентов 

в пьmевой фазе в процессе трансформации твердых частиц ( t m(k)п;k) = О), 
следует дифференциальное уравнение сохранения 

р :t ( Р;а ) + div(pasawa) = аа,В = ± va,p�p ' (а, f3 = 1 ,  2) 
p=l 

(7.2.9) 

для распределенной массовой плотности 

Pa = sa L m(k)na(k) = pasa (7.2 . 10) 
k 

а-фазы. Здесь va,p = t m(k)va(k),p; величина аа,в<r, t) характеризует интенсив-
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ность перехода массы из фазы а в фазу f3 (или наоборот, тогда аа/3 < О) за счет 
химических реакций и процессов испарения или конденсации вещества в до
планетном облаке; при этом аа/3 = -а/За· Для дальнейших целей целесообразно 
ввести в рассмотрение массовые фазовые концентрации Ca(r, t) 

С 
= 

Ра = PaSa а р р ' (7.2. 1 1 ) 

(7.2. 12) 

Закон сохранения массы в целом, получающийся в результате суммирования 
(7.2.4) по индексам k и а, с учетом (7.2.7) и (7.2.8), принимает обычную форму 

р :t ( � ) - div u = O, или t + div(pu) = O, (7.2. 13) 

как и в однофазном континууме. Отметим, что излучение не изменяет урав
нение непрерывности (7.2. 13) ,  поскольку оно <<не обладает>> массой. 

Далее будем предполагать, что в процессе эволюции газопьmевого облака 
материал твердых включений остается несжимаемым, т. е. истинная (физи
ческая) плотность пьmи pd = const. Тогда мгновенное уравнение (7.2. 12) для 
пьmи сводится к уравнению 

d ( s ) - d' ( ) - 1 pdt р - - lV SWd + pd adg ' (7.2 . 14) 

позволяющему найти объемное содержание s(r, t) пьmевой составляющей в 
двухфазном потоке при заданной относительной скорости фаз w. Таким об
разом, для расчета параметров р и s (а следовательно, и плотности газа Pg 
[см. соотношение (7.2.2)]) можно использовать уравнения (7.2. 13) и (7.2. 14) 
вместо двух уравнений (7.2.9). 

Интенсивность силового взаимодействия фаз и характеристики излуче
ния в газопьmевом облаке сильно зависят от характерного размера твердых 
включений (например, характерного объема одной частицы пьmи Dir, t)) и 
полного их числа Nd = s L nd(k) в единице совокупного объема газовзвеси. В k 
случае если все твердофазные конденсаты являются сферическими или близ
кими к ним по форме с характерным диаметром Ферета d(r, t) , то Dd = (л/6)J3. 
Балансовое уравнение для полного числа дисперсных частиц Nd(r, t) можно 
получить, используя (7.2.4); в результате будем иметь 

р � ( �d ) + div(Ndwd) = aNd = L ± vd(k).ipNd, (7.2. 1 5) 
k p=i 

где источникавый член Nd = L п;k) ' характеризующий изменение полной чи
словой плотности разномасштабных твердых частиц за счет процессов коагу
ляции и дробления, определяется в общем случае кинетическим уравнением 
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Смолуховского [см. уравнение (7.2.29)] .  По известным параметрам Nd и s 
можно определить важную характеристику коагулирующей смеси в двухфаз
ном потоке - характерный объем Uir, t) (или средний линейный размер dd) 
твердых включений: 

(7.2. 16) 
Следует отметить, что если при численном моделировании эволюции га

зопьmевого облака не принимать во внимание процессы дробления и коа-
о 

гуляции твердых частиц (Nd), процессы испарения и конденсации (adg = 0), 
а также предположить несжимаемость материала включений (pd = const), то 
будем иметь [Jd = const. При этих допущениях 75 d = sp d = р d UdNd, и уравне
ние (7.2. 15) (с правой нулевой частью) является просто следствием уравнения 
(7.2. 14) сохранения массы второй фазы, которое в этом случае принимает 
простой вид 

7.2.1 .  Межфазная диффузия. Коэффициент аэродинамическою 
сопротивления пылевых частиц диска 

(7.2. 14*) 

Как уже говорилось выше, обобщенные соотношения Стефана-Максвел
ла могуr служить исходными уравнениями при анализе процессов фазовой 
диффузии в газопьmевом диске. Диффузия в многокомпонентной смеси газов 
подробно рассмотрена методами кинетической теории в монографии Гирш
фельдера, Кертисса и Берда (1961) . Их основной результат состоит в том, 
что скорость относительной диффузии (и<Л - u(k)) двух компонентов газа мо
жет быть вызвана факторами, не влияющими непосредственно на эти компо
ненты, например термодинамическими силами, действующими на молекулы 
прочих компонентов смеси. Скорости (и<Л - u(k)) находятся (в первом прибли
жении метода Чепмена-Энскога решения уравнений Больцмана) из системы 
уравнений Стефана-Максвелла 
� n(j)n(k) ( ) k д \n Т d -� � и<Л - u(k) - T(k) ---а,.- = (k) = 
j (;k) 

= � { -p(k)F(k) + 
д��) - c<k> L( -P<лF(J) + д��) ) } . 

1 

(k = 1 , 2, . . .  ) 

которым можно придать вид уравнений движения отдельных компонентов 
смеси (см., например, <<Примечание И» в монографии Чепмена и Каулинга 
(1960)) .  

du др(k) � nUJn(k) дТ P(k)d( = -----а;- + p(k)F(k) + � kв Т n'?l!UkJ 
(иu> - u(k)) - kвkт(k)nдr. 

1 

Здесь p(k) = m(k)n(k) ' C(k) = p(k)/p, p(k) - соответственно массовая плотность, 
массовая концентрация и парциальное давление частиц сорта k; р = L p(k) -k 
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полное давление смеси (закон Дальтона) , p(k) = n(k)kв Т; kв - постоянная 
Больцмана; n = L n(k) ' р = L p(k) - соответственно полные числовая и массо-k k 
вая плотности многокомпонентной смеси; f!J(jk) - бинарные коэффициенты 
диффузии; E(k) - внешняя объемная сила (на единицу массы k-й компонен
ты); kт(k) - термадиффузионное отношение. 

В работе (Колесниченко, 1998) указанные отношения Стефана-Максвелла 
для многокомпонентных смесей были выведены методами неравновесной тер
модинамики, а в работе (Колесниченко, Максимов, 2001) они бьmи обобщены и 
на гетерогенные смеси (причем им также можно придать вид уравнений дви
жения отдельных фаз системы). В рассматриваемом здесь однодавленческам 
приближении (Pg = pd) эти соотношения для межфазовой диффузии прини
мают следующий вид 

(а = 1 ,  2, . . .  ) ,  

(7.2. 17) 

где da( . . .  )/dt= д( . . .  )/дt+ иа · д( . . .  )/дr- субстанциональная производная, вдоль 
траектории центра масс а-фазы, заключенной внутри элементарного макро
объема бW многофазной среды; Па - парциальный тензор вязких напряже
ний; RafJ - коэффициент межфазного трения для фаз а и f3 (коэффициент 
RafJ отражает взаимодействие двух фазовых континуумов и поэтому его часто 
удобно записать в симметричном виде RafJ = PaPp()afJ' где параметры ()ар не 
зависят, по крайней мере грубо, от пропорций смеси) , RafJ=RfJa ; Fa - внешняя 

массовая сила, отнесенная к единице массы вещества фазы а; 

(7.2. 1 8) 

- обобщенная термодинамическая сила, сопряженная с диффузионным по
током Ja; величины da также имеют смысл обобщенных термодинамических 

сил, вызывающих относительное движение фаз ( � da = О) ; kта - термофоре

тическое отношение, причем L kта = О. Более тонкий анализ межфазного вза-а 
имодействия показывает, что эффекты больших градиентов макроскопиче
ских параметров, вращения твердых частиц, не стационарности установления 
профиля скоростей около частиц, деформации дисперсных частиц и некото
рые другие, могут приводить к появлению дополнительных сил в левой части 
уравнений (7.2. 17).  Таковыми кроме стоксовой силы трения могут быть си
ла Сэфмена, связанная с неоднородностью профиля скорости несущего газа, 
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«наследственная» сила Бассе (учитывающая предысторию движения на пове
дение дисnерсных частиц), сила Магиуса или Жуковского (сила доnолнитель
ного воздействия на вращающиеся дисперсные частицы из-за градиентов в 
поле средних скоростей несущей фазы) и т. д. Для определения величины 
термофоретической силы в литературе nредложен целый ряд теоретических 
формул (см.,  наnример, Soo и др. , 1960; Медников, 1981). Следует, однако, от
метить, что в случае дисперсных частиц, размер которых в диске, как nравило, 
значительно меньше характерного размера неоднородностей температуры, си
лу, связанную с термофорезом, можно не учитывать. Последнее слагаемое в 

1 
r 

nравой части уравнения (7.2. 17), равное 2 L wa/3 L va,pSp ' описывает изме-
/3 p=l 

нение импульса фазы а при фазовых переходах (напомним, что wafЗ = ua - u/3) .  
В рассматриваемом нами случае двухфазной газопьшевой дисковой системы 
этим слагаемым учитывается утрата импульса частицами пьшевой фазы за 
счет перехода массы части их в газовую фазу nри испарении или приобре
тение дополнительного импульса дисnерсной фазой за счет возникновения 
(из газовой составляющей) новых твердых частиц при конденсации. Тем не 
менее далее этим слагаемым мы также будем в большинстве случаев пре
небрегать, поскольку практически оно всегда много меньше стоксовой силы 
трения Ffric,a = 1 Raf3waf3' возникающей из-за эффектов вязкости фаз (см. , на-

пример, Нигматулин, 1987), и точно равно нулю при отсутствии фазовых 
переходов. Важно лишний раз подчеркнуть, что, в отличие от классических 
безынерционных соотношений Стефана-Максвелла для относительных ско
ростей компонентов w(jk) = и(}) - u(k) ' законы межфазной диффузии, описывае
мые обобщенными соотношениями ( 1 7), учитывают инерцию относительного 
движения фаз. 

Для двухфазной газопьшевой дисковой среды соотношения (7.2 . 1 7) при
нимают вид уравнений движения газа и пьши 

(7.2 . 17*) 
где Fd = Fg ::g(r, t) - объемная сила на единицу массы, связанная в общем 
случае как с гравитационным nритяжением звезды, так и с гравитационным 
притяжением самого газопьшевого облака. Заметим, что общий вид уравне
ний движения и неразрывности у нас и у различных авторов, изучающих га
зовзвеси nрименительно к аккрецяоиным дискам, одинаков. Отличие связано 
лишь с наличием члена -s(дpjдr) в уравнении движения (7.2 . 1 7*) для газа и 
отсутствием члена s(дpjдr) в уравнении движения (7.2 . 17*) для пьши. Их по
явление в континуальной гетерогенной механике связано, в конечном счете, 
с учетом эффекта nрисоединенных масс (из-за ускоренного движения твер
дых частиц относительно несущего газа, когда в последнем возникают воз
мущения порядка размера частиц) и силы Архимеда, которые при больших 
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значениях pd/Pg (характерных для газовых потоков с твердыми частицами) 
часто намного меньше других слагаемых уравнений движения (см. Нигмату
лин, 1978). Вместе с тем, поскольку эти силы пропорциональны не только 
плотности газа, но и локальному ускорению среды, либо разности локальных 
ускорений газовой среды и твердых частицы, вполне возможны ситуации, ко
гда указанные дополнительные члены уравнений (7.2 . 17*) будут соизмеримы 
с аэродинамической силой Стокса. 

Искомое диффузионное соотношение для вектора относительной скоро
сти пьmи и газа w =  (иd - иg) можно получить из тех членов уравнений (7.2. 1 8) ,  
которые описывают действие трения, если каждый и з  них разделить н а  соот
ветствующую величину sapa, вычесть один из другого и вьщелить слагаемое 
с w. Записывая истинные скорости фаз в виде иd = (Cgw + и) и иg = (-Cdw + и) 
и предполагая, что pd � Pg' в результате получим определяющее соотношение 
для (аналог закона Дарси для фильтрации) 

_P_R w =  () W = 
dgug - ddud + pd -

Pg }.p__ _ _  I_ (� · P ) � - � + -1_ }]?__ 
PdPg 

dg р gd dt dt PgPd дr Pg дr g dt Pg дr ' 

(7.2. 19) 
которое далее будет рассматриваться нами при моделировании фазовой диф
фузии в диске, как основное. Отметим, что гравитационные силы при таком 
вычитании взаимно уничтожились, однако их воздействие на процесс дви
жения газопьшевой среды проявляется посредством градиента давления. При 
написании (7.2. 19) нами не делалось различия между субстанциональными 
производными для отдельных фаз и системы в целом, т. е. предполагалось, 
что ddjdf ';;!,. dgfdt ';;!,. d/dt, что справедливо в механике смесей лишь в так называ
емом диффузионном приближении. В общем случае, т. е. при учете ускорения 
диффузионных потоков относительно центра тяжести, надлежит использовать 
точное преобразование 

dw ( д ) �( 2) dw ( д ) = - +  W · - и + :J  W z - +  W · - и dt дr dt дr ' (7.2.20) 

где g(w2) = Cg
(w · :, )cgw - cd(w · :r 

)сdw - квадратичная по w функция, ко

торая часто может быть опущена (см. Youdin, Goodman, 2004) , в частности, для 
пассивной мелкодисперсной примеси, поскольку для них величина lwl мала. 
Тогда определяющее диффузионное соотношение для вектора относительной 
скорости фаз принимает более сложный вид: 

р() w � - � - (w · � )и - С (w · �)с w +  С (w ·  �)с w +  -1- }]?__ . (7.2 . 19*) gd dt дr g дr g d дr d Pg дr 
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Коэффициент аэродинамического сопротивления 

Коэффициент трения Rdg между газовым и пьтевым континуумами опре
деляется в литературе различными формулами в зависимости от характер
ного диаметра � частиц дисперсной фазы (см. ,  например, Стернин и др. ,  
1980; Шрайбер и др. ,  1987). Если характерный размер сферических твердых 
частиц dd � Лg, где Лg - длина свободного пробега молекул в газовой фазе, 
то величина Rdg задается формулой Эпстейна (Epstein, 1924). Для крупно
дисперсных сферических конденсатов с диаметрами, превышающими длину 
свободного пробега молекул газа, коэффициент сопротивления определяется 
законом Стокеа (Stokes, 1851). Таким образом, для коэффициентов сопротив
ления Rdg (или ()dg) гладкой шарообразной частицы имеем (см. ,  например, 
Weidenschilling, 1977; Garaиd и др. , 2005) 

или 

(режим Эпстейна) , 

(режим Стокса), 

когда � � Лg , 

когда dd � Лg. 

(7 .2.21) 

(7 .2.21 *) 

Здесь csg - скорость звука в газе [см. ниже формулу (7.2.57)] ; Red = ddlwl/vg 
число Рейнольдса для пыли; vg - коэффициент молекулярной кинематиче
ской вязкости газовой составляющей смеси, vg = Лgcsg/2; Cп(Red) - коэффи
циент аэродинамического сопротивления (так называемая стандартная кривая 
сопротивления) , который имеет достаточно сложный характер. В литературе 
известно значительное количество формул, аппроксимирующих стандартную 
кривую (см. ,  например, Шлихтинг, 1974; Стернин и др. ,  1980; Медников, 1981). 
В частности, в астрофизике широкое распространение получило выражение 
(Whipp1e, 1972) 

Red � 1 ,  
1 � Red � 800, 
Red � 800. 

На наш взгляд, не менее удобной является трехчленная формула 

Cп(Red) = 9Re;t 1 ( 1  + 0 , 179Rej2 + 0,013Red), (0, 1  < Red < 103) ,  

(7.2.22) 

(7.2.22*) 

достоинством которой является возможность применения в широком диапа
зоне значений Red. 

Следует отметить, что в реальных многофазных потоках условия обтекания 
частиц, как правило, существенно отличаются от идеализированных условий, 
в которых применима стандартная кривая. В газапылевом облаке космиче
ские частицы, имеют, в общем случае, неправильную форму и шероховатую 



424 Глава 7. Основы механики гетерогенных сред для аккреционных дисков 

поверхность, движутся неравномерно в турбулизованном потоке газа, кото

рый является разреженным и сжимаемым. Каждый из названных факторов, 

разумеется, изменяет (порой существенно) условия обтекания частицы в дис

ке и величину силы аэродинамического сопротивления. Рассмотрим кратко 

их влияние, не учитываемое, как правило, в астрофизической литературе. 

1) Степень отличия формы частиц от шарообразной в гетерогенной меха

нике принято охарактеризовывать коэффициентом формы f3 (/3 >- 1 ) ,  который 

представляет собой отношение поверхности реальной частицы к поверхности 

шара того же объема. В работе (Горбис, 1970) предложены формулы для вычис

ления аэродинамических коэффициентов сопротивления Cп(Red, /3) , которые 
в случае существенно неизометрической формы пьшевых частиц имеют более 

высокие значения по сравнению со стандартной кривой. 

2) Авторами работы ( Стернин и др. ,  1980) установлен факт увеличения (по 

сравнению со стандартной кривой) коэффициента сопротивления Cп(Red) ча

стиц с заметной шероховатостью, если она соизмерима с толщиной погранич

ного слоя. 

3) Турбулизация течения также оказывает существенное влияние на вели

чину CiRed). Как отмечается в работе (Стернин, Шрайбер, 1994) , по данным 

различных авторов, например, в области 20 < Red < 1 00 значения Сп колеблют
ся в пределах (0,01 - З)С;j (здесь и ниже C;j соответствует стандартной кривой). 

Важно отметить, что влияние турбулентности уменьшается с уменьшением 

числа Рейнольдса Red. Для сравнительно небольтих Red можно использовать 

формулы Лопеса и Даклера (см. ,  например, Стернин и др. ,  1980) 

{ 60,75e113Re;t1 ,  Red < 50; 0,05 < е <  0,5; 
Cп(Red) = 0,0498( 1  + 1 50/Red)1 •565 + 1 ,5е, 50 < Red < Re:J; 0 ,07 < е <  0,5,  

где е - относительная степень турбулентности, т. е. отношение среднеквад

ратичной пульсационной скорости к осредненной скорости скольжения; 

Re:f = min{0,9Recrit' 700}; Recrit - критическое значение числа Рейнольдса: 

1n Recrit = 5 ,477 - 1 5 ,8е (е � 0, 1 5) ;  ln Recrit = 3,371 - 1 ,75е (е > 0 , 1 5). 
4) Значительное влияние на аэродинамическое сопротивление частиц ока

зывают сжимаемость и разреженность набегающего потока. Роль этих факто

ров определяется, прежде всего, значениями чисел Маха Ма = lиgllcsg и Кнуд

сена Кn. В высокоскоростном течении газавзвеси в диске значительную роль 

играет сжимаемость несущего газа. Из многочисленных обобщенных зависи

мостей, имеющихся в литературе, приведем формулу Карлеона и Хоглунда 

(см. , например, Стернин и др. ,  1980) 

CiRed) = 9Re;t1 ( 1  + 0, 1 79ReY2 + 0,013Red) х 

[1 + ехр( -0,427Ма-4•63 - ЗRed-0•88)] 
х (7.2.22**) 

1 + Re;;1 Ма[З,82 + 1 ,38 ехр( - 1 ,25Ma-1Red)] ' 

где Red < 100, Ма < 2. Здесь два первых сомножителя в числителе соответству

ют стандартной кривой, третий учитывает влияние сжимаемости, а знамена

тель - разреженности. 
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В работе (Hunter и др. ,  1981) для области Red < 103 приводится зависимость 

С (R ) = (С* _ 2) [-з 07 112 Ма . l + Red( l2/28 + 0,584Red) ] d е d D ехр 
' У Re 1 + 1 1  28Re + 

d ' d 
1/2 

+ yli;Ma [ м�:l + 1 ,7( � )  ] ехр(- :� )  + 2, 

где Td - температура твердых частиц. 
5) При поиижеином давлении газа в диске (например, Вассон (Wasson, 

1985) получил следующие оценки давления в центральной плоскости око
лосолнечного диска: 2 · 10-5-10-1 гjсм3 на r = 1 а. е. и 5 · 10-7-2 · I 0-6 г/см3 
на r = 3 а. е.) может возникнуть скольжения газовой составляющей среды 
по поверхности твердой частицы, что также приводит к уменьшению ко
эффициента аэродинамического сопротивления. Разреженность среды харак
теризуется числом Кнудсена Кn = Лgld. Обычно различают четыре области 
значений Кn: свободномолекулярное обтекание (Кn > 10), переходный режим 
( 10 > Kn > 0,25), течение со скольжением (0,25 > Кn > 0,01) ,  континуальное об
текание (эффект разреженности отсутствует, Кn < 0,01) .  Для первых трех об
ластей коэффициент аэродинамического сопротивления можно представить в 
виде Cd = cpCJ, где коэффициент определяется известной формулой Миллике
на (см. , например, Фукс, 1955) 

ер =  { 1  + Кn[ 1 , 155  + 0,471 ехр(-0,596/Кn)]}- 1 .  
С увеличением разреженности влияние сжимаемости на коэффициент со
противления вырождается. Все перечисленные усовершенствования формулы 
(7.2.22) легко могут быть учтены при численном моделировании строения до
планетного газопьmевого диска, например, на стадии образования субдиска. 

Возвращаясь к формуле (7.2.21 *) для коэффициента edg(Red) заметим, что 
выражение (7.2.2 1*) удобны только для монодисперсной пыли с заданным 
характерным линейным размером включений dd ,  так как в этом случае edg 
не зависит от объемной концентрации дисперсной фазы и полной число
вой плотности твердых частиц Nd. Однако, при учете процессов коагуляции, 
происходящих в газопьmевом допланетном облаке, т. е. с учетом многофрак
ционности пьmевой составляющей, целесообразно переписать (7 .2.21 *) в ви
де, явно зависящем от параметров s и Nd, которые определяются уравнением 
Смолуховского. При использовании формулы (7.2. 16), выражение (7.2.21*)  для 
edg(s, Nd, Red) преобразуется к виду 

е = е (s N Re ) = 
sg d { (4/Зл) 113рd-1 s-1!Зс N1!3 , когда dd � Лg, 

dg dg , d' d 
(4/Зл) I/Зp;[I s-1/ЗNd!ЗCл(Red)lwl , когда dd ?;> Лg. 

(7.2.23) 

7 .2.2. Учет многофракционности пьти. Кинетическое уравнение коаrуляции 

Рассмотрим теперь более детально методику расчета величины Nir, t) в 
случае учета многофракционности пылевой составляющей системы. Реальное 
допланетное облако полидисперсно, т. е. в элементарном макрообъеме б"ll' 
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присутствуют сконденсированные частицы разных размеров dd k ' Этот факт 
можно учесть, если разбить пьmевую составляющую на конечное число фрак
ций, каждая из которых характеризуется, вообще говоря, своими термогидро
динамическими параметрами, т. е. вместо одной дисперсной фазы, необходи
мо рассматривать т фаз (где т - число фракций), каждая из которых имеет 
свои макрохарактеристики 

(7.2.24) 

где ud k(r, t) - гидродинамическая скорость твердых частиц k-й фракции. 
БуДем далее считать, что вещество разных фракций одно и то же 

(pd 1 = pd 2 = . . . = pd т = pd = const) и что твердофазные конденсаты фракции 
<< 1 >>, составляют грУппу частиц наименьшего размера (первичные частицы), 
фракции «2» - группу двойных частиц и т. д. до максимального размера. Для 
упрощения анализа процесса коагуляции, происходящего в (т + 1 )-фазном 
полидисперсном потоке, предположим также, что все твердые частицы яв
ляются сферическими или близкими к ним по форме с диаметрами Ферета 
dd k ' Так как размер одинаковых по химическому составу твердых частиц 
после слипания возрастает пропорционально кубическому корню из коли-
чества первичных конденсатов ее составляющих (dd k = dd 1 Vf), то объемная 
концентрация дисперсных частиц k-й фракции определяется соотношением 

(7.2.25) 

где nd k(r, t) - числовая плотность частиц k-й фракции (их число в единице 
совокупного объема газовзвеси); U1 = (л/6)d3 , d = dd 1 - соответственно объем 
и диаметр одной частицы наименьшего размера. Тогда объемное содержание 
s(r, t), распределенная массовая плотность pd(r, t) и гидродинамическая ско
рость ud(r, t) всего пьmевого континуума выражаются в виде 

т т 
s = L sd,k = UI L knd,k '  k=l k=i 

т 
Pd = Pd L sd k'  k=l , 

т 
sud = L sd kud k ' k=l , , 

(7.2.26) 

В дисперсной смеси, в которой макроскопические скорости фракций отличают
ся друг от друга, т. е. фракции j и k движутся друг относительно друга со 
скоростью ud . - ud k (j, k = 1 ,  . . .  , т), будут происходить столкновения между ,j , 
частицами разных фракций, что приведет к обмену массой, импульсом и энергией 
ме:ящу фракциями. Учет этого обстоятельства, важного на последней стадии обра
зования субдиска (когда возможно появление в потоке фракции <<отраженныХ>> 
от субдиска частиц, имеющих отличную от <<падающих» частиц среднюю или 
макроскопическую скорость) и на этапе образования планетезималей (после 
развала субдиска), сильно усложнит задачу моделирования эволюции допла
нетного газопьmевого облака (см. Колесниченко, 2001). В данной работе мы, 
однако, будем предполагать, что частицы вещества (<<псевдомолекулы>>), при
надлежащие к различным пьmевым континуумам (фракциям), двигаются с 
одной и той же гидродинамической скоростью, ud k = иd (k = 1 ,  . . .  , т). 

Выше уже упоминалось, что в процессе аккуМуляции крупных твердых 
частиц в газопьmевом облаке основными механизмами формирования их 
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размеров являются процессы дробления и коагуляции. Механизм дробления 
сталкивающихся твердых тел основательно изучен (см.,  например, Стернин, 
Шрайбер, 1994) и при необходимости может быть учтен; поэтому далее, для 
того чтобы не перегружать деталями задачу моделирования эволюции диска, 
распад частиц рассматриваться не будет. В этом случае изменение числовой 
плотности nd k фракции k может произойти только в результате уменьшения 
числа частиц' этой фракции при соединении их с другими пылевыми части
цами, а также в результате увеличения количества частиц этой фракции в 
результате слипания более мелких конденсатов. Тогда, система кинетических 
уравнений, описывающая процесс коагуляции, может быть записана в виде 
(Смолуховский, 1936) 

k-1 т 
n;,k = Т L Kj(k-j)nd,jnd,(k-Л - L Kkjnd,knd,j' (k = 1 ,  2 ,  . . .  , т), 

j=l j=l 
(7.2.27) 

где n; k(r, t) - полная скорость изменения концентрации nd k(x, t) пьшевых ча
стиц k-й фракции за счет процессов коагуляции; Kkj(dk, d) - коэффициент 
(ядро) коагуляции для частиц k-го и j-го размеров, характеризующий эффек
тивность коагуляционного взаимодействия, определяется как среднее число 
столкновений частиц размера dk с частицами размера dj в единице объема 
в единицу времени при единичной концентрации того и другого сорта. По
скольку подобное взаимодействие двух разновеликих частиц в потоке услож
нено влиянием окружающей среды, характером взаимодействия в ламинар
ном или турбулентном потоке, а также силовыми полями (гравитацией, элек
тромагнитным полем, молекулярным взаимодействием), то определение ядра 
коагуляции представляет самостоятельную сложную задачу (см., например, 
Волощук, 1984; Мазин, 1971). Коагуляция частиц в газопьшевом потоке может 
быть вызвана одновременным воздействием различных механизмов столкно
вения частиц. Это, прежде всего, гравитационная коагуляция, электрическая 
коагуляция, брауновекая коагуляция, турбулентная коагуляция и различные 
их сочетания, типа турбулентно-броуновской коагуляции заряженных и ней
тральных частиц, браунавекой коагуляции заряженных частиц в гравитацион
ном поле и т. п. В работе (Колесниченко, 2001) проанализированы различные 
механизмы коагуляции применительно к турбулизованному газопьшевому об
лаку и приведены соответствующие выражения для коэффициентов КkГ С 
использованием (7.2.27), система мгновенных уравнения сохранения числа 
частиц k-й фракции пьшевой фазы принимает вид 

� 1  т 
:, nd,k + div(nd,kud) = n;,k = � L Kj(k-Лnd,jnd,(k-Л - nd,k L Kkjnd,j' j=l j=l 

(k = 1, 2, . . .  , т). 
(7.2.28) 

Из (7.2.28) следует балансовое уравнение для полного числа NJ = L nd k k ' 
дисперсных частиц в единице совокупного объема газовзвеси, определяемого 
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только процессами коагуляции (см. (7.2. 1 5)) 

р :t ( ; ) + div(NJwd) = L n; ,k = - � L L Kkjnd,knd,j' k k=! j=! 
(7.2.29) 

причем правая часть (7.2.29) равна половине второго члена в правой части 
уравнения (7.2.28), поскольку увеличения общего числа пьшевых частиц в 
единице объема во время коагуляции не происходит. В пространственно
однородном случае, когда все константы коагуляции приблизительно оди
наковы Kkj = К, уравнение (7.2.29) дNJдt = -(K/2)NJ2 (с начальным условием 

NJ(O) = NJ0) имеет простое решение NJ(t) = NJ0/( 1 + qt), где q = KNJ0/2, ко
торое позволяет определить (по наклону прямой) константу коагуляции К 
экспериментально. 

Заметим, что суммирование левых и правых частей уравнений системы 
(7.2.28) по k, предварительно умноженных на массу отдельной пьшевой ча
стицы k-й фракции md,k = pd U1k, приводит, с учетом закона сохранения пол-

ной массы пьшевых частиц в процессе коагуляции L md kn; k = О, к уравнению 
k , , 

(7.2. 14*), позволяющему рассчитать полную объемную концентрацию пьши в 
двухфазном полидисперсном потоке. 

Важно также иметь в виду, что количество нелинейных дифференциаль
ных уравнений (7.2.28), требуемых для описания пространствеино-времен
ного распределения всей совокупности размеров пьшевых частиц в диске, 
в общем случае неограниченно. Вместе с тем, при численном моделирова
нии процессов коагуляции на основе системы (7.2.28) приходится использо
вать конечное (т) число уравнений. При этом, разумеется, возможна «потеря 
материала>>, поскольку некоторое количество частиц может коагулировать до 
размеров, превышающих наибольший из учитываемых при таком подходе раз
меров dd . В связи с этим, для наших целей более предпочтительной является ,т 
другая, интегральная форма записи системы уравнений коагуляции (7.2.28). 

Для получения этой формы предположим, что число частиц с объемом 
от И до И + d И, находящихся в момент времени , в элементарном объеме 
в окрестности точки r, равно f( U, r, t)dU. Функция f( U, r, t) , характеризу
ющая спектр размеров частиц, по определению удовлетворяет следующему 
нормировочному соотношению 

Очевидно, что формулой 

00 
Nir, t) = f f( U, r, t)dU. 

о 

00 

s(r, t) = J И f(r, t, U)dU 
о 

(7.2.30) 

(7.2.31 )  

определяется суммарная объемная концентрация пьшевых частиц. Поскольку 
объем частиц k-го размера равен kUp то числовая плотность nd k частиц k 
может быть выражена через f(r, t, И) следующим образом : 

' 

(7.2.32) 
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Если воспользоваться этим соотношением, то после операции и1 --+ d и из 
(7 .2.28) можно получить следующее кинетическое уравнение коагуляции 

дf(�� r, t) + div[f( и, r, t)ud] = р � ( f(U�r, t) ) + div[f( и, r, t)wd] = 

и 
= � J f(W, r, t)f(и - W, r, t)K(W, и - W)dW 

о 
00 

-f( и, r, t) J f(W, r, t)K(W, и)dW, (7.2.33) 
о 

являющееся обобщением на случай пространственно-неоднородных движе
ний газовзвеси известного уравнения Мюллера для описания коагулирующей 
дисперсной среды (см., например, Волощук, 1984) . Здесь K(W, и) - симмет
ричное по аргументам ядро коагуляции, определяющее поведение дисперги
рованной смеси во времени. Для решения этого уравнения необходимо по
требовать выполнения соглашений /( и, r, t) --+ О при и --+ О и и --+ оо ,  а также 
задать начальное условие j(и, r, О) = /0(и ,  r) и граничные условия. 

Кинетическое уравнение (7.2.33) представляет собой нелинейное интегро
дифференциальное уравнение, решение которого в общем случае можно 
получить только численными методами, поскольку члены, описывающие 
конвекцию пьmевых частиц, к сожалению, чрезвычайно усложняют стан
дартное уравнение коагуляции (см. , например, Lissauer, Stewart, 1993). В 
литературе известен ряд точных аналитических решений нестационарного 
пространственно-однородного аналога уравнения (7.2.33) для некоторых про
стых по структуре ядер коагуляции (линейных по каждому из аргументов 
в отдельности) , основанных на применении интегрального преобразования 
Лапласа (см. , например, Сафронов, 1969; Волощук, 1984) . В связи с этим, 
следует отметить следующее. Наиболее теоретически продвинутыми к на
стоящему времени являются исследования процессов коагуляции для ядер 
K(W, и) = J\ , не зависящих от объемов коагулирующих частиц. Решение 
уравнения коагуляции с ядром K(W, и) = А1 wи вряд ли можно считать фи
зически реализуемым, поскольку оно не обладает свойствами непрерывности 
во времени (начиная с некоторого времени, число частиц в системе становит
ся отрицательным (Волощук, 1984)) .  Аналитическое решение кинетического 
уравнения с ядром, пропорциональным сумме объемов коагулирующих ча
стиц K(W, и) =�(W + U), бьmо получено Сафроновым (1969) в связи с 
исследованиями эволюции допланетного газопьmевого облака. Однако до 
сих пор не найдено ни одной дисперсной системы, для которой микрофи
зика коагуляционного процесса в точности приводила бы к ядрам подоб
ного типа. 

Вместе с тем при гидродинамическом моделировании газопыленого диска 
часто не требуется полного знания функции распределения частиц по разме
рам, а достаточно лишь информации о поведении во времени и в простран
стве ее нескольких первых моментов типа Nd(r, t) , s(r, t) и т. п. В этом случае 
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можно воспользоваться одним из возможных приближенных методов реше
ния кинетического уравнения коагуляции, в частности, методом моментов. 
В п. 7.4.4 будут проиллюстрированы возможности этого метода на приме
ре решения кинетического уравнения коагуляции (7 .2.33) для случая, когда 
распределение частиц по размерам зависит от одной пространствеиной ко
ординаты z, что соответствует установившемуся режиму движения пыли, при 
осаждении твердых частиц под действием силы тяжести в субдиск. 

7 .2.3. Уравнение сохранения количества движения 
газопылевоrо вещества и излучения 

При моделировании допланетного облака приходится решать уравнения 
радиационной гидродинамики для больших пространствеино-временных мас
штабов движения, которыми определяются осредненные термагидродинами
ческие и радиационные параметры газопьmевой дисковой среды. При линей
ном размере совокупного элементарного объема бW, значительно большего 
длины пробега излучения лrad • пренебрегать энергией и давлением излучения 
нельзя. Довольно очевидно, что в случае локального равновесия излучения 
с веществом, когда плотность энергии излучения Erad = аТ4/р (на единицу 
массы) , а давление излучения 

pErad 1 Т4 Pract = -3- = 3а , (7.2.34) 

в уравнениях гетерогенной механики следует везде к внутренней энергии 
E(r, t) и тепловому давлению p(r, t) вещества добавлять энергию и давление 
излучения, а также вводить в рассмотрение процесс лучистой теплопровод
ности. Здесь а = 4ajc, а, с - соответственно постоянная плотности излучения, 
постоянная Стефана-Больцмана и скорость света. 

Мгновенное уравнение сохранения полного количества движения газапы
левого вещества можно получить, например, суммируя уравнения движения 
отдельных фаз (7.2. 1 7*) .  В результате дифференциальное уравнение сохране
ния импульса дисковой среды в целом (с учетом поля излучения) , зависящее, 
в отличие от уравнения неразрывности (7.2. 13) ,  от относительного движения 
фаз, может быть записано в виде 

du д(ри) ( д ( )) дpsum ( д П* ) р- = -- + - ·  puu = --- + - ·  + pg dt дt дr дr дr sum ' (7.2.35) 

где (f · (ah)) = L L i1 д�А) - дивергенция днадика аЬ = L L i1ik(akb1) (см. r k 1 xk k 1 
приложение) ; Psum(r, t) - полное давление, равное сумме теплового давления 
газопьmевой смеси и давления излучения, Psum = р + Prad ;  

(7.2.36) 

Пsum(r, t) - суммарный тензор вязких напряжений, равный сумме тензора 
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вязких напряжений для гетерогенной смеси п = L па �  пg (т. к. по пред-а 
положению Пd � О) и тензора лучистых касательных напряжений Пract; Па -
тензор вязких напряжений фазы а, зависящий от тензора скоростей дефор
маций, определяемого полем скоростей соответствующей фазы; 

пrel = - L PaWaWa = -(1 - s)pgwgwg - spdwdwd (7.2.37) а 
- тензор <<относительных» напряжений, возникающий из-за динамических 
эффектов относительного движения твердых частиц и газа (заметим, что в 
гетерогенных средах осложняются законы, описывающие относительное дви
жение фаз, ибо это движение определяется не диффузионным механизмом 
(столкновение молекул при их хаотическом движении), а процессами взаи
модействия фаз как макроскопических систем (см. ,  например, Колесниченко, 
Максимов, 2001) ; эти процессы описываются с помощью сил и более последо
вательного учета инерции фаз; наличие тензора относительных напряжений 
в суммарном уравнении движения смеси приводит к кардинальному отли
чию гетерогенной механики от механики многокомпонентной, для которой 
возможно пренебрежение членами, содержащими величины второго поряд
ка относительно диффузионных скоростей wa (так называемое диффузионное 
приближение в механике смесей), g(r, t) = -д'Р /дr - вектор ускорения внеш
ней массовой силы (силы тяжести); 'P(r, t) - ньютоновский гравитационный 
потенциал. Когда масса газопьшевого облака составляет несколько процентов 
от массы центрального тела (или точнее, когда дdisk/д0 <, hdisk/R, где hdisk и 
R - полутолщина и радиус диска соответственно (см. ,  например, Hersant и др. ,  
2004) можно пренебречь самогравитацией частиц диска; в этом случае будем 
иметь 

(7.2.38) 

где д0 - масса центрального тела (зяезды); G - гравитационная постоянная; 

114 = yri + ri + rj - центральный радиус-вектор, r = L ikrk ; центр масс прото
k 

звезды здесь и далее принят за начало системы отсчета. В тех случаях, когда 
эффекты самогравитации важны 

(7 .2.38*) 

и потенциал самогравитации '��cr удовлетворяет уравнению Пуассона v2'Pcr = 

= 4лGр, где v2 - оператор Лапласа. 
Тензор относительных напряжений Пrel для газопьшевого диска можно за

писать в нескольких эквивалентных формах, удобных при написании модель
ных уравнений движения в различных системах координат. Используя (7.2.6) 
и (7.2. 12), будем иметь 

пrel = -( 1 - s)pgwgwg - spdwdwd = -( 1 - s)pgugug - spdudud + puu = 
= -spdCgww = -spdC/i1 i1 w1 w1 + i1 i2w1 w2 + i1i3w1 w3 + 

+ ;2;1 W2 wl + ;2;2 w2 w2 + ;2;3 w2 W3 + ;3 ;1 W3 wl + i3i2 W3 w2 + i3i3 W3 W3) . (7.2. 39) 
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Важно отметить, что при моделировании динамики допланетного облака 
эти дополнительные напряжения должны приниматься во внимание, когда в 
нем присутствуют фракции относительно крупных твердых частиц (;;. 1 мм), 
поскольку в этом случае имеется существенная разница скоростей между фа
зами, т. е. скорость относительного движения фаз w по порядку величины 
может быть равной гидродинамической скорости суммарного континуума и. 
Вместе с тем, для очень мелких частиц (� 1 мм, при числе Стокеа Stk � 1 ) ,  
когда частицы успевают реагировать н а  изменение параметров несущей сре
ды, может быть использовано приближение пассивной примеси - двухфаз
ный газопьmевой поток аппроксимируется течением однофазной (в общем 
случае многокомпонентной) среды с определенными эффективными тепло
физическими свойствами (плотностью, газовой постоянной, теплоемкостью, 
и т. п.) (см. Колесниченко, 2000). В другом крайнем случае (при Stk � 1 ) ,  когда 
крупные твердые частицы в дисковой системе не изменяют свого состояния в 
соответствии с изменениями параметров газа, также можно рассматривать од
нофазное течение, но уже чистого газа, причем обратное влияние крупных тел 
может быть учтено путем введения распределенных источников сопротивле
ния. Наконец, в случае, когда Cd � 1 ,  присутствие редких частиц газопьmевой 
смеси не влияет на параметры течения газа и поэтому можно воспользоваться 
приближением единичной частицы; здесь вначале решаются уравнения дви
жения газа, а затем по известным его параметрам определяются траектории 
частиц и изменение их состояния вдоль траекторий (см., например, Garaud 
и др. ,  2005). Далее мы будем пользоваться, в основном, представленнем тен
зора Пrei через вектор скорости относительного движения фаз w = ud - ug . 

Известно (см, например, Тассуль, 1982) , что тензор лучистых касательных 
напряжений Пrad по своей структуре похож на тензор вязких напряжений 
для вещества П, поэтому, если учитывать взаимодействие между веществом 
и излучением до членов самого низкого порядка по \u\/c, то в компоненты 
(Пrad)ik тензора лучистых касательных напряжений входят и следующие члены: 
-c-2(u;(qrad)k + uk(qrad); + {jikus(qrad)s} , где qrad - вектор лучистого потока тепла, 
определенный формулой (7.2.48) (см. , например, Haz/ehurst, Sargent, !959) , и 
поэтому можно написать 

о 
(7.2.40) 

D = D - 1j3 и div и, 

где D- тензор скоростей деформаций; D = 
-} ( :; 

+ 
( :; ) transp)

- тензор де

формаций; и - единичный тензор (или единичный днадик и =i1 i1 + ii2 + i3i3) ; 
f.lg(p, Т), �g(p, Т) - соответственно молекулярные коэффициенты динамиче-

ской и объемной вязкости газа; #rad = 4aT4/ l 5cxp - коэффициент лучистой 
; вязкости; х-полная непрозрачность среды (осредненная по Росселанду) , ко

торая, в свою очередь, также зависит от р, s, Nd, Т и химического состава газа 
[см. формулы (7.2.72) и (7.2.73)]. 
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7 .2.4. Уравнение притока тепла 
для гетерогенной rазопылевой среды и радиации в диске 

Мгновенное уравнение притока тепла (уравнение внутренней энергии) для 
гетерогенной газопьшевой среды в целом, с учетом сделанных выше предпо
ложений, может быть записано в виде (Колесниченко, Максимов, 2001) 

Р :t (Esum) = - div qsum - Psum div U +фи + L(Ja · Ка) . а (7.2.41 )  

d и 1 Здесь Ка � - �/ + Fa - 275а aafJwafJ - обобщенная термодинамическая сила 

диффузии, включающая «инерционное слагаемое>> и слагаемое, обязанное 
фазовым переходам [см. (7 .2. 18)] ; Esum =Е+ Erad - полная внутренняя энер
гия дисковой системы (вещество плюс радиация) на единицу массы; E(r, t) = 

= I; Саеа - внутренняя энергия вещества (отметим, что введенная нами в рас-а 
смотрение внутренняя энергия газопьшевой смеси в целом является истинной 
внутренней энергий смеси, поскольку не содержит вклада от кинетической 
энергии межфазной диффузии) ; ea(r, t), ha (r, t) (= е а + pj Ра) - соответственно 
парциальная внутренняя энергия и энтальпия (на единицу массы) вещества 
а-фазы; Erad - плотность энергии излучения (на единицу массы), опреде
ляемая законом Стефана-Больцмана Erad = а  Т4 / р; qsum = q + qrad - плотность 
полного потока энергии в системе; qrad - удельный поток энергии, перено
симой излучением (перенос энергии излучением должен учитываться всегда, 
поскольку он велик даже при малой плотности энергии излучения (из-за 
большой скорости фотонов)); q - удельный поток энергии, связанный с 
тепловым движением частиц фазового вещества (т. е. определяемый тепло
проводностью) и с переносом парциальных энтальпий потоками фазовой 
диффузии; Фи � (Пsum : vи) - диссипативная функция, представляющая собой 
скорость, с которой теплота порождается вязким трением газа в единичном 
объеме в единицу времени. При написании (7.2.4 1 ) ,  мы воепользавались 
предположением об аддитивности термодинамических функций (внутренней 
энергии, энтальпии и т. п.) по массам входящих в гетерогенную систему фаз, 
что допустимо только в случае пренебрежения вкладами в термодинамические 
функции от приповерхностных (кнудсеновских) слоев твердых частиц. 

Последнее слагаемое в уравнении (7.2.41 ) ,  с учетом (7.2. 17) и (7.2 . 18) ,  может 
быть переписано в виде I; la · Ka = L Wa · (-da + saдpjдr) , где dg = -dd = Rgdw а а 
(без учета термофореза). Тогда для дополнительного источника тепла, связан
ного с диссипацией кинетической энергии диффузии, будем иметь (аналог 
джоулева нагрева для плазмы) 

поскольку s2 4:;.. 1 .  Здесь а =  (pd - Pg)/p - относительное превышение плотно
сти пьшевых частиц над плотностью газа; для малых твердых частиц sa 4:;. 1 и 
последним слагаемым в этом соотношении можно пренебречь. 
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Важно отметить, что в уравнении притока тепла (7.2.41 ) фигурирует ис
тинная внутренняя энергия газопьшевой среды Е на единицу массы, которая 
определена путем вычитания из полной энергии Цоt вещества дисковой систе
мы потенциальной и кинетической энергий всех фаз (Колесниченко, Максимов, 
2001) 

Е= цоt - L СаФа - L +Са1иа12 = цоt - w - + lиl2 - L ca+ lwi = а а а 

Вместе с тем, если определить внутреннюю энергию газопьшевой системы 
соотношением Е* = Цоt -W - + lиl2 , то она будет включать в себя и ма

кроскопическую кинетическую энергию фаз в системе центра масс, т. е. 
Е* = Е+ cdCglwl2 /2. Если теперь записать уравнение (7.2.41 )  через переопреде
ленную таким образом внутреннюю энергию Е* , то оно примет более привыч
ный вид, т. е. не будет содержать слагаемых Rgdlwl2 - saw · (дрjдr). Действитель
но, балансовое уравнение для кинетической энергии межфазной диффузии, 
с учетом (7.2 . 1 9*) и векторного преобразования (а · (Ь) · (дjдr))с = аЬ : (дjдr)с), 
может быть записано в виде 

поскольку, с точностью до членов второго порядка относительно w, имеем 

d d { dC dC } Pd((CdCglwl2/2) = pCdCgd((lwl2/2) + (1wl2/2) Cdp d/ + Cgp d/ = 
= pCdCg :t (lwl2/2) + (lwi2/2)(Cd - Cg) div(pCgCdw) � pCdCg :t (lwl2/2). 

И все-таки, используемая нами в уравнении притока тепла (7.2.41) величина 
Е, по-видимому, более заслуживает наименования внутренней энергии, чем 
величина Е* , поскольку внутренняя энергия должна содержать только вклад 
от теплового движения и короткодействующих молекулярных взаимодействий 
и не содержать каких-либо макроскопических слагаемых (см. Де Гроот, Мазур, 
1964). 

Другие формы записи энергетического уравнения для газовзвеси 

Далее нам потребуются энергетические уравнения, записанные в несколь
ко других формах. Введем суммарную энтальпию Hsum = Н+ Hrad вещества и 
излучения в диске, где { H = 'l;  Caha = L Ca(ea +PIPa) = E +p/p, а а 

Hrad = Erad + Practfp = 4/3aT4/P, Hsum = Esum + Psumfp. 
(7.2.44) 
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Тогда, с учетом выражения (7.2.42) и преобразования pdEsumfdt + Psum V · и =  
= pdHsumfdt - dpsumldt, являющегося следствием определений (7.2.44) и урав
нения неразрывности смеси (7.2. 1 3) ,  будем иметь 

dH dp . 2 ( др ) 
р� = ___!!!!!!_ - dtv q + Ф + R lwl - sa w · - . dt dt sum и gd дr (7.2.45) 

Это уравнение соответствует первому закону термодинамики (т. е. закону со
хранения тепловой энергии). 

Перепишем теперь уравнение (7.2.45) в переменных T(r, t) и p(r, t) . Для 
большинства целей, относящихся к рассматриваемой нами проблеме модели
рования эволюции аккреционного диска, достаточно будет аппроксимировать 
парциальные энтальпии газа и пьmи (на единицу массы) с помощью выра
жений: hg = cpgT + h�, hd = cpd + h�, где h� - энтальпия фазы а при нулевой 
температуре (так называемая теплота образования); еРа - удельная теплоем
кость (при постоянном давлении) фазы а. Теплофизические величины еРа и h� 
будем далее считать постоянными, аппроксимирующими реальные дисковые 
теплоемкости сРа( Т) и парциальные теплоты образования h�(Т) в ограничен
ном температурном интервале. Тогда можно написать 

Н = СрТ +  L Cah� , Hrad = Erad + Prad/p = 4/3aT4/p, (7.2.46) 
а 

где 
ер = L с РаСа = p-1 (pi1 - s)cpg + spdcd) а 

- полная удельная теплоемкость системы «газ-твердые частицы>> при посто
янном давлении. Используя теперь выражения (7.2.46) , а также уравнения 
(7.2.9) , (7.2 . 1 2) ,  (7.2. 1 3) ,  получим 

р dd� = р :L са 
d:ta + р :L ha d�a = рср �� + :L ha<- div Ja + а  ар) = 

а а а 

где соотношением qP = L hava,p = q� + L cPava,p введена, так называемая теп-
а а 

лота реакции р, равная разности произведений парциальных энтальпий про
дуктов реакции на соответствующие стехиометрические коэффициенты и ана-

логичной суммой для реагентов (v а,р = f m(k) v a(k),p
)
; заметим, что величина k=l 

q0 = L h�va p может интерпретироваться как теплота фазового перехода р при р ' а 
нулевой температуре. Последнее слагаемое в правой части (7.2.47) представ
ляет собой эффект, так называемых, «диффундирующих теплоемкостей>> , ко
торый мал и потому его, как правило, не учитывают. 
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Полный поток энергии Jq = q - L haJa, связанный с тепловым движением 
а 

частиц вещества в гетерогенном континууме, согласно (Колесниченко, Макси
мов, 2001) , может быть записан в традиционном виде 

или 
(7.2.48) 

обобщающем на гетерогенные среды аналогичное соотношение, полученное 
для гомогенных многокомпонентных смесей (см. Гиршфельдер, Kepmucc, Берд, 
1961). Напомним, что для диффундирующих смесей можно дать различные 
определения потока тепла, причем каждому определению потока тепла соот
ветствует своя специфическая форма выражения для производства энтропии 
a(S) ; выбор в каждом конкретном случае зависит от удобства рассмотрения 
проблемы. В выражении (7.2.48) мы пренебрегли термофоретическим эффек
том, kта = О. Подобным же образом, если исключить из рассмотрения области 
диска близкие к поверхности протозвезды, можно записать для вектора лучи
стого потока тепла закон теплопроводности 

(7.2.48*) 

Здесь Xg - молекулярный коэффициент теплопроводности газа, Xract = 
= 4асТ3 /(Зхр) - коэффициент лучистой (нелинейной) теплопроводности, 
весьма сильно зависящий от температуры и плотности вещества [см. форму
лу (7.2.7 1 ) ] .  

Подставляя (7.2.47), (7.2.48) и (7.2.48*) в уравнение (7.2.45),  окончательно 
найдем 

dT dpg . ( дТ ) · ф 2 дрg � pcP,sumТt = {if + d1V Xsumдr - 4Prad d1V U + u + Rgdw - saw · aг - � qP�P' 
р=1 

(7.2.49) 
где введены обозначения Xsum = Xg + Xrad и cP,sum = Ср + l6aT3 /3р. 

Наконец, получим балансовое уравнение для удельной энтропии S = 
= L casa суммарного континуума, моделирующего газопьшевую среду диска 

а 
в целом, которое обычно называют общим уравнением переноса тепла (здесь 
Sa - энтропия единицы массы а-фазы). Воспользуемся для этого фунда
ментальным соотношением Гиббса (см. ,  например, Пригожин, Дефей, 1966) 
для однотемпературного гетерогенного многокомпонентного радиационного 
континуума в однодавленческам приближении, которое, будучи записан
ным вдоль траектории движения центра масс элементарного объема {j'J7, 
принимает вид (Колесниченко, Максимов, 2001) 

dSsum dE,um d ( 1 ) � � d ( sana(k) ) T-;Jt = -;Jt + Psum"d р - � � f.la(k)dt -р- ' 
а k=! 

(7.2.50) 
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где f-la(k) - химический потенциал k-й компоненты в а-фазе. С помощью урав
нений (7.2.9), (7.2 . 1 3) и (7.2.41 ) соотношению Гиббса (7.2.50) можно придать 
вид уравнения баланса 

(7.2. 5 1 ) 
где 

- рассеяние энергии в необратимых процессах, являющееся локальной ме
п 

рой неравновесности системы; Ga = P-;;1 L 1-lа(k) = еа + РIРа - ТSа - свободная 
k=i 

энергия Гиббса элементарной макрочастицы а-фазы; 

(7.2.53) 

- химическое сродство р-й реакции, протекающей, в общем случае, между 
компонентами, находящимися в разных фазах. 

Отметим, что конкретное представление скорости производства энтропии 
( Ta(S)) в виде билинейной формы, используется в неравновесной термодина
мике для установления методом Онзагера определяющих соотношений, ли
нейно связывающих между собой термодинамические потоки и сопряженные 
им термодинамические силы в рассматриваемом необратимом процессе. В 
частности, именно таким образом были выведены в работе (Колесниченко, 
Максимов, 2001) обобщенные соотношения Стефана-Максвелла (7.2 . 17) для 
гетерогенных сред. 

7.2.5. Термодинамическое уравнение состояния вещества диска 

В качестве термического состояния многокомпонентной газовой фазы 
диска (уравнения для давления) будем использовать далее бароклинное 
уравнение состояния для смеси совершенных газов 

(7.2.54) 

где 

д g - средняя молекулярная масса частиц газовой составляющей, которая да
лее считается постоянной. 
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Используя исходное предположение о равенстве парциальных давлений в 
фазах Pg = pd = р, запишем уравнение состояния вещества диска в виде 

Р =  рSЯТ, SЯ(Cg, s) = SЯgPg/P = SЯgCg/( 1 - s) � SЯgCg. (7.2.55) 
(заметим, что в рассматриваемом здесь случае величина SЯ для не является 
константой). Приближенное равенство в формуле (7.2.55) имеет место для 
случая газовзвеси с малым объемным содержанием конденсированной фазы 
(т. е. когда s � 1 ,  что в данной работе предполагается; тем не менее, и в этом 
случае динамическое воздействие твердых частиц на газовый поток может 
оказаться существенным из-за огромного влияния силы гравитации). Таким 
образом, газопылевая дисковая среда в целом может рассматриваться как со
вершенный газ с показателем адиабаты у и скоростью звука с5, определяемыми 
соотношениями 

с2 = (�) = yL = ySЯ T � c2 YPg s др р sg у р ' 
s g 

= (�) _ ( m T) l/2 cs < csg - д - Yg""g ' 
Pg S g 

(7.2.56) 

(7.2.57) 

где Yg и csg - показатель адиабаты и изотермическая скорость звука в чистом 
газе. Для газа солнечного состава, состоящего на 98% из водорода и гелия, 
показатель адиабаты Yg = 1 ,45 , а средняя молекулярная масса .Og = 2,39. 

7 .2.6. Уравнение переноса излучения для газопылевого диска. 
Оптические свойства пылинок 

Лучистый теплообмен оказывает определяющее влияние на состояние 
и движение турбулизованного высокотемпературного допланетного облака. 
МеЖдУ тем, взаимодействие лучистого теплообмена и турбулентности почти 
не исследовано в литературе, вследствие чего до последнего времени оно 
не учитывалось и при моделировании эволюции газопьmевого диска. Так 
как в действительности такое взаимодействие может быть существенным 
(см.,  например, Иевлев, 1975) , то далее будет предпринята попытка учесть 
его (хотя бы отчасти) в рамках развиваемого здесь подхода. В связи с этим, 
рассмотрим более детально некоторые основные понятия теории переноса 
излучения, которые понадобятся нам для указанных целей. 

Излучение и логлощение фотонов описывается уравнением переноса из
лучения, которое для локально-равновесной (в любой точке пространства и 
в любой момент времени) газопьmевой среды принимает вид 

__!__ д/v + (g .  д/v ) = рХ (В - ! ). 
с дt дr v v v (7.2.58) 

Известно, что рассеяние непосредственным образом не отражается на теп
ловом режиме среды. Именно поэтому в задачах радиационной гидродина
мики рассеянием излучения, как правило, пренебрегают (что мы и будем 
делать далее) и рассматривают только истинный коэффициент ослабления xv 
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и истинную функцию источников излучения Bv (без учета рассеяния). Здесь 
Iv = Iv(r, 9, t) - спектральная интенсивность излучения, определенная таким 
образом, что Ivdvd9 описывает энергию фотонов в интервале частот от v 
до v + dv, пересекающих в единицу времени единичный элемент поверхно
сти с нормалью 9 в пределах телесного угла d9, ориентированного в на
правлении 9; Вv(Т) = (2hv3 jc2)(exp(hvjk8 Т) - 1)-1 - функция Планка; h - по
стоянная Планка; xv<r, t) - полный спектральный коэффициент ослабления 
(непрозрачность), выражающийся через сечения элементарных физических 
процессов в газопьшевой смеси соотношением 

� � - о pxv = ( 1 - s) � ng(k)a(k) (v) + Nd-4- Qim(v) , dd) ,  (7.2.59) 
k 

a(k) (v) = aa(k) (v) [ l - exp(hv/k8 T)] + if,�) 
- сечение ослабления излучения частоты в расчете на одну молекулу газа сор
та k, равное сечению поглощения фотонов (исправленное на индуцированное 
испускание излучения) плюс эффективное сечение рассеяния; Qd = Qds + Qda; 
Qds• Qda - соответственно факторы эффективности для рассеяния и поглоще
ния света на пьшевых частицах (безразмерные величины, рассчитываемые на 
основе теории Ми); m(v) - комплексный показатель преломления вещества 
пьшинки. С функцией Iv связаны используемые в работе моменты: 

Erad v<r, t) = -1 J Цr, 9, t)d9 (7.2.60) ' ер 
4л 

- спектральная плотность энергии (на единицу массы вещества) , 

qrad v<r, t) = J lv(r, 9, t)9d9 ' 4л 
(7.2.61)  

- спектральная поток энергии по направлению 9. Полные плотность энергии 
и поток получаются интегрированием соответствующих монохроматических 
величин по частоте 

00 00 
Erad(r, t) = J Erad)r, t)dv, qrad(r, t) = J qrad v(r, t)dv. v=O ' (7.2.62) v=O 

Уравнение (7.2.58), записанное вдоль направления распространения излу
чения, принимает более простой вид 

�� = PXv(Bv - Jv) . (7.2.63) 

Здесь / - координата вдоль луча; член c1дi1nujдt в уравнении (7.2.58) далее 
будем опускать, поскольку характерные времена при движении газопьшевой 
среды много больше, чем /* jc, где /* - длина луча. Если определить оптиче
скую толщину слоя газопьшевой среды (с длиной луча /) вдоль направления 
распространения излучения выражением 

1 
Tv = J pxvdl, 

о 
(7.2.64) 

то легко можно проинтегрировать уравнение (7.2.63); в результате получим 
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следующее выражение для интенсивности излучения из области, имеющей 
полную оптическую толщину тv: 

т. 
Iv(т) = lv(O) exp(-т) + J Bv(тv1 ) exp[-(тv - тv1 )]dтvP (7.2.65) 

т.1=0 

где /v(O) - постоянная интегрирования, которая имеет смысл интенсивности 
излучения в некоторой точке на луче, в которой примем координату l равной 
нулю, l = О . При удалении точки l = О  на очень большое расстояние из (7.2.65) 
следует 

1 1 
Iv :::: J BvU1 ) ехр(- J pxvU2)dl2) • pxv(l1 )dl1 • 

-00 12=11 

(7.2.66) 

Выражения (7 .2.65) и (7.2.66) позволяют в идеале найти, при известных оп
тических свойствах среды (т. е. распределении xv(r, t)) и граничных условий 
на центральной плоскости диска, интенсивность Iv(r, 9, t) в разных точках и 
по разным направлениям, после чего по формулам (7.2.61 ) и (7.2.62) можно 
будет расучитать распределение лучистого теплового потока qract<r, t) . 

Вместе с тем, в уравнения притока тепла (7.2.4 1) или (7.2.45) входит ди
вергенция потока излучения div qract · Часто, при известном распределении Iv 
эту величину можно найти, не вычисляя qrad по (7.2.62). Проинтегрировав 
стационарное уравнение (7.2.58) по всему спектру частот и по телесному углу 
Q, получим следующее общее выражение для вклада радиации в тепловой 
баланс газопьшевой среды диска 

00 00 

div qrad = - J J(9 ·  а; )d9 dv =  J {4лрхvВv(Т) -J pxJvdQ}dv, (7.2.67) 
v=O 4л v=O 4л 

где первый член соответствует спонтанно излучаемой, а второй - поглощае
мой радиационной энергии в единице объема в единицу времени. Вычисле
ния вклада излучения в уравнение притока тепла (7.2.41 ) по формуле (7.2.67) 
в общем случае очень сложны. Однако они значительно упрощаются в следу
ющих двух случаях, важных при моделировании различных этапов эволюции 
допланетного газопьшевого облака: 

1 .  При очень малой оптической толщине газопьшевого диска. В этом слу
чае в (7.2.67) можно пренебречь членом с Iv , т. е. в уравнении притока тепла 
можно принять 

00 

div qrad � 4л J pxvBv( T)dv. 
v=O 

(7.2.68) 

При очень высоких температурах среды этот член может быть существенным 
даже при малой оптической толщине газа (см. Иевлев, 1975) , например, в 
приповерхностном слое диска. 

2. При очень большой оптической плотности газопьшевого диска для из
лучения всех частот v, существенных в энергетическом отношении. В этом 
случае применимо диффузионное приближение для лучистого переноса тепла 
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(приближение лучистой теплопроводности), когда поле излучения Iv оказыва
ется лишь слегка анизотропным. При умножении уравнения переноса излу
чения (7.2.58) на Q и интегрировании по всем углам, получим (с учетом того, 
что изотропный член с pxvBv не зависит от направления и потому не вносит 
вклада в интеграл) 

откуда для полного потока тепла будем иметь 

00 

q d = - J -1 f 9(9 ·�)d9. ra pxv дr 
v=O 4л 

(7.2.69) 

(7.2.70) 

Если для слегка анизотропного поля излучения в левой части (7.2.69) оставить 
в рассмотрении только наиболее значащую изотропную часть, то 

00 00 

q = - J -1 J g(g . дlv )dQ � --c J -1 (� J .g)QdQ = rad PXv дr 4л pxv дr v=O 4л v=O 4л 
00 00 

= _ _  с_ J _1_ 
дВv dV = -� J _1_ 

dBv .fl:_dV = 3р xv дr 3р xv dT дr 
v=O v=O 

где введена в рассмотрение, так называемая полная непрозрачность среды 
Х(р, s, Т, Nd), которая определяется как Росселандово среднее по обратным 
величинам 1/xv спектральной непрозрачности (см. Pollack et al. , 1985) 

00 

00 
оо J (1/xv)(dBJdT)dv 

� = 40
1
Т3 J ( 1/x)(dBJdT)dv = '-v�.:...o-::00:::------

v=O f (dBvfdT)dv 
V=O 

(7.2.72) 

(поскольку J dBvfdTdv = 4aT3). Диффузионное приближение справедливо, 
v=O 

если поле излучения изотропно на расстояниях, сравнимых со средней дли
ной свободного пробега фотонов: Лv = 1/xv, или малых по сравнению с ней. 
Отметим также, что уравнение (7.2.7 1) с очень хорошей точностью выража
ет вектор лучистого потока qrad во внутренних областях газапылевого диска. 
Однако в приповерхностных слоях диска оптическая толща порядка единицы 
или меньше, и поток уже не определяется этим локальным выражением. По
этому нужно использовать нелокальное решение (7.2.68) уравнения переноса, 
которое обычно используют при изучении звездных атмосфер. 
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Оптические свойства пылинок: 
Спектральную непрозрачность среды, связанную с пьmевой составляю

щей, определяемую соотношением (7.2.59), удобно переписать в виде 

- :JТ{fj - :!Т 1/362/3 2/3 1/3 xv(p, s, Nd) - �NdQd(т(v) ,  dd) - �s N2 [Qda(т(v) ,  dd) + Qds(т(v) ,  dd)] , 
(7.2.73) 

явно зависящем от первых моментов s и Nd [см. (7.2.30) и (7.2.3 1)] функция 
распределения f(U, r, t) пьmевых частиц по размерам. Расчеты рассеяния и 
поглощения света сферическими твердыми телами с комплексным показате
лем преломления т предполагается проводить на основе теории Ми. Заме
тим, что, например, т =  оо соответствует бесконечной диэлектрической про
ницаемости, т =  1 ,33 соответствует частичкам льда (для видимых длин волн), 
т =  1 ,33 - О, - 9i соответствует грязному льду (льду с поглощающими приме
сями), т =  1 ,27 - 1 ,37i соответствует пьmинкам из железа. 

Размер сферической твердой частицы обычно выражают через безразмер
ный параметр x(v) = :лdd/Л, где Л =  cjv - длина волны света. Для малых х фак
тор эффективности рассеяния света на пьmевых частицах фактор эффектив
ности рассеяния Qds становится очень малым; при lтxl « 1 имеем обычную 
формулу Рэлеевекого рассеяния 

(7.2.74) 

а фактор эффективности поглощения в этом случае дается соотношением 

Qda = -4х Im[(т2 - 1 )/(т2 + 2)] ,  

где Im означает, что нужно брать мнимую часть. 

(7.2.75) 

7 .2. 7. Базовая система ламинарных уравнений движения газопылевой 
дисковой среды 

Для удобства ссьmок суммируем приведеиные выше уравнения движения 
двухфазной полидисперсной среды, состоящей из газа и пьmи. Эти уравнения 
(опорный базис модели), учитывающие относительное движение фаз, процес
сы коагуляции и фазовые переходы, а также различные физико-химические 
и радиативные процессы, предназначены, в частности, для континуального 
описания пространствеино-временной эволюции состава, динамики и тепло
вого режима газопьmевого облака на последней ламинарной стадии эволюции 
допланетного диска (т. е. после затухания турбулентных движений; отметим, 
что в областях диска, близких к прото-Солнцу, полного затухания турбулент
ности может и не быть из-за возмущающего воздействия на среду магнит
ных полей, корпускулярных потоков и т.п.) в зонах субдиска, расположен
ных на различных расстояниях от прото-Солнца (см. ,  например, Nakagawa, 
Sekiya, 1986) . Существенным также является и то, что эти уравнения, опи
сывающие мгновенное состояние турбулизованного допланетного облака на 
любой стадии его эволюции, могут рассматриваться как исходные при изу
чении осредненного движения дисковой системы, когда с целью феномено
логического описания гидродинамических и физико-химических процессов 



§ 7 .2. Уравнения механики гетерогенных сред в доrшанетном газопьшевом облаке 443 

приходится проводить теоретико-вероятностное осреднение стохастических 
уравнений движения. Итак, имеем: 

dp d' dt +р lV и, (_!!__ = _!_ + и . _i_) dt - дt дr ' 

р :t ( 
s�d ) = - div Jd + i: vd,ip' p=l 

оо оо  r 
р :t ( :d ) = - div(NdCgw) -+ J J K(W, U)f(W)f(U)dW dU + L L vd(k),p;p, 

о о k p= l 
du д(р + Prad) ( д (П J )) Gд0 -

РТt = - дr + дr · sum - dw + p�r, 

(pcVg + 4аТ3 /3) �� = - div(Jq + qrad) - (р + 4Prad) div и +  Фи + 

- spdCg :t ( � ) - i: qP;P, (pg ';;/,. p - spd), p=l 
p = pg = PgSЯgT, Prad = aT4j3. 

(7.2.76) 
Гидродинамические уравнения движения (7.2.76) должны быть дополне

ны соответствующими выражениями для скоростей фазовых переходов ;Р и 
определяющими соотношениями для термодинамических потоков 

w';;/,. -1-(-.!!.!!:... - (w · _i_)и + -1- др8 ) 
p(}dg dt дr р8 дr ' 

дТ дТ 
lq = -Xg�' qrad = -Xrad�' 

(7.2.77) 

а также выражениями для коэффициентов коагуляции K(W, И) (см. Колес
ниченко, 2001) и коэффициентов молекулярного переноса JJg(s, Т), ;g(s, Т), 
x/s, Т), (Jd/s, Nd, Re) и лучистой теплопроводности Xrad(s, Nd, Т) . Для выпи
санной системы уравнений двухфазной механики (7.2.76)-(7.2.77) необходи
мо задать начальные и граничные условия, выбор которых требует в каждом 
конкретном случае специального рассмотрения, поскольку, как правило, мо
делируется не дисковая система в целом, имеющая, скажем, такие естествен
ные границы, как экваториальная плоскость диска или его внешняя граница, 
а ее отдельные области. 

Важно подчеркнуть, что приведеиная система уравнений (7.2.76)-(7.2.77), 
описывающая при заданных начальных и граничных условиях также и все 
детали мгновенного состояния стохастических термагидродинамических по
лей турбулизованного течения газопьтевой дисковой среды и их вариации, 
зачастую не может быть решена с помощью современных вычислительных 
средств. Это обусловлено тем, что применение численных методов влечет 
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за собой аппроксимацию колоссального пространствеино-временного поля 
параметров турбулизованного потока конечным числом узлов сетки, кото
рое нужно использовать, чтобы решить конечно-разностные аппроксимации 
дифференциальных уравнений. В настоящее время существует единственный 
экономически оправданный выход: решать гидродинамические уравнения 
(7.2.76)-(7.2.77) только для больших пространствеино-временных масшта
бов движения, которыми определяются осредненные структурные параметры 
подобной стохастической среды, а все более мелкие масштабы моделировать 
феноменологически. Стохастичность в данном случае означает существование 
ансамбля возможных реализаций пульсирующих полей течения газовзвеси, 
для которой определено понятие статистически среднего (математически 
ожидаемого) значения для всех термагидродинамических параметро в. 

§ 7 .3. Осредневвые уравнения двухфазвой механики 
для описания турбулизоваввоrо rазопылевоrо диска 

Прежде чем приступить к разработке основ феноменологической теории 
турбулентности многофазных сред применительно к моделированию эволю
ции околосолнечного допланетного диска, отметим еще раз следующее: име
ющиеся на сегодняшний день подходы к описанию многофазных турбулент
ных течений, к сожалению, несовершенны (см. ,  например, Шрайбер и др. , 
1987; Вараксин, 2003). Подобное положение дел обусловлено как незавершен
ностью <<классической>> теории турбулентности в «обычной>> гидромеханике 
(см. гл. 4), так и кардинальным усложнением картины турбулентного тече
ния несущего газа в присутствии дисперсной примеси. Следует иметь в виду, 
что проблема обратного влияния твердых частиц на характеристики течения, 
являясь одной из фундаментальных проблем механики гетерогенных сред, в 
полной мере все еще не решена. Это касается, в частности, способов учета 
коллективных эффектов, связанных с межчастичным взаимодействием, роль 
которого возрастает с увеличением концентрации и размера твердых частиц. 
Например, с межчастичными столкновениями связан механизм интенсивной 
хаотизации движения относительно крупных частиц (так называемая псев
дотурбулентность), которые слабо увлекаются турбулентными пульсациями 
несущей среды (см. ,  Шрайбер и др. ,  1980). Таким образом, в силу отмечен
ной специфики турбулентных течений в гетерогенных средах, любые теоре
тические подходы к их описанию и развитые на их основе математические 
модели всегда будут ограничены, поскольку относятся, как правило, к строго 
определенному диапазону концентраций и инерционности дисперсной фазы. 
Сказанное имеет отношение и ко всем существующим на сегодняшний день 
моделям эволюции газопьmевого диска, которые охватывают по этой причине 
сравнительно узкий круг задач, относящихся к данной проблеме. 

Перейдем теперь к выводу базовых осредненных гидродинамических урав
нений для дисковой газопьmевой турбулизованной среды, предназначеных 
для постановки и численного решения конкретных задач по взаимосогла-
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сованному моделированию физических и химических параметров допланет
ного облака на разных этапах его эволюции, и проанализируем физический 
смысл отдельных членов этих уравнений. Для того чтобы функции, входящие 
в эти уравнения, бьmи гладкими и непрерывными с непрерывными первыми 
производными, необходимо провести осреднение стохастических уравнений 
(7.2. 76) для газавзвеси по времени или по ансамблю возможных реализаций. 
Достигнутый в последнее время прогресс в развитии и применении полу
эмпирических моделей турбулентности первого порядка замыкания (так на
зываемых градиентных моделей) для однородной сжимаемой жидкости (см.,  
гл. 3, а также монографии Таунсенд, 1959; Ван Мигем, 1977; Колесниченко, Ма
ров, 1999) , позволяет получить обобщения некоторых из подобных моделей 
и на случай сдвиговых течений двухфазной газопьmевой среды, описываемой 
в данной главе в рамках одножидкостного континуума. Вывод замыкающих 
соотношений для турбулентных потоков фазовой диффузии, тепла и тензора 
турбулентных напряжений Рейнолмса мы проведем традиционным способом, 
основанном на понятии пути смешения. 

Как мы уже неоднократно подчеркивали, в теориях турбулентности жид
кости и газа применяются различные способы осреднения полей физических 
величин, например, временное осреднение (3. 1 . 1 ) ,  когда интервал осредне
ния A.t пульсирующего параметра d(r, t) предполагается достаточно большим 
по сравнению с характерным периодом его пульсаций и существенно ма
лым по сравнению с временным периодом изменения осредненного поля 
A(r, t) ; пространствеиное осреднение, посредством интегрирования по про
странствеиному объему; пространствеино-временное осреднение; теоретико
вероятностное осреднение по ансамблю возможных реализаций [см. форму
лу (3. 1 .3)] и т. п. (Монин, Яглом, 1992). Последний подход, использующий 
понятие ансамбля, то есть бесконечной совокупности стохастических систем 
гидродинамической природы, отличающихся друг от друга состоянием по
ля скоростей иjили других термагидродинамических параметров движения в 
данный момент времени, является наиболее фундаментальным и будет ис
пользован далее при моделировании гетерогенной турбулентности. 

В классических теориях турбулентности однородных несжимаемых жидко
стей, разработанных к настоящему времени достаточно полно (см. , например, 
Монин, Яглом, 1992), осреднения для всех без исключения термагидродинами
ческих параметров обычно вводятся некоторым одинаковым способом и, как 
правило, без весовых коэффициентов. Например, при осреднении по времени 
(3. 1 . 1 ) ,  или при теоретико-вероятностном осреднении по ансамблю возмож
ных реализаций (3 . 1 .3),  актуальное значение параметра d представляется в 
виде суммы осредненной d и пульсационной d' составляющих: d = d + d' 
(причем d' = 0). При этом разделение реального стохастического движения 
системы на <<медленно>> изменяющееся непрерывное среднее и нерегулярное, 
быстро колеблющееся, пульсирующее около средних значений (турбулентное 
движение) полностью зависит от выбора пространствеино-временной обла
сти, для которой определены средние величины. Именно размер этой области 
осреднения фиксирует масштаб среднего движения. Заметим, что процедура 
получения уравнений для крупномасштабной турбулентности может быть и 
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иной: например, <<сглаженные» значения термогидродинамических парамет
ров могут быть введены с помощью функции-фильтра G(r - r') с помощью 
формулы 

d(r, t) = J G(r - r')d(r' , t)dr' 

(см. Leonard, 1974), или в случае численного решения задачи, при составлении 
уравнений баланса (количества движения, массы и энергии) для каждой ячей
ки расчетной сетки (Иевлев, 1970) . Во всех этих случаях все вихри большого 
размера вносят вклад в осредненное движение, определенное осредненны
ми значениями термогидродинамических параметров, а все вихри меньшего 
размера, отфильтрованные в процессе осреднения, вносят вклад в <<мелко
масштабное>> турбулентное движение, определенное соответствующими пуль
сациями тех же самых структурных параметров. 

Вместе с тем, подобный способ осреднения (одинаковый для всех пере
менных) в случае двухфазного континуума с пульсирующей суммарной плот
ностью р, приводит не только к громоздким гидродинамическим уравнениям 
масштаба среднего движения, что связано с необходимостью удержания в их 
структуре корреляций типа р'и' , р'и'и', р' С�и' и т. п. (появление которых обу
словлено нелинейностью конвективных членов исходных гидродинамических 
уравнений для мгновенного движения среды),  но и к затруднениям физи
ческой интерпретации отдельных членов осредненных уравнений. В связи с 
этим, далее при разработке моделей газопьmевой среды диска, мы будем ис
пользовать, наряду с «обычными>> средними значениями для некоторых пуль
сирующих параметров, так называемое средневзвешенное значение (среднее 
по Фавру (1969)) для ряда других параметров, задаваемое, соотношением 

(7.3 . 1 )  

при этом: d = (d) + d",  d" =f. О ;  здесь d" - соответствующая турбулентная 
пульсация. Таким образом, для осреднения уравнений гетерогенной механики 
мы будем поступать точно также, как и в случае моделирования турбулентно
сти многокомпонентной смеси (см. гл. 3) .  Для обозначения средних величин 
в этой главе использовано два символа: черта сверху означает осреднение 
по ансамблю (времени иjили пространству) , в то время как угловые скоб
ки означают средневзвешенное осреднение. Двойной штрих используется для 
обозначения пульсаций относительно величины, осредненной по Фавру. За
метим, что осреднение по Фавру ряда пульсирующих термогидродинамиче
ских параметров гетерогенного континуума существенно упрощает запись и 
анализ осредненных уравнений движения. Это связано с тем, что при обыч
ном осреднении (без веса) корреляции р' d', р' d'u' и т. п. фигурируют в 
явном виде в осредненных уравнениях движения, в то время как при осред
нении по Фавру подобные корреляции скрыты в соответствующих членах 
уравнений, которые по этой причине имеют более простой (традиционный) 
вид. В третьей главе данной книги приведены некоторые свойства средневзве
шенного осреднения [см. (3. 1 .7)] ,  которые будут нами широко использованы 
и при построении модели гетерогенной турбулентности. 
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7.3.1.  Осредненные уравнения баланса масс газопыленого вещества. 
Коэффициент турбулентного переноса 

Будем рассматривать протопланетное турбулизованное газопьmевое облако, 
как континуальную среду, мгновенные движения которой могут быть описа
ны системой гидродинамических уравнений (7.2.76) при случайной выборке 
начальных и граничных условий. Такой подход возможен для пространствен
но-временных масштабов, заключенных между масштабами молекулярных 
движений и минимальными масштабами турбулентности (линейный размер 
и время сушествования наименьших из вихрей), которые, как правило, на 
несколько порядков (по крайней мере на три порядка) превосходят масштабы 
молекулярных движений, т. е. расстояние между молекулами, а тем более -
размеры молекул (см.,  например, Ван Мигем, 1977). 

Тогда макроуравнения турбулентного движения газопьmевой среды можно по
лучить путем теоретико-вероятностного осреднения по ансамблю возможных 
реализаций стохастических уравнений (7.2.76) и при использовании средне
взвешенных значений для таких характеристик движения, как скорость (и), 
температура ( Т) , массовые концентрации (Са) и т. п. Однако давление р и 
массовую плотность р газовзвеси, а также все <<молекулярные>> термодинами
ческие потоки Ja, q, П, gP удобно будет осреднять <<обычным>> образом, т. е. 
без использования весового множителя. Заметим, что процедура осреднения 
по Фавру уравнений движения для двухфазного течения газавзвеси (описываемой 
в рамках одножидкостного континуума), выполнена :щесь, по-видимому, впервые. 

Осредненное уравнение неразрывности 

Легко видеть, что осредненная массовая плотность 75 и средневзвешенная 
гидродинамическая скорость газавзвеси (и) = ри/75 удовлетворяют уравнению 
неразрывности для среднего движения 

?r + div(75(и)) = О, или 75 �t ( � ) - div(и) = О. (7. 3;2) 
По поводу этого уравнения важно подчеркнуть следующее: при известных 
трудностях моделирования двойных корреляций р' и' , появляющихся при 
<<обычном>> осреднении без веса уравнения неразрывности (7.2 . 1 3) для ис
тинных значений плотности и гидродинамической скорости двухфазной 
системы, сохранение стандартной формы (7.3.2) для осредненного уравнения 
неразрывности является убедительным аргументом в пользу использования 
средневзвешенного осреднения (и) для полной гидродинамической скорости 
течения (см. Колесниченко, Маров, 1999) . 

Кроме того, широко далее используемая формула (7.3.3) может быть по
лучена только с учетом уравнения (7.3.2), путем осреднения операторного 
соотношения pddjdt = д(pd)jдt + (дjдr) · (рdи); в результате будем иметь 

pdd = д(рd) + (!!... (рdи)) = д(рd) + (!!... · [75(d)(и) + pd"и"J ) = 75!!.._ (d} + (!!...ршь) dt дt дr дt дr Dt дr .91 ' 
(7.3.3) 
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где введено обозначение 

r;rь = рd"и" = р(d"и")  (7.3.4) 
для вторых одноточечных корреляционных моментов пульсаций скорости те
чения и некоторой переносимой субстанции d. Формулой (7.3.4) определяет
ся, так называемый, турбулентный поток, связанный с переносом субстанции 
d турбулентными пульсациями гидродинамической скорости гетерогенной 
системы. 

Приведем уже здесь выражение для турбулентного потока .r"urb удельного 
объема v(r, t) (= 1/р) . Поток .r"urЬ играет важную роль в рассматриваемом нами 
подходе и фигурирует в осредненных уравнениях движения газовзвеси, на
пример, в осредненном энергетическом уравнении [см. (7.3.45*) ] . Используя 
соотношение v" = -р' / рр, которое следует непосредственно из определения 
пульсации v" (v" = v - (v) = 1/ р - 1/Р = -р' / рр), из (7 .3.4) легко получить 

.r"urb = рv"и" = -р'и" ГР = и" . (7.3.5) 
Далее везде будем исходить из того, что в газопьmевом потоке флуктуируют 
только объемное содержание пьmи s и истинная плотность газа Pg (это клю
чевое предположение развиваемого далее подхода); тогда из (7.2.2) следует 

1 р' р' Р_ � ( 1 - s) � + (a)s' = ( Cg)-=:!-- + (a)s' , 
р р � 

где введено обозначение 

(7.3.6) 

(7.3.7) 
для осредненного превышения плотности пьmевых частиц над плотностью 
газовзвеси и использовано выражение 

(7.3.8) 
для осредненной массовой концентрации газовой фазы; при этом 

(Cd) =pds/P � s(a) ,  (Cg) + (Cd) = 1 .  
Тогда из (7.3.6) в (7.3.5) вытекает следующее важное выражение для турбу
лентного потока удельного объема .r"urь в газопьmевой среде 

(7.3.9) 
Следует отметить, что приведеиные выше соотношения для величин р' и 

( Cg) (как и некоторые другие подобные им, которые появятся в дальнейшем 
в ходе построения модели гетерогенной турбулентности) верны лишь в том 
случае, когда справедливы неравенства d' 8ll' /d8il « 1 и (d" 8ll" )/(d)(8il) « 1 
для любых пульсирующих термодинамических параметров d и 8iJ, не равных 
скорости газапылевого потока и; малость подобного рода отношений далее 
всюду нами предполагается без специальных оговорок. 
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Осредненное уравнение диффузии дисперсной составляющей 
дисковой системы 

Применям теперь оператор осреднения (7.3.3) к диффузионному уравне
нию (7.2. 12) для дисперсных частиц; в результате получим следующее балан
совое уравнение для концентрации пьши: 

(7.3. 10) 

Здесь (Cd) = pdsjp; ld - осредненный «молекулярный» диффузионный по
ток пьши, определяемый соотношением [см. (7.2. 1 2)] 

Jd = pCdCgw ';;!,. р( Cd)( Cg )w ';;!,. pd i sw; 

!Jurb = рС�' и" = р dsи" 

(7.3. 1 1 )  

(7 .3 .12) 

- так называемый, турбулентный поток диффузии вещества дисперсной фа
зы; заметим, что для диффузионного потока газа можно написать 

J1urb =. рС" и" = -рС" и" = _ _nurЬ g g d d • 

Если записать турбулентный поток пьши в виде !JurЬ = р ds�urь + р ds' и" , то, 
с учетом формулы (7.3.9) ,  можно получить представление для турбулентного 
потока удельного объема в несколько ином виде 

J�Urb = -(а) Р_ !Jurb - ( 1 - s) р�" . 
PdPg Р8 

Это выражение для потока �urь нам понадобится в дальнейшем. 

(7.3 . 13) 

Для замыкания осредненного диффузионного уравнения (7.3. 10) необхо
димо получить определяющее соотношение для турбулентного диффузионно
го потока пьши !Jurь =. р( С�'и") . Известно, что имеется несколько подходов 
к моделированию подобного рода корреляционных моментов второго поряд
ка, различающихся степенью сложности (см. гл. 3). Здесь мы ограничимся 
наиболее простым градиентным соотношением, которое выведем традицион
ным способом, вводя в рассмотрение понятие пути смешения. Следует однако 
иметь в виду, что в последнее десятилетие для моделирования турбулентных 
однофазных потоков в тонких аккрецяоиных дисках стали применяться более 
глубокие по физическому содержанию дифференциальные модели турбулент
ности, аналогичные, приведеиным в гл. 4. Подобные модели включают в себя 
кроме уравнений для осредненных величин дополнительные дифференциаль
ные уравнения переноса важнейших статистических характеристик дисковой 
турбулентности (см. , например, Dиbrиlle, 1992) . 

Итак, будем полагать, что перенос каких-либо полевых характеристик 
d газопьшевого потока турбулентными пульсациями среды происходит как 
иключительно диффузионный процесс и что можно допустить существова
ние некоторого эффективного пути смешения �А субстанции d, представ
ляющего собой расстояние, на которое перемешаются турбулентные моли 
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(вихри) в потоке, прежде чем они разрушатся за счет взаимодействия с дру
гими возмущениями. Если обозначить через .r;;ir лагранжеву турбулентную 
пульсацию переносимой субстанции d, соответствующую эйлеровой пуль
сации d", а через S.91 - эффективный путь смешения, то можно написать 

dr = d" + ( S.91 · :, (d)) (см. гл. 3). Будем теперь считать, что вихри, смещаясь 

на расстояние �.9/' сохраняют в лагранжевом объеме ту же удельную плотность 
пьmи, которой она обладала на исходном уровне (предполагается, что пьmевая 
субстанция обладает свойством неуничтожимости: количество ее в элемен
тарном объеме не изменяется за время, в течение которого она движется не 

смешиваясь с окружающим газом); тогда (Cd);' � O, или C�' = - (sd · :, (Cd)) . 

Отсюда диффузионный поток fJurь пьmевой составляющей газовзвеси в рам
ках градиентных представлений равен 

Здесь диада D�urь = (и" sd) определяет несимметричный тензор коэффициентов 
турбулентной диффузии пьmи, учитывающий в общем анизотропном случае 
различия интенсивностей турбулентных пульсаций скорости и концентрации 
твердых частиц вдоль разных осей координат. Соотношение (7.3. 14) эквива
лентно утверждению, что турбулентный поток пьmевой фазы пропорционален 
градиенту средней концентрации (Cd) и имеет по отношению к нему обрат
ное направление. Важно при этом иметь в виду, что, как мы видели ранее 
(см: гл. 4), применение градиентной гипотезы не исключает всех затрудне
ний, связанных с проблемой замыкания, поскольку необходимо еще опре
делить (экспериментально или на базе качественного физического анализа) 
соответствующие коэффициенты турбулентной диффузии. 

В случае изотропного турбулентного поля можно считать, что тензор D'Jrь 
шаровой, D'Jrь = U D�urь , т. е. определяется одним коэффициентом турбулент
ной диффузии пьmи D�urЬ(r) (который является некоторой статистической ха
рактеристикой турбулентности газовзвеси); тогда 

J3иrb = _ -nturь..i_( C ) � -Dturb PdPg iГs - s� 
-

( д l - ) d P d ar d  d р дr дr ' 

и осредненное диффузионное уравнение (7.3 . 10) принимает вид 

_ D(Cd) d' {- (С )- pvtиrь а (С > } _ P-m + IV Pg d w - scturb дr d = adg' 

(7.3 . 1 5) 

(7.3. 10*) 
Здесь vturЬ - турбулентный аналог коэффициента кинематической вязкости 
газопьmевой смеси (см. ниже) ; Scturb = vturb /D�urь - турбулентное число Шмид
та для дисперсной фазы (безразмерный коэффициент порядка единицы, за
висящий от природы пьmевой субстанции и являющийся некоторой функци
ей безразмерных характеристик потока). В рамках градиентной теории число 
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Шмидта вычисляется по формуле ScturЬ = �ul�d' где �и - длина пути смешения 
по скорости. Заметим, что впервые зависимость числа Шмидта от концентра
ции пьmевых частиц бьmа получена в работе (Абрамович, Гиршович, 1973). 

Коэффициент турбулентного переноса; число Стокеа 

Прежде всего отметим, что коэффициенты турбулентного переноса в лю
бой турбулизованной среде, в отличие от соответствующих коэффициентов 
молекулярного переноса, описывают не просто ее физические свойства, но и 
состояние турбулентного поля и потому непосредственно зависят от масшта
ба осреднения пульсирующих термагидродинамических параметров. Именно 
по этой причине способ введения осредненных характеристик турбулентно
го движения газавзвеси является решающим при разработке методов экспе
риментального определения подобного рода коэффициентов. В основе наи
более продвинутого подхода к моделированию коэффициентов турбулентной 
диффузии лежит предположение о полном увлечении частиц турбулентными 
пульсациями того масштаба, который играет основную роль в механизме их 
сближения (приближение пассивной примеси). Если твердые частицы очень 
малы, и в силу этого их движение практически ничем не отличается от дви
жения несущих молей газа, то для них имеет место равенство коэффициентов 
турбулентной диффузии частиц пьmи nturЬ и турбулентной вязкости vturb га
за. В этом случае D�rь зависит только от масштаба турбулентных пульсаций 
несущего газа и оценивается, например, выражением (см. Левич, 1959) 

D�rЬ � vturb = v1Ji � (c/) 113[ = c1/3[4!3 , когда l < Лк, (7.3 . 16) 
в котором использованы следующие обозначения: Ь - турбулентная энергия 
газопьmевой среды в целом [(см. (7.3.3 1 ) ] ; с � Ь312jl � v�/Лiс - скорость дис
сипации турбулентной энергии газа [см. формулу (7.3.44*)] ; Л к �  (v�jc) 114 -
колмогоровекий (внутренний) масштаб турбулентности; /(r) - длина пути пе
ремешивания по Прандтлю (числовой множитель можно включить в значение 
/). В дальнейшем мы будем называть 1 пространствеиным масштабом турбу
лентности в данной точке потока. 

Следует, однако, отметить, что многочисленные экспериментальные дан
ные (см. ,  например, Медников, 1981) подтверждают равенство D�urь � vturb лишь 
для очень мелких частиц, когда безразмерное число Стокеа в крупномасштаб
ном пульсационном движении Stk « 1 .  Заметим, что в общем случае для тур
булизоваиного гетерогенного потока можно ввести несколько чисел Стокеа 
Stk, равных отношению времени динамической релаксации пьmевых частиц 
к тем или иным временным масштабам течения (например, к временному 
колмогоровекому масштабу турбулентности т к �  (vg/c) 112 , или к крупномас
штабному пульсационному движению среды т1 сх bjc) , которые характеризу
ют инерционность частиц по отношению к выбранному масштабу течения в 
турбулентном потоке. В случае кеплеравекого дифференциального вращения 
твердых частиц в диске, где имеется градиент осредненной скорости в ра
диальном направлении, важно учитывать инерционность частиц при анализе 
процесса релаксации осредненных скоростей фаз. Для этого удобно ввести 
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число Стокеа в осредненном движении, которое мы запишем в следующем 
виде Stk = wturb тrelax• где тrelax - время динамической релаксации (динамиче
ской инерционности) частиц; wturb - нижний предел частоты турбулентных 
пульсаций несушего газа в диске, принадлежащий наиболее крупным вихрям 
с масштабом L (макромасштаб турбулентности) ; тогда частота wturЬ опреде
ляет медленные макроскопические изменения параметров течения (которые, 
вообще говоря, не связаны с турбулентностью) и согласно Сафронову ( 1969) 
задается в виде wturЬ = QK,mid' где QK,mid = у Gд0(i"J - орбитальная частота 
(кеплеровская угловая скорость в районе центральной плоскости диска). В 
работе (Cиzzi et а/. , 1993) эта оценка бьша несколько уточнена wturЬ � tQк mid •  
гд е  t z O,Ol26. 

' 

Для малых сферических частиц (например, с диаметром « 1 см на 1 а. е . ,  
или � 600 см на 10 а. е.) время динамической релаксации определяется зако
ном Эпстейна [см. формулу (7.2 .21)]  

ТЕр _ PdPg 
_ Pifd {f 1 relax pRdg - 2рс58 ' d < лg (7.3 . 17) 

(длина свободного пробега молекул газа Лg � 1 см на 1 а. е .) .  Однако, для 
грубодисперсных сферических частиц эта формула несколько видоизменя
ется. Наиболее простое выражение для тrelax можно получить, когда число 
Рейнолддса для пьши Red = ddlwlfvg = 2ddlwi/Лgcsg имеет достаточно малые зна
чения, Red < 1 (что имеет место для , так называемых, стоксовых частиц). Это 
неравенство справедливо, например, для частиц с диаметрами между 1 и 10 см 
на 1 а. е . ,  и между 600 и 1000 см на 10 а. е. (Dubrul/e et а/. , 1995) . В этом слу
чае, согласно формуле (7.2.22), коэфициент аэродинамического сопротивле
ния CD(Red) = 9Re�1 и время динамической релаксации тrelax будет определятся 
законом Стокеа (dd > Лg) 

� 

(7.3 . 18) 
Таким образом, инерционность стоксовой частицы зависит от характери

стик среды, в которой она движется. Кроме того, если частицы не слишком 
малы (и в силу этого увлекаются несушими их молями газа не полностью), то 
их относительные скорости, приобретаемые за счет турбулентных пульсаций, 
сушественно зависят от их массы. Заметим, что в случае движения нестоксо
вой частицы ее инерционность зависит от числа Рейнолддса для пьши Red и 
может быть записана в виде 

(7.3 . 1 8*) 
где 

- пекоторая поправочная функция, учитывающая влияние сил инерции на 
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время релаксации нестоксовой частицы (коэффициент аэродинамического со
противления частицы равен CD(Red) = 9Re;t1 C(Red)) .  Разность пульсационных 
скоростей частиц разного размера обусловливает их сближение и увеличивает 
вероятность столкновений. С этим обстоятельством связан также и инерци
онный механизм коагуляции частиц в турбулентном потоке. Таким образом, 
для полидисперсной дисковой среды справедлива формула (ер. ,  например, 
Cиzzi et al. , 1993) 

Scturь = �= � (l + Stk)y1 + 31wl2/2b, 
d 

Определяющее уравнение для осредненной скорости относительного 
движения фаз 

(7.3. 19) 

Осредняя определяющее уравнение (7.2. 1 9*) для актуальных значений век
тора w, в результате получим 

= - IJW - (.r:urь . _i_w) - (и" . _i_w') - (w . _i_ ) (и) - (w' · _i_ )и" + � iГр -Dt v дr дr дr дr Pg дr 

- (w . _д
а ).r:urn = - IJW

D
- - (w · _а

д ) <и> + � iГоар • (7.3.20) r v t r Pg r 
При написании этого соотношения мы пренебрегли пульсациями w' отно
сительной скорости (что справедливо лишь для тех случаев, когда скорость 
осредненного относительного движения фаз w намного больше скорости пуль
саций w' , т. е. для достаточно крупных частиц) и произведениями осреднен
ных термодинамических потоков различной природы, как членами второго 
порядка малости. Кроме этого нами использовано тождественное преобразо
вание 

dd = Dd + (.r:urЬ . _i_d) + ( 1 1 . дd' ) dt Dt v дr и дr ' (7.3 .2 1 )  

которое может быть получено путем осреднения субстанциональной произ
водной dd/dt, предварительно записанной в виде 

Dd/dt = Dd/Dt+ и" · (дdjдr) = Dd/Dt+ (и" · (дdjдr)) + (и" · (дd' /дr)) .  

7 .3.2. Осредненное уравнение коагуляции Смолухонекого 

Турбулентность приводит к двоякого рода явлениям, влияющим на про
цесс коагуляции в дисперсной системе. Во-первых, под действием турбулент
ных пульсаций частицы приобретают дополнительную относительную ско
рость, что в свою очередь изменяет ядро коагуляции K(W, U) ,  характеризу
ющее вероятность столкновения частиц в системе (см. , например, Волощук, 
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1984) . Здесь с известной определенностью пока можно говорить о двух эф
фектах, ускоряющих коагуляцию. Первый из них связан с увеличение коэф
фициента захвата за счет турбулентного перемешивания, в результате чего 
число столкновений твердых частиц существенно увеличивается по сравне
нию с ламинарным потоком. Второй эффект связан с наличием сдвига в поле 
скоростей турбулентного потока, который приводит к изменению условий 
захвата в области значений K(W, и), близких к нулю, и увеличивает веро
ятность коагуляции мелких частиц (см. , например, Woods, Drake, Goldsmith, 
1972). 

Явления второго типа связаны с коллективным поведением частиц в тур
булизоваиной системе. Турбулентность, увеличивая локальные неоднородно
сти распределения коагулирующих частиц до масштабов, сравнимых со сред
ним расстоянием между частицами, приводит к возникновению флуктуаций 
функции распределения частиц по размерам f( и, r, t) на макроскопических 
расстояниях. С физической точки зрения это колебание концентрации частиц 
с объемом и, в силу нелилейного характера уравнений коагуляции (7.2.33), 
приводит к тому, что в области с повышенной концентрацией частиц ко
агуляция ускоряется, а с пониженной - замедляется, так что в среднем это 
приводит к иной скорости коагуляции, чем в однородном случае ( и = const) 
и способствует более быстрому появлению крупных частиц. 

Такой процесс может быть описан формальным осреднением уравнения 
коагуляции (7.2.33) 

р_!}_( f(U) ) + div[J!urь( и) + f( и)(C )w] = Dt р f g 

и 00 

= + J f(W)f( и - W)K(W, и - W)dW - f(и) J f(W)K(W, и)dW + 
о о 

и 00 

= + J f' (W)f'(и - W)K(W, и - W)dW-f-::-J';-;-(и=)-=f:-:-c'(=w=-)K(W, и)dW, (7.3.22) 

где 

о о 

J!UrЬ( и) = p(f 1 р)" и" = -pDturb _!__ ( f<!!) ) f и дr р 
(7 .3.23) 

- турбулентный поток пылевых частиц объема и; (Cg) = ( l - s)pglp; D'[jrь _  
коэффициент турбулентной диффузии для частиц и -фракции, выражение для 
которого получено, например, в работе (Schmit и др. ,  1997). Уравнение (7.3.22) 
является незамкнутым, поскольку функция у( и, W, r, t) = f' (и,  r, t)f' (W, r, t) 
не определена. Уравнение для у( и, W, r, t) можно получить умножением ис
ходного уравнения (7.2.33) на f и последующим стохастическим осреднением 
по ансамблю возможных реализаций, в результате чего получится уравнение, 
содержащее среднее от произведения трех функций f' .  Подобная операция 
приводит к бесконечной цепочке уравнений. Проблема замыкания последней 
может быть решена лишь путем введения какой-либо гипотезы. 
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Если проинтегрировать уравнение (7.3 .22) по размеру и, то уравнение ддя 
осредненного полного числа дисперсных частиц N ir, t) будет иметь следую
щий вид: 

- - ос ос  

р � ( �d )=- div(/�rь +  Nd(l;s)pк w)-+  f f K(W, и)f( W, r, t)f( и, r, t)dWdи-
o о 

где 

l ос ос  r _ 

- 2  J J K(W, и)у( и, W, r, t)dW dи + L L vd(k),iP' (7.3 .24) 
о о k p=i 

.тt;rb = J ljurb ( и)d и 
d и (7.3 .25) 

- турбулентный поток числа пьшевых частиц, ддя которого справедливо пред
ставление .тt;rь = Ndи" = .!Jurь;pdUd. Так как функция у( и, W, r, t) должна быть 

d 
положительно определенной в силу своей симметрии по и и W, то коагу
ляция в турбулизованной среде с неравномерно распределенными частицами 
должна происходить быстрее. В заключение заметим, что вопрос о влиянии 
флуктуаций на скорость коагуляции, несмотря на свою важность, до настоя
щего времени является практически неразработанным и требует дальнейшего 
исследования. 

7 .3.3. Осредненное уравнение движения для rазопылевой дисковой среды 

Осредняя по Фавру мгновенное уравнение движения (7.2.35) газопьшевой 
смеси, рассматриваемой как единое целое, при учете (7.3.3) получим 

- D(u) д (-( )) ( д (-( ) ( ))) iГp,um ( д (R П П )) - G.U"' -P-vf = дt Р и + дr · Р и и = -----а;- + дr · + sum + rel + P�ij3'' 
(7.3.26) 

где 
R =  -ри"и" = -р(и"и" )  (7.3.27) 

- так называемый тензор турбулентных (рейнольдсовых) напряжений, кото
рый, будучи записанным в декартовой системе координат, принимает вид: 

( -ри''2 -ри"и" -pu"u" ) 1 1 2 1 3 
-"" ---- ---, ---R . .  = -pu .  и . = -ри"и" -pu' 2 -ри"и" 1} l J 2 1 2 2 3 • 

-ри" и" -ри" и" -pu''2 
3 1 3 2 3 

(7.3 .28) 

Тензор Рейнольдса является симметричным тензором второго ранга и описы
вает турбулентные напряжения, обусловленные пульсациями поля турбулент
ных скоростей газопьшевого континуума в целом. Известно (см. ,  например, 
Монин, Яглом, 1992) , что в развитом турбулентном потоке однофазного тече
ния, т. е. при больших значениях глобального числа Рейнольдса Reglob = Lи0jv, 
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соответствующих крупномасштабным движениям (здесь u0 - типичные изме
нения скорости газопьшевой смеси на расстояниях порядка макромасшта
ба турбулентности L; v - эффективный коэффициент кинематической вязко
сти газовзвеси) можно пренебречь осредненным тензором вязких напряжений 
среды П по сравнению с напряжениями Рейнольдса R, за исключением тон
ких областей, так называемого, вязкого подслоя, граничащих с твердой под
ложкой (в рассматриваемом нами случае такой подложкой является тонкий 
слой пьши, примыкающим к центральной плоскости диска) . Это справедливо 
и для допланетного дифференциально вращающегося кеплеравекого диска с 
характерным значением числа Рейнольдса Regtoь » 1010 , поскольку турбулент
ная вязкость его вещества, на 8 и более порядков выше молекулярной, что 
следует из наблюдаемого распределения углового момента и массы в Сол
нечной системе и в многочисленных системах молодых звезд с дисками (см. ,  
например, Richard, Zahn, 1999) . Следует однако иметь в виду, что сказанное 
не относится к осредненному тензору <<напряжений относительного движе
ния фаз>> Пret • влияние которого на двухфазное течение дисковой среды мо
жет быть сопоставимым по порядку величины с тензором Рейнольдса R. В 
частности, в окрестности субдиска, где значительна концентрация пьшевых 
частиц достаточно крупных размеров (и, следовательно, w » О) эти <<сдвиго
вые» напряжения действуют особенно эффективно, приводя к дополнитель
ной турбулизации потока, правда, в объеме, сопост малом по сравнению со 
всем объемом диска (см. ,  например, Goldrich, Ward, 1973) . 

Можно по казать, используя консервативность (и") L � О  лагранжевых пуль
саций среднемассовой скорости газопьшевого потока, что тензор Рейнольдса 
R (в случае изотропного турбулентного поля) связан с градиентами д(u)jдr 
осредненной по Фавру скорости течения следующим определяющим соотно
шением (см., например, Колесниченко, Маров, 1999) 

или 
R = -2j3pb и + 2pvtиrЬ D, о D =D- lj3и div(u)) , 

( ( transp) 
R = -2/3рЬи + pvtиrb д( и) + д( и) 

) - 2j3pv1иrb и div(u) дr дr ' 

(7.3.29) 

(7.3 .30) 

где D = � 
( 
д�;) + 

( 
д�;) 

) transp) 
- тензор осредненных деформаций; D тензор 

осредненных скоростей деформаций, vtиrЬ - кинематический коэффициент 
турбулентной вязкости газопьшевой смеси (возможная в дифференциально 
вращающемся газопьшевом облаке анизотропия коэффициентов турбулент
ной вязкости vturЬ (см.Сафронов, 1969) подробно проанализирована в работе 

(Колесниченко, 2000)) .  Здесь и далее оставлены прежние обозначения D и D 
и для осредненных тензоров деформации и скоростей деформации, что не 
должно привести к недоразумению [ер. с формулой (7.2.40) ] . 

В соотношение (7.3.29) входит ключевая в теории турбулентности величина 

Ь = piu" 12 j2p (7.3 . 3 1 ) 
- осредненное значение кинетической энергии турбулентных пульсаций 
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среднемассовой скорости газопьmевого континуума (турбулентная энергия) ,  
для нахождения которой необходимо иметь, в общем случае, соответствующее 
балансовое уравнение [см. (7.3.67)]) . Отметим, что поскольку в развитом тур
булентном потоке создается непрерывное распределение пульсаций скорости 
и" на самых различных частотах f (от минимальных, определяемых вязкими 
силами, до максимальных, определяемых граничными условиями течения), то 
дисперсию (7.3.3 1 ) часто удобно представяять в виде суммы соответствующих 
величин, относящихся к разным частотам 

00 
Ь = f b(f)df, (7.3. 32) 

о 

где b(f) - доля турбулентной энергии газопьmевой смеси, соответствующая 
полосе частот df (энергетический спектр величины Ь).  

Осредненный тензор «относительных» напряжений Пrе1 в уравнении 
(7 .3.26) (напомним, что тензор Пrel возникает из-за инерционных эффектов 
относительного движения низкодисперсной фракции твердых частиц и газа 
[см. формулу (7.2.37)]) можно, с учетом припятых нами выше предположений, 
преобразовать к следующему виду: 

пrel = -pCdCgww = -pCdC/ww +Н) - ww(pCdCg) ' = 

= -(ww + w'w')(p{ Cd){ Cg) + рС�' с;') - 2ww' (pCdCg) ' - w'w' (pCdCg)' � 

� -spd{Cg)(ww+ w'w') - 2w(pdw's'{Cg) + pC;'w'{Cd) + pC�'c;'w'). (7.3.33) 
Для двухфазного турбулентного потока в соотношениях типа (7.3.33) всеми 
корреляционными членами обычно пренебрегают и учитывают только первое 
слагаемое (см. , например, Зуев, Лепешинский, 1981; Картушинский, 1984): 

Пrel � -spd{Cg)ww, (7.3.34) 
что разумеется справедливо лишь в том случае, когда скорость осредненного 
относительного движения фаз w намного больше скорости пульсаций w' , т. е. 
для достаточно крупных твердых частиц. Для менее инерционных мелко- и 
среднедисперсных частиц будем учитывать два первых члена в (7.3.33); тогда 

(7.3.35) 
где Rre1 = -pg{Cd)w'w' -дополнительный тензор рейнольдосовых напряжений, 
обусловленный пульсациями поля относительных скоростей фаз. В рамках 
градиентных моделей возможны два подхода к определению подобного ро
да парных корреляций. Согласно первому из них корреляционные моменты 
Rrel для относительно мелких частиц выражаются непосредственно через рей
нольдсовы напряжения R газопьmевого континуума в целом, т. е. Rrel = /ЗR, 
где /3 - коэффициент вовлечения дисперсных частиц в пульсационное дви
жение газа (см.,  например, Гавин и др. ,  1984). Вторым способом определения 
дополнительных турбулентных напряжений Rrel является использование гра
диентных соотношений типа (7.3.30) , с заменой осредненных скоростей {и) на 
w и определением соответствующего коэффициента «турбулентной вязкости>> 
(см.,  например, Melvil/e, Bray, 1979). 
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7 .3.4. Уравнение баланса для осредненной внутренней энергии газовзвеси 

Энергетическое уравнение масштаба среднего движения для газопьmевой 
дисковой системы в целом получим, осредняя по ансамблю возможных реа
лизаций уравнение энергии (7.2.45) для истинного мгновенного движения; в 
результате будем иметь 

где 

_ D(Hsum) dpsum d" ( turb - ) -ф R 1 12 ( др ) р Dt = ---;Jf - lV qsum + qsum + и + gd W - sa W .  ar ' 

q�;: = qturb + q��; qturЬ ==.рН"и" � (ср)рТ"и" + 'f.(ha)�urb 
а 

(7.3.36) 

(7.3.37) 
- турбулентный поток тепла, возникающий благодаря корреляции между 
пульсациями энтальnии Н" вещества и гидродинамической скорости и" ; 

q���ь = pH:!tctи" � (cP,rad)pT" и", (ер rad) = 16а( Т)3 /3р (7.3.38) 
- турбулентный радиационный поток тепла. Приближенные соотношения 
для потоков тепловой энергии (7.3.37) и (7.3.38) записаны с точностью до 
членов, содержащих тройные корреляции. Формулу (7.3.37) легко nолучить, 
используя алгебраические свойства (3 . 1 .7) осреднения Фавра и выражение 

Н" = 'f.[h�' (Ca) + (h)C�' + (C�'h:;) "] = (ер) Т" + L C�' (ha) + (с� Т")" (7.3.39) 
а а 

для пульсации удельной энтальпии вещества диска. Здесь h:; = ера Т" - nуль
сация парциальной энтальпии фазы а (ера � const) ; 

(ер) = L ера< Са) , с" = � с С" р .1...1 ра а (7.3 .40) 
а а 

- соответственно осредненная и пульсационная составляющие удельной теп
лоемкости смеси при постоянном давлении. Осредненные значения для эн
тальnий излучения и вещества, входящие в уравнение (7.3.36), определяются 
соотношениями 

(Hrad) � 4/3а(Т)4/Р, (Н) � (ер)( Т) + L h�(Ca) , (7.3.41 ) 
а 

которые следуют из (7.2.43) и (7.2.44) . 
Субстанциональную производную от суммарного давления в уравнении 

(7.3.36) удобно далее представить, с учетом формулы (7.3.2 1 ) , в виде 

dpsum ==. IlPsum + (purb .  ifPsum ) + (и" . дp:um ) = dt Dt v дr дr 

= IlPsum + (purb . Opsum ) + div(p' и") - р ' div и" (7 3 42) Dt v дr sum sum · · · 

Кроме того, величину Фи можно преобразовать следующим образом: 

- _ (- . д( и) ) ( . ди" ) - . _ Фи = Пsum · ---а,- + Пsum · дr = (Пsum · D) + р(ее) , (7.3.43) 
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где 

(7 .3.44) 

- скорость диссипации турбулентной кинетической энергии газопьшевой 
смеси в тепло под действием �<молекулярной» вязкости (вторая ключевая 
характеристика в теории гетерогенной турбулентности). Можно показать 
(см. гл. 3 и монографию Marov, Kolesnichenko, 2002) , что в случае развитой 
турбулентности диссипативное слагаемое (7.3.44) несколько упрощается 

-< > � (п · д пurЬ) (п' · д ') - (п' · д ') - - о·  Р Ее = sum · дr"� + · a;:u - · a;:u - рЕ � ' (7.3.44*) 

заметим, что величина с (так называемая «истинная>> диссипация турбулент
ной энергии) всегда положительна. Подставляя (7.3.42) и (7.3.44*) в (7 .3 .36), 
получим следующее представление для осредненного энергетического уравне
ния газопьшевой смеси 

- D(Hsum} IГpsum d" ( turb -, --" - ) (П · D) Р Dt = ----nt - lV qsum - PsumU + qsum + sum · + 

+ Rgdlwl2 - sa( w · �� ) + (.т;urb · �;m ) -P:um div и" + ре. (7.3.45) 

Для замыкания уравнения (7.3.45) необходимы определяющие соотноше
ния для турбулентных потоков тепла; эти соотношения, полученные в моно
графии (Marov, Kolesnichenko, 2002) , имеют вид 

где 

qturb = p'u" _ Xturb{ д( Т} _ � ар } + � (h )J1ШЬ дr р(ср} дr � а а ' 
а 

turb _ -, --" { д( Т} ifPrad } qrad - PradU -Xrad --а;:- - ( } дr ' р CP.rad 

turb - vturb х = р(ср) scturЬ ' 4а
с{Т}

3 Xrad = 3хр 

(7.3.46) 

(7.3.47) 

(7.3.48) 
- соответственно коэффициент турбулентной теплопроводности газопьшевой 
среды и коэффициент турбулентной лучистой теплопроводности; 

(ер) = lf5i l - s) + pdscpdJ/15 

- осредненная удельная теплоемкость (при постоянном давлении) для сум
марного континуума. Далее мы будем считать, что в диске Scturь = Prturb , по
скольку обычно в турбулизованной смеси предполагают равенство турбу
лентных коэффициентов диффузии и температурапроводности (Xturь /75(ср) = 

= nturЬ) , что равносильно равенству путей смешения для вещества и тепла. 
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В соответствии с выражением (7.3 .46) существует два механизма передачи 
тепловой энергии через газовзвесь: 

1 )  под действием осредненного градиента температуры (точнее потенци
альной температуры для осредненного движения 

е= const . ( Т) (jj<�}/(cp} ,  (7.3.49) 

поскольку 

..!._ � = _1_ ( д(Т} - _1 _ iГр )  ", _1_ ( д(Т} + G ) 
8 дr (Т} дr р(ср} дr (Т} дz а ' 

где G0 = gzi (с Р) - адиабатический градиент температуры в газопьmевом диске; 
2) потоками турбулентной диффузии �urЬ = -pDturbд(Ca)fдr [см. (7.3 . 15)] , 

причем каждая частица вещеста фазы а переносит с собой в среднем (ha) 
тепловой энергии (заметим что поскольку "' �urЬ = о то и nturЬ = nturb = nturb) ' .L.i a ' d g · 

а 
Следует также отметить, что первые члены в (7.3.46) и (7.3.47) не играют роли 
потока энергии, поскольку величина P�umи" выпадает из полного энергетиче
ского уравнения (7.3 .45) , и оставлены в формулах (7.3 .46) и (7.3.47) только из 
соображений удобства. 

Приведем теперь полезную при моделировании турбулизованной газавзве
си форму записи соотношения (7.3.46). Используя (7.3 . 1 5) для преобразования 
соотношения (7.3.46) , в результате будем иметь 

turЬ = 'и" - turb( д(Т} _ _ 1_ iГp ) -nturЬ- �(h ) д(Са} = q р Х дr р(с } дr р LJ а дr Р а 

= 'и" - XturЬ ( д( Н} - ..!._ iГр ) 
Р (ер} дr р дr ' (7.3.46*) 

где нами сделано обычное для теории турбулентности предположение о ра
венстве единице турбулентного числа Льюиса, Leturb = xturЬ/P(cp)DturЬ = 1 (см. 
Монин, Яглом, 1992) . 

Энергетическое уравнение (7.3.45) иногда удобно записать через осреднен
ную суммарную энергию (Esum> вещества и излучения. Используя для этого 
преобразование 

(7.3.50) 

(являющееся следствием соотношения (Hsum> = (Esиm> + Psum!P и осредненно
го уравнения неразрывности (7.3.2)), для развитого турбулентного течения в 
диске получим 

- D(Esum} d. ( turb -,--" - ) - - d" ( ) (П · D) Р Dt + lV qsum -Psumи + qsum - -Psum lV и + sum · + 

+ Rgdlwl2 - sa( w · �� ) + ( �urb · �;т ) -P�um div и" +рЕ. (7 .3 .45*) 
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Турбулентный поток удельного объема в газапылевой среде 

Получим теперь окончательное представление ддя турбулентного потока 
удельного объема .r,;шь [см. (7.3.9) ] .  Для его вывода найдем сначала выражение 
ддя турбулентных пульсаций плотности р� в газовой составляющей смеси, в 
качестве уравнения состояния которой возьмем, как и прежде, уравнение 
состояния совершенного многокомпонентного газа 

где 
m.g = kв L пg(k/Pg = kв L zk k k 

(7.3.5 1 )  

(7 .3 .52) 

- так называемая <<газовая постоянная>> для смеси газов; Zk = п g(k/ р g - удель
ная (на единицу массы газового континуума) числовая плотность k-й ком
поненты. Представляя актуальные значения величин m.g и Т в виде сумм 
осредненных и пульсационных значений (m.g = (m.g) + т.�' , Т =  (Т) + Т"), пе
репишем (7.3.5 1 )  следующим образом 

p = (m. )р ( T) + m."p (T) + (m. )р T" + m."p Т" =  g g  g g  g g  g g  
n 

';!; (m.g)Pg( T) + k8pg(T) L пZ// + (m.g)PgT" +kвPg L (ZI' T"). (7.3.53) 
k=I  k= I  

Если теперь применить к (7 .3 .53)  оператор статистического осреднения, то 
получим осредненное уравнение состояния ддя давления газовзвеси 

n 
р= (m.g)Pg(T) + k8pg L (ZI'T") ';!; (m.g)Pg(T) k=I  

(7.3.54) 

(заметим, что пульсационный член в осредненном уравнении состояния 
(7.3 .54) в теории турбулентности обычно опускают), которое используем ддя 
исключения произведения (m.g)(T) из (7.3 .53);  в результате ддя пульсаций р� 
будем иметь (Моров, Колесниченко, 1987) 

Р; = .i.__ - PgT" - kв(T)pg � 
Z" 

р8 ]J р8(Т) р fj_ k · (7.3.55) 

Известно, что относительными пульсациями давления ддя течений газа с 
малыми числами Маха, Ма, почти всегда можно пренебречь, по сравнению 
с относительными пульсациями температуры. Это предположение (Morkoviп, 
1961) , проверенное вплоть до Ма = 5, справедливо, по-видимому, и ддя тур
булентных движений в тонких аккреционных дисках: движение вдоль r- и 
z-направлений происходят с дозвуковыми скоростями, а скорость вращения 
иФ превосходит скорость звука cgs (условие тонкости диска hdisk � r вместе с 
выражением hdisk """ cg/QK, mid ддя толщины диска требует hdisk/r """ cgsfurp � 1 ). 
Далее будем также полагать, что средняя масса газовой составляющей га-

п 
зовзвеси не флуктуирует, и потому L ZI' = (пglpg)" = О. Тогда, при учете 

k=I 
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(7.3 .55),  корреляционный член (содержащий пульсации истинной плотности 
газа) в соотношении (7.3 . 1 3) можно переписать в виде 

p�u" рС8Т"и" � рТ"и" (Т"и"} -
Pg = р8(Т} = (Cg) р8( Т} = (Т} (7.3.56) 

(здесь, как и всюду далее, члены с тройными корреляциями отброшены). Для 
окончательного преобразования этого выражения воспользуемся определяю
щим соотношением (7.3.46) для турбулентного потока тепла (7.3 .37): 

_ р�и" � -1-рТ"и" � 1 (qturb _ �(h )Jiвrb) 
758 ( Т} ( Т}(ср} ,i.J а а · 

а 
(7.3.57) 

Наконец, подставляя (7.3 . 1 5) и (7.3 .57) в (7.3 . 1 3) и учитывая (7.3 .48) , в резуль
тате получим определяющее соотношение для турбулентного потока удельного 
объема гетерогенной смеси в следующем окончательном виде 

риrь = -(а) 75_ лить + 1 (qturb _ � (h )J1urЬ) � v р р d ( Т}(с } ,i.J а а d g Р а 

7 .3.5. Балансовые энергетические уравнения дискового вещества 

(7 .3.58) 

В турбулизованном течении дискового вещества, по сравнению с его лами
нарным аналогом, существует большое разнообразие всевозможных механиз
мов обмена (скоростей перехода) между различными видами энергий движе
ния твердых частиц и газа, вносящих свой вклад в сохраняющуюся осред
ненную суммарную энергию. Для наиболее точного истолкования отдель
ных слагаемых энергетического баланса, рассмотрим полную систему уравне
ний энергии для осредненных полей пульсирующих термагидродинамических 
параметров газопьшевого облака, включая уравнение баланса кинетической 
энергии турбулентных пульсаций. 

Уравнение баланса осредненной кинетической энергии газопылевого потока 
Умножая скалярно уравнение движения (7.3.26) на скорость (и) и учитывая 

формулу (7.2.38) для гравитационной силы, после простых преобразований 
получим следующую субстанциональную форму уравнения живых сил для 
осредненного движения дискового вещества (теорема количества движения) 

75 �t ( /(и) /2/2) + div( [ Upsum - R - n;um] (и)) = 

= Psum div(и) - ((я + n;um ] : д��> ) -75( (и) · д��> ) . (7.3 .59) 

Здесь -д(ЧJ)jдr =g = G.Нc:/llrP ; l (и)jl/2 - удельная кинетическая энергия 
осредненного движения вещества диска. Хотя уравнение (7.3.59) имеет 
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энергетическую природу, оно не является законом сохранения энергии в 
турбулизованном континууме: уравнение (7.3 .59) описывает закон превра
щения кинетической энергии осредненного движения газавзвеси в работу 
внешних массовых и поверхностных сил и в работу внутренних сил (и обрат
но) без учета необратимого перехода механической энергии диска в тепловую 
или другие виды энергии. 

Поясним физический смысл отдельных членов уравнения (7.3 .59): вели
чина div(psum (и)) связана с оттоком механической энергии из единицы объ
ема дисковой среды за единичный интервал времени; дивергенция (дjдr) х 
х [ (R + п;um) {и)J представляет собой скорость, с которой полное поверхност-

ное напряжение (R + п;um) в осредненной движущейся системе <газозвесь 
плюс излучение> совершает работу в единичном объеме; величина Psum div(и) 
(> О, или < О) связана со скоростью обратного адиабатического превращения 
осредненной внутренней энергии (тепла) (Esum> в механическую энергию си
стемы [см. уравнение (7.3.45*)] и представляет собой работу, совершаемую 
за единицу времени в единичном объеме против осредненного суммарного 
давления Psum потоком движущейся газовзвеси; знак величины Psиm div(и) за
висит от того, будет ли поток смеси расширяться (div(и) > О) или сжиматься 
(div(и) < О) ;  величина (R + п;um) :  д(и)jдr представляет собой полную скорость 
необратимого превращения кинетической энергии среднего движения в дру
гие формы энергии [см. уравнения (7.3 .45*) , (7 .3.62) и (7 .3 .67) ] , причем дис
сипация энергии происходит как под влиянием «молекулярной>> вязкости со 
скоростями (Пsum : д(и)jдr) и (Пrel : д(и)/дr) , так и под влиянием турбулентной 
вязкости со скоростью (R : д{и)jдr). 

Если сложить уравнение (7.3.59) и осредненные уравнение баланса потен
циальной энергии вещества диска 

- D('P) - др('Р) d" (-{ )('11)) - -( ( ) д('Р) ) Р
---пf = -д-t - + lV р и - Р  и · --а;:- , (7 .3 .60) 

то в результате получим уравнение переноса осредненной механической энер
гии турбулизованного газопьmевого потока 

- D ( l(и) l2 ) • - - -P75f -2- + {ЧJ) + div([Upsum - R -Пsum - Пrеl] {и)) = 

= Psum div(и) - ([R + Пsum + Пre!J : дDjдr) . (7 .3 .6 1 ) 

Уравнение баланса осредненной кинетической энергии 
относительного движения фаз 

Осредняя уравнение (7 .2.43) и пренебрегая корреляционными членами 
третьего порядка (и тем самым турбулентной кинетической энергией межфаз
ной диффузии) ,  а также произведениями термагидродинамических потоков 
(например, членами типа (Пrel : аr,;шь jдr)) в осредненном газопьmевом конти-
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нууме, как величинами второго порядка малости, в результате получим 

р �t ((Cd)(Cg) lwl2/2) zp(Cd)(Cg) �t (!w!2/2) �-Rgd!w!2 + sa( W · �� )+ (Пrel :D)-parei' 
(7.3.62) 

где 

- - (п' . ди' ) parei = - rel · ()Г · (7.3.63) 

Заметим, что когда мы пренебрегаем турбулентной кинетической энергией 
межфазной диффузии, как величиной третьего порядка малости, мы тем са
мым не учитываем и связанный с наличием мелкодисперсных частиц допол
нительный диссипативный член (см. Danon et а/. , 1977) в уравнении переноса 
турбулентной энергии газапылевой среды (7.3.67). В случае течений со сред
ними и крупными частицами, время релаксации которых значительно, вели
чина дополнительной диссипации энергии турбулентности будет пренебрежи
мо мала по сравнению с другими членами уравнения (7.3.67) (см., например, 
Вараксин, 2003). В уравнении (7 .3.62) диссипация тепла (Пrel :  D) (представля
ющая собой среднее значение работы, совершаемой тензором относительных 
напряжений над градиентом осредненной скорости д(u)jдr -/ 0  вследствие от
носительного сдвига скоростей фаз при орбитальном движении дискового 
вещества) связана со скоростью перехода осредненной кинетической энер
гии диффузии в кинетическую энергию осредненного движения газопьmевой 
смеси в целом [ер. с (7.3 .59)] ;  arei - дополнительный источник генерирования 
турбулентной энергии, связанный с присутствием средних и крупных инер
ционных частиц в потоке [см. уравнение (7.3.67*)] . Следует иметь в виду, 
что, согласно (Gore, Crowe, 1989), только за крупными частицами (при числах 
Рейнольдса обтекания частиц Red > 400) возникают турбулентные вихревые 
следы, дестабилизирующие течение газовой составляющей и трансформиру
ющие энергию осредненного относительного движения в высокочастотные 
компоненты энергетического спектра турбулентности. Мелкие же частицы 
(Red < 1 10) преимущественно подавляют энергию турбулентности, расходуя 
ее на собственное ускорение (т. е. на вовлечение в пульсационное движе
ние полидисперсного потока) , причем с уменьшением инерционности части 
ламинаризирующее воздействие дисперсной фазы на поток возрастает. Что 
касается частиц средних размеров ( 1 10 < Red < 400), то они оказывают сме
шанное влияние на дисковую турбулентность. 

Баланс турбулентной энергии 

Рассмотрим теперь уравнение переноса турбулентной энергии Ь = !и"12 /2 
газопьmевого вещества аккрецианнога диска. Это фундаментальное в теории 
турбулентности уравнение, или некоторые его модификации, лежит в основе 
многих современных полуэмпирических теорий турбулентности (см. Монин, 
Ягло.м, 1965; Колесниченко, Маров, 1999). С помощью уравнения для Ь в слу
чае гетерогенной среды можно, в частности, проанализировать динамическое 
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воздействие дисперсной фазы на интенсивность турбулентности в газопьше
вой дисковой среде, а также разработать феноменологический способ моде
лирования коэффициента турбулентной вязкости с учетом влияния обратных 
эффектов переноса пьши и «потенциальной» температуры на затухание (под
держание) сдвиговой турбулентности в допланетном облаке. Балансовое урав
нение для Ь может быть получено различными способами (см. Marov, Ko/esni
chenko, 2002) , одним из которых мы воспользуемся и в рассматриваемом здесь 
случае двухфазной среды. 

Пусть d(r, t) актуальное значение какой-либо скалярной величины (в 
частности, это могут быть компоненты вектора), субстанциональный баланс 
которой имеет вид pddjdt = -(д/дr) · ld + ad, где Jd и ай - соответственно 
вектор субстанциональной плотности потока и объемная плотность источни
ка признака d. Например, для уравнения движения (7.3 .35): 

(7.3.64) 
Легко показать (для чего нужно умножить тождеставо dd"/dt = ddjdt 
- D(d)/Dt- и" · (дjдr)(d) на pd" и осреднить результат по Рейнощцсу), 
что балансовое уравнение для среднеквадратичной пульсации (d''2) имеет 
следующий общий вид (см. Колесниченко, 1995) 

_ D(A''2/2) д д р Dt + а;: ·  (рd''2и" /2 + d" '<А>) = -�urЬ • a;:(d) + d" а d -p(ed), (7.3.65) 
где 

(7.3.66) 

- скорость скалярной диссипации дисперсии (d''2 ) . Обобщенное уравнение 
переноса (7.3 .65) содержит члены, отражающие влияние на пространствеино
временное распределение дисперсии (d''2) следующих процессов: конвектив
ного переноса, диффузии, образования за счет обмена энергии между осред
ненным и пульсационным движением, перераспределения (между пульсаци
онными движениями в различных направлениях) и диссипации турбулентной 
характеристики (d''2 ) вследствие «молекулярных>> процессов переноса. 

Подставим теперь (7.3 .64) в (7.3.65) и (7.3 .66); в результате получим следу
ющее ура��ение переноса турбулентной энергии газопьшевой смеси 

где 

р-..!l!!._ + div J!:urb = (R · D) - (.r_urь · ifPsum ) + р1 div и" -р-(е ) Dt Ь · v дr sum Ь ' 

{ �rь =:_:o<Jи"J2 /2 + P�u�fp;,и" - (Пsum + Пrel) . и" 
р(еь) = (Пsum + Пrel) · ди fдr. 

(7.3.67) 

(7.3 .68) 

Оценки отдельных членов уравнения (7.3.67), проведеиные для случая раз
витой турбулентности, например в монографии (Marov, Ko/esnichenko, 2002), 
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позволяют записать его в виде 

_ Dlи"l2/2 { } Р Dt + div p(lи" l2 /2 + P�uml р)и" - (П;um)' · и" = 

где 

(R · D) 1 d" 1 ( Jturb ifPsum ) - -= . + Psum lV и - Jv . --ar- - ре + parel ' (7 .3.67*) 

р(еь) = (Пsum + Пret) : д)Jиrь jдr + п:um : ди' jдr + п;еt : ди' jдr � ре - paret · 
Первый член в левой части уравнения (7 .3 .67*) характеризует изменение 

во времени (включая конвективный перенос осредненным движением) кине
тической энергии турбулентности диска Ь, второй член - отражает перенос 
энергии турбулентных пульсаций за счет процессов турбулентной <<диффу
зии>>. Величина (диссипация энергии) 

R : D = -2j3pb div(и) + 2pvturь(.D : .D) (7.3.69) 

в правых частях уравнений (7.3 .59) и (7.3.67*) фигурирует с разными знаками 
и потому ее можно интерпретировать как скорость перехода кинетической 
энергии осредненного движения в энергию турбулентности газопьmевой дис
ковой среды, рассматриваемой как целое. Этот гидродинамический механизм 
генерации турбулентности в дифференциально вращающемся кеплеравеком 
диске рассматривается здесь как основной. Следует подчеркнуть, что подоб
ный переход энергии является исключительно кинематическим процессом, 
зависящим только от выбора пространствеино-временного масштаба осредне
ния турбулентного движения. В случае мелкомасштабной турбулентности ве
личина (R : D) всегда положительна, так что мелкомасштабная турбулентность 
преобразует кинетическую энергию осредненного движения в кинетическую 
энергию турбулентных пульсаций (это так называемый диссипативный эф
фект мелкомасштабной турбулентности);  вместе с тем, крупномасштабными 
турбулентными вихрями кинетическая энергия турбулентности может пере
даваться энергии осредненного движения (см. ,  например, Ван Мигем, 1977)) . 
Величина P:um div и' связана со скоростью преобразования внутренней энер
гии газавзвеси в кинетическую энергию турбулентных вихрей и представляет 
собой работу, совершаемую за единицу времени в единице объема пульсиру
ющей средой над вихрями, как следствие существования пульсаций суммар
ного давления P:um дисковой системы и расширения или сжатия турбулент
ных вихрей (div и' > О или div и' < 0) . Величина (J"Jurb · i)psumfдr) представляет 
собой скорость перехода (в единице объема среды) между турбулентной и 
осредненной внутренней энергиями диска, причем мелкомасштабные вихри 
превращают энергию турбулентности в тепло, поскольку для них величина 
JJurn · i)psumfдr > О, а крупные вихревые образования, связанные с тепловой 
конвекцией (для которых .т;,иrь(Гpsumfдr < О (см. Колесниченко, М аров, 1999)) ,  
напротив, преобразовывают тепловую энергию газопьmевого потока в осред
ненную кинетическую энергию пульсаций скорости. Следует отметить, что 
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этот механизм генерации турбулентности в диске, предложеннный в работе 
(Lin, Papaloizou, 1980) как основной, не может рассматриваться в таком ка
честве, поскольку он не всеобъемлющий и носит временный характер (см. 
Ruden, Pollack, 1991; Nomura, 2002) . Парпая корреляция ре == п:ит : ди' jдr > О  в 
развитом турбулентном потоке представляет собой скорость диссипации тур
булентной кинетической энергии в тепло под влиянием молекулярной вязко
сти [см. уравнение (7.3 .45*)] (напомним, что величина пульсаций П' тензора 
вязких напряжений определяется эффективным, учитывающим наличие дис
персной добавки коэффициентом кинематической вязкости газопьшевой сре
ды, рассматриваемой как целое). Наконец, величину parel == -п;еl : ди' jдr > О, 
представляющую собой работу в турбулентном потоке (отнесенную к единице 
времени и единице объема), совершаемую пульсациями тензора относитель
ных напряжений над турбулентными вихрями [см. уравнение (7.3.63) ] , мож
но интерпретировать как дополнительную генерацию турбулентности в газо
пьmевом диске, возникающую из-за инерционных эффектов относительного 
движения дисперсной и газовой фаз и связанную с образованием вихревого 
следа за крупными частицами с размерами > 1 см (см. ,  например, Зайчик, Ва
раксин, 1999). Отметим, что именно с этим механизмом турбулизации потока 
фракцией крупномасштабных частиц сантиметрового размера и более (рожда
ющихся благодаря процессам коагуляции и оседания в окрестности централь
ной плоскости допланетного облака) можно связать часть того дополнитель
ного источника турбулизации течения газовзвеси в окрестности тонкого пы
левого слоя которая, по мнению многих исследователей (см. Goldreich, Ward, 
1973) , в значительной степени предотвращает дальнейшее оседание мелких 
пьmевых частиц (микронных размеров) в субдиск и тем самым отодвигает во 
времени момент наступления прямой гравитационной неустойчивости этого 
слоя (см. ,  например, Сафронов, 1969; Weidenschilling, 1884; Goodmann, Pindor, 
2000) . Для достижения критической плотности в пьmевом слое необходима 
очень высокая степень его успокоения и уплощения (Сафронов, 1969). 

Величину parel с точностью до тройных корреляционных членов можно 
преобразовать к виду 

� - · ( <с )---;а;т -с' ди' ) 2 -(с )- ' · а ' = PdWW . g s дr + s g Т, + pds g ww . дr" , (7.3 .70) 

из которого видно, что дополнительная генерация турбулентности в запьmен
ном диске (в частности, в субдиске, в котором присутствуют относительно 
крупные твердые частицы) может возникнуть вследствие осредненного ди
намического скольжения фаз, коррелировалиости пульсаций объемного со
держания пьmевых частиц и концентрации газовой составляющей смеси с 
пульсационной скоростью потока, а также вследствие пульсационного меж
фазового скольжения. Как уже леоднакратно подчеркивалось нами, для мел
ких частиц, для которых эффектами инерции можно пренебречь (Пrel � 0) , 
этот дополнительный источник турбулизации диска мал. 
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В заключении этого раздела отметим, что, как правило, в астрофизической 
литературе энергетическое уравнения (7.3.45*) для газопьmевой дисковой си
стемы записывают в предположении стационарно-неравновесного состояния 
турбулентного поля, когда в структуре турбулентности существует некоторое 
внутреннее равновесие, при котором производство турбулентной энтропии 
srum газапылевого вещества примерно равно ее диссипации. К сожалению, 
некоторые авторы при моделировании диска некритично используют лами
нарное энергетическое уравнение с заменой коэффициента молекулярной 
вязкости на коэффициент турбулентной вязкости, не принимая во внима
ние все тонкости вывода энергетического уравнения для турбулизованнной 
газовзвеси. Если принять такое условие равновесия для баланса величины 
sturь , то получим [см. формулу (7 .3.85)] 

ГрvtиrЬ<Ь · D) + р' div и' - (ruro . iГpsum ) - р-е +р-а z O  
· sum v дr rel ' (7 .3 .7 1 ) 

и уравнение (7.3.45*) для развитого турбулентного потока может быть преоб
разовано к виду 

р D(;;m> + div(q��: -P�umu") � -Psum div(u) + 2(-pvturЬ + #rad)(D : D) + 

или, с учетом (7.3.62) , 
Р �t ( (Esum> + ( Cd)( Cg)lwl2 /2) � - div(qturЬ -P�umu" + q��) -

-Psum div(u) + 2(pvlurЬ + #rad)(D :D) + (Пrel : D). (7.3.73) 
В результате уравнение для внутренней энергии осредненного турбулизован
ного газопьmевого континуума, записанное через абсолютную температуру 
принимает вид 

-(с ) D(T) - div{ turЬ( д( Т) - _1 _ iГр ) + д( Т) } = р Р Dt Х дr р(ср) дr Xrad дr 

= Jr� + 2(pvturЬ + /Jrad)(D :D) + (Пrel : D) - t<qs)�s + pareJ + Rgdlwl2 . (7 .3 .72*) s=l 
Здесь мы пренебрегли энергией диссипации Фи (в единичном объеме в еди
ницу времени) за счет молекулярной вязкости газопьmевой смеси по срав-

нению с «фрикционным теплом» 2pvtиrЬ(D : D) за счет вязких рейнош�дсовых 
напряжений, возникающих вследствие относительного сдвига элементов га
зовзвеси при орбитальном движении дискового вещества, а также кинетиче
ской энергией диффузии по сравнению с внутренней энергией газовзвеси. 
Следует отметить, что наличие внутреннего источника нагрева допланетно
го диска, связанного с турбулентной вязкостью, удовлетворяет современным 
астрофизическим данным и всем космохимическим ограничениям. В стационарном 



§ 7.3. Уравнения двухфазной механики для турбулизованного rазопылевого диска 469 

состоянии это тепло, выделяющееся внутри диска из-за вязкости, не накапли
вается, а переносится к его поверхности (в основном излучением), а затем из
лучается с верхней и нижней поверхностей диска наружу. Кроме того в урав
нении (7.3.72*), при сделанных предположениях, появляется дополнительный 
источник нагрева газопьmевой среды, связанный с диссипацией энергии под 
влиянием «молекулярной» диффузии (Пrе1 :  D), играющий важную роль в суб
диске, где относительные скорости фаз могут быть значительными. 

Закон сохранения полной энергии для турбулизованной смеси 
Складывая балансовые уравнения для внутренней энергии (7.3 .45*), ме

ханической энергии (7 .3 .61) , кинетической энергии межфазной диффузии 
(7 .3.62) и турбулентной энергии дисковой системы (7.3 .67), в результате полу
чим субстанциональную форму закона сохранения полной осредненной энер
гии двухфазной газопьmевой смеси и излучения в диске (в этом параграфе для 
полной энергии системы <<вещество плюс излучение>> мы оставили обозначе
ние Ц01 [ер. с формулой (7.2.42) ] ) 

(7 .3 .74) 
где 

(7.3.75) 
- осредненная полная энергия газовзвесии излучения [см. (7.2.42)] ; 
J и = qsum + ( U Psum -Пsum -Пrel) . и � 

� qsum + (Upsum - Пsum -Пrel) . (и} + Psumи" -П�um · и" - n;el · и" (7.3 .76) 
- осредненный актуальный поток полной энергии а двухфазной газовзвеси; 

J1JrЬ =75(Ц'с:tи"} = р( Hsum - PsumiP + Ч1 + т lиl2 + C2Cg lwl2/2 )и" =  
= q��� - Psumи" + plи"l2и"j2 - (R · (и)) +q��� (7.3.77) 

- турбулентный поток полной энергии смеси. 
Объединяя формулы (7.3.76) и (7.3.77) , получим следующее выражение для 

суммарного потока полной энергии турбулизованного течения газопьmевой 
смеси 
-J rturb_ 1 " 12 "/2 (П' П' ) 11 turЬ - +( т� П П R) ( } u+"i; -р и  и - sum + rel · и +qsum+qsum иPsum- sum- rel - ' и · (7.3.78) 
Здесь qsum + q��� - суммарный поток тепла, обусловленный как осредненным 
молекулярным, так и турбулентным переносом; Psum (и} - поток «механиче-
ской>> энергии; (Пsum + Пrel + R) · (и} - суммарный поток энергии, обусловлен
ный работой вязких, относительных и турбулентных напряжений; рlи" 12и" /2 -
- (П�um + П�1) · и" - <<диффузионный>> поток вихревой турбулентной энергии. 
Заметим, что член Psumи" в (7.3.77) и (7.3 .78) не играет роли потока энергии, 
так как он выпадает из суммарного потока энергии (7.3.78). 
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7 .3.6. Моделирование коэффициента турбулентной вязкости 
в пылевом субдиске 

Обсудим теперь полуэмпирический метод моделирования коэффициента 
кинематической турбулентной вязкости vturЬ в двухфазной дисковой среде, 
учитывающий влияние инерционных эффектов средне- и крупнодисперсных 
частиц на дополнительную генерацию турбулентности в газопьmевом обла
ке. Далее основным источником турбулентности в диске будем считать сдвиг 
скорости космического вещества (когда кинетическая энергия турбулентности 
извлекается из кинетической энергии осредненного движения), связанный с 
дифференциальностью его углового вращения вокруг прото-Солнца (см.,  на
пример, Dиbrulle, 1993; Горысавый, Фридман, 1994). Каждый слой вещества с 
радиусом r дифференциально вращающегося тонкого диска (hctisk (r) � r) , ле
жащего в окрестности плоскости rcp (расположенной при z = О в цилиндр и
ческих координатах) , движется практически точно по третьему закону Кеп
лера, т. е. при приближении к центральному телу (с массой .Ос-) вращается 
все быстрее: кеплеровекая орбитальная скорость иrp(r) = rQк,mы(r) = yGM()r, 
а угловая скорость орбитального вращения Q к mid (r) растет по закону г-312 . 
Следует отметить, ЧТО толщина диска, вообще говоря, не постоянна, а увели
чивается с расстоянием от прото-Солнца (в первом приближении hdisk(r) сх r) . 
Подобное движение представляет собой типичный случай крупномасштабно
го сдвигового течения, исследование кo-roporo -rакже возможно в рамках ин
вариантного моделирования развитых турбулентных течений неоднородных 
сред (Колесничетсо, Маров, 1999). 

а-параметризация вязкости допланетного диска 

Впервые коэффициент турбулентной вязкости в астрофизическом газофаз
ном диске бьт смоделирован в ставшей уже классической работе (Shakura, 
Sunyaev, 1973) , в которой авторы, используя концепцию Колмогорова для 
динамического коэффициента турбулентной вязкости ,u�urь = рgи�иrЬ�игь (где 
иЬUгь - среднеквадратичная скорость турбулентных пульсаций, ограниченная 
скоростью звука в газе, вычисленной в центральной плоскости диска, 

�urь - так называемая длина перемешивания Прандтля, ограниченная полу
толщиной hdisk диска, �urЬ .::;; hdisk "" csgiz=ofQк, r ;  Pg ' Pg - соответственно массо
вая плотность и давление в газофазном диске), получили соотношение (а .::;; 1 )  

Rrrp = PgV�urb(r)rдr(urp/r) = -3j2pgu�иrЬ�urbQK,mid(r) = -apg\z=O • (7.3 . 79) 

между r, ер-компонентой тензора турбулентных напряжений Рейнольдса Rrrp и 
тепловым давлением р g газа. Значение дискового параметра Шакуры-Сюня
ева (безразмерного свободного параметра) а, характеризующего степень воз
буждения турбулентных движений, может быть прокалибровано эмпириче
ски при помощи зависящих от времени спектров, получаемых, в частности, 
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при наблюдении вспышек в двойных системах с переносом массы, содер
жаших карликовые новые. Для этого случая найдены значения 0,01 < а <  1 
(см. ,  например, Eardley и др. ,  1978) . Модели турбулизованных аккреционных 
дисков, построенные с применением соотношения (7.3.79), относятся к так 
называемым вязким а-дискам. Определение параметра а на основе различ
ных предположений о природе физических процессов, действующих в диске, 
бьmо темой многочисленных исследований (см. ,  например, обширную биб
лиографию к статье Макалкина, 2004). В частности, ряд авторов (см. Dиbrulle, 
1993; Cabot и др. ,  1987) ,  которые использовали а-модель при рассмотрении 
таких физических механизмов турбулентности в протопланетном диске, как 
дифференциальное вращение, тепловая конвекция и т. п. пришли к значе
нию параметра а �  1 о-з , которое лучше других удовлетворяет астрофизиче
ским ограничениям.  

Главное достоинство подобного эвристического подхода к описанию дис
ковой турбулентности состоит в его относительной простоте: достаточно заме
нить в уравнениях звездной гидродинамики коэффициент молекулярной вяз
кости v на коэффициент турбулентной вязкости vturь (r) , чтобы как-то учесть 
процессы турбулизации космической среды в аккреционном диске (так, соб
ственно, и поступает большинство астрофизиков, пренебрегая, по существу, 
почти всеми корреляционными членами в осредненных уравнениях движе
ния). Вместе с тем, важно иметь в виду, что подход Шакуры-Сюняева, раз
работанный авторами специально для моделирования тонких (однородных по 
вертикали, т.е. бесструктурных) астрофизических дисков и не учитывающий 
зависимости коэффициента турбулентной вязкости от высоты, целесообраз
но использовать только при глобальном (одномерном по r) моделировании 
эволюции солнечного допланетного диска с параметрами, осредненными по 
его толщине. Однако, в последнее время этот подход стал некритично приме
няться в астрофизической литературе и в двумерных (r, z) моделях, так или 
иначе связанных с моделированием деталей вертикального строения диска, 
в частности, с расчетом распределения по высоте термогидродинамических 
параметров в пьmевом субдиске, что, конечно, не совсем оправдано. 

Кроме этого, следует иметь в виду, что формула (7.3.79), выведенная для га
зофазных дисков, естественно, не учитывает обратный эффект переноса пьmи 
и тепла на развитие турбулентности в диске, что при моделировании многих 
существенных для космогонии явлений необходимо делать. Указанный эф
фект заключается в том, что благодаря различию концентраций пьmевого ве
щества, смешанного со средой (при турбулентной диффузии), или различию 
температур (при переносе тепла) в отдельных точках дисковой среды возника
ют дополнительные аркимедовы силы, способствующие или препятствующие 
развитию турбулентности в диске. Поэтому при моделировании эволюции 
допланетного облака, как вязкого газопьmевого диска, окружавшего Солнце 
на ранней стадии эволюции, важно учитывать динамические процессы вза
имодействия газа и пьши, и, в частности, принимать во внимание обратное 
влияние инерционных свойств пылевых частиц на интенсивность турбулент
ности и тепловой режимы субдиска. Весомым аргументом в пользу подобного 
общего подхода является следующее: частицы пьmи, составляющие лишь око-
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ло 2% массы околосолнечного допланетного облака, могут не приниматься в 
расчет лишь только на самой начальной стадии эволюции рассматриваемой 
космической системы, когда почти все первичные (межзвездные) пьmевые 
частицы испарились. На более поздних стадиях, по мере охлаждения допла
нетного облака, конденсации твердых частиц и значительного увеличения их 
в размерах в результате процессов коагуляции, оседания дисперсной фазы к 
центральной плоскости диска, а также диссипации газа из дисковой систе
мы в межзвездное пространство, динамическая, энергетическая и оптическая 
роль пьmевой компоненты газавзвеси сушественно возрастает (см.,  например, 
Cиzzi и др. ,  1993) . 

На первый взгляд, турбулентное перемешивание мешает диффузионно
му разделению пьmевой и газовой составляющих в гравитационном поле 
прото-Солнца, препятствуя опусканию мелкодисперсных твердых частиц к 
его экваториальной плоскости (где они образуют уплощенный пьmевой слой), 
и, тем самым, задерживает формирование критической массы субдиска, при 
которой возникает его гравитационная неустойчивость (Сафронов, 1969). Од
нако, с другой стороны, как уже бьmо отмечено, при турбулентном режиме 
течения действенным механизмом аккумуляции средне- и крупномасштабных 
твердых частиц становится негравитационная аккреция, связанная, в частно
сти, с ростом массы частиц в результате различных механизмов турбулент
ной коагуляции. Кроме того, турбулентность способствует формированию ме
зомасштабных относительно устойчивых газопьmевых когерентных структур, 
обеспечивающих наиболее благоприятные условия слипания пьmевых частиц 
между собой. В подобных вихревых образованиях число столкновений (в еди
ницу времени) сушественно увеличивается, а относительные скорости столк
новений сушественно уменьшаются по сравнению с ламинарными условия
ми (за счет совместного когерентного мезомасштабного движения частиц и 
мелкомасштабных турбулентных пульсаций их относительных скоростей вну
три вихревых структур), что также способствует росту конденсированной со
ставляющей субдиска (см. Barge, Sommeria, 1995; Tanga и др. ,  1996; Chavanis, 
1999; Колесниченко, 2004) . С ростом инерционности твердых частиц они все 
меньшей степени вовлекаются в пульсационное движение газового несуше
ю потока. Таким образом, турбулентность, в конечном счете, способствует 
эффективности оседания пьmевых частиц к центральной плоскости диска, 
и тем самым формированию критической массы субдиска, гравитационная 
неустойчивость и распад которого приводит к образованию планетезималей. 

Следует отметить, что воздействие дисперсной фазы на динамику турбу
лентного течения газовзвеси не является однозначным, а сушественно зави
сит от инерционности и величины объемного содержания (концентрации) 
пьmевых частиц, поскольку они могут оказывать на поток как ламинаризи
рующее, так и турбулизирующее воздействие (см. Шрайбер и др. , 1987). Бьmи 
исследованы течения дискового вещества (Колесниченко, 2000) , когда твердые 
частицы газовзвеси начинают оказывать обратное влияние на ее характери
стики. Предложено обобщение формулы (7.3.79) для коэффициента турбу
лентной вязкости на случай учета малоинерционной пьmевой составляющей, 
когда можно воспользоваться приближением пассивной примеси (при кото-
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ром двухфазный газопьmевой поток аппроксимируется течением однофазной 
«многокомпонентной>> среды с эффективными теплофизическими свойствами). 

Вместе с тем, все еще остается открытым вопрос о влиянии средне- и 
крупнодисперсных частиц на процессы турбулентного тепломассопереноса в 
допланетном газопьmевом диске и их вкладе в поправочный множитель к 
коэффициенту турбулентной вязкости газовзвеси. Определение такого рода 
поправки представляет собой весьма не простую задачу и требует более глу
бокого изучения структуры турбулентности газовзвеси. В следующем разде
ле сделана попытка теоретического определения коэффициента турбулентной 
вязкости vturь в потоке газовзвеси с относительно крупными инерционными 
частицами пьmи. 

Моделирование коэффициента турбулентной вязкости 
в пылевом субдиске 

Прежде чем приступить к определению указанной поправки к коэффици
енту vturЬ, напомним, что связь между коэффициентом турбулентной вязкости 
и энергией турбулентности газовзвеси определяется при помощи соотноше
ния Колмогорова 1942 [см. формулу (7.3. 16)] 

vturb = y*/Vh, (7.3.80) 

где l = l(r) - масштаб турбулентности в данной точке потока (числовой мно
житель у* можно включить в значение /) . Для турбулизованного сдвигового 
потока, обтекающего бесконечную плоскость (в рассматриваемом случае, эк
ваториальную плоскость диска, z = 0), локальный масштаб турбулентности /(r) 
можно принять пропорциональным толщине рассматриваемого тонкого слоя 

L(z) = y*xz (7.3 .8 1 )  

или 
/(z) = y*xzФ(Regioь • Ri, К), (7.3.82) 

где Ф - пекоторая безразмерная функция; х - постоянная Кармана, которую 
можно положить равной ос: 0,4. 

Следует иметь в виду, что вывод адекватного дифференциального уравне
ния для масштаба /(r) является одной из наиболее сложных задач полуэмпи
рической теории сдвиговой турбулентности. Дело в том, что параметр /(r) не 
может, в общем случае, быть определен только через одноточечные момен
ты пульсирующей скорости. Являясь мерой расстояния между двумя точка
ми r1 и r2 в турбулизованном потоке, на котором двухточечные корреляторы 
(u"(r1 )u"(r2)) еще заметно отличаются от нуля, масштаб /(r) может быть най
ден из сложных дифференциальных уравнений для этих моментов путем их 
интегрирования по расстоянию между точками r1 и r2 (см. ,  например, Иевлев, 
1975) . Вместе с тем, даже в случае известного дифференциального уравнения 
для /(r) возникает сложная проблема граничных условий на свободной гра
нице области турбулентного течения, где масштаб /(r) не стремится к нулю 
(Лайхтман, 1970). Именно по этим причинам, для обеспечения эффектив
ности практических расчетов, локальный масштаб турбулентности /(r) часто 
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задается в виде чисто эмпирически найденных функций, или находится с 
помощью алгебраической формулы типа (7.3 .82) , учитывающей только гео
метрию потока, расстояние до стенки и т. п. и не зависящей от особенностей 
течения жидкости. В некоторых случаях, по-видимому, можно использовать 
формулу Прандтля-Никурадзе для величины /(z) , которую применительно к 
рассматриваемому здесь плоскому случаю можно записать в виде 

l(z) = y{),zl l - l , l (z/hctisk) + 0,6(z/hdis)2 - 0,15(z/hctiY j . 
Внутреннее равновесие в структуре дисковой турбулентности 

Перейдем теперь к выводу искомой поправки к коэффициенту vturЬ(r) . 
Ограничимся в нашем анализе упрощенной статистической схемой турбулент
ности в двухфазной среде, основанной на уравнении переноса турбулентной 
энергии (7.3 .67*) (однопараметрическая модель турбулентности).  Заметим, что 
для двухфазных течений начало разработки двухпараметрической модели тур
булентности Ь - е бьmо положено в работах (Elghobashi, Abou-Arab, 1982; 1983). 
Если пренебречь в уравнении (7 .3 .67*) малыми членами (все необходимые 
оценки можно найти, например, в монографии (Marov, Kolesnichenko, 2002)) ,  
то, с учетом формулы (7.3.29) для тензора Рейнольдса и формулы (7.3.58) для 
турбулентного потока удельного объема .т;;urь , его можно переписать в виде 

:о( �� + (и) · Vb) + div Рьurь � -2/3Ьр div(u) + 2pvturb(D : D) + 

< ) Р r1urb + gz ( turb �(h ) тturb) - + - (7 3 83) 
- (J pdpg J(Jz gz (Т}(ср} 

q - � а Jd -ре P(Jrel ' · · 

а z 

где gz - вертикальная компонента силы тяготения прото-Солнца. Как уже 
подчеркивалось, вклад дополнительной диссипации в величину е существе
нен только для относительно мелких пьmевых частиц, вследствие чего в ба
лансовом уравнении (7.3.83) для крупнодисперсной пьmи он заметной роли 

не играет (этот вклад частично учтен в диссипативном члене 2pvturь(D : D)) . 
Для придания уравнению (7.3.83) необходимого для дальнейших целей ви

да, используем развитую в работе (Колесниченко, 1998), концепцию двухуров
невого макроскопического описания турбулизованной среды в виде двух вза
имосвязанных континуумов (открытых подсистем) ,  которые заполняют один 
и тот же объем координатного пространства диска непрерывно - подсистемы 
осредненного движения и подсистемы турбулентного хаоса. Использование 
этой концепции явилось той отправной точкой, которая позволила феноме
нологически развить гидродинамическую модель структурированной турбу
лентности, как процесса самоорганизации в открытых неравновесных систе
мах, связанных с флуктуирующими средами (см. Колесниченко, 2004; Marov, 
Kolesnichenko, 2006) .  Для дискового вещества континуум осредненного движе
ния, получающийся в результате теоретико-вероятностного осреднения мгно
венных уравнений движения гетерогенной среды (7 .2 .76) , предназначен для 
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исследования эволюции осредненных полей термогидродинамических харак
теристик газовзвеси (включая также возможные крупные вихревые образо
вания). Подсистема турбулентного хаоса для диска (вихревой континуум с 
внутренней структурой) состоит в общем случае из двух составляющих: соб
ственно турбулентного хаоса (так называемой некогерентной турбулентности), 
связанного со стохастическим мелкомасштабным пульсационным движением 
завихренной жидкости, и внедренной в такое почти однородное пульсирую
щее поле когерентной составляющей - ансамбля мезомасштабных упорядо
ченных вихревых структур («многомолекулярных» образований). В соответ
ствии с имеющимися на сегодня экспериментальными данными (основатель
ный обзор соответствующих публикаций приведен, например, в монографии 
(Хлопков и др. ,  2002)) ,  когерентная турбулентная структура может быть опре
делена как связная, жидкая масса с завихренностью, скоррелированной по 
фазе (т. е. когерентной) во всей области координатного пространства, зани
маемой структурой. Образование гранул в солнечной фотосфере служит на
глядным примером существования обширного семейства когерентных струк
тур в турбулентном потоке, которые появляются на фоне мелкомасштабного 
турбулентного движения. 

Для подсистемы турбулентного хаоса газовзвеси постулируем, как и в слу
чае многокомпонентного континуума (см. гл. 3), фундаментальное тождество 
Гиббса (Колесниченко, 1998) 

(7.3 .84) 
с помощью которого можно известным образом (см., например, де Грот, Ма
зур, 1964) определить всю термодинамическую структуру вихревого контину
ума, т. е. ввести в рассмотрение удельную внутреннюю энергию purь (r, t) , 
обобщенную удельную энтропию sturь(r, t) , обобщенное давление iurь(r, /) = 
= 2/Jppurь и обобщенную температуру тturЬ(r, t) турбулизации. Различные со
отношения между параметрами purb' sturb ' rurь и pturb ' которые могут быть по
лучены традиционным способом, могут интерпретироваться тогда как «урав
нения состояния>> рассматриваемой подсистемы. Далее будем считать, что 
внутренняя энергия подсистемы турбулентного хаоса purь (r, t) тождественна 
энергии турбулентности purь(r, t) = p\u" \2 j2p = b(r, t) и что подсистема турбу
лентного хаоса газовзвеси в термодинамическом смысле является «идеальным 
газом», рЬ = 3/2iurь = 3/2SЯgdpтturЪ , где SЯgd = kв/ д gd' д gd- средняя молеку
лярная масса частиц газовзвеси (кардинальные предположения модели). При 
использовании тождества Гиббса (7.3 .84), уравнение (7.3.83) принимает вид 

DsturЬ о о 1 ртtиrЬ __ + div J.!urb � 2pvtиrb(D · D) _ _  _лurbg + 
Dt ь · Pg dz z 

g, ( turb �(h )J!urb) - -+ (T) (c ) q - � а а - pc + parel ' Р а z 
(7.3.85) 

которому, по аналогии с (7.2.5 1) , можно придать форму уравнения баланса 
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Воспользуемся теперь уравнением (7.3 .85) для анализа стационарно-нерав
новесного режима развитой (Regioь » 1 )  турбулентности газопьmевой смеси 
в дисковой системе. Для его реализации должен, естественно, существо
вать какой-то постоянно действующий механизм турбулизации среды (каким 
является, естественно, крупномасштабный сдвиг скорости потока косми
ческого вещества, связанный с его дифференциальным вращением вокруг 
прото-Солнца, или термаконвективная крупномасштабная неустойчивость) , 
передающий кинетическую энергию осредненного течения вихревому дви
жению на больших масштабах и не позволяющий подсистеме турбулентного 
хаоса достигнуть в течение длительного времени полного термодинамиче
ского равновесия. Мощность подобного источника энергии должна быть 
такой, чтобы скомпенсировать, в частности, расход турбулентной энергии, 
рассеиваемой в тепло за счет молекулярной вязкости. Известно, что для по
добного стационарно-неравновесного режима практически вся расходуемая 
энергия турбулентности без заметных потерь передается (вниз по цепоч
ке разномасштабных вихрей в процессе их дробления) через инерционный 
интервал к диссипативному интервалу (см. Ландау, Лифшиц, 1988) .  Тогда в 
структуре подсистемы турбулентного хаоса устанавливается такое внутреннее 
равновесие (фактически во всех существующих полуэмпирических теориях 
турбулентности предполагается (явно или неявно) существование не которо
го внутреннего равновесия в структуре турбулентности, когда производство 
энергии турбулентности равно ее диссипации в каждой точке (см. гл. 3)), при 
котором nsturЬ 1 Dt ';5. О (энтропия хаоса не меняется вдоль пути элемента массы 
газовзвеси) и поток энтропии турбулизации постоянен, �swт) = Jf;urЬ ;тturЬ ';5. 
';5. const (Колесниченко, 2003). Это означает, что производство а�uт энтропии 
турбулизации (из-за внутренних диссипативных процессов) компенсируется 
ее оттоком �"т , т. е. суммарное возникновение энтропии sturЬ отсутствует, 
а S'"т = a"swт + �uт ';5. О. Таким образом, подсистема турбулентного хаоса экс
портирует свою энтропию во <<внешнюю среду», т. е. отдает ее подсистеме 
осредненного движения. Важно иметь в виду, что как раз такого рода усло
вия являются достаточными для возникновения диссипативных когерентных 
структур в <<открытом>> вихревом континууме (см. Пригожин, Стенгерс, 1994) . 

Вывод поправочной функции к коэффициенту vturЬ 
В случае лакально-стационарного состояния развитого турбулентного те

чения в диске, уравнение (7.3 .85) принимает вид 

(7.3.86) 

Здесь, по аналогии с безразмерным динамическим числом Ричардсона [см. 
(3 .3 .3 1)] 

R = - gz(qturb - �(ha)�urЬ)z 

t (cp)(T)2-pvturь(Ь :Ь> = scturЬ (7.3.87) 

учитывающим влияние термической конвекции вещества на порождение тур-
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булентности в диске по сравнению с динамическими факторами (Ri - гради
ентное число Ричардсона) , введено безразмерное динамическое число Кол
могорова [ер. с формулой (3.3.32)] 

д(Сd) 
(g/fig)� 

2<Ь = Ь> 

(a}g - -s--
[ iJS д !n Pg ] 

z дz дz к = ScturЬ ' 
(7.3 .88) 

являющееся критерием динамической активности пьmевых частиц в турбу
лизованном сдвиговом потоке дискового вещества (Колесниченко, 2000) . На 
самом деле, числом Колмогорова является только первое слагаемое в выра
жении (7.3 .88) (при Pg = const число К выражает собой относительную затра
ту турбулентной энергии на взвешивание частиц несущим потоком); второе 
слагаемое, характеризующее влияние неоднородности газовой среды на тур
булентность, является так называемым критерием Прандтля. Введенные без
размерные параметры являются критериями динамической активности баро
клиниого вещества диска. Из (7.3 .87) следует, что Ri < О  при -д(Т)/дz > gzi(cP) 
(т. е. при неустойчивой термической стратификации вещества диска) и Ri > О  
при -д(Т)/дz < gzi(cp) (при устойчивой стратификации); при безразличной же 
стратификации Ri = О. Однако наличие в потоке взвешенных мелкодисперс
ных частиц всегда приводит к уменьшению турбулентной энергии, поскольку 
градиентное число Колмогорова всегда положительно, К >  О (см. BarenЫatt, 
Golitsyn, 1974). Таким образом, безразмерное число Колмогорова К учитывает 
обратное влияние стратификации (по толщине диска) объемной концентра
ции мелких пьmевых частиц на развитие турбулентности в диске. 

Принимая далее, согласно гипотезам Колмогорова (1942) ,  что кинемати
ческий коэффициент турбулентной вязкости vturЬ и скорость диссипации тур
булентной энергии в теnло t: зависят только от двух параметров течения -
энергии турбулентности Ь и локального масштаба турбулентности l(r), полу
чим [см. формулу (7.3 . 16)] :  

vturb = l Vh, 1 ьзt2 

t:= -;;г -� - · (7.3.89) 

Здесь в силу неопределенности масштаба /(r) константа в выражении для vturЬ 
припята равной единице, а числовой множитель 1ja2 в первом приближении 
считается постоянным. Член [см. формулу (7.3 .70)] 

- - (п' · 
ди' ) С ( ) ' · 

ди' "' - · (-с' ди' (С >---;-д-;) pare1 = - rel ' дr = spd g WW · дr = PdWW . S gдr + g S a,u , 

отвечающий за дополнительное порождение энергии турбулентности при 
больших числах Рейнолмса (в следах за движущимися крупными частица
ми),  представим в виде 

(7.3.90) 

где [3 - эмпирическая константа. Следует отметить, что формула (7 .3 .90) до
статочно близка по форме к выражению, полученному в работе (Вараксин, 



478 Глава 7. Основы механики гетерогенных сред ДJIЯ аккреционных дисков 

2003) с использованием автомодельного решения для дальнего осесимметрич
ного турбулентного следа ( Yarin, Hetsroni, 1994) и в работе (Деревич, 1994) на 
основе полуэмпирического подхода, и справедливому только при очень малой 
объемной концентрации s дисперсной фазы, когда отсутствует интерферен
ция следов за отдельными частицами. Формула (7.3 .90) полностью совпадает 
с выражением arel = f3*slwl3 /dP, приведеиным в монографии Баракеина (2003) 

при lwi/IБ = dd/1. Здесь /3* = а(Сп6Пd)4!3; Бd - длина смешения концентрации 
пьшевых частиц; {j - полуширина следа; Cп(Red) - коэффициент сопротивле
ния частицы (а = 0,0027, 6Дd = 5). 

Подставляя (7.3 .89) и (7.3.90) в (7.3.86), будем иметь: 

о • о lwl2v7J 1 ьз;2 2Z/Б(1 -R1 -K1)(D . D) + [Гs-1 - - --;_;z -1- = О . (7 .3 .91) 
Уравнение (7.3 .91) распадается на два уравнения: Ь = О, соответствующее ла
минарному режиму течения в дисковой системе, и 

ь = 2a2z2( 1 - a2r<s lwl2 )-
1
( 1 - Ri +K ) <n . D) fJ» Ь Scturb · ' (7.3 .92) 

описывающее установившийся турбулентный режим движения газовзве
си. Уравнение (7.3 .92) имеет вещественные решения только при Ri + К < 
< (Ri + K)cr = Scturь (при Ri + К >  Scturь существует единственное вещественное 
решение , относящееся к ламинарному режиму течения). Пусть имеет место 
турбулентный режим; тогда 

1Б = а! у! - (Ri +K)/Scturh V2(n : D). v] - a2f3*(<J5./l2)s (7.3.93) 

Из формулы (7.3 .92) видно, что наличие в потоке крупных твердых частиц 
всегда приводит к увеличению турбулентной энергии, поскольку осредненная 
кинетическая энергия относительного движения фаз (сх lwl2) для них сопоста
вима с энергией турбулентности Ь. 

Таким образом, для локального коэффициента турбулентной вязкости в 
газопьшевом диске получим 

где 

ер = cp(Ri, К) = у1 - (Ri + K)/Scturь, 
ср1 = ср1 (s, Cd, 6/Бd, dd/1, ) = у 1 - а2а( с n6Пd)4f3(dd/Z)2s 

(7.3 .94) 

(7.3.95) 
(7.3.96) 

- поправочные безразмерные функции, учитывающие, соответственно, 
обратный эффект переноса пьши и тепла на развитие турбулентности в 
допланетном диске (ер), а также эффект влияния на процессы турбулентного 
тепломассопереноса в потоке средне- и крупнодисперсных частиц и их вклад 
в коэффициент турбулентной вязкости газавзвеси (ср1 ) .  
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§ 7 .4. Стационарные движения 
в турбулизованном rазопылевом субдиске 

В качестве иллюстрации развитого подхода применим полученные выше 
общие соотношения к моделированию допланетного газопьшевого облака 
(вращающегося вокруг прото-Солнца, находящегося на ранней стадии эво
люции, до потери им газовой составляющей) на основе достаточно схемати
зированного описания стационарного осесимметрического турбулизованного 
течения дискового вещества, приводящего, однако, к обозримым и численно 
решаемым уравнениям. Поскольку нас в конечном счете будет интересовать 
пространствеиное распределение термагидродинамических параметров вну
три пьшевого слоя (в субдиске) , образованного при оседании твердых частиц 
к экваториальной плоскости прото-Солнца при существовании в диске раз
витой турбулентности, то для полноты картины важно будет рассмотреть и 
некоторые простые механические свойства вращающегося газопьшевого об
лака в целом. Анализ дисковой среды проведем при следующих предполо
жениях: 

1 )  исследуется медленно эволюционирующее газопьшевое облако, которое 
вращается вокруг фиксированной в пространстве оси z с пекоторой угловой 
скоростью Q(r, z) ; 

2) вращение предполагается настолько медленным, что меридиональной 
циркуляцией вещества допланетного облака можно пренебречь (по суще
ству для кеплеровских аккреционных дисков у скорости имеется только 
qJ-компонента, т. е. uz « ur « uq,) ; 

3) магнитные поля не играют существенной роли (как известно, в отсут
ствие макроскопического магнитного поля фигура облака становится сплюс
нутой) ;  

4) предполагается, что дисковая конфигурация стационарна в инерциаль
ной системе отсчета с началом в центре массы прото-Солнца; 

5) для бароклиниого диска (для вещества которого справедливо уравне
ние состояния (7.2.54)) постулируется существование центральной плоскости 
симметрии, которая совпадает с экваториальной плоскостью прото-Солнца, 
определяемой условием z = О; 

б) отношение полутолщины диска hdisk(r) к его радиусу r предполагается 
гораздо меньшим единицы, hdisk(r)/r « 1 (условие тонкости диска) ; 

7) пренебрегается процессом самогравитации вещества диска по сравне
нию с влиянием гравитационного поля прото-Солнца; 

8) радиационное давление в диске считается много меньше газового дав
ления, pR « pg; 

9) газопьшевой диск обладает очень большой оптической толщиной для 
излучения всех частот; 

10) химические реакции и фазовые переходы не учитываются, состав га
зовой фазы диска предполагается однородным; 

1 1 ) механизмом турбулизации допланетного кеплеравекого диска считает
ся крупномасштабный сдвиг скорости вещества, связанный с его дифферен
циальным вращением вокруг прото-Солнца. 
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7.4. 1. Аксиалъно-симметричное движение в rазопылевом диске 

При вращении вокруг прото-Солнца практически точно по закону Кеп
лера каждый элемент газавзвеси в диске совершает медленное движение по 
радиусу внутрь, поскольку торможение, связанное с силами вязкого трения 
между соседними цилиндрическими слоями, вращающимиен с разными уг
ловыми скоростями, приводит к перераспределению удельного момента ко
личества движения и появлению радиального потока массы. Таким образом, 
основная масса вещества диска медленно (по сравнению с орбитальным дви
жением) дрейфует к центру масс по очень пологой спиральной траектории, 
по мере того как момент количества движения вместе с меньшей массой 
вещества передается наружу (в силу закона сохранения) - из внутренних об
ластей диска во внешние области. Одновременно турбулентные напряжения, 
возникающие вследствие относительного сдвига отдельных слоев дискового 
вещества при их орбитальном движении, приводят к вязкой диссипации теп
ла. Как известно, условие тонкости диска означает, что температура в нем 
относительно низка и градиент давления значительно меньше двух основных 
механических сил - гравитационной и центробежной (см., например, Шапи
ро, Тьюколски, 1985). Низкие температуры поддерживаются, однако, лишь в 
том случае, если диссипируемое в турбулизованной системе вязкое тепло эф
фективно излучается наружу и не накапливается в диске. В стационарном 
состоянии большая часть этого тепла должна излучаться верхней и нижней 
поверхностями диска (поскольку диск тонкий, излучение направлено в основ
ном в вертикальном, а не в радиальном направлении). Таким образом, тонкий 
аккреционный диск должен быть в высокой степени неадиабатическим. 

Далее будем использовать инерциальную цилиндрическую систему коор
динат (r, ер, z) с началом отсчета, совпадающим с центром тяжести; плоскость 
z = О будем считать совпадающей с центральной плоскостью симметрии дис
ка. Предположим также, что осредненное движение космической жидкости 
реализуется лишь в азимутальном направлении 

(ur) = О, (и") =  Q(r, z)r, (uz) = О, (7.4. 1 )  

а истинная скорость течения газопьшевой смеси беспорядочно пульсирует 
около этого среднего значения, крайне нерегулярно изменяясь в мериди
ональном и азимутальном направлениях. Можно показать, что если веще
ство диска находится в состоянии квазистационарного вращения в инерци
альной системе отсчета, то оно с необходимостью обладает осевой симмет
рией (д/дср = О): s= s(r, z) , Pg = fi/r, z) , p = p(r, z) , p = p(r, z) , (Т) = , (T)(r, z) , 
Q = Q(r, z) и т. п .  (см., например, Тассуль, 1982). Отметим, что закон сохра
нения массы (7.3.2) в рассматриваемом стационарном случае всегда выпол
няется, так как движения осесимметричны, а меридиональных течений нет, 
div(u) = 0. 

Уравнения сохранения импульса 
Поскольку звезды типа Т Тельца имеют, по-видимому, высокую концен

трацию пьши по всей толщине диска (см. , например, Beckwith et а/. , 2000), 
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дополнительные напряжения, связанные с относительным движением газа и 
крупнодисперсной пьmи, эффективно действуют только в области, непосред
ственно прилегающей к экваториальной плоскости диска (малой по сравне
нию со всем диском) ,  то в уравнении движения они могут быть опущены. 
Если учесть взаимодействие между веществом и излучением внутри диска 
до членов самого низкого порядка по \ (и)/с, то три компоненты уравнения 
движения (7.3.26) можно записать в виде 

1 д (- turb) n2( ) 
Gд,I 

0 -=- -д р + р = r:.r:. r, Z -
( 2 2)з;2 = gr � ' р r r + z 

1 д (- turb) _ Gд0z 
75 дz Р + Р - - (r2 + z2)З/2 

= -gz, 
(7.4.2) 

(7 .4.3) 

р :t [rQ(r, z, t)] � + :r 
{г[ (R + Пract)rqJ - :2 (qract)rrQ(r, z)] } + 

+ :Z [ (R + Пrad)z'P - :2 (qrad)zrQ(r, Z)] + 
(7.4.4) 

где 

(7.4.5) 

g = {gr, О, -gz}- эффективная сила тяжести (на единицу массы) с поправкой 
на центробежное ускорение; 

Qк(r, z) = V Gд(j(r2 + z2 )312 

- кеплеровекая угловая скорость; QK.mict(r) = Qк(r, О) = у Gдc:)r3- кеплеров
екая угловая скорость в центральной плоскости диска; p(r, z) - тепловое 
давление дисковой среды, связанное с плотностью p(r, z) и температурой 
(T(r, z)) осредненным уравнением состояния (7.2.55), р=р(SЯ)(Т) ; 

2 � --iurb(r, z) = зf5Ь = зр\и" \2 

- давление турбулизации [см. уравнение (7.3 .29)] ; с- скорость света в вакууме; 

R + П = -pturb U + 2(p-vtиrЬ + 11 )D = -i ; pturb _ ; ; pturb _ ; ; pturb + rad rrad r r QJ QJ z z 
+ (- turb + ){ . . дQ(r, z) + . . дQ(r, z) • • дQ(r, z) + · · дQ(r, z) } (7 4 6) pv l'rad lrtQJr дr lQJtrr дr + lQJtzr дz 'z'Qlr дz . . 

[см. (7 .3 .29) и приложение] .  При написании уравнения (7.4.2) нами бьmо при
нято во внимание то обстоятельство, что в радиальном направлении (перпен
дикулярном оси вращения) сила тяготения уравновешивается центробежной 
силой, т. е. полный градиент давления газовзвеси д(р + pturb)/дr очень мал, 
и вращение является практически кеплеровским (однако именно этот гради
ент в конечном счете служит движущей силой радиального дрейфа пьmевых 
частиц к центру диска). С другой стороны, поскольку нет результирующего 
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движения газавзвеси в вертикальном направлении (перпендикулярном цен
тральной плоскости диска) , то сохранение импульса вдоль оси iz сводится к 
условию гидростатического равновесия, при котором равновесие в направ
лении z поддерживается благодаря градиенту давления. Отметим, что замена 
в уравнении (7.3 .96) дифференциалов конечными разностями, т. е. замена 
д.(р + pturь) на ""р  + pturь , где (р + pturb) - полное давление, вычисленное при 
z = О, и замена D.z "" hdisk' позволяет найти следующее выражение для полутол
щины турбулизованного диска 

hdisk = у((р+ Pturb)jp)z=OjQK,mid � cs у1 + � bc-;2/QK,mid (7.4.7) 

[ер. с формулой (7.3 .79)] .  В этом соотношении QK,mid = yGдr:jr3- кеплеров
екая угловая скорость в центральной плоскости диска; С5- скорость звука 
газавзвеси [см. формулу (7.2.57)] .  Именно градиент д(р+ pturb)/дz определя
ет основное направление выталкиваюшей силы плавучести в поле тяготения 
центральной массы, способствующей, в частности, дополнительной генера
ции турбулентной энергии за счет конвективной неустойчивости в верти
кальном направлении (между экваториальной плоскостью и поверхностями 
диска) . Таким образом, из (7.4.2) и (7.4.3) следует, что вязкая диссипация не 
влияет на r- и z-компоненты уравнения движения для всего диска, которые 
распадаются на отдельные уравнения для осредненных радиального и верти
кального движений. 

Напротив,  q>-компонента уравнения движения (7.4.4) (по существу урав
нение для определения угловой скорости Q(r, z) при заданных граничных 
условиях) , которую с помощью иреобразований [см. приложение] 
[ д - ] { 1 д - д - ] (R + llrad)q>r } а, · (R + Пгаd) ер = 7 дr[r(R + Пrad)rep] + az-[(R + Пгad)zep + r 

= 

= + div(,u(r, z)r2 : Q(r, z, t) ) , 

--+{f · [rQ(r, Z, t)qrad]} = -+f · [r2Q(r, Z, t)qrad] с r ер c r  r 

(7.4.8) 

(7.4.9) 

(здесь и далее для краткости через ,u(r, z) = pvtиrb (r, z) + Jlrad (r, z) обозначен 
полный коэффициент сдвигавой вязкости) ,  можно привести к виду 

р дJr а;· t) = div(,u(r, z)r2 :r Q(r, z, t)) -с2 div(r2Q(r, Z, t)qrad) � О  (7.4. 10) 

(где div А = г 1 д(r Аг)/ дr + дА/ дz - дивергенция в цилиндрической системе ко
ординат) , описывает необратимое изменение удельного момента количества 
движения J(r, z, t) = tr2Q(r, z, t)j за счет вязкого трения и, кроме того, учиты
вает перенос момента количества движения полным лучистым потоком qrad 
(второй член в правой части уравнения (7.4.6) учитывает потерю момента ко
личества движения вследствие излучения, испускаемого вращающимися об
ластями диска) . Как известно (см. ,  например, Тассуль, 1982), механизм тормо
жения излучением оказывается сильнее, чем диффузия угловой скорости за 
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счет вязкости, если величина ( Т)/Iд(Т)/дrl мала по сравнению с (Q)/Iд(Q)/дrl , 
что имеет место, по-видимому, лишь в областях диска, прилегающих к его 
излучающей поверхности 1:. 

Далее мы ограничимся, однако, анализом стационарных или квазистаци
онарных движений внутри диска, когда с точностью до членов порядка l(и)l/c 
уравнение (7.4. 10) сводится к следующему: 

div[.и(r, z)r2 :, Q(r, z)] = О . (7.4. 1 1 ) 

Поскольку на внешней границе 1: диска вектор касательных напряжений дол
жен обращаться в нуль, то должно выполняться условие 

д n · a;Q(r, z) = О на 1:, (7.4. 12) 

где n - внешняя нормаль к дисковой поверхности. 
В связи с уравнениями (7.4. 1 1 ) и (7.4. 1 2) ,  сформулируем один любопытный 

результат, относящийся к проблеме медленно эволюционирующего вязкого 
диска. Запишем для этого полную диссипативную функцию диска в стацио
нарном состоянии 

D(Q) = J Ф(и)dr = J 2,u(D : D)dr = J 4,u(r, z)(D;<P + D�<P)dr = 
� � � 

где f?J- объем диска [см. приложение] . Если рассмотреть теперь произволь
ный закон вращения диска Q(r, z) + бQ(r, z, t) , на который наложено лишь то 
ограничение, что сохраняются поверхность 1: и объем fS:J конфигурации, то 
классический результат (полученный по существу еще Гельмгольцем) состо
ит в том, что каждое решение уравнений (7.4. 1 1 ) и (7.4. 12) характеризуется 
тем свойством, что полная мощность (7.4. 1 3), рассеиваемая трением, являет
ся абсолютным минимумом по сравнению с мощностью при любом другом 
движении, которое согласуется с границей 1: и объемом f?J. 

Сохранение энергии 

Для моделирования внутренней термической структуры допланетного 
диска вокруг молодого Солнца, необходимо привлекать уравнение энергии 
(7.3.73), в котором основным внутренним источником нагрева является дис
сипация турбулентной энергии. Если не принимать во внимание химические 
реакции, а также процессы испарения и конденсации дискового вещества, то 
для квазистационарного осесимметричного движения это уравнение прини
мает вид 
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или 

:z (q�urb + qract) = /l(r, z)r2{ [ :r Q(r, z) ]2 + [ :z Q(r, z) Г} + Q0, (7.4. 14) 
поскольку для тонкого диска излучение направлено в основном в вертикаль
ном, а не в радиальном направлении. Заметим, что возможный дополнитель
ный источник нагревания диска, связанный с членом Пrei : D, эффективно 
действует только в пьmевом субдиске (т. е. в объеме малом по сравнению со 
всем диском) и потому в уравнении (7 .4. 14) опущен. 

В уравнениях (7 .4. 12) и (7.4. 14) через Q0 обозначены возможные локаль
ные источники нагрева газопьmевого облака, связанные, в частности, с по
глощением солнечной электромагнитной и корпускулярной радиации состав
ляющими газопьmевого диска и ее последующей трансформацией вследствие 
всевозможных радиативных процессов, переизлучения, рассеяния, фотохими
ческих и химических реакций и т. п. Сложность и многочисленность хими
ческих и фотохимических реакций, протекающих в допланетной дисковой 
среде в самом общем случае, обусловлена присутствием основных элементов 
Солнечной системы, входящих в состав исходных компонентов газовой сме
си, а также наличием агентов ионизации (диссоциации) в виде энергичных 
фотонов излучения и фотоэлектронов (продуктов фотолиза) (см. ,  например, 
Wil/acy и др. , 1998). Их поглощение приводит к диссоциации, ионизации, 
и/или возбуждению вращательных и колебательных уровней газовых компо
нентов смеси, причем каждая из этих реакций может протекать как в прямом, 
так и в обратном направлении. При практических расчетах далеко не все 
элементарные процессы, ответственные за тепловой баланс дисковой среды, 
можно адекватно учесть в соответствующих моделях. Именно поэтому при по
становке физически самосогласованных задач моделирования эволюции хи
мического состава и гидродинамики диска возникает как одна из важнейших 
проблема точного учета вкладов от взаимодействия вещества и излучения в 
структуре энергетического уравнения с целью определения так называемой 
функции нагревания вещества, учитывающую ту долю поглощенной солнеч
ной радиации, которая переходит в тепло (см. ,  например, Маров, Колесничен
ко, 1987). Оценки подобной функции сопряжены с известными трудностями 
и требуют конкретизации химической стадии дисковой эволюции. 

Турбулентный поток тепла q�urЬ и радиационный поток энергии qrad,z • из-
лучаемой диском, определяются уравнениями (7 .3 .46) и (7.3.47) { turЬ - vturb(r, Z) ( д Qk,mid(r) ) qz (r, z) �-:(ер) sctu; az(T) + (ер) z ' 

qract)r, Z) - Xract<r, Z) дz (Т) , 
(7 .4. 1 5) 

где Xract<r, z) = 4са( Т)3 /3хр - коэффициент лучистой теплопроводности диско
вой среды; х- полная осредненная по Росселанду непрозрачность газавзвеси 
[см. формулу (7 .2.72) ] , существенно зависящая от наличия и высотного рас
пределения пьmевых частиц в допланетном облаке (см. ,  например, Pollack 
и др. ,  1994) ; #rad(r, z) = 4а(Т)4/15схр - коэффициент лучистой вязкости. Урав
нение (7 .4. 1 5) должно быть дополнено следующими граничными условиями 
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на экваториальной плоскости (ввиду симметрии диска) и верхней поверхно
сти диска 

qturbJ = _Е_ ( Т) = 0 z z=O дz ' ( turb + ) _ ( Т)4 r 
L0 

n · q qrad - а - J0 -4 2 '  :rrr на � (**) 
(7.4. 1 6) 

(где а- постоянная Стефана-Больцмана; L0 - светимость Солнца) учиты
вающими баланс тепла на границах. Первый член в правой части формулы 
( **) учитывает чернотельное излучение поверхности диска, а второй член 
описывает падающий на поверхность диска ослабленный поток излучения от 
протозвезды, причем ослабляющий фактор (Kиsaka и др. ,  1970) 

f = .!.._ _ dtsk ' + _0_ _0_ [ д ( h (r z) 2RProto ) ] Lproto 

о 2 дr r 3:rrr L0 
(7.4. 1 7) 

зависит от геометрии диска, радиуса R�oto и светимости L�oto прото-Солнца 
(в частности для Lproto = 7 L и Rproto = 5R (см. Watanabe и д'Р. 1990)) r = О  1 ' 0 0 0 0 ' Jo ' 
на r = 1 а. е.). 

Уравнение переноса пылевой составляющей 
При моделировании эволюции турбулизованного газопьшевого облака, 

особенно на стадии образования в окрестности его экваториальной плос
кости пьшевого субдиска (толщиной 2hsubdisk' где hsubdisk- верхняя граница 
пьшевого субдиска, hdisk > hsubdisk) ,  следует примекать к рассмотрению осред
ненное уравнение переноса (7.3. 1 0*) для концентрации (Cd) = pdsfp пьшевой 
составляющей дискового вещества. Если не принимать во внимание процес
сы испарения и конденсации Са dg = О) твердых частиц, то в стационарном 

состоянии имеет место баланс между осаждением пьшевых частиц ld = pdwd � 
� Pg(Cd)w и турбулентным перемешиванием .!Juro = -pD�иma(Cd)jдr [см. фор
мулу (7.3 . 1 5)] ;  тогда уравнение (7.3 . 1 0*) принимает вид 

div(75g(Cd)w - �:,�: :, (Cd>) = o, (7.4. 18) 

или 

где w = (iid - iig) - осредненная относительная скорость пьши и газа, опреде
ляемая соотношением (7.3.20), которое в цилиндрических координатах при
нимает вид 

(7.4 .21)  

(7.4.22) 
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Тогда r, ер, z компоненты осредненной относительной скорости w, получен
ные с учетом уравнений движения (7.3 .95) и (7.3 .96), выглядят следующим 
образом: [ w,(r, z) � - � 17 1 f1;2 rQK,mid(r) , 

- "' р !;"2 w'P(r, z) = 2Pg 17 1 + 1;"2 rQK,mid ' 
Wz(r, Z) � -tzQK,mid(r) , 

(7.4.23) 

где параметр {; = Qкl .dp() d « 1, поскольку время установления квазиравно-,mr g 
весного движения пыли и газа ( lf7j()gd) в диске много меньше кеплеравекого 
периода (2л/Qк mid) , определяющего медленные времена изменения макро
скопических параметров течения. Здесь нами использовано вытекающее из 
уравнения (7.4.2) приближенное равенство 

Q(r, Z) = QK,mid(r) [ 1 - f/] 112 � QK,mid(r) , (7.4.24) 
в котором малый параметр определяется следующим образом 

11 = -(rQk,midp)-1 iГp/дr = -r( � )2 (t + q +  q;з ;,2 ) = 3,62 · 10-3r�:e2, (7.4.25) 
где второе оценочное представление получено с помощью формулы (2 10) (ер. 
Nakagawa и др. ,  1986; Takeuchi Т., Lin, 2002) . 

Диффузионное уравнение (7.4. 18) может быть упрощено в зависимости от пре
обладания газовой или пьшевой составляющих в рассматриваемой области диска. 

7 .4.2. Коэффициент турбулентной вязкости в газопьmевом диске 

Коэффициент турбулентной вязкости в формулах (7.4.6), (7.4. 10), (7.4. 1 5) 
и (7.4. 1 5) определяется соотношением (7.3.94), которое в рассматриваемом 
аксиально-симметричном случае принимает вид 

где 

l* (z) = /(z) [ 1 - (Ri + K)/Scturb] 0,25 ' 

g2 
К

_ ( ) к.mictz = - а  _r_2_ 

(7.4.26) 

(7 .4.27) 

(7.4.28) 

(7.4.29) 

(7.4.30) 
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- адиабатический градиент температуры в допланетном газопьmевом дис
ке; у = (ср)/((ср) - (m.)) , (m.) = m.gPg/P- соответственно показатель адиабаты и 
«газовая постоянная» для осредненного двухфазного континуума. Из формул 
(7.4.26)-(7.4.28) видно, что в случае адиабатического распределения темпера
туры с высотой 

- д( Т} = (- д( Т) ) 
дz дz 

ad 

(7.4.3 1 )  

число Ричардсона Ri = О и температурный градиент в диске не оказывает 
влияния на коэффициенты турбулентного переноса. В случае температурно
неустойчивой стратификации (Ri < О) газопьmевого диска, когда имеют место 
сверхадиабатические градиенты температуры 

д( Т) + Qi.mict(r) z = f д( Т) 
дz (ер) дz 

(7.4.32) 

(множитель f, характеризующий превышение вертикального градиента тем
пературы в диске над адиабатическим, может достигать величины f = 0,2 при 
r """ 1 0  а. е. (см. Макалкин, Дорофеева, 1995)) ,  энергия турбулентности воз
растает за счет энергии неустойчивости в направлении перпендикулярном к 
экваториальной плоскости диска (конвективный источник турбулентности) и 
одновременно с этим увеличивается коэффициент турбулентной вязкости. В 
то же время, неоднородность газавзвеси всегда приводит к уменьшению тур
булентной энергии, поскольку число Колмогорова больше нуля, К >  О. Обрат
ное турбулентное число Шмидта 1/Scturь в формуле (7 .4.27) можно принять 
равным единице в случае, когда основным механизмом турбулентности явля
ются сдвигавые напряжения при дифференциальном кеплеравеком вращении 
диска; однако оно может быть в 2-3 раза больше, когда причиной турбу
лентности является тепловая конвекция в вертикальном направлении (см. ,  
например, Shakura и др. ,  1978) . 

По кажем теперь, что иногда в диссипативной функции Ф (и) = 2pvturь D : D 
осесимметричного диска можно пренебречь вертикальным градиентом уг
ловой скорости дQ(r, z)/дz по сравнению с ее радиальным градиентом 
дQ(r, z)/дr по следующим соображениям. Если предположить (для выпол
нения оценок) изотермичность диска в вертикальном направлении и пре
небречь членами порядка (z/r)2 и выше, то из уравнения (7. 3.96) можно 
получить (известную для ламинарного течения) формулу для вертикального 
распределения плотности газавзвеси в турбулизованном диске 

где 
7{ = --'V--'-(!Л_:.),.:..:

((с._Т.:..._) + __ Т'_u_rь;_) 

QK,mid(r) 

- локальная шкала высот для диска, 

(7 .4.33) 

(7.4.34) 
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(7.4.35) 

- изотермическая скорость звука в турбулизованной среде. Пространствеи
ные распределения плотности, давления, температуры, непрозрачности и т. п.  
в любом аккрецианнам диске имеют различные значения в зависимости от 
его природы и расстояния от протозвезды иjили от экваториальной плоскости 
диска. Будем считать, что радиальные распределения подобных структурных 
параметров следуют степенному закону (это обычное предположение в астро
физической литературе (см.,  например, Takeuchi, Lin, 2002)); тогда { -2( ) - -2 ..0 - о 5 cs r - cs,a.e'a.e ' q- - ' 

p(r, z) = Pa.erf.e exp{-z2 /2.W"2}, Ра.е = 2,83 х 10-10g см-3 , f = -2,25 
.W"(r) = .W"a.er�qe+З)/2 , .W"a.e. = 3,33 х 10-2 а. е. 

(7.4.36) 
где ra.e - радиус, измеренный в а. е. С учетом (206) уравнение ( 176) можно 
переписать в виде 

Q2(r, z) = Qk mict [ 1 + Q� д
д
r Cfi + Pturь)] = 

' pr K,mid 

откуда 

2 [ с; iГр ] � 2 [ у%2 ( q + 3 z2 ) ] = QK,mid 1 + prQk
,тid дr = QK,mid 1 + --;:г f+ q + -2- Jli"2 ' 

Q(r, z) = Qк,mict [ 1 + ; ( � )2 (/+ q +  q; 3 :2 )J (7.4.37) 

Из соотношения (7.4.37) следует 
д :1i" д 

•- дzQ(r, z) � ---;:-- a,:-Q(r, z) ,  (W' /r � 1 ) ,  (7.4.38) 

что и позволяет пренебречь в диссипативной функции Ф(и) вертикальным 
градиентом угловой скорости. 

Таким образом, для большей части диска (за исключением областей, близ
ких к прото-Солнцу) справедливо следующее приближенное выражение для 
коэффициента турбулентной вязкости 

vtиrь (r, z) = al*2rl :, Q(r, z) 1 ,  /* (z) = /(z) [ 1 - (Ri + K)/ScturЬ]0•25 . (7 .4.39) 

Для того чтобы получить формальное совпадение выражения (7.3 .79) с форму
лой Шакуры-Сюняева (7.3.79), справедливой для газофазных аккреционных 
дисков, нужно положить в формуле (7.4.39) параметры К =  О и Ri = О. Если 
подставить теперь в (7.4.39) угловую скорость кеплеравекого вращения 

1 3 
QK,mid(r) = (GMr) Т r - т  

3 (заметим, что rlдQK,mict<r)/дrl = - 2QK,mid) и использовать в качестве масштаба 
турбулентности величину l = hctisk = y(pjp)iz=ofQк,mict • то в результате получим 

vturb = � a(p/P)Iz=O/QK,mid ' 
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тогда 
Rrcp = pvT r(дQK,mict<r)jдr) = - : aplz=O ' (7.4.40) 

что совпадает с формулой (7 .3 .  79) (поскольку безразмерный параметр а не 
поддается сколько-нибудь точному вычислению и остается свободным пара-

9 метром в уравнениях строения диска, то множитель 4 в формуле (2 1 3) не 
имеет принципиального значения). 

Итак, уравнения (7.2.55), (7.3.95), (7.3 .96), (7.4. 1 1 ) ,  (7.4. 14) и (7.4. 1 8) обра
зуют систему шести соотношений с шестью неизвестными функциями p(r, z) , 
p(r, z) , (Т)(r, z) , s, Pg' Q(r, z). Таким образом, строение газопьшевого диска с 
пьшевой составляюшей полностью определяется этими уравнениями допол
ненными граничными условиями и соотношениями (7.4.26) и (7.2.21 *) для 
коэффициентов турбулентного переноса vturb и для коэффициента сопротив
ления е dg гладкой шарообразной частицы. Полное решение поставленной 
задачи требует привлечения численных методов. 

7 .4.3. Режим предельною насыщения вращающеrося rазопьшевоrо диска 
с мелкодисперсными пылевыми частицами 

В качестве простого примера, иллюстрирующего некоторые возможности 
развитого здесь подхода, рассмотрим модельную задачу о высотном распреде
лении взвешенных мелкодисперсных пьшевых частиц в стационарном газапы
левом потоке (при температурно-нейтральной стратификации диска, Ri = О) в 
тонком слое <<космической жидкости>> , расположенном вблизи пьшегазового 
субдиска (слоя повышенной концентрации пыли, но ниже критического зна
чения, при котором возникает гравитационная неустойчивость). Будем пред
полагать, что концентрация твердых частиц в атмосфере субдиска и в самом 
субдиске достаточно велика, так что для описания движения газавзвеси на
до учитывать обратное влияние дисперсной фазы на динамику турбулентного 
потока. Далее мы для простоты будем считать, что дисковое вещество в атмо
сфере субдиска является изотермическим, а газовая фаза несжимаема. Кроме 
этого, будем иметь в виду, что седиментация твердых [!астиц происходит без 
большой радиальной миграции, поэтому диффузионный поток пьши в верти
кальном направлении дpdwd/дz»дpdwdгfдr. Тогда при стационарном режиме 
движения пьшевой компоненты в атмосфере регулярное гравитационное осе
дание частиц в субдиск (скорость гравитационного оседания а =  -wz будем 
считать не зависящей от s, т. е. постоянной) должно быть сбалансировано 
их турбулентным переносом вверх, т. е. J dz + .Jj�rь = const = О, откуда, с уче
том формул (7.3 . 1 5) и (7.4. 1 8), для относительной скорости в вертикальном 
направлении будем иметь 

vtиrЬ д ln(sf.O ) J�urЬ д ln s -а = -- к � -- --scturь дz - Scturь дz · (7.4.41 )  

в субдиске эффективно действуют дополнительные напряжения пrel' свя
занные с относительным движением газа и крупнодисперсной пыли, поэтому 
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меридиональная <р-компонента уравнения Рейнольдса (7.4.5) для внутренних 
областей субдиска сводится к следующему уравнению 

(7.4.42) 

где в силу соотношений (7.4.23) соответствующие компоненты тензора отно
сительных напряжений Пrel � -spd(Cg)ww принимают вид: 

(ПreJ\cp = Spd(Cg)awcp = Spd 2( 1
6:1J62) zrQk,mid(r) , (7.4.43) 

_ - - - _ spd/5 631J2 2 2 (Пrei)cpr - -spd(Cg)w,wcp - 2рк (1 + 62)2 r QK,тid(r) . (7.4.44) 

Поскольку радиальное направление во всем диске является основным (см. 
Сафронов, Гусейнов, 1990) , то для субдиска можно положить 

(7.4.45) 

Это уравнение показывает, что плотность потока <р-компоненты импульса 
вдоль вертикальной оси будет одной и той же на всех расстояниях от плос
кости z = 0 до <<поверхности» z = hsubdisk субдиска: (R + Пrei)zcp = (R + Пrel)zcplz=O = 
= const. Так как в окрестности экваториальной плоскости и не слишком боль
ших z, в силу соотношений (7.3.8 1 ) ,  (7.4.39), 

R 1 = -p(r O)vturb(r O)r{ дQ(r, z) } 1 = О zcp z=O , , дz z=O , (7.4.46) 

то уравнение Рейнольдса (7.4.42) для атмосферы субдиска можно принять 
имеющим вид 

vturb :z [rдQ(r, z)/дz] = V} , (7.4.47) 
где 

(7.4.48) 

v. - так называемая динамическая скорость (естественный масштаб скоро
стей для течения около «поверхности» субдиска) . В уравнении (7.4.47) мы 
пренебрегли вкладом относительных напряжений сравнительно с турбулент
ными напряжениями Рейнольдса. 

Исключая из (7.3 .92) Ь = a2z2( 1 - K1) [rдQ(r, z)/дz]2 градиент меридиональ
ной скорости д[rQ(r, z)]/дz с помощью уравнения (7.4.47) и соотношения 
vturb = lv'Б, получим 

где 

b = aV}y1 -K1 , 

К _ (а) GM0z i:Гs/дz 1 = - scturЬ -,-з - (rдQ(r, z)/дz]2 
GM0z (a)sa 

r4 V}дQ(r, z)/дz 

(7.4.49) 

(7.4.50) 

- динамическое число Колмогорова. Таким образом, распределения по z 
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структурных параметров диска могут быть найдены с помощью уравнений 
(7.4.41 ) ,  (7.4.47), (7.4.49) и (7.4.50), которым придадим следующий вид: 

{ /Vh :z [rдQ(r, z)/дz] = V,? , Sc�urь lVh: + as = О, 

_ 2 . � _ GM0z s'a 
Ь - aV. у 1 - К/' К1 - (a)-r"- V}дQ(r, z)/дz · 

у*
х /(z) = a';z zФ(Kf) 

(7 .4.5 1 )  

Здесь локальный масштаб турбулентности /(z) выражается (в предполо
жении полной автомодельности по локальному Re = u0zjv и глобальному 
Reglob = u0Ljv числам Рейнольдса) через некоторую универсальную функцию 
Ф(К1) от числа Колмогорова к1, причем Ф(О), очевидно, равно единице. 
Поскольку масштаб турбулентности под влиянием пьшевой составляющей 
газавзвеси убывает [см. (7.4.26) ] ,  то функция Ф(К1) также должна убывать с 
ростом своего аргумента. 

Определим теперь для стационарного режима течения в атмосфере суб
диска распределение по z объемной концентрации пьшевых частиц и угловой 
скорости турбулизованного потока, несущего мелкие взвешенные частицы. 
Для интегрирования системы уравнений (7.4.5 1 )  необходимо, в общем слу
чае, знание граничных условий на поверхности субдиска. Например, если 
исключить из (7.4.41 )  и (7.4.47) величину vturь , то в результате получим 

где 

д ln s у*
х д -д - =  -wт т[rдQ(r, z)] ,  

z * z 

w = Scturьa/y*xV. 

- безразмерный параметр. Интегрируя уравнение (225) найдем 

s(r, z) = s(r, z) lz=h . ехр{- wvy*x r[Q(r, z) - Qк mid(r, z)lz=h . J } . 
subd1sk * 

' subd1sk 

(7.4.52) 

(7 .4.53) 

(7.4.54) 

Вместе с тем, система (7.4.5 1 )  обладает некоторыми специфическими для по
добного типа режимов течения газавзвеси свойствами, которые позволяют 
найти некоторое автомодельное решение, не зависящее от граничных усло
вий. Заметим, что характер турбулентных потоков, содержащих твердую при
месь, впервые бьш изучен применительно к расчету движения наносов в ра
боте Колмогорова ( 1954), а к атмосферным задачам - в работе (Баренблатт, 
Голицын, 1973) . Это связано с тем, что она содержит только градиент угловой 
скорости, а не саму скорость. А это означает, что при неограниченном запасе 
частиц в окрестности пьшевого субдиска ввиду обратного влияния частиц на 
динамику потока можно ожидать существования такого режима течения газо
взвеси в нем, при котором турбулентный поток вбирает в себя максимально 
возможное при заданной динамической скорости и прочих параметрах тече
ния количество пьши (см. BarenЫatt, Golitsyn, 1974). Этот режим, получивший 
в литературе название <<режим предельного насыщения>> ,  должен описывать
ся особым решением системы (7.4.5 1) ,  которое определяется параметрами, 
входящими только в сами дифференциальные уравнения (7.4.5 1 ) .  



492 Глава 7. Основы механики гетерогенных сред ДJIЯ аккреционных дисков 

Групповой анализ системы (7.4.5 1 )  показывает, что у нее имеется решение 

(7.4.55) 

где cl и с2 - не зависящие от z функции от r, подлежащие определению. 
Подставляя эти выражения в (7.4.5 1 ) ,  получим 

с v. 
1 = y*кФ(KI)(I - Kt)ll4 

2V. 
у*кш ' 

откуда вытекает функциональное уравнение 

Ф(К1)(1 - К1) 114 = w/2, 

(7.4.56) 

(7.4.57) 

предназначенное для определения конкретного для изучаемого режима дви
жения числа Колмогорова К1 (вычисленного на заданном расстоянии r от 
прото-звезды).  

Так как Ф - не возрастающая функция своего аргумента, Ф(О) = 1 ,  а чис
ло К1 по своему физическому смыслу заключено между нулем и единицей, 
то функциональное уравнение при w > 2 (что соответствует малой скорости 
потока, либо крупным частицам) не имеет корня; однако при w < 2 (условие 
существования режима предельного насыщения) корень существует и притом 
один, К1 = Kj. Из первого соотношения (7.4.55), с учетом (7.4.56), следует 
(при w < 2) 

V.(r) 
Q(r, Z) = QK nu·d(r) + -.- 1n z. , у кшr (7.4.58) 

С учетом этого соотношения и формулы (7.4.53) легко получить следующее 
предельное стационарное распределение мелких частиц пьmи по высоте в 
тонком околоэкваториальном слое субдиска: 

_ C2(r) v.4K* 
S = --т = (a)a2Qk,mid 

. 
ZZ '  (7.4.59) 

к которому стремится поток при неограниченном запасе пьmи на подстила
ющей поверхности. 

Формула (7 .4.58) показывает, что в предельно нагруженном частицами тур
булентном потоке распределение скоростей по z в «приповерхностной>> атмо
сфере субдиска является логарифмическим (как и должно быть в турбулизо
ванной жидкости вблизи «стенки»), однако присутствие пьmи приводит как 
бы к уменьшению коэффициента Кармана х. Это может интерпретироваться 
так, что при тех же внешних условиях (той же динамической скорости V*) 
поток газовзвеси под действием пьmевых частиц ускоряется по сравнению с 
потоком «чистого>> газа. Другими словами, благодаря падению энергии турбу
лентности, часть которой затрачивается на работу взвешивания частиц, па
дает и турбулентное сопротивление, так что поток ускоряется (тяжелые взве
шенные частицы ускоряют поток). Поскольку градиенты скорости у поверх
ности субдиска возрастают, это способствует эффекту сальтации - отрыву и 
подъему больших количеств мелких пьmевых частиц в его атмосферу. Нали
чие подобного пьmевого облака с повышенной концентрацией взвешенных 
мелких частиц способствует, в свою очередь, более интенсивному протека
нию всевозможных процессов турбулентной коагуляции, приводящих к росту 
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инерционности твердых частиц и эффективному их опусканию в субдиск. 
Таким образом, возможный режим предельного насыщения мелкими пьmе
выми частицами вращающегося газопьmевого облака в окрестности субдиска 
является дополнительным механизмом, ускоряющим процесс формирования 
самого субдиска относительно крупными твердыми частицами, на которые 
турбулентные пульсации действует уже в меньшей степени. 

7 .4.4. Решение уравнения кинетики коагуляции методом моментов 

Рассмотрим теперь эффективный метод моментов решения кинетическо
го уравнения коагуляции (7 .2.33) для случая, когда распределение частиц по 
размерам зависит от одной пространствеиной координаты z, что для рассмат
риваемой здесь проблемы соответствует установившемуся режиму движения 
в пьmевом слое при осаждении частиц к центральной плоскости диска nод 
действием силы тяжести. 

Смысл метода моментов состоит в сведении кинетического уравнения ко
агуляции (7.2.33) к системе обыкновенных дифференциальных уравнений от
носительно моментов: 

00 
MP = f ИРf(И, z)dИ, (р = О, 1 , 2,  . . .  ) 

о 
(7.4.60) 

функции расnределения f(И, z) . Для получения nодобной системы умножим 
обе части упрощенного уравнения (7.2.33) 

дf(И, z) wz дz = 
и 00 

= Т  J f(W, z)f(И- W, z)K(W, И - W)dW-f(И, z) J f(W, z)K(W, И)dW 
о о 

(где wz - постоянная скорость оседания nьmевых частиц с высоты hdisk к цен
тральной плоскости диска) на ИР и проинтегрируем результат по И в пределах 
от О до оо ;  в итоге будем иметь 

00 00 

wz д:о = wz д�d = -+ J J К( И, W)f(И, z)f(W, z)dW dИ, 
о о 

00 00 
дМ дs 1 JJ  wzT =wzдz = 2 (W- И)К(И, W)f(И, z)f(W, z)dW dИ = 0, 

о о 

дМ оо оо 
wz дz

р = J J К( И, W) [ т <И + W)P - ИР ]ли, z)f(W, z)dW dИ 
о о 

(р = 2, 3, . . .  ) . 

(7.4.6 1 )  

(7.4.62) 

(7.4.63) 

Для того чтобы выразить nравые части уравнений этой системы также че
рез моменты, нужно конкретизировать ядро коагуляции и nринять допуще-
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ние относительно исходного вида функции распределения. Рассмотрим далее 
ядра типа 

(7.4.64) 

где Л - множитель, определяемый внешними условиями, при которых идет 
коагуляция. К этому классу ядер относятся ядра, при которых кинетическое 
уравнение допускает точные решения. Кроме этого, формулами вида (7.4.64) 
могут быть аппроксимированы ядра, соответствующие многим механизмам 
коагуляции в газопьшевом диске, в частности, проанализированные в работе 
(Колесниченко, 2001). Рассмотренные там ядра являются однородными функ
циями, для которых возможна запись K(U, W) = ИaK( l , x) , где а - степень 
однородности, х = W 1 И. Как известно, любую подобную функции возможно 
аппроксимировать многочленом: 

к 
K(U, W) = ЛUa L /3/�j + �-aj) , 

)=0 
(7.4.65) 

причем для определения неизвестных коэффициентов {31 следует выбрать s 
точек Х; (узлов интерполяции) в количестве, совпадающем с числом неиз
вестных коэффициентов {31, и принять 

к 
K( l ,  х;) =Л L f3/x�j + xa-aj ) , (i = 1 , 2, . . .  , s). 

}=0 l l 
(7.4.66) 

Чтобы при последующем интегрировании разложения (7 .4.65) не появлялись 
моменты с порядком выше степени однородности ядра, величину а1 следует 
определить равенством а1 = ajj(K + 1 ) .  При рассмотрении разных значений К 
можно получить различные интерполяционные многочлены. 

Если подставить (7.4.64) в (7.4.6 1 )-(7.4.63), то получим следующую беско
нечную систему уравнений для моментов 

(7.4.67) 

(7.4.68) 

(р = 2, 3, . . .  ) . (7.4.69) 

Для решения этой системы, в правые части которых входят в общем слу
чае дробные моменты, необходимо дополнить ее уравнениями связей между 
дробными и целыми моментами. Здесь также возможны разные подходы: под
ход, связанный с аппроксимацией (полиномами Лагранжа) дробных моментов 
через целые (см., например, Логинов, 1979), и параметрический метод. 
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Ограничимся далее параметрическим методом, который базируется на 
принадлежности искомой функции распределения f( И, z) к определенно
му параметрическому классу распределений. Примем для простоты, что в 
результате процессов коагуляции распределение f( И, z) остается в классе 
распределений, к которым принадлежит исходное распределение, а по мере 
опускания частиц к центральной плоскости диска изменяются (с высотой) 
только его статистические параметры: среднее значение, дисперсия и т.п. В 
качестве исходного распределения пьшевых частиц по размеру (диаметру) d 
в газопьшевом аккреционном диске, по аналогии с атмосферным аэрозолем, 
выберем двухпараметрическое логнормальное распределение. 

Плотность вероятности логарифмически нормального закона зависит от 
среднего значения (ln d) и показателя рассеяния (дисперсии) логарифма диа
метра az = ( (ln d - (ln d) )2) : 

Медиана распределения определяется, как известно, соотношением f.J* = 
= exp((ln d)) , а средние значения самого диаметра и его дисперсии соответ
ственно равны 

(d) = ехр( -}az + ln f.J* ) , (7.4.7 1)  

а2 = ((d - (d) )2) = (d)Чехр az - l J .  (7.4.72) 
Применяя приведеиные соотношения, можно получить формулы для ста
тистических параметров (az и f.J*) логнормального распределения (7.4.70) 
только через средний диаметр частиц (d) и относительную дисперсию (32 = 
= ((d - (d))2 )/(d)2 их размера: 

az = 1no + f32) , f.J* = <d>lvl + f32 . (7.4.73) 
Для определения плотности исходного распределения объема И =  (л/6)d3 

пьшевых частиц используем формулу перехода 
f(И) = p[d(И)] idd/dИI (7.4.74) 

(справедливую для строго возрастающей функции И =  И(d) случайной вели
чины d (Хан, Шапиро, 1969)) и распределение (7.4.70); в результате будем 
иметь 

(7.4.75) 

где f.J = (л /б)f./*3 • 
Пусть процесс коагуляции в диске не изменяет этого распределения, а с 

высотой изменяются ТОЛЬКО параметры f.J(Z) и az(z). Введем моменты логнор
мального распределения 

00 
м ( ) _ Nd J ИР 1 [ Р z - зV2ЛaL(z) 

- ехр 
о 

ln2 [И/.и(z)J ]dИ. 18az (z) 
(7.4.76) 
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Согласно (Lee, 1983) , для любого момента р-го порядка справедливо пред
ставление 

МР = M1JLp-I ехр[З/2(р2 - 1 )azj ,  
м] = s = const, 

(7.4.77) 
(7.4.78) 

позволяющее выразить дробные моменты, входящие в (7.4.67)-(7.4.69) через 
величины М1 , Jl, az. В итоге получим следующую параметрическую систему 
двух обыкновенных дифференциальных уравнений (число уравнений должно 
совпадать с числом неизвестных коэффициентов) для определения парамет
ров JL(Z) , az(z) по заданным граничным значениям f,l(hdisk) ,  az(hdisk) : 

к к 
wz azo = -Л � fЗ}Ma-aj Maj = -AM[Jia-2 L /3} ехр[ � [а) + (а - а)2 - 2Jai] = 

;=0 ;=0 
к 

= -AJLaмl; L f31 exp[ � [a) + (a - a)2Jaz] , (7.4.79) 
}=0 

к к 
wz д��z) = 2Л � {31Ма-а1+1Ма1+1 = 2AM[JLa � {31exp[� [(ajl)2+ (a-a1+ 1)2-2]az] = 

;=0 ;=0 
к 

= 2AM[Jia L [31 ехр [ � [(aj 1 )2 + (а- а1 + 1 )2 - 2]az] = 
}=0 

к 
= 2Af,la+2 L [31 ехр[ � [а) + (а - a)2Jaz] . (7.4.80) 

}=0 

(7.4.8 1 )  

Эта параметрическая система нелинейных уравнений может быть решена 
только численно. Пока лишь отметим, что изменение с высотой среднего 
числа частиц Niz) можно оценить, предположив, что дисперсия az остается 
постоянной. В этом случае, ограничившись двумя первыми моментами, из 
(7 .4.80) будем иметь 

к дNd _ aN2 � f3 [ 3 [ 2 ( )2 2 ]  wz дZ - -Af,l d � 1 ехр 2 а1 + а - а1 ]aL . 
}=0 

(7.4.82) 

Решение этого уравнения, полученное при использовании граничного усло
вия Nihdisk) = Nd h .  = s/fJ(hdisk) ,  имеет вид 

' dtsk 

s Niz) = --,U::-(h
-'-
d
-
isk

-) -:1-+
-

q-:-[ ('"'"h-dis
=-
k ----,z)--,/w-z-=-] ' (7.4.83) 

где 

(7.4.84) 
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Здесь tJ(hctisk) = (:тr/6) < d >3= fl(hctisk) ехр( � az) - верхнее граничное значение 

среднего объема (эта формула следует из (7.4.73) . Отсюда, используя соотно
шение tJ (z) = sj Nd, можно найти изменение с высотой среднего объема ча
стиц. Для относительно малых значений z (т. е. когда частицы уже находятся 
в окрестности центральной плоскости диска) q((hdisk - z)fwz] » 1 ,  из (7.4.84) 
следует 

(7.4.85) 

Из этого выражения видно, что при достаточно большом времени коагуля
ции среднее число частиц в системе перестает зависеть от их исходного рас
пределения, т. е. как бы <<забывает свое прошлое», и может быть описано 
некоторой универсальной функцией, вид которой определяется только ядром 
коагуляции. Аналогичное рассмотрение может быть проведено и с другими 
возможными распределениями пьmевых частиц по объемам в коагулирующем 
турбулентном потоке, например, с гамма-распределением. 

В заключение вновь подчеркнем, что изучение проблемы происхождения и эво
люции Солнечной системы, возникновения разнообразных природных условий на 
Земле и других планетах связано с изучением динамической и тепловой эво
люции гетерогенного газопьmевого вещества дифференциально вращающего
ся допланетного диска при учете магнитогидродинамических, турбулентных 
и радиационных эффектов, фазовых переходов, химических реакций и коа
гуляционных процессов. От пространствеино-временного распределения тер
магидродинамических параметров дисковой среды зависит агрегатное состо
яние основных компонентов допланетного вещества, расположение их фрон
тов конденсации-сублимации, и, следовательно, химический состав планет, их 
спутников, астероидов и комет. Важным ограничением в определении уровня 
приближения подобного рода моделей к реальности служат космохимические 
данные, получаемые в результате прямого изучения внеземного вещества. 

Первостепенный интерес представляет разработка численных моделей ре
конструкции динамической системы, в которой эволюция изначального до
планетного облака последовательно приводит к формированию аккрецианно
го газапылевого диска вокруг молодого Солнца и уплотненного пьmегазового 
субдиска. В данной главе нами предпринята попытка построения теоретиче
ских основ такой динамической системы на основе базовой модели сплошной 
среды с усложненными физико-химическими свойствами, в которой получи
ли дальнейшее обобщение на гетерогенные среды развитые ранее авторами 
эффективные методы инвариантного моделирования турбулентных течений в 
многокомпонентных реагирующих газовых смесях (Колесниченко, Маров, 1998; 
Marov, Kolesnichenko, 2002). Это исследование открывает перспектины суще
ственно более полного моделирования разнообразных процессов эволюции 
до планетного газопьmевого турбулизованного диска, с чем связана необходи
масть последующей разработки рациональных схематизаций, приводящих к 
обозримым и численно решаемым уравнениям. 



Глава 8 

Влияние гидродинамической спиральности 
на эволюцию турбулентности 
в аккреционном диске 

В этой главе исследовано влияние гидродинамической спиральности, воз
никающей во вращающемся диске, на синергетическое структурирование в 
нем космического вещества. Показано, что относительно длительное затуха
ние турбулентности в диске связано с отсутствием отражательной симметрии 
(относительно экваториальной плоскости) анизотропного поля турбулентных 
скоростей. Сформулирована общая концепция возникновения энергоемких 
мезомасщтабных когерентных вихревых структур в термадинамически от
крытой подсистеме турбулентного хаоса, связанная с реализацией обратного 
каскада кинетической энергии в зеркально-несимметричной дисковой тур
булентности. Показано, что вследствие энерговыделения обратный каскад 
порождает иерархическую систему сгущений вещества с фрактальным рас
пределением плотности, инициирующих в конечном счете механизмы триг
гернаго кластерообразования. В свою очередь, образование вихревых коге
рентных образований приводит к интенсификации механических и физи
ко-химических взаимодействий между частицами вещества, в результате че
го происходит самопроизвольное возникновение и рост пьmевых кластеров, 
стимуляция процессов конденсации и фазовых переходов, процессов массо
и теплообмена между различными областями дисковой гетерогенной среды 
и существенная модификация спектра колебаний (волн плотности) .  Пока
зано также, что отрицательная вязкость во вращающейся дисковой системе 
является проявлением каскадных процессов в гиротропной турбулентности, 
когда осуществляется инверсный перенос энергии от малых вихрей к более 
крупным. 

§ 8.1 .  Некоторые теоретические предпосылки 
к моделированию гидродинамической спиральности 

Важно подчеркнуть, что одной из ключевых в астрофизике точек зрения 
относительно возникновения и эволюции околозвездных газапылевых дисков 
любого рода является их турбулентная природа (Zel'dovich, 1981; Фридман, 
1989; Dubrulle, 1993; Balbus, Hawley, 1998; Richard, Zahn, 1999). Заметим, что 
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для вращающегося с угловой скоростью Q солнечного протопланетного диска 
радиуса R число Рейнольдса Regtoь = QR2 jv больше 1 О 10 (здесь v - кинемати
ческая вязкость, предполагаемая далее постоянной) .  

По современным воззрениям наиболее вероятными причинами генерации 
турбулентности в астрофизических дисках является крупномасштабное сдви
говое течение дифференциально-вращающегося вещества (Горькавый, Фрид
ман, 1994; Fridman и др. ,  2003) , а также воздействие хаотических магнитных 
полей (см. Armitage и др. ,  2001) , энергия которых часто сравнима с энерги
ей гидродинамической турбулентности. Синергетические процессы самоор
ганизации, приводящие в конечном счете к структурированию турбулиза
ванных астрофизических объектов (см. Колесниченко, 2003, 2004) , на фоне 
осредненного крупномасштабного сдвигового течения космического веще
ства, связанного с его дифференциальным вращением, являются важнейши
ми механизмами, обусловливающими свойства протопланетного облака на 
разных стадиях его эволюции, включая создание вязкого аккрецианнога дис
ка вокруг молодого Солнца, проходившего стадию Т Тельца, возникновение 
пьшегазового субдиска, разрушение последнего в результате гравитационной 
неустойчивости, образование и рост планетезималей, из которых в конеч
ном счете и сформировалась планетная система. Это относится также и к 
образованию мезомасштабных когерентных вихревых структур, обеспечива
ющих, по-видимому, наиболее благоприятные условия для механического и 
физико-химического взаимодействия между частицами космического веще
ства (см. Barge, Sommeria, 1995; Tanga и др. ,  1996; Chavanis, 1999; Колесни
ченко, 2005) . В результате происходит интенсификация фазовых переходов 
и процессов тепло- и массаобмена между различными областями дисковой 
газапылевой системы, самопроизвольное возникновение и рост конденсиро
ванных пьшевых кластеров, существенная модификация спектра колебаний 
и т. п. Отметим, что один из возможных сценариев образования и роста 
пьшевых частиц в дисковой плазме состоит из следующих этапов: сначала 
образуются первичные кластеры; после прохождения критического размера 
начинается этап гетерогенной конденсации; на следующем этапе на первый 
план выходят процессы коагуляции и агломерации (слипания) ;  наконец, на 
последнем этапе становится наиболее важной поверхностная рекомбинация 
ионов, приводящая к постоянному осаждению материала на поверхности изо
лированных многозарядных частиц. На более поздних стадиях эволюции до
планетного облака, по мере охлаждения диска, конденсации твердых частиц и 
увеличения их в размерах (в основном в результате процессов коагуляции), а 
также диссипации газа из дисковой системы в межзвездное пространство, ди
намическая, энергетическая и оптическая роль пылевой составляющей суще
ственно возрастает. По мере роста инерционности частиц они все в меньшей 
степени будут участвовать в пульсационном (вихревом) движении газовзвеси, 
что приводит в конечном счете к их эффективному оседанию к экватори
альной плоскости диска. Таким образом, турбулентность дисковой среды в 
значительной степени способствует формированию пьшегазового субдиска, 
гравитационная неустойчивость которого приводит в конечном итоге к обра
зованию планетезималей (см. Колесниченко, Маров, 2006). 



500 Глава 8. Влияние гидродинамической спиральносrn на турбуленmость в аккреционном диске 

В связи со сказанным, особо важное значение приобретает проблема дли
тельного существования неупорядоченных хаотических движений в протопла
нетном облаке, поскольку от интенсивности турбулизации космического ве
щества на разных этапах эволюции диска в значительной степени зависит 
его структура и, в частности, возможные механизмы формирования планет 
(Сафронов, 1969). Обращаясь вновь к проблеме формирования допланетных 
аккреционных дисков, рассмотренной детально в предьщущей главе, обра
тим теперь внимание на тот факт, что с эволюцией структурированной круп
номасштабной турбулентности, производящей перераспределение начального 
углового момента и вещества облака (внешних частей - наружу, внутренних 
к Солнцу) по радиусу диска, связана проблема современного распределения 
массы и углового момента между Солнцем и планетами. Напомним, что на 
долю Солнца приходится 99,87% массы и менее 2% углового момента систе
мы; такой дисбаланс массы и углового момента трудно объяснить в рамках 
моделирования процесса коллапса протозвезды и образования диска. Для ре
ализации современного распределения этих величин необходимо, чтобы на 
протяжении всей стадии Т Тельца во всем диске или значительной его ча
сти происходило перетекание вещества и количества движения в направлении 
звезды. Для дифференциально вращаюшегося кеплеравекого диска (каким в 
первом приближении можно считать солнечный протопланетный диск) угло
вая скорость среднего вращения Q(r) растет по закону lri-312 ,  т. е. при при
ближении к центральному телу каждый слой вещества вращается быстрее. 
Таким образом, существование направленного во внутренние слои диска тур
булентного потока импульса (вешества) является, вообше говоря, проявлени
ем эффекта отрицательной вязкости, поскольку поток переносит осредненное 
количество движения от более медленно врашаюшихся внешних частей диска 
к более быстро вращающимся его внутренним частям (см. Старр, 1971; JX 
Приложение к околосолнечной туманности). Отрицательная вязкость является 
характеристикой статистического ансамбля хаотических вихревых движений 
вращающегося дискового вещества, описывающей способность переносить 
количество движения из областей пространства, где его плотность меньше, 
в область, где она больше. При этом осредненное течение получает кине
тическую энергию от нерегулярных вихревых движений, а сами хаотические 
движения либо постепенно ослабевают, либо же поддерживаются некоторы
ми внутренними процессами, например регулярным преобразованием тепла 
в кинетическую энергию в границах отдельных возмущений (Старр, 1971) . 
Поскольку осредненное течение имеет большие, а пульсационное - меньшие 
масштабы движения, то с отрицательной вязкостью связан перенос энергии 
по спектру от меньших масштабов к большим. Хотя в литературе и предло
жены различные источники генерации турбулентности на разных этапах эво
люции протопланетного облака (либо его отдельных областей) и механизмы 
переноса массы и углового момента в дисках (см. , например, обзор Макалки
на (2003) и обширную библиографию к нему), эти результаты все еше требуют 
дальнейшего подтверждения и развития. 

Отметим, что многочисленные исследования дисковой турбулентности, 
выполненные в рамках данной проблематики, базируются в основном на 
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классическом представлении о ее статистической однородности и локальной 
изотролиости (см. Колмогоров, 1941, 1962) . Локальная изотропия мелкомас
штабной турбулентности подразумевает инвариантность пульсационного поля 
скоростей как относительно поворотов системы отсчета, так и при зеркаль
ном отражении в произвольной плоскости. Вместе с тем, по современным 
воззрениям, в свободных сдвиговых слоях дифференциально вращающего
ся вещества картина турбулентного течения представляет собой до извест
ной степени <<двойную» анизотропную систему, состоящую из совокупности 
движущихся и взаимодействующих между собой макро- и мезомасштабных 
сnиральных вихревых образований, наложенных на фон мелкомасштабных 
пульсационных скоростей (турбулентный хаос) ; причем сами мелкомасштаб
ные вихревые движения также могут быть частично высокоорганизованны
ми. Таунсенд ( 1959) называл когерентные вихревые образования и мелкомас
штабную турбулентность проявлением <<двойной>> структуры турбулентности, 
подчеркивая тем самым влияние организованных вихревых движений на про
цессы турбулентного переноса в сдвиговых слоях. Подобное явление связано 
с еще недостаточно изученной тенденцией турбулентного течения самоорга
низовываться при больших числах Рейнольдса в разнообразные когерентные 
структуры (см. ,  например, Хлопков и др. , 2002). 

Кроме этого, в турбулизованном протопланетном облаке, как в любом 
вращающемся газовом объекте, генерируется, по-видимому, так называемая 
плотность спиральности и · rot и (псевдоскаляр, меняющий знак при зеркаль
ном отражении) , также приводящая к анизотропии мелкомасштабной тур
булентности, которая в этом случае имеет гиротропный характер (см. Вайн
штейн и др. ,  1980; Краузе, Рэдлер, 1984). Последнее означает, что в мелко
масштабном вихревом движении левовращательные движения в совокупности 
могут быть более вероятны, чем правовращательные, или наоборот. В этом 
случае от величины и наnравления вектора угловой скорости вращения прото
планетного облака Q(r) зависят многие важные гидродинамические парамет
ры космического вещества, среди которых и такая лишенная отражательной 
симметрии статистическая характеристика поля пульсационной скорости, как 
средняя спиральность Н (сохранение средней спиральности в течениях не вяз
кой жидкости бьшо открыто относительно недавно Моро (Моrеаи, 1961)). Воз
действием этой величины на каскадные процессы энергии в трехмерной гиро
тропной турбулентности можно, как будет показано ниже, объяснить возмож
ный эффект отрицательной вязкости в диске. Эффект отрицательной вязко
сти представляет собой гидродинамический аналог альфа-эффекта в магнит
ной гидродинамике (Steenbeck и др. , 1966) , объясняющего рост крупномас
штабного магнитного поля (динамо-эффекта) при турбулентном движении 
проводящей сплошной среды, происходящем с нарушением инвариантности 
относительно изменения четности. 

Для объяснения феномена отрицательной вязкости обычно используют 
теорию двумерной турбулентности, в рамках которой обеспечивается инверс
ный перенос энергии от малых вихрей к более крупным (см . ,  например, Мо
нин, Яглом, 1996). Как известно, в Солнечной системе отрицательная вязкость 
проявляется, в частности, в глобальных циркуляциях вещества на Солнце, 
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Юпитере, Сатурне, Венере (вероятно, также на Уране и Нептуне), в цир
куляциях земной атмосферы и океана (см. Монин и др. ,  1989) . Крупномас
штабные движения на сферической поверхности этих космических тел могут 
быть исследованы в рамках двумерной гидродинамики, поскольку горизон
тальные размеры течения значительно превосходят локальную шкалу высот 
по плотности (см. Cmapp, 1971; Sivashinsky, Frenkel, 1992; Vergassola и др. ,  1993; 
Gama и др. ,  1994) . По-видимому, подобный подход к моделированию турбу
лентности возможно частично реализовать и в рассматриваемом здесь случае 
дисковой гидродинамики, поскольку сдвиговым движениям вещества в тон
ких астрофизических дисках, у которых отношение толщины hdisk к радиусу 
R гораздо меньше единицы (hdisk/R 4:. 1) ,  также должны быть присущи неко
торые черты двумерной турбулентности (см. ,  например, Bodenheimer, 1995; 
Кlahr, Bodenheimer, 2003) . Однако для дисков более точно следует говорить о 
квазидвумерной турбулентности, в которой движения являются приближен
но двумерными, т. е. описываются двумерными уравнениями гидродинамики, 
содержащими специальные дополнительные слагаемые. 

Как уже отмечалось, реальная турбулентность в астрофизическом диске 
имеет гиротропный характер, поскольку пульсационное поле скоростей при 
сильном вращении дискового вещества и неоднородности интенсивности тур
булентных пульсаций не обладает, в обшем случае, отражательной симметрией 
относительно преобразования z � -z. На важность спиральности локализо
ванных возмущений вихрей для трехмерной гидродинамики турбулизованной 
жидкости указал Моффат (Moffat, 1969) . Он же обнаружил связанный с ней 
интегральный инвариант Н =  ((и · rot и)/2),  характеризующий степень связно
сти вихревых образований в потоке (см, например, Сэффмэн, 2000; Алексеенко 
и др. ,  2005) и сохраняющийся вдоль траектории движения любой жидкой 
частицы невязкой среды. Напомним, что, согласно теореме Кельвина, при 
v = O, р = р(р) и консервативности внешних силах на единицу массы вихревые 
линии являются вмороженными в жидкость и вследствие этого неизбежно со
храняются узлы и зацепления на вихревых нитях (см. Алексеенко и др. ,  2005) . 

Существование этого дополнительного не вязкого инварианта для трехмер
ной турбулентности предопределяет некоторую степень свободы для энер
гетического каскадного процесса, поскольку теперь две величины (средняя 
энергия Е = (lиl2 /2) и средняя спиральность Н), сохраняюшиеся при нели
нейных взаимодействиях в инерциальном интервале энергетического спектра, 
одновременно участвуют в каскадном турбулентном процессе. По аналогии с 
двумерными течениями несжимаемой невязкой жидкости (когда также су
ществует каскадный перенос двух квадратичных по скоростям интегралов 
энергии Е и энстрофии Q = ( (rot u)2 /2) ) , возможен, по-видимому, такой ре
жим турбулентного движения, при котором реализуется каскад этих сохраня
емых величин к противоположным концам спектра, причем прямой каскад 
спиральности к мелким масштабам будет сопровождаться обратным каскадом 
энергии к более крупным масштабам. 

Из всего вышесказанного следует, что без учета законов симметрии вра
шающейся турбулентности затруднительно, по-видимому, построить вполне 
адекватную математическую модель процесса эволюции анизотропного пуль-
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сационного поля скоростей в протопланетном облаке. Поскольку вопрос о 
влиянии флуктуаций фоновой спиральности на появление в диске отрица
тельной вязкости, до настоящего времени детально не обсуждался в литера
туре, нами предпринята попытка восполнить этот пробел, что ранее было 
сделано в работе (Колесниченко, Маров, 2004). 

§ 8.2. Энергетический каскад в изотропной турбулентности 
с отражательной симметрией 

Будем исходить из концепции двухуровневого макроскопического описания 
турбулизованной среды протопланетного облака с помощью двух взаимодей
ствующих континуумов (взаимно открытых подсистем) ,  которые заполняют 
одновременно один и тот же объем координатного пространства непрерьш
но - подсистемы осредненного движения и подсистемы турбулентного хао
са. Подобный подход является, по существу, приложеннем многомасштабных 
методов к турбулентности (см. ,  например, Dubrulle, Frisch, 1991; Fannjiang, 
Papanicolaou, 1994) .  Именно этот способ описания развитой гидродинамиче
ской турбулентности явился той отправной точкой, который позволил авторам 
начать разработку моделей структурированной мезомасштабной турбулентно
сти, как процесса самоорганизации в открытых неравновесных флуктуиру
ющих средах (см. гл. 5, а также Колесниченко, 2002, 2003; 2005). Континуум 
осредненного движения, получающийся в результате теоретика-вероятност
ного осреднения мгновенных гидродинамических уравнений, предназначен 
для исследования эволюции осредненных гидродинамических полей, вклю
чая крупные вихревые образования в диске. Подсистема турбулентного хаоса 
(в общем случае вихревой анизотропный континуум с внутренней структурой) 
представляет собой собственно турбулентное поле скорости u(r, t) , связанное 
со стохастическим мелкомасштабным пульсационным движением завихрен
ной жидкости (для которой Q = rot и =J 0). Отметим, что завихренность играет 
в механике турбулентности определяющую роль, создавая возможность кас
кадного процесса порождения мелких вихрей более крупными. 

Как бьmо показано в гл. 6 в процессе временной эволюции квазирав
новесной подсистемы турбулентного хаоса, возможно генерирование мезо
масштабных когерентных структур, связанное с эффектом взаимной фазовой 
синхронизации (когерентности) некоторой совокупности мелкомасштабных 
колебательных мод с близкими частотами. Подобное деление реального турбу
лентного течения на воображаемые - осредненное и пульсационное, зависит, 
вообще говоря, от выбора пространствеино-временной области осреднения 
(при выполнении условий эргодичности), для которой установлены средние 
значения локальных гидродинамических переменных, являющихся непрерыв
ными функциями координат r =  (х, у, z) и времени t, т. е. имеет до некоторой 
степени условный характер. 

Для составления полной системы уравнений движения турбулизован
ной жидкости, характеризуемой двумя линейными масштабами движений 
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L (внешним) и /0 (внутренним), удобно ввести две координатные системы: 
микромасштаба xj (бхj � /) и макромасштаба х1 (dx1 � Л � /) .  Эти системы 
координат делят геометрическое пространство на элементарные объемы бr' и 
dr соответственно. Будем далее считать, что L � Л �  /0 и /0 � 1 � lv. Здесь ве
личина L есть интегральный масштаб турбулентности (характерный масштаб 
движения системы), величина /0 (размер турбулентного «моля») есть масштаб 
внутреннего движения или состояния среды, а величина lv есть молекулярный 
почти нулевой микромасштаб. Важно иметь в виду, что здесь речь не идет об 
абсолютных размерах. К примеру, если рассматривается гидродинамическая 
модель дисковой среды, то физически бесконечно малый объем в этом случае 
может быть значительно большим объема отдельно взятой планеты. Мож
но поставить задачу нахождения гидродинамических уравнений движения 
в макромасштабе х1 по известным уравнениям Навье-Стокса в микромас
штабе xj. Связанная с этой задачей проблема осреднения является одной 
из центральных в механике сплошных сред, а в случае такой сложной си
стемы, как турбулизованная жидкость, часто именно от способа осреднения 
зависит само построение макроскопической модели. Современные методы 
пространствеиного осреднения турбулизованной жидкости, соответствующие 
переходу от уравнений движения малых элементов сплошной среды к опи
санию тех же движений в макромасштабе, наиболее отчетливо представлены 
в монографии В. Н. Николаевского (Nikolaevskiy, 2003) . Гидродинамический 
масштаб осредненного движения Л (например, шаг разрешения разностной 
сетки) предполагается далее таким, что подсистема турбулентного хаоса в 
области осреднения dr � Л3 содержит всю совокупность мезомасштабных 
когерентных структур, размер которых меньше области осреднения. Согласно 
существующим оценкам, чтобы осредненному потоку содержать основную до
лю (80% или 90%) полной энергии турбулизованного течения, нужно, чтобы 
масштаб осреднения Л бьm в 10-20 раз меньше интегрального масштаба L. 

В этом случае воздействие турбулентного хаоса на осредненное движение 
проявляется в дополнительном турбулентном переносе импульса и энергии 
мелкомасштабными вихревыми образованиями, что требует построения полу
эмпирических моделей замыкания (определяющих соотношений) для осред
ненных гидродинамических уравнений, а также моделирования эффективных 
коэффициентов турбулентного обмена, учитывающих, в частности, анизо
тропию хаоса, связанную с наличием мезомасштабных когерентных структур 
(Колесниченко, 2002) . 

8.2. 1. Уравнения турбулентного хаоса при наличии среднего течения 

Итак, пусть случайная составляющая u(r, t) поля скоростей U(r, t) облада
ет характеристической длиной /0 (в случае мелкомасштабной турбулентности 
размер /0 может совпадать с размером энергосодержащих вихрей), которая 
мала по сравнению с гидродинамическим масштабом осреднения Л. Далее 
будем полагать, что в любом промежуточном масштабе 1, удовлетворяющем 
неравенству lv « 1 « 10 « Л, осредненная скорость ( U(r, t)) изменяется слабо, 
и потому на таких промежуточных масштабах возможно применение методов 
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теории однородной турбулентности (см. Монин, Яглом, 1996). В данной главе 
мы будем предполагать также, что на дисковую среду не действуют электро
магнитные силы, диск вращается вокруг оси z с кеплеравекой угловой ско
ростью Q(r) , и примем центр масс системы за начало отсчета. Кроме этого, 
будем для простоты полагать, что крупномасштабное (осредненное) течение 
сводится лишь к дифференциальному вращению. Тогда в цилиндрических 
координатах (r, ер, z) компоненты вектора осредненной скорости (и) будут 
иметь вид: ( и), = О, ( и) ер = Q(r)r, ( и)z = О. 

Далее ДJIЯ простоты изложения мы ограничимся несжимаемой жидкостью (р) = 
= р = const; рассмотрение турбулентности в сжимаемой среде потребовало бы 
больших математических усилий. Таким образом, в нашем анализе дисковой 
трехмерной турбулентности будем исходить из следующей системы мгновенных 
уравнений движения для несжимаемой однородной жидкости, включающей 
уравнение Навье-Стокса, уравнение неразрывности и уравнение состояния 

J!..... и + (и ·  _!_)и =  -р-1 !!.._ + vv2 и + g дt дr дr ' div и = O, р = р(р). (8.2 . 1 )  

Здесь P(r, t) - истинное (мгновенное) давление дискового вещества, g(r, t) = 
= -дЧl jдr - вектор ускорения внешней массовой силы (силы тяжести) ;  
ЧJ(r, t) - ньютонавекий гравитационный потенциал. Когда масса прото
планетного облака составляет несколько процентов от массы центрального 
тела (или точнее, когда дdisk/д0 � hdisk/R, где hdisk и R полутолщина и радиус 
диска соответственно), можно пренебречь самогравитацией частиц диска; в 
этом случае будем иметь 

(8.2.2) 
где д0 - масса звезды, G - гравитационная постоянная, jrj - центральный ра
диус-вектор. В тех случаях, когда эффекты самогравитации важны W = G.D-0/jrj + 

+ Wcr' и потенциал самогравитации Чlcr удовлетворяет уравнению Пуассона. 
Угловые скобки в данной главе обозначают осреднение какого-либо пери

одического по l параметра d(r, t) по некоторой кубической пространствеиной 
области с ребром l (на гранях которой выполняются периодические гранич
ные условия), в предположении, что это осреднение не зависит от точного 
значения масштаба; 

(d(r, t)) = у  J d(r + 5, t)d35. (8.2.3) 
151<1 

Заметим, что с чисто математической точки зрения это определение мож
но отождествить с осреднением по ансамблю одинаковых гидродинамических 
систем в асимптотическом пределе 1/Л -+ О. Далее мы будем использовать сле
дующие, доказываемые интегрированием по частям, тождества для периоди
ческих функций: 

Щd) = О; (Щd)f!iJ) = -(f!iJдid); ((V2 d)f!iJ) = -(Щf!iJ)(дid)) ;  
(и ·  (rot v)) = ( (rot v) · v); (и ·  v2v)) = - ((гоt и) · (rot v) ) , (8.2.4) 

(если div v = 0). 
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Осредняя уравнения (8.2. 1 )  по ансамблю одинаковых гидродинамических 
систем, получим уравнение Рейнольдса 

д ( д ) -! д 2 д -(U) + (U) · - (U) = -p - · (/(P) - R) + vv ( U) - -(Ч') � � � � ' div(U) = 0, 
(8.2.5) 

где R(r, t) = -р(ии) - тензор напряжений Рейнольдса; в этой главе единичный 
тензор обозначен символом /. 

Уравнения движения для пульсационной скорости и могут быть получены 
путем вычитания соответствующих частей уравнений (8.2.5) из (8.2. 1) . Далее 
мы ограничимся так называемым корреляционным приближением второго 
порядка (см. Краузе и др. ,  1984) , когда можно пренебречь членами, квадра
тичными по флуктуациям скорости, и воспользуемся сделанным выше пред
положением о неизменности осредненной скорости ( U(r, t)) на любом про
межуточном микромасштабе l внутри инерционного интервала /v « l « /0 . В 
результате все сводится к исследованию уравнений 

д (<< ) ) 
д ) -! др 2 дф -и+ U + и · - и = -р - +vv и --дt дr дr дr ' div и = О, (8.2.6) 

которые для элементарного объема dr' , движущегося со средней скоростью 
турбулизованного потока ( U(r, t)) принимают (при соответствующем перео
пределении скорости и в этой системе координат ) вид 

d _ д ( д ) д ( р ) 2 -и= -и+ и · - и = -- - + Ф + vv и dt дt дr дr р ' div и =  О. (8.2.7) 

Это означает, что подсистема турбулентного хаоса не имеет гидродинами
ческой скорости относительно подсистемы осредненного движения. Здесь 
р = Р- (Р) - пульсация давления; ф = Ч'сr - (Wcr) (далее предполагается, что ф 
некоторым образом, который мы не конкретизируем, возбуждает поле пульса
ционных скоростей и) . Разумеется, уравнения (8.2.7) должны быть дополнены 
периодическими граничными условиями по пространствеиной переменной: 
и(x + nl, y + ml, z + ql) = и(x, у, z) для всех х, у, z и любых целых n, т, q. 

8.2.2. Законы сохранения в локально изотропной турбулентности 

Рассмотрим вначале интегральные законы сохранения, связанные с од
нородностью, изотропностью и зеркальной симметрией турбулентного поля 
и. Используя тождества (8.2.4) , из уравнений (8.2.7) , при интегрировании по 
ячейке пространствеиной периодичности (кубической пространствеиной об
ласти с ребром l, на гранях которой выполняются периодические гранич
ные условия), легко получить (см. ,  например, Фриш, 1998) следующие законы 
сохранения для осредненных кинетической энергии Е= ( lиl2 /2) , энстрофии 
Q = ( IQI2 /2) и полной спиральности Н =  (и · w/2) : 

.!!.!.._ = -Е = -2vQ dt ' (8 .2.8) 
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где 

с = ; ("'Е_(д;и1 + д1иу) ,  cg =. v(l rot wl2 ) ,  cн = v(w · rot w) . (8.2.9) 
l,j 

Важно иметь в виду, что уравнение баланса (8.2.8) для энстрофии спра
ведливо только в лишь двумерном случае. Здесь величины с, Cg сн обозна
чают соответственно скорость диссипации осредненной кинетической энер
гии, скорость диссипации энстрофии и скорость диссипации спиральности 
на единицу массы. Из уравнений (8.2.8) видно, что в невязком пределе v __. О  
(в частности, во всем инерционном интервале) в отсутствии диссипации и 
накачки движения величины Е, Q и Н остаются постоянными. 

8.2.3. Динамика завихренности и каскад энергии 

Прежде чем проанализировать возможное влияние спиральности на ди
намику дисковой турбулентности, напомним некоторые используемые далее 
понятия и количественные спектральные характеристики мелкомасштабной 
турбулентности (см. Бэтчелор, 1955; Монин, Яглом, 1996). Как уже бьшо отме
чено выше, большинство проведеиных исследований турбулентного движения 
в диске в рамках рассматриваемой Проблематики базиравались на концепции 
Колмогорова ( 1941, 1962) , согласно которой в пределе больших чисел Рей
нольдса (отвечаюших крупномасштабным движениям в потоке космического 
вещества) , несмотря на анизотропность, неоднородность и нестационарность 
осредненного течения, случайный характер дробления вихрей и хаотичность 
передачи их энергии по каскаду вниз приводят к тому, что стохастический 
режим турбулентных флуктуаций в границах пространствеино-временной об
ласти осреднения мгновенных гидродинамических уравнений, является почти 
лакальна изотропным. Напомним, что локально изотропная турбулентность 
обладает тем свойством, что любая характеризующая ее средняя величина 
инвариантна относительно любых параллельных переносов, вращений и зер
кальных отражений. В этом случае энергетическая структура трехмерного мел
комасштабного поля пульсационных скоростей является статистически по-
добной для больших значений числа Рейнольдса Re = u010jv (где u0 = у (lие )

характеристическая скорость пульсационного поля скорости, /0 - характери
стический масштаб энергосодержащих вихрей) и инерционный интервал вол
новых чисел k0 « k « kv, разделяющий зоны диссипации и генерации турбу
лентной энергии Е = иб/2 в пространстве волновых чисел k, тем больше, чем 
больше число Re. Скорость диссипации осредненной кинетической энергии 
на единицу массы с, определяемая формулой (8.2.9) в первоначальной теории 
Колмогорова (К41), считалась универсальной константой для рассматривае
мого турбулентного течения. Величина с характеризует также поток кинети
ческой энергии, который каскадным образом без потерь переносится вдоль 
последовательно возрастающих волновых чисел kn » kn-l (n = 1 ,  2, . . . ) (умень
шающихся масштабов длины, ln = 1 /kn) внутри инерционного интервала до тех 
пор, пока поток не достигает диссипативного масштаба lv = 1/kv :L(v3 jc) 114, для 
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которого скорость диссипации энергии благодаря кинематической вязкости 
будет равна с. 

В предположении однородности и стационарности поля пульсационных 
скоростей u(r, t) важнейшими характеристиками турбулентности являются 
корреляционный (двухточечный и двухвременной) тензор поля скоростей 
Ru(r, x, t, т) =. (u;(r, t)uir+x, t + т))) и спектральный тензор энергии (см. 
Бэтчелор, 1955) 

ФiJ(k, w) = (2:)4 JJ RJx, т) exp[-i(k · x - wт)]dx dт, (8.2. 1 О) 

являющейся, по существу, фурье-образом корреляционного тензора R;г Заме
тим, что для несжимаемой жидкости (div и =  О) комплексный тензор Фu(k, w) 
обладает следующими (исnользуемыми ниже) свойствами 

(8.2. 1 1 ) 

(по повторяющимся индексам здесь и всюду далее, если не оговорено про
тивное, предполагается суммирование) . Энергетическая спектральная функ
ция (плотность) E(k, w), являющаяся в теории однородной турбулентности 
ключевой характеристикой, определяется интегралом 

E(k, w) = Т f Ф;;(k, w)dS, (8.2. 1 2) 

sk 

где интегрирование проводится в k-пространстве по сфере sk радиуса k = lkl. 
Тогда передаваемую по каскаду полную кинетическую энергию Е единицы 
массы можно представить в виде 

причем Ф;; ;;;. О для всех k и w, так как эти диагональные элементы представля
ют в волновом пространстве плотность составляющих кинетической энергии. 
Отсюда величину E(k, w)dkdw можно интерпретировать как кинетическую 
энергию (соответствующую всем волновым числам с фиксированным моду
лем), заключенную в интервале волновых чисел (k, k + dk) и интервале частот 
(w, w + dw). 

Поскольку в интервале волновых чисел k0 « k « kv спектральный энерге
тический тензор Ф;/k, w) , являющийся изотропным тензором второго ранга, 
статистически не связан с источником энергии, ограниченным волновым чис
лом k0, то можно предположить, что он будет определяться только скоростью 
диссипации энергии с 

ф (k ) - Е(k, ш) (k2 5: - k k ) ij ' Q) - 4лk4 И;; i J ' (8.2. 1 4) 

причем, как это следует из соображений размерности, энергетическая спек
тральная плотность описывается формулой Колмогорова 

E(k) = Сс213 k-513 (k0 « k « k), 
где С- безразмерная постоянная порядка единицы. 

(8.2. 1 5) 
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8.2.4. Двумерная турбулентность 

В случае развитой двумерной турбулентности (напомним еще раз, что 
строго двумерная турбулентность представляет собой всего лишь математи
ческую идеализацию и никогда не реализуется в природе) в несжимаемой 
жидкости, в теориях колмогоровекого типа существуют две положительно
определенные сохраняющиеся в невязком пределе величины. Это осреднен
ные кинетическая энергия Е =  (lиl2 /2) и энстрофия Q = (1 rot и12 /2) , которые, 
при их генерации в однородном потоке на некоторых промежуточных мас
штабах энергетической накачки k1 , далеких от диссипативного масштаба kv, 
обе вовлекаются в каскадный процесс. При конечной вязкости в двумерном 
потоке энстрофия, как видно из формулы (8.2.8),  может только монотонно 
убывать со временем вместе с величиной с =  2vQ . Это связано с тем, что в 
двумерном потоке блокирован механизм растяжения вихревых трубок, кото
рый обеспечивает рост энстрофии в трехмерном течении. 

В общем трехмерном случае преобразование Фурье вихревого поля ю = rot и, 
компоненты которого имеют вид юi = ciJkдJиk , очевидно, равно ю = ik х и, а 
его спектральный тензор имеет вид Qi1(k, ю) = EimncJpimkpФnq(k, w), где EJpq 
антисимметричный тензор Леви-Чивиты. В частности, при учете (8.2. 1 1 ) ,  от
сюда имеем 

(8.2. 16) 

Заметим, что из формулы Q = c/2v следует, что спектр среднего квадратичного 
вихря Q скорости совпадает со спектром вязкой диссипации кинетической 
энергии с. Непосредственным следствием (8.2. 16) является соотношение 

Q = (lwl2/2) = JJ Q(k)dk = JJ k2 E(k, w)d kdw, (8.2. 17) 

где соответствующая спектральная плотность для среднего квадратичного ви
хря скорости имеет вид 

(8.2. 1 8) 

В теории двумерной турбулентности показано (см., например, Монин, Яг
лом, 1996; глава 26) , что связь (8.2. 1 8) между спектральными плотностями 
энергии E(k) и энстрофии Q(k) запрещает одновременный перенос этих вели
чин к мелким масштабам. Впервые гипотезу о возможности обратного каска
да энергии в двумерной турбулентности высказал Крайчнан (Kraichnan, 1967) 
и он же в работе (Kraichnan, 1976Ь) дал интерпретацию обратного каскада 
в терминах отрицательной турбулентной вязкости. По некоторым оценкам, 
обратный каскад, который неоднократно подтверждался в численных экс
периментах, является одним из важнейших результатов в теории развитой 
турбулентности после работ Колмогорова (см. Gama и др. ,  1994; Фриш, 1998) . 

Энергия в двумерном случае переносится к большим, а не к малым (как 
в трехмерном случае) масштабам, а к малым масштабам направлен поток 
энстрофии. Причем в развитой двумерной турбулентности имеется два инер
ционных интервала. Для малых волновых чисел k0 < k < k 1 каскадный процесс 
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определяется скоростью диссипации энергии, и анализ размерности приво
дит к классической формуле (8.2. 15) для спектральной плотности, с тем суще
ственным отличием от трехмерного случая, что поток энергии в инерционном 
интервале со спектром (8.2. 1 5) направлен от малых масштабов к большим. Для 
больших волновых чисел (kv > k > k1) дополнительной определяющей величи
ной является скорость диссипации энстрофии cQ = vlrot wl2 ,  и размерный ана
лиз приводит к другому спектральному распределению кинетической энергии 
по модулю волнового числа k, 

(8.2. 1 9) 

которое и описывает инерционный интервал переноса энстрофии. Важно при 
этом иметь ввиду, что в двумерном случае именно каскад энстрофии - это 
прямой каскад, т. е. энстрофия переносится от больших масштабов к мень
шим масштабам. Формула kv ,...., (cQjv3) 116 определяет границу инерционного 
интервала переноса энстрофии. 

Таким образом, в случае двумерной турбулентности имеет место обратный 
каскад кинетической энергии Е, при котором энергия мелкомасштабного хао
тического движения затрачивается на энергетическую накачку мезомасштаб
ных вихревых структур. Этот эффект, получивший название отрицательной 
вязкости (см. Cmapp, 1971; Vergassola и др. ,  1993; Gama и др. ,  1994) , свойствен, 
как отмечалось выше, многим космическим квазидвумерным объектам. Пе
рейдем теперь к рассмотрению реальной трехмерной гидродинамической тур
булентности в природных средах. 

§ 8.3. О каскадах энергии и спиральности 
в дисковой отраJКательно-неинвариантной турбулентности 

8.3. 1.  Нарушение зеркальной симметрии в протопланетном диске 

Существование полей турбулентности, удовлетворяющих в статистическом 
отношении определенным условиям симметрии (как в случае локально изо
тропной турбулентности) , приводит, как видим, к ряду существенных мате
матических упрощений. Хотя зеркальная симметрия и является фундамен
тальным свойством уравнений гидродинамики, тем не менее, в определение 
некоторых важных гидродинамических параметров включена правосторон
ность (левосторонность) . Такой величиной является, в частности, завихрен
ность поля пульсационных скоростей, w = rot и. Для дискового дифференци
ально вращающегося вещества, как уже было отмечено, может представлять 
значительный интерес, такая лишенная зеркальной симметрии статистиче
ская характеристика мелкомасштабной турбулентности, как полная гидроди
намическал спиральность (псевдоскаляр), определяемая средним 

. 1 r Н =  f<и · w) = 2f3 �sl<l и(r + s, t) · w(r + g, t)d3g. (8 .3. 1 )  
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Напомним, что векторы А, которые ведут себя как величины Aref(r, t) = 
= -A(-r, t) ,  называются полярными, а те, для которых справедливо соотно
шение Aref(r, t) = A(-r, t) , - аксиальными или псевдовекторами (здесь индекс 
<<ref>> обозначает оператор отражения в произвольной плоскости или в произ
вольной точке). Скаляр vгer = (Arer х вгеr) · сгеr = -(А х  В) · С = - V, зависящий от 
использования правосторонности, является псевдоскаляром; последнее озна
чает, что он меняет знак при замене правосторонней системы отсчета на ле
востороннюю. Поле пульсационных скоростей и с отличной от нуля средней 
спиральностью представляет из себя анизотропный континуум, образованный 
совокупностью произвольно ориентированных мелкомасштабных винтовых 
вихрей, в котором, например, правовращательные пульсационные движения 
(вихревые структуры) более вероятны, чем левовращательные. Заметим, что в 
своих исследованиях мелкомасштабных свойств течения (модель случайного 
каскада) Колмогоров ( 1941; 1962) отказался от учета любых пространствеи
ных структур, которыми мог бы обладать турбулентный поток. Однако, как 
бьmо неоднократно подчеркнуто выше, по современным представлениям, на 
малых масштабах в турбулентном течении почти всегда присутствуют вихре
вые структуры (нити), которые могут влиять на свойства течения также и в 
инерционном интервале. Таким образом, величина Н, связанная с топологи
ческой структурой сложного поля завихренности, является фундаментальной 
мерой <<отсутствия отражательной симметрии» в турбулентном течении. 

Согласно Моффату (Moffatt, 1981), спиральность поля турбулентности, <<бу
дучи квадратичным инвариантом не которого локализованного движения жид
кости (при условиях, определенных в выше), имеет статус, сравнимый со ста
тусом кинетической энергии возмущения». Вопрос о существовании других 
возможных интегральных инвариантов (см. Edwards, 1967; 1968) , кроме клас
сических (энергии, импульса и момента количества движения), характеризу
ющих в той или иной степени сохраняемую топологическую конфигурацию 
вихревых нитей, остается на сегодняшний день все еще открытым. Напо
мним также, что только благодаря введению в рассмотрение анизотропной 
фоновой турбулентности с магнитным полем, не обладающей отражательной 
симметрией (простейшей мерой которой служит, в частности, и гидродина
мическая спиральность Н), удалось продвинуться в понимании турбулент
ного магнитного динамо в астрофизике (так называемого а-эффекта) (см . ,  
например Вайнштейн и др. , 1980; Паркер, 1982; Краузе, Рэдлер, 1984). Вместе 
с тем, величину Н, как будет показано ниже, можно рассматривать, по всей 
вероятности, и как ту статистическую характеристику анизотропного поля 
пульсационных скоростей, которая способна обеспечить появление эффекта 
отрицательной вязкости во вращающейся среде (в частности, в протопланет
ном диске) . 

Итак, спиральность поля скорости может эффективно генерироваться в 
зеркально-несимметричном (не инвариантном относительно изменения чет
ности) поле случайных мелкомасштабных скоростей и, например в быстро 
вращающейся вокруг фиксированной оси турбулентности (см . ,  например, 
Steenbeck и др. , 1966). В частности, спиральность в протопланетном облаке 
может возникать естественным образом вследствие его вращения и неодно-
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родиости плотности (стратификации по плотности) или интенсивности тур
булентных пульсаций в зонах с развитой конвекцией. Действительно, под
нимающееся вещество будет расширяться и вращаться под действием сил 
Кориолиса, приводя, таким образом, к левовинтовому спиральному движе
нию. Опускающееся вещество будет сжиматься под действием сил Кориалиса 
и вынуждено вращаться в противоположном направлении, опять таки совер
шая левовинтовое движение. Очевидно, что в <<нижней» части диска будут 
преобладать правовинтовые спиральные движения. Баланс левовинтовых и 
правовинтовых винтовых движений может установиться в окрестности эква
ториальной плоскости диска только при отсутствии градиентов интенсивно
сти турбулентности, т. е. на самых поздних этапах эволюции дифференциаль
но-вращающегося протопланетного облака. 

8.3.2. Влияние спиральности на энергетический каскад 

Представим теперь такую ситуацию, когда источник пульсационной ки
нетической энергии (например, в результате взаимодействия архимедоных и 
кориолпсовых сил в дифференциально вращающемся дисковом веществе) на 
волновых числах k0 генерирует отличную от нуля полную спиральность Н. 
Как бьmо показано выше, полная спиральность пульсационного поля скоро
стей в инерционном интервале (подобно полной энергии) является сохраня
ющейся величиной d(u · ш)jdt = О . Важно иметь в виду, что с генерированием 
спиральности связано появление так называемых зацеплений вихревых ли
ний течения (см. ,  например, Алексеенко и др. ,  2005) , которые сохраняются в 
каскадном (не невязком) процессе в инерционной области, но уничтожаются 
вязкостью в масштабах /v = k;;1 . Спиральность, как уже нами бьmо отмечено, 
характеризует степень связности вихревых линий в потоке. Число витков n од
ной нити вокруг другой характеризуется величиной зацепления Н = ±2пГ 1 Г 2 ,  
где Гk - интенсивность нити, причем знаки ± показывает на правое или ле
вое зацепление соответственно. Если отдельная вихревая трубка, прежде чем 
замкнуться, обвивается вокруг себя, то на ней имеется узел; сохранение спи
ральности означает также, что сохраняется структура <<узловатостИ>> вихревого 
поля. В теории вихрей бьmо показано, что инвариант спиральности Н связан 
с более общей топологической характеристикой - так называемым инвари
антам Хопфа (см. ,  например, Mo.ffatt, 1984). 

По аналогии с определением величины E(k) (8.2. 1 2) можно определить 
спектральную плотность спиральности 

F(k, т) = i J EJklkkФ11(k, т)dS, 
sk 

(8.3 .2) 

где интегрирование проводится в k-пространстве по сфере sk радиуса k = lkl .  
Таким образом, для полной спиральности Н имеем 

Н = iEJkl JJ kkФ1/k, т)dkdт =  JJ F(k, т)dk dт. (8 .3 .3) 

Функция F(k, т) , в силу (8.3 .2), действительна и является псевдоскаляром; 
если поле пульсационных скоростей и статистически инвариантно относи-
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тельно преобразования отражения (например, преобразования четности вида 
х' = х, у' = у, z' = -z, описывающего зеркальное отражение в плоскости z = 0), 
то она обращается в нуль. 

Для изотропной отражательно-несимметричной турбулентности для пол
ного определения спектрального тензора Фu(k, т) достаточно функций E(k, т) 
и F(k, т) . Тогда наиболее общая форма однородного поля (стационарного по 
t) мелкомасштабной турбулентности, удовлетворяющая равенствам (8.2. 1 1  ), 
(8.2. 1 2) и (8.3 .2), имеет вид (см. Моффат, 1980) 

(8.3 .4) 

В отличие от спектральной плотности кинетической энергии E(k, т) , спек
тральная плотность спиральности F(k, т) может быть как положительной, так 
и отрицательной. Именно с этим обстоятельством связана неоднозначная 
роль спиральности в каскадных трехмерных процессах, поскольку простые 
аргументы, приводящие к выводу о существовании двух инерционных интер
валов (как для двумерной турбулентности) в этом случае не работают. Если в 
случае двумерной турбулентности спектральные плотности энергии и энстро
фии связаны соотношением (8.2. 1 8) ,  то для функции F(k) можно получить 
только ограничение сверху (так называемое условие <<реализуемости>>) 

IF(k) l � 2kE(k), (8.3 .5) 

которое следует, например, из неравенства Коши-Буняковского-Шварца, 
записанного в виде 

I J < и ·  w* + и* ·  w > dS I 2 � 4 J < lиl2 > dS J < lwl2 > dS, 
:sk sk sk 

и равенств (8.2. 1 3) ,  (8.2 . 1 6) и (8.3.3) .  Здесь звездочкой обозначено комплекс
ное сопряжение, а значок <<Л>> сверху какого-либо символа обозначает Фурье
преобразование. 

Неравенство (8.3 .5) позволяет реализоваться, вообще говоря, двум сцена
риям поведения спиральности в турбулентном потоке (Brissaund и др. ,  1973). 
Во-первых, в некоторых случаях, по аналогии с двумерной турбулентностью, 
имеет место каскад сохраняемых величин к противоположным концам инер
ционного интервала спектра, причем прямой каскад спиральности Н к мел
ким масштабам сопровождается синхронным обратным каскадом энергии Е 
к крупным масштабам. Во-вторых, существует возможность прямо го одно
временного каскада обеих величин к малым масштабам. Какой процесс будет 
иметь место в некоторый данный момент времени, зависит от интегральных 
свойств рассматриваемой системы, а также от граничных и начальных условий. 

В первом случае используется гипотеза о том, что спектр энергии E(k) 
может зависеть только от волнового числа k и скорости диссипации спираль
ности Е н ;  тогда соображения размерности приводят к спектральному закону вида 

E(k) � t:lj/k-713 • (8.3.6) 

Спектральная функция спиральности F(k) определяется процессом переноса 
спиральности от источника, действующего на волновых числах k0, к вязкому 
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стоку на волновых числах kv и далее. При генерировании спиральности по
являются крупномасштабные зацепления вихревых линий рассматриваемого 
течения, которые выживают в каскадном процессе в инерционной области, 
но уничтожаются вязкостью в масштабах lv = k; 1 . 

Второй сценарий предполагает пассивное поведение спиральности в тур
булентном потоке. Это означат, что реализуется обычный колмогоровекий 
каскад энергии E(k) к малым масштабам с законом (8.2. 15) .  Пусть скорость 
генерирования спиральности на волновых числах ik0 равна Ен [см. (8.2.9)] .  
Поскольку спиральность генерируется одновременно с энергией, то, очевид
но, она ограничена неравенством вида lcн l < k0c (Brissaund и др. ,  1973). Если 
спиральность инжектируется с максимальной скоростью, то 

lcнl � ik0c � iuб/Z�. (8.3 .  7) 

Спектр спиральности F(k) должен быть пропорционален Ен (в силу псев
доскалярного характера обеих величин) , и единственными дополнительными 
параметрами, определяющими F(k) в инерционной области k0 � k � kv , могут 
быть Е и k. Следовательно, из соображений размерности 

F(k) = СнЕнс-1/Зk-513 (k0 � llk) , (8.3 .8) 

где Сн - универсальная постоянная, аналогичная колмогоровекой постоян
ной С. Отметим, что из равенств (8.3 .7),  (8.2. 1 5) и (8.3 .8) также вытекает 
неравенство IF(k)l < 2kE(k) , в полном согласии с формулой (8.3 .5) .  

Из всего сказанного следует, что присутствие спиральности оказывает в 
этом случае слабое влияние на каскадный перенос энергии, поскольку, неза
висимо от величины спиральности, инжектированной в поток на волновых 
числах ik0 , относительная величина спиральности, определяемая безразмер
ным отношением F(k)/2kE(k) ,  с увеличением k последовательно уменьшается. 
Можно полагать, что при достаточно большом значении величины kjk0 влия
ние спиральности на динамику будет незначительно, и она будет переносить
ся и диффундировать так же, как динамически пассивная скалярная примесь 
(Монин, Яглом, 1996). Вместе с тем, как бьто показано в работе (Kraichnan, 
1973; Andre, Lesieur, 1977) , если в рассматриваемом потоке жидкости реали
зуется режим генерирования почти максимальной спиральности для каждо
го значения волнового числа, то суммарный перенос кинетической энергии 
к более высоким волновым числам будет ослаблен, и потому процесс зату
хания турбулентности будет растянут во времени. В рассматриваемом здесь 
случае отсюда можно сделать важный вывод о том, что относительно дли
тельное сушествование турбулентности во вращающемся в протопланетном 
облаке может быть частично связано с отсутствием отражательной симметрии 
относительно экваториальной плоскости поля вихревых скоростей в диске. 

Итак, гиротропная турбулентность ведет себя качественно иным образом, 
чем не спиральная, что позволяет в случае возможной реализации обратного 
каскада кинетической энергии не только объяснить появление эффекта отри
цательной вязкости в дифференциально-вращающемся (трехмерном) прото
планетном облаке, но и прогнозировать зарождение относительно устойчивых 
и энергоемких мезомасштабных когерентных вихревых структур, запускаю
щих (инициирующих) механизмы триггернаго кластераобразования в диске. 
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8.3.3. Генерация гидродинамической спиральности во вращающемся диске 

Отсутствие симметрии относительно плоскости z = О, перпенди:кулярной 
вектору угловой скорости 9, с необходимостью приводит к нарушению отра
жательной симметрии случайных движений, играющей главную роль в гене
рации спиральности (см. Steenbeck и др. , 1966). Покажем, что такая симметрия 
отсутствует и в случае вращающегося стратифицированного по z протопла
нетного диска, когда на жидкие элементы, плотность которых отличается на 
величину р'от локальной плотности р0 окружающей среды, действуют архи
медовы силы p'g (с g · 9 f= 0). Другими словами, рассмотрим роль взаимодей
ствия архимедоных и кориолпсовых сил в генерации средней спиральности в 
диске. В связи с этим следует отметить, что отсутствие инвариантности от
носительно преобразования четности является более общим свойством, чем 
наличие спиральности, хотя и следует из последнего (см. Gi!bert и др. ,  1988) . 

Примем здесь ту точку зрения, что мелкомасштабная завихренноетЪ в 
диске порождается конвекцией. Для нахождения псевдоскалярной функции 
(и · rot и) необходимо, в общем случае, решить гидродинамическую задачу в 
приближении Буссинеска для пульсирующего поля скорости и при наличии 
неустойчивой стратификации плотности и с вьщеленным направлением 9 
преимущественного закручивания вихрей (см. , например, Eltayeb, 1972; Моф
фат, 1980). В рамках этого подхода будем описывать движение вещества в 
системе отсчета, вращающейся со средней угловой скоростью вращения дис
ка 9. Тогда уравнение движения (8.2 . 1 )  приобретает вид 

(8.3.9) 

где 29 х и и + 19 х rl2 - соответственно ускорение Кориолпса и потенциал 

центробежной силы; g = - и ·  � ( ф - + IQ х rl2) . Задача характеризуется дву

мя безразмерными числами: числом Россби Ro = U0j9L и числом Экмана 
Ek = vj9L2 ( здесь L = O(R) - масштаб измерения характерной скорости U0). 
Для диска числа Экмана и Россби много меньше единицы, поэтому для про
стоты мы ограничимся рассмотрением геострофического движения, когда в 
(8.3 .9) можно пренебречь переносным ускорением и вязким членом. Тогда 
в приближении Буссинеска уравнение для турбулентной составляющей поля 
скорости и принимает вид: 

2р09 х и = -и · :r p' + p'g. 

Напомним, что в приближении Буссинеска, с точностью до величин пер
вого порядка малости и с учетом соотношения дР0jдr = р�, можно положить 
p-1 дP/дr +g z p01 (дp'jдr + p'g) с одновременной заменой уравнения нераз
рывности условием бездивергентности, div и = О; здесь р' и р' - отклонения 
давления и плотности от основного состояния Р0 и р0 , обусловленные суще
ствованием ветров и течений. Применив к этому уравнению операцию ротора 
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и учитывая, что 

получим 

и, следовательно, 

д rot(p'g) = и · arP' х g, 

д 2р0 rot(Q х и) = -(g х и) · arP' (8 .3 . 1 0) 

2p0(Q х и) · rot(Q х и) = -(Q х и) · (g х и ·  :, р') = -Q · [и х (g х и ·  :, р')] = 

= -(Q ·g)(и · и · :, Р') + (Q - и . :, Р')(и · g) . (8.3 . 1 1 ) 

Если положить теперь и = и .L + и11 (где u11 = иiz - составляющая турбулент
ной скорости и параллельная вектору угловой скорости Q; iz = Qj\Q\; иz = и ·  iz ; 
и .l = иiх + иiУ - проекция скорости и на экваториальную плоскость диска, 
предполагаемая далее однородной относительно х и у, их = иу = и  .L) и усред
нить (8.3 . 1 1 )  по горизонтальным плоскостям z = const, то в результате получим 

2р JQ\2 (u · rot и ) = -(Q · g)(u · и · _i_p') + g · (и и ·  _i_p') · Q. О .l .l дr дr (8.3 . 1 2) 

В частном случае, когда вектор ускорения силы тяжести g параллелен век
тору углового вращения Q и величина р0однородна в горизонтальных плос
костях из (8 . 3 . 12) , следует, при использовании уравнения неразрывности 

д д и ·  дr · (p0u) = р0и · дr .L и .L + д(р0иz)/дz = О, 

соотношение (Нide, 1976) 

� (p'дuzfдz} (и .l . rot и .l/2) = - 4Po l912 (Q . g) , (8.3 . 1 3) 

устанавливающее прямую связь между частью (и .L · rot и .l/2) средней спираль
ности Н и псевдоскаляром Q · g. Используя оценку (Моффат, 1980) 

(и · rot и) = (и .L · rot и .L ) + (и .L · rot и11 ) + (и11 · rot и .L ) = 

= (и.l · rot u.L ) ( 1 + �:�·
·rr::::>

> ) = (и.l · rot u.L ) ( l + O( J�:� )) = 

= (и .l · rot и .L) ( l + О(Ч/L�)) � (и .l · rot и .L ) , (8.3 . 14) 
можно считать, что для протопланетного диска величина спиральности при
ближенно равна Н �  (и .L · rot и .L/2), поскольку отношение Lyl L .L в нем доста
точно мало. Здесь iJi1 , и.l ,  L11 и L .l - характеристические скорости и простран
ствеиные масштабы, параллельные и перпендикулярные вектору угловой ско
рости Q, которые (в силу уравнения неразрывности) связаны соотношением 
lJit/ Lll = О( и.lj L .l ) . 

Заметим, что корреляция (g/ р0) < р' иz > фигурирует также и в определении 
коэффициентов турбулентных переноса по вертикали, в частности, коэффи-
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циента турбулентного теплообмена по вертикали (см . ,  например, Ван Мигем, 
1977; Marov, Kolesnichenko, 1992) , характеризуя величину скорости перехода 
турбулентной энергии во внутреннюю энергию среды (или наоборот, в за
висимости от устойчивости или неустойчивости распределения плотности и 
температуры в системе) и тем самым степень затухания или генерации тур
булентности. Таким образом соотношение (8.3 . 1 3) еще раз доказывает, что не 
равная нулю спиральность в диске, генерируемая благодаря взаимодействию 
архимедовых и кориолпсовых сил, действительно влияет на время поддержа
ния турбулентности в нем. 

Итак, корреляция между плотностью и вертикальной скоростью (р' дuzfдz) 
играет важную роль в определении величины и знака средней спирально
сти в диске. Найти явный вид этой корреляции, а вместе с ним и функ
ции Н, можно будет лишь в рамках адекватной гидродинамической модели 
турбулентного течения в диске, когда известны пространствеиные распреде
ления всех гидродинамических параметров в нем. Здесь мы этого делать не 
будем,  а рассмотрим качественную картину появления спиральности в неко
торой дисковой конвективной зоне. Пусть вихрь со скоростью uz смещает
ся на расстояние {; в конвективной зоне верхней части диска (О < z < hdisk), 
средняя плотность р0 которого убывает от экваториальной плоскости к по
верхности диска [(-др0jдz) > 0] ,  тогда имеют место положительные флукту
ации плотности р' � -{;др0/дz > О . Вследствие градиента средней плотности, 
он будет согласно уравнению неразрывности v .l и .l --+  -p01д(uzp0)/дz (в при
ближении Буссинеска) , расширяться, т. е. приобретать горизонтальные со
ставляющие скорости. Возникающие при этом моменты кориолпсовых сил 
приводят к левовинтовому спиральному вращению. Опускающееся вещество 
в верхней части диска будет сжиматься под действием сил Корполиса и выну
ждено вращаться в противоположном направлении, т. е. опять-таки совершая 
левовинтовое спиральное движение. В приведеиных рассуждениях не при
нималась во внимание интенсивность турбулентных пульсаций в конвектив
ной области диска, которая может быть, вообще говоря, не везде одинако
ва. Анизотропная интенсивность мелкомасштабной турбулентности может в 
принциле изменить направление вращения отдельного вихря в конвективной 
зоне. Но все-таки основной вклад в полную спиральность Н вносит градиент 
плотности. 

Таким образом, конвекция в верхней половине диска с большей вероятно
стью приводит к левовинтовым спиральным движениям, чем к правовинто
вым. Очевидно, что в нижней половине диска ( -hdisk < z < О) будет преобладать 
правовинтовые спиральные движения. Таким образом, отсутствие зеркальной 
симметрии относительно преобразования z --+  -z приводит к усилению вихре
вых структур одного знака. Баланс левовинтовых и правовинтовых движений 
может установиться в области экваториальной плоскости диска только при 
отсутствии градиента интенсивности турбулентности в ней (т. к. однородная 
турбулентность способствует установлению равномерного распределения раз
ноориентированных вихрей), поскольку один из типов спиральных движений 
приходит снизу, а другой - сверху, т. е. только на самых поздних этапах эво
люции дифференциально-вращающегося протопланетного облака. 
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§ 8.4. Отрицательная вязкость по вращающейся дисковой 
турбулентности как проявление каскада спиральности 

Перейдем теперь к интерпретации обратного каскада энергии пульсаци
онной скорости и, возможного в спиральной трехмерной турбулентности, в 
терминах отрицательной вязкости. 

8.4.1. Затруднения теории переноса количества движения 

Начнем с того, что в последнее время в громадном большинстве астро
физической литературы в моделях эволюции вращающегося турбулентного 
облака используются обычные уравнения гидродинамики, в которых, однако, 
молекулярная вязкость заменяется на турбулентную. В этом случае авторы, 
естественно, используют линейную связь 

(8.4. 1 )  

между симметричным тензором напряжений Рейнольдса RiJ и симметричным 
тензором скоростей деформации emn = дm(U)n + дn ( U)m (т. е. обобщенную тео
рию Прандтля переноса количества движения). Величины �Jmn (компоненты 
векоторого тензора четвертого ранга, симметричного по i, j и т, n) этой 
линейной функции имеют смысл коэффициентов турбулентной вязкости и 
определяются статистическими характеристиками мелкомасштабной турбу
лентности. По самому определению изотропной крупномасштабной турбу
лентности, все связанные с ней средние величины остаются неизменными 
при вращениях (но не обязательно относительно отражений); тензоры, обла
дающие этим свойством, являются изотропными тензорами. Тензоры Кроне
кера biJ и Леви-Чивиты ciJk являются примерами изотропных тензоров соот
ветственно второго и третьего ранга, а произведение тензоров biimп является 
изотропным тензором четвертого ранга. Эти тензоры имеют одинаковые ком
поненты во всех координатных системах, а значит, имеют неизменные ком
поненты при произвольнам вращении. Предположим далее изотролиость (но 
не зеркальную симметричность) тензора турбулентной вязкости KiJmn · В этом 
случае справедливо разложение 

�Jmп = abiimп + MimbJп + cbiпbJm 
(см. , например, Коренев, 1996) , подставляя которое в (8.4. 1 ) ,  будем иметь 

R _ 2 Es; + turb iJ - -зР uiJ pv етп (vturb = Ь + с) . (8.4.2) 

Заметим, что в (8.4.2) коэффициент турбулентной вязкости vturь ,  определя
емый мелкомасштабным полем пульсационной скорости и, обычно считается 
положительным. Однако не исключена также и экзотическая возможность 
vturЬ < О, которая, согласно (Kraichnan, 1976а), может реализовываться благо
даря флуктуациям спирал:ьности турбулентного поля и. Следует подчеркнуть, 
что для турбулентного течения жидкости положительность коэффициентов 
турбулентного обмена (в, частности, коэффициента vturb) в общем случае не 
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доказана (в отличие от молекулярных коэффициентов переноса, положитель
ность которых имеет глубокое обоснование в термодинамике необратимых 
процессов); в случае двумерного течения турбулентная вязкость может быть 
меньше нуля (см. ,  например, Vergassola и др. ,  1993; Gama и др. ,  1994). Исполь
зуя общую формулу (8 .4.2) для анализируемой нами частной модели дискового 
осредненного движения, получим, что касательные напряжения Rr<p зависят 
от градиента угловой скорости 

R _ turb }!__ ( ( U) 'Р ) _ turb дQ(r) r<p - pv r дr r - pv r дr . (8.4.3) 

Поскольку угловая скорость в кеплеравеком диске убывает с расстоянием 
от Солнца, то и перенос количества движения (вещества) будет в этом случае 
также направлен от Солнца. Таким образом, прандтлевская теория переноса 
количества движения (или теория турбулентного напряжения) ,  применеиная 
ко всему облаку (без учета влияния сильного гравитационного поля Солнца 
на внутренние части протопланетного облака) , приводит, вообще говоря, к 
заключению о повсеместном переносе во вращающемся турбулентном облаке 
вещества наружу. В связи с подобного рода затруднениями теории переноса 
количества движения в общем случае криволинейных потоков, еще создатели 
полуэмпирической теории турбулентности Тейлор ( Taylor, 1915) , а вслед за 
ним и Карман (см. Карман, 1936), предложили такое логическое обобщение 
выражения (8.4.3), когда касательные напряжения принимаются зависящими 
от градиента момента количества движения 

R = pvturь _!_ }!__ [r2Q(r)] . r<p s r дr (8 .4.4) 

Для модели эволюции протопланетного облака различие в формулах (8.4.3) и 
(8.4.4) оказалось очень важным, поскольку в диске угловая скорость убывает 
с расстоянием от Солнца, а момент количества движения увеличивается, а 
значит, направление переноса, согласно этим двум точкам зрения, оказыва
ется противоположным. По этой причине, формулы (8 .4.3) и (8 .4.4) , взятые в 
отдельности, не могут объяснить всех особенностей турбулентного вращатель
ного движения вешества во всех частях диска, когда имеется эффективный 
перенос внешних частей вещества облака - наружу, а внутренних - к Солн
цу (см. Сафронов, 1969). В связи с этим, Васютинекий ( Wasiиtynski, 1946) 
предложил более общее выражение для касательных напряжений Rr<p во вра
щающейся среде 

1 д 2 Rr<p = рК;--;: дr [r Q(r)] - 2pKфQ(r) , (8.4.5) 

охватывающее оба рассмотренных выше случая и связанное с действием ани
зотропной вязкости. Это соотношение при чисто радиальном течении (Кф = О) 
приводит к формуле (8.4.4) , а в изотропной среде (Кф = К;> - к обычному 
гидродинамическому выражению (8.4.3) .  Следует, однако, отметить, что вид 
тензора напряжений Васютинекого (заметим,  что на самом деле выражение 
(8.4.5) не является компонентной какого-либо тензора; оно применимо толь
ко в конкретной системе координат) , частным случаем которого является вы
ражение (8.4.3) ,  широко используемый в астрофизической литературе при 
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объяснении дифференциального вращения разнообразных космических объ
ектов <<анизотропной вязкостью>>, до настоящего времени не аргументирован 
физически, т. е. остается неясным, является это обобщение лишь формаль
ным или описывает турбулентное течение более точно. Возможный вариант 
обоснования формулы (8.4.5) в рамках несимметричной гидродинамики тур
булизоваиных сред будет рассмотрен ниже. Но сначала покажем, что даже в 
случае использования классической теории турбулентного напряжения Пран
дтля (т. е. формулы (8.4.3)) возможно проявление эффекта отрицательной 
вязкости в трехмерной дисковой турбулентности. 

8.4.2. Отрицательная вязкость (термодинамический подход) 

Турбулентный хаос далек от полного хаоса термодинамического равно
весия, поскольку он обладает пекоторой упорядоченностью: даже развитая 
локально-изотропная турбулентность в инерционном интервале масшта
бов имеет далекий от равномерного (E(k) = const) колмогоровекий спектр 
E(k) "' k-513 распределения кинетической энергии (пульсационного движения) 
по пространству волновых чисел k. Тем не менее при феноменологическом 
описании квазиравновесной подсистемы структурированного турбулентного 
хаоса мы будем исходить из формализма обобщенной статистической тер
модинамики, предусматривающего исследование ансамбля макроскопически 
одинаковых систем турбулентного хаоса с одними и теми же обобщенны
ми термодинамическими параметрами состояния (такими как внутренняя 
энергия Цurь(r, t), температура турбулизации �urь (r, t) , удельный объем 
1/p(r, t) и т. п.) и требующего вероятностного подхода (Колесниченко, 2002; 
Marov, Kolesnichenko, 2006). Причиной последнего являются крупномасштаб
ные турбулентные флуктуации (которые следует отличать от статистических 
молекулярных флуктуаций, обусловленных атомной структурой системы) 
некоторых дополнительных параметров состояния хаоса qk(r, t) (k = 1 , n) (так 
называемых внутренних координат) , которые и служат мерой различий в лю
бом множестве термодинамически одинаковых систем. К числу внутренних 
координат, описывающих термодинамическое состояние хаоса, можно отне
сти такие флуктуирующие положительно-определенные параметры, которые 
адекватно характеризуют завихренную жидкость (включая и мезомасштабные 
когерентные образования) внутри физически бесконечно малого элементар
ного объема dr. В частности, в качестве стохастических величин qk могут 
быть выбраны: скорость диссипации турбулентной энергии с, обобщенные 
угловые скорости (характеризующие мезомасштабные когерентные вихревые 
образования), энстрофия Q (в случае плоского течения) и т. п. Заметим, что 
часть внутренних координат qk может относиться к некогерентной состав
ляющей подсистемы турбулентного хаоса, а другая часть - охарактеризовать 
мезомасштабные индивидуальные когерентные структуры. 

В гл. 5 методами неравновесной термодинамики бьmо показано, что в 
случае принятого здесь двухуровневого описания предельно развитой турбу
лентности, в вихревом континууме, отвечающем мелкомасштабным составля
ющим пульсирующих термогидродинамических параметров, устанавливается 
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такой квазистационарный режим между отбором энергии у <<внешнего источ
ника» (связанного, в частности, с глобальнымдифференциальным вращением 
дискового вещества) и диссипацией энергии из-за внутренних диссипативных 
процессов в подсистеме хаоса, при котором производство энтропии турбули
зации Sturь (r, t) компенсируется ее оттоком в подсистему осредненного движе
ния, так что суммарное возникновение энтропии хаоса будет минимально. За
метим, что, согласно Колмогорову (1941) , характерным параметром в подси
стеме мелкомасштабной турбулентности является поток энергии 1J по иерар
хии турбулентных вихрей вплоть до молекулярного уровня, который в стацио
нарном случае совпадает со скоростью диссипации энергии с. Из этого следу
ет, что подсистема турбулентного хаоса экспортирует энтропию во «внешнюю 
среду>> (т. е. отдает ее подсистеме осредненного движения) . Другими словами, 
для поддержания стационарного состояния внутри подсистемы турбулентного 
хаоса необходим приток отрицательной энтропии (негэнтропии) от <<внешней 
среды>> (т. е. подсистемы осредненного движения); эта поступающая в подси
стему хаоса негэнтропия расходуется на поддержание и совершенствование ее 
внутренней структуры. Как известно (см. Пригожин, Стенгерс, 1994), условие 
такого рода является достаточным для возникновения диссипативных коге
рентных (мезомасштабных) структур в самом вихревом континууме. 

В работе (Колесниченко, 2002) бьшо показано, что в квазистационар
ном случае суммарное возникновение турбулентной энтропии (рассеяние 
энергии) aturь(r, t) будет иметь структуру билинейной формы �urbaturь(r, t) = 
"" L ga(r, t)Xa(r, t) , явный вид которой определяется моделью турбулиза-

а 

ванной среды, т. е. набором учитываемых конкретных гидродинамических 
процессов. Согласно основному постулату неравновесной термодинамики 
(см. , например, де Гроот, Мазур, 1964) , эта форма позволяет найти определя
ющие (замыкающие) соотношения между термодинамическими потоками ga 
и силами Ха в виде линейных соотношений gai =  L L�fJX131 (а, (3= 1 ,  2, . . .  ) .  

f3 
Своеобразием турбулизованного континуума является то, что матрица онза
геровских коэффициентов LafJ зависит не только от осредненных термодина
мических параметров состояния среды (как в ламинарном случае) , но и от 
статистических характеристик подсистемы турбулентного хаоса, в частности, 
от величины с - потока энергии по каскаду турбулентных вихрей (явля
ющегося, таким образом, одним из термодинамических потоков системы) 
или от потока гидродинамической спиральности, эффективно генерируе
мой в случае гиротропной турбулентности. Подобная ситуация, типичная 
для любых самоорганизующихся (синергетических) систем (см. Хакен, 1985) , 
приводит, вообще говоря, к тому, что отдельные слагаемые ga(r, t)Xa(r, t) 
в сумме Tturbaturь (r, t) не будут положительно-определенными величинами, 
хотя вся сумма в целом положительна, aturb :> О. Известно (см. , например, 
Хакен, 1985) , что тогда наложение различных термодинамических потоков в 
принципе может приводить к отрицательным значениям отдельных диаго
нальных элементов матрицы LafJ и тем самым к отрицательности отдельных 
коэффициентов турбулентного обмена. 
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Таким образом, нельзя исключить возникновения такой ситуации в эво
люции турбулизованного протопланетного облака, когда в некоторых его об
ластях возможно появление режимов движения вещества, при которых коэф
фициенты турбулентного обмена будут принимать отрицательные значения 
(например, коэффициент вязкости vturь в выражении (8.4.3)) (см., п. 5. 1 ,  а 
также Sivashinsky, Frenkel, 1992; Vergassola и др. ,  1993; Gama и др. ,  1994) . Из вы
шеприведенного рассмотрения следует, что статистической характеристикой 
мелкомасштабной турбулентности, которая могла бы обеспечить инверсный 
каскад турбулентной энергии и тем самым появление эффекта отрицательной 
вязкости в диске, может явиться гидродинамическая спиральность Н. 

8.4.3. Вращательная вязкость 

Вернемся теперь к тому затруднению прандтлевской теории переноса количе
ства движения в турбулизованной среде, с которым столкнулись исследовате
ли при попытке объяснения переноса вещества и импульса в аккреционных 
дисках. Используемый в астрофизике стандартный подход к выводу осреднен
ных гидродинамических уравнений, предназначенных, в частности, для моде
лирования протопланетного облака (основанный на постулатах Рейнольдса), 
нельзя, по-видимому, считать вполне адекватным, поскольку действительная 
картина турбулентного переноса в диске, как уже упоминалось, существен
но отличается от классической (см. ,  например, Сафронов, 1969). Хотя в ли
тературе, начиная с основателя феноменологической теории турбулентности 
О. Рейнольдса, а затем итальянского ученого Г. Маттиоли (Mattioli G. D.) , и 
обсуждались подходы, связанные с несимметричностью тензора турбулент
ных напряжений (Rij =f. Rj) и привлечением к рассмотрению таких дополни
тельных внутренних характеристик состояния турбулентного поля, как вихрь, 
момент инерции и момент внутренних сил, к сожалению, это направление в 
последующем не было по достоинству оценено и развито. 

Вместе с тем, в последнее время вновь возродился интерес к асимметрич
ной моментной гидродинамике (заметим, что асимметричная гидромеханика 
Коссера давно получила широкое признание, например, в теории жидких 
кристаллов и теории жидкого гелия (см. , например, де Гроот, Мазур, 1964)) 
турбулизованных сред, обусловленный определенными достижениями в те
ории пространствеиного осреднения различных уравнений движения в ме
ханике сплошных сред, включая, например, течения жидкости в пористых 
средах, течение взнесенесущих потоков, деформирование композитных ма
териалов и т. п. В частности, было показано (см., например, Ferrari, 1972; 
Nikolaevskiy, 2003) , что при более аккуратном пространствеином осреднении 
(исключающем традиционный рейнольдсавекий постулат о коммутативности 
операций осреднения и дифференцирования) гидродинамических уравнений 
для малых элементов сплошной среды, с целью описания тех же движений в 
макромасштабе, получаются обобщенные уравнения Рейнольдса. Эти обоб
щенные уравнения содержат, в частности, член с вращательной вязкостью, 
связанный с антисимметричной частью турбулентного тензора напряжений. 
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Для асимметричного турбулентного течения, в монографии (Nikolaevskiy, 
2003) методами моментной гидромеханики получено следующее, связанное с 
вязкостными процессами, выражение для рассеяния энергии 

(8.4.6) 

где I - единичный тензор; е =  + ( д��) + ( д��) ) 
transp ) - тензор осредненных 

деформаций; "RS, Ra -соответственно симметричная и антисимметричная ча
сти тензора напряжений Рейнольдса; Ю ( = (rot и)) -так называемый вектор 
внутренней угловой скорости, обусловленный собственной завихренностью 
поля пульсацационных скоростей и и характеризующий вихревую «анизотро
пию» течения на микромасштабе l (напомним, что в <<элементарном» объеме 
масштаба l в случае диска может находится значительное количество вра
щающихся вихревых образований (кластеров)) ; Т - тензор турбулентных мо
ментных напряжений, связанный с пульсационным переносом флуктуаций 
момента количества движения мелкомасштабных вихрей. В асимметричной 
турбулентной гидромеханике этот тензор фигурирует в дополнительном эво
люционном уравнении баланса внутреннего момента количества движения 
(уравнение для Ю) (см. де Гроот, Мазур, 1964; Nikolaevskiy, 2003) . Это обстоя
тельство является серьезным аргументом в пользу использования моментной 
турбулентной гидромеханики и концепции двухуровневого макроскопическо
го описания турбулизованной среды при моделировании и протопланетного 
облака. В общем случае анизотропной жидкости потоки и термодинамические 
силы, входящие в выражение (8.4.6), связаны следующей простой системой 
определяющих соотношений 

(8.4.7) 

(8.4.8) 

(8.4.9) 

характерной для асимметричной гидродинамики Коссера. Здесь феномено
логические турбулентные коэффициенты J\Jmn' K;jmn и K;j�n являются сильно 
меняющимися функциями осредненных параметров состояния среды и зави
сят от статистических характеристик турбулентного поля скорости и. 

Таким образом, в случае анизотропного мелкомасштабного турбулентного 
поля ситуация оказывается значительно сложнее и в выражении (8.4.2) мо
жет появиться целый ряд дополнительных членов, связанных с векторным 
полем (например, с полем градиента плотности или с угловой скоростью вра
щения системы), которым обусловлена анизотропия (см. , например, Краузе, 
Рэдлер, 1984) . Заметим, что для большей части жидкости после очень ко
роткого времени релаксации ротор осредненной скорости rot( U) становится 
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равным угловой скорости w, определяющей внутреннее вращение элементов 
массы континуума, -Emlkд1 ( Uk) = wm . При этом обращается в нуль термодина
мическая сила в линейных конститутивных соотношениях (8.4.9) и соответ
ствующие плотности потока момента количества движения мелкомасштабных 
вихрей, т. е. исчезает взаимодействие между вихрями макроскопического по
ля скоростей и внутренним вращательным движением частиц (см. , например, 
де Гроот, Мазур, 1964) . Тем не менее в случае турбулизованного континуума 
закон париости RiJ = R ji касательных напряжений на макроуровне нарушает
ся (в отличие от ламинарного течения) и соотношение (8.4.2) должно быть 
заменено на 

(8 .4. 1 О) 

Коэффициенты vturь и v�urь , фигурирующие в этом соотношении, определяют
ся полем турбулентной скорости и, причем коэффициент vturb является ска
ляром, в то время как коэффициент v�urь - псевдоскаляр, поскольку тензор 
Eik/rot(U))P является псевдотензором второго порядка. 

Проанализируем теперь турбулентность с отражательной симметрией. Для 
нее, с одной стороны, коэффициенты vturb и v�urЬ не должны изменяться, при 
выполнении преобразования отражения, но, с другой стороны, коэффици
ент v�urь должен изменить свой знак, так как он является псевдоскаляром. 
Поэтому для изотропной и зеркально-симметричной мелкомасштабной тур
булентности коэффициент v�urь = О. Итак, вращательная вязкость v�urь может 
быть отличной от нуля только тогда, когда само поле турбулентных скоро
стей не является статистически инвариантным относительно преобразования 
четности, в частности, когда спиральноетЪ Н -=J О. 

Для рассматриваемой нами модели дисковой турбулентности, соотноше
ние (8 .4. 1 0) для напряжения сдвига принимает простой ВИд 

R = vturьr дQ(r) + vtиrь _l_ дr2Q = 
rq; Р дr р r r дr 

turb ( 1 дr2Q 2Q) turb 1 дr2Q = pv 7 а;:- - + pvr 7 а;:- = 

ь ь 1 дr2Q = p(vtur + vtиr ) - -- - 2pvturbg (8 4 1 1 ) r r дr · · 

(ер. с формулой (8.4.2)). Таким образом, выражение для касательных напря
жений во вращающейся среде, предложенное Васютинским, может быть фи
зически обосновано в рамках асимметричной механики турбулизованных сред 
с несимметричным тензором напряжений Рейнольдса. Существенным след
ствием формулы (8 .4. 1 1 ) является вывод о взаимодополняемости теорий пе
реноса импульса Прандтля и переноса вихря Тейлора во вращающейся среде. 
Из-за появления дополнительной степени свободы w в асимметричной гид
родинамике оба подхода оказываются необходимыми для решения тех или 
иных задач. В частности, для вращающегося протопланетного облака будет 
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преобладать тот или другой из конкурирующих механизмов в зависимости от 
численного значения коэффициентов сдвигавой и вращательной вязкости в 
соответствующих областях диска. 

В заключение кратко суммируем основные результаты предпринятого ис
следования. В рамках проблемы реконструирования эволюции протопланет
ного диска, возникает вопрос о возможности влиянии гидродинамической 
спиральности, возникающей во вращающемся диске, на синергетическое 
структурирование в нем космического вещества, а также на появление эф
фекта отрицательной турбулентной вязкости. 

Один из конкретных механизмов формирования мезомасштабных когерент
ных образований в подсистеме турбулентного хаоса, связанный с явлением 
фазаво-частотной синхронизации автоколебаний стохастических внутренних 
координат (относящихся к когерентной составляющей хаоса) , был рассмот
рен в работах (Колесниченко, 2004; 2005) . В главе 6 была продемонстрирова
на принципиальная возможность самоорганизации потока, когда в процес
се временной эволюции квазиравновесной вихревой подсистемы вероятно 
генерирование когерентных образований, связанное с эффектом «фазовых 
переходов>> , индуцированных естественным шумом мелкозернистого флукту
ационного поля хаоса. В данной главе сформулирована общая концепция 
энергетической подпитки мезомасштабных когерентных вихревых структур 
в термадинамически открытой подсистеме турбулентного хаоса, связанная с 
реализацией обратного каскада кинетической энергии в зеркально-несиммет
ричной дисковой турбулентности. 

В случае двухуровневого описания развитой турбулентности, методами 
неравновесной термодинамики показана возможность появления эффекта от
рицательной вязкости. Высказано предположение, что статистической харак
теристикой изотропной зеркально-неинвариантной мелкомасштабной турбу
лентности, которая могла бы обеспечить появление этого феномена, может 
служить гидродинамическая спиральность, возникающая благодаря враще
нию неустойчиво стратифицированной дисковой среды. Тогда появление от
рицательной вязкости в диске может быть связано с каскадным переносом 
энергии от малых вихрей к более крупным в спиральной турбулентности. 

В рамках асимметричной гидромеханики турбулизованных сред получе
но выражение для тензора турбулентных напряжений в форме Васютинского. 
Это выражение, широко используемое в астрофизической литературе в свя
зи с известными затруднениям прандтлевской теории переноса количества 
движения во вращающейся турбулизованной среде, до последнего времени 
не было физически обосновано. Нами выявлена взаимодополняемость тео
рий переноса импульса Прандтля и переноса момента количества движения 
Тейлора для вращающегося протопланетного облака, когда тот или другой 
из конкурирующих механизмов преобладает (в зависимости от численного 
значения коэффициентов сдвигавой и вращательной вязкости) на некотором 
расстоянии от Солнца. 

Наш интерес к гидродинамической спиральности в применении к дис
ковой турбулентности заключается в том, что существование этого допол
нительного невязкого инварианта подразумевает, вообще говоря, некоторую 
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степень видоизменения классического энергетического каскадного процесса 
в инерционной области спектра, когда возможен инверсный перенос энергии 
от малых вихрей к более крупным. Это позволяет не только объяснить появ
ление феномена отрицательной вязкости в дифференциально-вращающемся 
протопланетном облаке, но и прогнозировать зарождение энергетически ак
тивных когерентных вихревых структур, инициирующих, в конечном счете, 
механизмы образования газопьшевых кластеров в диске. К сожалению, необ
ходимо отметить, что пока нет надежного подтверждения в численном экс
перименте эффекта обратного каскада энергии для трехмерной гиротропной 
турбулентности. 



Глава 9 

Термодинамическая модель 
�Г�-турбулентности 
и некоторые ее приложения 
к аккрецяоиным дискам 

В данной главе в приближении одножидкостной магнитной гидроди
намики получена замкнутая система магиитогидродинамических уравнений 
масштаба среднего движения, предназначенная для моделирования сдвиговых 
и конвективных турбулентных течений электропроводных сред в присутствии 
магнитного поля. В частности, ее можно использовать для моделирования 
мощных турбулентных течений космической плазмы в аккреционных дисках 
и в связанных с ними коронах, в которых магнитное поле заметно влияет 
на динамику происходящих астрофизических процессов. При разработке 
модели проводящей турбулизованной среды, наряду с традиционным тео
ретико-вероятностным осреднением уравнений магнитной гидродинамики, 
систематически использовано весовое осреднение Фавра, позволяющее в зна
чительной степени упростить запись осредненных уравнений движения для 
сжимаемой жидкости и анализ механизмов усиления макроскопических полей 
турбулентными течениями. С целью наглядного физического истолкования 
отдельных составляющих энергетического баланса плазмы и поля, получены 
различные энергетические уравнения, позволяюшие прослеживать возмож
ные переходы энергии из одной формы в другую и, в частности, понять 
механизмы перекачки гравитационной и кинетической энергии среднего 
движения в магнитную энергию. Особое внимание уделено методу полу
чения в рамках расширенной необратимой термодинамики замыкающих 
соотношений для полного (с учетом магнитного поля) кинетического тензора 
турбулентных напряжений в электропроводной среде и турбулентной элек
тродвижушей силы (или так называемого магнитного тензора Рейнольдса), 
с помощью которого возможно проанализировать ограничения, наклады
ваемые условием возрастания энтропии на коэффициенты турбулентного 
переноса. 

Для создания усовершенствованной модели реконструирования структуры 
и эволюции допланетного дифференциально вращающегося аккрецианнога 
диска, предложена методика моделирования коэффициентов турбулентного 
переноса, например, коэффициента кинематической турбулентной вязкости, 
позволяющая учитывать влияние магнитного поля и обратного эффекта пере
носа тепла на развитие турбулентности во вращающемся электропроводном 
диске. 
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§ 9.1.  Исходные уравнения магнитной гидродинамики 
для моделирования структуры диска и его короны 

Если плазма магнитогидродинамически неустойчива, то в ней возможно 
возбуждение сравнительно медленных крупномасштабных движений, которые 
могут быть адекватно описаны в рамках приближения одножидкостной маг
нитной гидродинамики. Эти течения имеют сходство с обычными течениями 
жидкости и газа, усложненные, однако, действием объемной силы Лоренца. 
При этом движение электропроводной жидкости в магнитном поле сопро
вождается специфическими явлениями. Эти явления связаны с тем, что при 
перемещении проводящих масс жидкости в них возбуждаются токи индук
ции, которые совместно с магнитным полем оказывают обратное воздействие 
на жидкость. Если механизмы диссипации в плазме достаточно слабы, то 
подобные течения приобретают турбулентный характер. Поскольку имеется 
множество работ, подробно описывающих вывод уравнений магнитной гид
родинамики (см., например, Сыроватский, 1957; Куликовский, Любимов, 1962; 
Вiskamp, 2003) , то в данном разделе, являющемся подготовительным для более 
подробного рассмотрения магиитогидродинамической турбулентности, мы за
пишем эти уравнения в том виде, который будет использован далее при по
лучении осредненных уравнений турбулентного движения электропроводной 
жидкости в присутствии магнитного поля. 

9.1.1 .  Уравнение магнитной индукции 

Дифференциальные уравнения нерелятивистской магнитной гидродина
мики (МГД) представляют из себя законы сохранения, полученные из элек
тромагнитных уравнений Максвелла и общих гидродинамических уравнений 
движения жидкости. Обозначим через B(r, t) вектор магнитной индукции, 
H(r, t) - вектор напряженности магнитного поля, E(r, t) - вектор напряжен
ности электрического поля, j(r, t) -плотность электрического тока, Pe(r, t) 
плотность заряда, f1(r, t) - магнитную проницаемость, E(r, t) - диэлектриче
скую проницаемость (безразмерные коэффициенты Е и f1 связаны с физиче
скими свойствами среды), (Je<r, t) - удельную электропроводность и u(r, t) 
гидродинамическую скорость течения проводящей жидкости. Будем далее для 
простоты считать параметры fl, Е и (!е постоянными, а переносные свойства 
среды, несмотря на присутствие магнитного поля, изотропными. Основное 
предположение магнитной гидродинамики состоит в том, что характерная 
электромагнитная (плазменная) скорость 

(9. 1 . 1 ) 

Здесь Е0 и В0 - типичные значения полей E(r, t) и B(r, t) ; /0 и t0 - характер
ные электромагнитные длина и время; с - скорость распространения света 
в пустоте. В этом случае уравнения Максвелла (записанные в абсолютной 
гауссовой системе единиц) для определения полей В, Н, Е иj принимают вид 

__!._ j!!_ = - rot Е с дt ' 

div D = 4лре ,  

t н 4JТ • 
ro = -J, с 
div В =  О, 

(9. 1 .2) 

(9 . 1 .3) 
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где объемная плотности электрического заряда ре и плотность полного то
каj (измеряемого неподвижным наблюдателем) , индуЦированные движением 
заряженных частиц плазмы, определяются формулами 

(9. 1 .4) 

Здесь nk(r, t) , uk (r, t) - соответственно числовая плотность (на единицу объ
ема среды) и средняя гидродинамическая скорость частиц k-го сорта плаз
мы; j* = L eknk(uk - и) - плотность тока проводимости (тока, измеряемого на-k 
блюдателем, движущимся вместе с газом). В формулах (9. 1 .4) суммирование 
идет по электронам (с зарядом ее = -е) и по заряженным частицам k с за
рядом ek = eZk. Характерной особенностью процессов, происходящих, напри
мер, в астрофизических дисках, является то, что плазма с высокой степе
нью приближения является электрически нейтральной (Ре � 0), что означа
ет практически отсутствие объемного заряда вне сферы дебаевекого радиуса 

RD = у kв Т /(4:ттпее2) ,  называемой квазинейтральной областью. В этом случае 
во всех максвелловских и гидродинамических уравнениях можно пренебречь 
членами с объемным зарядом Ре · В частности, можно пренебречь плотностью 
конвективного тока реи, считая, что плотность электрического тока j тож
дественно равна плотности тока проводимости j*. Для замыкания системы 
уравнений Максвелла (9. 1 .2)-(9. 1 .3) необходимы два соотношения, описыва
ющие законы поляризации и намагничивания 

D = eE, B = f,IH, (9. 1 .5) 

а также закон Ома, дающий зависимость тока проводимости j* от различ
ных факторов, вызывающих диффузию заряженных компонентов электро
проводной смеси, в том числе от полей Е и В, гидродинамической скоро
сти и и от пространствеиных градиентов определяющих параметров среды 
j* =j* [E, В, и, д( )jдr] . В простейшем варианте МГД-приближения, которым 
мы только и ограничимся в нашем рассмотрении турбулентности, использу
ется следующая упрощенная форма закона Ома 

(9. 1 .6) 

Заметим, что одним из следствий условий (9. 1 . 1 )  является то, что при 
написании второго уравнения (9. 1 .2) возможно было опустить член, связан
ный с током смещения c-1 дDjдt. Другое следствие состоит в том, что урав
нение непрерывности для электрического заряда ре принимает вид div j = О 
(результат взятия дивергенции от второго уравнения (9. 1 .2) ) ;  физически это 
означает, что локальные плотности заряда Ре во времени пренебрежимо ма
лы и электрические токи текут по замкнутым контурам. Уравнение Пуассона 
(9. 1 .3) служит при этом только для определения (по найденному из остальных 
уравнений системы (9. 1 .2) и (9. 1 .3) электрическому nолю) малого отклонения 
плазмы от квазинейтральности, которое часто необходимо учитывать либо 
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вблизи границы системы (в слое толщиной порядка дебаевекого радиуса RD), 
либо при анализе высокочастотных плазменных колебаний. 

Из уравнений Максвелла (9. 1 .2) и закона Ома (9. 1 .6) удобно исключить 
поля Е и j, что приводит при использовании известной формулы векторного 
анализа rot rot а =  (д/дr) div а -r;;la, к так называемому уравнению магнитной 
индукции 

дВ 2 дt = rot(и х В) +  VмV В, (9. 1 .7) 

являющемуел одним из основных уравнений магнитной гидродинамики. 
Здесь v2 - оператор Лапласа; Vм = с2 j4JТf,l(Je - так называемый коэффициент 
диффузии магнитного поля (или коэффициент молекулярной магнитной 
вязкости) ,  который имеет такую же размеренность, как и коэффициент ки
нематической вязкости v, или коэффициент диффузии D, т. е. см2jс. Если 
примелить операцию дивергенции у уравнению индукции (9. 1 .7) , то полу
чим, что в магнитной гидродинамике имеет место уравнение (д/дt) div В= О. 
Поэтому для того, чтобы какое-либо решение удовлетворяло уравнению 
div В =  О, достаточно потребовать, чтобы этому уравнению удовлетворяли 
начальные условия. Таким образом, второе равенство (9 . 1 .  3) выполняется в 
силу уравнения индукции и начальных условий. 

Для дальнейших целей уравнение (9. 1 .7) удобно записать в другой фор
ме. Используя формулу rot(a х Ь) = (Ь · (д/дr))а - (а · (д/дr))Ь + а  div Ь - Ь div а и 
уравнение неразрывности для скорости среды [см. (9. 1 . 10)] , перепишем (9. 1 .7) 
в виде 

р � ( : ) = (в · � )и + vмv2В, (9. 1 .8) 

где d/dt = д/дt + и ·  (д/дr) - субстанциональная производная, описывающая 
скорость изменения какого-либо параметра в системе координат, передвига
ющейся со скоростью и. 

Из уравнения (9. 1 .8) видно, что эволюция вектора магнитной индукции 
В зависит от движения электропроводной среды, т. е. при известной гидро
динамической скорости и уравнение (9. 1 .8) полностью определяет вектор В, 
удовлетворяющий условию div В= О. Таким образом, вектор индукции В в 
МГД-приближении рассматривается как первопричина возникновения элек
тродинамических движений, а возникновение плотности тока и электриче
ского поля как вторичные явления: соответствующие значения j и Е могут 
быть наЙдены из законов Ампера и Ома 

j = (cj4JТJl) rot В, Е= с-1 (vм rot В- и х  В). (9. 1 .9) 
Плотность заряда Ре' в тех случаях, когда это представляет интерес, может 
быть определена из уравнения Пуассона Ре = (с/4JТ) div Е. 

Из уравнения магнитной индукции (9. 1 .8) следует, что условия подобия те
чений электропроводных сред дополнительно определяются магнитным чис
лом Рейнольдса Rем = V0L0fvм, характеризующим отношение конвективно
го члена в уравнении (9. 1 .8) к диффузионному члену. Это число дополняет 
критерии подобия течений неэлектропроводных сред. Здесь р0 , V0 и L0 -
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какие-либо характерные для рассматриваемой задачи значения плотности, 
скорости и длины соответственно. Если Rем » 1 ,  то членами с магнитной 
вязкостью vм в (9. 1 .8) можно пренебречь. В свою очередь закон Ома (9. 1 .6) 
в случае идеально проводящей среды с очень высокой степенью аппрокси
мации сводится к виду Е = -с 1 и х В. В магнитной гидродинамике показа
но (см. ,  например, Сыроватский, 1957) , что в этом случае величина (В/р) 
в каждой точке среды изменяется пропорционально удалению друг от друга 
двух соседних <<жидких частиц>> , расположенных на магнитной силовой ли
нии, другими словами, силовые линии магнитного поля как бы <<вморожены>> 
в частицы вещества. Если Re м « 1 , то уравнение индукции принимает вид 
дВjдt= vм•i;lB, т. е. поле В определяется уравнением диффузии. В аккрецион
ных дисках <<эффективное>> магнитное число Рейнольдса порядка единицы и 
важен турбулентный перенос. 

9.1.2. Уравнения сохранения массы и количества движения 

Рассмотрим теперь несколько подробнее магиитогидродинамические урав
нения, которые достаточно хорошо описывают крупномасштабные движения 
в плазме, для которых несущественно различие в движении составляющих ее 
заряженных компонент. 

Уравнение неразрывности 
Уравнение сохранения массы может быть записано в виде 

� + div(pи) = О, или р :t ( � )  = div и. (9. 1 . 10) 

Здесь плотность массы p(r, t) и полная гидродинамическая скорость потока 
и(r, t) определяются соотношениями 

(9. 1 . 1 1 ) 

где тk - молекулярная масса частицы сорта k. 

Сохранение количества движения 
Уравнение баланса количества движения для проводящей среды имеет вид 

р �� = a;tu + ( :, · (рии)) = - �� + ( :, · П) + L nkFk, 
k 

(9. 1 . 1 2) 

где p(r, t) - термодинамическое давление жидкости; ии = {иiиj} - диада (тен
зор с девятью декартовыми компонентами); П(r, t) (= {Пij}) - тензор вязких 
напряжений, связанный с процессами молекулярного переноса количества 
движения всех компонент плазмы; ((д/дr) · П)j = дПijjдxi' причем для изотроп
ной жидкости связь между тензорами П и диjдr имеет обычную форму 
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где молекулярные коэффициенты кинематической вязкости v(r, t) и объем
ной вязкости fle(r, t) зависят только от локальных термодинамических свойств 
среды; Fk (r, t) = Ffond(r, t) + m{$(r) - внешняя сила, действующая на одну за-
ряженную частицу вещества сорта k; Ffond - сила Лоренца (так называемая 
поидерамоторная сила электромагнитного поля), которая в инерциальной си
стеме координат в нерелятивистском приближении имеет вид 

Fponct = е (в + ]_и х 
в) k k с k (9. 1 . 1 3) 

и ее нужно учитывать, если частицы компоненты k несут заряд ek ; g(r) = 
= -д'Р cfдr- вектор ускорения внешней массовой силы (силы тяжести) ;  
'Р c(r) - потенциальная функция гравитационного поля. Например, в случае 
гравитационного диска, когда можно пренебречь его самогравитацией (что 
имеет место, когда .дdisk/.д0 � hdis/R, где hdisk и R полутолщина и радиус 
диска соответственно (см. ,  например, Hersant и др. ,  2004)) 

(9. 1 . 1 4) 

где .д0 - масса центрального тела (звезды); G - гравитационная постоянная; 
lil = yri + ri + rj - центральный радиус-вектор, r= l: ikrk ; центр масс прото-

k 
звезды здесь и далее принят за начало системы отсчета координат; ik - еди
ничные координатные векторы. В тех случаях, когда эффекты самогравитации 
важны 'Р G = G .д 0/lil + 'Р cr' где потенциал самогравитации 'Р cr удовлетворяет 
уравнению Пуассона v2'Pcr = 4:JТGp. 

При использовании выражения (9. 1 . 1 3) для силы Лоренца, член в уравне
нии движения (9. 1 . 1 2) ,  соответствующий внешним электромагнитным и гра
витационным силам, для случая электрической квазинейтральности плазмы 
принимает вид 

L nkFk = pg + pe (E +  +и х в) + +j x  B � pg + ? х В, 
k 

причем плотность поидеромотарной силы c-1j х В в этом соотношении, 
при использовании известного соотношения векторного анализа а х rot а = 
= � (д/дr)lai2 - ((д/дr) · (аа)) + а  div а, может быть представлена следующим 
образом 

J._jxB=--1-Bx rotB=-_i_(� ) + (_i_ · ( вв ) ) =- дрм + (_i_ . тм ) . с 4:;rfl дr 8:JТfl дr 4:JТfl дr дr 
Здесь 

тм = _
41 

вв, 
:!Тfl 

- тензор магнитных натяжений Максвелла; 
рм = IBI2 /8:JТfl 

(9. 1 . 1 5) 

(9. 1 . 1 6) 

(9. 1 . 1 7) 

- давление магнитного поля. В результате уравнение сохранения количества 
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движения (9. 1 . 1 2) может быть переписано в виде 

р.!!!!_ = -_g_p_ + (� -п) + J_J. хВ+Р.'"=- дрJ:. + (� · (П+ Тм)) -p�W dt дr дr с " дr дr дr G' 

где рт. = р + рм = р + IBI2 /8щt - полное давление плазмы. 
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(9. 1 . 1 8) 

Проанализируем теперь это уравнение. Из соображений размерности лег
ко получить следующие выражения: Fvis сх pv V0/ Ц - для вязкой силы (в от
несенной к единице объема жидкости} , Finer cx pVб'/L0 - для силы инерции, 
F mag сх аеВб Val с2 -для электромагнитной силы (здесь В0 - характерная вели
чина индукции магнитного поля, которую можно выбрать в качестве мас
штаба для отдельных членов уравнений; ае - электрическая проводимость 
жидкости). Отсюда следует, что порЯдок отношения электромагнитной си
лы к силе вязкости характеризует величина аеВбL5! pvc2 • Обычно исполь
зуется квадратный корень из этой величины, называемый числом Гартма-
на На = B0L0 у aef pvc2 . ПорЯдок отношения электромагнитной силы к силе 
инерции характеризует число Стюарта N = aeB5L0jc2pV0 • Нетрудно видеть, что 
На2 = N · Re, где Re = V0L0jv - число Рейнольдса. Из критериев Re, N и Re м 
можно получить, путем их комбинации, все другие критерии, характеризую
щие различные явления, наблюдающиеся при движении проводящей жидко
сти в магнитном поле. В частности, при делении числа Стюарта на магнит
ное число Рейнольдса получается критерий, называемый числом Альфвена: 
Al = B5/4:тrf1pV6,  характеризующий отношение магнитной энергии к кинети
ческой энергии. Заметим, что в случае, когда рассматриваются вопросы теп
лообмена, к этим критериям необходимо добавить числа Нуссельта Пекле 
и др. 

9.1.3. Различные формы уравнений энергии и притока тепла 
для электропроводной среды 

При феноменологическом построении одножидкостной модели МГД-тур
булентности нам придется осреднять различные уравнения энергетического 
баланса. Приведем их здесь краткий вывод. 

Уравнение механической энергии проводящего вещества 
Уравнение механической энергии (кинетической энергии движения центра 

тяжести плюс потенциальной энергии вещества) плазмы может быть получено 
путем скалярного умножения уравнения движения (9 . 1 . 1 8) на скорость и. В 
результате будем иметь 

р :t ( lи�2 +'Ра) + сtiv{рт.и - (П + Тм) · и} = рт. div и - ((П + Тм) :  :r и) , (9. 1 . 1 9) 

или (в виде уравнения баланса) 

� {р( 1'i2 + W G)} + div Jmech = рт. div и - ( (П + ТМ) :  : и) . (9. 1 . 1 9*) 
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Здесь 

- полный поток механической энергии плазмы; величина (П + т  м) · и - век
тор, i-компонента которого равна (П;k + T/f)иk, величина (П + т  м) :  диjдr = 
= (П;k + Т/f)диjдхk - скаляр. Энергия, стоящая в правой части уравнения 
(9 . 1 . 1 9*) и представляющая собой работу, затрачиваемую на деформацию 
(сдвиг скорости диjдr=f. 0), расширение (div и >  О) или сжатие (div и <  О) еди
ничного объема среды, превращается в другие формы энергии, например во 
внутреннюю энергию [см. уравнение (9. 1 .20)] , или энергию магнитного поля 
[см. уравнение ((9. 1 .27*)] . 

Уравнение внутренней энергии проводящего вещества 
Дифференциальное уравнение (закон сохранения) для внутренней (удель

ной) энергии E(r, t) вещества в МГД приближении может быть записано в 
следующей субстанциональной форме [ер. с (2. 1 .22)] 

р ��  + div(q + qя) = -p div и + (П :  :r и) + ;;11 1rot BI2 = QE, (9. 1 .20) 

где q(r, t) - плотность молекулярного потока тепла; qя(r, t) - плотность пото
ка энергии, переносимого излучением. Последний член в правой части этого 
уравнения представляет собой джоулево тепло за единицу времени. Уравнение 
(9 . 1 .20) является модификацией исходного энергетического уравнения (2. 1 .22) 
на случай проводящей среды, получающейся при использовании преобразо
вания 

:L пk(иk -и) ·Fk = t ek(иk -и) · (E+ +иk x B) =j · (E+ +и xB) = �: = ;;11 1rot BI2 . 
k=l k=l 

Для дальнейших целей нам понадобится энергетическое уравнение, 
записанное через энтальпию H(r, t) (= Е+ pjp) материальной составляю
щей плазмы. Это уравнение, вытекающее из (9. 1 .20), при учете выражения 
pdE/dt + р div и =pdHjdt +dpjdt, имеет вид 

dH _ dT dp . ( ) ( . д ) Vм 1 Bl2 Р& = PCPdt = dt - d1v q + qR + П .  а,и + 4л11 rot , (9. 1 .20*) 

где с Р - теплоемкость среды при постоянном давлении. 
Приведем также другую полезную форму записи энергетического уравне

ния для электропроводного вещества. При использовании тождества Гиббса 
TdSjdt = dE/dt + pd( l/ p)/dt для энтропии S(r, t) (на единицу массы) системы, 
которая есть функция внутренней энергии и удельного объема, совершенно 
такой же, как в случае неэлектропроводной жидкости (см. де Гроот, Мазур, 
1964) , запишем (9. 1 .20) в виде так называемого общего уравнения переноса 
тепла 

рТ  �� = - div(q + qя) + ( П : ; и) +j · (в+ +и х в) , (9. 1 . 2 1 )  
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где для идеальной жидкости 

S = cv 1n(pp-Y) + const, (9. 1 .22) 

Cv - удельная теплоемкость при постоянном объеме; у =  cp/c v - показатель 
адиабаты. Уравнение (9. 1 . 2 1 )  может быть переписано в дивергентном (балан
совом) виде 

д(рS) . S -д1- + d1v(p и + J(S) ) = a(S) > О, 

где 

- субстанциональный поток энтропии; 

О ,;:: а = ....!... {-(<q + q  ) · д ln T ) + (n : �и) +j · (E + _.!_u x B)} "' (S) Т R дr дr с 

(9. 1 .23) 

(9. 1 .24) 

(9 . 1 .25) 

- возникновение энтропии в результате необратимых процессов теплопро
водности, внутреннего трения и электропроводности среды. Последний член 
в (9 . 1 .25), соответствующий джоулевому нагреву, учитывает вклад электромаг
нитных явлений в производство энтропии системы. Заметим, что выражение 
(9. 1 .25) позволяет получить при использовании метода Онзагера неравновес
ной термодинамики [см. гл. 2] замыкающие (определяющие) соотношения 
для необратимых процессов в электропроводной среде, которые линейно (в 
первом приближении) связывают термодинамические потоки q, П и j с тер
модинамическими силами д 1n Tjдr, дujдr и E + c-1u х В. 

Уравнение для магнитной энергии плазмы 

Уравнение для магнитной энергии плазмы Ем = IBI2/8JТI'P (на единицу мас
сы) получим путем скалярного умножения на В уравнения индукции (9. 1 .8) . 
В результате, при учете дифференциального тождества аЬ · дсjдr = а ·  (Ь · дjдr)с, 
будем иметь 

или 

dEM М · ( М дu ) Vм 2 р-- = -р d1v и + Т : - + -B · v  В dt дr 4лf.l ' (9. 1 .26) 

д(рЕм) + div{ (pEM +pM)u - v  дрм + (� · V тм)} = (TM : �) - �1rot BI2 . д М дr дr М дr 4лf.l 
(9. 1 .27) 

Балансовая форма (9 . 1 .27) представления уравнения магнитной энергии за
писана с учетом соотношения 

(9. 1 .28) 
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которое получается (с учетом формулы векторного анализа div(a х Ь) = 
= Ь rot а - а rot Ь) путем взятия дивергенции от выражения (9. 1 . 1 5): 

div( :, . Vм( -рм и +  тм)) = v; div(j х В) = 

= _!и_ В · rot rot В- !_и_ j · rot В = - ...':'..м_ В . v2 в - lL 2• 4Лf1 с 4лf1 (Je 

Отметим, что в некоторых случаях уравнение (9. 1 .27) удобно переписать, 
пользуясь так называемым вектором Умова-Пойнтинга qPoynt = :л Е х Н, 
имеющим смысл плотности потока энергии электромагнитного поля. В МГД
приближении этот вектор может быть записан, при использовании формул 
(9. 1 .9) и (9. 1 . 1 5) ,  следующим образом 

с 1 qPoynt = �Е х Н= 4л11 (vм rot В- и х  В) х В=  

= (рЕМ + рМ)и - (ТМ · и) - V _Р_ + - · v ум . д м ( д ) М дr дr М (9. 1 .29) 

С учетом этого выражения, уравнение баланса магнитной энергии (9. 1 .27) для 
медленно движущейся среды (iиl/ с « 1 )  может быть преобразовано к следую
щему «классическому>> виду 

д(рЕм) = - div(-c-E х Н - рм и + тм · и) + дt 4л 

- рм div и + (Tм : �� ) -j · (E +  � и x B) = ctiv qPoynt -j · E. (9. 1 .27*) 

Наконец, комбинируя (9. 1 . 19*) и (9. 1 .27*), получим уравнение баланса ме
ханической и магнитной энергии электропроводной среды 

д { ( [u[2 м )} . { ( [u[2 ) } _ дt р -2- + 'PG + E + dlV р -2- + ЧJG и + ри + qРоуnt - П · и  -

+ p div и - (n :  :, и) - ;;11 i rot BI2 = -QE. (9 . 1 .30) 

Это уравнение выражает тот факт, что сумма плотностей механической энер
гии и магнитной энергии плазмы не сохраняется, а именно количество энер
гии, равное QE, превращается во внутреннюю энергию системы. Заметим, что 
в приближении МГД электрическое поле энергии в среде не создает. 

Закон сохранения полной энергии электропроводной среды 

Уравнение первого начала термодинамики, выражающее сохранение пол
ной энергии (на единицу массы вещества) замкнутой системы (электропро
водная жидкость плюс магнитное поле) 

(9. 1 . 3 1 )  
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может быть получено путем сложения балансовых уравнений для механи
ческой энергии (9. 1 . 1 9) ,  внутренней энергии (9. 1 .20) и магнитной энергии 
(9. 1 .27*) плазмы. В результате получим 

где 

с IBI2 J<U. ) = q + qR + -4 Е х Н + pu - -8 -и - (П · и) =  
Юt Л Л# 

(9. 1 .33) 

- вектор субстанционального потока полной энергии движущейся плазмы 
(в одножидкостном МГД-приближении с законом Ома в форме (9. 1 .6)) . 

9.1 .4. Уравнения состояния 

В дополнение к приведеиным выше уравнениям электродинамики и гид
родинамики, необходимо привлекать уравнение состояния р = р(р, Т) и кало
рическое уравнение состояния Е=  Е(р, Т). Давление газа будем далее опре
делять уравнением состояния совершенного газа 

(9. 1 . 34) 

где W. = f!lt/[i; f7t - газовая постоянная; 11 - средняя атомная масса (средняя 
масса на частицу в единицах тР) . Здесь знак тильды над [i служит для того, 
чтобы отличить среднюю атомную массу от магнитной проницаемости. Вну
треннюю энергию газа будем далее считать пропорциональной температуре 

(9. 1 .35) 

где cv = (R/[i)/(y - 1 ) - теплоемкость газа, соответствующая нагреванию при 
постоянном объеме, которую в дальнейшем будем считать постоянной вели
чиной. 

Система магиитогидродинамических уравнений должна быть дополнена 
определяющими соотношениями для потоков энергии q [см. (2.3 .26)] и ра
диационного тепла qR, [см. (2. 1 .30)] для тензора вязких напряжений П [см. 
(2.3.9) ] ,  а также выражениями для всех необходимых термодинамических и пе
реносных характеристик среды. Заметим, что граничные и начальные условия 
для гидратермодинамических параметров в МГД-приближении не отличают
ся от соответствующих условий для неэлектропроводных сред, но необходи
мы дополнительные условия для поля магнитной индукции В (см. ,  например, 
Ахиезер и др. , 1974). 
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§ 9.2. Уравнения турбулентного движения проводящей среды 
в присутствии магнитного поля 

В настоящее время какой-либо строгой и общепринятой полуэмпириче
ской теории турбулентности электропроводных сред не существует. Большая 
часть теоретических работ по моделированию турбулентного движения подоб
ных сред выполнена для проводящей жидкости с постоянными свойствами 
и изотропным тензором проводимости, т. е. применительно к случаю, когда 
качественное различие между плазмой и жидкими металлами не проявляется. 
Как известно, к этому случаю при некоторых ограничениях можно отнести 
и проблемы моделирования турбулентного движения высокотемпературных 
электропроводных сред с большой плотностью, либо при небольшой вели
чине напряженности магнитного поля (напомним, что высокотемпературные 
электропроводные среды (плазма) в магнитном поле характеризуются в общем 
случае анизотропным коэффициентом проводимости) .  В данной главе пред
принята попытка термодинамического вывода (при систематическом исполь
зовании средневзвешенного осреднения Фавра) основной системы осреднен
ных уравнений МГД - турбулентности. Подобный подход позволяет описать 
все основные специфические особенности, присущие турбулентным движе
ниям проводящих изотропных сред в присутствии магнитного поля, которые 
важны не только для задач моделирования магнитных астрофизических ак
креционных дисков (естественным состоянием движения которых в виду их 
огромности должно быть турбулентное движение), но и для многих других 
случаев. 

Как мы уже упоминали выше, магнитногидродинамические течения при 
Re м « l и при Re м � l качественно отличаются друг от друга. Это относит
ся, естественно, и к особенностям турбулентности при Re м « 1 и Re м � 1 ,  
когда в качестве характерных скорости V0 и масштаба L0 течения выбраны 

пульсационная скорость w = � и масштаб турбулентности L. Если маг

нитное число Рейнольдса Rем = Lw/vм для турбулентных пульсаций много 
больше единицы, то представление о <<вмороженном>> магнитном поле приме
нимо как для рассмотрения движений крупных турбулентных вихрей, так и 
для исследования мелкомасштабной структуры турбулентности в таком диапа
зоне масштабов, в котором число Re м для соответствующих вихрей остается 
существенно больше единицы. Это означает, что магнитные силовые линии 
получаются столь же запутанными, как и <<материальные>> линии, образован
ные жидкими частицами. В результате возникает пульсирующее магнитное 
поле. Физической причиной его возникновения являются, в конечном счете, 
турбулентные электрические токи, возникающие в среде в результате турбу
лентных пульсаций скорости при наличии магнитного поля. 

Далее мы ограничимся рассмотрением только магиитогидродинамической 
турбулентности низкотемпературной плазмы при следующих предположени
ях, вытекающих из анализа МГД уравнений (см. Иевлев, 1975) : 

1 )  Rем <; 1 ;  в этом случае можно учитывать влияние на поток только внеш
него магнитного поля В0 и вызываемых им токов; 



§ 9.2. Турбулентное движение проводящей среды в присутствии магнитного поля 539 

2) N · Re м « 1 в этом случае оказывается не существенной генерация маг
иитогидродинамических волн турбулентными пульсациями; 

3) (cAfcs)(N · Reм)312 « 1 , wfcs « 1  (где сА = В0/v4л,ир - характерная альф
веновекая скорость, cs - скорость звука); в этом случае динамика развития 
турбулентности может рассматриваться без учета генерации акустических ко
лебаний. 

При нарушении какого-либо из указанных условий механизм турбулент
ного движения существенно усложняется. Например, при нарушении усло
вия 2) турбулентные пульсации в электропроводной среде должны приводить 
к появлению турбулентного тюля магиитогидродинамических и акустических 
волн, и волн связанных с взаимодействием магиитогидродинамических и аку
стических колебаний, причем энергия пульсационного движения среды может 
быть при этом меньше или равна энергии пульсационного магнитного поля 
и энергии акустических колебаний. В то же время и при таких ограниченных 
полях, при которых условие 2) выполняется, воздействие магнитного поля на 
турбулентность может быть весьма существенным. 

В турбулизованной низкотемпературной плазме гидродинамическая ско
рость, температура, плотность и электромагнитные поля являются флукту
ирующими величинами. Далее, как и в предыдущих главах, мы будем при
менять рейнольдсову схематизацию, используя для обозначения осредненных 
физических величин два символа: черта сверху над какой-либо величиной 

- 1 N 
d предполагает ее теоретико-вероятностное осреднение d = lim -N L .Yf(P) N-"oo p= l  
по ансамблю возможных реализаций рассматриваемой стохастической систе
мы, т. е. имеется в виду, что соответствующее среднее поле d определяется 
как математически ожидаемое значение поля d для ансамбля одинаковых 
магиитогидродинамических систем (d = d + d' , d' = 0), в то время как уг
ловые скобки означают средневзвешенное осреднение Фавра параметра d: 
(d) = pd ГР (при этом d = (d) + d", pd" = 0). Следует отметить, что введение 
в рассмотрение осреднения с весом оказалось удобным также и для случая 
модельного описания турбулентного течения электропроводной жидкости с 
переменной плотностью. 

9.2.1 .  Осредненное уравнение неразрывности 

Легко проверить, что осредненная плотность 75 и средневзвешенная гид
родинамическая скорость (и) = ри/75 удовлетворяют уравнению неразрывности 
для среднего движения 

?t + ( :r · 75(и) ) = О, или 75 � ( � ) = div(u). (9.2 . 1 )  

Это уравнение может быть nолучено путем применеимя операции рейнольд
совского осреднения к уравнению неразрывности (9. 1 . 10) , справедливому по 
предположению для мгновенных (актуальных) значений плотности и гидро
динамической скорости. 
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Осреднение операторного соотношения pdd / dt = д(рd) / дt + д(рdи) / дr, 
описывающего связь между субстанциональным и локальным изменениями 
характеристики d в мгновенном движении плазмы, приводит (при учете 
формулы (9.2. 1 ) )  к следующему тождеству 

Р d:: = :t Cp(d)) + ( :r . (р(d)(и))) + ( :r . (рd"и")) = Р D��> + ( :r . .!{':/� ) , 
(9.2.2) 

задающему связь между субстанциональным и локальным изменением ве
личины d(r, t) в осредненном потоке. Здесь D( . .  )/ Dt = д( . .  )jдt + (и) · д( . .  )/дr 
субстанциональная производная по времени для осредненного континуума; 

.!{':/� = рd"и" =р(d"и") (9.2.3) 
- турбулентный поток признака d(r, t) , представляющий собой перенос пуль
сирующей характеристики d" пульсациями и" гидродинамической скорости. 

9.2.2. Уравнение маmитной индукции для средних полей 

Осредняя по ансамблю возможных реализаций (стохастического электро
проводного жидкостного континуума) максвеллавекие уравнения (9. 1 .2)
(9. 1 .3) и закон Ома (9. 1 .6), справедливые по предположению для мгновенных 
значений электродинамических полей, в результате получим 

1 ав -- - = - rot E с дt ' t в- 4л�J • ro = -c-J' div В= О, 

- (- 1 -) (- 1 - 1 -) j= a Е + - и х В  = а Е + - (и) х В + - и" х В . е с е с с 

(9.2.4) 

(9.2.5) 

Как видим, уравнения Максвелла сохраняют, в силу их линейности, свой 
прежний вид и для осредненных полей. Однако при осреднении нелинейно
го соотношения (9. 1 .6) появляется новый член с-1и" х В, который приводит 
к дополнительной электродвижущей силе в законе Ома для средних полей. 
Обычно говорят о «турбулентной электродвижущей силе», для которой при-
нято специальное обозначение ' 

J --
'JJ = -и" х В, с 

или в тензорном виде 
- 1 RM 'J}i = - 2c[;ijk }k ' R)fc = -(uj' Bk - и�' В), 

(9.2.6) 

(9.2.6*) 

где t:iJk - полностью антисимметричный тензор третьего ранга (альтерниру
ющий тензор Леви-Чивита); ям - так называемый магнитный тензор Рей
нольдса. Величина 'lJ имеет размерность напряженности электрического поля 
и описывает средний результат взаимодействия пульсаций поля скорости и 
магнитной индукции. Таким образом, закон Ома для средних полей прини
мает вид 

(9.2.7) 
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где Е* = Е+ с-1 (и) х В - электрическое поле в системе координат, движущейся 
со скоростью (и) . 

Теперь, в отличие от регулярного течения, для того чтобы определить 
осредненные поля В, Е и ], необходимо знание не только величины осред
ненной скорости (и), но и турбулентной электродвижущей силы �: 

] = (cj4JЦt) rot В, 
Е =]!ае - с-1 (и) х В - � = г1 (vм rot B - (и) х В) - �. 

(9.2.8) 
(9.2.9) 

Эволюция осредненного магнитного поля определяется уравнением индук
ции для В, которое мы получим путем осреднения по Рейнольдсу уравнения 
(9 . 1 .7). Используя соотношение (9.2.2), в результате будем иметь 

p.R_ ( � ) + (� . Ви") = (в . �)<и> + (в . �)и" + v v2B. Dt p дr дr дr М (9.2. 1 0) 

Для дальнейших целей это уравнение удобно записать в более компактном виде 

D ( 1i ) (- д ) -

Pnr Р = В · аг (и) + c rot � + vмv2B, 

или, если использовать преобразование 

(djv В = О) ,  (9.2. 10*) 

с rot � = rot(и" х В) = (в ·  �)и" - (и" · �)в-В div и" = � . ям (9 2 1 1 ) дr дr дr ' · · 
в виде 

(9.2. 10**) 

Отметим, что в осредненном уравнении индукции (9.2. 1 0*) появился новый 
член с rot �, определяемый произведением случайных флуктуаций и игра
ющий роль дополнительного источника, генерирующего nоле В. Ясно, что 
одной из основных целей полуэмпирической теории МГД-турбулентности яв
ляется конструирование специального замыкающего соотношения для турбу
лентного nотока � как функции средних nолей В и (и), с тем чтобы, задав
шись полем (и), можно было решить уравнение (9.2 . 1 0*) относительно В. 

9.2.3. Осредненное уравнение движения 

Осредненное уравнение движения для электропроводных сред получим 
путем осреднения по ансамблю возможных реализаций (при использовании 
средневзвешенного осреднения для скорости течения) уравнения сохранения 
количества движения (9. 1 . 1 8) для регулярных течений. В результате будем 
иметь 

(9.2. 1 2) 
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Здесь П(r, t) - осредненный тензор вязких напряжений, описывающий об
мен импульсом между жидкими частицами благодаря силам молекулярной 
вязкости; 

R(r, t) = -ри"и" = -р(и"и") ,  (Rjk = -р(и?и�)) (9 .2 . 1 3) 

- обычный тензор Рейнольдса для жидкости, имеющий смысл дополнитель
ных (турбулентных) напряжений; 

тм _  1 ВВ тм т.м = 4лJ1 = av 
+ turb '  (9.2 . 14) 

- соответственно осредненный тензор магнитных натяжений и осредненное 
давление магнитного поля; 

(9.2. 1 5) 

- компоненты тензоров магнитных натяжений для осредненного магнитного 
поля и пульсационной составляющей магнитного поля; 

(9.2. 1 6) 

- давление осредненного магнитного поля и турбулентное магнитное давле
ние электропроводной жидкости. 

И с пользуя преобразование [ер. с (9 . 1  . 15 ) ] ,  

др':, д м д ( 11Ji2 ) ( д ( вв )) 1 - - 1 ""' -
--- + - · Т = - - - + - · - = ---B x rot B = -J x B  дr дr av дr 8лJ1 дr 4лJ1 4лJ1 с ' 

придадим осредненному уравнению движения плазмы (9.2. 1 2) следующий вид 

- D(u) д (- м ) ( д (П R т_м )) 1 ""' -
В - д нr ,... 

Р-т = -а;: p + pturЬ + а;: · + + turЬ + с] Х - pa;:--rG = 

где 
як = R + т.м = (-ри"и" + -1-В' В') turb 4лJ1 (9.2. 1 8) 

- полный тензор турбулентных напряжений в плазме (так называемый кине
тический тензор Рейнольдса для электропроводной жидкости, находящейся 
в магнитном поле). Приближенное уравнение (9.2 . 1 8) справедливо в случае 
развитой турбулентности, когда осредненным тензором вязких (молекуляр
ных) напряжений П можно пренебречь по сравнению с тензором напряже
ний Рейнольдса R во всей области течения (за исключением примыкающего 
к твердым стенкам вязкого подслоя) .  



§ 9.2. Турбулентное движение проводящей среды в присутствии магнитного поля 

9.2.4. Энергетические уравнения масштаба среднего движения 
для электропроводного вешества 
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В осредненном турбулизованном течении проводящей жидкости, по срав
нению с его регулярным аналогом, существует большое количество всевоз
можных механизмов обмена (скоростей перехода) между различными видами 
энергии движущихся элементарных объемов вещества, вносящих свой вклад 
в сохраняющуюся полную энергию материально-полевого плазменного кон
тинуума. Для наглядного физического истолкования отдельных составляющих 
энергетического баланса, выпишем сначала различные уравнения энергии для 
осредненного движения материальной составляющей плазмы, включая урав
нение баланса для турбулентной кинетической энергии вещества. 

Уравнение притока тепла для среднего движения турбулентной плазмы 
Осредняя по Рейнольдсу уравнение (9 . 1 .20) для внутренней энергии про

водящего вещества и используя легко выводимые тождества 

и 

_ D(E) _ d . ( ) _ - D(H) Dp P--m- + р rv и = P---nt - Dt 

dp = Dp + (.лurb . (Гр ) + div(p' и") - р' div и" dt Dt (1/р) дr ' 
где (Н) = (Е) + р/75, получим уравнение притока тепла для среднего движения 
жидкости в следующем виде [ер. с (3. 1 . 54)] 

Р D��) + div(q + qR + qturb) = 

р div(и) + ( П :  д�;> ) + �� + ( .!(!/�) · 2, ) - р' div и" + ��2 + р(сь) (9.2. 1 9) 

или 
- D(H) . Dp (- . д(и) ) P---nf + drv J(E) = Dt + П .  ---а;- + 

Здесь 

vм 1 -в,2 ( лurb (Гр ) , d' " -(( ) ( )) + 43ц1 rot + "(I/p) · дr - р rv и + р Сь + см . 

J - - - -;;turb (Е) = q + qR + q ' 

(9.2 . 19*) 

(9.2.20) 
- полной поток внутренней энергии осредненного движения плазмы; 

.1(1}�/r, t) = p( l/ р)"и" = и", q
turb(r, t) = рН" и" ';!, сРрТ" и" (9.2 .2 1 )  

- соответственно турбулентные потоки удельного объема и тепла; 

(9.2.22) 
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- соответственно удельная скорость вязкой диссипации турбулентной кине
тической энергии в тепло (под действием молекулярной кинематической вяз
кости) и удельная скорость диссипации энергии турбулентности, связанная с 
действием пульсирующего магнитного поля. Эту последнюю величину можно 
интерпретировать как джоулево тепловьщеление от пульсационных электри
ческих токов, возникающих при турбулентных пульсациях магнитного поля в 
проводящей среде. 

Уравнение для осредненной механической энергии 

Уравнение для осредненной механической энергии плазмы может быть 
получено путем скалярного умножения обеих частей осредненного уравнения 
движения (9.2. 1 2) на вектор (и) . В результате будем иметь 

р �t ( l(и;l2 + 'V G) + div{ (р + Р�rЬ)(и) - (П + т:; + як) . (и) } = 

= Cfi + Р�rь) div(и) - ( (П + Та� + як) :  а�;> ) . (9.2.23) 

Уравнение для турбулентной кинетической энергии вещества 

Уравнение для турбулентной кинетической энергии вещества может быть 
получено различными способами (см. Marov, Kolesnichenko, 2002) , одним из 
которых мы воспользуемся в рассматриваемом здесь случае электропроводной 
среды. 

Пусть d(r, t) актуальное значение какой-либо скалярной величины (в 
частности, это могут быть компоненты какого-либо вектора), субстанци
ональный баланс которой имеет вид pddjdt = -(дjдr) · Jd + ad ,  где Jd и 
а d - соответственно вектор субстанциональной плотности потока и объем
ная плотность источника признака d. Например, для уравнения движения 
(9. 1 . 1 8) :  

(9.2.24) 

Легко показать (для чего нужно умножить тождество dd" jdt = ddjdt 
- D(d)/Dt - и" · (д/дr)(d) на pd" и осреднить результат по Рейнольдсу) , 
что уравнение переноса для среднеквадратичной пульсации (d"2) имеет 
следующий общий вид (см. Колесниченко, 1995) 

р �t ( (d�'2) )+ :, ·( +рd''2и" +d" J(d))=-(�urь . :, (d) )+d"ad-p(cd), (9.2.25) 

где p(cd) = -(J · дd" jдr) - так называемая скорость скалярной диссипации 
дисперсии (.91'15).  Уравнение переноса (9.2.25) содержит члены, отражающие 
влияние на пространствеино-временное распределение дисперсии (d''2 ) сле
дующих процессов: конвективного переноса, турбулентной диффузии (вто
рой член слева), образования за счет обмена энергией между осредненным и 
пульсационным движением (первый член справа) , перераспределения (между 
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пульсационными движениями в различных направлениях) и диссипации тур
булентной характеристики (d"2) вследствие <<молекулярных>> процессов пе
реноса. 

Тогда уравнение для турбулентной кинетической энергии вещества (для 
осредненной пульсационной кинетической энергии Ь = lи" l2 /2 единицы массы 
плазмы) 

(9.2.26) 
может быть получено из общего уравнения (9.2.25) для дисперсии (d''2 ) путем 
подстановки в него соотношений (9.2.24); в результате будем иметь 

- D(b) d. J _ (я .  д(и) ) (1turb iГр ) Р---пf + lV (Ь) - . ----;;;:- - ( lfp) . дr + 

+ р' div и" - '1J ·} - +(и) ·j' х В' + j' · Е' - р((t:ь) + (Ем)),  (9.2.27) 

где 
J(b) = р(iи" 12/2 + р' / р )и" - П · и" (9.2.28) 

- турбулентно-диффузионный поток турбулентной кинетической энергии ве
щественной составляющей плазмы. При написании (9.2.27) мы использовали 
легко выводимое преобразование 

(9.2.29) 
Члены, стоящие в левой части уравнения (9.2.27), выражают полное из

менение осредненной пульсационной кинетической энергии в единицу вре
мени. Физический смысл членов, стоящих в правой части, следующий. Ве
личина (R : д(и)/дr) фигурирует в правых частях уравнений (9.2.23) и (9.2.27) 
с разными знаками, и потому ее можно интерпретировать как скорость пе
рехода кинетической энергии осредненного движения в энергию турбулент
ности электропроводной жидкости. Величина р' div и" связана со скоростью 
преобразования внутренней энергии плазмы в кинетическую энергию тур
булентных вихрей и представляет собой работу, совершаемую за единицу 
времени в единице объема пульсирующей средой над вихрями, как след
ствие сушествования пульсаций гидродинамического давления р' в системе 
и расширения (div и" > О) или сжатия (div и" < О) турбулентных вихрей. Вели
чина (iГpjдr) · J(r;�> представляет собой скорость перехода (в единице объема 
среды) между турбулентной и осредненной внутренней энергиями системы, 
причем мелкомасштабные вихри превращают энергию турбулентности в тел
ло, поскольку для них эта величина всегда положительна; заметим, однако, 
что крупные вихревые образования, связанные с тепловой конвекцией (для 
которых <J(r;�> · дрjдr) < О, могут преобразовывать тепловую энергию турбули
зованного потока в осредненную кинетическую энергию пульсаций скорости 
(см. , например, Колесниченко, Маров, 1999) ; парная корреляция р(Еь) в раз
витом турбулентном потоке представляет собой скорость вязкой диссипации 
турбулентной кинетической энергии в тепло под влиянием молекулярной вяз
кости [см. (9.2. 1 9) ] ;  наконец, величину р(t:м) ,  представляющую собой работу 
в турбулентном потоке (отнесенную к единице времени и единице объема), 
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совершаемую пульсациями тензора магнитных натяжений над турбулентными 
вихрями, можно интерпретировать как дополнительное рассеяние турбулент
ной кинетической энергии под влиянием магнитной вязкости, происходящее 
в электропроводной турбулизованной среде (джоулева диссипация). 

Таким образом, из уравнения (9.2.27) видно, что воздействие поля маг
нитной индукции В на баланс турбулентной кинетической энергии определя
ется влиянием как прямых факторов, так и факторов, действующих косвен
но. Прямое действие поля В на турбулентность приводит к подавлению тур
булентных пульсаций и изменению структуры турбулентности (член р(Ем)) · Косвенное воздействие магнитного поля связано с влиянием изменений поля 
средних скоростей и структуры турбулентности на производство турбулент
ности, диссипацию энергии и ее перенос. Различные косвенные воздействия 
магнитного поля могут в общем случае как уменьшать, так и увеличивать 
интенсивность турбулентных пульсаций. 

Уравнение для осредненной полной энергии электропроводного вещества 

Комбинируя уравнения (9.2. 1 9) ,  (9.2.23) и (9.2.27), получим балансовое 
уравнение для осредненной полной удельной энергии 

( ��ь) = l(и)l2 /2 + Ч1 G + (Е) + (Ь) 
электропроводного вещества в виде 

= рм div(и) - тм :  -- + �1 rot Bl2 - 'lJ -j - - (и) -j' х В' + j' · Е' 
- (- д(и) ) v - - 1 - -

дr 4Лft с ' 

где 

(9.2.30) 

(9.2 .3 1 )  

J(usuь ) = {q + qR + qturb + Р(lи" l2/2)и" - П · и" + (р + Р�гь) (и) - (П + Та� + RK) · (и)} 
tot 

(9.2.32) 
- субстанциональный поток осредненной полной энергии вещественной со
ставляющей турбулизованной плазмы. Из этого уравнения видно, что осред
ненная плотность полной энергии для электропроводного веuцества не со
храняется: полная энергия вещества ( ���ь) и магнитная энергия (Ем ) могут 
переходить одна в другую. 

9.2.5. Уравнения для маmитной энерmи турбулизованной плазмы 

Для турбулизованной плазмы следует принимать во внимание еще и 
другие виды энергии, связанные с проявлением магнитного поля. Получим 
сначала уравнение для осредненной плотности магнитной энергии плазмы 
(Е м) ,  которую удобно разложить на сумму двух величин: (Е м ) = IBI2 j8щljp = 

= E'f.'i + ( Ь м) , где E'f.'i = IB12 j8:rцtp - плотность магнитной энергии среднего 
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поля; (Ьм) = IB' j2j8лpp - плотность турбулентной магнитной энергии. Про
водя теоретико-вероятностное осреднение уравнения (9. 1 .26) и учитывая 
соотношения (9. 1 .28) и (9.2.29), будем иметь 

P--(EM) + div purь + рми" - ТМ · и" - v  -. - + - · v  тм = D { 
-

д� д -} 
Dt (Ем) М дr дr М 

= -рм div(и) + (т м : д( и) ) - __2'м___lrot Bl2 + g' ·1"' + __!_(и) ·J"' х В' -1"' · Е' (9 2 33) дr 4:rtll с ' · · 

где 
purb = рЕм и" (Ем) -

- турбулентный поток магнитной энергии плазмы. 

(9.2.34) 

Поскольку правые части уравнений (9.2.3 1 )  и (9.2.33) отличаются лишь по 
знаку, то плотность полной энергии осредненного континуума ( U(tot)) , равная 
сумме плотностей (на единицу массы) осредненной энергии вещества ( Ut��ь) 
и осредненной магнитной энергии плазмы (Ем ) , сохраняется. Единствен
ным процессом, под влиянием которого изменяется в неподвижном объеме 
полная энергия осредненного континуума, служит приток или отток энергии 
через поверхность этого объема, что и выражает принцип сохранения пол
ной энергии в механически, термически и электромагнитно изолированной 
системе. 

Если использовать осредненный вектор Пойнтинга [см. формулу (9. 1 .29)] 

--- с 
-Н - (Ем м; -м- дрм д ----м qPoynt = 4ЛЕ х - р + р р)и - Т · и - Vм-----а;:- + дr · vмТ , (9.2.35) 

то уравнению (9.2.33) для осредненной магнитной энергии можно придать 
следующий балансовый вид 

� (р(Ем)) + div{ 4: Е х Н - рм(и) + тм · (и)} = 

= -рм div(и) + (тм : дд
(и) ) - IN + g' .J + _!_(и) -j' x B' -j' · E' , (9.2.36) r и, с 

эквивалентный, как легко проверить, осредненному закону сохранения энер
гии электромагнитного поля (см. Тамм, 1976) 

__Е_(р(Ем)) + _с_ div Е х Н = -j · Е. дt 4л 

Уравнение для магнитной энергии среднего поля 

(9.2.37) 

Получим теперь уравнение для магнитной энергии среднего поля. С этой 
целью умножим скалярно на B/4:тrfl осредненное уравнение индукции (9.2. 1 0*) 
и используем формулу 

-B·v  B = -- - drv -v -- + - · v  Т Vм - 2- lfl2 • ( др� д м) 4:rtf1 ue М дr дr М av ' (9.2.38) 
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справедливую, как легко проверить, и для осредненных полей [ер. с (9.2.32)] ;  
в результате будем иметь 

_ пв;; d" { др� д тм } _ Р--пf + IV -vм--а;- + а;- . Vм av -

м . ( м . д(и) ) с - IN = -Pav d1v(u) + Tav . --а;- + 4лf.l В ·  rot 'll - а;· (9.2.39) 

Придадим этому уравнению более удобный для дальнейших целей вид, вос

пользовавшись соотношением J/12 fae = (vмf4л.и)l rot Bl2 и формулой векторного 

анализа div а х Ь = Ь rot а - а rot Ь, в результате получим 

- пв;; d" { д� д тм с ( Ф -в)} р-- + IV -V -- -- · V - -- & Х = Dt М дr дr М av 4Лf.l 

= -рм div(u) + (тa"{ :  дд(и) ) +J · 'll - 4vм lrot BI2• (9.2.40) 
п ,. � 

Из правой части этого уравнения видно, что магнитная энергия среднего по
ля Е� убывает за счет диссипации (последний член) и возрастает в результате 

перехода кинетической энергии среднего движения (член т:;, : д(и)/дr) и тур
булентной кинетической энергии вещества (член 'll · ]) в магнитную энергию 

среднего поля [см. уравнения (9.2 . 19*), (9.2.23) и (9.2.27) ] .  

Уравнение для турбулентной магнитной энергии 

Уравнение для турбулентной маrнитной энергии (Ьм )  может быть получе

но тогда из разности (9.2.33) и (9.2.40): 

- D(Ьм) d. J м d" ( ) (т.м . д(и) ) 1 ( ) -;-;---В' ., Е' (9 2 4 1 )  P----yjf + IV (Ьм) = -Pturь IV и + turb . -а,:- + --; и ·] х -J . ' . .  

где 

J = {р(Ем + рм jp)u" - тм и" + _c_('ll х В)} (Ьм) 4лf.l (9.2.42) 

- турбулентно-диффузионный поток турбулентной магнитной энергии (Ьм) 
плазмы. Из этого уравнения видно, что физической причиной возник
новения и поддержания турбулентной магнитной энергии (турбулентно
го магнитного поля) являются турбулентные электрические токи (член 
c-1j' х В' = (д/дr) · �;Уrь) , возникающие в среде при турбулентных пульса
циях скорости при наличии магнитного поля и пульсациях магнитного поля. 
Последний член уравнения (9 .2.41 )  описывает убывание турбулентной маг
нитной энергии за счет перехода ее в кинетическую турбулентную энергию 

среды [см. уравнение (9.2.27)] .  
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Балансовое уравнение для полной энергии турбулентности плазмы 
Складывая теперь (9.2.27) и (9.2.41 ) ,  получим балансовое уравнение для 

полной энергии турбулентности Ь� = (Ь) + (Ьм) электропроводной среды в ви

де 

д(рЬL) d" {-ь ( ) т } - м d" ( ) (лк . д(и> ) _д_t_ + lV р � и + Jь� - -pturb IV и + . ----а;:- + 

где 

1 (лм . дВ ) ( nшь iГр ) ' d" " -+ 4лр • дr - J(i/p) · дr + р lV и - ре�, 

J. = J  + J = {р(/и" /2/2 + р'/р)и" - (П + -1-в'в') · и" -ь� (Ь) (Ьм) 4лJJ 

(9.2.43) 

- -1- [(В' · и")В+ и"(В · В) ]} (9.2.44) 4лр 

- турбулентно-диффузионный поток полной (кинетической плюс магнитной) 

турбулентной энергии электропроводной среды; 

(9.2.45) 

- полная удельная скорость диссипации турбулентной кинетической и тур

булентной магнитной энергии в тепло (под действием молекулярной кинема
тической и вязкости магнитного поля); Rк = R + тturь - полный тензор тур
булентных напряжений плазмы (так называемый кинетический тензор Рей
нольдса). При написании (9.2.43), нами использовано преобразование 

• 1 (лм ав ) '§ ·] = -- : -4лр дr ' 
которое следует из соотношений (9.2.6*) и (9.2 .8) ; действительно, 

-о - 1 М"""" - 1 М - - 1 М дВт -'§Ji - -ТcciJkRjkli - - 8лр ciJkRJk(rot B)i - - 8лр ckJicmliRJk дх, -

(9.2.46) 

_ _ _ 1_Rм дВт (Ь Ь - Ь  Ь ) - __ I_Rм дВk _ _ J _ _ _  J _Rм дВk - ( - ав ) 
-

- 8ЛJJ jk дх1 km jl }т kl - 8лJJ jk дх1 дхk - 4лр jk дх1 • 

Заметим, что в пульсационном магнитном поле может содержаться значитель
ная (а по некоторым оценкам даже большая) часть общей энергии турбулент
ности системы. 

Из уравнения (9.2.43) видно, что джоулева диссипация [член р(см)J при
водит к более быстрому затуханию возмущения плазмы, чем в случае, когда 

имеется лишь вязкая диссипация, т. е. непосредственное взаимодействие поля 
с возмущениями течения всегда приводит к повышению устойчивости тече
ния плазмы. С другой стороны, магнитное поле может взаимодействовать и с 
осредненным течением жидкости. При этом скорость кинематического обме

на (Rк : д(и)/дr) между кинетической энергией среднего движения жидкости 
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[см. (9.2.23)] и кинетической энергией вихревого движения системы зависит 
как от корреляции между пульсациями составляющих скоростей Я и пуль

сациями компонент магнитного поля ям , так и от сдвига средней скорости 
д(и)jдr, т. е. влияние на устойчивость происходит через изменение профи
ля осредненной скорости течения (и). Это влияние может оказаться намного 
существеннее, чем непосредственное взаимодействие с возмущением, при
чем изменение профиля осредненной скорости приводит в случае мелкомас
штабной турбулентности к повышению устойчивости. Как уже было отмече

но, крупномасштабная турбулентность может превращать кинетическую энер
гию турбулентности в энергию среднего движения, как, например, в случае 
воздействия поперечного магнитного поля на течение Куэтта (см. Кадомцев, 
1976). 

Случай развитой турбулентности 

При решении конкретных задач турбулентной гидродинамики электропро

водных сред в случае развитой турбулентности (когда qturb » q, Я»  П) часто 
поступают следующим образом. Вводя обозначение 

(Но) == 1<112 + qr G + (Н) (9.2.47) 

для полной энтальпии и подставляя в (9.2. 19*) выражение (Н) == (Н0) 
- j(и)J2/2 - \Р 6, после несложных преобразований, выполненных с исполь
зованием уравнения баланса осредненной механической энергии (9.2.23) , 
получим 

D(Н. > -м - м iГр v -75Df- + div{qR + qtиrb + р (и) - (П + Tav +як) · (и)} = дt + 4:/J jrot Bj2 -

+ рм div(и) - ((Та� + як) : а�;> ) - р' div и" + (.тю�J · ?, ) + РЕт.. (9 .2.48) 

Сделаем теперь важное предположение (которое часто реализуется на 
практике), что в структуре пульсирующих полей и" и В' в случае развитой 
турбулентности, когда гидродинамическое число Рейнольдса имеет большие 
значения Re » 1, устанавливается такое стационарио-неравновесное состо

яние, при котором полная турбулентная энергия плазмы Ьт. , равная сумме 

турбулентной энергии материальной составляющей плазмы (Ь) :=pjи'' j2j2p 
и турбулентной энергии пульсирующего магнитного поля ( Ь м ) == jB' j2 j8:л IJP, 
почти не меняется как во времени, так и в пространстве. В этом случае 
справедливо следующее приближенное соотношение [см. уравнение (9.2.43)] 

-рм div(u) + (як : д( и) ) + -1- (ям : дВ ) � (.т:urь · iГр ) - р' div и" +рЕ turb дr 4лJJ дr (1/р) дr Т. '  

(9.2.49) 
при учете которого уравнение притока тепла для турбулизованной смеси 
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(9.2 . 1 9*) приобретает следующую почти <<классическую'» форму 

р D<;;> + div{qR + qturb } = 

- JГр м d' ( ) (як . д(и) ) 1 (ям . ав ) vм 1 Jil2 - Dt -Pturb IV и + . � + 4:тцJ • дr + 4:тrfl rot ' 
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(9.2 .50) 

а уравнение (9.2.48) для полной энтальпии, с учетом тождественного преоб
разования 

(и) · др� - (и) · 
а 
т;: = ..l] · ((и) х В) = __2_1rot Bl2 + -1- (ям : ав ) -J · Е  дr дr с 4:тrfl 4:тrfl дr ' 

принимает вид 

р D�o> + div{qR + qturb + P�rb (и) -як .  (и)} = ?t + J .  Е. (9.2. 5 1 )  

На практике для различных случаев осредненное уравнение внутренней энер

гии плазмы может быть использовано в виде (9.2. 1 9*) ,  (9.2.50) или (9.2. 5 1 ) .  
Полученные выше дифференциальные уравнения среднего движения тур

булизоваиной электропроводной среды должны быть дополнены осреднен

ным уравнением состояния для давления. Применяя статистическое осредне
ние к уравнению (9. 1 .34), получим следующее точное выражение 

(9.2. 52) 

которое обычно применяется в простых моделях МГД -турбулентности, осно
ванных на градиентной гипотезе замыкания. 

§ 9.3. Вывод определяющих соотношений 
для турбулентных течений электропроводной среды 
в присутствии магнитиого поля 

В предьщущем разделе на основе классических одножидкостных М ГД 
уравнений с упрощенной формой закона Ома бьmи получены (при исполь

зовании средневзвешенного осреднения Фавра) магиитогидродинамические 
уравнения масштаба среднего движения, предназначенные для описания 

осредненных турбулентных течений электропроводной среды в присутствии 
магнитного поля. Эти уравнения имеют, вообще говоря, ту же форму, как 
и представленные в п. 9 . 1  уравнения магнитной гидродинамики для регу
лярного (предсказуемого) режима движения проводящей жидкости. Вместе с 
тем, основная система осредненных магиитогидродинамических уравнений, 

состоящая из уравнений (9.2 . 1 ), (9.2. 10*), (9.2. 1 7) ,  (9.2. 1 9*) ,  (9.2.43) и (9.2.52) , 

является незамкнутой, поскольку содержит, наряду со средними значениями 

гидродинамических параметров состояния, таких как р, (и) , р, ( Т) ,  В, и их 
производными, также и неизвестные корреляционные вторые моменты qturь , 
як и ям , которые появились в результате осреднения исходных нелиней

ных М ГД уравнений. Кроме этих корреляционных функций для замыкания 
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указанной системы необходимы сведения о турбулентном потоке удельного 
объема J(r1%, а также о корреляционных функциях, включающих пульсации 

давления. В связи с этим, возникает известная проблема замыкания в тур

булентности, связанная с необходимостью конструирования определяющих 
соотношений для указанных неопределенных величин, входящих в осред

ненные уравнения магнитной гидродинамики, которая для турбулентного 
движения электропроводных сред в присутствии магнитного поля имеет 
свои специфические особенности. Таким образом, наша дальнейшая задача 

заключается в том, чтобы получить эти замыкающие соотношения для тур
булентных потоков, отвечающие за перенос тепла, количества движения и 
массы. Воспользуемся для этой цели методами расширенной неравновесной 
термодинамики (см. Жоу и др. ,  2006) .  

9.3.1.  Уравнение баланса для осредненной энтропии проводящей среды 

Термодинамический анализ турбулизованной электропроводной среды мы 

проведем в предположении, что одноточечные корреляции (d" [i]") для лю
бых (но не равных гидродинамической скорости течения и) пульсирующих 
термодинамических параметров d и [iJ малы по сравнению с членами пер
вого порядка (d)([i]) и могут быть опущены, т. е. далее будем предполагать, 

что выполняется неравенство (d" [i]")/(d)([i]) 4:. 1 ,  (d -=F и, [iJ -=F и) . Для этого 

случая в работе (Колесниченко, 1998) бьmо показано, что осреднение справед
ливого для микродвижений среды фундаментального тождества Гиббса (запи
санного вдоль траектории движения центра масс физического элементарно
го объема) приводит к следующему уравнению для средневзвешенных удель

ной энтропии (S)(r, t) и удельной внутренней энергии (E)(r, t) проводящей 
жидкости 

-( Т) D(S) _ _ D(E) + _ D( 1/Р) р Dt - р Dt рр Dt . (9.3 . 1 )  

Исключим теперь из правой части этого соотношения субстанциональ

ные производные от параметров (Е) и ( 1/Р) с помощью осредненных уравне

ний неразрывности (9.2. 1 )  и энергии (9.2.20); в результате получим уравнение 
субстанционального баланса осредненной энтропии (S) среды в следующем 

явном виде 

где 

{ (i) _ 1 { ( д( Т) ) (
-

. д(и) ) Vм l -12} a(S) = (Т) - J(S) . ---а;:-
+ П . ar + 4лfl rot В ;;;" 0, 

(е) _ 1 { 1 d' 1 1  ( rturb iГр ) - } _ � a(S) = ( Т) -р IV и + J(i/p) . д, + pt:'L = ( Т) . 

(9.3.2) 

(9.3.3) 

(9.3 .4) 
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Здесь величина а�2> (r, t), определяющая скорость локального производства 

осредненной энтропии (S)(r, t) смеси (обусловленного необратимыми про
цессами переноса внутри подсистемы осредненного движения), всегда по
ложительна. Однако величина а��) (r, t) (относящаяся к стоку или притоку 

осредненной энтропии) может быть разной по знаку и, как будет ясно из 
дальнейшего, отражает обмен энтропией между подсистемами осредненного 
движения и так называемой подсистемой турбулентного хаоса (см, Колес
ниченко, Маров, 1999). Таким образом, из соотношения (9.3.2) следует, что 

одной только осредненной энтропии (S) недостаточно для адекватного опи

сания всех особенностей турбулентного течения электропроводной жидкости, 
поскольку для нее не выполняется второй закон термодинамики. Кроме это

го, энтропия (S) не связана явно с какими-либо параметрами пульсирующего 
турбулентного хаоса, характеризующими его внутреннюю структуру, в част
ности с такими ключевыми характеристиками турбулентности, как энергия 

кинетической турбулентности (Ь) и энергия турбулентности магнитного поля 
(Ьм> · Собственно, по этой причине представляется необходимым при кон

струировании адекватной термодинамической модели МГД -турбулентности, 

введение в рассмотрение подсистемы турбулентного хаоса. 

9.3.2. Уравнения баланса энтропии и производство энтропии 
для подсистемы турбулентного хаоса проводящей среды 

Итак, турбулизованное движение электропроводной жидкость будем далее 
описывать в рамках двухжидкостного континуума, состоящего из двух вза
имосвязанных открытых подсистем - подсистемы среднего движения, кото
рая получается в результате теоретика-вероятностного осреднения уравнений 

магнитной гидродинамики для мгновенного (актуального) течения среды, и 
подсистемы турбулентного хаоса (так называемой турбулентной надструкту

ры) , которая связана с пульсационным движением электропроводной среды 
(см. Колесниченко, 1998). Будем при этом считать, что термадинамически эле

ментарный объем dr турбулентного газопьmевого хаоса может быть охаракте

ризован экстенсивными переменными состояния, такими как плотность вну
тренней энергии Eturь(r, t) и обобщенная энтропия Sturь(r, t) турбулизации ве
щества и магнитного поля, а также интенсивными переменными состояния, в 

качестве которых могут фигурировать обобщенная температура турбулизации 

Tturь(r, t) (величина, характеризующая степень интенсивности турбулентных 
пульсаций) и давление турбулизации Pturь(r, t) (ер. Вlackadar, 1955) . При этом 
важно иметь в виду, что такие обобщенные термодинамические параметры 

состояния турбулентного хаоса, как энтропия SturЬ и энергия EturЬ турбули

зации (рассматриваемые далее в качестве первичных концепций), вводятся 
здесь а priori для обеспечения связности теории и не должны иметь, в общем 

случае, точной физической интерпретации (см. Жоу и др. ,  2006). 
Перейдем теперь к следствиям из этого формального подхода. Следуя ме

тоду Гиббса, выберем в качестве локальной характеристической функции, со

держащей все термодинамические сведения о подсистеме турбулентного газо-
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полевого хаоса в стационарном состоянии, фундаментальное уравнение Гибб
са для обобщенной энтропии: Sturь(r, !) = Sturь<Eturь(r, !), 1 /p(r, t)). Это функ
циональное соотношение будем считать заданным а priori. Примем теперь, 
как это делается обычно при формализованном построении классической ло
кально-равновесной термодинамики, следующие определения сопряженных 
переменных Tturь(r, t) и Pturь(r, t) (считая, что все указанные производные по
ложительны): 

(9.3 .5) 

В этом случае интенсивным переменным Tturь(r, t) и Pturь(r, !) можно припи
сать смысл соответственно обобщенной температуры и давления (турбулиза
ции). Соответствующая дифференциальная форма фундаментального уравне
ния Гиббса, записанная вдоль траектории движения центра масс физически 
элементарного объема, принимает вид (ер. Marov, Kolesnichenko, 2006) 

Т DSturь = DEturь _ _!_RК.lJ . .  ..!!._ (_!_) turb Dt Dt 3 '1 '1 Dt р · 
(9.3.6) 

Далее будем отождествлять величину Eturь с полной энергией турбулентности 
электропроводной жидкости 

тогда 
- 1 

(Rк · u) -
2 -ь Pturь = 3 · - 3Р � · 

(9.3.7) 

(9.3 .8) 

Соответствующее балансовое уравнение для энтропии турбулизации Sturь 
проводящей среды получим из (9.3.6) указанным выше способом, исполь
зуя для этого уравнение для удельного объема ( 1 /р) и уравнение (9.2.43) для 
полной турбулентной энергии Ь�; в результате будем иметь: 

где 

- DSturb d" {i} _ = (i) (е) р Dt + IV "" - a(S ) - a(S ) + a(S ) ' 1 turb turb turЬ turb 

(9.3 .9) 

Здесь J8 = {lь /�urь} - субстанциональный поток энтропии Sturь подсистемы 
turb 2 

турбулентного хаоса; величины а(<2 J и а(<� J соответственно имеют смысл 
turb turb 

скоростей локального производства и стока пульсационной энтропии Sturь · 
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Отметим, что отнесение отдельных членов уравнения (9.3 .9) к турбулент

ному потоку !5 или к производству a(S )осредненной энтропии до нeкo-
turo turb 

торой степени неоднозначно: возможен целый ряд альтернативных формули
ровок, использующих различные определения турбулентного поток энтропии 
Sturb ' отличные от (9.3 . 1 0) .  Подобного рода соображения подробно изложены 

в работах (де Гроот, Мазур, 1964; Дьярмати, 1974) . 

9.3.3. Балансовое уравнение для суммарной энтропии 

Таким образом, введение двух энтропий (S) и Sturь конкретизирует наше 
представление об исходном турбулизованном электропроводном континууме 

как о термодинамическом комплексе, состоящем из двух взаимно открытых 
подсистем, заполняющих одно и то же координатное пространство непре

рывно - подсистемы среднего движения проводящей жидкости и подсистемы 
турбулентного газопьшевого хаоса. Комбинируя (9.3.3) и (9.3.9), найдем урав

нение баланса для суммарной энтропии системы Sr; = (S) + Sturь 

где 

д (-s ) ct· {-s ( ) 1<Ei lь, } о а р r; + IV р r; и + (Т) + ---т:- = ar; ?;> , t turb 

( .) ( ") Т ь - (Т) ar; = а 1 + а 1 + � -"''u""r --c-==c--(S} (Sturь) Т.urь ( Т) 

(9.3 . 1 2) 

- производство суммарной энтропии, связанное с необратимыми процессами 
внутри турбулизованной плазмы; 

� = {-р' div и" +  (.лшь · iГр )  + р-е } ( 1/р) дr r; (9. 3. 1 3) 

- поток энергии перехода между подсистемами осредненного движения и тур
булентного хаоса. 

Положительная величина ar;, записанная с учетом формул (9.3 .4), (9.3.5) и 

(9.3 . 1 1 ) ,  имеет следующую билинейную структуру 

_ � Т.urь - (Т) 1 { ( д 1n( T) ) (- .  д(и) ) Vм -,2} О � ar; = :J Т.urь( Т) + (Т) - lr_E} . _д_r_ + П .  ---а;:- + 4:rrJl /rot В + 

+ -- - J . 1 { ( Tturb Ь2. 
д 1n Т.urь ) + ( [як _ .l_(Rк : U) U] : д(и) ) + _1_ (ям : дВ )} .  дr 3 дr 4:rrJl дr 

(9.3. 14) 

Из этого выражения видно, что локальное производство ar; суммарной эн

тропии Sr;, связанное с необратимыми процессами внутри турбулизованного 
проводящего континуума, определяется следующим набором термодинамиче

ских потоков 

П, (9.3. 1 5) 
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и сопряженных им термодинамических сил 

1 д(и) 
( Т) ---а,:- ' 

д(и) 
�urb -а;;- • 

(�urb - ( Т)) 
�urЬ(T) 

(9.3 .  1 6) 
Согласно основному постулату обобщенной неравновесной термодинами

ки, в том случае, когда термодинамическая система находится вблизи ло
кального равновесия или вблизи устойчивого стационарно-неравновесного 
состояния, термодинамические потоки могут быть представлены в виде ли
нейных функций от сопряженных им макроскопических сил Jyi = Lб L�XбJ 
(у, {j = 1 ,  2, . . . , f). Это позволяет получить необходимые определяющие соот
ношения для неопределенных пока осредненных молекулярных и турбулент
ных потоков, фигурирующих в осредненных МГД уравнениях. Важно при 
этом отметить, что выражение (9.3 . 1 4) позволяет получить определяющие со
отношения для трех основных режимов течения электропроводной Турбули
зованной среды - для осредненного регулярного режима, для режима разви
той турбулентности, когда турбулентные потоки переноса значительно эф
фективнее соответствующих осредненных молекулярных потоков и, наконец, 
в общем случае, когда процессы осредненного молекулярного и турбулент
ного переноса сравнимы по результативности (например, около граничной 
стенки). Как видно из (9.3 . 14),  спектр возможных перекрестных эффектов 
для турбулентного режима течения электропроводной жидкости значитель
но расширяется по сравнению с ее регулярным режимом течения. Однако в 
настоящее время нет, к сожалению, надежных экспериментальных данных, 
количественно описывающих многие перекрестные эффекты в проводящей 
турбулизованной среде. Кроме того, известно, что обычно вклад от любых 
перекрестных эффектов в общую скорость процессов переноса на порядок 
меньше вклада от прямых эффектов. С учетом этих двух обстоятельств бу
дем далее использовать условие положительности производства суммарной 
энтропии а"2:. для каждого слагаемого в отдельности, т. е. полагать, что а�2) � О, 

а�> � О, a(S) s � О. Будем также без специальных оговорок опускать ряд пe-
turo ' turЬ 

рекрестных эффектов в линейных конститутивных соотношениях. 
В заключение этого раздела заметим, что первое слагаемое в правой ча

сти (9.3 . 1 4) ,  описывающее производство энтропии внутри полной системы 
за счет необратимого обмена энтропией меЖду подсистемами турбулентного 
хаоса и осредненного движения, в силу второго закона термодинамики всегда 
положительно 

- с-.  �urb - ( Т) 0 a(S) ,S = -'.5 .  Т. (Т) � ' turЬ turb 
(9.3. 1 7) 

и потому <<направление>> термодинамического потока � определяется знаком 
функции состояния Х3 = ( 1/( Т) - 1/�urЬ). Эту функцию следует рассматри
вать как сопряженную термодинамическую силу (макроскопическую причи
ну), вызывающую именно этот поток энтропии. Известно, что подобного ро
да обмен энтропией между двумя взаимно открытыми подсистемами явля
ется непременным условием структурированного коллективного поведения, 
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т. е. может быть источником самоорганизации в одной из них (см. Пригожин, 
Стенгерс, 1994) . Покажем теперь, что диссипативная активность подсисте
мы турбулентного хаоса в случае стационарно-неравновесного состояния как 
раз и определяется притоком отрицательной энтропии (a'!(s. J = -�/TturЬ < О) 

turb от подсистемы осредненного движения. 

9.3.4. Стационарно-неравновесный режим подсистемы турбулентного хаоса 
Вывод определяющих соотношений 

С этой целью проанализируем немаловажный режим развитого турбулент
ного движения проводящей жидкости - режим стационарно-неравновесной 
турбулентности, когда в структуре подсистемы турбулентного хаоса устанав
ливается такое квазистационарное состояние, при котором dSturь/dt � О, а по
ток J.s = J.6 11:1 rь энтропии турбулизации постоянен, J" � const (см. Пр иго-

- z 
u �ili 

жин, Кондепуди, 2002). Это условие означает, что производство a<is ) энтро-
turь 

пии турбулизации Sturь в такой степени компенсируется ее оттоком a'f<s ) , что 
tшЬ 

суммарное возникновение энтропии Sturь почти отсутствует, a(S J = a'f<s J + 
turb turb 

+ a<is ) � 0. Так как a(is ) � 0, то справедливо выражение O > a'!(s 1 � -a(is J · turb turЬ turb turЬ 
Таким образом, подсистема турбулентного хаоса при этом режиме турбулент-
ности должна экспортировать энтропию во <<внешнюю среду>> (т. е. отдавать 
количество a'!<s J) подсистеме осредненного движения) с тем, чтобы скомпен-

'"т 
сировать ее производство (количество а<; s J) за счет внутренних необратимых turb 
процессов. Другими словами, для поддержания подобного рода квазистацио-
нарного состояния внутри подсистемы турбулентного хаоса необходим приток 
отрицательной энтропии (негэнтропии) от «внешней среды'» (т. е. подсисте
мы осредненного движения), a(s,uт> = -�/�urb = -(T)a(s/�urb < О. Именно эта, 
поступающая в подсистему турбулентного хаоса, негэнтропия расходуется на 
поддержание и совершенствование ее внутренней структуры. Но тогда спра
ведливо соотношение О � a(eS) = -T1urьa'!(s 1/(Т) � Tturba(is )/(Т) , и уравнение turb turb 
(9.3.2) баланса осредненной энтропии системы (S) принимает вид 

- D(S) d" { J(E) } _ _ (i) (е) _ (i) Т,urЬ i р Dt + lV (Т) - a(S) - a(S) + a(S) - a(S) + (Т) a(Sturo) ' 
где для локального рассеяния энергии ( T)a<S> справедливо выражение 

О � ( Т)а = -(qturb . д ln( T) ) + 2...1rot Bl2 + "' (S) дr 4лfl 

(9.3 . 1 8) 

+ ( [Rк - +<Rк : U)U] : д�;) ) + 4�11 ( RM :  �� ) . (9.3 . 1 9) 

Поскольку в стационарно-неравновесном состоянии величина оттока эн
тропии из подсистемы осредненного движения положительна О � a(s) = � 1 ( Т) ,  
то скорость � обмена энтропией (теплом) между осредненным и турбулент
ным движениями также положительна, � �  О. Но тогда из неравенства (9.3. 17 )  
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следует, что температура турбулизации �игь выше осредненной температу
ры турбулизованного континуума (Т1игь > (Т}) ,  что находится в полном согла
сии с основным синергетическим принципом о самоорганизации диссипатив
ной системы. В соответствии с этим принципом, образование упорядоченных 
структур (в нашем случае разномасштабных вихревых образований в подси
стеме турбулентного хаоса) при отводе тепла из системы, т. е. при переходе к 
более низким температурам, является универсальным свойством материи. 

Формула (9.3 . 19) содержит потоки и термодинамические силы нулевой, 
первой и второй тензорных размерностей. Если разбить градиент осреднен
ной скорости д(u)jдr (тензор второго ранга) в выражении (9.3 . 1 9) на симмет
рическую и антисимметрическую части 

где 

о 1 1 д(и)jдr = (д(u)jдr)s + (д(и)/дr)а = (д(u)jдr)s + З и div(u) + 2 rot(u), (9.3.20) 

Djk = (д(u)/дr)jk = +(д(иk)/дхj + д( и )/дхk) , 

(д(u)/дr)jk = +(д(иk)/дхj - д(и)/дхk) 
- соответственно симметрическая (тензор скорости деформации) и антисим
метрическая (кососимметричный градиентный тензор скорости) части тензо-

о о 1 ра скорости сдвига для осредненного движения D= (д(u)/дr)s =D- 3ьik div(u), 
то скалярное произведение полного тензора турбулентных напряжений элек
тропроводной среды Rк = R + гигь и градиента осредненной скорости может 
быть записано в виде 

( [ Rк - + (Rк : и) и] : а�:> ) = (;к : D) . (9.3 .2 1 )  

о о о 
Здесь Rк = R + ��ь; симметричные тензоры турбулентных напряжений Рей-
нольдса R и магнитных натяжений ��ь для пульсационной составляюшей 
магнитного поля представлены в виде 

о 1 2 R =R- з(R : и) и = R+ з75(Ь)и, 
о 

I;�ь = I;�ь - +<I;�ь : U)U = I;�ь - � р(Ьм)U. 
(9.3.22) 

(9.3.23) 

При написании формулы (9.3 .2 1 )  использовано то обстоятельство, что скаляр
ное произведение симметрического и антисимметрического тензоров всегда 
равно нулю. Аналогично, двойное произведение (Rм : дВjдr) можно предста
вить в виде 

1 м . дВ _ 1 м . дВ 1 - _ -; ( - ) ( { ( - )s }) 4:тrt.l R . дr - 4лf.l R . дr + 2 rot В - -'!} ·J, 

если использовать соотношение (9.2.6*). 

(9.3 .24) 
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Следовательно, в линейном приближении и при использовании принци
па Кюри-Пригожина (согласно которому связь между тензорами различного 
ранга в изотропной среде невозможна (де Гроот, Мазур, 1974)) ,  можно запи
сать следующие обобщенные реологические соотношения для турбулентных 
потоков и сопряженных им термодинамических сил для проводящей среды: { qturb = (qturЬ _ p'u") = _;."turbд(T)/дr, 

як = - � р((Ь) - (Ьм))U + 2pvt;tr�д(u);ary - 2vt;!�t(дB/дr)', 
ям = -2v�r.'}c(д(u)/дr)a + 2v�rb(дB/дr)a, 

или в координатном виде 

(9.3.25) 

(9.3 .26) 
где Г =  ( Ь) - ( Ь м ) ;  Л turb , v�rь , v�rь - соответственно коэффициенты турбулент
ной теплопроводности, турбулентной кинематической вязкости и турбулент
ной диффузии магнитного поля. Заметим, что в общем случае неоднород
ной турбулентности эти коэффициенты должны быть анизотропными (т. е. 
являться тензорами 2-го или 4-го рангов (Моффат, 1980; Yoshizawa, 1990; 
Вiskamp, 2003)) - сильное магнитное поле обусловливает анизотропию турбу
лентности, поскольку движение вдоль магнитного поля является более пред
почтительным (см. , например, Брановер, Цинобер, 1970). В случае развитой 
турбулентности эти эмпирические коэффициенты турбулентного переноса за
висят от следующих параметров электропроводной среды: р, д(u)jдr, В/4:лJ1, 
L, причем параметр L - это не действительный масштаб турбулентности в по
токе с магнитным полем, а просто некоторая геометрическая характеристика 
расположения точки, равная обычной <<длине пути смешения>> (см. Иевлев, 
1975) . Важно иметь в виду, что определяющие соотношения (9.3.25)-(9.3.27) 
отвечают режиму стационарно-неравновесного состояния турбулентного по
ля. Вместе с тем, в общем случае сильно развитой турбулентности первое 
соотношение (9.3.25), описывающее процессы турбулентного теплообмена, 
приобретает несколько иной вид 

qturb = р' и" _ ;."turb ( д( Т) _ _ 1_ iГр ) 
дr р(сР) дr ' 

который может быть получен для этого случая из билинейной функции 
(3.2.7 1 )  [см. вывод формулы (3.2.76)] . В дальнейшем нам понадобятся компо
ненты кинетического тензора Рейнольдса (9.2. 1 8) ,  записанные в цилиндри-
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ческой системе координат 

Rк = -75(1и" l2 ) + IB: I2 = -2pr + 2pvturь( д(и,) - _!_ div(и)) rr r 4щt 3 К дr 3 ' 

Rк - -(1 " 12 ) IB� I2 - 2 -г 2- turb( 1 д(и") (и,) 1 d" ( > ) = -Р U + -- - --р + pv - -- + -- - - IV и 
'fXIJ rp 4JТ!.l 3 К r дrp r 3 ' 

Rк = -75(1и" 12 ) + -' - = --рГ + 2pvtиrЬ _z_ - - div(и) 
1в:е 2 ( а(и > 1 • ) zz z 4JТfl 3 к дz 3 ' 

RK = -р(и"и") + в;в� = RK = pvtиrь(_!_ д(и,) + r_!!_ ( (и
"'

) )) rrp r rp 4JТfl rpr К r дrр дr r ' 

RK = -р(и"и") + в�в; = Rк = pvtиrь( д(и
,
) + д(и,) ) . zr z r 4л11 rz К дr дz 

(9.3 .27) 

Из соотношений (9.2.6*) и (9.3.25) вытекает следующее выражение для 
турбулентной электродвижушей силы для изотропной среды 

с:9' = -vWь rot В + vW'К rot(и). (9.3 .28) 

Здесь коэффициенты vWь и vW,'К, определяемые полем скорости и", явля

ются по предположению постоянными. Поскольку вектор В является псев
давектором (т. е. он изменяет знак при инверсии пространствеиных коорди
нат) , а вектор :9' представляет собой истинный (полярный) вектор и должен 
быть образован из различных истинных векторов, то коэффициент v\'frь дол
жен является скаляром, в то время как коэффициенты vW,'К и v��t являются 

псевдоскалярами. Будем иметь в виду, что члены с коэффициентами v��'К и 

v�:t � � v\'f�к (Yoshzawa, 1990) , описывающие перекрестные эффекты, часто 

могут быть опущены. 

Уравнение (9.3 .28) принимает вид с:9' = -v�rь rot В = -vWь(4:тцt/с)}, где } 

средний ток. Подстановка этого выражения в (9.2. 1 0*) приводит к следующему 
уравнению индукции для средних полей 

75_!}__ ( � ) = (в .  _!!_) (и) + (v + vtиrь)V2B. 
Dt p дr М М 

Отсюда следует, что суммарное влияние э. д. с. :9' в уравнении (9.2. 1 0*) сво
дится, очевидно, просто к изменению величины эффективного коэффициента 
диффузии магнитного поля, т. е. vм переходит в (vм + vWь) .  В случае когда ко

эффициент v\'frь положителен, следует ожидать, что случайное перемешивание 
(создаваемое и" -полем) должно не ослаблять, а усиливать процесс молекуляр

ной диффузии. 
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Покажем теперь, что в рамках развитого здесь подхода коэффициент тур
булентной диффузии vWь должен быть всегда положительным. Сразу же отме

тим, что данное утверждение находится в противоречии с известной точкой 

зрения Г. Моффата, предполагающего, что коэффициент vWь при некото

рых экстремальных условиях может стать отрицательным (см. Моффат, 1980) . 
Итак, подставляя соотношения (9.3 .26) и (9.3.27) в (9.3 . 19) ,  получим выраже

ние для производства энтропии в виде 

(9.3 . 1 9*) 

Здесь первый член представляет собой увеличение энтропии благодаря ки

нематической турбулентной вязкости, а второй - увеличение энтропии (S), 
обусловленное магнитной вязкостью. Второй закон термодинамики требует 
положительности всей суммы (9.3 . 1 9*) в целом. С другой стороны, второе 

слагаемое этой суммы может быть отлично от нуля даже при равенстве ну-
о 

лю первого члена (симметричный тензор D, служащий мерой относительного 
движения между различными элементами жидкости, обращается в нуль, на
пример, когда вещество локально покоится ((и) = О) или когда оно вращается 

как твердое тело с постоянной угловой скоростью g ((и) = g x r)). Поэтому 

каждое из этих слагаемых должно быть всегда положительно. Отсюда следу
ет, в частности, что магнитный коэффициент турбулентной вязкости (диф
фузии) v�rь должен неизбежно и при всех условиях быть положительным, а 
это означает, что случайное перемешивание (создаваемое и" - полем) всегда 

усиливает процесс магнитной молекулярной диффузии. Приведеиные сооб
ражения являются термодинамическим обоснованием невозможности появ

ления эффекта отрицательной магнитной вязкости в изотропных зеркально
симметричных турбулентных течениях электропроводной жидкости. 

Формула (9.3.28) получена нами для изотропной (в гидродинамическом 
смысле) турбулентности, когда поле пульсирующих скоростей и" обладает 

зеркальной симметрией, при которой полученные из него любые средние ве
личины, инвариантны при отражении поля в произвольной плоскости. Мо

жет, однако, случиться, что в турбулентном движении левовращательные дви

жения более вероятны, чем правовращательные, или наоборот. В этом случае 
отсутствует зеркальная симметрия поля и" и турбулентность имеет спираль

ность [см. гл. 8]. Обобщенная на этот случай формула (9.3 .28) принимает 
следующий вид (см. ,  например, Steenbeck и др. ,  1966) 

c'lJ = ali- v�rь rot В +  vW� rot(и) , (9 .3 .29) 

где безразмерный коэффициент а является псевдоскаляром. Покажем, что для 
случая изотропного и зеркально-симметричного поля скоростей и" коэффи
циент а должен быть равен нулю. Действительно, для изотропной среды оди
накова вероятность как лекоторой данной реализации ансамбля этого поля, 
так и реализации, полученной из нее зеркальным отражением. Тогда, с одной 

стороны, величина а не должна изменяться, если выполнить это отражение, 

так как ансамбль не изменился, но, с другой стороны, коэффициент а дол
жен изменить свой знак, так как он является псевдоскаляром; поэтому а =  О. 
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Таким образом отражательно-симметричная изотропная турбулентность, в от
личие от гиротропной ( отражательно-несимметричной турбулентности, может 

вызывать только турбулентную диффузию магнитного поля. 
Возвращаясь теперь к максвелловским уравнениям для средних полей 

(9.2.5) и закону Ома (9.2.6) и подставляя в них выражение (9.2. 16) ,  получим 
окончательное выражение для осредненного тока 

}= a�u
r
ь (E* + ас-1 В) . (9.3 .30) 

Здесь турбулентная проводимость a;u
r
ь определяется формулой 

(9.3 . 3 1 )  

из  которой видно, что турбулентная проводимость a�u
r
ь меньше молекулярной 

проводимости ае . 
В заключение этого параграфа персчислим базисные (опорные) диффе

ренциальные уравнения и конечные соотношения, характеризующие отно
сительно простую модель турбулизованного многокомпонентного континуу
ма. Это, прежде всего, гидродинамические уравнения для среднего движе
ния (3. 1 .2 1 ) ,  (3 . 1 .23) , (3. 1 .28), (3 . 1 .58),  осредненное уравнение состояния для 
давления в форме (3. 1 . 7 1 ) ,  соотношение (3 .2.67), определяющее турбулент
ный поток удельного объема смеси J(t%, а также реологические соотношения 

(3.2.55), (3.2.56) и (3.2.45) для турбулентных потоков диффузии 1;, тепла q!. и 
тензора рейнольдсовых напряжений R. 

9.3.5. Вывод поправочной функции к коэффициенту турбулентной вязкости 
для проводящей среды с переменной плотностью 

Рассмотрим теперь полуэмпирический метод определения коэффициентов 
турбулентного переноса в электропроводной среде, находящейся под воздей
ствием магнитного поля. Известно, что при изотропной турбулентности оба 
коэффициента v�нь и v:\f

r
ь близки к произведению wtur

ь
lcor скорости турбу-

лентных вихрей wturb � vlи"J2 и их корреляционной длины /cor• а коэффициент 

а по порядку величины а �  -+u" · rot и"тсоr = -+hтcor' где h - гидродинами

ческая спиральность (псевдоскаляр) ,  тсоr - масштаб, характеризующий изме

нения поля турбулентных скоростей и" во времени (см., например, Краузе, 
Рэдлер, 1984) . В частности, если принять, согласно стандартной гипотезы Ша
куры и Сюняева (1973) , что lcor - полутолщина аккрецианнога диска, а wt

u
r
ь 

выражается через скорость звука, то турбулентная диффузия приводит к ха

рактерному времени затухания магнитного поля (вернее, тех его компонент, 
которые заметно меняются на масштабе толщины диска) порядка периода 
кеплеравекого вращения. При этом «эффективное>> магнитное число Рей

нольдса Re м сх 1 и важен турбулентный перенос. 
С другой стороны, обобщая известную формулу Колмогорова для непрово

дящей жидкости на случай МГД -турбулентности, можно с точностью, вполне 
достаточной для практических приложений, предполагать, что кинетический 
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коэффициент турбулентной вязкости v�rь может быть вычислен по формуле 

v�rЬ = Lуь;., где L - путь персмешивания по Прандтлю (здесь числовой мно

житель включен в значение L). Однако в этой формуле явно не учитывается 
влияние магнитного поля на турбулентное течение проводящей жидкости че
рез посредство пути смешения, что для многих практически важных случаев 
развитой М ГД-турбулентности (например, для возмущений больших масшта

бов) становится неприемлемым. Поэтому в приведеиное соотношение для 
v�rь необходимо в общем случае вводить поправку, учитывающую влияние 
на величину пути смешения как магнитного поля, так и обратных эффектов 

переноса тепла на развитие турбулентности. 
Далее основным источником турбулентности будем считать сдвиг гидроди

намической скорости плазмы. Предполагая стационарно-неравновесный ре

жим турбулентности в электропроводной среде, для определения указанного 
поправочного множителя к коэффициенту турбулентной вязкости восполь

зуемся уравнением баланса (9.3.9) энтропии турбулизации sturь· При ЭТОМ 
полную диссипацию турбулентной кинетической и турбулентной магнитной 
энергии в тепло EL при развитом режиме будем считать (на основании со

ображений теории подобия при числе Рейнольдса Re -7 оо) прямо пропор
циональной кубу пульсационной скорости w1urьи обратно пропорциональной 
характерной длине L - масштабу пути перемешивания (см. ,  например, Лан
дау, Лифшиц, 1982) . В случае стационарно-неравновесного режима подсисте
мы турбулентного хаоса уравнение (9 .3 .9) приобретает вид 

- DSturЬ d. J 1 { (R0к . 0 ) <;р -; ( тturb iJp ) - } ,.., 0 p-D- + lV s = -Т- . D - ы ·] - J(ljp) . д - pEL = . t turb turb r 
(9.3.32) 

При написании этого уравнения, мы, как это часто делается, пренебрегли 

слагаемым р' div и" , описывающим эффект возникновения пульсационной 
энтропии S1urь под действием сил давления. Иначе можно считать, что это 
слагаемое включено в левую часть уравнения (9.3.32) - при этом лишь при

дется изменить определение субстанционального потока fs энтропии S1urь· turb 
Правую часть этого уравнения можно представить следующим образом 

- turb ( О • 
О ) v�rЬ ( са - - 2 -) ;риrЬ ( д( Т) g ) - "' 2рvк D .  D - 4л11 v�ь В · rot В - rot В + (сР) ( Т) g · --а;- - (еР) - pEL = О , 

(9.3 .33) 
если воспользоваться следующими выражениями для ее отдельных членов: 

- vturb _ _  _ 

-� ·j = _!1_ (1-1 в ·  rot В+  rot2 В) 4л/1 cor ' 

(9.3 .34) 

(9.3.35) 

(9.3 .36) 
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где /cor = -(vWь /а) - масштаб корреляции, характеризующий изменение поля 
турбулентных скоростей и" в пространстве. Здесь мы воепользавались фор
мулами (9.3.26) и (9.3.29) для потоков Rк 

и '1J , а также выражением 

(9.3.37) 

для турбулентного потока удельного объема .Т(r}�) [см. (3.2.67) и (3.2. 1 1 ) ]  и 

приближенным соотношением iГpfдr � pg - д(p:fv + Р�rь)/дr � pg для градиента 

давления вещества (условие механического квазиравновесия плазмы). 
Используя обозначение wturb для характерной пульсационной скорости 

проводящей среды, и L для пути перемешивания по Прандтлю в случае от

сутствия поля, напишем 

turb _ L vturь _ Lwtuгь Vк - wturb • м - PrWь ' 
1 W�urb EL = -2 -

L
- .  

ass 
(9.3 .38) 

При этом эмпирическую константу ass' а также турбулентные числа Пранд
тля-Шмидта (кинетическое Pr�rь =p(cP)v�rь;лturь и магнитное Pr�rb=v�гь;vWь) 
будем в первом приближении считать постоянными, считая, что vWь > О и 
PrWь � Рr�гь . Подставляя эти выражения в формулу (9.3 .33) ,  получаем для 

стационарного режима: 

{ ( О О ) L (/�0�В · rot В +  rot2 В) 
wturb 2L D : D + PrWb 4л!Jр + 

+ _L _ __L .  ( д( Т) - _g_ ) - _1_ w�urb } � О (9 3 39) Pr�rЬ ( Т) дr (еР) а; L - · · · 

Уравнение (9.3.39) распадается на два уравнения: уравнение wturь = О, со

ответствующее ламинарному режиму течения, и уравнение 

2 _ 2 2 { ( о . о ) (l��B . rot в+ rot2 В) 1 g ( д( Т) g ) } wturь - assL 2 D . D  + 4лJJp PГffь + PrtrЬ ( Т) . ----а,:- - (еР) 
' (9.3.40) 

описывающее установившийся турбулентный режим. Уравнение (9.3.40) имеет 
вещественное решение в том случае, когда 

2( о . о ) 
_

1 _ { (l��B · rot B + rot2 B) __L . ( д( Т) _ __L_)} О D · D + Pr�rb 4л!Jр + ( Т) дr (еР) 
� ' 

откуда получаем 
Ri - R" Ri (Ri ) - р turb L = 1к - м <  L cr - r к ' 

где введены обозначения 

g ( д( Т) g ) 
т . ---;)Г - (С) 

2(Ь : Ь) 
rot2 в + 1�01,В . rot в 

4ЛJ1Р 2(D : fJ) 

(9.3.4 1 )  

(9.3 .42) 

(9.3 .43) 
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Здесь Riк и Riм - соответственно градиентные гидродинамическое число Ри
чардсона (безразмерная величина, определяющее относительный вклад тер
мической конвекции вещества в порождение турбулентной энергии в прово
дЯщей среде по сравнению с передачей энергии от осредненного движения) 
и магиитогидродинамическое число Ричардсона (учитывающее влияние маг
нитного поля, в частности турбулентной электродвижущей силы на возник
новение турбулентности в потоке). Легко видеть, что число Riм пропорцио
нально числу Альфвена Al = N/Re м =  Вб/4:JЦtр V� и характеризует отношение 
магнитной энергии к кинетической энергии плазмы.  

Если Ri� = Pr�rь ,  то имеется единственное вещественное решение wturb = О, 
соответствующее ламинарному режиму. Пусть имеет место турбулентный ре
жим и, следовательно Ri� < (Ri�\r' тогда для турбулентного коэффициента 
вязкости электропроводной жидкости получим 

vturb = а L2�2(Ь · Ь)vl - Ri 1 Prturb = а L*2�2(n · n) к ss . � к ss . . (9.3 .44) 

Таким образом, рассмотрев балансовое уравнение для энтропии хаоса, мы 
установили вид безразмерной функции 

(9.3 .45) 

учитывающей влияние магнитного поля и обратный эффект переноса теп
ла на развитие турбулентности через посредство пути смешения. Одновре
менно получилась приближенная оценка для критического числа Ричардсона 
(Ri�)cr = Pr�rь = p(cP )v�rь ;лturь .  Здесь L* - путь смешения при течении в маг
нитном поле. 

Для вычисления пути смешения при отсутствии поля L можно восполь
зоваться формулой Прандтля-Никурадзе с поправкой, предложенной Ван
Драйстом ( Van Driest, 1956), учитывающей более быстрое затухание турбу
лентности вблизи твердой стенки L = L00{ 1 - exp(-zV*/Av)} ,  где А - числен
ная константа, V* - динамическая скорость на стенке; L00 - путь смешения 
в отсутствии магнитного поля, вычисленный по Прандтлю-Никурадзе (см . ,  
например, Лапин, 1982), который, например, для диска имеет вид 

(9.3.46) 

В заключение заметим, что влияние магнитного поля на течение элек
тропроводных сред существенно зависит от относительной ориентации маг
нитного поля и средней скорости потока. Магнитное поле может создаваться 
не только токами в плазме, но и внешними (по отношению к рассматрива
емой движущейся среде) источниками. Поэтому во многих случаях удобно 
представпять напряженность магнитного поля в виде суммы двух величин -
напряженности внешнего магнитного поля и напряженности поля, иниции
руемого токами в плазме. 
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§ 9.4. Моделирование коэффициентов турбулентного переноса 
в тонком аккрецяоином диске 

Разработанная выше термодинамическая модель среды, отвечающая МГД
турбулентности в присутствии магнитного поля, может быть применена, в 
частности, к численному исследованию структуры и эволюции протопланет
ных аккреционных дисков, возникающих вокруг только что сформировав
шихся звезд (протозвезд и звезд типа Т Тельца) или звезд в двойных звезд
ных системах с переносом массы (системы типа карликовые новые). Подоб
ные астрофизические диски образованы вращающимся вокруг компактной 
звезды веществом, которое удерживается на приблизительно круговой орбите 
совместным действием гравитационных и центробежных сил. Независимо от 
того, как возник протопланетный аккреционный диск, его вещество на ран
ней стадии эволюции имеет достаточный для вращения по круговым орбитам 
момент количества движения. Вместе с тем, при вращении примерно в круго
вом режиме каждый элемент газа в диске совершает медленное движение по 
очень спиральной траектории к звезде (аккрецируя на нее) по мере того, как 
его момент количества движения, благодаря силам вязкого трения, передается 
из внутренних областей диска во внешние. 

Как уже отмечалось (см. гл. 1 ) , существующее распределение массы и углово
го момента в Солнечной системе (а также в многочисленных системах молодых 
звезд с дисками) возможно только при наличии эффективного механизма пере
распределения углового момента и массы на стадии формирования системы, 
когда Солнце находилось в фазе Т Тельца и бьшо окружено аккреционным 
диском. Классическое представление об аккреционных дисках основывается 
на существовании вязкого механизма переноса момента наружу, где он рас
пределяется в пространстве или же (как в случае двойной системы) возвраща
ется к своему первоначальному источнику - звезде-спутнику благодаря при
ливному взаимодействию. Причем необходимый радиальный перенос массы 
и сопутствующий ему перенос углового момента для звезд типа Т Тельца мо
гут быть обеспечены только при очень высокой кинематической вязкости газа 
в диске, которая на много порядков превышает молекулярную вязкость. 

Ранее также подчеркивалось, что одной из ключевых в астрофизике то
чек зрения относительно механизма возникновения такой большой вязкости 
в солнечном протопланетном диске является представление о его турбулент
ной природе (см . ,  например, Zel'dovich, 1981; Фридман, 1989; Dubrulle, 1993; 
Balbus, Hawley, 1998; Richard, Zahn, 1999; Bisnovatyi-Kogan, Lovelace, 2001) , ко
гда основным механизмом турбулизации диска является крупномасштабный 
сдвиг скорости вещества, связанный с его дифференциальным вращением 
вокруг центра притяжения (см. ,  например, Горькавый, Фридман, 1994) . Наря
ду с этим, существенным механизмом перераспределения момента количе
ства движения в диске является МГД турбулентность (Eardley, Lightman, 1975; 
Galeev et а!. , 1979; Coroniti, 1981; Tout, Pringle, 1992; Brandenburg et а!. , 1996; 
Lesch, 1996), эффективность которой как механизма диссипаци и  зависит от 
процесса магнитного пересоединения, т. е. перезамыкания магнитных сило
вых линий (см. Кадомцев, 1987). 
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Вполне вероятно, что в диске на раннем этапе его существования при
сутствовали хаотические магнитные поля, возникшие под воздействием ме
ханизма турбулентного динамо или просто привнесенные в диск вместе с 
аккрецируемой межзвездной плазмой. Эти поля (энергия которых могла быть 
сопоставима с энергией гидродинамической турбулентности) ,  перемешивае
мые благодаря дифференциальному вращению диска и испытывающие пере
замыкания на его границе, могли вносить значительный вклад в турбулентную 
вязкость как во внутренней области диска, так и во внешних слоях его коро
ны, где достигалась достаточная степень ионизации вещества. Напомним, что 
процесс перезамыкания силовых линий магнитного поля (представляющий 
собой фундаментальный физический процесс в космической плазме, ответ
ственный за многие nроявления ее активности) возможен лишь nри сложном 
движении электропроводного вещества, когда магнитные силовые линии с 
различными наnравлениями могут тесно сближаться друг с другом. При этом 
вблизи точки сближения силовых линий с различными направлениями маг
нитного поля достигается достаточно высокая плотность электрического тока. 
Перед началом перезамыкания в такой плазме имеется определенный запас 
магнитной энергии, затем в ней начинает развиваться так называемая раз
рывная (тиринг) неустойчивость, которая, в конечном счете, и приводит к 
перезамыканию силовых линий и переходу избыточной энергии магнитного 
поля в кинетическую или тепловую энергию плазмы. 

Наряду с хаотическим магнитным полем в аккрецианнам диске, по край
ней мере, в некоторых его частях возможно присутствие и крупномасштабного 
сильно упорядоченного магнитного поля, которое, благодаря турбулентному 
переносу, простирается, по меньшей мере, вплоть до внутреннего края дис
ка. Это поле проник:ает и в некоторую область по обе стороны от nоверх
ности диска. В этом случае на эту внешнюю область действуют магнитные 
напряжения, которые порождаются как мелкомасштабными возмущениями, 
связанными с турбулентностью в диске, так и с крупномасштабным сдвиго
вым течением. В результате возникают не только эффективная турбулентная 
вязкость и турбулентная магнитная диффузия, но и все эффекты, связанные 
с электродинамикой средних полей. В частности, поскольку во вращающей
ся электропроводной среде эффективную магнитную диффузию неизбежно 
сопровождает возникновение турбулентной электродвижущей силы аВ (так 
называемый а-эффект, связанный в конечном счете с влиянием спирально
сти на генерацию индуцированного магнитного поля [см. гл. 8 ] ) ,  то следует 
ожидать существенного воздействия и механизма турбулентного динамо на 
структуру и эволюцию аккрецианнога диска. Как известно, мелкомасштабная 
гиротропная ( отражательно-неинвариантная) турбулентность в быстровраща
ющемся диске создает «петли» (а-эффект), когда любая силовая трубка маг
нитного поля под действием локального спирального движения приобретает 
форму скрученной буквы Q (см. Parker, 1955) . Эта магнитная петля сопро
вождается током, имеющим антипараллельную (параллельную) относительно 
приложеннаго среднего магнитного поля компоненту для правовинтовых (ле
вовинтовых) случайных сnиральных движений. Энергия производимого по
добными токами джоулева тепла является мощным источником нагрева, при 
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котором создается дисковая корона, толщина которой порядка толщины дис
ка (Galeev et. а/. ,  1979). Следует, однако, иметь в виду, что в действительности 
корона может быть и гораздо толще, несмотря на то что всплывающие под 
действием подъемной силы «первичные петли>> имеют именно такой характер
ный размер. Это связано с тем, что в процессе пересоединения малых петель 
могут образовываться петли в среднем большего размера и т. д. По сути, это 
хорошо известный инверсный каскад, возможный в трехмерных магиитогид
родинамических течениях, когда турбулентность обладает кинематической и 
магнитной спиральностью. Вместе с тем, короной поддерживается и магнит
ная связь удаленных друг от друга областей диска посредством проходящих 
через нее крупномасштабных силовых линий, замыкающихся в диске. По
добного рода магнитная связь является также возможным дополнительным 
источником напряжений в короне и тем самым ее нагрева. 

Как видим, из-за вязких напряжений, возникающих вследствие диффе
ренциального вращения диска и возникающего в турбулизованной плазме 
турбулентного динамо, его корона нагревается, подобно тому как нагревается 
солнечная корона. В свою очередь, горячая корона порождает струйное исте
чение вещества и поля. Фактически подобная струя является замагниченным 
вращающимся ветром, истекающим из аккрецирующего диска. В свою оче
редь, вращающийся ветер переносит на бесконечность вместе с веществом 
и магнитным полем значительный момент количества движения диска, поз
воляя тем самым ему медленно сжиматься. Следовательно, <<вращающийся 
ветер>> обеспечивает, наряду с вязким переносом углового момента наружу, 
другую возможность удалить момент количества движения из диска. Заметим, 
что магнитные напряжения в ветре могут также вызывать очень эффективную 
фокусировку движения вещества (джеты) .  

Для аккуратного моделирования эволюции допланетного аккрецианнога 
диска необходима разработка численной модели, учитывающей весь комплекс 
описанных выше явлений и процессов, отвечающих за структуру внутренних 
областей электропроводного диска и его короны (см. Колесниченко, Марав, 
2006, 2007) . При этом одной из проблем первоетеленной важности является, 
как и в случае неэлектропроводного диска (см. Колесниченко, 2000, 2001) , про
блема моделирования коэффициента турбулентной вязкости v'Кrь в плазме н
ной дисковой среде, находящейся под воздействием магнитного поля. Изуче
нию этой проблемы и посвящен настоящий раздел. 

9.4.1 .  Закон вязкости в тонких кеплеровских дисках 

Далее будем использовать инерциальную цилиндрическую систему коор
динат (r, rp, z) с началом координат, совпадающим с центром тяжести; плос
кость z = О  будем считать совпадающей с центральной плоскостью симмет
рии диска. Анализ дисковой системы проведем при следующих предполо
жениях: 

- Исследуется медленно эволюционирующее протопланетное газовое об
лако, которое вращается вокруг фиксированной в пространстве оси z с неко
торой угловой скоростью Q(r). 
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- Предполагается, что дисковая конфигурация находится в состоянии 
квазистационарного вращения в инерциальной системе отсчета с началом в 
центре массы прото-Солнца; в этом случае она с необходимостью обладает 
осевой симметрией (дjдср = О) :  s = s(r, z) , 75 = 75(r, z) , p = p(r, z) , (Т) = (T)(r, z) , 
Q = Q(r, z) и т. п. (см. ,  например, Тассуль, 1982). 

- Отношение полутолщины диска hdisk(r) к его радиусу r предполагается 
гораздо меньшим единицы, hdisk(r)/r« 1 (условие тонкости диска) . 

- Пренебрегается процессом самогравитации вещества диска по сравне
нию с влиянием гравитационного поля прото-Солнца. 

- Радиационное давление в диске считается много меньше газового дав
ления, Ря « Рg· 

- Вращение предполагается настолько медленным, что меридиональной 
циркуляцией вещества допланетного облака можно пренебречь, т. е. ,  по суще
ству, для аккреционных дисков осредненное движение космической жидкости 
реализуется лишь в азимутальном направлении 

(9.4. 1 )  
а истинная скорость течения газопьшевой смеси беспорядочно пульсирует 
около этого среднего значения, крайне нерегулярно изменяясь в меридио
нальном и азимутальном направлениях. В принятых предположениях осред
ненный закон сохранения массы (9 .2. 1 )  всегда выполняется, так как движения 
осесимметричны, а меридиональных течений нет, div(u) = О. Тогда компонен-

ты кинетического тензора Рейнольдса и тензора скоростей деформаций D в 
цилиндрической системе координат принимают вид 

RK - RK - 0 zr - rz - ' 
RK _ RK _ - turb дQ(r, z) rcp - cpr - pv К r 

дr ' 

(9.4.2) 

D _ . . � дQ(r, z) • • r дQ(r, z) • • r дQ(r, z) • • r дQ(r, z) (9 4 З) - l,lcp 2 дr 
+ 1rp1r 2 дr 

+ 1Ф1z 2 дz 
+ 1z1cp 2 дz ' · · 

откуда для диссипативной функции имеем 

2D : D = 4D;rp + 4D;cp = r2{ ( aQ�; z> )
2 + ( aQ� z> )

2
} . (9.4.4) 

Для начала рассмотрим случай кеплеровского дифференциально вращаю
щегося тонкого диска, лежащего в плоскости rcp (расположенной при z = О в 
цилиндрических координатах) . Каждый слой с радиусом r этого диска дви
жется практически точно по третьему закону Кеплера, т. е. при приближе
нии к центральному телу (с массой М0) вращается все быстрее: кеплеровекая 

орбитальная скорость (и ер) = rQк(r) = ry GM0jr3 (где G - гравитационная по

стоянная), а угловая скорость орбитального вращения Qк(r) растет по закону 
г312 . Подобное движение представляет собой типичный случай крупномас
штабного сдвигового течения, которое может считаться главным источником 
турбулентности для протопланетной дисковой системы. 
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Впервые коэффициент турбулентной вязкости v�rь в подобном астрофи
зическом диске был оценен в ставшей уже классической работе (Shakura and 
Sunyaev, 1973) , в которой была построена простая модель тонкого диска. В ней 
авторы, используя концепцию Колмогорова v�rь = uturЬ/turЬ для коэффициента 
вязкости, возникающей вследствие М ГД турбулентности в диске (где uturb 
среднеквадратичная скорость турбулентных пульсаций, ограниченная терми
ческой скоростью звука cslz�o • вычисленной в центральной плоскости диска, 

uturb < cs lz�o � VYPГPiz�o ; /turb - так называемая длина перемешивания Пранд
тля, ограниченная по предположению полутолщиной hctisk диска, 

/turb < hdisk = (pj pQ�Y12 "" cslz�ofQк , (9.4.5) 
которую можно оценить, используя баланс сил в направлении z: pjz � pgz/r � 
� pQiz (см. ,  например, Шапиро, Тьюкольски, 1985); р, р- соответственно мас
совая плотность и газовое давление в диске) , получили соотношение 

RK - turb д (( )/ ) - 3 - 1 Q ( ) 3 - 2 1 � -� пр = РVк r r ucp r - -2puturb turb К r < - 2рс, z=o = -p z=O (9.4.6) 

между r, <р-компонентной тензора турбулентных напряжений Рейнольдса Rrcp 
и давлением р газа. Тогда, вводя некоторый безразмерный свободный пара
метр вязкости а55 , можно записать 

RK _ 3 - turbQ ( ) _ -rcp - -2РVк к r - -assP· (9.4.7) 

Соотношение между параметром Шакуры-Сюняева а55 и коэффициентом 
турбулентной кинематической вязкости в уравнении (9.4.7) имеет вид 

Rf"' � -р(и�'и�) + В�В�/4щt ,...., 3v'Гь Qк(r) 
а = --- = = �:.:..__-7'--ss р ре; 2с; 

(9.4.8) 

Этот параметр, не поддающийся, вообще говоря, сколько-нибудь точному 
вычислению, удовлетворяет ограничению 

ass < 1 .  (9.4.9) 
Астрофизические модели , построенные с применением соотношения 

(9.4.6), относятся к так называемым вязким а-дискам. Главное достоинство 
подобного эвристического описания дисковой турбулентности состоит в его 
относительной простоте. В частности, по мнению многих исследователей, 
достаточно заменить в уравнениях звездной М ГД коэффициент молекуляр
ной вязкости на коэффициент турбулентной вязкости, чтобы как-то учесть 
процессы турбулизации проводящей среды в астрофизическом диске. В моде
лях подобного рода а55 остается обычно свободным параметром в уравнениях 
строения диска. Его определение на основе различных предположений о 
природе физических процессов, происходящих в диске, бьшо темой много
численных исследований (см. ,  например, библиографию к обзору (Макалкин, 
2004)). В частности, значение дискового параметра Шакуры-Сюняева а55, 
характеризующего степень возбуждения турбулентных движений, может быть 
прокалибровано эмпирически, в частности при помощи зависящих от вре
мени спектров, получаемых при наблюдении вспышек в двойных звездных 
системах с переносом массы, содержащих карликовые новые. Для этого 
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случая бьmи найдены значения ass в интервале О, 1 � as.s � 1 (см. Lynden-Bell, 
Pringle, 1974; Bath, Pringle, 1981). Эти значения совпадают с оценками из 
работы (Eardley и др. ,  1978) , где рассматривалась вязкость, возникающая 
вследствие сдвига скорости и пересоединения силовых линий хаотического 
магнитного поля. Однако для этого случая получены значения 0,0 1 � ass � 1 .  

Совершенно иной подход к роли магнитных полей в механике уноса ко
личества движения представлен в работе (Blandford, 1976), в которой утвер
ждается , что если в диске имеется упорядоченное магнитное поле с боль
шой перпендикулярной составляющей, то как энергия, так и момент коли
чества движения могут уноситься посредством намагниченных струй плаз
мы, движущихся перпендикулярно плоскости диска. В аналитических работах 
(Coroniti, 1981; Тоиt, Pringle, 1992) бьmа получена связь между вязкостью в дис
ке и процессом перезамыкания магнитных полей внутри диска. Известно, что 
скорость перезамыкания может быть охарактеризована величиной МА = иjс А •  
где и - скорость вещества перед разрывом,  а с А =  IBI/v4:лflp - альфвеновекая 
скорость перед разрывом (см. Прист, Форбс, 2005) . Обе модели используют 
сдвигавое течение внутри диска для усиления магнитного поля и исполь
зуют М ГД-турбулентность как механизм радиального переноса вещества. В 
модели Коранити кеплеравекое движение в диске с течением времени со
здает магнитное поле, которое лежит в плоскости диска, образуя эллиптиче
ские ячейки. Эти магнитные ячейки непрерывно создаются и разрушаются 
в турбулентном процессе, который приводит к радиальной диффузии плаз
мы в диске. Вязкий параметр Шакуры-Сюняева, полученный в этой работе, 
выражается через параметр пересоединения следующим образом: ass "" м�!З . 
В модели Тоута и Приигла заранее не предполагается какая-либо специаль
ная геометрия магнитного поля, а просто оцениваются источники и стоки 
для различных его компонент. В этой модели показано, что существует пе
ресоединение вертикального поля, инициированное сильными радиальными 
шировыми течениями, которое является более важным процессам, чем пере
соединение азимутального поля, как это предполагается в модели Коронити. 
Модель Тоута и Приигла дает следующее выражение для параметра Шакуры
Сюняева: ass "" 0,6МА.  Для того чтобы вызвать аккрецию, согласующуюся с 
наблюдениями различных астрофизических явлений, число Маха МА должно 
быть порядка 0, 1 ,  что предполагает очень большие скорости перезамыкания. 
Однако в настоящее время нет никаких оснований считать, что такое быстрое 
перезамыкание возможно в режиме турбулентного М ГД-движения, возника
ющего в диске. Чтобы получить реальную картину связи между аккрецией и 
перезамыканием необходимо, по-видимому, численное моделирование, кото
рое рассматривает турбулентное динамо и процесс перезамыкания самосо
гласованно. В литературе известны и другие аналитические модели, позволя
ющие вычислить ass • но все они не могут быть признаны окончательными, 
поскольку во всех этих работах результат моделирования параметра Шаку
ры-Сюняева сводится, по существу, к выражению неизвестной величины ass 

через какою-либо другую неизвестную величину (например, МА) .  
Вместе с тем, в подходе Шакуры и Сюняева, разработанном авторами 

специально для тонких аккреционных дисков, не принимались во внимание 
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динамические процессы взаимодействия газа и магнитного поля, в частно
сти, не учитывалось влияние магнитного поля на турбулентное течение через 
посредство пути смешения, а также обратное влияние переноса тепла на раз
витие дисковой турбулентности. Кроме этого, известно, что первоначальная 
модель дисковой аккреции Шакуры и Сюняева неустойчива по отношению, 
как к тепловым, так и к медленным возмушениям. В связи с разработкой 
численной модели структуры и эволюции солнечного протопланетного дис
ка и его короны представляется целесообразным отойти от ass -формализма 
и получить обобщение формулы (9.4.7) на случай расслоенного вещества (по 
плотности) субдиска конечной толщины. 

9.4.2. Моделирование коэффициента турбулентной вязкости 
в протопланетном диске конечной тол�иы 

Разберем вначале, какова может быть конфигурация магнитного поля в диске. 
Если бы диска не существовало, то силовые линии дипольнога магнитного поля не 
имели бы <р-компоненты (т. е. они бьmи бы полоидальны), а вблизи экваториальной 
плоскости преобладал бы компонент В z· Однако если вокруг звезды имеется диск, 
то магнитные силовые линии, первоначально <<вмороженные>> во вращающую
ел плазму, испытывают сдвиг в направлении <р, который приводит в конечном 
счете к появлению отличного от нуля компонента В"'. Если предположить, что 
силовые линии, будучи сдвинутыми, остаются непрерывными при пересече
нии поверхности диска, то компоненты В"' должны быть одинаковыми по 
величине, но противоположными по направлению сверху и снизу от плоско
сти диска. Таким образом, магнитное поле будет гораздо сильнее меняться по 
высоте z внутри диска, чем по его радиусу r (например, В"' изменяется от +В"' 
до -В"' при изменении z от -hdisk до +hdisk ' где hdisk � r - полутолщина диска) . 
Кроме этого, очевидно, что Br �В"', Bz, поскольку диск расположен вблизи 
экваториальной плоскости, а газ движется почти по круговым орбитам. 

Таким образом, выражение для коэффициента турбулентной вязкости 
(9.3 .44), в рассматриваемом аксиально-симметричном случае может быть 
записано следующим образом 

2 2 
vturb = a L*2r ( дQ(r, z) ) + ( дQ(r, z) ) 

К ss дr дz ' (9.4. 10) 

(9.4. 1 0*)  

где, с учетом сделанных предположений, числа Ричардсона Riк и Riм 
имеют вид 

(9.4. 1 1 )  

(9.4. 1 2) 
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При наnисании этих соотношений использовано следующие представление 
для эффективной силы тяжести g =  {0, О, -gz} (на единицу массы с поnравкой 
на центробежное ускорение) , где 

_ oZ Z � 2 • 
Gд ( 2 )-3/

2 
gz - _r_з_ 1 + 7 = QK,mid(r)z, (9.4. 1 3) 

(9.4. 1 4) 

- кеплеровекая угловая скорость; QK,mid (r) = Qк(r, 0) = yGд0/r3 - кеnлеров

екая угловая скорость в центральной плоскости диска; 

(9.4. 1 5) 

- адиабатический градиент температуры в протоnланетном аккреционном 
диске; у = (ср)/((ср) - �) - показатель адиабаты для осредненного контину
ума. Из формул (9.4. 1 1 ) видно, что в случае адиабатического расnределения 
темnературы с высотой (безразличная стратификация) 

-

д(
Т

) 
= (

-

д( 

Т
) 
) дz дz 
ad 

число Ричардсона Riк = О, т. е. темnературный градиент в диске не оказывает 
влияния на коэффициенты турбулентного переноса. Однако в случае неустой
чивой термической стратификации аккреционного диска, когда имеют место 
сверхадиабатические градиенты темnературы 

(9.4. 1 6) 

Riк < О  (здесь множитель /, характеризующий превышение вертикального гра
диента температуры в диске нададиабатическим, может достигать величины 
/ = 0,2 при г �  10 а. е. (см. Макалкин, Дорофеева, 1995)) и энергия турбу
лентности возрастает за счет энергии неустойчивости в направлении пер
nендикулярном к экваториальной плоскости диска (конвективный источник 
турбулентности);  при этом одновременно увеличивается коэффициент тур
булентной вязкости. В то же время, пространствеиная неоднородность (по 
высоте) осредненного магнитного поля приводит к увеличению турбулент
ной энергии, поскольку магнитное число Ричардсона всегда больше нуля, 
Riм > О. Обратное турбулентное число Прандтля-Шмидта 1/ Pr�rь в формуле 
(9.4. 1 0) можно принять равным единице в случае, когда основным механиз
мом турбулентности являются сдвигоные напряжения при дифференциальном 
вращении диска; однако оно может быть в 2-3 раза больше, когда nричиной 
турбулентности является тепловая конвекция в вертикальном направлении 
(см. ,  например, Shakura и др. ,  1978). 
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Можно показать (Колесниченко, Марав, 2006), что иногда в диссипативной 
функции Ф (и) = 2pv�rь D : D для осесимметричного диска можно пренебречь 
вертикальным градиентом угловой скорости дQ(r, z)/дz по сравнению с ее 
радиальным градиентом дQ(r, z)/дr. Тогда для большей части диска (за ис
ключением областей, близких к прото-Солнцу) справедливо следующее при
ближенное выражение для коэффициента турбулентной вязкости 

(9.4. 1 7) 

Для того чтобы получить формальное совпадение этого выражения с фор
мулой Шакуры-Сюняева (9.4.7), справедливой для газофазных аккрецион
ных дисков, нужно положить в формуле (9 .4. 1 7) параметры Ri = О  и Riм = О  
и подставить в нее угловую скорость кеплеравекого вращения QK,mid(r) = 

= (GМ0)112г312 . Если использовать теперь в качестве масштаба турбулентно
сти величину L = hdisk = y(p/P) Iz=o/Qк,mid' то в результате получим 

v�rЬ = � as,(P'/P)Iz=O/Qк,mid' 

Rrq; = pv�rbr(дQK,mid(r)/дr) = - : assPiz=O ' 

что совпадает с формулой (9.4.7) (поскольку множитель : для свободного 

параметр ass не имеет принципиального значения) . 
В заключение вновь обратим внимание на важность учета магиитогидро

динамических эффектов при создании адекватных космогонических моделей 
дифференциально вращающегося допланетного диска. 

В данной главе получили дальнейшее обобщение на электропроводные 
среды развитые ранее авторами эффективные методы инвариантного модели
рования турбулентных течений в многокомпонентных реагирующих газовых 
смесях (Колесниченко, Марав, 1999; Marov, Kolesnichenko, 2002) . Настоящее ис
следование является необходимым для более полного и более приближенного 
к реальности моделирования разнообразных процессов эволюции дифферен
циально вращающегося плазменного вещества допланетного турбулизованно
го диска. 

К основным полученным результатам можно отнести: 
• формулирование базовой системы уравнений МГД для мгновенных 

(актуальных) параметров течения проводящей космической жидкости, пред
назначенньа для численного моделирования околосолнечного допланетного 
диска на разных стадиях его эволюции и в пространствеиных зонах, распо
ложенных на различных расстояниях от протозвезды; 
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• теоретико-вероятностное осреднение по Фавру стохастических уравне
ний движения уравнений магнитной гидродинамики с целью феноменологи
ческого описания осредненного течения плазмы и процессов турбулентного 
тепло- и массопереноса в проводящем диске; 

• вывод определяющих соотношений для корреляционных характеристик 
турбулентного течения электропроводной жидкости в присутствии магнитно
го поля, необходимых для замыкания магиитогидродинамических уравнений 
масштаба среднего движения; 

• разработку полуэмпирического способа моделировании коэффициентов 
турбулентного переноса в электропроводном диске с учетом влияние магнит
ного поля и обратного эффекта переноса тепла на развитие турбулентности 
во вращающемся электропроводном диске. 



Заключение 

На современном этапе развития науки возрастающее значение приобрета
ет изучение природных динамических систем и проявлений их многообразных 
физических свойств. В основе лежат фундаментальные закономерности фор

мирования макромолекулярных структур из гомогенной недифференцируе
мой среды, наблюдаемые в окружающей природе и космосе, проникновение 

в сущность которых непрерывно расширяет горизонты познания. Громадную 

роль в этом процессе играют создаваемые математические модели, в первую 

очередь модели космических объектов, обычно недоступных для непосред

ственных исследований, с целью понимания их генезиса и этапов эволюции. 
В монографии авторы сосредоточили основное внимание на изучении 

развитой турбулентности в многокомпонентных смесях реагирующих газов 
и в гетерогенных газапылевых средах и на термодинамическом конструиро

вании континуальных моделей турбулизованных гидродинамических систем. 

Поскольку такие системы обладают, как правило, усложненными физико-хи
мическими характеристиками, при их математическом моделировании необ

ходимо, в общем случае, учитывать сжимаемость потока, перемениость теп

лофизических свойств среды, наличие процессов тепло- и массопереноса, хи
мических реакций, фазовых переходов и излучения, воздействие гравитаци
онных и электромагнитных сил. Данное традиционное направление иссле

дований имеет многочисленные естественнонаучные и технические приложе
ния, среди которых достаточно назвать развитие научных представлений об 

эволюции Земли и планет Солнечной системы, аккреционных дисков и дру

гих разнообразных объектов во Вселенной, изучение процессов турбулентного 
тепло- и массопереноса в разреженных газовых оболочках небесных тел, со

здание космических аппаратов и энергетических установок нового поколения. 
Наряду с этим, в монографии обсуждается актуальная теория самоорга

низации при необратимых процессах и проблема структураобразования в 
различных природных комплексах, прежде всего в развитых турбулентных 
течениях, что служит отражением общей концепции стохастической динами
ки, связанной с возникновением упорядоченных структур при значительном 

отклонении от равновесия. Проблема возникновения и эволюции когерент

ных вихревых образований в турбулентных течениях рассматриваются нами, 

исходя из анализа соотношения порядка и хаоса в открытых диссипативных 
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системах с позиций стохастической нелинейной термодинамики необратимых 
процессов, и эта концепция используется, в частности, на примере модели
рования структуры и эволюции протопланетного газопьшевого диска, тур
булентная природа которого способствует возникновению в нем первичных 
пылевых кластеров. 

Авторы сознательно расширили перечень примеров самоорганизующих
ся динамических систем, распространив его на наблюдаемые специфические 
особенности многочисленных космологических структур и их эволюции, хо
рошо осознавая при этом, что само понимание процесса структураобразо
вания в подобном многоплановом явлении может носить субъективный ха
рактер и не разделяться другими исследователями природных и космических 
сред. Такие природные объекты и сопровождающие их процессы, как звезды, 
планеты и малые тела Солнечной системы, звездно-галактическая и планет
ная эволюция, формирование аккреционных протопланетных дисков, стро
ение и эволюции Вселенной, несомненно нуждаются в усовершенствовании 
подходов при их анализе как реальных динамических систем и в разработках 
адекватных математических моделей. Таким образом, предпринятое нами в 
первой главе обсуждение комплекса вопросов о природе окружающего нас 
мира, выходящее далеко за рамки более узких проблем моделирования струк
турированной турбулентности, которым, собственно, и посвящен основной 
объем монографии, служит задаче отразить общность концепции образования 
высокоорганизованных неравновесных структур в природных и космических 
средах и привлечь к данной проблематике внимание исследователей. 

Подводя итог, можно говорить о том, что в монографии рассмотрен ряд 
сложных современных проблем геофизики и астрофизики на основе методов 
механики сплошных сред, исходя из предложенного авторами стохастико-тер
модинамического подхода к построению полуэмпирических моделей разви
той турбулентности в реагирующих многокомпонентных газах и газопьшевых 
средах, а также структурированной турбулентности в однородной жидкости. 
Такой подход обещает эффективное использование при построении моде
лей и численном решении конкретных гидродинамических задач, связанных 
с изучением особенностей природных комплексов и космических сред, их 
реконструкцией и прогнозом эволюции. Значительное внимание авторы уде
лили также проблемам теории самоорганизации при необратимых процессах, 
предложив ряд новых оригинальных методов при описании развитой гидроди
намической турбулентности, в которой происходят кооперативные процессы 
вихревого структурообразования. 



Приложение 

Элементы тензорного исчисления 

А. Векторные и тензорные обозначения 

В книге использованы следующие тензорные обозначения: 
а - тензор нулевого ранга (скаляр) , 
a(ak) - тензор первого ранга (вектор) , 
A(Ak) - тензор второго ранга, 
U(бk) - единичный тензор (бkJ - символ Кронекера) , 
J(JiJk) - тензор третьего ранга. 

Симметричные и антисим.метричные теmоры 

Симметричные и антисимметричные тензоры определяются следующим 
образом: 

симметричный: А =Airansp(AkJ = A1k) ,  (A. l ) 
антисимметричный: А= -Atransp(AkJ = -A1k) .  (А.2) 
След тензора определяется как сумма его диагональных элементов: 
Sp А =  L Akk (А.З) k 

Скалярное и тензорное (внутреннее) произведение 

Скалярное произведение 
Двух векторов a · h =  L akbk (скаляр) k 
Вектора и тензора А · Ь = L А Jkbk (вектор) k 
Тензора и вектора Ь · А =  L bkAkJ (вектор) k 
Двух тензоров А ·  В = L A1kBki (тензор) k 
Двойное скалярное произведение тензоров: 

А : В = L
. 
A1kBkJ (скаляр) k,j 

Внутреннее (диадное) тензорное произведение 
Двух векторов (аЬ) Jk = aik (тензор второго ранга) 

Вектора и тензора (aB)iJk = aiBJk (тензор третьего ранга) 

(А.4) 

(А.5) 

(А. б) 
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Тензора и вектора (Ba)iJk = Bipk (тензор третьего ранга) 
Двух тензоров (AВ)iJkl = AiJBkz (тензор четвертого ранга) 
Векторное произведение для двух векторов и для тензора и вектора 

(а х b)k = L t:iJkaibJ (вектор) , i,j 
(В х a)ik = L t:Jk!Bipz (тензор), J.Z 

где символ перестановки t:iJk принимает значения 

при четной перестановке индексов (т. е. 1 23, 23 1 ,3 12), 
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(А.7) 

при нечетной перестановке индексов (т. е. 32 1 ,  1 32, 2 1 3) ,  (А.8) 
при повторяющихся индексах. 

В. Цилиндрические координаты 

Здесь для удобства читателя представлены в цилиндрической координат
ной системе r, rp, z (для осесимметричного случая, дjдrр = О) выражения для 
различных операторов, фигурирующих в приведеиных выше уравнениях ге
терогенной механики и действующих на 

1) скаляры: 

rilJ • дf:JJ • дf:JJ V= = lrдr + lzдz '  (В. 1 )  

(В.2) 

2) векторы: 

(В.3) 

(В.4) 

3) диадики: 

P=i,irPrr +iriepPrep +irizPrz +iepirP epr +iepiepPepep +iepizPepz +iirPzr +iiepPzep +iizPzz ' (В.5) 

V · P = i [_!_ д(r
Р,,

)
-

дР,, - р"'"' ] +  r r дr дz r 

+ i  [_!_ д(rP
,
q) 

+ 
дРZ'Р + p<pr ] + i  [_!_ д(rPrz) + дРи ] . (В.б) 

ер r дr дz r z r дr дz 

Тогда для тензоров деформаций и тензора скоростей деформаций будем 
иметь: 

D 1 ( ( )t ) . . ди • • 1 ( ди"' и"' ) • • 1 ( ди, ди
, 
) = - VU + VU ransp = l l _r + l l - -- - - + l l - - + - + 2 r r 

дr r ер 2 дr r r z 2 дr дz 



580 Приложение. Элементы тензорного исчисления 

Оператором,  который широко используется в гидродинамике, является 
двухточечное умножение Гиббса. Согласно обозначениям Гиббса, если а, Ь, с, 
d - произвольные векторы, то аЬ : cd = (а ·  с)(Ь · d). В частности, для единич
ных векторов можно написать 

iЛ : i1im = (i1 · i1) (ik · im) = Dj/Dkm'  
тогда для двух диадикав имеем 

(В.9) 

= � � � � D . D D(l) D(2) = � � D(I )  D(2) (B. l O) "-' "-' "-' "-' Jl km jk Im "-' "-' jk Jk ' 

или 

j k 1 т j k 

(B. l l )  
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