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�¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥«  | ¡³°® ° §¢¨¢ ¾¹ ¿±¿ ®¡« ±²¼ ±®¢°¥¬¥®©
´¨§¨ª¨, ±«¥¤±²¢¨¥¬ ·¥£® ¿¢«¿¥²±¿ ®£°®¬®¥ ª®«¨·¥±²¢® ±² ²¥© ¨ ¬®®-
£° ´¨©, ·¨±«® ª®²®°»µ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ± ª ¦¤»¬ £®¤®¬. �®¬¨¬® ´³¤ -
¬¥² «¼®£® § ·¥¨¿, ´¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¿¢«¿¥²±¿ ®±®¢®© ¤«¿ ¬®-
£¨µ ¯°¨ª« ¤»µ  ¯° ¢«¥¨© ²¥µ®«®£¨©, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¥¥ ¨§³·¥¨¥
¥®¡µ®¤¨¬® ª ª ¡³¤³¹¨¬  ³·»¬ ° ¡®²¨ª ¬, ² ª ¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨¬ ±¯¥-
¶¨ «¨±² ¬. �¤ ª® ¢»¯³±ª ³·¥¡®© «¨²¥° ²³°» ¢ �®±±¨¨ ±³¹¥±²¢¥®
®²±² ¥² ®² ¯®²°¥¡®±²¥©. �¤¥±¼ ±«¥¤³¥² ¢»¤¥«¨²¼ ² ª¨¥ ²°¥¡®¢ ¨¿ ª
³·¥¡¨ª ¬ ¨ ³·¥¡»¬ ¯®±®¡¨¿¬ ¯® ´¨§¨ª¥ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ª®²®°»¥ ±¢¿-
§ » ± °¥ «¼»¬¨ ° §«¨·¨¿¬¨, ±³¹¥±²¢³¾¹¨¬¨ ¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¨ ½²®©
¤¨±¶¨¯«¨» ¢ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¨ ²¥µ¨·¥±ª¨µ ³¨¢¥°±¨²¥² µ:   ´¨§¨·¥-
±ª¨µ ´ ª³«¼²¥² µ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ³¨¢¥°±¨²¥²®¢, ª ª ¯° ¢¨«®, ±³¹¥±²¢³¾²
¤¢  ®¡° §®¢ ²¥«¼»µ ³°®¢¿ | ¡ §®¢»© (´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª¨©) ¨ ³£«³-
¡«¥®£® ¨§³·¥¨¿ (²¥®°¥²¨·¥±ª®£® ¨ ±¯¥¶¨ «¼®£® ¯«  ); ¢ ²¥µ¨·¥-
±ª¨µ ³¨¢¥°±¨²¥² µ £« ¢®¥ ¢¨¬ ¨¥ ³¤¥«¿¥²±¿ ¯°¨ª« ¤»¬  ±¯¥ª² ¬
´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« .

� «¾¡®¬ ±«³· ¥ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¡ §®¢»© ³·¥¡¨ª, ¯®±¢¿-
¹¥»© ®±®¢ ¬ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« . �«®¦¨¢¸ ¿±¿ ª  ±²®¿¹¥¬³
¢°¥¬¥¨ ±¨±²¥¬  ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ ¡ §®¢®£® ³°®¢¿ ®±®¢  , £« ¢»¬ ®¡° -
§®¬,   ¯¥°¥¢®¤»µ ª¨£ µ �.�¨²²¥«¿ À�¢¥¤¥¨¥ ¢ ´¨§¨ª³ ²¢¥°¤®£®
²¥« Á, �. �¸ª°®´²  ¨ �.�¥°¬¨  À�¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥« Á (¢ 2-µ ²®¬ µ),
�¦.�«¥©ª¬®°  À�¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥« Á, ª®²®°»¥ ±² ®¢¿²±¿ ¡¨¡«¨®£° -
´¨·¥±ª®© °¥¤ª®±²¼¾.

� ¯°¥¤« £ ¥¬®© ª¨£¥ ±®¤¥°¦ ²±¿ ®±®¢»¥ ° §¤¥«» ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£®
²¥« . � »© ³·¥¡¨ª  ¯¨±    ®±®¢¥ ª³°±®¢ «¥ª¶¨©, ±¥¬¨ °±ª¨µ ¨
« ¡®° ²®°»µ § ¿²¨© ¯® ¤¨±¶¨¯«¨¥ À�¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥« Á, ·¨² ¥¬»µ
¨ ¯°®¢®¤¨¬»µ   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¤«¨²¥«¼®£® ¢°¥¬¥¨ ¢¥¤³¹¨¬¨ ±®²°³¤-
¨ª ¬¨ ¨ ¯°¥¯®¤ ¢ ²¥«¿¬¨ �±²¨²³²  ´¨§¨ª¨ �� ��� (£. �° ±®¿°±ª)
¨ ª ´¥¤°» ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  �° ±®¿°±ª®£® £®±³¤ °±²¢¥®£® ³¨-
¢¥°±¨²¥² . �£® ®¡º¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¢³¬ ±¥¬¥±²° ¬, ³°®¢¥¼ ±«®¦®±²¨
¯°¥¤¯®« £ ¥², ·²® ±²³¤¥²» ³¦¥ ®§ ª®¬¨«¨±¼ ± ®±®¢ ¬¨ ª¢ ²®¢®© ¬¥-
µ ¨ª¨ ¢ ®¡º¥¬¥ ±² ¤ °²®£® ³¨¢¥°±¨²¥²±ª®£® ª³°± . �®§¬®¦® ¨±-
¯®«¼§®¢ ²¼ ¤ »© ³·¥¡¨ª ¤«¿ ®¡³·¥¨¿ ±²³¤¥²®¢ 3{4 ª³°±®¢ ±¯¥¶¨-
 «¼®±²¥© ¨ ±¯¥¶¨ «¨§ ¶¨© À�¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥« Á, À�¨§¨·¥±ª®¥ ¬ ²¥-
°¨ «®¢¥¤¥¨¥Á, À�¨§¨·¥±ª ¿ µ¨¬¨¿Á ´¨§¨·¥±ª¨µ, ´¨§¨ª®-²¥µ¨·¥±ª¨µ ¨
µ¨¬¨·¥±ª¨µ ´ ª³«¼²¥²®¢ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¨ ²¥µ¨·¥±ª¨µ ³¨¢¥°±¨²¥²®¢.

� ·¨±«³ ®±®¡¥®±²¥© ¤ ®© ª¨£¨ ¬®¦® ®²¥±²¨ ¯®¯»²ª³ ±¤¥« ²¼
¡®«¥¥ À¯°®§° ·»¬¨Á ¤«¿ ±²³¤¥²®¢ ²¥ ° §¤¥«», ª®²®°»¥ ¤®«¦» ¡»²¼
®±®¢ »   ¯°¨¬¥¥¨¨ § ¨© ¯® ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¥ ¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª®©
´¨§¨ª¥ | ¤¨±¶¨¯«¨¥, ·¨² ¥¬®© ²° ¤¨¶¨®®   4-¬ ª³°±¥.
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�°¥¤¬¥² ½²®£® ³·¥¡¨ª  | ®±®¢» ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« . �² 
¤¨±¶¨¯«¨   · «  ´®°¬¨°®¢ ²¼±¿ ¢  · «¥ XX¢.,   ³±ª®°¥®¥
° §¢¨²¨¥ ¯®«³·¨«  «¨¸¼ ¢® ¢²®°®© ¥£® ¯®«®¢¨¥. �®¤¨« ±¼ ½² ,
»¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼ ¿ ®¡« ±²¼ ´¨§¨ª¨ ¨§ ¤®±² ²®·® µ®°®¸® ° §-
¢¨²®©  ³ª¨ ® ±²°®¥¨¨ ª°¨±² ««®¢ | ª°¨±² ««®£° ´¨¨, ±®§¤ -
®© ¢ 30-¥ £®¤» ª¢ ²®¢®© ²¥®°¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¨,  ª®¥¶, ¨§
¯° ª²¨·¥±ª®© ¯®²°¥¡®±²¨ ¢ ±®§¤ ¨¨ ¬ ²¥°¨ «®¢ ± § ° ¥¥ § -
¤ »¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨.

�°¨±² ««®£° ´¨¿ | ¯¥°¢® · «¼® ·¨±²® ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª ¿
¤¨±¶¨¯«¨ , ¢®§¨ª«  ª ª ¯®¯»²ª  ®¯¨± ²¼ ±²°®¥¨¥ ¢®±µ¨¹ ¢-
¸¨µ ±¢®¥© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯° ¢¨«¼®±²¼¾ ª°¨±² ««®¢. � ®²-
ª°»²¨¥¬ ¢ 1912 £. ¿¢«¥¨¿ ¤¨´° ª¶¨¨ °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥©  
ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²ª µ ¯®¿¢¨«¨±¼ ¬®¹»¥ ±°¥¤±²¢  ¨±²°³-
¬¥² «¼®£®   «¨§  ±²°®¥¨¿ ª°¨±² ««®¢, ¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¡»«¨
° ±¸¨´°®¢ » ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ®£°®¬®£® ª®«¨·¥±²¢ 
¥®°£ ¨·¥±ª¨µ,   § ²¥¬ ¨ ®°£ ¨·¥±ª¨µ ¢¥¹¥±²¢.

� 30-¥ £®¤» ° ¡®² ¬¨ �.�¥©§¥¡¥°£ , �.� ³«¨, �.�®°  ¡»«¨
±®§¤ » ®±®¢» ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ·²®
¯®§¢®«¨«® ®¡º¿±¨²¼ ¨ ¯°®£®§¨°®¢ ²¼ ¨²¥°¥±»¥ ´¨§¨·¥±ª¨¥
½´´¥ª²» ¢ ²¢¥°¤»µ ²¥« µ. �±ª®°¿«¨ ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°-
¤®£® ²¥«  ¯®²°¥¡®±²¨  °®¦¤ ¾¹¥©±¿ ²¢¥°¤®²¥«¼®© ½«¥ª²°®¨ª¨
¢ ®¢»µ ±¢¥°µ·¨±²»µ ¬ ²¥°¨ « µ. �¤¥±¼ ¬®¦® ³ª § ²¼ ¢ ¦¥©-
¸¥¥ ±®¡»²¨¥ | ®²ª°»²¨¥ ¢ 1948 £. �.�®ª«¨, �.�° ²²¥©®¬ ¨
�¦. � °¤¨®¬ ³±¨«¨²¥«¼»µ ±¢®©±²¢ ²° §¨±²®° .

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¥¤¬¥²®¬ ¤ ®© ®¡« ±²¨  ³ª¨ ¡³¤³², ¯°¥¦¤¥
¢±¥£®, ±¢®©±²¢  ¢¥¹¥±²¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ±®±²®¿¨¨, ¨µ ±¢¿§¼ ± ¬¨ª°®±ª®-
¯¨·¥±ª¨¬ ±²°®¥¨¥¬ ¨ ±®±² ¢®¬, ½¢°¨±²¨·¥±ª®¥ ¯°®£®§¨°®¢ ¨¥
¨ ¯®¨±ª ®¢»µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ¨ ´¨§¨·¥±ª¨µ ½´´¥ª²®¢ ¢ ¨µ. � ª²¨-
·¥±ª¨ ´¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥«  ±«³¦¨² ¡ §®© ¤«¿ ´¨§¨·¥±ª®£® ¬ ²¥-
°¨ «®¢¥¤¥¨¿.

�¡° §®¢ ¨¥ ²¢¥°¤®£® ±®±²®¿¨¿ ¢¥¹¥±²¢  ®¡³±«®¢«¥® ½¥°-
£¥²¨·¥±ª®© ¢»£®¤®© ®²®±¨²¥«¼® ¦¥±²ª®© ª®´¨£³° ¶¨¨  ²®¬®¢
(¬®«¥ª³«) ¨ ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ¨²¥°¢ «¥ ²¥¬¯¥° -
²³° ¨ ¤ ¢«¥¨©. � ½²®¬ ±¬»±«¥ ´¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¥±²¼ ° §¢¨²¨¥
¢¯®«¥ ª« ±±¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ´¨§¨·¥±ª®©  ³ª¨ | ¬®«¥ª³«¿°®©
´¨§¨ª¨.

�§³·¥¨¥ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯°¨¿²®  ·¨ ²¼ ± ° ±±¬®-
²°¥¨¿ ¬®¤¥«¥© ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢ ¢¨¤¥ ±®¢¥°¸¥»µ, ¡¥±¯°¨¬¥±-
»µ ¬®®ª°¨±² ««®¢ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨µ ° §¬¥°®¢. �«¨¿¨¥ ¤¥-



8 �¢¥¤¥¨¥

´¥ª²®¢, ¯°¨¬¥±¥© ¨ £° ¨¶ §¥°¥ ³·¨²»¢ ¾²±¿ ¯®²®¬ ª ª ¬ «»¥
¢®§¬³¹¥¨¿. � ª®© ¯®¤µ®¤ ¯°¨£®¤¥ ¢¯«®²¼ ¤® ¬¨ª°®- ¨«¨ ±³¡-
¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ° §¬¥°®¢ ¨±±«¥¤³¥¬»µ ²¢¥°¤»µ ²¥«. �°³¯»¥
¯°¨°®¤»¥ ª°¨±² ««» ¤ ¢® ¨§¢¥±²» ·¥«®¢¥ª³,  ¯°¨¬¥°, £®°-

�¨±. �.1. �«¬ § À�®°¿ªÁ

»© µ°³±² «¼ (ª¢ °¶ SiO2) ¨ ¥£® ¬®£®·¨±«¥»¥ ° §®¢¨¤®±²¨,
£ «¨² (¯®¢ °¥ ¿ ±®«¼ NaCl), ¤° £®¶¥»¥ ª ¬¨ | °³¡¨ ¨ ± ¯-
´¨° (±®¥¤¨¥¨¿ Al2O3 ± ¤®¡ ¢ª ¬¨ µ°®¬  ¨«¨ ¦¥«¥§  ¨ ²¨²  ),
¨§³¬°³¤ (¯°®§° · ¿ ° §®¢¨¤®±²¼ ¡¥°¨««  Al2Be3Si6O18 ± ¯°¨-
¬¥±¼¾ Cr2O3),  «¬ § (¯°®§° · ¿ ´®°¬  ³£«¥°®¤  C) (°¨±. �.1) ¨
¤°³£¨¥. � ²¥·¥¨¥ ¥±ª®«¼ª¨µ ±²®«¥²¨© ±«®¢® Àª°¨±² ««Á ¯°¨¬¥-
¿«®±¼ ¨±ª«¾·¨²¥«¼® ¤«¿ ®¡®§ ·¥¨¿ £®°®£® µ°³±² «¿ ¨ ®¡®-
§ · «® À§ ±²»¢¸¨© «¥¤Á, ¯®±ª®«¼ª³ ±·¨² «®±¼, ·²® ¢ ³±«®¢¨¿µ
¢»±®ª®£®°¼¿ «¥¤ ¬®£ À®ª ¬¥¥²¼Á. �  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ª°¨±² «-
«®¬  §»¢ ¾² ² ª®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«®, ³ ª®²®°®£® ° ±¯®«®¦¥¨¥  ²®¬®¢
±²°®£® ¯¥°¨®¤¨·® ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. � ¨¡®«¥¥ µ ° ª-
²¥°»¬ ¢¥¸¨¬ ¯°¨§ ª®¬ ª°¨±² ««¨·®±²¨ ¢¥¹¥±²¢  ¿¢«¿¥²±¿
 «¨·¨¥ ¥±²¥±²¢¥»µ ¯«®±ª¨µ £° ¥©. �®±² ²®·® ¤ ¢® ½¬¯¨-
°¨·¥±ª¨ ¡»«¨ ³±² ®¢«¥» ¤¢  ®±®¢»µ § ª®  ®£° ¥¨¿ ª°¨-
±² ««®¢.

�  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¬¥²®¤» ¨ ²¥®°¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ° §¢¨²»¥
¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¢®©±²¢ ¨ ±²°³ª²³°» ¬®®ª°¨±² ««®¢, ¸¨°®ª® ¯°¨-
¬¥¿¾²±¿ ¤«¿ ¯®«³·¥¨¿ ¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ®¢»µ ¬ ²¥°¨ «®¢: ª®¬-
¯®§¨²®¢ ¨  ®±²°³ª²³°, ª¢ §¨ª°¨±² ««®¢ ¨  ¬®°´»µ ²¢¥°¤»µ
²¥«. �¨§¨ª  ²¢¥°¤®£® ²¥«  ±«³¦¨² ®±®¢®© ¤«¿ ¨§³·¥¨¿ ¿¢«¥¨©
¢»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°®© ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, £¨£ ²±ª®£® ¬ £¥²®±®-
¯°®²¨¢«¥¨¿ ¨ ¬®£¨µ ¤°³£¨µ ¯¥°±¯¥ª²¨¢»µ ±®¢°¥¬¥»µ  ³ª®-
¥¬ª¨µ ²¥µ®«®£¨©.



� «   ¢   1

��������� � ��������� ����������

1.1. �°¥µ¬¥° ¿ ¯¥°¨®¤¨·®±²¼
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»

�°¨±² ««», ª ª ¨ ¦¨¤ª®±²¨, ¿¢«¿¾²±¿ ª®¤¥±¨°®¢ »¬¨
±¨±²¥¬ ¬¨. �¨«» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨   ° ±±²®¿-
¨¿µ, ¯°¥¢»¸ ¾¹¨µ ° ¢®-
¢¥±®¥ ¬¥¦ ²®¬®¥ ° ±±²®¿-
¨¥ r0 (°¨±. 1.1), ¨¬¥¾² µ ° ª-
²¥° ¯°¨²¿¦¥¨¿ (®¡« ±²¼ ®²-
°¨¶ ²¥«¼»µ § ·¥¨© ¯®²¥-
¶¨ «  ¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿   °¨±. 1.1). � ®¡« ±²¨
¯®«®¦¨²¥«¼»µ § ·¥¨© U(r)
¯°¨²¿¦¥¨¥ ±¬¥¿¥²±¿ °¥§ª¨¬
®²² «ª¨¢ ¨¥¬. � ª ¯° ¢¨«®,
¬¨¨¬³¬ ª°¨¢®© U(r) ±®®²-
¢¥²±²¢³¥² ¬¥¦ ²®¬»¬ ° ±±²®-
¿¨¿¬ 1,5{3,5�A.

�¨±. 1.1. �®²¥¶¨ « ¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨-
¬®¤¥©±²¢¨¿

� ¤°³£®© ±²®°®»,  ²®¬»
¢ ª°¨±² ««¥ ±®¢¥°¸ ¾² ¥¯°¥-
°»¢»¥ ²¥¯«®¢»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ®¡« ¤ ¾² ª¨¥²¨-
·¥±ª®© ½¥°£¨¥©. �¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ W · ±²¨¶ ± ¬ ±±®© m ¨
¨¬¯³«¼±®¬ p ¢»° ¦ ¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬

W =
p2

2m
: (1.1)

�±«¨ ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¡®«¼¸¥ ¯®²¥¶¨ «¼®©, ²® ±¨«»
±¢¿§¥© ¡³¤³² ¯°¥®¤®«¥». �®£¤  ³±«®¢¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ª®¤¥±¨-
°®¢ ®© ±¨±²¥¬» ¨, ¢ · ±²®±²¨, ª°¨±² «« , ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ®
¢ ¢¨¤¥

p2

2m
< U: (1.2)

�±«®¢¨¥ (1.2) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ ¦¨¤ª®±²¨. �¤ ª® µ ° ª²¥°
³¯®°¿¤®·¥¨¿  ²®¬®¢ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ª°¨±² ««  ª ¦¨¤ª®±²¨ °¥§ª®
¬¥¿¥²±¿, ¯®±ª®«¼ª³ ± ¢®§° ±² ¨¥¬ ¨¬¯³«¼±®¢ · ±²¨¶ ±°¥¤¨¥
° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ° ±²³², ®¨ ¢±¥ · ¹¥ ®ª §»¢ ¾²±¿  



10 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

¤ «¼¥¬ ª° ¥ ¬¨¨¬³¬  ª°¨¢®© U(r). � ¦¨¤ª®±²¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨
®¡° §³¾²±¿ ¥ª®²®°»¥ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥»¥ ª®´¨£³° ¶¨¨  ²®¬®¢,
®¤ ª®, ®¨ ¢±¥ ¢°¥¬¿ ° §°³¸ ¾²±¿ ²¥¯«®¢»¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬, ¨ ³¯®-
°¿¤®·¥¨¥ ²¥¬ ¨¦¥, ·¥¬ ¢»¸¥ ²¥¬¯¥° ²³° .

� ²¢¥°¤»µ ²¥« µ  ¬¯«¨²³¤  ª®«¥¡ ¨©  ²®¬®¢ ±³¹¥±²¢¥®
¬¥¼¸¥ ¬¥¦ ²®¬»µ ° ±±²®¿¨©, ¯®½²®¬³ ª°¨±² «« ¢ ° ¢®¢¥±-
®¬ ±®±²®¿¨¨ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¯° -
¢¨«¼»¬ ° ±¯®«®¦¥¨¥¬  ²®¬®¢ ¨«¨ ¬®«¥ª³«.

1.2. �¯¨± ¨¥ ±²°³ª²³°» ª°¨±² ««®¢

�°¨ ®¯¨± ¨¨ ¨¤¥ «¼®£® ª°¨±² ««  ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®
® § ¨¬ ¥² ¢±¥ ¡¥±ª®¥·®¥ ²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®. � ±±¬®-
²°¨¬ ± · «  ²° ±«¿¶¨®³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ª°¨±² «« .

�¤¥ «¼»© ª°¨±² «« ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¯³²¥¬ ¡¥±ª®¥·®£® § -
ª®®¬¥°®£® ¯®¢²®°¥¨¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ®¤¨ ª®¢»µ ±²°³ª²³°»µ
¥¤¨¨¶. �  ¨¡®«¥¥ ¯°®±²»µ ª°¨±² «« µ (Au, Ag, Cu, Na) ±²°³ª-
²³° ¿ ¥¤¨¨¶  ±®±²®¨² ¨§ ®¤®£®  ²®¬ . � ª°¨±² «« µ ±«®¦»µ
±®¥¤¨¥¨© ±²°³ª²³° ¿ ¥¤¨¨¶  ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ¥±ª®«¼ª®  ²®-
¬®¢ ¨«¨ ¬®«¥ª³«¿°»µ £°³¯¯. �°¨±² «« ¬®¦¥² ±®±²®¿²¼ ¨§  ²®-
¬®¢ ¥±ª®«¼ª¨µ µ¨¬¨·¥±ª¨µ ½«¥¬¥²®¢ ¨«¨ ±®¤¥°¦ ²¼ ±¢¿§ »¥
£°³¯¯» ®¤¨ ª®¢»µ  ²®¬®¢ ( ¯°¨¬¥°, ª°¨±² «« H2).

�°¨±² ««¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³, ®¡« ¤ ¾¹³¾ ²° ±«¿¶¨®®©
±¨¬¬¥²°¨¥©, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¯³²¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ¯®¢²®°¥®© ¢
¯°®±²° ±²¢¥ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ (½«¥¬¥² °®© · ±²¨) ª°¨±-
² «« , ª®²®° ¿ ¤®«¦  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ¤¢³¬ ³±«®¢¨¿¬:  ) ¯°¨ ° §-

¬®¦¥¨¨ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨
¢¥ª²®° ¬¨ ²° ±«¿¶¨© ¯®ª°»¢ -
¥²±¿ ¢±¥ ¯°®±²° ±²¢®, § ¨¬ -
¥¬®¥ ª°¨±² ««®¬; ¡) ½«¥¬¥² °-
 ¿ ¿·¥©ª  ¨¬¥¥² ¬¨¨¬ «¼»©
®¡º¥¬. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ½«¥¬¥-
² ° ¿ ¿·¥©ª  ¨¬¥¥² ´®°¬³ ¯ -
° ««¥«¥¯¨¯¥¤  (°¨±. 1.2). � ª ¦-
¤»¬ ³§«®¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨
±¢¿§   ¥ª®²®° ¿ £°³¯¯   ²®-
¬®¢ | ¡ §¨±.�¨±. 1.2. � §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ½«¥¬¥-

² °»© ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ �¯°¥¤¥«¨¬ ®¯¥° ¶¨¾ ²° ±-
«¿¶¨¨ ª ª ¡¥±ª®¥·®¥ ¯°¥®¡° -

§®¢ ¨¥ ±¨¬¬¥²°¨¨, ª®²®°®¥ ¯°®¨§¢®¤¨² ¯¥°¥®± £®¬®«®£¨·»µ
(±®®²¢¥²±²¢¥»µ) ²®·¥ª   ®¯°¥¤¥«¥®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¢ ²°¥µ¬¥°-
®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ª°¨±² «« . �¥ª²®° ²° ±«¿¶¨¨ ±¢¿§»¢ ¥² ¬¥¦¤³
±®¡®© ¯®«®¦¥¨¿ «¾¡»µ ³§«®¢ °¥¸¥²ª¨:

R = n1a + n2b+ n3c; (1.3)

£¤¥ n1, n2, n3 | ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¶¥«»¥ ·¨±« . �®£¤  ¬®¦® ¢¢¥±²¨
²°¨ ¢¥ª²®°  ®±®¢»µ (½«¥¬¥² °»µ) ²° ±«¿¶¨© ² ª¨µ, ·²® ¯°¨



1.3. �®·¥· ¿ ¨ ¯°®±²° ±²¢¥ ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ 11

° ±±¬®²°¥¨¨ ¨§ ²®·ª¨ r  ²®¬ ¿ °¥¸¥²ª  ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ²®² ¦¥ ¢¨¤,
·²® ¨ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¨§ ²®·ª¨ r0:

r0 = r+ n1a+ n2b + n3c: (1.4)

�±®¢»¥ ¨«¨ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ²° ±«¿¶¨© ¨®£¤  ®¡®§ · ¾²
² ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ a1, a2, a3. �®¢®ª³¯®±²¼ ²®·¥ª r0 ¯°¨ ° §«¨·»µ
§ ·¥¨¿µ ·¨±¥« n1, n2, n3 ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯°®±²° ±²¢¥³¾ °¥-
¸¥²ª³, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹³¾ ±®¡®© °¥£³«¿°®¥ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¥ ° ±¯®-
«®¦¥¨¥ ²®·¥ª ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®£¤  ¬®¦® § ¯¨± ²¼
®¯°¥¤¥«¥¨¥:

�¥¸¥²ª  +� §¨± = �°¨±² ««¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° :

�¥ª²®°» ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿¶¨© ®¡»·® ±®¯®±² ¢«¿¾² ±
®°² ¬¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ², ¢ ®¡¹¥¬
±«³· ¥, ª®±®³£®«¼®©. �±«¨ ³§«» °¥¸¥²ª¨  µ®¤¿²±¿ ²®«¼ª® ¢
³£« µ ½«¥¬¥² °®£® ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ®  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¬¨²¨¢-
»¬ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, °¨±. 1.2).

À�¥¸¥²ª  ¤ ¥²  ¬ ° §¬¥° ¨ ´®°¬³ ¯®¢²®°¿¾¹¥©±¿ ¥¤¨¨¶»
±²°³ª²³°», ¥¥ ½«¥¬¥² °³¾ ¿·¥©ª³, ® ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥², ª ª®¢® ¦¥
° ±¯®«®¦¥¨¥ ¢¥¹¥±²¢  ¢³²°¨ ± ¬®© ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨. � 
¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ ½²® ¨ ¥ ¢ ¦®. �² «¼®© ®±²®¢ §¤ ¨¿ ¤®«¦¥ ±³-
¹¥±²¢®¢ ²¼ ¯°¥¦¤¥, ·¥¬  ·¥²±¿ ®¡±³¦¤¥¨¥ ¢³²°¥¥£® ³¡° -
±²¢  ¨«¨ ¬¥¡«¨°®¢ª¨Á (�.�®±¤½©«, 1952). �°®¤®«¦ ¿ ½²³ ¬»±«¼,
¬®¦® ³¯®¤®¡¨²¼ ª°¨±² «« ¬®£®½² ¦®¬³ §¤ ¨¾, ®¤¨ ª®¢»¥
ª¢ °²¨°» ª®²®°®£® ¥¤¨®®¡° §® § ¯®«¥» ®¤¨ ª®¢»¬¨ ¬¥¡¥-
«¼¾ ¨ ¤¥² «¿¬¨ ¢³²°¥¥£® ³¡° ±²¢ .

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ±²°³ª²³°» ª®ª°¥²®£® ª°¨±² «-
«  ¥®¡µ®¤¨¬®:

| ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ °¥¸¥²ª³;
| ¢»¡° ²¼ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ²;
|  ©²¨ ¡ §¨±;
| ³±² ®¢¨²¼  ¡®° ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±®¢¬¥¹ ¾-

¹¨µ ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ ± ¬³ ± ±®¡®©.

1.3. �®·¥· ¿ ¨ ¯°®±²° ±²¢¥ ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿

� ´¨§¨ª¥ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ®·¥¼ ¢ ¦³¾ °®«¼ ¨£° ¥² ¯®¿²¨¥
£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �®®¡¹¥, £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥-
²°¨¥© ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  (¨«¨ ´¨£³°»)  §»¢ -
¥²±¿ ±¢®©±²¢® ¯°®±²° ±²¢  (´¨£³°») ±®¢¬¥¹ ²¼±¿ ± ± ¬¨¬
±®¡®© ¯®±«¥ ¢»¯®«¥¨¿ ¥ª®²®°»µ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ -
¨©.

�¯¥° ¶¨¨, ¨«¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±¨¬¬¥²°¨¨ | ½²® ®²° ¦¥-
¨¿, ¢° ¹¥¨¿, ¯¥°¥®±» (²° ±«¿¶¨¨), ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ¯°®±²° -
±²¢® (´¨£³°³) ¢ ±®¢¬¥¹¥¨¥ ± ± ¬¨¬ ±®¡®©.



12 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

�«¥¬¥²» ®¯¥° ¶¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ ®¡° §³¾² ¬®¦¥±²¢® (ª®¥·®¥
¨«¨ ¡¥±ª®¥·®¥), ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ £°³¯¯®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �®-
¦¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢  §»¢ ¥²±¿ £°³¯¯®©, ¥±«¨ ¤«¿ ½²¨µ ½«¥¬¥²®¢
¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:

1. �  ¬®¦¥±²¢¥ ½«¥¬¥²®¢ G § ¤  § ª® ³¬®¦¥¨¿ ½«¥¬¥-
²®¢, ². ¥. ¥±«¨ ½«¥¬¥²» g1 ¨ g2 ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¤ ®¬³ ¬®¦¥±²¢³
(g1 2 G, g2 2 G), ²® ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®¦¥-
±²¢³ G (g1 � g2 = g3 2 G). (�®¤·¥°ª¥¬, ·²® ±«®¢® À³¬®¦¥¨¥Á ¨
±¨¬¢®« À�Á ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¨¬ ²¼ ¥ ¢  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¬,   ¢  «£¥-
¡° ¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥, ². ¥. ½²® ¥ª®²®° ¿ ®¯¥° ¶¨¿  ¤ ½«¥¬¥² ¬¨
¬®¦¥±²¢ .)

2. �  ¬®¦¥±²¢¥ ½«¥¬¥²®¢ G § ¤  ¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥² e 2 G
² ª®©, ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿ g � e = e� g = g.

3. �  ¬®¦¥±²¢¥ ½«¥¬¥²®¢ G ¤«¿ ª ¦¤®£® ½«¥¬¥²  g 2 G
¨¬¥¥²±¿ ¥¬³ ®¡° ²»© g�1 2 G, ² ª ·²® g � g�1 = e.

4. �»¯®«¿¥²±¿ § ª®  ±±®¶¨ ²¨¢®±²¨: g1 � (g2 � g3) = (g1 �
� g2)� g3.

�¥±ª®¥·»©  ¡®° ¢¥ª²®°®¢ ²° ±«¿¶¨©, ¯°¨ ¯¥°¥®±¥   ª®-
²®°»¥ ª°¨±² «« ±®¢¬¥¹ ¥²±¿ ± ¬ ± ±®¡®©, ®¡° §³¥² ²° ±«¿¶¨®-
³¾ £°³¯¯³.

�°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨¬¥¾² ¤¢  ²¨¯  ±¨¬¬¥²°¨·»µ
¯°¥®¡° §®¢ ¨©: 1) ²®·¥· ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿; 2) ¯°®±²° ±²¢¥ ¿
±¨¬¬¥²°¨¿.

�®·¥·®© £°³¯¯®© ±¨¬¬¥²°¨¨  §»¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯®±²¼ ²®·¥·-
»µ ®¯¥° ¶¨© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±®¢¬¥¹ ¾¹¨µ °¥¸¥²ª³ ± ¬³ ± ±®¡®©.
�¡¹¥¥ ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ²®·¥·»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² «-
«®¢ | 32. �²¨ £°³¯¯» ±®¤¥°¦ ² ª®¥·®¥ ·¨±«® ½«¥¬¥²®¢.

�®¢®ª³¯®±²¼ ½«¥¬¥²®¢ ²®·¥·®© ¨ ²° ±«¿¶¨®®© £°³¯¯
±¨¬¬¥²°¨¨ ®¡° §³¾² ¯°®±²° ±²¢¥³¾ £°³¯¯³ ±¨¬¬¥²°¨¨. �¡-
¹¥¥ ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¯°®±²° ±²¢¥»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨-
±² ««®¢ | 230.

1.3.1. �¯¥° ¶¨¨ ¨ ª« ±±» ²®·¥·®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �®·¥· ¿ ±¨¬-
¬¥²°¨¿ ®¯¨±»¢ ¥² ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ¢¥¸¨µ ´®°¬
ª°¨±² ««  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¾ ¥£® ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ (³¯°³£®±²¨,
¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¨ ¤°.). �¯¥° ¶¨¨ ²®·¥·®© ±¨¬¬¥²°¨¨
®±² ¢«¿¾² ¥¯®¤¢¨¦®© ®¤³ ²®·ª³ ¯°®±²° ±²¢ . �¯°¥¤¥«¨¬ ¢±¥
¢®§¬®¦»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¤ ®£® ²¨¯  ±¨¬¬¥²°¨¨. �±·¥°¯»¢ ¾¹¨©
±¯¨±®ª ½«¥¬¥²®¢ ²®·¥·®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿:

| ¯«®±ª®±²¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¯«®±ª®±²¼ §¥°ª «¼®© ±¨¬¬¥²°¨¨);
| ¶¥²° ±¨¬¬¥²°¨¨ (¶¥²° ¨¢¥°±¨¨);
| ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®¯°¥¤¥«¥®£® ¯®°¿¤ª ;
| ¨¢¥°±¨®»¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨.
�«®±ª®±²¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ m (®²  £«. the mirror | §¥°ª «®)

 §»¢ ¥²±¿ ¢®®¡° ¦ ¥¬ ¿ ¯«®±ª®±²¼, ª®²®° ¿ ¤¥«¨² ´¨£³°³   ¤¢¥
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§¥°ª «¼® ° ¢»¥ · ±²¨. � ®±®¢®¬, ¡³¤¥¬ ¯°¨¬¥¿²¼ ¬¥¦-
¤³ °®¤³¾ ±¨±²¥¬³ ®¡®§ ·¥¨¿ ²®·¥·»µ £°³¯¯ (¯® �¥°¬ ³{
�®£¥³), ª®²®° ¿ ° ±¯°®±²° ¥   ¨¡®«¥¥ ¸¨°®ª®. � ±¸¨°¥»¥
®¡®§ ·¥¨¿ µ ° ª²¥°» ¤«¿ ³·¥¡®© ±¨¬¢®«¨ª¨ �° ¢½, ¢ ª®²®°®©
§ ¯¨±»¢ ¾² ´®°¬³«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ± ¯¥°¥·¨±«¥¨¥¬ ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢
±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² «« . �«®±ª®±²¼ ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½ ®¡®§ · ¥²±¿
¡³ª¢®© P . �® ¬®£¨µ ±«³· ¿µ ³¤®¡  ±¨±²¥¬  ®¡®§ ·¥¨© ¯® �¥-
´«¨±³. �¨¬¢®«» ²®·¥·»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¤«¿ ¢±¥µ  §¢ »µ
±¨¬¢®«¨ª ¯°¨¢¥¤¥» ¢ ¯°¨«®¦¥¨¨ 1.

�¥²°®¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ �1 (C ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½)  §»¢ ¥²±¿
®±®¡ ¿ ²®·ª  ¢ ¶¥²°¥ ´¨£³°», µ ° ª²¥°¨§³¾¹ ¿±¿ ²¥¬, ·²® «¾-
¡ ¿ ¯°®¢¥¤¥ ¿ ·¥°¥§ ¥¥ ¯°¿¬ ¿ ¢±²°¥· ¥² ®¤¨ ª®¢»¥ (±®®²-
¢¥²±²¢¥»¥, £®¬®«®£¨·»¥) ²®·ª¨ ¯® ®¡¥ ±²®°®» ¨   ° ¢»µ
° ±±²®¿¨¿µ ®² ¶¥²° .

�±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ n (n-£® ¯®°¿¤ª )  §»¢ ¾² ¯°¿¬³¾ «¨¨¾,
¯°¨ ¯®¢®°®²¥ ¢®ª°³£ ª®²®°®©   ®¯°¥¤¥«¥»© ³£®« ' ´¨£³°  ±®-
¢¬¥¹ ¥²±¿ ± ¬  ± ±®¡®©. �¨±«® n | ¯®°¿¤®ª ®±¨ | ¯®ª §»¢ ¥²,
±ª®«¼ª® ° § ´¨£³°  ±®¢¬¥¹ ¥²±¿ ± ¬  ± ±®¡®© ¯°¨ ¯®¢®°®²¥ ¢®ª°³£
½²®© ®±¨   360�:

' =
2�

n
: (1.5)

� ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ n-£® ¯®°¿¤ª  ®¡®§ · ¥²±¿ ±¨¬-
¢®« ¬¨ Ln.

�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ®¤®°®¤®© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±°¥¤¥ ¢®§¬®¦®
±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ²®«¼ª® ®¯°¥¤¥«¥®£® ¯®°¿¤ª .
�³±²¼   ±°¥§¥ ª°¨±² ««  (°¨±. 1.3) ±³¹¥±²¢³¥² § ª®®¬¥°®¥ ° ±-
¯®«®¦¥¨¥ ²®·¥ª ² ª®¥, ·²® ¨§ ¨±µ®¤®© ²®·ª¨ A1 ¢±¥ ®±² «¼»¥

�¨±. 1.3. � ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¥¢®§¬®¦®±²¨ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¿²®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ª°¨-
±² ««¨·¥±ª®© ±°¥¤¥

¢¤®«¼ ¤ ®£®  ²®¬®£® °¿¤  ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ¯³²¥¬ ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼®© ²° ±«¿¶¨¨   ª° ²· ©¸¥¥ ° ±±²®¿¨¥ a. �°®¬¥ ²®£®,
¯³±²¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ¯«®±ª®±²¨ ·¥°²¥¦  ¢ ²®·ª¥ A1 ¯°®µ®¤¨² ®±¼
±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª  n. �®£¤  ¢ ª ¦¤®© £®¬®«®£¨·®© ²®·ª¥ °¿¤ 
A1, A2, A3, ... ²®¦¥ ¯°®µ®¤¨² ² ª ¿ ¦¥ ®±¼. �±«¨ ¯®¢®°®²   ³£®«
' ¢®ª°³£ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ²®·ª¥ A1 ¯¥°¥¢¥¤¥² ²®·ª³ A2 ¢ ²®·ª³
B1, ²® ² ª®© ¦¥ ¯®¢®°®² ¢®ª°³£ ®±¨ ¢ ²®·ª¥ A2 ¯¥°¥¢¥¤¥² ²®·ª³ A1
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¢ ¯®«®¦¥¨¥ B2. �®·ª¨ B1, B2, B3, ... ² ª¦¥ ¤®«¦» ®¡° §®¢ ²¼
°¿¤ °¥¸¥²ª¨, ¯ ° ««¥«¼»© °¿¤³ A1, A2, A3, ..., ². ¥. ° ±±²®¿-
¨¿ jB1B2j, jB2B3j, ..., ¤®«¦» ±®±² ¢«¿²¼ ¶¥«®¥ ·¨±«® ¢¥ª²®°®¢
²° ±«¿¶¨© a. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥

jB1B2j = Na; (1.6)

£¤¥ N | ¶¥«®¥ ·¨±«®. �§ °¨±. 1.3 ±«¥¤³¥², ·²®

jB1B2j = Na = a� 2a cos'; (1.7)

®²ª³¤ 

cos' =
1�N

2
: (1.8)

�§ ¥° ¢¥±²¢  1 > cos' > �1 ¨ (1.8) ¯®«³· ¥¬ ¢±¥ ° §°¥¸¥»¥
§ ·¥¨¿ (² ¡«. 1.1).

�  ¡ «¨ ¶   1.1. �®°¿¤®ª ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨, ° §°¥¸¥»µ
¢ ª°¨±² «« µ

N �1 0 1 2 3

cos' 1 1/2 0 �1=2 �1
' 0� 60� 90� 120� 180�

�®°¿¤®ª ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ n 1 6 4 3 2

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢¨¾ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¨ ¥¯°¥°»¢®±²¨ °¿¤ 
£®¬®«®£¨·»µ ²®·¥ª ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ²®«¼ª® ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤-
ª®¢ 2, 3, 4 ¨ 6. �±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª®¢ ¯¿²®£®, ±¥¤¼¬®£® ¨ ¢»¸¥
¢ ª°¨±² «« µ ¥¢®§¬®¦», ® ®¨ µ ° ª²¥°» ¤«¿ ² ª  §»¢ ¥-
¬»µ ª¢ §¨ª°¨±² ««®¢,   ² ª¦¥ ¡¨®«®£¨·¥±ª¨µ ®¡º¥ª²®¢. À�®¦®
¤³¬ ²¼, | ¯¨¸¥²  ª ¤¥¬¨ª �.�.�¥«®¢, | ·²® ¯¿²¥° ¿ ®±¼ ¿¢«¿-
¥²±¿ ³ ¬¥«ª¨µ ®°£ ¨§¬®¢ ±¢®¥®¡° §»¬ ¨±²°³¬¥²®¬ ¡®°¼¡» § 
±³¹¥±²¢®¢ ¨¥, ±²° µ®¢ª®© ¯°®²¨¢ ®ª ¬¥¥¨¿, ¯°®²¨¢ ª°¨±² ««¨-
§ ¶¨¨, ¯¥°¢»¬ ¸ £®¬ ª®²®°®© ¡»«  ¡» À¯®¨¬ª Á °¥¸¥²ª®©Á.

� ±±¬®²°¨¬ ¤¥©±²¢¨¥ ¨¢¥°±¨®»µ ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨. �¢¥°-
±¨® ¿ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ �n ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±®¢¬¥±²®¥ ¤¥©-
±²¢¨¥ | ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¶¥²°  ±¨¬¬¥²°¨¨ (¯®¤
®¯¥° ¶¨¥© ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ²®·¥·»µ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¡³¤¥¬ ¯®-
¨¬ ²¼ °¥§³«¼² ² ±¨¬¬¥²°¨·®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¯®«³·¥»© ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬ ¢»¯®«¥¨¥¬ ®¡®¨µ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨):

�n = n � �1; (1.9)

¯°¨ ½²®¬ ¤®«¦» ®¡° §®¢ ²¼±¿ ª ·¥±²¢¥® ®¢»¥ ½«¥¬¥²» ±¨¬-
¬¥²°¨¨. � ±¨¬¢®«¨ª¥ �° ¢½ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ �n ¯®°¿¤ª  ®¡®§ · ¥²±¿
±¨¬¢®«®¬ L�n.
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�¥ ¢±¥ ² ª ®¡° §®¢ »¥ ½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ®-
¢»¬¨. �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¨¢¥°±¨® ¿ ®±¼ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª 
½ª¢¨¢ «¥²  ¶¥²°³ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¶¥²°³ ¨¢¥°±¨¨); ¤¥©±²¢¨¥ ¨-
¢¥°±¨®®© ®±¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ²®¦¤¥±²¢¥® ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥-
²°¨¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ®±¨; ®¯¥° ¶¨¿ �3 ½ª¢¨¢ «¥²  ¤¥©±²¢¨¾
®±¨ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¶¥²°  ±¨¬¬¥²°¨¨; ®¯¥° ¶¨¿ �6 ² ª¦¥ ¥
¤ ¥² ®¢®£® ½«¥¬¥²  ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯®±ª®«¼ª³ ½ª¢¨¢ «¥²  ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®¬³ ¤¥©±²¢¨¾ ®±¨ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥-
²°¨¨. � ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬ ®¡« ¤ ¥² ²®«¼ª® ®±¼ �4, ¤¥©±²¢¨¥ ª®²®°®©
¨««¾±²°¨°³¥² °¨±. 1.4. � ¤ ®¬ ±«³· ¥,  ¯°¨¬¥°, £° ¼ A ¯®-
¢®° ·¨¢ ¥²±¿   90� ¢ ¯°®¬¥¦³²®·®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¨ ®ª®· ²¥«¼®
®²° ¦ ¥²±¿ ¢ ¶¥²°¥, ¯¥°¥µ®¤¿ ¢ £° ¼ B. � «®£¨·® ±¢¿§ »
¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ®±² «¼»¥ £° ¨. �²¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¨¢¥°-
±¨® ¿ ®±¼ ·¥²®£® ¯®°¿¤ª  2n ®¤®¢°¥-
¬¥® ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²®© ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨
¯®°¿¤ª  n.

�¨±. 1.4. �¥©±²¢¨¥ ¨-
¢¥°±¨®®© ®±¨ ·¥²¢¥°-
²®£® ¯®°¿¤ª 

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥¸¿¿ ±¨¬¬¥²°¨¿
ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ¬®£®£° ¨ª®¢ ¨±·¥°-
¯»¢ ¾¹¥ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±¨¬¬¥-
²°¨¨: m, �1, 2, 3, 4, 6, �4. �®£¤  ¤«¿ ¡®«¥¥
ª° ²ª®© § ¯¨±¨ ±®·¥² ¨© ±¨¬¢®«®¢ ²®·¥·-
»µ £°³¯¯ ¢ ®¡®§ ·¥¨¿ ¢ª«¾· ¾² ¨ ®±¨
�3, �6 ¤«¿ ®¡®§ ·¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±®-
·¥² ¨© ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨.

�±µ®¤¿ ¨§ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯°¨¬¥¿¾² ° §-
«¨·»¥ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ª°¨±² ««®¢. � ¨-
¡®«¥¥ ®¡¹¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¥¨¥   ª ²¥£®-
°¨¨, ª®²®°®¥ ±¢¿§ ® ± ¯®¿²¨¥¬ ®±®¡¥-
®£®, ¨«¨ ¥¤¨¨·®£®,  ¯° ¢«¥¨¿. �¤¨-
±²¢¥®¥, ¥ ¯®¢²®°¿¾¹¥¥±¿ ¢ ª°¨±² «-
«¨·¥±ª®¬ ¬®£®£° ¨ª¥  ¯° ¢«¥¨¥  §»¢ ¾² ®±®¡¥»¬,
¨«¨ ¥¤¨¨·»¬. �±¥£® ±³¹¥±²¢³¥² 3 ª ²¥£®°¨¨ (² ¡«. 1.2).

�  ¡ «¨¶   1.2. �¥«¥¨¥ ª°¨±² ««®¢   ª ²¥£®°¨¨

� ²¥£®°¨¿ �¨±«® ®±®¡¥»µ  ¯° ¢«¥¨© �±®¡¥®±²¨ ¬®°´®«®£¨¨

�»±¸ ¿ �¥±ª®«¼ª® ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨
¯®°¿¤ª  ¡®«¼¸¥ 2. �¡¿§ -
²¥«¼® ¥±²¼ 4 ®±¨ 3-£® ¯®-
°¿¤ª 

�¥¸¿¿ ´®°¬  ¨§®¬¥²-
°¨· 

�°¥¤¿¿ �¤® ®±®¡¥®¥  ¯° ¢«¥¨¥
(®¤  ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤-
ª : 3, 4, 6, �4)

� ° ª²¥°»¥ ´®°¬» |
¯°¨§¬», ¯¨° ¬¨¤» ¨ ¯°.

�¨§¸ ¿ �¥±ª®«¼ª®®±®¡¥»µ  ¯° -
¢«¥¨©. �¥² ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨
¯®°¿¤ª  ¢»¸¥, ·¥¬ 2

�°ª® ¢»° ¦¥   ¨§®-
²°®¯¨¿ ´®°¬»
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�¥±ª®«¼ª® ¯®§¤¥¥ ±² ¥² ¿±®, ·²® ¤¥«¥¨¥ ª°¨±² ««®¢   ª -
²¥£®°¨¨ ®±¨² ¥ ²®«¼ª® ´®°¬ «¼®-£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«, ®
®ª §»¢ ¥²±¿ ±¢¿§ ® ± ª ·¥±²¢¥»¬¨ ° §«¨·¨¿¬¨ ¢ ®¯°¥¤¥«¥-
»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ µ.

�°¨±² ««» ¤¥«¿² ² ª¦¥   7 ±¨£®¨© (±¨£®¨¿ ¢ ¤®±«®¢®¬
¯¥°¥¢®¤¥ | ±µ®¤®³£®«¼®±²¼). � ¤ ³¾ ±¨£®¨¾ ®¡º¥¤¨¿¾²
ª°¨±² ««», ³ ª®²®°»µ ®¤¨ ª®¢  ±¨¬¬¥²°¨¿ ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª
¨ ®¤¨ ª®¢  ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ².

� ¢»±¸¥© ª ²¥£®°¨¨ ®¤  ±¨£®¨¿ | ª³¡¨·¥±ª ¿. �°¿¬®-
³£®«¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²: a = b = c, � = � =  = 90�,
½«¥¬¥² ° ¿ ¿·¥©ª  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ª³¡. �±¨ X , Y , Z ¯ ° «-
«¥«¼» ²°¥¬ ¢§ ¨¬® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»¬ ®±¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ 4, ¨«¨
�4, ¨«¨ 2 ¯®°¿¤ª .

� ±°¥¤¥© ª ²¥£®°¨¨ ®²®±¿² ²°¨ ±¨£®¨¨.
1. �°¨£® «¼ ¿. �«¿ ¥¥ ¢»¯®«¿¥²±¿: a = b 6= c, � = � =

= 90�,  = 120�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¥ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿, ±²°®¨²±¿
  ®°² µ ° §«¨·®© ¤«¨». �  ®±¼ Z ¯°¨¨¬ ¾² ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ 3,
¨«¨ �3 ¯®°¿¤ª , ®±¨ X ¨ Y «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®©
®±¨ Z, ¨ ¢»¡¨° ¾²±¿ ª ª ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°» ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥-
²°¨¨ (¥±«¨ ¥±²¼ ¯«®±ª®±²¨), «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®±¿¬¨ 2 ¯®°¿¤ª .

2. �¥²° £® «¼ ¿. �«¿ ¥¥ ¢»¯®«¿¥²±¿: a = b 6= c, � =
= � =  = 90�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ ¨ ±²°®¨²±¿  
®°² µ ° §«¨·®© ¤«¨». �  ®±¼ Z ¯°¨¨¬ ¾² ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ 4,
¨«¨ �4, ®±¨ X ¨ Y «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ®±¨ Z, ¨
¢»¡¨° ¾²±¿ ª ª ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°» ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¥±«¨
¥±²¼ ¯«®±ª®±²¨), «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®±¿¬¨ 2 ¯®°¿¤ª .

3. �¥ª± £® «¼ ¿. �«¿ ¥¥ ¢»¯®«¿¥²±¿: a = b 6= c, � = � =
= 90�,  = 60�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¥ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿, ±²°®¨²±¿
  ®°² µ ° §«¨·®© ¤«¨». �  ®±¼ Z ¯°¨¨¬ ¾² ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨
6, ¨«¨ �6, ®±¨ X ¨ Y «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ®±¨ Z,
¨ ¢»¡¨° ¾²±¿ ª ª ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°» ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ (¥±«¨
¥±²¼ ¯«®±ª®±²¨), «¨¡® ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®±¿¬¨ 2 ¯®°¿¤ª .

�°¨ ®¯¨± ¨¨ ²°¨£® «¼»µ ¨ £¥ª± £® «¼»µ ª°¨±² ««®¢ ¬®-
¦¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ² ª¦¥ ·¥²»°¥µ®± ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² (±¨-
±²¥¬  �° ¢½), ª®£¤  ®±¼ Z  ¯° ¢«¥  ¢¤®«¼ ¥¤¨¨·®£®  ¯° ¢«¥-
¨¿,   ®±¨X , Y , U ¢»¡¨° ¾²±¿ ¢¤®«¼ ®±¥© 2, «¨¡® ¢¤®«¼ ®°¬ «¥©
ª ¯«®±ª®±²¿¬.

� ¨§¸¥© ª ²¥£®°¨¨ ² ª¦¥ ®²®±¿² ²°¨ ±¨£®¨¨.
1. �®¬¡¨·¥±ª ¿. �«¿ ¥¥ ¢»¯®«¿¥²±¿: a 6= b 6= c, � = � =

=  = 90�. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ² ¯°¿¬®³£®«¼ ¿, ±²°®¨²±¿   ®°-
² µ ° §«¨·®© ¤«¨». �²®¡» ° §«¨· ²¼ ®±¨ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²,
¯°¨¿²®, ·²®¡» ¢»¯®«¿«®±¼ ³±«®¢¨¥: b > a > c. �±¨ ¢»¡¨-
° ¾² ¯ ° ««¥«¼® ®±¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ 2 ¨«¨ ¢¤®«¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¢
ª ¯«®±ª®±²¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨.

2. �®®ª«¨ ¿. �«¿ ¥¥ ¢»¯®«¿¥²±¿: a 6= b 6= c, � =  =
= 90�, ³£®« � | ¯°®¨§¢®«¥. �±¼ Y ¢»¡¨° ¾² ¢¤®«¼ ®±¨ ±¨¬¬¥-
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²°¨¨ 2, ¨«¨ ¢¤®«¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°  ª ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �±¨
X , Z «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ®±¨ 2.

3. �°¨ª«¨ ¿. �«¿ ¥¥ ¢»¯®«¿¥²±¿: a 6= b 6= c, � 6= � 6=
6=  6= 90�. �±¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¥ § -
¤ » ½«¥¬¥² ¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨,   ¢»¡¨° ¾²±¿ ¢¤®«¼ °¥¡¥° ª°¨±² «« 
¨«¨ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ³±«®¢¨¿: b > a > c.

�±¥£® ±³¹¥±²¢³¥² 32 ²®·¥·»µ £°³¯¯» (ª« ±± ) ±¨¬¬¥²°¨¨,
¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨µ ±®¡®© ²® ¨«¨ ¨®¥ ±®·¥² ¨¥ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥-
²°¨¨, ¨ «¾¡®© ª°¨±² «« ¯® ±¨¬¬¥²°¨¨ ¤®«¦¥ ¡»²¼ ®²¥±¥ ª ®¤-
®© ¨§ ¨µ. �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¢±¥ ²®·¥·»¥ £°³¯¯», ¯°¨¬¥¿¾²
²¥®°¥¬» ® ° §°¥¸¥»µ ±®·¥² ¨¿µ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨. �
³·¥¡®© ±¨¬¢®«¨ª¥ ¯°¨ § ¯¨±¨ ²®© ¨«¨ ¨®© ²®·¥·®© £°³¯¯» ¨±-
¯®«¼§³¾² ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ § ¯¨±¨: ¢ · «¥ § ¯¨-
±»¢ ¾² ·¨±«® ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ (¨¢¥°±¨®»µ ®±¥©) ¢»±¸¥£® ¯®-
°¿¤ª , § ²¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® | ¢±¥ ®±² «¼»¥ ®±¨, ¯®±«¥ ½²®£® |
·¨±«® ¯«®±ª®±²¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨,  ª®¥¶, ¶¥²° ±¨¬¬¥²°¨¨ (¥±«¨
® ¥±²¼). � ±²® ¯°¨¬¥¿¥¬ ¿ ¬¥¦¤³ °®¤ ¿ ±¨±²¥¬  ¯®¤° §³¬¥-
¢ ¥² ±²°®£¨© ¯®°¿¤®ª ¢ ° ±¯®«®¦¥¨¨ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¢®«  ²®·¥·®©
£°³¯¯» (² ¡«. 1.3).

�  ¡«¨ ¶   1.3. �®°¿¤®ª ¯®§¨¶¨© ¢ ±¨¬¢®« µ ²®·¥·»µ £°³¯¯ ¬¥¦¤³ °®¤®©
±¨¬¢®«¨ª¨

�¨£®¨¿ �®§¨¶¨¨ ¢ ±¨¬¢®«¥

I II III

�°¨ª«¨ ¿ �¤¨ ±¨¬¢®«, ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨© «¾¡®¬³  -
¯° ¢«¥¨¾ ª°¨±² «« 

�®®ª«¨ ¿ �±¼ 2 ¨«¨ ®°¬ «¼ ª m
¢¤®«¼ ®±¨Y (¯¥°¢ ¿ ³±-
² ®¢ª ) ¨«¨ ¢¤®«¼ ®±¨
Z (¢²®° ¿ ³±² ®¢ª )

�®¬¡¨·¥±ª ¿ �±¼ 2 ¨«¨ ®°¬ «¼ ª m ¢¤®«¼:

X Y Z

�°¨£® «¼ ¿ �« ¢ ¿ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ �±¼ 2 ¨«¨ ®°¬ «¼ ª m ¢¤®«¼:

�¥²° £® «¼ ¿

�¥ª± £® «¼ ¿

ª®®°¤¨ ²»µ
 ¯° ¢«¥¨©

¤¨ £® «¼»µ
 ¯° ¢«¥¨©

�³¡¨·¥±ª ¿ �®®°¤¨ ²»¥ ½«¥¬¥-
²» ±¨¬¬¥²°¨¨

3 �¨ £® «¼»¥
½«¥¬¥²»±¨¬-
¬¥²°¨¨

�±¥ ¨§¢¥±²»¥ 32 ª« ±±  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®ª § » ¢ ¯°¨«®¦¥¨¨ 1.
�±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¢®§¬®¦» ²®·¥·»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥-

²°¨¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¡¥±ª®¥·®£® ¯®°¿¤ª , ²® ¬®¦®
¯®«³·¨²¼ ¯°¥¤¥«¼»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥²°¨¨, ¨«¨ £°³¯¯» �¾°¨.
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�±¥£® ¨µ 7. � ¨¥ ¤ »µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¨
  «¨§¥ ´¨§¨·¥±ª¨µ ¯®«¥© ¨«¨ ¢®§¤¥©±²¢¨©.

1. �°¥¤¥«¼ ¿ £°³¯¯  1 (L1) ¨¬¥¥² ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¥
¯®¤£°³¯¯» 6, 4, 3, 2, 1. � £«¿¤»¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ®¡° §®¬ ² -
ª®© £°³¯¯» ¿¢«¿¥²±¿ ¢° ¹ ¾¹¨©±¿ ª®³±. �±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®-
«¿°  (¯®«¿°»¬  §»¢ ¥²±¿  ¯° ¢«¥¨¥, ª®¶» ª®²®°®£® ´¨-
§¨·¥±ª¨ ¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¥½ª¢¨¢ «¥²»; ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¥
ª®¶»  ¯° ¢«¥¨© ¥«¼§¿ ®²®¡° §¨²¼ ¤°³£ ¢ ¤°³£  «¾¡»¬¨
®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¤ ®© £°³¯¯»).

2. �°¥¤¥«¼ ¿ £°³¯¯ 1m (L11P ). � ®© ±¨¬¬¥²°¨¥© ®¡« -
¤ ¥² ¯®ª®¿¹¨©±¿ ª®³±. �±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®«¿° . � ª®© ±¨¬-
¬¥²°¨¥© ®¡« ¤ ¾² ¯®«¿°»¥ ¢¥ª²®°»,  ¯°¨¬¥°, ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥
¯®«¥, ±¨« , ³±ª®°¥¨¥ ¨ ¤°.

3. �°¥¤¥«¼ ¿ £°³¯¯  1=m (L1PC). � ®© ±¨¬¬¥²°¨¥©
®¡« ¤ ¾²,  ¯°¨¬¥°, ¢° ¹ ¾¹¨©±¿ ¶¨«¨¤° ¨«¨ ¯®±²®¿®¥ ¬ £-
¨²®¥ ¯®«¥. �®®¡¹¥, ½²® ±¨¬¬¥²°¨¿  ª±¨ «¼»µ ¢¥ª²®°®¢.

4. �®ª®¿¹¨©±¿,   ² ª¦¥ ®¤®°®¤® ° ±²¿³²»© ¨«¨ ±¦ ²»© ¶¨-
«¨¤° µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼»¬ ª« ±±®¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ 1=mm
(L11L2(1+ 1)PC). �±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ 1 ¥¯®«¿° . � ®© ±¨¬-
¬¥²°¨¥© ®¡« ¤ ¥² ®¤®°®¤®¥ ®¤®®±®¥ ±¦ ²¨¥ ¨«¨ ° ±²¿¦¥¨¥.

5. �¨«¨¤°, § ª°³·¥»© ¢®ª°³£ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®±¨, ¨¬¥¥²
±¨¬¬¥²°¨¾ ¯°¥¤¥«¼®© £°³¯¯» �¾°¨ 122, ². ¥. ¥¯®«¿°³¾ ®±¼
±¨¬¬¥²°¨¨ 1 ¨ ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ¯®¯¥°¥·»µ ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ 2
(L11L2). �  ¿ £°³¯¯  ®¡« ¤ ¥² ½ ²¨®¬®°´¨§¬®¬, ². ¥. ´¨-
£³°» ¬®£³² ¨¬¥²¼ ª ª ¯° ¢³¾, ² ª ¨ «¥¢³¾ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨.

6. �¡»ª®¢¥»© ¸ ° ¨¬¥¥² ±¨¬¬¥²°¨¾ ¯°¥¤¥«¼®© £°³¯¯»
�¾°¨ 11m, ². ¥. ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ®±¥© ±¨¬¬¥²°¨¨ 1 ¨ ¡¥±-
ª®¥·®¥ ·¨±«® ¯«®±ª®±²¥©. �¨§¨·¥±ª¨ ½²®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¥² £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®¥ ±¦ ²¨¥.

7. �¢®¥®¡° §³¾ ´¨£³°³, ¨¬¥¾¹³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ¯°¥¤¥«¼®©
£°³¯¯» �¾°¨ 11, ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ª ª ¸ °, ³ ª®²®°®£®
¢±¥ ° ¤¨³±» ¢° ¹ ¾²±¿: ¨¬¥¥²±¿ ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ®±¥© ±¨¬¬¥-
²°¨¨ 1, ® ¥² ¯«®±ª®±²¥©.

32 ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¨ ±¥¬¼ ¯°¥¤¥«¼»µ ª« ±±®¢ | ½²®
39 ¢®§¬®¦»µ ²¨¯®¢ ¯°®¿¢«¥¨¿  ¨§®²°®¯¨¨ ¢ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©-
±²¢ µ ª°¨±² ««®¢. �« ±± 1 µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼®©  ¨§®²°®-
¯¨¥©. �¢  ¤°³£¨µ ¯°¥¤¥«¼»µ ª« ±±  | 11m ¨ 11 ®¡« ¤ ¾²
² ª®© ±¨¬¬¥²°¨¥©, ¯°¨ ª®²®°®© ¢±¥  ¯° ¢«¥¨¿ ½ª¢¨¢ «¥²», ¨
 ¨§®²°®¯¨¿ ¢ ¨µ ¥¢®§¬®¦ . � ¦¤»© ¨§ ®±² «¼»µ 36 ª« ±±®¢
µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ±²°®£® ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ®£° ¨·¥¨¿¬¨,  « £ ¥-
¬»¬¨    ¨§®²°®¯¨¾ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢.

�®¯°®± ® ¢«¨¿¨¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««    ¥£® ±¢®©±²¢  |
«¨¸¼ · ±²¼ ¡®«¥¥ ®¡¹¥£® ¢®¯°®±  ® °®«¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ´¨§¨ª¥ ¨ ¢
¥±²¥±²¢®§ ¨¨ ¢ ¶¥«®¬. �¡¹¨© ¯°¨¶¨¯, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨© ¢«¨¿¨¥
±¨¬¬¥²°¨¨   ¢±¥ ¡¥§ ¨±ª«¾·¥¨¿ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ¿¢«¥¨¿, ±´®°¬³-
«¨°®¢ « �. �¾°¨ ¢ 1895 £.:
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À�®£¤  ®¯°¥¤¥«¥»¥ ¯°¨·¨» ¢»§»¢ ¾² ®¯°¥¤¥«¥»¥ ±«¥¤-
±²¢¨¿, ²® ½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯°¨·¨ ¤®«¦» ¯°®¿¢«¿²¼±¿ ¢ ¢»-
§¢ »µ ¨¬¨ ±«¥¤±²¢¨¿µ.

�®£¤  ¢ ª ª¨µ-«¨¡® ¿¢«¥¨¿µ ®¡ °³¦¨¢ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥ ¿
¤¨±±¨¬¬¥²°¨¿, ²® ½²  ¦¥ ¤¨±±¨¬¬¥²°¨¿ ¤®«¦  ¯°®¿¢«¿²¼±¿ ¢ ¯°¨-
·¨ µ, ¨µ ¯®°®¤¨¢¸¨µ.

�®«®¦¥¨¿, ®¡° ²»¥ ½²¨¬, ¥¯° ¢¨«¼», ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥,
¯° ª²¨·¥±ª¨; ¨ ·¥ £®¢®°¿, ±«¥¤±²¢¨¿ ¬®£³² ®¡« ¤ ²¼ ¡®«¥¥ ¢»-
±®ª®© ±¨¬¬¥²°¨¥©, ·¥¬ ¢»§¢ ¢¸¨¥ ¨µ ¯°¨·¨»Á.

� ¡®«¥¥ ¯°®±²®© °¥¤ ª¶¨¨ ¤ »© ¯°¨¶¨¯ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨§«®-
¦¥ ² ª:

À�±«¨ ²® ¨«¨ ¨®¥ ¿¢«¥¨¥ ¨ ®ª°³¦ ¾¹ ¿ ¥£® ±°¥¤  ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢³¾² ± ®¡° §®¢ ¨¥¬ ®¡¹¥© ±¨±²¥¬», ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ² ª®£®
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ®±² ¾²±¿ «¨¸¼ ²¥ ½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥²°¨¨, ª®²®°»¥
¿¢«¿¾²±¿ ®¡¹¨¬¨ ¤«¿ ¨µ ®¡®¨µÁ.

�°¨¶¨¯ �¾°¨ ±² ®¢¨²±¿ ¯®·²¨ ®·¥¢¨¤»¬, ¥±«¨ ¯°¥¤±² -
¢¨²¼, ·²®   £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ´¨£³°³, ¨¬¥¾¹³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ ª°¨-
±² «« ,  ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ § ¤ ®© ®°¨¥² ¶¨¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´¨-
£³°  ± ±¨¬¬¥²°¨¥© ¢®§¤¥©±²¢¨¿. �±®, ·²® ¯®«³·¥ ¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥
² ª®© ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ ®¢ ¿ ´¨£³°  (ª°¨±² «« + ¢®§¤¥©±²¢¨¥) ±®µ° -
¨² «¨¸¼ ¢±¥ ®¡¹¨¥ ½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¥°¢® · «¼»µ ´¨£³°.

�«¿ ª®°°¥ª²®£® ¯°¨¬¥¥¨¿ ¯°¨¶¨¯  �¾°¨  ¤® ®¡¿§ ²¥«¼®
¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³ ¤¢  ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ .

1. �®«¦¥ ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ´¨§¨·¥±ª¨© ¬¥µ ¨§¬, ¯°¨¢®¤¿¹¨© ª
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¾ ¿¢«¥¨¿ (ª°¨±² «« ) ¨ ¢®§¤¥©±²¢¨¿.

2. �¢¨¤³  ¨§®²°®¯¨¨ ±¢®©±²¢ ª°¨±² ««  °¥§³«¼² ² ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ¨ ¥£® ±¨¬¬¥²°¨¿ ¡³¤³² ¥¯°¥¬¥® § ¢¨±¥²¼ ®² ²®£®, ¢ ª ª®¬
¨±µ®¤®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ª°¨±² ««  ¯°¨« £ «®±¼ ¢®§¤¥©±²¢¨¥.

1.3.2. �¨¬¬¥²°¨¿ ±²°³ª²³°» ª°¨±² ««®¢ (¯°®±²° ±²¢¥ ¿
±¨¬¬¥²°¨¿). � ¯°®±²° ±²¢¥»µ £°³¯¯ µ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««®¢
ª ª®¥·»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬, ¢µ®¤¿¹¨¬ ¢ ±¨¬¬¥²°¨¾ ²®·¥·®©
£°³¯¯», ¤®¡ ¢«¿¾²±¿ ¥¹¥ ²° ±«¿¶¨®»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.

�°³¯¯  ²° ±«¿¶¨© | ½²® ¡¥±ª®¥·® ¯®¢²®°¿¾¹¨©±¿ ¯¥°¥®±
 ²®¬®¢ (£°³¯¯  ²®¬®¢) ¢¤®«¼ ª ª®©-«¨¡® ¯°¿¬®©   ®¤® ¨ ²® ¦¥
®¯°¥¤¥«¥®¥ ° ±±²®¿¨¥,  §»¢ ¥¬®¥ ¯¥°¨®¤®¬ ²° ±«¿¶¨¨.

�°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤®«¨ ¯¥°¨®¤  ²° ±«¿¶¨¨   ®¯¥° ¶¨¾ ®²° ¦¥-
¨¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°®¦¤ ¥² ®¢®¥ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥-
®¡° §®¢ ¨¥ | ¯«®±ª®±²¼ ±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥¨¿. �«®±ª®±²¼
±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥¨¿ | ½²® ±®¢®ª³¯®±²¼ ±®¢¬¥±²® ¤¥©±²¢³-
¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯ ° ««¥«¼®£® ¥© ¯¥°¥®±    ¢¥-
«¨·¨³, ° ¢³¾ ¤®«¥ ¯¥°¨®¤  ²° ±«¿¶¨¨ ¢¤®«¼ ¯«®±ª®±²¨. �°¨-
¥²¨°®¢  ¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ Y Z ¯«®±ª®±²¼ ±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥¨¿
®¡®§ · ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ a, ¢ ¯«®±ª®±²¨ XZ | ±¨¬¢®«®¬ b, ¢ ¯«®±-
ª®±²¨ XY | ±¨¬¢®«®¬ c.

�ª®«¼¦¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼  ¯° ¢«¥® ¨ ¢¤®«¼ ¤¨ £® «¨ ¯ ° «-
«¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥®£®,  ¯°¨¬¥°,   ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿-



20 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

¶¨¿µ a, b. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ¯¥°¥®± ¯°®¨§¢®¤¨²±¿   ¯®«®¢¨³ ¤«¨»
¤¨ £® «¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  (a+ b)=2, ¯«®±ª®±²¼ ®¡®§ · ¾² ±¨¬-
¢®«®¬ n,   ¥±«¨   ·¥²¢¥°²¼ ¤«¨» ¤¨ £® «¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ 
(a + b)=4 | ±¨¬¢®«®¬ d; ¯«®±ª®±²¨ d  §»¢ ¾² À «¬ §»¬¨Á,

�¨±. 1.5. �«®±ª®±²¼ §¥°ª «¼®£® ®²° ¦¥¨¿ m ¨ ¯«®±ª®±²¨ ±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥-
¨¿ a, c, n, d

² ª ª ª ®¨ µ ° ª²¥°» ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ±® ±²°³ª²³°®©  «¬ § 
(°¨±. 1.5). �¨±«® °¿¤®¬ ± ´¨£³°ª®© ®§ · ¥² ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ¢ ¤®-
«¿µ ¯¥°¨®¤  ²° ±«¿¶¨¨.

�°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤®«¨ ¯¥°¨®¤  ²° ±«¿¶¨¨   ¯®¢®°®² ¢®ª°³£ ®±¨
¯®°®¦¤ ¥² ¢¨²®¢®© ¯®¢®°®². �¨²®¢®© ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨  §»-
¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯®±²¼ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯¥°¥®±  ¢¤®«¼ ½²®© ®±¨, ¤¥©-
±²¢³¾¹¨µ ±®¢¬¥±²®. �®±«¥ ¤ ®© ®¯¥° ¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨±µ®¤-
 ¿ ²®·ª  ¤®«¦  ±®¢¬¥±²¨²¼±¿ ± ¤°³£®©, ¨¤¥²¨·®© ¯¥°¢®©, ². ¥.
®²±²®¿¹¥©   ®¤¨ ¨«¨ ¥±ª®«¼ª® ¯¥°¨®¤®¢ ²° ±«¿¶¨¨. �¨²®¢»¥
®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¥±²¼,  ¯°¨¬¥°, ³ ¤¥°¥¢¼¥¢ ¨ ®¯°¥¤¥«¿¾² ° ±¯®«®-
¦¥¨¥ ¢¥²¢¥©   ±²¢®«¥, ·¥¸³¥ª ±®±®¢®© ¸¨¸ª¨ ¨ ². ¯. �¨²®¢»¥

�¨±. 1.6. �¨²®¢»¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ 61 ¨ 62

®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ±²°³ª²³° µ ¬®£³² ¡»²¼ ²®«¼ª®
¯®°¿¤ª®¢ 2, 3, 4 ¨ 6. �¨²®¢ ¿ ®±¼ ®¡®§ · ¥²±¿ ¶¨´°®© ± ¶¨´°®-
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¢»¬ ¯®¤±²°®·»¬ ¨¤¥ª±®¬: ¶¨´°  ®§ · ¥² ¯®°¿¤®ª ®±¨,   · ±²-
®¥ ®² ¤¥«¥¨¿ ¨¤¥ª±    ¯®°¿¤®ª ®±¨ ¯®ª §»¢ ¥²,   ª ª³¾ ¤®«¾
²° ±«¿¶¨¨ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯¥°¥®± ¢¤®«¼ ¢¨²®¢®© ®±¨ ¯°¨ ¯®¢®°®²¥,
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ¤¥©±²¢¨¾ ¤ ®© ®±¨ (°¨±. 1.6).

1.4. �±®¢»¥ ²¨¯» ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª

�«¿ ª ¦¤®© ±²°³ª²³°» µ ° ª²¥°¥  ¡®° ½«¥¬¥² °»µ ²° ±-
«¿¶¨©, ¨«¨ ²° ±«¿¶¨® ¿ £°³¯¯ , ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯°®-
±²° ±²¢¥³¾ °¥¸¥²ª³.

� § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ±®®²®¸¥¨¿ ¢¥«¨·¨ ¨ ¢§ ¨¬®© ®°¨¥² -
¶¨¨ ²°¥µ ®±®¢»µ ²° ±«¿¶¨© a, b, c ¯®«³· ¾²±¿ °¥¸¥²ª¨, ®²-
«¨· ¾¹¨¥±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¯® ±¢®¥© ±¨¬¬¥²°¨¨. �¨¬¬¥²°¨¿ ®£° -
¨·¨¢ ¥² ·¨±«® ¢®§¬®¦»µ °¥¸¥²®ª. �±¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª-
²³°» ®¯¨±»¢ ¾²±¿ 14 ²° ±«¿¶¨®»¬¨ £°³¯¯ ¬¨ (14 ®±®¢»¬¨
²¨¯ ¬¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª �° ¢½). �¥¸¥²ª®© �° ¢½  -
§»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®¥· ¿ § ª®®¬¥° ¿ ±¨±²¥¬  ²®·¥ª ¢ ¯°®±²° ±²¢¥,
®¡° §³¥¬ ¿ ²° ±«¿¶¨®»¬ ¯®¢²®°¥¨¥¬ ®¤®© ²®·ª¨.

14 °¥¸¥²®ª �° ¢½ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¯® ´®°¬¥ ½«¥¬¥-
² °»µ ¿·¥¥ª ¨ ¯® ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯®¤° §¤¥«¿¾²±¿   7 ±¨£®¨©.
�®¤° §¤¥«¥¨¥   ±¨£®¨¨ ¡»«® ¢¢¥¤¥® ¥¹¥ ¢  · «¥ XIX ¢¥ª 
²®«¼ª®   ®±®¢ ¨¨ ¨§³·¥¨¿ ¢¥¸¨µ ´®°¬ ª°¨±² ««®¢. �¥-
¸ ¿ § ¤ ·³ ® ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¬ ° ±¯®«®¦¥¨¨ ±´¥°¨·¥±ª¨µ · ±²¨¶
(¬ ²¥°¨ «¼»µ ²®·¥ª) ¢ ¯°®±²° ±²¢¥, ´° ¶³§±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª
�.�° ¢½ ¢ 1848 £. ¤®ª § «, ·²® ¢±¥£® ±³¹¥±²¢³¥² 14 ®±®¢»µ ²¨¯®¢
ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª ¨ ¯°¨¸¥« ª ³ª § ®¬³ ° §¤¥«¥¨¾  
±¨£®¨¨. �¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  ®£° ¨·¨-
¢ ¥² ·¨±«® ¢®§¬®¦»µ °¥¸¥²®ª. �¥¸¥²ª  ¤®«¦  ¡»²¼ ¨¢ °¨ ²-
®© ª® ¢±¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¢®§¬®¦»¬ ¤«¿ ¤ ®£®
ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢ .

�¤ ª® ¯°®±²° ±²¢¥ ¿ °¥¸¥²ª  �° ¢½ ¥¹¥ ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²
¯®«®¦¥¨¥  ²®¬®¢,   ®¯¨±»¢ ¥² «¨¸¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ° ±¯®«®¦¥-
¨¥ ²®·¥ª ¢ ¯°®±²° ±²¢¥. �«¿ ®¯¨± ¨¿ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª-
²³°» ¥®¡µ®¤¨¬®, ¯®¬¨¬® °¥¸¥²ª¨, § ¤ ²¼ ² ª¦¥ ¨ ±¨¬¬¥²°¨¾
¡ §¨±  ( ²®¬®¢, ° ±¯®«®¦¥»µ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¨). � §¨± | ½²® ±®¢®ª³¯®±²¼ ª®®°¤¨ ²  ²®¬®¢, ° ±-
±²®¿¨© ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¨  ¯° ¢«¥¨© (³£«®¢) ±¢¿§¥©, ª®²®° ¿
¯®¢²®°¿¥²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ª ¦¤®© ²®·ª¨ °¥¸¥²ª¨ ®¤¨ ª®-
¢»¬ ®¡° §®¬. �¥¬ ± ¬»¬ ³·¨²»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¥¨¥ «¾¡®£®  ²®¬ 
¢ ª°¨±² ««¥. �«¿ ¥ª®²®°»µ ¯°®±²»µ ½«¥¬¥² °»µ ª°¨±² ««®¢
(Ar, Na, ...) ¡ §¨± ±®±²®¨² «¨¸¼ ¨§ ®¤®£®  ²®¬ . �°³£¨¥ ½«¥-
¬¥²» ®¡° §³¾² ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°», ¢ ª®²®°»µ ¡ §¨± ¯°¨-
¬¨²¨¢®© ¿·¥©ª¨ ±®¤¥°¦¨² ¥±ª®«¼ª®  ²®¬®¢ ( ¯°¨¬¥°, 2  ²®¬ 
±®±² ¢«¿¾² ¡ §¨± ³ ª°¥¬¨¿, 4 | ³ £ ««¨¿). � ¢¥¹¥±²¢ µ, ±®±²®-
¿¹¨µ ¨§  ²®¬®¢ ° §®£® ±®°² , ª°¨±² ««¨·¥±ª¨© ¡ §¨± ±®¤¥°¦¨²,
¯® ª° ©¥© ¬¥°¥, ®¤³ ¬®«¥ª³«³ ¢¥¹¥±²¢ .
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�«¥¬¥² °»¥ ¿·¥©ª¨ ¢ °¥¸¥²ª µ �° ¢½ ¢»¡¨° ¾²±¿ ² ª,
·²®¡»:

1) ¨µ ±¨¬¬¥²°¨¿ ±®®²¢¥²±²¢®¢ «  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢±¥© °¥¸¥²ª¨;
2) ·¨±«® ¯°¿¬»µ ³£«®¢ ¨ ° ¢»µ ±²®°® ¡»«® ¬ ª±¨¬ «¼»¬;
3) ®¡º¥¬ ¿·¥©ª¨ ¡»« ¬¨¨¬ «¼»¬.
� · «¥ ¯°¨¶¨¯ ¢»¢®¤  °¥¸¥²®ª �° ¢½ ° ±±¬®²°¨¬   ¯°¨-

¬¥°¥ ¤¢³¬¥°»µ °¥¸¥²®ª. �«®±ª ¿ ±¥²ª  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯ °®© ¡ -
§¨±»µ ¢¥ª²®°®¢ a, b, ¯ ° ¬¥²°» ¿·¥©ª¨ | a, b, . � ¯«®±ª®© ±¥²-
ª®© ¤®«¦» ¡»²¼ ±®¢¬¥±²¨¬» ¯®¢®°®²» ¢®ª°³£ ®±¥© 1, 2, 3, 4, 6,
¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»µ ª ¯«®±ª®±²¨ ±¥²ª¨, ¨ ®²° ¦¥¨¿ ¢ ¯«®±ª®±²¿µ
±¨¬¬¥²°¨¨, ²®¦¥ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»µ ª ¯«®±ª®±²¨ ±¥²ª¨; ¥±®¢¬¥-
±²¨¬® ± ¥© ¨ª ª®¥ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¢»¢®¤¿¹¥¥
±¥²ª³ ¨§ ¯«®±ª®±²¨.

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬, ¨§ 32 ª« ±±®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ ± ¯«®±ª¨¬¨
°¥¸¥²ª ¬¨ ±®¢¬¥±²¨¬» ²®«¼ª® 10: 1, 2, 3, 4, 6, m, mm2, 3m,
4mm, 6mm. �®«¼ª® ½²¨ ±®·¥² ¨¿ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ ®±² -
¢«¿¾² ²®·ª³ ¤¢³¬¥°®© °¥¸¥²ª¨ ¢ § ¤ ®© ¯«®±ª®±²¨. �® ¢±¥µ
¤¢³¬¥°»µ ²®·¥·»µ £°³¯¯ µ ®±®¢ ¿ ®±¼ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¥°¯¥¤¨-
ª³«¿°  ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¯«®±ª®±²¨,   ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨
¯°®µ®¤¿² ¢¤®«¼ ½²®© ®±¨. � £°³¯¯¥ m ¬®¦® ´®°¬ «¼® ±·¨² ²¼,
·²® ¯«®±ª®±²¼ m ¯°®µ®¤¨² ¢¤®«¼ ®±¨ 1, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ª ° ±-
±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¯«®±ª®±²¨.

� ª¨¥ § ·¥¨¿ ²° ±«¿¶¨© ¨ ³£«  ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¢®§¬®¦» ¢
¯«®±ª¨µ ±¥²ª µ? � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°¨ a 6= b,  6= 90� ¯®«³· ¥¬ ª®-
±®³£®«¼³¾ ±¥²ª³ ± ¥®¤¨ ª®¢»¬¨ ±²®°® ¬¨ ¿·¥©ª¨ |  ¨¡®«¥¥
®¡¹¨© ²¨¯ °¥¸¥²ª¨. � ¥© ±®¢¬¥±²¨¬» ¯®¢®°®²» ¢®ª°³£ ®±¥© 1 ¨
2 (°¨±. 1.7 ).

�«¿ ¯°¿¬®³£®«¼®© °¥¸¥²ª¨ ½«¥¬¥² °³¾ ¿·¥©ª³ (¯°¨¬¨²¨¢-
³¾ ¨«¨ ¥¯°¨¬¨²¨¢³¾) ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¡¥±·¨±«¥»¬ ª®«¨·¥-
±²¢®¬ ±¯®±®¡®¢, ® «®£¨·¥¥ ² ª, ª ª   °¨±. 1.7¡. � ² ª®© °¥¸¥²ª¥
¢®§¨ª ¾² ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �²®¡» ³§ ²¼, ª ·¥¬³ ¯°¨¢®¤¨²
 «¨·¨¥ ¯«®±ª®±²¨ m, ¢»° §¨¬ ®±®¢»¥ ¢¥ª²®°» a, b ·¥°¥§ ®°²»
ª®®°¤¨ ²®© ±¨±²¥¬»:

a = axi+ ayj;

b = bxi + byj:
(1.10)

�³±²¼ ¯«®±ª®±²¼ m ¯°®µ®¤¨² ¢¤®«¼ ®±¨ X . �®£¤  ¯°¨ §¥°ª «¼-
®¬ ®²° ¦¥¨¨ ¢ ½²®© ¯«®±ª®±²¨ ¯®«³·¨¬:

a0 = axi � ayj;

b0 = bxi � byj:
(1.11)

�«¿ ²®£® ·²®¡» ²° ±«¿¶¨¨ a0 ¨ b0 ¡»«¨ ²®¦¥ ²° ±«¿¶¨¿¬¨
°¥¸¥²ª¨, ¨¬¥¥²±¿ «¨¸¼ ¤¢¥ ¢®§¬®¦®±²¨:

1) a = a0; b = �b0, ®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® a = axi, b = byj. �²®
¤ ¥² ¯°¿¬®³£®«¼³¾ °¥¸¥²ª³ a 6= b,  = 90� (°¨±. 1.7¡, 1.8a);
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�¨±. 1.7. �¿²¼ ¤¢³¬¥°»µ °¥¸¥²®ª ¨ ¨µ ±¨¬¬¥²°¨¿
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2) b0 = a � b, ². ¥. b0x = ax � bx, b
0

y = ay � by. �²® °¥¸¥¨¥
¯®«³· ¥²±¿ ¨§ (1.11) ¨ (1.10) ¯°¨ ay = 0, ax = a = 2bx, ². ¥. a = ai,
b = (1=2)ai+ byj. � ½²®¬ ±«³· ¥   ²° ±«¿¶¨¿µ a ¨ b ±²°®¨²±¿
¶¥²°¨°®¢  ¿ ¯°¿¬®³£®«¼ ¿ °¥¸¥²ª , ². ¥. ¿·¥©ª , ¢ ¶¥²°¥
ª®²®°®© ¨¬¥¥²±¿ ¥¹¥ ®¤¨ ³§¥« (°¨±. 1.7¢, 1.8¡). �²³ ¿·¥©ª³ ¬®¦®

�¨±. 1.8. �¥©±²¢¨¿ ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨   ¢¨¤ ¿·¥¥ª �° ¢½

®¯¨± ²¼ ¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ±¥²ª¨, ±®±² ¢«¥®© ¨§ °®¬¡®¢, ²®£¤  ¿·¥©ª 
¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨¬¨²¨¢®©, ¥¶¥²°¨°®¢ ®©. �¤ ª® ¶¥²°¨°®-
¢  ¿ ¿·¥©ª  §¤¥±¼ ³¤®¡¥¥, ² ª ª ª ®  ¯®§¢®«¿¥² ¯®«¼§®¢ ²¼±¿
¯°¿¬®³£®«¼®© ±¨±²¥¬®© ª®®°¤¨ ².

� «¨·¨¥ ®±¨ 4 ²°¥¡³¥², ·²®¡» °¥¸¥²ª  ¡»«  ª¢ ¤° ²®©, ². ¥.
a = b,  = 90� (°¨±. 1.7£). �±¨ 3 ¨ 6 ²°¥¡³¾², ·²®¡» °¥¸¥²ª  ¡»« 
£¥ª± £® «¼®©, ². ¥. a = b,  = 120� (°¨±. 1.7¤). � ª¨¬ ®¡° §®¬,
¯®«³· ¥¬ 5 ¯«®±ª¨µ ¿·¥¥ª �° ¢½.

� ª ¦¥ ¢»¢®¤¿²±¿ 14 ²°¥µ¬¥°»µ °¥¸¥²®ª �° ¢½. � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨-
¬¥°  ° ±±¬®²°¨¬ ¬®®ª«¨³¾ ±¨£®¨¾. � ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥²±¿ ·¥-
²»°¥ ½«¥¬¥²  ²®·¥·®© ±¨¬¬¥²°¨¨: ¥¤¨¨·»© ½«¥¬¥² e, ¯®¢®°®² ¿
®±¼ 2 (C2 | ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �¥´«¨± ), ¶¥²° ¨¢¥°±¨¨ (I | ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥
�¥´«¨± ) ¨ ¯«®±ª®±²¼ m (�h | ¢ ±¨¬¢®«¨ª¥ �¥´«¨± ). �³±²¼ ¢¥ª-
²®°» l1 ¨ l2 ¥ «¥¦ ² ¢ ®¤®© ¯«®±ª®±²¨ (°¨±. 1.9). �®£¤  l1 + �h � l1
¨ l2 + �h � l2 «¥¦ ² ¢ ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¥ ¯ ° ««¥«¼» ¤°³£ ¤°³£³. � ª¨¬
®¡° §®¬, ½«¥¬¥² °»¥ ¢¥ª²®°» a1 ¨ a2 ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¢ ¯«®±ª®±²¨ �h.
�°¥²¨© ¢¥ª²®° ¯°¥¤±² ¢¨¬ ² ª:

a3 = �+ �; (1.12)

£¤¥ � ¯ ° ««¥«¥ ®±¨ C2,   � ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ ¥©. �®£¤  ¢¥ª²®°

C2a3 � a3 = C2� � � = �2� (1.13)

«¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ �h, ¨ ¬» ¬®¦¥¬  ¯¨± ²¼:

2� = m1a1 +m2a2; (1.14)

a3 = �+
m1

2
a1 +

m2

2
a2: (1.15)
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�²¨¬¥¬ ®² a3 «¾¡®© ¢¥ª²®° n1a1 + n2a2 ² ª, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼  ¨-
¬¥¼¸¨© ¢¥ª²®°, ². ¥. ¢»¡¨° ¥¬ ·¨±«  m1 ¨ m2 ² ª, ·²®¡» ®¨ ¥ ¯°¥-
¢»¸ «¨ ¥¤¨¨¶³ ¨ ¡»«¨ ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢» ³«¾. �®£¤  ¨¬¥¥¬ ·¥²»°¥

�¨±. 1.9. � ¢»¢®¤³ °¥¸¥²®ª �° ¢½ ¬®®ª«¨»µ ª°¨±² ««®¢

¢®§¬®¦®±²¨ (°¨±. 1.10): 1) a3 = �; 2) a3 = (1=2)a1 + �; 3) a3 =
= (1=2)a2 + �; 4) a3 = � + (1=2)a1 + (1=2)a2. �²®°®© ¨ ²°¥²¨© ±«³· ¨

�¨±. 1.10. �¥ª²®°» ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿¶¨© ¤«¿ ¬®®ª«¨®© ±¨£®¨¨:
 ) a3 ? a1;a2; ¡) (2a3 � a2) ? a1; a2

½ª¢¨¢ «¥²»,   ¯®±«¥¤¨© ¥±²¼ ¯°®±²® ¨µ ª®¬¡¨ ¶¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬,
¢ ¬®®ª«¨®© ±¨£®¨¨ ¨¬¥¥¬ ¤¢  ²¨¯  °¥¸¥²®ª �° ¢½.

� ¯°®±²° ±²¢¥»µ £°³¯¯ µ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««®¢ ¨¬¥¥²±¿
·¥²»°¥ ²¨¯  °¥¸¥²®ª �° ¢½. �±¥ 4 ²¨¯  ¿·¥¥ª | P (¯°®±² ¿),
I (®¡º¥¬®¶¥²°¨°®¢  ¿), F (£° ¥¶¥²°¨°®¢  ¿), C (¡ §®-
¶¥²°¨°®¢  ¿) | ¨¬¥¾²±¿ ²®«¼ª® ¢ °®¬¡¨·¥±ª®© ±¨£®¨¨,
®±² «¼»¥ ±¨£®¨¨ ±®¤¥°¦ ² ¥ ¢±¥ ²¨¯» ¿·¥¥ª �° ¢½. � ¯°¨¬¥°,
¢ ª³¡¨·¥±ª®© ±¨£®¨¨ ¥² ¡ §®¶¥²°¨°®¢ ®© ¿·¥©ª¨, ¯®²®¬³
·²® ®  ¯°®²¨¢®°¥·¨«  ¡» ±¨¬¬¥²°¨¨ ª³¡¨·¥±ª®© ¿·¥©ª¨: ¥±«¨
¶¥²°¨°®¢   ®¤  ¯ °  £° ¥© ª³¡ , ²®, ¡« £®¤ °¿ ±¨¬¬¥²°¨¨
ª³¡ , ®¡¿§ ²¥«¼® ¤®«¦» ¡»²¼ ¶¥²°¨°®¢ » ¨ ¤¢¥ ¤°³£¨¥ ¯ °»,
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�  ¡ «¨¶   1.4. 14 ¯°®±²° ±²¢¥»µ °¥¸¥²®ª �° ¢½
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². ¥. C-¿·¥©ª  ±² ¥² F -¿·¥©ª®©. � ²¥²° £® «¼®© ±¨£®¨¨ ¥²
¿·¥©ª¨ C: ®  ¡»«  ¡» ±®¢¬¥±²¨¬  ± ±¨¬¬¥²°¨¥© °¥¸¥²ª¨, ®
¥ ®²¢¥· «  ¡» ³±«®¢¨¿¬ ¢»¡®°  ¿·¥©ª¨ �° ¢½; ¢¬¥±²® ¥¥ ¬®¦®
¡»«® ¡» ¢§¿²¼ ¯°¨¬¨²¨¢³¾ ¿·¥©ª³, ®¡º¥¬ ª®²®°®© ¢¤¢®¥ ¬¥¼¸¥.

14 °¥¸¥²ª ¬¨ �° ¢½ ¨±·¥°¯»¢ ¾²±¿ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ²° ±«¿¶¨-
®»¥ °¥¸¥²ª¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ «¾¡»¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°»
(² ¡«. 1.4). � ±²°³ª²³°¥ ª°¨±² ««  °¥¸¥²ª¨ �° ¢½ ¬®£³² ¡»²¼ ¢±² -
¢«¥» ®¤  ¢ ¤°³£³¾,   ¢ ³§« µ ° §«¨·»µ °¥¸¥²®ª ¬®£³² ±²®¿²¼
ª ª ®¤¨ ª®¢»¥, ² ª ¨ ° §«¨·»¥  ²®¬» (£°³¯¯»  ²®¬®¢).

1.5. �°®±²° ±²¢¥»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥²°¨¨

�±¥ ¢®§¬®¦»¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ®¯¨±»¢ ¾²±¿ 230
¯°®±²° ±²¢¥»¬¨ £°³¯¯ ¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨. �°®±²° ±²¢¥®©
£°³¯¯®© ±¨¬¬¥²°¨¨  §»¢ ¥²±¿ ±®·¥² ¨¥ ¢±¥µ ¢®§¬®¦»µ ¡¥±ª®-
¥·»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°».
�°®±²° ±²¢¥ ¿ £°³¯¯  ±¨¬¬¥²°¨¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ±¨¬¬¥²°¨¾
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°», ² ª ¦¥, ª ª ²®·¥· ¿ £°³¯¯  ±¨¬¬¥-
²°¨¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ±¨¬¬¥²°¨¾ ¢¥¸¥© ´®°¬» ª°¨±² ««  ¨ ±¨¬-
¬¥²°¨¾ ¥£® ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢.

� ¦¤®© ²®·¥·®© £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥±ª®«¼ª®
¯°®±²° ±²¢¥»µ £°³¯¯. �²®¡» ¨§ ¯°®±²° ±²¢¥®© £°³¯¯»
±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨±² ««  ¯®«³·¨²¼ ¥£® ²®·¥·³¾ £°³¯¯³,  ¤® ¬»-
±«¥® ³¨·²®¦¨²¼ ¢±¥ ²° ±«¿¶¨¨, ². ¥. ¯°¥¢° ²¨²¼ ¯«®±ª®±²¨
±ª®«¼§¿¹¥£® ®²° ¦¥¨¿ ¢ ¯°®±²»¥ §¥°ª «¼»¥ ¯«®±ª®±²¨, ¢¨²®-
¢»¥ ®±¨ | ¢ ®¡»·»¥ ¯®¢®°®²»¥ ®±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ±¢¥±²¨ ¢±¥
®±² ¢¸¨¥±¿ ½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ²®·ª³.

�»¢¥±²¨ ¨§ ²®·¥·®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢±¥ ®²®±¿¹¨¥±¿ ª ¥© ¯°®-
±²° ±²¢¥»¥ £°³¯¯» ±¨¬¬¥²°¨¨ | ¡®«¥¥ ±«®¦ ¿ § ¤ · . �«¿
½²®£® ³¦® ¯¥°¥¡° ²¼ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ±®·¥² ¨¿ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥-
²°¨¨ ¨ °¥¸¥²®ª �° ¢½. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¢ ²®·¥·³¾ £°³¯¯³ ¢µ®¤¿²
®±¨ 3 ¨ 2, ²® ¤«¿ ¢»¢®¤  ¯°®±²° ±²¢¥®© £°³¯¯» ³¦® ¯¥°¥¯°®-
¡®¢ ²¼ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ±®·¥² ¨¿ ¯°®±²»µ ¨ ¢¨²®¢»µ ®±¥© 2-£® ¨
3-£® ¯®°¿¤ª®¢ ¨ ²° ±«¿¶¨©.

230 ¯°®±²° ±²¢¥»µ (¥¯°¥°»¢»µ) £°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨-
±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  (´¥¤®°®¢±ª¨µ £°³¯¯) ¡»«¨ ¢»¢¥¤¥»
¢ 1890{1894££. ®¤®¢°¥¬¥® ¨ ¥§ ¢¨±¨¬® �. �.�¥¤®°®¢»¬ ¨
�.�¥´«¨±®¬.

�¥¦¤³ °®¤ ¿ ±¨¬¢®«¨ª  ¯°®±²° ±²¢¥»µ £°³¯¯ ±¨¬¬¥-
²°¨¨ ±®±² ¢«¥  ² ª, ·²® ¯® ¢¨¤³ ±¨¬¢®«  ¬®¦® ¯®«®±²¼¾ ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¢§ ¨¬®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ (² ¡«. 1.5).

�²±³²±²¢¨¥ ½«¥¬¥²    ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯®§¨¶¨¨ ®¡®§ · -
¥²±¿ ¶¨´°®© 1. � ¯°¨¬¥°, ª ²®·¥·®© £°³¯¯¥ ±¨¬¬¥²°¨¨ 32 ¯°¨-
 ¤«¥¦ ² ¯°®±²° ±²¢¥»¥ £°³¯¯»:P321, P3121, P3221, P312,
P3112, P3212.
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�  ¡ «¨ ¶  . 1.5. �° ¢¨«  § ¯¨±¨ ±¨¬¢®«  ¯°®±²° ±²¢¥®©
£°³¯¯»

�¨£®¨¿ �®§¨¶¨¨ ¢ ±¨¬¢®«¥

I II III IV

�°¨ª«¨ ¿ �¨¯
°¥¸¥²ª¨
�° ¢½

�¬¥¾¹¨©±¿½«¥-
¬¥² ±¨¬¬¥²°¨¨

�®®ª«¨ ¿ �¬¥¾¹¨©±¿½«¥-
¬¥² ±¨¬¬¥²°¨¨:
®±¼ 2 ¨«¨ 21 (¨
¯«®±ª®±²¼, ®°-
¬ «¼ ¿ ª ®±¨ 2,
¥±«¨ ®  ¥±²¼)

�®¬¡¨·¥±ª ¿ �±¼ 2 (21) ¨«¨ ®°¬ «¼ ª ¯«®±ª®±²¨,
¯ ° ««¥«¼ ¿:

X Y Z

�°¨£® «¼ ¿
�¥²° £® «¼ ¿
�¥ª± £® «¼ ¿

�« ¢ ¿ ®±¼ ±¨¬-
¬¥²°¨¨ (¨ ¯«®±-
ª®±²¼, ®°¬ «¼-
 ¿ ª ¥©, ¥±«¨
®  ¥±²¼)

�®®°¤¨ ² ¿
¯«®±ª®±²¼¨«¨
®±¼

�¨ £® «¼ ¿
¯«®±ª®±²¼ ¨«¨
®±¼

�³¡¨·¥±ª ¿ �®®°¤¨ ²»¥
½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥-
²°¨¨

3 �¨ £® «¼»¥
½«¥¬¥²» ±¨¬-
¬¥²°¨¨

1.6. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ
 ¯° ¢«¥¨© ¨ ¯«®±ª®±²¥©

� §®¢¥¬ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¬ ² ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥, ª®²®°®¥
¯°®µ®¤¨² ¥ ¬¥¥¥ ·¥¬ ·¥°¥§ ¤¢  ³§«  °¥¸¥²ª¨. �°¨±² ««®£° -
´¨·¥±ª®© ¯«®±ª®±²¼¾ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ¥
¬¥¥¥ ·¥¬ ·¥°¥§ ²°¨ ³§«  °¥¸¥²ª¨, ¥ «¥¦ ¹¨µ   ®¤®© ¯°¿¬®©.
�®¦®, ®·¥¢¨¤®, ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¨  ¯° ¢«¥¨¿, ¨ ¯«®±ª®±²¨,
ª®²®°»¥  ¯° ¢«¥» ¨ ·¥, ®¤ ª® ¨µ ¥«¼§¿ ¨¤¨¶¨°®¢ ²¼   -
«®£¨·® ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¬, ® ·¥¬ ¯®©¤¥² °¥·¼ ¨¦¥.

�«¿ ª ¦¤®£® ª°¨±² ««  ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª³¾
±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ² XYZ, ¯®±²°®¥³¾   ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®° µ a1,
a2, a3, ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ± °¥¡° ¬¨ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨. � ª ª ª
¢¥ª²®°» a1, a2, a3 ¥ª®¬¯«  °», «¾¡®© ¢¥ª²®° m ¬®¦® ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ¯°¨²®¬
¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬:

m = m1a1 +m2a2 +m3a3: (1.16)

�®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°  m ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ | ¶¥«»¥ ·¨±« . �³±²¼
m ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥ª®²®°®¥ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®¥  ¯° ¢«¥¨¥. �±«¨
¶¥«»¥ ·¨±«  m1; m2,m3 ¨¬¥¾² ®¡¹¨© ¬®¦¨²¥«¼ n, ¬®¦® ¢¢¥±²¨
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¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¢¥ª²®° ²®£® ¦¥  ¯° ¢«¥¨¿, ® ¢ n ° § ª®°®·¥:

m0 =
m

n
=
m1

n
a1 +

m2

n
a2 +

m3

n
a3 = ha1 + ka2 + la3; (1.17)

¨ ¥£® ª®¬¯®¥²» ² ª¦¥ ¡³¤³² ¶¥«®·¨±«¥». �®£¤  ª®½´´¨¶¨-
¥²» h, k ¨ l, § ¯¨± »¥ ¢ ¢¨¤¥ [hkl], ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¨¤¥ª± ¬¨
�¨««¥°  ¤ ®£® ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿, ². ¥. «¾-
¡®©  ¯° ¢«¥®© ¯°¿¬®©, ¯ ° ««¥«¼®© ¤ ®¬³ ¢¥ª²®°³. �¨¬-
¢®«» ª®®°¤¨ ²»µ  ¯° ¢«¥¨© § ¯¨¸³²±¿ ¢ ¢¨¤¥: [100], [010],
[001]. �®¢®ª³¯®±²¼  ¯° ¢«¥¨©, ª®²®°»¥ ¬®£³² ±®¢¬¥±²¨²¼±¿
¤°³£ ± ¤°³£®¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±¢®©±²¢¥-
»µ ¤ ®© ²®·¥·®© £°³¯¯¥, § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ³£«®¢»µ ±ª®¡ª µ.
� ¯°¨¬¥°, ±®¢®ª³¯®±²¨ °¥¡¥° ª³¡  ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨¬¢®« h100i,
¯°®±²° ±²¢¥»µ ¤¨ £® «¥© ª³¡  | h111i, ¤¨ £® «¥© £° ¨
ª³¡  | h110i. �±«¨ ¥ª®²®°»¥ ¨§ ·¨±¥« mi ®²°¨¶ ²¥«¼», § ª
À¬¨³±Á ¯¨¸³²  ¤ ¨¬¨,  ¯°¨¬¥° h1�11i. �®£¤  ±°¥¤¨ ¨¤¥ª±®¢
�¨««¥°  ¢±²°¥· ¾²±¿ ·¨±« , ¡®«¼¸¨¥ 9, ¨¤¥ª±» ¢® ¨§¡¥¦ ¨¥
¥¤®° §³¬¥¨© ®²¤¥«¿¾² ¤°³£ ®² ¤°³£  § ¯¿²»¬¨, ® ¯° ª²¨·¥-
±ª¨ ± ² ª¨¬¨ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¬¨  ¯° ¢«¥¨¿¬¨ ¯°¨µ®¤¨²±¿
¨¬¥²¼ ¤¥«® ª° ©¥ °¥¤ª®.

�±«¨ ½«¥¬¥² ° ¿ ¿·¥©ª  ¥ ¯°¨¬¨²¨¢ , ²® ¥ ª ¦¤»© ¢¥ª-
²®°, ¯°®¢¥¤¥»© ¨§  · «  ª®®°¤¨ ² ¢ ³§¥« °¥¸¥²ª¨, ¨¬¥¥² ¶¥-
«®·¨±«¥»¥ ª®¬¯®¥²», ® ¤«¿ «¾¡®£® ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®£®
 ¯° ¢«¥¨¿ ¬®¦®  ©²¨ ¢¥ª²®° ± ¶¥«®·¨±«¥»¬¨ ª®¬¯®¥-
² ¬¨. � ¯°¨¬¥°, ª®®°¤¨ ²» ³§«  ¢ ¶¥²°¥ ®¡º¥¬®¶¥²°¨°®-
¢ ®© ª³¡¨·¥±ª®© ¿·¥©ª¨ ¥±²¼

��
1
2
1
2
1
2

��
, ® ¯°®¢¥¤¥»© ·¥°¥§

¥£® °¿¤ (¯°®±²° ±²¢¥ ¿ ¤¨ £® «¼ ª³¡ ) ¬®¦® µ ° ª²¥°¨§®-
¢ ²¼ ±¨¬¢®«®¬ [111].

�¾¡®©  ¡®° ¯ ° ««¥«¼»µ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©
¥±²¥±²¢¥® ®¯°¥¤¥«¿²¼ ®°¬ «¼»¬ ª ¨¬ ¢¥ª²®°®¬. �§ ¬®-
¦¥±²¢  ¯ ° ««¥«¼»µ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥© ¢»¡¥°¥¬
ª ª³¾-«¨¡® ¯«®±ª®±²¼, ¯¥°¥±¥ª ¾¹³¾ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨¥ ®±¨
¢ ³§« µ °¥¸¥²ª¨, ® ¥ ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§  · «® ª®®°¤¨ ². �®-
«®¦¥¨¥ ¯«®±ª®±²¨ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®²°¥§ª ¬¨, ®²±¥ª ¥-
¬»¬¨ ¥¾   ®±¿µ ª®®°¤¨ ² (°¨±. 1.11). �³±²¼ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥-
±ª ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¥ ¯ ° ««¥«¼  ¨ ®¤®© ¨§ ®±¥© ª®®°¤¨ ². �®£¤ 
¢¥ª²®°»

p(1) = p1a1; p(2) = p2a2; p(3) = p3a3; (1.18)

±®¥¤¨¿¾¹¨¥  · «® ª®®°¤¨ ² ± ²®·ª ¬¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¯«®±ª®±²¨
± ®±¿¬¨, ¶¥«®·¨±«¥». �¥ª²®°»

q(1) = p(1) � p(3) ¨ q(2) = p(2) � p(3) (1.19)

² ª¦¥ ¶¥«®·¨±«¥», ®¨ «¥¦ ² ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ª°¨±² ««®-
£° ´¨·¥±ª®© ¯«®±ª®±²¨,   ¨µ ¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯¥°¯¥¤¨-
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ª³«¿°® ª ¥©. � ¯¨¸¥¬ ®°¬ «¼»© ª ¯«®±ª®±²¨ ¢¥ª²®° n ª ª
¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ¢»¡° ¢ ¯®°¿¤®ª ±®¬®¦¨²¥«¥© ² ª, ·²®¡»

�¨±. 1.11. � ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨¤¥ª±®¢ �¨««¥°  ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©

®°¬ «¼ ¡»«  ¢¥¸¥© ( ¯° ¢«¥  ¢³²°¼ ²°®©ª¨ ª®®°¤¨ ²»µ
®±¥©), ¨ ®°¬¨°³¥¬ ½²®² ¢¥ª²®°   ®¡º¥¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨:

n =
1

v
[q1;q2]: (1.20)

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ (1.20) ¢»° ¦¥¨¿ (1.18) ¨ (1.19), ¯®«³·¨¬:

n =
1

v
[(p1a1 � p3a3); (p2a2 � p3a3)]: (1.21)

� ±ª°»¢ ¿ ¢¥ª²®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, § ¯¨¸¥¬:

n =
1

v
(p1p2[a1; a2] + p1p3[a3; a1] + p2p3[a2; a3]): (1.22)

�®±ª®«¼ª³ ®¡º¥¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ² ª:

v = (a1[a2; a3]) = (a2[a3; a1]) = (a3[a1; a2]); (1.23)

²® ¯°¥¤±² ¢¨¬ (1.22) ¢ ¢¨¤¥:

n = p2p3b
�

1 + p1p3b
�

2 + p1p2b
�

3 = n1b
�

1 + n2b
�

2 + n3b
�

3: (1.24)

�¨±«  n1, n2, n3 | ² ª¦¥ ¶¥«»¥ ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢¥ª-
²®°  ®°¬ «¨ ª ¯«®±ª®±²¨ n,   ±®®²®¸¥¨¥ (1.24) ¿¢«¿¥²±¿ ° §«®-
¦¥¨¥¬ ¢¥ª²®°  n ¯® ¡ §¨±³ ²°®©ª¨ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨:

b�1 =
1

v
[a2; a3]; b�2 =

1

v
[a3; a1]; b�3 =

1

v
[a1; a2]; (1.25)

¨¬¥¾¹¨µ ° §¬¥°®±²¼ [¬�1].
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� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥ª²®° ®°¬ «¨ ª ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®© ¯«®±-
ª®±²¨ (¢®§¬®¦®© ¨«¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®© £° ¨ ª°¨±² «« ) ¢® ¢±¥µ
±«³· ¿µ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» ® ¨¬¥« ¶¥«®·¨±«¥»¥ ª®¬¯®-
¥²» ®²®±¨²¥«¼® ¡ §¨±  ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ (1.25). �®¬¯®¥²»
½²®£® ¢¥ª²®°  ¨ ¥±²¼ ¨¤¥ª±» �¨««¥°  £° ¨ (¯«®±ª®±²¨); ®¨
§ ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ª°³£«»µ ±ª®¡ª µ: (n1 n2 n3). �±«¨ ®¨ ¨¬¥¾² ®¡-
¹¨© ¬®¦¨²¥«¼, ¨µ  ¤®   ½²®² ¬®¦¨²¥«¼ ° §¤¥«¨²¼.

�¤¥ª±» �¨««¥°  £° ¨ ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼» ª®¬¯®¥-
² ¬ ¢¥ª²®°®¢, ¯°®¢¥¤¥»µ ¨§  · «  ª®®°¤¨ ² ¢ ²®·ª¨ ¯¥°¥±¥·¥-
¨¿ £° ¨ ± ®±¿¬¨ ª®®°¤¨ ². �¥©±²¢¨²¥«¼®, ª®£¤  ¤  ¿ £° ¼
¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ±® ¢±¥¬¨ ²°¥¬¿ ®±¿¬¨, ¨§ (1.24) ±«¥¤³¥², ·²®

n1 : n2 : n3 =
1

p1
:
1

p2
:
1

p3
: (1.26)

�®®°¤¨ ²»¥ ¯«®±ª®±²¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ±¨¬¢®« ¬¨:
Y �Z | (100), Z�� | (010), ��Y | (001).

�®ª §»¢ ¿ ¶¥«®·¨±«¥®±²¼ ¨¤¥ª±®¢ �¨««¥°  ¤«¿ ª°¨±² ««®£° ´¨-
·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©, ¬» ¨±µ®¤¨«¨ ¨§ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ® ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¥. �¥¦¤³ ²¥¬, ¥¹¥ ¤® ¯®¿¢«¥¨¿ °¥²£¥®±²°³ª²³°®£®   «¨§  ¨
½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤¨±ª°¥²®±²¨ ±²°®¥¨¿ ª°¨±² ««®¢,
¨¤¨¶¨°®¢ ¨¥ £° ¥© ®±®¢»¢ «®±¼   § ª®¥ ° ¶¨® «¼®±²¨ ¯ ° -
¬¥²°®¢ (§ ª® ¶¥«®·¨±«¥»µ ®²®¸¥¨©), ±´®°¬³«¨°®¢ ®¬ � ¾¨ ¢
1781 £. �²®² § ª® ³±²  ¢«¨¢ ¥² § ª®®¬¥°®±²¼ ° ±¯®«®¦¥¨¿ £° ¥©
  ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ¬®£®£° ¨ª µ ¨ ®¡º¿±¿¥², ¯®·¥¬³   ª°¨±² «« µ
¯®¿¢«¿¾²±¿ ¨¬¥® ²¥ ¨«¨ ¨»¥ £° ¨.

� ª® ° ¶¨® «¼®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ £« ±¨²: ¤¢®©»¥ ®²®¸¥¨¿ ®²-
°¥§ª®¢, ®²±¥ª ¥¬»µ   ²°¥µ °¥¡° µ ª°¨±² «« , ¢»¡° »µ ¢ ª ·¥±²¢¥
®±¥© ª®®°¤¨ ²,  ) «¾¡®© £° ¼¾ ª°¨±² ««  ¨ ¡) ¥ª®¥© ¥£® £° ¼¾,
¯°¨¿²®© §  ¥¤¨¨·³¾, ° ¢» ®²®¸¥¨¾ ¬ «»µ ¶¥«»µ ·¨±¥«.

�»¡¥°¥¬ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®¬ ¬®£®£° ¨ª¥ ²°¨ ¥ª®¬¯«  °»¥
£° ¨ ¨ ¯°¨¬¥¬ ¨µ §  ª®®°¤¨ ²»¥ ¯«®±ª®±²¨,   °¥¡° , ¯® ª®²®°»¬
¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ½²¨ £° ¨, | §  ®±¨ ª®®°¤¨ ². �»¡¥°¥¬ ² ª¦¥ ¥¹¥ ®¤³
¥¤¨¨·³¾ £° ¼, ¥ ¯ ° ««¥«¼³¾ ¨ ®¤®© ¨§ ª®®°¤¨ ²»µ ¯«®±ª®-
±²¥© ¨ ®²±¥ª ¾¹³¾   ®±¿µ ª®®°¤¨ ² ®²°¥§ª¨ OA, OB, OC | ¯ ° -
¬¥²°» £° ¨. �®£« ±® § ª®³ ° ¶¨® «¼®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤«¿ «¾¡®©
¤°³£®© £° ¨ ª°¨±² «« , ®²±¥ª ¾¹¥©   ®±¿µ ª®®°¤¨ ² ®²°¥§ª¨ OA0,
OB0, OC0, ¤¢®©»¥ ®²®¸¥¨¿ ®²°¥§ª®¢ ° ¢»:

m : n : p =
OA

OA0
�
OB

OB0
�
OC

OC0
; (1.27)

£¤¥ m, n, p | ¶¥«»¥ ·¨±« , ¢ ¯®¤ ¢«¿¾¹¥¬ ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢ ¥
¯°¥¢»¸ ¾¹¨¥ 5. �° ¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ®²®¸¥¨¥ (1.27) ¡»«® ¡» ¨°° -
¶¨® «¼»¬, ¢ ª°¨±² «« µ ¥¢®§¬®¦». �±«¨ ®²®¸¥¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢
¶¥«»¥, ® ¡®«¼¸¨¥ ·¨±« , ²® £° ¼ ¢®§¬®¦ , ® ¬ «®¢¥°®¿² .

�«¿ ª°¨±² ««®£° ´¨¨ § ª® ° ¶¨® «¼®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ � ¾¨ ¨¬¥¥²
² ª®¥ ¦¥ § ·¥¨¥, ª ª ¤«¿ µ¨¬¨¨ § ª® ª° ²»µ ®²®¸¥¨© � «¼²® ,
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±®£« ±® ª®²®°®¬³ ¢®§¬®¦» ¥ «¾¡»¥ ±®¥¤¨¥¨¿ µ¨¬¨·¥±ª¨µ ½«¥¬¥-
²®¢,   «¨¸¼ ²¥, ¢ ª®²®°»µ ½«¥¬¥²»  µ®¤¿²±¿ ¢ ±®®²®¸¥¨¿µ ¶¥«»µ
·¨±¥«.

�®²¿ § ª® ° ¶¨® «¼®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¡»« ³±² ®¢«¥ ²®«¼ª®  
®±®¢ ¨¨ ¨§³·¥¨¿ ¢¥¸¨µ ´®°¬ ª°¨±² ««®¢ ¨ ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢®-
¢ «¨ ²®«¼ª® ¤®£ ¤ª¨ ® ±²°³ª²³°¥ ª°¨±² ««®¢, §  ·¥²¢¥°²¼ ¢¥ª  ¤® § ª® 
� «¼²® , ¯® ±³¹¥±²¢³, ® ¡»« ¯¥°¢»¬ ª®«¨·¥±²¢¥»¬ § ª®®¬, ®¯°¥-
¤¥«¿¾¹¨¬  ²®¬®-¬®«¥ª³«¿°®¥ ±²°®¥¨¥ ¢¥¹¥±²¢ . � ±³¹®±²¨, ±¬»±«
½²®£® § ª®  ±¢®¤¨²±¿ ª ²®¬³, ·²®:

| £° ¨ ª°¨±² ««  ¢±¥£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯«®±ª¨¬ ±¥²ª ¬ ª°¨±² «-
«¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨;

| °¥¡° ¬ ª°¨±² ««  ¢±¥£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾² ³§«®¢»¥ °¿¤» °¥¸¥²ª¨.
�°®¬¥ ²®£®, °¥ «¼»¥ £° ¨ ª°¨±² «« , ª ª ¯° ¢¨«®, ¤®«¦» ®¡° -

§®¢»¢ ²¼±¿ ¯ ° ««¥«¼® ² ª¨¬  ²®¬»¬ ¯«®±ª®±²¿¬, ¤«¿ ª®²®°»µ µ -
° ª²¥°   ¨¡®«¼¸ ¿ °¥²¨ª³«¿° ¿ ¯«®²®±²¼ |  ¨¡®«¼¸¥¥ ·¨±«®
 ²®¬®¢   ¥¤¨¨¶³ ¯«®¹ ¤¨. �±®, ·²® ½²® ®¡º¿±¿¥²±¿ ²¥¬ ´ ª²®¬, ·²®
®±« ¡«¥¨¥ ±¨« µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨ ²¥¬ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ° ±±²®¿¨¥
¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨,   £° ¨ ±® ±« ¡»¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬  ²®¬®¢, ®·¥¢¨¤®,
±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¥ ¬®£³². �§¢¥±²®, ·²® °¥²¨ª³«¿° ¿ ¯«®²®±²¼ ®¡° ²®
¯°®¯®°¶¨® «¼  ¢¥«¨·¨¥ ¨¤¥ª±®¢ �¨««¥°  £° ¨, ·¥¬ ¨ ®¡º¿±¿¥²±¿
²®, ·²® ¨¤¥ª±» £° ¨ ¤®«¦» ¡»²¼ ¥ ²®«¼ª® ¶¥«»¬¨, ® ¨ ¬ «»¬¨
·¨±« ¬¨.

� ª® ° ¶¨® «¼®±²¨ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤¥©±²¢³¥², ¤ ¦¥ ¥±«¨ ®±¨ ª®®°¤¨-
 ², ¢»¡° »¥ ¯® °¥¡° ¬ ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¬®£®£° ¨ª , ¥ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾² °¥¡° ¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨. �±¥ ° ¢® ½²¨ °¥¡°  ¤®«¦» ¡»²¼
¯ ° ««¥«¼» ª ª¨¬-«¨¡® °¿¤ ¬ ²®·¥ª ¢ °¥¸¥²ª¥,   ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³
¨¬¨ ¥¨§¡¥¦® ¤¥«¨²±¿   ° ¢»¥ ®²°¥§ª¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¯ ° ««¥«¼»µ
¯«®±ª®±²¥©, ª®²®°»¬ ¯ ° ««¥«¼  ¢±¿ª ¿ £° ¼ ª°¨±² «« .

�§ (1.24) ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥ª²®° n ®°¬ «¨ ª ¯«®±ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿
¢¥ª²®°®¬ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨. �£® ¤«¨  ®¡° ²  ¢¥«¨·¨¥ ¬¥¦-
¯«®±ª®±²®£® ° ±±²®¿¨¿ ±¨±²¥¬» ¯ ° ««¥«¼»µ ª°¨±² ««®£° ´¨-
·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©. �®£¤  ¬¥¦¯«®±ª®±²®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¬®¦® ¢»-
·¨±«¨²¼ ² ª:

dhkl =
1pjhb�1 + kb�2 + lb�3j2

; (1.28)

£¤¥ h, k, l | ¨¤¥ª±» �¨««¥° . � ±ª°®¥¬ ¢ (1.28) ¯®¤ª®°¥®¥
¢»° ¦¥¨¥:

jhb�1 + kb�2 + lb�3j2 =

= (hb�1+kb�2+ lb�3)(hb
�

1+kb�2+ lb�3) = h2(b�1)
2+k2(b�2)

2+ l2(b�3)
2+

+ 2lkb�2b
�

3 cos�
� + 2lhb�1b

�

3 cos �
� + 2hkb�1b

�

2 cos 
�: (1.29)

�®¤³«¨ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ ¨ ³£«» ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¬®£³² ¡»²¼
¢»·¨±«¥» ·¥°¥§ ¬®¤³«¨ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨ ¨ ³£«» ¬¥¦¤³
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¡ §¨±»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨:

jb�1j =
1

v
a2a3 sin�; jb�2j =

1

v
a1a3 sin �; jb�3j =

1

v
a1a2 sin ;

cos�� =
cos  � cos� � cos�

sin � � sin  ; cos�� =
cos� � cos � cos�

sin� � sin  ;

cos� =
cos� � cos � � cos 

sin� � sin � : (1.30)

�¡¹¨¥ ´®°¬³«» (1.28){(1.30) ¯°¨£®¤» ¤«¿ ²°¨ª«¨®© ±¨£®-
¨¨, ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ¡®«¥¥ ¢»±®ª®© ±¨¬¬¥²°¨¥© ®¨ ³¯°®¹ ¾²±¿.
� ª, ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª®© ±¨£®¨¨ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼:

dhkl =
1p

(h2 + k2 + l2)(b�)2
=

ap
h2 + k2 + l2

: (1.31)

�¡º¥¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ ²°¨ª«¨®© ±¨£®¨¨ «¥£ª® ®¯°¥-
¤¥«¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±¬¥¸ ®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢
¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨:

v = a1[a2; a3] =

= a1a2a3
p

1� cos2 �� cos2 � � cos2  + 2 cos� cos� cos: (1.32)

1.7. �°®±²»¥ ¯°®±²° ±²¢¥»¥ ±²°³ª²³°»

� ¥¥ ¡»«® ¯®ª § ®, ·²® ²°¥µ¬¥° ¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° 
¬®¦¥² ¡»²¼ °¥ «¨§®¢   ²° ±«¿¶¨®»¬ ° §¬®¦¥¨¥¬ ¯°¨¬¨-
²¨¢®© ¿·¥©ª¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿¶¨© a1, a2 ¨ a3
(°¨±. 1.2). � ´¨§¨ª¥ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¬®£³² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ » ² ª¦¥
½«¥¬¥² °»¥ ¿·¥©ª¨ ¤°³£®£® ²¨¯ , ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ®¯¨± ²¼ ¯°¿¬³¾
ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ °¥¸¥²ª³: ³±«®¢ ¿ (¨«¨ ½«¥¬¥² ° ¿ ¿·¥©ª 
°¥¸¥²ª¨ �° ¢½) ¨ ¿·¥©ª  �¨£¥° {�¥©²¶ .

�  °¨±. 1.12 ¨§®¡° ¦¥» ³±«®¢»¥ ¨ ¯°¨¬¨²¨¢»¥ ¿·¥©ª¨ ¤«¿
¯°®±²®©, £° ¥¶¥²°¨°®¢ ®© (���) ¨ ®¡º¥¬®¶¥²°¨°®¢ ®©
(���) ª³¡¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª. � ±«³· ¥ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨
¢¥ª²®°» ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿¶¨© ±®¢¯ ¤ ¾² ± °¥¡° ¬¨ ª³¡ , ¨
¤¢  ²¨¯  ¿·¥¥ª ¨¤¥²¨·». �«¿ ��� °¥¸¥²ª¨ ¢¥ª²®°» a1, a2 ¨ a3
±«¥¤³¥² ¢»¡¨° ²¼ ² ª, ·²®¡» ± ¯®¬®¹¼¾ § ¤ ¢ ¥¬»µ ¨¬¨ ²° ±«¿-
¶¨© ¬®¦® ¡»«® ¯®«³·¨²¼ ¥ ²®«¼ª® ³§«» ¢ ¢¥°¸¨ µ ª³¡  ³±«®¢-
®© ¿·¥©ª¨, ® ¨ ¶¥²°» £° ¥©. �¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ½²®¬³
²°¥¡®¢ ¨¾,   ² ª¦¥ ¯° ¢¨« ¬ ¢»¡®°  ¯°¨¬¨²¨¢®© ¿·¥©ª¨ (¯®
®¯°¥¤¥«¥¨¾, ² ª ¿ ¿·¥©ª  ±®¤¥°¦¨² ³§«» ²®«¼ª® ¢ ¢¥°¸¨ µ)
³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢¥ª²®°», ¯°®¢¥¤¥»¥ ¨§ ¢¥°¸¨» ª³¡  ¢ ¶¥²°»
¡«¨¦ ©¸¨µ £° ¥©. �»¯®«¥¨¥  §¢ »µ ²°¥¡®¢ ¨© ¢ ���



34 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

±²°³ª²³°¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¢¥ª²®° ¬, ¯°®¢¥¤¥»¬ ¨§ ¶¥²°  ¢ ¢¥°-
¸¨» ª³¡ , ª ª ½²® ¯®ª § ®   °¨±. 1.12.

�¨°®ª® ¯°¨¬¥¿¥¬ ¿ ¿·¥©ª  �¨£¥° {�¥©²¶  ±²°®¨²±¿ ±«¥-
¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �§¥« °¥¸¥²ª¨ ±®¥¤¨¿¥²±¿ ± ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®-
±¥¤¿¬¨ ¯°¿¬»¬¨, ¨ ·¥°¥§ ±¥°¥¤¨» ¯®«³·¥»µ ®²°¥§ª®¢ ¯°®¢®-

�¨±. 1.12. �±«®¢»¥ ¨ ¯°¨¬¨²¨¢»¥ ¿·¥©ª¨:  ) ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®©; ¡) ���;
¢) ��� °¥¸¥²®ª. �«¨  °¥¡°  ª³¡  ° ¢  a, ai | ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥² °»µ ²° ±-
«¿¶¨©

¤¿²±¿ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»¥ ¨¬ ¯«®±ª®±²¨. �®£¤  ¿·¥©ª  �¨£¥° {
�¥©²¶  § ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¥ ¬¨¨¬ «¼»© ®¡º¥¬, ®£° ¨·¥»©
¯®«³·¥»¬¨ ¯«®±ª®±²¿¬¨. �«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ±²°³ª²³° ¿·¥©ª¨
�¨£¥° {�¥©²¶  ¯°¨¢¥¤¥»   °¨±. 1.13. �«¿ ¤¢³¬¥°»µ ±²°³ª-
²³° ¢¬¥±²® ¯«®±ª®±²¥© ¯°®¢®¤¿²±¿ ¯°¿¬»¥ «¨¨¨, ¨ ¢»¡¨° ¥²±¿

�¨±. 1.13. �·¥©ª¨ �¨£¥° {�¥©²¶ :  ) ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© | ª³¡; ¡) ��� |
À°®¬¡¨·¥±ª¨© ¤®¤¥ª ½¤°Á; ¢) ��� | À³±¥·¥»© ®ª² ½¤°Á. �®ª § » ¢¨¤¨¬»¥
£° ¨

 ¨¬¥¼¸ ¿ ¯«®¹ ¤¼. �¥£ª® ¯®«³·¨²¼, ·²® ®¡º¥¬» ¯°¨¬¨²¨¢»µ
¿·¥¥ª ��� ¨ ��� ±²°³ª²³° ¬¥¼¸¥ ®¡º¥¬  ª³¡  ¢ 4 ¨ 2 ° §  ±®®²-
¢¥²±²¢¥®.

�¤®© ¨§ ¢ ¦»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ª°¨±² ««  ¿¢«¿¥²±¿ ª®½´´¨-
¶¨¥² ³¯ ª®¢ª¨. � ±«³· ¥ ��� ±²°³ª²³°» ®¤®© ½«¥¬¥² °®©
¿·¥©ª¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¶¥²° «¼»© ³§¥« ¨, ¯®±ª®«¼ª³ ª ¦¤»© ¨§
³§«®¢ ¢ ¢¥°¸¨¥ ª³¡  ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢®±¼¬¨ ¿·¥©ª ¬ | (1=8)�8 = 1
¤ ¥² 1 ³§¥« ¢¥°¸¨» ª³¡ . �¡¹¥¥ ·¨±«® ³§«®¢, ¯°¨µ®¤¿¹¨µ±¿  
��� ¿·¥©ª³, ° ¢® 2. � «®£¨·»¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¤«¿ ��� ±²°³ª-
²³°» ¯°¨¢®¤¿² ª ²®¬³, ·²®   ®¤³ ½«¥¬¥² °³¾ ¿·¥©ª³ ¯°¨µ®-
¤¨²±¿ 4 ³§«  °¥¸¥²ª¨,   ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© | 1 ³§¥«. � ¯°¥¤-
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¯®«®¦¥¨¨, ·²® °¥¸¥²ª  ¿¢«¿¥²±¿ ¬®® ²®¬®©, ¨  ²®¬» ¢ ³§« µ
°¥¸¥²ª¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¸ °» ° ¤¨³±  r ² (² ª  §»¢ ¥¬ ¿
¬®¤¥«¼ ¦¥±²ª¨µ ¸ °®¢), ¬» ¬®¦¥¬ ° ±±·¨² ²¼ ª®½´´¨¶¨¥² ³¯ -
ª®¢ª¨ ½²¨µ °¥¸¥²®ª:

q =
V ²
V¿·

=
N(4=3)�r3 ²

a3
; (1.33)

£¤¥ V ² | ®¡º¥¬, § ¨¬ ¥¬»©  ²®¬ ¬¨ ¢ ³±«®¢®© ¿·¥©ª¥ ®¡º¥¬ 
V¿·, N | ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ¿·¥©ª¥. �·¨²»¢ ¿, ·²® ¤«¿ ¯°®±²®© ª³-
¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ r ² ±®±² ¢«¿¥² ¯®«®¢¨³ °¥¡°  ª³¡ , ¤«¿ ��� |
·¥²¢¥°²³¾ · ±²¼ £« ¢®© ¤¨ £® «¨, ¤«¿ ��� | ·¥²¢¥°²³¾ · ±²¼
¤¨ £® «¨ ¡®ª®¢®© £° ¨, ¨ § ¿ ¯«®²®±²¼ ³§«®¢ °¥¸¥²®ª, ¬®¦®
 ©²¨ § ·¥¨¿ q (² ¡«. 1.6).

�  ¡ «¨ ¶   1.6. � ° ¬¥²°» ª³¡¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª

� ° ¬¥²° �¨¯ °¥¸¥²ª¨

�°®±² ¿
ª³¡¨·¥±ª ¿

��� ���

�¡º¥¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ a3 a3 a3

�¡º¥¬ ¯°¨¬¨²¨¢®© ¿·¥©ª¨ a3 a3=4 a3=2

�¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ¿·¥©ª¥ 1 4 2

�¨±«® ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥© 6 12 8

�®½´´¨¶¨¥² ³¯ ª®¢ª¨ q 0,52 0,74 0,68

� ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ a
p
3a=2 a=2

� ¦»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬ ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ±²°³ª²³°» ²¢¥°¤»µ ²¥«
¿¢«¿¥²±¿ ª®®°¤¨ ¶¨®®¥ ·¨±«® | ·¨±«® ³§«®¢, ¡«¨¦ ©¸¨µ ª
¤ ®¬³ ³§«³ ¢ °¥¸¥²ª¥ �° ¢½. �®±ª®«¼ª³ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª-
²³°» ¯¥°¨®¤¨·», ²® «¾¡ ¿ ²®·ª  °¥¸¥²ª¨ ¨¬¥¥² ®¤¨ ª®¢®¥ ª®-
«¨·¥±²¢® ±®±¥¤¨µ ³§«®¢. �«¿ ° ±±¬®²°¥»µ ²¨¯®¢ ±²°³ª²³° ª®-
®°¤¨ ¶¨®®¥ ·¨±«® ° ¢® ¸¥±²¨ ¤«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥-
¸¥²ª¨, ¢®±¼¬¨ | ¤«¿ ���, ¤¢¥ ¤¶ ²¨ | ¤«¿ ��� ¨ £¥ª± £®-
 «¼®© ¯«®²®³¯ ª®¢ ®© ±²°³ª²³°» (���). �±®¢»¥ µ ° ª²¥-
°¨±²¨ª¨ ª³¡¨·¥±ª¨µ °¥¸¥²®ª ®¡®¡¹¥» ¢ ² ¡«. 1.6.

� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ µ ° ª²¥°»¥ ª³¡¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««¨·¥-
±ª¨¥ ±²°³ª²³°», ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ®¡®§ ·¨²¼ ¯°®±²° ±²¢¥»© ¯®-
°¿¤®ª ¢ ° ±¯®«®¦¥¨¨  ²®¬®¢ (£°³¯¯  ²®¬®¢).

�  °¨±. 1.14  ¯°¨¢¥¤¥  ±²°³ª²³°  ª°¨±² ««  NaCl | £° -
¥¶¥²°¨°®¢  ¿ ± ¡ §¨±®¬ ¨§ ¤¢³µ ¨®®¢ Na+ ¨ Cl�, ° ±¯®-
«®¦¥»µ ¢ ²®·ª µ ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ ³§«®¢ [[0; 0; 0]] ¨ [[0; 1=2; 0]].
�§ ¨¬®¥ ³¯®°¿¤®·¥¨¥ ¨®®¢ ² ª®¢®, ·²® ª ¦¤»© ¨§ ¨®®¢  -
µ®¤¨²±¿ ¢ ¶¥²°¥ ª¢ ¤° ² , ¢ ¢¥°¸¨ µ ª®²®°®£® ° ±¯®«®¦¥»
¨®» ¯°®²¨¢®¯®«®¦®£® § ª . �°®±²° ±²¢¥ ¿ ±²°³ª²³°  CsCl
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(°¨±. 1.14¡) | ¯°®±² ¿ ª³¡¨·¥±ª ¿ ± ¡ §¨±®¬ ¨§ ¨®®¢ Cs+ ¨ Cl�

± ª®®°¤¨ ² ¬¨ [[0; 0; 0]] ¨ [[1=2; 1=2; 1=2]]. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨® ¯°®-
²¨¢®¯®«®¦®£® § ª   µ®¤¨²±¿ ¢ ¶¥²°¥ ª³¡ . �°¨¬¥°®¬ À²¥²° -

�¨±. 1.14. �¨¯» ª³¡¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ±²°³ª²³°:  ) NaCl, ¡) CsCl,
¢) ZnS. �¥«»¬ ¶¢¥²®¬ ®¡®§ ·¥» ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¨®»

½¤°¨·¥±ª®£®Á ³¯®°¿¤®·¥¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±²°³ª²³°  ¶¨ª®¢®© ®¡¬ -
ª¨ ZnS (°¨±. 1.14¢). � ª ¢¨¤® ¨§ °¨±³ª , ¨® S�  µ®¤¨²±¿ ¢
¶¥²°¥ ²¥²° ½¤° , ±®±² ¢«¥®£® ¨® ¬¨ Zn+. � ¯®±«¥¤¥¬ ±«³· ¥
¡ §¨±®¬ ¿¢«¿¾²±¿ ·¥²»°¥ ¬®«¥ª³«» Zn+S�. �°¥¤®±² ¢¨¬ ¯° ¢®

·¨² ²¥«¾ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ± ¬®±²®¿²¥«¼® ª®®°¤¨ ²»
 ²®¬®¢ ¡ §¨±  ZnS.

�¨±. 1.15. �«¥-
¬¥² ° ¿ ¿·¥©-
ª  ��� ±²°³ª-
²³°»

�²¬¥²¨¬, ·²®  «¬ § ®¡« ¤ ¥² ±²°³ª²³°®©, ±µ®¤-
®© ±® ±²°³ª²³°®© ¶¨ª®¢®© ®¡¬ ª¨, ¯°¨ ½²®¬  
¬¥±² µ ¨®®¢ Zn ¨ S  µ®¤¿²±¿  ²®¬» ³£«¥°®¤ .

�²¤¥«¼»© ¨²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² £¥ª± £® «¼-
 ¿ ¯«®²®³¯ ª®¢  ¿ ±²°³ª²³° , ª®²®° ¿ ¥
¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥²ª®© �° ¢½, ® ² ª³¾ ±²°³ª-
²³°³ ¨¬¥¾² ¡®«¥¥ 30 ¬®® ²®¬»µ ª°¨±² ««®¢.
�°¨¶¨¯ ®°£ ¨§ ¶¨¨ ² ª®© ±²°³ª²³°» ¿±¥ ¨§
°¨±. 1.15. �¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨ ¨§ ¸¥±²¨³£®«¼-
¨ª®¢, ¢ ¢¥°¸¨ µ ¨ ¶¥²°¥ ª®²®°»µ ° ±¯®«®-
¦¥»  ²®¬» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¢¥¹¥±²¢ ,  µ®-
¤¨²±¿ ¯«®±ª®±²¼,  ²®¬» ª®²®°®© ° ±¯®«®¦¥»  ¤
¬¥¦¤®³§«¨¿¬¨ ³ª § »µ ¯«®±ª®±²¥©. �§ £¥®¬¥-
²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨© ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯¥°¨-

®¤¨·¥±ª®¥ ¯®¢²®°¥¨¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ° ±±¬®²°¥»µ ±«®¥¢  ²®¬®¢
¯°¨¢®¤¨² ª ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®¬³ ª®½´´¨¶¨¥²³ ³¯ ª®¢ª¨, ² -
ª®¬³ ¦¥, ·²® ¨ ¤«¿ ��� °¥¸¥²ª¨, ±®±² ¢«¥®© ¨§  ²®¬®¢ ®¤®£®
±®°² .

�³¹¥±²¢³¾¹¨¥ ¢ ¯°¨°®¤¥ ¨ ¢®¢¼ ±¨²¥§¨°®¢ »¥ ª°¨±² ««»
®¡« ¤ ¾² £°®¬ ¤»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ±²°³ª²³°, ¨ ° ±±¬®²°¥»¥
§¤¥±¼ ¯°¨¬¥°» ±®±² ¢«¿¾² ¨µ ¬ «³¾ · ±²¼.



1.8. �°¿¬ ¿ ¨ ®¡° ² ¿ °¥¸¥²ª¨ 37

1.8. �°¿¬ ¿ ¨ ®¡° ² ¿ °¥¸¥²ª¨

�¨±ª°¥²®±²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ±²°³ª²³°, ¨µ ²° ±«¿¶¨® ¿
¨¢ °¨ ²®±²¼ ¯°¨¢®¤¨² ª ®²«¨·¨¾ ¯°®²¥ª ¨¿ ¢®«®¢»µ ¯°®-
¶¥±±®¢ ¢ ª°¨±² «« µ ®²   «®£¨·»µ ¢ ±¯«®¸®© ±°¥¤¥. �®«®¢®©
¢¥ª²®° ³¦¥ ¥ ¬®¦¥², ª ª ¢ ±¯«®¸®© ±°¥¤¥, ¯°¨¨¬ ²¼ ¯°®¨§¢®«¼-
»¥ § ·¥¨¿.

�®½²®¬³ ®ª § «®±¼ ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¢¢¥±²¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®¡
®¡° ²®© °¥¸¥²ª¥. �¡° ² ¿ °¥¸¥²ª  ¤ ¥² ²°¥µ¬¥°®¥ ¯°¥¤±² -
¢«¥¨¥ ® ¯°®±²° ±²¢¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢. �²¬¥²¨¬ §¤¥±¼, ·²®
®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ (1.25), ¢¢¥¤¥-
®¥ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¨¤¥ª±®¢ �¨««¥° , ®ª § «®±¼ ¥³¤®¡»¬ ±
²®·ª¨ §°¥¨¿ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯® ¬®£¨¬ ¯°¨·¨ ¬ ¨ °¥-
 «¼® ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ²®«¼ª® ¢ ª°¨±² ««®£° ´¨¨. �®½²®¬³ ®¯°¥¤¥«¨¬
±¥©· ± ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿¶¨© ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨
±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:�

aibj = 2�; ¥±«¨ i 6= j;

aibj = 0; ¥±«¨ i = j;
(1.34)

£¤¥ ai | ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿¶¨© ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨;
bj | ¢¥ª²®°» ½«¥¬¥² °»µ ²° ±«¿¶¨© ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨; i, j
¯°¨¨¬ ¾² § ·¥¨¿ 1, 2 ¨ 3.

�±«®¢¨¿ (1.34) ½ª¢¨¢ «¥²» ¯°¥¤±² ¢«¥¨¾ ¢¥ª²®°®¢ ½«¥¬¥-
² °»µ ²° ±«¿¶¨© ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ bj ¢ ¢¨¤¥:

b1 = 2�
a2 � a3

a1 � (a2 � a3)
;

b2 = 2�
a3 � a1

a1 � (a2 � a3)
;

b3 = 2�
a1 � a2

a1 � (a2 � a3)
:

(1.35)

�®£¤  ®¡° ² ¿ °¥¸¥²ª  | ½²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ®¡° §®-
¢ »µ ²° ±«¿¶¨¿¬¨   ¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥-
¸¥²ª¨:

G = n1b1 + n2b2 + n3b3; (1.36)

£¤¥ ni | ¶¥«»¥ ·¨±« . �¥ª²®°» bj=2� ¿¢«¿¾²±¿ ¡ §¨±®¬ ®¡° ²-
®© °¥¸¥²ª¨. �¡° ² ¿ °¥¸¥²ª  | £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ®¡º¥ª², ¨-
¢ °¨ ²»© ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯°¿¬®© °¥-
¸¥²ª¨.

� ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® § ²¼ ´®°¬³ ¿·¥¥ª �° ¢½ ¨ ¿·¥¥ª �¨£¥° {
�¥©²¶  ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �«¿ ¯°®±²®© ª³¡¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¨ ² ª¨¥ ¿·¥©ª¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ¨, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (1.36),
¨¬¥¾² ´®°¬³ ¯°¨¬¨²¨¢®© ª³¡¨·¥±ª®© ¿·¥©ª¨ ±® ±²®°®®© 2�=a.



38 �«. 1. �²°³ª²³°  ¨ ±¨¬¬¥²°¨¿ ª°¨±² ««®¢

�¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±«®¦®¥ ¯®±²°®¥¨¥ ¤«¿ ��� ¨ ��� ±²°³ª²³°
¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® ®¡° ²®© °¥¸¥²ª®© ¤«¿ ��� ¿¢«¿¥²±¿ ���

�¨±. 1.16. �·¥©ª¨ �¨£¥° {�¥©²¶  ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤«¿:  ) ¯°®±²®©
ª³¡¨·¥±ª®©, ¡) ���, ¢) ��� °¥¸¥²®ª

°¥¸¥²ª ,   ¤«¿ ®¡° ²®© ª ��� | ��� °¥¸¥²ª . �·¥©ª¨ �¨£¥° {
�¥©²¶  ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤«¿ ½²¨µ ±²°³ª²³° ² ª¦¥ À¬¥¿-
¾²±¿ ¬¥±² ¬¨Á ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¯°¿¬»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ (°¨±. 1.16,
±°. ± °¨±. 1.13).

�®«¥§® § ²¼ ±¢®©±²¢  ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨:
1. � ¦¤»© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ ¥ª®²®-

°®¬³ ¬®¦¥±²¢³ ¯«®±ª®±²¥© ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨.
2. �±«¨ ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®°  ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ G ¥ ¨¬¥¾²

®¡¹¥£® ¬®¦¨²¥«¿, ²®  ¡±®«¾² ¿ ¢¥«¨·¨  jGj ®¡° ²® ¯°®¯®°-
¶¨® «¼  ° ±±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨, ¯¥°-
¯¥¤¨ª³«¿°»¬¨ ¢¥ª²®°³ G.

3. �«®±ª®±²¨ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨ ¬®¦® ®µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ®°¬ -
«¿¬¨ { ¢¥ª²®° ¬¨ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨, ª®®°¤¨ ²» ª®²®°»µ ¡³¤³²
±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ¨¤¥ª± ¬ �¨««¥° , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬ ±¨¬¢®« ¯«®±-
ª®±²¨.

4. �¡º¥¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ ®¡° ²® ¯°®-
¯®°¶¨® «¥ ®¡º¥¬³ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨.

5. �°¿¬ ¿ °¥¸¥²ª  ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²®© ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ±¢®¥©
®¡° ²®© °¥¸¥²ª¥.

�   ¤   · ¨

1.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯®°®¦¤¥»¥:  ) ¤¢³¬¿
¯«®±ª®±²¿¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨; ¡) ¯«®±ª®±²¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®©
¥© ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨; ¢) ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª  n ¨ ¯°®µ®¤¿¹¥© ¢¤®«¼
¥¥ ¯«®±ª®±²¼¾; £) ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯®°¿¤ª  n ¨ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ¥©
®±¼¾ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª ; ¤) ¤¢³¬¿ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ®±¿¬¨ ±¨¬¬¥²°¨¨;
¥) ·¥²®© ¨¢¥°±¨®®© ®±¼¾ ¨ ¯«®±ª®±²¼¾, ¯°®µ®¤¿¹¥© ¢¤®«¼ ¥¥.

1.2. � ©²¨ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ±¨¬¬¥²°¨¨ ²®·¥·®© £°³¯¯» m3m:
1.3. �®ª § ²¼, ·²® ��� °¥¸¥²ª  ¥ ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ®¤¨  ²®¬  

®¤³ ²®·ª³ °¥¸¥²ª¨.
1.4. �¯°¥¤¥«¨²¼ ²¨¯ °¥¸¥²ª¨ �° ¢½, ³§«» ª®²®°®© ®¡° §®¢ » ¤¥ª °-

²®¢»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨ n1, n2, n3 ¢ ±«³· ¥:  ) ni «¨¡® ¢±¥ ·¥²»¥, «¨¡®
¢±¥ ¥·¥²»¥; ¡) ±³¬¬  ni ®¡¿§ ²¥«¼® ·¥² ¿.



1.8. �°¿¬ ¿ ¨ ®¡° ² ¿ °¥¸¥²ª¨ 39

1.5. �¯°¥¤¥«¨²¼ ±¨£®¨¾ ª°¨±² ««®¢ ²®·¥·®© ±¨¬¬¥²°¨¨ 23, 32
¨ mm2, ¯®¤¢¥°£³²»µ ¤¥©±²¢¨¾ ®¤®®±®£® ¬¥µ ¨·¥±ª®£®  ¯°¿¦¥¨¿
¢¤®«¼ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ®±¥©.

1.6. � ©²¨ ³£®« ¬¥¦¤³ ®°¬ «¼¾ ª ¯«®±ª®±²¨ (031) ¨  ¯° ¢«¥¨¥¬
[010] ¢ ²¥²° £® «¼®¬ ª°¨±² ««¥ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨
a = 10�A, c = 9�A.

1.7. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ £¥ª± £® «¼»µ ª°¨±² ««®¢ ¡®«¥¥ ³¤®¡  ·¥²»-
°¥µ®± ¿ ±¨±²¥¬  �¨««¥° {�° ¢½. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ±¨±²¥¬¥ ¨¤¥ª±®¢ hkil
�¨««¥° {�° ¢½ h + k + i = 0.

1.8. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®±²° ±²¢¥®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ®±¥© ¢²®°®£® ¯®-
°¿¤ª  ¢ £°³¯¯ µ P222, �2221, �21212, �212121.

1.9. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ ²° ±«¿¶¨© ¯°¿¬®© R ¨ ®¡° ²®© G
°¥¸¥²®ª ¢»¯®«¿¥²±¿: R �G = 2� � k, £¤¥ k | ¶¥«®¥ ·¨±«®.

1.10. �®ª § ²¼ ±¢®©±²¢  ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨, ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¢ x 1.8.

1.11. �±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢  ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ 1 ¨ 2, ¯®±²°®¨²¼ °¥-
¸¥²ª¨, ®¡° ²»¥ ��� ¨ ��� °¥¸¥²ª ¬.

1.12. �®±²°®¨²¼ ®¡° ²³¾ °¥¸¥²ª³ ¨  ©²¨ ° §¬¥°» ¨ ´®°¬³ ¿·¥©ª¨
�¨£¥° {�¥©²¶  ¤«¿ °®¬¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ± ¢¥ª²®° ¬¨ ¯°¨¬¨²¨¢»µ
²° ±«¿¶¨© a = 2i; b = j; c = 4k.



� «   ¢   2

������ ������������
��������������� ���������

2.1. �«¥ª²°®¬ £¨²»¥ ¢®«», ¯°¨¬¥¿¥¬»¥
¤«¿ ¨§³·¥¨¿ ±²°³ª²³°» ª°¨±² ««®¢

�®«¥§³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ±²°³ª²³°¥ ¥ª®²®°»µ ª°¨±² ««¨·¥-
±ª¨µ ²¢¥°¤»µ ²¥« ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ¨ ¬¨-
ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨© ¬®°´®«®£¨¨ ®¡° §¶ . �¤ ª® ° §-
°¥¸ ¾¹¥© ±¯®±®¡®±²¨ ¢¨¤¨¬®£® ±¢¥²  ¨ ³«¼²° ´¨®«¥²®¢®£® ¨§«³-
·¥¨¿ (� � 5000�1000�A) ±®¢¥°¸¥® ¥¤®±² ²®·® ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥-
¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¯®«®¦¥¨¿  ²®¬®¢ ¨ ¬®«¥ª³« ¨ ° ±±²®¿¨©
¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥, ² ª ª ª ®¡»·® ½²¨ ° ±±²®¿¨¿ ¯®°¿¤ª 
¥±ª®«¼ª¨µ �A (10�10¬).

�±±«¥¤®¢ ¨¥ ±²°³ª²³°» ²®£® ¨«¨ ¨®£® ®¡º¥ª²  ¯®¤ ¬¨ª°®±ª®-
¯®¬ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥² ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¨§«³·¥¨¿ ± ¤«¨-
®© ¢®«», ¬¥¼¸¥©, ·¥¬ ° ±±²®¿¨¥, ª®²®°®¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ®¯°¥-
¤¥«¨²¼:

�¨±±« � d¨§¬: (2.1)

� ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ § ª® ¬¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®©
®¯²¨ª¨. �«¨» ¢®« ¨§«³·¥¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¾ (2.1),
±®®²¢¥²±²¢³¾² ¦¥±²ª®¬³ -¨§«³·¥¨¾, �-¨§«³·¥¨¾ ¢»±®ª¨µ ½¥°-
£¨©. �¤ ª® ¯°¨¬¥¥¨¥ ¦¥±²ª®£® -¨§«³·¥¨¿ ¢¥±¼¬  § ²°³¤¨-
²¥«¼® ¢±«¥¤±²¢¨¥ ±« ¡®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ± ¢¥¹¥±²¢®¬. �-¨§«³·¥-
¨¥ (½«¥ª²°®»),  ¯°®²¨¢, ®¡« ¤ ¥² ¥¤®±² ²®·®© ¯°®¨ª ¾¹¥©
±¯®±®¡®±²¼¾ ¤«¿   «¨§  ±²°®¥¨¿ ²°¥µ¬¥°®£® ª°¨±² «« . �¥¬
¥ ¬¥¥¥, ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥ª²°® ¿ ¬¨ª°®±ª®¯¨¿ ¢»±®ª®£® ° §°¥¸¥-
¨¿, ª®²®° ¿ ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥
¯«®±ª¨µ  ²®¬»µ ±¥²®ª   ¯®¢¥°µ®±²¨ ¥ª®²®°»µ ª°¨±² ««®¢ ±
¨§¢¥±²®© ±²°³ª²³°®©.

� ¯®±«¥¤¨¥ £®¤» ¯®¿¢¨«¨±¼ ®¢»¥ ¬¥²®¤» ¬¨ª°®±²°³ª²³°»µ
¨±±«¥¤®¢ ¨©, ±¢¿§ »¥ ± ¢®§¬®¦®±²¿¬¨ ±ª ¨°³¾¹¨µ²³¥«¼-
»µ ¬¨ª°®±ª®¯®¢ (���) ¨  ²®¬®-±¨«®¢»µ ¬¨ª°®±ª®¯®¢ (���).
�°¨¶¨¯ ° ¡®²» ��� ±®±²®¨² ¢ °¥£¨±²° ¶¨¨ ²³¥«¼®£® ²®ª ,
¢®§¨ª ¾¹¥£® ¯°¨ ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª®¬ ²³¥«¨°®¢ ¨¨ ½«¥ª-
²°®®¢ ¨§  ²®¬®¢ ¨±±«¥¤³¥¬®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ²®· ©¸¥¥ ¢®«¼´° -
¬®¢®¥ ®±²°¨¥,  µ®¤¿¹¥¥±¿ ¢ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®© ¡«¨§®±²¨ | ¯®-
°¿¤ª  1�A | ®² ª°¨±² «« . �±®, ·²®  ¨¡®«¼¸ ¿ ¢¥°®¿²®±²¼



2.1. �«¥ª²°®¬ £¨²»¥ ¢®«» 41

²³¥«¨°®¢ ¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢®§¨ª ¥², ª®£¤  ®±²°¨¥  µ®¤¨²±¿ ¥-
¯®±°¥¤±²¢¥®  ¤  ²®¬®¬ (² ¬, £¤¥ ½«¥ª²°® ¿ ¯«®²®±²¼ ¬ ª±¨-
¬ «¼ ), ¨ ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¯°¨ ³¤ «¥¨¨ ®² ¥£®. � ��� ¥¯®±°¥¤-
±²¢¥® °¥£¨±²°¨°³¥²±¿ ±¨«  ª³«®®¢±ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ®±²°¨¿
¨  ²®¬ , ª®²®° ¿ ¬ ª±¨¬ «¼  ¯°¨ ²¥µ ¦¥ ³±«®¢¨¿µ.

�¤ ª®  ¨¡®«¥¥ ° §¢¨²» ¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¥¿ ¤¨´° ª¶¨®-
»¥ ¬¥²®¤» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°», ¢ ª®-
²®°»µ ¨±¯®«¼§³¾² ¤¨´° ª¶¨¾ ¢®«, ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ±  ²®¬-
»¬¨ ¯«®±ª®±²¿¬¨. �«¨» ½²¨µ ¢®« ¤®«¦» ¡»²¼ ±° ¢¨¬» ±
¬¥¦ ²®¬»¬¨ ° ±±²®¿¨¿¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥:

�¨±±« � dhkl: (2.2)

�±±«¥¤³¾² ±²°³ª²³°³, ¨±¯®«¼§³¿ ¤¨´° ª¶¨¾ ´®²®®¢, ¥©²°®-
®¢ ¨ ½«¥ª²°®®¢. � ¯®¬®¹¼¾ ½²¨µ ¬¥²®¤®¢ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ° §-
¬¥° ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨, ¯®«®¦¥¨¿ ¿¤¥° ¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½«¥ª-
²°®®¢ ¢ ¿·¥©ª¥. �£®«,   ª®²®°»© ®²ª«®¿¥²±¿ ¤¨´° £¨°®¢  ¿
¢®« , § ¢¨±¨² ®² ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¨ ®² ¤«¨» ¢®«»
¯ ¤ ¾¹¥£® ¨§«³·¥¨¿.

� ¥ ² £ ¥  ® ¢ ± ª ¨ ¥ «³ · ¨. �¥°£¨¾ ª¢ ²  °¥²£¥®¢±ª®£®
¨§«³·¥¨¿ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±®£« ±® ±®®²®¸¥¨¾:

E°¥² = h�°¥² = hc=�°¥²; (2.3)

£¤¥ h = 6;62 � 10�27 ½°£ � ± = 6;62 � 10�34�¦ � ± | ¯®±²®¿ ¿
�« ª , � ¨ � | · ±²®²  ¨ ¤«¨  ¢®«» ¨§«³·¥¨¿, ±®®²¢¥²-
±²¢¥®, c | ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥. �«¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¶¥«¥©
³¤®¡® § ¯¨± ²¼ ½²³ ´®°¬³«³ ¢ ¢¨¤¥:

�(�A) =
12; 4

E(ª½�)
; (2.4)

£¤¥ ¤«¨  ¢®«» � ¯®«³· ¥²±¿ ¢  £±²°¥¬ µ, ¥±«¨ ¢§¿²¼ ½¥°£¨¾ �
¢ ª¨«®½«¥ª²°®-¢®«¼² µ (1 ½� = 1;60 � 10�12 ½°£ = 1;60 � 10�19�¦).
�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¨¥ ¢®«» ¢ 1�A ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½¥°£¨¿ � �
� 12 ª½�. �®½²®¬³ ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨© ª°¨±² ««®¢ ¥®¡µ®¤¨¬® °¥²-
£¥®¢±ª®¥ ¨§«³·¥¨¥ ± ½¥°£¨¥© ª¢ ²®¢ 10�50 ª½�. � ª®¥ ¨§«³·¥-
¨¥ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ §  ±·¥² ¤¢³µ ¬¥µ ¨§¬®¢:

| ²®°¬®¦¥¨¥¬ ¡»±²°»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬¥² ««¨·¥±ª¨µ ¬¨¸¥-
¿µ (²®°¬®§®¥ ¨§«³·¥¨¥). �°¨ § ¬¥¤«¥¨¨ (®²°¨¶ ²¥«¼®¬
³±ª®°¥¨¨), ±®£« ±® § ª® ¬ ½«¥ª²°®¤¨ ¬¨ª¨, § °¿¦¥ ¿ · -
±²¨¶  ¤®«¦  ¨§«³· ²¼ ½«¥ª²°®¬ £¨²³¾ ½¥°£¨¾. �²® ¨§«³·¥¨¥
¨¬¥¥² ¸¨°®ª¨© ¥¯°¥°»¢»© ±¯¥ª²°;

| ¯°¨ ¥³¯°³£®¬ ±²®«ª®¢¥¨¨ ¡»±²°»µ ½«¥ª²°®®¢ ± ½«¥ª²°®-
 ¬¨ ¢³²°¥¨µ ®¡®«®·¥ª  ²®¬®¢ ¬¨¸¥¨ (µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥
¨§«³·¥¨¥). �²® ¨§«³·¥¨¥ ¨¬¥¥² «¨¥©· ²»© ±¯¥ª²°, ±¢¿§ »© ±
¢»±®ª®½¥°£¥²¨·¥±ª¨¬ ¢®§¡³¦¤¥¨¥¬  ²®¬»µ ½«¥ª²°®®¢. � °¥-
§³«¼² ²¥ ±¯¥ª²° ¨¬¥¥² ³§ª¨¥ «¨¨¨ ¨§«³·¥¨¿. � ¯°¨¬¥°, ¯°¨
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¡®¬¡ °¤¨°®¢ª¥ ¬¥¤®© ¬¨¸¥¨ ¢ ¢ ª³³¬¥ ¡»±²°»¬¨ ½«¥ª²°® ¬¨
¯®«³· ¥²±¿ ¨²¥±¨¢ ¿ «¨¨¿ ¨§«³·¥¨¿ K�1, � = 1;541�A; ¤«¿
�® «¨¨¿ K�1 ¨¬¥¥² � = 0;709�A. �« £®¤ °¿ ¯°¨¬¥¥¨¾ ° §-
«¨·»µ ¬¥² ««¨·¥±ª¨µ ¬¨¸¥¥© ³¤ ¥²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° §«¨·»¥
¤«¨» ¢®« ¬®®µ°®¬ ²¨·¥±ª®£® °¥²£¥®¢±ª®£® ¨§«³·¥¨¿.

� °¥§³«¼² ²¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ±  ²®¬®¬ ½«¥ª²°®¬ £¨² ¿ ¢®«-
  ¬®¦¥² ¡»²¼ · ±²¨·® ¨«¨ ¯®«®±²¼¾ ° ±±¥¿  ½«¥ª²°® ¬¨
½²®£®  ²®¬  | ¡¥§ ¨§¬¥¥¨¿ · ±²®²» ¨§«³·¥¨¿. �«¿ ¢®« ®¯²¨-
·¥±ª®£® ¤¨ ¯ §®  � � 5000�A ±³¯¥°¯®§¨¶¨¿ ³¯°³£® ° ±±¥¿»µ
¢®« ¯°¨¢®¤¨² ª ®¯²¨·¥±ª®¬³ ¯°¥«®¬«¥¨¾. �¤ ª®, ¥±«¨ ¤«¨ 
¢®«» ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ (2.2), ²® ¬®¦® ®¡ °³¦¨²¼ ®¤¨
¨«¨ ¥±ª®«¼ª® ¤¨´° £¨°®¢ »µ   ²°¥µ¬¥°®© ¤¨´° ª¶¨®®©
°¥¸¥²ª¥ ª°¨±² ««  ¯³·ª®¢ ¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ, ®²«¨· ¾¹¨µ±¿ ®² ¯¥°-
¢® · «¼®£®,  ¯° ¢«¥¨¿µ.

� ¥ © ² ° ® ». �¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¨ ¨¬¯³«¼± · ±²¨¶» ±¢¿-
§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®© ±®®²®¸¥¨¥¬

E =
p2

2m
; (2.5)

  ¤«¨  ¢®«» ¨ ¨¬¯³«¼± | ´®°¬³«®©

� =
h

p
: (2.6)

�®£¤  ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ·²® ¤«¨  ¢®«» ¤¥ �°®©«¿ ¥©²°®  ¨ ¥£®
½¥°£¨¿ ¡³¤³² ±¢¿§ » ±®®²®¸¥¨¥¬

En =
h2

2mn�2n
; (2.7)

£¤¥ mn = 1;675 � 10�24 £ | ¬ ±±  ¥©²°® . �«¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ
¶¥«¥© ³¤®¡® § ¯¨± ²¼ (2.7) ¢ ¢¨¤¥

�n(�A) �
0;28p
En(½�)

; (2.8)

£¤¥ En | ½¥°£¨¿ ¥©²°®  ¢ ½�. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¨¥ ¢®«» ¢
1�A ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½¥°£¨¿ En � 0;08 ½�,   ¥©²°®» ± ² ª®© ½¥°-
£¨¥© ¤¢¨¦³²±¿ ±® ±ª®°®±²¼¾ ¢±¥£® 4000¬/c. �¥©²°®» ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢³¾² ± ¢¥¹¥±²¢®¬ ¥±ª®«¼ª¨¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨:

| ¢ ¥¬ £¨²»µ ª°¨±² «« µ ®¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ²®«¼ª® ±
¿¤° ¬¨  ²®¬®¢, ¯®±ª®«¼ª³ ¥©²°® ¥ ¨¬¥¥² § °¿¤ ,   ¥£® ¬ ±± 
 ¬®£® ¯°¥¢»¸ ¥² ¬ ±±³ ½«¥ª²°®   ²®¬®© ®¡®«®·ª¨. �±«¨ ¯°®-
¨±µ®¤¿¹¥¥ ¯°¨ ½²®¬ ° ±±¥¿¨¥ | ³¯°³£®¥ ¨ ª®£¥°¥²®¥, ²® ®®
¯®¤·¨¿¥²±¿ ²¥¬ ¦¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ § ª® ¬, ·²® ¨ ° ±±¥¿¨¥
°¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥© ¨«¨ ½«¥ª²°®®¢. �¨´° ª¶¨®»¥ ª °²¨»



2.2. � ª® ¤¨´° ª¶¨¨ �°½££ {�³«¼´  43

¤«¿ ¥©²°®®¢ ¨ °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥© ®¤¨ ª®¢», §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬
²®£®, ·²® ¥©²°®» ¡®«¥¥ ½´´¥ª²¨¢® ° ±±¥¨¢ ¾²±¿   «¥£ª¨µ  ²®-
¬ µ;

| ¡« £®¤ °¿  «¨·¨¾ ³ ¥©²°®®¢ ¬ £¨²®£® ¬®¬¥²  ®¨
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ± ¬ £¨²»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬ £¨²-
»µ ª°¨±² «« µ | ´¥°°®-, ´¥°°¨-,  ²¨´¥°°®-, ¯ ° ¬ £¥²¨ª µ,
·²® ¤ ¥² ¶¥³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ¬ £¨²®© ±²°³ª²³°¥ ² ª¨µ ª°¨±-
² ««®¢;

| ¬¥¤«¥»¥ ¥©²°®» ³· ±²¢³¾² ¢ ¯°®¶¥±± µ ¥³¯°³£®£® ° ±-
±¥¿¨¿   ª®«¥¡ ¨¿µ °¥¸¥²ª¨, ·²® ¤ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ¨±±«¥¤®¢ -
¨© ² ª¨µ ª®«¥¡ ¨©.

�« ¥ ª ² ° ®». �«¨  ¢®«» ¤¥ �°®©«¿ ½«¥ª²°®  ¨ ¥£® ½¥°£¨¿
±¢¿§ » ³° ¢¥¨¥¬

Ee =
h2

2me�2e
; (2.9)

£¤¥me = 0; 911�10�27 £ | ¬ ±±  ½«¥ª²°® . � ¯° ª²¨·¥±ª¨ ³¤®¡®©
´®°¬¥:

�e(�A) =
12p
Ee(½�)

; (2.10)

£¤¥ �e | ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  ¢ ½�. �«¨¥ ¢®«» ¢ 1�A ±®®²¢¥²±²¢³¥²
½¥°£¨¿ �e � 150 ½�,   ±ª®°®±²¼ ² ª¨µ ½«¥ª²°®®¢ ¬®¦¥² ±®±² ¢-
«¿²¼ ®ª®«® 7 �106 ¬/c. �®±ª®«¼ª³ ½«¥ª²°® | § °¿¦¥ ¿ · ±²¨¶ ,
® ¨±¯»²»¢ ¥² ±¨«¼®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ± ¢¥¹¥±²¢®¬, ¨, ¯°¥¦¤¥
·¥¬ ¯®¤¢¥°£³²¼±¿ ³¯°³£®¬³ ¨«¨ ¥³¯°³£®¬³ ° ±±¥¿¨¾, ¬®¦¥²
¯°®¨ª³²¼ ¢ ª°¨±² «« ²®«¼ª®   ¥±ª®«¼ª® ±®²  £±²°¥¬. �®½²®¬³
¤«¿ ¨§³·¥¨¿ ±²°³ª²³° ®¡º¥¬»µ ª°¨±² ««®¢ ¤¨´° ª¶¨¿ ½«¥ª²°®-
®¢ ¥¯°¨£®¤ . �¤ ª® ½«¥ª²°®®£° ´¨¿ ¯®«¥§ , ¯® ª° ©¥©
¬¥°¥, ¢ ¤¢³µ ±«³· ¿µ:

1) ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ¯®¢¥°µ®±²»µ ±«®¥¢ ¨ ±®±²®¿¨¿ ¯®¢¥°µ-
®±²¨ ª°¨±² ««®¢; µ ° ª²¥° ¯¥°¥µ®¤  ®² ¨¤¥ «¼®© °¥¸¥²ª¨ ª ¥-
§ ¯®«¥®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ ¢¥ ª°¨±² ««  § ¢¨±¨² ª ª ®² ±¯®±®¡ 
®¡° ¡®²ª¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ª°¨±² «« , ² ª ¨ ®² ±²¥¯¥¨ ¥¥ ·¨±²®²»;

2) ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ²®ª¨µ ¯«¥®ª; ¤®±² ²®·® ²®ª³¾ ¯«¥ª³
¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¤¢  ¯®¢¥°µ®±²»µ ±«®¿, ¯°¥¥¡°¥£ ¿
®¡º¥¬®¬ ¬¥¦¤³ ¨¬¨; ¤¨´° ª¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ®ª § « ±¼ ¯®«¥§®©
¤«¿ ¢»¿¢«¥¨¿ ®²«¨·¨© ±²°³ª²³°»µ ±¢®©±²¢ ²®ª¨µ ±«®¥¢ ¢¥¹¥±²-
¢  ®² ±¢®©±²¢ À¨¤¥ «¼®£®Á ®¡º¥¬®£® ¬®®ª°¨±² «« .

2.2. � ª® ¤¨´° ª¶¨¨ �°½££ {�³«¼´ 
�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯ ¤ ¾¹¨¥ ¢®«» §¥°ª «¼® ®²° ¦ ¾²±¿ ®²

±¥¬¥©±²¢  ¯ ° ««¥«¼»µ  ²®¬»µ ¯«®±ª®±²¥©, ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³
ª®²®°»¬¨ ±®±² ¢«¿¥² ¢¥«¨·¨³ dhkl. � ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ³¯-
°³£®¥ ° ±±¥¿¨¥, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¤«¨» ¢®« ´®²®®¢ ¨«¨ ¥©²°®®¢



44 �«.2. �¥²®¤» ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»

¥ ¨§¬¥¿¾²±¿ ¯°¨ ®²° ¦¥¨¨. �³±²¼ ®² ª ¦¤®© ¯«®±ª®±²¨ ®²° -
¦ ¥²±¿ «¨¸¼ ¬ « ¿ ¤®«¿ ½¥°£¨¨. � ¡«¾¤¥¨¥ ¤¨´° £¨°®¢ »µ

¯³·ª®¢ ¢®§¬®¦® «¨¸¼ ²®£¤ , ª®£¤  ®²-
° ¦¥»¥ ®² ¯ ° ««¥«¼»µ  ²®¬»µ
¯«®±ª®±²¥© ¯³·ª¨ ¨²¥°´¥°¨°³¾² ± ¢§ -
¨¬»¬ ³±¨«¥¨¥¬. �³±²¼ ¯³·®ª «¥¦¨²
¢ ¯«®±ª®±²¨ ·¥°²¥¦  (°¨±. 2.1).

�¨±. 2.1. � ¢»¢®¤³ § ª® 
�°½££ {�³«¼´ 

�«¿ «³·¥©, ®²° ¦¥»µ ®² ±®±¥¤-
¨µ ¯«®±ª®±²¥©, ° §®±²¼ µ®¤  ° ¢ 
2dhkl sin �, £¤¥ ³£®« � ®²±·¨²»¢ ¥²±¿ ®²
 ²®¬®© ¯«®±ª®±²¨. �§«³·¥¨¥, ®²° -
¦¥®¥ ®² ±®±¥¤¨µ  ²®¬»µ ¯«®±ª®±-
²¥©, ¡³¤¥² ¯°¨ ¨²¥°´¥°¥¶¨¨ ³±¨«¨-
¢ ²¼±¿ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ° §®±²¼ µ®¤ 

¬¥¦¤³ «³· ¬¨ ° ¢  ¶¥«®¬³ ·¨±«³ ¤«¨ ¢®« �. �®£¤  ³±«®¢¨¥ ¨-
²¥°´¥°¥¶¨®®£® ¬ ª±¨¬³¬  ¨²¥±¨¢®±²¨ ¯°¨ ®²° ¦¥¨¨ ¡³-
¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤:

2dhkl sin � = n�: (2.11)

�®®²®¸¥¨¥ (2.11) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© § ª® �°½££ {�³«¼´ .
�²¬¥²¨¬ ¤¢¥ ®±®¡¥®±²¨, ±³¹¥±²¢¥»¥ ¤«¿ ¯®¨¬ ¨¿ ¤ ®£®
¯°®¶¥±± :

| µ®²¿, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, ®²° ¦¥¨¥ ®² ª ¦¤®© ¯«®±ª®±²¨
¯°®¨±µ®¤¨² §¥°ª «¼®, ±¨´ §®¥ ±«®¦¥¨¥ ¢®« ®² ¢±¥µ ¯ ° «-
«¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥© ¯°®¨±µ®¤¨² ²®«¼ª® ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ § ·¥-
¨¿µ ³£«®¢ � (¤«¨ ¢®«);

| ¥±«¨ ¡» ª ¦¤ ¿  ²®¬ ¿ ¯«®±ª®±²¼ ®¡« ¤ «  ±¯®±®¡®±²¼¾
¯®«®±²¼¾ ®²° ¦ ²¼ ¯ ¤ ¾¹¨© ¯³·®ª, ²® ¨§«³·¥¨¥ À·³¢±²¢®¢ « Á
¡» ²®«¼ª® ¯¥°¢ ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¨§ ¢±¥µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥©, ¨
§¥°ª «¼®¥ ®²° ¦¥¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨«® ¡» ¯°¨ ¢±¥µ ¤«¨ µ ¢®« ¨
«¾¡»µ ³£« µ ¯ ¤¥¨¿.

� ª® �°½££ {�³«¼´  ¥±²¼ ±«¥¤±²¢¨¥ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¯°®±²° -
±²¢¥®© °¥¸¥²ª¨. � ¥ ±¢¿§  ± ° ±¯®«®¦¥¨¥¬  ²®¬®¢ ¢ ¿·¥©ª¥
¨«¨ ± ¡ §¨±®¬ ¢ ª ¦¤®¬ ³§«¥ °¥¸¥²ª¨. � ±¯®«®¦¥¨¥  ²®¬®¢ ¢
¡ §¨±¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² «¨¸¼ ®²®±¨²¥«¼³¾ ¨²¥±¨¢®±²¼ ¤¨´° £¨-
°®¢ »µ ¯³·ª®¢ ° §«¨·»µ ¯®°¿¤ª®¢ n ¤«¿ ¤ ®£® ±¥¬¥©±²¢ 
¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥©.

�§ (2.11) ±«¥¤³¥², ·²® ¡°½££®¢±ª®¥ ®²° ¦¥¨¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¨
¤«¨ µ ¢®«, ¯®¤·¨¿¾¹¨µ±¿ ¥° ¢¥±²¢³

� 6 2dhkl: (2.12)

�®² ¯®·¥¬³ ¢¨¤¨¬»© ±¢¥² ¨ ¤°³£¨¥, ¡®«¥¥ ¤«¨®¢®«®¢»¥ ¨§-
«³·¥¨¿ ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ » ¤«¿ ¤¨´° ª¶¨®»µ ¨±±«¥-
¤®¢ ¨© ª°¨±² ««®¢. �¤ ª® ¯°¨¬¥¿²¼ ¨§«³·¥¨¿ ± ¡®«¥¥ ª®°®²-
ª¨¬¨ ¤«¨ ¬¨ ¢®« ² ª¦¥ ¥³¤®¡® | ³£®« � ±² ®¢¨²±¿ ±«¨¸ª®¬
¬ «»¬.
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� ±±¬®²°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ¨§«³·¥¨¥ ± � = 1;54�A, ¯ ¤ ¾¹¥¥  
ª³¡¨·¥±ª¨© ª°¨±² «« ± ¯®±²®¿®© °¥¸¥²ª¨ a = 4;00�A. �°¨ ¤¨-
´° ª¶¨¨   ±¥¬¥©±²¢¥ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥© (100) ¢ ¯¥°¢®¬
¯®°¿¤ª¥ (n = 1) ¨§ (2.11) ¨¬¥¥¬:

� = arcsin

�
�

2dhkl

�
= arcsin

�
1;54

8;00

�
= 11�:

�±®, ·²® ± ³¬¥¼¸¥¨¥¬ ¤«¨» ¢®«» ¡³¤¥² ³¬¥¼¸ ²¼±¿
¨ ³£®«, ² ª ·²® ¤«¿ £ ¬¬ -¨§«³·¥¨¿ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼
±ª®«¼§¿¹¨¥ ¯³·ª¨.

2.3. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ ¤¨´° ª¶¨®»¥
¬¥²®¤» °¥²£¥®±²°³ª²³°®£®   «¨§ 

�§ § ª®  �°½££ {�³«¼´  (2.11) ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¤¨´° ª¶¨-
®®£® ¬ ª±¨¬³¬  ¨²¥±¨¢®±²¨ ¥®¡µ®¤¨¬  ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ±¢¿§¼
¬¥¦¤³ � ¨ �. �¤®¢«¥²¢®°¨²¼ ³±«®¢¨¾ (2.11) ¬®¦® ¤¢³¬¿ ±¯®±®-
¡ ¬¨:

| ¯®¤¡¨° ²¼ ¤«¨» ¢®«;
| ¯®¤¡¨° ²¼ ³£«» ¯ ¤¥¨¿, ¯°®¨§¢®¤¿ ±ª ¨°®¢ ¨¥.
� ±®¢°¥¬¥»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ ¯°¨¬¥¿¾² ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨ ²°¥µ

®±®¢»µ ¬¥²®¤®¢.
�¥²®¤ � ³½. �§ª¨© ¯³·®ª °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥© ¯ ¤ ¥²   ¬®-

®ª°¨±² «« ² ª, ª ª ¯®ª § ®   °¨±. 2.2. �¥¬®®µ°®¬ ²¨·¥±ª¨© ¯³-
·®ª °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥© ¨«¨ ¥©²°®®¢ ®² ¨±²®·¨ª  1 ·¥°¥§ ª®«-
«¨¬ ²®° 6 ¯®¯ ¤ ¥²   ¬®®ª°¨±² ««¨·¥±ª¨© ®¡° §¥¶ 2, ° §¬¥°»

�¨±. 2.2. � ®¡º¿±¥¨¾ ¬¥²®¤  � ³½

ª®²®°®£® ¬®£³² ¥ ¯°¥¢»¸ ²¼ 1¬¬. �§«³·¥¨¥ ¢ ½²®¬ ¯³·ª¥ ®¡« -
¤ ¥² ¸¨°®ª¨¬ ¤¨ ¯ §®®¬ ¤«¨ ¢®«, ¨ ¤«¿ ²®© ¨«¨ ¨®© ¤«¨»
¢®«», ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾ (2.11), ¢®§¨ª ¥² ¤¨´° ª¶¨®-
»© °¥´«¥ª±. �® ±³²¨, ª°¨±² «« ¯°®¨§¢®¤¨² ®²¡®° ¤¨±ª°¥²®£®
 ¡®°  ¤¨´° ª¶¨®»µ ®²° ¦¥¨©. �  °¨±. 2.2 ¯®ª § » ¤¢  ¯®-
«®¦¥¨¿ 3 ¨ 5 ¯«®±ª®© ´®²®¯« ±²¨ª¨ ¨«¨ ´®²®¯«¥ª¨ ¤«¿ ¯°¿-
¬®© ¨ ®¡° ²®© ±º¥¬ª¨  ¡®°  ¤¨´° ª¶¨®»µ À¯¿²¥Á, ° ±¯°¥-
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¤¥«¥¨¥ ª®²®°»µ µ ° ª²¥°¨§³¥² ±²°³ª²³°³ ¨ ®°¨¥² ¶¨¾ ª°¨±² «« .
�®«³· ¥¬ ¿ ¤¨´° ª¶¨® ¿ ª °²¨  ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¨¬¬¥²°¨¨ ª°¨-
±² «« : ¥±«¨ ª°¨±² ««,  ¯°¨¬¥°, ®¡« ¤ ¾¹¨© ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨
4-£® ¯®°¿¤ª , ®°¨¥²¨°®¢  ² ª, ·²® ½²  ®±¼ ¯ ° ««¥«¼  ¯ ¤ ¾-
¹¥¬³ ¯³·ª³, ²® « ³½£° ¬¬  ² ª¦¥ ¡³¤¥² ®¡« ¤ ²¼ ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨
4-£® ¯®°¿¤ª .

�±«¨ ±²°³ª²³°  ª°¨±² ««  § ° ¥¥ ¥¨§¢¥±² ,  ¡®° ¤¨´° ª-
¶¨®»µ ¯¿²¥ ± ²°³¤®¬ ¯®¤¤ ¥²±¿ ° ±¸¨´°®¢ª¥, ¯®±ª®«¼ª³ ¯°¨
¤¨´° ª¶¨¨ ®² ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ±¥°¨¨ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥© ¢
®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ²®·ª³ ´®²®¯« ±²¨ª¨ ¬®£³² ®²° §¨²¼±¿ ¥±ª®«¼ª®
¢®« ° §®© ¤«¨», ª®²®°»¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° §«¨·»¥ ¯®°¿¤ª¨
¤¨´° ª¶¨®»µ ¬ ª±¨¬³¬®¢. �®½²®¬³ ¬¥²®¤ � ³½ °¥¤ª® ¨±¯®«¼-
§³¾² ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ®¢»µ ±²°³ª²³°. �  µ®¤¨² ¯°¨¬¥¥¨¥,
£« ¢»¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¡»±²°®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨«¨ ¤«¿
®°¨¥² ¶¨¨ ª°¨±² ««  ¨§¢¥±²®© ±²°³ª²³°». � ¯®±«¥¤¥¬ ±«³· ¥
¯®«®¦¥¨¥ ®¡° §¶  ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦® ¬¥¿²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ²°¥µ-
®±®£® £®¨®¬¥²°  4.

�±²®°¨·¥±ª¨ ¯¥°¢»¬ ª°¨±² ««®¬, ª®²®°»© ¨§³· « �.� ³½ ± ¯®-
¬®¹¼¾ °¥²£¥®¢±ª®© ¤¨´° ª¶¨¨, ¡»« ¬¥¤»© ª³¯®°®±. �¤ ª®
¨¬¥® ¢ ±¨«³ ±«®¦®±²¨ ¥£® ª°¨±² ««¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ¥ ¡»« 

�¨±. 2.3. �µ¥¬ ¬¥²®¤ ¢° ¹¥¨¿ ª°¨±² «« :1 | ¨±²®·¨ª ¨§«³·¥¨¿; 2 | ª®«-
«¨¬ ²®°»; 3 | ®¡° §¥¶; 4 | ¤¨´° £¨°®¢ »© ¯³·®ª ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ª ´®²®¯« -
±²¨ª¥ ¨«¨ ±·¥²·¨ª³; 5 | ª°¨±² ««-¬®®µ°®¬ ²®°; 6 | ¥®²ª«®¥»© ¯³·®ª

° ±¸¨´°®¢  . � ²®«¼ª® ¯®±«¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨© ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®²®-
±¨²¥«¼® ¯°®±²»µ | ª³¡¨·¥±ª¨µ ¹¥«®·®-£ «®¨¤»µ ª°¨±² ««®¢
 · «®±¼ ¸¨°®ª®¥ ¨§³·¥¨¥ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ¢¥¹¥±²¢, ±®¢¥°¸¥-
±²¢®¢ ¨¥ ²¥µ¨ª¨ ¨ ¬¥²®¤¨ª¨ ° ±¸¨´°®¢ª¨ ±²°³ª²³°.

�¥²®¤ � ³½ ¨±¯®«¼§³¾² ² ª¦¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ° §¬¥°®¢ ¨±ª -
¦¥¨© ¨ ¤¥´¥ª²®¢, ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¢ ª°¨±² ««¥ ¯°¨ ¬¥µ ¨·¥±ª®© ¨
²¥°¬¨·¥±ª®© ®¡° ¡®²ª¥.
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�¥²®¤ ¢° ¹¥¨¿ ª°¨±² «« . � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®®ª°¨±² «« ¢° -
¹ ¥²±¿ ¢®ª°³£ ª ª®©-«¨¡® ®±¨ ¢ ¬®®µ°®¬ ²¨·¥±ª®¬ ¯³·ª¥ °¥²-
£¥®¢±ª¨µ «³·¥© ¨«¨ ¥©²°®®¢ (°¨±. 2.3).

�®®µ°®¬ ²¨§ ¶¨¿ ¯ ¤ ¾¹¥£® ®² ¨±²®·¨ª  1 ¯³·ª  ¯°®¨§¢®-
¤¨²±¿ ª°¨±² ««®¬-¬®®µ°®¬ ²®°®¬ 5 ¨«¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ´¨«¼²°®¢.
�°®¸¥¤¸¨© ·¥°¥§ ª®««¨¬ ²®°» 2 ¬®®µ°®¬ ²¨·¥±ª¨© ¯³·®ª ¤¨-
´° £¨°³¥²   ®¯°¥¤¥«¥®©  ²®¬®© ¯«®±ª®±²¨ ¬®®ª°¨±² ««¨·¥-
±ª®£® ®¡° §¶  3 ¢±¿ª¨© ° §, ª®£¤  ¯°¨ ¢° ¹¥¨¨ ®¡° §¶  § ·¥¨¥
³£«  � ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ (2.11). �¥°¨¿ ¤¨´° ª¶¨®»µ °¥-
´«¥ª±®¢ °¥£¨±²°¨°³¥²±¿   ´®²®¯«¥ª¥, ±¢¥°³²®© ¢ ¶¨«¨¤°. �±¥
¯¿²  ®² ¯³·ª®¢, ¤¨´° £¨°®¢ »µ ®² ¯«®±ª®±²¥©, ¯ ° ««¥«¼»µ
¢¥°²¨ª «¼®© ®±¨ ¢° ¹¥¨¿, ¡³¤³² «¥¦ ²¼ ¢ £®°¨§®² «¼®© ¯«®±-
ª®±²¨. �«®±ª®±²¨ ± ¤°³£¨¬¨ ®°¨¥² ¶¨¿¬¨ ¡³¤³² ¤ ¢ ²¼ ®²° ¦¥-
¨¿, ° ±¯®«®¦¥»¥ ¢»¸¥ ¨ ¨¦¥ £®°¨§®² «¼®© ¯«®±ª®±²¨.

�  ¯° ª²¨ª¥ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¥±ª®«¼ª® ° §®¢¨¤®±²¥© ½²®£® ¬¥-
²®¤ . � ¬¥²®¤¥ ª · ¨© ¢¬¥±²® ¢° ¹¥¨¿ ª°¨±² ««    360� ¥£®
§ ±² ¢«¿¾² ª · ²¼±¿ ¢ ®£° ¨·¥®¬ ¨²¥°¢ «¥ ³£«®¢. �£° ¨-
·¥®±²¼ ½²®£® ¨²¥°¢ «  ¯®¨¦ ¥² ¢¥°®¿²®±²¼  «®¦¥¨¿ ®²° -
¦¥¨© ° §«¨·®£® ¯®°¿¤ª . � ¬¥²®¤ µ �¥©±¥¡¥°£  ¨ ¯°¥¶¥±-
±¨¨ ±¨µ°®® ± ª · ¾¹¨¬±¿ ª°¨±² ««®¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯¥°¥¬¥¹¥-
¨¥ ¯«¥ª¨.

� ±®¢°¥¬¥»µ ¬¥²®¤ µ ¯°¨¬¥¿¾² ¤¨´° ª²®¬¥²°», ¢ ª®²®-
°»µ ¤«¿ °¥£¨±²° ¶¨¨ ¤¨´° £¨°®¢ »µ ¯³·ª®¢ ¨±¯®«¼§³¾² ±¶¨-
²¨««¿¶¨®»¥ ¨«¨ ¨®¨§ ¶¨®»¥ ±·¥²·¨ª¨ (±·¥²·¨ª¨ �¥©£¥° {
�¾««¥° ). � ¯®¬®¹¼¾ ½²®£® ¢®§¬®¦   ¢²®¬ ²¨§ ¶¨¿ ½ª±¯¥°¨-
¬¥² , ² ª ª ª ±«®¦»¥ ±²°³ª²³°» ¬®£³² ¤ ¢ ²¼ ¡®«¼¸®¥ | ¯®-
°¿¤ª  10000 | ·¨±«® ®²° ¦¥¨©. �  ±²®¿¹¥¬³ ¢°¥¬¥¨ ° ±¸¨-
´°®¢ » ¬®£¨¥ ²»±¿·¨ ¬®®ª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ±²°³ª²³° ª ª ¥®°-
£ ¨·¥±ª®£®, ² ª ¨ ®°£ ¨·¥±ª®£® ±®±² ¢ .

�¥²®¤ ¯®°®¸ª  (¬¥²®¤ �¥¡ ¿{�¥°°¥° ). � ½²®¬ ¬¥²®¤¥
(°¨±. 2.4) ¯³·®ª ¬®®µ°®¬ ²¨·¥±ª®£® ¨§«³·¥¨¿ 1 ¯ ¤ ¥²   § -
ª«¾·¥»© ¢ ²®ª®±²¥³¾ ª ¯¨««¿°³¾ ²°³¡ª³ ®¡° §¥¶ 2 ¢ ¢¨¤¥

�¨±. 2.4. �µ¥¬  ¬¥²®¤  ¯®°®¸ª 

¬¥«ª®£® ¯®°®¸ª  ¨«¨ ¬¥«ª®§¥°¨±²®£® ¯®«¨ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¬ -
²¥°¨ «  ±® ±«³· ©®© ®°¨¥² ¶¨¥© ª°¨±² ««¨²®¢. �°¨±² ««¨²»
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¤®«¦» ¨¬¥²¼ «¨¥©»¥ ° §¬¥°» ¥ ¡®«¥¥ 0,01¬¬, ¨ ·¥  ¡®°
®°¨¥² ¶¨© ¥½ª¢¨¢ «¥²»µ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¥©
¡³¤¥² ¥¤®±² ²®·»¬.

�¨´° £¨°®¢ »¥ ¯³·ª¨, ª®²®°»¥ ¤«¿ ²®£® ¨«¨ ¨®£® ª°¨±² «-
«¨²  ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ (2.11), ¢»µ®¤¿² ¨§ ®¡° §¶  ¯®  ¯° ¢-
«¥¨¿¬ ¢¤®«¼ ®¡° §³¾¹¨µ ª®¶¥²°¨·¥±ª¨µ ª®³±®¢, ®±¼ ª®²®°»µ
±®¢¯ ¤ ¥² ±  ¯° ¢«¥¨¥¬ ¯ ¤ ¾¹¥£® ¯³·ª . �°¨ ½²®¬   ¯«®±ª®©
´®²®¯«¥ª¥, ¯®¬¥¹¥®© ¢ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ª ¯ ¤ ¾-
¹¥¬³ ¯³·ª³, °¥£¨±²°¨°³¥²±¿ ±¥°¨¿ ª®¶¥²°¨·¥±ª¨µ ®ª°³¦®±²¥©.
�¡»·®, ®¤ ª®, ¨±¯®«¼§³¾² ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¥ ª ¬¥°», ¢ ª®²®°»µ
´®²®¯«¥ª  3 ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ¶¨«¨¤° . �²®² ¬¥²®¤ ² ª¦¥

�¨±. 2.5. �¥¡ ¥£° ¬¬  ²°¨£® «¼®£® ª°¨±² ««  ª¢ °¶  SiO2, ¯®«³·¥ ¿ ± ¯®-
¬®¹¼¾ ¤¨´° ª²®¬¥²° . �®°®²ª¨¥ ¢¥°²¨ª «¼»¥ «¨¨¨ | ¬¥²ª¨ ¯°¨¡®° 

¬®¦¥² ¡»²¼ °¥ «¨§®¢    ®±®¢¥ ¤¨´° ª²®¬¥²°  ±® ±¶¨²¨««¿-
¶¨®»¬¨«¨¨®¨§ ¶¨®»¬ ±·¥²·¨ª®¬, ¨ ¤¥¡ ¥£° ¬¬  ¯°¥¤±² ¢-
«¿¥²±¿   ¤¨ £° ¬¬®© «¥²¥. �°¨¬¥° ¤¥¡ ¥£° ¬¬» ª°¨±² «« 
�-ª¢ °¶  SiO2 ¯°¨¢®¤¨²±¿   °¨±. 2.5.

� ±¯®«®¦¥¨¥ ¨ ¨²¥±¨¢®±²¼ «¨¨© ¤¥¡ ¥£° ¬¬» ±²°®£® ¨-
¤¨¢¨¤³ «¼» ¤«¿ ²®© ¨«¨ ¨®© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ´ §» ¤ ®£® ¢¥-
¹¥±²¢ . �¾¡®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»,  ¯°¨¬¥°,
¢ °¥§³«¼² ²¥ ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤ , ¬¥¿¥² ¤¥¡ ¥£° ¬¬³. � «¨·¨¥ ¤¥-
´¥ª²®¢ ³¸¨°¿¥² «¨¨¨. � ±²® ¬¥²®¤ �¥¡ ¿{�¥°°¥°  ¯°¨¬¥¿¾²
¤«¿   «¨§  ´ §®¢®£® ±®±² ¢  ²¢¥°¤»µ ²¥«, ª®²®°»¥ ¬®£³² ±®¤¥°-
¦ ²¼ ¤¢  ¨ ¡®«¥¥ ° §«¨·»µ ¢¥¹¥±²¢  ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ´ §¥.
� ² ª¨µ ±«³· ¿µ ¤¥¡ ¥£° ¬¬  ±¥°¼¥§® ³±«®¦¿¥²±¿, ¯®±ª®«¼ª³
¯¨ª¨ ¬®£³²  ª« ¤»¢ ²¼±¿ ¤°³£   ¤°³£ . �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, °¥²-
£¥®¢±ª¨© ´ §®¢»©   «¨§ (���) ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥¬¥»¬  ²°¨¡³-
²®¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼±ª®© ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®© « ¡®° ²®°¨¨. � -
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«¨§¨°³¾² ¯®«¨ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ¢¥¹¥±²¢  ¨ £®°»¥ ¯®°®¤», ±®±² ¢
¸¨µ²» ¢ ·¥°®© ¨ ¶¢¥²®© ¬¥² ««³°£¨¨ ¨ ¤°. �«¿ ° ±¸¨´°®¢ª¨
¤ »µ ��� ¯°¨¬¥¿¾² ¡ §» ¤ »µ, ®±®¢ »¥,  ¯°¨¬¥°,  
ª °²®²¥ª¥ ASTM, £¤¥ ±®¡° » ±¢¥¤¥¨¿ | ½² «®» ¤¥¡ ¥£° ¬¬
¨§¢¥±²»µ ¥®°£ ¨·¥±ª¨µ ¢¥¹¥±²¢.

2.4. �±«®¢¨¥ ¤¨´° ª¶¨¨ ¨ ®¡° ² ¿ °¥¸¥²ª .
�° ¢¥¨¿ � ³½

�§ ¢¨¤  ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®  ¡«¾¤ ¥¬»µ ª °²¨ ¤¨´° ª¶¨¨
¿±®, ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ±¥¬¥©±²¢ ¯ ° ««¥«¼»µ  ²®¬»µ ¯«®±ª®±²¥©
¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤¨´° ª¶¨®®£® ®²° ¦¥¨¿ ¤ ¥² ²®·ª³   ´®²®¯« -
±²¨ª¥. �®ª ¦¥¬, ª ª ¤¨´° ª¶¨® ¿ ª °²¨  ¢§ ¨¬®±¢¿§   ±
®¡° ²®© °¥¸¥²ª®© ª°¨±² «« . �³±²¼ ¢¥ª²®° k = (2�=�)m| ¢®«-
®¢®© ¢¥ª²®° ¯ ¤ ¾¹¥© ¢®«» (m | ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ¢®«®¢®©
®°¬ «¨ ¯«®±ª®© ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«»). �°¨ ³¯°³£®¬ ° ±±¥¿-
¨¨ ½¥°£¨¿ ª¢ ²  °¥²£¥®¢±ª®£® ¨§«³·¥¨¿ ¥ ¬¥¿¥²±¿:

~! = ~!0; (2.13)

£¤¥ ! = 2�� ¨ !0 = 2��0 | ¶¨ª«¨·¥±ª¨¥ · ±²®²» ½«¥ª²°®¬ £-
¨²®© ¢®«» ¤® ¨ ¯®±«¥ ° ±±¥¿¨¿. �®±ª®«¼ª³ ¤¨±¯¥°±¨®»¥
±®®²®¸¥¨¿ ¤«¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ¨¬¥¾² ¢¨¤:

! = ck; !0 = ck0; (2.14)

£¤¥ c | ±ª®°®±²¼ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«», ²® ¤«¨  ¢®«®¢®£®
¢¥ª²®°  ¥ ¨§¬¥¨²±¿, ¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤«¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ° ±-
±¥¿®© ¢®«» ¢»¯®«¿¥²±¿:

jk0j = jkj =
2�

�
: (2.15)

�§ ¢¥ª²®°®£® ²°¥³£®«¼¨ª    ª °²¨¥ ¤¨´° ª¶¨®®£® ° ±±¥¿-
¨¿ (°¨±. 2.6) ¢¨¤®, ·²® ¢¥ª²®° �k ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ ¯«®±ª®±²¿¬
(hkl), ². ¥. ¨¬¥¥² ²® ¦¥  ¯° ¢«¥¨¥, ·²® ¨ ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ®°-
¬ «¨ ª ¯«®±ª®±²¨ n. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (1.24), ¢¥ª²®° n ¿¢«¿¥²±¿
¢¥ª²®°®¬ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨, ¨ ¬» ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼:

�k = k
0 � k = 2 sin �jkjn = 2�

�
2 sin �

�

�
n =

= 2�

�
2 sin �

�jGhklj

�
G

�

hkl =

�
2dhkl sin �

�

�
Ghkl: (2.16)
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� (2.16) ¯°¨¿²» ®¡®§ ·¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨, ¯¥°-
¯¥¤¨ª³«¿°»µ ª ¯«®±ª®±²¨ ± ¨¤¥ª± ¬¨ (hkl):

2�G�

hkl = hb1 + kb2 + lb3 = Ghkl: (2.17)

� (2.17) ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥²
´®°¬³« ¬ (1.36) ¨ (1.35). �±«¨ �, � ¨ dhkl ² ª®¢», ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿
³±«®¢¨¥ �°½££ {�³«¼´  (2.11), ²® (2.16) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ² ª:

�k = Ghkl: (2.18)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª, ®¡° §®¢ »µ ¢¥ª²®°®¬Ghkl, ±®-
®²¢¥²±²¢³¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯¿²¥ ¢ ¤¨´° ª¶¨®®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥

�¨±. 2.6. �§¬¥¥¨¥ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ¯°¨ §¥°ª «¼®¬ ®²° ¦¥¨¨

� ³½. � ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼»
° ±±²®¿¨¿¬ ¬¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨ ¢ °¥ «¼®© (¯°¿¬®©) °¥¸¥²ª¥.

�§ (2.18) ¨ (2.16) ¯®¿²®, ·²® ±®®²®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³  · «¼»¬
¨ ª®¥·»¬ ¢®«®¢»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ¢®«», ¨±¯»² ¢¸¥© ¤¨´° ª-
¶¨¾ ±®£« ±® ³±«®¢¨¾ (2.11), ±«¥¤³¥² ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

k
0 = k+Ghkl: (2.19)

�®§¢®¤¿ ®¡¥ · ±²¨ (2.19) ¢ ª¢ ¤° ², ¯®«³·¨¬:

(G)2hkl + 2(k;Ghkl) = 0: (2.20)

�®®²®¸¥¨¥ (2.20) | ¨ ¿ ´®°¬  § ¯¨±¨ ³±«®¢¨¿ ¤¨´° ª¶¨¨
�°½££ {�³«¼´ .

� £«¿¤®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¥© ª °²¨» ¤¨´° ª¶¨¨ ¢ ®¡° ²®¬
¯°®±²° ±²¢¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±²°®¥¨¥ �¢ «¼¤  (°¨±. 2.7).

�®·ª¨ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ °¨±. 2.7 | ½²® ³§«» ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨
ª°¨±² «« . � ¯° ¢«¥¨¥ ¢¥ª²®°  k ±®¢¯ ¤ ¥² ±  ¯° ¢«¥¨¥¬ ¯ -
¤ ¾¹¥£®   ª°¨±² «« °¥²£¥®¢±ª®£® «³·  (¯³·ª  ¥©²°®®¢). �¥ª-
²®° k § ª ·¨¢ ¥²±¿   ¯°®¨§¢®«¼®¬ ³§«¥ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨. � 
°¨±. 2.7 ¯®ª §   ±´¥°  ° ¤¨³±  k = 2�=� ± ¶¥²°®¬ ¢  · «¥
¢¥ª²®°  k. �¨´° £¨°®¢ »© «³· ®¡° §³¥²±¿, ¥±«¨ ½²  ±´¥°  ¯¥-
°¥±¥ª ¥² ª ª®©-«¨¡® ¤°³£®© ³§¥« ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ ¨ �k = Ghkl.
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�±®, ·²® ½²¨ ¤¢  ³§«  ±¢¿§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢¥ª²®°®¬ ®¡° ²®©
°¥¸¥²ª¨. �¨´° £¨°®¢ »© «³· ¡³¤¥², ±®£« ±® (2.19), ° ±¯°®-

�¨±. 2.7. �®±²°®¥¨¥ �¢ «¼¤ 

±²° ¿²¼±¿ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ¢¥ª²®°  k0. �®±²°®¥¨¥ �¢ «¼¤  ¸¨-
°®ª® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ °¥²£¥®±²°³ª²³°®¬   «¨§¥ ¨ ¢ ¥©²°®®¢-
±ª¨µ ¤¨´° ª¶¨®»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ.

�§ ®¯°¥¤¥«¥¨© ¢¥ª²®°®¢ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ (1.34) ±«¥¤³¾² ±®-
®²®¸¥¨¿:

(a1;b1) = (a2;b2) = (a3;b3) = 2�;
(a1;b2) = (a1;b3) = (a2;b3) = (a3;b1) = (a3;b2) = 0:

(2.21)

�®±ª®«¼ª³ ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ¯°¨ ¤¨´° ª¶¨¨   ±¥¬¥©±²¢¥ ¯ ° «-
«¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥© (hkl) ¨§¬¥¿¥²±¿   ¢¥«¨·¨³ �k = Ghkl, ²®,
¯®«¼§³¿±¼ (2.21), ¯®«³·¨¬:

(a1;�k) = 2�h; (a2;�k) = 2�k; (a3;�k) = 2�l: (2.22)

�®®²®¸¥¨¿ (2.22), ±¢¿§»¢ ¾¹¨¥ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢¥ª²®° �k,
²°®©ª³ ¨¤¥ª±®¢ hkl ¨ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ¯°¿¬®© °¥¸¥²ª¨,  §»-
¢ ¾²±¿ ³° ¢¥¨¿¬¨ ¤¨´° ª¶¨¨ � ³½.

2.5. �¬¯«¨²³¤  ° ±±¥¿®© (¤¨´° £¨°®¢ ®©) ¢®«»
°¥²£¥®¢±ª®£® ¨§«³·¥¨¿. � ª®» ¯®£ ± ¨¿

�²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨²¥±¨¢®±²¼ ¨§«³·¥¨¿, ¤¨´° £¨°®¢ -
®£® ¯°®±²° ±²¢¥»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ½«¥ª²°®®¢ ¢³²°¨ ª ¦-
¤®© ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨, ±«¥¤³¥²  ©²¨  ¯° ¢«¥¨¿ ° ±¯°®±²° -
¥¨¿ ¨  ¬¯«¨²³¤» ¢®«, ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ª°¨±² «« , ®²®±¨²¥«¼®
§ ¤ ®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ¨  ¬¯«¨²³¤» ¯ ¤ ¾¹¥©
¢®«». �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  ° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ¶¥²°  O ¨ O0 (°¨±. 2.8),
¨ ¯®«®¦¥¨¥ ²®·ª¨ ° ±±¥¿¨¿ (³§«  °¥¸¥²ª¨) § ¤ ¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ ±
¶¥«®·¨±«¥»¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨:

rmnp = ma1 + na2 + pa3; (2.23)
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£¤¥ m, n, p | ¶¥«»¥ ·¨±«  ¢ ¯°¥¤¥« µ ®² 0 ¤® M . � ½²®¬ ±«³· ¥
ª°¨±² «« ±®¤¥°¦¨² M3 ¿·¥¥ª. �»¡¥°¥¬  · «® ª®®°¤¨ ² (r = 0)

�¨±. 2.8. � ±±¥¿¨¥   ¤¢³µ ²®·¥·»µ ¶¥²° µ

  ®¤®¬ ¨§ ¶¥²°®¢ ° ±±¥¿¨¿. � ¤ ¿   ¨µ,  · «¼ ¿ ¯«®±ª ¿
¢®«  ¢®§¡³¦¤ ¥² ½²¨ ¶¥²°», ¨ ª ¦¤»© ±² ®¢¨²±¿ ¨±²®·¨ª®¬
¢²®°¨·®© ±´¥°¨·¥±ª®© ¢®«». � · «¼ ¿ ¢®«  ¯°¨µ®¤¨² ¢ ®¡ 
¶¥²°  ± ° §«¨·®© ´ §®©, ¯®½²®¬³ ° §«¨·³¾  · «¼³¾ ´ §³
¡³¤³² ¨¬¥²¼ ¨ ° ±±¥¿»¥ ¢®«».

� ©¤¥¬ ° §®±²¼ ´ § ¬¥¦¤³ ¢®« ¬¨, ° ±±¥¿»¬¨ ¨§ ¶¥²°®¢
O ¨ O0:

�' = k
0
rmnp � krmnp = (k0 � k)rmnp = Grmnp: (2.24)

�®£¤ , ¥±«¨  · «¼ ¿ ¢®«  ¨¬¥«  ¥¤¨¨·³¾  ¬¯«¨²³¤³ (A = 1),
²® ° ±±¥¨¢ ¾¹¨© ¶¥²° ¢ ¯®«®¦¥¨¨ O0 ¤ ±² ¢®«³:

f exp
�
i(k0� k)rmnp

�
= f exp(iGrmnp): (2.25)

�®½´´¨¶¨¥² f  §»¢ ¥²±¿ ° ±±¥¨¢ ¾¹¥© ±¯®±®¡®±²¼¾ ¶¥²° .
�±«¨ ®¡º¥ª²,   ª®²®°»© ¯ ¤ ¥²  · «¼ ¿ ¢®« , ±®±²®¨² ¨§ ° ±-
¯®«®¦¥»µ ¢ ²®·ª µ rmnp ° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ¶¥²°®¢ ± ° ±±¥¨¢ ¾¹¥©
±¯®±®¡®±²¼¾ fmnp, ²®  ¬¯«¨²³¤  °¥§³«¼²¨°³¾¹¥© ¢®«» ¡³¤¥²
¨¬¥²¼ ¢¨¤:

F =
X
mnp

fmnp exp (iGrmnp): (2.26)

�¥«¨·¨  F ®±¨²  §¢ ¨¥  ¬¯«¨²³¤» ° ±±¥¿¨¿ ¤ ®£® ®¡º-
¥ª² . �®°¬³«  (2.26) ¨¬¥¥² ³¨¢¥°± «¼»© µ ° ª²¥°. �«¿ °¥²£¥-
®¢±ª¨µ «³·¥© ´¨§¨·¥±ª¨¬¨ ²®·ª ¬¨, ° ±±¥¨¢ ¾¹¨¬¨ ¨µ, ¿¢«¿-
¾²±¿ ½«¥ª²°®». �±«¨ ¯°¨¿²¼ ° ±±¥¨¢ ¾¹³¾ ±¯®±®¡®±²¼ ®¤®£®
½«¥ª²°®  ° ¢®© ¥¤¨¨¶¥, ²® ®²®±¨²¥«¼ ¿  ¬¯«¨²³¤  ° ±±¥¿-
¨¿, ¢»° ¦¥ ¿ ¢ ½²¨µ À½«¥ª²°®»µÁ ¥¤¨¨¶ µ, ¨¬¥¥² ¡®«¥¥
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¯°®±²®© ¢¨¤:

F =
X
mnp

exp (iGrmnp) =
X
mnp

exp
�
i�k(ma1 + na2 + pa3)

�
: (2.27)

�±«¨ �k ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¿¬ ¤¨´° ª¶¨¨ � ³½ (2.22), ²®,
¯®¤±² ¢«¿¿ (2.22) ¢ (2.27), ¯®«³·¨¬:

F =
X
mnp

exp
�
2�i(mh+ hk + pl)

�
; (2.28)

£¤¥ ±³¬¬  (mh+nk+ pl) ¯°¨¨¬ ¥² ²®«¼ª® ¶¥«»¥ § ·¥¨¿. � ¨-
¡®«¥¥ ²¨¯¨·»¬ ±«³· ¥¬ ° ±±¥¿¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ° ±±¥¿¨¥   ½«¥ª-
²°® µ, ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ± ®¯°¥¤¥«¥®© ±°¥¤¥© ¢® ¢°¥¬¥¨
¯«®²®±²¼¾ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ª°¨±² «« . �¯°¥¤¥«¨¬ ½«¥ª²°®³¾
¯«®²®±²¼ �(r) ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²®¸¥¨¿:

ne(r) =

Z
V

�(r) dV; (2.29)

£¤¥ ne(r) | ±°¥¤¥¥ ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ¢ ½«¥¬¥²¥ ®¡º¥¬  �V ¢
®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ r.

�²¬¥²¨¬, ·²® ®¤  ¨§ ®±®¢»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ®¡º¥ª²  (¢ ¤ -
®¬ ±«³· ¥ ½«¥ª²°® ) ¢ ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¥ | ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿
 (r) | ±¢¿§   ± ½«¥ª²°®®© ¯«®²®±²¼¾ ±®®²®¸¥¨¥¬

�(r) = j (r)j2: (2.30)

� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ° ±±¥¿¨¥   ¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¨| ½«¥ª²°®-
®© ¯«®²®±²¨, ¤«¿ ®²»±ª ¨¿  ¬¯«¨²³¤» ° ±±¥¿¨¿ F ¥®¡µ®-
¤¨¬® ®² ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ ¯® ¤¨±ª°¥²»¬ ²®·ª ¬ (2.27) ¯¥°¥©²¨ ª
¨²¥£°¨°®¢ ¨¾:

F (�k) =

Z
V

�(r) exp(ir�k)dV =

=

Z
x

Z
y

Z
z

�(x; y; z) exp
�
i(xkx + yky + zkz)

�
dxdydz; (2.31)

£¤¥ x; y; z | ª®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ (¢ ¯°¿¬®¬ ¯°®±²° ±²¢¥), kx, ky,
kz | ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ° ±±¥¿¨¿ k (¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥).

� ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½«¥ª²°®®© ¯«®²®±²¨ �(r) ¢ ®¡º¥ª²¥ ®¯°¥¤¥«¿-
¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ �j(r) ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬ µ ¨ ¢§ ¨¬»¬ ° ±¯®-
«®¦¥¨¥¬  ²®¬®¢ ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥. �¨ª¨ ´³ª¶¨¨ �(r) ±®-
®²¢¥²±²¢³¾² ¶¥²° ¬  ²®¬®¢, ¬ «»¥ § ·¥¨¿ | ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾
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¢¥¸¨µ ½«¥ª²°®®¢, ³· ±²¢³¾¹¨µ ¢ µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³
 ²®¬ ¬¨. �®¯³±²¨¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ¿·¥©ª  ±®±²®¨² ¨§ s  ²®¬®¢, ¨
¯®«®¦¥¨¥ ¶¥²°  j-£®  ²®¬  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬

rj = xja1 + yja2 + zja3; (2.32)

ª®²®°»© ¯°®¢¥¤¥ ¨§ ³§«  °¥¸¥²ª¨
�
[mnp]

�
: rmnp = ma1 + na2 +

+ pa3 (°¨±. 2.9). �²®² ³§¥« ¦¥±²ª® ±¢¿§  ± ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®©
¿·¥©ª®©, ª®²®°³¾ ®¡®§ ·¨¬ ±¨¬¢®-
«®¬ mnp. � · «® ª®®°¤¨ ² ¢»¡¥-
°¥¬ ¢ ³§«¥ r000 = 0. �²®±¨²¥«¼®
½²®£®  · «  ª®®°¤¨ ² ¯®«®¦¥¨¥
j-£®  ²®¬  ¢ ¿·¥©ª¥ mnp ®¯°¥¤¥«¿-
¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ rj + rmnp. � ª ¨§¢¥±²-
®, ½«¥ª²°®» ¢  ²®¬¥ ¥ ª®¶¥²°¨-
°³¾²±¿ ¢¡«¨§¨ ¿¤° ,   ° ±¯®« £ ¾²±¿
¢ ¥£® ®ª°¥±²®±²¨. � ª, ´³ª¶¨¿

�j = �j(r� rj � rmnp) (2.33)

�¨±. 2.9. �®«®¦¥¨¥ j-£®  ²®¬  ¢
¿·¥©ª¥ mnp

®¯°¥¤¥«¿¥² ª®¶¥²° ¶¨¾ ½«¥ª²°®®¢
¢ ²®·ª¥ r ¢¡«¨§¨ j-£®  ²®¬  ¢ ¿·¥©ª¥
mnp. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½«¥ª²°®®©
¯«®²®±²¨ �(r) ª°¨±² ««  ¬®¦® ®¯¨-

± ²¼ ª ª ±³¯¥°¯®§¨¶¨¾ ½«¥ª²°®»µ ¯«®²®±²¥© (2.33) ®²¤¥«¼»µ
 ²®¬®¢. �®«³¾ ½«¥ª²°®³¾ ¯«®²®±²¼ ª°¨±² ««  § ¯¨±»¢ ¾² ¢
¢¨¤¥ ±³¬¬»:

�(r) =
X
mnp

sX
j=1

�i(r� rj � rmnp); (2.34)

£¤¥ ¯¥°¢®¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¯°®¢®¤¿² ¯® ¢±¥¬  ²®¬ ¬ ¡ §¨±  (j = 1,
..., s),   ¢²®°®¥ | ¯® ¢±¥¬ ³§« ¬ °¥¸¥²ª¨, ·¨±«® ª®²®°»µ ° ¢®
M3. � ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ (2.34) ¯°¥¥¡°¥£ ¾² ²®ª¨¬¨ ½´´¥ª² ¬¨
¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �j(r) ¢® ¢¥¸¨µ ¢ «¥²»µ ®¡®«®·ª µ  ²®¬®¢
¯°¨ ®¡° §®¢ ¨¨ µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨. �³ª¶¨¿ ½«¥ª²°®®© ¯«®²-
®±²¨ �(r) ¢±¾¤³ ¯®«®¦¨²¥«¼  (¥®²°¨¶ ²¥«¼ ).

� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± (2.31) ®¡¹³¾  ¬¯«¨²³¤³ ° ±±¥¿¨¿ ¢ ª°¨-
±² ««¥ ¤«¿ ¢¥ª²®°  ° ±±¥¿¨¿ �k ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ² ª:

F (�k) =

Z
V

�(r) exp(ir�k)dV =

=
X
mnp

X
j

Z
V

�j(r� rj � rmnp) exp
�
i(r;�k)

�
dV: (2.35)
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�°¥®¡° §³¥¬ ¨²¥£° « ¢ (2.35) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Z
V

�j(r� rj � rmnp) exp
�
i(r;�k)

�
dV =

=

Z
V

�j(r
0) exp

�
i(r0;�k)

�
exp

�
(i(rj + rmnp); �k)

�
dV =

= fj exp
�
i(rj + rmnp)�k

�
; (2.36)

£¤¥ ±¤¥«   ¯®¤±² ®¢ª  r0 = r� rj � rmnp ¨ ¢¢¥¤¥  ¢¥«¨·¨ 

fj =

Z
V

�j(r
0) exp

�
i(r0;�k)

�
dV (2.37)

|  ²®¬»© ´ ª²®° ° ±±¥¿¨¿, ². ¥. fj | ¬¥°  ° ±±¥¨¢ ¾¹¥©
±¯®±®¡®±²¨ j-£®  ²®¬ .

�®®²®¸¥¨¥ (2.35) ± ³·¥²®¬ (2.36) ¬®¦® ±¥©· ± § ¯¨± ²¼ ¢
¢¨¤¥

F (�k) =
X
mnp

X
j

fj exp
�
i(rj + rmnp)�k

�
=

=

 X
mnp

exp
�
i(rmnp;�k)

�!0@X
j

fj exp
�
i(rj;�k)

�1A : (2.38)

�³¬¬ X
mnp

exp
�
i(rmnp;�k)

�
=
X
mnp

exp
�
i(ma1 + na2 + pa3); �k

�
=

=
X
mnp

exp
�
2�i(mh+ nk + pl)

�
=M3; (2.39)

¯®±ª®«¼ª³ ¢¥ª²®° ° ±±¥¿¨¿ �k ¤®«¦¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ³±«®¢¨¿¬
� ³½ (2.22). �®£¤  ±³¹¥±²¢¥»¬ ·«¥®¬ ¢ (2.38) ¡³¤¥² ¢²®°®©
·«¥ ¢ ª°³£«»µ ±ª®¡ª µ | ±²°³ª²³°»© ´ ª²®° ¡ §¨± :

�(Ghkl) =
X
j

fj exp
�
i(rj;Ghkl)

�
; (2.40)

£¤¥ ³·²¥®, ·²® �k = Ghkl. �°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ¢¥ª²®°
®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ Ghkl ®¯°¥¤¥«¥ ±®®²®¸¥¨¥¬ (2.17),   ° ¤¨³±-
¢¥ª²®°  ²®¬®¢ ¡ §¨±  rj | ±®®²®¸¥¨¥¬ (2.32), ±²°³ª²³°»© ´ ª-
²®° ¡ §¨±  ¤«¿ ¥ª®²®°®£®  ¡®°  ¯ ° ««¥«¼»µ ¯«®±ª®±²¥© (hkl)
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¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

�(hkl) =
X
j

fj exp
�
2�i(xjh+ yjk + zjl)

�
: (2.41)

�²°³ª²³°»© ´ ª²®° ¬®¦¥² ¡»²¼ ª®¬¯«¥ª±»¬ ·¨±«®¬. � ¦»
³«¥¢»¥ § ·¥¨¿ �(hkl). �²±³²±²¢¨¥ ®²° ¦¥¨¿ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥-
»µ § ·¥¨© ¨¤¥ª±®¢ h, k, l  §»¢ ¥²±¿ § ª®®¬ ¯®£ ± ¨¿.
� ½²¨µ ±«³· ¿µ ¨²¥±¨¢®±²¼ ®²° ¦¥¨¿, ° §°¥¸¥®£® ¯°®±²° -
±²¢¥®© °¥¸¥²ª®©, ° ¢  ³«¾. �²°³ª²³°»© ´ ª²®° ¡ §¨±  ¬®-
¦¥² ³¨·²®¦ ²¼ ¥ª®²®°»¥ ®²° ¦¥¨¿, ° §°¥¸¥»¥ ¯°®±²° -
±²¢¥®© °¥¸¥²ª®©, ¨ ½²¨ ¥¤®±² ¾¹¨¥ ®²° ¦¥¨¿ ¯®¬®£ ¾² ¢
®¯°¥¤¥«¥¨¨ ±²°³ª²³°».

� ©¤¥¬,  ¯°¨¬¥°, �(hkl) ¤«¿ ��� °¥¸¥²ª¨. � §¨± ��� °¥-
¸¥²ª¨ ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ®¤¨ ª®¢»µ  ²®¬®¢ ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ [[000]]
¨
��

1
2
1
2
1
2

��
, ². ¥. ¤«¿ ®¤®£® ¨§  ²®¬®¢ x1 = y1 = z1 = 0,   ¤«¿

¤°³£®£® x2 = y2 = z2 = 1=2. �®£¤  (2.41) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

�(hkl) = f
�
1 + exp

�
�i(h+ k + l)

�	
; (2.42)

£¤¥ f | ° ±±¥¨¢ ¾¹ ¿ ±¯®±®¡®±²¼ ®²¤¥«¼®£®  ²®¬ . �¥«¨·¨ 
�(hkl) ° ¢  ³«¾ ¢ ²¥µ ±«³· ¿µ, ª®£¤  § ·¥¨¥ ½ª±¯®¥²» ° ¢®
�1, ². ¥. ¥±«¨ ¥¥ ¯®ª § ²¥«¼ | ¥·¥²®¥ ·¨±«®, ³¬®¦¥®¥   i�.
� ¨²®£¥ ¯®«³· ¥¬:

�(hkl) = 0, ¥±«¨ h+ k + l = ¥·¥²®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«®;
�(hkl) = 2f , ¥±«¨ h+ k + l = ·¥²®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«®.
� ¤¨´° ª¶¨®®© ª °²¨¥ ¬¥² ««¨·¥±ª®£®  ²°¨¿, ¨¬¥¾¹¥£®

��� °¥¸¥²ª³, ®²±³²±²¢³¾² ®²° ¦¥¨¿, ®¡³±«®¢«¥»¥ ¯«®±ª®±²¿¬¨
(100), (300), (111), (122), ..., ®¤ ª® ®²° ¦¥¨¿, ±¢¿§ »¥ ± ¯«®±-
ª®±²¿¬¨ (200), (110), (222), ..., ¡³¤³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼.

� ª®¢ ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ®²±³²±²¢¨¿ ¢ ¤¨´° ª¶¨®®© ª °²¨¥
��� °¥¸¥²ª¨,  ¯°¨¬¥°, °¥´«¥ª±  (100)? �²®² °¥´«¥ª± ¯®¿¢«¿-
¥²±¿ ²®£¤ , ª®£¤  «³·¨, ®²° ¦¥»¥ ®² ¯«®±ª®±²¥©, ®£° ¨·¨¢ ¾-

�¨±. 2.10. �µ¥¬  ®²±³²±²¢¨¿ ®²° ¦¥¨¿ (100) ¤«¿ ��� °¥¸¥²ª¨

¹¨µ ½«¥¬¥² °³¾ ª³¡¨·¥±ª³¾ ¿·¥©ª³ (¯«®±ª®±²¨ 1 ¨ 3  
°¨±. 2.10), ±ª« ¤»¢ ¾²±¿ ¢ ´ §¥ 2�. � ��� °¥¸¥²ª¥ ¨¬¥¥²±¿
¤®¯®«¨²¥«¼ ¿ ¯°®¬¥¦³²®· ¿  ²®¬ ¿ ¯«®±ª®±²¼, ®¡®§ ·¥ ¿



2.5. �¬¯«¨²³¤  ° ±±¥¿®© (¤¨´° £¨°®¢ ®©) ¢®«» 57

¶¨´°®© 2   °¨±. 2.10, ª®²®° ¿ ®¡« ¤ ¥² ² ª®© ¦¥ ° ±±¥¨¢ ¾¹¥©
±¯®±®¡®±²¼¾, ·²® ¨ ¯«®±ª®±²¨ 1 ¨ 3. �®, ² ª ª ª ½²  ¯«®±ª®±²¼
° ±¯®«®¦¥  ¯®±°¥¤¨¥ ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¨ ±¤¢¨³²  ®²®±¨²¥«¼® ¨µ,
®²° ¦¥»© ®² ¥¥ «³· ±¤¢¨³² ¯® ´ §¥ ®²®±¨²¥«¼® °¥´«¥ª±  ®²
¯¥°¢®© ¯«®±ª®±²¨, ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ®²° ¦¥¨¿ 1 ¨ 2 ¢§ ¨¬® ¯®£ -
¸ ¾²±¿.

�«¿ ¤°³£¨µ ²¨¯®¢ °¥¸¥²®ª �° ¢½ ±³¹¥±²¢³¾² ¨»¥ § ª®» ¯®-
£ ± ¨¿.

�   ¤   · ¨

2.1. �«¿ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¯®ª § ²¼, ·²® ¨§ ³±«®¢¨© � ³½ ±«¥¤³¥²
§ ª® ¤¨´° ª¶¨¨ �°½££ {�³«¼´ .

2.2. �²° ¦¥¨¥ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥© ¢ ª³¡¨·¥±ª®¬
ª°¨±² ««¥ ¨¬¥¥² ¤«¨³ ¢®«» 2,10�A. � ©²¨ ¯ ° ¬¥²° ¿·¥©ª¨, ¥±«¨ ³£®«
±ª®«¼¦¥¨¿ ° ¢¥ 10

�
5
0.

2.3. � ±±·¨² ²¼ ¯®±²®¿³¾ �¢®£ ¤°® ¯® °¥§³«¼² ² ¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨©
¤¨´° ª¶¨¨°¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥©¢¯«®±ª®±²¨ (111)  «¾¬¨¨¿:�=1;540�A,
� = 19;2�. �«®²®±²¼ � = 2699 ª£/¬3,  ²®¬ ¿ ¬ ±±  26,98. �«¾¬¨¨©
¨¬¥¥² ��� ±²°³ª²³°³.

2.4. �  ¤¥¡ ¥£° ¬¬¥ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¯®«³·¥» «¨¨¨ ¯®¤ ³£-
« ¬¨ �°½££ : 12�180; 14�60; 20�120; 24�; 25�60; 29�180; 32�120; 33�60. �°®-
¨¤¨¶¨°®¢ ²¼ ½²¨ «¨¨¨, ®¯°¥¤¥«¨²¼ ²¨¯ °¥¸¥²ª¨ ¨ ¤«¨³ °¥¡°  ½«¥-
¬¥² °®© ¿·¥©ª¨. �«®²®±²¼ ¢¥¹¥±²¢  � = 8310 ª£/¬3, ¬®«¥ª³«¿° ¿
¬ ±±  | 312 .¥.¬., � = 1; 540�A.

2.5. � ©²¨  ¨¬¥¼¸¥¥ ¬¥¦ ²®¬®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¢ £° ¥¶¥²°¨°®¢ -
®¬ ª³¡¨·¥±ª®¬ ª°¨±² ««¥, ¥±«¨ ¤¨´° ª¶¨¿ °¥²£¥®¢±ª®£® ¨§«³·¥¨¿,
° ±¯°®±²° ¿¾¹¥£®±¿ ¢¤®«¼ [100], ¯°®¨±µ®¤¨² ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [122]. � -
±²®²  ¨§«³·¥¨¿ �.

2.6. � ©²¨  ²®¬»© ´ ª²®° f ¤«¿ ®¤®°®¤®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ Z ½«¥ª-
²°®®¢ ¢³²°¨ ±´¥°» ° ¤¨³±  R.

2.7. � ©²¨ ±²°³ª²³°»© ´ ª²®° ¡ §¨±  ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»
 «¬ § .



� «   ¢   3

���� ������ � ����������

� ±±¬®²°¨¬ ±¨«», ª®²®°»¥ ³¤¥°¦¨¢ ¥² ¢¬¥±²¥  ²®¬» ¢ ª°¨-
±² ««¥. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª¨-
¬¨ ±¨« ¬¨ ¨ ±¨« ¬¨, ¨¬¥¾¹¨¬¨ ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª³¾ ¯°¨°®¤³.
�°®¨±µ®¦¤¥¨¥ ¯®±«¥¤¨µ | ¯°¨¶¨¯ § ¯°¥²  � ³«¨. �°¨ ¤¥©-
±²¢¨¨ ²®«¼ª® ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª¨µ ±¨«, ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ �°¸®³,
³±²®©·¨¢ ¿ ±² ²¨·¥±ª ¿ ª®´¨£³° ¶¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ § °¿¤®¢
¥¢®§¬®¦ .

�«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ±² ¡¨«¼»µ ±¢¿§¥© ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ¢ ª°¨-
±² ««¥ ¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ¯®« ¿ ½¥°£¨¿ ª°¨±² ««  | ª¨¥²¨·¥-
±ª ¿ ¯«¾± ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ | ¡»«  ¬¥¼¸¥ ¯®«®© ½¥°£¨¨ ² ª®£®
¦¥ ª®«¨·¥±²¢  ±¢®¡®¤»µ  ²®¬®¢, ³¤ «¥»µ ¤°³£ ®² ¤°³£    ¡¥±-
ª®¥·»¥ ° ±±²®¿¨¿:

Wª° =Wª¨ +W¯®² <
X

W ²: (3.1)

� §®±²¼ ½²¨µ ¤¢³µ ½¥°£¨©  §»¢ ¥²±¿ ½¥°£¨¥© µ¨¬¨·¥±ª®©
±¢¿§¨ (½¥°£¨¥© ±¢¿§¨):

W±¢¿§ =
X

W ² �Wª°: (3.2)

�¥«¨·¨  ½²®© ½¥°£¨¨ ¢ °¼¨°³¥²±¿ ®² 0,1 ½�/ ²®¬ ¢ ª°¨±² «-
« µ ¡« £®°®¤»µ £ §®¢ ¤® 7 ½�/ ²®¬ ¨ ¡®«¥¥ ¢ ¥ª®²®°»µ ª®¢ «¥²-
»µ ¨ ¨®»µ ±®¥¤¨¥¨¿µ,   ² ª¦¥ ¢ ¥ª®²®°»µ ¬¥² «« µ.

3.1. �°¨±² ««» ¨¥°²»µ £ §®¢

�°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¡®«¼¸¨±²¢® ¡« £®°®¤»µ £ §®¢ (Ne,
Ar, Kr, Xe) ª°¨±² ««¨§³¾²±¿ ¢ ±²°³ª²³°³ ��� °¥¸¥²ª¨. �²® ¤¨-
½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««» ± ¨§ª¨¬¨ ²¥¬¯¥° ²³° ¬¨ ¯« ¢«¥¨¿ ¨
¨§ª¨¬¨ ½¥°£¨¿¬¨ ±¢¿§¨. �«¥ª²°®»¥ ®¡®«®·ª¨  ²®¬®¢ ¯®«-
®±²¼¾ § ¯®«¥», ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½«¥ª²°®®£® § °¿¤  ¢ ±¢®¡®¤-
®¬  ²®¬¥ ±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤®«¦¥ ±³¹¥-
±²¢®¢ ²¼ ª ª®©-²® ¬¥µ ¨§¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¥©²° «¼»¬¨
 ²®¬ ¬¨, ¯°¨¢®¤¿¹¨© ª ®¡° §®¢ ¨¾ ² ª¨µ ª°¨±² ««®¢. � ª¨¥
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ±¢¿§»¢ ¾²±¿ ± ¨¬¥¥¬ � -¤¥°-�  «¼± , ª®²®°»©
¢¯¥°¢»¥ ¢¢¥« ¨µ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¢®©±²¢ °¥ «¼»µ £ §®¢. �°¨°®¤ 
½²®© ³¨¢¥°± «¼®© ±¨«» ¡»«  ®¡º¿±¥  ¢ 1930 £. �®¤®®¬.



3.1. �°¨±² ««» ¨¥°²»µ £ §®¢ 59

� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ®¤¨ ª®¢»µ  ²®¬  ¨¥°²®£® £ § , ° ±¯®«®¦¥-
»µ ¤°³£ ®² ¤°³£    ° ±±²®¿¨¨ r. �±«¨ ¡» ±°¥¤¥¥ ¯®«®¦¥¨¥
¿¤°   ²®¬  ¢±¥£¤  ±®¢¯ ¤ «® ± ¶¥²°®¬ ±´¥°¨·¥±ª®£® ½«¥ª²°®®£®
®¡« ª , ®ª°³¦ ¾¹¥£® ¿¤°®, ²® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ° ¢-
¿«®±¼ ¡» ³«¾. �¤ ª® ½²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ½ª±¯¥°¨¬¥²³. �«¥ª-
²°®» ¢  ²®¬¥ ¯®±²®¿® ¤¢¨¦³²±¿ ®²®±¨²¥«¼® ¿¤¥°, ¤ ¦¥  µ®-
¤¿±¼ ¢  ¨¨§¸¥¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª®¬ ±®±²®¿¨¨. � °¥§³«¼² ²¥ ½²®£®
¤¢¨¦¥¨¿ ¬£®¢¥®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¶¥²°  ½«¥ª²°®®£® ®¡« ª  ¬®-
¦¥² ¥ ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ¿¤°®¬  ²®¬  ¢ ²®·®±²¨. � ² ª¨¥ ¬®¬¥²»
³  ²®¬  ¯®¿¢«¿¥²±¿ ®²«¨·»© ®² ³«¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ¤¨¯®«¼»©

�¨±. 3.1. �µ¥¬  ¯°®¨±µ®¦¤¥¨¿ ±¨« � -¤¥°-�  «¼± {�®¤® 

¬®¬¥² (³±°¥¤¥»© ¯® ¢°¥¬¥¨ ±³¬¬ °»© ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥²
 ²®¬  ° ¢¥ ³«¾). �£®¢¥»© ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥²  ²®¬  ¢¥«¨-
·¨®© p1 (°¨±. 3.1) ±®§¤ ¥² ¢ ¶¥²°¥ ¢²®°®£®  ²®¬  ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥
¯®«¥

E =
2p1
r3
: (3.3)

�²® ¯®«¥, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼,  ¢®¤¨² ¬£®¢¥»© ¤¨¯®«¼»© ¬®-
¬¥² ³ ¢²®°®£®  ²®¬ :

p2 = �E =
2�p1
r3

: (3.4)

�¤¥±¼ � | ² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ½«¥ª²°® ¿ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼, ². ¥.
¤¨¯®«¼»©¬®¬¥²  ²®¬ , ±®§¤ ¢ ¥¬»© ¥¤¨¨·»¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬
¯®«¥¬. �§ ½«¥ª²°®±² ²¨ª¨ ¨§¢¥±²® ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ½¥°£¨¨ ¢§ -
¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤¢³µ ¤¨¯®«¼»µ ¬®¬¥²®¢ p1 ¨ p2,  µ®¤¿¹¨µ±¿  
° ±±²®¿¨¨ r ¤°³£ ®² ¤°³£ :

U(r) =
(p1;p2)

r3
� 3(p1; r)(p2; r)

r5
: (3.5)

� ª ª ª ¤¨¯®«¼»¥ ¬®¬¥²» p1 ¨ p2 ¯ ° ««¥«¼», ²® ¯®²¥-
¶¨ «¼³¾ ½¥°£¨¾ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ² ª:

U(r) � �2p1p2
r3

= �4�p21
r6

: (3.6)



60 �«.3. �¨¯» ±¢¿§¥© ¢ ª°¨±² «« µ

� ª À¬¨³±Á ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½¥°£¨¨ ¯°¨²¿¦¥¨¿. �¶¥¨¬ ª®-
½´´¨¶¨¥², ¢µ®¤¿¹¨© ¢ ·¨±«¨²¥«¼ ¯° ¢®© · ±²¨ ¢»° ¦¥¨¿ (3.6).
� ª ¡³¤¥² ¯®ª § ® ¢ £«. 7, ½«¥ª²°® ¿ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼  ²®¬  (¨«¨
¨® ) ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª (r0)

3, £¤¥ r0 |  ²®¬»© ° ¤¨³±. �¨¯®«¼»©
¬®¬¥² ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ [§ °¿¤]�[¤«¨ ] ¨ ¢¥«¨·¨³ ¯®°¿¤ª 
¥r0. �®£¤  ¤«¿ ®¶¥ª¨ ¨¬¥¥¬:

U(r) � �4e2r50
r6

� �6 � 10�59 ½�: (3.7)

� ¯¨¸¥¬ (3.7) ² ª:

U(r) = �C
r6
: (3.8)

�®®²®¸¥¨¥ (3.8) ¢»° ¦ ¥² ½¥°£¨¾ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ � -
¤¥°-�  «¼± . �²¨¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ®¡³±«®¢«¥® ¯°¨²¿¦¥¨¥ ¬¥¦-
¤³  ²®¬ ¬¨ ¢ ª°¨±² «« µ ¨¥°²»µ £ §®¢,   ² ª¦¥ ¢® ¬®£¨µ ¬®«¥-
ª³«¿°»µ ª°¨±² «« µ ®°£ ¨·¥±ª¨µ ¢¥¹¥±²¢. �¤¥« ¥¬ ®¶¥ª¨ ¤«¿
ª°¨¯²® : ¯°¨ r = 4�A ¨ C � 6 � 10�59 ½� � ¬6 ½¥°£¨¿ ª°¨±² «« 
U � 0;015 ½�, ¨«¨ ¢ ²¥¬¯¥° ²³°»µ ¥¤¨¨¶ µ U=kB � 170�, ·²®
¡«¨§ª® ª § ·¥¨¾ ²¥¬¯¥° ²³°» ¯« ¢«¥¨¿ ª°¨¯²®  T¯« = 117�.

� ª ³¦¥ ³¯®¬¨ «®±¼, ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª¨¥ ±¨«» ¥ ®¡¥±¯¥·¨-
¢ ¾² ³±²®©·¨¢®±²¨ ª°¨±² «« . � ±±¬®²°¨¬ ±¨«» ¥½«¥ª²°®±² ²¨-
·¥±ª®© ¯°¨°®¤», ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ±² ¡¨«¨§ ¶¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« . �²®
ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²». �±®¢®© ¢ª« ¤ ¢ ®²² «ª¨¢ -
¨¥ ®¡³±«®¢«¥ ¯¥°¥ª°»²¨¥¬ ½«¥ª²°®»µ ®¡« ª®¢  ²®¬®¢, ° ±¯®-
«®¦¥»µ   ¡«¨§ª¨µ ° ±±²®¿¨¿µ ¤°³£ ®² ¤°³£ . �  ¤®±² ²®·®
¡«¨§ª¨µ ° ±±²®¿¨¿µ ½¥°£¨¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯¥°¥-
ª°»²¨¿ ½«¥ª²°®»µ ®¡« ª®¢  ²®¬®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ½¥°£¨¥© ®²² «ª¨-
¢ ¨¿, £« ¢»¬ ®¡° §®¬, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤¥©±²¢¨¿ ¯°¨¶¨¯  � ³«¨.

� ¨¡®«¥¥ ¯°®±² ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  ¯°¨¶¨¯  � ³«¨ ±®±²®¨² ¢
²®¬, ·²® ¤¢  ½«¥ª²°®  ¢ ®¤®© ®¡« ±²¨ ¯°®±²° ±²¢  ¥ ¬®-
£³²  µ®¤¨²¼±¿ ¢ ®¤¨ ª®¢»µ ª¢ ²®¢»µ ±®±²®¿¨¿µ, ². ¥. ®¡-
« ¤ ²¼ ®¤¨ ª®¢»¬  ¡®°®¬ ª¢ ²®¢»µ ·¨±¥«.

�°¨¶¨¯ � ³«¨ ¥ ¤®¯³±ª ¥² ¬®£®ª° ²®© § ¿²®±²¨ ¤ ®£®
ª¢ ²®¢®£® ±®±²®¿¨¿, ¨ ½«¥ª²°®»¥ ®¡« ª  ¤¢³µ ¡«¨§ª® ° ±¯®-
«®¦¥»µ  ²®¬®¢ ¬®£³² ¯¥°¥ª°»¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨
½²®² ¯°®¶¥±± ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¯¥°¥µ®¤®¬ ¥ª®²®°»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢
±¢®¡®¤»¥ ª¢ ²®¢»¥ ±®±²®¿¨¿ ± ¡®«¥¥ ¢»±®ª®© ½¥°£¨¥©. �®£-
¤  ¯°®¶¥±± ¯¥°¥ª°»²¨¿ ½«¥ª²°®»µ ®¡« ª®¢ ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ¯®«³¾
½¥°£¨¾ ±¨±²¥¬», ¨«¨, ¨ ·¥ £®¢®°¿, ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®¿¢«¥¨¾ ±¨«
®²² «ª¨¢ ¨¿.

�ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ ¤ »¥ ¤«¿ ¨¥°²»µ £ §®¢ ¬®£³² ¡»²¼
µ®°®¸®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ » ½¬¯¨°¨·¥±ª®© ´®°¬³«®© ¤«¿ ¯®²¥¶¨-
 «¼®© ½¥°£¨¨ ®²² «ª¨¢ ¨¿ ¢ ¢¨¤¥ B=r12, £¤¥ B | ¥ª®²®° ¿
¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ª®±² ² . �»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯®«®© ¯®²¥¶¨ «¼®©



3.1. �°¨±² ««» ¨¥°²»µ £ §®¢ 61

½¥°£¨¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤¢³µ ®¤¨ ª®¢»µ  ²®¬®¢ ¨¥°²»µ £ §®¢,
 µ®¤¿¹¨µ±¿   ° ±±²®¿¨¨ r, § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¢¨¤¥

U(r) = 4"

���
r

�12
�
��
r

�6�
; (3.9)

£¤¥ " ¨ � | ®¢»¥ ª®±² ²», ±¢¿§ »¥ ± B ¨ C: 4"�6 � C;
4"�12 � B. �®®²®¸¥¨¥ (3.9) ¨§¢¥±²® ª ª ¯®²¥¶¨ « �¥ °¤{
�¦®± , ¨«¨ À¯®²¥¶¨ « 6{12Á.

�®« ¿ ½¥°£¨¿ ª°¨±² «« , ±®±²®¿¹¥£® ¨§ N  ²®¬®¢, ¨¬¥¥² ¢¨¤

U¯®« =
1

2
N4"

0
@� �

r0

�12X
j

X
j

1

(pij)12
� �

�
�

r0

�6X
i

X
j

1

(pij)6

1
A ;

(3.10)

£¤¥ r0 | ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨  ²®¬ ¬¨, pijr0 | ° ±±²®-
¿¨¥ ¬¥¦¤³ i-¬ ¨ j-¬  ²®¬ ¬¨. �®¦¨²¥«¼ 1=2 ¯®¿¢¨«±¿ ¢±«¥¤-
±²¢¨¥ ²®£®, ·²® ¯°¨ ±³¬¬¨°®¢ ¨¨ ª ¦¤®¥ ¯ °®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥
¤®«¦® ³·¨²»¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® ®¤¨ ° §. �®±ª®«¼ª³ ª°¨±² ««» ¡« -
£®°®¤»µ £ §®¢ ¨¬¥¾² ��� °¥¸¥²ª³, ª ¦¤»©  ²®¬ ®ª°³¦¥ 12-¾
¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨. �¥¸¥²®·»¥ ±³¬¬» ¤«¿ ² ª®© ±²°³ª²³°»
¨¬¥¾² § ·¥¨¿X

i

X
j

1

(pij)6
� 14;45;

X
i

X
j

1

(pij)12
� 12;13; (3.11)

£¤¥ ¢ª« ¤ ®² ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥© ±®±² ¢«¿¥² ¢¥«¨·¨³, ° ¢³¾ 12;
®² ±«¥¤³¾¹¨µ ª®®°¤¨ ¶¨®»µ ±´¥° ¢®§¨ª ¾² ¤®¡ ¢ª¨ ª ½²®¬³

�  ¡ «¨¶   3.1. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥
§ ·¥¨¿ ®²®¸¥¨¿ ¢ ª°¨±² «« µ

¡« £®°®¤»µ £ §®¢

�°¨±² «« Ne Ar Kr Xe

r0
�

1,14 1,11 1,10 1,09

·¨±«³. � ¢®¢¥±®¥ ° ±±²®¿¨¥ r0  µ®¤¨²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ ¬¨¨-
¬³¬  ¯®«®© ½¥°£¨¨:�

dU¯®«
dr

�
r=r0

=

= 2N"

�
�12 � 12;13

�
�12

r13

�
+ 6 � 14;45

�
�6

r7

������
r=r0

= 0; (3.12)



62 �«.3. �¨¯» ±¢¿§¥© ¢ ª°¨±² «« µ

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® (r0=�) � 1;09 ¤«¿ ¢±¥µ ª°¨±² ««®¢ ¡« £®°®¤»µ
£ §®¢. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ®¯°¥¤¥«¥»¥ § ·¥¨¿ ½²®£® ®²®¸¥¨¿
¯°¨¢®¤¿²±¿ ¢ ² ¡«. 3.1.

�®£« ±¨¥ ° ±·¥²®£® ¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ § ·¥¨© ½²®£® ®²-
®¸¥¨¿ | ³¤¨¢¨²¥«¼® µ®°®¸¥¥.

3.2. �®»¥ ª°¨±² ««»

�®»¥ ª°¨±² ««» ±®±²®¿² ¨§ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼-
»µ¨®®¢. �²¨ ¨®» ®¡° §³¾² ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾°¥¸¥²ª³ §  ±·¥² ²®-
£®, ·²® ª³«®®¢±ª®¥ ¯°¨²¿¦¥¨¥ ° §®¨¬¥® § °¿¦¥»µ ¨®®¢
±¨«¼¥¥, ·¥¬ ª³«®®¢±ª®¥ ®²² «ª¨¢ ¨¥ ®¤®¨¬¥»µ ¨®®¢. �«¥ª-
²°®»¥ ®¡®«®·ª¨ ¢±¥µ ¨®®¢ ¯°®±²®£® ¨®®£® ª°¨±² ««  ±®®²¢¥²-
±²¢³¾² ½«¥ª²°®»¬ ®¡®«®·ª ¬, µ ° ª²¥°»¬ ¤«¿ ¨¥°²»µ £ §®¢.
� ¯°¨¬¥°, ¥©²° «¼»¥  ²®¬» «¨²¨¿ ¨ ´²®°  ¨¬¥¾² ½«¥ª²°®»¥
²¥°¬»: Li | 1s22s, F | 1s22s22p5, ¢ ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¢ ª°¨±² ««¥
´²®°¨±²®£® «¨²¨¿ ®¤®ª° ²® § °¿¦¥»¥ ¨®» ¨¬¥¾² ½«¥ª²°®-
»¥ ª®´¨£³° ¶¨¨, µ ° ª²¥°»¥ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¤«¿  ²®¬®¢ £¥«¨¿
¨ ¥® : Li+ | 1s2, F� | 1s22s22p6. �²®¬» ¨¥°²»µ £ §®¢
¨¬¥¾² § ¬ª³²»¥ ½«¥ª²°®»¥ ®¡®«®·ª¨ ¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ § °¿¤ 
¢ ¨µ ±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·®. �®½²®¬³ ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼, ·²® ¨
° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ § °¿¤  ª ¦¤®£® ¨®  ¢ ¨®®¬ ª°¨±² ««¥ ¡³¤¥² ¯°¨-
¡«¨¦¥® ±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·»¬. � ½²®¬ ±®±²®¨² ®¡®±®¢ ¨¥
¬®¤¥«¨ ¦¥±²ª¨µ ¸ °®¢ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢.

�°¨ ±¡«¨¦¥¨¨ ¨®®¢   ¥ª®²®°®¥ ¯°¥¤¥«¼® ¤®¯³±²¨¬®¥ ° ±-
±²®¿¨¥  ·¨ ¾² ¯¥°¥ª°»¢ ²¼±¿ ½«¥ª²°®»¥ ®¡« ª , ¨ ¢®§¨-
ª ¾¹¥¥ ®²² «ª¨¢ ¨¥, ² ª¦¥, ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ± ª°¨±² «« ¬¨ ¨¥°²-
»µ £ §®¢, ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯¨± ® ± ¯®¬®¹¼¾ ¢ª« ¤  � 1=rn

(n � 9�10) «¨¡® ± ¯®¬®¹¼¾ ½ª±¯®¥¶¨ «¼®© ´®°¬³«» ¤«¿ ¯®-
²¥¶¨ «  ®²² «ª¨¢ ¨¿:

U®²(r) = � exp

�
�r
�

�
; (3.13)

£¤¥ � ¨ � | ª®±² ²», ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¥ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¬ ¯³²¥¬.
�¥°¥·¨±«¨¬ ¢ª« ¤» ¢ ¯®²¥¶¨ «¼³¾ ½¥°£¨¾ ¨®®£® ª°¨-

±² ««  ¯® ¬¥°¥ ¨µ § ·¨¬®±²¨:
| ª³«®®¢±ª®¥ ¯°¨²¿¦¥¨¥ ¨®®¢ ° §®£® § ª ;
| ª³«®®¢±ª®¥ ®²² «ª¨¢ ¨¥ ¨®®¢ ®¤®£® § ª ;
| ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª®¥ ®²² «ª¨¢ ¨¥ ¯°¨ ¯¥°¥ª°»²¨¨ ½«¥ª-

²°®»µ ®¡« ª®¢;
| ¢ -¤¥°-¢  «¼±®¢® ¯°¨²¿¦¥¨¥ ¬¥¦¤³ ¨® ¬¨.
�±®¢®© ¢ª« ¤ ¢ ½¥°£¨¾ ±¢¿§¨ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢ ¤ ¥² ½«¥ª-

²°®±² ²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ (¯¥°¢»µ ¤¢¥ ±²°®ª¨ ¢ ±¯¨±ª¥),  ¨¬¥¼-
¸¨© (� 1�2%)| ¯°¨²¿¦¥¨¥ � -¤¥°-�  «¼± . �±«¨ ®¡®§ ·¨²¼
½¥°£¨¾ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¨® ¬¨ i ¨ j ·¥°¥§ Uij , ²® ¯®« ¿
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½¥°£¨¿ ¨®  i, ³·¨²»¢ ¾¹ ¿ ¢±¥ ¥£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿, ¡³¤¥² ° ¢ 

Ui =
X
j;

i6=j

Uij ; (3.14)

£¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¨¤¥ª± ¬ j §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ±«³-
· ¿ i = j. �°¥¤±² ¢¨¬ Uij ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ¯®²¥¶¨ «®¢ ®²² «ª¨¢ -
¨¿ ¨ ¯°¨²¿¦¥¨¿:

Uij =
b

rnij
� q2

rij
; (3.15)

£¤¥ § ª À¯«¾±Á ¡¥°¥²±¿ ¢ ±«³· ¥ ®¤¨ ª®¢»µ,   À¬¨³±Á | ¢ ±«³-
· ¥ ° §®¨¬¥»µ § °¿¤®¢. �®«³¾ ½¥°£¨¾ °¥¸¥²ª¨ ¨®®£®
ª°¨±² «« , ±®±²®¿¹¥£® ¨§ N ¬®«¥ª³« (2N ¨®®¢), ¬®¦® § ¯¨± ²¼
¢ ¢¨¤¥

U¯®« = NUi: (3.16)

�°¨ ° ±·¥²¥ ¯®«®© ½¥°£¨¨ ª ¦¤³¾ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¯ °³
¨®®¢ ³¦® ±·¨² ²¼ ²®«¼ª® ®¤¨ ° §. �®®²®¸¥¨¥ (3.16) ª ª
° § ¨ § ¤ ¥² ½¥°£¨¾, ¥®¡µ®¤¨¬³¾ ¤«¿ ° §¤¥«¥¨¿ ª°¨±² ««   
¨®» ¨ ³¤ «¥¨¿ ¨µ ¤°³£ ®² ¤°³£    ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¥ ° ±±²®¿-
¨¿. �«¿ ° ±·¥²  ³¤®¡® ¢¢¥±²¨ ¢¥«¨·¨» rij = pijr, £¤¥ r | ° ±-
±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨ (° §®¨¬¥»¬¨) ¨® ¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥.
� ª¨¬ ®¡° §®¬,

U¯®« = NUi = N

�
D

rn
� �q2

r

�
; (3.17)

£¤¥ � (¯®±²®¿ ¿ � ¤¥«³£ ) ¨ ª®±² ²  D ®¯°¥¤¥«¥» ² ª:

� =
X
j

(�)
pij

; (3.18)

D =
X
j

(�)
pnij

: (3.19)

�³¬¬» (3.18) ¨ (3.19) ¤®«¦» ³·¨²»¢ ²¼ ¢ª« ¤ ¢±¥© °¥¸¥²ª¨.
� ª À¯«¾±Á ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¨²¿¦¥¨¾ ° §®¨¬¥»µ¨®®¢, § ª
À¬¨³±Á | ®²² «ª¨¢ ¨¾ ®¤®¨¬¥® § °¿¦¥»µ ¨®®¢.

�®±² ²³ D ¢ (3.19) ¬®¦® ¥ ¢»·¨±«¿²¼,   ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§
° ±·¥²  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ° ¢®¢¥±®¬ ±®±²®¿¨¨ ¯®« ¿
½¥°£¨¿ ª°¨±² ««  ¤®«¦  ¡»²¼ ¬¨¨¬ «¼®©. �²±¾¤  ±«¥¤³¥²:�

dU¯®«
dr

�
r!r0

= 0 (3.20)
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¨ ¯®½²®¬³ ¨¬¥¥¬:

N

�
dUi
dr

�
r!r0

= �nND
rn+10

+
N�q2

r20
= 0: (3.21)

�§ (3.21) ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ° ¢®¢¥±®¥ ° ±±²®¿¨¥ r0, ¥±«¨ ¨§-
¢¥±²» ¯ ° ¬¥²°» n ¨ D, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨¥ ®²² «ª¨¢ ¨¥. �¤-
 ª®, § ¿ r0, ¬®¦®,  ¯°®²¨¢, ¨±ª«¾·¨²¼ ®¤¨ ¨§ ¨µ | D:

D =
�q2rn�10

n
(3.22)

¨ § ¯¨± ²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯®«®© ½¥°£¨¨ ª°¨±² ««  (3.17) ¢ ¢¨¤¥

U¯®« = �N�q
2

r

�
1� 1

n

�r0
r

�n�1�
; (3.23)

ª®²®°®¥ ¤«¿ °¥¸¥²ª¨ ¢ ° ¢®¢¥±®¬ ±®±²®¿¨¨ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª:

U(r0)¯®« = �
N�q2

r0

�
1� 1

n

�
: (3.24)

�¥«¨·¨ 
��N�q2=r0�  §»¢ ¥²±¿ ½¥°£¨¥© � ¤¥«³£ . � ·¥-

¨¥ 1=n � 0;1, ² ª ·²® ¯®«³¾ ½¥°£¨¾ ±¢¿§¨ ¬®¦® ¯®·²¨ ¯®«-
®±²¼¾ ®²®¦¤¥±²¢«¿²¼ ± ª³«®®¢±ª®© ½¥°£¨¥©. � « ¿ ¢¥«¨·¨ 
®²®¸¥¨¿ 1=n ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ±¨«» ®²² «ª¨¢ ¨¿ | ®·¥¼ ª®-
°®²ª®¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ¨ °¥§ª® ¬¥¿¾²±¿ ± ° ±±²®¿¨¥¬.

� ±±·¨² ¥¬,  ¯°¨¬¥°, ¢¥«¨·¨³ ¯®±²®¿®© � ¤¥«³£  ¤«¿
¡¥±ª®¥·®© ¶¥¯®·ª¨, ±®±²®¿¹¥© ¨§ ·¥°¥¤³¾¹¨µ±¿ ¨®®¢ ¯°®²¨¢®-
¯®«®¦®£® § ª . �»¡¥°¥¬ ®²°¨¶ ²¥«¼»© ¨® §  ¨±µ®¤»©,   ·¥-
°¥§ r0 ®¡®§ ·¨¬ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨ ¨® ¬¨ (°¨±. 3.2).

�¨±. 3.2. �¨¥© ¿ ¶¥¯®·ª , ½«¥¬¥² °»¥ ¿·¥©ª¨ ª®²®°®© ±®¤¥°¦ ² ¨®» ¯°®-
²¨¢®¯®«®¦®£® § ª 

�¤®¡® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¯®±²®¿³¾ � ¤¥«³£  (3.18) ¢ ½ª¢¨¢ «¥²®©
´®°¬¥:

�

r0
=
X
j;

i6=j

(�)
rj
; (3.25)
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£¤¥ rj | ° ±±²®¿¨¥ ¨®  ± ®¬¥°®¬ j ®² ¨±µ®¤®£®. �°¥¤±² ¢¨¬
(3.25) ¢ ¢¨¤¥

�

r0
= 2

�
1

r0
� 1

2r0
+

1

3r0
� 1

4r0
+ : : :

�
;

¨«¨ (3.26)

� = 2

�
1� 1

2
+

1

3
� 1

4
+ : : :

�
:

�®¦¨²¥«¼ 2 ¯®¿¢¨«±¿ ¯®²®¬³, ·²®   ª ¦¤®¬ ¤ ®¬ ° ±±²®¿-
¨¨ rj ¨¬¥¾²±¿ ¤¢  ¨®  ®¤¨ ª®¢®£® § ª  | ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ .
�³¬¬¨°®¢ ¨¥ °¿¤  ¢ (3.26) ¬®¦® ±¤¥« ²¼, ¥±«¨ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿
´®°¬³«®© ° §«®¦¥¨¿ ¢ °¿¤:

ln(1 + x) = x � x2

2
+
x3

3
� x4

4
+ : : : (3.27)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ®¤®¬¥°®© ¶¥¯®·ª¨ ¯®±²®¿ ¿ � ¤¥«³£ 
° ¢ 

� = 2 ln 2: (3.28)

�«¿ ²°¥µ¬¥°®£® ª°¨±² ««  °¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ³±«®¢®, ². ¥. °¥§³«¼-
² ² § ¢¨±¨² ®² ±¯®±®¡  ±³¬¬¨°®¢ ¨¿. �®¦® ³«³·¸¨²¼ ±µ®¤¨-
¬®±²¼ °¿¤ , ¥±«¨ ¢»¤¥«¨²¼ ¢ °¥¸¥²ª¥ £°³¯¯» ¨®®¢ ² ª, ·²®¡»
£°³¯¯  ¡»«  ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥¥¥ ½«¥ª²°®¥©²° «¼®©, ¯°¨·¥¬ ¯°¨ ¥-
®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¬®¦® À¤¥«¨²¼Á ¨® ¬¥¦¤³ ° §«¨·»¬¨ £°³¯¯ ¬¨
¨ ¢¢®¤¨²¼ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¤°®¡»¥ ¤®«¨ § °¿¤®¢ (¬¥²®¤ ¿·¥¥ª
�¢¼¥ ). � ´¨§¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¯®¿²®, ·²® ¯®²¥¶¨ « ½«¥ª-
²°®¥©²° «¼®© £°³¯¯» ¨®®¢ ¯ ¤ ¥² ± ° ±±²®¿¨¥¬ § ·¨²¥«¼®
¡»±²°¥¥, ·¥¬ ³ ª ª®£®-«¨¡® ®²¤¥«¼® ¢§¿²®£® ¨® .

� ±²°³ª²³°¥ ²¨¯  NaCl (°¨±. 3.3) ¯¥°¢»© ª³¡, § ª«¾· ¾¹¨© ¢
±¥¡¥ ¨±µ®¤»© ®²°¨¶ ²¥«¼»© ¨®, ¨¬¥¥² 6 ¯®«®¦¨²¥«¼»µ § °¿-
¤®¢   £° ¿µ ª³¡  (± ¢ª« ¤®¬ +1=2), 12 ®²°¨¶ ²¥«¼»µ   °¥¡° µ
ª³¡  (± ¢ª« ¤®¬ �1=4), 8 ¯®«®¦¨²¥«¼»µ § °¿¤®¢ ¢ ³£« µ ª³¡  (±
¢ª« ¤®¬ +1=8).

�ª« ¤ ¢ � ®² ¯¥°¢®£® ª³¡  ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬»:

6=2

1
� 12=4p

2
+

8=8p
3
= 1;46:

�±«¨ ¢ª«¾·¨²¼ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¢²®°®©, ¡®«¼¸¨© ª³¡, ±®¤¥°¦ ¹¨©
¢ ±¥¡¥ ¨±µ®¤»© ª³¡ ¨ ²¥ · ±²¨ § °¿¤®¢, ª®²®°»¥ ¥ ¢®¸«¨ ¢ ¨±µ®¤-
»©, ²® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ � = 1;75. �²® § ·¥¨¥ ³¦¥ ®·¥¼ ¡«¨§ª®
ª ²®·®¬³ § ·¥¨¾ � = 1;747565 ¤«¿ °¥¸¥²ª¨ ²¨¯  µ«®°¨±²®£®
 ²°¨¿. �®±ª®«¼ª³ ª³«®®¢±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ¬¥¤«¥® ±¯ ¤ ¥² ± ° ±-
±²®¿¨¥¬, ²® ¢ ±³¬¬³ ¢µ®¤¿² ¢±¥ ·«¥», ¢¯«®²¼ ¤® r ! 1. � ±-
±¬®²°¥»¬ ±¯®±®¡®¬ °¥¸¥²®·»¥ ±³¬¬» ²°¥µ¬¥°®£® ª°¨±² «« 
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²°³¤® ¢»·¨±«¨²¼ ± ¢»±®ª®© ²®·®±²¼¾. �¢ «¼¤®¬ ¡»« ¯°¥¤«®¦¥
±¯®±®¡ ²®·®£® ¢»·¨±«¥¨¿ °¥¸¥²®·»µ ±³¬¬, ª®²®°»© ¯°¥¨¬³-

�¨±. 3.3. �®¤¥«¼ ±²°³ª²³°» ²¨¯  NaCl ª ° ±·¥²³ ¯®±²®¿®© � ¤¥«³£  ¬¥²®¤®¬
�¢¼¥ 

¹¥±²¢¥® ¨ ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ¤«¿ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢. � ª, ¤«¿ ±²°³ª-
²³°» ²¨¯  CsCl ¯®«³·¥® � = 1;762675, ¤«¿ ±²°³ª²³°» ²¨¯  ZnS
(¶¨ª®¢ ¿ ®¡¬ ª ) � = 1;6381.

�²®¡» ®¶¥¨²¼ ®¡« ±²¼ ®²² «ª¨¢ ¨¿ ¢ ¨®»µ ª°¨±² «« µ,
¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥¬ ®¡ ®¡º¥¬®¬ ¬®¤³«¥ ³¯°³£®±²¨ ª³-
¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢, ª®²®°»© ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª:

B = �V d
2U

dV 2
; (3.29)

£¤¥ V | ®¡º¥¬ ª°¨±² «« . �¡º¥¬»© ¬®¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ (3.29)
¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®© ¦¥±²ª®±²¨ ª°¨±² ««  ¯°¨ ¢±¥±²®°®¥¬ ±¦ ²¨¨.
�«¿ ��� ±²°³ª²³°» ²¨¯  NaCl (°¨±. 3.3) ®¡º¥¬, § ¨¬ ¥¬»© N
¬®«¥ª³« ¬¨, ° ¢¥

V = 2Nr3: (3.30)

�®£¤  ¬®¦® § ¯¨± ²¼:
dU(r)

dV
=
dU

dr

dr

dV
;

dr

dV
=

1

dV=dr
=

1

6Nr2
:

(3.31)

�§ (3.31) «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ¿¢»© ¢¨¤ ¢²®°®© ¯°®¨§¢®¤®©:

dU2(r)

dV 2
=
d2U

dr2

�
dr

dV

�2

+
dU

dr

d2r

dV 2
: (3.32)
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� ±®±²®¿¨¨ ° ¢®¢¥±¨¿ (3.20) ¯¥°¢ ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢
³«¼, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³·¨²»¢ ¿ (3.29), ¨¬¥¥¬:

B = V
d2U

dr2

�
1

6Nr2

�2

=
1

18Nr

d2U

dr2
: (3.33)

�±¯®«¼§³¿ (3.17), ¯®«³·¨¬:

d2U

dr2
= N

�
2�q2

r3
� n(n+ 1)D

rn+2

�
: (3.34)

�®¤±² ¢«¿¿ § ·¥¨¥ ª®±² ²» D (3.22) ¢ (3.34) ¨ ¯®«³·¥®¥
¢»° ¦¥¨¥ ¢ (3.33), ¤«¿ ®¡º¥¬®£® ¬®¤³«¿ ³¯°³£®±²¨ ¨¬¥¥¬:

B =
(n� 1)�q2

18r40
: (3.35)

�§ (3.35) ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®ª § ²¥«¼ ±²¥¯¥¨ n ¢ ¯®²¥-
¶¨ «¥ ®²² «ª¨¢ ¨¿, ¨±¯®«¼§³¿ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿ r0
¨ B. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ª°¨±² ««  NaCl � = 3;03 � 1010� � ¬�2,
r0 = 2;81 � 10�10¬, � = 1;75. �®£¤  ¨§ (3.35) ¨¬¥¥¬:

n = 1+
18r40B

�q2
� 9;5: (3.36)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¡« £®¤ °¿ ¡®«¼¸®© ±²¥¯¥¨ n ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥
®²² «ª¨¢ ¨¿ ¡³¤¥² ª®°®²ª®¤¥©±²¢³¾¹¨¬. �±¯®«¼§³¿ (3.36) ¨ ¢»-
° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯®«®© ½¥°£¨¨ (3.24), ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ½¥°£¨¾
±¢¿§¨:

U¯®«
N

= ��q
2

r0

�
1� 1

n

�
� �7;26 ½�; (3.37)

·²® µ®°®¸® ±®£« ±³¥²±¿ ± ®¯»²»¬ § ·¥¨¥¬ �7;397 ½� ¯°¨ 0�. �
² ¡«. 3.2 ¯°¨¢¥¤¥» ¤ »¥ ¯® ¢ª« ¤ ¬ ¢ ¯®«³¾ ½¥°£¨¾ ¥ª®²®-
°»µ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢, ª®²®°»¥ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾², ·²® ° ±±¬®²°¥-
 ¿  ¬¨ ¯°®±² ¿ ¬®¤¥«¼ ¨®®£® ª°¨±² ««  ± ¤®±² ²®·® µ®°®¸¥©
²®·®±²¼¾ ®¯¨±»¢ ¥² ½¥°£¨¾ ±¢¿§¨.

�  ¡ «¨ ¶   3.2. �ª« ¤» ¢ ½¥°£¨¾ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢, ½�/¬®«¥ª³«³

�°¨±² «« �³«®®¢±ª ¿
½¥°£¨¿

�¥°£¨¿
®²² «ª¨¢ ¨¿

�¥°£¨¿ ¢ -¤¥°-
¢  «¼±®¢  ¯°¨²¿¦¥¨¿

LiF �12;4 1,90 �0;056

LiCl �9;7 1,16 �0;16

LiBr �9;0 1,0 �0;14

LiI �8;2 0,8 �0;16



68 �«.3. �¨¯» ±¢¿§¥© ¢ ª°¨±² «« µ

3.3. �®¢ «¥²»¥ ª°¨±² ««»

�®¢ «¥² ¿ ±¢¿§¼, ª®²®°³¾ ¨®£¤   §»¢ ¾² ¢ «¥²®© ¨«¨
£®¬¥®¯®«¿°®©, ®¡° §³¥²±¿ §  ±·¥² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿
½«¥ª²°® ¬¨ ¢ ³±«®¢¨¿µ, ª®£¤  ½²¨ ½«¥ª²°®» ®¡®¡¹¥±²¢«¥» ¯ -
°®© ±®±¥¤¨µ  ²®¬®¢. �«¥ª²°®» ¢ ² ª®© ¯ °¥ ¤®«¦» ¨¬¥²¼
¯°®²¨¢®¯®«®¦»¥  ¯° ¢«¥¨¿ ±¯¨®¢. � ®¡« ±²¨ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨
 ²®¬ ¬¨ ¢®§¨ª ¥² ¢»±®ª ¿ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®®£® § °¿¤ . � -
¢¨±¿¹ ¿ ®² ¢§ ¨¬®© ®°¨¥² ¶¨¨ ±¯¨®¢ ª³«®®¢±ª ¿ ½¥°£¨¿  -
§»¢ ¥²±¿ ®¡¬¥®© ½¥°£¨¥©.

�®¢ «¥² ¿ ±¢¿§¼ | ±¨«¼ ¿ ±¢¿§¼. � ¯°¨¬¥°, ½¥°£¨¿ ±¢¿-
§¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ ³£«¥°®¤  ¢ ª°¨±² ««¥  «¬ §  ±®±² ¢«¿¥²
¢¥«¨·¨³ 7,3 ½�, ·²® ±° ¢¨¬® ± ½¥°£¨¥© ±¢¿§¨ ¢ ¨®»µ ª°¨-
±² «« µ, µ®²¿ ª®¢ «¥² ¿ ±¢¿§¼ ®¡° §³¥²±¿ ¬¥¦¤³ ¥©²° «¼»¬¨
 ²®¬ ¬¨.

�®¢ «¥² ¿ ±¢¿§¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢¥® ®°¨¥²¨°®-
¢ ®©. � ª°¨±² «« µ  «¬ § , ª°¥¬¨¿ ¨ £¥°¬ ¨¿ ±® ±²°³ª²³-
°®©  «¬ §  ª ¦¤»©  ²®¬ ¯®¬¥¹ ¥²±¿ ¢ ¶¥²°¥ ²¥²° ½¤° , ®¡° §®-
¢ ®£® ·¥²»°¼¬¿ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨  ²®¬ ¬¨. �£«¥°®¤³, ª°¥¬¨¾ ¨
£¥°¬ ¨¾ ¥ µ¢ ² ¥² ·¥²»°¥µ ½«¥ª²°®®¢ ¤® § ¯®«¥¨¿ ¨µ ½«¥ª-
²°®»µ ®¡®«®·¥ª, ¨ ¯®½²®¬³  ²®¬» ½²¨µ ½«¥¬¥²®¢ ¬®£³² ¯°¨²¿-
£¨¢ ²¼±¿ ± ¢§ ¨¬®¯°®¨ª®¢¥¨¥¬ ½«¥ª²°®»µ ®¡®«®·¥ª.

�«¿ ®¶¥ª¨ ½¥°£¨¨ ¨ ±¨«®¢»µ ª®±² ² ª®¢ «¥²»µ ±¢¿-
§¥© ¤®±² ²®·® µ®°®¸¥¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¤ ¾² ¯®«³·¥»¥ ¯®«³½¬-
¯¨°¨·¥±ª¨¬ ¯³²¥¬ ª°¨¢»¥ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨ U(r), ¯°¨·¥¬
±¨«» ¯°¨²¿¦¥¨¿ ³¤®¢«¥²¢®°¨²¥«¼® ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢»° ¦¥¨¥¬
¢¨¤  ar�m (m = 4). �°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ r ¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ ¬¨-
¨¬³¬ ª°¨¢®© U(r) °¥§ª® ¢®§° ±² ¾² ª®°®²ª®¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ±¨«»
®²² «ª¨¢ ¨¿. �®¦®  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ ®²² «ª¨¢ ¨¥ ¢»° ¦¥-
¨¥¬ ¢¨¤  br�n (n = 6�9). � ±²® ¯°¨¬¥¿¾² ½ª±¯®¥¶¨ «¼»©
¢¨¤ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ ®²² «ª¨¢ ¨¿,   «®£¨·»© ±®®²®¸¥¨¾ (3.13).
�®£¤  ¤«¿ ª®¢ «¥²®© ±¢¿§¨ ½¥°£¨¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼
¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥

U(r) = � a

rm
+ c exp (��r); m = 4: (3.38)

�®«¼§³¿±¼ ³±«®¢¨¥¬ ° ¢®¢¥±¨¿ °¥¸¥²ª¨,   «®£¨·»¬ (3.21),
¬®¦® ¨±ª«¾·¨²¼ ®¤³ ¨§ ª®±² ² | ± | ¢ ±®®²®¸¥¨¨ (3.38),
± ³·¥²®¬ ·¥£® ½¥°£¨¿ ª®¢ «¥²®£® ª°¨±² ««  ¯°¨¬¥² ¢¨¤

U(r) =
U(r0)

m� �r

�
�rm+1

0

rm
+m exp�(r� r0)

�
: (3.39)

� ¢¥¹¥±²¢ ¬ ± ª®¢ «¥²®© ±¢¿§¼¾ ®²®±¿²±¿:
1) ¡®«¼¸¨±²¢® ®°£ ¨·¥±ª¨µ ±®¥¤¨¥¨©;
2) ²¢¥°¤»¥ ¨ ¦¨¤ª¨¥ ¢¥¹¥±²¢ , ³ ª®²®°»µ ±¢¿§¨ ®¡° §³¾²±¿

¬¥¦¤³ ¯ ° ¬¨  ²®¬®¢ £ «®£¥®¢ (  ² ª¦¥ ¬¥¦¤³ ¯ ° ¬¨  ²®¬®¢
¢®¤®°®¤ ,  §®²  ¨ ª¨±«®°®¤ );



3.3. �®¢ «¥²»¥ ª°¨±² ««» 69

3) ½«¥¬¥²» VI £°³¯¯» ( ¯°¨¬¥°, ±¢¿§¨ ¢³²°¨ ±¯¨° «¼»µ
¶¥¯®·¥ª Te), ½«¥¬¥²» V £°³¯¯» ( ¯°¨¬¥°, ¬»¸¼¿ª) ¨ ½«¥¬¥²»
IV £°³¯¯» ( ¯°¨¬¥°,  «¬ §, ª°¥¬¨©, £¥°¬ ¨©, �-Sn);

4) ±®¥¤¨¥¨¿, ¯®¤·¨¿¾¹¨¥±¿ ¯° ¢¨«³ 8�N (² ª¨¥,  ¯°¨-
¬¥°, ª ª ¡¨ °»¥ ±¯« ¢» AIIBVI, AIIIBV), ª®£¤  ®¡° §³¾¹¨¥ ¨µ
½«¥¬¥²» ° ±¯®«®¦¥» ¥ ±«¨¸ª®¬ ¤ «¥ª® ¤°³£ ®² ¤°³£  ¯® £®°¨-
§®² «¨ ¢ ² ¡«¨¶¥ �¥¤¥«¥¥¢ .

�±«¨ ª°¨±² ««» ± ¨®»¬¨ ¨ ª®¢ «¥²»¬¨ ²¨¯ ¬¨ ±¢¿§¥©
° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¯°¥¤¥«¼»¥ ±«³· ¨, ²® ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¨¬¥¥²±¿,
¢¨¤¨¬®, ¥¯°¥°»¢»© °¿¤ ª°¨±² ««®¢, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ¯°®¬¥¦³²®·-
»¬¨ ²¨¯ ¬¨ ±¢¿§¥©. � ±²® ¡»¢ ¥² ¢ ¦»¬ ®¶¥¨²¼, ¢ ª ª®©
±²¥¯¥¨ ¤  ¿ ±¢¿§¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¨®®© ¨«¨ ª®¢ «¥²®©. � ª³¾
· ±²¨·® ¨®³¾ (¨) ¨ · ±²¨·® ª®¢ «¥²³¾ (ª) ±¢¿§¨ ¢ ° ¬ª µ
¬¥²®¤  ¢ «¥²»µ ±¢¿§¥© ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¥©

 (r) = a¨ ¨ + aª ª; (3.40)

²®£¤  ±²¥¯¥¼ ¨®®±²¨ " ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª:

" =
a2¨

a2¨ + a2ª
: (3.41)

�«¿ ®¶¥ª¨ ±²¥¯¥¨ ¨®®±²¨ �.�®«¨£ ¨±¯®«¼§®¢ « ¯®¿²¨¥
½«¥ª²°®®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ ½«¥¬¥²®¢. �¥±¼¬  ³±¯¥¸ ¿ ¯®«³½¬¯¨-
°¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿ ±²¥¯¥¨ ¨®®±²¨-ª®¢ «¥²®±²¨ ¢ ¤¨½«¥ª²°¨·¥-
±ª®¬ ª°¨±² ««¥ ¡»«  ° §¢¨²  �¦.�¨«¨¯±®¬ (² ¡«. 3.3).

�  ¡ «¨ ¶   3.3. �²¥¯¥¼ ¨®®±²¨ ±¢¿§¨ ¢ ª°¨±² «« µ
¡¨ °»µ ±®¥¤¨¥¨©

�°¨±² «« �²¥¯¥¼ ¨®®±²¨ �°¨±² «« �²¥¯¥¼ ¨®®±²¨

C 0,00 InSb 0,32

Si 0,00 GaAs 0,32

SiC 0,18 GaSb 0,26

Ge 0,00 CuCl 0,75

ZnO 0,62 CuBr 0,74

ZnS 0,62 AgCl 0,86

ZnSe 0,63 AgBr 0,85

ZnTe 0,61 AgI 0,77

CdO 0,79 MgO 0,84

CdS 0,69 MgS 0,79

CdSe 0,70 MgSe 0,77

CdTe 0,67 LiF 0,92

InP 0,44 NaCl 0,94

InAs 0,35 RbF 0,96



70 �«.3. �¨¯» ±¢¿§¥© ¢ ª°¨±² «« µ

�²®¬» ± ¯®·²¨ § ¯®«¥»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨ ¯°¨ ®¡° §®¢ ¨¨ ª°¨-
±² ««¨·¥±ª®£® ±®±²®¿¨¿ ®¡ °³¦¨¢ ¾² ²¥¤¥¶¨¾ ª ¨®®© ±¢¿§¨,
²®£¤  ª ª  ²®¬» III, IV, V £°³¯¯ �¥°¨®¤¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» ¢ ²¢¥°-
¤®¬ ²¥«¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥® §  ±·¥² ª®¢ «¥²»µ
±¢¿§¥©.

3.4. �¥² ««¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««»

�¥² ««» µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ¢»±®ª®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼¾, ±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, § ·¨²¥«¼ ¿ · ±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ¤®«¦  ¡»²¼ ±¢®¡®¤-
®©. �¡»·®    ²®¬ ¯°¨µ®¤¨²±¿ 1{2 ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°® . � ª¨¥
½«¥ª²°®»  §»¢ ¾² ² ª¦¥ ½«¥ª²°® ¬¨ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨.

�°¨±² ««» ¹¥«®·»µ ¬¥² ««®¢ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¢
¢¨¤¥ ¯° ¢¨«¼® ° ±¯®«®¦¥»µ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨®®¢, ¯®£°³¦¥-
»µ ¢ ®²®±¨²¥«¼® ®¤®°®¤³¾ ½«¥ª²°®³¾ À¦¨¤ª®±²¼Á. �¥°-
£¨¿ ±¢¿§¨ ª°¨±² ««®¢ ¹¥«®·»µ ¬¥² ««®¢ § ·¨²¥«¼® ¬¥¼¸¥,
·¥¬ ³ ¹¥«®·®-£ «®¨¤»µ ª°¨±² ««®¢, ². ¥. ½²  ±¢¿§¼ ¥ ¿¢«¿¥²±¿
±¨«¼®©.

�±«¥¤±²¢¨¥ ²®£®, ·²® ·¨±²® ¬¥² ««¨·¥±ª ¿ ±¢¿§¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¥-
 ¯° ¢«¥®©, ¬¥² ««» ¨¬¥¾² ²¥¤¥¶¨¾ ª°¨±² ««¨§®¢ ²¼±¿ ¢
®²®±¨²¥«¼® ¯«®²®³¯ ª®¢ »¥ ±²°³ª²³°» ± ¡®«¼¸¨¬¨ ª®®°¤¨-
 ¶¨®»¬¨ ·¨±« ¬¨: £° ¥¶¥²°¨°®¢ ³¾ ª³¡¨·¥±ª³¾, £¥ª± -
£® «¼³¾ ¯«®²®³¯ ª®¢ ³¾, ®¡º¥¬®¶¥²°¨°®¢ ³¾ ª³¡¨·¥-
±ª³¾. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¤«¿ ¬®¤¥«¨ ¯«®²®³¯ ª®¢ »µ ¸ -
°®¢ ª®½´´¨¶¨¥² ³¯ ª®¢ª¨ ±²°³ª²³°» ®¤¨ ª®¢ ¤«¿ ��� ¨ ���
±²°³ª²³° ¨ ° ¢¥ ¬ ª±¨¬ «¼®¬³ § ·¥¨¾ q = 0;74. �°¨ ½²®¬ ª®-
®°¤¨ ¶¨®®¥ ·¨±«® ¤«¿ ½²¨µ ±²°³ª²³° ² ª¦¥ ®¤¨ ª®¢® ¨ ° ¢®
¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®¬³ § ·¥¨¾ 12. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¡«¨§®±²¼
¯ ° ¬¥²°®¢ ½²¨µ ±¯®±®¡®¢ ° ±¯®«®¦¥¨¿  ²®¬®¢ £®¢®°¨² ¨ ® ¡«¨§-
ª¨µ § ·¥¨¿µ ½¥°£¨¨ ±¢¿§¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, °¿¤ ¬¥² ««®¢ ¬®-
¦¥² ¯°¨ ®²®±¨²¥«¼® ±« ¡»µ ¢®§¤¥©±²¢¨¿µ ¬¥¿²¼ ±²°³ª²³°³ ®²
��� ª ��� ¨  ®¡®°®². �§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±®®¡° ¦¥¨© ¬®¦®
¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ��� °¥¸¥²ª¨ ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ²®·®¥ ±®®²-
®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ °¥¸¥²ª¨:

c

a
= 2

r
2

3
= 1;633: (3.42)

�®½²®¬³ ±° ¢¥¨¥ ± ³ª § ®© ¢ (3.42) ¢¥«¨·¨®© ±«³¦¨² ª®«¨·¥-
±²¢¥®© ¬¥°®© ®²ª«®¥¨¿ ®² ¨¤¥ «¼®±²¨ ¯«®²¥©¸¥© ³¯ ª®¢ª¨
¸ °®¢ ¢ £¥ª± £® «¼®© °¥¸¥²ª¥ (² ¡«. 3.4).

�  ¡ «¨¶   3.4. �¥² ««» ± £¥ª± £® «¼®© ±²°³ª²³°®© ¨ ¡«¨§ª®©
ª ¯«®²¥©¸¥© ³¯ ª®¢ª®©  ²®¬®¢

�°¨±² «« Be Cd Mg Co Ti Zr Zn

c=a 1,581 1,886 1,623 1,622 1,586 1,594 1,861



3.4. �¥² ««¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««» 71

�¥² ««» ¯¥°¥µ®¤»µ £°³¯¯ ¨ ¡«¨¦ ©¸¨¥ ª ¨¬ ¬¥² ««» ¨¬¥-
¾² ª°³¯»¥ d-®¡®«®·ª¨ ¨ µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ¡®«¼¸¨¬¨ ½¥°£¨¿¬¨
±¢¿§¨. �²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡³±«®¢«¥® ®²· ±²¨ ª®¢ «¥²®© ±¢¿§¼¾ ¨
¢ -¤¥°-¢  «¼±®¢»¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ¨®»µ ®±²®¢®¢. � ª¨¥ ¬¥-
² ««» ¬®£³² ¨¬¥²¼ ¨ ¡®«¥¥ ¨§ª®±¨¬¬¥²°¨·»¥ °¥¸¥²ª¨, ·¥¬ ³
¹¥«®·»µ ¨ ¡« £®°®¤»µ ¬¥² ««®¢.

�¥°£¨¿ °¥¸¥²ª¨ ¬¥² ««¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»-
·¨±«¥  ¨§ ² ª¨µ ¦¥ ¯°®±²»µ ±®®¡° ¦¥¨©, ª ª ¢ ±«³· ¿µ ¨®-
»µ ¨«¨ ¢ -¤¥°-¢  «¼±®¢»µ ª°¨±² ««®¢. � ¯°¨¡«¨¦¥®¬ ¬¥-
²®¤¥, ¯°¥¤«®¦¥®¬ � ¡¥°®¬, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¬¥² ««¨·¥±ª¨©
ª°¨±² ««, ¯®¤®¡® ¨®®¬³, ±®±²®¨² ¨§ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨®®¢ (ª -
²¨®®¢) ¨ ½«¥ª²°®®¢, ¢»¯®«¿¾¹¨µ °®«¼  ¨®®¢. �¥¬ ± ¬»¬
¬¥² «« ±µ¥¬ ²¨·® ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ª ª ¨®»© ª°¨±² «« ± ·¥°¥¤®-
¢ ¨¥¬ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ À¨®®¢Á, ° ±¯®«®¦¥»µ
¢ ³§« µ °¥¸¥²ª¨. �®£¤  ½¥°£¨¿ ² ª®© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿   «®£¨·® ±®®²®¸¥¨¾ (3.24):

U(r0)¯®« = �
N�q2

r0

�
1� 1

n

�
: (3.43)

�±«¥¤±²¢¨¥ ®²®±¨²¥«¼® ¢»±®ª®© ±¦¨¬ ¥¬®±²¨ ¬¥² ««®¢ ¯®ª § -
²¥«¼ ±²¥¯¥¨ ¢ ¯®²¥¶¨ «¥ ®²² «ª¨¢ ¨¿ ¥¢¥«¨ª: n � 3. �®-
±ª®«¼ª³ ½¥°£¨¿ °¥¸¥²ª¨ ° ¢  ±³¬¬¥ ²¥¯«®²» ±³¡«¨¬ ¶¨¨ Q±³¡«,
¥®¡µ®¤¨¬®© ¤«¿ ° ±¹¥¯«¥¨¿ ª°¨±² ««    ¬®«¥ª³«¿°»© £ §, ¨
½¥°£¨¨ ¨®¨§ ¶¨¨ I ¨§®«¨°®¢ »µ  ²®¬®¢ ¬¥² «« , ¬®¦¥¬ § -
¯¨± ²¼:

U°¥¸ = Q±³¡« + I: (3.44)

�§ ² ¡«. 3.5 ¬®¦® ³¢¨¤¥²¼, ·²® ±®£« ±¨¥ ¤ ®© ¬®¤¥«¨ ± ½ª±¯¥-
°¨¬¥² «¼»¬¨ ¤ »¬¨ (¯° ¢ ¿ · ±²¼ ±®®²®¸¥¨¿ (3.44)) ®ª -
§»¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ª ·¥±²¢¥»¬. � §³¬¥¥²±¿, ½²  ¬®¤¥«¼ ¥ ¬®¦¥²
±«³¦¨²¼ ¤«¿ ®¡º¿±¥¨¿ ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¬¥² ««®¢.

�  ¡ «¨¶   3.5. � ±±·¨² »¥ ¨
½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿ ²¥¯-
«®²» ±³¡«¨¬ ¶¨¨ ¥ª®²®°»µ¹¥«®·-

»µ ¬¥² ««®¢

�¥² «« Q±³¡«, ½�/¬®«¥ª³«³

� ±·¥² �ª±¯¥°¨¬¥²

Li 1,39 1,40

Na 0,79 1,01

K 0,91 0,82

Rb 1,03 0,78

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¬®£¨¥ ¢¥¹¥±²¢ , ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¯°¨ ®°-
¬ «¼»µ ³±«®¢¨¿µ ¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨ ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª ¬¨, ¯°¨



72 �«.3. �¨¯» ±¢¿§¥© ¢ ª°¨±² «« µ

¯®¢»¸¥®¬ ¤ ¢«¥¨¨ ¨±¯»²»¢ ¾² ´ §®¢»¥ ¯¥°¥µ®¤» ¨ ¯°¨®¡°¥-
² ¾² ¬¥² ««¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ ; ¯°¨ ½²®¬ ¨ ±¢¿§¼ ¢ ¨µ ¯°¨®¡°¥² ¥²
¬¥² ««¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨³¤¨²¥«¼®¥ ±¡«¨-
¦¥¨¥  ²®¬®¢ ³±¨«¨¢ ¥² ¯¥°¥ª°»²¨¥ ½«¥ª²°®»µ ®¡®«®·¥ª, ·²®
±¯®±®¡±²¢³¥² ®¡®¡¹¥±²¢«¥¨¾ ½«¥ª²°®®¢. � ª, ¯®«³¯°®¢®¤¨ª �¥
±² ®¢¨²±¿ ¬¥² ««®¬ ¯°¨ ¤ ¢«¥¨¨ � 4�� , Ge | ¯°¨ 16�� ,
InSb | ¯°¨ 2�� . �¬¥¾²±¿ £¨¯®²¥§», ·²® ¯°¨ ¤ ¢«¥¨¨ ®ª®«®
2000��  ¢ ¬¥² ««¨·¥±ª®¥ ±®±²®¿¨¥ ¬®¦¥² ¯¥°¥©²¨ ¬®«¥ª³«¿°»©
¢®¤®°®¤ �2, ¯°¨·¥¬, ¢®§¬®¦®, ½²  ´ §  ®±² ¥²±¿ ±² ¡¨«¼®© ¨
¯®±«¥ ±¿²¨¿ ¤ ¢«¥¨¿ ¨ ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥©.

3.5. �°¨±² ««» ± ¢®¤®°®¤»¬¨ ±¢¿§¿¬¨

�®±ª®«¼ª³ ¥©²° «¼»© ¢®¤®°®¤ ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ®¤¨ ½«¥ª²°®,
® ¤®«¦¥ ®¡« ¤ ²¼ ®¤®© ±¢¿§¼¾, ¯®§¢®«¿¾¹¥© ¥¬³ ¢±²³¯ ²¼ ¢
±®¥¤¨¥¨¥ «¨¸¼ ± ª ª¨¬-«¨¡® ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¤°³£®£® ±®°² . �¤-

 ª® ¯°¨ ¥ª®²®°»µ ³±«®¢¨¿µ  ²®¬
¢®¤®°®¤  ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¢¿§  ±¨« ¬¨
¯°¨²¿¦¥¨¿ ®¤®¢°¥¬¥® ± ¤¢³¬¿
 ²®¬ ¬¨, ®¡° §³¿ ²¥¬ ± ¬»¬ ¢®¤®-
°®¤³¾ ±¢¿§¼. �¥°£¨¿ ² ª®© ±¢¿-
§¨ | ¯°¨¬¥°® 0,1 ½�. �®¤®°®¤ ¿
±¢¿§¼ ¨¬¥¥² ¢ ®±®¢®¬ ¨®»© µ -
° ª²¥°, ¯®±ª®«¼ª³ ®  ¢®§¨ª ¥²
¬¥¦¤³  ¨¡®«¥¥ ½«¥ª²°®®²°¨¶ ²¥«¼-
»¬¨  ²®¬ ¬¨ | F, O, N. �µ¥¬ ²¨-

�¨±. 3.4. �°¨¬¥° ¢®¤®°®¤®© ±¢¿-
§¨ ¢ ª°¨±² ««¥ HF

·¥±ª¨ ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª �{�...�. � ¯°¥¤¥«¼®¬ ±«³· ¥, ª®£¤ 
¢®¤®°®¤ ¿ ±¢¿§¼ ®±¨² ·¨±²® ¨®»© µ ° ª²¥°,  ²®¬ ¢®¤®°®¤ 

�¨±. 3.5. � ° ª²¥°»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨ ¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨-
¬®¤¥©±²¢¨¿ ®² ° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ±¨«¼®© ( ¯°¨¬¥°,
ª®¢ «¥²®©) (I) ¨ ¢ -¤¥°-¢  «¼±®¢®© ±¢¿§¼¾ (II)

²¥°¿¥² ±¢®© ¥¤¨±²¢¥»© ½«¥ª²°® ¨, ®²¤ ¢ ¿ ¥£® ®¤®¬³ ¨§ ¤¢³µ
 ²®¬®¢ ¬®«¥ª³«», ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¯°®²®, ª®²®°»© ¨ ®±³¹¥±²¢«¿¥²
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�  ¡«¨ ¶  . 3.6. �° ²ª ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ²¨¯®¢ ±¢¿§¨ ¢ ²¢¥°¤»µ ²¥« µ

�¨¯
±¢¿§¨

�¨¯¨·»¥ ¯°¨¬¥°» �¥ª®²®°»¥ µ ° ª²¥°»¥
±¢®©±²¢ 

�¥¹¥-
±²¢®

�°¨±² ««¨·¥±-
ª ¿ ±²°³ª²³° 

U±¢,
½�/¬®-
«¥ª³«³

a, �A

� -
¤¥°-
¢  «¼-
±®¢ 

Ag ��� 0,1 3,76 �¨§ª¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°»¯« ¢-
«¥¨¿ ¨ ª¨¯¥¨¿

Cl2 �¥²° £® «¼ ¿ 0,3 4,34 �»±®ª ¿ ±¦¨¬ ¥¬®±²¼

H2 ��� 0,01 3,75 � «»¥ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥
¯®²¥°¨

�®¢ -
«¥²-
 ¿

Si �³¡¨·¥±ª ¿ 3,7 2,35 �»±®ª ¿²¥¬¯¥° ²³° ¯« ¢-
«¥¨¿

InSb �³¡¨·¥±ª ¿ 3,4 2,80 �¨§ª ¿ ±¦¨¬ ¥¬®±²¼ ¨
¢»±®ª ¿ ¯°®·®±²¼

Mg2Sn �³¡¨·¥±ª ¿ 1,0 2,92 �¨½«¥ª²°¨ª¨ ¨«¨ ¯®«³-
¯°®¢®¤¨ª¨

�¨«¼®¥ ¯®£«®¹¥¨¥ ±¢¥² 
± ½¥°£¨¿¬¨ ¢»¸¥ ª° ¿
¯®£«®¹¥¨¿

�® ¿ KCl �³¡¨·¥±ª ¿ 7,3 3,14 �« ±²¨·». �¨±±®¶¨¨°³-
¾² ¯°¨  £°¥¢ ¨¨

AgBr �³¡¨·¥±ª ¿ 5,4 2,88 �¨½«¥ª²°¨ª¨ ¯°¨ ¨§ª¨µ
¨ ª®¬ ²»µ ²¥¬¯¥° ²³-
° µ

BaF2 �³¡¨·¥±ª ¿ 17,3 2,69 �® ¿ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ¯°¨
¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ

�®£«®¹¥¨¥ ±¢¥²  ¢ ��
®¡« ±²¨. �°®§° ·» ¢ ¢¨-
¤¨¬®© · ±²¨ ±¯¥ª²° 

�¥² «-
«¨·¥±-
ª ¿

Na ��� 1,1 3,70 �®«¼¸®¥ ¬¥¦ ²®¬®¥ ° ±-
±²®¿¨¥ ¨ ¢»±®ª®¥ ª®®°¤¨-
 ¶¨®®¥ ·¨±«®

Ag ��� 3,0 2,88 �®°®¸ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤-
®±²¼

Ni ��� 4,4 2,48 �²±³²±²¢¨¥ ¯°®§° ·®±²¨
¨ ¢»±®ª ¿ ®²° ¦ ²¥«¼ ¿
±¯®±®¡®±²¼ ¢ �� ¨ ¢¨¤¨-
¬®© · ±²¨ ±¯¥ª²° . �°®-
§° ·» ¢ �� · ±²¨ ±¯¥ª-
²° 

�®¤®-
°®¤ ¿

�¥¤ �¥ª± £® «¼ ¿ 0,5 1,75 �®¦¥±²¢®  ««®²°®¯»µ
´®°¬. �¨½«¥ª²°¨ª¨. �¯-
²¨·¥±ª ¿ ¯°®§° ·®±²¼
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±¢¿§¼ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨. � «»¥ ° §¬¥°» ¯°®²®  ¥ ¯®§¢®«¿¾² ¥¬³
¨¬¥²¼ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ ¡®«¥¥ ¤¢³µ  ²®¬®¢. �²®¬» ±²®«¼
±¡«¨¦¥», ·²®   ² ª®¬ ª®°®²ª®¬ ³· ±²ª¥ ¥ ¬®£³² ¯®¬¥±²¨²¼±¿
¡®«¥¥ ¤¢³µ  ²®¬®¢ (°¨±. 3.4).

�®·»¥ ¥©²°®®£° ´¨·¥±ª¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¯®ª § «¨, ·²® ·¥¬
ª®°®·¥ (±¨«¼¥¥) ±¢¿§¼ �{�, ²¥¬ ¤«¨¥¥ (±« ¡¥¥) ¢®¤®°®¤ ¿ ±¢¿§¼
�{�...�. �®¤®°®¤ ¿ ±¢¿§¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¦¥©¸¥© ´®°¬®© ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¬®«¥ª³« ¬¨ ¢®¤» ¨ ®¡³±«®¢«¨¢ ¥² ¢¬¥±²¥ ± ½«¥ª-
²°®±² ²¨·¥±ª¨¬ ¯°¨²¿¦¥¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¤¨¯®«¼»µ ¬®¬¥-
²®¢ ³¤¨¢¨²¥«¼»¥ ±¢®©±²¢  ¢®¤» ¨ «¼¤ . �®¤®°®¤ ¿ ±¢¿§¼ ®£° -
¨·¨¢ ¥² ° §¬¥°» ¡¥«ª®¢»µ ¬®«¥ª³« ¨ ®¡³±«®¢«¨¢ ¥² ¨µ £¥®¬¥-
²°¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³.

�  °¨±. 3.5 ¯°¨¢®¤¿²±¿ ª ·¥±²¢¥»¥ ª°¨¢»¥ ¯®²¥¶¨ «¼®©
½¥°£¨¨ ¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ±¨«¼®© ¨
±« ¡®© µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¼¾. �¥«¨·¨» ½¥°£¨¨ ±¢¿§¨ ¤«¿ ¥ª®²®-
°»µ ¢¥¹¥±²¢ ¯°¨¢¥¤¥» ¢ ² ¡«. 3.6 [3].

�   ¤   · ¨

3.1. �·¨² ¿¬¥¦ ²®¬®¥ ° ±±²®¿¨¥ r0 ¢ ª°¨±² «« µXe ° ¢»¬4,35�A,
®¶¥¨²¼ ²¥¬¯¥° ²³°³ ¯« ¢«¥¨¿ ½²®£® ¢¥¹¥±²¢ .

3.2. � ±±·¨² ²¼ ¯® ¬¥²®¤³ �¢¼¥  § ·¥¨¥ ¯®±²®¿®© � ¤¥«³£ 
¤«¿ CsCl.

3.3. �®« £ ¿  ²®¬» ¦¥±²ª¨¬¨ ¸ ° ¬¨,  ©²¨ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¢³²°¥-
¥© ½¥°£¨¨ ®² ®²®¸¥¨¿ ° ¤¨³±®¢ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ
¨®®¢ ¢ ±²°³ª²³° µ ²¨¯  NaCl, CsCl ¨ ZnS.

3.4. � ª ¨§¬¥¿²±¿ ° ¢®¢¥±®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¨ ½¥°£¨¿ °¥¸¥²ª¨ ¨®-
®£® ª°¨±² «« , ¥±«¨ § °¿¤ ¨®  ¢®§° ±²¥² ¢ m ° §?

3.5. � ©²¨ ²¥®°¥²¨·¥±ª³¾ ¯°®·®±²¼   ° §°»¢ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¢±¥-
±²®°®¥¬³ ° ±²¿¦¥¨¾ ª°¨±² ««  NaCl.



� «   ¢   4

��������� ��������������� �������

�²®¬» ¢ ª°¨±² ««¥  µ®¤¿²±¿ ¢ ¥¯°¥°»¢®¬ ª®«¥¡ ²¥«¼®¬
¤¢¨¦¥¨¨. � ®²«¨·¨¥ ®² £ §®¢ ¨ ¦¨¤ª®±²¥©, µ ° ª²¥° ½²®£® ¤¢¨-
¦¥¨¿ ¯®¤·¨¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ±²°®£¨¬ § ª®®¬¥°®±²¿¬. �¥°£¨¿ ª®-
«¥¡ ¨©  ²®¬®¢ ¢ °¥¸¥²ª¥ ª¢ ²³¥²±¿, ². ¥. ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥«¨·¨®©,
ª° ²®© ¥ª®²®°®¬³ ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¬ «®¬³ § ·¥¨¾ | ´®®³,
ª®²®°»©  §¢  ² ª ¯®   «®£¨¨ ± ´®²®®¬. �¥°¨®¤¨·®±²¼ °¥-
¸¥²ª¨ ¨ ±®±² ¢  ²®¬®¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨  ª« ¤»¢ ¾² ®¯°¥-
¤¥«¥»¥ ³±«®¢¨¿   µ ° ª²¥° ª¢ ²®¢ ¨¿ ´®®®¢: ¨²¥°¢ «»
±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ³¯°³£¨µ ª®«¥¡ ¨©, ®±®¡¥®±²¨ ¨µ ±¯¥ª²° .

�.�« ª (1900£.) ¯®ª § «, ·²® ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ ¤ »¥ ¯®
¨§«³·¥¨¾  ¡±®«¾²® ·¥°®£® ²¥«  ¬®¦® ®¡º¿±¨²¼, ¥±«¨ ¯°¥¤¯®-
«®¦¨²¼, ·²® ½¥°£¨¿ ª®«¥¡ ¨© ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¢ ¯®«®±²¨
ª° ²  ¥ª®²®°®© ¬ «®© ¢¥«¨·¨¥ | ª¢ ²³ h�. �. �©¸²¥©  
¯°¨¬¥°¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ª°¨±² ««   «¬ §  ¯°¨¸¥« ª ¢»¢®¤³, ·²® ¥¥
²¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡º¿±¥ , ¥±«¨ ¯°¥¤¯®-
«®¦¨²¼, ·²® ½¥°£¨¿ ª¢ ²  ³¯°³£¨µ ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ | ´®-
®  | ¨¬¥¥² ²®² ¦¥ ¢¨¤, ·²® ¨ ¤«¿ ´®²® :

" = ~!; (4.1)
£¤¥ ! | · ±²®²  ³¯°³£®£® ª®«¥¡ ¨¿. �³±²¼ ª°¨±² «« ±®¤¥°¦¨² N
· ±²¨¶. � ¦¤ ¿ · ±²¨¶  ¨¬¥¥² ²°¨ ±²¥¯¥¨ ±¢®¡®¤» ¨, ² ª¨¬ ®¡° -
§®¬, ¨¬¥¥²±¿ 3N ª®«¥¡ ¨©, ª®²®°»¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª  -
± ¬¡«¼ ª¢ §¨· ±²¨¶ (´®®®¢). �®£¤  ½¥°£¨¿ n ´®®®¢ ¤ ®£®
²¨¯  (¬®¤») ³¯°³£¨µ ª®«¥¡ ¨© ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¯°®±²®
±³¬¬®© ¢ª« ¤®¢ ¢¨¤  (4.1):

En =
1X
n

�
n+

1

2

�
~!; (4.2)

£¤¥ n | ¶¥«®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«® ¨«¨ ³«¼. �¥° ¢¥±²¢® ³«¾
½¥°£¨¨ ¯°¨  ¡±®«¾²®¬ ³«¥, ®¡³±«®¢«¥®¥  «¨·¨¥¬ ¢ ±³¬¬¥
(4.2) ·«¥  ± ª®½´´¨¶¨¥²®¬ 1=2, ±¢¿§ ® ± ½¥°£¨¥© ³«¥¢»µ ª®-
«¥¡ ¨©. �®±«¥¤¨¥, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ®¡³±«®¢«¥» ¤¥©±²¢¨¥¬ ¯°¨-
¶¨¯  ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨ �¥©§¥¡¥°£ : «®ª «¨§ ¶¨¿ · ±²¨¶ ¯°¨ ¯®-
¨¦¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¥¨§¡¥¦® ¤®«¦  ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ³¢¥«¨·¥¨¾
¨µ ¨¬¯³«¼±  (ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨¨). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¯°¥¤¥«¥-
»¥ ª®«¥¡ ¨¿ °¥¸¥²ª¨ ± ¬¨¨¬ «¼®© ½¥°£¨¥© ¥±²¼ ¨ ¯°¨ ²¥¬-
¯¥° ²³°¥  ¡±®«¾²®£® ³«¿.
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�¥°¢»¬ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®¬ ª¢ ²®¢ ¨¿
½¥°£¨¨ ³¯°³£¨µ ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ ¡»«  ¿¢ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ²¥¯-
«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤»µ ²¥« ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ± ®¡° ¹¥¨¥¬ ½²®© ¢¥«¨-
·¨» ¢ ³«¼ ¯°¨  ¡±®«¾²®¬ ³«¥. �§¢¥±²® ² ª¦¥, ·²® ±³¹¥-
±²¢³¥² ¥³¯°³£®¥ ° ±±¥¿¨¥ ´®²®®¢, °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥© ¨ ¥©-
²°®®¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ ½¥°£¨©, ¯°®¨±µ®¤¿¹¥¥ ² ª, ·²® ¢®§¨ª ¾²
¨«¨ ¯®£«®¹ ¾²±¿ ´®®», ¨ °¿¤ ¤°³£¨µ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ±¢¨-
¤¥²¥«¼±²¢ ¢ ¯®«¼§³ ª¢ ²®¢®£® µ ° ª²¥°  ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨.

4.1. �° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ¨®®¢
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨

�²®¬» ¨«¨ ¨®» ¢ ª°¨±² ««¥ ¥  µ®¤¿²±¿ ¢ ±² ²¨·¥±ª®¬ ° ¢-
®¢¥±®¬ ±®±²®¿¨¨ ¢ ³§« µ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨,   ±®¢¥°-
¸ ¾² ¬ «»¥ ¯®  ¬¯«¨²³¤¥ ª®«¥¡ ¨¿ ®ª®«® ½²¨µ ¯®«®¦¥¨© ° ¢-
®¢¥±¨¿. �°¨ ®¡±³¦¤¥¨¨ ª®«¥¡ ¨©  ²®¬®¢ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¥ ¡³¤³² ¨±¯®«¼§®¢ » ¥ª®²®°»¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ¨ ¯°¥¤¯®«®-
¦¥¨¿:

1. � ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸®© ª°¨±² ««, ² ª, ·²®¡»
¨¬¥« ±¼ ¯®« ¿ ¯¥°¨®¤¨·®±²¼ ¨¤¥ «¼®© °¥¸¥²ª¨. �°¨ ² ª®¬
¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ¢¥«¨·¨», ®²®±¿¹¨¥±¿ ª® ¢±¥¬³ ª°¨-
±² ««³, ®ª §»¢ ¾²±¿ ¡¥±ª®¥·® ¡®«¼¸¨¬¨. �¤ ª® ½²¨ ¢¥«¨·¨»
¬®¦® ®°¬¨°®¢ ²¼   ª®¥·»© ®¡º¥¬, ¢»¡° ¢  ¤«¥¦ ¹¨¬ ®¡° -
§®¬ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿. � ª ·¥±²¢¥ ³±«®¢¨© ¯°¨¿²® ¢»¡¨° ²¼ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª¨¥ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ �®° {� °¬  :

�(R+ Lx) = �(R);
�(R+ Ly) = �(R);
�(R+ Lz) = �(R);

(4.3)

£¤¥ �(R) | «¾¡ ¿ ´³ª¶¨¿ ° ±±²®¿¨¿ ¢ ª°¨±² ««¥,   Lx = Lax,
Ly = Lay , Lz = Laz | ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¥ ° §¬¥°» ª°¨±² ««  (ax,
ay , az | ½«¥¬¥² °»¥ ²° ±«¿¶¨¨).

2. �·¨² ¥²±¿, ·²® ±°¥¤¥¥ ° ¢®¢¥±®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ª ¦¤®£® ¨® 
±®¢¯ ¤ ¥² ± ¥£® ¯®«®¦¥¨¥¬ ¢ ±² ²¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥.

3. �°¨¨¬ ¥²±¿, ·²® ²¨¯¨·»¥ ®²ª«®¥¨¿ ¨®®¢ ®² ¨µ ±°¥¤-
¨µ ° ¢®¢¥±»µ ¯®«®¦¥¨© ¬ «» ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ° ±±²®¿¨¿¬¨
¬¥¦¤³ ¨® ¬¨.

4. �±¯®«¼§³¥²±¿  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥, ¢ ª®²®°®¬ ¯°¥¤-
¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¢ «¾¡®© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ½«¥ª²°®», ¢ ²®¬ ·¨±«¥
¨ ¢ «¥²»¥,  µ®¤¿²±¿ ¢ ®±®¢®¬ ±®±²®¿¨¨, ®²¢¥· ¾¹¥¬ ¬£®-
¢¥®¬³ ¯®«®¦¥¨¾ ¨®®¢. �²® ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ®±®¢ ®   ²®¬, ·²®
²¨¯¨·»¥ ±ª®°®±²¨ ½«¥ª²°®®¢ ¬®£® ¡®«¼¸¥ ±ª®°®±²¥© ¨®®¢, ¨
¯°¨ ±¬¥¹¥¨¨ ¨®  ½«¥ª²°®» ¬£®¢¥® À¯®¤±²° ¨¢ ¾²±¿Á ª ¥£®
®¢®¬³ ¯®«®¦¥¨¾ ¢ ª°¨±² ««¥.
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� ¢®¢¥±®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¨®®¢ ¢ ª°¨±² ««¥ ¡³¤¥¬ µ ° ª²¥°¨§®-
¢ ²¼ ¢¥ª²®°®¬

r0

�
l

�

�
= r0(l) + r0(�); (4.4)

£¤¥ r0(l) ¥±²¼ ° ¤¨³±-¢¥ª²®° l-© ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨:

r0(l) = l1a1 + l2a2 + l3a3; (4.5)

  r0(�) ®¯¨±»¢ ¥² ¯®«®¦¥¨¥ �-£®  ²®¬  ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥.
� °¥§³«¼² ²¥ ²¥¯«®¢»µ ´«³ª²³ ¶¨© ª ¦¤»©  ²®¬ ±¬¥¹ ¥²±¿

¨§ ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿   ¢¥«¨·¨³ ¢¥ª²®°  ±¬¥¹¥¨¿ X
�l
�

�
=

= r
�
l
�

�
� r0

�
l
�

�
¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®« ¿ ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿,

±¢¿§  ¿ ±® ±¬¥¹¥¨¥¬ ¢±¥µ  ²®¬®¢, ° ¢ 

T =
1

2

X
l;�;�

M�
_X2
�

�
l

�

�
; (4.6)

£¤¥ M� | ¬ ±±  �-£®  ²®¬ , _X� = @X�

� l
�

�
=@t.

�®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ª°¨±² ««  ¥±²¼ ±³¬¬  ¯ °»µ ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢¨© ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨, ¨ ¯°¨ ¬ «»µ ±¬¥¹¥¨¿µ ¨®®¢ ®² ±¢®¨µ
° ¢®¢¥±»µ ¯®«®¦¥¨© ®  ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §«®¦¥  ¢ °¿¤ �¥©«®° 
¯® ½²¨¬ ±¬¥¹¥¨¿¬:

� = �0 +
X
l;�;�

��

�
l

�

�
X�

�
l

�

�
+

1

2

X
l;�;�

l0;�0 ;�

���

�
l l0

��0

�
X�

�
l

�

�
X�

�
l0

�0

�
:

(4.7)

�±«¨ ®£° ¨·¨²¼±¿ ¢ ° §«®¦¥¨¨ (4.7) ²®«¼ª® ·«¥ ¬¨, ¯°®¯®°¶¨-
® «¼»¬¨ ¢²®°»¬ ±²¥¯¥¿¬ ±¬¥¹¥¨©  ²®¬®¢, ²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥
¨¬¥¥¬ £ °¬®¨·¥±ª®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥.

� (4.7) �0 | ½¥°£¨¿ ±² ²¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« , ¨ ¯°®¨§¢®¤»¥
¯® ±¬¥¹¥¨¿¬ ¨¬¥¾² ¢¨¤

��

�
l

�

�
=

@�

@X�

�
l
�

�
�����
0

; (4.8)

���

�
l l0

��0

�
=

@2�

@X�

� l
�

�
@X�

� l0
�0

�
�����
0

: (4.9)

�¤¥ª±» �, � ¯°¨¨¬ ¾² § ·¥¨¿ x, y, z,   ¨¤¥ª± À0Á ®§ · ¥²,
·²® ¯°®¨§¢®¤»¥ ¢»·¨±«¥» ¤«¿ ° ¢®¢¥±®© ±² ²¨·¥±ª®© ª®´¨-
£³° ¶¨¨. �®½´´¨¶¨¥² ��

�
l
�

�
¨¬¥¥² ±¬»±« ¢§¿²®© ± ®¡° ²»¬
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§ ª®¬ ±¨«», ª®²®° ¿ ¤¥©±²¢³¥²   ¨®
�
l
�

�
,  µ®¤¿¹¨©±¿ ¢ ²®·ª¥

r
�
l
�

�
, ¢  ¯° ¢«¥¨¨ �. �® ¢ ° ¢®¢¥±®© ±² ²¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥ ¢±¥

±¨«» ° ¢» ³«¾, ¯®½²®¬³ ¢»¯®«¿¥²±¿

��

�
l

�

�
= 0: (4.10)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ £ °¬®¨·¥±ª®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ´³ª¶¨¿ � ¬¨«¼-
²®  ¨¬¥¥² ¢¨¤

H = �0 +
1

2

X
l;�;�

M�
_X2
�

�
l

�

�
+

+
1

2

X
l;�;�

l0;�0 ;�

���

�
l l0

��0

�
X�

�
l

�

�
X�

�
l0

�0

�
; (4.11)

� = 1; : : :n; n | ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥. �§ (4.11)
¯®«³·¨¬ ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ¨®®¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨

M�
�X�

�
l

�

�
= �

@�

@X�

� l
�

� = �
X

l0;�0;�;�

���

�
l l0

��0

�
X�

�
l0

�0

�
(4.12)

�° ¢ ¿ · ±²¼ (4.12) ®§ · ¥² ±¨«³, ¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¢  ¯° ¢«¥¨¨

®±¨ �   ¨®, ° ±¯®«®¦¥»© ¢ ²®·ª¥ r
�
l
�

�
, ±® ±²®°®» ¨® , ° ±-

¯®«®¦¥®£® ¢ ²®·ª¥ r
�
l0

�0

�
, ±¬¥¹¥®£® ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ®±¨ �. � -

²°¨¶  ���

� l l0
��0

�
 §»¢ ¥²±¿ ±¨«®¢®© ¬ ²°¨¶¥©. �®½´´¨¶¨¥²»

���

� l l0
��0

�
³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾ ±¨¬¬¥²°¨¨

���

�
l l0

��0

�
= ���

�
l0l

�0�

�
: (4.13)

�§ ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ±«¥¤³¥², ·²® ª®½´´¨-

¶¨¥²» ���

�
l l0

��0

�
§ ¢¨±¿² ²®«¼ª® ®² ° §®±²¨ l� l0,   ¥ ®² l ¨ l0 ¯®

®²¤¥«¼®±²¨, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¨¬¥¥¬:

���

�
l l0

��0

�
= ���

�
l� l0

� �0

�
: (4.14)

�§ ²®£®, ·²® ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ¨ ±¨«», ¤¥©±²¢³¾¹¨¥   ¨®,
¥ ¬¥¿¾²±¿ ¯°¨ ¯¥°¥®±¥ ª°¨±² ««  ª ª ¶¥«®£®, ±«¥¤³¥²:X

l;�

l0;�0

���

�
l l0

��0

�
= 0; (4.15)

X
l0;�0

���

�
0 l0

��0

�
= 0: (4.16)
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4.2. �®«¥¡ ¨¿ «¨¥©®©  ²®¬®© ¶¥¯®·ª¨

� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ³¯°®¹¥»© ±«³· © ®¤®¬¥°®£® ª°¨±² «-
« , ½«¥¬¥² ° ¿ ¿·¥©ª  ª®²®°®£® ±®±²®¨² ¨§ ®¤®£®  ²®¬  ¬ ±-

�¨±. 4.1. �¤®¬¥°»© ¬®® ²®¬»© ª°¨±² «« (a | ²° ±«¿¶¨¿)

±» M (°¨±. 4.1). �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ²®«¼ª® ¡«¨¦ ©-
¸¨µ  ²®¬®¢, ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¨«®¢®© ª®±² ²®©

C =
@2�

@Xn@Xn+1
=

@2�

@Xn�1@Xn
: (4.17)

�¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© (4.12) ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¨¬¥² ¢¨¤

M �Xna = �C(2Xna �X(n+1)a �X(n�1)a): (4.18)

�¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ±¬¥¹¥¨© Xn ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥
¡¥£³¹¥© ¯«®±ª®© ¢®«»:

Xna = X0 exp
�
�i(!t+Kna)

�
; (4.19)

£¤¥ X0 |  ¬¯«¨²³¤  ±¬¥¹¥¨¿, K| ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ³¯°³£®©
¢®«». �®¤±² ¢«¿¿ (4.19) ¢ (4.18), ¨¬¥¥¬:

� !2MX0 exp
�
�i(!t+Kna)

�
=

= C exp
�
�i(!t+Kna)

�
X0

�
2� exp (iKa) + exp (�iKa)

�
: (4.20)

�§ (4.20) ¯®«³· ¥¬ § ¢¨±¨¬®±²¼ · ±²®²» ª®«¥¡ ¨© ¨®®¢ ¢ °¥-
¸¥²ª¥ ®² ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  K (¤¨±¯¥°±¨®®¥ ±®®²®¸¥¨¥):

!2 =
2C

M
(1� cosKa) =

4C

M
sin2

Ka

2
: (4.21)

�§ (4.21) ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¥ ¥½ª¢¨¢ «¥²»¥ § ·¥¨¿ ¢®«®¢®£®
¢¥ª²®°  K  µ®¤¿²±¿ ¢ ¯°¥¤¥« µ, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ¥° ¢¥±²¢®¬
��=a 6 K 6 �=a. �¡° ¹ ¿±¼ ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¢¥ª²®°  ®¡° ²®©
°¥¸¥²ª¨ (1.36), ¤«¿ ®¤®¬¥°®£® ±«³· ¿ ¨¬¥¥¬: G = 2�=a. �·¥-
¢¨¤®, ·²® ¤®¡ ¢«¥¨¥ ¢¥ª²®°  G = 2�=a ª ¢®«®¢®¬³ ¢¥ª²®°³
K °¥§³«¼² ² (4.21) ¥ ¨§¬¥¨². �²® ¢ ¦®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¯° ª-
²¨·¥±ª¨ ¢±¥£¤  ¯®§¢®«¿¥² ®£° ¨·¨²¼±¿ ³ª § ®© ¥° ¢¥±²¢®¬
��=a 6 K 6 �=a ®¡« ±²¼¾ § ·¥¨© ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  K , ª®-
²®°³¾  §»¢ ¾² ¯¥°¢®© §®®© �°¨««¾½ . � ±±¬ ²°¨¢ ¿ ®¯°¥¤¥-
«¥¨¥ ¿·¥©ª¨ �¨£¥° {�¥©²¶  (x 1.8), ¬®¦® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¯¥°-
¢ ¿ §®  �°¨««¾½  | ½²® ¿·¥©ª  �¨£¥° {�¥©²¶  ¢ ®¡° ²®¬
¯°®±²° ±²¢¥. � ¢¨±¨¬®±²¼ !(K) ¯®ª §     °¨±. 4.2.
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�°¨ K ! 0 (¯°¥¤¥« ¤«¿ ¤«¨®¢®«®¢»µ ª®«¥¡ ¨© � ! 1,
¨«¨ ª®²¨³ «¼®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥) ¨§ (4.21) ¯®«³· ¥²±¿:

!2(K) =
C

M
(Ka)2; (4.22)

! =

r
C

M
Ka: (4.23)

�¨±. 4.2. �¨±¯¥°±¨® ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼
¤«¿ ®¤®¬¥°®£® ¬®® ²®¬®£® ª°¨±-
² ««  (¯¥°¢ ¿ §®  �°¨««¾½ )

�ª®°®±²¼ ¢®«» ¢»·¨±«¨¬ ² ª (¢
° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ±«³· ¥ £°³¯¯®-
¢ ¿ ¨ ´ §®¢ ¿ ±ª®°®±²¨ ° ¢»):

� =
d!

dK

����
K!0

=

r
C

M
a: (4.24)

�²® § ·¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ¢ ª°¨±² ««¥. �¥²¢¼ ª®-
«¥¡ ¨© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨, · ±²®²  ª®²®°®© ±²°¥¬¨²±¿ ª
³«¾ ¢ ¤«¨®¢®«®¢®¬ ¯°¥¤¥«¥,  §»¢ ¥²±¿  ª³±²¨·¥±ª®© ¢¥²¢¼¾
ª®«¥¡ ¨©.

4.3. �®«¥¡ ¨¿ «¨¥©®©  ²®¬®© ¶¥¯®·ª¨
± ¡ §¨±®¬, ±®¤¥°¦ ¹¨¬ ¤¢   ²®¬ 

�¤®¬¥°»© ª°¨±² ««, ½«¥¬¥² ° ¿ ¿·¥©ª  ª®²®°®£® ±®¤¥°-
¦¨² ¤¢   ²®¬  ¬ ±±» �1 ¨ �2, ¨§®¡° ¦¥   °¨±. 4.3. �¯¿²¼ ¡³-

�¨±. 4.3. �¨±¯¥°±¨® ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤«¿ ®¤®¬¥°®£® ¬®® ²®¬®£® ª°¨±² «« 
(¯¥°¢ ¿ §®  �°¨««¾½ )

¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ²®«¼ª® ¡«¨¦ ©¸¨¥ ±®±¥¤¨
¨ ± ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ±¨«®¢®© ª®±² ²®© �. �¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©
(4.12) ±¢®¤¨²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ª ±¨±²¥¬¥ ¤¢³µ ³° ¢¥¨©:

M1Xna = �C
�
2Xna �Wna �W(n+1)a

�
;

M2Wna = �C
�
2Wna �Xna �X(n�1)a

�
:

(4.25)

�¯¿²¼ ¨¹¥¬ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨© ¢ ¢¨¤¥

Xna = X0 exp
�
�i(!t+Kna)

�
;

Wna = W0 exp
�
�i(!t+Kna)

�
;

(4.26)
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£¤¥ X0 ¨ W0 |  ¬¯«¨²³¤» ±¬¥¹¥¨©  ²®¬®¢ ± ¬ ±± ¬¨ �1 ¨ �2
±®®²¢¥²±²¢¥®. �®¤±² ¢«¿¿ (4.26) ¢ (4.25), ¨¬¥¥¬

�!2M1X0 = CW0

�
1 + exp (iKa)

�
� 2CX0;

�!2M2W0 = CX0

�
1 + exp (�iKa)

�
� 2CW0:

(4.27)

�¨±²¥¬  ®¤®°®¤»µ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥
°¥¸¥¨¥, ¥±«¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼, ±®±² ¢«¥»© ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨
X0, W0, ° ¢¥ ³«¾:�����

2C �M1!
2 �C[1 + exp (iKa)]

�C[1 + exp (�iKa)] 2C �M2!
2

����� = 0; (4.28)

M1M2!
4 � 2C(M1 +M2)!

2 + 2C2(1� cosKa) = 0; (4.29)

®²ª³¤  ¨¬¥¥¬ ¤¨±¯¥°±¨®®¥ ±®®²®¸¥¨¥:

!21;2 =
C

�

"
1�

r
1�

4�

M1 +M2
sin2

Ka

2

#
; (4.30)

£¤¥ � = M1M2=(M1+M2)| ¯°¨¢¥¤¥ ¿ ¬ ±± . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢
¤¢³µ ²®¬®¬ ®¤®¬¥°®¬ ª°¨±² ««¥ ¨¬¥¾²±¿ ¤¢¥ ¢¥²¢¨ ª®«¥¡ ¨©.

� ±«³· ¥ ¤«¨®¢®«®¢»µ ª®«¥¡ ¨© (� ! 1) K ! 0 ¨

sin2(Ka=2) � (Ka=2)2, ²®£¤ s
1�

4M1M2

(M1 +M2)2
sin2

Ka

2
� 1�

2M1M2

(M1 +M2)2

�
Ka

2

�2

:

¨ ¤«¿ ¬ «»µ K ¨¬¥¥¬

!21 =
C

�

"
1� 1 +

2�

M1 +M2

�
Ka

2

�2
#
=

2C

M1 +M2

�
Ka

2

�2

;

(4.31)

!22 =
2C

�

"
1�

�

M1 +M2

�
Ka

2

�2
#
: (4.32)

�§ (4.31) ¨ (4.32) ¢¨¤®, ·²® ¢ ¯°¥¤¥«¥ ¤«¨»µ ¢®« ®¤  ¨§
· ±²®² ª®«¥¡ ¨©, ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ®¤® ²®¬®© «¨¥©®©
¶¥¯®·ª¨, ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾ ¯°®¯®°¶¨® «¼® ¢®«®¢®¬³ ¢¥ª²®°³:

!1 =

s
Ca2

2(M1 +M2)
K: (4.33)
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�²  ¢¥²¢¼  §»¢ ¥²±¿  ª³±²¨·¥±ª®© ¢¥²¢¼¾ ª®«¥¡ ¨©. � ¤«¨-
®¢®«®¢®¬ ¯°¥¤¥«¥ ¯°¨ ² ª®¬ ª®«¥¡ ¨¨ ±¬¥¹ ¥²±¿ ¶¥²° ¬ ±±
½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ (4.26) ¯°¨ K ! 0, ! ! 0
¨¬¥¥¬ X0=W0 = 1. �²® ¯®ª § ®   °¨±. 4.4.

� ±²®²  ª®«¥¡ ¨© ¤«¿ ¤°³£®© ¢¥²¢¨ ¯°¨ K ! 0 ±²°¥¬¨²±¿ ª
ª®¥·®¬³ § ·¥¨¾:

!2(K = 0) =

s
2C

�
: (4.34)

� ¤«¨®¢®«®¢®¬ ¯°¥¤¥«¥ ¢ ½²®¬ ª®«¥¡ ¨¨ ¨§ (4.26) ¯°¨ K ! 0
X0=W0 = �M2=M1. �¥²°» ¬ ±± ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª ®±² ¾²±¿

�¨±. 4.4. �¬¥¹¥¨¥  ²®¬®¢ ¤¢³µ ²®¬®© ¶¥¯®·ª¨ ¢  ª³±²¨·¥±ª®¬ ª®«¥¡ ¨¨ ±
· ±²®²®© !1

�¨±. 4.5. �¬¥¹¥¨¥  ²®¬®¢ ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥ ¤¢³µ ²®¬®© ¶¥¯®·ª¨ ¢ ®¯²¨-
·¥±ª®¬ ª®«¥¡ ¨¨ ± · ±²®²®© !2

  ¬¥±²¥, ¨  ²®¬», § ¨¬ ¾¹¨¥ ° §»¥ ¯®§¨¶¨¨ ¢ ½«¥¬¥² °®©
¿·¥©ª¥, ±¬¥¹ ¾²±¿ ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ  ¯° ¢«¥¨¿µ (°¨±. 4.5).

�°¨ K = ��=a   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ¨§ (4.30) ±«¥¤³¥²:

!1 =

r
2C

M2
; !2 =

r
2C

M1
: (4.35)

�¥°¢ ¿ ¨§ · ±²®² ¢ (4.35) ±®®²¢¥²±²¢³¥² £° ¨·®¬³ § ·¥¨¾
· ±²®²» ª®«¥¡ ¨©  ª³±²¨·¥±ª®£® ²¨¯  (¶¥²°» ¬ ±± ¢ ±®±¥¤-
¨µ ¿·¥©ª µ ¤¢¨¦³²±¿  ¢±²°¥·³ ¤°³£ ¤°³£³, · ±²®²  ½²®£® ª®«¥-

�¨±. 4.6. �¨±¯¥°±¨® ¿ § ¢¨±¨-
¬®±²¼ ¤«¿ ¤¢³µ ²®¬®© «¨¥©®©
¶¥¯®·ª¨ (¯¥°¢ ¿ §®  �°¨««¾½ )

¡ ¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¡®«¼¸¥© ¬ ±±®©). �²®° ¿ | · ±²®²¥ ®¯²¨-
·¥±ª¨µ ª®«¥¡ ¨©   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  (¶¥²°» ¬ ±± ¢®
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¢±¥µ ¿·¥©ª µ ®±² ¾²±¿   ¬¥±²¥, ¢ ®¤®© ¿·¥©ª¥  ²®¬» ± ° §®©
¬ ±±®© ¤¢¨¦³²±¿  ¢±²°¥·³ ¤°³£ ¤°³£³, ¢ ±®±¥¤¥© ¿·¥©ª¥ | ¤°³£
®² ¤°³£ , · ±²®²  ² ª®£® ª®«¥¡ ¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¬¥¼¸¥© ¬ ±±®©
 ²®¬ ). � ¢¨±¨¬®±²¼ · ±²®² ª®«¥¡ ¨©  ª³±²¨·¥±ª®© ¨ ®¯²¨·¥±ª®©
¢¥²¢¥© ®² ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®° , ¨§¬¥¿¾¹¥£®±¿ ¢ ¯°¥¤¥« µ ¯¥°¢®©
§®» �°¨««¾½ , ¯®ª §     °¨±. 4.6.

�±«¨ ª°¨±² «« ±®±²®¨² ¨§ ° §®¨¬¥® § °¿¦¥»µ ¨®®¢, ²®
¯°¨ ª®«¥¡ ¨¨ ®¯²¨·¥±ª®£® ²¨¯  ¢®§¨ª ¥² ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥².
� ° ª²¥°»¥ · ±²®²» ¤«¨®¢®«®¢»µ ª®«¥¡ ¨© ¤«¿ ¨®»µ ª°¨-
±² ««®¢ � 1012 � 1013 ±�1, ¨ ² ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¬®¦® °¥£¨±²°¨°®-
¢ ²¼ ¢ ¨´° ª° ±®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«. �²±¾¤ 
¯°®¨§®¸«®  §¢ ¨¥ | ®¯²¨·¥±ª ¿ ¢¥²¢¼ ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨.

4.4. �®°¬ «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» ¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶ 

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ®¡¹¨© ±«³· © ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ ²°¥µ-
¬¥°®£® ª°¨±² «« . �»° ¦¥¨¥ (4.11) ¤«¿ ´³ª¶¨¨ � ¬¨«¼²® 
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ½¥°£¨¾ ±¨±²¥¬» ±¢¿§ »µ £ °¬®¨·¥±ª¨µ
®±¶¨««¿²®°®¢ ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ X�

�
l
�

�
. �¢¿§¼ ®¡³±«®¢«¥  À¯¥°¥-

ª°¥±²»¬¨Á ±« £ ¥¬»¬¨ ± X�

� l
�

�
X�

� l0
�0

�
± � 6= �, � 6= �0. � °¥-

§³«¼² ²¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ¥¯°¥°»¢»© ®¡¬¥ ½¥°£¨¥© ¬¥¦¤³ ®±¶¨«-
«¿²®° ¬¨, ¨ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¢°¥¬¥¨ ±¬¥¹¥¨© ¨®®¢ ¥ ¨¬¥¥²
¢¨¤  ¯°®±²®£® £ °¬®¨·¥±ª®£® ª®«¥¡ ¨¿. �²®¡» ¨§¡ ¢¨²¼±¿ ®²
½²®© ²°³¤®±²¨, ¢¬¥±²® X�

�
l
�

�
¢¢¥¤¥¬ ¤°³£¨¥ ¯¥°¥¬¥»¥ ² ª¨¬

®¡° §®¬, ·²®¡» ½¥°£¨¿, ¢»° ¦¥ ¿ ¢ ½²¨µ ®¢»µ ¯¥°¥¬¥»µ,
¥ ±®¤¥°¦ «  ¯¥°¥ª°¥±²»µ ·«¥®¢ (ª ®¨·¥±ª ¿ § ¤ ·  ® ¯°¨-
¢¥¤¥¨¨ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³). �®¢»¥ ¯¥-
°¥¬¥»¥  §»¢ ¾²±¿ ®°¬ «¼»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨, ¢ ª®²®°»µ
¢¥ª²®°» ±¬¥¹¥¨© ¨¬¥¾² ¢¨¤:

X�

�
l

�

�
=

1

L1=2

X
K;s

��(K; s)Q(K; s; t) exp(iKl); (4.36)

£¤¥ ¬®¦¨²¥«¼ L1=2 ¢¢¥¤¥ ¤«¿ ³¤®¡®© ®°¬¨°®¢ª¨, ª®¬¯«¥ª±-
»¥ ·¨±«  Q(K; s; t) | ®¢»¥ ª®®°¤¨ ²», £¤¥ s | ®¬¥° ¢¥²¢¨
±¯¥ª²° ,   ¢¥ª²®°» ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ®°¬ «¼»µ ª®«¥¡ ¨© �0�(K; s)
 ¤«¥¦¨² ¯®¤®¡° ²¼ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ½¥°£¨¿ (4.11) ¯°¥¤±² -
¢«¿«  ±®¡®© ±³¬¬³ ª¢ ¤° ²®¢ ¨ ¥ ±®¤¥°¦ «  ¯¥°¥ª°¥±²»µ ·«¥®¢.

� ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ®¤®¬¥°»µ ª°¨±² ««®¢, ª¢ §¨¢®«®¢®© ¢¥ª²®°
K ¨§¬¥¿¥²±¿ ¢ ¯°¥¤¥« µ ¯¥°¢®© §®» �°¨««¾½ . �¥¹¥±²¢¥-
®±²¼ ±¬¥¹¥¨© ¨®®¢ ª°¨±² ««  ¨§ ¯®«®¦¥¨© ° ¢®¢¥±¨¿  -
ª« ¤»¢ ¥² ³±«®¢¨¥   ª®®°¤¨ ²» Q(K; s; t),   ¨¬¥®,

��(K; s; t)Q(K; s; t) = ���(�K; s)Q
�(�K; s; t): (4.37)
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�®¤±² ¢¨¬ (4.37) ¢ £ ¬¨«¼²®¨  (4.11):

H =
1

2L

X
K;K0

X
s;s0

X
�

M����(K; s)���(K
0; s0) _Q(K; s; t) _Q(K0; s0; t)�

�
X
l

exp
�
i(K+K0)l

�
+

1

2L

X
K;K0

X
s;s0

X
�;�0

X
l;l0

���

�
l � l0

� �0

�
�

� ���(K; s)��0�(K
0; s0)Q(K; s; t)Q(K0; s0; t) exp

�
i(Kl+K 0l0)

�
:

(4.38)

�±¯®«¼§³¥¬ ±¢®©±²¢® ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ ¯® ³§« ¬ °¥¸¥²ª¨ ½ª±¯®¥²»
(±¬. § ¤ ·³ 4.5):X

l

exp
�
i(K +K 0)l

�
=

�
L; ¥±«¨ K+K0 = 0;G;
0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥.

(4.39)

£¤¥G| ¶¥«»© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨. �°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ±³¬¬¨-
°®¢ ¨¿ ¢® ¢²®°®¬ ±« £ ¥¬®¬ ¢ (4.38) ±¤¥« ¥¬ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ
±³¬¬¨°®¢ ¨¿

l� l0 = l1; l + l0 = 2l2: (4.40)

� ³·¥²®¬ (4.39), (4.40) ¨ ¯¥°¥®¡®§ · ¿ l2 = l, ¯®«³·¨¬:

H =
1

2

X
K

X
s;s0

X
�

M����(K; s)�
�

��(�K; s
0)�

� _Q(K; s; t) _Q�(�K; s0; t) +
1

2L

X
s;s0

X
��0

X
K

D��
��0(K)���(K; s)�

� ���0�(�K; s
0)Q(K; s; t)Q�(�K; s0; t); (4.41)

£¤¥

D��
��0(K) =

X
l

���

�
0 l

��0

�
exp (iKl): (4.42)

D��
��0(K)  §»¢ ¥²±¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶¥©. �§ (4.41) ¢¨¤®,

·²® ¢ ´³ª¶¨¨ � ¬¨«¼²®  ±« £ ¥¬»¥ ± ° §«¨·»¬¨ K ¥ ¯¥°¥¬¥-
¸¨¢ ¾²±¿.

�¥¯¥°¼ ®¯°¥¤¥«¨¬ ���(K; s) ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ®¡° ²¨«¨±¼
¢ ³«¼ ±« £ ¥¬»¥ ± s 6= s0. �«¿ ¢»¯®«¥¨¿ ½²®£® ³±«®¢¨¿ ¢¥ª²®°»
���(K; s) ¤®«¦» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ±¨±²¥¬¥ ³° ¢¥¨©X

�

D
��
��0(K)���(K; s) = !2s (K)M�0��0�(K; s

0); (4.43)

£¤¥ !s(K) ¨ ¥±²¼ · ±²®²» ®°¬ «¼»µ ª®«¥¡ ¨©.
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�±«®¢¨¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¥³«¥¢®£® °¥¸¥¨¿ ±¨±²¥¬» ³° ¢-
¥¨© ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® ³«¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿, ±®±² ¢«¥®£® ¨§
ª®½´´¨¶¨¥²®¢: ����D��

��0(K)� !2s (K)������0

���� = 0; (4.44)

£¤¥ ���, ���0 | ±¨¬¢®«» �°®¥ª¥° .
�®°¬³«  (4.44) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³° ¢¥¨¥ 3�-© ±²¥¯¥¨ ®²-

®±¨²¥«¼® !2 ¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® § ·¥¨¿ ¢¥ª²®°  K ¨¬¥¥² 3� °¥-

¸¥¨©. �¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶  D��
��0(K) ¿¢«¿¥²±¿ ½°¬¨²®¢®©. �§

±¢®©±²¢  (4.16) ¬ ²°¨¶» ±¨«®¢»µ ¯®±²®¿»µ ±«¥¤³¥²:X
�0

D��
��0(K = 0) = 0: (4.45)

�®°¬³«» (4.43), (4.44) ¯°¨¬¥¨¬» ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±¯¥ª²° 
ª®«¥¡ ¨© ¢ ª°¨±² ««¥ «¾¡®£® ±®±² ¢  ¨ «¾¡®© ±¨¬¬¥²°¨¨, ¥±«¨
¨§¢¥±²» § ·¥¨¿ ½«¥¬¥²®¢ ¬ ²°¨¶» ±¨«®¢»µ ¯®±²®¿»µ. �¤-
 ª® ®¡¹¨© ¢¨¤ § ª®®¢ ¤¨±¯¥°±¨¨ !s(K) ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ¯°®±²»µ
±«³· ¥¢ ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¨ ¡¥§ ¤¥² «¼»µ ¢»·¨±«¥¨© ´®®®£®
±¯¥ª²° . � ±±¬®²°¨¬ ª°¨±² «« ± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢ ½«¥¬¥² °®©
¿·¥©ª¥ (� = 1). � ½²®¬ ±«³· ¥ ³° ¢¥¨¥ (4.44) | ª³¡¨·¥±ª®¥ ¨,
±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨¬¥¥² ²°¨ °¥¸¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢¥²¢¿¬ ª®«¥-
¡ ¨© s = 1; 2; 3.

� ¤«¨®¢®«®¢®¬ ¯°¥¤¥«¥ K = 0, ¨ ±¨±²¥¬  (4.43) ¯°¨¨¬ ¥²
¢¨¤

D��
11 (0)�1�(0; s) = !2s(0)�1�(0; s): (4.46)

�§ ´®°¬³«» (4.45) ±«¥¤³¥², ·²®

D
��
11 (0) = 0 (4.47)

¨, ² ª ª ª ¢¥ª²®° � ¥ ¬®¦¥² ²®¦¤¥±²¢¥® ¡»²¼ ° ¢»¬ ³«¾,
¯®«³·¨¬:

!2s(0) = 0; (4.48)

¯®±ª®«¼ª³ !s(K)| ·¥² ¿ ´³ª¶¨¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ¯°¨K! 0.
�¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶  �(K) ¥±²¼ ·¥² ¿ ´³ª¶¨¿ K:

D��
��0(K) =

l=1X
l=�1

���

�
l

�� 0

�
exp (iKl) =

= �2
l=1X
l=0

���

�
l

��0

�
sin2

�
Kl

2

�
: (4.49)
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�«¥¤®¢ ²¥«¼®, !s(K) ²®¦¥ ·¥² ¿ ´³ª¶¨¿K, ¯®½²®¬³ ¯°¨K! 0
!2s (K) ¿¢«¿¥²±¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ´³ª¶¨¥© K:

!2s (K) = �2��(s)K�K�: (4.50)

�¥«¨·¨» ��� § ¢¨±¿² ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ®²  ¯° ¢«¥¨¿ ¢¥ª²®°  K
¨, ¢ · ±²®±²¨, ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ®¤  ¨§ ¨µ ¿¢«¿¥²±¿

±ª®°®±²¼¾ §¢³ª  ¯°®¤®«¼»µ ³¯°³£¨µ ¢®«,  
¤¢¥ ¤°³£¨¥ ¯°¨ s = 2 ¨ s = 3 ®¯¨±»¢ ¾² ¯®¯¥-
°¥·»¥ ¢®«».

�¨±. 4.7. �³¬¥° ¶¨¿
 ²®¬®¢ ¤«¿ ��� °¥-
¸¥²ª¨

�°®¨««¾±²°¨°³¥¬ ²¥¯¥°¼ ¤¨±¯¥°±¨®³¾
§ ¢¨±¨¬®±²¼ · ±²®² ª®«¥¡ ¨© ®² ¢®«®¢®£®
¢¥ª²®°  ¤«¿ ¥±ª®«¼ª¨µ ±¨¬¬¥²°¨·»µ  ¯° -
¢«¥¨© ¯® ¢±¥© §®¥ �°¨««¾½ . � ±±¬®²°¨¬
®¤® ²®¬»© ª°¨±² «« ± £° ¥¶¥²°¨°®¢ -
®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª®©¨ ®£° ¨·¨¬±¿ ²®«¼-
ª® ª®°®²ª®¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿¬¨
¬¥¦¤³ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ (°¨±. 4.7). � -
ª ¿ ¬®¤¥«¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¬¥¥  ª ®¯¨± ¨¾

¤¨ ¬¨ª¨ °¥¸¥²ª¨ ª°¨±² ««®¢ ¨¥°²»µ £ §®¢ ¨ ¬¥² ««®¢, ¥±«¨
¤«¿ ¯®±«¥¤¨µ ¯°¨¿²¼ ¤®±² ²®·® £°³¡®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥, ·²® ¨§-§ 
½ª° ¨°®¢ ¨¿ ½«¥ª²°®»¬ £ §®¬ ¨®» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ²®«¼ª®
  ¡«¨¦ ©¸¨µ ° ±±²®¿¨¿µ. �¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶  ¢ ½²®¬ ±«³-
· ¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

D��(K) = �2
X
nn

���(nn) sin
2

�
Krn

2

�
; (4.51)

£¤¥ nn ®§ · ¥² ±³¬¬³ ¯® 12 ¡«¨¦ ©¸¨¬ ±®±¥¤¿¬ ¢ ��� °¥¸¥²ª¥.
�«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» ±¨«®¢»µ ¯®±²®¿»µ���(nn) ¥±²¼ ¢²®°»¥ ¯°®-
¨§¢®¤»¥ ®² ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨ ¯® ±¬¥¹¥¨¿¬  ²®¬®¢ ¨§ ¯®«®-
¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¨, ¢ ±¨«³ ª³¡¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨, ¢ ½²®© ¬ ²°¨¶¥
¥±²¼ ²®«¼ª® ²°¨ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥«¨·¨», ª®²®°»¥ ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥
¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤£®®·»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨:

@2�

@X0
x@X

1
x

=
@2�

@X0
y@X

1
y

= : : := �; (4.52)

@2�

@X0
x@X

1
y

=
@2�

@X0
y@X

1
x

= : : : = �; (4.53)

@2�

@X0
z@X

1
z

= : : : = : (4.54)

�®£¤  ¬ ²°¨¶» ±¨«®¢»µ ª®±² ² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ³§«  °¥¸¥²ª¨
¯®¤ ®¬¥°®¬ 0 ± ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨ ¡³¤³² ¨¬¥²¼ ¢¨¤:
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± ±®±¥¤¿¬¨ ¯®¤ ®¬¥° ¬¨ 1, 2, 3, 4 |

0
@ � � 0

� � 0
0 0 

1
A;

± ±®±¥¤¿¬¨ ¯®¤ ®¬¥° ¬¨ 5, 6, 7, 8 |

0
@  0 0

0 � �

0 � �

1
A;

± ±®±¥¤¿¬¨ ¯®¤ ®¬¥° ¬¨ 9, 10, 11, 12 |

0
@ � 0 �

0  0
� 0 �

1
A.

�®¤±² ¢¨¬ ½²¨ ¢¥«¨·¨» ¢ (4.51) ¨ ¯°®±³¬¬¨°³¥¬ ¯® ¡«¨¦ ©-
¸¨¬ ±®±¥¤¿¬. �®«³·¨¬:

Dxx(K) = 4

�
sin2

Ky +Kz

4
a+ sin2

Ky �Kz

4
a

�
+

+ 4�

�
sin2

Kx +Ky

4
a+ sin2

Kx �Ky

4
a+

+ sin2
Kx +Kz

4
a + sin2

Kx �Kz

4
a

�
; (4.55)

Dxy(K) = 4�

�
sin2

Kx +Kz

4
a+ sin2

Kx �Ky

4
a

�
; (4.56)

  ½«¥¬¥²» Dyy(K), Dzz(K), Dyz(K) ¨ Dzx(K) ¯®«³· ¾²±¿ ¨§
(4.55), (4.56) ¶¨ª«¨·¥±ª®© ¯¥°¥±² ®¢ª®© x! y ! z.

�§ ³° ¢¥¨¿ (4.44) ¯®«³· ¥¬ ¤¨±¯¥°±¨®»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ · -
±²®² ª®«¥¡ ¨© ¢ ±¨¬¬¥²°¨·»µ  ¯° ¢«¥¨¿µ ¤«¿ ®¤® ²®¬®©
��� °¥¸¥²ª¨ ± ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥©

�«¿ K k [100]:

!1(K) =
16�

M
sin2

Ka

4
| ¯°®¤®«¼ ¿ ¢®« ;

!2(K) =
8(�+ )

M
sin2

Ka

4
| ¤¢ ¦¤» ¢»°®¦¤¥ ¿

¯®¯¥°¥· ¿ ¢®« 
(¤¨±¯¥°±¨®»¥ ¢¥²¢¨
¤«¿ ¯®¯¥°¥·»µ
¢®« ±®¢¯ ¤ ¾²).
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�«¿ K k [110] :

!1(K) =
1

M

�
8(�+ ) sin2

Ka

4
+ 4(�+ �) sin2

Ka

2

�
| ¯°®¤®«¼ ¿ ¢®« ,

!2(K) =
1

M

�
8(�+ ) sin2

Ka

4
+ 4(�� �) sin2

Ka

2

�
| ¯®¯¥°¥· ¿ ¢®« ,

!3(K) =
1

M

�
16� sin2

Ka

4
+ 4 sin2

Ka

2

�
| ¯®¯¥°¥· ¿ ¢®« .

�«¿ K k [111] :

!1(K) =
(8�+ 8� + 4)

M
sin2

Ka

2
| ¯°®¤®«¼ ¿ ¢®« ;

!2(K) =
(8�� 4� + 4)

M
sin2

Ka

2
| ¤¢ ¦¤» ¢»°®¦¤¥ ¿

¯®¯¥°¥· ¿ ¢®« .

�¨¯¨·»¥ ¤¨±¯¥°±¨®»¥ ª°¨¢»¥ ¤«¿ ¬®® ²®¬®© °¥¸¥²ª¨
¯®ª § »   °¨±. 4.8.

� ª°¨±² «« µ, ½«¥¬¥² ° ¿ ¿·¥©ª  ª®²®°»µ ±®¤¥°¦¨² � > 1
 ²®¬®¢, ² ª¦¥ ¢±¥£¤  ¨¬¥¥²±¿ ²°¨  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ¢¥²¢¨ ª®«¥¡ ¨©,

�¨±. 4.8. �¨±¯¥°±¨®»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤«¿ ²°¥µ¬¥°®£® ¬®® ²®¬®£® ª°¨±² «« 
��� ¬¥¤¨. �®·ª¨ | ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿, «¨¨¨ | °¥§³«¼² ²» ¯®¤-
£®ª¨ ¬¥²®¤®¬ �®° {� °¬   ± ²°¥¬¿ ° §«¨· ¾¹¨¬¨±¿ ±¢¿§¿¬¨ ± ¡«¨¦ ©-
¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨.

¢ ª®²®°»µ ¢ ¤«¨®¢®«®¢®¬ ¯°¥¤¥«¥ K ! 0 ¢±¥  ²®¬» ¿·¥©ª¨
¤¢¨¦³²±¿ ª ª ¶¥«®¥ ¨ · ±²®²» ª®²®°»µ ±²°¥¬¿²±¿ «¨¥©® ª ³«¾
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± ³¬¥¼¸¥¨¥¬ K. �±² «¼»¥ (3� � 3) ¢¥²¢¥© | ®¯²¨·¥±ª¨¥, · ±-
²®²» ª®²®°»µ ¢ ¤«¨®¢®«®¢®¬ ¯°¥¤¥«¥ ±²°¥¬¿²±¿ ª ¥ª®²®°»¬

�¨±. 4.9. �¨±¯¥°±¨®»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤«¿ ¤¢³µ ²®¬®£® ²°¥µ¬¥°®£® ª°¨±² «« 
(¯¥°¢ ¿ §®  �°¨««¾½ )

§ ·¥¨¿¬, ®²«¨·»¬ ®² ³«¿. �¨¯¨·»¥ ¤¨±¯¥°±¨®»¥ ª°¨¢»¥
¤«¿ ¤¢³µ ²®¬®£® ²°¥µ¬¥°®£® ª°¨±² ««  ¯°¨¢¥¤¥»   °¨±. 4.9.

4.5. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ±®¡±²¢¥»µ · ±²®² ª®«¥¡ ¨©
¨§ ®¯»²®¢ ¯® ° ±±¥¿¨¾ ´®²®®¢ ¨ ¬¥¤«¥»µ ¥©²°®®¢

�«¿ ¯°®±²®²» ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ®¡±³¦¤ ²¼ ²®«¼ª® ª°¨-
±² ««» ± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥. �®±ª®«¼ª³ ³¯°³£¨¥
ª®«¥¡ ¨¿ °¥¸¥²ª¨ ª°¨±² ««  ®¡« ¤ ¾² ¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ · ±²¨¶, ²®
µ ° ª²¥° ¤¨ ¬¨ª¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ª¢ §¨· ±²¨¶-´®®®¢ ± ¤°³-
£¨¬¨ ª¢ §¨· ±²¨¶ ¬¨ ±«¥¤³¥² ®¯¨±»¢ ²¼ ¢ ²¥°¬¨ µ, ª®²®°»¥ ¨±-
¯®«¼§³¾²±¿ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ¨ ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¥. � ª, ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢¨¥ ´®® , ¨¬¥¾¹¥£® ¢®«®¢®© ¢¥ª²®°K (¯ ° ¬¥²° ¢®«»!),
± ¤°³£¨¬¨ · ±²¨¶ ¬¨ ¨ ª¢ §¨· ±²¨¶ ¬¨ ¯°®¨±µ®¤¨² ² ª¨¬ ®¡° -
§®¬, ª ª ¥±«¨ ¡» ´®® ®¡« ¤ « ¨¬¯³«¼±®¬

p = ~K: (4.57)
� ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ª®«¥¡ ¨¿ °¥¸¥²ª¨ °¥ «¼»¬ ¨¬¯³«¼±®¬

¥ ®¡« ¤ ¾², ¯®½²®¬³ ¢¥«¨·¨³ (4.57)  §»¢ ¾² ª¢ §¨¨¬¯³«¼±®¬.
�³¹¥±²¢³¥² ¬®£® ¯°®¶¥±±®¢ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ · ±²¨¶, ¨¤³¹¨µ ±
®¡° §®¢ ¨¥¬ ¨«¨ ¯®£«®¹¥¨¥¬ ´®®®¢.

�̄ °³£®¥ ° ±±¥¿¨¥ | ¡°½££®¢±ª³¾ ¤¨´° ª¶¨¾ | °¥²£¥®¢-
±ª¨µ ´®²®®¢, ¯°®¨±µ®¤¿¹¥¥ ¡¥§ ¨§¬¥¥¨¿ ¤«¨» ¢®«» ¨§«³·¥-
¨¿, ¬®¦¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²®¸¥¨¿

k0 = k+G; (4.58)

£¤¥ k0, k | ¢®«®¢»¥ ¢¥ª²®°» ° ±±¥¿®£® ¨ ¯ ¤ ¾¹¥£® ´®²®®¢,
G | ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨. � ¤ ®¬ ±«³· ¥ ±®®²®¸¥¨¥
(4.58) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯° ¢¨«® ®²¡®°  ¤«¿ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢.
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�±«¨ ´®²® ¨±¯»²»¢ ¥² ° ±±¥¿¨¥, ¯°¨ ª®²®°®¬ ®¡° §³¥²±¿ ´®-
® ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ K, ²® ¯° ¢¨«® ®²¡®°  ¤«¿ ¢®«®¢»µ ¢¥ª-
²®°®¢ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

k0 +K = k+G: (4.59)

�±«¨,  ¯°®²¨¢, ¯°¨ ¥³¯°³£®¬ ° ±±¥¿¨¨ ´®²®  ´®® ¯®£«®-
¹ ¥²±¿, ²® ½²®¬³ ¯°®¶¥±±³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ² ª®¥ ±®®²®¸¥¨¥:

k0 = k+K+G: (4.60)

� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ª°¨±² «« ª ª ±¯«®¸³¾ ±°¥¤³ ± ¯®ª § ²¥«¥¬ ¯°¥-
«®¬«¥¨¿ n, ¬®¤³«¼ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ´®²®  ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼
±®®²®¸¥¨¥¬

! =
ck

n
; �� =

c

n
; (4.61)

£¤¥ c | ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥. �¬¯³«¼± ´®²®  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
  «®£¨·® ±®®²®¸¥¨¾ (4.57):

p´®² = ~k: (4.62)

�¨§¨·¥±ª¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ´®²®  ±® §¢³ª®¢®© ¢®«®© ¬®¦®
¯®¿²¼, ¥±«¨ ¯°¨¿²¼, ·²® ¯®«¥ ³¯°³£¨µ ¤¥´®°¬ ¶¨© §¢³ª®¢®©
¢®«» ¨§¬¥¿¥² «®ª «¼³¾| ¢ ¯°¥¤¥« µ ¤«¨» ³¯°³£®© ¢®«» |
ª®¶¥²° ¶¨¾  ²®¬®¢ ¨/¨«¨ ¥£® ½«¥ª²°®³¾ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼, ¨,
²¥¬ ± ¬»¬, ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ª°¨±² «« . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
§¢³ª®¢ ¿ ¢®«  ¬®¤³«¨°³¥² ®¯²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ±°¥¤», ¨,  ®¡®-
°®², ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ ±¢¥²®¢®© ¢®«» ¬®¤³«¨°³¥² ³¯°³£¨¥ ±¢®©-
±²¢  ±°¥¤».

�°¨ ¥³¯°³£®¬ ° ±±¥¿¨¨ ¬¥¿¾²±¿ ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ¨ ½¥°£¨¿
(· ±²®² ) ´®²® . �³±²¼ ¯°¨ ½²®¬ ®¡° §³¥²±¿ ´®® ± ¢®«®¢»¬

�¨±. 4.10. �µ¥¬  ¥³¯°³£®£® ° ±±¥¿¨¿ ´®²® 
�¨±. 4.11. �° ¢¨«® ®²¡®°  ¯°¨ ¥³¯°³£®¬ ° ±±¥¿¨¨ ´®²®  ¢ ª°¨±² ««¥

¢¥ª²®°®¬ K ¨ ³£«®¢®© · ±²®²®© 
 (°¨±. 4.10). � ¯°®¶¥±±¥ ° ±±¥¿-
¨¿ ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿ § ª®» ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨:

~! = ~!0 + ~
 (4.63)
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¨ ¨¬¯³«¼±  (¯° ¢¨«® ®²¡®°  ¤«¿ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢):

k0 +K = k: (4.64)

� ±®®²®¸¥¨¨ (4.64) ¤«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ®¯³¹¥ ·«¥, ®¯¨±»¢ ¾¹¨©
³¯°³£®¥ (¡°½££®¢±ª®¥) ° ±±¥¿¨¥. �±«¨ ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ®² · ±²®²»
¥ § ¢¨±¨², ²® ¤«¿ · ±²®²» ´®®  ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±®®²®¸¥¨¥


 = v§¢K;

£¤¥ v§¢ | ±ª®°®±²¼  ª³±²¨·¥±ª®© ¢®«».
�§-§  ¡®«¼¸®£® ° §«¨·¨¿ ±ª®°®±²¥© ±¢¥²  ¨ §¢³ª  «¨¸¼ ¬ « ¿

· ±²¼ ½¥°£¨¨ ´®²®  ¯¥°¥¤ ¥²±¿ ´®®³. �«¿ ´®®  ± ¢®«®-
¢»¬ ¢¥ª²®°®¬K, ±° ¢¨¬»¬ ¯® ¢¥«¨·¨¥ ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ k
´®²® , ¬®¦® § ¯¨± ²¼, ·²® ±k � v§¢�. �®±ª®«¼ª³ ! = ck,

 = v§¢�, ²® ! � 
, ¨ ¨§ § ª®  ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨ (4.63)
±«¥¤³¥², ·²®

!0 � ! ) k0 � k: (4.65)

�®±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ³±«®¢¨© (4.65) ¨ (4.63) ¢®§¬®¦®, ¥±«¨ ¢¥ª-
²®°»© ²°¥³£®«¼¨ª, ¨««¾±²°¨°³¾¹¨© ±®®²®¸¥¨¥ (4.64), |
° ¢®¡¥¤°¥»© (°¨±. 4.11). �§ ½²®£® ±«¥¤³¥², ·²®

K � 2k sin
�'
2

�
: (4.66)

�®«¼§³¿±¼ (4.61), § ¯¨¸¥¬ ±®®²®¸¥¨¥ (4.66) ² ª:


 = v§¢K �
2v§¢!n

c
sin
�'
2

�
: (4.67)

�®°¬³«  (4.66) ¤ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ¢»·¨±«¥¨¿ · ±²®² ´®®®¢, ¢®§-
¡³¦¤¥»µ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¥³¯°³£®£® ° ±±¥¿¨¿ ´®²®®¢.

�³±²¼   ±°¥¤³ ± ¯®ª § ²¥«¥¬ ¯°¥«®¬«¥¨¿ n = 1;5 ¯ ¤ ¥²
¢¨¤¨¬»© ±¢¥² (�¢ ª = 4000�A). �°¨¬¥¬ ±ª®°®±²¼ §¢³ª  v§¢ �
� 5 � 105 ±¬ � ±�1. �§ ´®°¬³«» (4.67), ¯®« £ ¿ sin('=2) = 1, ¯®-
«³·¨¬ ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ · ±²®²» ´®®®¢, £¥¥°¨°³¥¬»µ ¢
½²®¬ ¯°®¶¥±±¥:


 �
2 � 5 � 105 � 2� � 1;5

4 � 10�5
� 2 � 1011 ° ¤ � c�1: (4.68)

�´´¥ª² ° ±±¥¿¨¿ ±¢¥²    ´®® µ ¢ ²¢¥°¤»µ ²¥« µ ¨«¨ ¦¨¤-
ª®±²¿µ ¨§¢¥±²¥ ª ª ½´´¥ª² ° ±±¥¿¨¿ � ¤¥«¼¸² ¬ {�°¨««¾½ .

�¤¨¬ ¨§ ± ¬»µ ¢ ¦»µ ¬¥²®¤®¢ ¨§³·¥¨¿ ´®®®£® ±¯¥ª-
²°  ¢ ²¢¥°¤»µ ²¥« µ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥²®¤ ¥³¯°³£®£® ° ±±¥¿¨¿ ¬¥¤-
«¥»µ ¥©²°®®¢   ´®® µ. �¥¡°®©«¥¢±ª ¿ ¤«¨  ¢®«» �
¬¥¤«¥»µ (²¥¯«®¢»µ) ¥©²°®®¢ ± ½¥°£¨¥© � 0;1 ½� ¨¬¥¥² ¯®°¿-
¤®ª ¬¥¦ ²®¬®£® ° ±±²®¿¨¿, ¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª ¿ °¥¸¥²ª , ² ª ¦¥,
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ª ª ¨ ¤«¿ °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥©, ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ¤¨´° ª¶¨®®©
°¥¸¥²ª®©. �¤ ª® ½¥°£¨¿ ²¥¯«®¢»µ ¥©²°®®¢ ²®£® ¦¥ ¯®°¿¤ª ,
·²® ¨ ½¥°£¨¿ ²¥¯«®¢»µ ª®«¥¡ ¨©  ²®¬®¢ ª°¨±² «« . �®½²®¬³, ¨§-
¬¥°¿¿ ½¥°£¨¾, ¯°¨®¡°¥²¥³¾ ¨«¨ ¯®²¥°¿³¾ ¥©²°® ¬¨ ¯°¨
° ±±¥¿¨¨, ¬®¦® ³§ ²¼ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ²¥¯«®¢»µ ª®«¥¡ ¨¿µ °¥-
¸¥²ª¨. �¥©²°® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¥² ± °¥¸¥²ª®© §  ±·¥² ° ±±¥¿¨¿  
¿¤° µ  ²®¬®¢. �°¨ ½²®¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯¥°¥¤ ·  · ±²¨ ½¥°£¨¨ ¥©-
²°®  ª°¨±² ««³, ª®²®°³¾ ¬®¦® ²° ª²®¢ ²¼ ª ª ®¡° §®¢ ¨¥ (À°®-
¦¤¥¨¥Á) ´®® . �° ¢¨«® ®²¡®°  ¤«¿ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ½²®¬
¯°®¶¥±±¥   «®£¨·® ±®®²®¸¥¨¿¬ (4.59) ¨«¨ (4.60) ¤«¿ ´®²®-
´®®®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿:

k+G = k0 �K: (4.69)

� ª À¯«¾±Á ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¶¥±±³ ®¡° §®¢ ¨¿ ´®® , § ª
À¬¨³±Á | ¯°®¶¥±±³ ¨±·¥§®¢¥¨¿ (À³¨·²®¦¥¨¿Á) ´®® , G |
¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨. �¬¯³«¼± ¥©²°®  ±¢¿-
§  ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬   «®£¨·® ±®®²®¸¥¨¾ (4.62) ¤«¿ ´®-
²®®¢:

pn = ~kn: (4.70)

�®£¤  ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¥©²°®  ° ¢ 

En =
~
2k2n
2mn

: (4.71)

� ª® ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¢ ½²®¬ ¯°®¶¥±±¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢
¢¨¤¥

~2k2n
2mn

=
~2k02n
2mn

� ~!K: (4.72)

� ª À¯«¾±Á ¯®-¯°¥¦¥¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¶¥±±³ ®¡° §®¢ ¨¿ ´®-
® , § ª À¬¨³±Á | ¯°®¶¥±±³ ¥£® ¨±·¥§®¢¥¨¿.

�«¿  µ®¦¤¥¨¿ § ª®  ¤¨±¯¥°±¨¨ ´®®®¢ ! = !(K) ± ¯®¬®-
¹¼¾ ±®®²®¸¥¨© (4.70) ¨ (4.72) ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ®¯°¥¤¥«¿¾², ¢
§ ¢¨±¨¬®±²¨ ®²  ¯° ¢«¥¨¿ ° ±±¥¿¨¿, ¯°¨° ¹¥¨¥ ¨«¨ ¯®²¥°¾
½¥°£¨¨ ¥©²°®®¢, ¨±¯»² ¢¸¨µ ° ±±¥¿¨¥. � ¯®¬®¹¼¾ ½²®£® ¬¥-
²®¤  ³¤ «®±¼ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ¯®«³·¨²¼ ¢¨¤ ª°¨¢»µ ! = !(K)
¤«¿ ¬®£¨µ ª°¨±² ««®¢ (±¬. °¨±. 4.8).

� ¿ ±ª®°®±²¨ ¯ ¤ ¾¹¨µ ¨ ° ±±¥¿»µ ¥©²°®®¢, ¬®¦® ±
¯®¬®¹¼¾ (4.72)  ©²¨ · ±²®²³ ´®® , ³· ±²¢³¾¹¥£® ¢ ¯°®¶¥±±¥
° ±±¥¿¨¿. �¬¯³«¼± k0n � kn, ¯¥°¥¤ »© ´®®³, ¬®¦®  ©²¨
¯® ³£«³ ° ±±¥¿¨¿,   ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ´®®  K ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼
¨§ (4.69). � ª¨¬ ®¡° §®¬  µ®¤¨²±¿ ¤¨±¯¥°±¨® ¿ ´®°¬³«  ¤«¿
· ±²®² ´®®®¢:

! = !s(K): (4.73)
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�¤ ª® ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ª°¨±² ««¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ K ±®®²¢¥²±²¢³¥²
²°¨ · ±²®²», ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ±¢®¥© ¢¥²¢¨ ª®«¥¡ -
¨©, ¨ ¤«¿ § ¤ ®£® K ª ¦¤®¬³  ¯° ¢«¥¨¾ ° ±±¥¿¨¿ ¤®«¦®
±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ²°¨ § ·¥¨¿ jk0nj. �²® ¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® ° ±-
¯°¥¤¥«¥¨¥ ¥©²°®®¢ ¨¬¥¥² ®±²°»¥ ¯¨ª¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ²°¥¬
§ ·¥¨¿¬ jk0nj.

�±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢® ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ !s(K+G) = !s(K), (4.73)
¨ (4.72) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ª®¬¯ ª²®© ´®°¬¥:

k0n
2
� k2n =

2mn

~
!s(K): (4.74)

�«¿ ª ¦¤®© ´®®®© ¢¥²¢¨ s ¨ § ¤ ®£® ¢¥ª²®°  kn ¯ ¤ ¾¹¨µ
¥©²°®®¢ ³° ¢¥¨¥ (4.73) § ¤ ¥² ¢ k0n-¯°®±²° ±²¢¥ ¯®¢¥°µ®±²¼
Sj . �°¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ S1, S2, S3 ®¡»·® ¯¥°¥±¥ª ¾² ¤°³£ ¤°³£ , ¨
¢ ¦® ³¬¥²¼ ¯° ¢¨«¼® ®²®±¨²¼ ®±²°»¥ ¯¨ª¨ ¥©²°®®¢ ª ±®®²-
¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¢¥²¢¿¬ ª®«¥¡ ¨©. �²® ¬®¦® ±¤¥« ²¼, ¨§¬¥°¿¿ ¨-
²¥±¨¢®±²¼ ¯® ¯®¢¥°µ®±²¨ ° ±±¥¿¨¿, ª®²®° ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼ 
¢¥«¨·¨¥ �

(kn � k
0

n); �
�
K

s

��2
!2j (K)

; (4.75)

£¤¥ � | ¢¥ª²®° ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ª®«¥¡ ¨¿, ¢¢¥¤¥»© ¢ (4.36). �«¿
¯®¯¥°¥·»µ ª®«¥¡ ¨© ¨²¥±¨¢®±²¼ ° ±±¥¿¨¿ ®±« ¡«¿¥²±¿, ª®£-

¤  (kn�k0n)¯ ° ««¥«¥ ¢¥ª²®°³K, ² ª ª ª ¯°¨ ½²®¬
�
kn; �

�
K

s

��
=0,

  ¤«¿ ¯°®¤®«¼»µ ª®«¥¡ ¨© ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¨²¥±¨¢®±²¼ ° ±±¥-
¿¨¿ ³±¨«¨¢ ¥²±¿.

� ½ª±¯¥°¨¬¥²¥  ¡«¾¤ ¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ° ±±¥¿»µ ½«¥ª-
²°®®¢ ¯®¤ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ³£«®¬ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª  ¯° ¢«¥¨¾ ¯ -
¤ ¾¹¥£® ¯³·ª . � ¯° ¢«¥¨¥  ¡«¾¤¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²  ¯° ¢«¥-
¨¥ ¢¥ª²®°  k0n ° ±±¥¿»µ ¥©²°®®¢. � ±®·¥² ¨¨ ± ¨§¢¥±²»¬¨
§ ·¥¨¿¬¨ ½¥°£¨© ¯ ¤ ¾¹¨µ ¨ ° ±±¥¿»µ ¥©²°®®¢ ®¯°¥¤¥-
«¿¾²±¿ · ±²®²  ¨ ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ª®«¥¡ ¨¿, ± ª®²®°»¬ ¯°®¨§®-
¸«® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥.

�   ¤   · ¨

4.1. � ¬ª³¢ ¶¥¯®·ª³ ¨§ N ®¤¨ ª®¢»µ  ²®¬®¢ ¢ ª®«¼¶®, ¯®¤±·¨² ²¼
·¨±«® ° §«¨·»µ ¡¥£³¹¨µ ¢®« ¤«¿ ±«³· ¥¢ ¯°®¤®«¼»µ ª®«¥¡ ¨© (±·¨-
² ²¼, ·²® ±¬¥¹¥¨¿  ²®¬®¢ ¯°®¨±µ®¤¿² ¢¤®«¼ ¶¥¯®·ª¨).

4.2. �®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ £°³¯¯®¢®© ¨ ´ §®¢®© ±ª®°®±²¨ ¯°®-
¤®«¼»µ ´®®®¢ «¨¥©®© ¬®® ²®¬®© ¶¥¯®·ª¨. �®±²°®¨²¼ £° ´¨ª¨
¯®«³·¥»µ § ¢¨±¨¬®±²¥©.

4.3. � ©²¨ § ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ !(K) ¤«¿ «¨¥©®© ¶¥¯®·ª¨ ± ¡ §¨±®¬ ¨§
 ²®¬®¢ ®¤¨ ª®¢®© ¬ ±±». �®±²°®¨²¼ £° ´¨ª ¯®«³·¥®© § ¢¨±¨¬®±²¨.
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4.4. �°¨ ª ª®© · ±²®²¥ ª®«¥¡ ¨© ±¤¢¨£ ´ § ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨
¢ ®¤®¬¥°®© ¬®® ²®¬®© ¶¥¯®·ª¥,  µ®¤¿¹¨¬¨±¿   ° ±±²®¿¨¨ 8 ,
±®±² ¢¨² �=2, ¥±«¨ a = 2�A,   ±ª®°®±²¼ §¢³ª  5000¬/±?

4.5. �·¨²»¢ ¿, ·²® Li = L � ai, ¤®ª § ²¼ ²®¦¤¥±²¢®

1

L

X
l

exp (iKl) =

�
1; ¥±«¨ K = 0; G;

0; ¥±«¨ K 6= 0; G;

£¤¥ G| ¶¥«»© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨. �ª § ¨¥: ¢»¯®«¨²¼ ±³¬¬¨-
°®¢ ¨¥ ¤«¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨, ° ±ª°»¢ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¼ 0=0.

4.6. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶» ¢»¯®«¿¥²±¿P
�0

D��
��0(K = 0) = 0.



� «   ¢   5

�������� �������� ����������

�¥¯«®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ | ²¥¯«®¥¬-
ª®±²¼, ²¥¯«®¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥, ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼ | ±¢¿§ », ¯°¥¦-
¤¥ ¢±¥£®, ± ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©. � ¬¥² «« µ ¢ª« ¤ ½«¥ª²-
°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢ ®¡¹³¾ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬®¦® § ¬¥²¨²¼ ²®«¼ª®
¯°¨ ®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ¨ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² ««®¢ ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ª®«¥¡ ¨¿¬¨ ¨®®¢.

5.1. �¥¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨

�¡»·® ¢ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨µ ° ±·¥² µ ¯°®¹¥ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ²¥¯«®-
¥¬ª®±²¼¾ ¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ®¡º¥¬¥ CV ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ½ª±¯¥°¨¬¥-
² «¼® ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ¤ ¢«¥¨¨ C°.
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ±®§¤ ¨¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ³±«®¢¨© ¯®±²®¿±²¢ 
®¡º¥¬  ²¢¥°¤®£® ²¥«  ®§ · ¥² ®²±³²±²¢¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨. �®±«¥¤¥¥
¢®§¬®¦®, ¥±«¨ ®ª°³¦¨²¼ ¨±±«¥¤³¥¬»© ®¡° §¥¶ ±°¥¤®© ± ¡¥±ª®¥·-
®© ¦¥±²ª®±²¼¾, ·²® ¢ °¥ «¼®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥   ¨§ª¨µ · ±²®-
² µ ¨«¨ ¢ ±² ²¨·¥±ª®¬ °¥¦¨¬¥ ¥®±³¹¥±²¢¨¬®. � ¯°®²¨¢, ®¡»·®
¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ ¬¥µ ¨·¥±ª¨ ±¢®¡®¤®£® ®¡° §¶ , ². ¥. ¬¥µ -
¨·¥±ª¨¥  ¯°¿¦¥¨¿ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¯®±²®¿» ¨«¨ ®²±³²±²¢³¾².
�«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ ¢¥«¨·¨» ²¥¯«®¥¬ª®±²¥© ±¢¿§ » ²¥°-
¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬

Cp � CV = 6�2BV T; (5.1)

£¤¥ � | «¨¥©»© ª®½´´¨¶¨¥² ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿, V |
®¡º¥¬, B | ³¯°³£¨© ¬®¤³«¼ ¢±¥±²®°®¥£® ±¦ ²¨¿, T |  ¡±®«¾²-
 ¿ ²¥¬¯¥° ²³° . �¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨
¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ®¡º¥¬¥ CV ¤ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬

CV = T

�
@S

@T

�
V

=

�
@U

@T

�
V

; (5.2)

£¤¥ S | ½²°®¯¨¿, U | ¢³²°¥¿¿ ½¥°£¨¿.
�¥°¥·¨±«¨¬ ®±®¢»¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ °¥§³«¼² ²», ®²®±¿-

¹¨¥±¿ ª ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤»µ ²¥«.
1. �°¨ ª®¬ ²»µ ¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¡®«¼-

¸¨±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥« ±²°¥¬¨²±¿ ª ®¤®¬³ § ·¥¨¾CV ! 3NAkB �� 25�¦/(¬®«¼ � �) (NA | ¯®±²®¿ ¿ �¢®£ ¤°®, kB | ª®±² ² 
�®«¼¶¬  ). �²® § ·¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² § ª®³ �¾«®£  ¨ �²¨.
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2. �°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¨ ¢
®¡« ±²¨  ¡±®«¾²®£® ³«¿ ² ª¦¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾ ¯® § ª®³ T 3

¤«¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ¨ ¯® «¨¥©®¬³ § ª®³ ¤«¿ ¬¥² ««®¢.
3. � ¬ £¥²¨ª µ ±³¹¥±²¢³¥² ¤®¯®«¨²¥«¼»© ¢ª« ¤ ¢ ²¥¯«®-

¥¬ª®±²¼, ±¢¿§ »© ± ³¯®°¿¤®·¥¨¥¬ ½«¥¬¥² °»µ ¬ £¨²»µ
¬®¬¥²®¢.

5.1.1. �« ±±¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤»µ ²¥«. �²®¬»
¨«¨ ¨®» ¢ ª°¨±² ««¥ ª®«¥¡«¾²±¿ ®ª®«® ±¢®¨µ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ¯®-
«®¦¥¨© ° ¢®¢¥±¨¿. � £ °¬®¨·¥±ª®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ®°¬ «¼»¥
ª®«¥¡ ¨¿ °¥¸¥²ª¨ ¥§ ¢¨±¨¬» ¤°³£ ®² ¤°³£  (£«. 4). � ½²®¬ ±«³-
· ¥ £®¢®°¿² ® ´®® µ ª ª ® £ °¬®¨·¥±ª¨µ ®±¶¨««¿²®° µ. �¥°-
£¨¿ ®°¬ «¼»µ ª®«¥¡ ¨© | ´®®®¢ | § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² · -
±²®²» ¤ ®© ¬®¤» ¨ ®² ª®«¨·¥±²¢  ´®®®¢, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®£® ª¢ -
²®¢»¬ ·¨±«®¬ n.

� ±±¬®²°¨¬ ¢ · «¥ ±¨±²¥¬³ ¨¤¥²¨·»µ £ °¬®¨·¥±ª¨µ ®±-
¶¨««¿²®°®¢ ± ¬ ±±®© m, ª®«¥¡«¾¹¨µ±¿ ±  ¬¯«¨²³¤®© x ¨ · ±²®²®©
!. �®£¤  ¯®« ¿ ½¥°£¨¿ ª®«¥¡ ¨¿ ®±¶¨««¿²®°  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»-
·¨±«¥  ¯® ´®°¬³«¥:

Eª®« = Eª¨+ E¯®² =
mv2

2
+
Cx2

2
=
m

2
(v2 + !2x2); (5.3)

£¤¥ C = m!2. �§ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¨ ±«¥¤³¥², ·²®
±°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ¯«®²®±²¨ ½¥°£¨¨ ®±¶¨««¿²®°  ¬®¦® ¢»·¨-
±«¨²¼ ª ª ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ±°¥¤¥¥, ¥±«¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¤¥©-
±²¢³¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �®«¼¶¬   ¯® ½¥°£¨¿¬:

hEª®«i = 1

V

1Z
0

1Z
0

Eª®« exp (��Eª®«)dvdx

1Z
0

1Z
0

exp (��Eª®«)dvdx

=

= � 1

V

@

@�

0@ln

0@ 1Z
0

1Z
0

exp (��Eª®«)dvdx

1A1A ; (5.4)

£¤¥ V | ®¡º¥¬ ª°¨±² «« , � = 1=(kBT ). �°®¨§¢¥¤¥¬ ¢ (5.4) § ¬¥³
¯¥°¥¬¥»µ:

x = ��1=2ex; dx = ��1=2dex;
v = ��1=2ev; dv = ��1=2dev:
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�®£¤  ¨²¥£° « ¢ (5.4) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

1Z
0

1Z
0

exp (��Eª®«)dvdx =

=

1Z
0

1Z
0

1

�
exp

�
�
�
mev2
2

+
Cex2
2

��
devdex =

=
1

�

8<:
0@ 1Z

0

exp

�
�mev2

2

�
dev
1A0@ 1Z

0

exp

�
�Cex2

2

�
dex
1A9=; : (5.5)

�²¥£° « ¢ (5.4) ®² � ¥ § ¢¨±¨² ¨ ¯®½²®¬³ ¥ ¤ ±² ¢ª« ¤ ¢ ¯°®-
¨§¢®¤³¾ ¢ (5.4). �®£¤  (5.4) ±¢®¤¨²±¿ ª ±®®²®¸¥¨¾

hEª®«i = � 1

V

@

@�
ln

�
const

�

�
=

1

V
kBT: (5.6)

�±«¨   ®¤¨ ¬®«¼ ¯°¨µ®¤¨²±¿ NA  ²®¬®¢, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ
¨¬¥¥² ²°¨ ±²¥¯¥¨ ±¢®¡®¤», ²® ¢³²°¥¿¿ ½¥°£¨¿ ² ª®© ±¨±²¥¬»
° ¢ 

U = 3NAkBT: (5.7)

�±¯®«¼§³¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (5.2), ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¬®-
«¿°®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨:

CV = 3NAkB; (5.8)

·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½¬¯¨°¨·¥±ª¨ ³±² ®¢«¥®¬³ § ª®³ �¾«®£  ¨
�²¨, ±¯° ¢¥¤«¨¢®¬³ ¤«¿ ¡®«¼¸¨±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥« ¯°¨ ª®¬ ²»µ
¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �²¬¥²¨¬, ·²® ½²® ·¨±«® ¢¤¢®¥ ¡®«¼¸¥
¬®«¿°®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¨¤¥ «¼®£® ®¤® ²®¬®£® £ § . �°¨·¨ 
½²®£® ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨  £°¥¢ ¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ²¥¯«® ° ±µ®¤³¥²±¿  
³¢¥«¨·¥¨¥ ¥ ²®«¼ª® ª¨¥²¨·¥±ª®©, ® ¨ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨
 ²®¬®¢.

�¤ ª® ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (5.8) ±«¥¤³¥², ·²® ²¥¬¯¥° ²³°®© § -
¢¨±¨¬®±²¨ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨, ¨±µ®¤¿ ¨§ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©,
¯®«³·¨²¼ ¥ ³¤ ¥²±¿.

5.1.2. �®¤¥«¼ �©¸²¥© . �.�©¸²¥© (1907£.) ¯°¨ ¢»¢®¤¥
²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ³·¨²»¢ « ¢»¢®¤» ª¢ ²®¢®© ²¥®°¨¨
¨§«³·¥¨¿ ·¥°®£® ²¥« , ¯°¥¤«®¦¥®© �.�« ª®¬. �« ª ¯°¥¤-
¯®«®¦¨«, ·²® ª¢ ²®¢»© ®±¶¨««¿²®° ¬®¦¥²  µ®¤¨²¼±¿ ¢ ±®±²®¿-
¨¿µ ± ½¥°£¨¥©

En = n~!; n = 0; 1; 2; 3 : : : (5.9)
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� ´®°¬³«¥ (5.9) ³·²¥®, ·²® ½¥°£¨¿ ³«¥¢»µ ª®«¥¡ ¨© (±¬. ±®-
®²®¸¥¨¥ (4.2)) ¥ § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°», ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ¨µ
¢ª« ¤ ¢ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¡³¤¥² ° ¢¥ ³«¾. �¥°®¿²®±²¼ ®¡ °³¦¨²¼
®±¶¨««¿²®° ¢ ±®±²®¿¨¨ ± ª¢ ²®¢»¬ ·¨±«®¬ n ° ¢ 

fn = exp

�
� En

kBT

�
= exp

�
�n~!
kBT

�
: (5.10)

�®£¤  ±°¥¤¿¿ ½¥°£¨¿ ®±¶¨««¿²®° ,  µ®¤¿¹¥£®±¿ ¢ ±®±²®¿¨¨
²¥¯«®¢®£® ° ¢®¢¥±¨¿, ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥  ² ª:

hEi =

1P
n=0

En exp
��En=(kBT )

�
1P
n=0

exp
��En=(kBT )

� : (5.11)

�»¯®«¥¨¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ ¢ § ¬¥ ²¥«¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¨°®¢ -
¨¾ ¡¥±ª®¥·®© ³¡»¢ ¾¹¥© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨:

1X
n=0

xn =
1

1� x
; (5.12)

£¤¥ x = exp
��~!=(kBT )�. �³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¢ ·¨±«¨²¥«¥ ±¢®¤¨²±¿ ª

°¿¤³

1X
n=0

nxn = x
d

dx

 
1X
n=0

xn

!
=

x

(1� x)2
: (5.13)

�®£¤  ±®®²®¸¥¨¥ (5.11) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

hEi = ~!x

1� x
= hni~! =

~!

exp
�
~!=(kBT )

�� 1
; (5.14)

£¤¥ hni | ±°¥¤¥¥ ·¨±«® ´®®®¢ ± · ±²®²®© ! ¢ ±®±²®¿¨¨ ²¥¯«®-
¢®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¯°¨ ¤ ®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ T :

hni = x

1� x
= n(!; T ) =

1

exp
�
~!=(kBT )

�� 1
: (5.15)

�®®²®¸¥¨¥ (5.14) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �« ª .
�¥«¨·¨» hni  §»¢ ¾² ² ª¦¥ ·¨±« ¬¨ § ¯®«¥¨¿ ¤ ®© ¬®¤».
�±«¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ N  ²®¬®¢, ¨ ª ¦¤»© ®¡« ¤ ¥² ²°¥¬¿
±²¥¯¥¿¬¨ ±¢®¡®¤», ²® ¢³²°¥¾¾ ½¥°£¨¾ª°¨±² ««  ¬®¦® ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

U = 3NhEi = 3Nhni~!: (5.16)
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�«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ° ±·¥²  �©¸²¥© ¯°¥¤¯®«®¦¨«, ·²® ¢±¥ 3N ¬®¤
¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢³¾ · ±²®²³ ª®«¥¡ ¨© !E, ª®²®° ¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²
±®¡®© ½¬¯¨°¨·¥±ª¨© ¯ ° ¬¥²°, ¢»¡¨° ¥¬»© ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½ª±-
¯¥°¨¬¥² «¼»¬¨ ¤ »¬¨ ¯® ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ²¢¥°¤»µ ²¥«. �®£¤ 
±®®²®¸¥¨¥ (5.16) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ² ª:

U =
3N~!E

exp
�
~!E=(kBT )

�� 1
: (5.17)

�®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ (5.2), ¢»·¨±«¨¬ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼:

CV = 3NkBFE(!E; T ); (5.18)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥ FE | ´³ª¶¨¿ �©¸²¥© :

FE(!E; T ) =

�
~!E=(kBT )

�2
exp

�
~!E=(kBT )

��
exp

�
~!E=(kBT )

�� 1
�2 : (5.19)

� ±±¬®²°¨¬ ¯°¥¤¥«¼»¥ § ·¥¨¿ ½²®© ´³ª¶¨¨.
1. �«³· © ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³°. �°¨ kBT � ~!E ¬®¦® ¨±-

¯®«¼§®¢ ²¼ ° §«®¦¥¨¥ ¢ °¿¤:

exp
�
~!E=(kBT )

� � 1 + ~!E=(kBT ); (5.20)

¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢»¯®«¿¥²±¿:

FE(!E; T )jT!1! 1: (5.21)

�®¤±² ¢«¿¿ (5.21) ¢ (5.18), ¯®«³·¨¬ ±®®²®¸¥¨¥ (5.8) | § ª®
�¾«®£  ¨ �²¨.

2. �«³· © ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³°. �°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ § ·¨²¥«¼-
® ¨¦¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° ²³°» �©¸²¥©  TE =
= ~!E=kB § ·¥¨¥ ½ª±¯®¥²» ¢¥«¨ª®, ¨ ¢ § ¬¥ ²¥«¥ (5.19)
¥¤¨¨¶¥© ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼. �®£¤  ´³ª¶¨¿ �©¸²¥©  ¯°¨¨-
¬ ¥² ¢¨¤

FE(!E; T ) �
�
TE
T

�2
exp

�
TE
T

�
: (5.22)

�ª« ¤ ½ª±¯®¥²» ¢ ³¬¥¼¸¥¨¥ ´³ª¶¨¨ �©¸²¥© 

FE(!E; T )jT!0! 0 (5.23)

¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥®¡« ¤ ¾¹¨¬, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢»¯®«¿¥²±¿

CV (T )jT!0! 0; (5.24)

·²® ª ·¥±²¢¥® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®  ¡«¾¤ ¥¬®© § -
¢¨±¨¬®±²¨.
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�®¤¥«¼ �©¸²¥©  ¥°¥ «¨±²¨· , ¯®±ª®«¼ª³ ´®®» ¢ ª°¨-
±² ««¥ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ° §«¨·»¥ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¨, ±®-
®²¢¥²±²¢¥®, ° §«¨·»¥ · ±²®²». �²¥°¥±®, ®¤ ª®, ®²¬¥²¨²¼
¡«¨§ª®¥ ±®¢¯ ¤¥¨¥ ° ±·¥²»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¯® ²¥®°¨¨ �©¸²¥© 
± ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¬ § ·¥¨¥¬ ¯® ²¥¯«®¥¬ª®±²¨  «¬ §  ¯°¨ ¥
±«¨¸ª®¬ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¢  «¬ §¥, ®¡« -
¤ ¾¹¥¬ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª®© ± ¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ ¢ ¡ §¨±¥, ¯®¬¨¬®
 ª³±²¨·¥±ª¨µ, ±³¹¥±²¢³¾² ¢¥²¢¨ ¢»±®ª®· ±²®²»µ ¨ ¢»±®ª®½¥°-
£¥²¨·»µ ®¯²¨·¥±ª¨µ ´®®®¢, ª®²®°»¥ ¢®§¡³¦¤ ¾²±¿ ¯°¨ ¢»±®-
ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �µ · ±²®²» ±« ¡® § ¢¨±¿² ®² ¤«¨» ¢®«», ¨
¥ª®²®°®¥ § ·¥¨¥ ¯®¤®¡° ®© · ±²®²» !E ®ª §»¢ ¥²±¿ ¡«¨§ª¨¬
ª °¥ «¼®© ´®®®© · ±²®²¥. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¤¥«¼ ²¥¯«®¥¬ª®-
±²¨ �©¸²¥©  ³±«®¢® ¯°¨¬¥¨¬  ¢ ½²®¬ ±«³· ¥. �«¿ ª°¨±² ««®¢
± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥ ¬®¤¥«¼ �©¸²¥©  ¤ ¥²
²®«¼ª® ª ·¥±²¢¥®¥ ±®£« ±¨¥. �¤ ª® ¤«¿ ° §¢¨²¨¿ ´¨§¨ª¨ ¬®-
¤¥«¼ �©¸²¥©  ¨¬¥«  ®£°®¬®¥ § ·¥¨¥, ¯®±ª®«¼ª³ ª¢ ²®¢ ¿
²¥®°¨¿ ¤®ª § «  ±¢®¾ ±®±²®¿²¥«¼®±²¼ ² ¬, £¤¥ ¡»«¨ ¡¥±±¨«¼»
ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿.

5.1.3. �®¤¥«¼ �¥¡ ¿. � ·¨²¥«¼® «³·¸¥¥ ±®£« ±¨¥ ± ®¯»²®¬
¤ ¥² ²¥®°¨¿ �.�¥¡ ¿ (1912£.). � ¥©, ª ª ¨ ¢ ²¥®°¨¨ �©¸²¥© ,
¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® N  ²®¬®¢ ª°¨±² ««  ¤®«¦» ¨¬¥²¼ 3N ª®-
«¥¡ ²¥«¼»µ ¬®¤, ´®®» ¯®¤·¨¿¾²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ �« ª 
(5.15) ¨ ¨µ ±°¥¤¿¿ ½¥°£¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ±®®²®¸¥-
¨¥¬ (5.14). � ¦»¥ ¤®¯®«¥¨¿ ª ²¥®°¨¨ �©¸²¥©  ±®±²®¿² ¢
²®¬, ·²® �¥¡ © ¯°¥¤¯®«®¦¨«:

| ±³¹¥±²¢³¾² § ¢¨±¨¬®±²¨ · ±²®² ³¯°³£¨µ ª®«¥¡ ¨© ®² ¢®«-
®¢®£® ¢¥ª²®°  ! = !(K);

| · ±²®²» ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ ®£° ¨·¨¢ ¾²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼®©
· ±²®²®© !max, ² ª ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥

N =

!maxZ
0

g(!) d!; (5.25)

£¤¥ 3N | ¯®«®¥ ·¨±«® · ±²®² ª®«¥¡ ¨©.
� (5.25) ¢¢¥¤¥  ´³ª¶¨¿ g(!) | ¯«®²®±²¼ ±®±²®¿¨©, ². ¥.

·¨±«® · ±²®² ¢ ¨²¥°¢ «¥ ®² ! ¤® !+ d!. �²®© ´³ª¶¨¥© § ¤ ¥²±¿
±¯¥ª²° «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ·¨±«  ª®«¥¡ ²¥«¼»µ ±®±²®¿¨© (·¨-
±«  ¬®¤) ¢ ª°¨±² ««¥. �®£¤  ¯®« ¿ ª®«¥¡ ²¥«¼ ¿ ½¥°£¨¿ ¡³¤¥²
¨¬¥²¼ ¢¨¤

U = 3N

!maxZ
0

n(!; T ) ~!g(!) d! = 3N

!maxZ
0

~!g(!)

exp
�
~!=(kBT )

�� 1
d!:

(5.26)



5.1. �¥¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ 101

�±²¨ ¿ ¯«®²®±²¼ ±®±²®¿¨© ° §«¨·  ¢ ²®¬ ¨«¨ ¨®¬ ª°¨-
±² ««¥, ¨ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¥¥ ²®·® ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ®·¥¼ ±«®¦®.

�®½²®¬³ ¢ ¬®¤¥«¨ �¥¡ ¿ ¯°¨¿²» ¤¢  ³¯°®¹ ¾¹¨µ ¯°¥¤¯®«®-
¦¥¨¿.

1. �·¨²»¢ ¾²±¿ ²®«¼ª®  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ²¨¯» ª®«¥¡ ¨©. �  ¨-
¡®«¥¥ ¯°®±²®¬ ¢ °¨ ²¥ ±·¨² ¥²±¿, ·²® ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ¤«¿ ¢±¥µ
 ª³±²¨·¥±ª¨µ ¢®« ®¤¨ ª®¢ , ¨ ¢»¡¨° ¥²±¿ ¯°®±²¥©¸¨© § ª®
¤¨±¯¥°±¨¨ ¢ ª®²¨³ «¼®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨:

!(K) = v§¢K: (5.27)

2. �¥ «¼ ¿ §®  �°¨««¾½ , ¢ ¯°¥¤¥« µ ª®²®°®©  µ®¤¿²±¿
° §°¥¸¥»¥ § ·¥¨¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  K, § ¬¥¿¥²±¿ ±´¥°®©
²®£® ¦¥ ®¡º¥¬  ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ± ° ¤¨³±®¬, ° ¢»¬ ¢®«-
®¢®¬³ ¢¥ª²®°³ ¬ ª±¨¬ «¼®© ¤«¨» | ¤¥¡ ¥¢±ª®¬³ ¢®«®¢®¬³
¢¥ª²®°³ KD.

�¥®¡µ®¤¨¬®¢»¿±¨²¼, ª ª ¤¨±ª°¥²®±²¼ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯°®-
±²° ±²¢  ¬®¦¥² ¯®¢«¨¿²¼    ¡®° ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ K. �°¨
°¥¸¥¨¨ «¾¡®© § ¤ ·¨ ® ª®«¥¡ ¨¿µ  ¤® § ¤ ²¼ £° ¨·»¥ ³±«®-
¢¨¿. �®±ª®«¼ª³ ª°¨±² «« ±®±²®¨² ¨§ ®·¥¼ ¡®«¼¸®£® ·¨±«   ²®¬®¢,
³·¥±²¼ ®²¤¥«¼® ª®«¥¡ ¨¥ ª ¦¤®£®  ²®¬  ¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢®§-
¬®¦»¬, ¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ®£° ¨·¨²¼±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ¯°¨¡«¨¦¥-
¨¿¬¨. �®½²®¬³ ° ±±¬®²°¨¬ ²°¥µ¬¥°»© ±«³· ©, ª®£¤  ª°¨±² ««
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ª³¡ ±® ±²®°®®© L, ±®¤¥°¦ ¹¨© N ½«¥¬¥² °-
»µ ¿·¥¥ª. �®£¤  3

p
N = M | ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢  ²®¬®¬ °¿¤³,

¯®½²®¬³ L = �d, £¤¥ d | ¬¥¦ ²®¬®¥ ° ±±²®¿¨¥. �®²°¥¡³¥¬,
·²®¡» °¥¸¥¨¿ ¤«¿ ±¬¥¹¥¨© ¡»«¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬¨   ¡®«¼¸¨µ,
® ª®¥·»µ ° ±±²®¿¨¿µ ¢ ª°¨±² ««¥, ² ª, ·²®¡» ¢»¯®«¿«®±¼:

u(x) = u(x+ L);

u(y) = u(y + L);

u(z) = u(z + L):

(5.28)

�²®² ¯®¤µ®¤¨§¢¥±²¥ ¯®¤  §¢ ¨¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ (¶¨ª«¨·¥±ª¨µ)
£° ¨·»µ ³±«®¢¨© �®° {� °¬  . � ®¤®- ¨«¨ ¤¢³¬¥°®¬ ±«³-
· ¿µ ®¨ ¢»¯®«¿¾²±¿  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨, ¥±«¨ Àª°¨±² ««Á, ¯°¥¤±² -
¢«¿¾¹¨© ±®¡®© «¨¥©³¾ ¶¥¯®·ª³ (¯«®±ª®±²¼), ±¢¥°³² ¢ ª®«¼¶®
(®¡° §³¥² ¶¨«¨¤°¨·¥±ª³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼). �«¿ ²°¥µ¬¥°®£® ±«³· ¿
£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨, ª®¥·®, ¥ ±³¹¥±²¢³¥². �·¨² ¿,
ª ª ¨ ¢ £«. 4, ·²® ³¯°³£¨¥ ±¬¥¹¥¨¿ ¨¬¥¾² ¢¨¤ ¯«®±ª¨µ ¢®«
(4.19), ³±«®¢¨¿ (5.28) ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ ª ¢¨¤³

exp
�
i(Kxx+Kyy +Kzz)

�
=

= exp
�
i
�
Kx(x+ L) +Ky(y + L) +Kz(z + L)

�	
: (5.29)
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� ®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿, ¥±«¨:

exp (iKxL) = 1;

exp (iKyL) = 1;

exp (iKzL) = 1;

(5.30)

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, § ·¥¨¿ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¤®«¦» ¯®¤·¨¿²¼±¿
³±«®¢¨¿¬:

Kx = 0; �2�

L
; �4�

L
; : : : ; �2�

L
nmax;

Ky = 0; �2�

L
; �4�

L
; : : : ; �2�

L
nmax;

Kz = 0; �2�

L
; �4�

L
; : : : ; �2�

L
nmax:

(5.31)

�§ (5.31) ±«¥¤³¾² ¤¢  ¢ ¦»µ °¥§³«¼² ² : ª®¬¯®¥²» ¢®«®¢®£®
¢¥ª²®°  ´®®  ¤¨±ª°¥²» ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ± ¸ £®¬ 2�=L,
¨ ¨µ ¬ ª±¨¬ «¼»¥ § ·¥¨¿ ¢»¡¨° ¾²±¿ ¨§ ³±«®¢¨©   £° ¨¶¥
§®» �°¨««¾½ :

Kmax
x = ��

d
= �2�

L
nmax ) nmax =

L

2d
=
M

2
; Kmax

x = ��M
L

;

Kmax
y = ��

d
= �2�

L
nmax ) nmax =

L

2d
=
M

2
; Kmax

y = ��M
L

;

Kmax
z = ��

d
= �2�

L
nmax ) nmax =

L

2d
=
M

2
; Kmax

z = ��M
L

;

(2nmax)
3 = N:

(5.32)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¥£® ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ § ·¥¨© ª ¦¤®© ¨§ ª®¬-
¯®¥² ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ° ¢® ¢ ²®·®±²¨ ·¨±«³  ²®¬®¢M ¢ ¤ -
®¬  ²®¬®¬ °¿¤³. �«¿ ¢±¥µ ª®¬¯®¥² ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ·¨-
±«® ° §°¥¸¥»µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ § ·¥¨© ¡³¤¥² ±®±² ¢«¿²¼ ¢¥-
«¨·¨³ M3 = N , ². ¥. ° ¢® ·¨±«³ ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª. �®£¤ 
  ®¡º¥¬ (2�=L)3 ¢ K-¯°®±²° ±²¢¥ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ®¤® ° §°¥¸¥®¥
§ ·¥¨¥ ¢¥ª²®°  K. � ¯°®²¨¢, ·¨±«® ° §°¥¸¥»µ § ·¥¨© K
¢ K-¯°®±²° ±²¢¥ (¤«¿ ª ¦¤®© ´®®®© ¢¥²¢¨), ¡³¤¥² ±®±² ¢«¿²¼
¢¥«¨·¨³ �

L

2�

�3
=

V

8�3
; (5.33)
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£¤¥ V = L3 | ®¡º¥¬ ª°¨±² «« . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥±¼ ®¡º¥¬ §®»
�°¨««¾½  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ±®±²®¿¹¨¬ ¨§ ¬ «»µ ®¡º¥¬®¢
(2�=L)3, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®²®°»µ ±®¤¥°¦¨²±¿ ®¤® ° §°¥¸¥®¥ ±®-
±²®¿¨¥ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ´®®  K, ¨ ·¨±«® ² ª¨µ ¬ «»µ ®¡º-
¥¬®¢, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·¨±«® ¤¨±ª°¥²»µ ° §°¥¸¥»µ § ·¥¨©
K ¡³¤¥² ¢ ²®·®±²¨ ° ¢® ·¨±«³ ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª ¢ ª°¨-
±² ««¥ ®¡º¥¬®¬ V . �¢¥«¨·¥¨¥ ° §¬¥°®¢ ª°¨±² ««  ¯°®±²® ³¢¥«¨-
·¨¢ ¥² ¯«®²®±²¼ ±®±²®¿¨© ¢ §®¥ �°¨««¾½ . �®¥·®, ³±«®¢¨¿
�®° {� °¬   °¥ «¼® ¥®±³¹¥±²¢¨¬». �¤ ª® ½²® ¥ ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ®±®¡»µ § ²°³¤¥¨© | ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¥ ¨§³· ¾²±¿ ¯®-
¢¥°µ®±²»¥ ½´´¥ª²».

�§¬¥¥¨¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ®¡° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®£° -
¨·¨¬ ¯°¥¤¥« ¬¨ ±´¥°» ± ° ¤¨³±®¬ Kmax. �¨±«® ±®¡±²¢¥»µ
ª®«¥¡ ¨© ¢ ¨²¥°¢ «¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ®² K ¤® K + dK ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ®¡º¥¬®¬ ±´¥°¨·¥±ª®£® ±«®¿ ¢ K-¯°®±²° ±²¢¥ 4�K2dK ¨
±®±² ¢«¿¥²

g(!) d! = g(K)
dK

d!
d! = 4�K2 V

8�3
dK

d!
d! =

V K2

2�2
dK

d!
d!: (5.34)

� ª®²¨³ «¼®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¢»¯®«¿¥²±¿

! = v§¢K; (5.35)

£¤¥ v§¢ | ±ª®°®±²¼ §¢³ª . �®£¤  ¯®«®¥ ·¨±«® ¬®¤ ¢ K-¯°®±²° ±²-
¢¥ (5.33) ¬®¦® ° ±±·¨² ²¼ ² ª (¤«¿ ®¤®£® ²¨¯  ¯®«¿°¨§ ¶¨¨):

(4�=3)K3
max

(2�=L)3
=

�
L

2�

�3 4�
3

!3max
v3§¢

=
V

6�2
!3max
v3§¢

= N: (5.36)

�®«¼§³¿±¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ (5.34) ¨ (5.35), ®¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ ¯«®²-
®±²¨ ¬®¤ (¤«¿ ª ¦¤®£® ²¨¯  ¯®«¿°¨§ ¶¨¨):

g(!) =
V

2�2
!2

v3§¢
: (5.37)

�±«¨ ¢ ®¡° §¶¥ N ½«¥¬¥² °»µ ¿·¥¥ª, ²®, ª ª ¯®ª § ® ¢»¸¥,
·¨±«® ¬®¤ ² ª¦¥ ° ¢® N , ¨ ¨§ (5.36) ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ ª±¨-
¬ «¼³¾ · ±²®²³ ´®®®¢ ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ �¥¡ ¿:

!3max = !3
D
=

6�2v3§¢N

V
= 6�2v3§¢n; (5.38)

£¤¥ n = N=V | ª®¶¥²° ¶¨¿  ²®¬®¢. �®®²®¸¥¨¥¬ (5.38) § -
¤   · ±²®²  ®¡°¥§ ¨¿ ±¯¥ª²°  ´®®®¢ ¢ ²¥®°¨¨ �¥¡ ¿. �«¿
¬®¤³«¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ¬ ª±¨¬ «¼®© ¤«¨» KD, ±®®²¢¥²±²¢³-
¾¹¥£® · ±²®²¥ !D, ¨§ (5.27) ¯®«³·¨¬:

KD =
!D
v§¢

=
3

r
6�2N

V
=

3
p
6�2n: (5.39)
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�³ª¶¨¿ ¯«®²®±²¨ ¬®¤ ¢ ¤¥¡ ¥¢±ª®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¨ ¥¥ ª -
·¥±²¢¥»© À¨±²¨»©Á ¢¨¤ ¯®ª § »   °¨±. 5.1. �±«¨ ¯°¨¿²¼,

�¨±. 5.1. �«®²®±²¼ ¬®¤ g(!) ¤«¿ ¬®® ²®¬®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ (®¤  ´®-
® ¿  ª³±²¨·¥±ª ¿ ¢¥²¢¼)

·²® ±°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ±ª®°®±²¨ §¢³ª  ¥±²¼ v§¢ = 5 � 103¬/±, ¨ ª®-
¶¥²° ¶¨¿  ²®¬®¢ ¨¬¥¥² § ·¥¨¥ n = 1029¬�3, ²® ¨§ (5.38) ¨
(5.39) ±«¥¤³¥²:

!D � 1014 ° ¤/c; KD � 2 � 108 ±¬�1 = 2 � 1010¬�1:
�®«¼§³¿±¼ ¢»° ¦¥¨¥¬ ¤«¿ ¯®«®© ª®«¥¡ ²¥«¼®© ½¥°£¨¨

(5.26) ¨ ´³ª¶¨¥© ¯«®²®±²¨ ¬®¤ (5.37) ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ ®¤¨ -
ª®¢®© ±ª®°®±²¨ ´®®®¢ ¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ²°¥µ  ª³±²¨·¥±ª¨µ ¢¥²¢¥©,
¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼:

U =

!DZ
0

 
~!

exp
�
~!=(kBT )

�� 1

!
V

2�2
!2

v3
§¢

d!: (5.40)

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿:

x =
~!

kBT
; xD =

~!D
kBT

� �

T
; (5.41)

£¤¥ � | ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ | ¢ ¦»© ¯ ° ¬¥²° ¢ ´¨§¨ª¥ ²¢¥°-
¤®£® ²¥« , ª®²®°»©, ¯®«¼§³¿±¼ ±®®²®¸¥¨¥¬ (5.38), ¬®¦® ®¯°¥-
¤¥«¨²¼ ² ª:

� =
~v§¢
kB

3

r
6�2N

V
=
~v§¢
kB

(6�2n)1=3: (5.42)
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�®£¤  ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯®«®© ª®«¥¡ ²¥«¼®© ½¥°£¨¨ (5.40), ³·¨²»-
¢ ¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¯® ²°¥¬  ª³±²¨·¥±ª¨¬ ¢¥²¢¿¬, ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

U =
3~V

2�2v3§¢

!DZ
0

!3

exp
�
~!=(kBT )

�� 1
d! =

=
3V (kBT )

4

2�2v3§¢~
3

xDZ
0

x3dx

ex � 1
= 9NkBT

�
T

�

�3 xDZ
0

x3dx

ex � 1
; (5.43)

£¤¥ N | ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ®¡° §¶¥.
�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¤¨´´¥°¥¶¨°®-

¢ ²¼ ¯¥°¢»© ¨§ ¨²¥£° «®¢ ¢ (5.43) ¯® ²¥¬¯¥° ²³°¥:

CV =

�
@U

@T

�
V

=
3~2V

2�2v3§¢kBT
2

!DZ
0

!4 exp
�
~!=(kBT )

��
exp

�
~!=(kBT )

�� 1
�2d! =

= 9NkB

�
T

�

�3 xDZ
0

x4exdx

(ex � 1)2
: (5.44)

� ·¥¨¿ ¨²¥£° «  ¢ (5.44) ¯°®² ¡³«¨°®¢ ». �¨¯¨·®¥ ²¥¬-
¯¥° ²³°®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¯®ª § ®   °¨±. 5.2.

�°¨ ®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯°¨¡«¨¦¥®¥ § ·¥¨¥ ½¥°-
£¨¨ ¢ (5.43) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ³±²°¥¬¨¢ ¢¥°µ¨© ¯°¥¤¥« ¨²¥£° « 

�¨±. 5.2. �¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ª°¨±² ««®¢ ±®£« ±® ²¥®°¨¨
�¥¡ ¿

¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼ (¯°¨ xD � 1 x3=(ex � 1) ! x3e�x ! 0). �®£¤ 
¯®«³· ¥¬:

1Z
0

x3dx

ex � 1
= 3!

1X
k=1

1

k4
= 3!�(4): (5.45)
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�«¿ § ¯¨±¨ (5.45) ¨±¯®«¼§®¢ ® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥

1Z
0

tndt

et � 1
= n!

1X
k=1

1

kn+1
= n!�(n+ 1); (5.46)

£¤¥ �(n + 1) | ¤§¥² -´³ª¶¨¿ �¨¬  . � ª, �(4) = �4=90. �®£¤ 
¨²¥£° « (5.45) ° ¢¥ �4=15. �®¤±² ¢«¿¿ ½²® § ·¥¨¥ ¢ (5.43),
¯®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ½¥°£¨¨:

U � 3�4NkBT
4

5�3
; T � �; (5.47)

¨ ¤«¿ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¢ ¨§ª®²¥¬¯¥° ²³°®¬ ¯°¥¤¥«¥:

CV � 12

5
�4NkB

�
T

�

�3
� 234NkB

�
T

�

�3
: (5.48)

�²® | § ª® T 3 �¥¡ ¿. � µ®°®¸® ¢»¯®«¿¥²±¿ ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬-
¯¥° ²³° µ, ¯®±ª®«¼ª³ ¨¬¥® ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¢®§¡³¦¤ ¾²±¿ ²®«¼ª®
¨§ª®½¥°£¥²¨·»¥ (¤«¨®¢®«®¢»¥)  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ´®®».

�°¨ T � � ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯°¨¡«¨¦¥»¬ ° §«®¦¥¨¥¬ ¢ °¿¤:

�=TZ
0

x3dx

ex � 1
�

�=TZ
0

x3dx

(1 + x+ : : : )� 1
=

1

3

�
�

T

�3
: (5.49)

�®¤±² ¢«¿¿ °¥§³«¼² ² (5.49) ¢ (5.44) ¨ ¯°¨¨¬ ¿, ·²® N = NA, ¤«¿
²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¢ ¢»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°®¬ ¯°¥¤¥«¥ ¯®«³·¨¬:

CV = 3NAkB; (5.50)

·²®, ª ª ¨ ¢ ²¥®°¨¨ �©¸²¥© , ±®®²¢¥²±²¢³¥² § ª®³ �¾«®£  ¨
�²¨.

�®£« ±® °¨±. 5.2, ®¡« ±²¼, ¢ ª®²®°®© ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ § ª®
T 3, «¥¦¨² ¨¦¥ 0;1�. �»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°®¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ § -
·¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ±®±² ¢«¿¥² 24,94�¦/(¬®«¼ � �). �²¬¥²¨¬,
·²® ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ � ³±«®¢® ° §¤¥«¿¥² Àª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±-
ª³¾Á ¨ Àª« ±±¨·¥±ª³¾Á ®¡« ±²¨ ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ´¨-
§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥«. � ¯¥°¢®© ¨§ ¨µ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ²¥¬-
¯¥° ²³°®£® ¢®§¡³¦¤¥¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§¬¥¥¨¥ ·¨±«  ´®®®¢,
¢® ¢²®°®© | ¢±¥ ´®®» ¢®§¡³¦¤¥». �²® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢¯®«¥
±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢ ¡ §¨±¥, £¤¥ ¬®£³²
¢®§¡³¦¤ ²¼±¿ ²®«¼ª®  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ´®®». �¤ ª® ª°¨±² ««»,
±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¤¢  ¨ ¡®«¥¥  ²®¬  ¢ ¡ §¨±¥, ¤®¯®«¨²¥«¼® ®¡« ¤ ¾²
®¯²¨·¥±ª¨¬¨ ¬®¤ ¬¨. �®½²®¬³ ¤«¿ ¨µ ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¢»¸¥
� ¯°®¤®«¦ ¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¢®§¡³¦¤¥¨¥ ´®®®¢, ²¥¯¥°¼ ³¦¥ ®¯²¨-
·¥±ª®£® ²¨¯ .
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�§ ±®®²®¸¥¨¿ (5.42) ¤«¿ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¡ ¿ � ±«¥¤³¥², ·²®
¯®±«¥¤¿¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼  ±ª®°®±²¨ §¢³ª  ¨ ª®°¾ ª³¡¨·¥±ª®¬³
¨§ ¯«®²®±²¨. � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ®¡° ²® ¯°®¯®°-
¶¨® «¼  ª®°¾ ª¢ ¤° ²®¬³ ¨§ ¯«®²®±²¨ ª°¨±² «« , ¯®½²®¬³
®  ¡³¤¥² ®±®¡¥® ¢¥«¨ª  ³ ª°¨±² ««®¢, ¯®±²°®¥»µ ¨§ «¥£ª¨µ
 ²®¬®¢. � ¯°¨¬¥°, ±ª®°®±²¼ ¯°®¤®«¼®© ¢®«» ¢  «¬ §¥ ¨¬¥¥²
°¥ª®°¤® ¢»±®ª®¥ § ·¥¨¥ 1700¬/±. �®®²¢¥²±²¢¥®, ³ ² ª¨µ ª°¨-
±² ««®¢ ¨ ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ®±®¡¥® ¢»±®ª®©. �
² ¡«. 5.1 ¯°¨¢®¤¿²±¿ § ·¥¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¡ ¿ � ¤«¿ ¥ª®²®-
°»µ ª°¨±² ««®¢.

�   ¡«¨ ¶   5.1. �¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ � ¤«¿ ¥ª®²®°»µ
ª°¨±² ««®¢�

�°¨±² «« �, � �°¨±² «« �, � �°¨±² «« �, �

Li 344 Fe 477 NaCl 275

Be 1481 Cu 347 KCl 230

�«¬ § 2250 Ag 227 Al2O3 1042

Na 156 I 109 CaF2 475

Al 433 Pb 105 FeS2 645
�� »¥ ¢§¿²» ¨§ ª¨£¨: � ¡¨·¥¢ �.�., � ¡³¸ª¨  �.�.,
�° ²ª®¢±ª¨© �.�. ¨ ¤°. �¨§¨·¥±ª¨¥ ¢¥«¨·¨». �¯° -
¢®·¨ª /�®¤ °¥¤. �. �. �°¨£®°¼¥¢ , �. �.�¥©«¨µ®¢ . | �.:
�¥°£® ²®¬¨§¤ ², 1991. 1232 ±.

�§ ² ¡«. 5.1 ¢¨¤®, ·²® ¤«¿ ª°¨±² ««®¢, ³ ª®²®°»µ � < Tª®¬,
²¥¬¯¥° ²³°» ¡®«¼¸¥ ª®¬ ²®© ¿¢«¿¾²±¿ ±° ¢¨²¥«¼® ¢»±®ª¨-
¬¨. �®½²®¬³ ¤«¿ ¨µ ®²ª«®¥¨¿ ®² ª« ±±¨·¥±ª¨µ § ª®®¢ ¢ ½²®©
®¡« ±²¨ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¢¥«¨ª¨ (¡®«¼¸ ¿ · ±²¼ ¨«¨ ¢±¥ ´®®» ¢®§¡³-
¦¤¥»). �¤ ª® ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯®°¿¤ª  100� ¨ ¨¦¥ ¤«¿ ¢±¥µ
½²¨µ ª°¨±² ««®¢ ®²ª«®¥¨¥ ®² § ª®  �¾«®£ {�²¨ ±² ®¢¨²±¿
®·¥¼ § ¬¥²»¬. � ·¥ ®¡±²®¨² ¤¥«® ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ¢»±®ª®©
µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° ²³°®©, ®±®¡¥® ¢ ±«³· ¥  «¬ § . �«¿
¯®±«¥¤¥£® ª®¬ ² ¿ ²¥¬¯¥° ²³°  ¿¢«¿¥²±¿ ¨§ª®©, ¨ ¨ ® ª -
ª®© ¯°¨¬¥¨¬®±²¨ ª« ±±¨·¥±ª¨µ § ª®®¢ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨ °¥·¨.
�¥¯«®¥¬ª®±²¼  «¬ §  ³¦¥ ¯°¨ ª®¬ ²»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ±«¥¤³¥²
§ ª®³ T 3.

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿ ²¥¯«®¥¬-
ª®±²¨ ª ª ®¤® ²®¬»µ (Al, Cu, Ag, Pb, Zn, Ca, Tl, I, Cd,
Na, ...), ² ª ¨ ¬®£® ²®¬»µ ª°¨±² ««®¢ (KBr, NaCl, CaF2,
FeS2, ...) µ®°®¸® «®¦ ²±¿   ¥¤¨³¾ ª°¨¢³¾ ²¨¯  °¨±. 5.2 ¯°¨
¯° ¢¨«¼®¬ ¢»¡®°¥ ¯ ° ¬¥²°  � ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬ ª±¨¬ «¼®©
· ±²®²» ª®«¥¡ ¨©. �¯¥ª²° ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ
¯® ±²°®¥¨¾ ª°¨±² ««®¢ ®¡®£ ¹ ¥²±¿ § ·¨²¥«¼»¬ ª®«¨·¥±²¢®¬
®¯²¨·¥±ª¨µ ¬®¤, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ®¨  ·¨ ¾² ®¯°¥¤¥«¿²¼ ²¥-
¯«®¥¬ª®±²¼ ª°¨±² «« , ¨ ²¥®°¨¿ �¥¡ ¿ ª ² ª¨¬ ±¨±²¥¬ ¬ ¯°¨¬¥¿-
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¥²±¿ ¢ ±®·¥² ¨¨ ± ²¥®°¨¥© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ �©¸²¥© . �°®¬¥ ²®£®,
¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¡®«¼¸®¥ ¢¨¬ ¨¥ ³¤¥«¿¥²±¿ ²®·®±²¨ ®¯°¥¤¥-
«¥¨¿ ±°¥¤¥© ±ª®°®±²¨ §¢³ª  v§¢ ¨ § ·¥¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¡ ¿.
�¥®°¨¿ �¥¡ ¿, ª ª ®ª § «®±¼, ¨¬¥¥² § ·¥¨¥ ¥ ²®«¼ª® ¤«¿ ¨§³·¥-
¨¿ ²¥¯«®´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥«, ® ¨ ¤«¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨
¢±¥µ ° §¤¥«®¢ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« .

�°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ¯°¨¡«¨¦ ¾¹¨µ±¿ ª ²¥¬¯¥° ²³°¥
¯« ¢«¥¨¿, ² ª¦¥ ¢®§¨ª ¾² ±³¹¥±²¢¥»¥ ®²ª«®¥¨¿ ®² ° ±±¬®-
²°¥»µ § ª®®¢. � ½²®¬ ±«³· ¥  ¬¯«¨²³¤» ª®«¥¡ ¨©  ²®¬®¢ ¥
¬ «», ¨ ¯°¥¥¡°¥¦¥¨¥ ª¢ ¤° ² ¬¨ ±¬¥¹¥¨© ¢ ¢»° ¦¥¨¨ ¤«¿
ª¢ §¨³¯°³£¨µ ±¨« ³¦¥ ¥ ®¯° ¢¤ ®. �®«¥¡ ²¥«¼®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ¯°¨-
®¡°¥² ¥² ±³¹¥±²¢¥®  £ °¬®¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°.

5.2. �£ °¬®¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²» ¢ ª°¨±² «« µ

� ±±¬®²°¥ ¿ ²¥®°¨¿, ¢ ª®²®°®© ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ° §-
« £ ¥²±¿ ¢ °¿¤ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ·«¥®¢, ª¢ ¤° ²¨·»µ ¯®  ²®¬»¬
±¬¥¹¥¨¿¬, ±®®²¢¥²±²¢³¥² £ °¬®¨·¥±ª®¬³ ¯°¨¡«¨¦¥¨¾. � ª®¥
³¯°®¹¥¨¥ ¥ ¯®§¢®«¿¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¬®£¨¥ ½´´¥ª²» ¢ ª°¨-
±² «« µ, ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ¬¥¦¤³ £ °¬®¨-
·¥±ª¨¬¨ ®±¶¨««¿²®° ¬¨, ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¢ £ °¬®¨·¥±ª®¬ ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¨ ®²±³²±²¢³¾² ®¡º¿±¥¨¿:

| ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿,
| § ¢¨±¨¬®±²¨ ³¯°³£¨µ ª®±² ² ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¨ ¤ ¢«¥¨¿,
| ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ³¯°³£¨µ ¢®« ¬¥¦¤³ ±®¡®©,

  ² ª¦¥ ¬®£¨µ ¤°³£¨µ  £ °¬®¨·¥±ª¨µ ½´´¥ª²®¢.
�¨¦¥ ° ±±¬®²°¨¬ ² ª¨¥  £ °¬®¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²», ª ª ²¥¯«®-

¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ ¨ ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼.

5.2.1. �¥¯«®¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ � ±±¬®²°¨¬ ¯®²¥¶¨ «¼³¾ ½¥°-
£¨¾ ª« ±±¨·¥±ª®£® ®±¶¨««¿²®°  ± ³·¥²®¬  £ °¬®¨·¥±ª¨µ ·«¥®¢.
�±«¨ ¡»  ²®¬» ±®¢¥°¸ «¨ ²®«¼ª® ±¨¬¬¥²°¨·»¥ (£ °¬®¨·¥±ª¨¥)
ª®«¥¡ ¨¿ ®²®±¨²¥«¼® ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿, ²® ²¥¯«®¢®¥ ° ±-
¸¨°¥¨¥ ¡»«® ¡» ¥¢®§¬®¦®. � ±¸¨°¥¨¥ ª°¨±² ««®¢ ¬®¦®
®¡º¿±¨²¼, ²®«¼ª® ¤®¯³±ª ¿  ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ±¨«, ¤¥©±²¢³¾¹¨µ
   ²®¬, ¢»¢¥¤¥»© ¨§ ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿. �¡° ¹ ¿±¼ ª
£«. 3, ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ¯°¨
ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ®¡¿§ ²¥«¼® ¡³¤³² ¨¬¥²¼  £ °¬®¨·¥-
±ª¨© µ ° ª²¥°, ¯®±ª®«¼ª³ ¯°¨²¿¦¥¨¥ ¨ ®²² «ª¨¢ ¨¥ ¨¬¥¾² ±³-
¹¥±²¢¥® ° §«¨·³¾ ¯°¨°®¤³, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ª°¨¢ ¿ ¯®²¥¶¨ « 
¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¯°¨®¡°¥² ¥²  ±¨¬¬¥²°¨·»© ¢¨¤.

�¡®§ · ¿ ·¥°¥§ x ±¬¥¹¥¨¥  ²®¬  ¨§ ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿,
¤«¿ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨ ¬¥¦ ²®¬®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬®¦®
§ ¯¨± ²¼:

U(x) = cx2 � gx3 � fx4; (5.51)
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£¤¥ c, g, f | ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ª®±² ²». �°¥¤¥¥ § ·¥¨¥ ±¬¥-
¹¥¨¿ ¢»·¨±«¨¬, ¨±¯®«¼§³¿ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �®«¼¶¬  

hxi =

1R
�1

x exp
��U(x)=(kBT )�dx

1R
�1

exp
�
U(x)=(kBT )

�
dx

: (5.52)

�¡»·®  £ °¬®¨·¥±ª¨¥ ·«¥» ¬ «», ¯®½²®¬³ ¬®¦® ° §«®¦¨²¼
¯®¤»²¥£° «¼»¥ ´³ª¶¨¨ ¢ °¿¤:

exp

�
1

kBT
(gx3 + fx4)

�
� 1 +

1

kBT
gx3 +

1

kBT
fx4 + : : : (5.53)

�®¤±² ¢«¿¿ (5.53) ¢ (5.52), ¯®«³·¨¬ ¢ ·¨±«¨²¥«¥

1Z
�1

x exp

�
�U(x)
kBT

�
dx �

�
1Z

�1

exp

�
� cx2

kBT

��
x+

g

kBT
x4 +

f

kBT
x5
�
dx =

=

1Z
�1

x exp

�
� cx2

kBT

�
dx+

g

kBT

1Z
�1

x4 exp

�
� cx2

kBT

�
dx+

+
f

kBT

1Z
�1

x5 exp

�
� cx2

kBT

�
dx = I1 + I2 + I3 (5.54)

¨ ¢ § ¬¥ ²¥«¥
1Z

�1

exp

�
�U(x)
kBT

�
dx �

1Z
�1

exp

�
� cx2

kBT

�
dx =

r
�kBT

c
: (5.55)

�°¨ § ¯¨±¨ (5.54) ª¢ ¤° ²¨·»© £ °¬®¨·¥±ª¨© ·«¥ ®±² ¢«¥ ¢
½ª±¯®¥²¥. �²¥£° «» I1 ¨ I3 ¢ (5.54) ¡¥°³²±¿ ½«¥¬¥² °® ¨ ¯°¨
¯®¤±² ®¢ª¥ ¯°¥¤¥«®¢ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼. �²¥£° « I2 | ² ¡«¨·-
»©, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢»° ¦¥¨¥ (5.54) ¨¬¥¥² ¢¨¤

1Z
�1

x exp

�
�U(x)
kBT

�
dx � 3

p
�

4

gp
c5
(kBT )

3=2: (5.56)



110 �«.5. �¥¯«®¢»¥ ±¢®©±²¢  ª°¨±² ««®¢

�°¨¬¥¿¿ (5.56) ¨ (5.55), ¤«¿ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨» ±¬¥¹¥¨¿ ¯®«³-
·¨¬:

hxi = 3g

4c2
kBT: (5.57)

�®£¤  ª®½´´¨¶¨¥² «¨¥©®£® ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¬®¦® ¢»-
·¨±«¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ (5.57) ¨ °³ª®¢®¤±²¢³¿±¼ ´®°¬³«®©

�l =
1

l

�
�l

�T

�
�T!0

=
hxi
T

=
3gkB
4c2

: (5.58)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª®½´´¨¶¨¥² «¨¥©®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¯°®¯®°¶¨® -
«¥ ª®½´´¨¶¨¥²³ ¯°¨  £ °¬®¨·¥±ª®¬ ª³¡¨·¥±ª®¬ ·«¥¥ ¢ ° §-
«®¦¥¨¨ (5.51). �¡° ² ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¼ ª¢ ¤° ²³ ±¨«®¢®©
ª®±² ²» ± ¢ (5.58) ¤ ¥² ®±®¢ ¨¿ ¯®« £ ²¼, ·²® ª°¨±² ««» ± ¡®-
«¥¥ ¦¥±²ª¨¬¨ ¬¥¦ ²®¬»¬¨ ±¢¿§¿¬¨ ¤®«¦» ¨¬¥²¼ ¬¥¼¸¨¥ ª®-
½´´¨¶¨¥²» ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿. �¡»·»© ¯®°¿¤®ª ¢¥«¨·¨»
�l � 10�4�10�5��1. �«¿ ¨§®²°®¯»µ ²¢¥°¤»µ ²¥« ¨ ª³¡¨·¥±ª¨µ
ª°¨±² ««®¢ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ «¨¥©®£® ²¥¯«®-
¢®£® �l ¨ ®¡º¥¬®£® �V ° ±¸¨°¥¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥  ¨§ ®·¥-
¢¨¤»µ ±®®¡° ¦¥¨©:

V = l3;

�V = 3l2�l;

�V =
1

V

�
�V

�T

�
�T!0

=
3l2

l3

�
�l

�T

�
�T!0

= 3�l:

(5.59)

5.2.2. �° ¢¥¨¥ ±®±²®¿¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥« . �§ ¨¬®±¢¿§¼ ¬¥¦¤³
²¥¯«®¥¬ª®±²¼¾ ¨ ²¥¯«®¢»¬ ° ±¸¨°¥¨¥¬. �«¿ ³±² ®¢«¥¨¿ ±®-
®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ®¡º¥¬®¬ V , ²¥¬¯¥° ²³°®© T ¨ ¤ ¢«¥¨¥¬ p |
³° ¢¥¨¿ ±®±²®¿¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥«  | ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥°¬®¤¨ -
¬¨·¥±ª¨¬¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿¬¨ ¢³²°¥¥© ½¥°£¨¨ U(V; S), ±¢®¡®¤-
®© ½¥°£¨¨ F (V; T ) ¨ ¨µ ¯®«»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¢:

dU(V; S) = TdS � pdV;

F (V; T ) = U � TS;

dF (V; T ) = TdS � pdV � SdT � TdS = �pdV � SdT;

F = �
TZ
0

U

T
dT:

(5.60)
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�¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨©¯®²¥¶¨ «|¢³²°¥¾¾ ½¥°£¨¾ U(V; S)|
®¡»·® ¯°¨¬¥¿¾² ¤«¿ ®¯¨± ¨¿  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª¨-¨§®µ®°»µ ¯°®-
¶¥±±®¢, ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ F (V; T )| ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ¨§®²¥°¬¨·¥±-
ª¨-¨§®µ®°¨·¥±ª¨µ ¯°®¶¥±±®¢.

�§ (5.60) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ½²°®¯¨¨ S:

S = �
�
@F

@T

�
V

(5.61)

¨ ¤ ¢«¥¨¿ p:

p = �
�
@F

@V

�
T

: (5.62)

�®®²®¸¥¨¥ (5.62) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ³° ¢¥¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¢ ®¡-
¹¥¬ ¢¨¤¥.

�¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ½¥°£¨¨
±² ²¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ U0(V ) ¨ ½¥°£¨¨, ®²¢¥· ¾¹¥© ª®«¥¡ ²¥«¼-
»¬ ¤¢¨¦¥¨¿¬  ²®¬®¢ (4.2). �®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ (5.62), ¯®«³·¨¬:

p = �dU0
dV

�
X
i

 
1

2
+

1

exp
�
~!i=(kBT )

�� 1

!
~
d!i
dV

: (5.63)

�. �°¾ ©§¥ ¯°¥¤¯®«®¦¨«, ·²®, ¥±«¨ ª°¨±² «« ¨±¯»²»¢ ¥² ° ±-
¸¨°¥¨¥ (®²®±¨²¥«¼®¥ ³¢¥«¨·¥¨¥ ®¡º¥¬  �V=V ), ²® ¯°®¯®°-
¶¨® «¼® �V=V ³¬¥¼¸ ¾²±¿ · ±²®²» ª ¦¤®© ¨§  ª³±²¨·¥±ª¨µ
ª®«¥¡ ²¥«¼»µ ¬®¤ ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ K:

!i(K) = !i0(K)

�
1� i(K)

�V

V

�
: (5.64)

�®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ±«³¦ ² ¢¥«¨·¨» i(K),
ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ° §«¨·®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ²®© ¨«¨ ¨®© ¬®¤». �®£-
¤ , ¨±¯®«¼§³¿ (5.64), ¬®¦® ¯®«³·¨²¼:

i = �V

!i

d!i
dV

= �d ln!i
d lnV

: (5.65)

�®£¤  ³° ¢¥¨¥ ±®±²®¿¨¿, ± ³·¥²®¬ (5.65), ¨¬¥¥² ¢¨¤

p+
dU0
dV

=
1

V

X
i

i

 
1

2
~!i +

~!i

exp
�
~!i=(kBT )

�� 1

!
: (5.66)

� ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¬®¤¥«¨ �¥¡ ¿, ¨±¯®«¼§³¿ (5.43) ¨ (5.60), § ¯¨¸¥¬
¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨:

F = N

0@u0(v) + 9nkBT

�
T

�

�3 xDZ
0

�
1

2
x+ ln(1� e�x)

�
x2dx

1A ;

(5.67)
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£¤¥ u0(v) = U0=N , v = V=N , n = N=V ,   ¯¥°¥¬¥ ¿ x ¤ ¥²±¿
´®°¬³«®© (5.41). �§ (5.67) ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ª®«¥¡ ²¥«¼»©
¢ª« ¤ ¢ ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ (F � Nu0(v)) ¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© ®²
®¡º¥¬  ¨ ²¥¬¯¥° ²³°». � ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ½²³ ´³ª¶¨¾ ¯°¥¤±² ¢¨¬
² ª:

'(V; T ) = F �Nu0(v) = T�

�
T

�

�
; (5.68)

£¤¥ �(T=�) | ´³ª¶¨¿ ®¤®£®  °£³¬¥² ,   ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ § -
¢¨±¨² ®² ¨§¬¥¥¨¿ ®¡º¥¬ , ². ¥. � = �(T=�(V )). � ¯¨¸¥¬ ¢±¯®-
¬®£ ²¥«¼®¥ ±®®²®¸¥¨¥:�

@�

@ ln �

�
T

=

�
�
@�

@�

�
T

=

�
�
@�

@V

@V

@�

�
T

=

=

�
�� T

�2
@�

@V

@V

@�
�0
�
T

= �T
�
�0 = �

�
@�

@ lnT

�
V

: (5.69)

�¨´´¥°¥¶¨°³¿ (5.68) ± ³·¥²®¬ (5.69), ¯®«³·¨¬:�
@'(V; T )

@V

�
T

= � 

V

�
@'(V; T )

@ ln �

�
T

=
T

V

�
� @�

@ lnT

�
V

; (5.70)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥ ¯ ° ¬¥²°  �°¾ ©§¥ :

 = � V

!D

d!D
dV

= �d ln!D
d lnV

= �V
�

d�

dV
= � d ln �

d lnV
: (5.71)

�±¯®«¼§³¿ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ (5.68), § ¯¨¸¥¬:�
@'(V; T )

@V

�
T

=


V

�
T

�
@'(V; T )

@T

�
V

� '(V; T )

�
: (5.72)

� ¯®¬®¹¼¾ (5.67)  ©¤¥¬ ¿¢»© ¢¨¤ ª®«¥¡ ²¥«¼®£® ¢ª« ¤  ¢ ±¢®-
¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ (F | Nu0(v)) ¨, ¯®¤±² ¢«¿¿ ¢ (5.72), ¯®«³·¨¬: 

@
�
F �Nu0(v)

�
@V

!
T

=


V

�
T

�
@F

@T

�
V

� F +Nu0(v)

�
: (5.73)

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ (5.60), ·²®¡» § ¯¨± ²¼ ±¢¿§¼

U = F � TS = F � T

�
@F

@T

�
V

: (5.74)

�°¨¢¥¤¥¬ (5.73) ª ¢¨¤³

�
�
@F

@V

�
T

+
du0(v)

dv
= 

Uª®«
V

; (5.75)
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£¤¥ Uª®« = U�Nu0(v)| ª®«¥¡ ²¥«¼ ¿ · ±²¼ ¢³²°¥¥© ½¥°£¨¨.
�¡° ¹ ¿±¼ ª (5.60), ¯°¥¤±² ¢¨¬ (5.75) ¢ ¢¨¤¥

p+
dU0
dV

= 
Uª®«
V

: (5.76)

�®®²®¸¥¨¥ (5.76)  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ ±®±²®¿¨¿ �¨{�°¾-
 ©§¥ . �¨´´¥°¥¶¨°³¿ (5.76) ¯® ²¥¬¯¥° ²³°¥, ¯®«³·¨¬:�

dp

dT

�
V

= 
CV

V
: (5.77)

�±¯®«¼§³¿ (5.77), ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ®¡º¥¬®£® ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥¯«®-
¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ (5.59) ¨ ¨§¢¥±²®¥ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ±®®²®-
¸¥¨¥ �

@V

@T

�
p

�
@p

@V

�
T

�
@T

@p

�
V

= �1;

§ ¯¨¸¥¬:

�V =
1

V

�
@V

@T

�
p

= � 1

V

(@p=@T )V
(@p=@V )T

= �T

�
@p

@T

�
V

; (5.78)

£¤¥

�T = � 1

V

�
@V

@p

�
T

(5.79)

| ¨§®²¥°¬¨·¥±ª ¿ ±¦¨¬ ¥¬®±²¼ | ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿ ¨§®²¥°¬¨-
·¥±ª®¬³ ³¯°³£®¬³ ¬®¤³«¾ ¢±¥±²®°®¥£® ±¦ ²¨¿ B (3.29). �ª®-
· ²¥«¼® ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ±®®²®¸¥¨¥ �°¾ ©§¥ , ±¢¿§»¢ -
¾¹¥¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¨ ²¥¯«®¢®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «-
« µ, ¨¬¥¥² ¢¨¤

�V =
�T

V
CV : (5.80)

�±«¨ ¯°¨¿²¼, ·²® �T ¨ V ±« ¡® § ¢¨±¿² ®² ²¥¬¯¥° ²³°», ¨§ (5.80)
±«¥¤³¥²:

�V

CV
= const: (5.81)

�²®² ´ ª² ¡»« ³±² ®¢«¥ �.�°¾ ©§¥®¬ ¢ 1908£. �° ¢¨«® (5.81)
µ®°®¸® ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ± ¯°®±²®© ±²°³ª²³°®©. �§
(5.81) ±«¥¤³¥², ·²® ²¥¬¯¥° ²³°»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥-
¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¨ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¤®«¦» ¡»²¼ ¯®¤®¡»¬¨.
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5.2.3. �¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼. � ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¥®±  ¯®²®ª 
²¥¯«  Q ¢ ¤«¨®¬ ±²¥°¦¥, ¢ ª®²®°®¬ ±®§¤  £° ¤¨¥² ²¥¬¯¥° -
²³°:

Q = �{dT
dx

; (5.82)

£¤¥ { | ª®½´´¨¶¨¥² ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨, Q | ½¥°£¨¿, ¯°®µ®¤¿-
¹ ¿ ·¥°¥§ ¯®¯¥°¥·®¥ ±¥·¥¨¥ ±²¥°¦¿ ¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨. �¥-
µ ¨§¬ ¯¥°¥®±  ½¥°£¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨´´³§¨®»¬: · ±²¨¶», ¯¥-
°¥®±¿¹¨¥ ½¥°£¨¾ | ´®®», ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ®² ¡®«¥¥  £°¥²®£®
ª ¬¥¥¥  £°¥²®¬³ ª®¶³ ®¡° §¶  ¯°¥²¥°¯¥¢ ¾² ¬®£®·¨±«¥»¥
±²®«ª®¢¥¨¿ ± °¥¸¥²ª®©.

�³±²¼ · ±²¨¶», ¯¥°¥®±¿¹¨¥ ½¥°£¨¾ (¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ´®-
®»), ¤¢¨¦³²±¿ ¢¤®«¼ ®±¨ X . �±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«³· © ²¥¯«®-
¢®£® ° ¢®¢¥±¨¿, ²® ·¨±«® · ±²¨¶, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ §  1 ± ¥¤¨¨·³¾
¯«®¹ ¤ª³, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°³¾ ®±¨ X , ¢¯° ¢® ¨ ¢«¥¢®, ¡³¤¥² ®¤¨ -
ª®¢»¬ ¨ ° ¢»¬ (1=2)nhjvxji, £¤¥ n| ª®¶¥²° ¶¨¿ · ±²¨¶, vx |
ª®¬¯®¥²  ±ª®°®±²¨, ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ ®§ · ¾² ³±°¥¤¥¨¥ ¯®  -
± ¬¡«¾. �±«¨ c | ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ®²¥±¥ ¿ ª ®¤®© · ±²¨¶¥,
²® ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¨§ ®¡« ±²¨ ± «®ª «¼®© ²¥¬¯¥° ²³°®© T + �T
¢ ®¡« ±²¼ ± «®ª «¼®© ²¥¬¯¥° ²³°®© T · ±²¨¶  ¯®²¥°¿¥² ½¥°£¨¾,
° ¢³¾ c�T . �±«¨ ¨§¬¥¥¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» �T ¯°®¨±µ®¤¨²  
° ±±²®¿¨¨ ¤«¨» ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  · ±²¨¶» �, ²® ¬®¦® § ¯¨-
± ²¼:

�T (x) =
dT

dx
� =

dT

dx
vx�; (5.83)

£¤¥ � | ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¬¥¦¤³ ±²®«ª®¢¥¨¿¬¨. �®«»© ¯®²®ª ²¥-
¯« , ±®§¤ ¢ ¥¬»© ¤¢¨¦¥¨¥¬ · ±²¨¶ ¢ ®¡®¨µ  ¯° ¢«¥¨¿µ, ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

Q = �nhv2ic� dT
dx

= �1

3
nv2c�

dT

dx
: (5.84)

�®±ª®«¼ª³ ¢ ¬®¤¥«¨ �¥¡ ¿ ±ª®°®±²¼ ¢±¥µ ´®®®¢ ®¤¨ ª®¢ , (5.84)
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

Q = �1

3
Cv§¢�

dT

dx
; (5.85)

£¤¥ C � nc | ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, v§¢ | ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ¢ ª°¨±² ««¥.
�° ¢¨¢ ¿ (5.85) ¨ (5.82), ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨
¯®«³· ¥¬:

{ =
1

3
Cv§¢�: (5.86)

�² ª, ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼, ±¢¿§  ¿ ± ´®® ¬¨, ²¥¬ ¡®«¼¸¥, ·¥¬
¡®«¼¸¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ±ª®°®±²¼ §¢³ª  ¨ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£ 
´®®®¢.
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�°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ´®®®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ®±-
®¢®¬ ¤¢³¬¿ ¯°®¶¥±± ¬¨: ° ±±¥¿¨¥¬   ¤¥´¥ª² µ °¥¸¥²ª¨; ° ±-
±¥¿¨¥¬ ´®®®¢   ´®® µ (´®®-´®®»¬¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬).

�±«¨ ¡» ±¨«» ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ ¡»«¨ ¡» ·¨±²®
£ °¬®¨·¥±ª¨¬¨, ¨ª ª®£® ¬¥µ ¨§¬  ´®®-´®®®£® ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢¨¿ ¥ ±³¹¥±²¢®¢ «® ¡», ¨ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£ 
®¯°¥¤¥«¿« ±¼ ¡» ²®«¼ª® ®²° ¦¥¨¿¬¨ ´®®®¢ ®² £° ¨·»µ ¯®-
¢¥°µ®±²¥© ª°¨±² ««  ¨ ° ±±¥¿¨¥¬   ¤¥´¥ª² µ °¥¸¥²ª¨. �±®,
·²® ·¥¬ ¨¦¥ ²¥¬¯¥° ²³° , ²¥¬ ¡®«¼¸¥ ®²®±¨²¥«¼»© ¢ª« ¤ ¯®-
±«¥¤¥£® ¨§ ¬¥µ ¨§¬®¢ ° ±±¥¿¨¿ ¢ ±¨«³ ³¬¥¼¸¥¨¿  £ °¬®-
¨§¬  ª®«¥¡ ¨© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ (² ¡«. 5.2).

�  ¡ «¨ ¶   5.2. �¥¯«®¥¬®ª®±²¼, ª®½´´¨¶¨¥²
²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ¨ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®-
¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ´®®®¢ ¢ ª¢ °¶¥ ¨ NaCl

¯°¨ ° §«¨·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ

�¢ °¶ 0 �C 2,00 0,13 40

(¢¤®«¼ ®±¨ Z) �190 �C 0,55 0,50 540

NaCl 0 �C 1,88 0,07 23

�190 �C 1,00 0,27 100

�¥®°¨¿ ´®®-´®®®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤®±² ²®·® ±«®¦ .
�¤¨¬ ¨§ ¥¥ °¥§³«¼² ²®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ² ¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¼
¤«¨» ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ²¥¬¯¥° ²³°¥:

� � 1

T
: (5.87)

�²®² ´ ª² ±®£« ±³¥²±¿ ± ½ª±¯¥°¨¬¥²®¬ ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³-
° µ. � ·¥±²¢¥®¥ ®¡º¿±¥¨¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ (5.87) ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®,
·²® ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �« ª  ¤«¿ ´®®®¢ (5.15) ¯°¨ ¢»±®-
ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯°¨¢®¤¨² ª ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ·¨±«  ´®®®¢
 ¡±®«¾²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥:

n =

 
1

exp
�
~!=(kBT )

�� 1

!
T!1

� kB
~!

T: (5.88)

� ±²®²  ±²®«ª®¢¥¨¿ ¤ ®£® ´®®  ± ¤°³£¨¬¨ ¤®«¦  ¡»²¼ ¯°®-
¯®°¶¨® «¼  ¨µ ·¨±«³. �®£¤ ,  ¯°®²¨¢, ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®-
¡¥£  ¡³¤¥² ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼®© ¨µ ·¨±«³, ¨ ¢»¯®«¥¨¥ ±®-
®²®¸¥¨¿ (5.87) ¯° ¢®¬®·®.

�°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ·¨±«® ´®®®¢ ³¡»¢ ¥² ±®£« ±® ½ª±-
¯®¥¶¨ «¼®¬³ § ª®³, ¨ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ¯°®¡¥£  ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿
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¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ² ª¦¥ ¯® ½ª±¯®¥¶¨ «¼®¬³ § -
ª®³:

� � exp

�
�

2T

�
; (5.89)

£¤¥ � | ²¥¬¯¥° ²³°  �¥¡ ¿.
�®¢¥°¸¥»¥ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««» ¬®£³² ®¡« ¤ ²¼ ±²®«¼

¦¥ ¢»±®ª®© ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼¾, ·²® ¨ ¬¥² ««», £¤¥ ¤®¯®«¨²¥«¼-
»¬ ¨±²®·¨ª®¬ ¯¥°¥®±  ²¥¯«®¢®© ½¥°£¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±¢®¡®¤»¥
½«¥ª²°®». �¨²¥²¨·¥±ª¨© ± ¯´¨° (Al2O3) ¨¬¥¥² ®¤® ¨§ ± ¬»µ
¢»±®ª¨µ § ·¥¨© ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ 2 � 104�²=(¬ ��). � ª±¨-
¬³¬ ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ ± ¯´¨°  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢»¸¥ ¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿
¬¥¤¨, ° ¢®£® 5 � 103�²=(¬ ��).

�   ¤   · ¨

5.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ ±°¥¤¾¾ ½¥°£¨¾ £ °¬®¨·¥±ª®£® ®±¶¨««¿²®°  ±®-
£« ±® ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨.

5.2. �»·¨±«¨²¼ ±°¥¤¾¾ ½¥°£¨¾ ®±¶¨««¿²®°  ¯°¨ ¤ ®© ²¥¬¯¥° -
²³°¥ T ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½¥°£¨¨ ®±¶¨««¿²®°®¢ ¯®¤·¨¿-
¥²±¿ ±² ²¨±²¨ª¥ �®«¼¶¬  . � ±±¬®²°¥²¼ ¯¥°¥µ®¤ ¯°¨ T !1.

5.3. �®ª § ²¼, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ±°¥¤¥© ½¥°£¨¨ ª« ±±¨·¥±ª®© ±¨-

±²¥¬» ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥ E = kBT
2d(lnZ)=dT , £¤¥ Z | ¨²¥-

£° « ±®±²®¿¨¿, ª®²®°»© ° ¢¥

Z =

ZZ
exp

�
�E(p; q)=(kBT )

�
dpdq;

p | ¨¬¯³«¼±, q | ª®®°¤¨ ² .

5.4. �®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¨§ª®²¥¬¯¥° ²³°®© °¥¸¥²®·®© ²¥-
¯«®¥¬ª®±²¨ ®¤®¬¥°®£® ¨ ¤¢³¬¥°®£® ª°¨±² ««®¢.

5.5. �¯°¥¤¥«¨²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ²¥¬¯¥° ²³°³ � ¬¥¤¨, ¥±«¨ ±¦¨-

¬ ¥¬®±²¼ 0; 76 � 10�11¬2=�,   ¯®±²®¿ ¿ °¥¸¥²ª¨ 3,61�A.

5.6. � ©²¨  ¯° ¢«¥¨¿ ¢ ²°¨£® «¼®¬ ª°¨±² ««¥, ¢ ª®²®°»µ ª®½´-
´¨¶¨¥²²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ° ¢¥ ³«¾. �®¬¯®¥²» ²¥§®°  ²¥¯«®-
¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿ ° ¢»: �11 = �22 = �5; 6�10�6��1, �33 = 25�10�6��1.
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������� �������� ����������

�°¨   «¨§¥ ³¯°³£¨µ ±¢®©±²¢ ª°¨±² ««®¢ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ª°¨±-
² «« ®¤®°®¤®© ¥¯°¥°»¢®© ±°¥¤®©, ¥ ³·¨²»¢ ¿ ¤¨±ª°¥²®±-
²¨ ¥£® ±²°®¥¨¿. � ®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ ª®²¨³ «¼-
»¬ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ´®®®¬³ ±¯¥ª²°³, ¢§¿²®¬³ ¯°¨ K ! 0
(� ! 1) (¤«¨®¢®«®¢®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥). �®®²¢¥²±²¢¥®, ½²®
¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ®¯° ¢¤ ® ¯°¨ ¤«¨ µ ³¯°³£¨µ ¢®«, ¯°¥¢»¸ ¾-
¹¨µ 10�6 ±¬, ·²® ¬®£® ¡®«¼¸¥ ¬¥¦ ²®¬»µ ° ±±²®¿¨©, ¨ · ±²®-
² µ ¬¥¥¥ 1011�1012�¶.

�²  ®¡« ±²¼ · ±²®² ¨¬¥¥² ¡®«¼¸®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ´¨§¨ª¨ ²¢¥°¤®-
£® ²¥« . �«¼²° §¢³ª®¢»¥ ¢®«» ¨±¯®«¼§³¾² ¤«¿ ¨§¬¥°¥¨¿ ³¯°³£¨µ
¯®±²®¿»µ, ¨§³·¥¨¿ ¤¥´¥ª²®¢ ±²°®¥¨¿ ¨  £ °¬®¨§¬  ª°¨±-
² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨, ½«¥ª²°®®© ±²°³ª²³°» ¬¥² ««®¢ ¨ ±¢¥°µ-
¯°®¢®¤¨ª®¢. �³¹¥±²¢³¾² ¬®£®·¨±«¥»¥ ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°¨-
¬¥¥¨¿ ¢®« ³«¼²° §¢³ª®¢»µ · ±²®²: ³«¼²° §¢³ª®¢ ¿ ¤¥´¥ª²®±ª®-
¯¨¿, ±¢ °ª  ¨ ®·¨±²ª  ¬¥² ««®¢, ¨§£®²®¢«¥¨¥ ½¬³«¼±¨© ¨ ². ¤.

�¿¤ ³¨ª «¼»µ (³¯°³£¨µ ¨ ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ) ±¢®©±²¢ ª°¨-
±² ««®¢  ¸¥« ¸¨°®ª®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¢ ¯¼¥§®²¥µ¨ª¥ ¨  ª³±²®½«¥ª-
²°®¨ª¥.

6.1. � «»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ³¯°³£®© ±¯«®¸®© ±°¥¤»

�°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ³¯°³£®© ±¯«®¸®© ±°¥¤», ª ª ¨§®²°®¯®©, ² ª
¨  ¨§®²°®¯®©, ¥¥ · ±²¨¶» ±¬¥¹ ¾²±¿ ¨§ ±¢®¨µ ¯¥°¢® · «¼»µ
¯®«®¦¥¨©. �³±²¼ · ±²¨¶ ,  µ®¤¨¢¸ ¿±¿ ¤® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢ ²®·ª¥,
®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ° ¤¨³±®¬-¢¥ª²®°®¬ r ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ xi (i = 1; 2; 3),
¯®±«¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ¯®«®¦¥¨¨ r0 ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ x0i.
�¢¥¤¥¬ ¢¥ª²®° ±¬¥¹¥¨¿:

u = r0 � r; ui = x0i � xi; (6.1)

§ ¤ ¾¹¨©  ¡±®«¾²³¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ±°¥¤». �·¥¢¨¤®, ·²® § ¤ -
¨¥ ¢® ¢±¥¬ ®¡º¥¬¥ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ u(r) ¯®«®±²¼¾
®¯°¥¤¥«¨² ¤¥´®°¬¨°®¢ ®¥ ±®±²®¿¨¥. �¤ ª® ³¤®¡¥¥ ¨±¯®«¼-
§®¢ ²¼ ®²®±¨²¥«¼»¥ ¢¥«¨·¨», ² ª¦¥ µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨¥ ¤¥´®°-
¬¨°®¢ ®¥ ±®±²®¿¨¥ ¨ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ±¢¿§ »¥ ± (6.1).
�±«®¢¨¬±¿, ·²® ¢±¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢
¯°¥¤¥« µ ¢»¯®«¥¨¿ § ª®  �³ª : ¢ ³¯°³£®¬ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¤¥-
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´®°¬ ¶¨¿ ¯°¿¬® ¯°®¯®°¶¨® «¼   ¯°¿¦¥¨¾. �·¨² ¥¬ ² ª¦¥,
·²® ¤¥´®°¬ ¶¨®»¥ ¶¨ª«» ®¡° ²¨¬». �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ ±¥¡¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ³¯°³£®© ±°¥¤», ° ±±¬®²°¨¬ · ±²¨¶³ ¢¬¥±²¥
± ¥ª®²®°®© ¡¥±ª®¥·® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¼¾. �®£¤  ¬®¦® ° §«®-
¦¨²¼ ¤¥´®°¬ ¶¨¾   ²°¨ ¤¢¨¦¥¨¿:

1) ¯®±²³¯ ²¥«¼®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ · ±²¨¶» ¢¬¥±²¥ ± ®ª°¥±²®±²¼¾ ¨§
²®·ª¨ r ¢ ²®·ª³ r0;

2) ¯®¢®°®² ®ª°¥±²®±²¨ ª ª ¶¥«®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢®ª°³£ ¥ª®-
²®°®© ®±¨, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ · ±²¨¶³ (²®·ª³ r0);

3) ±®¡±²¢¥® ¤¥´®°¬ ¶¨¾, ². ¥. ² ª®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ®¤¨µ · -
±²¨¶ ®ª°¥±²®±²¨ ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£¨µ, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¨§¬¥¿¾²±¿
° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³ · ±²¨¶ ¬¨.

�®±²³¯ ²¥«¼®¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ · ±²¨¶» ¢¬¥±²¥ ± ®ª°¥±²®±²¼¾
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ u(r). �±² «¼»¥ ¤¢  ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿ § ¤ -
¾²±¿ ¯°®¨§¢®¤»¬¨ ¢¥ª²®°  ±¬¥¹¥¨¿ ¯® ª®®°¤¨ ² ¬.

�³±²¼ ¢³²°¨ ¥¤¥´®°¬¨°®¢ ®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  § ¤   ®°²®-
£® «¼ ¿ ®°²®®°¬¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ², ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿

²°®©ª®© ¥¤¨¨·»µ ¢¥ª²®°®¢
i; j;k (°¨±. 6.1). �°¥¤¯®«®¦¨¬,
·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¬ «®© ®¤®-
°®¤®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¯°¨ ª®²®-
°®© ¢±¥ ½«¥¬¥² °»¥ ®¡º¥¬»
ª°¨±² ««  ¤¥´®°¬¨°³¾²±¿®¤¨-
 ª®¢®, ¤  ¿ ²°®©ª  ¢¥ª²®-
°®¢ ¨§¬¥¨«  ±¢®¾ ®°¨¥² -
¶¨¾, ¨ ¤«¨  ª ¦¤®£® ¨§ ¢¥ª-
²®°®¢ ² ª¦¥ ¨§¬¥¨« ±¼, ¢ °¥-
§³«¼² ²¥ ·¥£® ®¡° §®¢ « ±¼ ®-
¢ ¿ ²°®©ª  ¢¥ª²®°®¢ i0, j0; k0,
¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥ ®°²®£® «¼-
»µ ¨ ¥ ¥¤¨¨·»µ.

�¨±. 6.1. �®®°¤¨ ²»¥ ®±¨ ¤«¿ ®¯¨± -
¨¿ ³¯°³£®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ � ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨©

±«³· © ° ¢®¬¥°®£® ¨§¬¥¥-
¨¿ ° §¬¥°  ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ®¡° §¶  ¢¤®«¼ ®±¨X(�1) (°¨±. 6.2).
�¥ª²®° ±¬¥¹¥¨¿ ²®·ª¨ ¢¤®«¼ ½²®© ®±¨ ¡³¤¥² ¯°®¯®°¶¨® «¥ ° -
¤¨³±³-¢¥ª²®°³ r, ¤«¨  ª®²®°®£® ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ° ¢  x. �®£¤ 
¬®¦® § ¯¨± ²¼:

ux
x

=
u1
x

=
�l

l
; (6.2)

£¤¥ l, �l |  ¡±®«¾²®¥ § ·¥¨¥ ¨ ®²®±¨²¥«¼®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ° §-
¬¥°  ®¡° §¶  ¢¤®«¼ ®±¨ X . �®®²®¸¥¨¥ (6.2) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼
² ª:

ux = exxx; u1 = e11x: (6.3)
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�«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¯°¨° ¹¥¨© ª®½´´¨¶¨-
¥² ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ ¢ (6.3) ¡³¤¥² ° ¢¥

e11 =
@ux
@x

=
@u1
@x1

: (6.4)

�²  ¢¥«¨·¨  ®¯°¥¤¥«¿¥² ®²®±¨²¥«¼®¥ ° ±²¿¦¥¨¥ ®¡° §¶ 

�¨±. 6.2. �¤®°®¤ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ° ±²¿¦¥¨¿

¢¤®«¼ ®±¨ x. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®²®±¨²¥«¼»¥ ° ±²¿¦¥¨¿ ®¡° §¶ 
¢¤®«¼ ®±¥© y ¨ z ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ¢ ¢¨¤¥

e22 =
@u2
@y

; e33 =
@u3
@z

: (6.5)

�«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¤¢¨£®¢»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¢»¤¥«¨¬ ¢³²°¨ ®¡° §¶ 
¬ «»© (½«¥¬¥² °»©) ®¡º¥¬, ª®²®°»© ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿
¨§¬¥¿¥²±¿ ² ª, ·²® ¬¥¿¾²±¿ ³£«» ¬¥¦¤³ ¥£® °¥¡° ¬¨ (°¨±. 6.3).

�¨±. 6.3. �¤®°®¤ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ±¤¢¨£ 

�°¨ ² ª®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª³¡¨ª ¬®¦¥² ¯°¥¢° ²¨²¼±¿ ¢ ¯ ° ««¥«¥-
¯¨¯¥¤. �°®¥ª¶¨¨ ¢¥ª²®°  ±¬¥¹¥¨¿   ®±¨ x ¨ y ¬®¦® ¢»° §¨²¼
² ª:

tg

�
�

2

�
=

u1
y
; tg

�
�

2

�
=

u2
x
; (6.6)
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¨«¨, ¯°¨ ¬ «»µ ³£« µ ¤¥´®°¬ ¶¨¨

u1 =
�

2
y; u2 =

�

2
x: (6.7)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤¥´®°¬ ¶¨¾ ±¤¢¨£®¢®£® ²¨¯  ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ±
¯®¬®¹¼¾ ±®®²®¸¥¨© ¢¨¤ 

u1 = e12y; u2 = e21x; (6.8)

£¤¥

e12 = e21 =
�

2
: (6.9)

�±¯®«¼§³¿ (6.9), ½²¨ ¢¥«¨·¨»,   «®£¨·® (6.5), ¬®¦® ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ ² ª:

e12 =
@u1
@y

=
@u1
@x2

; e21 =
@u2
@x

=
@u2
@x1

: (6.10)

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ®¤ ª®, ·²® ±¬¥¹¥¨¿ (6.7) ¨¬¥¾² ¥±ª®«¼ª® ¨®©
¢¨¤:

u1 =
�

2
y; u2 = ��

2
x: (6.11)

�®²¿ ±®®²®¸¥¨¿ (6.11)  ¯®¬¨ ¾² (6.7), ¯°¨ ² ª®¬ ¯¥°¥¬¥¹¥-
¨¨ ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬ ¯°¥²¥°¯¥¢ ¥² ¯°®±²®© ¯®¢®°®²   ³£®«
�=2 (°¨±. 6.4).

�°¨ ½²®¬ ®²®±¨²¥«¼®¥ ¯®«®¦¥¨¥  ²®¬®¢ ¢¥¹¥±²¢  ¥ ¬¥¿-
¥²±¿. �³¦® ¨±ª«¾·¨²¼ ·¨±²®¥ ¢° ¹¥¨¥ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤¥´®°-

�¨±. 6.4. �¤®°®¤»© ¯®¢®°®². �¥´®°¬ ¶¨© ¥²

¬ ¶¨¨ ±¤¢¨£ . �ª § ¨¥¬ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ²®, ·²®, ¥±«¨ @u1=@y ¨
@u2=@x ° ¢» ¯® ¢¥«¨·¨¥ ¨ ¯°®²¨¢®¯®«®¦» ¯® § ª³, ¨ª ª®©
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¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¥². �²®¬³ ³±«®¢¨¾ ¬®¦® ³¤®¢«¥²¢®°¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾
®¯°¥¤¥«¥¨¿

e12 = e21 =
1

2

�
@u1
@y

+
@u2
@x

�
: (6.12)

�«¿ ¤°³£¨µ ±¤¢¨£®¢»µ ¤¥´®°¬ ¶¨©,   «®£¨·® (6.12), ¬®¦¥¬ § -
¯¨± ²¼:

e13 = e31 =
1

2

�
@u1
@z

+
@u3
@x

�
;

e23 = e32 =
1

2

�
@u2
@z

+
@u3
@y

�
:

(6.13)

� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯°¨±³²±²¢³¾² ®¡  ²¨¯  ¤¥´®°¬ ¶¨¨,
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¨ ¢¥«¨·¨» (6.4){(6.5), ¨ ¢¥«¨·¨» (6.12){
(6.13) ®¤¨¬ ±®®²®¸¥¨¥¬

eij =
1

2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�
; (6.14)

£¤¥ ¨¤¥ª±» i, j ¯°®¡¥£ ¾² § ·¥¨¿ ®² 1 ¤® 3, µ1 � µ, µ2 � y,
x3 � z. �¯°¥¤¥«¥¨¥ (6.14) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®°
¡¥±ª®¥·® ¬ «»µ ¤¥´®°¬ ¶¨©, ¨¬¥¾¹¨© 6 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®-
¥².

�®¤±·¨² ¥¬ ®²®±¨²¥«¼®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ¢
®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ r ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨. �±¯®«¼§³¿ (6.1), ¬®¦®
§ ¯¨± ²¼:

ui(r+ �r) = ui(r) +
@ui
@xk

�xk = ui(r) + eik�xk ; (6.15)

«¨¡® ¢ ¢¥ª²®°®© ´®°¬¥:

�r0i = �ri + eik�rk;

�r01 = (1 + e11)�r1 + e12�r2 + e13�r3;

�r02 = e12�r1 + (1 + e22)�r2 + e23�r3;

�r03 = e13�r1 + e23�r2 + (1 + e33)�r3

(6.16)

�°¨¨¬ ¿, ·²® j�r1j = j�r2j = j�r3j = 1, ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯®±«¥
¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¥¤¨¨·»© ª³¡ �V = 1 ± °¥¡° ¬¨ �r1, �r2, �r3, ¡³¤¥²
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¨¬¥²¼ ®¡º¥¬

�V 0 = �r01[�r
0

2; �r
0

3] =

=

�������
1 + e11 e12 e13

e12 1 + e22 e23

e13 e23 1 + e33

������� �V �

� (1 + e11 + e22 + e33)�V: (6.17)

�°¨ § ¯¨±¨ (6.17) ¡»«¨ ®¯³¹¥» ¢±¥ ·«¥», ª°®¬¥ «¨¥©»µ.
�®£¤  ®²®±¨²¥«¼®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ®¡º¥¬  (®¡º¥¬®¥ ° ±¸¨°¥¨¥)
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

� =
�V 0 � �V

�V
� e11 + e23 + e33; (6.18)

². ¥. ª ª ±³¬¬³ ¤¨ £® «¼»µ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  ¤¥´®°¬ ¶¨¨.
�°¨ ¢±¥±²®°®¥¬ ±¦ ²¨¨ ®¡º¥¬®¥ ° ±¸¨°¥¨¥ ±·¨² ¾² ®²°¨¶ -
²¥«¼»¬.

6.2. �¥µ ¨·¥±ª¨¥  ¯°¿¦¥¨¿

�°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª°¨±² ««  ¢®§¨ª ¾² ±¨«» ³¯°³£®±²¨, ±²°¥-
¬¿¹¨¥±¿ ¢®±±² ®¢¨²¼  · «¼³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾. � °¥§³«¼² ²¥
²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¯®¿¢«¿¾²±¿¬¥µ ¨·¥±ª¨¥  ¯°¿¦¥¨¿, ª®²®°»¥ ®¯°¥-
¤¥«¿¾² ª ª ±¨«», ¤¥©±²¢³¾¹¨¥   ¥¤¨¨·»¥ ¯«®¹ ¤ª¨ ¢³²°¨
ª°¨±² «« . � ²¢¥°¤»µ ²¥« µ ¢®§¬®¦» ª ª ®°¬ «¼»¥ (±¨«  ¤¥©-

±²¢³¥² ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®   ¥¤¨¨·³¾
¯«®¹ ¤ª³), ² ª ¨ ±¤¢¨£®¢»¥, ¨«¨ ² -
£¥¶¨ «¼»¥,  ¯°¿¦¥¨¿ (¤¥©±²¢³¾-
¹ ¿ ±¨«  «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ ¥¤¨¨·-
®© ¯«®¹ ¤ª¨). �«¿  ¨§®²°®¯®£®
²¢¥°¤®£® ²¥«  ±«¥¤³¥² ° §«¨· ²¼ 9ª®¬-
¯®¥² ²¥§®°   ¯°¿¦¥¨© �ij . � 

�¨±. 6.5. �®¬¯®¥²»  ¯°¿-
¦¥¨© ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

°¨±. 6.5 ¯®ª §  ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬
¢ ¢¨¤¥ ª³¡  ± £° ¿¬¨ ¥¤¨¨·®© ¯«®-
¹ ¤¨ ¨ ª®¬¯®¥² ¬¨  ¯°¿¦¥¨©.
�°¨¿²» ®¡®§ ·¥¨¿: ¯¥°¢»© ¨¤¥ª±
±®®²¢¥²±²¢³¥² ª®®°¤¨ ²®© ®±¨, ¢¤®«¼
ª®²®°®©  ¯° ¢«¥  ±¨« , ¢²®°®© ¨-

¤¥ª± | ®±¨, § ¤ ¾¹¥© ®°¨¥² ¶¨¾ ¥¤¨¨·®© ¯«®¹ ¤ª¨, ª ª®²®-
°®© ¯°¨«®¦¥  ±¨« . � ¯°¨¬¥°, ¢¥«¨·¨  �11 ®¡®§ · ¥² ª®¬¯®-
¥²³ ±¨«», ¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¢¤®«¼ ®±¨ X1   ¥¤¨¨·³¾ ¯«®¹ ¤ª³,
¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°³¾ ½²®© ®±¨, ¢¥«¨·¨  �12 | ª®¬¯®¥²³ ±¨«»,
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¤¥©±²¢³¾¹³¾ ¢¤®«¼ ®±¨ X1   ¥¤¨¨·³¾ ¯«®¹ ¤ª³, ¯¥°¯¥¤¨ª³-
«¿°³¾ ª ®±¨ X2 ¨ ². ¯. �®¬¯®¥²» �11, �22, �33 ¿¢«¿¾²±¿ ®°-
¬ «¼»¬¨  ¯°¿¦¥¨¿¬¨, �12, �21, �13, �31, �23, �32 | ±¤¢¨£®-
¢»¬¨ (² £¥¶¨ «¼»¬¨)  ¯°¿¦¥¨¿¬¨.

�®ª ¦¥¬, ·²® ²¥§®°  ¯°¿¦¥¨© ±¨¬¬¥²°¨·¥. �«¿ ½²®£® ¤®-
±² ²®·® ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°®¥ª¶¨¾ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬ ,  µ®¤¿¹¥-
£®±¿ ¢ ° ¢®¢¥±¨¨ ¢³²°¨ ®¤®°®¤®£® ²¢¥°¤®£® ²¥« ,   ¯«®±ª®±²¼
XY (°¨±. 6.6).

�±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼,  ¯°¨¬¥°, ·²® �12 > �21, ²®, ®·¥¢¨¤®,
¢®§¨ª ¥² ¢° ¹ ¾¹¨© ¬¥µ ¨·¥±ª¨© ¬®¬¥², ±²°¥¬¿¹¨©±¿ ¯®-
¢¥°³²¼ ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬ ¯® · ±®¢®© ±²°¥«ª¥. �¤ ª® ½«¥¬¥-

�¨±. 6.6. � ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ²¥§®°   ¯°¿¦¥¨©

² °»© ®¡º¥¬ ¢³²°¨  ¯°¿¦¥®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¤®«¦¥ ®±² -
¢ ²¼±¿ ¢ ° ¢®¢¥±¨¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ¢»¯®«¿-
«¨±¼ ³±«®¢¨¿ �12 = �21, �13 = �31, �23 = �32, ¨«¨, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³-
· ¥, �ij = �ji. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ²¥§®°  ¯°¿¦¥¨©
¨¬¥¥² 6 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®¥².

6.3. � ª® �³ª  ¨ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ª°¨±² ««®¢

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® § ª® �³ª  ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¤«¿ «¾¡®£®
½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ®¤®°®¤®£® ²¢¥°¤®£® ²¥« , ². ¥. ·²®  ¯°¿-
¦¥¨¿ ¢±¾¤³ ¯°®¯®°¶¨® «¼» ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬. �®£« ±® § ª®³
�³ª , ª ¦¤ ¿ ª®¬¯®¥²   ¯°¿¦¥¨© «¨¥©® ±¢¿§   ± ª ¦¤®©
ª®¬¯®¥²®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨. �²¨ ±®®²®¸¥¨¿ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ®¡° -
§³¾² ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ± 81 ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ª®²®°»¥
 §»¢ ¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨ ³¯°³£®© ¦¥±²ª®±²¨, ¨«¨ ¬®¤³«¿¬¨
³¯°³£®±²¨:
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�11 = C1111e11 + C1122e22 + C1133e33 + C1123e23 + C1113e13 + C1112e12;

�22 = C2211e11 + C2222e22 + C2233e33 + C2223e23 + C2213e13 + C2212e12;

�33 = C3311e11 + C3322e22 + C3333e33 + C3323e23 + C3313e13 + C3312e12;

�23 = C2311e11 + C2322e22 + C2333e33 + C2323e23 + C2313e13 + C2312e12;

�13 = C1311e11 + C1322e22 + C1333e33 + C1323e23 + C1313e13 + C1312e12;

�12 = C1211e11 + C1222e22 + C1233e33 + C1223e23 + C1213e13 + C1212e12:
(6.19)

�±®, ·²® ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¨  ¯°¿¦¥-
¨©, ° ¢» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ª®¬¯®¥²» ¢¨¤  Cijkl = Cijlk = Cjikl =
= Cjilk, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢ (6.19) ®±² ¥²±¿ 36 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬-
¯®¥² Cijkl. � ±¢¥°³²®¬ ¢¨¤¥ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© (6.19) ¬®¦¥²
¡»²¼ ª®¬¯ ª²® § ¯¨±  , ¥±«¨ ¯°¨¬¥¨²¼ ¯° ¢¨«® ±³¬¬¨°®¢ ¨¿
�©¸²¥©  ¯® ¤¢ ¦¤» ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿ ¨¤¥ª±³:

�ij =
3X

k=1

3X
l=1

Cijklekl = Cijklekl: (6.20)

� «¥¥, ² ª¦¥ ª ª ¨ ¢ (6.20), ¯® ¤¢ ¦¤» ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿ ¨¤¥ª±³
¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥. �®½´´¨¶¨¥²»Cijkl ¢ (6.20) ®¡° -
§³¾² ²¥§®° 4 ° £ . � §¬¥°®±²¼ ¢¥«¨·¨ [C] = [�=¬2] = [� ].
� ¦¥©¸¨¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ±®®²®¸¥¨© (6.19) ¨ (6.20) ¿¢«¿¥²±¿ ²®,
·²®  ¯°¿¦¥¨¿ ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ±®¢¯ ¤ ¾² ¯®  ¯° -
¢«¥¨¾, ¯°¨·¥¬ ®°¬ «¼»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¬®£³² ¢»§»¢ ²¼ ±¤¢¨£®-
¢»¥  ¯°¿¦¥¨¿, ¨  ®¡®°®².

� ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥§®°®¢ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¨  ¯°¿¦¥¨© ¿±®,
·²® ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¡®«¥¥ ½ª®®¬³¾ ´®°¬³ § ¯¨±¨, ¥±«¨ ¯°¨-
¿²¼ ±®£« ¸¥¨¥, ·²® ¯ °»¥ ¨¤¥ª±» ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ¢ ¬ -
²°¨·®© ´®°¬¥ ² ª (®¡®§ ·¥¨¿ �®µ² ):

11 , 1;

22 , 2;

33 , 3;

23; 32 , 4;

13; 31 , 5;

12; 21 , 6:

(6.21)

�®£¤  ³° ¢¥¨¿ (6.20) ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥ ¯°¨¬³² ¢¨¤

�� = C��e�; �; � = 1; : : : ; 6: (6.22)



6.3. � ª® �³ª  ¨ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ª°¨±² ««®¢ 125

� ª® �³ª  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¨ ·¥: ª ¦¤ ¿ ª®¬¯®¥² 
¤¥´®°¬ ¶¨¨ «¨¥©® ±¢¿§   ± ª ¦¤®© ª®¬¯®¥²®©  ¯°¿¦¥¨©:

eij = Sijkl�kl: (6.23)

�®½´´¨¶¨¥²» Sijkl ¢ (6.23) ®¡° §³¾² ²¥§®° 4 ° £  ¨  §»-
¢ ¾²±¿ ³¯°³£¨¬¨ ¯®¤ ²«¨¢®±²¿¬¨. � §¬¥°®±²¼ ½²¨µ ¢¥«¨·¨
[S] = [¬2=H]. � ª® �³ª  ¢ ´®°¬¥ (6.20) ®¡»·® ¯°¨¬¥¿¾² ¤«¿
®¯¨± ¨¿ ¯°®¶¥±±®¢ ¢ ³±«®¢¨¿µ ¯®±²®¿±²¢  ¤¥´®°¬ ¶¨©, ¨«¨
¢ ¬¥µ ¨·¥±ª¨ § ¦ ²®¬ ª°¨±² ««¥. �®°¬  (6.23) ¯°¨¬¥¿¥²±¿
¢ ³±«®¢¨¿µ ±¢®¡®¤»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ª°¨±² ««  (ª°¨±² «« ¬¥µ ¨-
·¥±ª¨ ±¢®¡®¤¥) ¨ ¬ «®±²¨ ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ  ¯°¿¦¥¨©.

� ©¤¥¬ ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ¯®¤¢¥°£³-
²®£® ¬¥µ ¨·¥±ª®¬³  ¯°¿¦¥¨¾. �«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ¨§®²°®¯®¥
³¯°³£®¥ ²¥«® ± ¦¥±²ª®±²¼¾ k ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ±¨«» F ¤¥´®°¬¨°®-
¢ ®   ¢¥«¨·¨³ x, ° ¡®² , § ²° ·¥ ¿   ² ª³¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¾,
¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥  ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§¢¥±²®£® ±®®²®¸¥¨¿:

w =
1

2
kx2: (6.24)

� «®£¨·® ¤«¿  ¨§®²°®¯®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®©
¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨, § ¯ ±¥®© §  ±·¥² ¢³²°¥¨µ  ¯°¿¦¥-
¨© ¢ ¬ ²¥°¨ «¥ ¢ «¾¡®© ¥£® ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬ , ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤-
±² ¢«¥  ² ª:

W =
1

2
Cijkleijekl: (6.25)

�¨´´¥°¥¶¨°³¿ (6.25) ¯® ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥-
¨¥ ¤«¿ ²¥§®°   ¯°¿¦¥¨© (6.20):

�ij =
@W

@eij
=

1

2

�
Cijklekl + Cijkleij

@ekl
@eij

�
=

=
1

2
(Cijklekl + Cijkleij�ki�lj) = Cijklekl; (6.26)

£¤¥ �ik | ±¨¬¢®« �°®¥ª¥° .
�¢ ¦¤» ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ¯® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±®®²®¸¥¨¥ (6.25)

¨«¨ ®¤¨ ° § | ±®®²®¸¥¨¥ (6.26), ¯®«³·¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®° 
³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ:

Cijkl =
@�ij
@ekl

=
@2W

@eij@ekl
: (6.27)

�§ ±®®²®¸¥¨¿ (6.27) ±«¥¤³¥², ·²® ¯®°¿¤®ª ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ -
¨¿ ¥ ¢ ¦¥, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¯ °» ¨¤¥ª±®¢ ij ¨ kl ¬®£³² ¡»²¼
¯¥°¥±² ¢«¥» ¡¥§ ¨§¬¥¥¨¿ ²¥§®°  Cijkl. � ®¥ ®¡±²®¿²¥«¼-
±²¢® ³¬¥¼¸ ¥² ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®¥² ²¥§®° , ² ª ·²®,
 ¯°¨¬¥°, C1233 = C3312 ¨ ². ¯. � °¥§³«¼² ²¥ ¢ ± ¬®¬ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥
¨§ª®±¨¬¬¥²°¨·»µ ª°¨±² ««®¢ ²°¨£® «¼®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢¬¥±²®
36 ®±² ¥²±¿ 21 ¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ª®¬¯®¥²  ²¥§®°  ³¯°³£®±²¨.
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6.4. �̄ °³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ¨ ³¯°³£¨© ¬®¤³«¼
¢±¥±²®°®¥£® ±¦ ²¨¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢

�¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ § ¢¨±¨² ®² ²®·¥·®©
±¨¬¬¥²°¨¨, ¨ ¤«¿ ± ¬»µ ¢»±®ª®±¨¬¬¥²°¨·»µ ª°¨±² ««®¢ | ª³-
¡¨·¥±ª¨µ | ¬¨¨¬ «¼® ¨ ° ¢® ²°¥¬: C11, C12, C44. �«¿ ¤®ª -
§ ²¥«¼±²¢  ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨:

W =
1

2
Cijkleijekl =

1

2
(C1111e

2
11 + C2222e

2
22 + C3333e

2
33 +

+ 2C1112e11e12 + : : :+ 2C1122e11e22 + : : :+ 4C2323e
2
23 + : : :):

(6.28)

�®®°¤¨ ²»¥ ®±¨ X (X1), Y (X2), Z (X3) ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨-
±² «« µ ½ª¢¨¢ «¥²», ¯®±ª®«¼ª³ ¯¥°¥¢®¤¿²±¿ ®¤  ¢ ¤°³£³¾ ¤¥©-
±²¢¨¥¬ ½«¥¬¥²®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨,  ¯°¨¬¥° ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ²°¥²¼¥£®
¯®°¿¤ª  (·¥²»°¥ ² ª¨µ ®±¨ ¥¯°¥¬¥® ¯°¨±³²±²¢³¾² ¢ «¾¡®© ¨§
£°³¯¯ ±¨¬¬¥²°¨¨ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢). �¨§¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 
¢¤®«¼ ½ª¢¨¢ «¥²»µ  ¯° ¢«¥¨© ² ª¦¥ ¤®«¦» ¡»²¼ ®¤¨ ª®¢».
� ¯°¨¬¥°, ¤®«¦  ¡»²¼ ®¤¨ ª®¢  ¦¥±²ª®±²¼   ° ±²¿¦¥¨¥ ª ª ¢
 ¯° ¢«¥¨¨ ®±¨ X , ² ª ¨ ®±¥© Y ¨ Z. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ ¨§¬¥-
¨²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ®±¥© ¢ ¢»° ¦¥¨¨ (6.28), ½¥°£¨¿ ¨§¬¥¨²¼±¿ ¥
¤®«¦ . �®½²®¬³ ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿
° ¢¥±²¢ 

C1111 = C2222 = C3333: (6.29)
�³¡¨·¥±ª¨© ª°¨±² «« ±¨¬¬¥²°¨·¥ ¯°¨ ®²° ¦¥¨¨ ®²®±¨²¥«¼®
«¾¡®© ¯«®±ª®±²¨ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© «¾¡®© ¨§ ®±¥© ª®-
®°¤¨ ². �¨·¥£® ¥ ¤®«¦® ¨§¬¥¨²¼±¿, ¥±«¨ § ¬¥¨²¼,  ¯°¨-
¬¥°, y ! �y. �® ² ª®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¬¥¿¥² ª®¬¯®¥²³ ¤¥´®°¬ -
¶¨¨ ¥µ³ ! �¥µ³ , ² ª ª ª ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ +³ ²¥¯¥°¼
¤®«¦® ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ �³. �²®¡» ¯°¨ ½²®¬ ¥ ¨§¬¥-
¿« ±¼ ½¥°£¨¿ ª°¨±² «« , �1112 ¤®«¦® ¯°¥¢° ²¨²¼±¿ ¢ ��1112.
�¤ ª® ®²° ¦¥»© ª°¨±² «« ¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®²  · «¼®£®, ¯®-
½²®¬³ ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿

C1112 = �C1112 = 0: (6.30)
�³«¾ ° ¢» ²®«¼ª® ²¥ ª®¬¯®¥²» ³¯°³£®±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨-
±² «« , ¤«¿ ª®²®°»µ ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¨¤¥ª± (µ, ¨«¨ ³, ¨«¨ z) ª®-
®°¤¨ ²®© ®±¨ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¥·¥²®¥ ·¨±«® ° § (®¤¨ ¨«¨ ²°¨).
�°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ § ¬¥¨²¼ ¢±¥ ¨¤¥ª±» µ   ³ (¨«¨ z) ¨  ®¡®°®²,
ª®¬¯®¥²» ³¯°³£®±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¡³¤³² ¨¢ °¨ ²»
®²®±¨²¥«¼® ² ª®© § ¬¥». �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®±² ¾²±¿ «¨¸¼ ²°¨
¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨ ¥ ° ¢»µ ³«¾ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ³¯°³£¨µ ¯®-
±²®¿»µ:

C1111 = C2222 = C3333 = C11 = C22 = C33;
C1122 = C2233 = C1133 = C12 = C23 = C13;
C2323 = C1313 = C1212 = C44 = C55 = C66:

(6.31)
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�°¨ § ¯¨±¨ (6.31) ¢¢¥¤¥» ² ª¦¥, ±®£« ±® ¯° ¢¨«³ (6.21), ±®ª° -
¹¥»¥ (¬ ²°¨·»¥) ®¡®§ ·¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ.

�±¯®«¼§³¿ (6.31), ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨-
±² ««  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

W =
1

2
Cijkleijekl =

1

2

�
C1111(e

2
11 + e222 + e233) +

+ 2C1122(e11e22 + e11e33 + e33e22) + 4C2323(e
2
23 + e213 + e212)

�
:

(6.32)

� ³·¥²®¬ ±ª § ®£®, § ª® �³ª  (6.19) ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨-
±² ««®¢ ³¤®¡® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥:

(�1�2�3�4�5�6) =

=

0
BBBBBBBB@

C11 C12 C12 0 0 0

C12 C11 C12 0 0 0

C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 0

0 0 0 0 0 C44

1
CCCCCCCCA

0
BBBBBBBB@

e1

e2

e3

e4

e5

e6

1
CCCCCCCCA
: (6.33)

�«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ «¥£ª® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡º¥¬»© ¬®-
¤³«¼ ³¯°³£®±²¨, ¢»° ¦¥»© ·¥°¥§ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¥ ³¯°³£¨¥ ¯®-
±²®¿»¥. �³±²¼ ª°¨±² «« ¯®¤¢¥°£ ¥²±¿ ¢±¥±²®°®¥¬³ ° ±²¿¦¥-
¨¾, ² ª ·²® ®±² ¾²±¿ ¥³«¥¢»¬¨ ²®«¼ª® ² ª¨¥ ª®¬¯®¥²» ¤¥-
´®°¬ ¶¨¨:

e11 = e22 = e33 =
�

3
: (6.34)

�®¤±² ®¢ª  (6.34) ¢ (6.32) ¤ ¥² ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®© ½¥°£¨¨ ¢ ½²®¬
±«³· ¥:

W =
1

2
Cijkleijekl =

1

6
(C11 + 2C12)�

2: (6.35)

�¡º¥¬»© ¬®¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²-
®¸¥¨¿

W =
1

2
B�2

�
±°: W =

1

2
kx2
�
: (6.36)

�° ¢¨¢ ¿ (6.36) ¨ (6.35), ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³·¨¬:

B =
1

3
(C11 + 2C12): (6.37)
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�¦¨¬ ¥¬®±²¼ � ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿ ®¡º¥¬®¬³
¬®¤³«¾ ³¯°³£®±²¨: � = B�1. �¨§¨·¥±ª¨ ®¡º¥¬»© ¬®¤³«¼ ³¯°³-
£®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®©  ¯°¿¦¥¨©, ¢®§¨ª ¾¹¨µ ¢ ª³¡¨·¥±ª®¬
ª°¨±² ««¥ ¯°¨ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®¬ ±¦ ²¨¨ ¨«¨ ¢±¥±²®°®¥¬ ®¤®-
°®¤®¬ ° ±²¿¦¥¨¨.

6.5. �»·¨±«¥¨¥ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ
ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ¨®®£® ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ±® ±²°³ª-
²³°®© ²¨¯  NaCl. �°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª°¨±² ««  ¬¥¿¥²±¿ ¥£® ¯®-
²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿, ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®²®°®© ¥®¡µ®¤¨¬® § ²¼,
ª ª ¤¢¨¦³²±¿  ²®¬». �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼ ¯°¨¡«¨¦¥® ±«¥¤³¾-
¹¨© ¯°®±²®© § ª® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿: ¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨  ²®¬ ¬¨
¤¥©±²¢³¾² ²®«¼ª® ¶¥²° «¼»¥, ². ¥. ¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ¢¤®«¼ «¨¨¨,
±®¥¤¨¿¾¹¥© ¤¢  ±®±¥¤¨µ  ²®¬ , ±¨«», ¯°¨·¥¬ ¯°¨°®¤  ½²¨µ
±¨« | ª³«®®¢±ª ¿. �°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ³·¥±²¼ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ª ¦-
¤®£®  ²®¬  ± ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ª ¥¬³ ¨ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ §  ¡«¨¦ ©¸¨¬
±®±¥¤¿¬¨ (°¨±. 6.7). �°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ¯ °   ²®¬®¢ ±¢¿§  

�¨±. 6.7. �®¤¥«¼ ¨®®£® ª°¨±² ««  ± ¶¥²° «¼»¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬

¯°³¦¨®©. �±¥ ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ Na ¨ Cl ¤®«¦» ¨¬¥²¼
®¤¨ ª®¢³¾ ¦¥±²ª®±²¼ k1. �°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ Na ¨
¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ Cl ¬®£³² ¨¬¥²¼ ° §³¾ ¦¥±²ª®±²¼, ® ¤«¿ ³¯°®¹¥-
¨¿ ¯°¥¤±² ¢¨¬, ·²® ¨µ ¦¥±²ª®±²¼ ®¤¨ ª®¢  ¨ ° ¢  k2.

�  °¨±. 6.7 ¯®ª §   ®¤  ¨§ ¡ §®¢»µ ¯«®±ª®±²¥© ª°¨±² «« .
�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ ª°¨±² ««¥ ±³¹¥±²¢³¥² ®¤®°®¤ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿
eij . � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¡³¤³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¢±¥ ª®¬¯®¥²», ® ¯®ª 
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¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ± ²°¥¬¿ ª®¬¯®¥² ¬¨:
e11, e12, e22. �±«¨ ®¤¨ ¨§  ²®¬®¢ ¢»¡° ²¼ §   · «® ª®®°¤¨ ²,
²® ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ «¾¡®£® ¤°³£®£®  ²®¬  ¢ ¯«®±ª®±²¨ µ³ ¡³¤¥² § ¤ ®
³° ¢¥¨¿¬¨

u1 = e11x + e12y;

u2 = e12x + e22y:
(6.38)

�¡®§ ·¨¬ ®¬¥°®¬ 1  ²®¬  ²°¨¿ ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ µ = 0 ¨ ³ = 0
(°¨±. 6.8). �¡®§ · ¿ ° ±±²®¿¨¥ ¯® £®°¨§®² «¨ ¨ ¢¥°²¨ª «¨ ·¥-

�¨±. 6.8. �¬¥¹¥¨¿  ²®¬®¢ ¢ ¯«®±ª®±²¨ xy ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª°¨±² ««®¢

°¥§  , ¤«¿ ¡«¨¦ ©¸¨µ ¨ ±«¥¤³¾¹¨µ §  ¡«¨¦ ©¸¨¬¨  ²®¬®¢ ¢
±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± °¨±. 6.8 ¯®«³·¨¬ ª®¬¯®¥²» ±¬¥¹¥¨©, ¯°¨¢¥¤¥-
»¥ ¢ ² ¡«. 6.1.

�»·¨±«¨¬ ½¥°£¨¾, § ¯ ±¥³¾ ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢ ³¯°³£¨µ
±¢¿§¿µ  ²®¬®¢. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ £®°¨§®² «¼®© ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³
 ²®¬ ¬¨ 1 ¨ 2 ¯®«³·¨¬:

w12 =
1

2
k1(e11a)

2: (6.39)

� ²®·®±²¼¾ ¤® ·«¥®¢ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  y-¯¥°¥¬¥¹¥¨¥  ²®¬  2 ¥
¢»§»¢ ¥²¨§¬¥¥¨¿ ¤«¨» ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ 1 ¨ 2. �¤ -
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�  ¡ «¨ ¶   6.1. �¬¥¹¥¨¿  ²®¬®¢ ¢ ¯«®±ª®±²¨ xy
¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« 

�²®¬ �®®°¤¨ ²»
 ²®¬®¢

u1 u2 k

1 0, 0 0 0 {

2 a, 0 e11a e21a k1

3 a, a (e11 + e12)a (e21 + e22)a k2

4 0, a e12a e22a k1

5 �a, a (�e11 + e12)a (�e21 + e22)a k2

6 �a, 0 �e11a �e21a k1

7 �a, �a �(e11 + e12)a �(e21 + e22)a k2

8 0, �a �e12a �e22a k1

9 a, �a (e11 � e12)a (e21 � e22)a k2

ª®, ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ ½¥°£¨¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¤¨ £® «¼®© ¯°³¦¨-
ª¨, ³¦® ³·¥±²¼ ¨§¬¥¥¨¥ ¤«¨» ¯°³¦¨ª¨ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨ 1{3.
�±µ®¤¿ ¨§ °¨±. 6.8, § ¯¨¸¥¬ ¤«¿ ®¢®© ¤«¨» ¯°³¦¨ª¨ 1{3:

l2 = (a+ u1)
2 + (a+ u2)

2 = 2a2 + 2au1 + 2au2 + u21 + u22 �
� 2(a2 + au1 + au2);

l =
p
2
p
a2 + au1 + au2 = a

p
2

�
1 +

1

a
(u1 + u2)

�1=2

�

� a
p
2

�
1 +

1

2a
(u1 + u2)

�
= l0 +

1p
2
(u1 + u2): (6.40)

�°¨ § ¯¨±¨ (6.40) ³·²¥®, ·²® ª®¬¯®¥²» ±¬¥¹¥¨© ¬ «» ¯®
±° ¢¥¨¾ ± ¬¥¦ ²®¬»¬ ° ±±²®¿¨¥¬, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¬®¦®
¯°¥¥¡°¥·¼ ª¢ ¤° ² ¬¨ ½²¨µ ¢¥«¨·¨. �®£¤  ¤«¿  ²®¬  3 ±¬¥¹¥-
¨¥ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±®±² ¢¨²

�l =
��u(3)

�� = 1p
2
(u1 + u2); (6.41)

¨ ¤«¿ ½¥°£¨¨ ¤¨ £® «¼®© ¯°³¦¨ª¨, ±¢¿§»¢ ¾¹¥©  ²®¬» 1 ¨
3, ± ³·¥²®¬ ² ¡«. 6.1, ¯®«³·¨¬:

w13 =
1

2
k2
��u(3)

��2 = 1

4
k2a

2(e11 + e21 + e12 + e22)
2: (6.42)

�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¯®«³¾ ½¥°£¨¾ ¢±¥µ ¯°³¦¨®ª ¢ ¯«®±ª®±²¨ µ³,
¥®¡µ®¤¨¬® § ¯¨± ²¼ ±³¬¬³ ¨§ 8 ±« £ ¥¬»µ ¢¨¤  (6.39) ¨ (6.42).
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�¡®§ · ¿ ½²³ ½¥°£¨¾ ·¥°¥§ W0, ¯®«³·¨¬:

W0 =
a2

2

�
k1e

2
11 +

1

2
k2(e11 + e21 + e12 + e22)

2 + k1e
2
22+

+
1

2
k2(e11� e21� e12+ e22)

2+k1e
2
11+

1

2
k2(e11+ e21+ e12+ e22)

2+

+k1e
2
22 +

1

2
k2(e11 � e21 � e12 + e22)

2

�
: (6.43)

�®²¿ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®«¼ª® µ- ¨ y-ª®¬¯®¥²» ¤¥´®°¬ ¶¨¨,
¢ª« ¤ ¢ ¨µ ¤ ¾² À¯°³¦¨ª¨Á-¤¨ £® «¼»¥ ±®±¥¤¨, ° ±¯®«®¦¥-
»¥ ² ª¦¥ ¢¥ ¯«®±ª®±²¨ µ³. � ª¨µ ±®±¥¤¥© | 8. �»° ¦¥¨¥ ¤«¿
³¤«¨¥¨¿ ² ª¨µ ¤¨ £® «¼»µ ¯°³¦¨ ¡³¤¥²   «®£¨·® (6.41),
® ¢ ¥£® ¤®«¦  ¡»²¼ ¢ª«¾·¥  ª®¬¯®¥²  u3:

�el = 1p
2
(u1 + u3); �l̂ =

1p
2
(u2 + u3): (6.44)

�¤ ª® ¢ ±®®²®¸¥¨¿ ¤«¿ ½¥°£¨¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨© ¢ ¯«®±ª®±²¨
µ³ ¢¥«¨·¨  u3 ¥ ¢µ®¤¨², ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢ª« ¤ ®² ½²¨µ ¯°³¦¨
¨¬¥¥² ¢¨¤

W¤¨ £ = 4
k2
2

�
1p
2
e11a

�2

+ 4
k2
2

�
1p
2
e22a

�2

= k2a
2(e211 + e222):

(6.45)

�¥§³«¼²¨°³¾¹ ¿ ½¥°£¨¿ ° ¢  ±³¬¬¥ ±®®²®¸¥¨© (6.43) ¨ (6.45).
�¥®¡µ®¤¨¬®, ®¤ ª®, ¯°¨¿²¼ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ½²® | ³¤¢®¥®¥
§ ·¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ±¢¿§ ®© ± ®¤¨¬  ²®¬®¬ ¢  -
· «¥ ª®®°¤¨ ², ¯®±ª®«¼ª³   ª ¦¤»© ¨§ ¤¢³µ  ²®¬®¢, ±¢¿§ »µ
¯°³¦¨ª®©, ¤®«¦® ¯°¨µ®¤¨²¼±¿ ¯® 1=2 ¥¥ ½¥°£¨¨. �®±ª®«¼ª³
¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬   µ®¤¨²±¿ 1=a3  ²®¬®¢, ²® ¯«®²®±²¼ ³¯°³£®©
½¥°£¨¨ ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ² ª:

W =
W0 +W¤¨ £

2a3
: (6.46)

�̄ °³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ±¢¿§ » ± ¯«®²®±²¼¾ ½¥°£¨¨ W ±®®²®¸¥-
¨¥¬ (6.32). �²®¡»  ©²¨ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  Cijkl, ³¦® ±° ¢-
¨²¼ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®¬¡¨ ¶¨¿µ ±²¥¯¥¥©
¤¥´®°¬ ¶¨© ¢ (6.46) ±   «®£¨·»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¢ ±³¬¬¥ (6.32).
� ¯°¨¬¥°,¬®¦¨²¥«¼ ¯°¨ e211 (e

2
22) ®¤¨ ª®¢ ¨ ° ¢¥ (1=a)(k1+2k2),

¯®½²®¬³ ¯®«³· ¥¬:

C1111 = C2222 =
1

a
(k1 + 2k2): (6.47)
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� «®£¨·® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼:

C1122 = C2211 =
k2
a
: (6.48)

C1212 = C2121 =
k2
a
: (6.49)

�±¥ ®±² «¼»¥ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ¢ ª³¡¨·¥±ª®¬ ª°¨±² ««¥ ° ¢»
³«¾. �±® ² ª¦¥, ·²® ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥ ¯°¿¬® ¯°®¯®°¶¨®-
 «¼» ±¨«®¢»¬ ª®±² ² ¬ ¨ ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼» ¤«¨¥
µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨ (° ±±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³  ²®¬ ¬¨). �§ (6.48) ¨ (6.49)
±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¯°¨¿²®© ¬®¤¥«¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿  ²®¬®¢ ¯®±°¥¤-
±²¢®¬ ²®«¼ª® ¶¥²° «¼»µ ±¨« ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ° ¢¥±²¢®
³¯°³£¨µ ª®±² ²:

C1122 = C1212 (C12 = C23 = C13 = C44 = C55 = C66): (6.50)

� ¢¥±²¢® (6.50) ®±¨²  §¢ ¨¥ ±®®²®¸¥¨¿ �®¸¨. � ² ¡«. 6.2
¯°¨¢¥¤¥» § ·¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ ¥ª®²®°»µ ª³¡¨·¥±ª¨µ
ª°¨±² ««®¢.

�  ¡ «¨ ¶   6.2. �̄ °³£¨¥ ¯®±²®¿»¥
ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ (10 � )

�°¨±² «« �11 �12 �44

Na (210K) 0,055 0,042 0,049

K 0,046 0,037 0,026

Fe 2,37 1,41 1,16

Al 1,08 0,62 0,28

W 5,01 1,98 1,51

LiF 1,19 0,54 0,53

NaCl 0,486 0,127 0,128

KCl 0,40 0,062 0,062

NaBr 0,33 0,13 0,13

KI 0,27 0,043 0,042

MgO 2,86 0,87 1,48

Si 1,66 0,639 0,796

�«¬ § 10,76 1,25 5,76

�§   «¨§  ² ¡«. 6.2 ±«¥¤³¥², ·²® ±®®²®¸¥¨¥ �®¸¨ µ®°®¸®
¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ °¿¤  ¹¥«®·®-£ «®¨¤»µ ª°¨±² ««®¢, ±«¥¤®¢ -
²¥«¼®, ¢ ½²¨µ ª°¨±² «« µ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¶¥²° «¼®±²¨ ±¨«
±¯° ¢¥¤«¨¢®. �³¦¥ ®¡±²®¨² ¤¥«® ± ¹¥«®·»¬¨ ¬¥² «« ¬¨, ® ¨ ¢
½²®¬ ±«³· ¥ ² ª®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¯°¨¡«¨¦¥® ¢¥°®. �¤ ª® ¤«¿
ª®¢ «¥²»µ ª°¨±² ««®¢ ¨ ¬¥² ««®¢ ¯¥°¥µ®¤»µ £°³¯¯ ±®®²®¸¥-
¨¥ �®¸¨ ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿, ·²® £®¢®°¨² ® ¥¶¥²° «¼®±²¨ ³¯°³-
£¨µ ±¨«. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼ ² ª¦¥, ·²® § ·¥¨¿ ¬®¤³«¥© ³¯°³£®±²¨
ª®°°¥«¨°³¾² ± ²¢¥°¤®±²¼¾ ª°¨±² ««®¢ ¨ ¤®±²¨£ ¾² °¥ª®°¤»µ ¢¥-
«¨·¨ ¤«¿  «¬ § .
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6.6. �̄ °³£¨¥ ¢®«» ¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «« µ

�³±²¼   ½«¥¬¥² °»© ®¡º¥¬ ª³¡¨·¥±ª®© ´®°¬» ¢³²°¨ ª°¨-
±² ««  ¤¥©±²¢³¾²  ¯°¿¦¥¨¿ (°¨±. 6.9). �³±²¼  ¯°¿¦¥¨¥, ¤¥©-

�¨±. 6.9. � ¯°¿¦¥¨¿ ¨ ±¨«» ¢ ½«¥¬¥² °®¬ ®¡º¥¬¥

±²¢³¾¹¥¥   £° ¼ µ, ° ¢® ��11(µ). �®£¤    ¯ ° ««¥«¼³¾
£° ¼ µ+ �µ ¤¥©±²¢³¥²  ¯°¿¦¥¨¥

�11(x+�x) � �11(x) +
@�11
@x

�x: (6.51)

�¥§³«¼²¨°³¾¹ ¿ ±¨« , ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ¢¤®«¼ ®±¨ x   ½«¥¬¥² °»©
®¡º¥¬, ¡³¤¥² ° ¢ 

F1 = F1(x+ �x)� F1(x) =

�
@�11
@x

�x

�
�S =

�
@�11
@x

�x

�
�y�z:

(6.52)

�¥®¡µ®¤¨¬®, ®¤ ª®, ³·¥±²¼ ¢ª« ¤» ¢ ±¨«³ F1 ®²  ¯°¿¦¥¨©, ¤¥©-
±²¢³¾¹¨µ ¢¤®«¼ ®±¨ ³ ¨ z. � °¥§³«¼² ²¥ (6.52) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

F1 =

�
@�11
@x

+
@�12
@y

+
@�13
@z

�
�x�y�z =

@�1k
@xk

�V: (6.53)

�®¤®¡® (6.53) ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± » ª®¬¯®¥²» ±¨«» F2 ¨ F3.
� ¤°³£®© ±²®°®», ¤«¿ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ±³¬¬  ±¨« ° ¢  ¯°®-
¨§¢¥¤¥¨¾ ¬ ±±»   ³±ª®°¥¨¥ ½²®£® ®¡º¥¬ :

ma = ��V
@2u

@t2
; (6.54)

£¤¥ � | ¯«®²®±²¼ ª°¨±² «« . �®¯®±² ¢«¿¿ (6.54) ¨ (6.53), ± ³·¥-
²®¬ ª®¬¯®¥² F2 ¨ F3, ¬» ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿
· ±²¨¶ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥, ª®²®°»¥ ¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ¨¬¥¾² ´®°¬³

�
@2ui
@t2

=
@�ik
@xk

: (6.55)
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�±¯®«¼§³¿ § ª® �³ª  (6.20) ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®°  ¤¥´®°¬ ¶¨©
(6.14),± ³·¥²®¬ ±³¬¬¨°®¢ ¨¿¬®¦¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ³° ¢¥¨¿ (6.55)
¢ ¢¨¤¥

�
@2ui
@t2

= Ciklm
@elm
@xk

=

=
1

2
Ciklm

�
@2ul

@xk@xm
+

@2um
@xk@xl

�
= Ciklm

@2ul
@xk@xm

: (6.56)

�®®²®¸¥¨¿ (6.56) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±¨±²¥¬³ ²°¥µ ¤¨´´¥-
°¥¶¨ «¼»µ ¢®«®¢»µ ³° ¢¥¨©, °¥¸¥¨¿ ª®²®°»µ ¡³¤¥¬ ¨±-
ª ²¼, ¢»¡° ¢ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨ ¬¥¿¾¹¨¥±¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¨ ¯°®±²° -
±²¢¥ ±¬¥¹¥¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ¯«®±ª¨µ ¢®«:

ui = u0i exp
�
i(!t�Kpxp)

�
; (6.57)

£¤¥ ! | · ±²®² , K | ¢®«®¢®© ¢¥ª²®°, ®°¬ «¼»© ª ´°®²³
³¯°³£®© ¢®«». �«¿ ±«³· ¿ ¤«¨»µ ¢®« ¢¨¤ § ª®  ¤¨±¯¥°±¨¨
!(K) ¤«¿  ª³±²¨·¥±ª¨µ ´®®®¢ ®±®¡¥® ¯°®±²:

!(s) = v(s)§¢ K
(s); (6.58)

£¤¥ ¨¤¥ª± s = 1; 2; 3 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¤®«¼®© ¨ ¤¢³¬ ±¤¢¨£®¢»¬
´®®»¬  ª³±²¨·¥±ª¨¬ ¢¥²¢¿¬, v§¢ | ±ª®°®±²¼ §¢³ª , ° §«¨· ¿
¤«¿ ¢±¥µ ²°¥µ ¬®¤. � ³·¥²®¬ (6.58) ±¬¥¹¥¨¿ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼
² ª:

ui = u0i exp

�
i!

�
t� xpnp

v§¢

��
; (6.59)

£¤¥ np | ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ¢®«®¢®© ®°¬ «¨, ±®¢¯ ¤ ¾¹¨© ¯®
 ¯° ¢«¥¨¾ ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬. �®¤±² ®¢ª  °¥¸¥¨© (6.59)
¢ ³° ¢¥¨¿ (6.56) ¯°¨¢®¤¨² ª ¢»° ¦¥¨¾

��!2ui = �Ciklm
!2

v2
nmnkul; (6.60)

«¨¡® X
k;l;m

(Ciklmnmnk � �v2§¢�il)ul = 0:

�®®²®¸¥¨¿ (6.60)| ½²® ³° ¢¥¨¿ �°¨±²®´´¥«¿, ª®²®°»¥ ¯°¥¤-
±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±¨±²¥¬³ ¨§ ²°¥µ ®¤®°®¤»µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢-
¥¨© ®²®±¨²¥«¼® ¥¨§¢¥±²»µ ul ¨ ¿¢«¿¾²±¿ § ¤ ·¥©   ±®¡-
±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°». �° ¢¥¨¿ �°¨±²®´-
´¥«¿ ¿¢«¿¾²±¿ ®±®¢»¬¨ ¤«¿ ¨§³·¥¨¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ³¯°³£¨µ
¢®« ¢ ª°¨±² «« µ ¯°®¨§¢®«¼®© ±¨¬¬¥²°¨¨. �®§¬®¦»© ¢ª« ¤ ¢
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¢¥«¨·¨» ±ª®°®±²¥© ³¯°³£¨µ ¢®«, ±¢¿§ »© ± ¤°³£¨¬¨ ½´´¥ª-
² ¬¨,  ¯°¨¬¥°, ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ (®¯¨±  ¢ £«. 7), ³·¨²»¢ ¾²
¢ (6.60) ¤®¯®«¨²¥«¼®.

�¨±²¥¬  (6.60) ¡³¤¥² ±®¢¬¥±²®© ¨ ¨¬¥²¼ ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥-
¨¥, ¥±«¨ ° ¢¥ ³«¾ ¥¥ ¤¥²¥°¬¨ ²:

det
��Ciklmnmnk � �v2§¢�il

�� = 0: (6.61)

�²® ±®®²®¸¥¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥ ª³¡¨·¥-
±ª®¥ ³° ¢¥¨¥, ª®°¨ ª®²®°®£® | 3 ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨¿, ®¯°¥-
¤¥«¿¾¹¨¥ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ³¯°³£¨µª®±² ² ¨ ±ª®°®±²¥©³¯°³£¨µ¢®«.
� ±±¬®²°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ³¯°³£¨µ ¢®« ¢  ¯° ¢«¥-
¨¨ [110] ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« . �®±ª®«¼ª³ ¢¥ª²®°  ¯° ¢«¥¨¿
° ±¯°®±²° ¥¨¿ | ¥¤¨¨·»©:

n21 + n22 + n23 = 1; (6.62)

¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿

n1 = n2 =
1p
2
; n3 = 0: (6.63)

� ³·¥²®¬ (6.63) ¨ § ·¥¨© ²¥§®°  ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ (6.31)
³° ¢¥¨¥ (6.61) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤����������

1

2
(C11 + C44)� �v2§¢

1

2
(C12 + C44) 0

1

2
(C12+ C44)

1

2
(C11+ C44)�v

2
§¢ 0

0 0 C44 � �v2§¢

����������
= 0:

(6.64)

�²® ³° ¢¥¨¥ ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢  | «¨¥©®¥ ¨ ª¢ ¤° ²®¥ ®²®-
±¨²¥«¼® �v2§¢:

C44 � �v2§¢ = 0;

�
1

2
(C11 + C44)� �v2§¢

�2

�
�
1

2
(C12 + C44

�2

=

=

�
1

2
(C11 + C44)� �v2§¢ +

1

2
(C12 + C44

�
�

�
�
1

2
(C11 + C44)� �v2§¢ �

1

2
(C12 + C44

�
= 0 (6.65)
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± ª®°¿¬¨:

�v21 = C44

�
v1 =

r
C44

�

�
;

�v22 =
1

2
(C11� C12)

�
v2 =

r
C11 � C12

2�

�
;

�v23 =
1

2
(C11+ C12 + 2C44)

�
v3 =

r
C11 + C12 + 2C44

2�

�
:

(6.66)

�¥¸¥¨¿ (6.66) ¯®ª §»¢ ¾² ±¢¿§¼ ´ §®¢»µ ±ª®°®±²¥© ³¯°³-
£¨µ ¢®« ¨ ®¯°¥¤¥«¥»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ³¯°³£¨µ ¬®¤³«¥©. �°®¬¥
²®£®, ¥®¡µ®¤¨¬® ®¯°¥¤¥«¨²¼  ¯° ¢«¥¨¿ ±¬¥¹¥¨©, ±®§¤ ¢ ¥¬»µ
½²¨¬¨ ¢®« ¬¨ ¨, ²¥¬ ± ¬»¬, ¢»¿±¨²¼ ²¨¯» ¢®«. �«¿ ½²®£® ¡³-
¤¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯®¤±² ¢«¿²¼ ª ¦¤®¥ ¨§ °¥¸¥¨© (6.66) ¢ ³° ¢-
¥¨¿ �°¨±²®´´¥«¿ (6.60). � ·¥¬ ± ¯¥°¢®£® ¨§ °¥¸¥¨© (6.66):�

1

2
(C11 + C44)� C44

�
u
(1)
1 +

1

2
(C12+ C44)u

(1)
2 + 0 � u(1)3 = 0;

1

2
(C12+ C44)u

(1)
1 +

�
1

2
(C11 + C44)� C44

�
u
(1)
2 + 0 � u(1)3 = 0;

0 � u(1)1 + 0 � u(1)2 + (C44� C44)u
(1)
3 = 0:

(6.67)

�° ¢¥¨¿ (6.67) ¬®¦® ¯°¥®¡° §®¢ ²¼ ² ª:

au
(1)
1 + bu

(1)
2 = 0; bu

(1)
1 + au

(1)
2 = 0; (6.68)

£¤¥ a ¨ b | ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¬®¤³«¥© �11, �12 ¨ �44.

�¨±²¥¬  (6.68) ±®¢¬¥±² , ¥±«¨ u
(1)
1 = u

(1)
2 = 0. �®« £ ¿, ·²®

¢¥ª²®° ±¬¥¹¥¨¿ ² ª¦¥ ¨¬¥¥² ¥¤¨¨·³¾ ¤«¨³:

u21 + u22 + u23 = 1; (6.69)

¤«¿ ª®¬¯®¥² ¢¥ª²®°  ±¬¥¹¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¯¥°¢®¬³ ¨§
±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© (6.66), ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³·¨¬:

u
(1)
1 = u

(1)
2 = 0; u

(1)
3 = 1: (6.70)

�®±ª®«¼ª³ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ¤ ®© ¢®«»  ¯° ¢«¥  ¢¤®«¼  ¯° ¢«¥-
¨¿ [001], ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®£®  ¯° ¢«¥¨¾ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ [110],
¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ³¯°³£ ¿ ±¤¢¨£®¢ ¿ (¯®¯¥°¥·-
 ¿) ¢®« , ¥¥ ²¨¯ ®¡»·® ®¡®§ · ¾² ¡³ª¢®© S (shear). �®¤±² -
¢«¿¿ ®±² ¢¸¨¥±¿ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ¬®¦¥¬ ¯®«³·¨²¼   «®-
£¨·»¬ ¯³²¥¬  ¯° ¢«¥¨¿ ¤¢³µ ¤°³£¨µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢.
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�¡¹¨© °¥§³«¼² ² ¤«¿  ¯° ¢«¥¨¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ [110] ±®±²®¨²
¢ ²®¬, ·²® ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ²°¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³¯°³£¨µ ¢®«», ¨§
ª®²®°»µ ®¤  | ¯°®¤®«¼ ¿ L (longitudinal) ¨ ¤¢¥ | ±¤¢¨£®¢»¥
S1 ¨ S2, ±ª®°®±²¨ ¢±¥µ ²°¥µ ¢®« ° §«¨·» ¨ § ¤ » ®¯°¥¤¥«¥-
»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ (² ¡«. 6.3).

�  ¡ «¨¶   6.3. �̄ °³£¨¥ ¢®«» ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [110] ª³¡¨·¥±ª¨µ
ª°¨±² ««®¢

� ¯° ¢«¥¨¥ ±¬¥¹¥¨¿
(¯®«¿°¨§ ¶¨¿)

�¨¯ ¢®«» �ª®°®±²¼

[001] S1 v1 =

r
C44

�

[110] S2 v2 =

r
C11 � C12

2�

[110] L v3 =

r
C11 + C12 + 2C44

2�

�§   «¨§  ² ¡«. 6.3 ±«¥¤³¥², ·²®, ¨§¬¥°¨¢ ±ª®°®±²¨ ³¯°³£¨µ
¢®« ¢ ¤ ®¬  ¯° ¢«¥¨¨, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ 3 ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³° ¢-
¥¨¿ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢±¥µ ²°¥µ ³¯°³£¨µ ª®±² ² ª³¡¨·¥±ª®£®
ª°¨±² «« . �±® ² ª¦¥, ·²® ±¬¥¹¥¨¿ ¢±¥µ ²°¥µ ¢®« ±®±² ¢«¿¾²
²°®©ª³ ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°®¢. �¤ ª® ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [100] ¬®¦-
® ¯®«³·¨²¼ ¥¹¥ ¡®«¥¥ ¯°®±²»¥ ±®®²®¸¥¨¿ (² ¡«. 6.4).

�  ¡ «¨ ¶   6.4. �̄ °³£¨¥ ¢®«» ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [100]
¢ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «« µ

� ¯° ¢«¥¨¥ ±¬¥¹¥¨¿
(¯®«¿°¨§ ¶¨¿)

�¨¯ ¢®«» �ª®°®±²¼

�¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ (100) S v1 =

r
C44

�

[100] L v2 =

r
C11

�

�§ ² ¡«. 6.4 ¿±®, ·²® ±ª®°®±²¼ ¯°®¤®«¼®© ¢®«» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
²®«¼ª® ª®±² ²®© �11,   ±ª®°®±²¼ ±¤¢¨£®¢®© | ²®«¼ª® ª®±² -
²®© �44. �¤¢¨£®¢»¥ ¢®«» ¢ ¤ ®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¥° §«¨·¨¬» ¯®
±ª®°®±²¿¬, ¨µ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ «¥¦¨² ¢ ¯«®±ª®±²¨ (100), ¯¥°¯¥¤¨ª³-
«¿°®©  ¯° ¢«¥¨¾ ° ±¯°®±²° ¥¨¿. � ¯° ¢«¥¨¿, ¢ ª®²®°»µ
±ª®°®±²¨ ±¤¢¨£®¢»µ ¢®« ®¤¨ ª®¢»,  §»¢ ¾²±¿  ª³±²¨·¥±ª¨¬¨
®±¿¬¨.



138 �«. 6. �¯°³£¨¥ ±¢®©±²¢  ª°¨±² ««®¢

� ·¥±²¢¥®   «®£¨·»¥ °¥§³«¼² ²» ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨
¤«¿ ¤°³£¨µ  ¯° ¢«¥¨© ¢ ª°¨±² ««¥:

1) ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ²°¨ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ³¯°³£¨µ ¢®«», ª ¦-
¤ ¿ ±® ±¢®¥© ±ª®°®±²¼¾. � · ±²»µ ±«³· ¿µ  ª³±²¨·¥±ª¨µ ®±¥©
±ª®°®±²¨ ±¤¢¨£®¢»µ ¢®« ±®¢¯ ¤ ¾²;

2) ³¯°³£¨¥ ±¬¥¹¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ½²¨¬ ¢®« ¬, ®¡° §³¾²
®°²®£® «¼³¾ ²°®©ª³ ¢¥ª²®°®¢.

� ±¯°®±²° ¥¨¥ ¢®« ¢  ¯° ¢«¥¨¿µ  ª³±²¨·¥±ª¨µ ®±¥© ¯®-
¤®¡® ±«³· ¾ ¨§®²°®¯®© ³¯°³£®© ±°¥¤», ¤«¿ ª®²®°®© ±³¹¥±²¢³¾²
²®«¼ª® ¤¢¥ ¥ ° ¢»µ ³«¾ ª®±² ²»:

C11 ¨ C44 =
1

2
(C11 � C12): (6.71)

�§ (6.71) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ C11 � C12 ¢»¯®«¿¥²±¿ �44 ! 0, ². ¥.
² ª®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ²¥°¿¥² ±¯®±®¡®±²¼ ¯°®²¨¢®¤¥©±²¢®¢ ²¼ ±¤¢¨£®-
¢»¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬, ¨ ¥£® ª°¨±² ««¨·¥±ª ¿ °¥¸¥²ª  ±² ®¢¨²±¿ ¥-
³±²®©·¨¢®©,  ¯°¨¬¥°, ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¯« ¢«¥¨¿. �®-
®¡¹¥, ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ¯®¢¥¤¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ ¯°¨ ¤¥©±²¢¨¨
  ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ¤ ¢«¥¨©, ²¥¬¯¥° ²³°» ¨ ¤°³£¨µ ¢¥¸¨µ ¢®§¤¥©-
±²¢¨© ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¢ ¦³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ® ¯°®¨±µ®¤¿¹¨µ
¯°®¶¥±± µ, ¢ ®±®¡¥®±²¨, ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢ ° §-
«¨·®© ¯°¨°®¤».

�° ¢¥¨¿, ¯®¤®¡»¥ ¯°¨¢¥¤¥»¬ ¢ ² ¡«. 6.3 ¨ 6.4, ¬®£³²
¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨ ¤«¿ ª°¨±² ««®¢ ¯°®¨§¢®«¼®© ±¨¬¬¥²°¨¨, ±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ¨§¬¥°¿¿ ±ª®°®±²¨ §¢³ª®¢»µ ¢®« ° §«¨·»µ ²¨¯®¢ ¢
®¯°¥¤¥«¥»µ  ¯° ¢«¥¨¿µ, ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, ± ³·¥²®¬ ¢®§¬®¦-
»µ ¤°³£¨µ ½´´¥ª²®¢, ¢±¥ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿-
»µ.

6.7. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥
±ª®°®±²¥© ³¯°³£¨µ ¢®«

�³¹¥±²¢³¥² ¤®¢®«¼® ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ¬¥-
²®¤®¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ³¯°³£¨µ ª®±² ², ®¤ ª® ¢±¥ ®¨ ¬®£³² ¡»²¼
° §¤¥«¥»   ¤¢¥ ¡®«¼¸¨¥ £°³¯¯»: °¥§® ±»¥ ¨ ¨¬¯³«¼±»¥. �
¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ®¡° §¥¶ ®¯°¥¤¥«¥®© ´®°¬» ± ¨§¢¥±²»¬¨ ° §¬¥-
° ¬¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© °¥§® ²®°, ¨ ¢ ¥¬ ²¥¬ ¨«¨ ¨»¬ ±¯®±®-
¡®¬ ¢®§¡³¦¤ ¾²±¿ ³¯°³£¨¥ ª®«¥¡ ¨¿, ª®²®°»¥ ¤®±²¨£ ¾² ¬ ª±¨-
¬ «¼®©  ¬¯«¨²³¤» ¯°¨ ±®¢¯ ¤¥¨¨ · ±²®²» ¢»³¦¤ ¾¹¥© ±¨«»
± ±®¡±²¢¥®© °¥§® ±®© · ±²®²®©. � ·¥¨¥ °¥§® ±®© · -
±²®²» ¨±¯®«¼§³¾² ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ³¯°³£¨µ ¯®±²®¿»µ. �¤ ª®
§ ·¨²¥«¼® ¡®«¥¥ ³¤®¡» ¨ ¯®«³·¨«¨ ¸¨°®ª®¥ ° ±¯°®±²° ¥¨¥
¨¬¯³«¼±»¥ ¬¥²®¤» ¨§¬¥°¥¨¿ ±ª®°®±²¥© ¨ § ²³µ ¨¿ §¢³ª®¢»µ
¢®«. �°¨¶¨¯ ² ª¨µ ¬¥²®¤®¢ ®±®¢    ¨§¬¥°¥¨¨ ¢°¥¬¥¨
° ±¯°®±²° ¥¨¿ ³«¼²° §¢³ª®¢®£® ¨¬¯³«¼±  ¢ ¨±±«¥¤³¥¬®¬ ®¡° §¶¥



6.7. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±ª®°®±²¥© ³¯°³£¨µ ¢®« 139

(°¨±. 6.10). �¥°¨¿ ¨¬¯³«¼±®¢ ¬ «®© ¤«¨²¥«¼®±²¨ ± ¡®«¼¸®©  ¬-
¯«¨²³¤®© ¯®¤ ¥²±¿ ± £¥¥° ²®°  1   ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ¯°¥®¡° -
§®¢ ²¥«¼ 2. �®°®²ª¨¥ ¨¬¯³«¼±» ¨¬¥¾² ±«®¦»© ±¯¥ª²°, ¢ª«¾· -

�¨±. 6.10. �«®ª-±µ¥¬  ³«¼²° §¢³ª®¢®£® ¨¬¯³«¼±®£® ¬¥²®¤ : 1| £¥¥° ²®° ¬®¹-
»µ ¢¨¤¥®¨¬¯³«¼±®¢, 2 | ¯¼¥§®¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¼, 3 | ®¡° §¥¶, 4 | ³±¨«¨²¥«¼,
5 | ®±¶¨««®£° ´, 6 | ±¨µ°®¨§¨°³¾¹¨© £¥¥° ²®°

¾¹¨© ¢ ±¥¡¿ ¢»±®ª®· ±²®²»¥ £ °¬®¨ª¨. �«¿ £¥¥° ¶¨¨  ª³-
±²¨·¥±ª¨µ ¢®« ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ¢»°¥§ »¥
¯« ±²¨ª¨ ¨§ ª°¨±² ««  ª¢ °¶ , ®¡« ¤ ¾¹¥£® ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬
½´´¥ª²®¬ | ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¨. � ² ª¨µ ª°¨±-
² «« µ ¯°¨«®¦¥¨¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ¯° ¢«¥¨¨ ¯¥°¥¬¥®£® ½«¥ª-
²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢»§»¢ ¥² ²¥ ¨«¨ ¨»¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¤¥´®°¬ -
¶¨¨. �¼¥§®¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¼, ¢®§¡³¦¤ ¿±¼ ¨¬¯³«¼±®¬   ±®¡±²¢¥-
®© °¥§® ±®© · ±²®²¥, ¡«¨§ª®© ª ª ª®©-«¨¡® ¨§ £ °¬®¨ª ¨¬-
¯³«¼± , £¥¥°¨°³¥² ¯°®¤®«¼»¥ ¨«¨ ±¤¢¨£®¢»¥ ³¯°³£¨¥ ª®«¥¡ ¨¿,
ª®²®°»¥ ° ±¯°®±²° ¿¾²±¿ ¢ ®¡° §¶¥ 3, ¨ ®²° ¦ ¿±¼ ®² ¯®«¨°®¢ -
®£® ±¢®¡®¤®£® ²®°¶  ®¡° §¶ , ¤¥²¥ª²¨°³¾²±¿ ²¥¬ ¦¥ ¯°¥®¡° §®¢ -
²¥«¥¬. �±¨«¨²¥«¼ 4 ³±¨«¨¢ ¥² ±¥°¨¾ ±« ¡»µ ®²° ¦¥»µ ¢ ®¡° §¶¥
¨¬¯³«¼±®¢ ¤«¿ ¨µ ¢¨§³ «¼®£® ¢®±¯°®¨§¢¥¤¥¨¿   ½ª° ¥ ®±¶¨«-
«®£° ´  5. �¨¯¨· ¿ ±¥°¨¿ ¨¬¯³«¼±®¢ ¯®ª §     °¨±. 6.11. �¨-

�¨±. 6.11. �±¶¨««®£° ¬¬  ®²° ¦¥»µ § ²³µ ¾¹¨µ ¨¬¯³«¼±®¢

µ°®¨§¨°³¾¹¨© £¥¥° ²®° 6 ¥®¡µ®¤¨¬ ¤«¿ ¨§¬¥°¥¨¿ ¢°¥¬¥»µ
¨²¥°¢ «®¢ �T ¬¥¦¤³ ®²° ¦¥»¬¨ ¨¬¯³«¼± ¬¨ (°¨±. 6.11).



140 �«. 6. �¯°³£¨¥ ±¢®©±²¢  ª°¨±² ««®¢

�̄ °³£¨¥ ¨¬¯³«¼±» ¢ ®¡° §¶¥ ¡³¤³² ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ®² ²®°¶  ª
²®°¶³ ¤® ¯®«®£® ° ±±¥¿¨¿ ½¥°£¨¨, ¯®½²®¬³ ¨µ  ¬¯«¨²³¤  ¡³¤¥²
³¬¥¼¸ ²¼±¿. �»·¨±«¥¨¥ ±ª®°®±²¨ ³¯°³£®© ¢®«», ¯°¨ ¨§¢¥±²-
®© ¤«¨¥ ®¡° §¶  L, ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ¯°®±²®© ´®°¬³«¥:

v§¢ =
2L

�T
; (6.72)

¯®±ª®«¼ª³ ¢°¥¬¥®© ¯°®¬¥¦³²®ª �T ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¢®©®¬³ ¯°®-
µ®¦¤¥¨¾  ª³±²¨·¥±ª®£® ¨¬¯³«¼±  ¢ ®¡° §¶¥.

�   ¤   · ¨

6.1. � ©²¨ ¢»° ¦¥¨¿ ¬®¤³«¥© ³¯°³£®±²¨ ·¥°¥§ ³¯°³£¨¥ ¯®¤ ²«¨¢®-
±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« .

6.2. � ©²¨ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²  �³ ±±®  (®²®¸¥¨¥ ¯®-
¯¥°¥·®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ®¡° §¶  ª ¯°®¤®«¼®© ¢ § ¤ ®¬  ¯° ¢«¥¨¨)
ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ·¥°¥§ ³¯°³£¨¥ ¯®±²®¿»¥, ¥±«¨ ª°¨±² «« ¯®¤-
¢¥°£³² ° ±²¿¦¥¨¾ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [010].

6.3. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥ £¨¤°®±² ²¨·¥±ª®£® ±¦ ²¨¿ ®¡º¥¬»© ¬®-
¤³«¼ ³¯°³£®±²¨ B = (C11 + 2C12)=3.

6.4. �®«³·¨²¼ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¬®¤³«¿ �£  (®²®¸¥¨¥ ¯°®¤®«¼»µ  -
¯°¿¦¥¨© ¨ ¤¥´®°¬ ¶¨©) ¨ ¬®¤³«¿ ±¤¢¨£  (®²®¸¥¨¥ ª ± ²¥«¼®£®  -
¯°¿¦¥¨¿ ª ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±¤¢¨£ ) ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ®² ³¯°³£¨µ ¯®-
¤ ²«¨¢®±²¥© ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [310].

6.5. �®¤³«¨ ³¯°³£®© ¯®¤ ²«¨¢®±²¨ ª³¡¨·¥±ª®£® ¬®®ª°¨±² «« 
Bi12GeO20 S11 = 8;5 � 10�11¬2/�, S12 = �0;91 � 10�11¬2/� ¨ S44 =
= 38 � 10�11¬2/�, ¯«®²®±²¼ 9200ª£/¬3. � ©²¨ § ·¥¨¿ ±ª®°®±²¥©
§¢³ª  ¢  ¯° ¢«¥¨¿µ [100], [010], [001], [110], [110], [111]. �¡º¿±¨²¼
¯®«³·¥®¥ ° §«¨·¨¥ ¢ ±ª®°®±²¨ ¯°®¤®«¼®© ¢®«» ¢  ¯° ¢«¥¨¨ [111]
± ² ¡«¨·»¬, ª®²®°®¥ ° ¢® 3600 ¬/±.



� «   ¢   7

��������������� ��������

� ¤ ®© £« ¢¥ ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥» ±¢®©±²¢  ¨¤¥ «¼»µ ¤¨½«¥ª-
²°¨ª®¢, ². ¥. ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢, ³ ª®²®°»µ ®²±³²±²¢³¾² ±¢®¡®¤»¥
§ °¿¤», ¨ ¯°¨ ®°¬ «¼»µ ³±«®¢¨¿µ ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¨§®«¿²®° ¬¨.

7.1. �±®¢»¥ ³° ¢¥¨¿
¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¢®©±²¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢

�®« ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© � ª±¢¥«« , ¥®¡µ®¤¨¬ ¿ ¤«¿ ®¯¨-
± ¨¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬ £¨²»µ ¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¯®«¥© ± ¢¥¹¥-
±²¢®¬, ¨¬¥¥² ¢¨¤:8>>>>>>><>>>>>>>:

rotH = j+
@

@t
("0E +P) = j+

@D

@t
;

rotE = �@B
@t

;

divD = div ("0E+ P) = �;

divB = 0;

(7.1)

£¤¥ E| ±°¥¤¥¥ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ ¢³²°¨ ¤¨-
½«¥ª²°¨ª ; P | ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿, D | ¢¥ª²®° ½«¥ª-
²°¨·¥±ª®© ¨¤³ª¶¨¨,H |  ¯°¿¦¥®±²¼ ¬ £¨²®£® ¯®«¿; B |
¢¥ª²®° ¬ £¨²®© ¨¤³ª¶¨¨, j| ¢¥ª²®° ¯«®²®±²¨ ²®ª , �| ®¡º-
¥¬ ¿ ¯«®²®±²¼ ±¢®¡®¤»µ § °¿¤®¢, "0 = 8;854 � 10�12�/¬ |
½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯®±²®¿ ¿.

�§³·¥¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥  ·¥¬ ± ¯®±² -
®¢ª¨ ¨ ¢»¿±¥¨¿ ² ª¨µ ¢®¯°®±®¢:

| ª ª®¢  ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ E ¨ P?
| ª ª®¢  ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ P ¨ E«®ª? (�®ª «¼®¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥

¯®«¥, ¤¥©±²¢³¾¹¥¥ ¢ ²®© ²®·ª¥, £¤¥  µ®¤¨²±¿  ²®¬ ¢ °¥¸¥²ª¥.
�® ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢¥«¨·¨³ ¨¤³¶¨°®¢ ®£® ¤¨¯®«¼®£® ¬®¬¥² 
 ²®¬ .)

�®«¿°¨§ ¶¨¿ ¥±²¼ ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥² ¥¤¨¨¶» ®¡º¥¬  ¤¨-
½«¥ª²°¨ª . � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ½²¨¬ ¬®¦® § ¯¨± ²¼:

P = N
X
n

qnrn; (7.2)



142 �«. 7. �¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 

£¤¥ rn | ° ¤¨³±-¢¥ª²®°, ®¯¨±»¢ ¾¹¨© ¯®«®¦¥¨¥ § °¿¤  qn, N |
·¨±«® ¤¨¯®«¥© ¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬ .

� ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ E ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¨§:
1) E0 | ¢¥¸¥£® ¯®«¿;
2)E1 | ¢ª« ¤  ®² ¢±¥µ § °¿¤®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ²¥«®. �±«¨ ²¥«®

¢ ¶¥«®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨ ¥©²° «¼®, ²® ¢ª« ¤ ¢ ±°¥¤¥¥ ¯®«¥ ¬®¦®
®¯¨± ²¼ ª ª ±³¬¬³ ¯®«¥©, ±®§¤ ¢ ¥¬»µ  ²®¬»¬¨ ¤¨¯®«¿¬¨. �§-
¢¥±²®, ·²® ¯®«¥ ¤¨¯®«¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬:

E1(r) =
3(p � r)r� r2p

4�"0r5
; (7.3)

£¤¥ p | ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥².
�®±ª®«¼ª³ ¢³²°¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¥² ±¢®¡®¤»µ § °¿¤®¢ ¨ ²®ª ,

±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© (7.1) ³¯°®¹ ¥²±¿

rotH =
@D

@t
;

rotE = 0;

divD = 0:

(7.4)

� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¶¥±± ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ®¤®°®¤®£® ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¢
· ±²®¬ ±«³· ¥ ¯«®±ª®£® ª®¤¥± ²®°  ± ¤¨½«¥ª²°¨ª®¬. �³±²¼ ¯®«¥
¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥ ±®§¤ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ±¢®¡®¤»µ § °¿¤®¢   ¯°®¢®¤¿-
¹¨µ ®¡ª« ¤ª µ ª®¤¥± ²®°  (°¨±. 7.1). �·¨² ¥¬, ·²® ¯«®¹ ¤¼

�¨±. 7.1. �«®±ª¨© ª®¤¥± ²®° ± ¤¨½«¥ª²°¨ª®¬

¯« ±²¨ ª®¤¥± ²®°  S ±²®«¼ ¢¥«¨ª , ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿
p
S � l,

£¤¥ l | ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ®¡ª« ¤ª ¬¨. �« £®¤ °¿ ½²®¬³ ³±«®¢¨¾
£° ¨·»¬¨ ½´´¥ª² ¬¨ ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼.

�«¿  £«¿¤®±²¨   °¨±. 7.1 ¯°¨¿²» ³±«®¢»¥ ° §¬¥°», ²®£¤ 
ª ª ¤«¿ ° ±·¥²  ±«¥¤³¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ § ·¥¨¥ l = l0, £¤¥ l0 |
²®«¹¨  ¯« ±²¨ª¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª .
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�³±²¼ ¤¨½«¥ª²°¨ª ±®±²®¨² ¨§  ²®¬®¢ ®¤®£® ±®°² , ²®£¤  ¯®¤
¤¥©±²¢¨¥¬ ¯®«¿ E ª ¦¤»©  ²®¬ ¯®«¿°¨§³¥²±¿ (°¨±. 7.2). �±«¨ ² -
ª¨µ  ²®¬®¢ ¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬  N , ²® ¨¬¥¥¬:

P = Nq�l; (7.5)

£¤¥ �l | ¢¥«¨·¨  ±¬¥¹¥¨¿ ½«¥ª²°®®£® ®¡« ª  ®²®±¨²¥«¼®
¶¥²°   ²®¬ .

�±«¨ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ § °¿¤» ¢³²°¨ ¤¨½«¥ª²-
°¨ª  ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢³¾ ±°¥¤¾¾ ¯«®²®±²¼, ²® ± ¬ ´ ª² ¨µ ±¬¥¹¥-
¨¿ ¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®¿¢«¥¨¾ ±³¬¬ °®£® § °¿¤  ¢³²°¨ ®¡º¥¬ .

� ±«³· ¥ ¯«®±ª®£® ª®¤¥± ²®°  ¤®±² ²®·® ¯®±¬®²°¥²¼, ·²®
¯°®¨±µ®¤¨²   ¯®¢¥°µ®±²¨. � °¥§³«¼² ²¥ ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ § -
°¿¤®¢ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¢¥¸¥£® ¯®«¿   ¯°®²¨¢®-

�¨±. 7.2. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ ¢ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥

¯®«®¦»µ ¯®¢¥°µ®±²¿µ ¢®§¨ª ¥² ¯®¢¥°µ®±² ¿ ¯«®²®±²¼ § -
°¿¤®¢ (¯®«¿°¨§ ¶¨®»© § °¿¤). �³±²¼ ®²®±¨²¥«¼»¥ ±¬¥¹¥¨¿
¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ § °¿¤®¢ ±®±² ¢«¿¾² ¢¥«¨·¨³ �l
(°¨±. 7.3).

�±«¨ ¯«®¹ ¤¼ ¯« ±²¨ª¨ | S, ²® ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢, ª®²®°®¥
®ª ¦¥²±¿ ¢ ®¡º¥¬¥ S�l ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ S, ° ¢® SN � �l. �®£¤ 

�¨±. 7.3. �¨½«¥ª²°¨ª ¢ ®¤®°®¤®¬ ¯®«¥

¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ¯«®²®±²¼ ¯®«¿°¨§ ¶¨®»µ § °¿¤®¢ ¨, ±° ¢¨-
¢ ¿ ± (7.5), § ¯¨± ²¼

�¯®« =
NS�l � q

S
= N�lq = jPj: (7.6)
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�®«¿°¨§ ¶¨®»¥ § °¿¤» ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¢ ª®¤¥± ²®°¥ ±³¹¥-
±²¢³¾² ²®«¼ª® ¡« £®¤ °¿ ±¢®¡®¤»¬ § °¿¤ ¬   ®¡ª« ¤ª µ. �±«¨,
° §°¿¤¨¢ ª®¤¥± ²®°, ³¤ «¨²¼ �±¢®¡, ²® �¯®« ² ª¦¥ ¨±·¥§¥² |
³©¤¥² ¢³²°¼ ¬ ²¥°¨ «  §  ±·¥² °¥« ª± ¶¨¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¢ ¤¨½«¥ª-
²°¨ª¥.

�±¯®«¼§³¥¬ ²¥®°¥¬³ � ³±± : ¯®²®ª ¢¥ª²®°  ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿
·¥°¥§ § ¬ª³²³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ ° ¢¥ ±³¬¬¥ ¢±¥µ § °¿¤®¢ ¢³²°¨
½²®© ¯®¢¥°µ®±²¨, ¤¥«¥®©   "0:I

S

EdS =

P
(q±¢®¡ + q¯®«)

"0
: (7.7)

�°¨¬¥¿¿ ±®®²®¸¥¨¥ (7.7) ª ¯®¢¥°µ®±²¨ S1   °¨±. 7.1 ¨ ³·¨-
²»¢ ¿, ·²® E 6= 0 ²®«¼ª® ¢³²°¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª , ¬®¦® § ¬¥¨²¼
¨²¥£° « ±³¬¬®© ¨ § ¯¨± ²¼:

E =
�±¢®¡ � �¯®«

"0
; (7.8)

¯®±ª®«¼ª³ ±¢®¡®¤»¥ ¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨®»¥ § °¿¤» | ¯°®²¨¢®¯®«®¦-
®£® § ª . �®¤±² ¢«¿¿ °¥§³«¼² ² (7.6) ¢ (7.8), ¯®«³·¨¬:

E =
�±¢®¡ � P

"0
: (7.9)

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® P � E, ² ª ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥:

P = �"0E; (7.10)

£¤¥ � | ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼. �®®²®¸¥¨¥ (7.10),
ª®¥·®, ®²° ¦ ¥² ²®² ´ ª², ·²® ¢ ´³ª¶¨® «¼®© § ¢¨±¨¬®±²¨
P(E) ¯°¨ ° §«®¦¥¨¨ ¢ °¿¤ ¤®±² ²®·® ³·¥±²¼ «¨¸¼ ¯¥°¢»© ·«¥.
�®¤±² ¢«¿¿ (7.10) ¢ (7.9), ¨¬¥¥¬:

E =
�±¢®¡ � �"0E

"0
; (7.11)

¨«¨

E =
�±¢®¡
"0

1

1 + �
=
E0

"
; (7.12)

£¤¥ E0 = �±¢®¡="0 | ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥, ®¡° §®¢ ®¥ ±¢®¡®¤-
»¬¨ § °¿¤ ¬¨, ¢ ª®¤¥± ²®°¥ ¡¥§ ¤¨½«¥ª²°¨ª  (¢¥¸¥¥ ¯®«¥),
¨ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥

" = 1 + � (7.13)

| ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼. �§ (7.12) ±«¥¤³¥² ´¨§¨-
·¥±ª¨© ±¬»±« ½²®© ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®© ¯®±²®¿®© ª ª ®±®¢-
®£® ¯ ° ¬¥²°  ¤¨½«¥ª²°¨ª : ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¥ (±°¥¤¥¥) ¯®«¥
¢ ª®¤¥± ²®°¥ ± ¤¨½«¥ª²°¨ª®¬ ¢ " ° § ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ¯®«¥ ¢ ² -
ª®¬ ¦¥ ª®¤¥± ²®°¥ ¡¥§ ¥£®.
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7.2. �¢¿§¼ ¬ ª°®- ¨ ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ
±¢®©±²¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢

� ¥¥  ¬¨ ¡»«® ¨±¯®«¼§®¢ ® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ²®«¼ª® ® ±°¥¤-
¥¬ ¯®«¥ E, ¤¥©±²¢³¾¹¥¬ ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥ (¨ ¢ª«¾·¥®¬ ¢ ³° ¢-
¥¨¿ � ª±¢¥««  (7.1)). �¤ ª® ®¯¨±»¢ ²¼ ¢«¨¿¨¥ ½«¥ª²°¨·¥-
±ª®£® ¯®«¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®   ¨±²®·¨ª¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨    ²®¬®-
¬®«¥ª³«¿°®¬ ³°®¢¥, ¯®¨¬ ¿ ¯®¤ ½²¨¬ ²®«¼ª® ¤¥©±²¢¨¥ E, ¡»«®
¡» ®¸¨¡®·»¬. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥¯®±°¥¤±²¢¥®   ¬¨ª°®±ª®-
¯¨·¥±ª¨©  ²®¬»© (¬®«¥ª³«¿°»©) ¤¨¯®«¼ ¤¥©±²¢³¥² ±³¬¬ °®¥
¯®«¥

E«®ª = E+ E1 +E2; (7.14)

£¤¥ E | ±°¥¤¥¥ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¥ ¯®«¥; E1 | ¯®¯° ¢ª  �®-
°¥¶  (¯®«¥, ®¡³±«®¢«¥®¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬   ¤ ³¾ · ±²¨¶³ ¢±¥µ
³¤ «¥»µ ®² ¥¥ ¯®«¿°¨§®¢ »µ · ±²¨¶ (¤¨¯®«¥©)). �®«¥ E2

±³¬¬¨°³¥²±¿ ¨§ ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ¯®«¥© ¯®«¿°¨§®¢ »µ · ±²¨¶,
¥¯®±°¥¤±²¢¥® ®ª°³¦ ¾¹¨µ ¤ »© ¤¨¯®«¼. �³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨-
¢ ²¼ ±«³· © ²®ª®© ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯« ±²¨ª¨, ²®«¹¨  ª®²®°®©
¬®£® ¬¥¼¸¥ ¯®¯¥°¥·»µ ° §¬¥°®¢. �«¿ ®¡° §¶®¢ ² ª®© ´®°¬»
®¤®°®¤®¥ ¯®«¥ ±®§¤ ¥² ®¤®°®¤³¾ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾ (°¨±. 7.1).

�®«¥ E ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ (7.10)

E =
P

"0�
=

P

"0("� 1)
: (7.15)

�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ E1 �. �.�®°¥¶ (1878£.) ¯°¥¤«®¦¨« ² ª®©
¯°¨¥¬. �°¥¤±² ¢¨¬ ±¥¡¥, ·²® · ±²¨¶ , ¤«¿ ª®²®°®© ° ±±·¨²»¢ -
¥²±¿ E«®ª, ®ª°³¦¥  ±´¥°®© ° ¤¨³±  r. � ¤¨³± ±´¥°» ² ª®¢, ·²®¡»
¬®¦® ¡»«® ³·¥±²¼ ¤¨±ª°¥²® (±³¬¬¨°®¢ ¨¥¬) ¢®§¤¥©±²¢¨¥ ¯®-
«¥© ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥©. � µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢¥ ±´¥°» § °¿¤» ¤®«¦»
¡»²¼ ³¤ «¥»  ±²®«¼ª®, ·²®¡» ¨µ ¢«¨¿¨¥ ¬®¦® ¡»«® ³·¨²»-
¢ ²¼ ª ª ¢®§¤¥©±²¢¨¥ ¥¯°¥°»¢® ¯®«¿°¨§®¢ ®© ±°¥¤».

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥ § °¿¤» ¨§ ±´¥°» �®°¥¶  ³¤ «¥». � 
¯®¢¥°µ®±²¨ ¯®«®© ±´¥°» ¡³¤¥² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¯®«¿°¨§ ¶¨®»©
§ °¿¤, ¢»§¢ »© ¤¥©±²¢¨¥¬ ¯®«¿ E (°¨±. 7.4). �³±²¼ dq | § °¿¤
  ½«¥¬¥² °®© ¯«®¹ ¤ª¥ dS. �»¡¨° ¥¬ ½«¥¬¥² °³¾ ¯®¢¥°µ-
®±²¼ ¢ ¢¨¤¥ ª®«¼¶    ±´¥°¥ ¯®¤ ³£«®¬ � ª ¯®«¾ E. �®£¤  ¢ª« ¤
¢ ¯®«¥ ¢ ¶¥²°¥ ¯®«®±²¨ ®² ¯®«¥© ¯®«¿°¨§ ¶¨®»µ § °¿¤®¢, ° ±-
¯®«®¦¥»µ   ±´¥°¥, ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ±±·¨²  ± ¯®¬®¹¼¾ § ª® 
�³«® :

dE1 =
dq

4�"0r2
cos �: (7.16)

� ±®®²®¸¥¨¨ (7.16) cos � ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¯®²®¬³, ·²® ² ª®¢® ° ±¯°¥-
¤¥«¥¨¥ ¯®«¿°¨§ ¶¨®»µ § °¿¤®¢   ±´¥°¥. � ¤°³£®© ±²®°®»,

dq = �¯®«dS: (7.17)
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�¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¯®«¿°¨§ ¶¨®»¬¨ § °¿¤ ¬¨ ¨ ¬®¤³«¥¬ ¢¥ª²®°  ¯®-
«¿°¨§ ¶¨¨ § ¤ ¥²±¿, ¢ · ±²®±²¨, ° ¥¥ ¯®«³·¥»¬ ±®®²®¸¥-
¨¥¬ (7.6), ®¤ ª® ¡®«¥¥ ®¡¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

�¯®« = (P;n) = P cos �; (7.18)

£¤¥ n | ®°¬ «¼ ª ¯®¢¥°µ®±²¨,   ª®²®°®© ®¡° §³¾²±¿ ¯®«¿°¨§ -
¶¨®»¥ § °¿¤», �| ³£®«¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ n¨P. �¥©±²¢¨²¥«¼®,

�¨±. 7.4. � ° ±·¥²³ «®ª «¼®£® ¯®«¿

·¨±«® ¯®«¿°¨§ ¶¨®»µ § °¿¤®¢   ¥ª®²®°®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¡³¤¥²
¬ ª±¨¬ «¼®, ¥±«¨ ¢¥ª²®° P k n, ¨ ° ¢® ³«¾, ¥±«¨ ½²¨ ¢¥ª²®°»
®°²®£® «¼» (¥² ¯°®¥ª¶¨¨ ¢¥ª²®°  P   ¢¥ª²®° n). �®¤±² ¢«¿¿
(7.18) ¢ (7.17), ¨¬¥¥¬:

dq = P cos �dS: (7.19)

�§ °¨±. 7.4 ±«¥¤³¥², ·²® ½«¥¬¥² ¯®¢¥°µ®±²¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤-
±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥

dS = 2�r2 sin �d�: (7.20)

�®¤±² ¢«¿¿ (7.19) ¨ (7.20) ¢ (7.16) ¨ ¨²¥£°¨°³¿, ¯®«³·¨¬:

E1 =
P

4�"0r2
2�r2

�Z
0

cos2 � sin �d� =
P

3"0
: (7.21)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®«¿°¨§®¢  ¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ±°¥¤ ,  µ®-
¤¿¹ ¿±¿ ¢¥ ±´¥°» �®°¥¶ , ±®§¤ ¥² ¢ ¶¥²°¥ ½²®© ±´¥°» ¯®«¥
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E1 = P=3"0. �®£¤  «®ª «¼®¥ ¯®«¥ ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ �®°¥¶  ¡³¤¥²
¨¬¥²¼ ¢¨¤

E«®ª = E +
P

3"0
+ E2: (7.22)

�®«¥ E2, ±¢¿§ ®¥ ± ¤¨¯®«¿¬¨ ¢ ¡«¨¦ ©¸¥© ®ª°¥±²®±²¨ ²®·-
ª¨ A (°¨±. 7.4), § ¢¨±¨² ®² ±²°³ª²³°» ¤¨½«¥ª²°¨ª . � ±±¬ ²°¨¢ ¿
ª°¨±² ««» ª³¡¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» ¨«¨  ¬®°´»¥ ¤¨½«¥ª²°¨ª¨, ±
¯®¬®¹¼¾ ±®®²®¸¥¨¿ (7.3) ¬®¦® ±¤¥« ²¼ § ª«¾·¥¨¥, ·²® ¢ ±¨«³
¢»±®ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ° ±¯®«®¦¥¨¿ ¤¨¯®«¥© ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ A
¨µ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯®«¿ ¢ ½²®© ²®·ª¥ (¢ ¶¥²°¥ ±´¥°») ª®¬¯¥±¨°³-
¾²±¿, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¤«¿ ½²¨µ ±«³· ¥¢ ¬®¦® § ¯¨± ²¼:

E2 = 0: (7.23)

�§ (7.22) ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬:

E«®ª = E +
P

3"0
=

P

"o("� 1)
+

P

3"0
=

=
P

"0

�
1

" � 1
+

1

3

�
=
"+ 2

"� 1

P

3"0
=
"+ 2

3
E: (7.24)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯®«¥ �®°¥¶  ¯°¥¢®±µ®¤¨² ±°¥¤¥¥ ¬ ª°®-
±ª®¯¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ � ¢ (" + 2)=3 ° § . � ¦¨¤ª¨µ ¨«¨ ²¢¥°¤»µ ¤¨-
½«¥ª²°¨ª µ ¯«®² ¿ ¯®«¿°¨§®¢  ¿ ±°¥¤  ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ¤¥©±²¢³¾-
¹¥¥   · ±²¨¶» «®ª «¼®¥ ¯®«¥. �¤ ª® ¤«¿ £ §®¢, ¡« £®¤ °¿ ¨§-
ª®©, ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ²¢¥°¤»¬¨ ²¥« ¬¨, ¯«®²®±²¨ ¯®«¿°¨§®¢ »µ
· ±²¨¶, ¢»¯®«¿¥²±¿ " � 1, ¨ �«®ª � �.

�±«¨ ¢ ª°¨±² ««¥ (¨«¨ ¢ ¤°³£®¬ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥) ±³¹¥±²¢³¥² ¥-
±ª®«¼ª® (k) ¬¥µ ¨§¬®¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, ²® ®¡¹³¾ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾ ¬®¦-
® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬»:

P =
X
k

nk�kE«®ª: (7.25)

£¤¥ nk | ª®¶¥²° ¶¨¿ · ±²¨¶ k-£® ¬¥µ ¨§¬  ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, �k |
¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼ · ±²¨¶ ª ¦¤®£® ²¨¯ . �®¤±² ¢«¿¿ (7.25) ¢ (7.24),
¯®«³· ¥¬ ¢ ¦®¥ ±®®²®¸¥¨¥:

" � 1

" + 2
=

1

3"0

X
k

nk�k; (7.26)

 §»¢ ¥¬®¥ ³° ¢¥¨¥¬ �« ³§¨³± {�®±®²²¨{�®°¥¶ . �²® ±®-
®²®¸¥¨¥ ±¢¿§»¢ ¥² ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¥ ¨ ¬¨ª°®±ª®-
¯¨·¥±ª¨¥ ¬ ²¥°¨ «¼»¥ ¯ ° ¬¥²°» ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¨ ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥-
« ²¼ ®¡®±®¢ »¥ ®¶¥ª¨.
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7.3. �¥µ ¨§¬» ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢

� ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® ¬¥µ ¨§¬ µ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨
±¢®¤¿²±¿ ª ¥±ª®«¼ª¨¬ ¬®¤¥«¼»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬ ® ¢®§¬®¦»µ
¯°®¶¥±± µ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£®¬®¬¥²  ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ.

� ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¬®£³² ³· ±²¢®¢ ²¼ ¬®£¨¥ · ±²¨¶»:
1) ½«¥ª²°®»;
2) ¨®»;
3) ¤¨¯®«¨ (¯®«¿°»¥ ¬®«¥ª³«» ¨«¨ ¬®«¥ª³«¿°»¥ £°³¯¯» |

° ¤¨ª «»), ¨§¬¥¿¾¹¨¥ ±¢®¾ ®°¨¥² ¶¨¾ ¢ ¯°¨«®¦¥®¬ ¯®«¥;
4) ¤°³£¨¥ § °¿¦¥»¥ ¨«¨ ¯®«¿°»¥ £°³¯¯» ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ

(À¬ ª°®¤¨¯®«¨Á). �®±«¥¤¨¥ ¢®§¨ª ¾² ¢ ®ª°¥±²®±²¨ § °¿¦¥-
»µ ¤¥´¥ª²®¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»,   ² ª¦¥   £° ¨¶¥
§¥°¥ £¥²¥°®£¥»µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢.

�®¿¢«¥¨¥¨¤³¶¨°®¢ ®£® ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¤¨¯®«¼®£® ¬®¬¥-
²  ¬®¦¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¥±ª®«¼ª¨µ ¬¥µ ¨§¬®¢ ¯®«¿-
°¨§ ¶¨¨.

�±«¨ · ±²¨¶» § ª°¥¯«¥» ¦¥±²ª¨¬¨ À¯°³¦¨ª ¬¨Á, ²® ¢¥¸-
¥¥ ¯®«¥ ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ¬ «»¬ ®²ª«®¥¨¿¬ ½²¨µ · ±²¨¶ ®²
° ¢®¢¥±®£® ¥¯®«¿°¨§®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿. �¤ ª® ¥±«¨ ¢ ² ª®©
¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ³· ±²¢³¾² ¢±¥  ²®¬» ¤¨½«¥ª²°¨ª , ²® ¤ ¦¥ ¥¡®«¼-
¸¨¥ ³¯°³£¨¥ ±¬¥¹¥¨¿ ¯°¨¢®¤¿² ª § ·¨²¥«¼®¬³ ¨²¥£° «¼®¬³
¢ª« ¤³ ¢ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾. �³¤¥¬  §»¢ ²¼ ² ª³¾
¯®«¿°¨§ ¶¨¾ ³¯°³£®©, ¨«¨ ¤¥´®°¬ ¶¨®®©, ¨«¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨¥©
±¬¥¹¥¨¿. �®±«¥ ¢»ª«¾·¥¨¿ ¯®«¿ ±¬¥¹¥ ¿ ±¨±²¥¬  § °¿¤®¢ ¢
±«³· ¥ ³¯°³£®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ®±®¢®¥ ±®±²®¿¨¥ § 
¢°¥¬¿ 10�13{10�17 ±, ¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ¬®¬¥² ¨±·¥§ ¥². �®«¼¸ ¿
¦¥±²ª®±²¼ ° ±¯®«®¦¥¨¿ · ±²¨¶, ³· ±²¢³¾¹¨µ ¢ ³¯°³£®© ¯®«¿°¨-
§ ¶¨¨, ¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® ¢¥¸¨¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿ (²¥¬¯¥° ²³° ,
¤ ¢«¥¨¥) ¬ «® ¢«¨¿¾²   ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼ ¨ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯°®-
¨¶ ¥¬®±²¼.

�°¨ ¨»µ ¬¥µ ¨§¬ µ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ § ·¨²¥«¼ ¿ ²¥¬¯¥° ²³°-
 ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡¿§ ²¥«¼®©. �±®¢®© ¯°¨·¨®© ¿¢«¿-
¥²±¿ ±° ¢¨²¥«¼® ±« ¡ ¿ ±¢¿§¼ · ±²¨¶. � ¯°¨¬¥°, ¢ ¦¨¤ª®±²¿µ
¨ £ § µ ±« ¡® ±¢¿§ » ¬®«¥ª³«», ½«¥ª²°®» ¢  ²®¬ µ ¨ ¬®«¥ª³-
« µ ±¢¿§ » ±¨«¼®. �®½²®¬³ ¢ ¦¨¤ª®±²¿µ ¨ £ § µ ²®«¼ª® ¯®-
«¿°»¥ ¬®«¥ª³«»-¤¨¯®«¨ ¡³¤³² ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ±¨«¼®© ²¥¬¯¥° ²³°-
®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �°¨«®¦¥®¥ ¯®«¥ ¢ ±«³· ¥ ±« ¡®©
±¢¿§¨ ¯°¨¢®¤¨² ª  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ ¯¥°¥¬¥¹ ¾¹¨µ±¿
§ °¿¤®¢ (¨«¨ ¢ ®°¨¥² ¶¨¨ ¤¨¯®«¥©), ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ¤®«¦  ¯°®-
¨±µ®¤¨²¼ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿. �²®² ¬¥µ ¨§¬ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨  §»¢ ¥²±¿
¯°»¦ª®¢»¬ (²¥¯«®¢»¬; °¥« ª± ¶¨®»¬). � ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥
¬¥¤«¥»¬ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ³¯°³£®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¥©. �°¥¬¿ °¥« ª-
± ¶¨¨ | 10�2{10�10 ±.

�¥°¥¬¥¹¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¨®®¢ ¯°¨ ²¥¯«®¢»µ ¯°»¦ª µ ¯°®-
¨±µ®¤¨²   ° ±±²®¿¨¥ 1{10�A, ². ¥. ¬®£® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¯°¨ ³¯°³-
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£®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �¤ ª® ¯¥°¥¬¥¹ ¾²±¿ ®¡»·® «¨¸¼ ¥ª®²®-
°»¥ (®¡»·® ¯°¨¬¥±»¥), · ±²¨¶», ª®¶¥²° ¶¨¿ ª®²®°»µ ®²®-
±¨²¥«¼® ¥¢¥«¨ª . �²¥°¥±®, ·²® ° ±±²®¿¨¥,   ª®²®°®¥ ¯¥-
°¥¬¥¹ ¾²±¿ · ±²¨¶» ¯°¨ ¯°»¦ª®¢®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, ¢ ®²«¨·¨¥ ®²
³¯°³£®©, ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢¥«¨·¨» ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿,   ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ®±®¡¥®±²¿¬¨ ±²°³ª²³°» (° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¤¥´¥ª²®¢ ¨
«®¢³¸¥ª ¢ ±²°³ª²³°¥ ¤«¿ ²¢¥°¤»µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥,
¢®§¨ª ¾¹¨© ¯°¨ ¯°»¦ª®¢®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥² ¢
¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¯°®¯®°¶¨® «¥  ¯°¿¦¥®±²¨ ½«¥ª²°¨·¥-
±ª®£® ¯®«¿ E, ¯®±ª®«¼ª³ ®² ¥¥ § ¢¨±¨² ª®¶¥²° ¶¨¿ ¨§¡»²®·®
¯¥°¥¬¥±²¨¢¸¨µ±¿ § °¿¤®¢.

�±®, ·²® ³¯°³£ ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ µ ° ª²¥° , ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¤«¿
®¤®°®¤»µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ± ®²±³²±²¢¨¥¬ ¤¥´¥ª²®¢ ±²°®¥¨¿,  -
¯°¨¬¥°, ª°¨±² ««®¢ ± ¨¤¥ «¼®© °¥¸¥²ª®©. � ¯°®²¨¢, ¤«¿ £¥²¥°®-
£¥»µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢,   ² ª¦¥ ¤«¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ° §-
«¨·»¥  °³¸¥¨¿ ±²°®¥¨¿, ¢®§¬®¦® ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ²¥¯«®¢®©
¯®«¿°¨§ ¶¨¨.

�³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®±®¢»¥ ¬¥µ ¨§¬» ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, µ -
° ª²¥°»¥ ¤«¿ ¨¤¥ «¼»µª°¨±² ««¨·¥±ª¨µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢. �µ ²°¨:
½«¥ª²°® ¿, ¨® ¿ ¨ ®°¨¥² ¶¨® ¿.

7.4. �«¥ª²°® ¿ ³¯°³£ ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿

� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ¯®«¿°¨§ ¶¨¾, ±¢¿§ ³¾ ±® ±¬¥¹¥¨¥¬
½«¥ª²°®®¢ ®²®±¨²¥«¼® ¿¤¥°  ²®¬®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ª°¨±² ««.
�°¥®¡« ¤ ¾¹¨© ¢ª« ¤ ¢ ½²³ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾ ¤ ¾² «¨¸¼ ®²®±¨²¥«¼-
® ±« ¡® ±¢¿§ »¥ ¢ «¥²»¥ ½«¥ª²°®»,  µ®¤¿¹¨¥±¿   ¢¥¸-
¨µ ®¡®«®·ª µ. �«¥ª²°®»¥ ±¬¥¹¥¨¿ ¬ «®¨¥°¶¨®» ¨ ¯°¨
¢»ª«¾·¥¨¨ ¯®«¿ ±¨±²¥¬  ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¨±µ®¤®¥ ±®±²®¿¨¥ § 
¢°¥¬¿ °¥« ª± ¶¨¨ �½« � 10�16�10�17 ±.

� ±±·¨² ¥¬ ¢¥«¨·¨³ ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¨, ¨¤³¶¨°³-
¥¬®© ¢  ²®¬¥ ¢®¤®°®¤  ¯°¨ ¤¥©±²¢¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿. �±¯®«¼-
§³¥¬ ¬®¤¥«¼ �®° . �®£¤   ²®¬ ¢®¤®°®¤  ¨¬¥¥² ² ª¨¥ ¯ ° ¬¥²°»:
jqej = jqpj = 1;6 �10�19�«, mp = 1;67 �10�27 ª£,me = 9;11 �10�31ª£,
r ² = 0;53�A = 0;53 �10�10¬, ¢³²°¨ ²®¬®¥ ¯®«¥ Er = 5 �1011�/¬.

� ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ �«®ª � Er ½«¥ª²°® ¿ ®¡®«®·ª   ²®¬ 
±¬¥¹ ¥²±¿ (°¨±. 7.5). �®£¤  ¢®§¨ª ¥² ½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ¤¨¯®«¼»©
¬®¬¥²  ²®¬ :

p = �E«®ª = qx: (7.27)

� ¢®¢¥±¨¥ ±¨±²¥¬» ¯°®²®{½«¥ª²°® ¯°¨ ¢®§¤¥©±²¢¨¨ �«®ª

®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ° ¢¥±²¢®¬ ¢®§¬³¹ ¾¹¥© ±¨«», ¤¥©±²¢³¾¹¥©  
±¨±²¥¬³ § °¿¤®¢ ±® ±²®°®» ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ¨ ¢®§¢° ¹ ¾-
¹¥© ª¢ §¨³¯°³£®© ±¨«», ª®²®° ¿, ª ª ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ¯°®¯®°¶¨®-
 «¼  ±¬¥¹¥¨¾ µ:

f¢®§¢°(E«®ª) = qE«®ª = cx: (7.28)
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�§ ±° ¢¥¨¿ (7.27) ¨ (7.28) ±«¥¤³¥², ·²®

� = q2=c; (7.29)

£¤¥ q | § °¿¤ ½«¥ª²°® , � | ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼, c | ª¢ §¨³¯°³£ ¿
ª®±² ² .

�§ °¨±. 7.5 ±«¥¤³¥², ·²®

f¢®§¢° = f sin �; (7.30)

£¤¥ f | c¨«  �³«® :

f =
q2

4�"0(r2 + x2)
; (7.31)

sin � =
xp

r2 + x2
: (7.32)

� (7.31) ¨ (7.32) r | ° ¤¨³± ½«¥ª²°®®© ®°¡¨²».
�®£¤ , ¯®¤±² ¢«¿¿ (7.32) ¨ (7.31) ¢ (7.30), ± ¯®¬®¹¼¾ (7.28)

¯®«³·¨¬:

q2x

4�"0(r2 + x2)3=2
= cx: (7.33)

�±«¥¤±²¢¨¥ ²®£®, ·²® �«®ª � Er, ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢® x � r
¨, ²¥¬ ¡®«¥¥, x2 � r2. �« £®¤ °¿ ½²®¬³ (7.33) ³¯°®¹ ¥²±¿:

c =
q2

4�"0r3
: (7.34)

�®£¤  ¢ ° ¬ª µ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨
¯®«³· ¥¬:

�½« = 4�"0r
3 = 4�"0�

0

½«; (7.35)

£¤¥ �½« | ½«¥ª²°® ¿ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼
¨ ¯°¨¿²® ®¡®§ ·¥¨¥: �0½« = r3. (�
¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨, ¨§ ²®·®£® ª¢ ²®-
¢®¬¥µ ¨·¥±ª®£® ° ±·¥²  ±«¥¤³¥², ·²®
�½« = 18�"0r

3. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ½«¥ª²-
�¨±. 7.5. �«¥ª²°® ¿ ³¯°³£ ¿
¯®«¿°¨§ ¶¨¿   ¯°¨¬¥°¥  ²®-
¬  ¢®¤®°®¤  (¬ ±¸² ¡ ¤¥´®°-
¬ ¶¨© ³±«®¢»©)

°® ¥ «®ª «¨§®¢ ,   À° §¬»²Á ¢®ª°³£
¿¤° . �®«¥¥ ®²¤ «¥»¥ ®¡« ±²¨, ½«¥ª-
²°®®£® ®¡« ª  ±¢¿§ » ± ¿¤°®¬ ±« -
¡¥¥ ¨ ±³¹¥±²¢¥® ³¢¥«¨·¨¢ ¾² ¯®«¿-

°¨§³¥¬®±²¼). �§ (7.35) ±«¥¤³¥², ·²® �½« � r3. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®-
«¿°¨§³¥¬®±²¼ ¯°¨ ³¯°³£®© ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ´ ª²¨·¥±ª¨
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¯°®¯®°¶¨® «¼  ®¡º¥¬³  ²®¬  ¨«¨ ¨®  ¨ ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª ¢¥«¨-
·¨» � 10�30¬3.

�²±¾¤  ±«¥¤³¾² ¢»¢®¤».
1. �®«¿°¨§³¥¬®±²¼ ¤®«¦  ¢®§° ±² ²¼ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨  ²®¬®-

£® ®¬¥°  ½«¥¬¥²  ¢ ² ¡«¨¶¥ �¥¤¥«¥¥¢  ¢¤®«¼ ±²®«¡¶ . � ¯°¨-
¬¥°, ¤«¿  ²®¬®¢ £ «®£¥®¢ F, Cl, Br, I ¢»¯®«¿¥²±¿ �0½« = (0;4; 2,4;
3,6; 5;8) � 10�30¬3.

2. �°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨  ²®¬®£® ®¬¥°  ¢¤®«¼ ±²°®ª¨ �½« ¬®¦¥²
ª ª ³¢¥«¨·¨¢ ²¼±¿, ² ª ¨ ³¡»¢ ²¼, ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ²®£®, ·²®
¯°¥®¡« ¤ ¥²: ½´´¥ª² ³¢¥«¨·¥¨¿ ·¨±«  ½«¥ª²°®®¢ ¨«¨ ½´´¥ª²
³¢¥«¨·¥¨¿ § °¿¤®¢ ¿¤¥°, ¯°¨¢®¤¿¹¥© ¨®£¤  ª ³¬¥¼¸¥¨¾ ° -
¤¨³±   ²®¬ .

3. �®«¿°¨§³¥¬®±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨®®¢ ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ®²°¨¶ -
²¥«¼»µ, ¨ ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ³ ¥©²° «¼»µ  ²®¬®¢ ± ¯®¤®¡®© ¦¥
½«¥ª²°®®© ®¡®«®·ª®©. � ª, ¢ °¿¤³ O2�, F�, Ne, Na+, Mg2+,
Al3+, Si4+ ¢¥«¨·¨  �0½« ±¨«¼® ¯®¨¦ ¥²±¿. �® ¢±¥µ ½²¨µ ¨® µ
½«¥ª²°® ¿ ®¡®«®·ª  ¯®¤®¡  ®¡®«®·ª¥ Ne: s2p6. �® ° ¤¨³± ½²®©
®¡®«®·ª¨ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ³¬¥¼¸ ¥²±¿, ². ª. § °¿¤ ¿¤°  ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼® ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿   ¥¤¨¨¶³, ¨ ¯°¨²¿¦¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ª
¿¤°³ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿. �®½²®¬³ �0½« ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¢ ½²®¬ °¿¤³ ¡®«¥¥
·¥¬   ¯®°¿¤®ª: ®² 2;4�10�30¬3 ¤«¿ O2� ¤® 0;16�10�30¬3 ¤«¿ Si4+.

� ¢¥¹¥±²¢ µ ±  ¨§®²°®¯®© ±²°³ª²³°®© ½«¥ª²°® ¿ ¯®«¿°¨-
§ ¶¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±«®¦®¥ ¿¢«¥¨¥, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¢ ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¤¥´®°¬¨°³¾²±¿ ° §«¨·®£® ²¨¯  ½«¥ª²°®»¥ ®°¡¨²»,
±¢¿§ »¥ ª ª ± ¯®«¥¬ ¿¤° , ² ª ¨ ¤°³£ ± ¤°³£®¬. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥,
¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ±´¥°¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨ § °¿¤®¢ ¿¢«¿¥²±¿ µ®°®-
¸¨¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬ ±²°³ª²³°» s2p6 ½«¥ª²°®»µ ®¡®«®·¥ª ¨¥°²-
»µ £ §®¢. �¡®«®·ª¨ ¨¥°²»µ £ §®¢ ¢®±¯°®¨§¢®¤¿²±¿ ¯°¨ ®¡° §®-
¢ ¨¨ ¡®«¼¸¨±²¢  ¨®®¢, ² ª ·²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ±´¥°¨·¥±ª®©
±¨¬¬¥²°¨¨ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ®±®¢ ¨¥¬ ¤«¿ ®¶¥®·»µ ° ±·¥²®¢ ¯®-
«¿°¨§³¥¬®±²¨.

�¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ¢¥¹¥±²¢  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥
²®«¼ª® ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼¾, ® ¨ ª®¶¥²° ¶¨¥©  ²®¬®¢ ¨«¨ ¨®®¢
¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬  ¤¨½«¥ª²°¨ª .

�°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ¤«¿ £ §®¢ E � E«®ª, ¨§ (7.24),
(7.25) ¨ (7.22) ¯®«³·¨¬, ·²® ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿

"½« = n2 = 1 + � = 4��0½«n½«; (7.36)

£¤¥ n | ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿. �®±ª®«¼ª³ �0½« = r3, ²®, ³·¨²»-
¢ ¿, ·²® r � 1�A(10�10¬), ¯®«³·¨¬: �0½« � 10�30¬3. �®¶¥²° -
¶¨¿ ¬®«¥ª³« ¢ £ §¥ n½« � 3 � 1025¬�3 (·¨±«® �®¸¬¨¤² ). �®£¤ 
¤«¿ £ §®¢ "½« � 1 + 12� � 10�5 � 1;0004. �° ¢¨¬ ± ¨§¢¥±²»¬¨
§ ·¥¨¿¬¨: "(O2) = 1;00055; "(H2) = 1;00024; "(N2) = 1;00058:
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�¶¥ª®© ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¬®¬¥²  ¥¤¨¨¶» ®¡º¥¬  ¤¨½«¥ª²°¨ª 
¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ®²®¸¥¨¥ �0½«=r

3, ª®²®°®¥ ° ¢® 1 «¨¸¼ ¤«¿ ¯°®-
±²¥©¸¥© ¬®¤¥«¨  ²®¬  ¢®¤®°®¤ . �«¿ ¡®«¼¸¨±²¢   ²®¬®¢ ¨ ¨®®¢
®²®¸¥¨¥ �0½«=r

3 ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¥¤¨¨¶». � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¨®®¢
Li+ , Na+, Mg2+, Al3+ �0½«=r

3 < 1, ¤«¿ ¨®®¢ O2�, Ti4+, Pb2+,
Ce4+,  ¯°®²¨¢, ¢»¯®«¿¥²±¿: �0½«=r

3 > 1. �±±«¥¤®¢ ¨¿ ¯®ª §»-
¢ ¾², ·²® "½« = n2 = "®¯² ¢ ª°¨±² «« µ, ±®¤¥°¦ ¹¨µ 4 ¯®±«¥¤¨µ
¨® , ®¡»·® § ¬¥²® ¯°¥¢»¸ ¾² "®¯² ¤°³£¨µ ª°¨±² ««®¢. � ®¥
®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¨±¯®«¼§³¥²±¿,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¯®«³·¥¨¿ ¯«  °»µ
±¢¥²®¢®¤®¢, ¢ ª®²®°»µ ± ¶¥«¼¾ ¨§¬¥¥¨¿ ¯®ª § ²¥«¿ ¯°¥«®¬«¥¨¿
¢ ¯®¢¥°µ®±²®¬ ±«®¥ ±²¥ª®« ¨«¨ ª°¨±² ««®¢ ¯°®¢®¤¨²±¿ ¤¨´´³§¨¿
¨® ¬¨ Ti4+.

� ±±¬®²°¨¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ± ¤¨½«¥ª-
²°¨ª®¬, ±®±²®¿¹¨¬ ¨§  ²®¬®¢ ®¤®£® ±®°²  ± ¯°¨¬¨²¨¢®© ª³¡¨-
·¥±ª®© °¥¸¥²ª®©. � ½²®¬ ±«³· ¥ ² ª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ±¢®¤¨²±¿
ª ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨  ²®¬®¢ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¯¥°¥¬¥®£®
½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢®«» (¬ £¨² ¿ ±®±² ¢«¿¾¹ ¿ ¢®«» ±
¤¨½«¥ª²°¨ª®¬ ¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¥²). �±«¨ ±¨«», ³¤¥°¦¨¢ ¾¹¨¥
½«¥ª²°® ¢  ²®¬¥, ² ª®¢», ·²® ¥£® ª®«¥¡ ¨¿ ¯°®¨±µ®¤¿² ¯® £ °-
¬®¨·¥±ª®¬³ § ª®³, ²® ¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ³° ¢¥¨¥
¤¢¨¦¥¨¿ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ² ª:

m0�x+ cx = eE«®ª exp (i!t); (7.37)

£¤¥m0 ¨ e| ¬ ±±  ¨ § °¿¤ ½«¥ª²°® , ±| ª¢ §¨³¯°³£ ¿ ¯®±²®¿-
 ¿, ! | · ±²®²  ª®«¥¡ ¨© ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«». �¥¸¥¨¥
¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿ (7.37) ±®±²®¨² ¨§ ®¡¹¥£® ¨ · ±²-
®£® °¥¸¥¨©. �¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤:

x1 = A exp (i!0t); (7.38)

£¤¥ !0 =
p
c=m0 | · ±²®²  ®¡° ¹¥¨¿ ½«¥ª²°®  ¯®  ²®¬®© ®°-

¡¨²¥ (¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨).
�°¥¤¥¥ ±¬¥¹¥¨¥ ½«¥ª²°®  �x ¤«¿ ±² ²¨·¥±ª®£® ±«³· ¿ ¬®¦®

 ©²¨, ¨±¯®«¼§³¿ (7.37)¨¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ª¢ §¨³¯°³£®© ±¨«¥, ³¤¥°-
¦¨¢ ¾¹¥© ½«¥ª²°® ¢  ²®¬¥:

c�x = eE«®ª = m0!
2
0�x: (7.39)

�§ (7.39) ±«¥¤³¥², ·²®:

�x =
eE«®ª

m0!20
: (7.40)

�²±¾¤  ¤«¿ ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¢ ±² ²¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¯®«³-
· ¥¬ ±² ²¨·¥±ª³¾ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼ (±°. ± (7.35)):

��« =
p

E«®ª

=
e�x

E«®ª

=
e2

m0!
2
0

=
e2

c
= 4�"0r

3: (7.41)
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� ±²®¥ °¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤
x2 = B exp (i!t): (7.42)

�®¤±² ¢«¿¿ (7.42) ¢ (7.37), ¯®«³·¨¬:

x2 =
eE«®ª exp (i!t)

m0(!
2
0 � !2)

: (7.43)

�°¨ t ! 1 x = x1 + x2 ! x = x2, ¯®±ª®«¼ª³ ¤¢¨¦¥¨¥
½«¥ª²°®  ¡³¤¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢»³¦¤ ¾¹¥© ±¨«».
�®£¤  ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ½«¥ª²°® ¿ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

e�½« = e2=m0

!20 � !2
: (7.44)

�®¤±² ¢«¿¿ (7.44) ¢ ±®®²®¸¥¨¥ �« ³§¨³± {�®±®²²¨{�®°¥¶ 
(7.26), ¨¬¥¥¬:

n2 � 1

n2 + 2
=
"½« � 1

"½« + 2
=

1

3"0
n½«

e2=m0

!20 � !2
=

1

3
� "l
1� (!=!0)2

; (7.45)

£¤¥

"l =
e2n½«
"0m0!

2
0

(7.46)

| ½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ±¨«  ®±¶¨««¿²®° .
�®°¬³«  (7.45)¯®§¢®«¿¥² ®¶¥¨²¼ · ±²®²³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ "½« =

= "1 = n2 ¢ ³«¼²° ´¨®«¥²®¢®© ®¡« ±²¨ ±¯¥ª²°  ¤«¿ £ §®¢ ¨ ª³¡¨-
·¥±ª¨µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ± ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¥©.

�¨±. 7.6. � ±²®² ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª 
± ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¥© ¢ ®ª°¥±²®±²¨ · ±²®²» ´³¤ ¬¥² «¼®© ¤¨±¯¥°±¨¨
¢ ³«¼²° ´¨®«¥²®¢®© ®¡« ±²¨ ±¯¥ª²° . �«³· ©   | ¡¥§ ³·¥² , ¡ | ± ³·¥²®¬ § ²³-
µ ¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥

� ±²®² ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ±®®²®¸¥¨¥¬ (7.45), ¯®-
ª §     °¨±. 7.6.
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�®£« ±® (7.45), "½« ¤®«¦  ³±²°¥¬«¿²¼±¿ ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼ ¯°¨
· ±²®²¥ ¯ ¤ ¾¹¥©   ª°¨±² «« ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ! ! !0
(· ±²®²  ´³¤ ¬¥² «¼®© ¤¨±¯¥°±¨¨ ¢ �� ¤¨ ¯ §®¥). �¤ ª®
¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¯®£«®¹¥¨¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«, ¡« £®¤ °¿
·¥¬³ °¥ «¼ ¿ ¤¨±¯¥°±¨® ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ " = f(!) ¡«¨¦¥ ª ±«³-
· ¾ °¨±. 7.6¡. �  · ±²®² µ, ¬®£® ¡®«¼¸¨µ, ·¥¬ !0, ¤¨½«¥ª²°¨-
·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ "½« ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥-
¨¿, ±²°¥¬¿²±¿ ª ¯®±²®¿®¬³ § ·¥¨¾, ° ¢®¬³ 1, ·²® ±®®²¢¥²-
±²¢³¥² ®²±³²±²¢¨¾ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢ ª°¨±² «« µ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ
¢®« °¥²£¥®¢±ª®£® ¨ -¨§«³·¥¨©.

7.5. �®«¿°¨§ ¶¨¿ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢

�°¨ ¬ «®¬ ±¬¥¹¥¨¨ ¨®  ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿
¢®§¨ª ¥² ³¯°³£ ¿ ¢®§¢° ¹ ¾¹ ¿ ±¨« , ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ½«¥ª²°®-
®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �¤ ª® ¥±²¼ ¨ ±³¹¥±²¢¥»¥ ®²«¨·¨¿:

1) ½²®² ¢¨¤ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ³¨¢¥°± «¼»¬ ¨ ¢®§¨-
ª ¥² «¨¸¼ ¢ ª°¨±² «« µ ± ¨®»¬ µ ° ª²¥°®¬ ±¢¿§¨;

2) µ ° ª²¥°»¥ § ·¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ · ±²®² ª®«¥¡ ¨© ¨®-
»µ ª°¨±² ««®¢, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ¢°¥¬¿ ³±² ®¢«¥¨¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨
½²®£® ²¨¯ , | 1013{1014 ±�1.

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤¨±¯¥°±¨¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨,
±¢¿§ ®© ± ¨®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¥© "¨®, ¤®«¦  ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¢ ®¡-
« ±²¨ ¨´° ª° ±»µ · ±²®² ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«.

�¨±. 7.7. �§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¨®®¢ ± ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬

� ±±¬®²°¨¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¨®®¢ ± ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬
(°¨±. 7.7). �°¨¢ ¿ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

U(r) =
D

rn
� e2

4�"0r
: (7.47)

�®±²®¿³¾ ®²² «ª¨¢ ¨¿ D ±«¥¤³¥² ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§ ³±«®¢¨¿
¬¨¨¬³¬  ´³ª¶¨¨ U(r):

D =
e2rn�10

4�n"0
; (7.48)
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±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

U(r) =
e2rn�10

4�n"0rn
� e2

4�"0r
; (7.49)

£¤¥ r0 | ° ¢®¢¥±®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¨® ¬¨.
�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±¬¥¹¥¨¥ µ ¨§ ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¯®¤

¤¥©±²¢¨¥¬ �«®ª ¬ «®, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨©
§ ª® ¨§¬¥¥¨¿ U(r). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¤«¿ ¢®§¢° ¹ ¾¹¥©
±¨«» ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢»° ¦¥¨¥

F¢®§¢° = �cx; (7.50)

²® U(x) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¨²¥£°¨°³¿ (7.50):

U(x) =

Z
cx dx =

cx2

2
: (7.51)

�®®²®¸¥¨¥ (7.51) ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ²®«¼ª® ¢ £ °¬®¨·¥±ª®¬ ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¨. � ª ¦¥, ª ª ¨ ¯°¨ ° ±·¥²¥ ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§³¥¬®-
±²¨, ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼ ±®®²®¸¥¨¿:

c¨®x = eE«®ª; (7.52)

ex = �¨®E«®ª; (7.53)

®²±¾¤  ±«¥¤³¥²

�¨® = e2=c¨®: (7.54)

�§¬¥¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¯°¨ ³¯°³£®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ±¨±²¥¬» ¨®®¢
(°¨±. 7.7) ±®±² ¢«¿¥²:

U(r0 + x)� U(r0) =

xZ
0

c¨®x
0 dx0 =

c¨®x
2

2
: (7.55)

�®£¤ , ¤¢ ¦¤» ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ (7.55), ¯®«³·¨¬:

c¨® =
@2U(r0 + x)

@x2
: (7.56)

�«¿ ±«³· ¿, ¨§®¡° ¦¥®£®   °¨±. 7.7, ¨±¯®«¼§³¿ (7.49), § ¯¨¸¥¬:

U(r0 + x) =
e2rn�10

4�n"0(r0 + x)n
� e2

4�"0(r0 + x)
: (7.57)

�·¨²»¢ ¿ ·«¥» � (x=r0)
2, ¨ ¤¢ ¦¤» ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ (7.57), ¯®-

«³·¨¬:

c¨® = U 00(r0 + x)
��
x!0

=
e2

4�"0r30
(n� 1): (7.58)
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�®¤±² ¢«¿¿ (7.58) ¢ (7.54), ¯®«³·¨¬ ®ª®· ²¥«¼® ¤«¿ ±² ²¨·¥-
±ª®© ¨®®© ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¨:

�¨® =
4�"0r

3
0

n� 1
� 4�"0(r+ + r�)

3

n � 1
; (7.59)

£¤¥ r+ ¨ r� | ° ¤¨³±» ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®£® ¨®®¢.
�¥«¨·¨  n ¯®ª § ²¥«¿ ±²¥¯¥¨ ¢ ¯®²¥¶¨ «¥ ®²² «ª¨¢ ¨¿ ±®±² -
¢«¿¥² ®¡»·® 9{12.

7.6. �§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«
± ¨®»¬¨ ª°¨±² «« ¬¨

�§¢¥±²®, ·²® ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ¨®»µ ª°¨-
±² ««®¢ § ·¨²¥«¼® ¯°¥¢»¸ ¥² ª¢ ¤° ² ¯®ª § ²¥«¿ ¯°¥«®¬«¥¨¿
n2, ·²® £®¢®°¨² ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨, ¯®¬¨¬® ½«¥ª²°®®£®, ¥¹¥ ¨
¨®®£® ¬¥µ ¨§¬  ¯®«¿°¨§ ¶¨¨.

� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ ®±®¡¥®±²¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ± ¨®»¬¨ ª°¨±² «« ¬¨. �«¿ ¯°®-
±²®²» ®£° ¨·¨¬±¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ²®«¼ª® ¡«¨¦ ©¸¨µ  ²®¬»µ
¯«®±ª®±²¥©, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ¨®» ° §®© ¬ ±±» (°¨±. 7.6), ¨ ¯³±²¼
½²¨ ¨®» ¨¬¥¾² ° §®¨¬¥»¥ § °¿¤». �°¥¤±² ¢¨¬, ·²®   ¨µ

�¨±. 7.8. �°¨±² ««¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ¨®®£® ª°¨±² ««  ± ¤¢³¬¿  ²®¬ ¬¨ ¢ ¡ -
§¨±¥. �²®¬» ¯®ª § » ¢ ¥±¬¥¹¥»µ ¯®§¨¶¨¿µ

¤¥©±²¢³¥² ¯®«¥ � = �0 exp (i!t). � ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿
¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® ª ¦¤ ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¥² ²®«¼ª®
± ¡«¨¦ ©¸¥© ª ¥©, ¨ ±¨«®¢»¥ ¯®±²®¿»¥ � ®¤¨ ª®¢» ¤«¿ ¯ °
¡«¨¦ ©¸¨µ ¯«®±ª®±²¥©. � ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± °¨±. 7.8 ¬®¦® § ¯¨± ²¼:

m
d2un
dt2

= �(un+1 + un�1 � 2un)� eE;

M
d2un+1
dt2

= �(un+2 + un � 2un+1) + eE:

(7.60)
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�¥¸¥¨¿ ½²¨µ ³° ¢¥¨© ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ¯«®±ª¨µ ¡¥£³¹¨µ
¢®« ± ° §«¨·»¬¨  ¬¯«¨²³¤ ¬¨ ¤«¿ ° §»µ ¯«®±ª®±²¥©:

un = � exp
�
i(nKa+ !t)

�
;

un+1 = � exp
�
i
�
(n + 1)Ka+ !t

��
:

(7.61)

�®¤±² ¢«¿¿ °¥¸¥¨¿ (7.61) ¢ ³° ¢¥¨¿ (7.60) ¨ ±®ª° ¹ ¿ ¢°¥¬¥-
®© ½ª±¯®¥¶¨ «¼»© ¬®¦¨²¥«¼, ¯®«³·¨¬ ±¨±²¥¬³  «£¥¡° ¨·¥-
±ª¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©:

�!2m� = ��
�
exp (iKa) + exp (�iKa)

�� 2�� � eE0;

�!2M� = ��
�
exp (iKa) + exp (�iKa)

�� 2�� + eE0:
(7.62)

�³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¤«¨®¢®«®¢³¾ ®¡« ±²¼ ±¯¥ª²°  ¢¡«¨§¨ ¶¥-
²°  §®» �°¨««¾½  (K ! 0). �®£¤  ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ¯«®±-
ª®±²¥© (7.62) ³¯°®¹ ¾²±¿:

�!2m� = 2�(� � �)� eE0;

�!2M� = �2�(� � �) + eE0:
(7.63)

� ±±¬®²°¨¬ ®¯²¨·¥±ª®¥ ª®«¥¡ ¨¥ ¨ ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ x = ���.
�»·¨² ¿ ¢²®°®¥ ¨§ ³° ¢¥¨© (7.63) ¨§ ¯¥°¢®£®, ¯®«³·¨¬:

�!2x� 2�x = �eE0; (7.64)

£¤¥ � = mM=(m + M) | ¯°¨¢¥¤¥ ¿ ¬ ±± . �° ¢¥¨¥ (7.64)
¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

(!2 � !20)x = �eE0

�
; (7.65)

¯®±ª®«¼ª³ !0 =
p
2�=� | ±®¡±²¢¥ ¿ · ±²®²  ª®«¥¡ ¨© ®¯²¨-

·¥±ª®£® ´®® . �§ (7.65) ±«¥¤³¥², ·²® ®²®±¨²¥«¼®¥ ±¬¥¹¥¨¥
¯«®±ª®±²¥© ±®±² ¢«¿¥² ¢¥«¨·¨³:

x = � � � =
eE0=�

!20 � !2
: (7.66)

�§ (7.66) ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯°¨ ! ! !0 ¡³¤¥²  ¡«¾¤ ²¼±¿ °¥§® ±.
�±¯®«¼§³¿ °¥§³«¼² ² (7.66), ¤«¿ ¨®®£® ¢ª« ¤  ¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾
¬®¦® ¯®«³·¨²¼:

P¨® = nex = ne(� � �) =
ne2=�

!20 � !2
E0: (7.67)
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�¡¹ ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ±®±²®¨² ¨§ ½«¥ª²°®®© ¨ ¨®®© ª®¬¯®¥²:

P (!) = P¨®(!) + P (1); (7.68)

£¤¥ P (1) | ½«¥ª²°® ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿   ®¯²¨·¥±ª¨µ · ±²®² µ.
� ·ª®¬ 1 ®²¬¥· ¥²±¿, ·²® ®¯²¨·¥±ª¨¥ · ±²®²»,   ª®²®°»µ ¯°®-
¨§¢®¤¿²±¿ ¨§¬¥°¥¨¿ "e = "1, ¬®£® ¡®«¼¸¥ µ ° ª²¥°»µ · ±²®²
ª®«¥¡ ¨© ¨®®¢. �®«¼§³¿±¼ (7.10) ¨ (7.13), § ¯¨¸¥¬ (7.68) ² ª:

("(!)� 1)E0 =
ne2=�

!20 � !2
E0 + ("1 � 1)E0: (7.69)

�§ (7.69) «¥£ª® ¯®«³·¨²¼:

"(!) = "1 +
ne2=�

!20 � !
: (7.70)

�»·¨±«¨¬, ¯®«¼§³¿±¼ (7.70), ±² ²¨·¥±ª³¾ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯°®-
¨¶ ¥¬®±²¼ "(0)   ¨§ª¨µ (! ! 0) · ±²®² µ:

"(0) = "1 +
ne2=�

!20
= "1 +

ne2

2�
: (7.71)

�®®²®¸¥¨¥ (7.71) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© µ®²¿ ¨ ¯°®¬¥¦³²®·»©,
® ¢ ¦»© °¥§³«¼² ², ¯®§¢®«¿¿ ¢»·¨±«¨²¼ ¨§ª®· ±²®²³¾ ¤¨-
½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢. �§¿¢ ¢¥«¨-
·¨³ ne2=� ¨§ (7.71) ¨ ¯®¤±² ¢«¿¿ ¥¥ ¢ (7.70), ¯®«³·¨¬ ®ª®· -
²¥«¼® ±®®²®¸¥¨¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ · ±²®²®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ ¤¨-
½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢:

"(!) = "1 +
"(0)� "1
1� (!=!0)2

: (7.72)

�«¥ª²°®¬ £¨²®¥ ¯®«¥ ´®²®®¢ ¨´° ª° ±®£® ¤¨ ¯ §®  ¢§ -
¨¬®¤¥©±²¢³¥² ¨¬¥® ± ¤«¨®¢®«®¢»¬¨ ®¯²¨·¥±ª¨¬¨ ª®«¥¡ ¨-
¿¬¨ (´®® ¬¨) ¨®®£® ª°¨±² «« . �§¢¥±²®, ·²® ¢ ¯°®¶¥±±¥
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ · ±²¨¶ ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿ § ª®» ±®µ° ¥¨¿
¨¬¯³«¼±  ¨ ½¥°£¨¨. � ¶¥«®¬ ¤«¿ ½´´¥ª²¨¢®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿
¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¯®«¥¨¥ °¿¤  ³±«®¢¨©:

1) �´®² = �´® (±«¥¤±²¢¨¥ § ª®  ±®µ° ¥¨¿ ¨¬¯³«¼± );
2) !´® = !´®² (±«¥¤±²¢¨¥ § ª®  ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨);
3) ´®®» ¤®«¦» ¡»²¼ À®¯²¨·¥±ª¨  ª²¨¢»¬¨Á, ². ¥. ¯°¨ ¤¢¨-

¦¥¨¨ ¨®®¢ ¢ ¤ ®¬ ª®«¥¡ ¨¨ ¤®«¦¥ ¢®§¨ª ²¼ ¤¨¯®«¼»©
¬®¬¥².

�¨ ¯ §® · ±²®² ª®«¥¡ ¨© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ®µ¢ ²»-
¢ ¥² ®¡« ±²¼ 0{1013�¶. �±¯®«¼§³¿ ¢²®°®¥ ³±«®¢¨¥ ¨ ¬ ª±¨¬ «¼³¾
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· ±²®²³ ´®®®¢, ¢»·¨±«¨¬ ¤«¨³ ¢®«» ´®²® , ª®²®°»© ¬®£ ¡»
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢®¢ ²¼ ± ´®® ¬¨:

�´®² =
c

�
=

3 � 108
1013

= 3 � 10�5¬: (7.73)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®:

�´®² � �´®min = 2a; (7.74)

£¤¥   | ¯ ° ¬¥²° ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨. �®½²®¬³ ³¤®¢«¥²¢®-
°¥¨¥ ¯¥°¢®£® ³±«®¢¨¿ (k´®² = K´®) ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¤«¿ ¤«¨-
®¢®«®¢»µ ´®®®¢, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¶¥²°³ §®» �°¨««¾½ .

� ° ª²¥° ¤¨±¯¥°±¨¨ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ¢ ®ª°¥±²®±²¨ !0
¯®ª §    °¨±. 7.9. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ (7.72), ±³¹¥±²¢³¾² ³«¼ ¨
¯®«¾± ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ "(!) ¢ ®ª°¥±²®±²¨ !0. �®¦®

�¨±. 7.9. � ±²®² ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª 
± ½«¥ª²°®®© ¨ ¨®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¥© ¢ ®ª°¥±²®±²¨ · ±²®²» ¤¨±¯¥°±¨¨ ¢ ¨-
´° ª° ±®© ®¡« ±²¨ ±¯¥ª²° . �«³· ©   | ¡¥§ ³·¥² , ¡ | ± ³·¥²®¬ § ²³µ ¨¿
½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥

¤®ª § ²¼, ·²® ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ¡¥±-
ª®¥·®±²¼ ¯°¨ ±®¢¯ ¤¥¨¨ · ±²®²» ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ±
· ±²®²®© ¯®¯¥°¥·®£® ®¯²¨·¥±ª®£® (TO) ´®® ,   ®¡° ¹¥¨¥ ¤¨-
½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ ¢ ³«¼ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°®¤®«¼®¬³
®¯²¨·¥±ª®¬³ (LO) ´®®³. �±«¨   ª°¨±² «« ¤¥©±²¢³¥² ½«¥ª²°®-
¬ £¨²®¥ ¯®«¥ ± ! < !TO (³· ±²®ª 1), ²® ½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯®«¿°¨-
§ ¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ½«¥ª²°®»¬ ¨ ¨®»¬ ¬¥µ ¨§¬ ¬¨. �°¨
¯¥°¥µ®¤¥   ³· ±²®ª 2 ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ±²°¥¬¨²±¿
ª ¬ ª±¨¬ «¼®¬³ § ·¥¨¾, ¨ ¯°¨ · ±²®²¥ ¢¥¸¥£® ¯®«¿, ¡«¨§ª®©
ª ±®¡±²¢¥®© · ±²®²¥ ¯®¯¥°¥·®£® ®¯²¨·¥±ª®£® ´®®  !TO, ¯°®-
¨±µ®¤¨² ¯°¥¢° ¹¥¨¥ ®¤®© ¢®«» ¢ ¤°³£³¾: ´®²® ¯®£«®¹ ¥²±¿
ª°¨±² ««®¬, ¢®§¡³¦¤ ¿ ´®®. �®¦® ±ª § ²¼, ·²®   ³· ±²ª¥ 2 ¥²
·¥²ª®£® ° §«¨·¨¿ ¬¥¦¤³ ´®²®®¬ ¨ ´®®®¬, ¨ £®¢®°¿² ® ¯®¿¢«¥-
¨¨ ®¢®© ª¢ §¨· ±²¨¶» | ¯®«¿°¨²® . �  ±·¥²  £ °¬®¨§¬ 
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TO-´®® ° ±±¥¨¢ ¥²±¿, ¢®§¡³¦¤ ¿  ª³±²¨·¥±ª¨¥ ´®®» | ª°¨-
±² ««  £°¥¢ ¥²±¿.

� ®ª°¥±²®±²¨ · ±²®² !TO < ! < !LO (³· ±²®ª 3) ¨®»© ª°¨-
±² «« ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ ¯°®¯³±ª ¥² ½«¥ª²°®¬ £¨²»¥ ¢®«». �¥©-
±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®¬ § ·¥¨¨ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨-
¶ ¥¬®±²¨ ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ¢ ª°¨±² ««¥
±² ®¢¨²±¿ ¬¨¬»¬, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±«³· ¾ ±¨«¼®£® § ²³µ -
¨¿. � ·¥ £®¢®°¿, ½²®² ¤¨ ¯ §® · ±²®² ¿¢«¿¥²±¿ § ¯°¥¹¥»¬
¤«¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ¢ ² ª®¬ ª°¨±² ««¥.
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ¢
ª°¨±² «« µ ¢»¯®«¿¥²±¿:

k =
!

c±°
=
!n

c
=
!
p
"(!)

c
; (7.75)

£¤¥ n | ¯®ª § ²¥«¼ ¯°¥«®¬«¥¨¿, c | ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥,
ccp | ´ §®¢ ¿ ±ª®°®±²¼ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ¢ ª°¨±² ««¨·¥-
±ª®© ±°¥¤¥. �®±ª®«¼ª³ ¤«¿ ³ª § ®£® ¤¨ ¯ §®  · ±²®² "(!) < 0,
²®, ¯°¨¨¬ ¿, ·²® ¢®«  ¿¢«¿¥²±¿ ¯«®±ª®©, ¬®¦¥¬ § ¯¨± ²¼:

E = E0 exp
�
i(!t+ kx)

�
= E0 exp

 
i!

 
t+

p
"(!)

c
x

!!
=

= E0 exp

 
�
p
j"(!)j
c

x!

!
exp (i!t) = E(x) exp (i!t): (7.76)

�¨¤®, ·²® ¢®«  ¨¬¥¥² ¬®¦¨²¥«¼ ½ª±¯®¥¶¨ «¼®£® § ²³µ ¨¿,
¯°¨·¥¬  ¬¯«¨²³¤  ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¢ ¥ ° §   £«³¡¨¥ x = 1=jkj.

�°¨ · ±²®²¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«», ° ¢®© · ±²®²¥ ¯°®¤®«¼-
®£® ®¯²¨·¥±ª®£® ´®®  ! = !LO , ¢»¯®«¿¥²±¿ "(!) = 0. � 
³· ±²ª¥ 4 °¨±. 7.9 · ±²®²  ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ±²®«¼ ¢¥«¨ª ,
·²® ª®«¥¡ ¨¿ ¨®®¢ ¥ ³±¯¥¢ ¾² ±«¥¤®¢ ²¼ ¨§¬¥¥¨¿¬ ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢®«», ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³¯°®¨±µ®¤¨² À¢»ª«¾·¥¨¥Á ¨®-
®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �  ½²®¬ ³· ±²ª¥ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥-
¬®±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¯²¨·¥±ª®¬³ ¤¨ ¯ §®³: " = n2, ¯®£«®¹¥¨¿
±¢¥²    ½²®¬ ³· ±²ª¥ ¥  ¡«¾¤ ¥²±¿.

�°¥®¡° §³¥¬ (7.72) ¯°¨ ³±«®¢¨¿µ ! = !LO, !0 = !TO , "(!)! 0:

0 = "1 +
"(0)� "1

1� (!LO=!TO)2
; (7.77)

¨ ¯®«³·¨¬ ±®®²®¸¥¨¥ �¨¤¤¥ {� ª± {�¥««¥° 

"(0)

"1
=
!2
LO

!2
TO

: (7.78)

�«¿ °¿¤  ¨®»µ ¨ ¨®®-ª®¢ «¥²»µ ª°¨±² ««®¢ ±®®²®¸¥¨¥
(7.78) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·® µ®°®¸® (² ¡«. 7.1).
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� ª ¨§¢¥±²®, ¥©²°®®£° ´¨·¥±ª¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¯®§¢®«¿¾²
³±² ®¢¨²¼ ¢¨¤ § ª®  ¤¨±¯¥°±¨¨ ¤«¿ ´®®®¢. �«¨§ª®¥ ª ¥¤¨¨¶¥
§ ·¥¨¥ ®²®¸¥¨¿ "(0)="1 ¤«¿  °±¥¨¤  £ ««¨¿ ³ª §»¢ ¥²  
¬ «³¾ ¨®®±²¼ ¤ ®£® ±®¥¤¨¥¨¿.

�  ¡ «¨ ¶   7.1. �° ¢¥¨¥ ¤ »µ ¥©²°®®-
£° ´¨·¥±ª¨µ ¨ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨©

¢ ¨®»µ ª°¨±² «« µ

�¥²®¤ NaI KBr GaAs

!LO

!TO

(¥©²°®®£° ´¨¿) 1,44 1,39 1,07

r
"(0)

"1

1,45 1,38 1,08

�®±ª®«¼ª³ "(0) > "1, !TO 6 !LO . � ¥ª®²®°»µ ª°¨±² «« µ
²¨¯   «¬ §  ¯°¨ � ! 0 !TO � !LO. �²® ®§ · ¥², ·²® "(0) � "1,
². ¥. ¨®»© ¢ª« ¤ ¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾ ¬ «. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ ² -
ª¨µ ¢ ¦»µ ¤«¿ ¯° ª²¨ª¨ ª°¨±² ««®¢, ª ª Ge, Si, ¯®£«®¹¥¨¥ ¢
¨´° ª° ±®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ¬ «®. � »¥ ª°¨±² ««» ®¡« ¤ ¾² ¢»-
±®ª¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¯®ª § ²¥«¿ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¢ ¨´° ª° ±®¬ ¤¨ -
¯ §®¥. �° ¢¨¢ ¿ ª¢ ¤° ² ¯®ª § ²¥«¿ ¯°¥«®¬«¥¨¿ ¨ ¤¨½«¥ª²°¨-
·¥±ª³¾ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼, ¬®¦® ¯°¨¤²¨ ª ¢»¢®¤³, ·²® ¢ £¥°¬ ¨¨ ¨
ª°¥¬¨¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ¨¬¥¥² ¨±ª«¾·¨²¥«¼® ½«¥ª²°®»© µ ° ª-
²¥° (² ¡«. 7.2). �¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ £¥°¬ ¨¿ ¢»¸¥,
·¥¬ ³ ª°¥¬¨¿, ¡« £®¤ °¿ ¡®«¼¸¥¬³ ®¬¥°³ ¢ ² ¡«¨¶¥ �¥¤¥«¥¥¢ 
¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¡®«¼¸¥¬³ § ·¥¨¾  ²®¬®£® ° ¤¨³± .

�  ¡ «¨¶   7.2. �¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¨ ®¯²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 
£¥°¬ ¨¿ ¨ ª°¥¬¨¿

�®°¿¤ª®¢»© ®¬¥°
¢ ² ¡«¨¶¥ �¥¤¥«¥¥¢ 

�°¨±² «« "1 n n
2

6 �«¬ § 5,7 2,42 5,9

14 Si 11,7 3,5 12,3

32 Ge 16,5 4,01 16,0

�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ !TO ! 0 "(0) ! 1. �²® ² ª  §»¢ ¥¬ ¿
¯®«¿°¨§ ¶¨® ¿ ª ² ±²°®´  | ±«³· ©, ¢®§¨ª ¾¹¨© ¯°¨ ´ -
§®¢®¬ ¯¥°¥µ®¤¥ ¢ ±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ±®±²®¿¨¥.

7.7. �¨¯®«¼ ¿ ³¯°³£ ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿

�®£¨¥ ¬®«¥ª³«» ®¡« ¤ ¾² ±®¡±²¢¥»¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¬®-
¬¥²®¬, ². ¥. ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¤¨¯®«¨. �°¨¬¥° | ¥±¨¬¬¥-
²°¨·»¥ ¤¢³µ ²®¬»¥ ¬®«¥ª³«» (HCl). �®«¥ª³«  ¤¢³®ª¨±¨ ³£«¥-
°®¤  CO2 ¨¬¥¥² «¨¥©®¥ ° ±¯®«®¦¥¨¥  ²®¬®¢: O=C=O, ±«¥¤®-
¢ ²¥«¼®, ¥¥ ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥² p = 0. � ¯°®²¨¢, ¬®«¥ª³«  ¢®¤»
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H2O ¡« £®¤ °¿ ±²°®¥¨¾ ¨¬¥¥² ¯®±²®¿»© ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥²
p = 1;85� (¤¥¡ ©) (1� = 1e (����) � 1�A = 3;33�« �¬). �«¿ ¬®«¥-
ª³«» NH3 p = 1;46�.

�̄ °³£ ¿ ¤¨¯®«¼ ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿  ¡«¾¤ ¥²±¿ «¨¸¼ ¢ ²®¬ ±«³-
· ¥, ª®£¤  ¯°¨ ¢»³¦¤¥»µ ¨§¬¥¥¨¿µ  ¯° ¢«¥¨© ®°¨¥² -

¶¨¨ ¤¨¯®«¥© ¢® ¢¥¸¥¬ ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¢®§¨ª ¥² ¢®§¢° ¹ ¾-
¹ ¿ ±¨« . �«¿ ½²®£® ¬¥µ ¨§¬ 
¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡»
¤¨¯®«¨ ¡»«¨ ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥¥¥ ¦¥±-
²ª® ±¢¿§ ». �̄ °³£ ¿ ¤¨¯®«¼ ¿
¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ¢®§¬®¦  ¢ ²¢¥°¤»µ
¤¨½«¥ª²°¨ª µ ¨ ¢ ¦¨¤ª¨µ ª°¨-
±² «« µ.

�¨±. 7.10. �«¨¿¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£®
¯®«¿   ¦¥±²ª® § ª°¥¯«¥»© ¤¨-
¯®«¼

�³±²¼ ¤¨¯®«¼ p0 ®°¨¥²¨°®¢ 
¥ª®²®°»¬ ¢³²°¥¨¬ ½«¥ª²°¨·¥-
±ª¨¬ ¯®«¥¬ (°¨±. 7.10). �°¥¤¯®-
«®¦¨¬, ·²® ®¡° §®¢ ®¥ ¢¥¸¨¬
¯®«¥¬ «®ª «¼®¥ ¯®«¥  ¯° ¢«¥®
¯®¤ ³£«®¬ � ª ¢³²°¥¥¬³ ¯®«¾.
�·¥¢¨¤®, ·²® ¯®«¥ E«®ª ¯°¨¢®¤¨²

ª ¯®¢®°®²³ p0   ¥ª®²®°»© ¬ «»© ³£®« '. � «¼¥©¸¥¬³ ¢° -
¹¥¨¾ ¤¨¯®«¿ ¡³¤¥² ¯°¥¯¿²±²¢®¢ ²¼ ª¢ §¨³¯°³£ ¿ ±¨« . �³±²¼
E«®ª � E¢³²°. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®²ª«®¥¨¿ ¤¨¯®«¿
p0 ¢®§¨ª ¥² ¨¤³¶¨°®¢ »© ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥² p = �E«®ª. �§-
¬¥¥¨¥ ¯°®¥ª¶¨¨ ¤¨¯®«¿ p0    ¯° ¢«¥¨¥ ¯®«¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ¢
±¢¿§¨ ± ¥£® ¯®¢®°®²®¬ ®² ³£«  � ¯°¨ � = 0 ¤® ³£«  (� � ') ¯°¨
� 6= 0:

p = p0 cos (� � ')� p0 cos � = p0(cos � cos'+ sin � sin'� cos �) =

= p0(cos �(cos'� 1) + sin � sin') =

= p0

�
sin � sin'� cos � sin2

'

2

�
; (7.79)

«¨¡®, ¯®±ª®«¼ª³ ³£®« ' ¬ «, ²® sin2 ('=2)� sin' ¨ (7.79) ¬®¦®
³¯°®±²¨²¼:

p � p0 sin � sin': (7.80)

�³±²¼ ¯®±«¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¤¨¯®«¼  µ®¤¨²±¿ ¢
³¯°³£®¬ ° ¢®¢¥±¨¨. � ¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¥ ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ° ¢¥-
±²¢  ¢° ¹ ¾¹¥£® ¨ ¢®§¢° ¹ ¾¹¥£® ¬®¬¥²®¢:

M¢° = M¢®§¢°;

[r1; f1] = [r2; f2];
(7.81)
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£¤¥ r | ° ¤¨³±-¢¥ª²®°, ¯°®¢¥¤¥»© ¨§ ²®·ª¨ ¢° ¹¥¨¿ ¢ ²®·ª³
¯°¨«®¦¥¨¿ ±¨«». �«¿ ±«³· ¿ °¨±. 7.10 ¯®«³·¨¬ (q | § °¿¤ ¤¨-
¯®«¿): �

1

2
d0; qE¢³²°

�
=

�
1

2
d0; qE«®ª

�
;

[p0;E¢³²°] = [p0;E«®ª]:

(7.82)

�§ (7.82) ±«¥¤³¥², ·²®

p0E¢³²° sin' = p0E«®ª sin (� � '): (7.83)

�°¨ E«®ª � E¢³²° ¯®«³·¨¬ sin (� � ') � sin �, ²®£¤  ¨§ (7.83)
±«¥¤³¥²:

sin' =
E«®ª

E¢³²°

sin �: (7.84)

�±ª«¾·¨¬ �¢³²°, ¯®«¼§³¿±¼ ¢»° ¦¥¨¥¬ ¤«¿ ½¥°£¨¨ ¤¨¯®«¿:

U0 = �(p0;E¢³²°) = �p0E¢³²° cos' � �p0E¢³²°: (7.85)

�§ (7.85) ¯®«³·¨¬: ��E¢³²°

�� = jU0j
p0

: (7.86)

�®¤±² ¢«¿¿ (7.86) ¢ (7.84) ¨ § ²¥¬ ¢ (7.80), ¨¬¥¥¬:

p =
p20 sin

2 �

jU0j E«®ª; (7.87)

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±² ²¨·¥±ª ¿ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² -
¢«¥  ±®®²®¸¥¨¥¬

�¤¨¯ =
p20
jU0j sin

2 �: (7.88)

� «¨§ ´®°¬³«» (7.88) ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ° ±±¬®²°¥ ¿ ¬®¤¥«¼
¯°¨¢®¤¨² ª  ¨§®²°®¯¨¨ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¨: �¤¨¯ = p20=jU0j ¯°¨
E«®ª ? p0, �¤¨¯ = 0 ¯°¨ E«®ª k p0.

�±«¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª ¯®«¨ª°¨±² ««¨·¥±ª¨© ( ¯°¨¬¥°, ª¥° ¬¨ª ),
²® ¤¨¯®«¨ ° ±¯®«®¦¥» µ ®²¨·¥±ª¨. �±°¥¤¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ (7.88).
�·¥¢¨¤®, ·²® ¢¤®«¼ ®¤®© ¨§ ²°¥µ ¯°®¨§¢®«¼® ¢»¡° »µ ®±¥©
®°¨¥²¨°®¢   1=3 · ±²¼ ¢±¥µ §¥°¥. � ¯° ¢¨¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥
¯®«¥ ¢¤®«¼ ½²®© ®±¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢ª« ¤ ¢ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼ ¢»-
¡° »µ §¥°¥ ° ¢¥ ³«¾,  ¯°®²¨¢, ¢ª« ¤ ®±² «¼»µ §¥°¥ ¬ ª-
±¨¬ «¥, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

�¤¨¯ =
2

3

p20
jU0j : (7.89)
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7.8. �¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨¯®«¼®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨

�²  § ¢¨±¨¬®±²¼ ¡»«  ¨±±«¥¤®¢   �.�¥¡ ¥¬ (1912) ¤«¿ ®¡º-
¿±¥¨¿ ¢»±®ª®© ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ ¢®¤» ¨ ¤°³£¨µ
¯®«¿°»µ ¦¨¤ª®±²¥©. �°¨ 300�   ¨§ª¨µ · ±²®² µ ¤«¿ ¢®¤»
" � 80,   ¢»±®ª¨µ | "½« = n2 = 1;77. � ª®¥ ° §«¨·¨¥ ®¡º¿±¿-
¥²±¿ § ¯ §¤»¢ ¨¥¬ ¯¥°¥®°¨¥² ¶¨¨ ¯®«¿°»µ ¬®«¥ª³« ¢®¤» ¯°¨
¢®§¤¥©±²¢¨¨ ¯¥°¥¬¥®£® ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿   · ±²®² µ 109{
1010�¶. �®£¤  � = 0, ¤¨¯®«¨ ®°¨¥²¨°®¢ » µ ®²¨·¥±ª¨, ¯®«¿°¨-
§ ¶¨¿ ®²±³²±²¢³¥². �±«¨ � > 0, · ±²¼ ¤¨¯®«¥© ®°¨¥²¨°³¥²±¿ ¯®
¯®«¾, ¢®§¨ª ¥² ° ¢®¢¥±®¥ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ±®±²®¿¨¥. �¤-
 ª® ²¥¯«®¢»¥ ª®«¥¡ ¨¿ ¯°¥¯¿²±²¢³¾² ®°¨¥² ¶¨¨ ¢±¥µ ¤¨¯®«¥©.
�¥¬ ¢»¸¥  ¯°¿¦¥®±²¼ ¯®«¿, ²¥¬ ¡®«¼¸ ¿ · ±²¼ ¤¨¯®«¥© ®°¨-
¥²¨°®¢   ¯ ° ««¥«¼® ¯®«¾.

� ¯®«¿°»µ £ § µ ¯®¢®°®² ¤¨¯®«¥© ¯°®¨±µ®¤¨² ±¢®¡®¤®. �
¦¨¤ª®±²¿µ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¤¨¯®«¥© ± ®ª°³¦ ¾¹¨¬¨ ¬®«¥ª³« ¬¨
¥±ª®«¼ª® ¯°¥¯¿²±²¢³¥² ¯°®¶¥±± ¬ ¯¥°¥®°¨¥² ¶¨¨, ·²® ¯°®¿¢«¿-
¥²±¿ ª ª À²°¥¨¥Á ¨«¨ À¢¿§ª®±²¼Á. � ¯®«¿°»µ ª°¨±² «« µ ¢®§-
¬®¦®±²¼ ¯¥°¥®°¨¥² ¶¨¨ ¤¨¯®«¥© ±¨«¼® ®£° ¨·¥ .

�°¨ ° ±·¥² µ ¤¨¯®«¼®© ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ° ±±¬ -
²°¨¢ ²¼ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ¬®¤¥«¨.

�² ¢¥«¨·¨» ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ § ¢¨±¨² ª®¶¥²° ¶¨¿ ¨§-
¬¥¨¢¸¨µ ±¢®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¤¨¯®«¥©. �®½²®¬³ ¢»·¨±«¨¬ ±°¥¤¨©

�¨±. 7.11. � ° ±·¥²³ ¤¨¯®«¼®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨

¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥² ¥¤¨¨¶» ®¡º¥¬ . � ±±¬®²°¨¬ ±´¥°¨·¥±ª¨©
®¡º¥¬ ¤¨½«¥ª²°¨ª  ± ¯°®¨§¢®«¼»¬ ° ¤¨³±®¬ R, ±®¤¥°¦ ¹¨© N
¤¨¯®«¥©. �®£¤  ¯®«³·¨¬:

P = Np = �¤¨¯E«®ª; (7.90)

jpj = p =

R
dP (�)R
dN(�)

; (7.91)

£¤¥ dN | ·¨±«® ¤¨¯®«¥©,  ¯° ¢«¥»µ ¯®¤ ³£«®¬ � ª E«®ª

(°¨±. 7.11) ¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬ , p | ¯°®¥ª¶¨¿ ±°¥¤¥£® ¤¨¯®«¼®£®
¬®¬¥²    ¢»¡ ®¥  ¯° ¢«¥¨¥.
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�°¥¤¯®«®¦¨¬ ¢ · «¥, ·²® �«®ª = 0, ¨ ° ±±·¨² ¥¬ p. �·¥-
¢¨¤®, ·²® dN ¯°®¯®°¶¨® «¼® ¯«®¹ ¤¨ ª®«¼¶  dS = ldx, £¤¥
l | ¤«¨  ®ª°³¦®±²¨ ¨ dx | ¸¨°¨  ª®«¼¶ . �®£¤  ¨¬¥¥¬:

dN = 2�R2 sin �d� = c sin �d�: (7.92)

£¤¥ c = 2�R2. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ °¨±. 7.11 ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¨  ¤³£¨
ª®«¼¶  l = 2�r, ¯°¨ ½²®¬ r = R sin �; dx = Rd�. �°®¥ª¶¨¿ ¨§¬¥-
¥¨¿ ¤¨¯®«¼®£® ¬®¬¥²     ¯° ¢«¥¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ Z
¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥  ±®£« ±® ±®®²®¸¥¨¾:

dP = p0 cos �dN: (7.93)

�®£¤ , ¯®¤±² ¢«¿¿ (7.92) ¨ (7.93) ¢ (7.91), ¯®«³·¨¬:

p =

R
dPR
dN

=

�R
0

cp0 cos � sin �d�

�R
0

c sin �d�

= 0: (7.94)

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢±¥ ¤¨¯®«¨ ¤®«¦-
» ¡»²¼ ®°¨¥²¨°®¢ » µ ®²¨·¥±ª¨.

�³±²¼ �«®ª k Z > 0. �®£¤  ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ¤¨¯®«¿,  -
µ®¤¿¹¥£®±¿ ¢ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥, ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥  ±®£« ±®
±®®²®¸¥¨¾

U = �(p;E«®ª) = �p0E«®ª cos �: (7.95)

�®£« ±® § ª®³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �®«¼¶¬   ¢¥°®¿²®±²¼ f  ©²¨
¤¨¯®«¼ ¢ ª®«¼¶¥ ®² � ¤® � + d� ¨¬¥¥² ¢¨¤

f = exp

�
� U

kBT

�
= exp

�
p0E«®ª

kBT
cos �

�
: (7.96)

�®£¤  ¢¬¥±²® (7.92) ±«¥¤³¥² § ¯¨± ²¼:

dN = c exp

�
p0E«®ª

kBT
cos �

�
sin �d�: (7.97)

  ¢¬¥±²® (7.93), ± ³·¥²®¬ (7.96), ¯®«³·¨¬:

dP = cp0 exp

�
p0E«®ª

kBT
cos �

�
cos � sin �d�: (7.98)

� ¤ ®¬ ±«³· ¥ ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �®«¼¶¬  
(7.96)| ½²® ¢¥°®¿²®±²¼ ®°¨¥² ¶¨¨ ¬®«¥ª³«» ¯ ° ««¥«¼® ¢¥¸-
¥¬³ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬³ ¯®«¾ ¯°¨ ¤ ®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ T .
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�»·¨±«¨¬ ®°¬¨°®¢ ®¥ § ·¥¨¥ ±°¥¤¥© ¢¥«¨·¨» ¯°®¥ª-
¶¨¨ ¤¨¯®«¼®£® ¬®¬¥²     ¯° ¢«¥¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿:

p

p0
=

+1R
�1

eaxx dx

+1R
�1

eaxdx

=
ea + e�a

ea � e�a
� 1

a
= ctha� 1

a
= L(a): (7.99)

£¤¥ ¢¢¥¤¥» ®¡®§ ·¥¨¿: a = p0E«®ª=(kBT ), µ = cos �, L(a) |
´³ª¶¨¿ � ¦¥¢¥ . �¡¹¨© ¢¨¤ ´³ª¶¨¨ � ¦¥¢¥  ¯®ª §   

�¨±. 7.12. �° ´¨ª ´³ª¶¨¨ � ¦¥¢¥ 

°¨±. 7.12. �¨¤®, ·²® ¯°¨ ¬ «»µ § ·¥¨¿µ  °£³¬¥²  ½²  ´³ª¶¨¿
¨¬¥¥² ¢¨¤ «¨¥©®© § ¢¨±¨¬®±²¨, ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ  ±²³¯ ¥²  ±»-
¹¥¨¥.

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¯®«¥ �«®ª ¬ «® (p0E«®ª � kBT ), ²® ´³ª-
¶¨¾ � ¦¥¢¥  ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤:

L(a) =
a

3
� a3

45
+ : : : ; (7.100)

¨ ¤«¿ ¬ «»µ ¯®«¥© ®£° ¨·¨²¼±¿ ¯¥°¢»¬ ·«¥®¬:

L(a) � a

3
: (7.101)

�®£¤  (7.90) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

P =
p20

3kBT
E«®ª: (7.102)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥² ¿¢»© ¢¨¤ ¤«¿ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¨ ¯°¨ ¤¨¯®«¼®© ¯®-
«¿°¨§ ¶¨¨:

�¤¨¯ =
p20

3kBT
: (7.103)

�®®²®¸¥¨¥ (7.102) ¢¯¥°¢»¥ ¡»«® ¯®«³·¥® �. �¥¡ ¥¬. �¬¥¼-
¸¥¨¥ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¨ ¯°¨ ¯®¢»¸¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ®§ · ¥², ·²®
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²¥¯«®¢®¥ µ ®²¨·¥±ª®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ¬®«¥ª³« ¯°¥¯¿²±²¢³¥² ®°¨¥² ¶¨¨
¤¨¯®«¥© ¢ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥. �®®²®¸¥¨¥ (7.103) ³ª §»¢ ¥²  
±¨«¼³¾ ²¥¬¯¥° ²³°³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¨ ¨, ª ª ±«¥¤-
±²¢¨¥, ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨, ¨ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ¯°¨§ -
ª®¬, ³ª §»¢ ¾¹¨¬,  °¿¤³ ± ¢»±®ª¨¬ § ·¥¨¥¬ ¤¨½«¥ª²°¨·¥-
±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨,   ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¢ ¨±±«¥¤®¢ ®¬ ¤¨½«¥ª-
²°¨ª¥ ¤¨¯®«¼®© (®°¨¥² ¶¨®®©) ¯®«¿°¨§ ¶¨¨.

7.9. �¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ °¥« ª± ¶¨¿. �° ¢¥¨¥ �¥¡ ¿

�³¤¥¬ ° §«¨· ²¼ À¡»±²°»¥Á ¨ À¬¥¤«¥»¥Á ¯®«¿°¨§ ¶¨®»¥
¯°®¶¥±±». �³±²¼ ª ¤¨½«¥ª²°¨ª³ ¢ ¬®¬¥² t0 ¯°¨«®¦¥® ¯®«¥ �0

(°¨±. 7.13). � ¬®¬¥² ¯°¨«®¦¥¨¿  ¯°¿¦¥¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨² °¥§ª¨©

�¨±. 7.13. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¯«®²®±²¨ ²®ª  ®² ¢°¥¬¥¨ ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥ ± ¯®²¥°¿¬¨:
 | ±µ¥¬  ¢ª«¾·¥¨¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª ; ¡| § ¢¨±¨¬®±²¼ ¢¥¸¥£® ¯®«¿ ®² ¢°¥¬¥¨;
¢ | § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯«®²®±²¨ ²®ª  ®² ¢°¥¬¥¨

±ª ·®ª ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ²®ª , ®¡³±«®¢«¥»© ³±² ®¢«¥¨¥¬ À¡»-
±²°»µÁ ²¨¯®¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¨ § °¿¤ª®© ¥¬ª®±²¨-ª®¤¥± ²®°  (³· -
±²®ª 1). � À¡»±²°»¬Á ¢¨¤ ¬ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, µ ° ª²¥°»¬ ¤«¿ ¨¤¥-
 «¼»µ ¬®®ª°¨±² ««®¢-¤¨½«¥ª²°¨ª®¢, ¬®¦® ®²¥±²¨ ½«¥ª²°®-
³¾, ¨®³¾ ¨ ¤¨¯®«¼³¾ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨.

� ²¥¬ ¢® ¬®£¨µ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯« ¢®¥ ³¬¥¼¸¥-
¨¥ ²®ª  ±® ¢°¥¬¥¥¬ (³· ±²®ª 2). �°¨ ½²®¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ³±² -
®¢«¥¨¥ À¬¥¤«¥»µÁ ²¨¯®¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �¡»·® À¡»±²°»¥Á
¯°®¶¥±±» ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ° §«¨·»¥ ¢¨¤» ³¯°³-
£®©,   ¡®«¥¥ ¬¥¤«¥»¥ | ²¥¯«®¢®© (°¥« ª± ¶¨®®©) ¯®«¿°¨§ -
¶¨¨ (x 7.3). �®±«¥¤¨¥ · ±²® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ °¥ «¼®© ¤¥´¥ª²®©
±²°³ª²³°®© ¤¨½«¥ª²°¨ª  ( ¯°¨¬¥°, ²¥¯«®¢ ¿ ½«¥ª²°® ¿ ¯®«¿-
°¨§ ¶¨¿ ±¢¿§   ±  «¨·¨¥¬ ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢ | «®¢³¸¥ª | ¨ ±
¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ À±¢®¡®¤»µÁ ½«¥ª²°®®¢ ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¯®¤ ¢«¨-
¿¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿;   «®£¨·³¾ ¯°¨°®¤³ ¨¬¥¥² ¨® ¿
²¥¯«®¢ ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿) ¨«¨ ¢®§¨ª ¾² ¯°¨ ±« ¡®© ±¢¿§¨ ¯®«¿°¨-
§®¢ »µ · ±²¨¶ (¬®«¥ª³«¿°»µ ¤¨¯®«¥©) ±® ±²°³ª²³°®© ¤¨½«¥ª-



168 �«. 7. �¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 

²°¨ª  (¤¨¯®«¼ ¿ ²¥¯«®¢ ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿,  ¯°¨¬¥°, µ ° ª²¥°®
¯°®¿¢«¿¥² ±¥¡¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤  ¢®¤» À¦¨¤ª®±²¼{
²¢¥°¤®¥ ²¥«®Á).

�¥°¥§ ¥ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿ ²®ª ±¨¦ ¥²±¿ ¤® ¯®±²®¿®£® § ·¥¨¿,
 §»¢ ¥¬®£® ²®ª®¬  ±»¹¥¨¿ (³· ±²®ª 3) ¨ ±¢¿§ ®£® ± ¬ «®©,
® ª®¥·®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾.

�®®¡¹¥, ²¥°¬¨®¬ À°¥« ª± ¶¨¿Á ¯°¨¿²® ®¡®§ · ²¼ ¯°®¶¥±±
¢®§¢° ¹¥¨¿ ¢ ±®±²®¿¨¥ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¥ª®-
²®°®© ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ¢»¢¥¤¥®© ¨§ ² ª®£® ±®±²®¿-
¨¿. �°¨ °¥« ª± ¶¨®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¯®±«¥ ¢ª«¾·¥¨¿ ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®£® ¯®«¿ ®±« ¡«¿¥²±¿ µ ®²¨·¥±ª®¥ ²¥¯«®¢®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ±« ¡®-
±¢¿§ »µ ¨®®¢, ½«¥ª²°®®¢, ¬®«¥ª³«¿°»µ ¤¨¯®«¥©: · ±²¼ ¨§
¨µ ®ª §»¢ ¥²±¿ § ª°¥¯«¥®© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬ ¢ ¯®§¨¶¨¿µ,
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯®«¿°¨§®¢ ®¬³ ±®±²®¿¨¾. �®±«¥ ¢»ª«¾·¥-
¨¿ ¯®«¿ §  ±·¥² ²¥¯«®¢»µ ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨ µ ®²¨·¥±ª ¿ ®°¨-
¥² ¶¨¿ ¤¨¯®«¥© ¯®±²¥¯¥® ¢®±±²  ¢«¨¢ ¥²±¿, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³
·¥°¥§ ¥ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿ ¨±·¥§ ¥² ¯®«¿°¨§®¢ ®¥ ±®±²®¿¨¥.

�³±²¼ ¢ ¯®±²®¿®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ �0 ¢®§¨ª«  ¨ ³±² ®-
¢¨« ±¼ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ P0. �±«¨ ¯®«¥ ¢»ª«¾·¨²¼ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨

�¨±. 7.14. �¥« ª± ¶¨¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª 

t = t0, ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ¢±«¥¤±²¢¨¥ °¥« ª± ¶¨®»µ ¬¥µ ¨§¬®¢ ¡³¤¥²
³¬¥¼¸ ²¼±¿ ¯®±²¥¯¥® (°¨±. 7.14).

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ±ª®°®±²¼ ³¬¥¼¸¥¨¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¢® ¢°¥-
¬¥¨ ¯°®¯®°¶¨® «¼  ¥¥  · «¼®¬³ § ·¥¨¾:

dP

dt
� P: (7.104)

�²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ®±®¢ ®   ¨§¢¥±²®¬ ¨§ ²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¨ ¯®-
«®¦¥¨¨ ® ²®¬, ·²® ±ª®°®±²¼ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ±¨±²¥¬» ª ° ¢®¢¥±¨¾
¯°®¯®°¶¨® «¼  ¢¥«¨·¨¥ ®²ª«®¥¨¿ ®² ° ¢®¢¥±®£® ±®±²®¿¨¿.
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�®£¤  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ (7.104) ¿¢»¬ ®¡° §®¬:

dP

dt
= �1

�
P; (7.105)

£¤¥ � | ¢°¥¬¿ °¥« ª± ¶¨¨: ª®½´´¨¶¨¥², ¨¬¥¾¹¨© ° §¬¥°®±²¼
¢°¥¬¥¨ ¨ § ¢¨±¿¹¨© ®² ±¢®©±²¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¨ ²¥¬¯¥° ²³°».

�¥¸¥¨¥ ®¡»ª®¢¥®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿ ¯¥°¢®-
£® ¯®°¿¤ª  (7.105) µ®°®¸® ¨§¢¥±²®:

P = P0 exp

�
� t

�

�
:

�±«¨ ª ¤¨½«¥ª²°¨ª³ ¯°¨«®¦¥® ¯¥°¥¬¥®¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥,
²® ¨§¬¥¥¨¥ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¢® ¢°¥¬¥¨ P (t) ¬®¦® ®¯¨± ²¼ ³° ¢-
¥¨¥¬:

dP

dt
+

1

�
P = gE0 exp (i!t); (7.106)

£¤¥ g | ¥ª®²®°»© ª®½´´¨¶¨¥². �¥¸¥¨¥ (7.106) ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢
¢¨¤¥:

P = P0 exp (�t=�) + P1 exp (i!t): (7.107)

�®¤±² ®¢ª  (7.107) ¢ (7.106) ¤ ¥²:

P1 =
g�

1 + i!�
E0: (7.108)

�®¤±² ¢«¿¿ (7.108) ¢ (7.107), ¯®«³·¨¬:

P = P0 exp (�t=�) + g�

1 + i!�
E0 exp (i!t): (7.109)

�·¥¢¨¤®, ·²® ¯¥°¢»© ·«¥, ®¯¨±»¢ ¾¹¨© ¯¥°¥µ®¤»© ¯°®¶¥±±
³±² ®¢«¥¨¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, ¡³¤¥² ±²°¥¬¨²¼±¿ ª ³«¾ ¯°¨ t ! 1,
¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ±² ¶¨® °®¥ °¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

P (t) = PT (t) =
g�

1 + i!�
E0 exp (i!t): (7.110)

�³¬¬ ° ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª , ¯®¬¨¬® ° ±±¬®²°¥®£® À²¥-
¯«®¢®£®Á ¢ª« ¤  PT (t), ®¡¿§ ²¥«¼® ¡³¤¥² ¢ª«¾· ²¼ ¢ ±¥¡¿ ¨ ³¯°³-
£¨¥ ¬¥µ ¨§¬» ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. � ±±¬®²°¨¬  ¨¡®«¥¥ ¯°®±²®© ±«³-
· ©, ª®£¤  ¨§ ³¯°³£¨µ ²¨¯®¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª ¨¬¥¥² ²®«¼ª®
½«¥ª²°®³¾, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ª®²®°®© ®¡¿§ ²¥«¼® ¢ «¾¡®¬ ¤¨½«¥ª-
²°¨ª¥. �±¯®«¼§³¿ ±®®²®¸¥¨¥ (7.10), ¬®¦® § ¯¨± ²¼

"(!)� 1 =
PT + P½«
"0E

=
g�="0
1 + i!�

+ �½«; (7.111)
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£¤¥ �½« = "1 � 1 | ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¤«¿ ½«¥ª-
²°®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �®½²®¬³ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼
(7.111), ª®²®° ¿ ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬¯«¥ª±®© ¢¥«¨·¨-
®©, ¯°¥¤±² ¢¨¬ ² ª:

"�(!) = "1 +
g�="0
1 + i!�

: (7.112)

�¥¨§¢¥±²»© ª®½´´¨¶¨¥² g ¢ ±®®²®¸¥¨¨ (7.112) ¬®¦® ¨±-
ª«¾·¨²¼, ¥±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²®  ¬ ¨§¢¥±²  ¢¥«¨·¨  "(0) |
±² ²¨·¥±ª ¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼, ª®²®° ¿ ¨§¬¥°¿¥²±¿
  ¨§ª¨µ · ±²®² µ ±² ¤ °²»¬ ¬¥²®¤®¬ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ª®-
¤¥± ²®° . �®£¤  ¨§ (7.112) ±«¥¤³¥², ·²® ±² ²¨·¥±ª ¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥-
±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ¤®«¦  ¨¬¥²¼ ¢¨¤

"(0) = "1 +
g�

"0
: (7.113)

�±¯®«¼§³¿ (7.113), ¯°¥¤±² ¢¨¬ (7.112) ¢ ´®°¬¥

"�(!) = "1 +
"(0)� "1
1 + i!�

: (7.114)

�®®²®¸¥¨¥ (7.114) ¨¬¥¥² ¡®«¼¸®¥ § ·¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¨ °¥« ª-
± ¶¨¨ ¨ ¯®²¥°¼ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ¨ ¡»«® ¯®«³·¥® �.�¥¡ ¥¬. �® ®¯¨-

�¨±. 7.15. �¥« ª± ¶¨®»© ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²°

±»¢ ¥² ¤¨±¯¥°±¨¾ (· ±²®²³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼) ²¥¯«®¢®© (°¥« ª± -
¶¨®®©) ¯®«¿°¨§ ¶¨¨.

�»¤¥«¨¬ ¨§ (7.114) ¤¥©±²¢¨²¥«¼³¾ ¨ ¬¨¬³¾ · ±²¨:

"0 = " = "1 +
"(0)� "1
1 + !2�2

; (7.115)

"00 =
("(0)� "1)!�

1 + !2�2
: (7.116)
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�¥©±²¢¨²¥«¼ ¿ · ±²¼ (7.115)¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾
¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ¤¨½«¥ª²°¨ª  ± ²¥¯«®¢®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¥© ¨ ¤ ¥² ¿¢-
»© ¢¨¤ ¤¨±¯¥°±¨¨ " = "(!) (°¥« ª± ¶¨®»© ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨©
±¯¥ª²°, °¨±. 7.15).

�¨¬ ¿ · ±²¼ ª®¬¯«¥ª±®© ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨
(7.116) ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®© ¨§ ´¨§¨·¥±ª¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¯®²¥°¼ ¤¨-
½«¥ª²°¨ª .

�¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ±¨¦ ¥²±¿ ¯® ¬¥°¥ ³¢¥«¨·¥-
¨¿ · ±²®²», ¢ ®±®¡¥®±²¨ ¢ · ±²®²®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ¢¡«¨§¨
!0 = 1=� . �¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ½²® § ·¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯¥°¥-
£¨¡³ ª°¨¢®© "(!). � ª ¿ ¤¨±¯¥°±¨¿  §»¢ ¥²±¿ °¥« ª± ¶¨®®©.
�° ¢¨¢ ¿ µ ° ª²¥° ¤¨±¯¥°±¨¨ ¤«¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®-
±²¨, ±¢¿§ ®© ± ³¯°³£¨¬¨ ²¨¯ ¬¨ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ (°¨±. 7.6, 7.9), ±®
±¯¥ª²°®¬ °¨±. 7.15, ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ±³¹¥±²¢¥®¥ ° §«¨·¨¥ °¥-
§® ±®£® ¨ °¥« ª± ¶¨®®£® ±¯¥ª²°®¢. � ¯®±«¥¤¥¬ ±«³· ¥  
¢±¥µ · ±²®² µ d"=d! < 0, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¯°¨ °¥§® ±®© ¤¨±¯¥-
°±¨¨ d"=d! ¬¥¿¥² § ª.

7.10. �¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯®²¥°¨

�¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯®²¥°¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© · ±²¼ ½«¥ª²°¨·¥-
±ª®© ½¥°£¨¨, ª®²®° ¿, ¢ ª®¥·®¬ ±·¥²¥, § ²° ·¨¢ ¥²±¿    £°¥-
¢ ¨¥ ¤¨½«¥ª²°¨ª . � ®²«¨·¨¥ ®²  £°¥¢ ¨¿ ¯°®¢®¤¨ª  ¯°¨ ¯°®-
²¥ª ¨¨ ²®ª , ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯®²¥°¨ ¨¬¥¾²±¿ ²®«¼ª® ¢ ¯¥°¥¬¥-
®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥. �¡»·® ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¬ « 
¤ ¦¥ ¢ ±¨«¼»µ ¯®«¿µ, ¯®½²®¬³  £°¥¢ ¨¥ §  ±·¥² ½«¥ª²°®¯°®-
¢®¤®±²¨ ¥§ ·¨²¥«¼®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¯¥°¥¬¥-
®£® ¯®«¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª  £°¥¢ ¥²±¿ £®° §¤® ±¨«¼¥¥, ·¥¬ ¯°¨ ²®©
¦¥ ¢¥«¨·¨¥ ¯®±²®¿®£® ¯®«¿. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ª®¶¥²° ¶¨¨
¯°¨¬¥±¥© ¨«¨ ±²°³ª²³°»µ ¤¥´¥ª²®¢ ¢¥«¨·¨  ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ
¯®²¥°¼ ¬®¦¥² ¨§¬¥¿²¼±¿ ¢ ¤¥±¿²ª¨ ¨ ±®²¨ ° § ¯°¨ ±° ¢¨²¥«¼®
¬ «®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®-
¨¶ ¥¬®±²¨.

�·¥¢¨¤®, ·²® ¬¥µ ¨§¬» ¤¨½«¥ª²-
°¨·¥±ª¨µ¯®²¥°¼ ¡³¤³² ¯®¿²»¬¨ «¨¸¼
¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢
° §«¨·»µ ¯°®¶¥±±®¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¤¨-
½«¥ª²°¨ª®¢.

�¨±. 7.16. �¥ª²®° ¿ ¤¨ -
£° ¬¬  ±¤¢¨£  ´ § ¬¥¦¤³ ²®-
ª®¬ ¨  ¯°¿¦¥¨¥¬

� ¦®© ´¨§¨·¥±ª®© µ ° ª²¥°¨±²¨-
ª®©, ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ¨§
®¯»² , ¿¢«¿¥²±¿ ² £¥± ³£«  ¤¨½«¥ª²°¨-
·¥±ª¨µ ¯®²¥°¼. � ½«¥ª²°®²¥µ¨ª¥ ¯®-
²¥°¨, ±¢¿§ »¥ ±® ±¤¢¨£®¬ ´ § ¬¥¦¤³
²®ª®¬ ¨  ¯°¿¦¥¨¥¬, ®¡»·® ®¯°¥¤¥«¿¾² ³£«®¬ ' (°¨±. 7.16).
�«¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ®¡»·® ¢»¯®«¿¥²±¿ ' � �=2, ¯®½²®¬³ ®¡»·®
¨±¯®«¼§³¾² ¤®¯®«¨²¥«¼»© ³£®« � = �=2� '. �®£¤  ¨§ °¨±. 7.16
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±«¥¤³¥², ª ª ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ² ª³¾ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ ±¤¢¨£  ´ §,
ª ª ² £¥± ³£«  ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¯®²¥°¼:

tg � =
ja
jr
; (7.117)

². ¥. ª ª ®²®¸¥¨¥  ª²¨¢®© ¨ °¥ ª²¨¢®© ª®¬¯®¥² ²®ª  (®²®-
¸¥¨¥ ²®ª  ¯®²¥°¼ ª ²®ª³ ±¬¥¹¥¨¿). �±²¥±²¢¥®, ·²® ¢¢¥¤¥¨¥
tg � ¨¬¥¥² ±¬»±« ²®«¼ª® ¤«¿ ¯¥°¥¬¥®£® ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿.

�«¿ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼±ª¨µ ¨ ° ±·¥²»µ ¶¥«¥© ®¡»·® ¨±¯®«¼§³¾²
±µ¥¬» § ¬¥¹¥¨¿ (°¨±. 7.17), ¯°¨ ½²®¬ ±·¨² ¾², ·²® ±®¯°®²¨¢«¥-
¨¥ R,   ª®²®°®¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ¢»¤¥«¥¨¥ ²¥¯« , ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤¨-

�¨±. 7.17. � ° ««¥«¼ ¿ ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼ ¿ ±µ¥¬  § ¬¥¹¥¨¿ ¤«¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥-
±ª®£® ª®¤¥± ²®°  ± ¯®²¥°¿¬¨

½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®²¥°¿¬¨,   ª®¤¥± ²®° ¥¬ª®±²¼¾ � § ¯®«¥
¨¤¥ «¼»¬ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¬. �«¿ ®¡¥¨µ ±µ¥¬ § ¬¥¹¥¨¿ ±·¨² ¥²±¿,
·²® ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ ¯®²¥°¼ R ®¤¨ ª®¢®.

� ±±¬®²°¨¬ ¯ ° ««¥«¼³¾ ±µ¥¬³ § ¬¥¹¥¨¿ (°¨±. 7.17 ). �«¿
½²®£® ±«³· ¿ § ·¥¨¥ ² £¥±  ³£«  ¯®²¥°¼ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±
¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«»

tg � =
Ia
Ir

=
1

!CR
: (7.118)

� ±«³· ¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®£® ±®¥¤¨¥¨¿ (°¨±. 7.17¡) ¨¬¥¥¬:

tg � =
IR

I=!C
= !CR: (7.119)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ²¨¯  ±µ¥¬» § ¬¥¹¥¨¿, °¥-
§³«¼² ²» ¯® tg � ¬®£³² ¡»²¼ § ·¨¬® ° §»¬¨: ¤«¿ ¯ ° ««¥«¼®©
±µ¥¬» (7.118) § ¢¨±¨¬®±²¼ tg � ®² · ±²®²» ¤®«¦  ¡»²¼ ®¡° ²®
¯°®¯®°¶¨® «¼®©, ¯°¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®© ±µ¥¬¥ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥
¯®²¥°¨ ° ±²³² ± °®±²®¬ · ±²®²».
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�«³· ©, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ±®®²®¸¥¨¾ (7.118), ®·¥¢¨¤®, µ -
° ª²¥°¨§³¥² ¯®²¥°¨, ®¡³±«®¢«¥»¥ ª®¥·®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼¾
¤¨½«¥ª²°¨ª  §  ±·¥² ¤¦®³«¥¢  ²¥¯«  (²®ª¨ ³²¥·ª¨). �±²¥±²¢¥®,
·²® ¢ª« ¤ ½²®£® ¬¥µ ¨§¬  ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ± °®±²®¬ · ±²®²». � -
¯°®²¨¢, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼ ¿ ±µ¥¬  § ¬¥¹¥¨¿ (7.119) ¡®«¥¥ ²®·®
±®®²¢¥²±²¢³¥² ±®¡±²¢¥® ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®²¥°¿¬.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¡®° ²®© ¨«¨ ¨®© ±µ¥¬» § ¬¥¹¥¨¿ ¯°¨ ®¯¨-
± ¨¨ ±¢®©±²¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ °¥ «¼»¬¨ · ±²®²»¬¨
§ ¢¨±¨¬®±²¿¬¨ tg �(!). �® ¬®£¨µ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ ¨¬¥¥²±¿ ¨ ¡®«¥¥
±«®¦ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ tg �(!), ·²® £®¢®°¨² ® ª®¬¡¨ ¶¨¨ ° §«¨·-
»µ ¬¥µ ¨§¬®¢ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¯®²¥°¼.

�³±²¼ ª®¤¥± ²®° ± ¤¨½«¥ª²°¨ª®¬ ¯®¤ª«¾·¥ ª ¨±²®·¨ª³ ¯¥-
°¥¬¥®£®  ¯°¿¦¥¨¿ U0 exp (i!t). �¥ ª²¨¢»© ²®ª ¢ ¶¥¯¨ ± ¥¬-
ª®±²¼¾ ®¯¥°¥¦ ¥²  ¯°¿¦¥¨¥ ¯® ´ §¥   �=2:

IC =
dQ

dt
= C

dU

dt
= i!CU0 exp (i!t) =

= !CU exp (i �=2) = I0 exp
�
i(!t+ �=2)

�
; (7.120)

£¤¥ Q | § °¿¤ ª®¤¥± ²®° , I0 = !CU0 |  ¬¯«¨²³¤  ±¨«» ²®ª .
�¥°¥§ ª®¤¥± ²®° ¬®¦¥² ¯°®²¥ª ²¼ ²®ª ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ (³²¥·ª¨)

Ia = gU; (7.121)

£¤¥ g = 1=Ra |  ª²¨¢ ¿ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼. �®£¤  ¯®«»© ²®ª ·¥°¥§
ª®¤¥± ²®° ¨¬¥¥² § ·¥¨¥

I = IC + Ia = (i!C + g)U = i!C�U = i!"�C0U; (7.122)

£¤¥ C0 | ¥¬ª®±²¼ ª®¤¥± ²®°  ²¥µ ¦¥ ° §¬¥°®¢ ¡¥§ ¤¨½«¥ª²°¨ª ,
¨ ¢¢¥¤¥  ª®¬¯«¥ª± ¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼

"� = "0 � i"00: (7.123)

�²¬¥²¨¬, ·²® ¨®£¤  ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ (7.123) ¯¥°¥¤ ¬¨¬®© · ±²¼¾
±² ¢¿² § ª À¬¨³±Á.

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®¦® § ¯¨± ²¼ (7.122) ² ª:

I = i!C�U = !"00C0U + i!"0C0U = Ia + iIr: (7.124)

�±¯®«¼§³¿ (7.122) ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (7.117), ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼

tg � =
Ia
Ir

=
!"00C0U

!"0C0U
=
"00

"0
: (7.125)

�§ (7.124) ±«¥¤³¥² ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ° §«¨·»¬¨ µ ° ª²¥°¨-
±²¨ª ¬¨ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¯®²¥°¼ | tg � ¨ "00.

�·¥¢¨¤®, ·²® ª®¥· ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ³¢¥«¨·¨¢ ¥² ¯ -
° ¬¥²°» "00, tg �, ¯®±ª®«¼ª³ ®¨ § ¢¨±¿² ®² ¯«®²®±²¨  ª²¨¢®£®
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²®ª . �³±²¼ ®²±³²±²¢³¾² ¬¥¤«¥»¥ ¬¥µ ¨§¬» ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, ². ¥.
"0 = "1, ¨ ²®ª ³²¥·ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®ª³  ±»¹¥¨¿. � ±« ¡»µ
¯®«¿µ ¢»¯®«¿¥²±¿ § ª® �¬ , ¨ ¤«¿ ¯«®²®±²¨  ª²¨¢®© ±®±² -
¢«¿¾¹¥© ²®ª  ¨¬¥¥¬

ja = �E: (7.126)

�«®²®±²¼ °¥ ª²¨¢®© ±®±² ¢«¿¾¹¥© ²®ª , ²¥ª³¹¥© ·¥°¥§ ª®¤¥-
± ²®°, ¢»·¨±«¿¥²±¿ ² ª:

jr =
Ir
S

=
!CU

S
= !"0"1E; (7.127)

¯®±ª®«¼ª³ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ´®°¬³«»:

E =
U

d
; (7.128)

C =
"0"1S

d
; (7.129)

£¤¥ S | ¯«®¹ ¤¼ ¯«®±ª®£® ª®¤¥± ²®° , d | ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³
¥£® ®¡ª« ¤ª ¬¨.

�®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (7.117) ¨ ±®®²®¸¥¨¿ (7.126) ¨
(7.127), ¯®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ² £¥±  ¯®²¥°¼ ¨ ¬¨¬®© · ±²¨
¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª  ±  ª²¨¢®© ¯°®¢®¤¨-
¬®±²¼¾:

tg � =
�E

!"0"1E
=

�

!"0"1
; (7.130)

"00 =
�

"0!
: (7.131)

�§ (7.130) ¨ (7.131) ±«¥¤³¥², ·²® ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ±ª §»¢ ¥²±¿
  ¢¥«¨·¨¥ tg � ¨ "00 ²®«¼ª®   ¨§ª¨µ · ±²®² µ (¯ ° ««¥«¼ ¿
±µ¥¬  § ¬¥¹¥¨¿, ±®®²®¸¥¨¥ (7.117)). �°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° -
²³° µ ¨ ¢»±®ª¨µ · ±²®² µ ¢«¨¿¨¥¬ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨   ¤¨-
½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼. �²¥°¥±® ®²¬¥²¨²¼,
·²®   ±¢¥°µ¢»±®ª¨µ · ±²®² µ (���) tg � ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢, ª®²®-
°»© ®¡³±«®¢«¥ £« ¢»¬ ®¡° §®¬ ¨µ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾, ®¡»·® ±² -
®¢¨²±¿  ±²®«¼ª® ¨§ª¨¬, ·²® ½²¨ ª°¨±² ««» ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼
ª ª ¤¨½«¥ª²°¨ª¨.

�«¿ ±«³· ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ °¥« ª± ¶¨®®£® ²¨¯  ¿¢»© ¢¨¤ ¢¥-
«¨·¨ "0 ¨ "00 ¤ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ �¥¡ ¿ ¨ ±®®²®¸¥¨¿¬¨ (7.115) ¨
(7.116). �·²¥¬ ±¥©· ±,  °¿¤³ ± ½«¥ª²°®»¬ ²¨¯®¬ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨,
 «¨·¨¥ ¬¥¤«¥»µ ¬¥µ ¨§¬®¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, ¯°¨ ½²®¬ ¡³¤¥¬ ±·¨-
² ²¼ ²®ª ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ° ¢»¬ ³«¾. �®£¤  ¨¬¥¥¬:

tg � =
"00

"0
=

("0 � "1)!�

"0 + "1!2�2
: (7.132)
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� «¨§¨°³¿ ¢»° ¦¥¨¥ (7.115), «¥£ª® ¯®«³·¨²¼, ·²® ¯°¨ ¨§-
ª®© · ±²®²¥ "0 = "(0),     ¢»±®ª¨µ (¢ ®¯²¨·¥±ª®¬ ¤¨ ¯ §®¥)
· ±²®² µ "0 ! "1 (°¨±. 7.15). � «¨§ (7.116) ¯®ª §»¢ ¥², ·²®
"00 ! 0j!!0 ¨ "00 ! 0j!!1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬¨¬ ¿ · ±²¼ "00

¤®«¦  ¨¬¥²¼ ¬ ª±¨¬³¬   ¤¨±¯¥°±¨®®© § ¢¨±¨¬®±²¨:

d"00

d!
=

("0 � "1)�

1 + !2�2
� 2("0 � "1)!2�3

(1 + !2�2)2
= 0: (7.133)

� ±²®² ,   ª®²®°®© "00 ¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬³¬ , ¨¬¥¥² § ·¥¨¥

!max =
1

�
; (7.134)

·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®·ª¥ ¯¥°¥£¨¡  ´³ª¶¨¨ "0(!) (°¨±. 7.15). � -
«®£¨·® ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ´³ª¶¨¿ tg �(!) ² ª¦¥ ¨¬¥¥² ¬ ª-
±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥, ®¤ ª® ®® ¤®±²¨£ ¥²±¿   ¡®«¥¥ ¢»±®ª®© · -
±²®²¥

!0max =
1

�

s
"(0)

"1
: (7.135)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ °¥« ª± ¶¨®®£® ²¨¯    ¢»±®-
ª¨µ · ±²®² µ, ¯°¨ !� � 1, ² ª¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¯®²¥°¼, ª ª "00,
tg �, ¡³¤³² ³¬¥¼¸ ²¼±¿ ¢¯«®²¼ ¤® ³«¿, ¯®±ª®«¼ª³ ®²®±¨²¥«¼®
¬¥¤«¥»¥ ¬¥µ ¨§¬» °¥« ª± ¶¨®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¡³¤³² ®²±² -
¢ ²¼ ¯® ´ §¥ ®² ¯¥°¥¬¥®£® ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¨ ¥ ¡³¤³² ¤ ¢ ²¼
¢ª« ¤ ¢ ª®¬¯«¥ª±³¾ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼.

�®£¤  ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥ ¯°¨±³²±²¢³¾² ¬¥µ ¨§¬» ³¯°³£®© ¯®«¿°¨-
§ ¶¨¨, ²® ½ª±¯®¥¶¨ «¼»© § ª® (7.104) ³±² ®¢«¥¨¿ ¯®«¿°¨-
§ ¶¨¨ ¢ °¥« ª± ¶¨®»µ ¯°®¶¥±± µ ¯°¨ ¢ª«¾·¥¨¨ (¢»ª«¾·¥¨¨)
½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¥ ¨¬¥¥² ¬¥±² . � ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¢»ª«¾·¥¨¨
½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¤®«¦» ¢®§¨ª³²¼ § ²³µ ¾¹¨¥ ª®«¥¡ ¨¿
· ±²¨¶, ®²¢¥²±²¢¥»µ §  ¤ »© ²¨¯ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨. �®½²®¬³ ¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ³¯°³£®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¶¥«¥±®®¡° §® ®¯¨±»-
¢ ²¼ ¬®¤¥«¼¾ £ °¬®¨·¥±ª®£® ®±¶¨««¿²®°  ± § ²³µ ¨¥¬, ±¢¿§ -
»¬ ± ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®²¥°¿¬¨. �®«³·¥®¥ ¯°¨ ² ª¨µ ¯°¥¤¯®-
«®¦¥¨¿µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¡³¤¥²   «®£¨·»¬ ³° ¢-
¥¨¾, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¬³ ª®«¥¡ ¨¿ ¬ ¿²¨ª  ¢ ±°¥¤¥ ± ²°¥¨¥¬.
�¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¥ ¬¥µ ¨§¬», ®²¢¥²±²¢¥»¥ §  ² ª®¥ À¤¨½«¥ª-
²°¨·¥±ª®¥ ²°¥¨¥Á, ¢¥±¼¬  ±«®¦» ¨ ¬®£®·¨±«¥».

� ª, ¯®²¥°¨ ¢ ¨®»µ ª°¨±² «« µ ¢®§¨ª ¾² ¢±«¥¤±²¢¨¥ ½¥°-
£¥²¨·¥±ª®£® ®¡¬¥  ¬¥¦¤³ ®¯²¨·¥±ª¨¬¨ (®²¢¥· ¾¹¨¬¨ §  ¨®³¾
¯®«¿°¨§ ¶¨¾) ¨  ª³±²¨·¥±ª¨¬¨ ¬®¤ ¬¨ ª®«¥¡ ¨© (¯®±«¥¤¨¥
¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© À²¥¯«®¢®© °¥§¥°¢³ °Á ª°¨±² «« ). � °¥§³«¼-
² ²¥ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ° ±±¥¨¢ ¥²±¿, ¯°¥¢° ¹ ¿±¼ ¢
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²¥¯«®. �  ¿§»ª¥ ª¢ §¨· ±²¨¶ ¯°®¶¥±± ² ª®£® ° ±±¥¿¨¿ ¬®¦® ®¯¨-
± ²¼, ¥±«¨ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¥£® ª ª ¯°®¶¥±± ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ´®®®¢
° §«¨·»µ ²¨¯®¢, ¨¤³¹¨© ± ¨§¬¥¥¨¥¬ ·¨±«  ½²¨µ · ±²¨¶ | ¨µ
°®¦¤¥¨¥¬ ¨ ³¨·²®¦¥¨¥¬. � ¨¤¥ «¼®¬, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¬ ¤¥´¥ª-
²®¢ ¨ ¯°¨¬¥±¥©, ª°¨±² ««¥,  ²®¬» ª®²®°®£® ª®«¥¡«¾²±¿ ¯® £ °¬®-
¨·¥±ª¨¬ § ª® ¬, ´®®» ¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾². � °¥ «¼»µ ª°¨-
±² «« µ ±³¹¥±²¢³¾² ° §«¨·»¥ ¯°®¶¥±±», ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ´®®-
´®®®¬³ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¾. � ª, ¤¥´¥ª²» ±²°³ª²³°» ª°¨±² «« 
(¤¨±«®ª ¶¨¨, ²®·¥·»¥ ¤¥´¥ª²» ¨ ¯°¨¬¥±¨), ¢»§»¢ ¿ «®ª «¼»¥
¤¥´®°¬ ¶¨¨ °¥¸¥²ª¨, ¬¥¿¾² ¥¥ ³¯°³£¨¥ ±¢®©±²¢  ¨ ¯°¨¢®¤¿² ª
¤¢³µ´®®®¬³ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¾ | ° ±±¥¿¨¾ ®¯²¨·¥±ª¨µ ´®-
®®¢   ±² ²¨·¥±ª¨µ ¯®«¿µ ¤¥´®°¬ ¶¨©. � ¦¥ ¥±«¨ ¤¥´¥ª²»
±²°³ª²³°» ®²±³²±²¢³¾², ²® ´®®-´®®®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¡³¤¥²
¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¢±«¥¤±²¢¨¥  £ °¬®¨§¬  ª®«¥¡ ¨©  ²®¬®¢ (²°¥µ´®-
®®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥) ¨, ®·¥¢¨¤®, ¡³¤¥² ³¢¥«¨·¨¢ ²¼±¿ ¯® ¬¥°¥
³¢¥«¨·¥¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°». � ¯°¨¬¥°, ¤¢  ®¯²¨·¥±ª¨µ ´®®  ¬®-
£³² ¯®°®¤¨²¼  ª³±²¨·¥±ª¨© (²¥¯«®¢®©) ´®®.

�¾¡»¥ ¯°®¶¥±±» ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®© ½¥°£¨¨ ¢ ®±¶¨«-
«¿²®°®© ¬®¤¥«¨ ¨®®£® ª°¨±² ««  ³·¨²»¢ ¾², ¢¢¥¤¥¨¥¬ ¢ ³° ¢-
¥¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¯°¨¢¥¤¥®© ¬ ±±» � ·«¥  ± ª®½´´¨¶¨¥²®¬ § -
²³µ ¨¿ 2�0:

��x+ 2�0 _x+ �x = eE«®ª exp (i!t); (7.136)

£¤¥ µ = ��� |  ¬¯«¨²³¤  ®²®±¨²¥«¼®£® ±¬¥¹¥¨¿ ° §®¨¬¥®
§ °¿¦¥»µ  ²®¬»µ ¯«®±ª®±²¥© (±¬. ±®®²®¸¥¨¿ (7.60){(7.64)).
�¡®§ · ¿ � = �0=� ¨ !201 = �=�, ¯®«³·¨¬:

�x+ 2� _x+ !201x =
eE«®ª

�
exp (i!t); (7.137)

£¤¥ !01 | ±®¡±²¢¥ ¿ · ±²®²  ®±¶¨««¿²®°  ¡¥§ ²°¥¨¿.
�±«¨ ³·¥±²¼ ²®«¼ª® ±² ¶¨® °®¥ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (7.137),

¯®«³·¨¬:

x =
eE«®ª exp (i!t)

�(!201 � !2 + 2i�!)
: (7.138)

�°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ¨®»© ¢ª« ¤ ¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¾ ®¯°¥¤¥-
«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬ P = n¥x (n | ª®¶¥²° ¶¨¿ ¨®®¢), ³° ¢-
¥¨¥ (7.137) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ² ª:

�P + 2� _P + !201P =
ne2

�
E«®ª exp (i!t): (7.139)

�±«¨ ¯°¨¬¥¨²¼ ¤«¿ �«®ª ¢»° ¦¥¨¥ (7.24), ³° ¢¥¨¥ (7.139)
¯°¨¬¥² ¢¨¤

�P + 2� _P +

�
!201 �

ne2

3"0�

�
P =

ne2

�
E0 exp (i!t): (7.140)
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£¤¥ E0 |  ¬¯«¨²³¤  ±°¥¤¥£® ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®£® ¯®«¿. �§ (7.140)
±«¥¤³¥², ·²® ³·¥² ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ±°¥¤» ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®¨¦¥¨¾ ±®¡-
±²¢¥®© · ±²®²» ª®«¥¡ ¨© · ±²¨¶:

!20 = !2
TO

= !201 �
ne2

3�"0
: (7.141)

�·¥¢¨¤®, ·²® ¢²®°®© ·«¥ ¢ (7.141) ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¤«¿ ®¯²¨·¥±ª¨µ
ª®«¥¡ ¨©, ¥ ¢»§»¢ ¾¹¨µ ®±¶¨««¨°³¾¹¨µ ¤¨¯®«¼»µ ¬®¬¥-
²®¢.

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, °¥¸¥¨¥ (7.139) ¤«¿ ¨®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¨¬¥¥²
¢¨¤

P =
ne2=�

!20 � !2 + 2i�!
E0 exp (i!t): (7.142)

�§ ¢¨¤  (7.142) ¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ P ±² ®¢¨²±¿
ª®¬¯«¥ª±®© ¨ ®²±² ¥² ¯® ´ §¥ ®² ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿   ¥ª®²®-
°»© ³£®«, ±¢¿§ »© ± ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®²¥°¿¬¨:

P = P0 exp
�
i(!t� �)

�
: (7.143)

�§ (7.142) «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¢ª« ¤  ¢ ª®¬¯«¥ª±³¾
¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ®² ¨®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ "� =
= 1 + � = 1 + P=("0E):

"� = 1 +
ne2

"0�(!20 � !2 + 2i�!)
: (7.144)

�·¨²»¢ ¿  «¨·¨¥ ½«¥ª²°®®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¨ ¤¥©±²¢³¿   «®-
£¨·® x 7.6, ¯®«³·¨¬:

"� = "0(!)� i"00(!) = "1 +
"(0)� "1

1� (!=!TO)2 + i�!=!TO
; (7.145)

£¤¥ !TO | · ±²®²  ¯®¯¥°¥·®£® ®¯²¨·¥±ª®£® ´®® , ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿
(7.141), ¨ � = 2�=!TO | ®°¬¨°®¢  ¿ ª®±² ²  § ²³µ ¨¿.
�®®²®¸¥¨¥ (7.141) | ½²® ³° ¢¥¨¥ �°³¤¥{�®°¥¶ , ®¯¨±»¢ -
¾¹¥¥ °¥§® ±»© ¤¨±¯¥°±¨®»© ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²° ± ³·¥-
²®¬ § ²³µ ¨¿.

� §¤¥«¨¬ ¢ (7.145) ¤¥©±²¢¨²¥«¼³¾ ¨ ¬¨¬³¾ · ±²¨:

"0(!) = "1 +
("(0)� "1)(1� !=!2

TO
)

(1� !2=!2
TO

)2 + �2!2=!2
TO

; (7.146)

"00(!) =
("(0)� "(1))(!=!TO)�

(1� !2=!2
TO

)2 + �2!2=!2
TO

; (7.147)
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�§ (7.147) ±«¥¤³¥², ·²® "00(!) > 0 ¯°¨ «¾¡®¬ § ·¥¨¨ · ±²®²».
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ª®½´´¨¶¨¥² ¯®²¥°¼, µ ° ª²¥°¨§³¾¹¨© ¢»¤¥«¥-
¨¥ ²¥¯«  ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª¥ §  ±·¥² ¤¨±±¨¯ ¶¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®© ½¥°-
£¨¨, ¤®«¦¥ ¡»²¼ ¢±¥£¤  ¯®«®¦¨²¥«¥ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¢²®°®£®  · « 
²¥°¬®¤¨ ¬¨ª¨.

�§ (7.146) ¨ (7.147) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ! < !TO "0 ¨ "00 ¢®§° -
±² ¾² ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ · ±²®²» ¨ ¤®±²¨£ ¾² ¬ ª±¨¬³¬  ¢ ®ª°¥±²-
®±²¨ ! � !TO.

�±¯®«¼§³¿ (7.146) ¨ (7.147), ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢¥«¨·¨³ tg � =
= "00="0. �¤ ª® tg � ¥ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ³¤®¡®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©
¯®²¥°¼ ¤«¿ «¾¡»µ · ±²®² ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ¯®±ª®«¼ª³, ª ª ¨
"0, ¬¥¿¥² § ª ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ °¥§® ±³¾ · ±²®²³. �®½²®¬³
¡®«¥¥ ¯° ¢¨«¼® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ tg � ¢ ®¡« ±²¨ ���
¨ ° ¤¨®· ±²®²®£® (��) ¤¨ ¯ §®®¢, ². ¥. ¯°¨ ! � !TO :

tg �(!) =
("(0)� "1)(!=!TO)�

"1 + ("(0)� "1)(1� !2=!2
TO

)
�

�
�
1� "1

"(0)

��
!

!TO

�
�: (7.148)

� «¨§ ¢»° ¦¥¨¿ (7.146) ¤ ¥².

1. �«¿ ±«³· ¿ °¥§® ±®© (®±¶¨««¿²®°®©) ¬®¤¥«¨ ¨®®£®
ª°¨±² ««  ² £¥± ³£«  ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¯®²¥°¼   ��� ¨ �� ¯°¿-
¬® ¯°®¯®°¶¨® «¥ · ±²®²¥. �±¯®¬¨ ¿, ·²® ¤«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®©
±µ¥¬» § ¬¥¹¥¨¿ (°¨±. 7.17¡) ² £¥± ¯®²¥°¼ ² ª¦¥ ¯°®¯®°¶¨® -
«¥ · ±²®²¥ (7.118), ¬®¦¥¬ ±ª § ²¼, ·²® ¤¨½«¥ª²°¨ª ± ² ª®© · ±²®²-
®© § ¢¨±¨¬®±²¼¾ ¯®²¥°¼ ¤®¯³±ª ¥² ª®°°¥ª²®¥ ®¯¨± ¨¥ ¯®±°¥¤-
±²¢®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®© ±µ¥¬». �®¿²® ² ª¦¥, ·²® ¢®§° ±² ¨¥
¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¯®²¥°¼ ± °®±²®¬ · ±²®²» ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±¥-
°¼¥§³¾ ¯°®¡«¥¬³ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ
¬ ²¥°¨ «®¢   ¢»±®ª¨µ · ±²®² µ.

2. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯®²¥°¨   ��� ¡»«¨ ¬¨-
¨¬ «¼»¬¨, ±«¥¤³¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¬ ²¥°¨ «» ± ¡®«¼¸¨¬¨ § -
·¥¨¿¬¨ !TO .

�®®¡¹¥, ¯°¨¬¥¥¨¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ¨ ª°¨±² «-
«®¢ ¢¥±¼¬  ° §®®¡° §»: ½«¥¬¥²» ®¯²¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ (¯°¨§¬»,
®ª  ¤«¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ±¢¥²  ¢¸¨°®ª®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¤«¨ ¢®« |
®² ¨´° ª° ±®£® ¤® ³«¼²° ´¨®«¥²®¢®£® ¤¨ ¯ §® , ®¯²¨·¥±ª¨¥ ¢®«-
®¢®¤»), ¨§¤¥«¨¿ ½«¥ª²°®²¥µ¨ª¨ ¨ ½«¥ª²°®¨ª¨ (½«¥ª²°®¨§®«¿-
¶¨®»¥ ¬ ²¥°¨ «», ¬ ²¥°¨ «» ¤«¿ ª®¤¥± ²®°®¢ ¨ ¬¨ª°®±µ¥¬,
¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ¯®¤«®¦ª¨ ¨  ²¥», ¬¨¨ ²¾°»¥ ¢®«®¢®¤»
¨ °¥§® ²®°» ¢ ²¥µ¨ª¥ ���, ½«¥¬¥²»  ª³±²¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬).
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7.11. �ª²¨¢»¥ ¤¨½«¥ª²°¨ª¨

�«¿ ¢±¥µ ²¨¯®¢ ¢»¸¥° ±±¬®²°¥»µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ¯®«¿°¨§ -
¶¨¿ ¢®§¨ª «  ª ª °¥ ª¶¨¿   ¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿. �¤-
 ª® ±³¹¥±²¢³¥² °¿¤ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢, ¢ ª®²®°»µ ¢®§-
¨ª®¢¥¨¥ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ®¡³±«®¢«¥® ¥ ²®«¼ª® ¢¥¸¨¬ ½«¥ª²°¨-
·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬. � ·¨±«³ ² ª¨µ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ®²®±¿², ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®,
¯¨°®½«¥ª²°¨ª¨, ±¥£¥²®½«¥ª²°¨ª¨, ¯¼¥§®½«¥ª²°¨ª¨ ¨ ½«¥ª²°¥²».
�®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ½´´¥ª²» | ¯¨°®½«¥ª²°¨·¥±²¢® ¨ ½«¥ª²°®ª «®-
°¨·¥±ª¨© ½´´¥ª², ±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±²¢®, ¯°¿¬®© ¨ ®¡° ²»© ¯¼¥-
§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ½´´¥ª²», ½«¥ª²°¥²»© ½´´¥ª² | ¿¢«¿¾²±¿ ¯®-
«¿°»¬¨ ¨ ¬®£³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ²®«¼ª® ¢  ¨§®²°®¯»µ ±°¥¤ µ.

�¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±²¢®|½´´¥ª² ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ¨ ±³¹¥±²¢®-
¢ ¨¿ ¢ ¥ª®²®°»µ ª°¨±² «« µ ±¯®² ®© (². ¥. ±³¹¥±²¢³¾¹¥© ¢
®²±³²±²¢¨¥ ¢¥¸¨µ ¢®§¤¥©±²¢¨©) ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ PS . �±®¡¥®±²¼¾
±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²®
¢ ¨µ PS ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ®¯°¥¤¥«¥®© ²¥¬¯¥° ²³°®© ®¡« ±²¨ (±¥£-
¥²®½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¨«¨ ¯®«¿°®© ´ §¥), ®²¤¥«¥®© ®² ¯ ° ½«¥ª-
²°¨·¥±ª®© ´ §» ²®·ª®© ±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤ .
�  ±²®¿¹¥¬³ ¢°¥¬¥¨ ¨§¢¥±²® ¡®«¥¥ ²»±¿·¨ ª°¨±² ««®¢, ®¡« ¤ -
¾¹¨µ ±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±²¢®¬,  ¯°¨¬¥°, ²¨²  ² ¡ °¨¿, ¤¨£¨¤°®-
´®±´ ² ª «¨¿ (KDP), ±¥£¥²®¢  ±®«¼, ±³«¼´ ² «¨²¨¿, ²°¨£«¨¶¨-
±³«¼´ ², ¨®¡ ² «¨²¨¿ ¨ ¤°. �¤ ª® ¯®«¿°¨§®¢ ®¥ ±®±²®¿¨¥
±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ®¡° §¶  ¿¢«¿¥²±¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨ ¥¢»£®¤-
»¬, ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ¢ ±¥£¥²®½«¥ª²°¨ª µ, ¥±«¨ ¥ ¯°¨¿²¼ ±¯¥-
¶¨ «¼»µ ¬¥°, ¢®§¨ª ¾² ¬ «»¥ ®¡« ±²¨ (±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥
¤®¬¥»), £¤¥ ±®µ° ¿¥²±¿ ±¯®²  ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿, ®¤ ª® ¢ ±®-
±¥¤¨µ ¤®¬¥ µ ¥¥  ¯° ¢«¥¨¥ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®. � ¦®, ·²®  -
¯° ¢«¥¨¥ ¢¥ª²®°  PS ¢ ¤®¬¥¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨§¬¥¥® ¯³²¥¬ ¯°¨«®-
¦¥¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ¯°¨·¥¬ ®¢®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ² ª¦¥ ¡³¤¥²
³±²®©·¨¢»¬ ¨ ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ¯®«¿.

�¥£¥²®½«¥ª²°¨ª¨ ± ³¯° ¢«¿¥¬®© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬ ¤®¬¥-
®© ±²°³ª²³°®© ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯¥°±¯¥ª²¨¢»µ ½«¥¬¥-
²®¢ ¯®±²®¿»µ ¯¥°¥¯°®£° ¬¬¨°³¥¬»µ § ¯®¬¨ ¾¹¨µ ³±²°®©±²¢,
¥ ²°¥¡³¾¹¨µ ¨±²®·¨ª  ½¥°£¨¨. �¥£¥²®½«¥ª²°¨ª¨, ¨¬¥¾¹¨¥
¡®«¼¸¨¥ § ·¥¨¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ (¯®°¿¤ª  ¥-
±ª®«¼ª¨µ ±®² ¨ ²»±¿· ¥¤¨¨¶), ¸¨°®ª® ¯°¨¬¥¿¾² ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤-
±²¢  ¬¨¨ ²¾°»µ ª®¤¥± ²®°®¢ ¡®«¼¸®© ¥¬ª®±²¨.

�¨°®½«¥ª²°¨·¥±²¢®¬ (®² £°¥·. À¯¨°®±Á | ®£®¼)  §»¢ ¾²
±¯®±®¡®±²¼ ª°¨±² ««®¢ ®¯°¥¤¥«¥®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨ ¯®-
«¿°¨§®¢ ²¼±¿ ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ®ª°³¦ ¾¹¥© ±°¥¤». �®-
±ª®«¼ª³ ¢¥¸¥¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¥ ¨§®²°®¯®,   °¥ ª¶¨¿ ª°¨±² ««  ¨¬¥-
¥² ±¨¬¬¥²°¨¾ ¯®«¿°®£® ¢¥ª²®° , ¨±²®·¨ª  ¨§®²°®¯¨¨ ¤ ®£®
½´´¥ª²  ±«¥¤³¥² ¨±ª ²¼ ¢ ±²°®¥¨¨ ª°¨±² «« . �°¨²¥°¨¥¬ ±³¹¥-
±²¢®¢ ¨¿  §¢ »µ ¯®«¿°»µ ½´´¥ª²®¢ (¥®¡µ®¤¨¬»¬, ® ¥¤®-
±² ²®·»¬ ³±«®¢¨¥¬) ¿¢«¿¥²±¿ ®²±³²±²¢¨¥ ¶¥²°  ±¨¬¬¥²°¨¨. �¥©-



180 �«. 7. �¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢ 

±²¢¨²¥«¼®,  «¨·¨¥ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, ¢»§¢ ®© ¥¯®«¿°»¬ ¢®§¤¥©-
±²¢¨¥¬, ¯°¨¢®¤¨² ª ´¨§¨·¥±ª®© ¥° ¢®§ ·®±²¨ ª°¨±² ««®£° -
´¨·¥±ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿, ª®²®°®¬³ ª®««¨¥ °¥ ¢¥ª²®° ¯®«¿°¨§ -
¶¨¨. �¤ ª® ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¶¥²°  ±¨¬¬¥²°¨¨ ª ª ° § ¤¥« ¥² ½ª¢¨-
¢ «¥²»¬¨ ¢±¥ ²®·ª¨, «¥¦ ¹¨¥   ¯°¿¬»µ, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§
¶¥²° ±¨¬¬¥²°¨¨ ¨  µ®¤¿¹¨µ±¿ ®² ¥£®   ° ¢»µ ° ±±²®¿¨¿µ.
�«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¯¨°®½«¥ª²°¨·¥±²¢ , ¯®¬¨¬® ®²±³²±²¢¨¿ ¶¥-
²°  ±¨¬¬¥²°¨¨, ¥®¡µ®¤¨¬® ¥¹¥  «¨·¨¥ ¥¤¨¨·®£® ¯®«¿°®£®
 ¯° ¢«¥¨¿. �¬¥±²®  ¯®¬¨²¼, ·²® ¥¤¨¨·»¬ (®±®¡¥»¬)
 §»¢ ¾² ¥¤¨±²¢¥®¥, ¥ ¯®¢²®°¿¾¹¥¥±¿ ¢ ª°¨±² ««¥  ¯° ¢«¥-
¨¥; ¯®«¿°®¥  ¯° ¢«¥¨¥ | ² ª®¥, ª®¶» ª®²®°®£® ´¨§¨·¥±ª¨ ¨
£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¥½ª¢¨¢ «¥²». �®¢¬¥±²®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ³ª § »µ
ª°¨²¥°¨¥¢ ®£° ¨·¨¢ ¥² ·¨±«® ª« ±±®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¯¨°®½«¥ª²°¨-
·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ ¤¥±¿²¼¾: 1, 2, 3, 4, 6, m, mm2, 3m, 4mm,
6mm. �°ª¨¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥¬ ª°¨±² ««®¢ ½²®£® ²¨¯  ¿¢«¿¥²±¿ ²³°-
¬ «¨.

� ² ª¨µ ª°¨±² «« µ,  °¿¤³ ± ¯¨°®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ½´´¥ª²®¬,
±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¬³ ®¡° ²»© | ½«¥ª²°®ª «®°¨·¥±ª¨© ½´´¥ª²,
±³²¼ ª®²®°®£® ¢ ¨§¬¥¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ®¡° §¶  ¯¨°®½«¥ª²°¨ª 
¯°¨  «®¦¥¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ®¯°¥¤¥«¥®£® § ª  ¨  ¯° -
¢«¥¨¿.

�¤¥±¼ ±«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¬¥¦¤³ ¯¨°®½«¥ª²°¨ª ¬¨ ¨ ±¥£¥-
²®½«¥ª²°¨ª ¬¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼. �¥©±²¢¨-
²¥«¼®, ±¨¬¬¥²°¨¿ ±¥£¥²®½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ ¢ ¯®«¿°®©
´ §¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¤®«¦  ±®¢¯ ¤ ²¼ ± ±¨¬¬¥²°¨¥© ®¤®£® ¨§ ¯¨°®-
½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª« ±±®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨, ²¥¬ ± ¬»¬ ±¥£¥²®½«¥ª²°¨ª¨
®¡« ¤ ¾² ¨ ¯¨°®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ¯°¨·¥¬ § ·¥¨¿ ¯¨-
°®½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ³ ¨µ £®° §¤® ¢»¸¥, ·¥¬ ³ ¯¨-
°®½«¥ª²°¨ª®¢.

�¯¥¶¨´¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ¯¨°®½«¥ª²°¨ª®¢ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¤«¿ ¢»-
±®ª®²®·®£® ¨§¬¥°¥¨¿ ¨§¬¥¥¨© ²¥¬¯¥° ²³°», ¢ ¯°¨¡®° µ ®·-
®£® ¢¨¤¥¨¿, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¹®±²¨ ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¨§-
«³·¥¨¿.

�°¿¬®© ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ½´´¥ª² ±®±²®¨² ¢ ¯®«¿°¨§ ¶¨¨
ª°¨±² ««  ¢¤®«¼ ¥ª®²®°®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¯°¨ ¬¥µ ¨·¥±ª®¬ ¤¥-
´®°¬¨°®¢ ¨¨ ®¯°¥¤¥«¥®£® ²¨¯ . �°¨²¥°¨© ¥£® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ |
²®«¼ª® ®²±³²±²¢¨¥ ¶¥²°  ±¨¬¬¥²°¨¨, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ·¨±«® ª« ±-
±®¢ ±¨¬¬¥²°¨¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ¯¼¥§®½´´¥ª² ¢®§¬®¦¥, ° ±¸¨°¿¥²±¿.
�³¹¥±²¢³¥² ¨ ®¡° ²»© ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ½´´¥ª² | ¯¼¥§®-
½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ª°¨±² «« ¡³¤¥² ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬
¯°¨«®¦¥®£® ¢ ®¯°¥¤¥«¥®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿.
�®±ª®«¼ª³ ¯¼¥§®½«¥ª²°¨ª¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤ª« ±±®¬ ¯¨°®½«¥ª²°¨ª®¢,
¢±¥ ¯¨°®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¥ ª°¨±² ««» ®¡« ¤ ¾² ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬¨
±¢®©±²¢ ¬¨; ®¡° ²®¥ ¥¢¥°®. � ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢ ¦»¬ ¯¼¥§®½«¥ª-
²°¨·¥±ª¨¬ ¬ ²¥°¨ « ¬ ®²®±¿²±¿ ª¢ °¶, ¨®¡ ² ¨ ² ² « ² «¨²¨¿,
²¥²° ¡®° ² «¨²¨¿, £¥°¬ ®- ¨ ±¨«¨ª®±¨««¥¨²» ¨ ¤°.



7.11. �ª²¨¢»¥ ¤¨½«¥ª²°¨ª¨ 181

�¼¥§®½«¥ª²°¨ª¨ ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ¢ ¬ ±±®¢®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¢ ² ª¨µ
®¡« ±²¿µ, ª ª ¯¼¥§®²¥µ¨ª  (¢»±®ª®±² ¡¨«¼»¥ °¥§® ²®°» ¨
´¨«¼²°», ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤±²¢  · ±®¢, ¤«¿ ±² ¡¨«¨§ ¶¨¨
· ±²®²» ¯°¨¥¬®-¯¥°¥¤ ¾¹¨µ ³±²°®©±²¢ ¨ ª®¬¯¼¾²¥°®¢; ¢ ª ·¥-
±²¢¥ ·³¢±²¢¨²¥«¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¢ ¤ ²·¨ª µ ¤ ¢«¥¨¿, ¢« ¦®±²¨,
£ §®¢®£® ±®±² ¢  ¨ ¤°.), ¢ ³±²°®©±²¢ µ  ª³±²®½«¥ª²°®¨ª¨ (¢»±®-
ª®· ±²®²»¥ «¨¨¨ § ¤¥°¦ª¨, ´¨«¼²°» ¨ °¥§® ²®°»   ¯®¢¥°µ-
®±²»µ  ª³±²¨·¥±ª¨µ ¢®« µ, ±¥±®°» ° §«¨·®£®  § ·¥¨¿),
¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¥®¡° §®¢ ²¥«¥©  ª³±²¨·¥±ª®£® ¨§«³·¥¨¿ ¢ £¨¤°® ª³-
±²¨ª¥ ¨ ¤«¿ ¯°¨¡®°®¢ ¬¥¤¨¶¨±ª®©  ª³±²¨ª¨. �°¨ ¢»¡®°¥ ª°¨-
±² ««®¢, ¯®¬¨¬® µ®°®¸¨µ ¯¼¥§®½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢, · ±²® ¯°¨-
¨¬ ¾² ¢® ¢¨¬ ¨¥ ² ª¨¥ ¢ ¦»¥ ±¢®©±²¢ , ª ª ¬ «»¥ ¯®²¥°¨
  ° ±¯°®±²° ¥¨¥  ª³±²¨·¥±ª¨µ ¢®«,   ² ª¦¥  «¨·¨¥ ±°¥§®¢ ¨
 ¯° ¢«¥¨© ± ²¥°¬®±² ¡¨«¼®±²¼¾ ³¯°³£¨µ ±¢®©±²¢.

� ¥ª®²®°»µ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ (½«¥ª²°¥² µ) ±³¹¥±²¢³¥² ®±² -
²®· ¿ ¯®«¿°¨§ ¶¨¿ (¯®«¿°¨§ ¶¨¿ ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ª ª¨µ-«¨¡® ¢®§-
¤¥©±²¢¨©). � ¨§¢¥±²®© ¬¥°¥ ¤«¿ ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢ ³¬¥±²    «®£¨¿
± ¯®±²®¿»¬¨ ¬ £¨² ¬¨. � ª ¯° ¢¨«®, ½«¥ª²°¥²»© ½´´¥ª² ¢
¨µ | ¨±ª³±±²¢¥®£® ¯°®¨±µ®¦¤¥¨¿ ¨ ¤®±²¨£ ¥²±¿,  ¯°¨¬¥°,
¯³²¥¬ ¢»¤¥°¦ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¬ ²¥°¨ «  ¢
¯®±²®¿®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¯°¨ ¯®¢»¸¥»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ
(²¥°¬®½«¥ª²°¥²»). � ·¨±«³ ¢¥¹¥±²¢, ¢ ª®²®°»µ ¢®§¬®¦® ±®§¤ ¨¥
¨ ¤«¨²¥«¼®¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®±² ²®·®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨, ®²®±¿²±¿ ¨
®°£ ¨·¥±ª¨¥ (ª ° ³¡±ª¨© ¨ ¯·¥«¨»© ¢®±ª, ¶¥°¥§¨, ¥ª®²®°»¥
¯®«¨¬¥°»), ¨ ¥®°£ ¨·¥±ª¨¥ (±²¥ª« , ±¨² ««», ±¥° , £ «®£¥¨¤»,
²¨²  ²») ¤¨½«¥ª²°¨ª¨. � ¦»¬ ¯°¨¬¥¥¨¥¬ ½«¥ª²°¥²®¢ ¿¢«¿-
¾²±¿ ¢»±®ª®·³¢±²¢¨²¥«¼»¥ ½«¥ª²°¥²»¥ ¬¨ª°®´®».

�   ¤   · ¨

7.1. �»·¨±«¨²¼ ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥², ¨¤³¶¨°®¢ »© ¢  ²®¬¥ ¯°®²®-
®¬. � ±±²®¿¨¥ ¤® ¯°®²®  20�A, ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼  ²®¬  10�40� �¬2.

7.2. � ©²¨ ½¥°£¨¾  ²®¬ , ¯®¬¥¹¥®£® ¢ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ E. �®-
«¿°¨§³¥¬®±²¼  ²®¬  �.

7.3. � ±±·¨² ²¼ ®²®¸¥¨¥ ¢³²°¥¥£® ¯®«¿ ª ¢¥¸¥¬³, ¯®« £ ¿,
·²® ¢³²°¥¥¥ ¯®«¥ ° ¢® ¯®«¾ ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ �®°¥¶  (7.24). �®«¿°¨-
§³¥¬®±²¼  ²®¬®¢ 10�40� � ¬2, ª®¶¥²° ¶¨¿ 5 � 1028¬�3.

7.4. � ©²¨ ¢ª« ¤ ¤¨¯®«¼®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¢ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¤¨½«¥ª-
²°¨ª .

7.5. � ©²¨ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ª°¨±² «« , ±®±²®¿¹¥£®
¨§ ®±¶¨««¿²®°®¢ ± ³° ¢¥¨¥¬ ¤¢¨¦¥¨¿m(d2x=dt2+(1=� )dx=dt+!2

0
x) =

= qE0 exp (�i!t); £¤¥ m | ¬ ±± , q | § °¿¤, !0 | °¥§® ± ¿ · ±²®² ,
� | ¢°¥¬¿ °¥« ª± ¶¨¨.

7.6. �±®¢»¢ ¿±¼   ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿µ ®¡  £ °¬®¨·¥±ª¨µ ª®«¥¡ ¨¿µ
· ±²¨¶ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥, ®¡º¿±¨²¼ ¢®§¬®¦®±²¼ ¨§¬¥¥¨¿
¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ª°¨±² ««  ± ¨§¬¥¥¨¥¬ ²¥¬¯¥° ²³°» (¯¨°®½«¥ª²°¨·¥±ª¨©
½´´¥ª²).



� «   ¢   8

��������� � ��������

� ¬¥² ««¥ ±¢®¡®¤»© ½«¥ª²°® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¥² ± ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª¨ ° ±¯®«®¦¥»¬¨ ¢ ³§« µ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ¨® ¬¨,
± ¤¥´¥ª² ¬¨ ±²°®¥¨¿, ± ²¥¯«®¢»¬¨ ª®«¥¡ ¨¿¬¨ °¥¸¥²ª¨ (´®®-
 ¬¨) ¨,  ª®¥¶, ± ¤°³£¨¬¨ ½«¥ª²°® ¬¨ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨. �«¿ ®¯¨-
± ¨¿ ¬®£¨µ ®±®¡¥®±²¥© ¯®¢¥¤¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬¥² ««¥ ®ª -
§»¢ ¥²±¿ ¤®±² ²®·»¬ ®¤®½«¥ª²°®®¥ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥: ª ¦¤»©
¨§ ½«¥ª²°®®¢ ¤¢¨¦¥²±¿ ®²¤¥«¼® ®² ¤°³£¨µ ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼®¬ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥ ¨®®¢ °¥¸¥²ª¨, ½«¥ª²°®» ¥ ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢³¾² ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ¨ ¯®¤·¨¿¾²±¿ ±² ²¨±²¨ª¥ �¥°¬¨{�¨° ª .

8.1. �¨¯¨·»¥ ±¢®©±²¢  ¬¥² ««®¢

�±®¡®¥ § ·¥¨¥ ¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨¥ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¬¥² ««®¢.
1. � ¨§®²¥°¬¨·¥±ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¢ ¬¥² «« µ ± ¢»±®ª®© ²®·®±²¼¾

¢»¯®«¿¥²±¿ § ª® �¬ :
j = �E; (8.1)

£¤¥ � | ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼.
2. �¥² ««» | µ®°®¸¨¥ ¯°®¢®¤¨ª¨:

¬¥² ««» | � � (106 � 108) �¬�1 � ¬�1.
¯®«³¯°®¢®¤¨ª¨ | � � (10�4 � 105) �¬�1 � ¬�1;
¤¨½«¥ª²°¨ª¨ | � � 10�16�¬�1 �¬�1.
3. �¥² ««» ¨¬¥¾² ¢»±®ª³¾ ½«¥ª²°®³¾ ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼,

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¿¢«¿¾²±¿ µ®°®¸¨¬ ¯°®¢®¤¨ª®¬ ½«¥ª²°¨·¥±²¢  ¨
²¥¯« . �®£« ±® § ª®³ �¨¤¥¬  {�° ¶  (1853£.), ®²®¸¥¨¥ ª®-
½´´¨¶¨¥²  ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ {e ª ³¤¥«¼®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯°¨
¤ ®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¥±²¼ ¢¥«¨·¨  ¯®±²®¿ ¿, ¥ § ¢¨±¿¹ ¿ ®²
±®°²  ¬¥² «« :

{e

�
= LT; (8.2)

£¤¥ L = �2=3(kB=e) | ·¨±«® �®°¥¶ .
4. �°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ¤®±²¨£ ¥²  -

±»¹¥¨¿ ¨ ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¥ ¬¥¿¥²±¿; ¥¥ § ·¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
¯°¨¬¥±¿¬¨ ¨ ¤¥´¥ª² ¬¨ °¥¸¥²ª¨. �® ¢±¥© ®¡« ±²¨ ²¥¬¯¥° ²³°
³¤¥«¼®¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ � ¤«¿ ¬®£¨µ ¬¥² ««®¢ ¨



8.2. �²°®¥¨¥ ²¨¯¨·»µ ¬¥² ««®¢ 183

±¯« ¢®¢ ¯®¤·¨¿¥²±¿ ¯° ¢¨«³ � ²¨±±¥ :

� =
1

�(T )
=

1

�¤¥´
+

1

�·¨±²(T )
: (8.3)

�ª« ¤ ®² ¤¥´¥ª²®¢ ¬®¦®  ¡«¾¤ ²¼ ²®«¼ª® ¯°¨ ®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬-
¯¥° ²³° µ, ª®£¤  �·¨±²!1.

5. �°¨¬¥°® ¯®«®¢¨  ¬¥² ««®¢ | ½«¥¬¥²®¢ �¥°¨®¤¨·¥±ª®©
² ¡«¨¶» �¥¤¥«¥¥¢  ¯°¨ ¤®±² ²®·® ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ±² ®-
¢¨²±¿ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª ¬¨.

8.2. �²°®¥¨¥ ²¨¯¨·»µ ¬¥² ««®¢

�¨¯¨· ¿ ¬¥² ««¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°  ¨¬¥¥² ¡®«¼¸¨¥ ª®®°¤¨ -
¶¨®»¥ ·¨±«  ¨ ¬®£¨¥ ¬¥² ««» ®¡° §³¾² ¯«®²¥©¸¨¥ ¨ ¯«®²-
®³¯ ª®¢ »¥ ±²°³ª²³°» (£«. 3). � ¯°®±²»µ ¹¥«®·»µ ¬¥² «« µ
ª ¦¤ ¿ ¨§ ±¢¿§¥© ®²®±¨²¥«¼® ±« ¡¥¥, ·¥¬,  ¯°¨¬¥°, ¢ ¹¥«®·®-
£ «®¨¤»µ ª°¨±² «« µ.

�±®¢»¥ ·¥°²» ¬¥² ««¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼
² ª:

1. �®» (¨®»¥ ®±²®¢») ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ° ±¯®«®¦¥» ¢ ª°¨-
±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°¥.

2. �¢ §¨®¤®°®¤ ¿ ¯«®²®±²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼®£® § °¿¤  ®¡³±«®¢-
«¥  ¢±¥¬¨ ¢ «¥²»¬¨ ½«¥ª²°® ¬¨. �¨ ®¡° §³¾² À½«¥ª²°®-
»© £ §Á, · ±²¨¶» ª®²®°®£® ¤¢¨¦³²±¿ ± ²¥¯«®¢»¬¨ ±ª®°®±²¿¬¨.

�¨±. 8.1. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¯«®²®±²¨ § °¿¤  � ®² ° ±±²®¿¨¿ ¢¤®«¼  ¯° ¢«¥¨¿,
¯¥°¥±¥ª ¾¹¥£® °¿¤ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ  ²®¬»µ ®±² ²ª®¢

�§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½²¨µ ½«¥ª²°®®¢ ± ¨®»¬¨ ®±²®¢ ¬¨ ¨ ®¡¥±¯¥·¨-
¢ ¥² ¬¥² ««¨·¥±ª³¾ ±¢¿§¼. �«®²®±²¼ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¬®-
¦¥² ±®±² ¢«¿²¼ ®² ®¤®£® ½«¥ª²°®     ²®¬ (� 1028¬�3) ¨ ¢»¸¥
¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¢ «¥²®±²¨  ²®¬®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ª°¨±² ««.

�±²¥±²¢¥®, ·²® ±°¥¤¿¿ ¯«®²®±²¼ § °¿¤  ¤®«¦  ¡»²¼ ° ¢ 
³«¾ ¢ ±¨«³ ²°¥¡®¢ ¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¥©²° «¼®±²¨ ²¢¥°¤®£®
²¥« .

�  °¨±. 8.1 ±µ¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®ª §   «®ª «¼ ¿ ±³¬¬ ° ¿ ¯«®²-
®±²¼ § °¿¤ , ª®²®° ¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ¬¥¿¥² § ª ± ¯®«®¦¨²¥«¼®£®



184 �«.8. �«¥ª²°®» ¢ ¬¥² «« µ

  ®²°¨¶ ²¥«¼»©. �±«¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¯«®²®±²¼ § °¿¤  ¢¤®«¼  -
¯° ¢«¥¨¿, ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¥£® ¨®»¥ ®±²®¢», ®ª § «®±¼ ¡», ·²®
¯«®²®±²¼ § °¿¤  | ®¤®°®¤ ¿ ®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¢¥«¨·¨  ¢¤®«¼
¢±¥© ¯°¿¬®©.

� ¬®¤¥«¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ±·¨² ¥²±¿, ·²® ¢«¨¿¨¥¬ ¯¥-
°¨®¤¨·®±²¨ ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª®£® ¯®²¥¶¨ « , ±¢¿§ ®£® ±  «¨-

·¨¥¬ ²®¬»µ ®±²®¢®¢, ¬®¦® ¯°¥¥¡-
°¥·¼.� ½²®¬ ±«³· ¥ ±·¨² ¾², ·²® ½«¥ª-
²°®»¤¢¨¦³²±¿ ±®¢¥°¸¥® ±¢®¡®¤®
¯® ¢±¥¬³ ®¡º¥¬³ ª°¨±² «« ,  ² «ª¨-
¢ ¿±¼   ¯®²¥¶¨ «¼»© ¡ °¼¥° ³ ¯®-
¢¥°µ®±²¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  (°¨±. 8.2).

�¨±. 8.2. �¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  ¢
²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

�¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±³¬¬®© ¯®²¥¶¨ «¼®©
¨ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨©.�«¥ª²°® ¬®-
¦¥² ¢»©²¨ ¨§ ¬¥² ««  ¢ ¢ ª³³¬, ¥±-
«¨ ¯°¥®¤®«¥¥² ¯®¢¥°µ®±²»© ¯®²¥-
¶¨ «¼»© ¡ °¼¥°, ¢»±®²  ª®²®°®£®
 §»¢ ¥²±¿ ° ¡®²®© ¢»µ®¤  �. �¯®±®¡-
±²¢®¢ ²¼ ¯°¥®¤®«¥¨¾ ½²®£® ¡ °¼¥° 

¬®¦¥² ²¥¯«®¢®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ (²¥°¬®½«¥ª²°® ¿ ½¬¨±±¨¿) ¨«¨ ¯®-
£«®¹¥¨¥ ´®²®  ± ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®© ½¥°£¨¥© (¢¥¸¨© ´®²®-
½´´¥ª² ¨«¨ ´®²®½¬¨±±¨¿).

8.3. �¢®©±²¢  ¬¥² ««®¢ ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨
ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ �°³¤½

�¥°¢ ¿ ª« ±±¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ £ §  ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬¥-
² ««¥ ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥ �°³¤½ (1900£.). �®£« ±® ½²®© ¬®¤¥«¨, ½«¥ª-
²°®» ®¡« ¤ ¾² ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¬®«¥ª³« ª« ±±¨·¥±ª®£® ¨¤¥ «¼-
®£® ®¤® ²®¬®£® £ §  ¨ ±·¨² ¾²±¿ ²¢¥°¤»¬¨ ¥¨§¬¥¿¥¬»¬¨
· ±²¨¶ ¬¨, ¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨ ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �¤¨±²¢¥»¬
¢¨¤®¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±²®«ª®¢¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ± ¨® ¬¨
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨. �±®¢»¥ ¯®«®¦¥¨¿ ½²®© ²¥®°¨¨:

1) ¯°¨ ¯®«®© ¯«®²®±²¨ ½«¥ª²°®®¢ n¥ ¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬  ¬¥-
² ««  ª ¦¤»© ¥£®  ²®¬ ¤®«¦¥ ®²¤ ²¼ À½«¥ª²°®®¬³ £ §³Á ¥ ¬¥-
¥¥ ®¤®£® ½«¥ª²°® ;

2) ª ¦¤»© ½«¥ª²°® ®¡« ¤ ¥² ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨¥©, ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¥© ²°¥¬ ª« ±±¨·¥±ª¨¬ ±²¥¯¥¿¬ ±¢®¡®¤»:

Eª¨ =
3

2
kBT ; (8.4)

3) ±ª®°®±²¨ ½«¥ª²°®®¢ ¯®¤·¨¿¾²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ � ª±¢¥«-
« {�®«¼¶¬  .

8.3.1. � ª® �¬  ¨ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ¬¥² ««®¢. � ©¤¥¬ ¯«®²®±²¼
²®ª  j, ¢®§¨ª ¾¹¥£® ¢ ¬¥² ««¥ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£®
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¯®«¿  ¯°¿¦¥®±²¨ E. �§¢¥±²®, ·²® ¯«®²®±²¼ ²®ª  ° ¢  § -
°¿¤³, ¯¥°¥®±¨¬®¬³ §  ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨ ·¥°¥§ ¥¤¨¨¶³ ¯«®¹ ¤¨,
¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®© ª  ¯° ¢«¥¨¾ ²®ª :

j =
dQ

Sdt
= �ene�v; (8.5)

£¤¥ �v | ±°¥¤¿¿ ±ª®°®±²¼ ³¯®°¿¤®·¥®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢,
¢»§¢ ®£® ¯®«¥¬ E, ne | ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®-
±²¨, e | § °¿¤ ½«¥ª²°® .

� ®²±³²±²¢¨¥ ¯®«¿ ½«¥ª²°®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ±®¢¥°¸ ¾² µ ®²¨-
·¥±ª®¥ ²¥¯«®¢®¥ ¤¢¨¦¥¨¥, ¨±¯»²»¢ ¿, ¢ ±°¥¤¥¬, ·¥°¥§ ¯°®¬¥-
¦³²ª¨ ¢°¥¬¥¨ � ±²®«ª®¢¥¨¿ ± ¨® ¬¨ °¥¸¥²ª¨. �®¤ ±²®«ª®-
¢¥¨¿¬¨ ¯®¨¬ ¾²±¿ ¥ ¬¥µ ¨·¥±ª¨¥ ±®³¤ °¥¨¿,   °¥§ª¨¥ ¨§¬¥-
¥¨¿ ¨¬¯³«¼±  ½«¥ª²°®®¢ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ª³«®®¢±ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ± ½«¥ª²°®»¬¨ ®¡« ª ¬¨ ¨®»µ ®±² ²ª®¢. �±«¨ ±°¥¤¿¿
±ª®°®±²¼ ²¥¯«®¢®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ° ¢  v� ,
²® ®² ±²®«ª®¢¥¨¿ ª ±²®«ª®¢¥¨¾ ®¨ ¯°®µ®¤¿² ¯³²¼

� = vT �; (8.6)

¯°¨ ½²®¬ ¢¥«¨·¨  � ®±¨²  §¢ ¨¥ ¤«¨» ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£ .
�°¨  «¨·¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿   ½«¥ª²°®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨

¢ ²¥·¥¨¥ ¢°¥¬¥¨ � ¤¥©±²¢³¥² ±¨«  �eE, ±®®¡¹ ¾¹ ¿ ¨¬ ³±ª®°¥-
¨¥:

a = �eE
m0

; (8.7)

£¤¥ m0 | ¬ ±±  ½«¥ª²°® . �±«¨ E = const, ²® ¯®±²®¿® ¨ ³±ª®-
°¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢ a = const. � ª®¶³ ¢°¥¬¥¨ ¯°®¡¥£  � ¯¥°¥¤ ®·¥-
°¥¤»¬ ±²®«ª®¢¥¨¥¬ ½«¥ª²°®» ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ E ¯°¨®¡°¥² ¾² ¢
 ¯° ¢«¥¨¨,  ²¨¯ ° ««¥«¼®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬³ ¯®«¾, ¯°¨° ¹¥-
¨¥ ±ª®°®±²¨:

�v = a� = �eE
m0

�: (8.8)

�°¥¬¿ ¯°®¡¥£  ½«¥ª²°®  ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ±®³¤ -
°¥¨¿¬¨ ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ² ª:

� =
�

vT + �v
� �

vT
; (8.9)

¯®±ª®«¼ª³ vT � �v. �®¤±² ¢«¿¿ (8.9) ¢ (8.8), ¯®«³·¨¬:

�v = �eE
m0

�

vT
: (8.10)

�·¨² ¥²±¿, ·²® ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¯®±«¥ ±²®«ª®¢¥¨¿ ±®±² ¢«¿¾-
¹ ¿ ±ª®°®±²¥© ½«¥ª²°®®¢, ¯ ° ««¥«¼ ¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬³ ¯®«¾,
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¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ½«¥ª²°®®¢ ° ¢  ³«¾. �²® ¯°¨-
¢®¤¨² ª ¯®«®¬³  °³¸¥¨¾ ³¯®°¿¤®·¥®±²¨ ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®-
®¢, ¢»§¢ ®© ¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿. �®£¤  ±°¥¤¿¿
±ª®°®±²¼ ³¯®°¿¤®·¥®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢�v ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥
° ¢  ¯®«³±³¬¬¥  · «¼®© ¨ ª®¥·®© ±ª®°®±²¥©   ¯°®²¿¦¥¨¨
¢°¥¬¥¨ ¯°®¡¥£  � :

�v = �1

2

eE

m0

�

vT
: (8.11)

�®¤±² ¢«¿¿ °¥§³«¼² ² (8.11) ¢ (8.5), ¯®«³·¨¬:

j = �ene�v =
1

2

e2ne�

m0vT
E = �E; (8.12)

£¤¥ ³¤¥«¼ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ¬¥² «« 

� =
1

2

e2ne�

m0vT
: (8.13)

�²±¾¤ , ±®£« ±® ²¥®°¨¨ �°³¤½, ±«¥¤³¥², ·²® ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ ¯°®-
¢®¤¨ª , ®¡° ²®¥ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨, ®¡³±«®¢«¥® ±²®«ª®¢¥¨-
¿¬¨ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ± ¨® ¬¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨,
² ª ª ª ½²¨ ±²®«ª®¢¥¨¿ ®£° ¨·¨¢ ¾² ¤«¨³ ±¢®¡®¤®£® ¯°®-
¡¥£ . �®®²®¸¥¨¥ (8.12) ¯® ´®°¬¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ½¬¯¨°¨·¥±ª¨ ³±² -
®¢«¥»¬ § ª®®¬ �¬  ¨ ¢»° ¦ ¥² ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¼ ¯°®²¥ª -
¾¹¥£® ·¥°¥§ ¬¥² ««¨·¥±ª¨© ¯°®¢®¤¨ª ²®ª  ¢¥«¨·¨¥ ½«¥ª²°¨·¥-
±ª®£® ¯®«¿. �¤¥«¼ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ (8.13) ¬®¦¥² ¡»²¼ ² ª¦¥
¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥:

� = ene�; (8.14)

£¤¥ ¯®¤¢¨¦®±²¼ ®±¨²¥«¥© § °¿¤ 

� = �1

2

e�

m0vT
: (8.15)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, § ª® �¬  ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

j = ene�E: (8.16)

�° ¢¨¢ ¿ (8.16) ± (8.5), ¯®«³·¨¬:

�v = ��E; (8.17)

². ¥. ¯®¤¢¨¦®±²¼ ¨¬¥¥² ±¬»±« ¬ ²¥°¨ «¼®£® ª®½´´¨¶¨¥²  ¯°®-
¯®°¶¨® «¼®±²¨ ¬¥¦¤³ ¢¥«¨·¨®© ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¨ ±°¥¤¥©
±ª®°®±²¼¾  ¯° ¢«¥®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ®±¨²¥«¥© § °¿¤ .

�®£« ±® ²¥®°¨¨ �°³¤½, ¢¥«¨·¨  ±°¥¤¥© ±ª®°®±²¨ ²¥¯«®¢®£®
¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ vT ®ª §»¢ ¥²±¿ ¬®£® ¡®«¼¸¥
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±°¥¤¥© ±ª®°®±²¨ ²¥¯«®¢®£® ¤¢¨¦¥¨¿ v  ®¤® ²®¬®£® ¨¤¥ «¼®£®
£ §  ¯°¨ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ²¥¬¯¥° ²³°¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³-
· ¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ±°¥¤¥© ½¥°£¨¨ ²¥¯«®¢®£® ¤¢¨¦¥¨¿, ®¯°¥¤¥-
«¿¥¬®¥ ±®®²®¸¥¨¥¬ (8.4), ®¤¨ ª®¢® ¨ ¤«¿  ²®¬®¢ £ § , ¨ ¤«¿
½«¥ª²°®®¢:

" =
3

2
kBT =

m0v
2
T

2
=
mav

2
a

2
; (8.18)

£¤¥ ma | ¬ ±±  ¬®«¥ª³«» £ § . �²±¾¤  ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ±°¥¤-
¾¾ ª¢ ¤° ²¨·³¾ ±ª®°®±²¼ ²¥¯«®¢®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢:

vT = va

r
ma

m0

: (8.19)

�®±ª®«¼ª³ ma � m0, ²® vT � va. �±«¨ va � 103¬/c ¯°¨ ª®¬-
 ²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥, ²® vT � 105¬/c. �¥«¨·¨  ±°¥¤¥© ±ª®°®±²¨
 ¯° ¢«¥®£® ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ (¤°¥©´®¢®© ±ª®°®±²¨),
®¡³±«®¢«¨¢ ¾¹ ¿ ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ²®ª  ¢ ¯°®¢®¤¨ª¥, ¨¬¥¥² § ·¥-
¨¥ �v � vT . � ¦¥ ¯°¨ ®²®±¨²¥«¼® ¡®«¼¸¨µ ¯®«¿µ ®  ¨¬¥¥²
¢¥«¨·¨³ �v � 10�4¬/c. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ±ª®°®±²¼ ° ±¯°®±²° -
¥¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ²®ª  ¢ ¯°®¢®¤¨ª¥ vi ° ¢  ±ª®°®±²¨ ° ±-
¯°®±²° ¥¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¢ ¤ ®© ±°¥¤¥:

vi =
cp
"�
; (8.20)

£¤¥ c | ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥, " ¨ � | ®²®±¨²¥«¼»¥ ¤¨½«¥ª-
²°¨·¥±ª ¿ ¨ ¬ £¨² ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨ ±°¥¤» (¤«¿ ¡®«¼¸¨±²¢ 
¬¥² ««®¢ ½²¨ ¢¥«¨·¨» ¨¬¥¾² ¯®°¿¤®ª ¥¤¨¨¶»). �®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬
±¨« ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢±¥ ½«¥ª²°®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯° ª²¨·¥-
±ª¨ ®¤®¢°¥¬¥®  ·¨ ¾² ³· ±²¢®¢ ²¼ ¢ ³¯®°¿¤®·¥®¬ ¤¢¨¦¥-
¨¨ ¢¤®«¼ ¢±¥£® ¯°®¢®¤¨ª . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±ª®°®±²¼ ° ±¯°®-
±²° ¥¨¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ²®ª  ¥ ±¢¿§   ± ¢¥«¨·¨®© ¤°¥©´®¢®©
±ª®°®±²¨ ½«¥ª²°®®¢, ¢»§¢ ®© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬.

8.3.2. �¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬¥² ««®¢ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨.
�®£« ±® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬ ²¥®°¨¨ �°³¤½, ½«¥ª²°®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨,
³· ±²¢³¿ ¢ ²¥¯«®¢®¬ ¤¢¨¦¥¨¨, ®¡« ¤ ¾² ±°¥¤¥© ²¥¯«®¢®© ½¥°-
£¨¥© " = (3=2)kBT . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±³¬¬ ° ¿ ½¥°£¨¿ ²¥¯«®¢®£®
¤¢¨¦¥¨¿ · ±²¨¶ ®¤®£® ¬®«¿ ª°¨±² ««  (± ®¤¨¬ ¢ «¥²»¬ ½«¥ª-
²°®®¬) ¡³¤¥² ±®±² ¢«¿²¼ ¢¥«¨·¨³

"¬¥² = "°¥¸ + "½« = 3NAkBT +
3

2
NAkBT =

9

2
NAkBT; (8.21)

¯®±ª®«¼ª³ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± § ª®®¬ �¾«®£  ¨ �²¨ ¢ª« ¤ °¥¸¥-
²®·®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ±®±² ¢«¿¥² "°¥¸ = 3NAkBT . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
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¬®«¿° ¿ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬¥² ««¨·¥±ª®£® ª°¨±² ««  ¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬
¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ¤®«¦  ¨¬¥²¼ § ·¥¨¥:

C¬¥² =
d

dT

�
9

2
NAkBT

�
=

9

2
NAkB; (8.22)

². ¥. ¢ 1,5 ° §  ¯°¥¢»¸ ²¼ § ·¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª 
C¤¨½«, ¨¬¥¾¹¥£® ²®«¼ª® °¥¸¥²®·³¾ ±®±² ¢«¿¾¹³¾. �¤ ª® ¨§
®¯»²  ¨§¢¥±²®, ·²® ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬¥² ««®¢, ² ª¦¥, ª ª ¨ ²¥¯«®¥¬-
ª®±²¼ ¤¨½«¥ª²°¨ª , ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¡«¨§ª  ª § ·¥¨¾,
¯°¥¤±ª §»¢ ¥¬®¬³ § ª®®¬ �¾«®£  ¨ �²¨ (� 3NAkB). �²® ¯°®²¨-
¢®°¥·¨¥ ¬¥¦¤³ ®¯»²®¬ ¨ ²¥®°¨¥© ¥ ¬®£«® ¯®«³·¨²¼ ° §°¥¸¥¨¿
¢ ° ¬ª µ ª« ±±¨·¥±ª¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©.

8.3.3. �¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼ ¬¥² ««®¢. � ª® �¨¤¥¬  {�° ¶ .
� ¥¥ (¢ £«. 5) ° ±±¬ ²°¨¢ «¨±¼ ¯°®¶¥±±» ¯¥°¥®±  ²¥¯«  ¢ ¥-
¬¥² ««¨·¥±ª¨µ ²¢¥°¤»µ ²¥« µ, £¤¥ ¥¤¨±²¢¥»¬ ¬¥µ ¨§¬®¬ ²¥-
¯«®¯°®¢®¤®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥®± ½¥°£¨¨ ´®® ¬¨. � ¬¥² «« µ
ª ½²®¬³ ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ½«¥ª²°®»© ¬¥µ ¨§¬, ¯°¨·¥¬ ¥£® ¢ª« ¤
¯°¨ ®°¬ «¼»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ±² ®¢¨²±¿ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬. �¤-
 ª® ¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨ ° ±·¥² ½«¥ª²°®®£® ¢ª« ¤  ¢
²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼ ±®¢¥°¸¥®   «®£¨·¥ ° ¥¥ ±¤¥« ®¬³ ¤«¿
´®®®¢ (¯. 5.2.3), ¯®½²®¬³ ®ª®· ²¥«¼»© °¥§³«¼² ² ¤«¿ ª®½´´¨-
¶¨¥²  ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿
±®®²®¸¥¨¥ (5.86), £¤¥ ¢¥«¨·¨³ À°¥¸¥²®·®©Á ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ±«¥-
¤³¥² § ¬¥¨²¼   À½«¥ª²°®³¾Á ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ±ª®°®±²¼ §¢³ª  |
  ±°¥¤¾¾ ±ª®°®±²¼ ²¥¯«®¢®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¨,  ª®¥¶,
¤«¨³ ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ´®®®¢ |   ¤«¨³ ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£ 
½«¥ª²°®®¢:

{½« =
1

3
C½«vT� =

1

3
C½«v

2
T
�: (8.23)

�¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¿±¨²¼, ª ª®© ¨§ ¢ª« ¤®¢ ¢ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ | °¥-
¸¥²®·»© ¨«¨ ½«¥ª²°®»© | ¤®¬¨¨°³¥² ¢ ¬¥² «« µ. �§ ½ª±¯¥-
°¨¬¥²  ¨§¢¥±²®, ·²® ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ´®®®¢ �´® �
� 10�7 ±¬, � � 10�5 ±¬, ²®£¤  ¬®¦® ®¶¥¨²¼ ¢°¥¬¿ ¯°®¡¥£  ¬¥¦¤³
±²®«ª®¢¥¨¿¬¨ ¤«¿ ´®®-´®®»µ ¨ ½«¥ª²°®-´®®»µ ¯°®-
¶¥±±®¢ ° ±±¥¿¨¿:

�´-´ =
�´®
v§¢

�= 10�7 ±¬

105 ±¬=c
�= 10�12 ±;

�½-´ =
�

vT
�= 10�5 ±¬

108 ±¬=c
�= 10�13 ±:

(8.24)

�¥®¡µ®¤¨¬® ² ª¦¥ § ²¼ ¢¥«¨·¨» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²¥¯«®¥¬-
ª®±²¥©. �±«¨ ¤«¿ ®¶¥ª¨ °¥¸¥²®·®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¯°¨ ª®¬ ²®©
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²¥¬¯¥° ²³°¥ ¬®¦® ®¡®±®¢ ® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ § ·¥¨¥C°¥¸ = 3R
(§ ª® �¾«®£  ¨ �²¨), ²® ¤«¿ ½«¥ª²°®®£® ¢ª« ¤  ¢ ²¥¯«®¥¬-
ª®±²¼ ª« ±±¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿ ¤ ¥² ¥®¡®±®¢ ® § ¢»¸¥®¥ § -
·¥¨¥ (¯. 8.3.1). �¥ «¼® ¯°¨ ª®¬ ²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²®
C½« � 0;1R. �®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ ±®®²®¸¥¨¿ (5.86), (8.23) ¨ ®¶¥ª¨
(8.24), ¤«¿ ®²®¸¥¨¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ °¥¸¥²®·®© ¨ ½«¥ª²°®®©
²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¥© ¯®«³·¨¬:

{½«

{´
=

C½«v
2
T
�½-´

C°¥¸v2§¢�´-´
�= 10�1 �R(108)2 � 10�13

3R(105)2 � 10�12
�= 3 � 103: (8.25)

�§ (8.25) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ª®¬ ²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¢ ·¨±²»µ ¬¥-
² «« µ ¯°¥®¡« ¤ ¥² ½«¥ª²°®»© ¬¥µ ¨§¬ ¢ ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨. �
¥³¯®°¿¤®·¥»µ ¬¥² ««¨·¥±ª¨µ ±¯« ¢ µ ¢ª« ¤» ¢ ²¥¯«®¯°®¢®¤-
®±²¼ ¬®£³² ®ª § ²¼±¿ ®¤®£® ¯®°¿¤ª . � ¯°¨¬¥°, ¥°¦ ¢¥¾¹ ¿
±² «¼ ®¡« ¤ ¥² ¢¥±¼¬  ¨§ª®© ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼¾ ¯® ±° ¢¥¨¾ ±
·¨±²»¬ ¦¥«¥§®¬.

�»·¨±«¨¬ ®²®¸¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ ¬¥² «-
«  ª ¥£® ³¤¥«¼®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨.�±®,·²® ¢±«¥¤±²¢¨¥ ®¶¥ª¨
(8.25) ³¦® ¢§¿²¼ ²®«¼ª® ª®½´´¨¶¨¥² ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¯°®¢®¤-
®±²¨. �±¯®«¼§³¿ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ±°¥¤¥© ±ª®°®±²¨ ²¥¯«®¢®£® ¤¢¨-
¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢, ¯®«³·¥®¥ ¨§ (8.18):

vT =

r
3kBT

m0

; (8.26)

  ² ª¦¥ § ·¥¨¥ ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨   ¥¤¨¨¶³ ®¡º¥¬ ,
ª®²®°®¥ «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ¨§ (8.21), ¤«¿ ®²®¸¥¨¿ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥-
¯«®¯°®¢®¤®±²¨¬¥² ««  ª ¥£® ³¤¥«¼®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨¨¬¥¥¬:

{½«

�
=

(1=3)C½«v
2
T
�

(1=2)nee2�=m0

=
(1=3) � (3=2)nekB � (3kBT=m0)

(1=2)nee2=m0

; (8.27)

«¨¡®, ¢¢®¤¿ ®¡®§ ·¥¨¥ | ·¨±«® �®°¥¶  ¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¨:

Lª« =
{½«

�T
= 3

�
kB
e

�2
� 2 � 10�8 �² � �¬=�2; (8.28)

®ª®· ²¥«¼® ¯®«³·¨¬ § ª® �¨¤¥¬  {�° ¶ :

{½«

�
= Lª«T; (8.29)

ª®²®°»© ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¯°¨ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ
®²®¸¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²  ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ ¬¥² ««  ª ¥£® ³¤¥«¼-
®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨ ¯°¿¬® ¯°®¯®°¶¨® «¼® ²¥¬¯¥° ²³°¥,  
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ª®½´´¨¶¨¥² ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨ (·¨±«® �®°¥¶ ) ¿¢«¿¥²±¿ ³¨-
¢¥°± «¼®© ¯®±²®¿®© (¥ § ¢¨±¨² ®² µ¨¬¨·¥±ª®£® ±®±² ¢  ¬¥-
² «« ). �° ¢¨¢ ¿ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ·¨±«  �®°¥¶ , ¯®«³·¥®£®
¢ ª« ±±¨·¥±ª®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨, ± ¥£® § ·¥¨¥¬, ¢»·¨±«¥»¬  
®±®¢¥ ¡®«¥¥ ²®·®£® ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ (8.2),
²¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¬®¦® ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ³¤¨¢¨²¥«¼® ¡«¨§ª®¬ ±®¢¯ ¤¥¨¨
½²¨µ ¢¥«¨·¨,   ² ª¦¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ²¥®°¥²¨·¥±ª®£® ¨ ½ª±¯¥°¨-
¬¥² «¼®£® § ·¥¨© L ¤«¿ ¬®£¨µ ·¨±²»µ ¬¥² ««®¢. � ª®¥ ±®-
¢¯ ¤¥¨¥ | ®¤¨ ¨§ ³±¯¥µ®¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¨, ¢ ¨§¢¥±²®©
¬¥°¥, ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢® ¢ ¯®«¼§³ ¬®¤¥«¨ ½«¥ª²°®®£® £ §  (² ¡«. 8.1).

�  ¡ «¨ ¶   8.1. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿ ·¨±«  �®°¥¶ 

�¥² «« L, 10�8 �² ��¬ ��
�2 �¥² «« L, 10�8 �² ��¬ ��

�2

0
�C 100

�C 0
�C 100

�C

Ag 2,31 2,37 Pb 2,47 2,56

Au 2,35 2,40 Pt 2,51 2,60

Cd 2,42 2,43 Sn 2,52 2,49

Cu 2,23 2,33 W 3,04 3,20

Ir 2,49 2,49 Zn 2,31 2,33

Mo 2,61 2,79 Al 2,2 2,3

�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ±³¹¥±²¢³¥² °¿¤ ±¥°¼¥§»µ § ²°³¤¥¨© ª« ±±¨-
·¥±ª®© ²¥®°¨¨, ¢ · ±²®±²¨:

1) ¥°¥ «¼® ¢»±®ª®¥ § ·¥¨¥ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ½«¥ª²°®®£® £ -
§ , ¥ § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ²¥¬¯¥° ²³°» (  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ±³¹¥±²¢³¥² ¯°®-
¯®°¶¨® «¼®±²¼ ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨  ¡±®«¾²®© ²¥¬¯¥° -
²³°¥);

2) ±²®«ª®¢¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ¨® ¬¨ ±®£« ±-
® ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¤®«¦» ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ±°¥¤¥© ¤«¨¥ ±¢®-
¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ¯®°¿¤ª  ¯®±²®¿®© °¥¸¥²ª¨ (1{10�A), ®¤ ª® ¨§
¢¥«¨·¨» ½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® � � 10�6 ±¬,
  ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ � � 10�2 ±¬, ·²® ¢ 100{106 ° § ¯°¥¢»-
¸ ¥² § ·¥¨¥, ¯°¥¤±ª § ®¥ ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¥©.

8.4. �´´¥ª²» �®««  ¨ ¬ £¥²®±®¯°®²¨¢«¥¨¿ ¢ ¬¥² «« µ

�´´¥ª², ®²ª°»²»© �.�.�®««®¬ (1879£.), ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢
¯°®¢®¤¨ª¥, ·¥°¥§ ª®²®°»© ¯°®²¥ª ¥² ¯®±²®¿»© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨©
²®ª ± ¯«®²®±²¼¾ j ¨ ¢ ª®²®°®¬ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® j  ¯° ¢«¥ ¢¥ª-
²®° ¨¤³ª¶¨¨ ¯®±²®¿®£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿ B, ¢®§¨ª ¥² ½«¥ª-
²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ EH, ®°¨¥²¨°®¢ ®¥ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ¨ j, ¨ B
(°¨±. 8.3).
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�  ª ¦¤»© ½«¥ª²°®, ¤¢¨¦³¹¨©±¿ ± ¤°¥©´®¢®© ±ª®°®±²¼¾, ¤¥©-
±²¢³¾² ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¨ ¬ £¨²®¥ ¯®«¿ (±¨«  �®°¥¶ ):

F = �e�E+ [�v;B]
�
: (8.30)

�®±² ¢¨¬ ³° ¢¥¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢:
dp

dt
= �e�E+ [�v;B]

�� 1

�
p; (8.31)

£¤¥ ¢²®°®© ·«¥ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ¢¢¥¤¥, ·²®¡» ³·¥±²¼ ½«¥ª²°¨·¥-
±ª®¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥, p = m0�v | ¨¬¯³«¼± ½«¥ª²°® , � | ¢°¥¬¿

�¨±. 8.3. � ®¡º¿±¥¨¾ ½´´¥ª²  �®««  ¢ ¬¥² «« µ:   | £¥®¬¥²°¨¿ ®¯»² ; ¡ |
¯®«¥ �®««  ¢ ±² ¶¨® °®¬ °¥¦¨¬¥ (¯°¨ ³±² ®¢¨¢¸¥©±¿ ¤°¥©´®¢®© ±ª®°®±²¨
½«¥ª²°®®¢ �v). �¤³ª¶¨¿ ¬ £¨²®£® ¯®«¿  ¯° ¢«¥  ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ¯«®±-
ª®±²¨ ·¥°²¥¦  ª  ¡«¾¤ ²¥«¾

¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ±®³¤ °¥¨¿¬¨ (¢°¥¬¿ ±¢®¡®¤®£® ¯°®-
¡¥£ ) (8.9). �«¿ £¥®¬¥²°¨¨ ®¯»² , ¨§®¡° ¦¥®©   °¨±. 8.3, ¯°¥¤-
±² ¢¨¬ (8.31) ¢ § ¯¨±¨ ¯® ª®¬¯®¥² ¬:

dpx
dt

= �eEx � !cpy � 1

�
px;

dpy
dt

= �eEy + !cpx � 1

�
py;

dpz
dt

= �eEz � 1

�
pz ;

(8.32)

£¤¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ¶¨ª«®²°®®© · ±²®²» ®¡° -
¹¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯® ±¯¨° «¼»¬ ®°¡¨² ¬ ¢ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥:

!c =
eBz

m0

: (8.33)
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� ±² ¶¨® °®¬ ±®±²®¿¨¨ ²®ª (¨ ¤°¥©´®¢ ¿ ±ª®°®±²¼) ®² ¢°¥¬¥¨
¥ § ¢¨±¨², ¯®½²®¬³ (8.32) ¨¬¥¥² ¢¨¤

�eEx � !cpy � 1

�
px = 0;

�eEy + !cpx � 1

�
py = 0;

eEz +
1

�
pz = 0:

(8.34)

� ¯¨¸¥¬ § ª® �¬  ¯® ª®¬¯®¥² ¬:

jx =
nee

2�

m0

Ex = �0Ex;

jy =
nee

2�

m0

Ey = �0Ey;

jz =
nee

2�

m0

Ez = �0Ez ;

(8.35)

£¤¥ �0 = nee
2�=m0 | ±² ²¨·¥±ª ¿ ³¤¥«¼ ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼.

�¬®¦¨¢ ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢ (8.34)   ene�=m0 ¨ ³·¨²»¢ ¿ (8.35)
¨ (8.12), ¯®«³·¨¬:

�0Ex = !c�jy + jx;

�0Ey = �!c�jx + jy;

�0Ez = jz:

(8.36)

�·²¥¬ £¥®¬¥²°¨¾ ®¯»²  (°¨±. 8.3): Ez � 0, ¨ ¥² ²®ª  ¢¤®«¼  -
¯° ¢«¥¨¿ y, jy � 0, ¢ °¥§³«¼² ²¥ (8.36) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

�0Ex = jx;

�0Ey = �!c�jx;
jz = 0:

(8.37)

�®«¥ Ey ±³¹¥±²¢³¥² ¡« £®¤ °¿ ¤¥©±²¢¨¾ ±¨«» �®°¥¶  ¨ ¯®«³·¨«®
 §¢ ¨¥ ¯®«¿ �®«« :

EH

y = �!c�
�0

jx = � jx
ene

Bz = RHjxBz ; (8.38)

£¤¥ ¢¢¥¤¥  ¯®±²®¿ ¿ �®«« 

RH = � 1

enc
; (8.39)

§ ¢¨±¿¹ ¿ ®² ª®¶¥²° ¶¨¨ § °¿¦¥»µ · ±²¨¶. �²°¨¶ ²¥«¼®¥
§ ·¥¨¥ RH ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½«¥ª²°® ¬ (² ¡«. 8.2). �®®¡¹¥, § ª
ª®±² ²» �®««  § ¢¨±¨² ®² ²¨¯  ®±¨²¥«¥© § °¿¤®¢ ¨,  ¯°¨¬¥°,
¢ ¤»°®·®¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ (£«. 10) RH > 0. � ¦»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬
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´®°¬³«» (8.39) ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®£® ®¯°¥-
¤¥«¥¨¿ ª®¶¥²° ¶¨¨ § °¿¦¥»µ · ±²¨¶ ± ¯®¬®¹¼¾ ½´´¥ª² 
�®««  ¨ ¢ ¬¥² «« µ, ¨ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ.

�  ¡ «¨¶   8.2. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ ¨ ¢»·¨±«¥»¥ § ·¥¨¿
ª®±² ²» �®«« 

�¥² «« RH, 10�10 ¬3 ��«
�1

�¥² «« RH, 10�10 ¬3 ��«
�1

�ª±¯¥°¨¬¥² � ±·¥²� �ª±¯¥°¨¬¥² � ±·¥²�

Li �1;70 �1;33 Cu �0;54 �0;74

Na �2;34 �2;3 Ag �0;90 �1;07

K �4;45 �4;45 Au �0;72 �1;06

Rb �5;04 �5;4

�� ±·¥² ¯® ´®°¬³«¥ (8.39) ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ° ¢®
·¨±«³  ²®¬®¢.

�´´¥ª² �®««  ¯°¨ ¤«¥¦¨² ª ·¨±«³ £ «¼¢ ®¬ £¨²»µ ¿¢«¥-
¨©. �°³£¨¬ ¢ ¦»¬ ¨µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ½´´¥ª² ¬ £¥-
²®±®¯°®²¨¢«¥¨¿, ¯°¨ ª®²®°®¬ ³¤¥«¼®¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ ¯°®¢®¤-
¨ª  ¨§¬¥¿¥²±¿ ¢ ¯®¯¥°¥·®¬ ¯®±²®¿®¬ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥:

��

�
= �?B

2
z ; (8.40)

£¤¥ �? | ª®½´´¨¶¨¥² ¯®¯¥°¥·®£® ¬ £¥²®±®¯°®²¨¢«¥¨¿, § ¢¨-
±¿¹¨© ®² ¢¥¹¥±²¢ . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°®¯®°¶¨® «¼® ª¢ ¤° ²³ ¨-
¤³ª¶¨¨ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¬¥¿¥²±¿ ¨ ²®ª j. �¤ ª® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥
¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ª ·¥±²¢¥»¬ ¨§¬¥¥¨¥¬ ±¢®©±²¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨
²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¤¥©±²¢¨¿ ¯®±²®¿®£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿,
° ±·¥² ¢«¨¿¨¿ ª®²®°®£® ¤®±² ²®·® ±«®¦¥. �¥°¢® · «¼® ¨§®-
²°®¯®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ¯°¨®¡°¥² ¥²  ¨§®²°®¯¨¾ ±¢®©±²¢, ² ª ·²®, ¢
®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ¯®±²®¿®£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿, ³¤¥«¼®¥
±®¯°®²¨¢«¥¨¥ | ±ª «¿° | ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢  ²¨±¨¬¬¥²°¨·»©
²¥§®° ¢²®°®£® ° £ ,   ª®½´´¨¶¨¥² �? ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ±¬»±« ®¤®©
¨§ ª®¬¯®¥² ²¥§®°  ·¥²¢¥°²®£® ° £ , ®²¢¥²±²¢¥®£® §  ½´´¥ª²
¬ £¥²®±®¯°®²¨¢«¥¨¿.

8.5. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ³°®¢¨ ±¢®¡®¤»µ
½«¥ª²°®®¢ ¢ ®¤®¬¥°®¬ ±«³· ¥

�®¤¥«¼±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®®£® £ §  ¯®«³·¨«  ¤ «¼¥©¸¥¥ ° §-
¢¨²¨¥   ®±®¢¥ ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¨. � ±±¬®²°¨¬ ¯®¢¥¤¥¨¥ £ § 
±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢,  µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ £¨¯®²¥²¨·¥±ª®¬ ®¤®¬¥°-
®¬ Àª°¨±² ««¥Á, ³·¨²»¢ ¿ ¯°¨¶¨¯» ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¨. �¢¨-
¦¥¨¥ ½«¥ª²°®  ¬ ±±» m0 ®£° ¨·¥® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°¿¬®© ¤«¨-
» L, ¢  · «¥ ¨ ª®¶¥ ª®²®°®©  µ®¤¿²±¿ ¯®²¥¶¨ «¼»¥ ¡ °¼¥°»
¡¥±ª®¥·®© ¢»±®²». �®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ³°®¢¨
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½«¥ª²°®  ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨§ °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ �°¥¤¨-
£¥° 

Ĥ = " : (8.41)

�³±²¼ ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  ° ¢  ³«¾ (¨«¨ ¥ª®-
²®°®¬³ ¯®±²®¿®¬³ § ·¥¨¾, ®² ª®²®°®£® ¬®¦®  · ²¼ ®²±·¥²),
²®£¤  ®¯¥° ²®° ½¥°£¨¨ (£ ¬¨«¼²®¨ ) ±®¤¥°¦¨² ²®«¼ª® ·«¥, ±¢¿-
§ »© ± ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨¥©:

Ĥ =
p̂2

2m0

; (8.42)

£¤¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»© ®¯¥° ²®° ¨¬¯³«¼±  ¢ ®¤®¬¥°®¬ ±«³· ¥
¨¬¥¥² ¢¨¤

p̂ = �i~ d
dx
: (8.43)

�®¤±² ¢«¿¿ (8.43) ¢ (8.42) ¨ § ²¥¬ | ¢ (8.41), ¯®«³·¨¬:

Ĥ n = � ~2

2m0

d2 n(x)

dx2
= "n n; (8.44)

£¤¥ "n,  n | ½¥°£¨¿ ¨ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°®  ¢ ±®±²®¿¨¨ n.
�° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¨¬¥¾² ¢¨¤:

 n(0) = 0;  n(L) = 0; (8.45)

¯®±ª®«¼ª³   £° ¨¶ µ ¯°¿¬®©  µ®¤¿²±¿ ¯®²¥¶¨ «¼»¥ ¡ °¼¥-
°» ¡¥±ª®¥·®© ¢»±®²» (°¨±. 8.4). �®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿  n ¡³¤¥²

�¨±. 8.4. �¥°¢»µ ²°¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ³°®¢¿ (¸²°¨µ®¢»¥ «¨¨¨) ¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨¥ ¢®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ (±¯«®¸»¥ «¨¨¨) ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® , ¤¢¨¦¥-
¨¥ ª®²®°®£® ®£° ¨·¥® «¨¨¥© ¤«¨®© L. �¥°£¨¿ ®²«®¦¥  ¢ ¥¤¨¨¶ µ

"n =
~
2

2m0

��
L

�
2

³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ³° ¢¥¨¾ �°¥¤¨£¥°  (8.44) ¨ £° ¨·»¬ ³±«®-
¢¨¿¬ (8.45), ¥±«¨ ®  ¨¬¥¥² ¢¨¤ £ °¬®¨·¥±ª®© (±¨³±®¨¤ «¼®©)
´³ª¶¨¨
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 n(x) � sin (kx)jx=L = sin

�
2�

�
x

�����
x=L

= sin

�
2�

�
L

�
= 0)

) 2�

�
L = �n; ¨«¨ L =

1

2
n�n; (8.46)

². ¥. ¢¤®«¼ ° ±±²®¿¨¿ ° ±¯°®±²° ¥¨¿ ¢®«» ¢ ª°¨±² ««¥ ¤®«¦®
³ª« ¤»¢ ²¼±¿ ¶¥«®¥ ·¨±«® ¯®«³¢®«. �ª®· ²¥«¼® ¢¨¤ ¢®«®¢®©
´³ª¶¨¨ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ² ª:

 n(x) = A sin
��n
L
x
�
; (8.47)

£¤¥ A| ¯®±²®¿ ¿  ¬¯«¨²³¤ . �®¤±² ¢«¿¿ (8.47) ¢ (8.44), ¬®¦®
¯®«³·¨²¼ ³±«®¢¨¿, ¯°¨ ª®²®°»µ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿  n ¡³¤¥² ³¤®-
¢«¥²¢®°¿²¼ ³° ¢¥¨¾ �°¥¤¨£¥° :

d2 n(x)

dx2
= �A

��n
L

�2
sin
��n
L
x
�
; (8.48)

±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

"n =
~
2

2m0

��n
L

�2
: (8.49)

�®®²®¸¥¨¥ (8.49) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±¯¥ª²° ±®¡±²¢¥»µ § -
·¥¨© ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ®¤®¬¥°®¬ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥. �·¥¢¨¤®,
·²® ½¥°£¨¿ ¥±²¼ ª¢ ¤° ²¨· ¿
´³ª¶¨¿ ª¢ ²®¢®£® ·¨±«  n
(°¨±. 8.5).

�¨±. 8.5. � ¢¨±¨¬®±²¼ ½¥°£¨¨ ½«¥ª-
²°®  ®² ª¢ ²®¢®£® ·¨±«  n ¤«¿
®¤®¬¥°®© ¬®¤¥«¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª-
²°®®¢. �¥°£¨¿ ®²«®¦¥  ¢ ¥¤¨¨¶ µ

"n =
~
2

2m0

��
L

�
2

�¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¿±¨²¼, ª ª
° ±¯°¥¤¥«¥» N ½«¥ª²°®®¢ ¯®
³°®¢¿¬ ½¥°£¨¨ ¤ ®£® ®¤-
®¬¥°®£® ª°¨±² «« . �§ ¯°¨-
¶¨¯  � ³«¨ ±«¥¤³¥², ·²® ¨ª -
ª¨¥ ¤¢  ½«¥ª²°®  ¥ ¬®£³²
¨¬¥²¼ ®¤¨ ª®¢»¥ ª¢ ²®-
¢»¥ ·¨±« . � ®¤®¬¥°®¬ ²¢¥°-
¤®¬ ²¥«¥ ±¢®¡®¤»© ½«¥ª²°®
(½«¥ª²°®¯°®¢®¤¨¬®±²¨)¨¬¥¥²
ª¢ ²®¢»¥ ·¨±«  n ¨ms=�1=2
(n | ¶¥«®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥
·¨±«®).

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ nF ª¢ -
²®¢®¥ ·¨±«®  ¨¢»±¸¥£® § ¿-
²®£® ½¥°£¥²¨·¥±ª®£® ³°®¢¿.
�³¤¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® § ¯®«-
¿²¼ ½«¥ª²°® ¬¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ³°®¢¨,  ·¨ ¿ ± ¨§¸¥£®, ª®-
²®°®¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² n = 1, ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¥ ° §¬¥±²¿²±¿ ¢±¥ N
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½«¥ª²°®®¢. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¤«¿ ³¤®¡±²¢ , ·²® N | ·¥²®¥ ·¨±«®.
�®£¤  ¢»¯®«¿¥²±¿: N = 2nF. �¢¥¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ½¥°£¨¨ ½«¥ª-
²°®®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¢»±¸¥¬³ § ¯®«¥®¬³ ³°®¢¾ | ½¥°-
£¨¨ �¥°¬¨, ª®²®° ¿ ¤«¿ ®¤®¬¥°®© ¬®¤¥«¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®-
®¢, ± ³·¥²®¬ (8.49), ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ § ·¥¨¥

"F =
~
2

2m0

��nF
L

�2
=

~
2

2m0

�
�N

2L

�2
: (8.50)

8.6. � ª® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª 

�«¿ ®¯¨± ¨¿ ±¢®©±²¢ ¨¤¥ «¼®£® £ §  ¢¯®«¥ ª®°°¥ª²® ¬®¦®
¯°¨¬¥¿²¼ § ª® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ª±¢¥«« {�®«¼¶¬  . �®¶¥-
²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬¥² ««¥ ¢ 104 ° § ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ª®¶¥²° ¶¨¿
 ²®¬®¢ ¢ £ §¥ ¯°¨ ®°¬ «¼»µ ³±«®¢¨¿µ. � ¯®«¥¨¥ ¢ ª ²»µ
½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°¨ ¤¥©±²¢¨¨ ¯°¨¶¨¯  � ³-
«¨. �®½²®¬³ ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬¥² ««¥ ª« ±±¨·¥±ª ¿ ±² ²¨±²¨ª  ¥
¿¢«¿¥²±¿ ¯° ¢¨«¼»¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬. � ¯°¨¬¥¥¨¨ ª ½«¥ª²°® ¬
ª¢ ²®¢ ¿ ±² ²¨±²¨ª  ²°¥¡³¥² ¢ª«¾·¥¨¿ ² ª¨µ ¯®«®¦¥¨©, ª ª:

1) ¥° §«¨·¨¬®±²¼ ½«¥ª²°®®¢;
2) ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ª¢ ²®¢®£® ±®±²®¿¨¿ ½«¥ª²°® .
�®±ª®«¼ª³ ¢ ¤ ®¬ ±®±²®¿¨¨ ¬®¦¥²  µ®¤¨²¼±¿ ²®«¼ª® ®¤¨

½«¥ª²°®, ²® ¯°¨ ¡®«¼¸®¬ ·¨±«¥ ½«¥ª²°®®¢ ®ª ¦³²±¿ § ¿²»¬¨
±®±²®¿¨¿ ± ¡®«¼¸¨¬¨ ª¢ ²®¢»¬¨ ·¨±« ¬¨. � ½²®¬ ±®±²®¨² ±³-
¹¥±²¢¥®¥ ®²«¨·¨¥ ±² ²¨±²¨ª¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ (±² ²¨-
±²¨ª¨ �¥°¬¨{�¨° ª ) ®² ª« ±±¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨, ¤«¿ ª®²®°®©
«¾¡®¥ ·¨±«® · ±²¨¶ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ®¤¨ ª®¢»¥ ½¥°£¨¾ ¨ ¨¬¯³«¼±.

� ª ¨§¬¥¨²±¿ ±®±²®¿¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ¯°¨ ¯®¢»¸¥¨¨ ²¥¬¯¥-
° ²³°»? �±«¥¤±²¢¨¥ ³¢¥«¨·¥¨¿ ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®-
®£® £ §  ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°®¶¥±± ¯¥°¥µ®¤  ½«¥ª²°®®¢   ½¥°£¥²¨-
·¥±ª¨¥ ³°®¢¨, ª®²®°»¥ ¡»«¨ ¢ ª ²»¬¨ ¯°¨  ¡±®«¾²®¬ ³«¥.
� ¯°®²¨¢, ®±¢®¡®¦¤ ¥²±¿ · ±²¼ ³°®¢¥©, § ¿²»µ ¯°¨  ¡±®«¾²®¬
³«¥. �±² ®¢«¥¨¥ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®£® ° ¢®¢¥±¨¿ ¢ ² ª®© ±¨-
±²¥¬¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´³ª¶¨¥© (° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬) �¥°¬¨{�¨° ª 
f("), ª®²®° ¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ±®±²®¿¨¥
± ½¥°£¨¥© " § ¿²®, ª®£¤  ±¨±²¥¬  · ±²¨¶  µ®¤¨²±¿ ¢ ²¥¯«®¢®¬
° ¢®¢¥±¨¨ ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥ T . �«¿ ¢»¢®¤  f(") ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®-
±²³¾ ±¨±²¥¬³, ¢ ª®²®°®© n1 ½«¥ª²°®®¢ ¨¬¥¾² ½¥°£¨¾E1, n2 ½«¥ª-
²°®®¢ | ½¥°£¨¾ E2. �³±²¼ ·¨±«® ° §°¥¸¥»µ ¢ ª ²»µ ±®-
±²®¿¨©, ª®²®°»¥ ¬®£³² § ¨¬ ²¼ ½«¥ª²°®» ± ½¥°£¨¥© E1, ° ¢®
P1, ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ ± ½¥°£¨¥© E2 ®® ° ¢® P2. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥
½«¥ª²°®®¢ ¯® ±®±²®¿¨¿¬ (¯°¨ ¤ ®¬ § ·¥¨¨ ½¥°£¨¨) ¡³¤¥²
±¤¥« ® ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ § ´¨ª±¨°®¢  ±¯®±®¡ ° ±-
¯®«®¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¤ ®¬ ±®±²®¿¨¨, ª®²®°»© ³¤®¡® ¯°¥¤-
±² ¢¨²¼ ª ª ° ±¯®«®¦¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ¯® ¿·¥©ª ¬ ± ®¯°¥¤¥«¥»¬
®¬¥°®¬ k. �  ¸¥¬ ±«³· ¥ k = P1 ¨«¨ P2. �®±ª®«¼ª³ ½«¥ª²°®»
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¥° §«¨·¨¬», ·¨±«® ±¯®±®¡®¢ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ n1 ½«¥ª²°®®¢ ¯® P1
¯®§¨¶¨¿¬ ° ¢® ·¨±«³ ±®·¥² ¨© ¨§ P1 ¯® n1:

!1 = Cn1
P1

=
P1!

n1!(P1 � n1)! : (8.51)

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ·¨±«® ±®·¥² ¨© ¯°¨¬¥¿¾², ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ ª®-
«¨·¥±²¢® ° §»µ ±¯®±®¡®¢ ¢»¡®°  m ½«¥¬¥²®¢ ¨§ ¬®¦¥±²¢  n,
ª®£¤  ¡¥§° §«¨·®, ¢ ª ª®¬ ¯®°¿¤ª¥ ½²¨ ½«¥¬¥²» ¢»¡¨° ¾²±¿.

�«¿ ¤°³£®© ½«¥ª²°®®© ¯®¤±¨±²¥¬» ± ·¨±«®¬ ½«¥ª²°®®¢ n2 ¨
½¥°£¨¥© E2, ±®¢¥°¸¥®   «®£¨·® (8.51), § ¯¨¸¥¬

!2 = Cn2
P2

=
P2!

n2!(P2 � n2)! : (8.52)

�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±¨±²¥¬³, ¢ª«¾· ¾¹³¾ ¢ ±¥¡¿ ³ª § »¥
¢»¸¥ ¤¢¥ ¯®¤±¨±²¥¬» ½«¥ª²°®®¢, ²® ®¡¹¥¥ ·¨±«® ±®±²®¿¨©, ¢
±¨«³ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢»¡®°  ¢ ª ¦¤®© ¨§ ¨µ, ±¢®¤¨²±¿ ª ¯°®¨§¢¥-
¤¥¨¾ ¢¥«¨·¨ !1 ¨ !2:

! = !1!2 =
P1!P2!

n1!n2!(P1 � n1)!(P2 � n2)! : (8.53)

�¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨ ¨§ ½²¨µ ¤¢³µ ¯®¤±¨±²¥¬ ¬®¦® ±®±² -
¢¨²¼ ²°¥²¼¾, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ° ±±¬®²°¥»¥ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥
±¨±²¥¬» ¬®£³² À¯¥°¥ª°»¢ ²¼±¿Á. � °¥§³«¼² ²¥ ½«¥ª²°® ¨§ ®¤®©
¯®¤±¨±²¥¬» ¬®¦¥² § ¿²¼ ¢ ª ²®¥ ±®±²®¿¨¥ ¢ ¤°³£®© ¯®¤±¨-
±²¥¬¥. �®±ª®«¼ª³ ° ¥¥ ¨ª ª¨µ ®£° ¨·¥¨©   ¯®¤±¨±²¥¬» ¥
 ª« ¤»¢ «®±¼, ¤«¿ ½«¥ª²°®®© ±¨±²¥¬», ±®±²®¿¹¥© ¨§ ¯°®¨§-
¢®«¼®£® ·¨±«  ¯®¤±¨±²¥¬, ´®°¬³«  ¤«¿ ¯®¤±·¥²  ·¨±«  ±®±²®¿¨©
¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥:

! = !1!2!3 : : : =
Y
k

Pk !

nk!(Pk � nk)!
: (8.54)

�¥«¨·¨  !  §»¢ ¥²±¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¢¥°®¿²®±²¼¾. �
®²«¨·¨¥ ®² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¢¥°®¿²®±²¨, ª®²®° ¿ ¬¥¼¸¥ ¨«¨ ° ¢-
  ¥¤¨¨¶¥, ®¡° ² ¿ ¥© ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ¬®¦¥²
¢»° ¦ ²¼±¿ ¡®«¼¸¨¬¨ ·¨±« ¬¨. �¥¦¤³ ½²°®¯¨¥© S ±¨±²¥¬»
¨§ ¬®£¨µ · ±²¨¶ ¨ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ ±³¹¥±²¢³¥²
¢ ¦ ¿ ¢§ ¨¬®±¢¿§¼, ³±² ®¢«¥ ¿ �.�®«¼¶¬ ®¬:

S = kB ln !: (8.55)

�³±²¼ ¯®«®¥ ·¨±«® · ±²¨¶ N ¢ ±¨±²¥¬¥ ¯®±²®¿® ¨ ° ¢®

N =
X
k

nk : (8.56)
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�·¨² ¥¬ ² ª¦¥, ·²® ¯®« ¿ ½¥°£¨¿ ±¨±²¥¬» ½«¥ª²°®®¢ ¯®±²®-
¿ :

E =
X
k

nkEk: (8.57)

�§¿¢ ¯®«»¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «» ®² (8.56) ¨ (8.57), ¯®«³·¨¬:X
k

dnk = 0;
X
k

Ekdnk = 0: (8.58)

�°®«®£ °¨´¬¨°³¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ (8.54):

ln ! =
X
k

�
lnPk !� lnnk !� ln (Pk � nk)!

�
: (8.59)

�®±ª®«¼ª³ ·¨±« , ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ (8.59), ¢¥«¨ª¨, ¤«¿ ¯°¥-
®¡° §®¢ ¨¿ «®£ °¨´¬  ³¤®¡® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ´®°¬³«³ �²¨°«¨£ 

ln (n!) � n ln n� n: (8.60)

�®£¤  ¢»° ¦¥¨¥ (8.59) ³¯°®¹ ¥²±¿:

ln! =
X
k

�
Pk lnPk � nk ln nk � (Pk � nk) ln (Pk � nk)

�
: (8.61)

�²°®¯¨¿ § ¬ª³²®© ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬»,  µ®¤¿¹¥©±¿
¢ ° ¢®¢¥±®¬ ±®±²®¿¨¨, ±²°¥¬¨²±¿ ª ¬ ª±¨¬ «¼®¬³ § ·¥¨¾.
�§ ½²®£® ³±«®¢¨¿ ¨ ¨§ (8.61) ¨ (8.55) ±«¥¤³¥²

d

�
S

kB

�
= d(ln!) =

X
k

�
ln (Pk � nk)� lnnk

�
dnk = 0: (8.62)

�²®¡» ³·¥±²¼ ³±«®¢¨¿ (8.58) ±®µ° ¥¨¿ ·¨±«  · ±²¨¶ ¨ ¯®«®©
½¥°£¨¨ ¢ ±¨±²¥¬¥, ¨±¯®«¼§³¥¬ ¬¥²®¤ ¥®¯°¥¤¥«¥»µ ¬®¦¨²¥-
«¥© � £° ¦ . �«¿ ½²®£® ¯®¬®¦¨¬ ª ¦¤®¥ ¨§ ³±«®¢¨© (8.58)  
¥®¯°¥¤¥«¥»¥ ¬®¦¨²¥«¨ � ¨ �, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¨ ¢»·²¥¬ ¨µ
¨§ (8.62):

d

�
S

kB
� �N � �E

�
=

=
X
k

�
ln (Pk � nk)� ln (nk)� �� �Ek

�
dnk = 0: (8.63)

�¨´´¥°¥¶¨ «» dnk | ¥§ ¢¨±¨¬»¥, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ¢»¯®«¥¨¿
³±«®¢¨¿ (8.63) ±«¥¤³¥² ¯°¨° ¢¿²¼ ¢¥«¨·¨³ ¢ ±ª®¡ª µ ª ³«¾:

ln (Pk � nk)� ln (nk)� � � �Ek = 0: (8.64)
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� ·¥¨¥ nk | ½²® ° ¢®¢¥±®¥ (±°¥¤¥¥) ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ± ½¥°-
£¨¥© Ek. �¥°¥¯¨¸¥¬ (8.64) ¢ ¢¨¤¥

Pk � nk
nk

= exp (�+ �Ek): (8.65)

�®£¤  ±°¥¤¥¥ ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢, ¯°¨µ®¤¿¹¥¥±¿   ®¤® ª¢ ²®¢®¥
±®±²®¿¨¥, ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥® ¨§ (8.65) ² ª:

gk =
nk
Pk

=
1

1 + exp (�+ �Ek)
: (8.66)

�¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¿±¨²¼ ±¬»±« ª®½´´¨¶¨¥²®¢ � ¨ �. �§ ° ¢¥±²¢ 
³«¾ «¥¢®© · ±²¨ ¢»° ¦¥¨¿ (8.63) ±«¥¤³¥²:

� =
1

kB

�
@S

@N

�
E

; � =
1

kB

�
@S

@E

�
N

: (8.67)

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¥ª®²®°»¬¨ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ±®®²®¸¥¨¿¬¨.
�®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬» ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¯®²¥¶¨ «®¬ �¨¡¡±  ¨«¨ ±¢®¡®¤-
®© ½¥°£¨¥©:

F = E � TS + �N; (8.68)

£¤¥ T | ²¥¬¯¥° ²³° , S | ½²°®¯¨¿, N | ·¨±«® · ±²¨¶ ¢ ±¨±²¥¬¥,
� | µ¨¬¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ «.

�«¿ ´³ª¶¨© ±®±²®¿¨¿ E ¨ F ¢»¯®«¿¾²±¿ ±®®²®¸¥¨¿:

dE = TdS + �dN; (8.69)

dF = dE � SdT + �dN; (8.70)

¨«¨ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ¨¬ ° ¢¥±²¢ 

T =

�
@E

@S

�
N

; (8.71)

�S =

�
@F

@T

�
N

; (8.72)

� =

�
@F

@N

�
T

; (8.73)

� = �
�
@E

@N

�
S

: (8.74)
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�° ¢¨¢ ¿ (8.71) ¨ (8.74) ± (8.67), ¯®«³·¨¬ ¿¢»© ¢¨¤ ª®½´´¨¶¨-
¥²®¢ � ¨ �:

� = � �

kBT
; (8.75)

� =
1

kBT
: (8.76)

�®¤±² ¢«¿¿ ¯®«³·¥»¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ¢ (8.66), ¯®«³·¨¬:

gk =
1

1 + exp
�
(Ek � �)=kBT

� : (8.77)

�±«¨ ¢ (8.77) ±®¢¥°¸¨²¼ ¯¥°¥µ®¤ Ek ! ", £¤¥ " | ½¥°£¨¿ ¯°®¨§-
¢®«¼®£® ½«¥ª²°®®£® ±®±²®¿¨¿, ²® ¯®«³·¨¬ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥-
«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª :

f(") =
1

1 + exp
�
("� �)=kBT

� : (8.78)

�°¨¬¥° ¥¥ ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®ª §    °¨±. 8.6. �°¨
 ¡±®«¾²®¬ ³«¥ µ¨¬¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « � = "F, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ¯°¥-
¤¥«¥ ¯°¨ T ! 0 ´³ª¶¨¿ f(") ¬¥¿¥²±¿ ±ª ·ª®¬ ®² 1 (§ ¯®«¥-

�¨±. 8.6. �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª  ¯°¨ ° §«¨·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ
¤«¿ ±«³· ¿ TF = "F=kB = 5 � 10

4 K

»© ³°®¢¥¼) ¤® § ·¥¨¿, ° ¢®£® 0 (¢ ª ²»© ³°®¢¥¼) ¯°¨
" = � = "F. �°¨ «¾¡®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ T > 0 ¯°¨ " = � f(") = 1=2.

�§ ¢¨¤  ´³ª¶¨¨ f(") (°¨±. 8.6) ¬®¦® ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ½¥°-
£¨¾ �¥°¬¨ ª ª ½¥°£¨¾  ¨¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ¥¹¥ § ¿²®£® ½«¥ª²°®-
 ¬¨ ±®±²®¿¨¿ ¯°¨  ¡±®«¾²®¬ ³«¥.

�¡« ±²¼ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¡®«¼¸¨¬
½¥°£¨¿¬ (Àµ¢®±²Á ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿), ª®£¤  " � � � kBT ,



8.7. � § ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ±«³· ¥ 201

®²¢¥· ¥² ¡®«¼¸¨¬ § ·¥¨¿¬ ½ª±¯®¥²» ¢ (8.78), ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,
¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼ ¥¤¨¨¶¥© ¨ ¯°¨¡«¨¦¥® ¯®«³·¨²¼

f(") � exp

�
�� "
kBT

�
: (8.79)

�²® ±®®²®¸¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ª« ±±¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥-
¨¿ �®«¼¶¬  .

8.7. � § ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ±«³· ¥

� ¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ¡®«¥¥ °¥ «¨±²¨·»© ±«³· © ²°¥µ¬¥°®£®
ª°¨±² ««  ± ·¨±«®¬  ²®¬®¢, ° ¢»¬ N . �«¿ ¥£® ³° ¢¥¨¥ �°¥-
¤¨£¥°  ¨¬¥¥² ¢¨¤

� ~

2m0

�
d2

dx2
+

d2

dy2
+

d2

dz2

�
 k(r) = "k k(r); (8.80)

£¤¥  k(r) | ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°®  ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ k.
�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª°¨±² «« ¢ ¢¨¤¥ ª³¡  ±® ±²®°®®© L, ²® ®
¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ²°¥µ¬¥°³¾ ¯®²¥¶¨ «¼³¾ ¿¬³ ¤«¿ ½«¥ª²°®-
®¢, ¨ °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿ �°¥¤¨£¥°  (8.80) ¡³¤¥² ²°¥µ¬¥°»©
  «®£ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ (8.47):

 n(r) = A sin
��nx
L
x
�
sin
��ny
L
y
�
sin
��nz
L
z
�
; (8.81)

£¤¥ nx, ny , nz | ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¶¥«»¥ ·¨±« . �¥®¡µ®¤¨¬® ³·¥±²¼
ª®¥·®±²¼ ° §¬¥°®¢, ¯¥°¨®¤¨·®±²¼¨¤¨±ª°¥²®±²¼ ±²°®¥¨¿ ª°¨-
±² «« . �«¿ ½²®£® ¯°¨¬¥¿¾² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿
  ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾ (8.81) (  «®£¨·® ±«³· ¾ ´®®®¢ ¢ ²°¥µ-
¬¥°®© °¥¸¥²ª¥, £«. 5).

�¥¸¥¨¥, ª®²®°®¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ (8.80) ¨ £° ¨·-
»¬ ³±«®¢¨¿¬ (5.28), ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯«®±ª³¾ ¢®«³:

 k(r) = exp
�
i(k; r)

�
(8.82)

¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ª®¬¯®¥²» ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  k ¯°®¡¥£ ¾² ¤¨±-
ª°¥²»© °¿¤ § ·¥¨©:

kx = 0; � 2�

L
; � 4�

L
; : : : ; � 2�nx

L
; � �Nx

L
;

ky = 0; � 2�

L
; � 4�

L
; : : : ; � 2�ny

L
; � �Ny

L
;

kz = 0; � 2�

L
; � 4�

L
; : : : ; � 2�nz

L
; � �Nz

L
;

(8.83)

£¤¥ nx, ny , nz | ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ¶¥«»¥ ·¨±« ; Nx, Ny, Nz | ·¨±« 
 ²®¬®¢ ¢  ²®¬»µ °¿¤ µ ¢¤®«¼ z-, y-, z- ¯° ¢«¥¨©. �¥¬ ± ¬»¬
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ª®¬¯®¥²» ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  k ¿¢«¿¾²±¿ ª¢ ²®¢»¬¨ ·¨±« ¬¨
¤ ®© § ¤ ·¨  °¿¤³ ±® ±¯¨®¢»¬¨ ª¢ ²®¢»¬¨ ·¨±« ¬¨. �«¿
²®£®, ·²®¡» ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ °¥¸¥¨¿ (8.82), ¯°¥¤±² -
¢¨¬ ¥£® ¢ ¢¨¤¥

exp
�
ikx(x+ L)

�
= exp

�
i2�nx(x+ L)

L

�
=

= exp

�
i2�nxx

L

�
exp (i2�nx) = exp

�
i2�nxx

L

�
= exp (ikxx):

(8.84)

�®¤±² ®¢ª  (8.82)¢ ³° ¢¥¨¥ (8.80) ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ±®¡±²¢¥-
»¥ § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ "k ½«¥ª²°®  ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ k:

"k =
~
2

2m0

(k2x + k2y + k2z) =
~
2

2m0

k2: (8.85)

�®¤³«¼ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ±¢¿§  ± ¤«¨®© ¢®«» ¨§¢¥±²»¬ ±®-
®²®¸¥¨¥¬:

jkj = 2�

�
:

�®¿²¨¾ ¨¬¯³«¼±  p · ±²¨¶», ®¤®¬³ ¨§ ®±®¢»µ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®©
¬¥µ ¨ª¥, ¢ ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¯¥° ²®° ¨¬¯³«¼± 

p̂ = �~r = �i~ @
@r
: (8.86)

�¥©±²¢³¿ ®¯¥° ²®°®¬ (8.86)   ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª-
²°®  (8.82), ¯®«³·¨¬:

p̂ k(r) = �i~ @
@r

exp
�
i(k; r)

�
= ~k k(r): (8.87)

�®«³·¥  § ¤ ·    ±®¡±²¢¥»¥ ´³ª¶¨¨ ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿,
¯°¨·¥¬ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿  k(r) ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥®© ´³ª¶¨¥©
®¯¥° ²®°  p̂,   ¥£® ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° p = ~k.
�ª®°®±²¼ · ±²¨¶» ¢ ±®±²®¿¨¨ ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ k ¨¬¥¥² ¢¥-
«¨·¨³

v =
~k

m0

: (8.88)

�¢ ²®¢»¥ ±®±²®¿¨¿ ±¨±²¥¬» ¨§N ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ³¤®¡-
® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ (k-
¯°®±²° ±²¢¥). � ¿²»¥ ±®±²®¿¨¿ ¡³¤³² ®¯°¥¤¥«¥» ²®·ª ¬¨ ¢³-
²°¨ ±´¥°» ¢ k-¯°®±²° ±²¢¥,   ¯®¢¥°µ®±²¨ ½²®© ±´¥°» ¡³¤¥² ±®-
®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ½¥°£¨¿ "F. � ¬  ¯®¢¥°µ®±²¼, ¯°®¢¥¤¥ ¿ ·¥°¥§
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ª®¶» ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¬ ª±¨¬ «¼®© ¤«¨» kF,  §»¢ ¥²±¿
¯®¢¥°µ®±²¼¾ �¥°¬¨. � ±«³· ¥ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¯®¢¥°µ-
®±²¼ �¥°¬¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±´¥°³ ° ¤¨³±  kF (°¨±. 8.7), ª®-
²®°»© ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (8.85)

"F =
~
2

2m0

k2
F
: (8.89)

�§ (8.83) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°®±²° ±²¢® ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ¤¨±-
ª°¥²®, ² ª ·²® ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ kn $ (kx; ky; kz) ®²¢¥· ¥² ½«¥-
¬¥² ®¡º¥¬  ¢ k-¯°®±²° ±²¢¥, ° ¢»© ¢¥«¨·¨¥ (2�=L)3. �®£¤ ,
¥±«¨ ¢§¿²¼ · ±²®¥ ®² ¤¥«¥¨¿ ¢±¥£® ®¡º¥¬  k-¯°®±²° ±²¢ , ±®¤¥°-
¦ ¹¥£® ²®«¼ª® ° §°¥¸¥»¥ ½«¥ª²°®»¥ ±®±²®¿¨¿,   ½«¥¬¥²
®¡º¥¬ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ®¤®¬³ ° §°¥¸¥®¬³ ±®±²®¿¨¾, ²®
¬» ¯®«³·¨¬ ·¨±«® ° §°¥¸¥»µ ±®-
±²®¿¨©, ª®²®°®¥, ± ¤°³£®© ±²®°®»,
¤®«¦® ¡»²¼ ° ¢® ·¨±«³ ½«¥ª²°®®¢:

2
(4=3)�k3

F

(2�=L)3
=

V

3�2
k3
F
= N; (8.90)

£¤¥ ¬®¦¨²¥«¼ 2 ¯®¿¢¨«±¿, ·²®¡»
³·¥±²¼ ±¯¨®¢®¥ ¢»°®¦¤¥¨¥ ¯® ½¥°-
£¨¨, V = L3 | ®¡º¥¬ ª°¨±² «« .
� ¯®¬®¹¼¾ (8.90) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼
¢ ¦³¾ ´®°¬³«³:

�¨±. 8.7. �®¢¥°µ®±²¼ �¥°¬¨ ¤«¿
±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¯°®±²-
° ±²¢¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢kF =

�
3�2N

V

�1=3

=
3
p

3�2n½«; (8.91)

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® ° ¤¨³± ±´¥°» �¥°¬¨ § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ª®-
¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢. �®¤±² ¢«¿¿ (8.91) ¢ (8.89), ¯®«³·¨¬ ±®®²-
®¸¥¨¥ ¤«¿ ½¥°£¨¨ �¥°¬¨:

"F =
~
2

2m0

(3�2ne)
2=3; (8.92)

¨§ ª®²®°®£® ®·¥¢¨¤  § ¢¨±¨¬®±²¼ "F ®² ª®¶¥²° ¶¨¨ ¨ ¬ ±±»
½«¥ª²°®®¢. �«¿ ±ª®°®±²¨ ½«¥ª²°®®¢,  µ®¤¿¹¨µ±¿   ¯®¢¥°µ®-
±²¨ �¥°¬¨ ¨ ®¡« ¤ ¾¹¨µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ½¥°£¨¥©, ± ¯®¬®¹¼¾
(8.88) ¯®«³·¨¬:

vF =
~kF
m0

=
~

m0

(3�2ne)
2=3: (8.93)
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8.8. �«®²®±²¼ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨©.
�»°®¦¤¥¨¥ ½«¥ª²°®®£® £ §  ¢ ¬¥² «« µ

� ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ¯® ½¥°£¨¿¬ ¯®¤·¨¿¥²±¿ ±² ²¨±²¨ª¥
�¥°¬¨{�¨° ª  (8.78), ¨ ½²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ®¡³±«®¢«¨¢ ¥² °¿¤
±¢®©±²¢ ½«¥ª²°®®£® £ § , ®²«¨·»µ ®² ±¢®©±²¢ ª« ±±¨·¥±ª®£® £ § .
�°®¬¥ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª , ¤«¿   «¨§  ½«¥ª-
²°®®© ±¨±²¥¬» ¥®¡µ®¤¨¬® ¢¢¥±²¨ ´³ª¶¨¾¯«®²®±²¨ ½«¥ª²°®-
»µ ±®±²®¿¨©. � ±¨«³ ²®£®, ·²® ·¨±«®  ²®¬®¢ ¨ ° §¬¥°» ª°¨-
±² ««  ¢¥«¨ª¨, ¨§ (8.83) ±«¥¤³¥², ·²® ° §¨¶  ¬¥¦¤³ À±®±¥¤¨¬¨Á
§ ·¥¨¿¬¨ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ �k ! 0 ¨ ±«¥¤³¥² £®¢®°¨²¼ ¥ ®
¤¨±ª°¥²®¬,   ® ª¢ §¨¥¯°¥°»¢®¬ ±¯¥ª²°¥ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿-
¨©. �¯°¥¤¥«¨¬ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© D(") ² ª¨¬
®¡° §®¬, ·²®¡» ¢ ¨²¥°¢ « ½¥°£¨© d" ¯®¯ ¤ «® dN ½«¥ª²°®»µ
±®±²®¿¨©:

dN = D(") = d": (8.94)

� «¨²¨·¥±ª¨© ¢¨¤ ´³ª¶¨¨ ¯«®²®±²¨ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿-
¨© D(") ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥¨§¢¥±²¥, ®¤ ª® ¤«¿ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª-

²°®®¢ ¨¬¥¥²±¿ ¯°®±²®© § ª® ¤¨±-
¯¥°±¨¨ (8.85). � ª®®°¤¨ ² µ ¯°®-
±²° ±²¢  ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ±®®²®-
¸¥¨¥ (8.85) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢-
«¥® ª ª ³° ¢¥¨¥ ±´¥°» (°¨±. 8.8)

k2x + k2y + k2z = R2 (8.95)

± ° ¤¨³±®¬

R = jkj =
r

2m0"

~2
: (8.96)

�¨±. 8.8.�§®½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ¯®-
¢¥°µ®±²¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®-
®¢ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢®«®¢»µ
¢¥ª²®°®¢

� ·¥¨¾ ½¥°£¨¨ " ±®®²¢¥²±²¢³¥²
±´¥°  ° ¤¨³±  k ± ¶¥²°®¬ ¢  · «¥
ª®®°¤¨ ², § ·¥¨¾ ½¥°£¨¨

"+�"| ±´¥°  ° ¤¨³±  k+�k. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ±´¥°¨·¥±ª¨© ±«®©
¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ ± ²®«¹¨®© dk ¨ ± ®¡º¥¬®¬

4�k2dk = 4�k2
dk

d"
d" (8.97)

¯®¯ ¤ ¾² ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¢ ¨²¥°¢ «¥ ®² " ¤® " + d".
� ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ k (kx; ky; kz) ®²¢¥· ¥² ½«¥¬¥² ®¡º¥¬  ¢ k-¯°®-
±²° ±²¢¥, ° ¢»© ¢¥«¨·¨¥ (2�=L)3. �®£¤  ·¨±«® ° §°¥¸¥»µ
½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨©, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢ ±´¥°¨·¥±ª¨© ±«®© (8.97), ¡³-
¤¥² ° ¢®

dN = 2 � 4�k
2dk

(2�=L)3
; (8.98)
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£¤¥ ¬®¦¨²¥«¼ À2Á ³·¨²»¢ ¥² ±¯¨®¢®¥ ¢»°®¦¤¥¨¥ ½«¥ª²°®®¢
¯® ½¥°£¨¿¬ | ¢ ®¤®¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª®¬ ±®±²®¿¨¨ ±®±³¹¥±²¢³¾²
2 ½«¥ª²°®  ±  ²¨¯ ° ««¥«¼»¬¨ ±¯¨ ¬¨. �±¯®«¼§³¿ (8.96),
¬®¦® § ¯¨± ²¼

dk =
1

2

r
2m0

~2

d"p
"
: (8.99)

�®¤±² ¢«¿¿ (8.99) ¢ (8.98), ± ³·¥²®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯«®²®±²¨ ½«¥ª-
²°®»µ ±®±²®¿¨© (8.94) ¯®«³·¨¬:

dN = D(")d" = 2

�
L

2�

�3
4� � 2m0"

~2
� 1
2

r
2m0

~2"
d" =

=
V

2�2

�
2m0

~2

�3=2p
"d"; (8.100)

£¤¥ V | ®¡º¥¬ ª°¨±² «« . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¯«®²®±²¨ ½«¥ª-
²°®»µ ±®±²®¿¨© ¨§ (8.100) ±«¥¤³¥²:

D(") =

8<
:

V

2�2

�
2m0

~2

�3=2p
"; " > 0;

0; " < 0:

(8.101)

�«®²®±²¼ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®²®®© ¢®§° ±² -
¾¹¥© ´³ª¶¨¥© ½¥°£¨¨ (°¨±. 8.9).

�¥¬ ¡®«¼¸¥ ¢¥«¨·¨  ½¥°£¨¨, ²¥¬ ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ½«¥ª²°®-
»µ ±®±²®¿¨© ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¤¨ ª®¢»¬ ¯® ¸¨°¨¥ ¨²¥°¢ « ¬
½¥°£¨¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ± ³¢¥-
«¨·¥¨¥¬ ½¥°£¨¨ ¢®§° ±² ¥²
ª° ²®±²¼ ¢»°®¦¤¥¨¿ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª¨µ ±®±²®¿¨©.

�¨±. 8.9. �«®²®±²¼ ±®±²®¿¨© ±¢®¡®¤-
»µ ½«¥ª²°®®¢

�®«®¥ ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ¢
±¨±²¥¬¥ ¯°¨ ª®¥·®© ²¥¬¯¥° -
²³°¥ T ¬®¦® ¯®¤±·¨² ²¼ ² ª:

N =

1Z
0

f(")D(")d": (8.102)

� ±±¬®²°¨¬ ½«¥ª²°®»© £ § ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥,  µ®¤¿¹¥¬±¿ ¯°¨
T = 0. �±¯®«¼§³¥¬ ¤«¿   «¨§  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �¥°¬¨{�¨° ª 
(8.78). �±«¨ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  " < "F, ²® ¯°¨ T ! 0 ¤®«¦®
¢»¯®«¿²¼±¿:

exp

�
"� "F
kBT

�
! e�1 = 0; f(")! 1: (8.103)
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�°¨ " > "F ¨ T ! 0 ¨§ (8.78) ¯®«³· ¥¬:

exp

�
"� "F
kBT

�
! e1 =1; f(")! 0: (8.104)

�§ (8.103) ¨ (8.104) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨  ¡±®«¾²®¬ ³«¥ ½«¥ª²°®»,
¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¯°¨¶¨¯®¬ � ³«¨, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® § ¨¬ ¾² ¢±¥
½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¨¦¥ ½¥°£¨¨ �¥°¬¨, ¨,  ¯°®²¨¢, ¢ -
ª ²» ¢±¥ ½«¥ª²°®»¥ ±®±²®¿¨¿ ± ½¥°£¨¿¬¨ " > "F. �«¿ ½²®£®
±«³· ¿ ±®®²®¸¥¨¥ (8.102) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ² ª:

N =

"FZ
0

D(")d": (8.105)

�®±² ¢«¿¿ (8.101) ¢ (8.105), ¯®«³·¨¬:

N =
V

3�2

�
2m0

~2

�3=2
"
3=2
F
; (8.106)

«¨¡®

"F =
~
2

2m0

�
3�2N

V

�2=3

=
~
2

2m0

(3�2ne)
2=3; (8.107)

£¤¥ ne = N=V | ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥. �»° -
¦¥¨¥ (8.107) ±®¢¯ ¤ ¥², ¥±²¥±²¢¥®, ± ´®°¬³«®© (8.92).

� ±±·¨² ¥¬ ±°¥¤¾¾ ½¥°£¨¾ ½«¥ª²°®®¢ ¯°¨ T = 0:

" =
1

N

"FZ
0

"dN =
1

N

"FZ
0

"D(")d" =
1

2�2
V

N

�
2m0

~2

�3=2 "FZ
0

"3=2d" =

=
2

5

1

2�2ne

�
2m0

~2

�3=2

"
5=2
F : (8.108)

�° ¢¥¨¥ (8.108) ± (8.107) ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¢ ¦®¥ ±®®²®¸¥-
¨¥

" =
3

5
"F: (8.109)

�°¥¤¿¿ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯°¨ T = 0 ®²«¨·  ®² ³«¿ ¨ ¤«¿
° §«¨·»µ ª°¨±² ««®¢ ±®±² ¢«¿¥² ¢¥«¨·¨³ 4{6 ½�.

�¢®¡®¤»© ½«¥ª²°®»© £ § ¯°¨ T = 0 ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯°¨-
¬¥° ¯®«®£® ¢»°®¦¤¥¨¿ ª¢ ²®¢»µ ±®±²®¿¨© ª°¨±² «« . �¥©-
±²¢¨²¥«¼®, ¢±¥ ½«¥ª²°®»¥ ±®±²®¿¨¿ ± ½¥°£¨¿¬¨ 0 6 " 6 "F
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¯®«®±²¼¾ § ¿²», ¯°¨ ½²®¬ ¤«¿ ½«¥ª²°®  ¢¥°®¿²®±²¼ § ¿²¼ ±®-
±²®¿¨¥ ± ²®© ¨«¨ ¨®© ½¥°£¨¥© ¨§ ³ª § ®£® ¨²¥°¢ «  ° ¢ 
¥¤¨¨¶¥. �¤ ª® ° §«¨·¨²¼ ª ª¨¬-«¨¡® ®¡° §®¬ ²®² ¨«¨ ¨®©
½«¥ª²°® ¨§ ¢±¥© ¨µ ±®¢®ª³¯®±²¨ ¬» ¥ ¬®¦¥¬ | ¤¥©±²¢³¥² ¯°¨-
¶¨¯ ²®¦¤¥±²¢¥®±²¨ ¬¨ª°®· ±²¨¶. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ±«³-
· ¿ T = 0 «¾¡®© ½«¥ª²°® ¬®¦¥² § ¿²¼ «¾¡®¥ ¨§ ³ª § »µ
½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ±®±²®¿¨©, ¨ ·¥ £®¢®°¿, ª ¦¤®¥ ¨§ ±®±²®¿¨©
2N -ª° ²® ¢»°®¦¤¥® (N | ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ¢ ª°¨±² ««¥). �±®,

�¨±. 8.10. �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª  ¨ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®»µ ±®-
±²®¿¨© ¯°®¢®¤¿¹¥£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯°¨ T = 0. � ¸²°¨µ®¢ » § ¿²»¥ ±®±²®¿-
¨¿

·²® ª°¨²¥°¨¥¬ ±²¥¯¥¨ ¢»°®¦¤¥¨¿ ¢ ½¥°£¥²¨·¥±ª®© ¸ª «¥ ±«³-
¦¨² ½¥°£¨¿ �¥°¬¨. �®£¤  ¡®«¥¥ ³¤®¡® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ² ª®© ¯ -
° ¬¥²°, ª ª ²¥¬¯¥° ²³°  �¥°¬¨, ª®²®° ¿, ± ¯®¬®¹¼¾ (8.107),
®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

TF =
"F
kB

=
~2

2m0kB

�
3�2N

V

�2=3

=
~2

2m0kB
(3�2ne)

2=3: (8.110)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ²¥¬¯¥° ²³°  �¥°¬¨, ¨«¨ ²¥¬¯¥° ²³°  ¢»-
°®¦¤¥¨¿ ½«¥ª²°®®£® £ § , § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª-
²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥.

�  °¨±.8.10 ¯®ª §   § ¢¨±¨¬®±²¼ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°-
¬¨{�¨° ª  ¨ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© ¤«¿ ¯°®¢®¤¿¹¥£®
²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯°¨ T = 0.

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³°, ª®£¤  ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥-
° ¢¥±²¢®

T � TF =
"F
kB
: (8.111)

�±«¨ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  ¬ « : " < "F, ® j" � "Fj � kBT , ²® ¨§
(8.103) ±«¥¤³¥² f(") ! 1. �±«¨ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  " < "F, ® ¯°¨
½²®¬ " � "F, ²® j"� "Fj � kBT , ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¨¬¥¥¬:

0 < exp

�
"� "F
kBT

�
� e�1 < 1;

1

2
< f(") < 1:
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� ±«³· ¥, ª®£¤  " > "F, ® ¯°¨ ½²®¬ " � "F, ² ª ·²® ¯®-¯°¥¦¥¬³
¢»¯®«¿¥²±¿ j"� "Fj � kBT , ¨¬¥¥¬:

0 < exp

�
" � "F
kBT

�
� e1 > 1; 0 < f(") <

1

2
:

� ª®¥¶, ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨¿µ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®®¢ j" � "Fj �
� kBT ¨§ (8.104) ¯®«³·¨¬: f(") ! 0. �±¥ ª°¨¢»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿
�¥°¬¨{�¨° ª , ¯®«³·¥»¥ ¯°¨ ª®¥·»µ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¢»±®ª¨µ
²¥¬¯¥° ²³° µ, ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¢ ²®·ª¥ " = "F, ¯°¨ ½²®¬ f("F) = 1=2.

�¨±. 8.11. �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª  ¨ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®»µ ±®-
±²®¿¨© ¯°®¢®¤¿¹¥£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ

�¥§³«¼² ²» ¤ ®£®   «¨§  ¯®ª § »   °¨±. 8.11, ¨§ ª®²®°®£®
±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯®¿¢¨«¨±¼ ° §°¥¸¥»¥
½«¥ª²°®»¥ ±®±²®¿¨¿ ± ½¥°£¨¿¬¨, ¡®«¼¸¨¬¨ ½¥°£¨¨ �¥°¬¨
(®¨ ¬®£³² ¡»²¼ § ¿²» ± ¢¥°®¿²®±²¼¾, ®²«¨·®© ®² ³«¿, ¨ ²¥¬
¡®«¥¥ ¢»±®ª®©, ·¥¬ ¢»¸¥ ²¥¬¯¥° ²³° ).

�®±ª®«¼ª³ ¢ § ¬¥ ²¥«¥ ±®®²®¸¥¨¿ (8.110) ¤«¿ ²¥¬¯¥° -
²³°» �¥°¬¨ ´¨£³°¨°³¥² ¤®±² ²®·® ¬ « ¿ ¢¥«¨·¨  | ¬ ±±  ½«¥ª-
²°® , | ²® ¤«¿ ª®¶¥²° ¶¨© ½«¥ª²°®®¢, ²¨¯¨·»µ ¤«¿ ¬¥² «« 
(1028¬�3), ²¥¬¯¥° ²³°  ¢»°®¦¤¥¨¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¯®°¿¤®ª 104� (¢
² ¡«. 8.3 ¯°¨¢®¤¿²±¿ °¥§³«¼² ²», µ ° ª²¥°»¥ ¤«¿ ¬¥² ««®¢ ¨ ¯®-
«³¯°®¢®¤¨ª®¢).

�  ¡ «¨¶   8.3. �¥¬¯¥° ²³°  ¢»°®¦¤¥¨¿ ½«¥ª²°®®£® £ § 
¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ª®¶¥²° ¶¨¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

�¥² ««» �¨«¼®-
«¥£¨°®¢ »©
¯®«³¯°®¢®¤¨ª

�« ¡®-
«¥£¨°®¢ »©
¯®«³¯°®¢®¤¨ª

�®®±´¥° 

n, c¬�3 10
22

10
18

10
14

10
10

TF, K 1; 96 � 104 42 0,1 1; 96 � 10�4

"F, ½� 1,7

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨ ¢±¥µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿
ª®¤¥±¨°®¢ ®£® ±®±²®¿¨¿ ¬¥² ««  ½«¥ª²°®»© £ § ¢ ¥¬
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¯° ª²¨·¥±ª¨ ¯®«®±²¼¾ ¢»°®¦¤¥, ¨ ¥£® ½¥°£¨¿ ¥ § ¢¨±¨²
®² ²¥¬¯¥° ²³°». �¥¬ ± ¬»¬ ³±«®¢¨¥ À¬ «®±²¨Á ²¥¬¯¥° ²³°»
(8.111), ª®²®°®¥ ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¨ ³±«®¢¨¥¬ ¢»°®¦¤¥¨¿ ½«¥ª²°®-
®£® £ § , ¡³¤¥² ¢»¯®«¿²¼±¿ ¢ ¬¥² ««¥ ¯°¨ ¢±¥µ ²¥¬¯¥° ²³° µ.

8.9. �¥¯«®¥¬ª®±²¼ £ §  ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢

�« ±±¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿ ¤ ¥² ¥¢¥°®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨
¬¥² ««  (8.22), ²®£¤  ª ª ½ª±¯¥°¨¬¥² ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ½«¥ª²°®-
»© ¢ª« ¤ ¢ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¯°¨ ª®¬ ²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ±®±² ¢«¿¥²
¥ ¡®«¥¥ 1% ®² ¯°¥¤±ª § ®© ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¥© ¢¥«¨·¨».
�°¨·¨  ½²®£® ¯°®²¨¢®°¥·¨¿ ±¢¿§   ± ²¥¬, ·²® ¥ ª ¦¤»© ½«¥ª-
²°®, ª ª ½²® ±«¥¤®¢ «® ¡» ¨§ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨, ¯°¨  £°¥-
¢ ¨¨ ª°¨±² ««  ¯®«³· ¥² ½¥°£¨¾ � (3=2)kBT . �  ± ¬®¬ ¤¥«¥
² ª³¾ ½¥°£¨¾ ¯®«³· ¾² ²®«¼ª® ½«¥ª²°®», ¨¬¥¾¹¨¥ ½¥°£¨¾ "
¢¡«¨§¨ "F.

� ±±·¨² ¥¬ ½«¥ª²°®»© ¢ª« ¤ ¢ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬¥² ««  ¯°¨
¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �®« ¿ ½¥°£¨¿ ¨ ¯®«®¥ ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢
¢ £ §¥ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ±±·¨² ® ² ª:

E =

1Z
�1

"f(")D(")d"; (8.112)

N =

1Z
�1

D(")d"; (8.113)

£¤¥ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© D(") ®¯°¥¤¥«¥  ¢ (8.101).
�²¥£° «» ¢ (8.112) ¨ (8.113) ¥ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®,
®¤ ª® ¨µ ¬®¦®  ©²¨ ± µ®°®¸¥© ²®·®±²¼¾, ¥±«¨ ³·¥±²¼, ·²® ¢¥-
«¨·¨  kBT ¬ «  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ½¥°£¨¥© �¥°¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®,
° ±±¬®²°¨¬ ¨²¥£° « ®¡¹¥£® ¢¨¤ 

I =

1Z
�1

f(")g(")d"; (8.114)

£¤¥ ¥ª®²®° ¿ ´³ª¶¨¿ g(" = �1) = 0 ¨ ¬®¦¥² ±²°¥¬¨²¼±¿ ª
¡¥±ª®¥·®±²¨ ª ª ±²¥¯¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯°¨ " ! 1. �²¥£°¨°³¿
(8.114) ¯® · ±²¿¬, ¨¬¥¥¬:

I =
�
f(")G(")

���1
�1

�
1Z

�1

@f(")

@"
G(")d"; (8.115)
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£¤¥

G(") =

"Z
�1

g("0)d"0: (8.116)

�¥°¢»© ·«¥ ¢ (8.115) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼, ² ª ª ª ¨§ (8.116) ±«¥-
¤³¥², ·²® G(�1) = 0,   f(1)! 0. �²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ ¢²®°®© ·«¥
¢ (8.115), ° §«®¦¨¬ ´³ª¶¨¾ G(") ¢ ®ª°¥±²®±²¨ § ·¥¨¿ � = "F
¯°¨ T = 0� (� | µ¨¬¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ «, ¨«¨ ³°®¢¥¼ �¥°¬¨):

G(") = G(�) +

�
@G

@"

�
"=�

("� �) + 1

2

�
@2G

@"2

�
"=�

("� �)2 + : : :

(8.117)

�®¤±² ¢«¿¿ (8.117) ¢ (8.115), ¯®«³·¨¬:

I = G(�)

1Z
�1

�
�@f
@"

�
d"+

�
@G

@"

�
"=�

1Z
�1

("� �)
�
�@f
@"

�
d"+ : : :

(8.118)

�®±ª®«¼ª³ ¢»¯®«¿¥²±¿
1Z

�1

�
�@f
@"

�
d" = 1; (8.119)

²® ¯¥°¢»© ·«¥ ¢ (8.118) ° ¢¥

G(�) =

�Z
�1

g(")d": (8.120)

�²¥£° «» ¢ ° ¢¥±²¢¥ (8.118) ¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ¬®£³² ¡»²¼ § ¯¨± »
² ª:

In =
1

n!

1Z
�1

("� �)n
�
�@f
@"

�
d" =

=
(kBT )n

n!

1Z
�1

�
" � �
kBT

�n exp
�
("� �)=kBT

�
�
exp

�
"� �)=kBT

�
+ 1
�2d

�
" � �
kBT

�
=

=
(kBT )n

n!

1Z
�1

xndx

ex + e�x + 2
; (8.121)
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£¤¥ x = (" � �)=kBT . �®±ª®«¼ª³ ¯®¤»²¥£° «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ |
¥·¥² ¿ ¤«¿ ¥·¥²»µ n, ²® ¨§ ¢±¥µ ¨²¥£° «®¢ (8.121) ¥ ° ¢»
³«¾ ²®«¼ª® ¨²¥£° «» ± ·¥²»¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ ±²¥¯¥¨ n. �«¿
¢»·¨±«¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¨ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ £ §  ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢
¤®±² ²®·®, ¯®¬¨¬® ¯¥°¢®£® ·«¥  (8.120), ®±² ¢¨²¼ ¢ °¿¤³ (8.118)
²®«¼ª® ·«¥ ± n = 2. � ª®© ¨²¥£° « ¨¬¥¥² ² ¡«¨·®¥ § ·¥¨¥

1Z
�1

x2dx

ex + e�x + 2
=
�2

3
: (8.122)

�±¯®«¼§³¿ °¥§³«¼² ² (8.122) ¨ ±®®²®¸¥¨¿ (8.121) ¨ (8.118), ¨±-
µ®¤®¥ ¢»° ¦¥¨¥ (8.114) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

1Z
�1

g(")f(")d" �
�Z

�1

g(")d"+
�2

6
(kBT )

2

�
@g(")

@"

�
"=�

: (8.123)

� ¯®¬®¹¼¾ ½²®© ´®°¬³«» ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ § ·¥¨¿ ¨²¥£° «®¢
(8.112) ¨ (8.113). � ©¤¥¬ ± · «  § ¢¨±¨¬®±²¼ µ¨¬¨·¥±ª®£® ¯®-
²¥¶¨ «  (³°®¢¿ �¥°¬¨) ®² ²¥¬¯¥° ²³°». �«¿ ½²®£® ± ¯®¬®¹¼¾
(8.123) ¯°¥¤±² ¢¨¬ ¨²¥£° « (8.113) ¢ ¢¨¤¥

N =

�Z
�1

D(")d"+
�2

6
(kBT )

2

�
@D(")

@"

�
"=�

: (8.124)

� ¯¨± ¢ (8.124) ¯°¨ 0�, ¨¬¥¥¬ ´ ª²¨·¥±ª¨ ±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ± (8.105)
¢»° ¦¥¨¥

N =

"FZ
�1

D(")d": (8.125)

�»·¨² ¿ (8.125) ¨§ (8.124) ¨ ¯°¨¬¥¿¿ ´®°¬³«³ � £° ¦  ¤«¿
±°¥¤¥£® § ·¥¨¿, ¨¬¥¥¬:

(�� "F)D("F) +
�2

6
(kBT )

2

�
@D(")

@"

�
"="F

= 0: (8.126)

�°¨ § ¯¨±¨ (8.126) ¬» ¯°¨¿«¨ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ¯°¨ ¨§ª¨µ
²¥¬¯¥° ²³° µ ½¥°£¨¿ �¥°¬¨ ¨ ³°®¢¥¼ �¥°¬¨ ®²«¨· ¾²±¿ ¬ «®:
"F � � ( ¤®, ª®¥·®, ª®°°¥ª²® ¯°¨¬¥¿²¼ ½²® ¯°¨¡«¨¦¥®¥
° ¢¥±²¢®!). � ·¥¨¥ "F ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¥ § ¢¨±¨². �²±¾¤  ¤«¿
²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ³°®¢¿ �¥°¬¨ ¢ ¬¥² «« µ ¯®«³· ¥¬:

� � "F � �2

6
(kBT )

2D
0("F)

D("F)
: (8.127)
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�±¯®«¼§³¿ § ·¥¨¥ ¯«®²®±²¨ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© ±¢®¡®¤»µ
½«¥ª²°®®¢ (8.101), ¢§¿²®¥ ¯°¨ " = "F, ¨§ (8.127) ¯®«³·¨¬ ®ª®· -
²¥«¼®¥ ±®®²®¸¥¨¥:

� � "F

 
1� �2

6

�
kBT

"F

�2!
: (8.128)

�² ª, ³°®¢¥¼ �¥°¬¨ ¢±¥£¤  ¬¥¼¸¥ ½¥°£¨¨ �¥°¬¨, ® ¯°¨ ¨§-
ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯®¯° ¢ª  ¨¬¥¥² § ·¥¨¥ ¥ ¡®«¥¥ 10�4.

�±¯®«¼§³¿ (8.112) ¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (8.123), § ¯¨¸¥¬ ¢»° ¦¥-
¨¥ ¤«¿ ½¥°£¨¨ £ §  ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° -
²³° µ:

E =

1Z
�1

f(")D(")d" =

�Z
�1

D(")d"+
�2

6
(kBT )

2

�
@

@"

�
"D(")

��
"=�

:

(8.129)

�°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ (8.129) ¯® ²¥¬¯¥° ²³°¥, ¯°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ -
¨¥, ·²® ³°®¢¥¼ �¥°¬¨ ² ª¦¥ § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°»:

C½« =
dE

dT
= D(�)

d�

dT
+
�2

3
k2
B
T

�
D(") + "

@D(")

@"

�
"=�

�

� �2

3
k2
B
TD("F) +D(�)

�
d�

dT
+
�2

3

k2
B
T

D(")

@D(")

@(")

�
"=�

: (8.130)

�§¿¢ ¯°®¨§¢®¤³¾ ®² ³°®¢¿ �¥°¬¨ (8.127) ¯® ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¨ ¯®¤-
±² ¢«¿¿ ¥¥ § ·¥¨¥ ¢ (8.130), «¥£ª® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¢ (8.130) ±³¬¬ 
¢ ±ª®¡ª µ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¤«¿ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨
±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®®£® £ §  ¨¬¥¥¬:

C½« � �2

3
k2
B
D("F)T: (8.131)

�®¤±² ¢«¿¿ (8.107) ¢ (8.101), ¯®«³·¨¬:

D("F) =
V

2�2

�
2m0

~2

�3=2p
"F =

V

2�2

�
2m0

~2

�3=2 "3=2
F

"F
=

=
V

2�2

�
2m0

~2

�3=2�
~
2

2m0

�3=2
3�2N

V "F
=

3

2

N

"F
: (8.132)
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�±¯®«¼§³¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥°¬¨ (8.110), ¨¬¥¥¬:

D("F) =
3N

2kBTF
: (8.133)

�®¤±² ¢«¿¿ (8.133) ¢ (8.131), ±®®²®¸¥¨¥ ¤«¿ ½«¥ª²°®®© ¬®«¿°-
®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

C½« =
1

2

�2Nk2
B

"F
T =

1

2
�2NkB

T

TF
: (8.134)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ª« ¤ ¢ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼, ±¢¿§ »© ± ½«¥ª²°® ¬¨,
¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯°®¯®°¶¨® «¥  ¡±®«¾²®© ²¥¬¯¥° -
²³°¥.

�°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¨¦¥ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¡ ¿ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬¥-
² ««®¢ ¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ®¡º¥¬¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬»
¤¢³µ ·«¥®¢, ¯¥°¢»© ¨§ ª®²®°»µ ®¯¨±»¢ ¥² ¢ª« ¤ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª-
²°®®¢,   ¢²®°®© | ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨:

C = C½« + C°¥¸ = T +AT 3; (8.135)

£¤¥  ¨ A | ª®±² ²», µ ° ª²¥°»¥ ¤«¿ ¤ ®£® ¬ ²¥°¨ « .
�«¥ª²°® ¿ · ±²¼ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ «¨¥©® § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°»
¨ ¯®½²®¬³ ¡³¤¥² ° §«¨·¨¬®© «¨¸¼ ¯°¨ ®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³-
° µ. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«³ (5.48), ¤«¿
®²®¸¥¨¿ °¥¸¥²®·®© ¨ ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¥© ¯°¨ ¨§ª¨µ
²¥¬¯¥° ²³° µ ¨¬¥¥¬:

C°¥¸

C½«

=
234NkB(T=�)

3

(1=2)�2NkB(T=TF)
� 52

�
TF
�3

�
T 2: (8.136)

�°¨¨¬ ¿ ¤«¿ ®¶¥ª¨ ¨§ ² ¡«. 8.3, ·²® TF � 2 � 104K,   ²¥¬-
¯¥° ²³°  �¥¡ ¿ � � 100�, ¨¬¥¥¬ C°¥¸=C½« � T 2. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
¢ª« ¤ ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ¬®¦¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ °¥¸¥²®·»©
«¨¸¼ ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¨¦¥ 1�. �°¨ ¡®«¥¥ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³-
° µ £« ¢»¬ ±² ®¢¨²±¿ À°¥¸¥²®·»©Á ¢ª« ¤,   ´®¥ ª®²®°®£®
¬ «®¥ § ·¥¨¥ ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ±² ®¢¨²±¿ ¥° §«¨·¨-
¬»¬. �¥¬ ± ¬»¬ ¯°¥®¤®«¥¢ ¥²±¿ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, ¯°¨±³¹¥¥ ª« ±±¨-
·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ½«¥ª²°®»µ ±¢®©±²¢ ¬¥² ««®¢ (¯. 8.3.2).

8.10. �«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ¨ § ª® �¬ 
¢ ª¢ ²®¢®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨

�¬¯³«¼± ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ±¢¿§  ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±®-
®²®¸¥¨¥¬

m0v = ~k: (8.137)
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�  ®²°¨¶ ²¥«¼® § °¿¦¥³¾ · ±²¨¶³ ±® ±²®°®» ½«¥ª²°¨·¥±ª®£®
¯®«¿ ¤¥©±²¢³¥² ±¨« 

F = �eE: (8.138)

�®£¤  ¢²®°®© § ª® �¼¾²®  ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± 
¢ ¢¨¤¥

m0

dv

dt
= ~

dk

dt
= �eE: (8.139)

�° ¢¥¨¥ (8.139) ¬®¦® ¯°®¨²¥£°¨°®¢ ²¼ ² ª:

k(t)� k(0) = �eE
~
t: (8.140)

�±«¨ ¢ª«¾·¨²¼ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t = 0, ²®
½«¥ª²°®», § ¯®«¿¢¸¨¥ ±´¥°³ �¥°¬¨ ¢ ¬®¬¥² ¢ª«¾·¥¨¿ ¯®«¿
² ª, ·²® ¥¥ ¶¥²°  µ®¤¨«±¿ ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ² k-¯°®±²° ±²¢ ,
±¯³±²¿ ¢°¥¬¿ �t ¯°¨®¡°¥²³² ¯°¨° ¹¥¨¥ ¨¬¯³«¼± . �®¦® ±ª -
§ ²¼, ·²® ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ª ¦¤»© ½«¥ª²°®,
 µ®¤¨¢¸¨©±¿ ¢ ¨±µ®¤®¬ ±®±²®¿¨¨ ± ¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ k, ¨§-
¬¥¨² ±¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ² ª, ·²® ¥£® ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ¨§¬¥¨²±¿  
¢¥«¨·¨³

�k = �eE
~
�t: (8.141)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½«¥ª²°®» ¡³¤³² ¯®-¯°¥¦¥¬³ § ¯®«¿²¼ ±´¥°³
½¥°£¥²¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢ , ®¤ ª® ¯®«®¦¥¨¥ ¥¥ ¶¥²°  ®ª §»-
¢ ¥²±¿ ±¬¥¹¥»¬   ¢¥«¨·¨³ (8.141) (°¨±. 8.12). �¥¯¥°¼ ¯®«»©
¨¬¯³«¼± ±¨±²¥¬» ¨§ N ½«¥ª²°®®¢ ¡³¤¥² ° ¢¥

P = ~N�k: (8.142)

�ª«¾·¥¨¥ ¯®±²®¿®£® ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ³¢¥«¨·¨² ½¥°£¨¾
½²®© ±¨±²¥¬»   ¢¥«¨·¨³

�E = N
(~�k)2

2m0

: (8.143)

� § «®±¼ ¡», ¯°¨ ¤¥©±²¢¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢ ²¥·¥¨¥ ¥®£° -
¨·¥® ¡®«¼¸®£® ¯°®¬¥¦³²ª  ¢°¥¬¥¨ ¯®«®¦¥¨¥ ±´¥°» �¥°¬¨
¤®«¦® ¯®±²®¿® ¨§¬¥¿²¼±¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼® ¢°¥¬¥¨. �¤ ª®
±´¥°  �¥°¬¨ ±² ¶¨® °® ±®µ° ¿¥² ±¢®¥ ±¬¥¹¥®¥ ¯®«®¦¥¨¥
¢±«¥¤±²¢¨¥ ±²®«ª®¢¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ± ¯°¨¬¥±¿¬¨, ¤¥´¥ª² ¬¨ °¥-
¸¥²ª¨ ¨«¨ ´®® ¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¡» ¶¥²°®¢ ° ±±¥¿¨¿
¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ ¥ ±³¹¥±²¢®¢ «®, ¯®±«¥¤¨¥ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¯®±²®-
¿®© ±¨«» ¤®«¦» ¡»«¨ ¡» ¤¢¨£ ²¼±¿ ° ¢®³±ª®°¥®. �¤ ª®
¤¥´¥ª²» ±²°®¥¨¿ ¨ ª®«¥¡ ¨¿ °¥¸¥²ª¨ ®ª §»¢ ¾² ²®°¬®§¿¹¥¥
¤¥©±²¢¨¥   ±¨±²¥¬³ ½«¥ª²°®®¢, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¬®¦® £®¢®°¨²¼,
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·²® ½«¥ª²°®» ¤¢¨¦³²±¿ ± ¥ª®²®°®© ¯®±²®¿®© ±°¥¤¥© (¤°¥©-
´®¢®©) ±ª®°®±²¼¾, ®¡³±«®¢«¥®©  «¨·¨¥¬ ¯®±²®¿®£® ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®£® ¯®«¿.

�±«¨ ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¬¥¦¤³ ±²®«ª®¢¥¨¿¬¨ ° ¢® �t = � , ²®
±² ¶¨® °®¥ ¢ ¤ ®¬ ¯®«¥ ±¬¥¹¥¨¥ ±´¥°» �¥°¬¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
±®®²®¸¥¨¥¬ (8.141), ®²ª³¤  ¤«¿ ¯°¨° ¹¥¨¿ ±ª®°®±²¨ ¯®«³·¨¬:

�v =
~

m0

�k = � e�

m0

E: (8.144)

�¡° ¹ ¿ ¢¨¬ ¨¥   °¨±. 8.12, ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤, ·²® ¢ ®±®¢-
®¬ ®¢®¥ ¯®«®¦¥¨¥ § ¨¬ ¾² ½«¥ª²°®»,  µ®¤¨¢¸¨¥±¿ ¢¡«¨§¨

�¨±. 8.12. �®«®¦¥¨¥ ±´¥°» �¥°¬¨:   | ¯°¨ ®²±³²±²¢¨¨ ¯®«¿; ¡ | ¢ ¯°¨«®¦¥-
®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥

¯®¢¥°µ®±²¨ �¥°¬¨ ¨ ®¡« ¤ ¢¸¨¥  ¨¡®«¼¸¥© ½¥°£¨¥© (½¥°£¨¥©
�¥°¬¨). �¬¥® ½²¨ ½«¥ª²°®» ³· ±²¢³¾² ¢ ±®§¤ ¨¨ ²®ª . �±«¨
ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ° ¢  n¥, ¨ ª ¦¤»© ½«¥ª-
²°® ¨¬¥¥² § °¿¤ q = �e, ²® ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ²®ª  ®¯°¥-
¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© ²¨¯  (8.12):

j = �ene�v =
nee

2�

m0

E = �E: (8.145)

�²® ¢»° ¦¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ § ª®  �¬ , £¤¥ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ¯°®-
¯®°¶¨® «¼®±²¨ ¬¥¦¤³ ²®ª®¬ ¨  ¯°¿¦¥¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ³¤¥«¼ ¿
½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼

� =
nee

2�

m0

=
nee

2�("F)

m0vF
: (8.146)

�¤¥«¼®¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ ¥±²¼ ¢¥«¨·¨ , ®¡° ² ¿
³¤¥«¼®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨:

� =
1

�
=

m0

nee2�
: (8.147)
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�®±ª®«¼ª³ ¢ § ¬¥ ²¥«¥ (8.146) ±²®¨² ±ª®°®±²¼ ´¥°¬¨-½«¥ª²-
°®®¢, ¥ § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ²¥¬¯¥° ²³°»:

vF =
~kF
m0

=

r
2"F
m0

� 106¬/±; (8.148)

¥¤¨±²¢¥®© ¢¥«¨·¨®© ¢ (8.146), § ¢¨±¿¹¥© ®² ²¥¬¯¥° ²³°»,
¿¢«¿¥²±¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ´¥°¬¨-½«¥ª²°®®¢. �§ ½ª±-
¯¥°¨¬¥² «¼»µ § ·¥¨© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿
µ®°®¸¨µ ¯°®¢®¤¨ª®¢ ½²  ¢¥«¨·¨  ¤®«¦  ±®±² ¢«¿²¼ ¯°¨ ª®¬-
 ²»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¥±ª®«¼ª® ±®²  £±²°¥¬ ¨ ±² ®¢¨²±¿ ¥¹¥
¡®«¼¸¥ ¯°¨ ¯®¨¦¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°», ·²® £®° §¤® ¡®«¼¸¥ ¬¥¦-
 ²®¬»µ ° ±±²®¿¨©. �²±¾¤  ¢®§¨ª ¾² ¤¢  ¢®¯°®± :

1. �®·¥¬³ ¥ ¯°®¨±µ®¤¿² ®¦¨¤ ¥¬»¥ ³¯°³£¨¥ ±®³¤ °¥¨¿ ½«¥ª-
²°®®¢ ±  ²®¬»¬¨ ®±² ²ª ¬¨?

2. � ª¨¥ ¯°®¶¥±±» ° ±±¥¿¨¿   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ®¯°¥¤¥«¿¾² ±°¥¤-
¾¾ ¤«¨³ ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢ ¬¥² «-
« µ?

�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®²ª §  ®² ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® ° ±±¥¿¨¨ ½«¥ª²°®-
®¢   ¨®»µ ®±²®¢ µ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±®¢¥°¸¥® ¯®¿²®©, ¥±«¨
¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ½«¥ª²°® ¢ ¨¤¥ «¼®¬ ª°¨±² ««¥ ª ª ¢®«³ ¢ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°¥, ®²®±¨²¥«¼® ª®²®°®© ¢®«» ¤®«¦» ° ±-
¯°®±²° ¿²¼±¿ ¡¥±¯°¥¯¿²±²¢¥®.

�®£¤  ° ±±¥¿¨¥ ½«¥ª²°® -¢®«» ¬®¦¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ²®«¼ª®
¯°¨  °³¸¥¨¨ ¨¤¥ «¼®±²¨ ° ±¯®«®¦¥¨¿  ²®¬®¢ ¢ ª°¨±² ««¥ |
  ´®® µ ¨ ®±² ²®·»µ ¤¥´¥ª² µ ±²°³ª²³°». �®¤ ®±² ²®·»¬¨
¤¥´¥ª² ¬¨ ¯®¨¬ ¾² ¯®±²®°®¨¥  ²®¬» ¢ °¥¸¥²ª¥, ¢ ª ±¨¨,
¬¥¦¤®³§¥«¼»¥  ²®¬», ¤¨±«®ª ¶¨¨, £° ¨¶» §¥°¥ ¨ ¢¥¸¨¥ ¯®-
¢¥°µ®±²¨ ª°¨±² «« . �·¥¢¨¤®, ·²® ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£®
¯°®¡¥£  �¤¥´, ®¡³±«®¢«¥ ¿ ²®«¼ª® ° ±±¥¿¨¥¬   ¤¥´¥ª² µ, ¥
¤®«¦  § ¢¨±¥²¼ ®² ²¥¬¯¥° ²³°», ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¤«¿ ´®®®£®
° ±±¥¿¨¿ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  �´® ¡³¤¥² ³¬¥¼-
¸ ²¼±¿ ± ³¢¥«¨·¥¨¥¬ ²¥¬¯¥° ²³°». �°¨ ®¤®¢°¥¬¥®¬ ¤¥©±²¢¨¨
½²¨µ ¤¢³µ ¬¥µ ¨§¬®¢ ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ¤®«¦ 
¨¬¥²¼ ¢¨¤

1

�(T )
=

1

�¤¥´
+

1

�´®(T )
: (8.149)

� «®£¨·®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ³¤¥«¼®£® ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®£® ±®¯°®²¨¢«¥¨¿ (¯°®¢®¤¨¬®±²¨)¬¥² ««®¢ (¯° ¢¨«® � ²¨±-
±¥ ):

� =
1

�(T )
=

1

�¤¥´
+

1

�·¨±²(T )
� 1

�¤¥´
+

1

�´®(T )
: (8.150)

�®¦® ®¦¨¤ ²¼, ·²® ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£ , ®¯°¥-
¤¥«¿¥¬ ¿ ° ±±¥¿¨¥¬   ´®® µ, ¤«¿ ²¥¬¯¥° ²³°, ¯°¥¢»¸ ¾¹¨µ
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²¥¬¯¥° ²³°³ �¥¡ ¿, ¤®«¦  ¨§¬¥¿²¼±¿ ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼®
²¥¬¯¥° ²³°¥, ¯®±ª®«¼ª³ ¨§ (5.14) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥-
° ²³° µ ·¨±«® ´®®®¢ ¯°®¯®°¶¨® «¼® ²¥¬¯¥° ²³°¥:

n´® =
1

exp
�
~!=(kBT )

�� 1
� 1

1 + ~!=(kBT )� 1
=
kB
~!
T: (8.151)

�·¨²»¢ ¿ °¥§³«¼² ² (8.151) ¨ ¯°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ±®®²®-
¸¥¨¥ (8.150), «¥£ª® ¯®¿²¼ °¥ «¼®  ¡«¾¤ ¥¬³¾   ®¯»²¥ «¨-
¥©³¾ § ¢¨±¨¬®±²¼ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ±®¯°®²¨¢«¥¨¿ ¬¥² ««®¢ ®²
²¥¬¯¥° ²³°» ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ.

8.11. �¥¯«®¯°®¢®¤®±²¼ ¬¥² ««®¢
¨ § ª® �¨¤¥¬  {�° ¶ 

¢ ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨

� ¥¥ (¯. 8.3.3) ° ±±¬ ²°¨¢ «®±¼ ª« ±±¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®
²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨ ¬¥² ««®¢. �»¿±¨¬ ®²«¨·¨¿, ±¢¿§ »¥ ± ¯°¥¤-
±² ¢«¥¨¥¬ ®¡ ½«¥ª²°® µ ¢ ¬¥² ««¥ ª ª ® ´¥°¬¨-£ §¥. �«¿ ½²®£®
¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¢»° ¦¥¨¥¬ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²  ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®-
¯°®¢®¤®±²¨ (8.23), £¤¥, ®¤ ª®, ¢¬¥±²® ±°¥¤¥© ²¥¯«®¢®© ±ª®°®±²¨
¬» ¯®¤±² ¢¨¬ ±ª®°®±²¼ ´¥°¬¨-½«¥ª²°®®¢:

{½« =
1

3
C½«vF�: (8.152)

�¥«¨·¨  ²¥¯«®¥¬ª®±²¨ ½«¥ª²°®®£® £ §  ¡»«  ¯®«³·¥  ° ¥¥
(8.134). �®¤±² ¢«¿¿ ½²® ¢»° ¦¥¨¥ ¨ ±®®²®¸¥¨¥ (8.93) ¢ (8.152),
¯®«³·¨¬:

{½« =
�2

3

nek
2
B
T

m0v2F
� vF � � =

�
�2

3
� nek

2
B
�

m0

�
T: (8.153)

�§¿¢ ®²®¸¥¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²  ½«¥ª²°®®© ²¥¯«®¯°®¢®¤®±²¨
(8.153) ª ³¤¥«¼®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨ (8.146), ¯®«³·¨¬:

{½«

�
=

(1=3)C½«v
2
F
�

(nee2�=m0

=
(�2=3) � (nek2B�T=m0)

nee2�=m0

=

=
�2

3

�
kB
e

�2

T = Lª¢T; (8.154)

£¤¥ Lª¢ | ·¨±«® �®°¥¶  ¢ ª¢ ²®¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨:

Lª¢ =
{½«

�T
=
�2

3

�
kB
e

�2
= 2;45 � 10�8 �² ��¬/�: (8.155)

�®®²®¸¥¨¥ (8.154) | § ª® �¨¤¥¬  {�° ¶ , ª®²®°»© µ®-
°®¸® ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ¬®£¨µ ·¨±²»µ ¬¥² ««®¢ (±¬. ² ¡«. 8.1).



218 �«.8. �«¥ª²°®» ¢ ¬¥² «« µ

8.12. �§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥
½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ± ¬¥² «« ¬¨

� ±±¬®²°¨¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¯«®±ª®© ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«»
· ±²®²» ! ± £ §®¬ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¬¥² «« . � ®²±³²±²¢¨¥
±²®«ª®¢¥¨© ³° ¢¥¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ¢ ½«¥ª-
²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

m0

d2x

dt2
= �eE: (8.156)

�±«¨ x ¨ E § ¢¨±¿² ®² ¢°¥¬¥¨ ¯® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬³ § ª®³

x = x0 exp (�i!t); E = E0 exp (�i!t); (8.157)

²® ¯®¤±² ®¢ª  (8.157) ¢ (8.156) ¤ ¥²

�!2m0x = �eE; x =
eE

m0!2
: (8.158)

�¤³¶¨°®¢ »© ¯®«¥¬ ¤¨¯®«¼»© ¬®¬¥², ±¢¿§ »© ± ½«¥ª²°®-
®¬, ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥ ² ª:

p = �ex = � e2E

m0!2
; (8.159)

  ¢¥ª²®° ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ § ·¥¨¥

P = �enex = �nee
2E

m0!2
; (8.160)

£¤¥ n¥ | ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢. � ¯¨¸¥¬ ®¡¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥
¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯°®¨¶ ¥¬®±²¨, § ¢¨±¿¹¥© ®² · ±²®²»:

"(!) =
D(!)

"0E(!)
= 1 +

P (!)

"0E(!)
: (8.161)

�±¯®«¼§³¿ (8.160), § ¯¨¸¥¬ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ±¢®¡®¤®£®
½«¥ª²°®®£® £ § :

"(!) = 1� nee
2

"0m0!2
: (8.162)

�¢¥¤¥¬ ¢¥«¨·¨³

!2¯« =
nee

2

"0m0

; (8.163)

 §»¢ ¥¬³¾ ¯« §¬¥®© · ±²®²®© ½«¥ª²°®®¢. �®£¤  ±®®²®¸¥-
¨¥ (8.162) ¯°¨¬¥² ®ª®· ²¥«¼»© ¢¨¤

"(!) = 1� !2¯«
!2

: (8.164)



8.12. �§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ± ¬¥² «« ¬¨ 219

�°¨ ¢±¥µ · ±²®² µ, ¬¥¼¸¨µ !¯«, ¢¥«¨·¨  "(!) ®²°¨¶ ²¥«¼ .
�«¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ±¯° ¢¥¤«¨¢ § ª® ¤¨±¯¥°±¨¨

!2"(!) = c2k2; (8.165)

£¤¥ c | ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ¢ ª³³¬¥, jkj = 2�=� | ¢®«®¢®© ¢¥ª²®°
½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«». �§ (8.165) ±«¥¤³¥², ·²® ¥ ±³¹¥±²¢³¥²
¢®«®¢»µ °¥¸¥¨© ¯°¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ § ·¥¨¿µ "(!) | ½«¥ª-
²°®¬ £¨² ¿ ¢®«  ¯°¨ § ·¥¨¿µ · ±²®² 0 < ! 6 !¯« ¥ ¬®¦¥²
° ±¯°®±²° ¿²¼±¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨±¯®«¼§³¿ (8.165), ¬®¦¥¬ § -
¯¨± ²¼

k =
!

v±°
=
!n

c
=
!
p
"(!)

c
; (8.166)

£¤¥ v±° | ±ª®°®±²¼ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ¢ ±°¥¤¥ ± ¯®ª § ²¥-
«¥¬ ¯°¥«®¬«¥¨¿ n. �®±ª®«¼ª³ ¤«¿ ³ª § ®£® ¤¨ ¯ §®  · ±²®²
"(!) < 0, ²®, ¯°¨¨¬ ¿, ·²® ¢®«  ¿¢«¿¥²±¿ ¯«®±ª®©, ¬®¦¥¬ § ¯¨-
± ²¼

E = E0 exp
�
i(!t+ kx)

�
= E0 exp

 
i!

 
t+

p
"(!)

c
x

!!
=

= E0 exp

 
�
pj"(!)j

c
x!

!
exp (i!t): (8.167)

�¨¤®, ·²® ¢®«  ¨¬¥¥² ¬®¦¨²¥«¼ ½ª±¯®¥¶¨ «¼®£® § ²³µ ¨¿,
¯°¨·¥¬  ¬¯«¨²³¤  ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¢ e ° §   £«³¡¨¥ x = 1=jkj.
�®«», ¯ ¤ ¾¹¨¥   ² ª³¾ ±°¥¤³ ± · ±²®² ¬¨ ¢ ³ª § ®¬ ¤¨ -
¯ §®¥, ¯®«®±²¼¾ ®²° ¦ ¾²±¿. �«¥ª²°®»© £ § ¤¥©±²¢³¥² ª ª
· ±²®²»© ´¨«¼²° ¨ ±² ®¢¨²±¿ ¯°®§° ·»¬ «¨¸¼ ¤«¿ · ±²®² ! >
> !¯«, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ½²®© · ±²®²®© ®¡« ±²¨ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ´³ª-
¶¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼  (°¨±. 8.13).

� ·¥¨¿ ¯« §¬¥®© · ±²®²» ¨ ¯« §¬¥®© ¤«¨» ¢®«» § -
¢¨±¿² ²®«¼ª® ®² ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ (² ¡«. 8.4).

�  ¡ «¨¶   8.4. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¯« §¬¥®© · ±²®²» ¨ ¯« §¬¥®©
¤«¨» ¢®«» ®² ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢

n¥ (c¬
�3) 10

22
10

18
10

14
10

11

!¯«, ° ¤/± 5; 7 � 1015 5; 7 � 1013 5; 7 � 1011 5; 7 � 109

�¯«, ±¬ 3; 3 � 10�5 3; 3 � 10�3 0,33 33

�«¥ª²°®¬ £¨²®¥ ¨§«³·¥¨¥ ¡³¤¥² ° ±¯°®±²° ¿²¼±¿ ¢ ±°¥¤¥
²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¢ ±¢®¡®¤®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤«¨  ¢®«»



220 �«.8. �«¥ª²°®» ¢ ¬¥² «« µ

½²®£® ¨§«³·¥¨¿ ¡³¤¥² ¬¥¼¸¥ �¯«. �§ ¯®«³·¥»µ ¢»¸¥ ±®®²®-
¸¥¨© ¨ ¨§ ² ¡«. 8.4 ±«¥¤³¥², ·²® ¯°®±²»¥ ¬¥² ««» ¤®«¦» ®²-
° ¦ ²¼ ±¢¥² ¢ ¢¨¤¨¬®© ®¡« ±²¨ (½²¨¬ ®¡º¿±¿¥²±¿ ¬¥² ««¨·¥±ª¨©

�¨±. 8.13. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®®£® £ §  ¢ ¬¥² ««¥
®² · ±²®²»

¡«¥±ª ¬¥² ««®¢) ¨ ¡»²¼ ¯°®§° ·»¬¨ ¢ ³«¼²° ´¨®«¥²®¢®© ®¡« ±²¨
±¯¥ª²°  (² ¡«. 8.5).

�  ¡ «¨¶   8.5. � ¯°®§° ·®±²¨ ¹¥«®·»µ ¬¥² «-
«®¢ ¢ ³«¼²° ´¨®«¥²®¢®© ®¡« ±²¨ ±¯¥ª²° 

�¥² «« Li Na K Rb

�¯«, �A (¢»·¨±«.) 1550 2090 2870 3220

�¯«, �A (½ª±¯¥°.) 1550 2100 3150 3400

�²° ¦¥¨¥ ±¢¥²  ®² ¬¥² ««®¢ ¯®«®±²¼¾   «®£¨·® ®²° ¦¥-
¨¾ ° ¤¨®¢®« ®² ¨®®±´¥°», ¯®±ª®«¼ª³  «¨·¨¥ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª-
²°®®¢ ¢ ¨®®±´¥°¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®-
¨¶ ¥¬®±²¼ ¨®®±´¥°®© ¯« §¬» ±² ®¢¨²±¿ ®²°¨¶ ²¥«¼®© ¤«¿
®²®±¨²¥«¼® ¨§ª¨µ · ±²®² ¢ ±¨«³ ±° ¢¨²¥«¼® ¬ «®© ª®¶¥-
²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢.

�   ¤   · ¨
8.1. � ±±·¨² ²¼ § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ "F, ±ª®°®±²¨ vF ¨ ²¥¬¯¥° ²³°» TF

�¥°¬¨ ¤«¿ ¬¥¤¨.

8.2. � ±±·¨² ²¼ ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  ®²«¨· ¥²±¿
  0,1 ½� ®² ½¥°£¨¨ �¥°¬¨ ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥ 20�.

8.3. �¡º¿±¨²¼ ¯°¨·¨»  ¡«¾¤ ¥¬®£® ®²«¨·¨¿ ° ±·¥²®£® ¨ ½ª±¯¥-
°¨¬¥² «¼®£® § ·¥¨© ·¨±«  �®°¥¶  ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ.

8.4. �»·¨±«¨²¼ ¤ ¢«¥¨¥ ½«¥ª²°®®£® £ §  ¬¥¤¨ ¯°¨ 0�. �«®²®±²¼

¬¥¤¨ � � 8900 ª£=¬
3
,  ²®¬ ¿ ¬ ±±  63,5.



� «   ¢   9

�������������� ���� � ������� ����

�®¤¥«¼ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¬¥² «« µ ¯®§¢®«¿¥² ®¡º¿±¨²¼
°¿¤ ½«¥ª²°®»µ ±¢®©±²¢ ¬¥² ««®¢, ®¤ ª® ¬®£¨¥ ±¢®©±²¢  ²¢¥°-
¤»µ ²¥« ¢ ° ¬ª µ ½²®© ¬®¤¥«¨ ¥  µ®¤¿² ®¡º¿±¥¨¿. �¥©±²¢¨-
²¥«¼®, ¢ ½²®© ¬®¤¥«¨ ¥² ª ª®£®-«¨¡® ¬¥µ ¨§¬  ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿
½«¥ª²°®®¢ ± °¥¸¥²ª®©. � ª, ½²  ¬®¤¥«¼ ¥ ®¡º¿±¿¥², ¯®·¥¬³ ®¤¨
µ¨¬¨·¥±ª¨¥ ½«¥¬¥²» ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®¬ ±®±²®¿¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ µ®-
°®¸¨¬¨ ¯°®¢®¤¨ª ¬¨, ¤°³£¨¥ | ¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨ ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤-
¨ª ¬¨.

�²®¡» ¢»¿±¨²¼ ° §«¨·¨¥ ¬¥¦¤³ ¯°®¢®¤¨ª ¬¨ ¨ ¤¨½«¥ª²°¨-
ª ¬¨, ¥®¡µ®¤¨¬® ³±«®¦¨²¼ ¬®¤¥«¼ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢  «¨-
·¨¥¬ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®©  ²®¬®© ±²°³ª²³°» ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¬®¤¨-
´¨ª ¶¨¥© ¢¨¤  ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥. �¥-
¯®±°¥¤±²¢¥»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ½²®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª®© §®®© ±²°³ª²³°» ²¢¥°¤®£® ²¥«  | ° §°¥¸¥»µ ¨
§ ¯°¥¹¥»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ¨²¥°¢ «®¢ (§®) ¤«¿ ½«¥ª²°®»µ
±®±²®¿¨©.

9.1. �®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°® ,  µ®¤¿¹¥£®±¿
¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥ ª°¨±² «« . �¥®°¥¬  �«®µ 

�«¿   «¨§  ¯°¨¬¥¬ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ³¯°®¹ ¾¹¨¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥-
¨¿:

1) ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ½«¥ª²°®®¢  ²®¬»¥ ¿¤°  (¨®»¥ ®±²®¢»)
° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ¥¯®¤¢¨¦»¥ ¨±²®·¨ª¨ ¯®«¿, ¤¥©±²¢³¾¹¥£®
  ½«¥ª²°®»;

2) ¨®» ° ±¯®«®¦¥» ²®·® ¢ ³§« µ ¨¤¥ «¼®© ª°¨±² ««¨·¥-
±ª®© °¥¸¥²ª¨ (®²±³²±²¢³¾² ²¥¯«®¢»¥ ª®«¥¡ ¨¿);

3) ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ± ¯®«¿¬¨  ²®¬-
»µ ¿¤¥° § ¬¥¿¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢»¬ ¯®«¥¬: ±·¨² ¥²±¿, ·²® ±³¹¥-
±²¢³¥² ±¨±²¥¬  ¥§ ¢¨±¨¬»µ ½«¥ª²°®®¢, ¤¢¨¦³¹¨µ±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬
§ ¤ ®¬ ¯®«¥ (®¤®½«¥ª²°® ¿ § ¤ · ).

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ U(r) ¯®²¥¶¨ «¼³¾ ½¥°£¨¾ ½«¥ª²°® ,  -
µ®¤¿¹¥£®±¿ ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®¬ ¯®«¥. �²  ¢¥«¨·¨  ¤®«¦  ¡»²¼
¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ° ±±²®¿¨¿:

U(r) = U(r+ an); (9.1)



222 �«.9. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

£¤¥ r | ¯°®¨§¢®«¼»© ° ¤¨³±-¢¥ª²®°, an | «¾¡®© ¢¥ª²®° ²° ±-
«¿¶¨¨. � ª ¨ ° ¥¥ (£«. 8), ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥
³°®¢¨ ½«¥ª²°®  ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥» ¨§ °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿
�°¥¤¨£¥° 

Ĥ = " ; (9.2)

£¤¥, ®¤ ª®, ®¯¥° ²®° ½¥°£¨¨ (£ ¬¨«¼²®¨ ) ±®¤¥°¦¨² ·«¥»,
±¢¿§ »¥ ± ª¨¥²¨·¥±ª®© ¨ ¯®²¥¶¨ «¼®© ½¥°£¨¥©:

Ĥ =
p̂2

2m0

+ U(r): (9.3)

�¤¥±¼ m0 | ¬ ±±  ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® ,   ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»©
®¯¥° ²®° ¨¬¯³«¼±  ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

p̂x = �i~ @
@x
; p̂y = �i~ @

@y
; p̂z = �i~ @

@z
;

p̂ = �i~r:
(9.4)

�®¤±² ®¢ª  (9.4) ¢ (9.2) ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³·¨²¼ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥:

� ~2

2m0

r2 (r) + U(r) = " (r): (9.5)

� ½²®¬ ³° ¢¥¨¨ ¥ ³·²¥®, ·²® ¤®«¦  ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ § ¢¨±¨-
¬®±²¼ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ®² ±¯¨ . �¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«
¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥ ² ª: j (r)j2dV | ½²®
¢¥°®¿²®±²¼ ®¡ °³¦¨²¼ ½«¥ª²°® ¢ ®¡º¥¬¥ ¯°®±²° ±²¢  dV =
= dx dy dz. �±«¨ ¢§¿²¼ ¨²¥£° « ¯® ¢±¥¬³ ¯°®±²° ±²¢³, ²® ¢»-
¯®«¿¥²±¿

1

V

Z
V

j (r)j2dV = 1: (9.6)

�²® ³±«®¢¨¥ ®°¬¨°®¢ª¨ ¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨. �¤¥« ¥¬ ¢ ³° ¢-
¥¨¨ (9.5) § ¬¥³  °£³¬¥²  ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ r! r+ an:

� ~2

2m0

r2 (r+ an) + U(r) (r+ an) = " (r+ an): (9.7)

�³ª¶¨¿  (r + an) ¡³¤¥² ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ³° ¢¥¨¾ �°¥¤¨£¥° 
(9.7) ± ²¥¬ ¦¥ § ·¥¨¥¬ ½¥°£¨¨ ", ·²® ¨ ¤«¿ ´³ª¶¨¨  (r), ¥±«¨
½²¨ ´³ª¶¨¨ ®²«¨· ¾²±¿   ¥ª®²®°®¥ ·¨±«®

 (r+ an) = Cn (r): (9.8)



9.1. �®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°®  223

� ª ª ª  -´³ª¶¨¨ ¤®«¦» ¡»²¼ ®°¬¨°®¢ », ²® ¨§ ³±«®¢¨¿
(9.6) ¨ ¨§ (9.8) ±«¥¤³¥²

jCnj2 = 1 (9.9)

¨

j (r+ an)j2 = j (r)j2: (9.10)

�·¥¢¨¤®, ·²® ³±«®¢¨¥ (9.10) ®§ · ¥², ·²® ½«¥ª²°® ± ®¤¨ ª®¢®©
¢¥°®¿²®±²¼¾ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡ °³¦¥ ª ª ¢ ®¡º¥¬¥ dV ®ª®«® ²®·ª¨ ±
° ¤¨³±-¢¥ª²®°®¬ r, ² ª ¨ ¢   «®£¨·®¬ ®¡º¥¬¥ ®ª®«® ½ª¢¨¢ «¥²-
®© ²®·ª¨ ± ° ¤¨³±-¢¥ª²®°®¬ r+ an. � ·¥ £®¢®°¿, ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥
½«¥ª²°®®¢ ®¡« ¤ ¥² ¯°®±²° ±²¢¥®© ¯¥°¨®¤¨·®±²¼¾.

�®¡ ¢«¿¿ ª ¢¥ª²®°³ an ¥ª®²®°»© ¢¥ª²®° an0 = n01a1 + n02a2 +
+ n03a

0
3, ± ¯®¬®¹¼¾ (9.8) ¬®¦¥¬ ¯®«³·¨²¼:

 (r+ an + an0) = Cn0Cn (r): (9.11)

�¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²®

an + an0 = an0+n; (9.12)

£¤¥ n ¨ n0 | ¶¥«»¥ ·¨±« . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢»¯®«¿¥²±¿

 (r+ an + an0) �  (r+ an0+n) = Cn0+n (r): (9.13)

�° ¢¨¢ ¿ (9.13) ¨ (9.11), ¨¬¥¥¬

Cn0Cn = Cn0+n: (9.14)

�®®²®¸¥¨¾ (9.14) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢¥«¨·¨» ¢¨¤ 

Cn = exp (ikan): (9.15)

�®½²®¬³ ± ¯®¬®¹¼¾ (9.8) ¨ (9.15) ¯®«³·¨¬:

 (r+ an) = exp (ikan) (r): (9.16)

�¬®¦ ¿   exp
��ik(r+ an)

�
®¡¥ · ±²¨ ±®®²®¸¥¨¿ (9.16), ¯®-

«³·¨¬:

exp
��ik(r+ an)

� �  (r+ an) = exp (�ikr) (r): (9.17)

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥

uk(r) = uk(r+ an) = exp
��ik(r+ an)

� �  (r+ an): (9.18)

�®¤±² ¢«¿¿ (9.18) ¢ (9.17), ¯®«³·¨¬ ¢ ¦®¥ ±®®²®¸¥¨¥ | ²¥®-
°¥¬³ �«®µ :

 (r) = exp (ikr)uk(r); (9.19)



224 �«.9. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

±®£« ±® ª®²®°®© ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°® , ¤¢¨¦³¹¥£®±¿ ¢ ¯¥-
°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¢³²°¨ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯®²¥¶¨ « , ¯°¥¤±² -
¢«¿¥² ±®¡®© ¬®¤³«¨°®¢ ³¾ ¯«®±ª³¾ ¢®«³ | ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢®«-
®¢®© ´³ª¶¨¨ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®     ¬¯«¨²³¤³, ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨
¬¥¿¾¹³¾±¿ ¢ ª°¨±² ««¥. �¥«¨·¨  k ¢ (9.19)  §»¢ ¥²±¿ ª¢ -
§¨¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬.

�±«¨ ½«¥ª²°® ±¢®¡®¤¥, ²® U(r) = 0, ¨ ³° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥° 
¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

� ~
2

2m0

r2 (r) = " (r); (9.20)

¨ ¥£® °¥¸¥¨¿ ¤«¿ ½«¥ª²°®  | ¢®«» ¤¥ �°®©«¿ | ¨§¢¥±²»:

 (r) = exp (ikr); (9.21)

£¤¥ k | ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ¢®«» ¤¥ �°®©«¿, ª®²®°»© ±¢¿§  ± ¨¬-
¯³«¼±®¬ ½«¥ª²°®  ±®®²®¸¥¨¥¬

p = m0v = ~k: (9.22)

�¥°£¨¿ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¨¬¯³«¼± ¨§¢¥±²-
»¬ ¢»° ¦¥¨¥¬

E =
p2

2m0

=
~2k2

2m0

: (9.23)

�¬¯³«¼± ¢®«» ¤¥ �°®©«¿ µ ° ª²¥°¨§³¥² ¤¢¨¦¥¨¥ ±¢®¡®¤®£®
½«¥ª²°® , ª®£¤  ±¨±²¥¬  ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ®¡« ¤ ¥² ¨-
¢ °¨ ²®±²¼¾ ®²®±¨²¥«¼® ±¤¢¨£    «¾¡®© ¢¥ª²®° (¢±¥ ²®·ª¨
¯°®±²° ±²¢  ½ª¢¨¢ «¥²»). �¢ §¨¢®«®¢®© ¢¥ª²®° (¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨© ¥¬³ ª¢ §¨¨¬¯³«¼±) µ ° ª²¥°¨§³¾² ¤¢¨¦¥¨¥ ½«¥ª²°® 
¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®«¥, ª®£¤  ±¨±²¥¬  ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥
ª°¨±² ««  ¨¢ °¨ ²  ®²®±¨²¥«¼® ±¤¢¨£    ¢¥ª²®°» °¥¸¥²-
ª¨ an (½ª¢¨¢ «¥²» ²®«¼ª® ²®·ª¨, ³¤ «¥»¥ ¤°³£ ®² ¤°³£   
¢¥ª²®° an).

� «¨§¨°³¿ (9.16), ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤ ® ²®¬, ·²® ¢®«®¢ ¿
´³ª¶¨¿ ½«¥ª²°®  ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¤®«¦  ¡»²¼ ¨¢ °¨ ²®© ®²-
®±¨²¥«¼® § ¬¥» ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  k ! k + b, £¤¥ b |
¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨ (1.35).

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª¢ §¨¢®«®¢®© ¢¥ª²®° k ½«¥ª²°® , ª ª ¨ ´®-
® , ®¯°¥¤¥«¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯°®¨§¢®«¼®£® ¢¥ª²®°  ®¡° ²®©
°¥¸¥²ª¨. �²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¯®§¢®«¿¥² ®£° ¨·¨²¼ ¨§¬¥¥¨¥
ª®¬¯®¥² ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ª®¥·®© ®¡« ±²¼¾, ¨±·¥°¯»-
¢ ¾¹¥© ¢±¥ ´¨§¨·¥±ª¨ ¥½ª¢¨¢ «¥²»¥ § ·¥¨¿:

�� 6 k1a1 6 �;

�� 6 k2a2 6 �;

�� 6 k3a3 6 �:

(9.24)
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� ª ¯®ª § ® ¢ £« ¢¥ 4, ¥° ¢¥±²¢  (9.24) ®¯°¥¤¥«¿¾² ®¡º¥¬ ¢
k-¯°®±²° ±²¢¥,  §»¢ ¥¬»© ¯¥°¢®© §®®© �°¨««¾½ .

�«¿ ª°¨±² ««  ª®¥·»µ ° §¬¥°®¢, ±®¤¥°¦ ¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥®¥
·¨±«® ½«¥ª²°®®¢, ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¥ £° ¨·-
»¥ ³±«®¢¨¿ �®° {� °¬   ¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨,   «®£¨·-
»¥ (5.28), ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® § ·¥¨¿ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®° 
½«¥ª²°®  ¯°¨¨¬ ¾² ¤¨±ª°¥²»©  ¡®° § ·¥¨©,   «®£¨·»©
(5.32).

9.2. �®¤¥«¼ �°®¨£ {�¥¨

� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ®¤®¬¥°³¾ ¬®¤¥«¼ ± ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¬
¯®²¥¶¨ «®¬, ¯®ª § »¬   °¨±. 9.1. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯¥°¨®¤ °¥-

�¨±. 9.1. �¥°¨®¤¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨ ¢ ¬®¤¥«¨ �°®-
¨£ {�¥¨

¸¥²ª¨ ° ¢¥ a = p+ q, ¨ ¯®²¥¶¨ « U(x) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

U(x) =

(
U0 ¯°¨ 0 6 x 6 p;

0 ¯°¨ � q 6 x 6 0:
(9.25)

�° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥°  ¢ ®¡« ±²¨ �q 6 x 6 0 ¨¬¥¥² ¢¨¤ (9.20),  
¤«¿ ®¡« ±²¨ 0 6 x 6 p ¯®«³·¨¬:�

� ~2

2m0

r2 + U0

�
 (x) = " (x): (9.26)

�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿

�2 =
2m0"

~2
; �2 =

2m0(U0 � ")
~2

: (9.27)

�®£¤  ¢¬¥±²® (9.26) ¬®¦®  ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¿:

@2

@x2
 (x) = ��2 (x) ¢ ®¡« ±²¨ �q 6 x 6 0;

@2

@x2
 (x) = �2 (x) ¢ ®¡« ±²¨ 0 6 x 6 p:

(9.28)
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� ± ¡³¤³² ¨²¥°¥±®¢ ²¼ °¥¸¥¨¿ ± ½¥°£¨¿¬¨ " < U0. � ®¡« ±²¨
�q 6 x 6 0 (¨ ¢±¥µ   «®£¨·»µ) ®¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

 (x) = Aei�x +Be�i�x; (9:29 )

¢ ®¡« ±²¨ 0 6 x 6 p (¨ ¢±¥µ   «®£¨·»µ)

 (x) = Ce�x +De��x: (9:29¡)

�¥¸¥²ª  ¨¬¥¥² ²° ±«¿¶¨®³¾¨¢ °¨ ²®±²¼ ®²®±¨²¥«¼® ¢¥ª-
²®°®¢ ²° ±«¿¶¨© R = na = n(p+ q), £¤¥ n | «¾¡®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«®.
�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ° ¢¥±²¢® (9.10)

j (x)j2 = j (x+ na)j2; (9.30)

®²ª³¤ 

 (p < x < a) =  (�q < x < 0)eika; (9.31)

£¤¥ k | ®¤®ª®¬¯®¥²»© ¢®«®¢®© ¢¥ª²®°.
�®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨  (x) ¨ ¨µ ¯¥°¢»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ d (x)=dx

¤®«¦» ¡»²¼ ¥¯°¥°»¢»   £° ¨¶ µ ®¡« ±²¥© x = 0 ¨ x = p.
�²® ¤ ¥² ¯°¨ x = 0 ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢:

A+B = C +D;

i�(A� B) = �(C �D):
(9.32)

�°¨ x = p, ± ³·¥²®¬ (9.31), ¨¬¥¥¬:

Aei�p +Be�i�p = (Ce��q +De�q)eika;

i�(Aei�p � Be�i�p) = �(Ce��q �De�q)eika:
(9.33)

�¨±²¥¬  (9.33) ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ ¯°¨ ° ¢¥±²¢¥ ³«¾ ®¯°¥¤¥«¨-
²¥«¿, ±®±² ¢«¥®£® ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ A, B, C, D:

(�2 � �2)
2��

sh (�q) sin (�p) + ch (�q) cos (�p) = cos (ka): (9.34)

�±«¨ ¯®¤±² ¢¨²¼ ®¡®§ ·¥¨¿ (9.27), ¯®«³·¨¬ ¤¨±¯¥°±¨®®¥ ³° ¢-
¥¨¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ½¥°£¨¨ ®² ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  "(k).

�° ¢¥¨¥ (9.34) ¬®¦® ¥±ª®«¼ª® ³¯°®±²¨²¼, ¯°¥¤±² ¢¨¢ ¯®-
²¥¶¨ « ¢ ¢¨¤¥ �-´³ª¶¨¨ ¢ ³§« µ ¶¥¯®·ª¨. �«¿ ½²®£® ¯®«®¦¨¬
U0 ! 1, q ! 0 ¯°¨ U0q = const. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨§ (9.27) ¯®«³-
· ¥¬, ·²® � � �, �q � 1, ¨ ³° ¢¥¨¥ (9.34) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

f(�p) =
F

�p
sin (�p) + cos (�p) = cos (kp); (9.35)

£¤¥ F = �2pq=2.
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�° ¢¥¨¥ (9.35) ®±² ¥²±¿ ²° ±¶¥¤¥²»¬, ® ¬®¦® ³¢¨-
¤¥²¼, ·²® ®® ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ ¥ ¯°¨ ¢±¥µ § ·¥¨¿µ � (². ¥. ½¥°-
£¨¨, ±®£« ±® (9.27)). �¡« ±²¨ § ·¥¨© �p ¯°¨ F = 3�=2, ¤«¿
ª®²®°»µ ¥² °¥¸¥¨© (9.35), ¯®ª § » ¸²°¨µ®¢®©   °¨±. 9.2.

�¨±. 9.2. �¡« ±²¨ °¥¸¥¨© ¤«¿ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ¬®¤¥«¨ �°®¨£ {�¥¨

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²° ½«¥ª²°®  ¢ ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¡« ±²¨ ° §°¥¸¥»µ ¨ § -
¯°¥¹¥»µ § ·¥¨©. � ¸²°¨µ®¢ » À§ ¯°¥¹¥»¥Á ½¥°£¥²¨-
·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿.

�«¥¤³¥²®²¬¥²¨²¼, ·²® ¬®¤¥«¼�°®¨£ {�¥¨ª ·¥±²¢¥® ¯° -
¢¨«¼® ®¯¨±»¢ ¥² ¯°¥¤¥«¼»¥ ±«³· ¨ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ¨ ½«¥ª-
²°® , «®ª «¨§®¢ ®£®    ²®¬¥. � ±«³· ¥ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® 
±«¥¤³¥² ¯®«®¦¨²¼ U0 = 0. �®£¤  ¨§ (9.35) ¨¬¥¥¬:

cos (�p) = cos (kp); (9.36)

¨ ¨§ (9.27) ±«¥¤³¥² § ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢

" =
~
2k2

2m0

: (9.37)

� ±«³· ¥ ½«¥ª²°® , «®ª «¨§®¢ ®£®    ²®¬¥, ¯®«®¦¨¬ U ! 1,
q 6= 0. �®£¤  ¨§ (9.35) ±«¥¤³¥²

sin (�p) = 0; (9.38)

�p = (�1)n�(n+ 1); (9.39)

². ¥., ª ª ¨ ¢ ¨§®«¨°®¢ ®¬  ²®¬¥, ¯®«³· ¥¬ ¤¨±ª°¥²»¥ ³°®¢¨
½¥°£¨¨.
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�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥ ½«¥ª²°®  ¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬ ¯®-
²¥¶¨ «¥ °¥¸¥²ª¨, ¥ § ¤ ¢ ¿ ¿¢»© ¢¨¤ ¯®²¥¶¨ « ,   ¨±¯®«¼§³¿
²®«¼ª® ±¢®©±²¢  ¥£® ¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ¢ ª°¨±² ««¥. � ª ª ª °¥¸¥¨¥
³° ¢¥¨¿ �°¥¤¨£¥°  ¢ ³«¥¢®¬ ¯®²¥¶¨ «¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©
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¯«®±ª¨¥ ¢®«», ²® ¨ ¢ ±«³· ¥ ±« ¡®£® ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯®²¥¶¨ « 
¬®¦® ¨±ª ²¼ °¥¸¥¨¥ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥ ¢
¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ¯® ¯«®±ª¨¬ ¢®« ¬. �«¿ ¯°®±²®²» ¢»·¨±«¥¨©
° ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ®¤®¬¥°®£® ª°¨±² «« . �®²¥¶¨ « °¥¸¥²ª¨
¨¢ °¨ ²¥ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ²° ±«¿¶¨¿¬:

U(x) = U(x+ a): (9.40)

� ª «¾¡³¾ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾, ¥£® ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤
�³°¼¥ ¯® ¢¥ª²®° ¬ ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨:

U(x) =
X
b

Ub exp (ibx); b =
2�

a
n; n = �1;�2; : : : (9.41)

�³°¼¥-ª®¬¯®¥²» Ub ¢ °¥ «¼»µ ª°¨±² «« µ ³¬¥¼¸ ¾²±¿ ± ³¢¥-
«¨·¥¨¥¬ b,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ª³«®®¢±ª®£® ¯®²¥¶¨ «  Ub � 1=b2.
�®±ª®«¼ª³ U(x) ¢¥¹¥±²¢¥®, ²® ¢»¯®«¿¥²±¿: U�b = U�b, ¨ ¬»
¬®¦¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ (9.41) ¢ ¢¨¤¥

U(x) = 2
X
b>0

Ub cos (bx): (9.42)

�±¯®«¼§³¿ °¥§³«¼² ² (9.41), § ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥° :�
� ~

2

2m0

d2

dx2
+ U(x)

�
 (x) =

=

 
� ~

2

2m0

d2

dx2
+
X
b

Ub exp (ibx)

!
 (x) = " (x): (9.43)

�¥¸¥¨¥ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿  (x) ¢ °¿¤ ¯® ¯«®±ª¨¬
¢®« ¬:

 (x) =
X
k

C(k) exp (ikx); (9.44)

£¤¥, ±®£« ±® (5.31), k = 2�n=L, n | ¶¥«»¥ ·¨±« . �±«¨ ¢ ° §«®-
¦¥¨¨ (9.44) ¥±²¼ ª ª®©-«¨¡® ¢¥ª²®° k0, ²® ¢±¥ ¢¥ª²®°» ¢¨¤  k0+b
²®¦¥ ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢ ½²®¬ ° §«®¦¥¨¨. �²® | ±«¥¤±²¢¨¥ ²¥®°¥¬»
�«®µ . �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¡³¤¥² ¯°¨¢¥¤¥® ¨¦¥.

�®¤±² ¢¨¬ (9.44) ¢ ³° ¢¥¨¥ (9.43):

X
k

~
2

2m0

k2C(k) exp (ikx) +
X
b

X
k

UbC(k) exp
�
i(k+ b)x

�
=

= "
X
k

C(k) exp (ikx): (9.45)
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�¬®¦¨¬ ®¡¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨¿   exp (�ik0x) ¨ ¯°®¨²¥£°¨°³¥¬
¯® x. �±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢® ®°²®£® «¼®±²¨ ¯«®±ª¨µ ¢®«, ¯®«³·¨¬:

~
2

2m0

(k0)2C(k0) +
X
b

UbC(k0 � b) = "C(k0) (9.46)

¨«¨, ¢¢¥¤¿ ®¡®§ ·¥¨¥ �k = ~
2k2=(2m0),

(�k � ")C(k) +
X
b

UbC(k � b) = 0: (9.47)

�®½²®¬³ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¨¿²¼

 k(x) =
X
b

C(k � b) exp �i(k� b)x�; (9.48)

®²ª³¤  ±«¥¤³¥² ²¥®°¥¬  �«®µ  ¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¢
ª°¨±² ««¥:

 k(x) =

 X
b

C(k � b) exp (�ibx)
!
exp (ikx) =

= exp (ikx)Uk(x); (9.49)

£¤¥ Uk(x) = Uk(x+ R), R | ¢¥ª²®° ²° ±«¿¶¨¨.
�¬¥±²® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿ �°¥¤¨£¥°  (9.43) ¯®-

«³·¥  ±¨±²¥¬   «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©, ±¢¿§»¢ ¾¹ ¿ ª®½´´¨-
¶¨¥²» C(k0) ª®¬¯®¥² ¯«®±ª®© ¢®«» ª ª®£®-«¨¡® ±®±²®¿¨¿
½«¥ª²°®  ±® ¢±¥¬¨ C(k0 � b), ¢µ®¤¿¹¨¬¨ ¢ ´³°¼¥-° §«®¦¥¨¥
½²®£® ±®±²®¿¨¿. �¥¸ ¿ ½²³ ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©, ¬®¦®
 ©²¨ ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³° ¢¥¨¾ �°¥¤¨-
£¥° . �® ½²  ±¨±²¥¬  ±®±²®¨² ¨§ ¡¥±ª®¥·®£® ·¨±«  ³° ¢¥¨©,
² ª ª ª ¢¥ª²®°» ¯°¨¨¬ ¾² ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ § ·¥¨¿ ¢ ®¡° ²®©
°¥¸¥²ª¥. �²® ¬®¦® ³¢¨¤¥²¼, ¢»¯¨±»¢ ¿ ¿¢»¬ ®¡° §®¬ ½²³ ±¨-
±²¥¬³ ³° ¢¥¨©.

�³±²¼ ³  ± ¨¬¥¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤  ´³°¼¥-ª®¬¯®¥²  ¯®²¥¶¨ « 
Ub0 = U�b0 = U , £¤¥ b0 |  ¨¬¥¼¸¨© ¢¥ª²®° ®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨.
�®£¤  ±¨±²¥¬  (9.47) ±®±²®¨² ¨§ ²°¥µ ³° ¢¥¨©:

(�k0 � ")C(k0) + U
�
C(k0 + b0) + C(k0 � b0)

�
= 0; (9:50 )

(�k0+b0 � ")C(k0 + b0) + U
�
C(k0 + 2b0) + C(k0)

�
= 0; (9:50¡)

(�k0�b0 � ")C(k0 � b0) + U
�
C(k0) + C(k0 � 2b0)

�
= 0: (9:50¢)
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�¨¤®, ·²®, ª°®¬¥ C(k0), ¥±²¼ ±¢¿§ »¥ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ª®½´´¨¶¨-
¥²» C(k0+2b0) ¨ C(k0�2b0), ¤«¿ ª®²®°»µ ²®¦¥ ³¦® ¢»¯¨± ²¼
³° ¢¥¨¿ ¨§ (9.47):

(�k0+2b0�")C(k0+2b0)+U
�
C(k0+3b0)+C(k0+b0)

�
= 0; (9:51 )

(�k0�2b0�")C(k0�2b0)+U
�
C(k0�b0)+C(k0�3b0)

�
= 0; (9:51¡)

£¤¥, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¯®¿¢¨«¨±¼ ª®½´´¨¶¨¥²» C(k0 + 3b0) ¨
C(k0 � 3b0). �²®² ¯°®¶¥±± ¬®¦® ¯°®¤®«¦¨²¼.

�°¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¢»·¨±«¥¨¿µ ¢ ¬¥²®¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ¢®«®¢®©
´³ª¶¨¨ ª°¨±² ««  ¢ °¿¤ ¯® ¯«®±ª¨¬ ¢®« ¬ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©
°¥¸ ¥²±¿ ¯°¨¡«¨¦¥®. � ± ¬®¬ ¯°®±²®¬ ±«³· ¥ ¢¬¥±²® ¡¥±ª®-
¥·®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¯°¨¡«¨¦¥® ¡¥°¥²±¿ ±¨±²¥¬  ¨§ ¤¢³µ
³° ¢¥¨©. �¥°¥¯¨¸¥¬ (9.47) ¢ ¢¨¤¥

C(k) =

P
n
UbC(k� b)

" � ~2k2=(2m0)
; (9.52)

®²ª³¤  ¢¨¤®, ·²®, ¥±«¨ ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¯«®±ª®© ¢®«» ¡«¨§-
ª  ª ½¥°£¨¨ ±®±²®¿¨¿, ®¯¨±»¢ ¥¬®£® ´³ª¶¨¥©  k(x), ²® ª®½´´¨-
¶¨¥² C(k) ®ª §»¢ ¥²±¿ ¡®«¼¸¨¬. �²® ±«³· © ¬ «»µ § ·¥¨© k,
². ¥. ¶¥²°  ¯¥°¢®© §®» �°¨««¾½ . �±«¨ ¢¥ª²®° k «¥¦¨² ¢¡«¨§¨
£° ¨¶» ¯¥°¢®© §®» �°¨««¾½ , ². ¥. ¢¡«¨§¨ ±¥°¥¤¨» ¢¥ª²®° 
®¡° ²®© °¥¸¥²ª¨, ²® ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ´³ª¶¨¨  k�b0(x) ² ª¦¥
®ª §»¢ ¥²±¿ ±²®«¼ ¦¥ ¡®«¼¸¨¬, ·²® ¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ´³ª¶¨¨
 k(x). �®£¤  ¨¬¥¥¬ ³±«®¢¨¥:

~2(k � b0)2
2m0

� ~2k2

2m0

= "; (9.53)

¡« £®¤ °¿ ·¥¬³:

C(k � b0) =

P
b

UbC(k� b0 � b)
"� ~2(k� b0)2=(2m0)

: (9.54)

�±«®¢¨¥ (9.53) ¯°¨ ±²°®£®¬ ¢»¯®«¥¨¨ ¯¥°¢®£® ¨§ ° ¢¥±²¢ ½ª¢¨-
¢ «¥²® ±®®²®¸¥¨¾:

jkj = jk � bj: (9.55)

�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ½²® ®§ · ¥², ·²® ª®¥¶ ¢¥ª²®°  k «¥¦¨²   ¯¥°¯¥-
¤¨ª³«¿°¥ ª ¢¥ª²®°³ b, ¯°®µ®¤¿¹¥¬ ·¥°¥§ ¥£® ±¥°¥¤¨³, ². ¥. ±®®²-
¢¥²±²¢³¥² £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½ . �  °¨±. 9.3 ¨§®¡° ¦¥® ¥ ·²®
¨®¥, ª ª ¯®±²°®¥¨¥ �¢ «¼¤  ¤«¿ ¤¨´° ª¶¨¨ °¥²£¥®¢±ª¨µ «³·¥©
(±¬. £«. 2), ª®²®°®¥ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬ ¨ ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢
± ¤«¨ ¬¨ ¢®«» ¤¥ �°®©«¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ £° ¨¶¥ ¯¥°¢®©
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§®» �°¨««¾½ . �¥¬ ± ¬»¬ ³±«®¢¨¥ (9.55) ®§ · ¥² ¡°½££®¢±ª³¾
¤¨´° ª¶¨¾ ½«¥ª²°®®¢   ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ «¥²»¥ ½«¥ª²°®» ¢ ª°¨±² ««¥ ¨±¯»-
²»¢ ¾² ¤¨´° ª¶¨¾   ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥, ª ª ½«¥ª-
²°®» ¨ °¥²£¥®¢±ª¨¥ ª¢ ²», ¯ ¤ ¾¹¨¥   ª°¨±² «« ¨§¢¥. �«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ±®±²®¿¨© ± ¢®«®¢»¬
¢¥ª²®°®¬ ¢¡«¨§¨£° ¨¶» §®» �°¨««¾-
½  ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨
¨ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥ ¬» ¬®-
¦¥¬ ®±² ¢¨²¼ ²®«¼ª® ¤¢  ¡®«¼¸¨µ ª®-
½´´¨¶¨¥² , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®±®¡¥-
®±²¿¬ (®¡° ¹¥¨¾ ¢ ¡¥±ª®¥·®±²¼)
±®®²®¸¥¨© (9.52) ¨ (9.54), ¯®« £ ¿ ®±-
² «¼»¥ ° ¢»¬¨ ³«¾.

�¨±. 9.3. �®±²°®¥¨¥ �¢ «¼¤ 
¤«¿ ¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢

� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤ 
ª®¥¶ ¢¥ª²®°  k «¥¦¨² ²®·®   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½ , ². ¥.
¯³±²¼ ¢»¯®«¿¥²±¿

k2 =

�
1

2
b0

�2

; (k � b0)2 =
�
1

2
b0 � b0

�2

=

�
1

2
b0

�2
: (9.56)

�¨¥²¨·¥±ª¨¥ ½¥°£¨¨ ª®¬¯®¥² ¢®« ± ¬®¦¨²¥«¿¬¨ exp (ikx) ¨
exp

�
i(k� b0)x

�
®¤¨ ª®¢»:

~2

2m0

k2 =
~2

2m0

(k � b0)2 = ~2

2m0

�
1

2
b0

�2

: (9.57)

� °¥§³«¼² ²¥ ¨§ ¡¥±ª®¥·®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© (9.47) ®±² ¾²±¿
¤¢  ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ C

�
(1=2)b0

�
¨ C

�
(�1=2)b0

�
:8>>><

>>>:
(�1 � ")C

�
1

2
b0

�
� U1C

�
�1

2
b0

�
= 0;

(��1 � ")C
�
�1

2
b0

�
� U1C

�
1

2
b0

�
= 0;

(9.58)

£¤¥ �1 = ��1 = (~2=2m0)(b0=2)
2; U1 = Ub0 = U�b0 :

�¨±²¥¬  (9.58) ¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥, ª®£¤  ½¥°£¨¿ "
³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾�����

�1 � " U1

U1 �1 � "

����� = 0: (9.59)

�§ (9.59) ¨¬¥¥¬:

"1;2 = �1 � U1 = ~
2

2m0

�
1

2
b0

�2
� U1: (9.60)



232 �«.9. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥

�² ª, ¢¨¤®, ·²®   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ¤«¿ ½¥°£¨¨ ½«¥ª-
²°®  ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  °¥¸¥¨¿:

1) § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¨¦¥, ·¥¬ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨ ±¢®¡®¤®£®
½«¥ª²°® :

"1 =
~
2

2m0

�
1

2
b0

�2

� U1 = "±¢ � U1; (9.61)

2) § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨, ª®²®°®¥ ¢»¸¥ ½¥°£¨¨ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª-
²°® :

"2 =
~2

2m0

�
1

2
b0

�2
+ U1 = "±¢ + U1: (9.62)

� ¯°®¬¥¦³²ª¥ ®² "1 ¤® "2 ±³¹¥±²¢³¥² ®¡« ±²¼ § ¯°¥¹¥»µ § -
·¥¨©.

� ©¤¥¬ ¢®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ k = (1=2)b0. �§ (9.44),
(9.58) ¨ (9.9) ¯°¨ U1 < 0 ¯®«³· ¥¬:

C

�
1

2
b0

�
= C

�
�1

2
b0

�
=

1p
2
;

 � =
exp

�
(1=2)ib0x

�
+ exp

�
(�1=2)ib0x

�
p
2

=
p
2 cos

�
1

2
b0x

�
;

(9.63)

 + = i
p
2 sin

�
1

2
b0x

�
: (9.64)

�²±¾¤  ¢¨¤®, ·²® j �j2 ¬ ª±¨¬ «¼  ¢¡«¨§¨ x = 0 ¨ ¢±¾¤³
¢¡«¨§¨ ³§«®¢ °¥¸¥²ª¨. �²°¨¶ ²¥«¼®±²¼ U1 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®²¥-
¶¨ «³ ¯°¨²¿¦¥¨¿ ¤«¿ ½«¥ª²°® , ¨ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿  � ®¯¨-
±»¢ ¥² ±®±²®¿¨¥, ¢ ª®²®°®¬ ½«¥ª²°®» ±ª®¶¥²°¨°®¢ » ¢¡«¨§¨
³§« , ¯°¨·¥¬ ¨µ ½¥°£¨¿ ¨¦¥, ·¥¬ ½¥°£¨¿ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® .
� ¯°®²¨¢, ¤«¿ ±®±²®¿¨¿ ± ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¥©  + ½¥°£¨¿ ³¢¥«¨-
·¥  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ½¥°£¨¥© ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® , ² ª ª ª ¢ ½²®¬
±«³· ¥ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ¡®«¼¸¥ ¢ ¬¥¦³§¥«¼»µ ®¡« ±²¿µ.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤  ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° ¡«¨§®ª ª £° -
¨¶¥ §®» �°¨««¾½ . �¯¿²¼ ®£° ¨·¨¬±¿ ¤¢³µª®¬¯®¥²»¬
¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬, ¢ ª®²®°®¬ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

 (x) = C(k) exp (ikx) + C

�
k � 1

2
b0

�
exp

�
i

�
k � 1

2
b0

�
x

�
:

(9.65)
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�«¿ ®²»±ª ¨¿ ½¥°£¨¨ ³¦® °¥¸¨²¼ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©8>>><
>>>:

(�k � ")C(k)� U1C
�
k � 1

2
b0

�
= 0;

(�k�b0=2 � ")C
�
k � 1

2
b0

�
+ U1C(k) = 0:

(9.66)

�¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ®²®±¨²¥«¼® C(k) ¨ C(k�b0=2) ¨¬¥¥² ¥²°¨-
¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ¯°¨ ³±«®¢¨¨�����

�k � " U1

U1 �k�b0=2 � "

����� = 0: (9.67)

�®°¨ ª¢ ¤° ²®£® ³° ¢¥¨¿ (9.67) ¨¬¥¾² § ·¥¨¿

"1;2 =
1

2

�
�k�b0=2 + �k

��
r

1

4

�
�k�b0=2 + �k

�2
+ U2

1
: (9.68)

� ¦¤»© ¨§ ª®°¥© ®¯¨±»¢ ¥² §®³ ½¥°£¨©. � ·¥±²¢¥ ¿ § -
¢¨±¨¬®±²¼ "(k) ¯®ª §     °¨±. 9.4. �°¨ k, ®·¥¼ ¡«¨§ª¨µ ª £° -

�¨±. 9.4. � ¢¨±¨¬®±²¼ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ®² ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ¢ ±« ¡®¬ ¯¥°¨®-
¤¨·¥±ª®¬ ¯®²¥¶¨ «¥

¨¶¥ §®» �°¨««¾½ , ¢»¯®«¿¥²±¿: k � b0=2. �®£¤  ¤«¿ ³¯°®-
¹¥¨¿ ¢¨¤  °¥¸¥¨¿ (9.68) ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° §«®¦¥¨¥ ¯®
¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³

� =
1

2
b0 � k: (9.69)

� ®¡« ±²¨ § ·¥¨© ½¥°£¨© ~
2�2=(2m0)� U1 ¨¬¥¥¬ ¤«¿ ¢¥²-

¢¥© ¤¨±¯¥°±¨®»µ § ¢¨±¨¬®±²¥© ¢® ¢²®°®© ¨ ¢ ¯¥°¢®© ° §°¥¸¥-
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®© ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® µ, ±®®²¢¥²±²¢¥®:

"1(k) =
~
2

2m0

�
1

2
b0

�
+ U1 +

~
2

2m0

�
1 +

2�1
U1

��
b0
2
� k
�2

; (9:70 )

"2(k) =
~
2

2m0

�
1

2
b0

�
� U1 + ~

2

2m0

�
1� 2�1

U1

��
b0
2
� k
�2

; (9:70¡)

£¤¥ �1 = (~2=2m0)(b0=2)
2.

9.4. �®¤¥«¼ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ½«¥ª²°®®¢

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¥«¼ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ± ¨® ¬¨ ½«¥ª²°®®¢
(¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢), ¯°¨¬¥¨¬³¾ ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ° ±±²®-
¿¨¿ ¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨  ²®¬ ¬¨ ¢¥«¨ª¨ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¨µ ° §¬¥-
° ¬¨. �³±²¼ Àª°¨±² ««Á ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¡¥±ª®¥·³¾ ¶¥¯®·ª³
®¤¨ ª®¢»µ, ®¤®¢ «¥²»µ, ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨ ° ±¯®«®¦¥»µ  ²®-
¬®¢. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ 'g(r �Rg) ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ «¥²®£®
½«¥ª²°® , £¤¥ g | ®¬¥°  ²®¬  ¢ ¶¥¯®·ª¥, r ¨ Rg | ° ¤¨³±»-
¢¥ª²®°» ½«¥ª²°®  ¨ g-£®  ²®¬®£® ®±²®¢ . �®¤±² ¢«¿¿ ½²³ ¢®«®-
¢³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ ³° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥°  (9.7), ¯®«³·¨¬:

� ~
2

2m0

r2'g + Ug(r)'g = "a'g; (9.71)

£¤¥ Ug(r) | ¯®²¥¶¨ «¼ ¿ ½¥°£¨¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°®  ±
g-¬  ²®¬®¬, "a | ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥
´³ª¶¨¨ 'g, ². ¥. ½²® ¤¨±ª°¥²»© ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ³°®¢¥¼ ¢ «¥²-
®£® ½«¥ª²°®  ¢ ¤ ®¬  ²®¬¥. �³±²¼ 'g ®¯¨±»¢ ¥² s-±®±²®¿¨¥.
�®£¤  ³°®¢¥¼ "a ¢»°®¦¤¥ ¤¢³ª° ²® ²®«¼ª® ¯® ±¯¨³.

� ±¨«³ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ®¡ ¨¤¥²¨·®±²¨  ²®¬®¢ ¶¥¯®·ª¨ ´³ª-
¶¨¨ 'g ± ° §«¨·»¬¨ ®¬¥° ¬¨ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ²®«¼ª®
²¥¬, ·²® ®¨ ¶¥²°¨°®¢ » ®²®±¨²¥«¼® ° §«¨·»µ  ²®¬®¢, ®¤-
 ª® ³°®¢¨ ½¥°£¨¨, ª®²®°»¥ ¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾², ¤®«¦» ¡»²¼
®¤¨ ª®¢»¬¨.

�¡«¨§¨ g-£®  ²®¬®£® ®±²®¢  ¢ «¥²»© ½«¥ª²°® ¤¢¨¦¥²±¿ ¢
®±®¢®¬ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¨§®«¨°®¢ ®¬  ²®¬¥. �°¨ ¯®±²¥¯¥®¬
±¡«¨¦¥¨¨  ²®¬®¢ ¢ «¥²»© ½«¥ª²°®  ·¨ ¥² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢®-
¢ ²¼ ± ¤°³£¨¬¨ ¨®»¬¨ ®±²®¢ ¬¨, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¬®¤¨´¨¶¨°³-
¥²±¿ ¥£® ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿. �®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ °¥¸¥¨¿ ³° ¢-
¥¨¿ �°¥¤¨£¥°  ¤«¿ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®©
ª®¬¡¨ ¶¨¨  ²®¬»µ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢:

 (r) =
X
g

ag'g: (9.72)
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�®¤±² ¢«¿¿ °¥¸¥¨¥ (9.72) ¢ ³° ¢¥¨¥ (9.5), ¯®«³·¨¬:

1X
g=�1

ag

�
� ~

2

2m0

r2'g + (U � Ug)'g + Ug'g � "'g
�

= 0: (9.73)

�±¯®«¼§³¿ ³° ¢¥¨¥ (9.71), ¢»° ¦¥¨¥ (9.73) ¯°¥¤±² ¢¨¬ ² ª:

1X
g=�1

ag
�
("a � ")'g + (U � Ug)'g

�
= 0: (9.74)

�®¬®¦¨¬ (9.74)   ª®¬¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥³¾ ¢®«®¢³¾ ´³ª¶¨¾
½«¥ª²°®  ¢ ¨§®«¨°®¢ ®¬  ²®¬¥ g0 ¨ ¯°®¨²¥£°¨°³¥¬ ¯® ª®®°¤¨-
 ² ¬ ½«¥ª²°®  r. �¡®§ ·¨¬ ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¨²¥£° «» ² ª:Z

'�g0'gdr = Sg0g (9.75)

| ¨²¥£° « ¯¥°¥ª°»²¨¿, ª®²®°»© ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®© ¯¥°¥ª°»²¨¿
¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ° §«¨·»µ  ²®¬®¢ ¯® ¬¥°¥ ¨µ ±¡«¨¦¥¨¿;Z

'�g0(U � Ug)'gdr = Ug0g (9.76)

| ¨²¥£° « ¯¥°¥®± , ª®²®°»© ¯®ª §»¢ ¥² ±²¥¯¥¼ ®¯®±°¥¤®¢ -
®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°®»µ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©, ¶¥²°¨°®-
¢ »µ   ° §«¨·»µ  ²®¬ µ, ¨ ¢®§¨ª ¾¹¥£® ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¢§ ¨-
¬®¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ± ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª®©.

�®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ ®°²®®°¬¨°®¢ »:

Sgg =

Z
'�g'gdr = 1: (9.77)

�°¨ g0 6= g Sg0g 6= 0, ® ¬ «» ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¥¤¨¨¶¥©, ¯®±ª®«¼ª³
¬» ¯°¥¤¯®« £ «¨, ·²®  ²®¬» ¢ ¶¥¯®·ª¥  µ®¤¿²±¿   ±° ¢¨²¥«¼®
¡®«¼¸¨µ ° ±±²®¿¨¿µ, ¨ ±²¥¯¥¼ ¯¥°¥ª°»²¨¿ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©
¥¢¥«¨ª .

� ª ª ª ¢±¥  ²®¬» ¢ ¶¥¯®·ª¥ ®¤¨ ª®¢», ¨²¥£° «» Sg0g ¨ Ug0g

¥ ¬®£³² § ¢¨±¥²¼ ®² ²®£®, £¤¥ ¨¬¥® ° ±¯®«®¦¥»  ²®¬» g0 ¨
g, ±³¹¥±²¢¥® ²®«¼ª® ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¨¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
¬®¦® § ¯¨± ²¼:

Sg0g = S(jg0� gj); Ug0g = U(jg0 � gj): (9.78)

� ¢¥±²¢  (9.78) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¢»° ¦¥¨¥ ¨¤¥²¨·®±²¨
¢±¥µ  ²®¬®¢ ¢ °¥¸¥²ª¥ ¨ ¯®±²®¿±²¢  ° ±±²®¿¨© ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¨
¿¢«¿¾²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²° ±«¿¶¨®®© ¨¢ °¨ ²®±²¨ ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¥¬®© § ¤ ·¨.
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� ±¨«³ ²®£®, ·²® ¢¨¤ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ (9.72) ¤®«¦¥ ±®®²¢¥²-
±²¢®¢ ²¼ ²¥®°¥¬¥ �«®µ  (9.19), ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®½´´¨¶¨¥²»
ag ¨¬¥¾² ¢¨¤

ag = exp (i�g); (9.79)

£¤¥ ¯ ° ¬¥²° � ¡³¤¥² ®¯°¥¤¥«¥ ¨¦¥. �®¤±² ¢«¿¿ (9.79) ¢ ³° ¢¥-
¨¥ (9.74) ¨ ¯°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ (9.78), ¯®«³·¨¬

1X
g=�1

exp (i�g)
�
("a � ")S(jg0� gj) + U(jg0� gj)� = 0: (9.80)

�¤¥« ¥¬ ¢ (9.80) § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥®© g0 � g = g00. �®ª° ¹ ¿  
¢¥«¨·¨³ exp (i�g0), ¨¬¥¥¬

1X
g00=�1

exp (�i�g00)�("a � ")S(jg00j) + U(jg00j)� = 0: (9.81)

�»° ¦¥¨¥ (9.81) | ½²® ³±«®¢¨¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ
§ ·¥¨© ½¥°£¨¨. � ¬¥¿¿ ¢ (9.81) ¨¤¥ª± ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ g00  
g, ¯®«³·¨¬

" = "a +

1P
g=�1

exp (�i�g)U(jgj)
1P

g=�1
exp (�i�g)S(jgj)

: (9.82)

�»¤¥«¨¬ ¨§ ±³¬¬ ¢ (9.82) ·«¥» ± g = 0:

" = "a +

U(0) + 2
1P
g=1

U(g) cos �g

1 + 2
1P
g=1

S(g) cos�g
: (9.83)

� ° ¬¥²° � ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¤®¬¥°»©   «®£ ª¢ §¨¢®«®¢®£®
¢¥ª²®° . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ±®®²®¸¥¨© (9.72) ¨ (9.79) ±«¥¤³¥²

 (r) =
1X

g=�1

exp (i�g)'g(r�Rg): (9.84)

�¢¥¤¥¬ ¢¥ª²®°» k = (�=d; 0; 0) ¨ Rg = (dg; 0; 0). �®£¤  (9.84)
¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ² ª:

 (r) =
1X

g=�1

exp
�
i(k;Rg)

�
'g(r�Rg) = exp (ikr)Uk(r); (9.85)
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£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ ± ¯¥°¨®¤®¬ d:

Uk(r) =
1X

g=�1

exp
�
i(k;Rg � r)

�
'g(r�Rg): (9.86)

�»° ¦¥¨¥ (9.85)¤«¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨¨¬¥¥² ¢¨¤´³ª¶¨¨�«®µ .
� ±¯°®±²° ¥¨¥ ¤ ®£® ¯®¤µ®¤    ±«³· © ²°¥µ¬¥°®£® ª°¨-

±² ««  ¢®§¬®¦®, ¥±«¨ ¯°®¢¥±²¨ § ¬¥³: g ! g (¢¥ª²®°, ª®¬¯®-
¥²» ª®²®°®£® | ¶¥«»¥ ·¨±« ), � ! �. �®±«¥¤¨© ¨§ ¢®¢¼
¢¢¥¤¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ±¢¿§  ± ª¢ §¨¢®«®¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±®®²®¸¥-
¨¿¬¨

�1 = a1k1; �2 = a2k2; �3 = a3k3: (9.87)

�®£¤  ¢»° ¦¥¨¥ (9.83) ¤«¿ ²°¥µ¬¥°®£® ±«³· ¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

" = "a +

U(0) + 2
1P
g=1

U(g) cos�g

1 + 2
1P
g=1

S(g) cos�g
: (9.88)

�²¥£° «»U(g)¨S(g) ¡»±²°® ³¡»¢ ¾² ± ° ±±²®¿¨¥¬ g ¬¥¦¤³
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨  ²®¬ ¬¨. �®½²®¬³ ¢ ±³¬¬ µ ¢ (9.88) ¬®¦®
®±² ¢¨²¼ ²®«¼ª® ¯¥°¢»¥ ·«¥» °¿¤®¢:

" = "a +

U(0) + 2
1P
g=1

U(g) cos�g

1 + 2
1P
g=1

S(g) cos�g
� "a +

U(0) + 2U(1) cos�

1 + 2S(1) cos�
�

� "a +
�
U(0) + 2U(1) cos�

��
1� 2S(1) cos�

�
=

= "a + U(0) + 2U(1) cos � � 2U(0)S(1) cos� � 4U(1)S(1) cos2 � �

� "a + U(0) + 2
�
U(1)� U(0)S(1)

�
cos �: (9.89)

�²¥£° «» U(g) ¨ S(g) ¢ (9.89) ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, § ¿ ¿¢»©
¢¨¤ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ¨§®«¨°®¢ »µ  ²®¬®¢. �°³£®© ¯³²¼ |
° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨µ ª ª ¯ ° ¬¥²°» § ¤ ·¨, ¯®¤«¥¦ ¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥-
¨¾ ¨§ ½ª±¯¥°¨¬¥² . �°¨ ½²®¬ ¥¤®±² ²ª¨ ° ±·¥²  ¨±·¥§ ¾², ®
²¥°¿¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±²°³ª²³°»
½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® ¨±µ®¤¿ ¨§ µ¨¬¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢  ²®¬®¢.

�®®²®¸¥¨¥ (9.89) ¯®ª §»¢ ¥², ª ª ¢«¨¿¥² ¯®«¥ ª°¨±² ««¨·¥-
±ª®© °¥¸¥²ª¨   ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²° ½«¥ª²°®®¢.
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1. �²®¬»© ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ³°®¢¥¼ "a ±¤¢¨£ ¥²±¿   ¯®±²®¿-
³¾, ¥ § ¢¨±¿¹³¾ ®² �, ¢¥«¨·¨³

U(0) =

Z
V

'�g(r)(U � Ug)'g(r) dr; (9.90)

° ¢³¾ ±°¥¤¥© ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°® , «®ª «¨§®¢ ®£®   ª ª®¬-
«¨¡® g-¬  ²®¬¥, ¢ ¯®«¥ ®±² «¼»µ  ²®¬®¢.

2. �¨±ª°¥²»©  ²®¬»© ³°®¢¥¼ "  À° §¬»¢ ¥²±¿Á ¢ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª³¾ §®³: ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¯ ° ¬¥²°  �� 6 � 6 � ¯®±«¥¤-
¥¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (9.89) ¥¯°¥°»¢® ¨§¬¥¿¥²±¿ ®²
�2jU(1)� U(0)S(1)j ¤® +2jU(1)� U(0)S(1)j. �±¥ § ·¥¨¿ ½¥°-
£¨¨ ¢ ½²®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¬®£³² ¡»²¼ § ¿²» ½«¥ª²°® ¬¨. �¨°¨ 
½²®£® ¨²¥°¢ «  (¸¨°¨  ° §°¥¸¥®© §®») ±®±² ¢«¿¥² ¢¥«¨·¨³

�" = 4jU(1)� U(0)S(1)j (9.91)

¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±²¥¯¥¼¾ ¯¥°¥ª°»²¨¿ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©  ²®¬®¢ 'g
¨ 'g�1. � ³¬¥¼¸¥¨¥¬ ¯¥°¥ª°»²¨¿ (± ³¢¥«¨·¥¨¥¬ ¬¥¦ ²®¬®£®
° ±±²®¿¨¿) ¸¨°¨  §®» ¡»±²°® ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾ | §®  À±²¿-
£¨¢ ¥²±¿Á ¢ ¤¨±ª°¥²»© ³°®¢¥¼.

� ±±¬®²°¨¬ ¢ ¦»© ±«³· © § ·¥¨© ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®° ,
«¥¦ ¹¨µ ¢¡«¨§¨ ¶¥²°  §®»�°¨««¾½ : k! 0 (� ! 0). �«¿   -
«¨§  ¨±¯®«¼§³¥¬ ° §«®¦¥¨¥ ¢ °¿¤: cos � � 1 � �2=2: �®¤±² ®¢ª 
½²®£® ¢»° ¦¥¨¿ ¢ (9.89) ¯°¨¢®¤¨² ª ±®®²®¸¥¨¾ ¤«¿ ½¥°£¨¨

" = "0 + jU(1)� U(0)S(1)jk2d2; (9.92)

£¤¥ "0 | ¬¨¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨:

"0 = "a + U(0) + 2
�
U(1)� U(0)S(1)

�
: (9.93)

� (9.92) § ·¥¨¿ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ®²±·¨²»¢ ¾²±¿ ®² ¬¨-
¨¬ «¼®£® § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ (9.93). �®®²®¸¥¨¥ (9.92) ² ª¦¥
¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥

" = "0 +
~2k2

2m
; (9.94)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥

m =
~2

2d2jU(1)� U(0)S(1)j (9.95)

| ½´´¥ª²¨¢ ¿ ¬ ±±  ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼,
·²® ®  ³¬¥¼¸ ¥²±¿ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ¸¨°¨» ° §°¥¸¥®© §®».
� ª ° §®±²¨ U(1) � U(0)S(1) ®¯°¥¤¥«¿¥², «¥¦¨² «¨ ¬¨¨¬³¬
½¥°£¨¨ (¤® §®») ¢ ²®·ª¥ k! 0 (� ! 0) ¢ ¶¥²°¥ §®» �°¨««¾-
½ , ¨«¨   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ¯°¨ � = �.
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� «®£¨·®¥ ¢»° ¦¥¨¾ (9.94) ±®®²®¸¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³-
·¥®   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ¯°¨ � = �, ®¤ ª® ½´´¥ª²¨¢ ¿
¬ ±±  ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®²°¨¶ ²¥«¼ :

" = const+
~
2k2

2m0
; m0 < 0: (9.96)

� (9.96) § ·¥¨¿ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  ®²±·¨²»¢ ¾²±¿ ®² ¬ ª-
±¨¬ «¼®£® § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ (¯®²®«ª  §®»). � §®±²¼ ¯®±²®¿-
»µ ³°®¢¥© ½¥°£¨¨ ¬¥¦¤³ (9.96) ¨ (9.94) ° ¢  ¸¨°¨¥ ° §°¥-
¸¥®© §®». �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿ · ±²¨¶ ± ®²°¨¶ ²¥«¼-
®© ½´´¥ª²¨¢®© ¬ ±±®© ®ª §»¢ ¾²±¿ ±ª®¶¥²°¨°®¢ »¬¨ ¢
®ª°¥±²®±²¨ £° ¨¶» §®» �°¨««¾½ . � ª¨¥ · ±²¨¶» ¯®«³·¨«¨
 §¢ ¨¥ ¤»°®ª.

�»° ¦¥¨¿ (9.94) ¨ (9.96) ¯® ´®°¬¥ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ´®°¬³«®© ¤«¿
½¥°£¨¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢. �²® ¢ ¦®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ³ª §»-
¢ ¥²   ²®, ·²® ¯®¢¥¤¥¨¥ §®»µ ½«¥ª²°®®¢ ± ¬ «»¬¨ § ·¥¨-
¿¬¨ ª¢ §¨¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢ (¤»°®ª ± ª¢ §¨¢®«®¢»¬¨ ¢¥ª²®-
° ¬¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½ ) ¤®«¦®
¡»²¼ ¯®¤®¡»¬ ¯®¢¥¤¥¨¾ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢. � ·¥¨¿ ½´-
´¥ª²¨¢®© ¬ ±±» ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¤»°®ª, ª ª ¯° ¢¨«®, ° §«¨·»,
µ®²¿ ¨§ ¯°¨¢¥¤¥®© ³¯°®¹¥®© ²¥®°¨¨ ½²®£® ¨ ¥ ±«¥¤³¥².

� ¢¨±¨¬®±²¼ ½¥°£¨¨ §®®£® ½«¥ª²°®  ®² ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª-
²®°  (§ ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥), ±®®²¢¥²±²¢³¾-
¹ ¿ ±®®²®¸¥¨¾ (9.89), ¯®ª §     °¨±. 9.5.

�§ °¨±. 9.5 ±«¥¤³¥², ·²®, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢,
½¥°£¨¿ §®»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¬®¦¥² ¬¥¿²¼±¿ ²®«¼ª®

�¨±. 9.5. � §°¥¸¥ ¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª ¿ §®  ¢ ¬®¤¥«¨ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ½«¥ª²°®-
®¢. �²°¨µ®¢®© «¨¨¥© ¯®ª §  § ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢

¢ ®£° ¨·¥®¬ ¨²¥°¢ «¥ ¸¨°¨» ° §°¥¸¥®© §®» ¯°¨ «¾-
¡»µ § ·¥¨¿µ ª¢ §¨¢®«®¢®£® ¢¥ª²®° . �±«¥¤±²¢¨¥ ¯¥°¨®¤¨·®-
±²¨ ª °²¨» ¤®±² ²®·® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¨§¬¥¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¢ ¯°¥-
¤¥« µ ¯¥°¢®© §®» �°¨««¾½ .

�¥°£¥²¨·¥±ª¨¥§®» ¢ ª°¨±² «« µ ¢®§¨ª ¾² ¢ °¥§³«¼² ²¥ À° §-
¬»²¨¿Á ¤¨±ª°¥²»µ ³°®¢¥© ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬ µ, ®¡³±«®-
¢«¥®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°®®¢ ± ±®±¥¤¨¬¨ (¨ ¡®«¥¥ ¤ «¥-
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ª¨¬¨)  ²®¬ ¬¨ °¥¸¥²ª¨ §  ±·¥² ¯¥°¥ª°»²¨¿ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨©.
�®£« ±® ¯°¨¶¨¯³ � ³«¨, ¤¢  ½«¥ª²°®  ¥ ¬®£³²  µ®¤¨²¼±¿ ¢
®¤¨ ª®¢»µ ª¢ ²®¢»µ ±®±²®¿¨¿µ, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¯°¨ ®¡º¥¤¨-
¥¨¨  ²®¬®¢ ¢ ª°¨±² ««¥ ¨ ¯°¨ ¨µ ±¡«¨¦¥¨¨ ¤®«¦® ¯°®¨§®©²¨
±¿²¨¥ ¢»°®¦¤¥¨¿ ¯® ½¥°£¨¿¬ | ½«¥ª²°®», ¯¥°¢® · «¼® § -
¨¬ ¢¸¨¥ ¢ ®¤¨ ª®¢»µ  ²®¬ µ ®¤¨ ª®¢»¥ ª¢ ²®¢»¥ ±®±²®¿-
¨¿, ®¡¿§ » § ¿²¼ ®¢»¥ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ ³°®¢¨. �®±ª®«¼ª³ ¢
ª°¨±² ««¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ½«¥ª²°®®¢, ¢®§¨ª ¥²
½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ±¯¥ª²° ° §°¥¸¥»µ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© |
° §°¥¸¥ ¿ §® . �±¯®¬¨ ¿, ·²® ¬» ¨¬¥«¨ ¤¥«® ± ¢ «¥²»¬¨
½«¥ª²°® ¬¨  ²®¬®¢ ¢ ¶¥¯®·ª¥ ¢ s-±®±²®¿¨¨, ¯®«³·¨¬ ®¤³ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª³¾ §®³ (1S-§® ), ¢ ª®²®°®© ° ±¯®«®¦¥» ¢±¥ ½«¥ª²°®»¥
±®±²®¿¨¿. �±«¨ ¢  ²®¬ µ ±³¹¥±²¢³¾² ½«¥ª²°®» ¢ ¤°³£¨µ ½«¥ª-
²°®»µ ±®±²®¿¨¿µ, ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼ ¯®¿¢«¥¨¿, ¯®¬¨¬® 1S-§®»,
¥¹¥ ®¤®© 2S-§®», ²°¥µ 2P -§®, ®¤®© 3S-§®», ²°¥µ 3P -§®,
¯¿²¨ 3D-§® ¨ ². ¤. �¨°¨  ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §®, ¯°®¨§®¸¥¤¸¨µ
¨§ ° §«¨·»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ³°®¢¥©, ² ª¦¥ ° §«¨· :  ¨¬¥¥¥
³¸¨°¥» ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» £«³¡®ª® «¥¦ ¹¨µ ³°®¢¥©, ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨µ ¢³²°¥¨¬ ½«¥ª²°®»¬ ®¡®«®·ª ¬  ²®¬®¢, ¯®±ª®«¼ª³
¢³²°¨ª°¨±² ««¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ¤¥©±²¢³¥²   ¨µ ®²®±¨²¥«¼®
±« ¡® (°¨±. 9.6). �®±ª®«¼ª³ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ s, p, d, : : : ³°®¢¨ ¢

�¨±. 9.6. �¡° §®¢ ¨¥ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® ¯°¨ ±¡«¨¦¥¨¨  ²®¬®¢

 ²®¬¥ ° §¤¥«¥», ¬¥¦¤³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¬¨ §®-
 ¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ¬®£³² ¢®§¨ª ²¼ ¯°®¬¥¦³²ª¨, ¢ ª®²®°»µ ¥² ° §-
°¥¸¥»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ±®±²®¿¨© ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ (§ ¯°¥¹¥-
»¥ §®»). � ª°¨±² «« µ, ±®±²®¿¹¨µ ¨§ ¬®£®½«¥ª²°®»µ  ²®-
¬®¢ ¨ ±®¤¥°¦ ¹¨µ ° §«¨·»¥ ± µ¨¬¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿  ²®¬»,
§®» ¬®£³² ² ª¦¥ ±¬»ª ²¼±¿ ¨ ¯¥°¥ª°»¢ ²¼±¿, ·²® ®¡³±«®¢«¨¢ ¥²
®±®¡¥®±²¨ ½«¥ª²°®»µ ±¢®©±²¢ ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢.
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�±«¨ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ±®±²®¨² ¨§ N ®¤®¢ «¥²»µ  ²®¬®¢ ± ½«¥ª-
²°® ¬¨ ¢ s-±®±²®¿¨¨, ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¡° §³¥²±¿ ®¤  ½¥°£¥²¨-
·¥±ª ¿ S-§® , ¢ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ° §°¥¸¥»¬¨ 2N ±®±²®¿¨©.
�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¡« £®¤ °¿ ±¯¨®¢®¬³ ¢»°®¦¤¥¨¾ ®¤³ ¨ ²³ ¦¥
½¥°£¨¾ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ¤¢  ½«¥ª²°®  ± ¯°®²¨¢®¯®«®¦® ®°¨¥²¨°®-
¢ »¬¨ ±¯¨ ¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ° §°¥¸¥»¥ ±®-
±²®¿¨¿ ¢ ½¥°£¥²¨·¥±ª®© §®¥ ®ª §»¢ ¾²±¿ § ¯®«¥»¬¨ ²®«¼ª®
 ¯®«®¢¨³.

� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ª ª ¯°¨¬¥° ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ¨§ N  ²®¬®¢ ± ½«¥ª²°®-
 ¬¨ ¢ 1s22s22p6-±®±²®¿¨¿µ, ¬®¦® ±¤¥« ²¼ § ª«¾·¥¨¥ ® ²®¬,
·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¡° §³¾²±¿ ®¤  1S-§® , ®¤  2S-§® , ²°¨
2P -§®», ¢ ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ° §°¥¸¥»¬¨ ¯® 2N
½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨©. � ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ ½«¥ª²°®»¥ ±®±²®-
¿¨¿ ¢® ¢±¥µ §® µ ®ª §»¢ ¾²±¿ § ¿²»¬¨.

� ±±¬®²°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ½«¥ª²°®®¥ ±²°®¥¨¥ ¬¥² ««¨·¥±ª®£®
 ²°¨¿, ½«¥ª²°®»©²¥°¬  ²®¬  ª®²®°®£® ¨¬¥¥² ¢¨¤: [1s22s22p6]3s.
�¥±¿²¼ ¢³²°¥¨µ ½«¥ª²°®®¢ ±®§¤ ¾² ¢  ²®¬¥ Na § ¬ª³²³¾ ®¡®-
«®·ª³, ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ½²¨ ½«¥ª²°®» ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¿¾² ¯¥°¢»¥
5 ®·¥¼ ³§ª¨µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §®. �¤¨±²¢¥»© ¢¥¸¨© ½«¥ª-
²°®, ¯°¨µ®¤¿¹¨©±¿    ²®¬, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² § ¯®«¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥©
§®» ²®«¼ª®  ¯®«®¢¨³.

�²¥°¥±¥ ±«³· © ®¡° §®¢ ¨¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª®© §®®© ª °²¨»
¢ ª°¨±² «« µ  «¬ § , ª°¥¬¨¿ ¨ £¥°¬ ¨¿, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ±µ®¤»¬
±²°®¥¨¥¬ ¢ «¥²®© ®¡®«®·ª¨ (¯°¨¬¥° ¯® ®¡° §®¢ ¨¾ §®®©
±²°³ª²³°» ª°¨±² ««   «¬ §  ¯®ª §    °¨±. 9.7). � «¥²»¥

�¨±. 9.7. �¡° §®¢ ¨¥ §®®© ±²°³ª²³°»  «¬ § 

®¡®«®·ª¨ ±¢®¡®¤»µ  ²®¬®¢ ½²¨µ ½«¥¬¥²®¢ ®¡« ¤ ¾² ½«¥ª²°®®©
ª®´¨£³° ¶¨¥© s2p2 (¥±²¼ 4 ¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®  | ¯® ¤¢  ¢ s- ¨
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°-±®±²®¿¨¿µ). � §®±²¨ ½¥°£¨© s- ¨ °-³°®¢¥© ¥¢¥«¨ª¨, ¯®-
½²®¬³ ¯°¨ ®¡° §®¢ ¨¨ ª°¨±² ««  ¯°®¨±µ®¤¨² ¨µ £¨¡°¨¤¨§ ¶¨¿,
¨  ²®¬» ¢±²³¯ ¾² ¢ ª®¢ «¥²³¾ ±¢¿§¼,  µ®¤¿±¼ ¥ ¢ ®±®¢®¬,
  ¢ ¢®§¡³¦¤¥®¬ ±®±²®¿¨¨, ¢ ª®²®°®¬ ®¤¨ ¨§ s-½«¥ª²°®®¢ ¯¥-
°¥µ®¤¨² ¢ £°³¯¯³ p. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ³£«¥°®¤  ¯°®¬¥¦³²®·®¥ ¢®§-
¡³¦¤¥®¥ ±®±²®¿¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯¨± ® ½«¥ª²°®»¬ ²¥°¬®¬:
[�¥]2s12p3. �®½²®¬³ ³ª § »¥ ·¥²»°¥ s- ¨ °-½«¥ª²°®  ®ª §»¢ -
¾²±¿   ¥§ ¯®«¥»µ ³°®¢¿µ ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢ «¥²»¬¨ ½«¥ª²°®-
 ¬¨, ±¯®±®¡»¬¨ ®¡° §®¢»¢ ²¼ À£¨¡°¨¤³¾ s°3-±¢¿§¼Á. � ±¨«³
 ¨§®²°®¯¨¨  ¯° ¢«¥®±²¨ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ½«¥ª²°®®¢ sp3-
±¢¿§¼ ±¯®±®¡±²¢³¥² ®¡° §®¢ ¨¾ ²¥²° ½¤°¨·¥±ª®©  ²®¬®© ±²°³ª-
²³°», ¢ · ±²®±²¨, ¨§ ³£«¥°®¤  ®¡° §³¥²±¿ ²¥²° ½¤° CC4 ¨ § -
²¥¬ | ¬®®ª°¨±² ««  «¬ § , ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨© ±®¡®© £¨£ ²±ª³¾
ª®¢ «¥²³¾ ¬®«¥ª³«³. �¡° ¹ ¿ ¢¨¬ ¨¥   µ ° ª²¥° § ¯®«¥-
¨¿ §®, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ®¤  ¨§ ¢¥°µ¨µ ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥»µ
§® ®²¤¥«¥  ®² ¯³±²®© §®» § ·¨²¥«¼»¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¬ ¨²¥°-
¢ «®¬, ª®²®°»© ¿¢«¿¥²±¿ § ¯°¥¹¥®© §®®©. �«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼,
·²® ³ª §  ¿   °¨±. 9.7 ª °²¨  § ¯®«¥¨¿ §® ¤¥©±²¢¨²¥«¼ 
²®«¼ª® ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥  ¡±®«¾²®£® ³«¿.

� ²®·ª¨ §°¥¨¿ §®®© ²¥®°¨¨ ®²±³²±²¢¨¥ ¬¥² ««¨·¥±ª®© ¯°®-
¢®¤¨¬®±²¨ ®§ · ¥² «¨¸¼, ·²® ¥² · ±²¨·® § ¯®«¥»µ §®,
². ¥. ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ (¯°¨ T = 0) ª ¦¤ ¿
§®  «¨¡® ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥ , «¨¡® ¯®«®±²¼¾ ¯³±² . �¥©±²¢¨-
²¥«¼®, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ± ¥·¥²»¬ ·¨±«®¬ ¢ «¥²»µ
½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ ( ¯°¨¬¥°, ¬¥² ««¨·¥±ª¨©  ²°¨©), ¬» ¢¨-

�¨±. 9.8. �® ¿ ±²°³ª²³°  ¤«¿: a | ¤¨½«¥ª²°¨ª  ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª ; ¡ |
¬¥² «« ; ¢ | ¬¥² ««  ± ¯¥°¥ª°»²¨¥¬ §®, ¯®«³¬¥² «« . � ¸²°¨µ®¢ » ®¡« ±²¨
§ ¿²»µ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨©

¤¨¬ (°¨±. 9.8), ·²® ¤ ¦¥ ¬ «®¥ ¢¥¸¥¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¥   ½«¥ª²°®
¬®¦¥² ¯¥°¥¢¥±²¨ ¥£® ¢ ®¢®¥ ª¢ ²®¢®¥ ±®±²®¿¨¥. � ª¨¥ ½«¥ª-



9.4. �®¤¥«¼ ±¨«¼® ±¢¿§ »µ ½«¥ª²°®®¢ 243

²°®» «¥£ª® ¯®¤¢¨¦» ¨ ±®±² ¢«¿¾² ½«¥ª²°®»© £ §, ¯¥°¥¬¥¹¥-
¨¥ ª®²®°®£® ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¯°¨¢®¤¨² ª ¢®§-
¨ª®¢¥¨¾ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ²®ª . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥·¥²®¥ ·¨±«®
¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ ¤®«¦® ¯°¨¢®¤¨²¼ ª ®¡° §®¢ ¨¾
¢¥¹¥±²¢ ± ¬¥² ««¨·¥±ª®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾. � ¯°®²¨¢, ·¥²®¥ ·¨±«®
¢ «¥²»µ ½«¥ª²°®®¢ ¤®«¦® ®¡³±«®¢«¨¢ ²¼ ¢ ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢ µ
±¢®©±²¢  ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢ ¨«¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢. �²®¬³ ¯° ¢¨«³ µ®-
°®¸® ¯®¤·¨¿¾²±¿ ½«¥¬¥²» I, III, V ¨ VII £°³¯¯ �¥°¨®¤¨·¥±ª®©
±¨±²¥¬»: ®¨, ª ª ¯° ¢¨«®, ¯°®¢®¤¨ª¨ ¢ ²¢¥°¤®¬ ±®±²®¿¨¨ ¯°¨
®°¬ «¼»µ ³±«®¢¨¿µ. �¥¬¥² «« ¬¨ (¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨ ¨«¨ ¯®«³-
¯°®¢®¤¨ª ¬¨) ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥²» IVa-¯®¤£°³¯¯» (§  ¨±ª«¾·¥-
¨¥¬ ±¢¨¶ ), VIa-¯®¤£°³¯¯» ¨ VIII £°³¯¯».

� ¤¢³µ¢ «¥²»µ ¬¥² «« µ (Be, Mg, Ca, Sr, Ba), ¯°¨ ¤«¥-
¦ ¹¨µ II £°³¯¯¥, ª °²¨  ¡®«¥¥ ±«®¦ ¿. � ¯°®±²®© ¬®¤¥«¨ ½²¨
¢¥¹¥±²¢  ¤®«¦» ¡»²¼ ¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨, ®¤ ª® ®¨ ¯°®¢®¤¿² ²®ª,
µ®²¿ ¨µ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ § ·¨²¥«¼® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ³ ®¤®¢ «¥²»µ
¬¥² ««®¢. � ±·¥²» §®®© ±²°³ª²³°» ¤«¿ ½²¨µ ¬¥² ««®¢ ¯®ª § «¨,
·²® ¢ ¨µ ±³¹¥±²¢³¥² ¯¥°¥ª°»²¨¥ ° §«¨·»µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §®,
±µ¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®ª § ®¥   °¨±. 9.8¢. �°¨ ½²®¬ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥
¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥®© ¨¦¿¿ §®  ¨ · ±²¨·® § ¯®«¿¥²±¿ ±«¥-
¤³¾¹ ¿ §  ¥© ¯® ½¥°£¨¨ §® . �±«¨ ¯¥°¥ª°»²¨¥ §® ¬ «®, £®¢®-
°¿² ® ±«³· ¥ ¯®«³¬¥² «« .

�   ¤   · ¨

9.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¿ ¢®«®¢®£® ¢¥ª²®°  k ¤«¿ £° ¥¶¥²°¨°®-
¢ ®© ª³¡¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨, ¯®« £ ¿, ·²® ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤
u(r) exp (ikr).

9.2. �«¿ ±«³· ¿ ¤¢³¬¥°®© ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨ ¯®±²°®¨²¼ ¯®¢¥°µ-
®±²¼ �¥°¬¨ ¤«¿  ²®¬®¢ ± ®¤¨¬, ¤¢³¬¿, ²°¥¬¿ ¨ ·¥²»°¼¬¿ ¢ «¥²»¬¨
½«¥ª²°® ¬¨. �§®¡° §¨²¼ ¤ »¥ ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢ ¯¥°¢®© §®¥ �°¨««¾½ .

9.3. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ±«³· ¿ ®¤®¬¥°®© °¥¸¥²ª¨ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥
½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ° §°»¢®¢   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  ½ª¢¨¢ «¥²® ³±«®-
¢¨¾ ¡°½££®¢±ª®£® ®²° ¦¥¨¿ ½«¥ª²°®»µ ¢®«,   ¢®«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ ±¢®-
¡®¤®£® ½«¥ª²°®  ¢»°®¦¤¥».

9.4. �®« £ ¿ ¯®²¥¶¨ « ®¤®¬¥°®© °¥¸¥²ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²»¬ ¨§®¡° -
¦¥®¬³   °¨±. 9.1, ®¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¤«¿ ¢¥°µ¥£® ª° ¿
¯¥°¢®© §®» ¨ ¨¦¥£® ª° ¿ ¢²®°®© §®»   £° ¨¶¥ §®, ¥±«¨ U0 = 0;5;
q = 3; a = 5.

9.5. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤¢¨¦¥¨¥ ½«¥ª²°®  ¢ ª°¨±² ««¥
¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ° ±¯°®±²° ¥¨¥ ¯«®±ª®© ¢®«», ª¢ ² ~k ±®-
®²¢¥²±²¢³¥² ¨¬¯³«¼±³. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ½´´¥ª²¨¢®© ¬ ±±»
½«¥ª²°® .

9.6. �«¿ ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ±¨«¼®© ±¢¿§¨  ©²¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿
½¥°£¨¨ ¨¦¥£® ª° ¿ §®» ¤«¿ ±«³· ¿ ®¤®¬¥°®© °¥¸¥²ª¨ ± ¯¥°¨®¤®¬
�, ¯®²¥¶¨ « ª®²®°®© ¨¬¥¥² ¢¨¤ U (x) = �2 � cos x.
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�������� ���������������

�®¢¥°¸¥»¥ ª°¨±² ««» ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¯°¨  ¡±®«¾²®¬ ³-
«¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨. � ° ª²¥°»¥ ¤«¿ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢
±¢®©±²¢  ¯°®¿¢«¿¾²±¿ ¯°¨ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ¯°¨  «¨·¨¨
¯°¨¬¥±¥©, ¯°¨ ®²ª«®¥¨¿µ ±®±² ¢  ¢¥¹¥±²¢  ®² ±²¥µ¨®¬¥²°¨¨.
�°®¢®¤¨¬®±²¼ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ § ¨¬ ¥² ¯°®¬¥¦³²®·®¥ § ·¥-
¨¥ ¬¥¦¤³ ²¨¯¨·»¬¨ ¤¨½«¥ª²°¨ª ¬¨ ¨ ¬¥² «« ¬¨:

| ¤¨½«¥ª²°¨ª¨ | � � 10�16�¬�1 � ¬�1;
| ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¨ | � � (10�4{105) �¬�1 � ¬�1;
| ¬¥² ««» | � � (106{108) �¬�1 � ¬�1.
� ¦»¬ ®²«¨·¨¥¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ®² ¬¥² ««®¢ ¿¢«¿¥²±¿ µ -

° ª²¥° ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨: ¥±«¨ ¤«¿ ²¨-
¯¨·»µ ¬¥² ««®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼  ²¥¬-
¯¥° ²³°¥ (¯°¨ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¨§ª¨µ § ·¥¨¿µ ²¥¬¯¥° ²³°»), ²®
³ ¡¥±¯°¨¬¥±»µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ° ±²¥² ± °®±²®¬
²¥¬¯¥° ²³°» ¯® ½ª±¯®¥¶¨ «¼®¬³ § ª®³.

�®«³¯°®¢®¤¨ª ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥²» IVa-¯®¤£°³¯¯» �¥°¨®-
¤¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» |  «¬ §, ª°¥¬¨©, £¥°¬ ¨©, ±¥°®¥ ®«®¢®; ¬®-
£¨¥ ®ª±¨¤»,  ¯°¨¬¥° Fe2O3, Cu2O; ±®¥¤¨¥¨¿ AIIIBV (GaAs,
InSb, ...), AIIBVI (CdS, ZnS, ...), AIVBIV (ª °¡¨¤ ª°¥¬¨¿ SiC);
±¥«¥ Se ¨ ¤°³£¨¥.

�¯¥¶¨´¨·¥±ª¨¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»¥ ½´´¥ª²» ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ¢
° §®®¡° §»µ ¯°¨¡®° µ ¨ ³±²°®©±²¢ µ, ² ª¨µ, ª ª:

| ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»¥ ²¥°¬®½«¥ª²°®£¥¥° ²®°»;
| ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»¥ ¤¨®¤» ¤«¿ ¢»¯°¿¬«¥¨¿ ¯¥°¥¬¥®£®

²®ª  ¨ ¤¥²¥ª²¨°®¢ ¨¿ ¬®¤³«¨°®¢ »µ ª®«¥¡ ¨©;
| ²³¥«¼»¥ ¤¨®¤» ¤«¿ £¥¥° ¶¨¨ ±¢¥°µ¢»±®ª®· ±²®²»µ

½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«;
| ±¢¥²®- ¨ ´®²®¤¨®¤», ´®²®½«¥¬¥²», ±®«¥·»¥ ¡ ² °¥¨;
| ²¥°¬¨±²®°» ¨ ²¥§®°¥§¨±²®°» (¨µ ±®¯°®²¨¢«¥¨¿ ¨§¢¥±²-

»¬ ®¡° §®¬ § ¢¨±¿² ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¨«¨ ¬¥µ ¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥-
¨¿);

| ¢ °¨ª ¯» (ª®¤¥± ²®°» ± ¨§¬¥¿¥¬®© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®-
«¥¬ ¥¬ª®±²¼¾);

| ¡¨¯®«¿°»¥ ¨ ¯®«¥¢»¥ ²° §¨±²®°», ¬¨ª°®±µ¥¬» ° §«¨·-
®£®  § ·¥¨¿   ¨µ ®±®¢¥;
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| § ¯®¬¨ ¾¹¨¥ ³±²°®©±²¢  (®¯¥° ²¨¢ ¿ ¯ ¬¿²¼ ���);
| ¯°¨¡®°» ± § °¿¤®¢®© ±¢¿§¼¾, ¯°¨¬¥¿¥¬»¥,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿

±®§¤ ¨¿ ¬¨¨ ²¾°»µ ¢¨¤¥®ª ¬¥°;
| ¢»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°»¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»¥  £°¥¢ ²¥«¼»¥

½«¥¬¥²».

10.1. �´´¥ª² ±®¡±²¢¥®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨
¨ ¸¨°¨  § ¯°¥¹¥®© §®»

�¥±¯°¨¬¥±»¥ ª°¨±² ««» ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¨ ¬®£¨¥ ¤¨½«¥ª²-
°¨ª¨ ®¡ °³¦¨¢ ¾² ¯°¨¯®¢»¸¥»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼,
½ª±¯®¥¶¨ «¼® ¢®§° ±² ¾¹³¾ ± °®±²®¬ ²¥¬¯¥° ²³°». �²® ®¡±²®-
¿²¥«¼±²¢® ±¢¿§ ® ± ²¥°¬¨·¥±ª®©  ª²¨¢ ¶¨¥© ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¨µ ¯¥-
°¥¡°®±®¬ ¨§ §®» ± § ¿²»¬¨ ±®±²®¿¨¿¬¨ (¢ «¥²®© §®») ¢
§®³, ¯¥°¢® · «¼® ±¢®¡®¤³¾ ®² ½«¥ª²°®®¢, ª®²®°³¾  §»¢ ¾²
§®®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ (°¨±. 10.1). �¥°®¿²®±²¼ ¯¥°¥¡°®± , ¥ ° ¢-
 ¿ ³«¾, ® ¬ « ¿ ¯°¨ ®²®±¨²¥«¼® ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, °¥§ª®
¢®§° ±² ¥², ª®£¤  ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®:

kBT > Eg; (10.1)

£¤¥ Eg | ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ¨²¥°¢ «, ° §¤¥«¿¾¹¨© §®» ° §°¥-
¸¥»µ ±®±²®¿¨© | ¸¨°¨  § ¯°¥¹¥®© §®». �¥¬ ¬¥¼¸¥
¸¨°¨  § ¯°¥¹¥®© §®», ²¥¬ ¡®«¼¸¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ½«¥ª²°®®¢
¯¥°¥µ®¤¨² ¨§ ¢ «¥²®© §®» ¢ §®³ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯°¨ ¤ ®©
²¥¬¯¥° ²³°¥.

�¥°¥µ®¤ ½«¥ª²°®®¢ ¢³²°¨ §®» ¢ «¥²»µ ³°®¢¥© ¨§ ®¤®£®
±®±²®¿¨¿ ¢ ¤°³£®¥ ®±¨² À½±² ´¥²»©Á µ ° ª²¥°: ½«¥ª²°®, ¯¥-

�¨±. 10.1. �¥°£¥²¨·¥±ª¨¥ §®» ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥

°¥µ®¤¿   ±¢®¡®¤»© ½¥°£¥²¨·¥±ª¨© ³°®¢¥¼, ®±² ¥²±¿   ¥¬,  
®±¢®¡®¦¤¥»© ³°®¢¥¼ § ¯®«¿¥²±¿ ¤°³£¨¬ ½«¥ª²°®®¬, ª®²®°»©
®±¢®¡®¦¤ ¥² ±¢®© ³°®¢¥¼ ¤«¿ ¯®±«¥¤³¾¹¥£® ½«¥ª²°® . �°¨ ² ª®¬



246 �«. 10. �¢®©±²¢  ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢

±¯®±®¡¥ ¯¥°¥µ®¤  ®±¢®¡®¦¤ ¾¹¨¥±¿ ±®±²®¿¨¿ ¢¥¤³² ±¥¡¿ ¯®¤®¡®
· ±²¨¶ ¬ ± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ § °¿¤®¬, ª®²®°»¥ ¯¥°¥-
¬¥¹ ¾²±¿ ¢  ¯° ¢«¥¨¨, ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¬ ¤¢¨¦¥¨¾ ½«¥ª²°®®¢
¯°¨ ¤¥©±²¢¨¨ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿. � ³¯°®¹¥®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¨
² ª¨¥ ª¢ §¨· ±²¨¶»,  §»¢ ¥¬»¥ ¤»°ª ¬¨ (hole), ° ±±¬ ²°¨¢ -
¾²±¿ ª ª · ±²¨¶» ± ¬ ±± ¬¨, ° ¢»¬¨ ¬ ±±¥ ½«¥ª²°® . �°¨ ¢®§-
¡³¦¤¥¨¨ ®¤®£® ½«¥ª²°®  ¢ ±®¡±²¢¥®¬ (¡¥±¯°¨¬¥±®¬) ¯®«³-
¯°®¢®¤¨ª¥ ¢ ª°¨±² ««¥ ®¤®¢°¥¬¥® ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¯ °  ®±¨²¥«¥©
§ °¿¤ : ½«¥ª²°® ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¨ ¤»°ª  ¢ ¢ «¥²®© §®¥
(°¨±. 10.1¡). �¥°¥®± § °¿¤  ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ª ª ½«¥ª²°® ¬¨, ² ª
¨ ¤»°ª ¬¨.

�®«³¯°®¢®¤¨ª¨ IVa-¯®¤£°³¯¯» ² ¡«¨¶» �¥¤¥«¥¥¢  ¨¬¥¾²
±µ®¤³¾ ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ | °¥¸¥²ª³  «¬ §®£® ²¨¯ .
� ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥±²»¬¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»¬¨ ¬ ²¥°¨ « ¬¨ ¿¢«¿-
¾²±¿ £¥°¬ ¨© ¨ ª°¥¬¨© (¢ ¯®±«¥¤¨¥ £®¤» ³¤ «®±¼ ¯³²¥¬ «¥-

�¨±. 10.2. �µ¥¬  ¢ «¥²»µ ±¢¿§¥© ¢ ª°¨±² «« µ ±® ±²°³ª²³°®© ²¨¯   «¬ § 

£¨°®¢ ¨¿ ¯®«³·¨²¼ ¨ ¯°¨¬¥±»¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»¥ ª°¨±² ««»
 «¬ § ). � £¥°¬ ¨¨ ¨«¨ ª°¥¬¨¨ | ·¥²»°¥µ¢ «¥²»µ ½«¥¬¥-
² µ | ¯®¿¢«¥¨¥ ½«¥ª²°®  ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ³¤®¡® ° ±±¬®²°¥²¼ ¢
¤¢³¬¥°®© ±µ¥¬¥ ª®¢ «¥²»µ ±¢¿§¥©, ¨§®¡° ¦¥®©   °¨±. 10.2
(¥ ¯³² ²¼ ± °¥ «¼®© ²°¥µ¬¥°®© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©).

�°¨ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ ¢®§¤¥©±²¢¨¿µ (¨®¨§¨°³¾¹¨¥ ¨§«³·¥¨¿,
®±¢¥¹¥¨¥, ²¥°¬¨·¥±ª ¿  ª²¨¢ ¶¨¿) ¯°®¨±µ®¤¨² ° §°»¢ ª ª®©-«¨-
¡® ¨§ ª®¢ «¥²»µ ±¢¿§¥©, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ½«¥ª²°® ±² ®¢¨²±¿
±¯®±®¡»¬ ±¢®¡®¤® ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ¯® ª°¨±² ««³ (¢ ½¥°£¥²¨·¥±ª®¬
±¬»±«¥ ½²®² ½«¥ª²°® ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨).

�  ¬¥±²¥  ²®¬  ± ®¤¨¬ ¥¤®±² ¾¹¨¬ ½«¥ª²°®®¬ ¯®¿¢«¿¥²±¿
½´´¥ª²¨¢»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© § °¿¤ | ¥«®ª «¨§®¢  ¿ ¤»°ª .
�²® ±®±²®¿¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¿²® ¢ «¥²»¬ ½«¥ª²°®®¬ ¨§ ±®±¥¤-
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¥£®  ²®¬ , ²¥¬ ± ¬»¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ¤»°ª¨ ®²  ²®¬ 
ª  ²®¬³.

�°®¢®¤¨¬®±²¼, ®¡³±«®¢«¥³¾ «¨·¨¥¬ ¤»°®ª, §»¢ ¾² ¤»-
°®·®©, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ½«¥ª²°®®©, ¢»§¢ ®© ¤¢¨¦¥¨¥¬ ½«¥ª²°®-
®¢. � ¨¤¥ «¼®¬ ¥«¥£¨°®¢ ®¬ (±®¡±²¢¥®¬) ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥
·¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢ ²®·®±²¨ ° ¢® ·¨±«³ ¤»-
°®ª ¢ ¢ «¥²®© §®¥.

�«¥ª²°®», ¯®¯ ¢¸¨¥ ¢ §®³ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ¬®£³² ±®¢  ±² ²¼
¢ «¥²»¬¨ | ¯¥°¥©²¨ ¢ ¢ «¥²³¾ §®³, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ¥© ¨¬¥-
¥²±¿ ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ¢ ª ²»µ ±®±²®¿¨©. � °¥§³«¼² ²¥ ¯°®¨±µ®-
¤¨²  ª²  ¨£¨«¿¶¨¨ (°¥ª®¬¡¨ ¶¨¨) ½«¥ª²°®  ¨ ¤»°ª¨. �¤ ª®
¯°¨ ¤ ®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ®¡° §³¾²±¿ ¨ ®¢»¥ ½«¥ª²°®®-¤»°®·»¥
¯ °», ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ° ¢®¢¥±®¥
±®±²®¿¨¥: ±°¥¤¥¥ ·¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ° ¢® ±°¥¤-
¥¬³ ·¨±«³ ¤»°®ª.

10.2. �¥¢»°®¦¤¥»© ½«¥ª²°®»© £ §
¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ

�®±²®¿¨¥ ½«¥ª²°®®£® £ §  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ¨ ¬¥² «« µ
±³¹¥±²¢¥® ° §«¨·®. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¤«¿ ¡®«¼¸¨±²¢  ¯®«³¯°®-
¢®¤¨ª®¢ ¯°¨ «¾¡»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ °¥ «¨§³¥²±¿ ±¨²³ ¶¨¿, ª®£¤ 
½«¥ª²°®»© £ § ¥¢»°®¦¤¥. � ª®¥ ³±«®¢¨¥ ¢»¯®«¿¥²±¿, ª®£¤ 
ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¬ « . �²  ¢®§¬®¦-
®±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢® ¢±¥¬ ¢®§¬®¦-
®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ª®¶¥²° ¶¨© ®±¨²¥«¥© | ®² ¬¨¨¬ «¼®© ¢ ±®¡-
±²¢¥®¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ (¯°¨ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ) ¤® ¬ ª±¨-
¬ «¼® ¢®§¬®¦®© (1024¬�3) ¢ ±¨«¼® «¥£¨°®¢ ®¬ ¯°¨¬¥±®¬
¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ (² ¡«. 8.3). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ²¥¬¯¥-
° ²³°  ¢»°®¦¤¥¨¿ ®·¥¼ ¬ « , ¨ ¯°¨ ®°¬ «¼»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ
¨ ±² ¤ °²»µ ª®¶¥²° ¶¨¿µ ½«¥ª²°®®¢ (¤»°®ª) (1020¬�3) ¬»
±² «ª¨¢ ¥¬±¿ ± ±¨²³ ¶¨¥© ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¥¢»°®¦¤¥®£® ½«¥ª-
²°®®£® £ §  (¨±ª«¾·¥¨¥ | ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¢»°®¦¤¥¨¿ ½«¥ª-
²°®®£® £ §  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ | ±®±² ¢«¿¥² ±«³· © ±¨«¼® «¥£¨-
°®¢ ®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ). �·¥¢¨¤®,
·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ½«¥ª²°®», ½¥°£¨¿ ª®²®-
°»µ ¤®«¦  ¡»²¼ § ·¨²¥«¼® ¡®«¼¸¥ ³°®¢¿ �¥°¬¨. �¥¬ ± ¬»¬
³±«®¢¨¥ ¥¢»°®¦¤¥®£® ½«¥ª²°®®£® £ §  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ ¯°¨
ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ® ² ª:

"� �� kBT: (10.2)

�®¤±² ®¢ª  ³±«®¢¨¿ (10.2) ¢ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{
�¨° ª  (8.78) ¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® ½ª±¯®¥²  ¢ § ¬¥ ²¥«¥ ®ª -
§»¢ ¥²±¿ ¬®£® ¡®«¼¸¥ ¥¤¨¨¶», ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢»¯®«¿¥²±¿:

f(") = exp

�
�� "

kBT

�
= A exp

�
� "

kBT

�
: (10.3)
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�®®²®¸¥¨¥ (10.3) ¨¬¥¥² ¢¨¤ ª« ±±¨·¥±ª®£® ±² ²¨±²¨·¥±ª®£®
° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ª±¢¥«« {�®«¼¶¬   (°¨±. 10.3). �«¥¤®¢ ²¥«¼®,
¥¢»°®¦¤¥»© ½«¥ª²°®»© £ § ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ¬®¦¥² ¡»²¼

�¨±. 10.3. �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿ ¥¢»°®¦¤¥®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª 

®µ ° ª²¥°¨§®¢  ¢ ²¥µ ¦¥ ²¥°¬¨ µ, ·²® ¨ ®¡»·»© £ §. �®«³¯°®-
¢®¤¨ª, ¤«¿ ª®²®°®£® ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥ (10.3),  §»¢ ¾²
¥¢»°®¦¤¥»¬.

�²¬¥²¨¬ ¢ ¦®¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ±¢¿§ ®¥ ± ²¥°¬¨®«®£¨¥©,
¯°¨¿²®© ¢ ²¥®°¨¨ ¬¥² ««®¢ ¨ ¢ ´¨§¨ª¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢. � ¬¥-
² «« µ ¢¥«¨·¨  ½¥°£¨¨ �¥°¬¨ § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ª®¶¥²° ¶¨¨
½«¥ª²°®®¢ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®© ½¥°£¨¨ § ¿-
²®£® ½«¥ª²°®®£® ±®±²®¿¨¿ (¯°¨ T = 0 ½¥°£¨¿ �¥°¬¨ ¨ µ¨¬¨-
·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ±®¢¯ ¤ ¾²). �°¨ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ µ¨¬¨-
·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°» (±®®²®¸¥¨¥ (8.128)),
®¤ ª®, ¯®±ª®«¼ª³ ½«¥ª²°®»© £ § ¢ ¬¥² «« µ ¢»°®¦¤¥»©, ¥£®
ª®¶¥²° ¶¨¿ ´ ª²¨·¥±ª¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°», ·²® ¨ ¯°¥-
¤®¯°¥¤¥«¿¥² ±®®²¢¥²±²¢¨¥: µ¨¬¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ¯°¨¬¥°® ° ¢¥
½¥°£¨¨ �¥°¬¨ (£«. 8). � ¯°®²¨¢, ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ½«¥ª²°®»
¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯®¿¢«¿¾²±¿ ²®«¼ª® ¯°¨ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ·²®
®²¢¥· ¥² ¢®§¡³¦¤¥®¬³ ±®±²®¿¨¾. � °¥§³«¼² ²¥ ª®¶¥²° ¶¨¿
®±¨²¥«¥© § °¿¤  ±¨«¼® § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°», ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£®
µ¨¬¨·¥±ª¨©¯®²¥¶¨ «, ª®²®°»© ¢ ´¨§¨ª¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ®¡»·®
² ª¦¥  §»¢ ¾² ³°®¢¥¬ �¥°¬¨, ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¨
²¥¬¯¥° ²³°». � ª, ¤«¿ ±®¡±²¢¥»µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ³°®¢¥¼
�¥°¬¨ �  µ®¤¨²±¿ ¢ § ¯°¥¹¥®© §®¥.

10.3. �®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ (¤»°®ª) ¢ §®¥
¯°®¢®¤¨¬®±²¨ (¢ «¥²®© §®¥). � ª® ¤¥©±²¢³¾¹¨µ ¬ ±±

� ±±·¨² ¥¬ ª®¶¥²° ¶¨¾ ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯®-
«³¯°®¢®¤¨ª  ¯°¨ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �«¿ ½²®£® ¢®±¯®«¼§³-
¥¬±¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥¬ ½«¥ª²°®®£® £ §  ¢ ¬®¤¥«¨ ±¨«¼®© ±¢¿§¨,
±¯° ¢¥¤«¨¢»¬ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ¶¥²°  §®» �°¨««¾½ . �®±ª®«¼ª³
° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ½«¥ª²°®» ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ®²±·¥² ½¥°£¨¨
¤®«¦¥ ®±³¹¥±²¢«¿²¼±¿ ®² ¤  §®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ "c (¨¤¥ª± ÀcÁ
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®²  £«. conductivity | ¯°®¢®¤¨¬®±²¼):

" = "c +
~
2k2

2m
= "c +

p2

2m
: (10.4)

�¤¥±¼ m | ½´´¥ª²¨¢ ¿ ¬ ±±  ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥. �§
(10.4) ¯®«³·¨¬

p =
p
2m("� "c);

dp =
1

2

p
2m("� "c)

�1=2d":
(10.5)

�±¯®«¼§³¿ (10.5),   «®£¨·® x 8.8 ¯®«³·¨¬

dN = D(")d" =
V

2�2

�
2m

~2

�3=2p
"� "cd": (10.6)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¯«®²®±²¨ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© ±¢®¡®¤»µ
½«¥ª²°®®¢ ¨§ (10.6) ±«¥¤³¥²

D(") =
V

2�2

�
2m

~2

�3=2p
"� "c: (10.7)

� ¦®¥ ®²«¨·¨¥ (10.7) ®² ¯«®²®±²¨ ½«¥ª²°®»µ ±®±²®¿¨© ¢ ¬¥-
² «« µ (8.101) ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢ ¿ ¬ ±± 
½«¥ª²°®®¢. �°¨¨¬ ¿, ·²® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª | ¥¢»°®¦¤¥®£®
²¨¯ , ¨ ¤«¿ ¥£® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ (10.3), ¨ ¯®¤±² ¢«¿¿
(10.3) ¨ (10.7) ¢ (8.98), ¤«¿ ·¨±«  ½«¥ª²°®®¢   ¥¤¨¨¶³ ®¡º¥¬ 
(ª®¶¥²° ¶¨¨) ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯®«³·¨¬

ne =
1

V

1Z
0

f(")D(")d" =

=
1

2�2

�
2m

~2

�3=2

exp

�
�

kBT

� 1Z
"c

exp

�
� "

kBT

�p
"� "cd" =

= 2

�
mkBT

2�~2

�3=2 2p
�
exp

�
�� "c
kBT

� 1Z
0

exp (�x)x1=2dx =

= Nc�1=2

�
�� "

kBT

�
; (10.8)
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£¤¥ ¢¢¥¤¥» ®¡®§ ·¥¨¿ x = "=(kBT ), ½´´¥ª²¨¢ ¿ ¯«®²®±²¼
±®±²®¿¨© ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨

Nc = 2

�
mkBT

2�~2

�3=2

; (10.9)

¨ ®¤¨ ¨§ ±¥¬¥©±²¢  ¨²¥£° «®¢ �¥°¬¨{�¨° ª 

�1=2

�
�� "c
kBT

�
=

2p
�
exp

�
�� "c
kBT

� 1Z
0

exp (�x)x1=2dx: (10.10)

�¥°µ¨© ¯°¥¤¥« ¢ ¨²¥£° «¥ ¯°¨¿² ° ¢»¬ ¡¥±ª®¥·®±²¨ ¯®-
²®¬³, ·²® ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ (10.3) ¡»±²°® ±¯ ¤ ¥² ¯® ¬¥°¥
³¢¥«¨·¥¨¿ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®®¢ " > "c. � ·¥¨¥ ¨²¥£° «  ¢
(10.10) ¨§¢¥±²®:

1Z
0

exp (�x)x1=2dx =

p
�

2
; (10.11)

²®£¤ 

�1=2

�
�� "c
kBT

�
= exp

�
�� "c
kBT

�
: (10.12)

�®¤±² ®¢ª  (10.12) ¢ (10.8) ¯°¨¢®¤¨² ª ®ª®· ²¥«¼®¬³ ±®®²®-
¸¥¨¾ ¤«¿ § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®-
¤¨¬®±²¨ ¥¢»°®¦¤¥®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ®² ²¥¬¯¥° ²³°»:

ne = Nc exp

�
� � "c
kBT

�
= 2

�
mkBT

2�~2

�3=2

exp

�
�� "c
kBT

�
: (10.13)

� ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«» (10.13) ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®«®¦¥¨¥ ³°®¢¿
�¥°¬¨ ¯°¨ ¤ ®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¨ ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢:

� = "c � kBT ln

�
Nc

ne

�
: (10.14)

�§ (10.14) ±«¥¤³¥² ¢»¢®¤: ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®-
®¢, ²¥¬ ³°®¢¥¼ �¥°¬¨, ®±² ¢ ¿±¼ ¢ § ¯°¥¹¥®© §®¥, ®ª §»¢ -
¥²±¿ ¡«¨¦¥ ª ¤³ §®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨.

�°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ¯°¨ ²¥°¬¨·¥±ª®¬ (¨«¨ ¨®¬) ¯¥°¥-
µ®¤¥ ®¤®£® ½«¥ª²°®  ¢ §®³ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢ ±®¡±²¢¥®¬ (¡¥±¯°¨-
¬¥±®¬) ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ ®¤®¢°¥¬¥® ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¯ °  ®±¨²¥«¥©
§ °¿¤ : ½«¥ª²°® ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¨ ¤»°ª  ¢ ¢ «¥²®© §®¥
(±¬. °¨±. 10.1¡). �« £®¤ °¿ ½²®¬³ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢³ ª®¶¥²° ¶¨¿
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¤»°®ª ¢ ¢ «¥²®© §®¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®¤±·¨²     «®£¨·® ½«¥ª-
²°®®© ª®¶¥²° ¶¨¨ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨.

�®±ª®«¼ª³ ¤»°ª¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢ ¢ «¥²®© §®¥, ®²±·¥²
½¥°£¨¨ ¤®«¦¥ ®±³¹¥±²¢«¿²¼±¿ ®² ¯®²®«ª  ¢ «¥²®© §®» "v .
�±«¨, ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¬®¤¥«¼¾, ®¯¨± ®© ±®®²®¸¥¨¿¬¨ (9.94){
(9.96), ¢§¿²¼ ¯°®±²®© § ª® ¤¨±¯¥°±¨¨ ¤«¿ À±¢®¡®¤»µÁ ¤»°®ª,
¤¥©±²¢³¾¹¨©   £° ¨¶¥ §®» �°¨««¾½  | ¢¡«¨§¨ ¬ ª±¨¬³¬ 
½¥°£¨¨ ¢ ° §°¥¸¥®© §®¥ (¯®²®«ª  ¢ «¥²®© §®»), ²® ¬®¦®
§ ¯¨± ²¼

" = "v +
p2

2mh
: (10.15)

� (10.15) ¢¥«¨·¨  mh | ½´´¥ª²¨¢ ¿ ¬ ±±  ¤»°ª¨ ¢ ª°¨-
±² ««¥, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ±³¹¥±²¢¥® ®²«¨· ¾¹ ¿±¿ ª ª ®² ¬ ±±»
±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® , ² ª ¨ ®² ½´´¥ª²¨¢®© ¬ ±±» ½«¥ª²°®  ¢
²¢¥°¤®¬ ²¥«¥. �³ª¶¨¿ ¯«®²®±²¨ ±®±²®¿¨© ¤»°®ª ¢ ¢ «¥²®©
§®¥ ¢¡«¨§¨ ¥¥ ¯®²®«ª ,   «®£¨·® (10.7) ¨ ± ³·¥²®¬ (10.15), ¡³¤¥²
¨¬¥²¼ ¢¨¤

Dh(") =
V

2�2

�
2mh

~2

�3=2p
"v � ": (10.16)

�¥°®¿²®±²¼ ®¡ °³¦¨²¼ ¤»°ª³ ± ¤ ®© ½¥°£¨¥© ¯°¨ ®¯°¥-
¤¥«¥®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¥  ± ¯®¬®¹¼¾
´³ª¶¨¨ ²¨¯  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª , ®¤ ª® ¢ ¤ ®¬ ±«³-
· ¥ ³¦®  ©²¨ ¢¥°®¿²®±²¼ ®²±³²±²¢¨¿ ½«¥ª²°® :

fh(") = 1� f(") =
1

1 + exp
�
(�� ")=(kBT )

� : (10.17)

� «®£¨·® ±«³· ¾¥¢»°®¦¤¥®£® ½«¥ª²°®®£® £ § , ±³¹¥±²¢³¥²
¨ £ § ¥¢»°®¦¤¥»µ ¤»°®ª, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ±®®²®¸¥¨¥ (10.17)
¯°¨®¡°¥² ¥² ¢¨¤

fh(") � exp

�
" � �

kBT

�
: (10.18)

�®£¤ ,   «®£¨·® (10.13), ¤«¿ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¤»°®ª n° ¢ ¢ «¥²-
®© §®¥ ¨¬¥¥¬:

np =
1

V

"vZ
�1

fh(")Dh(")d" = 2

�
mhkBT

2�~2

�3=2

exp

�
"v � �

kBT

�
=

= Nv exp

�
"v � �

kBT

�
: (10.19)
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�®«®¦¥¨¥ ³°®¢¿ �¥°¬¨   «®£¨·® (10.14) ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯°¨
¤ ®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¨ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¤»°®ª ± ¯®¬®¹¼¾

� = "v + kBT ln

�
Nv

np

�
: (10.20)

�«¿ ±®¡±²¢¥®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥

np = ne = ni: (10.21)

�¥°¥¬®¦ ¿ ±®®²®¸¥¨¿ (10.13) ¨ (10.19), ¯®«³·¨¬, ·²® ¯°®¨§¢¥-
¤¥¨¥ ¥ § ¢¨±¨² ®² ³°®¢¿ �¥°¬¨:

nenp = n2i = 4

�
kBT

2�~2

�3

(mmh)
3=2 exp

�
"v � "c
kBT

�
=

= NcNv exp

�
� Eg

kBT

�
; (10.22)

£¤¥ Eg = "c � "v | ¸¨°¨  § ¯°¥¹¥®© §®». �®®²®¸¥¨¥
(10.22) ®±¨²  ¨¬¥®¢ ¨¥ § ª®  ¤¥©±²¢³¾¹¨µ ¬ ±± ¨ ¬®¦¥²
±«³¦¨²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ (¤»°®ª) ¢ ±®¡-
±²¢¥®¬ ¥¢»°®¦¤¥®¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ ¯°¨ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° -
²³° µ:

ni = 2

�
kBT

2�~2

�3=2

(mmh)
3=4 exp

�
"v � "c
2kBT

�
=

=
p
NcNv exp

�
� Eg

2kBT

�
: (10.23)

�®«®¦¥¨¥ ³°®¢¿ �¥°¬¨ ¢ ±®¡±²¢¥®¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ ¬®¦®
² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§ ±®®²®¸¥¨¿ (10.21) ¨ ´®°¬³« (10.13) ¨
(10.19):

Nc exp

�
�� "c
kBT

�
= Nv exp

�
"v � �

kBT

�
: (10.24)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥²:

� = Ei � 1

2
kBT ln

�
Nc

Nv

�
= Ei � 3

4
kBT ln

�
m

mh

�
; (10.25)

£¤¥ Ei = ("c+"v)=2 | ¯®«®¦¥¨¥ ¶¥²°  § ¯°¥¹¥®© §®». �·¥-
¢¨¤®, ·²® ³°®¢¥¼ �¥°¬¨ ¢ ²®·®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®«®¦¥¨¥¬ ¶¥-
²°  § ¯°¥¹¥®© §®» ¯°¨  ¡±®«¾²®¬ ³«¥ ¨ ¯°¨¡«¨¦¥® |
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¯°¨ m � mh ¤«¿ ª®¥·»µ ²¥¬¯¥° ²³° (°¨±. 10.4). �  °¨±. 10.4
³·²¥®, ·²® ¤«¿ ¡®«¼¸¨±²¢  ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¸¨°¨  § ¯°¥¹¥-
®© §®» ±« ¡® § ¢¨±¨² ®² ²¥¬-
¯¥° ²³°». �²  § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬®-
¦¥² ¡»²¼  ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢   ±®-
®²®¸¥¨¥¬:

Eg = Eg0 � �T; (10.26)

�¨±. 10.4. �°®¢¥¼ �¥°¬¨ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤-
¨ª¥ ¯°¨ m < mh

£¤¥ � | ¥ª®²®°»© ª®½´´¨¶¨-
¥², § ¢¨±¿¹¨© ®² ¬ ²¥°¨ « .
� ·¥±²¢¥® ®¡º¿±¥¨¥ ½²®©
§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¬®¦® ¤ ²¼, ¥±«¨
³·¥±²¼, ·²®, ¡« £®¤ °¿  £ °¬®-
¨§¬³ ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨, ¯®-
¬¨¬® ²¥¯«®¢®£® ° ±¸¨°¥¨¿, ¢®§¨ª ¥² ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°®-
®¢ ± ª®«¥¡ ¨¿¬¨ °¥¸¥²ª¨, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ¢ «¥²»¥ ½«¥ª²°®»
¯°¨®¡°¥² ¾² ¤®¯®«¨²¥«¼³¾ ½¥°£¨¾, ·²® ¨ ³¬¥¼¸ ¥² ¸¨°¨³
§ ¯°¥¹¥®© §®».

10.4. �®¤®°®¤®¯®¤®¡ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯°®±²»µ
¤®®°»µ ¨  ª¶¥¯²®°»µ ¶¥²°®¢

�³¹¥±²¢¥»¬ ¢«¨¿¨¥¬   ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ¯®«³¯°®¢®¤¨-
ª®¢ ®¡« ¤ ¾² «¥£¨°³¾¹¨¥ ¤®¡ ¢ª¨. � ±²¢®°¥¨¥ ¢ £¥°¬ ¨¨¿
¨«¨ ª°¥¬¨¨  ²®¬®¢ ¯¿²¨¢ -
«¥²®© ¯°¨¬¥±¨,  ¯°¨¬¥°,
´®±´®°  P5+, § ¬¥¹ ¾¹¥£®
 ²®¬» ®±®¢®£® ¢¥¹¥±²¢ 
(²¢¥°¤»© ° ±²¢®° § ¬¥¹¥¨¿)
¯°¨¢®¤¨² ª ²®¬³, ·²® ·¥²»°¥
½«¥ª²°®  ½²®£®  ²®¬  ¢±²³¯ -
¾² ¢ ª®¢ «¥²³¾ ±¢¿§¼ ¨ ¿¢-
«¿¾²±¿ ±²°³ª²³°®®¡° §³¾¹¨-
¬¨ (°¨±. 10.5). �±®¡ ¿ °®«¼
¯¿²®£® ¢ «¥²®£® ½«¥ª²°® 
±¢¿§   ± ²¥¬, ·²® ® § ·¨-
²¥«¼® ¡®«¥¥ ±« ¡® ±¢¿§  ±
 ²®¬®¬, ¥¦¥«¨ ½«¥ª²°®»,
³· ±²¢³¾¹¨¥ ¢ µ¨¬¨·¥±ª®©
±¢¿§¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½¥°£¨¿
¥£® ®²°»¢  (½¥°£¨¿ ¨®¨§ -
¶¨¨ ¯°¨¬¥±®£®  ²®¬  Jd) ¡³-
¤¥² § ·¨²¥«¼® ¬¥¼¸¥ ¸¨-

�¨±. 10.5. �®®° ¿ ¯¿²¨¢ «¥² ¿ ¯°¨-
¬¥±¼ ¢ ª°¨±² «« µ ±® ±²°³ª²³°®© ²¨¯ 
 «¬ § 

°¨» § ¯°¥¹¥®© §®» | ½¥°£¨¨ ¯¥°¥¡°®±  ½«¥ª²°®®¢, ³· ±²-
¢³¾¹¨µ ¢ µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨, ¢ §®³ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨.
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�²¥°¥±®, ·²®, ±®§¤ ¢ ¿ ¯¥°¢»¥ ±¢¥°µ·¨±²»¥ ¬ ²¥°¨ «» |
¯®«³¯°®¢®¤¨ª¨ ¢ ª®¶¥ 30-µ £®¤®¢, µ¨¬¨ª¨-²¥µ®«®£¨ ¨ ¬¥² «-
«³°£¨ ¥¹¥ ¥ ¨¬¥«¨ ¨ª ª®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ®¡ ®£°®¬®© ±²¥¯¥¨
¢«¨¿¨¿ ¯°¨¬¥±¥©   µ ° ª²¥° ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ½²¨µ ª°¨±² ««®¢, ¢
°¥§³«¼² ²¥ ·¥£®,  ¯°¨¬¥°, ª°¨±² ««» £¥°¬ ¨¿ ¯®«³· «¨±¼, ¨¬¥¿
²® ½«¥ª²°®³¾, ²® ¤»°®·³¾¯°®¢®¤¨¬®±²¨ (¥±²¥±²¢¥®, ·²® ± ¬¨
½²¨ ²¥°¬¨» ¯®¿¢¨«¨±¼ ¯®§¤¥¥). �¤® ¨§ ¢ ¦»µ ®²ª°»²¨© ¢
½²®© ®¡« ±²¨ ¡»«® ±¤¥« ® ±¯®±®¡®¬, ª®²®°»© ¯°¨¬¥¿«±¿ ¢ XIX
¢¥ª¥: ³·¥»©-¬¥² ««³°£ �¦. �. �ª ´´ ®¡ °³¦¨«, ·²® ¥ª®²®°»¥
±«¨²ª¨ Ge, ²®«¼ª® ·²® ¨§¢«¥·¥»¥ ¨§ ¯¥·¨, ¯ µ³² ´®±´®°®¬!
�®¯®±² ¢«¥¨¥  «¨·¨¿ ¤ ®© ¯°¨¬¥±¨ ± ²¨¯®¬ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨
(½«¥ª²°® ¿) ±° §³ ¯®§¢®«¨«® ¯°®¤¢¨³²¼±¿ ¢ ®¡« ±²¨ ´¨§¨·¥±ª®©
µ¨¬¨¨ ¤ »µ ¢¥¹¥±²¢.

�®±ª®«¼ª³ ®¡»·® ·¨±«® ¯°¨¬¥±»µ  ²®¬®¢ ±° ¢¨²¥«¼® ¥-
¢¥«¨ª® ¯® ±° ¢¥¨¾ ±  ²®¬ ¬¨ ®±®¢®£® ¢¥¹¥±²¢ , ®¨ ®ª §»¢ -
¾²±¿   ±° ¢¨²¥«¼® ¡®«¼¸¨µ ° ±±²®¿¨¿µ ¤°³£ ®² ¤°³£ , ¢±«¥¤-
±²¢¨¥ ·¥£® ±²¥¯¥¼ ¯¥°¥ª°»²¨¿ ¨µ ¢®«®¢»µ ´³ª¶¨© ¯° ª²¨·¥±ª¨
° ¢  ³«¾. �®½²®¬³  ²®¬» ¯°¨¬¥±¨ ¥ ¬®£³² ®¡° §®¢ ²¼ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª³¾ §®³, ¨ ¨µ ½¥°£¥²¨·¥±ª®¥ ±®±²®¿¨¥ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿
¨§®«¨°®¢ »¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨¬ ³°®¢¥¬ ®±®¢®£® ±®±²®¿¨¿ ¯¿-
²®£® ¢ «¥²®£® ½«¥ª²°® . �²®² ³°®¢¥¼  µ®¤¨²±¿ ¢ § ¯°¥¹¥-
®© §®¥ ¢¡«¨§¨ ¤  §®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ¯®±ª®«¼ª³ ½¥°£¨¿ ®²-
°»¢  ² ª®£® ½«¥ª²°®  ¬ «  (°¨±. 10.6). �°¨¬¥±¨ ² ª®£® ²¨¯ , ®¡° -

�¨±. 10.6. �¥°£¥²¨·¥±ª¨© ³°®¢¥¼ ¤®®°®© ¯°¨¬¥±¨ ¢ ½«¥ª²°®®¬ ¯®«³¯°®-
¢®¤¨ª¥

§³¾¹¨¥ ½«¥ª²°®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨,  §»¢ ¾² ¤®®°»¬¨, ¨ «¥£¨-
°®¢ »© ¯®«³¯°®¢®¤¨ª n-²¨¯  (®²  £«. negative| ®²°¨¶ ²¥«¼-
»©) ¡³¤¥² ®¡« ¤ ²¼ ½«¥ª²°®®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾.

�¨±²¥¬  À¯¿²»© ½«¥ª²°®{¨® ¯°¨¬¥±¨Á ´ ª²¨·¥±ª¨   «®£¨·-
  ¯® ±¢®¥¬³ ³±²°®©±²¢³  ²®¬  ¢®¤®°®¤ . � ¤¨³± ®°¡¨²» ¯¿²®£®
½«¥ª²°®  ¬®¦¥² ¡»²¼ § ·¨²¥«¼® ¡®«¼¸¥ ¬¥¦ ²®¬®£® ° ±±²®¿-
¨¿, ¯®±ª®«¼ª³ ±¨«  ª³«®®¢±ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ½²®£® ½«¥ª²°® 
± ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ ¨®®¬ ¯°¨¬¥±¨ ®±« ¡«¿¥²±¿ ¢ " ° § §  ±·¥² ¤¨-
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½«¥ª²°¨·¥±ª®© ¯®«¿°¨§ ¶¨¨ ª°¨±² ««  (" | ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®-
¨¶ ¥¬®±²¼ ±°¥¤»). �¥°£¨¿ ±¢¿§¨ ¨ ° ¤¨³± ½«¥ª²°®  ¢  ²®¬¥
¢®¤®°®¤  ¢ ®±®¢®¬ ±®±²®¿¨¨ ®¯°¥¤¥«¥» ±®®²®¸¥¨¿¬¨:

EH = � e2

2rH
= � m0e

4

2(4�"0~)2
; (10.27)

rH =
4�"0~2

m0e2
: (10.28)

�®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ¯®¤®¡¨¨ ° ±±¬®²°¥®© ¬®-
¤¥«¨  ²®¬³ ¢®¤®°®¤ , ¤«¿ ½¥°£¨¨ ¨ À¡®°®¢±ª®£® ° ¤¨³± Á ² ª®£®
¯°¨¬¥±®£®  ²®¬  ¬®¦® § ¯¨± ²¼, ¥±«¨ § ¬¥¨²¼ m0 ! m,
e2 ! e2=":

Ed = � e2

2rd
= � me4

2(4�"0"~)2
; (10.29)

rd =
4�"0"~2

me2
: (10.30)

�¥°£¨¿ ¨®¨§ ¶¨¨ ¯°¨¬¥±®£®  ²®¬  ¤®«¦  ¡»²¼  ¬®£®
¬¥¼¸¥, ·¥¬ ½¥°£¨¿ ¨®¨§ ¶¨¨  ²®¬  ¢®¤®°®¤ . �¥©±²¢¨²¥«¼®,
¢µ®¤¿¹ ¿ ¢ (10.29) ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤-
¨ª µ § ·¨²¥«¼® ¯°¥¢»¸ ¥² ¥¤¨¨¶³ ("Si = 11;7; "Ge = 16),  
½´´¥ª²¨¢ ¿ ¬ ±±  ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¨µ ±³¹¥±²¢¥® ¨¦¥ ¯® ±° ¢-
¥¨¾ ± ¬ ±±®© ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® : mSi � 0;2m0,mGe � 0;1m0.

� «®£¨· ¿ ¬®¤¥«¼ ¯°¨¬¥¨¬  ¨ ¤«¿  ª¶¥¯²®°»µ ¯°¨¬¥-
±¥©. � ª¨¥ ¯°¨¬¥±¨ ®¡° §³¾²±¿ ° ±²¢®°¥¨¥¬ ¢ £¥°¬ ¨¨ ¨«¨
ª°¥¬¨¨ ½«¥¬¥²®¢ III £°³¯¯» �¥°¨®¤¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬», ®¡° §³-
¾¹¨µ ²°¥µ¢ «¥²»¥ ¨®»: B, Al, Ga, In. �±²¥±²¢¥®, ·²® ½´-
´¥ª²¨¢ ¿ ¬ ±±  ¤»°®ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥² ®²«¨· ²¼±¿ ®² ½«¥ª-
²°®®©. �¥ «¼»¥ § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¨®¨§ ¶¨¨ ¤®®°»µ ¨  ª-
¶¥¯²®°»µ ¯°¨¬¥±¥© ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ¯°¨¢®¤¿²±¿ ¢ ² ¡«. 10.1.

�  ¡ «¨¶   10.1. �¥°£¨¿ ¨®¨§ ¶¨¨ ¤®®°»µ ¨  ª¶¥¯²®°»µ
¯°¨¬¥±¥© ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ (10� ½�)

�®«³¯°®¢®¤¨ª �°¨¬¥±¨

�®®°» �ª¶¥¯²®°»

P As Sb B Al Ga In

Si 45,3 53,5 42,5 44,3 68,4 72,3 155

Ge 12,7 14,0 10,2 10,6 10,9 11,1 11,7

�§ ² ¡«. 10.1 ±«¥¤³¥², ·²® ½¥°£¨¨ ¨®¨§ ¶¨¨ ° §«¨·»µ ¯°¨-
¬¥±¥©, ° ±²¢®°¥»µ ¢ ®¤®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ª°¨±² ««¥, ¡«¨§ª¨, ·²®
¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ ¢»¢®¤ ® ±®±²®¿²¥«¼®±²¨ ¢®¤®°®¤®¯®¤®¡®© ¬®-
¤¥«¨.
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�§ (10.29) ¯®¿²®, ·²® ° ¤¨³± ®°¡¨²» ½«¥ª²°®  ¨«¨ ¤»°ª¨
¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ § ·¨²¥«¼® ³¢¥«¨·¥ ¯® ±° ¢¥¨¾ ±  ²®¬®¬
¢®¤®°®¤  ¨ ¬®¦¥² ±®±² ¢«¿²¼ ¥±ª®«¼ª® ¤¥±¿²ª®¢  £±²°¥¬, ¨, ±«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ° §¬¥° ² ª®£® ¢®¤®°®¤®¯®¤®¡®£®  ²®¬  ´®°¬ «¼® ¬®-
¦¥² ¡»²¼ ¬®£® ¡®«¼¸¥ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨.

�° ¢¨¢ ¿ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨, ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ½«¥ª²°®
(¨«¨ ¤»°ª ) ¯°¨ ª®¬ ²®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ kBT (300�) = 0;026 ½�,
± ½¥°£¨¥© ¨®¨§ ¶¨¨ ¤®®°  ( ª¶¥¯²®° ), ¬®¦® ±¤¥« ²¼ § ª«¾·¥-
¨¥ ® ²®¬, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ «¥£¨°®¢ »µ ª°¨±² «-
«®¢ ¡³¤¥² § ¬¥²®© ¢ ®²«¨·¨¥ ®² À·¨±²»µÁ ª°¨±² ««®¢.

10.5. �®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥
¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¤®®°®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª 

�¨§¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  «¥£¨°®¢ »µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»µ ª°¨±-
² ««®¢ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¨±ª«¾·¨²¥«¼»© ¨²¥°¥±, ¯®±ª®«¼ª³ ¨¬¥®
¢«¨¿¨¥ ¯°¨¬¥±¥© ±®§¤ ¥² ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨¥, ®²«¨·»¥ ®² ¤¨½«¥ª²°¨-
ª®¢, ¯°®¢®¤¿¹¨¥ ±¢®©±²¢ . � ±±¬®²°¨¬ ½«¥ª²°®»© ¯®«³¯°®¢®¤-
¨ª, ¢ ª®²®°®¬ ±²°³ª²³°»¥ ¯°¨¬¥±¨ V £°³¯¯» �¥°¨®¤¨·¥±ª®© ±¨-
±²¥¬» ±®§¤ ¾² ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ¯°®±²»¥ ¶¥²°». � ½²®¬ ±«³· ¥
¯°¨¬¥±»© ¶¥²° ¬®¦¥²  µ®¤¨²¼±¿ ¢ ®¤®¬ ¨§ ¤¢³µ § °¿¤®¢»µ ±®-
±²®¿¨©: § ¯®«¥®¬ | À«¨¸¨©Á ¯¿²»© ½«¥ª²°®  µ®¤¨²±¿ ¢
®ª°¥±²®±²¨ ¯°¨¬¥±®£®  ²®¬ ; ¯³±²®¬ | ½«¥ª²°® ¯®ª¨¤ ¥² ¯°¨-
¬¥±»©  ²®¬ ¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨. �³±²¼ ½¥°£¨¨
®±®¢®£® ±®±²®¿¨¿ ¯°¨¬¥±®£® ³°®¢¿ ±®®²¢¥²±²¢³¥² § ·¥¨¥
Ed,   ª®¶¥²° ¶¨¿ ¯°¨¬¥±»µ  ²®¬®¢ ±®±² ¢«¿¥² § ·¥¨¥ Nd.
�®£¤  ª®¶¥²° ¶¨¨ § ¿²»µ ¨ ¯³±²»µ ¶¥²°®¢ ¡³¤³² ¨¬¥²¼ ¢¨¤,
±®®²¢¥²±²¢¥®:

N1 = Ndf; (10.31)

N0 = Nd(1� f); (10.32)

£¤¥ f | ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª  (10.3). �²®¸¥-
¨¥ ½²¨µ ª®¶¥²° ¶¨© ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ¡³¤¥² ° ¢®

N1

N0
=

f

1� f
= exp

�
��Ed

kBT

�
: (10.33)

�®±ª®«¼ª³ ¢»¯®«¿¥²±¿
N0 +N1 = Nd; (10.34)

²® ¢¥°®¿²®±²¨  «¨·¨¿ «¨¡® ®²±³²±²¢¨¿ ½«¥ª²°®  ¢ ¯°¨¬¥±®¬
¶¥²°¥ ¡³¤³² ¨¬¥²¼ § ·¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢¥®:

F1 =
N1

Nd
=

1

1 + exp
�
(Ed � �)=(kBT )

� ; (10.35)

F0 =
N0

Nd
=

1

1 + exp
�
(�� Ed)=(kBT )

� : (10.36)
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� ®¤®°®¤®© ¯°®¢®¤¿¹¥© ±°¥¤¥,  µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ ° ¢®¢¥±¨¨, ®¡º-
¥¬»© § °¿¤ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ª³«®®¢±ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ±³¹¥±²¢®-
¢ ²¼ ¥ ¬®¦¥². �®½²®¬³ ±³¬¬  ª®¶¥²° ¶¨© ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¨
¯®«®¦¨²¥«¼»µ § °¿¤®¢ ¤®«¦  ¡»²¼ ° ¢  ³«¾:

np + nd � ne � na = 0; (10.37)

£¤¥ np, ne | ª®¶¥²° ¶¨¨ ¤»°®ª ¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¢ «¥²®© §®¥
¨ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨; nd, n  | ª®¶¥²° ¶¨¨ ±¢¿§ »µ ¯®«®-
¦¨²¥«¼»µ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ § °¿¤®¢ (¯®«®¦¨²¥«¼® § °¿¦¥»µ
¨®®¢-¤®®°®¢ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¨®®¢- ª¶¥¯²®°®¢, ±®®²¢¥²±²¢¥-
®). �«¿ ±«³· ¿ ¤®®°®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ª®-
¶¥²° ¶¨¿ ¤»°®ª ¢ ¢ «¥²®© §®¥ ¯°¥¥¡°¥¦¨¬® ¬ « : n° � ne,
¨  ª¶¥¯²®°»¥ ¶¥²°» ®²±³²±²¢³¾². �±«®¢¨¥ (10.37) ³¯°®¹ ¥²±¿ ¨
¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥® ¢ ´®°¬¥ ¢¨¤¥

jndj = jnej: (10.38)

�¥¬ ± ¬»¬ ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ®ª §»-
¢ ¥²±¿ ° ¢®© ª®¶¥²° ¶¨¨ ¯³±²»µ ¯°¨¬¥±»µ ¶¥²°®¢ ¤®®°-
®£® ²¨¯ . �®±«¥¤¾¾ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²®¸¥-
¨¿ (10.36). � ¤°³£®© ±²®°®», ª®¶¥²° ¶¨¿ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®-
®¢ ¤«¿ ¥¢»°®¦¤¥®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (10.13).
�®½²®¬³ ¨§ (10.38), (10.36) ¨ (10.13) ±«¥¤³¥²

Nd

�
1 + exp

�
�� Ed

kBT

��
�1

= Nc exp

�
�� "c
kBT

�
: (10.39)

�¤¥« ¥¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥:

exp

�
��Ed

kBT

�
= exp

�
�� "c
kBT

�
exp

�
"c � Ed

kBT

�
=

=
ne
Nc

exp

�
J

kBT

�
; (10.40)

£¤¥ J = "c � Ed | ½¥°£¨¿ ¨®¨§ ¶¨¨ ¯°¨¬¥±®£® ³°®¢¿. �
°¥§³«¼² ²¥ ³±«®¢¨¥ (10.38) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

Nc exp

�
� � "c
kBT

�
=

Nd

1 + (ne=Nc) exp
�
J=(kBT )

� ;
ne =

Nd

1 + (ne=Nc) exp
�
J=(kBT )

� = Nd

1 + ne=n1
;

(10.41)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥

n1 = Nc exp

�
Ed � "c
kBT

�
= Nc exp

�
� J

kBT

�
: (10.42)
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�®®²®¸¥¨¥ (10.41) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ª¢ ¤° ²®¥ ³° ¢¥¨¥ ®²-
®±¨²¥«¼® ¢¥«¨·¨» n:

n2e + n1ne � n1Nd = 0: (10.43)

�¨§¨·¥±ª¨ § ·¨¬®¥ °¥¸¥¨¥ | ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ª®¶¥²° -
¶¨¿ | ¨¬¥¥² ¢¨¤

ne =
n1
2

 r
1 + 4

Nd

n1
� 1

!
: (10.44)

�°¨ ¤®±² ²®·® ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¤®®°»© ³°®¢¥¼ ¯° ª²¨-
·¥±ª¨ ¥ ¨®¨§¨°®¢ . �²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±
¯®¬®¹¼¾ ¥° ¢¥±²¢ 

4Nd

n1
� 1; (10.45)

¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ °¥¸¥¨¥ (10.44) ¯°¨¬¥² ¢¨¤

ne =
p
NcNd exp

�
� J

2kBT

�
: (10.46)

�¨§¨·¥±ª¨ °¥§³«¼² ² (10.46) ®§ · ¥², ·²® ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° -
²³° µ ¯°¨¬¥±»© ³°®¢¥¼ ¨®¨§¨°®¢  · ±²¨·®, ¨ ·¨±«® ½«¥ª-
²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¡³¤¥² ½ª±¯®¥¶¨ «¼®  ° ±² ²¼ ±
³¢¥«¨·¥¨¥¬ ²¥¬¯¥° ²³°».

�°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ (® § ·¨²¥«¼® ¨¦¥ ²®©, ¯°¨
ª®²®°®© ¢®§¡³¦¤ ¥²±¿ ±®¡±²¢¥ ¿ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼) ¤®«¦® ¢»¯®«-
¿²¼±¿ ¥° ¢¥±²¢®, ®¡° ²®¥ ³±«®¢¨¾ (10.45):

4Nd

n1
� 1; (10.47)

²®£¤  °¥¸¥¨¥ (10.44) ¯°¨¨¬ ¥² ®±®¡¥® ¯°®±²®© ¢¨¤:

ne = Nd: (10.48)

�¥¬ ± ¬»¬ ¬®¦® ±ª § ²¼, ·²® ¢ ³ª § ®© ®¡« ±²¨ ²¥¬¯¥° ²³°
¢±¥ ½«¥ª²°®» ¤®®°®£® ³°®¢¿ ®ª §»¢ ¾²±¿ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®-
±²¨, ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ¡³¤¥² ®±¨²¼ ·¨±²® ¯°¨¬¥±»©
µ ° ª²¥°. �§ ±®®²®¸¥¨¿ (10.48) ² ª¦¥ ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ½²®¬ ±«³-
· ¥ ¤®«¦  ®²±³²±²¢®¢ ²¼ ²¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ª®¶¥²° -
¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢ §®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ (²¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼
¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ² ª¦¥ ±« ¡® ¢»° ¦¥ ).

�°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²® ±²¥¯¥ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ²¥¬-
¯¥° ²³°» ¢ ±®®²®¸¥¨¿µ (10.23) ¨ (10.46) § ¬¥²® ¬¥¥¥ ¢»-
° ¦¥  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ½ª±¯®¥¶¨ «¼»¬¨ ¬®¦¨²¥«¿¬¨, ¯®«³-
·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ¯® ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ª®¶¥²° ¶¨¨
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²¨¯¨·®£® ½«¥ª²°®®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥»
¢ ¯®«³«®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±¸² ¡¥ (°¨±. 10.7). �°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬-
¯¥° ²³° µ (³· ±²®ª 3) ¨®¨§¨°³-
¾²±¿  ²®¬» ¤®®°®© ¯°¨¬¥±¨.
�®±ª®«¼ª³ ¨µ ·¨±«® ®£° ¨·¥®,
¯°¨ ½¥°£¨¿µ, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ¥-
° ¢¥±²¢®¬ 2kBT > J , ¢±¥  ²®¬»
¯°¨¬¥±¨ ³¦¥ ¨®¨§¨°®¢ », ¨ ¢
®¯°¥¤¥«¥®© ®¡« ±²¨ ±°¥¤¨µ
²¥¬¯¥° ²³° (³· ±²®ª 2) ª®¶¥²-
° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥
¬¥¿¥²±¿. �¨±. 10.7. �¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨-

¬®±²¼ ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢
§®¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¤®®°®£® ¯®«³-
¯°®¢®¤¨ª 

�  ³· ±²ª¥ 1, ¢ ®¡« ±²¨ ¢»±®-
ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³°, ª®£¤  ¢»¯®«¿-
¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢® 2kBT > Eg, ¯°®-
¨±µ®¤¨² ¨²¥±¨¢ ¿ ²¥°¬¨·¥±-
ª ¿ ¨®¨§ ¶¨¿  ²®¬®¢ ®±®¢®£® ¢¥¹¥±²¢ , ¨ ª®¶¥²° ¶¨¿ ®-
±¨²¥«¥© ¡»±²°® ¢®§° ±² ¥² ¯® ¬¥°¥ ³¢¥«¨·¥¨¿ ²¥¬¯¥° ²³°».

10.6. �«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢
¨ ¥¥ ²¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼

�°¨ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¡®«¼¸¨µ § ·¥¨¿µ  ¯°¿¦¥®±²¨ ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®£® ¯®«¿ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ, ª ª ¨ ¢ ¬¥² «« µ, µ®°®¸® ¢»¯®«-
¿¥²±¿ § ª® �¬  (8.16). �¤¥±¼ ±«¥¤³¥² ³ª § ²¼ ³±«®¢¨¿ ¨§¬¥°¥-
¨©: ®¡° §¥¶ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ¤®«¦¥ ¡»²¼ ®¤®°®¤»¬ ± ²®·ª¨
§°¥¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®¶¥²° ¶¨¨ ®±¨²¥«¥©, ¨ ²®ª®¢¥¤³¹¨¥
ª®² ª²»¥ ¯ °» À¯°®¢®¤¨ª{¯®«³¯°®¢®¤¨ªÁ ¤®«¦» ±®µ° ¿²¼
À¬¥² ««¨·¥±ª¨©Á µ ° ª²¥° ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯°¨ «¾¡®© ¯®«¿°®±²¨
¯°¨«®¦¥®£® ¯®±²®¿®£® ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ (¢ ½²®¬ ±«³· ¥ £®-
¢®°¿² ®¡ À®¬¨·¥±ª¨µÁ ª®² ª² µ). �®£¤  ¤«¿ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®-
¢»µ ª°¨±² ««®¢ ±®µ° ¿¾²±¿ ®±®¢»¥ °¥§³«¼² ²» ²¥®°¨¨ ¬¥² «-
«¨·¥±ª®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ¨§«®¦¥®© ¢ £«. 8. � · ±²®±²¨, ³¤¥«¼-
 ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥,   «®£¨·®¬
(8.13), ®¤ ª® ±«¥¤³¥² ° §«¨· ²¼ ±«³· ¨ ±®¡±²¢¥®© (i), ½«¥ª-
²°®®© (n) ¨«¨ ¤»°®·®© (p) ¯°®¢®¤¨¬®±²¨:

�(i) = nie(j�nj+ j�pj); (10.49)

�(n) = nie(j�nj+ j�pj) + nee�n; (10.50)

�(p) = nie(j�nj+ j�pj) + npe�p; (10.51)

£¤¥ ¤«¿ ±®¡±²¢¥»µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¢»¯®«¿¥²±¿ ni = ne = np,
¨ ¯®¤¢¨¦®±²¨ �e ½«¥ª²°®®¢ ¨ �p ¤»°®ª ° §«¨· ¾²±¿, ¯®±ª®«¼ª³
° §«¨·» ½´´¥ª²¨¢»¥ ¬ ±±», ¤«¨» ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ¨«¨ ¢°¥-
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¬¥  ¬¥¦¤³  ª² ¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®£® ° ±±¥¿¨¿ ½²¨µ · ±²¨¶:

�n =
e�n
2mvT

=
e�n
2m

; (10.52)

�p =
e�p

2mhvT
=

e�p
2mh

; (10.53)

�°¨ § ¯¨±¨ ±®®²®¸¥¨© (10.49){(10.51) ¡»«® ¯°¨¿²® ¢® ¢¨¬ -
¨¥, ·²® ¯°®²¨¢®¯®«®¦» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ª ª § ª¨ § °¿¤®¢, ² ª ¨
§ ª¨ ¯®¤¢¨¦®±²¥© ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¤»°®ª, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ®¡¹ ¿
¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ±®±² ¢«¿¥²  °¨´¬¥²¨·¥±ª³¾ ±³¬¬³ ° §«¨·»µ ¢ª« -
¤®¢. �·¨² ¥²±¿, ·²® ±°¥¤¿¿ ²¥¯«®¢ ¿ ±ª®°®±²¼, ¤«¨  ±¢®¡®¤®£®
¯°®¡¥£  ¨ ¢°¥¬¿ ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ±®³¤ °¥¨¿¬¨ ½«¥ª²°®-
®¢ ¨ ¤»°®ª ± ¶¥²° ¬¨ ° ±±¥¿¨¿ ±¢¿§ » ² ª:

�n(p) =
�n(p)

vT
: (10.54)

� ±±¬ ²°¨¢ ¿,  ¯°¨¬¥°, ±®®²®¸¥¨¥ (10.50), § ¯¨± ®¥ ¢
¢¨¤¥

�(n)(T ) = eni(T )
�
�n(T ) + �p(T )

�
+ ene(T )�n(T ); (10.55)

¬®¦® § ª«¾·¨²¼, ·²® ²¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨
¤®«¦  ¡»²¼ ±¢¿§   ± ¤¢³¬¿ ´ ª²®° ¬¨: ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨-
¬®±²¼¾ ª®¶¥²° ¶¨© ®±¨²¥«¥© ²®ª  ¨ ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®-
±²¼¾ ¨µ ¯®¤¢¨¦®±²¥©. �¥°¢»© ¨§ ¨µ ¯®¤°®¡® ° ±±¬®²°¥ ¢»¸¥
(x 10.3, 10.5). �«¥¤³¥² ¢»¿±¨²¼ ¢®§¬®¦»¥ ¯°¨·¨», ¯°¨¢®¤¿¹¨¥
ª ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®¤¢¨¦®±²¨.

�®-¯¥°¢»µ, ² ª ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¢®§¨ª ¥² ¢±«¥¤±²¢¨¥ ²®£®, ·²®,
ª ª ¨§¢¥±²® ¨§ ¬®«¥ª³«¿°®© ´¨§¨ª¨, ±°¥¤¿¿ ²¥¯«®¢ ¿ ±ª®°®±²¼
· ±²¨¶-®±¨²¥«¥© ²®ª  § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°»:

vT �
p
T: (10.56)

�¤¥±¼ ¨ ¨¦¥ ¤«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ®¶¥ª¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¢®§¬®¦-
®© ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¼¾ ½´´¥ª²¨¢®© ¬ ±±» ¬®¦® ¯°¥-
¥¡°¥·¼. �®°¬³«  (10.56) ¤¥©±²¢¨²¥«¼  ¤«¿ ¥¢»°®¦¤¥»µ ¯®-
«³¯°®¢®¤¨ª®¢, ¯®±ª®«¼ª³ ¯°¥¤¯®« £ ¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ½«¥ª²°®-
®£® ¨«¨ ¤»°®·®£® £ § .

�®-¢²®°»µ, ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¡³¤¥² § ¢¨±¥²¼ ¤«¨  ±¢®¡®¤®£®
¯°®¡¥£  § °¿¦¥»µ · ±²¨¶ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥. �·¥¢¨¤®, ¯°¨-
·¨®© ° ±±¥¿¨¿ · ±²¨¶-½«¥ª²°®»µ ¢®« ¿¢«¿¾²±¿  °³¸¥¨¿
¯¥°¨®¤¨·®±²¨ ±²°®¥¨¿ °¥¸¥²ª¨ ª°¨±² «« :

| ²¥¯«®¢»¥ ª®«¥¡ ¨¿ | ´®®»;
| ¯°¨¬¥±¨, ±²°³ª²³°»¥ ¤¥´¥ª²».
�¥®¡µ®¤¨¬® ³ª § ²¼ ±²¥¯¥¼ ¢ ¦®±²¨ ½²¨µ ¬¥µ ¨§¬®¢ ° ±±¥-

¿¨¿, ª®²®°»¥, ª ²®¬³ ¦¥, ¬®£³² ¤ ¢ ²¼ ° §«¨·»¥ ¢ª« ¤» ¯°¨
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° §»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �±«¨ ·¨±«® ¤¥´¥ª²®¢ ¨ ¯°¨¬¥±¥© ± ²¥¬-
¯¥° ²³°®© ¬¥¿¥²±¿ ¥ ±«¨¸ª®¬ § ·¨²¥«¼®, ²® ± °®±²®¬ ²¥¬-
¯¥° ²³°»   ¯¥°¢»© ¯«  ¤®«¦¥ ¢»µ®¤¨²¼ ´®®»© ¬¥µ ¨§¬
° ±±¥¿¨¿. �·¥¢¨¤®, ·²® ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ° ±±¥¿¨¿ ½«¥ª²°®®¢
(¤»°®ª)   ´®® µ ¤®«¦  ¡»²¼ ¯°®¯®°¶¨® «¼  ·¨±«³ ¯®±«¥¤-
¨µ. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¨  ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ¡³¤¥² ®¡° ²® ¯°®-
¯®°¶¨® «¼  ·¨±«³ ´®®®¢. � ª ¯®ª § ® ¢ £«. 8, ¯°¨ ¢»±®ª¨µ
²¥¬¯¥° ²³° µ ¨µ ·¨±«® ¯°®¯®°¶¨® «¼® ²¥¬¯¥° ²³°¥:

n´® � kB
~!

T; (10.57)

¨, ª ª ¨ ¢ ¬¥² «« µ, ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼, ·²® ±°¥¤¿¿ ¤«¨  ±¢®¡®¤-
®£® ¯°®¡¥£  ¤«¿ ²¥¬¯¥° ²³°, ¯°¥¢»¸ ¾¹¨µ ²¥¬¯¥° ²³°³ �¥¡ ¿,
¤®«¦  ¨§¬¥¿²¼±¿ ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼® ²¥¬¯¥° ²³°¥. �®£¤ 
®¦¨¤ ¥¬®¥ ²¥¬¯¥° ²³°®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯®¤¢¨¦®±²¨, ®¡³±«®¢«¥®¥
´®®»¬ ¬¥µ ¨§¬®¬, ¤®«¦® ¯®¤·¨¿²¼±¿ ±®®²®¸¥¨¾:

�´n(p) �
�n(p)(T )

vT (T )
� T�3=2: (10.58)

�®«¼ ¤¥´¥ª²®¢ ¨ ¯°¨¬¥±¥© ¢®§° ±² ¥² ¯® ¬¥°¥ ¯®¨¦¥¨¿ ²¥¬¯¥-
° ²³°», ª®£¤  ·¨±«® ´®®®¢ ¡»±²°® ³¬¥¼¸ ¥²±¿. �°¨ ½²®¬ § -
°¿¦¥»¥ · ±²¨¶» | ½«¥ª²°®» ¨ ¤»°ª¨ | ¡®«¥¥ ½´´¥ª²¨¢®
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾², ¡« £®¤ °¿ ª³«®®¢±ª®¬³ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¾, ± ¨®-
¨§¨°®¢ »¬¨ ¯°¨¬¥±»¬¨  ²®¬ ¬¨, ª®²®°»¬¨ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨-
ª µ ¿¢«¿¾²±¿ «¥£¨°³¾¹¨¥ ¤®¡ ¢ª¨. �®½²®¬³ ¯°®¶¥±± ² ª®£® ¢§ -
¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬®¦® ®¯¨± ²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ±®®²®¸¥¨¥ �¥§¥°´®°¤ ,
¯®«³·¥®¥ ¤«¿ ®¡º¿±¥¨¿ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢ ¯® ° ±±¥¿¨¾ �-· ±²¨¶
¢ ¢¥¹¥±²¢¥. �§ ½²®£® ±®®²®¸¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ±¥·¥¨¥ ° ±±¥¿¨¿,
¯°¨ ¯°®·¨µ ° ¢»µ ³±«®¢¨¿µ, ®¡° ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼® ·¥²¢¥°²®©
±²¥¯¥¨ ±ª®°®±²¨ · ±²¨¶»:

S � 1

v4
: (10.59)

�®£¤ , ³·¨²»¢ ¿, ·²® ¤«¨  ±¢®-
¡®¤®£® ¯°®¡¥£  ®¡° ²® ¯°®¯®°-
¶¨® «¼  ±¥·¥¨¾ ° ±±¥¿¨¿, ¨
¨¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ (10.56), ¯®«³·¨¬ ¤«¿
¯°¨¬¥±®£® ¢ª« ¤ :

�¯°
n(p) �

�n(p)(T )

vT (T )
� v2

T
� T 3=2:

(10.60)

�¨±. 10.8. �¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨-
¬®±²¼ ¯®¤¢¨¦®±²¨ ½«¥ª²°®®¢ ¢
¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ

�§ ±° ¢¥¨¿ (10.58) ¨ (10.60) ±«¥¤³¥², ·²® ¯®¤¢¨¦®±²¼ �n(T )
¤®«¦  ¢®§° ±² ²¼ ®² ®¡« ±²¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³°, £¤¥ ¯°¥®¡« ¤ ¥²
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¯°¨¬¥±»© ¬¥µ ¨§¬, ¨, ¤®±²¨£³¢ ¬ ª±¨¬³¬  ¯°¨ ¥ª®²®°®© ²¥¬-
¯¥° ²³°¥, ¡³¤¥² ³¡»¢ ²¼ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ±¬¥» ¬¥µ ¨§¬  ° ±±¥¿¨¿.
� ·¥±²¢¥® µ ° ª²¥° § ¢¨±¨¬®±²¨ �n(T ) ¤«¿ ½«¥ª²°®®¢ ¯®ª § 
  °¨±. 10.8.

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ¶¥«®¬ ²¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯®¤¢¨¦®-
±²¨ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ±« ¡® ¬¥¿¥²±¿ ¢ ¸¨°®ª®© ®¡« ±²¨ ²¥¬-
¯¥° ²³° ¨ ®ª §»¢ ¥² ±« ¡®¥ ¢«¨¿¨¥   ²¥¬¯¥° ²³°³¾ § ¢¨±¨-
¬®±²¼ ³¤¥«¼®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨. �®½²®¬³ ¬®¦® § ª«¾·¨²¼,
·²® ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥®¥ ¢«¨¿¨¥   ±¨«¼³¾ ²¥¬¯¥° ²³°³¾ § ¢¨-
±¨¬®±²¼ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¤®«¦® ®ª §»¢ ²¼ ¨§¬¥¥¨¥ ª®¶¥²° -
¶¨¨ ®±¨²¥«¥© § °¿¤ . �¡ ½²®¬ ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ±³¹¥±²¢¥®¥ ¢®§-
° ±² ¨¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ²®£¤  ª ª ¯®-
¤¢¨¦®±²¼ ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¤ ¦¥ ³¬¥¼¸ ¥²±¿. �®£¤  ¤«¿ ½«¥ª²°®-
®£® ¯°®¢®¤¨ª  ±®®²®¸¥¨¥ (10.55) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ² ª:

�(n) = �i exp

�
� Eg

2kBT

�
+
p
Nd�n exp

�
� J

2kBT

�
; (10.61)

£¤¥ �i, �n | ¢¥«¨·¨», ±« ¡® § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ²¥¬¯¥° ²³°», Nd |
ª®¶¥²° ¶¨¿ ¯°¨¬¥±»µ ¤®®°»µ ¶¥²°®¢. �§ (10.61) ±«¥¤³¥²
§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ «¥£¨°®¢ ®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  ®² ²¥¬-
¯¥° ²³°» ¨ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¯°¨¬¥±¨. � ·¥±²¢¥® ½²¨ § ¢¨±¨¬®±²¨
¯°¨¢®¤¿²±¿   °¨±. 10.9. � ° ª²¥°»¥ ¨§«®¬» ª°¨¢»µ ¨¬¥¾² ²³

�¨±. 10.9. �¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ³¤¥«¼®© ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¨ ¤®®°®£®
¯®«³¯°®¢®¤¨ª . �°¨¢ ¿   ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬¥¼¸¥© ª®¶¥²° ¶¨¨ ¯°¨¬¥±¨ ¢ ±° ¢-
¥¨¨ ± ª°¨¢®© ¡

¦¥ ¯°¨·¨³, ·²® ¨ ®±®¡¥®±²¨ ²¥¬¯¥° ²³°®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ ª®¶¥-
²° ¶¨¨ ®±¨²¥«¥© § °¿¤  (°¨±. 10.8). �¥ª®²®°®¥ ®²«¨·¨¥  ¡«¾¤ -
¥²±¿   ³· ±²ª¥ 2, ª®£¤  ¢±¥ ¯°¨¬¥±»¥ ¶¥²°» ¨®¨§¨°®¢ », ¨
ª®¶¥²° ¶¨¿ ®±¨²¥«¥© ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥®© ®¡« ±²¨ ²¥¬-
¯¥° ²³°, ®¤ ª®, ³¬¥¼¸¥¨¥ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¨§-§  ° ±-
±¥¿¨¿ ®±¨²¥«¥© § °¿¤    ´®® µ. �§ °¨±³ª  ±«¥¤³¥² ² ª¦¥,
·²® ±³¹¥±²¢¥®¥ ¢«¨¿¨¥   ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ®ª §»¢ ¥² ª®¶¥²° -
¶¨¿ «¥£¨°³¾¹¨µ ¯°¨¬¥±¥©. �²¬¥²¨¬, ·²®, µ®²¿ ¯°¨¬¥¿¥¬»¥ ¤«¿



10.7. �®£«®¹¥¨¥ ±¢¥²  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ 263

«¥£¨°®¢ ¨¿ ¯°¨¬¥±¨ ®¡° §³¾² ± ®±®¢»¬ ¢¥¹¥±²¢®¬ ¥¯°¥°»¢-
»© °¿¤ ²¢¥°¤»µ ° ±²¢®°®¢ § ¬¥¹¥¨¿ ¢ «¾¡®© ª®¶¥²° ¶¨¨,
±³¹¥±²¢³¥² ®¯°¥¤¥«¥»© ¯°¥¤¥«, §  ª®²®°»¬ ¤ «¼¥©¸¥¥ ³¢¥«¨-
·¥¨¥ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¯°¨¢®¤¨² ª ±¬¥¥ ²¨¯  ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ®² ¯®-
«³¯°®¢®¤¨ª®¢®£® ª ¬¥² ««¨·¥±ª®¬³. � ª®© ½´´¥ª² ¢®§¨ª ¥²,
 ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¯°¥¢»¸¥¨¨ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¬»¸¼¿ª  ¢ £¥°¬ ¨¨
¡®«¥¥ 1023¬�3.

�°¨¡«¨¦¥¨¥ ±®¡±²¢¥®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ª ²¥¬¯¥° ²³°®© ®¡-
« ±²¨ 1 (°¨±. 10.9) ¤¥« ¥² ®°¬ «¼³¾ ° ¡®²³ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»µ
¯°¨¡®°®¢ ¥¢®§¬®¦®© (§  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»µ ²¥°-
¬®½«¥ª²°®£¥¥° ²®°®¢). �²® ´³¤ ¬¥² «¼®¥ ®£° ¨·¥¨¥ ±¢¿-
§ ® ± ¸¨°¨®© § ¯°¥¹¥®© §®». �®½²®¬³ ° ¡®²  ½«¥ª²°®-
»µ ¯°¨¡®°®¢ ¨ ³±²°®©±²¢   ®±®¢¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»µ ¬ ²¥°¨-
 «®¢ ¢ ³ª § ®© ®¡« ±²¨ ®²«¨· ¥²±¿ ¯®¨¦¥®©  ¤¥¦®±²¼¾.
�²® ®£° ¨·¥¨¥ ¯°¨¢¥«® ª ³¬¥¼¸¥¨¾ ¯°¨¬¥¥¨¿ £¥°¬ ¨¿ ¯®
±° ¢¥¨¾ ± ª°¥¬¨¥¬, ¨¬¥¾¹¨¬ ¡®«¼¸³¾ ¸¨°¨³ § ¯°¥¹¥®©
§®», µ®²¿ ¯®¤¢¨¦®±²¼ ®±¨²¥«¥© ¢ £¥°¬ ¨¨ ¢»¸¥.

10.7. �®£«®¹¥¨¥ ±¢¥²  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ
�®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»¥ ª°¨±² ««», ª ª ¯° ¢¨«®, ¥¯°®§° ·» ¢

¢¨¤¨¬®¬ ¤¨ ¯ §®¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®«. �®£«®¹¥¨¥ ½¥°£¨¨
¯ ¤ ¾¹¥£® ¨§«³·¥¨¿ ¢ ² ª¨µ ª°¨±² «« µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¡³±«®¢«¥®
±«¥¤³¾¹¨¬¨ ®±®¢»¬¨ ¯°¨·¨ ¬¨:

| ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ± ®¯-
²¨·¥±ª¨  ª²¨¢»¬¨ ª®«¥¡ ¨¿¬¨ °¥¸¥²ª¨ ¯°®¨±µ®¤¨² °¥§® ±-
®¥ ¯®£«®¹¥¨¥ ´®²®    · ±²®²¥ ²®£® ¨«¨ ¨®£® ®¯²¨·¥±ª®£®
´®® , § ²¥¬, ¡« £®¤ °¿  £ °¬®¨·¥±ª®¬³ ´®®-´®®®¬³ ¢§ -
¨¬®¤¥©±²¢¨¾ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ²¥-
¯«®¢³¾ ½¥°£¨¾ ( ª³±²¨·¥±ª¨¥ ª®«¥¡ ¨¿ °¥¸¥²ª¨). �²®² ¬¥µ -
¨§¬ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®  ª²³ «¥ ¤«¿ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢ (£«. 4, 7), ®¤-
 ª® °¿¤ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»µ ¡¨ °»µ ±®¥¤¨¥¨© ²¨¯  AIIIBV ,
AIIBVI ² ª¦¥ ¨¬¥¥² · ±²¨·® ¨®»© µ ° ª²¥° µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨;

| ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²®© ¢®«» ¯®£«®¹ ¥²±¿ ±¢®¡®¤»¬¨
®±¨²¥«¿¬¨ § °¿¤®¢,  ¯°¨¬¥°, ½«¥ª²°® ¬¨, ¨, ¯°¥®¡° §³¿±¼ ¢
¢¨µ°¥¢»¥ ²®ª¨, ²¥°¿¥²±¿ §  ±·¥² ¤¦®³«¥¢  ²¥¯« . � ª®© ²¨¯ ¯®£«®-
¹¥¨¿  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¢ ¬¥² «« µ (£«. 8), ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¬¥² ««»
¥¯°®§° ·». �« £®¤ °¿  «¨·¨¾ ¥ª®²®°®£® ·¨±«  ±¢®¡®¤»µ ®-
±¨²¥«¥© § °¿¤®¢ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ² ª®© ¬¥µ ¨§¬ ¯®£«®¹¥¨¿
² ª¦¥ ¢®§¬®¦¥;

|  «¨·¨¥ ¯°¨¬¥±»µ ¶¥²°®¢ ¨/¨«¨ ¨»µ ±²°³ª²³°»µ ¤¥-
´¥ª²®¢ ¢ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ ª°¨±² «« µ ¯°¨¢®¤¨² ª ±³¹¥±²¢®¢ ¨¾
¶¥²°®¢ ®ª° ±ª¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ½¥°£¨¿ ¯ ¤ ¾¹¥© ¢®«» ¢®§¡³¦-
¤ ¥²  ²®¬» ¯°¨¬¥±¨, ¯°¨·¥¬ ¯®£«®¹¥¨¥ ®±¨² ±¥«¥ª²¨¢»© µ -
° ª²¥°. �°³£ ¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¢®§¨ª ¥², ª®£¤  ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®¬ £-
¨²®© ¢®«» ¤®±² ²®·® ¤«¿ ¨®¨§ ¶¨¨ ¯°¨¬¥±®£®  ²®¬  ¨ ¯¥°¥-
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¡°®±  ½«¥ª²°®  (¤»°ª¨) ¢ §®³ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ (¢ «¥²³¾ §®³).
�²® ±«³· © ¢³²°¥¥£® ¯°¨¬¥±®£® ´®²®½´´¥ª² , ¯°¨±³¹¨©
«¥£¨°®¢ »¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª ¬, ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢  ª ª
¬¥²®¤ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¨®¨§ ¶¨¨ ¯°¨¬¥±¨;

| ¥±«¨ ½¥°£¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¨§«³·¥¨¿ ¤®±² ²®·  ¤«¿
²®£®, ·²®¡» ¨®¨§¨°®¢ ²¼  ²®¬» ¡¥±¯°¨¬¥±®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®-
¢®£® ª°¨±² «« , ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ° §°»¢  ª®¢ «¥²»µ ±¢¿§¥© ®¡-
° §³¾²±¿ ¯ °» À½«¥ª²°®{¤»°ª Á ¨ ¢®§¨ª ¥² ´®²®¯°®¢®¤¨¬®±²¼
(¢³²°¥¨© ´®²®½´´¥ª²). � ½²®¬ ±«³· ¥ ¤®«¦  ±³¹¥±²¢®¢ ²¼
£° ¨· ¿ · ±²®²  (ª° ± ¿ £° ¨¶  ´®²®½´´¥ª² ). � «¨·¨¥,
£« ¢»¬ ®¡° §®¬, ¤ ®£® ¬¥µ ¨§¬  ®¡º¿±¿¥² À¬¥² ««¨·¥±ª¨©Á
¡«¥±ª ª°¨±² ««®¢ ª°¥¬¨¿ ¨ £¥°¬ ¨¿, ±®µ° ¿¾¹¨µ ² ª®© ¢¨¤ ¨
¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ, £¤¥ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ²¥°¬¨·¥±ª®£® ¢®§¡³-
¦¤¥¨¿ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢ ¨«¨ ¤»°®ª;

| ®±®¡»© ²¨¯ ¯®£«®¹¥¨¿ ¢®§¨ª ¥² ¯°¨  «¨·¨¨ ½ª±¨²®-
®¢ | ¢®§¡³¦¤¥»¥ ¢ ª°¨±² ««¥ ½«¥ª²°®®-¤»°®·»¥ ¯ °» ¬®-
£³² ®¡° §®¢ ²¼ ®²®±¨²¥«¼® ±² ¡¨«¼»¥ ±®±²®¿¨¿, ±¢¿§ »¥ ª³-
«®®¢±ª¨¬ ¯°¨²¿¦¥¨¥¬. �±«¨ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ½«¥ª²°®®¬ ¨
¤»°ª®© ¢¥«¨ª® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¬¥¦ ²®¬»¬ ° ±±²®¿¨¥¬, £®¢®°¿²
®¡ ½ª±¨²® µ ±« ¡®© ±¢¿§¨ (½ª±¨²®» �®²² ); ¥±«¨ ½«¥ª²°® ¨
¤»°ª  ° ±¯®«®¦¥» ¢ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®© ¡«¨§®±²¨, ² ª®© ½ª±¨²®
¿¢«¿¥²±¿ ±¨«¼® ±¢¿§ »¬ (½ª±¨²® �°¥ª¥«¿). �ª±¨²®» |
¡¥±²®ª®¢»¥ ¢®§¡³¦¤¥¨¿ ¨ ¥ ³¢«¥ª ¾²±¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬. �
°¥§³«¼² ²¥  ¨£¨«¿¶¨¨ ½«¥ª²°®  ¨ ¤»°ª¨, ±®±² ¢«¿¢¸¨µ ½ª±¨-
²®, ¢»±¢®¡®¦¤ ¥²±¿ ½¥°£¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¨§«³·¥¨¿,
¥¥ ¢¥«¨·¨  ¥±ª®«¼ª® ¬¥¼¸¥ ¸¨°¨» § ¯°¥¹¥®© §®». �®-
½²®¬³ ³§ª¨¥ ¯¨ª¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¡° §®¢ ¨¾ ½ª±¨²®®¢, «¥¦ ²
  ª°¨¢®© ®¯²¨·¥±ª®£® ¯®£«®¹¥¨¿ ¥±ª®«¼ª® ¨¦¥ ª° ¿ ´³¤ -
¬¥² «¼®© ¯®«®±», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯®«®¬³ ¯®£«®¹¥¨¾ ±¢¥² 
ª°¨±² ««®¬.

� ¦»¬ ¬¥²®¤®¬ ¨§³·¥¨¿ ±¢®©±²¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¿¢«¿¥²±¿
¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ®¯²¨·¥±ª¨µ ±¯¥ª²°®¢ ¯®£«®¹¥¨¿ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª 
¤«¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ± ½¥°£¨¥©, ¯°¥¢»¸ ¾¹¥© ¸¨°¨³
§ ¯°¥¹¥®© §®». �¤ ª®  ¤® ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ®±®-
¡¥®±²¨ ² ª¨µ ±¯¥ª²°®¢, ±¢¿§ »¥ ± ° §«¨·¨¥¬ ²®¯®£° ´¨¨ ½¥°-
£¥²¨·¥±ª¨µ §® ¢ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»µ ª°¨±² «« µ.
� §«¨· ¾² ¯°¿¬»¥ ¨ ¥¯°¿¬»¥ ®¯²¨·¥±ª¨¥ ¯¥°¥µ®¤». �¨ ±¢¿-
§ » ± ¤¢³¬¿ ®±®¢»¬¨ ²¨¯ ¬¨ ¢§ ¨¬®£® ° ±¯®«®¦¥¨¿ ¢ «¥²-
®© §®» ¨ §®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨. � ¯°¨¬¥°, ¨§¸ ¿ ²®·ª  §®»
¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ° ±¯®«®¦¥  ²®·®  ¤ ¢¥°µ¥© ²®·ª®© ¢ «¥²®©
§®» (°¨±. 10.10 ). � ª®© ²¨¯ §®®© ±²°³ª²³°» ¢®§¨ª ¥² ¢ ª°¨-
±² «« µ GaAs, InAs, InSb, InP, PbS ¨ ¢ ¥ª®²®°»µ ¤°³£¨µ. �®¥
° ±¯®«®¦¥¨¥ ³ª § »µ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® µ ° ª²¥°® ¤«¿ ½«¥-
¬¥² °»µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ Si, Ge ¨ ¤°³£¨µ (°¨±. 10.10¡). �«¿
½²®£® ±«³· ¿ ¨§¸ ¿ ²®·ª  §®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¨ ¢¥°µ¿¿ ²®·ª 
¢ «¥²®© §®», ° §®±²¼ ½¥°£¨¨ ¬¥¦¤³ ª®²®°»¬¨ ¨ ° ¢  ¸¨-
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°¨¥ § ¯°¥¹¥®© §®», ° §¥±¥» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢ k-¯°®±²° ±²¢¥
  ®¯°¥¤¥«¥»© ¢¥ª²®° k0. �²  ±¨²³ ¶¨¿ µ ° ª²¥°  ¤«¿ ² ª  -

�¨±. 10.10. �µ¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ¤¨ £° ¬¬  ° §«¨·¨¿ ²®¯®«®£¨¨ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §®
¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ:  | ¨««¾±²° ¶¨¿ ¯°¿¬»µ (¢¥°²¨ª «¼»µ) ¯°®¶¥±±®¢ ®¯²¨-
·¥±ª®£® ¯®£«®¹¥¨¿ ´®²®®¢ ± ®¡° §®¢ ¨¥¬ ½«¥ª²°®®-¤»°®·»µ ¯ °; ¡ | ¨«-
«¾±²° ¶¨¿ ¥¯°¿¬»µ ¯°®¶¥±±®¢ ¯®£«®¹¥¨¿ ´®²®®¢ ± ®¡° §®¢ ¨¥¬ ´®®®¢ ¨
½«¥ª²°®®-¤»°®·»µ ¯ °

§»¢ ¥¬»µ ¬®£®¤®«¨»µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢. �°¨ ½²®¬ ¢±«¥¤±²¢¨¥
§ ª®  ±®µ° ¥¨¿ ½¥°£¨¨, ¯¥°¥¡°®± ½«¥ª²°®  ¨§ ¢ «¥²®© §®»
¢ §®³ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ¯®¬¨¬® ®¡° §®¢ ¨¿ ¤»°ª¨, ¤®«¦¥ ±®¯°®-
¢®¦¤ ²¼±¿ £¥¥° ¶¨¥© ´®®  ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¢®«®¢»¬ ¢¥ª-
²®°®¬ K � k0. �³¦® ¯®¤·¥°ª³²¼, ·²® ¤¨ £° ¬¬  °¨±. 10.10 ¥
®²° ¦ ¥² ¢ ¯®«®© ¬¥°¥ ±«®¦³¾ ²°¥µ¬¥°³¾ ª °²¨³ ²®¯®«®£¨¨

�¨±. 10.11. �¯²¨·¥±ª®¥ ¯®£«®¹¥¨¥ ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ¯°¨ 0�:   | ¯°¿¬»¥
¯°®¶¥±±»; ¡ | ¥¯°¿¬»¥ ¯°®¶¥±±» (¥ ¯®ª § » ¢®§¬®¦»¥ «¨¨¨ ¯®£«®¹¥¨¿,
®¡³±«®¢«¥»¥ ½ª±¨²® ¬¨)

½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ §® ¢ °¥ «¼»µ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ. � ½¥°£¥²¨·¥-
±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ° ±±¬®²°¥»¥ ¯°®¶¥±±» ¤®«¦» ¯®¤·¨¿²¼±¿
±®®²®¸¥¨¿¬:

~!´®² = Eg (10.62)

¤«¿ ¯°¿¬®£® ¯°®¶¥±±  ¨
~!´®² = Eg + ~!´® (10.63)
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¤«¿ ¥¯°¿¬®£® ¯°®¶¥±±  ¯®£«®¹¥¨¿ ´®²® . �¤¥ «¨§¨°®¢ »©
¢¨¤ ª°¨¢»µ ®¯²¨·¥±ª®£® ¯®£«®¹¥¨¿ ¤«¿ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¯°¨  ¡-
±®«¾²®¬ ³«¥ ¯®ª §    °¨±. 10.11.

�§ °¨±. 10.11¡ ±«¥¤³¥² ®±®¡¥®±²¼ ±¯¥ª²°  ¯®£«®¹¥¨¿, µ ° ª-
²¥° ¿ ¨¬¥® ¤«¿ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ± ¥¯°¿¬»¬¨ ®¯²¨·¥±ª¨¬¨
¯¥°¥µ®¤ ¬¨ | ª° © ¯®«®±» ¯®£«®¹¥¨¿ ³¦¥ ¥ ±²®«¼ ¢»° ¦¥.
�¥¬ ± ¬»¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ±¯¥ª²°®¢ ¯®£«®¹¥¨¿ ´®²®®¢ ¢ ¯®«³-
¯°®¢®¤¨ª µ ¤ ¥² ¶¥³¾ ¨´®°¬ ¶¨¾ ¥ ²®«¼ª® ® ¸¨°¨¥ § ¯°¥-
¹¥®© §®», ® ¨ ®¡ ®±®¡¥®±²¿µ §®®© ±²°³ª²³°» ª®ª°¥²®£®
¯®«³¯°®¢®¤¨ª .

10.8. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥
²¨¯  ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª 

�°®±²»¬ ²¥±²®¢»¬ ¬¥²®¤®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ § ª  ®±®¢»µ ®-
±¨²¥«¥© § °¿¤  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥²®¤ ®¯°¥¤¥«¥¨¿
§ ª  ²¥°¬®½«¥ª²°®¤¢¨¦³¹¥© ±¨«» (����). �«®ª-±µ¥¬  ³±² -
®¢ª¨ ¯®ª §     °¨±. 10.12. � £°¥²»© ±²¥°¦¥¼, ®¯³¹¥»©
¤® ±®¯°¨ª®±®¢¥¨¿ ± ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ®¡° §¶  ¥¢»°®¦¤¥®£® ¯®-
«³¯°®¢®¤¨ª , ¢»§»¢ ¥² ¢ ¯®±«¥¤¥¬ £° ¤¨¥² ²¥¬¯¥° ²³°». �®-
±ª®«¼ª³ ®±®¢»¥ ®±¨²¥«¨ ¢ ¥¢»°®¦¤¥®¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ ° ±-
±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ±¢®¡®¤»© £ §, ¢®§¨ª ¥² ¤¨´´³§¨®®¥ ¤¢¨-
¦¥¨¥ · ±²¨¶ £ §  ¨§ ®¡« ±²¨ ¢»±®ª®© ²¥¬¯¥° ²³°» ª µ®«®¤®©
®¡« ±²¨. �±«¨ ½²¨ · ±²¨¶» | ½«¥ª²°®», ¯®¢»¸¥¨¥ ¨µ ª®¶¥-
²° ¶¨¨ ¢»§®¢¥² ¯®¿¢«¥¨¥ ¨§¡»²®·®£® ®²°¨¶ ²¥«¼®£® § °¿¤   

�¨±. 10.12. �¥²®¤ ���� ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ § ª®¢ ®±¨²¥«¥© § °¿¤®¢ ¢ ¯®«³¯°®-
¢®¤¨ª µ

µ®«®¤®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¡° §¶ , ¨ ¢®«¼²¬¥²° ¯®ª ¦¥² ° §®±²¼ ¯®-
²¥¶¨ «®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ¯®ª § ®©   °¨±. 10.12. �«¨¿¨¥¬
¤®¯®«¨²¥«¼»µ ����, ¢®§¨ª ¾¹¨µ §  ±·¥² ¬¥² ««¨·¥±ª¨µ ª®-
² ª²®¢, ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼, ¯®±ª®«¼ª³ ����¯®«³¯°� ����¬¥².

�·¥¢¨¤®, ·²® ¤«¿ ¤»°®·®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª  § ª ���� ¡³-
¤¥² ®¡° ²»¬. �¥ ±²®«¼ ®·¥¢¨¤»¬ ¡³¤¥² ®²¢¥² ¤«¿ ±®¡±²¢¥®£®
¯®«³¯°®¢®¤¨ª . �¥±¬®²°¿   ²®, ·²® ª®¶¥²° ¶¨¿ ²¥°¬¨·¥±ª¨
£¥¥°¨°®¢ »µ ½«¥ª²°®®¢ ° ¢  ª®¶¥²° ¶¨¨ ¤»°®ª, ���� ¥
¡³¤¥² ° ¢®© ³«¾ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ²®£®, ·²® ¯®¤¢¨¦®±²¼ ½«¥ª²°®®¢



10.8. �ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¨¯  ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ 267

®¡»·® § ·¨²¥«¼® ¡®«¼¸¥ ¯®¤¢¨¦®±²¨ ¤»°®ª. �²® ®¡±²®¿²¥«¼-
±²¢® ®¡³±«®¢¨² ½´´¥ª²¨¢® ¡®«¼¸³¾ ª®¶¥²° ¶¨¾ ½«¥ª²°®®¢  
µ®«®¤®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¡° §¶ , ¨ § ª ���� ¡³¤¥² ² ª¨¬ ¦¥, ·²®
¨ ¤«¿ ½«¥ª²°®®£® ¯®«³¯°®¢®¤¨ª , ®¤ ª® ¢¥«¨·¨  ���� ¡³¤¥²
§ ·¨²¥«¼® ¬¥¼¸¥.

� ¦»¬ ¬¥²®¤®¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±-
¯®«¼§®¢ ¨¥ ½´´¥ª²  �®«« . � ª ¨ ¢ ¬¥² «« µ (£«. 8), ½´´¥ª²
�®««  ¢®§¨ª ¥² ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ¯°¨  «¨·¨¨ ²®ª  ¨ ¢¥¸¥£®
¯®±²®¿®£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿,  ¯° ¢«¥¨¥ ª®²®°®£® ¯¥°¯¥¤¨ª³-
«¿°®  ¯° ¢«¥¨¾ ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¨«¨ ¤»°®ª. �±«¥¤±²¢¨¥
¤¥©±²¢¨¿ ±¨«» �®°¥¶    ¤¢¨¦³¹¨¥±¿ § °¿¦¥»¥ · ±²¨¶», ¨µ
¯®²®ª ®²ª«®¿¥²±¿ ®²  ¯° ¢«¥¨¿, § ¤ ®£® ½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®-
«¥¬, ¨ ¢ ®¡° §¶¥ ¢  ¯° ¢«¥¨¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®¬ ½«¥ª²°¨·¥-
±ª®¬³ ¨ ¬ £¨²®¬³ ¯®«¿¬, ¢®§¨ª ¥² ½«¥ª²°®¤¢¨¦³¹ ¿ ±¨« .
� ª ��� �®««  ¡³¤¥² § ¢¨±¥²¼ ®² § ª  ®±®¢»µ ®±¨²¥«¥© § -
°¿¤®¢ ¨  ¯° ¢«¥¨¿ ¬ £¨²®£® ¯®«¿. � ¯°¿¦¥®±²¼ ¯®«¿ EH,
®¡³±«®¢«¥ ¿ ��� �®«« , ° §®±²¼ ¯®²¥¶¨ «®¢ UH, ¯®«»© ²®ª
I ¨ ¨¤³ª¶¨¿ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ B ±¢¿§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®© ±®®²®¸¥-
¨¥¬:

EH =
UH
d

= R
BI

ad
; (10.64)

£¤¥ R | ¯®±²®¿ ¿ �®««  (¥¥ ¢¥«¨·¨  § ¢¨±¨² ®² ¢¨¤  ¬ ²¥-
°¨ « , § ª | ®² § ª  ®±¨²¥«¥© § °¿¤ ), a | ¸¨°¨  ®¡° §¶ 
¢¤®«¼  ¯° ¢«¥¨¿ ¤¥©±²¢¨¿ ¬ £¨²®£® ¯®«¿, d | ²®«¹¨  ®¡-
° §¶  ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ¨§¬¥°¥¨¿ ° §®±²¨ ¯®²¥¶¨ «®¢ UH.

� §«¨·¨¥ ¢ § ª µ ¯®±²®¿®© �®««  ¤«¿ · ±²¨¶-®±¨²¥«¥©
§ °¿¤  ° §®£® § ª , ¬®¦® ¯®¿²¼, °³ª®¢®¤±²¢³¿±¼ °¨±. 10.13.

�¨±. 10.13. � ®¡º¿±¥¨¾ ½´´¥ª²  �®««  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ° §«¨·®£® ²¨¯ :
  | ¤»°®·»© ¯®«³¯°®¢®¤¨ª; ¡ | ½«¥ª²°®»© ¯®«³¯°®¢®¤¨ª

�³±²¼ ¯®±²®¿®¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥  ¯° ¢«¥® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®
¯«®±ª®±²¨ °¨±³ª , ¨ ±¨«®¢»¥ «¨¨¨ ¢µ®¤¿² ¢ ½²³ ¯«®±ª®±²¼.

�°¨ ¢»¡° ®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ²®ª  ¨ ¯®±²®¿®£® ¬ £¨²®£®
¯®«¿ ±¨«  �®°¥¶  ¤¥©±²¢³¥²   ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ § °¿¤» ² ª, ·²®
¢»§»¢ ¥² ¨µ ®²ª«®¥¨¥ ®² ¯¥°¢® · «¼®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¤¢¨¦¥-



268 �«. 10. �¢®©±²¢  ¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢

¨¿ ¢ ±²®°®³ ¢¥°µ¥© ¯«®±ª®±²¨ ®¡° §¶ . �®£¤  ¯®¢»¸¥¨¥ ª®-
¶¥²° ¶¨¨ ¯®«®¦¨²¥«¼»µ § °¿¤®¢ ®ª®«® ¢¥°µ¥© ¯«®±ª®±²¨ (¨ ®²-
°¨¶ ²¥«¼»µ ®ª®«® ¨¦¥©) ¯°¨¢¥¤¥² ª ¯®¿¢«¥¨¾ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£®
¯®«¿ �®«« ,  ¯° ¢«¥®£® ±¢¥°µ³ ¢¨§. �«¿ ½²®£® ±«³· ¿ °¥§³«¼-
²¨°³¾¹¥¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¥ ¯®«¥, ° ¢®¥ ¢¥ª²®°®© ±³¬¬¥ ¢¥¸¥£®
½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ¨ ¯®«¿ �®«« , ®¡° §³¥² ±  ¯° ¢«¥¨¥¬ ¢¥ª-
²®°  ¯«®²®±²¨ ²®ª  j ¥ª®²®°»© ³£®« �. �°¨¿²® ±®£« ¸¥¨¥,
·²®, ¥±«¨ ¯°¨ ³ª § ®¬ ±®·¥² ¨¨  ¯° ¢«¥¨© ¢¥ª²®°®¢ ¬ £-
¨²®£® ¯®«¿ ¨ ¯«®²®±²¨ ²®ª  °¥§³«¼²¨°³¾¹¨© ¢¥ª²®° ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®£® ¯®«¿ ¯®¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ®²®±¨²¥«¼® ¢¥ª²®°  j ¯® · ±®¢®©
±²°¥«ª¥, ¯®±²®¿ ¿ �®««  ¯®«®¦¨²¥«¼  (¨ § ª ®±¨²¥«¥© § -
°¿¤  ² ª¦¥ ¯®«®¦¨²¥«¥). �«¿ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ · ±²¨¶ ¯°¨ ²®¬
¦¥  ¯° ¢«¥¨¨ ¢¥ª²®°®¢ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¨ ¯«®²®±²¨ ²®ª  ±¨« 
�®°¥¶  ¡³¤¥²  ¯° ¢«¥  ¢ ¯°¥¦¥¬  ¯° ¢«¥¨¨, ®¤ ª® ¯®«¥
�®««  ¨§¬¥¨²  ¯° ¢«¥¨¥   ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥.

�´´¥ª² �®«« , ¯®¬¨¬® ¤¨ £®±²¨·¥±ª®£® ¬¥²®¤  ¨±±«¥¤®¢ ¨©
¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢»µ ¬ ²¥°¨ «®¢, «¥¦¨² ¢ ®±®¢¥ ¬®£®·¨±«¥»µ
³±²°®©±²¢ ¨ ¯°¨¡®°®¢,  ¯°¨¬¥°, ¢ ¤ ²·¨ª µ ¬ £¨²®£® ¯®«¿, ¤«¿
¬®¤³«¿¶¨¨ ¨ ¤¥²¥ª²¨°®¢ ¨¿ ½«¥ª²°®¬ £¨²»µ ¢®« ¨ ². ¤.

�   ¤   · ¨

10.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ ·¨±«®  ²®¬®¢ ¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¥ ¤«¿ ª°¥¬¨¿
¨ £¥°¬ ¨¿.

10.2. �¶¥¨²¼ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ £¥°¬ ¨¿, ª®²®°»© ±®¤¥°¦¨² ¨-
¤¨© ¢ ª®¶¥²° ¶¨¨ 10�22¬�3 ¨ ±³°¼¬³ ¢ ª®¶¥²° ¶¨¨ 10�21¬�3. �®-
¤¢¨¦®±²¨ ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¤»°®ª ±·¨² ²¼ ° ¢»¬¨ 0,4 ¨ 0,2¬2=(� � ±)
±®®²¢¥²±²¢¥®.

10.3. �°¥¤«®¦¨²¼ ±¯®±®¡» ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¸¨°¨»
§ ¯°¥¹¥®© §®» ¯®«³¯°®¢®¤¨ª .

10.4. � ©²¨ ·¨±«® ®±¨²¥«¥© ²®ª  ¢ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥, ®¡° §®¢ ¢¸¨µ±¿

¯°¨ ¯®£«®¹¥¨¨ 10�5�¦ ±¢¥²®¢®© ½¥°£¨¨ ± ¤«¨®© ¢®«» 3000�A. �¢ -
²®¢»© ¢»µ®¤ ±·¨² ²¼ ° ¢»¬ 1.

10.5. �°¥¥¡°¥£ ¿ ±®¡±²¢¥®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾, ®¶¥¨²¼ ½«¥ª²°®¯°®-
¢®¤®±²¼ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª ¯°¨ª®¬ ²®©²¥¬¯¥° ²³°¥ ¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¦¨¤-
ª®£® ª¨±«®°®¤ , ¥±«¨ ª®¶¥²° ¶¨¿  ª¶¥¯²®°®¢ 1024¬�3, ½¥°£¥²¨·¥±ª¨©
³°®¢¥¼ ½²¨µ  ª¶¥¯²®°®¢   0,5 ½� ¢»¸¥, ·¥¬ ¯®²®«®ª ¢ «¥²®© §®» ¨
¯®¤¢¨¦®±²¼ ¤»°®ª ¢ ¢ «¥²®© §®¥ 0,1¬2=(� � ±).

10.6. � ¤®®°®¬ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¥ ¢±¥  ²®¬» ¯°¨¬¥±¨ ¨®¨§¨°®¢ ».
� ©²¨ ¯«®²®±²¨ ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¤»°®ª ¨ ³¤¥«¼®¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ ®¡° §¶ ,
¥±«¨ ¯«®²®±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ¤®®°»¬¨ ¶¥²° ¬¨
ª®¶¥²° ¶¨¿ ¤®®°®¢ 1023¬�3,   ¯®¤¢¨¦®±²¨ ½«¥ª²°®®¢ ¨ ¤»°®ª ² -
ª¨¥ ¦¥, ª ª ¢ § ¤ ·¥ 10.2.
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� ½²®© £« ¢¥ ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥» ²¥ ¬ £¨²»¥ ±¢®©±²¢  ¤¨½«¥ª-
²°¨ª®¢, ª®²®°»¥ ®¡³±«®¢«¥» ¬ £¨²»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨  ²®¬®¢ ¨«¨
¨®®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ¤ ®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«®. �«¥ª²°®-½«¥ª²°®®¥
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥, ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ®ª §»¢ ²¼ ¯°¨¶¨¯¨ «¼®¥ ¢«¨¿-
¨¥   ¬ £¨²»¥ ±¢®©±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥«, ¡³¤¥² ° ±±¬®²°¥® ¢ ±«¥-
¤³¾¹¥© £« ¢¥.

�°¨ ®¡±³¦¤¥¨¨ «®ª «¨§®¢ »µ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ª°¨±² ««¥ ¢ ª -
·¥±²¢¥ ¨±µ®¤»µ ±®±²®¿¨© ½«¥ª²°®®¢ ¬®¦® ¢§¿²¼ ±®±²®¿¨¿
½«¥ª²°®®¢ ¢ ±¢®¡®¤»µ  ²®¬ µ ¨«¨ ¨® µ,   ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ± ¤°³-
£¨¬¨  ²®¬ ¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¢®§¬³¹¥¨¥. �«¿
®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®±²®¿¨¿  ²®¬  ¢ ®¤®½«¥ª²°®®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¤®-
±² ²®·® § ²¼ ±®±²®¿¨¥ ¢±¥µ ¥£® ½«¥ª²°®®¢ ¨«¨, ¤°³£¨¬¨ ±«®-
¢ ¬¨, ·¥²¢¥°ª³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª¢ ²®¢»µ ·¨±¥« (n, l, ml, ms)
¤«¿ ª ¦¤®£® ½«¥ª²°® . �°¨ ½²®¬ ª ¦¤ ¿ ·¥²¢¥°ª  ·¨±¥«, ±®-
£« ±® ¯°¨¶¨¯³ � ³«¨, ¬®¦¥² ¢µ®¤¨²¼ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ²®«¼ª®
®¤¨ ° §. �¥°£¨¿ ½«¥ª²°®  ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨
§ ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ¤¢³µ ª¢ ²®¢»µ ·¨±¥« n ¨ l ¨ ª ¦¤®¬³ ³°®¢¾
½¥°£¨¨, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¬³ ¯ °®© (n; l), ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥²
2(2l + 1) ±®±²®¿¨©, ª®²®°»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ®°¨¥² -
¶¨¥© ®°¡¨² «¼®£® ¨ ±¯¨®¢®£® ¬®¬¥²®¢. �®½²®¬³ ½«¥ª²°®»,
®¡° §³¾¹¨¥ ®¡®«®·ª³  ²®¬  (¨® ), ¯®¤° §¤¥«¿¾²±¿   ®¯°¥¤¥«¥-
»¥ £°³¯¯» (¯®¤®¡®«®·ª¨), ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼
± ¬®¥ ¡®«¼¸¥¥ 2(2l+ 1) ½«¥ª²°®®¢. �±®¢»¬ ±®±²®¿¨¥¬  ²®¬ 
¯°¨¿²® ±·¨² ²¼ ±®±²®¿¨¥ ±  ¨¬¥¼¸¥© ½¥°£¨¥©. � ª ª ª ½¥°-
£¨¿ ½«¥ª²°®  ¢  ²®¬¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¯°¨ ¢®§° ±² ¨¨ ª¢ ²®¢®£®
·¨±«  n,   ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ n | ¯°¨ ¢®§° ±² ¨¨ ®°¡¨² «¼-
®£® ·¨±«  l, ¯®¤®¡®«®·ª¨ ¢ ®±®¢®¬ ±®±²®¿¨¨  ²®¬  § ¯®«¿-
¾²±¿ ½«¥ª²°® ¬¨ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ 1s, 2s, 2p, 3s ¨ ² ª ¤ «¥¥
(§¤¥±¼ ¨±¯®«¼§®¢ » ®¡»·»¥ ®¡®§ ·¥¨¿ s, p, d; : : : ¤«¿ ±®±²®-
¿¨© ± l = 0; 1; 2; : : :). �±ª«¾·¥¨¥ ±®±² ¢«¿¾² ½«¥ª²°®»   d-
¨ f -®¡®«®·ª µ, ª®²®°»¥ · ±²® § ¯®«¿¾²±¿ ³¦¥ ¯®±«¥ ²®£®, ª ª
¯°®¨§®¸«® § ¯®«¥¨¥ s- ¨ p- ±®±²®¿¨©, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¡®«¥¥
¢»±®ª®¬³ § ·¥¨¾ ·¨±«  n, ² ª ª ª d- ¨ f -®¡®«®·ª¨ ®¡« ¤ ¾²
¡®«¥¥ ¢»±®ª®© ½¥°£¨¥©. � ª®¥ ¿¢«¥¨¥  ¡«¾¤ ¥²±¿ ³ ² ª  §»-
¢ ¥¬»µ ¯¥°¥µ®¤»µ ¨ °¥¤ª®§¥¬¥«¼»µ ½«¥¬¥²®¢ �¥°¨®¤¨·¥±ª®©
² ¡«¨¶».



270 �«. 11. �¨ ¬ £¥²¨§¬ ¨ ¯ ° ¬ £¥²¨§¬

� £¨²»© ¬®¬¥² ±¢®¡®¤®£®  ²®¬  (¨«¨ ¨® ) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
±®¡±²¢¥»¬ ±¯¨®¬ ½«¥ª²°®®¢, ®°¡¨² «¼»¬ ¬®¬¥²®¬, ±¢¿§ -
»¬ ± ¤¢¨¦¥¨¥¬ ½«¥ª²°®  ®ª®«® ¿¤° , ¨ ¨§¬¥¥¨¥¬ ½²®£® ®°-
¡¨² «¼®£® ¬®¬¥²  ¯°¨ ¯°¨«®¦¥¨¨ ¢¥¸¥£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿.
�¥°¢»¥ ¤¢  ½´´¥ª²  ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯ ° ¬ £¥²¨§¬, ± ²°¥²¼¨¬ ½´-
´¥ª²®¬ ±¢¿§ ® ¿¢«¥¨¥ ¤¨ ¬ £¥²¨§¬ .

� ¬ £¨·¥®±²¼ ¢¥¹¥±²¢  M ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¬ £¨²»©
¬®¬¥² ¥¤¨¨¶» ®¡º¥¬ , ¨ ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¥±²¼ ®²-
®¸¥¨¥  ¬ £¨·¥®±²¨ ª ¨¤³ª¶¨¨ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ B

� =
M

B
¢ ���� ¨«¨ � =

�0M

B
¢ ¥¤¨¨¶ µ ��; (11.1)

£¤¥ �0 = 4� � 10�7 �/¬ | ¬ £¨² ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ¢ ª³³¬ .
�¥¹¥±²¢  ± ®²°¨¶ ²¥«¼®© ¬ £¨²®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼¾  -

§»¢ ¾²±¿ ¤¨ ¬ £¥²¨ª ¬¨,   ± ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±-
²¼¾ | ¯ ° ¬ £¥²¨ª ¬¨.

11.1. �¨½«¥ª²°¨ª¨ ± ¯®«®±²¼¾
§ ¯®«¥»¬¨ ½«¥ª²°®»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨

�¨ ¬ £¥²¨§¬ ±¢¿§  ± ²¥¤¥¶¨¥© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ § °¿¤®¢, ¯®-
¬¥¹¥»µ ¢® ¢¥¸¥¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥, · ±²¨·® ¥£® ½ª° ¨°®-
¢ ²¼. � ª« ±±¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥ ®¡º¿±¥¨¥ ¿¢«¥¨¿ ¤¨ ¬ £¥²¨§¬ 
®±®¢ ®   ²¥®°¥¬¥ � °¬®° , ±®£« ±® ª®²®°®© ¤¢¨¦¥¨¥ ½«¥ª-
²°®  ¢®ª°³£ ¿¤°  ¢ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ B ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¯®
¢¥«¨·¨¥ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¡¥§ ¯®«¿. �®
  ½²® ¤¢¨¦¥¨¥  ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼ ¿ ¯°¥¶¥±±¨¿ ± � °-
¬®°®¢±ª®© · ±²®²®© !L

!L =
eB

2m0c
: (11.2)

�³±²¼ ½«¥ª²°® ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ®°¡¨²¥, ±®§¤ ¢ ¿ ¬ £¨²»© ¬®-
¬¥² (����)

M =
iS

c
=

e�

c
S; (11.3)

£¤¥ i | ²®ª, S = �r2 | ¯«®¹ ¤¼ ®°¡¨²», r | ° ¤¨³± ®°¡¨²»,
! = 2��, ¨ ±ª®°®±²¼ ¤¢¨¦¥¨¿ ½«¥ª²°®  ±¢¿§   ± · ±²®²®© ±®®²-
®¸¥¨¥¬ v = !r. �®£¤  (11.3) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ² ª:

M =
e!

2�c
�r2 =

em0vr

2m0c
=

e

2m0c
L; (11.4)

£¤¥ L = m0vr| ®°¡¨² «¼»© ¬®¬¥². �¥«¨·¨  e=(2m0c) = M=L
 §»¢ ¥²±¿ £¨°®¬ £¨²»¬ ®²®¸¥¨¥¬.

� ®²±³²±²¢¨¥ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ±¨«» ª³«®®¢±ª®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿
½«¥ª²°®  ª¿¤°³ fª³« = e2=r2 ¨ ¶¥²°®¡¥¦ ¿ ±¨«  f¶¥ = m0v

2
0=r



11.1. �¨½«¥ª²°¨ª¨ ± ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨ 271

³° ¢®¢¥¸¨¢ ¾² ¤°³£ ¤°³£ , ±«¥¤®¢ ²¥«¼® �0 =
p
e2=(m0r3).

� ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ B   ½«¥ª²°® ¤¥©±²¢³¥² ±¨«  �®°¥¶  fL =
= � ev0B=c, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ½«¥ª²°® ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ®°¡¨²¥ ³¦¥ ±
¤°³£®© ±ª®°®±²¼¾:

m0v
2
1

r
=

m0v
2
0

r
�
ev0B

c
: (11.5)

�¨¡®, ¢ ¯¥°¢®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯® ° §¨¶¥ ±ª®°®±²¥© v1 � v0 = �v,

m0(v21 � v20)

r
=

2m0v0�v

r
= �

ev0B

c
: (11.6)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¨§¬¥¥¨¿ · ±²®²» ¢ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ ¨¬¥¥¬:

�� = �
eB

2m0c
: (11.7)

�, ±®£« ±® (11.3, ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¨§¬¥¥¨¥ ¬ £¨²®£® ¬®¬¥²   
¢¥«¨·¨³

�M = �
e2r2

4m0c2
B: (11.8)

�«¿ ±¨±²¥¬» ¨§ Z ½«¥ª²°®®¢ ¢¥«¨·¨³ ¨§¬¥¥¨¿ ¬ £¨²®£®
¬®¬¥²  ³¦® ³±°¥¤¨²¼ ¯® ¢±¥¬ ¢®§¬®¦»¬ ®°¡¨² ¬. � ±«³· ¥
±´¥°¨·¥±ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·®£®  ²®¬  ¨«¨ ¨®  ¨¬¥¥¬:

hr2i =
2

3
r2: (11.9)

�§ (11.8) ¨ (11.9) ¤«¿ �M ¯®«³·¨¬ (n | ®¬¥° ®°¡¨²»)

�M = �
e2B

6m0c2

X
n

r2n: (11.10)

�®®²®¸¥¨¥ ¤«¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ±«¥¤³¥² ¨§ (11.1):

� = �
e2

6m0c2

X
n

r2n: (11.11)

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª³¾ ²¥®°¨¾ ¤¨ ¬ £¥-
²¨§¬ . �±«¨  ²®¬ (¨«¨ ¨®)  µ®¤¨²±¿ ¢ ®¤®°®¤®¬¢¥¸¥¬ ¬ £-
¨²®¬ ¯®«¥, ²® ±®±²®¿¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ½²®¬  ²®¬¥ ®¯¨±»¢ ¾²±¿
¨§¬¥¥»¬ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬: ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿

P
i
p2i =(2m0)

¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¨¬¯³«¼±  ±®£« ±® ±®®²®¸¥-
¨¾

pi ! pi +
e

c
A(ri); (11.12)
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£¤¥ A(ri) | ¢¥ª²®°»© ¯®²¥¶¨ «:

A(r) = �
1

2
r�B: (11.13)

�¥®¡µ®¤¨¬® ² ª¦¥ ¤®¡ ¢¨²¼ ½¥°£¨¾ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ±¯¨  ½«¥ª-
²°®  ± ¬ £¨²»¬ ¯®«¥¬ (¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨,  ¯° ¢«¥»¬
¢¤®«¼ ®±¨ z)

�H = g0�BBSz ; (11.14)

£¤¥ Sz =
P
i
Sz
i , S

z
i = (1=2)�z, �z | z-ª®¬¯®¥²  ¬ ²°¨¶» � -

³«¨; �B = e~=(2m0c) � 0;579 � 10�8 ½�/�± | ¬ £¥²® �®°  ¨
g0 = 2

�
1 + e2=(2�~c) + : : :

�
� 2;002 | ½«¥ª²°®»© g-´ ª²®°,

ª®²®°»© ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤¥² ¯®« £ ²¼±¿ ° ¢»¬ 2.
� °¥§³«¼² ²¥ ®¯¥° ²®° ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨¨ ±«¥¤³¥² § ¯¨± ²¼

² ª:X
i

p2i
2m0

!
1

2m0

X
i

�
pi +

e

c
A(ri)

�2
=

1

2m0

X
i

�
pi �

e

2c
ri �B

�2
;

(11.15)

¨ ¯®«»© £ ¬¨«¼²®¨ , ®¯¨±»¢ ¾¹¨© ±®±²®¿¨¿ ½«¥ª²°®  ¢
 ²®¬¥ ¢ ¯°¨±³²±²¢¨¨ ¬ £¨²®£® ¯®«¿, ¨¬¥¥² ¢¨¤

H =
X
i

p2i
2m0

+ �B(L+ g0S)B+
e2

8m0c2
B2
X
i

(x2i + y2i ); (11.16)

£¤¥ L = 1=~
P
i
ri�pi | ®°¡¨² «¼»© ¬®¬¥² ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥.

�§¬¥¥¨¥ ¯®«®© ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®  ¢ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ ¬®¦®
¯®«³·¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ²¥®°¨¾ ¢®§¬³¹¥¨© ¨³·¨²»¢ ¿ ·«¥» ¢¯«®²¼
¤® ¢²®°®© ±²¥¯¥¨ ¯® B:

�E = �BBhnjL + g0Sjni+
X
n0 6=n

��hnj�BB(L+ g0S)jn
0i
��2

En � En0

+

+
e2

8m0c2
B2

*
n

�����
X
i

(x2i + y2i )

�����n
+
; (11.17)

£¤¥ ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ·¥¨¥ ¬ ²°¨·®£® ½«¥¬¥² 

hnjAjn0i =

Z
V

'�n0(r)A'n(r)dV:
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�®°¬³«  (11.17) ¯°¨¬¥¨¬  ª «¾¡»¬  ²®¬ ¬ (¨® ¬) ª ª ± § -
¯®«¥»¬¨, ² ª ¨ ± ¥§ ¯®«¥»¬¨ ½«¥ª²°®»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨.

�«¿  ²®¬®¢ (¨«¨ ¨®®¢) ± ¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥»¬¨ ½«¥ª²°®-
»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨ ¢ ®±®¢®¬ ±®±²®¿¨¨ ±¯¨®¢»© ¨ ®°¡¨² «¼»©
¬®¬¥²» ° ¢» ³«¾: L = S = 0. � (11.17) ®±² ¥²±¿ ²®«¼ª®
²°¥²¨© ·«¥, ª®²®°»©, ± ³·¥²®¬ ±´¥°¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨  ²®¬®¢ ±
§ ¯®«¥®© ®¡®«®·ª®©, ¯°¨®¡°¥² ¥² ¢¨¤:

�E =
e2

12m0c2
B2

*
0

�����
X
i

r2i

����� 0
+
: (11.18)

� ¬ £¨·¥®±²¼ ¨¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ª ª
¯¥°¢ ¿ ¨ ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤»¥ ®² ½¥°£¨¨ ¯® ¬ £¨²®¬³ ¯®«¾:

M = �
@E

@B
= �

@�E

@B
; (11.19)

� = �
@2�E

@B2
= �

e2

6m0c2

*
0

�����
X
i

r2i

����� 0
+
: (11.20)

�¨ ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ (11.20) ±®¢¯ ¤ ¥² ± (11.11), ¢»-
·¨±«¥®© ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ½²®© ¢¥«¨·¨»
¤«¿ ®²¤¥«¼»µ  ²®¬®¢ (¨®®¢) ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»·¨±«¥¨¾ ±°¥¤¥£®

ª¢ ¤° ²  ° ¤¨³±  ®°¡¨² ½«¥ª²°®®¢ ¢  ²®¬¥ hr2i =

�
0

����P
i
r2i

���� 0
�

¤«¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ½«¥ª²°®®© ¯«®²®±²¨ ¢  ²®¬¥.
�¡»·® ¨±¯®«¼§³¾² ¬®«¿°»¥ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨, ª®²®°»¥ ®¯-

°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢¥«¨·¨®©  ¬ £¨·¥®±²¨ ¬®«¿ ¢¥¹¥±²¢ ,   ¥ ¥¤¨-
¨¶» ®¡º¥¬  ¢¥¹¥±²¢ :

�¬®«¼ = �
NA

N
V; (11.21)

�¬®«¼ = �NA

e2

6m0c2


r2
�
= �Zi �

�
e2

~c

�2
NAa

3
0

6

*�
r

a0

�2
+
;

(11.22)

£¤¥ Zi | § °¿¤ ¨® , a0 = ~2=mZie
2 = 0;529�A | ° ¤¨³± �®° ,

e2=~c = 1=137, NA = 6;02 � 1023¬®«¼�1, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

�¬®«¼ = �0;79 � Zi � 10
�12

*�
r

a0

�2
+

¬3=¬®«¼: (11.23)

�¨¤®, ·²® ²¨¯¨·»¥ § ·¥¨¿ ¤¨ ¬ £¨²®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨
�¬®«¼ � �10�5 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢®§¨ª ¾¹ ¿  ¬ £¨·¥®±²¼
¤¨ ¬ £¨²®£® ¢¥¹¥±²¢  ¬ «  ¤ ¦¥ ¯°¨ ¡®«¼¸®© ¢¥«¨·¨¥ ¬ £-
¨²®£® ¯®«¿ B (±¬. (11.1)).
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11.2. � ° ¬ £¥²¨§¬

� £¨²»¥ ±¢®©±²¢  ²¢¥°¤»µ ²¥«, ±®¤¥°¦ ¹¨µ  ²®¬» ¨«¨ ¨®»
± ¥§ ¯®«¥»¬¨ ½«¥ª²°®»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨, ±³¹¥±²¢¥® ®²«¨-
· ¾²±¿ ®² ±¢®©±²¢ ¢¥¹¥±²¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ § ¯®«¥»¥ ½«¥ª²°®-
»¥ ®¡®«®·ª¨. � £¨²»© ¬®¬¥²  ²®¬  ¨«¨ ¨®  ¢ ±¢®¡®¤®¬
±®±²®¿¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª:

� = �g�BJ; (11.24)

£¤¥ J = L+ S | ¯®«»© ¬ £¨²»© ¬®¬¥²,   § ·¥¨¥ ´ ª²®° 
g ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ � ¤¥

g = 1 +
j(j + 1) + s(s+ 1)� l(l+ 1)

2j(j + 1)
: (11.25)

�®±²®¿¨¿  ²®¬  (¨® ) ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ª¢ ²®¢»¬¨ ·¨±« ¬¨ l,
lz, s, sz , j, jz, ¿¢«¿¾¹¨¬¨±¿ ±®¡±²¢¥»¬¨ ±®±²®¿¨¿¬¨ ±®®²-
¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®¯¥° ²®°®¢ L̂2, L̂z , Ŝ2, Ŝz, Ĵ2, Ĵz ± ±®¡±²¢¥»¬¨
§ ·¥¨¿¬¨ l(l+ 1), lz , s(s+ 1), sz , j(j+ 1), jz . � ¯®«¥¨¥ ½«¥ª-
²°®»µ ®¡®«®·¥ª ¢  ²®¬¥ ¯®¤·¨¿¥²±¿ ¯° ¢¨« ¬ �³¤ .

1. � ¨¨§¸¥© ½¥°£¨¥© ®¡« ¤ ¥² ±®±²®¿¨¥ ± ¬ ª±¨¬ «¼»¬
§ ·¥¨¥¬ ±³¬¬ °®£® ±¯¨  s, ¤®¯³±ª ¥¬»¬ ¯°¨¶¨¯®¬ � ³«¨.

2. � ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ ®°¡¨² «¼®£® ¬®¬¥²  ±®®²¢¥²±²¢³¥²
¬ ª±¨¬ «¼®¬³ § ·¥¨¾ ±³¬¬ °®£® ±¯¨®¢®£® ¬®¬¥² , ¤®¯³±-
ª ¥¬®£® ¯°¨¶¨¯®¬ � ³«¨.

3. � ·¥¨¥ ¯®«®£® ¬®¬¥²  J = jL � Sj, ª®£¤  ®¡®«®·ª  § -
¯®«¥  ¬¥¥¥ ·¥¬   ¯®«®¢¨³ ¨ J = jL + Sj, ª®£¤  ®¡®«®·ª 
§ ¯®«¥  ¡®«¥¥ ·¥¬   ¯®«®¢¨³. �°¨ § ¯®«¥¨¨ ®¡®«®·ª¨  -
¯®«®¢¨³ ¢»¯®«¿¥²±¿: J = S.

� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  § ¯®«¥¨¿ ½«¥ª²°®»µ ®¡®«®·¥ª ¯® ¯° -
¢¨« ¬ �³¤  ¢ ² ¡«. 11.1 ¯®ª §   ±²°³ª²³°  d- ¨ f -®¡®«®·¥ª.

�°¨ ¨§³·¥¨¨ ¬ £¨²»µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥«, ±®¤¥°¦ ¹¨µ
 ²®¬» ¨«¨ ¨®» ± ¥§ ¯®«¥»¬¨ ®¡®«®·ª ¬¨, ±«¥¤³¥² ° §«¨· ²¼
¤¢  ±«³· ¿.

A. �±«¨ ¥§ ¯®«¥ ¿ ®¡®«®·ª  ª ª®£®-«¨¡® ¨®  ±®¤¥°¦¨²
  ®¤¨ ½«¥ª²°® ¬¥¼¸¥  ¯®«®¢¨³ § ¯®«¥®©, ²® ¯°¨ ½²®¬
J = 0 (±¬. ² ¡«. 11.1), ¨ ®±®¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ¨® , ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥
¯®«®±²¼¾ § ¯®«¥®© ®¡®«®·ª¨, ¥ ¢»°®¦¤¥®. �¨¥©»© ·«¥
¢ (11.17) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼, ® ¢²®°®© ·«¥ (¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±«³· ¿
± § ¯®«¥®© ®¡®«®·ª®©) ¥ ° ¢¥ ³«¾. �§¬¥¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¢®
¢¥¸¥¬ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ ¯°¨ ½²®¬ ¨¬¥¥² ¢¨¤:

�E =
e2

8m0c2
B2

*
n

�����
X
i

(x2i + y2i )

�����n
+
�
X
n

jh0j�BB(L+ g0S)jnij2

En �E0

;

(11.26)
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�  ¡ «¨¶   11.1. �±®¢»¥ ±®±²®¿¨¿ ¨®®¢ ± · ±²¨·® § ¯®«¥»¬¨
d- ¨ f -®¡®«®·ª ¬¨,  ©¤¥»¥ ¯® ¯° ¢¨« ¬ �³¤ �

d-®¡®«®·ª  (l = 2) S L J �¥°¬

lz

n 2 1 0 �1 �2

1 " 1=2 2 3=2 J = jL� Sj 2D3=2

2 " " 1 3 2 3F2
3 " " " 3=2 3 3=2 4F3=2
4 " " " " 2 2 0 5D0

5 " " " " " 5=2 0 5=2 6S5=2

6 "# " " " " 2 2 4 J = L+ S 5D4

7 "# "# " " " 3=2 3 9=2 4F9=2
8 "# "# "# " " 1 3 4 3F4
9 "# "# "# "# " 1=2 2 5=2 2D5=2

10 "# "# "# "# "# 0 0 0 1S0

f -®¡®«®·ª  (l = 3) S L J �¥°¬

lz

n 3 2 1 0 �1 �2 �3

1 " 1=2 3 5=2 2F5=2
2 " " 1 5 4 3H4

3 " " " 3=2 6 9=2 4I9=2
4 " " " " 2 6 4 J = jL� Sj 5I4
5 " " " " " 5=2 5 5=2 6H5=2

6 " " " " " " 3 3 0 7F0
7 " " " " " " " 7=2 0 7=2 8S7=2

8 "# " " " " " " 3 3 6 7F6
9 "# "# " " " " " 5=2 5 15=2 6H15=2

10 "# "# "# " " " " 2 6 8 5I8
11 "# "# "# "# " " " 3=2 6 15=2 J = L+ S 4I15=2
12 "# "# "# "# "# " " 1 5 6 3H6

13 "# "# "# "# "# "# " 1=2 3 7=2 2F7=2
14 "# "# "# "# "# "# "# 0 0 0 1S0
�� ¡«¨¶  ¢§¿²  ¨§ [2].

� = �
@2�E

@B2
= �

 
e2

6m0c2
hri2 � 2�2

B

X
n

jh0jLz � gSzjnij2

En �E0

!
:

(11.27)

� ª ¢²®°®£® ·«¥  ¯°®²¨¢®¯®«®¦¥ § ª³ ¤¨ ¬ £¨²®© ¢®±¯°¨-
¨¬·¨¢®±²¨, ¨ ½²  ¯ ° ¬ £¨² ¿ ¯®¯° ¢ª  ª « °¬®°®¢±ª®© ¢®±¯°¨-
¨¬·¨¢®±²¨  §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ¬ £¥²¨§¬®¬ � -�«¥ª .
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�. � ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢  ²®¬®¢ (¨®®¢) ± ¥§ ¯®«¥»¬¨
®¡®«®·ª ¬¨ J 6= 0. � ½²®¬ ±«³· ¥ «¨¥©»© ·«¥ ¢ (11.17) ¥ ®¡° -
¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼, ¨ ¥£® ¢ª« ¤ ¢ ¨§¬¥¥¨¥ ½¥°£¨¨ ¡³¤¥² § ·¨²¥«¼®
¡®«¼¸¥ ¢ª« ¤®¢, ª¢ ¤° ²¨·»µ ¯® ¢¥«¨·¨¥ ¢¥¸¥£® ¬ £¨²®£®
¯®«¿, ² ª ·²® ¯®±«¥¤¨¬¨ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¥¥¡°¥·¼. �±®¢®¥ ±®±²®¿-
¨¥  ²®¬  ¢ ³«¥¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ (2j + 1)-ª° ²® ¢»°®¦¤¥®, ¨
¯°¨ ¯°¨«®¦¥¨¨ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ½²® ±®±²®¿¨¥ ° ±¹¥¯«¿¥²±¿  
±®±²®¿¨¿ ± ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ j, ° §¤¥«¥»¬¨ ¬¥¦¤³
±®¡®© ¨²¥°¢ « ¬¨ ½¥°£¨¨, ° ¢»¬¨ g�BB (g | ´ ª²®° � ¤¥
(11.25)). �¥°£¨¿ ² ª®© ±¨±²¥¬» ¢ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ § ¤ ¥²±¿ ±®®²-
®¸¥¨¥¬

�E = �� �B = �mjg�BB; (11.28)

£¤¥ mj = j; j � 1; : : : ;�j.
�§-§  ¢»°®¦¤¥¨¿ ®±®¢®£® ±®±²®¿¨¿  ²®¬  ¢ ®²±³²±²¢¨¥

¢¥¸¥£® ¯®«¿ ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ¥«¼§¿ ¯°¨° ¢-
¨¢ ²¼ ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ ª ½¥°£¨¨ ®±®¢®£® ±®±²®¿¨¿. �°¨
±²°¥¬«¥¨¨ ¢¥¸¥£® ¯®«¿ ª ³«¾ ° ±¹¥¯«¥¨¥ (2j + 1) ¨§ª®-
«¥¦ ¹¨µ ±®±²®¿¨© ¡³¤¥² ¬ «® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± kBT . �®½²®¬³ ¢
¤ ®¬ ±«³· ¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ¢»·¨±«¨²¼ ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ ¬ £¨²-
®© ±¨±²¥¬», ¨±¯®«¼§³¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª³¾ ¬¥µ ¨ª³:

F = �kBT lnZ; (11.29)

£¤¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ±³¬¬ 

Z =

jX
mj=�j

exp

�
�
�E

kBT

�
: (11.30)

�»° ¦¥¨¥ (11.30) | ½²® ±³¬¬  ·«¥®¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®-
£°¥±±¨¨. �®£¤  ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ¨¬¥¥¬:

Z=
exp

�
(g�BB=(kBT ))(j+1=2)

�
� exp

�
(�g�BB=(kBT ))(j+1=2)

�
exp

�
g�BB=(2kBT )

�
� exp

�
�g�BB=(2kBT )

� ;

(11.31)

±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

F = �kBT � ln
sh
�
(g�BB=(kBT ))(j + 1=2)

�
sh
�
g�BB=(2kBT )

� : (11.32)

�®£¤   ¬ £¨·¥®±²¼   ¥¤¨¨¶³ ®¡º¥¬  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥ 
² ª:

M = �
@F

@B
= g�BjBj(x); (11.33)
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£¤¥ Bj | ´³ª¶¨¿ �°¨««¾½ :

Bj(x) =
2j + 1

2j
cth

�
2j + 1

2j
x

�
�

1

2j
cth

�
1

2j
x

�
; x =

g�BB

kBT
j:

(11.34)

�°¨ T ! 0 ¨ ¯°¨ ª®¥·®¬ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥  ¬ £¨·¥®±²¼
M ! g�Bj, ². ¥. ¬ £¨²»¥ ¬®¬¥²» ¢±¥µ  ²®¬®¢ ¢»±²°®¥»
¢¤®«¼ ¯®«¿.

�°¨ ¥ ±«¨¸ª®¬ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¨ ¥ ±«¨¸ª®¬ ±¨«¼»µ
¬ £¨²»µ ¯®«¿µ ¢»¯®«¿¥²±¿: g�BB � kBT , ¨´³ª¶¨¾ �°¨««¾½-
  ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤ ¯® ¬ «®¬³ ¯ ° ¬¥²°³ g�BB=(kBT )� 1:

cth (x) =
1

x
+

1

3
x+ : : : ; (11.35)

Bj(x) �
j + 1

3j
x: (11.36)

�°¨ ½²®¬ ¯®«³·¨²±¿  ¬ £¨·¥®±²¼ ¥¤¨¨¶» ®¡º¥¬ , ° ¢ ¿

M =
(g�B)2

3

j(j + 1)

kBT
B: (11.37)

�®£¤  ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¥¤¨¨¶» ®¡º¥¬  ¨¬¥¥² § ·¥-
¨¥

� =
(g�B)

2

3

j(j + 1)

kBT
=

C

T
: (11.38)

�²®² § ª® ²¥¬¯¥° ²³°®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ¯ ° -
¬ £¥²¨ª   §»¢ ¥²±¿ § ª®®¬ �¾°¨,   ¢¥«¨·¨  C =

�
(g�B)

2j �

� (j + 1)
�
=(3kB) | ª®±² ²®© �¾°¨. � ° ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨-

¨¬·¨¢®±²¼ ®ª §»¢ ¥²±¿   ¤¢ -²°¨ ¯®°¿¤ª  ¡®«¼¸¥ ¯® ¢¥«¨·¨¥,
·¥¬ ¤¨ ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼.

�§«®¦¥ ¿ ²¥®°¨¿ ¯ ° ¬ £¥²¨§¬  ±¢®¡®¤»µ  ²®¬®¢ (¨®®¢)
± ¤®±² ²®·® µ®°®¸¥© ²®·®±²¼¾ ¯°¨¬¥¿¥²±¿ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ¬ £-
¨²»µ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥« ± ² ª¨¬¨  ²®¬ ¬¨ (¨® ¬¨). � · ±²-
®±²¨, ¡»«® ®¡ °³¦¥®, ·²® ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ, ±®¤¥°¦ ¹¨µ °¥¤ª®-
§¥¬¥«¼»¥ ¨®» ± · ±²¨·® § ¯®«¥®© f -®¡®«®·ª®©, § ª® �¾°¨
µ®°®¸® ¢»¯®«¿¥²±¿. � ² ¡«. 11.2 ¯°¨¢¥¤¥» ¢»·¨±«¥»¥ ¯® ´®°-

¬³«¥ p = g
�
j(j + 1)

�1=2
(½´´¥ª²¨¢»¥ ·¨±«  ¬ £¥²®®¢ �®° )

¨ ¨µ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿,  ©¤¥»¥ ¨§ ¨§¬¥°¥¨© ª®-
±² ²» �¾°¨.
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� ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¢»·¨±«¥»¥ ¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿
¢¥«¨·¨» p ¤«¿ ¤¨½«¥ª²°¨ª®¢, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ¨®» ¯¥°¥µ®¤»µ ¬¥-
² ««®¢,  µ®¤¿²±¿ ¢ µ³¤¸¥¬ ±®£« ±¨¨, ª ª ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ² ¡«. 11.3.

�  ¡ «¨ ¶  11.2. �´´¥ª²¨¢®¥ ·¨±«® ¬ £¥²®®¢ �®°  ¤«¿ °¥¤ª®§¥¬¥«¼»µ
¨®®¢�

�°¥µª° ²®
¨®¨§.  ²®¬

�®´¨£³-
° ¶¨¿

f -®¡®«®·ª¨

�±®¢®©
³°®¢¥¼

p (¢»·¨±-
«¥®¥)

p (½ª±¯¥°¨-
¬¥² «¼®¥)

La 4f0
1S0 0,00 �¨ ¬ £¨²¥

Ge 4f1
2F5=2 2,54 2,4

Pr 4f2
3H4 3,58 3,5

Nd 4f3
4I9=2 3,62 3,5

Pm 4f4
5I4 2,68 �

Sm 4f5
6H5=2 0,84 1,5

Eu 4f6
7F0 0,00 3,4

Gd 4f7
8S7=2 7,94 8,0

Tb 4f8 7F6 9,72 9,5

Dy 4f9
6H15=2 10,63 10,6

Ho 4f10
5I8 10,60 10,4

Er 4f11
4I15=2 9,59 9,5

Tm 4f12
3H6 7,57 7,3

Yb 4f13
2F7=2 4,54 4,5

Lu 4f14
1S0 0,00 �¨ ¬ £¨²¥

�� »¥ ¢§¿²» ¨§ ° ¡®²: Van Vleck J.H. The Theory of electric and Mag-
netic Susceptibilities.| Oxford, 1952; Solid State Physics / Eds R.Kubo,
T. Nagamiya.| New York: McGraw-Hill, 1969.

�¨§¨·¥±ª ¿ ¯°¨·¨  ° §«¨·¨¿ ¢ ¬ £¨²»µ ±¢®©±²¢ µ °¥¤ª®-
§¥¬¥«¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¨ ½«¥¬¥²®¢ ¯¥°¥µ®¤»µ ¬¥² ««®¢ ±¢¿§   ±
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ¨®®¢ ± ¨µ ®ª°³¦¥¨¥¬. �²¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¢
¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª °¥§³«¼² ² ¢«¨¿¨¿
ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ². ¥. ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ±®§¤ ¢ ¥-
¬®£® § °¿¤ ¬¨ ¨®®¢, ®ª°³¦ ¾¹¨¬¨ ¤ »© ¨®. � ±«³· ¥ °¥¤ª®-
§¥¬¥«¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¨µ · ±²¨·® § ¯®«¥»¥ 4f -®¡®«®·ª¨  µ®-
¤¿²±¿ £«³¡®ª® ¢³²°¨ ¨®  (¢¥¸¨¬¨ ¤«¿ ½²¨µ ®¡®«®·¥ª ¿¢«¿¾²±¿
5s- ¨ 5p-½«¥ª²°®»), ¨ ¢«¨¿¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿, ±®§¤ ¢ ¥¬®£®
¤°³£¨¬¨ ¨® ¬¨ ª°¨±² «« , ®ª §»¢ ¥²±¿ ¬ «®±³¹¥±²¢¥»¬. �
±«³· ¥ ¦¥ ¨®®¢ ¯¥°¥µ®¤»µ ¬¥² ««®¢ ¨µ · ±²¨·® § ¯®«¥»¥
3d-®¡®«®·ª¨  µ®¤¿²±¿ ¤®±² ²®·® ¤ «¥ª® ®² ¿¤° , ¨ ¢«¨¿¨¥  
¨µ ª°¨±² ««¨·¥±ª®£® ®ª°³¦¥¨¿ ±² ®¢¨²±¿ § ¬¥²»¬, ·²® ¯°¨-
¢®¤¨² ª · ±²¨·®¬³  °³¸¥¨¾ ¯° ¢¨« �³¤ .
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�  ¡ «¨¶   11.3. �¨±«® ¬ £¥²®®¢ p ¤«¿ ¨®®¢ £°³¯¯»¦¥«¥§ �

�«¥¬¥²
¨ ±²¥¯¥¼
¨®¨§ ¶¨¨

�«¥ª²°® ¿
ª®´¨£³° ¶¨¿
d-®¡®«®·ª¨

�±®¢®©
²¥°¬

p (° ±·¥²®¥) p (½ª±¯¥°¨-
¬¥² «¼®¥)

(J = S) (J = jL � Sj)

Ti3+ 3d1
2D3=2 1,73 1,55 �

V4+ 3d1
2D3=2 1,73 1,55 1,8

V3+ 3d2 3F2 2,83 1,63 2,8

V2+ 3d3 4F3=2 3,87 0,77 3,8

Cr3+ 3d3 4F3=2 3,87 0,77 3,7

Mn4+ 3d3 4F3=2 3,87 0,77 4,0

Cr2+ 3d4
5D0 4,90 0 4,8

Mn3+ 3d4
5D0 4,90 0 5,0

Mn2+ 3d5
6S5=2 5,92 5,92 5,9

Fe3+ 3d5
6S5=2 5,92 5,92 5,9

Fe2+ 3d6
5D4 4,90 6,70 5,4

Co2+ 3d7
4F9=2 3,87 6,54 4,8

Ni2+ 3d8
3F4 2,83 5,89 3,2

Cu2+ 3d9
2D5=2 1,73 3,55 1,9

�� »¥ ¢§¿²» ¨§ ° ¡®²: Van Vleck J.H. The Theory of electric and Mag-
netic Susceptibilities.| Oxford, 1952; Solid State Physics / Eds R.Kubo,
T.Nagamiya.| New York: McGraw-Hill, 1969.

11.3. �¤¨ ¡ ²¨·¥±ª®¥ ° §¬ £¨·¨¢ ¨¥

�«¿ ¯° ª²¨·¥±ª®£® ¯®«³·¥¨¿ ±¢¥°µ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° ¨±¯®«¼-
§³¥²±¿ ¬¥²®¤  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª®£® ° §¬ £¨·¨¢ ¨¿ ±¨±²¥¬» ¯ ° -
¬ £¨²»µ ¨®®¢. �¥²®¤ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¨ ² ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ,
ª®£¤  ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¬ £¨²®© ±¨±²¥¬» ®ª §»¢ ¥²±¿ ¤®¬¨¨°³¾-
¹¨¬ ¢ª« ¤®¬ ¢ ¯®«³¾ ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¢¥¹¥±²¢ .

�§ ¢»° ¦¥¨¿ (11.32) ¤«¿ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨ ±¨±²¥¬» ¯ ° -
¬ £¨²»µ ¨®®¢ ¢¨¤®, ·²® ±¢®¡®¤ ¿ ½¥°£¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ²®«¼ª®
´³ª¶¨¥© ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ � �B (� = 1=(kBT )):

F =
1

�
�(�B): (11.39)

�²°®¯¨¿ ±¨±²¥¬» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢»° ¦¥¨¥¬

S = �
@F

@T
= kB�

2@F

@�
= kB

�
��(�B) + �B�0

�
(11.40)

¨ § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ¢¥«¨·¨» �B. �§ ½²®£® ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨
¢  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª¨µ ³±«®¢¨¿µ, ². ¥. ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ § ·¥¨¨
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½²°®¯¨¨, ³¬¥¼¸ ²¼ § ·¥¨¥ ¢¥¸¥£® ¯®«¿, ¯°¨«®¦¥®£® ª
±¯¨®¢®© ±¨±²¥¬¥, ²® ¯°®¯®°¶¨® «¼® ³¬¥¼¸¥¨¾ ¯®«¿ ¡³¤¥²

�¨±. 11.1. �µ¥¬  ¶¨ª«   ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª®£® ° §¬ £¨·¨¢ ¨¿. �§  · «¼®£® ±®-
±²®¿¨¿ A ±¨±²¥¬  ¨§®²¥°¬¨·¥±ª¨ ¯¥°¥¢®¤¨²±¿ ¢ D ± B 6= 0. � «¥¥ ¯®«¥ ³¬¥¼-
¸ ¥²±¿ ¤® ³«¿  ¤¨ ¡ ²¨·¥±ª¨ (S = const)

³¬¥¼¸ ²¼±¿ ²¥¬¯¥° ²³°  ±¨±²¥¬». �µ¥¬  ² ª®£® ¶¨ª«  ¯®ª §  
  °¨±. 11.1.

11.4. � £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¬¥² ««®¢.
� ° ¬ £¥²¨§¬ � ³«¨

�«¥ª²°®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ½«¥ª²°®®¢ · ±²¨·®
§ ¯®«¥»µ ®¡®«®·¥ª, ¥ ¿¢«¿¾²±¿ «®ª «¨§®¢ »¬¨ ¢ ¯°®±²° -
±²¢¥. �¬¥±²¥ ± ²¥¬ ¨§-§  ¯°¨¶¨¯  � ³«¨ ¥«¼§¿ ±·¨² ²¼, ·²®
®¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ± ¢¥¸¨¬ ¯®«¥¬ ¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£ .
�«¥ª²°® ¨¬¥¥² ±¯¨, ° ¢»© 1=2. �±«¨ ¡» ½«¥ª²°®» ¡»«¨ ¥§ -
¢¨±¨¬» ¨ ¥ ¯®¤·¨¿«¨±¼ ¯°¨¶¨¯³ � ³«¨, ²® ¤«¿ N ½«¥ª²°®®¢,
² ª¦¥ ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥  ²®¬®¢ ± ¥§ ¯®«¥®© ½«¥ª²°®®© ®¡®«®·-
ª®©, ¯®« ¿  ¬ £¨·¥®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿« ±¼ ¡» ´³ª¶¨¥© �°¨««¾-
½  (11.34). �«¿ ±¯¨  1=2

Me = N�B th

�
�BB

kBT

�
: (11.41)

�°¨ �BB=(kBT )� 1 ¯°¨¡«¨¦¥® ¢»¯®«¿¥²±¿

Me �
N�2

B

kBT
B: (11.42)

�¤ ª® ¥ ¢±¥ ½«¥ª²°®» ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¨¬¥¾² ¢®§¬®¦®±²¼ ¬¥-
¿²¼ ®°¨¥² ¶¨¾ ±®¡±²¢¥®£® ±¯¨  ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸¥£® ¯®«¿,
¯®±ª®«¼ª³ ¡®«¼¸¨±²¢® ±®±²®¿¨© ¨¦¥ ³°®¢¿ �¥°¬¨ ±® ±¯¨-
 ¬¨, ¯ ° ««¥«¼»¬¨ ¬ £¨²®¬³ ¯®«¾, ³¦¥ § ¿²». � ²®«¼ª®
· ±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ �¥°¬¨ ¨¬¥¥²
¢®§¬®¦®±²¼ ¬¥¿²¼ ®°¨¥² ¶¨¾ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¢¥¸¥£® ¬ £¨²-
®£® ¯®«¿. �®«¿ ² ª¨µ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¯®°¶¨® «¼  ®²®¸¥¨¾
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²¥¬¯¥° ²³°» ª ²¥¬¯¥° ²³°¥ �¥°¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¬¥±²® (11.42)
¨¬¥¥¬

Me �
N�2

B

kBTF
B: (11.43)

�²  ª ·¥±²¢¥ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼, ¯®«³·¥ ¿ ¤«¿ ¯°®¢®¤¿¹¨µ ¯ -
° ¬ £¥²¨ª®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯ ° ¬ £¨²®©  ¬ £¨·¥®±²¨
� ³«¨.

� ° ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ � ³«¨ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨-
¬®±²¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ,
¬®£® ¬¥¼¸¨µ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥°¬¨.

�»·¨±«¨¬ ½²³ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¤«¿ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°®®£®
£ § . �³±²¼ D�(") | ¯«®²®±²¼ ³°®¢¥© ½«¥ª²°®®¢ ± ¯ ° ««¥«¼-
»¬¨ ¨  ²¨¯ ° ««¥«¼»¬¨ ¢¥¸¥¬³ ¯®«¾ ±¯¨ ¬¨. � ®²±³²-
±²¢¨¥ ¯®«¿ D�(") = 1=2(D(")),   D(") ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ (8.101):

D+(") =
1

2
D("+ �BB); (11.44)

D�(") =
1

2
D("� �BB): (11.45)

�¨±«® ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬  ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª:

n+ =

1Z
0

D+(")f(")d"; (11.46)

n� =

1Z
0

D�(")f(")d"; (11.47)

£¤¥ f(")| ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �¥°¬¨{�¨° ª , n = n++n� |
ª®¶¥²° ¶¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬ .

� ª ª ª ½¥°£¨¿ �BB ¤ ¦¥ ¢ ±¨«¼»µ ¯®«¿µ ¬®£® ¬¥¼¸¥
½¥°£¨¨ �¥°¬¨, ¬» ¬®¦¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ° §«®¦¥¨¿ ¢ °¿¤:

D�(") =
1

2
D(")�

1

2
�BBD

0("); (11.48)

n� =
1

2

1Z
0

D(")f(")d"�
1

2
�BB

1Z
0

D0(")f(")d"; (11.49)

£¤¥ D0(") = dD(")=d". �®£¤   ¬ £¨·¥®±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®-
¤¨¬®±²¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬

Me = �B(n+ � n�): (11.50)
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�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª®¶¥²° ¶¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¨±¯®«¼§³¥¬ ´®°¬³«³:

n =

1Z
0

D(")f(")d": (11.51)

�¨¬¨·¥±ª¨© ¯®²¥¶¨ « ¨¬¥¥² § ·¥¨¥ � � "F, ª ª ¨ ¢ ³«¥¢®¬
¯®«¥.

�»° ¦¥¨¥ ¤«¿  ¬ £¨·¥®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤

Me = �2
B
B

1Z
0

D0(")f(")d"; (11.52)

¨«¨, ¯®±«¥ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¯® · ±²¿¬, ¯®«³· ¥¬

Me = �2
B
B

1Z
0

D(")

�
�
@f(")

@(")

�
d": (11.53)

�°¨ T = 0 ¨§ (11.53) ±«¥¤³¥²

Me = �2
B
BD("F): (11.54)

�«¿ ±¢®¡®¤»µ ½«¥ª²°®®¢, ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ (8.101) ¨ (8.89),D("F) =
= m0k

2
F
=(�2~2), ¨ ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ � ³«¨ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼

§ ·¥¨¥

�p =

�
e2

2�~c

�2

(a0kF) � 10�4: (11.55)

�¨¤®, ·²® ¯ ° ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ � ³«¨ ¨¬¥¥² ²®² ¦¥
¯®°¿¤®ª, ·²® ¨ ¤¨ ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼.

�   ¤   · ¨

11.1. � ±±·¨² ²¼ ¬®«¿°³¾ ¤¨ ¬ £¨²³¾ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼  ²®¬ °-
®£® ¢®¤®°®¤ .

11.2. �°¨¬¥¿¿ ¯° ¢¨«  �³¤ , ¯®«³·¨²¼ ®±®¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ¨®®¢
Sm3+, Co2+, Tm3+.

11.3. � ©²¨ ¬ £¨²»© ¬®¬¥², ¯°¨µ®¤¿¹¨©±¿    ²®¬ ��� ¦¥«¥§ 
(¢ ¬ £¥²® µ �®° ), ¥±«¨ ¯¥°¨®¤ °¥¸¥²ª¨ 2,86�A,    ¬ £¨·¥®±²¼
2 � 10

5 �±.
11.4. � ©²¨  ±¥«¥®±²¼ ³°®¢¥© ¨ ¢¥«¨·¨³  ¬ £¨·¥®±²¨

¯ ° ¬ £¨²®£® ®¤® ²®¬®£® £ § , ¥±«¨ N = 10
22
±¬
�3, H = 25 ª�,

T = 4�, L = 0, S = 1=2. �®« £ ¿, ·²® ¡®«¼¸¨±²¢®  ²®¬®¢  µ®¤¨²±¿
¢  ¨¨§¸¥¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª®¬ ±®±²®¿¨¨, ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ £¨²³¾ ¢®±¯°¨-
¨¬·¨¢®±²¼.

11.5. �®«³·¨²¼¢»° ¦¥¨¥¤«¿¬ £¨²®©¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ¯®°®¸ª ,
±®±²®¿¹¥£® ¨§ ®°¨¥²¨°®¢ »µ ¯°®¨§¢®«¼»¬ ®¡° §®¬ ª°¨±² ««¨²®¢,
¥±«¨ £« ¢»¥ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ª°¨±² ««  (¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ ¢  ¯° -
¢«¥¨¿µ [100], [010], [001]) | �1, �2, �3.
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12.1. �¥°°®¬ £¨²®¥ ³¯®°¿¤®·¥¨¥

�¥°°®¬ £¥²¨ª ¬¨  §»¢ ¾²±¿ ¢¥¹¥±²¢ , ª®²®°»¥ ¨¬¥¾²
±¯®² »© ¬ £¨²»© ¬®¬¥² ¤ ¦¥ ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ¬ £¨²®£® ¯®-
«¿. �²® ®§ · ¥², ·²® ¢ ² ª¨µ ¢¥¹¥±²¢ µ ½«¥¬¥² °»¥ ¬ £¨²»¥
¬®¬¥²» ®²¤¥«¼»µ ¨®®¢ ®°¨¥²¨°®¢ » ¯ ° ««¥«¼® ¤°³£ ¤°³£³.
�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢ ª°¨±² ««¥, ±®¤¥°¦ ¹¥¬  ²®¬» ¨«¨ ¨®» ± ®²«¨·-
»¬ ®² ³«¿ ±¯¨®¢»¬ ¬®¬¥²®¬, ¢®§¨ª«  ±¯®²  ¿  ¬ £¨-
·¥®±²¼, ¤®«¦» ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¤®±² ²®·® ±¨«¼»¥ ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ¬®¬¥² ¬¨, ±¯®±®¡±²¢³¾¹¨¥ ¨µ ¬ £¨²®¬³
³¯®°¿¤®·¥¨¾. �³¹¥±²¢³¥² ¤¢  ®±®¢»µ ²¨¯  ² ª¨µ ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨©: ª« ±±¨·¥±ª®¥ ¤¨¯®«¼-¤¨¯®«¼®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¬¥¦¤³
¤¢³¬¿ ¬ £¨²»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨ ¨ ®¡¬¥®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥. �¨-
¯®«¼-¤¨¯®«¼®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ®¡³±«®¢«¥® ¬ £¨²»¬¨ ¯®«¿¬¨,
ª®²®°»¥ ±®§¤ ¾²±¿ ¬ £¨²»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨  ²®¬®¢, ®ª°³¦ ¾¹¨¬¨
¤ »©  ²®¬. �²® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ¢¥¹¥±²¢ µ,
±®¤¥°¦ ¹¨µ  ²®¬» ¨«¨ ¨®» ± ®²«¨·»¬¨ ®² ³«¿ ¬ £¨²»¬¨
¬®¬¥² ¬¨, ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ²®£®, ±¯¨®¢»¥ ½²® ¬®¬¥²» ¨«¨ ®°¡¨-
² «¼»¥.

�¶¥¨¬ ½¥°£¨¾ ¤¨¯®«¼-¤¨¯®«¼®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤¢³µ ¬ £-
¨²»µ ¬®¬¥²®¢,  µ®¤¿¹¨µ±¿   ° ±±²®¿¨¨ r ¤°³£ ®² ¤°³£ :

E =
1

r3

�
�1�2 �

3(�1r)(�2r)

r2

�
: (12.1)

� £¨²»¥ ¬®¬¥²»  ²®¬®¢ ¨¬¥¾² ¢¥«¨·¨³ �1 � �2 � g�B �
� e~=(m0c). �®½²®¬³ ®¶¥ª  § ·¥¨¿ ½¥°£¨¨ ¤¨¯®«¼-¤¨¯®«¼®£®
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ² ª®¢ :

E¤-¤ �
(g�B)

2

r3
�

13; 6

(137)2

�a0
r

�
½�; (12.2)

£¤¥ a0 | ° ¤¨³± �®° . �¨¯¨·»¥ ° ±±²®¿¨¿ ¬¥¦¤³ ¬ £¨²»¬¨
 ²®¬ ¬¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ±®±² ¢«¿¾² § ·¥¨¿ a � 2�A, ¨ ®¶¥ª  ½¥°-
£¨¨ ¤¨¯®«¼-¤¨¯®«¼®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤ ¥² E¤-¤ � 10�4 ½�.
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�§ ½²®© ®¶¥ª¨ ¢¨¤®, ·²® ¤¨¯®«¼-¤¨¯®«¼»¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿
¬¥¦¤³ ¬ £¨²»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨ ¬®£³² ±¯®±®¡±²¢®¢ ²¼ ¨µ ¢§ ¨¬-
®© ³¯®°¿¤®·¥®© ®°¨¥² ¶¨¨ ²®«¼ª® ¯°¨ ®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥-
° ²³° µ | ®ª®«® 1�. �¤ ª®, ¢ °¥ «¼»µ ¢¥¹¥±²¢ µ ± ³¯®°¿¤®-
·¥®© ¬ £¨²®© ±²°³ª²³°®© ´¥°°®¬ £¨²®¥, ´¥°°¨¬ £¨²®¥
¨  ²¨´¥°°®¬ £¨²®¥ ±®±²®¿¨¿ ¢®§¨ª ¾² ¨ ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬-
¯¥° ²³° µ ¢ ¥±ª®«¼ª® ±®²¥ ª¥«¼¢¨®¢. � ² ¡«. 12.1 ¤ » ²¥¬-
¯¥° ²³°» ´ §®¢»µ ¯¥°¥µ®¤®¢ ¢ ¥ª®²®°»µ ´¥°°®¬ £¥²¨ª µ (TC),
´¥°°¨- (�Cf) ¨  ²¨´¥°°®¬ £¥²¨ª µ (TN).

�  ¡ «¨ ¶   12.1. �¥¬¯¥° ²³°» ´ §®¢»µ ¯¥°¥-
µ®¤®¢ ¢ ´¥°°®¬ £¨²®¥ TC, ´¥°°¨¬ £¨²®¥
TCf ) ¨  ²¨´¥°°®¬ £¨²®¥ TN ±®±²®¿¨¿

�¥¹¥±²¢® TC, � TCf , � TN, �

Ni 631

Co 1403

Fe 1043

Fe3O4 847

NiFe2O4 870

3Cd2O3 � 5Fe2O3 564

MnTiO3 41

FeS 598

CrCl3 17

�²®°®© ²¨¯ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¬ £¨²»¬¨ ¨® ¬¨,  
¨¬¥®, ®¡¬¥®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥, ¯°¨¢®¤¨² ª ¢®§¨ª®¢¥¨¾ ¬ £-
¨²®³¯®°¿¤®·¥»µ ±²°³ª²³° ¢ ª°¨±² «« µ. �¡¬¥»¥ ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ¨¬¥¾² ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª³¾ ¯°¨°®¤³, ¨ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ¤¥©±²¢¨¿
¯°¨¶¨¯  � ³«¨ ½«¥ª²°®±² ²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤¢³µ
½«¥ª²°®®¢ § ¢¨±¨² ®² ¢§ ¨¬®© ®°¨¥² ¶¨¨ ¨µ ¬ £¨²»µ ¬®-
¬¥²®¢.

� ±±¬®²°¨¬ ¢«¨¿¨¥ ¯°¨¶¨¯  � ³«¨   ¬ £¨²»¥ ½´´¥ª²»
  ¯°¨¬¥°¥ ¤¢³µ½«¥ª²°®®© ±¨±²¥¬», £ ¬¨«¼²®¨  ª®²®°®© ¥
§ ¢¨±¨² ®² ±¯¨®¢»µ ¯¥°¥¬¥»µ:

Ĥ = �
~2

2m0

(r2
1 +r2

2) + V (r1; r2) = E : (12.3)

�®±ª®«¼ª³ ¢ (12.3) ¥² § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ±¯¨®¢»µ ¯¥°¥¬¥»µ, ¯®«-
 ¿ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¨§¢¥¤¥-
¨¿ ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨  , ª®²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥-



12.1. �¥°°®¬ £¨²®¥ ³¯®°¿¤®·¥¨¥ 285

¨¿ (12.3),   «¾¡³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¨§ ±¯¨®¢»µ ±®±²®¿¨© ¤¢³µ
½«¥ª²°®®¢ | j ""i, j "#i, j #"i ¨ j ##i. �¬¥¾²±¿ ·¥²»°¥ «¨¥©»¥
ª®¬¡¨ ¶¨¨:

�®±²®¿¨¥ �®«»© ±¯¨ S �°®¥ª¶¨¿ ±¯¨  Sz
1p
2
(j "#i � j #"i) 0 0

1p
2
(j "#i+ j #"i) 1 0

j ""i 1 1
j ##i 1 �1

�®±²®¿¨¥ ¢ ¢¥°µ¥© ±²°®ª¥  §»¢ ¥²±¿ ±¨£«¥²»¬. �°¨ ¨¦-
¨¥ ±²°®ª¨ ®¡° §³¾² ²°¨¯«¥²®¥ ±®±²®¿¨¥.

�¨£«¥²®¥ ±®±²®¿¨¥  ²¨±¨¬¬¥²°¨·® ®²®±¨²¥«¼® ®¡¬¥ 
±¯¨®¬ ½«¥ª²°®®¢. �°¨¯«¥²®¥ ±®±²®¿¨¥ | ±¨¬¬¥²°¨·®. �®-
£« ±® ¯°¨¶¨¯³ � ³«¨, ¯®« ¿ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ±¨±²¥¬» ¤®«¦ 
¡»²¼  ²¨±¨¬¬¥²°¨·  ®²®±¨²¥«¼® ®¤®¢°¥¬¥®© ¯¥°¥±² ®¢ª¨
±¯¨®¢»µ ¨ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ¯¥°¥¬¥»µ. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨
´³ª¶¨¿  | °¥¸¥¨¥ (12.3) | ±¨¬¬¥²°¨·  ®²®±¨²¥«¼® ¯¥-
°¥±² ®¢ª¨ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ¯¥°¥¬¥»µ (½¥°£¨¿ ½²®£® ±®±²®¿-
¨¿ Es), ²® ±¯¨®¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬» ¤¢³µ ½«¥ª²°®®¢ ¿¢«¿-
¥²±¿ ²°¨¯«¥²»¬. �  ®¡®°®², ¥±«¨   ²¨±¨¬¬¥²°¨·  (½¥°£¨¿
½²®£® ±®±²®¿¨¿ Et), ²® ±¯¨®¢®¥ ±®±²®¿¨¥ | ±¨£«¥²®¥. � ª®¥
±®±²®¿¨¥ °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ª®ª°¥²®© ±¨±²¥¬¥, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ § ª®¬
° §®±²¨ ½¥°£¨© ²°¨¯«¥²®£® Et ¨ ±¨£«¥²®£® Es ±®±²®¿¨© £ -
¬¨«¼²®¨   (12.3).

�«¿ ¬®«¥ª³«» ¢®¤®°®¤  ° §®±²¼ Es �Et, ¢»·¨±«¥ ¿ ¢ ¯°¨-
¡«¨¦¥¨¨ � ©²«¥° {�®¤® , ¨¬¥¥² ¢¨¤

1

2
(Es � Et) =

Z
dr1dr2j 1(r1) 2(r2)j �

�

�
e2

jr1 � r2j
+

e2

jR1� R2j
�

e2

jr1 � R1j
�

e2

jr2 �R2j

�
j 2(r1) 2(r2)j;

(12.4)

£¤¥ R1, R2 ¨ r1, r2 | ª®®°¤¨ ²» ¯°®²®®¢ ¨ ½«¥ª²°®®¢ ±®®²-
¢¥²±²¢¥®, ¨  i(r) | ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ®±®¢®£® ±®±²®¿¨¿ ®²-
¤¥«¼®£®  ²®¬  ¢®¤®°®¤ ,  µ®¤¿¹¥£®±¿ ¢ ²®·ª¥ Rj . �° ¢ ¿ · ±²¼
(12.4) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¬ ²°¨·»© ½«¥¬¥² ¯®²¥¶¨ «®¢ ¢§ -
¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ±®±²®¿¨¿¬¨, ª®£¤  ¤¢  ½«¥ª²°®  ¬¥¿¾²±¿
¬¥±² ¬¨. �®½²®¬³ ¨²¥£° « ¢ (12.4)  §»¢ ¥²±¿ ®¡¬¥»¬ ¨²¥-
£° «®¬.

�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ ±¯¨®¢®£® ±®±²®¿¨¿ ¤¢³µ½«¥ª-
²°®®© ±¨±²¥¬» ®² ° §®±²¨ ½¥°£¨© ±¨£«¥²®£® ¨ ²°¨¯«¥²®£®



286 �«. 12. � £¨²®³¯®°¿¤®·¥»¥ ±²°³ª²³°»

±®±²®¿¨©. �®£¤   ²®¬»  µ®¤¿²±¿ ¤ «¥ª® ¤°³£ ®² ¤°³£ , ®¨ ¥
¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾², ¨ ®±®¢®¥ ±®±²®¿¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¢³¬ ¥§ -
¢¨±¨¬»¬  ²®¬ ¬. �²® ±®±²®¿¨¥ ·¥²»°¥µª° ²® ¢»°®¦¤¥®. �°¨
±¡«¨¦¥¨¨  ²®¬®¢ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ° ±-
¹¥¯«¥¨¥ ·¥²»°¥µª° ²® ¢»°®¦¤¥®£® ³°®¢¿ Es � Et. � ±¹¥¯-
«¥¨¥ ¬ «® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¤°³£¨¬¨ ¢®§¡³¦¤¥»¬¨ ±®±²®¿¨¿¬¨
±¨±²¥¬», ¨ ¯®±«¥¤¨¬¨ ¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼, ². ¥. ®¯¨±»¢ ²¼ ±®±²®-
¿¨¿ ¬®«¥ª³«» ¢®¤®°®¤  ²®«¼ª® «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ·¥²»-
°¥µ ¨§¸¨µ ¯® ½¥°£¨¨ ±®±²®¿¨©. �«¿ ®¯¨± ¨¿ ½²¨µ ±®±²®¿¨©
±²°®¨²±¿ ®¯¥° ²®°, ª®²®°»©  §»¢ ¥²±¿ ±¯¨®¢»¬ £ ¬¨«¼²®¨ -
®¬, ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ª®²®°®£® ±®¢¯ ¤ ¾² ± ½²¨¬¨ ¨§ª¨¬¨
¯® ½¥°£¨¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¨±µ®¤®£® £ ¬¨«¼²®¨  ,
¥ ±®¤¥°¦ ¹¥£® ±¯¨®¢»µ ¯¥°¥¬¥»µ. �¯¥° ²®° ±¯¨  ª ¦¤®£®
½«¥ª²°®  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³ S2i = S(S + 1) = 3=4 (S |
¢¥«¨·¨  ±¯¨ ). �«¿ ¯®«®£® ±¯¨  ¯®«³·¨¬:

S2 = (S1 + S2)
2 = S21 + S22 + 2S1S2 =

3

2
+ 2S1S2: (12.5)

�®£¤  ®¯¥° ²®° S1S2 ¤«¿ ±¨£«¥²®£® (S = 0) ±®±²®¿¨¿ ¨¬¥¥²
±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ �3=4,   ¤«¿ ²°¨¯«¥²®£® (S = 1) | +1=4.
�®½²®¬³ ®¯¥° ²®°

H =
1

4
(Es + 3Et)� (Es �Et)S1S2 (12.6)

¨¬¥¥² ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ Es ¤«¿ ±¨£«¥²®£® ±®±²®¿¨¿ ¨ Et
¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ²°¨¯«¥²»µ ±®±²®¿¨©. �²®² ®¯¥° ²®°  §»¢ ¥²±¿
±¯¨®¢»¬ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬. �¡®§ · ¿ J = (Es � Et) ¨ ®¯³±ª ¿
ª®±² ²», § ¯¨¸¥¬ (12.6) ¢ ¢¨¤¥

H = �JS1S2; (12.7)

£¤¥ J  §»¢ ¥²±¿ ®¡¬¥®© ª®±² ²®©.
�«¿ ±¨±²¥¬» ¨§ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  · ±²¨¶ (N � 1023) ±¯¨®¢»©

£ ¬¨«¼²®¨  ³¦¥ ¥«¼§¿ ¢»¢¥±²¨ ² ª¨¬ ¯°®±²»¬ ±¯®±®¡®¬, ª ª
¤«¿ ±¨±²¥¬» ¨§ ¤¢³µ · ±²¨¶. �® ¯°¨¿²® ±·¨² ²¼, ·²® ¤«¿ ±¨-
±²¥¬», ±®±²®¿¹¥© ¨§ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  · ±²¨¶, ±«®¦³¾ ¨´®°¬ -
¶¨¾ ® ª®´¨£³° ¶¨¨ ¨§ª®½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ³°®¢¥© ¬®¦® ®¯¨± ²¼
¢ ª®¬¯ ª²®© ´®°¬¥ ±¯¨®¢»¬ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬, ª®²®°»©  §»¢ -
¥²±¿ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬ �¥©§¥¡¥°£ :

H = �
1

2

X
i;j

JijSiSj � g�BB
X
i

Sz
i ; (12.8)

£¤¥ Si, Sz
i | ®¯¥° ²®°» ¯®«®£® ±¯¨  ¨ ¥£® z-ª®¬¯®¥²», ¨-

¤¥ª±» i, j ³¬¥°³¾² ³§«» ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨, ¢ ª®²®°»µ
° ±¯®«®¦¥» ¨®» ± ®²«¨·»¬¨ ®² ³«¿ ¬®¬¥² ¬¨, Jij | ®¡¬¥-
»© ¨²¥£° « ¬¥¦¤³ ¨® ¬¨ ¢ ³§« µ i ¨ j.
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�«¿ ª ·¥±²¢¥®£® ®¯¨± ¨¿ ±¢®©±²¢ ¬ £¨²®© ±¨±²¥¬» ± £ -
¬¨«¼²®¨ ®¬ (12.8)¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ±°¥¤¥£® ¨«¨ ¬®-
«¥ª³«¿°®£® ¯®«¿, ¯°¥¤«®¦¥®¥ �¥©±±®¬.

�«¿¯°®±²®²» ¢ (12.8) ®£° ¨·¨¬±¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿¬¨ i-£® ±¯¨-
  ²®«¼ª® ± ¥£® ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨. �³±²¼ ² ª¨¥ ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¤®© ®¡¬¥®© ª®±² ²®© J . �»¤¥«¨¬ ¢
(12.8) ·«¥», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ i-© ³§¥«:

Hi = �
1

2
JSi

X
i6=j

Sj � g�BBSi; (12.9)

�²® ¢»° ¦¥¨¥ ®¯¨±»¢ ¥² ½¥°£¨¾ i-£® ±¯¨  ¢ ¯®«¥, ª®²®°®¥ ¿¢«¿-
¥²±¿ ±³¬¬®© ¬ £¨²®£® ¯®«¿ B ¨ ¥ª®¥£® ½´´¥ª²¨¢®£® ¯®«¿, ±®-
§¤ ¢ ¥¬®£® ®ª°³¦ ¾¹¨¬¨ i-© ±¯¨ ±®±¥¤¨¬¨ ±¯¨ ¬¨. �´´¥ª-
²¨¢®¥ ¯®«¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®¯¥° ²®°®¬ ¨ ±«®¦»¬ ®¡° §®¬ § ¢¨±¨² ®²
ª®´¨£³° ¶¨¨ ±¯¨®¢, ° ±¯®«®¦¥»µ ¢ ³§« µ ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¨. �°¨¡«¨¦¥¨¥ ±°¥¤¥£® (¬®«¥ª³«¿°®£®) ¯®«¿ § ª«¾· -
¥²±¿ ¢ § ¬¥¥ ®¯¥° ²®°®¢ Si, ±²®¿¹¨µ ¯®¤ § ª®¬ ±³¬¬» ¢ (12.9),
¨µ ±°¥¤¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨. � ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¬ ° ¢®¢¥±¨¨ ¢»-
¯®«¿¥²±¿:

H¬¯
i = �

0
@1

2
J
X
j

hSji+ g�BB

1
A Sj (12.10)

¨, ¯®±ª®«¼ª³ ¢±¥ ³§«» °¥¸¥²ª¨ ½ª¢¨¢ «¥²», (12.10) ³¯°®¹ ¥²±¿:

H¬¯
i = �

�
1

2
JzhSji+ g�BB

�
Sj ; (12.11)

£¤¥ z | ·¨±«® ¡«¨¦ ©¸¨µ ±®±¥¤¥© ¢ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥.
� ±«³· ¥ ´¥°°®¬ £¥²¨ª  ±°¥¤¨¥ § ·¥¨¿ ¢±¥µ ±¯¨®¢ ®¤¨-

 ª®¢» ¨ ¯®½²®¬³ ¬®£³² ¡»²¼ ¢»° ¦¥» ·¥°¥§  ¬ £¨·¥®±²¼
®¡° §¶  ² ª:

hSi =
V

N

M

g�B
; (12.12)

²®£¤  ½´´¥ª²¨¢®¥ ¯®«¥ ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

B½´´ = B + M; (12.13)

£¤¥  = Jz�2
B
=g2.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ±°¥¤¥£® ¯®«¿ ¬ £¨²»¥  ²®-
¬» ¨«¨ ¨®» ¢ ¢¥¹¥±²¢¥ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ±¢®¡®¤»¥
¯ ° ¬ £¨²»¥ ¨®»,  µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ½´´¥ª²¨¢®¬ ¬ £¨²®¬
¯®«¥, ª®²®°®¥ § ¢¨±¨² ®² ±°¥¤¥©  ¬ £¨·¥®±²¨ ¢¥¹¥±²¢ . �
½²®¬ ±«³· ¥ ¤«¿ ° ±·¥²   ¬ £¨·¥®±²¨ ¨ ¤°³£¨µ ±¢®©±²¢ ´¥°-
°®¬ £¥²¨ª  ¬®¦® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ °¥§³«¼² ² ¬¨, ¯®«³·¥»¬¨
¢ £« ¢¥ 11, § ¬¥¨¢ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥ B   ±³¬¬³ B+ M.
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�³±²¼ ¯®«¥B = 0. �«¿  ¬ £¨·¥®±²¨ ¯®«³· ¥²±¿ ± ¬®±®£« -
±®¢ ®¥ ³° ¢¥¨¥, ¯®±ª®«¼ª³ ¯°¨ ½²®¬  °£³¬¥² ´³ª¶¨¨ �°¨«-
«¾½  (11.34) ±®¤¥°¦¨²  ¬ £¨·¥®±²¼. �°¨ T = 0 ´³ª¶¨¿
�°¨««¾½  ° ¢  ¥¤¨¨¶¥, ¨ ±¯®²  ¿  ¬ £¨·¥®±²¼ ¥¤¨-
¨¶» ®¡º¥¬  ° ¢ :

Ms(0) =
N

V
gs�B: (12.14)

�²  ¢¥«¨·¨   §»¢ ¥²±¿  ¬ £¨·¥®±²¼¾  ±»¹¥¨¿.
� ¢¨±¨¬®±²¼ Ms ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§ ³° ¢¥-

¨¿ (11.33), ¯®¤±² ¢¨¢ ¢ ¥£® ¢¬¥±²® ¯®«¿ B ¢¥«¨·¨³ M. �°¨
¯®¢»¸¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ±¯®²  ¿  ¬ £¨·¥®±²¼ ³¬¥¼¸ -

¥²±¿ ¨ ¯°¨ ¥ª®²®°®© ²¥¬¯¥° -
²³°¥,  §»¢ ¥¬®© ²¥¬¯¥° ²³-
°®© �¾°¨, ®  ¨±·¥§ ¥², ¨ ¢¥-
¹¥±²¢® ±² ®¢¨²±¿ ¯ ° ¬ £¨²-
»¬. �¥¬¯¥° ²³°³ TC ¬®¦®
 ©²¨ ¨§ (11.37), § ¬¥¿¿ B  
M ¨ j(j + 1)   s(s+ 1):

TC =
Jzs(s + 1)

3kB
: (12.15)

�¨±. 12.1. � ¢¨±¨¬®±²¼ ±¯®² ®©  -
¬ £¨·¥®±²¨ ®² ²¥¬¯¥° ²³°»

� £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼
� = M=B ¬®¦¥² ¡»²¼  ©¤¥ 
¨§ ²®© ¦¥ ´®°¬³«» (11.37) ± § -

¬¥®© B   M ¨ j(j+1)   s(s+1). �°¨ T > TC ¢ ¯ ° ¬ £¨²®©
´ §¥ ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ´¥°°®¬ £¥²¨ª®¢ ¯®¤·¨¿¥²±¿
§ ª®³ �¾°¨{�¥©±± :

� =
C

T � TC
; (12.16)

£¤¥ C = g2s(s+ 1)�2
B
=3kB.

� ¢¨±¨¬®±²¼ ±¯®² ®©  ¬ £¨·¥®±²¨ ¢¡«¨§¨ ²¥¬¯¥° ²³-
°» �¾°¨¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ° §« £ ¿ ´³ª¶¨¾�°¨««¾½  ¯°¨ ¢¥¸-
¥¬ ¯®«¥, ° ¢®¬ ³«¾, ¢¯«®²¼ ¤® ·«¥®¢ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª  ¬ «®±²¨:

Bs(x) =
(2s+ 1)2 � 1

(2s)2
x

3
�

(2s+ 1)4 � 1

(2s)4
x3

45
+ : : : ; (12.17)

²®£¤  ¤«¿ ¯°¨¢¥¤¥®©  ¬ £¨·¥®±²¨ � =M=(Ng�Bs) ¨¬¥¥¬:

�2 =
10

3

(s+ 1)2

(s+ 1)2 + s�2
TC � T

TC
;

TC � T

TC
� 1: (12.18)
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�°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ (T � 0�) § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ²¥¬¯¥° -
²³°» ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¯®«¼§³¿±¼ ° §«®¦¥¨¥¬ ´³ª¶¨¨ �°¨««¾-
½  (11.34) ¢ ¢¨¤¥

� = 1�
1

s
exp

�
�

3

s+ 1

TC
T

�
+ : : : (12.19)

�²®² °¥§³«¼² ²  µ®¤¨²±¿ ¢ ¯°®²¨¢®°¥·¨¨ ± § ¢¨±¨¬®±²¼¾

� = 1� T 3=2; (12.20)

¯®«³·¥®© ¢ ¡®«¥¥ ±²°®£®© ²¥®°¨¨ ±¯¨®¢»µ ¢®« ¨ ¯®¤²¢¥°¦¤¥-
®© ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®. � ¢¨±¨¬®±²¼ (12.20) ®±¨²  ¨¬¥®¢ ¨¥
§ ª®  �«®µ .

12.2. �¥°°¨¬ £¥²¨ª¨

� ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¡»« ° ±±¬®²°¥ ±«³· ©, ª®£¤  «®ª «¼-
»¥ ¬ £¨²»¥ ¬®¬¥²» ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢³¾ ¢¥«¨-
·¨³, ¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ®¡¬¥®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿
¢ ¢¥¹¥±²¢¥ ¨¦¥ ª°¨²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° -
²³°» ¯®¿¢«¿¥²±¿ ±¯®²  ¿  ¬ £¨-
·¥®±²¼. �²¨´¥°°®¬ £¨²»¥ ¢¥-
¹¥±²¢  ®²«¨· ¾²±¿ ®² ´¥°°®¬ £¨²»µ
 ²¨¯ ° ««¥«¼®© ®°¨¥² ¶¨¥© ±¯¨®¢
±®±¥¤¨µ ®¤¨ ª®¢»µ ¨®®¢. � ² ª¨µ
¢¥¹¥±²¢  ²®¬» (¨®») ± ¯°®²¨¢®¯®«®¦-
® ®°¨¥²¨°®¢ »¬¨ ±¯¨ ¬¨ ®¡° §³-
¾² ¢§ ¨¬®¯°®¨ª ¾¹¨¥ ª°¨±² ««¨·¥±-
ª¨¥ ¯®¤°¥¸¥²ª¨, ¯®±²°®¥»¥ ¨§ ®¤¨-
 ª®¢»µ  ²®¬®¢ ¨ ° §«¨· ¾¹¨¥±¿ ®°¨-
¥² ¶¨¥© ±¯¨ , ª ª ½²® ¯®ª § ®  
°¨±. 12.2.

�¨±. 12.2.�¤¥ «¨§¨°®¢  ¿
¬ £¨² ¿ ±²°³ª²³°  CaO

�¥°°¨¬ £¥²¨ª¨ ®²«¨· ¾²±¿ ®²
´¥°°®¬ £¥²¨ª®¢ ¨  ²¨´¥°°®¬ £¥²¨-
ª®¢ ¢® ¬®£¨µ ®²®¸¥¨¿µ. �«¿ ¨µ,
ª ª ¨ ¤«¿  ²¨´¥°°®¬ £¥²¨ª®¢, µ ° ª²¥°® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ±¯®-
² ®  ¬ £¨·¥»µ ¯®¤°¥¸¥²®ª. �¤ ª®, ¥±«¨ ¢  ²¨´¥°°®-
¬ £¥²¨ª µ ¯®¤°¥¸¥²ª¨ ®¤¨ ª®¢» ¢ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®¬ ®²-
®¸¥¨¨ ¨ ° §«¨· ¾²±¿ ²®«¼ª® ®°¨¥² ¶¨¥© ¬ £¨²»µ ¬®¬¥-
²®¢, ¢ ´¥°°¨¬ £¨²»µ ¢¥¹¥±²¢ µ ¯®¤°¥¸¥²ª¨, ª ª ¯° ¢¨«®, ¥-
½ª¢¨¢ «¥²» ª ª ¢ ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª®¬ ®²®¸¥¨¨, ² ª ¨ ¢
®²®¸¥¨¨ ¢¥«¨·¨ ¬ £¨²»µ ¬®¬¥²®¢. � §«¨·¨¥ ¢ ¢¥«¨·¨ µ
 ¬ £¨·¥®±²¥© ¯®¤°¥¸¥²®ª ¯°¨¢®¤¨² ª ®²«¨·®© ®² ³«¿ ¥-
±ª®¬¯¥±¨°®¢ ®©  ¬ £¨·¥®±²¨ ¢¥¹¥±²¢ . � ½²®¬ ®²®¸¥-
¨¨ ´¥°°¨¬ £¥²¨ª¨ ®¡« ¤ ¾² ±¢®©±²¢ ¬¨,  ¯®¬¨ ¾¹¨¬¨ ±¢®©-
±²¢  ´¥°°®¬ £¥²¨ª®¢, ®, ± ¤°³£®© ±²®°®», ¨§-§   «¨·¨¿ ¢ ¨µ
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¯®¤°¥¸¥²®ª ±  ²¨¯ ° ««¥«¼»¬¨ ®°¨¥² ¶¨¿¬¨ ±¯¨®¢ ´¥°°¨-
¬ £¥²¨ª¨ ¡«¨§ª¨ ª  ²¨´¥°°®¬ £¥²¨ª ¬. �®¤¥«¼ ´¥°°¨¬ £¨²-
®£® ³¯®°¿¤®·¥¨¿ (¨, ª ª · ±²»© ±«³· ©,  ²¨´¥°°®¬ £¨²®£®)
¡»«  ¢¯¥°¢»¥ ¯°¥¤«®¦¥  �¥¥«¥¬ ¯³²¥¬ ¢¢¥¤¥¨¿ ¢ ° ±±¬®²°¥-
¨¥ ¯®¤°¥¸¥²®ª ± ¢§ ¨¬®  ²¨¯ ° ««¥«¼®© ®°¨¥² ¶¨¥© ®¡° -
§³¾¹¨µ ½²¨ ¯®¤°¥¸¥²ª¨ ¬ £¨²»µ ¬®¬¥²®¢.

� ¯°®±²¥©¸¥¬ ±«³· ¥ ¤¢³µ ¯®¤°¥¸¥²®ª A ¨ B, ®¤®°®¤»µ ¯®
¢³²°¥¥¬³ ³±²°®©±²¢³, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²®   ¬ £¨²»¥ ¨®»,
®¡° §³¾¹¨¥ ¯®¤°¥¸¥²ª³ A, ¤¥©±²¢³¥² ½´´¥ª²¨¢®¥ ¯®«¥ ±®±¥¤¨µ
¨®®¢ ¨§ ¯®¤°¥¸¥²ª¨ B. �®¤°¥¸¥²ª¨ A ¨ B ¬®£³² ®²«¨· ²¼±¿, ¢
®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª ª ±®°²®¬ ¬ £¨²»µ ¨®®¢, ² ª ¨ ·¨±«®¬ ¨®®¢,
±®¤¥°¦ ¹¨µ±¿ ¢ ª ¦¤®© ¯®¤°¥¸¥²ª¥. � °¶¨ «¼»¥  ¬ £¨·¥-
®±²¨ ¯®¤°¥¸¥²®ª ®¡®§ ·¨¬ MA ¨ MB. � ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ±°¥¤¥£®
¯®«¿, ¯°¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨ ²®«¼ª® ¬¥¦¤³ ¡«¨¦ ©¸¨¬¨ ±®±¥¤¿¬¨,
¬®«¥ª³«¿°»¥ ¯®«¿, ¤¥©±²¢³¾¹¨¥, ±®®²¢¥²±²¢¥®,   ¨®» ¯®¤°¥-
¸¥²®ª A ¨ B, § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥

BA = ABMB; (12.21)

BB = BAMA; (12.22)

£¤¥ AB = BA = �2BJz=(gAgB).
� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ®²°¨¶ ²¥«¼®© ¢¥«¨·¨» ª®±² ²» ®¡¬¥-

®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ (J < 0). �®«¥ª³«¿°»¥ ¯®«¿ BA ¨ BB ¤¥©-
±²¢³¾²   ¨®» ¯®¤°¥¸¥²®ª, ª ª ¨ ¢¥¸¥¥ ¯®«¥, ¢ °¥§³«¼² ²¥
¨¬¥¥¬:

MA =M0ABsA(x) =M0ABsA

�
gasa�B(B + BA)

kBT

�
; (12.23)

MB =M0BBsB(y) =M0BBsB

�
gbsb�B(B + BB)

kBT

�
; (12.24)

§¤¥±¼ M0A ¨ M0B |  ¬ £¨·¥®±²¨ ¯®¤°¥¸¥²®ª ¯°¨ T = 0,
BsA(BsB) | ´³ª¶¨¿ �°¨««¾½  (11.34) ¯®¤°¥¸¥²ª¨ A(B). � -
¬ £¨·¥®±²¼ ¢±¥£® ª°¨±² ««  ¯®«³· ¥²±¿ ¢¥ª²®°»¬ ±³¬¬¨°®¢ -
¨¥¬ (12.23) ¨ (12.24):

M =MA +MB: (12.25)

�¢¨¤³ ¢¥ª²®°®£® µ ° ª²¥°  ¢¥«¨·¨»M =MA +MB ¯°¨ ®²±³²-
±²¢¨¨ ¢¥¸¥£® ¯®«¿ ¢¥ª²®°  ¬ £¨·¥®±²¨ ¯®¤°¥¸¥²®ª ±®¢¯ -
¤ ¥² ± ¢¥ª²®°®¬ ¬®«¥ª³«¿°®£® ¯®«¿, ¤¥©±²¢³¾¹¥£®   ³§¥« ¤ ®©
¯®¤°¥¸¥²ª¨. � ®±®¢®¬ ±®±²®¿¨¨, ². ¥. ¯°¨ T = 0, ¢§ ¨¬ ¿
®°¨¥² ¶¨¿  ¬ £¨·¥®±²¥© ¯®¤°¥¸¥²®ª ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¬¨¨¬³-
¬®¬ ®¡¬¥®© ½¥°£¨¨:

E®¡¬¥ = �
1

2
(MABA +MBBB) = �ABMAMB; (12.26)
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®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ AB < 0 ½¥°£¥²¨·¥±ª¨ ¢»£®¤® ±®±²®¿¨¥,
¯°¨ ª®²®°®¬  ¬ £¨·¥®±²¨ ¯®¤°¥¸¥²®ª  ²¨¯ ° ««¥«¼».

�¨±. 12.3. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¬ £¨²®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨  ²¨´¥°°¨¬ £¥²¨ª .
�±¨¬¯²®²  | 1=�a = (T � �)=C; � = �TCf

�¥¬¯¥° ²³°³ ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤  TC ¨ ¯ ° ¬ £¨²³¾ ¢®±¯°¨-
¨¬·¨¢®±²¼ ¯°¨ T > TC ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ° §« £ ¿ ´³ª¶¨¨ �°¨«-
«¾½  ¢ (12.23) ¨ (12.24) ¢ °¿¤:

MA =

�
CA

T

�
(B + ABMB); (12.27)

MB =

�
CB

T

�
(B + ABMA); (12.28)

£¤¥ CA, CB | ®²¥±¥»¥ ª ¥¤¨¨¶¥ ®¡º¥¬  ª®±² ²» �¾°¨ ¨®®¢
A ¨ B:

C� =
g2�s�(s� + 1)�2

B

3kB
; � = A;B: (12.29)

�°¨ B = 0 ¨§ (12.27) ¨ (12.28) ¯®«³· ¥²±¿ ±¨±²¥¬  ¨§ ¤¢³µ ®¤®-
°®¤»µ ³° ¢¥¨©, ª®²®° ¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥,
¥±«¨ ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ° ¢¥ ³«¾:���� TCf �ABCA

ABCB �TCf

���� = 0; (12.30)

®²ª³¤   µ®¤¨¬:

TCf = AB(CACB)
1=2: (12.31)
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�¯°¥¤¥«¨¢ ¨§ (12.27), (12.28)M =MA+MB , ¯®«³· ¥¬ ¢®±¯°¨¨¬-
·¨¢®±²¼ ª°¨±² «« :

� =
MA +MB

B
=

(CA + CB)T + 2CACBAB
T 2 � T 2

Cf

: (12.32)

�¥«¨¥©®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ®¡° ²®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨ 1=� ª ª ´³ª-
¶¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¦»¬ ±¢®©±²¢®¬ ´¥°°¨¬ £¥²¨ª®¢,
¥¥ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥    °¨±. 12.3.

12.3. �²¨´¥°°®¬ £¥²¨ª¨

� ±²»¬ ±«³· ¥¬ ´¥°°¨¬ £¨²®£® ³¯®°¿¤®·¥¨¿ ¿¢«¿¥²±¿  -
²¨´¥°°®¬ £¨²®¥ ³¯®°¿¤®·¥¨¥, ª®£¤  ³§«» ¢§ ¨¬®¯°®¨ª ¾¹¨µ
¯®¤°¥¸¥²®ª § ¿²»  ²®¬ ¬¨ ®¤®£® ±®°² . � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥¬:

AB =  =
�2
B
Jz

g2
; (12.33)

CA = CB = C =
g2s(s+ 1)�2

B

kB
: (12.34)

� ®²±³²±²¢¨¥ ¢¥¸¥£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿MA = �MB ¯°¨ ¢±¥µ ²¥¬-
¯¥° ²³° µ. �¥¬¯¥° ²³°  ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤ ,  §»¢ ¥¬ ¿ ²¥¬¯¥-
° ²³°®© �¥¥«¿, ° ¢ 

TN = C: (12.35)

� ° ¬ £¨² ¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¼ ¯°¨ T > TN ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®-
«³·¥  ¨§ (12.32):

� =
2CT + 2C2

T 2 � 2C2
=

2C

T + TN
; (12.36)

². ¥. «¨¥©® § ¢¨±¨² ®² ²¥¬¯¥° ²³°» ¢ ¯ ° ¬ £¨²®© ´ §¥.
�¨¦¥ ²¥¬¯¥° ²³°» �¥¥«¿ ¢  ²¨´¥°°®¬ £¨²®© ´ §¥ ¥®¡-

µ®¤¨¬® ° §«¨· ²¼ ¤¢  ±«³· ¿: ª®£¤  ¢¥¸¥¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥ ¯¥°-

�¨±. 12.4. �¢  ±«³· ¿ ¢§ ¨¬®© ®°¨¥² ¶¨¨ ¢¥ª²®°®¢  ¬ £¨·¥®±²¨ ¨ ¬ £-
¨²®£® ¯®«¿ ¤«¿  ²¨´¥°°®¬ £¥²¨ª 

¯¥¤¨ª³«¿°®  ¯° ¢«¥¨¾  ¬ £¨·¥®±²¨ ¯®¤°¥¸¥²ª¨, ¨ ª®£¤ 
¯®«¥ ¯ ° ««¥«¼® ¢¥ª²®°³  ¬ £¨·¥®±²¨ ¯®¤°¥¸¥²ª¨. � ¯¥°¢®¬



12.4. �¥°°®¬ £¨²»¥ ¤®¬¥» 293

±«³· ¥ ®²ª«¨ª  ²¨´¥°°®¬ £¥²¨ª  µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¢®±¯°¨¨¬·¨-
¢®±²¼¾ �?, ¢® ¢²®°®¬ �k. � ·¥±²¢¥® ¯®¢¥¤¥¨¥ ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®-
±²¥© �? ¨ �k ¬®¦® ¢»¿±¨²¼ ¨§ ¯°®±²»µ ±®®¡° ¦¥¨©, °³ª®¢®¤-
±²¢³¿±¼ °¨±. 12.4. �®£¤  ¢¥¸¥¥ ¯®«¥ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°® ¢¥ª²®° ¬
 ¬ £¨·¥®±²¥© ¯®¤°¥¸¥²®ª, ½²¨ ¢¥ª²®°» ¯®¢®° ·¨¢ ¾²±¿  
¥ª®²®°»© ³£®« '. �°¨ ½²®¬ ¯«®²®±²¼ ¬ £¨²®© ½¥°£¨¨ ¬®¦®
§ ¯¨± ²¼

E = (MAMB)�B(MA +MB) �

� �M2 cos 2'� 2BM sin' � M2(1� 2'2)� 2BM': (12.37)

�§ ³±«®¢¨¿ ¬¨¨¬³¬  ½¥°£¨¨ @E=@' = 0 ¬®¦®  ©²¨ ' =
= B=(2M), ¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¨¬¥¥¬:

�? =
MA +MB

B
=

2M sin'

B
�

2M'

B
=

1


: (12.38)

�®£¤  ¢¥¸¥¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥ ¯ ° ««¥«¼® ¢¥ª²®° ¬  ¬ £¨-
·¥®±²¨ ¯®¤°¥¸¥²®ª, ³£®« ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ¥ ¬¥¿¥²±¿,

�¨±. 12.5. �¥¬¯¥° ²³° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬ £¨²®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨  ²¨´¥°°®-
¬ £¥²¨ª 

  ¯°¨ T = 0 ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¨ ¢¥«¨·¨  ¬ £¨²®£® ¬®¬¥² , ² ª ª ª
¢ ®±®¢®¬ ±®±²®¿¨¨ ®  ¤®±²¨£ ¥² ±¢®¥£® ¬ ª±¨¬ «¼®£® § ·¥-
¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¯®«¿¥²±¿:

�k(0) = 0: (12.39)

� ·¥±²¢¥ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬ £¨²®© ¢®±¯°¨¨¬·¨¢®±²¨  ²¨´¥°-
°®¬ £¥²¨ª  ¯®ª §     °¨±. 12.5.

12.4. �¥°°®¬ £¨²»¥ ¤®¬¥»

� ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ®¡° §¶ µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ± ´¥°°®¬ £¨²®©
³¯®°¿¤®·¥®© ±²°³ª²³°®© ¤ ¦¥ ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³° µ, ¬®£® ¬¥¼-
¸¨µ ²¥¬¯¥° ²³°» �¾°¨{�¥©±± , ¨§¬¥°¿¥¬ ¿ ¯®« ¿  ¬ £¨·¥-
®±²¼ § ·¨²¥«¼® ¬¥¼¸¥ ±³¬¬» ¬ £¨²»µ ¬®¬¥²®¢ ¨®®¢.
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�¤ ª® ¢® ¢¥¸¥¬ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ ®¡° §¥¶ ¬®¦¥² ¡»²¼  ¬ £-
¨·¥, ¨ ¥£®  ¬ £¨·¥®±²¼ ¡³¤¥² ¡«¨§ª  ª ±³¬¬¥ ¬ £¨²»µ
¬®¬¥²®¢ ¨®®¢.

� ª®¥ ¿¢«¥¨¥ ±¢¿§ ® ± ²¥¬, ·²® ¢ ´¥°°®¬ £¨²®¬ ±®±²®¿¨¨
¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨© ®¡° §¥¶ ° §¡¨¢ ¥²±¿   ¤®¬¥» | ®¡« ±²¨,
¢ ª®²®°»µ ±¯®²  ¿  ¬ £¨·¥®±²¼ ¨¬¥¥² ° §«¨·»¥  -
¯° ¢«¥¨¿ (°¨±. 12.6). � §¬¥°» ½²¨µ ®¡« ±²¥©, ± ®¤®© ±²®°®»,

�¨±. 12.6. �§ ¨¬ ¿ ®°¨¥² ¶¨¿ ¬ £¨²»µ ¬®¬¥²®¢ ¢ ±«³· ¿µ ®¤®°®¤®  -
¬ £¨·¥®£® ®¡° §¶  (±«¥¢ ) ¨ ¤®¬¥®© ±²°³ª²³°» (±¯° ¢ )

¬®£® ¡®«¼¸¥ ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨µ ° ±±²®¿¨© ¬¥¦¤³ ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢³¾¹¨¬¨ ¬ £¨²»¬¨ ¨® ¬¨, ± ¤°³£®© | ¬®£® ¬¥¼¸¥ ° §-
¬¥°  ®¡° §¶ . �¨§¨·¥±ª ¿ ¯°¨·¨  ®¡° §®¢ ¨¿ ¤®¬¥®¢ ¢ ´¥°°®-
¬ £¨²®¬ ª°¨±² ««¥ ±¢¿§   ±  «¨·¨¥¬ ¤¨¯®«¼-¤¨¯®«¼»µ ¢§ -
¨¬®¤¥©±²¢¨© ¬¥¦¤³ ¬ £¨²»¬¨ ¨® ¬¨. �²¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿,
ª ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥,   ¥±ª®«¼ª® ¯®°¿¤ª®¢ ¬¥¼¸¥ ®¡¬¥-
»µ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨©. �® ¯®±«¥¤¨¥ ®·¥¼ ¡»±²°® ±¯ ¤ ¾² ± ° ±-
±²®¿¨¥¬ (¢ ¡®«¼¸¨±²¢¥ ±«³· ¥¢ | ½ª±¯®¥¶¨ «¼®),   ¤¨¯®«¼-
»¥ ±¨«» ¿¢«¿¾²±¿ ¤ «¼®¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨ | ®¨ ®¡° ²® ¯°®¯®°-
¶¨® «¼» ª³¡³ ° ±±²®¿¨¿. � °¥§³«¼² ²¥ ¢ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¬
®¡° §¶¥ ¯°¨ ¯ ° ««¥«¼®© ®°¨¥² ¶¨¨ ¬ £¨²»µ ¬®¬¥²®¢ ¢±¥µ
¨®®¢ ¤¨¯®«¼ ¿ ½¥°£¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥®©, ¨ ² ª ¿ ¯ -
° ««¥«¼ ¿ ®°¨¥² ¶¨¿ ±² ®¢¨²±¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨ ¥¢»£®¤®©.

�¨¯®«¼-¤¨¯®«¼ ¿½¥°£¨¿¯®¨¦ ¥²±¿ ¯°¨ ° §¡¨¥¨¨ ª°¨±² «-
«    ®¤®°®¤®  ¬ £¨·¥»¥ ¤®¬¥», ¢ ª®²®°»µ  ¯° ¢«¥¨¿
 ¬ £¨·¥®±²¨ ®²«¨· ¾²±¿. �°¨ ½²®¬   £° ¨¶ µ ¤®¬¥®¢, ² ª
 §»¢ ¥¬»µ ¤®¬¥»µ ±²¥ª µ, ®¡¬¥»¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ³¢¥-
«¨·¨¢ ¾² ½¥°£¨¾. �®, ¥±«¨ ° §¬¥°» ¤®¬¥®¢ ¬®£® ¡®«¼¸¥ ° §-
¬¥°®¢ ¤®¬¥®© ±²¥ª¨, ®¡° §®¢ ¨¥ ¤®¬¥®¢ ¡³¤¥² ½¥°£¥²¨·¥±ª¨
¢»£®¤»¬, ¥±¬®²°¿   ¯°®¨£°»¸ ¢ ®¡¬¥®© ½¥°£¨¨.

� °¥ «¼»µ ´¥°°®¬ £¨²»µ ¢¥¹¥±²¢ µ ½²®² ²®ª¨© ½¥°£¥-
²¨·¥±ª¨© ¡ « ± ³¬¥¼¸¥¨¿ ¤¨¯®«¼®© ½¥°£¨¨ ¨ ³¢¥«¨·¥¨¿ ®¡-
¬¥®© ½¥°£¨¨   £° ¨¶ µ ¤®¬¥®¢ ¯°¨¢®¤¨² ª ¤®±² ²®·® ±«®¦-
®© ¤®¬¥®© ±²°³ª²³°¥, ¨ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¤ ¦¥ ¬ «»µ ¢¥¸¨µ
¬ £¨²»µ ¯®«¥© ° §¬¥°» ¤®¬¥®¢ ¨ ®°¨¥² ¶¨¿  ¬ £¨·¥®-
±²¨ ¢ ¨µ ¬®£³² ¨§¬¥¿²¼±¿ ±³¹¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬. �°®¬¥ ²®£®,
¢ ª°¨±² «« µ ¯°¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨ ¬ £¨²»µ ¨®®¢ ± ª°¨±² ««¨-
·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬ ½¥°£¨¿ ±¯¨®¢ § ¢¨±¨² ¥ ²®«¼ª® ®² ¨µ ¢§ ¨¬®©
®°¨¥² ¶¨¨, ® ¨ ®² ®°¨¥² ¶¨¨ ®²®±¨²¥«¼® ª°¨±² ««®£° ´¨·¥-
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±ª¨µ ®±¥©. � ±²¼ ½²®© ½¥°£¨¨  §»¢ ¥²±¿ ½¥°£¨¥©  ¨§®²°®¯¨¨
¨ ¢® ¬®£¨µ ±«³· ¿µ ¯°¨ ®¯¨± ¨¨ ±¢®©±²¢ °¥ «¼»µ ª°¨±² ««®¢
¥¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ³·¨²»¢ ²¼ ¢ ±¯¨®¢®¬ £ ¬¨«¼²®¨ ¥ (° ±±¬®²°¥-
»© ¢»¸¥ ±¯¨®¢»© £ ¬¨«¼²®¨  ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®²°®¯»¬). �¥°-
£¨¿  ¨§®²°®¯¨¨ ¬®¦¥² ®ª §»¢ ²¼ ±³¹¥±²¢¥®¥ ¢«¨¿¨¥   ¤®-
¬¥³¾ ±²°³ª²³°³ ¢¥¹¥±²¢  ¨ ¥¥ ®²ª«¨ª   ¢®§¤¥©±²¢¨¥ ¢¥¸¥£®
¬ £¨²®£® ¯®«¿.

�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¤®¬¥®¢ ®ª §»¢ ¥² ¢«¨¿¨¥   ¯°®¶¥±±»  -
¬ £¨·¨¢ ¨¿ ¨ ¯¥°¥¬ £¨·¨¢ ¨¿ ´¥°°®¬ £¨²»µ ¬ ²¥°¨ «®¢.
� ®²±³²±²¢¨¥ ¢¥¸¥£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ´¥°°®¬ £¨²»© ®¡° §¥¶
¢ ° ¢®¢¥±®¬ ±®±²®¿¨¨ ¥ ¨¬¥¥² °¥§³«¼²¨°³¾¹¥©  ¬ £¨·¥-
®±²¨: X

i

MsVi cos �i = 0; (12.40)

£¤¥ Vi | ®¡º¥¬ i-£® ¤®¬¥ , �i | ³£®« ¬¥¦¤³  ¬ £¨·¥®±²¼¾
i-£® ¤®¬¥  ¨ «¾¡»¬ ´¨ª±¨°®¢ »¬  ¯° ¢«¥¨¥¬ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥.

�±«¨ ª ®¡° §¶³ ¯°¨«®¦¨²¼ ¢¥¸¥¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥ B, ²® ®¡° -
§¥¶  ·¨ ¥²  ¬ £¨·¨¢ ²¼±¿, ¨ ¢¤®«¼  ¯° ¢«¥¨¿ B ¯®¿¢«¿-
¥²±¿ °¥§³«¼²¨°³¾¹¨© ¬ £¨²»© ¬®¬¥² �MB, ª®²®°»© ±ª« ¤»-
¢ ¥²±¿ ¨§ ¤¢³µ ±« £ ¥¬»µ:

�MB =Ms

X
i

cos �i�Vi +Ms

X
i

Vi�(cos �i); (12.41)

£¤¥ �Vi ®¡³±«®¢«¥® ¨§¬¥¥¨¥¬ ®¡º¥¬  i-£® ¤®¬¥ ,   �(cos �i) ®¡³-
±«®¢«¥® ¨§¬¥¥¨¥¬  ¯° ¢«¥¨¿  ¬ £¨·¥®±²¨ ¢ i-¬ ¤®¬¥¥.
�¡  ½²¨ ¯°®¶¥±±  ¢ °¥ «¼»µ ¢¥¹¥±²¢ µ ¨¬¥¾² ¥®¡° ²¨¬»© µ -
° ª²¥°, ². ¥. ¯°¨ ±¿²¨¨ ¢¥¸¥£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ±¨±²¥¬  ¬ £-
¨²»µ ¤®¬¥®¢ ¥ ¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¯¥°¢® · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥.

�¨§¨·¥±ª ¿ ¯°¨·¨  ¥®¡° ²¨¬»µ ¨§¬¥¥¨©  ¬ £¨·¥®-
±²¨ ´¥°°®¬ £¥²¨ª®¢ ¯°¨ ¨µ  ¬ £¨·¨¢ ¨¨ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬,
·²® ¨µ ¤®¬¥ ¿ ±²°³ª²³°  § ¢¨±¨² ª ª ®² ¢³²°¥¥£® ±²°®¥¨¿ ¨
¬¥¦ ²®¬»µ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨©, ² ª ¨ ®² ¢¥¸¨µ ³±«®¢¨©, ¢ · ±²-
®±²¨, ®² ¢¥«¨·¨» ¯°¨«®¦¥®£® ¢¥¸¥£® ¯®«¿. � ±«³· ¥ ¥
®·¥¼ ±¨«¼»µ ¬ £¨²»µ ¯®«¥© ¢ ¬®£®¤®¬¥®¬ ®¡° §¶¥ ±³¹¥-
±²¢³¥², ª ª ¯° ¢¨«®, ¬®£® ° ¢®¢¥±»µ ¬¥² ±² ¡¨«¼»µ ±®±²®¿-
¨©, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ° §«¨·»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®£®
¯®²¥¶¨ « . �¥°¥µ®¤ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ ±®±²®¿¨¿¬¨ § ²°³¤¥  «¨-
·¨¥¬ ½¥°£¥²¨·¥±ª¨µ ¡ °¼¥°®¢ (². ¥. ¬ ª±¨¬³¬®¢ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥-
±ª®£® ¯®²¥¶¨ « , ° §¤¥«¿¾¹¨µ ¥£® ®²®±¨²¥«¼»¥ ¬¨¨¬³¬»).
� ¥±«¨ ¢»±®²  ½²¨µ ¯®²¥¶¨ «¼»µ ¡ °¼¥°®¢ § ¬¥²® ¡®«¼¸¥ µ -
° ª²¥°»µ ¢¥«¨·¨ ±°¥¤¥© ²¥¯«®¢®© ½¥°£¨¨ � kBT , ²® ²¥¯«®¢»¥
´«³ª²³ ¶¨¨ ¥ ¬®£³² ¢»§¢ ²¼ ¯¥°¥µ®¤®¢ ±¨±²¥¬» ¬¥¦¤³ ®²®±¨-
²¥«¼»¬¨ ¬¨¨¬³¬ ¬¨ ¯®²¥¶¨ « .



296 �«. 12. � £¨²®³¯®°¿¤®·¥»¥ ±²°³ª²³°»

�²  ¥®¡° ²¨¬®±²¼ ¯°®¶¥±±®¢  ¬ £¨·¨¢ ¨¿ ¯°¨¢®¤¨² ª ¿¢-
«¥¨¾ ¬ £¨²®£® £¨±²¥°¥§¨± , ². ¥. ª ¥®¤®§ ·®© § ¢¨±¨-
¬®±²¨ (®²±² ¢ ¨¾)  ¬ £¨·¥®±²¨M ´¥°°®¬ £¥²¨ª  ®² ¢¥¸-

¥£® ¯®«¿ B. �¨¯¨· ¿ ª°¨¢ ¿
 ¬ £¨·¥®±²¨ ¨ ¯¥²«¿ £¨±²¥°¥-
§¨±  ¢ ±« ¡»µ ¬ £¨²»µ ¯®«¿µ
¯®ª §     °¨±.12.7. � ª±¨¬ «¼-
 ¿ ¢¥«¨·¨  ¯®«¿ Bm ±®®²¢¥²±²-
¢³¥²  ¬ £¨·¥®±²¨  ±»¹¥-
¨¿, Mr | ¢¥«¨·¨  ®±² ²®·®©
 ¬ £¨·¥®±²¨. �¥«¨·¨  ¬ £-
¨²®£® ¯®«¿ Bc, ¯°¨ ª®²®°®¬  -
¬ £¨·¥®±²¼ ®¡° §¶  ®¡° ¹ ¥²-
±¿ ¢ ³«¼,  §»¢ ¥²±¿ ª®½°¶¨²¨¢-
®© ±¨«®©.

�¨±. 12.7. �°¨¢ ¿  ¬ £¨·¨¢ ¨¿
¨ ¯¥²«¿ £¨±²¥°¥§¨±  ¢ ®¡« ±²¨ ±« -
¡»µ ¬ £¨²»µ ¯®«¥©. OA |  -
· «¼»© ³· ±²®ª; ACA0 | ¨±-
µ®¤¿¹ ¿ ¢¥²¢¼ (®²¢¥· ¥² ³¬¥¼¸¥-
¨¾ ¢¥«¨·¨» ¯®«¿ B); A0C 0A|
¢®±µ®¤¿¹ ¿ ¢¥²¢¼ (³¢¥«¨·¥¨¥ ¢¥-
«¨·¨» ¯®«¿ B)

�¥«¨·¨» �s, Mr, Bm, Bc
±³¹¥±²¢¥® ° §«¨· ¾²±¿ ¢ ° §-
«¨·»µ ¬ £¨²»µ ¬ ²¥°¨ « µ.
� ² ¡«. 12.2 ¯°¨¢¥¤¥» § ·¥¨¿
Bc ¨Ms ¤«¿ ¥ª®²®°»µ À¬ £¨²®-
¬¿£ª¨µÁ ¬ ²¥°¨ «®¢.

�°¨¬¥¥¨¿ ¬ £¨²»µ ¬ ²¥-
°¨ «®¢ ¢¥±¼¬  ° §®®¡° §».� £-
¨²»¥ ±¯« ¢» ¯°¨¬¥¿¾² ¤«¿

¨§£®²®¢«¥¨¿ ±¥°¤¥·¨ª®¢ ²° ±´®°¬ ²®°®¢ ¤«¿ ½«¥ª²°®- ¨ ° ¤¨®-
²¥µ¨ª¨, ¬ £¨²®¯°®¢®¤®¢ ¤«¿ ¬ £¨²®¢ ¢ « ¡®° ²®°»µ ¨ ²¥µ®-
«®£¨·¥±ª¨µ ³±² ®¢ª µ ¨ ¢ ¬®¦¥±²¢¥ ¤°³£¨µ ³±²°®©±²¢. �¥ª®°¤-
»¬¨ § ·¥¨¿¬¨  ¬ £¨·¥®±²¨ ®¡« ¤ ¾² ±¯« ¢»   ®±®¢¥
Sm{Co. �¥°°®¤¨½«¥ª²°¨ª¨ (´¥°°¨²»), ¡« £®¤ °¿ ¬ «»¬ ¯®²¥°¿¬

�  ¡ «¨¶   12.2.� £¨²»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ®²¤¥«¼»µ ¢¥¹¥±²¢

� ²¥°¨ « �¨¬¨·¥±ª¨© ±®±² ¢, ¢¥±. % Bc, � 4�Ms, �±

Fe 0,05 ¯°¨¬¥±¨ 0,01 21600

45-¯¥°¬ ««®© 55 Fe; 45 Ni 0,3 16000

�³¯¥°¬ ««®© 16 Fe; 79 Ni; 5 Mo 0,002 7900

½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¯®«¿, ¸¨°®ª® ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ¢ ¢»±®ª®· ±²®²®©
½«¥ª²°®¨ª¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ �� ²° ´®°¬ ²®°®¢, ¢¥²¨«¥© ¨ ¤°. � £-
¨²»¥ ¯®«¨ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥ ¯«¥ª¨ ±«³¦ ² ®±®¢®© ¤«¿ ¬®£®-
·¨±«¥»µ ³±²°®©±²¢ µ° ¥¨¿ ¨´®°¬ ¶¨¨: ¬ £¨²»µ «¥²,
¤¨±ª¥² ¨ ¦¥±²ª¨µ ¤¨±ª®¢ (À¢¨·¥±²¥°®¢Á) ¢ ª®¬¯¼¾²¥°®© ²¥µ-
¨ª¥.
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�  ¤   · ¨

12.1. �¯°¥¤¥«¨²¼ ½¥°£¨¾ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬ £¨²»µ ¤¨¯®«¥© ¢ ±«³-
· ¥, ª®£¤  ®¨ «¥¦ ²   ®¤®© ¯°¿¬®© ¨ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤¨¯®«¨ ° ±¯®-
«®¦¥»   ¤¢³µ ¯ ° ««¥«¼»µ ¯°¿¬»µ. � ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¨¯®«¿¬¨ r,
¬ £¨²»© ¬®¬¥² ° ¢¥ ¬ £¥²®³ �®° .

12.2. �®·¥¬³ ¥«¼§¿ ®¡º¿±¨²¼ ¯°¨°®¤³ ´¥°°®¬ £¥²¨§¬  ¢§ ¨¬®¤¥©-
±²¢¨¥¬ ¬ £¨²»µ ¤¨¯®«¥©?

12.3. � ©²¨ ²¥¬¯¥° ²³°³ �¥¥«¿  ²¨´¥°°®¬ £¥²¨ª . �®±² ²  ¬®-
«¥ª³«¿°®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬ ²¥°¨ «  ° ¢  �BJg = 10

3 ½°£,   ²¥¬¯¥-
° ²³°  �¾°¨ | 2�.

12.4. � ±±·¨² ²¼ ®²®±¨²¥«¼³¾  ¬ £¨·¥®±²¼ ¦¥«¥§  ¯°¨ ²¥¬¯¥-
° ²³° µ 10, 20 ¨ 50 �.

12.5. � ±±·¨² ²¼ ±°¥¤¨¥ ° §¬¥°» ¤®¬¥  ¢ ´¥°°®¬ £¨²®¬ ª°¨-
±² ««¥, ¥±«¨ ²®«¹¨  ¯¥°¥µ®¤®£® ±«®¿ ° ¢  20 ¬¥¦ ²®¬»¬ ° ±±²®¿-
¨¿¬.

12.6. �¯°¥¤¥«¨²¼ ª®½°¶¨²¨¢³¾ ±¨«³ ¦¥«¥§  ¯°¨ ¯°®¨§¢®«¼®© ®°¨-
¥² ¶¨¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±¯®² ®©  ¬ £¨·¥®±²¨, ¥±«¨ ¨§¬¥°¨²¥«¼-
®¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥ ¯°¨«®¦¥® ¢¤®«¼ ®±¨ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª .
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�����������������

13.1. �¢«¥¨¥ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨

�® ¬®£¨µ ¬¥² «« µ ¨ ±¯« ¢ µ ¨ ¤ ¦¥ ¢ ±¨«¼® «¥£¨°®¢ »µ
¯®«³¯°®¢®¤¨ª µ ¯°¨ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¥®¡»·-
®¥ ¿¢«¥¨¥: ¨¦¥ ¥ª®²®°®© ª°¨²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° ²³°» ½«¥ª²°¨-
·¥±ª®¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¥ ¬ ²¥°¨ «  ¥®¦¨¤ ® ¯ ¤ ¥² ¤® ³«¿. �²®
¿¢«¥¨¥ ¡»«® ®²ª°»²® ¢ 1911 £®¤³ � ¬¥°«¨£-�¥±®¬ ¢ °²³²¨ ¨
¡»«®  §¢ ® ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾. � ²¥°¨ «», ª®²®°»¥  µ®-
¤¿²±¿ ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¬ ±®±²®¿¨¨, ®¡« ¤ ¾²  ®¬ «¼»¬¨ ´¨-
§¨·¥±ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨. �¥°¥·¨±«¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¨§ ¨µ.

1. �®£¤  ¢¥¹¥±²¢®  µ®¤¨²±¿ ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¬ ±®±²®¿¨¨,
¥§ ²³µ ¾¹¨© ½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ²®ª ¢ ¥¬ ¬®¦¥² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ª ª
³£®¤® ¤®«£®. �® ª° ©¥© ¬¥°¥, ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ² ª®© ¥§ ²³-
µ ¾¹¨© ²®ª  ¡«¾¤ «±¿ ¢ ²¥·¥¨¥ ¤¢³µ ± ¯®«®¢¨®© «¥².

2. �°¨ ª°¨²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ´ §®¢»© ¯¥°¥µ®¤
¨§ ®°¬ «¼®£® ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¥ ±®±²®¿¨¥. �¥¯«®¥¬ª®±²¼ ¢¥-
¹¥±²¢  ¢ ²®·ª¥ ´ §®¢®£® ¯¥°¥µ®¤  ¨±¯»²»¢ ¥² ±ª ·®ª. � ¯°¨ ¯®-
¨¦¥¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ²¥¯«®¥¬ª®±²¼ ½«¥ª²°®®£® £ §  ±²°¥¬¨²±¿
ª ³«¾ ¥ ¯® «¨¥©®¬³, ª ª ³ ®°¬ «¼»µ ¬¥² ««®¢,   ¯® ½ª±-
¯®¥¶¨ «¼®¬³ § ª®³. �®®²¢¥²±²¢¥®, § ·¥¨¥ ½²°®¯¨¨ ¢

�¨±. 13.1. �¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ¯ ° ¬¥²°» ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª : C | ²¥¯«®¥¬ª®±²¼,
S | ½²°®¯¨¿, F | ±¢®¡®¤ ¿ ½¥°£¨¿

±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¬ ±®±²®¿¨¨ ¨¦¥ § ·¥¨¿ ½²°®¯¨¨ ¢ ®°¬ «¼-
®¬ ±®±²®¿¨¨. �²®² ´ ª² ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ® ²®¬, ·²® ±¢¥°µ¯°®¢®-
¤¿¹¥¥ ±®±²®¿¨¥ ¡®«¥¥ ³¯®°¿¤®·¥®¥, ·¥¬ ®°¬ «¼®¥ ±®±²®¿¨¥
¬¥² ««  (°¨±. 13.1).
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3. �¥®¡»·»¬¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ¨ ¬ £¨²»¥ ±¢®©±²¢  ¢¥¹¥±²¢ 
¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¬ ±®±²®¿¨¨. � 1933 £®¤³ �¥©±¥° ¨ �ª±¥-
´¥«¼¤ ®¡ °³¦¨«¨, ·²®, ¥±«¨ ¬ ²¥°¨ «, ®¡« ¤ ¾¹¨© ±¢¥°µ¯°®¢®-
¤¿¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¨ ¯®¬¥¹¥»© ¢® ¢¥¸¥¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥,
®µ« ¤¨²¼ ¨¦¥ ª°¨²¨·¥±ª®© ²¥¬¯¥° ²³°», ². ¥. ¯¥°¥¢¥±²¨ ¥£® ¢
±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¥ ±®±²®¿¨¥, ²® ¢ ½²®¬ ±®±²®¿¨¨ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥
¡³¤¥² ¢»² «ª¨¢ ²¼±¿ ¨§ ®¡° §¶  (°¨±. 13.2). �²®² ½´´¥ª²  -
§»¢ ¥²±¿ ½´´¥ª²®¬ �¥©±¥° ,
¨ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ½²®£® ¿¢«¥¨¿
¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª¥ ³ª §»¢ ¥²  
²®, ·²® ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª ¿¢«¿¥²±¿
¨¤¥ «¼»¬ ¤¨ ¬ £¥²¨ª®¬. �®
½´´¥ª² �¥©±¥°  ±³¹¥±²¢³¥²
²®«¼ª® ¤® ®¯°¥¤¥«¥»µ¢¥«¨·¨
¯°¨«®¦¥®£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿.

�¨±. 13.2. �´´¥ª² �¥©±¥° 
� ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® § ·¥¨¿
¯®«¿Bc, ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ ª°¨-
²¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬, ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥ ¨±·¥§ ¥², ¨ ¢¥-
¹¥±²¢® ±² ®¢¨²±¿ ®°¬ «¼»¬ ¬¥² ««®¬. �® ¥±²¼ ¤®±² ²®·®
±¨«¼®¥ ¬ £¨²®¥ ¯®«¥ ° §°³¸ ¥² ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¼.

�¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¤·¥°ª³²¼, ·²® ±¢®©±²¢ , ¯¥°¥·¨±«¥»¥ ¢ ¯³ª-
² µ 2 ¨ 3, ¯°¨¶¨¯¨ «¼® ®²«¨· ¾² ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª ®² ¨¤¥ «¼®£®
¯°®¢®¤¨ª . �±«¨ ¤ ¦¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¼, ·²® ½«¥ª²°®» ¢ ¬¥² ««¥
¨¬¥¾² ¡¥±ª®¥·³¾ ¤«¨³ ±¢®¡®¤®£® ¯°®¡¥£  (¢ °¥ «¼»µ ¢¥¹¥-
±²¢ µ ² ª®£® ¥ ¡»¢ ¥²) ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¡¥±ª®¥·³¾ ¯°®¢®¤¨-
¬®±²¼, ²® ½²® ¥ ¯°¨¢¥¤¥² ª  ®¬ «¼®¬³ ¯®¢¥¤¥¨¾ ²¥¯«®¥¬ª®±²¨
½«¥ª²°®®£® £ §  ¨ ¬ £¨²»µ ±¢®©±²¢ ¬¥² «« .

�«¿ ¯®¨¬ ¨¿ ¿¢«¥¨¿ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ° §¢¨²» ¤¢  ¯®¤-
µ®¤ . �®£¨¥ ¢ ¦»¥ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª®¢ ³¤ -
¥²±¿ ®¯¨± ²¼   ®±®¢¥ ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª¨µ ³° ¢¥¨©. �°¨·¨»
¦¥ ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥£® ±®±²®¿¨¿ ¢»¿±¥» ¢ ¬¨ª-
°®±ª®¯¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ½«¥ª²°®®¢ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³-
¾¹¨µ ± ª®«¥¡ ¨¿¬¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨(´®® ¬¨). �¤¥±¼
±«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ®²ª°»²®¥ ¢ 1986£. ¿¢«¥¨¥ ¢»±®ª®²¥¬¯¥° -
²³°®© ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ (����) ¥¹¥ ¥ ¯®«³·¨«® ³¤®¢«¥²¢®°¨-
²¥«¼®£® ®¡º¿±¥¨¿   ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¬ ³°®¢¥.

� 1935 £®¤³ �.�®¤® ¨ �.�®¤® ³±² ®¢¨«¨ ¯°®±²®¥ ±®®²-
®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³ ¯®«¿¬¨ ¨ ²®ª ¬¨ ¨ ¯¥°¢»¬¨ ¨±±«¥¤®¢ «¨ ²® ´³-
¤ ¬¥² «¼®¥ ±¢®©±²¢® ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª , ·²® ¬ £¨²®¥ ¯®«¥ ¥
¯°®¨ª ¥² ¢ ¬¥² «« ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¬ ±®±²®¿¨¨. � ±±¬®²°¨¬
¬¥² «« ± ¯°®±²»¬ ¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨¬ § ª®®¬ ¤¨±¯¥°±¨¨ ¢ §®¥ ¯°®-
¢®¤¨¬®±²¨. �°¥¤±² ¢¨¬ ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ ª ª ±³¬¬³ ²°¥µ ±« -
£ ¥¬»µ:

F = Fn �
Z
Fsdr+Eª¨ +E¬ £; (13.1)
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£¤¥ Fn | ½¥°£¨¿ ®°¬ «¼®© ±®±² ¢«¿¾¹¥© ½«¥ª²°®®£® £ § ,
Fs | ±¢®¡®¤ ¿ ½¥°£¨¿   ¥¤¨¨¶³ ®¡º¥¬  ª®¤¥±¨°®¢ »µ
½«¥ª²°®®¢, Eª¨ | ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿, ±¢¿§  ¿ ± ¥§ ²³µ -
¾¹¨¬¨ ²®ª ¬¨,   E¬ £ | ½¥°£¨¿ «®ª «¼®£® ¬ £¨²®£® ¯®«¿
b(r). �¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°£¨¿ ° ¢ :

Eª¨ =
1

2

Z
nsm0v

2(r)dr; (13.2)

£¤¥ ns | ·¨±«® À±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¨µÁ ½«¥ª²°®®¢ ¢ 1 ±¬3, v(r) |
±ª®°®±²¼ ¤°¥©´  ½«¥ª²°®®¢ ¢ ²®·ª¥ r. �° ¢¥¨¥ (13.2) § ¯¨± ®
¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¯®«¥ b(r) ¨ ¤°¥©´®¢ ¿ ±ª®°®±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ¬ «®
¨§¬¥¿¾²±¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥. �ª®°®±²¼ ±¢¿§   ± ¯«®²®±²¼¾ ²®ª 
js(r):

nsev(r) = js(r): (13.3)

� £¨² ¿ ½¥°£¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬:

E¬ £ =

Z
b2(r)

8�
dr (13.4)

¨ ¯®«¥ b(r) ±¢¿§ ® ± js(r) ³° ¢¥¨¥¬ � ª±¢¥«« :

rotb(r) =
4�

c
js(r): (13.5)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±¢®¡®¤ ¿ ½¥°£¨¿ (13.1) ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

F = F0 +
1

8�

Z �
b2(r) + �2

L

�
rotb(r)

�
2

�
dr+ Fn; (13.6)

£¤¥ F0 =
R
Fsdr, �L =

�
m0c

2=(4�nse
2)
�
1=2

¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼
¤«¨».

�¨¨¬¨§¨°³¥¬ ±¢®¡®¤³¾ ½¥°£¨¾ ®²®±¨²¥«¼® ° ±¯°¥¤¥«¥-
¨¿ ¯®«¿ b(r):

�F =
1

4�

Z �
b � �b+ �2

L
rotb � ��rotb(r)�� dr =

=
1

4�

Z �
b(r) + �2

L
rot rotb(r)

�
�b(r)dr = 0: (13.7)

�²±¾¤   µ®¤¨¬, ·²® ª®´¨£³° ¶¨¿ ¯®«¿ b(r) ¢³²°¨ ®¡° §¶ , ±®-
®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¬¨¨¬³¬³ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨, ¤®«¦  ³¤®¢«¥²¢®-
°¿²¼ ³° ¢¥¨¾

b(r) + �2
L
rot rotb(r) = 0: (13.8)
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�²® ³° ¢¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ �®¤®®¢. �°¨¬¥¨¬ ½²®
³° ¢¥¨¥ ª § ¤ ·¥ ® ¯°®¨ª®¢¥¨¨ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¢ ®¡° §¥¶.
� ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸³¾ £¥®-
¬¥²°¨¾: ¯®¢¥°µ®±²¼ ®¡° §¶ 
±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯«®±ª®±²¼¾ xy, ¨
¯°®±²° ±²¢® ± z < 0 ¿¢«¿¥²±¿
¯³±²»¬ (°¨±. 13.3). �®£¤ , ¯®-
¬¨¬® (13.8), ¥±²¼ ³° ¢¥¨¿
� ª±¢¥«« :

rotb =
4�

c
js; (13.9)

div b = 0: (13.10)
�¨±. 13.3. � § ¤ ·¥ ® £«³¡¨¥ ¯°®¨ª®-
¢¥¨¿ ¯®«¿1.�®«¥b ¯ ° ««¥«¼® ®±¨ z.

�§ ³° ¢¥¨¿ (13.9) ±«¥¤³¥²,
·²® @b=@z = 0, ². ¥. «®ª «¼®¥ ¯®«¥ ¯®±²®¿® ¢ ¯°®±²° ±²¢¥.
�®½²®¬³ ¨§ (13.10) rotb = 0 ¨ js = 0. �®¤±² ¢¨¢ ½²®² °¥§³«¼² ² ¢
(13.8), ¨¬¥¥¬ b(r) = 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®«¥ b(r) ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼
 ¯° ¢«¥® ®°¬ «¼® ª ¯®¢¥°µ®±²¨.

2.�®«¥ ² £¥¶¨ «¼® ¨  ¯° ¢«¥® ¢¤®«¼ ®±¨ x. �®£¤  ³° ¢¥-
¨¥ (13.10) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨,   ¨§ ³° ¢¥¨¿ (13.9)
±«¥¤³¥², ·²® ²®ª js  ¯° ¢«¥ ¢¤®«¼ ®±¨ y:

db

dz
=

4�

c
jy ; (13.11)

¨ ¨§ ³° ¢¥¨¿ (13.8) ¨¬¥¥¬:

djs
dz

=
nse

2

m0c
b; (13.12)

d2b

dz2
=

b

�2
L

; �2
L
=

m0c
2

4�nse2
: (13.13)

�³²°¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª  °¥¸¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ½ª±¯®¥¶¨ «¼® ³¡»-
¢ ¾¹¨¬:

b(z) = b(0) exp(�z=�L): (13.14)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®¨ª ¥² ¢ ®¡° §¥¶ «¨¸¼   £«³¡¨³ �L.
�° ¢¥¨¥ �®¤®®¢ (13.8) ¯®«³·¥® ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ±ª®°®±²¼

v(r), ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯«®²®±²¼ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥£® ²®ª  ¿¢«¿¾²±¿
¬¥¤«¥® ¬¥¿¾¹¨¬¨±¿ ´³ª¶¨¿¬¨ ° ±±²®¿¨¿. �¤ ª® ±«¥¤³¥²
³²®·¨²¼,   ª ª¨µ ° ±±²®¿¨¿µ ½²¨ ´³ª¶¨¨ ¬¥¿¾²±¿ ¬ «®.
�°®¬¥ ¤«¨» ¯°®¨ª®¢¥¨¿ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¢£«³¡¼ ®¡° §¶ , ¤°³-
£®© ´³¤ ¬¥² «¼®© ¢¥«¨·¨®© ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®°-
°¥«¿¶¨® ¿ ¤«¨  ¨«¨ ¤«¨  ª®£¥°¥²®±²¨ �0. �¬¥®  
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¤«¨¥ ª®£¥°¥²®±²¨ ¤°¥©´®¢ ¿ ±ª®°®±²¼ ½«¥ª²°®®¢ ¤®«¦  ±« ¡®
¬¥¿²¼±¿, ·²®¡» ¡»«® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ³° ¢¥¨¥ �®¤®®¢. �®¿-
²¨¥ ª®°°¥«¿¶¨®®© ¤«¨» ¨ ¥¥ ´³¤ ¬¥² «¼®© °®«¨ ¢ ±¢®©±²-
¢ µ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª®¢ ¡»«® ¢¢¥¤¥® ¢ ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª®© ²¥®-
°¨¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ �¨§¡³°£®¬ ¨ � ¤ ³ ¢ 1950 £®¤³. � ½²®©
²¥®°¨¨ ¢¢®¤¨²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¯®°¿¤ª   (r) ² ª®©, ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿:

 �(r) (r) = ns(r); (13.15)

¨ ¯«®²®±²¼ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨ fs(r) ±¨±²¥¬» ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¨µ
½«¥ª²°®®¢ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ° §«®¦¥¨¿ ¢ °¿¤ ¯® ½²®¬³ ¯ -
° ¬¥²°³ ¯®°¿¤ª :

fs(r) = fn + aj j2+ 1

2
�j 4j+

+
1

4m0

����
�
�i~r� 2

eA

c

�
 

����2 + 1

8�
A � (r�r�A); (13.16)

£¤¥ a = �(T � Tc)=T±, Tc | ²¥¬¯¥° ²³°  ¯¥°¥µ®¤  ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®-
¤¿¹¥¥ ±®±²®¿¨¥, � ¨ � | ¥¨§¢¥±²»¥ ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª¨¥ ª®-
±² ²», fn | ¯«®²®±²¼ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨ ®°¬ «¼®© ±®±² ¢-
«¿¾¹¥©, A| ¢¥ª²®°»© ¯®²¥¶¨ «. �®¦¨²¥«¼ 2 ¯°¨ ¢¥ª²®°®¬
¯®²¥¶¨ «¥ ³·¨²»¢ ¥² ²®² ´ ª², ·²® ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¬ ±®±²®¿¨¨
®±¨²¥«¿¬¨ § °¿¤  ¿¢«¿¾²±¿ ¯ °» ½«¥ª²°®®¢.

�®« ¿ ±¢®¡®¤ ¿ ½¥°£¨¿ Fs =
R
fs(r)dr ¬¨¨¬¨§¨°³¥²±¿ ®²-

®±¨²¥«¼® ¢ °¨ ¶¨¨ ´³ª¶¨¨  (r). �®«³·¨¬:

�fs(r) =

= �a +�j j2 + 1

4m0

�
�i~r� 2eA

c

�
 �

�
�i~r� 2eA

c

�
� �+

� a � + �j j2 � +
1

4m0

�
�i~r� 2eA

c

�
 � �

�
�i~r� 2eA

c

�
� :

(13.17)

�®±«¥ ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿ ¯® · ±²¿¬ ¯®«³· ¥¬:Z
dr(r )(r� �) = �

Z
dr(r2 )� �: (13.18)

� °¥§³«¼² ²¥ ¨¬¥¥¬:

�

Z
fs(r)dr =

Z
f1(r)dr+

Z
f2(r)dr= 0; (13.19)
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£¤¥

f1(r) =

 
1

4m0

�
�i~r� 2eA

c

�
2

� a+ �j j2
!
 d �;

f2(r) =

 
1

4m0

�
�i~r� 2eA

c

�2

� a+ �j j2
!
 �d :

�²¥£° « ° ¢¥ ³«¾, ¥±«¨¢»° ¦¥¨¥ ¯®¤ ¨²¥£° «®¬ ° ¢® ³«¾,
¨ ²®£¤  ¨¬¥¥¬: 

1

4m0

�
�i~r� 2eA

c

�2

+ a� �j j2
!
 = 0; (13.20)

¨ ² ª®¥ ¦¥ ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥®¥ ³° ¢¥¨¥. �²¨ ±®®²®¸¥¨¿
 §»¢ ¾²±¿ ³° ¢¥¨¿¬¨ �¨§¡³°£ {� ¤ ³.

�¨¨¬¨§¨°³¿ ¯®«³¾ ½¥°£¨¾ Fs =
R
fs(r)dr ®²®±¨²¥«¼®

¢ °¨ ¶¨¨ ¢¥ª²®°®£® ¯®²¥¶¨ «  ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²® r �r �A =
= 4�j=c, ¯®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯«®²®±²¨ ²®ª :

j = � ie~
m0

( �r �  r �)� e2

m0c
 � A: (13.21)

�° ¢¥¨¥ (13.20) ¯®µ®¦¥   ³° ¢¥¨¥ �°¥¤¨£¥° ,   ³° ¢¥-
¨¥ (13.21) | ½²® ®¡»·®¥ ª¢ ²®¢®-¬¥µ ¨·¥±ª®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿
¯«®²®±²¨ ²®ª  · ±²¨¶ ± ¬ ±±®© 2m0 ¨ § °¿¤®¬ �2e. � ³° ¢¥¨¿
(13.21), (13.20) ¢µ®¤¿² «¨¸¼ ¤¢  ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª¨µ ¯ ° ¬¥²° 
�, �, ª®²®°»¥ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§ ¤¢³µ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»µ ¤ -
»µ,   ¯®²®¬ ± ¨µ ¯®¬®¹¼¾ ¢»·¨±«¨²¼ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¤ ®£®
±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª .

13.2. �«¨  ª®£¥°¥²®±²¨

� ©¤¥¬ °¥¸¥¨¥³° ¢¥¨¿ (13.20) ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ¢¥¸¥£® ¯®«¿,
². ¥. ¯®«®¦¨¬ A = 0. �®£¤ , ¢ ¯°¥¥¡°¥¦¥¨¨ ·«¥®¬ �j j2 ¤«¿
®¤®¬¥°®£® ±«³· ¿, ³° ¢¥¨¥ �¨§¡³°£ {� ¤ ³ ±¢¥¤¥²±¿ ª ¢¨¤³

� ~
2

4m0

d2 

dx2
= a : (13.22)

�¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼® exp (ix=�0), £¤¥ �0 =

=
�
~
2=(4m0a)

�1=2
.

� ³·¥²®¬ ·«¥  �j j2 ¨ ¯°¨A = 0 ³° ¢¥¨¥ (13.22) ¯°¨¨¬ ¥²
¢¨¤

� ~2

4m0

d2 

dx2
� a + �j j2 = 0: (13.23)
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� ©¤¥¬ °¥¸¥¨¥ ± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨  = 0 ¯°¨ x = 0
(®¡« ±²¼ ®°¬ «¼®£® ±®±²®¿¨¿) ¨  =  0 ¯°¨ x ! 1 (®¡« ±²¼
±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥£® ±®±²®¿¨¿). �¥¸¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

 (x) =

�
a

�

�1=2

th

�
xp
2�0

�
: (13.24)

� £«³¡¨¥ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª  ¬» ¨¬¥¥¬:

 0 =

�
a

�

�1=2

: (13.25)

�²® °¥¸¥¨¥ ®²¢¥· ¥² ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥£® ²¥°¬®-
¤¨ ¬¨·¥±ª®£® ±®±²®¿¨¿:

Fs = Fn � �2(T � Tc)
T 2
c �

: (13.26)

�±«¨ ²¥¯¥°¼ ¯°¨«®¦¨²¼¬ £¨²®¥ ¯®«¥, ²® ®® ¥ ¯°®¨ª ¥² ¢£«³¡¼
±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª , ² ª ·²® ½¥°£¨¿ (13.26) ¥ ¨§¬¥¨²±¿. �¥°£¨¿
¦¥ ¬ £¨²®£® ¯®«¿ ¢ (13.1) ®ª ¦¥²±¿ ¡®«¼¸®©, ¯®²®¬³ ·²® ¢ ¯°¨-
±³²±²¢¨¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª  ¯®«¥ ¤¥´®°¬¨°³¥²±¿. �²  ¤®¯®«¨²¥«¼-
 ¿ ½¥°£¨¿ ° ¢  B2=8�. �±«¨ ¦¥ ¯®«¥ ³¢¥«¨·¨²¼  ±²®«¼ª®,
·²® ¯°®¨£°»¸ ¢ ¬ £¨²®© ½¥°£¨¨ ¡³¤¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ ¢»¨£°»¸ ¢
±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨ (13.26), ²® ¬¥² «« ¯¥°¥©¤¥² ¢ ®°¬ «¼®¥ ±®-
±²®¿¨¥. �£® ½¥°£¨¿ ¢® ¢¥¸¥¬ ¬ £¨²®¬ ¯®«¥ ±² ¥² ¨¦¥.
� ª¨¬ ®¡° §®¬:

Fs = FN � a2

2�
= FN � B2

c

8�
; (13.27)

£¤¥ Bc | ª°¨²¨·¥±ª®¥ ¯®«¥, ° §°³¸ ¾¹¥¥ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¥ ±®-
±²®¿¨¥:

Bc =

�
4�a2

�

�1=2

: (13.28)

�«³¡¨  ¯°®¨ª®¢¥¨¿ ¯®«¿ ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª ¨¬¥¥² § ·¥¨¥:

�L =

�
m0c

2�

16�e2a

�1=2

: (13.29)

�¥§° §¬¥°»© ¯ ° ¬¥²° �

� =
�L
�0

=

�
m0c�

4e~�

�1=2

; (13.30)
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¨¬¥¾¹¨© ±¬»±« ®²®¸¥¨¿ ¤«¨» ¯°®¨ª®¢¥¨¿ ª ª®°°¥«¿¶¨-
®®© ¤«¨¥, ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¦®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª .
�® ½²®© ¢¥«¨·¨¥ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª¨ ° §«¨· ¾²±¿   ±¢¥°µ¯°®¢®¤-
¨ª¨ ¯¥°¢®£® (� < 1=

p
2) ¨ ¢²®°®£® (� > 1=

p
2) °®¤  (°¨±. 13.4).

�¨±. 13.4. �¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª¨ ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® °®¤ 

� ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª µ ¯¥°¢®£® °®¤  ¯°¨ ¯®«¿µ ¬¥¼¸¥ ª°¨²¨·¥±ª®-
£® Bc, ª®²®°®¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ¯°¨ T < Tc c ¯®¨¦¥¨¥¬ ²¥¬¯¥° -
²³°», ¯°®¨ª®¢¥¨¥ ¬ £¨²®£® ¯®²®ª  ¢³²°¼ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª 
¥ ¯°®¨±µ®¤¨². �°¨ ¯®«¿µ ¡®«¼¸¥ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª
¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ®°¬ «¼®¥ ±®±²®¿¨¥.

� ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª µ ¢²®°®£® °®¤  ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  ª°¨²¨·¥±ª¨µ
¯®«¿. �°¨ ¯®«¥, ¬¥¼¸¥¬ ¨¦¥£® ª°¨²¨·¥±ª®£® § ·¥¨¿ Bc1,
¬ £¨²»© ¯®²®ª ¥ ¯°®¨ª ¥² ¢³²°¼ ®¡° §¶ . �®£¤  ¯®«¥ ¡®«¼¸¥
¢¥°µ¥£® ª°¨²¨·¥±ª®£® ¯®«¿ Bc2, ¢¥±¼ ®¡° §¥¶ ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ®°-
¬ «¼®¥ ±®±²®¿¨¥. �°¨ § ·¥¨¿µ Bc1 < B < Bc2 ¯°®¨±µ®-
¤¨² · ±²¨·®¥ ¯°®¨ª®¢¥¨¥ ¯®«¿ ¢ ®¡° §¥¶, ¢ ª®²®°®¬ ¢®§¨-
ª ¥² ±«®¦ ¿ ±²°³ª²³°  ·¥°¥¤³¾¹¨µ±¿ ®¡« ±²¥© ± ®°¬ «¼»¬¨ ¨
±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¨¬¨ ²¨¯ ¬¨ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨.

13.3. �¢ ²®¢ ¨¥ ¬ £¨²®£® ¯®²®ª 

� ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¥ (13.21) ¤«¿ ¯«®²®±²¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥£®
²®ª  ¢ ³¯°®¹¥®© ´®°¬¥, ¯°¥¤¯®« £ ¿, ·²® ¯°¨ ¤ »µ ²¥°¬®¤¨-
 ¬¨·¥±ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¬®¤³«¼ ¯ ° ¬¥²°  ¯®°¿¤ª  j j ¥ ¬¥¿¥²±¿,
  ¬¥¿¥²±¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ²®«¼ª® ¥£® ´ § :

j = �
�
2e2

m0c
A+

~c

m0

r 
�
j j2: (13.31)

� ±±¬®²°¨¬ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª ¢ ´®°¬¥ ª®«¼¶  (°¨±. 13.5). �°®¨²¥£-
°¨°³¥¬ (13.31) ¯® ª®²³°³, «¥¦ ¹¥¬³ ¢ £«³¡¨¥ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª  ¨
¯°®µ®¤¿¹¥¬³ ¢®ª°³£ ®²¢¥°±²¨¿ ¢ ª®«¼¶¥. �®±ª®«¼ª³ ²®ª ¯°®²¥ª ¥²
²®«¼ª® ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª , ¯®«³·¨¬:I

jdl =

I �
2e2

m0c
A� e~

m0

r 
�
j j2dl = 0: (13.32)
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�® ²¥®°¥¬¥ �²®ª±  ¨¬¥¥¬:I
Adl =

Z
rAdS =

Z
BdS = �; (13.33)

£¤¥ �| ¬ £¨²»© ¯®²®ª, ¯°®µ®¤¿¹¨© ·¥°¥§ ª®«¼¶®. � ª ª ª j j2

�¨±. 13.5. �¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª ¢ ´®°¬¥ ª®«¼¶ . �®²³° ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿

¯°¨ ®¡µ®¤¥ ¯® § ¬ª³²®¬³ ª®²³°³ ¥ ¬¥¿¥²±¿, ´ §  ¯®²®ª ,
¯°®©¤¿ ·¥°¥§ ª®«¼¶®, ¨§¬¥¨²±¿   2�n, £¤¥ n | ¶¥«®¥ ·¨±«®.I

r dl = �' = 2�n: (13.34)

�§ (13.34) ¨ (13.33) ¯®«³·¨¬:

j�j = n~c

2e
= n�0: (13.35)

�¥«¨·¨  �0 = ~c=2e = 2;07 �10�7�± � ±¬2  §»¢ ¥²±¿ ´«¾ª±®®¬
¨«¨ ª¢ ²®¬ ¯®²®ª . �¢ ²®¢ ¨¥ ¯®²®ª   ¡«¾¤ ¥²±¿ ½ª±¯¥°¨-
¬¥² «¼®.

13.4. � ·¥±²¢¥»¥ ·¥°²» ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±ª®£® ¯®¤µ®¤ 

�°¨·¨®© ¢®§¨ª®¢¥¨¿ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥£® ±®±²®¿¨¿ ¿¢«¿-
¥²±¿ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ½«¥ª²°®®¢ ± ª®«¥¡ ¨¿¬¨ ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¨. �  ±·¥² ¤¢¨¦¥¨¿ ¨®®¢ ª³«®®¢±ª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥
¬¥¦¤³ ½«¥ª²°® ¬¨, ª®²®°®¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¨µ ®²² «ª¨¢ ¨¾, ¬®¦¥²
¯¥°¥®°¬¨°®¢ ²¼±¿ ¨ ±² ²¼ ½´´¥ª²¨¢»¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥¬ ¯°¨²¿-
¦¥¨¿ ¬¥¦¤³ ½«¥ª²°® ¬¨, ¨¬¥¾¹¨¬¨ ½¥°£¨¨ ¢¡«¨§¨ ¯®¢¥°µ®-
±²¨ �¥°¬¨. �²® ½´´¥ª²¨¢®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ½«¥ª²°® ¬¨
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± ¨¬¯³«¼± ¬¨ k ¨ k0 ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ¢»° ¦¥¨¥¬:

V e�

kk0 =
4�e2

q2 + q2
0

�
1 +

Q2(q)

!2 �Q2(q)

�
; (13.36)

£¤¥ q = k � k0, q0 = 4�e2@ne=@� | ¢®«®¢®© ¢¥ª²®° �®¬ ± {
�¥°¬¨, Q(q) = !(q)="(q) | · ±²®²  ´®®®¢ ± ³·¥²®¬ ½ª° ¨°®-
¢ ¨¿ ½«¥ª²°® ¬¨ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¨® ¬¨,
"(q) | ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª ¿ ¯°®¨¶ ¥¬®±²¼ ±°¥¤», ! | · ±²®²  ¯¥°¥-
µ®¤  ½«¥ª²°®  ¬¥¦¤³ ±®±²®¿¨¿¬¨ k ¨ k0.

�±«¨ ° §¨¶  ½¥°£¨© ¤¢³µ ½«¥ª²°®®¢ ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª ~!D, ²®
½²¨ ½«¥ª²°®» ¬®£³² ¨±¯»²»¢ ²¼ ½´´¥ª²¨¢®¥ ¯°¨²¿¦¥¨¥ ¨ ®¡° -
§®¢»¢ ²¼ ±¢¿§ ®¥ ±®±²®¿¨¥ ¯ °» ½«¥ª²°®®¢. �³¯¥°, ° ±±¬®²-
°¥¢ § ¤ ·³ ® ¤¢³µ ½«¥ª²°® µ ± ½¥°£¨¿¬¨ ¢»¸¥ ½¥°£¨¨ �¥°¬¨,
¯®ª § «, ·²®, ª ª¨¬ ¡» ±« ¡»¬ ¨ ¡»«® ½´´¥ª²¨¢®¥ ¯°¨²¿¦¥-
¨¥ ¬¥¦¤³ ½«¥ª²°® ¬¨, ±¢¿§ ®¥ ±®±²®¿¨¥ ¯ °» ±³¹¥±²¢³¥², ¨
½¥°£¨¿ ±¢¿§ ®© ¯ °» ¬¥¼¸¥ ½¥°£¨¨ �¥°¬¨:

"k = "F ��: (13.37)

�¥«¨·¨ �  §»¢ ¥²±¿ ½¥°£¥²¨·¥±ª®© ¹¥«¼¾ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª .
�¥°£¥²¨·¥±ª ¿ ¹¥«¼ ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª µ ¨¬¥¥² ¯°¨¶¨¯¨ «¼®¥
®²«¨·¨¥ ®² ½¥°£¥²¨·¥±ª®© ¹¥«¨, ¢®§¨ª ¾¹¥© ¯°¨ ®¡° §®¢ ¨¨
§®®© ±²°³ª²³°» ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ª°¨±² ««¨·¥±ª®©
°¥¸¥²ª¥, ° ±±¬®²°¥®© ¢ £«. 9. � ±«³· ¥ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª®¢ ½¥°£¥-
²¨·¥±ª ¿ ¹¥«¼ ¢®§¨ª ¥² ¡« £®¤ °¿ ½«¥ª²°®-½«¥ª²°®®¬³ ¢§ ¨-
¬®¤¥©±²¢¨¾, ª®²®°®¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ³¯®°¿¤®·¥¨¾ ½«¥ª²°®®¢ ¢ ¨¬-
¯³«¼±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.

�¥§³«¼² ², ¯®«³·¥»© �³¯¥°®¬, «¥£ ¢ ®±®¢³ ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±-
ª®© ²¥®°¨¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨, ±®§¤ ®© � °¤¨»¬, �³¯¥°®¬
¨ �°¨´´¥°®¬ ¢ 1957 £®¤³ (²¥®°¨¿ ���). � ½²®© ²¥®°¨¨ ¢ ª ·¥±²¢¥
®±®¢®£® ±²°®¨²±¿ ±®±²®¿¨¥, ¢ ª®²®°®¬ ¢±¥ ½«¥ª²°®» ®¡° §³¾²
±¢¿§ »¥ ¯ °». � ² ª®© ¬®¤¥«¨ ª ¦¤»© ½«¥ª²°® ¨£° ¥² ¤¢®¿ª³¾
°®«¼. � ®¤®© ±²®°®», ½«¥ª²°® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¢ ±¨«³ ¯°¨¶¨¯ 
� ³«¨ ®£° ¨·¥¨¥   ° §°¥¸¥»¥ § ·¥¨¿ ¢®«®¢»µ ¢¥ª²®°®¢
(±®±²®¿¨©), ¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ±®£« ±® °¥§³«¼² ²³, ¯®«³·¥®¬³
�³¯¥°®¬, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¤°³£¨¬ ½«¥ª²°® ¬ ®¡° §®-
¢»¢ ²¼ ±¢¿§ »¥ ¯ °». � ¤°³£®© ±²®°®», ½²®² ¦¥ ½«¥ª²°® ¢µ®-
¤¨² ¢ ±®±² ¢ ®¤®© ¨§ ±¢¿§ »µ ¯ °.

� ¯°®±²¥©¸¥© ¬®¤¥«¨, ª®£¤  ½´´¥ª²¨¢ ¿ ª®±² ²  ¢§ ¨¬®-
¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ½«¥ª²°® ¬¨ ° ¢  ¯®±²®¿®© ¢¥«¨·¨¥ �V0 ¯°¨j"kj ¨ j"k0 j, ¬¥¼¸¨µ ½¥°£¨¨ ~!D, ¨ ° ¢  ³«¾ ¯°¨ ¢±¥µ ®±² «¼-
»µ § ·¥¨¿µ ½¥°£¨¨ ½«¥ª²°®®¢, ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¥ ±®±²®¿¨¥
¢®§¨ª ¥² ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥

kBTc = 1;13~!D exp

�
� 2

D("F)V0

�
; (13.38)
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£¤¥ D("F) | ¯«®²®±²¼ ±®±²®¿¨©   ³°®¢¥ �¥°¬¨. �¥«¨·¨ 
½¥°£¥²¨·¥±ª®© ¹¥«¨ ¯°¨ ³«¥¢®© ²¥¬¯¥° ²³°¥:

�(0) = 2~!D exp

�
� 2

D("F)V0

�
: (13.39)

�§ (13.39) ¨ (13.38) ±«¥¤³¥² ´³¤ ¬¥² «¼ ¿ ´®°¬³« , ¥ § ¢¨-
±¿¹ ¿ ®² ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢:

�(0)

kBTc
= 1;76: (13.40)

�®±ª®«¼ª³ ¯ ° ¬¥²° V0D("F) ¢ (13.39) ¬®£® ¬¥¼¸¥ ¥¤¨¨¶», ¢¥-
«¨·¨  ¹¥«¨ �(0) ¬®£® ¬¥¼¸¥ ¤¥¡ ¥¢±ª®© ½¥°£¨¨ ~!D.

�§ ´®°¬³« (13.39) ¨ (13.38) ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥«¨·¨» ½¥°£¥²¨-
·¥±ª®© ¹¥«¨ ¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¯¥°¥µ®¤  ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¥ ±®±²®¿-
¨¥ ®¡ °³¦¨¢ ¾² ¨§®²®¯¨·¥±ª¨© ½´´¥ª², ¯®±ª®«¼ª³ ¤¥¡ ¥¢±ª ¿
½¥°£¨¿ § ¢¨±¨² ®² ¬ ±±» ¨§®²®¯®¢, ®¡° §³¾¹¨µ ª°¨±² ««.

� ²¥®°¨¨ ��� ¯°¥¤±ª §»¢ ¥²±¿ ² ª¦¥, ·²® ¢ ³«¥¢®¬ ¬ £¨²-
®¬ ¯®«¥ ¢¡«¨§¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ¯¥°¥µ®¤  ½¥°£¥²¨·¥±ª ¿ ¹¥«¼ �(T )
¨§¬¥¿¥²±¿ ¯® § ª®³:

�(T )

�(0)
� 1;74

�
1� T

Tc

�1=2

; (13.41)

² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥«¨·¨  �(T ) ¯°®¯®°¶¨® «¼  ¯ ° ¬¥²°³ ¯®°¿¤-
ª   , ¢¢¥¤¥®£® ¢ ´¥®¬¥®«®£¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ �¨§¡³°£ {� ¤ ³.

13.5. �´´¥ª²» ²³¥«¨°®¢ ¨¿

� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ¬¥² «« , ° §¤¥«¥»¥ ²®ª¨¬ ±«®¥¬ ¤¨½«¥ª-
²°¨·¥±ª®£® ¬ ²¥°¨ « . �°®¡«¥¬  ²³¥«¨°®¢ ¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¨§
¬¥² ««  ¢ ¬¥² «« ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ¯¥°¥µ®¤» ¬¥¦¤³ ±®±²®¿¨¿¬¨
ª ¦¤®£® ¬¥² ««  ± n ¨ n + �n · ±²¨¶ ¬¨. �¨ ¢¥° ½ª±¯¥°¨¬¥-
² «¼® ®¡ °³¦¨«, ·²® ¯°¨ ¨§ª®© ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¬¥¦¤³ ®°¬ «¼-
»¬ ¬¥² ««®¬ ¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª®¬, ª®²®°»¥ ° §¤¥«¥» ²®ª®©
¯«¥ª®© ¤¨½«¥ª²°¨ª , ²®ª ®²±³²±²¢®¢ « ¤® ®¯°¥¤¥«¥®© ¢¥«¨·¨»
¯°¨«®¦¥®£®  ¯°¿¦¥¨¿ (°¨±. 13.6). � ª ²®«¼ª® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥
 ¯°¿¦¥¨¿   § °¿¤ Ue ±² ®¢¨«®±¼ ¡®«¼¸¥ § ·¥¨¿ ½¥°£¥²¨-
·¥±ª®© ¹¥«¨ �, ²®ª ¯®¿¢«¿«±¿. � ¢¨±¨¬®±²¼ ²®ª  ®²  ¯°¿¦¥-
¨¿ ¢ ±«®¨±²®© ±¨±²¥¬¥ À®°¬ «¼»© ¬¥² ««{¤¨½«¥ª²°¨ª{±¢¥°µ-
¯°®¢®¤¨ªÁ ®¡³±«®¢«¥  ®¤®· ±²¨·»¬¨ ¯°®¶¥±± ¬¨ ²³¥«¨°®-
¢ ¨¿ ½«¥ª²°®®¢ ¨§ ®¤®£® ¬¥² ««  ¢ ¤°³£®©.

� 1962 £®¤³ �¦®§¥´±® ¯®ª § «, ·²® ¢ ±¨±²¥¬¥ À±¢¥°µ¯°®¢®¤-
¨ª{¤¨½«¥ª²°¨ª{±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ªÁ,  °¿¤³ ± ®¤®· ±²¨·»¬ ²³-
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¥«¨°®¢ ¨¥¬, ¨¬¥¥²±¿ ² ª®£® ¦¥ ¯®°¿¤ª  ¢¥°®¿²®±²¼ ²³¥«¨°®-
¢ ¨¿ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥© ¯ °». �§ ½²®£® ´ ª²  ±«¥¤³¥², ·²® ¤ ¦¥ ¢

�¨±. 13.6. �®«¼²- ¬¯¥° ¿µ ° ª²¥°¨±²¨ª ±¨±²¥¬» À¬¥² ««{¤¨½«¥ª²°¨ª{¬¥² ««Á

®²±³²±²¢¨¥ ¢¥¸¥£®  ¯°¿¦¥¨¿ ·¥°¥§ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª¨© ª®² ª²
¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª ¬¨ ¬®¦¥² ²¥·¼ ²®ª (±² ¶¨® °»©
½´´¥ª² �¦®§¥´±® ).

13.6. �»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°»¥ ±¢¥°¯°®¢®¤¨ª¨

� ¬®¬¥²  ®²ª°»²¨¿ ¢ 1911 £®¤³ ½´´¥ª²  ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨
¢±¥ ¯®±«¥¤³¾¹¨¥ £®¤» ¸¥« ¨²¥±¨¢»© ¯®¨±ª ² ª¨µ ¬ ²¥°¨ «®¢,
ª®²®°»¥ ¡» ®¡« ¤ «¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¯°¨ ¡®«¥¥ ¢»-
±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �¤ ª® ¢±¥ ¨§¢¥±²»¥ ¬¥² ««», ° §®®¡° §-
»¥ ±¯« ¢»   ¨µ ®±®¢¥ ¨ ±¨«¼® «¥£¨°®¢ »¥ ¯®«³¯°®¢®¤¨ª¨
¯°¥²¥°¯¥¢ ¾² ´ §®¢»© ¯¥°¥µ®¤ ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¥ ±®±²®¿¨¥ ¯°¨
®·¥¼ ¨§ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. � ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥ Tc = 23;2�
¤«¿ ² ª¨µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ¡»«® ¯®«³·¥®   ¯«¥ª¥ Nb3Ge ¨, ¥±¬®-
²°¿   ¢±¥ ³±¨«¨¿ ¯®¢»±¨²¼ ²¥¬¯¥° ²³°³ ¯¥°¥µ®¤  Tc, ½²  ¢¥«¨·¨ 
®±² ¢ « ±¼ °¥ª®°¤®© ¤® 1986 £®¤ .

� 1986 £®¤³ �¥¤®°¶ ¨ �¾««¥° ±®®¡¹¨«¨, ·²® ¢ ±¨±²¥¬¥
La1;35Ba0;15CuO4 ®¨ ®¡ °³¦¨«¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¯°¨
²¥¬¯¥° ²³°¥ ¢»¸¥ 35�. �  ®²ª°»²¨¥¬ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢ ±¨±²¥-
¬¥ La{Ba{Cu{O ¯®±«¥¤®¢ «® ®²ª°»²¨¥ ¥±ª®«¼ª¨µ ¤¥±¿²ª®¢ ±®¥¤¨-
¥¨©, ¨¬¥¾¹¨µ ²¥¬¯¥° ²³°³ ¯¥°¥µ®¤  ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¿¹¥¥ ±®±²®¿-
¨¥ ¢ ±²® ¨ ¡®«¥¥ ª¥«¼¢¨®¢. �  ¨¡®«¥¥ ¨§³·¥®¬ ª  ±²®¿¹¥¬³
¢°¥¬¥¨ ¬ ²¥°¨ «¥ YBa2Cu3O7 ²¥¬¯¥° ²³°  ¯¥°¥µ®¤  ¢ ±¢¥°µ¯°®-
¢®¤¿¹¥¥ ±®±²®¿¨¥ ±®±² ¢«¿¥² Tc = 90�.

�±¥ ±®¥¤¨¥¨¿ ± ¢»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°®© ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¼¾
¨¬¥¾² ±«®¦³¾  ²®¬³¾ ±²°³ª²³°³. � ° ª²¥°®© ®±®¡¥®±²¼¾
¤«¿ ¨µ ¿¢«¿¥²±¿  «¨·¨¥ «¨¡® ¯«®±ª®±²¥© CuO2, «¨¡® ª ª ¯«®±-
ª®±²¥©, ² ª ¨ ¶¥¯®·¥ª CuO. �°¨¿²® ±·¨² ²¼, ·²® ¯«®±ª®±²¨ CuO2
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¨£° ¾² ®¯°¥¤¥«¿¾¹³¾ °®«¼ ¢ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¤ »µ ±®¥¤¨-
¥¨©.

�»±®ª®²¥¬¯¥° ²³°»¥ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª¨ ®¡« ¤ ¾² ¬®£¨¬¨ ¨-
²¥°¥±»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ®²«¨·»¬¨ ®² ±¢®©±²¢ Àª« ±±¨·¥±ª¨µÁ
±¢¥°µ¯°®¢®¤¨ª®¢, ¨ ¯®¯»²ª¨ ®¡º¿±¥¨¿ ½²¨µ ±¢®©±²¢ ¢ ° ¬ª µ
³¦¥ ° §¢¨²®© ²¥®°¨ ±¢¥°µ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ���  ² «ª¨¢ ¾²±¿  
®¯°¥¤¥«¥»¥ ²°³¤®±²¨: ¬®£¨¥ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®  ¡«¾¤ ¥¬»¥
±¢®©±²¢  ¢ ½²®© ²¥®°¨¨ ¥  µ®¤¿² ®¡º¿±¥¨¿.

�  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¯°®¤®«¦ ¾²±¿ ¨²¥±¨¢»¥ ¯®¨±ª¨ ®¢»µ
¢¥¹¥±²¢ ± ¥¹¥ ¡®«¥¥ ¢»±®ª¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨ Tc.



� «   ¢   14

������� ����
� ����������� ����������

� ±±¬®²°¥»¥ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°» ±²°®¥¨¿ ¨ ±¢®©±²¢ ²¢¥°¤»µ ²¥«
®¯¨° ¾²±¿   ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ¡¥§³ª®°¨§¥® ¯° ¢¨«¼®¬ ° ±¯®-
«®¦¥¨¨  ²®¬®¢ ¢ ²°¥µ¬¥°®© ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¥. � ª®¥
¯°¥¤±² ¢«¥¨¥, ª®²®°®¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ¬®£®·¨±«¥»¬ ¢¥°»¬ °¥-
§³«¼² ² ¬, ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¿¢«¿¥²±¿ ¨¤¥ «¼»¬ ¯°¥¤¥«¼»¬ ±«³-
· ¥¬ ¢ ¡¥±·¨±«¥®¬ ¬®¦¥±²¢¥ °¥ «¼»µ ²¢¥°¤»µ ²¥«. À�¥¨¤¥-
 «¼®±²¼Á ¬®¦¥² ¡»²¼ § «®¦¥  ¢ ± ¬®¬ ±²°®¥¨¨ ¤ ®£® ª°¨-
±² ««  ¨«¨ ¡»²¼ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ®²ª«®¥¨© ¢ ²¥µ®«®£¨¨,  ¯°¨¬¥°,
³¢¥«¨·¥¨¥ ±ª®°®±²¨ °®±²  ª°¨±² ««®¢ ¯°¨¢®¤¨² ª § µ¢ ²³ ¯®±²®-
°®¨µ  ²®¬®¢ ¨ ª ¯®¢»¸¥¨¾ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¯°¨¬¥±¥© ¨ ¤¥´¥ª-
²®¢ ° §«¨·®© ¯°¨°®¤».

�®±¨¬»¥  ¬¥°¥® ¯°¨¬¥±¨ ª °¤¨ «¼® ¨§¬¥¿¾² ±¢®©±²¢ 
¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢.

� ¯®¬®¹¼¾ ®¢»µ ²¥µ®«®£¨© ¯®«³·¥» ¥ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥
ª®¬¯®§¨¶¨®»¥ ¬ ²¥°¨ «», ¢ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¥² ¥¢®§¬®¦®¥
¢ ¨¤¥ «¼®¬ ª°¨±² ««¥ ±®·¥² ¨¥ ´¨§¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢. �®±«¥¤-
¨¥ ¤®±²¨¦¥¨¿ ²¥µ®«®£¨© ¯°¨¢¥«¨ ª ¢®§¬®¦®±²¨ ¯®±²°®¥¨¿
²¢¥°¤®£® ²¥«  ¡³ª¢ «¼® ¯®  ²®¬³, ² ª ·²® ¬®¦® ±®§¤ ¢ ²¼ ¢¥-
¹¥±²¢  ¢ ²¢¥°¤®© ´ §¥, ª®²®°»¥ ±®±²®¿² ¨§ ¬®® ²®¬»µ ±«®¥¢,
·¥°¥¤³¾¹¨µ±¿ ¢ § ¤ ®¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿¬¨ ¯®°¿¤ª¥ (ª¢ ²®¢»¥
±¢¥°µ±²°³ª²³°»).

� §¢ »¥ ¯°¨¬¥°» ¬®£®·¨±«¥»; ¢ ±³¹®±²¨, ¯®¨±ª ¬ ²¥-
°¨ «®¢ ± ®¢»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ª ª ° § ¨ ®±®¢    ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨
«¨¡® ° ¤¨ª «¼®¬ ¨§¬¥¥¨¨ ° ±¯®«®¦¥¨¿  ²®¬®¢ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥.
� ª¨¥ ¨§¬¥¥¨¿, ª®¥·®, ¯°¨¢®¤¿² ª ¨§¬¥¥¨¿¬ ¢ ±²°³ª²³°¥ ¨
±¨¬¬¥²°¨¨ ¢¥¹¥±²¢ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¨¤¥ «¼»¬ ª°¨±² ««®¬. �®-
½²®¬³ ¤ ¤¨¬ ¢® ¬®£®¬ ³±«®¢³¾ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¾ ²¢¥°¤»µ ²¥« ±
¥¨¤¥ «¼®© ±²°³ª²³°®©, ¯°¥¤±² ¢«¥³¾ ¨¦¥ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶»
(² ¡«. 14.1).

�°¨¿²® ° §«¨· ²¼ ¤¥´¥ª²» ² ª:
³«¼¬¥°»¥ (²®·¥·»¥), ®¤®¬¥°»¥ («¨¥©»¥) | ¤¨±«®ª -

¶¨¨, ¤¢³¬¥°»¥ |  ¯°¨¬¥°, ¬ «®³£«®¢»¥ £° ¨¶» ª°¨±² ««¨·¥-
±ª¨µ ¡«®ª®¢, ²°¥µ¬¥°»¥ | ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¥ ¤¥´¥ª²» ±²°®¥¨¿
®¡º¥¬»µ ª°¨±² ««®¢.
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�  ¡ «¨¶   14.1. �« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ²¢¥°¤»µ ²¥« ± ¥¨¤¥ «¼®© ±²°³ª²³°®©

�¢¥°¤®¥ ²¥«® �±®¡¥®±²¨ ±²°®¥¨¿ �°¨¬¥°»

�¤¥ «¼»¥ ª°¨±-
² ««»

�®¢¥°¸¥®¥ ±²°®¥¨¥;  -
«¨·¨¥ ¬ ª°®- ¨ ¬¨ª°®±ª®¯¨-
·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨

�»±®ª®±®¢¥°¸¥»¥
ª°¨±² ««» «¥©ª®± ¯-
´¨° 

�°¨±² ««» ± ²®-
·¥·»¬¨ ¤¥´¥ª-
² ¬¨

� «¨·¨¥ ¬ ª°®- ¨ ¬¨ª°®±ª®-
¯¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨, ¯°¨±³-
¹¥© ¨¤¥ «¼»¬ ª°¨±² «« ¬

�¥£¨°®¢ »¥ ¯®«³¯°®-
¢®¤¨ª®¢»¥ ª°¨±² ««»

�°¨±² ««» ± ²®-
·¥·»¬¨ ¤¥´¥ª-
² ¬¨ ¨ ¤¨±«®ª -
¶¨¿¬¨

� «¨·¨¥ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®©
±¨¬¬¥²°¨¨. �®ª «¼»¥  -
°³¸¥¨¿ ²° ±«¿¶¨®®©
±¨¬¬¥²°¨¨

�¥«®·®-£ «®¨¤»¥
ª°¨±² ««»

�°¨±² ««» ± ¬ ª-
°®¤¥´¥ª² ¬¨
(¤¢®©¨ª¨, ¡«®·-
®¥ ±²°®¥¨¥)

� «¨·¨¥ ¬ ª°®- ¨ ¬¨ª°®±ª®-
¯¨·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ¢ ¡«®-
ª µ;  °³¸¥¨¥ ¬ ª°®±ª®¯¨-
·¥±ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨

�®£¨¥ ª°¨±² ««» ¥±²¥-
±²¢¥®£® ¯°®¨±µ®¦¤¥-
¨¿

�¢ §¨®¤®°®¤»¥
±°¥¤»

�³¹¥±²¢¥»¥  °³¸¥¨¿
¬ ª°®- ¨ ¬¨ª°®±ª®¯¨·¥±-
ª®© ±¨¬¬¥²°¨¨ ( ¯°¨¬¥°,
¬®¦¥² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ®±¼
±¨¬¬¥²°¨¨ 5-£® ¯®°¿¤ª )

�¢ §¨ª°¨±² ««»

�¤®°®¤»¥ ¥-
ª°¨±² ««¨·¥±ª¨¥
±°¥¤»

�²±³²±²¢³¥² ¤ «¼¨© ¯®°¿-
¤®ª, ¥±²¼ ¡«¨¦¨© ¯®°¿¤®ª ¢
° ±¯®«®¦¥¨¨  ²®¬®¢

�²¥ª« 

�¥®¤®°®¤»¥
±°¥¤»

�²±³²±²¢³¥² ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±-
ª ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿; ¤ «¼¨© ¨
¡«¨¦¨© ¯®°¿¤®ª ° ±¯®«®-
¦¥¨¿  ²®¬®¢ ±®µ° ¿¾²±¿ ¢
¬ «»µ ®¡º¥¬ µ

�¨² ««» (§ °®¤»¸¨
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ´ §» ¢
 ¬®°´®© ´ §¥ ¤ ®£®
¢¥¹¥±²¢ )

�®«¨ª°¨±² ««» � «¼¨© ¨ ¡«¨¦¨© ¯®°¿¤®ª
° ±¯®«®¦¥¨¿  ²®¬®¢ ±®µ° -
¿¾²±¿ ¢ ª°¨±² ««¨² µ; ¢®§-
¬®¦  ¨±ª³±±²¢¥ ¿  ¨-
§®²°®¯¨¿ (¨ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥-
±ª ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿), ¨¤³¶¨-
°®¢  ¿ ¢¥¸¨¬¨ ¢®§¤¥©-
±²¢¨¿¬¨

�¥° ¬¨ª¨ ¨ ¬¥² ««¨·¥-
±ª¨¥ ±¯« ¢»; ²¥ª±²³°» ¢
¨µ

�¢ §¨¤¢³¬¥°»¥
±²°³ª²³°»

À�°¨±² ««¨·¥±ª®¥Á ³¯®°¿¤®-
·¥¨¥ ¢ ¬®® ²®¬»µ ±«®¿µ;
³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ²° ±«¿¶¨®-
 ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ ¯¥°¯¥¤¨ª³-
«¿°® ±«®¾

�¢ ²®¢»¥ ±¢¥°µ±²°³ª-
²³°»
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14.1. �®·¥·»¥ ¤¥´¥ª²» ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»
¨ ±¢¿§ »¥ ± ¨¬¨ ±¢®©±²¢ 

� ·¨±«³ ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢ ®²®±¿²:
| ¯°¨¬¥±¨, ®¡° §³¾¹¨¥ ± ®±®¢»¬ ¢¥¹¥±²¢®¬ ²¢¥°¤»¥ ° ±-

²¢®°» § ¬¥¹¥¨¿ (¨®°®¤»¥  ²®¬» § ¬¥¹ ¾²  ²®¬» ¢ ³§« µ
ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨);

| ¯°¨¬¥±¨, ®¡° §³¾¹¨¥ ± ®±®¢»¬ ¢¥¹¥±²¢®¬ ²¢¥°¤»¥ ° ±-
²¢®°» ¢¥¤°¥¨¿ (¨®°®¤»¥  ²®¬» ¯®¯ ¤ ¾² ¢ ¬¥¦¤®³§«¨¿ |
§ ¨¬ ¾² ¨²¥°±²¨¶¨ «¼»¥ ¯®«®¦¥¨¿);

| ¢ ª ±¨¨ (®²±³²±²¢¨¥ ¥ª®²®°®£® ª®«¨·¥±²¢   ²®¬®¢ ®±®¢-
®£® ¢¥¹¥±²¢  ¢ ³§« µ °¥¸¥²ª¨).

14.1.1. �¥´¥ª²» ¯® �®²²ª¨. �°®±²»¥ ¢ ª ±¨¨, ª®²®°»¥ ² ª¦¥
¨¬¥³¾²±¿ ¤¥´¥ª² ¬¨ ¯® �®²²ª¨, | ½²® À¯³±²»¥Á ¬¥±²  ¢ ³§-
« µ °¥¸¥²ª¨ (°¨±. 14.1). �«¿ ²®£®, ·²®-
¡» ª°¨±² «« ¯°¨ ®¡° §®¢ ¨¨ ¢ ª ±¨©
®±² ¢ «±¿ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨ ¥©²° «¼»¬
¢® ¢±¥¬ ®¡º¥¬¥, ¯°®¶¥±± ®¡° §®¢ ¨¿ ¢ -
ª ±¨¨ ¤®«¦¥ ±®¯°®¢®¦¤ ²¼±¿ ¬¨£° -
¶¨¥©  ²®¬ , ³¤ «¥®£® ¨§ ³§« ,   ¯®-
¢¥°µ®±²¼ ª°¨±² ««  (  °¨±. 14.1 ¥ ¯®-
ª § ).

�¨±. 14.1. �°¨¬¥°  ¨®®©
¢ ª ±¨¨ ¢ ¹¥«®·®-£ «®¨¤-
®¬ ª°¨±² ««¥

� ¨®»µ ª°¨±² «« µ ®¡»·® ®¡° -
§³¾²±¿ ¢ ®¤¨ ª®¢®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¨ ª -
²¨®»¥, ¨  ¨®»¥ ¢ ª ±¨¨. � ½²®¬
±«³· ¥  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®-
¢¨¥ ½«¥ª²°¨·¥±ª®©¥©²° «¼®±²¨. �±«®-
¢¨¾ ½«¥ª²°®¥©²° «¼®±²¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿-
¾² ¨ ² ª¨¥ ¯ °» ¤¥´¥ª²®¢: ¢ ª ±¨¿ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¬¥¦-
³§¥«¼»©  ²®¬, ¤¢  ¬¥¦³§¥«¼»µ  ²®¬  ¯°®²¨¢®¯®«®¦®£® § ª .

�¨±«® ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢ § ¤ ¥²±¿ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ²¥°¬®¤¨ -
¬¨·¥±ª®£® ° ¢®¢¥±¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ª°¨±² «« ±®¤¥°¦¨² N
 ²®¬®¢, ²® ¬®¦® ¯®¤±·¨² ²¼ ·¨±«® ¢ ª ±¨© n, ¯°¨¬¥¿¿ ´®°¬³«³
® ·¨±«¥ ±®·¥² ¨©:

Cn
N
=

N !

n!(N � n)!
= !; (14.1)

£¤¥ ! { ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²®±²¼. �±¯®«¼§³¿ ±®®²®¸¥¨¥
�®«¼¶¬   (8.55), ¢»·¨±«¨¬ ¨§¬¥¥¨¥ ½²°®¯¨¨ ¢ ² ª®© ±¨±²¥¬¥:

�S = kB ln

�
N !

n!(N � n)!

�
: (14.2)

�±«¨ ¤«¿ ®¡° §®¢ ¨¿ ®¤®© ¢ ª ±¨¨ ¥®¡µ®¤¨¬® § ²° ²¨²¼ ½¥°-
£¨¾W , ²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¡° §®¢ ¨¿ n ¢ ª ±¨© ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥ T
¯°®¨§®©¤¥² ¨§¬¥¥¨¥ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨ ª°¨±² ««  (8.71), ° ¢®¥

�F = �T�S + nW: (14.3)
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�·¨² ¿, ·²® ¢ ° ¢®¢¥±®¬ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¬ ±®±²®¿¨¨ ±¢®¡®¤-
 ¿ ½¥°£¨¿ ¬¨¨¬ «¼  ¨ ¯°¨¬¥¿¿ ´®°¬³«³ �²¨°«¨£  (8.60)
¤«¿ ¡®«¼¸®£® ·¨±«   ²®¬®¢ N � n, ¯®«³·¨¬, ·²® ·¨±«® ¢ ª ±¨©
¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥ T ° ¢®

n = N exp

�
� W

kBT

�
: (14.4)

�«¿ ¬¥¤¨ ½¥°£¨¿ ®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ª ±¨¨ ¨¬¥¥² § ·¥¨¥
W � 1 ½�, ²®£¤  ¨§ (14.4) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ²¥¬¯¥° ²³°¥ ¯« ¢«¥¨¿
T = 1356 �C ª®¶¥²° ¶¨¿ ¢ ª ±¨© ¤®«¦  ¤®±²¨£ ²¼ § ·¥¨¥
2 � 10�4.

14.1.2. �¥´¥ª²» ¯® �°¥ª¥«¾. �°³£®© ²¨¯ ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª-
²®¢ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¤¥´¥ª² ¯® �°¥ª¥«¾ |  ²®¬ ¯®ª¨¤ ¥² ³§¥«

°¥¸¥²ª¨ ¨ ±¬¥¹ ¥²±¿ ¢ ¬¥¦¤®³§«¨¥
(°¨±. 14.2).

�¨±. 14.2. �°¨¬¥° ¤¥´¥ª²  ¯®
�°¥ª¥«¾ ¢ ¹¥«®·®-£ «®¨¤-
®¬ ª°¨±² ««¥

�³±²¼ W1 | ½¥°£¨¿, ¥®¡µ®¤¨-
¬ ¿ ¤«¿ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿  ²®¬  ¨§ ³§« 
¢ ¬¥¦¤®³§«¨¥. �¨±«® ±¯®±®¡®¢, ª -
ª¨¬ n ¯®ª¨³¢¸¨µ ³§«»  ²®¬®¢ ¬®¦-
® ° §¬¥±²¨²¼ ¯® m ¬¥¦¤®³§«¨¿¬,
° ¢®

Cmn =
m!

n!(m� n)!
= !1: (14.5)

�®£¤  ¨§¬¥¥¨¥ ½²°®¯¨¨, ®¡³±«®¢-
«¥®¥ ¤¢³¬¿ ¯°®¶¥±± ¬¨ | ®¡° §®-

¢ ¨¥¬ n ¢ ª ±¨© ¨ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥¬ ½²¨µ n  ²®¬®¢ ¢ ¬¥¦¤®³§-
«¨¿ | ± ³·¥²®¬ (14.2), (14.1) ¨ (14.5) ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª:

�S = kB ln �!1 = kB ln

�
N !

n!(N � n)!
+

m!

n!(m� n)!

�
: (14.6)

�±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³ �²¨°«¨£ , ± ¯®¬®¹¼¾ (14.6) ¨ (14.3) ¨§¬¥¥-
¨¥ ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

�F = nW1 � kBT
�
N lnN � (N � n) ln (N � n) +m lnm�

� (m� n) ln (m� n)� 2n lnn
�
: (14.7)

�§ ³±«®¢¨¿ ¬¨¨¬³¬  ±¢®¡®¤®© ½¥°£¨¨

@F

@n
= 0 (14.8)
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¯®«³·¨¬:

W1 = kBT ln

�
(N � n)(m� n)

n2

�
: (14.9)

�±«¨ N � n, m� n, ²® ¨§ (14.9) ¨¬¥¥¬:

n =
p
Nm exp

�
� W1

2kBT

�
: (14.10)

�°¨ ¯®«³·¥¨¨ (14.10) ¥ ³·²¥» ¨§¬¥¥¨¿ ®¡º¥¬  ª°¨±² ««  ¨
±®¡±²¢¥»µ · ±²®² ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨, ¢»§¢ »¥ ®¡° §®¢ ¨¥¬
¤¥´¥ª²®¢. �°¨¬¥° ¬¨ ¤¥´¥ª²®¢ ¯® �°¥ª¥«¾ ¿¢«¿¾²±¿ ²®·¥·»¥
¤¥´¥ª²», ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¢ £¥°¬ ¨¨ ¨«¨ ¢ ª°¥¬¨¨ ¯°¨ ¡®¬¡ °¤¨-
°®¢ª¥ ¡»±²°»¬¨ ½«¥ª²°® ¬¨. � °¥§³«¼² ²¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ±¬¥¹¥¨¥
¥ª®²®°®£® ·¨±«   ²®¬®¢ ¨§ ³§«®¢ ¢ ¬¥¦³§¥«¼»¥ ¯®«®¦¥¨¿. � 
®¡° §®¢ ¨¥ ®¤®£® ² ª®£® ¤¥´¥ª²  ¢ Ge ¥®¡µ®¤¨¬  ½¥°£¨¿ ®ª®«®
3,6 ½�, ¢ Si | ®ª®«® 4,2 ½�.

�®°¬³«  (14.10) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢   ¨ ¤«¿ ° ±·¥²  ¯ °
ª ²¨®®- ¨®»µ ¢ ª ±¨©, ®¡° §®¢ ¨¥ ª®²®°»µ µ ° ª²¥°®
¤«¿ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢. �«¿ ½²®£® ±«³· ¿ ±«¥¤³¥² § ¯¨± ²¼

n = N exp

�
� W¯

2kBT

�
; (14.11)

£¤¥ W¯ | ½¥°£¨¿ ®¡° §®¢ ¨¿ ¯ ° ¢ ª ±¨©.
�°¨ ®¡° §®¢ ¨¨ ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢ ¢ ¨µ ®ª°¥±²®±²¨ ¯°®¨±µ®-

¤¿² § ¬¥²»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ °¥¸¥²ª¨:  ²®¬» ¢®ª°³£ ¢ ª ±¨¨ ±¤¢¨-
£ ¾²±¿ ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ½²®£® ¤¥´¥ª² , ¬¥¦³§¥«¼»©  ²®¬ ° §¤¢¨-
£ ¥² ¡«¨§«¥¦ ¹¨¥  ²®¬» (°¨±. 14.1, 14.2). �« £®¤ °¿ ½²®¬³ ®¡° -
§®¢ ¨¥ ¤¥´¥ª²  ¯® �®²²ª¨ ± ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥¬  ²®¬    ¯®¢¥°µ®±²¼
³¢¥«¨·¨¢ ¥² ®¡º¥¬ ª°¨±² ««  ¬¥¥¥, ·¥¬   ®¤¨  ²®¬»© ®¡º¥¬,
¯°¨ ½²®¬ ¯«®²®±²¼ ¤¥´¥ª²®£® ª°¨±² ««  ¤®«¦  ¡»²¼ ¬¥¼¸¥
¯® ±° ¢¥¨¾ ± À¨¤¥ «¼»¬Á ª°¨±² ««®¬. �¡° §®¢ ¨¥ ¤¥´¥ª² 
¯® �°¥ª¥«¾ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ ¬¥¿¥² ®¡º¥¬ ª°¨±² «« , ¢±«¥¤±²¢¨¥
·¥£® ¥£® ¯«®²®±²¼ ®±² ¥²±¿ ¥¨§¬¥®©. �®½²®¬³ ±° ¢¥¨¥ ¨§-
¬¥°¥®© ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ¯«®²®±²¨ ª°¨±² ««  ± ¥¥ § ·¥¨¥¬,
¢»·¨±«¥»¬ ¨±µ®¤¿ ¨§ ° §¬¥°®¢ ½«¥¬¥² °®© ¿·¥©ª¨ (À°¥²-
£¥®¢±ª ¿Á ¯«®²®±²¼), ¯°¨¶¨¯¨ «¼® ¯®§¢®«¿¥² ®¯°¥¤¥«¨²¼ ° §-
®±²¼ ·¨±«  ¬¥¦³§¥«¼»µ  ²®¬®¢ ¨ ¢ ª ±¨©.

14.1.3. �°¨¬¥±»¥  ²®¬». �°¨¬¥±»¥  ²®¬», ª ª ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢
³§«» °¥¸¥²ª¨, ² ª ¨ ¢ ¬¥¦¤®³§«¨¿, ² ª¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ ²®·¥·»¬¨ ¤¥-
´¥ª² ¬¨ ¨ ¬®£³² ®ª §»¢ ²¼ ±³¹¥±²¢¥®¥ ¢«¨¿¨¥   ª®¶¥²° -
¶¨¾ ±®¡±²¢¥»µ ¤¥´¥ª²®¢ ¢ ª°¨±² «« µ. � ¯°¨¬¥°, ¢ ª°¨±² ««¥
NaCl, ¢»° ¹¥®¬ ± ¯°¨¬¥±¼¾ CaCl2, ¨®» C 2+ § ¬¥¹ ¾² ¨®»
Na+, ¨ ¤«¿ ±®µ° ¥¨¿ «®ª «¼®© ½«¥ª²°®¥©²° «¼®±²¨ ¥®¡µ®-
¤¨¬® ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ®¡° §®¢ ¨¥ ª ²¨®»µ ¢ ª ±¨©  ²°¨¿,
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² ª ª ª ®¡° §®¢ ¨¥ ¬¥¦³§¥«¼»µ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¨®®¢ Cl� ½¥°-
£¥²¨·¥±ª¨ ¬¥¥¥ ¢»£®¤® (°¨±. 14.3). �°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ²¥¬¯¥° -
²³°» ·¨±«® ¯°¨¬¥±»µ ¤¥´¥ª²®¢ ®±² ¥²±¿ ¥¨§¬¥»¬, ª®¶¥-

²° ¶¨¿ ±®¡±²¢¥»µ ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢
¤®«¦  ¨§¬¥¿²¼±¿. � ª, ¯°¨ ¯®¨¦¥-
¨¨ ²¥¬¯¥° ²³°» ª®¶¥²° ¶¨¿ ¢ ª -
±¨© Na+ ¯®¨¦ ¥²±¿ ¨ ¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿ ª
ª®¶¥²° ¶¨¨ ¯°¨¬¥±¨,   ·¨±«® ¢ ª -
±¨© Cl� ±² ®¢¨²±¿ ¤ ¦¥ ¬¥¼¸¥, ·¥¬ ¢
¥«¥£¨°®¢ »µ ª°¨±² «« µ NaCl. �®-
±«¥¤¥¥ ±¢¿§ ® ± ²¥¬ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®¬,
·²® ®¡¹¥¥ ·¨±«® ±®¡±²¢¥»µ ²®·¥·»µ
¤¥´¥ª²®¢ (±³¬¬  ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨ ®²-
°¨¶ ²¥«¼»µ ¢ ª ±¨©) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿
±²°³ª²³°®© ª°¨±² ««  ¨ ²¥°¬®¤¨ ¬¨-
·¥±ª¨¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨. �«¨¿¨¥ ¯°¨¬¥±¨
  ª®¶¥²° ¶¨¾ ¢ ª ±¨© ¡³¤¥² ¬ «»¬

�¨±. 14.3. �®¯®«¨²¥«¼ ¿ª -
¨® ¿ ¢ ª ±¨¿ ¢ ¯°¨¬¥±-
®¬ ª°¨±² ««¥ NaCl : CaCl2

¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¨¬ «»µ ª®¶¥²° ¶¨¿µ ¯°¨¬¥±¨, ª®£¤ 
·¨±«® ¤¥´¥ª²®¢ ¯® �®²²ª¨ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ·¨±«®  ²®¬®¢ ¯°¨¬¥±¨.
� ±¨«¼® «¥£¨°®¢ »µ ª°¨±² «« µ ª®¶¥²° ¶¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®
§ °¿¦¥»µ ¢ ª ±¨© ¯° ª²¨·¥±ª¨ ° ¢  ª®¶¥²° ¶¨¨ ¤¢³µ¢ -
«¥²®© ¯°¨¬¥±¨, ·¨±«® ®²°¨¶ ²¥«¼® § °¿¦¥»µ ¢ ª ±¨© ¬ «®.
�¥¬ ± ¬»¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ¥©²° «¨§ ¶¨¿ ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢ ®²°¨¶ -
²¥«¼®£® § ª .

�´´¥ª² ¥©²° «¨§ ¶¨¨ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¥ ²®«¼ª® ± ¯®¬®¹¼¾
¯°¨¬¥±¥© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¢ «¥²®±²¨ ¨ § ª  § °¿¤ , ® ¨ ¡« -
£®¤ °¿ § µ¢ ²³ § °¿¦¥»µ ±¢®¡®¤»µ · ±²¨¶ | ½«¥ª²°®®¢ ¨«¨
¤»°®ª, ¬ «®¥ ·¨±«® ¯ ° ª®²®°»µ ¢®§¨ª ¥² ¨ ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ ¢
°¥§³«¼² ²¥ ²®£® ¨«¨ ¨®£® ¢®§¡³¦¤¥¨¿ | ²¥°¬¨·¥±ª®£®, ° ¤¨-
 ¶¨®®£®, ±¢¥²®¢®£®. �°¨ § µ¢ ²¥ ¢ À«®¢³¸ª³Á (¯®«®¦¨²¥«¼®
§ °¿¦¥»¥ ¯°¨¬¥±»© ¶¥²° ¨«¨ ¢ ª ±¨¿) ½«¥ª²°®  ¢ ² ª®¬
ª°¨±² ««¥ ®¡° §³¥²±¿ ¨§¡»²®ª ¤»°®ª, ¨ ® ¯°¨®¡°¥² ¥² ¤»°®·³¾
¯°®¢®¤¨¬®±²¼. �¥¬ ± ¬»¬ ² ª¨¥ ¤¥´¥ª²» ¿¢«¿¾²±¿  ª¶¥¯²®° ¬¨.
�±«¨ À«®¢³¸ª Á § °¿¦¥  ®²°¨¶ ²¥«¼®, ®  ¿¢«¿¥²±¿ ±¢®¥®¡° §-
»¬ ¤®®°®¬, ¨ ª°¨±² «« ¯°¨®¡°¥² ¥² ½«¥ª²°®³¾ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼.

14.1.4. �¥²°» ®ª° ±ª¨ ¢ ¨®»µ ª°¨±² «« µ. �§ ®¯»²  ¨§-
¢¥±²®, ·²® § ·¨²¥«¼»¥ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¢ ª ±¨© ¬®£³² ¢®§¨-
ª ²¼ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ®²ª«®¥¨¿  ²®¬®£® ±®±² ¢  ª°¨±² ««  ®² ±²¥µ¨®-
¬¥²°¨¨, ². ¥. ®² ±®®²¢¥²±²¢¨¿ ª®¶¥²° ¶¨¨ ª®¬¯®¥² ¢ ±«®¦®¬
µ¨¬¨·¥±ª®¬ ±®¥¤¨¥¨¨ ¥£® µ¨¬¨·¥±ª®© ´®°¬³«¥. � ª ¢®§¨ª ¾²
¶¥²°» ®ª° ±ª¨ ¢ ¹¥«®·®-£ «®¨¤»µ ±®¥¤¨¥¨¿µ. � ¯°¨¬¥°,
 £°¥¢ ¨¥ ��� ¢ ¯ ° µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¹¥«®·®£® ¬¥² «« 
¯°¨¢®¤¨² ª ¥£® ¨§¡»²ª³ ¢ ±®¥¤¨¥¨¨, ¢±«¥¤±²¢¨¥ ·¥£® ª°¨±² ««»
NaCl ®ª° ¸¨¢ ¾²±¿ ¢  ±»¹¥»© ¦¥«²»© ¶¢¥², ª°¨±² ««» KCl
¯°¨®¡°¥² ¾² ±¨¾¾ ®ª° ±ª³. �ª° ¸¨¢ ¨¥ ±¢¿§ ® ± ¢®§¨ª®-
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¢¥¨¥¬ ¢ ±¯¥ª²°¥ ¯®£«®¹¥¨¿ ±¢¥²  ¯®«®±» ¯®£«®¹¥¨¿,   ±®®²-
¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¤¥´¥ª²» ¯®«³·¨«¨  ¨¬¥®¢ ¨¥ F -¶¥²°®¢ (®² ¥¬.
Farbe | ª° ±ª ).

�±«¨ ¢ ª°¨±² «« µ ± ¨§¡»²ª®¬ ¹¥«®·®£® ¬¥² ««  ¡³¤¥² ¥¤®-
±² ²®·»¬ ·¨±«®  ²®¬®¢ £ «®£¥ , ¯°®¨±µ®¤¨² ¢®§¨ª®¢¥¨¥ ¢ -
ª ±¨© ¯® £ «®£¥³. �§¡»²®·»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© § °¿¤ ¨®®¢ ¹¥-
«®·®£® ¬¥² «« , ®ª°³¦ ¾¹¨µ ¤ ³¾  ¨®³¾ ¢ ª ±¨¾, ®¡° -
§³¥² ±®¢¬¥±²® ± ¥© ¯®«®¦¨²¥«¼® § °¿¦¥³¾ «®¢³¸ª³, ª®²®° ¿
±¯®±®¡  ª § µ¢ ²³ ±¢®¡®¤®£® ½«¥ª²°® . �®£« ±® ¬®¤¥«¨ �®²² {
�¥°¨, ±·¨² ¥²±¿, ·²® ¢®§¤¥©±²¢¨¥ ´®²®®¢ ®¯°¥¤¥«¥®© ½¥°£¨¨
®±¢®¡®¦¤ ¥² ² ª®© § µ¢ ·¥»© ½«¥ª²°® ¨§ «®¢³¸ª¨, ¡« £®¤ °¿
·¥¬³ ¢®§¨ª ¾² ¯®£«®¹¥¨¥ ±¢¥²  ¨ ´®²®¯°®¢®¤¨¬®±²¼, ª®²®°³¾
¬®¦® ®¡º¿±¨²¼ ¢³²°¥¨¬ ´®²®½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ½´´¥ª²®¬. �«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ½¥°£¨¿ ¨®¨§ ¶¨¨ F -¶¥²°  ¤®«¦  ¡»²¼ ¯°¨¬¥°®
° ¢  ½¥°£¨¨ ´®²®®¢ ±¥°¥¤¨» ¯®«®±» ¯®£«®¹¥¨¿. �·¥¢¨¤®,
·²®   «®£¨·»¥ ¯°®¶¥±±» ¤®«¦» ¨¬¥²¼ ¬¥±²®, ¥±«¨ ¢ ¹¥«®·®-
£ ««®¨¤»µ ª°¨±² «« µ ±³¹¥±²¢³¾² ª ²¨®»¥ ¢ ª ±¨¨. �³¦®,
®¤ ª®, ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® ¯®¤¢¨¦®±²¼ ¤»°®ª ¢ ¤¨½«¥ª²°¨ª µ-
´®²®¯°®¢®¤¨ª µ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¯°¥¥¡°¥¦¨¬® ¬ «®© ¯® ±° ¢¥-
¨¾ ± ¯®¤¢¨¦®±²¼¾ ½«¥ª²°®®¢.

�¯¨± »¥ ¯°®±²»¥ ¶¥²°» ®ª° ±ª¨ ¿¢«¿¾²±¿, ¯® ±³²¨, ¯¥°-
¢»¬¨ ¢ ¤®¢®«¼® ¤«¨®¬ ±¯¨±ª¥ ¶¥«®£® °¿¤  ¶¥²°®¢ ®ª° ±ª¨,
µ ° ª²¥°»µ ¤«¿ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢. � ª, ¢ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ±«³-
· ¿µ ¢®§¬®¦® ®¡° §®¢ ¨¥ ª®¬¯«¥ª±  ¨§ ¥±ª®«¼ª¨µ F -¶¥²°®¢.
� ¤® ±ª § ²¼, ·²® ¢ ¡®«¥¥ ±«®¦»µ ¯® ±²°®¥¨¾ ª°¨±² «« µ,  -
¯°¨¬¥°, ¢ ª¢ °¶¥, ®ª° ±ª  ¥ ±¢®¤¨²±¿ ²®«¼ª® ª ¤¥©±²¢¨¾ ¯°¨¬¥±-
»µ ¶¥²°®¢.

14.1.5. �¨´´³§¨¿ ¨ ¨® ¿ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¼ ¢ ª°¨±² «« µ
± ¢ ª ±¨¿¬¨. �²®¬»,  µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ¬¥¦¤®³§«¨¿µ, ± ª®¥·®©
¢¥°®¿²®±²¼¾ ¬®£³² § ¨¬ ²¼ ®¢»¥ ¯®§¨¶¨¨, ¯¥°¥µ®¤¿ ¨§ ®¤®£®
¬¥¦¤®³§«¨¿ ª ¤°³£®¬³. � «®£¨·»¥ ¯°®¶¥±±» ¨¤³² ¨ ¤«¿  ²®¬®¢,
 µ®¤¿¹¨µ±¿ ¢ ³§« µ °¥¸¥²ª¨, ¥±«¨ ¢ ª°¨±² ««¥ ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¥®¥
·¨±«® ¢ ª ±¨©. �±«¨ ª®¶¥²° ¶¨¿ ² ª¨µ ¤¥´¥ª²®¢ ¢ ª ª®¬-²®
«®ª «¼®¬ ®¡º¥¬¥ ¢»¸¥, ¤®«¦® ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¤¨´´³§¨®®¥ ¤¢¨-
¦¥¨¥  ²®¬®¢,  ¯° ¢«¥®¥ ² ª, ·²®¡» ¤®±²¨£ « ±¼ ° ¢®¢¥± ¿
ª®¶¥²° ¶¨¿ ¤¥´¥ª²®¢. � ¯°®¶¥±±¥ ² ª®£® ¤¢¨¦¥¨¿  ²®¬» ¯°¥-
®¤®«¥¢ ¾² ¯®²¥¶¨ «¼»¥ ¡ °¼¥°», ª®²®°»¥ ° §«¨·» ¤«¿ ° §®£®
²¨¯  ¤¥´¥ª²®¢. �¢ ²®¢®¥ ²³¥«¨°®¢ ¨¥ ±ª¢®§¼ ¡ °¼¥° ¨¬¥¥²
±¬»±« ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ¤«¿ «¥£ª¨µ  ²®¬®¢. �±®¢®¥ ³° ¢-
¥¨¥, ®¯¨±»¢ ¾¹¥¥ ¤¨´´³§¨¾  ²®¬®¢ ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥, | ½²® ´¥-
®¬¥®«®£¨·¥±ª¨© § ª® �¨ª :

J = �D gradn; (14.12)

£¤¥ J | ¢¥ª²®° ¯®²®ª  ¤¨´´³¤¨°³¾¹¨µ  ²®¬®¢, ·¨±«¥® ° ¢-
»© ª®«¨·¥±²¢³  ²®¬®¢, ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ ¥¤¨¨·³¾ ¯«®¹ ¤ª³ § 
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¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨; D | ª®½´´¨¶¨¥² ¤¨´´³§¨¨; n | ª®¶¥²° -
¶¨¿ ¤¨´´³¤¨°³¾¹¨µ  ²®¬®¢. �³±²¼ U | ¢»±®²  ¯®²¥¶¨ «¼-
®£® ¡ °¼¥° . �±«¨ · ±²®²  ª®«¥¡ ¨©  ²®¬  ° ¢  !, ¨ ¢»¯®«-
¿¥²±¿ ª« ±±¨·¥±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �®«¼¶¬  , ²® ¢¥°®¿²®±²¼ (¢
¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨)  ²®¬³ ¯°¥®¤®«¥²¼ ¯®²¥¶¨ «¼»© ¡ °¼¥° ¯°®-
¯®°¶¨® «¼  ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾

f � ! exp

�
� U

kBT

�
: (14.13)

� ±±¬®²°¨¬ ®¤®¬¥°³¾ § ¤ ·³ ¤«¿ ª³¡¨·¥±ª®£® ª°¨±² «« . �³±²¼
¤¢¥  ²®¬»¥ ¯«®±ª®±²¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»¥ ®±¨ x,  µ®¤¿²±¿  
° ±±²®¿¨¨ a, ¨ ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ±³¹¥±²¢³¥² £° ¤¨¥² ª®¶¥²° ¶¨¨
¤¨´´³¤¨°³¾¹¨µ  ²®¬®¢. �±«¨ ·¨±«®  ²®¬®¢, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¯®-
ª¨³²¼ ¯¥°¢³¾ ¯«®±ª®±²¼, ° ¢® q, ²® ¤«¿ ¢²®°®© ¯«®±ª®±²¨ ¨µ
·¨±«®, ¢±«¥¤±²¢¨¥ £° ¤¨¥²  ª®¶¥²° ¶¨¨, ¡³¤¥² ¡®«¼¸¥:

q + dq � q +
dq

dx
a: (14.14)

�®£¤ , ¨¬¥¿ ¢ ¢¨¤³ (14.13) ¨ (14.14), ¯®¤±·¨² ¥¬ ·¨±«®  ²®¬®¢,
¯¥°¥¬¥¹ ¾¹¨µ±¿ ¬¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨ §  1 ±:

J � qf �
�
q +

dq

dx
a

�
f = �af dq

dx
: (14.15)

�±«¨ n | ®¡º¥¬ ¿ ª®¶¥²° ¶¨¿ ¤¨´´³¤¨°³¾¹¨µ  ²®¬®¢, ²®
·¨±«®  ²®¬®¢, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¤¨´´³¤¨°®¢ ²¼ ± ¯¥°¢®© ¯«®±ª®±²¨,
¥±²¼: q = na (  ¥¤¨¨¶³ ¯«®¹ ¤¨). �®£¤  (14.15) ¬®¦® ¯°¥¤±² -
¢¨²¼ ² ª:

J � �a2f dn
dx

: (14.16)

�° ¢¨¢ ¿ (14.12) ¨ (14.16), ¯®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨-
¥²  ¤¨´´³§¨¨:

D = D0 exp

�
� U

kBT

�
= !a2 exp

�
� U

kBT

�
: (14.17)

�²  ½ª±¯®¥¶¨ «¼ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ª®½´´¨¶¨¥²  ¤¨´´³§¨¨ ®-
±¨² ² ª¦¥  §¢ ¨¥ § ª®  �°°¥¨³± . �²®¬»¥ ¬¥µ ¨§¬» ¤¨´-
´³§¨¨ ±¢¿§ » ± £¥®¬¥²°¨¥© °¥¸¥²ª¨. �  ¨¬¥¼¸¨¬¨ § ²° ² ¬¨
½¥°£¨¨ ¯°®¶¥±±» ¤¨´´³§¨¨ ¨¤³² ¯® ¯®¢¥°µ®±²¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« ,
  £° ¨¶ µ §¥°¥, ¢¤®«¼ «¨¨© ¤¨±«®ª ¶¨© ¨ ¤°³£¨µ ¤¥´¥ª²®¢
°¥¸¥²ª¨.

�®«¥¥ ²®·»© ° ±·¥², ±¤¥« »© �®²²®¬ ¨ �¥°¨, ¯®ª § «,
·²® § ·¥¨¿ D0 ¤®«¦» ¡»²¼ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ !a2:
¤«¿ ¤¥´¥ª²®¢ ¯® �®²²ª¨  ¤® ¢¢¥±²¨ ¯®¯° ¢®·»© ª®½´´¨¶¨¥²
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D0 ! (103�104)D0; ¤«¿ ¤¥´¥ª²®¢ ¯® �°¥ª¥«¾ D0 ! 102D0. �«¥-
¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¨ ¯°®·¨µ ° ¢»µ ³±«®¢¨¿µ ª®½´´¨¶¨¥² ¤¨´´³§¨¨
¤«¿ ¤¥´¥ª²®¢ ¯® �®²²ª¨ ¡³¤¥² § ¬¥²® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¤«¿ ¤¥´¥ª²®¢
¯® �°¥ª¥«¾.

� ¦¥©¸¨¬¨ ¢®§¬®¦»¬¨ ½«¥¬¥² °»¬¨ ¬¥µ ¨§¬ ¬¨ ¯¥-
°¥®±  ¢¥¹¥±²¢  ¿¢«¿¾²±¿:

1.�°¿¬®© ®¡¬¥  ²®¬ ¬¨ (°¨±. 14.4 ). � ª®© ¬¥µ ¨§¬ ¯°¥¤-
¯®« £ ¥² ±¨«¼³¾ ¤¥´®°¬ ¶¨¾ °¥¸¥²ª¨ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨¬¥¥²
¢»±®ª¨© ¯®²¥¶¨ «¼»© ¡ °¼¥°. �¡»·®¥ § ·¥¨¥ ½¥°£¨¨, ª®-
²®°³¾ · ±²¨¶» ¨¬¥¾² §  ±·¥² ª®«¥¡ ¨© °¥¸¥²ª¨, £®° §¤® ¬¥¼¸¥,
¯®½²®¬³ ² ª®© ¬¥µ ¨§¬ ¬ «®¢¥°®¿²¥.

2. � ª ±¨®»© ¬¥µ ¨§¬ (°¨±. 14.4¡). �¡¬¥ ¯°®¨±µ®¤¨²
¬¥¦¤³  ²®¬®¬ ¨ ¢ ª ±¨¥©, ¨ ± ½¥°£¥²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ½²®²
¬¥µ ¨§¬ ¡®«¥¥ ¯°¥¤¯®·²¨²¥«¥, ¯®±ª®«¼ª³ ½¥°£¨¿ § ²° ·¨¢ ¥²±¿
²®«¼ª®   ®²°»¢  ²®¬ ,   ¤¥´®°¬ ¶¨¨ °¥¸¥²ª¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ®²-
±³²±²¢³¾².

3. �®«¼¶¥¢ ¿ ¤¨´´³§¨¿ (°¨±. 14.4¢). �®£« ±® ¬®¤¥«¨ �¨¥° ,
±³¹¥±²¢³¥² ª®«¼¶¥¢®© ®¡¬¥ ¬¥±² ¬¨, ¢ ª®²®°®¬ ³· ±²¢³¾² ¥-
±ª®«¼ª®  ²®¬®¢. �®§¨ª ¾¹ ¿ ¯°¨ ½²®¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ § ·¨²¥«¼®
¬¥¼¸¥, ·¥¬ ¯°¨ ¯°¿¬®¬ ®¡º¥¬¥, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¡®«¥¥ ¨§ª¨¬
¿¢«¿¥²±¿ ¨ ¯®²¥¶¨ «¼»© ¡ °¼¥°.

4. �¥¦³§¥«¼»© ¬¥µ ¨§¬ (°¨±. 14.4£). �²®¬» ¤¨´´³¤¨-
°³¾² ·¥°¥§ ¬¥¦¤®³§«¨¿, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢®§¨ª ¾² § ¬¥²»¥ ¤¥´®°-
¬ ¶¨¨ °¥¸¥²ª¨ ¨ ¢»±®ª¨¥ ¯®²¥¶¨ «¼»¥ ¡ °¼¥°». �¤ ª® ¢ ²¢¥°-
¤»µ ° ±²¢®° µ ¢¥¤°¥¨¿, ª®²®°»¥ ±®±²®¿² ¨§ ®±®¢®© °¥¸¥²ª¨,
¢ ¯³±²®² µ (¬¥¦¤®³§«¨¿µ) ª®²®°®© ° §¬¥¹ ¾²±¿  ²®¬» ¬¥¼¸¨µ
° §¬¥°®¢ ( ¯°¨¬¥°, C, �, N), ² ª ¿ ¤¨´´³§¨¿ ¢¯®«¥ ¢¥°®¿² 
(°¨±. 14.4¤).

�«¿ ��� °¥¸¥²ª¨ ¬¥¤¨ ¯®²¥¶¨ «¼»¥ ¡ °¼¥°» ° ±±·¨² » ¨
¯°¨¢®¤¿²±¿ ¢ ² ¡«. 14.2.

�  ¡ «¨ ¶   14.2. � ·¥¨¿ ¯®²¥¶¨ «¼»µ ¡ °¼¥°®¢ U

¤«¿ ° §«¨·»µ ¬¥µ ¨§¬®¢ ¤¨´´³§¨¨ ¢ ¬¥¤¨

�¥µ ¨§¬
¤¨´´³§¨¨

� ª ±¨®»© �®«¼¶¥¢®© �¥¦³§¥«¼»© �°¿¬®©
®¡¬¥

U , ½� 0,66 0,94 2,39 2,63

�§ ² ¡«. 14.2 ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¬¥¤¨ ¤®«¦¥ ¡»²¼ ¯°¥¤¯®·²¨-
²¥«¼»¬ ¢ ª ±¨®»© ¬¥µ ¨§¬ ¤¨´´³§¨¨, ·²® ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿
½ª±¯¥°¨¬¥²®¬.

�«¿ ¤¨´´³¤¨°³¾¹¨µ § °¿¦¥»µ · ±²¨¶ ¥±²¼ ¢ ¦®¥ ±®®²-
®¸¥¨¥, ±¢¿§»¢ ¾¹¥¥ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ª®½´´¨¶¨¥² ¤¨´´³§¨¨ D ¨
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¯®¤¢¨¦®±²¼ ² ª¨µ · ±²¨¶ �. �³±²¼ ¢ ª°¨±² ««¥ ¯°¨±³²±²¢³¾²
²®«¼ª® ¤¥´¥ª²» ®¤®£® § ª ,  ¯°¨¬¥°, ª ²¨®». �®£¤  ¢ ¯°¨«®-
¦¥®¬ ¯®±²®¿®¬ ½«¥ª²°¨·¥±ª®¬ ¯®«¥ ¨ ¯°¨  «¨·¨¨ £° ¤¨¥² 

ª®¶¥²° ¶¨¨ § °¿¦¥»µ · ±²¨¶ ¡³¤³² ¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ ¤°¥©´®-
¢ ¿ ¨ ¤¨´´³§¨® ¿ ª®¬¯®¥²» ²®ª  ª ²¨®®¢:

j = j¤° + j¤¨´; (14.18)
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j = en�ª ²E� eDª ²grad(n): (14.19)

�§¬¥¥¨¥ ª®¶¥²° ¶¨¨ § °¿¦¥»µ ¤¥´¥ª²®¢ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬
½«¥ª²°¨·¥±ª®£® ¯®«¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ § ª®®¬ �®«¼¶¬  :

n(x) = n0 exp

�
eEx

kBT

�
: (14.20)

�³±²¼ ¢ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª®¬ ° ¢®¢¥±¨¨ ®¡¹¨© ²®ª (14.18) ®²±³²-
±²¢³¥² | ¤¨´´³§¨® ¿ ª®¬¯®¥²  ³° ¢®¢¥¸¨¢ ¥² ¤°¥©´®¢³¾.
�®£¤  ¯®±«¥ ¯®¤±² ®¢ª¨ (14.20) ¢ (14.18) ¯®«³· ¥¬ ±®®²®¸¥¨¥
�©¸²¥© :

� =
eD

kBT
; (14.21)

¯®«³·¥®¥ ¨¬ ¢¯¥°¢»¥ ¢ ²¥®°¨¨ ¡°®³®¢±ª®£® ¤¢¨¦¥¨¿, ®¤ ª®,
¨¬¥¾¹¥¥ ³¨¢¥°± «¼®¥ § ·¥¨¥. �±¯®«¼§³¿ (14.17) ¨ (14.21),
¤«¿ ¨®®© ¯®¤¢¨¦®±²¨ ¨ ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¯®«³·¨¬:

� =

�
e!a2

kBT

�
exp

�
� U

kBT

�
; (14.22)

� = en� =

�
n!e2a2

kBT

�
exp

�
� U

kBT

�
: (14.23)

�±¯®«¼§³¿ (14.23) ¨ (14.4), ¤«¿ ª°¨±² ««®¢, ¢ ª®²®°»µ ¯°¥¨¬³¹¥-
±²¢¥® ®¡° §³¾²±¿ ¤¥´¥ª²» ¯® �®²²ª¨, ¯®«³·¨¬:

� =

�
N!e2a2

kBT

�
exp

�
�U +W

kBT

�
: (14.24)

�® ¿ ¯°®¢®¤¨¬®±²¼ ¢ ª°¨±² «« µ ± ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥»¬ ·¨±«®¬
¤¥´¥ª²®¢ ¯® �°¥ª¥«¾, ± ¯®¬®¹¼¾ (14.23) ¨ (14.11), ¡³¤¥² ¨¬¥²¼
¢¨¤

� =

�
N!e2a2

kBT

�
exp

�
�U +W1=2

kBT

�
: (14.25)

�¥¬ ± ¬»¬ ±®¯®±² ¢«¥¨¥ ±®®²®¸¥¨© (14.24), (14.25) ± ®¯»²®¬
¯®§¢®«¿¥² ³±² ®¢¨²¼ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥»© ²¨¯ ¤¥´¥ª²®¢. � ¯°¨-
¬¥°, ²¥¬¯¥° ²³°»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ½«¥ª²°®¯°®¢®¤®±²¥© ¨®»µ
ª°¨±² ««®¢ µ«®°¨±²®£®  ²°¨¿ ¨ µ«®°¨±²®£® ±¥°¥¡°  ¯®¤·¨¿¾²±¿
±®®²®¸¥¨¿¬:

� = 3;5 � 108 exp
�
�23600

T

�
�¬�1 � ¬�1 (NaCl);

� = 3;0 � 106 exp
�
�925

T

�
�¬�1 � ¬�1 (AgCl):

(14.26)
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�° ¢¥¨¥ ¯°¥¤½ª±¯®¥¶¨ «¼»µ ¬®¦¨²¥«¥©,   ² ª¦¥ ¯®ª § ²¥-
«¥© ½ª±¯®¥² ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥ ¢
NaCl ¤¥´¥ª²®¢ ¯® �®²²ª¨.

�°¨¬¥±¨ ¤¢³µ¢ «¥²»µ ¬¥² ««®¢ (Ca, Sr, Mg, ...) ±³¹¥±²¢¥-
® ¬¥¿¾² µ ° ª²¥° ¨®®© ¯°®¢®¤¨¬®±²¨ ¢ ��� ¨ ¢ £ «®£¥¨¤ µ
±¥°¥¡° . �ª±¯¥°¨¬¥² «¼® ¯®ª § ®, ·²® ³¢¥«¨·¥¨¥ ¯°®¢®¤¨¬®-
±²¨ ±¢¿§ ® ¥ ± ¯°¨¬¥±»¬¨ ¨® ¬¨ (¨µ ¯®¤¢¨¦®±²¼ ¨¦¥, ·¥¬
¨®®¢ ®¤®¢ «¥²»µ ¹¥«®·»µ ¬¥² ««®¢ ¨«¨ ±¥°¥¡° ),   ¯°®-
¨±µ®¤¨² ¢ °¥§³«¼² ²¥ ®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ª ±¨©, ª®²®°»¥ ª®¬¯¥±¨-
°³¾² ¤®¯®«¨²¥«¼»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© § °¿¤ ¤¢³µ¢ «¥²»µ ¨®-
®¢ (¯. 14.1.3). �¥©±²¢¨²¥«¼®,  «¨·¨¥ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ ¢ ª ±¨©
¯°¨¢®¤¨² ª ®¡«¥£·¥¨¾ ¯°®¶¥±±  ¤¨´´³§¨¨ ®¤®¢ «¥²»µ ¨®®¢.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ª°¨±² «« µ ª¢ °¶   «¨·¨¥ ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª-
²®¢ ±³¹¥±²¢¥® ¢«¨¿¥²   ª ·¥±²¢® ²¥µ¨·¥±ª¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª
ª°¨±² ««®¢, ¸¨°®ª® ¯°¨¬¥¿¥¬»µ ¢ ½«¥ª²°®¨ª¥. �¤¨¬ ¨§ ¬¥²®-
¤®¢ ³«³·¸¥¨¿ ² ª¨µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥ª²°®®·¨±²ª : ¯°¨-
«®¦¥»¬ ¯°¨ ¯®¢»¸¥»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ±¨«¼»¬ ¯®±²®¿»¬
½«¥ª²°¨·¥±ª¨¬ ¯®«¥¬ ³¤ ¥²±¿ ³¤ «¨²¼ ¨§ ª°¨±² ««  SiO2 ¯°¨¬¥±-
»¥ ¹¥«®·»¥ ¨®» K+ ¨ Na+. �²® ¢®§¬®¦® ¡« £®¤ °¿ ®²®±¨-
²¥«¼® ¥¯«®²®© ±²°³ª²³°¥ ª¢ °¶ , ¢ ª®²®°®© ±³¹¥±²¢³¾² ±¢®¥-
®¡° §»¥ ª  «» ¢¤®«¼ ®±¨ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª  ± ¤¨ ¬¥²° ¬¨, ¯°¥-
¢»¸ ¾¹¨¬¨ ° §¬¥°» ³ª § »µ ¨®®¢.

14.2. �¨¥©»¥ ¤¥´¥ª²» ª°¨±² ««¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°»

� ½²³ £°³¯¯³ ¤¥´¥ª²®¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¥¤¥«¼»µ ±«³· ¥¢ ¢µ®¤¿²
ª° ¥¢»¥ ¨ ¢¨²®¢»¥ ¤¨±«®ª ¶¨¨.

14.2.1. �° ¥¢»¥ ¨ ¢¨²®¢»¥ ¤¨±«®ª ¶¨¨. �¥ª²®° �¾°£¥°± .
�¨±«®ª ¶¨¿ | ½²® «¨¨¿, ª®²®° ¿ ®²¤¥«¿¥² ®¡« ±²¼ ª°¨±² «« ,
¯°¥²¥°¯¥¢¸³¾ ±¤¢¨£, ®² ¥¤¥´®°¬¨°®¢ ®© ®¡« ±²¨ (°¨±. 14.5).
� ®²«¨·¨¥ ®² ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢,  °³¸ ¾¹¨µ ¡«¨¦¨© ¯®°¿¤®ª,

�¨±. 14.5. � ±¯®«®¦¥¨¥  ²®¬»µ ¯«®±ª®±²¥©:   | ¢ ±®¢¥°¸¥®¬ ª°¨±² ««¥;
¡ | ¢ ª°¨±² ««¥ ± ª° ¥¢®© ¤¨±«®ª ¶¨¥©; ¢ | ¢ ª°¨±² ««¥ ± ¢¨²®¢®© ¤¨±«®ª ¶¨¥©

¤¨±«®ª ¶¨¨ ¨±ª ¦ ¾² ª°¨±² ««¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³,  °³¸ ¿ ¤ «¼-
¨© ¯®°¿¤®ª. � ª ¢¨¤® ¨§ °¨±. 14.5¡, ®¡®°¢ »© ¢³²°¨ ª°¨-
±² ««  ª° ©  ²®¬®© ¯«®±ª®±²¨ ®¡° §³¥² «¨¥©»© ¤¥´¥ª²,  -
§»¢ ¥¬»© ª° ¥¢®© ¤¨±«®ª ¶¨¥©. � ±«³· ¥ ¢¨²®¢®© ¤¨±«®ª -
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¶¨¨ ° §°»¢   ²®¬»µ ¯«®±ª®±²¥© ¥², ®¤ ª®  ²®¬»¥ ¯«®±ª®-
±²¨ «¨¸¼ ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼® ¯ ° ««¥«¼». � ª²¨·¥±ª¨ ª°¨±² «« ±®-
±²®¨² ¨§ ®¤®© ¢¨²®®¡° §® ¨§®£³²®©  ²®¬®© ¯«®±ª®±²¨. �±¼¾
¤¨±«®ª ¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¨¿, ¢®ª°³£ ª®²®°®©, ¯®¤®¡® ¢¨²®¢®©
«¥±²¨¶¥, À¯®¤¨¬ ¥²±¿Á  ²®¬ ¿ ¯«®±ª®±²¼.

� ª ·¥±²¢¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¤¨±«®ª ¶¨¨ ¯°¨¬¥-
¿¾² ¢¥ª²®° �¾°£¥°±  b. �°®¢¥¤¥¬ ¢®ª°³£ ¤ ®© ¤¨±«®ª ¶¨¨
§ ¬ª³²»© ª®²³° | ª®²³° �¾°£¥°± . �²®² ª®²³° ±®±² ¢«¿¥²±¿
¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ²° ±«¿¶¨©, ¯°®¢¥¤¥»µ ®² ®¤®£® ³§«  °¥-
¸¥²ª¨ ª ¡«¨¦ ©¸¥¬³ ±®±¥¤¥¬³ ³§«³ ¢¯«®²¼ ¤® ¢®§¢° ¹¥¨¿ ±
¤°³£®© ±²®°®» ª  · «¼®¬³ ¯®«®¦¥¨¾ (°¨±. 14.6). � · «  ª®-
²³° �¾°£¥°±  ±«¥¤³¥² ¯°®¢¥±²¨ ¢ ¨¤¥ «¼® ±®¢¥°¸¥®¬ ª°¨±² ««¥.
�±«¨ § ²¥¬ ª®²³°, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ²®£® ¦¥ ·¨±«  §¢¥¼¥¢, ¯°®¢¥-
±²¨ ¢®ª°³£ «¨¨¨ ¤¨±«®ª ¶¨¨, ® ®ª ¦¥²±¿ ° §®¬ª³²»¬. �¥ª²®°

�¨±. 14.6. � ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¢¥ª²®°  �¾°£¥°±    ¯°¨¬¥°¥ ª° ¥¢®© ¤¨±«®ª ¶¨¨.
�¯«®¸ ¿ «¨¨¿ | ª®²³° �¾°£¥°± 

²° ±«¿¶¨¨, ª®²®°»© ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¢¥±²¨ ¤«¿ § ¬»ª ¨¿ ª®-
²³° , ¨ ¡³¤¥²  §»¢ ²¼±¿ ¢¥ª²®°®¬ �¾°£¥°± . � ±«³· ¥ ª° ¥¢®©
¤¨±«®ª ¶¨¨ (°¨±. 14.6) ¢¥ª²®° �¾°£¥°±  ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°¥ «¨¨¨
¤¨±«®ª ¶¨¨, ¥£® ¤«¨  ° ¢  À«¨¸¥¬³Á ¬¥¦¯«®±ª®±²®¬³ ° ±-
±²®¿¨¾, ®¡° §®¢ ¢¸¥¬³±¿ ¡« £®¤ °¿ ®¡®°¢ ®© ¯«®±ª®±²¨. �«¿
¢¨²®¢®© ¤¨±«®ª ¶¨¨ ¢¥ª²®° �¾°£¥°±  ¯ ° ««¥«¥ «¨¨¨ ¤¨±«®-
ª ¶¨¨ ¨ ¯® ¢¥«¨·¨¥ ° ¢¥ ¸ £³ ¢¨² . �®§¬®¦» ¨ ¡®«¥¥ ±«®¦-
»¥ ±«³· ¨ | ®¡° §®¢ ¨¥ ¤¨±«®ª ¶¨© ¯°¨ ³£« µ ¬¥¦¤³ «¨¨¥©
¤¨±«®ª ¶¨¨ ¨ ¢¥ª²®°®¬ �¾°£¥°± , «¥¦ ¹¨µ ¢ ¯°¥¤¥« µ ®² 0 ¤® 90�.

�° ¥¢»¥ ¤¨±«®ª ¶¨¨ ¢®§¨ª ¾²,  ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ±¤¢¨£®¢®¬ ¬¥-
µ ¨·¥±ª®¬  ¯°¿¦¥¨¨ ª°¨±² «« . �®¤ ¥£® ¤¥©±²¢¨¥¬ ¤¨±«®ª ¶¨¿
¯¥°¥¬¥¹ ¥²±¿ ·¥°¥§ ª°¨±² «« ¨, ¢ ª®¶¥ ª®¶®¢, ¢»µ®¤¨²   ¥£® ¯®-
¢¥°µ®±²¼ ± ®¡° §®¢ ¨¥¬ ½«¥¬¥² °®© ±²³¯¥¼ª¨, ¢»±®²  ª®²®°®©
±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®°³ �¾°£¥°±  (°¨±. 14.7). �   ²®¬ °®¬ ³°®¢¥
½²® ®§ · ¥², ·²® ¯°®¨±µ®¤¨² ½±² ´¥²  ° §°»¢  µ¨¬¨·¥±ª¨µ ±¢¿-
§¥©, ¨ ½²®² ¯°®¶¥±± ¡³¤¥² ¨¤²¨  ¨¡®«¥¥ ³±¯¥¸® ¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ
ª°¨±² ««®£° ´¨·¥±ª¨µ ¯«®±ª®±²¿µ ¨, ª®¥·®, ®¡«¥£· ¥²±¿  «¨-
·¨¥¬ ³¦¥ ±³¹¥±²¢³¾¹¨µ ¢ ª°¨±² ««¥ ¤¨±«®ª ¶¨©.

�¨±«®ª ¶¨¿ ¥ ¬®¦¥²  ·¨ ²¼±¿ ¨«¨ ®ª ·¨¢ ²¼±¿ ¢³²°¨
ª°¨±² ««  ¨ ¤®«¦  «¨¡® § ¬»ª ²¼±¿ ± ¬    ±¥¡¿, ®¡° §³¿ ¤¨±«®-
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ª ¶¨®³¾ ¯¥²«¾, «¨¡® ¢»µ®¤¨²¼   ±¢®¡®¤³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼, «¨¡®
¢±²°¥· ²¼±¿ ± ¤°³£¨¬¨ ¤¨±«®ª ¶¨¿¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¯¥°¥-
¬¥¹ ²¼ ª®²³° �¾°£¥°±  ¢¤®«¼ «¨¨¨ ¤ ®© ¤¨±«®ª ¶¨¨, ±ª ·®ª

±¬¥¹¥¨©, ¨§¬¥°¿¥¬»© ¤«¨®© ¢¥ª²®°  �¾°£¥°± , ¤®«¦¥ ®±² -
¢ ²¼±¿ ¥¨§¬¥»¬   ¢±¥¬ ¯°®²¿¦¥¨¨ «¨¨¨ ¤¨±«®ª ¶¨¨. �²®
±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ª®²³° �¾°£¥°± , ®ª°³¦ ¿ ¤¨±«®ª ¶¨¾, ° ±¯®-
« £ ¥²±¿ ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨¨, ±¢®¡®¤®© ®² ¤¥´¥ª²®¢. �±«¨ ¯°¥¤¯®-
«®¦¨²¼, ·²® «¨¨¿ ¤¨±«®ª ¶¨¨ ¢±¥-² ª¨ ®ª ·¨¢ ¥²±¿ ¢ ª°¨±² ««¥,
²® ª®²³° �¾°£¥°± , ¯¥°¥¬¥¹¥»© ¢¤®«¼ ¯°®¤®«¦¥¨¿ ¤¨±«®ª -
¶¨¨ ¢ ¡¥§¤¥´¥ª²³¾ · ±²¼ ª°¨±² «« , ¤®«¦¥ ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ±®-
¢¥°¸¥®¬³ ª°¨±² ««³, £¤¥ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¢¥ª²®° �¾°£¥°±  ° ¢¥
³«¾. � ª®¥ À³¨·²®¦¥¨¥Á «¨¨¨ ¤¨±«®ª ¶¨¨ ¬®¦¥² ¢®§¨ª³²¼
²®«¼ª® ¡« £®¤ °¿ ¤®¡ ¢«¥¨¾ ¥¤®±² ¾¹¥© · ±²¨  ²®¬®© ¯«®±ª®-
±²¨, ·²®, ®·¥¢¨¤®, ¥¢®§¬®¦®.
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�¨¥©»¥ ¨ ²®·¥·»¥ ¤¥´¥ª²» ¥ ¥§ ¢¨±¨¬» ¤°³£ ®² ¤°³£ .
� · ±²®±²¨, ¤¨±«®ª ¶¨¨ ¬®£³² ¢®§¨ª ²¼ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ±ª®¯«¥¨¿

�¨±. 14.8. �¡° §®¢ ¨¥ ¤¨±«®-
ª ¶¨®®£® ª®«¼¶  ¯°¨ ®¡º¥¤¨-
¥¨¨ ¢ ª ±¨©:  | ¨§®«¨°®-
¢ »¥ ¢ ª ±¨¨; ¡| ª®¤¥-
± ¶¨¿ ¢ ª ±¨©; ¢| ®¡° §®¢ -
¨¥ ¤¨±«®ª ¶¨®®£® ª®«¼¶ 

¢ ª ±¨©. �  °¨±. 14.8 ¯®ª § ® ®¡° §®¢ ¨¥ ¤¨±«®ª ¶¨®®£®
ª®«¼¶  ¡« £®¤ °¿ ª®¤¥± ¶¨¨ ¢ ª ±¨©.

14.2.2. �¨±«®ª ¶¨¨ ¨ ¬¥µ ¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ª°¨±² ««®¢. �« -
±²¨·¥±ª ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¯°¨  ¨¬¥¼¸¨µ § ²° ² µ
½¥°£¨¨ ¬®¦¥² ¢®§¨ª³²¼, ¥±«¨ ±®§¤ ²¼ ¢ ¥¬ ±¤¢¨£®¢»¥ ¤¥´®°¬ -
¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¥®© ¢¥«¨·¨». �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§¢¥±²®, ·²® ±¤¢¨-
£®¢»¥ ³¯°³£¨¥ ª®±² ²» ¯°¨¬¥°® ¢¤¢®¥ ¬¥¼¸¥ ª®±² ² ¯°®-
¤®«¼®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨. �«¿ ª³¡¨·¥±ª¨µ ª°¨±² ««®¢ ¤«¿ ±¤¢¨£  ¢
 ¯° ¢«¥¨¨ [100] ¢ ¯«®±ª®±²¨ (001) ³¯°³£¨© ¬®¤³«¼ ±¤¢¨£  ° ¢¥:
G = C44. �«¥¤³¿ �°¥ª¥«¾, ° ±±¬®²°¨¬ ¬¥²®¤ ®¶¥ª¨ ª°¨²¨·¥-
±ª®£® ±ª «»¢ ¾¹¥£®  ¯°¿¦¥¨¿ ¢ ª°¨±² ««¥. �±¯®«¼§³¿ § ª®
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�³ª , ¤«¿ ¢§ ¨¬®±¢¿§¨ ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ  ¯°¿¦¥¨© � ¨ ¤¥´®°¬ -
¶¨¨ " ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ § ¯¨¸¥¬:

� = G" = G
x

d
; (14.27)

£¤¥ x | ±¬¥¹¥¨¥  ²®¬®© ¯«®±ª®±²¨ ¯°¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, d | ¬¥¦-
¯«®±ª®±²®¥ ° ±±²®¿¨¥. � ª ·¥±²¢¥ ¬®¤¥«¨ ¯°¨¬¥¬, ·²® ¢ °¥§³«¼-
² ²¥ ±¤¢¨£®¢®£®  ¯°¿¦¥¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ®²®±¨²¥«¼®¥ ±¬¥¹¥¨¥

�¨±. 14.9. �®¤¥«¼ ±¤¢¨£®¢®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª°¨±² ««  ±® ±ª®«¼¦¥¨¥¬  ²®¬»µ
¯«®±ª®±²¥©:   | ¥¢®§¬³¹¥ ¿ °¥¸¥²ª ; ¡ | ¤¥´®°¬¨°®¢  ¿ °¥¸¥²ª ; ¢ |
±¬¥¹¥¨¥  ²®¬»µ ¯«®±ª®±²¥© ¢ ®¢®¥ ° ¢®¢¥±®¥ ±®±²®¿¨¥

 ²®¬»µ ¯«®±ª®±²¥©, ±®¯°®¢®¦¤ ¾¹¥¥±¿ ±ª®«¼¦¥¨¥¬ ®¤®© ¯«®±-
ª®±²¨ ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£®© (°¨±. 14.9). � ª°¨±² ««¥, ±¢®¡®¤®¬ ®²
 ¯°¿¦¥¨©,  ²®¬» ° ±¯®« £ ¾²±¿ ² ª, ·²®¡» ±¢¥±²¨ ª ¬¨¨¬³¬³
¯®²¥¶¨ «¼³¾ ½¥°£¨¾. �°¨ ¤¥©±²¢¨¨ ¢¥¸¨µ ±¨«, ¢»§»¢ ¾-
¹¨µ ±¤¢¨£®¢»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¢ ª ·¥±²¢¥ °¥ ª¶¨¨ ¢®§¨ª ¾²  -
¯°¿¦¥¨¿ ±¤¢¨£ . � ±«³· ¥ ¯°¥¢»¸¥¨¿ ¥ª®²®°®£® ¯°¥¤¥«¼®£®
§ ·¥¨¿ ¯°®¨±µ®¤¨² ±¬¥¹¥¨¥ ®¤®©  ²®¬®© ¯«®±ª®±²¨ ®²®±¨-
²¥«¼® ¤°³£®©   ¢¥«¨·¨³ ¯ ° ¬¥²°  °¥¸¥²ª¨ ¢ ¯«®±ª®±²¨ ±ª®«¼-
¦¥¨¿. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, µ ° ª²¥° ² ª®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ± À¯°®±ª «¼§»-
¢ ¨¥¬Á ²°¥¡³¥², ·²®¡» ±¤¢¨£®¢®¥  ¯°¿¦¥¨¥ ¡»«® ¯¥°¨®¤¨·¥-
±ª®© ´³ª¶¨¥© ±¬¥¹¥¨¿ x. �±¯®«¼§³¿ ¯°®±²®© ±¨³±®¨¤ «¼»©
§ ª®, § ¯¨¸¥¬:

� = A sin

�
2�x

a

�
; (14.28)

£¤¥ a | ¬¥¦ ²®¬®¥ ° ±±²®¿¨¥. �«¿ ¬ «»µ ±¬¥¹¥¨© ¢»¯®«¿-
¥²±¿:

� � A
2�x

a
: (14.29)
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�° ¢¨¢ ¿ (14.29) ¨ (14.27), «¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼ § ·¥¨¥ ¯®±²®¿®©
A. �®±«¥ ¯®¤±² ®¢ª¨ ½²®© ¢¥«¨·¨» ¢ (14.28) ¯®«³·¨¬:

� =
aG

2�d
sin

�
2�x

a

�
: (14.30)

� ª±¨¬³¬  ¯°¿¦¥¨¥ ±¤¢¨£  ¤®±²¨£ ¥² ¯°¨ x = a=4:

�max =
aG

2�d
: (14.31)

�«¿ ±«³· ¿ ±¤¢¨£  ¢ ª³¡¨·¥±ª®¬ ª°¨±² ««¥ ± ®°¨¥² ¶¨¥© ¢¤®«¼
£« ¢»µ ®±¥© a = d, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª°¨²¨·¥±ª®¥ ±ª «»¢ ¾¹¥¥
 ¯°¿¦¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¥«¨·¨³

�ª° =
G

2�
: (14.32)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª°¨²¨·¥±ª®¥  ¯°¿¦¥¨¥ ±¤¢¨£  ¯°¨¬¥°® ° ¢®
1=6 ®² ±¤¢¨£®¢®£® ³¯°³£®£® ¬®¤³«¿. � ¡®«¥¥ ²®·®© ²¥®°¨¨, ° §¢¨-
²®© ¤«¿ ��� ¨ ��� ª°¨±² ««®¢, ½²®² ª®½´´¨¶¨¥² ³¬¥¼¸ ¥²±¿
¤® 1=30. �¤ ª® ¨ ²®, ¨ ¤°³£®¥ § ·¥¨¿ ®·¥¼ ¤ «¥ª¨ ®² ®¯»²®©
¢¥«¨·¨» ª°¨²¨·¥±ª®£® ±ª «»¢ ¾¹¥£®  ¯°¿¦¥¨¿ ¢ °¥ «¼»µ
ª°¨±² «« µ (² ¡«. 14.3). �®±ª®«¼ª³ �ª° ®²¢¥· ¥²  ¯°¿¦¥¨¾, ¯°¨
ª®²®°®¬ ° §¢¨¢ ¥²±¿ ¯« ±²¨·¥±ª ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿, ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥
� = f(") § ·¥¨¥ �ª° ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¥¤¥«³ ³¯°³£®±²¨ ( ¨¡®«¼-
¸¥¬³  ¯°¿¦¥¨¾, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¥¹¥ ¥  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯« ±²¨·¥±ª ¿
¤¥´®°¬ ¶¨¿). �° ¢¥¨¥ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢ ² ¡«. 14.3 § ·¥¨© ¯®ª -
§»¢ ¥², ·²® ®±®¡¥® ¢¥«¨ª® ° ±±®£« ±®¢ ¨¥ ¤«¿ ¬®®ª°¨±² ««®¢
(  4 ¯®°¿¤ª  ¢¥«¨·¨»), ®±² ¢ ¿±¼ § ·¨²¥«¼»¬ ¨ ¤«¿ ±¯« -
¢®¢ | ¤¾° «¾¬¨¨¿ ¨ ±² «¨. � ª®¥ ° §«¨·¨¥ ±²¨¬³«¨°®¢ «® ¯®-
¨±ª ¯°¨·¨, ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ª ®²®±¨²¥«¼®© ¥³±²®©·¨¢®±²¨ °¥ «¼-
»µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ª ±¤¢¨£®¢»¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬. � ¯°¥¤«®¦¥®© ²¥-
®°¨¨ ¨ª ª ¥ ³·¨²»¢ «®±¼  «¨·¨¥ ¤¨±«®ª ¶¨©, ª®²®°»¥ ¨£° ¾²
°®«¼ ±¢®¥®¡° §®© ±¬ §ª¨ ¢ ¯°®¶¥±± µ ±ª®«¼¦¥¨¿  ²®¬»µ ¯«®±-
ª®±²¥©, ¯®±ª®«¼ª³ ±¨«¼® ®±« ¡«¿¾² ¨µ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥. � ¯®«¼§³
½²®£® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ £®¢®°¨² ²®² ®¯»²»© ´ ª², ·²® ±¯¥¶¨ «¼-
»¬ ®¡° §®¬ ¢»° ¹¥»¥ ¡¥§¤¨±«®ª ¶¨®»¥ ª°¨±² ««» (¨²¥-
¢¨¤»¥ ª°¨±² ««» | À³±»Á) ¨¬¥¾² ¯°¥¤¥« ³¯°³£®±²¨, ¡«¨§ª¨© ª
²¥®°¥²¨·¥±ª¨ ¢®§¬®¦®¬³. �° ¢¨¢ ¿ ¤ »¥ ¯® ®¤®¬³ ¨ ²®¬³
¦¥ ¬ ²¥°¨ «³ |  «¾¬¨¨¾ (¢ ¢¨¤¥ ¬®®- ¨ ¯®«¨ª°¨±² ««®¢,  
² ª¦¥ ¬¥µ ¨·¥±ª¨ ®¡° ¡®² »µ ®¡° §¶®¢), ¨ ±¯« ¢³  «¾¬¨¨¿
± ª°¥¬¨¥¬ (¤¾° «¾¬¨¨¾), ¬®¦® ³¢¨¤¥²¼, ·²®, µ®²¿ ³¯°³£¨©
¬®¤³«¼ ±¤¢¨£  ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ ¬¥¿¥²±¿, ¨µ ¬¥µ ¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±-
²¢  ° ¤¨ª «¼® ³«³·¸ ¾²±¿ ®² ¬®®ª°¨±² ««  ª ±¯« ¢³. �°¨·¨»
½²®£® ¿¢«¥¨¿ ±¢¿§ », ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ±® ±¯®±®¡®±²¼¾ ¤¨±«®ª ¶¨©
ª ¤¢¨¦¥¨¾,   ² ª¦¥ ± ¨µ ª®¶¥²° ¶¨¥© ¢ ¬ ²¥°¨ «¥.
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�  ¡ «¨ ¶   14.3. � ±·¥²»¥ ¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼»¥ § ·¥¨¿
ª°¨²¨·¥±ª®£® ±ª «»¢ ¾¹¥£®  ¯°¿¦¥¨¿

� ²¥°¨ «» �¤¢¨£®¢»©
³¯°³£¨©
¬®¤³«¼

G, 1010 � 

�°¨²¨·¥±ª®¥ ±ª «»-
¢ ¾¹¥¥  ¯°¿¦¥¨¥
�ª°, 10

6 �  (½ª±¯¥°¨-
¬¥²)

G

�½ª±¯ª°

�¥°¥¡°® (¬®®ª°¨±² ««) 2,9 0,6 48000

�«¾¬¨¨© (¬®®ª°¨±² ««) 2,5 0,4 62500

�«¾¬¨¨© (¯®«¨ª°¨±² ««) � 2;5 25 1000

�«¾¬¨¨©, ¯®¤¢¥°£³²»©
¬¥µ ¨·¥±ª®© ®¡° ¡®²ª¥
(¢®«®·¥¨¥)

� 2;5 99 250

�¾° «¾¬¨¨© � 2;5 360 70

�¥«¥§® (¯®«¨ª°¨±² ««) 7,7 150 � 500

� ª «¥ ¿ ±² «¼ � 8 650 � 120

�®¶¥²° ¶¨¿ ¤¨±«®ª ¶¨©, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ²®·¥·»µ ¤¥´¥ª²®¢, ¥
¯®¤·¨¿¥²±¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ § ª®®¬¥°®±²¿¬. �¨±«®ª ¶¨¨
¢®§¨ª ¾² ³¦¥   ±² ¤¨¨ °®±²  ª°¨±² ««®¢ ¢ ¡®«¼¸¨±²¢¥ ²¥µ®-
«®£¨·¥±ª¨µ ¯°®¶¥±±®¢ ¯®«³·¥¨¿ ¬ ²¥°¨ «®¢. �¤ ª® ·¨±«®¬ ¤¨±-
«®ª ¶¨© ¬®¦® ³¯° ¢«¿²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ®¯°¥¤¥«¥»µ ²¥µ®«®£¨·¥-
±ª¨µ ¯°¨¥¬®¢. �³¤¥¬ ±° ¢¨¢ ²¼ ±¢®©±²¢  ¬ ²¥°¨ «®¢ ± ·¨±²»¬¨
¬®®ª°¨±² «« ¬¨ ²®£® ¦¥ ¢¥¹¥±²¢ . �®®ª°¨±² ««» ¬®£¨µ ¬¥-
² ««®¢ ®¡« ¤ ¾² ±µ®¤»¬¨ ¬¥µ ¨·¥±ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨: ®¨ ®¡« -
¤ ¾² ¢»±®ª®© ¯« ±²¨·®±²¼¾, ¨¬¥¾² ±° ¢¨²¥«¼® ¨§ª¨© ¯°¥¤¥«
²¥ª³·¥±²¨ (§ ·¥¨¥ ¬¥µ ¨·¥±ª®£®  ¯°¿¦¥¨¿, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¢
²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¢®§¨ª ¾² ¥®¡° ²¨¬»¥ ¯« ±²¨·¥±ª¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨.
�¨§¨·¥±ª®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ¬ ²¥°¨ «  ¥ ¿¢«¿¥²±¿). �̄ °®·¥-
¨¥ ¬¥² ««®¢ ¨ ±¯« ¢®¢ (¯®¢»¸¥¨¥ ±®¯°®²¨¢«¥¨¿ ¯« ±²¨·¥±ª®©
¤¥´®°¬ ¶¨¨) ¤®±²¨£ ¾², § ²°³¤¿¿ ¤¢¨¦¥¨¥ ¤¨±«®ª ¶¨© ¨ ¯°¥-
¯¿²±²¢³¿ ¨µ ° §¬®¦¥¨¾. � ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ ±¯®±®¡» ³¯°®·-
¥¨¿.

�¥µ ¨·¥±ª®¥²®°¬®¦¥¨¥ ¤¨±«®ª ¶¨©¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯³²¥¬ ¢¢¥-
¤¥¨¿ ¢ ·¨±²®¥ ¢¥¹¥±²¢® ¯°¨¬¥±¥© ¨«¨  ²®¬®¢, ®¡° §³¾¹¨µ ±
®±®¢»¬¨  ²®¬ ¬¨ °¥¸¥²ª¨ ²¢¥°¤»© ° ±²¢®°. �³¦¥°®¤»¥  ²®-
¬», ¯°¥¤±² ¢«¿¿ ±®¡®© ¬¥µ ¨·¥±ª®¥ ¯°¥¯¿²±²¢¨¥   ¯³²¨ ¤¢¨¦¥-
¨¿ ¤¨±«®ª ¶¨©, ª ª ¡» À§ ¸¯¨«¨¢ ¾²Á ¨µ. �°¨ ° ±²¢®°¥¨¨ ¢
¦¥«¥§¥ «¥£¨°³¾¹¥© ¤®¡ ¢ª¨ | ³£«¥°®¤  | ¯°®¨±µ®¤¨² ®¡° §®¢ -
¨¥ ®¢®© ´ §» | ª °¡¨¤  ¦¥«¥§ , · ±²¨¶» ª®²®°®£® ² ª¦¥ § -
ª°¥¯«¿¾² ¤¨±«®ª ¶¨¨, ¡« £®¤ °¿ ·¥¬³ ±¯« ¢» ¦¥«¥§  ± ³£«¥°®¤®¬
(±² «¨) ¬®£® ¯°®·¥¥ ·¨±²®£® ¦¥«¥§ . �¥¬ ± ¬»¬ ¢®§¨ª ¥² ¯ -
° ¤®ª± «¼»© °¥§³«¼² ² | ¤«¿ ¯®¢»¸¥¨¿ ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢
±«¥¤³¥² µ¨¬¨·¥±ª¨ § £°¿§¨²¼ ¬ ²¥°¨ «!

�°³£®©, ¥ ¬¥¥¥ ¯ ° ¤®ª± «¼»©, °¥§³«¼² ² ³¯°®·¥¨¿ ª°¨-
±² ««¨·¥±ª¨µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯³²¥¬ ¨µ ¯« ±²¨·¥±ª®© ¤¥-
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´®°¬ ¶¨¨. � §«¨·»¥ ¢¨¤» ²¥°¬®¬¥µ ¨·¥±ª®© ®¡° ¡®²ª¨ (¯°®-
ª ², ¢®«®·¥¨¥, ª®¢ª  ¨ ¤°.), ¢»§»¢ ¿ ¯« ±²¨·¥±ª¨¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¨,
²¥¬ ± ¬»¬,  °³¸¥¨¥ ±²°®¥¨¿ ª°¨±² ««¨·¥±ª®© °¥¸¥²ª¨, ¯°¨-
¢®¤¿² ª ®¡° §®¢ ¨¾ ¯°¥¤¥«¼®£® ·¨±«  ¤¨±«®ª ¶¨©. � °¥§³«¼² ²¥
¤¢¨¦¥¨¥ ¤ ®© ¤¨±«®ª ¶¨¨ ¢ ¯«®±ª®±²¨ ±ª®«¼¦¥¨¿ § ²°³¤¥®
¨«¨ ¢®¢±¥ ®²±³²±²¢³¥² ¢±«¥¤±²¢¨¥  «¨·¨¿ ¤°³£¨µ ¤¨±«®ª ¶¨©, ¯°®-
¨§»¢ ¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¼ ±ª®«¼¦¥¨¿. � ª®© ±¯®±®¡  §»¢ ¾² ¤¥-
´®°¬ ¶¨®»¬ ³¯°®·¥¨¥¬ ¨«¨  ª«¥¯®¬.

� ±±¬®²°¥»¥ ¬¥µ ¨§¬» ³¯°®·¥¨¿ ±² ®¢¿²±¿ ¥½´´¥ª-
²¨¢»¬¨ ¯°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. � ½²®© ®¡« ±²¨ ¡³¤³² ¡»-
±²°® ¯°®²¥ª ²¼ ¯°®¶¥±±» ¤¨´´³§¨¨, ª®²®°»¥, À§ «¥·¨¢ ¿Á ¥±®¢¥°-
¸¥±²¢  °¥¸¥²ª¨, ±¯®±®¡±²¢³¾² ³¬¥¼¸¥¨¾ ª®¶¥²° ¶¨¨ ¤¨±-
«®ª ¶¨©. �±²¥±²¢¥®, ·²® ³¢¥«¨·¨²¼ ¨µ ·¨±«® ¬®¦® ¬¥µ ¨·¥-
±ª®© ¤¥´®°¬ ¶¨¥©. �««¾±²° ¶¨¥© ½²®£® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢  ¿¢«¿¥²±¿
½´´¥ª²»© ®¯»²: ®²®¦¦¥ ¿ ¬¥¤ ¿ ¯®«®±ª  ±² ®¢¨²±¿ ®·¥¼
¯« ±²¨·®© ¨ ¬¿£ª®©, ®¤ ª®, ¥±«¨ °¥§ª® § ª°³²¨²¼ ¥¥,  ¯°¨¬¥°,
¢®ª°³£ § ¯¿±²¼¿, ²® ² ª®© À¡° ±«¥²Á ³¦¥ ¥ ³¤ ±²±¿ «¥£ª® ±¿²¼!

� 1964£. � £¥° ¨ �««¨± ®²ª°»«¨ ®¢»© ¬¥µ ¨§¬ °®±² :
ª°¨±² ««  ¢ ±¨±²¥¬¥ ¯ °{¦¨¤ª®±²¼{ª°¨±² «« (���). �±®¡¥®±²¨
½²®£® ¬¥²®¤ , ¯® ª®²®°®¬³ ° ±²³² ¬®£¨¥ ª°¨±² ««» ¬¥² ««®¢ ¨
¯®«³¯°®¢®¤¨ª®¢ (Ge, GaAs, SiC, ZnS, Cu, Sn, B ¨ ¤°.), ¯°¨¢®-
¤¿² ª ¯®«³·¥¨¾ ¨²¥¢¨¤»µ (¤¨ ¬¥²° | 0,1{2¬ª¬, ¤«¨  |
2{10¬¬) ª°¨±² ««®¢ | À³±®¢Á, ¨¬¥¾¹¨µ ±®¢¥°¸¥³¾ ª°¨±² «-
«¨·¥±ª³¾ ¡¥§¤¨±«®ª ¶¨®³¾ ±²°³ª²³°³.

�ª«®®±²¼¬ ²¥°¨ «  ª ¯« ±²¨·¥±ª¨¬ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬ ²¥±® ±¢¿-
§   ± ¯°¨°®¤®© ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥®£® ²¨¯  µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨. �
ª°¨±² «« µ ± ¬¥² ««¨·¥±ª®© ±¢¿§¼¾ ®¤¨ · ±²¨ °¥¸¥²ª¨ ¬®£³²
±¬¥¹ ²¼±¿ ¤°³£ ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£    § ·¨²¥«¼»¥ ° ±±²®¿¨¿,
¯°¨ ½²®¬ ¢ «¥²»¥ ½«¥ª²°®», ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ®¤®¢°¥¬¥®
¢±¥¬³ ª°¨±² ««³, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾² ¢»±®ª³¾ ¯« ±²¨·®±²¼ ª°¨±² «« .
� ª¨¥ ¬ ²¥°¨ «» ¤®¯³±ª ¾² § ·¨²¥«¼»¥ ¯« ±²¨·¥±ª¨¥ ¤¥´®°¬ -
¶¨¨ ¡¥§ ° §°³¸¥¨¿ (¤® 15%) ¨ ¨¬¥¾² ¤®±² ²®·® ¨§ª¨© ¯°¥¤¥«
³¯°³£®±²¨.

� ¨§¢¥±²®© ¬¥°¥, ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬¨ ¬¥µ ¨·¥±ª¨¬¨ ±¢®©-
±²¢ ¬¨ ®¡« ¤ ¾² ¬ ²¥°¨ «» ± ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥® ª®¢ «¥²®© ±¢¿-
§¼¾. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ¿ µ¨¬¨·¥±ª ¿ ±¢¿§¼ ¯°®±²° ±²¢¥®
®°¨¥²¨°®¢   ¨ ±¨«¼® ®±« ¡«¿¥²±¿ ³¦¥ ¯°¨ ¬ «»µ ±¬¥¹¥¨¿µ
 ²®¬®¢ ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£ ¤°³£ . �°¨ ±¤¢¨£®¢®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¯®±«¥
° §°»¢  µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¨ ² ª®£® ²¨¯   ²®¬ À¥ ³±¯¥¢ ¥²Á ®¡° §®-
¢ ²¼ ®¢³¾ ±¢¿§¼ ± ±®±¥¤¨¬  ²®¬®¬, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¯°®¨±µ®¤¨²
¯°®¶¥±± µ°³¯ª®£® ° §°³¸¥¨¿ ( ±²³¯ ¾¹¥£® ¯®±«¥ ¥§ ·¨²¥«¼-
®© ¯« ±²¨·¥±ª®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¨«¨ ¡¥§ ¥¥). �®½²®¬³ ¬ ²¥°¨ «»
± ª®¢ «¥²®© µ¨¬¨·¥±ª®© ±¢¿§¼¾ ( «¬ §, Si, Ge, Sb, As, Se, ...)
° §°³¸ ¾²±¿ ±° §³ ¯°¨ ¤®±²¨¦¥¨¨ ¨«¨ ¥§ ·¨²¥«¼®¬ ¯°¥¢»-
¸¥¨¨ ¯°¥¤¥«  ³¯°³£®±²¨. �²¬¥²¨¬, ·²® ² ª¨¥ ¬ ²¥°¨ «» ¨¬¥¾²
± ¬»¥ ¢»±®ª¨¥ § ·¥¨¿ ¯°¥¤¥«  ³¯°³£®±²¨ ¨ ²¢¥°¤®±²¨. �²¬¥-
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²¨¬, ·²® ±¯« ¢ ¦¥«¥§  ± ³£«¥°®¤®¬ ¯°¨ ¨§¡»²®·»µ ª®¶¥²° ¶¨¿µ
³£«¥°®¤  | ¡¥«»© ·³£³ | ¯°¨®¡°¥² ¥² ¥±¢®©±²¢¥»¥ ·¨±²®¬³
¦¥«¥§³ ²¢¥°¤®±²¼ ¨ µ°³¯ª®±²¼, £« ¢»¬ ®¡° §®¬, ¡« £®¤ °¿  «¨-
·¨¾ § ·¨²¥«¼®£® ª®«¨·¥±²¢  ¢²®°®© ´ §» | ª °¡¨¤  ¦¥«¥§ ,
¨¬¥¾¹¥£® ª®¢ «¥²»¥ ²¥²° ½¤°¨·¥±ª¨¥ ±¢¿§¨.

� ²¥°¨ «» ± ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥® ¨®®© ±¢¿§¼¾ ± ²®·ª¨ §°¥¨¿
¬¥µ ¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ § ¨¬ ¾² ¯°®¬¥¦³²®·®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¬¥¦¤³
¬¥² «« ¬¨ ¨ ª®¢ «¥²»¬¨ ª°¨±² «« ¬¨. �® ¿ ±¢¿§¼ ¥ ¨¬¥¥²
±²®«¼ ¢»° ¦¥®©  ¯° ¢«¥®±²¨, ª ª ª®¢ «¥² ¿, ® ¨ ¥ ±²®«¼
À¯®¤¢¨¦ Á, ª ª ¬¥² ««¨·¥±ª ¿. � °¥§³«¼² ²¥ ¯« ±²¨·¥±ª¨¥ ¤¥-
´®°¬ ¶¨¨ ² ª¨µ ¨®»µ ª°¨±² ««®¢, ª ª NaCl, LiF, MgO, ¬®£³²
¤®±²¨£ ²¼ § ·¥¨© 14, 8, 4% ±®®²¢¥²±²¢¥® (¯°¨ ª®¬ ²»µ ²¥¬-
¯¥° ²³° µ),   ·¨±²»© ª°¨±² «« AgCl ¬®¦® ° ±ª ² ²¼ ¢ ¯« ±²¨ª³.

� §³¬¥¥²±¿, ·²® ±ª § ®¥ ¢»¸¥ ¨¬¥¥² ±¬»±« ¯°¨ ®°¬ «¼-
»µ ²¥¬¯¥° ²³° µ. �°¨ ¢»±®ª¨µ ²¥¬¯¥° ²³° µ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢±¥
¢¥¹¥±²¢  ¯« ±²¨·», ¯°¨ ¨§ª¨µ | ¯°¨®¡°¥² ¾² ·¥°²» µ°³¯ª®£®
° §°³¸¥¨¿. �¯°®·¥¬, ·¨±²®¥ ¦¥«¥§® ¯« ±²¨·® ¢¯«®²¼ ¤® 4 �.



���������� 1

�« ±±» ²®·¥·®© ±¨¬¬¥²°¨¨

�¨£®¨¿ �¥¦¤³ -
°®¤ ¿

±¨¬¢®«¨ª 

�¨¬¢®«»
�¥´«¨± 

�¨¬¢®«¨ª 
�° ¢½

1 �³¡¨·¥±ª ¿ 23 T 3L24L3

2 m3 Th 3L24L33PC
3 432 O 3L44L36L2

4 �43m Td 3L�44L36P
5 m3m Oh 3L44L36L29PC

6 �¥ª± £® «¼ ¿ 6 C6 L6

7 �6 C3h L�6

8 622 D6 L66L2

9 6mm C6v L66P
10 6=m C6h L6PC
11 6=mmm D6h L66L27PC
12 �6m2 D3h L�63L23P � L33L24P

13 �¥²° £® «¼ ¿ 4 C4 L4

14 �4 S4 L�4

15 422 D4 L44L2

16 4mm C4v L44P
17 4=m C4h L4PC
18 4=mmm D4h L44L25PC
19 �42m D2d = Vd L�42L22P

20 �°¨£® «¼ ¿ 3 C3 L3

21 �3 C3i = S6 L�3

22 32 D3 L33L2

23 3m C3v L33P
24 �3m D3d L33L23PC

25 �®¬¡¨·¥±ª ¿ 222 D2 = V 3L2

26 mm2 C2v L22P
27 mmm D2h = Vh 3L23PC

28 �®®ª«¨ ¿ 2 C2 L2

29 m Cs = C1h P
30 2=m C2h L2PC

31 �°¨ª«¨ ¿ �1 Ci = S2 C
32 1 C1 L1
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