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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В толковом словаре русского языка под редакцией профессора 
Д.Н. Уп1акова сказано, что решебник — это учебное пособие, содер
жащее подробные решения задач, помещенных в каком-нибудь задач
нике, ключ к задачнику. РЕШЕБНИК "Высшая математика" — ключ 
сразу к нескольким основным задачникам, используемым при изуче
ния математики, среди которых в первую очередь следует упомянуть 
изданный в сотнях тысяч экземпляров "Сборник заданий по высшей 
математике (типовые расчеты)" Л. А. Кузнецова. В дополнение к 
этой книге распространяется пакет программ РЕШЕБНИК.ВМ, ко
торый помогает решать задачи, выполняя по указанию учащихся все
возможные математические действия. 

Чтобы приобрести устойчивый навык решения задач одного типа, 
нужно решить три-пять таких задач. Однако, решение объективно 
необходимого количества задач не предусмотрено действующими 
учебными планами по двум причинам. 

Во-первых, даже без повторений стандартный объем обязатель
ных домашних заданий превосходит все разумные пределы. 

Во-вторых, в имеющихся задачниках собраны разнообразные за
дачи, среди которых редко встречается несколько задач в точности 
одного и того же типа. 

Выходит, что студенты должны все понять решив одну-две за
дачи. При этом их внимание отвлекается от сути дела на второсте
пенные или уже пройденные вопросы, а также на выполнение различ
ных преобразований и расчетов. 

Более того, чтобы научиться решать задачи, нужно самостоя
тельно выполнять все действия, все "потрогать руками". Но сту
денты не могут сами выполнить все действия, поскольку на выполне
ние всех действий вручную требуется слишком много времени. Сту
денты не могут все "потрогать руками", поскольку чтобы познако
миться со всеми математическими действиями и ситуациями, нужно 
решить столько задач, на решение которых у студентов нет времени. 

По этим причинам студенты, как правило, не решают задачи пол
ностью и, следовательно, не до конца уясняют себе их суть. Напри-
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мер, у студентов часто нет времени на графическое представление 
ответов задач и их анализ, а также на анализ и проверку промежу
точных результатов. Некоторые важные и интересные задачи имеют 
столь громоздкие решения, что преподаватели не могут предложить 
их студентам. 

В результате у студентов остаются более или менее обширные 
пробелы в знани^ях. 

Комплекс РЕШЕБНИК "Высшая математика" предназначен для 
того, чтобы устранить эти проблемы современного математического 
образования. Он — первый опыт создания учебного пособия нового 
типа, с которым возможно разнообразное обш,ение: от пассивного 
чтения до внесения в него изменений и получения ответов на вопросы. 
Такое пособие в процессе работы адаптируется к потребностям уча-
пцегося и помогает ему применять на практике полученные из пособия 
знания. 

Комплекс РЕШЕБНИК "Высшая математика" поможет студен
там учиться по-новому, т.е. без ленужных трудностей и потерь вре
мени, оптимальным образом организуя взаимодействие человека и 
компьютера, при котором дело человека — правильно ставить за
дачи, а дело компьютера — быстро и правильно их решать. 

Комплекс РЕШЕБНИК "Высшая математика" состоит из книги 
РЕШЕБНИК "Высшая математика" и пакета компьютерных про
грамм РЕШЕБНИК.ВМ. 

Книга РЕШЕБНИК "Высшая математика" содержит примеры ре
шения почти всех типовых задач из таких разделов высшей матема
тики, как аналитическая геометрия, линейная алгебра, пределы, диф
ференцирование, графики, функции нескольких переменных, неопре
деленные, определенные и криволинейные интегралы, ряды, обыкно
венные дифференциальные уравнения, кратные и поверхностные ин
тегралы, векторный анализ. 

Каждой задаче отведен отдельный раздел книги, содержащий об-
ш;ую постановку задачи, план ее решения с необходимыми теорети
ческими пояснениями и решение конкретного примера. Кроме того, 
в раздел включены задачи того же типа и ответы к ним. Препода
ватели могут предложить часть из них на аудиторных практических 
занятиях, другие — в виде домашних заданий, остальные использо
вать в контрольных работах, на коллоквиумах, зачетах и экзаменах. 

Чтобы научиться решать задачи того или иного типа, рекоменду
ется сначала изучить план решения (алгоритм) в обш;ем виде, затем 
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рассмотреть пример реализации плана в конкретном случае и затем 
по аналогии с ним решить несколько задач из числа предлагаемых 
для самостоятельного решения. 

Пакет РЕШЕБНИК.ВМ состоит из документов MS Word и специ
альных компьютерных программ. 

Документы MS Word в основном идентичны тем, которые вклю
чены в книгу. 

Программы пакета обеспечивают связь (интерфейс) MS Word с 
системой символьной математики DERIVE фирмы Soft Warehouse 
Inc. Благодаря этой связи любое математическое выражение из доку
мента MS Word может быть передано в DERIVE для преобразований, 
результат которых затем вставляется в документ MS Word. 

В пакете РЕШЕБНИК.ВМ материалы книги РЕШЕБНИК "Выс
шая математика" становятся интерактивными шаблонами для доку
ментов студентов и преподавателей. Например, если студенту нужно 
решить какую-нибудь задачу, то он может: 

1) найти задачу данного типа; 
2) изучить план ее решения; 
3) изучить пример; 
4) изменить исходные данные и выполнить надлежаш;ие действия 

с ними; 
5) сохранить содержание окна в каком-нибудь файле; 
6) передать файл преподавателю непосредственно или предвари

тельно распечатав его. 

Естественно, возникает вопрос: если пакет РЕШЕБНИК.ВМ вы
полняет математические действия за учаш;ихся, то как же они смогут 
научиться выполнять эти действия самостоятельно? Ответ таков: 
пакет Решебник ВМ выполняет за учаш;ихся не те математические 
действия, которые они изучают в данный момент, а те, которые они 
уже изучили раньше. Так экономится время, внимание концентриру
ется на сути изучаемого метода и математика становится прош;е j\jm 
понимания и интересней. 

Заметим, что при использовании пакета РЕШЕБНИК.ВМ высво
бождается свыше 60% учебного времени. Это время целесообразно 
уделить решению нескольких задач одного и того же типа, анализу 
и обсуждению результатов, а также изучению новых тем и разделов 
математики, включение которых в программу ранее не представля
лось возможным. 
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Подчеркнем, что для использования пакета РЕШЕБНИК.ВМ надо 
уметь пользоваться только MS Word. Все остальные навыки вырабо
таются сами собой по мере изучения математики. 

Студенты могут применять пакет и для решения задач по физике 
и другим точным наукам, а также для оформления отчетов по лабо
раторным и курсовым работам. 

По истечении полутора-двух лет оказывается, что студенты уме
ют решать всевозможные задачи самостоятельно и с использованием 
мош;нейшего пакета "Суперсистема символьной математики", кото
рый сформировался на их компьютерах в процессе учебы с помощью 
пакета РЕШЕБНИК.ВМ. 

Преподаватели могут использовать пакет РЕШЕБНИК.ВМ при 
подготовке занятий, контрольных мероприятий, методической лите
ратуры, статей и для организации автоматического контроля знаний 
студентов. 
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Г л а в а 1 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

При изучении темы АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ вы научи
тесь решать задачи векторной алгебры и использовать свойства ли
нейных операций с геометрическими векторами, скалярного, вектор
ного и смешанного произведений векторов для решения геометричес
ких задач. Вы научитесь решать задачи аналитической геометрии, 
связанные с различными видами уравнений плоскости и прямой и их 
взаимным расположением. 

С помош;ью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете решить системы 
уравнений, вычислить определители, выполнить все численные рас
четы и проверить правильность полученных вами результатов. 

1.1. Разлож:ение вектора по базису 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти разлоэюение вектора x={xi , Х2, хз} 

по векторам р = {р1,р2,рз}, q = {qi,q2,q3} wf == {г1,Г2,гз}. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Искомое разложение вектора х имеет вид 

X = ар-\- Pq + jf. 

2. Это векторное уравнение относительно си,/3,^ эквивалентно си
стеме трех линейных уравнений с тремя неизвестными 

P2«-b ^2/?+ 7-27 = X2, 
Рза + 9з/3 + гз7 = хз. 

3. Решаем эту систему уравнений относительно а, /3 и 7 и таким 
образом определяем коэффициенты разложения вектора х по векто
рам р, ди г. Записываем ответ в виде х = ар-\- l3q-{- "уг. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ система уравнений не имеет решений (векторы 
р, q л г лежат в одной плоскости, а вектор х ей не принадлежит), 
то вектор X нельзя разложить по векторам р, q и г. Если система 
уравнений имеет бесчисленное множество решений (векторы р, q, г 
и вектор X лежат в одной плоскости), то разложение вектора х по 
векторам р., qvir неоднозначно. 

ПРИМЕР. Найти разложение вектора х = {3,-1 ,2} по векторам 
р = {2,0,1}, д = {1 , -1 ,1} и г = { 1 , - 1 , - 2 } . 

РЕШЕНИЕ. 
1. Искомое разложение вектора х имеет вид 

X = ар-\- /3q-\- jr. 

2. Это векторное уравнение относительно а, /3 и 7 эквивалентно 
системе трех линейных уравнений с тремя неизвестными 

2а + р+ 7 = 3, 

а 4- /3 - 27 = 2. 

3. Система имеет единственное решение а = 1,/3 = 1, 7 = 0-

Ответ. X = р-\- q. 

Условия ЗАДАЧ. Написать разлооюение вектора х по векторам 
р, q и г. 

р={0,-1,2}, д = { 1 , 0 , - 1 } , г = { - 1 , 2 , 4 } . 
р={1,-3,0}, д- = {1 , -1 ,1} , г = { 0 , - 1 , 2 } . 
р = { 3 , 1 , - 1 } , 9 = { 0 , - 3 , 1 } , F = {1,1,1}. 
р={2 ,1 ,1} , g = { - 2 , 0 , - 3 } , г- = {-1,2,1}. 
р ={2,0,1}, g = { 1 , 2 , - 1 } , f = {0 ,4 , -1} . 
р = { - 1 , 1 , 0 } , q={2,-l,3}, f = { l , 0 , l } . 
р = { 0 , - 1 , 1 } , g ={2,0,1}, f = {3 , -1 ,0} . 
p ={2,0,2}, g = { 0 , - l , l } , f = {3 , -1 ,4} . 
p = { l , l , 0 } , g = { - l , 0 , l } , f = {- l ,0 ,2} . 
p = { - 2 , 2 , 1 } , g ={2,0,1}, f = {1,1,1}. 

Ответы. 1. {2 , -1 ,1} . 2. {4 ,1 , -1} . 3. {-1,0,3}. 4. { -1 , -1 ,3} . 
5. {1 , -3 ,1} . 6. {3 ,1 , -4} . 7. {2 ,5 , -3} . 8. {1 , -2 ,1} . 9. {1 ,1 , -1} . 
10. {2 , -1 ,3} . 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 
10 

f = {-2,0,9}, 
f = {5,-12,-1} 
ж ={0,2,4}, 
f = {-1,5,5}, 
X ={-1,-2,3}, 
f = {-5,2,-l}. 
f = {l,-5,7}, 
f = {5,l,4}. 
f = { l , l , - l } . 

.f = {-3,7,4}, 
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1.2. Коллинеарность векторов 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Коллинеарны ли векторы р = Aia + Л26 и 
q = /iia + /i2^, где а = {а1,а2,аз} иЬ = {bi,62,63}? 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Векторы коллинеарны тогда и только тогда, ко
гда существует число а такое, что р = aq. Иными словами, векторы 
коллинеарны тогда и только тогда, когда их координаты пропорцио
нальны, 

1. Находим координаты векторов р и q^ пользуясь тем, что при 
сложении векторов их координаты складываются, а при умножении 
на число координаты умножаются на это число. 

2. Если координаты векторов р = {р1^Р2,Рз} ^ Q = {QI^Q2IQ3} 
пропорциональны, т.е. 

Pi. _ Р2 _ РЗ 

Qi Q2 Яз ' 

то векторы pnq коллинеарны. Если равенства 

Pî  _ Р2 _ Рз 
Qi Я2 Яз 

не выполняются, то векторы pnq неколлинеарны. 

ПРИМЕР. Коллинеарны ли векторы р = 4а — 36, q = % — 12а, где 
а = {-1,2,8} и 6 = {3,7,-1}? 

РЕШЕНИЕ. 
1. Находим координаты векторов р w. q, пользуясь тем, что при 

сложении векторов их координаты складываются, а при умножении 
на число координаты умножаются на это число: 

р = {-13,-13,35}, д = {39,39,-105}. 

2. Так как 
- 1 3 - 1 3 35 
39 39 -105 ' 

то координаты пропорциональны. Следовательно, векторы р и g кол
линеарны. 

Ответ. Векторы р* и д* коллинеарны. 
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Условия ЗАДАЧ. Коллинеарны ли 

1. а - { 1 , 2 , - 3 } , 
2. а = { 2 , 0 , 1 } , 
3. а - { - 2 , 2 , 1 } , 
4. а = { - 1 , 2 , 3 } , 
5. а = { 2 , 5 , 1 } , 
6. а - { 1 , 2 , - 2 } , 
7. а - { 1 , 2 , 3 } , 
8. а= :{1 ,3 , -1} , 
9. а = { - 1 , - 2 , 2 } , 
10. а = { 1 , 3 , 2 } , 

6 = { 1 , 0 , - 1 } , 

6 - { - 2 , 3 , 1 } , 

Ь = { - 1 , - 2 , 2 } , 
6={2,1 ,1} , 
Ь={5,0,2}, 
Ь - { 1 , 3 , - 1 } , 
6 - { 2 , - 1 , 0 } , 
Ь̂  = {2,1,3}, 
6̂  = { 1 , 0 , 2 } , 

6 - { 1 , - 2 , 6 } , 

векторы р и q 

р = За + 66, 
р = 2а + 26, 
р =г а + 36, 
р = 2а + 36, 
р=-а + Ь, 
р=а-\-Ь, 
р = 63— 26, 
р = 6а- 36, 
р = а -f 36, 
p=a — b^ 

? 

g = - a + 26. 
q = 3d-2b, 
q — 2d-h. 
q=a — 6. 
^ = a — 36. 
q=a-\-2b. 
g*=—3a-f a. 
g*=:-4a + 2a. 
q—~2a — 66. 
g =:-6a + 66. 

Ответы. 1. Нет. 2. Нет. 3. Нет. 4. Нет. 5. Нет. 6. Нет. 7. Да. 
Да. 9. Да. 10. Да. 

1.3. Угол между векторами 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Даны точки A(a;i,t/i,zi), В{х2^у2^^2) и 

С{хз,Уз^^з)- Найти косинус угла между векторами АВ и АС. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Косинус угла ip между векторами АВ и АС оп
ределяется формулой 

COS(/? = 
{АВ.АС) 

\АВ\ ' \АС\ (1) 

1. Чтобы вычислить длины векторов \АВ\ и \АС\ и скалярное 
произведение {АВ^АС), находим координаты векторов: 

АВ = {х2 -Х1,у2 -yi,Z2 - zi), AC = {хз -Х1,уз -yi,Z3 ~ zi}. 

2. По формулам для длины вектора и скалярного произведения 
векторов имеем 

\АВ\ - y/{X2-Xi)^ + {y2-yi)^ + {z2-Zi)^, 

\АС\ - V(^3 - xi)2 + (уз - yi)2 + (̂ 3 - zi)2, 

(АВ, AC) = {х2 - xi){x3 - xi) + (2/2 - У1){уз - 2/i) + (̂ 2 - Zi){z3 - zj). 

3. Вычисляем cosi/? no формуле (1) и записываем ответ. 
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ПРИМЕР. Даны точки А ( - 2 , 4 , - 6 ) , Б (0 ,2 , -4 ) и С ( - 6 , 8 , - 1 0 ) . 
Найти косинус угла между векторами АВ и АС. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Находим координаты векторов АВ = {2,-2,2} и АС = {-4,4,-4}. 
2. По формулам для длины вектора и скалярного произведения 

векторов имеем 

\АВ\ = ^ 2 ^ + ( - 2 ) ' + 2 ' = 2v^, 1^1 = V ( - 4 ) 2 + 42 + (-4)2 = 4^3 , 

(АВ, AC) = 2 • (-4) 4- (-2) • 4 + 2 • (-4) = -24. 

3. Вычисляем cos<^ по формуле (1): 

- 2 4 ^ 
COS (f = -1= -7= = —1 . 

2\/3 • 4\/3 

Ответ. Косинус угла между векторами АВ и АС равен —1. 
Условия ЗАДАЧ. Найти косинус угла меоюду векторами АВ и АС. 

1. А{2,-2,3), В{1,-1,2), С ( 4 , - 4 , 5 ) . 
2. А(0, -2 ,6) , В ( - 1 2 , - 2 , - 3 ) , С ( - 9 , - 2 , - б ) . 
3. А{2,г,-1), 5 ( 4 , 5 , - 2 ) , С(3,1,1). 
4. А ( - 1 , 2 , - 2 ) , 5 ( 3 , 4 , - 5 ) , С(1,1,0). 
5. У 1 ( - 2 , - 2 , 0 ) , В(1 , -2 ,4) , С (5 , -2 ,1 ) . 
6. А(3,3 , -1) , В(3,2,0), С (4 ,4 , -1 ) . 
7. Л ( - 1 , - 7 , - 4 ) , В ( 2 , - 1 , - 1 ) , С(4,3,1). 
8. А(2, -2 ,6) , 5(0,0,4) , С(б , -6 ,10) . 
9. Л(0,1,0), 5(3,1,4), С(4,1,3). 
10. Л(3,2,0), 5 ( 1 , 4 , - 1 ) , С(4,0,2). 

Ответы, l.cosy) = - 1 . 2.cos^ = 24/25. Z.cos^p = - 4 / 9 . 4.cos(p =0 . 
5. cos (f = -^/2/2. 6. cos ip = 1/2. 7. cos y; = 1. 8. cos ̂  = - 1 . 9. cos ip = 24/25. 
10.cosv? = - 8 / 9 . 

1.4. Площадь параллелограмма 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить площадь параллелограмма, по

строенного на векторах а = aip + a2q ub = /3ip'+/329, если известно, 
что \р\ = ро, \q\= qo и угол между векторами р и q равен ip. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. Площадь параллелограмма^ построенного на век
торах а и 6, равна модулю их векторного произведения: 

S=\la,b]\. (1) 

1. Вычисляем [а, 6], используя свойства векторного произведения 

[а, Ь] = [aip + 0L2q,liiP + p2q\ = 

= Q^I/?I[P,P1 + a;i/?2[p,q\ + o^2/3i[q,p\ -f a2/32[g,q\ = 

= (ai/?2 -a2/?i)[p,g]. 

2. Вычисляем модуль векторного произведения 

I [а, 6] I = |ai/?2 - «2^1 \p\ l^simp 

{simp > 0, так как О < (p < тг). 
3. Находим площадь параллелограмма, используя формулу (1) 

5 = |[а,Ь]| = \aiP2 -Q:2/?i||plMsin<^. 

ПРИМЕР. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 
векторах а — Зр~\- 2диЬ = 2р — д, если известно, что |р| = 4, |gl = 3 и 
угол между векторами рид равен 37г/4. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем [а, 6], используя свойства векторного произведения 

[а,Ь] = [3^+ 2q,2p^ q\ = 6[р,Й - 3[p,g] + 4[q,p\ - 2%^ = -7 [р , ^ . 

2. Вычисляем модуль векторного произведения 

|[5, Ь]| = I - 7[р,gll = 7|pl|9l sin ^ = 42ч/2. 

3. Находим площадь параллелограмма, используя формулу (1) 

5=:|[а,Ь]|=:42\/2. 

Ответ. Площадь параллелограмма равна 42\/2 (ед. длины)^. 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить площадь параллелограмма, постро
енного на векторах а иЪ {pq — угол меоюду векторами р и q). 

1. a = p + 3g, b^=2p-q, |р| = 2, \q\ = I, р £ = 7 г / 6 . 
2. a = 2p-\-q, b = p - 3q, \p\ = 2, |^ = 2, р£ = 7г/А. 
3. a = p-2q, b^^p + Sq, \p\ = 1, \q\ = 2, p | = 7г/2. 
4. a=:3p-5g*, b = p~\-2q, |p| = 2, |gl = 1, pq=bn/6. 
5. a=p-q, b = 2p4-2g, |p1 = 1, |gl = 6, pg = 37г/4. 
6. a=p + 2q, b = 3p-2q, |p| = 3, |gl = 2, pq^zn/S 
7. a = 2p-2q, b^ = p + q, \p\ = 2, |gl = 3, pg = 7г/2 
8. a = p-\-q, b = p-iq, |p| = 7, |g| = 4, pg = 7г/4 
9. a - 4 p - 4 g , b = p + 3g, |pl = 2, |g1 = 1, p | = тг/б 
10. a = p - b g , b = 2p-q, \p\ = 2, \q\ = 3, pq =7г/3 

Ответы. 1. 5 = 7. 2. 5 = 14i/2. 3. 5 = 10. 4. 5 = 11. 5. 5 = 15\/2. 
6. 5 = 24\/3. 7. 5 = 24. 8. 5 = 70v/2. 9. S = 16. 10. 5 = 9\/3. 

1.5. Компланарность векторов 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Компланарны ли векторы а = {а1,а2,аз}, 

Ь = {61,62,^3} txc = {с1,С2,сз}? 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ДЛЯ ТОГО чтобы три йектора были компланарны 
(лежали в одной плоскости или в параллельных плоскостях), необхо
димо и достаточно, чтобы их смешанное произведение (а,Ь,с) было 
равно нулю. 

1. Смешанное произведение векторов выражается через их коор
динаты формулой 

(а, 6, с) = 
СЦ ^2 ^3 

bi 62 Ьз 
Cl С2 Сз 

2. Если определитель в правой части этого равенства равен нулю, 
то векторы компланарны, если определитель не равен нулю, то век
торы некомпланарны. 

ПРИМЕР. Компланарны ли векторы а = {7,4,6}, Ь = {2,1,1} и 
с = {19,11,17}? 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем смешанное произведение векторов: 

(а, 6, с) = 
7 4 6 
2 1 1 

19 11 17 
= 0. 

2. Так как (а, Ь, с*) = О, векторы а, Ь и с компланарны. 

Ответ. Векторы а, 6 и с компланарны. 

Условия ЗАДАЧ. Компланарны ли векторы а,Ь и с7 

1. а = {1,3,0}, 6 = { -1 ,0 , -1} , с = {1,2,1}. 
2. 5 = {3,2,1}, 6 = {5,5,5}, с = { 0 , - 1 , - 2 } . 
3. а = {0,6,1}, 6 = {0,2,0}, с = {1,1,1}. 
4. а = {4 ,1 , -2} , 6 = {3,2,1}, с = {5,5,5}. 
5. а = {2,5,0}, 6 = {2 , -1 ,2} , с = {1,1,1}. 
6. а = {1 ,0 , -1} , 6 = { -2 , -1 ,0} , с = { 3 , 1 , - 1 } . 
7. а = {4,3,1}, 6 = {5,1,2}, с = { 2 , 1 , - 1 } . 
8. а = {-2,4,3}, Ь = {4,7,5}, с = { 2 , 0 , - 1 } . 
9. а = {2,5,8}, 6 = { 1 , - 3 , - 7 } , с = {0,5,10}. 
10. а = {1,5,1}, 6 = {1,7,1}, с = {2,2,1}. 

Ответы. 1. Нет. 2. Да. 3. Нет. 4. Да. 5. Нет. 6. Да. 7. Нет. 
8. Да. 9. Да. 10. Нет. 

1.6. Объем и высота тетраэдра 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить объем тетраэдра с верши

нами в точках Ai{xi,у 1,zi), Аз(жз,2/2,22), Аз{хз,уз,2з), ^4(^4,2/4,^4) 
и его высоту, опущенную из вершины А^ на грань А1А2А3. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Из вершины Ai проведем векторы A\A2 = {x2—xi,y2—yi,Z2~zi}, 

Л1Л3 = {а;з-Х1,2/3-2/1,23-zi} и AiA4-{x4-xi,y4-yi,Z4-zi}. 
В соответствии с геометрическим смыслом смешанного произве

дения имеем 

1 , , 1 К . = ^ • V„n. = ^ 1(^1^2,^1^3,^1^4)1, (1) 
О о 
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объемы тетраэдра и параллелепипеда, построенных где FT. И УПГ 

на векторах Л1Л2, AiAs и А1А4) 
С другой стороны, 

где согласно геометрическому смыслу векторного произведения 

(2) 

SAABC = ^\[AiA2,AiA3]l 

Сравнивал формулы (1) и (2), получаем 

h = 
1(^1^2, Ai Аз, AiA4) | 

SAA1A2A3 | [AiA2,AiA3]| 

2. Вычисляем смешанное произведение: 

Х2 -XI 2/2 - 2/1 Z2 - Zi 
хъ -XI Уз- 2/1 Z3 - zi 
Х4 -Xi У4- 2/1 Z4 - Zi 

(AiA2,AiA3,AiA4) = 

и находим объем тетраэдра по формуле (1). 
3. Вычисляем координаты векторного произведения: 

(3) 

[AiA2,AiA3] = 

Л 
1 

i 
Х2 ~ Xi 
Хз - XI 

2/2 - 2/1 Z2- Zi 
2/3 - 2/1 Z3 - zi ? 

J к 
2/2 - 2/1 Z2~ zx 
2/3 - 2/1 2:3 - z i 

zzz 

X2 — X\ Z2— Zi 
X3 - xi Z3- zx ) 

X2 -
Х3 -

-xx 
-xx 

У2 
2/3 

- 2 / 1 
- 2 / 1 

и его модуль. 
4. Находим высоту h по формуле (3). 

П Р И М Е Р . ВЫЧИСЛИТЬ объем тетраэдра с вершинами A i ( 2 , 3 , l ) , 
^ 2 ( 4 , 1 , - 2 ) , Аз(6, 3, 7) и А 4 ( - 5 , - 4 , 8 ) и его высоту, опущенную из 
вершины А4 на грань А1А2А3. 

Р Е Ш Е Н И Е . 

1. Из вершины Ах проведем векторы А1А2 = {2, —2, —3}, АхАз = 
{4,0 ,6} и А т = { - 7 , - 7 , 7 } . 



20 Гл. 1. Аналитическая геометрия 

2. Вычисляем смешанное произведение: 

{AiA2,AiA3,AiA4) 
-2 
О 

-7 

= 2 • 42 + 2 • 70 + (-3) • (-28) = 308 

и находим объем тетраэдра по формуле (1) 

1 3 
Ут = 7 * ^^^ (ед.длины) . 6 

3. Вычисляем координаты векторного произведения: 

[AiA2,AiA3] = 
г j к 
2 - 2 - 3 
4 0 6 

= - 1 2 ? - 24J+ 8^ = {-12, -24,8} 

и его модуль 

[AU2,AiA3] = ^ ( -12 )2 + (-24)2 + 82 

4. Находим высоту h по формуле (3): 

28. 

. 1(^1^2,^1 Аз, ^1^4)1 308 ,^ h — —— — ,,—— = —— = 11 ед.длины. 
\[А^А^,АгАз]\ 28 

Ответ. Vr, = -— (ед.длины) , h = 11 ед.длины. 
о 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в 
точках Ai, А2, A3, А4 и его высоту^ опущенную из вершины А^ на 
грань А1А2А3. 

Ai(2,4,7), 
Ai ( -2 ,4 ,8) , 
Ai(6, l ,3) , 

>i2(3,3,2), 
^2(4 , -1 ,2) , 
^ 2 ( 6 , - 2 , - 3 ) , 

Ai (0 , -1 ,2) , Л2( -3 ,3 , -4 ) , 
Ai (0 , -4 ,3) , Л2( -5 ,1 , -2 ) , 

6. A i (2 , l , l ) , ^2(0,5,7), 
7. A i ( 4 , l , - 1 ) , ^2(1 ,4 , -1) , 
8. Ai(5,2, l ) , ^2(4,5,4), 
9. Ai (0 ,2 , -2) , Л2(1,9,3), 
10. Ai(12,2,3), A2( -7 , -5 ,0 ) , 

^3(0,1,2), 
Аз(-8,7,10), 
^з(2,2,0), 
Аз ( -9 , -5 ,0 ) , 
^ з (4 ,7 , -2 ) , 
Л з ( 3 , - 3 , - 7 ) , 
^з(0,1,3), 
Аз(8,3,-3), 
Лз (6 , -6 , -2 ) , 

А4( -3 ,7 , -2 ) . 
А4( -3 ,4 , -2 ) . 
Л4(-5,1,0). 
Л4( -8 , -5 ,4 ) . 
А4(-9,7,8). 
Л4(1,8,5). 
А4(-2,0,0). 
А4(-7 ,12 , -4) . 
^4(3 , -2 ,8) . 

А з ( - 4 , - 8 , - 5 ) , А4( -4 ,0 , -3 ) . 
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Ответы. 

l.V = 70/3, h = 2ч/14. 2. У = 56/3, /i = 4. 
3. У = 43/2, h = 43\/Т05/105. 4. У = 80/3, h = i. 
b.V = 190, h = 2 v ^ . 6. У = 15, h = SVE. 
7. У = 12, /i = 2i/3. 8. У = 140/3, /i = 4i/l4. 
9. У = 250/3, /г = 5\/2. 10. У = 338/3, /i = V ^ . 

1.7- Расстояние от точки до плоскости 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти расстояние от точки Мо(жо, VO^ZQ) 

до плоскости, проходящей через точки Mi(a:i,2/i,zi), М2{х2,У2у^2) и 
Мз(а;з,2/з,^з)-

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Искомое расстояние можно найти как высоту 
тетраэдра с верпганами Мо(а;о,2/о,^о), Mi{xi,yi,zi), М2(х2,2/2,^2) и 
Мз(жз,2/з?^з)? опущенную из вершины Мо(а;о, VO^ZQ) на грань М1М2М3 
(см. задачу 1.6). Другое решение заключается в следующем. 

Расстояние d от точки Мо{хо,уо,го) до плоскости равно длине 
проекции вектора MIMQ на нормальный вектор плоскости п, т.е. 

(n,MiMo)| 
d = I nP^MiMol = '̂  ' .' " '̂ . (1) 

\n\ 
Поскольку нормальный вектор плоскости n ортогонален векторам 
М1М2 и М1М3, его можно найти как их векторное произведение: 

п = [MiM2,MiM3]. 

1. Находим координаты векторов: 
М1М2 = {x2-xi,y2-yi,Z2-zi}, МгМг = {x3-xi,ys-yi,Z3-zi}, 

Ml Mo = {хо -xi.yo -2/1,2:0 - zi}, 
и нормального вектора плоскости: 

п = [MiM2,MiM3] = 
г j к 

Х2 -XI 2/2 - 2/1 ^2 - Zi 
хз -XI 2/3 - 2/1 ^3 - 2̂ 1 

2. Вычисляем расстояние d от точки Мо(жо,2/05^о) ДО плоскости 
по формуле (1). 

ПРИМЕР. Найти расстояние от точки Мо(1,-1,2) до плоскости, 
проходящей через точки Mi( l ,5 , —7), М2(—3,6,3), Мз(—2,7,3). 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Находим координаты векторов: 

MiM2 = {-4, l ,10}, MiM3 = {-3,2,10}, MiMo = {0 , -6 ,9} , 

и нормального вектора плоскости: 

п = [М1М2, MiMs] = 
г j к 

- 4 1 10 
- 3 2 10 

= -lOi + lOj -Бк. 

2. Вычисляем расстояние d от точки MQ ДО ПЛОСКОСТИ ПО фор
муле (1): 

d := |nP^MiMo | = 
|(n,MiMo)| -105 

V(-10)2 + 102 -f (-5)2 
= 7. 

Ответ, d = 7 ед. длины. 

Условия ЗАДАЧ. Найти расстояние от точки MQ до плоскости, 
проходящей через точки Mi, М2 и М^. 

1. Mi(0 ,7 , -4) , М2(4,8,-1), Мз(-2,1,3) , Мо(-9,10,2). 

2. Mi(5,8,3), М2(10,5,6), Мз(8,7,4), Мо(7,0,1). 

3. Ма(1,3,5), М2(-5,5,2), Мз(7,-1,8) , Мо(-3,4,3). 

4. M i ( 0 , - 2 , - l ) , М2( -3 , -1 ,2 ) , Мз(1,0,-2) , Мо(-3,3,1). 

5. Ml(2,3,1), М2(2,0,3), Мз(1,2,0), Мо(3,0,5). 

М2(4,5,2), Мз(5,1,4), Мо( -2 , -6 ,2 ) . 

М2(4,3,0), Мз(1,2,9), Мо(6,1,-6). 

М2(0,5,-3), Мз ( -4 ,2 , -1 ) , Мо( -4 ,9 , -8 ) . 

М2(0 , -1 , -3 ) , Мз(4,0,0), Мо(-1,4,6). 

М2(-3,2,3), Мз(3,0,6), Мо( -2 ,5 , -4 ) . 

6. Mi(4,3,5), 

7. Ml(4,5,0), 

8. Mi(5,12,l) , 

9. Mi(0,3,5), 

10. M i ( l , - 2 , 2 ) , 

Ответы. l.d = 459/\/2265. 2. d = 5л/2. 3.d = 0. 4. d = 9/у/Ш. 
5. d = N /38 /38 . 6. d = 5/v/29. 7. d = 2^6. 8. d = 7. 9. d = 5/9. 
10. d = 45^194/97. 
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1.8. Уравнение плоскости 
с данным нормальным вектором 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Написать уравнение плоскости, проходя
щей через точку Mo{xo,yo,zo) перпендикулярно вектору М1М2, где 
точки Ml и М2 имеют координаты {xi^yi^zi) и (х2,2/2,^2)• 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Уравнение плоскости, проходящей через точку 
^о(^О) 2/05 ZQ) перпендикулярно вектору п = {А, Б , С}, имеет вид 

А{х - хо) + В{у - уо) + C{z - го) = 0. (1) 

1. В качестве нормального вектора плоскости п выбираем вектор 
М 1 М 2 = {Х2 ~Х1,У2 ~yi,Z2 - Zi}. 

2. Составляем уравнение плоскости (1) с нормальным вектором 
М1М2, проходящей через точку Мо(а:о,2/о,2;о): 

(Х2 - Xi){x - Хо) + (2/2 - yi){y - Уо) + {Z2 - Zi){z - Zo) = 0. 

ПРИМЕР. Написать уравнение плоскости, проходящей через точ
ку Мо(2,5,—3) перпендикулярно вектору М1М2, где точки Mi и М2 
имеют координаты (7,8, —1) и (9, 7,4). 

РЕШЕНИЕ. 
1. В качестве нормального вектора плоскости п выбираем вектор 

MiM2 = { 2 , - l , 5 } . 
2. Составляем уравнение плоскости (1) с нормальным вектором 

п = {2, —1,5}, проходящей через точку Мо(2,5, —3): 

2 ( а ; - 2 ) - 1 ( 2 / - 5 ) + 5 ( гЧ-3)=0 . 

Ответ. Уравнение плоскости 2а: — у Н- 5z + 16 = 0. 

Условия ЗАДАЧ. Написать уравнение плоскости, проходящей 
через точку Мо перпендикулярно вектору М1М2. 

1. Мо(3,2,0), Mi(4, l ,5) , М2(2,-1 ,4) . 
2. Мо( -5 , -1 ,0 ) , iWi ( -5 , l , -4 ) , М 2 ( - 2 , 2 , - 3 ) . 
3. Мо(2 , -4 , -2 ) , M i ( - l , - 3 , - 7 ) , М 2 ( - 4 , - 1 , - 5 ) . 
4. Мо(-5,3,10), Mi(0,5,7), М2(2,7,8). 
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5. Мо(2,-10,-4), Mi(0,-6,-8), М2(-2,~5,-9). 
6. Мо(1,9,2), Mi(0,4,7), М2(1/6,9). 
7. Мо(0,-2,7), Mi(-5,~4,9), М2(-2,^2,6). 
8. Мо(-1,1,-4), Mi(3,8,-2), М2(2,11,0). 
9. Мо(-1,7,-б), Ml(3,5,-1), М2(1,3,-2). 
10. Мо(-5,2,5), Mi(3, - 3 , - 2 ) , М2(4, - 1 , 2 ) . 

Ответы. 
1. 2a: + 22/ + z = 0. 2. Зх + у + 2 - 4 = 0. 
3. Зх - 2у - 22: - 16 = 0. 4. 2ж -h 2̂ / + z + 9 = 0. 
5. 2х - 2/ + ;г - 20 = 0. 6. ж + 2у + 2z -- 3 = 0. 
7. Зж + 2у - Зг + 23 = 0. 8. а: - Зг/ - 22; - 8 = 0. 
9. 2х + 2у -f г - 16 = 0. 10. о; -f 22/ + 42; ~ 5 = 0. 

1.9. Угол между плоскостями 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти угол меэюду плоскостями 

Ахх Н- Вху -h Ciz + А = 0 , А2Х -h Б22/ -f C2Z + D2 = 0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Двугранный угол между плоскостями равен углу 
между их нормальными векторами 

ni = { A i , ^ i , C i } , П2 = {А2,^2,С2}. 

Поэтому угол (̂  между плоскостями определяется равенством 

(П1,П2) 

| n i | • |П2| 

ПРИМЕР. Найти угол между плоскостями 
X 4- 22/ - 2z - 7 = О, X + 2/ - 35 = 0. 

РЕШЕНИЕ. Двугранный угол между плоскостями равен углу меж
ду их нормальными векторами п\ = {1,2,—2}ип2 = {1,1,0}. Поэто
му угол (/? между плоскостями определяется равенством 

(П1,П2) 1 - Ц - 2 - 1 - 2 . 0 1 
c o s (Р ^^ "'̂  ^ -— '—""• —-

|П1|-|П2| ^12 + 22 + ( -2 )V12 + 12 V2 ' 

Таким образом, ^ — arccos (1/\/2) = 7г/4. 

Ответ. Угол между плоскостями (р = 7г/4. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти 

1. З а : - у 4-3 = 0, 
2. x-y-\-3z-5 = 0, 
3. 5а:-4г/ + 3 ^ - 3 = 0, 
4. 5х -Зг / + 2г + 5 = 0, 
5. 6а; + 2 2 / - 4 г + 1 7 = 0, 
6. x - y - f 2 ; \ /2 -5 = 0, 
7. 2 / - З г + 5 = 0, 
8. 6ж + 22/-ЗгН-1 = 0, 
9. 2a: + 2/ + 2 z - 5 = 0, 
10.5ж - 2/+ 2z + 12 = 0, 

угол меоюду плоскостями. 

x-2y-^5z-10 = 0. 
x-\-z-2 = 0. 
Ax-y- z-b2 = 0. 
3x~\-3y-3z-8 = 0. 
9a: + Зу - 6z - 4 = 0. 
a: + г / - г\/2 + 7 = 0. 
у + 22; - 3 = 0. 
a: + бу + 2z - 10 = 0. 
12a: + Щ - 15z + 2 = 0. 
3a: + 22/ + z + 10 = 0. 

1 о / 8 , 7 
Ответы. 1. (̂  = arccos—•=. 2. (Z) = arccos\ /—. 3. (̂  = arccos-- . 

^ 2\/3 V 11 ^ 10 
7 Г ^ л ^ 2 7 Г ^ 7 Г ^ 7 Г ^ 2 

4. (/? = --• о. (/? = 0. о. v? = -—. 7. (/? = —. 8. (̂  = — • 9. (̂  = arccos — . 
2 3 4 2 15 

10. (р = arccos ' 

1.10. Канонические уравнения прямой 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Написать канонические уравнения пря

мой^ заданной как линия пересечения двух плоскост^ей {общими урав
нениями) 

Г Aix + Biy + Ciz + Di = О, 
\ Ачх + Biy + C2Z И- ^2 = 0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Проверяем, что векторы п\ = {Ai ,5 i ,C i} и П2 = {Ач^Вч^Сч} 

неколлинеарны и, следовательно, плоскости пересекаются по некото
рой прямой. 

Канонические уравнения прямой с направляющим вектором а = 
= {/, т , п}, проходящей через данную точку Мо(а:о, yo^zo), имеют вид 

X ~хо 2/ - 2/0 Z- Z0 
I 772 П 

(1) 

Поэтому чтобы написать уравнения прямой, необходимо найти ее на
правляющий вектор и какую-нибудь точку на прямой. 

2. Так как прямая принадлежит одновременно обеим плоскостям, 
то ее направляющий вектор а ортогонален нормальным векторам 
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обеих плоскостей, т.е. а -L ni = {Ai ,Bi ,Ci} и а ± П2 = {Аг, JB2,C2}. 
Следовательно, направляющий вектор а находим по формуле 

а = [П1,П2\ = 
i j к 

Ai В, Ci 
А2 В2 С2 

3. Теперь выберем какую-нибудь точку на прямой. Поскольку на
правляющий вектор прямой непараллелен хотя бы одной из коорди
натных плоскостей, то прямая пересекает эту координатную плос
кость. Следовательно, в качестве точки на прямой может быть взята 
точка ее пересечения с этой координатной плоскостью. 

4. Подставляем найденные направляющий вектор и точку в урав
нения прямой (1) и записываем ответ. 

ПРИМЕР. Написать канонические уравнения прямой, заданной 
как линия пересечения двух плоскостей (общими уравнениями) 

Г 2х-^ Ъу Л-Z-% = {), 
\ X - 2?/ - 2z -h 1 = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Проверим, что векторы пх = {2,3,1} и П2 = {1, —2, —2} некол-

линеарны (см. задачу 1.2). Имеем 

1 ^ - 2 

Векторы Ях = {2,3,1} и П2 = { 1 , - 2 , - 2 } неколлинеарны, так как 
их координаты непропорциональны. Следовательно, две плоскости 
пересекаются по прямой. 

2. Так как прямая принадлежит одновременно обеим плоскостям, 
то ее направляющий вектор а ортогонален нормальным векторам 
обеих плоскостей, т.е. а L п\ = {2,3,1} и а i . П2 = { 1 , - 2 , - 2 } . 
Следовательно, направляюющий вектор а находим по формуле 

[П1,П2\ 

г j к 
2 3 1 
1 - 2 - 2 

-4г 4- 5j - 7к. 

3. Теперь выберем какую-нибудь точку на прямой. Поскольку на
правляющий вектор прямой непараллелен ни одной из координатных 
плоскостей, то прямая пересекает все три координатные плоскости. 
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Следовательно, в качестве точки на прямой может быть взята точ
ка ее пересечения, например, с плоскостью у = 0. Координаты этой 
точки находим, решая систему трех уравнений 

2ж + г - 8 = О, 
ж - 22: + 1 = О, 
у = 0. 

Получим жо = 3, уо = О и zo = 2, т.е. Мо(3,0,2). 
4. Подставляя найденные направляющий вектор и точку в урав

нения прямой (1), получим 

X — 3 ^ у Z — 2 

- 4 " 5 "" - 7 * 

Ответ. Канонические уравнения прямой имеют вид 

ж - 3 _У_ _ Z-2 
- 4 ~ 5 - 7 ' 

Условия ЗАДАЧ. Написать канонические уравнения прямой^ за
данной как линия пересечения двух плоскостей. 

2x-3y-\-2z+ 2== О, 
2Ж + 32/+ 2 + 14 = 0. 

( х^у+ z-2 = 0, Г 
\ ж - 2 / - З г + 6 = 0. ' \ 

Г x-2y + 2z-A = 0, Г 
'^' \2x-^2y-2z-S = 0. \ 

Г х + у 

Г х + 5г/ + 22: + 5 = 0, Г 

Г 4а:+ 2 / -З2:+ 4 = О, 10 / ^ ~ ^ 
\ 2ж - у 4- 2г -f 2 = 0. ' \ ж - Зу 

а:Н-?/+ z - 2 = 0, 
x-y-Sz+ 2 = 0. 

. 2x-\-Sy+ z-i-3 = 0, (x + y - z - A = 0, 
^' ^ x-Sy-2z + 3 = 0. \ x-y-{-2z = 0 

2x-{-2y-2z-hl = 0, 
Зж - 2г/ + 3z -f 4 = 0. 

- y-z-2 = 0, 
+ г + 4 = 0. 

Ответы. 

x+2_y-i_z ж + 4 _ у + 2 _ z 
' ~l~ ~ - 2 ~ 1* ' 9 ~ - 2 ~ ^ l 2 * 
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3. 

5. 

7. 

9. 

X — 4 у Z 
0 ^ 1 ~ Т ' 

х + 2 _ у _ Z 
3 ~ - 5 ~ 9" 

X у + 1 Z 
7 - 1 ~ 2 ' 

а ;+1 у Z 
1 ~ 1 4 ^ 6 ' 

4. 

6. 

8. 

10. 

X у - 2 г 
Т " -2 ~ Т' 

х - 2 _ у - 3 _ Z 
1 ~ - 3 ~ ^ ' 

X + 1 у-1/2 Z 
1 ^ - 6 ~ " ^ 

X - 5 у - 3 Z 
2 ~ 1 ~Т 

1.11. Точка пересечения 
прямой и плоскости 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти точку пересечения прямой 

x-xi ^ у-уг ^ Z- zi 
I т п 

и плоскости 
АхЛ-Ву + Сг + П = 0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Проверим, что прямая не параллельна плоскости. Это означает, 

что направляющий вектор прямой а = {/, т , п} и нормальный вектор 
плоскости п = {А, -В, С} не ортогональны, т.е. их скалярное произ
ведение не равно нулю: 

А1-\-Вт + Спу^ 0. 
В этом случае существует единственная точка пересечения прямой и 
плоскости. 

2. Для нахождения точки пересечения прямой и плоскости, вообще 
говоря, надо репшть систему трех уравнений с тремя неизвестными 
(два уравнения прямой и одно уравнение плоскости). Однако удобнее 
использовать параметрические уравнения прямой. 

Положим 
x~xi ^ г/-г/1 ^ Z- zi ^ 

/ т п 
Тогда параметрические уравнения прямой имеют вид 

X = It -\- Xi^ 
y = mt-{-yi, 
z = nt-\- zi. 
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3. Подставляя эти выражения для х, у и z в уравнение плоскости 
и решая его относительно t, находим значение параметра t = to, при 
котором происходит пересечение прямой и плоскости. 

4. Найденное значение to подставляем в параметрические уравне
ния прямой и получаем искомые координаты точки пересечения: 

XQ = Но + Xi, 
уо = mto + yi, 
ZQ = nto + Zi. 

Записываем ответ в таком виде: прямая и плоскость пересекаются 
в точке (хо,2/о,^о). 

ПРИМЕР. Найти точку пересечения прямой 

X — 1 у -\-1 _ Z 

и плоскости 
2x-3y-\'Z-S = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Имеем 

(а, п) = 2 • 2 Ч-О • ( -3 + (-1) • 1 = 3 7̂  0. 

Следовательно, направляющий вектор прямой и нормальный вектор 
плоскости не ортогональны, т.е. прямая и плоскость пересекаются в 
единственной точке. 

2. Положим 
х-1 _ г/ + 1 _ Z _ 

2 " О ""• - 1 ~ ' 

Тогда параметрические уравнения прямой имеют вид 

3. Подставляя эти выражения для х, у и z в уравнение плоскости, 
находим значение параметра t, при котором происходит пересечение 
прямой и плоскости: 

2(2t + 1) - 3(-1) 4- l{-t) - 8 = О = > to = 1. 
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4. Подставляя в параметрические уравнения прямой найденное 
значение to = 1, получаем 

2̂0 = 3, 2/0 = - 1 , Zo = - 1 . 

Ответ. Прямая и плоскость пересекаются в точке ( 3 , - 1 , - 1 ) . 

Условия ЗАДАЧ. Найти точку пересечения прямой и плоскости, 

^ х-2 у - 3 Z + 1 
1 1 - 4 

x + y~\-2z-9 = 0. 

х + 1 t y - 3 Z + 1 
2. - ^ = У-^ = - ^ , :,^2y-z + b = 0. 

X — 1 _ у -ЬЬ _ Z — 1 
1 "" 4 " 2 ' 

х - З г / + 2 - 8 = 0. 

х-1 у z-{-3 

5. - = ^ = - ^ , 3a; + y - 2 z - 0 . 

6. ^ = ^ = ^ , x + 3 y - z - 3 = 0. 

Ж — 1 V — 2 z 
8. - ^ = ^ = - , X-2 / + 4 Z - 5 - 0 . 

9. £ = L z i . £ ± f , 2 x - y + z + 4 = 0. 

10. ^ = ^ = i ± l , 2 x - 4 , - 3 z + 7 = 0. 

Ответы. 1. (1,2,3). 2. (1 , -1 ,4) . 3. (2 , -1 ,3) . 4. (4 ,0 , -1) . 
5.(1,1,2). 6. ( - 1 , 0 , - 4 ) . 7. ( - 1 , 1 , - 2 ) . 8.(3,2,1). 9. ( - 1 , - 1 , - 3 ) . 
10. ( - 1 , 2 , - 1 ) . 
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1-12. Проекция точки 
на плоскость или прямую 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти координаты проекции Р' точки 
P{^PiУРЧzp) па плоскость Ах + By -\- Cz-\- D = О, 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Проекция Р' точки Р на плоскость является ос
нованием перпендикуляра, опущенного из точки Р на эту плоскость. 

1. Составляем уравнения прямой, проходящей через точку Р пер
пендикулярно данной плоскости. Для этого в качестве направляю
щего вектора прямой берем нормальный вектор плоскости: а = п = 
= {А, В, С}. Тогда канонические уравнения прямой имеют вид 

х-хр у-ур Z- zp 
А В С ' 

2. Находим координаты точки пересечения Р' этой прямой с за
данной плоскостью (см. задачу 1.11). Положим 

х-хр _ у-ур _ Z- Zp _ 
А ~ В ~ С " 

Тогда параметрические уравнения прямой имеют вид 

X = At-\- хр, 
у = Bt-\-yp, 
Z =z Ct-\- Zp. 

3. Подставляя x^y^z в уравнение плоскости и решая его относи
тельно t, находим значение параметра t = to, при котором происходит 
пересечение прямой и плоскости. 

4. Найденное значение о̂ подставляем в параметрические уравне
ния прямой и получаем искомые координаты точки Р'. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично решается задача о нахождении коорди
нат проекции точки на прямую. 

ПРИМЕР. Найти координаты проекции Р ' точки Р(1,2,—1) на 
плоскость Зж — 2/4-22: — 4 = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Составляем уравнения прямой, проходящей через точку Р пер

пендикулярно данной плоскости. Для этого в качестве направляю
щего вектора прямой берем нормальный вектор плоскости: а = п = 
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= {3, —1,2}. Тогда канонические уравнения прямой имеют вид 

х-1 _ у-2 _ z-hl 
3 "" - 1 2 ' 

2. Найдем координаты ТОЧЮЙ пересечения Р' этой прямой с задан
ной плоскостью. Положим 

х-~1 __ у-2 __ Z + 1 _ 
3 "" - 1 •" 2 "̂  ' 

Тогда параметрические уравнения прямой имеют вид 

x^St + 1, 
y = - t + 2, 
2 = 2t - 1. 

3. Подставляя эти выражения для х^ у и z в уравнение плоскости, 
находим значение параметра ,̂ при котором происходит пересечение 
прямой и плоскости: 

3(3t + 1) - l{-t + 2) + 2{2t - 1) - 27 = О = > to = 2. 

4. Подставляя в параметрические уравнения прямой найденное 
значение to = 2, получаем жо = 7, уо = О, ^о = 1. 

Таким образом, точка пересечения прямой и плоскости и, следо
вательно, проекция точки Р на плоскость имеет координаты (7,0,1). 

Ответ. Проекция Р' имеет координаты (7,0,1). 

У с л о в и я ЗАДАЧ. 

1. Р(1,0,1), 
2. Р(-1 ,0 , -1) , 
3. Р(2,1,0), 
4. Р(0,2,1), 
5. Р(-1,2,0), 
6. Р(2,-1,1), 
7. Р(1,1,1), 
8. Р(1,2,3), 
9. Р(0 , -3 , -2) , 
10. Р(1,0,-1), 

Найти координаты проекции точки I 

4х + бу -f 4z - 25 = 0. 
2х + 6у'-2г-\-11 = 0. 
2/-hz + 2 = 0. 
2а: 4- 42/ - 3 = 0. 
4 х - 5 2 / - г - 7 = 0. 
x-y-\-2z-2=^0. 
ж-f-42/+ З2: 4-5 = 0. 
2х -h Юу + lOz - 1 = 0. 
2х -МО2/ -f- lOz - 1 = 0. 
2y + 4z-l = 0. 

^ на плос-

Ответы. 1.(2,3/2,2). 2. (-3/2,-3/2,-1/2). 3.(2,-1/2,-3/2). 
4. (-1/2,1,1). 5.(1,-1/2,-1/2). 6.(3/2,-1/2,0). 7.(1/2,-1,-1/2). 
8.(1/2,-1/2,1/2). 9.(1/2,-1/2,1/2). 10.(1,1/2,0). 
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1.13. Симметрия относительно 
прямой или плоскости 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти координаты точки Q, симметрич
ной точке P{xp,yp,zp) относительно прямой 

X - хр _ у -уо _ Z - ZQ 

I т п 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Искомая точка Q лежит на прямой, перпенди
кулярной данной и пересекающей ее в точке Р'. Поскольку точка 
Р ' делит отрезок PQ пополам, координаты жд, уд и ZQ ТОЧКИ Q 
определяются из условий 

хрЛ-XQ yp + yq zp + ZQ 
^Р' = 2 " ^ , УР' = 2 ~ ^ . ^Р' = ^ , (1) 

где xp,yp,zp — координаты точ1си Р и xp^^ypf^zp/ — координаты 
ее проекции Р' на данную прямую. 

1. Найдем проекцию точки Р на данную прямую, т.е. точку Р ' 
(см. задачу 1.12). Для этого: 

а) составим уравнение плоскости, проходящей через точку Р пер
пендикулярно данной прямой. В качестве нормального вектора п 
этой плоскости можно взять направляющий вектор данной прямой, 
т.е. п = а = {l^m^n}. Получаем 

1{х - Хр) + т{у - УР) -f n{z - zp) = 0; 

б) найдем координаты точки пересечения Р ' этой плоскости с за
данной прямой. Для этого запишем уравнения прямой в параметри
ческой форме 

X = Н-\- жо, 
y = mt-\-yo, 
Z = nt-\- ZQ. 

Подставляя x^y^z в уравнение плоскости и решая его относительно t, 
находим значение параметра t = to, при котором происходит пересе
чение прямой и плоскости; 

в) найденное значение to подставляем в параметрические уравне
ния прямой и получаем искомые координаты точки Р'. 

2. Координаты точки Q, симметричной точке Р относительно дан
ной прямой, определяем из условий (1). Получаем 

XQ = 2хр/ - Хр, yq = 2ур' - ур, ZQ = 22;р/ - zp. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично решается задача о нахождении коорди
нат точки, симметричной данной, относительно плоскости. 

ПРИМЕР. Найти координаты точки Q, симметричной точке 
Р(2, -1 ,2) относительно прямой 

X — 1 _ у __ Z -\-1 
1 "̂  О - 2 * 

РЕШЕНИЕ. 
1. Найдем проекцию точки Р на данную прямую, т.е. точку Р ' . 

Для этого: 
а) составим уравнение плоскости, проходящей через точку Р пер

пендикулярно данной прямой. В качестве нормального вектора п 
этой плоскости можно взять направляющий вектор данной прямой: 
n = a = {1 ,0 , -2} . Тогда 

1(а: - 2) + 0(2/ + 1) - 2(z - 2) = О =Ф ж - 2z + 2 = 0; 

б) найдем точку пересечения заданной прямой и плоскости 
X — 2z + 2 = 0. Для этого запишем уравнения прямой в парамет
рической форме: 

x = t + l, 

z = -2t- 1. 

Подставляя эти выражения для х, у и z в уравнение плоскости, на
ходим значение параметра t, при котором происходит пересечение 
прямой и плоскости: to = —1; 

в) подставляя в параметрические уравнения прямой найденное 
значение to = —1, получаем 

жр/ = О, г/р/ = О, zpr = 1. 

Таким образом, точка пересечения прямой и плоскости и, следова
тельно, проекция точки Р на прямую есть Р'(0,0,1). 

2. Координаты точки Q, симметричной точке Р относительно дан
ной прямой, определяются из условий (1): 

XQ = 2хр' — Хр = —2, 
VQ = 2ур/ - 2/р = 1, 
ZQ = 2zpf — zp = 0. 

Ответ. Точка Q имеет координаты (—2,1,0). 
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Условия ЗАДАЧ. Найти координаты точки, симметричной точ
ке Р от^носителъно заданной прямой. 

1. Р(0,-1,3), 

2. Р((2,1,-1), 

3. Р(-1,0,3), 

4. Р(3,0,-1), 

5. Р(-1,2,1), 

6. Р(3,-1,0), 

7. Р(-1,3,0), 

8. Р(1,-1,2), 

9. Р(0,3,-1), 

10.Р(0,2,1), 2 - 1 3 -

Ответы. 1.(4,-1,-1). 2 . (2 , -1 , -1) . 3.(1,2,-1). 4. (-1,4,-1). 
5. (-1,2,-1). 6. (-1,1,2). 7. (-1,-1,4). 8. (-1,-1,2). 9.(2,-1,1). 
10.(4,-2,-3). 

X — 

1 
X — 

~2 
X 

0 ' 
X 

Т'' 

1 _ 2/ . 
- 1 " 

0 
_ 2/ + 1 _ 

2 
_ 2 / - 1 . 

1 
х + 1 __ у -

- 1 - ~ 
X 

I 
X 

т 
X 

0 
X 

X 

_У _ ^ 
~ 0 ~ 

_ 2̂  _ 
- 1 

_ 2/ + 1 
1 

+ 1 _ 2/ 
2 1 
- 4 _ у_ 

Z 

1 

- 1 * 

' 1 * 
Z 

-2 _z 

+ 1 
2 
г - 1 

- 1 
_ Z - 2 

- 2 ' 
Z 

+ 1 _ 2 ^ - 2 
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ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

При изучении темы ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА вы познакомитесь на 
примерах с понятиями линейного (векторного) пространства, линей
ного оператора, его матрицы, образа, ядра, ранга, дефекта, собствен
ных векторов и собственных значений. Вы научитесь выполнять раз
личные операции с операторами и матрицами, исследовать и решать 
системы линейных уравнений, получать всю информацию об опера
торе (матрицу, образ, ядро, ранг и дефект, собственные векторы и 
собственные значения) по его матрице, преобразовывать векторы и 
матрицы при изменениях базисов. 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете выполнить все 
действия с матрицами, привести матрицу к редуцированному (га
уссову) виду, вычислить определители, обратную матрицу, решить 
системы уравнений, проверить линейность оператора, решить харак
теристическое уравнение, найти собственные векторы и собственные 
значения оператора, выполнить все численные расчеты и проверить 
правильность полученных вами результатов. 

2.1, Правило Крамера 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Решить систему трех линейных уравне

ний с тремя неизвестными 

СЦХХ + С12Х2 -Ь СхзЖз = ^1 , 
C2ia:i + C22X2 + С23Х3 = d2, 
Csia^l -Ь CS2X2 + СззХз = ^3 

по правилу Крамера. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ определитель матрицы системы 

Д = 
СЦ С12 С13 
С21 С22 С23 
С31 Сз2 Сзз 
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отличен от нуля, то система имеет решение и притом только одно. 
Это решение определяется формулами 

^'~ д ' г = 1,2,3, (1) 

где Ai - определитель матрицы, получаемой из матрицы системы 
заменой г-ого столбца столбцом свободных членов. 

1. Вычисляем определитель матрицы системы 

С Ц CI2 CI3 
С21 С22 С23 
С31 Сз2 Сзз 

И убеждаемся, что он не равен нулю. Следовательно система уравне
ний имеет единственное решение. 

2. Вычисляем определители 

A i : 
dl Ci2 Ci3 
d2 C22 C23 
6̂3 С32 Сзз 

A2 = 
Сц dl ci3 
C21 d2 C23 
сз1 ds Сзз 

С ц Ci2 dl 

C21 C22 C?2 
C31 C32 ds 

3. По формулам Крамера (1) находим решение системы уравнений 

Ai 
Х2 = А хз = А • 

ПРИМЕР. Решить систему уравнений 

XI + 2ж2 + а:з = 4, 
Зжх — 5x2 + Зхз = 1, 
2^1 + 7^2 - жз = 8 

по правилу Крамера. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем определитель матрицы системы, разлагая его по 

первой строке: 

2 
-5 
7 

= 1 - ( - 1 6 ) - 2 - ( - 9 ) + 1-31 = 33. 

Так как он не равен нулю, то система уравнений имеет единственное 
решение. 
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2. Вычисляем определители 

4 2 1 
Ai = I 1 - 5 3 

] 7 - 1 
= 4 - ( - 1 6 ) - 2 . 25 + 1 - 4 7 = 33, 

Д о = 

Д я = 

1 4 1 
3 1 3 
2 8 - 1 

1 2 4 
3 - 5 1 
2 7 8 

1. (-25) - 4 . (-9) -h 1 • 22 = 33, 

= 1. (-47) - 2 • 22 + 4 . 31 = 33. 

3. По формулам Крамера (1) находим решение системы уравнений 

XI = 1 , Х2 = 1, Жз = 1. 

Ответ, xi = 1, Ж2 = 1, жз = 1. 

У с л о в и я ЗАДАЧ 
мера. 

X 

1. i 2х 
Зх 
2х 

3. I Зх 
Бх 

Решить системы уравнений по правилу Кра-

X 

2х 
Ъх 

X 

Зж 
2х 

X 

Ъх 
2х 

Ответы. 
3. XI 
Х2 

7. 

9. 

+ Ъх2 - а:з = 2, 
- Зж2 -f 2жз = О, 
- 2^2 - жз = 4. 
Н- 3x2 + хз = 1, 
- 5x2 + 2хз = - И , 
+ 2x2 - 2x3 = -3. 
Н- 5x2 + хз = -8, 
- 3x2 + 5хз = 16, 
-f 2x2 - а̂з = -6. 
+ 2X2 + а;з = 2, 
+ 2x2 -f Зхз = б, 
- 2x2 - хз = 7. 
+ 3x2 + хз = —5, 
- 4x2 + Зхз = 11, 

2. 

4. 

10. 

xi -f 2x2 -Ь хз = 5, 
3xi — 5x2 ~i~ Зхз = —7, 
2xi -f 7x2 — Хз = 13. 
xi + 4x2 -Ь Зхз = 5, 
3xi — 2x2 + Зхз = 9, 
2xi + 4x2 — Зхз = 1. 
xi + 3x2 + 2хз = —5, 
2x1 - 2x2 + 3x3 = -8, 
3xi -f- 4x2 - 4x3 = 5. 
Xi + 5X2 + Хз = 3, 
2xi — 3x2 + Зхз = 8, 
2xi + 4x2 - Хз = 0. 
xi + 2x2 + Зхз = 5, 
3xi — 2x2 + Зхз = —1, 
2xi 4- 3x2 - 2хз = 8. -f 4x2 - Хз = -9. 

vyiDc.D.. 1. Xi = 1, X2 = 0, Хз = -1. 2. Xi = 0, X2 = 2, Хз = 1. 
xi = -1, X2 = 1, Хз = 0. 4. xi =r 2, X2 = 0, Хз = 1. 5. xi = 0, 
= -2, Хз = 2. 6. xi = -1, X2 = 0, Хз = -2. 7. xi = 3, X2 = 0, 

„^ = -1. 8. xi = 1, X2 = 0, Хз = 2. 9. xi = 0, X2 = -2, хз = 1. 
10. xi = 1, X2 = 2, Хз = 0. 
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2.2. Обратная матрица 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Задана квадратная матрица т^ретьего 

порядка 

(С и С12 С13 
С21 С22 С23 
С31 С32 Сзз 

Установить существование и найти обратную матрицу С~^. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Матрица С~^ называется обратной квадратной 
матрице С, если 

где Е — единичная матрица. 
Если detC ф О (матрица С — невырожденная), то матрица С 

имеет обратную, если det С = О, то матрица С не имеет обратной. 
1. Вычисляем определитель матрицы det С Если det С ^ О, то 

матрица С имеет обратную. 
2. Составляем матрицу из алгебраических дополнений 

С = 

3. Транспонируем матрицу С 

4. Разделив матрицу С^ на определитель, получаем искомую об
ратную матрицу 

Си С21 Сз1 
Си С22 Сз2 

Си 
С21 
Сз1 

хуС 

Си 
С\2 
C\z 

С\2 
С22 
Сз2 

С 21 
С22 
С23 

Ci3 
C2Z 
С'зз 

с31 
Сз2 
Сзз 

det с \ ^ ^ г* 
<-^13 ^2Z <~^33 

5. Проверяем, что С • С~^ = Е и записываем ответ. 

ПРИМЕР. Задана квадратная матрица третьего порядка 

2 
С = I 3 -5 
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Установить существование и найти обратную матрицу С ^. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем определитель матрицы detC: 

detC = 
1 
3 
2 

2 
- 5 

7 

1 
3 

- 1 
= 1 - ( - 1 6 ) - 2 - ( - 9 ) + 1-31 = 33. 

Так как det С ф О, то матрица С имеет обратную. 
2. Составляем матрицу из алгебраических дополнений 

С = 
16 
9 

11 

9 
- 3 

0 

31 
- 3 

- 1 1 

3. Транспонируем матрицу С 

ст = 
16 
9 

31 

9 
- 3 
- 3 

11 
0 

- И 

4. Разделив матрицу С^ на определитель, получаем искомую об
ратную матрицу 

сс-^ = 
-16 9 11 

9 - 3 О 
31 - 3 - 1 1 

Ответ. Матрица, обратная матрице С, есть 

1 С-' 
33 

-16 9 11 
9 - 3 О 

31 - 3 - И 
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Условия ЗАДАЧ. Найти матрицы, обратные заданным. 

2. 

5. 

3. 

6. 

9. 

Ответы. 

2,3. Понятие линейного пространства 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Образует ли линейное пространство за

данное мноэюество X, в котором определены "сумма^' а 0 Ь любых 
двух элементов а и b и "произведение" а (*) а любого элемента а на 
любое число а? 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ИСХОДЯ ИЗ определения линейного пространства, 
проверяем следующие условия. 

1. Являются ли введенные операции сложения и умножения на 
число замкнутыми в X, т.е. верно ли, что Va, 6 G X и Va G М 

а^ЬеХ, аЭаеХ ? 
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Если нет, то множество X не является линейным пространством, если 
да, то продолжаем проверку. 

2. Находим нулевой элемент в G X такой, что Va G Х 

афО =^ а. 

Если такого элемента не существует, то множество X не является 
линейным пространством, если существует, то продолжаем проверку. 

3. Для каждого элемента а Е X определяем противоположный эле
мент —аеХ такой, что 

аф-а = в. 

Если такого элемента не существует, то множество X не является 
линейным пространством, если существует, то продолжаем проверку. 

4. Проверяем выполнение остальных аксиом линейного простран
ства, т.е. Va, 6, с е X и Va, /3 G R: 

а ф 6 = Ь 0 а; 
(афЬ) е с = а 0 (бес ) ; 
а 0 (/3 0 а) = (а • /3) 0 а; 
1 0 а = а; 
(а + / 3 ) 0 а = а 0 а е / 3 0 а ; 
а 0 ( а 0 б ) = : а 0 а ф о ; 0 Ь . 

Если хотя бы одна из аксиом нарушается, то множество X не 
является линейным пространством. Если выполнены все аксиомы, то 
множество X — линейное пространство. 

ПРИМЕР. Образует ли линейное пространство множество положи
тельных чисел X = R-I-, в котором операции "сложения" и "умноже
ния на число" определены следующим образом: Va, b G М+ и Va G R 

а ф Ь = а-6, а<Эа = а'^? 

РЕШЕНИЕ. 
1. Введенные таким образом операции являются замкнутыми в 

данном множестве, так как если а^Ь ЕШ^ n a G R , то 

а ф 6 = а - Ь > 0 , а(Эа = а"^ > О, 

т.е. афЬеШл. и Q:0aGE4--
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2. В качестве нулевого элемента нужно взять единицу {в = 1), так 
как 

а • 1 = а, 

иными словами, 
а^в =^ а. 

3. В качестве элемента —а, противоположного элементу а, нужно 
взять 1/а, так как 

а • - = 1, 
а 

иными словами, 
а ф ( -а) = в. 

4. Проверяем выполнение остальных аксиом линейного простран
ства, т.е. Va, 6, с G R+ и Va, ̂  G R: 

а-Ь = Ь- а =^ а®Ь = Ьфа] 
(а-Ь) • с = а- {Ь- с) =^ {а ^ Ь) ^ с = а ф {Ь ^ с); 
(а^)" := а«^ =Ф> а 0 (/? 0 а) = (а • /3) 0 а; 
а^ = а => 1 0 а = а; 
да+/з == а« . а^ = ^ (о; 4- /?) 0 а = а 0 а 0 /3 0 а; 
(а • 6)" = а" • 6" = ^ а 0 (а 0 Ь) = а 0 а е а 0 Ь. 

Все аксиомы выполнены. 

Ответ. R4- — линейное пространство. 

Условия ЗАДАЧ. Образует ли линейное пространство заданное 
мноэюество X, в котором определены ^^сумма" любых двух элемен
тов а иЬ и ^^произведение" любого элемента а на любое число а? 

1. Множество всех векторов трехмерного пространства, первая 
координата которых равна 1; сумма а -Ь 6, произведение а • а. 

2. Множество всех векторов трехмерного пространства; сумма 
[а, 6], произведение а • а. 

3. Множество всех натуральных чисел; сумма а • Ь, произведе
ние а". 

4. Множество всех функций, непрерывных на отрезке [—1,1] и 
таких, что /(—1) = /(1) = 0; сумма f{t)+g{t), произведение а- f{t). 

5. Множество всех функций, непрерывных на отрезке [—1,1] и 
таких, что/(—1) = / ( 1 ) = 1; сумма /(t)-|-^(t), произведение a-f{t). 
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6. Множество всех функций, дифференцируемых на отрезке 
[-1,1] и таких, что / ( - 1 ) = /(1) = О и f(O) = 1; сумма f{t)-{-g{t), 
произведение а - f{t). 

7. Множество всех последовательностей а = {и^}, b = {vn}^ схо
дящихся к нулю; сумма {un + v^}, произведение {aun}-

8. Множество всех последовательностей {wn}, b = {^n}, сходя
щихся к 1; сумма {гх„ + г^^}, произведение {aun}-

9. Множество всех невырожденных матриц 3-го порядка а = {aik), 
b = {bik) {г, к = 1,2,3); сумма (â fc) • (bifc)? произведение {aaik). 

10. Множество всех диагональных матриц 3-го порядка а = (a^jt), 
b = (bik) {h fc = 1,2,3); сумма {aik + bik), произведение (aaik). 

Ответы. 1. Нет. 2. Нет. 3. Нет. 4. Да. 5. Нет. 6. Нет. 7. Да. 
8. Нет. 9. Нет. 10. Да. 

2.4. Системы линейных уравнений 
З а д а ч а 1. Однородные системы уравнений 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти размерность d пространства ре-

шений^ его базис {фундаментальную систему решений) и общее ре
шение однородной системы линейных уравнений 

o îiari + ai2X2 - } - . . . + ainXn — О, 
^212^1 + ^222^2 + . . . -h а2пХп = 0) 

CLml^l + 0'т2Х2 + • • • + ати^п = 0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Записываем матрицу системы: 

/ a n 
«21 

\ O^ml 

«12 . 

^22 • 

a m 2 • 

• CLln \ 

• 0,2п 

• (^тп / 

И с помощью элементарных преобразований строк преобразуем мат
рицу А так, чтобы в максимальном числе столбцов оказалось по одной 
единице (в разных строках у разных столбцов), а остальные элементы 
столбцов были нулями. Очевидно, что такие столбцы линейно неза
висимы. Они называются базисными. 
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Полученную матрицу будем называть редуцированной и обозна
чать Аред. • Отметим, что редуцированная матрица эквивалентна ис
ходной (Аред. ^ А) и система уравнений с матрицей Аред. эквива
лентна исходной системе уравнений. 

2. Так как А ~ -Аред., то вычисляем ранг А как количество базис
ных столбцов матрицы ^ред.* 

RgA==:RgApefl. =Г. 

Следовательно, размерность пространства решений есть d = п — г. 
Если п = г, то однородная система имеет единственное (нулевое) 
решение, если п > г, то фундаментальная система состоит из п — г 
линейно независимых решений. 

3. Неизвестные, соответствуюш;ие базисным столбцам, называют
ся базисными^ остальные — свободными (или параметрическими). 

Запишем систему уравнений с матрицей Аред. и перенесем п — г 
свободных неизвестных в правые части уравнений системы. Прида
вая свободным неизвестным п — г наборов значений (по одной еди
нице, остальные — нули), для каждого такого набора решаем систему 
уравнений и находим соответствуюш;ие значения базисных неизвест
ных. Убедимся, что полученные решения X i ,X2 , . . . ,Хп-г линейно 
независимы, составив матрицу из столбцов Xi, Хг , . . . , Хп-г и вычи
слив ее ранг. 

Записываем фундаментальную систему решений Xi, ^ 2 , . . . , Х^.^ 
и обш;ее решение однородной системы линейных уравнений 

/ ^1 \ 

= Ci Х\ + С2 ^2 + . . . + Cfi-r Xji-Хол 

\хп ) 

где Xi , ^ 2 , . . . , Хп-г — фундаментальная система решений однород
ной системы линейных уравнений и Ci, Сг , . . . , Сп-г -— произвольные 
постоянные. 

ПРИМЕР 1. Найти размерность d пространства решений, его базис 
(фундаментальную систему решений) и общее решение однородной 
системы линейных уравнений 

Х2 + 2а:з - 3^4 = О, 
2x1 - Х2-\г Зжз -h 4ж5 = О, 
2x1 + 5хз - 3x4 -f 4x5 = 0. 
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РЕШЕНИЕ. 

1. Записываем матрицу системы и с помощью элементарных пре
образований строк преобразуем ее к редуцированному виду: 

О 1 2 - 3 0 
2 - 1 3 0 4 
2 0 5 - 3 4 

1 О 5/2 - 3 / 2 2 
0 1 2 - 3 0 
0 0 0 0 0 

Очевидно, что первый и второй столбцы матрицы Аред. (и исходной 
матрицы А) линейно независимы, а остальные столбцы являются их 
линейными комбинациями. Поэтому первый и второй столбцы — ба
зисные. 

2. Так как количество линейно независимых столбцов матрицы 
Лред. равно двум, то 

RgA = RgApefl. = 2 . 

Следовательно, размерность пространства решений 

d = n - r = 5 - 2 = 3 

и фундаментальная система решений состоит из трех линейно неза
висимых решений. 

3. Неизвестные xi и жз, соответствующие базисным столбцам, яв
ляются базисными, неизвестные жз,Ж4,Ж5 — свободными. 

Запишем систему уравнений с матрицей Аред, (эта система эк
вивалентна исходной) и перенесем свободные неизвестные в правые 
части уравнений системы: 

( XI = -5/2жз 4- 3/2x4 - 2^5, 
\ Х2= -2хз + 3x4-

Для первого набора свободных неизвестных Жз = 1, Ж4 = О, Х5 = О 
получаем Xi = —5/2, Х2 = —2, т.е. первое решение имеет вид системы 

/ - 5 / 2 \ 
- 2 

Х,= \ 1 
О 
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Для второго набора свободных неизвестных хз = О, а;4 = 1, Ж5 = О 
получаем хх = 3/2, Х2 = 3, т.е. второе решение имеет вид системы 

Х.= 

( 3/2 \ 
3 
О 
1 

V о / 
Для третьего набора свободных неизвестных хз = О, а;4 = О, xs = 1 

получаем х\ — —2, Х2 = О, т.е. третье решение системы имеет вид 

Хз = 

/ - 2 \ 
О 
О 
о 
1 V 

Сделаем проверку, подставив эти решения в исходную систему 
уравнений, а также убедимся, что решения линейно независимы (ранг 
матрицы, составленной из столбцов Xi ,X2,^3i равен 3). 

Следовательно, решения Х1,Х2,Хз образуют базис в простран
стве решений (фундаментальную систему решений). 

Ответ. Размерность пространства решений есть d — 3. Фунда
ментальная система решений есть 

X i -

/ - 5 / 2 \ 
- 2 
1 
О 

, Х2 = 

( 3/2 \ 
3 
О 
1 

V о / 

, Хз = 

/ - 2 \ 
О 
о 
о 

V 1 / 

И общее решение однородной системы имеет вид 

X = C\Xi + С2Х2 -h СзХз = Ci 

/ - 5 / 2 \ 
- 2 
1 
0 

\ 0 ) 

+ С2 

/ 3 / 2 \ 
3 
0 
1 

V 0 ) 

+ Съ 

(-2\ 
0 
0 
0 

V 1 / 
где Ci С2, и Сз — произвольные постоянные. 
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З а д а ч а 2. Неоднородные системы уравнений 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти общее решение неоднородной сис
темы линейных уравнений 

( aiiXi + ai2X2 -f . . . 4- «in^n = h^ 
<^2l3:̂ l + ^222^2 + . . . -h a2nXn = ^2? 

O'mlXl + am2X2 + • • • + Clmn^^n = К 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Записываем расширенную матрицу системы 

/ ^11 a i 2 
«21 «22 

^расш. 

air, 
«2л 

\ « m l « m 2 • • • «TJ 

^1 \ 
b2 

Ьщ J 

и с помощью элементарных преобразований строк преобразуем мат
рицу Арасш. К редуцированному виду. 

2. Вычисляем ранги основной матрицы системы А и расширенной 
матрицы Арасш. • Если Rg Арасш. = Rg -4, ТО систсма совместна, если 
Rg^pacm. Ф Rg^) ТО система несовместна (решений не имеет). 

3. Пусть RgApacm. = Rg А = Г. Тогда общее решение неоднород
ной системы линейных уравнений определяется формулой 

•^о.н. = ^ ч . н . -f C i X i + (^2 ^ 2 Н- . . . 4- Сп-т Хп-Г) 

где Хч.н. — какое-либо частное решение неоднородной системы, 
Xi,X2,..' ,Хп-г — фундаментальная система решений соответст
вующей однородной системы и Ci, С2,. • •, Сп-г — произвольные по
стоянные. 

Чтобы найти фундаментальную систему решений однородной сис
темы уравнений X i , X 2 , . . . ,Хп-г5 повторим операции, изложенные в 
задаче 1. 

4. Столбец свободных членов В расширенной матрицы есть линей
ная комбинация базисных столбцов матрицы А. Добавляя к этому вы
ражению остальные столбцы с нулевыми коэффициентами, получаем 
разложение столбца свободных членов по всем столбцам матрицы А. 
Коэффициенты этого разложения образуют частное решение неодно
родной системы Хч.н. • 
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5. Записываем общее решение неоднородной системы линейных 
уравнений: 

Х2 
-̂ Ч.Н. -f Cl Xl + С2 Х2 + . . . - } - Cn-r Xn-Tf Хо,л, — 

\Xn ) 

где Xxi.H. — какое-нибудь частное решение неоднородной системы, 
^15-^2, ••• j ^ n - r — фундаментальная система решений соответст
вующей однородной системы уравнений и Ci, С2 , . . . , Cn-r — произ
вольные постоянные. 

ПРИМЕР 2. Найти общее решение неоднородной системы линей
ных уравнений 

Х2 + 2X3 — ЗЖ4 =—1, 
2x1 - Х2-\- Зхз + 4д:5 = 5, 
2ж1 + бжз — 3x4 + 4x5 = 4. 

РЕШЕНИЕ. 

1. Записываем расширенную матрицу системы и с помопц>ю эле
ментарных преобразований строк преобразуем матрицу Арасш. к ре
дуцированному виду: 

0 
2 
2 

1 2 
- 1 3 

0 5 

- 3 0 1 
0 4 1 

- 3 4 1 

- 1 
5 
4 

1 0 5 / 2 -
0 1 2 
0 0 0 

-3/2 2 1 
- 3 0 1 

0 0 1 

2 
- 1 

0 

2. Так как RgApacm. = R g ^ = 2, то система совместна. Так как 
72 — г = 5 — 2 = 3, то общее решение неоднородной системы линейных 
уравнений определяется формулой 

Хо.-а. = -^ч.н. + C l X l -h С2 Х2 + Сз Х з , 

где Хн.н. — какое-нибудь частное решение неоднородной системы, 
Х1,Х2,Хз — фундаментальная система решений соответствующей 
однородной системы и С1,С2,Сз — произвольные постоянные. 

3. Запишем соответствующую однородную систему уравнений 

Х2 Н- 2хз — 3x4 = О, 
2x1 -Х2-\- Зхз + 4x5 = О, 
2x1 -f 5x3 - 3x4 + 4x5 = 0. 
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( - ^ / 2 ^ 
- 2 
1 
0 

V 0 ) 
' ^ ' " 

/ 3/2 \ 
3 
0 
1 

^ 0 } 

, Хз = 

^ - 2 \ 
0 ' 
0 
0 

^ 1 / 

Она совпадает с системой, приведенной в примере 1. (Если одно-
родная система уравнений не совпадает с системой, приведенной в 
примере 1, то для нахождения фундаментальной системы решений 
повторим операции, использованные при решении примера 1.) 

При решении примера 1 была найдена фундаментальная система 
решений однородной системы уравнений: 

Xi = 

4. Найдем какое-нибудь частное решение неоднородной системы. 
Столбец свободных членов В расширенной матрицы есть линейная 
комбинация базисных столбцов матрицы Л, т.е. столбцов Ai и А2: 

B = 2'Ai-l'A2. 

Добавляя к этому выражению остальные столбцы с нулевыми коэф
фициентами, получим 

Б = 2 • Л1 - 1 • ^2 4- О • Аз + О • ^4 + О • ^ 5 . 

Коэффициенты в этом разложении образуют частное решение неод
нородной системы 

f ^̂  
- 1 

^ч.„. = о 
о 

V о / 
Сделаем проверку, подставив Хч.н. в исходную систему уравнений. 

Ответ. Обш;ее решение системы имеет вид 

^ о . н . — 

/ 2 \ 
- 1 

0 
0 

V ч 
+ Сг 

( - ^ / 2 ^ 
- 2 
1 
0 

1 0 ) 

+ С2 

/ 3/2 \ 
3 
0 
1 

V 0 1 

+ С7з 

( - 2 \ 
0 
0 
0 

V 1 / 
где Ci, С2 и Сз — произвольные постоянные. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти размерность d пространст,ва решений 
{количество линейно независимых решений)^ фундаментальную сис
тему решений {базис пространства решений) и общее решение сис
тем линейных уравнений. 

5x1 -\- Х2 - 7x3 — 5x4 + 2x5 = О, 
2x1 - 2x2 - Зхз - 7x4 + 2x5 = О, 
3x1 + 9x2 - Зхз + 27x4 - 3x5 = О, 

xi -f 2x2 - 2хз - 3x4 = 4, 
3xi -h 8x2 - 4x4 = 14, 

X i -h 3X2 + Хз - X4 = 5. 

6xi + 5x2 - 2x3 - X4 + 3x5 = 0, 
Xi - 3X2 + Хз - X4 - X5 = 0, 
2xi -f 3x2 + 2x3 + X4 + X5 = 0, 
3xi - 11x2 + 6x3 -f X4 + 3x5 = 14, 
2xi — 7x2 -f 4x3 + â4 =9? 
Xi - 3x2 4- 2x3 + X4 - 3x5 = 4. 

2xi — 4x2 - 22x3 - 5x4 + 5x5 == 0, 
5xi — X2 -f 8x3 — 2x4 -f 2x5 = 0, 
3xi - 3x2 - 12x3 - 4x4 + 4x5 = 0, 
4xi -j- 9x2 — 5x3 — 8x4 = 5, 
3xi + 7x2 - 2x3 - 4x4 = 4, 
2xi + 5x2 -f X3 H- 3x4 = 3. 

6x1 - 9x2 + 21x3 - 3x4 - 12x5 = 0, 
8x1 - 12x2 + 28x3 - 4x4 - 16x5 = 0, 
2xi - 3x2 + 7x3 - X4 - 4x5 = 0, 

-X2 -f 4x3 H- 8̂ 4 - ̂ 5 = 1, 
2xi - 9x2 + 2x3 + X5 = 7, 
xi - 4x2 - X3 - 4x4 -f X5 = 3. 

3xi + 9x2 - X3 - 3x4 = 0, 
Xi -f 10X2 ~ 3X3 - 2X4 - X5 = 0, 

2xi + 19x2 - 4x3 - 5x4 - X5 = 0, 
Xi + 3X2 - X3 - 2X4 = 1, 
2xi + 7x2 - 4x3 - 3x4 = 3, 
3xi -f 11x2 - 7x3 - 4x4 = 5. 
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10. 

4x1 - бж2 + 7хз - 6x4 Н- 4x5 = о, 
XI + 4x2 + 2хз Н- 2x4 - 5x5 = О, 
6x1 + 2x2 + 112;з — 2x4 - 6x5 = О, 
4X1 + 5X2 + 5Хз + 3X4 + 2X5 = 1, 
3X1 + 4X2 + Жз + 3X4 = 1, 
2X1 + 3X2 — ЗХз + 3X4 — 2X5 = 1. 

12x1 - ^2+ 7хз + 11x4 - а:5 = о, 
23x1 - 3x2 + 13хз + 23x4 - 4x5 = О, 
Xi + Х2 + Хз - Х4 + 2X5 = о, 

4x1 - 7x2 + 5хз 4- 10x4 = О, 
2x1 — 3x2 Ч- Хз 4- 4x4 = 1) 
3x1 — 5x2 + Зхз + 7x4 = 1-

3x1 + 3x2 + 4хз + 5x4 — 4x5 = О, 
2x1 + Х2 + Зхз + Х4 — 5x5 = о, 
xi 4- 3x2 — Хз -Ь 6x4 — Х5 = о, 
xi — Х2 + 4хз -f 3x4 = о, 
5x1 - 3x2 - 2x3 - 3x4 + 4x5 = 2, 
2X1 — Х2 — Зхз - 3X4 + 2X5 = 1-

3X1 + 9X2 -h 2X3 - 2X4 + Xs—0, 
Xi + 6X2 - Хз + Х4 -f 2X5 = о, 
xi + 16x2 — 6x3 4- 6x4 4- 7x5 = о, 
4xi - 7x2 4- Зхз 4- 7x4 = 1? 
3xi — 5x2 4- Хз 4- 4x4 = 1) 
2xi - 3x2 - Хз 4- Х4 = 1. 

3xi 4- 5x2 ~ 2хз 4- Х4 — Х5 = О, 
Xi 4- Х2 4- 2x3 - Х4 4- Х5 = О, 
2x1 4- 3x2 - Хз =0, 
4x1 — 112̂ 2 4- 5хз 4- 2x4 4- 3x5 =7, 
3x1 - 8x2 4- Хз 4- 2x4 = 5, 
2x1 — 5x2 - Зхз 4- 2x4 — 3x5 = 3. 
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Ответы *) . 1. d = 3, d = 2. 2. d = 2, d = 3. 3. d = 2, d = 2. 
4. d = 4, d = 2. 5. d = 2, d = 2. 6. d = 3, d = 3. 7. d = 3, 
d = 2. 8. d = 2, d = 3. 9. d = 2, d = 2. 10. d = 2, d = 3. 

2.5. Линейные операторы 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Пусть в некотором базисе линейного про-

странст,ва Хп задан произвольный вектор х = {xi,a;2, •. • ,Жп}. Яв-
ллет,ся ли линейным оператор А : Хп »-> Хп такой^ что 

Ах = {fl{xi,X2, . . . , Хп), f2{Xl,X2, . . . , Хп), • • • , fn{xuX2, • • • , Хп)}, 

2<?е / i , /г, • • •, /п — некоторые функции п переменных^ 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ Х = {a:i,X2,... ,а:п} и у = {2/1,2/2, • • • ,2/п} — 
произвольные векторы пространства Х„, то ж4-2/ = {^i+T/i, ̂ 2+2/2, • • •, 
2̂ п + 2/п} и аж = {axi, а х 2 , . . . , ажп}. 

Проверяем условия линейности оператора: 

А{х + у) = Ах + А2/, 

А{ах) = аАх. 
Если условия линейности выполнены, т.е. 

fi{xi + 2/ь а:2 + 2/2,..., а̂ п + 2/п) = fi{xi,X2,..., ж^) + МУ1,У2, -".Уп), 

fi{axi,ax2,..., ахп) = Q:/i(xi, Ж2,..., Жп) 

при г = 1,2,.. . , п, то оператор Л линеен, в противном случае опера
тор А нелинеен. 

ПРИМЕР. Пусть в некотором базисе линейного пространства Х^ 
задан произвольный вектор х = {х1,Х2,хз}' Является ли линейным 
оператор А : Х^ ^ Х^ такой, что 

Ах = {xi - Х2,2x1 + ^3, Зжх}? 

РЕШЕНИЕ. Пусть х — {xi,X2,x^} и г/ = {t/i, 2/2,2/з} - произвольные 
векторы пространства Хз- Тогда х -\-у — {xi + 2/I) ̂ 2 + 2/2, а:з + 2/з} и 
ах = {axi, аж2, скжз}. 

*) Найденные фундаментальные системы решений однородных систем уравне
ний и частные решения неоднородных систем проверьте с помощью подстановки 
в уравнения. 
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Проверяем условия линейности оператора: 

А{х-\-у) = {(xi+2/i)-(a;2-f2/2),2(a;i+2/i) + (x3+?/3),3(xi+yi)} = 

= {xi - Х2,2x1 + жз, 3xi} + {yi - 2/2,2yi + г/3, ̂ Vi} = Аж + Ay, 

A{ax) = {axi—ax2,2axi-\-ax^,3axi} = a{xi—X2,2xi-\~X3,3xi} = aAx. 

Условия линейности выполнены. Следовательно, оператор А линеен. 

Ответ. Оператор А линеен. 

Условия ЗАДАЧ. Являются ли линейными операторы А, В иС1 

1. Ах = 
Вх = 
Сх = 

2. Ах = 
Вх = 
Сх = 

3. Ах = 
Вх = 
Сх=: 

4. Ах = 
Вх = 
дх = 

5. Ах = 
Вх = 
Сх = 

6. Ах = 
Вх = 
Сх = 

7. Ах = 
Вх = 
Сх = 

2х\ - 5x2 - Зхз, -2x1 - 3x2 - а̂ з, 2:2 + Зхз}, 
Xi - 2X2 - 4 х з , Xi - Х2 ~ З х з , 2X2 + 3 } , 

Хз, 2x1 - Х2- 2хз, 3x2 -Ь хз}. 

2x1 — 3x2 — 2хз, 2x1 — 3x2,2x2 + 3}, 
4X1 - 3X2 - Хз, О, Х2 + Хз}, 
XI - 2x2 — а:з, 3x1 - 2x2,3x2 + х^}. 

2X1 — Х2 — ЗХз, Xi, Xi -h Х2 + Хз}, 
3xi - Х2 - Хз, 2x1,3x1 -\-X2-\- Хз}, 
3X1 - Х2 — Хз, 2X1, 3X1 + Х2 - 1}. 

2x1 -\-X2-\- 4хз, 2хз, xi - 2x2 - Зхз}, 
2x1 -\-X2-\- 4хз, 1, XI - 2x2 + 3}, 
5x1 -f 3x2 + Хз, Хз, 2х^ - 2x2 - 4хз}. 

XI, 2X1 - Х2 + l,Xi - Х2 - ЗХз}, 
XI, 2X1 - Х2~ 3x3,Xi - Х2 - ЗХз}, 
XI, 2X1 - Х2~ Зхз, Xi - Х2 - ЗХз}. 

XI + 2x2,3x2 - 4хз, xi - 2x2 - Зхз}, 
XI + 2X2,3X2 - 4хз,Х1 - 2X2 - ЗХз}, 
XI -h 2X2, 3X2 - 2, Xi - 2X2 - 5}. 
2xi,3xi 4-2x2 + 3x3,4x1 + 5x2 + 2хз}, 
2xi, 3xi + 2x2 + 3,4x1 + 5x2 + 7}, 
2xi, 3xi + 2x2 + Зхз, 4xi + 5x2 + 2хз}. 
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8. Ах = 
Вх = 
Сх = 

9. Ах = 
Вх = 
Сх = 

10. Ах = 
Вх = 
Сх = 

XI - Ъх2 - xz, 5, xi + 2а;2 + 1}, 
Xi ~ 3X2 - Хз, О, х\ + 2X2 + Зхз}, 
XI - 3X2 - Хз, Хз, XI + 2X2 + Зхз}. 

4x1 - 2x2, Зхз, XI -h 2x2 + Зхд}, 
'4x1 - 2x2, Зхз, XI + 2x2 + Зхз}, 
'Zl -2Х2,3,Х1 + 2Х2 + Зхз}. 
5x3, XI -Ь 2x2 + Зхз, 2x1 + 3x2 + 5хз}, 
5x3, XI + 2x2 + 2,2x1 + 3x2 4- 5}, 
5хз,0,х̂  + 3x2 + 5хз}. 

Ответы. 
1. А линейный, В нелинейный, С нелинейный. 
2. А нелинейный, В нелинейный, С линейный. 
3. А нелинейный, В линейный, С нелинейный. 
4. А линейный, В нелинейный, С нелинейный. 
5. А нелинейный, В нелинейный, С линейный. 
6. А нелинейный, В линейный, С нелинейный. 
7. А линейный, В нелинейный, С нелинейный. 
8. А нелинейный, В нелинейный, С линейный. 
9. А нелинейный, В линейный, С нелинейный. 
10. А линейный, В нелинейный, С нелинейный. 

2.6. Матрица, образ, ядро, ранг 
и дефект оператора 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Задан оператор А, осуществляющий неко
торое преобразование пространства геометрических векторов V^. 
Доказать линейность., найти матрицу (б базисе i^j^k)^ образ^ лдро^ 
ранг и дефект оператора А. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. По определению доказываем линейность оператора Л, исполь

зуя свойства операций над геометрическими векторами в координат
ной форме, т.е. проверяем, что Vx, у G V3 и Vo: G R 

А{х + у) = Ах + Ау, 

А{ах) = аАх. 
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2. Строим по определению матриц^^ оператора А. Для этого на
ходим образы базисных векторов г, j , fc и записываем их координаты 
в базисе i^j^k. Столбцы искомой матрицы — это столбцы координат 
образов базисных векторов. 

3. Раходим образ, ранг, ядро и дефект оператора А, исходя из их 
определений. 

ПРИМЕР. Доказать линейность, найти матрицу (в базисе i , j , ^ ) , 
образ, ядро, ранг и дефект оператора проецирования пространства 
геометрических векторов Vs на плоскость XOY. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Докажем по определению линейность оператора проецирова

ния. Пусть в базисе г, j , fc имеем произвольный вектор х = {^i, Х2, жз}. 
Тогда его образ (проекция) есть Рх = {ж1,а:2,0}. 

По правилам операций с геометрическими векторами в коорди
натной форме Vf ={xi,X2,xs} е Уз, Уу = {у1,2/2,2/з} G Vs и Va G R 
имеем 

Р{х + ^) = {xi Н- 2/1, Х2 Ч- 2/2,0} = {жх, д;2,0} + {2/1,2/2,0} = Рх + Ру, 

Р{ах) = {axi ,ax2,0} = Q:{xi,X2,0} = аРх. 

2. Так как по определению матрицы оператора ее столбцы — 
это столбцы координат образов базисных векторов, найдем образы 
базисных векторов г, jf, fc и запишем их координаты в базисе г, j , /с: 

Р ? = ? = {1,0,0}, P j = j = {0,1,0}, Pfc=:6= {0,0,0}. 

Таким образом, матрица оператора проецирования Р есть 

3. Находим образ, ранг, ядро и дефект оператора А, исходя из 
определений. ^ 

Образ оператора проецирования Р — это множество векторов, 
лежащих в плоскости XOY, следовательно, в базисе г, j , к 

lmgP = {iy: у = аг + Рз, а , /ЗеМ}. 

Отсюда R g P = 2. 
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КегР — это множество векторов, коллинеарных оси 0 Z , следова
тельно, в базисе г, j , ^ 

КегР = {Ух: x = jk, 7 ^ Щ-

Отсюда Def Р = 1. 

Заметим, что Rg Р + Def Р = 2 + 1 = dim V3 

Ответ. Оператор Р линеен. Его матрица в базисе i^j^k есть 

ImgP = {Vy: y = ai^-^pl а,(ЗеШ}, R g P = 2, 
KerP= :{Vf : x = jk, 7 G R}, DefP = 1. 

Условия ЗАДАЧ. Доказать линейность, найт,и матрицу (в ба
зисе i^j^k), образ, ядро, ранг и дефект оператора. 

1. Оператор проецирования на ось ОХ. 

2. Оператор отражения относительно плоскости YOZ. 

3. Оператор поворота относительно оси ОХ на угол тг/З в поло
жительном направлении. 

4. Оператор отражения относительно плоскости х — z = 0. 

5. Оператор проецирования на плоскость у -\- z = 0. 

6. Оператор поворота относительно оси 0Z на угол тг/б в поло
жительном направлении. 

7. Оператор проецирования на плоскость х -\-у = 0. 

8. Оператор отражения относительно плоскости у — z = 0. 

9. Оператор проецирования на плоскость л/Зу + z = 0. 

10. Оператор поворота относительно оси 0Y на угол 7г/4 в поло
жительном направлении. 
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Ответы. 

1 0 0 
1. Р = I О О О 

0 0 0 

ImgP = {Vy : у = аг, аеЩ, R g P = 2, ^ 
KerP=:{Vf : f = ^J+7fc , 13,'у еЩ, DefР = 1. 

- 1 0 0 
2. Р = I 0 1 0 

О О 1 

ImgP = {Vy: y = ai + /3j+jk, а,Р,^еЩ, R g P = 3, 
K e r P = { 6 } , DefP = 0. 

/ 1 0 О \ 
3. P = О 1/2 - \ / 3 / 2 ; 

\ 0 \ /3/2 1/2 / 

ImgP = {Vy: у = аг + р]+'гк, а,0,'у еЩ, R g P = 3, 
Ke rP = {6}, DefP = 0. 

0 0 1 
4. P = I 0 1 0 

1 0 0 

ImgP = {Vy: y = ai + l3j+jk, a,l3,'r еЩ, R g P = 3, 
Ke rP = {6}, DefP = 0. 

/ 1 0 0 \ 
5. P = 0 1/2 - 1 / 2 ; 

V 0 - 1 / 2 1 / 2 ; 

ImgP = {Vir: y = ai + l3j-0k, a , /3GE}, RgP^=2 , 
Ke rP = {Vx: x^jn, n = {0,1,1}, 7 £ K}, DefP = 1. 

1/2 - У З / 2 0 
6. P = ( уД/2 1/2 0 I ; 

0 0 1 
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ImgP = {Vy: y^ai + pj+'yk, а , / 3 , 7 е К } , R g P = 3, 
K e r P = {0}, DefP = 0: 

/ 1/2 - 1 / 2 О \ 
7. P= \ - 1 / 2 1/2 0 ; 

V 0 0 l / 

ImgP = {Vy: y = ai-aj+0k, a , / 3 e R } , RgP^=2 , 
K e r P r r { V x : f = 7П, n = { l , l , 0 } , 7 € R}, DefP = 1. 

/ 1 0 0 \ 
8. P = 0 0 1 ; 

Vo 1 o / 
ImgP = {Vy: y^ai + 0j+jk, a,P,jeR}, R g P = 3, 
K e r P = {6}, DefP = 0. 

/ 1 0 0 
9. P = 0 1/4 - N / 3 / 4 

V 0 -V3/4 3/4 

ImgP = {Vjr: y^ai + l3j-V30k, a , / 3 e R } , RgP^=2 , 
Ke rP = {Vx: f=N/37 j+7fe , 7 e R}, Def P = 1. 

/ \ /2/2 0 - \ / 2 / 2 
10. P = 0 1 0 

V 4/2/2 0 \/2/2 

I m g P = {Vy: y = m + /3j+7fc, a , / 3 , 7 € R } , R g P = 3, 
Ke rP = {6}, DefP = 0. 

2.7. Действия с операторами 
и их матрицами 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. В некотором базисе трехмерного линей
ного пространст,ва Хз заданы отображенгия 

X |-> Ах — 

= {aiixi + ai2X2 + 013X3,021X1 + 022X2 + a2zX3,031X1 + 032X2 + 033X3}, 
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X |-> Вх = 

= {biiXi-}-bi2X2 + bi3X3, b2iXi-{-b22X2 + b23X3, bsia^i + 632^2 + 6332̂ 3 }j 

где X = {х1,Х2,хз} — произвольный вектор пространства Х^-
Найти координаты вектора у = Р{А, В)х {в том эюе базисе), где 

Р{А,В) — многочлен относительно операторов А и В. 

П Л А Н Р Е Ш Е Н И Я . Так как при сложении операторов их матрицы 
складываются, при умножении на число — умножаются на это число, 
а матрица композиции операторов равна произведению их матриц, 
то нужно найти матрицу Р ( А , В), где А ж В — матрицы операторов 
AvL В. З атем столбец координат вектора у = Р(А,В)Х находим по 
формуле Р ( Л , В) • X , где X — столбец координат вектора х. 

1. Построим матрицы операторов А и В: 

а ц ai2 ai3 \ / Ьц bi2 bis 
А= \ а21 а22 ^23 1 , В = \ 621 ^22 ^23 

^31 аз2 «33 / \ ^31 Ьз2 Ьзз 

2. По правилам сложения матриц, умножения матрицы на число и 
умножения матриц находим матрицу Р{А,В): 

Ри Р12 Pi3 
Р{А, В) = ( Р21 Р22 Р23 

Р31 Р32 РЗЗ 

3. Находим столбец координат образа вектора х: 

Ри Pi2 Р13 
Р21 Р22 Р23 
Р31 Р32 РЗЗ 

Записываем ответ в виде Р ( А , В ) х = {yi,г/2?Уз}-

П Р И М Е Р . В некотором базисе трехмерного линейного простран
ства Хз заданы отображения 

ж |-> Аж = {xi + Ж2 - жз, Ж2 Н- жз, жз}, 

ж |-> Вх = {х2 + 2жз, - a : i , Ж2}, 

где ж = {ж1, Ж2, Жз} — произвольный вектор пространства Х^. Найти 
координаты вектора {2А -{- Ао В)х в том же базисе. 
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РЕШЕНИЕ. 

1. Построим матрицы операторов А и. В: 

А = 

2. По правилам сложения матриц, умножения матрицы на число и 
умножения матриц вычисляем матрицу 2А + АВ: 

1 1 
О 1 
О О 

1 1 
0 1 
0 0 

-м 
1 
1 / 

/ 
и Б = 

\ 

' 0 1 2 
- 1 0 0 

, 0 1 0 

- 1 О 2 \ / 1 2 0 
- 1 1 О = - 1 3 2 

0 1 0 / \ О 1 2 

3. Находим столбец координат образа вектора х: 

Xi + 2X2 
{2А + АоВ)х=\ - 1 3 2 I I Х2 1 = 1 -Х1 + Зх2 + 2а;з 

Х2 + 2хз 

Ответ. {2А + АоВ)х = {xi + 2ж2,-xi + Зхг + 2хз,Х2 + 2хз}. 

Условия ЗАДАЧ. Пусть в некотором базисе заданы отображе
ния Ах ={xi -2хз,Х2,Х2 - х з } и Вх = {2хз,Х1,-Х2}. Найти коорди
наты векторов Р{А, В)х. 

1. ( l2 + 2B)x. 2. (12_2В2)х . 

3. {В^ + 2А)х. 4. (АВ + А2)х. 

5. (2А2 + З.В2)х. 6. (ЗЛ + 2В2)х. 

7. {ВА-ьА'^)х. 8. (В2 + зЛ2)х. 

9.- {АВ-\-В^)х. 10. {ВА-АВ)х. 
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Ответы. 

1. {xi - 2^2 Н- 4жз, 2x1 4- Х2, -2x2 + а:з}. 
2. { x i + 2x2, Х2 - 4x3,2x1+ хз}. 
3. {2x1 - 2x2 - 4хз, 2x2 + 2хз, - x i Н- 2x2 - 2хз}. 
4. {xi -f 2хз, xi + Х2, xi + Х2 + хз}. 
5. {2x1 — 10x2,2x2 + бхз, -3x1 + 2хз}. 
6. {3x1 — 4x2 - бхз, 3x2 + 4хз, -2x1 + 3x2 - Зхз}. 
7. {xi — 2хз, Xi + Х2 — 2хз, —Х2 + Хз}. 
8. {3x1 — 8x2,3x2 + 2хз, -xi И- Зхз}. 
9. {2хз,Х1 + 2хз,Х2}. 
10. {-4x3, -2x3, -a:i - 2x2}. 

2.8. Преобразование координат вектора 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вектор х в базисе e i , e2 , . . . , en имеет 

координаты {ai , «2? • • •, с^п}- Найти координаты вектора х в базисе 
61,^2, . . . ,в^, где 

e'l = CiiGi -h C2ie2 + . . . -h CnlCn, 
^2 = ci2ei + C22e2 + . . . + Cn2en, 

e'n = CinCi 4- C2ne2 + . . . -f Cnn^n-

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Координаты вектора при переходе от базиса 
ei , е 2 , . . . , вп к базису e'l, е 2 , . . . , е'^ преобразуются по формуле 

Хе^ = С-^Хе, (1) 

где Хе' и Хе — столбцы координат вектора х в базисах e'l, е з , . . . , ejj и 
ei , 62 , . . . , е^, С — матрица перехода от базиса ei, 62 , . . . , вп к базису 
6 1 , 6 2 , . . . , 6 ^ . 

1. Находим матрицу перехода С. Так как столбцы матрицы пе
рехода от базиса 6i, 62 , . . . , бп к базису 6^, б'з,... , б̂ ^ — это столбцы 
координат векторов 6i, 6 3 , . . . , б^ в базисе ei , б2 , . . . , бп, то матрица 
перехода имеет вид 

/ С Ц CI2 . . . Cin \ 
С21 С22 • • . С2п С = 

\ Cnl Сп2 У 
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2. Находим обратную матрицу С ^ и проверяем, что С ^С — Е. 
3. По формуле (1) находим столбец координат вектора х в базисе 

- 1 ? ^ 2 ? • 

« 2 

Записываем ответ в виде Хе' = {а^, «2? • • • ? ^п}-

ПРИМЕР. Вектор х в базисе е1,е2,ез имеет координаты {1,2,3}. 
Найти координаты вектора х в базисе 61,62,63, где 

e'l = е 1 + 2ез, 
е'2 = 62 + 63 , 
63 = —б1 — б2 — 2бз . 

РЕШЕНИЕ. 
1. Находим матрицу перехода 

С = 
1 0 
0 1 
2 1 

- 1 
- 1 
- 2 

2. Находим обратную матрицу С ^ методом Гаусса: 

Таким образом. 

с - 1 

Проверяем, что С ^С = Е. 
3. По формуле (1) находим столбец координат вектора х в базисе 

®1»в2,бз: 

- 1 - 1 1 
Хе/ = С-^Хе = I - 2 0 1 

-2 - 1 1 

Ответ. Хе/ = {0 ,1 , -1} . 
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Условия ЗАДАЧ. Найти координаты заданного вектора х в ба
зисе 61,62,63. 

1. e i = e i + e 3 , 2. 
е'2 = 2 6 1 + 6 2 + 6 3 , 
ез = е2, 
Хе = {3,~5,4}. 

3. 6i = 6 i , 4. 
е'2 = б 1 + 2 б 2 , 
бз = б1 + 2 6 2 + 363, 
Хе = {6,2,0}. 

5. 6^ = Зб1 + б2 + 5бз, 6. 
б^ = 2б1 + 3б2 + 3бз, 
бз = 2б1 + б2 + 4бз, 
Хе = { 0 , 5 , 5 } . 

7. 6; = 2б1 + 6б2 + 5бз, 8. 6i = Зб1 + 2б2 + Збз, 
62 = 5б1 + Зб2 - 2бз, б2 = -4б1 - Зб2 - 5ез, 
63 = 7б1 + 4б2 - Збз, бз = 5б1 + б2 - бз, 
Хе = {1,0,-1}. Хе = {-2,0,1}. 

ei: 
е',: 
e's-
Хе 

е ^ 
е',: 
е'г 
Хе 

ei 
е^ 
е^ 
Хе 

= ei, 
= 2ei 
= 3ei 
= {1, 

+ 62, 
+ 2e2 + ез. 
2,7}. 

= ei + 62 + ез, 
= 2e2 + 2ез, 
= 3ез 
= {2, 

= 2ei 
= 3ei 
= 2ei 
= {9, 

? 

6,6}. 

+ 62 +Збз, 
+ 2б2 + 4бз, 
- Зб2 + бз. 
14,16}. 

9. 6i = 2б1 + 3б2 + бз, 10. б; =б1 + 2б2 + 2бз, 
62 = 7б1 + 9б2 + 5бз, б2 = 2ei + 62 - 2бз, 
63 = Збх + 4б2 + Збз, бз = 2б1 - 2б2 + бз, 
Хе ={0 ,3 ,3} . Хе = { - 9 , 0 , 9 } . 

Ответы. l.Xe' = { 5 , - 1 , - 4 } . 2.Хе/ = {4,-12,7}. З.Хе/ = {5,1,0}. 
4.Хе/={2,0,0}. 5 .Хе/={-6,1,8}. 6 .Хе/={2,3,-2}. 7. Хе/={0, -4 ,3} . 
З.Хе/ = { 5 , 3 , - 1 } . 9. Хе/ = { 5 , - 4 , 6 } . 10. Хе/ = { 1 , 0 , - 1 } . 

2.9. Преобразование матрицы оператора 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти матрицу некоторого оператора А 
в базисе 6^, 62 , . . . , 6^, где 

е[ = С ц б ! + С21б2 + . . . + С„1бп, 
б2 = С12б1 + С22б2 + . . . + С„2бп, 

6^ = Cin6i + С2пб2 + . . . + Спп^п, 
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если в базисе e i , е г , . . . , вп его матрица имеет вид 

А.= 
ац ai2 din \ 

а2п 

О'п! 0,п2 J 
ПЛАН РЕШЕНИЯ. При переходе от базиса e i , e 2 , . . . , e „ к базису 

e'l,е'г,...,е(^ матрица оператора преобразуется по формуле 

Ае' = С-^А^С, (1) 

/ Си 
С21 

\ Сп1 

Си . 
С22 • 

Сп2 • 

. Cin \ 

• С2п 

Спп ) 

где С — матрица перехода от базиса e i , e2 , . . . , en к базису 
^ 1 , 6 2 , . . . , е ^ . 

1. Находим матрицу перехода С. Так как столбцы матрицы пе
рехода от базиса ei , е 2 , . . . , е„ к базису е^, е 2 , . . . , е^ — это столбцы 
координат векторов е^, е 2 , . . . , е'̂  в базисе ei, е2,. •., вп, то 

С = 

2. Находим обратную матрицу С~^ и проверяем, что С~^С = Е. 
3. Находим матрицу оператора А в базисе е[,е2^ • • • )^п ^^ фор

муле (1) 
Ае' = С-^А^С. 

ПРИМЕР. Найти матрицу оператора А в базисе 6^,62,63, где 

ei = ei +62 + 2ез, 
е2 = 2ei — е2, 
вз = - e i +62 + 63, 

если в базисе 61,62,63 его матрица имеет вид 

Ае = 
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РЕШЕНИЕ. 

1. Находим матрицу перехода 

2. Находим обратную матрицу С ^ методом Гаусса: 

1 2 - 1 I 1 О О \ / 1 О О I 1 2 - 1 
1 - 1 1 I О 1 О - О 1 О 1 - 1 - 3 2 
2 О 1 1 0 0 1 / \ 0 0 1 | - 2 - 4 3 

Таким образом, 

с-1 = 

Убеждаемся, что С • С ^ — Е: 

сс-^ = 
1 
1 
2 

2 
- 1 

0 

- 1 
1 
1 

1 
1 
2 

2 
- 3 
- 4 

-м 
2 = 
3 / 

/ 1 0 0 
= 0 1 0 

\ 0 0 1 

3. Находим матрицу оператора А в базисе е'̂ , е2,63 по формуле (1) 

Ответ. А^> = 
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Условия ЗАДАЧ. Найти матрицы A^i в базисе е'^,62,63, где 

е[ ~ 2ei + 3e2 +63, 
62 = 3ei -f-4e2 + ез, 
е'з = е1+2е2 + 2ез, 

если заданы мат^рицы А^ в базисе 61,62,63. 

1. А, 

3. Ае 

5. А^ = 

7. Л е -

). А , -

Ответы. 

1. Ае/ = 

3. Ае/ = 

5. Ае/ = 

0 - 1 3 
-4 0 2 
0 - 1 2 

-47 
30 
9 
20 
-13 
-1 
27 
-18 
-2 

-67 
43 
12 
27 

-17 
-2 
42 

-28 
-4 

-37 
23 
9 
22 

-16 
0 

13 
-8 
0 

2. Ае = 

4. Ле 

6. Л е -

Ле = 

10. Ле 

. 2. А^, 

. 4. Л«, = 

6. Л 

37 
24 
6 
-26 
13 
13 
1 

-2 
4 

-55 
35 
10 
-47 
25 
20 

-1 
-1 -
6 

-27 
19 
2 
7 

-6 
3 

15 
-11 
0 
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7. А^> == 28 39 22 . 8. А^, 
43 
28 
10 
28 
17 
5 

-60 
39 
14 

-40 
24 
7 

-34 
22 
7 

-28 
18 
6 

4 
1 -
0 
-86 
51 
23 

4 21 
-1 -11 
1 -5 
-ИЗ -
67 
30 

\ 
• 

/ 
-60 
35 
18 

9. А^, = 17 24 18 . 10. А^. = 

2.10. Собственные значения 
и собственные векторы оператора 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти собственные значения и собст
венные векторы оператора А : Х„ ь-> Х^, заданного в некотором 
базисе матрицей 

/ац ai2 . . . ain \ 
. _ , а21 а22 • • • а-2п 

\ ttnl 0,п2 • • • О'пп ) 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Собственные значения оператора А являются 
корнями его характеристического уравнения det(>l — \Е) — 0. 

1. Составляем характеристическое уравнение и находим все его 
вещественные корни (среди них могут быть и кратные). 

2. Для каждого собственного значения Лг найдем собственные век
торы. Для этого записываем однородную систему уравнений 

{А - \Е)Х = О 
и находим фундаментальную систему решений XJ, Х з , . . . , Х^_^^, где 
Гг — ранг матрицы системы А — \Е. (Заметим, что г̂  < п, так как 
det(A - XiE) = 0.) 

3. Столбцы XJ, ^ 2 , . . . , Х!1;^_^. являются столбцами координат иско
мых собственных векторов е^, 62 , . . . , е^_^.. Окончательно для Л = Л» 
записываем ответ в виде 

4 = {•••}, 4-{•••}, • • • . e u . = {•••} 
ЗАМЕЧАНИЕ. Множество собственных векторов, соответствую

щих собственному значению Л ,̂ можно записать в виде 

5л=л, = {х : x = Ciei + С2е*2 + • • • + Сп-гА-г, Ф 0} 
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ПРИМЕР. Найти собственные значения и собственные векторы 
оператора А: Хз ь-> Хз, заданного в некотором базисе матрицей 

РЕШЕНИЕ. 
1. Составляем характеристическое уравнение: 

3 - Л О О 
1 2 - Л - 1 
1 - 1 2 - Л 

= 0 4=^{3~ Л)(Л2 - 4Л + 3) = 0. 

Поэтому Ai,2 = 3, Лз = 1. 
2. Для собственного значения Ai,2 = 3 найдем собственные век

торы. Запишем однородную систему уравнений {А- 3 - Е)Х = О: 

Xi — Х2 — Хз = О, 
Xi — Х2 — Х^ = 0. 

Очевидно, ранг матрицы этой системы равен 1 {п — г = 2 — размер
ность пространства решений), следовательно, система нетривиально 
совместна и ее фундаментальная система решений имеет вид 

Xi = 1 , Х2 = 

Итак, двукратному собственному значению Aî 2 = 3 соответствуют 
два линейно независимых собственных вектора ei = {1,1,0} и е2 = 
= {1,0,1}. Множество всех собственных векторов 5AI2=3J соответ
ствующих собственному значению Aî 2 = 3, имеет вид 

Зхг,2=з = {х : X = Ciei + С2е2 ^ 0}. 

Аналогично находим собственный вектор, соответствующий 
собственному значению Аз = 1. Получим ез = {0,1,1}. Поэтому мно
жество всех собственных векторов Sx^^i, соответствующих 
собственному значению Аз = 1, имеет вид 

5лз=1 = {х : X = Сзез ф 0}. 
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Ответ. 
'S'AI,2=3 = { X : x = : C i e i + C2e2 7^0},гдее1={1,1,0}ие2 = {1,0,1}; 

5лз=1 - {х : X = Сзез / 0}, где ез = {0,1,1}. 

Условия ЗАДАЧ. Найти собственные значения и собственные 
векторы операт,оров А : Х^ ь-> Хз, заданных в некот^ором базисе 
мат^рицами. 

5. 

4. 

10. 

4 
1 
0 

2 
0 
0 

2 
3 

- 1 

2 
1 
3 

4 
0 
0 

- 2 
1 
0 

1 
3 

- 1 

0 
5 
0 

1 0 
2 0 
2 4 

2 
2 

- 1 

М 
' ч 
- 1 
- 1 

3 

- 1 
- 1 

2 

\ 
• 

; 
1 

- 1 
2 



Глава 3 
ПРЕДЕЛЫ 

При изучении темы ПРЕДЕЛЫ вы познакомитесь на примерах 
с понятиями предела последовательности, предела и непрерывности 
функции в точке, научитесь вычислять различные пределы, исполь
зуя теоремы о пределах, эквивалентные бесконечно малые и специ
альные приемы. 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете решить неравен
ства, выполнить численные расчеты и проверить правильность полу
ченных вами результатов. 

3.1. Понятие предела последовательности 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Пользуясь определением предела последо

вательности, доказать, что 

lim а-п = а. 
п—>оо 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. По определению число а называется пределом числовой после-

до в ательносппи {ttn}, если 

Уб: > О 3N{£) : п > N{e) => \ап - а\ < е. 

Это означает, что We > О неравенство |ап — а| < е имеет решение 
п > N{€). 

2. Найдем, при каких п справедливо неравенство 

\ап - а\ < €, 

т.е. решим это неравенство относительно п. 
3. Если решение имеет вид п > N{e), то а — предел числовой 

последовательности {an}-
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ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ решение неравенства la^ — а| < s нельзя пред
ставить в виде п > N{e), то число а не является пределом последова
тельности {an}-

ПРИМЕР. Пользуясь определением предела последовательности, 
доказать, что 

2п^ 
lim 

п—Уоо п^ 
= 2. 

РЕШЕНИЕ. 
1. По определению число 2 называется пределом числовой после

довательности 
Г 2п^ ] 
I n 3 - 2 J ' если 

2n3 
Ve > О 3N{€) : п > N{e) 

2. Найдем, при каких п справедливо неравенство 

2п^ 

< €. 

п З - 2 - 2 <е, 

т.е. решим это неравенство относительно п. 
3. Неравенство имеет решение n>N{e) = ^4/б: + 2. Следователь-

но, 2 — предел числовой последовательности < - ^ — - >. 
[ п*̂  - 2 J 

Ответ, п > У^/е -f 2. 

Условия ЗАДАЧ. Пользуясь определением предела последователь
ности, доказать, что limn_).oo сьп = сь. 

1. an = 

3. а„ = 

2 п - 2 

7. an = 

9. an = 

3 n - l ' 

3n + 2 
2 n + l ' 

5n + 2 
n + 1 ' 

3 - n 3 
1 + пЗ' 

3 + 8n2 

2 
" = 3 -

3 

a = 5. 

a = - 1 . 

4 n - 2 
ttn = 

4. ttr, = 

dn = 

CLn = 

1 + 4n2' 
a = 2. 10. an = 

2n + 3 ' 

5n-f-2 
3 n + l ' 

4п2-Ы 
п2 + 2 

6 n - 2 
2 n + l ' 

3n 
n - h l ' 

a = 2. 

5 
" = 3 -

a = 4. 

a = 3. 

a = 3. 
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Зе + 4 ^ 8 - 3 £ ^ 1 - 2 £ 
Ответы. 1. п > — . 2. п > —-—. 3. п > —: . 

9е 2€ ie 
1 - 3 5 , 3-е ^ 7-2б ^ 3 / 4 - 5 

96 е V £ 
5 - 5 ^ / 1 - 5 _ 3 - 5 

8. п > — — . 9. n > W — — . 10. п > . 
25 V 45 5 

3.2. Вычисление limn-^oolPk{^)/Qm{^)] 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

у Рк{п) 

где 
Рк{п) — акП^ + ак-\п^~^ + . . . + сцп + ао, 

Qm(n) = Ь^п^ -f 6^_in^-^ + . . . + 6in + 6о. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Здесь Рк{п) — многочлен степени к (бесконечно 
большая последовательность порядка п^) и Qmip) — многочлен сте
пени т (бесконечно большая последовательность порядка п^). 

1. Вынесем в числителе множитель п^^ получим Pfc(n) = п^р{п)^ 
где р{п) = ak + ak-i/n + . . . + ао/п^. 

2. Вынесем в знаменателе множитель п^, получим Qm{4^)=^4^^Q{i^)^ 
где q{n) = bm-\- bm-i/n + . . . -f bo/n"^. 

3. Имеем 
Pk{n) n^pjn) 

l im - , , = l im 7-T-. 
n-)-oo Qm\4^J n->oo n^q(n) 

4. Получаем: 

если к > m^ то lim --—7—г = oo; 
^-^°^ Qm{n) 

Pk(n) 
если к < m^ то lim ——т-т- = 0; 

n-^oo Qm{n) 

если к = гПу то по теореме о пределе частного 

РА:(П) ^ р(п) ^ limn->oop(n) ^ ак_ 
^-^°° Qrn{n) п^оо g ( n ) limn-^00 q{ri) bm ' 
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ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ предел 

^.^ (2п + 1 ) ^ - ( п + 1)^ 
п-^оо П? -{- П -\- 1 

РЕШЕНИЕ. Здесь (2п + 1)^ - (п + 1)^ =? Зп^ + 2п — многочлен вто
рой степени (бесконечно большая последовательность порядка п^) и 
п^ -\- п -{- 1 — многочлен второй степени (бесконечно большая после
довательность порядка и?). 

1. Вынесем в числителе множитель гг̂ , получим 

(2n-f 1)^-(гг + 1)2 = п2 ( З - Ь -

2. Вынесем в знаменателе множитель п^, получим 

. 2 I _ , 1 2 

3. Имеем 

.̂ (2п + 1)2- (п4-1)2 ,. п2(3 + 2/гг) 
l im -̂̂  г̂ ^ ^ — = l im п^ + п + 1 п-̂ сх) 71 (̂1 + 1/гг 4-l/n^) 

4. Сокраш;ая n^ и используя теорему о пределе частного, получаем 

j . ^ (2п + 1)^ - (п + 1)^ ^ limn^oo(3 + 2/n) ^ g 

Ответ, lim г̂^ -— — = 3. 

п->оо 71^ -f П 4- 1 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

1 и ^ ( 5 - п ) ^ + (5 + п)^ ( 4 - п ) 3 - ( 2 - п ) 3 
• n ^ o o ( 5 - n ) 2 - ( 5 + n)2- • „ ^ o o ( l - n ) 2 - ( 2 + n )4 ' 

(3 - n)3 - (2 - n)3 ( 2 - n ) 2 - ( l + n)2 

(3 + n ) 2 - ( 2 + n)2 (n + 2 ) 3 - ( n + 2)2 
^- „^}^ (2 + n)2 - (1 - n)2 • n - ^ (n - 2)3 - (n + 2)3' 
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^ .̂ (14-3n)3 - 27пЗ ^ .̂ (3-2гг)2 
7. lim -̂̂7 -^—--^. 8. lim ^ ^ п->оо (1 + 4п)2 + 2п2 ' ' п-^оо (п - 3)2 - (П + 3)^ * 

(2 + п)2 (п + 2 ) ^ - ( п + 5)2 
-̂ ,^™о(^ + 2 ) 2 - ( п + 1)3- '^- п^"^ ( З - п ) з 

Ответы. 1. - 0 0 . 2.0. 3.0. 4. - 1 . 5.1/3. 6. - оо. 7.9. 8. - 2 / 9 . 
9. - 1. 10. 1. 

3-3. Вычисление Ит̂ г-̂ оо [f{^)/9{^)] 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

у fin) lim - т — , п->оо ^(тг) 

где f{n) — бесконечно большая последовательность порядка п" и 
д{п) — бесконечно большая последовательность порядка п^ 
(a , /3GR) . 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Вынесем в числителе множитель п^ ^ получим /(п) = п"(^(п), 

где Ишп-чоо ^(п) = а, а ^̂  0. 
2. Вынесем в знаменателе множитель п^, получим д{п) = п^'ф(п)^ 

где Ишп-̂ оо Ф{п) = Ь, Ьф 0. 
3. Имеем 

/(п) п Х п ) 
lim —-г- = lim . п-)-оо ^(п) п->оо п^гр[п) 

4. Получаем: 
л / \ 

если а > /3, то lim . . = оо; 

если а < /3, то lim —г-г = 0; 
п->оо ^ ( п ) 

если о; = /?, то по теореме о пределе частного 
п/\ lim (/?(n) 

lim Zil^ = n->oo^^ ^ ^ a 
n->oo ^(n) lim V (̂n) 6 
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ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ предел 

l im --——», 
"->о° (n + i/n) Vn^ - 1 

РЕШЕНИЕ. Числитель n %^ + \/32n^^ 4-1 — бесконечно большая 
последовательность порядка n^ и знаменатель (п + ^/п) \/n^ — 1 — 
бесконечно большая последовательность порядка п?. 

1. Вынесем в числителе множитель п^, получим 

2. Вынесем в знаменателе множитель п^, получим 

(п+ t/57) V;^^= п̂  (l + ; ^ ) уь1Т. 

3. Имеем 

пУН+^32п10 + 1 _ п^(1/п'/б + 2 y i + l/n^o) 
" ^ (П + t/^) V^^S-ZT " пД^ „2(1 + 1/пЗ/4) y i - l / n S • 

4. Сокращая п? и используя теоремы о пределах, окончательно 
получаем 

пУИ+У32п10 + 1 _ 1/п5/б + 2 y i + 1/ni» ^ 
п ^ (п + t/H) V^^3-ri; •" n ^ (1 + 1/пЗ/4) y i - 1 / п З ~ 

^ l i in„_^(l /nV6 ^ 2 y i + 1/п^») ^ ^ 
lim„^oo(l + 1/пЗ/4) y i - 1 / п З 

ЗАМЕЧАНИЕ. В данном случае было использовано свойство корня, 
в силу которого lim„_>oo У 1 + 1/п^° = 1 и lim„_+oo У 1 — l/n^ = 1. 

Ответ, lim , ^ , , = 2. 
n-voo („ 4- i/n) Vn3 - 1 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

1. lim -Z— = . 2. lim 
r^-^oo (тг + x/n)\/7 - n -f п2 "->°° Vn^ -f 3 + \ /nM-2 

^ ,. \/2n3 + 3 - гЛГГб , \ . \Л52ТЗ + ЗпЗ 
3. lim о, : . 4. lim "-^oo \/ггЗ + 2 - \ /n - 1 * ' ^^^ Vn^'^ + 2n + 1 - : 

^ ,. V3n + 2 - Vl25n3 + n ^ ,. n V n - V27n6 + n^ 
5. lim r-= . 6. lim - — - — = = = - . 

n->oo X/n-\-n^ n-^oo (77,+ yn)v4 + n2 

^ ,. V r r T 2 - 4 A ^ 2 T 2 ^ .̂ Vn^ + 3 + \ Л Г ^ 
7. lim . , : q, 8. lim . , , 

П-УСХ) Vn^ + 1 - Vn2 - 1 ^-^^ Vn^ H- 2 - Vn - 2 
^ ,. 1 0 n 3 - V ' ; ? T 2 _ ,. ^/^ГТ2 - VSn^ + 3 
9. lim —. . 10. lim Д , . 

n-^00 ^4n^ _|_ 3 _ ^ n-^00 yn 4- 5 + n 
Ответы. 1. л/2. 2.0. 3. +oo. 4.3. 5.5. 6. - 3 . 7. - 1 . 8. +00. 9. 5. 10. - 2 . 

3.4, Вычисление lim _̂>oo ['̂ (^)^ ] 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел последовательностей 

lim [и{пУ^''\ 
П—>СХ) 

где lim^_^oo'^(^) = 1 ^ lim^_).oo'^(^) = оо. 
ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Преобразуем выражение под знаком предела так, чтобы исполь

зовать второй замечательный предел, т.е. выделим единицу: 
a{ri)v{n) 

ИтКп) ' '<"^ ]= lim f(l + Q(n))i/«("))' 

где а{п) = и{п) — 1 — бесконечно малая последовательность при 
п -^ оо. Так как а{п) -^ О при п -> оо, то 

l im( l + a(n))^/^(")=e. 
п—>-оо 

2. Если limn->oo «п = ^ (^п > О, а > 0) и limn->oo Ьп = 6, то 

lim ttn^'^ = а .̂ 
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Следовательно, если существует предел 

lim a{n)v{n) = lim {и{п) — l)v{n), 
n—>оо 

то окончательно имеем 

lim [и{п) v(n)] _ glimn_>cx)(ii(n)-l)i)(n) 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ предел 

lim 
l - 2 n 4n^ + 4n - 1 

n->oo у 4n^ 4- 2n -h 3 

РЕШЕНИЕ. 

1. При n •Ч' oo выражение под знаком предела представляет собой 
степень, основание которой стремится к единице: 

п->оо уАп^ + 2гг + 3 

а показатель — к минус бесконечности: 

lim (1 — 2n) = —ОС. 
п->оо 

Преобразуем выражение под знаком предела так, чтобы использовать 
второй замечательный предел: 

1 - 2 п 

- ( 1 + 
4п^ + 4п - 1 
4п2 + 2п + 3 

2 г г - 4 
4п2 + 2п + 3 

1 - 2 п 

2 п - 4 
4гг2 + 2п + 3 

Так как 

при п —> оо, то 

2гг -4 
4п2 + 2n + 3 

4n2 + 2n + 3 
2 n - 4 

- > 0 

( 2 n - 4 ) ( l - 2 n ) 
4п2 + 2n + 3 

lim l-f 2 n - 4 
oo V 4n2 + 2n + 3 

4n2 + 2n + 3 
2 n - 4 

= e. 
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3.5. Понятие предела функции 79 

п-^оо 4гг2 + 2n + 3 

то окончательно имеем 
1 - 2 

п^оо V 4n2-h2n + 3 

,. /4п2 + 4 п - 1 \ ' ~ ^ " _, 
Ответ, lim -—г— = е \ 

п->сх) V4n2 + 2n + 3 / 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

1. ,i„,-2±iV. ,. „„^2-+^^"" 
-^oo\n — 1 / п-)-ооу2гг + 3 

п-)'СХ) у2п^' -\- 1 

2 I I о \ ""'̂ '̂  / I тЧ " + 3 
5. lim ^г . 6. lim , 

п-)-оо уп"^ -\- П — 1 J п^оо \П + 5 

^ .̂ / Зп2-2гг V ^ ' о V /2гг2 + п + 5 \ ' " ^ 
7. lim -тг-^—7. Z . 8. lim —-z 

n^oo \3п2 - 2 n + 5y n-̂ cx) \2n2 + n + l y 
/ Ч , o \ n—n^ / , 1 \ Зn^ + l 

9. l im -T^ . 10. l im ' 
n->oo V TT'̂  — 2 / n->oo V n — 1 

Ответы. 1. e^ 2. Ve. 3. e. 4. e. 5. e '^ . 6. e^. 7. 1. 8. e^ 
9. e"^. 10. +00. 

3.5. Понятие предела функции 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Пользуясь определением предела функции 

в точке^ доказать^ что 

lim f{x) = А. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Число А называется пределом функции f{x) в точке ж = а, если 

Ve > О 35{е) > О : О < |х - а| < 5[е) => \f{x) - А\ < е. 

Это значит, что Ve > О неравенство |/(ж) — А\ < е имеет решение 
О < | х - а | < S{e). 

2. Для того чтобы найти S{€)y сначала найдем множество М такое, 
что 

X е М ==^ \f{x) -А\<е, 

т.е. решим неравенство \f{x) — А\ < е. Затем найдем 5{е) такое, что 

О < |ж - а| < 5{е) ==> х е М. 

Тогда будем иметь 

О < |а; - а| < S{e) =^ х Е М => \f{x) - А\ < е. 

Это означает, что 
Иш f{x) = А. 

Записываем ответ в виде: V e > 0 0 < | ж —а|< 5{е) => \f{x)—A\ < е. 

ПРИМЕР. Доказать, что 

15x2 - 2а: - 1 ^ 
lim — = 8. 

ж-)>1/3 X — 1 / 3 

РЕШЕНИЕ. 
]̂ 5х2 — 2х — 1 

1. Число 8 называется пределом функции f{x) = т-rz в 

точке X = 1/3, если 

Уе>0 3S{e) > О : О < 

х - 1 / 3 

<S{e) 15^2 - 2а; - 1 
а : - 1 / 3 

< £. 

2. Для того чтобы найти (5(б:), сначала найдем множество М такое, 
что 

X е М 

т.е. решим неравенство 

15x2 - 2х - 1 
х-1/3 <е, 

15x2 - 2х - 1 
I X - 1/3 < е. 
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Затем найдем 5{е) такое, что 

0< 1 
" - 3 

< S{e) =^х е М. 

Тогда будем иметь 

0 < 
1 

" - 3 
< 5{£) => X е м Ibx'^ - 2х - 1 

х - 1 / 3 < е. 

3. Решаем неравенство 

15x2 - 2х - 1 
х - 1 / 3 

8 < е <=> |15х + 3 - 8| < е <̂ =Ф ^-77 <^ < -^ + 7Т 
3 15 3 15 

(так как в определении предела функции в точке х ^ 1/3, т.е. 
X —1/3 7̂  О, то можно сократить дробь на множитель х —1/3). Таким 
образом. 

X е м 
,3 15^3 

Следовательно, если 

'Я ) U l Q'Q + ir: З ' З 15 

'<•) = I5' 

15x2 - 2а; - 1 
а ; - 1 / 3 <е. 

то 

0 < 
1 

^ - 3 <^(e)=^.e(i-^,i)uQ.i + ̂ ) 

т.е. 

15x2 - 2х - 1 
х - 1 / 3 

< £ , 

,. 15x2 - 2х - 1 „ 
Ь т — - — = 8. 

х-И/З X — 1/3 

Ответ. Ve > О О < 1 
^ - 3 

£ 

< I 5 
15x2 - 2х - 1 

х - 1 / 3 
< €. 
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Условия ЗАДАЧ. Пользуясь определением предела функции в 
точке, доказать равенства. 

.. 2х^ + Пх + 1Б ^ ^ .. Згс2 + 2 х - 8 1. lim = —1. 2. lim = —10. 
x->-3 X + 3 ж->-2 Ж + 2 

6х^ + Бх-1 ^ ^ .̂ 9^2 4-12а:+ 3 ^ 
3. lim ; = - 1 . 4. lim ; = 6. 

x-^-l /2 Ж + 1 / 2 сс->-1/3 Ж+ 1/3 

За;̂  + Ж - 2 х^ - о: - 6 ^ 
5. lim 1;̂  = —5. о. lim — = 5. 

х->-1 ж + 1 гс->з а: — 3 
,. 6х2-9ж + 3 ^ ^ ,. 4х2 -15х + 9 ^ 

7. lim = 3. 8. lim = 9. х->1 X — 1 х-^3 X — 3 

6x2 + 20^: + 6 _ ,^ ,. 5 x 2 - З х -
lim = -16 . 10. lim 

ж->-3 X + 3 х-^1 X — 1 

Ответы. 1. 5{е) = s/2. 2. S{£) = е/3. 3. ^(е) = е/6. 4. 5(£) = б/9. 
5. (5(б:) = £/3. 6. S{e) = е. 7. J(5) = е/6. 8. 5(б) = е/4. 9. (5(5) = ^/6. 
10. 6{€) = е/Ъ. 

3.6. Понятие непрерывности 
функции в точке 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Пользуясь определением, доказать, что 
функция / (х) непрерывна в точке а. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Вычисляем / (а) . 
Функция /(х) называется непрерывной в точке х == а, если 

Ve > О Ще) > О : |х - а| < (5(e) =Ф |/(х) - / ( а ) | < е. 

Это значит, что Ve > О неравенство |/(х) - / (а ) | < е имеет решение 
О < | х - а | < 5{е). 

2. Для того чтобы найти 5{е), сначала найдем множество М такое, 
что 

хеМ=^ | / ( х ) - / ( а ) | <е, 

т.е. решим неравенство |/(х) — f{a)\ < е. Затем найдем (5(e) такое, 
что 

|х - а| < S{£) = > X е М. 
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Тогда будем иметь 

\х- а\ < S{£) ==^ X е М => \f{x) - f{a)\ < е. 

Это означает, что f{x) непрерывна в точке х = а. 

Записываем ответ в виде: \/£:>0 |х —а| < 6{е) = > \f{x)~f{a)\<£. 

ПРИМЕР. Пользуясь определением, доказать, что функция 
f{x) = 5х^ + 5 непрерывна в точке а = 8. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем /(8) = 325. 
Функция f{x) называется непрерывной в точке о: = 8, если 

\/е>0 3S{e) > О : \х - 8\ < 6{е) =^ \5х^ + 5 - 325| < е. 

Это значит, что Ve > О неравенство \f{x) — 325) | < с имеет решение 
0 < | а ; - 8 | <5{е). 

2. Для того чтобы найти ^(e), сначала найдем множество М та
кое, что X G М =^ |5ж^ + 5 — 3251 < £, т.е. решим неравенство 
|5х^ + 5 — 325| < £, затем найдем S{£) такое, что |ж — 8| < 5{е) => 
^ X G М. Тогда будем иметь 

\х-8\< S{£) ==^хеМ =^ |5ж2 + 5 - 325| < е. 

3. Решаем неравенство (считая, что е < 320) 

15x^-3201 < £ Ф = ^ 6 4 - ^ <х^ < 6 4 + 1 ^=> А / 6 4 - ^<Х < А / 6 4 + | . 

Таким образом. 

хеМ= ( ^64 - I , W64 + I ) = ^ \^^'^ + 5 - 325| < £. 

Следовательно, если 

6{е) = minis-фл^, y W | - 8 | = y'l = . / 6 4 + 1 

то 

|а; - 8| < S{e) =^ х е { ^/64 - | , W64 + | ) ==> \Ьх' + 5 - 325| < е, 
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т.е. f{x) = Ъх^ Н- 5 непрерывна в точке а: = 8. 

Ответ. Ve > О |а; - 8| < W64 + ^ - 8 =Ф> \Ъх^ + 5 - 325| < е. 

Условия ЗАДАЧ. Пользуясь определением^ доказать^ что функ
ция f{x) непрерывна в точке а. 

1. /(ж) = 4 а ; 2 - 1 , а = 2. 2. f{x) =^3x^-2, а = 3. 

3. f{x) = -x^-5, а = 1. 4. f{x) =-5x^-7, а = 2. 

5. / (х) = - 4 ж 2 - 6, а = 3. 6. /(ж) = -3^2 + 8, а = 4. 

7. / (х) = 2а;2 + 5, а = 2. 8. f{x) = 5x2 + 2, а = 6. 

9. f{x) = 4x^ + 1, а = 8. 10. / (х) = 2 x 2 - 1 , а = 7. 

Ответы. 1. 5{е) = л/4 -f £:/4 - 2. 2. J(E) = ^ 9 -f е/3 
3. S{e) = у Т + 7 - 1 . 4. 5{е) = у^4 + g/5 - 2. 5. (5(б) = у^9 + g/4 - 3. 
6. 5{е) = >/l6 + g /3 -4 . 7. (5(e) = л/4 + 5 /2 -2 . 8. (5(e) = л/36 + е / 5 - 6 . 
9. (5(б) = ^ 6 4 + е/4 - 8. 10.(5(е) = v^49 + е/2 - 7. 

3.7. Вычисление Итх^а[Рп{^)/Qm{^)] 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

у Рп{х) 
^-^« Qm(a )̂ 

2(?e 
Рп{х) = йпХ^ + an-ix'^"-^ + . . . -f aix + ао, 

Qm(:i^) = ЬтХ"^ л- bm-lX"^'^ -|- . . . + 6iX + бо-

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Если Qmio) ф О, то функция Pn{x)/Qm[x) непрерывна в точке а 

lim ^"^^^ - ^"^""^ 
х ^ а I Qrn{x) Qrn{o)' 

Если Qrn(a) = О И Pn(a) 7̂  о, то 

у Рп{х) 
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Если Qrn{o) = О и Р„(а) = О, то, разлагая многочлены на множи
тели, получаем 

Рп{х) ^ {x-a)Pn-i{x) 
Qrn{x) {х - a)Qm--i{x)' 

где Qrn-iia) 7̂  О и Pn-i(a) ^ 0. 
2. Поскольку в определении предела функции при ж —> а аргумент 

не может принимать значение, равное а, то в последнем случае можно 
сократить множитель х — а. Получаем 

^->« Qm{x) х-^а [Х - a)Qm-l{x) Qm-lW 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ а является кратным корнем многочленов Рп{х) 
и Qm{x), ТО Рп{х) = {Х- а)^Рп-к{х), Qm{x) = (х - a ) ' Q r n - / W И 

Рп{х) ^{х- а)^Рп-к{х) 
Qm{x) {Х - aYQm-l{xy 

где Qm-i{o) 7̂  о и Рп-к{о) ф 0. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ предел 

,. х^ - 4x2 - Зх + 18 
ИШ —Z г . 
х->з х^ - 5x2 + Зх + 9 

РЕШЕНИЕ. 
1. Выражение под знаком предела (рациональная дробь) является 

отношением двух бесконечно малых функций при х -> 3. 
Разложим числитель и знаменатель на множители: 

х^ - 4x2 _ зх + 18 _ (х - 3)2(х -Ь 2) 
хЗ - 5x2 + Зх + 9 ~ (х - 3)2(х + 1)' 

2. Поскольку в определении предела функции при х -> 3 аргу
мент не может принимать значение, равное 3, то можно сократить 
множитель (х — 3)2. Получаем 

,. х ^ - 4 x 2 - 3 x 4 - 1 8 ,. х + 2 5 
lim — -z-T.—7. г- = lim 

Ответ, lim 

:->з д:3 _ 5x2 ^ Зх + 9 х-лъ хЛ-\ 4 * 

хЗ _ 4^2 - Зх + 18 5 
х-лъ хЗ - 5x2 + Зх + 9 4 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

ж^+ 3ж^+ 7x4-5 ^ ,. ж̂  + ж ^ - ж - ! 
lim г —. 

х-^-1 х^ — ох — 2 

3. 

5. 

7. 

0 

ж->-1 ж^ — ж — 2 

,. ж 2 - 2 ж + 1 
lim —-г - . 
х^1 2ж2 + ж - 3 

^._ ж^ + 4ж2 + 5ж + 2 
i im о ^ 

х->-1 ж2 + 2ж4-1 

ж^ - бж^ -f 12ж - 8 
х->2 ж^ - 2ж2 + 2ж - 4 " 

х^ -1 

4. lim 

6. lim 

ж~->1 ж"* — ж^ + ж — 1 

ж^ + 2ж - 3 

8. lim 

ж->-з ж^ + 5ж^ + 6ж 

ж̂  + ж̂  -f 2ж + 2 
ж - ) > - 1 Ж^ — 1 

10. lim ^ 
3 - ж2 - ж - 2 

п->1 2ж2 - ж - 1 ' ' х->2 Ж^ - 2ж2 + ж - 2 * 

Ответы. 1. 0. 2. 2/3. 3. 0. 4. 2. 5. 1. 6. - 4 / 3 . 7. 0. 8. - 1 / 2 . 
9. 1. 10. 7/3. 

3.8. Вычисление lim^̂ -̂ o [f{^)/9{^)] 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

где /(ж) и д{х) — бесконечно малые функции в точке ж = 0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Бесконечно малые функции, стоящие в числителе 
и знаменателе, можно заменить на им эквивалентные (табличные). 

Если /(ж), /1(ж), ^(ж), gi{x) — бесконечно малые функции в точке 
ж = О такие, что /(ж) ~ fi{x) и ^(ж) ~ gi{x) в точке ж = О, 
и существует Ит^-^о fi{x)/gi{x), то существует Ит^^^о f{x)/g{x), 
причем 

х-^0 д[х) х-^0 gi{x) 
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ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ предел 

2х sin X 
lim 
х->о 1 — cos ж 

РЕШЕНИЕ. Выражение под знаком предела является отношением 
двух бесконечно малых в точке ж = О, так как 

lim (22: sin ж) = О, lim (1 — cosx) = 0. 

Бесконечно малые, стоящие в числителе и знаменателе, заменяем на 
эквивалентные: 

2х sin ж ~ 2а: • ж, ж —> О, 

1 —cosa:~—, а: —> 0. 

Таким образом, 

2xsma: ,. 2х - х 
lim = lim „ . = 4. 
х^о 1 — cos а: х->о х^ 2 

_ ,. 2a:sina: 
Ответ, lim = 4. 

ж->о 1 — cos а: 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

,. In(l + sin2a:) ^ ,. Зж^ + 6а: 
'' ^— 2. lim 

3. 

5. 

7. 

q 

ж-̂ о sin За: 

5 ^ - 1 
lim — г. 
ж->0 1п(1 -f Х) 

1 — cos2x 
lim —r-2 7" 
ж->о е^^ - 1 

,. tg2a: 
ж-̂ о е^^ — 1 

_ sin 2а: 
lim - . 

4. lim 

ж-fO sin За: 

1 — cos 2х 
ж->о cos Ъх — cos За: 

_ .. V9Tx-3 
о. lim —. 

ж->о 3 arctg 2а: 

8. l i m ' - ^ ^ ^ ^ 

10. lim 

х-^о sin^ X 

arcsin 2 a: 
ж-)̂ о ln(l - 2x)' ' ж-̂ о ln(e - 2a:) - 1' 

Ответы. 1. 2/3. 2. 2. 3. 1п5. 4. - 1 / 4 . 5. 1. 6. 1/12. 7. 1. 
8. 1/4. 9. - 1 . 10. - е . 
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3.9. Вычисление Иш^-^а [/(^)/р(^)] 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

у / W 
hm -у-т-, х-^а д[х) 

где f{x) и д{х) — бесконечно малые функции в точке х = а. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Нужно заменить f{x) и д{х) на эквивалентные им бесконечно 

малые функции. Но таблица эквивалентных бесконечно малых функ
ций составлена для точки х = 0. Поэтому сначала сделаем замену 
переменной х — а = t и будем искать предел при t —> 0. 

2. Преобразуем выражение под знаком предела, пользуясь алгеб
раическими и тригонометрическими формулами, и заменяем в 
произведении и частном бесконечно малые функции эквивалентными. 

ПРИМЕР. Вычислить предел 

,. cos Зх —cos ж 
l im г - . 

х-^тг t g ' ^2x 

РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку 

lim [cos Зж — cos х] = О, lim tg ^2х = О, 
X—)-7Г Х->7Г 

ТО выражение под знаком предела является отношением двух беско
нечно малых функций при х -^ тт. Нужно заменить эти бесконечно 
малые функции эквивалентными. Для этого сначала сделаем замену 
переменной ж — тг = t: 

cos Зх - cos X ,. cos 3(7г -{-t) — COSITT -h t) 
lim r- = lim r-7 г . 
х->7г tg22a: t->o tg22(7r-ht) 

2. Используя тригонометрические формулы и заменяя в произве
дении и частном бесконечно малые функции эквивалентными, полу
чим 

.. cos 3(7г -ht) - cosin + t) 
l im 7ГТ-, ^̂  = 
t-^O tg22(7r + t) 

,. COS t-COS 3^ ,. -2s in2 ts in ( - t ) ,. 2 • 2^ • ^ ^ 
= lim 7Г- = lim Г-- = lim ——r— = 1. 
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_ ,. cos3x —cosx Ответ, lim r- = 1. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

,. х^ -1 ^ 1. 1 + cos5x 1. lim — . 2. lim Ту . х->1 In ж х-̂ 7г sin Зж 

,. l + cos27rx ,. зшЗтгх 
3. lim Ту . 4. lim -;—-—. 

а:->1/2 tg''27rX х-^2 81п87Га: 

\/ж2 - ж - 1 - 1 tg5x 
5. lim —-. -г . 6. lim ——-. 

х ^ 2 1п(х - 1) х^7г/2 t g Зх 

7. lim -; . 8. lim . 
х-)>1 ЗШТГХ х ^ 1 ЗШТГХ 

9. lim - :Ц- - . 10. lim 
X—>7Г sin3x х-̂ 2 sinTTX 

Ответы. 1. 3. 2. 5/18. 3. 1/2. 4. 3/8. 5. 3/2. 6. 3/5. 7. З/тг. 
8. -1/(47г). 9. - 5 / 3 . 10. (41п2)/7г. 

3.10. Вычисление Итд;_̂ о [г̂ (:з:)̂ ^̂ ]̂ 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

х->0 

где lim и(х) = 1 и lim v(x) = оо. 
х->0 ^ х->0 ^ 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Преобразуем выражение под знаком предела: 

uixy^""^ ^еЧх)1пи(х)^ 

2. Поскольку показательная функция е^ непрерывна, то можно 
перейти к пределу под знаком этой функции. Имеем 

lim luixY^''^] = lim е̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^ = eiim.->ob(x)inu(x)]^ 
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3. Вычисляем предел показателя 

Ит [v{x)hiu{x)\^ 
х->0 

заменяя бесконечно малые функции эквивалентными. 
4. Записываем окончательный ответ. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ предел 

lim г— 

РЕШЕНИЕ. При а: -> О выражение под знаком предела представ
ляет собой степень, основание которой стремится к единице: 

,. 1 + ж22^ ^ 
lim :; т;г- = 1, 

а показатель — к бесконечности: 

lim —^— = 00. 
ж->о sin X 

1. Преобразуем выражение под знаком предела: 

1 + хЧ^ ) ~ ^^^ Vsin^ X ^ 1 + хЧ"^ 

2. Поскольку показательная функция е^ непрерывна, то можно 
перейти к пределу под знаком этой функции. Имеем 

1 + а ; 2 2 - \ ' / " " ' " Л . 1 , 1 + 0:22-
lim г-г- = ехр lim —^— In ^ о̂  i • 

3. Вычисляем предел показателя 

1 , 1 + ^22^ 
l im — 5 — ш • 
а̂ -̂ о sin^ X 1-\- хЧ"^ ' 
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Преобразуя выражение под знаком предела к виду 

sin^a: 
In ^ х У ( ( 2 / 5 Г - 1 ) 

1 + х̂ б̂  

и заменяя бесконечно малые функции эквивалентными, имеем 

lim —о— In 
х-^о sin X 

хУ((2/5Г-1) 
1 + х25^ 

,. 1 ж25^((2/5)^-1) ,. 1 ж25^х1п(2/5) , 2 
= lim —5- —Чтз ^ = lim —^ — ^' = In - . 

х->о х*̂  1 + х^5^ ж->о х^ 1 + х^б^ 5 

4. Окончательно получаем 

J- + З: Z \ _ ^1п(2/5) _ f 
ж->о \ 1 -f x^5' 

1 + x'^2^ \ ' 2 
Ответ, lim , ^ „^ 

ж->о \ 1 + ^25^ 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

l + xS^X^/"^ 
1. lim 

x->o V 1 + a:2̂  
2. lim 

l_ | .^23xxiAg^-

3. lim 
1 + sin X cos 3x 

a:->0 V 1 + s in X COS 2x 

5. l im(2-5^^"'^)^/^ ' . 

1/ sin^ ж 

7. lim (cosx) 1/(ж sinx) 

9. lim 
1 + xcos2x\ '' 

x->0 \\-\- XCOSX 

0 V 1 + x24^ 

4. lim(l-lncosx)^/'^^^"^. 
ж->0^ ^ 

6. lim (cosx)^/"^'. 
ж->0 ^ ^ 

8. lim(H-sin2x)^/^""°^^ 
ж->0^ ^ 

10. lim(2-cosx)^/^"(^+2^'^ 

Ответы. 1. 3/2. 2. 3/4. 3. e'^/^. 4. e^/^. 5. 1/5. 6. 6"^/^. 
7. e-1/2. 8. e-\ 9. e-3/2. 10. e^f\ 
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3-11. Вычисление Игпх-^а [и{хУ^^'>] 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

lim [и{хУ^% 
X—>а 

где lim и{х) = 1 и lim v{x) = оо. 
х—^а X—>а 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Чтобы использовать таблицу эквивалентных бесконечно малых, 

сделаем замену переменной t = х — а (тогда t —^ О при ж -> а) и 
преобразуем выражение под знаком предела: 

2. Поскольку показательная функция е^ непрерывна, то можно 
перейти к пределу под знаком этой функции. Имеем 

lim [и{хУ^''^] = e"™*->ob(*)inui(t)] 
X—>а 

3. Вычисляем предел показателя 

]im.\vi(t)\iiui(t)], 

заменяя бесконечно малые функции эквивалентными. 

4. Записываем окончательный ответ. 

ПРИМЕР. Вычислить предел функции 

1п(3+2х)/1п(2-х) 
lim 
х->1 С^) 

РЕШЕНИЕ. При х -> 1 выражение под знаком предела представ
ляет собой степень, основание которой стремится к единице: 

lim = 1, 

x-¥l X 

а показатель — к бесконечности: 
,. 1п(3 + 2х) 
lim -rrh:: г = оо-
х->1 1п(2 - X) 
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1. Чтобы использовать таблицу эквивалентных бесконечно малых, 
сделаем замену переменной t = х — 1 (тогда t -> О при х —> 1) и 
преобразуем выражение под знаком предела: 

lim 1 
(2х- 1\1^(3+2х)/1п(2-х) 

\^ X J t->0 

^2i + iy^(5+2t)/ln(l-t) 

= lim exp 
"ln(5 + 20 2̂  + 1̂  
. b(l - t) ^T+Tj 

2. Поскольку показательная функция e^ непрерывна, то можно 
перейти к пределу под знаком этой функции. Имеем 

lim exp t->o 
ln(5 + 2t) 2t + l 
ln(l - t) t + 1 = exp 

•. ln(5 + 2t), 2t-\-l] lim —-7- Г- m ' t->o ln(l -t) t + 1 

3. Вычислим предел показателя, заменяя бесконечно малые функ
ции эквивалентными: 

lim ln(5 + 2t), 2t + l In t^o [ ln(l -t) t + 1 \ t-^0 
— lim ln(5 + 20j /^^ t 

L ln(l - 1 ) t + 1 

t-^0 -t{t-\-l) 

4. Окончательно получаем 

lim 
x-^l 

2x-\ 1п(3+2ж)/1п(2-х) 

= e 
• I n 5 

/2д._1>^^3+2х)/1п(2-х) ^ 
Ответ, lim I 

x->i V ж 

У с л о в и я ЗАДАЧ. Вычислить пределы 

tg (7гх/4) 
1. lim 

X т.(^) lim ('^] х-^1 \ s m l / 

1/(х-1) 
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3. U m f ^ ) ' ^ ^ ^ " ' \ 4. Иш(2-а:Г«(-/2). 
x->3 \ C 0 S 3 / x-yl 

5. liin(3e^-i-2)^/(=^-i). 6. lim (cosx)!/ ' '" '^. 

7.' lim (tgx)^/'=°^2^ 8. l im(3-2x)i/ '"(2—) 
X—>-7г/4 ж—)-l 

M _ ^ \ V ln (3 -x ) / ^ 4 l / l n (4 -x ) 
9. i i i n ( i _ ^ ] . 10. lim - ^ 

x^2 \ X J x-^3 \ X 

Ответы. 1. e /̂̂ .̂ 2. e^*s^ 3. e~^^^. 4. e^/^. 5. e^ 6. е'^/^. 
7. e - ^ 8. e^. 9. e. 10. е^з. 

3.12. Вычисление lima;_^aF(7i(x)'u(x) + f{x)) 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить предел 

\imF{u{x)v{x) + f{x)), 

где F{x) непрерывна на R, f{x) непрерывна в точке ж = а, и{х) — 
бесконечно малая функция в точке х — а и v{x) — функция^ ограни
ченная в некоторой окрестности точки х = а. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Так как F{x) непрерывна на R, то по теореме о переходе к 
пределу под знаком непрерывной функции имеем 

lim F{u{x)v{x) + f{x)) = F{lim{u{x)v{x) + f{x))). 
x—>a Ж—>a 

2. Поскольку u{x) — бесконечно малал функция в точке х = а и 
v{x) — функция, ограниченная в некоторой окрестности точки а: = а, 
то u{x)v{x) — бесконечно малал функция в точке х = а, т.е. 

lim u{x)v{x) = 0. 
х—^а 
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3. Так как f{x) непрерывна в точке а, то 

lim fix) - /(а). 
х-^а 

Используя основные свойства предела функции в точке, получаем 

lim F{u{x)v{x) + f{x)) = F( / (a ) ) . 
ж—>a 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ предел 

lim ?/ж I 2 -f sin - I 4- 8 cos x. x->o \/ V x, 

РЕШЕНИЕ. 

1. Так как функция у = ^/х непрерывна при всех х, то, переходя 
к пределу под знаком непрерывной функции, получаем 

lim ?/х ( 2 -f sin - ] + 8 cos X = ?/ lim 
a;->0 \/ V X J \ x-^0 

Ж ( 2 + sin — 1 + 8 cos X 
X 

2. Так как x — бесконечно малая функция в точке а: = О, а 
2 +sin {1/х) — функция, ограниченная в окрестности точки ж = О, то 
х{2 + sin (l/x)) — бесконечно малая функция в точке х = О, т.е. 

lim а: I 2 -f sin - I = 0 . 

х-¥0 \ х) 

3. Так как cos а; непрерывна в точке ж = О, то 

lim cos а: = 1, 
ж->0 

и, используя свойства предела функции в точке, получаем 

lim ?/ж 1 2 + sin — ) + 8 cos ж = \\ lim ж ( 2 + sin - | + 81im cos ж = 2. ж->о у V х) \\ х-^^ V х) х->о 

Ответ, lim ?/а: [ 2 4- sin ( - 1 I + 8 cos х = 2. 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить пределы. 

1. lim A/9COS22: + 2a;arctg—. 
х-^О V X 

2. lim W4sinx + (2а: - 7r)sin- • 
1~)-7г/2 V 2 x — 7Г 

lim \ h 
x^o V 3. lim \ cos X Ч- arctg x cos^ —. 

6. l i m b 

4. lim A/4COSX 4-ln(l + 2x)sin—. 
x-̂ o V x 

5. lim 4/4cos2a:4- (e^^ — 1) arctg—r. 
ж-)-0 V X^ 

/ тЗ Ч 2 / 7Г\ 
(e — cos ж) cos —f- tg(a ;+—j 

7. lim A/4sina; -f (ê '̂̂ ^ ^ - 1) cos - . 
x->0 V X 

I X + 2 
8. lim Wln(x + 2) 4- sin(4 - x^) cos - . 

JC—^Z у Я/ ^ 

r. .. f . 2 : - l x + l \ 
9. lim tg arccos x + sm cos 7 . 

x-^i \ x+l x-lj 

10. lim In 3 -f arctg x sin - ) . 
x-^O \ x) 

Ответы. 1.3. 2.2. 3 .1 . 4.2. 5.2. 6.0. 7.2. 8. Ь 2 . 
9. 0. 10. Ь З . 
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ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

При изучении темы ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ вы познакомитесь 
на примерах с понятиями производной и дифференциала функции од
ной переменной, научитесь вычислять производные, используя пра
вила дифференцирования суммы, произведения, частного и сложной 
функции, научитесь дифференцировать функции, заданные парамет
рически, вычислять производные высших порядков, а также приме
нять производные и дифференциалы в приближенных вычислениях и 
при решении геометрических задач. 

С помош;ью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить преде
лы, выполнить численные расчеты, а также вычислить производные 
любого порядка и проверить правильность полученных вами резуль
татов. 

4.1. Понятие производной 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исходя из определения^ найти производ

ную функции f{x) в точке х = 0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. По определению 

•̂  ^ ^ х->0 X 

(Напомним, что при вычислении предела ж —> О, но ж т̂  0.) 

2. Вычисляем предел 

х-¥0 X 

3. Если предел существует и равен А, то /'(0) = Л, если предел не 
существует, то /'(0) не существует. 
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ПРИМЕР. ИСХОДЯ ИЗ определения, найти производную функции 

т 1 — cos ( ж sin — ), X ^ О, 

О, х = 0, 

в точке X = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. По определению 

/ '(0) . Иш М ^ Л = и т l - c o s ( x s i n ( l / . ) ) - 0 
х->0 X ж->0 X 

2. Так как sm(l/a;) — ограниченная, а ж — бесконечно малая функ
ции при ж —)" О, то по теореме о произведении бесконечно малой функ
ции на ограниченную a:sin(l/x) —> О при ж —> 0. Заменяя в числителе 
бесконечно малую функцию эквивалентной и снова используя упомя
нутую теорему, получаем 

1 - cosfx sin(l/x)) - О ,. х^ sin^(l/a:) lim ^̂  )U.-JJ lim ^—L^ = О . 
ж->0 X х-^0 2х 

3. Таким образом, предел существует и равен нулю. Следова
тельно, / '(0) = 0. 

Ответ. f{0)=0. 

Условия ЗАДАЧ. Найти производную функции f{x) в точке х = 0. 

1. fix) = sin I ж^ + ж^ sin - j , ж 7̂  О, 

О, ж = 0. 

2. fix) tg ( ж^ cos — ) + 2ж, ж 7̂  О 

о, ж = 0. 

3. / (ж) = arcsin I ж cos — ) , х ^ О, 

О, ж = 0. 
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4. f{x) = 

5. fix) == 

6. fix) -

8. fix) = 

9. fix) = 

10. / (x) = 

In I 1 - tg ( ж̂  sin - ) ) , x^O, 

0, ж = 0. 

tg ж sin — , ж 7̂  0, 
V ^ 

0, x = 0. 

Wl + lnf 1 + ж2 s i n - ) - 1 , x^O, 

0, ж = 0. 

sin ('e^' ^^"(̂ /̂ ) - i V X 7̂  0, 
0, x = 0. 

x^ cos h Зж, ж 7̂  0, 
Зж 

О, а: == 0. 

arctg I ж — х^ sin — ) , х 7̂  О, 

О, а; = 0. 

sin X cos —h 2ж, ж 7̂  О, 
О, а; = 0. 

Ответы. 1. 0. 2. 2. 3. Не существует. 4. 0. 5. Не существует. 
6. 0. 7. 0. 8. 3. 9. 1. 10. 2. 

4.2. Вычисление производных 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную функции y = fix). 
ПЛАН РЕШЕНИЯ. Задача решается в несколько этапов. На каждом 

этапе необходимо распознать тип функции и применить соответству
ющее правило дифференцирования. 

Возможны следующие типы функций. 
• Функция имеет вид Сгщ -h C2U2 + . . . + CnUn^ где ui(x), 

7x2(2:), . • •, Unix) — некоторые функции и Ci, Сг , . . . , Сп — некоторые 
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постоянные. Используем формулу производной линейной комбинации 

{CiUi + C2U2 -f . . . + CnUnY = Ciu[ + C2U2 + . . . + CnU'^^ 

• функция имеет вид и - v. Используем формулу производной 
произведения 

(и- v)' = и' ' V -\-U' v'. 
и 

• функция имеет вид —. Используем формулу производной част-
V 

ного: / г/ \ ' и' • V ~ и ' v' 

• Функция имеет вид и(у(х)). Используем формулу производной 
сложной функции 

u{v{x))' — u'{v) • v'{x). 

• функция имеет вид и{хУ^^\ Производная такой функции вы
числяется с помощью формулы 

Переход от этапа к этапу совершается до тех пор, пока под каж
дым знаком производной не окажется табличная функция. 

ПРИМЕР. Найти производную функции 

Зх^ -h 4х^ - х2 - 2 
У = 

РЕШЕНИЕ. 
1. Функция у{х) имеет вид 

15\/1 + ж2 

15 V 

где и{х) = Зх^ -f- 4х^ — х^ — 2 и v{x) = у/1 Ч- ж̂  . Используя формулу 
для производной частного, получаем 

У 

1 {Зх^ + Ах^ -х^- 2У УТТ^ - {Зх^ -Ь Ах^ -х^-2) {УТТ^)' 
15 ( \ / i T ^ ) 2 
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2. Функция и{х) = Зх^ + 4а;'̂  — ж̂  — 2 является линейной комбина
цией табличных функций. Поэтому 

(Зж^ + 4х^ - х2 - 2)' = 18х^ + 1бх^ - 2х. 

3. Функция v{x) = \/1 + ж̂  имеет вид 

г;(а:) = ui(i;i(a;)), 

где Til = \ / ^ и z;i(x) = 1 + ж .̂ Используя формулу для производной 
сложной функции, получаем 

v\x) = ( v ^ ) ' (1 + х^У = - i = 2^ = 
2,/щ 2\ /1 + ж2 ' 

Ответ, у' = 

^ 2х 
, (18а;̂  + 16х^ - 2х) VTTx^ - (Зх^ + 4а;̂  - а;̂  - 2) — = = 

_ 1 2У/ТТХ' 2 

15 1 + ^2 

Условия ЗАДАЧ. Найти производные заданных функций. 

1. у = 2^^^. 2. у = \п{х + ^/TTx^). 3. ?/ = l n 2 ( l - c o s x ) . 

, . . 3^ (sin X + cos X In 3) ^ sh2a: 
4. ?/= m(arcsin\/^). 5. y = ^ • 6. y = —^—. 

^ ^ ^ 1Ч-1п2з ch22x 

7. у = arcsin -7= . 8. у = a r c t g 3 ^ . 9. у = ln(l + Vthx) . 
y/x 

10. 2/ = lnsin3 — 
cos^x 

smx 

Ответы. 1. 2v^^ , ! " V • 2. ^ = L = . 3. ^^^"^^(1 - cosx) 
2cos^xVtga; v 1 + a:̂  l - c o s x 

^ 2ch22x-4sh^2x ^ 1 
5. 3'^cosa;. 6. r^- . 7. 2 \ / х - ж 2 arcsin v ^ ' ' ' ' ch^ 2ж ' ' 2ж Vx - 1" 

3v^ln2 1 cosa;(l-f sin^x) 
y. "~ / ^̂  о • J-U. • (l + 32V^)2v^' * 2(thx + \ / thx)ch2x' * sin^x 
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4.3. Уравнение касательной и нормали 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Составить уравнения касательной и нор

мали к кривой у = f{x) в т.очке с абсциссой а. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ функция f{x) в точке а имеет конечную 
производную, то уравнение касательной имеет вид 

у = f{a) + f'{a){x - а). (1) 

Если f'{a) = оо, то уравнение касательной имеет вид х = а. 

Если / ' (а) 7̂  О, то уравнение нормали имеет вид 

y^f{a)-j^^{x-a). (2) 

Если / ' (а) = О, то уравнение нормали имеет вид х = а. 
1. Находим значение / (а ) . 
2. Находим производную f'{a). 
3. Подставляя найденные значения /(а) и f'{a) в (1) и (2), полу

чаем уравнения касательной и нормали. 

ПРИМЕР. Составить уравнения касательной и нормали к кривой 

16 
У = 6 V ^ - ^ V^ 

в точке с абсциссой а = 1. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Находим /(1) = 2/3. 
2. Находим производную /'(1) =2 /3 . Так как / '(1) т̂  О и / '(1) / о о , 

то воспользуемся уравнениями (1) и (2). 
3. Подставляя найденные значения /(а) = 2/3 и / ' (а) = 2/3 в (1) 

и (2), получаем уравнения касательной и нормали: 

2 2/ -.4 2 3 . ^, 
у = —I—(х —1), V = (х — 1 . 
^ 3 3^ ^ ' ^ 3 2 ^ ^ 

Ответ. Уравнение касательной: 2х — Sy = 0. Уравнение нормали: 
9ж + б2/ - 13 = 0. 
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Условия ЗАДАЧ. Составить уравнения касательной и нормали 
к графику функции у = f{x) в точке с абсциссой а. 

1. у = X — х^^ а = 1. 2. у — х^-\-X-\-1^ а = —1. 

3. 2/= х^ + ж, а = 1. 4. у = А/Х — 2, а = 4. 

Ъ.у = х'^ + \ ^ , а = 1. 6. 2/= \ / х 2 - 9 , а = -27. 

7. 2/ = — t x ^ , а = 9. 8. 2/ = 3 2 V ^ - x , а = 16. 
2 - v̂ ^ 
2 ж̂  - 2ж 4- 2 

9. ?/ = а: - x - l , а~1. 10.2/ = 5̂ ' а = 2. 

Ответы. 1. а: + 2/-1 = 0, 2;-2/-1 = 0. 2. х + у = О, ж - у - 2 = 0. 
3. 4ж - 2/ - 2 = О, ж + 4у - 9 = 0. 4. ж - 4̂ / - 4 = О, 4ж + т/ - 16 = 0. 
5. 7Х-22/-3 = О, 2ж+7?/-16 = 0. 6. 2а:+92/+54 = О, 9х-22/+243 = 0. 
7. 2а: - Зу - 33 = О, Зх + 2̂ / - 17 = 0. 8. ?/ - 48 = О, ж - 16 = 0. 
9. х - 2 / - 2 = 0, ж + у = 0. 10. 27 / -1 = 0, ж - 2 = 0. 

4.4. Приближенные вычисления 
с помощью дифференциала 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислит^ь приближенно с помощью диф
ференциала значение функции у = f{x) в точке х = а. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ приращение Ах = х — а аргумента х мало 
по абсолютной величине, то 

f{x) = fia + Ax)^f{a) + f'{a)Ax. (1) 

1. Выбираем точку а, ближайшую к х и такую, чтобы легко вы
числялись значения /(а) и f'[a). 

2. Вычисляем Да: = х — а^ f{a) и f'{a). 

3. Цо формуле (1) вычисляем f{x). 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ приближенно с помощью дифференциала 
значение функции у = ух^ -Ь 5 в точке х = 1, 97. 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Ближайшая к 1,97 точка, в которой легко вычислить значения 

/ (а) и / ' (а ) , — это точка а = 2. 
2. Вычисляем: 

Дж = х - а = 1,97 - 2 = -0 ,03 , 

f{a) = f{2) = 3, f\x) = -j=^, Па)^у'{2) = \. 

3. По формуле (1) имеем 

/(1,97) « 3 + ~ ( - 0 , 0 3 ) = 2,98. 

Ответ. /(1,97) « 2 , 9 8 . 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить приблиэюенно с помощью дифферен
циала значение функции у = f{x) в точке х — а. 

1. y = ж^ ж = 2,001. 2. y = ^Дx^, ж = 0,1 

3. у = V ^ , ж = 1,02. 4. 2/ = х^, х = 2,999. 

5. 2/ = ^ , X = 1,03. 6. 2/ = у г , X = 3,996. 

7. 2/ = VI + sinx, х = 0,02. 8. у — у/2х + cosx, х = 0,01. 

9. 2/= у 2 х - s i n — , х = 1,03. 10. у = л/4х -f 1, х = 1,97. 

Ответы. 1. 32,08. 2. 0,96. 3. 1,03. 4. 26,073. 5. 1,01. 6. 1,999. 
7. 1,01. 8. 1,01. 9. 1,02. 10. 2,98. 

4.5. Логарифмическое дифференцирование 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную функции вида 

у = uiixy^""^.. .Un(x)''"^^^i(;i(x). ..Wm{x), 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Логарифм данной функции имеет вид 

In г/ = vi{x)liiui{x) -f . . . + Vn{x)lnun{x) -{-lnwi{x) 4 - . . . -\-ln.Wm{x). 

2. Продифференцировав обе части этого равенства, получаем 

У \ ^1 / V Un J Wi Wn 

Поэтому 

3. Подставляя в последнее равенство выражение для у, получаем 
ответ. 

ПРИМЕР. Найти производную функции у = х^ ж .̂ 

РЕШЕНИЕ. 

1. Логарифм данной функции имеет вид 

In 2/ = 1п{х^'х^) = e'^lnx + Olnx. 

2. Продифференцировав обе части этого равенства, получаем 

у XX 

Поэтому 

2 / ' = 2 / ( е ^ 1 п ж + — ^ 1 , 

3. Подставляя в последнее равенство выражение для г/, получаем 
ответ. 

' —— /Y»6 or»'' I / э Х Ответ, у' = х^ х^ I е^ 1пх + 

Условия ЗАДАЧ. Найти производные заданных функций. 

1. 2/= (s ina:)^. 2. 2/= х ^ З ^ . 
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3. у = х^ "^. 4. г/= (arctgx)"^. 

7. y = x^ . 8. y^x^^"". 

9. ^-(sinSx)^^^^^^^ 10. t/ = a:2^3^ 

Ответы. 

, /In sin X Jx cos ж \ ^ , / ^ In 3 \ 

In arctg ж + 
\2л/х X/ L (1 + x'^jarctgx 

^ , / In tg ж In ж \ ^ , (\w.x 1 , ^ \ 
5-2/' = 2/ ^ - ^ - . 6. г / ' -^ - ^ + ^ = + c o s x l n 2 . 

\ X smxcosx / \ 2 ^ ж у х ) 
7. y ' - j /2-- f-sinxln2 + l y 8. y' = у (^ + ^ " l . 

\ X) \ cos"̂  a: ж у 

9. у' = y einsinSxctgSa:. 10. у' = у ( 2^ 1п21пж + 2"^--f InS j . 

4.6. Производная функции, 
заданной параметрически 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную функции, заданной 
параметрически. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ зависимость у от а: задана посредством 
параметра t: 

•fit), 

ТО зависимость у' от х задается посредством параметра t формулами 
\ у 

X = fit), 
у' = Ж (1) 

Вычисляем f'{t) и g'{t)^ подставляем в формулу (1) и записываем 
ответ. 



4.6. Производная функции, заданной параметрически 107 

ПРИМЕР. Найти производную у'^, если 

РЕШЕНИЕ. Вычисляем: 

dx I [^ t 
1 + dt t + vTT^V vTTt2y vTTt^' 

i' - (1 -f vT+72) 
dy ^ t t ^/ГТ~^ V -̂  V ^ ; ^ x/t^TT 
dt v T T F 1 + ViTt2 t2 t 

Подставляя полученные результаты в формулу (1), получаем 

X = ln(t + \ / l + t 2 ) , 

Ответ. <( l - f t^ 

Условия ЗАДАЧ. Найти производные функций, заданных пара
метрически. 

x = t'^ + l / t ^ Г ж = \/^2 - 2t, 
у = sin(tV3-{-St). '^' \ у= ^/гп:. 

^' ^ y = Vt^TT. ' I y = tgt. 

, Г x - l n ( l - t 2 ) , g Г a; = lntgt , 
[ у = arcsin t. ' \ y = l/smt. 

j X = cos^ t, J ж = t 
I у = sin̂  t. ' \ у = 1 

sint, 
cost. 

X = \ / 1 - ^ 2 , 
у = arcsint. 
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Ответы. 

• ^ 2/' = -t" cos (fiZ + 3t). • 1 J/' = V^~^tl{Z ^{t - If). 

( X^ Ь(<2 + 1), r _ 

-- - 2 \ / l - t/cos^ t. 

X ̂  ln(l - t^), r x = lntgf, 
^' ^ j / ' = - v / l - f 2 ( 2 f ) . "• \ y'^-cos^ t/sint. 

j X = cos^t, j X = t — sint^ 
^' I y' = - t g t . -̂ \ y ' = c t g ( t / 2 ) . 

9. ^ - - b s i n ^ ^^J x = Vr^^ 
y' = -ttgt/Vl~^- I 2/' = - 1 Л 

4.7. Касательная и нормаль к кривой, 
заданной параметрически 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Составить уравнения касательной и нор
мали к кривой 

X = fit), 
у = g{t) 

в т^очке А, соответст,вующей значению параметра t = tQ. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ функция у{х) в точке а имеет конечную 
производную, то уравнение касательной имеет вид 

У = у{а)-\~у'{а){х-а), (1) 

Если у'(а) = ос, то уравнение касательной имеет вид х = а. 
Если у'(а) ф О, то уравнение нормали имеет вид 

Если у'{а) — О, то уравнение нормали имеет вид х = а. 
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1. Вычисляем координаты точки А: 

[ а = /(^о), 

2. Находим производную г/' в точке касания при t — to: 

3. Подставляем полученные значения в уравнения касательной (1) 
и нормали (2) и записываем ответ. 

ПРИМЕР. Составить уравнения касательной и нормали к кривой 

X = 2е\ 
У = е~* 

в точке А, соответствующей значению параметра t = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем координаты точки А: а == 2, у {а) = 1. 
2. Находим производную у' в точке А\ 

ПО) = 2е\^^ = 2, д'{0) ^ -е'^^^ ^ - 1 ^ у'{0) - f i | | - - ^^ 

Поскольку / '(0) 7̂  О и / '(0) 7̂  00, то можно воспользоваться уравне
ниями (1) и (2). 

3. Подставляем полученные значения в уравнения касательной (1): 

у = 1 - i (х - 2), 

И нормали (2): 
у = 1-f 2(а ; -2) . 

Ответ. Уравнение касательной: x-i-2y — 4: = 0. Уравнение нормали: 
2х-у-3 = 0. 

Условия ЗАДАЧ. Составить уравнения касательной и нормали 
к графикам функций, заданным параметрически. 

( x = t-smt, ^ ( x = 2t + t'^, 
^' \ y = l-cost, to = 7r/2. • \ y = 2t-t'^, to = l. 
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3. 

5. 

X = y/Scost, . j x = t — t'^, 
y = smt, to = 7г/б. ' \ y = t-t^, to = l. 

X=:tCOSt, j X = COS t̂, 
у = tsint, to = 7г/2. * 1̂  2/ = sin^ t, to — 7г/4. 

X = л / Г ^ , 8 I ^ " ^̂ ^̂  ^ ^̂ '̂ 
2/= arcsint, to = —1. \ 2/ = ^rctgt, to = 1. 

x = l n tg t , in / ^ = ^sint + cost, 
7/ = l/sin^t, to ='7г/4. [ 2/= sint — tcost, to = 7г/4 

Ответы. 

1. 2ж-22/ -7г + 4 = 0, 2ж + 2у-7г = 0. 
2. 2 / - 1 = 0, х - 3 = = 0 . 
3. 2а: + 2?/ - 4 = О, 2ж - 2у - 2 == 0. 
4. 2ж - 2/ = О, ж 4- 2̂ / = 0. 
5. Ах + 27Г2/ - 7г̂  ~ О, 7ГЖ - 2г/ + 7г = 0. 
6. 2а; + 2г/ - \/2 = О, у - х = 0. 
7. 2ж-2? / -7г = 0, 2ж + 2уЧ-7г = 0. 
8. 2ж-42/Ч-7г-21п2 = 0, 8х + 4? / - тг - 81п2 = 0. 
9. 2а: + у - 2 = 0, х - 2?/+ 4 = 0. 
10. 4а; - 42/ - 7г\/2 = 0, x-\-y-V2 = 0. 

4.8. Производные высших порядков 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную п-го порядка функции 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
Производной п-го порядка функции у = f{x) называют производ

ную от производной порядка (п — 1), т.е. 

j/(")(x)=2/(»-i)(a;)'. 

1. Дифференцируем функцию у — f{x) последовательно несколько 
раз, пока не станет ясной формула для производной п-ого порядка. 

2. Доказываем эту формулу методом математической индукции. 
Для этого проверяем, что она справедлива при п = 1, т.е. дает пра
вильное значение / ' , и что дифференцирование выражения для /̂ "̂ ^ 
эквивалентно замене п на п + 1. 
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ПРИМЕР. Найти производную п-го порядка функции у = 3^^"^^. 

РЕШЕНИЕ. 

1. Найдем последовательно 
2/'(х) = (32^+1у = 32"+НЬЗ)2, 
у'\х) = у'{хУ = (32^+1(1пЗ)2)' = 32^+1(1пЗ)222, 
у"\х) = у"{хУ = (32^+ПЬЗ)222)' = 32^+НЬЗ)323. 
Проанализировав эти выражения, делаем предположение, что 

2/̂ ^На:) = з2"+^(1пЗГ2^. 

2. Докажем эту формулу методом математической индукции. 
Проверим, что она справедлива при п = 1^ т.е. 

у^^\х) = г^''-^\1пЗ)2 = у'{х). 

Дифференцирование f^'^^ эквивалентно замене п на п + 1, т.е. 

у("Н^)' = (32^+Ч1пЗ)"2"У = з2^+'(1пЗ)"+'2^+^ = 2/^"+'Н^)-

Ответ, у^^'^х) = 32^+^(21пЗ)". 

Условия ЗАДАЧ. Найти производные п-го порядка заданных 
функций. 

1. у = sin2x-h созЗж. 2. 2/= sin(3x +1) 4-cos2a:. 3 . ^ = 2^^. 

4. у = 1п(2ж + 4). 5. 2/ = ^ - г . Q-y= ^^ 
х + 1 2а; + 3 

7.у = 3^^+^ S.y = 1п(3ж + 1). 9. у = 52^+^ 

10.2/ = v ^ . 

Ответы. 

1. у(") = 2̂ ^ sin (2а: + ^ ) + 3^ cos (зх И- ^ ) . 

Зх + 1 + — ] + 2 ^ c o s f 2 x + — j . 

3. yW = 23- (31п2)-. 4. г/Н = ^ ~ ^ С ' ^ " ! ? ~ ^^'• 
у \ J у (2а;+ 4)^ 
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^ ( a ;+ l ) "+ i ' ^ (2a: + 3)"+i ' 

7. у(") = 32-+Ч21ПЗГ. 8. 2/(») = ^"^CTSl~^^'-

9. , И = 5̂ +̂̂  (21п5)Г 10. ,W = ̂ "^Г("^^)^^^ 

4.9. Формула Лейбница 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную п-го порядка функции 
у = u{x)v{x). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ функции и{х) и v{x) имеют производные 
до п-го порядка включительно, то справедливы следующие формулы: 

{uv)" = и"уЛ-2и'и' -Vuv", 

{uvУ^' = u'"v + Ъи"у' + Zu'v" Л- uv'", 

(ui;)(4) = u^^^v + Ы"'у' -f Ы"и" + 4.u'v'" + uv^^\ 

^ ( ^ - l ) „ . ( n -[uvf^^ = UWT; + nu("-i)^ ' + ^ ^u^^-^^v" + ... + uv^""^ 

J2c'^u^-%^'\ (1) 
/c=0 

7.! где u^^^ = It, v^^^ = V и C^ = , | . ^' j. 4| — биномиальные коэффици
енты. 

Формула (1) для п-й производной произведения называется фор
мулой Лейбница. 

Следовательно, для определения производной п-го порядка фун
кции вида у = и{х)у(х) нужно вычислить все производные (до п-го 
порядка включительно) каждой из функций и{х) и v{x), биномиаль
ные коэффициенты (7^ и воспользоваться формулой Лейбница. 

ПРИМЕР. Найти производную 4-го порядка функции 
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РЕШЕНИЕ. 

1. Применяем формулу Лейбница (1). В данном случае 

п = 4, и{х) = ж̂  -f 2, v{x) = е^^+^ 

Имеем 
и'{х) = 3х^, и''(х) = 6х, и"'{х) = д, и^'^\х) = 0, 

г;'(х) - 4e^^+^ v"{х) = А''е^''^^ t;"'(^) = 4V^•^^ v^^\x) = ^^е^^^\ 

Подставляя полученные результаты в формулу (1), получим 

У^- = ((^3 ^ 2)е^^+3) ̂ ^̂  = О . е^^+^ + 4 . 6 - 4 . е^^+^ + 

+ i^(6a:)4^e^^+3 ^ ^ ( З х ^ ) 4 3 е - ^ з _, l l l ; | l l ( . 3 + 2)4^е^^+^ = 

= 32е^^+3(8хЗ + 24а:2 + 18ж + 19). 

Ответ. 2/̂ ^̂  = 32е^^+3(8жЗ + 24^2 + 18х + 19). 

Условия ЗАДАЧ. Найти производные указанного порядка задан
ных функций. 

1. 2/ = (^^ + 1)1пх, у(^)=? 2. 2/ = (^3 +2 ) cos 2а:, 2/ '"=? 

3. ?/ = a:2sin(3a; + l) , г/'"==? 4. ?/== (а;̂  + l)cos3a;, 2/(5)=? 

5. у = (а:3 + ж)1пж, у'" =1 6. 2/= (а:̂  + 1) 1п(а; + 2), 2/^^)=? 

7. у = (х2 + 1)2^, у(5)=:? 8. 2/ = s in2xlnx, 2/ '"=? 

9. у = (ж2 + 1)е2^+\ у(5)=? 10. 2/= (х^ + 2)33^ у̂ ^̂  = ? 

Ответы. 

1. ,(5) . f! + 21. 
х^ 

2. 2/'" = (8^2 - Збж + 16) sin 2х - (Збж^ - 6) cos 2х. 

3. 2/'" = (18 - 27^2) cos(3a: + 1) - 542:sm(3x + 1). 
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4. 2/(̂ ) = 810х cos Зх - 27(9x2 - 11) sin Зх. 

,„ бх^Ьх + Их^ - 1 
5. г' = ^ . 
^ ,.л 6х^ + 60x2 + 240х + 456 

^ (х + 2)5 

7. 7/(̂ ) = 2^ 1п̂  2 [(х2 + 1) Ь^ 2 + 10х In X + 20]. 

. ,„ о ^ , 6cos2x (12x2-2) sin 2х 
8. 2/'" ==-8cos2xlnx -̂  ^ . 

Х'^ Х"̂  

9. у(^) =32е2^+^(х2 + 5х + 6). 

10. у(4) ^ 33^+21пЗ [(9х^ + 18) 1п̂  3 + 36x2 In^ 3 + ЗбхЬЗ + 8]. 

4.10. Вторая производная функции, 
заданной параметрически 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную второго порядка 
функции, заданной параметрически. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ функция задана параметрически: 

( х^ fit), 
\ y^git), 

то ее первая производная определяется формулами 

(1) 
fit) • 

Дифференцируя у' по х как сложную функцию х и используя фор
мулу для производной обратной функции, получим 

X = fit), 
n_(9'{t)\ 1 

^ \nt)) fit)' 
ПРИМЕР. Найти производную второго порядка функции, задан

ной параметрически: 
Г X = Int, 
1 у = arctgt. 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем 

dx 1 dy 1 
dt t' dt 1 + 2̂ 

и подставляем эти значения в формулу (1): 

( ж = Int, 
t 

у ' - l + t 2 ' 

Дифференцируя у' по х как сложную функцию х и используя фор
мулу для производной обратной функции, получим 

ж = Int, 

y"=(-^)'-t^'-^-^ 

X = Int, 
Ответ. I „ t(l-t'^) 

Условия ЗАДАЧ. Найти производные второго порядка функций^ 
заданных парамет,рически. 

X = t + sint, 
у = 3 — cos t. 

3. 

Г x = cosH, 2. / 
1 y = smU. \ 
r x = \ntgt, ^ r x = ln{l + t^), 
\ y = l/sm'^t. ' \ y = arctgt. 

^ ( x = Vl - f^, Q ( x = уД, 
\ 2/ = arcsint. * \ 2/ = lni. 

^ ( x = sin^ t, 8 I ^ 
1̂  2/ = In cost. ' \ у = arctgt. 

X = 1/t^, j x = arctgt, 
y== 1/(^^ + 1). "• I y = t^ + l. 
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Ответы. (Соответствующие выражения для x{t) опущены.) 

1. у" = l/{3cos*tsmt). 2. y" = l / ( l + cos<)2. 

3. y"=ActgH. 4. 2/" = - ( l + f2)(4f3). 

5. у" = -VT^^/t^. 6. y" = -2/t. 

7. y" = -l/cosH. 8. y" = 2ty{l + f)\ 

9. y" = -2 fV( l + < )̂̂ - 10. 2/" - 6f4 + 8*2 + 2. 
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Г Р А Ф И К И ФУНКЦИЙ 

При изучении темы ГРАФИКИ ФУНКЦИИ вы научитесь иссле
довать поведение функции: находить ее область определения, асимп
тоты, промежутки возрастания и убывания, точки экстремума, про
межутки выпуклости вверх и вниз и точки перегиба, а также вопло
щать полученные результаты в виде эскиза графика. Кроме того, вы 
научитесь находить наименьшие и наибольшие значения функции, не
прерывной на отрезке, и исследовать локальное поведение функции 
по ее производным высших порядков. 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить произ
водные функции (любого порядка), решить уравнения для нахожде
ния точек возможного экстремума и перегиба, найти значения функ
ции в требуемых точках, выполнить все численные расчеты и прове
рить правильность полученных вами результатов. 

5.1. Общая схема построения 
графика функции 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследовать функцию у = f{x) и постро
ить ее график. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Полученные в каждом пункте результаты по
следовательно фиксируем на рисунке в качестве элементов искомого 
графика и в итоге получаем эскиз графика. 

1. Находим область определения D функции f{x) и исследуем 
ее поведение в граничных точкгьх х = xi ,a:2,. . . ,Xn,ioo области D, 
включая и X = ±сх). 

а) Пусть X = Хк (/г = 1,2,... ,п) — конечная граничная точка 
области D (т.е. f{x) не определена в этой точке). Вычисляем одно
сторонние пределы 

lim f{x) и/или lim f{x). 
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Если хотя бы один из этих пределов бесконечен, то х = Xk — верти
кальная асимптота графика f{x). 

б) Исследуем поведение функции при х -> Н-оо: 
если существуют конечные пределы 

lim = к и lim \f(x) — кх] = Ь, 

ТО прямая у — кх Л-Ь — наклонная асимптота графика функции f[x) 
при X -л +00 (если /с = О, т.е. Ь ~ Ит^-ч+оо f{x), то у = b — горизон
тальная асимптота). 

Аналогично исследуется поведение функции при а: —)• — оо. 
Отметим, что асимптоты при а: —> 4-оо и при ж -^ — оо могут быть 

разными. 
2. Выясняем четность и периодичность функции. 
Если /(—ж) = /(ж), то функция /(ж) называется четной. Графики 

четных функций симметричны относительно оси 0Y. Поэтому гра
фик четной функции достаточно построить для х > О и нарисовать 
весь график, отразив полученную кривую относительно оси 0Y. 

Если f{~x) = —/(ж), то функция f{x) называется нечетной. Гра
фики нечетных функций симметричны относительно точки (0,0). По
этому график нечетной функции достаточно построить для а: > О и 
нарисовать весь график, отразив полученную кривую относительно 
точки (0,0). 

Если f{x-\-T) = f{x) при некотором Т > О, то функция f{x) назы
вается периодической. График периодической функции имеет одну 
и ту же форму на каждом из отрезков . . . , [—2Т, —Т], [—Т, 0], [0,Т], 
[Т, 2Т], . . . Поэтому достаточно построить график на каком-нибудь 
одном таком отрезке и затем воспроизвести полученную кривую на 
остальных отрезках. 

3. Находим точки пересечения графика с осями координат. Для 
этого вычисляем /(0) и решаем уравнение /(х) = 0. 

4. Находим точки максимума и минимума функции и интервалы 
монотонности. Для этого: 

а) вычисляем производную f'{x) и находим критические точки 
функции, т.е. точки, в которых f'{x) = О, ±оо или не существует. 
Отметим, что если / ' (а) = О, то касательная к графику в этой точке 
горизонтальна, если f'{a) = ±оо, то касательная вертикальна. 

б) определяя знак производной, находим интервалы возрастания 
и убывания функции: если f'{x) > О, то функция возрастает, если 
f'{x) < О, то функция убывает; 
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в) если производная меняет знак при переходе через критическую 
точку а Е D^ то а — точка экстремума: 

если f'{x) > О при X Е (а — J, а) и f'{x) < О при х G (а,а -f J), то 
а — точка максимума; 

если f'{x) < О при X G (а — (J, а) и f'{x) > О при х G (а,а + (J), то 
а — точка минимума; 

если производная сохраняет знак при переходе через критическую 
точку, то в этой точке экстремума нет. 

5. Находим точки перегиба функции и интервалы выпуклости 
вверх и вниз. Для этого: 

а) вычисляем производную f"{x) и находим точки, принадлежа
щие области определения функции, в которых f"{x) — О, iboo или 
f'{x) не существует; 

б) определяя знак второй производной, находим интервалы вы
пуклости вверх и вниз: если /"(х) > О, функция выпукла вниз, если 
f"{x) < О, функция выпукла вверх; 

в) если вторая производная меняет знак при переходе через точку 
а Е D, в которой f"{x) — О, iboo или не существует, то а — точка 
перегиба (при f'{a) = О график имеет горизонтальную касательную, 
при f {а) = ±оо — вертикальную касательную). 

6. Уточняя полученный эскиз (например, можно определить еще 
координаты каких-нибудь точек) и соединяя элементы графика, полу
ченные в окрестностях граничных точек области определения (вблизи 
асимптот), критических точек и точек перегиба, получаем график 
функции у = f{x). 

х^ 
ПРИМЕР. Исследовать функцию у = —- :-^ и построить ее 

график. 

РЕШЕНИЕ. Полученные в каждом пункте результаты последова
тельно фиксируем на рисунке в качестве элементов искомого гра
фика и в итоге получаем эскиз графика. 

1. Находим область определения D. Очевидно, что функция опре
делена при всех ж, кроме х = 2. Поэтому D = (—оо, 2) U (2, -f-oo). 

Исследуем поведение функции в граничных точках области D. 
а) Вычисляем пределы: 

х^ 
lim —- г^ = +00, 

х->2-о 4(2 - ху 
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lim — 
а:->2+0 4(2 - хУ 

4-00. 

Следовательно, прямая х = 2 — вертикальная асимптота, причем 
функция при приближении к ней слева и справа неограниченно воз
растает (рис. 1). 

"• л 

Рис. 1 

б) Исследуем поведение функции при х -> +оо: 

х^ 1 
х->+оо X 

lim \f(x) — кх] = lim 

х-̂ +оо 4(2 - х)2ж 4' 

"̂^ '*-̂  х{х — 1) 
4(2 - хУ 4 lim 

+00 {х - 2)2 = 1; 

и при X —> —оо: 

lim т lim 
х->-оо X х->-оо 4(2 — Х^Х 4 

^3 
lim [f{x) — /гж] = lim 4(2 - хУ 4 

ж(а: - 1) 
и т -р -гг- = 1. 
->-оо (ж - 2)^ 

Следовательно, 2/ = ж/4-f-1 — наклонная асимптота при х —> ±оо. За
метим, что при достаточно больших положительных х f{x) > а: /4+1, 
т.е. при X -^ -f-oo график функции приближается к асимптоте сверху, 
а при достаточно больших по абсолютной величине отрицательных х 
f{x) < х/А -h 1, т.е. при X —> —00 график функции приближается к 
асимптоте снизу (рис. 2). 
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Л 

Рис. 2 

2. Функция не обладает свойствами четности и периодичности. 

3. График функции пересекает оси координат в единственной 
точке (0,0). 

4. Находим точки максимума и минимума функции и интервалы 
монотонности. Для этого: 

а) вычисляем первую производную: у' = х^{х — 6)/[4(ж — 2)^]. 
Критические точки функции, принадлежащие области определения 
D суть ж = О и ж = 6. Поскольку у'{0) = О и у'{6) = О, касательная к 
графику в этих точках горизонтальна (рис. 3); 

У 

- ^ " 

[ ) V 

X 

Рис. 3 

б) определяя знак производной, находим интервалы возрастания 
и убывания функции: функция возрастает в интервалах (—ос, 2) и 
(б,+оо) и убывает в интервале (2,6); 
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в) при переходе через критическую точку х — О производная не 
меняет знак, следовательно, в этой точке экстремума нет. 

При переходе через критическую точку х = 6 производная меняет 
знак, следовательно, в этой точке экстремум есть. 

Так как у' < О при ж G (6 — 5, 6) и 2/' > О при ж G (6, 6 + 5)), то 
(6, 27/8) — точка минимума (рис. 4). 

У 

—^ 

' А 

X 

Рис. 4 

5. Находим точки перегиба функции и интервалы выпуклости 
вверх и вниз. Для этого: 

а) вычисляем вторую производную 

4(2 - хУ 
бх 

{x~2Y 
Единственная точка, принадлежащая области определения функции, 
в которой у'' = 0^ это точка х == 0; 

б) определяя знак второй производной, находим интервалы вы
пуклости вверх и вниз: функция выпукла вверх в интервале (—оо,0) 
и выпукла вниз в интервалах (0,2) и (2, +оо). 

Отметим, что направление выпуклости соответствует расположе
нию графика относительно асимптот: 

при X < О функция выпукла вверх и график приближается к на
клонной асимптоте снизу; 

при X G (0,2) функция выпукла вниз и график приближается к 
вертикальной асимптоте х ~ 2 слева; 

при X е (2, -foo) функция выпукла вниз и график приближается к 
вертикальной асимптоте х = 2 слева, а к наклонной асимптоте сверху; 

в) так как вторая производная меняет знак при переходе через 
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точку ж = о, то (о, 0) — точка перегиба (с горизонтальной касатель
ной) (рис. 5). 

V 

Рис. 5 

6. Уточняя полученный эскиз (например, можно определить еще 
координаты каких-нибудь точек) и соединяя элементы графика, полу
ченные в окрестностях граничных точек области определения (вблизи 
асимптот), критических точек и точек перегиба, получаем график 
функции у = f(x) (рис. 6). 

Рис. 6 

Условия ЗАДАЧ. Исследовать функции у = f{x) и построить их 
графики. 

1.у = х''-Зх + 2. 

А.у = 
у / ^ ^ - \ 
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Б. у = хе ^. 6. 1/ = —. 
X 

X — 1 X 
7.у = 1п + 1. 8.у = -—. 

X тх 
9. у — In cos ж. 10. у — \/х'^{х -\-1). 

Ответы. 1. Асимптот нет. Точки: минимума (1,0), максимума 
(-1,4) , перегиба (0,2). 

2. Асимптоты: горизонтальная j / = 0. Точки: минимума 
( - 1 , - 1 / 2 ) , максимума (1,1/2), перегиба (0,0), ( - \ / 3 , - \ / 3 / 4 ) , 
(v/3,V3/4). 

3. Асимптоты: вертикальные х = — 2, х = 2, наклонная у = х. 
Точки: минимума (2\/3,3\/3), максимума (—2\/3, —3\/3), перегиба 
(0,0). 

4. Асимптоты: вертикальные ж = — 2, а: = 2, наклонные у = —х 
(при X -> —оо), у = X (при X —> +оо). Точки минимума (—л/2,2), 
(v/2,2). 

5. Асимптоты: горизонтальная у = О (при а; -> +оо). Точки: 
максимума (1,1/е), перегиба (2,2/е^). 

6. Асимптоты: вертикальная ж = О, горизонтальная у = О (при 
а: —>• —оо). Точка минимума (1,е). 

7. Асимптоты: вертикальные ж = О, а; = 1, горизонтальная 
у = 1 (при X —>• ±оо). 

8. Асимптоты: вертикальная а: = 1 (ж = О асимптотой не явля
ется). Точки: минимума (е, е), перегиба (е^,е/2). 

9. Асимптоты: вертикальные х = 7г/2 + тгк. Точки максимума 
(27гА:,0) (А: = 0 ,±1, . . . ) . 

10. Асимптоты: наклонная у = ж4-1/3. Точки: минимума (0,0), 
максимума ( - 2 / 3 , - ^ / 3 ) , перегиба (-1,0). 

5.2. Наиболыпее и наименыпее 
значения функции 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти наибольшее и наименьшее значе
ния функции f{x) на отрезке [а, 6]. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Наибольшее и наименьшее значения непрерыв-
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ной функции /(ж) на данном отрезке [а, Ь] достигаются в критичес
ких точках функции (точках, в которых f'{x) = О, ±оо или f'{x) не 
существует) или на концах отрезка [а, Ь]. 

1. Проверяем, что заданная функция на данном отрезке является 
непрерывной. 

2. Ищем производную заданной функции. 
3. Находим критические точки функции f{x) и выбираем из них 

те, которые принадлежат данному отрезку [а, 6]. 
4. Вычисляем значения функции в критических точках внутри от

резка и значения функции на концах отрезка. Сравнивая полученные 
значения, находим наибольшее М и наименьшее т значения функции 
на [а, 6]. 

ПРИМЕР. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

_ Юж + 10 
^ ~ ж2 + 2а; -h 2 

на отрезке [—1,2]. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Заданная функция является непрерывной на отрезке [—1,2], так 

как является отношением непрерывных функций со знаменателем, не 
равным нулю (ж^ -f 2ж + 2 > 0). 

2. Вычисляем производную заданной функции: 

у ' ^ - 1 0 , ^ ' + ' ^ (a;2-f2x-f 2)2* 

3. Критическими точками заданной функции являются ж = О и 
X = —2. Данному отрезку [—1,2] принадлежит только точка х = 0. 

4. Вычисляем значение функции в точке х = О и значения функции 
на концах заданного отрезка. Имеем 

/(0) = 5, / ( - 1 ) = 0, /(2) = 3. 

Сравнивая эти значения, заключаем, что наименьшее значение 
функции m = О достигается в точке х = — 1, а наибольшее значе
ние М = 5 — в точке X = 0. 

Ответ. Функция принимает наименьшее значение m = О в точке 
ж = —1, а наибольшее значение М = 5 — в точке х = 0. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти наибольшее и наименьшее значения 
функции у = f{x) на отрезке [а,Ь]. 

1. 2/ = 1 - ^а;2 - 2х, [0,2]. 

2. y = 2x-3\^, [-1,1]. 

3. у = х^{х-2)\ [0,2]. 

4. 2/= (ж^ - 9а;2)/4 + бх - 9, [0,4]. 

5. 2/ = 4x2/(3+ х2), [-1,1]. 

6. у = 1+^х^ + 2х, [-2,0]. 

7. у = 2x3 - За;2 - 4, [0,2]. 

8. 2/ = 3^ (а : -3 )2 -2а ; + 6, [2,4]. 

9. у = ^х2(а: - 2)2, [0,2]. 

10. у = 2 - 12а;2 - 8жЗ, [-2,0]. 

Ответы. 1. m = у(0) = у(2) = 1, М = у(1) = 2. 2. m = у(-1) = 
= - 5 , М = у(0) = 0. 3. m = у(0) = у(2) = О, М = у(1) = 1. 
4. m = у(0) = - 9 , М = у(2) = - 4 . 5. m = у(0) =: О, М = 
= 2/(-1) = 2/(1) = 1- 6. m = у(-2) - у(1) = 1, М - у(-1) = 2. 
7. m =: у(1) =- - 5 , М = у(2) = 0. 8. m = у(3) = О, М = у(2) = 5. 
9. m - у(0) = у(2) = О, М = у(1) = 1. Ю. m = у(-1) = - 2 , 
М = у(-2) = 18. 

5.3. Исследование функции с помощью 
производных ВЫСП1ИХ порядков 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследовать функцию у — f{x) в окрест-
ност.и точки х — а с помощью производных высших порядков. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Пусть при некотором fc > 1 

/ ' (а) = /"(а) = . . . = f^'-'Ha) = О, f^'Ha) ф 0. 
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Тогда если к — четное число, то точка а является точкой экстремума, 
а именно точкой максимума, если f^^\a) < О, и точкой минимума, 
если /^^(а) > 0. Если же к — нечетное число, то точка а является 
точкой перегиба. 

ПРИМЕР. Исследовать функцию 

у = sin^(a: — 1) — ж̂  4- 2ж 

в окрестности точки а = 1 с помощью производных высших порядков. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем производные заданной функции в точке а = 1: 

у' = sin(2x - 2) - 2д; -f 2, у'{1) = О, 
у" = 2 cos(2x - 2) - 2, у"{1) = О, 
2/'" = - 4 s i n ( 2 x - 2 ) , У'"(1) = 0, 
у"" = -8cos(2a: - 2), 2/""(1) = - 8 < 0. 

2. Так как к = А — четное число и у""{1) < О, то точка а = 1 есть 
точка максимума функции у = sin^(a: — 1) — ж̂  + 2х. 

Ответ. Функциия у = sin^(a; — 1) — а:̂  + 2ж имеет максимум в 
точке а = 1. 

Условия ЗАДАЧ. Исследовать функцию у = f{x) в окрестности 
точки X = а с помощью производных высших порядков. 

1. y = 2x'^-\-8x + Acos{x-\-2), а = -2. 

2. у = 41па; + 2ж2-8ж + 5, а = 1. 

3. ?/= 2х - ж^+ со8^(ж - 1), а = 1. 

4. у = 21п(х - 2) + ж̂  - 8х + 3, а = 3. 

5. 2/=:x^ + 8ж + 8 - 2 e ^ + ^ а = - 3 . 

6. 2/ = 2cos(a:-f 3) + ж2+ 6ж + 2, а = - 3 . 

7. 2/ = х2 + 1-2х1п(ж + 1), а = 0. 

S. у = sin^ ж - ж̂  -f 4, а = 0. 
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9. J/ = 2е^-2 - ж̂  + 2а; -М, а = 2. 

10. у = 2е^ - sin ж - х^ - ж, а = 0. 

Ответы. 
1. а = — 2 — точка минимума. 
3. а == 1 — точка минимума. 
5. а = — 3 — точка перегиба. 
7. а = О — точка максимума. 
9. а = 2 — точка перегиба. 

2. а = 1 — точка перегиба. 
4. а = 3 — точка перегиба. 
6. а = — 3 — точка максимума. 
8. а = О — точка максимума. 
10. а = О — точка перегиба. 



Г л а в а б 
Ф У Н К Ц И И НЕСКОЛЬКИХ 
ПЕРЕМЕННЫХ 

При изучении темы ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
вы на примерах познакомитесь с понятиями частных производных, 
полного дифференциала, градиента, производной по направлению и 
научитесь их вычислять. Вы также научитесь дифференцировать 
сложные функции нескольких переменных и функции, заданные не
явно. Эти умения вы сможете применить для нахождения касатель
ной плоскости и нормали к поверхности и точек экстремума функции 
двух переменных. 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить част
ные производные, решить системы уравнений (для нахождении ста
ционарных точек), выполнить все численные расчеты и проверить 
правильность полученных вами результатов. 

6.1. Частные производные 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти частные производные до второго 

порядка включит,елъно функции z = / (x i , Ж2,..., Жп). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Чтобы найти частную производную функции z = / ( x i , . . . , Хп) 

по переменной Xk, фиксируем остальные переменные и дифференци
руем / как функцию одной переменной Xk-

2. Частные производные высших порядков вычисляются анало
гично последовательным дифференцированием, т.е. 

5^/ 
дх1 

9X29X1 

дх\ \dxij ' 

д fdf\ 
dxi \dx2J ' 

9^/ 
dxidx2 

dxl ~ 

dx2 \dxi 

д (af\ 
dx2 \dx2J 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Частные производные можно обозначать также z'^^, 
^Х2'> * • ' ' "̂ Жп ' ^XiXi") ^XiX2 ^ ^'f\' 

ПРИМЕР. Найти частные производные до второго порядка вклю
чительно функции Z = хУ {х > 0). 

РЕШЕНИЕ. 
1. Для того чтобы найти частную производную по ж, фиксируем 

у и дифференцируем функцию z = х'^ как функцию одной пере
менной X. Используя формулу для производной степенной функции 
{х^У = ах^~^^ получим 

Для того чтобы найти частную производную по ?/, фиксируем х 
и дифференцируем функцию г = х^ как функцию одной перемен
ной у. Используя формулу для производной показательной функции 
{а^У = a^lna (а > 0), получим 

Zy — x^bix. 

2. Частную производную второго порядка z'^^ вычисляем, диффе
ренцируя z'^ по X (при фиксированном у), т.е. 

г:, = {ухУ'Х=у{у-\)хУ-\ 

Частную производную второго порядка z'' вычисляем, дифференци
руя z'^ по у (при фиксированном х), т.е. 

Частную производную второго порядка z'' вычисляем, дифференци
руя z'y по X (при фиксированном у), т.е. 

z'^^ = [хУ 1пх); = ухУ-^ Inx + x ^ i . 

Частную производную второго порядка Zyy вычисляем, дифференци
руя z'y по у (при фиксированном х), т.е. 

4'j; = (a^^lnx); = x4n^x . 

Ответ, г; = ухУ'^, z'y = ХУ1ПХ, z'^y = z'^^ = ХУ'^ + ух^-Чпх, 

4х = Ы'-^Ух - у{у -1)^^-^, < , = ^^ ь^ X. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти частные производные до вт^орого по
рядка включительно заданных функций. 

1. г = е''У. 2. z = xln{x/y). 

3. Z = sm{xy). 4. z = е^ cosy. 

5. Z= i / x2 + t/2. 6. Z = ln{x'^+y). 

7. z = y/2xy + 2/̂ . 8. z = In ^/xy. 

9. z = xcosy + ysinx. 10. z = (1 + ж)^(1 + г/)"̂ . 

Ответы. 1. 4 = y e ^ ^ Z^ = Xe^?/̂  ^̂ '̂̂  ^ у2^ху^ ^//^ ^ 3.2 :̂г 

z l = z l = e^^(l + Ж2/). 2. z; = lux - Iny + 1, z'y = -x/y, . . . . . . . . . . . ^ 
4 x = V^. <j/ = ^/2/^ 4't/ = 4x = -1/2/- 3. z; = ycos{xy), z'y 
= xcos{xy), z'^^ = -y'^sm{xy), z'^y = -x'^sm{xy), z'^y = z^^ = 
= cos{xy) — xysm{xy). 4. z^ = e^ cosy, Zy = —e^ siny, z'^^ = e^ cosy, 
Zyy = -£_cosy^, z'^y = z'^^ = -e^siny. 5. z^ = x/^/x^T^, 

= 4 x = -xy/{x^ + yY^\ 6. z; = 2x/{x^ + yl z'y = l/(x2 + y), 
Zi', = 2 ( y - x 2 ) / ( x 2 + y)2, z ; ; == - l / ( x 2 + y ) 2 , Z '̂, = Z '̂, = 

= -2x/(x2 + y)2. 7. z; = y/V2a;y + y2, z^ = (x + y)/V2xy + y2, 
z;', == -у2/(2ху4-у2)3/2, z;; - -x2/(2xy + y^)^/^ z^', = z^', = 
= xy/(2xy + y2)3/2. 8. zi = 1/(30:), z^ = l/(3y), z^', - -1/(3x2), 
<y = - (32 / ' )~ \ 4'y = <x = 0- 9. zi = cosy + ycosx, z'y = 
= s i n x - x s i n y , ẑ '̂  =: -y s inx , z'^y = -xcosy, z'^y = z'l^ = 
- c o s x - s i n y . 10.zi = 2(l + x)(l + y)^ z; = 4(l + x)2(l + y)3, z'^, = 
= 2{l + y)\ z ; ; = 12(l + a:)2(l + y)2, z^', = z^', = 8(1 + x)(l + y)^ 

6.2. Градиент 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти градиент функции и = f{x,y,z) в 

точке М{хо,уо, ZQ). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Градиент функции / (х, у, z) — это вектор, ко
ординаты которого в базисе г, j . А: являются частными производными 
функции / (х , у, z), т.е. 

, , df^^df^_^df г: jdf df df\ 
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1. Находим частные производные функции f{x^y^z) 
dl dl dl 
9ж' 9y ' dz' 

2. Вычисляем частные производные функции f{x,y,z) в точке 
M{xQ,yo,zo). 

4. Вычисляем градиент функции гх = /(х,7/ ,г)в точке М(а:о, 2/о? ^о)* 

grad / 
м 

{/х(^о,2/о,2:о), fy{xo,yo,zo), fz{xo,yo,zo)}. 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР. Найти градиент функции 

и = х^ — arctg (у + z) 

в точке М(2,1,1). 
РЕШЕНИЕ. 
1. Находим частные производные функции и — х"^ — arctg {у + z): 

^ = 2х ^ = —L.— ^ = -—1— 
дх ' ду 1 + (г/ + 2)2' аг l + (y + z)2-

2. Вычисляем частные производные функции и = х^ — axctg (j/ + z) 
в точке М(2,1,1): 

/ ; ( 2 , 1 , 1 ) = 4 , / ; ( 2 , l , l ) = - i , /^(2,1,1) = - i . 

3. Вычисляем градиент функции и — х'^ — arctg [у Л- z) в точке 
М(2,1,1): 

g rad / = {/;(2,1,1), / ; (2,1,1), /^(2,1,1)} = | 4 , - 1 , - i j . 

Ответ, g rad / 

Условия ЗАДАЧ. Найти градиент функции и = f{x, у, z) в точ
ке М. 

1. г/ = х + 1п(^2 + у2), М(2,1,1). 

2. W = а;2г/- v / ^ ^ T i 2 , М(1 ,5 , -2) . 

3. п = sin(a; + 22/) + гу^'хр, М(7г/2,37г/2,3). 
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4. гх = жЗ + v 9 T z 2 , М(1,1,0). 

5. u = y/xy-{-V9-^, М(1,1,0). 

6. u = ]n{3-x'^)-{-xy'^z, М(1,3,2). 

7. u = x'^y'^z~lii{z-l), М(1,1,2). 

8. u = ln(x2+2/2), М(1 , -1 ,2 ) . 

9. u = xy-x/z, М ( - 4 , 3 , - 1 ) . 

10. п = 1п(ж + х/22 + 2/2), М(1, -3 ,4 ) . 

Ответы. 1. {1,1,1}. 2. {55/6,5/6,2/3}. 3. {3,1,7г/2}. 4. {3,1,0}. 
5 .(1/2,1/2,0}. 6.(17,12,9}. 7.(4,4,0}. 8 . (1 , -1 ,0} . 9 . ( 4 , - 4 , - 4 } . 
10 . (1 /6 , -1 /10,2 /15}. 

6.3. Производная по направлению 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную функции u{x,y,z) в 

точке А{х1^у1, Zi) по направлению к точке 5(^2,2/2? ^г)-

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Если функция u{x^y^z) дифференцируема в точке A(xi,i/i,2:i), 

то в этой точке существует ее производная по любому направлению /, 
определяемая формулой 

ди 
= (gradu|^,/o), (1) 

А 

где 
(ди ди дu^ -* I 

2. Находим координаты вектора /. В данном случае 

1 = АВ = {х2 - XI, у2 - 2/ь Z2 - zi}. 

3. Находим единичный вектор (орт) IQ: 

I _ {х2-ХиУ2--У1, Z2- Zi} 
1о = 

\t\ V{^2-Xiy + {y2-yiy + {z2~Ziy' 
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4. Вычисляем частные производные и градиент функции и{х,у, z) 
в точке A{x\^y\^zi)\ 

gradu = {u'^{xi,yi,zi), u'y{xi,yi,zi), <(xi,2/1,2:1)}, 

5. Вычисляя скалярное произведение в формуле (1), получаем 
ответ. 

ПРИМЕР. Найти производную функции 

и = х^ — arctg {у -Ь z) 

в точке Л(2,1,1) по направлению к точке Б(2,4, —3). 
РЕШЕНИЕ. 
1. Так как функция и = ж̂  — arctg (у 4- z) дифференцируема в 

точке А(2,1,1), то в этой точке существует ее производная по любому 
направлению /, которая определяется формулой (1). 

2. Находим координаты вектора /. В данном случае 

Г= АВ = {0 ,3 , -4} . 

3. Находим единичный вектор (орт) /Q: 

г _ l _ {0,3 , -4} _\^ 3 _ 4 
° \1\ ^ 0 2 + 3 2 + (-4)2 1 ' 5 ' 5 

4. Вычисляем частные производные функции и = х^ — arctg {у + z) 
в точке А(2,1,1) : 

ди 
дх 

— о I —л ^ ^ 

(2,1,1) ^У 

ди 
91 

(2,1,1) 

1 

1 + (2/ + 2;)2 (2,1,1) 

1 
5' 

(2,1,1) Ц - ( 2 / + г)2 (2,1,1) 

Тогда 

^^^А(2,.,.г {^^-\^-\] 
5. Подставляя полученные значения в формулу (1) и вычисляя 

скалярное произведение, получим 

ди 

(2,1,1) 
= (gradtx| ,/о) = 4 . 0 + - - . ^ + 1 1 1_ 

25' 
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ди\ 1 
Ответ. — — :^-

^^ 1(2,1,1) 25 

Условия ЗАДАЧ. Найти производную функции и{х, 2/? ^) в точке А 
по направлению к точке В. 

1. и = х + 1п(г2 + у2), ^(2,1,1), 5(0,2,0). 

2. IX = ж^?/- V ^ ^ T ^ , Л(1,5 , -2) , Б (1 ,7 , -4 ) . 

3. U = sin(a: + 27/) + 2^/^Р, A f - , y , 3 J , Б ( - + 4 , у + 3,3 

4. u = x3 +^2 /^ + ^2, ^(1,1,0), Б (1 ,2 , -1 ) . 

5. u = ^ + V 9 - ^ , ^(1,1,0), Б (3 ,3 , -1 ) . 

6. u = ln{3-x'^)-^xy'^z, А(1,3,2), Б(0,5,0). 

7. u = x^y^z~ln{z-l), А(1,1,2), Б (6 , -5 ,2 \ /5 + 2). 

8. ii = ln(x2 + 7/2), ^ (1 , -1 ,2 ) , Б (2 , -2 ,3 ) . 

9. и = 1п{х + ^^^Т^), А(1,-3,4) , Б ( - 1 , - 4 , 5 ) . 

10. ix = x 2 / - f , А ( - 4 , 3 , - 1 ) , Б (1 ,4 , -2 ) . 

Ответы. 1. - \ / б / 3 . 2. \/2/12. 3. 3. 4. \/2/2. 5. 2/3. 6. - 1 1 / 3 . 
7. - 4 / 9 . 8. 2\/3/3. 9. - \/б/60. 10. 20\/3/9. 

6.4. Производные сложной функции 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производные z'^ и Zy функции 

Z = z{u, v), где и = и{х, у) и v = v{x, у). 
ПЛАН РЕШЕНИЯ. Поскольку z является сложной функцией двух 

переменных ж и у, то ее производные г^ и Zy вычисляются по форму
лам 

dz dz ди dz dv 
дх ди дх dv дх' 
dz _ dz ди dz dv , . 
ду ди ду dv ду 

1. Вычисляем частные производные 
dz dz du du dv dv 
du^ dv^ dx^ dy^ dx^ dy 
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2. Подставляем полученные результаты в формулы (1) и (2) и за
писываем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Формулы (1) и (2) можно обобщить на функции лю
бого числа переменных. Например, если дана функция f{uyV,w), где 
и = и{х,y^t)^ V = v{x^y^t) Hw = w{x,г/,t), то ее частные производные 
/ж 5 /у> ft вычисляются по формулам 

Of _ df ди df dv df dw 
дх ди дх dv дх dw дх' 
df__d£ dv^ df_ dv_ д£ dw_ 

dy ди ду dv ду dw ду' 
9f _ 9f ди df dv df dw 
dt du dt dv dt dw dt 

П Р И М Е Р . Найти производные z^ и Zy функции z = u/v, где и = x^ 
Hv = y/xy. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем частные производные 

dz _ 1 9z _ и 
du v^ dv v^' 

du _ ^_i ^ _ yi dv _ y/y dv _ y/x 
dx'^"" ' dy'"" ' dx " 2 V i ' dy " 2^' 

2. Подставляя полученные результаты в формулы (1) и (2), полу
чаем 

dz 1 V-1 ^ л/у dz 1 у. и у/х 
дх V v^ 2л/х ду V v^ 2у/у 

Ответ. 
dz 1 y_i и у/у — = - . ух^ ^ — 
dx V г?2 2 у ^ ' 
9z 1 -,, и у/х 
— = - - ж ^ ^ Ь ж - — • —-Z, 
dy V v^ 2yfy 

где n = ж^, V — yfxy. 

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ. Найти производные z'^ и Zy функции z = z{u,v)j 
где и = и(х, у) и v = v{x, у). 

1. z = u'^-\-v'^^ и = х-{-у^ v = x — y. 
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2. z = ln(?i2 + v^), 
3. z = u^, 

4. z = u2 + 2t;^, 

5. z = 3>Tctg{u/v)j 

6. z = ln{u — i;^), 

7. z = u^-\-v^, 

8. z = \ /ш; , 

9. 2 = e^^, 

10. 0=: ln(?i /? ; ) , 

Ответы. 
1. 4 = 2 г х + 2^, 

u = xy, 
и = sin Ж, 

U = x'^ - 1 / 2 , 

u = xsin?/, 

гл =:ж2 + 2/2, 

?i = In л/х^Ту^, 

и = ln(a;2 -f 2/̂ )> 

n = In Ж, 

ii = s m ( x / y ) , 

4 = 2ii - 2t;. 
2^; 1 , 

y^Z ^ yZ у У 

V — xjy. 
V = COS y. 

V = e^2/. 

V = X COS 2/. 

v = 2/. 

v = a r c t g ( y / x ) . 
г; = жу^. 

V = lny. 

V = \fxjy. 

2u 
v? + г;2 

2г; 
li^ + v'^ 

X 

y'' 
3. zL = t ;u ' ' - i •cosx , z^ = u ^ l n u • (—siny). 

4. z ; = 2 u - 2 x + 6t;2-ye^!', z ' = 2u • (-21/) + 6^^ • xe^". 

5. zi = 

6. 

7. 

9. 

, V и , 
^y "==" IT'S—2 • ̂ c o s y n—~2 ' ^smy. 

4 = —^-20:, z'=—.'2y+ 
U — V 2 ' 

= 3u2 

z; = зг.2 

2:; = 

ж2 + 2/2 
У 

ж2 + 2/2 
>/г; 2а: 

- 2 v -

+ 2̂  

У 
а;2 + 2/2' 

X 

^2 + 2/2 * 
\ / ^ 2 

2 V ^ х2 + у2 + 2^;^ • 2/ ' 

^ _ ^ 22/ , ^ . 2^^ 
^ ^ " 2 v ^ х2 + 2 / 2 ^ 2 у ^ ^''^• 

У 
1 1 1 X 1 

10. 4 = - • cos 7Г7=у 
и У У V 2,/ху 
1 X f х \ 1 X 

z ; = - • COS -
^ и у 

\ / х 
2/2у ' г» 2 2 / ^ ' + -
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6.5. Производная неявной функции 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти производную функции у = у{х)у 

заданной неявно уравнением 

F{x,y)=0. (1) 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ при каждом фиксированном ж, принадлежа
щем некоторой области Z), уравнение (1) имеет единственное реше
ние у, принадлежащее некоторой области Е^ то уравнение (1) задает 
функцию у = у{х) с областью определения D и областью значений Е. 

Если в некоторой окрестности точки (а:о,2/о = у{^о)) функция 
F{x^y) дифференцируема и Fy{xo,yo) Ф О? то уравнение (1) опре
деляет функцию у — г/(ж), дифференцируемую в точке жо, причем ее 
производная определяется формулой 

1. Вычисляем частные производные F^{x,y) и Fy{x^y) в точке 
(а:о,2/о)) где уо есть корень уравнения F{xo,y) = 0. 

2. Находим у'{хо) по формуле (2) и записываем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично вычисляются частные производные 
функций нескольких переменных, заданных неявно. Например, если 
уравнение F{x^y^z) = О задает функцию z = z{x^y), то при извест
ных условиях функция Z = z{x^y) дифференцируема в точке (жо,г/о) 
и ее частные производные определяются формулами 

F^(xo,^Q,zo) F'{xQ,yQ,zo) 
F'^{xQ,yQ,ZQ) у F^{xo,yo,zo) 

где ZQ есть корень уравнения F{xo^yo,z) = 0. 

ПРИМЕР. Найти производную функции у = у(х)^ заданной неявно 
уравнением 

In ух^ + у^ = arctg —. (3) 
X 

РЕШЕНИЕ. 
1. В данном случае F{x^ у) = In -s/x^ + y^ — arctg —. Вычисляем ее 

частные производные: 

1 f • У \ ^ + 2/ 
J.2 _^ у2 1 -f (у/ж)2 \ Ж /̂ х'^+у'^ 
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Очевидно, что F{x,y), F^ и F' непрерывны при всех х j^O и Fyj^O 
при X ф у. Следовательно, уравнение (3) определяет функцию у(х), 
дифференцируемую во всех точках (жо, Уо) области, где х ф^тх ф у. 

2. Находим у' по формуле (2) 

Ответ, у = при всех жо, 2/о? удовлетворяющих уравне-
XQ - уо 

ПИЮ (3), в области, где х ф О и х ф у. 

Условия ЗАДАЧ. Найти производные функций у = у{х)^ заданных 
неявно уравнениями. 

1. 2/̂  =хУ. 2. 2/ = 1 + 2/̂ . 

3. у = X -{-Iny. 4. ж + 2/ = е^~^-

5. х^е^^ - 2/̂ e^^ = 0 . 6. х - у -\- arctg ?/ = 0. 

7. ysinx — cos(a: — 2/) = 0. 8. sm{xy) — е^У — х'^у = 0. 

9. Ц-жу-1п(е^2/ + е-ху)^0. 10. х^ - 2а:у + т/̂  + ж + ? / - 2 = 0. 

Ответы. 

, t/'^lniz-T/x^^-^ , у^1п2/ 
ху^~^—хУ Inx 1 — ху^~^ 
у QX-У _ 2 

З.у' = ^—. ^.у' = - -. 
^ у-1 ^ е^-2/ + 1 

, 2/2е2^-хе22/ , 1 + у2 
Х'^е'^У — уе'^^ у 

, _ У cos X Н- sin(x - ?/) Q ' _ ^(^^ "̂  ̂ ^^ - ^^^ ^^) 
sm{x — y)—smx ' x{cosxy — е^У — х) 
У ^ , 2у-2х-1 
X 2̂ / - 2ж + 1 
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6.6. Касательная плоскость и нормаль 
к поверхности 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти уравнения касательной плоскости 
и нормали к поверхности^ заданной уравнением 

в точке М{хо^уо^го). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

Нормальный вектор к поверхности, заданной уравнением 

F(x,y,z) = 0, 

в точке М(а:о,2/05^о) определяется формулой 

п = grad F 
dF_ 

м I ^^ м 9у 
ар 

м ' 9z м 
Следовательно, уравнение касательной плоскости к данной поверх
ности в точке М{хо^ уо, ZQ) есть 

^'х|м(^ - ^о) + Fl\^ixo,yo,zo){y - Уо) + Fi\j^{z - ZQ) = О (1) 

И уравнения нормали — 

Х-Хо у -уо Z- ZQ 

F'\ F'\ F'\ 
^х\м у\м z\M 

(2) 

1. Находим частные производные F^, F^ и F^ в точке М(жо, Уо? ^̂ о̂). 
2. Подставляем найденные значения в уравнения (1) и (2) и запи

сываем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ заданы только значения жо и ?/о, то координата 
ZQ ТОЧКИ М определяется из условия, что точка М принадлежит дан
ной поверхности, т.е. F{xQ^yQ^ZQ) = 0. 

ПРИМЕР. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к 
поверхности, заданной уравнением 

z = xy, 
в точке М(1,1). 
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РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение поверхности в виде xy — z = Oy т.е. 
F = ху — Z. 

Координаты точки М: XQ = 1 ш уо = 1. Координату ZQ опреде
ляем из условия, что точка М принадлежит данной поверхности, т.е. 
F ( l , 1, zo) = 0. Получаем ZQ = 1. 

1. Находим частные производные F!^^ Fy и F^ в точке М(1,1,1): 

F ' l =v\ = 1 F'\ = х\ -1 F'\ =-1 
^а:|(1Д,1) ^^1(1,1,1) -̂ ' ^2/1(1,1,1) •^Kl.l^) •̂ ' ^^1(1,1,1) •̂ • 

2. Подставляя найденные значения в уравнения (1) и (2), получаем 
уравнение касательной плоскости 

l ( a : - l ) - f 1 ( г / - 1 ) - 1 ( г - 1 ) = 0 

и уравнения нормали 

X — 1 у — 1 2 — 1 
1 "" 1 ^ - 1 

Ответ. Уравнение касательной плоскости: х + у — z — 1 = 0. 
Уравнения нормали: х — 1=у — 1 = 1 — z. 

Условия ЗАДАЧ. Найти уравнения касательной плоскости и 
нормали к поверхности в заданной точке М. 

1. z = x2 + y2, М(1 , -2 ,5) . 

3. Z = sin а; cos 2/, М(7г/4,7г/4,1/2). 

4. z = e=''=°̂ 2', М(1,7г,1/е). 

5. z^ytgx, М(7г/4,1,1). 

6. Z = arctg(x/2/), М(1,1,7г/4). 

7. x(y + z ) ( z - a ; j / ) = 8 , М(2,1,3). 

8. 2^/^ + 2!//^ = 8, М(2,2,1). 

9. a;2 + y2 + z 2 - 1 6 = 0, М(2,2,2\/2). 

10. x 2 + y 2 - z 2 - - l , М(2,2,3). 
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Ответы. 

1. 2х - 42/ - Z - 5 = О, 

2. Зж + 4?/ - 6z = О, 

3. x-y-2z + l = 0, 

4. X + ez - 2 = О, 

5. 2ж + 2 / - 2 - | = 0 , 

6. x - y - 2 z + f = 0 , 

7. 2х + 7?/ - 52: + 4 = О, 

8. х + ?/-42: = 0, 

9. Х + У + \[2z - 8 = 0, 

10. 2ж + 2?/ - 3;г + 1 = О, 

х~\ _ J/ + 2 _ Z - 5 
2 " - 4 - 1 ' 

ж - 4 _ 2 / - 3 _ г - 4 
3 "" 4 " - 6 ' 

X - 7г/4 _ 2/ - 7г/4 _ z - 1/2 
i ~ - 1 ~ - 2 * 

ж — 1 ?/ — 7 r _ z — 1/е 
1 "" О ~ ё * 

а: — 7г/4 у — 1 z — 1 
2 "" 1 ^ - 1 

а: — 1 2/~1 2̂: — 7г/4 
1 ^ - 1 "̂  - 2 

ж — 2 г/ — l _ z — 3 
2 ^ 7 ^ - 5 ' 

а : - 2 _ 2 / - 2 _ г - 1 
1 ~ 1 ~ - 4 ' 

ж - 2 _ 2 / - 2 _ z-2y/2 
1 ~ ^ ~ ~ V2 

а : - 2 _ у - 2 _ z - 3 
2 ~ 2 ~ - 3 ' 

6.7. Экстремум функции двух переменных 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти стационарные точки функции 

Z = z{x^y) и исследовать их характер. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Ст^ационарными т,очками функции нескольких переменных на
зываются точки, в которых все ее частные производные равны нулю. 
Следовательно, чтобы найти стационарные точки функции z(x,7/), 
нужно решить систему двух уравнений с двумя неизвестными 

г 4(а;,2/)-0, 
\ z'y{x,y)=0. 

Решая эту систему уравнений, находим стационарные точки функции 
Z{x,y): Mi{xi,yi), М2(ж2,2/2),..-, Мп{Хп,Уп)' 
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2. Для того чтобы исследовать характер стационарных точек, вос
пользуемся достаточными условиями экстремума функции двух пере
менных. 

Пусть функция z = z{x, у) определена и имеет непрерывные част
ные производные второго порядка в стационарной точке М{хоуУо) 
{т.е. z^(a:o,yo) = ^yi^o^Uo) = 0). Тогда если в этой точке: 

^) '^хх ' ^уу ~ (̂ жу)̂  -̂  ^' ^ ^ ^ — точка экстремума^ причем при 
^хх ^ 0 — точка минимума^ при z'^^ < О — точка максимума; 

^) '̂ хж * ^уу ~ i^xy)'^ < 0) ^ ^ ^ ^^ является точкой экстремума; 
^) "^хх ' ̂ уу ~ i^xy)'^ — О' ^ ^ требуется дополнительное исследова

ние {например, по определению). 
3. Вычисляем производные второго порядка функции z{x,y). 
4. В каждой стационарной точке вычисляем выражение 

^хх '^уу \^xyJ 

и определяем его знак. 
Анализируем полученные результаты и записываем ответ. 

ПРИМЕР. Найти стационарные точки функции 

Z = х^ -\-у^ - Зху 

и исследовать их характер. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вычисляем частные производные 

z'^ = Зх^ - Зг/, Zy = Зу^ - Зх. 

2. Для того чтобы найти стационарные точки функции, решаем 
систему двух уравнений с двумя неизвестными 

Г 3x2 _ Зу = О, 
\ 32/2 - Зж = 0. 

Получаем два решения: Xi = О, 2/1 = О и Х2 = 1, 2/2 = 1- Следова
тельно, стационарные точки функции z = х^ ^- у^ — Зху. Mi (0,0) и 
М2(1,1). 

3. Вычисляем производные второго порядка: 

4'х = 6х, z'' = - 3 , Zy = бу. 
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4. В каждой стационарной точке вычисляем выражение 

// ^ // _ / // \2 
^хх ' '^уу У'^ху) 

и определяем его знак. 

В точке Ml(0,0) 

г;',(о,о)=о, z;'̂ (o,o)--3, <,(o,o)-o-:^z;',.4-(4',)'=-6<o. 
Следовательно, точка Mi (0,0) не является точкой экстремума. 

В точке М2(1,1) 

г;',(1,1)-б, 4',(1Д) = -3, <,(1,1) = 6 = ^ < , . 4 - ( 4 ' , ) ^ - 2 7 > 0 . . 

Следовательно, точка М2(1,1) является точкой экстремума. Так как 
z^'a,(l, 1) = 6 > О, то М2(1,1) — точка минимума. 

Ответ. Функция z = х^ -\- у^ — Зху имеет две стационарные точ
ки Ml(0,0) и М2(1,1). В точке Mi(0,0) экстремума нет, М2(1,1) — 
точка минимума. 

Условия ЗАДАЧ. Найти стационарные точки заданных функций 
и исследовать их характер. 

1. Z = х"^ — ху -{- 2/̂ . 2. Z = х"^ — ху — у^. 

3. z = x'^ - 2ху -f 27/2 _̂  2х. 4. z = x^ + у^ -х'^ ~ 2ху - у'^. 

Б. z = x^ - 2у^ -Зх + ду. 6. z = ix + 2y -х'^ - у'^. 

7. Z = х^ -^у^ - 15ху. 8. Z = х'^ + ху -{-у"^ ~3х — 6у. 

9. z = ж̂  4- 47/2 - 2ху 4- 4. 10. z — х/у + 1/х + у. 

Ответы. 
1. М(0,0) — стационарная точка. М(0,0) — точка минимума, 

^min = ^ ( 0 , 0 ) = 0 . 
2. М(0,0) — стационарная точка. В точке М(0,0) экстремума 

нет. 
3. М(—2, —1) — стационарная точка. М(—2, —1) — точка мини

мума, Zmin = z{-2, -1 ) = - 2 . 
4. Ml(0,0), М2(4/3,4/3) — стационарные точки. М(0,0) — точ

ка максимума, Zmax = >2:(0,0) = 0. М(4/3,4/3) —- точка минимума, 
^min = ^(4/3,4/3) = -64/27. 
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5. M i ( l , l ) , М2(-~1,-1), Мз(-1,1) , М4(1,-1) — стационарные 
точки. В точках M i ( l , l ) , М2( -1 , -1 ) экстремума нет. Мз( -1Д) — 
точка максимума, z^ax = >2;(—1,1) = б. М4(1,—1) — точка мини
мума, Zmin = Z{1, -1 ) = - 6 . 

6. М(2,1) — стационарная точка. М(2,1) — точка максимума, 
Zmax = 2:(2, 1) = 5. 

7. Ml(0,0), М2(5,5) — стационарные точки. В точке Mi(0,0) 
экстремума нет. Мз(5,5) — точка минимума, Zmm = ̂ (5,5) = -125. 

8. М(0,3) — стационарная точка. М(0,3) — точка минимума, 
>^min=>^(0,3) - -9 . 

9. М(0,0) — стационарная точка. М(0,0) — точка минимума, 
Zmin=z{0,0)=4. 

10. М(1,1) — стационарная точка. М(1,1) — точка минимума, 
^min = 2:(1,1) = 3 . 



Г л а в а 7 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

При изучении темы НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ вы из
учите основные приемы нахождения первообразных (подведение под 
знак дифференциала, интегрирование по частям, замена перемен
ной), научитесь интегрировать основные классы функций (рацио
нальные дроби, тригонометрические и иррациональные выражения). 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить произ
водные, разложить многочлен на множители, разложить рациональ
ную функцию на элементарные дроби, решить системы уравнений 
для нахождения неопределенных коэффициентов, выполнить другие 
численные расчеты и проверить полученные вами результаты. 

7.1. Интегрирование подведением 
под знак дифференциала 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

F{x)g{x) dx. I 
ПЛАН РЕШЕНИЯ. Пусть д{х) имеет очевидную первообразную 

G(x), а F{x) есть функция эт:'ой первообразной, т.е. F{x) = u{G{x)). 
Тогда 

f F{x)g{x)dx= fu{G{x))G'{x)dx= fu{G)dG. 

Такого рода преобразование называется подведением под знак диф
ференциала. 

. Если метод избран удачно, то последний интеграл оказывается 
табличным или известным образом сводится к табличному. 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

/ 
ctgx In sin ж da:. 
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РЕШЕНИЕ. 

1. Представим подынтегральное выражение в виде произведения 
двух функций F{x)g{x)^ где д{х) имеет очевидную первообразную 
G{x), а F{x) есть функция этой первообразной, т.е. F{x) = u{G{x)). 

В данном случае 

_ . . Insinx . . _,. . . _ . . InG .^. 
t [х) — —: , д\х) = cos ж, G\x) — sinx, F\x) = - — = ii(G). 

ЫП X \JJ 

2. Тогда 

/

InsinX , r insina: , . /*lnG ,^ 

—: cos xdx — / —: a sm ж = / -—- aG , 
sma: } smx У G 

где G = sinx. 
3. Последний интеграл не является табличным, но к нему снова 

можно применить метод подведения под знак дифференциала: 

/*lnG ,^ /*, ^ 1 ,^ /*! ^ ,1 ^ In^G _, In^sinx _, / -—dG= / InG —(iG= / l n G d l n G = —— +С = + С. 

_ г 1 . I In^sinx ^ Ответ. J ctgx msmxdx = h G. 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

sin 2х — cos X 
-̂ J x^ + 1 ''''• У (CO 

У (жЗ+ 3x4-1)4 7 cos^x 

5. / —-. cZx. 6. / dx. 
У x v l n x J V1 - a:̂  
/* X cos X + sin X /* 2 ^rctg (x + 2) 

J (xsinx)^ " J x2-f4x + 5 

9. / , l v | + l . . . 10. [ ^ _ ^ 
7 2xv^ + x У ^/1 - - 2 

cZx. 

dx. 

A / T - ^ 
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Ответы. 

Q 1 
1. arctg^ ж + С. 2. — + С. 

cos"̂  X + sin X 

3- -WT-^—I Т^^С. 4. tg^x + C. 

5. 2v\nx-\-C, 6. - a r c s i n x ^ - f C 

7. - ; г7—: TI + C'- 8. arctg2(x + 2) + C. 2(a:sina:)2 

9. 1п(2ж /̂ж + ж) + С. 10. arcsin^ ж - \/\-х^ + С. 

7.2. Интегрирование по частям 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

F{x)g{x) dx. 
! • 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Пусть д{х) имеет очевидную первообразную 
G{x)^ а F[x) — дифференцируемая функция, причем ее производ
ная /(ж) = F'{x) является более простой функцией, чем F{x). Тогда 
применяем формулу интегрирования по частям 

I F{x)g{x) dx = F{x)G{x) ~ f f{x)G{x) dx. 

Если метод избран удачно, то интеграл в правой части этого ра
венства оказывается табличным или известным образом сводится к 
табличному, например, повторным интегрированием по частям. 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

xdx I COS^ X 

РЕШЕНИЕ. 
1. Представим подынтегральное выражение в виде произведения 

двух функций F{x)g{x)j где д{х) имеет очевидную первообразную 
0{х), а F{x) — дифференцируемая функция, причем ее производная 
f{x) = F'[x) является более простой функцией, чем F[x). 
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В данном случае 

F ( x ) - x , 5{x) = - i - , G(x) = tgx, f{x)^F'{x) = l. 
cos^ a: 

2. Применяем формулу интегрирования по частям 

/

X dx С 
г— = xtga: - tgxdx. 

cos2 ж У 

3. Последний интеграл не является табличным, но к нему можно 
применить метод подведения под знак дифференциала: 

/
tgxdx = / sin а: da: = — / d cos x • 

J cos ж J cos ж 

-{ In COS X + Ci при cos X > Oy 
•ln(—cosa;) + C2 при cosx < 0. 

о f ^^^ — i 4- / ^^ ̂ ^^ x + Ci при cos a: > 0, 
J cos^x ~ \ ln(-cosa;)-f C2 при cosa:<0. 

Заметим, что если бы мы выбрали д{х) = ж, то, дифференцируя 
функцию F{x) = 1/ cos^ а; и применяя формулу интегрирования по 
частям, получили бы более сложный интеграл, чем исходный. 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

1. {х-\- 1)е^ dx, 2. / arcsina;da:. 

3. / . ^ s i n x c ^ x . 4. / ( x ^ + 2x + 3)cosx.x . 

5. / xinardx. 6. / —TT—dx. 
J J sin X 

7. e'^^cosxdx. 8. / x^ arctg x dx. 

9̂  / s i n b x . . . 10. / « ' e - ^ . 
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Ответы. 

1. хе^-\-С. 2. X arcsinж + \ / l - ж̂  + С. 

3. 2х sin а: — ж"̂  cos а: 4-2 cos ж + С 

4. {х + 1)^ sinar + 2{х + 1) cos ж + С. 

5. — (21па: - 1) + С 6. - ж ctg ж-f In sin х + С. 

7. — ( s i n а: + 2 cos ж) + С 
5 

^ 2 2 1 
8. — a r c t g х - -х'^ -\- - 1п(х^ + 1) + а 

3 6 6 
9. ^ (sin In а: - cos In х) -f С. 10. е"̂  {х^ - 2а; + 2) + С. 

7.3. Интегрирование рациональных 
функций с простыми 
вещественными корнями знаменателя 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

апх"^ + an-ix"^'^ + . . . + aix -f ао I brnx"^ + b^_ ix"- i + . . . + bix + Ь( 
c?x. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Введем обозначения: 

Рп{х) = апх'^ + an-ix"^'^ 4- . . . + aix + ао, 

Qm{x) = bmX"^ + bm-lX'^''^ + . . . + biX + Ьо. 

Сравним степени числителя Рп{х) и знаменателя Qm{x). 
Если подынтегральная функция — неправильная рациональная 

дробь, т.е. степень числителя п больше или равна степени знаме
нателя 771, то сначала выделяем целую часть рациональной функции, 
поделив числитель на знаменатель: 

-J±± ^ М„_гп{х) + у ^ ^ {к<т). 
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Здесь многочлен Рк[х) — остаток от деления P-nip^) на Qrui'^)-, причем 
степень Рк{х) меньше степени (5т(^)-

2. Разложим правильную рациональную дробь 

Pk{x) 
Qm{x) 

на элементарные дроби. Если ее знаменатель имеет простые вещест
венные корни Г1,Г2,... ,Г^, т.е. Qm{x) = {Х - ri){x - Г2) ...(ж - Гт), 
то разложение на элементарные дроби имеет вид 

Рк{х) _ Ах А2 Am 
Qrn{x) X-ri Х-Г2 '" Х-Гт' 

3. Для вычисления неопределенных коэффициентов Ai, ^ 2 , . . . , Am 
приводим к общему знаменателю дроби в правой части тождества, 
после чего приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х 
в числителях слева и справа. Получим систему т уравнений с т 
неизвестными, которая имеет единственное решение. 

4. Интегрируем целую часть (если она есть) и элементарные дроби, 
используя табличные интегралы, и записываем ответ 

/ 
' '" (^ ' ^ 
Wm \Х) 

= F{x) + Ailn\x~ri\ + Л2 1п|а:-Г2| -h . . . + Л ^ In |ж - г^ | + С, 

где F{x) = JМп-т{х) dx — многочлен степени п — т-\-1. 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

2х^ - 40а; - 8 
/ х{х + А){х-2) dx. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Подынтегральная функция — неправильная рациональная 

дробь, так как п = т = 3. Выделим целую часть: 

2х^ - 40ж - 8 _ 4x2 + 24х + 8 
х{х + 4)(ж - 2) х{х + 4)(х - 2) * 

2. Так как знаменатель последней дроби имеет три различных ве
щественных корня X = 0^ X = —4 и ж = 2, то ее разложение на 
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элементарные дроби имеет вид 

4^2 + 24а; + 8 _ Ai А2 A3 
~1 :—7 "Ь х{х-\-4:){х - 2) X a : - f4 х - 2' 

3. Чтобы найти коэффициенты ^ 1 , ^ 2 , ^ 3 , приводим к общему 
знаменателю дроби в правой части тождества: 

4а;2 + 24^ + 8 _ Ai{x'^ + 2ж - 8) -f ^2(^2 - 2х) + Аз{х'^ + 4ж) 
х{х + 4){х - 2) х{х + 4)(а; - 2) 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в числителях 
слева и справа, получим систему трех уравнений с тремя неизвест
ными: 

A i + ^ 2 + Аз = 4, 
2Ai - 2А2 + 4Аз = 24, 

- 8 ^ 1 = 8. 

Эта система имеет единственное решение Ai = — 1, А2 = — 1, A3 = 6. 
Следовательно, подынтегральное выражение имеет вид 

2ж^ - 40ж - 8 ^ / 1Л / 1 
х{х + 4:){х-2) \ х) \ а: + 4 / х — 2 

4. Интегрируем целую часть и элементарные дроби, используя 
табличные интегралы: 

/• 2 ж З - 4 0 х - 8 , [^ , П , / ^ 1 , f ^ , / ""7 7Г} ;:7 dx = / 2ах-\- I —ах-^ ах— ах = J х{х + А){х-2) J J X J х + А J х-2 

= 2ж 4- In |а:| + In |х -f 4| - 6 In |ж - 2| + С. 

Г 2x^-i0x-S , ^ , |х||д: + 4| ^ 
Ответ. / ———— -г- dx = 2x + In —^ + С. 

J х(ж + 4)(а : -2) {х - 2)^ 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

1 [ ^^ + 2^ + 6 rf^ 2 [ '- dx 
• J {х-1){х-2){х-4) • J {х-1){х + 2){х + 3) 

f х^ + 1 f 1 
J ( x 2 - l ) ( x 2 - 4 ) У a;4-13a;2 + 36 
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Г ж̂  + Зж̂  - 3 
J ^ 2 ^ 

^ -3x2 + 2 
dx. 

^ , 2ж̂  - Sx^ + 4х - 4 , 
7. / ; гт^ TT-dx. Ч 

J {х 

х{х — 1){х - 4) 

4 - 4х^ - 8x2 _|- 5х - 10 

, Г х^ + X 
J х(х-2)| 

^' J х(х-3)(х + 3) 

2)(х + 2) * 

х^ + 2x2 - 15х + 18 dx. 

^• ' ' 1 ) ( х - з ) ( х + 2) '^''-

. 0 . / 2х^ - 4а;'* + бх^ - ISx^ + 8 
ж̂  - 5х^ + 4х 

Ответы. 

1. In 
{x-l)^{x-Af 

( х - 2 ) 7 
+ С. 

3. i i n i ^ + l U ^ ^ + a 
12 ( х - 1 ) 4 | х + 2|5 

dx. 

1 | ( х - 1 ) ( х + 3)3| 
^-12 ^^—^^Tw— 

1 (^-зЯх + 2|3 
60 (х + 3 ) 2 | х - 2 | 3 ^ 

5. — + х^ + In 
4 

х - 1 
х + 1 

х^ х^ 
6. — + — + 4 х + 1п 

х2(х -2 )5 

7. 2х + 1п 

9. х^ + In 

10. х^ + In 

(х + 2)3 

( х - 4 ) ( х + 1)^ 
X 

( х - 1 ) 2 ( х + 2) 
X — 3 

х2(х-2)2(х + 1)3(х-1) 
(х + 2): 

+ С. 

+ С. 8. х + 1п 

+ С. 

+ С. 

(х + 3)3(х-3) 
+ С. 

7.4. Интегрирование рациональных 
функций с кратными вещественными 
корнями знаменателя 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

а„х" + an-ix""'^ + . . . + ахх + ао I brnX"^ + Ь^_1Х^-1 + . . . + bix + Ьо dx. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Введем обозначения: 

Рп{х) — апХ^ + an~ix'^~^ + . . . + aix + ао, 

Сравним степени числителя Рп{х) и знаменателя Qmix)-
Если подынтегральная функция — неправильная рациональная 

дробь, т.е. степень числителя п больше или равна степени знаме
нателя т , то сначала выделяем целую часть рациональной функции, 
поделив числитель на знаменатель: 

Здесь многочлен Pk{x) — остаток от деления Рп{х) на Qmix), причем 
степень Pk{x) меньше степени Qmix)-

2. Разложим правильную рациональную дробь ——-̂—г на эле-
Qm{x) 

ментарные дроби. Если ее знаменатель имеет вещественные корни 
Г1, Г2, . . . , Г5 кратности ni , П2,. •., rig соответственно, т.е. 

Qm{x) - (Х - П)"^ {Х - Г2Г • • • (^ - ГтГ' , 

ТО разложение на элементарные дроби имеет вид 

Рк{х) _ All М2 ^ini 
Qni[x) x-Ti [x-TiY '" ( a : - r i )^ i 

ж - Г2 (a: - гг)^ * (ж - гз)"^ 

, Asl As2 . , ^ s u s 
. . . H r 7 T^ -f- . . . i - • X — Tg {x — Гз)"^ {x — r^)"'^ 

3. Чтобы найти коэффициенты Ац, Ai2,..., Asn^ ? приводим к обще
му знаменателю дроби в правой части тождества, после чего прирав
ниваем коэффициенты при одинаковых степенях х в числителях слева 
и справа. Получим систему ni+n2 + .. --{-TIS уравнений с ni-f П2 + .. .Ч-Пд 
неизвестными, которая имеет единственное решение. 
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4. Интегрируем целую часть (если она есть) и элементарные дро
би, используя табличные интегралы, и записываем ответ 

/ Qmix) 

= F(x) + A n In I x - n l + ^ i M H + . . . + - ,f^"' . , 
X - ri [1 - ni)[x - ri)^^ ^ 

где F{x) = f Mn-rn{x) dx — многочлен степени n — m + 1. 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

х^ -f бх^ + 13а: + б 
/ (х-2)(а: + 2)з dx. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Подынтегральная функция — правильная рациональная дробь. 
2. Разложим ее на элементарные дроби. Так как знаменатель 

имеет два действительных корня: ri = 2 кратности единица и Г2 = —2 
кратности три, разложение на элементарные дроби имеет вид 

х2 + ба:2 + 13ж + б All ^21 ^22 ^23 
( х - 2 ) ( х + 2)з х-2 х + 2 (ж+ 2)2 (х + 2)з' 

3. Чтобы найти коэффициенты Л ц , . . . , А23, приводим к общему 
знаменателю дроби в правой части тождества: 

х^ + бж^ + 13ж + б _ 
( х - 2 ) ( х + 2)3 " 

^ Aii(x + 2)^ + ^21(3: - 2)(х + 2)2 + А22(а: - 2)(а: + 2) + ^23(0: - 2) 
( х - 2 ) ( х + 2)з 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в числителях 
слева и справа, получим систему четырех уравнений с четырьмя не
известными 

All + А21 = 1, 
6А11 + 4^21 + А22 = б, 

12Лп - 2^21 + ^23 = 13, 
8^11 - 4^21 - 4^22 - 2^23 = б. 



156 Гл. 7. Неопределенный интеграл 

Эта система имеет единственное решение: 

Ail = l, ^ 2 1 = О, ^ 2 2 = О, ^23 = 1. 

Следовательно, подынтегральное выражение имеет вид 

х^ + бх^ + 13а: + 6 1 
+ 

1 
(ж-2)(х-Ь2)з х-2 (ж 4-2)3' 

3. Интегрируем сумму элементарных дробей, используя таблич
ные интегралы: 

/ т: dx+ 7 :̂ тт dx = Ь |х - 21 - -ттт + С. 
J х-2 У (х + 2)з ' ' 2(х + 2)2 

/ 
х^ + бх̂  + 13х + 6 

Ответ. / —• ' ~ „, , '—^^--—^dx—bi\x-2\-^, .„ + С. 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

х^ - бх^ + 9х + 7 
( х - 2 ) 3 ( а ; - 5 ) 

2 ^ 2 

1 - -т? 7Т7 Trdx. 2. / • 
у х2(х + 1)(а;-1) У 

dx. 

dx. f x' + l 
J x(x-l)3 
f x̂  + l 

у ( x - l ) 3 ( x + 3) 
/• x2 - 2x + 3 

• У x ( x - l ) 2 ( x - 3 ) 

dx. 

dx. 

a;2 - X 4-1 
dx. 

4 

6 

8 

10 

/- x' + 

' J (X-1)(X + 1)2 

J x2(x-

dx. 

2)2 
5x3 _ 172.2 + 18a; - 5 

• У (a: 

У {x-l)3(x 

l)3(x - 2) dx. 

+ 1) 
dx. 

Ответы. 

1. 

3. 

\ -

In 

X ~ 1 
x + 1 

x - 1 
X 

+ - + a 2. In |x - 5| + 
2(x - 2У + a 

( x - l ) + a 
4. 1,„|(. + 1)(.-,)3| + _ 1 - ^ + c. 
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5. тгт: Ь 32 
х-~1 

6. -7 In 
4 

ж + 3 
X 

4(ж-1)2 8 ( ж - 1 ) + а 

а : - 2 
1 

4(ж - 2) 2ж -^ + С. 

7. l inK^-fc :^-b- i . + a 
8. 1п | (х -1 )2 (а ; -2 )^ | + 

9. - In 
4 

ж + 1 
х-1 

2 

2{х - 1) 

х-1 
1 

2(х - 1)2 

+ С. 

+ С. 

1 9 ^»Ц^-^ |̂<^-1)"(^+1)|-„,_„, „,_,, + а 

7.5. Интегрирование рациональных 
функций с простыми комплексными 
корнями знаменателя 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

С апх'^ + an-ix"^'^ + . . . + aix + QQ , 
J bmx"^ + Ьт-гх""-^ -f . . . + bix + Ьо 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Введем обозначения: 

Рп{х) = апХ^ + an-ix^~^ + . . . + aix + ао, 

Qmix) = ЬтХ"^ + bm-lX"^'^ + . . . + 6iX + Ьо-

Сравним степени числителя Рп{х) и знаменателя (5тп(2 )̂-
Если подынтегральная функция — неправильная рациональная 

дробь, т.е. степень числителя п больше или равна степени знаме
нателя т , то сначала выделяем целую часть рациональной функции, 
поделив числитель на знаменатель: 

^^(^) = .М._^(х) + ^ ^ (А:<т) . 
Qrn{x) Qm{x) 
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Здесь многочлен Рк{х) — остаток от деления Рп{х) на Qmi^)^ причем 
степень Рк{х) меньше степени Qmix)-

2. Разложим правильную рациональную дробь 

Рк{х) 
Qm{x) 

на элементарные дроби. Если ее знаменатель имеет простые комп
лексные корни Гк = Uk :t ivk^ т.е. 

Qm{x) = (Ж^ + PiX + qi){x^ -f P2X + 92) • • . {X^ + PsX + ^5), 

где 
ж̂  -^PkX -\-qk = [x- {uk + ivk)][x - {uk - ivk)], 

TO разложение на элементарные дроби имеет вид 

Рк{х) _ Aix + Bi А2Х 4- Б2 AsX + Bs 
Qrn{x) x'^-\-pix-\-qi x'^-\-p2X + q2 '" x"^-\-PsX-\-qs 

3. Для вычисления неопределенных коэффициентов Ai, А2,. . . , А5, 
Б 1 , . . . , Bs приводим к общему знаменателю дроби в правой части 
тождества, после чего приравниваем коэффициенты при одинаковых 
степенях х в числителях слева и справа. Получим систему 2s уравне
ний с 2s неизвестными, которая имеет единственное решение. 

4. Интегрируем элементарные дроби вида 

Ах + В 
х"^ Л-рх-\- q 

Выделяем в знаменателе полный квадрат {х + р/2)^ + (^ — Р^/4) (по
скольку q—p'^/A > О, можно обозначить д—р^/4 = а^) и делаем замену 
переменной t = х — р/2. Получим 

J x^+px + q J f2 + a2 

J t^+a^ J t^-^a? 

= — ln( r + or) Ч- -^ arctg - = 
2 a a 
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^ 1^/ 2 , ^^ , .N , Ар/2 + Б ^^ ж + р/2 — ^ 1п(а: + т е + 0')Н , arctg , 

5. Складываем результаты интегрирования целой части (если она 
есть) и элементарных дробей и записываем ответ. 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

2ж^ + Зж^ + Зх + 2 
/ (а:2 + х + 1)(х2 + 1) dx. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Подынтегральная функция — правильная рациональная дробь. 
2. Разложим ее на элементарные дроби. Знаменатель имеет две 

пары комплексно-сопряженных корней: ri^2 = —1/2±г\/3/2 и гз,4 = i^-
Следовательно, разложение на элементарные дроби имеет вид 

2х^ + Зж2 + Зж + 2 Aix + Вх А2Х + Бз 
(а;2 + ж + 1)(х2 4-1) х2 + х + 1 х2 + 1 

3. Чтобы найти коэффициенты Ai, ^2 , J5i, ̂ 2 , приводим к общему 
знаменателю дроби в правой части тождества: 

2х^ + 3x2 + Зж + 2 ^ (^^д, _̂  Bi)(x2 + 1) -f- (А2Х + Б2)(х2 -f X + 1) 
( х 2 + Х + 1)(х2 + 1) ( х 2 + Х + 1)(х2 + 1) 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в числителях 
слева и справа, получим систему четырех уравнений с четырьмя не
известными 

f А1 + А2 = 2 , 
^2 + ^ 1 + 5 2 = 3, 
^ 1 + ^ 2 + ^ 2 = 3, 
Б 1 + Б 2 = 2 . 

Эта система имеет единственное решение 

A i - 1 , А2 = 1, Б1 = 1, Б2 = 1. 

Следовательно, подынтегральное выражение имеет вид 

2х^ -h 3x2 4- Зх 4- 2 д, _̂  ;|̂  ^_^1 
( x 2 - h X + l ) ( x 2 + l ) x 2 - f x - f l Х2 + Г 
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4. Интегрируя элементарные дроби, получим 

/

X -\~ 1 1 

- т — г dx = - 1п(ж^ + 1) + arctga; 4- Сз-
х"' + 1 2 

/* 2а:3 + Зх2 + Зх + 2 , 
Ответ. / -r-z 7тт^—7Т dx = 

= - 1п(а;̂  + ж + 1)(ж^ + 1) + --7= arctg —7=^ + arctg х + С. 
2 ' \/3 \/3 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

1 , ^ Г 2x2-fx + 3 
-̂ У (х + 1)2(х2 + 1)^''- -̂ / • (x + 2)(x2 + x-f 1) 

3. / о' г. dx. 4. / л'^'' dx 

dx. 

/- 7 x ^ - 1 / х + 1 
''• У х4 + 4 х 2 - 5 ''• У (Х2 + 1)(Х2 + 

7 / _ i _ d x 8 [ ^1±^ dx 
^' У х^ -х^ ' ' ' ^ - ^- у (x-fl)(x2 + 2x + 2) ' ' ' ' -

ЗхЗ + х2 + 5х + 1 , ,^ /" х^ 
•ах. 

—г б?Х. 
9) 

/* Зх"̂  + х^ + 5х + 1 /" / ^̂ -̂̂ -̂ ^̂  ^— dx. 10. / J Х̂  + X 7 х 4 - 1 б 

Ответы. 

1 1 1 ( x + i ) ^ 

1 1 2х -Ь1 
2. 31п |х + 2| - ;- 1п(х2 + X 4-1) + -"7= arctg —7=^ + С. 

2 v 3 v 3 
^ 1 , (ж-2)2 V3 х + 1 ^ 
3. ;тт Ь Ĵ  ^ ^ , - -777 arctg —рг- + С. 

24 х2 4-2x4-4 12 ^ ^ 3 

4. i I n | ( x - l ) ^ ( x 4 - l ) | - i a r c t g x 4 - a 
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5. - In 
2 

х-1 
ж + 1 
^2 + 1 1 

^ТБ^'^'^Т!^''-

^- 1 6 ^ ^ 2 + 9 • 8 
1 X ^ 

+ - arctga; - — axctg 3 + С'-
, 1 1 , (ж - 1 ) 2 1 2х + 1 ^ 

8. ж - - ln[(a:2 + 2a: + 2)(x + l)^]4-3arctg(x-{-l)-f С. 

9. Зх + In |ж| + 2 arctg ж + С 

10. X + - In 
х + 2 

arctg ^ + С'. 

7.6. Интегрирование выражений 
jR(sinx,cosx) 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

/ 
i?(sinx,cosx)(ix, 

где R — рациональная функция двух переменных. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. С помощью подстановки 

X 

* = t g -

интегралы от функций jR(sina:, cos ж) приводятся к интегралам от ра
циональных функций новой переменной t. Действительно, подставляя 
в подынтегральное выражение 

2t 
smx 1 + ^2' 

1 _^2 2 
COS ж = ^ . .̂  , dx = ^ .̂  dt, 1 + ^2' 1 + 2̂ 

получаем 

/ 2t 1 — 2̂ \ 2 
i?(sina:, cosx) с̂ж = i? ( ^̂  1+12 ) YT72 ^^ = ^ i W ^ •̂ 

Подстановка t = tg(x/2) называется универсальной. 
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2. Применяем формулу замены переменной в неопределенном ин
теграле 

/

г ( 2t 1 — t^\ 2 /?(sinx,cosx)dx = y fl(^3T7^,3^^j 3 - ^ d f . 

3. Вычисляем первообразную радиональной функции t и возвра
щаемся к переменной ж, подставляя t = tg (х/2). 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ подынтегральная функция имеет специальный 
вид, то лучше применить подстановки, требующие меньше вычис
лений: 

а) если 
i?(sin X, cos х) = jRi (sin ж, cos^ х) cos х, 

то применяем подстановку t = sinx. Действительно, подынтеграль
ное выражение приобретает вид 

iii(sinx, cos^x)cosxdx = i?i(t, 1 —t^) dt; 

б) если 
-R(sin X, cos x) = i?2(sin^ x, cos x) sin x, 

TO применяем подстановку t = cosx. Действительно, подынтеграль
ное выражение приобретает вид 

i?2(sin^ X, cosх) sinx dx = — i?2(l — ^̂ ) 0 dt] 

в) если 
i?(sinx,cosx) = il3(tgx), 

TO применяем подстановку t = tg x. Действительно, подынтегральное 
выражение приобретает вид 

Rs{tgx)dx = R3{t)j^dt. 

ПРИМЕР 1. Найти неопределенный интеграл 

sinx 
/ 

dx. 
2 -f sin X 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Сделаем подстановку t = tg {х/2). 
Подставляя в подынтегральное выраокение 

2t , 2 

получим 

2t 

dx = ^l^ т dt = v-T Г7-^ -г dt. 
2 + sina; „ , 2t 1 + <2 (f2 + f + 1)(^2 + i) 

2. Применяем формулу замены переменной в неопределенном ин
теграле 

/

sinx _ Г 2t 

IT^^ J WTrrWTT) 
3. Вычисляем первообразную рациональной функции t: 

I 2t 4 2t Н-1 
dt = 2 arctg t -= arctg —j=—h С (t2 + t + l)(t2-f 1) "* x/3 ^ v/3 

Возвращаемся к переменной x, подставляя t = tg (ж/2): 

/ 
sinx ^ 4 ^ 2tg(a;/2)H-l ^ 

dx = x 7= arctg ^^ ^^^ + С 
2 + s i n x \/3 \/3 

/" sinx , 4 2tg(x/2) + l ^ 
Ответ. / dx = X 7= arctg ^^ V + C. 

J 2 + sinx уД V3 

ПРИМЕР 2. Найти неопределенный интеграл 

3tg2x - 1 
/ tg^x + 5 

• dx. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Так как подынтегральная функция имеет вид i?(tgx), сделаем 

подстановку tg х = t. 
Подставляя в подынтегральное выражение 

dt 
tgx = t, dx = —^, 
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получим 
3 t g V - J . _ 3t^ - 1 1 

2. Применяем формулу замены переменной в неопределенном ин
теграле 

f 3tg^a; - 1 _ fZt^-l 1 
У tg2a; + 5 У i2 + 5 1 + <2 

4. Вычисляем первообразную рациональной функции t: 

3 f 2 - l . 4 t 
/ 

6?t = —arctgt H—parctg --^ + С (̂ 2 + 5)(1 + ^2) ^ ч/5 "^ч/б 

Возвращаемся к переменной х, подставляя t = tgx: 

3 t g 2 x - l , 4 (tgx\ ^ 
^ dx = -x-^ -7=arctg - ^ + С / tg^x + 5 V5 V \/5 

/ * 3 t g 2 x - l , 4 / t g x \ ^ 
Ответ. / —5 ax = -X H—;=arctg -—=r + 0 . 

У tg^x + 5 у/Ъ \у/ъ) 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

/

dx С dx 
~ . 2. / . 

2 sin X - cos X - 1 J cos 2x - sin 2x 

3. f ^^ . 4. / ^̂  • 
J COS X + 2 sin X -f 3 У 2 - sin X 
f dx ^ /" 2 sin X -f 3 cos x 

5. / . 6. / —7y dx, 
7 4 cos X - 3 sin X - 5 J sin x cos x + 9 cos^ x 

^ Г dx r. f cos^ X Ч- cos^ X , 
7. / - -7Г- . 8. / — - ; T-TT-dx. srn^ X + sin^ X У 1 + sin^x У 

^ f dx , ,^ /" cosx , 
9. / -: T- rdx. 10. / dx, J sinx(l-f cosx) J 14-cosx 
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Ответы. 

1. - Ь 2 t g - - i | + a 2\/2 
In 

tgz + H - \ / 2 
tga; + l - \ / 2 

с X \ 
2 t g - - l 

ч/З 

+ а 

+ а 3. axctg ( l + tg I ) + С"- 4. -j= arctg 

5. 2 ( 3 + 9 t g | ) " 4 c . 6. ln(tg2a; + 9) + a r c t g f ^ ^ + a 

7. —=arctg ( \/2tga;) + С 8. sin ж : 6 arctg (sin ж) + С. 
V2 V / sinx 

„ 1 , 1 — cos X 
9. T In r - + 

4 l + cosa; 2(1 +cos ж) + a 10. x-tg- + C. 

7.7. Интегрирование выражений 
sin̂ "̂  X cos^" X 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

зт^'^хсов^'^хйх, I' 
где т^п — натуральные числа. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
Применяем формулы понижения степени 

sin^a: = - ( 1 — cos2a:), cos^ ж = - ( 1 4-cos2a;), sinxcosrr = - sin2a: 
Zi £j Zt 

до тех пор, пока не придем к табличным интегралам или к интегра
лам, которые известным образом сводятся к табличным. 

h 
ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

sin^ Ъх cos"̂  За; dx. 

РЕШЕНИЕ. Применяя формулы понижения степени, имеем 

/ sin^ Ъх cos"̂  Ъх dx = 2~^ / (2 sin За; cos За;)'* dx = 
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= 2"^ I sin^ 6х dx = 2"^ [{1 - cos 12ж)2 dx = 

= 2-^ j dx- 2"^ f cos 12x dx + 2"^ f cos^ 12x dx = 

2~^ Г 
= 2~^x - — - sin 12x + 2""'̂  / (1 + cos 24x) dx = 

= 2"^x - - — sin 12x + 2"'^x -f 2~'^ / cos 24x dx = 

2~^ 2~^ 
= 2~^x - —-- sin 12x + 2"'^x H- — - sin 24x + С 

12 24 

Ответ. 

/ sin^ 3x cos"* 3 1 1 
3xdx = 27^ - 3T27 si^l2^ + 37210 sm24x + C. 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

1. / cos^2xdx. 2. / cos^Sxdx. 

3. / cos^ — dx. 4. / sin"̂  4x dx. 

5. / s i n « 2 . c i x . 6. / s i n ^ 8 . c o s ^ 8 . d x . 

7. / cos'^xsin^xdx. 8. / cos^ x sin"* x dx. 

9. / sin^ X cos^ X dx. 10. / sin^ x cos"* x dx. 

Ответы. 

X sin4x ^ ^ 5x sinGx sinl2x sin^ 6x ^ 
1- 2 + - ^ + ̂ - 2- 1б+-12- + ^ ^ - Ч 4 Г + ̂ -
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^ Зх sin а: sin 2а: ^ , Зх sinSx sinlGx ^ 
'• Т + -2-+ Чб-+^- -̂ Т - Ч Г - + Ч2Г+^-
^ 5х sin 4а; 3sin8x sin^ 4ж ^ ^ х sin 32а; ^ 
5. + + + С. 6. + С. 

16 8 128 96 8 256 
X sin 4а; sin^ 2х о ^ ^̂ ^ ^^ ^̂ ^̂  ^^ г̂  

^- 16 ~ ~ б Г + ~ 4 8 ~ + ^- ^- 1 б ~ ~ 6 4 4 8 ~ + ^-
Зж sin 4ж sin 8а; sin^ 2а; 
256 ~ 256 "̂  2048 "̂  320 ^ ' 
Зх sin 4ж sin 8а; sin^ 2х 

' 256 ~ 256 "̂  2048 320 "̂  ' 

7.8. Интегрирование выражений 

Щх р ах-\-Ь а 
' У cx+d^ V 

ax-\-b 
cx+d^ 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

/я(х. ^ аа; + 6 q ах -f Ь . 
сх + d V са; 4- б̂  

где R — рациональная функция и p^q^... — нат,уральные числа. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. С помощью подстановки 

ах -\-Ь 
сх + d Г , 

где п — общий знаменатель дробей 1/р, 1/д,..., приходим к интегра
лам от рациональных функций. 

2. Вычисляем первообразную рациональной функции t и возвра-
nlax + b 

щаемся к переменной х, подставляя t = \ -. 

V сх 4- а 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

4^2 - X - у/2Тх I (VST2 + 4ч/2^=^)(х + 2)2 
dx. 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Чтобы сделать подстановку, приводящую к интегралу от ра

циональной функции, нужно преобразовать подынтегральную функ
цию так, чтобы она содержала корни любой степени, но из о д н о г о 

пт -4- h и т о г о ж е выражения вида 1^-

Преобразуем подынтегральное выражение, выделяя Л/А Т ^ : 

2-х 

dx 

2-х 
2. Применяем подстановку t — \ : 

Делая замену переменной в неопределенном интеграле, получаем 

Jl^-i 

3. Вычисляем первообразную рациональной функции t: 

J 4t+l 2[J \ 2) ^ 2 7 4i + lJ 

\^eЛ^t + ^^ы\u + l\ + c. 
2-х 

Возвращаемся к переменной x, подставляя t = \l . 
Z ~t~ X 

J ( V ^ 
/ ^V2-^-V2 + x Ответ. / ^ , , —• ax = 

{VxT2 + Ay/2^^){x + 2)2 
1 2 - x 1 / 2 - Ж l , / . / 2 - ^ И ^ 

+ —In 4 W — — - Ы + a 4 2 + x 4 V 2 + x 16 \ V 2 + x 
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Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

у/2х - 1 - ^/^ 
dx 

I 
J ~^/хП/х' 
г {x + Z)dx 

I zV2x + 3' 

ЦтГг 

У Vx + i 
dx 

+ V ( x + 1 ) 3 ' 

X с/ж 

^/FHTS-I 
+ 8)(1Ч- ^§/^Т8) 

б?Ж. 

. / i^ 
у ( 2 - а ; ) \ / Г ^ 

6- I X \ -dx. 
J \ x + l 

8 ( '̂̂  
У V(x - 7)Чх -

''•1-х 

ъу 

+1)2 - ч /^+Т 
с?ж. 

Ответы. 

1. (1 + \/2х ~ \f -f ln( v^2x - 1 - 1)2 + С. 2. 2 arctg \ / ^ n + С. 

3. 6 ^ + 3 ^ 4 - 2 v ^ - 6 1 n ( l - f ^ ) + a 

4. - 2 arctg yj\-x + C. 5. 
V2a; + 3 

X 
yJx'^ - 1 1 / 

6. ^ ( x - 2 ) + ~ l n | x + \ / x 2 - l | + a 

3 

+ c. 

- 3 
X - 7 

9. 6 a r c t g ^ ^ ^ T 8 - 6 1 n ^ / ^ T 8 + 3 1 n | l + ^ ^ i T 8 | + a 
" • 2л/х + 1 + 1 

1/6 

+ a 

10. In ( y / J T T - i ) -
X + 2 + v / x T I 

- - ^ arctg 
ч/З + a 

7.9. Интегрирование выражений 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенные интегралы вида: 
а) / i^(x, V а^ — х2) б?х; 

б) f Я(х, \/a2 4-x2)dx; 

в) / Д(х, v х^ — а^) dx; 
2(?e jR — рациональная функция. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Чтобы избавиться от радикала, используем тригонометричес
кие или гиперболические подстановки: 

а) X = asint или х = aiht] 

б) X == atgt или X = asht] 

в) х = или X = acht. 
cost 

2. Применив формулу замены переменной в неопределенном ин
теграле, получим интегралы вида 

/ 
Ri {sin t, cos t)dt. 

3. Вычисляем последний интеграл с помощью известных подста
новок или методом понижения степени. 

4. Возвращаемся к переменной х и записываем ответ. 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

^2 

/ 
: dx. 

РЕШЕНИЕ. 

1. Чтобы избавиться от радикала, воспользуемся подстановкой 
ж = 3 sin t. Тогда dx = 3 cos t и \/9 — x^ = 3 cos t. 

2. Сделаем замену переменной в неопределенном интеграле: 

Г х'^ ^ rdsiii^tScost ^^ л /* . 2 . ^ . 
/ . dx= —==== dt = 9 sm"̂  t dt. 

У V9-a ;2 J V 9 - 9 s i n 2 ^ j 
3. Применяя формулы понижения степени, получим 

/

9 /* 9 9 / * 9 9 

sin^ tdt=-- / {l-cos2t)dt = - t - - / cos2t dt= -t--sm2t-i-C. 
4. Возвращаемся к переменной x, подставляя t = arcsin(x/3): 

/ 

..2 

V9 r.2 
: dx = - arcsm - - - sm I 2 arcsm •5-) + С 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Ответ можно упростить, если воспользоваться тем, 
что sm2t = 2s in tv 1 - sin^ t и sint = x /3: 

/ ^' 
9 . _: dx = - axcsin - - — v 9 — x'^ + C. 

Vg^T^ 2 3 2 "̂  

Ответ 
• / 

^ ^ ^ . X X / - — -J ax = - arcsm — - -r v 9 - x^ + G. v / 9 ^ : ^ 2 3 2 "̂  

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

1. /* \ /4 - х2 dx. 2. / \ /2 + х2 dx. 

/ V х^ — 4 dx. 

/ 
dx 

х/(2 + х2)3 

Ответы. 

4. / '̂ ^ . 
У х\/х2 — 1 

6. /" / ^ 

J XV 4 -f х^ 

8. / , dx. 

f ^^ 
J W P ^ ' 

1. 2arcsin - -f - \ / 4 - x2 + a 
2̂  ^ 

2. ln(x + V2 + x2) + - \ / 2 + x2 + C. 

3. 

5. 

7 

0 

2 ^ 

31n 

2 In 

x 2 - 4 - 2 1 n | 

3 - \/9 - x2 
X 

x 4- л/х2 — 4 

^ , r 
2\/2 + X2 

X -f \/x2 - 41 + с 4. arccos —h С 
X 

- 1 

+ \ / 9 - x 2 + a 6. ^ i n 

+ ± , / ^ 2 _ 4 + Г7. 8 i 

\/4 + x2 - 2 
X 

L — + Г7. 
2 ^ ^ V l - x 2 

10. - arccos - + X— + C. 
2 1 X x2 / 

+ a 
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7.10. Интегрирование 
дифференциального бинома 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти неопределенный интеграл 

I x'^{a + bx'')Pdx, (1) 

где т, п и р — рациональные числа. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Выражение х^{а + Ъх'^У dx называется диффе
ренциальным биномом. Условия его интегрируемости в элементар
ных функциях получены П. Л. Чебышевым. 

Условил Чебышева. Интеграл (1) выражается через конечную 
комбинацию элементарных функций в следующих трех случаях: 

1) р — целое число; в этом случае подстановка ж = z^, где s — 
общий знаменатель дробей т и п , приводит к интегралу от рацио
нальной функции. 

2) целое число; в этом случае подстановка а + Ьх"^ = z^, 
п 

где S — знаменатель дроби р, приводит к интегралу от рациональной 
функции. 

. т-\-1 -г, 1 
3) h р — целое число; в этом случае подстановка ах " + 6 = 

п 
= 2^, где S — знаменатель дроби р, приводит к интегралу от рацио
нальной функции. 

ПРИМЕР. Найти неопределенный интеграл 

/ Vx^ 
• dx. 

X 

РЕШЕНИЕ. Перепишем интеграл в виде 

J X V Ж̂  J 

Подынтегральное выражение имеет вид х'^{1 -h x^Y при 

7 1 1 m + 1 
m = - - , n = ~ , P = ~ , + p = - l . 

5 3 5 n 
Следовательно, имеет место третий случай интегрируемости. 
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Применяя подстановку 

х-^1^ + 1 = z^ 

и учитывал, что 

x = {z^ ~ l ) - ^ dx = -3(г^ - 1)-'* bz^dz, 

получаем 

= / ( / - 1)""(1 + (.» - !)-')•"> i ^ <i. = 

Условия ЗАДАЧ. Найти неопределенные интегралы. 

_ _ ^ _ dx, 4. / • 
X \/1 + а;3 • ' J 

3. / dx. 4. / . '^ dx. 

-̂ J xWl + x^'^''- -̂ / Т ^ ^ 

9. / ^ — = dx. 10. / д, dx. 

V5+l)io'^''' 

Ответы. 

1. - Г иАГ I +а 2. - г ( ^ ^ ) 4-а 1Н- V х-̂  \ ^ ^ 2 / 1 + ж ^ ' 
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3. - l n ( v T + ^ - l ) - l n | a ; | + a 
О 

^ 1 , 1 + Vr^^ 1 VT^^ , ^ 

5. 
4 \ X 

\ +С. 6. ^ ( 4 ч / г + - ^ - 3 ) ^ 1 + - ^ + а 

(2х^-1)7ГГ^ 1 , 4 
3x3 +^-- »• 2 ( ^ + 1)8 ^ 9 ( ^ + 1)9 ^^ ' • 

3 |ж| 
VaJ + l ( ^ + 1 ) 3 

1 ^/TTF+x 1 ^/TTF , ^ 
10. - m ., arctg h С. 

4 ^/ГТ^-а; 2 ^ a; 
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ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

При изучении темы ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ вы познако
митесь с формулой Ньютона-Лейбница и научитесь применять ее для 
вычисления определенных интегралов, используя технику нахождения 
первообразных. Вы научитесь применять определенные интегралы 
для решения геометрических задач (вычисление площадей плоских 
фигур, длин дуг кривых и объемов тел). 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете найти новые пре
делы интегрирования (при использовании различных подстановок), 
вычислить первообразные и применить формулу Ньютона-Лейбница, 
выполнить все численные расчеты и проверить правильность полу
ченных вами результатов. 

8.1. Интегрирование подведением 
под знак дифференциала 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить определенный интеграл 

b 

/ F{x)g{x) dx. 
а 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Пусть д{х) имеет очевидную первообразную 
G(x), а F{x) есть функция этой первообразной, т.е. F{x) = u{G{x)). 
Тогда 

6 6 (3 

I F[x)g{x) dx= f u{G{x))G\x) dx = f u{G) dG, 
a a a 

где a = G(a), p = G{b). 
Такого рода преобразование называется подведением под знак 

дифференциала. 
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Если метод избран удачно, то последний интеграл оказывается 
табличным или известным образом сводится к табличному, после 
чего применяем формулу Ньютона-Лейбница. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ определенный интеграл 

1 

/ 
xdx 

о 

РЕШЕНИЕ. 

1. Представим подынтегральное выражение в виде произведения 
двух функций F{x)g{x), где д{х) имеет очевидную первообразную 
G(x), а F{x) есть функция этой первообразной, т.е. F{x) = u{G{x)). 

В данном случае 

П ^ ) - ^ ^ ^ [ ^ 2 ) 2 ^ ^ Н = 2х, G{x) = x\ F{x) = l^-^^u{G). 

2. Тогда 

1 1 1 
Г xdx _1 f 1 2 _ 1 А 1 

J ^^й^^2 J 1 + (а:2)2 "^"^ ^2 J TTG^"^^' 
0 0 о 

где G = ^2 и G(0) = О, G(l) = 1. 
3. Последний интеграл является табличным. Применяем формулу 

Ньютона-Лейбница: 

о 

1 
^ г xdx 7Г 
Ответ. / —т 7 = --. 

J х^ + 1 8 
о 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить определенные интегралы. 

1 7г/4 

/

ж , ^ f sin а: — cos а: 

О о 

sm X — cos а: 
(cos ж -Ь sinx)^ 
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1 7г/4 

У (а;4 + 4ж 4-2)2 J 
о • ' Ь 

\/2/2 

5. / ах. 6. / , ах. 
J X J v T ^ T ^ 
1 о 
7Г/2 1 
/"ж COS X + sin Ж , ^ / ' 2 arctg а: + ж , 

7. / —7—: гз—ах. 8. / ——^ «^• 
7г/4 о 

г 9 яг гстп т - I - т 
• dx. 

4 1/2 
3\/хН-1 , ^^ /* 2 arcsin X Н-X , fp^tLd.. 10. / ^ 

У 2xv/i + x У х / Г Г ^ 
1 о 

Ответы. 1.1/4. 2 . - 1 / 4 . 3.5/56. 4.1. 5.5/4. 6.7г/12. 7.14/7г2. 

8. 7г2/16 + In \/2. 9. 1п(20/3). 10. (тг̂  - 18\/3 + 36)/36. 

8.2. Интегрирование по частям 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить определенный интеграл 

ъ 
/ F{x)g{x) dx. 

а 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Пусть на отрезке [а, Ь] функция ^(х) имеет оче
видную первообразную G(x), а F{x) — дифференцируемая функция, 
причем ее производная / (х) == F'{x) является более простой функ
цией, чем F[x). Тогда применяем формулу интегрирования по час
тям 

ъ ь 
I F{x)g{x) dx = F{x)G{x) \\- j f{x)G{x) dx. 

a a 

Если метод избран удачно, то интеграл в правой части этого ра
венства оказывается табличным или известным образом сводится к 
табличному, например повторным интегрированием по частям. 
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ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ определенный интеграл 

2 

/ ^ 
х1п^ xdx. 

1 

РЕШЕНИЕ. 

1. Представим подынтегральное выражение в виде произведения 
двух функций F{x)g{x)^ где д{х) имеет очевидную первообразную 
G(a:), а F{x) — дифференцируемая функция, причем ее производная 
f{x) = F'{x) является более простой функцией, чем F{x). 

В данном случае 

F{x)=ln'^x, д{х)=х, С(ж) = —, /(х) = F'(x) = 21пх • - . 

2. Применяем формулу интегрирования по частям 

2 о 2 2 

х1п^ xdx = — In^ Ж — / — • 2 In X • — б?ж = 2 In^ 2 — / ж In ж dx. 
2 1 У 2 X J 

1 1 1 

3. Последний интеграл не является табличным, но к нему можно 
повторно применить формулу интегрирования по частям: 

2 . .о 2 
2 Г . 2 , ^ 

4 
/• х^ Г Гх^ 1 

J 2 \^ J 2 X 
3 

= 21п2- -7 . 
1 4 

2 

Ответ. / xln^xcia:^ 2 1 n ^ 2 - 2 1 n 2 - f - . I-
Условия ЗАДАЧ. Вычислить определенные интегралы. 

1 1 

1. fxe-''dx. 2. [ xdiTctgxdx. 
о о 
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2 27Г 

3. / Inxdx. 4. / x^cosxdx. 

. / . . . . .,/„.... 
1 о 

е 7г/3 

1п^жс/ж. 8. / :r-dx. 
J cos^ X 

1 о 
7г е ' 

9. e^cos^xdx. 10. / cos In ж do:, 
о 1 

Ответы. 1. ( е - 2 ) / е . 2. (тг - 2)/4. 3. 21п2-1 . 4. 47г. 5 .7г/6- \ /3+1. 

6. 7г2/4 - 2. 7. е - 2. 8. 27г/3 - In tg(57r/12). 9. 3(е^ - 1)/5. 

10. (е^/2 - 1)/2. 

8.3. Интегрирование выражений 
J?(sinx,cosx) 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить определенный интеграл 
b 

/ i?(sina:,cosx) dx, 

где R — рациональная функция двух переменных. 
ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Если а и b таковы, что функция tg {х/2) определена на [а, 6], то 

с помощью подстановки 
X 

интегралы от функций Я (sin ж, cos ж) приводятся к интегралам от ра
циональных функций новой переменной t. Действительно, подставляя 
в подынтегральное выражение 
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получаем 

/ 2t 1 —1'^\ 2 
i?(sin X, cos x)dx — R\ •- r , — ] dt — Ri (t) dt. 

^ ^ \ 1 + ^ l + ^V 1 + ^ 
Подстановка t = tg(x/2) называется универсальной. 

2. Находим новые пределы интегрирования 

а _ Ь 
« = t g - , i8 = t g - . 

3. Применяем формулу замены переменной в определенном интег
рале 

/

г [21 1 — t^\ 2 
R{smx,cosx)dx = J RyYTl^'TTt^j ТТ^"^^' 

a a 

4. Вычисляем первообразную рациональной функции t и приме
няем формулу Ньютона-Лейбница. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ подынтегральная функция имеет специальный 
вид, то лучше применить подстановки, требующие меньших вычис
лений: 

а) если- i?(sina;,cosx) = i?i(sina:,cos^ х) cosx, то применяем под
становку t = sin ж. Действительно, подынтегральное выражение при
обретает вид 

Ri (sin ж, cos^ х) cos xdx = Ri (t, 1 —t^) dt; 

б) если R{sm x, cos x) — R2 (sin ж, cos x) sin x, то применяем подста
новку t ~ cos Ж. Действительно, подынтегральное выражение приоб
ретает вид 

Дз(sin^ X, cos х) sin xdx = —R2 (1 — t^, t) dt; 

в) если i^(sinx,cosa:) = i^3(tgx), то применяем подстановку 
t = tgx (при условии, что функция tgx определена на [а, 6]). Дей
ствительно, подынтегральное выражение приобретает вид 

Rs{tgx)dx = R3{t)Y:^dt. 
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ПРИМЕР 1. Вычислить определенный интеграл 

7г/2 

/

sinx 
ах. 

2 -h sin X 

РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку функция tg (ж/2) определена на [0,7г/2], сделаем под

становку 
X 

t = tg-. 
Подставляя в подынтегральное выражение 

2t , 2 , 

получим 

2t 

«-- dx = -^±^^dt = ̂ . ^-L^^^dt. 
2 + sina; „ , 2t 1 + *2 {f^ + t^ l){f^ + 1) 

2. Находим новые пределы интегрирования 

f(o) = o, t{l) = i-
3. Применяем формулу замены переменной в определенном интег

рале 
7г/2 1 

г sin ж . _ f 2^ ,. 
J 2 + s inx ' ' ' ' "~y (^2+^ + 1)(^2 + 1)^^-
о о 

4. Вычисляем первообразную рациональной функции t и применя
ем формулу Ньютона-Лейбница 

1 

/ 
2t , ^ Г 4 2t + l 

о 
dt — 2 arctg t о v^"^*^-V3 

7Г 27Г 

О 2 Зл/3* 

7Г/2 
_ , s i n ж , 7Г 27Г 
Ответ. / : dx = •-' I 2 + sina: 2 З ^ З ' 

о 
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ПРИМЕР 2. Вычислить определенный интеграл 

arccos(l/\/6) 

/ 
3 t g 2 x - l , 
— 9 — ах. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Так как подынтегральная функция имеет вид R{tg х) и функция 

tgx определена на [0,arccos(l/\/6)], сделаем подстановку tgx = t. 
Подставляя в подынтегральное выражение 

dt 
tg ж = t, ах = 

1 + ^2' 

получаем рациональную функцию t: 

3 t g 2 x - l , 3 ^ 2 - 1 1 , 
—о ах = —г — at. 
tg2x + 5 t2-h5 1+^2 

2. Находим новые пределы интегрирования: 

tg(0) = 0, tg I arccos —j= j = У/Б. 

3. Применяем формулу замены переменной в определенном интег
рале: 

arccos(l/\/6) л/5 

J tg2a: + 5 J t^ + Ь l + t2 
0 0 

4. Вычисляем первообразную рациональной функции t и применя
ем формулу Ньютона-Лейбница: 

v/5 

/ 
3 ^ 2 - 1 1 , 

dt = — arctgt 2̂ + 5 1 + 2̂ 
о 

^ 4 t 
И—^arctg-

о 

ч/5 

V5 ^ ч/5 

Ответ. / ^ ^ C ^ ^ . . = - ; = - a r c t g ^ / 5 . 

= —^ - arctg VE. 
о v 5 

arccos(l/\/6) 
^2^ 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить определенные интегралы. 

7г/2 7г/2 

1. / (]^х. 2. / dx. 
J 5 -h 4 sin а: + 3 cos x J 3-f5sina:-f3 cos x 
0 0 

7Г/2 7Г/2 
f cos^ X , ^ /" cos ж 

3. / —5 аж. 4. / аж. 
J sin''a:-h sin X J 3 + cosa: 

7Г/6 n/3 

7Г/2 7Г/2 

5. / ^ - i , dx . 6. / ^ d x . 
У sina:(l+ cosx) J sin^a; 

тг/З 7г/4 

тг/З 7г/4 

7. / i ± ^ d x . 8. / 
J sm 2x У 4cos2x-2s in2x + sin2x 

7Г/4 0 

7Г/4 7Г/4 

2 sin Ж + 3 cos X 
sin^ ж cos X -\-9 cos^ ж 

0 0 

dx. 

9. / 7 - d x . 10. / —о г-^2: . 
J 5 + cos^ X у 

1 1 8 1 \/2 \/2 \/б 
Ответы. 1. - . 2. - I n - . 3. I n 2 - - . 4. arctg-^ ^ a r c t g — . 

Ь.\ + \ЫЪ. 6 . 1 . 7 . 1 ( V ^ - l + lnV3). 8 . 1 . 9 . - i = a r c t g y | . 

10. In— + a rc tg - . 

8.4. Интегрирование выражений 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить определенный интеграл 

b 

/ sin^'^x cos^"'xdx, 
а 

где т и п — нат,уральные числа. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. Применяем формулы понижения степени 

1 1 1 
sin^ а; = - ( 1 — cos2a;), cos^x = - ( 1 + cos2x), sin ж cos ж = - s i n 2а; 

A Zt £i 

ДО тех пор, пока не придем к табличным интегралам или к интегра
лам, которые известным образом сводятся к табличным. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Полезно иметь в виду, что 

27Г 27Г 

/ sin/cxdx = 0, / COS kxdx = 0 {к EN). 
о о 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ определенный интеграл 

27Г 

/ sin^ Зх cos^ Зх dx. 
о 

РЕШЕНИЕ. Применяя формулы понижения степени, имеем 

27Г 27Г 

/ sin'* Зх cos"* Зх dx = 2~^ / (2 sin Зх cos Зх)"* dx = 
о о 

27Г 27Г 

- 4 / о^г,4^^ 1^ _ 0 - 6 / / = 2"^ у sin^ бх dx = 2-^ [{1 - cos 12х)^ dx 
о о 
27Г 27Г 27Г 

= 2~^ / с?х - 2~^ / cos 12х dx + 2"^ / cos^ 12х dx = 
0 0 о 

27Г 

о 
27Г 27Г 

==:2-̂ 7г + 2-^ f dx + 2r-'^ /^cos24xdx = 2-^7r + 2-^7r = ^ . 

27Г 

/

Зтг 
sin^ Зх cos"* Зх dx = —7. 

64 
о 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить определенные интегралы. 

1. / 2^ sin^ X cos^ X dx. 2. / 2^ sin^ x cos^ x dx. 
0 0 

7Г 7Г/2 

3. / sin^ - cos^ - dx. 4. / 2^ cos^ ж dx. 
У 4 4 У 
о о 
7г/2 7г/2 

5. / 2^ sin^ X dx. 6. / 2^ sin^ х cos^ ж dx. 
о о 
7г/2 7г/2 

8. 1 sm^'^xdx. 7. / sin^ X cos^ х dx. 8. / si 
о о 
7г/2 7г/2 

9. / c o s - . . . . 10./si»-xcos-x.x. 
О О 

Ответы. 1. 7Г. 2. 7г. 3. тг. 4. бтг. 5. бтг. 6. Зтг. 7. тг. 

( 2п -1 ) ! ! 7г ( 2 т - 1 ) ! ! тг (2гг-1)!! ( 2 т - 1 ) ! ! тг 
(2п)!! 2* (2т)!! 2* (2n + 2m)!! 2 ' 

8.5. Интегрирование выражений 

щ^'^Ш' i ax+b а ax±b 
cx-hd' Y cx-\-d' 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислит^ъ определенный интеграл 

а 

где R — рациональная функция и p,q^... — нат,уральные числа. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. С помощью подстановки 

ах -\-Ь 
сх -\- d = < " , 

где п — общий знаменатель дробей 1/р, 1/д,..., приходим к интегра
лам от рациональных функций. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ определенный интеграл 

2 

/ 
4V2 -х- VT+x 

• ах. ( V x T 2 + 4:у/2-х){х + 2)2 
о 

РЕШЕНИЕ. 
1. Чтобы сделать подстановку, приводящую к интегралу от ра

циональной функции, нужно преобразовать подынтегральную функ
цию так, чтобы она содержала корни любой степени, но из о д н о г о 
и т о г о ж е выражения вида ^^ ^j • Поэтому преобразуем подынтег

ральное выражение, выделяя W л , ;~ : i^-
J'-' 

2. Применяем подстановку = t : 
2 -h ж 

4 8̂  

Делая замену переменной в определенном интеграле, получаем 

Jl^-i f '^V2T^-^ ^̂  /-4^-1(^^ + 1 ) 7 Bl\ 
J ( [2^\, . „ У 4f + l 16 1, (f2 + l)2J 

dt. 

^+^^/2Т^И^ + 2)̂  
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Вычисляем первообразную рациональной функции и применяем фор
мулу Ньютона-Лейбница: 

J At + l 4 
+ - l n l 4 t + l | 

lb 
In 5 
Тб"* 

Ответ 
• / 

4V2 - ж - V2 4- X _ In 5 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить определенные интегралы. 

9 

dx. 

dx. 

л/х — 1 — \/а;+ 1 ГУх-1 
J v^"=n: 5. / , , da;. 6 

2 

. / \ 
J V^m+y/{x+l)^ 

0 

dx. 

f : ( l + ^ 

2 63 

, | . ^ ^ . 8 . / - б-ч/^ТТ+ \/5TT 
V(x + 1)3 _ 7(^ + 1) _ 6 4/(x + l)3 

29 

У ( ^ ^ ^ 
з+У(х^^ 

dx. 10 
4\/2 - ж - V3x - 2 

( V 3 x ^ ^ + 4 V 2 - i ) ( 3 x - 2)2 

dx. 

dx. 

Ответы. 1. 7 4-2 In 2. 2. тг/б. 3. 2 - I n 2. 4. 3 ( v ^ - l ) / 8 . 

5. [ \ / 2 - l - l n ( l + \/2)]/2. 6. 9 /2-37r /2 + 6arctg2. 7. ln(2 + \/3)/2. 

8. ln(16/81). 9. 8 + 3\/32 7г/2. 10. In5/16. 
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8.6. Интегрирование выражений 
R{x, (а^ ± х^/^) и R{x, {х^ ̂  а^)!/^) 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить определенные интегралы вида: 
/3 

а) / R{xy \Jо? — ж )̂ dx\ 
а 

/3 

б) f R{x,Va^ + x^)dx; 
а 

в) / R{x, v ж̂  — а^) dx] 

а 
где R — рациональная функция. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Чтобы избавиться от радикала, используем тригонометричес

кие или гиперболические подстановки: 
а) X = asint или х = atht] 

б) X = atgt или X = asht; 

в) х = или X = adit. 
cost 

2. Применив формулу замены переменной в определенном интег
рале, получим интегралы вида 

/ Ri{sint^ COSt)dt или / Ri{sht, ch.t) dt. 
ti tx 

3. Вычисляем полученные интегралы с помощью известных под
становок или методом понижения степени. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ определенный интеграл 
3/2 
С х^ 
I . dx. 

о 
РЕШЕНИЕ. 
1. Чтобы избавиться от радикала, используем подстановку 
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а: = 3sint. Тогда 

dx = 3 cos t dt^ t{0) = arcsin 0 = 0, м о I = arcsin - = 7-
V 2 / 2 6 

и y/9 — x^= |3cost| = 3cost, поскольку cos^ > 0 при t G [0,7г/б]. 

2. Сделаем замену переменной в определенном интеграле: 
3 /2 7г/6 7г/6 
/ х2 ^ /* 9 ( s i n t ) 2 - 3 C 0 S t ^^ п /" . 2 . ^ . 
/ , dx= \ ^ ==- dt = 9 sm^ ^ d .̂ 

У л / 9 ^ ^ ^ У л /9 -9 (8т^)2 У 
о о ^ о 

3. Применяя формулы понижения степени, получим 
7г/6 7г/6 7г/6 

9 / sin^ tdt = - / (1 - cos2t) dt = -тг - - / cos2tdt = 
0 0 о 

3 9 . ^ Г̂ ^ 3 9\/3 
= ~7Г Sin 2t = -7Г . 

4 4 lo 4 8 
3/2 

Ответ. / , dx = -7г — '• / т г 4 8 
о 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить определенные интегралы. 
1 3 

L. jy^T^^dx. 2. I х'^у/\ 

X 
1 1 

1/2 о ^ ' ' 
3 , 5 

у/(9-х2)з 

da:. 

J х^ J x^Vx^^ 
1 3 

J x^ J x-hVl^ 

dx. 

x^ 
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7. ———. 8. "ТТ. 9. hln •=. 1 0 . - . 
45 45 3 l - f \ / 2 4 

8.7. Вычисление площадей 
в декартовых координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить площадь области, ограничен
ной графиками функций у = fi[x) и у = /2{х) {fi{x) > /2(2:) или 
f\{x) ^ /2(2^) дл^ всех точек области) и, возмооюно, прямыми х = а 
и X = Ь. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ область D задана системой неравенств 

{ а < ж < 6, 

то площадь области D вычисляется по формуле 

SD= 1 {v{x) - и{х)) dx. (1) 
J а 

Если неравенства, определяющие область D, неизвестны, т.е. не
известны а и 6 и неизвестно, какая из функций f\(x) и /2(3:) больше 
другой на (а, 6), то выполняем следующие операции. 

1. Находим а и 6 как абсциссы точек пересечения графиков функ
ций f\{x) и /2(2:), т.е. решаем уравнение 

/ i(x) = /2(a:). 

2. Исследуем знак разности fi{x) — /2(2^) на [а,6]. Для этого до
статочно вычислить значение / i(x) — /2(2:) в какой-нибудь точке из 
(а,6). Если оно положительно, то f\{x) > /2(2^) и, следовательно, 
и{х) = /2{х) и v{x) = fi{x). Если оно отрицательно, то fi{x) < /2(2^) 
и, следовательно, и{х) = / i(x) и г;(х) = /2(2:). 

3. Применяем формулу (1) и находим SD-

Записываем ответ, не забывая о размерности. 
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ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ площадь области, ограниченной графиками 
функций 

2/ = х^ - 4ж + 3, у = -х^ + 2х + 3. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Находим абсциссы а и 6 точек пересечения графиков. Для этого 

решаем уравнение 

ж̂  - 4ж + 3 = -ж^ + 2а: + 3. 

Получаем а = О, 6 = 3. 
2. Исследуем знак функции ^р = ж̂  — 4а; + 3 — (—ж̂  + 2х + 3) на 

отрезке [а, Ь] = [0,3]. Для этого придадим х любое значение из (0,3), 
например х = 1. Получаем, что < (̂1) = —4. Следовательно, ср < О при 
X G (0,3). Поэтому ж̂  - 4ж 4- 3 < -х"^ + 2а; + 3 при х G [О, 3] и область 
D определяется системой неравенств 

О < X < 3, 
а;2 - 4а; + 3 < 2/ < -х'^ + 2х + 3. 

3. Применяем формулу (1) при v{x) = —х̂  + 2х + 3, и{х) = 
= х^ - 4ж -f 3, а = О и 6 = 3: 

/»3 /»3 

SD= ( -Ж^ + 2Х + 3 - Х^ + 4Х - 3) dx = / (-2x2 + 6х) dx = 9. 
Jo Jo 

Ответ. 5 = 9 (ед. длины)^. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить площади областещ ограниченных 
графиками заданных функций. 

1. ?/ = 32 - х^, у = -4х . 

2. ?/ = ЗУх, у = 3/х, X = 4. 

3. X = 5 - 2/2, X = -4 t / . 

4. 2/ = \/е^ - 1, 2/= О, х = 1п4. 

5. 2/ = sinx, t/ = cosx, х = 0 (х > 0). 

6. у — л/х, у = 1/х, X = 16. 
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7. X = 27 - ?/2, х = -6у, 

8. y = smx, 2/ = cos ж, ж = 0 (ж < 0). 

9. у = V9 ~ х^, 2/ = О, ж = О, X = 3/2. 

10. у = 2/ж, y = 5e^ г/= 2, г/= 5. 

Ответы. 1.288. 2. 14 -31п4 . 3.36. 4. (6\/3 - 27г)/3. 5. \ / 2 - 1 . 

6. 42 ~ In 16. 7.288. 8. l + V^. 9. (37г+V3)/4. 10.3. 

8.8. Вычисление длин дуг у = f[x) 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить длину кривой^ заданной урав

нением 

У = f{x) 

и ограниченной точками с абсциссами х = а и х = Ь. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Длина I кусочно гладкой кривой у = /(ж), огра
ниченной точками с абсциссами ж = а и а; = 6, равна 

о 

j^flTWfdx. (1) 

1. Находим у' = / ' (х ) . 
2. Вычисляем дифференциал длины дуги 

dl = ^Jl^{y'Ydx, 

3. Находим длину дуги, вычисляя определенный интеграл (1). 
Залисываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР. Вычислить длину дуги кривой 

У = -z , 0 < a ; < 3 . 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Дифференцируя уравнение кривой, получим 

У = = - s h x . 

2. Вычисляем дифференциал длины дуги: 

dl = л/l + (у')^ dx = V 1 + sh^xdx = chxdx. 

3. Находим длину дуги, вычисляя определенный интеграл (1): 

/о 

Ответ. Z = sh3 ед. длины. 

-f 
Jo 

1= I chxdx = SYIXIQ = shS. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить длины дуг заданных кривых. 

1. у = ]пх, 2\/2<а:<2\/б. 

2. 2/ = In cos ж, О < а: < 7г/б. 

3. 2/ = е^, 1п\/3 < а: <1п\ /8 . 

4. г/= In sin ж, 7г/3 < ж < 7г/2. 

5. 2/ = 2v^, 1/3 < ж < 1/8. 

6. у = chx, О < а; < 1. 

7. у = х^/2, 0 < х < 1 . 

8. у = 1-1пх, \/3<x<VS. 

9. у = 1- сЬж, 0 < а:< 3. 

10. у = y/l — x^ + arcsina:, О < х < 1/2. 

2 1пЗ 1 3 1пЗ , 3 
Ответы. 1. 2 + 1п-7=. 2 . - — . 3.1 + - I n - . 4 . - — . 5. 2 + I n - . 

^Д 2 2 2 2 2 

e . s h l . r , ^ + Hl + V2) 8.1 + i b ^ . 9.sh3. 10.2(v/3-v/2). 
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8.9. Вычисление длин дуг х = x{t)^ у = y{t) 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить длину дуги кривощ заданной 
параметрически 

I а; = Ф)^ a<t<e 
\y = y{t), " ^ * ^ ^ -

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ кривая задана уравнениями в параметри
ческой форме 

"̂  " ''(*^' a<t<e 

где X = x{t) и у = y{t) — кусочно-гладкие функции, то длина / дуги 
кривой определяется формулой 

1^ j VWTWdt. (1) 
а 

где а и /3 — значения параметра, соответствующие граничным точ
кам дуги. 

1. Находим x[vLy[. 
2. Вычисляем дифференциал длины дуги 

dl = ^/ШTШdt. 
3. Находим длину дуги, вычисляя определенный интеграл (1). 
Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР. Вычислить длину дуги кривой, заданной параметри
чески 

Г x = {t^ -2)smt^-2tcost, 
I 2/ = ( 2 - t 2 ) c o s t + 2tsint, 

, 2 4 - - - . . п. _..__. 0 < t < 7 r . 

РЕШЕНИЕ. 

1. Находим х[ и у[ : 

х[ = t^ cos t, у[ = t^ sin t. 

2. Вычисляем дифференциал длины дуги: 

dl = y/{x[)'^-j-{y[)^dt = \/t^cosH + t^^4;dt = t'^ dt. 
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3. Находим длину дуги, вычисляя определенный интеграл (1): 

тг 

rdt= — 
7Г 

У 

Ответ. / = 7г^/3 ед. длины. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить длины дуг заданных кривых. 

1. 

2. 

X = t — Sint, 
у = 1 — cost, 

X = 2 cos t, 
у = 2sint, 

= cos^ t, 

0 < t < 27Г. 

0 < t < 7г/3. 

sin^ t, 

4. 

5. 

6. 

0 < t < 7Г 

= 2 cost — cos2t, 
2 sin t — sin 2t {^ 

I У 
j X = e*cost, 
(̂  у = e*sint, 
j X = e*sint, 
I 2/ = e*cost. 

0 < t < 27Г. 

0 < t < 1. 

0 < t < 7Г. 

X = 3cost, 
у = 3sint, 

9. 

10. 

0<t< 7г/6. 

X = cos t - f t sin t, n / ^ / /o 

0 < t < 7г/3. 

0 < t < 7г/6. 

7Г < t < 7г/2. 

у = sint — tcost, 

X = 4cos^t, 
2/ = 4sin^t, 

X = 2(t — sint), 
у = 2(1 - cost). 

Ответы. 1.8. 2. 27Г/3. 3 .3. 4.16. 5. \ / 2 ( e - l ) . 6. \ / 2 ( e ^ - l ) . 

7. 7г/2. 8. TTVIS. 9. 3. 10. 8 - 4\/2. 
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8.10- Вычисление длин дуг д = д{(р) 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить длину дуги кривой, заданной 

уравнением в полярных координатах 

д = д{^), а<(р<(3. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
Если кусочно гладкая кривая задана уравнением в полярных коор

динатах д = д{(р), то длина дуги равна 

1 = JVQi^y + Q'i^yd^, (1) 
а 

где а и /3 — значения (р, соответствующие граничным точкам дуги. 
1. Находим д'{'^)> 
2. Вычисляем дифференциал длины дуги 

3. Находим длину дуги, вычисляя определенный интеграл (1). 
Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением в 
полярных координатам: 

g = Qsm(p, О < (р <7г/3. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Находим д'{(р)'. 

д'[(р) = 6cos<^. 

2. Вычисляем дифференциал длины дуги: 

dl = \^д{(рУ + д'{^У dip = у 36sin^ (̂  + 36cos^ (pd^p = дdip. 

3. Находим длину дуги, вычисляя определенный интеграл (1): 

7Г/3 

О 

Ответ. I = 27Г ед. длины. 

/ = f 6dip= 6ip\l^^ =27Г. 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить длины дуг заданных кривой. 

7Г 

1. g = ip^ 0<(р<1. 2. g = cosip, О < (/? < —. 
7Г 

3. д = 2sirnp, -^ <^ <'^- 4. ^ = 1 — cos (̂ , О < (̂  < тг. 

5. g = l-Vcosip, 0 < ( ^ < 7 г . 6. ^ = 6^^, О < v? < 27Г. 
7. ^ = l + sin(^, - 7 :<<^<7Г- -̂ ^ = 1 ~ sin(^, 77 — ^ - "7Г-

7Г 7Г 

9. ^ = 3sin(/?, О < V? < •-. 10. ^ = 3cosv?, О < v? < —. 

2 - ^ - 2 ^ ^ ' 2 - ^ - 2 
•-. 10. д = 3cos(/?, О < v? < —. 
6 о 

Ответы. 1. [\/2 4-ln(l-f \/2)]/2. 2. 7г/2. 3. тг. 4. 2. 5. 2. 

6. V5(e^ ' ' -1 ) /2 . 7. 2. 8. 2. 9. 7г/2. 10. тг. 

8.11, Вычисление объемов 
по площадям поперечных сечений 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить объем тела, если известны 
площади его поперечных сечений. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ S = S{X) — площадь сечения тела плос
костью, перпендикулярной к оси ОХ и пересекающей ее в точке с 
абсциссой ж, то объем части тела, заключенной между плоскостями 
X = Xi и X = а:2, определяется формулой 

V = I S{x)dx. (1) 
XI 

1. Находим S{x). 
2. Подставляем S{x) в формулу (1) и вычисляем определенный 

интеграл. 
Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично решается задача, если известны пло
щади сечений плоскостями, перпендикулярными оси 0Y {S{y)) или 
оси OZ {S{z)). 
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ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ объем тела, ограниченного поверхностями 

РЕШЕНИЕ. ЕСЛИ S = S{z) — площадь сечения тела плоскостью, 
перпендикулярной к оси 0Z и пересекающей ее в точке с аппликатой 
Z, то объем части тела, заключенной между плоскостями z = zi и 
Z = Z2y определяется формулой 

V = f S{z)dz, (2) 
zi 

1. Сечение заданного тела плоскостью 2: = const определяется не
равенством 

— -f— < 1 , 
16 9 - 196' 

т.е. при \z\ < 14 является эллипсом 

196x2 1962/2 
16(196-2:2) 9(196-z2) 

с полуосями 

4V196 - z2 , 3^196" 
а= — , Ь = 

Z 2 

14 ' 14 

Площадь этого эллипса равна 

5 =:7гаЬ= ^ ( 1 9 6 - ^ 2 ) . 

Таким образом, при О < z < 7 

Siz) = ^il96-z'). 
2. Подставляем S{z) в формулу (2) и вычисляем определенный 

интеграл: 
7 

\3 V = ^ /(196 - ^2) dz = 777Г (ед. длины)^ 
о 

Ответ. 777Г (ед. длины) . 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить объемы тел, ограниченных указан
ными поверхностлми. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Z = 4^2 +9г/2, 

Z = 9х'^ + 42/2, 

z = 2x2 + 82/2, 

?у2 2:2 

Ж 9 '2' ^ 

y + 2 / ^ - 3 z 2 = l, 

^2 + ^ _ 2 z 2 = . l , 

^+С- .^ = 1, 

Z = 6. 

z = 6. 

г = 4. 

z = 0, 

z = 0, 

z - O , 

z = 0, 

z==0 , 

z = 2. 

z = 3. 

z = 1. 

z = 1. 

z = 2. 

Ответы. 1. Зтг. 2. Зтг. 3. 27г. 4. 47г. 5. 87г. 6. бтг. 7. бтг. 

8. 427Г. 9. 87Г. 10. 507Г. 

8.12. Вычисление объемов тел вращения 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить объем тела, образованного 

вращением област,и, ограниченной графиками функций у = /1(3:) и 
у = /2(0;) и, возмоэюно, прямыми X = а и х = Ь, вокруг оси ОХ. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Объем тела, образованного вращением области, 
ограниченной кривыми у = и{х) и у = v{x) и прямыми х = а, х = Ь, 
где и{х) < v{x), т.е. области, определяемой системой неравенств 

Г а < ж < 6, 
1 и{х) <у < v{x), 
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вычисляется по формуле 

У = 7г [ (t;(x)2 - и{х)^) dx. (1) 

1. Определяем область D. Если неравенства, определяюпще об
ласть Z), неизвестны, т.е. неизвестны а и b и/или неизвестно, какая 
из функций fi{x) и f2{x) больше другой на отрезке [а,6], то выпол
няем следующие операции. 

а) находим а и b как абсциссы точек пересечения графиков функ
ций fi{x) и /2(2:), т.е. решаем уравнение 

fi{x) = /2 (ж); 

б) исследуем знак разности fi{x) — /2(3:) на [а, Ь]. Для этого доста
точно вычислить значение fi{x) — f2{x) в какой-нибудь точке из (а, Ь). 
Если оно положительно, то fi{x) > /2(2^) и, следовательно, и{х) = 
= /2(3:) и v{x) = fi{x). Если оно отрицательно, то /i(a;) < /2(2:) и, 
следовательно, и{х) = fi{x) и v{x) = /2(2^)-

2. Вычисляем объем по формуле (1). 
Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично решается задача, если тело образовано 
вращением области вокруг оси О У или оси 0Z. 

ПРИМЕР. Вычислить объем тела, образованного вращением об
ласти, ограниченной графиками функций 

у = х^ у = \/ж, 

вокруг оси ох. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Определяем область D : 
а) находим абсциссы аиЬ точек пересечения графиков. Для этого 

решаем уравнение 
х^ = у/х. 

Получаем 
а = О, 6 = 1; 

б) на отрезке [0,1] -Jx > х^. Следовательно, и{х)=х^ и у{х) = л/х. 
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2. Вычисляем объем по формуле (1): 

У = 7Г / [ (V^)2 - [x^f] dx = 7T f {х- X^) dx = 
Jo Jo 

бтг 
Ti' 

Ответ. 57г/14 (ед. длины) . 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить объемы теЛу образованных враще
нием вокруг оси ОХ областей, ограниченных графиками заданных 
функций. 

1. 

3. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

2/ = -а:2 + 1, 

2/ = х2, 

у = cos ж, 

у = sin^ ж, 

2/ = е^, 

у = \пх, 
2 
X 

у = cos^ X, 

2/ = 0. 

У = у/Х. 

у = sin ж, 

2/ = 0, 

2/ = 1, 

у = о, 

2/ = 1, 

2/ = 0 

2. ?/ = sin (7гж/2), у = X. 

4. у = a:̂ , ?/ = 2а;. 

ж = 0 (0 < ж < 7г/4). 

а; = 7г/2 ( 0 < ж < 7 г / 2 ) . 

а:=:1. 

а: = е. 

а; = 1. 

(-7г/2 < X < 7г/2). 

Ответы. 1. 1б7г/15. 2. (бтг̂  - 48)/(б7г). 3. Зтг/Ю. 4. 1б7г/15. 

5. 7г2/4 - 1/2. 6. 37rVl6. 7. 7г(е2 - 4е + 5)/2. 8. 7г(е - 2). 

9. 7г(3-41п2). 10. 37г78. 



Г л а в а 9 
КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

При изучении темы КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ вы по
знакомитесь с понятиями криволинейных интегралов первого рода 
(по длине дуги) и второго рода (по координатам) от функций двух и 
трех переменных и научитесь вычислять их вдоль различных плоских 
и пространственных кривых, заданных параметрически, в декарто
вых и в полярных координатах, приводя криволинейные интегралы к 
определенным. 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить про
изводные функций, задающих кривую, решить системы уравнений, 
определяющие граничные значения параметра, вычислить получен
ные вами определенные интегралы и проверить правильность полу
ченных вами результатов. 

9.1. Криволинейные интегралы 
первого рода 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить криволинейный интеграл 

/ f{x,y,z)dl, 
L 

где L — часть гладкой кривощ заданной параметрически 

X = a:(t), 
y = y{t), ti<t<t2, 
z = z{t), 

и dl — дифференциал длины дуги. 



9.1. Криволинейные интегралы первого рода 203 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Криволинейный интеграл первого рода по кри
вой L определяется формулой 

j f{x,y,z)dl = j f{x{t),y{t),z{t))^x'{tY + y'{tY-\-z'{tYdt. (1) 

Подчеркнем, что криволинейный интеграл первого рода не зависит 
от направления обхода кривой и всегда t\ <t2-

1. Вычисляем x'{t), y'{t), z'(t) и dl = y/x'{t)'^ + y'{ty + z'{t)^ dt 

2. Вычисляем криволинейный интеграл по формуле (1) и записы
ваем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если граничные точки кривой L M{xi,yi,zi) и 
^{х2^У2, Z2) заданы в декартовых координатах, то ti и ̂ 2 определяем, 
решая системы уравнений 

xi =x(ti), ( Х2 =x{t2), 
yi = y{ti), I 2/2 = 2/(^2), 
zi = ziti); [ Z2 = 2(^2). 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если кривая задана как линия пересечения двух 
поверхностей: 

Г Fi(x ,2/ ,z)=0, 
\ F2{x,y,z) = 0, 

то ее необходимо параметризовать. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Если плоская кривая задана уравнением у = у{х) 
(а < ж < 6), то дифференциал длины дуги равен dl = yjl -h y'{xY dx 
и формула (1) имеет вид 

ь 
I / (х , y)dl = I / (х , у{х)) VI + У\х)^ dx. (Г) 
L о 

Если плоская кривая задана в полярных координатах {х = gcostp, 
у = QsiiKf) уравнением д = д{(р) {а < (р <Ь)^то дифференциал длины 
дуги равен 

dl = ^g{ip)''-{-g'{ipydip. 
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и формула (1) имеет вид 

ъ 
1 f{x,y)dl= / f{g{^) cos V?, д{(р) sin (р) у/д{(р)'^ + Q'{(р^ dip. {I") 

ПРИМЕР 1. Вычислить криволинейный интеграл 

/ 
Z2 

х^ + у̂  
L 

dl, 

где L — первый виток винтовой линии 

X = cost, 
y = smt, 0 < t < 2 7 r . 
z = t, 

РЕШЕНИЕ. 

1. Вычисляем: x'{t) = - s i n t , y'{t) = cost, z'{t) = 1, d/ = y/2dt и 

2. Подставляем эти результаты в формулу (1) и вычисляем опре
деленный интеграл: 

27Г _ 
2 Г _ 8V27r3 

Ответ. / - ^ - — - dl = 
J х^ Л-у^ 

L о 

8\/27гЗ 

L 

ПРИМЕР 2. Вычислить криволинейный интеграл 

{x~y)dl, 
L 

где L — отрезок прямой от точки Л(0,0) до точки Б(4,3). 
РЕШЕНИЕ. 
1. В данном случае уравнение прямой есть у = Зж/4 (О < ж < 4) 

и, следовательно, у'{х) = 3/4 и dl = 5/4 cZt. 
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2. Подставляем эти результаты в формулу (1') и вычисляем опре
деленный интеграл: 

1 {x-y)dl= I (х- -жj 1^^=2' 
L О 

Ответ. {х - y)dl = -. 
L 

ПРИМЕР 3. Вычислить криволинейный интеграл 

Г у 
/ arctg — dl, 

J X 
L 

где L — часть спирали Архимеда Q — ^ (О < v̂  < 7г/2). 

РЕШЕНИЕ. 

1. Вычисляем: ^'(^^) = 1, d/ = д/(/р2 -\r\d(p и f{x,y) = (/?, так как 
arctg (tg (р) = (f при О < ip < 7г/2. 

2. Подставляем эти результаты в формулу (1") и вычисляем опре
деленный интеграл: 

farctg^dl= / " ^ V ^ 2 + l d ^ = i(¥>2 +1)3/2 
24 

/ 

У ^ , (7г2 + 4 ) 3 / 2 - 8 
Ответ. / a r c tg -d / 

J X 24 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить криволинейные интегралы. 

ч 1. / 2/^(i/, I/ — часть кривой х = t — sint, у = 1 — cost 

(О < t < 27г) (ар?са циклоиды). 

2. zdl^ L — часть кривой х = tcost, у = tsint , z = t 
L 

(О < t < 7г) {первый виток конической винт,овой линии). 
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3. / (ж^ + 2/^4- z^) dl^ L — часть кривой х = cost, у = sint, 

Z ~ 2t {О < t < тт) [первый виток винтовой линии). 

A.j^ydl, L - паст, приео, . = t, у = f 12, г = t^Z 
L 

{0<t< 1). 

5. / y/ydl^ L — часть параболы у — х^ от точки А(0,0) до 
L 

точки Б(2,4). 

6. xdl, L — отрезок прямой от точки Л(1,0) до точки 

B{Q,2Y 

7. {х -\- у) dl^ L — граница треугольника с вершинами (0,0), 

(1,0)4о,1). 

8. / л/хМ-^б?/ , L — окруэюностъ х'^ -\- у"^ = 2х. 
L 

9 
L 

10. / \у\ dl, L — лемниската Бернулли д = ^/cos2(p. 
L 

, 64 „ (2 + 7г2)3/2 _ 2\/2 , 27гч/5(3 + 1б7г2) 
Ответы. 1. - . 2. ^ . 3. . 

. . ^ ( 3 V 3 - i . i b i l M ) . 5 . > - - i ) . e . f . r . i . V 2 . 

8. 8. 9. —. 10.2(2-72) . 
О 
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9.2. Криволинейные интегралы 
второго рода 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить криволинейный интеграл 

/ Р(ж, 2/, z) dx + Q(x, 2/, z) dy + R{x, y, z) dz 
L 

где L — часть гладкой кривой, заданной параметрически 

X = x{t), 
у = y{t), ti<t< ^2, 
z = z{t). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Криволинейный интеграл второго рода по кри
вой L определяется формулой 

/ Р(ж, г/, z) dx -Ь Q{x, у, z) dy + R{x, у, z) dz = 

(1) 
j[P{x{t)^),z{t))x\t)^-Q{x[t)^),z{t))y\t) + R^ 
ti 

1. Вычисляем x'{t), y'{t) и z'[t). 

2. Вычисляем криволинейный интеграл по формуле (1) и записы
ваем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если граничные точки кривой L M{xi,yi,zi) и 
^{х2,2/2, ^2) заданы в декартовых координатах, то ti и 2̂ определяем, 
решая системы уравнений 

XI = x ( t i ) , ( Х2 =x{t2), 
2/1 = y{ti), I У2= 2/(^2), 
Zl = Z{ti)] [ Z2 =z{t2). 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если кривая задана как линия пересечения двух 
поверхностей: 

Г Fi(a:,2/,z) = 0, 
\ F2{x,y,z)=0, 

то ее необходимо параметризовать. 
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ПРИМЕР 1. Вычислить криволинейный интеграл 

Г у 
/ - dx — Зх dy -\- X dz 3 

L 

ПО части кривой L, заданной параметрически 

X = 2 cos t, 
y = 2smt, 0 < t < ~ , 
z = 1-2cost-2smt. 

РЕШЕНИЕ. 

1. Вычисляем: x'{t) = —2sinf, y'{t) = 2costH z\t) = 2s in t -2cos 1 
2. Вычисляем криволинейный интеграл по формуле (1): 

/ — dx — Sxdy + xdz = 
3 

L 

7г/2 

= / ~ s in t ( -2s int ) - 6cost(2cost) 4-2cost(2sint - 2cost) dt = 
0 

/

13 
2//3 dx — 3xdy + xdz = 2 —--тг. 

L 

ПРИМЕР 2. Вычислить криволинейный интеграл 

I {х — y)dx-\- dy -\- zdz 
L 

от точки М(2,0,4) до точки 7V(—2,0,4) {у > 0) по кривой L, образо
ванной пересечением параболоида z = x^ +у'^ и плоскости z = 4, 

РЕШЕНИЕ. В сечении получается окружность 

^2 4- 2/2 = 4, 
2 = 4. 
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Поэтому параметрические уравнения кривой L имеют вид 

X = 2 cos t, 
у = 2sm t, 
z = A. 

1. Вычисляем: x\t) = -2s in t , y'{t) = 2cost и z'{t) = 0. 
Определяем ^i и 2̂ из условий 

2 = 2costi, ( —2 = 2cost2, 
0 = 2sinti , I 0 = 2sint2, 
4 = 4; [ 4 = 4. 

Учитывая, что у > О, получаем ti = О и 2̂ = тг. 
2. Вычисляем криволинейный интеграл по формуле (1): 

тг 

I [х — y)dx-\- dy -\- zdz = / [(2cost - 2sint)(-2sint) + 2cost]c?t = 27г. 
L 0 

Ответ. / {x — y)dx-\- dy -\- zdz = 27Г. 
L 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить криволинейные интегралы. 

1. / ( , ^ - .^) .X + 2уг dy - .^ d., L - паст. .риеоП . = t,y = t^ 
L 

Z = t^ от точки М{0,0,0) до точки N{1,1,1). 

2. (2 — y)dx-\-xdy, L — арка циклоиды х = t — sint, 
L 

: l - c o s t ( 0 < t < 2 7 r ) . 

3. ydx + zdy-\-xdz, L — первый виток винтовой линии 
L 

•- cost, у = sint, z — t. 

4. / ( X 4- y)d. + ( . - y)dy, L - оппжпосгп. (x - 1)^ + ( , - 1 ) - 4 . 
L 

^ f (x -{- y)dx — (x — y)dy _ 9 r> 
5. / -̂̂  :z :: , L — окруэюностъ x^ -\- y^ = 1. 

J x^ Л-у^ 
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6. / (4а: -\- у) dx + {х -\- 4у) dy, L — часть параболы у = х^ от 
L 

точки М(1,1) до точки N{—1,1). 

7. / 2xydx + х^ dy^ L — отрезок прямой от точки М(0,0) до 
L 

точки N{1,1). 

8. у dx -{- X dy -\- {х -{- у -\- z) dz, L — отрезок прямой от точки 
L 

М(2,3,4) до точки N{3,4., Б). 

L 
и плоскости z = 0. 

10. / ydx — xdy + zdz, L — линия пересечения сферы х^+ ?/^+ 2:̂  = 4 
L 

и конуса х^ -\- у^ = 7? (^ ^ 0). 

Ответы. 1. 1/35. 2. -27Г. 3. -тг. 4.0. 5. -27г. 6 . - 2 . 7 .1 . 
8. 33/2. 9. 47Г. 10. - 47Г. 
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Р Я Д Ы 

При изучении темы РЯДЫ вы познакомитесь с понятиями схо
димости, суммы и остатка ряда, научитесь исследовать сходимость 
числовых рядов, применяя теоремы сравнения и различные признаки 
сходимости. Вы познакомитесь с понятиями функционального и сте
пенного рядов, научитесь находить их области сходимости и суммы. 
Вы узнаете, что такое ряд Тейлора, научитесь находить разложения 
функций в ряд Тейлора и применять полученные разложения в при
ближенных вычислениях. 

С помопдью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить пре
делы, выполнить приближенные вычисления и проверить полученные 
вами результаты. 

10.1. Понятие суммы ряда 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти сумму ряда 

О О /L 

у d , 
n=l 

где A,p,q — целые числа. 
ОО 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Суммой ряда Y1 ^п называется предел S после-
п=1 

довательности его частичных сумм {5п}, т.е. 

S - lim 5п, (1) 
П—¥00 

где 5п = «1 + «2 -Ь . . . -f an-
1. По условию задачи 

п^ -\-pn-\- q 
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Если корни знаменателя различаются на целое число, т.е. n'^-\-pn-{-q = 
= {п -h а){п -j- а + к), где к — натуральное число, то члены после-

оо 
довательности частичных сумм ряда ^ а^ легко найти, так как в 

п=1 
выражении 5„ = ai + аз -f . •. -f cin многие слагаемые взаимно уничто
жаются. 

2. Разлагаем общий член ряда на элементарные дроби: 

1 
11? + рп + q к \п + а п-\- а-\- к 

и выписываем несколько членов ряда так, чтобы было видно, какие 
слагаемые сокращаются при вычислении частичных сумм ряда. 

3. Находим п-ю частичную сумму ряда: 

Sn = 0,1 + CL2 + " • -^ От 

сократив соответствующие слагаемые. 
4. Вычисляем сумму ряда по формуле (1) 

S = lim Sn 
n->oo 

и записываем ответ. 

ПРИМЕР. Найти сумму ряда 
оо 

Е " , п2 4- 5n 4- 4 * 
n = l 

РЕШЕНИЕ. 
1. Корни знаменателя п = — 1 и п = —4 различаются на целое 

число, т.е. п^ + 5гг + 4 = (п + 1)(п + 1 + 3). Следовательно, члены по-
сю 

следовательности частичных сумм ряда ^ а^ легко найти, так как 
п=1 

в выражении Sn = ai Ч- а2 + . . . + fln многие слагаемые взаимно уни
чтожаются. 

2. Разлагаем общий член ряда на элементарные дроби 
72 24 24 

77,2+ 5 п + 4 тг+1 п + 4 
и выписываем несколько членов ряда: 

24 24 24 24 24 24 
^^^Т"У' ^'^Т"Т' ^^=^Т"У' 
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24 24 24 24 24 24 

24 24 
(^п-Ъ — 7 7 ' CLn-4 = ^ ? 

24 24 

24 
п — 4 

24 
п-2 
24 

24 
г г - 1 ' 

24 
п + 1' 

24 
• n - 1 n + 2 ' 
24 24 

n n + S n - f l n + 4 
3. Сокращая все слагаемые, какие возможно, находим п-ю частич

ную сумму ряда: 

5'п = ^1 + ^2 + . . . + an = 
24 24 24 24 24 24 ^^ 24 24 24 

= -:г + — + г — — = 26 -2 3 4 n - f 2 п + З п + 4 п + 2 п + 3 n + 4 
4. Вычисляем сумму ряда по формуле (1): 

24 24 
S = lim 5п = Иш (26 ;- = ^ 1 = 26. 

п^оо п-^оо у п + 2 п + 3 " ' > • ' 

24 \ 
п + 4 / 

Ответ. 5 = 26. 

Условия ЗАДАЧ. Найти суммы рядов. 

Е 1. 

3. 

5. 

7. 

о 

У ^ . 
^^^ п2 + 5п + 6 
п=1 
^ 30 
^ 2 5 п 2 + 5 п - 6 ' 
П = 1 

^ 18 
^ П 2 + Зп' 
п=1 

ОО о 

^ 9 п 2 - З п - 2 ' 
п=1 

^ 8 

^ п^ — 5п + 6 
п=6 

Е 
п=1 

4п2 - 1 • 

^ 4п2 + 8п - 5' 
п=1 

• ^ 1 6 п 2 - 8 п - 3 ' 
П = 1 

.0. Е • ^^п{п + 1){п + 2)' ' ; ^ j ( 2 n + l)(2n + 3)(.2n + 5)" 

Ответы. 1. 5 = 2. 2. 5 = 1. 3. 5 = 2. 4. 5 = 2. 5. 5 = 11. 
6 . 5 = 23. 7 . 5 = 1. 8 .5 = 4. 9 . 5 = 2. 10 .5 = 1. 
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10.2. Первая теорема сравнения 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследовать сходимость ряда с неотри-

цат^ельными членами 
оо 

где an = f{n, ui{n),U2{n)^,..) и ui{n),U2{n),... — функции с извест
ными наименьшими и наибольшими значениями {например^ синус, ко
синус и т,.п.), причем функция f монотонно зависит от. uiyU2,... 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Проверяем, что limn-).oo ^^ = О (если lim„_).oo а^ т̂  О, то ряд 
расходится, так как не выполнено необходимое условие сходимости 
ряда). 

2. Поскольку an > О, применяем первую теорему сравнения. 

Пусть даны два ряда с неотрицательными членами ^n=i ^^ ^ 

Если an < Ьп', то из сходимости ряда Y^^=\^n следует сходи
мость ряда Х]п=1 »̂̂ * 

Если an > Ьп, то из расходимости ряда Yl^=i^n следует расхо
димость ряда ^ ^ 1 а^п' 

3. Чтобы сделать вывод о сходимости (расходимости) данного 
ряда, мы должны установить справедливость одной из двух гипотез 
(проверяем их в любом порядке). 

I. Исходный ряд Y^^=i dn сходится. 
П. Исходный ряд Yl^=i ^п расходится. 

I. Проверяем первую гипотезу. Чтобы установить, что исходный 
^^1 an сходится, нужно найти с х о д я щ и й с я ряд }_^n=i ^^ ^^~ 

кой, что 
an < Ьп. (1) 

В качестве эталонного ряда Yl^:=i^n используем один из следующих 
рядов: 

а) сходящийся гармонический ряд У2^-л — при р > 1; 
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б) сходящийся геометрический ряд ] C ^ i ^Q^ ^Р^ О < ^ < 1 
(с — некоторое положительное число). 

Если существует сходящийся ряд Yl^=i ^п такой, что выполня
ется неравенство (1), то по первой теореме сравнения исходный ряд 
Yl^=i ^п сходится, в противном случае, проверяем вторую гипотезу. 

П. Чтобы установить, что исходный ряд Yl^=i^n расходится, надо 
найти р а с х о д я щ и й с я ряд Yl^=i ^п такой, что 

0'п>Ьп- (2) 

В качестве эталонного ряда Yl^=i ^п используем один из следующих 
рядов: 

а) расходящийся гармонический ряд Y^^=i — при р < 1; 

б) расходящийся геометрический ряд X ^ ^ i eg" при q > 1 
(с — некоторое положительное число). 

Если существует расходящийся ряд Y^'^=i ^п такой, что выполня
ется неравенство (2), то по первой теореме сравнения исходный ряд 
S ^ i ^п расходится. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ДЛЯ оценки общего члена ряда используем неравен
ства: 

—1 < cosn < 1, —1 < sinn < 1, 

7Г 7Г 

1 < Inn < пГ (Vp > 0), -J < arctgn < — и т. п. 

ПРИМЕР. Исследовать сходимость ряда 

^ n2(2 + sinn) ' 
n=l ^ ^ 

РЕШЕНИЕ. 
1. Имеем 

l im —Г-— : г = О, 

т.е. необходимое условие сходимости ряда выполнено. 
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2. Так как - 1 < sinn < 1 и 1 < 2 -f sinn < 3 при всех п > 1 и 

^^^^' >0, 
71̂ (2 -Ь sinn) 

то можно применить первую теорему сравнения. 

3. Чтобы сделать вывод о сходимости (расходимости) данного 
ряда, мы должны установить справедливость одной из двух гипотез 
(проверяем в любом порядке). 

I. Исходный ряд X^^ i 0"п сходится. 

Поскольку —1 < sinn < 1, имеем 1 < 2+sinn < 3, y/ri^ -\-1 < 2п^/^, 
и, следовательно, 

лЛ^з^Г! 2пЗ/2 
n2(2 + sinn) т? п^/2* 

Так как ряд 
оо г. 

п=1 

расходится как гармонический с р = 1/2 < 1, то гипотеза о сходи
мости исходного ряда не подтвердилась. 

Проверяем вторую гипотезу. 

П. Исходный ряд Yl^=i ^п расходится. 

Поскольку — 1 < sinn < 1, имеем 1 < 2 -h sinn < 3, л/п^ -f 1 > vn^, 
и, следовательно, 

^ ^ п З / 2 _ 1 . . . 
n2(2 + sinn) - Зп2 Зп1/2-

Так как ряд 

, 3nV2 
n=l 

расходится как гармонический с р = 1/2 < 1, то в силу неравенства 
(3) по первой теореме сравнения расходится и исходный ряд. 

у/п^ + 2 
n2(2-fsinn) Ответ. Ряд ЕГ=1-^ТоТТТГ::^ расходится. 
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Условия ЗАДАЧ. Исследовать сходимость рядов. 

у^ arctg(n^) ^ ^ 4 —2sinn 
^ n(n + 2)(n + 3)' * ^ n - l n n • 
n=l ^ "̂  ^ ^ п=1 

1г~̂  2 4- cos п ^ ^ п"̂  In п 

п=1 п=2 

5 — 2 COS п ^ v-^ 2 + Sin п 
5 / 3 • ^- 2 ^ 

п = 1 
^ П(п2 + 3) • п=1 ^ ' 

оо , со о 
Y^ ^^^ о v ^ cos^n 
n=l ^ n=l 

Q ж Inn ^^ v ^ Inn 
n=l v n -t- 1 ^^^ [ ^/пТЗ 

Ответы. 1. Ряд сходится. 2. Ряд расходится. 3. Ряд 
сходится. 4. Ряд расходится. 5. Ряд расходится. 6. Ряд 
сходится. 7. Ряд сходится. 8. Ряд сходится. 9. Ряд сходится. 
10. Ряд расходится. 

10.3. Вторая теорема сравнения 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследовать сходимость ряда с полоэюи-
т,ельными членами 

оо 

п=1 
ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Проверяем, что limn_>oo <in = О (если lim„_^oo ctn ¥" О? то ряд 

расходится, TcLK как не выполнено необходимое условие сходимости 
ряда). 

2. Проверяем, что а^ > О для всех п > 1. 
3. Делаем вывод о сходимости или расходимости данного ряда, 

используя вторую {предельную) теорему сравнения. 
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Пусть даны два ряда Х^^х^п? X ) ^ i ^п) причем существует 
помер N такощ что при всех n>N ап>0 ubn>0. 

Если сущесппвует конечный и отличный от нуля предел 

lim —, 
n—>оо 0 ^ 

то ряды Yl^z=i ̂ п и S ^ i ^п либо оба сходятся^ либо оба расходятся. 
В качестве эталонного ряда Yl^=i ^п используем гармонический 

ряд Yl^=i —? который сходится при р > 1 и расходится при р < 1, 
или геометрический ряд X^^ i сд*̂  {q > 0), который сходится при 
q < 1 и расходится при g > 1. Таким образом, нужно найти последо
вательность А/п^ (или Bq"^) такую, что 

On ~ — (или an ~ Bq^) при п -> оо. 
пР 

Вывод: по второй теореме сравнения исходный ряд сходится, если 
р > 1 (gf < 1), и расходится, если р < I {q> I). 

ПРИМЕР. Исследовать сходимость ряда 
оо 

Е П arcsm -

РЕШЕНИЕ. 
1. Имеем 

__^ (гг2 + 3)5/2 • 

lim arcsin --z—TTT-JT; == 0. 
n->oo (п2 + 3)5/2 

2. Проверяем, что члены данного ряда положительны. Действи
тельно, 

п arcsm —~т—-ттт^ > О (п2 -f- 3)5/2 
при всех п > 1, так как п/{п'^ -h 3)^/2 е (0,1). 

3. Делаем вывод о сходимости или расходимости данного ряда, 
используя вторую (предельную) теорему сравнения. 

Имеем 
п 1 

arcsm ^ ^ ^ n\F./o ^ "~4 ^Р^ п -> оо. (п2 -f 3)5/2 ^4 

Ряд 

п = 1 
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сходится как гармонический с р = 4 > 1. Следовательно, в силу вто
рой (предельной) теоремы сравнения исходный ряд также сходится. 

Ответ. Ряд ЕГ=:1 Ĵ̂ csin ^ ^̂ ^ сходится. 

Условия ЗАДАЧ. Исследовать сходимость рядов. 

1. y^ln^^^T - . 2. У^ п f 1 - cos 4г V 
п=1 п = 1 

оо оо -

3. 2 J ^^'^ arctg —. 4. Y^ n^ sin -3-= 
n = l 

сю 
P: V ^ i ^ ^ + 3 ^ . n + 3 5. > nln—5 - . 6. > sm-—; -T-r. ^ n4 + 2 ^ ^ n(n + 2)3 

n = l n = l ^ -̂  

^ ^ 3 - + П ^ ^ 3 ^ . n^ + l 
7. > z Z- . 8. > V^arcsm—^—-. 

n = l n = l 

00 00 

9. En^(eV-^-l). 10. E"tg'^-
n = l n = l 

Ответы. 1. Ряд сходится. 2. Ряд сходится. 3. Ряд сходится. 
4. Ряд расходится. 5. Ряд сходится. 6. Ряд сходится. 7. Ряд 
сходится. 8. Ряд сходится. 9. Ряд расходится. 10. Ряд сходится. 

10.4. Признак Даламбера 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследовать сходимость ряда с полоэюи-

тельными членами 

оо 

п = 1 

где an ^ Ьп и Ьп содерэюит произведения многих сомнооюит^елей 
{например., факппориалы). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ при вычислении предела 
п—^оо On 
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можно сократить многие множители в числителе и знаменателе дроби 
bn-\-i/bny то обычно применяют признак Даламбера. 

Пусть дан ряд с полоэюителъными членами 
с» 

п = 1 

Если существует предел 

lim —— = д, 
п->оо On 

то при Q < 1 ряд сходится, при д > 1 расходится. (Если ^ = 1, то 
признак Даламбера ответа не дает.) 

1. Проверяем, что а„ > О при всех п > 1. 
2. Упрощаем, если требуется, выражение для а^, т.е. будем иссле

довать сходимость ряда X l ^ i ^п такого, что а^ ~ Ьп при п —> оо, а 
затем воспользуемся второй теоремой сравнения. 

3. Вычисляем bn+i-
4. Вычисляем предел 

l i m % : i = , . (1) 

5. Применяем признак Даламбера и вторую теорему сравнения. 

Если ^ < 1, ряд Yl^=i ^п сходится. Следовательно, по второй 
теореме сравнения сходится и исходный ряд Yl^=i ^п-

Если ^ > 1, ряд Yl^-i Ьп расходится. Следовательно, по второй 
теореме сравнения расходится и исходный ряд X ) ^ i ^п-

П Р И М Е Р . Исследовать сходимость ряда 

оо 
i • 4 • Y • . . . • {6П — Z) sm -

n = l 

^ 1. 4 . 7 • . . . • (3n - 2) ,^ 

РЕШЕНИЕ. 
1. Проверяем, что члены ряда положительны. Действительно, 

> 0 
1.4.7-а„ = 

при всех п > 1. 

... • (Зп • 
п! 

-2) . 1 
— sin 2 ^ 
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2. Поскольку sinx ~ X при ж ^ О, можно упростить выражение 
для an'. 

Ь 4 • 7 > ...» (Згг - 2) . _ 1 _ Ь 4 • 7 • . . . • (Зп - 2) 
п! ^̂ ^ 2^+1 "" 2̂ +̂1гг! 

т.е. будем исследовать сходимость ряда X^^ i п̂? где 

_ 1 • 4 • 7 • . . . • (Зп - 2) 
2-+1п! 

и затем воспользуемся второй теоремой сравнения. 

Поскольку Ьп содержит произведения сомножителей типа факто
риалов, следует применить признак Даламбера. 

3. Вычисляем bn-{-i' 

_ 1 • 4 • 7 • . . . • (Зп - 2)»(Зп -f 1) 
Ьп+1- 2^+2(гг + 1)! 

4. Вычисляем д по формуле (1) 

Q = hm —— = 
n—>oo Ofi 

1. 4 • 7 • . . . • (3n - 2) • (3n -f 1) 2"+in! 
} ^ 2"+2(n + 1)! 1 • 4 . 7 • . . . • (3n - 2) 

3n + 1 3 
= l im - 7 -7 = - . 

n->oo2(n+l) 2 

5. Применяем признак Даламбера и вторую теорему сравнения. 

Так как д = 3/2 > 1, то ряд 

у > Ь 4 • 7 • . . • • (Зп - 2) 
п=1 

расходится. Следовательно, по второй теореме сравнения расходится 
и исходный ряд. 

v^ 1 • 4 . 7 •... • (Зп - 2) . 1 Ответ. Ряд 2^ j sm ^̂ ^ расходится. 
п=1 
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Условия ЗАДАЧ. Исследовать сходимость рядов. 

Y> 3" + 2 у . 5" 
п=2 ^ "̂  п=1 ^ "̂  

f . (Зп + 2)! у^ 2"(п̂  - 1) 
' ^ 2 " ( 2 п + 5)!' 
П = 1 ^ ' П = 1 

^ ( 2 п ) ! ' ^ 3 " + 2' 
п=1 ^ ' п=1 

у;п!(2п + 2)! ^ 2"п! 
^ (Зп)! • ^ ( 2 п ) ! ' 
П = 1 ^ '̂  П = 1 ^ ^ 

п=1 п=1 

Ответы. 1. Ряд сходится {д = 0). 2. Ряд сходится {д = 0). 
3. Ряд расходится (^ = +оо). 4. Ряд сходится (^ = 0). 5. Ряд 
сходится {д = 0). 6. Ряд расходится {д = 4-оо). 7. Ряд сходится 
{д = 4/9). 8. Ряд сходится {д = 0). 9. Ряд сходится {д = 2/е). 
10. Ряд расходится {д = 3/е). 

10.5. Признак Коши 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследовать сходимость ряда с полооюи-

т.ельпыми членами 
ОО 

п=1 

где an '^ Ьп и Ишп-̂ оо У/Ь^ существует и легко вычисляется. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ Ь^ имеет, например, вид ^(п) f{n)'^ , где / 
ид — рациональные функции п, то lim„_>oo У/К, существует и легко 
вычисляется. В таком случае применяем радикальный признак Коши, 

Пусть дан ряд с полоэюительными членами 
ОО 

п=1 
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Если существует предел 

lim ^ = ^, (1) 
п—>-оо 

то при д < 1 ряд сходится^ при д > I расходится. (Если ^ = 1, то 
признак Коши ответа не дает.) 

1. Проверяем, что а„ > О при всех п > 1. 
2. Упрощаем, если требуется, выражение для а^, т.е. будем иссле

довать сходимость ряда X^^ i ^п такого, что йп ~ Ьп при п -> оо, а 
затем воспользуемся второй теоремой сравнения. 

3. Вычисляем предел 

lim л/Ь^ = д. 
п-^оо 

4. Применяем радикальный признак Коши и вторую теорему срав
нения. 

Если ^ < 1, ряд X ^ ^ i Ьп сходится. Следовательно, по второй 
теореме сравнения сходится и исходный ряд Yl^=i ^п-

Если ^ > 1, ряд Х ] ^ 1 Ьп расходится. Следовательно, по второй 
теореме сравнения расходится и исходный ряд Yl^=i ^п-

ЗАМЕЧАНИЕ. Полезно иметь в виду, что 

lim ^ = 1 , lim v^b^ = 1, lim \/P{n) = 1, 
n—)-oo n—>oo n—>co 

где P{n) — многочлен относительно п. 

ПРИМЕР. Исследовать сходимость ряда 

оо 

V n ^ a r c t g ^ - ^ . 
п=1 

РЕШЕНИЕ. 
1. Проверяем, что члены ряда положительны. Действительно, 

an = п^ arctg^" -г- > ^ An 
при всех п > 1. 

2. Поскольку arctgx ~ х при ж -> О, упрош;аем выражение для а^: 

п 
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т.е. будем исследовать сходимость ряда Yl'^^i п̂? где 

и затем воспользуемся второй теоремой сравнения. 
Очевидно, что Ишп-̂ оо У/К. существует и легко вычисляется. В 

таком случае применяем радикальный признак Коши. 
3. Вычисляем Q ПО формуле (1), учитывая, что Ишп-̂ с» v ^ = 1-

д = lim 
п—>-оо 

, 1 /п 

L \ 4 n / J n->oo \ 4 n / 

4. Применяем радикальный признак Коши и вторую теорему срав
нения. 

Так как ^ = О < 1, то ряд 
2п сю 

п=1 

сходится. Следовательно, по второй теореме сравнения сходится и 
исходный ряд. 

Ответ. Ряд /]п^ arctg^^— сходится. 
п=1 

Условия ЗАДАЧ. Исследовать сходимость рядов. 

П = 1 ^ ^ П = 1 ^ ^ 

п=1 ^ ^ п=1 ^ ^ 

п=1 ^ ^ п=1 ^ ^ 
2п оо / и ^ 1 \ п / 2 

n = l ^ ^ п—\ ^ ^ 
^ ^ 2 о п оо 

n = l n = l 
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Ответы. 1. Ряд расходится {д = 4-оо). 2. Ряд сходится {д = 0). 
3. Ряд сходится (^ = 0). 4. Ряд сходится (^ = 0). 5. Ряд сходится 
{д = 0). 6. Ряд сходится {д •= 3/5). 7. Ряд сходится {д = 1/4). 
8. Ряд сходится {д — 2/3). 9. Ряд сходится {д — Ъ/Ъ). 10. Ряд рас
ходится {д = 3/е). 

10.6. Интегральный признак Konin 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследовать сходимость ряда с полооюи-

тельными членами 

J2an, 
n=l 

где а^ ^ bji = / ( ^ ) , причем первообразная функции f{x) легко вычис-
ляет,ся. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ЕСЛИ 6^ = / ( ^ ) , причем первообразная функции 
/(х) легко вычисляется, то применяем интегральный признак Коши. 

Если функция /(ж), принимающая в точкахх = п (п G N) значения 
/ (п) = Ьп > 0^ убывает в некотором промеэюутке b < х < +оо 
(Ь > 1), то ряд Х ] ^ 1 ^п '^ несобственный интеграл /^ f{x) dx либо 
оба сходятся.^ либо оба расходятся. 

1. Упрощаем, если требуется, выражение для an, т.е. будем ис
следовать сходимость ряда X^^ i Ь^ такого, что а^ ~ Ь^ при п —)> оо 
и Ьп = f{n) выбраны так, чтобы функция f{x) имела очевидную пер
вообразную F{x). Затем используем вторую теорему сравнения. 

2. Исследуем сходимость несобственного интеграла по определе
нию: 

/ 
f{x)dx= Ихп F{b)-F{a). 

Ь->+оо 

3. Применяем интегральный признак Коши к ряду 

со 

п = 1 

и затем делаем вывод о сходимости или расходимости исходного ряда 
Yl^=i П̂5 используя вторую теорему сравнения. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Интегральный признак Коши применяется, в част

ности, к рядам вида Yl^:=i —/(Inn). 
п 

ПРИМЕР. Исследовать сходимость ряда 

Е Зп 
_ ^ ( п 2 - 2 ) 1 п ( 2 п ) -

РЕШЕНИЕ. 

1. Упрощаем выражение для an 

Зп 
(п2 - 2) 1п(2п) пЫп 

3 
и будем исследовать сходимость ряда У]^1 —; с помощью ин-

"~ п\пп 
3 

тегрального признака Коши, так как функция f(x) — —.— имеет 
хтх 

очевидную первообразную F{x) — 3 In In ж. Затем используем вторую 
теорему сравнения. 

2. Исследуем сходимость несобственного интеграла по определе
нию: 

/ - ^ — = lim / — — = 3 hm 1п1п6 - 1п1п2 = +оо. 
J2 хтх ъ-^л-оо J2 хтх ь->+оо 

Интеграл расходится. 

3. Применяем интегральный признак Коши: 
3 

Функция f(x) = —; непрерывна в промежутке [2, -f оо) и убыва-
хтх 

ет в нем к нулю. Следовательно, из расходимости интеграла следует 
расходимость ряда 

^-^ n l n n 
п=2 

По второй теореме сравнения расходится и исходный ряд. 

Ответ. Ряд Y] Т2—ом о̂ ^ Расходится. ^ (п2 - 2) 1п(2п) 
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Условия ЗАДАЧ. Исследовать сходимость рядов. 
ОО - ОО ^ 

1 V = 2 V = 
;^^(2n + 3)ln(2n)- • ^^(п+1)\п^п 

С О ^ ОО ^ 

3- у ] 4. У-^ -. 
;^1 (Зп - 2)Vln(2n + l) ^^ пЫ^{п + 1) 

СХ) - ОО -

„ ^ 2 ( 2 n + l ) V b ^ ;S2n^ ln3 (3n+ l ) 

ОО - ОО 

7 У^ ^ 8 V " 2 _ • 

.2 

^ ( г г З + 2)1п2п* * ^ ( п 4 - 2 ) 1 п п * 

Ответы. 1. Ряд расходится. 2. Ряд сходится. 3. Ряд расходится. 
4. Ряд сходится. 5. Ряд расходится. 6. Ряд сходится. 7. Ряд 
расходится. 8. Ряд сходится. 9. Ряд сходится. 10. Ряд расходится. 

10.7. Признак Лейбница 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Исследоват^ь сходимость знакочередую

щегося ряда 
ОО 

п = 1 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Проверяем, что limn->oo ^п = О (если Ит^-^оо «п ^ О, то ряд 

расходится, так как не выполнено необходимое условие сходимости 
ряда). 

2. Исследуем сходимость ряда, составленного из модз^лей, 
ОО 

п = 1 

используя теоремы сравнения и признаки сходимости для рядов с по
ложительными членами. 
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Если ряд из модулей сходится, то исходный ряд сходится абсо
лютно. 

3. Если ряд из модулей расходится, то остается еще возможность 
того, что исходный ряд сходится условно. 

Чтобы исследовать эту возможность, применяем признак Лейб
ница. 

Если члены знакочередующегося ряда убывают по абсолютной 
величине и ст^ремятся к нулю при п —> оо, то ряд сходится {по 
крайней мере, условно). 

В данном случае, если условия признака Лейбница выполнены, то 
исходный ряд сходится условно (так как уже выяснено, что абсолют
но он не сходится). 

ПРИМЕР. Исследовать сходимость ряда 

п=1 ^ ^ 

РЕШЕНИЕ. 
1. Проверим выполнение необходимого условия сходимости: 

lim (-l) '^f l - c o s - i = : ) = 0 . 
n->oo у V ^ / 

2. Исследуем сходимость ряда, составленного из модулей: 

п=1 ' 

Так как при п —>• оо 

Vn n = l 

1 
COS—р: 

1 1 
COS " 7 = - — , 

то по второй (предельной) теореме сравнения ряд из модулей расхо
дится. 

3. Проверяем условия признака Лейбница: 
а) ряд знакочередующийся с an = 1 — cos —7= ; 

\/п 
б) члены ряда убывают по абсолютной величине: 

1 — cos . < 1 — cos -7= Vn > 1; 
V n + 1 yjn 
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в) члены ряда стремятся к нулю при п -> оо (см. п. 1). 

Следовательно, по признаку Лейбница исходный ряд сходится. 

Ответ. Ряд У^ (—1)"̂  ( 1 — cos -7= ) сходится условно. 

Условия ЗАДАЧ. Исследовать сходимость рядов. 

п=1 ^ ^ п=1 

3 y ^ ( _ i ) " - _ ^ : ± L = 4 y - ( _ n n S i n ( n ^ v ^ ) 

n(n + 2) • 

п2 + 1 
л/п"5 + Zn^+'i 

2 п 2 - 1 
ЗпЗ • 

+if п у' 

9- Е<-1)"^'"'|г- И- Е 
ОО 

созтгп 
п = 1 п=1 ^ 

Ответы. 1. Ряд сходится условно. 2. Ряд сходится абсолютно. 
3. Ряд сходится условно. 4. Ряд сходится абсолютно. 5. Ряд схо
дится условно. 6. Ряд сходится условно. 7. Ряд сходится абсолютно. 
8. Ряд расходится. 9. Ряд сходится абсолютно. 10. Ряд сходится 
условно. 

10.8. Приближенное вычисление 
суммы ряда 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить сумму знакочередующегося 
числового ряда 

ОО 

п=1 
с заданной точност^ъю а. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Если a^+i < о̂п и lim^_^oo <̂п = О? то А,ЛЯ остатка ряда Rn 

справедливо неравенство 

\Rn\ £ «n+l-

2. Если a^+i < а, то и \Rn\ < а. Поэтому, решая неравенство 

ttn+i < а , 

находим количество членов ряда, которое необходимо взять для вы
числения суммы ряда с заданной точностью а. 

3. Непосредственно вычисляем п-ю частичную сумму и записыва
ем ответ: 

5 « 5п = ai - а2 + . . . 4- (-1)""^ап. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ сумму ряда 

оо 

П = 1 ^ ' 

С ТОЧНОСТЬЮ а = о, 0 0 1 . 

РЕШЕНИЕ. , 
1. Данный ряд знакочередующийся и сходяш;ийся (абсолютно). 

Члены ряда убывают по абсолютной величине: 

п + 1 п W ^ . 
< -г. ТТТ7 Vn > 1. (1 + (п + 1)3)2 - ( Ц - п З ) 2 

Следовательно, справедливо неравенство 
гг + 1 

\^п\ £ ^n+l — (1 + (71+1)3)2-

2. Если ttn+i < а, то и \Rn\ < ос- Поэтому, решая неравенство 

n-f 1 1 
< (l + (n +1)3)2 1000' 

находим количество членов ряда, которое необходимо взять для вы
числения суммы ряда с заданной точностью а. Получаем п > 3, т.е. 
достаточно взять первые три члена ряда. 
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3. Вычисляем: 

Ответ: 5 ?^-0,229 ± 0,001. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить суммы знакочередующихся рядов с 
заданной точностью а. 

п=1 

( -1 ) " ^ (-1)" 

П = 1 

П = 1 ^ ' П = 1 ^ ^ 

оо (_1)п оо /_- | \п 

-̂ Е т ^ ' а = 0,0001. 6. ^ V T ' « = 0,001. -̂ ^̂  (2п)\п ^-^ 2^п\ 
п=1 ^ ' п=1 

оо 

•Ы;, а = 0,01. 8. Е ^ " 7- Е ^ з т ? ' " = 0'01- 8- ЕЧ;;^-' " = 0,01. 
п=0 n=l 

( - 1 ) " ^ (-1) n - 1 
9. y^^—Y-^ a = 0,01. 10. V - ^ ^ - — , a = 0,01. 

• ^ n! • ^ (2n + l)'^ n = 0 ^ ( 2 n + l)3 
n=l ^ ^ 

Ответы. 1. 5 ~ 0,84. 2. 5 :^ 0,896. 3. 5 :^ -0,275. 4. 5 :^ 
~ -0,332. 5. 5 ^ -0,4796. 6. 5 2̂  -0,393. 7. 5 - 0,13. 8. 5 -
- -0 ,45 . 9. 5 :^ 0,36. 10. 5 - 0 , 0 4 . 

10.9. Область сходимости 
функционального ряда 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найт,и область сходимости функциональ
ного ряда 

T.fnix). 
П = 1 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. При каждом допустимом значении х рассматри
ваем данный ряд как числовой и исследуем его сходимость, применяя 
теоремы сравнения, признаки Коши, Даламбера и др. Таким образом 
находим те значения ж, при которых данный ряд сходится. Совокуп
ность таких значений х образует область сходимости ряда. 

При использовании признаков Даламбера или Коши поступаем 
следующим образом. 

1. Находим д{х) по одной из формул (если пределы супдествуют) 

е{х) = Um % ^ 7 ^ или в{х) = lim " ^ / [ Ш I , 

где fn[x) — обш;ий член ряда. 
2. Так как по признакам Даламбера или Коши ряд сходится при 

^ < 1 и расходится при ^ > 1, находим интервал сходимости, решая 
неравенство д{х) < 1. 

3. Исследуем поведение ряда в граничных точках интервала схо
димости. 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР 1. Найти область сходимости ряда 

^3 

х+1 

РЕШЕНИЕ. 

1. Для каждого фиксированного х все члены данного ряда поло
жительны: 

«^3 
п > О Vn > 1. 

2. Используем вторую (предельную) теорему сравнения. Имеем 

п^ 1 
(n2 + V ^ + 1)^+1 п2(^+1)-3 

Так как при 2{х + 1) — 3 > 1 ряд 

оо ^ 

2-^ ^2(ж4-1)-3 
п = 1 

п р и П -> ОО. 
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сходится, а при 2(ж + 1) — 3 < 1 расходится (как обобщенный гармо
нический), то по второй теореме сравнения ряд 

Е пЗ 

П = 1 ^ 

сходится при вс^х X > 1. 

Ответ. Область сходимости ряда — (1,оо). 

ПРИМЕР 2. Найти область сходимости ряда 

^ п З ( ж 2 - 4 ж + 7 ) ^ ' 
т г = 1 ^ ^ 

РЕШЕНИЕ. 
1. Для того чтобы применить признак Даламбера, находим д{х) 

по формуле 

ЛП+1 

. , у l/n+il ,. (п + 1)3|а:2-4х + 7|"+1 4 ^(а;) = lim , ^ , = lim -̂  '—^—т^г • = т^ :; zr • ^^ ^ п-̂ оо 1/̂ 1 п->оо 4^ |а:2_ 4x4-71 
72̂ 1x2 - 4х4-7|"' 

2. Так как по признаку Даламбера ряд сходится при ^ < 1 и 
расходится при ^ > 1, находим интервал сходимости, решая неравен
ство Q{X) < 1: 

4 
\х^ - 4а: -Ь 7| "̂  * 

Получаем х Е (—оо, 1) U (3, ос). 
3. Исследуем сходимость ряда в граничных точках: 
при X = 1 ряд 

сх. 

п = 1 

сходится (как обобщенный гармонический с р = 3 > 1); 
при X = 3 ряд 

оо 

ЕЛ 
п=1 

также сходится. 
Ответ. Область сходимости ряда — (—оо, 1] U [3, +оо). 
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Условия ЗАДАЧ. Найти области сходимости функциональных 
рядов. 

ОО ОС ^ » , 
^ on 

1 V — ^ ^ — 2 V ^ 
'^(-§/^1+1)'^+^' ' ^ п ( х 2 - 6 х + 10)"' 
п=1 ^ ^ ^ п=1 ^ "̂  

ОО А ОС o n 

Z ^ n^'+4x + 3 ' ^ п(ж2 - 5ж -f 9)" * 
n = l n = l ^ "̂  

ОО ОО .j^ 

^- i-jn^^-z + i- -̂ 2^п2(г2 + 3)"' 
п=1 п=1 ^ ' 

ОО 2 сю ^~, 

^-^ (п + л/п)^ ' * ^ ^ п(а;2 - 4а; + 8)" ' 
П = 1 ^ V / ^__-|̂  \ / 

п=1 п=1 ^ ^ 

Ответы. 1.(3,+оо). 2. ( -оо ,2)и(4 ,+оо) . 3. ( -оо , -5 ) U (1, Н-оо). 
4. (-00,2) и (3, +оо). 5. (-00, -2 ) U (2, +оо). 6. (-оо, -1] U [1, +оо). 
7. (3, +оо). 8. (-00,1) и (3, +оо). 9. (0,3). 10. (-оо, 0] U [2, +оо). 

10.10. Область сходимости степенного ряда 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти область сходимости степенного 

ряда 
оо 

^ С п ( ж - Ж о ) ' ' -
п=1 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Если существуют пределы 

у \Сп\ 1 
lim г или п->оо |cn4-i| l imn_>ooVW' 

то можно найти радиус сходимости степенного ряда по формуле Да-
ламбера 

R=]lm-j^ (1) 
п-^оо |Cn-fl| 



10.10. Область сходимости степенного ряда 235 

или по формуле Коши 

R= ^ ^ — . (2) 

Тогда интервал сходимости ряда есть —R<x — xo < R. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Формулы (1) и (2) применимы лишь тогда, когда все 
коэффициенты степенного ряда с„ отличны от нуля. В противном 
случае находим д{х) по одной из формул 

д{х) = lim % t i ^ или в{х) = Ит " ^ / i л M , 

где fni^) — общий член ряда (см. задачу 10.9). По признакам Далам-
бера или Коши ряд сходится при ^ < 1 и расходится при ^ > 1. Следо
вательно, находим интервал сходимости, решая неравенство д{х) < 1. 

2. Исследуем поведение степенного ряда в граничных точках ин
тервала сходимости ж = хо ± Я. 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР 1. Найти область сходимости ряда 

П = 1 

РЕШЕНИЕ. 

i.̂ <-')" 
(n- f l )^ 1. В данном случае с„ = ф О при всех п. Поэтому можно 

применить формулы (1) или (2) для радиуса сходимости степенного 
ряда. 

По формуле Даламбера 

R= lim 
n-^oo Cn+1 n-̂ oo 2n + 1 / 2n + 3 

Следовательно, интервал сходимости определяется неравенствами 
- 1 < а : Ч - 1 < 1 и имеет вид (-2,0). 

2. Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала схо
димости. В точке а: = — 2 степенной ряд принимает вид 

^ 2п + 1 ^ ^ 
П = 1 
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и в точке X = О степенной ряд принимает вид 

у (lL±i)!(i)n. 
Z ^ 9ti 4- 1 ^ ' , 2n + l 
n=l 

Оба ряда расходятся, так как не удовлетворяют необходимому усло
вию сходимости рядов: 

(п + 1)̂  ""-"шт^^'^^^'-
Следовательно, в этих точках ряд расходится. 

Ответ. Область сходимости степенного ряда — (—2,0). 

ПРИМЕР 2. Найти область сходимости ряда 

ОС . 

РЕШЕНИЕ. 
1. В данном случае с^ = О при всех нечетных п. Поэтому нельзя 

применять формулы для радиуса сходимости степенного ряда. 
Используем признак Коши, для чего вычислим 

д{х) = lim Vl/nWI, 

Находим ^(х): 

е(х) = lim -J-±-{x-2y" = {х~ 2)\ 
п->оо V '̂  + J-

По признаку Коши ряд сходится при ^ < 1 и расходится при 
^ > 1. Следовательно, интервал сходимости определяется неравенст
вом {х — 2)^ < 1 и имеет вид (1,3). 

2. Исследуем сходимость ряда в граничных точках интервала схо
димости. В точке X = 1 ряд 

СХ) . 

п=1 
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сходится условно по признаку Лейбница. 
В точке X — 3 ряд 

п=1 
расходится. 

Ответ. Область сходимости степенного ряда — [1,3). 

Условия ЗАДАЧ. Найти области сходимост^и степенных рядов. 

п=1 п=1 

3. Е ^ ^ . ^̂  Е 
п=1 п=1 ^ ' 

^ { х - 2)" ^ ( х - 3 ) ^ - 1 
^ ^ ( n + l )3^ ' ' ^ ^ (2пЗ + 3n)4^ • 
n = l ^ ' n = l ^ ^ 

со у— СХ) 

n = l n = l ^ '̂  

n=l ^ ' n~\ ^ ' 

2n+l 

Ответы. 1. (-7,11). 2. (2,4). 3. ( - 7 , - 3 ) . 4. [-2,1). 5. [-1,5). 
6. [1,5]. 7. [-4, -2 ] . 8. [-5,1). 9. (-6, -2 ] . 10. (-oo, +oo). 

10.11. Вычисление суммы ряда 
почленным интегрированием 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти сумму функционального ряда вида 

Е 
и указать область сходимост^и ряда к этой сумме. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Находим область сходимости ряда. 
По признаку Коши интервал сходимости определяется неравенст

вом 
I/WI < 1. 

Если f{x) = 1, ряд расходится. Если f{x) = —1, ряд сходится условно 
(по признаку Лейбница). Следовательно, область сходимости опреде
ляется неравенствами —1 < f{x) < 1. 

2. Делаем в исходном ряде замену f{x) = t, получим степенной 
ряд 

п = 1 

с областью сходимости [—1,1). 
3. Известна формула для вычисления суммы членов бесконечно 

убывающей геометрической прогрессии 

оо 1^ 

^ Г = ^ , \t\<l. (2) 
п=к 

4. Кроме того, имеем очевидное равенство 

п=к п—к 

5. Учитывая, что степенной ряд можно почленно интегрировать 
на любом отрезке [0,t], целиком принадлежащем интервалу сходи
мости, и используя формулу (2), получаем 

оо ,п rt оо ^t к 

Заметим, что так как ряд (1) сходится в граничной точке t=—1, 
то сумма ряда непрерывна в этой точке (справа). Следовательно, 
5 ( -1 ) = lim S(t). 

6. Вычисляем интеграл, делаем замену t на f{x) и записываем 
ответ: сумму ряда и область его сходимости. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ ряд имеет вид 

Е ^^Jn + a)(n + b)' 

то применяем теорему о почленном интегрировании степенного ряда 
дважды или разлагаем дробь на элементарные: 

1 
[п-^ а)[п-\-Ь) \n-\-a п^-Ь) Ь - а^ 

и вычисляем сумму каждого ряда почленным интегрированием. 

ПРИМЕР. Найти сумму ряда 

оо . л, 

E sm X 
п 

п = 1 

И указать область сходимости ряда к этой сумме. 

РЕШЕНИЕ. 

1. Находим область сходимости ряда. 
По признаку Коши интервал сходимости определяется неравенст

вом I sinx| < 1. 
В граничных точках при х = 7г/2 + 27тк ряд расходится, при х = 

= 37г/2 -h 27г/с ряд сходится условно. 
Следовательно, данный ряд сходится при всех х ф т:/2 -^ 2'кк 

(А: = 0 ,±1, . . . ) . 
2. Сделаем замену sin ж = i. Получим геометрический ряд (1) с 

областью сходимости [—1,1). 
3. Используем формулу для вычисления суммы членов бесконечно 

убывающей геометрической прогрессии 
СХ) -

п = 1 

4. Кроме того, имеем очевидное равенство 

/о 

оо ^ оо . t 

n = l n = l 
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5. Учитывал, что степенной ряд можно почленно интегрировать 
на любом отрезке [0,t], целиком принадлежащем интервалу сходи
мости, и используя формулу (4), получаем 

У2-= yZu'^-'du^ ^^—du = -\n{l-t), \t\<l. (5) 
^^1 ^ Jo „^1 Уо 1 - ^ 

Заметим, что так как ряд (1) сходится в граничной точке t = —1, 
то его сумма непрерывна в этой точке (справа). Следовательно, фор
мула (5) справедлива при всех t G [—1,1). 

6. Заменяя t на sin ж, получаем при х ф -к 12 + 27г/с 

S{x) = — In (1 — sin х). 

Ответ. S{x) = - l n ( l - sinx), хф -KJI + 27гА;. 

Условия ЗАДАЧ. Найти суммы функциональных рядов и указать 
области их сходимост^и к этим суммам. 

°° п+2 6"х" 2 V ^ 
1 . 

3. 

5. 

7. 

0 

п = 1 

у ^ (1 - 16а;4)" 

п = 0 

^ 2" 
^^{п + 1)х^--

°° on 

У" ^ п(п+1)х"' 
п = 1 ^ ' 

- ^ (-1)"4"х2" 

^ п(гг4-1)* 
п = 1 ^ '̂  

оо о п - 1 

4. У ^ . ПХ" 
п=1 

ОО г)П„П+1 

- (_1)п^2п+1 

• ^ 2п + 1 ' 
п = 0 

10̂  J : 
(-1)^-^Ж^^ 

2п + 1 ' ^^' ^ ^ п(2п - 1) 
п = 1 п = 1 ^ ^ 

Ответы. 

1. 5 = - 1 п ( 1 - б ж ) , ж G [-1/6,1/6). 
2. S={x-x'^)ln{l-x) + x^, X G [ - 1 , 1 ] . 
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4. 5 = - | l n ^ - ^ , а: G ( -00 , -3 ]и (3 ,+оо) . 
3 X 

5. 5 = - — In г—, xG (-с?о, - \ /2)и( \ /2 ,+оо) . 
2 х^ 

6. 5 = (1 - 2х) 1п(1 - 2х) + 2х, ЖЕ [-1/2,1/2]. 

7. '5 = - ^ 1 ^ - у ^ + | ' х е ( - о о , - 3 ] и [ 3 , 4 - о о ) . 

8. 5 = a r c t g a : , a : G [ - l , l ] . 

9 . 5 = ^ ^ - 1 . б [ - 1 А 1 / 2 ] . 

10. 5 = 2a:arctga:-ln(H-a:2), Ж Е [ - 1 , 1 ] . 

10.12. Вычисление суммы ряда 
почленным дифференцированием 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти сумму функционального ряда вида 

оо 

n=fc 

и указать област,ь сходимости ряда к эт.ой сумме. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Находим область сходимости ряда. 
По признаку Коши интервал сходимости определяется неравенст

вом 

1/(̂ )1 < 1-
Если /(х) = ± 1 , ряд расходится (не выполнено необходимое условие 
сходимости). Следовательно, область сходимости определяется нера
венствами — 1 < f{x) < 1. 
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2. Делаем в исходном ряде замену f{x) = t и записываем его в 
виде суммы двух рядов 

^ п Г + Ь ^ Г . 
п=к п=к 

Следовательно, достаточно найти суммы рядов 

оо с» 

п—к п=к 

3. Известна формула для суммы членов бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии 

с о ,]^ 

n=fc 

4. Кроме того, имеем очевидное равенство 

сх) оо со , 

п=к п=к п~к 

5. Учитывая, что степенной ряд можно почленно дифференциро
вать в любой точке интервала сходимости, и используя формулу (1), 
получаем 

ОС rJ °^ г1 +к 

^ dt^^ dt 1-t' ^ ' ^ 
n=k n=k 

6. Вычисляем производную и делаем замену t на f{x). 
Записываем ответ: сумму ряда и область его сходимости. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ ряд имеет вид 

оо 

J2{n' + bn + c)f{xr, 
п=к 

ТО вычисляем сумму трех рядов, причем при вычислении суммы ряда 

E"VW" 
п—к 
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применяем теорему о почленном дифференцировании степенного ря
да дважды. 

ПРИМЕР. Найти сумму ряда 

оо 
In ji -г u;u; 

n=0 

и указать область сходимости ряда к этой сумме. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Находим область сходимости ряда. 
По признаку Коши интервал сходимости определяется неравенст

вом |ж^| < 1. Отсюда — 1 < ж < 1. В граничных точках х = ±1 ряд 
расходится, так как не выполнено необходимое условие сходимости. 
Следовательно, ряд сходится в интервале ( — 1,1). 

2. Делаем в исходном ряде замену х'^ = t и записываем его в виде 
суммы двух рядов 

сю оо 

S{t) = б ̂  г + ^ nt" = 6Si{t) + S2{t). 
n=0 n=0 

Следовательно, достаточно найти суммы рядов 
оо оо 

n = 0 n = l 

3. Используем формулу для вычисления суммы членов бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии: 

оо 

Е^' = г ^ ' w<i. (2) 
п=0 

Следовательно, Si{t) = при всех t G (—1,1). 

4. Кроме того, имеем очевидное равенство 

оо оо оо J 

п = 1 п = 1 п = 1 
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5. Учитывая, что степенной ряд можно почленно дифференциро
вать в любой точке интервала сходимости, и используя формулу (2), 
получаем 

n=l п~1 ^ ' 

Таким образом. 

S{t) = 63г{Ь) + S,{t) = Y ^ + ( Y ^ ^ W=W' * ^ ^"^' ^̂ ' 

Заменяя t на x'^ ̂  получим 

6 — 5ж^ 
Ответ. 5 ( a : ) - — - - ^ , ж е ( - 1 , 1 ) . 

Условия ЗАДАЧ. Найти суммы функциональных рядов и указать 
области их сходимости к этим суммам. 

оо 

1. ^ п а ; " + Ч 2. ^ п 2 " х " . 
П = 1 П = 1 

ОО оо 

3. 5Z("+i)̂ '"̂ '- 4- Е 

п=1 п=1 

3П-1 
п=0 п=1 

5. ^ v i L l i 2 ^ 1 . f 2 ^ . 6. ^ n ^ x - i . 
n=0 n = l 

00 00 

n=0 n = l 

9. ^ n ( n + 2)x". 10. ^ n ( a : ^ + l ) " - \ 
n = l n = l 
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Ответы. 

х^ 2х 
1-5 = 7 г ^ ^ -е(-1Д)- 2-5 = 7r f i : ;^>-e( - i ,^ ) -

_9_ 3-'5 = 7Т—3W' ^e(-i.i)- 4.5 = ̂ —— ,̂ хе(-з,з). 

16 1 + ж 

^•^ = Ц ^ ^ ' а:е(-1,1). 10.5 = ̂ , xG(-^,o). 

10.13. Р я д Тейлора 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Разложить функцию f{x) в ряд Тейлора 

по степеням х [XQ = 0). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Преобразуем функцию f{x) к виду, допускающему использова

ние табличных разложений е^, sina:, cos ж, (1 + ж)"^, 1п(1 + х). 
2. Находим разложение функции в ряд Тейлора, используя таблич

ные разложения, сложение (вычитание) рядов, умножение ряда на 
число. 

3. Определяем область сходимости полученного ряда к функ
ции /(ж). 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ необходимо разложить функцию в ряд Тейлора 
по степеням ж — жо, сначала делаем замену переменной t = ж — жо, 
находим разложение по степеням t и возвращаемся к переменной ж. 

ПРИМЕР. Разложить функцию 

2 - ж - ж2 

в ряд Тейлора по степеням ж (жо = 0). 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Чтобы использовать табличные разложения, разложим данную 

функцию на элементарные дроби: 

1 1 
2-х~х'^ 1- X ' х-\-2' 

2. Используя табличное разложение 

1 °° 
_ _ = 1 + 1 +1^ + . . . + Г + . . . - ^ Г , te ( -1,1) , 

п=0 

1 °̂  
- — = $ ] x ^ x G ( - i , i ) , 
1 — X ^—' 

п = 0 

^ ^ 1 1 _ 1 ^ ( - i r x - ^ - {-1Гх- а:е(~22) 
. ^ 9. 1-4-^ /9 9 Z ^ 9.П Z ^ 9.П+1 ' - ^ ^ l ^ ' ^ ^ 

п=0 

получим 

1 - . т ~ 
п=0 

2 + ж 2 1 + ж/2 2 ^ 2" ^ 2 
' п=0 п=0 

Таким образом, 

_ ^ _ ^2 ~ 2-^ 1 ^ "̂  9пН ^ • ^ 

3. Областью сходимости полученного ряда является пересечение 
вышеуказанных областей сходимости, т.е. (—1,1) П (—2,2) = (—1,1). 

n=0 ^ ^ 

Условия ЗАДАЧ. Разложить функции в ряды Тейлора [XQ = 0). 

^ 2. 1п(1-2: -20х2) . ± . 

3. 

5. 

7. 

6 — ж — ж-̂  
/ '^\ 

sin(x + - ) . 
0 

X 

3 + 2ж' 

же2^^+1. 

4. 

6. ^16 4-х. 

^ 2 7 - X * 
9. In(12x2-h7x + l) . 10. соз^Зх. 
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Ответы. 

1- Е ( ^ + У ? ) - " . хе(-2,2). 
п=0 
оо 

2- Е 

Зп+1 2̂ "̂ -'-

(_1)п-14п_5п ^ 
ж'% X е 

п=1 

1 1 
" 5 ' 5 

3- f Е 7 ^ ^ - - + ^ Е ^ ^ - > . е ( - . , . . ) . 
4. ^ ,g>(-l)"(2n-l)!!.,,„^, 

3 ' ^-^ п!2"32"+1 
п=1 

п=0 '' ' 

а; '"+\ ж € ( - 3 , 3 ) . 

5 V "̂-̂ ^ ^ 
Z-^ Чп+1 

( - ! & _ 1 
ж G 

п = 0 

3 3 

" 2 ' 2 

• ^ ^ | ^ В - ' г - ' ^ ' " • : • ! ; " " ' ' - ' • -<^|-'».1Ч. 
п = 2 

2П 
7. е ^ — х 2 ^ + \ ж€(-оо,+оо). 

п = 0 

'• ^ E ' " ! . . i ! r - V .е(-2Г,.П. 3 ' ^ п!34^+1 
п=1 

9- Е(-1) 4» + 3" „ / 1 1 
п \ 4 4 

\П(У2П ( —1)"6 

10.14. Приближенные вычисления 
с помощью степенных рядов 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить интеграл 
6 

f{x) dx 
о 

о 

/ • 

с т,очност,ъю а, г(9е f{x) разлоэюима в степенной ряд, имеющий ра
диус сходимост,и R > Ь. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. Практические вычисления обычно сводятся к 
суммированию того или иного числового ряда. В данном случае та
кой ряд получается, если разложить подынтегральное выражение в 
степенной ряд и проинтегрировать его почленно. 

1. Разлагаем подынтегральную функцию в степенной ряд по сте
пеням X 

/W = X̂ Cnx"", 
n=0 

и определяем его область сходимости. 

2. Степенной ряд можно интегрировать почленно по любому от
резку, принадлежащему интервалу сходимости. Поэтому, интегри
руя почленно полученный ряд и используя формулу Ньютона-Лейб-
ница, получаем 

f{x) dx= Y^^"^" dx = Y^Cn -—т . 

3. Вычисляем сумму числового ряда с заданной точностью (оце
нивал остаток ряда). 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ разложить подынтегральную функцию в ряд 
не по степеням ж, а по степеням ее — 6/2, то ряд будет сходится быст
рее, т.е. для обеспечения заданной точности может потребоваться 
меньше слагаемых, однако в итоге вычисления оказываются более 
сложными. 

П Р И М Е Р . ВЫЧИСЛИТЬ интеграл 

0,1 

cos(lOOx^) dx 
/ • 
о 

с точностью а = о, 001. 

РЕШЕНИЕ. 

1. Разлагаем подынтегральную функцию в ряд Тейлора по степе-
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ням х: 

/1ПП 2х , (102^2)2 (102а:2)4 (lO^rr^)^ 

^ / ^ (2п)! ^ ^ ^ (2п)! • 
п=0 ^ ^ п=0 ^ ^ 

Разложение справедливо при всех х. 

2. Интегрируем почленно полученный ряд: 

0,1 0,1 0,1 

о о '^~^ ^~^ о 

п = 0 ^ ^ "J п = 0 ^ / V / 

3. Оценим остаток ряда. Так как ряд знакочередующийся, 
1 1 

dn = 77771 , 1\/г> м > ^п+1 = " 10(4n + l)(2n)! " ^ ' 10(4п + 5)(2п + 2)! 

и limn->oo ttn = О, то справедливо неравенство 

1 
\Rn\ < dn+l = 10(4n + 5)(2n + 2)! 

Для вычисления интеграла с заданной точностью достаточно 
взять два члена ряда, так как 

4. Производя вычисления, получаем 

0,1 

I cos(100x2) d x ^ ^ - Y ^ T ^ = 0,090. 
о 

0,1 

Ответ. 1 со8(100ж2) dx ^ 0,090 ± 0,001. 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить интегралы с точностью а = 0,001. 

1 1 

1. / е""̂  dx. 2. / sinx'^dx. 
о о 
0,5 0,5 

3. / jdx. 4. / \ / l + х^ dx. 
J 1 + х^ J "^ 
о о 
0,5 2/3 

5. je^-'U.. 6̂  1ш^'-
О о 

1 1 

7. / dx. 8. / \/xcosxdx. 
J VTT^ J 
0 0 
уД/3 1 

9. / x^SiTctgxdx. 10. / ^, dx. 
J J V^T^ 

Ответы. 1 . 5 ^ 0 , 7 4 7 . 2 . 5 ^ 0 , 3 1 0 . 3 . 5 = 0,494. 4 . 5 ^ 0 , 1 9 0 . 

5 . 5 ^ 0 , 5 0 8 . 6 . 5 ^ 0 , 4 9 0 . 7 . 5 ^ 0 , 6 6 2 . 8 . 5 ^ 0 , 6 0 8 . 9 . 5 ^ 0 , 0 1 2 . 

10. 5 ^ 0 , 4 9 5 . 



Г л а в а 11 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

При изучении темы ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ вы 
познакомитесь с различными типами уравнений первого и второго 
порядков и освоите методы их решения. Вы изучите линейные урав
нения с постоянными коэффициентами, структуру их общего реше
ния и методы его нахождения (метод Эйлера, метод подбора частных 
решений, метод Лагранжа). 

С помош;ью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить интег
ралы, решить системы уравнений, продифференцировать найденные 
решения и выполнить численные расчеты (например, при решении 
задачи Коши), а также проверить полученные вами результаты. 

11.1. Понятие рехпения 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Доказать, что функция у — у{х) удов-

лет^воряет дифференциальному уравнению F{x^y,y') = 0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
Для доказательства того, что функция у = у{х) удовлетворяет 

уравнению F{x^y^y') = О, достаточно вычислить производную у'{х)^ 
подставить у(х) и у'{х) в это уравнение и убедиться в том, что полу
чается тождество, т.е. F(x^y{x)^y'{x)) = О для всех допустимых х. 

ПРИМЕР. Доказать, что функция у — —^х^ — х'^ удовлетворяет 
уравнению 

/ 2 4 
^уу -у ^х . 

РЕШЕНИЕ. Имеем 
, _ х(2х^ - 1) 

Подставим у и у^ в левую часть уравнения и проведем необходимые 
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преобразования: 

xf-y/^^^'^) (-Щ£^] -{х"" -х^) = х{2х^ -х) -хЧх^ == х\ 

Получаем тождество х"^ = х"^. 

Ответ. Функция у = —\/х^ — х^ удовлетворяет заданному урав
нению. 

Условия ЗАДАЧ. Доказать, что функция у = у{х) удовлетво
ряет дифференциальному уравнению f{x^y^y') — 0. 

1. ?/ = же~^/^, ху'= (1~ х'^)у. 

3. у = x\J\ — ж ,̂ уу^ = X — 2х^. 

4. у = л/ж^ — еж, (ж^ + y'^)dx — 2xydy = 0. 

5. 2/= e*s^^/^^ 2/'sina; = 2/l̂ l2/• 

6. у = . , y - z y ' = 6(l + x^y')• 

7. y = - V 2 / z 2 - l , 1 + у2+хуу '=0 . 

8. 2/= ГТ' У-Ж2/ =а(14-ж у ). 

9. 2/ = е^+^^ + 2е^, у' - у = 2же^+^'. 

10. 2/ = 2 + с \ /1 -ж2 , (1-а:2)г/'-Ьж2/ = 2а:. 

11.2. Уравнения 
с разделяющимися переменными 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти интегральные кривые дифферен
циального уравнения вида 

E{x)F{y)dx = G{x)H{y)dy. (1) 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. В области, где G{x) 7̂  О и F{y) ф О разделяем переменные, т.е. 

представляем уравнение (1) в виде 

2. Вычислим интегралы в уравнении 

^н.„_ {^ь) /Ш-/ 
и преобразуем его к виду ^[х., у) = С. 

dy 

3. Ответ записываем в таком виде: интегральные кривые опреде
ляются уравнением (р{х,у) = С при всевозможных значениях С. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ ОДНО ИЛИ оба уравнения G{x) = О и F{y) = О 
имеют решения ж 1, Ж2,... иух, у2) • • •? то равенствах = xi, ж = Х2,... и 
у = yi^y = У2,' • - нужно присоединить к ответу, так как они являются 
интегральными кривыми дифференциального уравнения (1). 

ПРИМЕР. Найти интегральные кривые дифференциального урав
нения 

бх dx - Qydy = 2x^2/ dy - Зху^ dx. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Перепишем исходное уравнение в виде 

Зх(2 -К у^) dx = 2у{х^ -h 3) dy. (2) 

Поскольку х^ + 3 > о и 2 -h 2/̂  > о, разделяем переменные, т.е. 
представляем уравнение (2) в виде 

Зх ^ 2у 
dx — •——г dy. 

х2 + 3 2 -h 2/2 

2. Вычислим интегралы в уравнении 

/^^^^/з^^^-
Имеем 

/ 
о Х , '̂  т / 2 dx = -ln(x^4-3) + Ci, 

х2 + 3 2 
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22/ J. . ^ , „ , о , 2 , 

3 

2 + 2/2 

Следовательно, 

^1п(х2 + 3 ) -1п(2 4-2/2) + Со, 2 
где Со = С2 — Ci. 

3. Упростив это равенство, получим 

(2 + 3/2) 

Ответ. Интегральные кривые определяются уравнением 

(х2 + 3)3 
(2 + 2/2) 

при всевозможных значениях С. 

= С 

Условия ЗАДАЧ. Найти интегральные кривые дифференциаль
ных уравнений. 

1. ydx -\- {1 + х'^)(1у = 0. 2. y' = tgxtgy. 

3. у' у = -2х sec 2/. 4. у' + sin(x + у) = sin(a: - у). 

5. у(1 + а:2)у' + 2:(1 + 2/2) = 0 . 6. е"" dx - {1-^ еУ)ус[у = 0. 

7. 2/' = 2е^со8ж. 8. у^ = у1пу. 

9. У = ^ . 10. 2/' == -74=Т-
1 + Ж̂  Vx2 - 1 

Ответы. 

1. 1п|2/| + arctga: = С. 2. sm?/cosx = C. 

3. ж^-f?/sini/ + cosy = С. 4. ln|tg(2//2)| 4-2sina: = С 

5. (а:2 + 1)(1 + у 2 ) - а 6. 21п(1 + е ^ ) - у 2 = . а 

7. у = e^(cosx + sinx) + С. 8. 1п| In /̂I - ж = С. 
9. ?/ = 1п(1 + х2) + а 10. 7/ = ln|a:-f \/ж2 - 1| + С. 
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11.3. Однородные уравнения 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти интегральные кривые однородного 

дифференциального уравнения первого порядка, т.е. дифференциаль
ного уравнения вида 

P{x,y)dx + Q{x,y)dy = 0, (1) 

где Р{х,у) и Q{x,y) — однородные функции одинакового порядка, 
т.е. P{tx,ty)=t''p[x,y) и Q{tx,ty) = f'Qix^y). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Преобразуем уравнение (1) к виду 

»' = / ( ! ) . (!•) 

2. Делаем подстановку у{х) = х z{x), где z{x) — новая неизвестная 
функция. Тогда у' = z -\- х z' и уравнение (1') приводится к виду 

dz 

Т.е. к уравнению с разделяющимися переменными. 
Заметим, что подстановку у{х) ~ xz{x) можно делать сразу в 

уравнении (1), не приводя его к виду (1'). 
3. Разделяем переменные в области, где f{z) — z ^ 0: 

dz dx 
f{z)-z X 

4. Интегрируем полученное уравнение с разделенными перемен
ными и делаем замену z{x) = у{х)/х. Записываем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЯ. 
1. Если Z =^ ZQ — корень уравнения f{z) — z = О, то решением 

уравнения (1) будет также у = ZQX. 
2. Интегральные кривые однородного уравнения можно искать и 

в полярных координатах. 

ПРИМЕР. Найти интегральные кривые дифференциального урав
нения 

, х^ + 2ху — 5у'^ 
2х'^ — Qxy 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Преобразуем заданное уравнение к виду 

1 4 - 2 ^ - 5 & 
2 - 6 -

(мы разделили числитель и знаменатель правой части заданного урав
нения на ж^). 

2. Делаем подстановку у = xz{x)^ где z{x) — новая неизвестная 
функция. Тогда у' = z -{- xz' и уравнение приводится к виду 

, 1 + 22 - 5^2 
zx-^z = — - — , 

2 -62 ; 

т.е. к уравнению с разделяющимися переменными. 
В результате простых преобразований получаем 

dz 1 + z^ 
X •= 

dx 2 - 6z 

3. Разделяем переменные {1 ~{- z^ ^ О и х у^ 0): 

2 - 6z , dx az = —. 
l - fz2 X 

4. Интегрируя, получаем 

2arctg z - 31n(l -f z^) = In \x\ + C. 

Заменяя z на y/x., получаем 

2arctg ~ - 31n ( 1 4- ^ I - In \x\ = C. 
X \ X^ J 

Ответ. Интегральные кривые определяются уравнением 

X \Х\^ 

при всевозможных значениях С. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти интегральные кривые дифференциаль
ных уравнений. 

X X 

4. X cos — dy -\- (х - у cos —) dx = 0. 5. (ж^ -f 2ху) dx -\- ху dy = 0. 
X \ X/ 

6. xy'ln f — j =ж 4-2/1п ( — 1 . 7. 2/б̂ а: + ( 2 у ^ — ж)б?г/= 0. 

8. {Ау'^+х'^)у' = XT/. 9.xi/'sin f-• j-bx = ysin f - j . 

10. xy + y^ = (2^2 + Ж2/) y'. 

Ответы. 

1. e-y/^+ln|a: | = a 2. же^^/^^С. 

3. e^/y + lnlxl = a 4. I n l x l + s i n ^ = a 
X 

5. 1п|ж + 2/| + — ^ = C 6. I n x - ^ f l n ^ - l ) = a 

7. у | + 1пы = а 8. 1 п ы ^ ^ + а 

11.4. Линейные уравнения 1-го порядка 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Решить задачу Коши для уравнения 

у'Л-р{х)у = q{x) (1) 

с начальным условием 
у{хо) = 2/0. (1') 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1-й способ . 

1. Запишем соответствующее однородное линейное уравнение: 

у'+р{х)у = 0. (2) 
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Это уравнение с разделяющимися переменными. 

2. Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение 
однородного уравнения (2) 

у = С ехр Llpix)dx\. (3) 

3. Применяем метод вариации произвольной постоянной: 
а) ищем решение неоднородного уравнения (1) в виде (3), считая 

С неизвестной функцией ж, т.е. полагая С = С{х)\ 
б) подставляем в уравнение (1) у и у'^ определяемые из соотноше

ния (3), где С = С{х). Из полученного дифференциального уравнения 
определяем функцию С{х). 

4. Таким образом, общее решение неоднородного уравнения (1) 
получаем в виде 

у — С[х) ехр {— 1 р{х) dx >. (3') 

Здесь С{х) содержит произвольную постоянную Со. 
5. Используя начальные условия (1'), находим значение Со и по

лучаем решение поставленной задачи Коши. 
Записываем ответ в виде у — ^{х). 

2-й способ. 

1. Ищем решение уравнения (1) в виде 

у = u{x)v{x), (4) 

где и 11 V — неизвестные функции х. 
2. Уравнение (1) принимает вид 

u'v -Ь uv' + p{x)uv = q{x). (5) 

3. Поскольку теперь мы имеем две неизвестные функции, а урав
нение, которому они должны удовлетворять, только одно, то еще одно 
уравнение мы можем принять произвольно, лишь бы оно не сужало 
множество решений у. 

Пусть одна из функций (например, и{х)) удовлетворяет уравне
нию 

и'-\-р{х)и = 0. (6) 
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Тогда уравнение (5) примет вид 

v'u = q[x). (7) 

Решая уравнение (6) (с разделяющимися переменными), находим li, не 
равное тождественно нулю, чтобы не сужать множество решений у. 

4. Подставляем и[х) в уравнение (7) и решаем его относительно v. 
5. Записываем общее решение уравнения в виде у{х) = u{x)v{x). 
6. Используя начальные условия (1'), получаем решение постав

ленной задачи Коши. 
Записываем ответ в виде у — (f{x). 

ПРИМЕР. Найти решение задачи Коши для уравнения 

X Х^ 

с начальным условием 
2 / (1 ) -1 . 

РЕШЕНИЕ. 
1-й способ . 
1. Записываем соответствующее однородное линейное уравнение: 

2/' - ~ 2/ = 0. 
X 

Это уравнение с разделяющимися переменными. 
2. Разделяя переменные и интегрируя, получаем общее решение 

однородного уравнения 
у = Сх. 

3. Применяем метод вариации произвольной постоянной: 

а) ищем решение неоднородного уравнения (8) в виде 

у ^ С{х)х, 

где С{х) — неизвестная функция х\ 
б) подставляя в уравнение (8) 

у = С{х)х и у' = С\х)х + С{х), 
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получаем дифференциальное уравнение относительно С{х) 

С\х)х = - ^ , х^ 
Это уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделяя переменные 

dC = — г ^'^ х-^ 
и интегрируя, получаем 

С(х) = ^ + Со, 

где Со — произвольная постоянная. 
4. Таким образом, общее решение неоднородного уравнения (8) 

имеет вид 

5. Используя начальное условие у{1) = 1, получаем 

находим Со = О и подставляем в общее решение (9). 

Ответ, у = 1/х. 

2-й способ. 

1. Ищем решение уравнения (8) в виде 

у = u{x)v{x), 

где и и V — неизвестные функции х. 
2. Уравнение (8) принимает вид 

1 2 
u'v + uv' UV = Г-. (10) 

X Х^ 

3. Поскольку теперь мы имеем две неизвестные функции, а урав
нение, которому они должны удовлетворять, только одно, то еще одно 
уравнение мы можем принять произвольно, лишь бы оно не сужало 
множество решений у. 
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Пусть одна из функций (например, и{х)) удовлетворяет уравне
нию 

и' -^и = 0. (11) 
X 

Тогда уравнение (10) принимает вид 

v'u^-\. (12) 
х^ 

Решая уравнение (11) (с разделяющимися переменными), находим 

и{х) — Ах, 

где А — произвольная постоянная {А ф О, чтобы не сужать множест
во решений). 

4. Подставляем и{х) в уравнение (12) и решаем его относитель
но v\ 

,_ Jl_ _ JL_ 
Ах^ Ах'^ ' 

где В — произвольная постоянная. 

5. Записываем обш;ее решение уравнения (8) в виде 

у{х) — u{x)v{x) = —h Сж, 
X 

где С = АВ — произвольная постоянная. 

6. Используя начальное условие у{1) = 1, находим С = 0. 

Ответ, у = 1/х. 

Условия ЗАДАЧ. Найти решения задач Коти для дифференци
альных уравнений. 

1. Х2/' + у - е ^ = 0 , 2/(0) = 1. 
2. y'-ytgx= , 2/(0)=0. 

cos ж 
о2 3. у' cos^x^-y = igx, у ( 0 ) = 0 . 
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4. у' -ytYix — Q}O? X, у ( 0 ) = 0 . 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

1 У 1 у — = х\пх, 
хтх 

у' smx — 2/C0SX = 1, 

у' — ytgx = cos ж, 

у' - 2ху = 3x2 _ 2̂ .4̂  

ху' — 2у = 2ж'*, 

у' + у cos а; = е̂ '̂̂ ,̂ 

Ответы. 

1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

е ^ - 1 
X 

у — e~*Sa: _|_ tgX - 1. 

у — -—- In X. 
^ 2 

(X sin 2х \ 1 
'^^ V2 "̂  4 j cosx' 
у~х^- х^. 

2/(е) = у . 

уф = о. 
У(0)=0 . 

у ( 0 ) = 0 . 

у ( 1 ) = 0 . 

у ( 0 ) - 0 . 

2. у = 

4. 2/ = 

6. 2/ = 

8. у = 

10. у = 

а; 
cos а;' 
ch X sh х. 

- cos X. 

х^ 

а;е-^'"^. 

11.5. Уравнение Бернулли 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти решение задачи Коши для уравне

ния Бернулли 
y' + 9{x)y = f{x)y^ (а ^ 0 , 1 ) (1) 

С начальным условием 
У{х^) = 2/0. (1') 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. С помощью подстановки 

ургшнение приводится к линейному 

z'+p{x)z = q{x), (2) 
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где р = {1 - а)д и q = {1 - a)f. 
2. Решаем линейное уравнение (2) и делаем замену z = у^~^. 
3. Используя начальное условие (1'), находим решение поставлен

ной задачи Коши. 

Записываем ответ в виде у = (f{x). 

ЗАМЕЧАНИЕ. При решения уравнения Бернулли можно не при
водить его к линейному, а искать решение в виде у = u{x)v{x) или 
применять метод вариации произвольной постоянной. 

ПРИМЕР. Найти решение задачи Коши 

ху' -\-у = ху'^ (3) 

с начальным условием 
2/(1) = 1. 

РЕШЕНИЕ. 
Преобразовав уравнение к виду 

f 1 2 У +-у = у, 
X 

убеждаемся, что это уравнение Бернулли с а = 2. 
1. С помощью подстановки 

уравнение (3) приводится к линейному 

z ' - - z = -l. (4) 
X 

2. Решаем уравнение (4) методом вариации произвольной посто
янной: 

а) решаем однородное уравнение 

z' - - z = 0, 
X 

получаем z = Сх\ 
б) ищем решение неоднородного уравнения в виде 

С{х)х\ 
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в) подставляя в уравнение (4) 

Z = С{х)х, z' = С\х)х 4- С{х), 

получаем уравнение с разделяющимися переменными 

С'{х)х = - 1 . 

Разделяя переменные и интегрируя, получаем 

С{х) = Со-1пх. 

Таким образом, общее решение неоднородного уравнения (4) имеет 
вид 

Z = х{Со - In ж), 

или, после замены z = у~^, 

1 
X{CQ - In Ж)* 

3. Используя начальное условие у(1) = 1: 

1 
1 (Со-0) 

получаем Со = 1. 

1 Ответ, у = 

1, 

х{1 — In ж) 

Условия ЗАДАЧ. Найти решения задач Коши для дифференци
альных уравнений. 

1. ху' = 4у = х'^уГу, у{1) = 0. 

, 2ХУ 4:у/у (Л\ '^^ 

^- ^ 1 Т ^ = 7гт^'"*'"' '^'^^^ 
3. ху' + у = -х^у^, У(1) = 1-
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4. ху' + у = у^1пх, у{1) = 1. 

5. (х + 1)у' + у = -у^{х + 1), 2/(0) = 1. 

6. 2/' + 2y = e V , 2 / (0 ) -1 . 

7. у' + 2/ = х2/2, 2/(0) = 1. 

X cos^a: тг̂  

9. yshx-i-ychx = -Y-y, ^^^ "̂  i h l ' 

10. у ' - 2/tgx+ у^со8ж = О, 2/(0) = 1. 

Ответы. 

1. 2/ = "Г lii^ к1- 2. 2/ = (1 + x^)arctg^ ж. 3. 2/ = - ^ . 
4 х^ 

'•У = Т^х- ^•y=il + x){llln\l + x\y ^-У^'-'-

1 „ / l + l n | c o s x | V „ 1 

10. 2/ - ^ {х + l)cosx* 

11.6. Уравнения в полных дифференциалах 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти интегральные кривые дифферен

циального уравнения 

P{x,y)dx + Q{x,y)dy = 0. (1) 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Если в некоторой области D Р(ж, у) и (5(х, у) имеют непрерыв

ные частные производные и выполнено условие 

ду ~~ дх' 

то P{x^y)dx + Q{x,y)dy — дифференциал некоторой функции 
и{х,у). Тогда уравнение (1) называется уравнением в полных диффе-
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репциалах и может быть записано в виде 

dU{x,y) = 0, {!') 

где и{х^ у) — дважды непрерывно дифференцируемая неизвестная 
функция. 

Из (1') следует, что интегральные кривые определяются уравне
нием и{х,у) = С при всевозможных значениях С. 

Для отыскания U заметим, что 

^=Р{х,у), ^ = Qix,y). (2) 

2. Интегрируя первое равенство в (2) по ж, получим 

и= I P{x,y)dx^ip{y), 

где (р{у) — неизвестная функция, которую еще предстоит найти. 

3. Дифференцируя U по у, имеем 

-^ = -JP{x^y)dx-,^iy), 

Используя второе равенство в (2), получим уравнение 

— P{x,y)dx-\-(p'{y) = Q{x,y). 

4. Находим (р{у) и затем U{x,y). 

Ответ. Интегральные кривые определяются уравнением U{x^y) = C 
при всевозможных значениях С 

ПРИМЕР. Найти интегральные кривые дифференциального урав
нения 

xdy — ydx ^ ,^. 
xdx-^ydy+ \ ^ \ :^0. 3 

х^ Л-у^ 
РЕШЕНИЕ. 
1. Преобразуем уравнение (3): 

^ ^ dx^iy^ - Т ^ ) ^У = О-
х^ -\-у^ J \ х^ -\-у 
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В данном случае 

Р{х,у)= ( х - — L ) , Q{x,y)=\y + 
х^ -\- у J \ х^ -\-1 

Эти функции непрерывно дифференцируемы в области х^ + у^ > 0. 

Кроме того, 

Поэтому P{x.,y)dx-\- Q(x,у) dy — дифференциал некоторой функции 
17(а;, у) в любой односвязной области J9, не содержащей точку а; = О, 
2/ = 0. Следовательно, уравнение (3) является уравнением в полных 
дифференциалах и может быть записано в виде 

dU{x^ у) = 0 при (ж, у) е D. 

При этом 
ди _ у ди _ X . . 
'д^~''~ х^ + у^' 'д^~^^ х^ + у^' ^^ 

2. Интегрируя первое равенство в (4) по ж, получим, что при у ^ О 

где ^{у) — неизвестная функция, которую еще предстоит найти. 

3. Дифференцируя U по у, имеем 

ди X 
+ ^'{У)' ду ^2 4- 2/̂  

Используя второе равенство в (2), получим 

+ ^\у) = у + 

После преобразований имеем 

^'{у) = У' 
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4. Отсюда 

и, следовательно, 

v'(y) = Y + c, 

X "4" у X 
и{х, у) = — ~ arctg - + С, у > О или у <0. 

^ У 
Ответ. Интегральные кривые в области у > О или в области у < О 

определяются уравнением 

2 У 

при всевозможных значениях С. 

Условия ЗАДАЧ. Найти интегральные кривые дифференциаль
ных уравнений. 

1. (ж 4- 2/) da; + (ж + 2у) dy = 0. 

2. (Зж^ Ч- 6ж?/2) dx -f (бж г̂/ 4- V ) dy = 0. 

3. (2ж + Бу) dx -h (5ж -f Зу2) di/ = 0. 

4. (2жу 4- Зу^) dx + (ж^ + бжу - Зу^) dy = 0. 

5. (Зу2 + 2ж2/ + 2ж) dx -f (бжг/ + ж2 + 3) dy = 0. 

6. (ж^ + у^ + 2ж) с̂ж + 2ху dy = 0. 

7. (ж^ - Зж2/2 4- 2) с/ж - (Зж^у - У )̂ dy = 0. 

8. (жсЬу 4-shy)dж 4-(жсЬж 4-shж)dг/= 0. 

9. 2ж(1 4- i/^2 - у) dx - >/ж2 ~ydy = 0. 

\х ( ж - у ) 2 у V(^-2/)^ У/ 
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Ответы. 

1. —+ху + у'^ = С. 2. х^ + Зх^у'^ Jry"^ = С. 

3. х^ Л- Ъху + у^ = С. 4. х^у 4- Зху^ -у^ =С. 

х^ 
5. Зжт/̂  + х'^у + Зу + ^2 = а 6. — + ху'^ Л-х^ = С. 

о 

7. — - •-ж^у^ + 2х + ^ = С. 8. yshx + a;shy = a 

9. х2 + |(:с2 4- уУ/' = а 10. - ^ ^ + In - = С. 
3 х-у у 

11.7- Уравнения вида F{x,y^^\y^^'^^^) = О 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти общее решение дифференциального 

уравнения 
F{x,y^'\y^'-^'^) = 0 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Полагая у^^^ = (̂а )̂? получим дифференциальное уравнение 

первого порядка 
F{x,p,p')=0. 

2. Определяя тип этого уравнения и применяя соответствующий 
метод решения, находим р = f{x,Ci), где Ci — произвольная посто
янная. 

3. Так как р — у^^\х)у имеем 

yW = / (x ,Ci ) . 

Последовательно интегрируя к раз (при каждом интегрировании не 
забывая о произвольной постоянной), получим ответ 

у = 9?(ж,С1,С2,...,Сп), п = к + 1, 

Ci, Сг , . . . , Сп — произвольные постоянные. 
ПРИМЕР. Найти общее решение дифференциального уравнения 

{1-\-х^)у'' + 2ху' = 12х\ 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку дифференциальное уравнение не содержит у, то по

лагая у' = р{х)^ имеем у" = р'{х). Получаем дифференциальное урав
нение первого порядка 

( Ц - ж ^ У + 2жр = 12ж .̂ 

2. Уравнение 
2х 12а;̂  

Р ^T-T-z^P-

линейное относительно р и р'. Решая его, например, методом вариа
ции произвольной постоянной, находим 

Зж̂  + С 

3. Так как р = у'{х), имеем 

, _Зх^ + С 
^ ~ 1+а;2 • 

Интегрируя, получим общее решение у = {С + 3) arctga; + x^ — Заг + Сг-

Ответ, у = Сх arctg х + х^ — Зх + С2-

Условия ЗАДАЧ. Найти общие решения дифференциальных урав
нений. 

1.2/" = 1 - у'\ 2. ху" + у' = 0. 

3. (1 + х'^)у" + 2/'̂  + 1 = 0. 4. х^у" + ху' = 1. 

5.ху"' + у"^1 + х. 6. у"'^ + у"^^1. 

7.у'{1 + у'^)=у". 8. у" = -х/у'. 

9.ху" + у' + х = 0. 10. y"''^^iy". 

Ответы. 

1. j / = ln|e2^ + C i | - x + C2. 2. 2/ = C'i + C2ln|a;|. 

3. y = {l + C^)\n\x + Ci\-Cix + C2. 

4. j / = i( ln |x|)2 + Ci ln |x | + C2. 
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5. 2/ = ^ +у+С1ж1п |гг |Н-С2Х + Сз. 

6. 2/ = sin(Ci -f ж) + С2 ж + Сз. 

7. ж - C i = l n | s i n ( t / - C 2 ) | . 

S. у = Cix^ Ппж - ^ ) + С2Х + Сз. 

9. 2/ = C i l n | a ; | - —Ч-С2. 

11.8. Уравнения вида F[y^y'^у'^) = О 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти решение задачи Коши для диффе

ренциального уравнения 

F{y,y',y")^0 

С начальными условиями 

у{хо) = 2/0, у'{хо) = 2/0-

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Поскольку дифференциальное уравнение не содержит явно не

зависимой переменной ж, полагаем 

2/' =Р{у)^ 

где р{у) — новая неизвестная функция. Тогда по формуле для произ
водной сложной функции имеем 

f — А.' — — ( ) - ^ . ^ — ^ 
dx dx dy dx dy 

Получим уравнение первого порядка относительно р{у) 

2. Определяя тип этого уравнения и применяя соответствующий 
метод решения, находим р = f{y,C), где С — произвольная посто 
янная. 
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3. Используя начальные условия (оба), находим С = Ci. 
4. Подставляя Ci, получаем дифференциальное уравнение с раз

деляющимися переменными 

Разделяя переменные в области, где /(у, Ci) Ф О, получаем 

dy 
Цу.Сг) dx 

и, интегрируя, находим ж = (/?(?/,Ci,C2). 
Проверяем, не является ли решение f{y,Ci) =0 особым решением 

исходного уравнения, удовлетворяюпдим начальным условиям. 
5. Используем начальные условия для нахождения второй посто

янной (72 (значение Ci уже было найдено в п. 3) и получаем решение 
задачи Коши. 

Ответ записываем в виде у = у{х) или х = х{у). 

ПРИМЕР. Найти решение задачи Коши для дифференциального 
уравнения 

у"у^ + 1 = 0 

с начальными условиями 

у(1) = - 1 , у\1) = -1. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку дифференциальное уравнение не содержит явно не

зависимой переменной ж, полагаем 

у' =р{у), 

где р{у) — новая неизвестная функция. Тогда по формуле для произ
водной сложной функции имеем 

dx dx dy dx dy' 

Получим уравнение первого порядка относительно р{у) 

•РГ = - 1 . 
dy' 
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2. Разделяя переменные и интегрируя, находим 

т.е. 
4 + ̂ 1 

(знак минус мы выбрали из начального условия у'(Х) — ~1 < 0-) 
3. Из начальных условий (обоих) имеем у' — —1 при у = — 1. 

Отсюда, Ci = 0. Учитывая, что в силу первого начального условия 
2/ < О и, следовательно, \у\ — —у, получаем 

У 

4. Разделяя переменные и интегрируя, находим 

5. Из начального условия у{1) = —1 получим С2 = 1/2. Следова
тельно, 

?/ = -\/2х - 1. 

(Знак минус мы выбрали из начального условия у{1) = —1 < 0.) 

Ответ, у = —у/2х — 1. 

Условия ЗАДАЧ. Найти решения задач Коши для дифференци
альных уравнений. 

1. У"У^ = 1, 2/(1/2) = 1, J/'(1/2) = 1. 

2. j / y " + 2 / ' 2 - l , У(0) = 1, У'(0) = 1-

3. у"-у'^+у'{у-1) = 0, 2/(0) = 2 , 2/'(0) = 2. 

4. t/2 + 2/'2-2j/3/" = 0, 2/(0) = 1, 2/'(0) = 1. 

5. Зу'2/" = 2/ + у'3 + 1, 2/(0) = - 2 , у'{0)=0. 
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6. 2/'2/^+2/2/"-2/'' = 0, 7/(0)-

7. 22/2/"-32/'2 = V , 2/(0) = 

8. (1 + 2/2/')2/'' = (1 + 2/'^)2/', 2/(0) = 
9. 2уу"^у^-у'^=0, у{0) = 

10. уу' + у'^ + уу'' = 0, у{0) = 

Ответы. 

1. 2i/2 - 4а:2 = 1. 

Б.у = -^{у + 2)У\ 

у = 6'' 

у'{0) = 2. 

2/'(0) = 0. 

2/Ч0) = 1. 

УЧО) - 1. 

2/'(0) = 
е - 1 

2. у = ж-|-1. 

6. 2/ = 2 + е Зх * 

3. г/ = 2е^. 4. у = е^. 

7. у = sec^ а:. 

9. 2/ = sin а; + 1. 10. у = е — е " 
е - 1 

11.9. Линейные уравнения 
с постоянными коэффициентами 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти общее решение линейного диффе
ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэффици-
енппами 

у" +РУ' -^qy = е'^''[Рп{х) cosbx + Qrn{x) sinbx], 

где Рп{х) — многочлен степени п, Qm{x) — многочлен степени т 
и p,q,a,b — действительные числа. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
Общее решение неоднородного линейного уравнения п-го порядка 

имеет следующую структуру: 

2/о.н. == Уо.о. + Уч.н. = Ciyi -f С2У2 + . . . + СпУп + Уч.н., ( 1 ) 

где 2/1,2/2 ,Уп — фундаментальная система решений и 2/о.о. — общее 
решение соответствующего однородного уравнения, 2/ч.н. — какое-ни
будь частное решение неоднородного уравнения. 
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1. Записываем соответствующее однородное уравнение 

у" ^ру' Л-ЧУ = ^ (2) 

и ищем его решение в виде у = е^^, где Л — неизвестное число. 
Подставляя у — е'̂ ,̂ у' — Ле^^ и у" = Л^е'̂ ^ в уравнение (2) и 

сокращая е^^, получаем так называемое характеристическое уравне
ние 

Л2+рЛ + д = 0. (3) 

2. Решаем характеристическое уравнение. Обозначим корни ха
рактеристического уравнения Ai и Л2. Тогда фундаментальная сис
тема решений и общее решение уравнения (2) записываются в одном 
из следующих трех видов: 

а) если Ai и А2 вещественны и Ai т̂  А2, то фундаментальная сис
тема решений — это у\ = е^^^, 7/2 = е^^^ и общее решение имеет 
вид 

Уо.о. =Cie^^^ + C2e^^^; 

б) если Ai и А2 вещественны и Ai = А2, то фундаментальная сис
тема решений — это у\ = е^^^, у^ — хе^^^ и общее решение имеет 
вид 

Уо.о. =Cie^^^+C2a:e^^"; 

в) если Ai и А2 комплексные, т.е. Ai,2 = о:±г/3, то фундаментальная 
система решений — это yi = е"^ cos/За:, у2 = е"^ sin/За; и общее реше
ние имеет вид 

т/о о z= e'^'^(Ci cos/За: 4- Сг sin/За:). 

3. Ищем какое-либо частное решение неоднородного уравнения. 
Поскольку правая часть уравнения имеет вид 

е°''^[Рп{х) cosbx + Qrn{x) sinbx], (4) 

можно применить метод подбора частных решений: 
если а ± г6 не является корнем характеристического уравне

ния (3), то 
2/̂  д := e^^[Pk(x) cosbx Н- Qk{x) sinba;], 

где Рк{х) и Qk{x) — многочлены степени к = max{n,77i} с неопреде
ленными коэффициентами; 
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если а± ib есть корень характеристического уравнения(З) крат
ности S, то 

2/ч.н. = х^ e''''[Pk{x) cosbx + Qk{x) s'mbx], 

где Pk{x) и Qk{x) — многочлены степени к = max{n,m} с неопреде
ленными коэффициентами. 

4. Нсьходим неопределенные коэффициенты, подставляя т/ч.н. в ис
ходное уравнение. 

Записываем ответ по формуле (1). 

ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично решаются линейные дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами любого порядка. 

ПРИМЕР. Найти общее решение линейного дифференциального 
уравнения 

у" -\-у = XsinX. (5) 

РЕШЕНИЕ. 
1. Записываем соответствуюш;ее однородное уравнение 

г/" + у = О (6) 

и иш;ем его решение в виде у — е^^, где Л — неизвестное число. 
Подставляя у = е^^, у' — \е^^ и у" = У^е^^ в уравнение (6) и 

сокращая е^^, получаем характеристическое уравнение 

Л̂  -h 1 = 0. 

2. Характеристическое уравнение имеет два комплексно сопря
женных корня Aî 2 = i^-

Имеем фундаментальную систему решений 

Ух •=• cos ж, у2 = sinx 

и общее решение однородного уравнения (6) 
Уо.о. = С\ cos ж + С2 sin ж. 

3. Ищем какое-либо частное решение неоднородного уравнения 
(5). В нашем случае правая часть неоднородного уравнения имеет 
вид (4) с а = О, Ь = 1, 71 = О, m = 1. 
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Так как характеристическое уравнение имеет комплексные корни 
а ± гЬ = ±i кратности s = 1 и max{n, т } = 1, то частное решение 
ищем в виде 

Уч.н. = x[{Aix-}- А2) cosX-\- {Bix-\- 52)sinx], 

где Ai, А2, Bi, B2 — неизвестные числа (неопределенные коэффи
циенты) . 

4. Находим неопределенные коэффициенты, дифференцируя г/ч.н. 
два раза и подставляя в уравнение (5). 

Приравнивая коэффициенты в обеих частях равенства при cos ж, 
xcosx, sinx, ж sin а:, получаем четыре уравнения 

f 2Ai -Ь 2Б2 = О, 
4Б1 = О, 

- 2 ^ 2 + 2Bi = О, 
-4Ai = 1, 

из которых определяем Ai = —1/4, А2 = О, Bi = О, Б2 = 1/4. Таким 
образом, 

о 
Х X 

?/ч.н. — ~~г COS Ж + —sin Ж. 

По формуле (1) находим общее решение неоднородного уравнения 
X X 

у = Ci COS а; + С2 sin а; — - - cos ж + — sin х. 

X X 
Ответ, у = Ci cos х -\-C2smx ~ cos х + -- sin х. 

4 4 

Условия ЗАДАЧ. Найти общие решения дифференциальных урав
нений. 

1. yf' ^у = cosX. 2. у" -\-у' -2у = 8sin2х. 

3. 2/" - ^У' + 52/ = е^ cos 2х. 4. у" + у = 3 sin х. 

5. у'' -\- у = 4:Х cos X. 6. г/" - 9t/ = е^^ cos х. 

7. 2/" - 4у = е^^ sin2x. 8. у" - 2г/ = 2xe^(cosx - sinx). 

9. 2/" - 2/ = 2 sin X - 4 cos x. 10. у" - ^y' + 252/ = 2 sin x + 3 cos x. 
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Ответы. 
X 

1. у = Ci cos X -\- С2 sin X -\— sin х. 
2 

2. у = Cie^ 4-С2е-2^ - - (3sin2x + cos2x). 
5 

X 
3. у = (Ci cos 2х + С2 sin 2ж) е^ -f •- е"̂  sin 2ж. 

3 
4. у = Ci cos ж 4- С2 sin ж — •- а: cos ж. 

5. 2/= CiCosa; + С г з ш х + xcosa; + x'^sina;. 

6. J/ = Ci e^^ + C2 e-3* + -5- e^'^(6sinx - cosx). 
О I 

7. 2/ = Cie-2^ +C2e2^ - -—(sin2x + 2cos2x). 

8. у = Ci e - ^ ^ + C2e^^ + x e^ sin ж -f e^ cos x. 

9. г/= Ci e^ + C2e~^ + 2со8ж - sinx. 

10. у — [C\ cos4a; + C2sin4x)e^^ -h - r r (14 cos ж + 5 sin ж). 

11Л0. Принцип суперпозиции 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти общее решение линейного диффе

ренциального уравнения п - го порядка с постоянными коэффициен
тами 

У (п) + РгУ^""'^^ + . . . -f Рп-1У' + РпУ = F{x), (1) 

где F{x) = fi{x) + h{x) + . . . + Л(ж). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
П р и н ц и п с у п е р п о з и ц и и . Если правая часть уравнения (1) 

есть сумма нескольких функций 

^ ( ж ) = /1(ж) + /2(ж) + . . . + Л ( ж ) 

И Yi (г = 1,2,.. . , /с) — какое-нибудь частное решение каждого урав
нения 

У (п) + Pi2/^"-'^ + . . . 4- Рп-1У' + РпУ = fi{x) (г = 1, 2 , . . . , к), (2) 
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то в силу линейности уравнения (1) его общее решение имеет вид 

y = yo^Yi+Y2 + ... + Yk, (3) 

где уо — общее решение однородного уравнения 

У 
(п) + Piy^""'^^ + . . . + Рп-1У' + РпУ = 0. 

1. Находим фундаментальную систему решений и общее решение 
2/0 однородного уравнения. 

2. Для каждого неоднородного уравнения (2) (г = 1, 2 , . . . , fc) на
ходим частное решение ¥{ (используя, например, метод подбора или 
метод вариации произвольных постоянных). 

Записываем ответ в виде (3). 

ПРИМЕР. Найти общее решение линейного дифференциального 
уравнения 

у" - 1002/' - 20е̂ °"̂  + 100 cos lOx. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Записываем соответствующее однородное уравнение 

у'" - Шу' = О (4) 

и ищем его решение в виде у = е^^, где Л — неизвестное число. 
Подставляя у = е^^, у' = Ле^^ и у'' = Л^е^^ в уравнение (4) и 

сокращая е^^, получаем характеристическое уравнение 

Л̂  - ЮОЛ = 0. 

Характеристическое уравнение имеет три корня Ai = О, Л2 = 10 и 
Аз - -10 . 

Таким образом, имеем фундаментальную систему решений 

У1 = 1, 2/2 = e lO^ j/3 = e - i « ^ 

И общее решение однородного уравнения 

Уо = С1 + С2е10а: + Сзе-^^^. 
2. Решаем неоднородное уравнение, используя принцип суперпо

зиции: 
а) ищем частное решение Yi неоднородного уравнения 

у'" - ЮОу' = 206^^^ (5) 
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в виде Ух = хАе^^^, где А — неопределенный коэффициент (так 
как а-\- ib = 10 — корень характеристического уравнения кратности 
5 = 1). 

Дифференцируя Yi три раза и подставляя в уравнение (5), нахо
дим Л = 1/10. Таким образом, 

у: =1.е^0х. 
' 10 ' 

б) ищем частное решение Уг неоднородного уравнения 

?/'"-1002/' = 100 cos 10х (6) 

в виде У2 = Bi cos Юж + В2 sin Юж, где Bi и В2 — неопределенные 
коэффициенты (так как а ± г6 = ±10г не являются корнями характе
ристического уравнения, то множитель х отсутствует). 

Дифференцируя Уг три раза и подставляя в уравнение (6), нахо
дим Bi = О и В2 = —1/20. Таким образом, 

У2 = - — s i n Юж. 

Используя принцип суперпозиции (3), получаем 

у = J/0 + П +12 = Ci + Сге^"» + Сзе-1°== + ^ е^"^ - ^ sin lOx. 

Ответ. y = Ci + Сге^о^ + Сзе-^^^ + ^ е^^^ - ^ sin lOx. 

Условия ЗАДАЧ. Найти общие решения дифференциальных урав
нений. 

1. 2/" + у ' = 5х-Ь2е^. 2. у"-h 2г/'+ 2/= е"^ cosx 4-же"^. 

3. 2/" - Зу' = X + cos X. 4. у" - 2у' + Юу = sin Зж + е^. 

5. 2/"Ч-4г/ = 2s in2x-3cos2a : -h l . 6. у" + 9у = хе^"" + 2xsmx. 

7. г/" + 2/ = 2х cos ж cos 2х. 8. у"' - Ъу" + %у' - 4у = 26^^ + Зе^^. 

•̂ y'"-f-2/" = а;^4-1 + За;е'^. 10. у'^-h 2у"-f-у = е"̂  И-sin а:-f sin 2ж. 
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Ответы. 

2. y = {Ci + C2X+ — -cosx)e~''. 
D 

1 X X 
3. у = Ci + Сч^^ - ---(со8ж + Ssinx) — - — -•. 

10 6 9 
1 е^ 

4. у = (Ci cos Ъх + Сг sin Зх) е^ + —(sin3a; + 6 cos Зж) Ч- —. 
о7 У 

X 1 
5. у — С\ cos2x И- C2sin2a: - -7(3sin2x -h 2cos2x) + - . 

4 4 

6. у — C\ cos Зж + Сг sin За: + ~ж sin ж - --- cos ж + —• (Зх - 1) е^^. 
4 16 54 

7. у = Ci cos ж + С2 sin X -f - cos ж + — sin X - -• cos 3x + — sin 3x. 
4 4 8 32 

8. y = Cxe" + (C2 + Сзх) e2^ + e^^ + ^ a^^e^^ 

3 2 1 3 ^ 1 4 / 3 15 

10. у = (Cix + C2) cos X + (Сзж + C4) sin X + - e^ — - x^ sinX + - sin 2z. 
4 8 9 

l l . l l . Метод Лагранжа 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти решение задачи Коши для линей

ного неоднородного уравнения с постоянными коэффициент,ами 

у" +Piy' •^Р2У = f{x) (1) 

с начальными условиями 

у{хо) = Уо, у\хо) = 2/0- (1') 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Записываем соответствующее однородное уравнение с посто

янными коэффициентами 

у"-\-Р1у'+Р2У = 0. (2) 
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Находим фундаментальную систему решений yi{x) и У2{х) и общее 
решение однородного уравнения 

у = Ciyi{x) -^ С2У2{х). 

2. Применяем метод Лагранэюа (метод вариации произвольных 
постоянных). 

Если известна фундаментальная система решений yi{x), 2/2(^) од
нородного уравнения (2), то обш,ее решение соответствующего неод
нородного уравнения (1) может быть найдено по формуле 

у = Ci{x) yi{x) + С2{х) У2{х), 

где функции С[{х) и С2{х) определяются из системы линейных алге
браических уравнений 

( С[{х)уг{х) + С!,{х)у2{х)=0, 

\ C[ix)y[{x) + C!,ix)y',{x)^fix). 

Интегрируя, находим функции Ci{x) и С2{х) и записываем общее ре
шение неоднородного уравнения. 

3. Используя начальные условия (1'), находим решение задачи 
Коши. 

Записываем ответ в виде у = у{х). 

ПРИМЕР. Найти решение задачи Коши 

у" + 2/ = 
COSX 

с начальными условиями у(0) = 1, у'{0) = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Записываем соответствующее однородное уравнение: 

У" + У^ 0. 

Находим фундаментальную систему решений yi = cos х и у2 = sinx и 
общее решение однородного уравнения 

у = Ci cos X + С2 sin X. 

2. Применяем метод Лагранжа (метод вариации произвольных 
постоянных): 
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а) ищем решение данного неоднородного уравнения в виде 

у = Ci{x)cosx 4- C2(x)sinx; 

б) записываем систему уравнений для определения функций С[{х) 
и С!,{х): 

{ С[ (ж) cos ж + С2 (х) sin ж = О, 

C[{x){—smx) 4- C2(a;)cosa: = l /cosx. 

Решая ее (так как решение иш;ем в окрестности точки а: = О, то 
cos а: > 0), получим 

C[{x) = -tgx, С!,{х) = 1. 

Интегрируя, находим 

Ci{x) = Incosx + Ci, С2{х) == ж + Сз; 

в) записываем полученное обш;ее решение данного неоднородного 
уравнения 

у = (In cos х + CI) cos X -\- {х + С2) sin ж. 

3. Используя начальные условия, определяем константы С^ и С2. 
Так как 

2/(0) = (Incos О + Ci) cosO + (О -f с;) sinO = О, 

то Cj = 1 . Так как 

у'(0) = (IncosO + Ci) sinO 4- ( - - ^ ) cosO -f sinO + (0 -f C^) cosO = 0, 
\ cos 0 / 

TO C2* = 0. 

Ответ. 2/= cosx(lncosa; + 1)-h xsinx. 

Условия ЗАДАЧ. Найти решения задач Коши для, дифференци
альных уравнений. 

1. 2/" + 2у' + у = — , 2/(1) = О, у ' ( 1 )=0 . 
X 



284 Гл. 11. Дифференциальные уравнения 

2. у" + у 
smx 

3. y" + 4y = 2tgx, 

1 4. у" + Ау = 
cos 2а; 

5. y" + j / = tgx, 

6. у" -2у' + у = —, 
X 

7. 2/"-2/ = thx, 

8. у" -2у = Ах'^е''\ 

4x2 + 1 

2/(0) = О, 

2/(0) = О, 

У(0) = 2, 

2/(1) = е, 

2/'(0) = - 2 . 

2/'(0) = 0. 

2/'(0) = 1. 

2/'(1) = Зе. 

9. у " - у = 
Ху/х 

а;2 + 2а; + 2 

2/(0) = 2 + ^ , у'(0) = 1. 

у(0) = 3, у'(0) = 0. 

2/(1) = е - 4 , у'(1) = е - 2 . 

у(-1) = - - 1 , у ' ( -1) = - - 1 . 
е е 10. у" -2у-\-у = 

Ответы. 

1. 2/ = (1 — хН- xlnx) е~^. 

^ 7Г . . 1 I . I 

2.2/ = — cos а: + sm ж — х cos х 4- sin ж In | sm ж|. 

3. 2/ = —X cos 2х — - sin 2х + sin2хIn | cosх\. 

1 1 1 ^ 

4. w = -- cos 2х In cos 2х + — sin 2х. 
4 2 

- I / X 7 Г \ | 
Ъ.у — cos X + sm X 4- cos In ctg 177 + т I • 
6. ?/ = X e^ (1 + Inx). 7. у = {f 4- e-^)(l + arctge^). 

8. у = e ^ ^ -f e " ^ ^ + e^'. 9. у = e^ - 4у^. 10. у = e^ + - . 



Г л а в а 12 
К Р А Т Н Ы Е ИНТЕГРАЛЫ 

При изучении темы КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ вы научитесь за
писывать области (на плоскости и в пространстве) с помощью нера
венств в декартовых, полярных, цилиндрических и сферических ко
ординатах, расставлять пределы интегрирования и сводить кратные 
интегралы к повторным. Вы научитесь также решать задачи гео
метрии и механики с использованием двойных и тройных интегралов 
(в декартовых, полярных, обобщенных полярных, цилиндрических и 
сферических координатах). 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете решить неравен
ства, вычислить полученные повторные интегралы, выполнить все 
численные расчеты и проверить правильность полученных вами ре
зультатов. 

12.1. Изменение порядка интегрирования 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Изменить порядок интегрирования 

b Х2(у) d х^{у) 

I = dy / f{x,y)dx+ dy / f{x,y)dx. 
a xi{y) с хз(у) 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Область интегрирования состоит из двух областей Di и JD2. 

Зададим их неравенствами 

п — / г ^ ^ ^ 2 / ^ ^ ? 1 

f/ \ С ^ У ^ dj \ 
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2. Решаем системы неравенств, определяющих области Di и D25 
относительно у и получаем 

у\^Чх) < у < у^^\х), у[^\х) <у< 2/f (:г). 

3. Определяем границы изменения а:, решая неравенства 

y['\x)<yi'\x), y f \ x ) < y f ( x ) . 

Получаем h < х < mi VL I2 < х < т2. 
4. Области D\ и D2 можно представить в виде 

п \f \ h<x<mi, \ 
^^ = [^-^У)-- у^^\х)<у<у^^\х)]^ 

5. Записываем интегралы / с измененным порядком интегриро
вания: 

mi У2^Чх) т г У^^Ч^) 

I = dx / f{x,y)dy+ dx f{x,y)dy. 

^^ у['Чх) '- yfHx) 

6. Если /i = /2 = /, mi = 7712 = m и У2 (^) == У1 (^) ^^^ 
2/2 (^) ~ 2/1 (^)? TO J можно представить одним интегралом 

I - 1 dx / f{x,y)dy или I = dx / f{x,y)dy. 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР. Изменить порядок интегрирования 

I =' dy / (х , y)dx-^ dy / /(ж, 2/) с̂ ж. 
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РЕШЕНИЕ. 

1. Область интегрирования состоит из двух областей Di и 1)2. 
Зададим их неравенствами 

2. Решаем системы неравенств, определяюш;их области Di и D2, 
относительно у и получаем 

а ^ ^ < У < 1 , 1 < У < \ / 2 - а : 2 . 

3. Определяем границы изменения ж, решая неравенства 

^2 < 1, 1 < \ / 2 - ж 2 . 

Учитывая, что х > О, в обоих случаях получаем О < х < 1. 
4. Области Di и £)2 можно представить в виде 

5. Записываем интегралы I с измененным порядком интегриро
вания: 

1 1 1 л / 2 ^ ^ ^ 

I = dx f{x,y)dy-\- dx f{x,y)dy. 
о x2 0 1 

6. Пользуясь линейностью и аддитивностью интегралов, получаем 

1 ( 1 > /2-х2 "j 1 \/2-х^ 

1= dxl f{x,y)dy+ / f{x,y)dy У = dx / f{x,y)dy. 

1 yj JL — X" 

I = dx / /(x,?/)( Ответ. I = dx / f{x,y)dy 
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Условия ЗАДАЧ. Изменить порядок интегрирования. 

1 2 = = 2 2 /х 

1. dx f{x,y)dy-\- dx f{x,y)dy. 
0 1 1 1 

1 4 2 4 

1/4 1/y 1 у2 

_ 3 y 3 6 - t / 2 Q д / - у 2 _ 1 2 у 

3. / dy / f{x,y)dx+ dy / f{x,y)dy. 
- 6 0 - 3 0 

16 0 32 0 

4. / ^2/ / f{x,y)dx+ dy / f{x,y)dx. 
0 - 2 / / 4 16 - У З ^ З ^ 

V e v ^ e ^ 2v/3 Vl2~a:2 

5. dx f{x,y)dy-\- dx f{x,y)dy. 
0 0 x/6 0 

1 0 2 0 

6. / ^2/ / f{x,y)dx+ dy / f{x,y)dx. 

1 л/ж 2 2-Ж 

7. / с/дг / f{x,y)dy-^ dx f{x,y)dy. 
0 0 1 0 

0 y/l-y^ 1 \ / r = ^ 

8. j ^y I f{x,y)dx+ dy / f{x,y)dx. 
- 1 0 0 0 

1 e^ e e /y 

9. / ^2/ / /(a;,2/)dx+ / ^2/ / f{x,y)dx. 
0 1 1 1 

- 1 0 0 0 

10. I dx I f{x,y)dy+ dx f{x,y)dy. 
- 2 - 2 - х - 1 x3 
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Ответы. 

2 2/у 4 V ^ 

1- / ^2/ / f{x,y)dx. 2. dx f{x,y)dy. 
1 log2 У 1 1/x 

3\ /3 - 6 + \ / 3 6 - a : 2 0 З г - х ^ 

3. dx / f{x,y)dy. 4. dx f{x,y)dy. 
—4 —4a; - \ / 3 6 - x 2 

V ^ V 1 2 - 1 / 2 0 1+vT-x^ 
5. M y / f{x,y)dx. 6. dx / f{x,y)dy. 

0 j ; 2 / ^ - 1 y z : ^ 

1 2 - y 1 1-x^ 

7. / ^2/ / f{x,y)dx. 8. / dx / f{x,y)dy. 
0 2/2 0 - v / r r ^ 

e e/x 0 ^ 

9. dx f{x,y)dy. 10. / ^2/ / f{x,y)dx. 
1 I n x - 1 - 2 - y 

12.2. Двойной интеграл 
в декартовых координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить двойной интеграл 

/ / f{x,y)dxdy, 
D 

где область D ограничена линиями /i(x,t/) = О, f2{x^y) = О (г/, воз-
мооюно, прямыми X = а и х = b или у = с и у = d). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Зададим область D неравенствами. Для этого выясним, каким 

из неравенств 

fi{x,y)<0, / i (x ,2 / )>0 , /2(х,2/)<0 или f2{x,y)>0 

удовлетворяют координаты точек области D. 
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Пусть, например, такими неравенствами оказались fi{x,y) < О и 
f2{x,y)<0. Тогда 

Решаем неравенства, определяющие D, относительно хиу. Получаем 

D=\^{x,y): y^^^)llly^^^) I 

2. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

6 У2(х) 

/ / f{x,y)dxdy= dx f{x,y)dy 
D a yi{x) 

или 
d X2{y) 

/ / f{x,y)dxdy= dy f[x,y)dx. 
D с X I Ы 

3. Последовательно интегрируем, используя свойства определен
ного интеграла. 

Записываем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если необходимо, разбиваем облгьсть на части и ис
пользуем свойство аддитивности интеграла. 

ПРИМЕР. Вычислить двойной интеграл 

/ / < 
D 

где область D ограничена линиями х = \^у=^х^иу= —^/x. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Зададим область D неравенствами. Очевидно, что —^ < х^. 

Поэтому —у/х < у < х^. Поскольку X фигурирует под знаком квад
ратного корня, X > 0. Для X возможны неравенства О < х < 1 или 
1 < X. Во втором случае область неограничена, что неприемлемо. 
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Итак, 

D=< (х,2/): О 
-у/х 

2. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

1 х^ 

[[{БАх'^у^ + ISOx'̂ t/^) dxdy= f dx f (54x^2/2 + ISOx^y'*) dy. 
0 - v ^ 

3. Используя свойства определенного интеграла, последовательно 
интегрируем сначала по у (считая х постоянной), затем по х: 

1 X" 

f dx [ {БАх^у^ + 150x^2/^) dy = 

о - v ^ 
^3 х^ 

/* 54^2 / y^dy + 150ж^ / 2/̂  dy 
— у/х —у/х 

dx = 

-I ЬАх 
\—\/х \—y/xj 

Ответ. 

1 

= f[18x^^ + 18x^/2 + 30a;̂ ^ + ЗОж^ /̂̂ ] dx = 11. 
о 

[[{Ых'^у^ 4- 150x^2/^) dxdt/ = 11. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить двойные интегралы по областям J9, 
ограниченным заданными линиями. 

D 

2. I j {х — y)dxdy^ у = 2 - х'^у у = 2х-1. 



292 Гл. 12. Кратные интегралы 

3. {ylnx)dxdy, у = - , У = Vx, х = 2. 
D 

4. {cos2x + sin у) dxdy, t / = - - — ж, у = 0^ х = 0. 
D 

5. sm{x-\-у) dxdy, у = х, 2/ = -^, ж = 0. 

6. —dxdy, у = -',у = х,х = 2. 
D 

7. {х'^ -{-y)dxdy, у = х^, У = у/х. 
D 

8. {2х — y)dxdy, у = х^, У = х, х = 1, х = 2. 

D 

10. x^y^^/l^-x^^-y^dxdy, ? / = \ / l —х^, 2/= О, х = 0. 

Ответы. 1. / = 1/10. 2. J = 64/15. 3. / = 5(21п2 - 1)/8. 
4. / = (тг + 1 - 2л/2)/4. 5. / = 1. 6. / = 9/4. 7. 7 = 33/140. 
8. / = 9/10. 9 . 7 = 7г/б. 10. 7 = 4/135. 

12•З. Двойной интеграл 
в полярных координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить двойной интеграл 

/ / f{x,y)dxdy, 
D 

где область D ограничена двумя окруэюностлми 

У^ 4- сцу 4- bix + х^ = О, 2/̂  + а2У -f 62Х -f х^ = О 
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(ai = 0 , а2 = О, 6162 > О или 6i = 0 , 62 = О? < îct2 > 0) 

и двумя прямыми 

тпгу 4- kix = О, (ш^ -\- kl ф 0), т22/ + А̂ г̂ : = О, {ml -\-к\ф 0). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Зададим область D неравенствами в декартовой системе коор

динат. 
Для этого заметим, что окружности у"^ + аху -\- bix -\- х^ = О и 

у^ -f 022/ + ^23: + ж̂  = 0 проходят через начало координат и их центры 
расположены на оси ОХ (при ai = О, а2 = 0) или на оси 0Y (при 
bi = О, 62 = 0) по одну сторону от начала координат (так как 61̂ 2 > О 
или aia2 > 0). Поэтому та из окружностей, которая имеет меньший 
радиус, расположена внутри другой. Пусть, например, это окруж
ность 2/̂  Н- ^12/ + bix + х^ = 0 . Область D находится между окружнос
тями, поэтому координаты точек области D удовлетворяют неравен
ствам 

У^ -h aiy + bix + ж̂  > О, 2/̂  + а2У + Ь2Х + ж̂  < 0. 

Прямые miy + kix = О и т2у + к2Х = О проходят через начало 
координат. Область D расположена между ними. Учитывая, в ка
кой полуплоскости находятся окружности и, следовательно, область 
D, определяем, каким из следующих пар неравенств удовлетворяют 
координаты точек области D: 

чт^гУ + kix > О, 77122/ + ^2Х > О, 

ТП1У + kix < О, 77122/ + ^2Х > о, 

^12/ "Ь ^1^^ ^ О? ^22/ + ^2^ < О, 

^12/ + ^ 1 ^ ^ О? ^^22/ + ^2^^ ^ 0. 
2. Так как область D ограничена окружностями и прямыми, про

ходящими через начало координат, поставленную задачу проще ре
шать в полярных координатах 

( X = Q cos (/?, 
\ у = gsiiKf. 

При этом (^, if) е D\ г. искомый интеграл определяется формулой 

/ / f{x,y)dxdy= / / f {д cos (р,д sin (f)gdg dip. 
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3. Чтобы найти область £)', заменяем в неравенствах, опреде
ляющих область D, X на gcosf и t/ на gsiinp. Затем разрешаем 
полученные неравенства относительно ди ^р. Таким обргизом получим 

4. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

S = d(p / f {д cos (f у д sin (f) gdg 

И последовательно интегрируем, используя свойства определенного 
интеграла. 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ двойной интеграл 

X dx dy^ II-
D 

где область D ограничена линиями 

2/̂  - 4г/ + а;2 = О, у^ - Зт/ + х^ = О, у = x/Vs, х = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Зададим область D неравенствами в декартовой системе коор

динат. Для этого заметим, что, выделяя полные квадраты в урав
нениях окружностей 2/̂  — 4̂ / + ж̂  = О и у^ — Sy -\- х^ = О, их можно 
привести к виду 

( у - 2 ) 2 + 0:2 = 4, (1) 

{у - 4)2 +х^ = 16. (2) 

Очевидно, что обе окружности проходят через начало координат 
и их центры расположены на оси 0Y в точках (0,2) и (0,4). Ок
ружность (1) имеет радиус 2 и, следовательно, лежит внутри окруж
ности (2), имеющей радиус 4. Поскольку область D находится между 
окружностями, координаты ее точек удовлетворяют неравенствам 

{у ~ 2)2 + ^2 > 4, (у - 4)2 + х2 < 16. 
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Прямые у = х/у/З и а: = О проходят через начало координат. Об
ласть D расположена между ними. Учитывая, что окружности, а 
следовательно, и область D находятся в верхней полуплоскости, за
ключаем, что область D находится над прямой у = х/у/З и справа от 
прямой X = 0. Поэтому координаты точек области D удовлетворяют 
неравенствам 

у > ж / \ /3 , ж > 0. 

Итак, 

D= < 

( 2 / - 2 ) 2 + х 2 > 4 , 

(х,2/): (2/- 4)2+0:2 < 16, 

у > х / \ / 3 , X > О 

2. Так как область D ограничена окружностями и прямыми, про
ходящими через начало координат, поставленную задачу проще ре
шать в полярных координатах 

I У = 
X = д cos v?, 
у = Qsinip. 

При этом (^, (̂ ) G JD', а искомый интеграл определяется формулой 

xdxdy= gcosip gdQd(f. 
D D' 

3. Чтобы найти область D', заменяем в неравенствах, определяю-
пщх область D, х на дcos if и t/ на gsiiup: 

[ {gshiip - 2)^ + д^ cos^ </? > 4, 

{д sin V? - 4)2 + д^ cos^ if < 16, 
^ gcosip ^ ^ 

gsm(p>—j=r—^ gcos(p>0. 
v 3 

Решая эти неравенства относительно ^ и (̂ , получаем 

7г/6 < (̂  < 7г/2, 
D'={ (^,^): 4 sin (̂  < ^ < 8 sin (/? 
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4. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

7г/2 8sinv? 

xdxdy= / / д cos (f д dg dip = / cos ip dip / g^ dg. 
D D' 7г/6 4s\inp 

Последовательно интегрируя, получаем 

7г/2 8sin<^ 7г/2 

/ COS (pdcp / g^ dg = с 
7г/6 4sinv? 7г/6 

Ssinv? 

4 sin (p 

7Г/2 
448 /• . 3 , 112 . 4 
-— / sm (/? cos ipdip = -— sm (̂  

о J о 
т/6 

7г/2 

7г/6 
35. 

Ответ. xdxdy = S5. 
D 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить двойные интегралы по областям 
D, ограниченным заданными линиями. 

' !!'• 
X 

1. Ilydxdy, у^-2г / + ж ^ = 0 , 2/ - 4?/+ ж̂  = О, 2 /=-7^ , 

2/ = \/Зж. 

2. xdxdy, 2/̂  —б2/+а:^=0, у^-^у+ж^ = О, 2/= ж, х = 0. 

3. П —^=S==dxdy, 2/ -42/+2: '= О, 2/ -Sy+a;" = О, 2/= а:, 
У^^Ту" 

4. [[ —=L==dxdy, 2 /^-42/^-ж^=0, 2/̂  - 62/+ ж̂  = О, 
7 У лУх^-\-у^ 
D 

2/ = ж, X = 0. 

5. / / ^ " ^ dxrfy, 2/̂  - 6у Н- х^ = О, у2 - 102/ + х^ = О, 

2/ = X, X = 0. 

/ / . 
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6- / / ^ ^ ^dxdy, у^-2х + х'^ = 0, у 2 - 4 х + ж2 = 0, 
J J х^Л-у^ 
D 

7. ij-^—^dxdy, 2/2-4х + х 2 = 0 , у 2 - 6 х + х 2 = 0 , 

2/ = --^, г/ = \/Зх. 

8- И -r—^dxdy, 2/^-4а: + ж2 = 0, г/2 - 82: + х^ = О, 
У У х^ + Г 

у = О, 2/ = \/Згг. 
^ Л«. xJ«. «.2 о ^ I ^2 п «.2 л«. I «.2 

л/ж2 4- 2/2 
9. jl—^=====dxdy, 2/^-2x-f ж̂  = 0, 2/^-бх + х^ = 0, 

10. / / ^ ^ da; с?2/, 2/̂  - 2а: + х^ = О, 2/̂  - Юж + х^ = О, 
х/жМм/" 

2/ = \/Зх, 2/ = О-

Ответы. 1. / = —(27Г - \/3). 2. / = IS^ . 3. 7 = 10\/2. 

4. / = ^ ( 4 - х / 2 ) . 5. / = l + f. 6. / = J . 7. / = А ( 2 7 г - г / 3 ) . 

8. 7 = . . ^ - ^ . 9. 7 = 2 Н . 10. 7 = 1 ^ ^ . 
8 90 15 

12.4, Двойной интеграл в обобщенных 
полярных координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить двойной интеграл 

1 1 f{x,y)dxdy, 
D 

где область D задана неравенствами 

с\<^-\-\^<с1 (а > О, Ь > О, ci > О, С2 > 0), 
а^ 0^ 
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miy-}-kix>0 (ml + kl^O), шгу +/сгх > О {ml + kl^O). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Область D задана неравенствами в декартовой системе коорди

нат, т.е. 

D= < 

^1 - ^9. ^ L9 - ^2? 62 
{х^у)- miy + kix>0, 

1^2У + к2Х > О 

2. Так как область D ограничена эллипсами и прямыми, проходя
щими через начало координат, поставленную задачу проще решать в 
обобщенных полярных координатах 

X = ад cos ip, 
у = bg sin (р. 

При этом {д,(р) G -D', а искомый интеграл определяется формулой 

/ / f{x,y)dxdy= / / f {ад cos (p,bg sin (p)abgdg dip. 
D D' 

3. Чтобы найти область D', заменяем в неравенствах, определяю
щих область Z), х на ад cos (р и у из. bgsimp. Затем разрешаем полу
ченные неравенства относительно д и ip. Таким образом, получаем 

4. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

/ / f{x^y)dxdy = ab d(p f{адcos(р,bgsimp)gdg'^ 
Cl 

и последовательно интегрируем, используя свойства определенного 
интеграла. 

Записываем ответ. 
ПРИМЕР. Вычислить двойной интеграл 

/ / 
D 

— dx dy, 
уЬ 
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где область D задана неравенствами 

1 < ^ + 2 / ^ < 3 , 2 / > ~ , ^ > 0 . 

РЕШЕНИЕ. 
1. Область D задана неравенствами в декартовой системе коорди

нат: 

D > , 

2. Так как область D ограничена эллипсами и прямыми, проходя
щими через начало координат, поставленную задачу проще решать в 
обобщенных полярных координатах 

{ X = 4^cos(^, 
у = gsiiiip. 

При этом {д, if) £ D', 3. искомый интеграл определяется формулой 

3. Чтобы найти область D\ заменяем в неравенствах, определяю
щих область D, X на ад cos v? и у на Ьд sin ip: 

К 
16^^ cos^ (f 

16 
-f- g^ sin^ v̂  < 3, 

^ igcosif 
gsm(p > , g cos (̂  > 0 

Решая эти неравенства относительно д и ip, получаем 

1 < ^ < \/3, ] 
D' = {{g,^): 

7г/4 < (̂  < 7г/2 

4. Переходя от двойного интеграла к повторному и последова
тельно интегрируя, получаем 

llfsd^dy=ll 4gcos(p 
^ ^ . ^ 5 ^^ ^^ " ^ 

7г/2 Уз 

^^ sm (f 
D' 7г/4 

^ j d^jm-'.'^de = 
sm (̂  
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Ответ 

=16 Т ^ f\-^d,=16 ( - ' ) 
J siTTif J \ ism (pj 

7Г/4 1 

• / / 

D 

7Г/2 

7Г/4 2g' 

Vs 
= 4. 

yO 
dxdy =^ 4. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить двойные интегралы. 

3. / / — dxdy, 
JJ У 
D 

4. '^-^ 
D 

5. / / — dxdy, 
JJ У 
D 

dxdy, 

D = 

D = 

1. 11 " dxdy^ 
D 

2. / / ~ dxdy, 
D 

' /* X 
— dxdy, D = 
У 

/ / x^ydxdy, D = 

D = 

D = 

dxdy^ D 

411 
D 

I. Il^dxdy, D = 
D 

?. Il^dxdy, D = 
9x 
J dx dy^ D 

X V 

l < y + ^ < 2 , у 
2x\ >0, y<-] 

X у Зж 
l<-^ + j < i , x>0, y > -

X V X 

l < ^ + ^ < 4 , x > 0 , y>-). 

1 < ^ + у < 1 , х>а, y > 0 
1 < ^ + 7 т < 5 , x > 0 , y>2x 

4 lb 
X^ 7у2 2x 

l < - 9 - + ^ < 5 , x > 0 , y > - 3 - ^ 

1} 1 < — + у 2 < 2 5 , x > 0 , y> 

l < x ^ + Y g < 9 , 2/>0, y<ix). 

l < ^ + y ' < 4 , 2/>0, 2 / < | 

a;2 V̂  Зж 
1 < ^ + Y < 3 6 , x > 0 , y > y 

Ответы. 1. / = ln2. 2. / = 31n2. 3. / = 121n2. 4. / = 6. 
5. J = 41n2. 6. J = 91n2. 7. / = 21n5. 8. J = 81n3. 9. J = ln2. 
10. J = 21n6. 
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12.5. Вычисление объемов 
с помощью двойного интеграла 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти объем тела^ ограниченного по
верхностями 

gi{x,y)=0 (г = 1,2,...), z = fi{x,y), z = /2{х,у) {f2{x,y) > fi{x,y)). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Объем цилиндрического бруса, ограниченного заданными по

верхностями, определяется формулой 

V = ЦШх.у) - fi{x,y)]dxdy, (1) 
D 

где D — проекция тела на плоскость XOY. 
2. Чтобы найти D, задаем тело с помощью неравенств и исклю

чаем из них Z. 
Допустим, например, что координаты точек тела удовлетворяют 

неравенствам О < г < f{x,y), gi{x^y) > О и д2{х,у) ^ 0. Тогда тело 
определяется системой неравенств 

gi{x,y) > 0 , 
д2{х,у) < о , 

0<z<f{x,y). 

Исключая Z, получим 

{ gi{x,y) > 0 , 
{х,у): Р2(ж,у)<0, 

0<f{x,y) 

3. Вычисляем двойной интеграл по формуле (1) при /2 = /(а:,у) и 
/ 1 = 0 . 

Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР 1. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 

ж = 1 7 у ^ , x = 2 v ^ , z = l/2-y, z = 0. 
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РЕШЕНИЕ. 
1. По формуле (1) с /2 = 1/2 — у и Д = О искомый объем равен 

^ = 11 {\-у) ̂ ^̂ '̂ 
D 

где D — проекция тела на плоскость XOY. 
2. Чтобы найти D, задаем тело с помощью неравенств и исклю

чаем из них Z. В данном случае тело определяется системой нера
венств 

( X < 1 7 v ^ , 
а :>2^2^ , 
0<z<l/2-y 

Поэтому 
<х< 17V2y, 

- У, у > о 
г 2у/Т^<х 

D=yx,y): о < 1 / 2 -

Здесь неравенство у > О необходимо, так как у стоит под знаком 
квадратного корня. 

3. Вычисляем двойной интеграл: 

V = i--y] dxdy= dy / (-^-yjdx = 
D 0 2 v ^ 

1/2 

= 1 5 4 / 2 | Q - 2 / ) v ^ d y = l. 
0 

Ответ. У = 1 ед. объема. 

ПРИМЕР 2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 

ж2-Ь2/^ + 2х = 0, z = — -y'^, z = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. По формуле (1) с /2 = 25/4 - у^ и / i = О искомый объем равен 

V = ll(^-y'-0^dxdy, 
D 
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где D — проекция тела на плоскость XOY. 
2. Чтобы найти D, задаем тело с помощью неравенств и исклю

чаем из них Z. В данном случае тело определяется неравенствами 

Г ( ^ + 1 ) 2 + ^ 2 <1^ 

\ 0<z< 25/4 - 2/2 

Из первого неравенства очевидно, что \у\ < 1 и, следовательно, второе 
неравенство выполняется автоматически (геометрически это озна
чает, что проекция поверхности z — 25/4 — у^ на плоскость XOY 
охватывает круг (х-|-1)2 + 2/2<1). Поэтому 

D = {{x,y): (х + 1)2 + 2 / ' < 1 } . 

3. Так как область D ограничена окружностями и прямыми, про
ходящими через начало координат, поставленную задачу проще ре
шать в полярных координатах 

X = Q cos (/?, 
у = gsimp. \ У = 

При этом (^, ip) е D'^ а. искомый объем определяется формулой 

V = / / [-г-У^] dxdy= / / ( — - ^^sin^v?! gdtpdg. 
D D' 

4. Чтобы найти область D'^ заменяем в неравенстве, определяю
щем область D, X на gcoscp и у ка. gsimp: 

{gcos(p + 1)2 4- д^зт"^ (р < 1. 

Получаем 
г,, j f ^ 0<Q<-2cosip,\ 

Заметим, что из неравенств О < ^ < —2 cos (р следует 7г/2 < (р < 37г/2. 
5. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

37г/2 -2COSV3 

V = / / ( —— ^^sin^ (p\gdgd(p= / d(p / f —— g^ sin^ (p\ gdg. 
D' 7Г/2 0 
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Последовательно интегрируя, получаем 

37г/2 - 2 cosy? 

7г/2 

37Г/2 
/ /9.^л2 л4 . M-2COSV. 

7г/2 

37Г/2 37Г/2 

= / ( — • cos^ (̂  — 4 cos"* (̂  sin^ (р\ dip = бтг. 
7г/2 

Ответ. У = бтг ед. объема. 

Условия ЗАДАЧ. Найти объемы тел, ограниченных заданными 
поверхностями. 

1- ж = у^ , X = 2уД, z = l-y, Z = 0. 
2. у = у/х, у = 2i/x, Z = 6 - X, Z = 0. 
3. у = у/х, 2/ = О, х = 1, 2; = х 4 - у 4 - 1 , г = 0. 
4. у = х^, У = 1, 2; = x2-hy^, z = 0. 
5. t/ = б - Зх/2, 2/ = 6 - З х , г/ = 0, z = 6 - x - 2 / , 2; = 0. 
6. х2 + 2/^=4, z = xy, z = 0 ( х > 0 , у > 0 ) . 
7. у= y/xj2, 2/ = 0 2г = 4 - х - 2 2 / , 2 = 0. 
8. х2 + у^-42/ = 0, z = 4 - x 2 , z = 0. 
9. х2 + у 2 - 2 х = 0, z = x24-y^, z = 0. 
10. х^ + у2 - 2х = О, Z = 2х, 2: = 4х. 

Ответы. 1. У = 4/15. 2. V = 48\/б/5. 3. У = 79/60. 4. V = 40/3. 
5. У = 12. б. У = 4. 7. У = 17/5. S. V = Птг. 9. V = 37г/2. 
10. V = 27Г. 

12.6. Вычисление площадей 
в декартовых координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти площадь области D, ограниченной 
линиями / i (x , у) = О, /2(2^,2/) = О (и, возможно, прямыми X — а и 
х = b или у = с иу = d). 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
Из определения двойного интеграла следует, что искомая площадь 

5 численно равна 

IJl-dxdy. (1) 
D 

1. Зададим область D неравенствами. Для этого выясним, какие 
из неравенств 

fi{x,y)<0, fi{x,y)>0, f2{x,y)<0 или /2(ж,2/)>0 

выполняются для координат точек области D. 
Пусть, например, такими неравенствами оказались fi{x,y) < О и 

f2{x,y)<0. Тогда 

Решаем неравенства, определяющие Z), относительно хиу. Получаем 

а < X <Ь, I 
D=l{x, 

yi{x) < у < У2{х) 

D=Uxy)' ^ ^ ^ ̂  '̂ I 
\ ' * xi{y) <х< Х2{у) J * 

2. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

b 2/2 (ж) 

dxdy = dx / dy 
D a 2/1 (x) 

или ^ . . 

dxdy = dy / dx. 
D с xi{y) 

3. Последовательно интегрируем, используя свойства определен
ного интеграла. 

Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ необходимо, разбиваем область на части и ис
пользуем свойство аддитивности интеграла. 
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ПРИМЕР. Найти площадь области D, ограниченной линиями 

х^ + у^ = 12, ж\/б = 2/2 (а:>0). 

РЕШЕНИЕ. 

1. Зададим область D неравенствами. Область не может нахо
диться вне круга, так как тогда она неограничена. Область не может 
находиться слева от параболы, так как в этом случае ее точки могут 
иметь отрицательные абсциссы, что исключено условием х > 0. Сле
довательно, 

Решаем неравенства, определяющие Z>, относительно хпу. Получаем 

0.2 

^ < X < ч/12 - у2. 

Следовательно, y'^/V^ < y/l2 — y^. Отсюда ~\ /б <у< \/б. Итак, 

-у/Е < 2/ < \/б, 1 
D=< (х,2/): 

2/VV6 <х< х/12 - у2 

2. Вычисляем площадь области D по формуле (1). Переходя от 
двойного интеграла к повторному, получим 

^ А/12-2 /2 

S = dxdy = dy / da:. 

^ -V6 yVVe 

3. Используя свойства определенного интеграла, последовательно 
интегрируем: 

S= f dy f dx= f ( ^ х / Т г " ^ - - ^ " ) dy = 37r + 2. 

Ответ. 5 = (Зтг -h 2) (ед. длины)^. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти площади фигур, ограниченных задан
ными линиями. 

1. 2/ = 2/а;, у = ^е", у = 2, у = А. 

2. у = 1/х, 2/ = 2е^, у = 1, у = 2. 

3. у = 2/ж, у = 2^/x, ж = 4. 

4. х2 4-2/2 = 2, у = -х'^ (2/<0). 

5. 2/ = >/ж, 2/ = О, ж = 4. 

6. X = 2 — 2/̂ , X = —у. 

7. 2/ = sinx, y = cosx, ж = О, ж = 7г/4. 

8. 2/ = 2а:̂  - 1, у = ж. 

9. х = А/4 - 2/2, ж = 2/V3. 

10. 2/ = In а:, у = е/х, х = 1. 

Ответы. 1. 5 = 2. 2. 5 = 1. 3. 5 = 28/3 - In 16. 4. 5 = 
= 7г/2 + 1/3. 5. 5 = 16/3. 6. 5 = 7/6. 7. 5 = v ^ - 1. 8. 5 = 27/24. 
9. 5 = 27Г/3 - \ /3/б. 10. 5 = е - 1. 

12.7. Вычисление площадей 
в полярных координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти площадь области D, ограниченной 
двумя окруэюностями 

2/2 + ai2/ + hx + а:̂  = О, 2/̂  + «22/ + 2̂̂ :̂  + ж̂  = О, 

(fli = 0 , 02 = О, 6162 > О или bi = 0 , 62 = О, aia2 > 0) 

и двумя прямыми 

тп\у Н- kix = О, (mf + kl ^ 0), Ш22/ + /î 2a: = О, ( т | + А:̂  т̂  0). 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. ИЗ определения двойного интеграла следует, что 
искомая площадь S численно равна 

5 = И I- dxdy. (1) 
D 

1. Так как область D ограничена окружностями и прямыми, про
ходящими через начало координат, поставленную задачу проще ре
шать, переходя к полярным координатам 

X — р cos V?, 
у = р sin (̂  

и записывая уравнения границ в полярных координатах. 
При этом область D перейдет в область D', а искомая площадь 

будет равна 

5 = / / р dp dip. 
D' 

2. Зададим неравенствами область D' в полярных координатах: 

\ ' * Pl{^) < Р < Р 2 Ы J * 
3. Переходим от двойного интеграла к повторному: 

S = dip / pdp 

и вычисляем его, пользуясь свойствами определенного интеграла. 
Записываем ответ, не забывая о размерности. 
ПРИМЕР. Найти площадь фигуры, ограниченной данными лини

ями 

2/2-42/ + а:2=0, y^-Sy + x^ =0, ^ ^ ^ ' ^ " ^' 

РЕШЕНИЕ. 
1. Так как область D ограничена окружностями и прямыми, про

ходящими через начало координат, поставленную задачу проще ре
шать, переходя к полярным координатам 

X = pcosip, 
у = psimp. 
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При этом область D перейдет в область JD', ограниченную линиями 

7Г 7Г 

g = 4:Siinp, Q = Ssmip, ^ = "̂  , ^ = "2 * 

А искомая площадь будет равна 
5 = / / gctgdip. 

D' 

2. Зададим неравенствами область D' в полярных координатах: 

I 4 sin v? < ^ < 8 sm (̂  J 

3. Переходим от двойного интеграла к повторному: 
7г/2 8sin(^ 

S = dip / gdg. 
7г/6 4 81П<̂  

Последовательно интегрируя, получим 

7г/2 8sin(^ 7г/2 Q . 7г/2 

S = d(p / ^ d ^ = / 9 dip = 24: sin^ (̂ dv? = 47Г + ЗУЗ. 
J J J 14 s in (̂  «̂  

7г/6 4sinv? 7г/6 7г/6 

Ответ. 5 = (47Г + 3\/3) (ед. длины)^. 

Условия ЗАДАЧ. Найти площади фигур^ ограниченных задан
ными линиями. 

1. у'^-3у + х^=0, 2/2-52/ +ж^ = О, y = x/V3, х = 0. 

2. 2/̂  + 32/ + а̂ ^ = О, 2/̂  + % + а̂^ = О, 2/ = а:, ж = 0. 

3. у'^ -Зу + х'^ =0, 2/̂  - 72/ + ^2 = О, 2/ = VS^, х = 0. 

4. 2/̂  + 32/ + ^2 = О, 2/̂  + 2̂/ + ^2 = О, у = х, у = х/л/З. 

5. 2/̂  - 32/ + iĉ  = О, 2/̂  - 2̂/ Н- а̂ ^ = О, у = х / \ /3 , х = \/Зх. 



310 Гл. 12. Кратные интегралы 

6. у2 - 5ж Н- а;2 = О, у^ - 7ж + х^ = О, у = х / \ / 3 , у = 0. 

7. 2/2 -Ь 4х + х^ = О, 2/̂  + бж + ж̂  = О, 2/ = ж/\/3, 2/ = ^За^-

8. 2/̂  - Зж + ж̂  = О, у2 _ 5д; _|- х^ = О, 2/ = \/За;, 2/ = О-

9. у2 + 2х + х^ = О, у2 + 4х + х^ = О, у = х, 2/ = 0. 

10. 2/2 + 2х + х^ = О, у2 + 10а; 4- х^ = О, 2/ = \/За:, 2/ = 0. 

Ответы. 1 .5 = 47Г/3 4- \ / 3 . 2. 5 = тг + 2. 3. 5 = бтг/З -f 5v/3/2. 
4. 5 = 7г/3 - 2 4- ^/З. 5 . 5 = 27г/3. б. 5 = тг + 3\/3/2. 7. 5 = бтг/б. 
8. S = 47г/3 + \ / 3 . 9. 5 = 37Г/4 + 3/2. 10. 5 = Зтг 4- 6\/3. 

12.8. Вычисление массы плоской пластины 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти массу плоской пластины D с по

верхностной плотностью fi = 1л{х,у)у ограниченной заданными кри
выми. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Масса пластины D с поверхностной плотностью /i(x,2/) опреде

ляется формулой 

771= fi{x,y)dxdy. 
D 

2. Вычисляем полученный двойной интеграл. Записываем ответ, 
не забывая о размерности. 

ПРИМЕР 1. Найти массу пластины D с поверхностной плотностью 
/i = 16х + 92/2/2, ограниченной кривыми 

X = - , 2/ = О, 2/̂  = 16х {у > 0). 

РЕШЕНИЕ. 
1. Масса пластины D с поверхностной плотностью /х = 16x4-92/^/2 

определяется формулой 

Г/* Л . 92'2^ = л (l6x + ^) dxdy. 
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2. Вычисляем полученный двойной интеграл в декартовых коор
динатах: 

а) зададим область D системой неравенств: 

Г О < ж < 1/4, 
\ О < 2/ < 4^Д. 

Неравенство О < ж следует из того, что у'^ = 1бж, т.е. х неотрица
тельно; 

б) перейдем от двойного интеграла к повторному: 

1 / 4 ^у/Х 

/ / I 1бж Н——- ] dxdy = dx / I 16а: Н—— | dy] 

в) последовательно интегрируем, используя свойства определен
ного интеграла: 

1/4 4 v ^ 
' .2 

1/4 

= ( ( 16жу + — ) dx := 160 1 x^l'^ dx = 2. 

т 
о о 

|4v^ 1/4 ^ з> -^-/^ ' / ^ 

О 

Ответ, m = 2 ед. массы. 

ПРИМЕР 2. Найти массу пластины D с поверхностной плотностью 
yi = a:^/(a;^ + 2/̂ )) ограниченной кривыми 

2/2-42/ + х 2 = 0 , г /2-82/-Ьж2=:0, 2 / = " ^ , х = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Масса пластины D с поверхностной плотностью /х = х'^/{х"^-\-у'^) 

определяется формулой 

D 

2. Вычисляем полученный двойной интеграл: 
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а) так как область D ограничена окружностями и прямыми, про
ходящими через начало координат, поставленную задачу проще ре
шать в полярных координатах 

X = Q cos if, 

у = QsiiKf. 

При этом область D перейдет в область D', ограниченную линиями 
7Г 7Г 

^ = 4sinv?, g = Ssmip, ^=-^^ ^ " ^ 2 " ' 

а искомая масса определяется формулой 

т = —2 2 ^^^У — 11 cos^ ^ gdg dip. 
D D' 

Зададим неравенствами область D' в полярных координатах: 

Г 7г/6 < (у9 < 7г/2, 1 

(̂  4 sm (у̂  < ̂  < 8 sm (̂  J 

б) перейдем от двойного интеграла к повторному 
7г/2 5sm(^ 

m = / / cos^ (р gdgdip = / cos^ (pd(f g dg\ 
D' я / 6 4 sin 03 я / 6 4sinv3 

B) последовательно интегрируя, получим 

m 

7г/2 д> sirup 7г/2 

= / cos^ ipd(^ I gdg = cos^ (f 
7г/6 4sinv? 7г/6 

8 sin<^ 

dip = 

4 sin (f 

7Г/2 

4 simp 

= 24: f 
7Г/6 

sin ip cos ipdip = ( 3(̂  — - sin 4(̂  
7Г/2 

= 7Г + 
3\/3 

7г/6 

Ответ, т •= тг -\- 3v3/8 ед. массы. 
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ПРИМЕР 3. Найти массу пластины D с поверхностной плотностью 
/i = х/у^, ограниченной кривыми 

2 2 
JC о »*' о X / X \ 

^ + У̂  = l, 1^ + у^ = 3, у = - , х = 0 ( у > - , х > 0 ) . 

РЕШЕНИЕ. 
1. Масса пластины D с поверхностной плотностью /х = х/у^ опре

деляется формулой 

D 

2. Вычисляем полученный двойной интеграл: 
а) зададим область D неравенствами в декартовой системе коор

динат 

D= ^ (х,2/): 16 
I У > х/А, X > О 

Так как область D ограничена эллипсами и прямыми, проходящими 
через начало координат, поставленную задачу проще решать в обоб
щенных полярных координатах 

{ X = Ад cos (/?, 
у = Q sirup. 

При этом (^, (р) е D\ а. искомая масса определяется формулой 

•^dxdy= -p^Agdgd<p. 
JJ У^ J J g^sm^'cp 

m 
D D' 

Чтобы найти область D', заменяем в неравенствах, определяющих 
область D, X на Agcosip и у на ^sin<^: 

1 6 ^ 2 C0S2 (^ 2 - 2 / о 
1 < -~ + г sm (̂  < 3, 

10 

gsirnp > Ад cos (/?/4, ^ cos <̂  > 0. 

Решая эти неравенства относительно д и if, получаем 

1<д<уД, 
— < (̂  < — 
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б) переходим от двойного интеграла к повторному: 

7г/2 V3 

т = , . . Agdgd(p= d(p lQg~ 
J J Q^sin^'ip J J 
D' 7Г/4 

B) последовательно интегрируя, получаем 

7г/2 у/3 

т = 16 I ^^ -̂̂ ^^ / Q-^dg = 16 

о COS ip , 
^'•^dg; 

sm (f 

/

d sirup f 
sin^if J 

7Г/4 

Ответ, m = 4 ед. массы. 

4sin^ (f J 

7г/2 

7г/4 2g' 

V3 
= 4. 

Условия ЗАДАЧ. Найти массу пластины D с поверхностной 
плотностью fi, где D ограничена заданными линиями. 

1. /i = 2a; + 2/̂ , х = i, у = О, у = у/х. 

2. fi = x'^ + y, 

3. fi = x'^ + 2y, 

4. /i==a;-f2/^, 

х-у 

х = 1, у = 0, у = 2^х. 

а: = О, 2/ = 4, у = х^ {х >0). 

х = 0, 2/ = 1, у = х2/4 (ж > 0). 

ж = О, 2/ = О, х^ + 2/̂  = 4, х^ + 2/̂  = 9 

(х > О, у < 0). 

X = О, 2/ = О, х^ + 2/̂  = 3, х^ + 2/̂  = 5 

( х < 0 , 2 />0 ) . 

X = О, 2/ = О, х^ + у^ = 4, х^ + 2/̂  = 16 

( х < 0 , 2/>0) . 

8. /i(x,2/)=2/, 2/ = О, 2/ = а;\/3, х^ + ^ = 1, х^ + ^ = 9 

(2/>0, у<хуД), 

5. /i = 

6. /х = 

7. /х = 

х^ + 2/ '̂ 

22 / -ж 
х^ + 2/̂ ' 

у-х 
х2 + 2/̂ ' 
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9. ф,у) = ^ , у = 0, у = х, ^ + 2/2 = 1, ^ + 2 / 2 ^ 4 
(у > О, у < х). 

X X V X у 
10./х(а:,г/) = —, х = 0, у^х, — + ^ = 1, _ + ^ = 2 5 

(ж > О, у > х). 

Ответы. l . m = 448/15. 2. m = 11/7. 3. m = 448/15. А. т = 11/7. 
5. m = 2. 6. m = 3( \ /5 - \ /3 ) . 7. m = 4. 8. m = 52/3. 9. m = ( \ / 2 - l ) / 2 . 
10. m = 1 8 ( \ / 2 - l ) . 

12.9. Тройной интеграл 
в декартовых координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить тройной интеграл 

/ / / f[x,y,z)dxdydz, 
и 

где область О. ограничена некоторыми поверхностями. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Зададим область П системой неравенств, например, 

а < а: < Ь, 
У\{х) <у< У2{х), 

zi{x,y) <z< Z2{x,y). 

2. Перейдем от тройного интеграла к повторному: 

f{x,y,z)dxdydz= dx dy f{x,y,z)dz. 
Q a yi{x) zi{x,y) 

3. Используя свойства определенного интеграла, последовательно 
интегрируем сначала по z (считая х is. у постоянными), затем по у 
(считая X постоянной), затем по х. 

Записываем ответ. 
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ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ тройной интеграл 

1 I 1 х^ sh. (ху) dx dy dzy 

где О. ограничена плоскостями 

X 

РЕШЕНИЕ. 
1. Зададим область Q неравенствами. Очевидно, что О < z < 1. 

Для у возможны неравенства О < у < х/2 или х/2 < у < 0. Если 
0 ^ 2 / ^ 2:/2, то X > О и для х имеем О < ж < 2. Если же х/2 < у < О, то 
ж < О и область не примыкает к плоскости а; = 2. Значит, мы должны 
принять, что О < у < х/2 и определить П системой неравенств 

О <ж < 2 , 
О < 2/ < х/2, 

0<z<l. 

2. Перейдем от тройного интеграла к повторному: 

2 х/2 1 

/ / / ж̂  sh {ху) dx dy dz = dx / dy x^ sh (xy) dz. 
Г2 0 0 

3. Используя свойства определенного интеграла, последовательно 
интегрируем сначала по z (считая х и у постоянными), затем по у 
(считая X постоянной), затем по х: 

2 х/2 1 

/ / / ж̂  sh (ху) dx dy dz = I dx I dy I x^ sh [xy) dz = 

2 x/2 1 2 x/2 

dx x^sh (xy) dy dz = dx x^ sh {xy) dy • 
0 0 

2 
2 ch {xy) -I 

0 

X 
X 

x/2 

dx 

0 0 0 

2 

= / x ( c h ^ chO Ых = 
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= sh- - 2 = s h 2 - 2 . 

Ответ. х^ sh. {xy)dxdydz = sh2— 2. 
п 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить тройной интеграл по области П, 
ограниченной заданными поверхностями. 

1. / / / 4:y^ze^'^ dxdydz^ х — О, у = 1, у = х, z = 0^ z = 1. 
п 

2. / / / 32/^z^e"'^^ dx dy dz, ж = О, ?/ = - 2 , у = Ах, z = О, z = 1. 
п 

3. I l l Sx'^z^e'^y^'^ dx dydz, x =^0, у = 2, у = 2x, z = О, z = - 1 . 

4. / / / 2y^z cos{7rxy) dx dydz, x = 0, у = 1, у = 2x, 2 = 0, г = 7Г̂ . 

6. / / / y'^z ch (ж^) dxdydz, x = 0, у = —1, у = x, z = 0, z — 2. 

7. / / / yz^ cos{xy) dx dy dz, x = l, ^/^'тг, 2 = 2, ж = 0, г/ = 0, z = 0. 

8. / / / ^̂ -2: sh (Зд;?/) dx dy dz, x = 1, у = 2x, 2/ = 0, 2 = 0, z = l. 

9. / / / y^z eh (2x2/) dxdydz, x = 0, у = 1, у = x, z = 0, z = A. 

10. / / / 3x2^ sin(a:y) dxdyd^;, a; = 2, у = 7г, 2 = 1, ж = 0, 2/ = О, z = 0. 

Ответы. 1. / = e -2 . 2. / = 2 e - ^ 3. / = 4e-8 . 4. / = 4. 5. / = IGTT^. 
6 . / = 2 c h l - 2 . 7.7 = 8. 8 . / = ( s h 6 - 6 ) / 7 2 . 9. J = c h 2 - 1 . 10.7 = 2. 
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12.10. Тройной интеграл 
в цилиндрических координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить тройной интеграл 

/ / / f{x,y,z)dxdydz, 
Q 

где область Q ограничена поверхностями 

Z = gi{x^ + 2/̂ ), Z = д2{х^ + у^). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Поскольку Vi — тело вращения вокруг оси 0 Z , удобно перейти 

к цилиндрическим координатам 

X = Q cos v?, 
у = Qsm^, 
z = z. 

При этом {g^ip,z) G П', a искомый интеграл определяется формулой 

f{x,y^z)dxdydz= f{Q cos <̂ , Q sin (/?, z) g dgdtp dz. 

2. Зададим область О.' неравенствами. Для этого сначала заме
ним в уравнениях поверхностей х на д cos ip и у на. gsiiKp. Тогда ft' 
определяется неравенствами gi{g^)<z<д2{д^) или g2{g^)^z<gi{g'^). 

Чтобы выбрать правильные неравенства, решаем уравнение 
gi{g^) = д2{д^) относительно д. Если оно имеет два решения gi и 
д2 (О < ^1 < ^2)7 то исследуем, какал из функций gi{g^) или д2{д^) 
больше другой на промежутке ^i < ^ < ^2- Предположим для опре
деленности, что gi{g^) < д2{д^) при ^i < ^ < ^2- Тогда область О! 
определяется системой неравенств 

{ gi< д< Р2, 
{g,(p,z): gi{g'')<z<g2{g^), 

о < if <27г 

Если уравнение д\[д^) = д2{д^) имеет единственное положительное 
решение ^ = 2̂? то неравенства для д имеют вид О < ^ < ^2-
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3. Переходим от тройного интеграла к повторному: 

/ / / f{^^ У) z)dxdydz = / / / fio cos (̂ , д sin (р, z) д dg d(f dz = 

27Г Q2 92{Q) 

dip gdg / f {g cos (f, g sin (p^z) dz, 
0 Qi giig) 

И последовательно интегрируем, используя свойства определенного 
интеграла. 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ тройной интеграл 

JJJ х^ + У^ dx dy dz, 

где область Vt ограничена поверхностями 

9 г^г—^ И z= -у/^Л^, z = — -x^-y 

РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку Q — тело вращения вокруг оси 0 Z , удобно перейти 

к цилиндрическим координатам 

X = д cos (р, 
у = gsinip, 
Z = Z. 

При этом (g^ip^z) G П', а искомый интеграл определяется формулой 

/ / / ~~2 2^^^У^'^~ / / / ^^^'^ ^ Qdgdipdz. 

2. Зададим область П' неравенствами. Для этого сначала заменим 
в уравнениях поверхностей х на gcosip и у на gsiinp. Тогда ft' опре
деляется неравенствами 9д/2 < Z < 11/2 —д'^ или 11/2 —д^" < z < 9д/2. 
Чтобы выбрать правильные неравенства, решаем уравнение 

9 11 2 
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Это уравнение имеет единственное положительное решение ^ = 1. 
Следовательно, О < ^ < 1. При О < ^ < 1 

9 ^ И 2 

Таким образом, область П' определяется системой неравенств: 

0 < ^ < 1, 
9/2д <z< 11/2 - ^2, 
О < v̂  < 27Г 

3. Переходим от тройного интеграла к повторному: 

0^ C O S ^ < 

Q^ cos"̂  (f + Q^ sin^ (̂  / / / ^T";—^dxdydz= / / / — ; , о . 2 Qdgdifdz 
J J J x^ -\-y^ J J J g^ cos2 (p + g^ sm"̂  (p n 

27Г 1 11/2-^=^ 

/ cos^ if d(f gdg / dz. 
0 0 9Q/2 

Последовательно интегрируя, получаем 

27Г 1 11/2-^2 1 

/ cos^ (fd(p gdg / dz = тт I— 
0 0 9Q/2 0 

Ответ. / / / —z -dxdydz = тг. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить тройной ипт^еграл по областей fi, 
ограниченной заданными поверхностлми. 

1. -j^—^dxdydz, ж2 + 2/̂  + 4а: = 0, 2; = 8 - у^, г = 0. 

2. I I f-^^^^-^dxdydz, ж2 + ?/2-42/ = 0, z = 6-a :2 , 2=^0. 
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dxdydzj х^ + 2/̂  - 4у = О, 2: = 4 - ж ,̂ z = 0. 
V^^ + у^ 

ж̂  + у^ 

41 I 
п 

4. —=^===dxdydz, ж ^ + у 2 - 4 х = О, Z = 10-2/^, Z = 0. 

5. / //-^—^dxdydz, ж̂  + у^ - 4 ж = 0, z = 12 - у^, z = 0. 

-̂ / / / "^ ^dxdydz, Z - i/36 - ж2 - 2/2, z = 

44 2 32 32 2 
Ответы. 1. -—7г. 2. 10-7Г. 3. 32—. 4. 96—. 5. 22-7г. 

3 3 35 35 3 
3 19 

6. 42-7Г. 7. —7г. 8. 0. 9. 0. 10. 0. 
4 96 

12.11. Тройной интеграл 
в сферических координатах 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить тройной интеграл 

1 \ 1 f{x,y,z)dxdydz, 
о. 

где область ft ограничена поверхностями 

x^ + y^ + z^^R\ z = ±i / ' ' ' + ̂ " 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Поскольку П ограничена сферой и круглым конусом, удобно 

перейти к сферическим координатам 

X = ^cos</?sin6, 
у = gsm(psm9, 

Z = QCOSO. 

Возможные границы изменения сферических координат суть 

0 < ^ < О О , 0 < ^ < 7 Г , 0 < < ^ < 2 7 Г . 

При этом (^, 0, у?) G П', а искомый интеграл определяется формулой 

f{x,y^z)dxdydz = III-
-III f{g cos ip sin 9, g sin ip sin в, g cos в) g sin в dg dO d(p. 

2. Заменяем в уравнениях поверхностей х на ^ cos (̂  sin в, у на 
^sin if sine и Z КЗ. дcos ^. Получаем 

g = R, tge = ±\a\. 

3. Зададим область Q' с помощью системы неравенств: 

0<g<R, 
Oi<e< 02, 
О < (̂  < 27Г, 

где границы изменения в находим, решая уравнение tg0 = ±|а | и 
учитывая, что в может изменяться только от О до тг. 

ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ О. ограничена также плоскостями у = kix и 
у = к2Х, проходящими через ось 0Z, уравнения которых в сферичес
ких координатах имеют вид tg(p = ki и tg(p = к2, находим границы 
изменения (р, решая эти уравнения. 

4. Переходим от тройного интеграла к повторному: 

/ / / 
f{x,y,z)dxdydz = 

п 
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~ -^(^ ̂ ^^ ^ ^^^ ^' ^ ^̂ ^ ^ ^̂ ^ ^' ^ ^^^ ^) ^^ ^̂ ^ ^ ^^ ^^ ^^ ~ 

= dip smOde f{gcos(psme,gsm(f sine, QCOsO) Q^ dg, 
0 6/i 

и последовательно интегрируем, используя свойства определенного 
интеграла. 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР. Вычислить тройной инт,еграл 
Г.2 

j 1 ] ^^Г^^^'^У^^^ 
2(?e область Г2 ограничена поверхностями 

, 2 , 7,2 

РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку О. — область, ограниченная верхней полусферой и 

верхним полуконусом, удобно перейти к сферическим координатам 

X = дcos if sine, 

z = gcosO. 

При этом {д,в,(р) G Cl', a искомый интеграл определяется форму
лой 

/ / / ~ ^dxdydz = cos^ if д^ sin в dgd9d(f. 

2. Заменяем в уравнениях поверхностей х на ^cos(^sin^, у на 
^sin(/?sin^ и Z на gcosO. Получаем 

^ = 6, tg6> = \ /3 . 

3. Зададим область Q' с помощью системы неравенств: 

П' = < 
О < ^ < 6, 

{д,в,^): 0 < ^ < 7 г / 3 , \ , 
0<(р<27г. 
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4. Переходя от тройного интеграла к повторному и последова
тельно интегрируя, получаем 

/ / / ~2 2 ^^dydz— j I j cos^ (pQ^ sin в dg dO dip = 

27Г ТГ/З 6 

= / cos^ (f dip cos (pdp dg = Збтг. 

Ответ. / / / -2 2 ^^ ^^ ^^ ~ ^^^' 
n 

X 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить тройной инт^еграл по области Q, 
ограниченной заданными поверхностлми. 

Г Г Г х^ [х^+у 

2. -j—^dxdydz, z = >/Зб~^^^^"^2^^ ,̂ ^"^V 

'̂ J J J х^ + у^'^'''^^'^^' ^ = ^ 1 6 - ^ ^ - 2 / " ' ^ = Y 

63 * 

x^ + 2/̂  
15 

ж̂  + 2/̂  

X̂  + у2 

n 

x2 +2/^ 

x2 +2/^ 
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' / / / \/а;2 + 2/2 
dx dy dz, z = y/SQ — ж̂  — 2/2, z = x^ -\r 2/2 

Ответы. 1. 757Г/2. 2. бЗтг. 3. 0. 4. 0. 5. 0. 6. 27г. 7. бтг. 
.̂ 0. 9. 0. 10. 0. 

12.12. Вычисление объемов 
с помощью тройного интеграла 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти объем тела П, ограниченного за
данными поверхностлми. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ИСКОМЫЙ объем равен 

V= fffl-dxdydz. (1) 
п 

1. Зададим область Q неравенствами. 
2. Вычисляем тройной интеграл, сводя его к повторному, и запи

сываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР 1. Найти объем тела П, ограниченного поверхностями 

ж = 1772^, x = 2 v ^ , z = ~ - 2 / , z = 0. 

РЕШЕНИЕ. 

1. Зададим область О. неравенствами. Поскольку 17у/2у > 2>/2у, 
для X имеем неравенства 2у/2у < х < 17\/2у. Поскольку у фигурирует 
под знаком квадратного корня, у > 0. Для z возможны неравенства 
О < г < 1/2 - 2/ или l/2-y <z <0. В первом случае О < у < 1/2. Во 
втором случае у > 1/2, т.е. область неограничена, что неприемлемо. 
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Итак, 

П = I (х,г/,2): 0 < 2 / < 1 / 2 , \ , 
О < Z < 1/2 - г/ 

2. Вычисляем объем по формуле (1), сводя тройной интеграл к 
повторному: 

V = / / / 1 • dx dy dz = dy / dx / dz = 1. 

Ответ. У = 1 ед. объема. 

Пример 2. Найти объем тела f2, ограниченного поверхностями 

11 z = -Vx^^^, z = — -x^-y'^. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку П — тело вращения вокруг оси 0 Z , удобно исполь

зовать цилиндрические координаты 

X = Q cos V?, 
у = Qsinip, 
Z = Z. 

При этом {g^ip^z) G J1', а искомый объем определяется формулой 

V= f f f gdgdifdz, (2) 

где область Cl' ограничена поверхностями 

9 11 о 

2. Зададим область О. неравенствами. Возможны два случая: либо 
9д/2 <z< 11/2-д'^, либо 11/2-^^ <z< 9д/2. В первом случае ^ < 1, 
во втором случае ^ > 1, т.е. область неограничена, что неприемлемо. 

Итак, 
0 < ^ < 1 , 

^'=1 (Q.^.Z): 9g/2<z<ll/2-g\ 
О < v? < 27Г 
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3. Вычисляем объем по формуле (2), сводя тройной интеграл к 
повторному: 

27Г 1 11/2-е̂  

V = d(f gdg / dz = 27г. 
о о 9^/2 

Ответ. У = 27Г ед. объема. 

ПРИМЕР 3. Найти объем тела П, ограниченного поверхностями 

Узб" ^ У 
х'^ + у2 

РЕШЕНИЕ. 
1. Поскольку Г2 — область, ограниченная верхней полусферой и 

верхним полуконусом, удобно перейти к сферическим координатам 

X = gcosipsmO^ 
у = gsijupsmOy 
Z — gcosO. 

При этом {д,в,(р) G Г2', а искомый объем определяется формулой 

V= I I I д'^sinedgdedip. (3) 

Заменяем в уравнениях поверхностей хиз. д cos (р sin ^, у яа. д sin (р sin в 
и 2 на дсозв. После преобразований получаем 

^ = 6, tg(9 = \ /3 . 

Область П' ограничена этими поверхностями. 
2. Зададим область Q' системой неравенств 

П' = < 
О < ^ < б, ^ 

{д,в,^): 0 < е < 7 г / 3 , >. 
О < (̂  < 27Г 

3. Вычисляем объем по формуле (3), сводя тройной интеграл к 
повторному: 

27Г 7Г/3 6 

V = I dф 1 sinOdO I g'^dg = 12тт. 

о о 
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Ответ. V = 727Г ед. объема. 

Условия задач. Найти объемы тел, ограниченных поверхностлми 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

х = 2у/у, 

2/ = 2 у ^ , 

х^^у^=5, 

х'^ + у'^ -2х = 0, 

х^ + у^-2у = 0, 

х = у/у, 

2/ = \ / ^ , 

у = 2у/х, 

z = 0, 

z = 0, 

г = 0, 

2 = 0, 

z = 0, 

z = 4 - 2 / ^ . 

2 = 4 - х 2 . 

z = l-~y. 

z = 1 — X. 

z = 2x. 

6. z = V4 - a;2 - у2, z = ^3(х2 + y^). 

7. z = V ' 9 ^ ^ ^ 2 ^ ^ , 2 = 0, x2+2/2 = 1 (x2 + 2/2<l) . 

2 _ „2 
z - \ 

z — у 

/x2 + у2 

/ 3 • 

Ix^ + y^ 
\l 24 • 

S. z= y/9-x 

9. z = y/A - x'^ - 2/2, 

10. z = ж̂  + у2, 2 = л/ж^ + 2/2. 

Ответы. 1. У = 4/15. 2. F = 4/15. 3. У = 8/5. 4. У = 157г/4. 
5. V = 157Г/4. 6. У = 27Г (8/3 - 5\/3/4). 7. У = 27г (9 - 16\/2/3). 
8. У = 97Г. 9. У = 647Г/5. 10. V = тг/б. 

12.13. Вычисление массы тела 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти массу тела Г2 с плотностью 

fi{x,y,z), ограниченного заданными поверхностлми. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Масса тела П с плотностью ii{x,y,z) определяется формулой 

771= / / / ^{x,y,z)dxdydz. 
а 

2. Зададим область О. неравенствами. 
3. Вычисляем тройной интеграл, сводя его к повторному, и запи

сываем ответ, не забывая о размерности. 
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ПРИМЕР 1. Найти массу тела 0^ с плотностью /i = 2ж, ограничен
ного поверхностями 

X = 2у/2у, X = у/2у, z = l - y , z = 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Масса тела Cl с плотностью /х = 2ж определяется формулой 

т = / / / 2xdxdydz. 

2. Зададим область D. неравенствами. Поскольку 2л/2у > \ /2^, 
для X имеем неравенства >/2у < х < 2у/2у. Поскольку у фигурирует 
под знаком квадратного корня, у > 0. Для z возможны неравенства 
О < Z < 1 — у или l — y<z<0. В первом случае О < у < 1. Во втором 
случае 2/ > 1, т.е. область неограничена, что неприемлемо. 

Итак, 
V^<x< 2у^, 

П= l{x,y,z): 0 < 2 / < 1, 
0<z<l-y 

3. Вычисляем т , сводя тройной интеграл к повторному: 

1 2^2^ 1-у 

т = / / / 2xdxdydz — I dy I 2xdx dz = 1. 
^ 0 y % 0 

Ответ, m = 1 ед. массы. 

ПРИМЕР 2. Найти массу тела Q с плотностью fi "= z, ограничен
ного поверхностями 

РЕШЕНИЕ. 
1. Масса тела О. с плотностью /i = z определяется формулой 

т = / / / zdxdydz. 
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Поскольку Q — тело вращения вокруг оси 0 Z , удобно перейти к 
цилиндрическим координатам 

X = д cos if, 
у = QsiiKp, 
z — z. 

При этом (^, ( ,̂ z) G П', а искомая масса определяется формулой 

V = / / / zQdgdip dz. 

Заменяем в уравнениях поверхностей х на gcos(p и у на. д sirup. По
лучим 

д = 2, Z = 0, Z = ^ . 

2. Зададим область О.' системой неравенств 

0 < ^ < 2 , 

П ' = < ( ^ , ^ , z ) : 0<z<g^/2, 
О < 9? < 27Г 

> . 

— \ dip \ gdg \ zdz — 
87Г 

3 ' 

3. Вычисляем т , сводя тройной интеграл к повторному: 

27Г 2 ^V2 

т 

0 0 о 

Ответ. V = 87г/3 ед. массы. 

П Р И М Е Р 3. Найти массу тела Г̂  с плотностью /i = 2О2;, ограничен
ного поверхностями 

= \ / 1 - а:2 Г 
а;̂  + у̂  

Р Е Ш Е Н И Е . 

1. Масса тела fi с плотностью \i = 20z определяется формулой 

771= / / / 20zdxdydz. 
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Поскольку о. — область, ограниченная верхней полусферой и верх
ним полуконусом, удобно перейти к сферическим координатам: 

X = ^cos<^sin^, 

Z = QCOSO. 

При этом {д,в,(р) G П', а искомая масса определяется формулой 

4 1 1 •• т= I I I 20д sin в cos в d(f dO dg. 

Заменяем в уравнениях поверхностей х на ^ cos (̂  sin б, уна^д sin (р sin в 
и 2: на gcosO. Получаем 

Область П' ограничена этими поверхностями. 

2. Зададим область fi' системой неравенств 

fi'= 1 
0<g<h 

{g.e.if): 0 < 6 < a r c t g 2 , 
0<(р<27г 

3. Вычисляем m, сводя тройной интеграл к повторному: 

27Г arctg 2 

771 = 2 0 d(p / sin б cos 0d^ / sin в cos 0 d^ / g^dg = 407г 
sin^l? 

0 0 0 

Здесь мы воспользовались формулой 

arctg 2 ^4 

О 4 = 47Г. 

sin^e 
^=arctg2 l + tg^^ 0=arc tg 2 

Ответ, m = 47Г ед. массы. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти массу тела с плотностью /х, ограничен
ного заданными поверхностями. 

1. /i = 2у^е^^, ж = О, у = 1, У = X, 2 = 0, Z = 1. 

2. fi = y'^e-''y, х = 0, 2/= - 2 , у = 4а:, z = О, z = l. 

3. /i = 2/2e^^/2, а;=:0, у = 2, у = 2ж, z = О, z = - 1 . 
Г.2 

"̂^ /̂  = ^2 • 2 > 2:̂  + 2/^-42/ = О, г = 4 - x ^ г = 0. х-̂  4- г/ 

5. fJ^ = -^—5-' ж'̂  + У^-4а: = 0, z = 10~y^, z = 0. 

х^ / ж -j- ту 

7 ^' /1 2 2 2(^^ + у") 
^' ^= 2_L 2^ 2 ; = л / 1 - а ; 2 - у 2 ^ z = . 

3:̂  + 2/"̂  3 
8. /i = 32z, z = y^l-x^-y\ z = y/^Ty^. 

9. /i = 52, z = \ / l 6 — ж̂  — г/2, z x̂  + ŷ  
9 

10. /i = lOz, z = y^4 - x^ - 2/2, z = д/х^Т^ 

Ответы. 1. m = e - 2. 2. m = 2e~^. 3. m = 4e - 8. 4. m = 57г/2. 
5. m = 177Г/2. 6. m = 17l7r/4. 7. m = 197г/96. 8. m = 47г. 9. m = 2887Г. 
10. m = 327Г. 



Г л а в а 13 
ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

При изучении темы ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ вы по
знакомитесь с понятием интеграла по поверхности от функции трех 
переменных и научитесь сводить его к двойному (а затем — к по
вторному), проецируя заданную поверхность на одну из координат
ных плоскостей. Кроме того, вы научитесь вычислять интегралы по 
части цилиндрической и сферической поверхностей. 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете найти коорди
наты единичного нормального вектора поверхности (вычислить част
ные производные и длину вектора), вычислить полученные вами по
вторные интегралы, выполнить все численные расчеты и проверить 
правильность полученных вами результатов. 

13.1. Поверхностный интеграл 
первого рода 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить поверхностный инт,еграл 

f{x,y,z)da, II-
S 

где Е — часть поверхности, описываемая уравнением F{x,y,z) = О 
и некоторыми неравенствами. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Поверхностный интеграл сводится к двойному 
проецированием Е на координатную плоскость XOY по формуле 

/ / f{x, у, z) da = / / /(ж, у, z(x, у)) 1——г, (1) 
S D 

где D — проекция Е на плоскость XOY, j — угол между нормалью 
к поверхности Е и осью 0Z; z{x, у) определяем из уравнения поверх
ности F{x, у, z) = 0. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. ЕСЛИ уравнение F{^x^y^z) =• О не определяет одно
значно функцию Z = z(x,2/), то проецируем Е на другую координат
ную плоскость или используем криволинейные координаты (можно 
также разбить поверхность на части и воспользоваться аддитивнос
тью интеграла). 

1. Единичные нормальные векторы щ = {cosа,cos/?,cos7} к по
верхности, заданной уравнением F{x^ у, z) = О, определяются форму
лой 

gradF 
По = ±1 TFT-

|gradF| 
2. Проекцию D поверхности Е на плоскость XOY находим, ис

ключая Z из условий, определяющих Е. 
3. Находим Z = z(a:, г/), решая уравнение F(x, t/, z) = 0. 
4. Переходим от поверхностного интеграла к двойному по фор

муле (1) и вычисляем двойной интеграл, сводя его к повторному. 
Записываем ответ. 
ПРИМЕР. Вычислить поверхностный интеграл 

{-X -h Зу 4- 4:z) da, Ih 
Е 

где Е — часть плоскости 

х + 2г/-+-32г = 1, 

расположенная в первом октанте (т.е. о: > О, у > О, 2: > 0). 
РЕШЕНИЕ. 
1. Единичные нормальные векторы щ = {cos а, cos ̂ , cos 7} к по

верхности, заданной уравнением F{x, г/, г) = О, определяются форму
лой 

gradF 

В данном случае F{x, у, 2) = х + 2^ + 3z — 1. Следовательно, 

^ ,{1,2,3} . , 3 
по = ± - д ^ , |cos7| = ^ . 

2. Поверхность Е определяется условиями 

_ Г, а;+ 2?/+ 32 = 1, 1 
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Ее проекцию D на плоскость XOY находим, исключая z из условий, 
определяющих S: 

(а:, г/, г) 
z = {l-x- 22/)/3, 

х>0, у > 0 , г>0 

( ж > 0 . 

- X - 2у)/3 

Отсюда 

D = {{x,y): 
О 

< 2/ < 12, 1 
< а: < 1 - 22/ / 

3. Из уравнения x-\-2y-{-3z-l = 0 находим z{x,y) = (1-а; -22/) /3 . 
4. Переходим от поверхностного интеграла к двойному по фор

муле (1) и вычисляем двойной интеграл, сводя его к повторному: 

lj{~x + 4у + 3z) da= [{-X + 4у + Зг) 
у/й 

dxdy^ 

г=(1-ж-2у) /3 

1/2 1-2у 

= ^jj{l-2x + 2y)dxdy = ^ j d y I ( l - 2 x + 2y)da: = ^ . 

Ответ. {-X-]-Ay + Sz) da = "Is"' 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить поверхностные интегралы. 

l.jlxyzda, Е = <|(x,T/,z) : х > О, т/> 0,'z > О Г* 

JJ{y-^z)da, Е = < (x,2/,z) : 
>0 , у > 0 , z > O J 
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3. 11 (зх + ^z) da, Е = I (х,у,z) : 
ж4-2//2 + г/3 = 1, 

^ > 0 , г />0 , z > 0 

Г Г Г a; + 22/ + 3z = l, 
4. / / ( x + lSy-f 24z)d(7, E=U2^,y» '^) : 

E 

5 . zda, E = ^ (ж,2/,^) : 

a^>0, y > 0 , z > 0 

a;2 + у2 + 2:2 = 1, I 

z>0 I 

6. {x + у Л- z) da, E = < (x, 2/, 2:) : 

7. / bdcT , E=: <(x,2/,2;): 

S. JJ{x^ + y^)da, Е = | ( х , 2 / , г ) : 

2^>0, 2 />0 , ;^>0 

0 < г < 1 J 

x2 +2 /2 -^2 = 0, I 

0<z<l J 

9. {xy-\-yz-\- zx)da, E = < ( x , 2 / , z ) : 

10. [fV^^T^da, ^={{x,y,z): 
J J I 0 < z < 1/2 

0 < z < 1 

x^ + 2/2 - 42;2 = 0, 

Ответы. 1. V3/120. 2. \ /3 /3 . 3. 35/6. 4. \/Т4/2. 5. 27г. 
6. \ /3/2. 7. 12(1 + б\/3)7г/15. 8. \/27г/2. 9. 0. 10. \/57г/3. 

13-2. Интеграл 
по цилиндрической поверхности 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить поверхностный интеграл 

/ / f{x,y,z)da, 
Е 

где Е — часть поверхностей х^ Л- у^ — г^, вырезаемая плоскостями 
Z — О и Z = h. 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 

1. Вводим на заданной поверхности (цилиндре) криволинейные 
координаты 

^ ж = gcos^p, 

Z — Z. 

в этих координатах поверхность задается условиями 

5 ] = < 

2. Так как 

то 

(^ ,^ , z ) : 0 < ^ < 2 7 Г , 
О < Z < /i 

da == rd(pdz^ 

27Г h 

> . 

/ / f{xjy^z)da = r d(f f {r cos (f J r sin if, z)dz. 
E 0 0 

3. Вычисляем повторный интеграл и записываем ответ. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ поверхностный интеграл 

/ / 
{х'^ + у'^) da, 

где Е — часть поверхности ж̂  + 2/̂  = 1, вырезаемая плоскостями 
г = 0, z = 2. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вводим на заданной поверхности (цилиндре) криволинейные 

координаты 
X = gcosip, 
у = gsinif, 
Z — Z. 

в этих координатах поверхность задается условиями 

0 < г < 2 
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2. Так как da — 1 - c?(p(izHX^ + y^ = l, то имеем 

27Г 2 

11 {х^ -^y^)d(T= d(p dz. 

s 0 0 

3. Вычисляем повторный интеграл: 

27Г 2 

{х'^ + y^)da= d^ dz = A7r. 

о о 

Ответ. 

Условия ЗАДАЧ. Вычислить поверхностные интегралы. 

Е = 

+ z) dcr, Е = 

1. / / xda, 
Е 

2. ll{x + y)dcT, 

Е 

2 

E 

5. ff{2-x^~y^)d(7, E = 
E 

6. ff{x'^ + z)da, E = 

7. II y/^Vy^dcj, E = 
E 

S (a;, 2/,^) • 

S (ж, 2/, 2:) : 

z = 0, z = 2 

x2 + 2/2 = 4, 

z = 0, 2; = 4 

ж̂  + у^ = 1, 
Z = 0, Z =:= 1 

x2 4- у2 = 2, 
z = 0,z = l 

x^ + y^ = h 
z = 0, z = 2 

x'^-\-y^ = h 
;г = 0, z = 3 

x2 -f г/2 = 4, 
2 = 0, z = l 
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I. {xy-\-z'^)da, Е= l{x,y,z) : 

}. Л ^9-x^-y^da, Е - I (х, у, z) : 

1 0 . / / / Z л- х'^ + у"^ da, Е = < {х, у, z) : 

х2 +2/2 = 1, 
2 = 0, z = l 

х'^ + у^ = 1, 
Z = о, z = l 

х'^ + у'^ = 2, 
2 = 0, z = 2 

Ответы. 1. 0. 2. 0. 3. 27г. 4. 0. 5. Атг. 6. 127г. 7. Зтг. 
27г/3. 9. 47Г. 10. 3 2 7 Г . ( А / 2 - 1 ) / 3 . 

13.3. Интеграл 
по сферической поверхности 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Вычислить поверхностный инт^еграл 

/ / f{x,y,z)da, 

где Т, — верхняя полусфера 

х'^-{-у'^+ z'^ = г^, z>0. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Вводим на заданной поверхности (сфере) криволинейные коор

динаты 
^ ж = gcosipsmO, 

у = ^siiK^sin^, 
Z = gcosO. 

В этих координатах поверхность задается условиями 

Е = < 
д = г, 

{д,в,^р): 0 < ^ < 7 г / 2 , 
О < (̂  < 27Г 
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2. Так как da = г^ sinOdedip, имеем 

27Г 7г/2 

/ / f{x^y',z)d(7 = r^ d(f f {г COS if sine у Г simp sinO, Г COS 9) sine de. 
E 0 0 

3. Вычисляем повторный интеграл и записываем ответ. 

ПРИМЕР. ВЫЧИСЛИТЬ поверхностный интеграл 

/А 
S 

где Е — верхняя полусфера 

х̂  + 2/̂  + г̂  = 9, Z > 0. 

РЕШЕНИЕ. 
1. Вводим на заданной поверхности (сфере) криволинейные коор

динаты 
X = ^cos(^sin^, 
у = ^sin(^sin^, 
Z = QCOSO. 

в этих координатах: поверхность задается условиями 

i : = < {д,в,^): 0 < ^ < 7 г / 2 , 
О < (̂  < 27Г 

2. Так как d сг = 9 sin ^ d^ d(̂  и /(ж, ?/) = ж̂  + т/̂  = 9 sin^ в, имеем 

27Г 7г/2 

Пх'^ + у^) da =^ I dip / 9sin^ (9-98^(9^(9. 
Е 0 0 

3. Вычисляем повторный интеграл: 

27Г 7Г/2 7г/2 

/ d ( ^ А 9sin^ (9-9sin<9(i6> =-1627Г M l - cos2<9) dcos(9 = ЮЗтг. 
0 0 0 

Ответ. 
E 
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Условия ЗАДАЧ. Вычислить поверхностные инт,егралы. 

1. / / xdcT^ 

2. jj.da, 
Е 

3. {2x-by)da, 

Е 

Е 

5. ffz^da, 
Е 

6. Ijy/^^^da, 
Е 

7. ff{x^-\-y^-2z)da, 
Е 

8. ff{x^-}-y^-2)da, Е = 
Е 

9. ff{21x-21y + z)da, Е = 
Е 

10. f f {ху л-z'^) da, Е = 

Е = 

Е = 

ж̂  + 2/̂  + ^2 = 7, Z > 0}. 

ж2 + 2/2 + z^ = 4, Z > 0}. 

ж̂  -f 2/̂  + 2:2 = 5, ^ > Q}. 

x'^ + y^ + z'^ =2, z> 0}. 

a;2-h2/2 + z2 = 1, ; г>0} . 

x2 +2/^4-^2 = 1, 2 > 0 } . 

:2 + у2 + -.2 ^ 9̂  ^ > Q}̂  

x'^ + y'^ + z'^ =3, z> 0}. 

ж2 + 2/2 + ^2 = 10, Z> 0}. 

a;2 + 2/^-f2;2 = 1, z > 0}. 

Ответы. 1. 0. 2. 87Г. 3. 0. 4. 207г/3. 5. 27г/5. 6. 7г2/2. 
7. 547Г. 8. 0. 9. ЮУДОТГ. 10. 27г/3. 
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ТЕОРИЯ ПОЛЯ 

При изучении темы ТЕОРИЯ ПОЛЯ (ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ) 
вы познакомитесь с понятиями векторного поля, векторных линий, 
потока векторного поля через поверхность, циркуляции векторного 
поля, дивергенции и ротора векторного поля. Вы научитесь вычис
лять поток векторного поля как поверхностный интеграл, а также 
использовать формулу Остроградского для вычисления потока через 
замкнутую поверхность. Вы научитесь вычислять работу векторного 
поля как криволинейный интеграл второго рода, а также применять 
формулу Стокса для вычисления циркуляции. 

С помощью пакета РЕШЕБНИК.ВМ вы можете вычислить произ
водные, единичный нормальный вектор поверхности, дивергенцию и 
ротор векторного поля, определенные и повторные интегралы, выпол
нить все численные расчеты и проверить правильность полученных 
вами результатов. 

14.1. Векторные линии 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти векторные линии векторных полей 

а = P{x,y)i + Q{x,y)j, 

или 
а = P{x^z)i-{-R{x,z)k, 

или 
a = Q{y,z)j-\-R{y,z)k. 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Запишем дифференциальные уравнения векторных линий 

dx dy 
Р{х,у) Q{x,y) при Z = с . 
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dx dz _, 
при у = С, Р{х,у) R{x,y,z 

dy dz при X = С. 
Q{x,y) R{x,y,z) 

Мы учли, что в первом случае dz = О, во втором случае dy = О и 
в третьем случае dx = 0^ поскольку равна нулю соответствующая 
координата векторного поля. 

2. Решая соответствующее дифференциальное уравнение, полу
чим, что векторные линии (в пространстве) определяются системами 
уравнении 

F{x,y) = Cu 

f F ( a : , z ) - C i , 
\ у = С2. 

или 
F{y,z)^Cu 

Х = С2. 

ПРИМЕР. Найти векторные линии векторного поля 

а = 9zj — 4:ук. 
РЕШЕНИЕ. 
1. Так как первая координата поля Р(х, ?/, z) = 0^ то dx = О и, сле

довательно, X ~ С. Поэтому запишем дифференциальное уравнение 
векторных линий в виде: 

dy dz 
-— = —-— при X = С. 
9z Ay ^ 

2. Решая дифференциальное уравнение, получим 

Ответ. Векторные линии определяются системой уравнений 

Х = С2. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти векторные линии векторных полей. 

1. а = 2уг -\-6xj. 2. а = 2xi + 3yj. 3. а = 2yi — Axj. 

4. а = zi — хк. 5 . 5 = 2yj -f 3zk. 6. a = zi — izk. 

7. a = 2zj + 9yk. S. a = Sxi + 6yj. 9. a = 3yi — 2xj. 

10. a = yj + zk. 

Ответы. 

z = Ci/y, 

2x2 + 2 / 2 - C i , 
Z = C2. 

X = Go. 

14.2. Поток векторного поля 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти поток векторного полл 

а = Р(ж, 2/, z)i-\- Q{x, у, z)j + R{x, у, z)fc 

че^^ез поверхность Е, описываемую уравнением F{x,y,z)—0 и неко
торыми неравенствами {нормаль образует острый угол с осью 0Z). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ПО определению поток П векторного поля а 
через поверхность Е с полем единичных нормалей щ определяется 
формулой 

П = ff{a,no)da. (1) 
S 

1. Поле единичных нормалей к поверхности, заданной уравнением 
F{x^y,z) = О, определяется формулой 

gradF 
По = ±1 7-=г7 = ±{cosa,cosp, cos7^• gradF 
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Учитывал что нормали должны образовывать острый угол с осью 0 Z , 
т.е. что cos 7 > О, выбираем в этой формуле знак плюс или минус. 
Имеем 

По = cosm Ч- cosPj + cos'yk, cos 7 > 0. 

2. Находим скалярное произведение 

(5, щ) = Р{х, у, z) cos а -Ь Q{x, у, z) cos /3 + R{x, у, z) cos 7 = f{x, у, z). 

3. В силу формулы (1), поток определяется поверхностным интег
ралом: 

П = {a,no)da= f{x,y,z)da. 
s s 

4. Переходим от поверхностного интеграла первого рода к двой
ному, проецируя Е на плоскость XOY: 

П== / / fix,y,z)da= / / f{x,y,z{x,y)) 
dxdy 
I COS7I' 

где D — проекция E на плоскость XOY; z(x, у) определяем из урав
нения поверхности F{x^y^z) — 0. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если уравнение F{x,y^z) = О не определяет одно
значно функцию Z = z{x^y)^ то проецируем Е на другую координат
ную плоскость или используем криволинейные координаты (можно 
также разбить поверхность на части и воспользоваться аддитивнос
тью интеграла). 

5. Вычисляем двойной интеграл, сводя его к повторному. 
Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР. Найти поток векторного поля 

а = —xi 4- 2yj -h zk 

через часть плоскости 
x + 2y + 3z = l, 

расположенную в первом октанте (нормаль образует острый угол с 
осью 0Z). 
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РЕШЕНИЕ. 
1. Поле единичных нормалей к поверхности, заданной уравнением 

F(a:, ?/, z) = О, определяется формулой 

, grad F 
По = ±1 |gradF|* 

В данном случае F{x^y^z) = х -{- 2у -\- 3z — 1 и, следовательно, 

{1,2,3} 
По = i -

у/и 

Учитывая что нормали должны образовывать острый угол с осью 
0 Z , т.е. что cos7 = ±3 / \ / l 4 > О, выбираем в этой формуле знак 
плюс. Имеем 

2. Находим скалярное произведение: 

{а,по) = —=={'-x + Ay-^3z). 
Vl4 

3. Согласно формуле (1), поток определяется поверхностным ин
тегралом: 

П = И -^{-х + 42/ -I- 3z) d<T. 

4. Переходим от поверхностного интеграла к двойному, проеци
руя Е на плоскость XOY: 

П = / / •у={-х -f 4у + Зг) da 

D 

где D — проекция Е на плоскость XOY и cos 7 = 
Поверхность Е определяется условиями 

I a ;>0 , 2/>0, 2:>0 

dxdy 
z={l~x-2y)/3 1^0^71' 
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Ее проекцию D на плоскость XOY находим, исключая z из условий, 
определяющих Е: 

/ z^{l-x-2y)/3, \ 
\ а ;>0 , j / > 0 , z > 0 J 

Г х>0, у>0, ] 

Отсюда 
p = L , , ) . 0 S » < l / 2 . 1 

[^ '^^ 0 < х < 1 - 2 2 / J 

5. Вычисляем двойной интеграл, сводя его к повторному: 

dxdy и= jh-x + Ay + Sz) 
|cos7| 

z=il-x-2y)/3 

1/2 1-2у 

= ^JJ{l-2x + 2y)dxdy=^ J dy J {l-2x + 2y)dx = j ^ . 
D 0 0 

Ответ. П = 1/18 ед. потока. 

Условия ЗАДАЧ. Найти поток векторного поля а через часть 
плоскости^ располоэюенную в первом октанте {нормаль образует 
острый угол с осью 0Z). 

1. а = xi-hyj, X -\-у -{• Z = 1. 

2. a = 2xi-\-zkj х -\-у -\~ z = 1. 

3. а = yj -f- zk^ 2х -i-y + z = 1. 

4. a = xi-{-yj^ X -\-y -\-2z — 1. 

5. a — yj -\- zk, 2x + 2y + z = 1. 

6. d = xi-\-yj^ 2x ~\-у-\-2z = \. 
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7. а = жг 4- 2yj^ х -\- у + z = 1. 

8. а = yj + zk^ 2х-\-2у-\-z = 1. 

9. a = xi + 2yj + zk, x/2 + y + z/S = l. 

10. a=:xi + yj + 2zk, ж/З -f 2//2 + г = 1. 

Ответы. 1. 1/3 ед. потока. 2. 1/2 ед. потока. 3. 1/6 ед. потока. 
4. 1/6 ед. потока. 5. 1/8 ед. потока. 6. 1/8 ед. потока. 7. 1/2 ед. 
потока. 8. 1/8 ед. потока. 9. 4 ед. потока. 10. 4 ед. потока. 

14.3. Поток векторного поля 
через часть цилиндра 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти поток векторного поля 

а = Р{х, у, z)i-V Q(x, у, z)J-f Я(х, у, z)^ 

через часть поверхности 

2 , 2 2 
х^ -{-у = г^, 

вырезаемую плоскостями г: = О и z = h {нормаль внешняя к замкну
той поверхности^ образуемой данными поверхностями). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ПО определению поток П векторного поля а через 
поверхность Е с полем единичных нормалей щ определяется форму
лой 

П = ff{a,no)da. (1) 
S 

1. Поле единичных нормалей к поверхности, заданной уравнением 
F{x^ у, z) = О, определяется формулой 

gradF 
^0 = ±1 'IgradFI* 

В данном случае F{x, у, z) = х^ + 2/̂  — "̂^ и, следовательно, 
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Учитывая, что нормали должны образовывать острый угол с осью 
ОХ при ж > О, т.е. cos а > О при ж > О, и тупой угол с осью ОХ при 
X < О, т.е. cos а < О при х < О, выбираем в этой формуле знак плюс. 

2. Находим скалярное произведение 

(а,По) = 7 = т = ? ^ fi^^y.z). 
V ̂  + У^ 

3. Согласно формуле (1) поток определяется поверхностным ин
тегралом: 

11= {a,no)d(7= f{x,y,z)dcT. 
s s 

4. Вводим на заданной поверхности (цилиндре) криволинейные 
координаты 

"^ X = gcosif, 
y = gsm(p, 
z — z. 

в этих координатах поверхность задается условиями 

д = г, 
О < (у9 < 27Г, 

0<z<h. 

Поскольку da = rd(pdz, имеем 

27Г h 

li = Г d(f f {г cos(f J г s'm(p,z)dz. 
0 0 

5. Вычисляем повторный интеграл и записываем ответ, не забы
вая о размерности. 

ПРИМЕР. Найти поток векторного поля 

а = xi + yj + zk 

через часть поверхности 

вырезаемую плоскостями 2 = О и z = 2. (нормаль внешняя к замкну
той поверхности, образуемой данными поверхностями). 
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РЕШЕНИЕ. 

1. Поле единичных нормалей к поверхности, заданной уравнением 
F{x^y^z) == О, определяется формулой 

. grad F 
Щ = ±-. "|gradF| ' 

В данном случае F{x^ ?/, z) = ж̂  + т/̂  — 1 и, следовательно, 

По = ± 
\Jx^ + у'^ 

Учитывая что нормали должны образовывать острый угол с осью 
ОХ при X > О, т.е. cos о; > О при ж > О, и тупой угол с осью ОХ при 
а: < О, т.е. cos а < О при х < О, выбираем в этой формуле знак плюс. 

2. Находим скалярное произведение 

^ P{x,y,z)x-VQ{x,y,z)y / 0 . 2 
(а. По) = 7 = т = ? "" V ̂  + 2/ • 

3. Согласно формуле (1) поток определяется поверхностным ин
тегралом: 

П = {a,no)da = / / у/х^~+^da. 

4. Вводим на заданной поверхности (цилиндре) криволинейные 
координаты 

"^ X = gcosif, 
у = gsiiKf, 
Z — Z. 

в этих координатах поверхность задается условиями 

О < (̂  < 27Г, 
О < Z < 2. 

Поскольку с/а = 1- с/<^с?гиж^4-2/^ = 1, имеем 

27Г 2 

dz. 
о о 

^7Г Z 
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5. Вычисляем повторный интеграл 
27Г 2 

П = dip dz = Атг. 

о о 
Ответ. П = 47Г ед. потока. 

Условия ЗАДАЧ. Найти поток векторного поля а через часть 
цилиндрической поверхности Е, вырезаемую заданными плоскос
тями. 

1. а = х?+ y j + 2z'^k, Е = {х2 + 2/̂  = 1}, z = О, z = 3. 

2. а = xi-\-yj -\- x^yzk, Е = {ж^ + 2/^=4}, г = 2, z = 5. 

3. а = (х-\-zy)X-{xz-y)^-^xk, Е = {ж^ 4-2/̂  = 4}, z = О, z = 2. 

4. а = а;?+ yj-\-xz'^k, Е = {х^ + г/̂  = 9}, z = О, z == 3. 

5. а = хг + yj - 2z^, Е = {ж^ + у^ = 4}, г = О, z =. 2. 

6. 5 = a:?-f yj-{-yz^k, Е = {ж^ + у^ = 3}, z = О, z = 2. 

7. а = (x-32/)?+(3a: + 2/)jH-z2^, Е = {ж^+2/^ = 5}, z = О, z = 2. 

8. а = хГ+ yj-f sin^ zk, Е = {х^ + у2 = 4}, z = 1, z = 3. 

9. a = xi-{-yj-\- х'^к, Е = {ж^ + г/2 = 3}, z = 2, z = 4. 

10. а = 3?+ 2/J + zfc, Е = {х^ + 2/2 == 2}, z === 2, z = 4. 

Ответы. 1. бтг ед. потока. 2. 247г ед. потока. 3. 327г ед. потока. 
4. 547Г ед. потока. 5. IGTT ед. потока. 6. 127г ед. потока. 7. 207г ед. 
потока. 8. 1б7г ед. потока. 9. 127г ед. потока. 10. 47г ед. потока. 

14.4. Поток векторного поля 
через часть сферы 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти поток векторного поля 

а = Р(х, 2/, z)i-\- Q{x, у, z)j + Я(х, у, z)k 

через часть сферы 
2 , 2 , 2 2 

а̂  +2/ +z^ = г^, 
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вырезаемую плоскостью z = О {z > 0) {нормаль внешняя к замкну
той поверхностей^ образуемой данными поверхностями). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ПО определению поток П векторного поля а через 
поверхность S с полем единичных нормалей по определяется форму
лой 

П = ff{a,rio)da. (1) 

1. Поле единичных нормалей к поверхности, заданной уравнением 
F{xj 2/, z) — О, определяется формулой 

grad F 
По = ±-: IgradFr 

У сферы, очевидно, внешняя нормаль в каждой точке совпадает с 
радиусом-вектором этой точки, т.е. 

{x,y,z} 
По — V/X2 + i/2 + z2 

2. Находим скалярное произведение: 

._ ^ . P{x,y,z)x-\-Q{x,y,z)y-hR{x,y,z)z 
V^^ -\-у^ + z^ 

3. Согласно формуле (1) поток определяется поверхностным ин
тегралом: 

П = {a,no)dcr= / / f{x,y,z)da. 
Е Е 

4. Вводим на заданной поверхности (сфере) криволинейные коор
динаты 

^ ж = ^ cos (̂  sin б, 
у = ^sin(^sin^, 
Z = QCOSO. 

в этих координатах поверхность задается условиями 

О < (/? < 27Г, 
О < ^ < 7г/2. 
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Поскольку dа = г'^ sm9dif dв^ имеем 

27Г 7г/2 

Il = r^ dip f{rcos(fsine^rsm(psme^rcose)smei 

5. Вычисляем повторный интеграл и записываем ответ, не забы
вал о размерности. 

ПРИМЕР. Найти поток векторного поля 

5 = жг + (у + z)j + (г - у)к 

через часть поверхности 

x^ + y^ + z^ = 9, 

вырезаемую плоскостью z = О (>г: > 0) (нормаль внешняя к замкну
той поверхности, образуемой данными поверхностями). 

РЕШЕНИЕ. 
1. Внешняя нормаль в каждой точке сферы a:̂  +1/^ + ^^ = 9 сов

падает с радиусом-вектором, т.е. 

По — 

2. Находим скалярное произведение 

._ _ . х"^ + у{у -\-z) + z{z - у) I 
(а. По) = = V^2 4-2/2 + ^2. 

\Jx^ -\гу^ л- z^ 
3. Согласно формуле (1) поток определяется поверхностным ин

тегралом: 

П -= и {а, тгЬ) da ^ ff ^х'^ + у'^ + z'^ da. 
S Е 

4. Вводим на заданной поверхности (сфере) криволинейные коор
динаты 

X = QCOSifSinO^ 
у = ^sinc^sin^, 
Z = QCOSO. 
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В этих координатах поверхность задается условиями 

^ = 3, 
О < V? < 27Г. 

Поскольку dcr = 9 sin^d^^c?^, имеем 

27Г 7г/2 

" = / " " / 9-3sini9dl9 = 547r. 

о о 
Ответ. П = 547Г ед. потока. 

Условия ЗАДАЧ. Найти поток векторного поля а через часть 
сферы., вырезаемую плоскостью z = О (^ > 0). 

1. а = (х + x'^z)i + yj + {z — х^)к, 

2. а- хгЛ- {у + y'^z'^)] + {z - zy^)k, 

3. а = {х + z)i + УЗ -\- {z — х)к, 

4. а = {х -\- х'^у)г + {у — x^)j -f- zk^ 

5. а = {х + yz)i + yj + {z - xy)k, 

6. a = жг 4- (2/ 4- xyz)j -\-{z - xy'^)k, 

7. a = {x - xy'^)i + {x'^y + у)з + zk, 

8. a = (x + 2/>2:̂ )г + yj Л- {z - xyz)k, 

9. a = (x + 2/'2;)г + (^ — xz)j + zk, 

10. a = (x + xy'^z)i -\- {y — x'^yz)j + 2;̂ , 

x^ 4- 2/̂  + 2^ = 4. 

x^ -f 2/̂  + z^ = 4. 

x2 + 2/̂  + ^2 = 4. 

x^ H- 2/̂  + z^ = 1. 

x2+2/2 4-z2 = 1. 

x2 + 2/̂  + 2:2 = ;̂  

x2 + 2/2 4-z2 = 1. 

x̂  + 2/̂  + ^̂  = 9. 

x^ + 2/2 + 2;̂  = 4. 

x2 + 2/̂  + 2̂2 = 9. 

Ответы. 1. 1б7г ед. потока. 2. Хбтг ед. потока. 3. Хбтг ед. потока. 
4. 27Г ед. потока. 5. 27г ед. потока. 6. 27г ед. потока. 7. 27г ед. 
потока. 8. 547Г ед. потока. 9. 1б7г ед. потока. 10. ЪАтт ед. потока. 
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14.5. Вычисление потока по формуле 
Остроградского 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти поток вект^орного поля 

а = Р{х, у, г)г + Q{x, у, z)j + R{x, г/, z)k 

через замкнут^ую поверхность Е [нормаль внешняя). 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. ПОТОК векторного поля через замкнутую поверх
ность Е в направлении внешней нормали вычисляется по формуле 
Остроградского 

11= divadxdydz, (1) 

где Q — область, ограниченная поверхностью Е, и 

_ 9 Р SQ OR 
дх' ду dz 

— дивергенция векторного поля а. 

1. Вычисляем дивергенцию diva. 
2. Задаем область О, неравенствами. 
3. Вычисляем поток по формуле (1) как тройной интеграл 

Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР. Найти поток векторного поля 

через замкнутую поверхность Е, являющуюся полной поверх
ностью цилиндра 

х2+у2 = 1, z = 0, z = l. 

(нормаль внешняя). 



356 Гл. 14. Теория поля 

РЕШЕНИЕ. 

1. Вычисляем дивергенцию векторного поля: 

дх ду dz 

2. Задаем область П неравенствами. 
Поверхность Е, ограничивающая область Г2, состоит из трех по

верхностей и может быть записана в виде 

0<z< 1 f и ^ ^2^^2<1 \ и \ ^2 .̂.2 х^ + 2/2 < 1 

Из этих условий находим систему неравенств, определяющих об
ласть П: 

ж2 -f- 2/̂  < 1, 1 
^ = { {x,y,z) : 

0 < z < 1 

Форма области П такова, что удобно перейти к цилиндрическим ко
ординатам. Имеем 

П = < 

О < 9? < 27Г, "1 

0 < z < 1 

3. Вычисляем поток по формуле (1) как тройной интеграл: 

П = {2x + 2y-\-l)dxdydz. 
Q 

Переходя к цилиндрическим координатам, получаем 

1 27Г 1 

П = dz d(p д{2д cos v? + 2^ sin <̂  -f 1) dg — 27г. 
0 0 0 

Ответ. П = 27Г ед. потока. 
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Условия ЗАДАЧ. Найти поток векторного поля а через замкну
тую поверхность^ образованную заданными поверхностями {нормаль 
внешняя). 

1. a = {xy'^ + yz)i-{-{x^y + z'^)j + {x^ + z^/3)k, ж̂  + 2/2 + z^ = 1, 

2 = 0 ( г > 0 ) . 

2. a = {y-{-z'^)i + {x'^-^2yz)j-^{y'^-}-2z^)k, x'^ + y'^ = l-z, z = 0. 

3. a={2xy-{-y'^z)i-{-{2xy-}-x'^z)j-\-{xy-\-z'^)k, x'^+ y'^-\-z'^ = V2, 

z = 0 ( z > 0 ) . 

A. a = {x'^-\-y'^ + z'^)i + {xy + z)j + {x + 3z)k, x"^-\-y'^ = z'^, z = 4:. 

5. a = (3x2 -f у)г + (ж^ - 2x'^y + z)j + {x^ - y'^)k, x^ + y'^ = 1, 

2 = 0, z = l. 

6. a = (x^ 4- 2/z)z + xj + yk^ z = 1 — x — y, x = 0, у = 0, z = 0. 

7. d= (z^ + xz)i-}- {xy - z'^)j + yzk, ж̂  H- 2/2 = 1, z = 0, z = л/2. 
S. a = (ж2 + X2/ + 2;2)i* + {x^ + 2/̂  + l/'̂ )̂/ + (у^ + z'^ + xz)k, 

x'^ + y'^ + z'^ = 1, x^^-y^ = z^ (2:>0). 

^. a = {xz-\-y^z)i-^{x?'z-2y)2^-xyk, x^-^y^^z^ = \, z = 0 (z > 0). 

10. a = (ж2/ + 2/̂  + >2̂ )?+ (2̂ ^̂ ; + 2/̂ 2̂ )/ + (x^ + xz)^, x^ + y^ = 4, 
2 = 0, z = 1. 

Ответы. 1. 27г/5 ед. потока. 2. тг ед. потока. 3. тг ед. потока. 
4. 647Г ед. потока. 5. —7г/2 ед. потока. 6. 1/12 ед. потока. 
7. 7г ед. потока. 8. Зтг/З ед. потока. 9. — 137г/12 ед. потока. 
10. 27Г ед. потока. 
14,6. Работа силы 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти работу силы 

F = P{x,y)i + Q{x,y)j 

при перемещении вдоль кривой L от точки M(xi,2/i) к точке 
N{x2,y2)' 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. Работа А силового поля равна криволинейному интегралу вто

рого рода по кривой L: 

А= f{F,dr)= I P{x,y)dx-VQ{x,y)dy. 

2. Вычисляем криволинейный интеграл. 
Записываем ответ, не забывая о размерности. 

ПРИМЕР. Найти работу силы 

F = {х-у)г+] 

при перемещении вдоль кривой L 

х^^у^ = А (г/>0) 

от точки М(2,0) к точке iV(-2,0). 

РЕШЕНИЕ. 
1. Работа А силового поля равна криволинейному интегралу вто

рого рода по кривой L: 

А=: j{F,dr)= l{x-y)dx + dy. 

2. Вычисляем криволинейный интеграл. Для этого: 
а) поскольку L — верхняя полуокружность, ее параметрические 

уравнения записываем в виде 

{ у = 2sint, - -

Вычисляем dx = —2smtdt и dy = 2costdt\ 
б) переходим от криволинейного интеграла к определенному: 

А= {x-y)dx + dy= [{2cost-2smt){-2smt) + 2cost]dt = 27r. 
L о 

Ответ. А = 27г ед.работы. 



14.7. Циркуляция векторного поля 359 

Условия ЗАДАЧ. Найти работу силы F при перемещении вдоль 
заданной кривой от точки М к точке N. 

1. F = xUyj, х2-|-у2 = 4 (2/>0), М(2,0), iV(-2,0). 

2. F = x^l ^2 + 2/2=4 ( у > 0 , а ;>0) , М(2,0), iV(0,2). 

3. F = {x^ + y)i + {x^-y)l у = х\ М(-1 ,1 ) , АГ(1,1). 

4. F = 2xyi-i-x^j, 2/ = 2x^ М(1,2), А^(2,1б). 

5. F = yi^2yl х2 + 2/̂  = 1(2/>0) , М(1,0), iV(- l ,0) . 

6. F = xi-yj, х^ + у^ = 2{у>0), М(ч/2,0), N{-^2,0). 

7. F = 2yl х2+2/2 = 1(2 />0 , а :>0) , М(1,0), iV(0,1). 

8. F=-x^yi, х2-h 2/^=4 (i/>0, ж>0), М(2,0), АГ(0,2). 

9. F = (2/-x2)?+a:J, у = 2х\ М(0,0), iV(l,2). 

10. F = y ? - x J , 2/ = ^ ' , М(0,0), N{2,S). 

Ответы. 1. О ед.работы. 2. —4 ед.работы. 3. 4/3 ед.работы. 
4. 62 ед.работы. 5. -тг ед.работы. 6. О ед.работы. 7. 1 ед.работы. 
8. —7г ед.работы. 9. 5/3 ед.работы. 10. —8 ед.работы. 

14.7. Циркуляция векторного поля 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти циркуляцию векторного поля 

а = Р{х, у, z)i-^ Q{x, у, z)j + R{x, г/, z)k 

вдоль замкнутого контура Г 

X = x{t)^ 

z = z{t), 
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ПЛАН РЕШЕНИЯ. 
1. По определению циркуляция векторного поля равна криволи

нейному интегралу второго рода вдоль кривой Г: 

X, у, z) dx + Q{x, у, z) dy -\- R{x, y, z) dz. 
г г 

2. Вычисляем криволинейный интеграл, сводя его к определен
ному: 

А= (i)(a^dr) — 

i 

J[P{x{t),y{t), z{t)) x\t) + Q{x{t),y{t), z{t)) y\t)+ 

Г 
t 

+ R{x{t),y{t),z{t))z'{t)]dL 

Записываем ответ. 

ПРИМЕР. Найти циркуляцию векторного поля 

а = --гЗ — 3xj -\- хк 

вдоль замкнутого контура Г 

X = 2 cost, 
y = 2smt, te [0,27г]. 
z = 1 - 2cost - 2sint, 

РЕШЕНИЕ. 
1. По определению циркуляция векторного поля равна криволи

нейному интегралу второго рода вдоль кривой Г: 

А = <i){djdr) = Ф -dx — 3xdy -\- xdz. 
г г 

2. Вычисляем криволинейный интеграл, сводя его к определен
ному: 

А= ф -dx — Sxdy -\- xdz = 
г 
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27Г 

4 . 2 . , . 2 . . \ , 527Г 
- sm t —locos t i- Asmtcost \ at = . 
о / о 

о 

27Г 

Ответ. А = -527г/3. 

Условия ЗАДАЧ. Найти циркуляцию векторного поля а вдоль 
заданного замкнутого конт^ура {t G [0,27г]). 

1. а = yi — z'^j -{- х'^ук, а; = 2cost, у = sint, z — \. 

2. а =—x^yi-\-Aj-\-x^zk^ ж = 2cost, y — 2smt^ г = 4. 

3. a = x^i — z'^j + yk, x = cost, 2/ = 2sint, z = 2cost. 

4. a = — 222 — x^j + z^, x = 2cost, y = 2smt, z = sint. 

5. a = y'^i — zj + yk, x —5cost, у = 2sint, 2 = 2(1 —cost). 

6 . 5 = ж̂ г — y'^j + 2/ ,̂ a: = cos t, у = 3 sin t, z = cos t — sin t. 

7. a = yi-\-xj-\-y^k, ж = 2cost, 2/ = sint, z = 5sint. 

8. a = zi — xj -]- yzk, x = cost, г/= 6sint, z = 3. 

9. a = —ж̂ г + 5j + 2/^, ж = cost, 2/ = 5sint, z = 3cost. 

10. a = 4уг + xj + yk, x = cost, у = sint, z = 2 — cost — sint. 

Ответы. 1. -27Г. 2. ISTT. 3. -47г. 4. 47г. 5. -Зтг. 6. -Зтг. 7. тг. 
8. -бтг. 9. -157Г. 10. -87Г. 

14.8. Вычисление циркуляции 
по формуле Стокса 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. Найти модуль циркуляции векторного 
поля 

а = Р(ж, у, z)i-\r Q{x, 2/, z)j + R{x, у, z)k 
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вдоль замкнутого контура 

{(̂ , y^z) : 
Fi{x,y,z) 
F2{x,y,z) •} 

ПЛАН РЕШЕНИЯ. Циркуляция А векторного поля а = {P^Q^R} по 
замкнутому кусочно-гладкому контуру Г, расположенному в области 
G, в которой функции Р, Qj ^ имеют непрерывные частные произ
водные, равна потоку ротора этого векторного поля через любую 
кусочно-гладкую поверхность Е, натянутую на контур Г и располо
женную внутри области G, т.е. справедлива формула Ст,окса 

41 (rota,ггЬ) d(T. (1) 

Предполагается, что ориентация единичных нормалей 

По = {cos а, cos 5̂, cos 7} 

к поверхности Е согласована с ориентацией контура Г так, чтобы 
из конца каждой нормали обход контура в выбранном направлении 
выглядел как обход против часовой стрелки. 

1. Возможны два противоположных направления обхода Г. Цир
куляция при этих обходах отличается только знаком. Поскольку тре
буется найти только модуль циркуляции, выбираем направление об
хода произвольно, а в ответе запишем модуль результата. 

2. Выбираем поверхность Е, натянутую на контур Г. 
3. Определяем нормали UQ К поверхности Е. 
4. Находим rot а: 

rota 

г 
д 
дх 
Р 

.7 
д 
ду 
Q 

к 
д 
dz 
R 

5. Вычисляем скалярное произведение (rota,rio) 
6. Применяем формулу Стокса (1): 

= / / ( r o t a . щ) da. 
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7. Вычисляем поверхностный интеграл. 
Записываем ответ, не забывая про модуль. 

ПРИМЕР. Найти модуль циркуляции векторного поля 

а = yi — xzj + хук 

вдоль замкнутого контура 

Г <{x,y,z) : а;2 4- у2 + z^ = ' 
х'^ + 2/̂  

РЕШЕНИЕ. 
1. В данном случае очевидно, что Г — окружность х^ + /̂̂  = 9, 

лежащая в плоскости z = 0. Выбираем направление обхода контура 
Г против часовой стрелки, если смотреть из конца вектора к. 

2. Выбираем поверхность Е, натянутую на контур Г. 
Естественно в качестве Т, взять круг: 

Е = | ( х , 2 / , . ) : I2^y2^g } • 

3. Согласно выбранной ориентации контура нормаль TTQ к Т, одна 
и та же в каждой точке и равна к. 

5. Находим rot а: 

rota = 

г 
д 
дх 
У 

3 
д 
ду 

— XZ 

к 
д 
dz 
ху 

— 2хг — yj Ч- (—1 — z)k. 

5. Вычисляем скалярное произведение: 

(rot а, гго) = {2xi — yj + ( — 1 — z)k, к) = —1 — z. 

6. Находим циркуляцию по формуле Стокса (1): 

А= ff{-l-z)da. 

7. Вычисляем поверхностный интеграл, сводя его к двойному: 

А = / / ( - 1 -z)da= II ( -1 - z)\^^Q dxdy = -Этг. 
Е ж2+у2<9 
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Ответ: \А\ = Этт. 

Условия ЗАДАЧ. Найти модуль циркуляции векторного поля а 
вдоль замкнутого контура Г. 

1. а = {xz-\-y)i-^ {yz - x)j, Г = 

2. а = x'^zi - yj + ук, 

3. а = Х2:г + 2xzj + a;̂ ?/fc, 

4. а = (ж — y)i + xjf — zfc, 

5. а = уг — xj + xzfc, 

6. а = 42/г + xj + ук, 

7. а = yi — xj + г^, 

8. а = жг/г Н- г/г^ + а̂ >г:̂ , 

9. а = 2/̂  Н- (1 — a;)ji — zfc, 

10. а = xi — z'^j + ук, 

Г = 

Г = 

Г = 

Г = 

Г = 

Г = 

Г = 

Г== 

Г = 

z = S 

z = 3{x'^y^) 
z = 2 ' • } • 
х2 + 2/̂  + г^ = 9, 
^2 + 2/̂  = 1 (^ > 0) 

z = 2 

Z = 2{х^ -Ь у^) + 
z = 3 М-

' • } • 

х^ + у'^ = 1, 
ж + у -f 2; = 1 

х2 + у2 3̂  4, 
2а: + У 4- г = 1 

х2 4- у2 + 2:2 = 9̂  
2:2 + у2 :^ 4 (;̂  > 0) J • 

^2 + 2/2 = 4, 
4ж - Зу - Z = 3 

Ответы. 1. 27Г. 2. 0. 3. 4\/27г. 4. 27г. 5. 27г. 6. 27г. 7. лДтт. 
8. 87Г. 9. 87Г. 10. бОтг. 
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